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Aus dem Vorwort zur englischen Ausgabe.

Die Vorlesungen, die hier gedruckt vorliegen, sind genau i
dem Umfange, wie sie vom 14. Nov. 1925 bis zum 22. Jan, 1926
am Massachusetts-Institute of Technology in Cambridge (Mass.)
gehalten wurden, ohne nachtrigliche Ergénzungen niederge-
schrieben worden. Sie sollen kein Lehrbuch sein — deren gibt
es genug —, sondern eine Darstellung der Forschung auf den-
jenigen Gebieten der Physik, an denen ich selbst mitgearbeitet
habe und die ich daher einigermaBen zu iibersehen glaube.
Ich konnte bei der kurzen Zeit, die zur Verfiigung stand, weder
Vollstindigkeit anstreben, noch Einzelheiten beriicksichtigen.
Mein Ziel war Mitteilung der Methoden, der wesentlichen
Forschungsziele und der wichtigsten Ergebnisse. Zitate habe
ich vermieden und Autorennamen nur gelegentlich genannt;
ich bitte hier gleich alle Fachgenossen um Vergebung, deren
Nennung vergessen worden ist.

Die Vorlesungen iiber Gittertheorie sind hauptséchlich ein
Referat iiber einige Abschnitte meines Buches , Atomtheorie
des festen Zustandes“ und iiber die seit dem Erscheinen des-
selben veroffentlichten Arbeiten auf diesen Gebieten.

Ebenso schlieBen sich die Vorlesungen iiber Atomstruktur
anfangs an mein Buch , Atommechanik® an, gehen dann aber
bald zu einem andern Standpunkt iiber. Als ich den Kursus
begann, war gerade die erste Arbeit HEISENBERGS erschienen,
in der er mit genialem Griff der Quantentheorie eine neue
Wendung gab; die Arbeit von JorpAN und mir, in der die
Matrizenrechnung als adiquate Formulierung dieser Gedanken
erkannt wurde, war im Druck, und eine dritte Arbeit von uns
dreien gemeinsam im Manuskript nahezu fertig. Die in der
letzteren enthaltenen Ergebnisse lieBen mich nicht daran zweifeln,
daB die neuen Methoden den ilteren iiberlegen sind; doch konnte
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ich mich nicht entschlieBen, gleich mit der neuen Quantentheorie
anzufangen. Das hiefe nicht nur der ungeheuren Leistung Boars
ihr Recht kiirzen, sondern auch dem Hérer oder Leser die
natiirliche und wunderbare Entwicklung eines Gedankens vor-
enthalten. Daher habe ich mit einer Darstellung der Bomg-
schen Theorie als einer Anwendung der klassischen Mechanik
begonnen, aber mehr, als sonst iiblich, ihre Schwichen und
gedanklichen Hérten betont. Es ist wohl iiberfliissig, auszu-
sprechen, daB dies nur zur Begriindung der Notwendigkeit einer
neuen Auffassung geschehen ist und keinerlei Kritik an Bongrs
unsterblichem Werke bedeutet. Wéahrend des Fortgangs der
Vorlesung wurden mir weitére Erfolge der neuen Methoden
bekannt; einige von diesen konnte ich noch der Vorlesung
einfiigen, wie die Pavurische Theorie des Wasserstoffatoms;
andere wenigstens andeuten, wie die von N. WieNEr und
mir versuchte Theorie aperiodischer Vorgéinge mit Hilfe einer
allgemeinen Operator-Rechnung. Diese Abschnitte sind weniger
ein Bericht tiber wissenschaftliche Ergebnisse, als eine Auf-
zédhlung der Probleme, die uns Theoretiker gerade am meisten
beschéftigen.
Cambridge, den 22. Januar 1926.
Max Born.

Vorwort zur deutschen Ausgabe.

In der kurzen Zeit zwischen dem Ende meiner Cambridger
Vorlesungen und der Drucklegung dieser deutschen Ausgabe
hat sich die neue Quantenmechanik so entwickelt, daB es mir
nicht angéngig erschien, die neuen Resultate unberiicksichtigt
zu lassen. Das vorliegende kleine Buch unterscheidet sich da-
her erheblich von der englischen Ausgabe, nicht nur im Inhalt,
sondern auch im Tone der Darstellung; wihrend dort die neuen
Methoden entwickelt wurden mit der begriindeten Hoffnung,
daB sie zur Losung der Probleme des Atombaues beitragen
wiirden, konnten hier fiir zahlreiche Probleme die Losungen
mitgeteilt werden. Der grofe Fortschritt beruht ebensosehr auf
der neuen Quantenmechanik, wie auf dem Modell des Elek-
trons mit Eigenrotation nach URLENBECK und Goupsmit, durch
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das die von PAvurr und HEISENBERG begriindete Auffassung
der Elektronenbahnen mit je vier Quantenzahlen der quanti-
tativen Durchrechnung zugéinglich gemacht wurde. Leider konnten:
die schonen Methoden von Dirac nur erwihnt werden; die
fundamentalen Zusammenhénge, die SCHRODINGER neuerdings
zwischen der Quantenmechanik einerseits, den DE BroGLIEschen
Wellen und der Bose-EINsTEINschen Statistik andererseits her-
gestellt hat, muBiten ganz unberiicksichtigt bleiben. Ich hoffe,
daf3 der Inhalt des kleinen Buches trotz seiner Beschriankungen
als Ganzes wirkt und dazu beitriigt, die Uberzeugung von der
Richtigkeit des eingeschlagenen Weges zu stdrken und zu
verbreiten.

Bei der Umarbeitung und den Korrekturen haben mir die
Herren H. Mtrrer in Cambridge Mass., Dr. P. Jorpax und
Dr. O. BorLrow in Gottingen in freundlicher Weise geholfen
wofiir ich ihnen aufs herzlichste danke. Auch dem Verlage, der,
zur Verhiitung eines nochmaligen , Veraltens“ des Inhalts den
Druck besonders eilig betrieben hat, mochte ich meinen Dank
an dieser Stelle aussprechen.

Gottingen, 21. April 1926.

Max Born.
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1. Teil.
Die Struktur des Atoms,.

1. Vorlesung.

Vergleich zwischen der klassischen Kontinuumstheorie und der Quanten-
theorie. Die wichtigsten experimentellen Resultate iiber die Struktur des
Atoms. Allgemeine Prinzipien der Quantentheorie. Beispiele.

Die heutige Physik steht durchaus auf dem Boden der
Atomtheorie. Durch experimentelle und theoretische Forschung
sind wir zu der Uberzeugung gekommen, daB die Materie nicht
beliebig teilbar ist, sondern dalBl es letzte Einheiten des Stoffes
gibt, die nicht weiter zerlegt werden koénnen. Allerdings sind
es nicht die Atome der Chemie, die wir zur Fithrung des
Namens ,die Unteilbaren“ fiir berechtigt halten. Vielmehr
sind die chemischen Atome nach neueren Untersuchungen recht
verwickelt aufgebaute Strukturen aus kleineren Elementarkorpern.
Dies sind nach der Ansicht der heutigen Forschung die Atome
der Elektrizitat, die (negativen) Elektronen und die (positiven)
Protonen. Man konnte nun geneigt sein, zu glauben, dafl eine
spitere Epoche der Wissenschaft auch diesen Standpunkt iiber-
winden und zu noch kleineren Einheiten vordringen wird. In
diesem Falle kénnte die philosophische Bedeutung der Atomistik
nicht sehr hoch gewertet werden; die letzten Einheiten wiren
nichts Absolutes, sondern nur ein Symbol fiir den augenblick-
lichen Stand der Forschung. Aber ich glaube nicht, daB es so
ist; ich glaube, daB man hoffen darf, daB es sich hier nicht
um eine endlose Kette von Zerlegungen handelt, sondern daf
wir dem Ende nahe sind, es vielleicht erreicht haben. Die
Griinde, die man fiir diesen Optimismus vorbringen kann, liegen
weniger in der experimentellen Evidenz der Realitdt von Atomen,
Protonen und Elektronen, die die neuere Physik geliefert hat,

als vielmehr in dem besonderen Charakter der Gesetze, welche
Born, Probleme der Atomdynamik. 1



2 Die Struktur des Atoms. 1. Vorlesung.

im Gebiete der Wechselwirkung der elektrischen Elementar-
teilchen gelten. Diese Gesetze haben in der Tat Eigenschaften,
die uns den SchluB erlauben, daB wir definitiven Formulie-
rungen nahe sind.

Eine solche Behauptung mag vermessen erscheinen. Denn
alle Philosophien aller Zeiten haben gelehrt, dal menschliches
Wissen Stiickwerk ist, dal jedes Ziel der Erkenntnis nur er-
reicht worden ist, um uns neue Rétsel aufzugeben. Auch in
der Physik hat bisher jedes Resultat, das eine Zeit als Natur-
gesetz proklamierte, nach einigen Jahren oder Dezennien oder
Jahrhunderten fallen miissen, weil neue Forschung neue Er-
kenntnis brachte, und wir sind gewohnt, die wahren Natur-
gesetze als unerreichbare Ideals, die sogenannten Naturgesetze
der Physik aber als immer bessere Anniherungen an jene
wahren Gesetze anzusehen. Wenn ich nun sage, daB gewisse
Formulierungen der Gesetze in der heutigen Atomistik einen
Charakter haben, der in gewissem Sinne endgiiltig ist, jeden-
falls nicht in das Schema der allméhlichen Anndherung an die
Wahrheit palit, so muBl ich das ndher begriinden.

Dieser besondere Charakter der Atomprozesse beruht in
dem Auftreten ganzer Zahlen. Wir behaupten nicht nur, daB
in irgendeinem Korper, sagen wir in einem Stiick Metail, eine
bestimmte endliche Anzahl von Atomen oder von Elektronen
vorhanden sei; sondern wir behaupten viel weitergehend, daB
auch der Zustand eines einzelnen Atoms und die bei der Wechsel-
wirkung mehrerer Atome auftretenden Prozesse durch ganze
Zahlen beschrieben werden konnen. Dies ist der Inhalt der
sogenannten ,Quantentheorie“, deren fundamentale Bedeutung
nicht nur in ihren prakti~chen Ergebnissen, sondern vor allem
auf der hier betrachteten philosophischen Folgerung beruht.
Um den Gedanken zu erldutern, betrachten wir einen kleinen
Korver, der sich auf einer geraden Linie bewegen  kann.
Nach den gewohnlichen Vorstellungen kann er zu irgendeiner
Zeit an irgendeiner Stelle sein, Will man diese Stelle fest-
legen, so hat man etwa die Koordinate z des Punktes von
irgendeinem festen Nullpuukte aus anzugeben.

Die Genauigkeit dieser Angabe aber hiingt vollstindig ab
von den experimentellon Mitteln der Beobachtung; wenn z
stetig verdnderlich ist, so kann eine exaktere Messung immer
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eine neue Dezimale hinzufinden. Im Gebiete der Atomvor-
ginge aber scheinen ganz andere Verhiltnisse vorzuliegen.
Wir kénnen sie vergleichen mit dem Verhalten unseres Korpers,
wenn wir uns diesen als unendlich klein vorstellen und ihm
nur erlauben, sich an ge-

wissen diskreten Punkten e S
aufzuhalten, die wir mit 1, o 7 23 % 58
2, 3, 4 ... numerieren wollen. Abb, 1.

Die Koordinate x kann also

nur Werte 1, 2, 3, 4,... annehmen, nicht etwa I oder 3,7.

So verhalten sich in der Tat die sogenannten ,Quanten-

zahlen®, mit denen wir heute die Zustinde der Atome be-
schreiben.

Wenn sich dieses Verfahren bewdhrt, so stehen wir offen-
bar hinsichtlich des Fortschrittes unserer Erkenntnis vor einer
neuen Lage. Denn wenn die Werte von z absolut genau ganz-
zahlig sein sollen, so kann an einer einmal vorgenommenen
Bestimmung einer solchen Zahl nichts mehr gefindert werden.
Wenn einmal entschieden ist, daBl x gewill nicht gleich 1 und
gewiBl nicht gleich 3, 4, 5 oder gar einer gréferen Zahl ist,
g0 bleibt fiir « eben nur der Wert 2 iibrig, und eine genauere
Messung kann daran nichts &dndern. Wir haben also in der
Tat definitive Elemente in den Aussagen unserer Naturgesetze,
und es scheint die Tendenz vorhanden zu sein, dafl diese
Gesetze iiberhaupt im wesentlichen als Beziehungen zwischen
ganzen Zahlen diesen definitiven Charakter bekommen. Es
ist also wohl nicht zuviel gesagt, daf das Jahr 1900, in welchem
Max Pranck die Quantentheorie aufstellte, den Anfang einer
durchaus neuartigen Naturauffassung bedeutet.

Die Theorie der Materie, wie sie bis heute gehandhabt wurde,
war von einer so extremen Auffassung noch recht weit entfernt.
Um ihren Standpunkt zu kennzeichnen, betrachten wir wieder
unseren Korper auf der geraden Linie mit der Koordinate x;
dann entspricht die heutige Quantentheorie etwa dem, daf
man zwar zunichst z alle moglichen kontinuierlich verteilten
Werte annehmen liBt, dann aber durch sogenannte ,Quanten-
bedingungen“ die ganzzahligen Werte von z als ,stationére
Zustinde“ hervorhebt. Diese Auffassung ist recht wenig be-
friedigend. Darum haben wir in unserem Gottinger Imstitut

1%
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uns bemiiht, eine neue Formulierung der Quantentheorie zu
finden, in der nur jene ganzen Werte der Zahl xz auftreten
und die Frage nach den dazwischenliegenden gebrochenen
Werten keinen Sinn hat. Diese neue Theorie hat sich insofern
bewihrt, als einige der ernsten begrifflichen Schwierigkeiten der
bisher iiblichen Quantentheorie darin nicht mehr auftreten.
Andrerseits fithren die Rechnungen auf neuartige mathematische
Probleme, die erst durch eingehende Untersuchungen verschie-
dener Forscher lésbar geworden sind. Darum mdchte ich
meine Vorlesungen nicht mit dieser neuen Theorie anfangen,
sondern einen kurzen Uberblick iiber die #ltere voraus-
schicken.

Lassen Sie mich an die wichtigsten Ergebnisse der experi-
mentellen Erforschung des Atombaus erinnern.

Unter diesen steht an der Spitze die von LENARD und
RUTHERFORD entwickelte Vorstellung, daf das Atom aus einem
positiven Kern bestebt, der von mnegativen Elektronen um-
geben ist. Das einfachste Atom, das des Wasserstoffs, besteht
aus einem Elektron, das um den einfachsten Kern, das Proton,
kreist; beide haben eine Ladung vom gleichen Betrage e =
4,77 - 10~ ES.E., aber verschiedene Massen, die im Ver-
hiltnis 1:1830 stehen. Die Kerne der anderen Atome sind ver-
wickelt aus Protonen und Elektronen zusammengesetzt, wie
aus den Erscheinungen der Radioaktivitdt hervorgeht. Aber in
diesen Vorlesungen wollen wir uns nicht mit der Kernstruktur
beschéftigen. Wir wollen die Kerne als Massenpunkte behandeln
mit einer Ladung, die ein ganzes Vielfaches Z der oben
angegebenen Elementarladung e ist. Diese Zahl Z wird
pAtomnummer® genannt und bestimmt die Stellung des
Atoms im periodischen System der Elemente. Im neutralen
Atom ist die Anzahl der Elektronen ebenfalls gleich Z;
in den negativen Ionen ist sie grofler, in den positiven kleiner
als Z.

Die Krifte, die die Elektronen an den Kern binden, sind
sicherlich von elektrischer Art. Das ist bewiesen durch die
Versuche Lgwarps iiber die Zerstreuung von Kathoden-

shlen und die RUTHERFORDS und seiner Schiiler iiber die
erstrenung von e-Strahlen, durch die gezeigt wurde, daB das
CouromBsche Gesetz sicherlich noch in den Entfernungen vom
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Kern gilt, die in der hier behandelten Theorie in Betracht
kommen?).

Die Annahme rein elektrischer Krifte filhrt aber zu ernsten
Schwierigkeiten. Es gilt ein mathematischer Satz, wonach ein
System von elektrischen Ladungen niemals im stabilen Gleich-
gewicht sein kann; daher war RUTHERFORD zu der Annahme ge-
zwungen, dall die Elektronen sich um die Kerne bewegen, in
solcher Weise, dal die Fliehkrifte gerade die Resultante der
elektrischen Krifte kompensieren. Aber wenn die elektro-
magnetischen Gesetze auf ein solches System angewandt werden
diirfen, so mufl es Energie ausstrahlen so lange, bis das Elek-
tron in den Kern f{illt. Eine zweite Schwierigkeit bemerkt
man vom Standpunkt der kinetischen Gastheorie aus. Wir
wissen, daf jedes Molekiil oder Atom eines Gases unter nor-
malen Bedingungen etwa hundertmillionenmal pro Sekunde
zusammenstéft. Wenn die gewohnlichen Gesetze der Mechanik
hier gelten wiirden, co hdtte man bei jedem ZusammenstoB
eine kleine Anderung der Elektronenbahnen zu erwarten, und
diese Anderungen wiirden sich derart anhéufen, daB nach einer
Sekunde die Atomstruktur eine voéllig andere geworden sein
miifite. Aber wir wissen, dafl jedes Molekiil ganz bestimmte,
unverdnderliche Eigenschaften hat. Darum ist es notwendig,
sich nach einem Stabilitdtsprinzip umzusehen, daBl offenbar aus
den Gesetzen der gewdhnlichen Mechanik nicht abgeleitet wer-
den kann.

Niers BorrR hat dieses Prinzip angegeben, indem er die
Regeln der Quantentheorie auf die atomaren Systeme anwandte.
Diese Regeln waren von Max Pranck beim Studium der
Gesetze der Wirmestrahlung entwickelt worden. Er hatte ge-
zeigt, daB es unmdglich ist, die spektrale Verteilung der von
einem schwarzen Koérper ausgestrahlten Energie zu erkliren,
wenn man die libliche Annahme macht, dafi die Energie in
beliebig kleine Teile aufgeteilt werden kann; dafl man aber zu

1) Neuere Untersuchungen von BIELER, RUTHERFORD und CHADWICK
iiber die Ablenkung von Rontgenstrahlen an leichten Atomen kénnen nach
DeBye und HARDMEIER so gedeutet werden, daBl der Kern elektrisch
polarisierbar ist. Wenngleich er also nicht immer als elektrische Punkt-
ladung aufgefaBt werden kann, verhilt er sich doch jedenfalls wie ein
System elektrischer Ladungen.
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einer FErklirung gelangt durch die Annahme von Energie-
quanta der endlichen GroBe kv, wo » die Frequenz der Strahlung,
und % eine Konstante vom Betrage h = 6,54-10-27 erg. sec.
ist. Dieser merkwiirdige Gedanke hat sich duBlerst fruchtbar
fiir die Entwicklung der Physik erwiesen; denn es hat sich
geozeigt, daB diese Konstante 2 und das Quantum Ay eine
wichtige Rolle in zahlreichen Erscheinungen spielen. So wird
beim lichtelektrischen Effekt die kinetische Energie des Photo-

elektrons gegeben durch g v? = hy, wo » die Frequenz der

einfallenden Strablung ist. Dieses von Einstein aufgestellte
Gesetz ist von Millikan und andern experimentell bestitigt
worden und lieferte den direkten Beweis fiir die Existenz des
Quantums. Es folgten zahireiche Experimente &hnlicher Art,
von denen ich nur eine Gruppe erwihnen will, nimlich die
Beziehung zwischen kinetischer Energie eines Elektrons und der
Frequenz des Lichtes, das durch den Stof dieses Elektrons
gegen ein Atom erzeugt wird, Versuche, die zuerst von Franck
und HERTZ angestellt und spater von CompToN, FooTE, MOHLER
und andern, vor allem amerikanischen Physikern, entwickelt
worden sind.

Alle diese Experimente zeigen, dafl die Erzeugung einer
Strahlung von einer bestimmten Frequenz einen bestimmten
Betrag an kinetischer Energie erfordert. Niens Bomrs Grund-
annahme lauft nun darauf hinaus, daB dieses Gesetz nicht
nur zwischen kinetischer Energie und Strahlung, sondern zwischen
jeder Art von Energie und Strahlung gilt. Auf diese Weise
fand er eine sehr einfache Interpretation der Tatsache, daB
isolierte Atome (in hochverdiinnten Gasen) ein Linienspektrum
emittieren, d.h. ein System monochromatischer Lichtwellen.
Er nimmt an, daB das Einsteinsche Gesetz fiir die Emission
einer Spektrallinie in der Weise anzuwenden ist, dafl bei diesem
ProzeB die innere Energie des Atoms um einen endlichen Be-
trag W, — W, abnimmt, durch den die Frequenz » des Lichtes
nach der Gleichung

W,—W,=hvy (1)
bestimmt ist.

Um das ganze System der Linien eines Atoms zu erkldren,
nimmt Bomr die Existenz eines Systems von sogenannten
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nStationdren Zustinden“ an, in denen das Atom ohne Energie-
verlust durch Strahlung existieren kann, indem es seine Energie-

werte W,, W,, W,,... behilt. Auf diese Weise erscheint die
Frequenz jeder Spektrallinie als Differenz zweier ,Terme“
.

—hl- und 2»72’ in vollstindiger Ubereinstimmung mit der wohlbe-
kannten optischen Tatsache, die man das ,Rypsrre-Rirzsche
Kombinationsprinzip“ nennt. Zugleich hebt die Hypothese die
Schwierigkeiten beziiglich der Stabilitit der Atome auf, von
der wir oben sprachen; denn die zur Uberfiihrung eines Atoms
von einem stationdren Zustand in den andern nétige Energie
ist groB, groBer als die bei gewshnlichen Temperaturen in der
Wirmebewegung verfiighare Energie, und darum mufl das Atom
unverdndert bleiben.

Diese Annahmen stehen im schérfsten Widerspruch zur
klassischen Dynamik. Aber da wir von den genauen Gesetzen
der neuen Theorie zunéchst so gut wie nichts wissen, so wollen
wir die klassischen Gesetze gebrauchen, solange es irgendwie geht;
und wenn es nicht mehr geht, wollen wir Anderungen anzu-
bringen suchen. Die Hauptirage wird die Bestimmung der
stationdren Zustinde und ihrer Energien sein. Aber zuvor
wollen wir mit EINSTEIN zeigen, dal Bomrs Prinzip geniigt,
um eine sehr einfache Ableitung der Pranckschen Formel fiir
die Strahlung eines schwarzen Korpers zu geben.

Wir betrachten zwei stationdre Zustinde W, und W, (W, > W,);
im stationdren Gleichgewicht mogen sie in den Anzahien N, und N,
vorkommen. Dann gilt nach dem BoLrzmannschen Prinzip

W,
kT Wi— W,
sze kT
N, "
e kT

In der klassischen Theorie besteht die Wechselwirkung eines
atomaren Systems mit der Strablung aus drei Prozessen:
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1. Wenn das Atom in einem Zustande hoherer Energie ist,
verliert es spontan Energie durch Ausstrahlung.

2. Das duBere Strahlungsfeld vermehrt oder vermindert die
Energie des Atoms je nach den Amplituden und Phasen, die
in ihm enthalten sind. Wir nennen diese Prozesse:

a) Positive Einstrahlung, wenn das Atom Energie gewinnt,

b) Negative Einstrahlung, wenn es Energie verliert,

In diesen beiden Fillen sind die Beitrige der Prozesse zur
Energieinderung der Strahlungsdichte ¢, proportional.

In Analogie damit nehmen wir fiir die quantenhafte Wechsel-
wirkung drei entsprechende Prozesse an. Folgende Ubergiinge
sollen zwischen den Energieniveaus W, und W, vorkommen:

1. Spontane Energieabnahme durch Uberginge von W,
nach W,. Die Hiaufigkeit dieser Prozesse ist der Anzahl N,
der Atome im Ausgangszustande W, proportional, iibrigens
auch von dem Endzustande abhingig. Wir schreiben daher
fir die Zahl dieser Uberginge:

A,N,.
2a) Energiezunahme durch das Strahlungsfeld (Uberginge
von W, nach W,), fiir ihre Anzahl schreiben wir in entsprechen-

der Weise:
B, N,o

2b) Energieabnahme durch das Strahlungsfeld (Ubergange
von W, nach W,); ihre Anzahl sei
By Nie

Im statistischen Gleichgewicht zwischen den Zustéinden W,

und W, mufl gelten

A4, N, =By N, — B, N)) oy,
woraus folgt

0. — Am — Al
=7 N, kv 2
Be1 j\f—Bm B ek Bl‘.’ , ( )

Man wird naturgemif annehmen, dafl die klassischen Ge-
setze Grenzfille der Quantengesetze sind. Hier wird es sich
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um den Grenzfall hoher Temperaturen handeln, wo kv klein
ist- im Verhéltnis zu k7. TUnter dieser Bedingung muf die
Gl (2) in das klassische Gesetz von RaYLEIGHE und

JEANS iibergehen:

8
— ZZ T,
c

9y

Nun hat (2) fiir groBe Werte von 7' die Form
A a

12

hy
QV:Bﬁl—B12+B21ﬁ+.“

Die beiden letzten Ausdriicke werden identisch, wenn
B,, = B,,
Ay _ 8= Y h.
B, ¢
Setzen wir das in (2) ein, so erhalten wir die Prawcksche
Strahlungsformel:

8xh »?
&=TE TR
ekT — 1

Wir sehen, dafl die Giiltigkeit dieses Gesetzes ganz unab-
héngig ist von der Bestimmung der stationdren Zusténde.

Nunmehr wollen wir uns dem Problem der Festlegung der
stationiren Zustinde zuwenden. Das einfachste Modell eines
strahlenden Systems ist der harmonische Oszillator; dessen Be-
wegungsgleichung lautet

mq +xg=0,
wo ¢ der Abstand des bewegten Massenpunktes von der Gleich-

gewichtslage, m seine Masse und x eine Konstante bedeutet,
die mit der Eigenfrequenz », durch die Beziehung

x=m(2avy)?
verbunden ist.

Die Bewegung eines Punktes gemif dieser Gleichung steht
in sehr engem Zusammenhange mi¢ der Bewegung des Feld-
vektors in einer monochromatischen Lichtwelle. Die Annahme
liegt nahe, daBl die Frequenz eines solchen linearen Osziilators
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iibereinstimmt mit der Frequenz des von ihm ausgesandten
Lichtes. Dann folgt aus der Bomrschen Frequenzbedingung (1),
daf die Energien der stationiren Zustinde des Oszillators. die
Difterenzen kv, haben miissen: sie sind also (bei geeigneter
Wahl der additiven Konstante)

Wy—0, W,—hv, Wy=2hv,..., W,=nhy,,....

Im Falle eines Freiheitsgrades ist die Bewegung vollstindig
durch die Energie bestimmt; in unserm einfachen Beispiel
sind also jetzt die stationdren Zustidnde vollstindig bekannt:

1/ W
q = l/’2*7z—7n’y02 COS8 (2 s 4 Vot "i— 6).

Aus dem System der Energieniveaus kann man durch
Bildung aller moglichen Differenzen das vollstindige System
der Spektrallinien ableiten:

Y= %(nhvo — mhv,) = v, (n — m).

Wir sehen, dall das Bommrsche Prinzip fiir das emittierte
Licht nicht nur die Grundfrequenz », liefert, wie die klassische
Theorie, sondern auBerdem die ,Oberténe” » (n — m). Aber
in diesem einfachen Falle des linearen Oszillators sollten wir
doch erwarten, dall beide Theorien genau das gleiche Resultat
ergeben; daraus sehen wir, dall wir ein neues Prinzip brauchen,
um die Uberschiissigen Oberténe wegzuschaffen. Bonr. hat
dieses Prinzip unter dem Namen ,Korrespondenzprinzip“ auf-
gestellt; er macht n#dmlich die Annahme, welche wir oben
schon einmal gebraucht haben, daf die Quantengesetze in
Grenzfillen in die klassischen Gesetze {ibergehen miissen. Wenn
der Oszillator einen hohen Energieinhalt hat, d. h. wenn =
grof} ist, ist die Differenz benachbarter Energiestufen klein im
Vergleich zu ihren absoluten Werten: dann kann die Reihe
der W -Werte mit einem gewissen Grade der Annédherung als
kontinuierlich angesehen werden, wie sie es in der klassischen
Theorie wirklich ist. Darum nimmt Bour an, daf in diesem
Grenzfalle die klassische Theorie ndherungsweise giiltig sein
wird. Dann kann das emittierte Licht klassisch berechnet
werden; der Lichtvektor mufl proportional sein dem elektrischen
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Moment des schwingenden Systems. Im Falle einer Koordi-
nate g ist dieses Moment e¢q, wo e die Ladung des bewegten
Punktes ist, und fiir den Oszillator gilt

V—»)n cos(2mv,t + 0).

2amvy

Im allgemeinen wird das Moment durch eine Fourierreihe
darstellbar sein, die aus einer unendlichen Menge von Termen
derselben Form besteht. Die Quadrate der Koeffizienten der
Terme werden ein MaB sein fiir die Intensitit des mit der
entsprechenden Frequenz ausgesandten Lichtes {des ,, Obertons“)
dieses MaB muB nun in dem betrachteten Grenzfall auch in
der Quantentheorie angendhert gelten. Aber in einem Falle
kénnen wir sogar erwarten, daf diese Regel exakte Resultate
liefert, ndmlich wenn ein Fourierkoeffizient identisch Null wird.
Dann diirfen -wir annehmen, daB die entsprechende Frequenz
tberhaupt nicht emittiert wird und der korrespondierende
Ubergang nicht vorkommt. In unserm Falle sehen wir, dafB
die Fourierreihe nur einen Term hat, der dem Ubergang
n — m = 1 korrespondiert. Auf diese Weise reduziert das BoHr-
sche Korrespondenzprinzip die Anzahl der Frequenzen auf die
der Kklassischen Theorie. Im vorliegenden Falle scheint das
trivial zu sein, aber wie wir spiter sehen werden, gibt es in
anderen Fillen wertvollen AufschluB iiber die moglichen Uber-
ginge.

Wir gehen jetzt zu komplizierteren Systemen iiber, zu-
nichst solchen von einem Freiheitsgrad, aber einer beliebigen
Energiefunktion. In einem System solcher Art haben wir —
abgesehen von Bahnen, die ins Unendliche laufen — im all-
gemeinen periodische Bewegungen, bei denen die Koordinate ¢
in eine Fourierreihe nach der Zeit ¢ entwickelt werden kann.
Man konnte daran denken, die stationdren Zustinde wie beim
Oszillator dadurch zu bestimmen, daB man die Energie gleich

| .
einem Vielfachen von hv setzt, wo T == . die Periode der

Bewegung ist, d. h. die Zeit eines vollen Umlaufes. Wir werden
sehen, daB das nicht moglich ist infolge eines anderen Prinzips,
dem letzten, das wir in diesem einleitenden Abschnitt erwihnen,
der , Adiabatenhypothese“ von EHRENFEST.
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Wir betrachten die Wirkung einer duBeren Kraft auf das
atomare System. Dabei haben wir zwei Grenzfille: Konstante
Kréifte und oszillierende Kréifte von hoher Frequenz. Wir
wissen, daBl im letzteren Falle die klassische Mechanik nicht
anwendbar ist, denn die Wirkung des Lichtes besteht in der
Erzeugung von Ubergiingen oder Quantenspriingen, die klassisch
nicht beschrieben werden koénnen. Nun betrachten wir die
Wirkung einer nahezu konstanten, langsam verdnderlichen
Kraft. Aus der Annahme stationirer Zustinde folgt, daB diese
Kraft entweder gar keine Wirkung haben kann, oder einen
endlichen Effekt, namlich die Erzeugung eines Quantensprungs.
Naturgemd$ wird man annehmen, dafi der letztere Fall immer
unwahrscheinlicher wird, je langsamer die zeitliche Anderung
der Kraft vor sich geht. So sehen wir, dal GroBen, welche
zur Festlegung der stationdren Zustdnde geeignet sind, die
Eigenschaft haben miissen, bei langsam verinderlichen Kriften
sich nicht zu &ndern. EHRENFEST nennt solche GroBen ,adia-
batische Invarianten® wegen ihrer Analogie zu dhnlichen Gréfen
in der Thermodynamik. Die Frage entsteht, ob es in der
klassischen Mechanik iiberhaupt solche GréBen gibt. Beim
linearen Oszillator ist es nicht die Energie, die diese Eigen-
schaft hat, da die Frequenz » sich unter dem Einflul einer
langsam verénderlichen Kraft #dndert; aber man kann be-

. W, . . . .
weisen, dafB das Verhiltnis — eine adiabatische Invariante ist.
14
In der Tat kann unsere Festlegung der stationdren Zustinde

. . W
des Oszillators so formuliert werden: Der Quotient — nimmt
»

die diskreten Werte Ok, 1h, 25, ... an. Eines der Ziele dieser
Vorlesung wird sein, adiabatische Invarianten fiir jedes Atom-
system zu finden; wir werden zeigen, daf sie nicht nur fir
einfach periodische Systeme existieren, sondern auch fir
die groBere Klasse der sogenannten ,mehrfach periodischen
Systeme*.

Die Gesetze der Quantentheorie sind aufs engste verkniipft
mit Periodizitdtseigenschaften. Ein ProzeB, der in Rota-
tionen und Schwingungen aufgelost werden kann, fillt in ihren
Bereich. Daher wollen wir zundchst daran gehen, moglichst
allgemeine Systeme mit Periodizitdtseigenschaften zu studieren.
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2. Vorlesung.

Allgemeine Einfiihrung in die Mechanik. Kanonische Gleichungen und
kanonische Transformationen.

Die Gesetze der Mechanik lassen sich am kiirzesten zu-
sammenfassen mit Hilfe des Prinzips der kleinsten Wirkung
in der Hamrrronschen Form

s
f L dt = Extremum. 1)
5

Hier ist die sogenannte LagrangEsche Funktion L abhingig
von den Koordinaten und den Geschwindigkeitskomponenten,
und das Extremum ist so zu verstehen, dall alle Bewegungen
verglichen werden sollen, die von einem gegebenen Punkte @,
zur Zeit #, zu einem gegebenen Punkte @, zur Zeit ¢, fiihren.
Diese Formulierung hat den Vorteil, daff sie unabhingig ist
vom Koordinatensystem. Wir werden im folgenden stets mit
allgemeinen, voneinander unabhingigen Koordinaten g¢,, q,, ...

operieren.
Aus dem Variationsprinzip folgen durch Variieren die Be-

wegungsgleichung in der EULER-LAGRANGE schen Form:
d oL 9L
(2)

Wir geben den Ausdruck von L fiir drei wichtige Fille an:
1. In der GariLer-NewtOoNschen Mechanik ist
L=T-10,
wo T die kinetische, U die potentielle Energie ist. Bezeichnen
wir die Geschwindigkeitsvektoren mit v, und die Massen mit

m,, 80 ist 1
T= 5 %'mk Dkg
und die Gleichungen (2) nehmen die NEwToNsche Form an:
d
om0 =8, (3)

di

wobei die Komponenten der Krifte &, sich aus U durch

Differenzieren ableiten lassen:
oU

'Qka:: ""‘a;;,...
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2. In EINSTEINS relativistischer Mechanik ist

L=T*-T1,

T \2
* — 0 .2 1 — _(EI_C) . 4
1 Sne ( ]/1 %)), @
hier ist m,° die Ruhmasse, v, der Betrag der Geschwindigkeit,

¢ die Lichtgeschwindigkeit. Dieses 7™ ist verschieden von
der kinetischen Energie

1
T == kao 62 e | (5)

wo

Auch hier lassen sich die Bewegungsgleichungen in der Form
(8) schreiben, wobei jetzt die Masse von der Geschwindigkeit
abhingt nach dem Gesetze:

M, o= | (6)

3. Wenn magnetische Krifte auf das System wirken, ist
1
L=T——U—Z%'ek‘2[kbk, (7)

wo e, die Ladung eines Korpers und 9%, der Wert des Vektor-
potentials an der Stelle des Korpers ist.

Die Bewegungsgleichungen sind von der 2. Ordnung in der
Zeit. Es ist hiufig bequem, sie in die doppelte Anzahl von
Differentialgleichungen 1. Ordnung zu verwandeln. HamIiLTow
hat das in besonders symmetrischer Weise ausgefiihrt, incem
er neben den Koordinaten g, die Impulse

oL
pk - aqk (8)

als unbekannte Funktionen einfiihrte und statt L (q,,4,,4,,4,,...)
die Funktion

H(qppqu,pg,...)zggkpk_L_ 9)



Kanonische Gleichungen. 15

Dann geht das Variationsprinzip (1) {iber in

ta
tf (%’qk P, — H(q, py». . .)) dt = Extremumn, (10)

und die EvurEr-LacraNcEschen Gleichungen (2) nehmen die
symmetrische Gestalt an:

i
kT a’i)l’
g 11
oM ()
P = oq,

Sie gelten auch, wenn die Hamrvronsche Funktion H von der
Zeit t explizite a,bhéingt. Ist das nicht der Fall, so findet man

= S+ i) -

H = konst. (12)

Wir wollen die Bedeutung von H in denselben 3 Fillen wie
oben diskutieren:

1. In der GALILEI-NEWTONschen Mechantk, wo T eine homo-
gene Funktion zweiten Grades der Geschwindigkeitskomponenten
ist, gilt nach dem Eurerschen Satze

27T = A —2 Zpqu:

und daher wegen L = T — U nach (9):
H=T4+0T.

H ist also die Gesamtenergie und (12) bedeutet das Gesetz von
der Erhaltung der Energie. Das gilt aber nur fiir ,Inertial-
systeme®, nicht fir beschleunigte Koordinatensysteme. In
solchen, z. B. in einem rotierenden System, ist zwar H kon-
stant, hat aber eine andere Bedeutung.

2. In der relativistischen Mechantk findet man durch eine
einfache Rechnung

oder

1

HzZ'kac"" V-——/—_ﬁ_l —}—U=T+U,
k 1_<k>

c

/
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d. h. auch hier ist H die Gesamtenergie. Will man sie durch
die Momente ausdriicken, so findet man fiir diese

0
mlc bk

=5
i orefor a0

3. In einem Magnetfeld besteht nicht einfache Propor-
tionalitdt zwischen Geschwindigkeit und Moment, sondern
man hat

=m0, =

und durch Elimination der p,:

e
pk=mkbk—?kg[k‘
Aber auch in diesem Falle ist H die Totalenergie,
H=T+4U,;

fiihrt man darin die. Momente ein, so ergibt sich ein ziemlich
verwickelter Ausdruck:

2

e
H= Z(:Zm ‘pk kpk i _;2,_6291]‘2>+U. (14)

Ehe wir nun zur allgemeinen Integration der kanonischen
Gleichungen iibergehen, wollen wir einen einfachen Fall be-
trachten. Wenn die Hamrrronsche Funktion H unabhingig
ist von einer Koordinate, z. B. ¢,:

HZH(PpQg,’PQ, "')t>’
so folgt aus den kanonischen Gleichungen
p,=0, p, = konst.

Wir haben damit ein Integral der Gleichungen gefunden. Dieser
Fall ist z. B. realisiert, wenn ¢, der Drehwinkel eines festen
Korpers um eine durch den Schwerpunkt gehende Achse ist;
darum nennt man ¢, ,zyklische Variable“. In diesem Falle
der Rotation bedeutet, wie leicht einzusehen, p, das Dreh-
moment des Korpers um die Achse.
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Es kann vorkommen, daB H von allen g, unabhéngig ist:

H=H(p,,ps.--);
dann werden die kanonischen Gleichungen sofort vollstindig
integriert durch die Gleichungen:

P, =0, CPe= l

H 15
:2m=wk’ %= b+ J %)
wo «, und B, Integrationskonstanten und die «,-Funktionen
der ¢, sind.

Daraus. erkennt man, da das mechanische Problem voll-
stdndig gelost ist, sobald es gelingt, solche Koordinaten auf-
zufinden, dall H nur von den Momenten abhingt. Das ist die
Integrationsmethode, die wir hier anwenden werden. Die
Schwierigkeit besteht darin, dal} solche Koordinaten nicht darch
eine einfache Punkttransformation der ¢, gefunden werden
kénnen, sondern durch eine simultane Transformation der g,
und p,.

Daher werden wir jetzt allgemein suchen, alle Transforma-
tionen der p,, ¢, aufzufinden, durch welche die kanonische
Form der Bewegungsgleichungen nicht gedndert wird, das sind
die sogenannten ,kanonischen Transformationen.

Diese Forderung ist offenbar erfiillt, wenn das Variations-
prinzip (1) durch die Transformation

Pr=10,(2,, g1+ PysPys---» 1)
qk: qk(gl’qu sy i’l,i)m ey t)
seine Gestalt nicht verliert; d. h. es muf3

Zpqu-H<q1,p1,...,t)
sich von dem entsprechenden Ausdruck in den neuen Koordi-
naten nur um eine Grofe unterscheiden, die ein totales Diffe-
rential der Zeit ist; d. h. es mull

{%7pqu_H(q1’p1’-">t>}_
" = av
- Zpqu_ﬂ(qv%’“"t)}zﬁ (16)
k

sein. Diese Gleichung laBt sich leicht erfiilllen. Wéhlen wir V

Born, Probleme der Atomdynamik. 2

I
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als willkiirliche Funktion der alten und neuen Koordinaten und

der Zeit, .
V(Ql,ql, ey t):
8o erhalten wir durch Vergleich der Koeffizienten von g, und g,>
0 ., -
D= a—ic V(;qla Qis-evs t)
Bo= = s Voo ) 7
k agk 1% 11 ’

- 0 _
H:H_EEV(QI’QI""’t)'

Indem man die g,, p, durch die q,, p, ausdriickt, erhilt
man die gesuchten Transformationsgleichungen.

Man kann diesen kanonischen Transformationen aber auch
noch verschiedene andere Formen geben, indem man statt q. @
andere unabhiéngige Variable benutzt. Es sind im ganzen
4 solche Kombinationen méglich, von denen wir als besonders
hiufig gebraucht den Fall hervorheben, wo als unabhingige
Variable die ¢,, p, benutzt werden. Dazu schreiben wir statt V

|4 _gﬁkék’

was offenbar, ebenso wie V, eine willkiirliche Funktion ist, und
schen dabei V als Funktion von 9> P, an. Dann erhalten wir

{%}pqu— H(Ql’pl’ ‘7t)}={_%’ékﬁk —HA(gpﬁl) reey t)}

d _
= d-tV(ql,pl,-..., t)

und daraus durch Vergleich der Koeffizienton:
pkziV(gl,z—al, cesb)
0q,
§k=~87 V(g1 Pys -5 1) (18)
0p,

e o .. _
H=H—a—thql,pl,...,t).
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Kanonische Transformationen.

Wir erldutern diese Gleichungen an einigen emfa,chen Bei-

Die Funktion

spielen.
Ve=g,D1+ P+

liefert die identische Transformation

Die Funktion
V== %_ﬁl + 91152 + 9252

liefert
7, =94

Q2:§~3:’:§1

Fiir 3 Variabelnpaare liefert

V:%(ﬁ;l"i‘ﬁg_!“ﬁg)'l“qe(i)l ",‘ﬁs)—l‘gsi’g

die Transformation
Q1:Q1 =T~)—1+i)2+i)3
q‘z::qz’_% p2=7_’2+p3

9% =95 — % Dy = Py
In diesen Beispielen werden Koordinaten unter sich und
Impulse unter sich transformiert. Die allgemeine Bedingung
dafir ist, daB ¥ in den ¢ und p linear ist

V= %’“ikqiﬁk + kZﬂqu + %’?’ﬂ_’k?
1
dapn wird
Py = %“z’kﬁk +
g; = %akiqk + 7
Wenn die f,, y, verschwinden, so wird

ZMk thmk 29,2%,

die Transformation ist linear homogen und kontragredient

Hierher gehdrt auch der Fall einer orthogonalen Transforma-

tion, z. B. der Drehung eines rechtwinkligen Koordinatensystems.
2%
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Eine Punkttransformation, d. h. eine Transformation der ¢ unter
gich, erhdlt man, wenn V linear in den p ist:

V:Zk/’fk(%qz"')ﬁk"{"g(%%"')?

“Zﬁfz 99
y 2 zaqk+8qk’

nimlich:

4 =l(09% )

und entsprechendes gilt fiir die Impulse.
Als Beispiel geben wir die Transformation von rechtwink-
ligen Koordinaten in Polarkoordinaten an. Hier ist

V=p,rcospsind-{-p rsinpsind - p,rcosd
zu setzen; dann wird:

x=rcospsind, p,==p, cosgsind -+ p, singsind - p,cosd

y = r sin ¢ sin 4, p(pz—«pzrsin¢psinﬁ—}~py'fcos<psin0
z=rcos?d, Py = P, 7 COS @ cos ¥ - p, rsin @ cos
— p,rsind.

Hierbei geht der Ausdruck
, p. + 9+ 0]
in
2 L 1 2
P r P? + rsin?9 L7
iiber.
Als Beispiel der zuerst angegebenen Form der kanonischen

Transformation, wo ¥V von den ¢ und g abhingt, wihlen wir:

V=§q‘“’ctgé;

dann wird
p=cqctgq
_ c , 1
P= B} q “éi*n‘:fé'a
oder
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Hierdurch wird der Ausdruck

;_ (p% ¢ ¢?)
iibergefiihrt in cgp.

Dieses Beispiel soll uns erliutern, wie die kanonischen
Transformationen zur Integration der Bewegungsgleichungen
benutzt werden konnen. Hierzu betrachten wir den harmo-
nischen Oszillator, bei dem

m ., ;¥ .
T=45 7, =54
ist, also
p-—-mq
und
H_i 2 a2
=omP T 51
—;E-%(p“rm%q?)

Durch die zuletzt angegebene Transformation mit ¢® = mx geht

dies iiber in

(4]
H="§.
b

Damit ist das Bewegungsproblem geldst, denn nun ist ¢ = ¢
zyklische Variable, und man hat

B < =

p m Jm

In der urspriinglichen Koordinate wird die Bewegung also
durch

«

"3
I

i=p=owt+f, o=

NS

2 .
q:Va&)—sm(mt—f—ﬁ), H=wu«
dargestellt.

3. Vorlesung.
HamiLroN-JAcoBIs partielle Differentialgleichung. Wirkungs- und Winkel-
variable. Die Quantenbedingungen.
Nunmehr kénnen wir diese Uberlegung auf den allgemeinsten
Fall ibertragen. Wir wollen annehmen, dal H von t nicht
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explizite abhéngt. Die neuen Impulse, die sich als konstant
ergeben, wollen wir gleich mit «, bezeichnen; die neuen Variabeln,
die lineare Funktionen der Zeit werden, mit ¢,. Die Anzahl
der Freiheitsgrade sei f.

Dann suchen wir eine Funktion

S(Ql’qga "',q,'3 Cpylgy ey OCf)

8o zu bestimmen, daB durch die Transformation

0
pk:éﬂS(ql,qg,...,qf, Uys Uy ey @), l
T
a 0
q;k:—S(ql,qe,...,qf, Uy lyyene, ) [
ou, 2

H in eine nur von «, abhingige Funktion
Way, tyy ..y ap
tibergeht. Indem wir die Werte der p, in

H(qy>qys v Pys Pas---)
einsetzen, erhalten wir die Forderung

08 o8 o8

H<q1’q‘~’""’qf’5q_1’ PR 8&‘): Wiy, aqy.cose). (2)

Dies kann als eine partielle Differentialgleichung zur Be-
stimmung von S aufgefalt werden. Man denke sich W als
willkiirlich gegeben und bestimme ein sogenanntes , vollstindiges
Integral“ der Gleichung, d. h. ein solches, das von f— 1 will-
kiirlichen Konstanten ¢,, ¢,..., o, abhingt, wobei ¢, mit W
identifiziert wird. Oder, wenn man «, nicht auszeichnen will,
suche man ein Integral, da8 von f Konstanten e« ,¢,,...,«

f
abhéngt, zwischen denen eine Relation

W=Wy,...,e)
besteht.
Dann wird die Bewegung durch

ow
@ = @, t+ By, wk:aT (3)
%

dargestellt.
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Man nennt die Gleichung (2) die Haminron-Jacosrsche
Differentialgleichung und 8 die Wirkungsfunktion.
Eine wichtige Eigenschaft von § ist die folgende: Es gilt

~28 :
a8 = 2/ S—dg, = Zpkquv
ral P

also ist 8 das iiber die Bahnkurve von einem festen Punkt Q
zu einem beweglichem ) genommene Linienintegral

Sszpkqu- (4)
Qo k

In der GALILEI-NEwTON sche Mechanik hat dies eine ein-
fache Bedeutung; denn da

27T = %’ P9,
so wird
12
S=2[Tdi—2T(t—1,), (5)
t

wo T den zeitlichen Mittelwert von 7' bedeutet.

Wir haben gesehen, dafl die Quantentheorie eng mit den
Periodizititseigenschaften der Bewegung verbunden ist. Die
Bomrsche Theorie erlaubt es nur fiir solche Bewegungen, die
durch harmonische Analyse in periodische Bestandteile zerlegt
werden konnen, stationidre Zustinde zu definieren. Diese Klasse
von Bewegungen nennen die Astronomen ,bedingt periodisch,
— wir wollen den Namen ,mehrfach periodisch* vorziehen;
sie seien folgendermaflen definiert:

Es sei moglich, statt der Variabeln ¢,, p, neue Variable
w,, J, mit Hilfe der kanonischen Transformation

0
—S(Q17J1> ---,qfan),

0
wkza—J—kS(ql, iy @ Jf)
einzufiihren, die folgende Bedingungen erfiillen:

(A) Die Lage des Systems soll periodisch von den w, ab-
héingen mit der Periode 1; d. h. wenn die g, durch die Lage
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des Systems eindeutig bestimmt sind, so sollen sie in Fourier-
sche Reihen
g, — 3 C® g2ei(wn)

entwickelbar sein. Dabei représentiert v eine Anzahl ganzer
Zahlen 1,,7,, ..., 7, und es ist

. (W) = w, 7, 4wy 7y + -+ w,T,
gesetzt.

Wenn eines der ¢, ein Winkel ist, so ist er durch die Lage
des Systems nicht eindeutig bestimmt, sondern nur modulo
einer Konstanten (etwa 2); dann soll obige Periodizitéts-
forderung auch nur modulo dieser Konstanten gelten.

(B) Die Hamirronsche Funktion geht in eine Funktion W
liber, die nur von den J, abhingt.

Daraus folgt, dal die J, konstant und die w, lineare Funk-
tionen der Zeit ¢ sind: w, =, ¢t f,, die ¢, sind also dann
durch trigonometrische Reihen nach ¢ darstellbar mit Frequenzen

r)=r, 0 F vty T,
wobei nach unserm oben gewonnenen Resultat (3)
y ow
oo,
ist.
Durch diese Bedingungen sind die w,,J, noch nicht ein-
deutig festgelegt. Z.B. kann man setzen

l—uk:wk_;_fk(']l""]f)’

Jo=J,+ ¢
dies ist eine kanonische Transformation, die offenbar die Be-
dingungen (A), (B) unversehrt laBt. Um zunéchst diese Will-
kiir auszuschliefen, fordern wir weiter:

(C) Die Funktion
8* == 8 — Sw, J,
P

soll periodisch in den w, mit der Periode 1 sein:

S* — 201* 62:11;(101) .
k
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Die betrachtete kanonische Transformation kann auch mit
Hilfe dieser Funktion §* ausgedriickt werden in dieser Form :

0

pk:@S*(ql,...,qf,wl,...,wf),
4 *
J, = 3w 8 (gl,...,qf,wl,...,wf).

ke

Dann 1aBt sich in der Tat streng beweisen, dafl die w,,J,,
die man , Winkelvariable* und ,, Wirkungsvariable nennt, durch
(A), (B), (C) im wesentlichen eindeutig festgelegt sind. Ich
sage ,im wesentlichen®, um folgendes auszudriicken:

Unterwirft man die w,, J, einer kanonischen Transformation -
der Form

Wy, = erklwl’ J = %Tlil’

wo die 7,, ganze Zahlen sind und die Determinante |7,,]
= #£ 1 ist, so bleiben offenbar alle drei Bedingungen (A),(B), (C)
unverletzt. Von dieser Unbestimmtheit abgesehen, sind aber
die w,, J, wirklich eindeutig bestimmt immer dann, wenn das
mechanische System nicht entartet ist, d. h. wenn keine Re-
lation der Form
vlrl—}—vﬁ,tQ—i—---—}-vfrf:O

mit ganzzahligen 7, identisch in den » besteht.

Dieser Satz ist von BURGERS ausgesprochen worden, doch
ist sein Beweis unzureichend. Einen strengen Beweis findet
man in meinem Buche iiber Atommechanik; er ist in der Haupt-
sache von meinem Mitarbeiter Dr. Hunp durchgefiihrt worden.

Jene Willkiir in der Bestimmung der J,, wonach diese nur
bis auf ganzzahlige Transformationen mit der Determinante =+ 1
bestimmt sind, ist fiir die Anwendung der Quantentheorie
wesentlich, Denn gerade die GroBlen J, sind es, die man gleich
Vielfachen der Praxckschen Konstanten h zu setzen hat:

Jo=mnb, Jy=mnyh,...,J =nh,

und aus diesen Gleichungen folgt, daB auch die J—k ganze Viel-
fache von % sind.
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4. Vorlesung.
Adiabatische Invarianten. Das Korrespondenzprinzip.

Um diesen Ansatz fiir die Quantenbedingungen zu recht-
fertigen, muf3 vor allem gezeigt werden, daB die J, adiabatische
Invarianten sind. Der allgemeine Beweis hierfiir ist zuerst von
Burerrs und Krutkow entworfen, dann von v. LAUE, DIRaAcC,
auch von JORDAN und mir strenger durchgefiihrt worden. Ich
will diese etwas verwickelten Uberlegungen hier nicht darstellen,
sondern die Bedeutung der J, und ihre adiabatische Invarianz
nur am Beispiel des harmonischen Oszillators erlautern.

Wir haben oben die Losung des Oszillatorproblems mit
der Hamivronschen Funktion

1 9 2
H— s (P +mxg’)

mit Hilfe einer kanonischen Transformation gewonnen, die zwar
nicht genau den Bedingungen (A), (B), (C) geniigt, aber leicht
in eine solche verwandelt werden kann; wir haben nur
1
@ = 2w 3 o — ;'[‘ J
zu setzen.
Dann lautet die Transformation

V J .
q= sin2zw,
Tmow

’/_me
p= cs2aw.
b4

Die Energiefunktion geht durch sie iiber in

HeW=wae=2J—ypJ,
2

wenn
w=2xav

gesetzt wird; zugleich hat man

w=vpt-+4, V:Z—?—,-
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Da ¢ periodisch in w mit der Periode 1 ist und H nur von
J abhéngt, sind die Bedingungen (A) und (B) erfiillt.

Um zu sehen, wie es mit der Bedingung (C) steht, be-
denken wir, dafl die kanonische Transformation mit Hilfe der
Funktion

V:%@qﬁctg2nw

erzeugt wurde durch die Formeln

ov e
oq ow

dieses V ist also mit dem oben eingefiihrten §* identisch. Man
kann es in der Form

V=8*= M——J—sm2nwcos2nw
27mm
schreiben, und da es periodisch ist, so die Bedingung (C) eben-
falls erfiillt.
Die Quantenbedingung J = hn liefert demnach die
Energiestufen
W=mnhv 1/8

in Ubereinstimmung mit dem Ansatze von PLANCK.

Um einzusehen, daB J :gf wirklich adiabatisch
m
invariant ist, wollen wir uns den Oszillator veran- Abf. 2.
schaulichen durch ein Fadenpendel mit kleinen Ampli-
tuden. Es sei m die Masse des Pendelkorpers, I die Faden-
linge, g die Beschleunigung der Schwere (Abb. 2).
Wir denken uns nun die Pendellinge ! #uBlerst langsam
verdndert und rechnen aus, wie sich W und » dabei verhalten.
Die Kraft, die den Faden spannt, besteht beim Ausschlag ¢

2
aus der Komponente der Schwere mgcosp = mg <1 — 9; —) und

der Zentrifugalkraft ml@®. Die bei einer Verkiirzung des
Fadens geleistete Arbeit ist also

A:—mgf<1—";)dl_mlf¢‘~’dl. (1)
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Erfolgt -diese Verkiirzung langsam genug. und ohne einen,
mit der Schwingungsdauer vergleichbaren Rhythmus, so hat es
einen Sinn, von der ,mittleren jeweiligen Amplitude® zu sprechen
und zu setzen:

@ r:
d4d = »—mg<1—§>dl —ml ¢*dl,
wo die Striche Mittelbildung tber eine Periode bedeuten.
Diese Arbeit zerfdllt in zwei Teile: — mgdl bedeutet die
Arbeit zur Hebung des Pendelkdrpers, und
AW — <"—‘2i’az — mlt;‘“;)dl

bedeutet die Vermehrung der Schwingungsenergie. Nun gilt
bekanntlich fiir harmonische Schwingungen:

W¥ml2~;j~m loe
3 byt
und daraus folgt:
W
aWw= — 2—ldl.
d d
Da » proportional % ist, also —; e ;i—, so gilt auch
W _
[

und hierans folgt durch Integration
w
P konst., (2)

womit unsere Behauptung bewiesen ist.

Der allgemeine Beweis der adiabatischen Invarianz liuft
auf ganz dhnliche Betrachtungen hinaus.

Als weiteres wichtiges Beispiel wollen wir den , Rotator“ be-
trachten, d. h. einen um eine Achse drehbaren Korper. Ist 4
das Trigheitsmoment um die Achse und ¢ der Drehwinkel,
so ist A

H= " ¢*;
299
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daraus folgt fiir das zu ¢ gehbrige Moment p

P = 4 9'97
dieses bedeutet also den Drehimpuls, und man hat
_r
H= VL

@ ist demnach zyklische Variable, mithin p — konst.

Setzen wir ¢ = 2z w, so ist die Lage des Systems eine
periodische Funktion von w mit der Periode 1. Die kanonische
Transformation (¢, p)—(w, J) wird offenbar erzeugt durch die
Funktion

J
§=%5,
und lautet:
_ o8 J 08 g
P=%p "22 YT 2a

Daraus folgt
S* =8 —wdJ =0,

eine Funktion, die als ,periodisch“ zu gelten hat.

Endlich wird
— Jg
T 8a% 4’

Also sind die Bedingungen (A), (B), (C) erfiillt und man
hat J = hn zu setzen. Das gibt die Energiestufen:

R

Dieses Modell wird bei der Erklirung der Bandenspektren
der Molekeln angewandt. Rotiert eine Molekel um eine feste
Achse, so sind die ausgesandten Frequenzen nach BoHr ge-
geben durch

H=W

R

(W, — W)= ——(m* —n?).

Y =
m n 7 A

©

SN

Aber wie im Falle des Oszillators ist die Menge der hierdurch
dargestellten Frequenzen viel zu groB; wir miissen eine Aus-
wahl durch das Korrespondenzprinzip treffen. Hierzu betrachten
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wir eine Komponente des elektrischen Moments fiir den Ro-
tator; offenbar ist auch hier ihre Bewegung durch eine ein-
fache harmonische Schwingung gegeben. Wir schliefen wie
frither, daBl keine andern Spriinge von n als solche um -+ 1
vorkommen kénnen: n —m = + 1. Setzen wir das ein, so
erhalten wir fiir die ausgesandten Frequenzen (wo m > n, also
m=mn-1 ist):

h h
“gara TV ) = g Bt 1),
h 1
- gwalrts)
Die Rotationsfrequenz des Rotators selbst wird gegeben durch
aw J h
DTS T i AT 4 A

unterscheidet sich also von der ausgesandten Frequenz relativ
um so weniger, je grofler n ist; in beiden Fillen hat man
eine dquidistante Reihe von Frequenzen, und in der Tat stellt
dies in erster Annéherung das Aussehen eines Bandenspektrums
dar, wie ‘es von rotierenden Molekeln ausgesandt wird.

Wir wollen aber darauf nicht naher eingehen, sondern nach
dem allgemeinen Zusammenhang fragen, der nach dem Korre-
spondenzprinzip zwischen den klassisch berechneten Frequenzen
und Intensitdten der Spektrallinien und den entsprechenden
quantentheoretischen Grofen zu erwarten ist. Hierzu betrachten
wir das elektrische Moment des Systems, das eine #hnliche
Fourierentwicklung wie die Koordinaten ¢, haben wird:

M= 2 ek "k 2 @ 62’” wr) 2 @;Z e?ni[(w)t-i—(&z))‘ (4)
T

Die Frequenzen lassen sich schreiben:

= ”):2”1:%:2’1:2—?' (5)

Sei nun ein bestimmter stationdrer Zustand durch J, - =, W p
bezeichnet, ein zweiter durch J, @ =, @ph, so konnen wir uns
im f-dimensionalen J,-Raume den ersten mit dem zweiten
durch die Gerade

Jp=J W+ At 0<i<h
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verbunden denken, wo 7, =n,® — n ¥ gesetzt ist. Dann ist
ddJ,

ai

k

7, und

k

_yiaWal, W
W g dd T dl

¥

Andrerseits ist die quantentheoretische Frequenz:
VR AL . (6)

Es entsprechen sich also klassische und quantentheoretische
Frequenz wie Differentialquotient und Differenzenquotient. Man
kann aber auch die quantentheoretische Frequenz als ,gerad-
linigen“ Mittelwert der klassischen auffassen:

h

h
1 1({adaw 1 .
un:ﬁfdwzzfﬂdl:—ﬁfvmdl. (7)

0 0
Sind die Anderungen der Quantenzahlen klein gegen sie
selbst, so sind beide Ausdriicke » , und », wenig voneinander
verschieden.
Hinsichtlich der Intensititen werden wir erwarten, daB
diese approximativ sich wie die Groflen | @,]2 verhalten; hierbei
ist €, eine Funktion der J, und

1
— g @) (@) __ ) (2)
Ty =My~ — N _E(Jk — %)

zu setzen. Man sieht, daf nur bei groflen n, diese Aussage einen
bestimmten Sinn hat; denn nur dann ist es gleichgiiltig, ob man
in € (J) = €, ) _, (n) fiir n den Anfangswert n™ oder den End-
wert n'® setzt. Eindeutig wird die Aussage nur dann, wenn
€.(J) identisch in J verschwindet; dann werden wir erwarten,
daB ein Ubergang von 7 iiberhaupt nicht vorkommt. In andern
Fillen hat man sich dadurch zu helfen gesucht, da man ge-
eignete Mittelwerte der G, (J) iiber die J-Werte zwischen
Anfangs- und Endzustand nahm. A, H. KraMERS hat mit
solchen Ansitzen in einigen Fillen die Beobachtungen recht
gut darstellen konnen. Doch im Prinzip ist es unbefriedigend,
dafl man keine eindeutige Definition der Intensitdten aus den
Prinzipien der Quantentheorie in der hier entwickelten Form
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entnehmen kann; dies ist eine der Wurzeln, aus denen die neue
Quantentheorie entstanden ist, bei der diese Schwierigkeit iiber-
wunden ist.

5. Vorlesung.
Entartete Systeme. Sikulare Storungen. Die Quantenintegrale.
Wir miissen nun noch einiges sagen iiber den bisher bei-
seite gesetzten Fall der Eniartung, d. h. den Fall, wo eine
Relation der Form

(vr):1f1r1+«~-+vf1f:0 (1)
identisch in den J, besteht. Dann ist unser Eindeutigkeitssatz
nicht mehr richtig, und damit fillt die Moglichkeit fort, die
Quantenbedingungen in der Form J, = n,h anzusetzen. Man
sieht dies z. B. an einem harmonischen Oszillator mit zwei
Freiheitsgraden:

1 o Mo o, 2,2
H= 5 0+ p))+ 5 (@724 0fy).

2m

Hier ist die Losung der Bewegungsgleichungen offenbar
sofort hinzuschreiben, da beide Koordinaten nicht gekoppelt
sind; man erhilt:

. a)mJ

r =

Foos2mw,,
T w, m

. ‘wymJ,
Yy = —?E— sin 2w, , p, = 2 —"Yocos2nw, ;
T w,m ¥ ¥ 7 y

hier sind J_, w_; Jy, w, zwei Paare konjugierter Wirkungs- und
Winkelvariabeln.

Sind nun @, und o, micht kommensurabel, so ist die durch
Einsetzen von

w, = w,t-+9_, w,=w,t+49,
dargestellte Bewegung eine sogenannte Lissasoussche Figur,
wobei die Bahnkurve jedem Punkte innerhalb eines Rechtecks
beliebig nahe kommt (Abb. 3). Besteht aber eine Gleichung
der Form
rxwz—}—rywy:O,

z. B. einfach

W, = 0, = Wy = 27V,

so ist die Bahnkurve einfach periodisch (eine Ellipse),
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Wir kénnen jetzt das Koordinatensystem beliebig drehen,
ohne dafl sich die Form der Lésung dndert; dabei dndern sich
aber die Kanten d_es Rechtecks, d. h. bis auf den konstanten

1 o
Faktor === die GroBen }J,, ¥J,, kontinuierlich (Abb. 4).

V7 wym
Folglich ist es unméglich, die J,, J, proportional ganzen
Zahlen n_, n, zu setzen.
Wohl aber bleibt die Diagonale des Rechtecks, d. h. die

GroBe VJ 2+ V'J? =J,+J,=J bei einer solchen Drehung
invariant; man darf also J, -+ Jy= nh setzen.

Die (Gesamtenergie W — ;U—; (J,+ J,) = v,J wird damit ein-

deutig bestimmt zu W= nhy,, hat also genau denselben Wert

wie beim linearen Oszillator. 1y
Y
Y
//
s ;,
/II B e /
P 2= x
T 7
/ - Z /
Abb. 3. Abb. 4.

Man kann dieses Verhalten auch so beschreiben: Fiihrt
man statt J,, J, zwei neue Variable J +J, =J, J —J = J’
ein, so geh6ren zu diesen neue konjugierte Winkel w, w’

d
mit den Frequenzen y — %’: Vg ¥V = d—zz
nur die Variable J, die in W wirklich vorkommt, also einer
nicht verschwindenden Frequenz entspricht, einer Quanten-
bedingung unterworfen werden.

Diese Regel gilt allgemein: Im Falle von Entartungen kann
man durch lineare, ganzzahlige Transformationen mit der Deter-
minante - 1 immer erreichen, dafl H==W nur von einer
Anzahl s der J-Variablen abhingt, zwischen denen weiter keine
Kommensurabilitit besteht und die wir J, nennen; zu diesen

Born, Probleme der Atomdynamik. 3

= 0. Dann darf
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gehoren also s von Null verschiedene Frequenzen »,, wihrend
die - librigen (f — s) Frequenzen v, verschwinden. Dann sind
nur diese s Variablen J, gleich Vielfachen von h zu setzen.
Borr nennt s den Periodizitdtsgrad des Systems.

Man kann nun offenbar den Periodizitatsgrad eines mecha-
nischen Systems erh6hen, indem man es ,storenden® Kriften
aussetzt, z. B. indem man es in ein elektrisches oder magneti-
" sches Feld bringt. Dann tritt zu der urspriinglichen Energie-
funktion, die wir H, nennen wollen, eine zusitzliche Energie
oder ,Storungsenergie¥, die wir mit 4 H, bezeichnen, wobei 1
ein Maf fiir die Gr6fenordnung der Zusatzenergie sein soll.

“Wenn nun die ,,Stérung“, d. h. 1, klein ist, so gibt es ein
einfaches Verfahren, um fiir ein urspringlich entartetes System
die neu hinzukommenden Bewegungen zu berechnen. Die
Wirkung der Storungsenergie wird die sein, daB alle GroBen w, J
ein wenig geéindert werden; aber der Einfluf ist verschieden
fiir die beiden Arten von Variabeln: Diejenigen Winkel-
variabeln w,, die zu Nullfrequenzen des ungestorten Systems
gehdren, die algo konstant waren, werden jetzt sich langsam
dndern mit Frequenzen, die 1 proportional sind; die iibrigen
Winkelvariabeln w, werden nur kleine Anderungen ihrer Fre-
quenzen erleiden.

Nimmt man nun die w° J° des ungestorten Systems als
Ausgangsvariable fiir das Stérungsproblem, so hat man

H= Ho (Jao) + 4 Hl (Ja()? w.’; JQO’ w;.’o)' (2>

Hier werden wihrend einer Periode der w,’ die w,’ viele Um-
laufe machen; man wird also niherungsweise iber die w,°
mitteln konnen: '

H=Hy(J) + L H, (1.5 J5 wy). (3)

Diese Funktion kann ‘als ,Energiefunktion“ eines neuen
Bewegungsproblems fiir die vorher entarteten Variabeln J,° w,°
betrachtet werden; man hat die Bewegungsgleichungen

oo 08

Q 8JQO
. (4)

_, 08,

- I’ = dw,’
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zu lésen, oder durch eine kanonische Substitution
7 (J" we’) = (Jy we)
zu erreichen, daB H, in eine Funktion W, der J allein iiber-
geht (wobei J," = J, zu setzen ist):
H=W,(J,) —|— AW, (Js, J,)-

Die gestorten Frequenzen sind dann

oW, oW, A
P A Y l“a‘f

Fiir die langsamen Zusatzbewegungen mit den Frequenzen v,
hat man in der Himmelsmechanik den Namen ,sikuldre
Storungen*s  eingefiihrt.

Die Frage, wie man in einzelnen Féllen die Winkel- und
Wirkungsvariabeln wirklich findet, wollen wir nur kurz streifen.
Vielfach. wird dazu die Methode der Separation der Variabeln
benutzt. Diese ist dann anwendbar, wenn sich solche kanonische
Variable p,gq, finden lassen, in denen sich die HAMILTON-
Jacosische Differentialgleichung durch einen Ansatz

=28 (q,) + 85 (¢,)+ -+ 8 (qf) (3)
16sen 14Bt; dann ist ’ '
08,
{pk — E (6)

eine Funktion von ¢, allein und man kann leicht zeigen, da8
die iiber eine Periode genommenen Integrale

’ o8
Jie = épkquz éa“;:qu ()

gerade die Wirkungsvariabeln sind; namlich so:

Die Funktionen 8, (¢,) werden auch von diesen Konstanten J,
abhiingen; fiihrt man nun eine kanonische Transformation aus,
bei der die J, als neue Impulsvariable erscheinen, so sind die
zugehorigen Winkelvariabeln definiert durch

o8 28,
w, = = Y —1. (8
V=5, 2 )
Da 8 die Hawmivrron-Jacosische Differentialgleichung be-
friedigt, wird H in eine Funktion W (J, ... J,) iibergefiihrt;

f
die Voraussetzung (A) ist erfiillt.
3*
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Wenn eine Koordinate ¢, einmal zwischen ihren Grenzen
hin und her gefiihrt wird, wihrend alle iibrigen Koordinaten g,
festgehalten werden, betrigt die Anderung irgendeiner Varia-

beln w,
ow
4, w, = é—aq—: dq,.

w, 1 B8, 0 108, _ 8 98,

Nun ist

0g, < oJy0q, 04,4 8q, 07, 0q,
und hieraus
9 28 0J. 1 fir h==%k
Y| =—@ —tdqg, = 1= 9
n % aJ,‘fﬁ bg, T a0, {o o bk, )

Geht man nun von irgendeinem Punkte g¢,° ...,¢° im
g-Raume aus, dem ein Punkt w,° ..., w?° im w-Raume ent-
entspricht, und 148t den ¢-Punkt eine geschlossene Kurve be-
schreiben, so braucht der w-Punkt nicht zum Ausgangspunkt
zuriickzukehren, aber der Endpunkt ist gegeben durch einen
Ausdruck der Form

w,? + (1, w,® 4 1w, .. A Tw?),
wo die 7, ganze Zahlen sind. Folglich sind die g, periodische
Funktionen der w, mit der primitiven Periode 1; unsere Vor-
aussetzung (B) ist erfiillt.

GemiB der Definition der J, nimmt § jedesmal um J, zu,
wenn g, bei konstant gehaltenen iibrigen Koordinaten einmal
seine Periode durchliuft; da hierbei zugleich w, um 1 zunimmt,
so bleibt die Funktion

S"‘:S—%‘wk‘]k

ungeéindert, ist also ebenfalls periodisch. Also ist auch (C)
erfiilllt. Damit ist bewiesen, dafl die w, J die Winkel- und
Wirkungsvariable sind. Manche Autoren fiihren die Quanten-
groBen durch diese Integraldefinition ein; doch scheint es mir
mit BoHR richtiger, sie allgemein durch die Periodizitétseigen-
schaften zu definieren, d.h. durch die drei Bedingungen (A),
(B) und (C).
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6. Vorlesung.
Die Bonrsche Theorie des Wasserstoffatoms. Relativititskorrektion und
Feinstruktur. StarRk- und ZEEMAN-Effekt.

Nach diesen allgemeinen Uberlegungen wollen wir uns nun
den Anwendungen auf die Atomstruktur zuwenden. Bekannt-
lich war es das Beispiel des Wassersioffatoms, an dem Bonr
zuerst seine Gedanken entwickelt hat. Hier hat man einen
Kern mit einem Elektron, also ein Zweikérper-Problem. In
bekannter Weise 1a8t sich dieses auf das Einkdrper-Problem
(Bewegung eines Punktes um ein festes Attraktionszentrum)
zuriickfiihren; sind nidmlich 7, ¢ die Polarkoordinaten des Elek-
trons relativ zum Kern und setzt man

1 B 1 —}_ 1 i, Elektron
B M m T 0
. . Kern
wo M die Masse des Kerns, m die des o
Abb. 5,

Elektrons ist, so wird
= —f( 4292 L 2 g% sin? ) 4 U(r).

Die potentielle Energie der CouLomsschen Krifte zwischen
dem Zfach geladenen Kern und dem Elektron ist

v =-2°.

r

Spiter werden wir sehen, daB die neueste Entwicklung dazu
gefithrt hat, das Elektren nicht einfach als elektrische Punkt-
ladung anzusehen; dann ist der Kraftansatz entsprechend ab-
zuéindern. Ferner wollen wir gleich bemerken, daB wir in der
Theorie der komplizierten Atome allgemeine Zentralkrifte mit
einer beliebigen Funktion U(r) ins Auge fassen werden.

Fithrt man die Momente ein, so wird

o) UG, (1)

Die zugehorige Hamivron-JacoBische Differentialgleichung
laBt sich leicht durch Separation der Variabeln lsen. Im
CouromBschen Falle kommt man auf die bekannte KEPLER-
sche Bewegung; fiir die Quantentheorie kommen dabei zunichst
nur die periodischen Bahnen, die Ellipsen, in Betracht.

2

B (o432 -

r? s,ln‘3 s
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Man sieht sofort, daBl die Bewegung zweifach entartet ist;
denn sie hat drei Freiheitsgrade, ist aber nur einfach perio-
disch. Es gibt also nur eine WirkungsgréBe J und eine
Quantenbedingung. Die Rechnung zeigt, dafl J mit der groBen
Achse a der Ellipse durch die Formel

‘ J?
R petz
verbunden ist; fiir die Energie erhilt man
2n®ue*Z?
- @

Die Bewegung selbst wird, bezogen auf die Hauptachsen-
koordinaten, durch einfache Fourierreihen der Form

x 3 =
ikl 20,(s)cos(2nwr)
=1
y - (3)
P ZD,(e)s1n(2nwr) |
=1
beschrieben, deren Koeffizienten noch stetig von der Exzentri-
zitdt ¢ abhingen. Die Winkelvariable w ist bis auf den
Faktor 2z die ,mittlere Anomalie“ der Astronomen.
Dies waren die Ausgangsformeln fiir die Bomnrsche Theorie
des Wasserstoffatoms. Indem er J=nk und

2a* pet
RB=—p— (4)
setzte, schrieb er
2
L (5)
n?
und erhielt fiir die Frequenzen des ausgesandten Lichts:
1 1 1
v=%(W1—W2)=RZQ(‘)?—-n—12>. (6)

Beim H-Atom ist Z = 1; dann stellt diese Formel tatsiichlich
alle bekannten Wasserstofflinien dar, vor allem die BArMERsche
Serie (n, = 2)

1

. 1 :
’V=RH<Z—n—2'>, n1=3,4,5,.--
1
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und zwar nicht bloB die Abhingigkeit von #,, ‘sondern vor
allem auch den absoluten.Wert von BRy. Um diesen zu be-
rechnen, hat man fiir 4 den Ausdruck '

. mM . 1
“=m +M 10 m
M
einzusetzen; man kann also
1 2 2 4
Ry = Rwﬁ% , R, = J%gbi = 3,28.10%%gec?

12
- M

schreiben, wo fiir e, m, h die besten Messungsergebnisse einge-

setzt sind. Vernachlissigb man den kleinen Bruch ﬁ, der etwa

1
gleich 1830 ist, so erhélt man durch Division mit der Licht-

geschwindigkeit ¢ = 3:10'° em sec™

Ry 3-28><10%
2 %— — 1,09-10° cm 7Y,

wahrend die spektroskopische Messung hierfir 109678 cm™
liefert.

Auch die Serien mit n,=1, 3 und 4 sind beobachtet
(LYMAN, PASCHEN, BRACKETT).

Aber dariiber hinaus konnte Bomr behaupten, dafl die bis
dahin dem Wasserstoff zugeschriebene Serie, die man fir Z= 2
erhilt:

1 1 1 1
Vv = 4RHe <~—é —_ ——3) = RHe <¥2 — oy
2 2

dem ionisierten Helium angehdren mulB; hier ist in Ry, der
Bruch % viermal kleiner als beim H-Atom, weil das He-Atom
viermal schwerer ist. Daher fallen diese Linien mit geradem
n,, n, nicht genau mit Linien des H-Atoms zusammen. Diese
Abweichung ist experimentell bestitigt und das Spektrum ein-
deutig dem He*-Ion zugewiesen worden — wohl der schonste
Erfolg der Bonrschen Theorie.
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Die Borrsche Theorie aller iibrigen Spektren 148t sich kurz
beschreiben als ein Versuch, sie auf-Abéinderungen des Wasser-
stoff-Atomspektrums zuriickzufiihren.

Dabei sind zwei Richtungen des Vorgehens zu unterscheiden :
Einmal handelt es sich um Beeinflussungen des Wasserstofi-
atoms durch sekundire Einflisse: Die Abhingigkeit der Masse
von der Geschwindigkeit wird beriicksichtigt und liefert die
Feinstruktur der Linien, ferner der Einflul eines duBeren elek-
trischen und magnetischen Feldes (STark- und Zeemax-Effekt).
Die andere Richtung fithrt zur Behandlung der iibrigen Atome
und damit zur theoretischen Systematik der Atomstruktur und
des periodischen Systems der Elemente.

Lassen Sie mich zundchst von der ersten Richtung sprechen.
SoMMERFELD hat zuerst den Gedanken durchgefiihrt, daB die
von der Relativitdistheorie geforderte Verinderlichkeit der Masse
einen Einflu auf das Spektrum haben miisse. Er ersetzte
demgemifl die klassische Energiefunktion durch die relati-
vistische, die ich friiher (2. Vorlesung (13)) angegeben habe:

e et Z .
H_mc{]/1_+_mc2 1}——7. (7)

Wegen der Kleinheit des Effekts wird man sich mit dem

2

ersten Gliede der Entwicklung nach mp =
0

begniigen kdénnen

und schreiben:

H=H,+ H,
wo H, die klassische Energiefunktion und
1
Hl :" 8m 3.2 (pm + py2 _!_ P, )

die Storungsfunktion ist.

Auch fiir die relativistische Mechanik gilt der Flichensatz;
also bleibt die Bahn eben. Aber die ebene Bahn bleibt nicht
mehr eine einfach periodische Ellipse, sondern verwandelt sich
in eine ,Rosettenfigur“. Man kann die Bewegung auch be-
. schreiben als eine Ellipsenbewegung, deren Hauptachse sich
gleichférmig dreht. Nach der Methode der sikularen Stérungen
findet man das Gesetz dieser ,Priicession des Perihels¥, indem
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man den Mittelwert der Funktion H, iiber die ungestorte Be-
wegung bildet:

_ RL 2 a2Z2<J 3)
=" \r 1) (®)
Dabei ist
2
0 =222 _799.10-8
he

eine numerische Konstante. Ferner ist J’ die
zum Azimut der Hauptachse »’ konjugierte
Wirkungsvariable, die mit der Exzentrizitit ¢
einfach zusammenhéngt:
J = J1 — &
Da w' in H, nicht vorkommt, ist J’ zyklische Variable, und
man hat die neue Quantenbedingung

J = kh; 9)

k wird ,azimutale Quantenzahl® genannt im Gegensatz zur

Abb, 6.

Hauptquantenzahl »; immer ist £ <n. Es ist also E1 kon-
stant gleich W,, und die Gesamtenergie wird

RhZ? 2% (n 3
W:‘%Tk+ifﬁ_ﬁ} 1)

Die Formel besagt, dal jeder Term des ungestorten Spektrums
in eine Anzahl Terme aufgespalten wird, die den Werten

k=1, 2,...,n entsprechen. Hierdurch entsteht auch eine Auf-
spaltung der Spektrallinien
1

v — (W, k) — W (ng, &)

und zwar so, daBl dabei k sich nur um 4+ 1 andert; denn die
durch J’ = kh bestimmte Periheldrehung ist eine einfach har-
monische Bewegung.

Diese von SOMMERFELD vorausgesagte Feinstruktur ist am
Wasserstoff und iovisierten Helium experimentell bestitigt
worden, nicht nur hinsichtlich der Zahl der Linien, sondern
auch des absoluten Betrages. KraMmers hat mit Hilfe des
Korrespondenzprinzips auch die Intensitét der Linien abgeschitzt
und zum Teil gute Ubereinstimmung mit der Erfahrung ge-
funden. Durch neuere Untersuchungen von HANSEN sind aber
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gewisse Abweichungen der Intensitéiten von den berechneten
sichergestellt worden; insbesondere besitzt bei der ersten BALMER-
Linie H, eine gewisse Feinstruktur-Komponente empirisch eine
endliche Intensitit, die nach der Theorie die Intensitit Null
haben sollte. Diese Schwierigkeit konnte mit vielen andern
aufgeklirt werden durch die schon erwibhnte Erkenntnis, daB
das Elektron gar nicht eine Punktladung ist.

In ganz &hnlicher Weise .18t sich der Einflul eines dufieren
elektrischen Feldes E, d.i. der St4rx-Effekt behandeln; hier ist
die Stérungsenergie einfach

H —ekz, (11)

wo z die Koordinate des Elektrons lings der dem Felde E
parallelen z-Achse ist. Man hat also einfach den Mittelwert
von z zu berechnen; dieser hingt nicht nur von der Lage der
groflen Achse in der Bahnebene, sondern auch von der Stellung
der Bahnebene im Raume ab. Es zeigt sich aber, daB das
Problem der sikularen Stérungen sich auf einen Freiheitsgrad
réduzieren 1aBt; die Rechnung ergibt fiir die Energie

RhZ? 3 Eh?

. nn
n? T 8miueZ ¥

W— —

(12)

Wo'ne eine neue Quantenzahl ist, die von — (n — 1) bis (n — 1)
lauft. Die Bewegung selber 148t sich so beschreiben: _
Berechnet man den ,elektrischen Schwerpunkt“ § des Elek-
trons, d. h. die Mittelwerte seiner Koordinaten bei einem Um-
lauf, so findet man, dal dieser auf der grofien Achse im
Astande 4 ae vom Kern 0 in der Richtung
/‘/—_\ nach dem Aphel zu liegt. Auf Grund der
, sikularen St6érungen fiihrt nun dieser Punkt

0 c S . . . . .
W 8 eine harmonische Schwingung in einer
Ebene senkrecht zum Felde E aus. Daraus
folgt, daB n, sich nur um + 1 #ndern kann.
Hierdurch ist das Aufspaltungsbild véllig
bestimmt, und es hat sich gezeigt, daB es gut mit der Erfah-
rung iibereinstimmt, auch hinsichtlich der von KRAMERS be-

rechneten Intensititen.

.~ Beim Zeeman-Effekt ist die Rechnung noch einfacher und
1aBt sich iiberdies fiir Atome mit beliebig vielen Elektronen

Abb. 7.
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durchfithren. Der friiher (2. Vorles. (14)) angegebene Ausdruck
tiir die Energie im magnetischen Felde ist bei Weglassung der
in der Feldstirke §) quadratischen Glieder

H:Ho+£-29r-p, (13)

wo H die Energie des ungestdrten Systems ist.
Nun ist das Vektorpotential eines homogenen Feldes

U =3[9,
DUy =3 J[Or]p =39 X[xp] =39 P,

wo P, die dem Felde parallele Komponente des Drehimpulses
2[rp] ist.

Fiir das ungestorte System ist der Drehimpuls nach Gro8e P
und Richtung konstant. Man sieht leicht ein, dall 2z P stets
zu den Wirkungsintegralen gehért; wir setzen

also

27 P jh. (14)

Auch die Komponenten von P sind konstant, gehéren aber
offenbar zu entarteten Winkelvariabeln. Durch das Magnetfeld
aber wird die Entartung des Winkels ¢, der die Stellung der
durch Drehimpuls und Feld gelegten Ebene gegen die Feld-
richtung bestimmt, aufgehoben; das System prézessiert um die
Feldrichtung. Zu ¢ ist, wie leicht zu

P
sehen, P, konjugiert; man hat also die /
) . o W
neue Quantenbedingung Py 7

2aP,=mh. (15) Abb. 8.

Ist « der Winkel zwischen Drehimpuls und Feldrichtung,
so gilt offenbar

v
CO8 (¢ == ~= = —~.
P

]

Die Achse des Drehimpulses kann sich also nur in 241
verschiedenen Richtungen (m = — 4, ... j) zur Feldachse ein-
stellen. Man spricht in diesem Falle von ,Richtungsquante-
lung®.
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Die Energie wird
eh

H=W,+ —
dmuc

0 —

|§[-m; (16)

daraus berechnet sich die Umdrehungszahl der Impulsachse,
die sogenannte ,Larmorfrequenz®, zu

, _ O0H _10H_ |9
™ 92xP, hom 4dmuc

= 4,70><107% | § | em™1. (17)

Die Priizession beeinflult die zur Feldrichtung parallelen
Bewegungskomponenten der Elektronen nicht; folglich erscheint
in der z-Komponente des elektrischen Moments kein Zusatz-
glied, d. h. das parallel der z-Achse schwingende Licht ent-
spricht Spriingen von m um 0. Dagegen sind die Bewegungs-
komponenten senkrecht zum Felde um einfache Rotationen im
einen oder andern Drehsinne geindert; daher hat man das
emittierte Licht in zwei entgegengesetzt rotierende zirkulare
Wellen zu scheiden, denen die Uberginge m-—m + 1 ent-
sprechen.

Man erhdlt also das klassische Zreman-Triplet ohne jede
Anderung. Das widerspricht aber der Erfahrung. Denn in den
meisten Féllen spalten sich die Spektrallinien in viel verwickel-
terer Weise. Hiervon gibt die Bomrsche Theorie in der dar-
gestellten Form keinerlei Rechenschaft, sie 148t stets, bei jedem
Atom, normale LarMOR-Priizession und normalen ZEEMAN-
Effekt erwarten.

An dieser Stelle haben zahlreiche Versuche zur Abénderung
der Theorie eingesetzt. Ausgehend von Untersuchungen Sowm-
MERFELDS ist es LAND# gelungen, die ZrEmaN-Aufspaltungen
fiir die wichtigste Klasse von Spektrallinien in Terme zu zer-
legen und die GroBe dieser Terme durch Formeln darzustellen,
Auch hat LANDE ein Verstéindnis dieser Formeln durch mecha-
nische Modelle angebahnt. Daran kniipfen Arbeiten von HEISEN-
BERG, Pavuri und andern Forschern. Nachdem es lingere Zeit
den Anschein hatte, als ob der ,anomale“ ZEemaNN-Effekt einer
mechanischen Erklérung uniiberwindliche Schwierigkeiten be-
reitete, konnte in neuerer Zeit dieses Problem in merkwiirdig
einfacher Weise gelost werden dadurch, daBl man aufhérte, das
Elektron als einfache Punktladung anzusshen. PAULI kam rein
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empirisch zu der wichtigen Einsicht, daB sich die Tatsachen
vollstindig ordnen lassen, wenn man dem Elektron nicht drei,
sondern vier Freiheitsgrade zuschreibt. UnLENBECE und Goub-
smiT haben den vierten Freiheitsgrad des Elektrons in An-
lehnung an einen Gedanken CompTONs durch die Annahme ge-
deutet, daB das Elektron auBler seiner konstanten Ladung auch
ein konstantes magnetisches Moment mit sich fithre, das ver-
schiedene Richtungen annehmen kann. Es ist tatsidchlich mog-
lich, durch dieses Modell gualitativ nicht nur den anomalen
ZeEmaN-Effekt, sondern iiberhaupt alle bekannten Gesetz-
miBigkeiten der Atomstruktur verstindlich zu machen. Quanti-
tativ werden allerdings durch diese auf der klassischen Mechanik
beruhende Theorie nicht alle Feinheiten der Erscheinungen
wiedergegeben. Hier hat, wie wir sehen werden, eine verbesserte
»Quantenmechanik“ einzugreifen (18. Vorlesung).

7. Vorlesung.

Versuche einer Theorie des Heliumatoms und Griinde fiir ihren MiB-
erfolg. BomRrs halbempirische Theorie der Struktur der hdheren Atome.
Das Leuchtelektron und die RYDBERG-RiTzsche Serienformel. Das Serien-
schema. Die Hauptquantenzahlen der Alkaliatome im Normalzustand.

Der nichstliegende Weg, den eine exakte Theorie der Atom-
struktur zu gehen hiitte, wire der, der Reihe nach die auf
Wasserstoff folgenden einfachen Atome, Helium, Lithium,...
zu behandeln. Dies hat man auch versucht, aber schon der
erste Schritt, vom Wasserstoff- zum Helium-Atom, war ver-
gebens getan. Beim He-Atom hat man ein Drei-Ko6rper-Problem,
einen Kern mit zwei Elektronen. Es ist bekannt, daB das Drei-
Korper-Problem den Astronomen viel zu schaffen macht und
daB es nicht gelungen ist, die Bewegungen durch analytische
Ausdriicke (Reihen) darzustellen, die fiir alle Zeiten den Ver-
lauf wirklich zu {ibersehen erlauben. Nun liegt es im Falle
der Atomstruktur noch viel ungiinstiger; denn in der Himmels-
mechanik besteht wenigstens der giinstige Umstand, daB die
Attraktion zum Zentralkérper wegen der iiberwiegenden Masse
der Sonne alle andern Attraktionen bei weitem iibertrifft, so-
daB diese als kleine ,Storungen“ behandelt werden kénnen, in
der Atommechanik aber sind die durch die Ladungen bedingten
AbstoBungen und Anziehungen alle ungefihr von der gleichen
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GroBenordnung. Dagegen bietet das Atomproblem einen Vor-
teil andrer Art gerade durch das Postulat der Quantentheorie,
nach dem nur gewisse Bahnen als ,statiopdr® iiberhaupt in
Betracht kommen. Man hat nun zeigen koénnen, daB die
Quantenbedingungen gerade nur besonders einfache Bahntypen
zulagsen, indem sie gewisse ,Librationsbewegungen® (Schwin-
gungen) ‘ausschlieBen. ’ ‘

Gestiitzt auf dieses Ergebnis hat man nun versucht, die
slationdren Bahien beim He-Atom aufzufinden und ihre Energie-
stufen zu berechnen. Und zwar ist man in zwei Richtungen
vorgegangen: die einen haben den Normalzustand des He-
Atoms behandelt (BoER, KRAMERS, VAN VLECK), die andern Zu-
stinde hober Anregung, bei denen ein Elektron auf seiner
kernnichsten Bahn, das andere in einer weit entfernten Bahn
umlauft (van VLEcK, Bor~ und HriseNBERG). Beide Rech-
nungen fiihrten zu falschen Ergebnissen; die berechnete Energie
des Normalzustandes stimmte  nicht mit dem Resultate der
Beobachtung (Ionisierungsarbeit des normalen He-Atoms) iiber-
ein, und das berechnete Termsystem der angeregten Zustinde
war qualitativ und quantitativ verschieden von dem beobach-
teten. '

Man durfte im Grunde auch kein andres Resultat erwarten.
Denn die Giiltigkeit der Frequenzbedingung allein geniigt,
um iberzeugend zu beweisen, dall im Gebiete der Atomvor-
ginge die Gesetze der klassischen Theorie (sei es Geometrie,
Kinematik oder Mechanik, Elektrodynamik) nicht gelten; wenn
sie in gewissen einfachen Fillen (bei einem Elektron) zum Teil
richtige Resultate geben, so ist das eigentlich erstaunlicher,
als die umgekehrte Tatsache, dall sie in verwickelteren Fillen
(mehrere Elektronen) versagen.

Dieses Versagen bei Wechselwirkung mehrerer Elektronen
héngt offenbar mit folgender Tatsache zusammen: Wir wissen,
daB- Atome auf Lichtwellen ganz unklassisch reagieren, indem
sie’ zu Quantenspriingen angeregt werden. In einem -aus
mehreren Elektronen bestehenden System befindet sich jedes
Elektron in dem von den iibrigen Elektronen erzeugten Wechsel-
felde; die Perioden dieses Feldes aber sind von derselben
GréBenordnung, wie die des Lichts. Daher haben wir gar
keinen Grund zu erwarten, dafl hier das Elektron klassisch auf
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das Wechselfeld reagieren soll. Dieser Gesichtspunkt gibt einen
gewissen Anhaltspunkt dafiir, warum wir in vielen Fillen beim
Ein-Elektron-Problem mit Hilfe der klassischen Theorie zu
richtigen Ergebnissen gelangten.

Borr hat in Wiirdigung dieser Schw1er1gke1ten zunéchst
den Versuch einer wirklich deduktiven Theorie aufgegeben und
statt dessen mit groBtem Erfolge versucht, durch Interpretation
der Tatsachen,  vor allem der Spektra, der chemischen und
magnetischen Eigénschaften der Atome, etwas iiber die An-
ordnung der Elektronen zu erfahren. Der Ausgangspunkt war
die Feststellung,-daf die Spektren gewisser Atome einen ganz
shnlichen Typus haben wie das Wasserstoffspektrum; die
Linien, oder besser die Terme, bilden Serien, die der Termserie

R .
des H-Atom —; #hnlich sind; so hat z. B. RYDBERG gezeigt,
" n

daB in vielen Fillen Ausdriicke der Form ( + 6)2 mit § = konst.
zur Darstellung der Terme ausreichen. Das ist der Fall bei
den Alkali-Metallen, bei einem Teil der Linien von Cu, Ag, Au
und in &hnlichen Fillen, die alle das Gemeinsame haben, daB
die chemischen Eigenschaften des betreffenden Atoms auf leichte
Abtrennbarkeit eines Elektrons hindeuten. Wir schlieffen daher
mit SoMMERFELD und BomR, dafl auch diese Spektren wie beim
H-Atom durch die Springe eines Elektrons, des ,,Leucht-
elektrons”, erzeugt werden; nur dafl dieses sich nicht um einen
einfachen Kern bewegt, sondern um einen ,, Atomrest“, bestehend
aus dem Kern mit allen tibrigen Elektronen. Wird das Leucht-
elektron immer stirker ,angeregt“, d. h. in Zustinde hoherer
Energie gebracht, so gelangt man stufenweise zur vélligen Abtren-
nung ,lonisation“; dann bleibt der Atomrest als ,Ion“ iibrig.
Hier trifft diese Uberlegung mit den Resultaten. der Chemiker zu-
sammen, wie sie von LEwIs, LaANeMUIR und KossSEL formuliert
worden sind. Danach haben die Ionen der Alkali-Metalle dieselbe
Struktur wie die Atome der benachbarten Edelgase; es sind
duBerst stabile, abgeschlossene Elektronenkonfigurationen.
Man kann nun leicht sehen, daB die Bahn des Leucht-
elektrons bei den niederen stationiren Zustéinden den Atomrest
durchqueren muB. Andernfalls wiirden die Terme nur sehr
wenig von. denen des H-Atoms verschieden sein; auch kennt
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man die Ionenradien aus der Theorie der Elektrolyte und
der polaren Kristalle gut genug, um mit den sogleich zu
erwihnenden Verfahren abschitzen zu konnen, dal die Bahn
des Leuchtelektrons den Atomrest treffen mul (SCHRODINGER,
Bo=Rr).

Wollen wir die Bahnen des Leuchtelektrons im Rahmen
unserer Theorie nédherungsweise beschreiben, so koénnen wir das
nach SoMMERFELD und BoHR durch die Annahme, daf wir die
Wirkung des Rumpfs auf das Elektron durch eine Zentralkraft
ersetzen. Dann ist jedenfalls der Energiesatz fiir das Elektron
allein erfiillt und wir haben es, wie bisher, mit dem Ein-K&rper-

Problem zu tun. Uberdies gilt auch

der Impulssatz und die Bahn ist eben.

X Nunmehr kann man mit BoHR zei-

. gen, dal die Terme durch Formeln vom

RypBERGschen (oder dem genaueren

Rirzschen) Typus ndherungsweise dar-

Abb. 9. stellbar sein miissen, vorausgesetzt, da

' der Rumpf klein ist gegen die Dimen-

sionen der Bahn des Leuchtelektrons. Der duBere Teil der Bahn

wird sich dann von einer KEPLERSchen Ellipse nur wenig unter-

scheiden; der innere Teil wird eine Schlinge von starker Kriim-

mung bilden, da das Elektron dort in den Bereich der inten-
siven Kernanziehung gerit (s. Abb. 9).

. Ersetzen wir den #dufBleren Bahnteil durch eine Ellipse, so
wird deren Energie

RhZ*?
W=—— s (1)

dabei hidngt n* in derselben Weise mit dem Aphelabstand 2 g*
zusammen, wie oben fiir die Quantenbahnen des H-Atoms an-
gegeben wurde:

* h? %*2
a*t = 47;"!/,4,62Z*n N (2)

und Z* ist die ,effektive Kernladung®, d.h. die Differenz der
Ladung des Kerns und der abschirmenden Elektronen des Ions,
n* braucht nicht ganzzahlig zu sein, denn es ist nicht die
Hauptquantenzahl der ganzen Bahn; nennen wir letztere n, so
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ist jedenfalls die Frequenz der Bewegung von Aphel zu Aphel
gegeben durch
ow 1 oW

=97 =W ou’ ®)
Wegen unserer Annahme, daBl der Rumpf klein ist, wird

sich die Umlaufszeit 1 der ganzen Bahn nur wenig von der
v

1 . . .
Umlaufszeit — der Ersatzellipse unterscheiden; letztere ist ge-
14

geben durch

1 oW 2RZ*?
T ke g
Wir setzen also
1 1 2RbZ*?
T=F+b oder =1+br =1+ —\— T

und betrachten b néherungswelse als konstant. Dann haben wir
dn p¥ 2R bZ*
a =y
und integriert
0,

n=n*—9, — 2
n*

und nach n* nidherungsweise aufgelost

n*zn—|—61—{—%§—+--- (3)

Hier ist 4, eine Integrationskonstante, 8, durch das System
gegeben (3, — RbZ*?). Natiirlich wird J, noch von der
zweiten Quantenzahl des Systems abhingen; die Bewegung in
einem Zentralfeld ist ndmlich zweifach periodisch: die eine Periode
ist die schon betrachtete, die Bewegung des Elektrons von
Perihel zu Perihel mit der Hauptquantenzahl n, die zweite
Periode ist die des Perihelumlaufs selbst, mit einer Quanten-
zahl k. Dabei bedeutet k% den Drehimpuls des Elektrons, und
da die Periheldrehung einfach periodisch ist, so kann sich k
nur um #+ 1 #ndern (wie bei der Relativititskorrektion des
H-Atoms). ¢, wird eine Funktion von k sein; man kann diese
ebenfalls durch relativ einfache Uberlegungen niherungsweise
finden.

Born, Probleme der Atomdynamik. 4
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Der Ausdruck, den wir so fiir den Termwert gefunden
haben, lautet
w R Z**

L Y

3 (6)

er stimmt genau mit den empirisch entdeckten Termformeln
von RYDBERG (4,-Glied) und Rirz (d,- und d,-Glied) iiberein.
Da k verschiedene Werte annehmen kann, wird jedes Atom
mehrere Serien von Termen haben, und zwar werden wir wegen
der Sprungregel von k(k— k + 1) erwarten, da sich diese so
ordnen lassen, daB immer ein Term einer Serie nur mit Termen
der beiden Nachbarserien kombiniert. Das ist in der Tat der
Fall; man ordnet gewdhnlich die Terme in Serien nach dem
Schema:
18 2s 3s 4s Hs...
2p 3p 4p 5p...
3d 44 5d...
4f 5f...
wobei ein s-Term nur mit einem p-Term, ein p-Term nur mit
s- und d-Termen usw. kombiniert. Daraus schlieBen wir mit
SoMMERFELD, daB folgende Zuordnung besteht:

s P d f...
k=1 2 3 4...

Nunmehr wird man daran gehen, die wahren Hauptquanten-
zahlen n fir jeden beobachteten Term zu bestimmen. Dazu
mubBl man in erster Linie feststellen, ob die betreffende Bahn
Tauchbahn ist oder nicht. Man berechnet aus dem beob-

achteten Term }hK die ,effektive Quantenzahl® »* nach der

Formel

Rh

*_ gx /20,

" W
dadurch kennt man - den Aphelabstand, ndmlich die groBe
Achse 2 a* der Ersatzellipse (s. Abb. 10); ferner kennt man den
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nParameter 2 P der Ersatzellipse, der mit dem Werte & durch
die Formel
h‘.’.
— 2
4 7% p e Z* ¥

zusammenhéngt. Man kennt also ungefihr die ganze Ersatz-
ellipse und kann beurteilen, ob sie in den Atomrest eintaucht,
dessen GroBe als Ionenvolumen einiger-
maflen bekannt ist. Wenn man so zu dem
Schlusse kommt, daB die Bahn ganz auBen
verliuft, so mufl die RypBerG-Korrektion
0, klein, d. h. »* nahezu eine ganze Zahl Abb. 10.
sein; ist das der Fall, so wird man =
gleich der nichsten ganzen Zahl an n* wihlen.

So verhalten sich in der Tat alle aulen verlaufenden Terme

dk=3),  flk=4),....

Dagegen gehdren die s-Terme (k= 1) und p-Terme (k = 2)
gewohnlich zu Tauchbahnen. Hier weicht »* wesentlich von
ganzzahligen Werten ab; dann ist o, (k) betrichtlich groB,
hdufig grofler als 1 oder 2. Um hier ¢, wirklich zu bestimmen,
braucht man Abschitzungsformeln, zu deren Ableitung ziemlich
rohe Vorstellungen ausreichen. Jedenfalls 146t sich zu jedem Term
mit ziemlicher Sicherheit die Hauptquantenzahl n bestimmen.

Am meisten interessiert dabei die Hauptquantenzahl des
Normalzustandes. Das wichtigste Ergebnis 148t sich so aus-
sprechen:

Bei jedem Alkaliatom (Wasserstoff mitgezihlt) wichst die
Hauptquantenzahl des Leuchtelektrons im Normalzustand um 1:

H Li Na K Rb Cs...
n=1 2 3 4 5 6 ...

8. Vorlesung.

Borrs Aufbauprinzip. Bogen- und Funken-Spektrum. Die Réntgenspektren.

Borrs Tabelle der Besetzungszahlen der stationdren Zustinde. Die

Multiplettstruktur der Spektrallinien und die Schwierigkeiten ihrer Er-
klarung.

Die Ableitung des periodischen Systems von Bomr stiitzt
sich auf das sogenannte ,Aufbauprinzip“, d. h. die Annahme,
dafl jedes Atom durch Anlagerung eines Elektrons an ein Ion

. o+
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entsteht, das in der Hauptsache so beschaffen ist, wie das
vorangehende Atom mit der gleichen Zahl von Elektronen.
Hierauf beruht die Moglichkeit, aus der Struktur eines Atoms
auf die des folgenden zu schlielen; man wird zunéichst an-
nehmen, daB der Atomrest des zweiten dieselbe Struktur hat,
wie das erste Atom, und nachsehen, ob das Spektrum auf
Grund einfacher Abschidtzungen der RYpBERG-Konstanten nicht
damit im Widerspruch steht. In vielen Féllen kennt man
iiberdies die ,FPunkenspektra“, d. h. die Spektra der ionisierten
Atome; auch diese Spektra kommen zustande, indem ein
pLeuchtelektron“ um einen Rest umlduft, und dieser Rest wird
in seiner Struktur demjenigen vorangehenden Atom gleichen,
das dieselbe Elektronenzah] hat. Wir verstehen hierdurch so-
gleich den von SoMMmERFELD und KoSSEL ausgesprochenen
wSpektroskopischen  Verschiebungssatz“: Das Spektrum eines
neutralen Atoms (oft nach seiner bequemsten Erzeugungsweise
»Bogenspektrum® genannt) dhnelt in seiner Struktur dem ersten
Funkenspektrum des folgenden Atoms, dem zweiten Funken-
spektrum des nichstfolgenden Atoms usw., nur daB die Rybp-
BERG-Konstante R durch 4R, 9R,..., allgemein Z*?* R zu er-
setzen ist. Von dem einfachsten Beispiel zu diesem Satze,
wo die Ubereinstimmung der Spektren streng gilt, haben wir
schon Gebrauch gemacht, als wir die Spektren der Gebilde
H, He*, Li*™*, ... durch Einfilhrung einer beliebigen Kern-
ladungszahl Z gleichzeitig behandelten.

Eine einmal entstandene Elektronenkonfiguration gelangt
beim Fortschreiten im periodischen System der Elemente immer
tiefer ins Innere. Nun besitzen wir aber ein Mittel, das
Atominnere direkt zu erforschen, die Spektren der Rinigen-
strahlen. Das Zustandekommen dieser Spektren beruht nach
KosszeL auf folgendem Prozef: Da alle Quantenbahnen gewisser-
maBen besetzt sind, kann nicht einfach ein Elektron von einer
Bahn auf die andere springen, sondern es mull vorher ein
Elektron durch Energiezufuhr (ElektronenstoB, Absorption von
Rontgenlicht) aus einer Bahn entfernt werden. Dann fallen
andere Elektronen von hoheren Bahnen in die entstandene
Liicke, und dadurch entstehen die Emissionslinien der Rontgen-
strahlen. Je nachdem das zuerst entfernte Elektron die Haupt-
quantenzahl n» =1, 2, 3, ... hatte, nennt man die durch Au:-
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filllen der Liicke entstehende Linie eine K-, L-, M-, ... Linie;
und je nach der Herkunft des ersetzenden Elektrons unter-
scheidet man diese wieder durch Indices K,, Ky, ..., Ly, Lg, ...,
oder deutlicher durch Termdifferenzen wie K—L, K—M, ....
Die Richtigkeit dieser Vorstellung 188t sich dadurch priifen, da8 fiir
die Rontgenlinien wieder das Rrrzsche Kombinationsprinzip gelten
muB, und zwar sind die Energiewerte, als deren Differenzen die Fre-
quenzen erscheinen, direkt gegeben durch diesogenannten ,, Absorp-
tionskanten®; im Absorptionsspektrum des Atoms mu8 es nimlich
scharfe ,Kanten“ geben, die die Frequenzen voneinander
scheiden, deren Energiequant h» grofler oder kleiner ist als
die Arbeit, die notig ist zu der beim Absorptionsprozel erfolgen-
den Entfernung eines Elektrons aus einer bestimmten Bahn.
Auf diese Weise ist das System der ,Rontgenterme“ ebenso
sicher festgelegt worden, wie das der optischen Terme.

Tragen wir nun die Roéntgenterme als Funktion der Atom-
nummer Z auf, so erhalten wir im allgemeinen ganz glatte
Kurven, wie zuerst MoSELEY und DARwIN gefunden haben;
nur da, wo irgendeine UnregelméBigkeit in der Anlagerung
der Elektronen auftritt, wird die Kurve einen schwachen Knick
aufweisen.

Hierdurch haben wir ein Mittel, die- durch die optischen
Spektren gefundenen Elektronenanordnungen zu kontrollieren.
Das Hauptresultat der Diskussion der beobachteten Spektren
ist namlich dies, daB keineswegs erst alle Elektronen mit
n=1, dann alle mit n =2, n==3,... angebaut werden, son-
dern daB nachtriglich, d.h. nachdem z. B. schon Elektronen
mit n = 4 da sind, die inneren Schalen, also hier z. B. n = 3,
aufgefiillt werden und zwar mit Elektronen von hoherer azi-
mutaler Quantenzahl k. Man liest dies teils aus den Spektren
ab, teils benutzt man Tatsachen der Chemie. Wenn nidmlich
zwei aufeinander folgende Elemente sich nur dadurch unter-
scheiden, da die Zahl der inneren Elektronen, etwa der mit.
n == 3, sich um 1 unterscheidet, wihrend die Zahl der ZuBeren
(n = 4) gleich bleibt (z. B. gleich 2), so wird man erwarten, daf3
diese Elemente chemisch #uBerst &hnlich sind. Solche Gruppen
ghnlicher Elemente. haben wir gleich in der 4. Periode in der
Gruppe Sc, Ti,..., Ni, die das gemeinsame Merkmal des Para-
bzw. Ferro-Magnetismus haben, dann noch ausgeprégter bei den
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geltenen Erden, die sich in jeder Hinsicht sehr &hneln.
sieht das an folgender Darstellung des periodischen Systems

der Elemente:

3L N
4 Be——12

2 s8—ndl

TH 6C——145,
ZHe 7N 7% P \
N 8O0—5S
NgF——77CL
10Ne——18 A4

Wd
49/n
\326e 505N
\33A4s 5150
3456———5272
35 Br~——53]
6 r——54 X \

19K
200

s68a
[57/a)

55Cs

57.

87—
88 Ra.

37 R
3851

215¢

227
23/

wlr

240r
A

41 Nb
42Mo
43Ma
yr773+ %

4
S

S AA

5Ce
59 Pr
50/
57 -
625m
63£1
6404
657h
660s
67Ho
Clg
697U
70 Yb

kA

47/

77Cn
72Hf
Z3la
74w
75Re
760s
72Jr

F

89 Ac
90Tk
N Fa
2y

'F__W

[
(.
(-
.
o
o
u
L

794u.

w0
82,6

Man

838t
84Fo
85.=

B6Fm

778 —
Abb. 11.

Als Resultat aller dieser Uberlegungen teilen wir die (von
einigen spater widerlegten Einzelheiten gereinigte) Tabelle der
Elektronenanordnung nach Bomr mit (am SchluB des Buches).

Hier sicht man, wie bei Sc(Z = 21) die schon vorliufig
mit 8 Elektronen ausgebildete Gruppe n =3, k=12 von
neuem zu wachsen beginnt, mit n — 3, k= 3; dasselbe sieht
man bei Y (Z = 389) fiir n =4, bei La (Z = 57) fiir n= 5.

DaB in der Tat bei diesen Elementen eine innere Um-
ordnung eintritt, wird durch die Rontgenspektren bestitigt;
man sieht hier deutlich an den Stellen Z = 21, 39, 57 Knicke
in dem sonst glatten Verlauf der Réntgenterme als Funktion
von Z (s. Abb. 12).

Viele Spektrallinien, die wir bislang als einfach behandelt
haben, sind in Wirklichkeit vielfach, sogenannte ,,Multipletis*; ich
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Besetzungszahlen.
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erinnere an die Dubletts der Alkalien, z. B. die beiden D-Linien
des Natriums, SoMMERFELD hat diese zuerst in Terme auf-
geldst, indem er eine neue ,innere“ Quantenzahl j einfiihrte und
die Sprungregel fiir diese angab. Die Moglichkeit einer dritten
Quantenzahl des Leuchtelektrons ist ja durch
die Zahl 3 der Freiheitsgrade gewéhrleistet.
Wir brauchen nur anzunehmen, daB der
Atomrest nicht kugelsymmetrisch ist, son-
dern axial-symmetrisch; dann liuft das
Leuchtelektron nicht mehr in einem Zentral-
feld, die Bahn ist also nicht mehr eben.
Aber in erster Ndherung konnen wir die
Bewegung so beschreiben, dal die fiir einen
Umlauf als eben zu betrachtende Bahn mit
dem Drehimpuls K und die Achse des Atom-
‘rests mit dem Drehimpuls R als starres
Abb. 13, System eine Prizession um den im Raum
festen Gesamtimpuls J ausfithren (Abb. 13).
Nun sind K, R, J, wie leicht zu zeigen, Wirkungsvariabeln,
die zu den zugehtrigen Rotationswinkeln konjugiert sind; man
wird also

K=hk, R=hr, J=hj

setzen, wobei k die schon frither eingefiihrte azimutale Quanten-

zahl des Leuchtelektrons in seiner Bahn ist. Die Quantenzahl r

ist fiir die Konstitution des Atomrests charakteristisch; bei ge-

gebenen r und k£ kann j§ nicht alle Werte annehmen, sondern

nur solche zwischen |k —r| und k-4 r. Ferner wird j als
j— 1

Prizessionsimpuls nur die Spriinge 7'—»7 j machen koénnen,
j+1

wobei j— 4§ 4-1 den Schwingungen des elektrischen Moments

senkrecht zur J-Achse, j—j den Schwingungen parallel zur

J - Achse korrespondiert.

Man hat also tatsiichlich hier eine Moglichkeit der Erklarung
der Multipletts, und die von SoMMERFELD fiir die innere
Quantenzahl empirisch ermittelte Sprungregel stimmt auch mit
der theoretischen iiberein.

Nicht liberein stimmt aber die Zahl der Komponenten, die
zu gegebenem k, r gehdren.



Multiplettstruktur. 57

So wird man z. B. den sicherlich hochsymmetrischen Atomen
der Edelgase am liebsten den Drehimpuls Null zuweisen, also
auch dem Atomrest der Alkaliatome. Dann wiirden diese aber
gar keine Aufspaltung zeigen. Gibt man aber den Edelgas-
atomen r = 1, so hat man fir die Alkalien die j- Werte zwischen
k—1und k+1, also j=k—1,j=%k und j=Fk-+ 1; die
Alkaliatome aber haben nicht Tripletts, sondern im s-Zustand
(k = 1) Einfachlinien, in allen andern Zustinden (k =2, 3,...)
Dubletts.

Dies bedeutet eine Durchbrechung des Borrschen Auswahl-
prinzips: Die Anzahl der moglichen Zustéinde eines Systems,
das aus einem Ion durch Anlagerung eines Elektrons entsteht,
ist nicht gleich dem Produkt der Anzahl der Zustéinde des Ions
und der moglichen Elektronenbahnen, sondern um eins kleiner.

Wie schwer diese Widerspriiche noch vor kurzer Zeit emp-
funden wurden, ersieht man daraus, dal Bour selbst an einer
Deutung der Multipletts und ZEEMAN-Effekte durch quantemecha-
nische Modelle verzweifelte und etwas dunkle Begriffe wie ,nicht-
mechanischen Zwang® einfiihrte.

Formal hat man sich geholfen durch Einfiithrung ,halber
Quantenzahlen“ --- — 2, — 1, %, 2 ... und eines ,Hexenein-
maleins®, wie ich es nennen moichte. Wenn némlich eine vom
mechanischen Standpunkte ,verniinftige“ Theorie zu Quanten-

zahlen wie .
-3, —2, —1,0,1, 2,3

fiihrt, so ersetzt man sie durch die darunter geschriebene Reihe:

_39 _27 _17 O, 9

NN SN N0 N N S

\5/ \3/ \1/ \1/ NS \5/
—3 P

2 2 2 2 2
deren Anzahl um 1 kleiner ist. So erklirt“ man z. B. die
Alkali-Dubletts; die 3 Stellungen des edelgasartigen Atomrests

(r =1) gegen die Elektronenbahn liefern nur 2;j-Werte:
k—1 k k+1
NN S
NN
j=kb—% bt}

und ganz &hnlich verfuhr man beim ZrEman-Effekt.
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Alldem lag der Gedanke zugrunde, daf hier tiefe Ab-
weichungen von der Mechanik vorliegen; aber schlieBlich hat
sich herausgestellt, dal dem keineswegs so ist, sondern daB
es sich in der Hauptsache um ein falsches Modell handelt.
Wir haben schon oben (6. Vorlesung) davon gesprochen: PAvuLz
fand, daf die bisher als Drehimpuls des Atomrests gedeutete
GroBe R = hr dem Elektron zuzuordnen ist, und zwar mit den
Werten r = — 3,4+ %; dann ist das Aufbauprinzip von selbst ge-
wahrt. Hat man z. B. ein Alkali-Atom mit einem Leuchtelek-
tron, das um einen Atomrest ohne Drehimpuls umlauft, so ent-
spricht das Dublett den beiden Werten von r, — 3 und + %; geht
man zum benachbarten Erdalkali-Atom iiber, so hat das neu
hinzukommende Elektron wieder zwei r-Werte —  und - §, so-
daB im ganzen wvier mogliche Kombinationen der r- Werte beider
Elektronen entstehen (— %, — 3; — 3, +3;+3, — 3+ 3, + 1)
Empirisch findet man bei den Erdalkalien eine Singulett- und
ein Triplett-Termfolge, also in der Tat 4 Terme. Auf die ndheren
Einzelheiten gehen wir spiter (18. Vorlesung) ein. UHLENBECK
und GoubsMmIT deuteten R = hr als Drehimpuls des Elektrons.
Diese Anderung des Modells geniigt tatsichlich, um qualitativ
die Theorie mit den Erfahrungen in Einklang zu bringen. Es
bleiben nur noch einige quantitative Differenzen, die, wie wir sehen
werden, durch eine Abdnderung der Mechanik behoben werden.

Aber diese verhdltnisméBig unbetrichtlichen Abweichungen
waren nicht eigentlich die Griinde, die eine Unzufriedenheit
mit der bisher gebrduchlichen Formulierung der Quanten-
mechanik erzeugten. Viel einschneidender war die Unmog-
lichkeit, die Intensitit von Spektrallinien und die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten anders als korrespondenzmiBig, d. h. an-
gendihert, zu beschreiben. Hier lag offenbar eine wirkliche
Liicke der Theorie vor: Fourierkoeffizienten einer stationiren
Bewegung sind ibrem Wesen nach nicht geeignet, die Ampli-
tuden der beim Ubergang zwischen zwei stationdren Zustinden
ausgesandten Wellen darzustellen.

HzeisEnBERG gelang es kiirzlich, diese Liicke auszufiillen und
den Schliissel zu der so lange verschlossenen Pforte zu finden,
die uns von dem Reiche der Atomgesetze trennt. In seiner
ersten kurzen Abhandlung sind die physikalischen Gedanken
klar formuliert, aber mangels eines geeigneten mathematischen
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Apparates nur an Beispielen erldutert. Diesen Apparat haben
JORDAN und ich in der Matrizenrechnung entdeckt. Kurz darauf
hat, wie ich spéter sah, auch DiracC einen Formalismus gefunden,
der dem unsrigen gleichwertig ist, allerdings ohne daB er die
Identitdt mit der den Mathematikern geliufigen Matrizentheorie
bemerkt zu haben scheint.

9. Vorlesung.

Einfijhrung in die neue Quantentheorie. Darstellung einer Koordinate

durch eine Matrix. Die elementaren Regeln der Matrizenrechnung.

Wenn wir nach einem Angriffspunkt fiir eine Umgestaltung
der Theorie suchen, so miissen wir uns bewuBt sein, daB in
einem schweren Falle schwache Heilmittel wenig niitzen,
sondern daB auf die Grundlagen zuriickgegriffen werden mub.
Es ist notwendig, nach einem allgemeinen Prinzip, einem philo-
sophischen Gedanken Umschau zu halten, der in andern &hn-
lichen Fillen sich bereits bewdhrt hat. Hierzu blicken wir auf
die Zeit vor der Relativitdtstheorie zuriick, als die Elektro-
dynamik bewegter Korper in einem &hnlich verwirrten Zu-
stande war, wie bislang die Atomtheorie. Hier fand EINSTEIN
einen Ausweg aus den Schwierigkeiten durch die Feststellung,
daB die bestehende Theorie mit einem Grundbegriff operierte,
dem in der physikalischen Welt keine beobachtbare Erschei-
nung entsprach: dem Begriff der Gleichzeitigkeit. Er zeigte,
dall es prinzipiell unmdoglich ist, die ,absolute“ Gleichzeitig-
keit zweier an verschiedenen Orten stattfindenden FEreignisse
festzustellen, daB man hierzu vielmehr eine neue Definition
der relativen“ Gleichzeitigkeit braucht, die ein ganz be-
stimmtes MeBverfahren vorschreibt, und er gab ein solches
Verfahren an, das der inneren Struktur der Gesetze der Licht-
ausbreitung und der elektromagnetischen Vorgéinge angepalt
war, Der Erfolg hat dieses Vorgehen gerechtfertigt und damit
zugleich das Ausgangsprinzip: die wahren Naturgesetze stellen
Beziehungen her zwischen Grofen, die prinzipiell beobachtbar
sein miissen. Wenn Grofen, denen diese Eigenschaft nicht zu-
kommt, in unsern Theorien auftreten, so ist das ein Zeichen
dafiir, daB noch etwas mangelhaft daran ist. In der Rela-
tivitdtstheorie hat sich auch in ihrer weiteren Entwicklung die
Fruchtbarkeit dieses Gedankens bewihrt; denn das Verfahren,
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die Naturgesetze in invariante, vom Bezugssystem unabhingige
Formen zu bringen, ist nur ein Ausdruck des Bestrebens, nicht
beobachtbare GroBlen zu vermeiden. Ahnlich liegt es in andern
Gebieten der Physik.

In unserm Falle der Atomtheorie haben wir nun sicherlich
GroBen als wesentliche Bestandteile in die Theorie eingefiihrt,
gegen deren Beobachtbarkeit schwerwiegende Bedenken erhoben
werden konnen; z. B. Ort, Geschwindigkeit, Umlaufszeit des
Elektrons. Was wir wirklich mit Hilfe unserer Theorie berechnen
wollen und experimentell beobachten kénnen, sind die Energie-
stufen und die daraus abzuleitenden Lichtfrequenzen; auch ist
ein mittlerer Atormradius (Atomvolumen) eine beobachtbare
GroBe, der mit den Methoden der kinetischen Gastheorie oder
mit andern #hnlichen Hilfsmitteln bestimmbar ist. Dagegen
hat noch niemand ein Mittel angeben konnen, die Umlaufszeit
des Elektrons in seiner Bahn zu bestimmen, oder gar den Ort
des Elektrons in einem bestimmten Augenblick. Es scheint
auch keine Hoffnung, da} dies jemals méglich sein wird; denn
um Léngen oder Zeiten zu bestimmen?), braucht man MaBstiibe
und Uhren, aber alle diese bestehen selbst wieder aus Atomen
und versagen daher im Bereiche der Atomdimensionen. Man
muB sich klar sein: Alle Messungen atomarer Gréfenordnungen
beruhen auf indirekten Schlissen. Aber diese sind nur zwingend,
wenn die Gedankenketten in sich folgerichtig sind und in einem
gewissen Bereich der Erfahrung entsprechen. Aber gerade
letzteres ist fiir die Atomstrukturen, wie wir sie bisher kon-
struiert haben, nicht der Fall; ich habe immer auf die Punkte
aufmerksam gemacht, wo die Theorie versagt.

Bei dieser Sachlage scheint es berechtigt, die Beschreibung
der Atome mit Hilfe solcher Groflen wie ,Koordinaten der
Elektronen zu einer bestimmten Zeit“ ganz aufzugeben und
statt derselben solche GroBen zu benutzen, die wirklich beob-
achtbar sind. Hierzu gehtren auBer den durch Elektronenstof3
direkt mefBbaren Energiestufen und den daraus abgeleiteten,
auch direkt meBbaren Frequenzen jedenfalls auch die Intensitit
und der Polarisationszustand der ausgesandten Wellen. Wir

) Ausgenommen den Fall, wo die Umlaufszeit zuféllig mit einer
Lichtfrequenz zusammenfillt, wie z. B. bei gewissen schonen Versuchen
von FERMI und ROSETTL
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stellen uns also auf den Standpunkt, daBl die Elementar-
wellen die primdren Daten zur Beschreibung atomarer Pro-
zesse sind. Aus ihnen sind alle andern Grofen abzuleiten.
Dall dieser Standpunkt weitere Moglichkeiten bietet als
die Voranstellung der Elektronenbewegungen, sieht man ein,
wenn man den Compron-Effekt ins Auge fallt. Wenn eine
Réntgenwelle der Frequenz » freie (oder sehr locker gebundene)
Elektronen trifft, so erteilt sie diesen stoBartig Geschwindig-
keiten in beliebigen Richtungen; zugleich entsteht dabei eine
sekundire Rontgenstrahlung mit einer verkleinerten Frequenz #/,
die vom Azimut abhingt. Nach ComproN und DEBYE kann

man das quantitiv erkliren, indem man den Wellen die
/

Energien hy, h»' und die Impulse Zt;, ;—bcl zuschreibt und

dann auf den StoB der Lichtquanten und des Elektrons die
Sitze von der Erhaltung der Energie und des Impulses an-
wendet. Blickt man aber auf den Vorgang
vom Standpunkt der Wellentheorie, so muf3
man die Anderung der Frequenz wohl als -y—k‘
Dopplereffekt deuten. Eine Berechnung e
der Geschwindigkeiten der Wellenzentren Abb. 14.
ergibt dann auBlerordentlich grofle Werte,
und zwar in der Richtung des priméren Rontgenstrahls, nicht
in der des Elektrons. Wir haben hier also den Fall, dall Be-
wogung des Elektrons und Bewegung der Wellenzentren nicht
iibereinstimmen. In der klagsischen Theorie, wo die ausge-
sandten Wellen durch die harmonischen Komponenten der Elek-
tronenbewegung bestimmt werden, ist das natiirlich véllig un-
erklarlich. Wir stehen daher vor einem neuen Faktum, das
uns zwingt, eine Entscheidung zu treffen, ob die Elektronen-
bewegung oder die Welle als der primire Akt angesehen
werden soll. Nachdem alle Theorien, die die Bewegung vor-
anstellen, nicht befriedigt haben, versuchen wir es mit den
Wellen.

Wir betrachten zuniichst Vorgéinge, denen in der klassischen
Theorie eine eindimensionale Bewegung entsprechen wiirde, etwa
gegeben durch die Fourierdarstellung der Koordinate ¢:

q(t)zzqtehn'vzt. (1)
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Wir fassen aber jetzt nicht die Bewegung ¢ (f), sondern die
Gesamtheit der Elementarschwingungen

7. elatvet

ins Auge und suchen sie so abzuindern, daB sie nicht die
Oberschwingungen einer Bewegung, sondern die wirklichen
Wellen eines Atoms darzustellen geeignet ist.

Die Frequenzen sind also (im allgemeinen) nicht har-
monisch (»7), sondern lassen sich nach dem Rirzschen Kom-
binationsprinzip als Differenzen je zweier Zahlen der Termreihe

Z;:i, —v}?, ... darstellen; wir schreiben daher
1

Zu jedem ,Sprunge“ n—m gehOrt aber auch eine Ampli-
tude und eine Phase, die wir in die komplexe Amplitude zu-

sammenfassen:
q(n, m) =|gq(n, m)| et?mm, (3)

Die Gesamtheit aller moglichen Schwingungen iibersieht man
am besten, wenn man sie in ein quadratisches Schema

q(ll) PLEZITIS] q(12) e2miv(d)t
q (21> e2miv(21)¢ q (22) ezniw(za)i L

ordnet; wir schreiben dafiir kurz
q — (q (,n m) 62niv(um)t) — ('q (nm)l ei(?nv(nm}t+6(ﬂ’m))). (4)
Damit dies Schema einer reellen Fourierreihe ¢ (#) {korre-
spondiert, miissen wir noch die Bedingung
d(nm)=—3(mn)
hinzufiigen, oder die dquivalente, daB ¢ (nm) bei Vertauschung
von m und 7 in den konjugierten Wert ¢*(nm) iibergeht:

¢(mn)= g* (nm). (8)
Denn fiir eine reelle Fourierreihe gilt das entsprechende;
g-: ="
Man nennt eine solche Matrix eine hermitesche (nach dem
franzosischen Mathematiker HERMITE).
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Die Mannigfaltigkeit der Elementarschwingungen wird also
in natirlicher Weise durch ein zweidimensionales Schema
reprisentiert, wahrend die Mannigfaltigkeit der Oberschwingungen
einer Bewegung durch die eindimensionale Reihe

2aivt 2ni 29t 27t
913 nw’ qze T v’ q36 nz3vt’

dargestellt wird. Darum mullite man in der bisher behandelten
Theorie eine ganze Reihe von Bewegungen zugleich ins Auge
fassen, die stationdren Zustéinde, die durch einen weiteren
Index, die Quantenzahl %, unterschieden wurden, wobei C
und » Funktionen von » wurden. Aber das so gewonnene
Schema hat weder die richtigen Frequenzen, noch die einfache
und eindeutige Zuordnung zu den Spriingen.

Nun miissen wir die Gesetze aufstellen, aus denen sich die
Amplituden g¢(nm) und die Frequenzen »(nm) bestimmen.
Dabei wollen wir das Prinzip beniitzen, daB wir die neuen
Gesetze denen der klassischen Mechanik so dhnlich machen wollen
als irgend moglich ist. Denn die Tatsache, dafl die Theorie
der bedingt periodischen Bewegungen nach der Kklassischen
Mechanik immerhin imstande war, von vielen Quantenerschei-
nungen Rechenschaft zu geben, zeigt uns, daf nicht ein Um-
sturz der Mechanik das Wesentliche ist, sondern der Ubergang
von der Kklassischen Geometrie und Kinematik zu der neuen
Darstellungsweise durch Elementarwellen.

Als einfachstes Beispiel der klassischen Mechanik erinnern
wir uns an den Oszillator; wir wissen, da aus der Kenntnis

der potentiellen Energie %q" (t) alles weitere folgt. Man kann

nun die potentielle Energie durch die Elementarwellen aus-
driicken ; denn das Quadrat einer Fourierreihe ist wieder eine
solche:

q2 (t) _— (2 e e?niwt)‘l . 2 Ql e2niwt, (6)
wo
Qz = 2 95 9:—o
gesetzt ist. Die Gesamtheit der GroBen @, reprisentiert also
in genau derselben Weise die Funktion ¢ (t)?, wie die Gesamt~
heit der ¢, die Funktion ¢(t) représentiert.
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Dies 188t sich auf unser quadratisches Schema iibertragen;
wir werden fragen: kann man nicht eine Multiplikationsregel
fir die ¢ (nm) aufstellen, durch die sich zu jedem Schema g
ein neues — wir nennen es symbolisch g® — konstruieren
laBt, und zwar so, daB dabei keine neuen Frequenzen auf-
treten?

Die letztere Bedingung ist wesentlich; sie korrespondiert
dem Satze der klassischen Theorie, daB das Quadrat einer
Fourierreihe (oder das Produkt zweier solchen mit gleicher
Grundfrequenz) wieder eine Fourierreihe mit derselben Grund-
frequenz “ist.

Die Antwort auf diese Frage wird dadurch gegeben, dafB
man unser quadratisches Schema mit dem Auge des Mathe-
matikers als ,Matrix“ ansieht und die ihm geldufige Regel
der Matrizenmultiplikation darauf anwendet. Man definiert:

Als Produkt zweier Matrizen

a=(anm), b= (bnm)
bezeichnet man die Matrix

c=(c(nm)):(%’a(nk)b(km))=ab. (7

Wenden wir das auf unser Schema der Elementarwellen ¢
an und multiplizieren es mit einem andern Schema p, das
dieselben Frequenzen »(nm) hat, so erhalten wir

qp = ( q ’ﬂk e2riv(nk)t (k /,n) eZniv(km)t);

nun ist aber

(k) -+ v (bm) = (W, — W) -+ (W, — W,)
— (W, = W,) = (m),
also wird:
= (SaHpEm-eman), ®

d. h. das symbolische Produkt gehért zu denselben Frequenzen.
Diese Formel ist die sinngemifle Verallgemeinerung der Regel
fir die Bildung des Fourierkoeffizienten des Produkts zweier
Fourierreihen. Man erkennt, wie die Matrizen-Multiplikations-
regel aufs engste mit der RypBERG-Rirzschen Kombinations-
regel zusammenhingt.
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Damit sind aber die Grundlagen fir das Rechnen mit
Matrizen gegeben; denn Addition und Subtraktion erfolgen
einfach durch Ausfiihrung der Operationen an den einzelnen
Elementen:

a—+ b= (a(mn)+ b(mn)). (9)

Die Schreibweise kann man noch dadurch vereinfachen,
dafl man die Faktoren e?7i»¢ {iberhaupt weglifit; die Matrix
q = (g(nm)) soll uns also eine Koordinate darstellen.

Der Differentialquotient einer Matrix nach der Zeit ist die
Matrix

g = (2niv (nm)q(nm), (10)

wo wieder der Zeitfaktor weggelassen ist. Man kann diese
Operation des Differenzierens auch mit Hilfe der Matrizen-
multiplikation ausdriicken.

Dazu beniitzen wir den Begriff der Einheitsmatriz

100

010 ... 1 fir n = m,
1= = (671 m)’ wo (snm = (11)

001 ... 0 » nsm.

Den Faktor 1 kann man, wie in der gewohnlichen Algebra,
auch weglassen.
Aus dieser bilden wir eine ,, Diagonalmatrix®:

W, 0 0
W(nm):(Wnanm)_ 0 Wz 0 - . (12)

00 W,...

Nun multiplizieren wir diese mit der Matrix g (nm); dabei
machen wir die, fiir das Folgende wichtige Beobachtung, dal
die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist: Es ist

Wq = (%’W(nk)q(km)) = (Wn%“, 8, 4 km)) = (W, q(nm),
aber

q W= (%’q(nk) W (k m)) = (%’q(nk) W.8,,) =W, q(nm).
Born, Probleme def Atomdynamik. 5
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Bilden wir nun die Differenz
Wq—qW=(W,—W,qnm)), (13)

so sehen wir, dafl wegen des Kombinationsprinzips

y(um) =5 (W, — W,)
die Formel

. 27t

q=—-(Wa—aW) (14)
entsteht.

10. Vorlesung.

Die Vertauschungsregel und ihre Begriindung durch eine Korrespondenz-
betrachtung. Matrizenfunktionen und ihre Differentiation nach Matrizen-
variablen.

Wir versuchen nun, die klassische Mechanik mdglichst un-
verindert auf die Matrizen zu iibertragen. Wir ordnen daher
der Koordinatenmatrix ¢ eine Impulsmatrix p zu, bilden aus
beiden durch wiederholte (gegebenenfalls auch unendlich oft
wiederholte) Anwendung der Matrizen-Addition und -Multipli-
kation eine HamivroNsche Funktion H und suchen das Ana-
logon der kanonischen Differentialgleichungen aufzustellen.
Hierbei trefien wir wieder auf die Schwierigkeit, da das Pro-
dukt nicht kommutativ ist: ¢p braucht nicht gleich p ¢ zu sein.
Aber gerade hier setzt die Quantentheorie ein: Ich behaupte,
daB man die Vertauschungsregel

h
PI—9pP = 5— (1)

271

aufstellen muB, durch die die Prancksche Konstante h ganz
eng in die Grundlagen der Theorie verflochten wird.

Man kann diese Relation plausibel machen, indem man
zeigt, dafB sie im Grenzfall groBer Quantenzahlen in die Quanten-
bedingung periodischer Systeme iibergeht. Dieser Grenzfall
ist genauer so zu beschreiben: Wir betrachten groBe Werte
von m und n und nehmen an, daBl alle g (m, n), p(m, n) ver-
schwindend klein sind, auBer wenn |m — n|=t klein gegen
m und n ist. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns
auf den Fall, wo p = uq ist, also p(mn) = 2ai uv(mn) g (mn).
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Nun fassen wir die Diagonalelemente unserer Bedingung 1)
ins Auge:

h \
2, (p(nk)yqgkn)—q(nk)p (k”)):'z'n—i (2)
oder

Ak‘jv(nk)gq(nk)w:_g;’g

Fir die Summe kann man schreiben

S m,n+1)|gn, 01|
>0

"’(nsn_’[)IQ(’nan“‘ﬂlzs)
oder wegen »(m, n)= — »(n, m):
—§0(v(n—l~r,n)rq(n+r,n)}2—v(n,n—-r)|q(n,n~r %)

Setzt man

fl(r)=r(mn—1)|q(n,n—1)?,

so hat man also:

3. flnt)—f(m) _ h

>0 z

877 u

Geht man nun zur Grenze n>>7 iiber, so bekommt man
die klassischen Formeln: Man setze nh = J, dann wird

v, n — 1) = ) =W —x) dW
die klassische Frequenz der 7-ten Oberschwingung; ferner wird

q(n,n — 7)— g, (J)
die zugehorige Amplitude; also

) ﬁ(n)—>fz(=’)=w-!qz(J)I“‘
s = DI EE S P @
>0 >0

Diese Formel stellt aber die Quantenbedingung der BoaRrschen
Theorie

fpdg=J=hn
dar. Denn setzt man

q(t) — Z’ qte2ni v1~l’

5*
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so wird
1

L
J=pfpdi=—u@ne f
0 0

T

¥0 ¢ g, €27 TN

bs

8 a

=4n%u-2 3 *vqq . =8a%u X vvr|q

>0 >0
Differenziert man das nach J, so erhdlt man
1 0 \ 0 .
.@Ezg’rﬁvr‘qﬂﬁzgra—!}ﬁw), (3)
i >0 T >0

in Ubereinstimmung mit obigem Grenzwert.

Diese Korrespondenzbetrachtung liefert also eine Begriin-
dung fiir die Diagonalelemente der Grundrelation (1). Es liegt
nahe, die ibrigen Elemente gleich Null zu setzen, um der
Kommutativitit so nahe zu kommen als moglich.

Durch die Vertauschungsrelation wird das Rechnen mit
Matrizen eindeutig. Wir konnen daher durch wiederholte An-
wendung der Operationen Addition und Multiplikation Funktionen
von p und ¢ bilden. So haben wir z. B. fiir die Energiefunk-
tion des harmonischen Oszillators (Masse u):

1
2p
Um hijeraus die kanonischen Gleichungen zu bilden, miissen
wir die Operation des Differenzierens einfiihren.

Den Differentialquotienten einer Matrizenfunktion f (ac) nach
der Argumentmatrix o¢c definieren wir durch

af _ . flet o)~ f)
d

a->0 a

H= ﬂ+%ﬁ (6)

; (7)

wobei o das Produkt einer Zahl in eine Einheitsmatrix sein
soll:
e(mn)=«d,,,.

Die Multiplikation mit einer solchen Matrix oder ihrer reziproken

1
oe-1(mn)= o Opn

ist kommutativ; daher hat unsere Definition einen eindeutigen



Matrizendifferentiation. 69

Sinn. Hiernach ist z. B.

dzx .1
2 ) = lim [z mn) + ¢d,,,) — @ (mn)] =9,
also
do
dx ’
ebenso
dx? o1
e (m n) = lim ~ [2 (xmk + “6mk) (xkn + “6kn) - mekka:l
dx a0 & L P
=2z, .,
also
dac?
do = 2.
Die Produktregel
dop dy d
dr = ix i ®)

ergibt sich wie in der gewdhnlichen Analysis:

%‘E:yﬂ%@(w—{-a) P (x -+ a) ~(]J(90)‘P(w)>

—lim (p@+ )Y@+ a)—g@+ ) v@)

+ o (2 + @) ¥ () -w(w)w(w))
dy d
Ve T aw

Dabei ist zu beachten, daf die Reihenfolge ¢, @ eingehalten
wird. Daraus folgt dann ohne weiteres

n

da

=",

Der partielle Differentialquotient einer Matrizenfunktion mehrerer
Argumentmatrizen f(x,, &,, ...), etwa nach a,, entsteht, wenn
man unsere Definition des Differenzierens auf o, allein, bei
konstant gehaltenen ac,, ac;, ... anwendet.
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11. Vorlesung.

Die kanonischen Gleichungen der Mechanik. Beweis des Energiesatzes
und der ,Frequenzbedingung“. Kanonische Transformationen. Das
Analogon der HamILToN-JAcoBIschen Differentialgleichung.

Nunmehr koénnen wir die kanonischen Gleichungen aus-
schreiben:
oH
oap’

@)
oH
oq

Es sind eigentlich unendlich viele Gleichungen fiir unend-
lich viele Unbekannte, da die rechts und links stehenden
Matrizen Element fiir Element gleich sein sollen.

Um den Energiesatz abzuleiten, brauchen wir die folgenden
beiden Hilfsformeln: Sei f(p q) irgendeine Matrizenfunktion
von p und ¢, so gilt:

h of
fa-af=g 5|

Qmi op’

(2
pr—po=yn |

Zum Beweise nehmen wir einmal an, sie seien fiir irgend
zwei Funktionen ¢ und 1 richtig; dann sind sie auch richtig
fir ¢ 4~ und ¢ . Fir ¢+ ist das trivial; fir ¢ -
ergibt eine leichte Rechnung:

Pvq—qeP=9(Wq—q¥) -+ (pq — a9V
_h(&w o )_h@qnp
T 2mi "’ap+ap"’ T 2ni op
und analog fir pgw — @Pp. Nun gelten unsere Relationen
fir f—p und f=¢q; also sind sie auch fiir jede Funktion
giiltig, da wir Funktionen durch wiederholte Anwendung der
Elementaroperationen definiert haben.

Jetzt konnen wir wegen (14), 10. Vorlesung, und (2) die
kanonischen Gleichungen schreiben:

Wq—-qW=Hq—qH,
Wp —pW=Hp—-pH

(3)
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oder auch ‘
(W—H)q—q(W—H)=0,
(W —H)p—p(W — H)=0.

Die Grofe W — H ist also mit p und ¢q, also auch mit
jeder Funktion von p, ¢ vertauschbar, insbesondere mit

H(pq):

oder

(W—H)H—H(W-— H)=0,

WH—-HW=0.
Daraus folgt aber nach (14), 10. Vorlesung:
H=0. (4)
Damit ist der Energiesatz bewiesen, H ist als Diagonalmatrix

H(nm):{H" fir n=m (5)
O , n=fFm
erkannt.
Nun lautet die erste Gl. (3) fiir die Elemente:
g(nm)(W, — W,)=q@mwm)(H, —H,),
also
H—H, =W, —W, =hv(nm). (6)
Damit ist auch die Borrsche Frequenzbedingung als Folge
unserer Grundannahmen bewiesen. Bei geeigneter Festlegung
einer willkiirlichen Konstanten kénnen wir setzen:

H, =W, (7

das RypBERG-RiTzsche Kombinationsprinzip ist dadurch zur
EinsTeEIN-Borrschen Frequenzbedingung verschirft.

Der ganze Beweis 148t sich nun auch umkehren. Wir wissen,
daB Energiesatz und Frequenzbedingung richtig sind. Wenn
also die Energiefunktion H -als analytische Funktion irgend-
welcher Variabeln P, Q gegeben ist, so gelten immer dann,
wenn

h
PO-QFP=5a
ist, die kanonischen Gleichungen

. 0H ; oH
0=7p P=—%4
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Denn wie gezeigt, kénnen dann die GroBen H P — P H und
H Q — Q H in doppelter Weise interpretiert werden, einmal
als partielle Ableitungen von H oder andrerseits, weil H kon-
stant ist, als Ableitungen von @, P nach der Zeit.

Daher wird man unter einer kanonischen Transformation
D q— P Q eine solche verstehen, bei welcher

pq—qp=PQ—QP=L (8)

271

ist; denn dann gelten sowohl iiber p, ¢ wie fiir P, Q die ka-
nonischen Gleichungen.
Eine allgemeine Transformation, die dieser Bedingung ge-
niigt, ist
P=SpS,
_ 1 9)
Q=8q87*,
wo 8 eine beliebige Matrix bedeutet; vermutlich ist dies so-
gar die allgemeinste kanonische Transformation. Sie hat die
einfache Eigenschaft, da8 fiir irgendeine Funktion f(P, Q) gilt

f(PQ)=Sflpa) 8+, (10)
wobei f(p q) aus f(P,Q) dadurch hervorgeht, da P durch
P, Q durch ¢ unter Beibehaltung der Funktionsform ersetzt
wird.

Wir zeigen, daB, wenn diese Behauptung fir zwei Funktio-
nen @, 1 richtig ist, sie auch fiir ¢ - und @ richtig bleibt.
Fiir, ¢ | ¢ ist das trivial, fir ¢-y ergibt sich

P(PQ)Y(PQ)=8S¢p(pq)S*8S-w(pqg)S?
=Sepa)v(pq)S*.

Da die Behauptung fiir f=p oder f= ¢ richtig ist, so
ergibt sich ihre allgemeine Giiltigkeit fiir alle analytischen
Funktionen.

Die Wichtigkeit der kanonischen Transformation beruht auf
folgendem Satze: Wenn irgendein Variabelnpaar p,, ¢, gegeben
ist, das die Bedingung

h
Doy — 4y Py = 57_1“@
erfiillt, so kann man das Problem der Integration der kano-
nischen Gleichungen fiir eine Energiefunktion H (p ¢q) redu-
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zieren auf folgende Aufgabe: Es ist eine Funktion 8 so zu be-
stimmen, dal

Hpq)=8SHPyq)S ' =W _ (11)
eine Diagonalmatrix wird; dann lautet die Losung der kano-
nischen Gleichungen

P=8p, 81, q=8q,8".
Man hat damit ein vollstdndiges Analogon zur HAMILTON-JACOBI-
schen Differentialgleichuug; S entspricht der Wirkungsfunktion.

- 12. Vorlesung.
Beispiel des harmonischen Oszillators. Die Stérungstheorie.
Es ist nun an der Zeit, daB wir diese abstrakten Uber-
legungen durch ein Beispiel erliutern. Wir wollen hierzu den
harmonischen Oszillator betrachten, fiir welchen

1 %
H=y P+5¢. (1)
Die kanonischen Gleichungen
i=",  p=—xg (2)
liefern durch Elimination von p (mit der Abkiirzung x = (27vy)?):
Mm
g+ (2nrvy)2q=0. (3)
Das bedeutet ausfiihrlich:
(»*(nm) — % g(n,m)=0. (4)
Dazu tritt die Vertauschungsrelation, die hier lautet:
h
) n=m,
S (nk)y—v(km)g(nk)qkm) = 47 p (5)
)
0, n==m,

Aus der Bewegungsgleichung folgt, daB ¢(nm) nur von Null
verschieden sein kann, wenn

y(wm) = 2 (W, — W,) = £, (6)

ist. In einer Zeile m der Matrix gibt es also hochstens zwei
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nicht verschwindende Elemente, ndmlich die, fiir die

W,=W,-+hvy, oder W, =W, —hy,
ist.

Nun kommt es offenbar auf die Numerierung der Elemente
in der Diagonale einer Matrix gar nicht an; wenn man Zeilen
und Kolonnen der gleichen Permutation unterwirft, bleiben alle
Matrizengleichungen erhalten. Wir kénnen also W, = W, irgend-
wie annehmen und W, + hv, und W, — hv, als ,Nachbarwerte*“
von W, mit W, und W_, bezeichnen; jeder von diesen hat
wieder Nachbarwerte im Abstand A, und so fort. Auf diese
Weise gelangen wir zu einer arithmetischen Reihe von Energie-
stufen

W,=W,xhv,n. (7
DieDiagonalelemente der Vertauschungsrelation (5)liefern nun
h
= — ! k) |?
i = 2 Rla(h)|

=v,(|gn,n+1*—|qgn, n—1}3. (8)
Daraus folgt, da auch die |g(n,n - 1)|? eine arithmetische

Reihe mit der Differenz —:L— bilden; da diese GréBen alle
87 nv,
positiv sind, mu3 diese Reihe abbrechen.
Daher haben wir:

h
! P
1q(1,0)] ~8Auv,

) h
‘q(n_l_l’n)fg:Iq(n’n_l)ig+8neﬁ};7 n=1,23,...,
also

2 | h
g +1,m) P =(n-+1)2 (9)

8atuvy’
Man sieht sofort, daB die iibrigen Elemente der Matrix

P q — q p wirklich Null sind. Ferner verifiziert man den Energie-
satz:

H(n,m) =222 u3 (v — »(nk)v (km) g (n k) g (km) ~ (10)
%
wird Null fiir n <= m, und man hat

Hnn)=4a*uv>((qn+1,n) 24 |q(n, n — 1) %)
=hy,-3(@n-+1)=hy,(n+13). (11)
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Die oben eingefiilhrte GréBe W, hat also den Wert hv,.
Die ,Nullpunktsenergie“, die bereits von PraNck und NERNST
bei statistischen Problemen der Quantentheorie betrachtet wor-
den ist, ergibt sich also hier ganz von selbst.

Die Formel fiir die komplexen Amplituden

( _[_ 1 n el'z%iot — V8 - lu,‘, 1) e 2avol+oq) (12)
a* 0

enthélt willkiirliche Phasen ¢, die fiir das statistische Ver-
halten des Resonators von groBer Bedeutung sind. Ubrigens
geht die Formel fiir grofie » in die klassische

g(t) = |/ ~J gemttn, S (131

87 uv,
itber. »
Diese Theorie des harmonischen Oszillators kann als Aus-
gangspunkt dienen fiir die Behandlung allgemeiner Systeme,
indem man diese durch Variation eines Parameters aus dem
harmonischen Oszillator entstanden denkt. Das dabei gebrauchte
Verfahren kann in enger Analogie zur klassischen Storungs-
theorie entwickelt werden.

Wir denken uns die Energiefunktion gegeben als Potenz-
reihe nach dem Parameter i:

H=H,pq)+iH (pg)+LH,(pg)+---- (14
Das durch H,(p q) definierte mechanische Problem sei geldst;
wir kennen die Losung p,q,, die der Bedingung
h
po(lo - quo: 97t

geniigt und H,(p,q,) zu einer Diagonalmatrix W° macht.

Dann suchen wir eine Transformation § so zu bestimmen,
daB durch

p=8p, 8, q=8¢q,87* (13)
H (p q) in eine Diagonalmatrix W iibergefiihrt wird, d. h. da8
S der Hamiuron-Jacosischen Gleichung

H(pq)—SH(p,q)5 =W (16)

geniigt. Wir machen zur Losung den Ansatz:
W=W+IWO L 2WS 4 ..., 17
S=14i8, + 128, + | (17)
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dann wird

S t=1—2a8,+2(82—8,)— +---.
Dies setzen wir in unsere Gleichung ein:

U+ 28+ 228, + ) (H, (Po 90) -+ 4 H, (P, 9)
+'12H2(poqo)+"') - lSl “‘1‘2(81‘3 - Sa) +-)
— WO L AWO L 2 ...
und setzen die Koeffizienten der einzelnen Potenzen von i
gleich Null; dann erhalten wir folgende Néherungsgleichungen:

H,(p,q,) =W?°,
S,H,— H,S,| H,—WW,

S‘AHO—“ 11082‘{"110‘812 - ‘S1BOS1+S1H-1"‘ H1 Sl (18)
+H,= We,

SH,—H S +F (H,,...H;S,..,8_))=W0, ]
wobei H,, H,, ... stets mit den Argumenten p,, q, zu
nehmen sind.

Die erste Gleichung ist erfiillt; die iibrigen lassen sich der
Reihe nach anflésen, und zwar in ganz analoger Weise, wie in

der klassischen Theorie: Man bildet erst den Mittelwert zur
Festlegung der Energiekonstante; da

S H,—HS =—(W°S —SW°
keine Diagonalelemente hat, so folgt allgemein
Wn=F, d h W'—F (nn).
Sodann hat man
W, 8, (mn) — Wy S, (mn)+ F.(mn)=0, m==n
oder
S,(mn) =2 (10, (19

wo v,(mn) die Frequenzen der ungestérten Bewegung sind.
Diese Losung geniigt der Bedingung

S8*=—1, (20)

wo das Zeichen ~ Vertauschung von Zeilen und Kolonnen
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(Transposition) bedeutet und * den Ubergang zur konjugiert
komplexen GroBe. Da 8 nur durch sukzessive Berechnung der
Néherungen §,, 8,, ... erhalten wird, kann man diese Relation
auch nur Schritt fiir Schritt bestdtigen; wir begniigen uns mit
der ersten Naherung. Wenn

S8 = (148, + ) (12874 ) =1

sein soll, so hat man

S, 4 S~1* =0;
nun gibt unsere allgemeine Formel (19)
__H, (mn)
Sl (mn) = h')}o(’n;;)(l — 6mn>,
also
= H,* (nm)
* _Q* _ M P
8,0 (o) = 8 o) — G =0, ()

und da H, eine hermitesche Matrix ist: H,* (nm)= H, (mn),
so folgt

‘§1* (,m n) — H, (m ”’)

— hvy(mn)
Die Bedeutung der Relation §8* — 1 beruht darauf, daf
aus ihr der hermitesche Charakter der Matrizen p, q folgt.
Es gilt ndmlich die Rechenregel
(@b)="ba, (22)
wie aus der Definition des Produkts abzulesen:

%’a(nk)b(km) :gg(mk)&(kn).

Daher hat man

(1—9d,,)=—2=8,(mn).

mn)

0* = 5*a0 8 = 5§, 8- q, 29)
und analog fiir p.
Setzt man
q:qo+AQ1“Lj(1+lS1+)00(1_ls1+)7

P=p,+ip,+ =+ A8+ )1 =18, + ),
g0 hat man in erster Niherung
q,=8,9,—95,,
Pi=8,0,— D85,
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oder ausfiihrlich:

hZ <H L(mk) g, (kn) g, (mk)H, (kn)>,

v, (mk) vy (kn)

(24)
mk) Y k'n) (m ) (kn)
1 E <() L 0L ____>‘~__> .

Fur die Energie bekommt man in zweiter Néherung die
Korrektion:

wWe=HS8*—8S H,S + S, H,—H, S, +_H—2

oder

W, B — 3 (WIS, nk) S, (kn) — 8, (nk) 8, (kn) W,°
k

+ 8, (nk) H, (kn) — H, (nk) 8, (kn)} -+ H, (nn),
H, (nk) H, (kn)

W, @ — H, (nn)-- hZ ’Wﬁwrnk)‘fw . (25)

13. Vorlesung.

Die Bedeutung der duBleren Krifte in der Quantentheorie und die ent-
sprechenden Stoérungsformeln. Ihre Anwendung auf die Theorie der
Dispersion.

Ehe wir die Bedeutung dieser Formeln diskutieren, wollen
wir noch eine Verallgemeinerung in Betracht ziehen, ndmlich
den Fall, daB die Hamivronsche Funktion die Zeit ¢ explizite
enthilt. Formal kann man diesen leicht beriicksichtigen:
Man wiahle in H statt ¢ das Argument cos2xz»t und er-
setze dieses dann durch eine neue Koordinate ¢/, zu der der
Impuls p’ gehort. Sodann betrachte man die Hamrnroxsche
Funktion

H'=H(p, q,p)+2avI1—q"-p, 1
in der die Zeit nicht mehr explizite vorkommt. Die kano-
nischen Gleichungen fiir p, ¢ bleiben unverdndert, nur steht
fiir cos2nvt stets ¢'. Dazu kommen die neuen Gleichungen
fir ¢, p':

., oH'
¢ = —r=2avi1—q°,
ol | @)
., oH' oH : q
f = == — —F 2RV !
» 2q oq T2 Ii—¢? l
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Die erste besagt, daB wirklich ¢’ = cos2nvt ist, die zweite
gibt eine Bestimmung fiir p’. Damit ist der Fall des expli-
ziten Auftretens der Zeit auf den frither behandelten zuriick-
gefiihrt.

Bei genauerer Betrachtung stiBt man aber hier auf eine
wesentliche Schwierigkeit. Die Einfiihrung einer von ¢ expli-
zite abhdngigen Funktion H hat ndmlich physikalisch offenbar
den Sinn, daB die Riickwirkung des betrachteten Systems 4
auf andere Systeme B, die es beeinflussen, so gering ist, daBl
man sie vernachlissigen und die von diesen duBeren Systemen B
abhiingigen Grofien als dieselben Funktionen der Zeit ansehen
darf, wie sie ohne Vorhandensein von A wéren.

In der klassischen Theorie, wo die Wechselwirkung zweier
Systeme nur von ihrer augenblicklichen Bewegung abhingt,
geniigt dafiir die Annahme, dal} die Koppelungsenergie klein ist.
In der Quantentheorie aber ist es nicht ohne weiteres so. Denn
hier héngt die Wechselwirkung, wie auch unsere Storungs-
formeln zeigen, nicht bloB von dem augenblicklichen Zustande
der Systeme, sondern von allen ihren Zustdnden zugleich ab,
da ja die dabei auftretenden Produktbildungen Summen iiber
alle Zustinde enthalten. Man darf also nur dann die Stérung
des Systems 4 durch eine bestimmte, als Zeitfunktion gegebene
Bewegung der #uBeren Systeme B betrachten, solange man sich
auf Niherungen beschrinks, bei denen die GréBen von B, also
die Stérungsfunktion H,, nur linear auftreten. Die hoheren
Niherungen haben hier auch unter der Annahme schwacher
Koppelung keinen Sinn; macht man aber auBlerdem noch die
Annahme, daB das betrachtete System A iiberhaupt energetisch
unbedeutend ist gegeniiber den duBeren Systemen B, so it
gich auch in der Quantentheorie das Aufsteigen zu hoheren
Niaherungen rechtfertigen. '

Hier begniigen wir uns mit der ersten Néherung ¢q,, p,.
Wir betrachten den speziellen Fall, daB das durch H defi-
nierte System einem elektrischen Felde € unterworfen wird;
dann ist die Storungsfunktion in erster Niherung:

H =eq,E. (3)

Nach dem oben Gesagten kann man dabei auch E als Funktion
der Zeit ansehen; handelt es sich insbesondere um eine mono-
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chromatische Lichtwelle der Frequenz », so ist £ = E,cos2nvi,
also /
H,=¢E q,co82nvt=3}eE, q,(e27it 4 e~27ivt),

Dann erhdlt man fir die Storung der Koordinate:

Eye g (mk)gy(kn)  go(mk) g, (kn)
aa(mn) = 35 3 - *)

vy (mk)+» vy (kn) 4

oder mit p, = uq,:

Eye 2’90("”0)1’0 (kn)—po(mk)qo(kn). (@)
2h-2aip sl (vy(mk) - 2) (g (k) )
Fir die Diagonalglieder wird speziell:

E e gy (nk)py (kn) — py (nk) g, (kn)
2h-20n'£y %’7 " ovog(nk) —Ov‘“’ . - )

4 (m n) =

¢y (nm) = —

Durch Multiplikation von ¢, mit der Ladung e erhilt man
die durch das elektrische Feld E erzeugte Polarisation, und
daraus in bekannter Weise den Brechungsindex.

Diese Formel fiir ¢,(nn) enthdlt die KrRaMERSsche Disper-
stonstheorie; sie wurde von KrRaMERS durch eine Korrespondenz-
betrachtung gewounen. Um ihre Bedeutung zu verstehen, er-
innern wir uns an das Verhiltnis der Dispersionstheorie zu der
Quantentheorie der mehrfach periodischen Systeme. Wenn eine
Lichtwelle ein solches trifft, so geraten die Elektronenbahnen
in Mitschwingungen; die Resonanzstellen dieser erzwungenen
Schwingungen liegen offenbar da, wo die
Fourierzerlegung der Bahnen harmonische
Obertone liefert. So hat DEBYE versucht,
die Dispersion des Wasserstoffmolekiils mit
Hilfe eines einfachen Modells (s. Abb. 15)
zu berechnen, und SoMMERFELD hat dies
Verfahren auf allgemeinere Molekiile mit

Abb. 15. ringférmig angeordneten Elektronen aus-
gedehnt. DaB sie dabei zu einer nicht

schlechten Ubereinstimmung mit den Beobachtungen des
Brechungsindex gelangten, lag nur daran, daB der Bereich
der Messungen sehr weit von den charakteristischen Reso-
nanzstellen entfernt liegt. Da8 die Formeln nicht richtig sein
konnten, ging schon daraus hervor, daB einige Resonanzstellen
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mit imagindrer Eigenfrequenz », (negativem w,?) auftraten,
was immer ein Zeichen von Instabilitit der Bewegung ist,
noch mehr aber daraus, daB die Resonanzstellen nichts zu
tun hatten mit den Frequenzen, die das System nach der
Quantentheorie emittieren wiirde. Es ist doch ganz klar, dafl
die wirklich emittierten Frequenzen maligebend sein miissen
fiir den Verlauf der Resonanz- oder Dispersionskurve, nicht
die Oberschwingungen der stationiren Bewegung, die sich
optisch gar nicht bemerkbar machen.

Den ersten Vorschlag einer rationellen Abénderung der Dis-
persionstheorie in diesem Sinne hat LADENBURG gemacht; seine
Dispersionsformel besteht im wesentlichen aus den Gliedern in
obigem Ausdruck (5) fiir ¢, (n,n), bei denen n < k ist, die
also Spriingen ,nach oben®, also Absorptionsprozessen, ent-
sprechen. LADENBURG entdeckte auch einen Zusammenhang
zwischen dem Zihler der Dispersionsformel | ¢ (nk)|?»,(kn) und
der Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen den Zusténden n, k,
die in der EiwsTEINschen Ableitung der Prawcrschen Formel
vorkommt,.

KramErs hat dann die vollstindige Formel fir g, (nn) auf-
gestellt, in der auch die Emissionsglieder (n < k) beriicksichtigt
werden; da »,(kn) = — »,(nk) ist, so geben diese ,negative“
Beitrdge zur Dispersion. Die KramERssche Formel hat den
groBen Vorzug im Grenzfall in die klassische Formel fiir die
Beeinflussung eines mehrfach periodischen Systems durch ein
Wechselfeld iiberzugehen, also dem Xorrespondenzprinzip zu
geniigen.

Der Fall eines konstanten elektrischen Feldes (Stark-Eﬁ‘ekt),
wie ihn wunsere urspriinglichen Formeln darstellen, ist von
Paurr benutzt worden zur Abschitzung der Intensitit von
Spektrallinien des Quecksilberatoms, die im natiirlichen Zu-
stande des Atoms nicht auftreten (fiir die g,(nm) = 0 ist) und
erst durch das Feld erregt werden (g, (nm) = 0).

Durch Kramers Uberlegungen veranlaBt, habe ich mir bald
darauf iiberlegt, dafl die Storungsenergie ganz allgemein nicht
von den klassischen Frequenzen des ungestorten Systems ab-
héngen darf, sondern von den quantentheoretischen Frequenzen;
so bin ich durch eine Korrespondenzbetrachtung zu dem Aus-
druck (25), Vorlesung 13, der Stérungsenergie W® gekommen.

Born, Probleme der Atomdynamik, 6
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Neuerdings ist es SCHRODINGER gelungen, durch eingehende
Diskussion von Spektren nachzuweisen, dall tatsichlich die
Wechselwirkung eines Leuchtelektrons und eines Atomrests
bedingt ist nicht durch dessen klassische , Umlaufsfrequenzen*,
sondern durch seine quantenhaften ,Sprungfrequenzen®, wie
sie im Funkenspektrum direkt beobachtbar sind.

Ferner haben HErisenBere und KraMERS auch die Aus-
driicke ¢, (nm) fiir eine Lichtwelle durch Korrespondenziiber-
legungen gefunden und diskutiert. Sie entsprechen der Er-
scheinung, daBl Licht der Frequenz » nicht nur Streulicht der
gleichen Frequenz (wie in der klassischen Theorie) erzeugt,
sondern auch Streulicht anderer Farbe, ndmlich der Kombi-
nationsfrequenzen » + v,(nk). Diese Erscheinung war schon
vorher von SMEEKAL aus Betrachtungen iiber Lichtquanten
postuliert worden.

Zuletzt betrachten wir den Grenzfall sehr hoher Frequenzen
des einfallenden Lichts:

v> v (mh)|, v> |y, (kn)].
Dann erhilt man:
E,e
B= " 37 2 nir p Po%— %P>

und das ist wegen
h
Podo — Ao Po = 4 —
gleich
E,e

A P (©)
Vergleichen wir das mit der Erregung eines freien Elektrons
durch dasselbe elektrische Feld E,cos2zvt; dabei haben wir

auch hier nur den Anteil %Eoez”m zu nehmen, der einem
Element der Matrix entspricht. Wir haben die Differential-
gleichung

u q-l :%eEoe%mvt
mit der Losung
L
% 8a%yiyu’

Unsere quantentheoretische Vertauschungsregel kann also
gedeutet werden als die Bedingung dafiir, daB das Elektron
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bei hinreichend hohen Frequenzen sich wie ein freies Elektron
der klassischen Theorie verhélt (das Streulicht der Frequenz »
hat die richtige Intensitdt, das Streulicht der Kombinations-
frequenzen verschwindet).” Von dieser Bedingung aus war eine
mit der Vertauschungsregel dquivalente Formel bereits friiher,
wie schon gesagt, von KuuN und TrHoMmAs gefunden und von
TaoMas und REIcHE auf Dispersionsprobleme angewandt worden.

14. Vorlesung.
Systeme von mehreren Freiheitsgraden. Die Vertauschungsregeln. Das

Analogon zur HamiLroN-JacoBIschen Theorie. Entartete Systeme.

Wir gehen nun zur Behandlung von Systemen von mehreren
(/) Freiheitsgraden iiber. Es liegt nahe, diese durch 2 f-dimen-
sionale Matrizen darzustellen:

Qe = (2 (ny Mgy oy s MMy, oy M) 1
RS (N UYE S mlmg,...,mf))

Diese Darstellung ist unter Umstdnden sehr bequem und
iibersichtlich, aber durchaus nicht notwendig. Wir kdnnen die
Matrizen immer zweidimensional geschrieben denken; denn wie
sich schon bei einem Freiheitsgrad zeigte, ist die in der Zeilen-
ordnung zum Ausdruck kommende Reihenfolge der stationiren
Zustinde (im Gegensatz zur &lteren Theorie) ganz belanglos.
Man kann daher immer eine 2 f-dimensionale Matrix in eine
2-dimensionale verwandeln; z. B. die 4-dimensionale (g (n, n,;
m, m,)) so schreiben:
q(1,1;1,1) ¢(1,1;1,2), ..., ¢(1,1; 2,1) ¢(1,1;2,2), ...
g(1,2;1,1) ¢(1,2;1,2),..., ¢(1,2; 2,1) ¢(1,2; 2,2), ...
9= 1 q(2,1;1,1) ¢(21;1,2),..., ¢(2,1;2,1) ¢(2,1;2,2), ...

g(22;1,1) ¢(2.2; 1.2), ..., ¢(2,2;21) ¢(2,2522), ...

-

Die Definitionen der Addition und Multiplikation sind von
Ordnungsbeziehungen zwischen den Indices ganz unabhéngig.
Die Regeln der Matrizenrechnung sind also ebenso wie friiher
anwendbar; man kann daher die HamirroNsche Funktion

H(Qv-"’ Qf:pp---apf)
. 6*
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definieren und hat die Bewegungsgleichungen
oH oH .

=L, —2 2)
Bpk 0 qk

Wesentlich sind die quantentheoretischen Vertauschungs-

regeln. Wir machen folgende naheliegende Verallgemeinerung:

(]k p k

h
.9 — 9P, = 2nid"l’

_ (3)
pkpl _‘1)11’;,. - O’
%9 — 09.=0.

Hieraus folgt wie frither fiir irgendeine Funktion f(q,, ..., a;

Piseos D)

b of
ﬂkf—‘fpk—'z';”:%—ks ”

h of
qu_,qkf=*2‘n—ié}5";-

Daher bleibt der Beweis des Energiesatzes und der Frequenz-
bedingung derselbe wie frither, ebenso der Begriff der kano-
nischen Transformation

P,=8p 87, a4, =Sq° 87, (5)
und die Hamrrron-Jacosische Gleichung
H(pa)=SH(P ¢ )8 =W. (6)

Die grofle Zahl der Vertauschungsregeln 148t die Frage ent-
stehen, ob die p,, g, denn iiberhaupt im Einklang mit allen
Forderungen bestimmt werden konnen. Man kann leicht sehen,
daB alle die Bedingungsgleichungen keineswegs unabhingig sind;
z. B. folgt aus den kanonischen Bewegungsgleichungen allein

d
f > P~ 4, p)=0.

k

Der allgemeine Beweis der Erfiillbarkeit der Bedingungen 148t
sich mit Hilfe der Stdérungstheorie fiihren, indem man von
einem ungestorten System mit der Energiefunktion

f
H,(pq) :kg H®(p, q,)
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ausgeht, das also aus f ungekoppelten Systemen besteht. Die
Bewegungen dieser seien dargestellt durch die zweidimensionalen
Matrizen @,°% p,°. Wenn wir diese f ungekoppelten Systeme
formal als ein einziges System von f Freiheitsgraden auffassen,
so sind die ¢,° p,° als 2 f-dimensionale Matrizen darzustellen,
fir welche gilt:

@ (ys ooy g5 Mgy oy my) = 0,40 (n,m,)

Pl (s ooy My, oy m) =0, p0 (n, my),
wo
d,= 1, wenn n,=m, fir alle j auller j=F,

d,=0, wenn fiir irgendein j (4 k) n, & m; ist.
Daraus folgen erstens die Beziehungen
r2a—q°pl=0 fir 1k
2" —p’p°=0 (M
'@ - ¢’ ¢’ =0,
zweitens bleiben die urspriinglich fur die zweidimensionalen
Matrizen vorausgesetzten Relationen
h

T

®)

pko Q/co - qkopko = 2

auch fiir die 2 f-dimensionalen richtig.

Ist nun die Hammmronsche Funktion des gekoppelten
Systems

H=H,\,H +7PH,}- -, (9)

so haben wir soeben gezeigt, daBl eine Liosung des ungestorten
Systems existiert, die alle Vertauschungsrelationen erfiillt.
Setzen wir weiter voraus, daf das System I, nicht entartet
gewiihlt werden kann, d. h. daB in der Diagonalmatrix W9, die
aus H, durch Einsetzen von ¢.° p,° entsteht, keine zwei
Diagonalelemente gleich sind, dann konnen wir nach dem
frither erdrterten Ndherungsverfahren die Bewegung des gestorten
Systems durch den Ansatz

9, = 8 qko 87, p.= Spko S
S=1-+18+18,+--
suchen, in dem wir S aus der Gleichung

SH(p%q° )8 1= W
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bestimmen. Dann sind die Vertauschungsrelationen und die
Bewegungsgleichungen von selbst befriedigt, und damit ist der
gewiinschte Beweis gefiihrt.

Die Vertauschungsrelationen sind auch invariant gegeniiber
einer linearen, orthogonalen Transformation der ¢, und p,.
Denn setzt man

q =>o,.q
, : 2ty = 0y, (10)
b, = lzakzpl g

so wird ;
P a4 — /v = S 0;®q9;— 4;p)
(2%

h ~ h
i i g0
7

und Entsprechendes gilt fiir die andern Relationen.

Fordern wir daher unsere Grundrelationen fiir ein karte-
sisches Koordinatensystem, so gelten sie fiir jedes.

Beim systematischen Fortschreiten haben wir jetzt entartete
Systeme zu studieren, d. h. solche, bei denen einige der W, -Werte
gleich, also einige der Frequenzen »(nm) Null sind. Dann
kann immer noch die Konstanz der Energie H— 0 aus den
Rewegungsgleichungen und -den Vertauschungsrelationen ge-
folgert werden; aber aus H — 0 folgt im allgemeinen nicht
mehr, daB H eine Diagonalmatrix ist, und damit wird der
Beweis des Frequenzsatzes undurchfiihrbar. Die Bewegungs-
gleichungen und Vertauschungsrelationen allein sind also hier
nicht ausreichend zur eindeutigen Festlegung der Eigenschaften
des Systems, und es ist eine Verschiarfung der Grundgleichungen
notwendig. Es liegt nahe, diese Verschirfung so zu fassen:
Alg Grundgleichungen sollen gelten die Vertauschungs-
relationen und

H = W = Diagonalmatrix. (11)

Dann ist die Gultigkeit der Frequenzbedingung auch fiir die
entarteten Systeme gesichert.

Wenn auch wohl (bis auf singulére Fille) die Energie durch
diese Forderungen eindeutig bestimmt sein wird, so sind die
Koordinaten ¢, nicht eindeutig festgelegt. Bei nicht ent-
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arteten Systemen sind, wie wir schon am Beispiel des harmo-
nischen Oszillators sahen, nur gewisse Phasenkonstanten will-
kiirlich, und zwar je eine fiir jeden stationiren Zustand; bei
entarteten Systemen besteht eine viel groBere Unbestimmtheit,
die offenbar mit einer Art Labilitit zusammenhéingt, dank deren
beliebig kleine #uBere Storungen endliche Anderungen der
Koordinaten herbeifilhren koénnen. Doch wollen wir darauf
nicht ndher eingehen.

15. Vorlesung.
Erhaltung des Drehimpulses. Achsensymmetrische Systeme und Quanti-
sierung der Achsenkomponente des Drehimpulses.

Die bisher behandelten Anwendungen unserer Grundprinzipien
setzen voraus, dal einige besonders einfache Systeme als Aus-
gangspunkt fiir die Stérungsrechnung genau bekannt sind. Wir
haben bisher eigentlich hierfiir nur das eine Beispiel des har-
monischen Oszillators kennen gelernt. Darum miissen wir nun
allgemeine Methoden zur direkten Integration der Grund-
gleichungen aufsuchen. Der Weg ist dabei derselbe wie in
der klassischen Mechanik: man benutzt allgemeine Eigen-
schaften der Energiefunktion H, um daraus Integrale zu ge-
winnen. So hatten wir bereits den Energiesatz als Folge der
Eigenschaft, dal H nicht explizite von der Zeit abhingt; wir
werden jetzt die Impuls- und Drehimpuls-Sitze ableiten unter
denselben Voraussetzungen uiber H, wie in der gewdohnlichen
Mechanik. Die Methode der Integration ist dabei stets ganz
dhnlich, wie bei der Ableitung des Energiesatzes. Die Bewegungs-
gleichungen sind als Gleichungen {fiir die Elemente der Matrizen
ein unendliches System fiir unendlich viele Unbekannte, und
zwar kommen im allgemeinen in jeder Gleichung unendlich
viele Unbekannte vor. Man sucht zunichst eine Funktion
A(gp), welche infolge der Grundgleichungen konstant, also
bei Nichtentartung des Systems eine Diagonalmatrix wird. Ist
nun ¢ (qp) irgendeine Funktion, so kann die Differenz

pAd— A=
mit Hilfe der Vertauschungsrelationen berechnet werden; da
nun aber 4 Diagonalmatrix ist, so enthélt jede der Elementen-
gleichungen je nur eines der Elemente von ¢ und ¥ (nebst
zwei Diagonalgliedern von A).
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Sowohl in der GariLEl-NEwToNschen, als auch in der
EinsteiNschen (,relativistischen“) Mechanik ist.

H— H'(p)+ H"(q). (1)
Wir bilden nun die Komponenten des Impulses
/s
Py = 2 Py,
k=1
2
py :kélpky, (2)
/s
P, = 2P,
k=1

und des Drehimpulses
szkg(qkyp“ — Py, U.) >
M, :g(qkmkx —Pua)s (3)
M, = kfgl (o Py — Pica Uiy)-

Bildet man nun ihre zeitlichen Ableitungen und beachtet,

daB wegen unserer Annahme iiber H alle p, ,... nur von °
den ¢q,,,..., alle ¢,,,... nur von den p, ,... abhdngen, so
sieht man, dall diese Ableitungen séimtlich die Form

9 (@) + (D)

haben. Da nun alle ¢ untereinander und alle p untereinander
vertauschbar sind, so verschwinden diese Ausdriicke unter den-
selben Bedingungen wie in der klassischen Mechanik.

Es gelten also die Schwerpunkts- und Flidchensétze genau
so wie in der klassischen Theorie.

Wir bilden nun den Ausdruck:
MmMy - My Ma‘ = kzl-’ {(qkypkz —pky qkz) (qlzplz — D, qlx)

(W, Piy — P, O (A P, — Py 00) }
= %' {9, 20 D1 4. — 0.9.)

+ pky %lx(qkzplz — Dy, qkz)}

= _m = (qkzpky_pkquy>7
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also:

h
MM, —M M =—cM, <e = é?ﬁ) . (4)

Daraus sieht man, dal der Flichensatz, wie in der klassischen
Theorie entweder nur fiir eine oder fiir alle 3 Achsen gilt.

Wir wollen nun im folgenden annehmen, daB das System
nur diskrete Energiestufen (Punktspektrum) besitzt. Ferner sei
das System nicht entartet, und es gelte einer der Fldchensétze,
etwa Mz = 0; das wird z. B. der Fall sein, wenn dullere Krifte
mit Symmetrie um die z-Achse auf das Atom wirken. Dann
ist M, eine Diagonalmatrix, und die einzelnen Elemente M,
sind als die Drehmomente des Atoms um die z-Achse fiir die
einzelnen Zustinde des Atoms zu deuten.

Aus den Definitionen von M, I’V[y, M, und den Ver-
tauschungsregeln folgen die Matrizengleichungen:

qla:Mz - Mlem = —'_ Squ,
qu‘z’/[z - quly: —qux’ (5)
qlz ‘-/,Iz - Mz qlz = 0.
Wegen M, (nm)=4,, M, bedeuten diese:
qlz (n m) (Mzn - Mzm) - + € qu (n m)’

qu(.nm) (Mzn - Mznz>: - Sqla: (n m)’ (6)
qlz (n m) (Mz'n - Mzm) =0.
Hierin sind folgende Aussagen — formuliert in der iiblichen

Sprache der Boxrschen Theorie — enthalten:

Bei einem Quantensprung, bei dem sich das Drehmoment
M, indert, ist g¢,,(nm)=0, die Schwingungsebene der er-
zeugten Lichtwelle .liegt also senkrecht zur z-Achse. Bei
Spriingen ohne Anderung von M, sindg,, (nm)=0, g, (n m)=0,
das ausgesandte Licht schwingt also parallel zur z-Achse.

Ferner folgt:
B2
fon, - ) - e, mm =0 @=xy. @

Das bedeutet: Bei jedem Quantensprung é&ndert sich M,

h
um 0 oder um —+ Pyt Im ersteren Falle ist das ausgestrahlte
7T
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Licht linear, parallel zur z-Achse polarisiert, im letzteren Falle
zirkular.

Danach kann M, dargestellt werden in der Form
h
MM=§—7;("1+0), n,=--—2,-—-1,0,1,2,..0 (8)

Gabe es Zustinde, deren Drehmoment nicht in diese Reihe
paBt, so konnten zwischen diesen und denen der Reihe keine
Uberginge und keine Wechselwirkung stattfinden. '

Auf Grund dieses Ergebnisses kann man nun den Index n
in zwei Komponenten spalten, deren eine die eben eingefiihrte
Zahl n, ist, wihrend die andere m, die verschiedenen n mit
gleichem n, abzéhlt. Unsere Matrizen werden dann vierdimen-
sional, und die abgeleiteten ,Polarisationsregeln“ sind mit
folgender Darstellung gleichbedeutend:

i ('ﬂ m) - 61: In~m| 9 (n m)
qu(nm) = 61:1"1—7”1{ qu(nm) {(9)
9 (’ﬂ m) - 6"1 (O qlz(n m)
0,(n,, nys my £ 1, ma) + zQly(”’u g3 my, = 1,m,)=0.
Alle diese Relationen gelten auch, wenn fir ¢, , ¢, 4,
{ Dy Drys Di oder M, My, M,
gesetzt wird. Insbesondere merken wir an
Mz ('ﬂ m) = 61v|'ﬂ1“m11Mm (n m)
My (’ﬂ m) = 61v\”1—m1[ My (nm)
M, (ny, mys my £ 1, m,) F i M, (n,, ny;my =1, my) = 0.
Wir brauchen ferner noch einige sekundire Vertauschungs-
relationen. Ist
QG =+ Ayt 4z, M =MP+MRH MP
so folgt durch einfaches Ausrechnen
o' M, —Mq’ =0
M*M,— M M?=0;

das bedeutet aber, dal ¢, und M* in bezug auf die Quanten
zahl n, Diagonalmatrizen sind.

(10)
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Die beiden Komponenten M,, M, konnen zwar auch kon-
stant sein, aber sicher nicht Diagonalmatrizen; denn aus
MM, —~ MM, = —eM,
oder
M, (nm)(M,, — M, )= —eM (nm)

Zn zm
wiirde folgen, daB fur M, (nm)= M, 4, M, identisch ver-
schwindet und daraus dann sofort, dall auch ]l’Iy, M, identisch
verschwinden. Ein solches System mit konstantem Vektor It
(z. B. ein frei im Raume schwebendes System) ist also not-
wendig entartet.

Wir wollen nun ein System mit der Energiefunktion
H—H,+iH, -+

betrachten unter folgenden Voraussetzungen: Fiir 1 =0 sollen
alle 83 Flichensitze gelten. Fiir 140 soll das System
nicht entartet sein; dabei soll die Konstanz von M,
bestehen bleiben. Die Energie H, hingt nicht von n,
ab. Man denke etwa an ein Atom in einem axialsymmetri-
schen Kraftfeld, dessen Stdrke proportional 4 ist.

Bei dieser Untersuchung gelangen wir auch zu bestimmten
Aussagen iiber das entartete System mit der Energiefunktion H ;
denn jede Eigenschaft des gestérten Systems, die von 1 und
von der Wahl der ausgezeichneten Richtung z unabhingig ist,
mufl fiir 1 =0 giiltig bleiben.

Nach unserer Voraussetzung, dafl fiir 1=0 alle 3 Flichen-

sitze gelten, haben va JlIy, also auch ;? (M?) keine von 1
freien Glieder; es wird also
o (nm) M0 (nm) =0, v (nm)M0(nm)= O,} (1)
Vo (nm) M% (nm) = 0.
Da wir ferner angenommen haben, daB H,= W?° von der
Quantenzahl n, unabhiéngig ist;, so ist stets
vo (1, my5 My M) = Wy, — Wy, =0,
vy (s mys My, my) = W, — Wp =0 fir n, 5 m,.
Daraus und aus (11) folgt:
MO (nm) = pym, M0 (nm), ML (nm)= dpm, M (nm), }

(12)
M (nm) == bp,m, M9 (nm).
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Da wir aber allgemein M? als Diagonalmatrix beziiglich n,
erkannt hatten, so sehen wir jetzt, daB M ® eine Diagonal-
matrix beziiglich beider Quantenzahlen n , n, ist. Dasselbe gilt
also auch von M %+ M = M® — M"; nun wird

M. (”1 mymymy) = 3 MO (ny nyky ky) MO (ky by my m,)

ki '
= On,m, % M,° (ny my by my) MO (ke 0, 1my g )
und '
(‘Mxoz + Myoz) (n1 N, My My)

= 6% My 6n2m2 %’{Mxo (n1 N, kl n:’) ﬂlxo (kl Ny 7y ”2)

“ 13

+ 'My0 (n, ny by n,) M. (ky nyny my)} (9)
== Opym, 67’42”’2%{ | M0 (ny mg oy my)|? 4 JMyO (ny gk my)|*}.

Folglich sind die Diagonalglieder von M® — M,* immer positiv,
und da M% nicht von =, abhingt, so ist bei gegebenem n,
(also gegebenem Mg:) die Anzahl der miglichen Werte von

2
M, = <2£> (n, + €)% d.h. die Anzahl der Werte n,, endlich.
7T

Folglich hat die Summe
%Mzo (n1 My k1 ke) "Iyo (kl k-z; my m‘z)

g

== Opymy 2 M0 (Mg o5 By my) MO (Ky g5 my my)
ks

nur endlich viele Glieder; sie ist das Element von M, ° M °.

Bilden wir nun ebenso M ° M ° und summieren die Gleichung
—eM?=M"M°— M. M,

bei festem n, iiber alle n,, so ergibt sich rechts Null, weil

allgemein fir endliche Matrizen die Diagonalsumme von ab
gleich der von ba ist:

2(%’a(nk)b(kn)) = Z(kz'b(nk)a(kn)).
Wir haben also
h -
nZMz = 2-7;%’(7&1 +C)=0. (14)

Das gilt fiir jede etwa vorhandene Reihe der n,. Folglich
bilden die bei festem n, moglichen Werte von n, iiberhaupt
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nur eine, symmetrisch zur Null gelegene Reihe; n, 4 C durch-
lduft also entweder eine endliche Reihe von ganzen Zahlen

e —2,-1,0,1,2, ...

oder von ,halben“ Zahlen

1 3
33 Gy e

1
PR

In der Literatur ist statt =, + C die Bezeichnung m
(,magnetische Quantenzahl) gebrauchlich; wir haben also ge-
zeigt, dall die durch

Diagonalglied von M, = g m
definierte Quantenzahl m entweder ganz- oder halbzahlig ist
und die , Auswahlregel®
m--1
m—>q m (15)
m—1
befolgt.

Dieses Ergebnis scheint nicht wesentlich iiber das hinaus-
zugehen, was mit Hilfe der klassischen Theorie der mehrfach
periodischen Systeme erreicht wird; aber man muf} sich vor
Augen halten, daB dort hiufig gewisse Bahnen durch Zusatz-
verbote ausgeschlossen werden muBten, z B. in der Theorie
des Wasserstoffatoms die Bahnen, bei denen ein Zusammen-
sto} des Elektrons mit dem Kern erfolgen wiirde.

Hier sind weder solche Verbote ndtig, noch moglich, was
als wesentlicher Fortschritt betrachtet werden muB. Dazu
kommt die volle Gleichberechtigung von ganz- und halbzahligen
Quantenzahlen, die bisher theoretisch nicht zu begriinden war,
wahrend in vielen Fillen die empirischen Tatsachen mit Not-
wendigkeit zu halben Quantenzahlen fithrten.

16. Vorlesung.

Freie Systeme und die Quantisierung des gesamten Drehimpulses. Ver-
gleich mit der Theorie der Richtungsquantelung. Intensitit der ZEEMAN-
Komponenten einer Spektrallinie. Bemerkungen {iber die Theorie der
ZEEMAN-Aufspaltungen.
Ich glaube, durch die ausfiihrliche Darstellung dieser Ab-
leitung die Methode hinreichend klargelegt zu haben, und will
von jetzt an nur mehr iiber die Resultate berichten.
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Indem man den eingeschlagenen Weg weiter verfolgt, ge-
langt man zur Abspaltung einer weiteren Quantenzahl j, die
im Limes 41— 0 die Diagonalglieder von M? bestimmt, und
zwar wird

2
Diagonalglied von M? = (;}—) j41); (1)

ferner ist § gleich dem Maximalwert der oben eingefiihrten
Quantenzahl m, also ebenfalls ganz- oder halbzahlig, und es
gilt die Auswahlregel
j+1
j—y i (2)
j— 1.

Man beweist dies ganz dhnlich wie in der klassischen
Theorie. Dort fithrt man ein neues rechtwinkliges Koordinaten-
system ein, dessen z-Achse in die Richtung des (fiir 1= 0)
raumfesten Drehimpulses fillt; dann gelten in diesem System
fiir den Gesamtimpuls ganz #hnliche Uberlegungen wie bei
axialer Symmetrie um die z-Achse fiir M,. Hier bildet man
lineare Kombinationen der Koordinatenmatrizen, die einer
Drehung des Koordinatensystems in die angegebene Lage
(2-Achse parallel dem Drehimpuls) formal entsprechen, und
erhélt fiir diese Ausdriicke Gleichungen mit nur endlich vielen
Matrix- Elementen von &hnlichem Typ wie frither fir die
Koordinaten selbst, nur daB statt M, immer M? vorkommt.
Aus M, und M findet man mit Hilfe der Identitit

(M, i BL)(M,~iM,)= M-+ M2 —i(M, M,— M, M,)
= M?*— M?+i:M,

und den frither angegebenen Beziehungen fiir M, und M,
(16. Vorlesung, Formeln (3), (4

(Mm—}—iMy)(j,m~1;j, m) =

)
hoo——
%17(7+1)—m(m~1),

3)

. . . b=
(Mm~zMy)(7,m;y,m—~1)::é—nly(7+1)~m(m—1).

Man kann auch die Abhéngigkeit der Koordinaten g, ,,
> 4,, selbst von den Quantenzahlen m, j explizite ausrechnen;
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das Resultat schreibt man am {ibersichtlichsten getrennt fir
die drei Sprungmoglichkeiten von j:

(@, +ig,) (i m—15], m)
— AV T~ m(m— 1),
J=00 3y (4, — i 0,) G, ms g, m— 1) (4)

q,’z(’j,m) :Am.
(@, +iq,) G, m—1;§—1,m)

—BYG=mG—m T,
j>i— 1) (4, — i, )0, mj—1,m—1) (5)

= —BY{+m({j+m—1),
qlz<77m>7_17m):ByﬁW
(@ +30,) [0, ms i1, m+1)
— OVG T m )T m ),
j—j+ 1 (qlx*iqlg)(j7m+1§j+ 13m) . (6)
OV —m =),
qlz(ja m;j 41, m) = 01/(7—!_ 1)2 - mg)'

Dabei sind A4, B, C irgendwie von den iibrigen Quanten-
zahlen des Systems abhingig.

Fiir diese Formeln gilt nun etwas &hnliches, wie fir die
frither (Vorlesung 14) mitgeteilten Formeln der Stérungs- und Dis-
persionstheorie: Sie sind schon vor der konsequenten Herleitung
aus unserer Theorie durch Korrespondenzbetrachtungen gewonnen
worden. Wie dies moglich ist, sieht man am leichtesten an den
Formeln (4) fiir j — j, indem man zum Grenzfall groBer Quanten-
zahlen m,j iibergeht; dann kann man die 1 neben m und j
vernachlissigen und findet fiir das Verhiltnis der Intensititen
der beiden zirkularen und der linearen Schwingung:

lqlm+iqu'2 : |qlw - iqu!‘z e,
— (72 . m?): (72 _ m?) . me

(P 2)5 (0 — M) 0
= (M2 M) (M2 MR M2,

l 2

(7)
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wo M, M, My, M, die Werte des Drehmoments und seiner
Komponenten in dem betrachteten Quantenzustand m,j be-
deuten. Diese Formeln kann man aber auch auf klassischem
Wege folgendermafBen erhalten:

Man denke sich die Elektronenbewegung durch die ibres
elektrischen Schwerpunkts 8§ reprisentiert. Die Bewegung von
8 zerlegen wir in eine lineare Komponente parallel dem Dreh-
impuls M und zwei zirkulare Komponenten von entgegen-
gesetztem Umlaufssinn senkrecht dazu; erstere entspricht dem
hier allein betrachteten Ubergang §— 4 (die beiden anderen
entsprechen j — j 4-1). Diese lineare Schwingung parallel 9%
sel gegeben durch

. ==« 8inwi cos @ gin &,
g, = e sin et sin @ sind,
g, = asinwt cosd,
wo ¢, ¢ die Polarkoordinaten der Richtung von M in einem
raumfesten Koordinatensystem sind. Die Schwingung in der
xy-Ebene zerlegen wir in zwei entgegengesetzt zirkulare, dar-
gestellt durch
9. +iqy = asin wie % sin ¢,
g, — tq,=asin wte 7 sin .

Fir das Verhiltnis der Intensititen erhalten wir also:

19, +ig,1%tg, — g, ]q,|® = sin® ¥:sin® P :cos? . (8)

Wird nun in der z-Richtung ein schwaches &uBeres Feld
angebracht, so rotiert das ganze Atom langsam um die z-Rich-
tung; dabei werden zwar die Rotationsfrequenzen der beiden
zirkularen Ersatzschwingungen ein wenig geidndert, ebenso die
Intensititen, aber im Grenzfall unendlich schwachen Feldes
kann man diese Anderungen vernachlissigen. Man hat dann

M, = Mocosd, VMZ+ M= Msind.

Setzt man das ein, so erhdlt man die oben als Grenzfall
der strengen Quantentheorie gewonnenen Formeln (7).

Ganz dhnlich lassen sich die Fille j — j 4 1 interpretieren.

Man hat nun tatsichlich den umgekehrten Weg eingeschlagen:
Awsgehend von der klassischen Bewegung hat man Intensitiits-
formeln erhalten, die fiir grofle Quantenzahlen richtig sein muBten,
aber fiir kleinere m,j einer Korrektion bedurften. Diese An-

2
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derung hat man nun auf verschiedene Weise gefunden. GoubsmirT,
Kronig, HONL und SoMMERFELD haben vor allem das ,Prinzip
des Randes“ benutzt, d. h. die Forderung, daB die Intensititen
da verschwinden miissen, wo es keine Zustinde mehr gibt. So
ist, wie wir oben sagten, j der Maximalwert von m; also miissen
z. B. die Intensititen aller Ubergiinge, bei denen § ungeindert
bleibt, aber m sich &ndern, verschwinden, wenn man m = 4§ - 1
setzt. Man sieht, dall unsere Formeln diese Bedingung tat-
séchlich erfiillen.

Den Anstol zur Untersuchung dieser Intensititsgesetze hat
die experimentelle Erforschung der relativen Helligkeiten der
Komponenten des Zeeman-Effekts gegeben, die unter der Fiib-
rung von ORNSTEIN durch Moir, BurcErs, DoRGELO u. a.
durchgefilhrt worden ist. Diese Utrechter Forscher haben
zuerst empirisch ganzzahlige Intensitétsgesetze beim ZrEMAN-
Effekt gefunden und einfache Regeln fiir ihre Berechnung auf-
gestellt. Dann hat sich die Theorie der Frage in der an-
gegebenen Weise beméchtigt.

Unsere Formeln passen in der Tat genau auf den Fall
eines Atoms in einem schwachen Magnetfelde. Wenn man
einfach das empirische Aufspaltungsbild als gegeben ansieht,
so kann man daraus den Wert von § ablesen; denn die
parallel zum Felde schwingenden ZEEMAN-Komponenten (m — m)
sind einfach mit der Quantenzahl m halb- oder ganzzahlig von
der Mitte aus durchzunumerieren, und der gréfte Wert von m
ist gleich j. Damit hat man aber die zu jeder Linie gehorigen
Werte von m und § und kann nach unseren Formeln die
relativen Intensititen berechnen. Der Vergleich mit den Be-
obachtungen hat die Theorie durchweg bestétigt.

Die magnetische Aufspaltung im Spektrum selbst wird, wie
schon gesagt, durch unsere Theorie nicht ohne weiteres gegeben.
Denn wenn man, wie iblich, von den magnetischen Zusatz-
termen der Energie nur die in der Feldstérke linearen Glieder

e
3o O M
beriicksichtigt, so liefern diese wegen unseres Resultates iiber

M, die dquidistante Termfolge

9] m=v,m

dxpc

Born, Probleme der Atomdynamik,
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mit der normalen Aufspaltung »,, wie sie der klassischen
LARMOR-Prizession entspricht. Tatsichlich aber ist die Aufspal-
tung gv, m, wobei die Zahlen g von LanD#% als Funktionen der
Quantenzahlen, die die betreffende Spektrallinie charakterisieren,
auf rein empirischem Wege bestimmt worden sind. Diese Diffe-
renz liegt, wie wir schon mehrfach betont haben, nicht an der
Quantenmechanik, sondern an dem Modell, bei dem das Elek-
tron als geladener Massenpunkt vorausgesetzt wird. Sobald
man mit URLENBECK und GoubpsMiT dem Elektron ein Impuls-
moment und ein geeignetes magnetisches Moment zuschreibt,
erhilt man die ,Anomalie” der magnetischen Aufspaltung, und
zwar auf Grund unserer Quantenmechanik genau die richtigen
g-Formeln von Laxpf. Ehe wir jedoch darauf eingehen, haben
wir noch ein ganz fundamentales Problem zu losen.

17. Vorlesung.
Pavris Theorie des Wasserstoffatoms.

Wir kommen nun zu der fiir die Theorie ganz entscheiden-
den Frage: Ist sie imstande, von den Eigenschaften des Wasser-
stoffatoms Rechenschaft zu geben? Erinnern wir uns, dall die
Erklirung des Wasserstoffspektrums (BALMER-Formel) der erste
groBe Erfolg der Borschen Theorie war und immer ihr Grund-
pfeiler geblieben ist. Wiirde hier die neue Theorie versagen,
so miite man sie trotz aller ihrer begrifflichen Vorziige fallen
lassen. Aber sie laBt uns auch hier nicht im Stich, wie PAULI
gezeigt. Ich kann von dieser Arbeit hier nur den Grundge-
danken und das Ergebnis mitteilen.

In der klassischen Theorie der KEPLERschen Bewegung
pflegt man mit Polarkoordinaten zu operieren. Dieses Verfahren
versagt hier; denn es scheint nicht méglich zu sein, Winkel-
variable als Matrizen aufzufassen. PAULI umgeht diese Schwie-
rigkeit, indem er die rechtwinkligen Koordinaten beibehilt,
aber neben ihnen als iiberzihlige Koordinate den Radius-
vektor r einfithrt, der mit x, y, 2z durch die Relation

2= a? 4y - 22

verbunden ist. Wir wollen das Verfahren erst am klassischen
Modell erldutern.
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Man hat die Energiefunktion

1 Ze?
H=_—p?* - ——
5" (1)
und die Bewegungsgleichungen
.1 . Zey
r—;p, p=— PER (2)
Aus diesen folgt, daBl der Drehimpuls
M = [r3] (3)

zeitlich konstant ist. Weiter folgt aber auch sofort mit Hilfe
der Relation

[(Mr] = [[xplt] = p2* — (p1)1,
daBl der Vektor

1 T :
U=Zdu [Mep] + (4)
zeitlich konstant ist. Sodann erhdlt man mit M= |M|:
1 2
_ —_— 7.
At Zeu M?

Das ist die Gleichung eines Kegelschnitts; legt man die zy-
Ebene in die Ebene dieser Kurve und die x-Achse in die

Richtung von ¥, also

x=—rcosq, A =|A =4,
y =rsin @, 91y=0,
z2 =0, A =0,
so erhdlt man
2
Arcos<p———zgz—lu+r
oder
M? 1

TzZe“,ul—Acoszp;
also ist A die Exzentrizitdt, und man findet fiir die Energie:
2
e — 2 F——1 2 —
w Fen MP=A4%—1. (5)
Diese Rechnung laft sich nun in der Matrizenmechanik mit

geringfiigigen Anderungen nachmachen.
T*
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Die Matrizen a¢, ¥, #, # sind miteinander vertauschbar;
ebenso die Impulsmatrizen p,_, Py D, D, Ferner sind

o mib PP,
p, mit y, 2, ...
vertauschbar; aber es gilt:
Py — XPg=15—, ...
Energie und Bewegungsgleichungen sind dieselben wie oben.
Aus den letzteren folgt sofort, wie friiher allgemein gezeigt
wurde, daB der Drehimpuls = [rP] zeitlich konstant ist.
Man kann aber Weiter zeigen, dal auch der Vektor
r
U= —Ze“‘ ([ My] + [P + =
zeitlich konstant ist: hierzu ist eine lingere Rechnung erfor-
derlich, bei der man sekundire Vertauschungsrelationen wie

h h
?/.M,-—Mz’y=—ﬁw,‘ Myz—ZMy —2—7”%
Py = h @

P P, 273 2’

x X B y*+2?
Poy =9 PeT 55
y_ vy, __hxy
Doy = pPe= " 55w

benutzt und die zeitlichen Ableitungen mit Hilfe der Formel
dax 2xi @ 2a¢ 1 [ ¢
arh (W__?-W)‘ 3 2M<p ?-__p)
umformt.
Es handelt sich dann schlieBlich nur noch darum, die
beiden konstanten Vektoren R und ¥ zu bestimmen. Fir
diese erhilt man folgende Vertauschungsrelationen:

h
M:cMy —-—Mny-—— —é—n‘—iMz, ve e
. h
AM,-M A, = ——A,... (6)
h
Msz—Ame = _2—7'[iAz’
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h 2

AzAu_AyAzZQ—MWWJ[z"" (7)
und sclﬂieBlich gilt folgende Gleichung:
@Mt%léy—%Twn=A%—u (8)
da®/ uze
diese unterscheidet sich von der entsprechenden klassischen
Gleichung nur durch das Glied 1% neben M?2; aber dieses

gerade ist fiir das Endergebnis von Wichtigkeit.

Bei der Losung dieser Gleichungen wird zwar W stets eine
Diagonalmatrix sein, aber die konstanten Komponenten der
Matrizenvektoren p und ¥ werden es nicht sein, wie wir oben
ganz allgemein gesechen haben. Es hat aber nach unseren
Ergebnissen einen ganz bestimmten Sinn, nach derjenigen
speziellen Losungen zu fragen, bei der aufler W auch P, und
P? Diagonalmatrizen sind; das bedeutet ndmlich die Hinzu-
fiigung eines schwachen storenden Kraftfeldes von axialer Sym-
metrie um die z-Achse, dessen Energie von P, und P ab-
héngt.

Nun kann man dieselben Methoden wie frither (Vorlesung 16)
anwenden, um den Vektor B zu bestimmen; denn die Gl. (6)
sind genau dieselben wie die Formeln (4), (5), Vorlesung 16, nur
daB die Koordinaten q,,, ¢,,, 4,, durch 4, 4 , 4, ersetzt sind.
Statt der Quantenzahlen n,, n, schreiben wir hier gleich von
vornherein die iiblichen Zeichen k, m, wobei & den Gesamt-
drehimpuls bestimmt (oben allgemein j bezeichnet), m seine
z-Komponente. Dann hat man:

h . W
Pz(k,m,k,m)=%m, P -4”2k(lc—{—1)
{Pm(lc,m;k,mj:l)P:[Py(k,m; k,m-+1)|? (9)

B2 :
=%Z?@@+n—mm+n)

m durchliuft eine liickenlose Reihe halb- oder ganzzahliger
Werte von — k bis -} k.
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Sodann erhélt man fir A4, A, 4 ganz entsprechende
Formeln wie frither fiir ¢,,, q,,y @;,; Wwir schreiben hier die
folgenden an:

]Aar'(lc—{—l,-'m;lc,m-l_—l)“"———]Ay(lc—i—l,m;lc,m—i_—1)|2
—10(k+ 1 ) (b F m)(k T m A1)
|4, (k+1,m;k,m)|® = Ok + 1, k)((k 4 1)* — m?).

Geht man nun zu den Gl (7) iiber, so zeigt sich eine
nihere Diskussion, daB8 sie fiir den bei gegebenem W kleinst-
moglichen Wert von k nur erfiillt sein konnen, wenn fiir diesen
m keinen anderen Wert als Null annimmt, d. h. wenn & ;, = 0
ist. Darin ist die Ganzzahligkeit von % und m enthalten.
Ferner erhilt man aus (7) fiir die Funktionen C(kH-1,%)
= CO(k, k 4 1) die Gleichungen:
2k —1)-Ok b — 1) — (2% 4 3) C (k- 1, k) = }L_;Vé_% k0.
Dabei ist W als negativ vorausgesetzt (Ellipse, keine Hyperbel);
R bedeutet die RypBERG-Konstante. Man erhélt als Losung
dieser Gleichung
W] (k, — )+ b, +2)
Cl+LE)=grz (2k+1)2k-L3) °
wo k, den maximalen Wert von k bei gegebenem |W| be-
deutet.

Nunmehr hat man di