Thermodynamik.

Vorlesungen

gehalten von

H. Poincaré

Professor und Mitglied der Akademie.

Redigivt von J. Blondin, Privatdoceitt an dev Universitit su Paris.

Autorisirte deutsche Ausgabe
von

Dr. W. Jaeger und Dr. E. Gumlich.

Mit 41 in den Text gedvucklen Figuren.

Berlin.

Verlag von Julius Springer.
1893.



Softcover reprint of the hardcover 1st edition 1893

ISBN 978-3-642-50491-4 ISBN 978-3-642-50801-1 (eBook)
DOI 10.1007/978-3-642-50801-1

Buchdruckerei von Gustav Schade (Otto Francke) in Berlin N.



Yorwort.

Von Tag zu Tag spielen die beiden Hauptprincipien der
Thermodynamik in allen Zweigen der philosophischen Natur-
betrachtung eine grossere Rolle. Die kiihnen Theorien, die noch
vor 40 Jahren galten und mit Molekular-Hypothesen verquickt,
waren, sind heutzutage verlassen worden, und man sucht auf der
Thermodynamik allein das ganze Gebdude der mathematischen
Physik aufzubauen. Sind aber die Lehrsitze von R. Mayer und
von Clausius, diese beiden Hauptstiitzen des Gebédudes, fest genug
begriindet, um dasselbe fir absehbare Zeit tragen zu konnen?
Niemand zweifelt daran, aber worauf grindet sich diese Zuversicht?

Ein bedeutender Physiker sagte mir eines Tages gelegentlich
einer Besprechung iber das Fehlergesetz: ,Jedermann glaubt fest
an dasselbe, da die Mathematiker meinen, es sei eine Beob-
achtungsthatsache, die Beobachter hingegen, es sei ein mathe-
matisches Gesetz“. So verhielt es sich auch lange Zeit mit dem
Princip von der Erhaltung der Energie. Heute ist dem nicht
mehr so, vielmehr weiss Jedermann, dass dies Gesetz aus experi-
mentellen Thatsachen abgeleitet ist.

Was berechtigt uns dann aber, dem Princip selbst eine grossere
Allgemeinheit und Genauigkeit zuzuschreiben, als den Versuchen, auf
die es begriindet ist? Dies kommt auf die Frage hinaus, ob es iiber-
haupt erlaubt ist, die empirischen Thatsachen, wie es gewthnlich zu
geschehen pflegt, zu verallgemeinern, und ich bin nicht verwegen
genug, diese Frage, an deren Losung schon so viele Philosophen ver-
geblich ihre Kraft versucht haben, hier zu erértern. Eines aber ist
sicher: Wire uns diese Moglichkeit genommen, so kénnte die Wissen-
schaft nicht bestehen oder wenigstens, sie wiire nur beschrinkt auf



v Yorwort.

eine Art von Aufzihlung, auf die Feststellung isolirter Thatsachen;
sie wiirde daher fiir uns keinen Werth besitzen, da sie unserem Bediirf-
niss nach Ordnung und Harmonie keine Befriedigung gewihrte und
gleichzeitig nichts vorhersagen kénnte. Die simmtlichen #usseren
Umstinde, welche eine beliebige Thatsache veranlasst haben, diirften
in Wirklichkeit wohl niemals wieder ganz in derselben Weise ein-
treten, so dass man schon eine erste Verallgemeinerung vornehmen
muss, um voraussagen zu konnen, ob diese Thatsache wieder ein-
treten wird, auch wenn sich nur die geringste Kleinigkeit an den
dusseren Bedingungen geéndert hat.

Nun ldsst sich aber jede Annahme auf unzihlige Weise ver-
-allgemeinern. Unter allen diesen moglichen Verallgemeinerungen
wihlen wir am besten die einfachste, und koénnen auch nur diese
wihlen. Wir kommen also zu dem Schluss, dass unter sonst
gleichen Verhiltnissen das einfache Gesetz immer mehr Wahr-
scheinlichkeit fiir sich hat, als das komplicirtere.

Vor einem halben Jahrhundert sprach man es allgemein als
Lehrsatz aus, dass die Natur die Einfachheit liebe. Heutzutage
erkennt man diesen Grundsatz nicht mehr an und behilt nur so
viel davon, dass die Wissenschaft nicht unmoglich wird.

Wenn wir also ein allgemeines, einfaches und genaues Gesetz
formuliren, trotzdem verhiltnissméssig nur wenig Versuche vor-
liegen, die ausserdem noch gewisse Verschiedenheiten aufweisen,
so gehorchen wir nur einem Zwang, dem sich der menschliche
Geist nicht entziehen kann.

Aber noch mehr! Niemand zweifelt daran, dass das Princip
von der Erhaltung der Energie alle speciellen Gesetze iiberdauern
wird, aus denen es abgeleitet ist, ebenso wie das Gesetz von
Newton die Kepler'schen Gesetze iiberlebt hat, die ihm zum Aus-
gangspunkt dienten und die wegen der Stérungen durch andere
Himmelskorper nur angensherte Giiltigkeit besitzen.

Warum nimmt nun dieses Gesetz eine so hervorragende Stelle
unter allen physikalischen Gesetzen ein? Hierfiir gibt es viele
Griinde. Zunichst geht man von der Ansicht aus, man dirfe das-
selbe nicht verwerfen, ja nicht einmal an seiner vollen Strenge
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zweifeln, ohne die Moglichkeit des.Perpetuum mobile zuzulassen;
wir striuben uns aber gegen eine solche Perspektive und glauben
weniger kithn zu sein, wenn wir dies Gesetz annehmen, als wenn
wir seine Richtigkeit bezweifeln.

Dies trifft vielleicht nicht ganz zu; denn die Unmoglichkeit
des Perpetuum mobile fordert den Satz von der Erhaltung der
Energie nur fir die umkehrbaren Processe.

Die grossartige Einfachheit dieses Princips trigt ebenfalls dazu
bei, unser Vertrauen zu demselben zu befestigen. Bei einem un-
mittelbar aus dem Versuch abgeleiteten Gesetz, wie z. B. dem
Mariotte’schen, wiirde diese Einfachheit eher unser Misstrauen wach-
rufen; aber hier ist dem nicht mehr so; wir sehen Elemente, die auf
den ersten Blick getrennt zu sein schienen, in unvermutheter Weise
sich anordnen und ein harmonisches Ganze bilden, und wir konnen
uns nicht mit der Annahme befreunden, dass eine solche unvorher-
gesehene Harmonie das blosse Spiel des Zufalls sei. Es scheint,
dass uns unsere Errungenschaft um so theurer ist, je grossere Miihe
wir auf dieselbe verwenden mussten, oder dass wir um so sicherer
sind, der Natur ihr wahres Geheimniss entrissen zu haben, je hart-
nickiger sie uns dasselbe zu verhiillen schien.

Aber dies sind alles nur geringfiigige Griinde; um das Gesetz
von der Erhaltung der Energie in seiner absoluten Grosse auf-
stellen zu konnen, bedarf es einer viel griindlicheren Diskussion.
Wenn man dies jedoch versucht, so erkennt man, dass jenes ab-
solute Princip gar micht so leicht auszusprechen ist.

In jedem speciellen Falle sieht man wohl, was die Energie ist,
und kann wenigstens eine vorlidufige Definition dafiir geben; eine
allgemeine Definition fiir dieselbe zu finden, ist jedoch unmdoglich.

Will man das Gesetz in seiner ganzen Allgemeinheit aus-
sprechen und es dabei auf das ganze Universum anwenden, so
siecht man es sozusagen sich verflichtigen, und es bleibt nur der
Satz tibrig: Es gibt etwas, das konstant bleibt.

Aber hat dies allein einen Sinn? Nach der deterministischen
Anschauung ist der Zustand des Universum durch eine unendlich
grosse Zahl » von Parametern bestimmt, die ich #;, @5 . .. 2, nennen
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will. Kennt man nun zu einem beliebigen Augenblicke die Werthe
dieser #» Parameter, so sind ebenfalls ihre Derivirten nach der Zeit
bekannt, und es lassen sich demnach die Werthe dieser Parameter
fiir eine frithere oder spitere Zeit berechnen. Mit anderen Worten,
diese n» Parameter geniigen n Differentialgleichungen von der Form

dz,

1]
= i@, 8Ty

(=1, 2...m).

Diese Gleichungen lassen (n—1) Integrale zu, und es gibt
folglich (»—1) Funktionen von &, 3 ... @,, die konstant bleiben.
Wenn wir nun sagen, irgend etwas bleibt konstant, so
sprechen wir nur eine Tautologie aus. Man wiirde auch in Ver-
legenheit sein, wenn man sagen sollte, welches unter unseren In-
tegralen nun dasjenige ist, das den Namen Energie erhalten soll.

Ebenso verhilt es sich tibrigens, wenn man das Princip auf
ein begrenztes System anwendet.

Man nimmt dann an, dass sich p von unseren n Parametern
unabhingig verdndern, so dass wir nur (z—p) im allgemeinen lineare
Gleichungen zwischen den 7 Parametern und ihren Differential-
quotienten behalten. Wir wollen dieselben schreiben:

Y, =X,,dsy+ X, ,doy+ ... X, dv, =0
(=1,2...,n—p), )
worin die X; ; Funktionen von 2, @, ... 2, sind.

Nehmen wir der Einfachheit halber an, dass die Summe aus
der Arbeit der #usseren Krifte Null ist, ebenso wie die Summe
der nach aussen entwichenen Wirméemengen, dann wird sich unser
Princip folgendermaassen aussprechen lassen:

Es gibt eine Kombination der Y;, welche ein voll
stindiges Differential darstellt; d. h. man kann (n—p)
Funktionen

Zi,Zy..., %, _,
von %, &y . .. &, finden, derart dass
LY+ LYy 4. G, Y,

ein vollstindiges Differential ist.



Vorwort. VII

Wie ist es aber moglich, dass mehrere Parameter vorhanden
sind, deren Variationen nicht von einander abhingen? Dies kann
nur unter dem Einfluss #usserer Krifte stattfinden (obgleich wir
zur Vereinfachung vorausgesetzt hatten, dass die algebraische
Summe aus der Arbeit dieser Krifte Null sei). Wenn nimlich
das System vollstindig jeder #usseren Einwirkung entzogen wire,
so wiirden die fir einen bestimmten Augenblick gegebenen Werthe
unserer » Parameter geniigen, um den Zustand des Systems in
jedem spiteren Zeitelement zu bestimmen, vorausgesetzt allerdings;
dass wir bei der deterministischen Anschauung bleiben; wir kommen
also auf dieselbe Schwierigkeit, wie friither, zuriick.

Wenn der zukiinftige Zustand des Systems nicht vollstindig
durch seinen gegenwirtigen Zustand bestimmt ist, so héngt er
also noch von den ausserhalb des Systems befindlichen Korpern
ab. Aber ist es dann wahrscheinlich, dass Gleichungen von der
Form (1) existiren, die von diesem Zustand der &Husseren Kérper
nicht abhsingen? Und wenn wir in gewissen Fillen glauben, solche
finden zu konnen, ist dies dann nicht einzig eine Folge unserer
Unwissenheit oder des Umstands, dass der Einfluss dieser Korper
zu schwach ist, als dass er sich durch das Experiment nach-
weisen liesse?

Wenn das System nicht als vollstindig isolirt zu betrachten
ist, so kann der genaue Ausdruck fiir seine Energie moglichen
Falls von dem Zustand der #usseren Korper abhingen. Ich habe
frither noch vorausgesetzt, dass die Summe der Husseren Arbeit
Null sei, und wenn man sich von dieser etwas kiinstlichen Be-
schriinkung befreien will, so wird die Aufstellung des Gesetzes
noch schwieriger.

Um unser Princip also absolut zu formuliren, muss man es
auf das ganze Universum ausdehnen, und dann befindet man sich
wieder vor derselben Schwierigkeit, der wir entgehen wollten.

Kurz, um in allgemein verstindlicher Sprache zu reden, das
Gesetz von der Erhaltung der Energie kann nur eine Bedeutung
haben, nimlich es gibt eine Eigenschaft, die allen Méglichkeiten
gemeinsam ist; aber in der deterministischen Theorie gibt es
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nur eine einzig mogliche, und dann hat das Gesetz keinen Sinn
mehr.

In der indeterministischen Theorie dagegen wiirde es einen
Sinn annehmen, selbst wenn man es absolut aussprechen wollte;
es wiirde dann als eine Beschrinkung der Freiheit erscheinen.

Aber dies Wort erinnert mich daran, dass ich abirre und
das Gebiet der Mathematik und Physik verlasse. Ich halte des-
halb an, und mdéchte von dieser ganzen Diskussion nur einen Ein-
druck zurtickbehalten: das Gesetz, welches wir betrachteten, ist
eine geschmeidige Form, in die man fast alles hineinbringen kann,
was man will. Damit mochte ich aber nicht gesagt haben, dass
es keiner objektiven Wirklichkeit entspricht oder dass es auf eine
einfache Tautologie hinausliuft; denn in jedem besonderen Fall,
auch wenn es sich nicht absolut aussprechen lisst, hat es einen
vollkommen klaren Sinn. '

Diese Geschmeidigkeit des Princips biirgt fiir seine lange
Lebensfihigkeit, und da es andererseits nur verschwinden kann,
um in eine héhere Harmonie aufzugehen, so konnen wir uns in
unseren Arbeiten zuversichtlich auf dasselbe stiitzen und sind von
vornherein sicher, dass diese Arbeit nicht verloren sein wird.

Fast Alles, was ich eben auseinandergesetzt habe, lisst sich
auch auf den Satz von Clausius anwenden. Der Unterschied
besteht nur darin, dass dieser eine Ungleichung ausdriickt. Man
konnte vielleicht behaupten, dass dies bei allen physikalischen
Gesetzen der Fall ist, da ihre Genanigkeit immer durch die Be-
obachtungsfehler beschrinkt wird. Aber diese Gesetze wollen
wenigstens erste Anniherungen darstellen, und man darf hoffen,
sie nach und nach durch immer genauere Gesetze zu ersetzen.
Wenn dagegen das Clausius’'sche Gesetz sich auf eine Ungleichung
beschriéinkt, so ist das nicht die Folge unserer mangelhaften Be-
obachtungen, sondern es liegt in der Natur dieses Gesetzes selbst
begriindet.

Zur Darlegung der Griinde, durch welche alle Physiker zur
Annahme dieser beiden Gesetze bewogen wurden, schien es mir
am besten, in meinen Ausfilhrungen den historischen Weg einzu-
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schlagen. Die Betrachtung des langen Umbhertastens, durch das
man allmghlich zur Wahrheit gelangt, ist ja an und fiir sich schon
lehrreich genug. Man sieht, eine wie wichtige Rolle verschiedene
theoretische oder sogar metaphysische Ideen spielten, die man heute
verlassen hat oder doch fiir zweifelhaft hilt. So hat uns vielleicht
mitunter ein Irrthum die vortrefflichsten Dienste geleistet! Die
beiden Principien, die sich jetzt auf sorgfiltige Experimente stiitzen,
haben diese hinfilligen Hypothesen iiberdauert, ohne welche sie
vielleicht noch nicht entdeckt worden wiren. So entfernt man
das Geriiste von dem Gewdlbe, wenn es vollstindig aufgebaut ist.

Diese Art der Darstellung besass jedoch eine Unzutriglich-
keit. Sie machte grosse Liingen noéthiz. Um z. B. die Ueber-
legungen von Carnot und von Clausius beibehalten zu kénnen,
habe ich zwei Darstellungen des Clausius’schen Theorems gegeben,
von denen sich die erste nur auf gewisse Systeme anwenden lésst,
die zweite dagegen vollstindig allgemein ist, trotzdem sie auf der
ersten beruht.

Es folgte hieraus eine unvermeidliche, sehr kiinstliche Unter-
scheidung zwischen zwei Klassen von Kérpern, je nachdem ihr
Zustand nur durch zwei Variable bedingt ist, oder durch eine
grossere Zahl. Diese keinem wirklichen Thatbestand entsprechende
Unterscheidung findet sich fortwihrend in dem vorliegenden Werk
wieder und erweckt so den Anschein, als wollte ich diesem Um-
stand eine enorme Wichtigkeit beilegen, wihrend mir nichts ferner
liegt als dies.

Auf die Clausius’sche Gleichung

Q 9
§T>o @

in ihrer Anwendung auf nicht umkehrbare Processe musste ich
ein besonderes Gewicht legen, da dieselbe lange Kontroversen ver-
anlasst hat.

Meinen Ausgangspunkt bildet der Satz von Clausius: ,Man
kann keine Wirme von einem kalten zu einem warmen Korper

iiberfiihren®.
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Es war nicht meine Aufgabe, zu untersuchen, wie die Ver-
allgemeinerung desselben lautet, und ob derselbe beispielsweise
noch gilt, wenn es sich um nicht umkehrbare chemische Processe
handelt. Dies zu entscheiden, ist allein Sache des praktischen
Physikers, die Aufgabe des Mathematikers ist eine viel beschei-
denere. Die genaue Bedeutung der Ungleichung (2) festzustellen,
zu untersuchen, welche Hypothesen man zu dem Axiom von
Clausius hinzufiigen muss, damit diese Ungleichung nothwendig
daraus folgt, das war die Aufgabe, die mir zufiel und deren Lésung
ich nach Kriften angestrebt habe.

Bei der Durchsicht meiner Beweise bin ich etwas erschrocken
iber die Linge des Kapitels, welches von den Dampfmaschinen
handelt. Ich fiirchte, dass der Leser durch die grosse Seitenzahl,
welche ich diesem Gegenstande gewidmet habe, die Erwartung
hegt, eine vollkommene und ausreichende Theorie zu finden,
und dass er mir fiir seine spitere Enttiuschung schlechten Dank
weiss.

Eine derartige Theorie ist aber nicht so leicht aufgestellt,
und ich selbst fithle mich nicht hinreichend kompetent, um den
gegenwirtigen Stand dieser I'rage ausfiihrlich erértern zu konnen.
Ich wollte vielmehr nur durch ein Beispiel zeigen, welche Anwen-
dung man von dem Clausius’schen Theorem zu machen hat; gleich-
zeitig suchte ich darzulegen, wie verwickelt derartige Probleme
sind, und welchen Irrthiimern man sich durch mangelhafte Kennt-
niss derselben aussetzen kann.

In einer seiner geistreichen Vorreden spottet Bertrand in sehr
feiner Weise iiber die Autoren, welche in ithren Werken wider-
spanstige Integrale aufhiufen, die sie nicht berechnen kénnen,
weil sie unter dem Integralzeichen unbekannte Funktionen ein-
fiilhren miissen, die durch das Experiment noch nicht bestimmt
worden sind.

In dem erwsdhnten Kapitel] habe ich jene Kritik mehr als
irgend Jemand verdient und wire nicht zu entschuldigen, wenn
ich dabei einen anderen Zweck verfolgt hitte als den, die Be-
deutung der Ungleichung (2) ndher zu beleuchten.
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Den Gegenstand der beiden folgenden Kapitel bildet die
Anwendung der Theoreme von Mayer und Clausius auf chemische
und elektrische Erscheinungen. Mitunter wurde diese Theorie so
dargestellt, als wire sie von diesen beiden Principien allein vollkom-
men abzuleiten. Es ldsst sich begreifen, dass viele hervorragende
Gelehrte, durch diese gewaltige I'ruchtbarkeit des Prineips stutzig
gemacht, so weit gingen, die Ungleichung von Clausius fiir zweifel-
haft zu halten. Aber dies ist nur ein Trugschluss; die Frucht-
barkeit unserer beiden Principien bleibt ohne Zweifel gross; von
jedem aus Versuchen abgeleiteten Gesetz gestatten sie, ein anderes
herzuleiten, welches davon sozusagen das Reciproke ist: Die Luft
dehnt sich aus, wenn man sie erhitzt, folglich erhitzt sie sich,
wenn man sie komprimirt, ete. Dadurch verdoppelt die Thermo-
dynamik in gewisser Weise unsere Kenntnisse; das ist viel, aber
auch alles. Aus einem Vordersatz kann man keinen Schluss
ziehen, wenn man keinen Nachsatz anfiigt, und wenn es manchmal
anders zu sein scheint, so ist der Nachsatz in dem Vordersatz mit-
einbegriffen.

Ich glaube aber, dass es gut ist, diesen wieder besonders
anzugeben, da er oft aus einer Hypothese besteht und eine jede
Hypothese explicit ausgesprochen werden muss. Sicherlich aber
ist dieses Vorgehen gestattet; ohne dasselbe gibe es keine mathe-
matische Physik, da der Gegenstand dieser Wissenschaft gerade
darin besteht, die Hypothesen dadurch zu priifen, dass man Fol-
gerungen aus ihnen zieht, welche durch das Experiment kontrollirt
werden koénnen. Eine Gefahr wiirde nur daraus erwachsen, dass
man Annahmen macht, ohne es zu merken; und dies suchte ich
moglichst zu vermeiden.

Selbst fiir die einfachsten Hypothesen darf man keine Aus-
nahme machen. Ihre scheinbare Einfachheit kommt meistens daher,
dass wir durch Zufall gewisse Variable gewihlt haben; hitten wir
dagegen zufillig andere genommen, so wiirden uns die Hypothesen
gar nicht so einfach erscheinen. Gerade den einfachsten Hypo-
thesen muss man sogar am meisten misstrauen, da diese besonders
geeignet sind, unbemerkt durchzuschliipfen.



Diese Gedanken verfolgte ich bei der Untersuchung der
Dissociation und des Peltier-Phiinomens; ich habe zu zeigen ge-
sucht, dass es unméglich ist, das Gesetz der Dissociation homo-
gener oder heterogener Gasgemische a priori aufzustellen, aber
dass man versuchen kann, eins aus dem anderen abzuleiten.

Ich schliesse ab mit der Theorie monocyklischer Systeme.
Hier will ich nur meinen Schlusssatz anfiihren: Der Mechanismus
ist unvereinbar mit dem Theorem von Clausius.

Es gibt zwei Arten Mechanismen. Man kann sich das Weltall
vorstellen als zusammengesetzt aus Molekiilen, die aus der Ent-
fernung nicht aufeinander zu wirken vermogen und die sich in
gerader Linie nach verschiedenen Richtungen bewegen, bis diese
Richtungen durch Stosse gesindert werden. Die Gesetze des Stosses
sind dabei dieselben, wie fiir die elastischen Kérper. Oder aber,
man kann annehmen, dass diese Atome aus der Entfernung auf
einander zu wirken vermdgen und dass sich die gegenseitige Be-
wegung zweler Atome auf eine Anziehung oder Abstossung be-
schrinkt, welche nur von ihrem Abstand abhingt. Die erste Auf-
fassung ist offenbar nur ein specieller Fall der zweiten; ich weise
nach, dass alle beide mit den Principien der Thermodynamik un-
vertriglich sind.

Zweimal hatte ich Gelegenheit, mich mit Duhem in Gegen-
satz zu setzen; er konnte vielleicht erstaunt sein, dass ich ihn nur
anfiihre, um ihn zu bekimpfen, und es sollte mir unendlich leid
thun, wenn er daraus auf irgend eine boswillige Absicht schliessen
wiirde. Er wird hoffentlich nicht voraussetzen, dass ich die Dienste
verkenne, welche er der Wissenschaft geleistet hat. Ich hielt es
indess fiir niitzlicher, auf die Punkte hinzuweisen, wo mir seine
Resultate einer Erginzung bediirftig erschienen, als auf diejenigen,
wo ich ibn nur hétte wiederholen miissen.

H. Poincaré.
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Thermodynamik.

Die Thermodynamik beruht auf zwei Principen; es sind dies:

1. Das Princip von der Erhaltung der Knergie. Einen
speciellen Fall dieses Princips stellt das Princip der Aequivalenz
von Wirme und Arbeit oder das Prineip von R. Mayer dar.

2. Das Princip von der Zunahme der Entropie, gewohn-
lich bezeichnet als Princip von Carnot oder Princip von Clausius.

Wir wollen nacheinander diese beiden Principe studiren, ebenso
ihre unmittelbarsten Folgerungen.

Kapitel 1.

Das Princip von der Erhaltung der Energie.

1. Die Entdeckung des Princips der Aequivalenz. — Es ist
schwer zu sagen, wem die Ehre gebiihrt, das Princip der Aequi-
valenz von Wirme und mechanischer Arbeit entdeckt zu haben.

Sadi-Carnot scheint das Princip am Ende seines Lebens erkannt
zu haben, aber seine Untersuchungen iiber diesen Gegenstand sind in
Manuskripten niedergelegt, die erst in den letzten Jahren ver-
oOffentlicht wurden; lange Zeit blieben sie unbekannt, so dass die
Wissenschaft keinen Nutzen daraus ziehen konnte. Robert Mayer
war es vorbehalten, dies Princip wieder aufzufinden und bekannt zu
machen.

Aber zu der Zeit, als Mayver dies Princip aussprach, war
auch Joule mit Versuchen beschiiftigt, welche ihn unfghlbar zur
Entdeckung desselben fiithren mussten und die den besten Beweis
fiir dessen Richtigkeit lieferten. Ebenso war Colding, ohne die Ar-

Poinecaré, Thermodynamik. 1
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beiten von Mayer und Joule zu kennen, im Begriffe, zu demselben
Resultat zu gelangen?).

Diese Gleichzeitigkeit der zu demselben Ziel fiilhrenden Unter-
suchungen erinnert an die Entdeckung der Infinitesimalrechnung, an
der Newton und Leibniz gleiche Rechte besitzen.

Damit aber eine Wahrheit gleichzeitig von getrennt arbeitenden
Gelehrten erkannt werden kann, — und diese Thatsache ist in der
Geschichte der Wissenschaft nicht selten, — muss jedenfalls deren
Geist durch die natiirliche Entwickelung der Wissenschaft darauf
vorbereitet gewesen sein. Somit kann man die Auseinandersetzung
des Princips von Mayer nicht von der wissenschaftlichen Bewegung
trennen, die der Entdeckung desselben voranging. ‘

2. Die Unmiglichkeit des Perpetuum mobile. — Die ersten
Spuren der Idee von der Erhaltung der Energie reichen sehr weit
zurtick.

Zu allen Zeiten war die Entdeckung des Perpetuum mobile
der Zweck vieler Untersuchungen. Galildi, der sich mit den Bedin-
gungen der Wirkungsweise einfacher Maschinen -eifrigst befasste,
sprach zum ersten Mal die Unmoglichkeit einer solchen Bewegung aus.

Betrachten wir z. B. eine Winde, und nennen Q die Last, welche
an dem Seile angreift, das sich auf dem Cylinder vom Radius » der
Welle aufrollt, dann koénnen wir dieser Last das Gleichgewicht

. . . ro.
halten, indem wir an der Kurbel eine kleinere Kraft Q B wirken

lassen, wobei R den Radius des durch den Kurbelknopf beschrie-
benen Kreises bezeichnet. Wenn die Maschine nun mit gleich-
formiger Geschwindigkeit bewegt wird, so stehen diese beiden
Kriifte, die Last und die treibende Kraft, noch in derselben Be-
ziehung, wie vorher. Wir kénnen also mit einer gegebenen Kraft
einen Korper heben, dessen Gewicht zu dieser Kraft im Verhiltniss

steht; dies Verhiltniss ist grosser als Eins. Aber wenn wir die

Kraft vervielfiltigen, gewinnen wir damit noch keine Arbeit, denn
die Geschwindigkeit des Angriffspunktes der Last steht zu der-
jenigen des Angriffspunktes der treibenden Kraft im Verhiltniss

—é, dem Reciproken des Vorhergehenden. Kurz, die Arbeit der Last

ist gleich derjenigen der treibenden Kraft.

Yy In seiner ganzen Allgemeinheit wurde das Princip der Aequivalenz
bekanntlich ‘von Helmholz, unabhiingig von den oben genannten Forschern,
gefunden, und fiir simmtliche Gebiete der Physik in seiner epochemachen-
den Schrift iiber die Erhaltung der Kraft mathematisch begriindet.
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Galildi Dbestitigte diese Gleichheit fiir den Flaschenzug und
iberhaupt fiir alle einfachen Maschinen. Er wies aber darauf hin,
dass man als Last nicht die entwickelte nutzbare Kraft zu be-
trachten hat, sondern diese Kraft, vermehrt wm diejenigen Kriifte,
welche aus passiven Widerstinden, wie Reibung ete., herriihren.
Diese letzteren Krifte treten nothwendigerweise bei allen mate-
riellen Mechanismen auf; Galilii schloss daraus mit Recht, dass
die nutzbare Arbeit immer kleiner ist, als dic Arbeit der treibenden
Kraft.

Arbeit kann also nicht erzeugt werden und demmnach ist auch
ein Perpetuum mobile unmdoglich.

3. Aber wenn auch keine Maschine Arbeit erzeugen kann, so
ist es darum doch noch nicht augenscheinlich, dass die Arbeit an-
dererseits auch unzerstérbar ist. Die Erhaltung der Energie brauchte
also nicht eine Folge der Unmoéglichkeit des Perpetuum mobile zu
sein, wenn auch das Umgekehrte gilt. Man kann demnach nicht
behaupten, dass Galildi sich tiber die Erhaltung der Energic bei
den von ihm untersuchten Maschinen klar geworden sei.

Indessen findet sich in den Werken dieses grossen Physikers
des 16. Jahrhunderts der Beweis des Prineips von der FErhaltung
der Energie fiir einen speciellen Fall. Bekanntiich hat n#émlich
Galilai gezeigt, dass die von einem schweren Koérper beim Fall aus
einer Hohe % erlangte Geschwindigkeit gleich }/2 gk ist, unabhingig
von dem Weg, den der Korper vermége seiner Verbindungen durch-
lduft; man hat also

vV = V72_(j/!
oder
L.?
5 gh=0.

Das erste Glied dieser Gleichung stellt nun die Energie der
lebendigen Kraft des Korpers dar, wenn die Masse des Korpers als
Eins angenommen wird; das zweite, — gh, reprisentirt bis auf eine
Konstante die potentielle Energie desselben Koérpers, oder besser,
des aus dem Korper und der Erde gebildeten Systems; demmnach
driickt die vorhergeheide Gleichung aus, dass die Summe dieser
beiden Energien konstant ist, mit anderen Worten, dass die Energie
erhalten bleibt.

4. Das Princip von der Erhaltung der Bewegung. — Einige
Jahre spiter sprach Descartes das Princip von der Erhaltung der
Bewegung aus. Allerdings besitzt sein Beweis nichts Wissenschaft-
liches:
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Gott ist unwandelbar, sagt er, deshalb musste er der Bewe-
gungsgrosse einen unverdnderlichen Werth verleihen. So wie Des-
cartes dieses Princip verstand, ist dasselbe iibrigens falsch.

Unter Bewegungsgrosse eines Systems versteht man ndmlich die
Summe der Produkte aus den Massen der das System zusammen-
setzenden materiellen Punkte und ibren Geschwindigkeiten. Be-
beichnen also m,, my, . . m; die Massen dieser Punkte, &, 7, &

&, 7y, L die Komponenten ihrer Geschwindigkeiten nach den
drel Achsen, so lautet das Princip der Erbaltung der Bewegung

2 m; v, = const,,

/=9 , 9 , <o
v, = [ ';'52“"71"'}‘ Si'"

WO

Dic Unrichtigkeit dieser Gleichung ist aber augenscheinlich;
um sich davon zu iiberzeugen, braucht man nur zu bedenken, dass,
falls sie fiir die absolute Bewegung richtig ist, sie nicht mehr fiir
die relative Bewegung gelten kann, wenn die Achsen eine fort-
schreitende Bewegung besitzen!).

Wird das Princip von Descartes passend modificirt, so bildet
es einen der wichtigsten Sdtze der Mechanik: das Princip der proji-
cirten. Bewegungsgrissen. Dasselbe wird durch folgende Gleichungen
ausgedriickt:

2 m,; & = const., 2 m; y, = const., 2 m; {; = const,,

und lautet: die Summe der Projektionen der Bewegungsgrossen eines Systems
auf eine beliebige Achse (und nicht die Summe aus den Bewegungs-
grossen selbst) st konstant. Diese Modifikation riihrt von Huyghens her.

5. Die lebendige Kraft. — Uebrigens besitzt das Princip von
Descartes, obschon es falsch ist, eine grosse historische Bedeutung;
es fiihrte n#dmlich Leibniz auf die Betrachtung der lebendigen
Kraft.

Wie Descartes, und aus denselben metaphysischen Griinden,
nimmt Leibniz an, dass irgend etwas im Universum unverinder-
lich bleiben muss. Nachdem er gefunden hatte, dass das Quadrat

') Descartes erkannte selbst, dass sein Princip nicht durch den Ver-
such bestitigt wird, wie sich aus einer Bemerkung ergibt, die er seiner
Theorie vom Stoss der Kiorper folgen lidsst; aber er glaubte, dass die
Uebereinstimmung wieder hergestellt wiirde, wenn man die Bewegungs-
grosse des Aethers in Betracht zieht.
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der Geschwindigkeit eines Punktes gleich der Summe aus den Qua-
draten seiner Komponenten ist, wies er darauf hin, dass das Produkt

W2 2 2 -2
m; vE=m; & —+ m; —+ m; ¢

gleich der Summe dreier analoger Produkte ist, in welchen drei
Geschwindigkeiten £, 7,, £, beliebige Richtungen haben. Er schliesst

daraus, dass in einem System materieller Punkte, in welchem Ge-
schwindigkeiten nach beliebigen Richtungen vorhanden sind, die

Summe
2 m; v}?

dieser Produkte, die lebendige Kraft, betrachtet werden muss, und
nicht, wie es Descartes that, die Summe

Leibniz fiihrte ausserdem neue Begriffe ein, welche er bewegende
Wirkung und latente Wirkung nannte, und zwar ist bei ihm
dasjenige, was koustant bleibt, die bewegende Wirkung; die letztere
aber sctzt sich zusammen aus der lebendigen Kraft und der latenten
Wirkung. Leibniz war also auf dem Weg zur Entdeckung des
Princips von der Erhaltung der Energie.

Es scheint tibrigens, dass die Anschauung von Leibniz unseren
gegenwirtigen Ideen entsprochen hat. Wenn sich n#émlich die be-
wegende Wirkung in gewissen Fillen zu verlieren scheint, so hat
dies nach Leibniz darin seinen Grund, dass die sichtbaren Be-
wegungen in molekulare umgewandelt worden sind. Man konnte
die Hypothese, welche der mechanischen Wirmetheorie zu Grunde
liegt, kaum Kklarer ausdriicken.

6. Das Theorem der lebendigen Kriifte. — Die von Leibniz aus-
gesprochenen Ideen wurden bald prieisirt; man leitete daraus das
Theorem der lebendigen Krifte ab.

Bezeichnen m,, m,, ...m, die Massen der Punkte eines materi-
ellen Systems; =, ¥, .., ¥,, =, die Koordinaten dieser Punkte;
ferner X, Y, ... X,, Y,, Z, diec Komponenten der Resultante aus
allen inneren und #usseren Kriften, welche auf jeden Punkt wirken,
so sind die Bewegungsgleichungen fiir einen dieser Punkte

dx,
My g = X,
d*y; .
My e T i

2.
d*z;

my = g =4
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Die lebendige Kraft des Systems besitzt dic Grosse

m | [dr, : dy \* d=;\*
w=2, H(U) + ((/;) + (,/t) l

Durch Differentiation nach der Zeit folgt

AW 1 d¥r, dx; d?y, dy, d?z, s,
hzzmi — .t ‘_ B
dt dt: dt dt*  dt et dt

Ersetzt man in dieser Gleichung die zweiten Differentialquotienten
nach der Zeit durch ihre den Bewegungsgleichungen entnommenen
‘Werthe, so erhilt man

dW dr; i (]‘I/[ ([zi)
=2 (Xi e T Yoa Tl
oder

dW = 2 (X‘. dr; + Yi dy, + Zl. (Izi) .

Die rechte Seite dieser Gleichung stellt die Arbeit aller an dem
System angreifenden Kriifte dar, wenn ihre Angriffspunkte unendlich
kleine Verschiebungen erleiden. Hieraus ergibt sich der Satz: Die
Variation der lebendigen Kraft eines Systems ist gleich der Summe der von
allen Kréften des Systems wdhrend der betrachteten Verschiebung qeleisteten
Arbeit.

7. Die Erhaltung der Energie. — Zuniichst beschriinken wir uns
auf den Fall eines Systems, das nur inneren Kriften unterworfen
ist und setzen voraus, dass diese Kriifte eine Potentialfunktion zu-
lassen, d. h. X;, Y, ... sollen die Differentialquotienten einer und
derselben Funktion —V der Koordinaten darstellen; wir haben dann

, ov L. ov ov
‘\i—‘“'a?ié Si———’aii i 33;'
Da aber V nach der Voraussetzung nicht explicite von der Zeit
abhiingt, so hat man den Differentialquotient nach der Zeit zu
schreiben

AV [ov dr gV dy; gV d3
o =@ \gy T Tay a e a)
und folglich

AV = — 2 (Xi dr; 4 Yl. dy, +4- Zi dzi) .

Hieraus ergibt sich, dass die Variation der Potentialfunktion
bis auf das Zeichen gleich der Variation der lebendigen Kraft ist; wir

crhalt 1
crhalten also AW - dV =0,
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und durch Integration
W + V = const.

Die lebendige Kraft W eines Systems nennt man seine kinetisehe
oder aktuelle Energie des Systems, die Funktion der inneren
Krifte mit umgekehrtem Zeichen, V, die potentielle Energie des-
selben; die Summe dieser beiden Energien schliesslich bezeichnet
man als die totale Energie; somit driickt die vorige Gleichung
aus, dass die totale Energie eines Systems konstant bleibt, d. h. dass
Erhaltung der Energie stattfindet.

8. Die Arbeit der dusseren Krifte. — Wir wollen jetzt den Fall
betrachten, wo das System nicht isolirt ist, wo also Hussere Krifte
vorhanden sind. Bezeichnen wir mit dr die Arbeit dieser Krifte,
mit d<' diejenige der inneren Krifte fiir eine unendlich kleine Ver-
schiebung und mit dW die Variation der lebendigen Kraft, so liefert
das Theorem der lebendigen Krifte

dW = dr + 7.

Wenn wir vun noeh annehmen, dass die inneren Kriifte ein
Potential —V Dbesitzen, so haben wir
AV = —dr.

Dureh Addition erhalten wir somit
dW 4+ dV =dr.

Die Arbeit der #usseren Kriifte wihrend einer Verschiebung ist
also gleich der Variation der totalen Energie des Systems wihrend
dieser Verschiebung.

9. Fille, bei denen die Energie erhalten bleibt. — Um zu er-
kennen, ob dic Energie immer erhalten bleibt, gentigt also die Unter-
suchung, ob in einem bheliebigen Fall die inneren Kriifte eine Po-
tentialfunktion zulassen.

Bekanntlich besteht cine solche Funktion, wenn die materiellen
Punkte des Systems sich in Richtung ihrer Verbindungslinien an-
ziehen oder abstossen mit einer Kraft, die nur von der Entfernung
der Punktc abhingt, und wenn ausserdem Gleichheit der Aktion
und Reaktion besteht.

Diese letztere Bedingung ist immer erfiillt nach dem Prineip von
der Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung, das bei allen
bekannten Erscheinungen erwiesen ist. Aber man kann sich Systeme
denken, die den obigen Bedingungen nicht geniigen und wo folglich
keine Erhaltung der Energie bestehen kann. Die Grundprincipien
der Mechanik geniigen also nicht, um das Prineip von der Erhal-
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tung der Energie in seiner ganzen Allgemeinheit nachzuweisen; sie
zeigen nur, dass dieses Princip immer gilt, wenn die inneren Krifte
des Systems eine Potentialfunktion besitzen.

10. Die Folgerungen aus der Unmiglichkeit des Perpetuum
mobile. — Ferner wollen wir jetzt untersuchen, welche Folgerungen
man aus diesen Resultaten ziehen kann, wenn man sie mit dem von
Galilai aufgestellten Princip von der Unmdoglichkeit des Perpetuum
mobile vereinigt.

Wir wollen nachweisen, dass es eine Potentialfunktion gibt,
wenn die auf die verschiedenen Punkte des Systems iwirkenden
Krifte nur von der Lage der Punkte abhingen.

Zur Vereinfachung des Beweises nehmen wir an, das System
sei auf einen materiellen Punkt M beschriinkt und sei einer Kraft
ausgesetzt, welche der erwihnten Bedingung entspricht und die
Komponenten X, Y, Z besitzt.

Die Variation der lebendigen Kraft dieses Punktes fir eine ele-
mentare Verschiebung ist nach dem Theorem von der lebendigen
Kraft

AW =Xdze +Ydy+Zd-.

Geht der betrachtete Punkt von der Lage M nach der Lage M,
iiber, so ist die Variation W — W, seiner lebendigen Kraft gegeben
durch

W—W,= /[ (Xde+Ydy+7Zdz),

wobei das Integral lings der von dem bewegten Punkt beschrie-
benen Kurve zu nehmen ist. In dem Fall also, wo der bewegte
Punkt in seine Anfangslage M, zuriickkommt, hat man die Inte-
gration iiber eine geschlossene Kurve C auszudehnen; dann moge
der Werth dieses Integrals mit I bezeichnet werden.

11. Wir wollen nun zeigen, dass I=Null ist.

Zunédchst kann I nicht positiv sein; denn wenn dies der Fall
wire, misste die lebendige Kraft zunehmen, wenn der materielle
Punkt die Kurve C beschreibt; liesse man ihn diese Kurve n mal
durchlaufen, so wiirde die Zunahme » I betragen. Man konnte also
die lebendige Kraft unendlich anwachsen lassen, und wenn man sie
beniitzen wiirde, um Arbeit zu verrichten, so wiirde man ein Per-
petuum mobile erhalten, eine Folgerung, welche dem Princip von
Gaalildi widerspricht.

Andererseits kann aber I auch nicht negativ sein; wenn wir
nimlich den bewegten Punkt zwingen wiirden, die Kurve C im
entgegengesetzten Sinn, wie vorhin, zu durchlaufen, so wiirden die
Komponenten X, Y, Z der Kraft in jedem Punkt dieselben Werthe
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annehmen, wie beim ersten Fall, da nach der Voraussetzung X, Y, Z
nur von der Lage ihrer Angriffspunkte abhingen; da aber dr, dy, dz
ihr Zeichen #ndern, so muss das Differential

Xde+Ydy-+7Zd:

ebenfalls das entgegengesetzte Zeichen erhalten. Die Variation der
lebendigen Kraft ist also, wenn der materielle Punkt in seine An-
fangslage zurtickkommt, — I, d. h. positiv. Nach dem Vorher-
gehenden wiirde aber diese positive Variation die Moglichkeit eines
Perpetuum mobile zur Folge haben. Wenn also — I nicht positiv
sein kann, so heisst dies, dass I keinen negativen Werth haben darf.
Die Grosse I kann somit weder positiv noch negativ sein; sie
muss also nothwendig Null sein.
12, Hieraus folgt nun unmittelbar, dass die
Variation der lebendigen Kraft, wenn der Punkt
von M nach M, gelangt, unabhingig von dem Weg
ist, den der Punkt durchliuft. J
Is seien beispielsweise (Fig. 1) M, P>, M und
M, P, M zwei beliebige Wege, fiir welche die Varia-
tion der lebendigen Kraft resp. I, und I, betragen
soll; ferner habe diese Variation den Werth I', wenn T,
der Punkt von M nach M, auf dem Weg MP'1, Fig. L.
gelangt.
Wir werden dann nach dem Vorhergehenden zu setzen haben

I, +7'=0und I,+T1'=0,

woraus folgt
1, =1,.

Aber I, und I, sind die Werthe des Integrals
SXde+Ydy+Zdz,

lings der Kurve M,P, M, resp. MyP, M. Da diese beiden Grossen
gleich sind, so hingt der Werth des Integrales nur von seinen
Grenzen ab.

Dieses ist nun eine hinrcichende Bedingung dafiir, dass die
unter dem Integralzeichen stehende Grosse ein vollstindiges Diffe-
rential ist. Es existirt also eine Potentialfunktion und es gilt dem-
nach der Satz von der Erhaltung der Energie.

18. Betrachten wir nun den Fall, wo die Kraft nicht nur von
der Lage ihres Angriffspunkts ablhingt, sondern auch von der Ge-
schwindigkeit desselben.



10 Das Princip von der Erhaltung der Energie.

Durch Wicderholung der Ueberlegungen des § 11 wiirde man
finden, dass I nicht positiv sein kann. Dagegen darf man nicht
behaupten, dass diese Grosse nicht negativ ist, denn der frither an-
gegebene Beweis lidsst sich hier nicht mehr anwenden. Aendert man
nimlich die Bewegungsrichtung des materiellen Punktes auf der
Kurve, so #ndert man gleichzeitig die Richtung der Geschwindigkeit;
da aber X, Y, Z von dieser Geschwindigkeit abhingen, so kann
man nicht behaupten, dass diese Komponenten am selben Punkt der
Kurve denselben Werth besitzen, unabhingig vom Sinn der Be-
wegung; demnach kann die Variation I der lebendigen Kraft bei
der Umkehrung der Bewegungsrichtung nicht allein das Zeichen
andern, sondern auch ihren absoluten Werth. Der Werth des Arbeits-
Integrals kann also von dem Weg abhiingen, den der Angriffspunkt
beschreibt, und es gibt dann keine Potentialfunktion mehr. Man
darf also nicht behaupten, dass in einem solchen System die Energie
erhalten bleibt.



Kapitel II.

Kalorimetrie.

14. Das Wirme-Fluidum. — Der Standpunkt der mathematischen
Wissenschaften gegen Ende des 18. Jahrhunderts liess also voraus-
sehen, dass wenigstens in einer grossen Zahl von Fillen bei den
mechanischen Erscheinungen die Energie erhalten bleibt.

Wihrend aber die Mathematiker ihre Methoden vervollkommneten
und durch strenge Beweisfithrung fiir die Principien der Mechanik
feste Grundlagen errichteten, studirten die Physiker die Wirme und
bereiteten so, Hand in Hand mit den Mathematikern, das Princip
der Aequivalenz vor.

Ungliicklicher Weise nahmen zu jener Zeit die hypothetischen
Fluida einen hervorragenden Platz in der Erklirung der physika-
lischen Erscheinungen ein. Mit dem Wort Fluidum wurde der Be-
griff der Unzerstérbarkeit eingefiihrt; das Wirme-Fluidum, die elek-
trischen Fluida wurden also als unzerstorbar angenommen. Diese
Hypothese konnte keine misslichen Folgen fiir die Entwicklung der
Elektricitiitslehre haben, da sie sich spiter als richtig herausstellte.
Anders verbielt es sich mit der Wiarme; die Hypothese von der Er-
haltung der Wiirme ist falsch und verhinderte fir lange Zeit
jeglichen Fortschritt in diesem Gebicte der Physik. Wir wollen
sogleich die Ungenauigkeit dieser Annahme nachweisen, vorher aber
noch zwei Bezeichnungen einfiihren, die beim Studium der Wirme
unbedingt nothig sind: dic Temperatur und die Wiarmemenge.

15. Temperatur. — Werden zwei Korper zusammengebracht, so
beobachtet man im Allgemeinen eine Volumverdnderung derselben,
die erst nach einiger Zeit aufhort.

Nach der Definition besitzen nun zwei Koérper gleiche Tem-
peratur, oder sind im Temperatur-Gleichgewicht, wenn sie
beim Zusammenbringen keine Volumverinderung erfahren.

Damit diese Definition anwendbar ist, miissen zwei Korper
A und B, die mit einem dritten C sich im Temperatur-Gleichgewicht
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hefinden, auch unter sich gleiche Temperatur besitzen. Dies wird
in der That durch den Versuch bestitigt.

16. Zur Messung der Temperaturen ist eine weitere Ueberein-
kunft néthig. Wir wollen festsetzen, dass die Temperatur einer das
Volumen V einnehmenden Quecksilbermasse durch die Beziehung

t=100 3 Ve
vV, —V,
gegeben sei, wo V, das Volumen der Masse bezeichnet, wenn sie
mit der Temperatur des schmelzenden Eises i Gleichgewicht ist,
V, ihr Volumen, wenn sie sich mit dem Dampf von kochendem Wasser
im Temperatur-Gleichgewicht befindet. Man sagt dann, die Tempe-
ratur ist in Centigraden ausgedriickt.

Um nun die Temperatur eines beliebigen Korpers zu bestimmen,
bringen wir ihn mit dieser Quecksilbermasse zusammen; tritt keine
Volumenverinderung mehr ein, so besitzen die Koérper nach der De-
finition gleiche Temperaturen, und um dann die Grosse derselben
zu finden, hat man nur die vorhergehende Gleichung anzuwenden.
Nach der Rolle, welche die von uns betrachtete Quecksilbermasse
hierbei spielt, wird sie Thermometer genannt.

Wenn man einen Korper mit einem Thermometer in Beriihrung
bringt, tritt im Allgemeinen eine Volumenverinderung beider Koérper
ein; demmnach verdndert sich die Temperatur beider, bis Temperatur-
Gleichgewicht erreicht ist. Setzt man dann in die Definitionsgleichung
der Temperatur das von dem Thermometer-Kérper eingenommene
Volumen ein, so erhilt man nur die Temperatur, welche diesem
letzteren Gleichgewichtszustand entspricht. Wir sehen also, dass, ab-
gesehen von gewissen Fillen, das Thermometer im Allgemeinen nicht
genau bei der Temperatur einstehen wird, die der Kérper im Augen-
blick der Beriihrung mit dem Thermometer hatte.

17. Es ist hierbei zu bemerken, dass die angenommene Ueberein-
kunft zur Messung der Temperaturen vollstindig willkiirlich ist. Wir
konnen nicht nur einen anderen Korper als das Quecksilber wiihlen,
sondern konnen auch als Temperatur, an Stelle des durch die vor-
hergehende Gleichung definirten Werthes t, denjenigen einer Funk-
tion ¢ = f (t) annehmen, die nur der Bedingung unterworfen ist,
dass sie gleichzeitig mit t bestidndig wachsen muss. Diese letztere
Annahme gestattet in der That die Messung der Temperaturen, denn
wenn sich zwei Koérper auf verschiedenen Temperaturen t, und t,
befinden, so sind nach der Voraussetzung auch die entsprechenden
Werthe 6, und 6, verschieden; wenn ferner t, grosser als t, ist, so
ist aueh 0, grosser als 6, da die Funktion 6 gleichzeitig mit t
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wachsen sollte. Spiter werden wir die Wichtigkeit dieser Bemerkung
einsehen.

18. Wirmemenge. — Wir besitzen also ein Mittel zur Messung
der Temperaturen und kénnewr nun mit Hiilfe einer neuen Ueberein-
kunft auch die Wirmemenge messen.

Bringen wir einen Koérper A von einer Temperatur t, mit einem
Koérper B von einer héheren Temperatur t, zusammen, so zeigt der
Versuch, dass die Temperatur des ersteren zunimmt, wihrend die
des zweiten sinkt. Wir driicken dies dadurch aus, dass wir sagen,
B gibt Wérme an A ab.

In gewissen Fillen kann der eine Korper, B z. B., seine Tem-
peratur nicht verindern; dies tritt ein, wenn in B eine physikalische
Erscheinung bei konstanter Temperatur vor sich geht, wie es z. B.
bei Aenderungen des Aggregatzustandes der Fall ist. Indessen
nehmen wir auch dann noch an, dass Wirme ausgetauscht wird
und zwar werden wir, wenn die Temperatur von A steigt, sagen,
dass die Wiarme von B zu diesem Korper iibergegangen ist. s
kann sogar vorkommen, dass ein Koérper Wirme abgibt, obgleich
seine Temperatur fortwihrend steigt; dies ist z. B. bei der Kom-
pression eines Gases der Fall; dasselbe erwirmt sich, obwohl es
durch Strahlung und Leitung Wirme an die umgebenden kélteren
Korper abgibt.

Man muss also eine pricisere Definition aufstellen, die solchen
Einwiirfen nicht ausgesetzt ist.

1. Wenn ein Korper (oder ein Korper-System) B, der keiner
dusseren Einwirkung ausgesetzt ist, eine beliebige Zustandsinderung
erfihrt, ist die von diesem Korper aufgenommene Wirmemenge Null.

2. Ein Korper B werde mit einem anderen Korper A zusammen-
gebracht und das System beider Korper sei frei von jeder dusseren
Einwirkung; dann erfahre B eine Zustandsinderung 8 und gleich-
zeitlig A eine Zustandsiinderung «. Wird darauf ein anderer Kérper
B' mit demselben Korper A zusammengebracht und erfihrt dabei eine
Verdnderung g’, wihrend bei A dieselbe Verinderung « eintritt,
d. h. eine Zustandsinderung, welche von demselben Anfangszustand
ausgehend durch dieselben Zwischenzustinde denselben Endzustand
erreicht, so sagen wir, dass die von B wihrend der Verinderung 3
aufgenommene oder abgegebene Wirmemenge gleich derjenigen
Wiarmemenge ist, weleche von B’ wiithrend der Veriinderung 3' auf-
genommen oder abgegeben wurde.

3. Kommt ein Kérper B mit K Kilogrammen eines Korpers A
zusammen und erleidet dabei eine Verinderung 3, wihrend diese K
Kilogramme eine Veriinderung a erfahren, und bringt man darauf
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einen Korper B' mit K’ Kilogrammen desselben Korpers A in Be-
rithrung, wobei er eine Verdinderung 3’ erfahren mége, wihrend diese
K’ Kilogramm sich um denselben Betrag « verdndern, so sagen wir
dass die von B wiihrend der Verdnderung 2 aufgenommmene Wirnie-
menge zu derjenigen, welche B’ wihrend der Verdnderung /4’ auf-
nimmt, sich verhalt, wie K zu K’

4. Wir besitzen so ein Mittel zur Definition des Verhéltnisses
der beiden Wirmemengen, wenn dies Verh#ltniss positiv ist; um die
Definition auch auf den Fall eines negativen Verhiltnisses auszu-
dehnen, kommen wir iiberein, dass die von B bei der Verinderung
4 aufgenommene Wirmemenge gleich und von entgegengesetztem
Zeichen ist, wie die bei der umgekehrten Verinderung abgegebene
Wirme.

Damit man diese Definitionen anwenden kann, darf das so de-
tinirte Verhéltniss nicht von dem zur Messung verwandten Korper A
und der Zustandsidnderung « desselben abhingen; diese Annahme
ist keineswegs a priori klar, aber das Experiment bestitigt dieselbe.

Der zur Messung der Gleichheit oder Ungleichheit von Wirme-
mengen zur Verwendung kommende Korper A heisst der kalori-
metrische Korper.

19. Wir wollen hierbei noch hervorheben, dass wir in dem
Fall der Temperaturmessung, im Gegensatz zu dem, was wir soeben
fiir die Wirmemenge auseinandergesetzt haben, die Natur des thermo-
metrischen Korpers niher bestimmt haben, ehe wir definirten, was
man unter einer hoheren und tieferen Temperatur versteht. Wenn
alle Korper beim Steigen der Temperatur ihr Volumen vergrosserten,
so hitten wir nach der Definition der gleichen Temperaturen sagen
konnen, ein Korper B befindet sich auf einer hoheren Temperatur
als ein Korper A, wenn beim Zusammenbringen dieser Korper das
Volumen von B abnimmt, wihrend das von A sich vergrogsert; es
wiirde dies einige Vereinfachungen ergeben haben. Bei gewissen
Korpern aber, z. B. beim Wasser, nimmt bei steigender Temperatur
in einem bestimmten Intervall das Volumen ab, so dass wir die
erwihnte Definition nicht auf die Temperaturmessung anwendcen
konnen.

20. Uebrigens muss man einen besonderen kalorimetrischen
Korper wihlen, wenn man die Wirmemengen durch Zahlen aus-
driicken will.

Der allgemein angenommene kalorimetrische Korper ist das
Wasser bei O Grad.

Mit der Einheit der Warmemenge (Kalorie) bezeichnet man
diejenige Wiarmemenge, welche nothig ist, um die Temperatur von
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1 Kilogramm Wasser von 0° auf 1° C. zu erhéhen. Wenn demnach
der Korper B beim Zusammenbringen mit » Kilogramm Wasser von
0" die Temperatur des letzteren um 1" erhéht, so sagen wir, dass
B n Kalorien abgibt. In dem entgegengesetzten Fall, wo B eine
Wassermasse von n Kilogramm von 1° auf 0° abkiihlt, wird B nach
der Definition » Kalorien aufnehmen.

21. Grundgleichung eines Korpers. — Die Dichte eines Korpers
hiingt ab von seiner Temperatur ¢t und seinem Druck p; das von der
Masseneinheit des Kérpers eingenommene Volumen ¢, auch das speci-
fische Volumen genannt, ist demnach ebenfalls von diesen beiden
Grossen abhingig. Es besteht also eine Relation

T (P7 v, ) =0

zwischen dem specifischen Volumen, der Temperatur und dem Druck;
diese Gleichung wird die Grundgleichung des Kérpers genannt.

Fiir die Gase, welche das Mariotte-Gay-Lussac’sche Gesetz be-
folgen, lisst sich diese Beziehung leicht autzustellen.

Nach dem Mariotte’schen Gesetze bleibt das Produkt p ¢ fiir
jede Temperatur konstant, folglich ist p v nur eine Funktion von
Andrerseits verhilt sich nach dem Gay-Lussac'schen Gesetz das

1
273
po ist also diesem Binom proportional, und wir kénnen schreiben

t.

Volumen bei konstantem Druck proportional der Grosse 1 -+ ;

pr=R@WB3+7.

Dics ist die Grundgleichung eines vollkommenen Gases; die
darin vorkommende Grosse R variirt mit der Natur des betrachteten
Gases. Wie man aus der Art der Einfiihrung dieser Grosse leicht
sieht, ist sie wmgekehrt proportional dem specifischen Gewicht des
Gases.

22. Absolute Temperatur. — Setzen wir

T =278 + ¢,
s0 reducirt sich die Grundgleichung der vollkommenen Gase auf
pr=RT.

Die durch diese Gleichung definirte Grosse T heisst die abso-
lute Temperatur. Diese Temperatur wollen wir in Zukunft
zu Grunde legen.

Gegen jene Definition lidsst sich indess ein schwerer Einwand
erheben. Vollkommene Gase kommen ndmlich in der Natur nicht
vor; deshalb werden wir spiter eine andere Definition geben, welche
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uns dieser Schwierigkeit enthebt. Fir den Augenblick will ich
mich auf die Behauptung beschrinken, dass bei der Annahme

T =¢+ 2139,

wo t die friiher definirte Centigrad-Temperatur bedeutet, sich die
charakteristische Gleichung der Gase wenig unterscheidet von

pr=RT.

Bei Benutzung der absoluten Temperatur eines Korpers lésst
sich seine Grundgleichung schreiben

o (T, v, p)=0,
oder auch, wenn man nach T auflost
T=7({p, .

28. Specifische Wiirme bei konstantem Druck. — Wir wollen
annehmen, dass man die Temperatur eines Korpers von der Massen-
einheit bei konstantem Druck um dT erhoht und dass dann dv die
Zunahme seines specifischen Volumens bezeichnet.

Zur Hervorbringung dieser Temperaturzunahme muss man dem
Korper eine Wiarmemenge CdT zufiihren; man nennt diesen Koéf-
ficienten C die Specifische Wiarme bei konstantem Druck.

Diese Wirmemenge lisst sich auch anders ausdriicken; wir
kéonnen nimlich T als eine Funktion von p und o betrachten,
dann ist T -

d
dT = 5—}7 dp + s dv.

Da aber nach der Voraussetzung der Druck konstant bleibt, so

reducirt sich diese Gleichung auf

oT
dT = R de.

Fiir die gesuchte Wiarmemenge haben wir demnach

CdT = C or dv .

or
24, Specifische Wirme bei konstantem Volumen. — Wir nehmen
weiter an, dass bei einer Temperaturerhohung um dT der Druck um
dp variirt, das Volumen dagegen konstant bleibt. Zur Erreichung
dieser Umwandlung nimmt der Koérper von seiner Umgebung eine
Wirmemenge cdT auf. Dieser Koéfficient ¢ heisst die specifische

Warme bei konstantem Volumen.
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Analog dem Vorhergehenden kann diese Wirmemenge in dic
Form gebracht werden
oT
cdT=c¢ —— dp.
ap

25. Wiirmemenge, welche bei einer unendlich kleinen Unwand-
lung aufgenommen wird. — Wenn sich bei einer Temperaturerh6hung
um dT das specifische Volumen um dv und gleichzeitig der Druck
um dp verdndert, so ist die den umgebenden Koérpern entnommene
Wirmemenge dQ bis auf unendlich kleine Grossen gleich der Summe
der in den beiden vorhergehenden Fillen abgeleiteten Grossen. Wir
erhalten also

aEdv—}—cagj dp .

) — (C -
dQ=C 5 o

C und ¢ sind dabei irgend welche Funktionen von p und v,
so dass die Wirmemenge dQ im Allgemeinen kein vollstindiges
Differential darstellt.

26. Geometrische Darstellung des thermischen Verhaltens eines
Korpers. — Da die drei Grossen p, » und T durch dic Grundgleichung
verbunden sind, so sind ihre Werthe bestimmt,
wenn man die Werthe von zwei derselben, p I
und ¢ z. B., kennt, die man dann als unab- :
hiingige Variable betrachten kann. !

Ziehen wir also zwei rechtwinklige Koor- E
dinatenachsen Op und Oz (Fig. 2) und tragen i
auf der Abscisse cine Linge OP gleich dem E
specifischen Volumen eines Koérpers ab und o 7
auf der Ordinate eine Linge PM gleich dem Fig. 2.

Druck des Korpers, so bestimmt der so erhal-

tene Punkt M durch seine Lage gleichzeitig vollstindig den
thermischen Zustand des Korpers, vorausgesetzt allerdings, dass die
Grundgleichung bekannt ist.

Den Punkt M wollen wir den darstellenden Punkt fiir
den Zustand eines Korpers nennen. Diese Darstellungsweise
des Zustandes eines Korpers riihrt von Clapeyron her.

27. Isothermische und adiabatische Kurven. — Wenn sich der
thermische Zustand eines Korpers stetig éndert, so beschreibt der dar-
stellende Punkt eine Kurve. Unter der unendlichen Anzahl solcher
Kurven haben wir zwei besonders wichtige zu betrachten.

Setzen wir voraus, dass die Temperatur wihrend der ganzen
Umformung konstant hleibt. so lautet die Grundgleichung des
Korpers

f(p, v)=~Const.

Poincaré, Thermodynamik, =
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Die Kurve, welche dieser Gleichung entsprieht und welche von
dem darstellenden Punkt im Verlauf der Umformung beschrieben
wird, heisst eine Isotherme.

In dem Falle, wo die Umformung sich vollzieht, ohne dass der
Korper Wiarme von den umgebenden Kérpern aufnimmt oder an sie
abgibt, heisst die von dem darstellenden Punkt beschriebene Kurve
eine Adiabate!).

Um die Gleichung dieser Kurve zu erhalten, braucht man nur
auszudriicken, dass die Wirmemenge d(Q, deren Gleichung wir
frither abgeleitet hatten, Null ist; diese Gleichung lautet also

oT oT
C PIS dv+ ¢ e dp=0.
Legt man an die Kurve eine Tangente, so erhilt man fiir die

trigonometrische Tangente ihres Winkels mit der Abscissenachse
das Verhiltniss -
C v
— —5F

28. Folgerungen aus der Annahme von der Unzerstorbarkeit
der Wirme. — Alles Vorhergehende gilt unabhingig davon, ob die
Wirme erhalten bleibt oder nicht.

Die Annahme der Unzerstérbarkeit des Warmestoffs ist mit der An-
nahme gleichbedeutend, dass die in einem Korper enthaltene Menge
dieses Fluidum denselben Werth annimmt, wenn der Korper wieder
in denselben Zustand gelangt, wobei es ohne Einfluss ist, welcher
Art die Umformung gewesen ist. Die den Korpern der Umgebung
bei der Umwandlung entzogene Wirmemenge Q kann demmnach nur
von dem Anfangs- und Endzustand dieser Umformung abhingen.
Da diese Zustinde vollstindig durch die zugehorigen Werthe p und v
bestimmt sind, so hingt die Funktion Q dieser Variablen nur von
ihren Grenzwerthen ab, und nicht von der Art, wie sie sich ver-
dndert hat. Bedeutet nun dQ die wéahrend einer unendlich kleinen
Umformung aufgenommene Wirmemenge, so ist der Werth von Q
gleich dem Integral von dQ, ausgedehnt iiber die von dem darstel-
lenden Punkt beschriebene Kurve. Da aber der Werth dieses Inte-
grals nur von den Werthen der Variablen an den Grenzen abhingt,
so muss Q ein vollstindiges Differential sein.

') Diese in Deutschland meistens mit ,adiabatischer Kurve“ bezeichnete
Linie nennen wir im Folgenden, wie im franzdsischen Original, der Kiirze
halber Adiabate.
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Somit kommt die Annahme von der Erhaltung der Wirme darauf
hinaus, dass Q ein vollstindiges Differential sein miisste. Die im
§ 25 gemachte Bemerkung iiberzeugt uns hinlidnglich, dass sich
diese Hypothese keineswegs als nothwendig erweist; wir werden
spiter noch sehen, dass sie sogar falsch ist. Die alten Physiker
glaubten aber an die materielle Existenz der Wirme und wurden
dadurch zu dieser Annahme gefiihrt; im letzten Jahrhundert zweifelte
Niemand daran.

29. Die Wiirmeentwicklung bei der Reibung. — Indessen waren
diese theoretischen Betrachtungen nicht nothig, um die Unhaltbarkeit
der Annahme nachzuweisen, dass die Wirme unzerstérbar sei; einc
aufmerksame Beobachtung der am Ende des 18. Jahrhunderts
bekannten Thatsachen hitte vielmehr schon geniigt.

Fir die Thatsache, dass die Reibung Wirme entwickelt, dringen
sich uns taglich Beweise auf. Des Weiteren lieferte der beriihmte
Versuch von Rumford in der Geschiitzgiesserei von Miinchen einen
unumstosslichen Beweis dafiir.

Die Physiker aber suchten fiir diese Erscheinung, anstatt die-
selbe als eine Umwandlung von mechanischer Arbeit in Wiarme auf-
zufassen, eine fir ihre Vorstellung passende Erkldrung. Sie nahmen
an, dass die specifische Wirme der Bronzespihne, welche beim Bohren
der Kanone abfallen, kleiner sei, als diejenige der kompakten Bronze
der Kanone selbst. Daher riihrte nach ihrer Annahme das Frei-
werden einer gewissen Wirmemenge.

Da die Reibung immer mit einer Abnutzung der betreffenden
Korper verbunden ist, so galt die vorstehende Erkldrung fir alle
Falle.

Auch die Temperaturerhshung bei der Kompression der. Gase
liess sich in analoger Weise erkliren. Man nahm an, dass sich die
specifische Wirme einer Gasmasse gleichzeitig mit der Volumenver-
ringerung vermindere.

80. Rumford beschrinkte sich indessen nicht auf den Nachweis,
dass durch Reibung Wirme entwickelt wird. Er bestimmte ausserdem
die specifische Wirme der Bronze der Kanone, sowie diejenige der
beim Bohren entstehenden Spihne; tir beide fand er dieselbe Zahl.
Durch dies Resultat wurde die oben angefiihrte Erklirung um-
gestossen.

Ein anderer Versueh von Davy filirte zu demselben Schlusse.
Davy Dbeobachtete, dass zwei Kisstiicke beim Aneinanderreiben
schmelzen. Da die specifische Wirme des Wassers grosser als die
des Eises ist, konnte man die zum Schmelzen des Eises nothige
Wirmeentwicklung nicht in dem Unterschied der specifischen

o %
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Wirme des geriebenen und des beim Reiben entstehenden Korpers
begriinden.

Die Versuche von Rumford und Davy blieben aber unbeachtet,
und der Glaube der Physiker an die Erhaltung der Wirme wurde
nicht erschiittert.

Uebrigens muss bemerkt werden, dass der Versuch von Rumford
nicht so beweisend ist, als es auf den ersten Blick scheinen kénnte.
Wenn némlich Q und Q' die in der kompakten Bronze resp. in den
Drehspidhnen enthaltenen Wirmemengen sind, so geniigt es zur Er-
klirung des Versuchsresultats, dass Q> Q'.

Wenn Rumford nun fir die specifische Wirme beider Korper
dieselbe Zahl fand, so bewies das nur, dass bei gewohnlicher Tem-
peratur

oQ _ Q'

0T~ 0T’
was mit der vorhergehenden Ungleichung nicht im Widerspruch
steht.



Kapitel IIL

Die Untersuchungen von Sadi Carnot.

31. Die ersten Untersuchungen von Sadi Carnot. — Zu jener
Zeit unternahm Sadi Carnot Versuche iiber die Arbeitsleistung der
Wirme, welche bei der Verbrennung der Kohle in den Dampft-
maschinen erzeugt wird, — eine sehr zeitgemisse Untersuchung,
da gerade damals die Verwendung der Dampfmaschinen in der In-
dustrie begann. Seine ersten Arbeiten, die im Jahre 1824 unter dem
Titel erschienen: ,Reflexions sur la puissance motrice du feu et sur
les moyens propres & la d¢velopper“, tragen noch ganz den Stempel
der Ideen, welche jene Zeit beherrschten: Sie stiitzen sich namlich
auf das Princip von der Krhaltung des Wirmestoffs.

Ausser diesem Prineip nimmt Carnot noch die Unmoéglichkeit
eines Perpetuum mobile an, aber gerade die letztere Wahrheit wurde
damals im Hinblicke auf die Volta’sche Sdule bestritten. Man be-
trachtete nimlich den Verbraueh von Zink in der Sdule als zufillig
und glaubte deshalb, dass dieser Apparat Energie in unbegrenztem
Maasse zu liefern im Stande sei, ohne solche jemals aufzunehmen.

So war von den beiden Principien, die Carnot anwendete, das
eine, von der Erhaltung der Wirme, falsch, das andere, von der
Unmoglichkeit eines Perpetuum mobile, dagegen richtig; aber gerade
das erstere hielt man allgemein fiir zutreffend, wihrend das zweite,
das von jeder Kritik hitte verschont bleiben miissen, der Gegen-
stand der lebhaftesten Angriffe wurde.

Die Anwendung des ersten Princips musste Carnot nothwendiger
Weise zu falschen Resultaten fiihren; nichts destoweniger ist die histo-
rische Bedeutung desselben zu gross, als dass man es mit Stillschweigen
ibergehen diirfte. Ausserdem empfiehlt sich das Studium der ersten
Arbeiten von Carnot auch noch aus einem anderen Grunde: Auf den
Trimmern der falschen Theorie erhob sich nidmlich das zweite Princip
der Thermodynamik, das Princip von Carnot. Aus diesen beiden
Griinden wollen wir hier auf diese Untersuchungen eingehen.
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82. Die Arbeit, welche einem Kolbenhube entspricht. — Wir
wollen nun den Ausdruck fiir die Arbeit suchen, welche dem Kolben-
hube einer Dampfmaschine entspricht.

Wir bezeichnen mit » das Volumen von einem Kilogramm des
Korpers C, — Wasser oder dergleichen —, der in dieser Maschine
zur Produktion der Arbeit verwendet wird, und mit p den Druck,
unter dem dieser Korper steht. In Wahrheit hat dieser Druck
durchaus nicht an allen Punkten denselben Werth, wenn der Kolben
sich verschiebt; sollte dies der Fall sein, so miisste der Theorie nach
die Verschiebung des Kolbens unendlich langsam vor sieh gehen.
Wir wollen indessen trotzdem den Druck als gleichférmig voraus-
setzen, denn sonst wirde man der Grosse p keine pricise Bedeu-
tung zuschreiben und sie demnach in die Rechnung iiberhaupt nicht
einfiihren konnen. Uebrigens ist diese Annahme in der Praxis that-
sachlich nahezu erfiillt.

Stellen wir uns nun geometrisch den Wirmezustand des
Stoffes C dar, so scheint es auf den ersten Blick, als ob die Kurve
fiir die Umwandlungen, welche der Stoff wihrend des Ganges der
Maschine erleidet, niemals geschlossen sein konnte. So geht bei-
spielsweise das im Kessel einer Dampfmaschine zau Dampf ver-
wandelte Wasser im Kondensator verloren, nachdem es den Druck
auf den Kolben ausgeiibt hat; es kommt also nicht zu seinem An-
fangszustande zuriick. Gleichwohl ist es, wenigstens theoretisch,
moglich, eine geschlossene Kurve zu erhalten. Wir kénnen uns
nimlich vorstellen, dass das Kondensationswasser derjenigen Dampft-
menge, welche zu einem Kolbenhube erforderlich ist, durch eine
Hiilfspumpe vom Kondensator nach dem Kessel befordert wird, wo
es, von Neuem in Dampt verwandelt, auf den Kolben wirkt u.s. f.
Unter diesen Bedingungen geniigt das Wasser, die Maschine im
Gange zu erhalten, und nimmt periodisch dieselben Zustinde wieder
an; mit anderen Worten: es vollendet eine Reihe von geschlossenen
Kreisldufen, von welchen jeder einzelne einem Kolbenhube ent-
spricht und sich durch eine geschlossene Kurve darstellen ldsst.
Analoge Betrachtungen wiirden sich auch fiir eine Maschine dureh-
tithren lassen, welche mit einem anderen Stoffe als Wasser arbeitet.
Wir diirfen also voraussetzen, dass in jedem Falle die einem Kolben-
hube entsprechende Kurve geschlossen ist.

33. Bezeichnen wir mit £ die Kolbenoberfliche und setzen
voraus, dass die im Pumpenkoérper eingeschlossene Masse des Stoffes
ein Kilogramm betrigt und das Volumen v besitzt, dann vergrossert
sich dieses Volumen, wenn sich der Kolben um die Léinge dl vor-

wirts bewegt, um
dv=8dl.
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Gleichzeitig verrichtet der Kolben die Arbeit
di=pQdl=pdv.

Um die wihrend eines Kolbenhubes geleistete Arbeit zu er-
halten, geniigt es, das Integral iiber diese Grosse lings der ge-
schlossenen Kurve AMBN zu nchmen
(Fig. 3), welche die entsprechende Um- Y
wandlung darstellt. Diese Arbeit ist also p
gleich der von dieser Kurve begrenzten
Oberfliche; sie ist positiv, wenn der dar- e
stellende Punkt die Kurve im Sinne der
Uhrzeiger durchliuft, negativ im ent-
gegengesetzten Ialle.

Enthielte der Pumpencylinder statt 9
eines Kilogramms deren =, so wiirde die v
Volumendnderung £dl, die durch eine Fig. 3.
Verschiebung d! des Kolbens hervorge-
bracht wird, gleich dem Produkte von n in die Aenderung de des
specifischen Volumens sein, wir wiirden somit erhalten:

ndv=0dl

S\

und
dr=pRQdl=npdr.

Es ist also die ciner Kolbenverschiebung entsprechende Arbeit
proportional der Masse des im Pumpencylinder vorhandenen Stoffes.
Der Einfachheit halber wollen wir ganz allgemein voraussetzen, dass
die Masse des sich umwandelnden Stoffes gleich der Einheit sei.

34. Wirmequelle und Kiltequelle. — Dic beiden Adiabaten
CD und EF mogen die Kurve AMBN in den Punkten A und B be-
rihren. Wenn nun der darstellende Punkt diese Kurve durchlauft,
dann trifft er die dazwischen liegenden Adiabaten in entgegenge-
setztem Sinne, je nachdem er sich aut dem Bogen AMB oder auf
dem Bogen BN A bewegt. Ist demnach die Wéarme, welche der sich
transformirende Korper verbraucht, fiir eine unendlich kleine Ver-
schiebung auf dem Bogen AMB positiv, so ist sie fiir einc Verschie-
bung auf dem Zweige BNA negativ. Der Korper nimmt also auf
dem Theile der Kurve, welche dem ersten Zweige entspricht, Wirme
auf, wihrend er auf dem anderen Theile Wirme abgibt. Nun kann
aber ein Korper nur von solchen Kérpern Wiirme aufnehmen, welche
cine hohere Temperatur besitzen als er selbst, und nur an solche
Korper Wiarme abgeben, welehe sich auf niedrigerer Temperatur
hefinden. Eine thermische Maschine muss also ausser dem sich um-
wandelnden Korper C noch warme und kalte Kérper enthalten. Die
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ersteren bezeichnen wir mit dem Kollektivhamen: Wirmequelle,
die anderen nennen wir die Kédltequelle.

Wir wollen hierbei annehmen, jede dieser Quellen bestehe aus
einem einzigen Korper, dessen Masse so gross ist, dass man die
Temperaturdnderungen vernachlissigen darf, welche aus der be-
treffenden Wirmezufubr oder Wirmeentziehung entspringen. Mit
T, bezeichnen wir dic Temperatur der Wirmequelle, mit Ty die-
jenige der Kiltequelle.

85. Die der Wirmequelle entzogene Wirmemenge wird voll-
stindig an die Kiiltequelle abgegeben. — Wir wollen untersuchen,
wie viel Wirme der Korper C wiihrend eines Kolbenhubes der
Wirmequelle entzieht, und wie viel er an die Kiltequelle abgibt;
die erstere bezeichnen wir mit Q,, die zweite mit Q, Da der
Korper C am Ende eines jeden Kolbenhubes wieder denselben Zu-
stand annimmt, kann er keine Wirme aufspeichern. Wenn also
der Satz von der Erhaltung der Wirme gilte, so miissten die Grossen
Q; und Q, einander gleich sein. Zu diesem Schlusse gelangte auch
Carnot thatséchlich. )

Wir wissen heutzutage, dass Q, > Q, ist.

Wenn jedoch auch das erste Resultat der Arbeiten von Carnot
falseh ist, so sind doch andere, wichtigere Resultate richtig geblieben.
Bevor wir aber dem von Carnot eingeschlagenen Gedankengange
folgen, miissen wir noch einige Bemerkungen dariiber einschalten,
was man unter einem umkehrbaren Kreisprocesse versteht.

86. Umkehrbarkeit des Kreislaufes einer Maschine. — Soll
der Kreislauf umkehrbar sein, welchen der in einer Maschine sich
transformirende Korper C beschreibt, so muss vor Allem dieser Korper
den Kreis auch in umgekehrtem Sinne durchlaufen kénnen. Im
Allgemeinen ist diese Bedingung erfiillt, — eine Dampfmaschine
beispielsweise ldsst sich auch mit Gegendampf in Gang setzen; be-
kanntlich ist jedoch diese Bedingung zwar nothwendig, aber nicht
ausreichend.

Wir wollen nun den Wirmeaustausch ins Auge fassen, welcher
zwischen dem Korper C und den Wirmequellen stattfindet, wenn
die Maschine im direkten und im umgekehrten Sinne funktionirt.

Da wir angenommen haben, dass C Wirme aufnimmt, wenn
der darstellende Punkt sich auf dem Bogen AMB in dem durch die
Anordnung der Buchstaben bezeichneten Sinne bewegt, so muss
dieser Korper dieselbe Wirmemenge abgeben, wenn sich der dar-
stellende Punkt in der umgekehrten Richtung BMA verschiebt.
Andererseits sahen wir, dass in jedem Augenblicke die Temperatur
T, der Wirmequelle immer hoher sein muss als diejenige des
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Korpers C. Da nun kein Kérper Wirme an einen aunderen abgeben
kann, dessen Temperatur hoher ist, so kann auch die von C abge-
gebene Wirme fiir den Theil BMA des Bogens, den er beschreibt,
wenn die Maschine in umgekehrtem Sinne lduft, nicht an die Wirme-
quelle iibergehen; diese Wirme wird demnach, da nur zwei Quellen
vorhanden sind, auf die Kiltequelle iibertragen werden. In analoger
Weise lasst sich zeigen, dass der Korper C Wirme aufnimmt, wenn
er den Bogen ANB beschreibt, und dass diese Wirme nur aus der
Wirmequelle stammt.

Fassen wir alles zusammen, so konnen wir sagen: bei der
dirckten Bewegung der Maschine leistet der Koérper C eine Arbeit 7,
indem er der Wirmequelle eine Wirmemenge Q, entnimmt und an
die Kiltequelle einc Menge , abgibt. Bei der umgekehrten Be-
wegung ist die producirte Arbeit= — 7, da der Kreis im umge-
kehrten Sinne durchlaufen wird, und gleichzeitig wird eine Wéirme-
menge Q, an die Kiltequelle abgegeben, wihrend die Menge Q, der
Wirmequelle entnommen wird. Der Wirmeaustauseh ist also nicht
vollstindig umgekehrt, und demnach auch der Kreislauf einer ther-
mischen Maschine im Allgemeinen nicht umkehrbar.

37. Bedingungen fiir die Umkehrbarkeit einer Elementar-Um-
formung. — Wir wollen nun eine Elementar-Umformung des Kérpers C
ins Auge fassen und unter MM’ das entsprechende Kurvenstiick ver-
stehen. Mit A bezeichnen wir die Warmequelle, welche die vom Korper
¢ wihrend dieser Umformung aufgenommene Wirmemenge licfert.

Diese Umformung wird unter der Bedingung umkehrbar, dass
dice von C entwickelte Wirmemenge von A wieder aufgenommen wird,
wenn der darstellende Punkt von M' wieder nach M zuriickkehrt;
das ist aber offenbar der Fall, wenn d Q=0 ist, d. h wenn der Bogen
MM’ einer adiabatischen Kurve angehort.

Ebenso ist, wenigstens theoretisch, diese Bedingung mnoch in
cinem anderen Falle erfiillt, wenn n#dmlich die Temperatur des
Korpers C derjenigen des Korpers A stets gleich bleibt, d. h. wenn
die Umformung von C isotherm ist.

38. Carnot’scher Kreisprocess. — Wenn ein Kreisprocess nm-
kehrbar sein soll, miissen alle Elemente desselben umkehrbar sein.

Nach dem Vorhergehenden kann demmnach ein umkehrbarer
Kreis nur aus Sticken von Isothermen und Adiabaten bestehen.
Der einfachste dieser Kreise enthiilt mindestens zwei Isothermen AB
und CD (Fig. 4), welche von zwei Adiabaten AD und BC geschnitten
werden. Dieser Kreis ist von Carnot untersucht worden und heisst
der Carnot’sche Kreis. Wir wollen uns davon iiberzeugen, dass
cin solcher thatséichlich umkehrbar ist.
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Wenn der Kreis in der direkten Richtung ABCD durchlaufen
wird, dann ist die crzeugte Arbeit positiv und gleich dem Flichen-
inhalte des Kreises. Wandert der darstellende Punkt von A nach
B, dann nimmt der Koérper C eine Wirmemenge Q, auf, und zwar
aus einer Wirmequelle, welche, wie wir uns vorstellen konnen, die
Temperatur T, der Isotherme AB besitzt; fir das Stick BC findet
ein Warmeaustausch nicht statt; im Theile CD gibt der Koérper C
cine Wirmemenge Q, frei, die etwa von einer Wirmequelle mit der
Temperatur T, dieser Isotherme aufgenommen werden moge. Léngs
der Adiabate DA endlich nimmt der Koérper C weder Wirme auf,
noch gibt er solche ab.

Wir wollen nun den Kreis im umgekehrten Sinne ADCB be-
schreiben. Die ecrzeugte Arbeit, die ihrem absoluten Betrage nach
7 immer dem Flidcheninhalt des Kreises
entspricht, wird dann negativ = — ;
was den Wirmeaustausch betrifft, so
haben wir nur die Isothermen D C und
BA zu beriicksichtigen. Durchliuft
der darstellende Punkt die erstere,
dann nimmt der Korper cine Wirme-
menge Q, auf, und zwar kann er
diese der Kiltequelle entziehen, da
w deren Temperatur gleich derjenigen

Fig. 4. ist, welche der Korper wihrend dieser

Umformung besitzt; man’ darf somit

sagen, dass der Korper lings der Isotherme DC an die Kiltequelle

eine Wirmemenge — Q, abgibt. Aus analogen Griinden folgt, dass

wiahrend der isothermen Umwandlung BA der Kérper C der Wirme-
quelle eine Wirmemenge — Q, entnimmt.

Kehrt man also den Sinn der Umwandlungen um, so wechseln
die Arbeit sowie die Warmemengen, welche den Wirmequellen ent-
nommen oder an diese abgegeben werden, ihr Vorzeichen. Der
Kreisprocess ist demnach in der That umkehrbar,

39. Gleichwohl tritt bei der Annahme, dass eine isotherme Um-
formung umkehrbar sei, eine kleine Schwierigkeit auf. Damit ein
Korper C einer Wiarmequelle A Warme entnehmen kann, geniigt cs
némlich nicht, dass die Temperatur der Wirmequelle gleich der-
jenigen des Korpers C sei, sondern sie muss hoher sein. Ebenso
muss die Wéarmequelle B eine niedrigere Temperatur besitzen als
der Korper C, wenn der letztere Wirme an sie abgeben soll. Sind
also T, und T, die Temperaturen der beiden Wirmequellen, dann
wird der Korper C nicht die Isothermen AB und CD durchlaufen
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konnen, welche diesen beiden Temperaturen entsprechen. Der von
C bei der direkten Bewegung beschriebene Carnot’sche Kreis wird
also nicht ABCD sein, sondern A'B'C'D’, wobei A'B’ und C'D' zwei
Isothermen bezeichnen, welche zwischen AB und CD liegen. Bei der
umgekehrten Bewegung wird der beschriebene Kreis A"B”"C"D"” sein.

Genau genommen ist also der Kreis ABCD nicht umkehrbar,
nichts destoweniger ldsst er sich als solcher auffassen, denn man
kann ja die Temperaturdifferenzen zwischen C und den Wéirme-
quellen so gering annehmen, als man will, und demnach die Kreise
A'B'C'D und A"B"C"D” dem Kreise ABCD bheliebig nahe kommen
lassen.

Bezeichnet man dann mit =, </, ¥ die Flicheninhalte der drei
Kreise ABCD; A'B'C'D; A"B"C”"D" (d. h. also die wiahrend dieser
drei Kreisliufe gewonnene Arbeit), mit Q;, Q,’ Q,” die von C auf-
genommene Wirmemenge, wenn man die Isothermen AB, A'B,
A"B" beschreibt, und mit Q,, Q;, Q" die von C abgegebenen Wirme-
mengen, welche sich auf die Isothermen CD, C'D", C'D"” heziehen,
dann lassen sich die Differenzen

1y 1y Q) —Qp5 Q' —Qy; Q' —Qy; Q' —Q,
beliebig klein machen; dies gentigt aber, um den folgenden Ueber-
legungen vollstindige Strenge zu verleihen.,

40. Der Okonomische Koefficient eines Carnot’schen Kreises
ist ein Maximum. — Nutzcffekt oder 6konomischen Koefficient
eines Kreises nennen wir das Verhiltniss —— der erzeugten Arbeits-

g
menge zu der von der Wirmequelle entnommenen Wirmemenge.

‘Wir wollen nun zwei Maschinen M und M betrachten, die zwischen
den gleichen Temperaturgrenzen T, und T, funktioniren, und an-
nehmen, dass der sich umwandelnde Koérper C in der ersten Ma-
schine einen Carnot'schen Kreisprocess beschreibe, der zur Ma-
schine M' gehérige Korper (' dagegen irgend einen anderen Kreis.
Carnot weist dann nach, dass unter diesen Bedingungen der &kono-
mische Koefficient der Maschine M' hochstens gleich demjenigen von
M werden kann; mit anderen Worten, es muss gelten

'

7 T
(1.71,‘ = Q
wobel 7 die entsprechende Arbeit beim zweiten Kreise bedeutet,
und Q," die Wirmemenge, welche der Korper C' der Wirmequelle
entzieht, wenn er diesen Kreis beschreibt.

41. Carnot gelangt zu dicsem Resultate, indem er zeigt, dass die
Hypothese
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7 T

[Ny
dazu fiilhren miisse, die Moglichkeit eines Perpetuum mobile anzu-
nehmen. Wir wollen in Folgendem seinen Gedankengang wieder-
geben:

Da beide Maschinen zwischen denselben Temperaturgrenzen
funktioniren sollen, so kann man voraussetzen, dass bei beiden die
beniitzte Wirmemenge aus ein und derselben Wirmequelle stammt,
und die abgegebene Wirme von ein und derselben Kiltequelle auf-
genommen wird. Weiter lassen sich beide Maschinen so kuppeln,
dass M’ in direktem Sinne lauft, M dagegen im umgekehrten; man
erhilt auf diese Weise eine zusammengesetzte thermische Maschine,
welche zwischen zwei Wirmequellen funktionirt.

Der Kreis der Maschine M ist als Carnot’scher Kreis umkehrbar,
demnach wechseln die erzeugte Arbeit und die mit den Wirmequellen
ausgetauschten Wirmemengen nur ihr Vorzeichen, wenn man die
Gangrichtung dieser Maschine umkehrt. Bezeichnet man also mit =
und m' das Gewicht der Koérper C und €', welche bei jedem Kolben-
hube in Wirksamkeit treten, so hat die Arbeit, welche bei einem
Kolbenhube der gekuppelten Maschinen geleistet wird, den Werth

wm T — mr.

Die der Wirmequelle entnommene Wirme ist

mQ —mQ,
und die an die Kiltequelle abgegebene
m Q) —mQy

Nun kann man aber m und m' derart wihlen, dass die erste
dieser beiden Grossen Null wird; hierzu geniigt es

m = =S und m= A
Q; Q
zu setzen, wobei A eine beliebige Grosse bezeichnet.
Unter diesen Bedingungen hat die Arbeit der zusammengesetzten
Maschine den Werth
T' 7
mr—mr=1|~~——=]:
(=)
nach unserer vorldufigen Annahme wiirde dies also eine positive
Grosse sein.
Nimmt man aber das Prineip von der Erhaltung der Wirme
als richtig an, dann kann es keine an die Kiltequelle abgegebene
Wirme geben, wenn der Wirmequelle keine Wirme entnomimen
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wurde. Demnach befinden sich am Ende eines jeden Kolbenhubes
beide Quellen wieder unter denselben Verhiltnissen wie im Anfang;
es ist also eine positive Arbeit ohne irgend welche Aenderung der
Wirmequellen gewonnen worden. Da sich der gleiche Vorgang bei
jedem Kolbenhube wiederholt, so wiirde also ein Perpetuum mobile
moglich sein; das widerspricht aber unserer Voraussetzung.

‘Wir wissen, dass der Carnot’sche Schluss richtig ist, wenn auch
seiner Ueberlegung eine unrichtige Annahme zu Grunde liegt.

42, Der okonomische Koefficient eines Carnot'schen Kreises
hingt nicht von der Natur des zur Umwandlung benutzten Korpers
ab. — Aus dem vorhergehenden Satze ldsst sich ein wichtiger Schluss
ziehen.

Wir wollen voraussetzen, dass der Kreis der Maschine M’ eben-
falls ein Carnot’scher Kreis sei; es gilt dann, nach dem Obigen:

T 7
T T,
Q = Q"

Da jedoch auch der Kreis der Maschine M ein Carnot’scher Kreis
ist, so findet auch die Beziehung statt

.
.

T T

<< -
Q, = Ql

Beide Beziehungen konnen gleichzeitig nur dann erfillt scin,
wenn

i
T T

Qo Q

Beschreiben also zwei Korper C und C' innerhalb derselben Tem-
peraturgrenzen zwei Carnot’sche Kreise, dann sind die 6konomischen
Koefficienten der beiden Kreise gleich. Der 6konomische Koefficient
eines und desselben Kreises hiingt demnach nicht von der Natur des
transformirten Korpers ab.

Diese Folgerung hatte eine grosse, praktische Wichtigkeit; es
ergab sich ndmlich daraus, dass eine thermische Maschine den glei-
chen Nutzeffekt gibt, welches auch der verwendete Korper sein
moge, — vorausgesetzt, dass dieser Korper einen Carnot'schen Kreis
beschreibt.

Das Bestreben, diesen Nutzeffekt dadurch zu vergrossern, dass
man an Stelle des Wasserdampfes andere Korper verwendete, stellte
sich also als nutzlos heraus; es geniigte vielmehr, die Dampf-
maschinen so zu vervollkommnen, dass der vom Wasserdampt be-
schriebenc Kreisprocess sich moglichst einem Carnot'schen Kreise
niherte.
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Seither hat eben diese Folgerung auch in theoretischer Bezie-
hung eine bedeutende Wichtigkeit erlangt, — sic ist zum Carnot’schen
Princip geworden.

43. Carnot’sche Funktion. — Da der okonomische Koefficient
eines Carnot’schen Kreises nicht vom transformirten Kérper abhingt,
so kann er nur eine Funktion der Temperaturen T; und T, der Iso-
thermen des Kreises sein; wir diirfen also setzen:

T

Q f(THT'.’)-

Diese Funktion f hat den Namen , Carnot’sche Funktion*
erhalten. Carnot hat ihren Werth nicht bestimmt; wir wollen in-
dessen zusehen, zu welchen Folgerungen er gefiihrt worden wire,
wenn er diese Untersuchung unternommen haben wiirde.

Zu diesem Zwecke fassen wir
drei Isothermen AB, CD, EF
(Fig. 5) in’s Auge, welehe den
Temperaturen T,, T,, T; ent-
sprechen und die durch zwei
Adiabaten AE und BF ge-
schnitten werden; wir erhalten
auf diese Weisc drei Carnot’-
sche Kreise ABDC; CDFE und
ABFE. Mitrund 7 bezeichnen
wir die Arbeiten, welehe ein

Fig. 5. Korper leistet, der den ersten

resp. zweiten Kreis durchliuft;

die entsprechende Arbeit fiir den dritten Kreis wird also 7+ 7 sein;
ferner mogen Q,, Q;, Q; die Wirmemengen bedeuten, die ein Koérper
aufnimmt, wenn der dazu gehérige darstellende Punkt die Iso-
thermen AB, CD, EF beschreibt. Durchliuft also der Korper den
Kreis ABDC, so entnimmt er einer Wirmequelle von der Tempe-
ratur T, die Wirmemenge Q, und gibt an eine zweite Wirmequelle
von der Temperatur T, die Wirmemenge Q, ab; wenn man nun
an der Ungzerstérbarkeit des Wéirmestoffes festhilt, so ist Q; = Q,;
aus demselben Grunde ist Qu=Q;. Wir wollen Q,=Q,=Q;=Q setzen.

Fiir die tkonomischen Koefficienten der drei Kreise unserer
Figur erhalten wir dann

g =7/ TTy)
T = (T, Ty
T (T, Ty



Die Untersuchungen von Sadi Carnot. 31

Hieraus folgt aber:
f(Ty, T,) = (T, Ty) — S (T, Ta)
und, wenn wir T, als Konstante betrachten:
J (T, Ty) = j(T) — 7 (Ty).

Die Carnot'sche Funktion wiirde also durch die Differenz zweier
Funktionen mit je einer Variabeln difinirt sein, und zwar wiirde die
eine dieser beiden Funktionen von der Temperatur T, der Wirme-
quelle, die andere von der Temperatur T, der Kiilltequelle ab-
hingen. i

44. Diese Eigenschaft der Carnot’schen Funktion hat sich als
unrichtig herausgestellt; sie ist jedoch interessant, denn sie zeigt uns,
welche Idee sich Carnot in Betreft der Erhaltung der Energie machen
konnte.

Bezeichnen wir mit W die kinetisehe Energic eines Korpers,
mit 2Qf(T) seine Wirmeenergic (cf. § 54), dann ist seine gesammte
Energie:

W+ Q).

Lassen wir den Korper einen Carnot’schen Kreis beschreiben,
so vermindert sich W um < und die kalorische Energie vermehrt sich um

QUA(TY — F(T).
Diese beiden Grossen sind einander gleich, da man bat
g = /(M) ~ F(T.

Die Gesammtenergie bleibt also ungeindert.

Beschreibt dagegen der Kérper einen beliebigen Kreis, so er-
reicht der Quotient {2, der sich auf diesen Kreis bezieht, hochstens
den fiir einen Carnot’schen Kreis geltenden Betrag; demnach ist

r<<QA(T)) — F(Tu)].

Die Gesammtenergie wird also im Allgemeinen bestindig ab-

nehmen.

Eben diese Idee, auf welche ilin jedoch andere als die obigen
Betrachtungen fihrten, hielt Carnot fest.

45. Einige Anwendungen auf die specifische Wirme der Gase. —
In der Carnot’schen Abhandlung finden sich einige interessante Be-
merkungen tiber die specifische Wirme der Gase.

ABCD (cf. Fig. 6) moge einen unendlich kleinen Carnot’schen
Kreis darstellen, und p, v, T den Druck, das specifische Volumen
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und die Temperatur des zur Umwandlung bestimmten Korpers, wenn
sich der dazu gehorige darstellende Punkt in A befindet, p +dp,
v+ dv, T die auf den Punkt B be-

zogenen Werthe derselben Grossen,

p—op, v—ov, T—¢T die ent- B
sprechenden Werthe fiir den Punkt

D. Wenn der Korper den Kreis

duarchlaufen hat, so wird die von

ihm geleistete Arbeit durch den ) e
Fldacheninhalt dieses Kreises dar-

gestellt, den man als Parallelo- Fig. .

gramm auffassen kann; es ist also

7 = dpdv — Jvdp.

Die Wirmemenge d(Q, welche lings der Isotherme A B der Wirmequelle
entnommen wird, ist nach der Hypothese von der Unzerstérbarkeit
der Wirme ein vollstindiges Differential (cf. § 28); demnach ist:

_0Q . 0Q

(1) Q) = o dv —+ /Eg- dp.

Da sich die Temperatur lings AB nicht édndert, haben wir
; __or T
(2) (ZT—o—aTdv—{— 7 dp .

Die Adiabate AD liefert uns die beiden Gleichungen
o o 0Q 0Q
3) ()Qﬁo-ﬁ[h_'_'@p dp

und

. or  eT |
(4) OT =75 o+ o dp.

Multipliciren wir Gleichung (1) mit (4) und (2) mit (3) und sub-
trahiren die Produkte von einander, so erhalten wir
T = (Jpdo — oQ oT _0Q oT
dQJT = (dpdv d‘vdp)(g; & a 80)
oder

. o~ (8Q 8T 9qQ T
®) dQIT =1+ (7507. ol 'au)‘

Nun ist, nach dem oben (§ 43) fiir die Carnot’sche Funktion
gefundenen Ausdrucke, der ockonomische Koefficient des Kreises

T o N
Jg =/ (M —F@ =0T

also
r=dQ oT f(T).



Die Untersuchungen von Sadi Carnot. 33

Durch Einfiihrung dieses Werthes von 7 in die Gleichung (5)
erhalten wir
®) oQ or _oQ oT _ 1 |
dvo  0Op ap Ov  f(T)

Dies Resultat wiirde heutzutage keinerlei Bedeutung mehr haben
wenn wir ihm nicht dadurch eine andere Form geben kénnten, dass
wir die specifischen Wirmen einfiihren. Aus den Definitionen fiir
diese Grossen (§§ 23 und 24) erhalten wir

0Q _ . oT

@ ov Co

und

0Q  oT

© [

Die Gleichung (6) lisst sich also schreiben:
oT oT 1
@ CT0% e T

46. Wir wollen diese Formel auf die vollkommenen Gase an-
wenden; fiir diese gilt (cf. § 22)

pr=RT,
folglich
ar_ v ar _»p
dp R v~ R

Fibrt man diese Werthe der partiellen Differentialquotienten
von T in (9) ein, so erhiilt man:
C—e_ 1

S T Vv

(10)
Hiernach miisste die Differenz der specifischen Wirmen eines
und desselben Gases eine Funktion der Temperatur sein; heutzutage
wissen wir, dass diese Funktion sich auf eine Konstante reducirt.
Aus der Gleichung (10) folgt

¢c=C—R4;
setzt man diesen Werth von ¢ in (8) ein, so erhilt man:

Q. T oT
=% " Ma

.. 0T . e
oder, wenn man den fiir En oben gefundenen Werth berticksichtigt

0Q | oT v 0T
@“—CW—RﬂE—C a-[)———ﬁv-

Poincaré, Thermodynamik. 3
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Diese Gleichung maultipliciren wir mit dp und addiren dazu die
mit dv multiplicirte Gleichung (7); dann folgt

oQ , | 0Q s 0T oT
der o de + N dp = C N dv+C 2p dp —ovdp.
(11) dQ=CdT — ovdp .

Wir betrachten nun das Produkt

RédT=Ro (QAT dv + ?ldp)
cv Op
Wenn wir darin die partiellen Differentialquotienten von T durch
ilire Werthe ersetzen, dann erhalten wir:

RodT=6pdv+ 6vdp,

und durch Addition der Gleichung (11)
dQ+RedT=CdT + 6pdv.

In dieser Gleichung ist die linke Seite ein vollstindiges Diffe-
rential, denn einerseits ist d() nach unserer Annahme von der
Unzerstorbarkeit des Wéarmestoffes ein vollstindiger Differential,
andererseits muss auch RAdT ein solches sein, da 6 nur von T ab-
hingt; demnach ist auch die rechte Seite ein vollstindiges Diffe-
rential; wihlen wir also T und v als unabhéngige Variabele, so muss

gelten:
oC _ d(ep)

ov ~  oT

oder, wenn wir p durch seinen aus der Fundamentalgleichung abge-

leiteten Werth ersetzen:
0C_R 9T

) oT

Hieraus folgt durch Integration

o™

C=R=5r

v+ g(T).

47. Nach Ableitung dieser Formel fiigt Carnot hinzu, die Ex-
perimente schienen zu beweisen, dass C von der Temperatur unab-
hiingig sei. Da er jedoch diesen Experimenten wenig Beweiskraft
beimass, unterliess er es, Schliisse hieraus zu ziehen, obwohl er den
Werth der Funktion f(T,, Ty) daraus hiitte ableiten konnen.

Wenn ndmlich C konstant ist, so muss sich die bei der Inte-
gration auftretende Funktion ¢ (T) auf eine Konstante reduciren, und
ferner muss gelten
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ACHN)
oT
worin B ebenfalls eine Konstante bedeutet. Hieraus folgt
6T =B (T—T,)

_—:B’

und durch Wiedereinfiihrung des Ausdruckes, den wir mit 6 be-
zeichnet hatten

1
Fm =B (T—-T,)
Demnach wird
A |
12) FM=g 57,

und
f(D== l’l (T—T,).

Fiir die Carnot’sche Funktion erhalten wir also

ST, Ty) =7 (T ——f(T>)— [in (T;—To)— ln (Ty—Ty)]
oder
FOTY, Ty = ln

Dieser Ausdruck fiir die Carnot’sche Funktion, der aus den von
ihm angenommenen Principien streng abgeleitet wurde, ist nicht
richtig; wir wissen heute, dass er lautet

T T
T,

Gleichwohl wiirde Carnot durch denselben zu der Entdeckung
gefiihrt worden sein, dass die Differenz (C—c¢) konstant ist. Ersetzen
wir niamlich in der Formel (10) f(T) durch seinen Werth (12), so

erhalten wir
C— T—T,

?fﬁB ‘_‘T— b
eine Gleichung, deren rechte Seite sich auf eine Konstante reducirt,
wenn man T,=0 setzt.

48. Die letzten Ideen von Sadi Carnot. — Schon auf den letzten
Seiten der Schrift, deren hauptsichlichste Grundziige wir soeben
skizzirten, dussert Carnot Zweifel iiber die Berechtigung der Hypo-
these von der Erhaltung des Wirmestoffes.

Unter den Ursachen, welche diese Zweifel bei ihm wachriefen,
stehen die Versuche von Rumford und Davy jedenfalls obenan.
Aber auch Griinde anderer Art scheinen zu einem Wechsel seiner
Ansicht beigetragen zu haben.

3*
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Zu jener Zeit befand sich der Streit zwischen den Anhingern
der Emissionstheorie und der Undulationstheorie des Lichtes in seiner
heftigsten Periode, und die Griinde der letzteren gewannen damals
eine entscheidende Bedeutung fiir den Triumph der Theorie, welche
sie stiitzten. Das Licht schien also bereits als Offenbarung einer
Molekularbewegung betrachtet werden zu miissen. Andererseits be-
wiesen neuere Versuche die Identitit von Licht und strahlender
Wirme, diese letztere musste also ebenfalls auf einen Bewegungs-
vorgang zuriickzufiihren sein. Seitdem wurde es selbstverstindlich,
dass man den thermischen Zustand eines Korpers als das Resultat
der Bewegung seiner materiellen Molekiile und die Wirme als eine
Umwandlung mechanischer Bewegungen aufzufassen habe. Uebrigens
brachte diese Hypothese nichts Neues, sie war vielmehr bereits
mehr als ein Jahrhundert friither, allerdings ohne jede wissenschaft-
liche Begriindung, von Franz Bakon und von Boyle aufgestellt,
spiter von Euler wieder aufgenommen worden. Die Fresnel’sche
Theorie lieferte also thatsidchlich nur die theilweise Bestiitigung einer
schon alten Hypothese.

49. Wie dem nun auch sei, jedenfalls entsprachen die Ansichten
Carnot’s iiber die Wirme einige Jahre vor seinem allzufriihen Tode
ganz unseren jetzigen Vorstellungen. Er legte dieselben in geschrie-
benen Bemerkungen nieder, welche bis zum Jahre 1871 unbekannt
blieben, und ihre Lektiire lisst keinen Zweifel dariiber aufkommen,
dass eine friihzeitigere Vertffentlichung derselben von grosster Wichtig-
keit fiir die Fortschritte der Wissenschaft gewesen wiire.

Es findet sich darin Folgendes:

»Die Wirme ist nichts anderes als die bewegende Kraft oder
vielmehr die Bewegung, welche andere Gestalt angenommen hat.
Es ist das eine Bewegung in den kleinsten Theilchen der Korper,
Ueberall, wo bewegende Kraft vernichtet wird, tritt Wirme auf, deren
Quantitit genau proportional der Menge der zerstorten bewegenden
Kraft ist. Umgekehrt, wo Zerstorung von Wirme stattfindet, wird
motorische Kraft erzeugt, und man kann ganz allgemein behaupten
dass die Menge der in der Natur vorhandenen motorischen Kraft
unverinderlich ist, dass sie also niemals sozusagen hervorgebracht
oder zerstért werden kann. Thatséichlich éndert sie nur ihre Gestalt,
d. h. sie bringt bald diese, bald jene Bewegungsart hervor, wird
aber niemals vernichtet.“

Konnte man klarer und priciser das Princip von der Erhaltung
der Energie ausdriicken? '

Carnot gibt auch an, welche Zahl von Wirmeeinheiten der Ein-
heit der motorischen Kraft entspricht: Die Hervorbringung einer
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Krafteinheit (1000 Kg einen Meter hoch gehoben) erfordert die Zer-
storung von 2,70 Wirmeeinheiten. Aus diesen Zahlen lidsst sich das
mechanische Wirmedquivalent zu 370 berechnen.

Carnot sagt nicht, auf welche Weise er zu dieser Zahl gekommen
ist; wahrscheinlich hat er sie aus der specifischen Wirme der Gase
abgeleitet. Fihrt man namlich die Rechnung mit den zur damaligen
Zeit fiir C und ¢ angenommenen Werthen durch, so erhilt man
thatsdchlich die Carnot’sche Zahl. Auch R. Mayer erhielt 15 Jahre
spiter dieselbe Zahl nach der gleichen Methode.



Kapitel IV.

Das Princip der Aequivalenz.

50. Die Molekularhypothesen. — Wenn man anzunehmen berech-
tigt ist, dass die Undulationstheorie der Optik auf die Entwickelung
von Carnot’s Ansichten iiber die Wirme nicht ohne Einwirkung ge-
blieben sind, so scheinen die vortrefflichen Arbeiten, die in jener
Zeit auf dem Gebiete der mathematischen Physik von Laplace, Cauchy,
Lamé, Poisson, Fourier etc. ausgefiihrt wurden, denselben Einfluss
auf die Zeitgenossen und Nachfolger Carnot’s gewonnen zu haben.

In diesen Abhandlungen wird angenommen, dass die Korper aus
materiellen Molekiilen bestehen, die in der Richtung ihrer Verbin-
dungslinie auf einander wirken, und zwar nach einem Gesetze, das
nur von der Entfernung abhingt; ferner sind Wirkung und Gegen-
wirkung einander gleich; mit einem Worte, die Molekularkrifte sind
Centralkrifte.

Ohne hier auf die Berechtigung dieser Annahme naher einzu-
gehen, will ich nur zeigen, dass dieselbe zum Princip der Aequi-
valenz fithrt. Aus dieser Thatsache ist jedenfalls auch die Gleich-
zeitigkeit der Entdeckung dieses Princips durch R. Mayer, Helmholtz,
Joule und Colding zu erkliren.

51. Innere Energie eines isolirten Systems. — Wir wollen ein
isolirtes System materieller Kérper in’s Auge fassen; bei demselben
kommen zwei Arten von Kriften in Betracht: die Fernkrifte, welche
auf jede Entfernung hin wirken, und die Molekularkrifte, die nur
zwischen Molekiilen auftreten, welche sich in sehr geringem Abstande
von einander befinden. Da beide Arten von Kriften Centralkrifte sein
sollen, so besitzen sie eine Kriftefunktion (Potential), und es findet
daher, wie wir (§ 7) gezeigt haben, in diesem System Erhaltung
der Energie statt. Moge —V die Funktion der Krifte bedeuten,
welche in endlicher Entfernung auftreten, —V, diejenige der Mole-
kularkrifte, die nur auf unendlich kleine Entfernungen wirksam
sind, dann wird die gesammte potentielle Energie (V + V).
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Ein wohlbekannter Lehrsatz aus der Mechanik sagt aus, dass
die lebendige Kraft eines Korpers gleich ist der Summe aus der
lebendigen Kraft der fortschreitenden Bewegung (d. h. der lebendigen
Kraft, welche er besitzen wiirde, wenn seine ganze Masse im Schwer-
punkte vereinigt wére), und aus der lebendigen Kraft, welche auf
die relative Bewegung des Korpers in Bezug auf seinen Schwerpunkt
zuriickzufiihren ist. Wir wollen uns nun unseren Korper in sehr
kleine Volumenelemente zerlegt denken, die jedoch immer noch eine
sehr grosse Anzahl von Molekiilen enthalten mdégen, und mit » die
lebendige Kraft der fortschreitenden Bewegung eines dieser Elemente
bezeichnen, mit w, die lebendige Kraft seiner Bewegung relativ zum
Schwerpunkte. Ferner setzen wir

W:Em' szw,

wobei die Summationen auf alle Elemente des Korpers zu erstrecken
sind. Dann wird die lebendige Kraft W + W, sein, und das Princip
von der Erhaltung der Energie wird geben

W+ W, + V + V, = Const.

oder, wenn man mit U die Summe (V + W, 4 V) der heiden Arten
von Molekularenergie und der potentiellen Energie bezeichnet

W + U = Const.

Die Grosse U heisst ,innere Energie* des Systems; sie hiingt
nothwendiger Weise von den relativen Lagen der Korpermolekiile
und von ihren Geschwindigkeiten ab.

In der Mehrzahl der Anwendungen ist V zu vernachlissigen;

man darf dann schreiben
U=V, +W,.

Die Grosse U ist, wie wir spiter noch deutlicher erkennen
werden, dem Experiment zugénglich, aber wir besitzen kein Mittel,
V, und W, getrennt zu berechnen, auch wenn wir die Hypothese
als riehtig annehmen, dass die Krifte Centralkrifte sind, eine Hypo-
these, deren Folgerungen wir hier ableiten werden. :

52. Natur der Reibungskrifte. — Im Allgemeinen werden in
dem betrachteten Systeme auch noch Reibungskréifte auftreten. Diese
hingen von den Geschwindigkeiten ihrer Angriffspunkte ab und
koénnen demnach keine Kriftefunktion besitzen. Aber in der Hypo-
these, welche wir hier untersuchen, wiirden diese Reibungskriifte nur
scheinbare Krifte sein, die thatsichlich auftretenden Kriifte dagegen,
welche die Wirkungen hervorbringen, die wir den Reibungskriiften
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zuschreiben, wiiren centrale Molekularkrifte. Diese thatsdchlich auf-
tretenden Kriifte wiirden also nicht von den Geschwindigkeiten der
Molekiile abhingen, sondern einzig von deren Lage, und wiirden
eine Kriftefunktion besitzen.

53. Ausdehnung des Princips von der Erhaltung der Energie. —
In der hier von uns untersuchten Hypothese wiirde die Wérme nur
die Aeusserung der Molekularbewegungen sein; die Temperatur des
Korpers (und ebenso im Allgemeinen die sdmmtlichen Variabeln,
welche seinen Wirmezustand bezeichnen) wire eine Funktion, welche
nur von der Lage der verschiedenen Molekiile und von ihren Ge-
schwindigkeiten abhingt.

In Verallgemeinerung dieser Hypothese kénnen wir annehmen,
dass jeder physikalische Zustand eines Korpers, wie beispielsweise
sein elektrischer Zustand, auf der Natur der Molekularbewegungen
beruht. Der physikalische Zustand der Korper des Systems kann
sich dann éndern, ohne dass dabei der Satz von der Erhaltung der
Energie seine Giiltigkeit verliert.

So fihren also die allgemeinen Principien der Mechanik un-
mittelbar zum Beweise des Princips von der Erhaltung der Energie,
wenn man voraussetzt, dass die Reibungskrifte und der physikalische
Zustand eines Korpers auf Molekularwirkungen zuriickgefiihrt werden
konnen, und dass diese Wirkungen centrale sind.

Ist also ein beliebiges System jeder &dusseren Einwirkung ent-
zogen, so gilt, wie wir friiher sahen,

U -- W = Const.

Steht das System dagegen unter der Wirkung &dusserer Kriifte
und bezeichnet dz die Arbeit dieser Kréifte wihrend einer unendlich
kleinen Umwandlung des Systems, dann erhilt man (cf. § 8)

dr=dU + dW.

54. Aequivalenz von Arbeit und Wiarme. — Wir wollen dies so
erweiterte Princip auf ein System von Korpern ausdehnen, welche
einen Kreisprocess beschreiben; hierbei sollen sich nicht nur ihre Lagen
und ihre Geschwindigkeiten dndern, sondern auch ihr thermischer
Zustand; wenn jedoch der Kreislauf beendet ist, soll nur ein ein-
ziger dieser Korper, ein Kalorimeter, zu einem anderen thermischen
Zustand gelangt sein. Dieses System moge nun eine beliebige Reihe
von Verinderungen erfahren, wihrend deren die Korper weder
von Aussen Wirme aufnehmen, noch dahin Wirme abgeben koénnen,
wohl aber sollen sie unter einander Wirme austauschen und
Arbeit hervorbringen oder verbrauchen diirfen. Weiter setzen wir
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voraus, dass am Ende dieser Reihe von Umwandlungen die Koérper
ihren thermischen Zustand, ihre Lage und ihre urspriinglichen Ge-
schwindigkeiten wieder annehmen, mit Ausnahme des Kalorimeters, das
seine Lage und urspriingliche Geschwindigkeit wieder erlangen soll,
dessen Temperatur sich aber geindert haben kann. Unter diesen
Bedingungen reducirt sich die gesammte Energieinderung des Systems
auf die Variation dU der inneren Energie des Kalorimeters, und sie
ist gleich der Arbeit =, welche von den &usseren Kriiften geleistet
wird; wir haben also
dU=r.

‘Wir wollen nun voraussetzen, dass der thermische Zustand des
Kalorimeters nur von seiner Temperatur abhingt; dies wird bei-
spielsweise der Fall sein, wenn das Kalorimeter aus einer bestimmten
Menge Wasser unter konstantem Drucke besteht.

Die innere Energie U des Kalorimeters ist eine Funktion seiner
Temperatur ¢; ausserdem ist sie offenbar proportional der Masse des
kalorimetrischen Koérpers; bezeichnen wir diese letztere, ausgedriickt
in Kilogrammen, mit », so kénnen wir setzen

U=nf().

Wenn d@ die Temperaturerh6hung des Kalorimeters bedeutet,
die in Folge der Umformungen des Systems eintritt, so haben wir

AU=ns"(68)d6.

Nebhmen wir nun an, der kalorimetrische Koérper bestehe aus
Wasser, so stellt ndf die Wirmemenge Q dar, welche zu dieser
Temperaturerh6hung nothig ist, d. b. die von dem Kalorimeter absor-
birte Wirmemenge. Wenn wir also ndf durch Q ersetzen, so er-
halten wir

dU=s"(Q
und demnach

=f"(6)Q

Setzen wir Q =1, so folgt r=y' (6). Dieser Differentialquotient
J’(0) bezeichnet also die Quantitéit von Arbeit, welche einer Wéirme-
entwickelung von einer Kalorie in dem betreffenden Systeme ent-
spricht; man nennt dieselbe das mechanische Wéarmedquivalent
und bezeichnet sie mit E.

55. Ich mochte noch hesonders darauf hinweisen, dass die
Funktion f' (6) keineswegs davon abhingt, auf welche Art und Weise
das System sich transformirt, da diese Umformungen unsrer Annahme
nach ganz beliebige sein konnten. Ferner wiirde die Wirmemenge
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Q , welche in der vorhergehenden Gleichung auftritt, denselben Werth
erhalten, wenn wir als kalorimetrischen Kérper nicht Wasser wihlten,
sondern einen anderen Korper, oder Wasser von anderer Temperatur,
da wir (§ 18) sahen, dass die Messung der Wirmemengen von der
Natur des kalorimetrischen Koérpers unabhéngig ist; demnach kann

auch der Quotient f' (6) :Qi von der Wahl dieses Kérpers nicht ab-

hiangen. Mit einem Worte: f' (6) oder E ist eine absolute Konstante.

Auf dieser Unveréinderlichkeit von E beruht gerade das Prineip
von der Aequivalenz; es ist also unter denselben Bedingungen
bewiesen, wie das Princip von der Erhaltung der Energie, aus welchem
wir es abgeleitet haben. Es ist leicht begreifiich, dass um die Mitte
des Jahrhunderts, wo die Hypothese von den Centralkriften allgemeine
Geltung gewonnen hatte, mehrere Gelehrte gleichzeitig auf die An-
nahme dieses Princips gefiihrt wurden und nach dessen experimen-
teller Bestidtigung suchten.

56. Experimentelle Bestimmung des mechanischen Wirmeiqui-
valents. — Zahlreich und mannigfaltig sind die Experimente, welche
ausgefiihrt wurden, um den Werth des mechanischen Wirmedqui-

. valents zu bestimmen; wir wollen hier nur das Princip von einigen
derselben angeben'!).

Versuche von Joule. Dic ersten Versuche wurden von
Joule im Jahre 1843 ausgefiihrt und zwar auf verschiedene Weise.

In einem Falle riihrt die Erhéhung der Temperatur des Kalori-
meters von der inneren Reibung des darin enthaltenen Wassers und
der Reibung des Wassers an Messingplatten her, welche an einer
verticalen Axe befestigt waren. Diese letztere liess sich dureh ein
herabsinkendes Gewicht in Bewegung setzen. Wir wollen nun das
aus Kalorimeter und Platten -bestehende System n#her betrachten.
Dasselbe erhdlt von Aussen eine Arbeit =, welche die Schwere in
dem sinkenden Gewichte leistet; hiervon ist die Arbeit abzuziehen,
weleche zur Vermehrung der lebendigen XKraft dieses Gewichts
dient, und diejenige, welche durch die Reibung der Transmissions-
rollen und der Axe in ihren Lagern absorbirt wird. Die Be-
rechnung der in lebendige Kraft iibergefiihrten Arbeit ldsst sich
leicht dadurch ausfiihren, dass man die Fallgeschwindigkeit des
Gewichtes misst, die sehr bald gleichformig wird. Ausserdem bildet
auch diese Arbeit nur einen sehr geringen Bruchtheil von derjeni-
gen, welche in Wiarme umgesetzt wird, und die Unsicherheit bei der

1) In Betreff des experimenteilen Theils siehe: Lippmann, ,Cours de
Thermodynamique, professé a la Sorbonne“, und die Originalabhandlungen.
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Bestimmung derselben hat auf die Gtenauigkeit der Methode keinen
merklichen Einfluss. Sehr viel betrdchtlicher und gleichzeitig schwie-
riger zu berechnen ist die von der Reibung der Rollen absorbirte
Arbeit, man kann deshalb bei der Messung der in Wirme verwan-
delten Arbeit = nicht auf eine grossere Anniherung als !/, rechnen.
Die von dem Kalorimeter aufgenommene Wirmenge Q lisst sich bis
auf etwa !/, ibres Betrages bestimmen. Die Zahl, welche Joule unter
diesen Bedingungen fand, war 424,9 Kilogrammmeter.

Als Joule das Wasser durch Quecksilber ersetzte, erhielt er
425 kgm.

Bei anderen in derselben Zeit angestelliten Versuchen wurde
die Warme durch Reibung zweier konischen Stiicke von Gusseisen
auf einander hervorgebracht und die entsprechende Arbeitsleistung
ebenso berechnet, wie in dem oben angefiihrten Falle. Die gefundene
Zahl unterscheidet sich nur wenig von der friither angegebenen.

57. Neue Versuche von Joule. — Im Jahre 1878 fiihrte Joule
von Neuem diese Bestimmung aus. Wie in dem ersterwihnten Falle
entsteht die Wirme durch die innere Reibung des Wassers und
durch diejenige des Wassers an Messingplatten; die Art der Erzeugung
und der Berechnung der in Wirme umgesetzten Arbeit ist jedoch
eine von der friitheren abweichende.

Die Arbeit wird von dem Experimentator selbst geleistet, der
mittels einer Kurbel die Platten in Umdrehung versetzt; sie ldsst
sich bei folgender Anordnung des Apparates berechnen: Das Kalori-
meter wird durch einen Schwimmer getragen; dieser gestattet dem
Kalorimeter, unter der Wirkung des darin enthaltenen Wassers cine
Rotationsbewegung um seine Axe anzunehmen; dieser Rotation wirken
jedoch zwei durch Gewichte gespannte Schniire entgegen, die sich
in entgegengesetztem Sinne auf einer Rille in dem oberen Theile
des Kalorimeters aufwickeln.

Wir wollen nun das System niher betrachten, das aus dem
Kalorimeter, den dasselbe haltenden gespannten Schniiren und deimn
in das Kalorimeter tauchenden Theil der Axe besteht. Vom be-
wegenden Apparate kénnen wir ganz absehen und annehmen, dass
die Bewegung der Axe auf die Wirkung eines Kriftepaares zuriick-
zufithren sei. Gerade die Wirkung dieses Kriftepaares stellt die
Arbeit © dar, welche dem System durch #ussere Kriifte geliefert wird.

Nehmen wir an, dass eine gleichférmige Geschwindigkeit er-
reicht worden sei, dann ist der nach der Zeit genommene Diffe-
rentialquotient von der Summe der Bewegungsmomente in Bezug
auf die Rotationsaxe Null, somit ist auch die Summe der Momente
der am System angreifenden Kriifte, bezogen auf dieselbe Axe,
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gleich Null. Nennen wir nun g das Kriftepaar, welches die Axe zu
drehen strebt, P und P’ die Spannungen der Schniire, die das Kalori-
meter festhalten, und » den Radius der Rille, auf welcher sich die
Schniire aufrollen, dann ist
u=@P-+P)r
und demnach
2anu=2nanr(P +P),

wobei n die Anzalhl der Axenumdrehungen bezeichnet.

Die linke Seite dieser Gleichung stellt nun die Arbeit des
Kriftepaares dar, d. h. die dem System mitgetheilte Arbeit =. Ihre
Berechnung kommt also darauf hinaus, dass man die Anzahl der
von der Axe ausgefiihrten Umdrehungen zidhlt, was man durch ein
Zihlwerk erreicht, ferner auf die Messung des Radius der Rille und
die Bestimmung der Gewichte, welche die Fiden spannen. Sie kann
demnach mit wesentlich grésserer Genauigkeit ausgefiihrt werden,
als dies bei den fritheren Versuchen der Fall war. Auch hier er-
hielt Joule fiir das Mittel aus 5 Versuchsreihen als mechanisches
Wiarmedquivalent wieder die Zahl 425 kgm.

58. Versuche von Rowland. — In Folge der geringen Menge
von Arbeit, welche wihrend der Zeiteinheit geliefert wurde, bedurfte
es bel den eben erwihnten Versuchen verhiltnissméissig langer Zeit,
um eine merkliche Temperaturerh6hung des Kalorimeters zu erhalten.
Dies ist eine sehr ungtinstige Bedingung, da sich die wegen der Ab-
kiihlung nothwendige Korrektion nur ungenau ermitteln ldsst. Anderer-
seits wurde die Temperaturerhohung mit einem Quecksilberthermo-
meter gemessen, welches nicht an das Luftthermometer angeschlossen
war. Endlich gestattete die Anordnung der Schaufeln nicht, das
Thermometer dauernd im Kalorimetergefiss zu lassen, und die Tem-
peraturbestimmungen konnten also nur am Anfang und Ende jedes
Versuchs ausgefiihrt werden.

Rowland zeigte, dass, wenn man die Angaben des Joule’schen
Thermometers auf diejenigen des Luftthermometers bezieht, die von
diesem Physiker fiir das mechanische Wirmeidquivalent gefundene
Zahl etwas erhoht werden muss.

Im Jahre 1879 unternahm Rowland von Neuem Versuche, um
den erwéhnten Fehlern der Joule’schen Anordnung abzuhelfen und
damit eine genauere Bestimmung von E zu erhalten. '

Die in Wirme umzusetzende Arbeit wird durch einen Kkleinen
Petrolenmmotor geliefert, welcher die Axe mit den Schaufeln in Be-
wegung setzt. Diese Axe dringt von unten aus in das Kalorimeter
ein und erweitert sich nach oben hin kegelférmig.
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In diesen kegelformigen, mit Lochern durchsetzten Raum bringt
man ein Thermometer, das wihrend der ganzen Dauer eines Ver-
suchs dort bleiben kann. In Folge einer passenden Krimmung
der Schaufeln wird das Wasser bestéindig in diesen Konus getrieben,
so dass das Thermometer thatsichlich die mittlere Temperatur des
Kalorimeters angibt. Wie bei den letzten Versuchen von Joule kann
sich das Kalorimeter in Folge der Bewegung des Wassers um seine
Axe drehen; diese Rotation sucht ein Prony’scher Bremszaum zu
hemmen. Die Berechnung der Arbeit, welche dem aus Kalorimeter,
Bremszaum und dem in’s Wasser tauchenden Theile der Axe zuge-
fithrt wird, geschicht auf dieselbe Weise wie oben; es ist leicht er-
sichtlich, dass diese Arbeit durch das Produkt

2anaP

dargestellt wird, worin n die Anzahl der Umdrehungen der Axe
withrend einer bestimmten Zeit, und ¢ die Liinge des zum Brems-
zaum gehorigen Hebelarmes bedeutet, an dessen Ende die Kraft P
angreift.

In kurzen Zeitintervallen wurde n sowie diec Temperaturer-
h6éhung bestimmt; hieraus konnte man die Arbeit © bercchnen, welche
wahrend dieses Zeitintervalls geleistet worden war, sowie die ent-
sprechende, vom Kalorimeter absorbirte Wirmemenge; das Verhiltniss
beider Grossen lieferte E. Auf diesc Weise liess sich in ununter-
brochener Reihenfolge eine grosse Menge von Bestimmungen aus-
filhren, ohne dass es nothig wurde, den Apparat anzuhalten. Das
Mittel aus diesen Bestimmungen gab 428 kgm.

59. Unverinderlichkeit der Grosse E. — Aus den soeben ange-
gebenen Versuchen liess sich E mit der gréssten Genauigkeit be-
rechnen. Aber auch viele andere, wenn auch weniger genaue Be-
stimmungen dieser Grosse haben eine bedeutende Wichtigkeit, da
sie beweisen, dass der Werth von E nicht von der Reihenfolge von
Umwandlungen abhingt, welche das System durchzumachen hat.
Einige derselben wollen wir hier anfiihren.

Bei einem seiner fritheren Versuche fiillte Joule einen Pumpen-
stiefel mit Wasser und verschloss ihn oben mit einem Kolben aus
pordsem Material, der durch Auflegen von Gewichten herabgedriickt
werden konnte. Dabei stromte das Wasser durch die Poren des
Stempels und erwirmte sich. Die Arbeit, welche verbraucht wurde,
um diese Erwidrmung hervorzubringen, ergab sich aus der Schwere
der aufgelegten Gewichte. Joule fand auf diesem Wege 424,6.

Hirn nahm diese Versuche in einer etwas abgeinderten Form
wieder auf: Das Wasser trat unter Druck durch eine Kapillare hin-
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durch aus einem Geffisse in ein anderes; er erhielt E=433. In
einer anderen Versuchsreihe bestimmte Hirn die Wirmemenge,
welche durch den Fall eines Gewichts hervorgebracht wird, dadurch,
dass er die Temperaturzunahme maass, welche eine durch dies herab-
fallende (Gewicht plattgedriickte Bleimasse erfuhr, und erhielt auf
diese Weise die Zahl 425, eine Zahl, welche mit der von Joule bei
dessen genaueren Versuchen gefundenen iibereinstimmt. Indessen
kommt bei diesen Versuchen, abgesehen vom Kalorimeter, auch der
eine Korper des Systems, das Blei, nicht zu seinem urspriinglichen
Zustand zuriick, da das Metall deformirt wird. Die bei unserem
Nachweise von der Unveridnderlichkeit von E (cf. § 54) angenommenen
Bedingungen sind also in dem vorliegenden Falle nicht erfiillt. In
Folge dessen diirfen auch diese Versuche von Hirn nicht sowohl als
ein Beweis des Princips von der Aequivalenz aufgefasst werden, als
vielmehr als Beweis dafiir, wie gering die Aenderung der inneren
Energie bei dem Blei ist, wenn dies gehdmmert wird. Hitte Hirn
cin anderes Metall gewéhlt, so wiirde das Resultat sicherlich ganz
anders ausgefallen sein.

Schliesslich wollen wir noch die von Violle im Jahre 1870 aus-
gefiihrten Versuche erwihnen. Eine Kupferscheibe, die zwischen
den Polen eines kriftigen Elektromagnets rotirt, erwirmt sich in
Folge der Induktionsstrome, die in ihr entstehen. Die hierbei ent-
wickelte Wiarmemenge ldsst sich mit Hilfe eines Kalorimeters er-
mitteli, in welehes die Scheibe eintaucht, wihrend die verbrauchte
Arbeit aus dem Sinken des Gewichtes berechnet werden kann, wel-
ches die Scheibe in Bewegung setzt. Violle erhielt auf diese Weise
E = 435.

Die mit Hiilfe dieser verschiedenen Versuche gewonnenen
Zahlen: 424,6; 433; 425; 435 weichen ungefihr nur um '/, ihres
Betrages von einander ab. Da dieser Bruchtheil unzweifelhaft
kleiner ist als die Genauigkeit, auf welche man rechnen darf, so
lassen sich diese Resultate sicherlich als eine hinreichende Bestiiti-
gung von der Unverdnderlichkeit der Zahl E auffassen.

60. Das Princip von der Aequivalenz als experimentelles
Princip. — Der Weg, den wir bei der Auseinandersetzung des Prin-
cips von der Aequivalenz eingeschlagen haben, entspricht der histo-
rischen Entwickelung der thermodynamischen Theorie. Heutzutage
kann uns derselbe jedoch nicht mehr befriedigen, denn er verlangt
die Giiltigkeit der Hypothese, dass die Molekularkriifte centrale
Krifte sind. Nun liegt aber kein Beweis dafiir vor, dass diese
Hypothese richtig ist, denn wir koénnen ihre Richtigkeit nur durch
das Eintreffen entfernter Folgerungen kontrolliren, und diese konnten
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vielleicht ebensogut auf einer ganz anderen Hypothese {iiber die
Natur der Molekularkrifte beruhen. Es ist also vorzuziehen, den
historischen Weg zu verlassen und die oben erwihnten Experimente
nicht als Bestidtigung eines theoretisch bewiesenen Prinecips aufzu-
fassen, sondern im Gegentheil als den experimentellen Beweis
des Princips von der Aequivalenz. Diese heutzutage iibrigens allge-
mein angenommene Auffassungsweise bietet den Vortheil, dass man
keinerlei Hypothese iiber die molekulare Zusammensetzung der
Korper zu machen braucht.

Wir wollen also den folgenden Satz als experimentell bewiesen
betrachten:

Wenn ein Kirpersystem einen Kreis von Umformungen beschreibt und
danach wieder zu seinem Anfangszustonde zuriickkommt, so ist die Arbeit,
welche dem System durch die dusseren Krdfte zugefihrt wird, gleich dem
Produkt aus der von dem System abgegebenen Wirmemenge in einen kon-
stanten Koefficient L.

Bedeutet also dv die Arbeit der dusseren Kriifte wihrend einer
unendlich kleinen Transformation, und dQ die von dem System ab-
sorbirte Wiirmemenge, dann gilt

Jdr+EdQ) =0,
wenn das System einen geschlossenen Kreis beschreibt. Es ist somit
(dr+EdQ)

ein vollstiindiges Differential.
Bezeichnen wir nun mit W die halbe lebendige Kraft des Systeins,
dann werden wir setzen kdnnen

AW 4 dU=dr+EdQ,

wobei U eine gewisse Iunktion bedeutet, die wir die innere
Energie des Sy stems nennen konnen.

61. Nimmt man an, dass die Geschwindigkeiten der Korper
am Ende der Transformation ihre anfinglichen Werthe wieder an-
nehmen, oder sind die Geschwindigkeiten {iberhaupt zu vernach-
lassigen, was meistentheils der Fall sein wird, dann geht die vorher-
gehende Gleichung iiber in

dU=dr+EdQ.

In dieser wie in allen bisher angefiihrten Gleichungen wurde
die innere Energie immer mittels der Arbeitseinheit, des Kilogramm-
meters, ausgedriickt. Gibt man jedoch, wie es hiufig geschieht, die
Energie in Kalorien an, so hat man ihren in Kilogrammmetern aus-
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gedriickten Werth noch das mechanische Wiarmedquivalent zu divi-
diren. Ist also U in Kalorien angegeben, dann muss man in den
vorhergehenden Formeln U durch E.U ersetzen; damit wiirde die
letzte dieser Formeln iibergehen in

EdU=dr+EdQ

oder, indem wir mit A den reciproken Werth des mechanischen
Wirmeiiquivalents bezeichnen:

dU=dQ -+ Adr.

62. Neue Methoden zur Bestitigung des Princips der Aequi-
valenz. — Die Betrachtung eines in Bezug auf die Wirme nicht iso-
lirten Systems liefert uns zwei neue Methoden fiir die Bestitigung
des Princips von der Aequivalenz.

Nehmen wir an, dass alle Korper des Systems am Ende der
Umformung zu ihrem physikalischen Anfangszustand zuriickkommen,
dann ist dU=Null und die vorhergehende Gleichung wird

dQ+Adr=0
und demnach

E=— Q°

Das mechanische Warmeidquivalent ist also gleich dem mit um-
gekehrtem Vorzeichen versehenen Quotienten aus der Arbeit, welche
dem System geliefert und der Wiarmemenge welche ihm zugefiihrt
wird; die Messung dieser beiden Grossen wird also gestatten, E zu
berechnen; die auf diese Weise gefundene Zahl sollte dann mit der-
jenigen iibereinstimmen, die wir aus den oben beschriebenen Experi-
menten erhalten hatten.

Eine andere Art der Bestitigung besteht darin, dass man E be-
rechnen kann, wenn man ausdriickt, dass die Grosse

dU=dQH- Ad:

ein vollstindiges Differential ist. Man hat zu diesem Zwecke ebenfalls
die Wirmemenge und die Arbeit zu bestimmen, welche dem System
wiahrend einer elementaren Transformation geliefert werden, aber
die Korper des Systems sind nicht mehr der Bedingung unterworfen,
dass sie ihren urspriinglichen thermischen Zustand wieder annehmen
sollen.

Die Bestitigung des Princips von der Aequivalenz in dieser
letzteren Form wird den Inhalt des folgenden Kapitels bilden, und
zwar fiir den speciellen Fall, dass das System nur aus einem einzigen
Korper, einem (Gase, besteht.
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638. Versuche von Hirn mit der Dampfmaschine. — Unter den
Versuchen, welche sich auf die crste Art der Bestiitigung beziehen,
wollen wir die von Hirn mit der Dampfmaschine ausgefiihrten er-
wihnen.

Wir bezeichnen mit Q die Wirme, welche durch das ver-
damptfende Wasser der Heizvorrichtung entnommen wird, mit « die
Arbeit, welche dies Wasser durch den Druck auf den Kolben leistet,
mit ¢ die an den Kondensator abgegebene Wirme, mit R dic
Wirme, welche durch Strahlung verloren gegangen ist.

Die Wiirmemenge, welche dem Wasser wihrend seiner Umwand-
lungen geliefert wird, ist demnach

die ihm zugefiihrte Arbeit ist —=. Nehmen wir nun an, dass das
Wasser za seinem Anfangszustande zuriickkehrt, so haben wir

T

E=i, " g

Fig. 7. I'ig. 8.

Zur Bestimmung von E ist also die Kenntniss von vier Grossen
erforderlich. Der Werth von = ergibt sich aus dem Fldcheninhalt
ABCD (cf. Fig. 7) des Diagrammes cines Watt’schen Indikators!) und

1) Der Watt’sche Indikator besteht aus einem mit dem Kolbenraum der
Maschine in Verbindung stehenden Cylinder, in welchem sich ein Kolben
K bewegt, der durch eine Feder niedergedriickt wird. Da die Deformation
dieser Feder der auf sie wirkenden Kraft proportional ist, so wird die Ver-
schiebung des Kolbens K (Fig. 8) dem Dampfdrucke in dem Pumpenkirper
der Maschine entsprechen. Die Kolbenbewegung wird durch die Trieb-
stange QS auf ein aus zwei Balanciers bestehendes System AB und CD
iibertragen; diese drehen sich um die Punkte A und C und sind durch die
festc Triebstange BD mit einander verbunden. Die Miite dieser Trieb-
stange, die einen Schreibstift triigt, beschreibt eine schwach gekriimmte
Kurve, die man als vertikale Gerade auffassen kann, und die Verschie-
bungen dieses Punktes sind proportional den Verschiebungen des Kolbens K.
Der Stift zeichnet seine Vertikalbewegung auf ein Papierblatt auf, das auf

Poincard, Thermodynamik. 4
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aus der Zahl der wihrend der Versuchsdauer erfolgten Kolben-
stosse. Der Werth von Q berechnet sich nach der Regnault’schien
Formel fiir die latente Verdampfungswirme des Wassers

Q=p (6065 + 0,306 T —¢).

Hierin bedeutet p das Gewicht des wiihrend der Versuchsdauer
in Dampf verwandelten Wassers, T' die Temperatur der Wirmequelle
und ¢ dicjenige des Speisewassers. Das Gewicht p crhilt man da-
dureh, dass man das Gewicht p’' des in den Kondensator cingefiihrten
‘Wassers bestimmt, sowie das Gewicht des vom Kondensator ab-
gegebenen = p -+ p'; die Differenz beider Gewichte gibt die gesuchte
Grosse p.

Die Messung der Temperaturen ¢’ und t” des dem Kondensator
zugefiihrten und des aus demselben austretendcn Wassers gestattet,
¢ nach der Formel

g=p' (" —1)
zu berechnen; dieselbe driickt aus, dass die abgegebene Wiirme-
menge g dazu verwendet wurde, die p’ Kilogramme des eingefiihrten
Wassers von der Temperatur ¢’ auf die Temperatar t” zu crheben.

Die Grosse R vernachlidssigt man, da man kein Mittel besitzt,
ihren Werth zu bestimmen.

In Folge dieser Anndherung miissen die fiir E gefundenen Zahlen
nothwendiger Weise zu klein ausfallen. Bei zwei Versuchsreihen
erhielt Hirn 413 und 420,4. Die Abweichung von den Resultaten der
besseren Bestimmungen fand in dem Sinne statt, der sich voraus-
sehen liess; die Bestiitigung ist also eine befriedigende.

‘Wir wollen noch erwihnen, dass den obigen Berechnungen die
Voraussetzung zu Grunde liegt, das Wasser komme am Ende des

einem Cylinder aufgerollt ist. Dem letzteren lisst sich mittels Rollen und
Treibriemen eine wechselnde Rotationshewegung ertheilen, deren Winkel-
geschwindigkeit der linearen Geschwindigkeit des Maschinenkolbens pro-
portional ist.

Beim Abrollen des Papierblattes erhilt man ein Diagramm, wie das in
Fig. 7 dargestellte ABCD, bei welchem die Ordinaten dem Drucke p des
auf den Kolben wirkenden Dampfes proportional sind, wihrend die Abscissen
proportional sind der Verschiebung dieses Kolbens, d. h. dem vom Dampfe
eingenommenen Volumen ». Die Fliche ABCDE ist also proportional dem
Integral fpdv, d. h. proportional der vom Dampfe wiithrend eines Kolben-
hubes geleisteten Arbeit. Kennt man also den Proportionalititsfaktor, der
sich aus den Dimensionen decr verschiedenen Theile des Indikators ableiten
lisst, so kann man diese Arbeit berechnen; man bezeichnet dieselbe mit
dem Namen indicirte Arbeit.



Das Princip der Aequivalenz. 51

Versuchs wieder zu seinem Anfangszustande zuriick; demnach miisste
eigentlich die Temperatur t" des aus dem Kondensator austretenden
Wassers gleich der Temperatur t des Speisewassers des Kessels sein.
Praktisch wiirde es sehr schwierig sein, das aus dem Kondensator
tretende Wasser auf einer zum Voraus bestimmten Temperatur zu
halten; es ist aber auch unnéthig, diese Bedingung zu erfiillen;
vielmehr geniigt es,- bei der Bestimmung von Q diejenige Wirme
unberiicksichtigt zu lassen, welche das Speisewasser vom Kessel auf-
nimmt oder dahin abgibt, um von der Temperatur ¢ nach ¢” iiber-
zugehen. Dies kommt dann auf dasselbe hinaus, als ob man das
Speisewasser dem Kondensator entnommen hitte, und der durch
dieses Wasser beschriebene Kreis ist somit geschlossen; in der fiir
Q aufgestellten Formel ist also ¢” fiir ¢ zu setzen. Hirn hat diese
Korrektion vielleicht nicht angewendet; sie ist tbrigens auf das
Resultat der Versuche ohne Einfluss, da der Fehler, den man hier-
durch begeht, viel geringer ist, als derjenige, welcher aus der Ver-
nachlissigung von R herriihrt.

4*



Kapitel V.

Bestiitigang des Princips von der Aequivalenz
durch die Gase.

64. Aeussere Arbeit einer Fliissigkeit. — Wir haben durch
cine sehr einfache Ueberlegung (§ 33) gezeigt, dass die dussere Ar-
beit einer Fliissigkeit, welche sich in einem Cylinder ausdehnt,
gleich p dv ist. Hierfiir wollen wir noch einen Beweis geben, welcher
nicht voraussetzt, dass die Fliissigkeit in einem cylindrischen Raum
eingeschlossen ist.

Bezeichnen wir mit p den Druck des betrachteten Korpers und
nehmen an, dass derselbe gleichmissig wirke, so muss der dussere,
auf der Oberfliche des Korpers lastende Druck ebenfalls gleich p
sein, denn sonst wire kein Gleichgewicht vorhanden. Wir wollen
nun die Arbeit dieser dusseren Krifte bestimmen, welche nach dem
Princip von der Wirkung und Gegenwirkung gleich der von dem
Korper geleisteten #dusseren Arbeit ist, aber das entgegengesetzte
Vorzeichen besitzt.

Bs bezeichne dw ein Oberflichenelement des Korpers, «, 3,y die
Richtungskosinus der nach aussen gerichteten Normalen zu diesem
Element, und £, %, { die Verschiebungskomponenten des Elements;
die Arbeit der auf dies Element wirkenden #usseren Kraft wird

dann sein
—pdo(cE+ g+ y0;

fir die gesammte Oberfliche erhilt man also
—}'f((e§+ Brn+yddo.

Bezeichnen wir mit dp ein Volumenelement, so ist bekanntlich

fa;‘ dw =(—2—idy .

e/
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Demnach lisst sich der obige Ausdruck fiir die Arbeit schreiben

08¢  0On O
-\ 5 du.
lj (8t+ 8J+3 ) i
Wir werden spiiter (§ 74) nachweisen, dass der Klammeraus-
druck die auf die Einheit bezogene Volumeninderung
dv
v
darstellt; in Folge dessen nimmt der Ausdruck fiir die Arbeit der
fiusseren Krifte die Form an

—pjd—f(/u— —pﬂ du.

Das Integral stellt das Gesammtvolumen des betreffenden Korpers

dar; der Werth desselben, dividirt durch das specifische Volumen

bedeutet also die Masse M des Korpers; fiir die Arbeit ergibt sich

hieraus der Ausdruck —Mpde. In Folge dessen ist die #Hussere
Arbeit einer Fliissigkeit bezogen auf die Masseneinheit

dr=pdv.

65. Bestimmung von E mittels der specifischen Wirmen der
Gase. — Wir wollen ein Gas in’s Auge fassen, das sich in einem
durch einen Stempel geschlossenen Cylinder befindet. Die von der
Gewichtseinheit des Korpers bei irgend einer Transformation absor-
birte Wirmemenge ist (§ 25)

([Q::Cg;f» dv + ¢ g’l'_l[‘ dy
und die von dem Gas geleistete iiussere Arbeit hat die Grosse p de.
Wir erhalten also

oT oT
dU=dQ - Adr=(C EI —Ap)yde+c 5 dp.
Nehmen wir an, dass das betrachtete Gas den Gesetzen von
Mariotte und Gay-Lussac folgt, so gilt die Fundamentalgleichung

pr=RT.
In Folge dessen ist
oT 1A oT v
dr T R F[J
und

- A
) dU = (C % —Ap)dv+c 5 dp.
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Driickt man aus, dass diese Grosse ein vollstindiges Differential
ist, so erhilt man unter der Voraussetzung, dass C und ¢ konstante
Grossen sind

oder
@) A=—=—"_%.

So kann man also das mechanische Wirmediquivalent leicht aus
den specifischen Wirmen der Gase ableiten. Die in der Formel
auftretende Grosse R ldsst sich mit Hiilfe der bekannten Kon-
stanten genau berechnen; C ist durch die Regnault’schen Versuche
bekannt; die specifische Warme bei konstantem Volumen ist nicht
direkt messbar und ihr Werth lidsst sich nur aus demjenigen des

. C . a2 . .
Quotienten o ableiten, der freilich auch nicht eben genau bekannt

ist. Fiihrt man die Rechnung fiir Luft durch, indem man fir C die

C
Regnault’sche Zahl 0,23741 und fﬁr7die Zahl 1,41 setzt, so findet

man als mechanisches Wirmedquivalent #26; die anderen Gase, wie
Stickstoff, Sauerstoff und Wasserstoff, geben Zahlen, die von dieser
nur sehr wenig abweichen.

R. Mayer, der auf einem anderen Wege ) zur Formel (2) gelangte,
erhielt unter Benutzung der damals fiir richtig geltenden Werthe
E = 367.

1) R. Mayer's Gedankengang war folgender: Um 1 kg Gas bei kon-
stantem Volumen zu erwirmen, braucht man weniger Wirme, als wenn
sich das Gas unter konstantem Drucke befindet und sich bei der Er-
wirmung ausdehnt. Die Differenz beider Wirmemengen muss der Arbeit
Aquivalent sein, welche das Gas bei seiner Ausdehnung leistet.

Daraus folgt, dass man fiir eine Temperaturerhshung um dT erhilt

(C—c)dT=Apdv.

oder
dv
(C—e)=Ap aT
Nun erhalten wir aber aus der Fundamentalgleichung der Gase pv=DRT:
dv _ R
dT — p’
demnach wird
(C—c)=AR.

Es ist wichtig, darauf hinzuweisen, dass auch diese Ueberlegung auf
die Anwendung der im § 61 abgeleiteten Formel

dU=dQ+ Adz
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Wir haben bereits erwihnt, dass Sadi Carnot bei seinen letzten
Untersuchungen fiir das mechanische Wirmedquivalent die Zahl 370
fand; der geringe Unterschied zwischen dieser und der von R.Mayer
angegebenen Zahl lisst vermuthen, dass sie Carnot aus derselben
Formel ableitete.

66. Versuche von Joule iiber die Ausdehnung der Gase. —
Der Beweis, den wir soeben fiir diese Formel gegeben haben, setzt
voraus, dass die specifischen Wirmen C und ¢ Konstante sind. Fiir
C ist dic Giiltigkeit dicser Hypothese, wenigstens bei der Luft, durch
die Regnault’schen Versuche nachgewiesen; dies ist jedoch nicht der

. 3 C . )
Ifall bei ¢, da der Quotient o aus welehem diese letztere Grosse

abgeleitet wird, nur ungenau bestimint ist. Ausserdem zeigen dic
Versuche von Berthelot an explosiven Gemischen, dass ¢ mit zu-
nehmender Temperatur wichst. Fir die Gase, wie Sauerstoff und
Stickstoft, bleibt ¢ bis zu 1600° zicmlich konstant; oberhalb dieser
Grenze ist ¢ mit der Temperatur durch eine Glcichung von
der Form
c=a—+ 6T

verbunden, in welcher b einen positiven Koefficient hedeutet. Beim
Chlor wiichst ¢ von 200° an, aber allerdings weicht dies Gas merk-
lich vom Mariotte’schen Gesetze ab, wihrend wir vorausgesetzt
hatten, dass dies Gesetz aut das betreffende Gas anwendbar sei. Dic
Richtigkeit der Gleichung (2) kinnte also in Zweifel
gezogen werden, wenn es nicht moglich wire, auf
Grund von #usserst genauen Experimenten, néiimlich < a
denjenigen von Joule, zu derselben Formel zu ge-
langen.

Ziwel Gefiisse, A und A’, dic durch cinen Iahn
R in Verbindung stehen (ef. Fig. 9), befinden sich
in einem Kalorimeter. In A komprimirt man ein Gas, wiilirend A’
luftleer gepumpt wird. Haben die Getiisse mit dem darin einge-
schlossenen Gase die Temperatur des in dem Kalorimeter befind-
lichen Wassers angenommen, so 6ffnet man den Hahn R; dann zeigt
es sich, dass die Temperatur des Wassers ungeindert bleibt,

Fig. 9.

hinauslduft, bei welcher die Annahme gemacht wird, dass cin Gas bei der
Veridnderung seines Volumens keine Aenderung seiner inneren Energie
erleidet. Die Versuche von Joule (§ 66) beweisen die Richtigkeit dieser
Annahme. Aber, wie Bertrand zeigte (Thermodynamique pag. 66), hatte
R. Mayer diese schon aus den Resultaten abgeleitet, welche Gay-Lussac bei
seinen Versuchen iiber die Ausdebnung der Gase im leeren Raume er-
halten hatte.
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Wenn U, und U, dic Werthe der inncren Energie bedeuten,
welche die in A und A’ eingeschlossenen Gasmassen bei Beginn des
Versuches besitzen, U, und U’; ihre Werthe am Ende des Versuches,

dann haben wir
U,+U,—-U,—-Uy=Q+Ar.

Hierbei ist die gelcistete dussere Arbeit =0, da dic Gefiiss-
winde ihrer Beschaffenheit nach nieht ausdehnbar sind; die abge-
gebene Wirme ist ebenfalls Null, da sich dic Temperatur des Kalori-
meterwassers nicht dndert; endlich kann man U’y vernachliissigen,
da das Vakuum in A’ so vollkommen als moglich hergestellt war.
Demnach reducirt sich die obige Gleichung aunf

U, +U,=0U,.

Die linke Scite derselben stellt dic innere Energie des (ases
dar, wenn dasselbc am Ende des Versuches gleichzeitig beide Ge-
tisse erfiillt; dic rechte Seite reprisentirt die innere Energie des-
sclben Gases vor dem Versuche. Die innere Energic cines Gases
sindert sich also nicht, wenn sich das Gas im leeren Raum ausdehnt.

Wiihlen wir ¢ und T als unabhiingige Variabeln, um den Zu-
stand der urspriinglich im Gefisse A enthaltenen Gasmasse zu defi-
niren, so dndert sich bei dem Joulc’schen Versuche nur o, nicht
aber T. Wir miissen daraus den Schluss ziehen, dass die innere
Energie einer (tfasmasse nicht von ihrem Volumen abhidngt, sondern
nur von ihrer Temperatur. Dies ist das Joule’sche Gesctz.

67. Oft driickt man das Gesetz so aus, dass man sagt, dic innere
Arbeit eines sich ausdelnenden Gases sei Null. Diesc Ausdrucks-
weise ist jedoch ungenau; sic ist auf bestimmte Hypothesen iiber dic
Natur der Wirme zuriickzufiihren.

Wir sahen in § 51, dass, wenn man dic Wiarme als Acusserung
von Molekularbewegungen ansieht und annimmt, dass dic Molekular-
wirkungen central gerichtet seien, die Anwendung des Theorems von
der Erhaltung der Energie die Gleichung liefert

W+ V + W, 4 V, = Const.

und da V in den meisten Fillen vernachlissigt werden kanm, ver-
standen wir unter inncrer Energic dic Summe W, und V; der Mole-
kularencrgien. Andererseits ist es klar, dass sich diese so definirte
innere Energie nur durch cine Konstante von der mittels des Princips
von der Aequivalenz definirten inneren Energic unterscheiden wird.
Der Joule’sche Versuch zeigt, dass diesc letztere bei den Gasen nur
von der Temperatur abhiingt, und ¢s folgt daraus, dass auch W, -V,
nur eine Funktion der Temperatur scin kann.
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Wir wollen nun cine neue Hypothese einfiihren und annehmen,
dass die kinetische Molekularenergie W; nur von der Temperatur
der Korper abhinge, die potentielle Molekularenergie V, dagegen
nur von deren Volumen. Damit dann die Summe W, + V, nur cine
Funktion von T sei, muss sich V, auf eine Konstante reduciren, und
da die Variation von V,; bhis auf das Vorzeichen die Arbeit der Mole-
kularkriifte oder die innere Arbeit darstellt, so ist diese Arbeit fiir
die Gase Null.

Aber die obige Hypothese, die man implicite einige Male machte,
hat keinerlei Begriindung. Sie kommt n#mlich auf die Annahme
hinaus, dass fiir alle Koérper die innere Energie durch die Summe
aus einer Funktion der Temperatur und einer Funktion des Volu-
mens gegeben wird; nun ist es aber offenbar natiirlicher, die
innere Energie als eine beliebige Funktion der Temperatur und des
Volumens zu betrachten.

Man muss also die alte, fehlerhafte Ausdrucksweise fiir das
Joule'sche Gesetz, die sich in mehreren klassischen Arbeiten findet,
vollstindig verwerfen und sich an diejenige des vorhergehenden
Paragraphen halten.

68. Im ersten Augenblicke erscheint der Joule’sche Versuch
paradox.

Wenn sich nédmlich ein Gas in einem Cylinder ausdelint, der oben
durch einen Kolben geschlossen ist, so zeigt der Versuch, dass das
Gras sich abkiihlt. Wird nun auf den Stempel ein Druck ausgeiibt, so
ist die Abkiihlung des Gases leieht erklidrlich, — die vom Gase ab-
gegebene Wirmemenge wird in Arbeit umgesetzt. Befindet sich
aber iiber dem Stempel leerer Raum, so wird keine Arbeit geleistet,
und gleichwohl kiihlt sich das Gas noch ab, weil ndmlich das Gas
mit einer grossen Geschwindigkeit austritt und die vom Gase ab-
gegebene Wirme sich in der Form von lebendiger Kraft wieder-
findet. Beim Joule'schen Versuche dagegen, welcher mit dem eben
erwihnten identisch zu sein scheint, tritt keine Abkiihlung ein.

Thatsdchlich umfasst der Joule’sehe Versuch jedoch zwei Phasen,
von denen in dem Experimente, mit welchem wir ihn vergleichen,
nur eine einzige auftritt. Bei diesem letzteren erlangt namlich der
urspriinglielr in Ruhe befindliche Stempel eine gewisse Geschwindig-
keit, die bei der Abkiibhlung verloren gegangene Energie des Gases
findet sich also als lebendige Kraft des Stempels wieder. Bei dem
Joule'schen Versuche kiihlt sich das Gas ebenfalls ab, indem es sich
ausdehnt, und die lebendige Kraft seiner Molekiile nimmt zu; dies ist
die erste Phase. Bei der zweiten Phase wird dic Vermehrung der
lebendigen Kraft durch die Reibung der Molekiile an einander wieder
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aufgehoben, und die Temperatur des Gases nimmt wieder ihren ur-
spriinglichen Werth an.

69. Anwendung auf die Bestimmung von E. — Wir wollen nun
die Formel (1) des § 65 wieder aufnehmen:

v

rlU:(C—% — Ap) dv—l—c~R

dp .
Da nach dem Joule’schen Versuche U eine Funktion ¢ (T) der
Temperatur ist, so haben wir

dAU=q (T)dT=4¢"(T) gg‘ dv -+ ¢' (T) %rdp,

oder, wenn man dic partiellen Differentialquotienten von T durch
ihre aus der Fundamentalgleichung der (Gase genommenen Werthe
ersetzt,

dU:q'(T)% dv + ¢' (T) fl%dp.

Die Koefficicnten der Differentiale der unabhingigen Variabeln
in den beiden vorhergehenden Ausdriicken fiir dU miissen einander
gleich sein; demnach ergibt sich

7' (T) 4 =0 Ap

r_
R
Ty L e P
l'4 (T/ R c R’
und hieraus folgt durch Elimination von ¢’ (T)
C—e
R

Dies ist genau derselbe Ausdruck, den wir bereits friiher erhalten
hatten.

70. Isotherme und adiabatische Ausdehnung eines Gases. —
Man kann sich eine unendlich grosse Anzahl von verschiedenen Arten
der Ausdehnung eines Gases vorstellen; wir wollen diejenigen niher
betrachten, welche einer isothermen und eciner adiabatischen Um-
wandlung entsprechen.

Fir die erstere gilt

__oT JT  p
dT = T rlv+7 dp =7}

A=

5 5 dv+ 5-dp=0

oder
pdv—+vdp=0;

demnach erhalten wir durch Integration

pv==Const.
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Dies hiitten wir auch unmittelbar der Fundamentalgleichung
pv=RT entnehmen koénnen, da ja T konstant sein soll. Die Kurve,
welche die isotherme Ausdehnung darstellt, ist also eine gleichseitige
Hyperbel, welche die Koordinatenaxen zu Asymptoten hat.

Die Differentialgleichung der Kurve, welche eine adiabatische
Ausdehnung darstellt, erhalten wir, indem wir setzen
v

R dp=0

dQ=CEt dav .
oder
C v “+c . =0.
v
Nehmen wir an, dass C und ¢ Konstante seien, so erhalten wir
durch Integration
Clnv—+ clnp==const.

oder s
p v°¢=const.
“l1. Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Bedingungen
die eine oder die andere Art der Ausdehnung stattfinden wird.
Das Gas moge in einem Cylinder eingeschlossen sein, T sei seine
Temperatur zur Zeit ¢t und T, die ilussere Temperatur.

. . qs s . - {
Die aut die Zeiteinheit hezogene Wirmemenge %, welche das

Gas von Aussen aufnimmt, ist ¢ (Ty— T), wobei ¢ vom Wirme-
leitungsvermogen der Substanz abhéingt, aus welcher der Cylinder
besteht; wir haben also

. . . ov
Geht die Ausdehnung sehr rasch vor sich, so 1stf£ sehr gross;
. . . g .
da nun (Ty—T) einen endlichen Werth besitzt, so muss Bv? sehr klein
sein; demnach ist eine plétzliche Ausdehnung adiabatisch.

. .. or
Nimmt dagegen die Ausdehnung nur langsam zu, so ist = -

ot
sehr klein; Z%%ist endlich und die Differenz (T,—7T) bleibt sehr

klein. Isotherm ist also die Ausdehnung, wenn sie nur sehr langsam
vor sich geht.

C
72. Versuche von Clément und Desormes. Berechnung von -

Wir wollen diese Resultate auf die Versuche von Clément und De-
sormes anwenden.
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Der Apparat, den diesec Physiker verwendeten, besteht aus einem
grossen (Glasballon, der oben durch einen Hahn geschlossen ist.
Dureh eine scitlich angebrachte Rohre lisst sich ein Theil der i
Innern des Ballons enthaltenen Luft auspumpen, so dass der Druck
darin sinkt; ein Manometer zeigt die Druckinderungen an. Bei Be-
ginn eines jeden Versuches pumpt man einen Theil der Luft aus und
liest den Ueberdruck der atmosphirischen Luft iiber die Luft im
Innern ab. Sodann 6ffnet man den Hahn fiir ecine ausserordentlich
kurze Zeit; hierbei stiirzt sich die fussere Luft in den Ballon und
komprimirt die dort befindliche Luft, so dass eine Temperatur-
zunahme erfolgt. Wenn die Temperatur ihren urspriinglichen Werth
wieder angenommen hat, liest man wiederum den Manometer-
stand ab. '

Es moge nun p den atmosphérischen Druck und (p—op) den Druck
der Luft im Ballon nach dem Auspumpen bezeichnen. Oeffnet man
den Hahn, so nimmt der Druck fast augenblicklich den Werth p an;
demnach ist die Transformation adiabatisch und die Druckvermeh-
rung ist op. Bezeichnen wir mit o¢v die Aenderung des specifischen
Volumens, welche hierbei auftritt, so haben wir

v

P_ 5o . —
dQ—CRJL+cRc)‘p 0
und fiir die Temperaturé‘mderung
-——-L 0 L‘ 3
JT = R Jv +4- R dp.

Wenn das Gas bei geschlossenem Haln nach und nach seine an-
fingliche Temperatur wieder annimmt, so verindert sich sein Volumen
nicht, vorausgesetzt, dass man die Erweiterung des Gefiisses unberiick-
sichtigt ldsst; ¢ bleibt also konstant und p nimmt um dp ab, wenn
wir mit (p—dp) den Enddruck bezeichnen. Demnach ist die Tem-
peraturabnahme 0T, welche bei dieser Phase des Experiments statt-
gefunden hat, gegeben durch

v
dT=—-dp-
R ‘P

Zwischen diesen beiden letzten Gleichungen eliminiren wir 6T,

dann erhalten wir
pdv-+vdp=vudp.
Durch Elimination von ov aus dieser und der ersten Gleichung

folgt aber
C(edp—udp)+cvdp=0
oder
C_ Jdp
¢ dp—dp
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Die Messung von -, Ist also sehr einfach, da sie sich aut zwei

Manometerahlesungen zuriickfiihren lisst. In dem Augenblicke jedoch,
wo man den Hahn des Ballons oOffnet, entsteht in Folge der Elasti-
citiit der Luft eine Reihe von periodischen Schwingungen, welche
bewirken, dass der Druck der eingeschlossenen Luft abwechselnd
zu- und abnimmt. Man ist also nicht sicher, dass der Druck in dem
Augenblicke, wo man den Hahn schliesst, wirklich p ist; hiergegen
gibt es kein anderes Hiilfsmittel, als dass man das Mittel aus einer
grossen Anzahl von Versuchen nimmt.

Aus den Messungen von Clément und Desormes hatte Laplace fiir

den Quotient (3, die Zahl 1,354 abgeleitet; die sorgfiltiger ausgefiihrten
Versuche von Roéntgen gaben 1,4053.

73. Berechnung von —(clmittels der Schallgeschwindigkeit. —
Der Versuch von Clément und Desormes ist nicht der einzige, welcher
die Grosse ,g zu messen gestattet, vielmehr kann man auch aus der

Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalls in einem Gase den Werth
dieses Quotienten berechnen.

Das Molekiil A einer im Gleichgewicht befindlichen Gasmasse
habe die Koordinaten r, y,z. Sehen wir ab von der Wirkung der
Schwere auf das Gas, dann besitzen p und ¢ in jedem Punkte den-
selben Werth. Wenn wir nun dem Fluidum eine Erschiitterung
mittheilen, so werden die Koordinaten des Molekiils A: v+ £, y-+7,
z+&; der Druck in diesem Punkte wird p-+ = und das specifische
Volumen » + ¢. In Folge dieser Erschiitterung erleidet ein Volunen-
clement des Fluidum eine plétzliche Kompression oder Ausdehnung;
die Transformation ist also adiabatiseh, und wir haben

—U—(lp———O

dQ=C- R

%dv—&—c

. 1
oder, wenn wir de und dp durch ¢ und = ersetzen und den Faktor T

weglassen
M Cpg+cen=0.

o

4. Wir wollen nun ¢ als Funktion der Verschiebungen &, 7,7
ausdriicken. Zu diesem Zwecke fassen wir ein rechtwinkeliges
Parallelepipedon ABCDGH (Fig. 10) in’s Auge, dessen einer Lck-
punkt A von dem betrachteten Molekiile in der Gleichgewichtslage
eingenommen wird und dessen Kanten du, dy, dz den Koordinatenaxen
parallel laufen. Das Volumen dieses Parallelepipedons ist dxdydz;
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bezeichnet andererseits dm die Masse des Gases im Innern desselben,
so ldsst sich dies Volumen auch ausdriicken durch odm; wir
haben also

2 drdydz=rvdm.

Nach der Erschiitterung geht das Volumen iiber in (v + ¢) dm.
Um dafiir einen anderen Ausdruck zu finden, nehmen wir an, dass
man das Volumenelement dann noch als schiefwinkeliges Parallel-
epipedon betrachten diirfe. Sein Volumen ist in diesem Falle durch

Z

Fig. 10.

eine dreigliederige Determinante gegeben, und die Elemente dieser
Glieder sind resp. die Projektionen einer jeden der Kanten AE,
AD und AB auf die Axen.

Nun waren vor der Verschiebung die Koordinaten von A: x,y, 2
und diejenigen von E: x +dwx, y, z. Nach der Verschiebung werden
die Koordinaten von A: x+ £, y +7, 2+ £, diejenigen von E:

., Of Oy .0t
1'+(['1+"+87d‘r’ y+n+87dx, ~+é+—a?(1x.

Demnach sind die Projektionen der Kante AE nach der Ver-

schiebung
dx {1+ Zji ; dx—@i' dr 95
ax |’ ox’ 0x
Schreiben wir die Projektionen der anderen Kanten analog, so

erhalten wir fiir das Volumen des deformirten Parallelepipedons
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0% 0§ 0
dx (1+ E;) dy fa? dz b
(v+g)dn="'dz g?” dy (1 + ;,Z,) dz *(ZZ
o 0¢ N 0:
dx or dy oy zd (1—!-*3;)

Wenn wir die Determinante auflésen und dann mit vdm =dzdydz
dividiren, so erhalten wir unter Vernachlissigung der Quadrate
und der Produkte von £,7, £ und ibhrer Differentialquotienten

Durch Einsetzen dieses Werthes in die Gleichung (1) ergibt

sich dann
a c . , "
3 “'p"z—“c*(s"z—*—ﬂy—*—sz).

75. Diese neue Gleichung wollen wir umformen.

Sehen wir ab von den Deformationen der Winkel und der
Seiten des rechtwinkeligen Parallelepipeds wihrend der Verschie-
bung, so bleibt der Druck auf die Oberfliche ABCD parallel zur
X-Axe und hat die Grasse

dydz(p+n).

Der auf die gegeniiberliegende Seite wirkende Druck ist

In

0

—dydz(p+n -+ dx).

Da die Drucke auf die anderen Seiten des Parallelepipeds
normal zur X-Axe gerichtet sind und die Wirkung der Schwere ver-
nachléssigt wird, so erhalten wir als Summe der Projektionen auf
die X-Axe von denjenigen Kriften, welche auf das Parallelepipedon
wirken, die algebraische Summe der beiden obigen Grossen

on
~ox drdydz .

Auf dieselbe Weise finden wir fiir die Summe der Projektionen

auf die Y- und Z-Achse

671 aﬂ
— 3, dxdyd: und — ajd‘rdyd"

Wir wollen nun das d’Alembert’sche Princip anwenden, d. h.
ausdriicken, dass das Parallelepipedon unter der Wirkung der Trig-
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heitskrifte und der wirklichen, auf den Korper wirkenden Kriifte
im Gleichgewicht ist. Wir erhalten dann drei Bewegungsgleichungen,

deren erste lautet
o7

24
dm g;ﬁ ==, drdydz.

Unter Beriicksichtigung der Gleichung (2) finden wir somit

0% ca .
= T ex D
0%y on
= Ty
32C_ 371"
o I

Differentiren wir diese drei Gleichungen nach resp. z,y,z und
addiren dieselben, so folgt

o2

t'.’

€ o+, +8,)=—cdn.

D

Wenn wir darin die Summe (&' + %', 4’ ;) durch ihren aus (3)
folgenden Werth ersetzen, so ergibt sich

o*n _ C
4 aE = ——*pLJ’l

76. Die Aenderung des Druckes 7 ist eine Funktion der Ko-
ordinaten «,7,z des betreffenden Punktes, sowie der Zeit t. Wir
wollen nun den Ausdruck dafir suchen, wenn die Fortpflanzung
der Erschiitterung in kugelfésrmigen Wellen vor sich geht; in diesem
Falle hingt = nur ab von ¢t und von der Entfernung r zwischen
dem betrachteten Punkte und dem Ursprung der FErschiitterung.
Setzen wir

o I
(O) = PR

wobei f eine Funktion von » und ¢ bedeutet, so wird die Summe J=
der zweiten Differentialquotienten eine lineare Funktion von

sein, die man direkt berechnen konnte; doch ist es leichter, sie
mittels der Methode der unbestimmten Koefficienten zu bestimmen.
Wir schreiben zu diesem Zwecke

®) dn=Af+B3 8f
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Setzt man f=1, so erhilt man

da=A
und andererseits

Mittels dieses Ausdruckes fiir = berechnen wir Jd=, indem wir
annehmen, dass der Koordinatenanfangspunkt mit dem Erschiitterungs-
centrum zusammenfillt, d. h. dass

9 2

re=x"+y-+z
Wir erhalten dann
On__ 1 or @
dx r2 0w 73
1 e
dzz 3 73 ?
folglich
3 3 -2 2 Z?
da=— D4 _@_+/?§_+‘> —o.
Demnach muss sein
A=0.

Setzen wir ferner f=r, dann erhalten wir einerseits
dan=B,
andererseits
a=1,d7=0;

hieraus schliessen wir, dass B Null ist.
Endlich setzen wir f=1r?; dann folgt, wenn wir diesen Werth
in den Ausdruck (6) einfiihren

Adn=2C

und, indem wir die Differentialquotienten von = =r berechnen

demnach ist

Poincaré, Thermodynamik. 2
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7%7. Ersetzen wir in der Gleichung (4) 4= durch den soeben ent-
o* . .
wickelten Werth und 877 durch die aus (b) abgeleitete Grosse, dann

erhalten wir
oif C ‘82f

gt ¢ PP

oder
O3f _ 2 O°F
gt Y ore
wobei
2— T oy
a P

Fiir den Werth der Funktion f ergibt sich hieraus

f=rr—at)+ fi{(r+ad)
und demnach

n=%~ f(r—at) —I——}T—fl(r-{—at).

Die Druckinderungen pflanzen sich also in zwei Wellen fort,
von denen die eine mit der Geschwindigkeit ¢ vom Erschiitterungs-
centrum sich entfernt, die andere mit der Geschwindigkeit —a
diesem zustrebt. Diese letztere Welle hat in physikalischer Be-
ziehung keine Realitiit, wir brauchen sie deshalb nicht zu beriick-
sichtigen. Die erstere dagegen stellt eine Schallwelle dar, demnach
ist unter @ die Schallgeschwindigkeit zu verstehen, welche mit dem
Verhiltniss der specifischen Wirmen durch die Formel verbunden ist
- C a?

( ) T: po :

78. Wir wollen diese Formel auf die Luft anwenden und das
Meter, die Sekunde und das Kilogramm als Einheiten der Lénge,
der Zeit und der Masse wihlen. Dann haben wir nach den Ver-
suchen von Regnault fiir die Schallgeschwindigkeit bei 0° und
Atmosphédrendruck zu setzen

a=331m.
Der Atmosphiirendruck auf einen Quadratmeter hat den Werth
p = 10330 < 9,81

wenn wir fiir die Beschleunigung durch die Schwere 9,81 setzen.
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Die Masse eines Kubikmeters Luft betrigt 1,293; demnach ist das

specifische Volumen
1

Y1298

Fiihrt man diese Werthe in die Formel (7) ein, so erhilt man

C  (831)?-1,293
¢ 10330.9,8‘*1’41'

Das ist die Zahl, welche wir bei der Berechnung von E ang‘e;
wendet haben (cf. § 65); sie weicht von derjenigen Zahl, welche
Rontgen nach der Methode von Clément und Desormes fand, nur
wenig ab.



Kapitel VI.

Einige Bestiitigungen des Princips von der
Erhaltang der Energie.

79. Der Zustand eines Korpers lisst sich nicht immer durch
zwei Variabele definiren. — Die obigen Bestitigungen des Princips
von der Aequivalenz stellen ebensoviel Bestidtigungen des Princips
von der Erhaltung der Energie dar, aber nur unter der sehr speciellen
Voraussetzung, dass sich der physikalische Zustand eines Korpers
mittels zweier unabhingigen Variabeln » und T oder ¢ und T
definiren lasst.

Nun ist aber in einer grossen Zahl von Fillen diese Voraus-
setzung nicht erfiillt. Wenn beispielsweise der Druck oder das spe-
cifische Volumen des Wassers bei einer bestimmten, jedoch in gewisse
Grenzen eingeschlossenen Temperatur gegeben sind, so weiss man
noch nicht, ob sich das Wasser im festen, flissigen oder gasférmigen
Zustande befindet, da es unter gewissen Bedingungen bei derselben
Temperatur in allen drei Aggregatzustinden vorkommen kann.

In anderen Fillen, z. B. bei den in Bewegung begriffenen
Fliissigkeiten und den elastischen festen Kérpern, hat die eine der
Variabeln p oder v keine pricise Bedeutung mehr, denn Druck und
specifisches Volumen #ndern sich von einem Punkte zum andern;
der Zustand eines solchen Kérpers ldsst sich also nicht mehr mittels
der Variabeln p und T oder » und T allein charakterisiren.

Endlich kann der betreffende Korper mit statischer Elektricitit
geladen oder von einem Strome durchflossen sein; dann sind zur
Bestimmung des Zustandes des Korpers neue Variabele nothwendig.

Es ist nun interessant, die Richtigkeit des Energieprincips in
diesen einzelnen Fillen nachzuweisen. Zu diesem Zwecke hat man
zu zeigen, dass

dW +dU=0,
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wenn man W die lebendige Kraft des Systems nennt und mit dem
Namen innere Energie eine gewisse Funktion U von Grossen be-
zeichnet, die den physikalischen Zustand der Kérper definiren.

Wenn das System eine #ussere Arbeitsmenge d= aufnimmt, so
wird die zu bestiitigende Gleichung

dW + dU =dr,

und falls dem System aueh noch eine Wirmemenge dQ von Aussen
zugefiihrt wird, so geht die betreffende Gleichung iiber in

dW 4+ dU=dr-+EdQ.

80. Anwendung des Princips auf ein System -elektrisirter
Kiorper. — Wir wollen ein System von elektrisirten Leitern mit den
Ladungen m,,m,.... in’s Auge fassen; ihre Potentiale sind lineare
Funktionen dieser Ladungen. Der Einfachheit halber nehmen wir an,
dass nur zwei Leiter vorhanden seien; dann haben wir fiir ihre
Potentiale die Ausdriicke

V,=Am, -+ Bm,
V,=Bm, + Cm,.

Die Koefficienten A, B, C sind Funktionen von der Kapacitiit
der Leiter und von den Koefficienten ihrer elektrostatischen Influenz;
sie hidngen also von der relativen Lage der Leiter ab, nicht aber
von deren Ladungen.

Um die elektrische Energie des Systems zu erhalten, multi-
pliciren wir die erste Gleichung mit m,, die zweite mit m, und
addiren, dann erhalten wir

U=%2 mV = ~é— (Am,? =+ 2Bmym, + Cms?) .
Wir betrachten zunichst den Fall, dass die Leiter bei ihrer
Verschiebung isolirt bleiben, so dass die Ladungen m; und m, kon-
stant sind. Nehmen wir dabei an, dass die Aenderung der kinetischen
Energie Null ist oder vernachlissigt werden kann, dann reducirt
sich die Variation der totalen Energie auf dU, und demnach ist,
wenn das Princip von der Erhaltung der Energie hier Giiltigkeit
hat, die von dem System geleistete Hussere Arbeit —dU, d. h.

—-%(ml2 dA ~+2m, my"dB 4 m,2dC).

Dies wird aber thatsiéichlich in allen Fillen durch das Experi-
ment bestéitigt.
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81. Wir wollen jetzt annchmen, dass.die Leiter ihre Lage nicht
verdndern mogen, aber unter einander in Verbindung gesetzt werden.
Dann bleiben A, B und C konstant, und wir erhalten

dU = (Am, + Bm,)dm,; + (Bm, + Cimy) dm,
oder

dU=V,dm; + Vydm,.

Nennen wir nun ¢ die Intensitit des Stromes, der in den Ver-
bindungsdrihten entsteht, und setzen ausserdem voraus, dass V> V,,
dann werden dic Ladungen der beiden Korper nach Verlauf der
Zeit dt sein

my—idt und m,+ idt,
es ist also
dm,=—1idt und dm,=—+id¢.
Demnach wird
AU = idt(V,—V,).

Andererseits gilt nach dem Ohm’schen Gesetze
V,—V,=R¢,

wobei R den Widerstand des Verbindungsdrahtes bezeichnet, folg-

lich ist
dU= —Ri2d¢.

Diese Aenderung der inneren Energie kann sich nicht in der
Gestalt von #Husserer Arbeit wiederfinden, da die Leiter, an welchen
die Krifte des Systems angreifen, sich nicht verschieben, wohl aber
kann sie als Warme auftreten. Dann muss das Produkt aus dem
mechanischen Wirmeiquivalent und der in Kalorien ausgedriickten
Wirme E dQ gleich der Variation der Energie des Systems sein,
wenn das Princip von der Erhaltung der Energie anwendbar ist.
Da diese Energiedinderung des Systems sich auf die Variation der
inneren Energie reducirt, weil die Leiter in Ruhe bleiben, muss
sich die Richtigkeit der Gleichung

—Ri2dt=EdQ
bestitigen lassen.

Nun ist aber nach dem Joule'schen Gesetze die Menge der in
dem Verbindungsdrahte entwickelten Wirme in Kalorien ausgedriickt
= ARi¢?dt; in Folge dessen ist die dem System wihrend der betrach-
teten Umwandlung thatsichlich gelieferte Wirme

dQ =—AR:2d¢

und die ohige Gleichung ist in der That richtig.
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82. Die hydro-elektrische Siule. — Wir wollen ferner ein System
betrachten, das aus einer elektrischen Sdule und aus einem Leiter be-
steht, welcher die Pole derselben verbindet.

In der Siule findet ein chemischer Vorgang statt, der eine
gewisse Wiarmemenge hervorbringen wiirde, wenn er ausserhalb des
Stromkreises vor sich ginge. Sind die Pole aber durch einen Leiter
verbunden, so ist die in der Siule auftretende Wirmemenge geringer
als die oben erwihnte. Die chemische Energie der Sdule theilt sich
also in zwei Theile; der eine derselben dient zum Erwirmen der
Flissigkeiten, der andere zur Erzeugung des Stromes. Dieser letztere
Theil heisst die Volta-Energie, und der Versuch lehrt, dass die
wihrend der Zeit dt auf diese Weise verbrauchte Volta-Energie
=cidt ist, wenn man mit ¢ die elektromotorische Kraft der Siule
bezeichnet. Da sich die Korper des Systems in Ruhe befinden, so
muss die Variation der Energie wie im vorigen Paragraphen =K dQ
sein. Nun ist aber die dem System gelieferte Wirmemenge durch

. I 1 .. .
das Joule'sche Gesetz gegeben; sie ist also=— TRz‘-’dl, und die
Gleichung, um deren Bestidtigung es sich handelt, wird somit

sidt=Ri%d¢t

oder
e=RI{.

Diese Gleichung wird aber offenbar erfiillt, denn sie ist der Aus-
druck fir das Ohm’sche Gesetz.

83. Elektrodynamische Erscheinungen. — Die innere Energie
eines von Stromen durchflossenen Leitersystems hiingt nothwendiger
Weise auch von der Intensitit dieser Strome ab; um ihren Werth zu
erhalten, muss man zu dem Ausdrucke fiir die innere Energie,
welch das System haben wiirde, wenn alle Intensitiiten Null wiiren,
noch ein Glied T hinzuftigen, das Maxwell die elektrokinetische
Energie des Systems nennt,

Wir wollen der Einfachheit halber den Fall wihlen, wo das
System nur aus zwei Stromen bestehit; dann ist der Werth von T

1) T:'é* (i ? + 2Miy 7, + Ni )

hierbei bedeutet M den Koefficient der gegenscitigen Induktion der
beiden Stromkreise, I, und N die Koefficienten der Selbstinduktion
eines jeden derselben. Wenn die Stromstirken sich verindern und
die Leiter sich verschieben, idndert sich die elektrokinetische Energie.
und ihre Variation d'T stellt die Aenderung der inneren Energie des
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Systems dar. Um das Princip von der Erhaltung der Energie zu
bestédtigen, hat man also nachzuweisen, dass dT gleich der Summe
aller Energien ist, welche das System aufnimmt.

Zuniichst leisten die Leiter eine iussere Arbeit, deren Werth
durch den Ausdruck

% (i2dL + 24, iydM 42 dN) .
gegeben ist.
Ausserdem tritt in den Leitern eine gewisse Wirmemenge auf,

die, in mechanischen Einheiten ausgedriickt, nach dem Joule’schen

Gesetze den Werth hat
R, i 2dt+ R,i.2dt.

Endlich ist noch Volta-Energie vorhanden, die dem System durch
die Sdulen geliefert wird; diese ist
E i dt+ E,i,d¢,
wenn man mit E, und E, dic elektromotorischen Krifte der beiden

Sidulen bezeichnet.
Wir haben also die Giiltigkeit der Gleichung nachzuweisen:

AT = — % (2 dL4 24,6, AM 4 (52 dN) — (R, i,2 dé+ R, i dt)+ E i, di+-
+ E, i, dt.
Nun hat bekanntlich die in einem der Stromkreise entwickelte
elektromotorische Induktionskraft die Grosse

— %(L;, +Miy).

Demnach erhalten wir fiir das Produkt R,¢;, welches nach
dem Ohm’schen Gesetze gleich der gesammten elektromotorischen
Kraft ist,

R,{,=E,— % (Liiy +Mdy).
Hieraus leiten wir ab:
E.;dt—Ri2dt=1,d (Li; + Mi,) .

Fir den anderen Stromkreis wiirden wir eine analoge Gleichung
erhalten, und koénnen demnach die Gleichung, um deren Bestitigung
es sich handelt, schreiben

AT = — % (2L A4 24,9 dM + 52dN) + i1 d (Liy + Mis) + i5d (M, -+ Niy)
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oder, wenn wir die Differentiationen ausfiithren und zusammenziehen,
dT=—5-({,°dL + 2,4, dM + ¢.,2dN) + Li, diy, + Méydiy + Miydiy + Niydi,.

Nun ist aber die rechte Seite dieser Gleichung das Differential
der durch die Formel (1) definirten elektrokinetischen Energie. Das
Princip von der Erhaltung der Energie ist also auch auf die elektro-
dynamischen Erscheinungen anwendbar.

84. Die elastischen festen Korper. — Wir wollen ferner ein
unendlich kleines rechtwinkeliges Parallelepipedon dzdydz in’s Auge
fassen, dessen Kanten den Koordinatenaxen parallel sind. Mit

P:v:c’ Pry’ Pm:’
Pyx’ PZ/.’I’ P!/Z’
sz’ P::y’ Pzz

bezeichnen wir die auf die Oberflicheneinheit hezogenen Druck-
komponenten, welche auf drei in einer Ecke A zusammenstossende
Seitenflichen wirken, die auf der X-, Y- und Z-Axe senkrecht stehen.
Die Elasticititstheorie lehrt uns, dass diese aus 9 Werthen bestehende
Tabelle symmetrisch zur Diagonale ist, mit anderen Worten, dass
die 9 Grossen sich auf 6 reduciren.

Wir nehmen nun an, das Parallelepipedon erleide eine Grestalts-
dnderung, und wollen die Arbeit berechnen, welche hierbei die auf
alle Flichen wirkenden Drucke leisten.

Die Koordinaten x, %,z des Punktes A werden nach der Defor-

mation
x+‘;cay+'77:+§-

Demnach ist die Arbeit des Druckes, welcher auf der zur X-Axe
normalen und durch A gehenden Seitenfliiche lastet,

(Pop§+P, n+ P, 0)dydz.

Die Koordinaten des dem Punkte A entsprechenden Punktes
auf der entgegengesetzten Seite des Parallelepipedons sind vor der
Deformation « + dz,y,z; nach derselben aber

(.l‘+§+//.x'+%dm); (J+;7+8 da); (~+L+g dx).

Die Arbeit, welche der auf dieser Fliche lastende Druck leistet,
ist demnach

Q)

—p, (¢+§:dr)+1> (17-{—6 de)+ P, (¢ +

Ca ’(‘)] dydz.

v
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Die Summe der Arbeiten wird somit

_ (Pm Z_i+ P,, ST’{ +P,, g_;‘) dedydz .
Fir die auf den Y- und Z-Axen senkrecht stehenden Seiten-
paare erhalten wir ganz analoge Ausdriicke.
Addiren wir diese drei Ausdriicke und crsetzen das Produkt
dzdydz durch vdm, wobei v das specitische Volumen im Punkte A
und dm die Masse des Parallelepipedons bedeutet, dann crhalten wir

0% On oc on 0% ot 0§
—1p_ = 4+P VL P 4P A BRI R
T 0x Y9 0y % 0z x”(&v 8}/) “(aw 8:)

ot Oy
-+ Pyz (Fz; + E)] vdin.

Das Integral dieses Ausdrucks, ausgedehnt iiber den vom Kérper
eingenommenen Raum, gibt dic gesammte Arbeit der dusseren Kriifte
wihrend der Deformation.

Hierbei ist zu beriicksichtigen, dass bei einem isotropen Korper

me:Pyy =Pzz =r
P, =P, =P, =0.

Demnach geht der obige Ausdruck fiir die Arbeit der iusseren

Krifte iiber in
0¢ dy ¢
- (8.v +76T1/~ + }'3?) vdm

oder (ef. § 74)

d
—pr\U vdm=—pdvdm.

Wir finden also, wie im § 64, wieder — pdv als Arbeit der
dusseren Krifte, bezogen auf die Masseneinheit.

85. Wenn nun auch bei den festen Korpern der Ausdruck fiir
die Arbeit verwickelter ist, als bei einer im Gleichgewichte befind-
lichen Fliissigkeit, so gilt doch das Princip von der Erhaltung der
Energie darum hier nicht weniger. Das Experiment zeigt nimlich,
dass, wenn der Korper sich in Folge der Deformation erwirmt, die
Aenderung der inneren Energie, die sich aus dieser Erwirmung er-
gibt, gleich der Arbeit der &Husseren Kriifte wihrend der Defor-
mation ist.

Als Beispiel wibhlen wir den Versuch von Edlund. FEin an
seinem oberen Ende festgeklemmter Metalldraht wird zunichst durcli
eine am unteren Ende angreifende Kraft p ausgedehnt und sodann
die Wirkung dieser Kraft wieder aufgehoben, so dass der Draht
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seine urspriingliche Linge wieder annimmt. Bezeichnet ¢ die Ver-
lingerung des Drahtes wihrend der ersten Phase des Ixperiments,
so ist die Arbeit der dusseren Krifte = ps. Wihrend dieser Phase
kiihlt sich der Draht in Folge der Verlingerung ab; wihrend der
folgenden Phase erwirmt er sich; wihrend einer dritten Phase kiihlt
er sich wieder ab, indem er durch Leitung nach Aussen Wirme ab-
gibt, und kommt auf diese Weise zu seinem anfinglichen Zustand
zuriick, denn seine Temperatur wie seine Linge sind wieder die-
selben geworden wie friher. Die Wirmemenge 0Q, die er nach
Aussen abgab, hat den Werth adT, wobei a die Warmekapacitit
des Drahtes bedeutet, die sich aus seinen Dimensionen und aus
seiner specifischen Wirme berechnen lisst, und 6T den Ueberschuss
der Temperatur am Ende der zweiten Phase iiber die Anfangs-
temperatur, den man mit Hiilfe eines thermoelektrischen Elements
misst. Da der Draht einen geschlossenen Kreislauf durchgemacht

hat, so muss gelten
EdQ=ps.

Dies ist in der That der Fall, denn wenn man E aus dieser
Gleichung berechnet, findet man Zahlen, welche den von Joule und
Rowland ermittelten sehr nahe liegen; fiir Messing erhidlt man bei-
spielsweise 428,3.

Bei diesem Versuche haben wir es iibrigens mit einem Drucke zu
thun, der nicht nach allen Richtungen derselbe ist. Ein Volumen-
element des Drahtes wird nidmlich einem betrichtlichen Zuge in
vertikaler Richtung unterworfen, wihrend der in horizontaler Rich-
tung darauf wirkende Druck nahezu Null ist.

86. In Bewegung befindliche ponderabele Fluida. — In diesem
Falle hat der Druck in einem bestimmten Punkte nach allen Rich-
tungen den gleichen Werth, aher er hat nicht in jedem Punkte der
Flissigkeit dieselbe Grosse.

‘Wir bezeichnen mit p den Druck auf die Fliicheneinheit eines
Fliissigkeitselements, mit «, 8, y die Richtungskosinus der nach Aussen
gerichteten Normalen eines Oberflichenelements dw, mit z,y,z die
Schwerpunktskoordinaten des betrachteten Fliissigkeitselements zur
Zeit t, mit z + &, y+75, 2+ £ diejenigen desselben Elements zur
Zeit t+ dt, so dass

E= S—f dt ete.,
dann ist die Arbeit der auf diesem Element lastenden iusseren
Drucke
—pdo («§-+ gy y<)



76  Einige Bestitigungen des Princips von der Erhaltung der Energie.

und die Arbeit dieser Krifte, bezogen auf die gesammte Oberfliche
der Fliissigkeit .
dr=—[p(as+pr+yd do.

Nennt man die Wirmemenge, welche die Masseneinheit der
Flissigkeit durch Leitung oder Strahlung von Aussen aufnimmt,
dq, und die entsprechende fiir die gesammte Fliissigkeit dQ, so ist

o)) dQ = j dgdm,

wobel dm die Masse eines Volumenelements bezeichnet.
Weiter sei « die auf die Masseneinheit bezogene innere Energie,
dann ist die innere Energie der ganzen Fliissigkeit

U;Sqdm.

Von &dusseren Kriiften sind zwei Arten wirksam:

1. Die iusseren Drucke, deren Arbeit d= oben berechnet wurde.

2. Die Schwere, deren Arbeit dV das Differential eines gewissen
Potentials V darstellt, das wir zu bestimmen haben.

Wir erhalten diesen Werth bis auf eine Konstante, wenn wir
das Gewicht dieser Fliissigkeit mit der Entfernung ihres Schwer-
punktes von der als horizontal angenommenen X Y-Ebene multi-
pliciren, demnach ist

v :5 gedm.

Endlich ist der Ausdruck fiir die kinetische Energie
c (dim [ [0x\? (Ey\? ?ﬁ)z ]
“*f*z”[(%%(?z%(m ]
87. Wir stellen nun die Bewegungsgleichungen der Fliissigkeit auf.

Wire die Flissigkeit in Ruhe, so hitten wir nach den Funda-
mentalgleichungen der Hydrostatik

hierbei sind Xdm, Ydm, Zdm die Komponenten der Husseren Krifte,
welche auf das Element dm wirken. Demnach erhalten wir nach
dem Princip von d’Alembert als Bewegungsgleichungen

ap 0%z

e T
o 0%y
By Yo
op 0%z

o- ¢t eam
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1 . o
oder, wenn man p durch —-ersetzt und bedenkt, dass die Flissig-

keit nur der Wirkung der Schwere unterworfen und daher X =Y =0,
Zdm=—gdm ist,

JOp _ 0%
Yer T T o
op 0%y
Uy T T i
op _ 0%z
l » == 8[2 (/

88. Mittels dieser Gleichungen wollen wir den Ausdruck fiir die
Arbeit dc der Husseren Krifte umformen. Wir wenden hierzu die
bekannte Beziehung an

’ " oF
j (:F(Zw:j or dr,

indem wir fiir I successive p&,py,pl setzen; dann erhalten wir,
wenn wir noch in den dreifachen Integralen gleichzeitig dr durch
vdm ersetzen

]

. . Op ( o
pEdo =\ &- ; s .
\(.p,(lw j fo vdm—+4\ p B vdm

¢

Xl

o

‘ﬂpqdw: 81 % L(Im—I—J g—yulm

yp@’(lw:j ngw L(lm—l—j givdm

und demnach

3}) ap . ‘los Oy o¢ -
(lr——S[S 3y ;E] ulm—g (-a—;—l—a—l—?;)pulm

oder
dl#—s [ %Ii al—kg—g] v(lm—spdvdm,

e/
da nach § 74

s Ty T e T

v

(5§ Oy ?t)_ dv

Ersetzen wir jetzt die partiellen Differentialquotienten von p
durch ihre aus den Bewegungsgleichungen abgeleiteten Werthe, dann
ergibt sich

0%x 0%y 0%z
&) dr= \ ( EYE

S+ ET) dm -+ ‘ g&dm — s;zdvdm.

T ot

89. Wir berechnen nun dU,dV,dW. Die innere Energie u der
Masseneinheit ist eine Funktion des Druckes und des specifischen
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Volumens; fiir ein sehr kleines Volumenelement kénnen diese beiden
Grossen als konstant betrachtet werden, wir dirfen also fiir die
Variation der inneren Energie, bezogen auf die Massencinheit, wie
bei ciner ruhenden Flissigkeit schreiben

du=dq—Apdr,
und erhalten somit in Kalorien

3) (IU=5 (ludm=5(111(111L——A5pdulm.

Die Aenderung von V ist
dV»——S_qdztlm
oder, da wir den Zuwachs der Z-Koordinate mit £ bezeichnet haben
4 dV=5gCtlm.

Die Aenderung der kinetischen Energie wird

dx 0*v  Qy 0% 0z 9%r\
5t o¢F +’675F+Waﬁ) i

AW = ( (lm(

nun ist aber

fg%.dt=§; gt di==7y; g[ dt=¢,
demnach 5
* 2y 0%y
® oW = (8 535+ r5t +575)

90. Soll das Princip von der Erhaltung der Energie gelten, dann
muss die Aenderung der Gesammtenergie =dr-+EdQ sein. Nun
ist diese Aenderung der Gesammtenergie nach den Ausdriicken
®), @), () .,

AW + dV + EdU = { dmn ( g g,;_; + 1

1%

32,1/ 0*
+c5t3

\) + \gtdul—i— E \ dgdm —
— Spdml:n .
Die Summe d7-+ EdQ ergibt sich aber nach den Gleichungen
(1) und (?) als

dr--EdQ =J (c 0%x 321/

7 L@ 2) dm - gqgtlm — {pd@d;n -+

acr T Tgye

& (X

-+ ELS dgdm.

Da die beiden rechten Seiten dieser Gleichungen identisch sind,
so ist demnach das Prineip von der Erhaltung der Energie auch in
diesem Falle erfiillt.



Kapitel VII.

Das Princip von Carnot-Clausius.

91. Das Princip von Carnot. — Wir sahen im Kapitel III, auf
welche Weise Carnot den Satz beweist, der seinen Namen trigt und
den er folgendermaassen ausspricht:

Bei einer vollkommenen Maschine ist die motorische Kraft der Warme
unabhdngig von der Natur der Substanzen, welche zur Hervorbringung dieser
Kraft verwendet werden; die Grisse der letzteren wird vielmehr nur durch
die Temperatur der Kirper bestimmt, zwischen denen in letzter Instanz der
Warmeaustausch stattfindet.

Naeli Carnot ist eine vollkommene Maschine eine solche, bei
welcher der geschlossene Kreis der Transformationen sich umkehren

lasst ; die motorische Kraft wird durch den Nutzeffekt —é dieses Kreises

dargestellt. Demnach ist der Satz von Carnot gleichbedeutend mit
folgendem, der auch bereits bewiesen wurde (42): Der Nutzeffekt des
Carnot’schen Kreises hangt nur von den Temperaturen der Isothermen ab.

Der Beweis von Carnot griindete sich, wie bereits frither ange-
geben wurde, auf dic beiden Annahmen, von der Unmdéglichkeit
eines Perpetuum mobile und von der Erhaltung des Wirmestoffs.
Da diese letztere Annahme falsch ist, muss der Beweis von Carnot ver-
worfen werden. Man hiitte nun, nachdem das Princip von der Aequi-
valenz wohl begriindet war, glauben konnen, dass das Carnot’sche
Theorem definitiv abgethan sei. Clausius gebiihrt das Verdienst,
dass er sich micht zu diesem oberflichlichen Urtheil verleiten liess,
sondern unabldssig forschte, bis es ihm gelang, das Princip von
Carnot, welches verschiedene experimentelle Thatsachen zu beweisen
schienen, mit dem Princip von der Erhaltung der Kraft in Einklang
zu bringen.

Hierzu gentigte es, wie wir sehen werden, nur wenig in dem
dem Carnot’schen Beweise zu iindern.
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92, Wir wollen den Beweis von § 41 wieder aufnehmen und
voraussetzen, dass, entgegen der frilheren Annahme, bei zwei
Maschinen M und M’', welche zwischen den gleichen Temperatur-
grenzen nach zwei Carnot’schen Kreisen funktioniren, die Unglei-
chung gilt:

M) LAES A

Ferner denken wir uns wieder die beiden Maschinen so ver-
bunden, dass M’ im direkten und M im umgekehrten Sinne funktio-
nirt; dann wird die Arbeit dieser zusammengesetzten Maschine, wenn
M und M’ einen vollstindigen Kreis beschreiben,

mt —mr

sein, wobei m und m' die Massen der Korper bezeichnen, die sich
in beiden Maschinen transformiren. Die der Wirmequelle ent-
nommene Wirmemenge hat den Werth

m' Q) — m Q,
und diejenige, welche an die Kiltequelle abgegeben wird, ist
m QY —mQ,.

Wir kénnen nun die Massen m und m' so wéhlen, dass die der
Wirmequelle enthommene Wirmemenge Null ist, also

@) m'Q —mQ, =0;
dann folgt aus dieser Gleichung und der Ungleichung (1)
mr—mr>0

d. h. die aus M und M bestehende Doppelmaschine leistet eine posi-
tive Arbeit.

93. Bis hierher haben wir an der Carnot’schen Ableitung nichts
geiindert. Wir wollen nun das Princip von der Aequivalenz ein-
fithren.

Der Korper, der sich in M transformirt, indem er der Wirme-
quelle eine Wirmemenge Q; entnimmt und an die Kiltequelle eine
solche Q, abgibt, erh&lt also in Wahrheit von Aussen nur eine
Wirmezufuhr von Q, — Q, pro Masseneinheit. Die entsprechende
dussere Arbeit, welche wihrend dieser Transformation geleistet wird,
ist == Demnach gilt nach dem Princip von der Aequivalenz

Q—Q;=Ar~r
und ebenso

Ql’—-Qg’::AT'.
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Aus diesen beiden Gleichungen folgt unter Beriicksichtigung

der Gleichung (2)
wQy —mQu=—Am7 —m7.

Es ist also hiernach die an die Kiltequelle abgegebene Wirme-
menge negativ, mit anderen Worten: Die Maschine entzieht der
Kiltequelle Wirme.

Da nun die Kiltequelle nicht zu ihrem urspriinglichen Zustande
zurtickkommt, so koénnen wir hier nicht, wie in § 41, sagen, dass
die Erzeugung von positiver Arbeit mit dem Princip von der Un-
moglichkeit eines Perpetuum mobile unvereinbar sei.

Aus dem obigen Resultate lisst sich also nur folgender Schluss
ziehen: Wenn das Carnot’sche Princip“falsch ist, dann ist es moglich, un-
endlich viele Arbeit dadurch hervorzubringen, dass man der Kdltequelle Wirme
entnimmdt.

94. Wir konnten den Gedankengang auch noch anders durch-
fiihren und wtirden dabei zu einem Resultate gelangen, das ebenso
wenig annehmbar wire als das soeben entwickelte.

Zu diesem Zwecke denken wir uns m und m' so gewiihlt, dass

m7 —mr=0

d. h., dass die bei der Verkuppelung von M und M’ geleistete Arbeit
der Maschine gleich Null ist. Dann ergibt sich aus dieser Gleichung
in Verbindung mit der Ungleichung (1)

m Q) —mQ,<<O0.

Ausserdem folgt aus der Anwendung des Prineips von der
Aequivalenz, da die producirte Arbeit Null ist:

mQQ—mQ=mQ, —mQ,.

Die der Wirmequelle entnommene Warmemenge ist also negativ
und, absolut genommen, gleich der Wirme, welche an die Kilte-
quelle abgegeben wird; mit anderen Worten: Es wird in diesem
Falle der Kiltequelle eine gewisse Wirmemenge entnommen und
an die Wirmequelle abgegeben.

Wir kommen somit zu folgendem Schlusse: Wenn das Princip
von Carnot falsch ist, so ist es moglich, Wérme von einem kilteren auf einen
wdrmeren Korper zu dibertragen, und zwar ohkne Arbeitsleistung und olne
Jegliche Aenderung des Kdirpers, welcher sich transformirt.

95. Das Princip von Clausius. — Das Princip von Clausius lautet
nun, entsprechend den eben ausgefiihrten Entwickelungen: Es ist un-
mdaglich, direkt oder indirekt Wirme von einem kalten zu einem warmen Kirper
ubergehen zu lassen, wenn nicht gleichzeitig ein Verbrauch von Arbeit oder ein
Uebergang von Wirme von einem warmen zu einem kalten Kérper stattfindet.

Poincaré, Thermodynamik. 6
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Dies Princip scheint durch alle experimentellen Thatsachen be-
stitigt zu werden; nimmt man es als richtig an, so ergibt sich aus
der obigen Ausfiihrung, dass nicht gelten kann

r
Q)

Ebenso wenig aber kann

>.Q7,'

7 7
o=

sein, denn wenn man in einem analogen Beweise eine zusammenge-
setzte Maschine betrachtet, welche durch Verkuppelung der im di-
rekten Sinne wirkenden Maschine M mit der im umgekehrten Sinne
wirkenden Maschine M’ gebildet wird, so fiihrt diese Ungleichung
ebenfalls zu einem Schlusse, welcher mit dem Princip von Clausius
im Widerspruche steht. Die Nutzeffekte beider Carnot’schen Kreise
miissen also gleich sein, und wir gelangen auf diese Weise wieder
zum Carnot’schen Theorem.

Dies ist das Princip von Clausius, das man heutzutage ge-
wohnlich als zweites Prineip der Thermodynamik zu bezeichnen
pflegt. Da das Carnot’sche Theorem fast eine unmittelbare Folge
dieses Princips ist, so gab ihm Clausius mit einer Bescheidenheit, die
ihm zur hochsten Ehre gereicht, den Namen: Carnotsches Princip,
obgleich er es ausgesprochen hatte, ohne die Arbeiten von Sadi Carnot
zu kennen.

96. Die Einwiirfe von Hirn. — Wenn auch die urspriingliche
Fassung des Satzes im Grunde genommen mit derjenigen, die wir
soeben angaben, identisch ist, so war sie doch weniger deutlich;
Clausius driickte sich niémlich folgendermaassen aus: Die Wirme
kann nicht von selbst von einem kalten zu einem warmen Kérper ibergehen.
Hirn versuchte den Nachweis zu fithren, dass dies Princip in ge-
wissen Fallen falsch ist. Wir wollen die Einwiirfe von Hirn ausein-
andersetzen und gleichzeitig widerlegen.

Zu diesem Zwecke fassen wir einen Cylinder ABCD in's Auge
(Fig. 11), der einen Kolben E I enthiilt; zu beiden Seiten des letzteren
sollen sich Gasmassen von den verschiedenen Temperaturen T, und T,
befinden. Abgesehen von A B mogen sdmmtliche Winde wie auch
der Kolben fiir die Wirme undurchdringlich sein. Wenn nun die
Wand AB mit einem Korper in Beriihrung steht, dessen Temperatur
T, hoher als T,, aber niedriger als T, ist, dann wird dieser Korper
an das in ABEF eingeschlossene Gas Wirme abgeben; in Folge
dessen dehnt sich das Gas aus und treibt den Kolben EF vorwirts.
Hierdurch wird das Gas, welches sich in dem fir Wirme undurch-
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dringlichen Raume EFCD betindet, adiabatisch komprimirt und er-
fahrt demnach eine Temperaturerhohung. So ist also Wéirme von
einem Korper mit der Temperatur T, auf ein Gas iibertragen wor-
den, dessen Temperatur Ty, hoher ist als T,

Trotzdem steht diese Wiarmeiibertragung nicht im Widerspruche
mit dem Prineip von Clausius. Die Wirme ist allerdings vom
kilteren zum wiirmeren Korper iibergegangen, gleichzeitig aber
fand ein Wirmeiibergang von dem Koérper mit der Temperatur T
zum Gas mit der Temperatur T, statt, d. h. von einem widrmeren
zu einem kiltcren Korper. Allerdings nabhm Hirn an, dass T
nur unendlich wenig hoéher sei als Ty; ob aber die Differenz T, — T,
unendlich klein oder endlich ist, das ist im Grunde nicht von Be-
lang; wenn sie unendlich klein ist, wird die Wirmeabgabe und somit
auch die Ausdehnung des einen Gases und die Kompression des

a & €

Fig. 11. Fig. 12.

anderen aufhoéren, sobald T, = T, geworden ist; dies wird aber nach
Verlaut einer unendlich geringen Zeit der Fall sein. Die abgegebene
Wirmemenge wird also von derselben (irossenordnung sein, wie die
Differenz T, — T,.

97. Wir kommen nun zun zweiten Einwurfe von Hirn, und
denken uns zwei Cylinder A und B von gleichem Querschnitte, in
welchen sich zwei Kolben bewegen (Fig. 12). Diesclben mogen so ver-
bunden sein, dass sich der eine um das gleiche Stiick senkt, wenn sich
der andcre um ein gewisses Stiick hebt. Die beiden Cylinder sind
fir Wiarme undurchdringlich, stehen dagegen durch einen Kanal mit
einander in Verbindung, der die Wiirme passiren lasst.

Wir nehmen zuniichst an, der Kolben im Cylinder B befindc sich
auf dem Boden, der Oylinder .\ dagegen sei mit Luft von OV gefiillt
und der Verbindungskanal aut 100° erhitzt. Heben wir nun den
Kolben B, dann geht die in dem Verbindungsrohr befindliche Luft
von 100° in den Cylinder B und wird durch einen Theil der kalten
Luft in A ersetzt. Diese kalte Luft dehnt sich aus und komprimirt
die in beiden Cylindern enthaltene Luft, in Folge dessen steigt dic
in A enthaltene Luft iiber 09 die in B enthaltenc iiber 100°. Heben

6*
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wir den Kolben B nochmals, so tritt von Neuem eine Menge auf
100° erhitzte Luft in B ein und gleichzeitig erhitzt sich eine gewisse
Menge kalter Luft aus A in dem Verbindungskanal bis auf 100°
Wiederum findet eine Kompression statt und die Temperatur der
Luft in beiden Cylindern steigt. Die Rechnung ergibt, dass, wenn
der Kolben A auf dem Boden angekommen ist, die Temperatur in
B 120° betrigt. Auf diese Weise, sagt Hirn, ist es moglich, mit einer
Wirmequelle von 100° Luft bis auf 120° zu erwirmen, ohne dass
Arbeit aufgewendet wird, da der Kolben A um das gleiche Stiick
sinkt, um welches der Kolben B sich hebt.

Dieser Einwurf ist jedoch eben so leicht zu entkriften als der
vorhergehende. Ts geht ndmlich auch noch Wirme von einem
wirmeren zu einem kilteren Korper iiber, ndmlich von der Wirme-
quelle, welche das Verbindungsrohr auf 100° erhilt, zu der kalten
Luft, die aus A ausstromt. Ein Theil dicser Wirme dient zur Ior-
wirmung dieser Luft, ein anderer Theil zur Erhéhung der Tempe-
ratur der Luft, die schon in B cingetreten war. So findet also
gleichzeitig ein Uebergang "der Wirme von einem wirmeren zu
einem kilteren Korper und andrerseits von einem kilteren zu cinem
wirmeren Korper statt; das widerspricht aber nicht dem Princip
von Clausius.

98. Wiirde man den umgekehrten Versuch machen und die
auf 120° erhitzte Luft aus dem Cylinder B durch das auf 100° er-
hitzte Verbindungsrohr in den Cylinder A {iibertreten lassen, so
wiirde man finden, dass, wenn der Kolben in B unten angekommen
ist, die Temperatur des Gases auf O Grad zuriickgegangen ist. Auf
den ersten Blick konnte es aueh hier scheinen, als ob die Wirme
von selbst von einem Kkilteren zu einem wirmeren Korper iiberge-
gangen wire, ndmlich von dem Gase mit der Endtemperatur 0° zu
der Wirmequelle mit 100°. Thatsdchlich findet jedoch gleichzeitig
ein Uebergang der Wirme von dem im Cylinder B befindlichen Gase
mit 120° auf die Wirmequelle statt, d. h. von einem wiirmeren zu
einem Kkélteren Korper.

Die Einwiirfe von Hirn kénnen also vor der Kritik nicht bestehen.

Hirn bhitte ja vielleicht durch neue Versuche zeigen koénnen,
dass die Gesetze, welchen dic Gase unterworfen sind, mit den all-
gemein als giiltig angenommenen nicht {ibereinstimmen, und hétte
vielleicht auf diese Weise das Princip von Clausius widerlegen
konnen. Statt dessen philosophirte er vielinehr, ohne irgend ein neues
Experiment anzustellen, tiber die vollkommenen Gase, indem er auf
sie die klassischen Gesetze von Mariotte und Gay-Lussac sowie dic
Regnault’schen Gesetze von der Konstanz der specifischen Wirme
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anwandte. Wir werden nun sehen, dass das Carnot’sche Princip
eine unmittelbare Folge der Giiltigkeit dieser Gesetze ist. Es war
also vergebliches Bemiihen, auf diesem Wege zur Widerlegung des
Carnot’schen Princips gelangen zu wollen.

99. Einwurfsfreie Fassung des Princips. — Wir wollen uns ein
System denken, das jeglicher Einwirkung von Aussen entzogen ist
und aus » Korpern A,, A,...A, besteht, deren Zustand nur von
zwel unabhingigen Variabeln abhingt, ndmlich der Temperatur T
und dem specifischen Volumen ». Wir nehmen an, die Temperatur
T, des Korpers A; sei hoher als die Temperatur T, von A,, und
lassen das System eine Umwandlung durchmachen; am Ende der-
selben sollen sich alle Korper des Systems, bis auf A; und A,, in
ihrem urspriinglichen Zustande befinden, und die specifischen Vo-
lumina von A; und A, mogen den gleichen Werth besitzen wie vor
der Transformation. Unter diesen Bedingungen ist es unmoglich,
dass A, sich erwirmt und A, sich abgekiihlt hat.

Diese Fassung muss das Clausius’sche Princip erhalten, um gegen
jeden Einwurf geschiitzt zu sein.

Sie setzt also voraus, dass folgende drei Bedingungen erfiillt
sind: 1. Das System ist isolirt, d. h. es nimmt weder von Aussen
Wiarme auf, noch auch gibt es nach Aussen Wirme ab, und leistet
weder positive noch negative Arbeit. 2. Alle Korper des Systems,
bis auf zwei, kommen zu ihrem urspriinglichen Zustande zuriick,
mit anderen Worten, sie beschreiben geschlossene Kreise. 3. Die
beiden anderen Korper nehmen ihr anfingliches specifisches Volumen
wieder an.

Diese dritte Bedingung ist weniger wichtig als die beiden ersten;
trotzdem lisst sich ihre Einfiihrung nicht umgehen. Ohne diese Ein-
schrinkung konnen wir niimlich den Korper A, adiabatisch kompri-
miren und den Korper A, sich adiabatisch ausdehnen lassen; benititzt
man dann die bei dieser Ausdehnung gewonnene Arbeit zur Kom-
pression von A;, so erhiilt das System keinerlei Arbeitsleistung von
Aussen und auch keine Wirmezufuhr, da Kompression und Ausdeh-
nung adiabatisch vor sich gehen. Die beiden ersten Bedingungen
sind also erfiillt, gleichwohl hat sich der wirmere Korper A; darch
Kompression erwidrmt, der kiltere Ay durch Ausdehnung abgekiihlt.
Das Princip von Clausius konnte also in gewissen Féllen unrichtig
sein, wenn man die dritte Bedingung ignorirte.

100. Die Nothwendigkeit der ersten Bedingung unterliegt keinem
Zweifel. Nichtsdestoweniger wollen wir nachweisen, dass es moglich
ist, Wirme von einem Kilteren zu einem wirmeren Korper iiber-
gehen zu lassen, wenn man dem System Arbeit zufiihrt.
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Wir fassen cine thermische Maschine in’s Auge und bezeichnen
mit p und = die Variabeln, welche den Zustand des zur Trans-
formation verwendeten Korpers C definiren, dessen Masse 1 Kilo-
gramm betragen moge. Wenn dieser Kérper einen geschlossenen
Kreis beschreibt, dann ist die geleistete Adussere Arbeit = [pdv,
wobei das Integral lings der Transformationskurve zu nehmen ist;
diese Arbeit ist positiv, wenn der darstellende Punkt sich auf dieser
Kurve im Sinne der Uhrzeiger bewegt, negativ dagegen im ent-
gegengesetzten Falle. Nach dem Princip von der Aequivalenz ist
diese Arbeit gleich dem Produkte von E in die dem Korper gelieferte
Wirmemenge. Nennen wir also Q, die Wiarmemenge, welche C der
Wirmequelle der thermischen Maschine entnommen, Q, diejenige,
welche C an die Kéiltequelle abgegeben hat, so gilt

1) Q—Q,=Ar.

Liegt der Kreis, den C beschreibt, zwischen den Isothermen,
welche den Temperaturen T, und T, der Wirme- resp. Kiltequelle
entsprechen, dann ist die Tempera-
tur von C stets tiefer als T, dieser
Koérper kann also keine Wirme an
die Wirmequelle abgeben, sondern
nur von ihr entnehmen; demmnach
ist Q; nothwendig positiv, in welcher
Richtung auch der Kreisprocess
durchlaufen sein mag; aus ganz
analogen Griinden ist Q, positiv.

Tig. 1. Man kann also unter diesen Bedin-

gungen nicht Wirme aus der Kilte-

quelle entnehimen, um sie der Wirmequelle zuzufiihren, auch nicht,

wenn der Kreis im umgekehrten Sinne beschrieben, und dem System
Arbeit zugefiihrt wird.

Dagegen wollen wir nun den Fall betrachten, dass die Kurve,
welche die Transformationen des Korpers C darstellt, aus zwei Adia-
baten AD und BC besteht (ef. Fig. 13), die durch beliebige Kurven
verbunden sind, und zwar mogen die letzteren die Isothermen T,
und T, einschliessen, welche der Wirmequelle resp. der Kiltequelle
entsprechen. Wird nun der Kreis im umgekehrten Sinne beschrieben,
so kann man annehmen, dass die Wirmemenge, welche der Koérper
wihrend der Transformation BA abgibt, an die Wirmequelle iiber-
geht, da die Temperatur der letzteren tiefer ist als diejenige des
Korpers; demnach ist die der Wirmequelle entnommene Wirme-
menge Q, negativ. Die vom Korper wihrend der Transformation




Das Princip von Carnot-Clausius. 87

D C anfgenommene Wirmemenge Q, kann der Kiltequelle entnommen
werden, denn die Temperatur T, der letzteren ist hoher als diejenige
des Korpers, folglich ist Q, negativ. Unter diesen Bedingungen ist
also Wiarme von der Kiltequelle genommen und auf die Wirme-
quelle tbertragen worden. Da nun weiter r negativ ist, so zeigt
die Gleichung (1), dass Q, absolut genommen grosser ist als Q,; die
nach der Wirmequelle geschaffte Wiarme ist also grosser, als die
aus der Kiltequelle genommene.

101. Andere Fassung des zweiten Wirmesatzes. — Man gibt
bisweilen diesem Princip folgende Fassung: [Es ist unmdglich, eine
thermische Maschine mit einer einzigen Wirmequelle im Gange zu erhalten.

Aus dieser Fassung, sowie aus der Ausfiihrung des § 93 ergibt
sich, dass der 6konomische Ko#{ficient QT: eines Carnot'schen Kreises
nicht grosser sein kann, als der Koéfficient V(;T eines anderen Carnot-
schen Kreises, der von denselben Temperaturgrenzen eingeschlossen

. N . . T .
ist. Andererseits kann der Koéfficient-~— des zweiten Carnot’schen

Q

Kreises aus denselben Griinden nicht grosser sein als Q7 Beide Kodf-

1
ficienten sind also gleich, demnach ist der Carnot’sche Lehrsatz eine
Folgerung dieses Princips in der oben angegebenen Fassung.
Ferner ist es klar, dass, wenn der Carnot’sche Satz richtig ist, dies
auch fir unser Princip gilt, die beiden Siitze sagen also das-
selbe aus.

XNun ist aber der Satz von Carnot auch eine Folgerung aus dem
Clausius'schen Princip und umgekehrt, demnach muss auch der Satz
von Clausius dasselbe aussagen, wie die obige Fassung des Princips.
Man kann also nach Belieben die eine oder die andere Fassung als
zweites Princip der Thermodynamik wéihlen.

102. Uebrigens lisst sich noch auf andere Weise die Gleich-
werthigkeit beider Fassungen nachweisen.

Wir wollen zuerst zeigen, dass man, wenn das Clausius’sche
Princip falseh wire, eine Maschine mit einer einzigen Wirmequelle
im Gange erhalten konnte.

Mit A und B bezeichnen wir die beiden Wirmequellen der
thermischen Maschine, deren Temperaturen T, und T, sein mogen.
Lassen wir diese Maschine im direkten Sinne gehen, so liefert sie
uns eine Arbeit =, indem sie der Wirmequelle A eine Wirmemenge
Q, entnimmt und an die Kiltequelle B die Wirme Q, abgibt. Wenn
aber das Princip von Clausius auf die Kérper A und B keine Anwen-
dung finde, so kénnten wir dann der Kiltequelle eine Wirmemenge
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(), entnehmen und dieselbe ohne Arbeitsaufwand an die Wiarmequelle
abgeben. Demnach wiirde nach Verlauf dieser beiden Operationen
die Warmequelle ihren urspriinglichen Zustand wieder annehmen,
und wir hitten dadurch eine Arbeit © erhalten, dass wir der Kilte-
quelle eine Wirmemenge Q,—Q, entzogen haben.

108. Wiire es moglich, mit einer einzigen Wirmequelle Arbeit
zu leisten, so konnte man umgekehrt auch Wirme ohne Arbeits-
leistung von einem Kiilteren auf einen wirmeren Korper iibertragen.

Die Arbeit = namlich, welche dadurch erzeugt wird, dass eine
Wirmemenge Q einer Wirmequelle von der Temperatur T, ent-
nommen wird, lisst sich in lebendige Kraft und diese wieder durch
Reibung in Warme umwandeln. Da uns nun nichts an der Annahme
hindert, dass die Temperatur T, der Korper in Folge der Reibung
hoher ist als T,, so wiirden wir in der That ohne Arbeitsleistung
Wirme von einem kilteren auf einen wirmeren Korper iibertragen
haben.

Auch die folgende Ueberlegung fiihrt zu dem gleichen Resultat.
Wieder bezeichne t die Arbeit, welche von einer Maschine M da-
durch geleistet wird, dass eine Wirmemenge Q einer Wirmequelle
von der Temperatur T, entzogen wird. Wir nehmen nun zu dieser
ersten Wiarmequelle noch eine zweite, welche die hohere Temperatur
T, besitzen moge, und lassen zwischen beiden Wirmequellen eine
thermische Maschine M’ im umgekehrten Sinne funktioniren; dabei
koénnten wir eine Arbeit — = erhalten, indem wir der wirmeren Quelle
eine Wirmemenge —Q, entnehmen und an die kéltere mit der Tem-
peratur T, die Wirmemenge —Q, abgeben. Beide Maschinen M und
M’ zusammen werden dann die Arbeit Null liefern; dabei ist der
Wirmequelle mit der Temperatur T, die positive Wirmemenge Q + Q,
entnommen und der Wirmequelle mit der Temperatur T, eine posi-
tive Warmemenge Q,, welche offenbar gleich Q + Q, sein muss,
abgegeben worden. Wir hiitten somit eine Wirmeiibertragung von
der kilteren zu der wirmeren Quelle.

So ist also nachgewiesen, dass von den Fassungen in § 95 und
§ 101 die eine nicht falsch sein kann, ohne dass es gleichzeitig auch
die andere ist; demnach sagen beide Fassungen vollstindig das
Gleiche aus.

104. In der Fassung des § 101 ist die Temperatur der Warme-
quelle gar nicht erwihnt, sie kann also beliebig angenommen werden.
Wir wollen in der That nachweisen, dass, wenn dieser Satz bei An-
wendung einer Wirmequelle B mit der Temperatur T, richtig ist,
er auch gilt, wenn die Wirme von einer Wirmequelle A mit der
Temperatur T, genommen wird.
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Der Beweis kann sich offenbar darauf beschriinken, zu zeigen:
Wenn es moglich wire, mit der Wirmequelle A allein Arbeit zu
leisten, so wiirde dies auch fiir die Wirmequelle B gelten, welche
Temperatur diese auch besitzen mag.

Wir nehmen zuerst Ty> T, an. Mit der Wirmequelle A lisst
sich unserer Hypothese nach eine Arbeit < leisten, indem wir dieser
Wirmequelle eine Wirmemenge Q; entnehmen. Wir kénnen nun
aber zwischen den Wirmequellen B und A in direktem Sinne cine
Maschine gehen lassen, so dass eine Arbeit ' geleistet wird, da-
durch, dass man der wirmeren Quelle B eine Wirmemenge Q, ent-
nimmt und davon eine Wirmemenge ), an die kiiltere Wirmequelle
A abgibt. Durch beide Operationen zusammen wiirde eine positive
Arbeit v+ ¢’ geleistet werden. Dabei wiirde der Wirmequelle B die
Wirme (Q, entzogen worden sein, wihrend die Wirmequelle A zu
ihrem urspriinglichen Zustand wieder zuriickgekelrt wire. Es wiire
also dadurch, dass man nur der Quelle B Wirme entzogen hitte,
Arbeit geleistet worden.

Wir nehmen nun T,<<T, an. Dann koénnten wir zuniichst
auch wieder eine Arbeit © dadurch leisten, dass wir der Quelle A
die Wirme Q, entnehmen. Diese Quelle A koénnen wir nun als
Wirmequelle einer thermischen Maschine betrachten, wihrend die
zugehorige Kiltequelle B sein wiirde. TIst nun der Kreis dieser
Maschine beschaffen wie der in § 100 erwiihnte, der aus zwei Adia-
baten und aus zwei beliebigen Kurven bestand, welche die Iso-
thermen T, und T, einschlossen, dann ist es moglich, dadurch, dass
man der Maschine eine Arbeit ¢’ zufiihrt, der Kiltequelle die Wirme
Q, zu entnehmen und davon die Wirme Q, an die Wirmequelle
abzugeben. Demnach wiirde am Schlusse dieser beiden Operationen
A zu seinem urspriinglichen Zustande zurtickkommen, und dabei
wire eine Arbeit t— 7' geleistet worden. Nun ist aber diese Arbeit
positiv; nach dem Prineip von der Aequivalenz gilt ndmlich

Q, = Ar; Q—Q =—A7".
Demnach ist
Q=A(—7).

Da nun die Wirme Q,, die dem sich umwandelnden Kérper
geliefert wird, positiv ist, so muss es die Arbeit = — ' ebenfalls
scin. Es wiirde also auch hier positive Arbeit dadurch geleistet sein,
dass der Wirmequelle B Wérme entzogen wurde.

105. Wir konnen nun weiter noch Folgendes nachweisen:
Wenn das in der Form des § 99 ausgesprochene Prineip von Clausius
fiir den Fall gilt, dass die beiden betrachteten Korper A’ und B’ die
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Temperaturen T, und T, besitzen, so hat es auch fiir zwei anderc
Korper A und B mit den Temperaturen T, und T, Giiltigkeit.

Nach unseren Ausfilhrungen in § 102 wiirde es, wenn das
Clausius’sche Princip sich nicht auf die Koérper A und B anwenden
liesse, moglich sein, dadurch Arbeit zu leisten, dass man einem
einzigen dieser Korper Wirme entzieht. Aber nach dem vorher-
gehenden Paragraphen konnte diese Erzeugung von Arbeit eben so
gut dadurch hervorgebracht werden, dass man die Warme von einem
der Koérper A’ und B' nimmt, z. B. von B’, dessen Temperatur nach
Voraussetzung tiefer sein sollte als die von A'. Dadurch, dass wir
diese Arbeit durch Reibung in Wéirme umsetzten, kénnten wir den
Korper A' erhitzen und wiirden damit ohne Arbeitsaufwand Wirme
von einem kélteren Korper B' auf einen wirmeren A’ iibertragen
haben. Wenn also das Clausius’sche Gesetz fiir die Korper A und
B falsch ist, so ist es auch falsch fiir die Koérper A' und B’, deren
Temperaturen beliebig sind. Es ist somit bewiesen, dass, wenn dies
Princip fiir zwei Kérper mit bestimmten Temperaturen gilt, es auch
fiir Kérper von jeder beliebigen anderen Temperatur gelten muss.

Als wichtige Folgerung aus diesem Beweise ergibt es sich, dass
das Clausius’sche Princip bei sehr hohen Temperaturen nicht ungiiltig
sein kann, wenn es fiir gewohnliche Temperaturen gilt. Da nun im
letzteren Falle das Princip niemals versagt hat, so kénnen wir es
unbedenklich auch auf Korper anwenden, deren Temperaturen sehr
hoch oder sehr tief sind.

Wir nehmen also die Giiltigkeit des Clausius’schen Princips als
bewiesen an und suchen nach den unmittelbarsten Folgerungen
desselben.



Kapitel VIII.

Einige Folgerungen aus dem Princip von Carnot.
Entropie. — Charakteristische Funktionen.

106. Vorzeichen der Wiirmemengen, welche bei einer ther-
mischen Maschine in Frage kommen. — Wir haben bisher angenom-
men, dass, wenn eine thermische Maschine im direkten Sinne wirkt
und somit eine positive Arbeit = leistet, sowohl die Wéirmemenge Q,,
welche der Wirmequelle entnommen wird, als auch die Wirme Q,,
welehe an die Kiltequelle abgegeben wird, positiv ist. Dies ist
nicht a priori klar, aber das Carnot’'sche Prineip lidsst einen Beweis
hierfiir zu.

Nach dem Satze von der Aequivalenz haben wir:

Q—Q=Ar.

Da nun © positiv ist, so gilt dies auch fiir die Differenz Q,—Q,,
und ist Q, positiv, so muss es auch Q, sein. Ks geniigt also nach-
zuweisen, dass Q, nicht negativ sein kann.

Wir nehmen einmal an, Q, wire wirklich negativ und hiitte
den Werth — Q,. Dann nimmt also die Maschine, um die Arbeit =
leisten zu konnen, Wirme aus beiden Quellen auf, und zwar die
Menge Q, aus der Wirmequelle und Q, aus der Kiltequelle. Nun
kénnen wir aber die gleiche Warmemenge Q, ohne Arbeitsaufwand von
der Wirmequelle zur Kiiltequelle iithergehen lassen und so die Kilte-
quelle wieder zu ihrem urspriinglichen Zustand zuriickfiihren. Dureh
beide Operationen zusammengenommen leisten wir also eine Arbeit v,
indem wir eine Wiarmemenge Q, + Q, einzig der Wirmequelle ent-
nelimen. Da aber diese Folgerung dem Princip von Clausius wider-
spricht, Kann Q, nicht negativ sein.

107. Einige Eigenschaften der Isothermen und Adiabaten. —
Das gleiche Princip gestattet auch den Beweis fiir einige Eigen-
schaften der Isothermen und Adiabaten.
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1. FEine Isotherme und eine Adiabate kinnen sich micht in zwel Punkien
schneiden.

Es mégen ACB und ADB eine Isotherme und eine Adiabate
darstellen, die sich in den Punkten A und B schneiden. Beschreibt
nun ein Korper den geschlossenen Kreis ACBD in dem durch die
Buchstaben angezeigten Sinne, dann leistet er eine positive Arbeit =,
indem er eine positive Wirmemenge Q, aufnimmt. Diese Grosse Q
ist aber gleich dem Integral fd(Q, das nur lings der Isotherme zu
nehmen sein wiirde, da fir jedes Element der Adiabate dQ Null ist.
Wenn nun fiir jedes Element der Isotherme d(Q einen positiven
Werth hat, dann miissen wir annehmen, dass die Wirme, welche
von dem sich umwandelnden Koérper aufgenommen wird, von einem
Koérper stammt, der eine hohere Temperatur besitzt als die Iso-
therme. Wir wiirden also eine Arbeitsleistung erhalten, obwohl wir
nur einer einzigen Wirmequelle Wirme entnehmen ; dies widerspricht
aber dem Clausius’schen Gesetze.

Zu dem gleichen Schlusse wiirden wir

gelangen, wenn wir anndhmen, dass dQ nicht

“ fir alle Elemente der Isotherme das gleiche

Vorzeichen besitzt. Wir setzen beispielsweise

voraus, dQ sei zwischen A und C negativ und

zwischen C und B positiv. Verbinden wir den

Fig. 14 Punkt C mit den Punkten A und B durch

Kurvenbogen, die nur sehr wenig von der

Isotherme abweichen, von denen jedoch der eine oberhalb, der

andere unterhalb derselben liegt, dann wird dem oberhalb der Iso-

therme liegenden Kurvenstiicke A M C eine héhere Temperatur ent-

sprechen, als die Isotherme besitzt, dem unterhalb derselben liegen-
den Stiicke CN B aber eine niedrigere.

Wenn nun der Koérper den Kreis AMCNBD beschreibt, so
wird die Arbeit, die er dabei leistet, bis auf sehr kleine Gréssen
=7 sein. Andererseits wird der Korper liangs des Bogens AMC
Wirme abgeben und ldngs des Bogens CN B solche aufnehmen,
denn da diese Bogen der Isotherme unendlich nahe liegen, so werden
sich die Grossen dQ, welche sich auf entsprechende Elemente be-
ziehen, nur unendlich wenig von einander unterscheiden kénnen
und haben demnach das gleiche Zeichen.

Nun konnte aber die Wirme, welche lings A M C abgegeben
wird, von einer Quelle aufgenommen werden, welche sich auf der
Temperatur der Isotherme befindet, denn die letztere ist ja tiefer als
die des Korpers, der sich lings der Kurve A M C transformirt; die
Wirmeentnahme, die wihrend der Transformation CN B stattfindet,
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kann aber aus derselben Quelle erfolgen, da sich der Koérper dann
auf einer tieferen Temperatur befindet als die Wirmequelle. Wir
wiirden also auch in diesem Falle Arbeit mit einer einzigen Wirme-
quelle leisten, was unmoglich ist.

Was also auch das Vorzeichen von dQ sein moge, nie kénnen
sich adiabatische und isotherme Kurven in zwei Punkten schneiden.

108. 2. Eine Adiabate und eine Isotherme Ikinnen sich micht berihren.

Wire ndmlich die Adiabate D E (Fig. 15) Tangente an die Iso-
therme A B C, so wiirde sie eine unendlich nahe Isotherme A’B'C
in zwei Punkten schneiden.

109. 3. Zwei Adiabaten kinnen sich nichi schneiden.

Betrachten wir den Kreis, der durch die beiden im Punkte A
sich schneidenden Adiabaten A B und A C sowie durch die Isotherme
B C gebildet wird (ef. Fig. 16), so wiirden
wir, wenn wir die Ueberlegung des § 107 auch
hier durchfiihrten, ebenfalls zu einer Folge-
rung kommen, die mit dem
Prineip vonClausius imWider-
spruche stinde.

110. 4. Ldngs einer Adia-
bate dndert sich die Temperatur
immer in demselben Sinne.

‘Wiire dies nicht der Fall, 4
so konnte an zwei Stellen
der Adiabate dieselbe Tem- Fig. 16.
peratur herrschen und dann
wiirde ein und dieselbe Isotherme die Adiabate in zwei Punkten
schneiden.

111. 5. Langs einer Isotherme hat die Warmemenge d Q, welche dem
Kirper geliefert wird und einem Elemente dieser Linie entspricht, immer
dasselbe Vorzeichen.

Die Wirmemenge dQ kann nur ihr Zeichen wechseln, wenn
sie vorher Null wird; in dem Punkte aber, welcher der Grosse
dQ =0 entspriche, wiirde sie eine Adiabate beriihren, was unmog-
lich ist.

112. Carnot’scher Kreis. — Aus diesen Eigenschaften ergiht
¢s sich, dass zwei Isothermen und zwei Adiabaten sich nur in vier
Punkten schneiden konnen; wir haben also einen Carnot’schen Kreis
durch ein krummliniges Viereck A B C D darzustellen (Fig. 17.)

Uebrigens miissen wir hierbei noch die Hypothese einfiihren,
dass sich zwei Isothermen nicht schneiden konnen. Im Allgemeinen
ist diese Annahme richtig, nur bei gewissen Korpern, welche, wie

Fig. 15.
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das Wasser, ein Dichtemaximum besitzen, kénnen bestimmten Werthen
von p und » zwei Temperaturwerthe entsprechen; die beiden auf
diese Temperaturen beziiglichen Isothermen schneiden sich also.
Aber dies ist ein Ausnahmsfall, den wir unberiicksichtigt lassen
diirfen. Andererseits liegt darin auch keine besondere Schwierig-
keit, denn wenn wir  und T an Stelle von » und p zu unabhingigen
Variabeln wihlten, so wiirden wir nur vier Schnittpunkte erhalten.
113. Wir fassen nun einen Korper in’s Auge, dessen darstellender
Punkt einen Carnot’schen Kreis beschreibt. Langs der Isotherme A B
B
nimmt er eine Wirmemenge Q, = (d Q auf, langs der Isotherme C'D
A

o8 *D
gibt der Korper eine Wirmemenge Q, = — s dQ = ng ab, wobel
D e
, oT oT
(IQ—#Cfai}*dU—l—c—apdp.
Wir wollen nun nachweisen, dass ), und Q, positive Gréssen sind.
Da der Kreis in direkter Richtung durch-

& laufen wird, ist die geleistete Arbeit = positiv;
da nun ausserdem
Ar= Ql - sz

so ist die Differenz Q, — Q, ebenfalls positiv,
D und es kann nicht Q, <<0 und Q, >0 sein.
Ebenso ist es unmoglich, dass Q, und
Fig. 17. Q2 negativ sind, d. h. dass lings AB von
dem Korper Wirme abgegeben und lings CD
solche aufgenommen wird; die lings A B abgegebene Wirme Q,
konnte nidmlich in diesem Falle von einer Warmequelle absorbirt
werden, deren Temperatur T zwischen T, und T, liegt, und diesclbe
Wirmequelle kénnte auch die Wirmemenge Q, liefern, welche der
Korper lings CD aufnimmt. Wir wiirden damit also eine thermisehe
Maschine erhalten, die nur einer einzigen Wirmequelle bediirfte.

Es ertibrigt nun noch, nachzuweisen, dass auch nicht Q, >0
und Q; << 0 sein kann. In diesem Falle wiirde niimlich der Koérper
positive Wirmemengen lings A B und lings CD aufnehmen, diese
konnten aber beide von einer Quelle geliefert werden, deren Tempe-
ratur T hoher ist als T,; wir hitten somit auch in diesem Falle eine
Arbeitsleistung mit einer einzigen Wiarmequelle.

Wird also der Carnot’sche Kreis in direktem Sinne beschrieben,
so sind 7, Q, und Q, positive Grossen. Beschreiben wir ihn im um-
gekehrten Sinne, so ist = negativ; dann wird sowohl die lings B A
aufgenommene Wirme Q, als auch die lings D C abgegebene
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Wiarme Q, negativ sein. Wir haben iibrigens schon frither (§ 39)
nachgewiesen, dass man in diesem Falle annehmen darf, die Wirme
Q sei an die Wirmequelle von der Temperatur T, abgegeben und
die Wirme Q, von der Quelle mit der Temperatur T, aufgenommen
worden.

114. Der okonomische Koefficient eines Carnot’schen Kreises
hiingt nur von den Temperaturen der Isothermen ab. — Wir wollen
nochmals auf den Beweis des Carnot’schen Prineips zuriickkommen
und uns von einem Einwurfe frei machen, der mehr scheinbare als
wirkliche Bedeutung hat. Bei diesem Beweise nimmt man an, dass
die Temperaturen T; und T, der beiden Isothermen dieselben sind,
wie diejenigen der beiden Wirmequellen; thatséchlich kann aber ein
Wiarmeaustausch nur zwischen zwei Korpern von verschiedener
Temperatur vor sich gehen.

Ein Carnot’scher XKreis ist vollkommen bestimmt, wenn man
die Adiabaten und die Isothermen kennt, aus denen er besteht. Ist
die Grundgleichung des Korpers, der sich transformirt, gegeben, so
sind die Isothermen bestimmt durch ihre Temperaturen T, und T,,
die Adiabaten durch die entsprechenden Werthe einer der unab-
hingigen Variabeln, beispielsweise der specifischen Volumina ¢,
und v,. Der odkonomische Koefficient eines Carnot'schen Xreises
ist also eine Funktion dieser vier Grossen T,, Ty, v, v, und des
Korpers C, der sich transformirt, da von der Natur dieses Korpers
die Form der Fundamentalgleichung abhingt. Wir konnen daher

setzen:
T

m =f(Ty, Tg, v1, vs C).

Diese Funktion f ist eine stetige Funktion der Grossen T, T,,
vy, €y, denn wenn man diese letzteren sich stetig indern lédsst, defor-
mirt sich der Kreis ebenso, und demnach sind auch die Werthe von
= und Q stetig. Wir wollen nun nachweisen, dass diese Funktion
nur von den Temperaturen der Isothermen abhingt.

115. Wir betrachten zwei Korper C und C’, die sich zwischen
denselben Wirmequellen transformiren; dieselben mogen die Kreise
K und K' beschreiben und zwar den ersten im direkten, den zweiten
im umgekehrten Sinne. Damit dies moglich ist, miissen die Tempe-
raturen gewissen Ungleichungen geniigen; bezeichnen wir mit T,
und T, die Temperaturen der beiden Wirmequellen, mit T, und Ty
die Temperaturen der Isothermen des ersten Kreises, mit T," und
T," diejenigen der Isothermen des zweiten Kreises, so muss gelten:

T/ >T,>T/'>T,>T,>T,".
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Wir nennen 7= die vom ersten Korper geleistete Arbeit, Q, die
Wirme, welche er der Wirmequelle entzieht, Q, diejenige, die er
an die Kiltequelle abgibt, und — 7, — Q/,— Q, die Werthe der
entsprechenden Grossen in dem zweiten Kreise; dann kénnen wir
zeigen, dass

7 7'

w=qr

Verbinden wir mit einer Maschine M, die in direktem Sinnc
nach dem Kreise K arbeitet, eine Maschine M’, die in umgekehrtem
Sinne funktionirt, und zwar nach dem Kreise K', bezeichnen wir
ferner mit m und m' die Massen der Korper C und C’, die sich in
diesen Maschinen umformen, dann erhalten wir fiir die Wirme,
welche von beiden Maschinen zusammengenommen der Wiirmequelle
entzogen wird, den Ausdruck:

mQy —m Q.

Da die Wiarmemengen @, und Q,' positiv sind (§ 106), so lassen
sich m und m' so wihlen, dass dieser Ausdruck Null wird. Dann
kann aber die von beiden Maschinen geleistete Arbeit (m7—m' )
nicht positiv sein, denn sonst wiirden wir mit einer einzigen Wirme-
quelle Arbeit leisten; es muss also sein:

mr—m' 7 <0,
. o . 1 1
oder, wenn wir an Stelle von m und m' die Grossen Q und Q)
setzen, welche nach der oben gemachten Annahme dieser propor-
tional sind, dann folgt: '
T T
o =Y

Der 6konomische Koefficient eines im direkten Sinne beschrie-
benen Kreises ist also hochstens gleich dem eines Kreises, der im
umgekehrten Sinne durchlaufen wird.

116. Wir wollen jetzt zwei Carnot'sche Kreise K und K' in’s
Auge fassen, die durch die Grossen T, Ty, v/, vy’ resp. T,", Ty, v,"
vy" definirt sind. Der Korper C moge den ersten Kreis K in direkter
Richtung durchlaufen, der Korper C' den zweiten Kreis K’ in um-
gekehrter Richtung, wihrend die beiden Wirmequellen wieder die
Temperaturen T; und T, besitzen. Damit dies moglich ist, muss,
wie bereits erwdhnt

T <Ty; Ty >Ty; T >Ty5 Ty < Ty
sein; dann aber gilt nach dem vorhergehenden Paragraphen
@) J (T Ty vl ey, O) AT, Ty 0, 1", CF)
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Nchmen wir hingegen an, dass die Temperaturen der Isothermen
und der Wirmequellen folgenden Ungleichungen gentigen:

T,/ >T; TY<T,; TY'<<Ty; T,">T,,

dann konnen wir den Carnot’schen Kreis K im umgekehrten und
den Kreis K’ im direkten Sinne durchlaufen lassen; hierbei erhalten
wir aber

2) ST, Ty, oy vy, C)Y =0 (T, T, vy v, €.

Da die Funktion f stetig ist, diirfen wir T,” und T,” sich T,
ndhern lassen, T, und T,” dagegen T,, ohne dass sich dadurch die
Vorzeichen der Ungleichungen (1) und (2) #ndern; wir finden also
im Grenzfalle

ST, Ty, v/, v, C) §f(T1 , Ty v, v, C)
f(Tl I T'.’y U1’9 '02'3 C);f(Tl: Ti'v Ulna ’02”1 CI)

Diese Ungleichungen kénnen aber nur zusammen bestehen,

welnn X . )
f(Tl’ T23 Uy oy C)=.7(T17 Ty, ' Ty C)

Der Werth der Funktion f wird demnach nicht durch die
Werthe », und v, bestimmt, und ebensowenig durch die Natur des
Korpers C, d. h. die Carnot’sche Funktion hi#ngt nur von den Tem-
peraturen der Isothermen T, und T, ab. Wie wir bereits sahen,
war auch Carnot schon zu diesem Schlusse gelangt, obgleich er sich
dabei auf unrichtige Vorstellungen stiitzte.

117. Der okonomische Koefficient eines beliebigen Kreises ist
hichstens gleich dem eines Carnot’schen Kreises. — Es sei K cin
beliebiger und K’ ein Carnot’scher Kreis, die beide von denselben
Wirmequellen abhiingen, dann konnen wir den Kreis K’ im umge-
kehrten Sinne durchlaufen lassen; hierzu geniigt es, dass die Tem-
peraturen T, und T, der Isothermen dieses Kreiscs die Temperaturen
T, und T, der Wiarmequellen einschliessen. Nach § 115 ist der

skonomische Koefficient - des Kreises K hochstens gleich dem
1

Koefficient des Kreises K. Dieser letztere ist aber gleich der
Carnot’schen Funktion, die sich auf diesen Kreis bezieht, und die
wir (T, Ty) schreiben diirfen, da dieselbe nur von T, und T,
abhiingt. Wir haben also

Nun koénnen wir aber die Temperaturen der Isothermen als
nur unendlich wenig verschieden von denjenigen der Wirmequellen

Poincaré, Thermodynamik. 7
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ansehen; da die Funktion f stetig ist, erhalten wir somit als Grenz-
werth
o AT Ty,

Der skonomische Koefficient eines beliebigen Kreises ist also
hochstens gleich demjenigen eines Carnot’schen Kreises, bei welchem
die Temperaturen der Isothermen denen der Wirmequellen gleich sind.

118. Ausdruck fiir die Carnot’sche Funktion. — Wir sahen
(cf. § 43), dass die Hypothese von der Erhaltung des Wirmestoffs dazu
fithrte, die Carnot’sche Funktion
als Differenz f(T,)—f(T,) von
zwei Funktionen einer Variabeln
aufzufassen, und wir bemerkten
e bereits damals, dass diesc Folge-
rung unriehtig sei. Wir wellen
dies nun nachweisen und den
Werth dieser Funktion be-

stimmen.
A Die drei Isothermen AB,
Fig. 18, CD wnd EF (Fig. 18) mogen
den Temperaturen T,, T,, T,
entsprechen und durch die beiden Adiabaten AE und BF geschnitten

werden. Ferner seien

B D 0
Q =\ dQ; Q-_.:(dQ; QJZS(]Q
JA JC o)

die Wirmemengen, welche man dem sich transformirenden Korper
liefern muss, wenn der darstellende Punkt die Bogen AB, CD und
EF dieser Isothermen beschreibt. Fiir den Carnot’schen Kreis ABDC
gilt nun

T

E:f(T“ T.)

und nach dem Princip von der Aequivalenz
Q—Q=Ar.
Aus diesen beiden Gleichungen erhalten wir

Q-_’__ Y
Ql_1 AQl_l Af(r,, Ty.

Wir konnen also schreiben

Q.
Q

=¢(T1: T, .
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In gleicher Weise ergibt sich fiir die beiden Kreise CDFE
und ABFE

E=q, T
Sy, 1.
Diese drei letzten Gleichungen liefern uns aber
— ﬂ? ? TB)
(,(T“T:)—‘V‘(Tl’ T3)7

oder, wenn wir T, als Konstante betrachten,

o T.,)
g (T , T, =-[—*(—'7
r (L 2 g (T))
In Folge des Werthes von ¢ erhalten wir demnach
¢ (T,
1-AfT,, Ty =",
. f( 1 2) T (Tl)
woraus sich ergibt
¢ (T)—q (T)
AF(T,, T, _rT)—e @)
7 o (T)

In dieser Gleichung ist f(T,, Ty) positiv, denn dieser Ausdruck

ist gleich - é und Zihler und Nenner dieses Bruches sind gleichzeitig
1

positiv oder negativ; demnach ist auch ¢ (T,)—¢ (T,) positiv, mit
anderen Worten ¢ (T) ist eine Funktion, die mit wachsendem T zu-
nimmt. Nun bemerkten wir bereits frither (§ 17), dass die Tempe-
ratur eines Korpers ebenso gut definirt ist durch den Werth einer
Funktion 6 (¢) dieser Temperatur, welche der einzigen Bedingung
unterworfen ist, dass sie gleichzeitig mit ¢ wichst, als durch die
Messung der T'emperatur ¢ mittels eines Thermometers. Wir konnen
also die Temperaturen durch die Werthe der Funktion ¢ (T) be-
stimmen; bezeichnen wir die letzteren mit T, so erhalten wir

T, —T,
T,

Af(Tl ’ T.‘) =

und demnach
T, —T
STy, T:\/=E]T72‘

1
Dies ist der strenge Ausdruck fiir die Carnot’sche Funktion.
Es folgt daraus fir den 6konomischen Koefficient eines Carnot’schen
Kreises
T T, —T,

I _E
Ql T!
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119. Fiihren wir diesen Werth der Carnot’schen Funktion in die

Gleichung
Q—Qy= Ar

ein, die uns das Princip der Aequivalenz liefert, so erhalten wir

T, —T,
(x)l - Q2 = Ql “LT =
1
und demnach
Q Q —0
T, ~ T, :

Dies Resultat lisst sich folgendermaassen in Worte fassen: Der

dC
Werth des IntegTalsj—,lg lings eines Carnot’schen Kreises genommen

ist Null; hierbei bedeutet dQ die von dem Korper aufgenommene

Wirme, wenn sein darstellender Punkt ein Element dieses Kreises
durchliuft.

Da ndmlich die Temperatur konstant bleibt, wenn der Punkt
sich auf einer Isotherme bewegt, so erhalten wir fiir die Iso-

therme AB
aQ _ 1 (T Q)
) T T, Ja T

und fiir die Isotherme DC

aQ 1 (% 1 (" Q
=g o= g f 0= 2

Langs der Adiabaten ist dQ Null; demnach reducirt sich der
Werth des Integrals fiir den ganzen Carnot’schen Kreis auf die
Summe der beiden obigen Werthe, und wir erhalten in der That

\aiQ, = ,Q; _ ,g?___o
T T, T,
.
120. Theorem von Clausius. — Clausius wies nach, dass das

d
Integral S—,I—(? auch dann Null ist, wenn ein Korper, dessen Zustand durch

zwei Variabele vollkommen definirt ist, einen beliebigen geschlossenen Kreis
beschreibt.
Der Ausdruck fiir die Wéirme, welche ein Koérper bei einer
elementaren Transtormation verbraucht, ist (cf. § 25)
oT oT

(IQ=C% dv—}—c%dp.
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Wir erhalten also fiir das betreffende Integral

(QQJZ(?llgzdv+~ﬁ7?%dp]

T T oOv T 0
oder
¢)) (%:([Mc[r+Ndp] )
wenn wir 2 .
C 0T ¢ 0T
M=7% Y=71 %5
setzen.

Nun ldsst sich aber das Linienintegral auf der rechten Seite
unserer Gleichung (1) in ein Flichenintegral verwandeln, das sich
iiber die von dem geschlossenen Kreise begrenzte Oberfliche er-
streckt; filhren wir diese Umformung aus, dann erhalten wir

dQ (*{oM oON
s"ﬁ;—j (% ———a-;—) dpdv.
dQ

Zum Nachweise, dass das Integral (T Null ist, geniigt es

L%

demnach, zu zeigen, dass fiir jeden Punkt innerhalb des geschlossenen
Kreises gilt
OM oN
2 — — =0,
) op o0 0

‘Wir wollen zunichst annehmen, fiir ein bestimmtes Stiick inner-
halb dieses Kreises sei die Differenz (2) positiv; dann wiirden wir
fiir einen geschlossenen XKreis, der vollstindig innerhalb dieses

d
Stiickes ldge, (TQ > 0 erhalten, da alle Elemente des Integrals positiv
wiren. Nun hindert uns aber nichts, anzunehmen, dass dieser
Kreis ein Carnot'scher ist, dessen zwei Adiabaten und zwei Iso-
thermen sich so nahe sind, dass der ganze Kreis innerhalb eines
beliebig kleinen Stiickes der Ebene liegt. Wir kommen damit zu
d

dem Schlusse, dass das Integral (TQ fiir einen Carnot’schen Kreis
positiv sein kann. Dieser Schluss steht aber im Widerspruche mit dem
Ergebnisse unseres letzten Paragraphen, es darf also die Differenz
oM ON\ . . 3 . L
(%_W) nicht positiv sein. Ebensowenig aber kann sie einen
negativen Werth haben, denn dieselbe Ueberlegung zeigt, dass dann

7o

aQ . . . .
das Integral \ TQ fiir einen Carnot’schen Kreis negativ sein wiirde.

Die Gleichung (2) muss also an allen Stellen des Kreises erfiillt sein,
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so klein sie auch sein mogen, und das betrachtete Integral ist dem-
nach Null.

121. Entropie. — Wir wollen stets voraussetzen, dass der Zustand
des Korpers, der sich umformt, durch die beiden Variabeln p und v
definirt ist, und betrachten zwei Zustinde dieses Korpers, die durch
die Punkte M und N (Fig. 19) bestimmt sein mdgen. Mit a bezeichnen
wir den Werth des Integrals (%Q, wenn der darstellende Punkt auf
dem Wege MPN von M nacth wandert, mit & den Werth desselben
Integrals, wenn der Punkt auf dem Wege MQN dahin gelangt. Legt
er diesen Weg in umgekehrter Richtung zuriick, also von N nach M,

“d

dann wird der Werth des Integrals \ ?Q = —1b, da das Vorzeichen von

dQ sich mit der Richtung #ndert, ifl welcher das betreffende Element

durchlaufen wird. Wir erhalten also fiir den geschlossenen Kreis
MPNQM, der in dem durch die Buchstabenfolge an-
gegebenen Sinne zuriickgelegt wird,

& ( aQ
T
Q e
Nun ist aber das Integral nach dem Satze von
Clausius Null, und wir finden somit ¢=1"5; der Werth

d
des Integrals (?Q hingt also nicht von den Um-

—a—>b.

Fig. 19.

formungen ab, welche der Korper durchzumachen hat, um von
einem zum anderen Zustande zu gelangen, sondern nur von diesen
Endzustinden selbst. Mit anderen Worten: Das Integral ist eine
Funktion von p und », die nur von den Werthen abhingt, welche
die Variabeln an den Grenzen besitzen.

Diese Funktion hat den Namen Entropie des Korpers erhalten;
die Entropie S eines Korpers ist also bis auf eine Konstante be-
stimmt; ihr Differential ist 0

a

ds =7

Fiithren wir diesen Begriff der Entropie in den Clausius’schen
Satz ein, so erhilt derselbe die Fassung: Wenn ein Kirper, dessen Zu-
stand durch zwei Variabele vollsidndig bestimmt ist, einen geschlossenen Kreis
durchlduft, so ist seine Entropie Null.

122, Die Entropie eines isolirten Systems wiichst fortwiihrend.
Die Entropie S eines Systems ist die Summe

S=8,+8S,+8,+....8

n
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der Entropien der Korper A;, Ay, Az.... Ay, aus welchen das
System besteht. Wir wollen nun nachweisen, dass, wenn ein iso-
lirtes System sich transformirt, seine Entropie konstant wichst.

Bei einer beliebigen Umformung des Systems kann sich die
Entropie eines der Korper nur dann #ndern, wenn derselbe Wirme
aufnimmt, gleichviel ob dieselbe nun durch Reibung aut Kosten der
lebendigen Kraft des Systems entstanden ist, oder ob sie durch
Leitung oder Strahlung anderen Korpern entnommen wird, die
aber dem System selbst angehéren miissen, da dasselbe mnach
unserer Voraussetzung isolirt sein sollte. Die Vernichtung von Arbeit
dureh Reibung vermehrt die Entropie der reibenden Korper, denn
diese Korper erhalten dadurch eine Zufuhr von Wéiarme, und dem-

. aQ, . 0 .
nach ist fiir dieselben dS, =f,I(‘£ eine positive Grosse. Wenn ande-
1

rerseits ein dem System angehoriger Korper durch Leitung oder
Strahlung Wirme aufnimmt, dann kann er dieselbe nur den anderen
Korpern des Systems entnehmen, deren Temperatur hoher ist, als
die eigene, und nur an solche Wirme abgeben, die eine tiefere
Temperatur besitzen. Es ist demnach noch nachzuweisen, dass die
Entropic des Systems sich vermehrt, wenn ein Wirmeiibergang von
cinem wirmeren zu einem Kkiilteren Korper stattfindet.

Es moge T, die Temperatur des einen dieser beiden Korper
sein, und dQ, die Wirmemenge, welche er erhilt, Ty, und dQ, die
entsprechenden Werthe fiir den anderen Korper; ferner sei T, > T,,
dann ist dQ); negativ und dQ, positiv, ausserdem

dQ] = dQ‘zv

da der Wirmeaustausch ohne Arbeitsleistung vor sich geht. Die
Aenderung der Summe der Entropien beider Korper ist nun

7(1&_}_ dQ,

dS, +dS, = T, T,

oder wegen der Beziehung zwischen dQ, und dQ,:

1 1
(lSl - (ISg = (IQ._; (’ﬁ - 'T;).

Nun ist nach unserer Annahme dQ, positiv, der Faktor
,,1 - ,,17
T, T,

ebenfalls, demnach findet thatsiichlich eine Entropievermehrung des
Svstems statt.
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123. Das Clausius’sche Theorem als zweiter Wirmesatz. —
Das Theorem von Clausius kann auch mit dem zweiten Wirmesatze
identificirt werden.

Wire es nimlich moéglich, mit einer einzigen Wiarmequelle Arbeit
zu leisten, dann wiirden nach einer Reihe von Umformungen alle Korper
des Systems ihren urspriinglichen Zustand wieder annehmen konnen,
bis auf die Wirmequelle, welcher die Wirme entnommen wurde.
Die Entropie dieser letzteren miisste sich also vermindern, wihrend
die Entropien aller iibrigen Korper ihre urspriinglichen Werthe
wieder annehmen wiirden; demnach wiirde sich in diesem Falle die
gesammte Entropie des Systems vermindern, was nach der Folge-
rung, die wir soeben aus dem Clausius’schen Satze abgeleitet haben,
unmoglich ist. Man kann also Arbeit nicht mit einer einzigen Wirme-
quelle leisten.

Da wir nun nachgewiesen haben, dass die beiden Formen des
Clausius'schen Axioms ganz dasselbe aussagen und der Lehrsatz von
Carnot sich aus jeder dieser Formen ableiten ldsst, so ergibt sich
unmittelbar aus dem Vorhergehenden, dass ebensowohl der friihere
Satz von Clausius wie die Carnot’sche Fassung desselben sich aus
dem Clausius’schen Satze von der Entropie folgern lassen. Wir
wollen nun direkt zeigen, dass der Satz von Carnot eine Folge des
letzteren ist.

124. Wir fassen einen Carnot’schen Kreis in's Auge und be-
zeichnen mit Q, die Wirmemenge, welche der Wirmequelle ent-
nommen wird, deren Temperatur T; mit der Temperatur einer Iso-
therme des Kreises iibereinstimmt, mit Q, die an die Kiltequelle
abgegebene Wirmemenge; die Temperatur T, dieser Kiltequelle
moge auch die Temperatur der anderen Isotherme sein.

Nun haben wir nach dem Theorem von Clausius:

aQ_Q @,

T T, T, *
und demnach:

Ql - Qz — _TL— T2

Q 1

oder

v 1 T —-T,

Q A T,

der okonomische Koefficient eines Carnot’schen Kreises hingt also
nur von den Temperaturen der Isothermen ab, ein Resultat, das
mit dem Carnot’schen Theorem iibereinstimmt.

Um den Beweis dieses Theorems zu vervollstindigen, miissen
wir noch zeigen, dass der Skonomische Koefficient eines beliebigen
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geschlossenen Kreises nicht grosser sein kann als derjenige eines
Carnot’schen Kreises.

Die Wirmemenge dQ), welche von dem sich transformirenden
Korper wihrend einer Elementarumwandlung verbraucht wird, kann
aufgefasst werden als die Differenz

dQ=dQ, — dQ,

zwischen der Warmemenge dQ, welche der Wirmequelle entnommen
wird, und der Wirme dQ,, welche an die Kiltequelle abgegeben
wird. Nehmen wir dQ; als positiv an, dann muss die Temperatur
T, der Wirmequelle hoher sein als die Temperatur T des Korpers,
welcher die Wirme entnimmt; wir haben also

dQ, (%, —Tl])>0.

Setzen wir dQ, als negativ voraus, d. 1., nehmen wir an, dass
der sich transformirende Korper an die Wirmequelle Wiarme abgibt,
dann muss die Temperatur T, der Wirmequelle niedriger sein als
die Temperatar T des Korpers; die Faktoren der linken Seite der
Ungleichung sind also beide negativ und die Ungleichung wird auch
dann noch erfiillt. Hieraus aber erhalten wir

aQ, 5 dqQ,
= ’
U( T T,
oder, da die Temperatur T, der Wirmequelle konstant ist:

1
. 1

@

hierbei bezeichnet Q, die gesammte Wiarmemenge, welche der Wirme-
quelle entnommen wird, wenn der Korper den ganzen Kreis be-
schreibt.

Auf ganz gleiche Weise ldsst sich nachweisen, dass

1 1
@[y~ ) <o

wie auch das Vorzeichen von dQ, scin moge.
Hieraus ergibt sich aber:

daQ, _ Q,
gﬁ <,

e

Ersetzen wir nun in der Gleichung, welche uns das Clausius-
sche Theorem liefert,
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fie-f-faeo

die Integrale durch die rechten Seiten der Ungleichungen (1) und
(2), so erhalten wir

Aus dieser Ungleichung aber folgt:

Ql —_ Q-_’ < Tl - T'.'

Ql Tl ’
oder

dies zeigt, dass der Okonomische Koefficient eines beliebigen ge-
schlossenen Kreises kleiner ist als derjenige eines Carnot’schen
Kreises.

125. Charakteristische Funktionen von Massieu. — Das Theo-
rem von Clausius veranlasste uns zur Einfiihrung einer neuen, vom
Zustande des Systems abhingigen Funktion, niimlich seiner Entro-
pie S.

Wihlen wir also als unabhingige Variabele, welche den Zu-
stand des Systems bestimmen, den Druck p und das specifische Vo-
lumen », dann haben wir in den Anwendungen drei Funktionen
dieser Variabeln zu bhetrachten: Die Temperatur T, die innere
Energie U und die Entropie S.

Die beiden Fundamentalsitze der Wirmetheorie liefern nun
zwei Gleichungen zwischen U, S und den Variabeln; es konnte also
scheinen, als ob die Kenntniss einer der Funktionen T, U, S ge-
statten wiirde, die beiden anderen als Funktionen der Variabeln zu
bestimmen. Da jedoch die beiden Fundamentalgleichungen partielle
Differentialgleichungen sind, so ist eine solche Bestimmung un-
moglich.

Nun hat Massieu nachgewiesen: Wenn man als unabhingige
Variabele » und T oder p und T wihlt, so gibt es eine im Uebrigen
unbekannte Funktion, aus welcher sich die drei anderen Funktionen
der Variabeln p, U, S resp. ¢, U, S leicht ableiten lassen. Massieu
nannte diese Funktion, deren Form von der Wahl der Variabeln
abhéingt, charakteristische Funktion.

126. Wir wihlen ¢ und T als unabhéngige Variabeln und
suchen die entsprechende charakteristische Funktion.
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Das Princip der Aequivalenz liefert uns die Gleichung
dQ=dU+ Apdv,

das Clausius’sche Princip
il,l(? > =d8S;
hieraus ergibt sich:
TdS —dU=Apdv,
oder
d(T 8) — dU =SdT + Apdo.
Setzen wir
H=TS-TU,
so wird diese Gleichung

dH=SdT -+ Apdv.
Wir finden somit:

¢H
S=T
oH
A=

U:TS—H:TS%~H.

Die Funktion H gestattet demnach, die Funktionen p, U, S der
gewshlten Variabeln zu bestimmen; es ist dies also wirklich die
charakteristische Funktion von Massieu.

127, Nimmt man p und T zu unabhingigen Variabeln, dann ist
die charakteristische Funktion

H=H-—Apv.
Wir erhalten némlich:
dH' =dH — Apdv — Avdp,

oder, wenn wir dH durch seinen oben bestimmten Ausdruck er-

setzen:
dH' =8dT — Avdp;

hieraus folgen fiir S und « die Werthe:

S:—C}i: Av:——c.;H.
cT’ op

Fiir die innere Energie U ergibt sich dann:

U=TS—H=TS -~ H — Apv,
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oder

Da man aus den Massieu’schen Funktionen die anderen Funk-
tionen der unabhiingigen Variabeln ableiten kann, so lassen sich
alle Gleichungen der Wirmetheorie so schreiben, dass sie nur diese
Funktionen und ihre Differentialquotienten enthalten; hieraus wird
sich in gewissen Féllen eine bedeutende Vereinfachung ergeben.
Wir werden bald von diesen Funktionen eine wichtige Anwendung
machen.



Kapitel IX.

Untersuchung der Gase.

128. Die verschiedenen Arten der Ausdehnung von Gasen. —
In dem Kapitel V, das die Bestiitigung des Princips von der Aequi-
valenz mit Hiilfe der Gase behandelt, haben wir bereits einige Eigen-
schaften dieser Fluida erwihnt, und gefunden, dass bei Anwendung
des Mariotte’schen und Gay-Lussac'schen Gesetzes die isotherme Aus-
dehnung eines Gases durch die Kurve

pv = Const.

dargestellt wird, wihrend die Gleichung tiir die darstellende Kurve
einer adiabatischen Ausdehnung lautet

C
pv°® = Const.

Es soll hierbei hervorgehoben werden, dass bei einer adia-

batischen Amsdehnungjf,li‘Q Null ist, da dQ fir jede elementare Um-

wandlung Null ist. Die Entropie des Gases bleibt also wihrend
einer adiabatischen Transformation konstant; man bezeichnet daher
eine solche Transformation auch als ,isentropische Ausdeh-
nung“.

Wir haben bereits auch eine dritte Art der Ausdehnung der Gase
untersucht, namlich die Ausdebnung, wie sie beim Joule’schen Ver-
suche vor sich geht (cf. § 66). Bei der letzteren nimmt das Gas
weder Wiarme auf, noch gibt es nach Aussen Wirme ab; diese Aus-
dehnung néhert sich also der isentropischen. Gleichwohl sind beide
nicht zu verwechseln, denn wir haben schon darauf aufmerksam ge-
macht (§ 68), dass der Joule'sche Versuch zwei Phasen wmnfasst: bei der
einen kiihlt sich das Gas ab, indem seine Molekiile einen Zuwachs
an lebendiger Kraft erhalten, bei der zweiten wird diese Vermehrung
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der lebendigen Kraft unter Erzeugung von Wirme wieder zerstort.
Ausserdem ist die isentropische Ausdehnung umkehrbar (ef. § 37),
die Ausdebnung der Gase beim Joule'schen Versuche aber nicht,
da bei dieser Ausdehnung das Gas keine Arbeit leistet, wihrend
man, um das Gas auf sein urspriingliches Volumen zuriickzufiihren,
dasselbe zusammendriicken und somit eine Arbeit leisten miisste.
Dies liess sich iibrigens voraussehen, denn bei der zweiten Phase
des Versuches reiben die Molekiile aneinander, die Erzeugung der
Wirme durch Reibung ist aber kein umkehrbarer Process. Diese
besondere Art der Ausdehnung heisst isodynamische Ausdeh-
nung. Da wihrend der Zeit ihrer Wirksamkeit #Hussere Arbeit
weder geleistet noch zerstort wird, so dndert sich die innere Energie
des Gases nicht.

Somit sind die drei Arten der Ausdehnung, die wir soeben be-
trachtet haben, durch die drei Gleichungen charakterisirt

T = Const., S = Const,, U = Coust.,

d. h. man erhélt ihre Gleichungen, wenn man ausdriickt, dass die
Funktionen T, S, U der unabhiingigen Variabeln p und ¢ kon-
stant sind.

129. Gesetze, welche die vollkommenen Gase charakterisiren.
Die Gase gehorchen sehr angeniihert den drei Gesetzen von Mariotte,
Joule und Gay-Lussac. Als vollkommenes Gas fasst man eben
ein solches hypothetisches Fluidum auf, das diesen Gesetzen voll-
stindig unterworfen ist.

Es geniigt aber auch zur Definition eines vollkommenen Gases,
dass es den Gesetzen von Mariotte und Joule gehorcht; wir
konnen n#émlich nachweisen, dass, wenn diese beiden Gesetze erfiillt
werden, dasjenige von Gay-Lussac ebenfalls gilt.

Die Wiarmemenge, welche man einem Korper bei einer elemen-
taren Umwandlung zufiihren muss, ist nach dem Princip von der

Aequivalenz
dQ=dU + Apdv.

Wir erhalten also fiir die Aenderung der Entropie des Korpers

dQ dU  Ap
1 _tx_tY 4 20,
1 ds T T T dv.

Nun ist nach dem Joule’schen Gesetze die innere Energie eines
Gases nur eine Funktion seiner Temperatur, U = ¢ (T); dem-
nach stellt der Ausdruck

dU__¢'(T)
T 1 T
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ein vollstindiges Differential dar; andererseits ist aber auch dS ein
A; .
solches, demnach muss nach Gleichung (1) —Tp dv ebenfalls ein voll-

stdndiges Differential sein. Dies ist aber nur dann der Fall, wenn 771’7

von v allein abhingt; wir setzen demnach
(2) pw@)=T.

Da wir ferner annehmen, dass das Gas das Mariotte’sche Gesetz
befolgt, so haben wir

©)) po=yx(T).

Die beiden Gleichungen (2) und (3) kénnen aber nur unter der
Voraussetzung zusammen bestehen, dass

#(T)=RT, v= 45

wobei R eine Konstante bezeichnet, die nur von der Natur des Gases
abhingt. Ist dies der Fall, dann haben wir auch

pv=RT.

Wir finden also auf diese Weise die Grundgleichung wieder, zu
der wir frither (§ 21) dadurch gelangten, dass wir die Giiltigkeit des
Mariotte’schen und Gay-Lussac’schen Gesetzes annahmen. Sie lehrt
uns, dass hei konstantem Drucke das Volumen eines Gases seiner
absoluten Temperatur proportional ist. Demnach muss der Ausdeh-
nungskoefficient fiir alle idealen Gase die gleiche Grosse haben,
und eben dies sagt das Gay-Lussac’sche Gesetz aus.

130. Es ist hierbei zu bemerken, dass es zur Definition eines
vollkommenen Gases nicht geniigen wiirde, wenn dasselbe die
Gesetze von Mariotte und Gav-Lussac erfiillt, denn ein Gas,
welches diesen beiden Gesetzen unterliegt, braucht deshalb noch
nicht das Joule’sche Gesetz zu befolgen. Man muss vielmehr, um
dies Gesetz aus den beiden anderen ableiten zu konnen, noch die
weitere Annahme machen, dass die specifischen Wirmen von der
Temperatur unabhingig sind (was fiir die natiirlichen Gase bei den
hoheren Temperaturen nicht immer der Fall zu sein scheint, cf. § 66).

Wir wollen gleichwohl nachweisen, dass man mit Hilfe dieser
Hypothese und des Princips von der Aequivalenz wieder zum Joule-
schen Gesetz gelangt.

Das Prinecip von der Aequivalenz liefert uns

dU=dQ — Apdv
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oder
oT oT
dU=C —agdv-{—c-a—[)— dp — Apdv.
Ersetzen wir C durch seinen aus dem § 65 entnommenen
Werth
C—¢=AR,
dann erhalten wir

dU=ca—Tdv—i—ca—po+ARg—3‘

7 ap dv—Apdv.

Da nun das Gas den Gesetzen von Mariotte und Gay-Lussac
unterworfen sein sollte, so ist

prv=RT
und demnach
oT
pdv=R T dv.

Die beiden letzten Glieder des Ausdrucks fiir dU heben sich also

auf und wir erhalten
dU=¢dT.

Hieraus aber ergibt sich unter der Annahme, dass ¢ von
der Temperatur unabhéngig ist.

U=cT.

Die innere Energie des Gases wiirde also nur von der Tem-
peratur abhiingen, wie es das Joule'sche Gesetz verlangt.

131. Das Joule’sche Gesetz ist nur anniherungsweise richtig.
Da sich den Gesetzen von Mariotte und Gay-Lussac erfahrungs-
gemdass die natiirlichen Gase nur mehr oder weniger nihern, so ist
anzunehmen, dass auch das Joule'sche Gesetz nur angeniherte
Giltigkeit besitzt.

Die Versuche von Regnault iiber die Kompressibilitit der Gase
bei verschiedenen Temperaturen beweisen, dass dies Gesetz auf die
natiirlichen Gase nicht strenge anwendbar ist.

Sehen wir das Joule’sche Gesetz als giiltig an, dann muss nach
§ 129, wenn wir mit ¥ (v) eine Funktion des specifischen Volumens
bezeichnen, die Gleichung gelten

py@=T.

Demnach wird die Beziehung zwischen dem Druck und dem
specifischen Volumen eines (Gases bei konstant bleibender Tempe-

ratur gegeben durch
py (v) = Const.
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Nun lassen sich nach den Versuchen von Regnault alle Gase
bis auf den Wasserstoff bei den gewdshnlichen Temperaturen stirker
zusammendriicken, als es das Mariotte’sche Gesetz angibt, wihrend
sie bei wachsender Temperatur diesem Grenzwerthe immer mehr
zustreben. Da nun das Mariotte’sche Gesetz durch die Gleichung
pv==Const. charakterisirt ist, so zeigen diese Versuche, dass sich bei
gewbhnlichen Temperaturen  (v) mit dem Drucke rascher #ndert
als ¢, und dass es bei hoheren Temperaturen nahezu proportional v
wird. Die Funktion ¥ (¢) hiingt also von der Temperatur ab, und
diese Thatsache besagt, dass das Joule'sche Gesetz ungenau ist.

Uebrigens haben auch direkte Versuche von Joule und Sir
W. Thomson gezeigt, dass die wirklichen Gase diesem Gesetze nicht
genau folgen. Bevor wir jedoch diese Versuche beschreiben und
deren Resultate angeben, wollen wir noch das Stromen der fliissigen
oder gasférmigen Fluida in einem Kanal untersuchen.

132. Stromen der Fliissigkeit in einem Kanale. — Wir fassen
eine Flissigkeit in's Auge, die sich in einem Kanale bewegt, und

J

aa L= :‘f:e[
7z 85 0D =
Fig. 20.

nehmen an, dass dieselbe einen stationiren Zustand erreicht habe,
d. h. dass die Variabeln, welche den Zustand der Fliissigkeit defi-
niren, von der Zeit nicht abhidngen. Es sei ABCD (Fig. 20) zur
Zeit ¢ die Lage einer gewissen Masse der Fliissigkeit, die wir gleich
der Einheit setzen wollen; nach Verlauf eines unendlich kleinen
Zeitintervalls dt moge diese Masse das Volumen A'B'C'D’ einnehmen.

Da wir vorausgesetzt haben, dass der Zustand stationir ge-
worden ist, so haben die Massen, die in den Volumina ABA'B’' und
CDC'D’ enthalten sind, die gleiche Grosse dm. DBezeichnen wir
mit ¢, die Geschwindigkeit des Fluidum im Querschnitte AB und mit
¢, den entsprechenden Werth fiir CD, dann ist die Entfernung der
Ebenen AB und A'B'= ¢,d¢, diejenige der Ebenen CD und C'D’
=¢,dt. Nennen wir w, und «, die Oberfliichen der Querschnitte
AB und CD, so finden wir fiir die Volumina ABA'B' und CDC'D'’

wogodt und w, g, dt,

und, wenn v, und ¢, die Werthe des specifischen Volumens der
Fliissigkeit in den betreffenden Punkten bedeuten, so erhalten wir
fiir die entsprechenden Massen

Poincaré¢, Thermodynamik.
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dm — ), q.l de

wogodt
LoFolt ynd dm =
To 51

Da nun diese Massen einander gleich sind, so folgt

WoFo__ @171,
Yo (5}

oder, wenn wir mit o, ¢, ¢ den Querschnitt des Kanals, die Ge-
schwindigkeit des Fluidum und das specifische Volumen desselben
in einem beliebigen Punkte bezeichnen,

w
7 — Const.
v

Diese Gleichung nennt man die Kontinuititsgleichung.

133. Eine zweite Gleichung liefert uns das Prinecip von der
Erhaltung der Energie. Die dusseren Krifte reduciren sich auf den
Druck, der auf den Oberflichen der Fliissigkeit ABCD lastet, und
auf die Schwere. Wir nennen dr die Arbeit, welche dieser Druck
leistet, und —dV diejenige, welche von der Schwere herriihrt; dann
ist offenbar dV ein vollstiindiges Differential. Legen wir nun den
Buchstaben E, Q, U, W dieselbe Bedeutung bei, wie in den friiheren
Kapiteln, dann erhalten wir

1) EdQ 4+ dr=EdU +dV + dW .

Wir wollen nun jede der Gréssen bestimmen, die in dieser
Gleichung auftreten.

Das Differential dV ist gleich der Variation der potentiellen
Energie, die von der Schwere herrithrt. Im Augenblicke ¢ ist diese
Energie gleich der Summe aus der Energie der Flissigkeit im
Volumen ABA'B' und der Fliissigkeit im Volumen A'B'CD; zur
Zeit t+ dt setzt sie sich zusammen aus der Energie der Fliissigkeit
im Volumen A'B'CD und derjenigen im Volumen CDC'D'. Nennen
wir nun z, die Entfernung des Schwerpunktes der Masse ABA'B'
iiber einer Horizontalebene, die wir zur XY-Ebene wihlen, und z;
die Entfernung des Schwerpunktes der Masse CDC'D’ iiber der-
selben Ebene, dann ist

AV = gdm (2,—z) .
Die Variation dW der halben lebendigen Kraft wird
AW = dTm (g2 — o) -
Fiir die Variation der inneren Energie erhalten wir den Werth
dU=dm (U, —U,)
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wenn wir mit U, die aut die Masseneinheit bezogene innere Energie
der Fliissigkeit im Volumen ABA'B' bezeichnen und mit U, den
Werth derselben Grosse fiir die Fliissigkeit im Volumen CDC'D’.
134, Wir wollen nun die Arbeit dv des Husseren Druckes he-
rechnen. Die einzigen Drucke, welche Arbeit leisten, sind diejenigen,
welche auf AB und CD ausgeiibt werden. Bezeichnen wir mit p,
und p, ihre Werthe in Bezug auf die Oberflicheneinheit, dann ist
die Arbeit, welche durch die Verschiebung von AB geleistet wird

Powotpodt=pyvodm
und diejenige, welche sich bei der Verschiebung von CD ergibt

—poy g dt=—pvidm.

Wir erhalten also

de=(pyro—p1v1) dm.

In diese Berechnung tritt die Arbeit, welche von der Reibung
der Flissigkeit an den Kanalwinden herriihrt, nieht ein. Wir
konnen sie jedoch ebenfalls beriicksichtigen, und zwar geniigt es
zu diesem Zwecke, das System zu betrachten, welches aus der Fliissig-
keit und dem Kanal besteht, in dem sich die Fliissigkeit hewegt.
Die Reibung findet in diesem Falle noch innerhalb des betrachteten
Systems statt, und man braucht sie bei dem Ausdruck fir die Arbeit
der dusseren Krifte nicht besonders in Rechnung zu ziehen. Dann
aber ist unter dQ dic Wirmemenge zu verstehen, welche an das aus der
Flissigkeit und dem Kanal gebildete System abgegeben wird, und nicht die-
Jenige, welche die Flissigkeit allein aufnimmt.

Ersetzen wir in der Gleichung (1), die uns das Princip von der
Aequivalenz liefert, dr, dU, dV und d W durch die eben gefundenen
Werthe, dann erhalten wir nach Division mit dm

d 1 5
@ E- Q‘ =E (U, —Up) 4 g (21 —20) + 5= (1> —@o®) + (b1 1 — Povy) -
dm 2

i d . .
Es bleibt also nur noch der Ausdruck ,/‘,% zu bestimmen; diesen

konnen wir schreiben 90
=4
aQ 8t
dm~_ om
or

Hieraus folgt, dass (77% -in zwei Féllen zuvernachlissigen sein wird,

. 0Q .. . .
niimlich, wenn 6—(; sehr Kklein ist, d. h. wenn die Winde des Kanals
. . . om .
die Warme schlecht leiten, oder, wenn ¥ sehr gross ist, d. h. wenn

das Stromen der Flissigkeit sehr raseh erfolgt.
S*
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135. Anwendung auf Fliissigkeiten. — Die Fliissigkeiten darf
man als inkompressibel auffassen; demnach ist das specifische Volu-
men v konstant. Hieraus ergibt sich, dass die Formel

dQ=Apdv+dU,

welche bel einer beliebigen Fliissigkeit die von der Masseneinheit
aufgenommene Wirmemenge angibt, {ibergeht in

dQ=4dU.

Nun wird diese Wirme zum Theil von Koérpern ausserhalb des
Systems geliefert, zum Theil durch die Reibung der Fliissigkeit an
den Winden. Wir wollen den ersten Theil mit dQ,, den zweiten
mit dQ, Dbezeichnen. Dann erhalten wir, wenn wir die Variation dU
der inneren Encrgie durch ihren Werth dm (U;—U,) ersetzen,

dQy+ dQ,=dm (U; —TU,).

Die Wirme dQ, welehe in der Gleichung (1) auftritt, wird aber
dem System durch die ausserhalb befindlichen Koérper zugefiihrt, es
ist also dieselbe Grosse, welche wir in der obigen Gleichung mit

- . . )
dQ, bezeichneten. Bestimmen wir also aus der letzteren 6% und

fihren den so gefundenen Werth in die Gleichung (2) ein, dann er-
halten wir nach einer kleinen Vereinfachung

0 1
—E a‘?n—l =g (5 —2) -} _2_(%2"‘%2)"‘ v (p1—po) -

Dies ist die Gleichung von Bernoulli. Die Grosse E g—%’ bezeichnet

man als den durch Reibung hervorgerufenen Energieverlust.

136. Anwendung auf Gase. — Bei den Gasen kénnen wir die
Wirkung der Schwere vernachlissigen, deshalb verschwindet das
Glied g (2,—2,) aus der Gleichung (2). Wir wollen nun einen iso-
thermen Gasstrom untersuchen und dabei voraussetzen, dass wir es
mit einem vollkommenen Gase zu thun haben, und dass die Reibung
Null ist.

Wenn wir das Fluidum, welches das Volumen ABCD ein-
nimmt, in gleiche Abschnitte von der Masse dm zerlegen, so wird
am Ende eines jeden Zeitintervalls dt jeder dieser Abschnitte an die
Stelle des folgenden geriickt sein. Die Wiarmemenge, welche wihrend
dieser Zeit jedem Abschnitte zugefiihrt wird, ist gegeben durch

dQ=dm(Apdv+dU).

Da der Strom isotherm verlduft, ist dU Null, denn nach dem
Joule’schen Gesetze ist U nur eine Funktion der Temperatur und
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behilt demnach denselben Werth, wenn die Temperatur konstant
bleibt. Andererseits erhalten wir aus der Fundamentalgleichung
pv=RT
die Gleichung
pdv=RT d—:
Demnach wird
dQ=dmART lei,

und durch Integration iiber das Volumen ABCD erhalten wir fiir
die der Masseneinheit des Gases zugefiihrte Wirmemenge

dQ:(dmART %

Nun ist dm konstant, ebenso T, wir konnen also schreiben

4Q _ ARrT \ 4 ART[n s —In ).
dm v

R 1Q . . .
Fiihren wir diesen Werth von (Ei in die Gleichung (2) ein und
beriicksichtigen dabei, dass nach dem Joule’schen Gesetze U,—U,=0

und nach dem Mariotte’'schen Gesetze p,v,—p,v,=0, so folgt
RT [In o —In o] = 5~ (g2 — 7).

Dies ist die Gleichung zwischen dem specifischen Volumen und
der Geschwindigkeit beim isothermen Stromen der Gase.

137, Wir gehen nun zu dem Falle iiber, wo dem Gase von
Aussen keine Wirme zugefiihrt wird, wo also das Stréomen adia-
batisch vor sich geht. Die Formel (2) gibt dann, wenn man die
Grossen mit gleichem Index auf dieselbe Seite der Gleichung bringt:

7 7o’
EU, + ‘21 +poy =EU, + R -+ Poto
oder
2
3) EU + -2 - pv=Const.

2

Diese Formel setzt weder voraus, dass die Reibung des Gases
an den Winden Null sei, noch auch, dass wir es mit einem voll-
kommenen Gase zu thun haben. Wir wollen nun diese beiden An-
nahmen noch einfiihren.

Das Gas kann dann keine Wirme absorbiren, weil es weder
von Aussen noch auch durch Reibung solche aufnimmt; demmnach
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geht die Transformation des Gases adiabatisch vor sich und wir

haben (§ 70) o

pv® = Const.

Aus dieser Gleichung, sowie aus der Fundamentalgleichung fiir
die vollkommenen Gase

pr=RT
erhalten wir
(o
T
4 G = Const.
p?“
und demnach
C—e¢
T=Bp ¢ ,

wobei B eine Konstante bedeutet.

In der Gleichung (3) ersetzen wir U durch seinen aus dem
Joule’sechen Gesetze (§ 130) abgeleiteten Werth ¢T, und pe durch
RT; dann erhalten wir

EcT+ »?2’1—0— RT = Const.,

oder, wenn wir den fiir T gefundenen Werth einfiihren,

C—e¢
2
(Ee+R)Bp ¢ —}—%———Const.

Nun ist aber AR=C—c (cef. § 130). Eliminiren wir mit Hiilfe
dieser Gleichung R, so erhalten wir
C—c 2
ECBp © —|——({2¥=Const.

Dies ist die Formel von Zeuner.

138. Versuche von Joule und Sir W. Thomson. — Bei diesen
Versuchen wird dadurch eine sehr betrichtliche Reibung erzeugt,
dass man das Gas durch einen Wattepfropfen C streichen lisst, der
zwischen zwei Metallkreisen a, @ zusammengepresst wird. Die Rohre,
die an dieser Stelle von einem Buchsbaumcylinder gebildet wird, ist
gegen jede thermische Einwirkung von Aussen durch einen Mantel A/
geschiitzt, der mit Watte gefiillt und in Wasser von konstanter Tem-
peratur getaucht ist. Unter diesen Bedingungen ist die Wirme-
menge, welche dem System von Aussen zugefiihrt wird, Null, und
man kann die Formel (3) anwenden. Ausserdem kann in Folge der
betrdchtlichen Reibung, welche das Gas erfihrt, das Strémen nur
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schr langsam vor sich gehen, auch wenn zu beiden Seiten des
Pfropfeus ein betriichtlicher Druckunterschied herrscht. Man darf
also das Quadrat der Geschwindigkeit ¢ vernachléssigen, und unsere
Formel reducirt sich aunf

EU + pv==_Const.
oder

4) U + A pv = Const.

Haben wir es mit einem vollkommenen Gase zu thun, so hiingen
U und p» nur von der Temperatur T ab, also auch die ganze
linke Seite unserer Gleichung. Da diese aber gleieh einer Konstanten
sein soll, so darf sich dic Temperatur eines
vollkommenen Gases bei den Versuchen von
Joule und Thomson nicht #ndern.

Nun hat aber der Versuch gezeigt, dass
bei jedem der zur Verwendung gelangten
Gasce dic Temperatur, welche cin iiber dem
Pfropten angcbrachtes Thermometer angibt,
imimner tiefer ist als dic Temperatur, dic
das Gas vor seinem Durchgang durch den
Pfropfen besass. Wir miissen daraus den
Schluss ziehen, dass zum Mindesten das eine
der beiden Gescetze, welehe cin vollkommenes
Gas definiren, von den cxistirenden Gasen
nicht strenge erfiillt wird.

Allerdings wissen wir ja durch die Ver-
suche von Regnault, dass dies beim Mariotte-
schen Gesetze der Fall ist, aber dieselben
Versuche zcigten auch, dass dic Abweichung
zwischen diesem und dem thatsiichlich giil- Fig. 21.
tigen Gesctze iiber dic Kompressibilitit fiir
Wasscrstoff nicht dasselbe Vorzeiclien hat, wic fir die iibrigen Gase.
Wiire also die bei den Versuchen von Joule und von Thomson
auftretende Temperaturianderung allein darauf zurtickzuftiihren, dass
das Produkt pv nicht allein eine Funktion der Temperatur ist, dann
miisstc diese Aenderung fiir das Wasserstoffgas ein anderes Vor-
zeichen aufweisen, wice fiir die iibrigen Gase. Dasselbe ist jedoch
stets negativ, aueh heim Wasserstoff, und deshalb miissen wir cs
zum Theil dem Glied U zur Last legen. Die innerc Encrgic eines
Gases ist also nicht cine Funktion der Temperatur allein, d. h. die
natiirlichen Gase befolgen nicht strenge das Joule’sche Gesetz. Dies
ist der wichtige Schluss, der sich aus den Versuchen von Joule und
Thomson ziehen lisst; die ersten Versuche von Joule (§ 66) waren
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zu wenig genau, als dass sie dies Resultat hiitten sicher erkennen
lassen koénnen.

139. Ausdruck fiir die innere Energie eines Gases. — Joule
und Sir W. Thomson fanden, dass die von dem Thermometer ange-
gebene Temperaturabnahme direkt proportional der Druckdifferenz
zu beiden Seiten des Pfropfens ist, und umgckehrt proportional dem
Quadrate der absoluten Temperatur des Gases. Bezecichnen wir also
mit dT dic Temperaturiinderung und mit dp die Druckénderung,

so erhalten wir
- Kd
%) dT = Tz”,

wobei K eine positive Konstante bedeutet, die von der Natur des
Gases abhiéngt. Mit Hiilfe dieses Resultats ldsst sich fiir die innere
Energie des Gases ein sehr angen#herter Ausdruck finden.

Wir wollen p und T als unabhingige Variabele wéhlen und
die Gleichung (4) differentiiren; dann folgt
U+ Apv) 0(U+ Apvo)

p dp + - ————-dT =0.

Nehmen wir an, wir hiitten es mit einem vollkommenen Gase
zu thun, dann ist nach dem Joule’schen Gesctz U= ¢T, nach dem
Gesetze von Mariotte und Gay-Lussac pr =RT, cndlich nach dem
Princip von der Aequivalenz AR = C—e¢; demnach wird

U+ Apv=CT
und
o(U+ Apw) _C
oT T

Dieser Ausdruck lédsst sich zwar, streng genommen, auf die
nattirlichen Gase nicht anwenden; wir wollen ihn aber trotzdem
in Gleichung (6) einsetzen, dann erhalten wir

U+ A

9 “;I‘)‘BQ)‘ dp=—CdT;
ersetzen wir hierin dT durch seinen Werth (5), wic er sich aus den
Versuchen von Joule und Thomson ergibt, so folgt

U+ Apy) KO
op T
und durch Integration
KC .
U+ Apo=— T.T” 4+ /(D).

Diesc Gleichung gestattet, U zu bestimmen. Wiihlen wir » und T
als unabhéingige Variabele, dann erhalten wir den angeniherten
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Ausdruck fir (U-+ Apv), wenn wir p durch seinen aus der Fun-
damentalgleichung pv=RT folgenden Werth ersetzen, also
__KCR

(M) U+ Apr=— "y

+f(T).

140. Bestimmung des mechanischen Wirmeiquivalents. —
Durch Differentiation der Gleichung (4) nach den unabhingigen
Variabeln p und » finden wir

dU 4 Apdv+ Avdp=0.
Nun ist aber nach dem Princip von der Aequivalenz

dU 4+ Apdv=dQ ,l
demnach

®) dQ+ Avdp=0.

Die zu einer elementaren Transformation néthigce Wirme-

menge ist

0T oT
(IQ-—C—(,TL_ (lv—f—cua-p dp

oder, wenn man auf der rechten Seite dieser Gleichung das Glied

T
C % dp addirt und subtrahirt

0T
1Q=CdT—(C—c¢) 5—dp.
¢ ( €) ap p

Bezeichnen wir mit # den Ausdehnungskoefficient des Gases
bei konstantem Volumen, dann erhalten wir fiir die Druckinderung
dp, welche eintritt, wenn die Temperatur um dT wichst, ohne dass

das Volumen sich #dndert,
dp=gpdT,
und demnach fiir den partiellen Differentialquotient der Temperatur
nach dem Drucke
orT__ 1
ap  Bp
Fiihren wir diesen Werth in den Ausdruck fiir dQ ein, dann
ergibt sich

C—c¢
dQ—CdT— ~—“ay,
gp 7

und wenn man dQ in der Formel (8) durch die rechte Seite dieser
Gleichung ersetzt, so folgt

CdT—%‘%cdp—i—Av(lp:O.
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Nun ist nach den Versuchen von Joule und Thomson
dT =mdp,
wenn wir der Einfachheit halber den in Gleichung (5) auftrctenden
Faktor 711,{— mit m bezeichnen. Die vorhergchende Gleichung Lisst
sich demnach schreiben
Cm—»clc-i—- Ar=0.
Bp

Hieraus folgt
C—c Cm

=g v

Dieser Ausdruck weicht von dem in § 65 erhaltenen ab, bei
welchem wir voraussetzten, dass wir es mit einem vollkommenen
Gase zu thun hitten.

141. Bestimmung der absoluten Temperaturen mit Hiilfe der
Gase. — Wenn ein Gas das Joule-Gesetz befolgte, nicht aber gleich-
zeitig das Mariotte’sche, dann wiirde zwischen den Grossen p, ¢, T
die Gleichung gelten (§ 129)

py)=T.

Die Spannung des Gases wiirde bei konstantem Volumen der
absoluten Temperatur proportional sein. Da jedoch das Joule’sche
Gesetz nur angensiherte Giiltigkeit hat, so ist die Bestimmung der
absoluten Temperatur nicht ganz so einfach; immerhin lisst sich
nachweisen, dass es moglich ist, diese Bestimmung mit Hiilfe der
Gase auszufiihren.

Die Warmemenge, welche von einem Gase bei einer elemen-
taren Umwandlung aufgenommen wird, ist

dQ=dU + Apdv

oder, wenn man ¢ und T zu unabhiingigen Variabeln wiillt,

0 9]
aQ

Nach dem Carnot’schen Princip muss 7 ein vollsténdiges Diffe-
rential sein; wenden wir dies an, so folgt
0 (1 ou Ap)_ 0 (1 8U)

T 0T

=

aT\T 80 T T) %o

Aus dieser Gleichung erhalten wir
Aop Ap 109U

T ¢T T: T¢ 8¢



Untersuchung der Gase. 123

Nun gilt fiir die Vergrosserung des Druckes dp, die aus einer
Temperaturzunahme dT bei konstantem Volumen folgt:

dp=ppdT,

und demnach fiir den partiellen Differentialquotient des Druckes
nach der Temperatur
op
T —PE
Durch Einfiihrung dieses Werthes in die vorige Gleichung er-
halten wir
Ap 1 aU

(10) Abr—p =g

Zur Bestimmung von T mit Hiilfe dieser Gleichung haben wir

T

oC . c .
noch g, 20 berechnen. Zu diesem Zwecke beriicksichtigen wir, dass
oT oT
) —C 2= dr -+ ¢ 2= d;

dQ C@z* dz—{—cap dp
- . . 0T .
ist, und, wenn man auf der rechten Scite ¢ R dv addirt und subtra-
hirt, so wird

oT
dQ = (C—¢) o dv—+cdT.

Dieser Ausdruck muss mit der Gleichung (9) identisch sein, da
beide die gleichen Variabeln haben; demnach ist

oU

oT
9r TAY=(C—9 5

Bezeichnen wir mit « den Ausdchnungskoefficienten bei kon-
stantem Druecke, so erhalten wir fiir die Volumenéinderung d¢, welche
einer Temperaturzunahme dT bei konstantem Drucke entspricht:

dv=c«vdT,

und demnach fiir den particllen Differentialquotient der Temperatur
nach dem Volumen

T __ 1
dv  «arv
Es wird somit
2[) + A[) — CA_(
cv ol

- . ou . . :
Fiihren wir diesen Werth von 2, I Gleichung (10) ein, dann er-

halten wir

o?r
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und daraus
_E€—9o

T =
afipv

Dies ist der Ausdruck fiir die absolute Temperatur.

142. Neue Ausdriicke fiir die innere Energie der Gase. —
Man kann die innere Energie eines Gases auch noch auf einem
anderen Wege bestimmen, als es in § 139 geschehen ist. Wenn nun
auch die Schliisse recht unsicher sind, die man aus solchen Berech-
nungen zieht, welchen empirische Formeln zu Grunde liegen, so ist es
doch interessant, den in obigem Paragraphen fiir die innere Energie
erhaltenen Ausdruck mit demjenigen zu vergleichen, welchen wir
auf Grund folgender Betrachtungen ermitteln werden.

Amagat stellte eine grosse Anzahl von Experimenten an, bei
welchen er das Volumen ein und derselben Gasmasse hei ver-
schiedenen Temperaturen und verschiedenen Drucken maass. Zur
Darstellung seiner Resultate schiug er verschiedene Gleichungen von
der Form vor )

p=Tf@)+ ().
Van der Waals gelang es, die Resultate seiner Versuche durch

die Formel

RT
+ £
v

p= rt—c«

zu verbinden, welche zu dem von Amagat vorgeschlagenen Typus
gehort.
Ferner zeigte Sarreau, dass sich die Formel von Clausius

p BT u
P = T T+ p)e

ebenso gut zur Darstellung der Versuche von Amagat eignet, ob-
gleich dieselbe von den durch Amagat und van der Waals vor-
geschlagenen durch Einfiihrung der absoluten Temperatur im zweiten
Gliede der rechten Seite abweicht. Bei diesen Formeln bedeuten
a, 3, p sehr kleine Grossen.

143. Wir wollen nun zunichst den Typus der von Amagat
vorgeschlagenen Formeln ndher betrachten. Durch Aenderung der
Bezeichnungen kdnnen wir zur Vereinfachung des Folgenden schreiben

Ap=Tf )+ ¢'@).
Nun sahen wir (§ 126), dass, wenn man als Variabele v und T
wihlt, der nach » genommene partielle Differentialquotient der
charakteristischen Funktion H von Massieu gegeben ist durch

JH
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Die Amagat’sche Formel liefert uns also

Bt/ 0+ ),

H=Tf()+¢ &+ » (),

und demnach

wobei y eine willkiirliche Funktion bedeutet. Hieraus erhalten wir

oH
S=gp=/E+ ' (T),

und demnach
U=TS—H=Typ'(T)—¢(T)—q (v).

Wir wollen hierzu die Gleichung addiren

Apv="Tef () +vq' (),
dann ergibt sich

U+ Apo=Ty' (D)—y (T)—¢ @)+rg' )+ Tef ().

Vergleichen wir die rechte Seitec dieser Gleichung mit der

rechten Seite der Gleichung (7)
U—I—Apv:—KTClE-i—f(T),

die aus den Versuchen von Joule und Thomson abgeleitet wurde,
dann ergibt sich zwischen beiden absolut keine Analogie, da die
erstere Gleichung Funktionen enthilt, welche einzig von » abhingen,
die zweite aber nieht. Uebrigens braucht man diesem Widerspruche
nicht allzuviel Gewicht beizumessen und etwa die Genauigkeit der
Versuche von Joule und Thomson oder derjenigen von Amagat in
Zweifel zu ziehen, denn die von dem Letzteren vorgeschlagenen
Formeln zur Darstellung seiner Experimente kénnen sich nur zwischen
hinreichend nahen Grenzen bestitigen, ausserhalb deren sie aber
unzureichend sind und deshalb die allgemeine Beziehung zwischen
p,v und T nicht darstellen.

144. Wir wollen nun eine analoge Rechnung fiir die Clausius’-

sche Formel
__ RT u

T e
durchfiihren.

Bei den Versuchen von Joule und Thomson war das Volumen z
relativ gross, wiihrend der Druck des (ases niemals bedeutend
wurde, wir diirfen also & und £ gegen » vernachlissigen, so dass
die obige Formel {ibergeht in
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Durch Einfihrung der charakteristischen Funktion von Massien

erhalten wir nun
0H ART Ay

o =AP= T T

und demnach
H=ART 1nc+§ri:‘+ w (T).
Hieraus folgt
__ JH _ A‘u '
S_}'}T_ARln V=, Y (T)
und

U:TS—H:—Q,I“U#—FT(/J’(T)—¢(T).

Hierzu addiren wir

Apv=ART — Ap

Tv’
und erhalten damit
U+Apv=_?Llf‘bi‘+sz'(T)_w(T)+ART.
Eine Vergleichung dieser Formel mit der Gleichung (7) zeigt,
dass beide identisch werden, wenn

3AM=I{CR:

dies ist aber moglich. Die Formel von Clausius stimmt also mit den
Schliissen iiberein, die sich aus den Resultaten von Joule und
W. Thomson ziehen lassen. Immerhin darf man hierin bis auf
Weiteres nichts als eine interessante theoretische Betrachtung sehen.



Kapitel X.

Fliissigkeiten und feste Korper.

145. Die Entropie und die innere Energie einer vollkommenen
Fliissigkeit. — Bei einer vollkommenen Fliissigkeit kann die Kom-
pressibilitit gleich Null angenommen werden. Dann ist das specifische
Volumen nur eine Funktion der Temperatur, und wir diirfen setzen

v=f(T).
Wihlen wir p und T als unabhiingige Variabele, so ist die
charakteristische Funktion von Massieu (§ 127)

H=TS—U—Apr,
und wir erhalten

oH' oH'
o —Av und T =S.
Demnach gilt fiir eine vollstindige Flissigkeit
oH'
= AF(D.
Hieraus folgt
H'=—Apf(T)+uw(T),

wobei y eine willkiirliche Funktion bedeutet. Es ergibt sich also

JoH' . '
e 8= G =—Apf (D) +u'(D)
und damit
(2) U=TS—H' —Apv=—ApT/' (T)+ T (T)—y¢ (T).

146. Nehmen wir den Ausdehnungskoefficient « der Fliissigkeit
als konstant an, dann ist

v=1r,[1+ « (T—Ty],
wobei T,=273?%; demnach wird

J'(T) = ey
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Hieraus folgt als Ausdruck fiir die Entropie
S=—Apav,+v'(T).

In einer Transformation bei konstantem Druck hat die Variation
dS der Entropie den Werth

dS=y"(T)dT.
Nun ist aber nach der Definition
dS == fl,I(?’ v

und, wenn wir mit C die specifische Wirme der Fliissigkeit bei kon-
stantem Drucke bezeichnen
dQ=CdT.
Wir erhalten also

p" ()=
Nehmen wir an, dass C nicht von der Temperatur abhiinge,
dann finden wir durch Integration der letzten Gleichung
' (T)=CInT.
Es ergibt sich demnach fiir die Entropie einer inkompressibeln

Fliissigkeit, deren Ausdehnungskoefficient und specifische Wéirme
nicht von der Temperatur abhéingen,

6)) S=—Apar, +ChT.
14%7. Wir wollen nun unter denselben Annahmen den Ausdruck

fiir die innere Energie bestimmen.
Der in § 145 fiir U gefundene Ausdruck (2) lisst sich schreiben

4) U=—ApTar,+ Ty' (T)—y(T).
Ist der Druck Null, dann reducirt sich derselbe auf
®) U=Ty (T)—y ().
Nun gilt aber ganz allgemein
dU—=dQ—Apdv;
fir p =0 erhalten wir daraus
dU=dQ.

Ist aber der Druck =0 und demmnach auch konstant, so wird
andererseits der Ausdruck fiir die Wirmemenge dQ

dQ=0CdT.
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Demnach erhalten wir
dU=CdT.

Integrirt man diese Gleichung und setzt den hierbei erhaltenen
Werth fiir U gleich demjenigen, der sich aus Gleichung (5) ergibt,
so folgt

CT="Ty' (T)—y(T).
Beniitzen wir dies, so geht die Gleichung (4) fir U tiber in
U=—ApTery+ CT.

148. Adiabatische Transformation einer kompressibeln Fliissig-
keit. — Wir wollen annehmen, eine kompressibele Fliissigkeit er-
leide cine adiabatische Transformation, beispiclsweise eine plétzliche
Kompression oder eine Ausdehnung.

Da die Transformation adiabatiseh vor sich gehen soll, so ist
dQ fiir jedes Element der darstellenden Kurve Null und demnach
bleibt die Entropie S konstant; wir crhalten also

) (IS:S—?dp—l—%Sde:O.

Wir wollen nun den Ausdruck fiir die beiden partiellen Diffe-
rentialquotienten bestimmen, welche in dieser Gleichung auftreten.
Nehmen wir den Druck als konstant an, dann ist

dQ CdT
(JS = T = T )
und demnach
¢S C
9T~ T

Wiihlt man p und T als unabhingige Variabele, so liefert uns
die charakteristische Funktion von Massieu
oH' oH'
A = d —=—Av.
3T S un By Av
Differentiiren wir von diesen Gleichungen die erste nach p, die
zweite nach T, so erhalten wir, da die linken Seiten gleich werden,

5 _ v,
op oT
Wenn wir die fiir die partiellen Differentialquotienten gefundenen
Werthe in (1) einsetzen, so ergibt sich die Gleichung
ov
a1

Poincaré, Thermodynamik, 9

dp — 7(% dT=0.
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149. Formel von Clapeyron. — Diese Gleichung wird auch
noch richtig sein, wenn die Aenderungen des Druckes und der Tem-
peratur zwar endlich, aber Kklein sind; bezeichnen wir diese Aen-
derungen mit op und ¢T, dann erhalten wir die Formel von
Clapeyron

v C

Aa—TJp—— TJT:O’

. . ov e s } Lo
Dieselbe sagt aus: Wenn & positiv ist, d. h. wenn die Fliissig-

keit sich durch die Warme ausdehnt, so wird durch eine Kom-
pression eine Temperaturerhdhung hervorgebracht, bei den Fliissig-
keiten dagegen, bei welchen eine Temperaturerhhung einer Volumen-
verminderung entspricht, tritt bei einer Kompression cine Abkiih-
lung ein.

Diese Formel ist fiir eine gewisse Anzabl von Fliissigkeiten
experimentell gepriift worden. Joule stellte Versuche mit Wasser
an und fand, dass sich in Uebereinstimmung mit dieser Formel das
Wasser durch Kompression erwidrmt, wenn seine Temperatur hoher
ist als 47, dass es sich dagegen abkiihlt, wenn die Temperatur
niedriger ist. Die Temperaturinderungen wurden mit Hiilfe eines
Thermoelements gemessen, dessen eine Lothstelle sich in dem Wasser
befand, wiahrend die andere auf konstanter Temperatur gehalten
wurde. Die so crhaltenen Zahlen kommen denjenigen, weleche man
durch Rechnung aus der Formel erhilt, sehr nahe, die Bestitigung
ist also eine gute. Joule zog auch noch den Walfischthran in den
Bereich seiner Versuche; hier war der Unterschied zwischen der be-
obachteten und der berechneten Temperaturinderung etwas grosser,
nichtsdestoweniger gentigte die Uebereinstimmung noch vollstindig
zur Bestitigung der Formel von Clapeyron.

Wir wollen iibrigens noch speecicll betonen, dass diese Formel
auch fiir die festen Korper giiltig ist, denn bei ihrer Ableitung
machten wir keinerlei einschriinkende Annahmen. Auch auf die
festen Korper erstreckten sich einige Versuche zur Bestdtigung der
Formel, doch bieten dieselben grosse Schwierigkeiten dar, da die
Formel voraussetzt, dass der Druck im ganzen Korper gleichmiissig
wirkt, eine Bedingung, deren Verwirklichung bei den festen Kor-
pern fast unmoglich ist.

150. Bemerkungen iiber die Korper, die ein Dichtigkeits-
maximum besitzen. — Im Allgemeinen nimmt das Volumen eines
Korpers gleichzeitig mit der Temperatur stetig zu, nur einzelne
wenige Koérper machen hiervon eine Ausnahme. Es war also natiirlich,
diese bei Seite zu lassen, wie wir es gethan, und nur den allgemeinen
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Fall zu betrachten. Bei den Fliissigkeiten jedoch gewinnen die
Korper mit einem Dichtigkeitsmaximum deshalb eine ausnahmsweise
Bedeutung, weil die verbreitetste Fliissigkeit, das Wasser, diese
Eigenthiimlichkeit aufweist. Wir wollen nun untersuchen, welche
Folgerungen sich aus dem Vorhandensein eines Dichtigkeitsmaximums
ergeben.

Zundchst ist der Zustand eines solchen Korpers nicht mehr
durch die Variabeln p und ¢ vollstindig definirt, da bestimmten
‘Werthen dieser beiden Variabeln zwei Werthe der Temperatur ent-
sprechen kénnen. Die graphische Methode wvon Clapeyron ist also
zur Darstellung der Transformationen dieses Korpers nicht mehr
geeignet.

Trotzdem kann man auch hier den Zustand eines Korpers
graphisch darstellen, und zwar durch einen Punkt im Raume, der,
dem bhetreffenden Zustand entsprechend, die Koordinaten p, v, T be-
sitzt. Wenn

(1 S, T)=0

die Fundamentalgleichung des Koérpers bedeutet, so liegt der dar-
stellende Punkt auf der durch diese Gleichung bestimmten Fliiche X.
Transformirt sich der Korper und kommt dann zu seinem Anfangs-
zustande zuriick, so beschreibt der darstellende Punkt auf dieser
Fliche eine geschlossene Kurve. Die Projektion diescr Kurve aut
die Ebene der pe, beispielsweise die Horizontalebene, ist offenbar
identiscli mit der Kurve, welche man erhalten wiirde, wenn hman die
Darstellungsweise von Clapeyron anwendete.

151. Wenn der Kérper durch sein Dichtemaximum geht, ist der
Diftferentialquotient des Volumens in Bezug auf die Temperatur Null:

ov
T

Durch Differentiation der Fundamentalgleichung (1) nach der

Temperatur ergibt sich aber

0.

of , 0f Ov
21 T e =
An dem Punkte, welcher dem Dichtemaximum entspricht, ist
also auch 9 -f,uo
oT 7’

d. h. die Tangentialebene, welche die Oberfliche 2 in diesem Punkte

beriihrt, ist parallel zur Axe der T, also vertikal. Der geome-

trische Ort MN der Bertibrungspunkte dieser zu den verschiedenen

Werthen von p und ¢ gehdrigen Tangentialebenen trennt somit
9*
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die Obertliche X' in zwei Theile R und R’ (Fig. 22), welche in der
Projektion auf die Ebene pv iiber cinander fallen. Es kann daher
vorkommen, dass die Projektionen zweier Isothermen sich schneiden,
obgleich sich diese Isothermen auf der Oberfliche X nicht schneiden.

Weiter kénnen sich gewisse Isothermen und gewisse Adiabaten
beriihren. Jede Linie nimlich, welche wie APB die Kurve MN
schneidet, scheint dieselbe in der Projektion zu beriihren. Demnach
erscheinen die Adiabaten und Isothermen, welche durch den Punkt P
gehen, als Tangenten an denselben Punkt der Projektion von MN
und beriihren sich also in der Darstellungsweise von Clapeyron
unter einander.

152, Wir koénnen in diesem Falle auch nicht mehr beweisen,
dass eine Adiabate und eine Isotherme sich nur in einem einzigen

a

" 4

g
0,

Fig. 22. Fig. 23.

Punkte schneiden. Der Beweis fiir diese in § 107 aufgestellte Be-
hauptung steht im Widerspruche mit dem Falle, der uns soeben
beschiiftigt.

Da die einer elementaren Transformation entsprechende Arbeit
= pdv ist, so wird die Arbeit, welche der Korper leistet, wenn sein
darstellender Punkt eine geschlossene Kurve AQBP auf der Fliche &
beschreibt, durch den Flidcheninhalt der Projektion dieser Kurve
reprisentirt und zwar besitzt sie das positive oder negative Zeichen,
je nachdem sich der darstellende Punkt auf dieser Projektion im
Sinne des Uhrzeigers bewegt, oder umgekehrt. Wenn nun die ge-
schlossene Kurve von der Linie MN geschnitten wird, so liefert die
Projektion zwei geschlossene Kurven apca und cbgec (Fig. 23), von
denen die eine in direktem Sinne, die andere im umgekehrten Sinne
durchlaufen wird. Die von dem Korper wihrend der Transformation
geleistete Arbeit ist dann gleich der Differenz der von diesen Kurven
begrenzten Flichen; diese kann Null sein und die in § 107 gegebene
Ausftihrung, nach welcher diese Arbeit positiv wiire, ist dann nicht
mehr anwendbar. Eine Adiabate und eine Isotherme konnen sich
also in gewissen Féllen in mehreren Punkten schneiden.

153. Da die in § 107 und den folgenden Paragraphen be-
wiesenen Eigenschaften in den Fillen, wo der betreffende Korper
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cin Dichtigkeitsmaximum besitzt, nicht immer richtig sind, so gilt
auch die Ableitung des Clausius'schen Theorems in Kapitel VII fiir
diesen Fall nicht mehr; wir haben nun noch nachzuweisen, dass
das Theorem auch hier noch anwendbar ist.

Nehmen wir an, dass der betrachtete Kérper eine Umwandlung
erleidet, fiir welche die darstellende Kurve ganz in dem Theile R
oder ganz in dem Theile R' der Fliche X' liegt, so weist die Pro-
jektion dieser Kurve auf die Ebene pv keinerlei singulire Punkte
auf. Die Eigenschaften der Isothermen und Adiabaten sind dann
dieselben wie in dem Falle, wo die graphische Darstellung von
Clapeyron moglich ist, und demnach lédsst sich das Theorem von
Clausius auch auf einen geschlossenen Kreis anwenden, der ganz in
R oder R’ liegt.

Wenn der geschlossene Kreis AQBP (Fig. 22) die Linie MN
schneidet, dann kann man ihn sich aus den Kreisen AQPA und
BPQB zusammengesetzt denken; der erstere liegt ganz in dem Theile
R der Oberfliche 2, der zweite in dem Theil R'; demnach wird das

d . . . . .
Integral (?Q Null, wenn man es lings eines jeden dieser Kreise

nimmt; es muss also auch noch Null bleiben, wenn es lings des
geschlossenen Kreises AQBP genommen wird.

154. Die festen Korper. — Diese Ausdehnung des Clausius'-
schen Theorems zeigt, dass sich dasselbe auf alle Kérper anwenden
lidsst, welche die folgende Bedingung erfiillen:

1. Es gibt eine Gleichung

fp,v, T)=0

zwischen den drei Variabeln, die den Zustand des Korpers bestimmen.
T stellt hier die absolute Temperatur dar, p und v dagegen konnen,
entgegen dem gewohnlichen Gebrauche, andere Variabele bezeichnen
als den Druck und das Volumen. Die einzige Annahme, die wir
machen miissen, ist, dass diese beiden Variabeln in Verbindung
mit T den Zustand des Korpers vollstiindig definiren.

2. Der Ausdruck fiir die von der Masseneinheit des Korpers
geleistete Hussere elementare Arbeit ist pde. )

Diese Bedingungen werden beispielsweise durch einen Draht
erfiillt, der an einem seiner Enden befestigt ist und einem Zuge
unterworfen wird.

Es moége m die Masse des Drahtes bezeichnen und me seine
Lénge, wenn wir unter » die Linge eines Drahtstiickes von der
Masseneinheit verstehen; v kann somit etwa die specifische Linge
des Drahtes genannt werden; ferner moége —p den auf den Draht
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ausgeiibten Zug bedeuten. Dann existirt offenbar eine Beziehung
zwischen der Temperatur des Drahtes, seiner Linge und dem span-
nenden Gewichte, also zwischen T, v und p; die erste Bedingung
ist demnach erfiillt.

Andererseits ist bei einer Verlingerung des Drahtes um mdv
die Arbeit, welche das spannende Gewicht leistet, = —pmdv; dem-
nach ist die Arbeit der Gegenkraft des Fadens =+ pmdv. Die von
der Masseneinheit geleistete #ussere Arbeit ist also pdvr und somit
wird auch die zweite Bedingung erfiillt.

155. Anwendung der Formel von Clapeyron. — Da nun das
Theorem von Clausius angewendet werden kann, so sind auch die
Folgerungen dieses Theorems giiltig.

Wir wollen beispielsweise die Formel von Clapeyron

v C

Agpdp— -7 0T=0.
in’s Auge fassen. -

Die meisten Substanzen dehnen sich aus, wenn man sie erwirmt,

g—% ist also im Allgemeinen positiv. Aus der obigen IFormel folgt

also allgemein
T~ .
op
Spannt man einen Draht stark an, so ist die Aenderung von
p negativ, da wir uns den Zug als eine negative Grosse vorstellen,
demnach muss auch ¢T negativ sein, d. h. der Draht muss sich
abkiihlen, wenn man ihn ausreckt. Dies lidsst sich an einem Metall-
drahte leicht bestiitigen.
Wenn sich dagegen ein Faden in Folge einer plotzlichen
Spannung erwirmt, so folgt aus der Formel von Clapeyron

%<O;
dann muss sich der Faden auch bei einer Erwiirmung zusammen-
ziehen, die Linge des Fadens muss also abnehmen.

So beobachtete Gough um 1810, dass die Temperatur eines
stark gespannten Schlauches aus schwarzem Kautschuk zunimmt,
wenn man denselben noch.weiter ausdehnt. In Uebereinstimmung
mit dem Schlusse, den wir oben zogen, fand denn auch Joule, dass
ein Faden aus dieser Kautschukart sich beim Erwirmen verkiirzt.
Diese Eigenthiimlichkeit lédsst sich leicht folgendermaassen nachweisen:
Man befestigt das eine Ende eines Schlauches aus schwarzem Kaut-
schuk in A, das andere an einem Punkte B eines Hebels O C, (Fig. 24)
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und Liilt den Schlauch durch ein Gewicht P gespannt. Erwirmt
man nun den Schlauch, dann sieht man den Zeiger in der Richtung
wandern, die eine Verminderung der Linge anzeigt.

156. Darstellung des Kreises beim Edlund’schen Versuche. —
Wiihlt man als unabhiingige Variabele das spannende Gewicht —p
und die specifische Linge », dann lassen sich die Transformationen
eines festen Drahtes, der einem Zuge unterworfen wird, graphisch
darstellen. Als Anwendung behandeln wir den Versuch von
Edlund (§ 85).

Wihrend der ersten Phase des Versuchs, wo man den Draht
spannt, beschreibt der darstellende Punkt des Drahtes die Kurve AB
(Fig. 25), die in dem Theile der Ebene liegt, welcher negativen
Werthen von p und positiven Werthen von » entspricht. Entfernt
man plotzlich das spannende Gewicht, dann heschreibt der darstel-

¢ o a ¢ v
B .
a
)
[55‘ 1
Fig. 24. Fig. 2.

lende Punkt eine Kurve BC. Diese schneidet die Axe der ¢ in
einem Punkte C, der weiter vom Koordinatenanfang entfernt ist
als O; da nimlich die Endtemperatur hoéher ist als die Anfangs-
temperatur, so hat die specifische Léinge des Drahtes sich vergrossert.
Nimmt dann der Draht seine urspriingliche Liinge wieder an, so ver-
schiebt sich der darstellende Punkt von C nach A, und der Kreis
ist geschlossen.

Da der Draht zu seinem urspriinglichen Zustande wieder zuriick-
gelangt, so ist die Aenderung seiner Energie Null. Demnach folgt
aus der Gleichung des § 60

dW + dU=d71+ EdQ,
welche das Princip der Aequivalenz ausdriickt,

fdr+E fdQ=0.

Die beiden ersten Phasen des Versuchs, die durch die Kurven
AB und BC dargestellt werden, sind sehr kurz, daher nimmt der
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Faden keine Wirme von Aussen auf und gibt auch keine dahin ab;
trotzdem ist zwischen beiden Phasen ein wesentlicher Unterschied
vorhanden. Wihrend der Phase AB wirkt das spannende Gewicht,
und es wird Hussere Arbeit geleistet; die Kurve AB ist also eine
adiabatische; wihrend der Phase BC dagegen tritt keine iiussere
Arbeit auf, es herrschen somit ganz iihnliche Verhéltnisse wie bei dem
Versuche von Joule, bei dem die Gase sich ausdehnen, ohne iiussere
Arbeit zu leisten und ohne Wirme mit dem Xalorimeter auszu-
tauschen, mit anderen Worten, BC ist eine isodynamische Kurve.
Entfernt man das spannende Gewicht, dann verkiirzt sich der Draht
plotzlich, seine verschiedenen Molekiile nehmen sehr rasche Be-
wegungen an, die plotzlich gehemmt und durch eine Art von innerer
Reibung von Neuem in Wirme umgesetzt werden.

Der Ausdruck fiir die Arbeit, welche durch die i{usseren Kriifte
wihrend der Phase AB geleistet wird, ist — fpdv, und da p negativ
ist, hat diese Arbeit einen positiven Werth =. Liings CA gibt der
Draht nach Aussen die Wirmemenge Cd0T ab, wobei C die specifische
Wirme des Drahtes bei konstantem Drucke bedeutet und 6T die
Temperaturabnahme, wenn der darstellende Punkt von C nach A
wandert. Wir erhalten also fiir die dem Drahte gelieferte Wirme-
menge —CoT, und die vorhergehende Gleichung wird

7—ECJT =0.

Diese Gleichung ist identisch mit der durch die Masse m des
Drahtes dividirten Gleichung des § 83; es stellt mt die gesammte,
von den dusseren Kriiften geleistete Arbeit dar, d. h. ps, wenn ¢ die
Verlingerung des Drahtes bedeutet, und mC reprisentirt die Wirme-
kapacitit « des Drahtes.



Kapitel XI.
Gesiittigte Diampfe.

157. Gesiittigte Dimpfe. — Wir wollen die Masseneinheit ciner
Flissigkeit betrachten, die sich in einem durch einen Stempel ge-
schlossenen Raum befindet. Heben wir diesen Stempel, so ver-
wandelt sich ein Theil der Flissigkeit in Dampf, und bei konstant
bleibender Temperatur iibt dieser Dampf fortdanernd den gleichen
Druck aus, vorausgesetzt, dass die Fliissigkeit nicht vollstindig in
Dampf verwandelt ist, mit anderen Worten, dass der Dampf ge-
siittigt bleibt. Bei wechselnder Temperatur iindert sich auch der
Druck, aber fiir jede Temperatur hat derselbe einen konstanten
Werth, welches Volumen auch das aus Fliissigkeit und Dampf be-
stehende System einnehmen mag. Dieser Druck, den man Maximal-
spannung nennt, ist also nur eine Funktion der Temperatur. Liisst
man die Wirkung der Schwere unberiicksichtigt, so wird diese Span-
nung in jedem Punkte der Fliissigkeit und des Dampfes dieselbe
Grosse besitzen, und die Fundamentalgleichung des Systems reducirt
sich auf

p=s(T).

Diese Beziehung gestattet den Zustand des Systems mittels
zweler der Variabeln p,¢, T vollstindig darzustellen. Andererseits
ist die von dem System geleistete lussere Arbeit bei einer Volumen-
vergrosserung um de offenbar = -—pdr. Demnach lassen sich die
Fundamentalsiitze der Thermodynamik und die Beziehungen, welche
sich daraus ergeben, auch auf das aus einer Fliissigkeit und deren
Dampf bestehende System anwenden.

158. Ausdruck fiir die Entropie eines Systems, das aus einer
Fliissigkeit und deren Dampf gebildet wird. — Wir betrachten
immer die Masseneinheit des Systems; nennen wir dann die Masse
des gebildeten Dampfes m, so ist diejenige der Fliissigkeit 1-—m;
das specifische Volumen der letzteren bezeichnen wir mit A, dasjenige
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des Dampfes mit o, dann gilt zwischen diesen Grossen und dem
von der Masseneinheit des Systems eingenommenen Volumen die

Gleichung
v=uw'c + (1—m)l;
hieraus folgt

1) (e—h)y=m(c—27).

Wir wollen ¢ und T als unabhiingige Variabele wiihlen; dann
ist der Ausdruck fiir die charakteristische Funktion von Massieu (126)

H=TS-U
und

Nun héingt aber in dem betrachteten Falle p nur von der Tem-
peratur ab; deshalb gibt die Integration der obigen Gleichung

H=Apv+» (D).

Da im Uebrigen die durch diese Integration eingefiihrte Funktion
Y (T) vollstiindig willkiirlich ist, so diirfen wir zur rechten Seite des
obigen Ausdrucks eine beliebige Funktion der Temperatur, z. B.
— Ap2, hinzufiigen, da das specifische Volumen 2 der Fliissigkeit
nur eine Funktion von T und nicht auch von » ist; wir koénnen

also schreiben

H=Ape+uyp(T)—Api
oder

H=Apw—2)+y ().

Aus diesem Ausdrucke erhalten wir leicht denjenigen fiir die
Entropie 8, da diese letztere Funktion der Differentialquotient von H
nach T ist; wir finden also

0H

S=gp=2ap" =)= Api +y'(T),

oder mit Beriicksichtigung der Gleichung (1)
2) S=Ap'm@e—N—Api' + ' (T);

hierin bedeuten die gestrichelten Buchstaben die nach der Temperatur
genommenen Differentialquotienten der entsprechenden Grossen.
159. Latente Verdampfungswiirme einer Fliissigkeit. — Wenn
dQ=Ldm die Wirmemenge bedeutet, welche nothig ist, um eine
Flussigkeitsmasse dm in Dampf zu verwandeln (wobei der Dampf
gesiittigt und die Temperatur konstant bleiben soll), dann bezeichnet
der Faktor Li definitionsméssig die latente Verdampfungswirme
der Fliissigkeit. Den Werth derselben gestattet der Ausdruck fiir
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die Entropie zu berechnen, obwohl der letztere eine willkiirliche
Funktion enthiilt.

Wir finden niimlich fiir die Aenderung der Entropie, welche
withrend der Umformung vor sich geht

d 9 Ldm
T T

dS =

Da die Temperatur konstant bleibt, so bezeichnet dS die Aen-
derung der Entropie, welche einer Variation de¢ der Variabeln ¢
entspricht. Nun ist von den Grossen, welche im Ausdrucke (2) vor-
kommen, m die einzige, welehe nicht allein von der Temperatur ab-
hiingt; sie allein indert sich also auch, wenn die Temperatur kon-
stant bleibt., Demnach erhalten wir

AS=Ap' (6—NVdm
und, wenn wir beide Ausdriicke fiir dS einander gleich setzen
(3) L=Ap'T(—14).

Diese TI'ormel wird oft als Formel von Clapeyron he-
zeichnet.

160. Experimentelle Bestiitigungen der Formel von Clapeyron,
Die experimentelle Bestiitigung dieser Formel bildet eine allerdings
indirekte, aber trotzdem beweiskriftige Bestitigung der Grund-
principien der Thermodynamik, auf denen sie beruht; aus diesem
Grunde haben diese Bestitigungen eine besondere Wichtigkeit.

Die einfachste derselben besteht darin, dass man jede der
Grossen L, A, T, 6,4 und p einzeln misst; kennt man die Werthe
von p fiir verschiedene T'emperaturen, so lisst sich daraus die Funktion
zwischen p und T und damit auch der Differentialquotient p' be-
stimmen; man hat dann nur noch die Gleichheit der numerischen
Werthe beider Seiten der Formel nachzuweisen.

Am schwierigsten ist hierbei die Messung des specifischen
Volumens o des gesiittigten Dampfes. Im Jahre 1861 bestimmten
Fairbain und Tate') dasselbe fiir das Wasser; neuerdings hat Perot?)
dieselben Messungen nach zwei vortrefflichen Methoden fiir Wasser
und Aether durchgefiihrt. Der letztere Gelehrte bediente sich dabei
der Formel (3) zur Berechnung des mechanischen Wirmedquivalents;
er erhielt fiir das Wasser Zahlen, die nahe an 424 liegen, fiir Aether
den Werth 424,67. Der geringe Unterschied zwischen diesen Zahlen

') Annales de chimie et de physique (3), 62, pag. 249.

%) Annales de chimie et de physique (6), 13, pag. 145; 1888.
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und denjenigen, welche sich aus den lctzten Versuchen von Joule
und Rowland ergeben, ist ein Beweis fiir die Richtigkeit der Formel
von Clapeyron.

Durch die von Cailletet und Mathias!) ausgefiihrten Bestim-
mungen der Dichten von Aethylen, Stickoxydul, Kohlensiure und
schweflige Siiure im flissigen und gasformigen Zustande waren 2
und ¢ bekannt. Mathias?) vervollstindigte diese Untersuchung durch
Bestimmung der latenten Verdampfungswiirme der letzten drei Fliis-
sigkeiten und fand die vollstindigste Uebereinstimmung zwischen
den Resultaten dieser Messungen und den durch die Formel von
Clapeyron gelieferten Werthen.

161. Bertrand schlug zur Bestitigung dieser Gleichung einen
anderen Weg ein, den wir hier skizziren wollen.

Vernachlissigen wir in der Formel von Clapeyron das specifische
Volumen 24 der Fliissigkeit gegeniiber dem specifischen Volumen o
des gesiittigten Dampfes, welch’ letzteres immer weit grosser ist als 2,
wenn sich die Fliissigkeit nicht in der Nihe des kritischen Punktes
befindet, dann erhalten wir

L=Ap'Te¢

und daraus
p_1 L
@) p AT pe

Kennen wir also I und pe als Funktion von T, so liefert uns
die Integration der obigen Gleichung den Werth von In p als Funktion
von T. ILine einfache Rechnung gestattet dann, die Werthe fiir den
Druck zu finden, die den verschiedenen Temperaturen entsprechen.
Ihre Vergleichung mit den Resultaten, welche die direkte Messung
der Dampfspannungen liefert, dient zur Bestitigung der Formel von
Clapeyron.

162. Bertrand fand, dass fiir den Wasserdampf3) der Quotient

po
T + 127
ziemlich konstant und = 2,47 ist; fiir diesen Dampf lisst sich also
schreiben
po=R(T+ ),
wobei R und g Konstanten bezeichnen.

Andrerseits ist nach den Versuchen von Regnault die Wirme-

menge, welche man einem Kilogramm Wasser von der Temperatur

') Journal de physique (2), 5, pag. 549; 1886, und 6, pag. 414; 1887.
%) Annales de chimie et de physique (6), 21, pag. 69; 1890.
3) Bertrand, Thermodynamique pag. 155.
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des schmelzenden Eises zufiihren muss, um dasselbe vollstindig in
Dampf von ¢ Grad zu verwandeln.

606,5 + 0,305 ¢.

Ziehen wir von dieser Grosse diejenige ab, welche dazu gedient
hat, das Wasser selbst von 0° auf t° zu erwirmen, so erhalten wir

L = 606,5—0,695 ¢,
oder durch Einfiihrung der absoluten Temperatur
L = 606,5—0,695 (T —273) ;

bezeichnen wir die numerischen Konstanten durch Buchstaben,
so wird
L=«—gT.
Diese Ausdriicke fiir po und fiir L fithren wir in die Gleichung (4)
ein; dann folgt
bl «=pT
p ART(T+pw

Da die rechte Seite dieser Gleichung einen rationellen Bruch
darstellt, lidsst sie sich in eine Summe von Partialbriichen zerlegen;
wir erhalten

P J

p ——T——Tﬁ—‘u.

Hieraus folgt durch Integration
Inp=yInT—dIn(T+u)+InG
oder, wenn wir vom Logarithmus zum Numerus iibergehen

__Gr1?
=
(T + w) J
hierbei bedeutet G eine Konstante.
Die Werthe von p, welche diese Formel liefert, stimmen mit

den von Regnault gefundenen vollstindig iiberein.
163. Bertrand!) fand ebenfalls, dass bei allen Korpern, fir

welche Bestimmungen ausgefiihrt wurden, der Quotientlg eine lineare
Funktion von T ist, also

AR I

i R(T—uw).

) Bertrand, loc. cit. pag. 163.
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Die Gleichung (4) wird dann

S S
p TART(T—w) T—u T’
wo
1
I=AR.
Hieraus folgt
Imp=Jdn(T—u)—dInT+InG
und
. T—u\?
® y=a T

Dic aus dieser Formel abgeleiteten Werthe zeigen ebenfalls mit
den durch dirckte Messung gefundenen eine sehr befriedigende
Uebereinstimmung.

164. Bei ein und demselben Koérper kann man ¢ sehr ver-
schiedenc Werthe beilegen, ohne dass die obige Formel aufhort, mit
dem Experiment in Einklang zu stehen. Fiir diese eigenthtimliche
Thatsache gab Bertrand die Erkldrung.

Bekanntlich erhdlt der Ausdruck

=)
m

fir lim. m = o= den Werth ¢—«. Von einem hinreichend grossen
Werthe von m an werden sich also die Werthe dieses Ausdrucks nur
sehr wenig von einander unterscheiden, wenn man m zunehmen lisst.
Nun kann aber die rechte Seite der Formel (5)

ud\’

T
G\l

geschrieben werden oder in Folge der Definition von o

— 1 d‘
ART
G\1———

Da nun A und R klein sind, muss ¢ gross sein. Wenn man
also fiir ¢ zwei sehr verschiedene Werthe setzt, vorausgesetzt nur,
dass sie beide gross sind, so wird man doch fiir die entsprechenden
Werthe von p Zahlen erhalten, bei welchen eine grosse Anzahl von
Decimalen iibereinstimmt und die deshalb beide mit dem Experiment
in Einklang stehen.
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165. Fiir Kohlensdure, Alkohol und Quecksilber ist der Quotient

) O . . .
PT[ zwischen bestimmten Temperaturgrenzen nahezu konstant; in

diesem Falle ist (¢f. (4) § 161)

~

wobei 0 eine Konstante bedeutet, und man erhilt somit

p=GTd..

Bertrand fand, dass diese Formel innerhalb der Temperatur-
grenzen, fiir welche sie aufgestellt wurde, mit dem Experiment iiber-
einstimmt.

166. Bestimmung der willkiirlichen Funktion in dem Ausdrucke
fiir die Entropie. — Das Studium der gesittigten Dimpfe fiihrt noch
zu anderen Bestiitigungen der Fundamentalprincipien der Thermo-
dynamik. Da diese Bestitigungen jedoch die Kenntniss der Funk-
tion ¥ erfordern, welche im Ausdrucke (2) fiir die Entropie vor-
kommt, wollen wir zuniichst diese Funktion bestimmen.

Wir denken uns dic Einbeit einer Fliissigkeitsmasse, die unter
demselben Drucke steht, wie ihn der fiir die gleiche Temperatur T
gesittigte Dampf ausiiben wiirde; nun lassen wir die Temperatur
um dT wachsen und gleichzeitig das von der Fliissigkeit eingenom-
mene Volumen so variiren, dass der Druck gleich demjenigen des
gesittigten Dampfes bei der Temperatur T + dT wird. Unter dieser
Bedingung verdampft nichts von der Fliissigkeit.

Die Wirmemenge, welche der Flissigkeit wiihrend dieses Vor-
gangs zugefiihrt wird, ist

dQ="Tds,
wobei ds die Aenderung der Entropie der Fliissigkeit bezeichnet.
s werden wir offenbar finden, wenn wir in dem Ausdrucke (2) fiir
die Entropie S eines Systems, das aus der Masse m von gesittigtem
Dampf und der Fliissigkeitsmasse (1-—m) gebildet wird, m =0 setzen;

dann erhalten wir also
s=—Apr' +»'(T),

und da p und ¢’ nur Funktionen von T sind,
ds=—Ap'1'dT -+ " (T)dT—Apdi'.

Nun sind aber die Fliissigkeiten nur wenig kompressibel; dem-
nach lésst sich die bei gleichzeitiger Variation der Temperatur und
des Drucks eintretende Volumenéinderung durch eine solche ersetzen,
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welche durch alleinige Aenderung der Temperatur hervorgerufen
wiirde. Man kann also annehmen, dass A', d. h. der Differential-
quotient des specifischen Volumens 2 nach T bei verinderlichem
Drucke, dem Ausdehnungskoefficient der Fliissigkeit bei konstantem
Drucke proportional ist. Da nun dieser Koefficient sich nur sehr
wenig mit der Temperatur #ndert, so gilt das Gleiche auch fiir 2';
wir diirfen somit in dem Ausdrucke fiir ds das Glied vernachliissigen,
welches als Faktor das Differential dA’ enthiilt. Hieraus folgt

ds=—Ap'A'dT + " (T)dT.
Durch Einfiihrung dieses Ausdruckes in d(QQ ergibt sich
dQ=—Ap'A' TdT + " (T) TdT.

Setzen wir nun
dQ=1kdT,

80 bedeutet & die specifische Wirme der Fliissigkeit unter dem
Drucke des gesiittigten Dampfes, und wir erhalten

(6) k=—Ap'2' T+ Ty"(T).

167. Wir suchen nun noch einen anderen Ausdruck fiir £,
Wihlen wir p und T zu Variabeln, so gilt allgemein

ds_—aa—TdT-{— gs dp,
und demnach
kdT —dQ=Tds =T 25 aT + T 2 ap.
oT dp

Aus diesem Ausdrucke fiir dQ ergibt sich, dass T ? dT die-

jenige Wirmemenge bezeichnet, welche erforderlich ist, um bei kon-
stantem’ Drucke die Temperatur der Masseneinheit der Flissigkeit

um dT, zu erhohen; es bezeichnet also Tg die specifische Wiirme

C der Flissigkeit bei konstantem Drucke, und wir diirfen schreiben

kdT=CdT + T —(,?—Sdp

In § 148 wiesen wir nach, dass die Eigenschaften der Massieu'-
schen Funktion H zu der Gleichung fiihren:
08 ov

= AT



Gesittigte Dampfe. 145
wir erhalten also in unserem Falle, wo die Entropie mit s und das
specifische Volumen mit A bezeichnet ist

0s a1
/-
Nun darf man aus den im vorigen Paragraphen angegebenen
. . ol .
Griinden den Diﬁ‘erentlalquotlentﬁ, welcher streng proportional
dem Ausdehnungskoefficient der Fliissigkeit bei konstantem Drucke

ist, durch A’ ersetzen; es wird also

s
—— A
ap o

kdT =CdT—ATl'dp.

und demnach

Wir wollen zuniichst als Variabele wieder ¢ und T wiihlen.
dp ist ein totales Differential; da jedoch in unserem Falle der Druck
nur von der Temperatur abhéngt, so haben wir einfach

dng% dT=p'dT.

Setzen wir diesen Werth in die Gleichung fiir AdT ein und
dividiren beide Seiten durch dT, so ergibt sich

k=C—ATp's'.
168. Um nun die Gleichung zu erhalten, die zur Bestimmung

von ¥ dient, haben wir diesen Werth dem oben (6) fiir £ gefundenen
Werth gleich zu setzen; dann finden wir

C=Ty'" (T)
und somit
1" C
‘r/' (T) =3 T .

Nehmen wir an, dass C von der Temperatur nicht abhéinge,
was bei den Flissigkeiten nahezu der Fall ist, so erhalten wir durch
Integration aus der oberen Gleichung

' =ChT,
und
p=C(ThmT—T).

169. Angeniherte Ausdriicke fiir die Funktionen H, H', S
und U. — Ersetzen wir bei dem in § 158 fiir die Funktion H ge-
fundenen Ausdrucke ¥ durch den obigen Werth, dann erhalten wir

H=Ap(r—2)+C(TInT—-T),

Poinearé, Thermodynamik. 10
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oder bei Beriicksichtigung der Gleichung (1)
0 H=Apm(e—2)+C(TInT—T).
Fiir die Entropie finden wir (cf. (2) § 158)
S=Ap'm(e—i)—Api'+CInT.

Nun ist A' immer klein, in Folge dessen kann das damit be-
haftete Glied gegeniiber den iibrigen héufig vernachlissigt werden;
begniigen wir uns mit dieser Anniiherung, so erhalten wir

S=Ap'm(e—2)+CInT
oder endlich, da nach der Formel von Clapeyron

L !
'rri = AP (G_)') )

)] Sz%m-l—Chf)T.

Wenn die Funktionen H und S bekannt sind, erhilt man die
innere Energie des Systems aus der Definitionsgleichung fiir die
charakteristische Funktion H (§ 126)

H=TS-U;
es wird demnach
U=Lm+CTInT—Apm(c—2)—C(TInT—-T)
oder
U=Lm+CT—Apm(—12).

Bei gewissen Anwendungen empfiehlt sich die Wahl der Variabeln
p und T; in diesem Falle ist es von Vortheil, die charakteristische
Funktion
H'=H—Apv
zu kennen.
Nun gilt nach der Gleichung (1) des § 158

v=m(c—21)+ A3

ersetzt man also » durch diesen Werth, und H durch den Ausdruck (7),
so erhiilt man
H=Apn(@—)+C(ThT—T)—Apm(e—i)—Apvi
oder
H' =—Apvi+C(TInT—T).

170. Adiabatische Ausdehnung eines gesiittigten Dampfes. —
Wenn man plotzlich das Volumen eines Raumes vergrossert, der
eine Flissigkeit und deren geséttigten Dampf enthélt, so nimmt



Gesiittigte Dampfe. 147

der Druck ab. Dies ist eine experimentell nachgewiesene Thatsache,
denn a priori ist es nicht undenkbar, dass der Druck zunehmen
kénnte; jedenfalls aber ist fiir keinen Dampf eine Zunahme des
Druckes beobachtet worden.

Da der Druck eines Dampfes eine wachsende Funktion der
Temperatur ist, so muss die Temperatur gleichzeitig mit dem Drucke
abnehmen. Diese Temperaturabnahme hat zur Folge, dass der Dampf
sich zu kondensiren strebt, in Folge der Druckverminderung dagegen
wird sich neuer Dampf zu bilden suchen. Welcher dieser beiden
entgegengesetzten Vorgidnge wird die Oberband gewinnen? Wird
Kondensation oder Verdampfung eintreten? Mit Hiilfe der oben ent-
wickelten Gleichungen lisst sich diese Frage entscheiden.

Da die Volumenzunahme plétzlich vor sich gehen sollte, darf
man die Transformation als adiabatisch auffassen; dann aber bleibt
die Entropie des Systems konstant, und wir erhalten nach dem Aus-
drucke (8) fiir diese Funktion

~% m -+ CIn T = Const,

Aus dieser (leichung folgt durch Differentiation

aT _

T 0.

L ¢ (L
i dm—+m 7T (—,I*;) dT 4 C

Nach unserer obigen Bemerkung ist die Temperaturinderung

L . .
dT negativ; der KoefﬁcientTvon dm ist positiv; demnach muss

dm dasselbe Zeichen haben wie der Koefficient von dT. Mit anderen
Worten, es wird Verdampfung oder Kondensation eintreten, je

hd
nachdem C N i 7L
T TMET\T

positiv oder negativ ist.

Das erste Glied dieser Summe ist positiv. Die latente Ver-
dampfungswirme lisst sich allgemein darstellen durch eine Gleichung
von der Form

L=e«¢—3T,
wobel « eine positive und 3 eine positive oder negative Konstante
bedeutet. Aus dieser Formel folgt

L «
R
und somit
8 L o«
eT (T) - T

10%*
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Die betrachtete Summe ist also die Differenz

C am
@) T T
zweier positiven Grossen und kann somit je nach der Natur der
Flissigkeit positiv oder negativ sein.
171. Fir den Fall, dass sich die Masseneinheit des betreffenden
Korpers im Zustande des gesiittigten Dampfes befindet, hat man in
unseren Formeln m =1 zu setzen; dann wird die obige Differenz

L«
T T

Fiir Wasserdampf ergibt die Rechnung einen negativen Werth;
der Wasserdampf im Zustande der Sittigung muss sich also bei der
Ausdehnung kondensiren, und dies hat auch Hirn!) experimentell
nachgewiesen.

Fiir Aetherdampf hingegen ist diese Differenz positiv; wenn
man also das von gesiittigtem Aetherdampf eingenommene Volumen
vergrossert, so hort dieser Dampf auf gesittigt zu sein, er ist viel-
mehr tiberhitzt.

Diese Folgerung experimentell zu priifen, wiirde in dieser Form
schwierig sein. Nun erkennt man aber leicht an der Hand der im
vorigen Paragraphen gegebenen Ausfiihrungen, dass, wenn sich ein
Dampf durch Ausdehnung iiberhitzt, er sich durch Kompression ver-
dichten muss, und Hirn? wies dies in der That nach.

Wenn der gesiittigte Dampf mit der Fliissigkeit, aus welcher
er entstanden, in Beriihrung steht, so kommt der Werth von m bei
dem Vorzeichen der Differenz (9) in Betracht. Bei Korpern, welche
sich, wie das Wasser, bei der Ausdehnung kondensiren, falls m =1
ist, wiirde es also auch moglich sein durch Kompression eine Kon-
densation zu erreichen, vorausgesetzt, dass der Werth von m kleiner
ist als _oT

m=

b
«

fir welch’ letzteren die betrachtete Differenz gerade Null wird.
Aus analogen Grinden muss auch die Temperatur einen Ein-
fluss haben auf die Art und Weise, wie die Kondensation vor sich
geht. Fiir einige Dampfe liess sich die Temperatur berechnen, bei
welcher in den Erscheinungen, die in einer Kompression oder Aus-

1) Bulletin de la Société industrielle de Mulhouse No. 133.
2) Cosmos vom 10. April 1863.
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dehnung ihren Grund haben, ein Wechsel eintreten muss, doch ist
bisher iiber diesen Gegenstand noch keine experimentelle Unter-
suchung ausgefiihrt worden.

Wie es nun auch mit der Genauigkeit dieser letzteren Kon-
sequenzen stehen mag, jedenfalls haben die Versuche von Hirn iiber
den Wasserdampf und den Aetherdampf von Neuem die Richtigkeit
der Principien bestiitigt, welche uns gestatteten, die Resultate dieser
Experimente schon zum Voraus anzugeben.



Kapitel XIL

Erweiterung des Satzes von Clausius.

172. Zwei Definitionen der Umkehrbarkeit. — Wenn ein System 2
mit Wirmequellen in Verbindung steht, so ist eine Umformung, welche
dies System von einem Zustandé A in einen Zustand B iberfiihrt,
umkehrbar, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. Das System kann von B nach A zuriickkehren, indem es alle
Zwischenzustinde passirt, welche es durchlaufen hat, um von A nach
B zu gelangen.

2. Bei dieser umgekehrten Transformation ist die Warmemenge,
welche das System einer jeden der Quellen entnimmt, gleich der-
jenigen, welehe ibr bei der direkten Transformation von denselben
Wirmequellen geliefert wurde, besitzt aber das entgegengesetzte
Vorzeichen.

Wie wir in § 37 sahen, sind die adiabatischen und die isother-
mischen Umwandlungen, bei welchen die Temperatur derjenigen von
einer der Wirmequellen entspricht, die einzigen, welche dieser Be-
dingung geniigen; dies sind also die einzigen umkehrbaren Trans-
formationen.

Nun werden aber bei einer grossen Anzahl von Umwandlungen
die Wirmequellen, mit denen das System in Wirmeaustausch steht,
gar nicht berticksichtigt, und man nennt jede Transformation wm-
kehrbar, welche der ersten Bedingung gentigt; es ist also praktisch,
diese beiden Arten der Umkehrbarkeit auseinander zu halten.

‘Wir wollen diejenige Transformation, welche beide angegebenen
Bedingungen erfiillt, vollkommen umkehrbar nennen; geniigt sie
dagegen nur der ersten Bedingung, dann sagen wir, die Transfor-
mation sei umkehrbar in Bezug auf das System selbst.

178. Neue Fassung des Clausius’schen Satzes. — In allen Fillen,
die in den vorhergehenden Kapiteln behandelt wurden, ist der Zu-
stand des Systems vollkommen definirt, wenn man den Druck p und
das specifische Volumen » (oder zwei analoge Variabele) kennt. Irgend
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eine Umformung, welche einer beliebigen Aenderung von p und v
entspricht, ist immer moglich, wenn das System einer Wirmequelle
Wirme entnehmen und dieselbe an eine Kiltequelle abgeben kannj es
wird also ein beliebiger Kreis in dem einen oder anderen Sinne
durchlaufen werden konnen, vorausgesetzt, dass ein Wirmeaustausch
mit zwei Wiarmequellen von passender Temperatur vor sich gehen
kann. Unter diesen Bedingungen ist ein beliebiger Kreis umkehrbar
in Bezug auf das System selbst; die Carnot’schen Kreise dagegen
sind die einzigen vollkommen umkehrbaren (d. h. umkehrbar in dem
Sinne, den wir bisher dieser Bezeichnung heigelegt haben).

Wir sprachen frither (§ 120) den Satz von Clausius so aus, dass
das Integral .
\ a9
e T ’
tiber einen beliebigen geschlossenen Kreis ausgedehnt, Null sein
muss; aber wir haben, nach meiner obigen Bemerkung, bis jetzt nur
umkehrbare Kreise berticksichtigt.

Man fasst nun auch héufig das Theorem von Clausius so: Fir

Jeden geschlossenen wmkehrbaren Kreis ist das Integral % Null,

174. Erweiterung des Theorems von Clausius. — Bei einer
grossen Anzahl von Erscheinungen, wie bei der Dissociation, bei
elektrischen Vorgingen etc., geniigen indessen zwei unabhingige
Variabele nicht, um den Zustand des Systems zu definiren. Bei ge-
wissen Korpern, wie den in Bewegung begriffenen Fliissigkeiten, sowie
bei den festen Korpern, besitzt der Druck p nicht in allen Punkten
dieselbe Grosse, und sein Werth in einem bestimmten Punkte hingt
von der Richtung ab, welche in Frage kommt. In anderen Fillen
ist die Temperatur T des Systems nicht gleichformig, und das im
Clausius’schen Satze auftretende Integral hat keine bestimmte Be-
deutung mebhr. Endlich kommen auch Vorginge vor, die in Bezug
auf das System selbst nicht umkehrbar sind: Wenn man z. B.
geschmolzenen Schwefel, der unter den Schmelzpunkt abgekiihlt ist,
durch das Hineinwerfen eines Schwefelkrystalls zum Erstarren -bringt,
so ist das offenbar ein nicht umkehrbarer Process, denn es ist un-
moglich, den Schwefel bei der Temperatur zum Schmelzen zu bringen,
bei welcher man sein Erstarren veranlasst hat, und ihn dadurch,
dass man ibn seine Zwischenzustinde durchlaufen ldsst, wieder zu
seinem Anfangszustand zurtickzubringen.

Was wird nun aus dem Theorem von Clausius in diesen ver-
schiedenen Fillen, auf welche sich der Inhalt des Kapitel VIII nicht
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anwenden ldsst? Clausius hat den Satz bewiesen: Fir jeden ge-

schlossenen umkehrbaren Kreis ist das Integral S(Z'I(‘Q Null, fir jeden ge-

schlossenen, nicht umkehrbaren Kreis ist dies Integral negativ. Hierbei ist
die im zweiten Theile des Satzes erwihnte Thatsache, dass der Kreis
nicht umkehrbar ist, sowoh! in dem Wirmeaustausch mit den Wirme-
quellen als auch im Systeme selbst begriindet.

175. Schwierigkeiten, die bei der Erweiterung des Theorems
von Clausius auftreten. — Die Beweisfiihrung von Clausius, wie auch
diejenige der iibrigen Gelehrten, welche dieser schwierigen Frage
niher getreten sind, gibt Veranlassung zu Einwiirfen, welche Bertrand
in seiner Thermodynamik!) genau formulirt hat.

Der gewichtigste dieser Einwiirfe bezieht sich auf die Tempe-
ratur, denn wenn die Temperatur des Systems ungleichmiissig ist,
80 hat das Integral von Clausius, wie wir schon friiher bemerkten,
keine genau angebbare Bedeutung mehr.

Der zweite griindet sich darauf, dass die mit p bezeichnete
Grosse — im Allgemeinen also der Druck — keine bestimmte Be-
deutung mehr hat, wenn dieselbe nicht in allen Punkten des Systems
und ausserdem um einen bestimmten Punkt herum nach jeder Rich-
tung hin den gleichen Werth besitzt.

Gleichwohl ist es moglich, trotz dieser Einwiirfe den Satz von
Clausius ganz allgemein zu beweisen. Um den ersten Einwurf zu
entkriften, miissen wir zun#chst genau definiren, was man unter

(‘{TQ zu verstehen hat. Auch dem zweiten Einwurfe wird unser

%eweis Stand halten konnen, denn wir werden keinerlei einschrin-
kende Annahme in Betreff der Variabeln p zu machen brauchen, da
diese in dem Beweise tiberhaupt nicht auftreten wird.

176. Bedeutung des Integrals von Clausius. — Wir nehmen
zunéchst an, das betreffende System 2 bestehe aus n Systemen 2,
2y, ... 2w, und fir jedes der letzteren sei die Temperatur gleich-
formig. Bezeichnen wir mit T, Ty, ... Tu die zugehorigen Tempe-
raturen und mit dQ,;, dQ,, ... dQ, die Wirmemengen, welche sie
wihrend einer Elementartransformation aufnehmen, dann ist es das
Nattirlichste, zur Verallgemeinerung des Clausius’schen. Theorems das

Integral 5‘%& als die Summe

aQ, , ((2q. ((IQn
jTl +j7 2y (e

o

1) Kap. 12, pag. 265.
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aufzufassen; hierbei beziehen sich die Theilintegrale auf die Systeme
2, 3, ... 2, deren Gesammtheit das System 2 bildet.

Nun ldsst sich diese Summe auf zwei verschiedene Arten er-
kliren. Die ganze vom System 2, absorbirte Wirmemenge kann
nidmlich von #usseren Wirmequellen an das Gesammtsystem 2 ab-
gegeben werden, oder nur zum Theil von derartigen Wirmequellen,
zum Theil aber von den anderen Partialsystemen 3, ... 3, herrtihren.
In diesem letzteren Falle hat man also anzugeben, ob dQ, die ge-
sammte, vom System 2, absorbirte Wirmemenge bedeutet oder nur
denjenigen Theil dieser Warme, welche dem System 2 durch die
dusseren Korper geliefert wird. Wir werden jedoch sehen, dass der
Satz von Clausius unabhiingig von der angenommenen Definition gilt.

Wir wollen nun zu dem Falle libergehen, dass sich in einem
Systeme die Temperatur stetig von Punkt zu Punkt indert. Zer-
legen wir dies System in eine unendlich grosse Anzahl unend-
lich kleiner Systeme, so diirfen wir die Temperatur in jedem
dieser Theilsysteme als gleichmiissig betrachten und kommen damit
wieder auf den friiheren Fall zuriick. Wir haben dann bei jedem

dQ

dieser Elementarsysteme das Integral 5\‘T tiber den geschlossenen

Kreis zu erstrecken, den dasselbe beschreibt, und ausserdem die
Summation aller dieser Integrale vorzunehmen. In diesem Falle
lasst sich also das Clausius’sche Integral darstellen als
({dQ
T b

wodurch angedeutet werden soll, dass eine doppelte Integration aus-
zufithren ist; die eine derselben erstreckt sich iiber alle Elemente
des Kreises, welchen ein Partialsystem beschreibt, das andere iiber
alle Elemente des Total-Systems.

Fir den Werth von dQ sind, wie wir bereits erwéhnten, noch
zwei Erkldrungen moglich; bei beiden bleibt das Resultat das
gleiche.

177, Hiilfssatz. — Fiir den Beweis, den wir geben wollen, haben
wir einen Hiilfssatz nothig.

Wir fassen ein System 2 in’s Auge, das in thermischer Beziehung
isolirt ist und aus n + p verschiedenen Partialsystemen besteht.

Der Zustand von n derselben, A, A, A;... A , soll nur von
den beiden Variabeln p und » abhéngen, demnach sind diese Systeme
von derselben Natur, wie die bisher betrachteten. Die bewiesenen Siitze
lassen sich also auf sie anwenden und jedes dieser Systeme besitzt
eine Entropie. Die p tibrigen Systeme B,, B,...B, dagegen moigen
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eine abweichende Beschaffenheit besitzen; wir kénnen deshalb nicht
von einer Entropie bei ihnen reden.

Wir bezeichnen mit S;, S,...5  die Werthe der Entropie der
Systeme A in einem bestimmten Augenblicke ¢, lassen dann das
System sich so transformiren, dass zur Zeit ' die Systeme B wieder
denselben Zustand annehmen, den sie zur Zeit ¢ besassen, und be-
zeichnen die entsprechenden Entropien der Systeme A mit 9,
[ PN Y

Es ldsst sich dann nachweisen, dass

S +8+ 8 =8 +85+---8

n’

Die Richtigkeit der Ungleichung wére von vornherein klar,
wenn die Systeme B keine Transformation erfiihren, denn man
brauchte dann nur das von den Systemen A gebildete System 2 zu

betrachten, und es ist ja bereits friiher
4 nachgewiesen worden (cf. § 122), dass fiir
g ein solches System die Entropie bestindig
' wichst. Wir konnen nun zeigen, dass auch
in unserem allgemeinen Falle die Richtig-
keit dieses Satzes keine Einschrinkung er-

X leidet.
178. Wir wollen den Zustand des
o Systems A; durch einen Punkt mit den
Fig. 26. Koordinaten T; und »; darstellen; M und
M mogen die Lagen dieses Punktes zur
Zeit t und zur Zeit ¢ sein. Durch diese Punkte wollen wir zwei
Adiabaten M N und M'N' legen und dieselben durch eine Isotherme
NN’ schneiden. Dann kénnen wir das System A; wieder zu seinem
Anfangszustande zuriickbringen, und zwar durch eine Reihe solcher
Transformationen, dass der entsprechende darstellende Punkt M'N'NM
durchlduft. Da diese Transformationen adiabatisch oder isothermisch
verlaufen, sind sie umkehrbar und wir erhalten fiir jede Elementar-

transformation

dQ,

S, = T,

Ein Wirmeaustausch geht nur zwischen N' und N vor sich,
demnach ist die Aenderung der Entropie in Folge der gesammten
. Q . .
Transformationen Tl, wobei T, die Temperatur der Isotherme be-
0

zeichnet und Q; die Wirmemenge, welche A; aufnimmt, wenn
sich sein darstellender Punkt l#ngs dieser Isotherme bewegt; wir
konnen annehmen, dass diese Wirme durch eine auf der Tempe-
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ratur T, befindliche Wirmequelle geliefert wird. Da nun der Zu-
stand von A, durch zwei Variabele bestimmt ist, so hiingt die
Aenderung seiner Entropie beim Uebergange von einem zum andern
Zustande nicht von der Art und Weise ab, wie dieser Uebergang
vor sich geht. Die Entropie im Endzustande sollte 8'; und im
Anfangszustande S, sein, demnach erhalten wir, wenn man A, vom
Endzustande zum Anfangszustand zuriickfiihrt, fiir die Aenderung
der Entropie stets S, — S';, welches auch die zu diesem Zwecke an-
gewandten Transformationen sein moégen. Wir finden also
Q '
T;—:Sl — 8
und somit

Q=T,(S, —S).

179. Durch Umformungen derselben Art konnen wir alle
Systeme A zu ihrem Anfangszustande zurticktiihren. Da die Tempe-
ratur T, der Isotherme absolut willkiirlich ist, kann man sich fiir
alle Systeme dieselbe Isotherme gewihlt denken, d. h. man kann
annehmen, dass die Wirmemenge, welche néthig ist, um alle Systeme
A zu ihrem Anfangszustande zuriickzufiihren, derselben Wirmequelle
o entnommen wird. Die von ihr gelieferte Wirme ist also im Ganzen
gleich

) Q=3Q =T,[S,+8,+---S, =8, —8,—---8,].

Wenn die Systeme A ihren Anfangszustand wieder erreicht
haben, so gilt das Gleiche fiir das gesammte System 2, da sich
nach Voraussetzung die Systeme B zur Zeit ¢ und ¢ in demselben
Zustande befinden sollten. Fassen wir also die wihrend des Zeit-
raumes ¢ — ¢ vor sich gegangenen Umformungen zusammen mit
denjenigen, welche wir durchfiihrten, um die Systeme A zu ihrem
Anfangszustand zurtickzufiibren, so haben alle Kérper des Systems 2
einen geschlossenen Kreis beschrieben. Demnach #dndert sich die
innere Energie dieser Korper nicht, und das Princip der Aequivalenz,
auf diesen Kreis angewandt, liefert uns die Gleichung

@ EQ+1=0,

wobei Q die von aussen aufgenommene Wirme bhezeichnet, und <
die Wirkung der &dusseren Kriifte auf das System 2 wihrend der
gesammten Umformungen.

Unser Kreis setzt sich nun aus zwei Theilen zusammen; der
erste derselben wird von dem Systeme in der Zeit von ¢ bis ¢ durch-
laufen; am Ende dieser Periode sind die Systeme B zu ihrem ur-
spriinglichen Zustande wieder zuriickgelangt, nicht aber die Systeme A.
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In der darauf folgenden Periode erleiden die Systeme B tiberhaupt
keine Umformung.

Wihrend der ersten Periode sollte der Voraussetzung nach das
System B in thermischer Hinsicht isolirt sein und Wirme weder
nach Aussen abgeben noch dorther entnehmen. Die in Gleichung (2)
auftretende Wirmemenge Q reducirt sich also auf diejenige Wirme,
welche wihrend der zweiten Periode von Aussen aufgenommen wird
und durch die Gleichung (1) definirt ist.

Nun stammt aber diese Wirme aus einer einzigen Quelle,
demnach kann nach einer der Fassungen des Carnot’schen Princips
(& 101) hierdurch keine Arbeit geleistet worden sein; die dem System
gelieferte Arbeit darf somit keinen negativen Werth haben, sie muss
vielmehr entweder positiv oder Null sein. Nach Gleichung (2)
kann also die Wirmemenge Q nicht positiv sein, wir erhalten dem-
nach

S;+8,+---5, -8, —8,—.--8, <0

n_=

und damit
8 +8, 4+ -8 =>8+8,+---8,.

180. Theorem von Potier und Pellat. — Dieser Hiilfssatz
gestattet unmittelbar eine von Potier und Pellat vorgeschlagene
Modifikation des Clausius’schen Theorems zu beweisen: Wenn ein
System von Kirpern C wmkehrbare oder nicht umkehrbare Umwandlungen
erfahrt, welche dasselbe zu seinem urspringlichen Zustand wieder zuriickbringen,
so gilt

Q , Q Q
+T:

T, 7T,

=0;

hierbei bedeuten Q;, Q,...Q, die Wirmemengen, welche dem System wvon
den mit demselben in Verbindung stehenden Wermequellen a;, a,...a, zuge-
Siihrt werden, und Ty, T, ...T, die Temperaturen dieser Quellen.

Wir kénnen nédmlich annehmen, dass die Wirmequellen dieselbe
Natur besitzen, wie die Systeme A in dem Hiilfssatze, und es gilt
somit, wenn wir mit S,, S,...8_, 8, §...8 die Werthe der En-
tropie fiir jeden einzelnen derselben im Anfangs- und Endzustande
bezeichnen, die Formel

S, +S+-8, —8 —8,—--.8 <O0.

n—_=

Wenn nun das System C der Wirmequelle ¢ eine Wirmemenge
dQ, entnimmt, so erhilt diese Wirmequelle eine negative Wérme-
menge — dQ,; ihre Entropiedinderung wird also
aQ,

a8 =—"pt
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Fir die gesammte Transformation des Systems wird die von
dieser Wirmequelle absorbirte Wirmemenge = — Q,, und demnach
ist die Aenderung ihrer Entropie

8 — 8 =— 2,

denn’ nach den Annahmen, die man gewohnlich tiber die Wiirme-
quellen macht, darf die Temperatur von einer dieser Quellen als
konstant betrachtet werden.

Analoge Ausdriicke finden wir fiir die Variation der Entropie
der verschiedenen Wirmequellen, und wenn wir diese in die obige
Ungleichung einfiihren, so ergibt sich

Q. Q Q,
T, YT, T

n

<0,

was zu beweisen war.
Man kann tibrigens diese Ungleichung auch schreiben

dQ .

Fi=o
dann reprisentirt dQ die Wirmemenge, welche dem System wihrend
einer elementaren Umwandlung von einer der Wirmequellen ge-
liefert wird, und T die Temperatur dieser Wirmequelle.

181. Theorem. — Wir wollen ein System in’s Auge fassen,
dessen Temperatur nicht gleichférmig ist und mit der Zeit variirt. In
einem bestimmten Augenblicke liegen die Temperaturen der ver-
schiedenen Punkte zwischen zwei Werthen TV und T" (T'>T"), die
sich iibrigens mit der Zeit dindern. Wihrend des unendlich kleinen
Zeitraumes, welcher auf diesen Augenblick folgt, entnimmt das
System " bestimmten Wirmequellen eine Wirmemenge dQ' und gibt
die Wiarmemenge dQ"” an andere Wirmequellen ab. Wir wollen
nun nachweisen, dass, wenn das System einen geschlossenen Kreis beschreibt,

die Beziehung gilt
Q' g’dQ”
L(T' = V=0

Zu diesem Zwecke nehmen wir an, dass n Wirmequellen
@, dy...a, vorhanden seien, deren Temperaturen T,, T,... T, eine
wachsende arithmetische Reihe mit der Differenz = bilden. Die im
betrachteten Zeitpunkte herrschende Maximaltemperatur T liegt
zwischen zwei Gliedern dieser Reihe. Nenmnen wir T, das eine der-

selben, so haben wir
T,>T'>T;_,.
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Ebenso wird die Minimaltemperatur T" in demselben Augen-

blicke zwischen zwei Gliedern T, und T, _, liegen; es ist also

T, <T'<T,,,.

Die Wirmemenge dQ', welche das System wihrend des un-
endlich kleinen, auf den betrachteten Augenblick folgenden Zeit-
intervalls aufnimmt, mége von der Wirmequelle « geliefert werden,
deren Temperatur T, holer ist als diejenige eines beliebigen Punktes
des Systems; ebenso soll die Wirmemenge dQ", welche von dem
System wihrend desselben Zeitraumes abgegeben wird, von der
Wirmequelle ¢, anfgenommen werden, deren Temperatur T, niedriger
ist als die Temperatur eines jeden Punktes des Systems. Bezeichnen
wir also mit dQ, die Warmemenge, welche dem System durch die
Wirmequelle « geliefert wird, so haben wir

AQ=dQ, dQ,=dQ"

dQ = dQy=+.-dQ;_,=dQ;  ;=--=dQ, =0
und demnach:
@ dQ 9% aqdQ"
T, T, T, T, T, T,

Da nun T' zwischen T. und T. liegt, so haben wir
i j—1 ?

T >T,—«
und
T" << T -+ .
Aus diesen Ungleichungen folgt
T, <<T'-+&und T, >T"—-.

Ersetzen wir also auf der rechten Seite der letzten Gleichung T,
durch T'+ ¢ und T, durch T" — ¢, so vermindern wir den Werth
des positiven Gliedes und vermehren denjenigen des negativen; aus
diesen Grinden wird die rechte Seite kleiner und wir konnen setzen:

dQ, . dQ, aQ, 4 aQ"
T, T, T T T T

Durch Integration iiber den ganzen Kreis folgt dann

Q1 Q:z Qﬂ sﬁ dQ' __5 aQ"

T, T, T, T ) T T T
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Nun ist aber nach dem Satze von Potier und Pellat die linke
Seite dieser Ungleichung negativ oder Null, demnach wird

dQ’ gj dQ"
5'T’+e—UT” —

Da nun ausserdem die Differenz e der arithmetischen Pro-
gression, welche die Temperaturen der Wirmequellen bildeten, voll-
kommen willkiirlich ist, so konnen wir dieselbe beliebig klein an-
nehmen und schliesslich vernachlissigen; wir erhalten dann als
Grenzwerth
“dQ' dQ"

\ o <o.

T
e o

182, Wir wollen hierbei noch betonen, dass wir beim Beweise
dieser Ungleichung nur von zwei Hypothesen Gebrauch gemacht
haben.

1. Die Temperatur ist fiir einen gegebenen Punkt des Systems
in jedem Augenblick vollig bestimmt.

2. Wenn ein Vorgang dadurch zu Stande kommt, dass Wirme
bestimmten Wirmequellen entnommen wird, so ist dieser Vorgang
auch moglich, wenn die Wirme einer beliebigen Wirmequelle ent-
nommen wird, falls diese nur der einzigen Bedingung unterworfen ist, dass
thre Temperatur hoher ist als diejenige eines beliebigen Punktes des Systems.

Es lidsst sich schwerlich ein System finden, fiir welches die
erste Hypothese nicht erfullt wire; die zweite dagegen ist weniger
selbstverstindlich, und wenn wir auch kein Beispiel kennen, wo sie
nicht erfiillt wire, so wire es doch unvorsichtig zu behaupten, dass
dies immer der Fall sein mdiisste.

Wird die Wirme durch Leitung von der Wirmequelle auf das
System X ibertragen, so ist kaum anzunehmen, dass die Tem-
peratur dieser Warmequelle irgend einen Einfluss haben konnte, da
das System 2 die Wirme nicht direkt aus.der Wirmequelle bezieht,
sondern aus den Molekiilen, welche die Oberfliiche des leitenden
Korpers bilden; die Temperatur dieser Oberflichenmolekiile kann
aber nicht wesentlich von der Temperatur der Theile des Systems %
abweichen, welche dieselben beriihren. Findet dagegen die Ueber-
tragung durch Strahlung statt, so ist die Richtigkeit der zweiten
Hypothese weniger augenscheinlich. TUnter dem Einflusse des Lichtes
treten gewisse Reaktionen auf, und die Annahme ist nicht absurd,
dass sich diesclben nicht mehr vollziehen kénnten, wenn die Wiirme,
welche die Korper aufnehmen, nicht mehr von einer sehr heissen
Wirmequelle stamme, wie z. B. der Sonne, sondern aus einer Wirme-
quelle, deren Temperatur nur wenig hoéher ist als diejenige der
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reagirenden Korper. Wire dies der Fall, dann wiirde die im vorigen
Paragraphen durchgefiihrte Betrachtung keine Giiltigkeit mehr haben.

Der Mechanismus derartiger Einwirkungen ist uns vollig un-
bekannt.

Berthelot hat neuerdings!) nachgewiesen, dass die photogra-
phischen Wirkungen wahrscheinlich von der Warme nicht beeinflusst
werden. Es konnte jedoch analoge Erscheinungen geben, bei welchen
Wiérme absorbirt wiirde und bei denen in Folge dessen der obige
Einwurf vollige Berechtigung hiitte. Im Zweifelsfalle hat man es
also zu vermeiden, unseren Satz auf Vorginge anzuwenden, bei denen
Licht oder strahlende Wirme eine Rolle spielen miissen.

183. Satz von Clausius. — Nehmen wir nun an, dass in dem
oben betrachteten Systeme jederzeit die Temperatur gleichférmig
sei, dann wird T'=T", und wir erhalten, wenn wir den gemein-
samen Werth beider mit T bezeichnen,

SLQ' _ (QQH - dQI — dQY‘V 0
T ) va - 4—'T .

Nun bedeutet dQ' — dQ" die von dem Systeme wihrend einer
Elementarumformung aufgenommene Wirmemenge; wir konnen also

setzen:
dQ
EED

IA

Ist die Temperatur des Systems nicht gleichférmig, so zerlegt
man das System in eine unendlich grosse Anzahl unendlich kleiner
Systeme, bei deren jedem die Temperatur als gleichférmig ange-
nommen werden darf. Nun beschreiben aber alle diese Systeme
einen geschlossenen Kreis, wenn das Gesammt-System einen solchen
beschreibt; demnach gilt fiir ein jedes dieser Elementarsysteme

dQ
T =0

und fiir die Gesammtheit derselben, d. h. also fiir das Totalsystem:

aQ
<o

hierbei ist die zweite Integration iiber alle Elemente des Systems
auszudehnen.

Die Ungleichung von Clausius ist damit ganz allgemein be-
wiesen.

1) Comptes rendus de I’Académie des Sciences 112 p. 329; 9. Febr. 1891.
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184. Dies Intregral dQ stellt die Wiarmemenge dar, welche ein
Elementarsystem sowohl von Aussen aufnimmt, als auch von den
anderen Elementarsystemen, aus welchen das gesammte System be-
steht. Wir wollen nun nachweisen, dass diese Ungleichung auch
noch gilt, wenn man nur dic von Aussen aufgenommene Wirme
beriicksichtigt.

Zu diesem Zwecke setzen wir

dQ=dQ,+ dQ,,

wobei dQ, die Wirmemenge bezeichnet, welche das Partialsystem
Korpern entnimmt, welche sich ausserhalb des Gesammtsystems be-
finden, dQ, diejenige Wirme, welche von dem Wirmeaustauseh im
Innern herriihrt; wir erhalten damit

1Q, (' dQ
ot 5 <o

e e L2 %

qQ.
Wenn wir also zeigen kénnen, dass (—T‘— positiv ist, so haben

. . . . . dQ, . .
wir damit gleichzeitig bewiesen, dass - negativ sein muss.
g

Zu diesem Zwecke betrachten wir zwei Systeme mit den gleich-
formigen Temperaturen T, und T,, und zwar moge T, hoéher als
T, sein.

Das erste System wird an das zweite eine gewisse Wiirme-
menge dq abgeben. Die von dem ersten aufgenommene Wirmemenge
ist also — dg, die von dem zweiten aufgenommene = -+ dq. Beide
Systeme liefern somit zu dem fraglichen Integral die Differenz

g ealiod)
: 2 1

welche nothwendig positiv sein muss, da T; > T,.
Da dies nun fiir jede thermische Wechselwirkung zwischen
simmtlichen Elementarsystemen gilt, so erhalten wir

(3 - )

ee ee

e <o

ee

und somit

185. Durchliuft das System cinen umkehrbaren Kreisprocess,
so muss seine Temperatur gleichférmig sein, denn dann findet noth-

Poincard¢. Thermodynamik. 11
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wendiger Weise der Wirmeaustausch zwisehen Korpern von der
gleichen Temperatur statt. Die Temperaturen T und T; haben dann
also dieselbe Grisse und jedes Element

11__1
T, T,

el l .
des Integrals jjf—Qi wird Null. Demnach ist dies Integral selbst

T
(Fe-{

Null, und wir erhalten

Der Werth dieser Integrale ist aber Null. Da néimlich der Kreis
umkehrbar sein sollte, so konnen wir ihn auch im umgekehrten Sinne
durchlaufen lassen und erhalten dann fiir die Grossen dQ das ent-
gegengesetzte Vorzeichen, also:

oder

wird der Kreis dagegen im direkten Sinne durchlaufen, so gilt noth-
wendiger Weise

'a'a'l
I\ =0

beide Ungleichungen kénnen nur zusammen bestehen, wenn

" dQ .
.

Alles in Allem folgt: Das Integral von Claustus ist Null fir jeden ge-
schlossenen umkehrbaren Kreis, negativ dagegen fir einen geschlossenen, micht
umkehrbaren Kreis; dieser Satz ist immer anwendbar (vorausgesetzt, dass
man das Axiom von Clausius annimmt), wenn die Bedingungen des § 182
erfillt sind.

186. Entropie eines Systems. — Wir wollen annehmen, ein
System gehe von einem Zustand A, in welchem seine Entropie den Werth
S, besitzt, zu einem zweiten Zustande B iiber. Ferner setzen wir
voraus, dass man vom Anfangszustande zum Endzustande durch eine
Reihe umkehrbarer Transformationen gelangen kann, die wir sche-
matisch durch die Kurve A M B (Fig. 27) darstellen wollen, obgleich
im Allgemeinen die graphische Darstellung nicht anwendbar ist.
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Entropie des Systems im Zustande B neunnen wir die Grosse S,
welche durch die Gleichung

?d'
Sl - S‘):S‘j—T&

definirt ist; hierbei erstreckt sich die Integration iiber alle Elemente
des Weges A M B.

Soll diese Definition anwendbar sein, so muss man, wenn
mehrere Reihen derartiger Umwandlungen vom Zustande A zum
Zustande B fithren, zu demselben Werthe von S,
gelangen, welche Reihe von umkehrbaren Trans-
formationen auch durchlaufen wird. Es ldsst sich
nachweisen, dass dies in der That der Fall ist.

Wir wollen schematisch einen dieser umkehr-
baren Kreise, welche das System von A mnach B
bringen, durch A N B darstellen. Dieser Kreis kann
auch in umgekehrter Richtung BN A durchlaufen d
werden und bildet dann mit A M B einen ge-
schlossenen Kreis. Nach dem Satze von Clausius gilt aber fiir
diesen umkehrbaren geschlossenen Kreis

Claq
M‘T =03

oder durch Zerlegung des Integrals in zwei Theile

Fig. 27.

3

??(IQ ?(IQ .
g

AMB BNA
?

(= e

AMB ANB

daraus folgt

Das in der Definitionsgleichung fiir S, auftretende Integral hat
also denselben Werth fiir alle wmkehrbaren Wege, die man ein-
schlagen kann.

Die Aenderung der Entropie eines Systemns wiihrend dessen
Uebergang von einem Zustande zu einem anderen ist somit voll-
kommen definirt, vorausgesetzt, dass ein umkehrbarer Weg vorhanden
ist, auf welchem man das System vom Anfangs- zum Endzustande
tberfiihren kann.

187. Wir nehmen ferner an, dass zum Uebergange aus dem

Anfangs- in den Endzustand kein umkehrbarer Weg vorhanden sei.
11*%
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Dann ist es in den meisten, wenn nicht in allen Fillen moglich, die
Aenderung der Entropie mittels eines Hiilfssystems zu finden. Wir
wollen dies durch ein Beispiel klar zu machen suchen.

s und s’ seien zwei gleiche Kugeln, die mit den Elektricitiits-
mengen +m und — m geladen sind; setzen wir dieselben durch
einen metallischen Leiter in Verbindung, so kommen beide zum
neutralen Zustande zurtick. Nun verursacht der Uebergang aus dem
ersten Zustande A zum zweiten A' das Auftreten einer nicht um-
kehrbaren Erscheinung, némlich die Erwidrmung des Verbindungs-
drahtes durch den hindurchfliessenden Strom, und wenn die beiden
Kugeln und der Verbindungsdraht die einzigen Korper wiren, welche
im Weltall existirten, so gibe es kein Mittel, diese Kugeln wieder
mit ihrer Ladung zu versehen, d. h. also, sie vom Zustande B wieder
zum Zustand A zurtickzufiihren.

Nun konnen wir aber ein Hiilfssystem betrachten, das aus
einem negativ geladenen Leiter C und einem positiv geladenen Leiter
C' besteht; beide Leiter mogen sich in sehr grosser Entfernung von
den Kugeln befinden.

Da die Kugeln im Zustande B keinerlei elektrische Ladung
besitzen, so diirfen wir sie mit dem Erdboden in Verbindung setzen,
ohne dass ein Strom und damit eine Erwidrmung des Leiters auftritt,
oder ein anderer nicht umkehrbarer Process sich abspielt.

Néhert man hierauf die Kugel s dem Leiter C, so 1idd sie sich
positiv; wenn diese Bewegung sehr langsam erfolgt, dann wird auch
die Intensitit des Stromes nur sehr gering sein, und die Erwarmung
des Drahtes, die dem Quadrate dieser Intensitit proportional ist,
kann vernachlissigt werden, so dass sich der Vorgang als umkehr-
bar betrachten lisst. Wenn die Entfernung noch so gross ist, dass
die Ladung gerade -+ m betrigt, l6sen wir die Verbindung mit der
Erde und entfernen die Kugel von dem Leiter, so dass der Einfluss
des letztern aufhoért. Auf analoge Weise konnen wir mit Hiilfe des
Leiters C' die Kugel s' mit einer Elektricititsmenge — m' laden, und
damit ist das aus den beiden Kugeln gebildete System zu seinem
Anfangszustande wieder zuriickgelangt.

Die Operationen, die wir ausfiihrten, sind umkehrbar, demnach
ist die Aenderung der Entropie, welche beim Uebergange aus dem

Zustande B in den Zustand A erfolgt, gleich 5‘5%97 Da nun bei

allen Vorgingen weder Wirme entwickelt noch aufgenommen wurde,
so ist dQ =Null, und demnach ist auch die Aenderung der Entropie
= Null; die Entropie hat also beim Zustande B den gleichen Werth
wie beim Zustande A.
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188. Es scheint keinen Fall zu geben, wo sich dies Verfahren
nicht anwenden liesse; wiire dies der Fall, dann liesse sich der Werth
der Entropieéinderung nicht genan bestimmen, wohl aber konnte man
eine untere Grenze dafiir angeben.

Giibe es einen umkehrbaren Weg A M B (Fig. 27), auf welchem
das System von A nach B gelangen koénnte, so erhielten wir als
Aenderung der Entropie

Nun sei A N B ein nicht umkehrbarer Weg, welcher ebenfalls
das System von A nach B bringen wiirde; dann liefert uns der nicht
umkehrbare geschlossene Kreis AMBN A :

(({ZQ <0

JT
oder
([0 15, - <o,
“*ANB
demnach

1€
S, — S)>(§LT2 .
ANB

Man hat damit also cine untere Grenze fiir die Aenderung der

. d .
Entropie, wenn man den Werth des Integrals aQ fiir einen der
p H t=} T

nicht umkehrbaren Kreise herechnet. c

189. Ebenso koénnen wir das Theorem verallgemcinern, das
bereits frither (§ 122) fiir ein System von Ko6rpern bewiesen worden
war, deren Zustand durch zwei Veréinderliche definirt ist: Die En-
tropie eines isolirten Systems wdchst fortwdihrend.

Da nimlich ein isolirtes System keine Wirme von Aussen auf-

nehmen kann, so ist dQ =0, und die Ungleichung

a0
S, —8,> WT“

gibt i
S —8,>0

190. Bedingung fiir die Moglichkeit einer Transformation. —
Setzt man die Temperatur des Systems als gleichiérmig voraus,

e @

. . ) . Q ..
dann reducirt sich das Integral “511(? auf Sg,[}’ das iiber alle Ele-
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mente des von dem System beschriebenen Kreises zu erstrecken ist.
Demmnach geht die Ungleichung des vorigen Paragraphen iiber in

7
S, —So>j—‘19 .

Fiir eine unendlich kleine Transformation erhalten wir also

aQ

T<(IS

oder
dQ << TdS.

Diese Bedingung muss eine Transformation stets erfiillen, wenn
sie moglich sein soll. Fir den Fall, wo der Vorgang umkehrbar
ist, erhalten wir die Bedingungsgleichung

dQ="TdS.

191. Satz von Gibbs. — Auch mittels der charakteristischen
Funktionen von Massieu ldsst sich diese Bedingung ausdriicken,
doch kann man die neuen Bedingungen, die man auf solche Weise
erhélt, nur auf eine viel geringere Anzahl von Erscheinungen an-
wenden, da die Einfiihrung der Funktionen von Massieu erfordert,
dass die Temperatur T und der Druck p gleichférmig sind.

Aus der Funktion

H=TS-TU
ergibt sich durch Differentiation:
dH=TdS+ SdT —dU
und demnach, wenn wir TdS durch dQ ersetzen,
dH>dQ-4-8SdT —dU.

Nun gilt nach dem Princip von der Aequivalenz

dQ=dU + Apdr.

Durch Einfiihrung dieses Werthes von dQ in die obige Un-

gleichung folgt
AH>SdT + Apdr .

Dies ist die neue Bedingung fiir die Moglichkeit einer Trans-
ormation. .

Nehmen wir sowohl die Temperatur T als auch das Volumen ¢
als konstant an, dann haben wir

dT=dvr=0
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und in Folge dessen
dH>0

als Bedingung fiir die Moglichkeit eines Vorganges. Ist der letztere
umkehrbar, so ist dH=0 und H behilt seinen Werth bei. Gibbs,
v. Helmholtz und Duhem haben diese Funktion H unter der Voraus-
setzung verwendet, dass T und ¢ konstant sind. v. Helmholtz
nannte dieselbe ,freie Energie“ und schlug auch den Namen
,Kinetisches Potential® dafiir vor; Duhem nennt sie das .ther-
modynamische Potential bei konstantem Volumen®.
192. Wir betrachten nun die Funktion

H=TS—U—Apr=H—Apr,
und erhalten durch Differentiation
dH'=dH — Apde — Avdp.
Ersetzen wir dH durch SdT -+ A pde, so folgt
dH'>SdT — Avdp.

Diese neue Bedingung fiir die Moglichkeit eines Processes re-

ducirt sich auf

dH' >0,
wenn Temperatur und Druck konstant bleiben. Die Funktion H
wichst also fiir einen nicht umkehrbaren Process, bei welchem T
und p ibren Werth beibehalten; sie dndert sich dagegen nicht, wenn
der Process umkehrbar ist. Duhem nennt diese Funktion: Thermo-
dynamisches Potential bei konstantem Druck.

Es ergibt sich also aus den Ungleichungen der §§ 189, 191
und 192 Folgendes:

1. Bei einem isolirten System wichst die Entropie S bestiindig.

2. Bei einem nicht isolirten System, bei welchem T und » kon-
stant bleiben, wichst die Funktion H.

3. Bleiben dagegen T und p bei einem nicht isolirten System
konstant, so wichst die Funktion I’

193. Bemerkungen iiber die geometrisch darstellbaren Kreise. —
Wenn sich unter den Variabeln, welche den Zustand eines Systems
bestimmen, das specifische Volumen » und der Druck p befinden
und diese letztere Grosse in jedem Punkte des Systems denselben
Werth besitzt, so lassen sich die Transformationen des Systems
durch eine Kurve darstellen, von welcher jeder Punkt durch die
Koordinaten p und ¢ bestimmt ist. Offenbar definirt diese Kurve
nicht vollstindig die Art und Weise, auf welche die Transformation
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vor sich geht, da fiir jeden Punkt der Kurve die anderen Variabeln
willkiirliche Werthe besitzen kénnen. Wenn aber der Ausdruck
fiir die von dem System geleistete dussere Arbeit [pde ist, ein Fall,
der sehr hiufig vorkommt, so wird diese Arbeit fiir einen ge-
schlossenen Kreis durch den Flicheninhalt des betreffenden Kreises
dargestellt.

Nehmen wir diese Bedingungen als erfiillt an und setzen vor-
aus, dass das System eine geschlossene Isotherme durchlaufe und
dass ein solcher Kreisprocess umkehrbar sei, dann erhalten wir

(dQ
\ T =0
oder, da T konstant ist,

Q:de:o.

Nun wird aber nach dem Princip von der Aequivalenz die dussere
Arbeit eines Systems, das einen geschlossenen Kreis durchliauft, dar-
gestellt durch EQ; diese ist also in unserem vorliegenden Falle
Null, demnach ist auch die von der Isotherme begrenzte Fliche Null.



Kapitel XIIL

Zustandsinderungen.

194. Zustandsinderungen eines Kirpers. — Das Schmelzen
und das Verdampfen eines Korpers, ebenso wie die umgekehrten
Processe, konnen auf eine umkehrbare oder nicht umkehrbare Art
und Weise vor sich gehen.

Die Umwandlung eines festen in einen fliissigen Kérper hei der
Schmelztemperatur des betreffenden Koérpers ist ein umkehrbarer Pro-
cess; daraus folgt mit Nothwendigkeit, dass auch das Erstarren der
Fliissigkeit bei derselben Temperatur ein umkehrbarer Process ist.
Wenn aber die Fliissigkeit erst unterkiihlt worden ist, und man ver-
anlasst dann plétzlich durch irgend welches Mittel ihr Erstarren,
dann ist die Umwandlung nicht mehr umkehrbar; es ist nidmlich un-
moglich, die nmgekehrte Transformation hervorzurufen, indem man
den Korper alle bei seinem Festwerden auftretenden Zwischenzu-
stinde riickwéarts wieder durchlaufen ldsst, denn man kann einen
Korper nicht unterhalb seiner normalen Schmelztemperatur zum
Schimelzen bringen. Es koénnte auch vorkommen, dass ein Korper
his tiber seinen Schmelzpunkt hinaus fest bliebc und dann plétzlich
aus diesem labilen Aggregatzustand in den fliissigen iiberginge; auch
dies wire dann ein nicht umkehrbarer Process, doch ist derselbe
bekanntlich noch nicht experimentell nachgewiesen worden.

Der Uebergang aus dem fliissigen in den dampfformigen Zu-
stand ist umkehrbar, wenn die Spannung des iiber der Fliissigkeit
lagernden Dampfes den Maximalwerth besitzt, den sie bei der Um-
wandlungstemperatur annehmen kann. Er ist dagegen nicht um-
kehrbar, wenn die Temperatur, bei welcher man die Verdampfung
vornimmt, hoher ist als diejenige, welche der Spannung des iiber der
Flissigkeit befindlichen Dampfes entspricht. Dies ist beispielsweise
der Fall bei der Verdampfung einer tiberhitzten Flissigkeit.

Entzieht man einem gesiittigten Dampfe Wirme, so kondensirt
sich derselbe, ohne dass Druck oder Temperatur sich dndern; in
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diesem Falle ist die Umwandlung umkehrbar. In dem Falle jedoch,
dass der Dampf keinerlei Stiubchen von festen Kérpern mehr ent-
hiilt, kann es, wie R. v. Helmholtz gezeigt hat, vorkommen, dass die
Temperatur sinkt, ohne dass der Druck sich dndert und ohne dass
der gesittigte Dampf sich verdichtet; die Dampfspannung ist dann
grosser als die dieser Temperatur entsprechende Maximalspannung.
Dieser Dampf befindet sich also in einem labilen Gleichgewichtszu-
stande und kann sich in Folge verschiedener Ursachen ganz plotz-
lich kondensiren; unter diesen Bedingungen ist aber der Vorgang
der Verfliissigung nicht mehr umkehrbar.

Der unmittelbare Uebergang aus dem festen in den dampf-
formigen Zustand ist umkehrbar und ebenso der umgekehrte Process;
es lassen sich jedoch, ebenso wie hei der Verdampfung der Fliissig-
keiten und der Verflissigung von Dampfen, Bedingungen angeben,
unter welchen eine derartige Zustandsinderung nicht mehr um-
kehrbar sein wiirde.

195. Anwendung der Principien der Thermodynamik. — Wir
wollen nun irgend eine dieser Zustandsdnderungen betrachten, und
einzig der grosseren Deutlichkeit halber — denn die Ableitung gilt
fir alle Fille — annehmen, dass es sich um die Umwandlung
einer Fliissigkeit in Dampf handle.

Der Zustand des Dampfes sowohl, wie derjenige der Fliissig-
keit ist, fiir sich betrachtet, durch drei Elemente p, », T definirt,
zwischen denen eine Gleichung besteht. Da ausserdem Fliissigkeit
und Dampf sich beriihren, so besitzen beide gleichen Druck und
gleiche Temperatur; diese letzteren Grossen des Systems sind also
gleichformig. Dagegen haben die specifischen Volumina der Fliissig-
keit und des Dampfes verschiedene Werthe; wir nennen ¢, das spe-
cifische Volumen des Dampfes, ¢, dasjenige der Fliissigkeit. Setzen
wir die Gesammtmasse des Systems gleich der Einheit und bezeich-
nen die Masse des Dampfes mit m, so ist diejenige der Fliissigkeit
gleich 1 — m, und es gilt die Gleichung

1) v=mv; + 1 —m)ey.

Da zwei unabhingige Variabeln geniigen, um den Zustand der
Fliissigkeit und denjenigen des Dampfes vollstindig zu definiren, so
gehéren diese Korper zu derjenigen Kategorie, auf welche sich die
Sitze des Kapitels VIII anwenden lassen; die innere Energie und
die Entropie der Fliissigkeit sind demnach, wenigstens bis auf eine
Konstante, vollkommen bestimmt. Wir bezeichnen diese Grossen
mit U, und S,, wenn es sich um Dampf handelt, mit U, und S,,
wenn sie sich auf die Fliissigkeit beziehen sollen. Bedeutet dQ, die
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Wirmemenge, welche die Masseneinheit des Dampfes bei einer
elementaren Umwandlung aufnimmt, und dQ, diejenige, welche von
der Masseneinheit der Fliissigkeit bei irgend einer elementaren Um-
wandlung absorbirt wird, danun gilt nach dem Princip von der
Aequivalenz und nach dem Satze von Clausius fiir den Dampf

dU,=dQ, — Apdy, ; dS, = dgl
und fir die Fliissigkeit
AU, = dQ, — Apdv, ; (zs;,:igz .

196. Innere Energie des Systems, das von einem in zwei
Aggregatzustinden vorhandenen Korper gebildet wird. — Die An-
nahme scheint natiirlich, dass die innere Energie U des Systems,
das aus dem Dampfe und der Flissigkeit besteht, gleich der Summe
der inncren Energien von Dampf und Flhissigkeit ist. Diese Hypo-
these liefert uns .

U=mU +1—mT,.

Immerhin muss diese Annahme bestitigt werden. Wir wollen
also den Ausdruck fiir die innere Energie des Systems direkt ent-
wickeln.

Der Zustand des Systems hiingt von vier Grossen p, ¢, T und m
ab; aber in Iolge der Fundamentalgleichungen, welche », und v,
mit p und T verbinden, und der Gleichung (1), welche v als Funktion
von »; und ¢, darstellt, gentigen drei davon zur vollstindigen Be-
stimmung des Zustandes unseres Systems; wir wollen p, T und m
wihlen.

Wenn sich diese drei Grossen bei einer elementaren Umwand-
lung gleichzeitig iindern, dann setzt sich die vom System aufge-
nommene Wirmemenge zusammen aus 1. der Wirme mdQ,, die
vom Dampfe absorbirt wird, wenn sich p und T dndern, aber m
konstant bleibt; 2. aus der Wirme (1 —m)dQ,, die unter den
gleichen Bedingungen von der Flissigkeit aufgenommen wird;
3. aus der Wirme, welche nothig ist, um eine Fliissigkeitsmasse dm
in Dampf zu verwandeln und welche den Werth Ldm hat, wenn L
die latente Verdampfungswiirme bezeichnet. Wir erhalten also:

(2) dQ=mdQ,+ 1A —m)dQ,+Ldm.

Ersetzen wir darin dQ, und dQ, durch die Werthe, welche
uns die Gleichungen fiir die Differentiale der inneren Energie von
Dampt und Fliissigkeit liefern, so folgt

Q=m{dU, + Apde))+ (1 —m)(dUy -+ Apdvy)) + Lidw .
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Hieraus ergibt sich fiir das Differential dU der inneren Energie
des Systems der Werth

dU=dQ — Apdv=mdU; + 1 — m)dU, + Ldm +
+ Ap[mde, + A —m)dv, — dv].
Nun ist aber nach Gleichung (1)

dv=mdv; + 1 — m)de, -+ dm (v; — vy)
und demnach

(3) dU=mdU,+ (1 — m) dU, + Ldm — Apdm (t; — v,).

197. Bleibt m konstant, so reducirt sich diese Gleichung auf
dU=mdU, + (1 —m) dU,;
die Integration derselben liefert
U=mU +1Q—m)U,4¢q (n);

hierbei bezeichnet ¢ (m) eine bei der Integration auftretende Funktion
von m, deren Werth wir nun bestimmen wollen.

Zu diesem Zwecke denken wir uns die drei Variabeln gleich-
zeitig derartig geiindert, dass die innere Energie U, des Dampfes
und die innere Energie U, der Fliissigkeit konstant bleiben. Dann
erhalten wir fiir die Aenderung von U aus der letzten Gleichung

dU=q'(m)dm.
Nach Gleichung (3) aber ist dieselbe Variation gegeben durch

dU=[L — Ap (v, — vy)] dn.
Demnach ist
' (m)y=L—Ap (@ —u).

Nun dart man annehmen, dass L nicht von m abhingt, d. h.
von der Dampfmenge, welche sich iiber der Fliissigkeit befindet;
dann hingt auch ¢'(m) nicht von m ab, und die Funktion ¢(m) hat
die Form

g(m)=em-+ 8,
oder, wenn wir die rechte Seite etwas anders schreiben,
qgm)=(e—+pg)m—+ g1 —m).

Durch Einfiihren dieses Werthes von ¢(m) in den Ausdruck
tiir U erhalten wir

U=nU+aec+3+1A—mU,+p)
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oder in einer einfacheren Form, da ja U, und U, nur bis auf eine
Konstante bekannt sind,

*) C=mnlU +1—-mT,.

Die anfiinglich gemachte Voraussetzung war also richtig.

198. Entropie des Systems. — Auf ganz analoge Art lisst sich
auch zeigen, dass die Entropie S des Systems gleich der Summe der
Entropie m$S, des Dampfes und der Entropie (1 — m)S, der Fliissig-
keit ist, aus welchen das System besteht.

In dem Ausdrucke (2) fiir dQ ersetzen wir dQ, und dQ, durch
die Werthe T'dS, und TdS,, die sich aus den Definitionsgleichungen
fiir die Entropien S, und S, ergeben; wir erhalten dann

dQ=mTdS, 4+ (1 — m) TdS, + Ldm,

und demnach
d Ldm

- Q
) dS=~T—f:mdSI—l—(l——m)(lS_,—i——T-
Fir eine Transformation, hei der sich = nicht #dndert, fin-
den wir
dS=mdS, + (1 —m) dS,
und durch Integration
S=mS, +1A—m)S,+ g (m).

Demnach wird der Ausdruck fiir die Variation der Entropie,
wie sie sich fiir eine Transformation ergibt, bei der S, und S, kon-
stant bleiben:

dS=¢q' (m)dm;
andererseits liefert die Gleichung (5) hierfiir den Werth

Ld
(IS=~,—(11B;

es wird also
g )= -

Da unsrer Annahme nach die latente Verdampfungswiirme von m
unabhéngig ist, so hat ¢ (m) die Form

g)y=am+p=(>+pg)m+81—m).

Fiithren wir diesen Werth in den Ausdruck fiir S ein und be-
achten, dass S; und S, nur bis auf eine Konstante bekannt sind, so
erhalten wir

6) S=nmS,+1—m8S,.
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199. Ausdruck fiir die charakteristischen Funktionen von
Massien. — Ersetzen wir in der ersten derselben:
H=TS—U,
U und S durch die Werthe (4) und (6), dann ergibt sich
H=mn (TS, — U,) + (1 —m) (TS, — Uy.

Nun sind die charakteristischen Funktionen fir den Dampf
und die Fliissigkeit

H,=TS, —U, und H,=TS,—U,;
wir kénnen demnach schreiben
H=nH +(1—mH,.
Ebenso einfach lisst sich beweisen, dass sich die Funktion
H=TS—U—Apv

aut dieselbe Weise aus den Funktionen H'; und H', fiir Dampf und
Flissigkeit herleiten lisst; wir erhalten somit

H=mH,+1—mH,.

200. Bedingungen fiir die Moglichkeit einer Zustandsiinderung.
— Im § 192 haben wir nachgewiesen, dass mit Riicksicht auf die
Funktion H' die Bedingung fiir die Méglichkeit einer Umwandlung

durch die Ungleichung
dH' > 8dT — Avdp

gegeben ist; bei Gleichheit der beiden Seiten ist die Transformation
umkehrbar.
Nun haben wir hier

AH' = md W', + (1 — m) dB', + dm (H', — H').
Ersetzen wir dH'; und dH'y durch ihre Werthe;
dH', =S, dT — Avydp; dH';=S,dT — Avydp,
dann erhalten wir
dH'=[mS,+ (1 — m)S,]dT — Afmey; + (1 — m)v,]dp + dm(H', — H',),
oder bei Beriicksichtigung der Gleichungen (1) und (6)
dH' =8dT — Avdp+ dmH', — H,).

Die Bedingung fiir die Moglichkeit einer Transformation wird
also
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(S]]

SdT — Apdv+dmH', —H'p) >SdT — Apde
oder
dm @' —H';)) > 0.

Bei Verdampfung einer Fliissigkeit ist dim positiv; damit also diese
Umwandlung stattfinden kann, muss H', >H', sein. Ist dagegen
H', >H',, dann wiirde eine Kondensation des Dampfes eintreten, da
in diesem Falle die Bedingung fiir die Moglichkeit nur erfillt wird,
wenn dm negativ ist.

Soll die Transformation umkehrbar sein, dann miissen H'; und
H', einander gleich sein.

201. Satz vom dreifachen Punkte. — Da die charakteristischen
Funktionen H', und H', von p und T abhiingen, so liefert die Be-
dingungsgleichung fiir die Umkehrbarkeit

(0 H, =H,

eine Beziehung zwischen diesen Variabeln. Nun ist die Verwand-
lung einer Flissigkeit in Dampf nur dann umkehrbar, wenn der
Dampf die Maximalspannung besitzt, welche der Temperatur T ent-
spricht; demnach bedeutet der in Gleichung (7) auftretende Werth
von p gerade diese Maximalspannung. Die Gleichung H', =H', gibt
also die Maximalspannung eines Dampfes als Funktion der Tem-
peratur,

Da die oben aufgestellten Formeln sich autf alle Zustandsiinde-
rungen bezogen, so ist die Bedingung fiir die Umkehrbarkeit der
Schmelzprocesse gegeben durch

®) H,=H':

hierbei bezeichnet H'; die charakteristische Funktion H' fiir den
festen Korper, welche die Schmelztemperatur mit dem Drucke ver-
bindet.

Aus denselben Griinden ist die Bedingung fiir die Umkehrbar-
keit der Transformation, welche einen Korper aus dem festen in
den dampfformigen Zustand tberfiihrt,
®) H, =H';

sie liefert die Gleichung zwischen der Temperatur und der Dampf-
spannung des festen Korpers..

Ganz allgemein existirt ein System der Werthe von p und T,
welches den Gleichungen (7) und (9) geniigt; fiir dies System gilt
also H, —H, — H, ;
hierdurch wird die Gleichung (8) ebenfalls erfiillt. Stellen wir diese
Gleichungen durch Kurven dar und wiihlen p und T zu Koordinaten,
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dann schneiden sich diese drei Kurven in einem Punkte. Die Kurven
der Dampfspannungen eines und desselben Korpers fir den festen und fliissigen
Zustand schneiden sich also in einem Punkte der Schmelzpunktskurve. Dies
ist der Satz von dem dreifachen Punkte.

202. Ungleichheit der Damptspannungen eines und desselben
Kirpers im festen und flitssigen Zustande bei derselben Temperatur.
— Die Gleichungen (7) und (9) gestatten leicht den Beweis dafiir,
dass die Dampfspannungen ein und desselben Korpers im festen
und im fliissigen Zustande des Ueberschmelzens bei der gleichen
Temperatur verschieden sind.

Wiren dieselben nimlich gleich, dann wiirden die beiden
Gleichungen (7) und (9) in einander iibergehen, und man erhielte

H'l = '2=H'3,

Die Gleichung (8) wiirde also fiir dieselben Werthe der Varia-
beln erfiillt, und die drei Kurven, welche diese Gleichungen dar-
stellen, wiirden zusammenfallen. Nun ist es aber experimentell
nachgewiesen, dass die Kurve fiir die Dampfspannungen einer
Flissigkeit von der Schmelzkurve dieses Koérpers abweicht.

203. Einfluss des Druckes auf die Temperatur, bei welcher
eine umkehrbare Zustandsinderung eintritt. — Wir wollen bei-
spielsweise annehmen, dass die betreffende Transformation in der
Verdampfung einer Fliissigkeit unter dem Drucke seines gesdttigten
Dampfes bestehe; da diese Umwandlung umkehrbar ist, so gilt

H, =H,
und demnach
dH', =dH’,

oder, wenn man diese Differentiale durch ihre Werthe ersetzt
S dT — Av; dp=18,dT — Awydp.
Aus dieser Gleichung folgt:

oT v —uy
o A8 s

Wir haben nun die darin auftretende Grosse S, — S, zu be-
stimmen. Aus dem Werthe

S=mS, +1—m)8S,
fir die Entropie des Systems ergibt sich

dS = mdS, + A —m)dS, + dm (S, — S,
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Nun fanden wir (§ 198)

dS =mdS, + (1 — m) dS, 4+ L’;l‘m. -
Setzen wir diese beiden Werthe einander gleich, so ergibt sich
L
5, —8,= T

T
Hieraus folgt fiir den Werth von 27

=AW

204. Da das specifische Volumen =, des Dampfes grosser ist,
als das specifische Volumen v, der Fliissigkeit, so” ist die rechte Seite
dieser Gleichung positiv; die Siedetemperatur eines Korpers muss
also mit wachsendem Drucke steigen.

Dieselbe Formel ist auch auf den Schmelzprocess anwendbar,
nur indert sich dann die Bedeutung der Buchstaben: L bezeichnet
in diesem Falle die latente Schmelzwéirme, v, das specifische Volumen
der Flissigkeit, v, dasjenige des festen Korpers. Im Allgemeinen
ist die Dichte eines Korpers im fliissigen Zustande Kkleiner als imn
festen Zustande, deshalb ist.v, grosser als ¢, und die Schmelztempe-
ratur muss steigen, wenn man den Druek erhoht. Fir Wasser und
die wenigen Korper, deren Volumen beim Schmelzen kleiner wird,
ist ¢; kleiner als v;; diese Korper miissen demnach bei einer um so
niedrigeren Temperatur schmelzen, je hoher der Druck ist.

Das Experiment hat diese verschiedenen Folgerungen bestitigt.
Die Maximalspannung des Dampfes einer Fliissigkeit oder eines festen
Korpers steigt mit der Temperatur. Bunsen fand ferner, dass die
Schmelztemperatur von Wallrath und Paraffin, deren Volumen beim
Schmelzen zunimmt, gleichzeitig mit dem Drucke wiichst. Das
Sinken der Schmelztemperatur des Eises bei einer Erhéhung des
Druckes wurde durch James Thomson und Mousson nachgewiesen.
James Thomson konnte sogar die Hohe dieser Temperatur fiir ver-
schiedene Drucke bestimmen; die von ihm gefundenen Zahlen zeigen
eine sehr befriedigende Uebereinstimmung mit denjenigen, welche
man aus der Formel erh#lt; so lieferte der Versuch fiir Drucke
von 8 Atm. resp. 16,8 Atm. als Schmelztemperaturen — 02,059 und
— 09129, wihrend man aus der Formel fiir dieselben Drucke der
Werthe — 09,061 und — 0°126 erhilt.

205. Bemerkungen iiber die Beziehung zwischen Temperatur
und Druck bei einer umkehrbaren Zustandsinderung. — Da Tem-
peratur und Druck bei einer umkehrbaren Zustandsédnderung durch

Poincaré, Thermodynamik. 12
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eine der Gleichungen (7), (8) und (9) verkniipft sind, so scheint es
leicht, ihre Richtigkeit dadurch zu priifen, dass man sie mit den
durch das Experiment gelieferten Beziehungen vergleicht, also
heispielsweise die Gleichung (7) mit denjenigen, welche nach den
Versuchen von Regnault die Maximalspannung eines Dampfes als
Funktion der Temperatur geben. Thatsdchlich ist jedoch diese Ver-
gleichung unméglich.

Die Entropie und die innere Energie eines Dampfes, welche
beide in dem Ausdrucke fiir die Funktion H', vorkommen, sind
niimlich nur bis auf eine willkiirliche Konstante bekannt. Wenn
also S, und U, diese Grossen darstellen, so wird dies mit S, + o
und U, + j3; ebenso gut der Fall sein; ¢, und 2, bedeuten dabei zwei
willkiirliche Konstante. Nun hat die Funktion H'; den Ausdruck

H, =TS, — U, — Apr;

dieselbe wird zu H', -+ a; T — 3, wenn man die letzteren Ausdriicke
fiir die Entropie und die innere Energie der Flissigkeit zu Grunde
legt. Aus den gleichen Griinden enthélt die Funktion H', zwei will-
kiirliche Konstanten, und wir kénnen sie schreiben

H',) 4+ «; T — 8.
Die Gleichung (7) wird dann:

Hi+e,T—g=H,+¢T -8
oder
H, +eT — g=H,,
wenn man setzt
o, — wy=c und g, — g =24,.

Aus dieser neuen Gleichung mit zwei willkiirlichen Konstanten
lisst sich also das Gesetz von der Aenderung der Dampfspannungen
mit der Temperatur nicht ableiten; das Experiment allein gestattet
dasselbe zu finden.

206. Formel von Clausius. — Gleichwohl gelang es van der
Waals und etwas spiter Clausius, durch Modifikationen der Hypo-
thesen Bernoulli’s iiber die molekulare Beschaffenheit der Gase in
diesem Falle die Bedeutung dieser Konstanten zu ermitteln. Aus
diesen Untersuchungen leiteten die genannten Gelehrten Gleichungen
ab, welche bei den Gasen die Variabeln p, » und T verbinden. Die
Clausius’sche Gleichung lautet:

rT u
v—« T(v+p)?

p=

Wir haben bereits erwihnt, dass dieselbe nach den Berechnungen
von Sarrau die experimentellen Resultate, welche sich aus der Unter-



Zustandsdnderungen. 179

suchung der Kompressibilitdit und Ausdehnung der Gase ergeben,
vollstindig darstellt, und haben auch gezeigt, dass sie sich mit den
Ergebnissen der Untersuchungen von Joule und Sir W. Thomson im
Einklang befindet.

Nun ldsst sich aus gewissen Versuchen der Schluss ziehen, dass
die Zustandsinderungen stetige Transformationen sind, und dass dies
insbesondere bei dem Uebergang aus dem fliissigen in den dampf-
formigen Zustand der Fall ist. Clausius macht auch diese Voraus-
setzung und nimmt an, dass diese Kontinuitéit sich in den Gleichungen
wiederfindet, welche die physikalischen Eigenschaften des Koérpers
in den verschiedenen Aggregatzustinden ausdriicken. Hieraus folgt,
dass die obige, fir Gase und Dampfe aufgestellte Formel auch fiir
Fliissigkeiten in der Niahe des Siedepunkts anwendbar sein muss.
Diese Ausdehnung der Formel fithrt zu einigen interessanten Folge-
rungen, die wir nun niher betrachten werden.

207. Wir wollen T als konstant annehmen und die isotherme
darstellende Kurve konstruiren, wobei wir die v zu Abscissen und
die p zu Ordinaten wéihlen.

Fir positive Werthe des Druckes muss » nach der Formel noth-
wendig grosser sein als a; es geniigt also, » von a bis unendlich
variiren zu lassen; der letztere Werth gibt p =0.

Die Maxima und Minima von p werden bestimmt durch die

Gleichung RT 5
‘ll

— =0,
w—eap TE+p?

die man erh#lt, wenn man den Differentialquotient von p nach »
Null setzt.
Diese Gleichung lidsst sich schreiben

1) RT(+ ,8)3—2%(0—@2:0;

sie ist in Bezug auf ¢ vom dritten Grade. Fir v=«a und fiir v =-occ
ist ihre linke Seite positiv, demnach besitzt die Gleichung zwischen
diesen Grenzen eine gerade Anzahl von Wurzeln, 2 oder 0; es kénnen
also zwei Fille eintreten.

208. Bei sehr hoher Temperatur T ist das erste Glied der

2 N .

Gleichung (1) sehr gross, das zweite T‘u(v—a)‘2 dagegen sehr klein.
Demnach wird fiir alle Werthe von ¢ zwischen « und e das Vor-
zeichen der linken Seite der Gleichung durch dasjenige des ersten
Gliedes bestimmt, und die Anzahl der Wurzeln zwischen diesen

Grenzen ist Null. Der Druck hat dann weder Maximum noch
12+
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Minimum aufzuweisen und die isotherme Kurve ist von der Form
der Kurve HK in der Fig. 28.

2
Ist dagegen T nur klein, so wird der Koefficient Tu des zweiten

Gliedes der Gleichung gross; dieses Glied bestimmt dann also das
Vorzeichen der linken Seite der Gleichung fiir alle Werthe von ¢,
welche geniligend weit von a entfernt sind; die linke Seite ist somit
negativ und hat das entgegengesetzte Vorzeichen von den Werthen,
welche sie an den Grenzen annimmt; in diesem Falle erhalten wir
also zwischen den Grenzen zwei Wurzeln; der einen derselben ent-

n x

Fig. 28,

spricht ein Maximum D und der anderen ein Minimum C; daher ist
A CD B die entsprechende isotherme Kurve.

209. Dazwischen gibt es noch einen Fall, in welchem die
Gleichung eine Doppelwurzel enthilt. Die entsprechende Temperatur
erhilt man, wenn man » zwischen der Gleichung (1) und derjenigen
eliminirt, welche sich ergibt, wenn man den Differentialquotient der
linken Seite Null setzt. Der letztere wird

3RT@+¢V_4%4W—@=0;

hieraus folgt
@ A+ g2 __ 4u
(v—e«)  BRT?
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Die Gleichung (1) liefert uns nun

C+pP_ 2u

w—«f  RT’

dividirt man diese Gleichung durch die vorhergehende, so erhélt man

v+ 3
@) v—e 2
Die Division der Gleichung (2) durch die Gleichung (3) liefert
aber
8u

©C+A=ggr

und mittels dieses Werthes finden wir aus Gleichung (3)

V— = 16‘“

T 2TRTE
Durch Subtraktion dieser Gleichung von der vorhergehenden
ergibt sich

Su
2TRT?

-+ 8=

und demnach wird T':

/8 “__
T—l/—,_)—?— R+ p)

Diese Temperatur heisst die kritische; die ihr entsprechende
Isotherme ist durch EF G dargestellt. Sie enthilt einen Wende-
punkt mit horizontaler Tangente im Punkte F, fiir welchen » gleich
der Doppelwurzel der Gleichung (1) ist; dieser Punkt F ist der
kritische Punkt.

210. Sehen wir uns die Kurven in Fig. 28 niher an, so erkennen
wir, dass diejenigen, welche den iiber der kritischen liegenden Tempe-
raturen entsprechen, durch eine Parallele zur Achse der ¢ in nicht
mehr als einem Punkte geschnitten werden konnen; demnach besitzt
also das specifische Volumen fiir eine bestimmte Temperatur und
einen bestimmten Druck nur einen einzigen Werth. Hieraus folgt,
dass der Korper bei dieser Temperatur nur in einem einzigen Zu-
stande vorkommen kann, denn, wenn er den gasformigen und den
fliissigen Zustand annehmen konnte, so wiirde er fiir einen und den-
selben Druck (Maximalspannung des Dampfes) zwei verschiedene
specifische Volumina aufzuweisen haben. Andrerseits muss wegen
der Kontinuitit dieser Zustand der gleiche fiir alle Temperaturen
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oberhalb der kritischen sein, es ist also der gasfoérmmige Zustand, denn
bei geniigend hohen Temperaturen befinden sich alle Korper im
gasformigen Zustande.

Die Kurven, welche den Temperaturen unterhalb der kritischen
entsprechen, wie z. B. A CD B, werden durch eine Parallele zu O
in drei Punkten M,, «, M, geschnitten; das specifische Volumen des
Korpers kann also drei verschiedene Werthe besitzen. Zwei davon
entsprechen dem fltissigen und dem gasférmigen Zustande; da das
specifische Volumen eines Korpers im gasférmigen Zustande grosser
ist als im fliissigen, so muss der Korper in M, fliissig und in M,
gasformig sein. Der Theil M,A der Kurve, fiir welchen das speci-
fische Volumen noch kleiner ist als in M,, muss dem fliissigen Zu-
stande entsprechen, bei dem Theil M;B muss sich der Kérper im
gasférmigen Zustande befinden, da das specifische Volumen dann
grosser ist als in M.

Die Formel von Clausius stimmt also gut mit den experimen-
tellen Resultaten von Andrews iiberein, die iibrigens #lter sind, als
die theoretischen Untersuchungen von Clausius; wir kénnen aus ihr
entnehmen, dass es eine Temperatur gibt, oberhalb deren die Ver-
flissigung eines Dampfes unmdoglich ist, wie gross auch der Druck
sein mag.

211. Aber die Gestalt der Kurven weicht fiir die Temperaturen
unterhalb der kritischen von derjenigen ab, welche man durch das
Experiment erhiilt. Wihrend der ganzen Dauer der Verdampfung
der Flissigkeit n&dmlich behilt der Druck denselben Werth bei;
demnach wird die Verbindung zwischen dem Kurvenstiick, welches
dem fliissigen Zustande entspricht, und demjenigen, welches fiir den
gasformigen gilt, durch eine zu Ov parallele Gerade gebildet. Stellt
also M, M, die Maximalspannung des Dampfes fiir die Temperatur
der betreffenden Isotherme dar, so wird das experimentelle Gesetz,
welches den Druck mit dem Volumen verkniipft, dargestellt durch
die Curve AM,M, B.

Es ist wichtig, die Vorginge bei diesen verschiedenen Um-
formungen richtig zu verstehen. Bei der gewdohnlichen Ver-
dampfung geht der Korper aus dem flissigen in den gasférmigen
Zustand iiber, d. h. vom Punkte M, nach dem Punkte M, lings der
Geraden M,M,; in einem beliebigen Punkte dieser Geraden ist der
Korper zum Theil noch fliissig, zum Theil bereits dampfformig.
Wire es dagegen moglich, den Korper auf der Kurve von Clausius
vom Punkte M, nach dem Punkte M, iiberzufiihren, so wiirde sich
derselbe in jedem Augenblicke dieser Umformung seiner ganzen Aus-
dehmung nach in demselben Zustande befinden und so aus dem fliissigen
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in den dampfférmigen Zustand durch eine kontinuirliche Reihe von
Zwischenzustinden iibergehen.

Gleichwohl entspricht der Theil M,C der durch die Formel
von Clausius gegebenen Kurve einem vollstindig realisirbaren Zu-
stande des Korpers, obgleich derselbe nicht allgemein vorkommt.
Nach der Kurve zu schliessen ist der Korper dann noch fliissig, der
Druck aber geringer als die maximale Dampfspannung; dieser Fall
ist in einer tiberhitzten Fliissigkeit verwirklicht; wir konnen also
annehmen, dass sich der Korper fiir den Theil M;C der Kurve von
Clausius in diesem Zustande befindet.

Andrerseits haben die Versuche von Wiillner, Gotrian und R.
von Helmholtz gezeigt, dass ein Dampf seinen dampftdrmigen Zu-
stand auch unter einem hoheren Drucke beibehalten kann, als der-
jenige ist, der unter gewdshnlichen Umstinden seine Verfliissigung

8
>
8

3
r’
2|
2

{(
o

lig. 29.

hervorrufen wiirde. Der Theil M;D der Kurve entspricht also diesem
Zustande des Korpers.

Fiir den Theil CaD ist kein entsprechender Zustand bekannt,
aber wenn die Kontinuitit gewahrt bleiben soll, so miissen noth-
wendig die Theile AM,C und DM,B der Isotherme mit einander
verbunden sein.

212, Diese Ausfiihrungen finden iibrigens ihre Bestéitigung in
der Unbestiindigkeit der Zustinde, welche den verschiedenen Punkten
von M,CDM, entsprechen.

Wir denken uns parallel zu Oz eine Gerade gezogen, welche
die Kurve in drei Punkten M',, &' und M'; schneidet (Fig. 29). Diesen
drei Punkten entsprechen fiir ein und denselben Druck und die-
selbe Temperatur drei Zustiinde des Korpers. Welches ist nun der
bestindigste derselben?

Wir sahen (§ 192), dass die Bedingung fiir das Zustandekommen
einer Umwandlung, wenn Temperatur und Druck sich nicht dndern,

gegeben ist durch
dH' > 0.
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Der stabilste Zustand wird also derjenige sein, fiir welchen H'
den grossten Werth besitzt, denn man kann von diesem Zustande
zu einem anderen nicht iibergehen, ohne dass H' sich verringert,
und dann ist nach der obigen Ungleichung eine Transformation
unmoglich, wenn sich die Bedingungen der Temperatur und des
Druckes nicht #ndern. Der wenigst bestindige Zustand ist noth-
wendiger Weise derjenige, fiir welchen H' den kleinsten Werth hat,
da es dann méglich ist, von diesem Zustande zu allen anderen iiber-
zugehen.

Wir wollen also die Werthe H',;, H',, H';, der Funktion H' in
den Punkten M';, «', M', bestimmen.

Fiir eine beliebige elementare Transformation gilt

dH' = SdT — Avdp
und demnach fiir eine isotherme Umwandlung
dH'= — Avdp.

Die Aenderung von H', wenn man vom Punkte M', lings der
Kurve M'; Ce’' zum Punkte «' tibergeht, wird also

H',—H,=—A {vdp,
oder
H', — H',— — AFlicheninhalt M',Ce';

hieraus ergibt sich, dass
H,<H.,.

Geht man vom Punkte M', lings der Kurve M'; CD M'; nach
M, tiber, so ist die Variation von H':

H, —H) = — },\_50 dp = A (— Flinhalt M',C ' + Flinhalt ' DM",).

Nun bildet der Kreis M, CDM,; M, einen geschlossenen isothermen
Kreis, da sich lings der Geraden M, M,, welche die Transformation
der Fliissigkeit in Dampf unter Maximaldruck dieses Dampfes dar-
stellt, die Temperatur nicht dndert; die von diesem Kreise begrenzte
Fliche ist also Null (194) und wir haben

— Flinhalt M, C« + Flinhalt « DM, =0. )

1 Der Druck p, fiir welchen F1. M, Ce« = Fl. « DM, ist, entspricht, wie
Clausius nachgewiesen hat, der normalen Dampfspannung bei der Tempe-
ratur T der betrachteten Isotherme. Aus dieser Bedingung lassen sich die
in der Clausiusschen Gleichung auftretenden Constanten « und g berechnen.
(Anm. der Herausgeber.)
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Dagegen ist nach der Lage der Geraden M', M'; der Flicheninhalt
M'; Ca' kleiner als der Fliacheninhalt M, Ca, wihrend der Flichen-
inhalt «' D M', grosser ist als der Fldcheninhalt « DM;; demnach
muss
— FlLinhalt M',C«' 4+ Flinhalt «'DM'; > 0

sein, und aus dieser Ungleichung ergibt sich die folgende
H', >H,.

213. Die Werthe der Funktion H' in den drei Punkten
M'y, @', M'; geniigen also den Ungleichungen

B« H,<<H,.

Somit ist der stabilste Zustand derjenige, welcher dem Punkte
M'; entspricht, d. h. der gasférmige Zustand. Diesen wird der Kérper
im Allgemeinen annehmen, die beiden anderen dagegen nur aus-
nahmsweise, und wird dieselben auch bei der geringsten Veran-
lassung wieder verlassen, um zum gasformigen Zustande iiber-
zugehen.

Hitten wir die Gerade M'; o' M'y, oberhalb M; a M, gelegt, so
wiirden wir gefunden haben

H'( <H),<<H,,

dann wiirde der fliissige Zustand, welcher dem Punkte M', entspricht,
der bestindigste gewesen sein.

Diese verschiedenen Schliisse stimmen mit unseren Annahmen
tiberein, dass M, C einer iiberhitzten Fliissigkeit und D M, einem
ibersittigten Dampfe entspricht; beide Zustinde sind in der That
wenig bestdndig, denn eine iiberhitzte Flissigkeit geht bei der ge-
ringsten Veranlassung plotzlich in den gasformigen Zustand iiber
und ein iibersiittigter Dampf kondensirt sich ebenfalls momentan.

Da nun die Zustdnde, welche den Punkten der Kurve CD ent-
sprechen, noch weniger bestindig sind als die vorhergehenden, so
erkliart es sich leicht, weshalb dieselben noch nicht dargestellt
werden konnten.



Kapitel XIV.

Dampfmaschinen.

214. Technischer Nutzeffekt einer thermischen Maschine. —
Der technische Nutzeffekt einer thermischen Maschine ist sehr ver-
schieden von dem Nutzeffekt des Kreisprocesses, den der sich um-
formende Koérper beschreibt. Fiir die Technik sind die beiden fol-
genden Faktoren wichtig: erstens die Menge der in der Zeiteinheit
verbrannten Kohle, und zweitens die Kraft oder Arbeitsmenge, welche
die Maschine in derselben Zeit zu leisten im Stande ist. Das Ver-
hiltniss dieser beiden Grossen, in Kalorien ausgedriickt, heisst der
technische Nutzeffekt.

Dieser Nutzeffekt ist immer sehr klein. Mit geringen Ausnahmen
brauchen die besten Dampfmaschinen wenigstens 1 kg Kohle in der
Stunde pro Pferdekraft. Ein Kilogramm Kohle entwickelt durch-
schnittlich bei der Verbrennung 7500 Kalorien, und da eine Pferde-
kraft einer Arbeit von 75 Kilogrammmeter in der Sekunde entspricht,
s0 erhalten wir fiir den technischen Nutzeffekt dieser Maschinen

5> 60>< 60 36

— ¢ 1500221%7
also etwa '/, Eine gute Dampfmaschine liefert somit hochstens ein
zwdlftel der Arbeit, welche der bei der Verbrennung der Kohle ent-
wickelten Wirmemenge entspricht.

215, Dies Resultat darf nicht iiberraschen, da nicht die ganze
von der Kohle entwickelte Wirme von dem Kessel aufgenommen
wird; ein Theil derselben geht vielmehr durch Strahlung verloren,
ein anderer entweicht mit den heissen Verbrennungsgasen. Ferner
wird die in den Kessel iibergegangene Wirme nicht vollstindig in
Arbeit verwandelt, da ein Theil derselben nach dem Carnot’schen
Prineip in den Kondensator gelangt. Die Arbeit selbst aber geht
theilweise in den Mechanismen verloren, welche die hin- und her-
gehende Bewegung des Kolbens in eine kontinuirliche Rotations-
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bewegung umwandeln. Der technische Nutzeffekt ist also das Pro-
dukt aus drei Faktoren, die kleiner als eins sind; hieraus erklirt
sich die geringe Grosse desselben.

Nennen wir Q, die von der Kohle entwickelte Wirmemenge,
Q, die vom Kessel aufgenommene Wirme, = die indicirte Arbeit,
das heisst die von dem Koérper bei der Umwandlung hervorgebrachte
Arbeit, welche mittels des Watt'schen Indikators (§ 63) gemessen
wird, und * die an der Triebwelle mit Hiilfe des Bremszauns ge-
messene Arbeit, so erhalten wir flir den Werth des technischen

Nutzeffekts
Al Q o Az . 7'
Qo Q g Q L
Die Thermodynamik beschiiftigt sich nur mit einem dieser Fak-
. . A . -
toren, mit dem Quotienten ~QJ~: welcher als thermischer Nutzeffekt
1

der Maschine bezeichnet wird!). Dieser hat offenbar dieselbe Grosse,
unabhéingig von der Masse des Korpers, die sich wihrend dieser
Zeit umformt; wir wollen daher diese Masse gleich Eins setzen.
216. Thermischer Nutzeffekt. — Der Werth dieser Grosse hingt
wie derjenige des Verhiltnisses f@rf von der Art des Kreisprocesses
1
ab, den der Korper beschreibt. Fiir einen Carnot’schen Kreis hatten
wir (124)
T T, — T,
S B el I
Q T,

Da fiir jeden anderen Kreisprocess der Nutzeffekt hidchstens
gleich dieser Grosse ist, so betrigt das Maximum des thermischen
Nutzeffekts einer Maschine

Ar_ Ti—T,
Ql Tl

Nun hatten wir beim Beweise des Satzes, dass der Nutzeffekt
eines beliebigen Kreisprocesses nicht grésser als der eines Carnot’-
schen Kreises sein kann, vorausgesetzt, dass der Zustand des sich
umformenden Korpers in jedem Augenblick vollstindig durch die
beiden Variablen p und T definirt ist; diese Bedingung kann jedoch
bei den thermischen Maschinen nicht in aller Strenge erfiillt sein.

1) Der thermische Nutzeffekt unterscheidet sich also nur durch den
Koefficienten A von dem Nutzeffekt eines Kreisprocesses. Zur Vermei-

s . e 7
dung jeglichen Irrthums nennen einige Autoren das Verhiltniss U den
1

6konomischen Koefficient.
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Wir miissen also noch einen neuen Beweis dafiir liefern, welcher
sich auf das erweiterte Clausius’sche Theorem griindet.

Nennen wir d Q, die von dem Korper aufgenommene Wirme-
menge, d Q, die abgegebene, so gilt nach diesem Theorem

aQ _ (aq,  (aq
o fipfreeo

Bezeichnet T, das Maximum, T, das Minimum von T, so ist

SdQl Q, _ Q

T = )T, — T,

aQ, _ (aQ, _ Q,
H< T, T,
Die Ungleichung von Clausius wird demnach

Q& Q

T, <O
oder
Qe T
Q7T
Aus der Gleichung
Ar=Q, —Q,
welche nach dem Princip der Aequivalenz besteht, folgern wir aber
,A,L —1— Q.
Q Q
Demnach ist
£<1_;I‘L7 TI_TQ
Ql Tl - Tl '

Die obere Grenze des thermischen Nutzeffekts wird demnach
in der That fiir jeden geschlossenen Kreisprocess gegeben durch

Az T,—T,
QT
217. Maximum des Nutzeffekts bei einer Dampfmaschine. —
Dieser Grenzwerth nihert sich der Einheit, wenn T, wichst und
wenn T,; abnimmt. Man wiirde also theoretisch eine thermische
Maschine von hohem Nutzeffekt erhalten, wenn man T, und T,
passend wihlte. Aber praktisch ist dies nicht méglich, da beide
Temperaturen nur innerhalb enger Grenzen schwanken konnen.
Bei den mit Wasserdampf betriebenen Maschinen wird die Maxi-
maltemperatur T, durch die Temperatur des Kessels bestimmt, diese
aber ist durch die Festigkeit der Kesselwéinde beschrinkt, auf welche

®
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der Dampfdruck wirkt. Da dieser Druck rasch mit der Temperatur
steigt (derselbe betridgt 5 atm. bei 152° C. und 10 atm. bei 180° C.),
so kann man eine Temperatur von 200° nicht ohne Gefahr iiber-
schreiten; der Werth von T, ist dann 273 + 200=473° Die Wahl
der Temperatur T, ist gleichfalls besehrinkt. Wenn die Maschine
keinen Kondensator besitzt, so muss der Druck des Dampfes beim
Austritt aus dem Cylinder wenigstens gleich dem Atmosphérendruck
sein; die Temperatur betrigt dann mindestens 100° also Ty, > 373°.

Ist die Maschine dagegen mit einem Kondensator versehen, so
wird T, durch die Temperatur des letzteren gegeben; diese muss
aber hoher als die der Umgebung sein; gewshnlich betrigt sie 40°,
folglich hat man T,==273 + 40 =313°.

Hierbei haben wir noch stillschweigend angenommen, dass der
Dampf den Cylinder unter dem Maximaldruck « des Dampfes fiir
die Temperatur des Kondensators verlidsst. Dies ist aber gewdhnlich
nicht der Fall, da der Kondensator trotz der Luftpumpen eine ge-
wisse Menge Luft enthélt, deren Druck S zu dem Damptdruck hin-
zukommt. Der aus dem Cylinder austretende Dampf muss demnach
einen grosseren Druck als a -+ besitzen und seine Temperatur wird
deshalb diejenige des Kondensators iibersteigen.

Nehmen wir fiir T; und T, die Werthe 473 und 313 an, welche
die dussersten in der Praxis erreichbaren Grenzen darstellen, so er-
halten wir als Maximal-Nutzeffekt

473 — 313

o R 0,36.

218. Versuche zur Erhohung des Nutzeffekts einer thermischen
Maschine. — Man konnte es, streng genommen, erreichen, dass die
Temperatur T, diejenige des Speisewassers im Kondensator, also un-
gefdahr 20° nur wenig tiibersteigt. Dazu brauchte man nur eine
geniigend grosse Wassermenge anzuwenden und die Luft so voll-
stindig als moglich auszupumpen. Allein dieser gesteigerte Nutz-
effekt der Maschine wiirde reichlich durch die Arbeit wieder auf-
gewogen werden, welche dann fiir die Wasser- und Luftpumpen
nothig ist. Man muss also andere Mittel zur Verringerung von T,
anwenden.

So hat z. B. Du Tremblay vorgeschlagen, die Temperatur T,
dadurch bedeutend zu erniedrigen, dass man den grossten Theil der
Kondensationswirme zum Verdampfen von Aether benutzt; dieser
Aether wiirde dann in einem zweiten Kondensator wieder zu ge-
winnen sein. Indessen hat dieser Vorschlag in die Praxis keinen
Eingang gefunden.
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219. Da man die Temperatur T, nicht erniedrigen kann, ver-
suchte man nun T; zu erhohen. Mit gesittigtem Wasserdampf ist
dies aber nicht zu erreichen, deshalb benutzt man zu diesem Zwecke
die Luft. Bei dieser ist, wie bei allen Gasen, der Druck nicht nur
eine Funktion der Temperatur, und man kann deshalb eine hohe
Temperatur herstellen, ohne dass der Druck gefahrlich wird. Die
Anwendung der Luft bietet somit gewisse Vortheile, und in der That
ist der thermische Nutzeffekt einer Heissluftmaschine grosser als
derjenige der Dampfmaschinen.

Aber dieser Vortheil wird reichlich durch die Unzutrdglichkeiten
aufgehoben, welche dieser Motor darbietet. Die heisse Luft ver-
brennt ndmlich das zur Verminderung der Reibung der Maschinen-
theile bestimmte Oel und oxydirt ausserdem die Metalle. Aus diesen
Griinden ist die Reibung betridchtlich und verzehrt eine bedeutende

pj
Arbeitsmenge; das Verhiltniss — der geleisteten Arbeit zur indicirten

O]

Arbeit ist deshalb kleiner als bei den Dampfmaschinen. Auch die
geringe Grosse des Drucks, welche iibrigens den einzigen Vorzug
der heissen Luft gegeniiber dem Wasserdampf bildet, ist insofern un-
zweckmissig, als die von der Masseneinheit geleistete Arbeit, die durch
Spdv ausgedriickt ist, in diesem Fall sehr klein wird. Man bedarf

daher zur Hervorbringung einer gleichen Arbeit, wie sie die Dampf-
maschine leistet, einer sehr betrichtlichen Gasmasse, so dass die
Maschine unverhéltnissméssig grosse Dimensionen erhalten muss.
In Folge der grosseren Kesseloberfliche, welche dadurch noéthig
wird, geht mehr Wirme durch Strahlung und Verbrennungsgase

Q

verloren; das Verhdltniss ' wird also geringer.

Qo

Fassen wir alles Gesagte zusammen, so vermehrt die An-
wendung heisser Luft an Stelle des Wasserdampfes zwar den
thermischen Nutzeffekt der Maschinen, aber sie verringert die beiden

!

andern Faktoren % und welche in dem Ausdruck fiir den

Q
Qp’
technischen Nutzeffekt vorkommen. Diese letztere Grosse selbst
wird also nicht wesentlich verindert. Uebrigens werden auch durch
die betridchtliche Grosse, welche eine thermische Maschine mittlerer
Stirke haben muss, die Anschaffungs- und Unterhaltungskosten fiir
die Einheit der Kraft erhoht. Die Heissluftmaschinen haben deshalb
auch, trotzdem sie auf Grund richtiger Principien konstruirt wurden,
doch die Dampfmaschinen nicht verdringen konnen.

220. Anwendung des iiberhitzten Wasserdampfes. — Die
Druckvermehrung eines Dampfes beim Anwachsen seiner Tempe-
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ratur ist fir ungesittigten Dampf viel geringer als fiir gesittigten.
Man suchte daher die Temperatur T dadurch zu erhéhen, dass man
den bei einer niedrigeren Temperatur entwickelten gesittigten Dampf
tiberhitzte. Auf diese Weise durfte man also eine Vergrosserung
des thermischen Nutzeffekts erwarten, ohne dass man den Druck
zu erhdhen brauchte und die Unzutriglichkeiten der Heissluftmaschinen
firchten musste. In Wirklichkeit beraubt man sich aber dadurch
eines Vortheils, den der gesittigte Dampf besitzt und der durch
nichts anderes aufgewogen wird. Der gesittigte Wasserdampf reisst
namlich kleine Fliissigkeitstropfen mit sich, welche als Schmiermittel
fir den Kolben dienen; bei dem iiberhitzten Dampf findet dies nicht
mehr statt und die Reibung des Kolbens an den Cylinderwinden
verbraucht eine so bedeutende Arbeitsmenge, dass der technische
Nutzeffekt der Maschine trotz der Vergrosserung des thermischen
Effekts nieht erhoht wird. Wir wollen iibrigens in einem Beispiel
betrachten, wie gering die Vermehrung des Nutzeffekts ist, welche
man durch Anwendung von iiberhitztem Dampf erreicht.

221. Neuer Ausdruck fir die obere Grenze des Nutzeffekts
einer Dampfmaschine. — Hierzu miissen wir zunichst eine genauere
obere Greuze fiir den Nutzeffekt aufstellen und nacheinander die
Berechnung fiir eine Maschine mit gesittigtem und iberhitztem
Dampf aufstellen.

Wir haben schon in dem Ausdruck

T, — T,
T,

den Maximalwerth fiir den Nutzeffekt einer Maschine der ersten
Art gefunden. Wenn man aber die Ueberlegung wieder aufnimmt,
die uns zu diesem Ausdruck gefiihrt hat, so sieht man, dass dieses
Maximum nur erreicht sein kann, wenn

A (dQ g (49 (4Q.
T )T T )T,

Diese Gleichungen sind jedoch im Allgemeinen nicht erfiillt,
da T<<T; und T>T, ist, und somit der wirkliche Kreisprocess
von einem Carnot’schen stark abweicht.

222. Man kann aber auf die Weise eine angenihertere Grenze
finden, dass man das Theorem von Clausius auf das System an-
wendet, welches aus dem Cylinder der Maschine, dem Kessel, dem
Kondensator, dem Wasser und dem Dampf besteht. Um diesen
Kreis als geschlossen betrachten zu koénnen, geniigt die Annahme,
dass das Speisewasser aus dem Kondensator stammt, und dass
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dieser von aussen durch kaltes Wasser abgekiihlt wird, wie es beim
»Oberflichen-Kondensator® der Fall ist. Diese beiden Hypothesen
sind im Allgemeinen nicht erfiillt. Die erste derselben lisst uns,
da das Speisewasser im Allgemeinen eine niedrigere Temperatur als
der Kondensator besitzt, einen zu grossen Nutzeffekt finden, was
indessen nichts schadet, da wir nur eine obere Grenze fiir denselben
suchen. Die zweite Annahme ist fast ganz ohne Einfluss. Unter
diesen Voraussetzungen ist das System folgenden Wirmeverinde-
rungen unterworfen:

1. Eine Wirmemenge Q; geht von der Kesselfenerung in das
Speisewasser und das im Kessel enthaltene Wasser iiber;

2. die Wirmemenge Q, gelangt von dem Kondensator zu dem
Wasser, welches denselben abkiihlt;

3. eine gewisse Wirmemenge geht durch Strahlung verloren;
diese wollen wir fiir den Augenblick vernachléssigen, wodurch .wir
einen noch hoheren Nutzeffekt finden werden.

Nach dem Theorem von Clausius gilt nun

aQ, (dQ,
ET _g’T ~o,
SdQ2< sz Q-

fdQl - Q

und da T >T,,

W@

-a

woraus folgt

T T,

Bei der Berechnung des Integrals auf der linken Seite muss
man beachten, dass die Temperatur, bei welcher das Wasser Wirme
aufnimmt, nicht als konstant betrachtet werden darf. Dies Wasser
befindet sich n#mlich, wenn es in den Kessel gelangt, auf einer
niedrigeren Temperatur, als die Verdampfungstemperatur betrigt,
und um diese letztere zu erreichen, nimmt es bei verschiedenen
Temperaturen Wirme auf. Im Allgemeinen ist die Temperatur
dieses Wassers sogar tiefer als die des Kondensators; denn bei
einer grossen Anzahl von Maschinen wird das Speisewasser mittels
des Injektors von Giffard eingepumpt, der nur richtiz funktionirt,
wenn das zu seinem Betrieb néthige Wasser kilter ist, als dasjenige
des Kondensators. Indessen wollen wir, damit der Kreisprocess des
sich umformenden Wassers geschlossen ist und das Theorem von
Clausius angewendet werden kann, die Wirmemenge vernachlissigen,
die man dem Speisewasser zufiihren muss, um es auf die Temperatur
des Kondensators zu bringen.
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233. Wir berechnen nun unter der Annahme, dass sich das
Wasser auf der Temperatur T, befindet, die Wirmemenge, welche
nothig ist, wm die Masseneinheit bei der Temperatur T, in gesittigten

dQ,

Dampf iiberzufiihren, und ebenso den Werth des Integrals Y? fiir

diese Umformung.

Steigt die Temperatur des Wassers um dT, so nimmt es eine
Wirmemenge CdT auf, wenn C die specifische Wirme fiir den im
Kessel herrschenden Druck bedeutet. Diese specifische Wirme ist
wenig von Kins verschieden; setzen wir sie gleich Eins, so erhalten
wir fiir den Uebergang des Wassers von T, auf T,

5dQ1 :SdT —=T,—T,

dQ, _(aT _, T
T )T — °°T,"

Wenn das Wasser verdampft, so nimmt es eine Wirmemenge
auf, die der latenten Verdampfungswirme L unter dem im Kessel
herrschenden Druck entspricht. Da die Temperatur wihrend dieser
Umformung konstant = T, bleibt, so ist

und

)

del_ L

T T,
Die Summe der beiden erwihnten Umwandlungen bhetrigt also

SdleleTl’—T2+L;

und
T, L

=log Tz—l—Tl-

(2@,
J T

224, Fiihren wir nun die Temperatur T, durch die Gleichung

T, | L _T,—T,+L
® log gt + - =

ein, so wird das Integral

Q@
T T,

und die Gleichung von Clausius liefert

QA Q
=T <O

Poincaré, Thermodynamik.



194 Dampfmaschinen.

Aus dieser Gleichung und der aus dem Princip von der Aequi-
valenz folgenden

Ar=0Q, —Q,,
leiten wir ab
At T, —T
3 <—15—r.
©) @ T,

Dieser Ausdruck fiir den thermischen Nutzeffekt unterscheidet
sich also von der schon gefundenen Gleichung (1) nur durch die
Vertauschung von T'; mit T;. Man wird somit einen dem wirklichen
Werth néher liegenden erhalten, wenn T', kleiner als T, ist, und
dies ist in der That der Fall.

Fiir T', =T, wird n#mlich die rechte Seite der Definitions-
gleichung von T,

Nun erhalten wir fiir die linke Seite

T, L T,—T,| , L
log,I—‘?—i—fflog (1+—T2—)+f’

oder, wenn man den Logarithmus in einer Reihe entwickelt,

T, T, el T,

L T,—T, 1(’1‘1—T2 )2 1 ( TI—T._,)3
-+ Tl — -
(3]
Da die Differenz T; — T, kleiner als T, ist, so konvergirt die
Reihe und man erhilt

T, L_ T,—T, L
og g+, =>—m T

und a fortiori

=

., L _ T,—T, L
log'*‘:+T71>-T‘—+T]"

=

Die linke Seite der Gleichung ist also grosser als die rechte
fiir T'; = T,; folglich kann nur fiir T', <<T, Gleichheit bestehen.

225. Grosse des Nutzeffekts, wenn der Dampf iiberhitzt ist. —
Wir wollen jetzt annehmen, dass der Dampf tiberhitzt sei, und nennen
T, die Temperatur des Kondensators, T, diejenige des Kessels und
T, die des iiberhitzten Dampfes.

Bei Vernachléssigung der durch Strahlung verloren gehenden
Wéarme erhalten wir wie friiher

aQ, 1 Q
: 1\, =,
S T =T, @ T,
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Um die Wiarme zu berechnen, welche dem Wasser beim Ueber-
gang von der Temperatur T, zu T, zugefiihrt wird, brauchen wir nur
zu dem im § 223 fiir Q, gefundenen Ausdruck die Wirme hinzuzu-
fiigen, die der Dampf aufnehmen muss, um von der Temperatur T,
auf T, zu gelangen. Bezeichnen wir mit C die specifische Warme des
Dampfes unter dem im Kessel herrschenden Druck und setzen vor-
aus, dass dieselbe konstant bleibt, so erhalten wir fiir diese Wérme-
menge C (T, — T,). Hieraus folgt fiir den Ausdruck der Gesammt-
wirme Q,, die von der Einheit der Wassermasse aufgenommen wird,

Ql—_—Tx —T2+L+C(T0_T1>-

Man hat also dem fiir fdgl getundenen Ausdruck hinzuzu-

fiigen

CdT T
=C log —0:
{ T C log T}
demnach wird

5dQ1 =log T, -+ %‘ —|—Clog‘%.
1

-

Setzen wir

T, , L T, T,—T,4+L4+CT,—T)
I o 1 — o 0 — ! = 0 ! ’
@ logp A+ Clogg T,

so erhalten wir als Ausdruck des Nutzeffekts

Az T, —T,
QST T

226. Einfluss der Ueberhitzung auf die Grosse des Nutzeffekts.
Wir konnen uns nun leicht von dem Vortheil Rechenschaft geben,
den eine Maschine mit tiberhitztem Dampf bietet.

Um mit bestimmte Zahlen zu rechnen, nehmen wir an, die Tem-
peratur des Kessels betrage 150° die des Kondensators 40° und die-
jenige des iiberhitzten Dampfes 250°. Die Werthe von T,, T, und T,
sind unter diesen Bedingungen

T, = 150 -+ 273 = 423
T,—40 —+ 273=313
T, = 250 + 273 — 523.

Setzen wir diese Werthe in die Gleichung (4) ein, so erhalten
wir T', ==411° In dem Fall, wo die Maschine mit nicht tiberhitztem
Dampf arbeitet, wiirde der durch die Gleichung (2) bestimmte Werth
von T'; 406° betragen.

13*
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Die Anwendung iiberhitzten Dampfes erhoht also die Tempe-
ratur T'; nur in geringem Maasse; folglich koénnen die Werthe fiir
den Nutzeffekt mit und ohne Ueberhitzung nur wenig verschieden
sein. Man findet in der That 0,238 im ersten und 0,204 im zweiten Fall.

Diese geringe Vermehrung des Nutzeffekts erkldrt sich durch
die Thatsache, dass der grésste Theil der Wirme Q, im Augenblick
der Verdampfung aufgenommen wird, das heisst bei der Temperatur
T, des Kessels, ob nun eine Ueberhitzung des Dampfes stattfindet

dQ

oder nicht. Der Werth des Integrals (T ist also in beiden Fillen

wenig von «U verschieden und deshalb liegen die beiden Werthe

T,
von T', nahe an T,.
227. Dampfmaschinen mit Expansion. — Die verschiedenen

Hiilfsmittel, welche vorgeschlagen wurden, um den Nutzeffekt ther-
mischer Maschinen zu erhohen, leiden an Unzutrdglichkeiten, die
ihre Verwendbarkeit fast vollig ausschliessen. Deshalb haben sich
die Konstrukteure bemiiht, die verschiedenen Maschinentheile und
deren Wirkungsweise moglichst zu vervollkommnen, um einen Nutz-
effekt zu erlangen, der dem fiir die gegebenen Temperaturen des
Kessels und Kondensators erreichbaren Effekt so nahe als moglich
kommt.

Die wichtigste dieser Vervollkommnungen bildet die allgemeinc
Anwendung der Expansion. Bei den Expansionsmaschinen tritt der
Dampf nur wihrend eines Theils des Kolbengangs in den Cylinder
ein, wihrend die Verbindung zwischen dem letzteren und dem Kessel
fir die iibrige Zeit unterbrochen wird. Dann wirkt der Dampf nur
noch vermoge seiner Expansionskraft; dies ist die Expansionsperiode.
Hieraus ergibt sich eine betréchtlich bessere Ausnutzung des Dampfes,
wihrend er dieselbe Arbeit leistet, somit wird der thermische Nutz-
effekt dadurch erhoht.

Damit aber der am Ende seiner Bahn angekommene Kolben
wieder zuriickgehen kann, ohne auf betrichtlichen Widerstand zu
stossen, muss der Druck auf die Fliche AB (Fig. 30), welche vorher
der Wirkung des Dampfes ausgesetzt war, schwicher sein als der
auf die andere Fliche CD wirkende Dampfdruck. Um diese Be-
dingung zu verwirklichen, setzt man den Raum A BEF mit dem
Kondensator in Verbindung, ehe der Kolben am Ende seiner Bahn
angelangt ist; dies bezeichnet man als das Austrittsvoreilen. Zum
selben Zweeck lidsst man den Raum CD G H mit dem Kessel kom-
municiren, bevor der Kolben das Ende der Bahn erreicht hat; dies
ist das Eintrittsvoreilen.
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Dieses Eintrittsvoreilen des Dampfes muss ebenso in den
Raum E F A B stattfinden, wenn der Kolben auf seinem Riickgang
nur noch wenig von EF entfernt ist. Ist der Dampfdruck in
diesem Raum im Augenblick des Dampfzutritts nur wenig von dem
im Kessel herrschenden Drucke verschieden, so entstrémt dem
letzteren nur eine geringe Dampfmenge. Diese Bedingung kann
man aber leicht erreichen; es geniigt hierzu, die Verbindung, welche
zwischen A BEF und dem Kondensator seit dem Beginn des Riick-
gangs besteht, zu einer geeigneten Zeit vor dem Eintrittsvoreilen
des Dampfes aufzuheben. Wihrend dieser ganzen Zeit wird der
zwischen dem Kolben und der Wand EF befindliche Dampf kom-
primirt. Dies ist die Periode der Kompression.

& ae ]
& 59 4
Fig. 30.

Fassen wir Alles zusammen, so lisst sich ein Doppelgang (Hin-
und Riickgang) des Kolbens in sechs Perioden zerlegen, die in fol-
gender Ordnung auf einander folgen, wenn man den Vorgang auf
der linken Seite des Kolbens ins Auge fasst und voraussetzt, dass
sich der letztere zunichst von links nach rechts bewegt:

1. Eintritt ]

2. Expansion wihrend des Hingangs,
3. Austrittsvoreilen J

4. Austritt 1

5. Kompression wihrend des Riickgangs.
6. Eintrittsvoreilen ]

228. Vertheilung des Dampfes durch Schieber und Ventile. —
Offenbar beeinflusst die Dauer jeder dieser Perioden den Nutzeffekt
der Maschine. So diirfen weder das Eintrittsvoreilen noch das
Austrittsvoreilen eine zu grosse Dauer besitzen, denn wenn diese
Perioden auch das gute Funktioniren der Maschine in gewissen
Grenzen begiinstigen, so sind sie andrerseits wieder von grossem
Nachtheil, da sie der Arbeit des Dampfes wiihrend dieser Perioden
entgegenwirken. Dasselbe gilt fiir die Periode der Kompression.
withrend welcher der Dampf auf die Vorderfliiche des Kolbens einen
Gegendruck austibt, der die Arbeit verkleinert.
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Wenn aber die Vertheilung des Dampfes durch einen Schieber
geschieht, wie es meist der Fall ist, dann kann die Dauer dieser
sechs Perioden nicht willkiirlich variiren und wird demnach auch
nicht immer die zur Erreichung des besten Nutzeffekts erforderliche
Grosse haben.

Bei der Bewegung des Schiebers, dem Hin- und dem Riick-
gang, hat man nidmlich vier Perioden zu unterscheiden: Dampfein-
tritt, Expansion, Austritt, Kompression. Die vier Zeitabschnitte,
welche den Augenblick, in dem diese Perioden beginnen, von dem-
jenigen Zeitpunkt trennen, wo der Kolben anfiingt, sich zu bewegen,
hiingen von drei Gréssen ab: von der Winkelstellung des Schieber-
excenters, von der Grosse der Husseren und derjenigen der inneren
Ueberdeckung des Schiebers. Es besteht also eine Beziehung zwischen
diesen vier Zeitintervallen und demnach auch zwischen der Dauer
der sechs Perioden des Kolbengangs, die nothwendiger Weise von
der Bewegung des Schiebers abhéingen.

‘Wenn die Triebwelle der Maschine, auf welcher der Excenter des
Schiebers befestigt ist, mittels einer Kurbel und einer mit der Kolben-
stange verbundenen Pleuelstange in Bewegung gesetzt wird, so er-
kennt man aus dem Verhiltniss der vier in Frage kommenden Zeit-
intervalle, dass die Dauer der Expansion und diejenige der Kom-
pression in dem Grenzfall gleich sind, wo die Pleuelstange und der
Excenter als unendlich angenommen sind. Da es jedoch von Vor-
theil ist, die Expansion moglichst zu verlingern, die Kompression
dagegen nur in geringem Maass wirken zu lassen, so scheint die
erwidhnte Beziehung die Herstellung des besten Nutzeffekts zu ver-
hindern. Nun findet aber die Expansion in dem Augenblick statt,
wo sich der Kolben in der Mitte seiner Bahn befindet, die Kom-
pression dagegen erst gegen Ende des Riickgangs; aus diesem Grunde
ist die Geschwindigkeit des Kolbens wihrend der Expansion grosser
als wihrend der Kompression und dadurch wird die Expansion wirk-
samer als die Kompression, obwohl die Zeitdauer dieser beiden Perioden
dieselbe ist. Nichtsdestoweniger muss man immer, um eine zu starke
Kompression zu vermeiden, die gemeinsame Dauer der Expansion
und Kompression geringer wihlen, als einer guten Expansion ent-
sprechen wiirde; hieraus folgt eine zu lange Dauer des Austritts-
voreilens.

Ebenso ist die Dauer des Eintrittsvoreilens linger, als zweck-
entsprechend wére. Dies hingt damit zusammen, dass die Eintritts-
offnungen des Dampfes nur nach und nach von dem Schieber be-
deckt werden; dadurch ist der Druck des Dampfes, der die engen
QOeffnungen passiren muss, wihrend der ersten Augenblicke des Ein-
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stromens im Cylinder geringer, als im Kessel. Will man also er-
reichen, dass in dem Augenblick, wo der Riickgang des Kolbens
beginnt, der Druck auf denselben nur wenig von dem im Kessel
herrschenden verschieden ist, so muss man den Dampf eine verhilt-
nissmissig lange Zeit vorher einstromen lassen, ehe der Kolben am
Ende seiner Bahn angelangt ist. Ausserdem muss die Oeffnung in
dem Augenblick, wo die Geschwindigkeit des Kolbens betrichtlich
wird, weit geoffnet sein; andernfalls wiirde die Reibung zu gross
ausfallen.

229, Bei den Corliss-Maschinen wird der Eintritt und Austritt
des Dampfes durch Ventile bewerkstelligt, die sich in einem beliebig
zu wihlenden Augenblick plotzlich 6ffnen; man kann dadurch die
Expansion so lange wirken lassen, als man will, und dabei die Dauer
der Kompression auf die gerade noéthige Zeit beschrinken. Ausser-
dem entsteht keine Reibung des Dampfes beim Beginn des Eintritts,
und man ist in Folge dessen im Stande, das Eintrittsvoreilen nur sehr
kurze Zeit andauern zu lassen. Diese Betrachtungen erkliren, warum
heutzutage die Corliss-Maschinen den Schieber-Maschinen vorgezogen
werden. Indessen haben die ersteren bei aller Ueberlegenheit auch
einen Nachtheil aufzuweisen, und zwar beruht dieser auf der Kom-
plikation der zur Dampfvertheilung bestimmten Vorrichtungen.

230. Diagramm und Nutzeffekt einer reversiblen Maschine,
deren Cylinder fiir Wiarme undurchdringlich ist. — Wir nehmen
an, die Transformationen des Wassers seien reversibel, und wihlen
als Koordinaten den Druck des Dampfes und sein Volumen, welches
er im Cylinder einnimmt. Dann wollen wir fiir eine Expansions-
Maschine, deren Cylinder fiir Wérme undurchdringlich ist, die Kurve
aufstellen.

Wihrend der ganzen Periode des Eintritts ist der Dampfdruck
im Cylinder gleich dem des Kessels, da wir, in Folge der Annahme
reversibler Umwandlungen, die Verluste vernachlissigen wollen,
welche von der Reibung des Dampfes in den vom Kessel zum Cy-
linder fiilhrenden Roéhren herriihren. Diese erste Periode wird also
durch die parallel zur Achse der » verlaufende Gerade AB (Fig. 31)
dargestellt.

Die Expansion, welche auf die Eintrittsperiode folgt, ist noth-
wendigerweise adiabatisch, da wir vorausgesetzt haben, dass der
Cylinder fiir Wirme undurchdringlich sei. Am Schluss dieser Ex-
pansion muss sich der Dampf in Folge der Annahme der Reversibi-
litdit auf der Temperatur des Kondensators befinden. Sein Druck
ist also der des gesittigten Wasserdampfes bei der Temperatur des
Kondensators und behilt diesen Werth wiithrend der ganzen Dauer
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des Ausstromens. Demnach wird die Periode der Expansion und
die des Austrittsvoreilers durch die Kurve B C und die Gerade CD
dargestellt.

Geht der Kolben riickwiirts, so nimmt das Volumen ab und
die Periode des Ausstrémens wird durch die Gerade DE dargestellt.

Die darauf folgende Kompression ist adiabatisch und der Dampf-
druck am Ende dieser Periode ist gleich dem des Kessels; also gilt
hierfiir die Kurve EF.

Die gerade Strecke FA endlich entspricht der sechsten Periode,
dem Eintrittsvoreilen des Dampfes.

231. Es sei noch bemerkt, dass in Folge der Undurchdringlichkeit
der Cylinderwinde fiir die Wirme die ganze frei werdende Wirme
des Dampfes vom Kondensator aufgenommen wird; mit anderen
Worten, es entsteht kein Wiarmeverlust durch Strahlung. Vernach-
lassigen wir ausserdem noch die geringe Warmemenge, die man

F

Fig. 31.

dem Speisewasser des Kessels zufithren muss, um seine Temperatur
auf die des Kondensators zu bringen, so gelten die in § 222 auf-
gestellten Bedingungen. Andrerseits ist der vom Dampf beschriebene
Kreisprocess reversibel; demnach hat der thermische Nutzeffekt der
T, — T,
T

Maschine das Maximum , wo T'; durch die Gleichung (2)

des § 224 gegeben ist.

Das Vorhandensein eines schidlichen Raumes zwischen dem
Boden des Cylinders und dem Kolben, wenn dieser sich am Ende
seiner Bahn befindet, hat keinen Einfluss auf den Werth dieses
Nutzeffekts. Das Diagramm behidlt dann nidmlich genau dieselbe
Form; es verdndert nur seine Lage im Verhiltniss zur Achse des
Drucks. Der Punkt A liegt auf dieser Achse, wenn kein schidlicher
Raum vorhanden ist, und das Dampfvolumen hat dann den Werth
Null; er befindet sich rechts von dieser Achse, wenn ein schidlicher
Raum besteht. Die Form des Diagramms #ndert sich nicht und die
Arbeit der Maschine fiir jeden Kolbengang bleibt deshalb dieselbe.
Andrerseits variirt auch die fiir einen Kolbengang nothige Dampf-
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menge nicht. Denn wenn ein schidlicher Raum vorhanden ist,
so enthélt derselbe Dampf von demselben Druck wie der Kessel seit
dem Beginn des Einstromens; es kann also kein Dampf aus dem
Kessel austreten, um ihn zu fiillen. Da die Dampfmenge dieselbe
bleibt, so gilt dies auch fir die Wéarme, die man zur Hervorbringung
desselben braucht; demnach ist der Nutzeffekt der Maschine unab-
hingig davon, ob ein schidlicher Raum existirt oder nicht.

232. Die allgemeine Form des Diagramms wird auch nicht
gedndert, wenn der Dampf beim Eintritt in den Cylinder kleine
Fhissigkeitstropfen mit sich reisst. Indessen ist der Nutzeffekt dann
etwas geringer; denn die fiir einen Kolbengang néthige Dampf-
menge &ndert sich zwar nicht; ebenso bleibt die zu ihrer Hervor-
bringung erforderliche Wirmemenge dieselbe, dagegen hat das mit-
gerissene Wasser Wirme aufgenommen, um von der Temperatur T,
zur Temperatur T, zu gelangen, welche es beim Eintritt in den
Cylinder besitzt. Die einem Kolbengang entsprechende Wirmemenge
ist also grosser als bei trockenem Dampf; in Folge dessen ist der
Nutzeffekt der Maschine kleiner als im letzteren Fall.

Man kann dies auch auf andere Weise zeigen. Bedeutet niimlich
m die Masse des Dampfes in der Masseneinheit des Gemisches aus
Dampf und Wassertrépfchen, so ist die Warmemenge, welche man zur
Ueberfiihrung der Einheit der Wassermasse von T, Grad in diesen

Zustand braucht,
Q="T, — Ty+Lm.

d
Fiir diese Umformung hat das Integral (% den Werth

X(ZQI —loo T] _*_L,’T’
— 15

T

Demnach wird der Werth von T',, den man in dem Ausdruck
fiir den Nutzeffekt anwenden muss, durch die Gleichung

T, _'_th_ T, — T+ Lm
T, " T, T

log

bestimmt. Nun ist aber leicht ersichtlich, dass der Werth von T',
grosser ist flir m=1, d. h. fiir trockenen Dampf, als fiir m <<,
d. h. fiir ein Gemiseh von Wasser und Dampf. Da indessen m immer
nahe gleich 1 ist, so besteht kein grosser Unterschied zwischen diesen
Werthen von T'; und der Nutzeffekt wird deshalb nur wenig ver-
ringert.

233. Einfluss der Kondensation des Wasserdampfs wiihrend
der Expansion. — Wir haben gesehen, dass bei einer Kesseltempe-
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ratur von 150° C. und einer Temperatur des Kondensators von 40°

der Werth von T', =406° und 2%:1:3:0,204 ist. Diese letztere

1
Zahl gibt also den Nutzeffekt einer reversiblen Maschine mit trocknem

Dampf an.
Nun geniigen aber die Temperaturen T, und T'; den Gleichungen

Qg_ngz Q _ (fdq,
T, JT T, )T’

und da ausserdem die Gleichung gilt

(@ _,
T )T
so folgt daraus
Q_ Q@
™, T

und demnach
T =Ty Q—Q
T'l Ql

Der Werth des Nutzeffekts kann also berechnet werden, wenn
man die aufgenommene Wirmemenge Q, und die abgegebene Menge
Q, kennt,

Regnault fiihrte diese Berechnung aus und bediente sich dabei
der Zahlen, die er bei seinen Versuchen iiber die latente Wirme
der Verdampfung erhalten hatte. Die latente Verdampfungswirme
des Wassers betrigt 500 fiir die Temperatur 150° und 560 fiir 409
man hat deshalb zu setzen

Q, =150 — 40 + 500 = 610
Qg == 560;
hieraus folgt dann
Q—Q, 610 — 560

Q = 610 =0,049.

Dieser Werth des Nutzeffekts ist viel geringer als der aus dem
Ty
T,
thatsdchlichen Nutzeffekts der Maschinen, welcher nach Hirn un-
gefihr 0,12 betrigt.

234. Die Erklirung dieses Unterschieds ist nicht schwierig.
Wir wissen jetzt, was Regnault unbekannt war, dass der Wasser-
dampf sich bei der Expansion kondensirt. In dem Augenblick also,
wo der Kondensator mit dem Cylinder in Verbindung gesetzt wird,
enthélt dieser ein Gemisch von Dampf und Wasser von derselben

Verhiltniss abgeleitete; er ist sogar geringer als der des
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Temperatur wie der Kondensator, da die Maschine reversibel ist.
Wenn also @ die Masse des fliissigen Wassers bedeutet und 1 —
die des Dampfes fiir eine Gesammtmasse gleich Eins, so ist die an
den Kondensator abgegebene Wirmemenge nur 560 (1 — ) fiir die
Masseneinheit. Da hierdurch die Wirmemenge Q, verringert wird,
so wichst das Verhiltniss 9%& und nimmt, wie es sein muss,
L

. . . T — T
fiir cine reversible Maschine den durch das Verhiltniss A
gegebenen Werth an.

Aus dieser Erkliarung geht hervor, dass die Kondensation des
Dampfes wihrend der Expansion einen vortheilhaften Einfluss auf
die Grosse des Nutzeffekts ausiibt. Man hat daraus mit Unrecht,
wie wir spiter sehen werden, den Schluss ziehen wollen, dass der
Dampfmantel, den man anwendet, um den Cylinder gegen #Hussere
Strahlung zu schiitzen und die Kondensation des Dampfes zu ver-
hindern, unniitz und sogar schidlich sei.

a F B

Fig. 32,

235. Einfluss der Dauer der Expansion und Kompression auf
den Werth des Nutzeffekts. — Wenn die Dauer der Expansion und
der Kompression nicht genau derjenigen gleich ist, welche dem
durch Fig. 31 dargestellten Diagramm entspricht, so wird der Nutz-
effekt der Maschine verringert. Dies folgt unmittelbar daraus, dass
die Umwandlungen aufhoren, reversibel zu sein und dass daher das
Maximum des Nutzeffekts nicht erreicht werden kann.

Die Betrachtung des Diagramms der Maschine fiihrt zu dem-
selben Schlusse.

Wenn die Dauer der Expansion zu kurz ist, so hat das Dia-
gramm der Maschine die Gestalt ABbcDEFA (Fig. 32). Die Fliche
desselben ist aber um das Dreicck b¢C kleiner als die des Diagramms
einer reversiblen Maschine. Die bei einem Kolbengang geleistete
Arbeit wird also verringert, ohne dass die Dampfmenge variirt; dies
hat eine Verkleinerung des Nutzeffekts zur Folge.
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Andrerseits wird fiir eine zu kurze Kompression das Diagramm
durch Fig. 33 dargestellt; fiir eine zu lang dauernde Kompression
durch Fig. 34

In dem ersten Fall ist der Arbeitsverlust bei einem Kolbengang
gleich der Fliche des Dreiecks efF; im zweiten Fall gleich der-
jenigen des Dreiecks ¢ /' F; diese letztere Fliche muss negativ ge-

a_ 5 ¢ B

A\

.
N\,

R

b c D

Fig. 33.

rechnet werden, da ihr Umfang im entgegengesetzten Sinn durch-
laufen wird. Die Menge des angewendeten Dampfes bleibt dieselbe
wie bei einer reversiblen Maschine, auch wenn ein schiddlicher Raum
vorhanden ist; ist aber die Zeit der Kompression zu kurz bemessen,
dann kann fiir jeden Kolbengang eine griossere Dampfmenge néthig
werden. In allen Fillen wird also der Nutzeffekt der Maschine
verringert.

Fig. 34.

236. In der Praxis darf man das Ende der Expansion nicht
abwarten, da man hierzu dem Cylinder eine zu betrichtliche Linge
ertheilen miisste. Ausserdem wiirde dann auch die auf den Kolben
am Ende der Expansion wirkende Kraft sehr gering sein und voll-
stindig durch Reibung verbraucht werden. Uebrigens ist der aus
der Verkiirzung der Expansionszeit resultirende Arbeitsverlust nicht
betrichtlich, da die Fliche des Dreiecks ¢ C (Fig. 32) immer sehr
klein bleibt.
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Die Kompression wird ebenfalls nicht bis zum Schluss ausge-
dehnt, da dies den Nachtheil bieten wiirde, dass dem Kolben ein
betrichtlicher Widerstand gerade in dem Augenblick entgegenwirkt,
wo die ihn bewegende Triebkraft durch die Expansion verringert
ist. Das theoretische Diagramm einer Maschine wird also durch
Fig. 35 dargestellt.

287. Einfluss der Cylinderwiinde. — Die elementare Theorie,
welche wir im Vorhergehenden auseinandergesetzt haben, gibt in-
dessen keineswegs von allen bei den Maschinen auftretenden Er-
scheinungen Rechenschaft. Fast mochte ich behaupten, dass die
Kenntniss dieser Theorie zwar niitzlich ist, da sie uns zum Verstind-
niss einer vollstindigeren Theorie verhelfen kann, dass sie dagegen
der Wirklichkeit nicht entspricht. So hat z. B. die Beobachtung
gezeigt, dass sich der Dampf beim Eintritt kondensirt, dass dagegen
wihrend der Expansion Verdampfung auftritt.

a £

Fig. 33.

Diese Erscheinung riihrt von den Temperaturinderungen der
Cylinderwinde her, die auch dann eintreten wiirden, wenn die Wande
mit einem fiir Wirme undurchdringlichen Dampfmantel umgeben
wiren und keine Wiarme durch Strahlung verlieren kénnten.

Wihrend des Ausstrémens ist der Dampfdruck im Cylinder
ebenso gross wie im Kondensator; aus diesem Grund hat der Dampf
und die Cylinderwandung am Ende dieser Periode eine nur sehr
wenig hohere Temperatur als der Kondensator. Wihrend der Kom-
pression erwirmt sich der Dampf schneller als die Winde; da nun
die Kompression nie bis zu Ende getrieben wird, so befinden sich
die Winde im Augenblick des Dampfeintritts auf einer tieferen
Temperatur als der Kessel. Hieraus ergibt sich eine Kondensation
des Dampfes, so dass am Ende des Eintritts die Cylinderwinde mit
einer Fliissigkeitsschicht bedeckt sind.

Wihrend der Expansion dagegen kiihlt sich der Dampf schneller
ab als die Wiande und das die letzteren bedeckende Wasser ver-
dampft deshalb theilweise trotz der durch die Expansion bedingten
Kondensation. Wird nun am Ende der Expansion die Ausstromungs-
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offnung geoffnet, so nimmt der Druck im Cylinder plotzlich ab und
das noch an den Winden haftende Wasser verdampft, um sich dann
im Kondensator niederzuschlagen. Es findet sonach wiihrend des
ganzen Verlaufs der Expansion, sowie im Anfang der Ausstromungs-
periode Verdampfung statt.

Dieser Umstand ist von sehr grosser Wichtigkeit, denn es wird
in Folge davon die dem Kondensator zugefiihrte Wirmemenge ver-
grossert und demnach der Nutzeffekt verringert. Wenn nidmlich im
Augenblick des Ausstromens keine Verdampfung eintreten wiirde,
so bestsse diese Wirmemenge bei einer Temperatur des Kondensa-
tors von 40° pro Masseneinheit den Werth 560 (1—=z), wobei =z den
im fliissigen Zustand befindlichen Theil der Masse bedeutet. Aber
ausser dieser Menge x liberzieht eine fliissige Schicht 2" die Winde
und gelangt zur Verdampfung; beim Uebergang in den Kondensator
gibt sie an diesen eine Wirmemenge 560" ab und dadurch wird

—Q

die in den Ausdruck Q—Q fiir den Nutzeffekt eingehende
1
Wirmemenge Q, vermehrt.

Diese Grosse Q, ist dann
Q. =560 (1 — &) - 560 2" =560 (1 — '),
wenn &' diejenige Wassermasse bezeichnet, welche im Moment des
Oeffnens der Ausstromungséffnung innig mit dem Dampf gemischt ist.

238. Einfluss der inneren Reibung des Dampfes. — Die Rei-
bung des Dampfes, welche hauptsichlich an der Eintritts- und Aus-
trittsoffnung  stattfindet, vermindert ebenfalls den Nutzeffekt der
Maschine, da die Reibung eine irreversible Erscheinung ist.

Die Reibung ist um so betrdchtlicher, je grosser der Druck-
abfall; sie wichst also wie dieser mit der Ausflussgeschwindigkeit
des Dampfes und ist um so betréchtlicher, je kleiner die Ein- und
Ausstromungsoffnung ist.

Man koénnte vielleicht glauben, dass die Geschwindigkeit des
Dampfes im Anfang des Eintritts ziemlich gering sei, da sich der
Kolben fast am Ende seiner Bahn befindet und nur eine geringe
Geschwindigkeit besitzt; in diesem Fall wiirde trotz der geringen
Grosse der Einstromungsoéffnung die Reibung zu vernachlissigen
sein. In Wirklichkeit ist indessen die Geschwindigkeit des Dampfes
in diesem Augenblick sehr gross, denn, wie wir schon bemerkt
haben, entsteht eine Kondensation des Dampfes und in Folge dessen
ein theilweises Vakuum, so dass der Dampf im Anfang des Ein-
stromens angesaugt wird. Die Reibung in der Zustrémungséffnung
darf also nicht ausser Acht gelassen werden, ebenso wenig die beim
Ausstromen auftretende Reibung.
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239. Wirkliches Diagramm der Dampfmaschinen. — Aus diesen
verschicdenen Ursachen, Kondensation beim Eintritt, Verdampfung
bei der Expansion, innere Reibung des Dampfes, unterscheidet sich
das wirkliche Diagramm der Maschinen wesentlich von dem in Fig. 35
dargestellten theoretischen Diagramm. Die von dem Watt’schen
Indikator aufgezeichneten Diagramme zeigen etwa eine Form, wie
sie Fig. 36 darstellt, in der ausserdem das thcoretische Diagramm
punktirt ist.

Man sieht, dass wihrend eines betrichtlichen Theils der Aus-
stromungsdauer der Druck im Cylinder wesentlich hoher ist, als der
des Dampfes im Kondensator. Wenn die Ausstrémung erst in dem
Augenblick bheginnen wiirde, wo der Kolben am Ende sciner Bahn
angekommen ist, so wiirde diese Druckdifferenz wihrend eines Theils
des Riickgangs schidlich wirken; die Nothwendigkeit des Austritt-
voreilens ist daher leicht ersichtlich.

Ebenso erkennt man aus der Figur, dass der Druck in dem
Cylinder crst gegen die Mitte der Einstrémungsperiode den Werth
des Kesseldrucks erreicht; deshalb wird das Eintrittsvoreilen, welches
hauptsidchlich die Stésse am todten Punkt vernichten soll, fir das
gute Funktioniren der Maschine nicht schiidlich sein, da es bewirkt,
dass der Dampf frither mit vollem Druck arbeitet.

So kann man durch ein aufmerksames Studium dieser Dia-
gramme die Werthe finden, die man den verschiedenen Perioden
ertheilen muss, um den besten Nutzeffekt zu erhalten; ihre Berechnung
ist recht schwierig.

240. Vorziige des Dampfmantels und des iiberhitzten Dampfes.
Wir wollen, wie im § 222, wieder das System betrachten, welches
aus dem Kessel, dem Cylinder und Kondensator, sowie aus dem, in
diesem enthaltenen Wasser gebildet wird.

Das ganze System beschreibt bei jedem Kolbengang einen ge-
schlossenen Kreis, der irreversibel ist, wenn man sowohl diec Wirme-
quellen, wie auch ihr Verhéltniss zu dem System selbst in’s Auge
fasst. (Siehe die Terminologie in § 172.) Wenn man aber das
ganze System In eine sehr grosse Anzahl von Elementarsystemen
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zerlegt (die hinreicliend Xklein sind, um dic Tempcratur in jedem
derselben als gleichmiissiz betrachten zu koénncn, wie wir es bei
dem Beweis des Theorems von Clausius gemacht haben), so wird
jedes dieser Systeme einen reversiblen Kreisprocess beschreiben,
sofern man nicht die Wirmequellen, sondern ihr Verhéltniss zu dem
System selbst berticksichtigt. Die einzelnen irreversiblen Er-
scheinungen, die in der Dampfmaschine ihren Sitz haben kénmnen,
bestehen nidmlich in einem Wirmeaustausech zwischen Elementar-
systemen von verschiedener Temperatur, oder aus Reibung, welche
Wirme hervorbringt und Arbeit zerstért. Der Einfluss dieser Rr-
scheinungen auf eines unserer Elementarsysteme reducirt sich auf
eine Abgabe oder Aufnahme von Wirme, und das betreffende System
wiirde sich ebenso verhalten, wenn es Wirme von einer Quelle
aufnehmen oder an sie abgeben wiirde, deren Temperatur nur un-
endlich wenig von der ihrigen verschieden ist; in diesem Fall wiirde
also die Erscheinung reversibel sein. Jedes dieser Elementarsystcme
beschreibt somit einen reversiblen Kreisprocess in Bezug auf das
System selbst. Dagegen wire dies nicht mehr der Fall, wenn Er-
S(;,Héinungen auftreten wiirden, wie irreversible Zustandsinderungen
(Festwerden einer iiberkiilteten Fliissigkeit etc.) oder chemische Kr-
scheinungen. Dies findet aber hier nicht statt.

Man hat demnach S‘%@:O fiir jedes Elementarsystem, welches
den geschlossenen K;eis fir jeden Kolbengang der Maschine be-
schreibt und

fiir das gesammte System.

Die von jedem Elementarsystem entnommene Wirmemenge
dQ) enthilt, ausser der von dem Kesselfeuer herstammenden und der
an das Kiihlwasser des Kondensators abgegebenen Wirme, die durch
die Reibung erzeugte Wirme, ferner diejenige, welche von dem
Wirmeaustausch zwischen den einzelnen Systemen herriihrt, sowie
die durch Strahlung verloren gegangene. Bezeichnen wir also mit
dQ,,dQ,, dQ,, dQ, und dQ; diese verschiedenen Grossen, so haben wir

dQ:dQ1 - sz -+ an -+ dQ4 - dQs:
woraus folgt

(- - -5 -

Das vierte Integral kann man noch etwas anders schreiben.
‘Wenn nimlich ein Elementarsystem von der Temperatur T einc
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Wiarmemenge dQ, von einem anderen System aufnimmt, dessen
Temperatur T ist, so folgt daraus nothwendiger Weise eine Wirme-

abgabe — dQ, vom letzteren zum ersten; diese beiden Systeme
_— . . d
liefern also zu dem Integral die beiden Elemente —7?'3 und

d
~*Q£:, demnach ist

el

o

‘Wir haben ausserdem

Q. Q.
T T,

Setzen wir schliesslich, wie bei den reversiblen Maschinen,

|

aQ_ Qo
T T,
dann erhalten wir

R dQ, 1 1
e (e o3

Die beiden ersten Integrale sind positiv, denn einerseits ist
dQ, cine positive Grosse, da diese Wirme von Reibung herriihrt,
andrerseits ist T kleiner als T', wenn dQ, positiv ist; man hat dem-
nach dafiir zu sorgen, dass diese beiden Werthe so klein als moglich
werden.

241. Das zweite Integral beansprucht ein besonderes Interesse.
Die Glieder desselben rithren hauptséchlich von dem Wirmeaustausch
zwischen dem Dampf und den Cylinderwinden her; man muss also
danach streben, diesen Austausch zu verringern.

Diesen Zweck erfiillt der Dampfmantel. Vor einigen Kon-
strukteuren wurde derselbe verworfen, da man annahm, dass bei
den Maschinen wéhrend der Expansion eine Kondensation statt-
finde; dann aber wurde seine Anwendung allgemein, und zwar mit
vollem Recht, wie die Praxis gelehrt hat und wie wir auch friiher
sahen.

Wenn kein Dampfmantel vorhanden ist, dann sind die Tempe-
raturen T' und T der Cylinderwinde und des von ihnen einge-
schlossenen Dampfes wenig verschieden; der Faktor %—711,—, ist also
sehr klein. Bei Anwendung des Dampfmantels bleibt dagegen die
Temperatur T' der Winde fast vollkommen konstant; die Tempe-

Poincaré¢, Thermodynamik. 14

aQ;
(oo

Je
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raturschwankungen des Dampfes sind aber sehr bedeutend, so dass
in Folge dessen T' und T durchaus nicht gleich sind. Der Faktor
1 1
T T
der von einem Dampfmantel umgeben ist, als wenn dies nicht statt-
findet. Aber die Vergrosserung dieses Faktors wird reichlich wieder
aufgewogen durch die Verkleinerung des anderen Faktors dQ,.
Wenn nidmlich kein Dampfmantel vorhanden ist, schligt sich der
Dampf im Augenblick seines Eintritts zum Theil nieder und gibt
dadurch Veranlassung zu einer betridchtlichen Wirmeentwicklung,
die den Faktor dQ, beeinflusst; ausserdem trigt die Verdampfung
des die Winde bedeckenden Wassers im Augenblick des Aus-
stromens dazu bei, den Betrag der durch den Wirmeaustausch
zwischen den Elementarsystemen frei werdenden Wirmemenge be-
trichtlich zu vermehren.

Da diese Verdampfung und ebenso die Kondensation bei An-
wendung eines Dampfmantels nicht auftritt, so findet der Wirme-
austausch nur noch durch Leitung und Konvektion statt; die auf
diese Weise ausgetauschten Wirmemengen sind also sehr gering.

hat also allerdings einen grosseren Werth, wenn der Cylin-

d
Daraus folgt, dass der Werth des Integrals (( ,194 durch Anwen-

e/

dung eines Dampfmantels sehr verringert wird.
242. Die folgenden Zahlen konnen, obwohl sie dlteren Datums
sind, eine Vorstellung von der Niitzlichkeit dieser Einrichtung geben.
Wir haben gesehen, dass man bei einer Maschine, deren Kessel
eine Temperatur von 150° und deren Kondensator eine solche von
40° besitzt, zur Ueberfilhrung von 1 kg fliilssigen Wassers von 40°
in gesattigten Dampf von 150° eine Wirmemenge

Q, = 610.
braucht.

Die an den Kondensator abgegebene Wirmemenge hat die
Grosse
Q=560 (1 — "),
wo &' denjenigen Theil der Masse bedeutet, der beim Beginn des
Ausstrémens in Gestalt fliissiger Wassertrépfchen im Dampf enthalten
ist; dieser Bruchtheil betrigt bei Abwesenheit eines Dampfmantels
ungefihr 0,1. Wir haben also

Q=560 (1 — 0,1) =504
und demnach

Q—Q, 610—504 106
Q60 60 18
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Bei Anwendung eines Dampfmantels bleibt der Dampf trocken;
da in Folge dessen z' Null ist, wird

Q. =560.

Um aber die Kondensation zu verhindern, musste der Dampf-
mantel Wirme abgeben, wodurch ein Theil des hierin befindlichen
Dampfes niedergeschlagen wird. Man schiitzt die so kondensirte
Dampfmenge auf ungefdhr 0,2 der ganzen fiir einen Kolbengang
nothigen Menge. Die Wirmemenge Q, ist also

Q, =610 + 0,2 >< 610 = 733;

hieraus folgt
Q —Q, 1133 —560

=02
Q 738 0,28.

Der Nutzeffekt wird also durch Anwendung eines Dampfmantels
erhoht.

243. Durch dieselben Betrachtungen erklart sich auch der
Umstand, dass die Ueberhitzung vortheilhaft wirkt. Sie verhindert
nimlich, wie der Dampfmantel, die Kondensation des Dampfes an den
Cylinderwénden. Indessen wird die Ueberhitzung nicht so allgemein
wie der Dampfmantel angewendet. Auch ist sie immer nur gering
und hat iiberhaupt nur den Zweck, die Fliissigkeitstropfen, die der
Dampf vom Kessel mit sich reisst, vor ihrem Eintritt in den Cylinder
in Dampf zu verwandeln; sie dient also mehr dazu, den Dampf zu
trocknen, als seine Temperatur zu erhéhen.

244, Compound- und Corliss-Maschinen. — Es ist nicht meine
Absicht, eine Theorie der Dampfmaschinen zu liefern, sondern viel-
mehr durch verschiedene Beispiele die Principien der Thermodyna-
mik zu beleuchten; aus diesem Grund will ich auch nicht niher
auf Maschinen neuerer Konstruktion, z. B. Compound- und Corliss-
Maschinen, eingehen.

Bei den Compoundmaschinen geht der Dampf von dem ersten
Cylinder, in welchem er sich theilweise expandirt hat, in einen zweiten
von grosserer Kapacitiat iiber, wo er sich noch weiter ausdehnt und
dabei auf einen Kolben wirkt. Gewohnlich gelangt der Dampf dann
in den Kondensator, aber manchmal expandirt er sich vorher noch
in einem dritten Cylinder; man nennt dann die Maschine eine solche
mit dreifacher Expansion.

Dies System besitzt einen doppelten Vorzug; die Expansion
kann namlich weiter fortgesetzt werden, ohne dass die treibende
Kraft wihrend eines Kolbengangs allzugrosse Schwankungen erfihrt,
nud ohne dass man gendthigt ist, ein zu schweres Schwungrad an-

zuwenden.
14*
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Wichtiger noch ist der Umstand, dass die Temperatur der
‘Winde der verschiedenen Cylinder nicht mehr zwischen T, und T,,
sondern zwischen engeren Grenzen schwankt; dadurch wird die
Kondensation beim Einstrémen des Dampfes, die Verdampfung bei
der Expansion und beim Ausstromen und ebenso die dadurch be-
dingte Abnahme  des Nutzeffekts vermindert.

245. Injektor von Giffard. — Lange Zeit wurde die Speisung
des Kessels durch Pumpen, sogenannte Speisepumpen, bewerkstelligt,
die mit der Maschine selbst verbunden waren; diese Pumpen saugen
das Kondensationswasser an und schaffen es mit Druck in den Kessel.
In neuerer Zeit dient zur Kesselspeisung meistens der Injektor von
Giffard.

Auf eine vollstindige Beschreibung dieses Apparats konnen wir
hier nicht eingehen, sondern wollen nur die wesentlichsten Theile
desselben in’s Auge fassen. Ein Dampfstrah! gelangt durch ein Rohr
in einen Behilter, in den auch eine Saugrdhre miindet, welche in
das Sammelbassin des Speisewassers fiihrt; eine dritte Rohre, die
Druckrohre, schafft das Wasser in den Kessel.

Es ist schwierig zu erkldren, auf welche Weise der Injektor
funktionirt. Da das Wasser aus dem Bassin angesaugt wird, muss
der Druck an der Vereinigungsstelle der drei Rohre geringer als
eine Atmosphire sein. Wie kann aber dann das Wasser in den
Kessel gelangen, wo doch ein viel hoherer Druck herrscht?

Meiner Meinung nach ist eine vollstéindige Theorie dieses Appa-
rates noch nicht aufgestellt worden, und ich maasse mir auch nicht
an, dies thun zu wollen. Die folgende Analyse ist vielmehr sehr
oberflichlich und soll nur zeigen, dass die Thermodynamik im Stande
ist, dies Paradoxon zu erkliiren.

246. Wir wollen annehmen, dass der endgiiltige Zustand in
dem Apparat hergestellt ist. Dann lisst sich die Gleichung

1) % = const.,

die wir im § 132 beim Studium des Ausflusses von Flissigkeiten
gefunden haben, in jedem Augenblick auf die verschiedenen Quer-
schnitte derselben Rohre anwenden; « bezeichnet hierin die Ober-
fliche eines dieser Querschnitte; ¢ die Geschwindigkeit der Fliissig-
keit an einem Punkt desselben und » das diesem Punkt entsprechende
specifische Volumen.

Durch Anwendung des Princips von der Erhaltung der Energie
fanden wir eine neue Gleichung zwischen diesen Grossen und der
inneren Energie U der Masseneinheit; dieselbe reducirt sich auf
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2
2 EU+ 32— -+ pv==const.

fir den Fall, dass die Schwere nicht wirkt und dass Kkeine
Wirme von aussen her aufgenommen oder nach aussen abgegeben
wird (187). Diese Gleichung ldsst sich also auf alle Querschnitte
derselben Rohre des Injektors anwenden, wenn man den Einfluss
der Schwere auf die cirkulirende Fliissigkeit (Dampf, Wasser, Ge-
misch von Wasser und Dampf) vernachlissigt und annimmt, dass
keine Wirme durch Strahlung verloren geht.

Wir wollen nun untersuchen, was aus den Gleichungen (1) und
(2) wird, wenn die betrachteten Querschnitte nicht mehr derselben
Roéhre angehoren.

247. Es seien A, By, A, B,, A, B, (Fig. 37) die Querschnitte der
drei Rohren, die zwischen sich im Augenblick ¢ eine Masse gleich

Eins enthalten. Nach einer Zeit dt wird diese selbe Masse begrenzt
durch die Querschnitte A',B'y, A',B';, A';,B';. Bezeichnet man mit
dm,, dm;, dm, die Fliissigkeitsmassen, welche die Elementarvolumina
AB,A' By, A/B,A' By, A;B', A", B, enthalten, so gilt dmy==dm,+ dm,.

Das Volumen A,B,A',B's hat den Werth w,¢,dt; die demselben
entsprechende Masse ist demnach

Die Massen dm, und dm; kénnen auf analoge Weise geschrieben
werden; setzen wir diese Ausdriicke in die vorhergehende Gleichung
ein, so erhalten wir an Stelle von (1)

[ © Fo)
(3) 292 _“oTo + I,
Ty Yo [

Nun wollen wir das Prineip von der Erhaltung der Energic
anwenden; dasselbe liefert uns die allgemeine Gleichung

EdQ 4+ dr=EdU 4+ dW.
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dQ ist aber Null in Folge der Annahme, dass kein Wirme-
verlust durch Strahlung stattfindet; daher reducirt sich diese

Gleichung auf
dr=EdU+dW.

Die Variation der inneren Energie ist gleich der Energie der
Masse dm; vermindert um die Summe aus den Energien der Massen
dmy und dm,, denn die innere Energie der zwischen den Querschnitten
A'yB', und A',B'; und dem Querschnitt A,B, enthaltenen Masse ist
dieselbe zur Zeit ¢ und ¢+ dt, wenn wir annehmen, dass der end-
giiltige Zustand hergestellt ist. Nennt man demnach U,, U,, U, die
Werthe der inneren Energie, bezogen auf die Masseneinheit in den
drei betrachteten Querschnitten, so erhalten wir

dU = Uydmy, — Uydmy — U, dmy.

Dasselbe gilt fiir die Variation der kinetischen Energie, welche
den Werth hat

2 2 2

dW =dm, % — dmo% — dmy (—’2—1

Zur Berechnung der an die Fliissigkeit wihrend der Zeit dt

abgegebenen Arbeit dtr bezeichnen wir mit p,, p,, p, die Werthe der
Drucke in den drei Querschnitten; wir haben dann

Ar=— pyw; o dt + Powy Fodl + py v, 1 dt,
oder
dt=— p,vadmy + pyvodmy -+ p, v, dm,.

Setzen* wir diese Werthe von dU, dW und dz in die durch
das Princip der Energie gelieferte Gleichung ein, so erhalten wir

)
EUg + ?—i—pgvg dmy =

2 2
(EUO+ Lgﬂ—i—povo) dmg -+ (EU1 + gg—l-i—pl 1;1) dm,.

Diese Gleichung tritt an die Stelle von (2), wenn mehrere
Roéhren sich von einander abzweigen.
Dividiren wir durch Edm, und setzen

dm; = udm,,
so erhalten wir

a2
@ U+ A D+ Apy =

; 2 ) 2
A — (U0+ A—%O—+Apovo)+ u (Ul—i—A%—l—Aplvl).
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248. Wir wollen jetzt diese Formel auf den Giffard’schen In-
jektor anwenden und festsetzen, dass C, die Dampfzuleitungsréhre
sei, C, die Saugréhre und C, die Druckrohre.

Da die bei dem Beweis der Formel betrachtete Masseneinheit
willkiirlich ist, so ist auch die Lage der sie begrenzenden Quer-
schnitte beliebig; wir konnen also annehmen, dass A,B, in dem
Bassin liegt, A;B, in dem vom Dampf erfiillten Theil des Kessels,
A,B, in dem vom Wasser eingenommenen Theil desselben. Unter
diesen Bedingungen sind die Quadrate der Geschwindigkeiten ¢,
und ¢, zu vernachlidssigen; ausserdem besitzen p, und p, den ge-
meinsamen Werth des Kesseldrucks p,, und p, ist gleich dem Atmo-
sphirendruck.

Fir die innere Energie fanden wir bei einem von einer Fliissig-
keit und ihrem gesittigten Dampf gebildeten System den Werth (169 )

U=Lm~+CT—Apm(c—A).

In der Saugrohre bildet Wasser die bewegte Fliissigkeit, so
dass m, d. h. der im Dampfzustand befindliche Theil der Masse, Null
ist und C gleich 1; wir erhalten also

Uo:TO:
wenn T, die Temperatur des Speisewassers bedeutet.
In der Dampfrobre ist m =1, und da C auch hier gleich 1 ist,
erhélt man fiir die innere Energie

Uy =L-+T, — Ap, (6 — ).

In der Druckrohre endlich befindet sich ein Gemisch von Wasser
und Dampf; m besitzt also einen, iibrigens unbekannten, zwischen
0 und 1 liegenden Werth. Die Temperatur T, ist die des Kessels ;
demnach gilt

U,=Lm+ T, — Apym(c —1).

Man hat jetzt nur mnoch ¢,, v, und v, durch ¢ und 2 auszu-
dricken. In der Saugrohre ist das specifische Volumen der
Flissigkeit gleich 4, in der Dampfréhre gleich o, in der Druckroéhre

endlich
tg=mo - (1 —m)a.

Ersetzen wir also die in Formel (4) vorkommenden Grgssen
durch diese Werthe, so erhalten wir

'2.
Lin+T, —Apym (6— 1) + A ’Q’—}—Ap]ma-f-Apl (1—m)i=

0 — @) (To+ Apod) + u[Li+ T, — Ap, (6 — 1) + Ap, o],
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{ 2‘,
Lm—w+A2 =1 — @) (Ty— T, + Apgd — Ap, 3).

Nun ist das Glied A% positiv, so dass beim Fortlassen des-

selben die linke Seite der vorhergehenden Gleichung Kkleiner als die
rechte wird, d. h.

Lim—pu)<(l—p)(Ty—T, +Aped — Ap, 2).

Da aber p, >p,, so ist ApydA — Ap, % eine negative Grosse; wir
kénnen demnach, ohne die Ungleichung zu dndern, auch dies Glied
unberiicksichtigt lassen, wenn wir die nur nothwendigen Bedin-
gungen fiir das Funktioniren des Apparates ableiten wollen; wir
finden also

®) Ln—p) <@ —u) (To—Ty.

249. Eine zweite Ungleichung liefert uns das Princip von
Clausius.

Betrachten wir eine Dampfmasse ¢ in der Dampfrohre und eine
Wassermasse (1 —p) in der Saugrchre, so erhalten wir durch deren
Vereinigung eine Masse 1 in der Druckrohre. Sind ferner S, S, S,
die auf die Masseneinheit bezogenen Entropien der in den drei
Rohren enthaltenen Fliissigkeiten, so ist die Entropie des ven der
Dampfmasse p und der Flissigkeitsmasse 1 —p gebildeten Systems

(1—1“)80"““81,

wenn diese Massen getrennt sind, und S,, wenn sie nach ihrer Ver-
einigung das in der Druckrohre befindliche Gemisch von Dampf und
Wasser bilden. Die Variation der Entropie wird also

S, — (1 — 1) 8y — uS,.

Nun ist nach einer Folgerung des verallgemeinerten Theorems
von Clausius die Variation der Entropie grosser, als der Werth des

d
Integrals \SQXTQ’ in welchem sich die eine Integration auf den Kreis,

die andere auf das Volumen bezieht und wo dQ zwei Bedeutungen
haben kann (cf. 188).

In unserem Fall wird nach der Hypothese keine Wirme von
aussen aufgenommen oder abgegeben; dagegen miissen wir uns iiber
die inneren Verinderungen Rechenschaft geben.

Es ist klar, dass die Variation der Entropie selbst in dem Fall
grosser bleiben wird als {51%2 , dass wir in diesem Integral nur
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einigen der thatsichlich stattfindenden Verdinderungen Rechnung
tragen. Fiir eine beliebige dieser Veréinderungen gilt nimlich, wie
wir schon o6fter hervorgehoben haben

‘dQ
-0

Wir wollen nur die betrichtliche Verdnderung in’s Auge fassen,
die bei der Berihrung des durch die Dampfrohre einstrémenden
Dampfes mit dem Wasser der Saugrohre eintritt. Dieser Dampf ist
bereits durch die vorausgehende Expansion abgekiihlt und befindet
sich auf einer Temperatur T,, die tiefer als T, ist. Das Wasser be-
sitzt die Temperatur T, und erwirmt sich bei der Beriihrung mit
dem Dampf allmihlich auf T,. Der Dampf dagegen gibt Warme an
das Wasser ab und bleibt ungefihr auf der Temperatur T,, aber er
kondensirt sich theilweise.

Fiir eine Temperaturverinderung d'T betrigt die vom Wasser
absorbirte Wirmemenge dQ = (1 — p) dT, da die specifische Wirme
sehr nahe gleich Eins und die erwirmte Masse 1 — g ist. Diese
Wirme wird dem Dampf entnommen und besitzt den Werth

dQ=— (1 — u)dT;
wir erhalten also
i To Ty
aQ dT dT |
W —a—w|F-a- mf—f; ;
Ty Ty

hieraus folgt

1Q _ . Ta T, —T,
q—-»f~—<1—y>1ob—T~o—<1—y>T

& 2

Es muss demnach gelten:
T'.’ - T(I

T, |
© S, (1—u)Sy—uS > (1l —u)log T A=W~

250. Zur Berechnung von S,;, S, und S, wenden wir die
Formel an

S:—I,Em + ClogT,

die wir fiir die Entropie eines Systems gefunden haben (169), welches
aus einer Flissigkeitsmasse (1 — m) und aus einer Menge = von ge-
sittigtem Dampf gebildet wird; in unserem Fall, wo es sich um
Wasser handelt, haben wir C=1 zu setzen. Den Werth von S, er-
hélt man durch m» =0, da die Saugréhre keinen Dampf enthilt, und

durch T=T,; demnach ist
S,=1log T,.
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Den Werth von 8, findet man, da in dem Rohr C; nur Dampf
enthalten ist, durch T =T, und m = 1; hieraus folgt

L
SI = Tl—i—log T].

In dem Druckrohr endlich befindet sich ein Gemisch von Wasser
und Dampf, es ist deshalb

S, = %m + log T,.

Die Ungleichung (6) wird nach Einsetzen der Werthe von S,
S; und 8,

L m—+log Ty — (1 — g)log Ty — u (TL—[— log Tl)
1

T,
o T? T? “ Tn
>a—WQO%T;——_if—%
oder
L (n — w) T, T,
————Tlif>(1 — u) | log T, +T?— 1].

Durch Vergleichung dieser Ungleichung mit (5) erhilt man die
folgende

T, (log $ + $° - 1) <T,—T,
1 2
oder
Ty o (L1
® gy —1) <o )

Dies ist die Bedingung fiir das Funktioniren des Apparates.

251. Diese neue Ungleichung lisst die Berechnung einer oberen
Grenze fiir T, zu. Damit das Saugen zu Stande kommen Kkann,
muss der Druck an dem Verzweigungspunkt der drei R6hren geringer
als der Atmosphirendruck sein und deshalb T, kleiner als 100°; auf
diese Weise findet man ungefidhr 100° fiir die Maschine mit mittlerem
Druck. Dieser Werth ist wesentlich hoher als der in der Praxis zur
Anwendung kommende von 20° bei welchem der Injektor funk-
tionirt; der Unterschied rithrt von der sehr rohen Annidherung her,
mit der wir bei der Aufstellung der Ungleichung (7), und zwar immer
in demselben Sinne, zu Werke gegangen sind, hauptséchlich aber von
der Vernachldssigung der Glieder, welche die Quadrate der Ge-
schwindigkeiten enthalten; ausserdem haben wir die Wirmeverluste
durch Strahlung vernachlissigt und die betridchtliche Arbeit unbe-
riicksichtigt gelassen, welche durch die Reibung der Fliissigkeiten
an den Winden in Wirme umgewandelt wird. Wiirde man alle



Dampfmaschinen. 219

diese Grossen in der Theorie beriicksichtigen, so wiirde man sicher-
lich einen Werth von T, erhalten, der dem wirklichen Werth viel
néher liegt. Aber die Aufstellung dieser Theorie wiirde fast uniiber-
steigliche Hindernisse bieten.

So angeniihert aber auch die vorhergehende Theorie sein mag,
so geniigt sie doch zum Nachweis, dass das Paradoxon nur schein-
bar ist, dass das Funktioniren des Apparates den Prinecipien der
Thermodynamik nicht widerspricht und dass T, eine bestimmte
Grenze nicht {iberschreiten darf; aber man koénnte ohne viel lingere
Rechnung den Werth dieser Grenze nicht berechnen.

Auf einen wichtigen Punkt wollen wir auch noch hinweisen.
In der entwickelten Theorie setzen wir voraus, dass der End-
zustand hergestellt ist; wir wissen also, wie derselbe erhalten
bleiben kann, aber nicht, wie er zu Stande kommt; dies ist eine
weitere, schwer auszufiillende Liicke. Allerdings kann man sich
die Ansaugung des Speisewassers durch die Contractio venae des
Dampfes am Ende der Einstrémungsréhre erkliren. Die Miindung
dieser Rohre muss nidmlich sehr eng sein, besonders wenn der
Apparat in Gang gesetzt wird; zu diesem Zweck lisst man sie in
einen Konus endigen und bringt in ihrer Achse einen verschieb-
baren konischen Kern an; durch Verschieben des letzteren lidngs
der Achse kann man die Ausstrémungséffnung enger oder weiter
machen.



Kapitel XV.

Dissociation.

252. Verschiedene Arten der Dissociation. — Die Dissociations-
vorgiinge sind umkehrbar und lassen sich je nach der Natur der
in Betracht kommenden Kérper in zwei natiirliche Klassen theilen.
Wenn die Mischung und ihre Bestandtheile gasférmig sind, so sagt
man, dass die Dissociation in einem homogenen System stattfindet;
in diese Klasse gehoren die ersten von H. St. Claire-Deville ent-
deckten Dissociations-Erscheinungen; wenn dagegen der eine Korper
fliissig oder fest ist, so spricht man von einer Dissociation in hete-
rogenem System.

Diese zweite Klasse schliesst mehrere Typen in sich. Den einen
derselben bildet die Dissociation von kohlensaurem Ammoniak, wo
ein zusammengesetzter fester Korper in zwei Gase zerfillt: Ammoniak
und Kohlensdure. Eine andre Art von Dissociation tritt bei Selen-
wasserstoff, Tellurwasserstoff und Chromsesquichlorid auf; hier
zersetzt sich ein zusammengesetztes Gas in ein Gas und eine
Flissigkeit oder einen festen Korper.

Der kohlensaure Kalk bietet endlich ein Beispiel fiir den dritten
Typus: ein fester Korper liefert durch seine Dissociation ein Gas
und einen festen Korper.

Die in diese Kategorie gehoérigen Dissociationen sind von Deville
mit der Erscheinung der "Verdampfung einer Fliissigkeit verglichen
worden. Die Gesetze beider Erscheinungen sind dieselben, und man
kann somit auf die Dissociationen dieser Art die meisten in den
Kapiteln XI und XII erhaltenen Resultate anwenden.

253. Theorie von Gibbs. — Die experimentellen Gesetze der
Dissociation in einem homogenen System sind viel weniger genau
bekannt, als die der Dissociation des kohlensauren Kalkes; ausser-
dem ist die Dissociation des Jodwasserstoffs die einzige dieser Disso-
ciationen, welche zahlreiche quantitative Untersuchungen veranlasst
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hat. Trotzdem ist die Theorie dieser Erscheinungen, Dank den
Arbeiten von Gibbs, ziemlich vorgeschritten.

In seiner Theorie setzt Gibbs voraus, dass die Gesetze der
vollkommenen Gase auf diejenigen Gase anwendbar sind, aus welchen
das System besteht. Ausserdem stellt er folgende Sitze auf:

1. Die innere Energie eines homogenen Gemisches mehrerer
vollkommener Gase ist gleich der Summe der inneren Energien,
welche diese Gase besitzen wiirden, wenn jedes von ihnen allein,
bei der gleichen Temperatur, das ganze Volumen des Gasgemisches
einnehmen wiirde.

2. Die Entropie eines homogenen Gemisches mehrerer voll-
kommener Gase ist gleich der Summe der Entropien, welche jedes
Gas fiir sich genommen besitzen wiirde, wenn es bei derselben
Temperatur das ganze Volumen des Gasgemisches einnihme.

Diese beiden Voraussetzungen sind keineswegs selbstverstidndlich;
wir wollen ihre Richtigkeit nacheinander beweisen und werden
sehen, dass der Beweis der letzteren mancherlei Schwierigkeiten
bereitet.

Vorher aber miissen wir noch einige Beziehungen aufstellen,
welche aus der Anwendung der fiir vollkommene Gase geltenden
Gesetze auf Gassysteme folgen, und die fir diese Beweise unum-
génglich nothig sind.

254. Betrachten wir ein Gemisch von drei vollkommenen Gasen
G, Gy, G4, deren Gesammtmasse gleich Eins ist, und bezeichnen
mit m,, my, m; die Massen dieser Gase, so haben wir

¢)) my 4 my + my=1.

Nach dem Gesetz von der Mischung der Gase ist der Druck p
des Gemisches gleich der Summe aus den Partialdrucken p,, p,, p;, die
von den einzelnen Gasen ausgeiibt wiirden, wenn jedes von ihnen bei
der gleichen Temperatur das ganze Volumen einndhme; demnach gilt

@) p=p1+ p2+ps

Bezeichnen wir mit »,, vy, v; die specifischen Voliumina, welche
den Drucken p,, p,, p; und der Temperatur T entsprechen, so er-
halten wir die Gleichungen

pu=RT,
P20, =R, T,
psvs =Ry T.

Nach der Bedeutung von p, nimmt aber die Masse m, des Gases
G, unter diesem Druck und bei der Temperatur T das ganze Vo-
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lumen v des Gemisches ein; demnach erhalten wir fiir das specifische
Volumen ¢,

v == -
my

Die Volumina », und v; werden durch analoge Ausdriicke
bestimmt, so dass man obige Gleichungen schreiben kann

v
P1W=R1T>
3 L _ R,
( ) P2 my R.T7
v
PSE—R:;T

Berechnen wir hieraus p,, ps, p; und setzen die so erhaltenen
Werthe in die Gleichung (2) ein, so folgt

T
p=(m R, + my R, + myRy) -

Die Grossen R,, Ry, R; sind den specifischen Gewichten der
Gase proportional. Andrerseits ist nach dem Gesetz von Dulong und
Petit die specifische Wirme der vollkommenen Gase bei konstantem
Volumen den specifischen Gewichten dieser Gase proportional.

Die specifischen Wirmen ¢, ¢,, ¢; der Gase Gy, G,, G; sind dem-
nach proportional R,, Ry, R;, und wir kénnen setzen

¢y Cy Cy 1

@ R"R "R — &

Der obige Ausdruck fiir p wird, wenn man in demselben R,,
R,, R,y durch die aus diesen Gleichungen abgeleiteten Grossen ersetzt,
ET

v

(3) p = (my¢; + mycy, +mycy)

255. Wir wollen jetzt voraussetzen, dass sich ein Theil des zu-
sammengesetzten Korpers, das Gas G;, dissociirt; die Gasmengen
werden sich dann um dm,, dm,, dms verindern. Aus Gleichung (1)
folgt aber

(6) dmy + dms + dmg =0.

Nun sind diese Verinderungen der Massen den Molekular-
gewichten proportional; wir kénnen also setzen

. [ dmy =adu,
@ dmy= pdu,
| dn— 7 d,
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wo a und 8 Konstanten bezeichnen, die den Molekulargewichten
von G, und G, gleich sind, y aber eine Konstante, die gleich dem
Molekulargewicht von G, ist, aber das entgegengesetzte Zeichen
besitzt. Nach Gleichung (6) miissen diese Konstanten die Bedingung

erfiillen
e+ g+ y=0.

Die aus dieser partiellen Dissociation folgende Druckveridnderung
finden wir durch Differentiation des Werthes (5) von p. Unter der
Annahme, dass die Temperatur und das specifische Volumen des
Gemisches sich nicht verindern, erhalten wir

kT
dp = (¢, dm, + ¢, dmy =+ c3dmy) .
oder
kT

v

dp = (e, + Beg + ycy) du.

Wenn nun beim Entstehen des in Dissociation begriffenen Koérpers
eine Kondensation nicht stattgefunden hatte, so dndert sich bei der
Dissociation der Druck nicht; es muss also in diesem Fall gelten

«ey+ B+ ye;=0.

Hatte dagegen beim Entstehen dieses Korpers Kondensation
stattgefunden, so ist dp von Null verschieden, und die vorhergehende
Gleichung ist nicht mehr erfiillt. Wir setzen daher allgemein

(8) «ey+ Bey+yes=Eki,

wo 4 einen von Null verschiedenen Faktor bedeutet, wenn Konden-
sation stattgefunden hatte, hingegen gleich Null ist, wenn dies nicht
der Fall war.

256. Innere Energie eines Gasgemisches. — Wir bezeichnen
mit U die innere Energie der Masseneinheit des Gemisches bei der
Temperatur T und mit U,, U,, U, die Werthe der inneren Energie
fiir die Masseneinheit der Bestandtheile, wenn die Temperatur unver-
dindert bleibt.

Nach dem Gesetz von Joule hiingt die innere Energie eines
vollkommenen Gases nur von der Temperatur desselben ab, so dass
die Variation dieser Energie durch den Ausdruck

dU =¢dT

bestimmt wird. Demnach erhalten wir durch Integration fiir die
drei betrachteten Gase
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U=¢T+1,
9) Uy=c, T+ by,
Us=1e;T + Iy,

wo hy, hy, h; Konstanten sind.

Nimmt man an, dass sich diese Gase in getrennten Riumen
befinden, so ist die innere Energie des von ihnen gebildeten Systems
offenbar gleich der Summe aus ihren inneren Energien.

Demnach wird die Variation dieser Grosse fiir eine elementare
Umformung ausgedriickt durch

10) dU =m; dU,; 4+ mydU, + m; dU,.

Werden nun die drei Riume in Verbindung gesetzt, so mischen
sich die Gase durch Diffusion. Die Variation der Energie bei diesem
Vorgang ist

dU=dQ + Adxr.

Da aber die Diffusion der Gase ohne Aufnahme und Abgabe
von Wirme vor sich geht, so ist dQ Null, und da ferner das Volumen
des Systems unverindert bleibt, so ist auch dr Null; folglich ist
auch die Verdnderung der inneren Energie Null.

Die Variation der Energie des Systems wird also immer durch
die Gleichung (10) ausgedriickt, ob die Gase gemischt sind oder
nicht, vorausgesetzt, dass ihre Masse dieselbe bleibt. Wir nehmen
an, dass die Gase gemischt sind; der Ausdruck (10) von dU gibt
dann durch Integration

U=m U, + myUy + m; Uy + ¢ (iny, my, my);

ersetzt man hierin U,, U,, U; durch ihre Werthe (9), bei denen man
die Konstanten # vernachlissigen kann, da ¢ eine beliebige Funktion
ist, so folgt

11) U = (my¢; + mycy + my¢3) T + ¢ (my, my, my).

Dies ist der Ausdruck fiir die innere Energie des Gemisches.
257, Zur Bestimmung der Funktion ¢ betrachten wir ein
zweites Gasgemisch aus denselben Gasen, aber in anderer Zu-
sammensetzung. Der Ausdruck fiir die innere Energie dieses Ge-
misches ist
U= (m"‘ ¢, +m'yep+m'ge;) T+ g (m'y, m'y, m'y).

Setzen wir nun den Recipienten, der dies Gemisch enthilt, mit
dem friiheren in Verbindung, so entsteht nach der Diffusion ein
Gemisch, welches eine Masse m, +m'; des Gases G,, eine Masse
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my+m'y des Gases G, und eine Masse my; + m'; des Gases G; ent-
hiilt. Die gesammte innere Energie dieses neuen Gemisches wird
sein

[(ml —+m')) ¢, + (g + m'y) eg + (my 4 m'y) 03] T 4-
+¢ [(m1 —+ m'y), (mg+ m'y), (mg + 7n'3)].

Andrerseits muss diese Energie die Summe aus den Energien
U und U' der urspriinglichen Gemische sein, da die Diffusion keine
Veridnderung in dem Werth der Emergie mit sich bringt; diese
Summe ist

[(m1 -+ m') ¢ + (mg + m'y) ¢g + (mg —+ m'y) 03) T +
~+ ¢ (my, My, mg) + p (m'y, m'y, m's).
Es muss also gelten

14 [(ml +m'y), (mg—+m'y), (my+ m'g)] =g (my, mg, my) =+ g (m'y, m'y, m'y).

Durch Differentiation der beiden Seiten dieser Gleichung nach m,
erhalten wir

7 [(m1 —+m'y), (g 4 m'y), (my+ m'3)] =q' (my, my, my).

Der Differentialquotient der Funktion ¢ nach m, hat somit die-
selbe Grosse, wie beschaffen auch die Werthe von m,, m,, m, sein
mogen; er ist also eine Konstante, woraus folgt, dass ¢ eine lineare
Funktion von m, darstellt; dasselbe gilt auch fiir die Abhiingigkeit
von m, und m,, so dass wir setzen kénnen

P (my, My, mg) =my by —+ mahg + my by,

wo hy, hy, ks willkiirliche Konstanten bedeuten. Dann wird der
Ausdruck von U (11), wenn man den Werth von ¢ einsetzt

U=m (e, T+ k) +my(cT + k) + m3(c;T + ky),
das heisst
(12) U=m U, +mU,+ m;U,.

Die innere Energie eines Gemisches mehrerer Gase ist also
gleich der Summe der inneren Energien eines jeden von ihnen bei
der gleichen Temperatur T. Hiermit ist die erste Voraussetzung,
auf welche sich die Theorie von Gibbs griindet, bewiesen.

258. Wiirme bei der Umwandlung. — Bezeichnet man mit
Ldp die Wirmemenge, die man einem theilweise dissociirten System
zufiihren muss, um die in der Masseneinheit des Gemisches befind-
lichen Gasmengen bei konstanter Temperatur und konstantem Vo-

Poincaré, Thermodynamik. 15
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lumen um adp, Bdp, ydp zu dndern, so bedeutet der Faktor L die
fir eine molekulare Umwandlung noéthige Wirme.

Der Werth dieser Grosse ist leicht zu finden. Geht ndmlich
die Umformung ohne Volumenverdnderung vor sich, so ist die dem
System zugefiihrte Arbeit d= Null; demnach ist die Variation der
inneren Energie gleich der zugefiihrten Wirmemenge Ldp. Durch
Differentiation des Ausdrucks (12) fiir U erhilt man also

Ldu=dU=U,dm; + Uydm, + Uzdm;,

wobei die Variationen von U;, U,, U; Null sind, da die Temperatur
konstant bleibt. Ersetzen wir nun dm,, dmy, dm; durch ihre Werthe
(7), so erhalten wir nach Division durch dg

L=aU, + U, + yU,,
oder nach (9)
L=(ce; + B2+ yc) T~ ahy + ghs + yhy.

Unter Beriicksichtigung der Gleichung (8) und durch die Ab-
kiirzung
h=aly 4+ Bhy+ yh;
folgt schliesslich
L=FkAT+ A

Dieser Ausdruck fir L zeigt, dass in dem Fall, wo der sich
dissociirende Korper mit Kondensation gebildet wurde, diese Grosse
eine lineare Funktion der Temperatur sein muss, dagegen eine
Konstante, wenn der zusammengesetzte Kérper ohne Kondensation
gebildet wurde, da dann A Null ist.

259. Entropie eines gasféormigen Gemisches. — Wir wollen
mit S die Entropie der Masseneinheit des Gemisches bei der Tempe-
ratur T und dem specifischen Volumen ¢ bezeichnen und mit S,,
Sy, S; die auf die Masseneinheiten bezogenen Entropien der einzelnen
Gase, wenn diese bei derselben Temperatur T das Volumen » ein-
nehmen, d. h. wenn ihre Drucke respektive p;, ps, ps; sind.

Das Gemisch moge nun eine reversible Umwandlung erfahren,
bei welcher die Gréssen p, v, T variiren, ohne dass sich die Zu-
sammensetzung des Gemisches dndert. Die durch diese Umformung
bedingte Verdnderung der Entropie ist

dQ __ dU | Apdv

A== =+

Nun haben wir im Vorhergehenden nachgewiesen, dass

U=mU, +m,U, + m; U,
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woraus folgt, da m,, m,, ms; ungesindert bleiben,
dU dU dU, dU.
Sy S
Andrerseits fanden wir
p=p+ p2+ps,
und ferner gilt bekanntlich
V=M V] == My Vg == My V3.
Demnach kénnen wir schreiben

dS=m, (ig -+ _Apido ) + my (dgg -+ ____Apr}du_, )

T T
dU, Ap;du,
s (T 7 |
Nun ist aber die Summe

dU, Ap, dy

T T
die Variation der Entropie fiir die Masseneinheit des Gases G;, wenn
man bei der Temperatur T und dem Druck p, diese Grosse variiren
lisst; sie ist also gleich dS,. Auf dieselbe Weise findet man, dass
die beiden anderen Summen die Werthe dS, und dS; besitzen; wir

haben also fiir die betrachtete Umformung zu setzen
dS =m,dS, + mydS; + m3dS,.
Durch Integration folgt hieraus
S=m; S, + myS; -+ m3S3 + ¢ (my, mg, my).

Die willkiirliche Funktion ¢, welche in diesen Ausdruck ein-
geht, kann nicht auf dieselbe Weise bestimmt werden, wie die
Funktion derselben Art, die wir in dem Ausdruck fiir die innere
Energie erhalten hatten. Dies riihrt daher, dass die Diffusion, welche
eine irreversible Erscheinung darstellt, eine Entropieverédnderung
hervorbringen kann, ohne dass dabei irgend ein thermischer Vor-
gang aufzutreten braucht.

Duhem nimmt in seinem Werk: Le Potentiel thermodynamique
(p. 47, Zeile 22) an, dass diese Funktion eine Konstante ist, die man
Null setzen kann, da die Entropie eines Systems doch nur bis auf
eine Konstante bestimmt ist. Unter Zuhilfenahme dieser Hypothese
wird der Ausdruck fiir die Entropie

(18) S=m S, +m,S, +m;S;,

wodurch die zweite Annahme von Gibbs bewiesen wiire.
15%*



228 Dissociation.

260. Wir wollen vorliufig die Hypothese von Duhem und
folglich auch die Annahme von Gibbs zu Grunde legen und den
Ausdruck fir S suchen.

Die wihrend einer elementaren Umformung an die Massen-
einheit eines vollkommenen Gases abgegebene Wirmemenge hat
den Werth

dQ=C —gvT—dv—i—c%rgdp,
wo C und ¢ die specifischen Wirmen bei konstantem Druck und
konstantem Volumen bedeuten. Ersetzt man die partiellen Diffe-
rentialquotienten von T durch ihre aus der Fundamentalgleichung

(14) pv=RT

abgeleiteten Werthe, so erhiilt man

4Q — C;I){dv + ch;Ip ,

und fiir die Variation der entsprechenden Entropie

(IS:iQ:Cﬁ+ c»dii,
T v p
oder endlich
R )
v v p

Nun ist bekanntlich
C—c¢=AR,

und andrerseits liefert uns die Differentiation der Gleichung (14)
nach Division mit pv die Beziehung

dv , dp _dT

v p T

Wir kénnen demnach die Variation der Entropie schreiben

aS=— AR o 2T
v T
und erhalten daraus durch Integration
(15) S=ARlogv + clogT + q,

wo a eine Konstante bedeutet.
Wir wollen nun diese Formel auf jedes der Gase G;, G,, G,
anwenden. Beachten wir dabei, dass das specifische Volumen eines

. . v .
jeden von ihnen, z. B. G;, den Werth hat v, ——, wo ¢ das speci-
my
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fische Volumen des Gemisches bezeichnet, so finden wir

v

S, = AR, log n —+ ¢ log T+ a,

1
(16) S, = AR, log ]: ~+ ¢y log T + ay,
S, = AR,log ”:’ + ¢;log T + a,.

3

Durch Einsetzen dieser Werthe in Formel (13) erhalten wir
den Ausdruck fiir die Entropie des Gemisches in Funktion seines
specifischen Volumens, seiner Temperatur und der Gasmassen, aus
denen es besteht.

261. Anwendungen auf die Dissociation. — Nehmen wir an,
dass die Temperatur und das specifische Volumen denselben Werth
behalten, wihrend das Gemisch eine reversible Umwandlung erleidet,
durch welche die Entropie um dS vermehrt wird, so geniigt die bei
dieser Umformung abgegebene Wirmemenge der Gleichung

dQ
(IS = —T* H
andrerseits gilt
dQ =Ldu,
so dass man schreiben kann
dS = —;— du.

Es ist aber

dS=m,dS, -+ my dS, + mydS; + S, dmy + Sydm, 4 S; dms.

Die erste der Gleichungen (16) gibt uns durch Differentiation,
da » und T konstant sind,
dm, .

my

dS,=— AR,
hieraus finden wir
mydS; + 8;dmy = (S, — AR) dm; =« (S; — AR)) dpu.

Die beiden anderen Ausdriicke der Gruppe (16) fiihren auf
dhnliche Gleichungen, durch deren Addition wir erhalten

dS=[eS, + 88,4 S, — A («R, + R, + 7Ry)| du,

und folglich
@S+ S + yS; — A («R, 4 3R, 4y Ry) :—}I‘;
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Ersetzen wir die Entropien S,, S,, 8, durch ihre Werthe (16),
so folgt

Alog v («R;+ R, + yR;) — A («R, log my + B8R, log my -+ y R; log m,)
+ (e, + Bey +yep) log T+ wa; + pa, + ya; — A («R, + R, + yRy) :—Lﬁ-

T
Wir hatten aber gesetzt
e+ Bes+yo;=Fki;
aus dieser Gleichung und den Gleichungen (4) folgt
«Ry + R, + yRy; = 4?2,
Setzen wir demnach
AcRi=e,, ABR, =5, AyR; =y, aay + Ba, + ya;=aq,
so erhalten wir
ALk log v — «, log my — B, log my — y; log m; 4+ kA log T — (e + By + 71)
+a :% .

Dies ist die Formel fiir die Dissociation. Dieselbe fiihrt zu
mehreren interessanten, mit dem Versuch in Uebereinstimmung
stehenden Folgerungen. Als Beispiel sei die folgende angefiihrt.

In dem Fall, dass der sich dissociirende Ko6rper ohne Konden-
sation gebildet wurde, ist A gleich Null, und das specifische Volumen ¢
verschwindet aus der Formel; demnach héngt die Zusammensetzung
des Gemisches nicht von dem Volumen ab; man kann dieses also
bei konstanter Temperatur komprimiren, ohne den Zustand des
Systems dadurch zu #ndern.

262. Bemerkungen iiber die Hypothese von Duhem. — Ob-
gleich aber die Folgerungen aus der obigen Formel mit keinem
Experiment im Widerspruch stehen, durch einige derselben viel-
mehr bestitigt werden, so kann die Theorie von Gibbs doch nieht
ohne Vorbehalt angenommen werden, da die zweite ihrer Voraus-
setzungen auf der Hypothese von Duhem beruht; diese aber ist, wie
wir leicht nachweisen kénnen, vollkommen willkiirlich.

Wir bezeichnen zu diesem Zwecke mit S'; die Entropie der
Masseneinheit des Gases G, wenn der Druck gleich dem Gesammt-
druck p des Gemisches und seine Temperatur gleich T ist. Diese
Grosse ist offenbar von S; verschieden, da die letztere sich auf den
Fall bezieht, wo das Gas unter dem Druck p, steht, und da die
Entropie eines vollkommenen Gases vom Drucke abhingt. Nach
Formel (15) gilt
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S, = AR, log?'; + ¢, log T + qa,,

wo o', das specifische Volumen des Gases G, bei dem Druck p» und
der Temperatur T bedeutet.
Die Differenz S, — 8'; ist also (16)
»

my vy

S, —S''=AR, log

Die rechte Seite dieser Gleichung hingt nur von den Variablen
m;, my, my ab. Ist niimlich das specifische Volumen von G, fir die
Werthe p und T des Drucks und der Temperatur gleich ¢';, so nimmt
die Masse m; desselben Gases unter den gleichen Bedingungen das
Volumen mv', ein. Bezeichnet man entsprechend mit ', und ¢,
die specifischen Volumina der Gase G, und G; fiir dieselben Werthe
des Drucks und der Temperatur, so sind my¢'y und mye'y die Volumina
der Massen m, und m; dieser Gate. Das Gesammtvolumen v des
Gemisches ist gleich der Summe dieser einzelnen Volumina, also

myv'y + mgv'y 4 my's =1
Andrerseits gilt
pv1 =R, T, pr'a=R,T, prls = R;T;

hieraus folgt

m, R, my R, myR;  mR, + myR; + my R,

und somit
v m Ry + m,R my R,
log — —log 1 s hg +—my Ry
my v’y m R,

Ebenso konnte man nachweisen, dass die Differenzen S, — 8/,
und S; — §'; Funktionen von my;, m,, my; sind. Man darf also
setzen

my Sy + me Sy + mg Sy — my S’y — my S’y — my Sy =y (my, my, my).

Wir haben nun gezeigt, dass die Entropie S des Gemisches
den Werth hat

S=m S, + myS, 4+ myS; 4+ ¢ (ny, mg, my);
demnach ist

S=mS'| +m;S', + m3S's 4y (), my, my) + ¢ (ny, My, my),

oder auch
S==m 8", + myS's +m;S's + y (my, my, my),

wo y eine beliebige Funktion der Massen darstellt.
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Wir koénnen nun aber auch diese Funktion als eine absolute
Konstante betrachten, die man vernachlédssigen darf, und zwar ist
diese Hypothese nicht mehr und nicht minder annehmbar, als die
von Duhem. Dann aber wird

S=m S| + myS'y -+ m, S5,

d. h. die Entropie eines homogenen Gemisches mehrerer Gase ist
die Summe der Entropien dieser Gase, wenn sich jedes derselben
bei der Temperatur und dem Druck des Gemisches befindet.

Diese Annahme koénnte mit derselben Berechtigung einer Disso-
ciationstheorie zu Grunde gelegt werden, wie die von Gibbs auf-
gestellte, sie wiirde jedoch zu Folgerungen fiihren, die mit dem
Experiment im Widerspruch stehen. Unsere Voraussetzung hat also
keine Wahrscheinlichkeit fiir sich, trotzdem sie der Annahme von
Gibbs analog ist; und da sie auf einer Hypothese dhnlich derjenigen
von Duhem beruht, kann auch jene ungenau sein. Wir wollen nun
versuchen, die letztere zu rechtfertigen.

263. Folgerung aus dieser Hypothese. — Wenn wir von
dieser Hypothese ausgehen, so ist die Entropie des Gemisches nach
den Gleichungen (13) und (16)

v
m

S=23 (Ale1 log + ¢ymy log T -+ mya, ) .

Fiir ein Gemisch von derselben Temperatur, dessen specifisches
Volumen »' ist und das in der Masseneinheit eine Masse m'; des
Gases G,, eine Masse m', des Gases G, und eine Masse m'; des
(Gases G enthilt, ist die Entropie

vl

S'=3 (Ale'l log m ~+ eym'y logT-i—m'lal)-
my
Wenn wir nun zwei Recipienten in Verbindung setzen, von
denen jeder eine Masse 1 dieser Gemische enthalten soll, so erhalten
wir durch Diffusion ein neues Gemisch, dessen gesammte Entropie

S" den Werth besitzt

S"=3 AR, (m; +m'y) 100‘Lv,+c (my -+ m')) log T + (my + m')) ay} -

1 1 1/ =} m1+mvl 1 1 1 1 1 1
Dieser Werth ist grosser als S-+8', da die Diffusion ein irre-

versibler Vorgang ist, der, wie wir wissen, bei isothermem Verlauf

von einer Entropievermehrung begleitet ist. Diese Vermehrung ist

ausgedriickt durch

v+ v o'
S"—8—S'=J3AR, [(m1 —+ m'y) log P m, log T m'y log 7’1—] .
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Wenn nur ein einziges Gas vorhanden wiire, wiirde die Entropie-
vermehrung genau den Werth des ersten Gliedes der auf der rechten
Seite stehenden Summe besitzen. Es folgt demnach aus der Hypo-
these von Duhem die Annahme:

Bei der Diffusion von Gemischen, die aus mehreren Gasen ge-
bildet sind, ist die-Entropievermehrung gleich der Summe aus der
Vermehrung, die bei der Diffusion der Gase entstehen wiirde, wenn
jedes derselben allein in den die Gemische enthaltenden Recipienten
vorhanden wire.

264. Wir wollen nun umgekehrt nachweisen, dass, wenn diese
Annahme gemacht wird, die Hypothese von Duhem daraus herzu-
leiten ist.

Zu diesem Zweck setzen wir voraus, dass die Massen m;, my,
my; der drei Gase Gy, Gy, G; in getrennten Recipienten unter dem
Druck p und bei der Temperatur T enthalten seien. Die Entropie
dieser Gase ist dann S';, 8y, 8§, fiir die Masseneinheit und die
Entropie des Systems, das aus ihnen besteht, ist offenbar gleich der
Summe der einzelnen Entropien und hat also den Werth

(17) m S’y -+ myS', + myS's.

Wir setzen nun die drei Recipienten in Verbindung, so dass
die Gase diffundiren, und wollen die daraus entstehende Entropie-
vermehrung bestimmen.

Wenn das Gas G, allein vorhanden wire, so wiirden zwei der
Recipienten leer sein und die Verbindung derselben wiirde den
Erfolg haben, dass die Masse m;, dieses Gases das gesammte Volumen
v der drei Recipienten einnihme. Da iibrigens nach der Annahme
die Diffusion ohne Temperaturinderung vor sich geht, so ist die
Temperatur dieser Gasmasse gleich T und folglich die Entropie
derselben fiir die Masseneinheit S,. Die Verinderung der Entropie,
welche von der Diffusion der als allein vorhanden angenommenen

Masse m, herriihrt, ist also
my (S, — SY).

Die Entropieveriinderung der Massen m, und m; der beiden
anderen Gase bei der Diffusion derselben hat analoge Werthe, wenn
man ebenfalls jedes derselben als allein vorhanden betrachtet.
Nehmen wir also die Voraussetzung des vorigen Paragraphen an,
so erhalten wir fiir die von der Diffusion der Gase G;, G,, G; her-
riihrende Entropievermehrung

my (Sy — S) + my (3, — 8'y) +my (S; — S'y).

Addirt man diesen Ausdruck zu dem Werth (17) fiir die
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Entropie vor der Diffusion, so erhiilt man fiir die Entropie des Ge-
misches
S=m S, + m.S, + m;S;,

woraus hervorgeht, dass die Funktion ¢ (m;, my, m;), wie Duliem
annimmt, Null sein muss.

265. Rechtfertigung der Hypothese von Duhem. — Die Hypo-
these von Duhem ist also richtig, wenn wir die Voraussetzung des
§ 2638 beweisen konnen. Die Dissociationen, welche nach dem Typus
des kohlensauren Kalkes vor sich gehen, erméglichen es uns, diesen
Beweis zu erbringen. Allerdings ist zu bemerken, dass derselbe auf
gewissen Thatsachen beruht, die bei der Dissociation des kohlen-
sauren Kalkes beobachtet worden sind, oder vielmehr auf gewissen
allgemein angenommenen Thatsachen. Der folgende Beweis fiir
die Hypothese von Duhem kann also keine griossere Zuwerldssighkeit be-
anspruchen, als diesen Thatsachen selbst zukommt.

Wir haben schon darauf hingewiesen, dass die Dissociationen
dieser Art mit der Verdampfung einer Flissigkeit vergleichbar sind.
Nun besitzt bekanntlich bei dieser letzteren Erscheinung die Maximal-
spannung des Dampfes denselben Werth, wenn die Verdampfung im
Vakuum vor sich geht oder wenn sie in einem beliebigen Gase
stattfindet, vorausgesetzt, dass nur die Temperatur in beiden Fallen
dieselbe ist; ausserdem hingt diese Spannung von der verdampfenden
Flissigkeitsmenge nicht ab. Ebenso muss es sich mit der Disso-
ciation verhalten, deren Typus der kohlensaure Kalk bildet; der
von der Dissociation herriihrende Gasdruck ist also fiir jede Tempe-
ratur unabhiingig von der Natur und der Masse des fremden Gases,
das sich in der Umgebung befinden kann, und von der Masse des
sich dissociirenden Korpers. Dies Gesetz kann tibrigens durch die
von Debray iiber den kohlensauren Kalk angestellte Untersuchungen
und durch die Versuche von Isambert iiber die Verbindungen der
Metallchloriire und -jodiire mit Ammoniak als experimentell bewiesen
betrachtet werden; wir wollen es daher als richtig annehmen und
auf den betrachteten Fall anwenden.

266. Von zwel Gefissen, deren Volumina » und o' seien, soll
das erste eine Masseneinheit Stickstoff und eine Masse m von Kohlen-
siiure enthalten, das andre eine Masse m' von Kohlensiiure. Die ge-
meinsame Temperatur dieser Gefiisse sei T, und der gemeinsame Druck
p derselben sei gleich der Spannung, welche bei der Dissociation
von kohlensaurem Kalk bei der Temperatur T entsteht. Den durch
die beiden Gefisse unter diesen Bedingungen definirten Zustand des
Systems wollen wir mit A bezeichnen.
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Nach der Verbindung der beiden Gefiisse diffundiren die Gase,
und die Entropie des Systems ist in diesem neuen Zustand B grosser
als vorher. Um die Grosse dieser Vermehrung zu finden, wenden
wir ein analoges Verfahren an, wie in § 187, wo wir die Entropie-
verdnderung des Systems zweier Kugeln berechneten, die mit
gleichen Elektricititen von entgegengesetzten Zeichen geladen waren
und dann in Verbindung gesetzt wurden.

Wir kénnen zu diesem Zwecke annehmen, dass das Gefiiss
vom Volumen v eine gewisse Menge Kalk enthilt!); dadurch wird
der Zustand des Gemisches nicht geiindert, denn nach der Diffusion
ist der Druck der Kohlensiure geringer als die Dissociationsspannung p
des kobhlensauren Kalks bei der Temperatur T, so dass sich dieser
letztere Korper nicht bilden kann.

Nun wollen wir-die in den Gefiissen enthaltenen Gase bei
konstanter Temperatur komprimiren, wobei die Gefiisse verbunden
bleiben sollen. Der Druek der Kohlensiure erreicht dann den
Werth p, und wenn die Kompression weiter fortgesetzt wird, ver-
bindet sich ein Theil des Gases mit dem Kalk, da die Gegenwart
des Stickstoffs nach dem Vorhergehenden ohne Einfluss auf die Er-
scheinung ist. Wird die Kompression in dem Augenblick be-
endigt, wo eine Masse m' sich verbunden hat, so haben wir ein
Gasgemisch, welches aus der Masseneinheit Stickstoff und einer
Masse m von Kohlensidure gebildet wird.

Wir wollen nun dies Gemisch von dem kohlensauren Kalk
trennen und sich ausdehnen lassen, bis der Gesammtdruck p wird;
sein Volumen muss dann ¢ sein, wenn, wie wir annahmen, die
Temperatuar wihrend der ganzen Ausdehnung gleich bleibt. Ein
Theil des Systems ist somit in seinen Anfangszustand zuriickge-
kehrt.

Nun moge ferner das Volumen des Gefiisses, in dem der kohlen-
saure Kalk enthalten ist, vergrdssert werden. Dann zersetzt sich
der Kalk allm#hlich und der Druck der Kohlensiure behilt immer
denselben Werth p. Ist das Volumen ¢' geworden, so muss die
Masse gasformiger Kohlensiiure m' betragen; das ganze vorher ge-
bildete Kalkkarbonat hat sich also zersetzt, und, wenn wir von dem
restirenden Kalk absehen, ist nunmehr das ganze System wieder in
seinen urspriinglichen Zustand A zurtickgekehrt.

Alle diese eben erwédhnten Umformungen sind aber reversibel.
Wenn demnach dQ die dem System durch eine Elementarumformung
zugefiihrte Wirmemenge darstellt, so ist die von dem Uebergang

1y Siehe die Tafel Seite 241.
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d
des Zustandes B in den Zustand A herrithrende Entropie 5—'1‘@’ und
diejenige, welche dem umgeckehrten Vorgang entspricht, unterscheidet
sich davon nur durch das Zeichen. Nennen wir also 4S die Entropie-
vermehrung, welche durch die Diffusion der betrachteten Gasmassen
hervorgebracht wird, so erhalten wir nach der im § 186 aufgestellten

Definition der Entropie

dQ .
oder
1 o

da alle Umformungen bei derselben Temperatur stattfinden.

267. Geht man zuerst von dem Zustand A zu dem Zustand B
durch eine Reihe reversibler Umformung iiber, wie wir sie eben
betrachtet haben, und kehrt dann vom Zustand B zum Zustand A
dureh Diffusion zuriick, so beschreibt man einen geschlossenen Kreis,
auf den man das Princip von der Aequivalenz anwenden kann.

Nach diesem Princip ist
Q=Arz,

wenn v die gesammte #Hussere Arbeit und Q die Summe der dem
System zugefithrten Wirmemenge bedeutet. Da nun die Diffusion
ohne Aufnahme #usserer Wirme vor sich geht, so ist Q gleich dem
Integral, welches in dem Ausdruck fir 4S vorkommt, und wir er-
halten als Werth dieser letzteren Grosse
Az
AS:—fT—-

Die Arbeit = hat den Werth pde, wenn dv die Volumen-
verinderung des Gemisches bezeichnet. Der Gesammtdruck des
Gemisches ist aber die Summe der Drucke p, und p,, die jedes
einzelne Gas austiben wiirde, wenn es allein den ganzen Raum ein-
nihme. Folglich ist

1=Sp1dv —+ Sp2dv.

Das erste Integral auf der rechten Seite stellt die Arbeit 7
eines der Gase, z. B. des Stickstoffs, dar, wenn dieses sich allein
umformen und dabei dasselbe Volumen behalten wiirde, welches
das Gemisch besitzt; das zweite Integral, die Arbeit 7, entspricht
dem anderen Gas unter denselben Bedingungen. Wir wollen nun
diese Arbeit 7, und 7, berechnen.
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268, Die Masse des Stickstoffs ist immer gleich Eins, so dass
gilt
plv:RlTr
und fernér

n=\pde=R, T g)d—;

Die Grenzen des Integrals sind gegeben durch das Volumen
v+ o' des Gasgemisches, wenn das System sich in dem Zustand B
befindet, und durch das Volumen » des Gemisches von Kohlensiiure
und Stickstoff, wenn das System in den Zustand A zuriickgekommen
ist; wir erhalten also

v
= log ——.
L5 RIT og r 0
Schwieriger ist es, die Arbeit v, zu berechnen, da die Masse
der gasformigen Kohlensiiure variabel ist. Diese Masse ist gleich
m +m', wenn sich das System in dem Zustand B befindet und be-
hilt diesen Werth bei, bis durch die Kompression der Druck der
Kohlensdure in dem Gemisch gleich p geworden ist. Fir diese Um-
formungsperiode hat man zu setzen
pet=(m—+m)R,T,
und demnach

dv 3
j‘pg dv=m-+m")R,T 57 = (m+ m') R, T log ﬁlv’ .

v, bedeutet hierin das Volumen des Gasgemfsches am Ende
dieser Periode.

Wihrend der Verbindung des Kalks mit der Kohlensiure bleibt
der Druck p konstant. Wenn wir also mit », das Volumen des
Gasgemisches in dem Augenblick bezeichnen, wo eine Masse m' der
S#iure sich verbunden hat, so besitzt die dieser Periode entsprechende
Arbeit den Werth

p (0 — ).

Der Druck bleibt auch gleich p, wenn man den gebildeten
kohlensauren Kalk zersetzt; ist das Gasvolumen o', so betrigt am
Ende dieser Zersetzung die entsprechende Arbeit

pr'.

Die Masse m der Kohlensidure, die sich nicht mit dem Kalk
verbunden hat, bildet den Bestandtheil eines Gemisches, dessen
Volumen von vy in v iibergeht; wihrend dieser Umformung ist zu

setzen
pov =R, T,
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und dementsprechend

v
Vg

2

5p2du =mR,T X% =mR,T log
Durch Addition dieser verschiedenen Gleichungen erh&lt man

4 +p @+ v, — ) +mR,T log‘i-

= (m+ m') R,T log e 5
2

Die gesuchte Entropieverinderung wird demnach gegeben
durch
Az v+ V40

18) 4S= — T = AR, log — -+ (m+ m') AR, log +
v v

+Ap (v —1*2—v')+mAR210gl;—-

269. Wir wollen jetzt diese Aenderung unter Annahme der
Voraussetzung des § 263 berechnen.

Das specifische Volumen des Stickstoffs in dem Zustand B des
Systems ist » -+, und seine Entropie hat nach der Formel (15)

den Werth
AR, log (v+ ') + ¢ log T + a,.

In dem Zustand A des Systems hat das specifische Volumen
des als allein vorhanden angenommenen Stickstoffs die Grosse v,
und die Entropie desselben ist

AR, log v+ ¢ log T + a,.
Die Entropiednderung dieses Korpers ist demnach

v+ v

AR, log

In dem Zustand B des Systems hat man eine Masse m -+ m'

der Kohlensdure, die in einem Gemisch von dem Volumen v - o'
enthalten ist; als specifisches Volumen derselben ist demnach
v+ .
w24 setzen, und als Entropie

v+
(m + m') (AR2 log‘m-i—cglogT—l—az).
Wenn nun das System zu dem Zustand A zuriickgekommen
ist, so befindet sich in beiden Geféssen ein Theil der Kohlensdure;

ihr specifisches Volumen in dem Geftss, welches das Gemisch ent-

v .
hilt, ist P und ihre Entropie
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m (AR2 logi—z—i—cﬁlogT—;—a(z).

9

als Entropie der in dem anderen Gefiss enthaltenen Kohlensdure
wiirde man finden

'
m' (A R, log —’%7 + ¢, log T + ag) .

Die Entropieéinderung der Kohlensiure betridgt also

'

]
;, —mAR, log %‘— m' AR, log >

m'!

v+
(m~+ m') AR, log ponrs

Nach der Voraussetzung ist demnach die Entropieinderung des
Systems

v+
m—m

— mAR,log > — m'AR, log -
g g

A4S — AR, log +4+ (m+ m') AR, log 2T %

270. Wir miissen nun zum Beweis fiir die Richtigkeit unserer
Voraussetzung zeigen, dass dieser letzte Ausdruck mit der Gleichung
(18) identisch ist. Da die ersten Glieder dieselben sind, braucht
man nur die Identitét der Gleichung

! 9,
(m +m') R, log U‘;U +p (e — v — o)+ mR, log‘%:
v+ U' v '
==(m + m') Rylog —— e ™ R, log W m'R, log o

nachzuweisen.
Nach Beseitigung der beiden Seiten gemeinsamen Glieder bleibt

m !

(m ~+ m') R, log + mR,1 o«r’—+leog‘+p( — vy — ') =0.
Nun ist aber am Ende der ersten Periode bei der Kompression
der Druck der Kohlensiure' in dem Gemisch gleich p; das Volumen
desselben ist »; und die Masse der darin enthaltenen Kohlensidure
m -+ ', so dass man hat
pvy=(m+m)R,T.

Am Ende der zweiten Periode der Kompression hat der Druck
dieses Gases bestindig die Grosse p; seine Masse ist m und das
Volumen des Gasgemisches v,; demnach ist zu setzen

pra=mR,T.
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Schliesslich hat man am Ende der Zersetzung des kohlensauren
Kalks eine Masse m' an Kohlensiture, die ein Volumen o' einnimmt
und deren Druck p ist; hieraus ergibt sich

pr'=m'R,T.
Aus diesen Gleichungen folgt unmittelbar

P — =) =0
und
m—-m' m m' P

7 v, ¢  RT
Die zu beweisende Identitit reducirt sich dann auf

p o Moo B2 T —
R, T -+ m log » -+ m' log P =0.

2

(m - m') log

Diese Gleichung ist aber offenbar erfiillt.

Wir kénnen somit die Hypothese von Duhem und die Theorie
von Gibbs acceptiren.

271. Zum Verstindniss des Vorhergehenden werden vielleicht
die beiden folgenden Tafeln von Nutzen sein. In der grossen Tafel
gibt die erste Spalte die in jeder Periode des Kreisprocesses auf-
tretende Erscheinung an; aus den folgenden Spalten ergibt sich die
Menge Stickstoff und Kohlensiure, sowie der Druck und das Volumen
in jedem Gefiss am Ende jeder Periode. Bei dem zweiten Gefiiss,
welches Kalk und kohlensauren Kalk enthiilt, ist das in der letzten
Spalte enthaltene Volumen nur das von den Gasen eingenommene;
das von den zusammengesetzten festen Korpern eingenommene
Volumen wird dabei nicht beriicksichtigt.

Der Kreisprocess besteht somit aus fiinf Perioden; bezeichnet
man man mit V das Gesammtvolumen der beiden Gefiisse, ver-
mindert um das von den festen zusammengesetzten Korpern ein-
genommene Volumen und mit » den Gesammtdruck, so gelten

folgende Beziehungen

Ent-
wickelte
Wiarme

Art der

Beziehung zzischen Arbeit e
mformung

V und w
Wihrend der 1. Periode

(Diffusion) V=v+v, w=p; =0 =0 irreversibel
W;fih(ll'()a?&lusdig;)z Periode v _ (v+v)p Z0 20 reversibel
Wﬁ‘h(lig;glus(}g;)?" Periode v (w—p)=const. =0 =0 reversibel
Wéih(ll'()ainélugg;)fi. Periode o oonst, =0 =0 reversibel
Wihrend der 5. Periode —p =0 =0 reversibel

(Diffusion)
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Kapitel XVI.

Elektrische Erscheinungen.

I. Hydroelektrische Siulen.

272. Definitionsgrossen filr den Zustand einer Siule. — Die
Kenntniss des Druckes p und der Temperatur T geniigt nicht zur
vollstindigen Bestimmung des Zustandes einer hydroelektrischen
Siule; man braucht wenigstens noch eine dritte Variable, um den
chemischen Zustand der Flissigkeit oder mehrerer derselben, aus
denen die Siule zusammengesetzt ist, zu definiren. Da das Zink
die eine Elektrode der meisten Sdulen bildet, so konnen wir fiir
diese dritte Variable die Menge m des Zinks wéhlen, welches zu dem
betrachteten Zeitpunkt gelost ist.

Uebrigens sind auch noch andere Grossen in Betracht zu ziehen,
doch hingen diese von den drei vorhergehenden ab.

Die eine dieser Grossen ist das Volumen v der Korper, welche
bei den Vorgingen in der Siule eine Rolle spielen; die Verdnderung
dieses Volumens ist oft sehr klein, aber sie darf nicht vernach-
lissigt werden, wenn es sich um Gasentwicklung handelt, wie bei
der Bunsen’schen Sdule, oder um Absorption von Gasen, wie bei dem
Gas-Element.

Nennt man ¢ die Intensitit des Stromes im Verbindungsdraht
der Pole, so ist die durch den Querschnitt dieses Leiters in der Zeit d¢
hindurchgehende Elektricititsmenge ¢dt. Nach dem Faraday’schen
Gesetz ist diese Menge proportional der Menge m des wihrend dieser
Zeit gelosten Zinks; wir erhalten also

dm=kidt.

Die in derselben Zeit hervorgebrachte Volta-Energie hat den
Werth
¢ Eidt,
wenn E die elektromotorische Kraft der Siule bedeutet. Wéihlt man
das Volt und das Ampére als Maass der elektromotorischen Kraft und
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der Stromstirke, so wird die Volta-Energie ausgedriickt durch eine
gewisse Anzahl von Kilogrammeter, dividirt durch die Beschleuni-
gung g der Schwere.

Um die Volta-Energie in Kilogrammmetern ausdriicken zu
konnen, muss man also die elektrischen Einheiten verindern, wir
wollen dies als geschehen voraussetzen.

Dann ist der Werth der in Kalorien ausgedriickten Volta-Energie

oder Volta-Wirme
AE

AEidt= P

dm .

273. Theorie von Helmholtz. — Die Volta-Energie stammt
nothwendiger Weise von der Energie her, welche in der Siule in
Folge chemischer Reaktionen entwickelt wird. Lange Zeit war man
der Ansicht, dass diese beiden Energien gleich seien; wiirde dies
thatsidchlich der Fall sein, so wire

2 dm=Ldm,
wenn man mit L dm die chemische Wirmemenge bezeichnet, die
bei Auflosung einer Masse dm an Zink entwickelt wird; es wire

demnach
AE

7 L.

Mittels dieser Gleichung kann man die elektromotorische Kraft
einer Sdule berechnen, wenn man die in derselben auftretenden
chemischen Reaktionen und die thermochemischen Daten fiir diese
Reaktionen kennt. Diese Berechnung ist fiir eine ziemlich grosse
Zahl von Elementen durchgefiihrt worden; dieselbe ergab aber
immer einen grosseren Werth fiir die elektromotorische Kraft, als
durch das Experiment gefunden wurde. Demnach besteht keine
Gleichheit zwischen der Volta-Energie und der chemischen Energie
des Elementes; wir wollen deshalb setzen

Ldmz%(E-i—El)dm.

Die chemische Wirme setzt sich aber aus zwei Theilen zu-
sammen, der gebundenen Wirme L' dm und der freien L' dm; dem-
nach ist

1 " A A
1) L'dm+L dm-——-/T Edm —|—TEldm.
H. v. Helmholtz nimmt an, dass zu setzen ist

"no__ 'A
V=75

16*
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das heisst, die Volta- Wirme ist gleich der freien Wdrme, die durch die
chemische Reaktion geliefert wirde, wenn dieselbe ohne Stromerzeugung statt-
Jande.

Dieser Satz bildet die Grundlage, auf welcher Helmholtz seine
thermodynamische Theorie der elektrischen Elemente aufbaute.

274. Beweis des Postulats von Helmholtz. — Diese Voraus-
setzung lidsst sich mit Hiilfe der folgenden Hypothese beweisen.
Die elektromotorische Kraft E eines Elements kann von den Vari-
ablen p, T, m abhingen, aber sie ist unabhdngig von der Intensitdt i des
Stromes.

Im Besonderen bleibt die elektromotorische Kraft des Elements
dieselbe, wenn der Strom in umgekehrter Richtung fliesst und sie
so zur elektrischen Gegenkraft wird; dies driickt man mitunter in
der Weise aus, dass man sagt, das Element sei reversibel. Es kann
also Elemente geben, auf welche diese Theorie nicht anwendbar
sein wiirde, denn diese Bedingung kann nicht immer erfiillt sein.

Wir wollen indessen diese Hypothese als richtig annehmen
und einen geschlossenen Stromkreis betrachten, der ein Element
von der elektromotorischen Kraft E und eine Dynamomaschine
von der elektromotorischen Kraft E' enthilt; das Element und die
Maschine sollen gegeneinander geschaltet sein.

Der Durchgang des Stromes durch den Schliessungsdraht und
die Vorginge in dem Element bewirken eine Wirmeentwicklung,
in Folge deren sich die Temperatur des von dem Element und dem
Schliessungskreis gebildeten Systems verindert. Wir wollen jedoch
annehmen, dass die Wirme in dem Maasse, als sie sich entwickelt,
fortgefiihrt wird, so dass die Temperatur des Systems konstant
gleich T bleibt; auch den Druck koénnen wir als konstant voraus-
setzen. Dann &ndert von den drei Variablen, die den Zustand des
Systems bestimmen, nur eine einzige, m, ihren Werth; es sei dm
die Verinderung dieser Grosse in dem Zeitintervall dt.

275. Da die Erscheinungen, die in dem System auftreten, irre-
versibel sind, so muss gelten

. 2
@) 5({8 >5_T,.

Nach der Definition der gebundenen Wirme ist die Entropie-
anderung des Elements

3 j‘dS————g%dm.
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Wir wissen nicht, ob die Entropie des Systems dadurch ver-
andert wird, dass ein elektrischer Strom in demselben fliesst, aber
wir konnen leicht die dadurch bedingte Veridnderung eliminiren,
wenn wir annehmen, dass am Anfang und am Ende des betrachte-
ten Zeitintervalls die Stromintensitit Null ist. Infolge dieser An-
nahme wird die linke Seite der Ungleichung (2) durch die Glei-

chung (3) gegeben.
Die in dem Stromkreis entwickelte Wirmemenge wird nach
dem Joule’schen Gesetz dargestellt durch

SARﬁm,

wo R den Widerstand des Stromkreises bedeutet. Da wir annehmen,
dass diese Wiarmemenge fortgefiihrt wird und dass die Temperatur
des Systems konstant bleibt, so hat der auf den Stromkreis beziig-
liche Theil des Integrals den Werth

A <)
——T—ij dt.

Die Wirmemenge, welche durch die in dem Element statt-
findende Reaktion entwickelt wird, hat die Grosse

ng7n=%Y(E+El)dm.

A
Da aber der Theil TXE dm in Voltaenergie verwandelt wird,

so ist der Theil, welcher zur Konstanterhaltung der Temperatur des
Elements fortgefiihrt wird

A (Ban=a | mia

und demnach hat der auf das Element beziigliche Theil des Inte-

grals 5% den Ausdruck

A (e

Die Ungleichung (2) wird somit

L Al ., A(..
_gTd)ﬂ>—;F51RL dt—-*rr;jElLdl,

SUkuu<A§Rﬂdr+ASEJdL

oder
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276. Das Zeitintervall, fiir welches wir das System betrachten,
konnen wir so klein wihlen, dass die Grossen E,E;, R,L in diesem
Intervall als konstant zu betrachten sind. Da die Stromintensitit
am Anfang und am Ende dieses Intervalls Null sein soll, so miissen
wir annehmen, dass i und die elektromotorische Kraft E' der Dy-
namomaschine verdnderlich sind. Unter diesen Bedingungen kann
die vorhergehende Ungleichung geschrieben werden

kL fide<AR [@de+ AR, [ide

Diesen Ausdruck kann man mit Hiilfe der durch das Ohm’sche
Gesetz gelieferten Gleichung umformen. Bezeichnet man mit M den
Selbstinduktions-Koefficienten des Stromkreises, so gilt nach diesem
Gesetz i

E— B+ M2 —Ri,

oder nach Multiplikation mit id¢
(E—E)idt+Midi=Ri®dt,
und ferner
(E—E’)S)idt—l— MSidi:RS’ﬁdz.

Das Integral jidi hat aber den Werth-g—, Da wir nun an-

genommen hatten, dass die Stromintensitit am Anfang und am Ende
des betrachteten Zeitintervalls Null sein soll, so reducirt sich dieser
Werth selbst auf Null. Aus der vorhergehenden Gleichung erhilt
man also

@ (E-E’)fidt:RSﬁdt,
und die letzte Ungleichung kann in der Form geschrieben werden
kL’Sidt<A(E+El—E')5idt.

Die rechte Seite von Gleichung (4) ist nothwendiger Weise
positiv, da dies fir R und # der Fall ist; demnach ist auch die
linke Seite positiv, und wir koénnen, ohne den Sinn der vorher-
gehenden Ungleichung zu #ndern, beide Seiten derselben durch
(E—E) [ idt dividiren.

Es folgt dann

L' (E+E, —E"

b w <A T_m

oder
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A E —L
) LI N
E—FE k '
277. Diese Ungleichung muss fiir jeden Werth von E' erfiillt
sein; wir wollen aber zeigen, dass dies nur stattfinden kann, wenn

) %EI_L'=0.

Wire nidmlich diese Differenz positiv, so konnte der Quotient

E—F

fir einen negativen, sehr kleinen Werth von E —E' einen sehr
grossen negativen Werth annehmen; dann wiirde aber die Un-
gleichung (5) nicht mehr erfiillt sein. Wire die Differenz dagegen
negativ, so brauchte man fiir E' nur einen Werth zu wiihlen, der
etwas kleiner als E ist, damit die Ungleichung keine Giiltigkeit
mehr hitte. Die Differenz muss demnach nothwendig Null sein.
Ist aber die Gleichung (6) richtig, so folgt aus Gleichung (1)

@ L' =-—-E;

damit ist das Postulat von Helmholtz bewiesen.

278. Einfluss der Temperatur und des Drucks auf die elektro-
motorische Kraft. — Wir bezeichnen mit CdT die Wirmemenge,
die man dem System zufithren muss, wenn sich die Temperatur
desselben um dT é&ndert, wihrend die anderen Variablen p und m
dieselben Werthe behalten, und mit Adp die Wirmemenge, die bei
einer Verinderung des Drucks allein um die Grosse dp zugefiihrt
werden muss. Fiir eine Aenderung dm der dritten Variable m be-
trigt die durch chemische Reaktion erzeugt Wirme L dm. Veriandern
sich also die Grossen p, T und m gleichzeitig, so muss eine Wirme-
menge

dQ=CdT+i1dp—Ldm
zugefiihrt werden.

Allerdings ist dieser Ausdruck nur richtig, wenn der Kreis des
Elements offen ist, denn bei einem geschlossenen Kreis wird durch
den Strom, welcher in dem die Pole verbindenden Schliessungsdraht
cirkulirt, Wirme entwickelt. Wir wollen also den Kreis als offen
annehmen.



248 Elektrische Erscheinungen.

Wenn die Variable m wihrend einer Umformung konstant bliebe,
wiirden die beiden Grossen p und T zur Definition des Zustandes
des Systems in jedem Augenblick ausreichen, und diese Umformung
wiirde im Allgemeinen reversibel sein. Wir wiirden also fiir die
Entropietinderung erhalten

_dQ_ CdT+1dp

s T T

Wiirde sich dagegen m allein um dm verindern, so wire die
entsprechende Entropieinderung
'

L
dSZ—Tdm.

Die von einer unendlich kleinen Aenderung der Gréssen p, T
und m herriihrende Entropiednderung ist demnach

_ CdT-+adp L
d S - ——T—-—‘ - T dm.
279. Wir wollen nun die Aenderung d H' der Funktion H' von
Massieu berechnen. Es besteht die Gleichung (126)
H=TS—U-—Apv,
und folglich
dH'=8dT+TdS—dU—Apdv—Awvdp.

Nach dem Prineip von der Aequivalenz gilt aber
dU=dQ—Apdv;

ersetzt man also d U in dem Ausdruck fiir d H' durch diesen Werth,
so folgt

dH'=SdT+TdS—dQ—Avdp.

Wenn man fiir dQ und dS ibre friither gefundenen Werthe
einfiibrt, so erhdlt man nach einer Vereinfachung

dH'=SdT —-L'dm+Ldm—Avdp,
oder

dH'=8SdT —Avdp+L"dm.

280. Da dH' und dS vollstindige Differentiale sind, so miissen
die Koefficienten von dT und von dm in dem vorhergehenden Aus-
druck fiir d H' der Gleichung

98 oL
om 0T
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P

geniigen. Ersetzt man L" durch seinen Werth (7) und 8 S/6 m durch

o A E,
T T
so erhilt man
_AE__AJE
kT koT>
oder ferner
0E E,
®) . T T

Driickt man aus, dass dS ein vollstindiges Differential ist, so
erhilt man eine neue Gleichung

o (6 __ o (L

om \T|] oT\T)/)
oder

1 0C 0 [ AE,

T " @m ~ OT\ kT )

oder endlich, wenn man E; durch den aus Gleichung (8) abgeleiteten
Werth ersetzt,

A ¢E 1 0C
®) EIT T T om

Aus dieser letzten Gleichung folgt, dass die elektromotorische
Kraft eines hydroelektrischen Elements eine lineare Funktion der Tem-
peratur ist, wenn die kalorische Kapacitit des Systems nicht durch
die Vorgidnge in dem Element geindert wird. Nach Gleichung (8)
bleibt sie konstant, wenn E, Null ist, d. h. wenn die chemische
Energie des Elements vollstindig in Volta-Energie verwandelt wird.

281. Der Ausdruck fir dH' liefert uns eine neue Gleichung,
wenn man beriicksichtigt, dass die Koefficienten von dp und dm der
Gleichung geniigen

oL A ov

dp om
- " A ..
Ersetzt man hierin L' durch & E, so erhilt man
0E__ ,0v,
dp om

Die elektromotorische Kraft eines Elements wichst also mit
dem Druck, wenn do/dm negativ ist, was eintritt, wenn Gase in dem
Element absorbirt werden; das Umgekehrte ist der Fall, wenn, wie
z. B. bei dem Bunsen’schen Element, Gase frei werden.
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II. Thermo-Elemente.

283. Heterogene Stromkreise. — Wir wollen einen geschlosse-
nen Stromkreis betrachten, der aus mehreren aneinandergelStheten
Metallen besteht. Jede Lothstelle ist der Sitz einer elektromotori-
schen Kraft, so dass der Kreis im allgemeinen von einem Strom
durchflossen wird; dies findet nur dann nicht statt, wenn das ganze
System gleiche Temperatur besitzt; in diesem Fall ist nach dem
Volta’schen Gesetz die Summe der elektromotorischen Kontaktkriifte
Null.

Bezeichnen wir mit ¢ die Stromintensitdt und mit R den Wider-
stand des zwischen zwei Punkten A und B des StromKkreises liegen-
den Theils desselben, ferner mit 2'E die Summe der elektromotori-
schen Kontaktkrifte zwischen A und B, so erhilt man nach dem
Ohm’schen Gesetze fiir den Potentialunterschied V, — V, zwischen

A und B .
V,—V,=Ri—3E.

Nimmt man an, dass sich das Joule’sche Gesetz auf einen der-
artigen Stromkreis anwenden lisst, so erhilt man als Wirmemenge,
welche in dem Stiick A B des StromKkreises in der Zeit d ¢ entwickelt
wird

ANV, —Vy)idi=ARPAdt —AidtIE.

Fir einen homogenen Stromkreis ist 2'E Null und die ent-
wickelte Warmemenge ist AR#d¢; das zweite Glied — Aidt 2 E
riithrt also von den Ldthstellen her, und wenn nur eine Lothstelle
zwischen A und B vorhanden ist, hat die entwickelte Wirmemenge
die Grosse — A idtE.

284. Elementartheorie der Thermosiulen. — In den Schliessungs-
kreis zweier Metalle A und B (Fig. 38), deren Léthstellen M, und M,

sich auf verschiedener Temperatur be-

o, finden, schalten wir eine Dynamoma-
schine C ein.

Diese Maschine wird durch den

[ 16 in dem Kreis cirkulirenden Strom in

Bewegung gesetzt und bringt Arbeit

0 hervor. Das System ist also voll-

kommen analog einer thermischen Ma-

schine; es besitzt eine Kiltequelle und

eine Wirmequelle, da die Léthstellen sich auf verschiedenen Tem-

peraturen befinden, und es wird Arbeit erzeugt. Man kann dem-

nach die Principien der Thermodynamik auf dies System anwenden.

Fig. 38.
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Wir wollen annehmen, dass die Stromintensitit konstant bleibt,
und dass fortwihrend die an den verschiedenen Punkten des Strom-
kreises und der Lothstellen entwickelte Wirme fortgefiihrt wird.
Unter diesen Umstinden bleibt das System sich immer gleich, und
der Kreis ist fiir alle Zeitintervalle, in denen man das System be-
trachtet, geschlossen. Es muss also gelten

dQ
<0

wobei das eine Integral sich auf den von einem Element des Systems
beschriebenen Kreis bezieht, wiithrend das andere iiber alle Elemente
des Systems zu erstrecken ist.

Da aber der Kreis fiir jedes beliebige Zeitintervall geschlossen
ist, so konnen wir dieses Intervall als unendlich klein betrachten.
Dann ist der von jedem Element beschriebene Kreis unendlich klein
und man braucht nur noch ein Integral zu betrachten. Die Bedin-

gung lautet somit
dQ
jT<i0

285. Die Wirmemenge, welche man von einem Element des
Leiters in dem betrachteten Zeitintervall wegfiihren muss, damit es
sich nieht erwirmt, hat die Grosse

AdR2dt.

Der Theil des obigen Integrals, der sich auf einen vollkomme-
nen Kreis bezieht, ist also gleich
. dR
—Aﬂdd;r-
An der Lothstelle M; betrigt die entwickelte Wirmemenge,
unter der Annahme, dass das Joule’sche Gesetz auf derartige Strom-
kreise anzuwenden ist,
— AEidt¢,
wo E; die elektromotorische Kraft an dieser Lothstelle bedeutet.
An der zweiten Lothstelle hat die elektromotorische Kraft einen
anderen Werth E,; dieselbe muss mit dem entgegengesetzten Zeichen
wie E; versehen werden, da die Metalle A und B an der Lothstelle
M, in umgekehrter Reihenfolge aneinanderstossen als bei My, wenn
der Stromkreis in demselben Sinn durchlaufen wird. Die an dieser
Lothstelle entwickelte Wirmemenge ist also

+ AR, idt.
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Bezeichnen wir die Temperaturen der Loéthstellen M; und M,
mit T, und T,, so lauten die entsprechenden Ausdriicke vom (S‘C{TQ

AE idt wnd — AE,idt )

T, T,

Die Ungleichung von Clausius erhédlt demnach die Form

—Aﬂdt5i§+Aidt (—E—’ﬂpi) <0.

286. Diese Ungleichung muss fiir alle Stromintensitidten erfiillt
sein, da wir iiber den Werth der elektromotorischen Kraft bei der
in den Stromkreis eingeschalteten Maschine nichts vorausgesetzt
haben und somit nach Belieben die Stromintensitit durch Veréinde-
rung dieser elektromotorischen Kraft variiren kénnen. Nun ist die
linke Seite der Ungleichung Null fiir ¢ =0, dies ist also ihr Maximal-
werth. Der Differentialquotient nach

dR E E
—2A:dt\ LY 1 Aat (ﬂl_ ;,o,)
T T, T,

muss folglich fiir ¢=0 auch Null werden. Dies ist der Fall, wenn

woraus folgt:
E, —E,=k(T, — T,).

Nach dieser Formel miisste die elektromotorische Kraft eines
Thermoelements dem Temperaturunterschied der Léthstellen pro-
portional sein. Diese Folgerung steht aber im Widerspruch mit den
Thatsachen, da diese zeigen, dass die Thermokraft fiir einen be-
stimmten Werth des Temperaturunterschiedes ihr Zeichen wechselt
und dass sie durch eine Funktion von der Form

b
a (T, — Ty) — 9 (Ty* —To?»
dargestellt werden kann. Wir miissen deshalb die im Vorhergehen-
den aufgestellte Elementartheorie verwerfen.

287. Theorie von Sir W. Thomson. — Sir W. Thomson nimmt
an, dass eine elektrische Kraft an der Beriihrungsstelle zweier ver-
schieden stark erw#drmten Theile desselben Leiters besteht; er setzt
also diese beiden Theile in Analogie mit zwei Leitern verschiedener
Natur, was sehr viel Wahrscheinlichkeit fiir sich Hat.
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Nach dieser Theorie wird ein homogener, geschlossener Strom-
kreis, dessen einzelne Theile auf verschiedene Temperatur erwirmt
sind, von einem Strom durchflossen, und jedes Element des Strom-
kreises ist der Sitz einer elektromotorischen Kraft. Die letztere
muss offenbar von der Temperatur T des Elements, sowie von der
Differenz dT zwischen dieser Temperatur und der des Nachbar-
elements abhingen. Deshalb wollen wir setzen

E=g¢ (T)dT.

Elektromotorische Kriifte dieser Art entstehen in dem frither be-
trachteten Stromkreis, denn in Folge des Wirmeleitungsvermogens
nimmt die Temperatur in den Metallen A und B von der heissen
Lothstelle bis zur kalten gleichmissig ab. TUnter Zuhiilfenahme
dieser elektromotorischen Krifte hat Sir W. Thomson eine Theorie
der Thermosdulen aufgestellt, deren Ergebnisse mit der Erfahrung
im Einklang stehen.

Trotz dieser Uebereinstimmung lisst jedoch die Theorie von
Thomson noch zu wiinschen iibrig; hauptséichlich hat man ihr zum
Vorwurf gemacht, dass sie die von der heissen Lothstelle zur kalten
durch Wérmeleitung iibergefiihrte Wirme ausser Acht lisst. Dieser
Einwurf ist jedoch ohne Bedeutung, denn wir werden sehen, dass
man der Thomson’schen Theorie eine derartige Fassung geben kann,
dass sie dieser Kritik nicht ausgesetzt ist.

288. Wir gehen auf das Thermoelement zuriick, dessen Loth-
stellen M; und M, sich auf den Temperaturen T; und T, befinden und
in dessen Stromkreis eine Dynamomaschine eingeschaltet ist; die
Intensitéit ¢ des Stromes soll konstant bleiben, und die in einem jeden
Punkte des Systems auftretende Wéirme soll in dem Maasse, als sie
entsteht, fortgeleitet werden. Auch wollen wir die Annahme machen.
dass man das System nur fiir eine unendlich kleine Zeit dt betrachtet.
Fir dieses Zeitintervall gilt die Ungleichung

In diesem Integral kann dQ die Wirme bedeuten, welche jedem
Element des Systems von den #Husseren Korpern allein zugefiihrt
wird, oder auch diejenige, welche von den #usseren Korpern und
den anderen Elementen des Systems zusammen geliefert wird. Die
letztere Annahme wollen wir zu Grunde legen und setzen

dQ=dQ + dQ",

wo sich dQ' auf die iusseren Korper, dQ" auf die Elemente des
Systems bezieht.
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Der Potentialunterschied zwischen den Enden eines Elementes

des Leiters A betrigt
idR—q¢ (T) dT,

wenn man die durch die Temperaturverinderung hervorgerufene
elektromotorische Kraft in Rechnung zieht. Wendet man das
Joule’sche Gesetz an, das, wie wir spiter sehen werden, auf hetero-
gene Leiter nicht gut anwendbar ist, so hat die in diesem Element
wihrend der Zeit dt entwickelte Wiarme den Werth

AP dtdR—Aidty (T)dT.

Gleichzeitig nimmt das Element von den anderen Elementen des
Systems durch Leitung eine gewisse Wirmemenge auf; da die Aende-
rungen der Wirme zwischen den einzelnen Elementen nur durch
Leitung hervorgebracht werden kénnen, so ist diese Grosse dQ".
Die von dem betreffenden Element aufgenommene Wirmemenge

betrigt also
A2dtdR— Aidty (T)dT +dQ",

und da diese Wirme fortgefiihrt werden muss, so wird dem be-
trachteten Element durch die dusseren Korper des Systems die Wirme

dQ = — AR dtdR + Aidtq (T)dT —dQ"
geliefert. Hieraus folgt dann
AQ=dQ +dQ" ' =— A dtdR+ Aidt ¢ (T)dT;

der fir dQ geltende Ausdruck #ndert sich also nicht, ob man die
Wirmeleitung berticksichtigt oder nicht.

Fiir ein Element des Leiters B erhélt man einen analogen
Ausdruck; es wird nur die Funktion ge#ndert, welche die durch die
Temperaturéinderung hervorgerufene elektromotorische Kraft liefert.
Bezeichnet man diese Funktion mit 4 (T), so erhilt man

dQ=—A?dtdR+ Aidty (T)dT.
An der Lothstelle M, ist, wie bei der fritheren Theorie,
dQ=AE, id¢,
und an der Lothstelle M,,
dQ=— AE,idt.

289. Die Ungleichung von Clausius lautet demnach

2o (2R o (gD woae b2 (D ar (B _Eo
— Ay dth—l—:\ldt T—dT%—AzdfyfTvdT—{—Azdt T, T, << 0.
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Das Maximum der linken Seite tritt fiir i =0 ein, so dass der
Differentialquotient nach ¢ fiir diesen Werth der Variablen Null sein
muss; dadurch ergibt sich die Gleichung

E _E 7 (T) (v@m
TI_TO—F\YfrF dT + -T_dT_O'

Wenn man aber den Stromkreis in dem Sinn CBMy;A M, C
durchlauft, (vgl. Fig. 38) so sind die Grenzen des ersten Integrals
T, und T,, die des zweiten T, und T,; demnach hat man die vor-
hergehende Gleichung zu schreiben

- Ty

E _E _ \e(D—wT ~__

T, T, 5 TidT—O.
To

Ausserdem kann man setzen

T,
E, E,o_(.‘?, E
T, = ar T/ 4T
To

worin E die elektromotorische Kraft bezeichnet, die von der Be-
rithrung der Metalle A und B herriihrt, wenn dieselben die Tem-
peratur T besitzen; man findet so

T, T,
d (E gD —» T o
fﬁ(f)dmrj—,r dT—0,
T, T,

oder
T,

[ (E), oM—uwD] n_
5[dfT(T)+ - ]dT—O.
Ty
Diese Bedingung muss fiir beliebige Grenzen des Integrals er-
tiillt sein, da T, und T, willkiirlich sind; die unter dem Integral-
zeichen stehende Grosse ist also Null, d. h.

d (E\ , ¢(T)—uw( _
aT (T) I
290. Da die Funktionen ¢ und g unbekannt sind, ist es am
einfachsten, anzunehmen, dass sie der Temperatur proportional seien;
wir setzen deshalb
¢(T)=¢T und ¢ (T)=3T.
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Dann erhalten wir

d [E
T

===

und hieraus
E=—tT"+aT.

Die elektromotorische Kraft des Elements ist die Summe aus
den elektromotorischen Kriiften, die von dem Kontakt herriihren, und
denjenigen, welche durch die Temperaturinderung bedingt sind.
Sie ist also gleich

L\ T,
E, ——E0+S¢(T)(1T+51p(T)dT,
Ty Ty

oder
T,
dE
5 [ET‘ +q(T)— vy (T)] dT.
Ty

Durch Einsetzen der obigen Werthe von ¢, ¥ und E in diesen
Ausdruck findet man

Ty
(=26 +atb5T)dT=a(T, —Ty) — o (T2 — T)

To

der Ausdruck fiir die Abhingigkeit der elektromotorischen Kraft
eines Thermoelements von der Temperatur hat also dieselbe Form,
die aus dem Experiment gefolgert werden muss.
Zieht man (T; — T,) als Faktor heraus, so erhéilt man
2

&

(T,—TO)(a—b

Wenn T, sehr wenig grosser ist, als T;, so unterscheidet sich
der zweite Faktor wenig von

a—b6Ty;

nimmt man an, dass diese Grosse positiv ist, so sind beide Faktoren
positiv. Bei der Zunahme von T, wichst das negative Glied des
zweiten Faktors und fiir einen bestimmten Werth von T, wird
dieser Faktor Null; fiir einen grosseren Werth wird er negativ und
erhilt also das umgekehrte Zeichen als der erste Faktor, der immer
positiv bleibt. Die elektromotorische Kraft dndert also ihr Zeichen
und geht dabei durch Null; die Thomson’sche Theorie erklirt dem-
nach auch das Vorhandensein eines Umkehrpunktes.
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291. Modifikation der vorhergehenden Theorie. — Die Glei-
chungen, welche den eben betrachteten Theorien zum Ausgangspunkt
gedient haben, wollen wir im Folgenden wieder aufnehmen.

Zunichst hatte die Potentialdifferenz zwischen zwei Punkten A
eines heterogenen Stromkreises nach dem Ohm’schen Gesetz den
Werth _ .

V,—V,=Ri— JSE.

Sodann dehnten wir das Joule'sche Gesetz auf heterogene
Stromkreise aus und nahmen an, dass die in dem betrachteten Theil
des Stromkreises entwickelte Wirme ist

ANV, —Vyide,
oder unter Beriicksichtigung der vorhergehenden Gleichung
ARPdt—AldtIE.

Aus diesem letzten Ausdruck schlossen wir, dass die in dem
Stromkreis entwickelte Wirme fiir einen homogenen Stromkreis
AR#dt ist, denn in diesem Fall war JE =0, und dass die Wirme,
welche an dem Punkt entwickelt wird, wo eine elektromotorische
Kraft E auftritt, den Werth — A E<d ¢ hat.

Von diesen beiden Folgerungen wird die erste durch das
Experiment bestitigt, da sie nichts anderes als das experimentelle
Gesetz von Joule darstellt; die zweite dagegen steht im Widerspruch
mit der Erfahrung.

Nach der zweiten Folgerung nimlich miisste die an einer Loth-
stelle beim Durchfliessen eines Stromes entwickelte Wirme, der
sogenannte Peltier-Effekt, der kontaktelektrischen Kraft proportional
sein, deren Ursache sie ist; dies ist jedoch bekanntlich keineswegs
der Fall.

Ob die in einem Element eines Stromkreises von ungleich-
missiger Temperatur entwickelte Wiarme auch der elektromotori-
schen Kraft ¢ (T) d T proportional ist, die von dem Temperaturunter-
schied zwischen beiden Enden. des Elements herriihrt, dariiber lisst
sich nichts sagen; denn wenn auch der Thomson-Effekt durch das
Experiment vollstindig erwiesen werden konnte, so war es bis jetzt
noch nicht moglich, das Vorhandensein elektromotorischer Kriifte
festzustellen, die thm zu Grunde lagen. Jedenfalls kann man nach
den Vorgingen an den Lothstellen die Vermuthung aufstellen, dass
der Thomson-Effekt der Grosse ¢ (T)d T nicht proportional ist.

Wie dem auch sei, die iiber den Peltier-Effekt angestellten Ver-
suche geniigen zum Beweise, dass das Joule’sche Gesetz, welches
nur fiir den Fall homogener Stromkreise experimentell bewiesen ist,

Poincaré, Thermodynamik. 17
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sich als falsch herausstellen kann, wenn man es auf heterogene
Kreise ausdehnt. Die Theorie von Sir W. Thomson, die sich auf
die Folgerungen dieses Gesetzes griindet, kann demnach unrichtig
sein; jedenfalls ist sie aber nicht streng.

292, Wir wollen indess zeigen, dass diese neue Schwierigkeit
die aus dieser Theorie sich ergebenden Folgerungen nicht dndert.

Werden die kontaktelektrischen Krifte und die elektromotori-
schen Krifte, die von den Temperaturdnderungen von einem Punkt
zum anderen herriihren, mit

E', —E/, ¢ (T)dT, »'(MdT

bezeichnet, so erhdlt man fiir die elektromotorische Kraft eines

Elements
Tl

E/'—E/ +5['P' (T) — '/’, (T)] arT.
To

Bezeichnet man auch fernerhin die an den Léothstellen ent-
wickelte Wirme mit
—AE id¢, + AE,idt,

sowie die in einem FElement des Metalls A und in einem Element
des Metalls B freiwerdende Wirmemenge mit

Addtg(T)de, Aidty(T)dT,

so bleiben alle Entwicklungen der §§ 288 und 289 ungeéindert.
Nimmt man demnach an, dass ¢ und y proportional T sind, so er-
hilt man wie friiher

Ty .
1) E —E, +5[’I‘ (T)—yp(M))dT=a (T; — To) — %(Tﬁ— T®) .

Ty

Wenn nun die elektromotorische Kraft der eingeschalteten
Dynamomaschine gleich E, ist, so wird eine Arbeit E;¢d¢ hervor-
gebracht, und die Summe der in dem Stromkreis entwickelten Wérme-
mengen muss somit dieser Arbeit proportional sein; auf diese Weise
findet man

Ty
AE idt— AE,idt — Aiadtf dR +Aidtj[¢(T) —yw(T)dT=AE;idt
To

oder
T

) B —Eo+ [[p (D) —y (D] dT=Ri+E;.

To
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Geht man nun von einem Punkt des Stromkreises aus und
kehrt nach Zuriicklegung des ganzen Kreises zu diesem Punkt zu-
rick, so ist die Potentialdifferenz zwischen dem Anfangs- und End-
punkte Null; das Ohm’sche Gesetz ergibt also

E,+~R:i—2YE=0

oder
-Tl
3) B/ — )+ [ [¢'(T)— y (T)]dT=Ri.
Ty

Aus den Gleichungen (2) und (3) geht hervor, dass die linke
Seite von (1) der elektromotorischen Kraft des Elements entspricht;
wir erhalten also wieder dasselbe Resultat wie friiher.

Welche Beziehung besteht aber nun zwischen der elektro-
motorischen Kraft E' an einem Punkt und dem Quotient E aus der
in diesem Punkt entwickelten Wirme, dividirt durch A:¢dt? Die
fritheren Gleichungen geben uns dariiber keinen Aufschluss, die
Gleichungen (2) und (3) lassen nur die eine Folgerung zu, dass in
einem geschlossenen Stromkreis

JE'=JXE.

Von den zahlreichen Theorien, die zur Auffindung der Bezie-
hung zwischen E und E' aufgestellt wurden, wollen wir nur die-
jenige von Duhem auseinandersetzen, die am wenigsten zu wiinschen
iibrig liasst. Wir werden sehen, dass sie noch einige Schwierigkeiten
aufdeckt und die dariiber angestellte Diskussion wird zeigen, dass
sie noch gewisse Zweifel bestehen lisst.

III. Theorie von Duhem.

293. Elektrostatisches Potential. — Die Experimentalunter-
suchungen von Coulomb ergeben, dass zwei elektrisirte Korper,
deren Dimensionen im Verhéltniss zu ihrem Abstand r sehr klein
sind, mit einer Kraft

. __dqadg

r2
aufeinanderwirken, wo dg und d¢' die in einem passend gewihlten
Maasssystem ausgedriickten elektrischen Ladungen der beiden Kor-
per darstellen.

Fir eine Verdnderung des Abstandes um dr ist die Arbeit
dieser Kraft '
dq;iq dr

17%
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oder
—d (d‘I_M) .
r
Erfahrt demnach ein elektrisirtes System eine derartige Um-
formung, dass der Abstand der einzelnen Molekiile desselben um d»
geindert wird, so hat die Arbeit der zwischen den Molekiilen auf-
tretenden elektrischen Krifte den Werth

r
_5 d (d gdg )’
r
wobei das Integral auf alle Kombinationen je zweier Elemente aus-
zudehnen ist. Man kann diese Arbeit auch schreiben

1 dgdq
—5501 (‘~ )
wobei dg und dg¢' die Ladungen zweier beliebigen Molekiile be-
zeichnet und die Integration iiber alle Molekiile des Systems erstreckt
wird.

Setzen wir :

1 {dgdyq
W:?yuv

r

so ist die Arbeit der elektrischen Kriifte fiir eine Elementarumfor-
mung des Systems
—dW.
Die so definirte Funktion W heisst die elektrostatische
Energie des Systems.
Dieselbe lidsst sich auch noch in eine andere Form bringen.
Da nimlich das Potential des Systems den Werth

sz"ﬁ
r

hat, so kann die elektrostatische Energie geschrieben werden
w=-2\vag
= 2 9'

294. Systeme aus homogenen Leitern. — Lisst man ein System,
welches aus elektrisirten homogenen Leitern gebildet ist, eine Um-
formung erfahren, welche die Ladungen und die Lage der Leiter
im Raum verindert, ohne die Form, das Volumen, den physikalischen
und chemischen Zustand oder die Temperatur zu beeinflussen und
ohne einen Elektricititsaustausch zwischen zwei Leitern verschiedener
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Natur hervorzurufen, so bleibt die Differenz U — AW und die
Entropie 8 des Systems konstant.

Zum Beweis dieser Thatsache nehmen wir zuniichst an, dass
die Leiter des Systems ihre Lage im Raum #ndern, dagegen die-
selbe elektrische Vertheilung behalten.

Wenn wir an jedem der Leiter eine Kraft angreifen lassen, die
der Resultante der elektrischen Krifte gleich und entgegengesetzt
gerichtet ist, so ist die Geschwindigkeit dieser Kérper wihrend ihrer
Umwandlung bestindig Null; demnach ist auch die Zunahme der
lebendigen Kraft des Systems Null. Das Princip von der Erhaltung
der Energie liefert also die Beziehung

dU=dQ+ Ar.

Da die #usseren, an den Leitern angreifenden Krifte den
elektrischen Kriften gleich und entgegengesetzt sind, so hat die von
ihnen zu leistende Arbeit dieselbe Griosse, wie diejenige der letzteren,
aber entgegengesetztes Zeichen. Die dem System wihrend der Um-
formung zugefiihrte Arbeit = ist also

+ dW:
hieraus folgt
dU=dQ+AdW,

oder
dU—AW)=dQ.

Die Umformung ist aber unter den vorstehenden Bedingungen
reversibel, so dass man hat
aQ

dsS T

Nun wird aber Wirme weder hervorgebracht, noch absorbirt,
da sich nach unserer Annahme die elektrische Vertheilung auf den
Leitern nicht #indert; daher ist dQ Null. Aus den obigen Gleichungen
geht hervor, dass dann U— AW und S unveridnderlich sind.

295. Im Folgenden wollen wir einen der Leiter des Systems
betrachten und nachweisen, dass die Funktionen U— AW und S die-
selben Werthe behalten, wenn auch die elektrische Vertheilung dieses
Leiters sich verdndert.

Ein materielles Molekiil m dieses Leiters, das eine Ladung dg¢
besitzt und sich an dem Punkte M (Fig.39) befindet, moge mit
seiner Ladung nach M' gebracht werden, und gleichzeitig das an
dem Punkt M' befindliche materielle Molekiil nach M; sodann moge
die elektrische Ladung dq durch Leitung wieder von M' nach M zuriick-
gelangen. Die Form, das Volumen, der physikalische und ehemische
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Zustand des Leiters sind durch diese Umformung nicht geiindert
worden, da der Leiter homogen ist und wir nur zwei materielle
Molekiile untereinander vertauscht haben; die Funktionen U und S
behalten somit denselben Werth. Andrerseits ist die elektrische Ver-
theilung vor und nach dieser Umformung dieselbe; demnach nimmt
die elektrostatische Energie, die nur von der Lage der elektrischen
Massen abhingt, wieder denselben Werth an. Die Verdnderungen
von U— AW und von S sind also Null; dieser Schluss wiirde offen-
bar auch bestehen bleiben, wenn die Punkte M und M' zwei Leitern
von derselben Natur angehorten. Nun zerfillt diese Operation in zwei
Phasen:

1. in die Verschiebung der materiellen Molekiile M und M/,

2. in die Ueberfithrung der Elektricitdt durch Leitung.

Die erste Phase verdndert, wie wir
sahen, die Funktionen U — A W und S
nicht; ebenso wenig geschieht dies durch
die Gesammtoperation; somit muss bei
der zweiten Phase dasselbe der Fall sein.

Die Verinderung der Elektricitits-

Fig. 39. vertheilung durch Leitung beeinflusst
also diese beiden Funktionen nicht.

Man kann demnach die elektrische Vertheilung auf den Leitern
des Systems #ndern, die Elektricitiit von einem Leiter auf einen
anderen von derselben Natur iibergehen lassen, und nach dem vor-
hergehenden Paragraphen gleichzeitig diese Leiter verschieben, ohne
die Funktionen U — AW und S dadurch zu veriindern. Die ausge-
sprochene Voraussetzung findet auf diese Weise ihre Bestitigung.
s folgt daraus unmittelbar, dass diese Funktionen weder von der
Lage der Leiter, noch von der elektrischen Vertheilung abhingen;
sie hingen vielmehr ab von Grossen, die den physikalischen oder
chemischen Zustand, die Form ete. dieser Leiter bestimmen, und
von den elektrischen Ladungen, welche dieselben besitzen. Wir
wollen nun zusehen, in welcher Weise sie von diesen letzteren
Grossen abhingen.

296. Ausdriicke fir U— AW und fiir S in Funktion der
Ladungen. — Der Einfachheit halber beschréinken wir das System
auf zwei homogene Leiter von verschiedener Natur, welche die La-
dungen ¢, und ¢, besitzen. Wir bezeichnen mit U, S und W die
Werthe der inneren Energie, der Entropie und der elektrostatischen
Energie fiir die betrachteten Verhiltnisse; mit U; und 8, die Werthe
der beiden ersten Funktionen, wenn sich das System in neutralem
Zustande befindet.

)



Elektrische Erscheinungen. 263

Zu diesem System soll eine gewisse Anzahl m -+ n unter sich
gleicher Kugeln hinzugefiigt werden, von denen m aus der Materie
des Leiters A, n aus derjenigen des anderen Leiters bestehen; dann
sei s; die Entropie einer der Kugeln von der ersten Art und s, die-
jenige von einer der zweiten Art in neutralem Zustande.

Die Gesammtheit des betrachteten Systems und dieser zuge-
fiigten Kugeln im neutralen Zustand bildet ein System, dessen
Entropie ist

S'=8 4 ms, +ns,.

Nun lassen wir die Ladung ¢, des Korpers A auf ¢; der aus
der gleichen Materie gebildeten Kugeln iibergehen; dann kommt A
zum neutralen Zustand zuriick, wihrend jede der Kugeln eine La-
dung 1 besitzt; unter diesen Bedingungen sei s,' der Werth der
Entropie einer jeden von ihnen. In gleicher Weise lassen wir ferner
die Ladung ¢, von B auf ¢, Kugeln iibergehen, die aus demselben
Stoff bestehen, und bezeichnen mit s,’ die Entropie einer jeden dieser
Kugeln, wenn sie eine Ladung 1 besitzt. Es entsteht dann ein
neuer Zustand des gesammten Systems, dessen Entropie die Grdsse

hat
=S m =g s s F— ) st gs .

Nach dem im vorbergehenden Paragraphen Gesagten verédndert
aber der Uebergang der Elektricitit von einem Leiter auf einen
anderen von derselben Natur die Entropie des Systems nicht; dem-
nach ist 8'=38,', woraus folgt

S=8 4 q (' — )+ ¢ — ).

Nun hingt s," —s; nur von der Natur und dem physikalischen
Zustand der Kugeln und folglich auch des Leiters A ab; wir konnen

also setzen
s — s =m,

und entsprechend

8 — s =1,
wo 7; und %, Koefficienten bezeichnen, die nicht von den Ladungen
g, und g, abhéingen. Als Ausdruck fiir die Entropie des aus den
Leitern A und B bestehenden Systems in Funktion dieser Ladungen

erhilt man dann
S=Sl +ng g

Fiir ein System aus einer grosseren Anzahl von Leitern finden
wir im Allgemeinen

) S=8+mna+me+...0,9,
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Ebenso lassen sich diese Betrachtungen wie auf die Entropie
offenbar auch auf die Funktion U — AW anwenden; wir wiirden
fiir diese Funktion finden

(2) U'_AVV=U1+61Q1+6292+...3ngn,
wo U; die innere Energie des Systems im neutralen Zustand und
0., 0, ...0, die von den Ladungen unabhéngigen Koefficienten be-
zeichnen.

297. Potentialunterschied bei Kontakt und Peltier-Effekt. —
In dem metallischen Verbindungsdraht zweier Leiter von ver-
schiedener Natur wird ein Strom fliessen, und dieser Draht wird im
Allgemeinen der Sitz einer nicht umkehrbaren Erscheinung sein,
nimlich der Entstehung von Joule’scher Wirme. Wenn aber die
Potentialdifferenz der beiden Leiter dem Gleichgewichtszustand der-
selben sehr nahe kommt, so ist die Stromintensitit unendlich Kklein,
und da die Joule’sche Wirme dem Quadrat dieser Intensitit pro-
portional ist, so wird dieselbe unendlich klein von der zweiten
Ordnung. Wir konnen sie dann vernachlissigen und die Erschei-
nungen werden dadurch reversibel. Die Entropieinderung des
Systems ist also, unter der Annahme, dass die beiden Korper die
gleiche Temperatur T haben
dQ

®) S =5

Fiir die Verénderung der inneren Energie gilt
dU=4dQ,
da dem System keine Arbeit zugefiihrt wird. Man erhiilt demnach
4) dU=TdS.

Bezeichnet dq die Elektricititsmenge, welche vom ersten Leiter
zu dem zweiten iibergeht, so wird die Ladung des letzteren ¢, - dg,
die des ersteren ¢, —dgq. Nach Formel (1) erhdlt man demnach
tiir die Entropiefinderung des Systems

®) dS=dgq (1 — m)
und nach Formel (2) fiir die der inneren Energie
AU =AdW + dg(6,—6,).
Unter Beriicksichtigung von Gleichung (4) findet man also

AdW +dg,—6)=dgmm—mn)T.
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Werden die Potentiale der beiden Leiter mit V, und V, be-
zeichnet, so ist die Verdnderung d W

dW = (V,—V,) dyg.

Ersetzt man in der vorhergehenden Gleichung dW durch diese
Werthe, so findet man als Ausdruck fiir die Potentialdifferenz bei
Kontakt

(6) V,— V=1

A

[('72— 'il)T+ 6, — 65].

Die von dem System aufgenommene Wirmemenge wird durch
Gleichung (3) bestimmt; ersetzt man dS durch seinen Werth (5)
so folgt

dQ=(n—m)Tdy.

Die entwickelte Wirme, d. h. der Peltier-Effekt, ist also pro-

portional

(0 — (g — '71) T.

298. Wir sind nun in der Lage, die Beziehung zwischen dem
Peltier-Effekt und der Potentialdifferenz bei Kontakt aufzustellen.

Zunéchst wollen wir zeigen, dass zwischen den Koefficienten 0
und 7 eine Beziehung besteht.

Wir erwédrmen die Leiter so, dass die Temperaturen ihrer
Punkte unter sich bestiindig gleich sind und dass die Transformation
reversibel verlduft; dann gilt

dU=Tds,
oder, da die Temperatur allein sich veriindert,

ou o8
gT = ' aT"
Setzt man in dieser Gleichung fiir die partiellen Differential-
quotienten von U und S ihre aus den Ausdriicken (1) und (2) ab-
geleiteten Werthe ein, so erhilt man

o, 26, @, 858,

_ O
eT ThgrtRyT T o7

15T

Ony

+Te aT’

+T’]3

Da diese Gleichung fiir alle beliebigen Ladungen erfiillt sein
muss, SO muss gelten

8,Ul, — T ELSJ
T ¢T’
und ferner
cH o Cy
® T LT
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wo 6 und 5 im Allgemeinen die auf eine gleiche Materie beziiglichen
Funktionen bezeichnen.

Diese Gleichung wollen wir zur Auffindung der gesuchten Be-
ziehung zwischen V,— V, und dem Koefficient des Peltier-Effekts
benutzen.

Durch Differentiation der beiden Seiten von Gleichung (6) nach
T erhélt man

J(Vy "’V?) _ 8(']2—’71) 3(62—")1)
A—T_%—’h—*_T oT oT ’
oder in Folge der Gleichung (8)
oV, —V,
A 18 T .> =N M-

Wenn wir diesen Werth von 7, — 7, in den Ausdruck (7) ein-
setzen, finden wir, dass der Koefficient des Peltier-Effekts propor-
tional ist
oV, —Vy)

—AT 0T

Da die Aenderung der Differenz V, —V, mit der Temperatur
im Allgemeinen kleiner als V, — V, ist, so wird der Peltier-Effekt
geringer sein, als die der Verdinderung der elektrostatischen Energie
dquivalente Wirme.

Um zu diesem Resultat zu gelangen, mussten wir gewisse
Hypothesen machen, die iibrigens ziemlich naheliegend waren. Ich
will indessen auf eine derselben hinweisen, die, wie wir spiter sehen
werden, zweifelhaft erscheinen kann. Wir hatten ndmlich voraus-
gesetzt, dass es keine andere Wirme gibe, als die, welche von dem
Peltier-Effekt herrtihrt und die von dem Kontakt der beiden Leiter
stammt (abgesehen von der Joule’schen Wirme, die man im vor-
liegenden Fall als unendlich klein von der zweiten Ordnung ver-
nachlissigen kann).

Wenn man sich aber den Maxwell’schen Vorstellungen an-
schliesst, so gibt es nur geschlossene Strome, und die sogenannten
offenen Stréme (wie sie im vorliegenden Fall auftreten) sind in
Wirklichkeit durch das Dielektrikum geschlossen. Nach dieser An-
schauung wird die Trennungsfliche des Leiters und des Dielektri-
kum von einem Strom durchflossen. Diese Fliche ist tibrigens
auch der Sitz eines Potentialunterschieds, wie wir im § 302 sehen
werden. Man kann also die Frage aufwerfen, ob sie nicht auch der
Sitz eines Peltier-Effekts sein kann.
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Ich werde spiter auf diese Frage zuriickkommen; vorliufig
wollen wir voraussetzen, dass dieser Peltier-Effekt Null ist, und
wollen demnach die Theorie von Duhem annehmen.

299. Damit die durch den Peltier-Effekt entwickelte Wirme
der Versinderung der elektrostatischen Energie proportional ist, d. h.
proportional der elektromotorischen Kraft bei dem Kontakt, miisste
nach den Gleichungen (6) und (7) gelten

6, =6,.

»

Offenbar gibt es aber keinen Grund fir die Giiltigkeit dieser
Gleichung, da sich 6, und 6, auf verschiedene Materien beziehen.
Sie wiirde tibrigens auch zu Folgerungen fiihren, die nicht mit dem
Experiment iibereinstimmen.

Wir erhielten dann nimlich

80, _a0,
oT 0T’
und folglich wegen Gleichung (8),

Om__ 0Om
oT 07T
Die Differenz 7, —», wiirde dann unabhingig von der Tempe-
ratur sein, und in Folge dessen wire die elektromotorische Kraft
bei Kontakt, die sich reducirt auf

1
V1—V2=T(’72—71)Ta

proportional der Temperatur; dasselbe wiirde fiir den Peltier-Effekt
gelten. Nun hat aber der Versuch gezeigt, dass es sich nicht so
verhilt.

Die alte Hypothese von der Proportionalitit zwischen dem
Peltier-Effekt und der elektromotorischen Kontaktkraft muss also
vollstindig verlassen werden.

300. Wahre und scheinbare Potentialdifferenz zweier sich
beriihrender Kérper. — Die durch den Ausdruck (6) gegebene
Potentialdifferenz V, —V, entspricht den Punkten M, und M, (Fig. 40),
die den beiden in Bertihrung befindlichen Leitern angehdren. Max-
well weist daraut hin, dass dieser Potentialunterschied nicht den-
selben Werth haben kann, wie in den beiden Punkten M," und M/,
die in der Luft unendlich nahe an den Leitern liegen. Wir wissen
nimlich nicht, ob nicht ein Potentialunterschied zwischen einem
Leiter und der umgebenden Luft besteht; das Vorhandensein dieses
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Unterschieds scheint sogar nach den Vorgingen, welche bei der
Beriihrung zweier im Gleichgewicht befindlicher Leiter statthaben,
wahrscheinlich zu sein. Man hat demnach zu unterscheiden zwischen
dem Potentialunterschied der Punkte M, und M,, und demjenigen
der Punkte M, und M,'; der erstere ist der wahre Potentialunter-
schied bei Berihrung, der zweite der
gn; M, scheinbare Potentialunterschied.
Der wahre Potentialunterschied spielt
bei den thermoelektrischen Erscheinungen
a, 9, eine Rolle; der scheinbare bei den An-
ziehungserscheinungen der Platten eines
Kondensators, wenn diese Platten aus ver-
Fig. 40. schiedenen Metallen gebildet und durch
einen Metalldraht verbunden sind. Der
plotzliche Potentialsprung bei der Beriihrung zweier Koérper erfordert
nidmlich das Vorhandensein einer elektrischen Doppelschicht. Die
Anziehung der Kondensatorplatten riibrt demnach nicht nur von der
Anziehung der einfachen Belegungen mit entgegengesetzter Elektri-
citét her, sondern auch von den beiden Doppelschichten, die durch
die Beriihrung mit der Luft entstehen.

Wenn das Volta’sche Gesetz auf eine Kette von Koérpern ange-
wandt werden koénnte, die aus der Luft und den Leitern besteht,
so miissten sich die beiden Enden dieser Kette auf demselben
Potential befinden; da die beiden Punkte M, und M, als die Enden
dieser Kette angesehen werden konnen, so miisste der scheinbare
Potentialunterschied derselben Null sein. Das Experiment zeigt
indess, dass dies nicht der Fall ist.

301. Thomson-Effekt und entsprechende elektromotorische
Kraft. — Wir wollen jetzt die Folgerungen der Theorie von Duhem
und der Hypothesen, auf denen sie beruht, disku-
tiren; im Besonderen soll dabei diejenige betrachtet
werden, bei der wir am Ende des § 298 etwas
linger verweilt haben.

Zundichst wollen wir untersuchen, welche
Schwierigkeiten bei dem Versuch entstehen, die im
§ 292 betrachteten Funktionen ¢ (T) und ¢' (T) mit
der Theorie von Duhem zu berechnen.

Es liegt nidmlich nahe, folgende Ueberlegung
anzustellen. Die aus demselben Metall bestehenden
Platten A und B eines Kondensators (Fig. 41) sollen
Fig. 41. sich auf verschiedenen Temperaturen befinden und

durch einen Leiter C von derselben Materie ver-




Elektrische Erscheinungen. 269

bunden sein. Die Ladungen der Platten moégen ¢, und g, sein, wenn
sich das System im Gleichgewicht befindet. Wird nun durch eine
unendlich kleine Ursache eine Elektrieitiitsmenge d¢ von A nach B
tibergefiihrt, so ist dieser Vorgang reversibel, denn wenn die Strom-
intensitit unendlich klein ist, kénnen wir das Quadrat derselben und
somit auch die Joule’sche Wiarme vernachlissigen, und es gilt dann

_ (a0
“_&T”

wo d () die von einem Element des Systems aufgenommene Wirme
bezeichnet und das Integral iiber alle diese Elemente auszudehnen

ist. Hieraus folgt
T,
a9 _ g (T)
T—~Adg§~i, -dT,

Ty

wenn T; und T, die Temperaturen der Platten bedeuten. Andrer-
seits liefert die Gleichung (1)

dS:(’h—"h)dQ?
man erhilt somit

Da diese Gleichung fiir alle Temperaturen T, und T, gelten
muss, so ist

0 T
©) A R

hieraus ldsst sich ¢ (T) bestimmen.
Die betrachtete Umformung geht ohne Arbeitsverbrauch vor
sich, so dass man hat

dU=dQ
oder nach Gleichung (2)
AdW -+ (6, — al)dngng;?(T) dT,
T, .
oder, wenn man noch dW durch seinen Werth d ¢ S ¢ (T)dT ersetzt,
T,

T, T,
ASq'(T)dT +02—61=AS¢(T)dT.
T T,
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Aus dieser Gleichung folgt, da dieselbe fir beliebige Tem-

peraturen T; und T, erfiillt sein muss
A'r’(T)—f—g%:Aw(T);
hieraus findet man unter Beriicksichtigung von Gleichung (9)

Nach Gleichung (8) ist aber die rechte Seite Null, so dass sich

ergibt
7' (T)=0.

802. Die dem Thomson-Effekt entsprechende elektromoto-
rische Kraft miisste also nach dieser Ueberlegung Null sein; hier-
aus wiirde folgen, dass der Potentialunterschied der Platten Null
ist. Nun hat aber Pellat nachgewiesen, dass ein Kondensator, dessen
Platten zwar aus demselben Metall bestehen, sich aber auf wver-
schiedenen Temperaturen befinden, geladen wird, wenn man die
Platten metallisch verbindet; es besteht also ein Potentialunterschied.
Allerdings tritt bei den Versuchen von Pellat der scheinbare Potential-
unterschied auf, so dass der wahre Potentialunterschied zwischen
dem kalten und warmen Metall Null sein konnte; doch ist dies
wenig wahrscheinlich.

In gleicher Weise kann man behaupten, dass die Theorie von
Duhem nicht auf die Thomson’sche Erscheinung anzuwenden ist und
dass demnach die aus dieser Anwendung gezogenen Folgerungen
nicht richtig sein koénnen.

Bei der Aufstellung der Formeln (1) und (2) haben wir nim-
lich angenommen, dass der Zustand eines jeden Leiters des Systems
durch eine gewisse Zahl von Variabeln, deren eine die Temperatur
ist, vollstindig bestimmt wird. Die Temperatur eines jeden Leiters
muss also gleichférmig sein, eine Bedingung, die durch den Ver-
bindungsdraht C in dem friiher betrachteten System nicht erfiillt ist.
Um ausserdem zur Gleichung (8) zu gelangen, hatten wir vorausge-
setzt, dass sich die Leiter auf derselben Temperatur befinden, und
auch diese neue Bedingung ist in dem von uns betrachteten Fall
nicht erfiillt.

803. Wir wiirden also die Wahl zwischen drei Moglichkeiten
haben:

1. Entweder koénnte man annehmen, dass der Thomson-Effekt
nicht Null ist, wie es der direkte Versuch lehrt, dass aber die elektro-
motorische Kraft, die nach Thomson die Ursache des Effekts bildet,
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Null ist; dass demnach bei dem Pellat’schen Versuch der wahre
Potentialunterschied zwischen den beiden Platten Null, dagegen der
scheinbare Potentialunterschied von Null verschieden ist.

2. Oder man konnte voraussetzen, dass die Theorie von Duhem
nur auf den Fall anwendbar ist, wo sich alle Leiter auf derselben
Temperatur befinden.

3. Oder endlich wire die Annahme moglich, dass ein Peltier-
Effekt bei der Beriihrung zwischen einem Leiter und einem Dielek-
trikum auftritt.

Wenn man aber die Ueberlegung in einer etwas anderen Form
anstellt, so sieht man, dass die beiden ersten Erklirungen verworfen
werden miissen.

IV. Einige Bemerkungen.

304. Peltier-Phéinomen beim Kontakt eines Leiters und eines
Dielektrikum. — Um dies zu beweisen, wollen wir die Theorie von
Duhem verlassen und den Kondensator betrachten, dessen Platten
A und B aus demselben Material bestehen (Fig. 41), sich aber auf
verschiedenen Temperatur T; und T, befinden.

Wir lassen nur die Platte A auf derselben Temperatur T; und
verindern die Temperatur von B um dT,; gleichzeitig verindern
wir auch den Abstand der Platten. Wihrend eines Zeitintervalles d¢
wird eine Elektricititsmenge dg von der einen Platte zur anderen
iibergehen und dabei in dem Draht eine gewisse Wirmemenge er-
zeugen; ein Theil derselben rihrt von dem Thomson-Effekt, ein an-
derer von dem Joule’schen her. Die dem Thomson-Effekt zuzu-
schreibende Wirme ist der Stromintensitit ¢ = dg¢/dt und diejenige des
Joule-Effekts dem Quadrat dieser Grosse proportional, so dass diese
letztere im Verhiltniss zur ersteren bei unendlich kleinem dg ver-
nachléssigt werden kann. Diese Bedingung wird verwirklicht, wenn
die Verschiebung der Platten und die Wirmezunahme von B ausser-
ordentlich langsam stattfindet. Nehmen wir dies an, so ist der Kreis-
process reversibel.

805. Die in einem Element des Leiters C durch den Thomson-
Effekt hervorgebrachte Wirmemenge betrigt

— Adgg (T)dT,

die Wirme, welche von aussen geliefert werden muss, um dies Ele-
ment auf konstanter Temperatur zu erhalten, ist also

Adgg(T)dT.
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Fiir den ganzen Leiter C erhiilt man also

T,
dQ 7(T)
ST = Adqg‘T~ dT
T,
oder
aQ
j\T = Aﬂdga
wenn man setzt
Ty
n= g'l,(rTl dT.
C/TI

Um die Temperatur der Platte B um den Betrag d'T, zu heben,
muss man ihr eine Wirmemenge Cd'T, zufiihren, wenn C ihre Wirme-
kapacitit bedeutet. Man findet also fiir die betrachtete Elementar-
umformung

aqQ C

Die linke Seite dieser Gleichung stellt ein vollstindiges Diffe-
rential dar, da die Umformung reversibel vor sich geht; es muss
also gelten

. oy 1 ocC
@ AST, =T, 7,

Wenn man jetzt die Summe der dem System zugefiihrten
Wirmemenge betrachtet, so erhilt man

Ty
S aQ — Angq(T)dT—l—CdTg
T
oder '
3) SdQ:Aodq+ CdT,,
wenn man setzt

T
6= 5’ ¢ (T)dT.
T,

Wir wollen nun nachweisen, dass diese Grosse ein vollstindiges
Differential ist.
Hierzu muss man beweisen, dass

4) A
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Nun erhéilt man nach den Definitionsgleichungen fiir # und 7

06

T, (Ty)
und
0 1
3'1:7 = ’f (T))
Hieraus folgt
09 — 377
(4a) o, T oy

und die zu beweisende Gleichung (4) erhilt die Form

8y 0C,
z aT, 3(1

&) AT

diese Beziehung ist aber offenbar nach Gleichung (2) erfiillt.

806. Die bei einer elementaren Umformung aufgenommene
Wirmemenge ist also ein vollstindiges Differential; daraus ergibt
sich, dass keine Wirme aufgenommen wird, wenn man das System
einen geschlossenen Kreis beschreiben lidsst. Nach dem Princip der
Aequivalenz kann also bei einem solchen Kreis keine Arbeit er-
zeugt werden; die Anziehung der Platten wiirde somit, entgegen dem
Pellat’schen Versuche, Null sein.

Wir wollen nun das System folgenden Kreis beschreiben lassen:

1. Bei gleichbleibender Temperatur T, von B nihern wir die
Platten; ziehen sich diese, wie es der Versuch von Pellat beweist,
an, so entsteht eine positive Arbeit.

2. Der Abstand der beiden Platten bleibt konstant und wir
verindern in B die Temperatur von T, bis T;; da die Platten sich
nicht bewegen, wird dabei auch keine Arbeit hervorgebracht.

3. Die Temperatur von B bleibt konstant T, und wir entfernen
die beiden Platten, bis sie sich wieder in ihrer anfinglichen Stellung
befinden; die Platten bleiben dabei auf derselben Temperatur, es
findet also keine Anziehung statt, und dementsprechend wird keme
Arbeit erzeugt.

4. Der Abstand der Platten bleibt konstant und wir bringen
die Temperatur der Platte B wieder von T, nach T,. Auch hierbei
tritt keine Arbeitsleistung auf.

Die gesammte Arbeit wire also hierbei positiv, so dass dQ
kein vollstindiges Differential sein k¢nnte; Rechnung und Experiment
befinden sich demnach hier im Widerspruch.

Aber bei der Aufstellung der Gleichungen (1) und (3) hatten
wir angenommen, dass keine andere Ursache fiir die Absorption von
Wirme vorhanden sei, als der Thomson-Effekt und die Temperatur-

Poincaré, Thermodynamik. 18



24 Elektrische Erscheinungen.

inderung von B. Wir wollen nun voraussetzen, dass an der Be-
riithrungsfliche zwischen der Luft und einer der Platten, z. B. B,
ein Peltier-Effekt entsteht, und wollen mit — A Adq die durch diesen
Effekt bei einer Elementarumformung entwickelte Wirme bezeichnen;
dann erhalten wir

C

)dq+T—2z1T2

dQ A
T A ('7 + T,
und

SdQ =A@+1)dg—+ CdT,.

Da die erste Grosse ein vollstindiges Differential ist, erhélt man

6 18C_, 87  AdL Al
( T, 3¢ em, T T,eT, T

Damit auch die zweite Grosse (d Q) ein vollstindiges Differential
wird, miisste gelten

06 0l
5, ron AT,
oder nach Gleichung (4a)
oC 0y a1
3, AT, T AT,

Nun kann diese Bedingung aber nur dann gleichzeitig mit
Gleichung (6) erfiillt sein, wenn A=0 ist, d. h. wenn kein Peltier-
Phianomen auftritt. Wenn die erzeugte Wiarme kein vollstindiges
Differential sein wiirde, so miisste also ein derartiger Vorgang ein-
treten, und zwar wiirde sich derselbe auf beiden Oberflichen ab-
spielen, da kein Grund ersichtlich ist, weshalb derselbe auf der
Oberfliche von B zu Stande kommen sollte, nicht aber auf der Ober-
fliche von A.

307. Wir nehmen nun an, dass sich T; gleichzeitig mit T,
verdndert; sind dann C, und C, die Wirmekapacititen der Platten
A und B, 4, und A die Koefficienten des obigen Peltier-Effekts an
den Flichen A und B, so erhilt man

S%:A(V—F%——%’l—)dg—i—%TdTl—l—%de
und
fa@=A@+1—1)dg+C dT,+CaT,.

Bezeichnet nun a die Anziehung der beiden Platten und ¢ ihren
Abstand, so ist die dussere Arbeit =
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0d od cd
T=—« (W(IQ+ET(IT1+ETT‘2 ([Tg).

Nach den Principien der Thermodynamik miissen

(%Q— und S(ZQ— Az

[

vollstindige Differentiale sein. Hieraus folgt

Ay 6 04 0¢ 0d ) Jde 00 e 00

T, 8y 0y 0T, T, ay 0T, 4T, a4

Aber diese Ueberlegung hat zur Voraussetzung, dass kein
anderer Warmeeffekt als das obige Peltier-Phéinomen auftritt; doch
haben wir nach den vorangegangenen Erdrterungen guten Grund,
derartigen Hypothesen gegeniiber auf der Hut zu sein. Wie dem
auch sei, es scheint jedenfalls aus allem hervorzugehen, dass man
die Theorie von Duhem entweder vervollstindigen oder aufgeben
muss. Gehen wir ndmlich auf die Betrachtungen des § 297 zuriick,
so haben wir drei Peltier-Effekte ins Auge zu fassen, einen an der
Trennungsfliche der beiden Leiter, die zwei anderen an der freien
Fliche eines jeden der zwei Leiter. Wir erhalten dann nur eine Be-
ziehung zwischen diesen drei Effekten und der elektromotorischen
Kontaktkraft und koénnen den ersten der drei Effekte nicht als
Funktion dieser elektromotorischen Kraft berechnen.

Wenn man dagegen das Vorhandensein des Peltier-Phéinomens
bei der Beriihrung eines Leiters und eines Dielektrikums nicht an-
nehmen will, so muss man einige andere, von Duhem vorausgesetzte
Hypothesen fallen lassen, falls man das Pellat’sche Experiment er-
kliaren will, und muss dann untersuchen, ob seine Folgerungen nicht
gedndert werden.

Wir konnen somit die Frage folgendermaassen zusammenfassen.

Am Ende des § 292 hatten wir die Beziehung

JE' =JE

gefunden, aber wir mussten einsehen, dass die Betrachtung ge-
schlossener Stréme nicht zur Berechnung von E' als Funktion von E
ausreicht.

Duhem suchte die Schwierigkeit durch Betrachtung offener
Strome zu umgehen; wenn man sich aber auf den Boden der Max-
well’'schen Anschauung stellt, gibt es keine offene Stréme, so
dass der Kunstgriff von Duhem hinfillig wird.

308. Thermischer Nutzeffekt elektrischer Motoren. — Wir

lassen einen elektrischen Motor durch eine hydroelektrische Siule
18*



2176 Elektrische Erscheinungen.

treiben. Wenn die elektromotorische Gegenkraft des Motors der
elektromotorischen Kraft der Siule gleich ist, wird die Strominten-
sitdt unendlich klein, und die durch den Joule-Effekt entwickelte
Wirme unendlich klein von der zweiten Ordnung. Man kann sie
also vernachlissigen, und die ganze in der Siule in Volta-Energie
verwandelte Wirme findet sich vollstindig als Arbeit wieder. Nun
ist nach Helmholtz die in Volta-Energie umgewandelte Wéarme gleich
der freien Energie L'"; da im Ganzen die Wirme L. erzeugt wird,
so erhilt man als thermischen Nutzeffekt des Systems
LH
f%

in den meisten Fillen ist dies Verhiltniss 4/5. Der Nutzeffekt eines
elektrischen Motors ist also viel grosser wie derjenige der thermischen
Maschinen. Allerdings gibt das erwéhnte Verhiltniss den Hochst-
betrag des Nutzeffekts eines elektrischen Motors an, denn es wurde
vorausgesetzt, dass die Stromintensitiit unendlich klein ist, was einer
unendlich kleinen Arbeit in endlicher Zeit entsprechen wiirde. That-
sdchlich muss die Stromintensitit endlich sein, so dass man von der
Volta-Wirme diejenige des Joule-Effekts abziehen muss; nichtsdesto-
weniger bleibt der Nutzeffekt noch viel hoher als derjenige der
Dampfmaschinen. Die Anwendung elektrischer Motoren wiirde also
einen betrichtlichen Vortheil gegentiber diesen Maschinen gewihren,
wenn nicht der Preis fiir die chemische Reaktionswirme grosser
wire als derjenige fiir die Wérme, welche bei der Verbrennung von
Kohle erzeugt wird.



Kapitel XVII.

Zuriickfithrung der Principien der Thermodynamik
auf die allgemeinen Principien der Mechanik.

309. Verschiedene Theorien. — Die Zuriickfiihrung des Prin-
cips von der Aequivalenz auf die Grundprincipien der Mechanik
begegnet keinen Schwierigkeiten; wie wir gesehen haben, geniigt
die Hypothese von den Molekularkriften zur Ableitung des Princips
von der Erhaltung der Energie und folglich auch zur Ableitung des
Prineips der Aequivalenz aus den allgemeinen Bewegungsgleichungen.

Anders verhidlt es sich mit dem zweiten Princip der Thermo-
dynamik. Zuerst versuchte Clausius, dasselbe auf die Principien der
Mechanik zuriickzufiihren, jedoch ohne geniigenden Erfolg.

Helmholtz hat dagegen in seiner Abhandlung iiber das Prinecip
der kleinsten Wirkung eine viel vollkommenere Theorie als die
von Clausius aufgestellt, doch gibt sie iiber die irreversiblen Er-
scheinungen keinen Aufschluss.

810. Grundlage der Helmholtz’schen Theorie. — Wir wollen
ein System materieller Punkte betrachten, die frei oder irgendwie
verbunden sind, und deren Lage durch die Parameter ¢, ¢5, 95... ¢,
bestimmt wird. Bezeichnen wir mit ¢, ¢;'...q,' die Differential-
quotienten dieser Parameter nach der Zeit, mit T die lebendige
Kraft des Systems und endlich mit

Q1J01+Q2JY2+---Qnd‘9n

den Ausdruck fiir die Arbeit der Krifte, denen das System bei einer
virtuellen Verriickung unterworfen ist, so gilt in jedem Augenblick

fiir alle Parameter
AL
de\eg e

es ist dies die Lagrange’sche Gleichung fiir den Parameter g¢,.
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In seiner Abhandlung wendet Helmholtz andere Bezeichnungen
an. Der Buchstabe T wird fiir die absolute Temperatur benutzt,
wihrend L die lebendige Kraft darstellt. Die Parameter werden
P,s Py --- genannt und ihre Differentialquotienten nach der Zeit
Gor Qo - - -

Die virtuelle Arbeit der inneren Kriifte des Systems wird von
derjenigen der &usseren Krifte unterschieden. Helmholtz nimmt
an, dass die inneren Kriifte eine Kriftefunktion oder potentielle
Energie @ zulassen, dann hat die Arbeit dieser Krifte fiir eine
Variation 6 p, eines der Parameter den Werth

A
op,

dp, -

Die Arbeit der Husseren Kriifte, welche von dieser Variation
herriihrt, wird bezeichnet mit
—P, dp, .

Mit diesen neuen Bezeichnungen lautet die Lagrange’sche
Gleichung fiir den Parameter p,

—_9* p
Op, a

d (8L 0L o0&
M i (o)~ a5 =

311. Die potentielle Energie @ hingt nur von der Lage der
Molekiile des Systems ab; sie ist also eine Funktion der Parameter
p, aber nicht ihrer Differentialquotienten g¢.

Die kinetische Energie L hingt dagegen gleichzeitig von p
und ¢ ab; sie ist homogen vom zweiten Grad in Bezug auf diese
letzteren Grossen. Es ist niimlich L=2Xm#? vom Grade — 2 in
Bezug auf die Zeit; wenn man also die Zeiteinheit verdoppelt, wird
der Werth von L vervierfacht. Wihrend nun p, durch diese Ver-
dnderung der Einheit ungedndert bleibt, wird ¢, verdoppelt; es muss
also jeder Ausdruck von L vom zweiten Grad in Bezug auf die
Grossen ¢ sein.

In Folge dieser Eigenschaft der Funktion L erhalten wir

oL
@) 2L=2Jg, Y
312. Wir setzen nun
3) H=¢—L,
und
(4) U=e 4 L;

U bezeichnet dann die Gesammtenergie des Systems.
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Durch Differentiation dieser Gleichungen nach p, erhalten wir
CH__ 6+ 0L,
a Pa al}a 8 p& ’
durch Differentiation nach ¢,
0H oL
Cq, ¢q,’

da @ nicht von ¢ abhingt. Setzen wir die aus diesen Gleichungen
sich ergebenden Werthe der Differentialquotienten von L nach p,
und ¢, in (1) ein, so finden wir

_ d (¢H oH . N

@ e (7g) *op ="
Ferner sei

(6) _JZH,* L —

Og g

worin s, und die durch analoge Gleichungen definirten Grossen s,
Funktionen von p und ¢ sind. Man kann also U als Funktion von
p und s ansehen, wihrend H immer als Funktion von p und ¢ zu
betrachten ist. Die Gleichungen (3) und (4) ergeben fiir die Funk-
tion U

U=H+2L,

oder nach den Gleichungen (2) und (6)
U=H+Ygq,s,.

Aus dieser neuen Gleichung folgt durch totale Differentiation
beider Seiten

oU ou JH oH
ETPZP-FEH(ZS— ‘§E(ZP+EW(ZQ+28(ZY+2(1(18.
Nach (6) ist aber

O] ‘2%%(@:——28(@;

folglich reducirt sich die vorhergehende Gleichung auf

ou cU 0H
Tpd/)—i—zg(ls—za—ljdp—{—zqu.

Hieraus ergibt sich

¢cU __0H

8 =
C) ap, " op

a
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und
ou
(9) Ds = Ya -

813, Der Ausdruck fiir das Princip von der Erhaltung der
Energie kann unmittelbar aus den Gleichungen (8) und (9) abgeleitet
werden. Es folgt ndmlich

ou _ %5 ,
op, ot a
oU 9p,

Ts, 2T Tpr

Hieraus ergibt sich

dU—-—E%%{dp—f—E%—?ds:—EPdp—zg%dp—}—zggds
d -
e (IU————EPadpa.

Die Verdinderung der totalen Energie des Systems ist also
gleich der Arbeit der dusseren auf das System wirkenden Kriifte;
dies ist aber das Princip von der Erhaltung der Energie.

314. Hypothesen iiber die Natur der Parameter. — Helmholtz
nimmt an, dass man die Parameter, durch welche die Lage des
Systems definirt wird, nach der Art, wie sie sich mit der Zeit ver-
dndern, in zwei Klassen theilen kann; die einen derselben verindern
sich sehr langsam, die anderen dagegen sehr rasch. Die ersteren
wollen wir mit p,, die zweiten mit p, bezeichnen.

Diese Hypothese erscheint ganz natiirlich. So gehen die Mole-
kularbewegungen, welche den Temperaturgrad eines Korpers be-
dingen, mit unvergleichlich viel grosserer Geschwindigkeit vor sich,
als die Bewegungen, welche wir dem gesammten Koérper ertheilen
konnen. Die Parameter, welche die relative Lage der Molekiile be-
stimmen, verdndern sich also sehr rasch, diejenigen dagegen, welche
die Lage des Korpers im Raum angeben, nur langsam.

315. Helmholtz macht noch eine andere Hypothese, deren An-
nahme grossere Schwierigkeiten entgegenzustehen scheinen. Er setzt
voraus, dass die Funktion @ nicht von den Parametern p, abhingt,
und dass in die Funktion L diese Parameter nur mit ihren Diffe-
rentialquotienten ¢, eingehen.

Es lassen sich bestimmte einfache Beispiele aus der Elementar-
mechanik angeben, wo diese Hypothese verwirklicht ist.

‘Wir wollen z. B. eine Rolle betrachten, die sich um ihre Achse
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dreht. Die Lage der Rolle kann dann durch den Winkel p, definirt
werden, welchen eine im Raum feste Ebene mit einer durch einen Punkt
der Rolle und durch die Achse derselben gelegte Ebene einschliesst;
p, ist also einer der Parameter des Systems. Die lebendige Kraft
dieses Systems ist gleich dem Produkt aus dem Tréigheitsmoment
der Rolle in das Quadrat der Winkelgeschwindigkeit; das Trig-
heitsmoment hingt nicht von p, ab, die Winkelgeschwindigkeit ist

9 = 8;: ; demnach ist die lebendige Kraft nur eine Funktion von ¢, ,

nicht aber von p,. Da sich andererseits der Schwerpunkt der Rolle
auf der Rotationsachse befindet, so verdndert sich die potentielle
Energie nicht; sie ist also von p, unabhingig.

Als ein anderes Beispiel betrachten wir einen ringférmigen,
geschlossenen Kanal, der von einer Flissigkeit durchstrémt wird,
und nehmen an, dass der stationire Zustand erreicht sei. Man kann
nun die Lage des Systems durch den Winkel p, definiren, welchen ein
durch ein Fliissigkeitsmolekiil gehender Durchmesser mit einem im
Raum festen Durchmesser des Kanals einschliesst. Aber weder die
potentielle noch die kinetische Energie hi#ngen von diesem Para-
meter ab, denn diese Grossen bleiben konstant. Wenn nimlich der
stationdre Zustand erreicht ist, wird ein Molekiil unmittelbar durch
ein anderes ersetzt, wihrend das erstere seine Lage geiindert hat;
die lebendige Kraft verindert sich also nicht; ausserdem ist die
Arbeit der inneren Kriifte Null, und die potentielle Energie behiilt
demnach denselben Werth.

Es folgt aus diesen Beispielen, dass die Theorie von Helmholtz
in dem Fall richtig ist, wo sich Korper um eine Achse drehen; sie
erscheint demnach anwendbar auf die Wirbelbewegungen der Mole-
kiile. Kann sie aber auch noch in dem Fall angewandt werden,
wo die Molekiile der Korper sich geradlinig beiderseits eines festen
Punktes bewegen? Diese Frage wollen wir spéter untersuchen.

316. Zunichst nehmen wir die Hypothese von Helmholtz an
und fahren in der Auseinandersetzung seiner Theorie weiter fort.

Da @ und L nicht von den Parametern P, abhiingen sollen, so
wird dies auch fir H der Fall sein. Wir erhalten also nach Glei-
chung (5)

d (¢H
— it () =P,

oder gemiss der Definition fiir die Funktionen s

ds,

0t =P

b -



282 Zuriickfithrung der Principien der Thermodynamik.

Die #dussere Arbeit fiir den betrachteten Parameter ist bei einer
Variation dp, desselben — P, dp,.
Als Funktion des Zeitintervalles d¢ ausgedriickt, ist diese Va-

dp

l}tb dt oder ¢, dt. Die dussere Arbeit kann demnach auch in
[¢

der Form — P, ¢, dt geschrieben werden. Helmholtz setzt

riation

) dQ, = — P, ¢, dt.

Wenn wir in dieser Gleichung P, durch seinen aus der vorher-
gehenden Gleichung abgeleiteten Werth ersetzen, so folgt

. ds,
10) dQy =g, Tdt:gb dsy .
Dies ist die Gleichung fiir die Parameter, welche sich sehr
schnell verdndern.
Wir wollen nun die Parameter ins Auge fassen, die sich langsam
verdndern, und nachweisen, dass fiir diese der Differentialquotient

d [(0H . o N -~
4 (@) vernachlissigt werden kann.
Nach den Gleichungen (6) erhalten wir
oH _ oL
N 0¢s

Nun ist L eine homogene Funktion zweiten Grades von ¢, und

Ty 3 gTH wird also aus Gliedern von der Form Ag, ¢q,, und Bg,, ¢,
a
gebildet. Demnach enthidlt der Differentialquotient dieser Grosse

{
nach der Zeit(—

H
T (%) nur Glieder von der Form

a

dgg dyq, dg,
Mg Bog Bawgy

Da aber die Parameter ¢, sich sehr langsam verdndern, so sind
q,, und ¢, sehr klein, und ebenso auch die Differentialquotienten
dieser Grossen nach der Zeit; man kann also die Glieder der beiden
ersten Formen vernachlissigen, da sie das Produkt zweier sehr
kleinen Grossen enthalten. Ebenso diirfen die Glieder von der
dritten Form vernachléssigt werden, aber nur unter der Bedingung,
dass wir den Differentialquotient der endlichen Groésse ¢, als sehr
klein betrachten. (Wenn wir z. B. zur Fixirung der Vorstellung
auf die Rolle zuriickkommen, die uns vorhin als Beispiel gedient
hat, so kommt dies auf die Annahme hinaus, dass die Winkelge-
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schwindigkeit dieser Rolle sehr gross, aber nahezu konstant ist.)
Wird diese Hypothese noch zu Hiilfe genommen, so sind alle Glieder
d [(¢H T
T (871) zu vernachlissigen.
Wir erhalten dann durch Vernachlissigung des ersten Gliedes
von Gleichung (5) als Gleichung fiir die Parameter p,

11) §f==—PM

a

von

317. Monocyklische Systeme. — Helmholtz gibt den Namen
monocyklische Systeme denjenigen, fiir welche die Zahl der
unabhingigen, sehr schnell verinderlichen Parameter sich auf 1
reducirt; in dem Fall, wo die Zahl dieser Parameter grosser als 1
ist, heisst das System ein polycyklisches.

In allen monocyklischen Systemen ist ilé); ein vollstindiges
Differential.

Zum Nachweis dieser Eigenschaft betrachten wir zuerst ein
monoeyklisches System, dessen Lage durch einen einzigen, sich
rasch verindernden Parameter definirt ist; diesen koénnen wir p
nennen.

In der Gleichung (2)

2L=2Yy, »gl—{
{12.
bezeichnet ¢, den Differentialquotienten eines beliebigen, schnell oder
langsam sich verdindernden Parameters. Fir diese letzteren aber
ist ¢, sehr klein und die entsprechenden Glieder konnen vernach-
lassigt werden; folglich ist

9L ="

(a5}

|

=qgs.

»

q
Nach der Gleichung (10) erhilt man fir dQ
dQ=yds,

51@__ 2¢9ds
L — qs

und somit
=2d(ns);

der betrachtete Quotient stellt also ein vollstindiges Differential dar.

318. Unvollstindige Systeme. — Helmholtz theilt die poly-
cyklischen und monocyklischen Systeme in zwei Klassen: in die
vollstindigen und die unvollstindigen Systeme. Die letzteren
sind diejenigen, bei welchen die Arbeit — P, dp,, die einer von
Null verschiedenen Variation des einen der Parameter p, entspricht,
gleich Null ist.
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Fiir diese Systeme erhilt man nach Glejichung (11) ebenso viel

Gleichungen
on
(14 =0,
Op, Pa

als Parameter p, von der erwihnten Art vorhanden sind; wir be-
zeichnen diese Parameter mit p,. Da die Funktion H nach der
Hypothese von Helmholtz nicht von den schnell verinderlichen Para-
metern p, abhiingt und da die Differentialquotienten g, vernachléssigt
werden diirfen, so konnen die Gleichungen von der Form (14) als
Beziehungen zwischen den Parametern p,, den Parametern p, und
den Differentialquotienten ¢, betrachtet werden. Dies gibt ebenso
viel Gleichungen als Parameter p,; wir kénnen uns daher der-
selben bedienen, um diese Parameter in Funktion von p, und ¢, aus-
zudriicken. Diese Parameter sind also nicht nothwendig zur Definition
der Lage des Systems; vielmehr geniigen hierzu die Parameter p,
(nach Abzug der mit p, bezeichneten) und die Parameter g, .

Werden nun die Gleichungen geéindert, wenn man als unab-
hingige Variable nur die Parameter p, und ¢, nimmt? Wir wollen
den Ausdruck von H unter diesen Bedingungen H' nennen; H' hiingt
von p, und ¢,, H von p,, p, und ¢, ab.

Da H' und H ein und dieselbe Funktion mit verschiedenen

Variablen bezeichnen, so ist
H=H.

Bildet man jetzt die Differentialquotienten dieser Funktionen
nach p,, so erhédlt man

om' _ oH op,
op, Op, Eapc O,

Nun ist nach Gleichung (14)

0H _
ap,

und somit
oH' _0H
dp, Op,

Die Lagrange’schen Gleichungen fiir die Parameter mit lang-
samer Verinderung behalten also dieselbe Form, nimlich die von
Gleichung (11).

Durch Differentiation nach ¢, erhilt man ferner

oH' _ 0
9 qy aqy 2 8Pe gy’
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und folglich aus demselben Grund wie friiher

0w _om
0q, Og¢p

Aus diesen Gleichungen und den Gleichungen (6) folgt un-
mittelbar, dass die Funktion s, unverindert bleibt, ob die Para-
meter p, explicit in die Zahl der Parameter eingehen, welche die
Lage des Systems definiren, oder ob dies theilweise nicht stattfindet.
Im einen wie im anderen Fall haben folglich die Lagrange’schen
Gleichungen fiir die schnell verdnderlichen Parameter die Form (10)

d Qh =y d Sy -
Da die Form der Gleichungen dieselbe bleibt, so wird offenbar

in dem Fall eines monocyklischen Systems der Faktor % ein

integrirender Faktor von dQ sein.

319. Die unvollstéindigen Systeme unterscheiden sich also nur
wenig von den vollstindigen; allerdings ist der Unterschied zwischen
beiden ein wichtiger.

Die kinetische Energie L ist im Allgemeinen eine homogene
Funktion zweiten Grades von ¢, und ¢, ; ausserdem hingt sie von
den langsam verdnderlichen Parametern ab. Nun haben wir eben
gesehen, dass in den unvollstindigen Systemen ein Theil dieser
Parameter, die Parameter p , Funktionen von ¢, und p, sind. Er-
setzen wir somit in L die Grossen p, durch ihre Ausdriicke in
Funktion der ¢, so wird L nicht mehr vom zweiten Grad in Bezug
auf ¢, sein; sie wird also von ungerader Ordnung in Bezug auf
diese Differentialquotienten sein kénnen und folglich auch von un-
gerader Ordnung in Bezug auf die Zeit. Wir werden bald die
Wichtigkeit dieser Bemerkung einsehen.

Das einfachste Beispiel, das man anfiihren kann, ist eine Rolle,
auf deren Achse ein Centrifugalregulator angebracht ist. Wenn die
Geschwindigkeit der Rolle wichst, entfernen sich die Kugeln des
Regulators von einander, und das Trigheitsmoment des Systems wird
dadurch vergrossert.

Die lebendige Kraft ist also nicht proportional dem Quadrat
der Winkelgeschwindigkeit, da sie gleich dem Produkt dieses Qua-
drats in das mit der Geschwindigkeit verdnderliche Tréigheitsmo-
ment ist.

320. Anwendung auf Wiirme-Erscheinungen. — Wir wollen
mit Helmholtz annehmen, dass die Parameter p, sich auf Molekular-
bewegungen beziehen, die der Wirme zuzuschreiben sind, die Para-
meter p, dagegen auf die sichtbaren Bewegungen des Systems.
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In Folge dieser Unterscheidung zwischen den verschiedenen
Parametern wird die Gleichung

dU=—2p, dp,
des § 313
dU=—2p, dp, —3p, dp,
oder
dU=—2Xp, dp, +2dQ,.

Nach dieser Gleichung ist also die Verinderung der inneren
Energie gleich der negativen Summe der dusseren Arbeit 2p dp,
fiir die sichtbaren Bewegungen und der #usseren Arbeit. —23dQ,
fir die Molekularbewegungen. Diesen Ausdruck von 4 U wollen
wir mit demjenigen vergleichen, der uns durch das Princip der
Aequivalenz geliefert wird. Die Variation der inneren Energie, aus-
gedriickt in mechanischen Einheiten, ist die Summe aus der Arbeit
und der Wirme d(Q, welche dem System zugefiihrt wird, in den-
selben Einheiten ausgedriickt. Wie man sieht, werden die beiden
Sitze identisch, wenn man annimmt, dass

dQ=23dQ,,

d. h. dass die &dussere Arbeit der Molekularkrifte mit umgekehrtem
Zeichen gleich ist der dem Korper wihrend der Umformung zuge-
fiihrten Wirme. Das Princip der Aequivalenz wird also auf die
allgemeinen Principien der Mechanik zuriickgefiihrt, wenn man vor-
aussetzt, dass die Korper aus Molekiilen bestehen, die auf einander
einwirken; dies war uns schon bekannt.

321. Fiir ein monocyklisches System, das wir nun betrachten
wollen, ist bekanntlich

(15) %QB ein vollstindiges Differential.

Nun ist aber dQ, nichts anderes als die dem System zuge-
fiilhrte Warme in mechanischen Einheiten, da sich fiir ein mono-
cyklisches System 2'd Q, auf dQ, redueirt. Zum Beweis des Carnot-
schen Princips geniigt also die Annahme, dass die Temperatur des
Systems der kinetischen Energie L proportional ist. Da iibrigens
die Glieder djeser Energie mit ¢, zu vernachlissigen sind, so kann
man diese Energie mit der kinetischen Molekularenergie identi-
ficiren.

Ist nun aber die Annahme zulissig, dass die absolute Tempe-
ratur eines Systems der kinetischen Molekularenergie proportional sei?
Die kinetische Gastheorie zeigt, dass dies fiir die Gase der Fall ist,
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die Helmholtz’sche Theorie wiirde uns, wie man sieht, zu der An-
nahme zwingen, dass dies auch fiir alle anderen Korper stattfindet.

Nach dem Carnot’schen Princip, das wir als experimentell er-
wiesen betrachten wollen, setzen wir

aQ_

(16) T

ds,

wo S das Produkt der Entropie in das mechanische Wirme-
dquivalent darstellt. Da dQ=dQ,, so verschwinden ¢ S und das
Differential (15) gleichzeitig. Dies letztere ist also eine Funktion
von S; wir wollen setzen

Q,
N =7 (S)
Hieraus leiten wir ab
dQ . dQ
Lb—"—‘- 7 S)dS = ¢' (S T

und folglich
L=T4a#().

Zur Bestimmung von ¢ betrachten wir zwei Systeme, fiir
welche die Grossen L und S resp. die Werthe L, und S;, L, und
S, besitzen. Die beiden Systeme mogen sich auf derselben Tem-
peratur T befinden; dies ist n&thig, da wir im Augenblick nur
reversible Vorginge betrachten wollen.

Wir erhalten dann

L=T#@S). Ly,=T26,(S,.

Die Werthe dieser Grossen fiir die Gesammtheit beider Korper
werden sein L; + I, und 8,4+ S,. Dann gilt die Beziehung

L+ Ly =T8S +5,),
und folglich
0, (Sl) -+ 0, (Si) =0, (Sl -+ Sz) .

Durch Differentiation beider Seiten dieser Gleichung nach 8, findet

man
0, (8)=06;' (S, +3,),

und durch weitere Differentiation nach S,
0=20,"(8; +5S.).
Hieraus folgt fiir den Werth von 63 (S, -+ 8,)
0, (S, +Sy)=a+b(,+8S,),
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und folglich
6,8)=d+68,, 0;(8) =a" +68,.

Die drei linearen Funktionen 6,, ¢,, 6, unterscheiden sich also
nur durch die Konstanten a, o', a', aber der Koefficient & ist fiir
alle derselbe.

Bezeichnet man also mit ¢ und b zwei Konstanten, deren erste
von der Natur des Koérpers abhingt, wihrend die zweite fiir alle
Kérper gleich ist, so erhilt man

L=T(+6S).

Wir sahen aber, dass der Koefficient & fiir jeden betrachteten
Korper denselben Werth haben muss. Daher muss & Null sein fir
alle Korper, da dies fiir die Gase der Fall ist. Die absolute Tem-
peratur ist also immer der kinetischen Molekular-Energie proportional.

322, Anwendung der Helmholtz’schen Theorie auf Schwin-
gungshewegungen. — Wie wir schon gesehen haben, ist die Hypo-
these von Helmholtz (818) nur fiir Wirbelbewegungen anwendbar.
Nun scheinen aber die Molekularbewegungen aus Schwingungen zu
bestehen, die nach beiden Seiten eines festen Punktes vor sich gehen

und es fragt sich, ob der Quotient ~TQ auch fiir diese Bewegungsart

noch ein vollstindiges Differential darstellt? Wir wollen nachweisen,
dass diese Eigenschaft in dem Fall monocyklischer Systeme bestehen
bleibt, selbst wenn man auf die Hypothese des § 815 verzichtet.
Im letzteren Falle ist die potentielle Energie @ eine Funktion
des schnell verinderlichen Parameters p, die wir schreiben kénnen

- A p?
a7 D= o)

+C,

wo A und C Funktionen von p,. Bei der Entwicklung von & nach
wachsenden Potenzen von p kann man nimlich die Glieder von
hoherem als zweiten Grad vernachlissigen und auch das Glied vom
ersten Grad fortlassen. Die Glieder von héherem als zweiten -Grad
miissen nidmlich sehr klein sein, andererseits kann man den Para-
meter p immer so wihlen, dass er Null ist, wenn sich das Molekiil
in der Mitte seiner Oscillation befindet; unter diesen Umstidnden ist
@ von gerader Ordnung in Bezug auf p, und das Glied vom ersten
Grad ist dann Null.

Die kinetische Energie ist homogen vom zweiten Grad in Be-
zug auf ¢ und g,; wir konnen also setzen
B

2_,

(18) L=
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wo B eine Funktion von p, bezeichnet, immer unter der Annahme,
dass die ¢, sehr klein sind.
323. Wir wollen nun die Lagrange’sche Gleichung fiir den
Parameter p aufstellen; nach einer der Gleichungen (6) haben wir
¢L
S=a—g—B 7,

und folglich fiir die gesuchte Gleichung

dBy EH_
@ T, b
Es ist aber
H=<¢ —L

und demnach
¢H_o+ 8L _
Gp ey Gp- U
die vorige Gleichung kann man also schreiben
dBg
dt

19) +Ap=—P.

Wenn wir die schwingende Bewegung als stationir ansehen,
so ist P Null und A und B bleiben konstant; dann wird unsere
Gleichung

dyg
oder
d?p .
B dt:—!—Ap_O.
Setzt man
A=n’B

so ist eine Losung dieser Gleichung
p=hsin(nt+ w);
hieraus folgt durch Differentiation
g=nhcos(nt+ w)

und nach Einsetzen dieses Werthes von ¢ in die rechte Seite von (18)

BA2n?cos®(nt+ w)
2

g

L=

Betrachtet man das System fiir eine im Verhiltniss zur
Sehwingungsperiode geniigend lange Zeit, so kommt nur der mitt-
lere Werth dieser Grosse in Betracht; wir miissen also fiir den

1l
Nenner des Bruches (—I(j—l den Ausdruck

Poincaré, Thermodynamik. 19
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_ B2t AR

(20) L =

annehmen.

324. Wir setzen jetzt weiter voraus, dass die langsam ver-
sanderlichen Parameter andere Werthe erhalten, mit anderen Worten,
dass die schwingende Bewegung nicht stationir verlduft; in diesem
Fall ist P nieht Null.

Berechnen wir nun die von aussen zugefiihrte Arbeit

JQ—————SP(I;),

fiir den sehnell verianderlichen Parameter in der Zeit ¢ ¢, die absolut
betrachtet sehr klein, aber im Verhiltniss zur Schwingungsperiode
sehr gross ist, so erhalten wir nach Gleichung (19)

O‘Q:U(% qdp—l—bs B:]T;/.(lp—l—j.Apdp.

Das erste dieser Integrale ist leicht zu berechnen. Die Funk-
tionen B hingen nur von langsam verdnderlichen Parametern ab,
der Differentialquotient derselben nach der Zeit ist klein und lang-
sam verinderlich; wir konnen sie demnach als konstant ansehen,
und das obige Integral erhilt den Werth

dB( (IB( \
Ttu gdp = WL g?dt.

Da die Integration liber eine sehr kleine Zeit ¢ t ausgedehnt ist,

52 n?
so kann das Integral durch das Produkt é¢ in den Mittelwerth 22"

von ¢? ersetzt werden; dann erhalten wir

2 2 2 2
dB dB(”,lz n  ¥a’dB

a1 = e T e

wo 0 B die Verinderung von B mit der Zeit dt bezeichnet.
Um die beiden anderen Integrale zu erhalten, entwickeln wir
A und B nach wachsenden Potenzen von ¢; nehmen wir fiir den
Augenblick an, der Zeitanfang falle mit dem Beginn des Intervalls
0t zusammen, so erhalten wir
dA a*A

—_ It e}
A=At + 0+

dB @B ,
B—B—I—Wt-i— W‘t + ...
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Da aber das betrachtete Zeitintervall sehr klein ist, so braucht

man die Glieder zweiten und hoheren Grades von ¢ nicht zu beriick-

d

C L dA B
sichtigen; ausserdem kann man -5 und - als Konstante in die-

sem Intervall betrachten; es folgt also fiir die zu berechnenden
Integrale

(Bd[/dp—(Br!rlg:B (ydg—l—%(tydy,

(Ap dp ———Ajpdp—i—%ftpdp.

325. Wir koénnen nun das Zeitintervall 6¢ so wihlen, dass p
am Anfang und Ende dieses Intervalls Null wird; zu diesen beiden
Zeiten ist ¢ dann gleich n % Unter diesen Bedingungen wird

n? 12

ngdy—Bd —

und
Ajpdp=0.

Die beiden anderen Integrale konnen durch partielle Integration
umgeformt werden

dB( dB [ty q*
di tgdg= (T—j 5 (Zt)

dA( dA(tp p? .
ar ) tPar= dt(fé”_jﬂ"é’dt)’

wie leicht einzusehen ist, hat das erste den Werth

dB [ = a2 n* 2 n? 2
7(17(“ 2"_(” 4 ) IB- 47
und das zweite
dA h? /z-

Ersetzt man also in ¢Q die Integrale durch ihre Werthe, so

folgt
n? k2 / n? 22 2
JQ=JB—5=+ 4 4

oder

n2
LA N S

dQ=38d¢B 1 9 i

Durch Division dieser Gleichung mit L, dessen Werthe durch
die Gleichungen (20) bestimmt sind, folgt dann
19%
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JQ _,dB , dni_JA

L B kA

Jedes Glied der rechten Seite ist also der Differentialquotient
eines Logarithmus, so dass die Summe dieser Glieder den Diffe-
rentialquotient des Logarithmus von dem Produkt darstellt; der
Ausdruck ist demnach ein vollstindiges Differential. Das Theorem
von Clausius wird also fiir den Fall eines schwingenden Zustandes
der Molekiile ebenso bestiitigt, wie fiir den Fall wirbelnder Be-
wegung.

326. Irreversible Erscheinungen. — Kehren wir jetzt wieder
zur Helmholtz’schen Theorie zurtick, so scheint es zunichst, als ob
sie die irreversiblen Erscheinungen nicht erkldren konnte.

Die Funktion H h#ngt bekanntlich von den Grossen p und ¢
ab; diese letzteren Grossen gehen mit dem zweiten Grad ein, da
H=@®—L ist und da @ nicht von ¢ abhiingt, wihrend L diese
Grossen im zweiten Grad enthilt. Aendert man das Vorzeichen der
Zeit, d.h. lasst man das System zu seinem Anfangszustand rickwirts
gehen, so #ndern die p ihr Zeichen nicht, dagegen thun dies die

dp

Differentialquotienten =3, Da aber diese Grossen im Ausdruck

fiir H im zweiten Grad vorkommen, so behilt diese letztere Funktion
denselben Werth. Die Gleichungen, welche den Zustand des Systems
in jedem Augenblick definiren, konnen unter der Form (5) darge-
stellt werden

—P

d 8H) .E)E_
811&— ar

~Ti\og,

Das erste Glied bleibt unverindert, wenn d ¢ negativ wird, da
d g, gleichzeitig das Zeichen wechselt, und H, wie wir sahen, den-
selben Werth behilt; die anderen Glieder #ndern ihren Werth eben-
so wenig. Die Gleichungen bleiben demnach dieselben, unabhingig
vom Zeichen von di¢; wenn das System also zu seinem Anfangs-
zustand zuriickkehrt, geht es wieder genau durch dieselben Werthe
hindurch, die es beim Verlassen des Anfangszustandes besessen
hatte; die Umformungen sind also reversibel.

827. Fir den Fall unvollstindiger Systeme haben wir aber
gesehen, dass L durch eine Funktion dritten Grades von ¢ ausge-
driickt werden kann. Unter diesen Umstéinden dndert L mit dem
Zeichen von dt seinen Werth. Die irreversiblen Vorginge konnten
also mit den unvollstindigen Systemen gleichbedeutend sein; diese
Annahme macht Helmholtz.

Indessen nimmt derselbe noch eine andere, iibrigens analoge
Erkliarung zu Hiilfe.
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Wir wollen annehmen, dass fiir einige der schnell verinder-
lichen Parameter p, die Grossen P, Null sind, und wollen diese Pa-
rameter mit p, bezeichnen. Dann erhalten wir (§ 318)

dQ,

ds, = “ =—P, dt=0.

Die Grossen s, sind also Konstanten, die ich s," nennen will.
Die Beziehungen

& =g 0
“e “e

lassen die Elimination der Gréssen ¢, zu, so dass als unabhingige
Variable nur die p, und ¢, (ausschliesslich der g,) bleiben.

Bezeichnen wir dann durch ¢ die partiellen Differential-
quotienten, die mit dem System der alten Variabeln p,, ¢, und ¢,
berechnet sind, und mit ¢ die partiellen Differentialquotienten mit
den neuen Variabeln p, und ¢,, und setzen ferner (Gleichung 6;
p. 279)

H=H+J3s50q,,

so folgt
LOEE S EL ) N
Ip,  Op, 09, dp,  Op, Ip,  Cp, N
JH'_JH Esoi‘ie
()‘pa ()‘pi1 € ()‘pa !
und hieraus
JH' @H
dp, Op,
Ebenso erhalten wir
JH_0H g, Tt
Ia, Oy 2 ¢y’
und
201 2 (0 g, () p e e,
ot\dy, ) 8t\ay, A TAVPN ¢t dg’
da ferner
. 0s,
\e :Ce 3 at :07
so folgt
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Ebenso erhilt man

o (JH'\ @ (JH 0 0 (I
tilan) =aelin) + 2o gt og)

¢ om) _ ¢ om)
ot\ogy | 0t\byq,

Unsere Gleichungen werden also

also

JH'
dqy

JH'
z)‘pzt

— P, (Z( ):——(/bde,

d. h. sie behalten dieselbe Form. Wenn die Zahl der schnell ver-
anderlichen Parameter, abgesehen von den g, sich auf 1 reduecirt,
so ist das System monocyklisch; aber der integrirende Faktor ist

. 1 1
nicht mehr I sondern ——
b b

Die Gleichungen s ,=s sind nicht homogen in Bezug auf ¢,
da die linke Seite vom ersten Grad, die rechte vom Grad O ist.

Hieraus folgt, dass nach der Elimination der ¢,, L nicht mehr
homogen vom zweiten Grad in Bezug auf ¢ sein wird, und dass H
Glieder ungerader Ordnung von diesen Grossen enthalten kann.

Die Gleichungen sind also nicht mehr reversibel, d. h. sie
bleiben bei einem Zeichenwechsel der Zeit nicht mehr ungedndert.

Helmholtz bezeichnet mit verborgenen Bewegungen die-
jenigen, welche den Parametern p, entsprechen, fiir die P, Null ist;
daher muss die Nichtumkehrbarkeit gewisser Vorginge auf das
Vorhandensein verborgener Bewegungen in dem System zuriickge-
fiithrt werden. Das einfachste Beispiel eines solchen Systems bildet
das Foucault’'sche Pendel; in diesem Fall ist die verborgene Be-
wegung diejenige der Erde; diese Bewegung verhindert, dass das
Pendel im umgekehrten Sinn die Stellungen passiren kann, die es
vorher eingenommen hatte, und vernichtet somit die Umkehrbarkeit
der Erscheinung.

328. Diese Erkldrung der irreversiblen Vorginge kann ge-
niigend erscheinen. Meiner Meinung nach erklirt sie jedoch nicht
alle thermodynamischen Erscheinungen, wie aus dem Folgenden
hervorgeht.

Fir ein System, das jeder dusseren Einwirkung entzogen ist,
sind die Grossen P, Null, und man erhélt als Gleichungen eines
Parameters bei Fortlassung der Indices ef. (5) und (6)
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ds ¢H

1) dt —@p 0,
i 0H
§ == — ey

Nach den Gleichungen (2), (3) und (4) findet man als Energie
des Systems

0L

U=H+J%
+ 29 4

oder unter Beriicksichtigung von (6)
U=H+Yys.

Betrachten wir U als Funktion von p und s, so ergeben sich
fiir die partiellen Differentialquotienten dieser Funktion

¢u_¢H
cp  Cp’
cU

as I

oder nach Gleichung (21) und der Bedeutung von g¢,

. oU e« 8U_dp

@2) oy T T de Es e
Wenn das System isolirt ist, kann sich seine Entropie nicht

. oS s oo
vermindern, 57 mouss also positiv sein fiir wachsendes ¢.

Nun kann man S als Funktion der s und p betrachten; man
erhélt dann
08 cS 0s €S op
a=2 e, )

Os op . .
oder, wenn man T; und E—It durch seine aus den Gleichungen (22)

abgeleiteten Werthe ersetzt

55_2 §§.?U_,5§.?E).
ot Cp Os 0s Cp

Die Bedingung, welcher das System gentigen muss, lautet also

2 T
23) E(LS '78‘E7_78$7_6L)>0;

Ty Es Es Ty

diese Ungleichung muss fiir alle Werthe von p und s erfiillt sein;
dies ist aber, wie wir sehen werden, nicht immer der Fall.
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829. Es ldsst sich in der That ein System denken, fiir welches S
durch ein Maximum hindurchgeht. Da aber S nicht kleiner werden
kann, so bleibt diese Grosse konstant, wenn sie ihren Maximalwerth
erreicht hat, fiir den das System sich im Gleichgewicht befindet.

Wir konnen annehmen, dass dieser Zustand den Werthen Null
von s und p entspricht, denn wenn diese Variablen von Null ver-
schieden wiren, kénnte man setzen

S=é'+8”, 1':1"_'_1’”

und konnte s und p" als neue Variable einfiihren, so dass die
Variablen im Gleichgewichtszustand Null wiren. Ebenso kann man
annehmen, dass fir diesen Zustand U und S Null sind, da diese
Funktionen willkiirliche Konstanten enthalten.

Entwickeln wir S nach wachsenden Potenzen der Variablen,
so ist das erste Glied dieser Entwicklung nach der obigen Annahme
Null; alle Glieder ersten Grades von p und s sind ebenfalls Null,
da S fiir p=s=0 durch ein Maximum geht; aus diesem letzteren
Grund sind alle Glieder zweiten Grades negativ. Wenn wir also
die Glieder von hsherem als zweiten Grad vernachlissigen, so ist S
eine negative quadratische Funktion von s und p; wir koénnen sie
also in Quadrate zerlegen, deren Koefficienten alle negativ sind.

Wird in gleicher Weise Funktion U entwickelt, so ist das
konstante Glied Null. Dasselbe gilt fiir alle Glieder vom ersten
Grad, da sich das System im Gleichgewicht befindet, und deshalb

0s op
»ﬂ>_0 und W——O,
woraus nach (22) folgt
oU oU
_37_0 und 73—:0'

Vernachléssigt man also die Glieder von einem hoéheren als
dem zweiten Grad, so reducirt sich U auf eine quadratische Funk-
tion von s und p.

330. Da die Funktionen S und U quadratische Form haben,
so sind ihre partiellen Differentialquotienten nach den Variablen vom
ersten Grad, und die linke Seite der Ungleichung (23) ist somit eine
quadratische Funktion. Damit diese Ungleichung immer erfiillt ist,
muss diese quadratische Funktion sich als Summe von Quadraten
darstellen lassen, deren Koefficienten positiv sind. Dann kann sie
nur fiir s =p =0 Null werden.

. U . s
Was nun die Funktion — & anbetrifft, so ist sie homogen

vom Grad Null in Bezug auf p und s. Man kann also, ohne den
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Werth dieser Funktion zu #ndern, s und p mit einem und demselben,
sonst aber beliebigen Faktor multipliciren. Wir wollen davon Ge-
brauch machen, um die Variablen immer kleiner als eine bestimmte
Grosse, d. h. endlich zu machen. U und S bleiben dann fiir be-

-

. . U
liebige Werthe der Variablen endlich und — -5 kann nur unendlich

werden, wenn S Null ist. Das aber S eine quadratische negative

. . L. . U .
Funktion ist, kann sie nicht Null werden; — 3 kann also nicht un-
endlich werden und muss ein Maximum aufweisen, das wir fiir ein
System von Werthen der s und p mit Ausnahme von p=s=0 mit
A bezeichnen wollen.

Fiir diese Werthe der dem Maximum entsprechenden Variablen
erhilt man

oU
[
¢S S
Cs
und hieraus
oU_ . ¢S
b5 e
Ebenso erhilt man
cU ¢S
op op

T T
j

Wenn wir diese Werthe von 88% und %13 in die linke Seite
der Ungleichung (23) einsetzen, so wird sie Null. Die ihr ent-
sprechende quadratische Funktion kann also fiir Werthe von p und s
verschwinden, die von Null verschieden sind. Demnach sind nicht
alle Koefficienten der Quadrate positiv, und die Funktion kann
negativ werden.

Die Helmholtz’'schen Gleichungen kénnen also die Entropie-
vermehrung nicht erkléren, die in isolirten Systemen auftritt, wenn
diese irreversible Umformungen erleiden.

Hieraus folgt, dass die irreversiblen Vorginge und die Theorie
von Clausius nicht durch die Gleichungen von Lagrange erkldrt
werden -koénnen.

831. Auch der Nachweis der umkehrbaren Vorginge ist nicht
vollstindig. Besonders miisste erkldrt werden, warum keine Wirme
von einem Korper zum anderen iibergeht, wenn beide dieselbe
Temperatur besitzen und sich bertithren. Man versuchte diese Er-
scheinung dadurch zu erkliren, dass man die beiden Korper mit
zwei Rollen verglich, deren Rotationsgeschwindigkeiten gleich sind.
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Wenn man diese Rollen in Beriihrung bringt, so entsteht kein Stoss
und folglich auch keine Uebertragung lebendiger Kraft von der
einen auf die andere; ebensowenig entstehen Stosse zwischen den
Molekiilen, wenn man beide gleich warme Korper in Beriihrung
bringt, da die Molekiile in Folge der Gleichheit der Temperatur die
gleiche Geschwindigkeit besitzen. Diese Erklirung ist jedoch keines-
wegs ausreichend.

332. Arbeiten von Boltzmann. — Den Namen von Helmholtz
und Clausius miissen wir den von Boltzmann zufiigen. Unter den
Arbeiten dieses letzteren Gelehrten iber den uns interessirenden
Gegenstand wollen wir nur seinen Beweis der Helmholtz’schen
Hypothese anfiihren.

Boltzmann trennt ebenfalls die Parameter des Systems in zwei
Klassen, in die langsam und die schnell veridnderlichen Parameter,
aber er nimmt nicht mehr an, dass H von diesen letzteren unab-
hingig sei. Das ganze System zerlegt er in eine grosse Zahl von
Systemen, fiir welche die Periode dieselbe, die Phase aber ver-
schieden ist. Durch Betrachtung des ganzen Systems zeigt Boltz-
mann, dass alles so vor sich geht, wie wenn H von den schnell
verdnderlichen Parametern nicht abhinge; die Hypothese von Helm-
holtz findet sich also bestitigt. Aus diesem Grund muss die Arbeit
von Boltzmann hier angefiihrt werden.
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