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Uber die Grundlosung bei parabolischen Gleichungen.

Von
Erich Rothe in Breslau.

Fiir die Gleichung

”n \

0z 2%z

(1) Az—ﬁzo (Ain_l 5y_f>
ist, wie bekannt, die Funktion

1 1 %= (2:" NS >

(®) DR ICEDR rt=2(y - e2d

eine Grundlésung. Unter Anwendung sukzessiver Approximationen bewies
Gevrey die Existenz einer Grundlésung auch fiir die allgemeinere Gleichung

n

(3) Az'—gz -{-g:ayaa—;—i—cz:O,
indem er die Funktion (2) als erste Approximation benutzte'). Auf die
Form (3) laBt sich, wenn n < 2 ist, durch eine Transformation der
Variablen diejenige Gleichung zuriickfiithren, die aus (3) entsteht, wenn man
an Stelle von 4 einen allgemeinen linearen elliptischen Differentialausdruck
setzt und bei % noch einen Koeffizienten zulift?). Fiir n > 3 ist das jedoch
nicht mehr der Fall, da man dann einen elliptischen Ausdruck im all-
gemeinen nicht auf die Normalform transformieren kann.

In der vorliegenden Arbeit soll nun eine Grundlésung fiir die Gleichung

@ s-nf=0 (0= F i)

k=1

1) Gevrey, Sur les équations aux dérivées partielles du type parabolique,
Journal d. Math., 6. sér., 9 (1913) und 10 (1914), § 75f Im Fall #» =1 hatte schon
Hadamard (C. R. 1911) ebenfalls unter Anwendung sukzessiver Approximationen eine
Grundlésung aufgestellt.

?) Gevrey, loc. cit. § 41.

%) GL (1) tritt bekanntlich bei der Behandlung der Wérmeleitung in homogenen
isotropen Kérpern auf; Gl (4) entspricht der Wirmeleitung in anisotropen und in-
homogenen Korpern.
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unter den folgenden Voraussetzungen aufgestellt werden: In einem ein-
fach zusammenhéngenden ganz im Endlichen gelegenen Bereiche 7' %) des
(Y1, Yo ¥s) = (y)-Raumes®) seien die Koeffizienten a,, und R zweimal
stetig differenzierbare Funktionen von y,, y,, y, allein; es sei dort a,, = a,;
und die Form Ja,, & &, positiv definit. Ferner sei

Wk

(5) R>m>0.

Ist dann 7 ein ganz im Innern von 7T gelegener Bereich, so wollen wir
eine Grundlésung in 7T konstruieren. Genauer gesprochen: es soll eine
Funktion I'(y, n, # — &) mit den folgenden Eigenschaften, die wir als De-
finition einer Grundlésung in 7 ansehen wollen, angegeben werden.

A. Fiir > £ und jedes im Innern von 7' gelegene Punktepaar g,
ist I" als Funktion von z,y eine regulire Losung von (4), als Funktion
von &,7 eine regulire Losung der adjungierten Gleichung

(4%) L(z)+ Rz =0.

B. Ist T ein (echter oder unechter) Teilbereich von 7', S der Rand von
T und ¢ (y) eine in T - S stetige Funktion, so gilt fiir jeden Punkt 4‘” aus T
()
- © _foely™)
(6) il—% 1“[ R Iy™, n.2)dn= { 0, wenn y'” innerer Punkt von 7— 7'
Wir werden eine Grundlésung folgendermafBen konstruieren: Sind i,

die Eigenwerte, u,(y) die normierten Eigenfunktionen des Problems

, wenn ¢'”innerer Punkt von 7,

(7a) L(w)+2,Ru,=0 in T,

(7b) u,=0 auf S,

so wird sich die Funktion

(8) Ly, mz—&)=Ju(u)en=ay (2>

4) Von T sowie von allen im folgenden auftretenden Bereichen setzen wir vor-
aus, daB der Rand stetig und stiickweise zweimal stetig differenzierbar ist.
%) Hier, wie im folgenden, ist der Kiirze halber y an Stelle von (y,, y,, y;) geschrieben.
%) Als Grundlésung von (1) wird im Falle n =1 gewdhnlich
y? @
*) L,L“e Mzij‘cosaye—a%da
2z Y= ” Y
benutzt. Spezialisiert man anderseits die Reihe (8) auf den Fall n=1 mit dem
Intervall (—, +1) als Bereich 7', so erhilt man auf Grund einfacher Rechnung
0
I'(y,0,z)= Y%COS%JZTZ/ e“kz"z“/“?:%Zcos aye CP A
k=1,
3,5...
(e=kn|2l; de==[l; £k=1,3,5...).
Die Funktionen (8) und (*) stehen also zueinander in einem #hnlichen Verhiltnis wie
eine Fouriersche Reihe zu einem Fourierschen Integral. (Anm. bei der Korrektur.)
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als Grundlosung erweisen. Eine andere (zum Nachweise der Eigenschaft B
geeignetere) Form der Grundlosung (8) wird in § 2 angegeben.

Die Definition einer Grundlésung durch die Eigenschaften A und B
wird durch die Tatsache gerechtfertigt, dal sich aus ihnen ohne Miihe eine
Formel ergibt, die der sogenannten Fundamentalformel?) in der Theorie
der Gleichung (1) entspricht (§ 4): Ist T ein einfach zusammenhéngender
ganz im Innern von 7' liegender Bereich des y-Raumes, ist § der Rand
von 7, ist ferner €, der durch

(9) 0L, y<T
gegebene Bereich des vierdimensionalen (zy)-Raumes, M« sein durch
(10) 0<r<29 y=<8

gegebener als stetig differenzierbar vorausgesetzter ,Mantel“, so gilt fiir
jede nebst den auftretenden Ableitungen stetige Losung z(z, y) der Gleichung

0z
wo f eine stetige Funktion von z, y ist, die Fundamentalformel
e 3 o) _
2) [ [ Sia, (F(y(o), y, 2@ — ac)~a—z PNt 73 x)) cos (y;»)dodx
08 qF oY OYx

z(0)

+ [R@)20,9) Ty 9,2 dy — [ [ (=, 9) (3, y, 2 — 2) dzdy
T orT

z(x(o’, y“”), wenn %@ im Innern von 7,
0 , wenn y© im Innern von 7 — 7.

Hierbei ist do das Flichenelement, » die dullere Normale von S.
Ferner wird sich ergeben, daB das in (12) auftretende Integral

z(0)

U(x("), y(o)) — fff(x, y)F(y(O), Y, 2@ _ :v) dzdy
0T

unter ndher zu prézisierenden Voraussetzungen iiber f die ,Poissonsche
Formel“
©) (0 © im T T
z', , im Innern von Thw,
(12a) L(U)—Rg—f={f( ve), “

0 , % im Innern von T — Ty,

liefert (§ 5; bei der Korrektur hinzugefiigt).
Im letzten Teil der Arbeit (§ 6; bei der Korrektur hinzugefiigt) wird
gezeigt, daB die iiber die Grundlosung I' bewiesenen Eigenschaften unter

?) Siehe etwa Goursat, Cours d’Analyse, t. II, 3. éd., p. 311, oder auch Gevrey,
loc. cit. § 1 und § 35.
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gewissen niher angegebenen Voraussetzungen zur Losung der sogenannten
ersten Randwertaufgabe der Gleichung (4) bzw. (11) ausreichen ®).

Es sei noch bemerkt, daBl die zum Beweis von (6) fiihrenden Be-
trachtungen fast unmittelbar einen Satz iiber die Approximation beliebiger
stetiger Funktionen durch die Eigenfunktionen des Problems (7) liefern®).
(Siehe Anm. '3).

§1
Beweis der Behauptung A.

Wir betrachten die zu der Randbedingung (7b) und dem elliptischen
Differentialausdruck L(u) bzw. L(u) — Au gehodrige Greensche Funktion
K(y,n) bzw. G(y, n,4).*°) Nach (7) ist dann

(18) e(y) =4 J B(n) () Ky, m)
und, da wir (7a) in der Form
L(uw)—AiRu,= —(A+1)Ru,

schreiben kénnen, gilt auch

(14) w(y) = (4 +4, Tf n) () G(y, 1, A) .

Multiplizieren wir (13) und (14) mit ]/R (y) und setzen

(15)  w(y) R(y)=?7k(y), VR(y)R(n) K(y, 1) =K(y, 1),
VR(y) B (n)G(y, n, )=§(y,n,l),

8 In gleichem Umfange, aber ohne Benutzung einer Grundiésung wurde die
erste Randwertaufgabe in einer demniéchst in den Mathematischen Annalen er-
scheinenden Arbeit (E. Rothe, Uber die Warmeleitungsgleichung mit nicht konstanten
Koeffizienten im dreidimensionalen Falle, 1. Mitteilung und 2. Mitteilung) behandelt.
Fiir den Fall der Gl. (4) 'vgl. auch A. Hammerstein, Uber Entwicklungen gegebener
Funktionen nach Eigenfunktionen von Randwertaufgaben, Math. Zeitschr. 27 (1927),
S. 304f.

9 Vgl. E. Rothe, Uber die Approximation stetiger Funktionen durch Eigen-
funktionen elliptischer Differentialgleichungen (Sitz.-Ber. d. Berl. Math. Ges. 28), wo
ein Spezialfall des genannten Satzes bewiesen wurde.

10) Die Existenz solcher Greenschen Funktionen ist sichergestellt, da E. E. Levi
(Rend. d. Pal. 24 (1907)) die Existenz einer Grundlésung und unter Benutzung der
Levischen Grundlosung L. Lichtenstein und W. Sternberg gleichzeitig (Math. Zeitschr.
20 (1924), S.198 und 21, 8. 286) die Losbarkeit der ersten Randwertaufgabe bewiesen
haben. — Die Schliisse von §1 sind im wesentlichen die gleichen wie bei A. Hammerstein,
loc. cit. 8. 8305f.
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so erhalten wir fiir die #, die Integralgleichungen mit symmetrischen Kernen

(16) ﬂk(?/)=lk_f w,(n) K(y, n)dy,

(17) w,(y) = (4 +/1)f“k('7 (y,7,2)dn.

Wir wollen nun zeigen, dal die Reihe (8) und die aus ihr durch
gliedweise Differentiation nach z und ¢ entstandenen Reihen fiir y, n << T
und z — & >3 > 0 gleichmiBig konvergieren, Da, wie bekannt, die Eigen-
werte 4, von (7) nicht negativ sind, ist

(18) e~ﬂ.k(z—§)< (,' _}_2)!110—(v+2)(x __ 5)—(v+2) é ('V 4+ 2)!(1"6)_(”'*'2)
(»=0,1,2,...).

Daher ergibt sich nach (5) fiir irgend zwei positive ganze Zahlen k, und k&,

(19) kal|uk(y) uk(’?)(“ lk)ve—lk(¢—§)| é %?]ﬁk(y) ﬁk(n)lge—lk(z—ﬁ) ‘

1 (»4+2)!
éﬁ(awz) Vzuk(y)guk(n

womit die Behauptung wegen der gleichmaBigen Konvergenz von Zw’ui i
’ 1

bewiesen ist. Aus ihr folgt offenbar, dafl die Reihe (8) beliebig oft gliedweise
nach x und ¢ differenziert werden darf.

Nunmehr kénnen wir zeigen, dafl I" als Funktion von «, y eine Losung
von (4) ist. Wie man sofort sieht, gilt die Behauptung jedenfalls fiir jeden
einzelnen Summanden der Reihe (8). Setzt man daher

n
= %Yuk(?/) u,(n) e xt@=8),

S0 1st
ds, 1
Ly(s,) =R %"
also
(20) s me— )= [R@O)EEDID gy 1yar
7

Da nun nach dem schon Bewiesenen

(21) fig 5 _ 07 (g fiir 2 —£26>0; 5,9 <T),
n>o 02" 0%” (»=0,1,...)

1) Der Index y bedeutet, daB der Operator L in bezug auf y (nicht ) an-
zuwenden ist.
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ist, so folgt aus (20)

Iy, 1,0 —§) = [ ROTE 2220 gy, 0y ae;

hieraus aber folgt auf Grund der Eigenschaften der Greenschen Funktion K
das behauptete Bestehen von (4), falls der Faktor von K einmal stetig
nach ¢ differenzierbar ist. Um dies noch einzusehen, beachten wir, daB

nach (20)
LA L IR aame=f) gy g)ag

s, (y,m, ®—8) 9%s,(,m,2—&) 8K (y, £)
(22> ay,ax IR dx® Yy, d¢

und daB ﬂ %g—) ‘ d ¢ beschrinkt ist, wenn sich ¥ in einem abgeschlossenen,

ganz im Innern von T gelegenen Bereiche T’ bewegt. Hieraus folgt auf
Grund von (21) leicht die gleichméaBige Konvergenz der rechten Seite
von (22) fiir y, n<<T', x—&>06. Daher konvergiert auch die linke Seite
in (22) gleichméBig, woraus sich offenbar die nachzuweisende Existenz und
Stetigkeit von aiy,' (%) ergibt.

DaB I' als Funktion von 4, ¢ die Gleichung (4*) erfiillt, folgt jetzt

unmittelbar aus
oI’ oI’

LnF=LyF, a—E‘:—ﬂ,

so daBl die Eigenschaft A in allen Teilen nachgewiesen ist.

§ 2.
Eine andere Darstellung von I'.

Ist G(y,7,4) die in (15) definierte Funktion, so setzen wir
Go(y, m, 1) = lg(y: n,4),

(23)
G,oi(y,m 1) = [ @o(y, 0, )G, (n, 5, 1)dC  (v=0,1,2,...)
T
und
(24) Ly, m2)=6,(v.7,%).
Dann behaupten wir
(25) lim I,(y, 7, z) =Y R(y) R(n) I(y, 7, ),

und zwar ist die Konvergenz gleichmifig fiir y, <7 und x =>9.
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G, ist nach (23) der mit A”*' multiplizierte (» + 1)-fach iterierte
Kern der Integralgleichung (17). Daher ist fiir » >1

(26) @,(y, n, 1) =3 B0 E&{),
k=1 (1 + 7")

also
o e]

(27) Iy 0 2) = OB
k=1 (1+—"§>

Wegen 4, > 0 ist nun fiir 2 >0

(28) (14527 (51 (o) > B2

und wir erhalten die von z und » unabhéngige Abschitzung

S | By () (1) () S
(29) k=%71 <1+M>v+1 == agk %'1 (xz(s)
Ebenso folgt aus (18)
(30) Snpnmen <l SHOBD ooy
k=N+1 k N+1 k

Ist nun ¢ eine vorgegebene positive Zahl, so wahlen wir N so, daf die
rechte Seite in (29) und (30) kleiner als ¢ wird, was wegen der absoluten

und gleichméBigen Konvergenz der Reihe 2 u(y) )—:7"(’7) moglich ist. Dann
wird nach (8) und (27) bis (30) P

(31) | VR(y)R(n)T(y, 1, 2) — T, (y, 1, 2)|
N
1
< 2 m(y)m(n [8'1"”‘—“1]
Fiir » —oc konvergiert (bei festem N) der erste rechtsstehende Summand

gleichméBig gegen 0. Hieraus foigt offenbar die Behauptung (25), da &
beliebig ist.

+ 2e.

§ 3.
Beweis der Behauptung B.
Wir beginnen damit, einige Eigenschaften der @, festzustellen.
1. Es ist G,(y,n,4) =0, wenn y am Rande von 7 liegt.

2. Gv(y’ 75 jh) :Gv (77’ y’l)'
8. G, =0 fiir y, p<T und 1> 0.
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Die Behauptungen 1. bis 3. sind richtig fiir » = 0. Der allgemeine
Beweis ergibt sich durch vollstindige Induktion auf Grund der Rekursions-
formel (23).

4. Sei y(y) eine in T einmal stetig differenzierbare Funktion und
vy, V..., 0,,, die durch die folgende Kette von Randwertproblemen
definierten Funktionen

L(v,) —ARv, =—1iRy; v, =0 am Rande von 7,
(33) L(v,) —4ARv, =—ARv; v, =0 , ” , T,
Lw,,,)—iRv,,,=—AiRv; v,,,=0 " » T,

Setzt man dann

() =VR@)v(¥), T,0)=VRH)vGE (e=1,2,..,v+1),

so 1st

(34) B, .1 (¥) =if¢ ()G (y,n, 2)dn.

Beweis. Nach der Grundeigenschaft der Greenschen Funktion
G(y,m, 1) ist
v (9)=21J R (n)w(n)G(y,n, 4)dn,
T

also nach (23) und (15)
5.(9) =% (1) Go(y, 1, 1) dy.

T

Die Behauptung ist daher richtig fiir » = 0. Fiir beliebiges » folgt sie
durch vollstindige Induktion nach (23).

5. Es ist fiir jeden Teilbereich 7 von T
(35) 0 < [VRM)G, (1 )an S VRG)  (y=<T5 2>0).

Der eine Teil der Behauptung folgt aus 3.; der andere lautet fiir v = 0
nach (23)

ARG (y,m, 1) dy < 1;
T

das ist aber richtig'?). Der Beweis fiir beliebiges » durch vollstindige
Induktion nach (23).

12) Wegen des Beweiges hierfiir siehe S.74 der in Anm. ?) zitierten Arbeit. Die
folgenden Beweise des Textes (bis S. 498) beruhen im wesentlichen auf einer passen-
den Ausdehnung der in der genannten Arbeit angewandten Methode.
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6. Unter den Voraussetzungen von 4. ist

17,,1(y)| L VR (y)Max | y|

(y<<T1;4>0).
19,.1(9)| < Max |y

(36)
Der Beweis folgt unmittelbar aus (34) und (35).

7. Sind die Voraussetzungen von 4. erfiillt, ist iiberdies y =0 am
Rande von 7, existiert ferner L (y) und ist einmal stetig nach den y;
differenzierbar, so ist

(37) 0,00 (9) = v (9)] ST Max |2 (y<T32>0).

i

Beweis. Durch passende Subtraktionen erhélt man aus (33)

L(v, —y)—AR(v,— ) ::—lR-L;.(%); v, — w = 0 am Rande von 7,
L(vﬂ_vl)_j‘R(vs'—vl) Z_lR'(vj_w); vr—v,:O ” » ” -T;
L(”9+l_vv)—j‘R(vv-i-l—vv):—]'R.(vv_vv-l); vv-}-l_vv:O ” »” ” T'

Durch passende Anwendung von 6. folgt daher

Max{vy+1~vy{gMaxlvv~vy_1{...gMax\vl—wlgMax;L——;;)i,

also

|v7+1_uJ|§lvv+1_vv]+lvr——vv—ll+"'+]vl—W|§v—;1Ma’X‘# >

womit (37) bewiesen ist.
Nach diesen Vorbereitungen wollen wir die Behauptung B (8. 489) fiir
den Fall beweisen, daBl

p=1.

Sei also 7 ein Teilbereich von 7. Wir betrachten zuerst den Fall, daB
y'” innerer Punkt von 7 ist. Sei alsdann o eine positive Zahl, die so
Klein gewihlt ist, daB die Kugel K, um y® mit dem Radius o ganz im

Innern von 7 liegt. Sei ferner
(6*—rHt fir r<o

) —
vy ={} s

[r*= 2 (y,—y)’].
v (y, y'®) geniigt, wie man sich leicht iiberzeugt, als Funktion von y den
Voraussetzungen von 7.; ferner ist y nicht negativ und erreicht fiir y — y©
sein Maximum. BSind daher v,,...,v,,, die Lésungen der Randwert-
probleme (33) (wobei y'® als Parameter auftritt), so ist nach (37)

b (9, ) — v, (y,9)| < 7 Max ‘E%”—)‘
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oder unter Beachtung von 4. und 3.

v 1
w(y,y(°))~7MaX} (v )-1<v,(y,y‘°’)=ﬁy—)f (.96, _; (., D) dy
<*O 3 (VR0 6, (v 1) dn.

Setzen wir hierin y = y'” und dividieren durch die positive Zahl y (y©, y©),
so erhalten wir unter Beachtung von (35)

v L(y)

fVR(n)G,_l(y“”, n, A)dn <1.19)
R(y(o))T

. . -1 1
Setzen wir speziell ﬂ.=VT, d. h. %zx(l +vTI>’ so kommt nach (24)

1 1 L(v) o
1—x(1+m>mm"‘ {—m m)fVR(’? 1,2)dy <1
und nach (25)

@ L(y) O)
(39) 11— o) w))MaX’ 2 ‘ éTfR(n)F(y n,x)dy <1,
woraus die Behauptung
(40) }i_l»x})’ij (n)F(y(O), n,z)dyp=1 (y(O) innerer Punkt von 7)
folgt.

Sei jetzt y'® innerer Punkt von 7 — 7. Nach dem schon Bewiesenen
ist dann

lim fR (y“”,n,x)dn:l, lim fR r'(y®, g, z)dn=1.

a:—»o—_ x—>0

1) Macht man in (88) bei festem » den Grenziibergang 41— oo, so folgt
Jlim [YR()G,-1 (%0, 1) dn = VRG®) Wo<T).
Hieraus ergibt sich (#hnlich wie im Text auf S. 498), daB auch fiir jede stetige Funktion ¢
Jlim [YR() 0 (1) 6ros (0% 0, ) dn =V R 5 (5).

Wendet man dies auf 7=7 an und beachtet, daB G,_, der mit 1” multiplizierte
v-fach iterierte Kern der Integralgleichung (17) ist, so folgt

q)(y(o)):l]i Z oY k(yw)) <0k=f_'fR(77)‘P('7)uk(’7)d7]>

24y

(»=1,2,8,...)

fir jede stetige (nicht notwendig der Randbedingung (7b) geniigende) Funktion ¢.
Der Fall » =1 wurde bereits in der in Anm. ?) zitierten Arbeit bewiesen. (Anm. bei der
Korrektur.)
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Wegen f f f folgt daher die Behauptung
T -1

(41) hm fR I'(y©®,5,2)dy=0 (y© innerer Punkt von 7 — T).

Sei jetzt @ (y) eine beliebige stetige Funktion und y© zunichst ein
innerer Punkt von 7. Wir schreiben dann

(42) fR 1) T'(y©, 9, x)dy
= (y) Tf R(n)T (y® 1, %) dy
+ JR(n) [@(n)— @ ()] (3, 9, ) dy.

Sei ¢ eine vorgegebene positive Zahl und U eine ganz in T gelegene Um-
gebung von ‘@ von der Eigenschaft, dal |¢ () — ¢ (y9)| < ¢ ist, wenn
in U liegt. Dann ist nach (39)

| JEM e () — e T (39 1 2)dy| <e,
und da y© &uBerer Punkt von 7'— U ist, nach (41)
, fR — ()] T (y", n, z)d7|
< 2 Max !w};i;noT_fUR(n) r'(y9,p,z)dy=0.

x—»O

Unter Beachtung von (40) folgt daher aus (42) fiir alle geniigend kleinen
positiven x

| JEM o) Dy 0, 2)dz — g (y9)| < Be,

womit der erste Teil der Behauptung (6) bewiesen ist.
Der zweite Teil von (6) folgt unter Beachtung von

| JRO) 9 () T(y, 5, 2) dn| < Max [g| [ R () [ (9, 1, 2) dn

unmittelbar aus (41).

§ 4.

Beweis der Fundamentalformel,

Nach dem Beweis von (6) ergibt sich nun die Fundamentalformel (12)
in der iiblichen Weise:
Setzt man

M(u)=L(x)—RI:, M*(u)=L(u)+ R,
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so ist fiir irgend zwei zweimal nach den y, und einmal nach z differenzier-
bare Funktionen «(z, y) und g (z, y)

(48)  «M(B)— 2’18%[ (ayk %)]_Rﬁ%@.

i,k

Integriert man diese Identitdt zuerst iiber den y-Bereich 7'*) und dann
iilber z von 0 bis #@, so erhilt man (unter Voraussetzung der Stetigkeit
der in (43) auftretenden Ableitungen von « und f):

(44) J I« M(p) — s M* ()] dyde
:Gféfiilalk< 5;1 2;‘)003(% Ydodz

— JR@ e 9) 8= y)dy+ [ R(y)(0,9)(0,9) dy.
Ist nun g (z, y) eine Losung z von

M(z) = f(x, Y),

wo [ eine gegebene stetige Funktion ist, und ist

w(z,y)=T(y° y, 20+ h—zx) (h>0;y0<T),
so daB

so liefert (44)
fR y x(O))F(?/(O)’ Y, h) dy = ff
v s

+q,'rR(y) 2(0,9) I'(y®, y, 20 4 k) dy

—Ofof(x, y) I (y©, y, 20+ h—2z)dzdy.

0z or
(FFy; — za—y—> cos (y;v)doda

In dieser Formel lassen wir nun unter der Annahme, daf ¥ nicht auf
dem Rande von 7 liegt, » gegen O gehen. Dann ist in dem zweiten
in (45) rechts stehenden Integral x < x©; daher kann in ithm der Grenz
iibergang vollzogen werden, indem in I" b =0 gesetzt wird. Das ist aber,
wie wir behaupten, auch in dem letzten der rechts stehenden Integrale
erlaubt. Schreibt man nimlich bei gegebenem &> 0

2 20— )

fff(x y y(O) Y, x(O)—i—h——'E)dydx—f f dydx—l—x(o)I ’j‘f...dydx,

14) Wegen der Bedeutung der Bezeichnung 7 sowie der folgenden S, » und de
siehe S. 490.
32*



500 E. Rothe.

go ist die Behauptung fiir den ersten Summanden gewil richtig. Der zweite
ist aber nach (39) und (5) absolut genommen héchstens gleich
z©)

Tagemsin,
m

20 —¢

Max %

woraus die Behauptung offenbar folgt.

Wegen (6) erhalten wir daher aus (45) die Fundamentalformel (12),
da nunmehr auch fiir das erste rechts stehende Integral die Existenz eines
Grenzwertes fiicr - 0 folgt, und man sich leicht iiberlegt, daB dieser durch
Nullsetzen von % erhalten wird.

§ 5.

Beweis der Poissonschen Formel*%).
Wir haben

z

zu betrachten und (12a) zu beweisen. Wir setzen

_ f(¢7n), wenn 7 in T,
(46) . P&, n)= {O , wenn 7 nicht in 7.
Es ist dann
(47) Uz, 9)=JJ (& n) Dy, 0, 2 — &) dndé.
T

Von f setzen wir einmal stetige Differenzierbarkeit nach # und zweimal
stetige Differenzierbarkeit nach & voraus. Die gleichen Eigenschaften besitzt
dann F mit Ausnahme, der Randpunkte von 7. Setzt man nun in (47)
fir I' die Reihe (8) ein und beachtet die Tatsache, daBl die Reihe (8)
gleichméBig fiir «+ — & > & konvergiert, so ergibt sich

Ty

48)  Ulmy)=Jim Su(y )J[F(st)]ke'“‘““’df (0 <z <a),
wobei
[F(&))=[F( n)dy.
T

Formt man nun das Integral in (48) durch partielle Integration um:

z, T,

~ A (@—) ~2k(@—=8) k=2,
Fee " ar e | g e
0

15) § 5 und § 6 wurden bei der Korrektur hinzugefiigt.
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so erkennt man auf Grund der Besselschen Ungleichung sowie der gleich-
2

miBigen Konvergenz von Z l;%, daB die so entstandene Reihe gleich-
k

miaBig in 2 und y konvergiert, also der Grenziibergang 2, — x in (48) glied-
weise ausgefiihrt werden kann. Man erhilt so

(49) U(x,y):%’%:/)[p(x)]k_Zukl(ky) o Zuk(y) [ ] B

k

Nun ist auf Grund von (13)

(50) S LE@) =K (o) Pla,n)d,
folglich

(51) (L— )(Z“k(y)[F ) F(z, y) RfK(y, ) @) gy,

Ferner geniigt jedes Glied der zwesifen Summe in (49) der homogenen
Gleichung (4); hieraus folgt durch die gleichen Betrachtungen wie in §1

u, () —lw
(52) (L—R»(,)—x>( S D R(0)),e ):0.
Die dritte Summe in (49) schlieBlich ist

(53) Of H(z, &)dé

wenn

U oF ~Ap(x—E&
fzwk(w sln) SEEon) x4y _ (s, ¢)

gesetzt ist. H(x, £) ist stetig in dem abgeschlossenen Intervall 0 < ¢ <L
fir 0 <& <« ist nach (8)

H F
(54) %;:'—'fp(y’nsx_'s)a—éfg”)dﬂ’
T

hat also auf Grund von (6) einen endlichen Grenzwert fiir £ — 2 — 0.
Hieraus folgt, daB die Ableitung des Integrals (53) nach « nach der gewShn-
lichen Regel

;;J-H(x, £)dé = H(z, z) +f?a—§(x, £) de
0 0
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gebildet werden darf. Wir haben also unter Beachtung von (50) und (54)

z

(55) %{kz uk;.(k?/) [%Le—lk(z—@dé}

F
f (9.1 axxﬂ)dn—ffl”(y,n, — &) 8 gy g

T op

Um auf den dritten Summanden von (49) auch den Operator L an-
zuwenden, schreiben wir diesen in der sich ohne weiteres aus (13) und (8)
ergebenden Form?®)

(5)  —[[ K@ ORO [TE o8 e dndeas.

Diese setzt in Evidenz, daB die Operation L gerade R(y) multipliziert
mit dem Integral

z

(57) (

o/
0

(1, n, 2~ )2 (& m) anas

e

L1

Liefert, falls dieser Ausdruck einmal stetig nach y differenzierbar ist, und
aus (49), (51), (52), (55) und (46) folgt dann die Behauptung (12a).
Um noch die stetige Differenzierbarkeit von (57) einzusehen, formen wir
diesen Ausdruck in der gleichen Weise um wie frither (47). Wir erhalten
dann einen Ausdruck, der aus der rechten Seite von (49) hervorgeht,
wenn wir dort F durch % ersetzen; diesen kénnen wir dann auch so
schreiben (vgl. (50) und (56)):

[5@.m Z @ nyan— [ K@, ) RE) [T, 2) LD aya
J ,_

T

—”K(y, ORE [T 2= 5 ayacae.
o7 T

Da die Faktoren von K unter den Integralen stetige Funktionen sind,
kann man unter den Integralen nach y differenzieren.

%) Man vertausche in dem in Rede stehenden dritten Summanden von (49) die
Integration nach & mit der Summation und beachte, daB X u; (y)u, () e~ M@0 e
P

festem &<z absolut und gleichmiBig in y und 5 konvergiert.
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§ 6.
Zur ersten Randwertaufgabe.

Die sogenannte erste Randwertaufgabe, eine Funktion 2z zu finden, die im
Innern des Bereiches (9) eine Losung von (11) ist und fiir z = 0 sowie auf
M, vorgegebene Werte annimmt, 148t sich mit Hilfe der im vorstehenden
bewiesenen Eigenschaften noch nicht unter ebenso geringen Voraussetzungen
erledigen wie die entsprechende Aufgabe in der Theorie der speziellen
Gleichung (1). Hierzu fehlen noch gewisse Eigenschaften der Grundlésung, die
dem Verhalten des Potentials einer Doppelschicht entsprechen und in der
Theorie der genannten speziellen Gleichung®?) wesentlich benutzt werden.

Zur Behandlung der Randwertaufgabe zerlegen wir diese in bekannter
Weise in zwei Teilaufgaben:

1. Eine Losung » von (4) zu finden, die den Randbedingungen
(58a) u(z,y) = uo(y”) fir (z,9)—(0,9)
(y(O)

(58b) u(z,y)—0 fir (z,y)— (& n)
(n auf S, &> 0)

innerer Punkt von 7),

geniigt, wobei %, eine vorgegebene in 7' definierte Funktion ist.

2. Eine Losung » von (11) zu finden, die den Randbedingungen
(59a) v(z,y)—0 fir (z,y) — (0, )

(y(O)

(59b) v(,y) @& ) fir (z,9)— (&)
(n auf S, £>0)

geniigt, wobel ¢ eine vorgegebene auf 1}, definierte Funktion ist.
z = u -+ v ist dann eine Losung von (11), die (58a) und (59b) geniigt.
Das Problem 1 wird nun bei stetigem w, durch

innerer Punkt von 7'),

u(z, y) =,T_fuo(17)1”(y, 1, ) dy

vollsténdig geldst, wie man unmittelbar aus 4, B (8.489) und (7 b)
schlieBt, wenn man beachtet, dal die Konvergenz in (6) gleichmiBig ist
fir alle x, deren Entfernung vom Rande von 7 oberhalb einer festen
positiven Zahl liegt*®), und daBl ebenso die Reihe (8) fir « — >8>0

17) Siehe z.B. Goursat, Cours d’analyse t. 3. ch. XXIX.

18) Dies folgt sofort aus der Abschitzung (39) auf S.497 im Verein mit dem
Beweis auf S.498.
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gleichmaBig konvergiert. Ist ferner in (59b) die Funktion ¢ dreimal stetig
differenzierbar und kennt man eine im Bereich (9) einschlieBlich des Randes
dreimal stetig nach z und y differenzierbare Funktion @ (z, y), die die
Randbedingung (59b) befriedigt (ohne notwendigerweise einer Differential-
gleichung zu geniigen'?)), so kann man das Problem 2. ebenfalls 16sen, falls
f die Voraussetzungen von § 5 erfiillt. In der Tat geniigt dann w=v — @
der Gleichung

L(w) — R32 =g(z,9) (9=r—L(®)+RLZ)

und einer Randbedingung der Form (58a), (58b). Da auf Grund der
gemachten Annahmen g einmal stetig nach y und zweimal stetig nach z
differenzierbar ist, wird diese Aufgabe offenbar durch

w =0f1_,f9(§, I (y, 1,2 — &) dndé + [uy(n)[(y, 4, z) dy
r
gelost.

%) Fir den Fall, da8 T ein Sternbereich ist, wird die explizite Konstruktion
einer solchen Funktion @ in der in Anm. 8) zitierten Arbeit angegeben.

(Eingegangen am 16. Marz 1930.)
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