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Wanddruck in Silos und Schachtofen.

Von Georg Lindner, Professor in Karlsruhe.

Einleitung.

Der Wanddruck in Silobehiiltern und Oefen Lifit sich nicht nach der Erd-
drucktheorie bestimmen, weil diese auf enge Schiichte nicht ohne weiteres an-
wendbar ist. Die bisher auigestellten Theorien beziehen sich auf Schiichte
mit senkrechten Winden. Zur Anwendung auf beliebige Behilterformen geht
die vorliegende Berechnung von dem Gewichtsdruck eines einzelnen Kornes
oder Stiickes aus, das sich in schriiger Richtung auf andere stiitzt, und gelangt
unter Benutzung der wahrscheinlichen Mittelwerte durch Summation der Driicke
zu bestimmten Werten fir Wand- und Bodendruck. Die sehrig gerichteten
Druckstrahlen bieten eine gewisse Aehnlichkeit mit den Kraftrichtungen in Zug-
stiben bei Festigkeitsversuchen. Im Anschiufi an die Krgebnisse der bekannt
gewordenen Messungen an Silos ldfit sich die Richtung aus dem Verhiltnis
von Wand- und Bodendruck bestimmen, wonach die auigestellten Formeln auf
beliebige Schachtprofile anzuwenden sind, wie an einigen Beispiclen, im wesent-
lichen zeichnerisch, durchgefiihrt ist.

Im Schacht einer Silozelle ist der Druck der HFiillung gegen die Wan-
dung auffallend gering, viel niedriger, als er fiir eine flissige Fiillung wire.
Der Bodendruck betriigt etwa dreimal soviel wie der Wanddruck. Das Gewicht
der Fiillung tibertriigt sich zum groflen Teil durch Reibung auf die Winde und
wird von diesen getragen.

Der Berechnung legt JanBien') die Annahme zugrunde, daf eine Ge-
treideschicht wie ein in sich geschlossener Kolben in der Silozelle teils durch
die Reibung an der Wand ringsum, teils durch die Zunahme des Bodendruckes
getragen werde, und rechnet mit einem festen Verhiiltnis des Bodendruckes
zum Wanddrueck.

Fir einen Schacht von gleichbleibendem Querschnitt F qm betrigt das
Gewicht einer Schicht von der Hohe da mit y kg/cbm als spez. Gewicht Fydx.
Hiervon triigt der Boden der Schicht Fdp und der Umfang U mit dem Wand-
druck ¢ und der Reibzitfer u noch «Ugde.

Fyde = Fdp + nUqdwx.

) Z. d. V. d. L. 1895 8. 1045 bis 1049.
Mitteilungen. Heft 124, 1



Hier wird ¥ — m konstant gesetst. Fiir quadratischen und runden Schacht-
A q

querschnitt von der Weite s ist das Verhiltnis —5—: —i , da §%:48 = :» und
75 . ms = 2 ist. Damit berechnet sich g= 21— e—%,,- in kg/qm.
4 4 4u £
Mit y = 8oo kg/cbm und m = 3 ergibt sich mit e—* — _‘z.;;_lg_ = 0,368:
€ .

g _ 800 o ﬁl_f)
s 4p (I ©36875 "% ).

Fiir eine gleichschwere Fliissigkeit wire dagegen ¢ = ya oder

Folgende Uebersicht zeigt den Verlanf des Wanddruckes nach der Tiefe.

I = 0,25 0,50 o,75  Fliissigkeit
si —1 % = 235 195 169 800
2 389 295 231 1600
3 505 346 253 2400
4 589 372 262 3200
5 648 385 265 4000
6 692 393 266 4800
” 722 396 267 5600
8 750 398 267 6400
9 760 399 267 7200
10 764 399 267 8000
oo 800 400 267 —

Im ersten »Feld«, dessen Hohe gleich der Weite s genommen wird, findet
sich hiernach ein Wanddruck am unteren Rande des Feldes von etwa !/; bis
/s des Fliissigkeitsdruckes. Weiter unten #ndert sich der Druck nur noch
wenig. Im 8. bis 10. Felde stellt sich der Wanddruck auf etwa 1/, bis /35 vom
Flissigkeitsdruck, je nach der Reibung.

Janfien hat Versuche an kleinen Apparaten ausgefiihrt. Messungen des
Druckes an Silos hat Prandtl vorgenommen®). Ausfiihrlichere Untersuchungen
hat Pleifiner im Auftrage der Firma T. Bienert in Dresden-Plauen ausge-
tiihrt und berechnet?. Nach den letzteren Versuchsergebnissen lassen sich die
Werte fiilc # und m in runden Zahlen folgendermafien entnehmen:

. s Silo-
fiir Weizen fiir Roggen weite
A1-1(:1 ung.lForm Bemerkungen
es Silos
r“ m ,M [l, e 4!‘ §
m m m
runder Blechsilo | 0,20 2,5 s — — = 1,5 | Eisenblech
. . i 3
kleiner Brettsilo | 0,25 3,0 1 3 [ 935 3:° 2’2 LS senkrechte ungehobelte Bretter
grofer Brettsilo | 0,45] 3,5 J2 | 0,60 3,5 /3 2,7
Lattensilo . . | 048] 2,7 | % | o70| 3,7 [ ¥ 1,6 | Packwinde, abgesetzt, rauh
Ringsilo . . . | o60| 3,0 | 34 | 0,75] 3,0 I 1,6 » mit eingebauten Leisten
3,0 T 0,85 | 3,5 i 3,0 » mit vorspringenden Leisten

Betonsilo . . . 0,75

Y 7. d. V. d. I. 1896 S8, 1122 bis II25.
Z. d d. 1. 1906 8. 976 bis 1022.



Druckstrahlentheorie.

Um die Theorie allgemeiner zu entwickeln und auf beliebige Schacht-
formen zu beziehen, hat man den Einfluf} zu verfolgen, den das Gewicht eines
einzelnen Getreidekornes auf beliebig geneigte Wandungen und Bodenfliichen
#ullert, und durch Summation den Einfluff der gesamten Fiillung zu bestimmen.

Ein einzelnes, auf wagerechter Schiittfliche liegendes Korn stiitzt sich frei-
lich verschiedenartig auf mehrere darunter liegende Korner. Von allen mdg-
lichen Lagen braucht man aber bei der groBen Masse nur die wahrscheinlichen
Mittelwerte als allgemein giiltig anzusehen. Als solche lassen sich in der Grund-
riprojektion, Fig. 1, vier auteinander senkrechte Richtungen annehmen, die den
Seitenflichen einer rechteckigen Siloform entsprechen sollen. Alle schrig lau-
fenden Druckrichtungen zerlegen sich in diese Richtungen. Im Aufriff, Fig. 2,
geht der resultierende Druck schrig abwiirts. Er wichst von der Oberfliche
aus allm#@hlich mit der Tiefe durch das Gewicht der durchdrungenen Teile
der Masse, bis er an die Wand stoBt. Hier erzeugt der Druck eine gewisse
Pressung und eine Reibung, wodurch er sich zum Teil ausgleicht, im tibrigen
nach unten reflektiert unter gleichem Neigungswinkel. Die Gleichgewichtsbedin-
gungen fiir die an der Wandfltiche wirksamen Krifte lassen sich ohne weiteres
auch fiir beliebig geneigte Flichen und schrige Bodenflichen aufstellen. Hierbei
sind jedoch verschiedene Fille fiir begrenzte Winkelzonen zu unterscheiden, so-
wohl hinsichtlich der Umkehrbarkeit der Reibungskrait als der Richtung der
Druckstrahlen.

Der Winkel 8, unter dem die Druckstrahlen gegen die Wagerechte ver-
laufen, liefle sich vielleicht durch Versuche ermitteln oder als wahrscheinlicher
Mittelwert der Stiitzung eines Kornes von gegebener Form berechnen; doch
bestimmt er sich einfacher aus den bereits ausgefiihrten Messungen an Silos,
wie sich weiterhin ergeben wird, zu 45 bis 60° und zwar im Mittel tg f=1,2
fiir Weizen und 1,3 fiir Roggen, entsprechend 5o und 53°.

Man erkennt eine gewisse Aehn- iy,
lichkeit zwischen den hier angenom- w~_L Fig. 1.

menen Druckstrahlen und den Flief3- Grundris.
figuren, die sich auf der Oberfliche "7
eiserner Stibe bei Zerreifversuchen

als sogenannte Kraftlinien zeigen und

als die Richtungen der eigentlich

wirksamen Zugkrifte zwischen den

Molekiilen gelten. Sie verlaufen

ebenfalls unter 45° bis 60° Neigung

zum Querschnitt der Stiibe. Das Ver-

hiiltnis p: ¢ entspricht augenschein-

lich den Liings- und Querspannun-

gen in festen Korpern und mag da-

her iibereinstimmend mit m bezeich-

net werden.

Bodendruck bei wagerechter
Schiittung.

Das Gewicht G eines Kornes,
Fig. 2, zerlegt sich in der ange-
nommenen Aufrifiebene in die Kriifte

. Fig. 2. Aufrif.
W und U und in der dazu senk-



rechten Aufrifiebene in Vi und V;, die durchschnittlich alle gleich grof sind und

den Winkel $ mit der Wagerechten bilden. Ihre senkrechten Seitenkrifte sind
zusammen gleich @. Es ist Wsin g — % oder W=U= M=v=2%1
4 4 sin 8

Man kann das Gewicht G ersetzen durch einen auf ein Flichenstiick f,

der Oberfliche wirkenden spéz. Druck po, so daB G = f,p, ist. Die Pressung

wiichst von der Oberfliche nach unten mit der Hohe 2 und dem spez. Gewicht

7 der Schiittmasse. An einem Flichenstiicke £, des Bodens herrscht bekanntlich

die Pressung p == yh. Die Kraft P = pf, zerlegt sich nach oben in die Masse

hinein wie vorher das Gewicht G nach unten. Jede Seitenkraft W — 2 he-

4 sin 3
dingt eine Pressung w fiir die Fliche f.,, W = wf., wobei f, als Projektion von
f» in der Richtung W anzunehmen ist, f, = f,sin 8. Aus W == wf, = wf, sin # und

W= 20 oot w— 2 — T
4 sinf? 4 sin*g 4 sin*@
Ebenso ist « = fE, ferner »; und . je = i }i’ hzv/;) fiir beliebige Hohen 2
u sin

unterhalb der Oberfliche.

Bodendruck unter schriger Schiittung, Fig. 3 und 4.

Liegt die Oberfliche unter dem Schiittwinkel o, der kleiner als der
Boschungswinkel der Masse ist, so treffen die von einer Stelle £, des Bodens
ausgehenden Druckstrahlen die Oberfliche in verschiedener Hohe. In der senk-
recht zur Schiittkante liegenden Aufrilebene, Fig. 3, ist h, > h. Die Kraft

Fig. 3 und 4.



W = wf, richtet sich infolge der Summation der in ihrer Richtung liegenden

Kinzelgewichte nach h,; mit w = -7 fo nd fo=f,sing wird W = Thefy
4 sin*@ 4sing
. I 7 R
Entsprechend ist w = 7 und U — ™7
4 sin” 2 4 sing
. . . s hy v
In der zweiten AufriBebene wird v, — v: = - 2% und Vi = Vo = 207
4sin®p 4 sinp

Der resultiecrende Bodendruck ergibt sich zu P = (W + U + Vi + V) sinp

=7 (hi?ffh?;i?ﬂ") f» Die fiir den Bodendruck maBigebende mittlere Hohe

hw + hu + 2R\ e . . . . .
) (—"’——1‘—_ »/—”) fillt hierbei etwas grofer als h, aus, weil h, nach oben viel

weiter von h, abweicht als A, nach unten.

. . ho

A 3§ . 4 ]w— v} hw = 1 5 w = -

Nach Fig. 4 ist (ho—h,) ctgp = tgo, also A ¢ ctedtes
hl,‘

(hy—hu): huctgf = tgo Ry = ———
und ( ) C gﬂ 0, » T ewAtEe
. . . . . tg?s —1stglao
Hiermit ergibt sich weiter fin = hy = o - = 2 -,

tg?3 —tg?o

Graphisch findet man h, als Mittelwert zwischen ’i'i“;ﬂ‘ und ..

Da nun 7 am Boden einen stirkeren Seitendruck ausiibt als U, kaun das
Gleichgewicht in wagerechter Richtung nur durch die Reibung am Boden er-
halten werden, ohne dafl jedoch die volle Reibungsgrofie in Anspruch genom-
men wird, bei der ein Gleiten eintreten konnte. Statt der vollen Reibziffer
u = tgo zwischen Boden und Masse kommt hier nur ein Bruchteil davon
U = tgo, zur Wirkung, der zum Ausgleich eben geniigt. Die Reibung
betrigt dabei B = Ptgg. = Wecosf— Ucosf. Durch Benutzung der vorigen
Werte ergibt sich 7 hnf, tg0. = %%g(hw~hu) oder

2
hw—hu otg 3
P 4

Geht man zu dem Grenzfall iiber, daf} die Schiittung unter dem natiir-
lichen Boschungswinkel o liegt, und bezieht die Rechnung auf eine wage-
rechte Ebene in der Schiittmasse selbst, so erkennt man als Hufllersten Grenz-
wert fiir tgo. die innere Reibung der Masse, die dadurch bestimmt ist, daB
auf der Boschung als schiefer Ebene gerade Gleiten eintritt, abgesehen von der
moglichen Abrollung der Korner aut der Boschung, also ¢. = w. TFir diesen

tg0. = = a2 tg?g ctgo — tgo.

Fall findet sich tgg = - ==,
V_2 cos
Im allgemeinen wird tgo. kleiner sein, etwa '3 von tgw. Auf glattem
Schiittboden rollen die untersten Korner am Rande der Boschung vor, weil die
Reibung zu gering ist, um hier den Boschungswinkel in voller Grofe einzu-
halten, doch bleibt dahinter die Schiittung liegen, trotz der miBigen Boden-
reibung.
Fiir die folgenden Beispiele ist der Kinfachheit wegen g = 45°
Y o

gesetzt; dabei wird w = Yeints = Va7 M

Wanddruck an einseitiger senkrechter Wand bei wagerechter
Obertliche, Fig. 5 bis 7.

Der die Wand, Fig. 5, trefiende Druckstrahl W reflektiert in verminderter
Stirke als U = AW in der Richtung p gegen die Wagerechte; der Wanddruck



Q = qf, gleicht den wagerechten Druck von W und U aus, Q = (W + U) cos 8;

¥ I >

Fig. 7.

die Wandreibung & = Q tg ¢ den
Unterschied der senkrechten Driicke
R = (W —U)sinf. Fir f, = f,cos B
nach Fig. 6 gilt W — wf, = wf, cos
und fir £, = f, cosP ist U = uf, =

Pig. . ufycosf, also A=" =Y. Dieser
’ w w
. letzte Ausdrack ergibt sich aus dem Kriiftepolypon,
| . U sin (8—o)
& Fig. 7, zu = T % o
‘i"\\: g 7 w sin (8 + ) oder
P 1o t8B—tge
;‘ Py tgB-+tgo
i Hiermit wird Q = W (1 + 1) cosB.
Fig. 6. Mit w = L2y
ig. O 1t w 4 sin®B folgt
— w cos? s,ijﬁﬂ—e)) o S2E vk
1 = weos ﬁ(l + sin(8+9)) 7tgﬂ-{» tgo 2 tg B (tgf+ teo)
- . —tgo Yayh
fiir B = 45° wird 2 = - 2 und g — .
Fiir g = 45° wirc r s o d q 1 tee”

Wenn dazu tge = o,5 gesetzt wird, ergibt sich 1 = Y5, und der
Wanddruek zu ¢ = ¥3 w = Ysyh.
Fiir eine fliissige Masse wiirde der Druck y & betragen.
Nach der Erddrucktheorie gilt ¢ = j & tg? (45 — /2 w), wonach fiir @ -- 30"
Boschungswinkel cbentalls ¢ = Y5 & folgt.

Das Verhidltnis p:q und tg§.

Im Innern der Sechiittmasse besteht nach den vorigen Aufstellungen fiir
eine kleine wagerechte Kliche der Druck p = 4 wsin®g und fiir eine Kkleine
senkrechte Fliche mit tge == o der Druck ¢ = 2 wecos?f. Daraus ergibt sich

die einfache Beziehung % = 2tgB.

Fiir Po—2 25 2,88 3 3,125 3,38 3,55 4

q
wird tg8 = 1 1,12 1,20 1,225 1,25 1,30 1,333 I,4I

Bodendruck an einseitiger senkrechter Wand bei wagerechter
Oberfliche, Fig. 8 und o.
Die Druckstrahlen gehen unmittelbar bis zum Boden durch, soweit dieser

mehr als 2ctg von der Wand abliegt, wobei p = y& ist. In geringerer Ent-
ernung nimmt der Bodendruck gegen die Wand hin gleichmiifig ab. Es ist



nach Fig. 9 P= (W U~ Vi Va)sinp =pfe. Mit fo=f.=f =f,sinf
wird p = (w + u 4+ v1 + v2) sin?4.

Fig. 8 und 9.
Dicht neben der Wand ist w; = Awy und o = v = w = /;r,,;?_'l?,ﬂ; damit
n
/)
erhilt man p, = 7h3¥—: ’

Fiir 4 = Y3 ist z. B. p1 = % v h. Der Wanddruck, der von oben
nach unten von o auf ¢ == /3 y h wichst, erzeugt an der Wand von der
Breite b dic Reibung s ghbtgo bei tge ="', d. i. Y1, 7y h*b. Kine
gleiche Entlastung erfihrt der Bodendruck, nimlich /s (yh— 56y h)bhetg 8.
Das Verhiltnis des Bodendruckes zum unteren Wanddruek stellt sich
auf p:q = (% bis 1):%Y; oder 2,5 bis 3.

Der Druck U enthiilt die Grofe A W1 und eine unmittelbare Zunahme mist
der Linge von der Wand zwm Boden. Man kann zur besseren Uebersicht die
Grofle A W; in der Richtung von 7 nach auBlen auftragen und U so bemessen,
als ob der Druck von einer so gedachten steilen Boschung statt von der Ober-
fliche und der Wand ausginge, s. Fig. 8.

Der oben an der Wand anzutragende Winkel ¢ berechnet sich fiir das
Dreieck mit AW; und der Wandhohe & nach dem Sinussatz aus

h,lL:sin(ﬂ—i—gohe):sins
sin §
zu tge = Yy (ctgo —etgf), 2. B. tge =Y, (2 —1)="/u.
Wanddruck an senkrechter Wand bei gebdschter Oberfliiche,
Fig. 10.
Gegeniiber der Hohe 7, an der Wand vergrofiert sich die Druckhohe fiir
den Strahl W am h, — by = h, ctgBtgoe. Mit by = — - . nach Fig. 1 folgt
- g

Yho Y hy

) wsin2 8 ¥ h ]
T 4sin?g T 2sin2 B(tgf—tgo)

tgf + tgo 2 (tgf — tgo) (188 +tg0)
tgB — tge
tgl + tgo

w und q¢ =

Der Riickstrahlungsgrad bleibt unveriindert 1 —



Die auBerhalb der Wand gedachte Bischung liegt gegen die Wand unter

der Neigung
tgg o ,,__ar_,,_t.gg,jig ¢ —,
2 tg 3 tgo — (tg 8 + tgo)tgo

Fiir tgf =1, tgo = *%; und tge =Y/, findet sich &= go® ferner w =31yl

und der Wanddruck ¢ = y hy, und fiir tgo = —?/3 wird ¢ = V—SZL—I .

Fig. I0.

Fig. IT,

Bodendruck an einseitiger senkrechter Wand bei gebdschter
Oberiliche, Fig. 11.

In groBerem Abstand als ki ctg g von der Wand ist (nach Fig. 3) wieder
P =yhn Mit hw= "3 (hw+hu+2hk,). In kleinerem Abstand iindert sich der
Bodendruck gleichmifig von p bis p, und erreicht dicht an der Wand den Wert

pl = 7 l/4 (hwl + 2'hwl + 2 hl)'

Fiir tgo = /3 ist b = ij?ﬁTgE = gh,und h, = - cf?/f = 3/5s h,, danach
b = Y4 (3 + 35 4+ 2)hy = "/5 hy, alsO p = /s yh, in mehr als h ctg B = hy Ab-
stand von der Wand. Am Grenzpunkt ist %, = %3 k1, also p = /3 y2a. Dicht
an der Wand kommt der Bodendruck auf p=py i (3 + Yz 30+ 2h) =32 Iy

und ist hier nur *:mal so grol wie der untere Wanddruck.

Wand- und Bodendruck bei senkrechter Wand und am Rande
gebOschter Oberfliche, Fig. 12.

Als Beispiel sei angenommen, daf die Schiittfliiche mit tg ¢ =2/; von A,
auf » =%, b ansteige, und zwar von 2 auf 3 m Hohe, Fig. 12. Die Wand wird
infolge des Abfallens des Sechiittrandes bis auf o,5 m von oben entlastet, an
der Grenze mit ¢ = '/¢ yh beansprucht, darunter aber wie bei voller Schiittung
I, so dall unten g = '3 yh wird. Der Boden erfihrt in iiber 4,5 m Abstand
den vollen Druck p = yh; bis zu 2 m Abstand sinkt er auf 'Y yh und bleibt



so bis 1,5 m Abstand, indem dazwischen der Winkel e=90® und h,=h ist; er
geht schlieBllich auf *; yh =y an der Wand zuriick. Der Bodendruek wird
hier zwel- bis dreimal so grof wie der untere Wanddruck.

Fig. 12.

Wanddruek an nach innen geneigter Wand, Fig. 13 bis 16.

Wenn die Wand nach innen geneigt steht unter einem Winkel w, der
kleiner als 9o — 8 ist, trifft der Druckstrahl W die Wandung. Hierbei gilt
(nach Fig. 15) fio =71, cos (8 + w) und (nach Fig. 16) f. = f,cos (8 — y).

Nach dem Kriftepolygon, Fig. 14, ist

U__sin@—o+y) tef—tglo—y
W osin(B+o—vy) tef+tglo—y)’
folglich

p v _cos@ry) U 1—tgftgy tei—tslo—y)

w  cos(F—w) W 1+tgdtgy teB+telo—w)’

Fig. 13. Fig. 15. Fig. 16.
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Ferner ist in wagerechter Richtung nach Fig. 14

¢ coslp — )= (W~ U)cos §,
COS()
daher
. wein2§ I-teftey
1= te B +tg(o—yw) I+tzotgy
. Yhe
nd mit w = -—"———:
und mit Tem? g
q Yhw 1  I—tgfBtgy

Tatgf twBrtslo—y) I+tgotey

Wenn die Neigung w gerade gleich dem Reibwinkel ¢ ist, wird die Wand-
reibung nicht etwa aufgehoben, sondern nur etwas vermindert. Wihrend in
dem friiheren Beispiel bei senkrechter Wand ¢ = /3 yh, war, kommt hierbei
q="/s 7ho, und dementsprechend verringert sich die Reibung lings der Wand

nur im Verhiltnis 3: 5. In beiden Fillen ist -“ — Y3, bei dazwischen liegen-
w

den Neigungswinkeln etwas griofier. Bei stirkerer Neigung, nimlieh fiir v > go— 8,
ergibe die Rechnung ¢ = o. Hier aber versagt diese Theorie, weil sie den
immerhin vorhandenen Ausgleich der Driicke im Innern der Masse nicht ent-
hiilt, sondern starre geradlinige Fortsetzung der Druckstrahlen annimmt. Erst
wenn die Wand nach dem Boschungswinkel o geneigt oder noch flacher liegt,
erfihrt sie tatsichlich keinen Druck mehr. Indes gelangt der Fall y > g0
kaum jemals zu praktischer Bedeutung.

Wanddruek an nach aullen gencigter Wand, Fig. 17 bis 21.

Bei der Neigung der Wand nach aufien im Winkel ¢ gegen die Senkrechte
kommen auBer W auch noch die Druckstrahlen V; und V. an der Wandfliche
zur Wirkung.

Fig. 17.
Es ist W= wfe mit w = Z ;“; 5 und f,=f, cos (8 — ¢) nach Fig. 19,
auBlerdem
Vi= Vy=vf, mit v= 4?% und f, = f, sin @ sin ¢ nach Fig. 20,
in”

dazu schliefllich U= uf. mit
w==2~w und fu=F,cos B+ ¢) nach Kig. 21.



Bei schriger Schiittung ist &, = k. (1 — ctg g tg o).
Hiernach wird
VM _teftey  tef-tso
W he I+tgltge tef+ctzge
Nach dem Kriftepolygon, Fig. 18, gilt

e c0s (¢ + 0) == (W -+ U) cos 3,
cos (’

Q. sin (g +()):(W--— U+ 2 V)Siﬂﬁ

cos ¢

mit der Folgerung:
e tgiBt
tgf—~tglpg +90) +2 — - g Aigy

v T hw lﬂ—e—itg ﬁ‘?“tg’ 4
W te 8+ tg (p + o)
oder
U_ (+tgdtgq)tef—tglo+g) +2tgftgptef—tgo)
W (T + tg Ste @) (ta B + tg (0 + @)
X RN,
Fig. 18, Fig. 19. ig. 20. Fig. 21.
Weiter 1d6t sich ableiten:
;4 _ 8B U 1+tgfteg U 40
T T cos@+@ W I —tgftgg W
P,
(L +tgBtep (tgf —tgp —tgo — tgBtgptg @) + 2 e tg? Btg p (1 — tg p tg 0
e © ——
(1 ~tegBtgp) g P +tgp +tgo—tg Stz pte o) ’
oder

he
(T+teftep p—tele+p)+2 ~teftge
A= - B . LA
(1 —tgBtg @) (tg B + tg (0 + @)

worin M —1 — ctg B tg ¢ gesetzt werden kann.

w

Der Wanddruck betriigtg- und berechnet sich zu
q

7 Mmtegthltze +otgf)
2

9= ef+tep+teo—tefteptee’

oder fiir eine Boschung:
_ Yhe ctef+teg(—otgStg o)
2 tef+tep+tgo—tgBteptgo’
. hy .
wobei h, = e fteo is
In Fig. 17 und 18 ist tg ¢ = !/, und tg o = /3 fiir tg ¢ = !/ gezeichnet.
Fiir ¢ =0 ergeben sich hieraus die vorerst fiir die senkrechte Wand auf-

gestellten Formeln.
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s v . s U . " U . .
Mit zunehmender Neigung wird W kleiner, wihrend -° zunidchst grofier
: , v

wird, dann abnimmt, bis beide Werte gleich null werden, das tritt ein, wenn
huo (b 8 — tg o) (I + tg 3 tg o) + 2 ke tg® Fte g0
Mo (1 + te 318 §0)? + 2 ho t2? B 187 g0

tgo=

ist, und zwar fir h,=h, bei
3tg 7 —otgi—2tgo+ Vote? g+ otg?f—2— 8 tglo
2+ 6tgftgo ’

tg go =
Im besonderen gilt fiir tg -1 und tgo="1/
bei tgo = o Y3 */3
Go = 34'/2 29 26%/5°,
mit dem Wanddruck qhi = 0,63 0,8 1,5
7 e
o =065 0,535 05

oder - =
}'hw
Weiterhin bis ¢ == go — §§ bleibt U = o, indem sich die Masse an der Wand
vollstéindig abstiitzt und dazu immer weniger an Reibung ausnutzt. Aus der
Bedingung U=o erhdlt man von ¢, bis go — den abnehmenden Reibungswert
to g, AT EAEY) 87 —tgp +2hte’fteg
g0 = ho (L +tg Bte@)? + 2hotg? Fta

3teB—ctgf—tggp+ctgp—2tgo

oder
te 0, =-
ge 2+ 3tgftgp+otgBetgp —2tgptgo
oder
_ h 2tg°ftg
tg (9 +e) =tgp+ he T+tgBteg’

Hierbei ist der Wanddruck
ho (I + tg Btg ¢)? + 2 ho tg? 8 te®y

=7 4tg% B (1 + tg?q)

Der Grenzfall, Fig. 22,

mit der Neigung ¢ = 9o — 8 benutzt, nach Fig. 23, nur den Reibwert
he (g 8 — etgﬁl+ o tg P
b

2tg28 —1 —tgBtgo
tg 0y = ﬂ g ‘8 g =
Jtgf—tgo 2 hw + ho
entsprechend
ho
68 (9 + ) = ctg (8 — ) = (1 -+ ) tg 8.
Der Wanddruck stellt sich hier aut
_ Y 2hetibe | yhe 3—cigftgo gk I 3—cigftgd
T2 I4+tgtp 2 1+tg?22 = 2 1—ectgftga I +1tg?3
und fiir ¢ =o oder k. = h, = h auf
55
—yh 13
=7 T+ tg?3
Bei ¢ = g0 — = 45° gilt fiir tgo = o Y3 HE
I—tgo I ;
tg 0, = = - = 0,33 0,25 0,14
3—~tgo
I +2—
R
— to
mit L — 37®° _ g, 17,
7 hs 4(1 — tg o)
(O R L 34 3 e

oder 3

Y



Unzulidngliche Reibung, Fig. 24.

Wenn aber die Reibziffer tg¢ kleiner ist als die soeben berechneten Werte
von tge., so wird U nicht = o. Hierbei wiirde sich in dem Grenzfall ¢ =go—8
vielmehr » unendlich grof3 herausstellen, indem lings der Wand die Druck-
strahlen U in unendlich kleinem Querschnitt /. = o zusammenfallen. Statt dessen
kann man, um das Gleichgewicht der Masse auf der schiefen Wand einzuhalten,

Fig. 22.

Fig. 24.
in diesem Fall eine wagerechte Stiitzkraft S annehmen, die als Druck quer
durch die Masse von einer gegeniiberliegenden Wand ausgeht, statt lings der
Trichterwand. Nach Fig. 24 hat man ohne weitere Verfolgung der Kraft S an-
zusetzen: Qsing + Qtgo cosg = (2 V -+ W) sinB mit der Folgerung:

_ ¥ tep + aho (cigf + tzg)
T oa tgg + tzo ’
7 ho o+ e

mit
2 I+ teSteo

In dem besonderen Fall, wo ctgf = tgq gilt, ist ¢ =

dem nattirlichen Reibwert tgo.
Ist z. B. hy = h, und tgB = 1, wofiir tgo. = '; war, so folgt mit
tge = '3 wieder ¢ = %/, yh; wenn aber tgo = '/, ist, so wird ¢ = ¥/;5yh.

Bodendruck auf geneigter Fliche, Fig. 25.

Wenn die Neigung der Fliche gegen die Senkrechte ¢ > go — 8 ist, so sind
nicht nur die Druckkrifte W und V sondern auch noch der Druck U von oben
herab nach MaBigabe der Schiittung bestimmt.

Nach Fig. 26 bis 29 bestehen folgende Beziehungen:

Y 4T I 4L — TP
T 4 sin?g’ v= 4sin?g’ v 4sin?g”
fo=rf.cos(@—B);  fo=fysingsin;  fu= —f,cos(p+p)
W= wfe; Vi= Vs = vfs; U= uf.
Q

@ T T .
cos cos (¢ + o) = (W — V1 4+ V: — U) cos§.



Hierbei wird die Reibung im allgemeinen nicht voll ausgenutzt, sondern

nur auf einen kleineren Betrag tgo, als der Reibziffer tge entspricht. Man
findet den Wert ¢, fiir die wirksame Reibung:

¢ _ ho(1 + tgBtge)(tef —tgg) + hulteB teg— 1)(tg 8+ te ) + 2hotg? Bt
8. = o (T + tg B tep)? + hu(tgd tap— 1) + 2 hotg?B8 tele
und den Wanddruck auf die schriige Bodenfliiche

_  he(1+tgBtep)+hu(tgftgp— 1) + 2m tg?B te’p
=7 4tg?8(1 + tg’9) '

Fig. 25.

Fig. 26.

e o~ Fig. 28.
Fig. 27.

Unter einer Bischung mit tg¢ hat man

2tg26—1 + (ctgp—tgg—tgo) tgo
2tg’Btep + ctgp + (2—tgptgo)tgo

tgo. =

und
—h tg?B + Uz (ctgp—tgo) tgo
I= T %) T + cteg tz ox)

Fiir den oberen Grenzfall ¢ = go — g folgt wieder wie vorher

tgos — ho(tg B — ctgf) + ho teB

28
= ; fiir . = h, ist tgp, = 2tef—1
2 hw + he 3tgg
B + 3o 1,5
= T e, w — l/ ly 7 = '
7 LA tg?B >k W g=7h I+ tg?p

Fir den anderen Grenzfall ¢ = go° findet sich

hy — hw

_ —tgo
tge: = (hw+ b+ 2h0) tg@ 21?8 —tglo
und
(o + hu + 2 h) tg?8 — s tg?o
‘I=P=7 ‘"'-va:yhu I
4 tg?8 — tglc

Unterhalb einer gebdschten Schiittung wirkt hiernach die Reibung bei steil
fallendem Boden nach aufwirts oder nach auflen auf das Gut; dagegen nach
innen bei flach geneigtem Boden, wobei tg. negativ ausfillt.

Sie wirkt weder
nach auflen noch naeh innen, wenn tgo. =

= o wird; fiir tgf = 1 trifft das zu,



wenn ¢ = 9o — ¢ ist, d. h. wenn der Boden unter gleicher Neigung wie die
Schiittung entgegengesetzt liegt.
Immer wenn h. = h, = h, = h oder tgo¢ = o ist, ergeben die Formeln:

28— 1
tg0. = zg_;;;gii,ﬁ Y
: S@p + ctgg
und
q I 1y etg?B + tele
yh I + ctge tggzz I+ tglp :

L#fit man hierbei noch tgf =1 gelten, so folgt:

1, — D
g 0= 2tgp + ctgy
und
1 t 2
¢ _'h+ g{q{___ 1 — Yy cOS?Q,
vh I+ tg“p

wonach ein geneigter Boden unter wagerechter Schiittung nur wenig kleineren
Flichendruek erfihrt als ein wagerechter Boden, bis bei ¢ = 45° sich p =3,y 2
ergibt.

Unzuldngliche Reibung, Fig. jo.

llat die Masse eine geringere Reibung tge aui der
Bodenfliche, als der berechnete Wert tg ¢. angibt, so ist
zur Abstiitzung eine wagerechte Seitenkraft § anzuneh-
men, Fig. 30, die aullerhalb der Rechnung bleiben kann.
Hierbei gilt:

CO%Q sin (¢p +9) = (W4V, + Ve + U) sinp
neben

2 cos (9+0) = (S +W—TU) cosf.

cos o

Aus der ersten (sleichung allein folgt:

hw (T + tgBtgy) + hu (tgftgp—1) + 2hotg B tgg Fig. 30.
4tef (teg + teQ) )

Wanddriicke in einer eben gefiillten Mulde, Fig. 31.

Unter der Voraussetzung, daBl 8 — 45° sei, 6 = o, also h, = h, — h und
tge = /2, sollen fiir die fortlaufenden Neigungswinkel 7 einer halbzylindrischen
Mulde oder einer halbkugelisrmigen Schale die Wanddriicke aufgesucht werden.
Hierbei ist fiir die gekennzeichneten Winkelzonen verschieden zu rechnen.

So lange ¢ gering ist, wirkt u, abhiingig von v und w, als schrig ge-
richteter Druck. Dabei ist nach der zu Fig. 17 gehorigen Formel:

g _ T+2tgp— stely
Tw 3—Ztg¢—t§2(p :
Das Verhiltnis erreicht seinen grofiten Wert

Z =/, bei tgg = '/ oder ¢ = 18'/}°.

w
Fiir den Grenzfall v = o ergibt sich
tgqo = s (1 4+ V6) = 0,69 und ¢ = rd. 35°.

Die unter dem Anfangswinkel ¢ aullen angetragene Grenzlinie fiir die Ver-
lingerung der Druckstrahlen U hort bei 35° aunf.
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Der Wanddruck stellt sich fiir die Zone zwischen o° und ¢o nach Fig. 17 auf

I+2tgg I+2tgg

= sing .
3+ tgy 3+ tey ke

g=7h
Fir ¢ = 183 wird ¢ = "2 yh=0,16 y H und fiir ¢ = 35° ¢ = 10,657 %
= 0,37 7% H.

Fig. 31I.

Bei mehr als 35" stiitzen sich die Driicke W und V an der Wand ab, ohne
einen Druck in der Richtung U zu beanspruchen, und sogar ohne volle Aus-
nutzung der Reibung. Bis zu ¢ = 45° kommt auch kein aktiver Druck U
schriig abwiirts an der Wand zur Wirkung. Ueber 45 bis 55° wirkt aber U
nach MaBgabe der Linge der Sehne und iiber 55° hinaus bis zu ¢ = 9o nach
der Linge der Sehne und der Riickstrahlung von W, im Verhiltnis 4. Unter
Vorbehalt der entsprechenden Einsetzung von k. gelten von 35 bis g9o® die
Formeln, wie fiir den Bodendruck an schriger Fliache, nach Fig. 25, mit tg g = 1:
(1 + 2 te o —te?g) + ha (ta¥p — 1)
h(1+2tz@ + 3te?g) + by (teg — 1)°

tge. =
und
_ 7 ri+2teg +3tely) + b (ieg — 17
T4 I+ te?¢ ’

Z. B. folgt fiir ¢ = 45° mit h, = o die Beschrinkung in der Ausnutzung
der Reibung auf tge = Y; und der Wanddruck ¢ = %, 7 h..

Fiir 55,9 ist h = Hsing = 0,825 H und h, = H(sing — cosq) = 0,26 H;
dabei wird tge = !5 und ¢ = 0,67 7 H.

Bei ¢ = 7150 stellt sich & auf 0,95 H und k.= H (sin ¢ — cos ¢) + L H cos ¢
= 0,79 H fiir A= '/y; daher tgo = Vs und ¢q = 0,89 y H.

Im Scheitelpunkt mit ¢ = go° ist tge = o und ¢ = y H.



Schrig gefiillter Kasten, Fig. 32.

In einem Kasten mit senkrechten Seitenwinden von grofer Linge liege
die Fiillung von einer zur anderen Lingswand geneigt. In dem Beispiel Fig. 32
betriigt die Breite des Bodens 2,4 m, die Schiitthohe h; an der Seitenwand links
o,2m, rechts A = 1,8 m. Mit y = rooo kommt auf 1 m Linge das Gewicht

G =5 (0,2 + 1,8).2,4- 1000 = 2400 kg; der Schwerpunkt liegt um 184202 2,4

1,8 + 0,2 3
= 0,88 m von der rechten Wand entfernt. Die Wand- und Bodendriicke, be-
rechnet fiir tgo =/, und tg ¢ = ¥s, ergeben sich nach den fritheren Aufstel-
lungen und sollen der Fiillung Gleichgewicht halten.

Fig. 32. Schrige Schiittung zwischen zwei Winden; tg =1, tg0=12/3, tgo="/.

In wagerechter Richtung gleichen. sich die Wanddriicke von 18 und 324 kg
durch die Bodenreibung aus.

In senkrechter Richtung wirken die Wandreibungen von g9 und 162 kg
mit den Bodendriicken, die sich nach dem Flicheninhalt der einzelnen Trapeze
bestimmen, nidmlich 76,7, 261,3 und 1891 kg, mit der Gesamtsumme 2400 gleich
dem Gewicht.

Das Moment, aufgestellt fiir den rechten unteren Eckpunkt des Kastens,
berechnet sich folgendermafien:

Mitteilungen. Heft 124. 2



fiir die linke Wandreibung . . . . . . . 9 +2,400 = 21,6 mkg

» das linke Trapez des Bodendruckes . . . 76,7-2,293 = 176,0 »

» » mittlere » » » S 261,3-1,081 = 519,2 »

» » rechte » » » . . . 1891 .0,840 = 15884 »

» die rechte Wandreibung . . . . . . . . 162 -0 = o »
zusammen (2400 kg) '2304,2 MKg

» den linken Wanddruek . . . . . . . . 18 .0,067 = 1,2 »

» » rechten » .« . . o . —324 -0,600="—194,4 »
im ganzen 2112,0 mkg

gleich dem Moment der Filllung . . . . . . . 2400 -.0,88 = 2112,0 »

Eben gefiillter Wiirtel, Fig. 33.

Der Wiirfel von der Seitenlinge s mit der Hohe » = s erfiihrt einen bis
1/3 yh = %15 ys nach unten anwachsenden Wanddruck und einen gleichbleibenden
Bodendruek von *; yh =15 ys, wenn wieder tg #=1 und tg ¢ =7, und dazu
1 = Y; eingesetzt wird.

Fig. 33.

In halber Héhe 7; = ', s {iillt aber der Bodendruck ungleich aus: im
Mittelpunkt p; = yh = %15 ys und in den Ecken py = /5 yhy = /15 ys und in
7,5

den Mitten der Seiten py = /s 7M1 g s Danach bilden die unter der Mittel-
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ebene aufgetragenen Werte mit ihren Enden eine iiber Eck liegende Pyramiden-
fliiche mit dem Mittelwert /s yiu = 71’; ¥s.

Wenn zwei Wiirfel gefiillt tibereinander stehen (ohne Zwischenboden), so
wiederholt sich fiir den unteren Wiirfel das Rechnungsergebnis, dafi der Boden-
druck unten unveridnderlich ist, und zwar = '/« ys, aber in der mittleren Hohe
des unteren Wiirfels verinderlich ausfdllt, '*/;5 ys in der Mitte und /5« ys in
den Ecken.

In Wirklichkeit, wobei sich die Druckstrahlen nicht so streng geradlinig
fortsetzen, wird wohl in allen Hohenlagen der Bodendruck im Mittelpunkt gro-
fer als in den Ecken bleiben.

Quadratischer Schacht.

Mehrere iibereinander stehende Wiirfel bilden einen quadratischen Schacht
als Silozelle mit der iiblichen Einteilung in »Felder«, je von der Hohe gleich
der Weite. Fiir den Sonderfall tg8 =1 paBt diese Einteilung fiir die Rech-
nung nach der hier aufgestellten Theorie. Wenn aber tg# > 1 ist, wird man
besser die Feldereinteilung so wihlen, daf} die Hthe eines Feldes 2 = s tg § wird.

Zahlenwerte fiir Silozellen, Fig. 34 bis 37.

Die von Pleifner (Z. d. V. d. I. 1906 8. 976) gemessenen Zahlenwerte fiir
verschiedene Silozellen sind in Fig. 34 bis 37 aufgetragen. Man ersieht aus
Fig. 34 und 35 den Verlanf von Wand- und Bodendruck fiir Fiillung mit

Fig. 34. Roggen.



kig. 35. Weizen.

Fig. 36. Roggen, Fig. 37. Weizen.
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Roggen und Weizen, und aus Fig. 36 und 37 die danach berechneten Verhiilt-
nisse p:¢ und tge. Die Ergebnisse gelten als praktische Grundlage. Nur in
einem Punkte mogen die Aufzeichnungen von der Wirklichkeit etwas abweichen,
ndmlich fir das oberste Feld einen zu reichlichen Wanddruck anzeigen, weil
die Messungen immer nur am untersten Felde hei feldweise erhthter Fiillung
des Schachtes vorgenommen worden sind, wobei die Diehte der Fiillung in der
Tiefe des untersten Feldes groBer und der Wanddruck stiirker ist, als wenn das
Getreide oben auf mit geringer Fallhthe eingeschiittet worden wire. Im freien
Fall durch den Luitraum werden sich die Korner mit ihrer Liingsachse in die
Bewegungsrichtung einstellen, darum auch im untersten Felde mehr senkrecht
stehen als im obersten, und bei aufrechter Lage sich ineinanderkeilen, daher
verhiiltnisméifiig stiirker nach den Seiten driicken, als wenn sie flach liegen. So
erklirt sich der ziemlich hohe Seitendruck, der bei alleiniger Fiillung des
untersten Keldes gemessen und am obersten Feld eingetragen ist. Weiter folgt
aus dieser Auftfassung, dafl das Verhiltnis des Bodendruckes p zum Wanddruck
¢ Kkleiner austallen wird, wenn die einzelnen Korner in aufrechter Lage ein-
fallen, wie hier fiir die unteren Felder gilt, aber fiir die oberen Felder einge-
tragen ist. Deshalb wird es zutrefferider sein, fiir ’;
abhiingigen Wert an Stelle der verdnderlichen Werte durchweg gelten zu lassen.
Infolgedessen wird sich auch die Reibziffer tg o oder ¢ des Getreides an der
Wandfliche nicht nach unten wachsend, sondern einheitlich berechnen.

- einen von der Hohe un-

Das Verhiltnis p:q kann hiernach im Mittel gesetzt werden:

2,2 bis 3,4 = 2,88 mit tg B = ]/1/2--1i = 1,2 fiir Weizen,
q

2,2 » 3,9 = 3,38 » tg’ﬂ: » = 1,3 » Roggen,
oder p:q == 3,125 » tgf= » = 1,25 als Mittelwert.

Wanddruek in einer quadratischen Silozelle, Fig. 38.

Nach der Theorie wiichst der Wanddruck vom oberen Rande gleichmiBig

T
2 (te B +tgo)

Im zweiten Felde wichst ¢ gleichmiilig weiter, indem ein von der Ober-
fliiche ausgehender Druckstrahl einmal an der gegeniiberliegenden Wand re-
flektiert wird und dann noch um die Keldhthe 4 niedergeht; am Grunde des
zweiten Feldes wird danach ¢. fiir 2+ 2h zu berechnen sein, so daf
¢, = | (1 +2) ist.

Im dritten Felde mit zweimaliger Reflexion findet sich am Grunde
G=qd+2+20)

Weiterhin besteht am Grunde des n. Feldes der Wanddruck

bis zur Tiefe h = stgB von o bis g =

G=q T +242 4. . A1),

Die Summe dieser geometrischen Reihe betrigt

I — it
= "7
Tief unten fir n = « wird g. = B A
! - qu_qll-—lmq.tgn'

Diesem Grenzwert kommt der Wanddruck etwa vom 5. Felde an sehr

1 ier = {u ‘_"l“ ESS 778 41” 't - _H .
nahe und berechnet sich hiernach zu g, = qu (1 4tg9(1 ) mit n vy



Fiir tg 8 =%, und tge = n s 34

wird _teBf—tgo = 7 3, 1,
T teB+tee E /

und Quiys = s 4’1_ o
bIb)

Quiys = I Y s

Quiqn = 3 iy ‘s,

z. B.fir y=08 und s =3m, g. = 2,4 1,2 0,8 t/qm.

Fig. 38. Silodruck.
Innerhalb eines einzelnen Feldes wichst der Wanddruck gleichmifiig mit
der Tiefe a im Felde, so daBl gq. :qnfl—}—;—?(qn—qnﬂ) ist.
Der durchschnittliche Wanddrucek fiir » Felder 148t sich ausdriicken

ante s

durch = Qu — .
om == G 2ntgo

Zur Ableitung der Formel setzt man an:



Qm:%(iﬂ-’r(b—*—%—f‘- c Q1+ 12) wobei go = o ist;

= 711((11 + @t Q1)+ 5’; mit g, = g, (1 — ) folgt

an

mit (n— 1) mal 1}
n

==l — A1 — )
n

= lq,,(n —[r i+ A+ a mit geom. Reihe;
n i n

X ( L . worin qu (1 — i) =gq, ist;
o n([” " I~ﬂ)+21L’ I = !
g () g 1ok T ted
= n\1—1 # Qu n 2(x—4) mtx—i,_tge'

Der Gesamtdruck auf eine Wandfliiche von der Breite s und Hohe
H=nh=mnstgg betriigt:

Q= Gus H = quns'tgf = (q—f‘—) ntg st

Die Reibung an den vier Wandflichen trigt:

Q= 4Qutge = (2’1) 4ntgptgoes’.

§
Das Gewicht der Fiillung im Schacht ist G, = s*Hy — nytgfs®
Z. B. hat man fiir n = 10 Felder bei y = 0,8 und tgf = 1,25:

und fir. . . . . . . . . L. L Ltgo= 1/, 3/,

den durchschnittlichen Wanddruck . . ¢m= 0,603 0,35 0,244 8
gegeniiber dem unteren Enddruek . . ¢.=0,8 0,4 0,267
den Gesamtdruck auf 1 Wand . . . Q =154 4,375 3,068°
die Reibung an den Wiinden . . . . Q. =17,54 8,75 9,167 8*
und das Gewicht der Filllung . . . Gy= 10 10 1083
danach verbleibt der Bodendruck ('—:, & =p10 = 2,46 1,25 0,833%

Der Trichter unterhalb des Schachtes, angenommen als Pyramide von
45° Neigung mit der Hiohe z-, enthilt G, =’/ss?i 7 =0,133s> an Gewicht. Er

ist im ganzen belastet mit pios?+ G, das ist tiir die drei Fille:
2,593 1,383 0,966 8.

Bodendruck in einer quadratischen Silozelle, Fig. 38.

Als »Bodendruck« ist hier der durchschnittliche Flichendruck auf irgend
eine wagerechte Ebene innerhalb der Zelle verstanden.

Er Iift sich als Mittelwert berechnen, indem man einen Punkt in der
Mitte einer Seitenwand in Betracht zieht, wie sich bei der Berechnung im
Wiirfel gezeigt hat. In der Formel

pP= Z' (hw+ Zhu+ hu)

hat man h, aus der Zeichnung abzumessen oder aus dem Wanddruck zu be-
rechnen gemif
2tg B (tg tg
B = g 18P UBE < t20)

Ferner gibt f, = Ah, nahe an der Wand.

Weiter 146t sich 7, abmessen, indem man von der Mittellinie der Zelle aus
den Druckstrahl bis zu der Linie der auflen angetragenen Boschungsgrenze
zieht und die senkrechte Komponente entnimmt,



Durch Einsetzen der Werte findet man p.

In grofier Tiefe, wo die Boschungsgrenze senkrecht verliuft, hat man
hy == hy — Y2hy bei der Feldhthe hy — k(1 — 1), also 2h, = h,(1 +1). Hierbe;j
findet sich

1k _ oy, w8 _ 7 g8

— 7 1) = 2L
Pe= ho (1 +14) zhlx—l'— 2 ltg()_ztgg

Anderseits kann man den Bodendruck aus der Bedingung berechnen,
daBl er das Gewicht der iiberlagernden Masse abziiglich der Wandreibung
tragen mufl, wobei der Mittelwert (¢) des Wanddrucks einzufiihren ist:

I o
p = [PHs — u4sH(q)
H
=yH—p4 — (9.

In den einzelnen Feldgrenzen hat man stets
Pn = ¢u21g%8 = quatg*B(x — An).
Will man den Bodendruck, entsprechend den Knickpunkten in der Linie

des Wanddruckes von Feld zu Feld oder innerhalb eines Keldes berechnen

fiir die Tiefe « unterhalb einer Ieldgrenze, wo der Druck p.., bekannt ist, so
gilt die Beziehung
Lo Sl

P=pPna+7yx— pa

Setzt man allgemein gr— = ¢. (1 — 1) und ¢. = Zi nach den vorigen
u

Entwicklungen ein, mit s = t-,:-ﬁ’ so folgt: p=pr1 +yad*~1| 1 — x-;;l %] .

Der Verlauf der Bodendruckkurve setzt sich hiernach aus einzelnen Parabel-
segmenten zusammen, die iibrigens aneinander ohne Knick anschliefien.

Im ganzen hat man
P, to? B P TS I U PR S e
W =28 B[I ! (I tg5 h [‘ (=25 ])J

. I —4A
oder mit £ — “=,
tg 8 I+4

2eawd[i = ([ 00 2])]

4t —(f—D) &
neben 1 n l_I (1 )h].

qu

Fiir :»: Yy wird - etwas groBer als 2tg?g, und zwar
q

et (TA 2
letggﬁ i ( 41:;”)

Innerhalb des 1. Feldes berechnet sich p, =y (1 — f——i&) .
h tg@ -+ tgo

3+ 4
21 +4)’

r

Mitten im 1. Felde ist insbesondere *- nimlich fir 1=
q

—21g°8

2y — 3 — 1, bezw. - = 2,2tg?f — 2,4tg?f — 2,6tg?B und bei tgf — 1,25, end-
q

lich 3,44 — 3,75 — 4,06,



Mitten in den untersten Feldern, berechnet fiir n = «, bleibt ¥ — 2tgB.

q
Niherungsweise lidlit sich die Bodendruckkurve als kontinuierliche Kurve
ansehen, indem man an Stelle von n den Wert I;[ einsetzt und ihn nicht nur fiir

ganze Zahlen, sondern auch fiir Bruchwerte gelten 146t:

H
P = ztg"ﬂqu(l — l").

Wollte man im Anschluff hieran auch ftir den Wanddruck ¢ einen kon-
tinuierlichen Verlauf ableiten, indem man ihn im Verhiiltnis 1:2tg?*8 kleiner als
p gelten 1d6t, wobei er an den Feldgrenzen passend, sonst aber etwas zu grof}
ausfillt, so kdime man auf eine KFormel

q=Qu I ——l? Ctaﬁ)

die dem JanBenschen Ausdruck

s
£

il

g qu (1— Tl v

dhnelt und ihm gleicht, wenn man

.L}l.
(L)ztgm — jetgp
e

setzt oder an Stelle des konstanten Wertes : = 0,368 den nach den jeweiligen

!

=
)

tgh
Umstinden zu bemessenden Wert 42# setzt; das ist fiir tgg= 1,25 und u=
Yy — Yy — 3y rd. 0,36 — 0,35 — 0,33.
ZahlenmiBig stehen die Ergebnisse in naher Uebereinstimmung.

Der Druck im Trichterboden, Fig. 38.

Die Silozelle moge unten einen pyramideniormigen Trichter mit ¢ = 45°
Neigung der Seitenwiinde haben. Der Wanddruck ist hierfiir unterschiedlich
zu berechnen je nach den Verhiiltnissen von h,:h,:h, und der jeweils nutz-
baren Reibung auf der schriigen Bodenfliiche.

In der Achse der Silozelle, also in der untersten Trichterspitze, ist gleich-
miBig Ay == by = h, = h, bestimmt durch yh =p, wobei fiir p der Bodendruck
nach der vorigen Berechnung gilt, und zwar unter Fortsetzung der Bodendruck-
kurve bis zur Tiefe der Trichterspitze. In den Zahlenwerten iindert sich hier-
bei nichts gegeniiber den Werten p;, am Grunde des ro. Feldes. Die nutzbare
Reibung findet sich aus der Formel fiir tgo. nach Fig. 25 fiir A, = h, = h, zu

25 28 -
tgo. — i?g;p;fg"%;%tg; und fiir tgg — 1 zu tgo, = }%Z%:—i

Mit tgf = 1,25 wird tge.=o0,515 als hochste Grenze fiir die Reibung.

In den Fillen p= 1/, und ‘/; kann nur diese kleinere Reibung wirksam
sein, wofiir nach Fig. 30 zu rechnen ist:

q= ’th i ;ilptg 0 = }’h I i p = 4/5})10 bezw. = 2/’3])10.

In dem Fall tge = %+ wird aber nicht die volle Reibung ausgenutzt. Dabei
ist der Wanddruck ¢ nach der zu Fig. 25 gehorigen Formel fir A, = h, = h.=h
und tg¢ = 1 zu ermitteln als

1/2(3t'.g‘ ﬂ+t§j’ .
qg=17h ety = 0,667 h = 0,66 p1o.
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In der Trichterspitze herrscht also bei u= /4 ) 34
fir pio = 2,46 1,25 0,833s
der Wanddruck g = 1,97 0,833 0,55 %

Nahe an der Seitenwand ist k. = A, anzusetzen und 2k, = (1 + A)k,, weil
hier die Boschungsgrenze schon senkrecht verliuft. Die mittlere Druckhéhe ist
h="Ys(ho+hi+2h)="2(14+24) h, und p=7yh. Daneben ist zu benutzen
1+4  tgg
iy A
(nach der allgemeinen Formel zu Fig. 23) fiir tg g =1 und tg 8= 1,25 zu

Fiir diese Verhiiltnisse berechnet sich der Hochstwert der Reibung

2tg? 2 —1 2,125
tQ0, = 7 = 220 = 0,46 0,415 0,378
50 2t28 + I + 2tg0 4,125 + 24 + 5 137
fir w-— 1, a 34,

Im ersten der drei Fiille bleibt die kleinere Reibung /s, und nach der zu
Fig. 30 gehorigen Formel gilt hierbei mit tg ¢ = 1 der Wanddruek
_ reiirtee
9= 2+t o)
q = 2,125s fiir p=",,.

p = 0,864p und mit p = 2,46+

In den beiden anderen Fillen ist (nach der IFormel tiir Fig. 25) zu rechnen:

2188 + I + 2t 4,125 + 2.
4te* 8 6,250 !
und zwar fiir ¢ = /2 3y

g =0,82 0,90p
mit p = 1,25 0,833s
q=1,025 0,758

Verschiedene Schachtquerschnitte.

In cinem rechteckigen Schacht mit den Seiten ¢ und b wiirden die
Druckstrahlen in den beiden Seitenebenen verschieden lang durchlaufen, bis sie
reflektiert werden. Statt dessen stellt sich offenbar ein Ausgleich her, weil sich
die Druckkrifte an jedem Korn von neuem zerlegen. Man trifft daher die
Uebereinstimmung mit der Wirklichkeit besser, wenn man die Wand- und
Bodendriicke nicht naech dem Rechteck, sondern fiir ein Quadrat berechnet,
dessen Seitenliinge so anzusetzen ist, dafi Bodendruck und Wandreibung gerade
das Gewicht der Filllung tragen. Dafiir gilt bei dem Quadrat

sS*Hy = s’p + 1 sH(q) tgo

oder H(g) two
Hy—p

)

und bei dem Rechteck
abHy = abp + 2 (a+b)H(q) tge

oder 4H ) tee 2 ab
Hy—p ~ a+b’
. 2 ab
Danach ist s = —
a+b
z. B. fir a =1 und b =1 2 3 4 6 9 o
s =1 1,33 1,5 1,6 1,7 1,8 2

Allgemein gilt fiir einen Querschnitt # und Umiang U

4
8§ == -

q‘) -
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So wird fiir einen Kreis vom Durchmesser d
§ = d,
fiir ein Sechseck oder ein Achteck und andere gleichseitige Vielecke vom
einbeschriebenen Durchmesser d wieder

s =d.

Kuppelofen, Fig. 39.

Die Anwendung der Theorie auf einen Kuppelolen sei durchgefiihrt fiir
einen Ofen von s = d — 0,8 m Weite, mit einer Verengung auf o,5 m, unter
Annahme einer Boschung der Rast mit der Neigung ¢ = go— §.

Fig. 39. Kuppelofen. 1I:40. tg#=T1,25, p=0,15, 4 =025, y==3 t/chu.

Fir tgf = 1,25 betrigt die Feldhohe 0,8 - 1,25 = 1 m. Die Reibung an
der Wand sei tgo = 0,75, so dal 2 =Y, wird. Das spez. Gewicht der Fiillung
ergibt sich fiir die Mischung

von 1oo kg Hisen zu rd. 1 kg/ltr in 25 Ite
mit 7> Koks » » 0,5 » > 14 >

und 1,5 » Kalkstein » » 1,9 » » 1 »

108,5 kg Beschickung in 4o Itr zu 2,7 kg/ltr.
In Riicksicht aui das Setzen und Durchdringen der Gichten im Ofen sei
7 = 3 gesetzt.
Der Wanddruck steigt im 1. Felde bis zu
yhetgB 3d

= 0,75 d == 0,60 t/qm,



Der Bodendruck am Grunde ist p, = ¢ 2 tg*g = 1,87 t/qm.
Am Grunde des 2. FFeldes ist gs = ¢1 (1 + 1/4) = 0,75 t/qm; p.=2,34 t/qm
» » » 3. » > g =q (1 4+ Y4+ Yie) =079 > 3 =2,46 »

> » > 4. » > qr=qi (1 4+ Y+ Y=+ Ys1) =0,80 » Pr=2,50 »

Diese Zahlen gelten fiir einen geradlinig durchgehenden Schacht. Infolge
der Verengung fallen die auf die engere Wandung treffenden Druckstrahlen
kiirzer aus, so dal} die Druckhdhe im unteren Felde nicht den vollen Wert

. 0,8—o0, . . . .
erreicht, sondern um -? 5 tgd = o,1875 kleiner bleibt; daher vermindert sich
2

der Wanddruck um 0,1875 ¢» = o,11 t/qm. So findet sich am Grunde des
3. Feldes 0,79 — 0,11 = 0,68 t/qu1.

In dem unterhalb der Verengung liegenden Teil des Schachtes verkiirzen
sich nicht nur die auftreffenden Druckstrahlen, sondern auch die vorhergehenden,
so daB der Wanddruck hier um o,11 (1 + '/4) = 0,14 t/qm kleiner ausfillt und
z. B. am Grunde des 4. Feldes 0,80 — 0,14 = 0,66 t/qm betriigt.

Auf der Rast iibt die Fiillung einen starken Druck aus, der sich nach der
einen oder anderen Formel berechnen lifit, je nachdem die Reibung voll oder
nur teilweise ausgenutzt wird. Am #HuBieren Rande ist 2k, = (r +2)h, zu

o (tg 8 — ctg J) + hu tg 3

setzen, womit nach Fig. 25 tg 0, = __,_h_;" = 0,469 folgt, gegeniiber
2 hw + e
der grofieren Reibung tg ¢ = o,75. Darum ist (nach Fig. 30) zu rechnen
2 hie + he . 2 e . s .
= L e R i p, = _h, und h, = ? fiir p = 2,42 in der Hohe des Hule-
2 I+teg”f 1+ / 7

ren Randes der Rast. Es folgt ¢ = 1,99 t/qm.
Denkt man sich die Rast bis zur Achse fortgesetzt als Trichter, so wiire an

ihrer Spitze k. = k, und dazu tgo. = 0,567, wieder << o,75, also ¢ = yh . :’ri?ﬂ

If und p = 2,46 in der Hohe der Trichterspitze, daher ¢ = 1,44 t/qm.

mit A = =
/

Entsprechend dem gleichmiifigen Verlanf von 1,99 bis 1,44 vom Rande bis zur

Spitze trifft auf den inneren Rand der Rast der Flichendruck 1,78 t/qm.

Die Durchschnittswerte fiir den Bodendruck in den wagerechten Ebenen
verlaufen nach Kurven, deren Zahlenwerte sich aus dem Gewichte der iiber-
liegenden Fiillung abziiglich der Reibung an der Wand am einfachsten so be-
rechnen laSsen, als ob der Schacht quadratisch wire. Unter der Rast, lings der
Verengung, vermindert sich der Bodendruck von 2,43 auf 1,78, niimlich gemél
P 0,5° = 2,43 0,57 4 0,570,625 ¥ — 4 0,5+ 0,625 - 0,675 tge. In der folgenden
Erweiterung sinkt er gar auf 1,07 und wiichst bis zum Boden hin aul 1,33 t/qm.

Mit Hiilfe dieser Zahlen li8t sich nun auch berechnen, wie tief die Schmelz-
siiule in die Schlacke und das Eisenbad eintaucht, bis sich Bodendruck und
Anuftrieb ausgleichen. Von der Schmelzsiiule konnen nur Koksstiicke eintauchen;
sie nehmen etwa /3 des Raumes ein, entsprechend dem Verhiiltnis des spezifi-
sches Gewichtes von geschichtetem Koks mit rd. 0,47 zu 1,4 fiir ein massives Koks-
stiick. Die Zwischenrdume sind unten mit fliissigem Eisen gefiillt, dessen spezi-
fisches Gewicht 6,9 ist, und dariiber mit Schlacke von 2,4 kg/ltr. Hat die Schlacken-
schicht die Tiefe # und ist ¢ die Eintauchtiefe im Eisenbad, so wird fiir r qm
Grundfliche das Gewicht der verdringten Fliissigkeit /3¢ 2,4 + /34 6,9 = p,
néimlich gleich dem auf 1 qm lastenden Druck. Hieraus berechnet sich die zum
Gleichgewicht im schwimmenden Zustand erforderliche Tauchtiefe im Fisen

fy = 22
23
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Wenn z. B. #; = 0,25 m angenommen wird, so miifte in dem verengten
Schacht mit p == rd. 1,12 Bodendruck an der Oberfliiche der Schlacke die
Schmelzsidule auf £ = o,40 m in das Eisen eintauchen, und in dem zylindrischen
Schacht mit p = 2,50 auf & = 1,00 m. Danach kann die Fiillung im Eisenbad
nicht schwimmen, sondern wird auf dem Boden aufstehen, wobei die Koksstiicke
den Fassungsraum auf ?/; beschriinken; beim Abstich wird die Fiillung erst
nachsinken, wenn die austauchenden Koksstiicke wegbrennen.

Kuppelofen, Fig. 40.

Rechnet man aber tg@ = 1 statt 1,25, so fillt der Wanddruek im oberen
Teil des Schachtes groBer aus, unten gleich grofl wie vorerst, und der Boden-
druck nimmt wesentlich geringere Werte an.

Die Feldhohe ist jetzt gleich der Schachtweite 0,8 m.

Fig. 40. Kuppelofen. 1:40. tgf8=1I, u=0,75, A=0,25 y =3 t/chbm.

A ist g = rretes 3d —
Am Grunde des 1. Feldes ist ¢ TGeh w0 — 2 (14075 0,686 t/qm.
Der Bodendruck stellt sich auf p; = 2tg°8 ¢y = 21 = 1,372 t/qm.
tef — tg - s .
Der Wert 2 = -~ A twe wird = !/;. Damit findet sich
tef + too
am Grunde des 2. Feldes ¢ — q (1 + '/z) = 0,785 und p» = 1,57,
» » » 3. » QG =q (I -+ 1/7 -+ ]/lﬂ> = 0,799 > Ps= I7607
» » » 4. » Q= = O,SO »o Py = 1,60,
> » » 5. o g = = 0,80 » p; =1,60,

$0 daB in einem zylindrischen Schacht schon bei einer Tiefe vom 3- bis 4fachen
Durchmesser der Druck weiterhin gleich bleibt.
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Fiir den verengten Schacht gilt der vorige Rechnungsgang und liefert tiir
den Druck an der Rast 1,80 bis 1,58 t/qm; innerhalb der Verengung fillt der
Wanddruck von o,697 aut 0,58 infolge der plotzlicnen Verkiirzung der Druck-
strahlen. Unterhalb der Verengung betriigt er zuniichst o,68, am unteren
Ende o,665.

Der Bodendruck nimmt in der Verengung von 1,6 auf 1,05 und m,75 ab,
fillt in der Krweiterung auf o,595 und erreicht bis unten hin 0,84 t/qm.

Hierbei wiirde eine Tauchtiefe von 15 bis 20 em im Eisenbad geniigen,
um den Druck der Schmelzsiule schwimmend zu tragen.

Hochofen, Fig. 41.

Das spezifische Gewicht der Fiillung kann zu 1,4 t/cbm angenommen wer-
den, indem angesetzt wird:

fiir roo t Eisen: 300 t Erz = 150 ¢bm zu 2 t/chm
110 t Koks = 220 » » 0,5 »
50 t Kalkstein = 30 » > 1,6 »
460 t Beschickung = 400 cbm zu 1,15 t cbm,

mit Riicksicht darauf, dafi die Massen sich durchdringen und dichter setzen, so
dafi bei rd. 20 vH der Wert 1,4 erreicht werden mag.

Die Reibzifter tgo == o,75 gilt fiir Koks auf feuerfestem Stein; fiir Erze
wiire 0,80 zu nehmen, doch gehen diese vorwiegend nach innen, so daff o,75
beibehalten werden kann, mit ¢ = 36°52'.

Die Druckstrahlrichtung ist zunéichst tg# = 1,25 gewihlt.

Mit diesen Annahmen findet sich fiir senkrechte Wand 2, = 0,25, fiir den
Schacht mit w = 3°29" Neigung 2, = 0,265 und fiir die Rast mit ¢ = 12° Nei-
gung 2y, = 0,088. KEs ist nimlich

tef —tee 1,25 —075

by = = 0,253
T ted + tay 1,25 + 0,75 253
PU tgStey ted—telo—y) _ 1—1,25-006 1,25—0,66 0265 :
T I tegtey ta8 + tz(o — ) I+ 1,25 0,06 1,25 +0,60 205
h.
(r + ted tep) (tef—te (o + ¢)) + 2 P te? 8 tep
- . o hw
N (1 —te 3 teq)(te 8 + te (0 + ¢))
6,24
(1 + 1,25 - 0,2125) (1,25 — 1,45) + 2 - T 1,25%- 0,2125
= %7 - = 0,088.

(1 — 1,25 - 0,2125) (1,25 + 1,45)

In der Tiefe # = 3 m unter der Beschickungsoberfliche betréigt der Wand-

druck im zylindrischen Teil des Schachtes 0,84 t/qm, niimlich ; = vhe
2 tg 8 (te B + tep)
= 5’475—'—34 = 0,84; und im kegeligen Teil 0,78 t/qm, entsprechend
, ¥ he (T —tef tey) 1,4 + (I — 1,25 - 0,06) hy
] = - = - - - -

2te B (tef + telo— ) (1 + txgtay)  2-1,25(1,25 + 0,66) (1 + 0,75 - 0,06)
= 0,26 l. = 0,26 - 3 = 0,78.
Wie bei 3 m, so gibt die Berechnung auch in der Tiefe von 9,76 m eine
geringe Diskontinuitdt an, indem der Druckstrahl bei 3 m in verschiedener Art
reflektiert wird. Je nach der Hohe &, steigert sich der Wanddruck nach unten.
Die Rast erfihrt den Wanddruck

g = Fa hotg@ + ko (tep + ctgB) B
2 ted +teg + teo —teBtagteg”
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Hierbei ist der fiir die Mitte der oberen Rastebene abgemessene Wert
h, = 0,624 und h, = 9,71.

Die mittleren Bodendriicke sind aus dem Gewichte der iiberliegenden
Fiilllung und der Reibung an der Wand berechnet unter Riicksicht auf die senk-
rechte Komponente des Wanddruckes. So findet sich z. B. fiir den oberen Teil
des Kegelschachtes von 3 bis 6,52 m Tiefe und 5 bis 5,42 m Weite der Boden-
druck aus:

Fig. 41. Hochofen. TI:200. Fig. 42. Hochofen. I :200.
tg 8= 1,25, tg 0 = 0,75, ¥ = I,4 t/cbm. tg =1, tg 0 == 0,75, ¥ = 1,4 t/chm.



. 6,52 — .
D542t = 3,445 + ¥ —533——3 (5,427 + 5,42+ 5 + 59

42 +5
T (

+4-(6,52—3) > Dtgy—1tge) = 5,38,

wobei (¢) als Mittelwert aus o,78 und 1,69 zu 1,235 gesetzi ist.

Hochofen, Fig. 42.

Mit tgf# = 1 findet man groferen Wanddruck im oberen Teil und kleinere
Bodendriicke.

Zusammenfassung.

Um den spezitischen Wanddruck ¢ in einem Schacht von der lichten Weite s
zu finden, zieht man Druckstrahlen von der Oberfliche der Schiittung unter der
Neigung 8 = 45 bis 60" bis an die Wand und von da in gleicher Neigung nach
unten weiter bis zur anderen Wand. Zur Linge I, des oberen Druckstrahles
berechnet man den Bruchteil 17, und tréigt diesen in der umgebrochenen Rich-
tung nach oben und auBien auf. Die Druckzunahme lings des zweiten Druck-
strahles gilt nun fiir die ganze Linge /., = A, 4+ L bis zur anderen Wand.
Hier hat man 2 /. zu berechnen und aufzutragen, um die Gesamtlinge des
folgenden Druckstrahles zu erhalten usw. Bei stiirkerer Neigung der Wand-
flichen, etwa von 30° oder mehr gegen die senkrechte Richtung, mufl man an
Hand der letzten Beispiele die dafiir maBigebenden Formeln aufsuchen und be-
nutzen. Die senkrechte Komponente des Gesamtstrahles h, = L@)sin@ gibt die
Druckhthe am Ende des (2.) Druckstrahles an. In #hnlicher Weise ermittelt
man A, in der Mittellinie des Schachtes in gleicher Hohenlage wie h.. Nach
den fiir die einzelpen Fiille aufgestellten Formeln bestimmt man damit den
Wanddruck 4 an jener Stelle.




Berechnung gewolbter Platten.

Von Ingenieur Huldreich Keller in Ziirich.

Durch vorliegende Arbeit soll der Weg gezeigt werden fiir eine anniihe-
rungsweise Berechnung von gewtlbten Platten. Er ist idihnlich demjenigen, den
ich einer friiheren Arbeit iiber die Berechnung von umlaufenden Radseheiben
zugrunde gelegt habel). Das Hauptkennzeichen dieses Rechnungsverfahrens
liegt darin, daf man die Differentialgleichungen, auf die man gelangt, durch
das anniiherungsweise »Rechnen mit kleinen Differenzen« 19st.

Unsere neue Aufgabe ist aber wesentlich umfangreicher, als die Berech-
nung von Radscheiben, weil zu den Normalspannungen in radialer und tangen-
tialer Richtung, wie sie in Radscheiben fast allein vorkommen, in einer cinseitig
helasteten, gewdlbten Platte noch Schub- und Biegungsspannungen hinzutreten.

Der Zweck vorliegender Arbeit soll insbesondere auch darin bestehen, dic
teils ziemlich verwickelten Formeln in eine moglichst einfache Form zu bringen,
wice sie fiir ein am Konstruktionstisch gefordertes, hinreichend zuverlissiges
Rechnen brauchbar ist, das nicht allzusehr ermiidet.

Die Berechnung soll die Moglichkeit schaffen, in einer als Drehkorper
durchgebildeten, gewdlbten (oder ebenen) Platte, welche von ciner Seite durch
cinen Gas- oder Fliissigkeitsdruck belastet ist, in jedem Dunkt die Bean-
spruchung und die Formiinderung zu ermitteln. Es kommen also Platten in Frage,
wic sie als Deckel und Zwischenbtden in Dampfturbinen, als Boden von Dampt-
kesseln oder andern Hochdruckgefifien Verwendung finden.

Das Verfahren setzt voraus, dafl die Dicke der Platte im Verhiltnis zum
Kriimmungshalbmesser des Meridians klein, der Stoff durchaus homogen und
daB jede schroffe Querschnittinderung vermieden sei. Ierner soll die Form-
iinderung entsprechend der fiir den gebogenen Balken auigestellten Bernoulli-
schen Annahme derart vor sich gehen, daf alle Punkte der Platte, welche vor
der Biegung auf einer zur Plattenwolbung senkrechten Geraden lagen, auch
nach der Durchbiegung auf einer Geraden liegen, die senkrecht steht zur Mittel-
fliiche ?).

In die Rechnung fiihren wir folgende, aus Fig. 1 ersichtliche Bezeich-
nungen ein:

) Siehe »Schweizerische Bauzeitung« vom 27. November 1909 8. 307 und »Die Turbine«
vom 5. Dezember 1909 S. 88,

2) Dies trifft fiir guBeiserne gewdslbte Platien nur anniheruingsweise zau. Vergl. Bach,
»Elagtizitiit und Festigkeit« 1902 S, 504 wu. I. iiber »gekriimmte, stabformige Korper«,

Mitteilungen., Heft 124. 3
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« in cm Abstand des auf der Meridian-Mittelfaser J A, gelegenen zu unter-
suchenden Punktes 4 von der Symmetrieachse z—z der Platte.

h in cm Dicke der Platte beim Punkt A.

7 in em Abstand eines aut dem durch 4 gehenden Kriimmungshalbmesser des
Meridians gelegenen Punktes C von A.

¢ in em Kriimmungshalbmesser der Meridian-Mittelfaser im Punkt 4.

Fig. I.

¢ Winkel zwischen diesem Kriimmungshalbmesser und der Symmetrieachse.

@ =y Aenderung dieses Winkels ¢ bei der Durchbiegung.

4 (dg) = dy Aenderung des Winkelelementes d ¢.

® = 4;%@ spezifische Aenderung des Winkelelementes.

p in kg/gem der gleichmiifig verteilte, einseitige Ueberdruck, winkelrecht auf
die Platte wirkend. Fiir eine Einzelbelastung P wiiren diejenigen Glieder
der Rechnung, in denen sonst p vorkommt, sinngemifl zu dndern. Ein
Gleiches gilt fiir ein Zusammenwirken einer gleichmiBig verteilten Be
lastung p und einer Einzellast P.

o, in kg/qem die Normalspannung in einem den Punkt C enthaltenden Flichen-
element, das auf dem durch den Punkt 4 oder C senkrecht zur Platten-
wolbung gefithrten Kegel liegt, dessen Symmetrieachse mit derjenigen der
Platte zusammentfillt. o, ist gleich gerichtet wie die Meridian-Mittelfaser.
Der Hauptsache nach verlduft sie »radial«; ihr Wert sei deshalb abkiir-
zungshalber mit »Radialspannung« bezeichnet —, dies in Anlehnung an
die Scheibenberechnung.

6, in kg/qem die Normalspannung (Hauptspannung) im Meridianschnitt; sie ver-
lduft tangential zum Parallelkreis und soll deshalb »Tangentialspannung«
heien.

7 in kg/qem die Schubspannung in dem Flichenelement, auf welches o, winkel-
recht wirkt.

E in kg/qem der Elastizitiitsmodul des Plattenstoffes.

In Fig. 1 ist ein Meridianschnitt durch einen von der konkaven Seite, also
im positiven Sinn mit der spezifischen Pressung p belasteten Deckel gezeichnet.



Durch diese Belastung p erfihrt ein im Abstand a von der Symmetrieachse z—z
gelegenes Element der im Meridianschnitt liegenden Mittelfaser in Richtung dieser
Faser die spezifische Verlingerung ¢,, ein im Abstand  von der Mittelfaser lie-
gendes, parallel zu ersterem gerichtetes Faserteilchen die spezifische Verlinge-
rung ¢. Diese Verlingerungen werden bedingt durch die an diesen Stellen
herrschenden Radialspannungen o, in der Mittelfaser und », im Abstand » hiervon
und den Tangentialspannungen o, und o..

1) Berechnung der spezifischen Verlingerung ..

Die oben gemachte Annahme, dafl die Plattendicke gering sei im Verhiltnis
zum Kriimmungshalbmesser des Meridianschnittes, hat zur Folge, daB die spe-
zifischen Dehnungen der Meridianfasern in einem linearen Verhiiltnis zu ihrem
Abstand 7 von der Mittelfaser angenommen werden konnen, gleich wie in einem
gekriimmten Balken?)

7

¢
8 = &~ (0 — &) — -

I+ —
()

Um die Rechnung zu vereinfachen und dadurch den praktischen Bediiri-
nissen anzupassen, wollen wir verschiedene Anniiherungen zulassen. Weil die
Dicke & der Platte im Verhiltnis zum Kriimmungshalbmesser ¢ gering sein soll,
diirfen wir setzen:

) . n
0~ 1ncop; (I—’r—g)t\"I.
Hierdurch vereinfacht sich die Gleichung fiir ¢ auf

& =18+ W 'Z" . [ . . . . . . (I).

2) Berechnung der spezifischen Verlingerung & im Parallelkreis
vom Halbmesser § und dem Abstand 5 von der Mittelfaser.

In Fig. 2 ist im vergrofierten Mafle dargestellt, wie der Meridianschnitt aus

seiner anfiinglichen Lage AB bei der Belastung in die Lage A'B verschoben
wird. Dabei vergroBern sich die Halbmesser der
durch den Mittenpunkt 4 und den im Abstand 7
davon gelegenen Punkt C gehenden Parallelkreise
von den Anfangswerten x und & auf die Endwerte
(4 da) und (8 + 4&). Hierbei erfiihrt der durch
den Punkt C gehende Parallelkreis eine spezifische
Dehnung
2nE+dH —2nF 4E
SaaE =%

¢ == =
Nun ist gemifl Fig. 2
E=a+7sin q.

Durch Differenzieren dieser Gleichung erhilt
man fiir die Zunahme von & den Ausdruck

AdE=dx 4+ dy sinqg 4175 cosq q.

) Vergl. Bach, »Elastizitiits- und Festigkeitslehre« 1902 8. 472.
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Wegen der Kleinheit von 4 und der daraus Yolgenden Kleinheit von _f/y
wird auf der rechten Seite der zweite Summand gegeniiber den beiden ande-
ren Summanden vernachldssigt, und es bleibt noch

A5 =dx+y d¢ cos g.
Diesen Wert eingesetzt in die Gleichung & = %E, gibt

_da+ndpcos g
T aagsing
Mit hinreichender Anniiherung kann man setzen x - # sin ¢ oo x; ferner
ist ©" =&y, WO & die spezifische Dehnung des durch den Punkt 4, d. h. im
.

Abstand = o von der Mittelfaser gezogenen Pararallelkreises ist. Dadurch ver-
einfacht sich der Ausdruck fiir & auf die Form:

s,:sm—!—: dg cosgp . . . . . - . . (2.

Hierin ist aber vorliiufig weder &, noch -/¢ bekannt.

3) Berechnung der im Punkt C herrschenden Radialspannung o, und
Tangentialspannung o.

Die FElastizitiitslehre?) gibt zwischen den Spannungen und den Dehnungen
die Beziehungen:

mE

0, == -
T |

E
[m & + &]; 0, = ”;;n;r [e&: + m &,

wo m das Verhiltnis der spezifischen Lingsdehnung zur linearen Querzusammen-
ziehung cines aut reinen Zug beanspruchten Stabes bedeutet®).
Wir setzen
mE
[ . .
m” — 1
Unter Verwendung der Gl (1) und (2) erhalten wir

G, = C|:m(°ru -+ me —+ & <+ Z ) COS(T/]

0y = c[:s,o + o gfq—mslo +om A cosq/].
>

Setzen wir in diesen beiden Gleichungen # = o, so erhalten wir als
Sondertille die Normalspannungen im Abstand x von der Symmetrieachse und
in der jewciligen Mitteltaser des Meridianschnittes und des Parallelkreis-
schnittes:

G = c[m &0 + &)
G = ¢ [&0 -+ m &) .
Beriicksichtigt man ferner, daf

4ad da da
= ,“,‘7’; o4y _ 4 Z]; ds = ﬂf; ddy = dvy,
aeg 4 vdy as cos ¢

so gehen die Gleichungen fiir ¢, und o, tiber in die Form

c,=o,0+c7;cosq)[m%l—i+%J. N €))
a

a,=6,0+c7]eosqy[—w+nmlﬁ]. N
de x

') s. Foppls »Festigkeitslehre« Band IIT 1909 S. 246.
%) z B. fir Stahl m oo 19/3; fir GuBeisen: m = § his 9.



Setzen wir in diesen beiden Gleichungen als Sonderwerte fiir 4 di¢c Grenz-
3 . . C .
werte (:t 2) ein, so erhalten wir die Spaunnungen o, und 6, in den Aufllen-

und Innenfasern der Platte.
Um nuu fiir jeden Punkt der Platte die Werte ¢, und o, berechnen zu
konnen, wollen wir vorerst fiir ¢, oo und yw Beziehungen aufstellen.

4) Berechnung von «a, unter Vermittlung der Gleichgewichtsbedingung
der am Plattenelement angreifenden Krifte.

Wir denken uns gem#fl Fig. 3 im Abstand & von der Symmetrieachse aus
der Platte ihrer ganzen Hohe nach ein Element in Richtung des Meridians und
des Parallelkreises von vorerst unendlich
kleinen Grundril-Abmessungen herausge-
schnitten. Die vier Schnittfliichen sollen
alle senkrecht stehen zu den Meridian-
und Parallelkreis-Mittelfasern des Elemen-
tes. Zwel dieser Schnittflichen sollen
Ebenen sein, durch die Symmetrieachse
gehen und unter sich den Winkel d & ein-
schliefen. Winkelrecht auf die von ihnen
gebildeten Seitenfliichen GCDH und EFKI
des Plattenelementes wirken die Tangen-
tialspannungen o. im Abstand 4 von der
mittleren Meridianfaser und o, in der
Mitteltaser selbst, und diese haben die
Richtung der Tangenten an die beziig-
lichen Parallelkreise. Die auf diese bei-
den Seitenfliichen wirkenden Resultieren-
den seien 7T, welche ebenfalls den Win-
kel d« miteinander einschlieffen.

Die beiden anderen Schnittflichen fiir das Plattenelement, ndmlich CDE#
und GHIK, sind ecigentlich Kegelfliichen, dfirfen ihrer Kleinheit wegen jedoch
uls Ebenen betrachtet werden. Sie schliefen unter sich den Winkel dg¢ und
mit der Symmetrieachse z—=z die Winkel ¢ und (¢ + d¢) ein. Die in diesen
Flichen herrschenden Normalspannungen seien o, und (¢, + da,;) im Abstand 5
vom mittleren Parallelkreis sowie o6,, und (6. -+ don) in den mittleren Parallel-
kreisen selbst. Sie ergeben die auf die ganzen Flichen wirkenden Resultieren-
den S und (S + d&).

In den beiden zuletzt betrachteten Schuittfliichen wirken anller den Normal-
spannungen noch Schubspannungen 7 und (z + d7), welche die Resultierenden
Sch und (Sch + dSch) erzeugen. Ks sei gleich an dieser Stelle hervorgehoben,
daB diese in Richtung des Kriimmungshalbmessers wirkenden Schubspannungen
in der Mitte der Flichen einen Hochstwert z,, am Rand der Flichen, z. B. an
den Kanten CF und DE jedoch den Wert o haben. Ihr Mittelwert 7, tritt
also nicht in der wagerechten Mittellinie der Seitenfliiche CDEF auf, doch wollen
wir dies nielit weiter verfolgen, da sich dieser Wert aus der Rechnung ganz
eliminieren lift.

Weil die Seitenfliichen nieht (Quadrate sondern trapeziihnliche Flidchen
sind, so sind die in ibnen wirkenden mittleren Normalspannungen 6y, und oum
auch nicht genau gleich den in den Mittelfasern herrschenden Spannungen o,

Fig. 3.



und ¢,; doch ist der Unterschied so klein, dall man davon absehen darf, ohne
einen unzulissigen Fehler zu begehen.

Die Groflen der auf die Seitenfliichen des Plattenelementes wirkenden Re-
sultierenden ergeben sich als Produkte aus den Flichen und den in ihnen
wirkenden mittleren Spannungen.

Wir konnen fiir sie folgende Aufstellung machen:

Fldche mittl. Spannung Resultierende
CDEF =x da h; 6,0 (normal); S =@h)oode. . . . . (5)
CDEF = x da h; 7. (Schub); Seh = (xh)tmde . . . . . (6)
CDHG — FEIK = dsh; 6y (normal); T=dshow=—""1hoy . (7)
cos
DEIH — ( ) du ds;
=\z+ 3 p p_ 4 (w gf)d: @
doy dx =P o8 + 2] ' :
= (af: + *) ——da
2/ cos ¢

(Im Ausdruck fiir P werden wir d{f gegeniiber x nicht vernachlissigen mit

Riicksicht auf die spiter durchgefiihrte Rechnung mit endlich kleinen Diffe-
renzen statt unendlich kleinen Differentialen, weil sonst bei kleinem = der
Fehler zu grofi wiirde.)

An Hand von Fig. 4, d. 1. der Seitenansicht des Plattenelementes, kann
man fiir dieses Element folgende Gleichgewichtsbedingung fiir die an ihm wir-
kenden Kriifte aufstellen: Wir vergleichen die in Richtung der Normalkraft
(8 + d8) fallenden Komponenten:

S+ dS =S8cosdq + Schsindq + Psin®” o+ 2 7" cos o+ dq).
2

Berticksichtigt man wiederum, daBl d¢ sehr klein, so dall cosdg co 1
sindy co dy, cos(y + dqg) oo cosq, so bleibt

d
dS = Schdp + P—;p + 271 cosq.

Fig. 4. Fig. 5.
Hierin ist 7' die in Ti ende Komponente von
T = Tsing—‘ o TL:; (vergl. Fig. 5).

Nach Gl. (5) ist S = (xh) o, du,
folglich A8 = [(xh) do.,y + 6.0 d(zh)] da.
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Unter Verwendung der Gl. (6) bis (8) erhidlt man nach Kiirzung des
Faktors da:
(xh)d 6,0 + 0.0 d(xh) = T (h)dq + p (&% (m + ‘Zf) dzl’ -+ h&% 61 COS @ (9).
Fig. 6 zeigt die Moglichkeit, die mittlere Schubspannung 7. durch die
Normalspannung o, und die #Hullere Belastung p
auszudriicken und sie hierdurch aus der Rechnung
zu eliminieren.
Um die Rechnung nach Moglichkeit zu verall-
gemeinern, wollen wir eine gewdlbte Platte betrach-
ten, welche in der Mitte eine gleichachsige Bohrung
vom Halbmesser «; hat. Aus dieser Platte schneiden
wir ein Ringteil mit dem #Hulleren Halbmesser «
und dem Zentriwinkel de heraus. Dieser Ringaus-
schnitt ist in Fig. 6 in der Seitenansicht dargestellt. Fig. 6.
Aus ihr lassen sich folgende Beziehungen ablesen:

(@ — w7 (%‘;) p==axdu h(ts COSF -+ O sin @)
22 :
(xh) Tm = -1237 (m—c(—)gf—») — (xch) z:zz 60« + « . . . (10).

Die rechte Seite dieser Gleichung werde in Gl. (9) eingesetzt:

(xh) day + o, d(zh) = L (22 — 2?) -wifr — (xh) 6, sing 27—
2 Qceos’p ocos@
2
r i“fo ((E 4+ gz{) -+ hdx 6.
. 2 QCOS“T 2%
Hieraus finden wir:
/ d(xh) . dx
— 0Oy + sing 5 8
zh gcos‘y I
2 .
do, = + o, = ' Haupt-
* \ gleichung.
p I dx " . dax
N )

2 (on) oeos’p
Diese 1. Hauptgleichung hat die Form:

Ao, = — 6,0 (15) + 00 (16) + (24) . . . . . . . (1a),
wo die Ziffern in () Zahlenwerte bedeuten, die abhiingig sind von der Form
und der #HuBeren Belastung der Platte und der Lage des augenblicklich zu
untersuchenden Punktes 4 auf der Mittelfaser des Meridianschnittes.

Wiirde man fiir den Halbmesser & die mittlere Radialspannung o, kennen,
so lieferte die Hauptgleichung (I) den Wert fiir die mittlere Radialspannung

Op(s+a2) im Halbmesser (x + dx)
xztdx

0,0 (x+ da) = Opx +don ‘ D (I I).

x

5) Berechnung von y, hergeleitet aus der Dehnung der Platte.

Der Parallelkreis mit dem Halbmesser z, der die gestreckte Linge (2 7x)
hat, dehnt sich um das Stiick o/ (272), wenn in Richtung der Tangente die
spezifische Spannung c., senkrecht dazu die Spannung 6 wirkt, und zwar ist;

d(2nx) :z;m (Gn — (ZLO) ;




danach
@€ (g%
A:L’—-’EL (Gzo — **0) .

m

Die Differenzierung dieser Gleichung liefert die Dehnung des Halbmesser-
elementes (da)
4 (dx) = av (mo — rg’°)+ z (dmo — 1—"”’) oo (12).
E m E

m

Iftir diese Dehnung kdnnen wir noch eincn zweiten Ausdruck aufstellen:
Wir denken uns gemifl Fig. 7 aus der
mittleren Meridianfaser im Abstand a von der
Symmetrieachse bei 4 ein Element von der
Linge AD = ds herausgegriffen.
Weil
dx = dscos g,

so ist auch die durch die Belastung criolgte
Aenderung von dea, das ist:

A (dx) = o (ds cos )

Fig. 7. = d(ds) cos ¢ +ds 4 (cos ¢).
Nun ist
ds [ Oy .
A (ds) =" (nm — 1;}) e (1),
dcosq)=—singde=—sing.yp . . . . . (14),
demnach

A (dx) = :; (mu — S ) cos g —dssin g.yp

ne

y

d(flw):d;(n,to—i::’)w«lwtgqr-w c e (1),

Die Acnderung vou (dx) ist das Ergebnis zweier Formiinderungen, nim-
lich der Liingendnderung und der Richtungsidnderung des Meridian-Elementes o s.
Dureh Gleichsetzen der rechten Seiten der Gl. (r2) und (r5) erhalten wir
dax (fm) - ( dO'm) dz ( ‘7!0)
- O — —— dog — — =) =-"(0,0 — —dx P tgaq.
B ( © m) T E ® m E\"" m YT
\ . L . . . B s -
Iis werden beide beiten dieser Gleichung mit = multipliziert und dic Klam-
o
mern aufgelst:

dax dax 0Oy d gy o dax gy
G — e d Gy — = = T Gy — —
ps x m m ol x m

—u" wigq.
o

Daraus finden wir

I\ dr 5 dax d oy II. Ii‘dllpt‘
(69 = (6,9 — ~ ) —=Iltg g — - .
6 (60 610) (I + m) & 1 ST x v+ i glewhung'
Dicse Gleichung hat die Form:
dow == (0.0 — 00) (17) — @ (27) +,§3;9, ... (ILa).
n

Fiir die nur durch Fliehkrifte beanspruchte umlaufende Scheibe fand ich
in meiner diesbeziiglichen, eingangs erwidhnten Arvbeit die Ausdriicke (in die
hier gewihlte Bezeichnungsweise iibersetzt):

dﬂro:_'—‘(ﬁ-g (...)+Gto(...)+(-...),
! )'l,” o 4o

Aoy = (G,-o — 0‘:0) (I —+
m

m



Der Aufbau der Formel tiir do, ist genau der gleiche wie derjenige der
hier gefundenen Formel (I) fiir die Platte, nur dafl natiirlich fir die (. ...) Aus-
driicke andere Werte in I'rage kommen. Zu der Gleichung fiir doo, kommt
laut Gl. (ITa) fiir die Platte gegeniiber derjenigen fiir die umlaufende Scheibe
nur noch der Summand — y (27) hinzu. Es ist also moglich, beide Rechnungen
miteinander zu vereinigen, wodurch das Mittel an die Hand gegeben wird, einc
umlaufende Scheibe zu berechnen, die aufier durch Fliehkriifte auch noch durch
einen einseitig wirkenden, gleichmiifig verteilten Druck p belastet wird. Det-
artige Fiille kommen vor in Reaktions-, seltener auch in Aktionsdampiturbinen.

Unter der vorlidufig noch unzutreffenden Annahme, man kenne von der
Platte fiir den Halbmesser & die mittlere Tangentialspannung c,., licfert Haupt-
gleichung (II) den Wert fiir die mittlere Tangentialspannung im Halbmesser
(¢ + d), indem man die Gleichung aufstellt:

r+dr
O10 (= + az) == Owz + 0 e e e e e (16)

x

ay

4 und v unter Benutzung der Momenten-
»

6) Berechnung von

gleichung.

Wir stellen zu diesem Zwecke fiir das in Fig. 3 axonometrisch dargestellte
Korperelenient CDEFGHIK die Momentengleichung auf. Als Momentenachse
greifen wir die Achse o—o heraus, welche im Abstand (x + dx) von der Sywm-
metrieachse z—z und senkrecht zu ihrer Richtung mitten durch die duBere Be-
grenzungsfliche G HIK des Plattenelementes liduit. Bei Gleichgewicht mufy dic
Summe der Momente aller dufieren Kriifte, bezogen aut die Achse o—o, gleich
null sein.

An dem Dlattenelement wirken folgende #uBiere Kriifte auf Verdrehung
um die Achse o—o:

a) auf die der Symmetrieachse zugekehrte Begrenzungsfliche CDE F:

Die Normalspannungen, deren Wirkung ersetzt werden kann:

1) durch eine im Mittelpunkt der Fliche angreifende Einzelkraft S=x du« h o,
wirkend am Hebelarm dssin (dq).

2) ein Moment »M,,«, auf welches spiter einzugehen ist.

3) die Schubkraft Sch = x dah ., am Hcbelar ds cos (dg).

h) Auf die beiden Seitenfliichen GCDH und K FKI wirken Normalspannungen,
deren Einfluf§ ersetzt werden kann:

1) durch die Normalkraft 7 co dshoy.

Von ihr kommt als drehend um die Achse o —o nur die Kompo-
aente 7' = Tsln»f o T dl—“ in Betracht (vergl. Fig. 5). Die beiden anderen
Komponenten 7" = T cos —d—f—— verlaufen parallel zur Achse o — o und ergeben
daher kein Drehmoment (vergl. Fig. 5 und Fig. 3). Die beiden Komponenten 7"
wirken je am Hebelarm —‘17—'8' sin (g + d¢) oo ! ; sin ¢ (siehe Fig. 4).

2) durch das Moment »M,« der Spannungen ¢, auf welches wir spiiter
zuriickkommen.
¢) Normal zur unteren Begrenzungsfliche HDKI und in die Mitte derselben

konzentriert gedacht, wirkt die Kraft P:(ac + fd;—) da dsp am Hebelarm as



[Auch hier wollen wir mit Riicksicht auf die spitere Rechnung mit kleinen Diffe-

renzen statt Differentialen von einer Vernachlissigung des Wertes ?absehen.]

Alle die unter a, b und ¢ genannten Momente versuchen, das Plattenelement
im einen oder anderen Sinn um die Achse o—o, Fig. 3, zu drehen. Es kann
in seiner Lage, d. h. im Gleichgewicht, nur dadurch gehalten werden, daf auf
die iuBere Begrenzungsfliche GHIK das bisher noch nicht beriicksichtigte
Moment M, , 4, Wirkt, welches gleich ist der algebraischen Summe jener vor-
genannten Spannungsmomente und entgegengesetztes Vorzeichen hierzu hat.

Wir wollen jene Momente zuerst nach der Grofe, sodann nach dem Vorzeichen
bestimmen:

Zu a1) Ms—:Sdssin(dq)mSEd(r.
cos @
Nun ist
ds dx
dg = 2) - ocosgp’
da?
Ms=du (xh) o oty (17).
Zu a3) Mg, = Sehds cos (d ¢) oo Schds.

Aus Gl. (10) finden wir fiir Sch = (xh)7.d«

2 _ .2
Sch = du [J"i (“—’”) — (xh) o, tg cp] .

2 \ cosg

dz
’1

A[s‘,h =du !’— (1152— wﬁ) ’
2 cos’g

—du(ach)dmsin<r—df— ... (18).
cos’g
Zu a2) In Fig. 8 ist das Plattenelement in gleicher Weise dargestellt, wie
in Fig. 3, und es sind an dem einen Rand der inneren Begrenzungsfliche CDEF
in einem gewissen Mafstab die Spannungen o,
der Gréfe und Richtung nach aufgetragen. In
der Mitte der Kante EF herrscht die Spannung
6,0, im Abstand # von der Mitte die Spannung d,.
Sie darf iiber dem gestrichelten Flichenstreifen
von der Hohe dn und der angeniiherten Breite
xdu als unverdnderlich angenommen werden.
Das Moment der Spannungsdifferenzen (. ~— 6,0),
welches auf die Begrenzungsfliche C.D E F wirkt,
Fig. 8. und welches wir abkiirzungsweise mit Mg,
bezeichnen wollen, ist glelch der Summe aller Produkte, die aus der Multi-
plikation nachstehender drei Faktoren entstehen:

1) dem in Fig. 8 gestrichelten Flichenelement df,

2) dem Unterschied der in diesem Flichenelement df herrschenden
Spannung ¢, gegeniiber der in der Mittelfaser herrschenden Spannung o, also
der Differenz (g, *— d,0),

3) dem Abstand » des Flichenelementes von der Mittelfaser.

h
L

My, Zfdf(ar — Oyl
L
Hierin ist
df = (x+7nsin g) dedy.
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Fiir (6, — 6,) wollen wir an Hand von Gl. (3) einsetzen

(6, — 0,0) = ¢y cOS @ u,
wo [ a w
u= [mitg_*_ ‘—] e e e s (19),
dx EY
h

4+ —

M, =fcq cos qu(x 4+ 5 sin ¢)de dy.
h

2

In diesem Integral ist nur # als Veriinderliche, alle tibrigen Grtfen sind

als Konstante zu betrachten.
h h

+ + 2

. 2 5 2
M, =du« c cosq u[x {q?dq—l—sianrﬁdﬂ; frfdw]:?;; {q"’dq:o.
S0 J

i
h

T -y
h3
M; = dec cosq umrlr;,

Setzen wir den Wert fiir w wieder ein aus Gl (19), so erhalten wir:
3 . ,
Mm.:dacmh‘ cos ¢ [m—d—l/f—i— —u—] e e o o (20)
12 dx x

Wir werden spiiter sehen, daB wir noch des Wertes d M, bediirfen, d. h.
des Betrages, um den sich M, d#ndert, wenn wir von « um dx vorwirts gehen.
Wir erhalten, indem wir die Gl. (20) nach x differenzieren:

UM, —du f; \: (mxh?® cos q) Z%_: dac'—i— d(mxh® cos q) % ( (21).
[ +h®cos gdy + d(h® cos )y
Zu b1) My —=2T %, sing =2 Tsih %“— (1;— sin q.
Statt &Mz wollen wir einfach setzen AMy.
My =da(dsh)og, f? sin ¢,
Mr=d« (éi e—g:;; sin qv) O o o e o .o (22).

tl

Zu b 2) Das Moment M, der Spannungen a, oder was das Gleiche besagt
der Spannungsdifferenzen (o, — a,), wel-
ches auif jede der beiden Seitenflichen
GHDC und KIEF von Fig. 3 wirkt, ist
gleich der Summe aller Produkte, die aus
der Multiplikation nachstchender drei Fak-
toren entstehen: (vergl. Fig. 9).

1) dem Flidchenelement df von der
Hohe dy, welches im Abstand % von der
Mittel-Meridianfaser zur Kante G C parallel
verlduft.

2) von dem Unterschied der in die-
sem Fliachenelement herrschenden Span-
nung o, gegeniiber der Spannung ¢, in

der Mittelfaser die in die Richtung senk- 9



recht zur Symmetricachse entfallende Komponente, also
. da don
(Gt — Geo) S — oo (Gt‘“ﬁto) £ .
2 2
3) dem Abstand 5 des Flichenelementes von der Mittelfaser, multipliziert
mit cos ¢

12
4 -

M;, = zfdf(m — ay) dz“ 7 COS .

-~

w |

Iierin ist nach Iig. ¢

df = (ds +ndg)dy.
Gl (4) besagt:

d 1
(6, — 64) =cy COS @ [ - m —p—] .
dux x
Setzen wir voriibergehend als Abkiirzung

| a
v == ,f/f_*_ m }%LJ
dx x
50 ist
+ e

[11(1-; = zf(ds+ ﬂd(p)(l)] cy 0052 g ?'].
h

3

Auch bicr, wic bei der Ausrechnung von M, sind bei der Integration
alle GroBen auller » als Konstante zu betrachten.
h &
=+ o =+ -
Mg, =dacvcos’q [ds ?dyp+do r;”dvy:| .
J/

R

.
2 2

Durch analogen Rechnungsgang wie fiir M, finden wir:

3
A[m=ducdxi'7;‘:%"£+m?chosm e e (24)
Zu ¢) 1111J=P'd~s~ = ds (ac—l— {lﬁ)dap as .
2 2 2
—dal AN
MP'”daz<w+z)cos?9n R 19

Nunmehr sind von diesen Momenten noch die Vorzeichen zu bestimmen.
Sie erhalten bei der Summierung das positive oder negative Vorzeichen, je
nachdem sie verstiirkend oder verschwiichend auf die Plattenkriimmung in dem
Querschnitt hinwirken, der die Drehachse o —o, Fig. 3, enthiilt. Es wirken
aut diese Kriimmung:

Ms verstirkend, also Vorzeichen -+,

M verschwiichend, also Vorzeichen —,

M, verstirkend, wenn dic Spannungsunterschiede (o, —o6,) iiber der

Mitte des Querschnittes positiv sind, somit dann M+,

My verstiirkend, also —+,

M,, analog M, also +,

Mp verschwiichend, also —.

M(o'r +doy) = Mo’r —+ My — Ms. + MT+ J["t — ﬂ[p'



Nun kann auch geschrieben werden:
Mg, 4 ggy=Mgz + dM,,

und daraus ergibt sich
(11‘[‘71=M§"—Msp}/,—f—MT+ﬂ]m'—“ﬂfp e e (26).

Hierin setzen wir die Werte ein aus den
Gl (21), (17), (18), (22), (24), (25).

Alle diese Werte enthalten dea, welchen Wert wir besonders vorangestellt
haben, als Hinweis darauf, dafi man damit kiirzen kann. Es bleibt:

21,/ .y [ “ -
;Z— [(mwh”eos Q) ‘Z i dx + d(mxh® cos ¢) (;w + hicos pdyw—+d(hPeos@)y aus (21)
@ r
dax’
Gm(wh) \a*cg;?’q’ . aus (17)
P ax . d
— P (x?— ) —J—f, — 4 Gy (ch) sin ¢ ——f aus (18)
2 cos” @ cos’q
= o0 b 2% in aus (22)
;+tozcosijkq>.‘......... s (22
e dyeos g+ dzm ¥ cos g aus (24)
’m'w @ /Iz,mm,‘p....‘. 4
p dac) da? .
LT, (m-{— 2) sty oo+ s - ulS (25).
Die Multiplikation dieser Gleichung mit —I;— gibt
caxr
__ay a(mxh® °9f’,"2
dax dx
I 3 X
dax x
a2 111,
ARV I 12 xh dx .
ol e S T S [f-ksmq)} Haupt-
dx mah’ cos g ¢ costgp| ¢ 1
gleichung
20 _dz
00 2 cos?g mne
| — S [962 — %+ (’I‘ + dw) (iac] J
! 2 ¢ cos“g 2
Dicse Hauptgleichung hat die schematische Form:
@y 1 § dy }
== G G — : : — .
@zt = oy (3800 +(30)60 — (42) )+ (49)w — (51) (Il a),

wo die in den runden Klammern ( ) stehenden Ziffern Faktoren bedeuten, welche
lediglich abhingig sind von der Form und der #uBleren Belastung p der Platte,
nicht aber z. B. von der Randbedingung, d. h. davon, ob die Platte am Rand ein-
gespannt sei oder frei aufliege. Ob die Platte in der Mitte eine Bohrung hat
oder nicht, kommt lediglich im Summand (51) zum Ausdruck, indem dort der
Summand a;® einen von null verschiedenen Wert erhiilt oder nicht. Da ferner
die Platte nicht eben zu sein braucht, sondern in jedem Punkt der Meridian-
mittelfaser eine andere Kriimmung mit dem veriinderlichen Halbmesser ¢ und
auflerdem eine von Punkt 7zu Punkt etwas veriinderliche Dicke & haben kann,
so ist dieses Rechnungsverfahren anwendbar auf ge wslbte wie ebene (o = oo,
¢ = o) Platten, volle und in der Mitte gelochte, am AuBenrand frei
aufliegende oder eingespannte Platten von veriinderlicher Dicke.
Nach Ausrechnung der Gl (III) erhalten wir:



ay | ap| @ty
— — . . . . . . . 2
dw| dw aa? 0 (27)
z+dx x
a |
lpz-{rdz:wz‘f" ‘y’,[d.ﬂ . . . PR . . . (28)
dz

Hierbei erinnern wir uns stets, daB wir bei der Ausrechnung statt des
unendlich kleinen Differentials eine zwar Kkleine, aber endliche Differenz
dxz = x, — x; einzusetzen haben.

Gang der Rechnung.

Fir irgend einen Halbmesser x, der Meridian-Mittelfaser konnen mit Hiilfe
der drei Hauptgleichungen (I), (II) und (III) und der Nebengleichungen (11),
(16) und (27), (28) die Werte 6,0, o und v berechnet werden, wenn die kor-
respondierenden Werte fiir den um das endliche, aber kleine Stiick (dzx) ver-
schiedenen Halbmesser z; bekannt sind.

Um die Werte der Normalspannungen und der Winkeléinderangen fiir alle
Punkte der Mittelfaser zu erhalten, nehmen wir fiir irgend einen Punkt dieser
Faser Werte an und rechnen fiir alle aufeinanderfolgenden Werte von (dx) nach
den GIL. (I), (II), (III) die Aenderungen der Normalspannungen und der Winkel-
inderung und sodann die Spannungen und Winkelinderung selbst aus. Am
besten beginnt man innen an der Platte.

Stimmt nach der erstmaligen Durchrechnung das Endergebnis nicht mit
den Randbedingungen, so ist die Rechnung von innen bis auien zu wiederholen.
Wihrend man aber bei der oben erwihnten Berechnung der umlaufenden
Scheibe beim Beginn einer Durchrechnung nur mit einer Unbekannten (a.) zu
variieren brauchte, sind es hier deren zwei, wie wir noch sehen werden.

Regeln fiir den Beginn der Ausrechnung.

1. Fall: Die Platte hat in der Mitte keine Bohrung. = o.
Fir irgend einen auf der Symmetrieachse im Abstand 5 von der Mittel-
faser entfernten Punkt ist

Oryi = Oz

Fiir den Schnittpunkt der Symmetrieachse mit der Mittelfaser des Meridian-
querschnittes ist im besonderen

(ftir ¢ = o) Groi == Oigs.

Es sei aber ganz besonders erwihnt, dal wegen der Durchbiegung
der Platte

Oroi == Oprs.

In einer besonderen Zahlentafel, wir wollen sie »Haupttafel« nennen, stellen
wir alle in den fiir die ganze Durchrechnung erforderlichen Gleichungen vor-
kommenden Faktoren zusammen, welche abhiingen von der Form und der vor-
geschriebenen Belastung der Platte, nicht aber von den fiir die einzelnen
Durchrechnungen zu machenden Annahmen. In welcher Weise dies geschieht,
werden wir spdter an Hand eines Zahlenbeispieles zeigen. Wir wollen also
voraussetzen, dafi wir die in den Hauptgleichungen (Ia), (Ila) und (II1a) durch
die in () stehenden Ziffern dargestellten festen Faktoren von vornherein fest-
gestellt haben.
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Nun withlen wir einen ersten Wert fiir o.0; = 640i; es sei dies ¢',0; = 6" und
erhalten fiir ein erstes Intervall von der Grife dz nach Gl (Ia) den Wert do,
und sodann nach Gl (11)

0,0 flir ¢ = o + du.

Um mit der ersten Wahl o = ¢'y; nicht gar zu weit neben das Ziel
zu schiefien, machen wir folgende Ueberlegung: Der in Fig. 1 dargestellte
Meridianschnitt (Plattenquerschnitt) erleidet eine mittlere Tangentialspannung
c/*, die man erhiilt, indem man die Projektion der Plattenkuppe auf die Meridian-
ebene, d.i. die Fliche 4;J4:J1 41 mit der spezifischen dulleren Belastung p mul-
tipliziert und dieses Produkt durch den Flicheninhalt des von 4; iiber J bis
4. gemessenen Plattenquerschnittes = 2 (dsh) dividiert.

(Fliiche 4;J daJy A1) p
= @
6'y; ist zu wihlen = ko7,

wo k in der Regel grofler als 1.

Fiir die Anwendung der Hauptgleichung (ITa) kennen wir fiir das erste
Intervall bereits d6,,. Die iibrigen Summanden in GIl. (IIa) sind fiir dieses
erste Intervall = o, weil

fir = o (670 — “to) =0
» £ =0 Y = O.

Es ist also » =0 d o = =",

Hiernach wird GIl. (16) angewendet.
Um nun mittels der Hauptgleichung (IIla) fiir das erste Interval dx den

a’ . . . . "

Ausdruck ;f% berechnen zu kénnen, ist vorerst eine zweite Schitzung erforder-
x4

E"fi‘,

dx! ¥ =0

muliten. Es fillt aber insbesondere dem in derartigen Rechnungen noch Un-

gelibten schwer, solche Winkelfunktionen auch nur einigermafen annidhernd

abzuschitzen. Man hat eher Gefiihl fiir die Wahl spezifischer Spannungen. Es

lich, und zwar fiir ( , nachdem wir ja vorher bereits o4; abschitzen

sondern den #Hquivalenten Wert 6,4

2

?

empfiehlt sich daher, fiir £ = o nicht %u{
@€

d. h. die Spannung in der Begrenzungsfaser, also im Abstand 7 = % von der

Mittelfaser abzuschitzen. Sie ist natiirlich im allgemeinen von 6,; verschieden.
Nun ist nach GL (4):

dy 2

Oy == 0w + C1 COSQ | —— + m -

lda @
fiir £ = o ist cos @ = 1; fiir =it o =0,

2

» £=0 » Y =o.
Damit ist aber noch nichts gesagt iiber das Verhiiltnis :i = Z -, Wir
finden jedoch fiir diesen Quotienten einen Anhalt, wenn wir bedenken, daf
firz=dr.... v =dy;
» x:dw....—wr.—;ﬂ.
z dw

Von z = dz bis zuriick auf z — o iindert sich der Ausdruck -2 unendlich
x

. . . 4 a
wenig, so daB wir auch fiir & = o setzen diirfen - — —d—w,
x x



s ist also fiir £ = o und % =

o G h | dy 4 dy
) = G + ¢ - | —- m —
tj; ! 2 |d=z x|’

fir 2 = o:

e e e e (29

Sind also fiir 6, und 6,2 die ersten Schiitzungen getrofien, so kann

danach fiir das erste Intervall dz das Z—E} berechnet werden, und damit sind
x

auch fiir die letzte der drei Hauptgleichungen, d. i. fiir (IITa) alle Unterlagen
geschaffen.

2. Fall: Die Platte hat in der Mitte eine kreisrunde Bohrung vom
Halbmesser .

Kine eintache Ueberlegung zeigt, daf3 fiir

L =& Opi=0
O == O,
also auch Gphy==O.
2
Fiir das zugehirige 6,o; muf ein erster Wert abgeschiitzt werden; hierfiir
sind die gleichen Erwiigungen und Hiilfsmittel zu
empfehlen, wie im Fall 1. Nur ist hier fiir o
gegeniiber dem Mittelwert ¢, in der Regel noch cin
weit grﬁﬁerer‘ Zuschlag zu machen, insbesondere
dann, wenn dem Einfluf der Bohrung nicht durch
cine kriftige Versteifung des inneren Scheibenrandes
in Form einer Nabe begegnet wird, wie dies in Fig.
ro schematisch dargestellt ist. Unter Beriicksichti-
Fig. 0. gung des ecingangs dieses Abschnittes Gesagten geht

Gl. (3) fiir den besonderen Fall, daB a = x; und y = ’; , iber in die Form

vl

ol

o—o—i—(’h cos [:mdw+
" G089 dx

demnach mufl fir x =

ay Iy
- = — - . . . . . . . . . e}
dx m xi (3 )
. . . o e 7
sein. Diese Beziechung, eingesetzt in Gl. (g), gibt fiir x=a; und 7= “2‘,

h I vy u/;
Grhy = Op; + C Py cos Q@ I + m -
T

i
h m?— 1 w
= O +C-— COSQ | -——-—— ,
2

m €Ti

m &Ti 1
Y; = | Ochi — Ou; ( ’ ) —_—.
by m?—1/ h

¢ -— cos
2 ¥

fir o = a;
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Sobald wir also fiir @ = a; aufler dem fiir den Punkt J, in Fig. 1o giiltigen
Wert 6, noch den Wert o4, fiir J» abschitzen, liefert die letzte Gleichung

den zugehorigen Wert fiir die Winkeliinderung y; = 4 ¢.

Berticksichtigt man iiberdies, dafi wir friiher setzten c¢ == ”—Zf/—;, so geht
22

diese letzte Gleichung tiber in die etwas einfachere Form

w‘—_:liotif_i—atoi]%rh—}'— e e e e (31).

—— ¢O0S Pi
2 b

Damit sind alle Unterlagen geschaffen fiir Anwendung der Hauptgleichungen
(), (IT), (III) oder (Ia), (ILa) und (IIILa).

Wir konnen nunmehr die Radial- und Tangentialspannungen und die
Winkelliinderung in allen Punkten des Plattenquerschnittes vom inneren Rand
bis zur Auflage und der Einspannstelle am #uBeren Rand berechnen.

Randbedingungen.

In Anlehnung an die Radscheibenberechnung wollen wir hierunter die Be-
dingungen verstehen, unter welchen die Platte am #ufleren Rand unterstiitzt
ist, und besonders die beiden Fille herausgreifen, in denen die Platte am Aufien-
rand frei aufliegt oder fest eingespannt ist. Um Verwechslungen vorzubeugen,
moge mit der Numerierung der »Iille« einfach weiter gefahren werden.

3. Fall: Die Platte liegt am dufleren Rand frei auf, Fig. 11.

Die Mittelfaser des Meridianschnittes endige im Halbmesser ax,. Wir be-
trachten die Auflagefliche der Platte als Mantel eines Kegelstumpfes, dessen Fr-

Fig. II.

zeugende die Linge %, haben. Sie erleidet in Richtung der Symmetricachse
z—z einen Gesamtschub von der Grofe

SP) = (x—x?) mp.

Diese Kraft erzeugt im Auflagepunkt des Plattenrandes, Fig. 11, in Richtung
der Meridian-Mittelfaser eine mittlere Radialspannung c.. Zu deren Berechnung
fiihrt folgender Weg: Wir denken uns in der Mitte des #uBeren Begrenzungs-
Kegelmantels ringsum eine Kerbe eingedreht, deren eine Fliche eben und
zur Symmetrieachse senkrecht gerichtet ist. Mit dieser Ebene liegt die Platte
auf einem im Raum starren Ring R auf. Der Ring R kann nur Kriifte parallel
zur Symmetrieachse, nicht aber senkrecht dazu gerichtete Kriifte und auch
kein Moment auf die Platte iibertragen. Die fiir 1 cm des Umfanges vom Wider-

Mitteilungen. Heft 124. 4



lagerring R auf die Platte iibertragene Kraft kann zerlegt werden in zwei Kom-
ponenten:
1) in die Normalkraft = 6,9.h. 1.
2) in die Schubkraft = zmittel kI
Weil der Ring E keine Kraftkomponente in Richtung senkrecht zur Sym-
metrieachse ausiiben karn, so mufl die Summe der in die Richtung des Halb-
messers « entfallenden Komponenten der unter 1) und 2) genannten Kriifte
gleich null sein.
Wir finden hiertiir an Hand der Fig. 11 folgende Gleichung:
(tmittet A 1) SIN G — (6,0aRa I) COS Gu = O,

demnach

cos ¢
Tmittel == Or0q *7*(,‘ .
sin ¢q

Der ganze Ring R iibt aui die Dlatte eine Widerlagerkraft aus:
[(zaittel ta T) €08 G+ (TroahaT) SIN §a] 2 720

Sie ist gleich der Kraft, welche der iuflere Ueberdruck p in Richtung
der Symmetrieachse auf die Platte ausiibt.
Wir finden also:
[Tmittcl ha cOS Qo + Grouha sin (ra] 2Tr, — (.l‘,,z—-xi?) zp . . . (32),

Aus der vorhergehenden Gleichung substituieren wir den Wert fiir zmittel
und erhalten:

cos Zgq . 9 9
2 xR | Groa — + sin ¢4) = (@a* —a?) 7p.
sin ¥a
2 2
Xa* —xi* p .
Oryg = - - Sin . . . . . . B . 24a).
a . 27 Ta (3 )

Ist am AuBlenrand der Platte die Meridian-Mittelfaser normal zur Symmetrie-
achse z—z gerichtet, also ¢. = o, so ist laut Gl (32a) auch 6,0, = o.

Als zweite Randbedingung gilt fiir den Fall 3), wo die Platte am Rand
frei aufliegt, die Bedingung, dall im Hullegsten Querschnitt keine Biegungsspan-
nungen herrschen diirfen, daBl also dort das Moment der inneren Spannungen

Md'ra =0
sein muB. Dies ist der Fall, wenn in Gl (20) fiir
- v v
x—wa...[mdx-{— m]_o e e (33),
wenn also fiir
- y_ v
L= omom= . (339).

Es miissen nun fiir @ = x: die Werte oy und ¢,#; solange ge#indert, und
2

fiir jedes Wertepaar muf} die ganze Intervallrechnung durchgefiihrt werden, bis
die in den Gl. (32a) und (33) ausgedriickten Randbedingungen mit hinreichender
Annéherung in Ertiillung gehen.

Am besten geht man dann so vor, dal man in einem Dreikoordinaten-
system, z. B. in Richtung der x-Achse die fiir die verschiedenen Durchrech-
nungen angenommenen Werte oy, in Richtung der y-Achse die Werte o;4;, auf-

trigt und sodann senkrecht iiber dem durch zwei zusammengehtrige Werte
fixierten Punkt der (x—y)-Ebene einmal den Wert 6,9 und den Klammeraus-
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druek Lm ‘f;/’ +f@] in passendem MaBstab bildlich darstellt. Weicht /0, ab
X X

vom Wert 6,,, der durch Gl (32a) festgelegt ist, und wird der Klammeraus-
druck [] nach Gl. (33) fiir @, nicht gleich null, so sind fiir o, und o.%; neue

Annahmen zu treffen. Das graphische Bild im Dreikoordinatensystem zeigt den
Weg zu einer zweckméifigen Interpolation.

4. Fall: Die Platte ist aullen eingespannt. Hierzu Fig. 12.

Der allgemeinere Fall wire nun der, dafl man annimmt, die die Platte
haltende Wandung sei fiir sich auch drehbar. Das wiirde aber zu einer
endlosen Rechnung fiihren. Wir wollen uns
daher auf den etwas engeren Fall beschrin-
ken, der Querschnitt der zylindrischen Auf3en-
wandung sei nicht nach innen oder aullen
drehbar, sondern #ndere unter dem Einfluf
der Platte einerseits und des Ueberdruckes p
anderseits lediglich seinen Durchmesser,
und zwar ist die Aenderung dieses Durch-
messers gleich der Aenderung des Aubien- Fig. 12.
durchmessers (2 x,) der Platte.

Daff die Platte an der Uebergangstelle zum zylindrischen Mantel nicht
drehbar eingespannt sei, lifit sich durch die Bedingungsgleichung ausdriicken

fir e=as...%a=0 . . . . . . . . (34).

Zwischen der im Stiitzring sich bildenden mittleren Tangentialspannung
ouitet und den an der Uebergangstelle von der Platte zum Ring herrschenden
mittleren Normal- und Schubspannungen, d. i. ¢,. bezZw. Zmive, lassen sich fol-
gende Beziehungen aufstellen:

Der Ring habe einen Querschnitt ¥, dann ist

2 Omittel F' = 2 Zaha (Frpa COS Fu— Tmittel SIN Fu).

Gmitiel = "2 (6,00 COS Pu—Tmitiel SN Q) . . . . . (35).
im Stiitzring
Der Zusammenhang zwischen o,, und 7miwe am Plattenrand geht aus
Gl (32) hervor. ,
Unter dem Einfluf der Tangentialspannung omite dehnt sich der mittlere
Halbmesser des inneren Begrenzungskegels vom Stiitzring, d. i. 2, um die
Strecke

Omittel
Az = x -
a a E

Der Aufienhalbmesser z, der Platte erfihrt eine Dehnung

y @ Gr0a
Ar =" (oue — ).
Unter der Bedingung, dafl die Platte sich vom Ring nicht 18sen und ihm
gegeniiber nicht verschieben darf, muf sein

J.Z‘a' = J‘T,L",

also
fiir den Ring: fiir die Platte:

(TT
Omittel = ((Ttga _ 7:‘1) e e s e e e (36).
4*



Die aus den Gl (35) und (36) berechneten Werte fiir omie des Ringes
miissen miteinander iibereinstimmen. Bis dies der Fall und die Bedingungs-
gleichung (34) erfiillt ist, muBl mit dem Wertepaar g, und o.%; variiert werden.

2

5. Fall: Die Platte ist am Rande so befestigt, dafl ihr Aulendurch-
mesger sich nieht dndern kann.

Dies driickt sich aus durch die Bedingung: 4, = o; dann ist auch == = o
Za
. daa .
und weil = w4, SO0 mMull aunch &y, = o sein.
a
Nun ist lant Elastizitéitslehre !):
1 Orga
Eth = E (61«0“ - wn )'
&0a Kann nur = o werden, wenn
Gr0a
Ga = e e e ..o L (s6a).
10a " (3 )

Diese Begingungsgleichung dafiir, daf der AuBlendurchmesser x, unver-
iindert bleibe, hat ihre Giiltigkeit ganz unabhingig davon, ob die Platte am
Rand so gestiitzt ist, daf ihr Hulerster Querschnitt sich noch drehen kann
(ya nicht = o) oder zugleich so eingespannt ist, dafl dies nicht moglich (y. = o),
wie dies als »4. Fall« behandelt wurde.

Um zu diesen vorliufigen Schluflergebnissen zu gelangen, haben wir uns
bisher nur der Hauptgleichungen (Ia), (IIa) und (IITa) bedient und uns also
stillschweigend nur um die Normalspannungen in der Mittelfaser gekiimmert.

Ist erst ein Wertepaar 6,; und o,7; so gefunden, daf die sich hierauf

stiitzende Durchrechnung der Gl. (I) bis (III) von Intervall zu Intervall die
Randbedingungen erfiillt, so kdénnen mit Hiilfe der Gl. (3) und (4) tiir jeden im
Abstand # von der Meridianmittelfaser liegenden Punkt die Radialspannung o,
und die Tangentialspannung ¢, berechnet werden. Man wird sich jedoch daraut
beschriinken, dies fiir die auf der #ufleren und inneren Plattenoberfliche ge-
legenen Punkte zu tun, deren Abstand von der Mittelfaser

h

- =+
N = 2 1st.

Zwischenliegende Werte #ndern sich in einem linearen Verh&ltnis mit dem
Abstand 1.

Trigt man in einem axonometrischen Bild den Meridianschnitt dureh
die Platte und senkrecht dazu einmal die Radial-, sodann die Tangentialspan-
nung auf, so erhilt man ein Huflerst anschauliches Bild von dem Verlauf der
spezifischen Beanspruchungen tiber den ganzen Plattenquerschnitt. Dieses Bild
wird zeigen, wo in der Platte schwache Stellen sind, wo sie verstirkt werden
sollte, wo andererseits an Material gespart werden diirfte, um die Platte einem
Korper gleicher Festigkeit bestmodglich anzupassen.

Natiirlich kann jeder der soeben behandelten Fille 1) und 2) mit jedem
der Fille 3) bis 5) vereinigt werden, so dafl also unser Verfahren die Be-
rechnung von Platten zuliit, die in der Mitte voll oder darchbrochen und am
Rand frei aufliegend oder eingespannt und so gestiitzt sind, daf sich ihr Auflen-
halbmesser (x,) indern kann oder nicht.

!) s. Foppl 1909 Band III S. 246.




Durchbiegung der gewdlbten Platte.

Haben wir im Vorstehenden fiir jeden Punkt des Plattenquerschnittes dic
Radial-, die Tangentialspannung und die Winkeliinderung berechnet, so sind
wir damit in der Lage, die Durchbiegung ermitteln zu konnen. KEs gentigt,
wenn wir hierbei nur dic Mittelfaser in Betracht ziehen, welche der Radial-
spannung ¢, und der Tangentialspannung 6, ausgesetzt ist.

Wir schlagen denselben Weg ein, den v. Bach fiir die Ermittlung der Durch-
biegung eines gekriimmten Balkens gezeigt hat!).

In Fig. 13 sei durch den Linienzug J/—4 lediglich die Mittelfaser einer
gewOlbten Platte dargestellt. Aus ihr greifen wir ein beim Punkt P gelegenes
Element von der Liinge ds heraus.

Wir berechnen vorerst die Verschiebung
des zweiten Endpunktes € dieses Elementes
gegeniiber dem Punkt P. Wihrend der Be-
lastung der Platte durch die #ufere spezifische
Spannung p gelangt das I"aserelement aus
der Lage P—C vom unbelasteten Zustand in
die Lage P'—C" des endgiiltig belasteten Zu- Fig. 13.
standes. Diese Veriinderung kann als in zwei Phasen ausgetiihrt gedacht werden:

1) Verschiebt sich das Iilement aus der Lage P—C zu sich selbst parallel
und dehnt sich unter dem EKinfluf der Lingsspannung o, und der Querspan-
nung ¢, um den Betrag

das g
4(ds) = E(a,o — )

Hierbei gelangt es in die Lage P'—C'.

2) Dreht es sich aus dieser Lage um den Winkel v in die Lage P'—(C".
Wie wir schon bei Bereechnung der Spannung on sahen, #ndert. sich hierbei
die xz-Koordinate des Punktes ¢ gegeniiber dem Punkt P um den Betrag

d(dx) = 4 (ds) cosp — €' C"sing

as () . .
= (om — 7';) cosp —dsysing
d
J(dm):g(mow:;—")——dyw. C e (3

Die y-Koordinate des Punktes € dndert sich gegeniiber dem Punkt P um
den Betrag
d(dy) = 4 (ds) sing + €' C"cos @

= (o,‘o — —'{59-) sing + dsw cos

E m
J(dy):d—l;/-(m.o—%)—}—dmw. S )

(Ilierbei setzen wir als Regel, die y-Koordinate in Fig. 13 von der Hohe
des Punktes J aus von oben nach unten positiv zu zihlen.)
Deér Punkt C iindert wihrend der allmihlich vor sich gehenden Durch-
biegung der Platte seine Koordinaten gegeniiber dem Punkt J um die Werte
Ao = 254y . . . . . . . . . (39)
dyS = 35ddy) . . . . . . . . . (40).
Gemifl unserer bisher geiibten Rechnungsweise setzen wir statt der un-
endlich kleinen Differentiale da und dy die endlich kleinen Intervalle dx und
dy ein.

1) 5. Bach »Elastizitits- und Festizkeitslehre« 1902 §. 485.
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Will man die Aenderung der xz-Ordinate des Punktes C in bezug autf die
Symmetrieachse z—z, Fig. 13, berechnen, =0 ist zu berticksichtigen, daf die
Ordinate des Punktes J sich bereits #ndert um den Betrag

4 xy = %(ow —%‘3) N 8 3

Dieser Wert ist zu dem in GL (39) aufgestellten Wert zu addieren, um dic
Gesamtzunahme der x-Ordinate des Punktes C gegeniiber der Symmetrieachse
zu erhalten.

Wir finden also fiir diesen Punkt

2[5 (o0 = )]
dee =4 — 25 [y dy] e e (a2,

xJ
+ —E (GtO - V:IVL’)OE:Z'J

Ilat die Platte in der Mitte kein Loch, so fillt der letzte Summand natiir-

lich weg, weil dann x; = o.
dyo— 3¢ [ﬂ(a,o — &)J +Z(wdx) . . . . . (43).
B ™

Man schafft sich ein anschauliches Bild von der Formiénderung der Platte,
wenn man die Koordinateninderung eines jeden Punktes der Meridian-Mittel-
faser in viel groferem, und zwar dem 20- bis roofachen Maflistab auizeichnet
gegeniiber den Koordinaten selbst.

Zahlenbeispiele.

Das entwickelte Rechnungsverfahren soll nun angewendet werden aut
cinige Zahlenbeispiele:

Wir wihlen als erstes Beispiel den in Fig. 14 dargestellten gewdlbten
gulleisernen Deckel, wie ein solcher in den Werkstiitten von Escher, Wy & Cic.

Fig. 14. 1, 1:20.

in Ziirich dazu verwendet wird, die Gehduse von Dampiturbinen probehalber
abzupressen. Es ist dies also ein Hiilisboden, der nicht zur Lieferung der
Turbine gehort.

Der Boden ist gemili Fig. 14 in der Mitte voll, hat eine gleichmiiBige
Wélbung mit einem Kriimmungshalbmesser ¢ = 143 em und soll laut Werkstatt-
zeichnung eine stets gleiche Dicke von 2 = 6 cm haben.
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Wir haben diese gewdlbte Platte als Beispiel gewihlt, weil sie als Teil
einer Hohlkugel vom Halbmesser ¢ = 143 cm und von stets gleicher Dicke einen
wertvollen Vergleich mit der vollstiindigen Hohlkugel fiir den Fall gleicher
spezifischer Belastung zulidft.

Die nachstehende Rechnung wurde durchgetiihrt flir einen auf der kon
vexen Seite wirkenden Ueberdruck von 20 at

p = (— 20) kg/qem.

Dieser Druck wurde fiir die Rechnung so hoch gewiihlt, um sie zuverliB-
licher zu gestalten. Fiir kleinere Ueberdriicke dndern sich die HErgebnisse pro-
portional.

Vergleich mit der Hohlkugel.

Bei (— 20) at Ueberdruck wiirde die vollstindige Hohlkugel vom mittleren
Halbmesser ¢ = 143 cm, der Dicke 2 =6 ¢m eine mittlere Druckspannung o er-
fahren, die sich nach der ¥ormel berechnen Lifit:

or = (R*np):(2 Rah) = gﬁ ,
O = 53}% =—239kg/qem . . . . . . (44).

Unter dieser spezifischen Belastung wiirde sich der Halbmesser veriindern
um den Betrag

Hierin ist B = 143 em; K itir Gulieisen = gooooo kg/qem; m fiir dieses

Material rd. 5%); on = 0x = 6 = — 239 kg/qem.
Y43 1\ (— 220) = —
AR=" Joc (1 —s) (—239) 0,0305 om,
AR=—o,305mm . . . . . . . . (45)

Wie bereits bemerkt, ist es nun hochst lehrreich, festzustellen, wie sich die
Hohlkugelkalotte in ihrer Beanspruchung und Forménderung der vollstdndigen
Hohlkugel gegeniiber verhilt.

Untersuchung der Platte nach Fig. 14 fiir p = (—20) kg/qem.

Diese Platte von der Form einer Hohlkugelkalotte hat einen dufleren Halb-
messer
2, = 9O cm.
Weil sie in der Mitte nicht durchbrochen, so ist
PX; = O.

Der Boden liegt bei der Verwendung aut einer im Turbinengehiiuse vor
gesehenen Randfliiche auf, welche einer Ebene angehort, die zur Turbinenachse
also zur Symmetrieachse der Platte senkrecht steht. Diese Auflage vermag dem-
nach auf die Platte nur Reaktionskrifte in Richtung parallel zur Symmetrie-
achse zu tibertragen.

Der Meridianquerschnitt erfihrt laut dem auf 8. 47 Gesagten eine mittlere
Tangentialspannung :
seitliche Projektion des Bodens auf die Bil(i_q_ﬁpheerberdruck

oF —= i

=

Meridia,ixquerschnitt
Die seitliche Projektion des Bodens aunt die Bildfliche berechnet sich
wie folgt: (vergl. Fig. 1)

1) siehe Fppl Bd. IIT S. 43 Zeile 5 von unten.
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Mie X 92( ‘/‘aorﬂ; . 0 )
Fliche diJdyJidi=F=>2(2"%" — sin (2 7.9),
i 0 — _:_ti —_ Bg —
sin @, 0 = 143 = 0,63,

7o’ = 39% .= 0,681,
sin (2 ¢.°) = sin 78° = 0,978,
Pa'r

2 ﬁoa’ =2 (pa = I,362.

¥ =" (1,362 — 0,978) = 3920 qem.

Meridianquerschnitt /= 2 (fa oh,
f=12-0,681 -143 -6 = 1170 gem.

Fp 3920 (—20)
s = 1o =(—67)kg/gem . . . . (46)
statt 0, = (— 239) kg/qem, wie wir in GL (44) fiir die vollstéindige Hohlkugel
gefunden hatten. Diese Verschiedenheit 148t bereits vermuten, daBl in dem zu
berechnenden Boden die Beanspruchung von Punkt zu Punkt der Mittelfaser
(und in noch hoherem Mafl der Aufienfaser) stark verinderlich sein werde.
HEs ist nidmlich anzunehmen, daf die Beanspruchung des Bodens in der Nihe
der Symmetrieachse von derjenigen in der vollen Hohlkugel nicht sehr ab-
weicht. Damit aber die mittlere Beanspruochung des Bodens, d. i. ¢* nur etwa
Yy (d. i. »— 67« gegeniiber »— 239«) von derjenigen der Hohlkugel sei, muB
am AuBenrand eine grofle Beanspruchung auftreten, welche ein entgegenge-
setztes Vorzeichen zu derjenigen in der Mitte des Bodens hat. Die in den
nachstehenden Figuren und in Zahlentafel 8 wiedergegebenen Rechnungswerte
bestiitigen denn auch die Richtigkeit dieser Vermutung.

Die auBlen frei aufliegende Platte erfihrt daselbst laut Gl. (32a) eine mittlere
sogenannte Radialspannung

Oy

xap Sin@a 9O - (—20) - 0,63
2he 2.6 ’
6= (—94) kg/qem . . . .. (Druckspannung) . . . . (47).

Nunmehr stellen wir uns das Schema fiir die Hauptzahlentafel auf:

Dabei beginnen wir nicht mit @« = o, wie wir dies eigentlich tun sollten,
sondern mit x = 10 em. Wir miiiten niimlich sonst die ersten Intervalle
dx so klein nehmen, damit sie gegeniiber a vorschriftsmiiflig klein genug sind,
daff dadurch die Rechnung sehr weitliiufig wiirde, ohne besonderen Gewinn zu
ergeben. So schitzen wir die zu machenden Annahmen statt fiir x=o fiir x=10cm
und extrapolieren nach erfolgter Durchrechnung, riickwirts auf x = o.

Vom Halbmesser x = 10 ecm ausgehend, wihlen wir die Intervalle da zuerst
-nur klein (d = 1), dann immer grifer, bis zuletzt da = 5 cm wird und bleibt.
(Wie sich jedoch erst spiiter herausstellte, wiire es fiir die Genauigkeit der Rech-
nung besser gewesen, das Intervall dr gegen den AuBlenrand hin wieder kleiner
werden zu lasscn, z. B. de =3, 4, 3, 2 em.) Fiir welche Halbmesser die Einzel-
rechnungen auszufiihren sind, muBl eben das praktische Gefithl und etwas
Uebung weisen. In unserem Beispiel wurden sie vorgenommen fiir

Opq =

r = 1o, IL, 12, I3, 14, 16, I8, 20, 22, 24, 26, 29, 32, 36, 40, 45, 50,
55, 60, 65, 70, 75, 80, 85 und go cm.

Zahlentafeln 1 bis 4 zeigen als Austithrungsbeispiel den Kopf und wenig-
stens den oberen Teil der sogenannten »Haupttafel«. Die einzelnen Spalten sind
gekennzeichnet durch fortlaufende, eingeklammerte. Nummern. In jeder Spalte
ist in deren Kopf schematisch dargestellt, ob sie aus friitheren Spalten entstan-
den, aus welchen und in welcher Weise.
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Des weiteren wird in den niichsten Zahlentafeln 5 bis 7 ebenfalls nur der
Beginn eines sogenannten »Ausrechnungsblattes wiedergegeben, und zwar sind
erst die Konstanten aus der »Haupttafel«, aber noch keine Awusrechnungswerte
cingetragen. Iiir letztere sind vielmehr erst . ... eingetragen.

Vergleichshalber wurden die beiden naheliegenden Félle durchgerechnet:
Fall 3): Platte am Rand frei anfliegend,

»

» 4):

» »

eingespannt,

und zwar beide in Kombination mit Fall 1): Platte innen voll.

Zahlentafel 5. (Ausrechnungsblatt.)

(1) (€39} 82) (83) 34 83) (86) @én (88) 89) (90)
a0r = Orgg = 1+1 de d oy, 204 =] Gp=
F (18) * 07y | (16} 0y | 24 |g, :_’da Gry — Oty m/ x @n-y — | +86 Gta + AT
—@n | T < (Gry — 1) m gyt
dw + (82) =17 -88) |@p-1o2) o2 83)] + (88)
10
| & 0,100 |—0,129 0,12 6,30-10%
12 1| 90915 | 0,091 | —0,341 0,109 6,30-10%
13! 0,0841 | 0,0835 | —o0,154 0,100 7,15-10%
14 %
Zahlentafel 6.
. S i —
(1) (92) 93) 94) 93) (96) 99 98) 99 (100) (x01)
92) + (93) 97): 40} |z2 ("_‘/’ dy =
» (32 0y, 360, H42) (:—"’) 49 -y ? (96) — (51) vy z—“;(az) dw (91) aw
“’ — (94) + (95) =22 |*® | toon= |\ax
da) (32)- 84 | (36)-(9o) [(42) - (100)[(49) - (102) (100); + (99){(X00) - (2)
! f
10 i |
o o7 10— 3 0,0136 . xo—3| +I018 108,1 +%0,7 - 103 :xo,7~xo+3|
R IRy I P N S, e
12 101357 - 10~%0,0149 - 10— +1066 93,4 +85 - 10—3 :n,8~xo+3l
13 10422 10—3% 0,016 - 10—-3| .+ 1080 90,4 +100 + 10—3(: 12,9- 10+3;
|
PPt PPt AP ool !
4 ! , i |
Zahlentatel 7.
m (102) (103) (104) 105) |xo&)| xop (108) (109) (110)
h A
e—cos < | ec— cosg X
ya = oW R P e L 2 Adss
v wray | ™ (dz z "t e |"wlast ™ (mﬂ"_'_'ﬁ) ('_’_'f_',m,‘/i) ¢ %o
dx <« dz x
da|(102);4(101)3) 3,33 + (100)[(102) : (1)|(103) + (104) (54) - (108) | (54) - (107) | (§3) - (90)
10 0,862 - 106 6,02
i ! 0,562 - 10% 6,03
.n. R 0,562 - 108 6,03
3 ! 0,562 - 106 6,03
14 }



Dic Ergebnisse dieser beiden Hauptdurchreehnungsgruppen sind in die
Fig. 15 bis 20 eingetragen und geben ein ebenso lehrreiches wie anschauliches
Bild iiber den Verlauf der Normalspannungen in’den einzelnen Punkten der
Platte und die Wanderung der einzelnen IP’unkte der Meridian-Mittelfaser in-
folge der Durchbiegung. Wir heben besonders hervor, dal} die einzelnen Er-
gebnisse wie folgt zusammengestellt sind:

Fiir Fall
Zahlenbeispiel

— W
=
—



Platte am Rand . . . . . . . . . frei aufliegend, eingespannt
(aber in Richtung des
Halbmessers beweglich.)

Axonometrisches Bild der »Radialspannungen«  lig. 13 Fig. 17

» » » »Tangentialspannungen« » 16 » 18
Durchbiegung hezogen auf die Plattenmitte Fig. 19
» » » den Plattenauflenrand »  20.

Die zeichnerischen MafBstibe sind in die cinzelnen Figuren eingetragen.



Fig. 19. Lage der Mittelfaser des Meridianschnittes.

Fig. 20. Durchbiecung geceniiber der Auflagefliche der Platte. MaBstibe wie in Fig. I19.

Diskussion der Rechnungsergebnisse der Zahlenbeispiele 1 und II.

Ein Vergleich der Figuren 15 bis 18 zeigt, daf die Normalspannungen
in der am Rand eingespannten Platte durchschnittlich viel niedriger sind, als in
der frei aufliegenden Platte. In letzterer tritt die gréfite Spannung als Tangen-
tialspannung o, = + 1468 kg/qem (Zug) an der Innenfaser im Abstand = go cm,
Fig. 16, die nichst grofite als Radialspannung o, oo —1180 kg/qem (Druck) an
der AuBenfaser zwischen den berechneten Punkten 2 = 7o und 8o em auf, Fig. 15.
Bei der am Rand eingespannten Stelle betrigt die Hochstbeanspruchung — 1148
kg/qem. Es ist dies die Druckspannung in Richtung des Meridians an der Innen-
faser des AuBenrandes, Fig. 17. Die hochste an dem am Rand eingespannten
Deckel auftretende Tangentialspannung finden wir ebenfalls am iiufleren Rand,
und zwar an der dulleren Faser mit + 726 kg/qem (Zug). Alle anderen am ein-
gespannten Deckel erscheinenden Spannungen sind viel kleiner als die soeben
genannten.

Die Figuren 15 bis 18 zeigen ferner, dal} fiir beide Lagerungsarten des
Deckels Punkte zu finden sind, die entweder in Richtung des Meridians oder des
Parallelkreises spannungslos sind. Es ist dies der Fall z. B. laut Fig. 15 in Rich-
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tung des Meridians an der inneren Begrenzungsfaser im Abstand x = 45 cm
von der Symmetrieachse, laut Fig. 16 in »tangentialer« Richtung an der duBeren
Begrenzungsfaser bei @« = 78 em, an der inneren Begrenzungsfaser bei x =
56 cm usw.-

Eine weitere Betrachtung der die »Radialspannungen« am frei aufliegenden
und am auflen eingespannten Deckel darstellenden Fig. 15 und 17 zeigt, daf in
beiden Fillen zwischen der Symmetrieachse und dem AuRenrand je ein Quer-
schnitt vorkommt, der keiner Biegungs-, sondern nur einfacher normaler Druck-
spannung unterworfen ist. Ks ist dies jeweils derjenige Kegelschnitt, in welchem
im graphischen Bild die Radialspannungen in der inneren und #uBeren Begren-
zungstaser gleich grofi erscheinen. Schitzungsweise trifft dies zu in Fig. 15 fiir
die Kote o =22 cm, in Fig. 17 fiir den Halbmesser =8 cm!). In Fig. 15 ver-
schwindet das Biegungsmoment natiirlich ein zweites Mal fiir @ — go em laut
Voraussetzung, dafl die Platte dort frei aufliege.

Die in den Fig. 15 bis 18 gegebenen Darstellungen der Spannungsvertei-
lungen lehren ferner, dafl die Platte einem »Korper gleicher Festigkeit« ange-
nithert werden konnte, wenn sie in der Mitte diinner, gegen auflen und besonders
am Rand dicker gehalten wiire.

Durchbiegung des nach Fig. 14 ausgebildeten und auf der konvexen Seite
mit 20 kg/qcm belasteten Deckels.

In den Fig. 19 und 20 ist die rechnerische Durchbiegung der Mittelfaser
des Deckels dargestellt fiir die zwei Fiille:

I) Die Platte ist am Rand frei aufliegend (Kurve I).

II) Die Platte ist am Rand so eingespannt, daf} ihr Auflenquerschnitt sich
wohl in Richtung senkrecht zur Symmetrieachse parallel verschieben, nicht aber
verdrehen kann. Der Kiirze halber wollen wir diesen Fall mit »Platte aulen
eingespannt« bezeichnen, obschon dieses Einspannen nur bedingt geschieht
(Wahrung der Verschiebbarkeit) (Kurve I7).

Die Kurve O stellt dic Meridian-Mittelfaser (Kreisbogen) im unbelasteten
Zustand dar. Ks ist wohl zu beachten, dafl die MaBstibe fiir die Mittelfaser
cinerseits und fiir ihre Durchbiegung anderseits verschieden sind, und zwar
ist die Meridian-Mitteltaser aufgezeichnet im Mafistab 1:8, die Aenderung von
deren Koordinaten im Mafstab 5:1, so dal also die Aenderungen der Koordi-
naten relativ zu den Koordinaten selbst in gofacher VergroBerung darge-
stellt sind.

Weil wir von der Mitte aus gerechnet haben, ist in Fig. 19 demgemif die
Verschiebung der einzelnen Punkte relativ zum Mittelpunkt J aufgetragen und
dabei die Annahme gemacht, daf alle weiter aulien liegenden Punkte sich ver-
schieben konnen. Die Mitteltaser geht aus ihrer urspriinglichen Lage J4: (Deckel
unbelastet) iiber entweder in die Lage J4,' oder in die Lage J4,", je nachdem
der Deckel am Rand »frei aufliegend« oder »eingespannt« ist.

Die Darstellung Fig. 20 ist fiir die der Wirklichkeit eher entsprechende
Annahme getroffen, dafl der Randpunkt 4, sich nur auf der Wagerechten, d. i.
senkrecht zur Symmetrieachse, nicht aber parallel hierzu bewegen konne, und
zwar nach den Lagen 4,* oder A,** je nachdem die Platte am Rand frei auf-
liegt oder eingespannt ist. Der Mittelpunkt der Platte bewegt sich hierbei aus
der urspriinglichen Lage J nach J* oder J**.

) Hier zeigt die elastische Linie relative Inflexionspunkte.
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Fig. 2T bis 3T. MaBstab fiir Fig. 2I bis 30 I:45.

Fie. 23. TIL

Fig. 25. V,
Xa=60
= ’2(1.':!{ s e
v h=6

Fig. 27. VIL

Fig.

Fig.

Fig. 31. X. Mafistab 2:45.

Mitteilungen. Heft 124

22,

24.

II.

Iv.

IXo.



Fig. 32 und 33.

Fig. 34.



Die tiir die wirklichen Koordinatenéinderangen getundenen Rechnungswerte
sind in den Fig. 19 und 20 eingeschrieben. (Fiir Fall II, d. h. »auflen einge-
spannt, ist der Wert 4z, nicht zuverliiflich. Vermutlich liegt ein Rechen-
fehler vor infolge der Wahl zu grofler Intervalle fiir dax gegen den Auflen-
rand hin.)

Nach unserer Rechnung und nach Fig. 20 kommt die grofite Aende-
rung der Koordinate in Richtung parallel zur Svmmetrieachse in der Mitte der

Fig. 35.

Platte vor, wie nicht anders zu erwarten war. Sie betriigt bei der frei auf-
liegenden Platte 2,45 mm, bei der am Rand eingespannten Platte nur 1,44 mm.

Der #uBierste Punkt 4, der Meridian-Mittelfaser verschiebt sich um 1,47 mm
nach auflen, wenn die Platte aulen frei aufliegend, dagegen nur um rd. 0,56 mm,
wenn die Platten »auflen eingespannte.

Von der Wiedergabe aller Rechnungs- und inshesondere der Zwischenwerte
wurde mit Riicksicht aui deren grofe Zahl abgesehen.

5*
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Im Anschluf an diese eingehend besprochencn Beispiele I und iI wurden
noch zehn weitere Beispiele durchgerechnet. In Zahlentafel 8 sind von allen
zwolt Beispielen die ihnen zugrunde gelegten Bedingungen zusammengestellt.
Die Hauptabmessungen der durchgerechneten Platten finden sich in den Fig.
21 bis 31. Diese Beispiele geben iiber folgende Fragen Aufschluf:

Fig. 36.

a) Unterschied zwischen den Randbedingungen »Platte aufien frei auf-
liegend« und »eingespannt«,
b) Einfluf der Plattenwdlbung.

e) » » Plattendicke.

d - » Griofe des HuBeren Halbmessers »x,«.

e) = » Bohrung und der versteifenden Nabe.

) » » Verdickung des Plattenrandes.

g) Unterschied zwischen »auflen nachgiebig eingespannt« und »fest einge-
spannt«.

Die einer und derselben Gruppe a) bis g) angehorigen Platten unterscheiden
sich nur durch die fiir den jeweiligen Programmpunkt gekennzeichneten Daten.
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Die Beispiele I bis IX, haben das gemein, daf es sich um die Berechnungen
guBeiserner Platten handelt (£ = gooooo kg/qem; m = 5), welche von der

konvexen Seite mit p = 20 kg/qem belastet sein sollen.

Diese Belastung gibt

zugestandenermafien fiir fast alle Beispiele fiir GuBeisen durchaus unzuldssig

Zahlenbeispiel IX. 0 = 143 cm == konst,
=06 cm = konst von z= 32 bis 24 =90 cm,

Fig. 40.

Pg = 90 cm,

Zahlenbeispiel | VI VII

¢ =konst cm | 143 143
ZTa = » ‘ 90 6o |
@ = » ‘ o o |
h=konst » 6 6 .

p= at 1‘ —20 —20

Material : GuBeisen.

2;=15 em der Bohrung in der Mitte,

p=-—20 at, Material: GuBeisen.

VIII

95,5
60



Zablenbeispiel IXy. ¢ =143 em =Kkonst, a4=90 cm, i==15 cmn der Bohrung in der Mitte,
h = konst, p= — 20 at, Material: GuBeisen.
Fig. 41.

Fig, 42.

Fig. 43.



hohe Beanspruchungen. Sie soll deshalb auch nur fiir unsere vergleichsweise
Rechnung, nicht aber in Wirklichkeit Giiltigkeit haben. Wir erinnern uns, daf
sich alle rechnerisch festgestellten Spannungen und Dehnungen proportional zur
gewiihlten spezifischen Belastung #ndern wiirden.

Den Beigpielen X und X, ist der Boden aus FluBleisen zugrunde gelegt,
der von Prof. v. Bach beziiglich Durchbiegen untersucht und in der Z. d. V. d. L.
1899 S. 1585 in Fig. 1 und 2 abgebildet wurde. (I = 21ooooco kg/qem; m = 19/s.)
Die Hauptrechnungsergebnisse sind in den Diagrammen Fig. 32 bis 43 aufge-
tragen.

Diskussion der Rechnungsergebnisse.

a) Einflufl der Randbedingungen »auBen frei aufliegend« und
aullen eingespannt«.

Die Beispiele I und II nach den Schnittfiguren 21 und 22 wurden bereits
cingehend erdrtert. Die aus den Fig. r5 bis 18 bekannten Spannungen der
beiden iuBeren und der mittleren Faser sind in kleinerem Malistab und als ein-
tache Funktion des Abstandes x von der Symmetrieachse in den Fig. 32 und
33 wiedergegeben in gleicher Weise wie in den Fig. 34 bis 43 fiir die iibrigen
Beispiele.

b) Einflufl der Plattenwolbung.

Die einschliigigen Zahlenbeispiele I, III, IV und V beziehen sich alle auf
gulleiserne volle Platten mit einem #uBleren Halbmesser x, = 9o cm und einer
gleichbleibenden Dicke h = 6 em (s. Schnittskizzen 21, 23, 24 und 25). Die
Fig. 32, 34, 35 und 36 geben ein Bild fiir den Verlauf der Spannungen in der
mittleren und in den beiden #uBersten Fasern einer jeden Platte.

In Fig. 44 sind die hauptsichlichsten Ergebnisse der 4 Rechnungsbeispiele

in Funktion der Pfeilhthe dargestellt, welche betrégt fiir die Platte

I Or IV und V
=132 16 8 » o cm.
Die Kriimmungshalbmesser dieser Dllatten betragen
=143 260 510 » 00 CHL

Die Platte V ist »ebenc.

Von der Wélbung f = 32 ecm ausgehend, nimmt die mittlere Radialspan-
nung 6, mit abnehmender Plattenwdlbung anfinglich schwach, dann immer
mehr zu. Sinkt beispielsweise die Plattenwélbung »f« von 32 auf 16 und 8 cm,
so steigt die Spannung o,, von 258 auf 720 und 1085 kg/qem Druck.

Dieses Verhalten ist zu vergleichen mit der Beanspruchung zweier nach
Fig. 45 gegeneinander gestellter, gleich langer, gerader Stibe. Bei gleichblei-
bender Last P, welche am gemeinsamen Gelenkpunkt G angreift, wird die auf
jede Stiitze entfallende Komponente N und damit die spezifische Normalspan-
nung (Druck) in den Stiitzen mit abnehmender Pfeilhghe immer grofer.

Die iibrigen, in den vier Platten I, III, IV und V auftretenden Spannungen
sind entweder der Zahlentafel 8 oder dem Diagramm Fig. 44 zu entnehmen.
Letzteres zeigt deutlich, wie die Hochstspannung mit zunebmender Wolbung
abnimmt. Geben wir beispielsweise der Platte statt einer Pfeilhthe von 8 em
eine solche von 32 em, so sinkt die grofte Tangentialspannung in der AuBen-
faser und damit die in der Platte tiberhaupt auftretende grofite Spannung vom
Betrag + 3624 kg/qem auf + 1486 kg/qem. Dabei steigt das Gewicht der Platte



nur von ro65 auf 1180 kg, also nur im Verhdltnis r:r,11. Der geringe Mehr-
autwand an Gewicht von 11 vH ergibt eine Verringerung der Beanspruchung
im Verhiltnis 2,44 zu 1 oder liBt eine im Verhiiltnis 1 zu 2,44 gesteigerte Be-
lastung zu. Der Vergleich der rechnerischen Ergebnisse von den Platten I und
IV zeigt, wie sehr sich der geringe Materialmehrauiwand lohnt.

Wie bereits weiter oben erwihnt wurde, ist eine Platte nach Schema Iim
Betrieb auf 15 at, statt wie in obiger Rechnung angenommen mit 20 at belastet

worden. Ihre rechnerisch hochste Beanspruchung betrug hierbei 1486 x%

Einflu der Plattenwdlbung.

Beispiel V. IV III I
Pfeilhohe =0 8 16 32cm
Krimmungshalb-
messer = o 5I0 260 143»
wenn im #brigen unverinderlich:
Ze = 90 cm

ri= O »
= 6 »
p=—20 at.

Fig. 44.
= 1056 kg/gem, lag also liir Gubleisen schon in ziemlich gefiihrlicher Nihe der
Bruchgrenze. Jedenfalls hitte, wie die Beispiele III und 1V zeigen, die Platte
fiir diese hohe Belastung von 15 kg/qem nicht mit geringerer Wolbung (bei
gleichbleibender Dicke) ausgefiihrt werden diirfen — von der Anwendung einer
ebenen, frei aufliegenden Platte V gar nicht zu reden.

¢) Einfluf der Plattendicke »h<.

Die Platten . . . e e e I VI
nach den Schmttﬁguren N1 R 21 26
unterscheiden sich nur durch ihre btet‘xglelchen ])1cken

h= . . . . L 6 9 cm



1 VI
welehe sich verhalten wic . . I 1,5,
deren Quadrate sich verhalten wic e 1 2,25.
Laut Zahlentafel 8 und gemil Fig. . . . . 32 bezw. 37
treten in diesen beiden Platten folgende hpannuu-
gen auf:
1) Radial- gleich Tangentialspannungen in der Mittel-
faser und in der Plattenmitte o, :m_ o= - 258  — 212kg/qem.
Diese verhalten sich wie . . . . 1,22 : 1,
also nicht, wie man etwa vermuten lxonnte wie
die Plattendicken . . . . . 1,5 : I.
2) Tangentialspannungen in der \Ilttelfasex am Auﬁen-
!
rand ol go Tttt + 1277 ~+ 620,
die sich verhalten wie . . . 1,98 : 1.
3) Grofite Tangentlalspdnnung in det Auﬁeniasel am
dufleren Rand Qh ‘ : ..« . . . . . + 1486 + 8rokg/qem,
> lae = 9o
deren Verhiltnis gleuh Coe . 5,82 : I.
4) Grofite Radialspannung in einer der Auﬁenfdsem . — 1150 — 620kg/qem.
Sie verhalten sich wie. . . . . . . . . . . 1,72 : L.

Keine der unter 2) bis 4) einander gegeniibergestellten Faserspannungen
der Beispiele I und VI verhalten sich — wie man hiitte vermuten konnen —
umgekehrt wie die Quadrate der Plattendicke (2,25:1) und wie dies bei ebenen
Platten der Fall wire. Das Verhiiltnis ist kleiner. In sonst gleichartig gebauten
gewtlbten Platten sinkt demnach die Beanspruchung in einem geringeren Malie
als umgekehrt zum Quadrat der Dicke, wenn man von einer gegebenen Platte
zu einer dickeren iibergeht.

d) Einflufl des iiufleren Halbmessers »ax«.

Die Platten der beiden Rechnungsbeispiele e I und VI
haben gem#f Schnittskizzen . . . .o 21 bezw. 27
bei sonst gleichbleibenden Abmessungen einen Au[ien—

halbmesser «, . . . e e 90 6o em.

Diese Halbmesser Verhalten s1ch wie . . . . . . . 1,5 : I.

Ihre Quadrate verhalten sich wie . . . . . . . . 2,25 : I.

Laut Diagramme . . . 32 38

treten in diesen zwei Platten folgende Spannunwen (mf
1) Grofte Radial- resp. Tangentialspannung in der

Symmetrieachse, wo @;=o . . . . . . . . — 365 — 6o5kg/qem,
sie verhalten sich wie . . . . . . . . . . . 1 : 1,666.
2) GroBite Radialspannung . . . . . . . . . . —1150 — 950Kg/qem,
ihr Verhdltnis ist. . . . . . . . . . . . . 1,2 : I.
3) Grobte Tangentialspannung . . . . . . . . . 4 1486 + ri79kg/qem,
deren Verhiltnis . . . . . . . . . . . . . 1,26 : 1.

Irgend eine GesetzmiBigkeit fiir die Abhingigkeit der Normalspannungen
von dem einfachen Plattendurchmesser oder von dessen Quadrat scheint hier
also nicht zu herrschen. Im Gegensatz zu ebenen Platten, wo die Spannungen
sich wie die Quadrate der Plattendurchmesser verhalten, nehmen die unter 1)



genannten Spannungen mit kleiner werdendem Aullenhalbmesser wider Erwarten
sogar mnoch zu. Die unter 2) und 3) aufgefiihrten Spannungen nehmen nicht
einmal im umgekehrten Verhiltnis der einfachen Auflenhalbmesser ab, ge-
schweige denn im umgekehrten Verhiltnis von deren Quadraten.

Daf} fiir den Zusammenhang der Beispiele VI und VII sich keine Gesetz-
miiBigkeit aus den Spannungsdiagrammen 37 und 38 herauslesen Lifit, trotzdem
die Durchmesser 9o bezw. 6o em und die Dicken &= ¢ bezw. 6 cm ihnlich
sind, riithrt davon her, dafi die Kriimmungshalbmesser nicht auch im gleichen
Verhiltnis zueinander geidndert, sondern einander gleich belassen wurden, nim-
lich ¢ = 143 em.

Erst die Platte VIII steht in allen Abmessungen im gleichen Verhéltnis zur
Platte VI, ndmlich 3:2. s konnte daher erwartet werden, daf} iihnlich gelegene
Punkte genau gleiche Spannungen aufweisen. In Wirklichkeit zeigen die Aus-
rechnungen fiir Beispiel VI eine grofte Spannung von (— 620) kg/qem, fiir
Beispiel VIII eine soleche von (— 550) kg/qem. Dafl diese Ergebnisse wie auch
die Spannungsdiagramme 37 und 39 iiberhaupt nicht besser tibereinstimmen, liegt
an zwei Griinden. Fiirs erste hitten bei beiden Zahlenbeispielen weitere Durch-
rechnungen gemacht werden sollen, um den wahren Werten noch niiher zu
kommen. Sodann kommt bei den in der Mitte vollen Platten eine Unsicherheit
dadurch hinein, daf man die Rechnung nicht mit @ = o beginnen kann. So
wurde bei Beispiel VI mit & = 10 em, bei Beispiel VIII mit & = 8 em begonnen,
und es muBten fiir diese Halbmesser Annahmen getroffen werden, nicht nur fiir

dlf’ , sondern auch noch fiir y.
L X

Wenn man zuverlifilicher rechnen will, muff man mit kleinerem x be-
ginnen und kleinere Intervalle wiihlen. Dies ist jedoch recht zeitraubend. Mit
Riicksicht darauf, daf ich mir die Berechnung so vieler Beispiele zur Aufgabe
gestellt, habe ich obige Ungenauigkeit in den Kauf genommen. Fiir einen ein-
zelnen Fall wiirde man dieser einen Berechnung noch mehr Zeit opfern miissen.

e) Kinfluf der Bohrung und der versteifenden Nabe.

Hieriiber gibt ein Vergleich der Zahlenbeispiele I und IX Auskunit. Die Platte
IX ist dargestellt in Fig. 29 im Mafstab 1:45 und in Fig. 46 im Malistab 1: 20
der Fig. 14, welche ein Bild der zuerst betrachteten Platte I ist. Die Platte IX
unterscheidet sich von Platte I nur dadurch, daf in ihrer Mitte eine Bohrung
vom Halbmesser @: = 15 cm und dall das durch diese Bohrung entfernte

Fig. 46. Platte IX. 1I:20.
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Material ersetzt ist oder vielmehr sein soll durch eine Nabe von 15 em axialer
Linge und 5 cm Dicke; diese Nabe geht allmiihlich auf die urspriingliche Platten-
dicke » = 6 cm {iber. Von da ab bis an den AuBenrand (x, = go cm) ist die
stets gleiche Plattendicke » = 6 em, wie in Beispiel I. Diese neue Platte soll
aullen ebenfalls frei aufliegen und durchgehend von der konvexen Seite her
mit 20 kg/qem belastet sein.



Die Fig. 40 zeigt im gleichen Malistab, wie Fig. 32 fiir Platte I den Ver-
Jaut der Spannungen in den beiden Auflen- und in der Mittelfaser. Desgleichen
sind in Fig. 47 in axonometrischer Weise diec Radialspannungen und in Fig.
48 die Tangentialspannungen dargestellt, wie in den Fig. 15 und 16 fiir Platte I.
Diese Diagramme zeigen, dafl wir die Abmessungen der Nabe ziemlich gut ge-
troffen haben. Die hochste auftretende Spannung, die Tangentialspannung o
in der konkaven Aullenfaser am AuBenrand, betrigt (+ 1822) statt in Platte I
(+ 1486 kg/qem). Die hochste Radialspannung betrigt (— 1300 kg/qem) gegen-
iiber (— 1150 kg/qem). Die beiden Spannungsdiagramme 32 und 4o zeigen in
den #dufleren Hiiliten der Platten I und IX einen villig gleichartigen Verlauf.

Die Verschiebungen der Meridianmittelfaser sind in die Fig. 19 und 20
eingetragen.

f) Einfluf§ der Verdickung des Plattenrandes.

Um diesen Einfluf festzustellen, wurde als Beispiel 1X, [verdickt] eine
in Fig. 30 im MaBstab 1:45, in Fig. 49 im gleichen Mafistab wie Platte I in
Fig. 14 dargestellte Platte gerechnet, welche sich von Platte IX dadurch unter-
scheidet, daB ihre Dicke nur zwischen den Halbmessern z = 32 und x = 65
unveridndert = 6 em ist und dafl sie von diesem Halbmesser ab gegen den
AuBenrand hin allmihlich bis zum Betrag h, = 9 cm ansteigt. Am Rand ist
sie wie die Platten IX und I frei aufliegend gedacht (s. die Fig. 14, 49 und 46).

Fig. 49. Platte IX,. 1I:20,

Durch die Verdickung des AuBlenrandes nach Fig. 49 gegeniiber Fig. 46
ist laut Diagramm 41 gegeniiber Diagramm Fig. 40 die hochste Spannung ge-
sunken vom Betrag (4 1822) auf den Betrag (+ 1573) und die Durchbiegung
in der Mitte vom Betrag (— 2,78) mm auf den Wert (— 2,30) mm. In Diagramm
41 sind in diinnen Linien die Werte aus dem Spannungsdiagramm 4o wieder-
holt, so daB die Abweichung leicht ersichtlich ist. Die Platte IX, ist beziiglich
Beanspruchung von der Platte I nur unwesentlich verschieden. Wir haben also
tatsdehlich den an sich schidlichen und sonst so gefiirchteten Einfluf der Bobh-
rung in der Mitte durch die Ausbildung der Nabe und die Verstirkung des
Plattenrandes ausgeglichen.

Vergleichshalber sind von den Rechnungsbeispielen

I nach Fig. 14 bezw. 21 (frei aufliegend)
I » » 22 (eingespannt)
IX » » 46 » 29 (frei auiliegend)

IX, » » 49 »> 30 »



jc in einem Diagramm vereinigt und als Funktion des Abstandes x von der
Symmetrieachse aufgetragen:

In Fig. so die Durchbiegung -/y der Meridian-Mittelfaser.

In Fig. 51 die Aenderung Jz der Abstinde = der cinzelnen Punkte der
Meridian-Mittelfaser von der Symmetrieachse.

In Fig. 52 die Aenderung w, die der zwischen dem Kriimmungshalbmesser
und der Symmetrieachse gelegene Winkel ¢ erleidet.

Die Werte der Platten I, IX und IX, weichen nicht sehr voneinander ab,
dagegen verhiilt sich die Platte II ganz anders, und man sieht daraus nochmals
den giinstigen Einflu des »Kingespanntseins«. Wie Fig. 52 zeigt, drehen sich
alle Querschnitte des inneren Teiles der Platten im Sinne der Winkelvergréfierung,

Fig. 50. Durchbiecung Ay in Funktion des Abstandes x von der Symmetrieachse fiir die
‘ Zahlenbeispiele I, II, IX, IX..

Fig. 5I. Aenderung Az in Funktion des Abstandes 2 von der Symmetrieachse fiir die
Zahlenbeispicle I, II, IX, IX,.
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d. h. die Punkte der konvexen Aufienfaser entternen sich, diejenigen der kon-
kaven Innenfaser nidhern sich der Symmetrieachse. In den weiter aufien ge-
legenen Querschnitten ist das Umgekehrte der Fall. Zwischendrin liegt ein
Inflexionspunkt, wie ihn Prof. Dr. Stodola fiir den kegelformigen Boden be-
rechnet hat!). Fiir die am Rand eingespannte Platte II liegt er bei x co 20 em,

Fig. §52. Winkeldnderung v in Funktion des Abstandes x von der Symmetrieachse fiir die
Zahlenbeispiele I, II, IX, IX,.
fiir die drei am Rand frei aufliegenden Platten I, IX und IX, nahe beieinander,
und zwar bei & c 40 cm.

Wie eine aus der Grundform I entwickelte Platte mit Bohrung jedoch ohne
versteifende Nabe beansprucht wire und sich durchbiegen wiirde, und wie die
Beanspruchungen und Durchbiegungeu von der Grdfle der Bohrung abhiingig
sind — dies zu untersuchen, mag einer besonderen Arbeit vorbehalten bleiben.

Die Biegungsmomente der inneren Spannungen in Abhédngigkeit vom
Halbmesser ..

Bei der Berechnung des Ausdruckes (';—y') stieBen wir unter anderen auf
@x

den Wert M, , das ist das Moment der auf die Begrenzungsfliche CDEF des

in Fig. 3 dargestellten Plattenelementes wirkenden Normalspannungen o,. Wir
fanden als Gl. (20):

n3 dy v
My, — - e
My =da cx . eos q [mdm + m]
Dividieren wir diesen Ausdruck durch die mittlere Breite (xd @) der Fliche
CDEF, so erhalten wir den auf je einen Zentimeter des mittleren Parallelkreis-

umfanges entfallenden Anteil des Momentes M, , nimlich:

%

Ug, 2 dy v c
Mg' = ——- = h’cos e — - . oo (a8).
o (xda) q)[mdm+ m]l’z (48)

') 8. Stodola: »Die Dampfturbinen, IV. Auflage S. bo2.



Wir konunen diesen Wert nennen »das spezifische Moment der Normal-
spannungen q,«. Seine MaBleinheit ist kgem/cm. In unserer abgekiirzten Ziffern-
sprache lautet die Formel (vergl. Zahlentafel 3 und 7):

My — (34) (rog)é L. ... (489

Fig. 53. MabBstab fiir die Ordinaten: 100 kgem/em = 0,75 mm.

Fig. 54. MaBstab fiir die Ordinaten: 100 keem/em = 0,75 mm.
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In ganz gleicher Weise Lifit sich fiir das auf das Plattenelement C bis K,
Fig. 3 bezw. 9, wirkende resultierende Moment A7, welches von den Tangen-
tialspannungen o, herriihrt, aus der Gl (24) das »spezifische« Moment M, ab-
leiten:

y M«n _ 3 dy Y c
U dmdn = (h* cos @) L}; “+m T] PR (49).
M, = (44) (107) i'cz e o oo (499).

Beispielshalber wurden die in den Gl. (48) und (49) definierten Werte fiir
eine groflere Anzahl der Werte von » ausgerechnet fiir die Platten I, II und IX
und in den Diagrammen Fig. 53 bezw. 54 bildlich dargestellt in Funktion von «.

Die fiir eine gegebene Platte erforderlichen Durchrechnungen.

Um zu zeigen, wie sich bei den einzelnen Durchrechnungen fiir ver-
schiedene Annahmen die Endergebnisse stellen, und wie manche Durchrechnungen
iiberhaupt durchgefiihrt werden miissen, greifen wir das Zahlenbeispiel IX heraus.
Zur Berechnung der in Fig. 46 dargestellten Platte wurden fiint verschiedene
Annahmen gemacht mit dem in nachstehender Zahlentafel ersichtlichen Erfolg:

Durchrechnung . . . . Nr.ogr 92 93 94 95
Annahme fiir &;=15c¢m (Wo 6, =0)
Owi—. . . . . —320 —63 —400 — 33 —375kg/gem
Yi=. . . . . +190 225 —150 ~+285 +385.107°

Kndergebnisse fiir v, = 9o em.
a) Spannungsprobe:

Sws= . . . . —1I04 +603 +138 —126 — 63kg/qem
statt nach GL. (32a) — 92 — 92 — 92 — 92 — g2  »
Fehlbetrag = . — 12 +695 <4230 — 34 + 29 »

b) Winkelprobe nach Gl. (33).
[m % + ljﬂ = . +899 + 8792 + 7029 +447 — 100-1078
statt . . . . . . o o ¢ o o o

Wie diese Zusammenstellung zeigt, hiitten eigentlich noch mehr Durch-
rechnungen erfolgen sollen, um den in den Gl (32a) und (33) gestellten Rand-
bedingungen niher zu kommen. Doch ist schon bei der Durchrechnung g5 die
Anniherung fir die Praxis durchaus hinreichend. (Beim Aufzeichnen des
Spannungsdiagrammes 34 wurden die Kurven fiir die Radialspannungen , so
gedreht, daf} sie bei zs = 9o ecm durch den Punkt (— 92 kg/em) hindurchgehen.) —
Bei anderen Zahlenbeispielen waren allerdings weit mehr Durchrechnungen er-
forderlich als nur fiinf. Um folgenschwere Fehler zu verhiiten, empfiehlt sich
das fortlaufende graphische Aufzeichnen der Zwischwerte.

EJ

Als weiteres Anwendungsbeispiel wurde endlich die Platte nachgerechnet,
die seinerzeit durch Prof. v. Bach untersucht worden ist, und deren Priifungs-
ergebnisse in der Z. d. V. d. I. 1899 S. 1586 verdffentlicht sind. Die Platte 4
bestand aus FluBeisen (£ = 2100000 kg/qem; m = '*/;). Unsere Schnittskizze
Nr. 31 ist der Fig. 1 aus Z. d. V. d. L. 1899 8. 1585 nachgebildet. Wir fithren
die Rechnung nur durch bis zum Beginn der Krempe, das ist bis zum Halb-
messer & = 30 cm und nehmen an, daff die Platte daselbst »eingespannt,,



— 81 —

und daB sie aut der konkaven Seite gleichmiiflig mit p =+ 16 at (statt wie
in den bisherigen Beispielen mit p = — 20 at) belastet sei. »Eingespannt« soll
heillen, daBl der Rand sich nicht verdrehen kann. Dieses »Eingespanntsein«
wollen wir im Rechnungsbeispiel X so auffassen, daff der Aufienrand in Richtung
senkrecht zur Symmetrieachse beliebig nachgeben kann, withrend in Beispiel X,
der Meridianpunkt des Auflenrandes so festgehalten gedacht werde, daB er sich
in Richtung senkrecht zur Symmetricachse kaum bewegt, dal er also nahezu »fix«
sei. Daher die Bezeichnung »X,«. Die Spannungea des Rechnungsbeispieles X
sind im Diagramm 42, diejenigen des Beispieles X, im Diagramm 43 aufgetragen.
(Ihre Malistiibe sind jedoch verschieden von denjenigen der Diagramme 32 bis 41.)

Das Spannungsdiagramm 43 zeigt mit seinen viel kleineren Ordinaten als
im Diagramm 42 den giinstigen EinfluB dieses »Festhaltens« des Plattenrandes
in Richtung senkrecht zur Symmetrieachse. Die Hochstspannung ist weit unter
die Hilite gesunken gegeniiber derjenigen in der Platte X, deren Auflenquer-
schnitt sich zwar auch nicht drehen, wohl aber radial verschieben kann. Dem-
entsprechend ist auch die rechnerische Durchbiegung in der Plattenmitte viel
kleiner, nimlich o,51 statt 2,00 mm (siehe Zahlentafel §8).

v. Bach hat bei 16 at Belastung in der Mitte gegeniiber dem Beginn der
Krempe, d.i. gegeniiber den Mefllpunkten 4, 16, 28, 40 eine Durchbiegung von
1,25 — 0,17 = 1,08 mm gemessen. Dieser Wert liegt zwischen den in unseren
Beispielen X und X, berechneten Werten 2,0 bezw. o,51 mm. ILeider fehlt in
der v. Bachschen Vertifentlichung die Angabe, um wieviel sich der Normalab-
stand der MeBpunkte 4, 16, 28 und 40 von der Symmetrieachse geiindert hat.
Es ist in der Zusammenstellung 7 8. 1586 nur gesagt, dall der AuBenrand der
Krempe, d. h. dafi die MeBpunkte 49 bis 51 bei p — 16 at im Mittel um 0,099 mm
nach innen geriickt sind. Es ist jedoch anzunehmen, daf die Mefipunkte 4, 16, 28,
1o sich eher noch mehr nach innen verschoben haben. Unsere Beispiele X und
X, ergeben eine Verkiirzung des Aulenhalbmessees (x. = 30 cm) von 0.33 bezw.
0,04 mm. Damit ist nachgewiesen, dal der von Bach untersuchte Boden beziig-
lich wirklicher Beanspruchung ein Mittelding zwischen unseren beiden rechne-
risch untersuchten Grenzfillen X und X, ist. Er wird also bei einer spezifischen
Belastung von 16 at eine Hochstbeanspruchung erfahren, die zwischen -+ 4530
von Fall X und + 1990 kg/qem von Fall X, liegt. Vermutlich liegt diese wirk-
liche hochste Beanspruchung nahe bei 3000 kg/qem.

Dieser Vergleich unserer Rechnungsergebnisse mit den Bachschen Mef-
crgebnissen liefert den erwarteten Beweis fiir die praktische Verwendbarkeit
vorliegenden Rechnungsverfahrens.

Alle Beispiele mit Ausnahme desjenigen Nr.V, d.i. der ebenen Platte,
zeigen, dall der hochst beanspruchte Querschnitt sich auflen am Rand der Haupt-
wolbung, oder wenigstens in dessen Nihe befindet, und tatséichlich sind auch
wohl die meisten Briiche an Kesselbtden von dieser Stelle, d. i. vom Uebergang
zur Krempe, ausgegangeu.

# . #
ES

Vorstehende Rechnungen, insbesondere diejenigen Nr. I und IX,, sollen in
erster Linie Beispiele fiir die Anwendbarkeit des eingangs theoretisch hergelei-
teten Rechnungsverfahrens sein. Gleichzeitig geben sie ein sehr deutliches Bild
der Abhiingigkeit der Beanspruchung und der Durchbiegung einer Platte von
ihrer Form und ihrer Unterstiitzungsart.

Ein grofler Vorteil der hier angewendeten Rechnungsweise mit kleinen
Differenzen liegt darin, daff fiir die Erzielung einer Rechnungsmoglichkeit weit

Mitteilungen. Heft 124. 6
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weniger Einschrinkungen gemacht werden miissen, als in den vorvertffent-
lichten Vorschligen. Schiile mufite in seinem Aufsatz in »Dinglers Polyt.
Journal« vom 10. Oktober 1900 voraussetzen, dafl der Boden in der Mitte voll
sei, iiberall gleiche Kriimmung und Dicke habe. Von diesen drei Hauptbedin-
gungen konnte Fankhausen fiir seine in der »Zeitschr. f. d. gesamte Turbinen-
wesen« vom Jahr 19rr S. 349 niedergelegte Arbeit die erste, aber auch nur
die erste fallen lassen, mufite dagegen daran festhalten, da die Platte ein Kugel-
boden von stets gleicher Dicke seil). Und trotz dieser im Grunde doch recht
grofien und fiir die Anwendung in der Praxis hinderlichen Einschriinkung sind
Fankhausens (Heichungen nicht einfach zu nennen?).

Vorliegendes Verfahren gestattet die Ausrechnung von ungeteilten Boden mit

a) verdnderlicher Dicke,
b) verdinderlichem Wdlbungshalbmesser,
¢) Bohrung in der Mitte.

Als ein solch allgemeines Beispiel haben wir deshalb den Boden Nr. IX,
nach Schnittfigur Nr. 30 bezw. Nr. 49 gewihlt.

) Vergl. “Zeitschr. f. d. ges. Turbinenwesen¢ IQII 8. 450 Zeile 5 und S. 474 oben.
?) Siehe z. B. dessen Gl. (27).
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