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Dorwort

Die in der Sammlung ,Aus Hatur und Geifteswelt’ erfdienenen
Binde iiber Differential: und Integralrvedmung erforderten einen
Abfdylufz, der Hier gegeben wird. Es mufpte nadigewiefen werden, wie
gewiffe Xurvengleidjungen, 3. B. die der elaftijden Linie, der Ketten-
linie oder der geddmpiten Shwingungen, abgeleitet werden, wie man
su dem Begriff des Trdgheitsmomentes Fommt uff. Jeder, dex {idy
in naturwiffen|daftlide Gebiete vertiefen will, mup die widtigjten
Methoden 3ur £6fung von Differentialgleichungen unbedingt beherr-
flhen, mag er fid) den Problemen der Mledanit, der Elettrotednit,
der modernen @hemie oder irgendeines andern Gebietes juwenden,
das {dyon die vormathematifthe Periode iibermwunden hat. Weswegen
diefe Behandlungsweife aud) den , veinen” Nlathematifer fordert, habe
id) in dem Dorwort 3u meiner ,Integralredynung” {don gefagt.

Wie in Oden beiden andern Bdanden habe id) verjufit, aus oder
ungeheuren Siille des Stoffes nur das wefentlidyjte 3u bringen, das
aber durd) Aufgaben und Beifpiele 3u vertiefen. Immerhin diirfte
es fiir den Yaturwiffenjdaitler und den 3Ingenieur im allgemeinen ge-
niigen — nur die partiellen Differentialgleihungen muften fehlen —
und dem Nathematiter eine Grundlage fiir das Studium umfangreidye-
rer Werfe geben. Meu ift die ftarte Betonung der numerifhen ITcke-
tungsmethoden. Den Differentialgleihungen, die nad) den allgemeinen
Methoden nidyt behandelt werden tonnen, fteht nidtnur der Ingenieur,
fondern aud) der Nathematifer gang Hilflos gegeniiber, weil die Lefhr=
biider taum jemals etwas dariiber bringen. Und dod) ift es eigentlid)
ein redyt Eldglidies Gefiifl, bei prattifdyen Wotwendigleiten von mathe-
mati{dyen Sufdlligleiten absuhdngen.

Durd) die Einfiifrung der Gyperbelfunttionen fonnte die Darftellung
wefentlidy vereinfadyt werden. Sie werden in der Neuauflage meiner
Binddyen iiber Differential- und Integralredynung behandelt werden;
bis 3u deren Er{djeinen wolle man etwa die , Hiitte" 3u Rate 3iehen.

Binweife aquf jene Biider find durdy ,,D." und ,3." gegeben.

Berrn B. Giittges in Opladen, der audy diesmal mit grofer Sorg-
falt den Text durdygefehen hat, fpredhe i) Hier nodymals meinen hers-
liften Dant aus.

NMoge das Biidylein dazu beitragen, Maturerfenntnis und Matur-
beherrjdhung 3u fordern,

Miinfter i. 1., September 1921. m. Lindorw.
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[ Xurvenjdaren und Differentialgleidungen.

Die graphifdie Darjtellung der Gleidiung y=;— ijt eine vollig be-
ftimmte gleidyfeitige Hyperbel (i’). S. 47), wir haben es mit einem
{pesiellen Sall der Gleidung y= %c— 3u tun (@a=2). fegen wir q

etwa die Werte 1,2, 3, 4+ bei, fo. betommen wir eine ganze Reihe
gleidfeitiger Gyperbeln, und erteilen wir a alle mgliden Werte, jo
entjteht eine S ) arvonfperbeln, deren Individuen ftetig aufeinander.
folgen und den ihnen sugdngliden Teil der Seidjenebene liidenlos be-
deden. (§ig. 1.)

Die Suftandsgleidung der Gafe lautet py=RT. Darin be-
beutet p den Drud, v das Dolumen und T die abjolute Temperatur;
man erhdlt 7, indem man die am Thermometer abgelefenen Telfiuss
grade um 273 ° vermelhet. Rijt eine Konftante, die durd) den Anjangs-
suftand beftimmt wicd. Haben wir anfangs ein Dolumen von 1 Liter,
den Drud einer Atmofphire und die Temperatur t=0°, aljo T=273°,
fo ift 1-1=R-273, alfo

= 2—,113 Bei ifothermer Kom.
preffion oder Epanfionift R T
dauernd gleih 1, 3wifden
Drud und Dolumen befteht
die Besiehung py=1. Trdgt
man auf der Absiffenadyfe die
Werte von v, auf der Ordina-
tenadyje die von p ab, fo
liefert Oie 3eidnung eine
gleidyjeitige Hupetbel. Wenn
der Derfud) aber nidyt bet 0°,
fondern bei einer beftimmten
Temperatur ¢° ausgefiihrt

wird, {o lautet unfeve Glei:



6 I. Hurvenjdaren und Differentialgleidungen

dung pv= 2% (273 + t), die graphifdie Darjtellung gibt eine anbdere

gleid)feitige Byperbel. Durdy Dariation der Temperatur dndert fid)
dte rvedyte Seite der Gleifung, weldje hier urfpriinglidy gleidy 1
war; es quillt aus der urfpriinglidien Xurve eine ganze Kurvenjdar
heraus.

Der betannte Derfud), die Kraftlinien eines NMagneten auf einem
Blatt Papier durd) Eifenfeilfpdne {iditbar jumadyen, jwingt die Matur
da3u, vor unferen Augen eine Kurvenfdar entjtehen 3u laffen, ofne
uns mit der Milhe der Redynung 3u belaften; die farbenprddtigen
Bilder, die wir im Dolarifationsapparat bewundern, werden durd
Hurvenfdyaren gebildet.

Beifpiel 1. Ein Puntt P Hhabe von einer Geraden A X den ton-
ftanten Abjtand m. Nan 3iehe von ihm aus eine beliebige andere
Gerade, welde die erfte in S fdyneide und erridite auf PS in S die
Sentredite ST. Man laffe S auf AX wandern und ermittle die
Gleidyung der Geradenffiar, weldje von den Sentredyten gebildet wird,
(§ig. 2.)

AX fet die Abfsiffenadyfe, die Ordinatenadyfe OY werde fo gelegt,
dafs fie durd) P gehe. OS fet gleid) c. Die Gleidhung einer Geraden

ift (D.S.16) y=xtga+b; tga= £; aus dem redytwintligen Dreis
ed PU S folgt, dagm-b=c? ijt, aIfo Y
b= —- Dab aber auf dem negativen T.

Teil ber Orbinatenadyfe liegt, fo muf
man diefem Ausdrud das negative Dor-

E)

eidjen geben; ¢ o m
y= m x— m 4 N ¢ VL >
Die Seidnung lefet, daf 75 X

unfere Gervadenjdar nifit die ganze
Ebene erfiillt, fondern nur ein Gebiet,
weldjes von dem Rejt durd) eine Kurve ¥
abgegrenst wird. Afnlid) nerI)aIt es $ig. 2.
fid), wenn man die Lidtftrahlen einer
Lampe auf ein gebogenes Stafllineal
fallen Idft, mit dem man eine Kurve
auf einer weifjen Slide verfolgt; die U




Kurvendaren und Enveloppen 7

fiqtitraflen treffen die fpiegelnde Oberfladie, werden reflettiert und
vetbreiten {id) auf der Dapierflidie fo, daf der helle Teil von dem
dunfeln durd) eine deutlid) ausgeprdgte , Btrennlinie” getrennt ift.

Derartige bei einer Hurven- oder Geradenfdjar auftretende Linien
nennt man Umbiillungslinien oder Enveloppen. Wie die Lidhts
ftdvte der Brennlinie beweift, empfdngt jeder threr Puntte von mefres
ren refleftierten Strafilen fein £idyt, allgemeingefhortjeder Puntt
ciner Enveloppe mindejtens 3wei Hurven der gegebenen
Sdar an, die {id) nur wenig voneinander unterfdeiden.

Beifpiel 2, Welde Gleidung hat die Enveloppe der in Beifpiel 1 be-
handelten Geradenidar? Es fei c, ein wenig grofier als ¢, dann geniis
gen die Koordinaten x, y eines Punttes der gefudyten Xurve gleidzeitig
den Gleidhungen c o ¢!

¥ =n*"m' y——x m

und allen anderen Gleidungen, die fidh aus ifnen ableiten laffen. Es
liegt hier nahe, sur Dereinfadung die Differens su bilden.

o=°_n’_"__.c_’_"_(‘if_°_’)_’_‘(cl_c)_l(cls_ca)

0=l —d—mle—d+d=(—a[5—5+a]
Ein Produtt fann nur dann verfdywinden, wenn mindeftens ein

Sattor gleidy Iull ift. Da ¢, von ¢ verfdiieden fein foll, fo mup

=—— (c1 =+ ¢) =0 fein, alfo x=¢, + c. Laffen wir ¢, immer

memger von ¢ ver{dyeden fein, fo ndfhert {id) x unbegrenst dem Werte

x=2c¢, Dies ift die Abfsiffe des Sdmittpunttes jweier Nadbargeraden
3 ] 3 t 8

unferer Schar, die Ordinate wird y= — x — —c- =20 _S=% um

uns vort der Willtiiv des Wertes ¢ u befteien, eliminieren wir diefe
Grofe aus den legten Gleidungen: ¢ = 3:2_; y= 1 (%)ﬁ = ;m’—- 3um
Slup tonnen wir nod) 4m= q fefjen, dann gilt fiir aIIe Sd)mttpunfte
jweter unendlidy naher Geraden die Bejiehung y==-- Dies ift die

Gleiung der Enveloppe; wir erlennen, daf fie eme Parabel ift
(D.S.16). Dap unfer Ergebnis ridytig ift, lehren die Bemertungen
iiber die Umbiillungstonjteuttion diefer Kurve; nur find wir hier den
umgetefrten Weg gegangen, da wiv in dem betrefjenden Kapitel der
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Differentialredung die Kurve, fier die Geradenjhar als gegeben
vorausfeften.

Die eben angeftellten Betradytungen laffen fid) leicyt verallgemeinern,
Es fei f(x,y c)=0 die Gleidjung einer Kurvenjdiar, deren einzelne
Individuen erhalten werden, wenn man dem Parameter ¢ die ver:
{dytedeniten Werte beilegt. Unfere Aufgabe it es, den Scnittpuntt
3weier adbarturven ju ermitteln, ihre (wenig voneinander ver:
{dhiedenen) Patameter feien ¢ und ¢,. Die Koordinaten des gefudhten
Punttes miiffen den Gleidjungen geniigen

f(x, g ¢)=0und f(x, y, c,)=0; alfo audy der durdy Sub-
teattion erfaltenen Gleiung £ (x, y, ¢,) —f(x,y,c) = 0; ebenfo ift
fxge)- f (5.8, c)—O dies ergibt im Grensfall (fiir 3wei b

6= [ 3 3wei unends
iy nahe I{utnen) O1GBE) — 0. Die Grse c ift fi die eingelne

Kurve Tonjtant, fiir bie l{utnenfd)ar variabel, alfo fann £ nady ihe
differentiiert werden. Dax und y {idy bei diefer Operation nidyt Gndern,

fo ift oie Diffeventiation partiell. Aus f=0 und %: 0 tann man

x und y bevedynen und erhdlt fo die Hoordinaten des Punttes, in
weldjem bdie Kurve £ (x, y, ¢) = 0 von der benadibarten gefdynitten
wird. Eliminiert man aber ftatt deffen aus den beiden Gleidjungen
den Parameter ¢, fo erhdlt man eine Besiehung swifdien x und g,
welde fiir alle Snittpuntte gilt, welden Wert aud) ¢ Haben mag,
und diefe Besiehung ftellt die Gleidung der Enveloppe dar.
Betipiel 3. GinGejdyilg ift in horizontaler und vertitaler Ridytung be-
liebig brehbar. DieMiindungsgefdywindigteitdes Gefdoffes ift v, m/sec.
Weldye Puntte des Raumes find ihm erreidhbar, weldje vor thm fidjer?
Wir nefmen junddft an, das Gefdiirohr fet nur vertital dreh:
bar. Bilbdet die Seelenadyfe mit der Horizontalen den Wintel «, fo ijt
unter Dernadﬂaﬁigung des Luftwiderftandes
x=uvytcose; y=— 3 gt*+ v, tsina (Ableitung in Beifpiel 44)
g=9,81m/sec’. Die SIugbabn erhdlt man bur&) Elimination der

®rofe ¢; es ijt nad) der erjten Gleidung = , alfo nad) der
3weiten 1 gx? £
¥= 730 costa T2 v, COS &

—xtoa—9 . X
y=xtge—7 v,%cos’a

U, CoOs &

- sine



Enveloppen. Sidjerfeitsparabel 9

Gibt man v, einen beftimmten Wert, legt o der Reilie nady alle
mbglidien Werte von 0 bis 90° bei und zeidynet die Kurven, fo er-
hilt man eine Sdjar von Parabeln, die aber nur einen beftimmten
Teil der Seidhenebene erfiillen und gegen den Reft durd) eine Enveloppe
abgegren3t werden. Diefe gilt es 3u ermitteln; « ift der Parameter.
Man hat die Gleidungen

(a) y=xtga—g—x'ﬂ und (a_f_ )

2v,7coste oc
x x! 2sin
(b) 0=cos’a_2£1?' cos’z' fus (b) folgt
]
0=xcos«—%f,—sina, daher
0
_ut o 1 sinfatcos’e_ ,
(© tgu_j;- Serner it ot cosie =18 e+ 1, alfo

in unferm Sall .
(d)—l—— =1+ Z;i,‘lx—; Segt man (c) und (d) in (a) ein, fo ergibt

cos?e . : \ . ) :
i y=20 9% P V=l 9% b ’
fidy y_.,; 200,(I+g,°x,) 3 20 " 2g' alfo ift die ge
fufite Bahngleidung

€ y= '—;95’ - gf—i,biefogenannte Sidyerfeitsparabel. (§ig.3.)

Jjt die Lafette broebbar, fo exseugt die Gejamtheit der Siderheitss
parabeln ein Rotationsparaboloid. Der innere Raum ift durdy die
Gejchofle gefdfroet, der dufere vor thmen fider.

3ur Probe fefgen wir in der Bleidung der Siderheitsparabel x=0,
fuden alfo den Puntt der Kurve cguf, welder fentredyt iiber dem Ge-
fhiige liegt. Ulan erhilt y=§9§- Diefe Grofe fommt genau der
Magimalfohe eines fenfredit nad) oben mit der Gejwindigleit v, ge-
flleuderten Horpers gleid).

NMadt man y=0 oit,x’=ﬁ;;x=ig‘g~ Der Puntt, in dem
at mang=0bity=7 g bie  Siders
heitsparas

bel die Bos

rigontale

tifit, hat

vom  (Bes

fhiig  dle

§ig.&
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Entfernung der groften Wurfweite; fie wird erreidt, wenn « = 45°
gewdflt wird.

Dielleidit nody anfhaulidler und dabei friedlidher wird das Bild,
wenn wir an eine Dorriftung 3um Befprengen des Rajens denfen.
Das Waffer trete qus einer unter Drud ftehenden Leitung in eine Hohl-
tugel, deren Wandung durdy viele iiber die Oberflide verteilte Loder
durdybolyrt ift. Da fidy die herausftromenbden Sliiffigleitsteildien uns
mittelbar folgen, fo entjtrdmt jeder Offnung eine Parabel; alle diefe
Sliifjigteitsfaden liegen im Innern eines Rotationsparaboloids. Nan
wdhle fiir v, einen beliebigen einigermapen pafjfenden Sahlenwert und
3eidynie die Kurven, welde den Winteln « = 0°, 30°, 45° 60°, 70°,
809 90° entfpreden.

Aufgaben.

1. Die Gleidung pp=RT =35, T=1+ gt gilt nur fiir voll-
tommene Gafe. 3ft aber der Drud grof und die Temperatur tief,
fo néhert fidy das Derhalten der Gafe dem der Dimpfe. Diefe Tat:
fadje wurde von van der Waals in die Sormel gebradyt:

(”"’v) b)_'H'm

Nan zeidne verfdiedene Kurven der Sdar, die durd) Dariation
des Parameters ¢ gewonnen wird, vor allem die Kurve der tritifden
Temperatur. Es ijt

Kritifde
Stoff a b Eempefrq&tur
Waffexftoff ~0 0,00069 — 241
Hohlendiornd 0,00874 0,0023 + 31
fuft 0,0037 0,0026
Stidogndul 0,00742 0,0019 + 36
Athylen 0,00786 0,00224 + 10

2. Rat die Hyperbelidhar xy — a’=0 eine Gnneloppe?

3. &s foll die Enveloppe der Hurvenidar y—
werden, wenn q ein Parameter und m eine Kon[tante ift.

4. Auf der Abfsiffenadfe trdgt man vom Anfangspuntt aus das
Stiid ¢ ab, auf der Ordinatenadyje das Stiid % Man verbindet die

Endpuntte und wiederholt die Honftruttion mit fehr verjdhiedenen
Werten von ¢. Hat die Geradenfdjar eine Enveloppe?

beftimmt



Aufgaben 11

YA 5. Eine Strede von der Ldnge I
wird fo bewegt, daf ifr eines Ende
/\ auf der Abfsiffen:, das andere auf
¢ der Ordinatenadye gleitet. MWeldje
Kurve umbiillt de fo erseugte

P P Geradenjdar?
N Beifpiel 4. Um den Mittelpuntt
a/ |8 O eines Xoordinatenfyjtems fei ein
s Kreis mit dem Radius q bejdyrieben;
Oyfe - A r » um einen Puntt P auf
{einerPeripherieeinjweis
ter Xreis, Oeffen Rabdius die Ldnge bdes
Bogens AP Qat. S§iihet man die Honftruts
tion fiir jedenm Puntt der Peripherie aus,
foent{tefit eine Xreisfdjar; welde Enveloppe

hat fie? (S§ig. 4.)

Stg.t. Die Koordinaten von P {ind a cos ¢

und asin ; ein beliebiger Puntt Q auf

dem 3weiten Kreife habe die Abf3iffe x und die Ordinatey. Dann

iit die Gleidung diefes jweiten Kreifes, wie fi) aus dem Drefed

PQR ergibt ~

(1) (x — acosg)*+ (y — asin 9)? = AP =d’¢p’

Die Differentiation nad) dem Parameter ¢ lift die Gleidung

() 2asing (x—acosp) — 2acosg (y—asing) =2a*p
entjtehen. Bieraus wird 2ax sin 9 — 2a’sin g cos @
—2aygcosp+2a*sin o cos p=2a’gp, oder veveinfacyt

3) xsing —ycos o =agy.

Den fo erfaltenen Wert von ap fegen wir in (1) ein
x'—2axcosp+aicos’p +y? — 2aysing+ a’sinp =
x*sin®p + y¥cos? @ — 2 x y sin ¢ cos g;
x2 (1 —sintg)+3° (1 — cos? @) + 2xysingpcosp +
+ a? (sin*p +cos’ p) - 2a x cos ¢ —2aysing=0.

Wegen der Besiehung sin® p + cos® o = 1 geht diefer Ausdrud iiber in
x?cos? g +yisinfp+al+2xysing cosp—~2axcos p —
—2aysing=10
[xcosg +ysing — al*=0.

Die Gleidjungen (1) und (2) tonnen alfo erfeht wetden durdy
(3) xsinp—ycosg=ag | sinp|—cosy
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4) xcosp+ysingp=a [cosp| sing
Multipliziert man fie mit den angefdjriebenen Saftoren und addiert
fte, fo erhdlt man enbdlid)

(5) x=acoso+ aypsingp

(6) y=a sin ¢ — ag cos g.

Die Enveloppe it eine Kreisevolvente (D.S.56).

Beifpiel 5. 3n oer (BIetd)ung der geddmpiten Sdwingungen
y = ae—%*sincx foll sin cx durd) sin (cx + ck) erfet werden,
Weldye Enveloppe hat die Kurvenfdjar, die durd) Dariation des Para:
meters k entfteht?

Durd) Differentiation der Gleidung y=ae—5*sin (cx + ck) nad
k folgt 0 = ace~%* cos (cx + ck). Dies ift nur mdglid), wenn
cos (cx -+ ck) ver d)mmbet Dann ift abersin (cx+ ck) =+ 1 oder
— 1, und durd) Einjeten in die urfprunghd)e Gleidung refultiert als
GSIetd)ung der Enveloppe y =+ ae— b~

Die Seidynung lehrt, daf die Dariation vonk eine Phafenverfdhiebung
bedeutet, wdkrend das Dimpfungsgefess ungedndert bleibt. Die Enve-
loppe {pridt dies Gefe aus.

Die Xurven einer Shar entftammen alle derfelben Gleidung
f(x,z, ¢) =0, fie verhalten fichy wie die Glieder einer Samilie. Das, was
die eingelnen Individuen unterfdeidet, ift die Grofe c, die fiir jedes
einen beftimmten, von den andern verfdjiedenen Wert hat. Es fragt
fidy, ob andretfeits aud) eine gewiffe Samiliendfmlidteit porhanden
ift, ein gemeinfamer Sug, der die Einzelwefen der Hurvenjdhar als
gleidyartig und von den Nlitgliedern einer andern Shar wefentlid)
verfdyieden erfennen [dt. Nlan tonnte an die Enveloppe denfen, ins
bdeffen dharatterifiert diefe dod) immer nur einen Puntt jeder Kurve
als merfwiitdig, ndmlid) den Sdynittpuntt mit der Hadbarturve,

Erinnern wir uns, daB durd) Integration einer vollig eindeutig
definierten Sunttion, 3.B. f= x3, eine Sunttion mit einem Parameter,
der Integrationstonftante, entfteft (Hier f fdx=1x*+c)! Damn
ift es flar, daf die Differentiation diefe Dieldeutigteit mteber riid-
gdngig madyen wird. Aus y = 1 4 + ¢ folgt denn aud), baB = x®
ift, und das tennseidynet jedes aninibuum der I(urnenfdpat U= ~x“’ +c.

Beifpiel 6. Die (Bleid)ung einer Parabel ift y="; durd) Diffe:

rentiation ergibt fid dy 2% Man tann aehmtmeren, indbem man
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dwa die erfte Gleidung jur Bejtimmung von a benut (a = ’—;—’) und

dent fo erfaltenen Wert in die sweite Gleidung einfetit. s ergibt fid)
dy__ 2y
dx~ x

Man erhdlt eine Differentialgleidung, da aufer x und y nod
der Differentialquotient % auftritt. Sie fagt aus, daf fiir jeden Punit

jeder Xurve der Sdyar, dte durd) Dariation des Parameters a ents
fteht, die Tangente gefunden wird, indem man von diefem Puntt auf
die Y Adhfe das Lot fallt, die entitehende Ordinate um fid) felbjt (iiber
den Scheitelpuntt hinaus) verlingert und den fo erhaltenen Endpuntt
mit dem Kurvenpuntt verbindet (D. S. 17). Der gemeinfame Sug der
Kurvenindividuen ijt fomit gefunden.

3it allgemein die Kurvenifar gegeben, weldje das anfhaulide
Btlb dex (b'Ieth)ung o (x, g, ¢) = 0 ijt, fo hat man (D. S. 25)

+ Z: dl—o. Aud) in der jweiten Gleidung fommt im allge-

memen der Parameter ¢ vor; eliminiert man ifn aus den beiden
Gleiungen, fo erhilt man die Differentialgleifung, weldye fiir die
vorgelegte Hurvenjdar daratteriftifdy it.

Aufgaben.
6. Wie lautet die Differentialgleichung der Kurvenjdar xy— a®=0?

7. Wan beantworte bxe[elbe Srage fiir y—( a)! (vgl. Aufgabe 3).

8, Dgl. fiit y=x+ ace “, a fet eine Honftante, ¢ der Parameter.

9. 3n Aufgabe 7 follm als Parameter, a als Konjtante aufgefiihrt
werden.

10. 3n Aufgabe 8 joll a als Parameter, c als Konjtante aufgefiihrt
werden.

Wir befdydftigten uns bisher damit, von der Glejdung einer Kurven-
fhat (£ (x, g, c) = 0) ausgehend, die fie daratterifierende Differential-
gleiung 3u finden. Kehren wir das Problem um, fo jteht die Aufs
gabe unierer weiteren Unterfudjungen vor uns, Wir wollen {pdter
aber eine Bejdyrantung fallen lafjert, die wir uns bisher auferlegten,
inbem wir aud (Bletd)ungen behandeln, bie nidt nue den exjten Diffe-
rentialquotienteny’, fondern den jweiten, y", enthalten, Matiirlid Iaffen
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fidh aud) Differentialgleiungen ftudieren, in denen 3", z'V uff. vor:

fommt, dod) ift das prattijfe Intereffe fiir fie nidt fehr grof.
Die geometrifde Bebeutung ift tlar: Sordern wir von der Tan.

gente einer nod) unbefannten Kuroe gewiffe Eigen{daften, fo tonnen

wir diefe Sorderung durd) eine Gleidung f (x, 8 :i’) ausdriiden. Soll

aber der Kriimmungsradius o = 1+ @) :(y i fid) unferm Willen fiigen,

fo tritt in der betrefjenden Gleidjung aud) der 3weite Differential-
quotient auf,

3n der Nledanit befteht jwifden der Gejdwindigteit v, dem
Wege s und der Jeit ¢ die Besiehung v= % (3.5.13).

Exfiillt die Gefdwindigleit ein gegebenes Gefes, fo liefert diefe Sormel
eine Differentialgleidung, aus der die Abhdngigleit des Weges s von
der Beit ¢ ermittelt werden fann.

3n den meijten Sdllen fennt man bei devartigen Aufgaben aber
nidyt die Gefdwindigteit, fondern die Kraft. Unter der B efd)Ieu

nigung b verfteht man den Suwadys, weldjen die Gefdywindigteit in

der Setunbde erfilet, es ift alfo b= —d— = %Ts"
Mady den Lefren der Medjanit ift die }{mftP (bei pajfend gewdflten

Einheiten) gleid) demProdutt aus der maifem und der Bejdyleunigung b
P=mb= m dt'

Jit die Hraft, etwa als Sunttion von s, gegeben, fo erhdlt man fiir
seine Differentialgleidung 3weiter Ordnung; in einer Diffe-
rentialgleidung nter Ordnung tritt der nte Differentialquotient der
gefudhten Sunttion auf, aber Tein hohever. Jqre aI[gemeine Sorm ift

F(x, gy g ™) =0; wobei j = g Py = gxg ift ufw.

Eine Differentialgleidung Heift linear, wennyg,z,z" - - - nur inder
erften Poten3 auftreten; in diefem SaII ift

Y™+ X, -0+ X, yn A4+ Xyy+ X=0.
Die Grogen X, X; -+ X, X {ind beliebige Sunttionen von x. Jjt
X =0, fo fpriit man von einer vertiirjten linearen Gleidung.
Wir bejdydftigen uns sunddyit mit den Differentialgleidungen eriter
O rdnung. Trittbeiilnen die Grofey hidjftensinder nten Potens
auf, {o fagt man, fie feien vom nten Grade; es ift dann
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@)+ AW+ BE) 2+ o+ Ky + L=0.
A B --- K, L bebdeuten hier Sunftionen vonx und y. Eine Differen-
tialgleidiung erjter Ordnung und erften Grades hat alfo die Sorm
y + A(x,y) = 0; fie braudt nidyt linear 3u fein, da hier iiber die Sunt-
tion A Teine einfdjrdntenden Dorausfefungen gemadit worden find;
foll die Gleidjung nod) linear fein, fo mug A die Sorm
A=yX,+ X baben.
X, und X odiirfen nur x als Dariable enthalten.

Aufgaben.

11, Wirkt eine (im allgemeinen verdnderlide) Kraft P auf einen
Korper wdhrend einer fefhr turen Seitfpanne dt, fo nennt man das
Produtt Pdt den Antrieb. Bei einer enbdlidhen Seit verjtehen wir
unter dem Antrieb dle Summe der Elementarantriebe. Sie foll mit
BenuBung der Sormeln auf S. 14 beredynet werden,

12, Ein Puntt bewegt fid) unter dem . .
Ginfluf einer Hraft P (die verdnderlidy 4 cfssb B
fein tann) von A nad) B (Sig.5). Dann 518:5-
verfteht man unter der Arbeit, weldhe diefe Hraft auf dem Weg-
dement CD = ds lelftet, das Produft P - ds, und untet der Gejamt-
arbeit Idngs des Weges A B die Summe aller diefer Elementararbeiten.
Diefe Summe foll nad) den Sormeln auf S. 14 beredynet werden.

13. 3u weldyer Art von Differentialgleidyungen gehort %’;‘ = —x?
rEWACY) dy bix d y
14, Dgl. YT+ )'= L 15.DgL. 58 =— 7 16.0g1 Z2=1.-

ll. Differentialgleiungen erjter Ordnung:

Unmittelbare Integration. Trennung der

Dariabeln. Subftitutionen. Homogene Dif:
ferentialgleidyungen.

A Differentialgleiungen von der form y'=1(x).
Bejeidnungen.

Gine Differentialgleidiung erfter Ordnung von jwei Devdnderlidien
x und gy darf aufer x, y und Honftanten nur den Differential-
quotienten g—g enthalten. Der einfachfte Sall ijt offenbar g% = @, Wo:



16 11. Differentialgleifungenerfter @rdnung: Unmittelbare Integration ufw.

bei a eine Konjtante ift. Hieraus folgt unmittelbar durd) Integration
y = ax + c, die Gleidung einer Sdar von Geraden, weldye alle mit
der pofitiven XAdyfe denfelben Wintel « bilden (tg « = a), aber auf
der Y Adfe alle migliden Abjdynitte ¢ erseugen (vgl. D. S. 16). Die
Parallelenidar, welde fo entiteht, hat die Eigenjdaft, daf jedes ihrer
Individuen gleid) geridytet ift, was die Differentialgleihung fordert.

3t 22 — (x) o erhitt man, mieber burd) Integration, y=J £ (x) dx

+ ¢ =F (x)+c, wenn F(x) einen Ausdrud bedeutet, der aus der
gegebenen Sunttion f(x) durdy Integration, ofme Beriidfidtigung
der JIntegrationsfonftante, entfteht. Aud) hier liegt ein Syftem von
Parallelfurven vor, denn {tellt man p="F (x) graphi{d) dar, fo ers
halt man eine beftimmte Xurve, aus der eine jweite dex Sdhar ent:
{teht, wenn man jede Ordinate um bdenfelben Betrag ¢ (3. B.c =4)
vergrofert. Aus der Seidynung ergibt fid) die Riditigleit unferer Be-

hauptung von felbft; da das Steigungsmaf der Tangente, :—:—g, nur

von der Abfsiffe x, nidyt von der Ordinate y abhdingen foll, wie es die
Differentialgleidung fordert, fo ift das Ergebnis aud) unmittelbar ein-
Teudhtend. d

3it 3.B. Eg =3, fo ethdlt man y=15x"+ ¢, eine Sdar par:

alleler Parabeln, bei denen die Ordinatenadyfe die Symmetrielinie ift.
Nan nennt den Ausdrud y = 1,5 x* + ¢ die vollftindige Lofung
der vorgelegten Gleifung. Erteilt man c einen fpesiellen Wert, etwa
¢ =0, fo entfteht eine partituldre £éjung (y = 1,5 x?); man
nennt y—1,5x—c=0 bdie volljtdndige Integralgleidyung
(y—1,5x*=0ijteine partituldre Integralgleidung), ferner
heifty — 1,5 x'=cdasIntegr al der gegebenen Differentialgleidung.

3m allgemeinen werden die Derfdltnifje nidyt fo einfad) liegen; wir

werden aus der gegebenen Differentialgleidung f(x, o %}:0

die volljtandige Lofung y =f, (x, c) erhalten miiffen, aus der wir
durd) Spesialifierung der GroBe c beliebig vielepartifuldre Lofun-
gen RQervorgehen lajjen {onnen, oder wir werden die vollftdndige
Integralgleidung f; (x, g, ¢) =0 obder das Integral f; (x,z)=c
auffudyen; fobald eine der Sunttionen f,, f;, f; vorliegt, fann man meift
ohne grofje Sdwierigleit die andere durd) algebraijde Umformungen
gewinnen.
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Die iibermwiegende Bedeutung der Integralrednung bei der Behand-
Iung dex Differentialgleidungen geht fdon aus den Benennungen fer-
vor. Sadylid) ift fiedadurd begriindet, dafy wir einen Differentialquo-
tienten befeitigenfollen, was natiirlid) nur durd) Integralrednung mogs
lidy ift. Selbftoerftandlid) tritt bei jeder Integration eine Integrations-
fonjtante auf; wir ethalten nidyt ein Hurvenindividuum, jondern eine
Kurvenfdyar, oder, algebraijdy gefprodhen, eine Sunttion mit einem
Parameter,

Beifpiel 7. Ein Stab AB von dexr Ldnge [ cm, dem Querfdynitt
gqcm und der Didyte o jieht einen duferen Punit P, der auf feiner
Adyje liegt und von feinem einen Ende a cm weit entfernt ift, an.
Es foll die Grofe diefer Attrattionstraft ermittelt werden, wenn die

Maffe des dupeven Punftes m !

Gramm betrdgt (§ig. 6). DasStabs P A iz >
element, weldes von A die Ents

fernung x cm fat, befigt die fehr a z

geringe £dnge dx cm. Sein Dolu- $1g.6.

men ift gdx ccm, feine Maffe 6gd x Gramm. Nad) dem Mewtonidhen
Gravitationsgefes sieht dies Element die Maffe P mit der Heinen Kraft

i =199 o gn. Bierbet ift f= 66510~ eine

(a+x)
Hahltlonftante
aus = (f iad | ; folgt K= f me aIs volljtdndige Ldfung

unferer thferentialgleid}ung Es 1ft bte Kraft, welde die Gefjamtheit
ber Teildjen von A bis dx auf P ausiiben. Um hievaus diejenige parti
tuldve £6fung 3u erfhalten, welde unferem tontreten Sall entfpricht,
beadjten wir, daf die Kraft gleid) YTull wird, wenn der Stab diber:

haupt feine Ldnge hat (x = 0). Es ift aljo 0=¢ __fmaq' K=

fmcq(—l& — 5%5); x ijt aber gleid Z, alfo wird K= fmo'q(% — ¢T-1"{—_1) .
Jit 3. B. der Stab unendlid) lang, fo behdlt dod) feine Gefamtaniiehung
ben endlidjen Wert— f m°q §ilr einen Eifendraht (6=7,5) von 10m

£inge und 1 qmm (nuerid)mtt ift die Anziehung auf eine Kugel von
1 Gramm NMaffe, weldge 5 cm vor feinem Anfangspunite hingt,

K=6,65-10—%.1 .7,5.0,01( 1005) ~1-10-9Dyne, alfo etwa
ANu® 589: Lindow, Diffeventialgleiungen 2
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der taufendmillionfte Teil eines Nlilligramms. Wdre der Draht un-
endlid) lang, fo wdre feine Anziehungstraft nur um 1/; 9/, gréfer.

Bei Laboratoriumsverfudyen ift man auf Korper angewiefen, welde
teine iibermdfig grofen Abmeffungen befien; die Krdfte, weldye die
allgemeine Naffenanjichung 3wifdjen ihnen erseugt, find fo minimal,
dafy die Beftimmung der Konftante f mit grofen Sdwierigteiten ver-
bunden ift. Die Gravitationstraft der Erde nenmen wir Sdwere;
die fomplizierten Bewegungen der Himmelstorper folgen allein aus
threr gegenfeitigen Anziehung und aus dem Trdgheitsgefes.

Aufgaben.
NMan bildedievollftindige £L6{ung, dievolljtindige Integralgleidung

und das vollftdndige Integral der folgenden Differentialgleidungen.

17. %=asinx. 18. yVad+x*=a 19, lny'= ';—C-

20, Bei welder Kurve ift die Steigung (ig «) der Abf3iffe propor:
tional?

21, Bei welder Kurve ift {ie der Abfsiffe umgetefhrt proportional?

22, Wann ijt fie der n ten Poten3 der Abfsiffe proportional? (n fei
von — 1 ver{djieden.)

23. Siir welde Kurve ift die Ldnge der Tangente, geredynet vom
Beriihrungspuntt bis sur Abf3ifienadfe, dem Produtt aus der Abisiffe
und der Ordinate proportional?

24, Siir welde Kurve ift die £dnge der Subtangente (Projettion
der Tangente auf die Abfsiffenadyfe), dem Produft aus der Abfsiffe
und der Ordinate proportional?

B. Crennung der Dariabeln.

Beifpiel 8, Wenn ein KSrper im luftleecren Raum f&llt, fo unters
liegt er allein der Ansichungstraft der Erde, welde ihm die Befdyleuni:
gung g = 9,81 m/sec’ erteilt; bezeidynet man mit v die Gefdywindig:

feit, fo ift % =g. Der Luftwiderftand bewirit eine Dersogerung, welde

man dem Quabdrat der Gefdhywindigleit proportional fesen tann, ifre
2

Grdfe it 2y Mad) der , Bitte" it v=ﬂ%‘f—5- ferin bedeutet G das

Gewidit des Horpers in kg, y = 1,293 das Gewid)t (in kg) eines
Kubitmeters Cuft, F die fentredht 3ur Bewegungstifitung genommene
grdfte Querfdnittsilide des Korpers in qm, ¢ eine 3afl, welde die
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Gejtalt des Horpers beriidfidtigt; fie ift fiir Kugeln gleid) 0,5. Wenn
die Kugel aus einem Stoﬁ vom {pesififhen Gewidt s (kg/cdm) be-
jteht, fo findet man im obigen Maginftem A?=(2- +1°» - 10005)

(yr?m) = "’°°° IS — 4125 rs, alfo ift file Gueifen (s = 7,25) der
Wert von 13—29 910r~ 30000 r. Dann hat man
) B g2

a=9 n

Stande lints Ed;t, fo wire die Differentialgleidung nad) dem vorigen
Derfafren integrabel. Hier fiihet die TrennungderDariabeln um
Bl @s ift namlig do=(g— %) df;

()] dt=

vy

=
Jetit fteht auf jeder Seite nur eine Derdnderlidie; man fann alfo un-
mittelbar integrieren und erhdlt, woenn mit £, eine Integrationston-
ftante beseidynet wird

dv 1 dv
® f"°=f“7ﬁ=5f—ai:
-7 w

R iit dabei fiir gi’ ge[egt in unferem Beifpiel ift K’=293400r.

@ t-t=EarTyy; ArTg L= F(—1)
(5) v—kﬁgg (t-t), - Jjt bieﬂnfangsgefd)mmbigfett gleid) 1Tull, fo ift
k

(4a) =§Ht¢gz lnk+z

o _a

gt eF—e

(5&) v=k5g;—km

ek+e k

Jit k fefyr groB, fo ift die Dersdgerung 1,_’;‘ = 97”: fehr Hein. In diefem

v

1+
Sallwtrbtn(4a)t=—- ln( k) ~2"—i§-2%=%. alfo v =gt;
1
k

2‘
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man fommt auf eine Sormel uriid, die fiiv den freien Sall im luft-
[eeren Raum gilt.

Wird k=y, {o witb nad) (4a) t=00; 3. §. im Laufe der Seit
ndhert fid) die Gejdwindigleit v immer mehr dem fonftanten Wert k,
ofne ifn jemals 3u erreidjen oder 3u iiber{dyreiten, die Bewegung wird
alfo fdylielidy gleichfsrmig.

s fei h der durdfallene Weg.

_dh, _ 9ty = gt
Da »=";ift,fohat man h——kfﬁg (;) dt=2In ¢°f(”k“) te

wie man durd) Differentiation leidt beftdtigt. Soll A fiir £ = 0 ver-
fdwinden, fo mup c=0 fein.

Aufgaben,

25, Weldes ift die grofite Gefdywindigleit, die ein Waffextropfen
von 1 mm Radius beim freien Sall im Luftraum erreidhen fann?

26, Nan ftelle das Seit-Gefdywindigleitsdiagramm fiir die vorige
Aufgabe her und vergleidhe es mit dem der ungehemmtien Bewegung
v =g1).

27, Diefiir y und h gewonnenen Ausdriide follen bis auf die fedyjten
Potengen von ¢ in Reihen entwidelt werden.

28, Gine Eifentugel vom Radius 2 cm [dft man aus einer fohe
von 1200 m fallen. In weldjer Seit und mit welder Gefdywindig:
feit erreid)t fie die Erde? Der Luftwibderftand werde einmal ver:
nadyldffigt, einmal beriidfidytigt (s = 17,5).

29. Eine Holztugel (s = 0,9) vom Radius r =3 cm fdllt aus einer
H6he von 100 m. Wie grof ift die Sallzeit und die Endgefchwindigleit?

30. Nan [5fe die Aufgabe 29 fiir h=20m (vier{tédiges Haus).

81. Man integriere die Differentialgleidungen des freien Salles

ofne Luftwiderftand %—l; =g; ‘:g = p und weife nady, daf die L6{ungen
aus den friiferen Sormeln Hervorgehen, wenn man k== oo feht.
Das DerfalrenderTrennung derDariabelnift infeinen Grund,
3iigen durd) Beijpiel 8 tlargelegt. 3t die Diffeventialgleichung erfter
Ordnung f (x, [ Z—g) = 0 gegeben, jo verfjufit man (was durdaus
nidyt immer gelingt) fie auf die Sorm ¢ (x) dx = v (y) d y 3u bringen.
NMan fanndann linfs und red)ts integrierenunderhilt @ (x) =F(y) + ¢,
wobei @ (x)= f ¢ (x)dxund ¥F(y)= f ¥ (y) dy ohne Beriidfichtigung
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der Integrationstonftanten ift. Man tonnte auf den Gedanten tommen,
lints und redyts die Integrationsfonftanten hinguzufiigen, alfo 3u
fhreiben O(x)+c,=F(y)+c,,

aber dann wire OF)=F@ +cs—ecy

und wenn man ¢, — ¢; = ¢ fetit, jo tommt man auf den vorigen Ausdruc
jurii€; wir haben alfo nur eine Integrationstonftante.

s b ; Ilufgglzben.
y X y_ x

32. a—;=ﬁ 33. E—_‘a’;{]‘

34. Nan I5fe die Differentialgleidhungen in Aufgabe 14 und 16.

35. Eine Kugel wird mit der Anfangsgejdwindigleit v, fentredit
in die Hohe gefdleudert. Der Luftwiderftand ift dem Quadrat dexr
Gejywindigteit proportional. Wie groR ift die in f Setunden errveidyte
Bofhe A und weldje Gejdywindigteit befigt der Korper dann? Safhlens
beifpiel: », =600 m/sec, t=10 sec, k?= 5868 (vgl. Aufgabe 28).

36. Wann erreid)t die Kugel unter den Bedingungen der vorigen
Aufgabe ifhre grofite Hohe? Wie weit entjernt fie fid) von der Erd-
oberfléidye?

37. Die Kugel wird in die {oeben beredynete Hohe gebradyt.
Man Tagt fie ofne Anfangsgefdwindigteit fallen. Wann erveicht fie
dieErde? MWie grof ift ihre Endgejhwindigteit?
// 7 88, Gin Korper von der Maffe m kg habe

Q / bie fpesifijdye Wdrme ¢. Seine Anfangstempes
/ / tatur fei @, feine Endtemperatur 9, Die

/ // finderungsgefdyoindigleit des momentanen
Warmeinhaltes W iei proportional der Diffes
renj jwijden der augenblidlifen Tempe:
tatur & und der Endtemperatur. Es foll das

Erfaltungsgefely gefunden werbden.

39. Dexr nebenftefiend (§ig. 7) ftiz3ierte
| Rotationstorper foll fo fonjtruiert werden,
| bafy fiir jeden der Grundflide parallelen
: Querjdynitt der Drud P (hervorgerufen
! durdy die Tonftante LaftQ und das Eigen-
| gewidyt des oberen Teiles) eine fonftante
}

I

1z

¥

D

Groge hat. Beifpiel: 0=400kg, P =
0,45 kg/qcm, fpesifijdes Gewidyt des
p Korpers y=18.

$ig. 7.
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C. Subftitutionen,

Ebenfo wie man Integr ale durd) Subititutionen, durdy Einfiihrung
paffend gewdhlter neuer Dariabeln, oft bedeutend vereinfadyen fann,
fo aud) Differentialgleifungen. Allgemeine Regeln iiber die Wak!
der neuen Derdnderliden laffen fid) hier fo wenig wie dort aufjtellen,

2

Beifpiel 9. yy'=a— %; .

Wir iegeny;‘ =t,alfoy’=tx. Durd) Differentiationfolgt 2 yy'=¢+ xf,

1 1 dt 3
aIfo—2—t+—2—xt’=a ti 5 ¥ g, =a—5t xdt=(2a—31) dx.

Trennt man die Dariabeln, fo entfteht
dt dx
2a— 3t
und hietaus nx—Inxy=— }In (2a 31), wentt — In x, die In:
tegrationstonitante ift.
g ! s xd= %’ = Xo® .
% f/2a—3t' 2a-3t 2a—5~;"’

3 3y 3 X
x (2a——~) %% 2ax®—3x y =x,°. Bieraus folgt

y= +V5 2ax—-—~

Nan 3eidyne filr einen gegebenen Wertvona(3 B 1,5) die Kurvenjdar.
Beifpiel 10. yy' =1 ( ) wenn f eine gegebene Sunttion ift.
Diefelbe Subjtitution wie im norigen Beifpiel liefert

Lt+ Lxt'=f)
=2 f(t) —t

dx ., ( f dt
=fHp—¢ " x0> 2fO—¢
Da f eine befannte Sunttion ift, fo ijt das Integral der red)ten Sette

im allgemeinen ausfiihrbar, es fet F (). Sefit man jeht wieder =% < fo
erhdlt man bdie gefudite Besichung jwifdhen x und g.

dy y 1+’
Beifpiel 11, ot —
t t dy

Es fet xy=t, aIfo =G y=5 EI:“T' s vejultiert
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t 1 dt _dx
& =51+t TIF— x

' t t 1
e TeTeT

ln(xio)=arctgt; t=tgin (xio); y=%tgln (;;)

Man 3eidne einige Kurven der Sar.
d
Beifpiel 12. 2+ 2=0(x) f(x o).
Bei derfelben Subjtitution erhilt man
t'

T g fmset

ff—d(-:—)=fxtp(x)dx+ C.

Beifpiel 13. x+ yy'=sin —2 YV + it
Man fege x® + y*=1" dann wird 2x + 2yy' =2rr', alfo

rr=rsin®; L=si (3)
- lnap dx— m a "

x x\? 4
r=Try,— acos E);y= To—acos ) —x%.

Aufgaben.

3 3
10, ' =25+Y sy’ =12+ atonftant.

' _Ly‘_xﬂ. ' 1 y‘__asxsl
2. y T 2xtgyt-x *¥ = 2axty ygi-ax
44. y' =5 f (x - p); f fei eine gegebene Sunttion.
45. y'=@Bx+4y)"  46. g’ =f(ax+by.
47, x+yy' =) o (Y= + ).

Homogene Differentialgleidungen.
£t fid) eine Differentialgleidhung evjter Orduung auf die Sorm
=f (—f;) bringen, fo heift fie homo gen. In diefem Salle fegt man

X
i d t)—t
=¢; dann ift y=xt; y'=t+ xt'; t+xt'=f{); Eé'—'f“—-—(lc /

dt dx .. dt

alfo FO—i— f —;—c; hieraus folgt Inx —Inx,= f FO—¢
Beifpiel 14. Gine Kurve ift durd) folgende Tangententonftruttion

daratterifiert. Man verbindet einen Kurvenpuntt P mit bem Anfangs-

d

= 518

X
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A puntt O, erridtet auf OP in P bdie Senlredite, weldje die

Abfsiffenadyfe in R {dyneidet und trdgt ihre Projettion QR
vont O aus auf der Abfsiffenadyfe bis S ab. Dann ijt
S P bie Kurventangente, Weldje Gleidyung hat
die Kurve? (Sig. 8.)

10

8 7 Aus dem redfwintligen Dreied
OPR foIgt dafy der t’;ot)enabfd)nitt
p OR= wqt es ift alfo sg~x—9~;
L]
PQ y x
41 r_ —— — .
' =tge=gp=—" 5=
]
x X

Wir haben es mit einer Homogenen
Dtﬁerentialg[eid)ung 3u tum;

s 4 S8R [0 f(t)—l tz; Inx— lnx0=
3
f dt f(x t')dt_—.- zi—lnt;lnx—lnxo=_%%

In y -I— In x, —==2In (—) alfo ift die gefudite Bleidhung
x,, .
x==+y V2 In 5

Aufgaben,

48. Wie lautet die Gleidung der Kurve, bei der das Stiid QR
(Beifpiel 14) dem Abjdynitt gleichfommt, den die Tangente auf der
Ordinatenadyfe erjeugt?

49. xdy—ydx=xtg (%) dx.

Beifpiel 16, Eine Rotationsfladye joll fo beredynet werden, daf
jeder Lidtftrafl, welder ihrer Ad)fe parallel ift, nad) der Spiegelung
an bder polierten Slide durd) denfelben Puntt der Adyfe geht.

£egt man eine Ebene durdy die Adyfe, fo wird die Rotationsflade
in einer Kurve gefdnitten, durdy deren Drehung die Sldche entjteht.
Es geniigt alfo, diefe Linie 3u unterfudjen. Wir nefhmen den darattes
rijtijchen Puntt der Adyfe als Anfangspuntt O des Koordinateninjtems,
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jene als @rdinatenadfe an. Die gejudhte
Kurvengleidyung fet y=f(x). (§ig.9.) SP
fei ein adyfenparalleler Lidtitrahl, P dexr
Puntt, in weldem er die Hurve erveidyt.
TPR {ei die Tangente, PN die llormale; T
und Nmogen auf den Adyjen liegen. Der Ein» 4
fallswintel S P N=« muf; nad) den Spiegel
gefeen gleid) dem Ausfallswintel NP O
=g, fein, Serner ift SPR==90°—« 7
=TPQ (Sdeitelwintel), und da das Dreis
ef PTQ redtwintlig ijt, fo ift aud
X T=90°—pB=0a Dic Gréfe diefes

1]

N

QJ&F

Dintels wird aber beftimmt durd) die Be: o (3
jiehung tg o« =y'. Man hat alfo in dem |

chen genannten Dreted PQ=y, TQ =4, $ig.9.
=Vp+(2Y =2 e
pr=V/y+(2) = LyT+GY.

Gin dfnlides vediwintliges Dreied exhdlt man, wenn man in dem
gleid)fhentligen Dreied NOP (es ift ST N= < NPS) die Symmetrie-
linie OV 3ielt; dafer gilt die Proportion

VP:0P=TQ:PT, obet die Gleidjung
VP-PT=0P-.TQ.
Sieht man durd) P die Parallele P K 3ur Abfsiffenadye, fo fieht man,
tah PK = x, NK=>%, NP= Vae+ ()= TV @Y i,
alfo wird unjere Gleidung
o VITET SV 1+G  =va+o g ober vereinfadt

517[1'*'(1!')’]—}'36 +y
(yr)s___zy'l/-”?q—:?:__l
— Vx’+u j:"/x’-l-y 1

y'= Vl+

Wit behandeln aus praftifd;en ﬁtﬁnben Rier nur den Sall des pofis

< j2
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tiven Dorseidiens. Die Gleidhung ift homogen; wir felen % =fund

FO=V1+£+t
Dann wird nad) S 23

x* — - 3
n = (V1+t*+t)—t fV1+t* it +vV1+ £)
——(t+1/1+t= +]/1+”

¢ 2
y+1/x +' l/x +y ——o~y,x +y—x a y+y,
_x 2x'y _ X, _ *
aIfox % 0, x, (y+2 ) 0. man I)atents

weder das bebeutungslofe Ergebnis g‘g—g =0; x=0 (Ordinatenadyie)

x X _o x x
oder y+% ~25 =0 ¥=5% 2
Wiirde auf der redyten Seite nur das erfte Glied ftehen, fo hitten wir

die Mormalform einer Parabelgleidung (D.S. 17) mit dem Parameter
2 x,; der 3weite Term bewirtt eine Derminderung aller Ordinaten um

igl, alfo eine Derfdjiebung um den vierten Teil des Parameters, die

Brennweite, nad) ,unten”. Die gefudyte Slade ijt daher ein Rotations:
paraboloid.

II1. Differentialgleidhungen erjter @ronung:
fineare Differentialgleidungen. Totale
Differentialausdriide. Culerjdher Nlulti:
plikRator. Differentialgleidungen hHoheren
Grades. Singuldre Lojungen.

D. £inecare Diffeventialgleidungen,

Eine lineare ‘Dtﬁerenha[g[exd)ung erftet Ordnung muf (vgl.S.5.)
die Sorm haben ' + y X, + X =0, worin X, und X Sunttionen be:
deuten, die (auper eventuellen Konf tanten) nut die Dariable x enthalten.

1. Dertiirjte lineare Diﬁerenﬁalgleidmngm. Jjt die Sunttion X
gleidy Mull, fofpricht man von einex vertiirsten Imearen Differential:

gleidung; unjere Sormel rveduziert fidy dann auf dx ¥4 yX, =0
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Die Trennung Oder Dariabeln liefert ¥ f
4y—y= — X, dx; hieraus folgt

lny-——lnc-—-—ledx
y=ce— [%dx; ¢ ijt eine willtiir:
lidle Xonjtante.

Beifpiel 16. Eine Xurve ijt da-
durdy dhavatterifiert, daf man fiic
jeben Puntt die Tangente erhdlt,
wenn marn die jugehorige Abfsifle
verboppelt und den Endpuntt mit
dem Hurvenpunft verbindet. Wie o
lautet die ®leidjung der Hurve?

Aus Sig. 10 folgt, daf tg (180°—o¢)—~ ift, alfo tg = -%,

demnady lautet die Differentinlgleidhung bes Problems
y'=—% ober y'+%=0.

a
T ¢ 2 T

1
Bier ift X, =1' —fX dx=—Inx=In (1); y=cem(”)' y= <.
Man erhdlt eme Sdar von gleidyfeitigen Byperbeln (D.S. 47).
Man behandle die Gleicung 3ur Tlbung aud) als homogene.

Aufgaben.

50. Nlan teilt die Abfsiffe eines Kurvenpunites in n gleidye Teile
und verbindet den Hurvenpuntt mit dem nddyften Teilpuntt. Wie lautet
die Kurvengleidung, wenndieDerbindungslinieeineTangente fein joll?

51. y' = (xsinx —cos x) g.

52. Gegeben ijt ein Adfentreus und ein fefter Puntt mit den Hoordi-
naten x = g, y=~0. 3ieht man duxrd) ifn eine Parallele u einexr be-
liebigen Xurventangente, fo ift das Dreied, weldjes die Ad)fen mit ihr
bilden, fladyengleidy dem Redyted aus den Koordinaten des Kurvens
punttes. MWie lautet die Gleidung der Kurve?

2. Dollftandiae lineare differentialaleidungen, Die £ofung der
vertiirzten lineaten Diffeventialgleichung erjter Ordnung ' + y X,
=0 hat die Sorm y=¢Fy,), worin F(x)—e"‘f"x dx {t,

Die £ofung der volljtdndigen lineaven Differentialgleidyung
v+ yX + X =0 fei y= Dy, wofiir wir aud) {dreiben Tonnen

y= F("‘)’ F o = CF 3. Dieje finderung der Screibuweife ift bei jeder
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Sunttion @ moglid); man erreidyt, daf die Ljung der vollftdndigen
Gleidyung der der vertiirsten formal angegliedert wird, nur tritt hier
an Stelle der Honjtanten ¢ die Sunition C auf. 3jt {ie beftimmt,
fo Tennt man aud die gefudhte £6fung @, wenn man vorher die Lofung
der vertiitsten Gleiung, F, gefunden fatte,

Beiipiel 17. o' +'27y + ;—c'== 0; a fei eine gegebene Konjtante.
Die vertiirjte Gleidung Heift z' + Zx—y==0, ihre Cofung ift y= :—,
Die £ofung der vollftdndigen Gleidung fehen wir in der Sorm

c . dy dxz *~%*C 14c¢ 2¢
y=_ an Es ift dann dx= T ddax i Seft
man bdie Werte filr y und g’ ein, fo entfteht aus der gegebenen Gleidjung
14C_20,2C x_,  1dC_ x  dC_
x?dx ’fa x x* g ! xtdx . a' dx_  a'
C=— 4% + K. Kiit die Integrationstonjtante. Die £6{ung det volls

4
. - 4% +K x* K
ftandigen Gleiung lautet alfo y= — =izt

TMad) diefem Beifpiel tonnen wir unfer Problem leidyt allgemein
behandeln. € war y' + y X, + X = 0; F war die £5fung der ver-
Hiirsten Gleidung, 0. 5. F' + F - X, =0, und y war = CF gefefit.
Esift bann y'=C'F+ CF', alfo C'F+CF'+CF - X, + X=0;
C'F+ C(F'+F-X,)+ X = 0. Da det Klammerinhalt veridwin.

det, fo ijt C'F+ X =0, aljo C=—f§dx+K; y=CF.

Man nennt dies von Lagrange Herrilhrende Derfafren die Daria-
tion der Honftanten. Seine groBartigfte Anwendung findet es in
der NMedanit des Himmels. Unter dem alleinigen Einfluffe der Sonnen-
angiehung wiirde ein Planet eine Ellipje bejdyreiben, deren Gejtalt,
Lage und Grofe fiiv alle Seiten gleidybliebe; fie liefe fid) durd) fiinf
fonftante Grofen, die Bahnelemente, eindeutig fejtlegen. Iegen der
Angiehungen der andern Planeten fomplisieven fid) aber die Differen:
tialgleidiungen der Bewegung dfnlid) wieinunferem Salle; man nimmt
dann bdie Bafnelemente als variabel anund Pefﬁmmt ihre Differentiale
gleidyungen. Man verbiegt alfo die urfpriinglide Ellipfe von Beits
moment 3u 3eitmoment fo, daf fie jebesmal eine Ellipfe bleibt und
fidy der wirflidien, jehr tomplizierten Bahn aufs bejte anpaft.
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Aufgaben.
53.y +~~*‘sinx. M.y +2y=e®* 5b.y'+y—e *=0.

Beifpiel 18 Gine radioattive Subftans, welde jur 3eit =0 aus
N, Atomen beftand, serfdllt im Laufe der Seit in einen andern Stoff.
Nad) # Sefunden {ind nur nody N= N, e—*¢ Atome von der urfpriing-
lien Befdyaffenheit vothanden (3. S. 59). 4 ift dabei die fiir das
Priparat daratterifde Serfallstonftante. In der Seiteinheit (1 sec)

widgft N um — dN =— N,Ae~*t=— 1 N Atome; die urfpriingliche

Maffe A nerhert AN Atome, die neue Befdaffenheit (B) annehmen.
€ tann nun vorfommen, daf der neue Stoff fid) in einen dritten (C)
umwandelt. Es foll das Umwandlungsgefels angegeben werden, wenn
die Serfallstonftante des 3weiten Stoffes 4, ift und 3ur Seit £ = 0
fhon M, Atome von B vorhanden waren.

Wdre die Subjtans B ftabil, fo wiirden Jur Seit f vom erften Stoffe
AN Atome in jeder Sefunde hingufommen. Unfere Dorausfeung trifft
aber nidyt 3u; der Stoff B verliert in jeder Sefunde durd) eigenen Sexfall
i, M Atome, wenn M die Anzahl Atome bedeutet, die er 3ur Seit £ befitst.
Daher it
A AN— 1, M=M= 1, M; SE 4 LM AN,e2t =0,
Dir haben eine lineare unvertiirste Dtﬁetenhalglexchung mit den

Dariabeln M und ¢, den Konftanten 1, i, N, (und ¢) vor uns.
X, =1; X=—1iNe ™, x=t y=M M=Ce "¢

N, e~
C=— )=t dt+K;
1N,

C: lNofe(ll-l)t dt+K—— e(ll"l)f-f-K

M___;._I_V_ ‘“—i—Ke“Z' ;
1

3ur Beftimmung der Grofje K beadyten wir, daf 3ur Seit £ = 0 vom
3weiten Stoffe M, Atome vorhanden maren ba it f== 0 fowofl e —*¢

wie e— 41 gleid) 1 werden, fo it M, = m+K. Set man diefen
Wert von K in den Ausdrud fiir M ein, fo ergibt fid)

M= 7'N1(g‘“——e_"'t)+Me‘1-‘
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Aufgaben.

56. Wieviel Atome Radiumemanation (1, =2,085 - 105 ents
ftehen im Laufe eines Tages aus 1000000 Atomen Radium (A=
1,26 - 10—11), wenn anfangs nur Radium vorhanden war?

57. Wieviel Atome Radiumemanation find nady einem Tage vor:
handen, wenn anfangs 500 000 Atome Radium und 500 000 Atome
Emanation nebeneinander beftanden?

58. Wieviel Atome Radiumemanation {ind nady einem Tage vor:
Handen, wenn man anfangs 1000000 Atome Emanation und fein
Atom Rabdium fatte?

59. Wieviel Emanation befteht in den drei vorher behandelten
Sallen nod) nad) unendlidy langer Seit?

60. Wann ift unter den Anfangsbedingungen dex Aufgabe 56 der
Emanationsgehalt maximal? Wie grof ift er?

E. Integration totaler Diffeventiale.

Die julefst behandelten Differentialgleidungen Hhatten bdie Sorm
y' + f(x, y)=0. Hierin bedeutete f eine Sunttion, die in bezug auf
y vom etften Grade war. Wir wollen diefe Dorausfeung jeit fallen
laffen. Derattige Gleidungen find uns {don aus der Differential:
redynung befannt; ift ndmlidy o (x, y) =0, fo hat man (D.S.241)
Ap= ﬂxlryl) -9 (x4 A x+ o (xy)-9xy Ay und im

Ax Ay

Grensfall dp = g—% dx + g% dy; es ijt das totale Differential von g
. _ o og _ . op\ (09 )

gebildet. Aus p=0{olgt T dx+ 7y dy=00bery' = (— »27‘) : (55)
J{t umgetelrt eine Differentialgleidjung diefer Art gegeben, fo fann
man aus ihr jGliegen, dap 3wifden den Dariabeln die Besiehung
o (x, y) =0, aber aud) allgemein ¢ (x, y)= c bejteht; c ift eine will:
tiirlidge Honjtante,

Beifpiel 19, (ax + by) dx + (bx +cy)dy=0.
NMan fieht leidt, da ax + by der partielle Differentialquotient nad)
x der Sunttion p=1 ax®+ bxy + C ijt. C braudt hier nur in besug
auf x Tonftant ju fein, fann aber wofl nod) y als Dariable enthalten,
denn bei der partiellen Differentiation nad) x wird y und jede Sunttion
diefer Grofe als Konjtante behandelt.

Soll unfere Sunftion o der vorgelegten Differentialgleidung ge-
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niigen, fo muf g-z =bx+ cyfein; bx + Z—;= bx + cy (der partielle
Differentialquotient von C nad) y ift mit dem totalen identijd), weil
C aufer gy teine Dariable enthilt). Aus g—g =cyfolgt C= % cyi+k
(kift tonftant); die gefudte £6fung ift 3 ax®+ bxy+ 4 cy* + k=0.

Wie eine eingefhendere mathematijdye Unterfudung und die graphijdhe
Darjtellung lefyrt, erhilt man Kegeljd)nitte.

Aufgaben.

61. 3x®+yd)dx+ 2y(x— 2a)dy=0.

62. (3x*—ap)dx+(By*—ax) dy——

63. [x(x +y)—a x]dx+[y(x +y’)+ay]dy— )

64, x'yldx+ Qp+3by’+ by — @’y + x’y—a’b) dy =0.

Um 3u entjdyeiden, wann eine Differentialgleid)ung nad) dem eben
befprodjenen Derfafiren behandelt werden tann, gehen wir auf den
Begriff der partiellen Differentiation 3uriid, deven Wefen ja darin be-
fteht, daf eine Dariable als fonftant behandelt wird, €sfeiz= @ (x,y)-
Dann ift oz N 9 (xui) —;p(xv y)' gz ~ 9 (x, y!;)—: (*.9) , Wenn x,
md x, y, unb ¥ merte find, die fid) fehr wenig unterjdeiden. Difs
ferentiiext man z erft partteII nad) x, dann das Ergebnis partiell nad)

y fo {dyreibt man dafiit ~—- aa i fithrt mm: die Operationen in ums
gefehrter Rell)enioIge aus, fo erI)aIt man aa ix - Jn Aufgabe 62 findet

A 0%
mcm3.B.9—;=5x —dy,m —a; ay—sy ax,ayax —a.
2
In Aufgabe 61 erhilt man;,a—g;—] =2y; ——a— fat denfelben Wert. Es

ift aIIgemem menna unb itetige Sunttionen von x und g find,

0%z
- Der l’(ad)wels ift Teidyt.
Ixoy 2yl D0k, ) 0 (5)_ 9lut)— (£,8)
02 o (x, ) —9(xy), o'z X —x X —x
Ix x—-x 'dxoy™ n-y
0’z ®xu8)—9xy)—9 (x4 + o (x U)
by~ (%, —x) (9, ~ 1)

Bildet man analog a?:gx 0(¢ (a

5 ) fo dndert fid) nur die Stellung

X
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der mittleren Glieder im Scfler, nidyt der Wert des Brudyes. Geht
man jur Grense iiber, fo wird aus der ungefifren Gleidhheit (=) die
genaue (=).

Es fei jetit die Gleidung Pdx + Qdy=0 gegeben, in welder
P und Q Sunttionen von x und %fmb 3ur Anwendung unferes Der-

3
fa[;rens ift notwendig, dafy P =57 uan Z ift, alfo axg’y gg
ay ax ag, bdas gefudyte I{ritertum tit ag

A utgaben.
Sind die folgenden Differentialgleiungen nady diefer Methode
[6sbar?
66. B(*+p)x—dalxy’ldx+[3(F*+yd)y—4a’xPyldy
=0.
66. (2x*+2mxy)dx+ Ry*—3ay*+ mx®) dy=0.
67. 4% +3axy* + by)dx+ (4x*y*+ 3ax®y + 2 bx)dy

68 ydx+x*dy=0. 69.(2x +ay)dx + (2y+ bx)dy=0.
70. x*gbdx=x"y* dy.

F. Der Guleridye Multiplitator.

Dtﬁerentitert man o = — + 3=¢ total, fo exhdlt man — — dx
— a— dy 0 oberangd) Beietttgung der Briidje y' dx + x dy =0.
Hier ift -—2y, 7 = 2%, der neue Ausdrud ift alfo fein totales
thferenttul wohl aber fann ex dazu gemadyt werden, wenn man ihn
mit —-x—,lquulﬁpﬁﬁert, er geht dann in die suerft Hingejdyriebene

Differentialgleijung iiber. Don Euler riijrt der Gedante Her, eine
beliebige Diffeventialgleidyung durd) Multiplitation mit einem paffend
gewdhlten ,integrierenden Sattor” fo umzuwandeln, daf linfs vom
Gleidheitsseiden ein totales Differential, redts Tull fteht. 20

Beifpiel20. 2y*—5ax®) dx+3 x5 dy=0. Es iftg—;—’ =62

= 3 3% wir haben alfo fein totales Differential vor uns. Der inte:
grierende Saftor fei M, er wird im allgemeinen eine Sunttion von x
und y fein. Siir die neue Gleidung M (2y°—5ax) dx + 3Mxy* dy
= 0 ift die Integrabilitdtsbedingung
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5"5 [M (24° —5axY]= . [3 Mxy?] ober (Drobvuttenregel!)

"M 2yt —5ax) +ely="00 xyt 3y
y o o

oM o

7 Qy'—5ax’) =35 xy’=—3My".

Wir haben alfo ftatt einer totalen Differentialgleidung eine par-
tielle (da partielle Differentialquotienten auftreten); beven allgemeine
Behandlung iiberfdreitet die Aufgabe unferes Budyes. Jedenfalls fcheint
das Problem {dywieriger, jtatt einfadher geworden 3u fein. Indeffen
tann man oft durd) Dermutungen wenigftens eine £8jung der neuen
Bleidung finden, und eine geniigt. Dielleicht ijt in unferem befon-
deren Salle M gar nidt notwendigerweife eine Sunition von x und g,
fondern enthilt nur x. Dann ijt % =0, %1;1 = % , und wir haben
~3 M gt =3y, x 2T = M, woraus fid fofort InM = In,
M=x ergibt. (Die Integrationsfonftante fpielt hier feine Rolle.)

Wir erhalten 2y°x — 5ax!) dx + 3 x*y’dy = 0. Die Integrabili-
titsbedingung ift erfiillt; man findet als Integral leidit x*y*— a x*=k.

Es gibt 3u einer gegebenen Differentialgleiung Pdx + Qdy =0
unendlid) oiele NMultiplifatoren; es mdgen jwei von ihnen, M und N,
gefunden fein, Dann ift )

2 (PM= 2 0M); 2o (PN =, (0N

oy
Die erjte ®leidjung gibt ausgeredynet
oP M 9Q ., , OM
a’g'M'{"ﬁ'P-—-?}M'f‘g;Q
oM oM . (0Q &P
P 0=M (%)
10M, 19M, 20 0P

Moyl "Mz 9 ox oy

Differentiiert man z=inM partiell nad g, fo erhdlt man

0z _dz oM _ 10M

dy dM 9y Moy’
alfo gerade einen Beftandteil des exften Gliedes; es ift

0 oP
P~%(lnM)~Q£—C(lnM)=-a%—a—y-
Ebenjo Tann man mit dem Nultiplifator N verfahren; dann ift
ANu® 589: £indow, Differentialgleidiungen 3
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3 (InN) 05 (lnN) ————— Durd) Subtraltion det beiden
Iegten 6Ietd)ungen fmbet man

P[ay(znm 7 (n) | - Q[—” (1nM) - 5% (M) | =0;
Pa (inM —InN) — an(lnM —InN)=0;

Paay ()~ 0. n () = 0; P:g= e 1n (5): aag(M)
3t nun tp (x,) =k das 3ntegral der urfprﬁnglicl)en ®leidung, fo

d 0
Rat man 2 dx+ aq’ dy=0; E'g =— (5%) (ay) aus det Gleidjung

felbit foIgt—— - P:Q, alfo §2:32=Pq
Derbinden mtr diefe Sormel mit bem foeben gefundenen Refultat, fo

909 0 , YM\ 0
finden mirax i =z5In ( ).ayln(N).
Wix tounen aljo p=In fvl felen, und da o =k das Integral der

vorgelegten Differentialgleidung ijt, fo tnnen wir es aud) in der
Sorm fdeiben (%) =k, M_ho k.

Sind alfo jwet Culerjdie NMultiplitatoren betannt, fo erhdlt man das
Integral der vorgelegten Differentialgleidung einfady dadurd), daf
man den Quotienten der beiden integrievenden Saftoren einer belie:
bigen Konftanten gleidyfetzt.

Beifpiel 21, ' dx+ x* dy=0.

Die Differentialgleidung des Multiplitators lautet

”"a? —x’%=2M(x—y).
1) Wit feben 3u, ob M vielleidyt derart von x und y abhdngt, dah
diefe Grofen nur in der Derbindung x + y auftreten, mit andern
Worten, wir madjen die Annafyme, dag M eine Sunttion von ¢ allein

ift, wenn x +y=1 gefelst wird. Damn ift
oM _ dMot dM dM oM dMot dM

Eodtardf 1= dt‘ 7 = dtog — ar o
dM
= @' —*)=2M (x y);Tg(IJ x) g+ x)=2M(x—yp)
dM 2M M

e —— e —
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hieraus folgt —r M —2Tdt; InM= —2int; M=l— (—x—_i—i);-
it o (x, y) 0 das gefucyte Integral, o hat man gx T + el
=— T + C; C ift eine Sunttion von y allein. %5-— &{iy?'
211(3&____@1])21_(11’) ac_ =& fy)’ f)teraus folgt leidyt, dafy C' =1,
bemnad) C=y — kift. Gsergtbtitd) p=— x+y+y k,x+y =k

2) Dielleidyt ift M eine Sunftion, die als Dariable allein u=x-y
3M dM oM dM

enthilt; dann ift 77 =70y =gy, - Sefst an diefe Aus.
bructe in bdie Dtﬁerenttalgletd;ung fiir M ein, o erhdlt man
am 2M 2M 1

00" =¥ =2M =) 3 = m T w Mmp
2

df % dy =0 liefert uns das 3ntegral — _ — %.—: k, ober
‘% = kx oder T— & Be3etd)nen wir die mtIIfutItd)e Hon-

1

ftante — l mit &, fo fommen wir auf die unter 1) ermittelte Sorm,
Der 3uerft gefundene Multiplitator ift M, = = + rERnl der jweite

N xy e s
My= x, 30 Ot (nuottent l= ( +y) Wenn wir ihn gleid) einer

Konftanten R fefgen, fo fommen wir auf - —x— = k, wodurd) der vor:
her abgeleitete allgemeine Saf an einem Betfptel bejtatigt wird.

Yufgaben,
1. Bxy+2g)dx +(3xy + 2x%) dy=0. NMan nehme an, dah
der Multiplifator a) eine Sunttion von x + g, b) von xy fei.
2, (*—2xp -3y dx— (P — 2xy—3x) dy=0; M,
=filx+g)i My=f;x—p. .
73 y((x )+ 20 dx +x (' + 2x°) dy=0; M, =1, (x* + 5"
=f; (xy
74. (ax® + 3y) dx + xydy=0; M, =f, (x); Ms=F; (x*+z°).
75. Nad) welder andern Nethode laffen fidh die lehten Aufgaben
13fen?
I .-
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G. Differentinlgleichungen eriter Ordnung Hoheren
Grades.
Beifpiel 22, () — y'=0.
Es liegt nahe, aus diejer Gleidyung unddit y' 3u beftimmen, wo-
fiic wir voriibergehend z fdreiben wollen. Es ift z° —z=0;
2(22—1)=0; z(z— 1) (z 4+ 1) = 0. Daher muf entweder z=10

fein, oder z=1, oder z=—1. Jft z= g—?c =0, fo muf g= cfein;
aus z= %= 1 folgt y=x+ c; aus z=—1 refultiert y=—x+c.

Da entweder y — c=0 oder y — x —c=0 oder y + x — c =0 ift,
fo Lautet das volljtindige Integral (y —c) (y— x—c) (y + x —c)=0.
Geometrifd) ftellt fid) die Gleidiung als ein Syftem von dret Sdhaten
paralleler Geraden dar.

Beiiptel 2. () —y' @x+1)+2x=0.

Esfeiy' =2. Die Bleidiung 2* —z(2x+ 1) 4 2x = 0 hat die Wur:
jeln z,=2x, z,=1. Da alfo yg,=x"+¢, y;=x+ ¢ fein muf,
fo ift die gejudite Lofung (y — x* —¢) (y — x — ¢) = 0. Ulan erhilt
eine Sdar von Parabeln und eine Sdar von Geraden.

Aufgaben,
76. (") (a+ b) y' +ab=0. 71, (y')’~f~- =0.
78. ')} ' —x*=0.
79. s foIl eine Kurve beftimmt werden, bei weldjer die jwifden
den 3u x =qa und x = x gehdrigen Ordinaten liegende Slade der
Bogenldnge proportional ift.

Singuldre £ojungen,

Wir haben 3u Beginn unferer Betradtungen (S.12f.) gefehen, daf
die Xurven einer Sjar eine -gemeinjame Differentialgleidjung befitjen;
wir haben vorher gefunden, daf eine Hurvenjdjar eine Enveloppe
befigen fann. Es erhebt fid) die Srage, ob jene Differentialgleidung
aud) wol! fiir die Enveloppe gilt, die ja Tein Individuum jener Scar
ift, aber dod) mit ihren Bliedern im engen Sujammenfhange fteht.

Beifpiel 24, 3n Beifpiel 2 wurde gesetgt baB bieSdyar der Geraden,

welde durd) die Gleiung (1) y—- fy—2 d;araftemftert iit, als
Enveloppe die Pavabel (2) y = — beﬁtjt mtft eine Konftante, c ein
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Parameter, defjen Grofe die einzelnen Glicder der Kurvenjdar tenn-
seidpnet.

Um die Differentialgleidhung der Kurvenjdar jufinden, bildet man
B y= ffi und eliminiert aus (1) und (3) die Grofe ¢, indem man
in (1) einfady % durd) ' erfet. Nlan erhilt (4) y=xy' —m (¥')%

Nady (2) ift die Differentialgleichung der Enveloppe (5) y' = 2%-
Sagen die Gleidungen (4) und (5) dasfelbe aus? Dann miiffen wir,
wenn wit y' = 23:—” in (4) einfeien, etwas Selbjtverjtandlidyes erhalten.

y=2 X 4= . Diefe Gleidiung gibt uns nichts Teues,
fondern wiederfolt nur, dah wir es mit den Puntten der Enveloppe
(2) 3u tun Haben, was wir bei der Bildbung von (5) {hon vorausfetsten.
Die Differentialgleidung (4) gilt alfo nidt nur fiic jedes Glied der
Kurvenfdar, fondern audy fiir deren Enveloppe, obwohl wir es in dem
einen Salle mit Geraden, im 3weiten mit einer Parabel 3u tun haben.

In der Tat gibt es fiir jeden Parabelpuntt eine Gerade dexr Schar,
weldje fid) der Kurve fo genau anjdymiegt, daf ihre Elementarftiide
jufammenfallen. Die Differentialgleidung gibt aber an, weldhe Be-
siehung 3wifchen den unendlidy Heinen Stiidendx, dy und den Koordis
naten des betreffenden Kurvenpunttes x, y, bejtehen; gilt fie fiir die
Geradenidyar, fo ftimmt fie aud) fiiv die Parabel.

Diefe Betradytung gilt fiir jebe Kurvenfdjar (die Individuen braudyen
feine Geraden 3ufein), weldje eine Enveloppehat. DieEnveloppe beriihrt
in jedbem Puntte eine beftimmte Kurve, fie hat alfo mit diefer eine
gemeinfame Tangente; die Grofen x, y, dx, dy fallen bei der Kuroe,
der Enveloppe und der Tangente ujammen; die Differentialgleidiung
der Xurvenfdjar gilt aud) fiiv die Enveloppe.

Gehen wiv jetit von der Differentialgleidung aus; fie fei in der

Sorm (a) ch- = f (x,y) gegeben. Wir betradyteten fie bisher als geldit,

wenn wir ifrevolljtindigeIntegralgleidung(b)y (v, y, ¢)=10
hinjdyreiben tonnten. Jeht aber wiffen wir, daf aud) die Enveloppe
ber Kurvenjdar eine £6fung der Differentialgleidung ift; wir nennen
fie die finguldre £ofung. ad) friiheren Unterfjudungen (S. 81.)

finden wir fie, ndemwir aus p = 0 und 52; = 0 die Grifeceliminieren,
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fo daf nur nod) eine Gleidung jwifden x und y iibrig bleibt. Die
finguldre £6fung enthdlt alfo feine willtiirlide Konjtante
meRr. Sie ijt nidt, wie die partituldre, nur ein Spesialfall der
allgemeinen £6fung.

Sur Sidjerheit wollen wir dies nod) analytifd) begriinden, Saffen
wir in p die drei Grofen x, g, ¢ als verdnderlid) auf, fo gilt, wie
man fid) leift ﬁbeqeugt (vgl. S 30), bte Besichung

dep= axd x + q’dy+ de=0

3it =10, fo mup aud)
atp dy | Ogdc
() ax T oy dx t edx=
Nun folgte nad) Dorausfeyung aus der Dtﬁetenha[gletcf)ung (a) die
vollftdndige Integralgleidhung (b), in welder ¢ eine thIturItd;e Kon:

ftante war. Aus (b) entfteht nad) S. 30 (d) g ST a(p 4y _ 0, giiltig
fiir jeden beliebigen, alfo fiir alle Werte von . SoIIen (c) unbd (d) mit:
einander vertrdglid) fein, fo muf (e) g% :—:ﬁ =0 fein. Dies ift entweder
dadurd) 3u erreidjen, dag man ¢ tonftant hialt G—; = 0); man erhdlt
dadurd) wieder die allgemeine Integralgleidung (Kurvenjdar), oder
aud) dadurd), daf man = 09 = 0 fefst, ofne daj ¢ tonjtant ijt. Diesweite

Noglidyleit liefert in Detbmbung mit (b) die finguldre £6{ung (Enve:
Tloppe).

=0 fein.

Aufgaben.

Nan beftimme die Enveloppen der folgenden Hurvenjdaren und
weife nad), daf fie denfelben Differentialgleidhungen geniigen wie jene,

80. x+c'y—c=0. 81. y=—xtge+Isinc.

2 2
82. Gt gl g—1=0.

Es gibt nod) eine andere Nlethode jur Auffudung der finguldren
£0fung; fie hat den Dorzug, daf man das allgemeine Integral der
vorgelegten Differentialgleidhung gar nidt nétig hat. Su ifrem Det:
{tandnis braudt man einen einfaden Sa iiber die Doppelwurieln
algebraifder Gleiungen. Deren Normalform ift ja

f)=x"+ax" '+ bx""2+4 .- +kx+1=0. (3.5.65)
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Sind ifre Wurzeln ¢, B, y --- %, 4, Jo Tann man fie audy [freiben

f)=(x—e)x—px—y) - (x—x(x—1)=0.

« heifst eine Doppelwursel, wenn B = « ift, alfo

fR)=@Ex—o(x—yp) - (x—x) (x—1=0.
fierfiir Tann man {dreiben f(x) = (x — &)*- ¢ (x)=0, wenn man
unter @ (x) das Produtt (x —y) - - - (x — x) (x —1) verjteht. Es ift
dann flx)=2(x—e) o (x) + (x—ay ()
Set man x =«, fo ver{dwindet jeder der beiden Summanden, alfo
aud) f' (x). Das Hennseidjen einer Doppelwurzel « der Gleidyung
f(x)==0 ift alfo, daf fiir « nidht nur die Sunttion felbft, jondern
aud) ifre Ableitung gleid) NMull wird. Wenn 3. B.x*—3x* 4+ 4=0
eine Doppelwurzel haben joll, jo muf aud) gleidyeitig 3 x* — 6 x
verffyinden. Der jweite Ausdrud fhat die Wurzeln 0 und 2, der
erfte verfdymindet nidyt fiiv x = 0, wo{I aber fiir x =2, dies 171 aljo
die gefudyte Doppelwurse[ es ift

fR)=x"-3x+4=(x—2) (x+1)=0.

Die finguldre £ofung einer Differentialgleidung F (x,z,3") =0
ift, wie wir wiffen, die Enveloppe dexr Kurvenjdjar, weldye durdy die all-
gemeine £5fung ¢ (x,z,¢) =0 definiert wird. Swei benadybarte
Kuroen, weldje dem Wert ¢ und dem wenig von diefem verichiede-
nen Wert ¢, entfpreden, miiffen fid) {Hneiden (aud) wenn im Grens-
fall ¢, — ¢ = 0 wird), jonjt fann von einer Enveloppefeine Rede fein.
3wei Kurven fdneiden fid) im allgemeinen unter einem gewiffen
Wintel, der durd) die Ridtungen ihrer Tangenten im Snittpuntte
(x, y) gegeben it (§ig. 11). Bat alfo fiir jeden Wert x, y die Ab-
leitung z' nur einen gang beftimmten Wert, fo jdneiden fidh die
Kurven nicht (Beifpiel: fongentrijje Kreife); es muf fiir den Scnitt-
puntt x, y die Ableitung alfo eine Doppel-
oder mefrfache Wurzel fein; d.1. es tann die
wfpriinglidye Dtﬁerentmlgletd)ung in die Sorm
" gebradyt werden (3’ —u) (¥ —v) G —w)--

(4 —2) =0, worin u, v, w Sunttmnen
von x und y ﬁnb. Damit aber eine Enveloppe
exiftiert, mitffen die Tangentenim Sdnittpunite
jujammenfallen. Es fei etwa u=0v, alfo hat
uniereDtﬁerenhalglet&)ungF (x.3,y) die Sorm

¥ —w) - z) 0, fie befist
;l{ fur x,y bie Doppelwursel y =u.

$ig. 11,
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Nad) unferem Rilfsfag muf dafer fiiv das betreffende Wertepaar
nidyt nur F(x,z,5) =0 fein, fondern aud) der Ausdrud, den man
hieraus durd) partielle Differentiation nady ' erhilt; fiir die Enveloppe

gilt gleidyyeitig (2) F (x, g, ) = 0 und (b) »—~——8F(x y’y)__ 0.

Die Differentiation ift dabei natiirlid) fo aus3ufubren, als ob y gar
nidts mit x und y 3u tun hatte, das ijt ja die Bedeutung der par-
tiellen Differentiation.

Man fann jelt etwa aus (a) die Grdfe 5 beftimmen und fie in
(b) einfefien, dann erhdlt man eine Gleidung (ohne Differentialquo-
tienten), die fiir die Punite der Enveloppe gilt, und unjer Siel ijt
erreidit. Selbjtverjtindlidy fann man die Elimination von y aud
auf irgend einem andern Wege vornehmen.

Als Betfpte[ hatten wir vorher (S. 37) F=y—xy'+m(y) =0

Rier t[t —x+2my', alfo /= — Dtefer Wert gtbt in bdie

gegebene Dtﬁerenﬁalg[et&)ung emgefegt (mte oben) y — —=0.
Bei fongentrifdhen Kreifen ift x* + y*=r? alfo lautet tI)re Differens

tialgleidung y'= — %- Da 3u jedem Wertepaar x, gy ein vollig

beftimmter Wert ' gehort, fo ift Teine Enveloppe maglidy.
Derfudit man unfer 3weites Derfahren anjuwenden, fo liefert die

Gleidung g—g, = 0 als Sorderung fiir die Eriftens der Enveloppe 1=0.

Eine biindigere Sorm der Ablehnung tann man fid) Taum vorftellen.
Beifpiel 25, Es foll. die allgemeine unb bie finguldre £ofung der

Differentialgleidung y — x ' = —

efunden werden.
Vv
Wire [=0, fo wiirbe man y= cx als allgemeine £5fung finden.
Das legt die Dermutung nahe, dafy audy bei belicbigem I die Grofhey
eine dfnlide Struftur geigt. Wir fegen verfudsweife y=cx+d,

_te .

128

fud ift gegliidt. Sur Dereinfadjung fann man c=— tg o fefen, dann
wird y=—xtgp+ Isinp. IIad) Hufgabe 5 hat die Enveloppe diejer

®eradenjdiar die Gleidung xs + ys =]s, 3

dann ift nad) der Differentialgleidung y — cx = —
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Das 3weite Derfafiren (F = 0, 865, = 0) liefert die Gleidungen
ly'
—xy =
@ VTR T T e .
VIt @) ey’
(b) =1 Vit@ ’)2
1+@)
Durd)y Umformung erhilt man
(b) l[1+(y')’]—(y’)’] -, ober
1+ s [1 +@"*
8 P
1 x 13
b ~_.__-=V SR,
O Vizey VT ITEr=
2 2
13 —x8
(©) @')=—%
x3
Sest man (b) in (a) ein, fo ergibt {idh y —xy ———l* x3 " oder
y'= yﬁ 1571 yz !
x—I5x% —x3 (l 8 —-x3)
(d) "= -2——3—2——,—3- Die Elimination von y' gefdyieht,
xf(ﬁ—xg) 31 .
inbem man (c) mit (d) vergleicht 5 = ——2—gra- Jetift
x8 xﬁ_(l5—x3)
(1 1)3 . 2 2 % o1}
[" — x35) =g alfo x5 +y% =13 (vgl Aufg. 81).
Aufgaben,

83. s foll die allgemeine und die fingulire £ofung der Differen-
2
tialgleidung yy' (y; -y g’) = a® gefunden werden.
84. Wie feift die finguldve Lofung der Gleidung

x-—l—-—l/—l-O?

85. 7* (¥ + xyy' 42Ty +y —1_o.
86. m(x+yy)=4l1 +(y')2]
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3In einigen Sdllen fann man vorausfagen, daf das Auffudjen einer
finguldren £ofung ein nuglofes Beginnen ift.

Sehlt in einer Differentialgleidung erjter Ordnung die Grofe y,
fo Qat fie die Sorm F(x, ') = 0. Bieraus tann man g’ als Sunttion
von x beftimmen; es ergebe fid) y' = f(x). Die Integration gibt dann
y als Sunttion von x; y = @ (x) + c. Die Differentiation nad) dem
Parameter ¢ wiirde die widerfinnige Gleidung 0=1 jutage fordern;
in der Tat fann ein Syjtem von Parallelturven feine Enveloppe haben.

Bei der linearen Gleidung '+ yX,+X = 0 (S. 15) it fii
jeden Punit x, y die Grofe y' vollig eindeutig beftimmt, aud) diejer
Typ hat teine finguldre £6jung.

IV. Graphijdhe Waherungsmethoden.

Die bisherigen Methoden geftatteten uns, gewiffe Xlafjen von Diffe:
rentialgleidiungen angugeben, die fidy ,exaft” behandeln lafjen, in denen
y als mathematifd) genau definierte Sunftion von x gefunden wird.
Ebenfo wie in der Integralredynung folde genauen, aber etwas engs
hersigen Derfafjren bisweilen verfagen, foift es in nod) hoherem Mage
bei den Differentialgleidungen. Dort wanbdten wir Mdherungsver:
fafren an, die mit dem Dorteil der allgemeinen Anwendbarteit aud
nod den der geometrijhen Anjdyaulidteit verbanden; hier joll es ebenfo
fein. Gehenwir jundd)jt auf das Problem der Integralredynung juriic!

Wir bejddftigen uns sunddyit mit der grap[md)en Integration;

0. . wir fuden den Wert des Integrals f f(x) dx durdy Seidnung

a
3u finden. Das folgende Beifpiel foll feiner hervorragenden phuyfi-
talijd)-tedniffien Bedeutung wegen etwas ausfiifrlidher behanbdelt
werden, als fier unbedingt notig wdre.

Beifpiel 26, Distuffion der Plandjden Energiegleichung.

Die genauere Bedeutung des Begriffs ,j@warzer Korper” moge in
phyfitalijden Lefrbiiern nadygefehen werden.’) Hier fei nur bemertt,
daf er nidyt duntel im gewdhnliden Sinne ju fein braudt, fondern
durd) intenfive Strafhlung unferm Auge fogar fehr hell erfdeinen tann.
Aud) die Sonne fann mit grofer Anndherung als ,{dwarzer” Korper
im Sinne der modernen PHyfit aufgefafit werden.

1) Dgl 3. B. Sdyeiner, Populdre Aftrophyiit.
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Serlegt man durd) einPrisma die Straflung eines jwarzen Korpers,

fo erhdlt man ein fontinuierlihes Speftrum. 3n diefem Sarbenband

ordnen fid) die Lidtarten nad) ihrer Wellenldnge. Die durd) ein Bolo-

meter 3u meffende Intenfitdt ift abexr nidyt fiic alle Sarben gleidy grof,

fondern der Streifen, welder swifjden den Wellenlingeni und 4 + da
liegt, exhdlt nad) Pland die Energiemenge

dS:Jdl:m: di

Darin ift T die abfolute Temperatur (Celjiustemperatur + 273°),
¢= 14600, wenn die Wellenlinge in Nlitron (/4 mm) gemeffen
wird, und C eine Konjtante, weldje durd) die Derfudsbedingungen
gegeben ift. Sig. 12 jtellt die Abhdngigteit wijdhen J und 1 dar fiic
C=1, T= 6500 (Sonnentemperatur). Die Gejamtjtrahlung des
jfwarzen Korpers wird durd) Lidtarten aller Wellenldngen Hervor-
gebradyt, fie ift alfo ®

* c
S=del=Jl~—5 e dh

0 0
Will man die Strahlung nur fiic das Gebiet haben, weldes den Wellen-
lingen A, bis A, entjpridyt, fo hat das Integral diefe Grenzen ftatt
0 und oo.
3ur Beredynung von S fefen wir (T fei fonitant) ¢/AT= x, alfo

c cdx . CT* (*x*dx D
__ . — T, D S=—- « Der Wert des
A= Tx! di= Txt Dann wird S ct j;x 1

0
Jntegrals ift eine Konftante, die wir A, nennen und fpiter ermitteln
wollen; es fei ferner QCAT‘ gleidy der Honftanten ¢ gefelt, dann ift

S=6T*. Die Bejamtjtrahlung eines jhwarzen Kor-
pers ijt alfo der vierten Poten3 feiner abfqluten
Temperatur proportional; fteigert man die ab-
folute Temperatur einet Bogenlampe auf das
Doppelte, fo wird fie nidyt doppelt, jondern
16 mal jo hell leudyten.

02 0206 08 1 12 14 16 18 2022 24 l(i7zxﬂi—
ultra- violett yelb rot ultrarot ron)
violett

§ig. 12,
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s werbde beildufig unterfudyt, fiir welde Wellenldnge bei einem
gegebenen Werte von T° die Straflung merimal ijt. Dann mu

25 (e T—1)einMinimum fein, aljo 514 (e T—1) — /,LTCTeC/’1 T. 5=,

woraus fid) leidyt ergibt e¢/*T (5 — ¢/AT)=5. Wir feen ¢/AT=u
und finden ¢* (5 — u) = 5; hieraus erhdlt man durd) Ydherungs-
methoden, die in der ,Differentialredynung” dargelegt wurden, u=

= 4,965; 1T =", 1T = 2940,5 (Wienfdyes Derfdiebungs:

gefef). Man fieht, dafy mit wad)fender Temperatur der Wert von
A, welder der Marimalftrahlung entfpridyt, teiner werden muf, ent:
fpred)enb der Tatfache, daf gliifjende Korpet von geringer Temperatur
vorzugsweife rotes £idit (grofe IDeIIenIange 1) ausfenden, bei hiohever
gelbes uff. Bogenlampen von fefr hoher Temperatur wiirden alfo
unfer Auge durd) die vielen wvioletten Strahlen bald beldjtigen, ja
{dddigen. fat man etwa feftgeftell, daf; ein gliihender Kdrper das
Magimum feiner Energie bei 1 = 0,589 (Wellenldinge der gelben
Matriumlinie=0,000589 mm) Rat, fo folgt daraus, daf feine Tem
peratur T= %9;% = 14992 = 4719° C ift

Sefst man in den Ausdrud fiir J den eben ermittelten Wert A= *T ein,

CutT?®
(e =)
5 . . C T5 45—

Daaberet= o] affoer—1= Eﬁ—u ift, fo wird Jmax== ad c§ u)
Bier ift alles aufer T tonftant, alfo Jya=Fk T°; die Marimaljtrahlung
ift fogar der fiinften Poten3 der abfoluten Temperatur proportional.

Wir wollen jetst die Gefamtftrahlung S und die Teiljitrahlung, welde
durd) die Gebiete A = 2,3 u bis 3 u und 1=39p bis 4,7 u begrenst
wird, beredmen. T fei gleid) der abjoluten Sonnentemperatur 6500.
s find alfo vie Jntegmle

_f xdx ._fx”dx ——f % sufinden. Dax=c/AT

-_—.Zi‘ﬁ it fo wird xo = 2% — 0,7487; x, = 222° = 0,9766;

-_,0,4779, %,=0,5759.

fo ergibt {id) als Betrag der Ularimalftraflung Jmax =
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F @

. /P" Will man ﬁ (x) dx

Sig. 13, D beredyen, fo 'muB man
sundd)it die Sunition

F (x) finden, weldje der

0 Bebdingung geniigt, daf

4P f(x)it. Dannift

K F(x,) — F(x,) das ge-

i {udte Jntggral; geo-
AAB mettijd) wird es durd)
die Slide dargeftellt,

ol & . " weldje von
b7 X b der X Adye,

a 4 K fi 4 der Kurpe
’ 7. C oy = f &)
/ und den im

0 g / (A Abjtandex,
a b G ¢ ¢ F 9P 1T 0 umd x, ur

Ordinatenadyfe gesogenen Parallelen begrenst wird.

y=f(x) fet durd) die Kurve k= a, b, ¢, d, ¢, f, g (5ig. 13) dars
gejtellt; wir fudyen ihre Integralfurve y= F(x), weldje K benannt
und in das obere Adfentren3 eingezeidinet werden moge, um Der-
wed)felungen mit der gegebenen Kurve 3u vermeiden. Jede ifjrer Orodi-
naten ift dann gleid) dem bis 3u diefer Ordinate reidjenden Sldadyen-
inhalt, der von & begrenst wird.

Wir erfesen k& jetit durd) eine Sig. &, welde durd) einen treppen-
formig geftalteten Ciniensug aa, b, by ¢, d; d; f; fa begren3t wird,
alfo leidht in Redytede jerlegt werden fann. Nan erreidyt dies, indem
man durd) den Anfangspuntt a,, den Endpuntt g und den hodyften
Puntt ¢, der Kurve k Parallelen 3ur X Adyfe 3ieht und swifden diefen
nad) Bedarf weitere Parallelen. In der linten Biljte der Sigur wurde
davon abgefehen, redts wurde in willticlidem Abftande von den
(renzgeraden d, f, eingefiigt.

Jegt 3ieht man die Ordinate b b, nad) Augenmaf fo, daf Oie lints
und redyts von ifjr liegenden , Dreiede” a, b, b, und b, by c; moglidyft
flidyengletd) find. Dann it ace, by @, a=ace byb; a, a. Die
jweite Slddje hat das {draffierte Dreied b, c, by 3u viel, aber das
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nidyt jlvaffierte a, by b, Ju wenig. Auf der redyten Seite mup man,
weil eine Rilfsparallele porhanden ift, aud) eine Ordinate mehr eins
seidinen, man fonjtruiert dd,; und ff, fo, daf das anliegende {dra:
fierte Dreied gleid) dem auf der andern Seite anftofenden nidyt jdrofs
fierten ift. Man erfennt jeft fofort, daj die gefamte jdraffierte Slade

Xy
gleid) der 3u beredynenden, alfo gleid) f f(x) dx ift. Statt aber dieeins
X

selnen Redytede 3u beredynen und ju jummieren, fonftruiert man ein
Polngon, weldes die Integralturve K, der Kilfsflade %, ift.

Daju nimmt man irgendwo auf der XAdfe (3wedmapig auper
Ralb der Sigur) den Pol P an, trdgt von ihm aus nady redts das
Stiid PQ gleid) der Einfeit ab und erridtet im Endpuntte dic Sents
redyte. Jfve Linge fei sunddyjt gleid) der vertifalen Seite des erften
Redyteds aq,. Man exhdlt fo den Winfel o, definiert durd) die Be

jiehung tg a= g%= aa,. Durd) A 3ieht man die Parallele 3u dem

freten Schentel vont o. Dann haben wir die Anfangstangente der Ins
tegralfurve K,, welde 3u der fdyraffierten Slade gehort, denn die
Tangensfunttion des Steigungswintels ift gleid) der sugehorigen Ors
dinate von k,. Dadiefe Ordinate fid) nidyt dndert, wenn x von a bisb
wandert, fo bleibt aud) der Steigungswinfel der Integralturve fon:
ftant, mithin it dberen erftes Stiid eine Gerade. Jhre Endpuntte werden
erfalten, wenn man in @ und b Seniredyte ervidytet. In der Tat ift
deren Endordinate gleid) a b tg « (wie aus dem oberen Heinen Dreied
hervorgeht) und da tg o« nad) Konftruttion gleidy aa, ift, fo erhilt
man ab-aa, und das ijt gerade der Inhalt des erjten Redteds.

Jegt trdgt man in die Polfigur die Sentredite bb, ein. Die Par-
aflele 3u ihr durd) den julefst erfaltenen Puntt der Integrafturve
gibt deren Sortfegung; fie reidht bis sur Abfsiffe Od. Sahrt man fo
fort, fo erfennt man, dafy K, ein leiit ju tonftruterender Sug von
Geraden ift, nimlih ABDFG.

Es it Tar, daf diefer Ciniengug K, fid) um fo mehr der Integral:
turve K anndhert, je gréfger die Safl der Stiide ijt, in weldye man k
serlegt. Die Jeidnung der Integralfurve wird aber nod) dadurd
erleidytert, dafj man auf K, gewiffe Puntie angeben tann, die aud
gleidseitig K angehoren. Die durd) einen devartigen Puntt gehende
Gerade von K, ijt gleidzeitig Tangente an K.
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Der Beweis ift leid)t gefilfhrt. Sur Abjsiffe x mdge bei & die Or.
dinate g, bei k, die Ordinate g, bei K die Ordinate Y, bet K, die
Ordinate Y, gehoren. Die Abfsiffe von a fei x4, die von b xp uff.
Da bei a fowohl & wie , beginnt, fo ift die jugehdrige Slidye bet
und k, gleid) 0, alfo Y=Y,=0 (Puntt 4). € it Y =aa, und
ebenfo Y, = aa, nad) der Definition der beiden Integralfurven. Diefe
felbit, jowie ifjre Tangenten fallen fiir x= xaq jujammen; d.H. AB
ijt die Anfangstangente von K.

§iir x . ift die Sladeacc, b, a, nad) Konftruttiongleida ce, by b a;,
alfo muf aud fiir dieje Abfzifle Y=Y, fein. Da die Endordinaten
von & und k, gleid) find (cc,) und jede von ifmen gleid) dem Steigungs-
maf der 3ugefhdrigen Integralturve (Y’ und Y,") ift, fo haben K und K,
aud) fier eine gemeinjame Tangente. Diefelbe Uberlegung tann man
aud) fiic den Endpuntt g und jeden Sdnittpuntt der Kurve & mit
einem wageredyten Stiid von k, anftellen. Jede Gerade des Linien-
juges K, ift alfo eine Tangente an K; den Berilfhrungspuntt tann
man nad) der eben angegebenen Regel leidht finden. Jefht Iaft fid)
K mit grofier Genauigteit seidmen. P dx

Wenden wir unfer Derfafren auf unfer Integral (S. 43) 1

0
an (Sig. 14), fo finden wir durd) Seidynung den Wett 6,5; der genaue
Wert ift, wie man durd) Niherungsmethoden (3. B. die Simpfonfde
]
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Rege[, J.5.76 und 81) leidht bejtdtigt, 6,4939- - -. [Siir x=0 erfd)emt
in der unbeftimmten Sorm & 0 sesiftabere* —1=x +Z +

xxa = :’ ,alfo ift fiir x=0 der wafre Wert des Brud)es 0]
e —1 1+E+...

JIn Sig. 15 ift diefelbe Aufgabe etwas anders geldft. Entbehrlide
Bilfslinien find fortgelafjen. Die gegebene Kurve und die Integral:
turve find auf dasfelbe Achfenfnitem besogen, um Plafg 3u fparen.
Es {ind melr Parallelen gezeidinef, wodurd) man mehr Puntte und
Tangenten der Integralturve erhdlt. (Enbhd) ift der Nlafftab ver:
dndert. Die Ordinaten wurden ndmlid) in doppelter Grofe auf:
getragen. Dadurd) fonnen die Sdnittpuntte von & mit den Parallelen
genauer bejtimmt werden. Idre nur diefe nderung getroffen worden,
fo miiBte man die Endordinate der Integralturve durdy 2 teilen, um
den wafren Wert der Sladye 3u erfalten. Es ift aber gleidseitig
bet der Polfigur die Einfeit dreimal fo grof angenommen worden
wie bisher. Dadurd) wird Plag gefpart es witd jedbe Ordinate der
3ntegralturve dreimal fo lein wie vorher. Wire diefe Anderung
allein erfolgt, fo miigte man jede Ordinate mit 3 multiplizieven. Bei
Beriidfiditigung beider ﬂnbetungen mug alfo jede abgelefene Grofe Y
durd) Multiplitation mit -2 auf den riditigen Wert redusiert werden.
Siir die Sdlupordinate Iiefert die §ig. 15 den Wert 4,4; der wakre
Wert ift daher 6,6.

Es ift ju beadjten, dafy die Genauigteit hier infofern grofer ift,
als die Integralturve aus mefr Puniten und Tangenten als vorher
Tonftruiert werden muf. Anderfeits find mehr Rilfslinien ndtig, fo dah
Oie tleinen Seidienfehler {id) fummieren tonnen. Der endgiiltige Sefler
wird bei der Multiplitation der Ordinate mit 1,5 nody um 509/, erhoht.

1 L 3
2 4 6 8 10 12



Graphijdie Iutegration 49

i Sind odie Abfsiffen im Derhdltnis a: 1 vergrdpert, die Ordi-
naten im Derhiltnis b: 1, wdhIt man ferner als Horizontals
linie der Dolfigur nidyt 1,
fondern ¢, fo hat man an der
ableiung Y den Reduttions-

faftor — an3ubringen bas
ge[ud;te Bntegral tft as ¥

-k

K o 97‘616
I man etwa 4, = [ 2%
f ! 1 'R B | 1 : o 7488x —1
07 08 06,9 1,0 P 7
’9 $ig. 16, ¢ bered)nen (Sig. 16), fo ift

es 3wedmdpig, fiir eine
Ginfeit der Grope J 10 cm 3u wdhlen, ebenfo fiir eine - Einfeit.
NMadyt man die Polftrede PQ =15 cm und lieft ftets cm ab, fo it
a=10, b=10, ¢=5, alfo der Reduttionsfattor . Als Endordinate
der Integralfurve findet man 2,16 cm, daher ift das gefudyte Inte-
gral A, = 0,108, Siiv A, (Grenzen 0,4779 und 0,5759) ergibt
fih 0,021.
Die Straflungsenergie, weldhe 3wifden 1 =23 und i =3, fowie
jwifden 1 = 3,9 und A= 4,7 liegt, wird von der Hol)Ienfaure der

Erdatmofphdre abjorbiert. Die gefamte Somtenftrablung tft ; Ay,
wobet 7= 6500 und c=14600 ijt; der abforbxertefledtit (A2+A3)
Es gehen von der Sonnenftrahlung durd) die l{obIenfaute der Luft
100. % +—A——2°/0 verloven.

ﬁtmmt man T=12000° (Temperatur des {dmelzenden Platins),
fo ift die fpettrale Energieverteilung aus §ig. 17 erfidytli). Wegen
der gang abweidyenden Verhéltniffe muften die Mafftdbe der Adyfen
gedndert werden, fo daf
fie nidyt unmittelbar mit g.ggoz} $ig. 17.
§ig. 12 vergleidbar ift.
Das Naximum der Energie-
ftrahlung, weldes dort bei
i= 0,45 lag, ift hier nad
1= 1,47 verjdjoben, es liegt

ANu® 589: £indow, Differentialgleiungen 4

S
cok
|
o
Qo
|4
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aljo im Ultravot. Die Gefamtenergie ift hier S = ( 2000) A=

6500 14600,
= 0,002287, wdfrend {ie dort 0,2550 war, (2000) = 111,6 mal fo

grof. Die durd) die Kofhlenfdure abforbierte Energie ift Hier

¢ 3

S__(zooo )4 %P dx b(zooo )4 X dx
T \14600/ | »~_1 14600,

£

das zweite B;. Obwohl die IDeIIeI:[&ngen diefelbent find, wie bet der
Sonnen[tmblung, find &y, &y &, &5 DON Xy, X, Xy, x5 VeT{chieden, dennes

ift x (oder §)= unb T hat hier einen anderen Wert. Nlan erhdlt

__ 14600 14600 _
S0 =3 000~ 2433 & =53 500p= 1 T4i §.=1,553, §,=1872.

Dann wird B,= 1,046, B, = 0,351. Die abforbierte Straflung ijt
hier 100- B, +h =21,59,. Sieldt fidh) durd) Caboratoriumspers

fudye erfabrungsgemaﬁ feftitellen; dadurd) tann man die begrenzenden
Wellenldngen finden und, ift dies gefdjehen, die vorher angeftellten
1lberlegungen iiber die Hbforption bder Sonnenjtrafhlung anjtellen,

Aujgaben.

87. Es foll die Wellenldnge ermittelt werden, weldje das Spettrum
in 3wet gleiditart bejtraflte Gebiete jerlegt.

88, Man 3eidne die Energieturve fiir verjdiedene Temperaturen
(die man3undditin abfolute Temperaturen umredmen muf) und vet:
gleidye fie mit den Abbildungen phyfitalijder Lehrbiider (3. B. Commel).

89. Wo liegt das Maxrimum der Straflung fiir 540 (duntie Rot-
glut), 700° (helle Rotglut), 1200° (Weifglut), 1350° (Scymelzpuntt
bes Stahls), 3600° (Bogenlampe)?

90. Ein neuerer Wert der Naturtonftanten ¢ ift 14 200. Wie dndern
{id) dadurd) die bisher erhaltenen Ergebnifje?

GraphijdeIntegrationvondijferentialgleidungen,

Beifpiel 27. Gs foll die Diffeventialgleidiung 72 = y graphi
geldft werden. Die eratte £6fung ift hier durd) Trennung der Dariabeln
fehr leidit ausfilfrbar; fie ergibt y=e*+¢; man tann fie benugen,
um bdie Genauigteit unferes Derfafrens 3u fontrollieren.

Das erfte Integral fei B,,
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Wir wiffen, daf die Lofung der vorgelegten Gleidung eine Kur-
venfdyar fein mufl; jede einzelne Kurve ift feftgelegt, wenn man
fordert, daf fie durd) einen bejtimmten Puntt gehen foll. Wir fefen
willEiiclid) feft, daf der Anfangspuntt die Hoordinaten x=0, y=1
haben foll. Siir ifn ift nad) der Differentialgleidung y = y =1;
0. ). die Hurventangente fteigt unter dem Winfel « = 45" gegen
die x-Adye an (1g45°=1). Gehen wir auf ihr ein tleines Stiid:
den weiter, fo entfernen wir uns nidt mertlid von der gefud-
ten Kurve. Wir maden Halt und meffen die neue Ordinate .
Sie liefert uns y fiir das nddyjte Kuroenelement. Durd) MWieder-
holung des Derfafirens fonnen wir die gefudyte Linie beliebig weit
verfolgen.

Es it 3wedmifig, wenn wir als Werte von y die Grégen 0; 0,5;
1; 1,5 ufw. annehmen, dbamit uns im Derlauf der Seihnung das NTefjen
bder Ordinaten(§ig. 18) erfpart bleibt; wir eidnen alfo gleid) anfangs
die Geradenfdjar y = p,indemwir dem Parameterp dieeben genannten
Werte beilegen.

Aud) den Steigungswintel ténnen wir {dneller durd) Seidnung, als
durd) Redynung finden; wir legen uns nur eine Polfigur (S. 46) an.

ir gehen alfovon dem Puntte x =0,

y=1 aus. Da er auf der Geraden |

p =1 liegt, fo 3iehen

wir durd) den fAn: / / /VIII )

fangspuntt die Par- 4 y 7 2=

allele 3u P 1, bis die / / /

folgende Gerade, p= 7T

1,5, gefdynitten wird 3 i / / / p- 3

(Puntt I1). Hier ziehen J / / /V

wir die Parallele 3u

P 1,5 bis III; jett v .

fommt dieParallelezu 2 ok /// p=?

P2 an bdie Reibe uff. R /// m

3ur Priifung 3eidy - 7

et wir Oie genaue p=1

Kurve. Damit y= 1 I

e+ fiir die Werte ?

x=0, g=Iogilt, 0 | o
= c /e D -

mu 1 = 0t Y . £

$ig.18, 4*
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alfo ¢=0fein; y=e* Der Dergleid) lehrt, daf unier
£tmen3ug fd)mad)er als die ridytige Kurve fteigt. Day' =y,
fo ift 4" =y =y, 0. h. unfere Kurve ift, weil y pofitiv ift,
ftets fontav. Wie §ig. 19 3eigt, ift in diefem Sall die
mittlere Steigung der Hurve, 0. §. die der Kurven-
fehne, groBer als die der Anfangstangente und
geringer als die der Endtangente. Nlan erhilt
alfo bei unferem Derfafren im vorliegenden
Sall eine 3u {hwad) anfteigende Linie;
tragt man aber im Anfangspuntte
(p=1) die 3u p=1,5 gehdrige
Tangente an, im Sdnittpuntt
mit der Parallelen p = 1,5
dte 3u p =2 gehorige, uff.,
fo fteigt oder Liniengug 3u 4 B
ftart; der wafre Derlauf der Stg. 19.
Kurve liegt swijden den beiden Polygonen,

3m a[[gememen Salle [6§t man bte vorgelegte Differentialgleidung
nad) v auf fo baf fie die Sorm ' = f (x,y) annimmt. Nlan 3erlegt
fie in 3wei Gleidungen, ndmlid) (1) =p und (2) £ (x, y) =p. Die
Gletdung (2) [dkt fid)y geometrifd durdy eine Hurvenjdhar darjtellen
(im Beifpiel 27 erhielt man eine Sdyar von parallelen Geraden); gibt
man p einenfpesiellenWert, fo greift man damit eine befti mmte Kurve
heraus. 3eidnet man eine 3weite Kurvenfdar, welde die 5{ung unferer
Differentialgleidung darftellt, fo wird fie jene Kurve in vielen Punten
{dyneiden. Da in den Shnittpuntten iiberallp=7(x, y) ift und dap den
Differentialquotienten jedes Gliedes der jweiten Kurvenfdyar fiiv den
Wert x, y darftellt, jo fann man die Ridtung der gefudyten Tangente
mit Bilfe der ohen angewandten Iebenfonjtruttion (Dreied PQR)
finden. Das Derfafven ift daher genau dasjelbe wie in Beifpiel 27,
nur daf ftatt der parallelen Geraden eine Kurvenfdyar auftritt.

Es braudyt nid)t bejonders betont 3u werden, daf die Werte fiir
p nidyt wie dort in gleidymdigen Abjtanden aufeinander folgen miifjen;
entfernen fid) die Kurven der Sdjar ju weit voneinander, fo wird man
Grofzen von p einfdjalten, riiden fie ju eng sujammen, fo darf man
Parameterwerte auslajfen.

JIn der , Proftijdlen Analyfis von B. v. Sanden findet fid) ein Ders
fafren 3ur Derbefferung der Maherungsturve.
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Aufgaben.

91. Gs foll die Xurve ndherungsweife geseiinet werden, weldje
ber Differentialgleidung y'=x + g geniigt und von dem Puntte x,=0,
yo=0ausgeht. 92.manbel)anble ebenfoy'=x+3yixy=0;y,=—3.

93. Desgl. y =y—e*x=0; ygo=1.

94. y'—‘ﬂ——’+ -

V. Qumerijde Waherungsmethoden.

A. £ofung durd) Potensreifhen.

Oft lapt fid) dte Sunthon, weldje einer gegebenen Dtﬁerential=
gIetd)ung genugt burdyeinePotensreife y=a+bx + cx® + ex?
+ fx* + - - - darftellen. Seht man diefen Wert von y in die Diffe
renﬁa[gleid)ung ¢in, fo muf deren linte Seite der redten identifdy gleid)
werden, und das ift nur mdglid), wenn bdie entfpredenden tonftanten
Koeffizienten lints und vedjts gleidy find.

Als Beifpiel diene Aufgabe91. Hat g den eben genannten Wert, fo ift

¥ =b+2cx+3ex’+4fx+---. Anderfeits ift
x+y=a+(b+1)x+ecx*+ ex®+ ... Hieraus folgt

b=a; 2c=b+1; 3e=c; 4f=c uff. Man tann alle Gro-
fen durd) a ausdriiden und erhdlt

1 1 a+t1
b=“'°=‘;+2'e 1anr 3 F=1° 2+5 g ulf alfo

y=a+ax+—, +1 2-I-a_H 3+a+1 x4

y—(a+1)+(a+1)x+"“ " ““ 3+"+1 Ao —x—1

=(a+1)e*—x—1=he*— x~—1
Il‘(an fieht aud), watum a aus unfern Gleidungen nidyt beftimmt
werden fonnte; es ift die willtiiclidie Integrationstonftante.
Man behandle nad) dem eben bejdyriebenen Derfa[yren bie E{ufgaben

v

i %=05; y,=0.

dy _y — — av
95. 7= 96 y+y=es 97. 4 —-—— 98. dt -—g
(Cuftwiderftand proportional der erften Potens bet (Beid)mmbtgfett,

v!

ogl. Beifpiel 8). Die Anfangsgejdwindigteit fei 0. 99, % =g
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Anfangsbedingung wie vorher. 100. % =g— ;_’—:, Anfangsbedin
gungen wie vorher. 101, z' =%+ 1.102, gy = %

Eine Mobdififation des eben befdricbenen Derfafhrens mage folgen.
3ft y eine Reihe, die nad) Potenzen von x fortjdyreitet — eine An
nafme, die nidyt immer 3utrifft —, fo gilt die Mac Caurinfdye Sormel

F@=FO)+ 2 £ O+ 5" O+ 5" © +- -

Oft gelingt es, £'(0), £ (0) uff. aus der Diffeventialgleidung auf
einfadje Weife ju bilden.

3n Aufgabe 96 ijt 3. B. g’ = e* —y. Bieraus folgt y" =e* —y
= ¢* —(¢* —y)=y Dannift aber y"'=y'=e —y; y'V=y"=yuij.
Sefjen wir feft, daf fiir x = 0 die Grife y den Wert a annehme, fo
itf Q) =a;f O=1—a;f" (0)=a;f"0)=1—a;fV(0)=a
uff. Man erhdlt daher

—_ 2 —_ H] 4
y:a-l-(I 1?)x+% .(I_;:H_.i.%_’_...

x , x* x® x  x% x5
p=a(l-f+ 5 —FE At Rt Rt
y=ae *+4 Sinx.

Jebde Differentialgleidiung erfter Ordnung lagt fid) auf die Sorm
Y = o (x, y) bringen, worin @ eine betannte Sunttion ijt. It y=a
fiic den Werl x = 0 betannt oder willtiitlidy gegeben, fo ldjt fid
y'o=9(0,a) unmittelbar beredynen. Serner ift 5" = g—% + ggﬁ -
y'= -g'—:; +%%'q> (v g); y" ijt wieder eine betannte Sunttion von
x und g, die wir turg mit 4 (x, y) beseidnen wollen; z"y =1 (0, a)
ift beredenbar. m_ 9% 4% '—aip+aip (x, ) uff. Die An

U Tk T oy ¥ T T gy Py UL
wendbarfeit diefes {deinbar fefyr allgemeinen Derfafrens jdyeitert aber
oft daran, dap y niht den vorausgejesten einfadyen Aufbau befift;
es tonnen Grifen von der Sorm Vx, % , Inx ufw. auftreten, die eine

Entwidlung der vorausgefefzten Art nidyt geftatten. Audy ift meiftens
die Sunttion p(x,y) fo befdyaffen, daf die Ausfiihrung der Diffe-
rentiationen red)t uniiberfidytliche Sunftionen gibt.
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Aufgaben,
1y

103. y'=%' 104, y'=ax + by. 105, y'= —3

B. £djung durd) die Stmpjonjde Sormel,

3t 98 = p(xg) o it y=f o (x) d.

Um dies Integral exaft ermitteln 3u tonnen, migte man y als
Sunttion von x beftimmen (y= f(x)) und den erhaltenen Redjen-
ausdrud in o (x, y)einfehen. Die Ermittlung von £ ift aber gerade
unfere Aufgabe; das eben verfudjte Derfahren feht jhon die Kenntnis
der eraften £6fung voraus. Damit ift fein Urteil gefprodhen.

Ban3 anders ift es, wenn wir uris mit Naherungen begniigen wollen.
Wir jdyreiben vor, dafy ju x = a der Wert y=0b gehdre. Serner
tragen wir auf der XAdfe vom Puntte x=a aus ein fleines
Intervall w wiederfolt ab. (§ig. 20.) In jedem Teilpuntte (a; a + w;
a+ 2w uff) eridten wir das Lot und maden es gleidy y'
(ober @ (x, ). Die von der Anfangsordinate, welde 3u x=a, und
der Endordinate, weldje 3u x=a + nw gehort, der Abiziifenadyfe und
bem die Enbdpuntte verbindenden Kurvenzuge begrenste Slddye ift

a+nw

F= f @(x,) dx; y=b+F; tonnen wir die Abhdngigleit, in der diefe

a

Sladhe von der Abfsiffe jteht, durdy eine Sormel wiedergeben, fo ift
Ay’ die Aufgabe eratt geldjt, tonnen wir fie in einer Tabelle
niederlegen, jo haben wir numerijd) unfer Siel erveicht. Das
/Ii:'ﬁt fig mit
] Bilfe der Simp:-
$ig.20. ] fonfdien Regel
/ angendhert
mit beliebiger

Genauigteit

durdyfiifhren.
) , Wir fefen
oo | Y ¥ voraus, dafj y
nifit nur fiir
den Wert aq,
A?fonbem aud

b 1 17 111

@ a+w a+Rw a+3w
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fiic den Nadbarwert a + w belannt fei. Im erften Salle fei y =1,
im 3weiten y =y, (= b + I). Nlan tann fidy vorftellen, daf dies
durd eins der bisherigen Derfafiren erreidt fei. Nan Tennt dann die
beiden erften Ordinaten unferer Slade, ndmlidy 5/, = ¢ (a, b) und
vi=9(a+wy)

Siir bie dritte Ordinate, z/,, fuden wir junddit einen Naherungs:
wert, indem wir annelhymen, daf die dret Endpuntte in gerader Linie
liegen, was bet engeint Intervall nahesu riditig fein wird. Dann it
Ys— 11y, — 1y alio if; 82y, —of - Jet'ldht fich aber diesu
der Endorbdinate y; gehorige Slade nad) der Simpfoniden Regel
beredynen; es ijt

at+2w
F=ftp(x.y) PESE L S AR

a

Usz‘F%[y'o""!/s’*‘ﬁ/x]-

Die Sormel wiltde genau fein, wenn die begrenzende Kurve vom
Oritten Grabde in x wdre; dies wird jwar nidyt exatt der Sall fein,
aber bdie paffende Wahl dex in der Gleidhung diefer Kurve auftretenden
Koeffisienten witd es geftatten, fie viel befer der wahren Gejtalt
der Xurve angupaffen, als die ftarre Gerade, weldje wir vorher, bei
der ,Extrapolation” 3ur Berednung von g, benupgten. Die Hoeffis
3tenten felbit braudien wir gar nidt su fennen, da die Infaltsjormel
filr jede Hurve dritten Grades gilt, weldje durd) die Endpuntte z/,,
¥y s it

it demneuenNiherungswertvony, nnenwiry'y=o (a+2w,z,)
genauer als bisher beredynen. MWenden wir wieder die Simpfonfde
Sormel an, fo erhalten wir g, beffer als vorher uff. Ntan bridt
die Redynung ab, wenn man bei einer neuen Niherung auf den Aus
gangswert von g, oder g/, Tommt, denn dann wiirde nur das vorige
Refultat wieder er{deinen.

Jet ertrapolieren wir z/y, indem wir unddyit annefhmen, daf
die Endpuntte der Ordinaten zf,, oy, o auf einer Geraden liegen.
Esiftyy2yfy—y, und gy =0+ I+ I+ 1=+ D) + (I + 1))

~y+ 5 [t + 4] Alle redts auftretenden Gropen find

wenigftens ndherungsweife betannt, jo dap ein Ndherungswert von
ys Devednet werben tann; er geftattet uns, ys = o (a + 3w, yy)
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genauer als bisher 3u fin ¢
ben. Wit igm beftimmen A —
wit gy, nad) der Sormel

=1y + % /i +ds+
4y,] fdhdrfer uff. Auf diefe f‘ i vt

Weife Tann man, von In-
tervall 3u JIntervall fort:

fdreitend, dfe Werte von b |4|B
y fiir jeden Wert von x fejt: ' >
Tegen, und 3war, wenn das Sig.21.

Intervall geniigend eng ift, mit beliebig hoher Genauigleit. Sucht
man, nadydem dies gejdiehen ift,  filr einen Wert von x, der inners
halb eines Jntervalles fiegt, 3. B. x=a-+ 25w, fo tann man fid
durd) Interpolation wie bei der Logarithmentafel helfen.

Das einzige Bebenten, welthes nod) geltend gemadyt werden Ionnte,
ift, daf der Beginn der Redynung ein andeves Derfahren (3ur Ermittlung
von z,) vorausfest. Das ift aber nidyt notwendig. (§ig. 21.) Man
braudyt nur I in 3wei Teilflichen A und B 3u jerlegen, indem man
in a + L w die Ordinate ', 3ieht, und A als Trapes auffaft. Wimmt

man in gan3 roberﬁpproxi;mﬁon ¥ =ygoomfoilty, =b+ % “Uo
2
fieraus beredynet man genavery', =@ (a + %yl). findet nady der
) 3

Trapesformel (genauer als bisher) y, =b+ % . g o+ o'y =
2 2
b+ % (f o+ o/ ,), beredinet wieder i | uff. Sodann extrapoliert man
£] El
=2y, — Yo berednet y, = b +%’ [y’0+g'1+4y’%], dann
2

¥ =o(a+wy)ufi. Bilt man das Ergebnis nod) fiir ungenau,
jo fann man das erfte Intervall nod) einmal halbieren, alfo erjt
g, und y, beredynen (Trapezregel!), dann o, und g, (Stmpfonfde

4 4 2 2
Regel), dann g/, und y,. Damit ift die Grundlage fiir die weitere
Redynung gegeben.

Wir priifen unfer Naherungsverfafhren wie gewdhnlidhy an einer
Aufgabe, die aud) eraft 3u ISfen ift, um eine Kontrolle feiner Su-
verldffigteit 3u haben.
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Beifpiel 28, y'=— L xy; filr x=0 fei y=10.

n’)it wiflen das Intervall w=05. s iit yo=10; p',;=
=—1.0-10=0.

A Beginn 1.Annafhme: y 1==0 (', it der Wert von y',
welder der Abfsiffex=1w= 0,25 ent[prid;t). Dann ifty, =10+
+ 0,25 - 0=10. Daraus folgt als genauerer Wert fiir die &bleitung:
y,=—1.025-10=—0,5.

r

2. Annafme: yl—-—05 Danniity,—10+——(0 0,5)

=10-0,0625=9, 9375. Daraus folgt y' 1=—-—— 0,25 - 9,9375
= — 0,4969.
5 Annafme: ' v — 0,4969. Datm ift yl =10 +

(0 0,4969) = 9 9379; y' 1 =—0,4969. Die weitere Redy

ung wiirbe feine Derbefferung bringen
B. Sortfiihrung. I Es ift 1egtyo,yo,y, v 1 als betannt ans

3ufehen. y'; wird befhmmt 3unad)ft durdy Imeare Gztrapolaﬁon
1. Annafme: y,—-zy 1 —y'9o=-09938 — 0= —0,9938.

Dann ift yl—io +35 : 5 [0 — 0,9938 —1,9876], alfo g, = 9,7515,.

Hieraus: y'=—+:0,5 - 97515,,———'0,9752.05
2. Annafme: y'l——09752;y1=10+ + [0—0,9752 -
1,9876] = 97531; y'y = — 1 - 0597531 = — 0,9753,

3. Annafme: y', = — 0,9753; y, =10 + 5 [0 — 0,9753 —
1,9876] = 9,7531; y'y=—01.97531 = — 0,9753. Damit ft
y', und g, bejtimmt.

II. Beftimmung non y's und g,

1. Annahme: y's=2y', — y'o=—1,9506. Dann ifty,- 10+

+ 3—93 [0—1,9506 — 3,9012] = 9,0247. y'y = — L - 19,0247

-—1 8049,
2. ﬂnnabme y'y=—1,8049;5,=10+ {[—1,8049—3,9017]
=9,0490; g'y=—} - 90490-——18098

3. Annabme: y'y=—1,8098; yy=10+}[—1,8098 —3,9017]
=9,0482; y'y= — 1,8096.
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IIL Bejtimmung von g'; und g,.

1. (fisnnabmu vs=2ys—g'1=—26439; yy=yg +
+ -—~6—'—~ [—0,9753—2,6439—7,2384]=17,9435; y's ="— +-1,5-

7,9435 = — 2,3830;.

2. Annafme: gy = — 2,3830,; yy=9,7531 + 1 [—0,9753
—2,3830, — 7,2384] = 7,9870; y's = — 2,3961.

3. Annafme: y';=—2,3961; y,=17,9848; y';=— 2,3954,

4. Annafme: y'y=—2,3954; y, = 7,9849; y'; = — 2,3955.

IV. Beftimmung von y', und z,.

1.Annafme: g, =2y, —y,=—2,9814; y,=y, + 1 [— 1,8096
—2,9814 —9,5820]=6,6527; gy', = — 2,6611.

2. Annafme: y', = —2,6611; g, = 9,0482 + 4 [— 1,8096
—2,6611 —9,5820]=6,7061; y', = — 2,6824.

3. Annafme: y',=—12,6824; y,=6,7025; y',=— 2,6810.

4. Annafme: y',=—2,6810; y,=6,7028; y',= — 2,6811.

x?.

Die exatte £ofung ift y= K ¢ 19; wegen der Anfangsbedingung muf
K= 10 fein. Die durd) unfer Derfahren ersiclte Genauigteit 3eigt
die folgende Tabelle.

x 0} 025 0,5 1,0 15 2,0
y anndfhernd | 10 | 99379 | 9,7531 | 9,0482 | 7,9849 | 6,7028
y genau 10| 99377 | 9,7551 | 9.0484 | 79851 | 6,7032

3ufat 1. Genauer als durd) [ineare Extrapolation fann man aus
einer Reihe von gegebenen Sunttionswerten, diein gleiden Abjtanden
aufeinander folgen (hier y'y; g'y; g's + + +)r den gefudyten ndchiten Wert
finden, wenn man nidt nur die beiden leften, fondern alle betannten
benufgt. Das Derfafren fei hier ofne Beweis mitgeteilt; vgl. 3. B.
v. Sanden, Prattifde Analyfis, viertes Kapitel.

Man fdyteibt die gegebenen Saflen untereinander und lijt 3wijden
ifnen immer eine 3eile frei. In diefe trdgt man, etwas weiter nad
redhts gehend, die Diffetenzen ein. Don der fo erhaltenen Diffevenzens
teihe bildet man mieder die Differenzen uff, bis das Shema 3u Ende
ift oder die Differens fonftant wird. Die lepte Differen3 benupt man
additiv jur Sortfeyung der Tabelle; die fo erhalienen Grofen find 3ur
Unterfdyeidung eingetlammert.
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1. Gegeben fei y's; z'y; y's; gefudt ift y's. Wir befommen mit
unferen Werten

gy 0
—0,9753
¥y, —09753 0,1410
—0,8343
y's —18096 (0,1410)
(—0,6933)

(y's) (—2,5029)  Diefer Wert ift viel genauer als —2,6439.
2. Aus g'e; o'y v's; y's (bevedinet) foll y', ndherungsweife bes
ftimmt werden,

go O
- 0,9753

y'y —09753 0,1410

—0,8343 0,1074
y's —18096 0,2484

—0,5859 (0,1074)
y's —23955 (0,3558)

(—0,2301)

@' (—26256)
3. Gs foII y's und gy ermittelt werden,

ll 0
—0,9753

y', —09753 0,1410
—0,8343 0,1074

y's —18096 0,2484 — 0,0555
—0,5859 0,0519

y's —2,3955 0,3003 (— 0,0555)
—0,2856 (—0,0036)

y'. —26811 (0,2967)
(+0,0111)

(') (—2,6700).
1. ﬂnnabme y5-——26700 Dannift g, = y,,+ @'s+u's
+4y')=53532; y's = — 2,6766.

2. Annafhme: y'5 = — 2,6766; y;=5,3521;; y's = — 2,6761.
3. Annahme: y';=— 2,6761; y,=53522; y's = — 2,6761
(genauer Wert y, =5,3526).
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Nan tut gut, in das Differenzenidema, weldyes fiir die ganze Red)s
nung benuft werden fann, die extrapolierten Grogen nur mit Blei-
{tift eingutragen und erft nad) Erledigung des betreffenden Inter-
valles fie mit Tinte als gefifjert 3u Tennzeidnen

Man fann aud) die evmittelten Werte von y' graphifdy darftellen
und nady dem Derlauf der Hurve den 3u ertrapolierenden abjd)dfen.

dufay 2. Es feien die Grofen zo, y'o; vy ¥'s; vor y'; belannt.
Dann ermittelt man y'y =m durd) Ertrapolation und findet y, =

=y + % [y’ +4y's +y's]=n. Aus x;und y, erhilt man einen ge-
naueven Wert von y'y, er fei =m + h, wotin h die Derbefferung be-
deutet, die an den erften angubringen ift. Der genauere Wert von
werde mit n 4k beseidnet; es it n+ k=g, + %’ W, +4y,+m
+hl=n+ %—h; b.1.es ift diefiir y, erforderlideDerbefjerung k= ivs—h
Soiftin Beifpiel 28, lllm= —2,6439; n=1,9435;m+ h=—2,3830,,
alfo A=+ 0,2608;; k=1-0,5-0,2608; = 0,0435, alfo der ges
nauere Wert von ys=n+k=7,9870.

Ebenfjo fann man natiirlid) bei jedem weiteren Intervall verfafhren.
NMan wende die ndherungsweife £6fung durd) die Simpfonjdre Regel
auf eine Reife der bisher behandelten Aufgaben an.

Aufgaben.

106, 5/ =Y 1 — g flie x=0feiy= 0;w=02.107.5' =— L +
+%,—+y2; x%=1; yo=0; w=0,1. 108, Warum muf bei der
vorigen Aufgabe das Niherungsverfafren fdlieglic) verfagen?

109, S4—__1
*dx Vx'+ gt
VI. Die einfaditen Typen der Differential:

gleidungen sweiter Ordnung.
Eriter Typus: y' =1 (x).

Beifpiel 29, Ein Stab von der £énge I cm ift in eine fefte Wand
fo eingefpannt, daf et fentredht aus ihr heraustritt. An feinem Ende
ift die £aft P kg befejtigt. Es foll die Sormanderung unterfudt werden,
weldye ex durd) die Biegung erleidet (§ig. 22).

1 %=0,5; yo=0; w=0,2.
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Der obere Teil des Stabes
witd durd) die Biegung ge-
befnt, der untere jufammen:
gepreft; eine Sdidyt dazwi:
{dyen befalt ihre urfpriinglide
£inge; man nennt fiedieneu:
trale Safer; eine in ifr lies
gende Linie, die vor der Bies
gung geradlinig war und fent:
redht 3ur Wand ftand, wird ju
einer Xurve gebogen, welde
die elaftifdhe Linte Reift.

s lat fidh. 3eigen, dafj die
neutrale Sdyidyt odurd) oden
Shwerpuntt des Querfdynitts geht. Die Belaftung mdge im
Sdywerpuntt angreifen; wir wahlen die neutrale Linie, welde
durd) diefen Angriffspuntt geht. Er fei (nad) der Biegung)
P sugleid) Anfang des Koordinatenfyftems, die x Adyfe verlaufe

in {entredyter Richtung auf die lauer, die y Adfe fei nach oben geridytet.

(3n §ig. 22 finddie Adylen, der Deutlidyteithalber, nad) vornverjdjoben.)

Jetit greifen wir einen beliebigen Quer{dnitt des Trdgers heraus,
deffen Sdywerpuntt die Abf3iffe x hat. Die Stdrfe der Drehung wird

durd) das Biegungsmoment M (=Xrajt - Xraftarm, 3.S. 37)

beftimmt; hier ift M= Px. Damit Gleifigewidyt herrfcht, miiffen die

im JInnern des Querfdnitts entjtehenden Krdfte ein gleidygrofes Mo-

nent von entgegengefefgtem Drehungsfinn erjeugen. Die Spannung

¢ (in Atmofphdren gemeffen) it fiir jedes Slddyenelement d f des

Querfdnitts (§ig. 23) durd) die Derldngerung oder Dertiirjung der

betreffenden Safer entftanden; ijt a ihre urfpriinglidhe £dnge, Aa

ihre Derldngerung, fo ift fie nad) dem Hootejhen Gefele o =Eéa£'

wobei die Proportionalitdtsgrofe E eine Maturtonftante of
des Materials, der Elaftizitdatsmodul, ift, Die Ldnge [ﬂ

z

eines fleinen Hurvenbogens oer elaftijden Linie ift
(Sig. 24) a=o 9, wenn g der Kriimmungsradius und
o ein tleiner Winfel (im Bogenma) iit. Die Safer,
weldje 4 cm iiber der neutralen liegt, hat den Kriim-
mungsradius ¢+, aljo den Kurvenbogen (o + ) .

Stg. 23,
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E ift um ne grﬁget als der vorige, d.). Aa=19,
¢=FE - %= 5—913 Die Kraft, weldhe an der Stelle ¢
df herridyt, ift (Keaft=Slide - Spannung) dK=
=odf= "gd : das Biegungsmoment, weldes fie
hervorruft (natiitlid) auf die neutrale Safer besogen)
dM=ndK = E"—’ﬂ, bdas im gangen Querjdnitt
. 0 < Eq'df $ig. 24.
herrfhende Biegungsmoment M= 2 oo

bei die Summation iiber alle Sldachenelemente ju -
erftredten ift. Da fiiv den Detreffenden Quer{dnitt der Krilmmungs-
radius g der elatijchen Linie (an der Stelle, wo fie von dem Queridynitt

getroffen wird) tonjtant ift, fo tann man aud) jdyreiben M= % 2 n*df
oder genauer M= 5 n* df. Das Integral ift aber gerade das Trdg-
heitsmoment J des Querjdnittes (3.5.47). Somit ift M %‘-’-

Damit bdie elaftijden Krdfte dexr Durdybiegung, weldye P al.cin vers
urjadjen wiirde, eine Grenzefelen, muf die Beiehungbeftehen —;—, =Px
ober% = ET’; .

Nun ijt o=+ ___W . Bet geringen Durd)biegungen weidjen

Y ]

die Tangenten nur wenig von der Rorizontalen Ridtung ab, z' und
erjt redht () ® tann gegen 1 vernadyldffigt werden. Dann ift % =4y,

bie elajtijche Linie ift daratterifiert durd) die Gleidung g—;y; =4+ ZT’;

Da die Hurve offenbar sur XAdyfe Tonfav ift, fo muf fiix pofitive
x die 3weite Ableitung negativ fein (D.S.41), es ift alfo das pofi-
tive Dorzeidien 3u unterdriiden.

Die £6fung diefer Differentialgleidhung sweiter Ordnung gefdhieht
durd) 3wei Integrationen. Man findet

d ! Px?

m PPy @) y=—F5+hr+h, wobe k
und k, willtiitlide Integrationsfonftanten find. Jede Differential-
gleidyung 3weiter Ordnung hat deren 3wei, da ein sweiter Differential
quotient jwei Integrationen erfordert.
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Die Integrationstonftante einer Differentialgleidung erfter Ord:
nung fonnte durd) eine Bedingung beftimmt werden, die wir der £o:
fung auferlegten (3. B., dafy die betreffende Hurve durdy einen gan
beftimmten Puntt geben follte); Bier tonnen wir fogar 3wei Sorbe
rungen aufjtellen. Und die liegen bei unjerer Aufgabe aud) in der
Tatur der Sade. Siir x = 0 muf ja nad) der Wah! unferes Koordt:
natenfyftems aucb y =0 fein und fiiv x =1 muf die Kurve wageredt
verlaufen, alfo y' = 0 fein. Siir x =0 finbet man aus (2), daf &, =0
fein mug, fir x=1aus (1), daf k= 3 é tht Die gefudyte Gleidung
it baber Px3 Pl prs

y=- G%ﬁzs.zx 35175 ) (gl D.5.85)
3t allgemeiny” = (x), foifty'=[7(x)dx=F(x) + k; y=F(x)dx
+ kx=0(x)+ kx+ k,. 3ur Beftimmung der 3Integrationston:

ftanten find 3wei vorgefdriebene Bedingungen erforderlid), die den
{pesiellen Sorderungen der Aufgabe geredit werden.

Aufgaben.

110. Gine Stange aus Slupftabl (E=2150000) hat, von der
Einfpannitelle an geredynet, eine Ldnge von 1 m und einen Quer-
{dnitt von 10 gem. Am Enbde ift fie mit 10 kg belajtet. Wie groh
ift die Senfung des Endes (Pfeil der Biegung) fiir folgende Sormen
des Querfdnitts: a) ein Quadrat, b) einen Kreis, c) ein Redyted, deffen
Horizontale Seite doppelt jo grof ift wie die vertitale, d) ein Redyted
mit umgelelirtem Seitenverfdltnis, e) einen Xreisring mit der Wand:
ftdrle 0,5 cm?

111. Warum liegt der Schwerpuntt des Querfdynitts in der news
tralen Safer?

112. Wie hingen die Spannungen in einem Querfdnitt von dem
Abftande des betreffenden Teildens von der neutralen Linie ab?

113. Gin Stab ruft frei auf jwei gleid) hohen Stiigen, deven Ab-
ftand AB=1ift, und ift in der Mitte durd) das Gewidyt P belaftet.
Wie lautet die Gleidung feiner elaftijdhen Linie?

114. Man beftimme den Pfeil der Biegung fiir den frei aufliegenden
Qrager; die Abmeffungen feien fo gewdhlt wie in Aufgabe 110.

3weiter Typus: y'=r )
Beifpiel 30. Einverhltnismdfig diinner und langer Stab, welder
einer Drudbelaftung ausgefetst wird, die fehr nahe in Ridtung der
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Stabad)fe wirlt, witd auf Knidung beanfprudt. Es foll ge:
funden werden, welde Gejtalt die urfpriinglidy gerade Stab- 4 py
adyfe dabei annimmt. "_»
Es fei moglid), durd) die Stabad)fe AB (§ig. 25) und die
Kraftridtung PP (bie ja nidt genau mit ihr sufammenfallt),
eine Ebene 3u legen, die Seidjenebene der §ig. 25. Auf den b
deformierten Stab, deffen mittlere Safer die trumme Linie
ACB ift, Tonnen wir genau diefelben llbetIegungen anwenden
wie in Betiptel 29; das Biegungsmoment in dem Querfdynitt C

ift M=—- Wdblen wir die Kraftridtung jur X Adyfe, bte
Ridtung ber Ausbiegung 3ur YHdfe, o ift das NMoment der
duferen Krdjte filr diefen Quer{dmitt M= Py. Sehen wir
nod) o3+ l,,, fo ergibt fid) als Gleidhung der gefu&)ten Linie
ACB bie §ormeI EJy'=— Py odet g —————y Das
Minuszeidjen tritt auf, weil die Kurve jur X Adfe tonfav ift.

Sur Abtiirsung fefen wir EP 5= o’

Es ift wedmagig, uniere (BIetd)ung mit y 3u multipli-B ¢
sieven; fte mttb dann g y =—a'yy.

yy'=5 dx(ll')’ yy'= > dx (y’), aljo folgt durd) Integra-

tion ()= —coiy + K% Dte 3ntegrattonsfon ftante mufj ftets pofitio
fein, da (y')? es aud} fein muf, fie wird ba!)er mit k? bezeidynet.

dy 1 ay
— 2 __ 2.3 —_ . T =
y=Vk — iy Vk’—~a’ -=dx; aarcsm k =x+ky; %

. \ k. .
sine(x+k,); y=; sin(ex+ok,) =—sin axcosakl-l-; cosax sinak,

S§ig. 25

oder, wenn man jur Ablirsung bie. fonftanten Koeffizienten mit
m und n bejeidnet, y=mcos ex + nsinex. Sur Beftimmung
der 3ntegrationstonjtanten m und n bedenten wir, daf 1) fiir
x= 0 bdie Grofe y den Wert p, 2) dap fie fiir x= 1, die Stabs
linge, den Wert g haben muf (ogl. Sig. 25). Daher ijt 1) p=m;
2nsinal + mcosel=g;nsinel+pcosel=gq;n q—gf%)ls—“l

Sest man diefe Werte in den Ausdrud fiir y ein, fo erhdlt man
ANu® 589: £indow, Differentialgleidungen 5



66 VI Die einfadiften Tnpen der Differentialgleijungen jweiter Ordnung
sin ex
= Sinal (q—pcosal) +pcosax.
@sfet et allgemein "= f(). Damnilty'y"=y' (y); 5 ¥ 2 @y

=10y g d(y’)’~2f(y) dy; 4)'=[2f &) dy=F @) H;

dy
F ky —o——=( P x= k.
V F)+) VF()+k 5= e S Wt

t’)ierbei enthdlt @ nody die Honjtante k.

Aufgaben,

115. An weldjer Stelle des auf Knidung beanfprudyten Stabes ijt
die Abweidung magimal und wie grof ift ihr Betrag?

116. Die in Aujgabe 110 bejdjriebene Stange wird mit 10kg auf
Knidung beanfprudyt. Am oberen Enbde greift die Kraft in der Mitte
des Stabquerfdnitts an, am unteren ijt ifr Angrifispuntt 0,5 cm von
der Adfe entfernt. Wie lautet die Gleidung der deformierten Nittel:
linie, wie grof ift die maximale Abweidung von der Hraftridytung,
weldjen Wintel bildet die deformierte Mittellinie am Anfang und
Ende mit der urfpriinglidien? (Bei reditedigem Querfdnitt foll g
einmal der ldngeren, einmal der tiirseren Seite parallel verlaufen.)

117 Siir weldjen Wert von P wird y unendlid) grofy? Hat diefe
Srage eine tednijdie Bedeutung?

118. Wie grop ijt die hodhite suldffige Knidbeanfprudyung im Salle

A der Aufgabe 116, wenn man als Sidjerheitstoefi-
jienten 3 annimmt?

119. " =o%y. 120, §'= 1‘},—-

sigs.  Belfpiel 31, Es foll die Bewegung des Uhts
pendels unterfudyt werden.

3ur Dereinfadung denfen wir uns die Maffe der

Penbdellinfe in ihrem Sdwerpuntt P vereinigt und

nehmen an, daf die Pendelftange wegen ifrer vers

hdltnismdBig geringen Maffe die Bewegung nidit

beeinfluft. (Mathematijdes Pendel, Sig.26.

Das Pendel wird durd) die in P angreifende

Sdwertraft in Bewegung gefefit. Die vertitale

Befdhleunigung, welde die Schwere wverurfadt,

1




Aufgaben. Pendel 67
ift g==9,81 m/sec’. Wir 3erlegen fie in jwei fentredite Kompo-
nenten, PN und PT. PN liegt in Oer Ridtung der Pendeljtange,
erjeugt dort eine Spannung PS und wird durd) fie aufgehoben.
Der wirtjame Beftanbdteil der Scdhwerebefdleunigung ift allein bdie
Tangentiaitomponente PT= g sin ¢, wenn ¢ der momentane Aus:
{hlagswintel ift. Der vom Pendel uriidgelegte Weg ift ein Stild
eines Xreifes, deffen Radius die £dange des Pendels, /, iit. Bezeidynen

wit OP mit s, fo ift die Geldhmindigleit in der Bahn p= 5o und die
dis dis
Be{dyleunigung b= Fr Gs ift alfo gp— —gsing.
Das negative Dorseidjen ift redyts 3u fefen, weil durd) die Sdwer-
fraft s (und aud) ) vertleinert wird.
Da s=1gijt, fo hat man s'=1¢' und s"=19", alfo

¢'=— “ll sin ¢.

Die ftrenge £ijung diefer die Pendelbewegung davatterifierenden
Differentialgleidung filhet auf elliptijde Sunttionen. Bei fleinen
Sdywingungen ift aber eine gute YTdherung dadurdymdglid), dap man
sinp= o fegt. (D., Naherungsformeln.)

fus ¢"'=—Z ¢ folgt nady Beifpiel 30

«p=mcosl/%t+ n sinV% t

Sefien wir als Anfangspuntt fiir die Seitzdhlung den Noment feft,
in weldjem der tiefjte Punit der Pendelbahn paffiert wird, fo mup

fiit o = 0 aud) == 0 fein. Dann wird cos V—? t=1,sin V—lq t=0,
alfo muB in unferer Gleidung fiir @ die Honjtante m den Wert 0

befien. s it p=nsin ]/% t,

Der grdfte Ausfdylagswinkel fei g, er wird erreidyt, menn der-Sinus
feinen groften Wert, 1, annimmt. Dann ift o, = n, wodurd) die Be-
beutung von n gefunden ift.

Aufgaben.

121, Welde 3eit braudyt das Pendel, um von dem tiefjten auf
den hodyften Puntt ju gelangen?

122, Welde 3eit verfliet, wenn das Pendel vom hoditen Puntt
auf den tiefjten fintt?

5*
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123, Gs foll die Symmetrie der Pendeljdhwingungen nadygewiefen
werder.

124, Welde Beit verflieBt, bis das Pendel, von einem hiditen
Puntte ausgehend, sum andern gelangt (einfade Sdwingungsdauer)?

125, Wie hingt diefe Seit von dem groften Ausidlagswintel ab?
Wie vom Gewidit und Nlaterial?

126, Wie hingt die Sdywingungsdauer von der Ldnge der Pen-
deljtange ab?

127, Wie lang mufy die Stange eines Sefundenpendels fein?

128. Wieviel geht eine Ufr mit Sefundenpendel tdglidy nad,
wenn die Temperatur um O° fteigt? Die Stange fei aus Eifen vom
Ausbelnungstoeffiienten 0,000012. O fei beifpielsweife 5° Celfius.

Dritter Typus: y'=7rw).

Beijpiel 32. Ein unausdehnbarer, vollig biegfamer Saden habe
den fonftanten Querfdnitt g qem. Sein fpesifijdies Gewidyt fei 4
®ramm pro ccm. Der Saden ift an 3wei Punften P und Q be:
feftigt und unterliegt nur der Einwirfung der Swere. Welde Ge-
ftalt nimmt er an? (Sig. 27.)

&s ift flar, dafy die Kurve in der Dertifalebene liegen muf;, welde
durd) die beiden Stiigpuntte geht, denn von Seitenfrdften, wie fie

P 3. B, bder Wind auf eine Wadfdjeleine ausiibt, fehen wir ab. Wir
betradyten ein Hleines Sadenftii€ AB von der £dnge ds cm. Sein
Gewidtift gy ds Gramm. Daf es nidt fillt, bewirtt die Spannung
Y Oes Sadens. In A fei fie T'g/gem,
Q in B fei fie T, g/gcm, die dort
wittenden Krdfte erhdlt mandurd)
Multiplitation mit dem Quer:
fdnitt g. Jhre Horizontalprojet:

tionenfind g Tcosp=g¢q (Tgisc) 1

umd qTycosp,=gq (T ‘%)B, ifyre

Dertifalprojeftionen g (T%%)A

und g ( T Z—‘I;)B- Die 3ndizes dew:

¢ tenan, fiir welden Punit




Kettenlinie 69

der Klammerinfalt bevedynet werden muf. Sievereinigenfid)zu einer Ges
famttraft, die im Sdwerpuntt des tleinen Sadenjtides A B angreift und

dx dx dy dy
die Xomponenten ¢ ( TEE)B— q (T EE)A und g (T EE) —q (T )
hat (NTinus3eidien wegen entgegengefefster Ridytung). Dafur fann man
tiizergA (T Z—’;) ud gA (T %) {dyreiben und {dlieflidh) das Seiden
A durd d erfegen (3.5.51). Da Gleidigewidt herrjden foll, fo mup
jede Spannungsfomponente dexr entfpredjenden Sywerfrafjtstompo-
nente gleid) fein, die in wageredyter Ridtung 0 und in fentredhter

qy ds Gramm ijt. Nan hat die Gleidungen qd(Td—x) = 0 und
qd (T dy ) qyds. Die Brofe g hebt jid) fort; das bedeutet, daf unjere

weiteren Betradtungen fiir jeden diinnen oder diden Saden gleihmdpig
geften. 1njeve Gleidungen find, wenn wir nod) durd) ds dividieren

) .d‘iS(T %’_s‘)=o; 1) 2145( dy) p. Natiielid) ift ds®=dx®
+dy® Aus (1) folgt TE’EC = k; die Horizontalfomponente der Span-
nung (und audy die der Kraft) ift fiir jeden Querjdnitt gleid) grop.
Sefst man bdies Ergebnis in (II) ein, fo erhdlt man
d (kds @) pd d (dy
ds \dx "ds ds

(1) Pt dx’ =y dx VI -+ - Diefe Diffetentialgleidung

ift dbadurd) daratterifiert, daf nur ber erite und 3weite Differentialquos

tient, nidyt die Dariabeln x und gy felbjt vorfommen. s liegt nahe,
den erften Differentialquotienten als Unbefannte z aufzufaffen, es it
dbann Zi—— z; Z’g dz, Unfere Gleidjung wird auf die erfte Ord-
nung redusiert, fie Iautet jefgt

(V)R g—; =yV1+ 2% Durd) Trennung der Dariabeln erhdlt man

dx) y, oder na&) Multiplitation mit 4—5

frSin z= Y (x—x)=hy (x — x,); z=Sink, (x—x,). Bieraus
findet man fofort y= f zdx;

M y—wn=¢ (Io[ R, (x — x,). Legt man die Y:Adyfe fo, daf fie
durd) den tteﬁten punft S der Kurve geht, fo mu y' = O fein fiir
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Ui x=0; aus der Gleidung y'=Sink, (x — x,)= 0 folgt x,= 0.
A §ilr x= 0 wird dann y — y,= %-; Tegt man die X Adyfe fo, dah
91 der tiefite Punit ber Kurve von ifr den Abjtand
! 7:: Rat ( = 7::), fo wird z,= 0 und die durdy

paffende Wahl des Koordinateniyitems verein:
fadte l{urnengletdyung

VD) y=+ Ciof k, x it identi|dy mit der der
¢ l{ettenhme (DS6Iunb98 m————) In

z

0 der Praris ift (§ig. 28) meiftens die ﬁo[)e der

£, o Auffdngepuntte iiber dem Erdboden
Sig.28, (a und ¢ Meter), ihr wageredter Ab:

ftand 2/ (m) und die £énge des Seiles

(2 L Meter) gegeben. Dantn muf man, um die Kurve 3eidynen 3u fonnen,
den Parameter m (= 7:-) und die Lage des Ad)fentreuses tennen, auf
1

das bdie foeben abgeleitete Gleidjung bejogen ift. Wir wdkhlen sunddjt
ein anderes Syftem, deffen Ordinatenadyfe der eine Stab ift, von dem
das Seil ausgeht, und Oeffen Abfsiffenadyfe die SuBpuntte der beiden
Stdbe verbindet. Die Hoordinaten eines beliebigen Punttes in diefem
Syftem feien ¢, u; die Koordinaten fiir den Nittelpuntt 0 des gefuchten
Suyfjtems &, 7, Dann ift x=E—§, y=n—n, und bdie Gleidung
der Kettenlinie

(V) 7 —no=m@of 5% Siir =0 mup 4= q, fiir §=21
muB n= ¢ fein, alfo ijt

(VI a—ry=m Cof 2; (IX) ¢ —n=mCof 220, Gormer it

Bogen $Q (3.5.28) = m Sin 2%, sp= mSm & alfo 21=

{ sin2=h g,, +Sin 22 & } Aus bet Definition der m)perbelfunfhonen

uber3eugt man fid) leicht, daf Sin e + Sin 13 =2Sini(e+p
@of (. — B) ift, ebenfo @of a — Cof 5 2Sint (e + B) Sm T e—p);
@of & + Gof =2 Cof & (« + ) Cof L(a — ). Man findef dann

(X) L=mSin - Cof =", Durey Subrattion und Addition der
(leidungen VI und IX refultiert

0




Kettenlinie 71

D) &5 = p=mSin L Sin o',
(XD ‘L;-r"g —no=m&f ;% oL 3n (x), (x1), (XD ift L,

a, ¢, b gegeben, m, & unbd 1, gejucht. Indem wir X und XI quadrieven
und fubtrahieren, finden wic L — p*=m’ Sin*rin[a’.of2 g"———; —_

Sin® g“—ﬂ-l—"l] Die edige Klammer fat (D.S. 39, Aufg. 112) den Wert 1,

v s | VLI-D? I 1 1
fo ift diefe Grofe aus der tranfzendenten Gleidung

. T ha
(XIm Sing_ VL l ol ju beftimmen. Das ift mit geeigneten

Tabellen (3. B. denen der Biitte) leicht; man geht sunddhit graphifdy
vor und wenbdet dann ein Naherungsverfafhren an. Jefht tennt man

(XIV) m=é‘ fus (X) und (XI) ergibt iy durdy Divifion
xv) gge!

p- =% Sindet man Hieraus fiir 8“—":—1 denWert v, foijt
(XVD §y=1+ my. Edlidy hat man nad) (X ate =
o — e L,
m Qof =—— Sin — Qg —;
XVI) =1~ Ltgp.

Aufgaben,

129, 3wei fenfred)t auf der Ebene ftehende Stangen haben die
£dnge von 3 m und find 5 m voneinander entfernt, Ein Seil ijt 7m
Tang und vetbindet die oberjten Puntte der Stangen, Wie Iautet die
Kurvengleidung?

130. Dom Dade eines dreiftddigen Baujes (= 16 m) geht eine
Telephonleitung aus, Ein Draht ift geriffen, fein freies Ende iit 6 m
vom Baufe entfernt, in 1 m Hohe befejtigt. Welde Hurve befdreibt
der Draht, wenn feine Linge 2 L= 18 m ift?

131, Der Draft im Sall der vorigen Aufgabe beriihrt, wenmn er
fret herabhingt, den Erdboden in 6 m Entfernung vom RHaufe.
Wie lang ift der in der Luft jdwebende Teil?

132, Wie lautet die Gleidhung einer Kurve, deren Kriimmungs.
radius ftets den fonftanten Wert q hat?
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133. Es foll der freie Sall unterfudt werden, wenn der Luftwider:
ftand der nten Poteny der Gejdywindigleit proportional gefelt wird.

134, Eine Spiralfeder ift an beiden Enden fo befeftigt, daf fie fid)
in mdfiger Spannung befindet. 3hr Mittelpunit wird gewaltiam ein
Stiiddjen nad) dem einen Ende hin bewegt und dann freigelafjen.
Die auf ihn wirfende Kraft ift proportional feiner Entfernung von
der Ruhelage. Wie verlduft die Bewegung? (Elaftifdye Shwin:
gungen)

Dierter Typus: y'=r®u', x).

Beifpiel 33, y'=y' — x2 + 2x

Nan fefe y' = 2z, alfo gy" dx' dann ijt ‘%—c= z — x4 2x
Das allgenteine Integral diefer volljtindigen linearen Differential:
gleidyung erfter Ovdnung ift (vgl. S.271) z=x* + k e*. Bieraus findet
man durd) Integration y= 1 x3+ ket + k..

3m allgemeinen Salle madyt man diefelbe Subftitution, I6ft die ent:
ftehende Differentialgleidyung %‘= f(z,x), fo daf man z = ¢ (x,k)
hat und integriert dann nody einmal; y= f o (x, k) dx + k.

Aujgaben.
135. o —~y +e*  136. y'=—2y +e*
137. ¢ ——ersmx
138, Gin Korper bewegt {ic) gerablinig unter dem Einfluffe einer

Kraft, welde der Gefdywindigteit dirett und der feit Beginn der Bes

wegung verfloffenen Seit umgeftehrt proportional ift. Wie Héngt fein
Weg von der Jeit ab?

Siinfter Typus: v'=7v).
Beifpiel 34. Bei weldjer Kurve ift dte Normale (vom Kurven:
puntt bis sur Abfsiffenadyfe) gleid) dem Kriimmungsradius?
Derldngert man in Sig. 9 NP iiber P hinaus bis 3ur XAdye, fo

findet man fiir das gefud)te Stiid leidjt den Werty '1 + () e
ift babet+m+(y) gVl + @) oder ' = +1 +y(y)’ s

d .
fei wieder i = d_y__ z; dbann ift "= Z; Z—; . %: %g - z. Wit




y'=fW, x); v'=fW v 73
erhalten aus unferer Gleifung, wenn wir nur das pofitive Dor
3etchen beruditd)hgen

dy _;z eine Differentialgleidung erften Grades 3wifden
2undy. Sie ergibt

d d 1 S
o yy' n(¥)=zm+2% Viti=L;
- ay__ kdy —
"'EE""—'VF ek tdx; x—x= kElt(Iof( )
y=k @of (x _kx") (Hettenlinie).

Beriidjidtigt man in der Ausgangsgleifung nur das negative

Dorzeiden, fo wird dz 1420
d_y__ v '
_zdz _dy_, (y 1 1 1 2 R?,
1+z’"y'ln(k) ln(I+z),k V1+z"1+z =y
k? VR —y* d
z=+V—z—1=i- - y;iw’:, L=dx;

ydy_ 3 __ 2 — —
+[V A= T YR — g, dljo (x—x,)* = k' — p¥;

(x—x )’ +y'=k ’Das it bie Bleidyung eines Kreifes, deflen NMittel-
puntt auf der Abjsiflenad)fe liegt. Daf diefe Kurve die verlangte
Gigenidyaft hat, ift aus der Elementargeometrieflar, von der Hettenlinie
wurde fie friiher (D.S. 98) nadygewiefen.

Allgemetn wird die (BIeid)ung y" =1 (y' y) derart behandelt, daj
man %}1_ z fefgt. Dann tft Zy ; alfo z %‘: f(z, y). Diefe
Gleidyung integriert man, d. I) man beftimmt z= o(y, k); dann ift
(p(dy T =dx. Durd) Integration erhdlt man jeht die gejuchte Be-

jiehung 3wifden x und y.

Aufgaben,
139. Bei welder Kurve ift der Kriimmungstadius doppelt fo grof
wie die Yormale?

140. y"=y' (g +a). 141 5" =2 +) L 12" = )iy
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VIL. Lineave Differentialgleidhungen jweiter
@ cdnung.

Don der vertiiryten linearen Differentialgleifung 3weiter Ordnung

(1) y" + X, 4"+ X, y= 0 (vgl.S.14; vertiirst, weil das Glied X
fehlt) feien 3wei verf d)iebene partifulﬁre £6fungen, y, ud y, ba
fannt. Gs it alfo (2) " + X,/ + X, 5, =0 und (3) y," + X, 10
+ X, y,=0. Nultipliziert man (2) mit k,, (3) mit &y (k, und k,
find mx[lfurltd)e l{onitanten) und addiert, fo ergibt fid

(e + sy + Xy (R gy + ko)’ + X, (Ry gy + Ra ) = 0. )
Es ift alfo aud) y= &, g, + Ry y, eine £3jung der vorgelegten Glei:
dyung, und jwar die vollftdndige, da fie 3wei willtiirliche Konjtanten
enthdlt. Durd) Spesialifierung erfdlt man aus ihr die partituldren
£6fungen; fiit k=1, ky= 0 wird y=y,; fiir k, = 0, k=1 wird
y=1y, S0ift3.B.ing"” + «?y= 0ecinepartitulire £6fung y,= sinex,
eine anbdere y,=cos ax, die volljtdndig y= m cos ex + nsinax
(Beifpiel 30).

A. Dettiivste lineare Differentialgleidhungen
mit tonftanten Xoeffisienten,

Es fet vorausgefelst, dafy die Hoeffizienten tonjtant feien, X,=aq,
X,=b,dljoy" + ay' + by=0. Wire das Problem von der erften
Ordnung, y' + ay= 0, fo wire y= ¢~ 9% eine partituldre Lfung;
wir verfudjen, ob hier vielleidyt y=¢°* bei pajfender Wakl von ¢ die
porgelegte Gleidung befriedigt. Silhrt man die Differentiationen aus,
fo ergibt fid) c®ec* + ace®*+ be*=0; e°* (c* + ac+ b)=0.
Da e°* fiiv endlidhe Werte von x nidyt verjdwinden fann, fo muj
¢’ + ac+ b=0 fein. Unfer Anfay ift ridytig, wenn wir ¢ aus diefer
quadratiiden Gleidung befttmmen

Beifpiel 35, 4" —3y'+2y

Wir feben y=e°* und finben e (c — 3¢+ 2)= 0, alfo entweber
c=1 obder c=2. Da & und ¢** partituldre L£6fungen find, fo
ift nady dem vorigen Sate die allgemeine £ojung y = k, &* + k, &~

Beifpiel 36. "+ y= 0. Manfindet*+1=0, c—- +1/ 1= +1;

2 't
alfo y=k, i*+ kye—i%. s it aber =1 + o+ '2’,‘ +5r

T4 4t
+%...;52=_1;i82i.i=-—i;; =1 8=
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=i; b==i*- f=—1uf}, alsoefx—1—2,+4,;c (- 5'1----)
=C0S X + isin x und entfpredhend e—1*= cos x — i sin x. Die alls
gemeine £5fung witd y=Fk, (cos x + isin x) + k, (cos x — i sin x)
= (R, + kp)cos x +i(k, — k,) sin x. Siihrt man neue Honftanten ein,
nimlidy &, + k,=m; i(k, — k,) = n, fo ergibt |id), wie in Beifpiel 30,
y=mcos x + nsinx.
Beiipicl 8.y —4y' +5y=0;c'—4c+5=0;c,=2+1;
N Y 1’ y——k e‘“‘”"—l— k e2—0xr= k ezx e:x+ k2 e2x e-ix
=k, e** (cosx + isinx) + kzez" (cos x — i sin x);
y= (R, +ky) ez"cosx+ i(k, — kg) %% sinx=me** cos + ne?*sinx.
Beifpiel 38, Bei ciner elaftijdien Shwingung wirte aufer der
elaftifchen Kraijt nod) eine Dampfungstraft (3. B. der Luftwiderftand),
weldje der augenblidliden Gefdywindigleit proportional ijt. Iie ver
[Guft die Bewegung?

Es ift, wenn wir die Beseidynungen der Aufgabe 134 annefymen,
2
%T’:: —Rkx— Z +i 1]t der Tonjtante Proportionalitdtsfattor der

Bremswirtung. Wir fefen x= e°t und ethalten ¢*+ Ic + k=0,
l IS l [
alfo c1=‘—’2"+Vz—ks; = —75— E—-k"

1. Sall, ~-k’ it pofitio = + 4!, bcmn 1mb ¢, und ¢, reelle

t
Baflen; x =k, o1t + by et =k ¢ 3t +k, -t
1t

¢ 2 [k, Qofyt+k,Sinyt+ ks @of y t—kySinyfl;x= e 3 [m Qof y ¢
+ nSinyf], wenn k, + ky=m, k, — ky=n gefefit mlitrb. Soll fiir

t=0 bder Ausidlag x= 0 fein, fo ift m=0; x=ne 2 Siny#; foll
1t 1t
fiix = 0 audyp=1y,fein, oxitn[—-—e 2Sinyt+ye 2 Qofy ¢ i—o
1t
= v, alfo ny—vo, n= —7—, x= -’;e 2 Singt,
2. Sall. ——k2 fet negatm = — 4% damn f{ind ¢; und ¢, tons

u 1t
jugiert tomples. x= ke 2+y +k, Ee) (R, cos yt

+ iRy sinyt+ kycosyt—iky sinyt); x=e¢ 2 (mcosyt+ nsiny).
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It
Soll x fiit t= 0 verfdwinden, fo muf m= 0 fein; x = ne ? sinyt;
joll v fiir =0 den Wert v, annehmen, jo mup ny = v, fein;
1t

x="¢ 2 ginyt
4 v
Die Bewegung ift  er periodifd) (vgl. D. S. 59), im erften Sall

nidt.
3.5all %’— k= 0. Jeit wird ¢; =c, und unfer Derfafren, wel:

dhes die Derjdjiedenfeit der partituliven Integrale forderte, ift hier
nidt anwendbar.
Siir einen tleinen Iert von y geft die allgemeine Lofung in
1t

Sall 1 und 2 iiberin x =e 2 [m+ ny f] (Reihenentwidlung!). Lajt
man y fehr Hlein und gleidyseitig n fefir grof werden, jo fann man
fiir n y tm Grensfall die neue willtitlide Konftante n, einfiifjren
und hat fiic y=0 It

x=e *(m+nt). R
Bei unfern Anfangsbedingungen erhilt man {dlieglid) x = v, te 2.
Die Bewegung ift aperiodifd) wie in Sall 1.

Aufgaben.

143, Nan 3eidne das Seit-Weg-Diagtamm der geddmpiten
Sdywingungen, wenn v, = 10 cm/sec, k=1, und I der Reifje nad
1,6; 2; 2,5 ijt.

144, Wie witd eine elafjtijdhe Bewegung durd) eine fonftante
Hraft K (3. B. die Retbung 3widien feften Korpern) beeinflupt?

145, Gin Korper iiberidyreitet, von linfs fommend, jur 3eit =0
mit der Gefdwindigteit v, den Anfangspunit des Koordinatenfnitems.
Seine Bewegungsart entfpridyt der vorigen Aufgabe. MWeldje Grensen
hat feine Bew;gung und wann wetden fie erreidht? (Beifpiel v, =10,
k=1,L=2).

146. Man verfolge den Weg des Korpers und feine Gefdwindig:
feit, von der linfen Rufelage ausgehend, fo lange, bis er wieder feine
linfe Rufelage erreidyt.

Wi {ehen aus den leten Aufgaben, daf {id) eine lineare Differen:
tialgleidung von der Sorm gy + ay' +by= c ftets auf den ein-
fadjeren Sall, daf die redyte Seite verjdjwindet, Juriidfiihren lagt.
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Es ift y"+ay'+b(y—-;-)=0; fest man y~§—=z, fo wird

y=2,y"=2" dfo 2" +az' + bz=0.

So_4ritt bei der Berednung der Seftigleit von Rofren unter dufe-
rem (gberbrucf (56ppl, Seftigleitslehre) die Gleidung auf
E0 38 =M, +pegy— (pe+ 52) y. Aufers, yund y” find ierin

- . E®
alle Grofen Tonftant. Es fei (pc + —5*2*)2 E@=b; (My+pcy,):EO
=c. Dadurd) wird die vorgelegte Gleidung auf die Sorm " + by
=cgebradt; z=y— %; Z'+bz=0; z=Asinybx+ Bcos Vbx,

y= o+ z mithing="21P% | Asiny/bx+BeosVb x.
petgr
Derfiirjte lineare Diffeventialgleifungen mit
verdnderlidhen Koeffisienten.

Beijpiel 39. Bei der Beredynung didmandiger Rohren Tommt die
2
Differentialgleidung x’Z—g + x g—; — u =0 vor. (§6ppl.)

Statt ifrer unterfuden wic bdie Gleidung erfter @rdnung
x g; — =0 oder beffer die allgemeinere xj——: =ru, wobet r eine
beliebige Konftante fei. Hier ift %‘—' = r-%’f, affolnu=rinx-+Ink;
u="Fkx7, fpesiell u=x". Wir priifen, ob fid) diefe Annafme viel:
leidyt audy Hier bewdhet. Aus u=x folgt u'=rx"—1; ou'=
r (r—1) x*—2; man erhilt beim Ginfegen x*r(r—1) x* 2+
xrxT—1 —xr=0, aljo, wenn man durd) x~ first, r(r — 1) +
r—1=0; r12—1=0; =+ 1, r,=—1. &s ijt daher fowohl
x wie % eine partituldre £5jung, die allgemeine ift nad) S. 74

y=k1x+ }2'

Aufgaben.
147. Bei der Beredjnung tugelformiger Gefife (56ppl) erhilt man

% g% +2x :_l; —2u=0. Die Heift die allgemeine £8fung?

2
148. " 5819220 L 125 =0,
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Wir fehen y = x' und erhalten die Gleidung r(r— 1)+ 5r
-+ 4 =0. Sie hat die Doppelwurzel r=—2; y= i—‘, ift swar eine
£06fung, aber nidyt die allgemeine da, diefe 3w ei willFiixlidye Konftanten
enthalten muf. Wir nehmen an, daf unfere Gleidhung fiir r aus

einer von ifr wenig verjdjiedenen entjtanden fei, weldhe die L5fungen
=—2+4+h rg=—2— h Iteferte wobei h eine fleine 3af bes

deuten mdge, Dann ift y = ——2—_—h + T+_E" x—, (ky xth+4 Rix—h),

Esift xh=etlnx xy—h = g— hinx Dor Klammerausdrud wird, wenn
man (wegen des tleinen + A) nux die beiden erften Glieder der Reihen-
entwidlung benugt (D. S. 70) k2" + kyx—t=Fk, (14 hinx)
+ kg (I _’hlnx)= (kl + kg) +ln X (k1 - kg) ha th h TIOC[) fo ﬂein,
immer fann b, — k; fo beftimmt werden, daB (B, — k) h enbdlidy
bleibt, es miiffen nur &, und &, grof; und von entgegengefestem Dor-
3eidjen angenommen werden. Stets fann man es dbann einridjten, dab
ky + kyendlid)bleibt (als Differens grofer Saflen), wenn die abfoluten
Werte von k, und ky fid) nur um einen endlidjen Betrag unter{dpei:

den. Jjt3. B. h= i 000000, k, =500002, k,= — 500000, fo it
h(ky —ky)~ 1,k + kg = 2. GEsiftaljo gy (A <+ B In x), wenn
mank, +ky=A4,(k; — kq) h=Bieft. Im Greng,fa[l (h=0)erhilt
man als allgemeines Integral y = ’—Cl—, (A+ Bln x). Nan tann durd
Einfeen in die gegebene Gleidung leid)t die Ridytigleit bejtdtigen.

Aufgabe.
2

149, x*%}g,-l— ax%+ by=0.

Wir hitten aud) anders vorgehen Ionnen, um in Beifpiel 40 die
allgemeine £3fung y 3u finden, wenn die partituldre y, = %be;
fannt war, Gs ift x’y" + 5xy + 4y=0 und ebenfo

2y +5xy, +4y,=0.
Uultiplisiert man die obere Gleidung mit z,, die untere mit —y
unbd addiert fle, fo ift x* 4"y, —,"9) +5% @'y — v’ y) =0.
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Wir fegen 'y, —y'y=1u, dann ift o' = @'y +3'5)) — @y
+u'y)=y"y, — vy, daher erhalten wit
2ol +5xu=00berx 72 + 5u=0; L34,
Inu=—5Inx+Inc; u=£‘—b.

o AU\_¥u-v'y_u_ dfyy_c. 1 __c
ﬁnbereitsxt—(~—)=—-'——'—=__- *.(_)=_x.:-—=ﬁx.
[ f dx u, Ula H," dx u,

1
£~=c,lnx+ csi y=mletenx).

1
Sdyreibt man A ftatt ¢, und B ftatt ¢,, fo hat man das frithere Ergebnis.
Das eben gefdjilderte Derfafren Idgt fid) auf jede vertiirste lineare
Differentialgleidjung 3weiter Ordnung anwenden, es fest nur voraus,
baB ein partituldres Integral betannt ift.

150. NMan fiifre den Gedbantengang der lehten Bemertung bei dex
Differentialgleidung 3" + X, ' + X, y=0 durd), in weldjer X,
und X, gegebene Sunttionen von x find; g, fei eine befannte Par-
titulariGfung.

C. Dolljtandige lineare Differentialgleifungen.

Beifpiel 41, Aujeinen elaftijd) {hroingenden Korper (Aufgabe 134)
wirkt eine periodifd) an- und abfdywellende Hraft (3. B. die Lufts
fhwingungen, welde eine Stimmgabel erseugt). Es foll feine Bes
wegung unterfud)t werden. (Erjwungene Shwingungen.)

Die von dem fremden Xorper Herriihrende Sufatbefdleunigung ift
von der Sorm I sin A¢, wobet die Konftante I* die Stirfe und A die

Periobe dyaratterifiert; nad) der Seit % wiederholt fid) der Dorgang,

welder die urfpringlife Bewegung beeinfluft. Es ift
K"=—kx+Psinit; x" + R x=0"sinkt.

Es liegt nake, an die Lagrangeidye Dariation der Honftanten ju
denten, weld)e die L6{ung unvertiirster lineaver Differentialgleidyungen
erfter Ordnung gejtattete. Wdre in unferem Salle die redhte Seite
gleid) 0, fo tonnten wic das Ergebnis fofort finjdjreiben; die Gleis
dung x" + K*x= 0 fat die £5jung x =mcos kt+ n sinkt.
m und n faffen wit jeit aber nidyt mehr als Konjtanten auf, fondern
als Sunttionen von ¢, die fo beftimmt werden follen, dafy y der unvers
tiirgten Gleidung geniigt. Da3u geniigt es aber, wenn nur eine
diefer Brofen vartiert wird; redynen wir mit beiden, fo tonnen wir
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ifhnen nod eine beliebige Bebdingung vorjdyreiben, ofhne daf die Red):
nung an Allgemeinfeit einbiift. Jehtift (1) x = m cos kf + nsinkt,
x'=m cos kt — mksinkt+n' sinkt+ n k cos kt.
(Der Strid) bedeutet die Ausfiihrung der Differentiation nad) ¢
Nadien wir jeht von unferm Red)t Gebraudy! Wix djreiben vor:

() m' cos kt+n'sinkt=0.
Dann vereinfadyt fidh x' auf den Ausdrud
(3) x' = —mksinkt+nkcos kt.

@) ¥'=—m'k sin Bt —mPkE coskt+n' k cos kt —nk sinkt.
Jefst feten wir (4) und (1) in die gegebene Differentialgleidung ein
—m' ksinkt—mk®cos kt+n' k coskt—nk®sin kt +mk:coskt
+nk*sinkt="0"sin4 ¢

2
(5) —m' sinkt+n' coskt=%sinlt.

Aus (2) und (5) finden wir m' und . Wir multiplizieren (2) mit
cos 2Ifet, (5) mit — sin k¢ und addieten, dann erhdlt man (6) m'=

— % sin A ¢sin kt. WAHIt man sinkt und cos k¢ als Sattoren, fo
]
entteht n'= % sin1 £ cos kt.

m’=2% [cos (A + k)t —cos(A — k) f]
W= Isin (4 + B) ¢ +sin4— B ], alfo

1* Isin (}.—l—k)t sin(A—R) ¢
(6) m= 2k[ Ry =k ]‘*"A
r cos (A4 k)t cos(A-k)t
(M EE[ aTE ik JTB
A und B find Integrationstonjtanten. Diefe Werte {ind in (1)
eingutragen, _r [sm (A +R)tcoskt— cos (A4 k) tsinkt
. * =3k . Py
__sin (A~ k) tcos k;i— :os (- k)tsmkt]_l_A cos kt -+ Bsin kt.

Wenbdet man wie oben die Sormeln sin (« 4= B) an, fo erhdlt man

® [sm M sinit

=%®FE I-F + Acoskt+Bsinkt.

Der Jnhalt der edigen Hlammer ift sin A ¢ [1 TF i ! k]

2ksinkt
T 2T _ gt rb I)
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(8) x=——-1,—_l_,,-e—,fsinlt+Acoskt+Bsinkt.
31t allgemein die Gleidung
d? d
(a) 2rx X y=1x
gegeben, fo [6ft man 3uerft die vertiirste Gleidung
1
(b) TY 4 X, 9 4 X, y=0; fe lifrt (gl S. 74)

() y=mf(x)+no(x). Jeht faht man m und n niht mehr als

Konjtanten, jondern als pajfend 3u beftimmende Sunttionen von x auf:
y=mf+mf +n ¢+ng, und feht

(d) mf+n9=0, fo daf

(e) y=mf +n¢' wird. Hieraus folgt

(&) y' =mf +mf'+n' ¢ + ng'. Durd Einfehen in (b) ents
fegt mf'+ng" +mf+n' ¢ +X,mf +X,no' + Xgmf+
Xonp=2X,.

@) (mf’¥+n¢"+X1mf’ +X,ne' +X;mf+X;no)+m'f
+ n' ¢’ = X,. Da aber (c) die £6fung von (b) darftellt, fo ift der Aus-
druct, den man erhilt, wenn man (c) in (b) einfelt, gleidy 0; in (f)
verfdhwoindet die Klammer, und 772’ und n' tonnen aus den Gleidungen

(d) mf4+no=0

() m' ' +1n' ¢ = X, beftimmt werben. Jjt dies gefchefen, fo
bildet man durd) Integration m und n, feht die Werte in (c) ein
und Rat die volljtdndige Lojung von (a).

Aufgaben.

151, In Beijpiel 41 werde die periodifdeStorung durd einebes
liebige erfelt. 1ie lautet die 3ugehorige Differentialgleihung und
ihre £6fung? 152, 3" + 10y + 16y =1

158. y" 4+ 2ay' + b'y=e"*; b fei von q verjdhieden.

154. a und b in Aufgabe 153 feien gleid).

155. Bei der Berejnung der Lavaljdjen Dampfturbine ftommt die

Gleidung —'c'—' Z—:’: + x=— e cos ut vor; wie heifit ihre allgemeine
£ofung? 186, —y"+y=— esinut

Wenn von einer unverfiirzten linearen Differentialgleidung
y" + X,y + X,y=1X, ein partituldres Integral y; befannt ift,

ANu® 589: Cindow, Differentialgleichungen 6
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fo fiihrt die Auffudung des allgemeinen aufeine vertiirste Difféven:
tialgleifung. s ift dann ndmlid
H" + le + Xy = Xy
n' + Xy -{-ng1 X, Durdy Subtrattion
ergibt fidy y — )" + X, (y y)' + X, (y — yy) = 0. 3t Bieraus
y — y, = f(x) beftimmt, fo ift das allgemeine Integral y = f(x) + y;.
157, Don der Differentialgleidyung 5" + ay=— bx nimmt man
an, daf y, = cx bei paffender Wahl von ¢ ein partituldres Integral
fei. Die Dermutung foll gepriift werden, und, wenn fie fid) beftdtigt,
foll das allgemeine Integral angegeben werden.

158, Man verfude die Gleidung x dx": + x —p=—N¢

(Theorie der treisjormigen Platte) dfnlid) ju be[)anbeln. Dermu:
tung o, =cx*.

VIII. Niherungsmethoden fiivr Differential:
gleifungen jweiter Ordnung.

A Entwidlung durd Potensreihen.

Das auf S. 53 dargelegte Derfahren lagt fid)y ohne weiteres auf
Diﬁerenhalgletd)ungen jweiter Ordnung anwenden.

Befjpiel 42, T8 + L 28 1y — 0. 1ir verfudien die £5fung durd
ben Anfa y=a + bx—l— cx’+ ex“rfx +gx®+---. Dann it
y=0b+2cx+3ex®+ 4fx +59x 4o y”—-20+6ex
+ 12fx'+20gx* + 30hx* + - - -. Saft man die gleidihohen pg;

tengen sujammen und ordnet, jo erhdlt man z" + iy +y=+

+ (2c+2c+a)+ (6e+ 3e+b)x+(12f+ 4f + c)x*+(20g
+5g+ex*+(30h+ 6h+f)x*+---. Da diefer Ausdrud idens
tijd netid)wmben foll, fo miiffen alle Koefftg.fenten =0 fein; alfo
b=0; f”‘”‘Ta{ e—__b 0; f=—fse=+gai g=—ze=0;

A
x 8 .
y=a(1—§2—,+2,.42-—2,.:,_6,_-t- . ) (Bef{el{de 3nlinder-
funttionen.)

Aufgaben.
159. g =xy. 160. xy" +y +y=0.
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B. £6jung durd die Simpfonjde Sormel.

s fet eine Differentialgleichung von der Sorm " = o (¢, g, %)
gegeben, welde als Honftanten nur bejtimmte Sahlen, Teine Bud-
ftaben (a, b, ¢ ---) enthalte. Wenn fie allen Derfudjen, ifhre Lofung
nexatt” nad) den bisherigen oder andern Methoden 3u finden, Trof
bietet, fo tonnen wir fie durd) die Simpjonjde Regel mit beliebiger
Genauigteit niherungsweife integrieren. Das Verfahren unterfdeidet
fid) von dem auf S. 55 §. gefdyilberten nur dadurd), daf nod) eine
3weite Integration notwendig ift; diefe madyt aber gar teine Sdwierig-
teiten.

Es fet fiir einen Wert von x, ndmlid) fiiv x=a der Wert von
y, y=>b und der von g' (= c) gegeben. Dann ift @,_, =

=a
o (¢, b, a), aljo befannt (= d). Wit waklen ein paffendes Intervall w
fii die X Adyfe aus und fudyen Junddyit die Werte fiir x = a + + w;
fie feien beseidmet mit g, , g,,' ., Die lefite Grofe wird extras
poliert; in den meiften Sdllen ift man 3u der Annafme beredtigt,
daf fie nahesu gleidy (' ) _ o o gleidy d ift. Dann ift uy,
a+hw o
=c+ [|y'dxxc+ %) (d +y,,") (Trapegregel!). Sermer ift g, =

& adi,w

=b+ f ydxb+ ;;"3 (c+u /2'). Wit den fo gefundenen Ydherungs

a
werten von g, ' und g, ldBt fidy y,/‘" genauet bevednen; es ift y,/z"
=g (y, /2', yat I w) Jet wiederholt man das Verfakhren, bis
eine neue Wiederholung teine Derbefferung mehr bringt.

Durd) Extrapolation findet man nun fiir x = a + w den Wert z,".
a+tw

Dann ift g'=c+ f y'dx, alfo nad) der Simpjonjden Regel y,'x
a a+w
Rctg [ty +ag, | ud g =b+ [y dx b+ oty

a
+4y, /2' ]- Bus diefenNaherungswerten beftimmt many, "= o (., ,,%,)
genauer und wiederholt das Derfahren geniligend oft.

6*
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Man extrapoliert fiix x = a + 2w den Wert y,". Darauf hat man
a+2w a+2w

y,'=c+fy"dxm+%[d+y2"+4y1”]; yg=b+fz/dx=

a a
b+ % [e+y + 4y, y," witd genauer als vorher beredynet; y,"=
@ (;', ys a+ 2w). Dann geht man das Redenfdema bis gur volligen

Ubereinjtimmung durd).
Jetit witd z," ertvapoliert (v=a+ 3w). Dann ijt ' =
a+3w a+t3w

o'+ f Y dr Ry 5 "+ s+ 4w =w + f y'dxmyt+
atw atw

+ ';—' lp! + 55 + 45,']1; der genauere Wert von 5" it gleidy

@ (Y5, ys a+3w). Der weitere Gang verliujt entfpredend.
Beifpiel 43. Ein Setundenpendel (Aufgabe 127) wird fo hod)

gehoben, daf die Pendelitange wageredt liegt. Dann Idjt man es,

ofne ihm eine Anfangsgefchmindigteit ju erteilen, fallen. Der Derlauf

der Bewegung foll verfolgt werden.
Die in Beifpiel 31 (S. 66f1.) abgeleitete Differentialgleidung

o'=— gT sing gilt audh hier, es ift aber nicht mehr geftattet, sing=0¢
3u feten. Dadas Pendel bei tleinen Ausjdldgen 3u einer Sdwingung

eine Setunde braudt, fo ift ”Vg£= 1, =x2 alfo
9" = — 7% sin ¢ = — 9,8696 sin @.
Siitt=0jtp=—90"= — ;, @' =0 (ba die Anfangsgefdwindigs
teit s' =19p'=0ift), 9" ift + 9,8696.
Als Intervall wiflen wir den jefnten Teil einer Sefunde; w=0,1;
L w=0,05. Wir ettrapolieren qo%" =9,8696; dann ift qh,,' =
0,05

0 +/qo"dtm 0,025 [9,8696 + 9,8696]; tp,/z’= 0,4935; @, =
0 0,05
——% +f¢'dt ~—1,5708 + 0,025 [0+ 0,4935] = — 1,5585=

0
— 89°17' 40", fieraus folgt ein genauerer Wert von @, ", ndmlidy
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@, =— 98696 sin (— 89° 17' 40"); ¢.,"=+9,8690. Er liefert

die Werte (p,/:’—" 0,4935; ¢, = — 1,5585 = — 89° 17' 40". Da

diefer Wert fdon vorher 3ur Berednung von ¢ diente, ift eine
weitere Wiederholung unndtig.

o' ift von 9,8696 auf 9,8690, alfo um 0,0006, gefallen; es wird

der 3u ertrapolierende Wert o," ungefdhr 9,8684 fein, Dann ift ¢,/

01
=0 -I—f "dt= 6 [9 8696 + 9,8684 4 4-9,8690] = 0,9869;

0,1

P, ~15708+f¢dt~—15708+ [0 + 0,9869 +
0

4.0,4935]= —1,5215= — 87° 10' 30". Bieraus ¢," =9,8577.
Jeit wird ¢, -—09867, @, wie norber Wiederholung 3wedlos.
Trofdem der ertrapolierte Wert fitr ¢ redht ungenau war, fiihet
die Redynung fdmell sum Siel.

Die weiteren Ergebniffe find in der folgenden tleinen Tabelle nieder-
gelegt, die man von vornferein fid) anlegen fann, wenn man bdie
nod) unfidjeven Werte erft mit Bleiftift hinfdreibt und nad)her durd
die endgiiltigen, weldje mit Tinte eingetragen werden, erfehit.

t (sec) ¢° o (abjolut) o' o'
0,0 —90° —1,5708 0 9,8696
0,05 —89°17' 40" —1,5585  0,4935 9,8690
0,1 —87°10' 30" —1,5215  0,9867 9,8577
0,2 —78°42' 30" —1,3737  1,9660 9,6785
0,3 —64°43' 40" —1,1297  2,9033 8,9250
0,4 — 45040 40" —0,7973  3,7140 7,0609
0,5 —22039' 20" —0,3954  4,2690 3,8016
0,6 + 2°30' 20" +0,0438  4,4419 —0,4315
0,7 +27°25' 40" +0,4787  4,1867 — 4,5462
0,8 49°47' 50" 0,8691  3,5701 — 17,5380
0,9 67°54' 10" 1,1851  2,7253 —9,1448
1,0 80°49' 20" 1,4106  1,7747 —9,7433
1,1 88°10' 40" 1,5390  0,7925 — 9,8646
1,2 89°53' 30" 1,5689 —0,1943 —9,8696
(§ig. 29.)

Sur Probe fann man die Differentialgleidjung auf beiden Seiten mit
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0,1 i1
10

o' multiplisieren und dann integrieren; man erhdlt 1 (¢')*+C=
=+ n’cosg. §iir t=0 ift o =—90°und ¢' =0, alfo muC=0
fein; ¢ =n}2cosp. Die halbe Swingungsdauer findet man,
wenn man ¢ als ¥
abhdngig von ¢ 2

graphifd) darjtellt /—
(§ig. 30) unbd fejts 0

ftellt, wann p=0 02 04 _~06 08 Lo 12

wird; es gejdjieht -

fiir £=0,59. Mit -

einem genaueren Interpolationsverfafren (vgl. v, Sanden, Prattifde

Analyfis) ergibt fid) aus dert beredyneten Werten von p, daf £=0,5902
T

5ig. 30.

172 dy

n 1 qin?
: 1/1 g sin*o

ift; er ftimmt mit dem Ndherungswert innerhalb der vier Stellen nad)
dem Xomma villig iiberein.

Beifpiel 44, Die ballifti{die Kurve. Ein Gejhof verlaffe mit
der Anfangsgefdwindigteit v, m/sec den Gefdyiiflauf, welder mit
der Rorijontalen den Wintel o° bildet. (§ig. 31.) Serlegt man
die Bewegung in eine horizontale (x) unbd eine vertitale (i) Kompo:
nente, fo witft in jedem Punite der Bafn die Bejdleunigung der
Sdywere mit g= 9,81 m/sec® nad) unten, alfo nur auf die vert::

ift; es laft fid) seigen, daf der ftrenge Wert =
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fale Xomponente. Set)en mir vom £uftmtber1‘tanb ab, fo Tauten die
Bemegungsgleidyungen 4 t’ =0 unb T t’ — g (minus, weil die Bes

fdleunigung nady unten 3ieht).

Hievaus ergibt fid) fofort x =Rt + ky; y=—3 g2 +1t+ 1.
3ur Beftimmung ber Integrationstonjtanten &, k,, I, I, beadten wir,
dafj 3ur eit ¢=0 das Ge-v)
fhop den Lauf verldft, fiir $ig. 3.
t=0 it x=0 y=0,

ax _ 4y_ o
dt —vocﬂsa, dt""vosln ' \ /

0170k1=11=0;k=00008“,3 ?,
l=uv,sina, mithin x=7
votcose; y=—1gtf+Slca x

vyt sine. s akt fidy leidyt Yo COSC
jeigen, daj die Bahnturve eine Parabel fein muf. In Sig. 32 it fie
filx o= 100 m/sec, a = 30° geeidnet; es ift die [ingere der beiden
Kurven,
Jehit wollen wic den Luftmwideritand beriidfidtigen; feine Groge
Y

S$ig. 32,
fel in einem beliebigen Bahnpuntte = — w (negativ wegern der Brems:
wirtung). Dann ijt feine horizontale Komponente — w cos «,, feine
vertitale — wsine,, wobet o, Oen momentanen Steigungswintel der

Kuroe bedeutet. Wir haben tg o = d ) Sy = ?11;' cos & = ‘;’;
(vgl. 3. B. §ig. 27), alfo
dix dx d'y __ dy
- T Wast anT T 9T WS
Bei maigen Gejdmindigleiten ift w der Gefdywindigteit jelbit pros
portional; w= k’Z ;i kP it eine NMaturtonftante. Bet diefer Ans

nahme etl;alten wir
d’x _ k,ds'd__x __k,dx dy _ k,gi_l_;_
ars TR G T av a6~ 97 R at
Segen wir k'=0,1; g= 9,81, fo haben wit



88 VIIL Naherungsmethoden fiir Diffeventialgleifungen jweiter Ordnung
'=—014;y'=-981-01y".
Diefe Gleidhungen follen numerijd) integriert werden. Su Anfang ijt
¢ x P 5" v yr yu
0 0 86,6 — 8,66 0 50 — 1481
(Reden{dyiebergenauigteit).
Wir wihlen als 3Intervall eine Setunde, 3u Beginn der Redynung
1 sec. Ertrapolieren wir, indem wit sunddft annehmen, daf x" und
y" nad) einer Setunde ifren Wert nod) beibehalten Haben, fo ent:
{teht fiic =1 die folgende, ndherungsweife ridtige Reihe
¢ % x! ! yl yﬂ
05 422 823 —866 231, 426 — 148l
it den Niherungswerten fiir x, x', y, ' ermitteln wir die Jweiten
Ableitungengenauer. x" = — 8,23; 5" =—9,81 — 4,26 = — 14,07,
Legt man bdiefe befferen MWerte 3ugrunde, fo ergibt fidy

¢ x ¥ P 7 If y"
0,5 122, 824 — 8,23 23,2 42,8 —1407.
Bei einer nodymaligen Durdyrednung findet man enbdgiiltig
t x xl x" y yl yll
05 422 824 —824 252 42,8 —14,09.

Jett ertrapoliert man die Werte von x" und " fiir £=1,0 und
wenbdet 3ur Berednung von x', x und ',y die Simpjonfde Sormel
an. Man findet als Endergebnis

¢ " X %! ¥ yv yn
0 0 86,6 — 8,66 0 50 — 14,81
05 422, 824 —824 232 42,8 —14,09
10 84 783 —1783 428 359 —1340
2,0 1570 70,9 —17,09 723 232 —1213
30 2244 64,1, —6,41, 896 11,6 —1097
40 2855 580, —580, 959 1,2 — 993
50 3407 525 —525 923 — 83 — 898
60 39,7 475 —4715 196 —16,8 — 813
70 4359 430 —430 589 —246 — 135
8,0 4768 389 —389 307 —31,6 — 6,66
90 5138 352 —352 -39 —37,9 — 602

Die tiirgere Kurve in Sig. 32 3eigt, wie wefentlid) der Luftwiderftand
unter den angenommenen Bedingungen die Bahngeftalt beeinflujt.
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Es braudt nidyt befonders hervorgehoben 3u werden, daf das nume-
rifdye Derfafhren aud) dann braudybar ift, wenn fiir den Luftroiderftand
ein anderes Gejely angenommen wird, 3.B. w =k*»™, wobei n ein fons
ftanter, paffend gewdhlter Erponent ift (hier war n=1; gewdshnlid
fegt man n=2). Die erafte Behandlung witd in den meiften Sdllen
verfagen oder 3u fehr fomplizierten Sormeln fifhren. In unferm Sallift
x="2 :ZS“ (1—e ¥ y=— Z—: + El‘i (vosinoz-i- ;fg;) (1—eF¥),
§iir £=9 erhilt man unter BenuBung der angegebenen Werte x =
513,925; y=—4,032, wenn man mit fedsftelligen Logarithmen
rednet. Der fehr geringe Unterfdyied beweijt {hlagend die Genauig-
feit des Mdherungsverfahrens. Prattifd) ift er gan3 bedeutungslos,
da die Werte fiir vy, o, g und befonders k? fowie die Annahme iiber
das Gefety des Luftwiderftandes viel 3u ungenau {ind, um die Ans
wendung einer vielftelligen Tafel erforderlid) 3u maden.

Sind die Differentialgleifungen von hoherer als 3weiter Ordnung,
fo ift die numerijde Behandlung aud) imftande, fie 3u Iofen; es ift
nur eine weitere Jntegration erforderlid), da man von y'"' jdhrittweife
su gy, y' und y iibergehen muf; das Wefen des Derfahrens bleibt
ungedndert.

Die naturwiffenjdaftliden Probleme fiihren in den meiften Sdllen
auf Differentialgleijungen, die in der Niehrzahl von der jweiten
Ordnung find, da die Krdfte durd) sweite Differentialquotienten dar-
geftellt werden. Wir haben eine Reife von Nethoden tennen gelernt,
um fie egaft su behanbdeln; andere 3u bringen verbot der Raum. Da
wir aber gefehen haben, dafj, wenn die eratten Derfahren verfagen,
jede tontrete Differentialgleidhung mit beliebiger Genauigteit numerifd)
geldft werden fann, mag es ficdh um die Bewegung der Geftirne oder
der Eleftronen hanbdeln, fo diirfen wir iiberseugt fein, daf der mo-
derne Naturforjder den auf ihn eindringenden Problemen gewappnet
gegeniiberiteht,




90 £8{ungen (1-5)

p
(Aimf) £Sfungen.

5 1
100 Lp=—1; + +’“ Siir Kohlenfdure gilt Sig. 33,
Man netgleid)e bie Kapitel fiber die Fritifjdye Temperatur
80t in phyfitalijden Cehrbiidern. Die Hurve, welde ifr ents
foridit, hat einen Wendepuntt, in weldhem die Tangente
6ok Qorizontal verldujt. 2. a=" 2a=0, alfo
mup xy =0 fein. Die Adfen
200 find  Enveloppen,
die  Sdnitts
puntte benady
20+ barter Xurven
5ig. 33. Tiegen aber erft
in unenb
0 00T 00 005 () hfdm Ente
(et ernung.
8. Aus y — (i;{a—)— =0; ”3—(::1# =0 folgt y = 0. Die Abf3iffens

Y

adyfe ift die Enveloppe; fie bildet feine Grenslinie filr die Kurvenjdar.
Bei der Jeidnung der eingelnen Kurven benugt man 3wedmifig eine
Sdablone. 4. Als Gleidjung einer Geraden findet man f=x 1 ¢’y

—c=0. € i[tgl;=20y —1=0, alfo c= ;—y Durdy Einfefen in die erjte

Gleidung erhilt man xy = %, die Gleifung einer gleidhfeitigen Hyperbel.
Umbiillungstonftruftion (D. S. 48). 5. Eine Gerade der Schar {dyneidet auf
der YAdfe das Stiid Isin @ ab und bildet mit der pofitiven XAdfe den
Wintel — g (§ig. 34); ihre Gleidung ift (y=—xtg ¢ + Isin 9. Durd)

. Differentiation nad) dem Parameter g éntiteht (2) 0=——— +l cos g,
1 2
Aus (2) folgt cos ¢ = (—’IE)S, aljo sin ¢ = l/l - (%)3;
1 l
I tgo= 3 8 - Durd) Einfeggen in (1) entfteht

X
S§ig. 34

w\ 5 %m“l/“(’{-)g’



£ofungen (6—19) 91

l/ x\ X\ g x\3 HE V4
¢ . _(* 8 .

RNl

.2_ o o 2 2

(%) -1——( )3 ;:c*’-l-y*’—l3 Nan ers

hilt oie ,Sternfurve’, einen befonderen Sall

ber: Enpozytloide (Sig. 35).

g+ 28 — 0. Dyl.bie Tane

gentenfonftruftton D. S. 47.

1
1y'= §—(—’i—n~£~,htemus und

aus der Kurvengleifung folgt y = m (y)

x—a
S‘U'=_E+E+' 9. Y _ .

r y' 5
0. y=x— "—“IZ_%,)—. 11. Die gefudyte Sum-
In (T‘) $ig. 35.
3
me iitdet=fdet—fdt=fm%dt=fmdv=m (v, — v,), wenn

v, die Ends, v, die Anfangsgefw indigleitift. Das Produf aus Nlaffe
und Gefdymindigleit, mv, heit aud) Bewegungsgrdpe; es ift alfo der

fntried gleid) dem Suwads an Bewegungsgripe 12. A= | Pds =

d's dvds ., [dv _ _»___:‘
f dt*d _f dtmdt.—mf—d—tov dt= mfvdv-—ml— 2 |

wenn v, die Gejdwindigleitin B, v, die in Abedeutet. §iir die Arbeitsleiftung
ouf dem Wege A B tommt ali onur die Anfangse und die Endgeffwindigleitin

Betradyt. Begeidynet man—z— aIs ,Tebendige Hraft” oder ,Wudyt”, fo ergibt

fidy die von der Kraft P geleiftete Arbeit gleid) dem Suwadys an Wudyt, wenn
man den Endzuftand mitdem Anfangszuftand vergleidt. 13. Der hs i te Diffes
rentialquotient ift der yweite, alfo ift die Gleidung 3meiter Ordnung; fieijt

linear nad der Definition diefer Gleidjungen. 14.(y') ‘— Z-—1 ift eine Diffe-

tentialgleifung erfter Ordnung und gweiten Grades. 15 Gleidjung erfter
Ordnung und erften Grades, aber nidyt linear. 16, Lineare Gleidiung erfter
Ordnung, netlﬁtg,t 17.y=—acos x+c;y+acosx—c=0; y+acosx=§.
a

By =—— ,y aRrSm(—)-l—cu entjpr. 19. y'=e%; y=ae

V 2
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+ ¢ u. entfpr. 20, d_y_ =7 P Y= +c (Parabel). 21.y'=—; y=

nt1
alnx+c.22. ’=—~ =% 193 8us Sig. 36 folgt R_—
y=iyg= (n+1)“+ §ig. 36 folgtQ
t= yVI—]— @ Dat—-—giem[olltfty—V—g—qy—aﬁr(loi +c.

24, z—’;—y, y =§; y=alnx+{c=aln (7) 25, Ri=g. 1=
=9,81-4125-0,001; k=v —656m/sec 27. G metbe—t—x gefett,
"+ Jr1,20

+( +24+73;:))

mer im Henner mit X, fo ift v=~ (x+ + = 120) = X—{—Xa X?); unter
6
Dernadldffigung der hoheren Potengen wird X2= —x~ + = o) X3= —’i V=

x3 2 AN 2tz 2g‘t‘ . _
k(x-ng—x)— ( k‘+15k‘) Semertfth-—ln{l+~
xt x8 Be(x? x* x8 1 ztg
bl = ’"{I""X}“Z{E'*Jﬁls} 29! {I"ck’Jr
29t dh dv
4gk‘} Probe: -~z =v; =9~ k’ - 28. Ofne Luftwiderftand:

t=V2—==1564 sec, v = gf = 1534 mfsec. Mt Suftwiderftand:

5868 11=598,2; In @Cof (0,12811) = 2,006; Cof (0,1281 f) ="7,434;
t = 21,04 sec; v = 76,60 Tg 2,695 = 75,92 m/sec. 29. k*=1093;
t =521 sec; v= 30,19 m/sec. 30. t=2,08 sec, v = 18,16 m/sec
(Priifung durd) die Reifen der Aufgabe27). Der Unterfdied gegen den frefen
Sall im Iuftlecren Raum ift bei diefer Hohe nod) fehr gering. 81 v=gtic;
¢ Anfangsgejqwindigleit; s= 2l gt*+ct, wenn der Weg vom Seitpuntt
t =0 an geredynet wird. Der 3weite Teil der Aufgabe mtrf am beften nad
Aufgabe 27 erledigt (c = 0). 82, b*xdx=a’ydy; bzx —giy——c,

2 2
2:, c Zg’ =1; Byperbeljdar mit den Galbadyfen @ J/2¢c und by2c
(D. S.54). 83. Cllipfen|dhar mit oenjelben RHalbadifen. 84. a) % =
A rte
Vg-m' dy __ dx A x+c

Sinx
Cofx

dann it v="F - Begeidynet man die Hlam.
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2
35. Redynet man f fenfredit nady oben, fo t[t 4 t_— g——._—- g—gkl"

karctg ( ) +c=—gt; karctg (~) +c¢=0; k[arctg( ) arctg (%)]
=—gt; —--_- tg [arctg( 2 )-———t-] und nad) der fiirtg (« — f) giiltigen Sormel

L tg( ) V= [vo ktg(kt)]- Gsi[tfd—h=v'h-|-c =
B 1+"'°tg k') k+v,,tg(%t) at '
%ln [kcos( )-{-vosm( )] Sefst man feft, dah die AnfangshShe gleidh 0

fei, fo mug ¢, =0 gejett werden. Saflenbeifpiel: h=598,2In[76,60 cos 1,281

4 600 sin 1,281]. Der im abfoluten Nlaf ausgedriidte Wintel mup ur
1, 281 180"

Tabellenbenutung in Bogenmah umgerednet werden; 1,281=
=173°, 37 ="73°22"; h=598,2In 596,83 =3823 m; v=12,61 m/sec 36 Im
hodyiten Punite muf die (Befd)mmbtgfett gleidy O fein, alfo arc tg it'

t=£arctg ter ijt arct, = 82° 72=1444; =115 27 Man
g ' g

findet h=3831m. 37. Aus h= -g~ In Cof (9 ) ergibt fidy: In ¢of( )

=6,405; @of (9 t) =604,87; “;: = 7,008, t=>55°%43. Steigzeit und Salls
3eit {ind bel Beriidjifitigung des Luftwiderftandes nidit mehr gletd. Die
Endgefdywindigleitift hier {hon faft genau gleid) k(=76,6m/sec). 38. T
-k (& —,), wenn ¢ dbie Seit, k ein pofitiver proporhonalitatsfattor tit

5 —
Anderfeits ift W=mec (0 —8,); d W=mcd®; !nerans-d—t =— —(—;n———f)

Die AbtiHlungsaefdwindigleit ift aljo ftetsdem Unterjdiededer momentanen

Temperatur von der Endtemperatur propor’titonal. DieTrennung der Dgri=
t

dy _ kdt 3—B, __me. _g)gme.
abeln liefert ~—— F-5," " mci5,—9, 1 =8, + @ —B,)e
Die antemperatur witd tt;eorettid, eri t nad) unendlid) langer Seit exreidt.
Befindet fid) 3. B. eine erhigte Eifentugel von &, =400°C in einem Raume,
deffen Temperatur fonjtant auf &, = 20° erfalten wird, und FiRIL fie fid

it 10 Minuten auf &=200° ab, jo findet man leidyt, dafj — .= 0,07472 ift.

Das ABFiiRlungsgefet lautet fiir diefen Sall & =204 380 e— 007472¢ wenn
die Temperatur in Celfiusgraben und die Seit in Minuten gemeffen mitb Die
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Temperatur des KSrpers nad) £ Minuten ift dann aus folgender Tabelle,
dte graphifd) dargejtellt werden mdge, 3u erfefen.

t om 10™ 20 | 3™ | 40™ 50™ | 60"
b 400° 200° |105°26( 60°39 | 39°13 | 29°06 | 24,29

39. Das Dolumen ACDB ift f zyidx; die Hraft, welde auf den Quers

{dmitt CD wictt, betrdgt O+ f n Yyt dx; die Unterftiifunasflade ijt zy*,

aljo gilt die Gleidung [Q-}-yfny’dx] :xy*=P; Q+yfny’dx=nPy’.

Rieraus folgt durdy Differentiation xyy?=2=z Pyg T ry= 2P iz

Pd yix—=x)
dx= g,T ?y; x—x, = 3:—’ Iny; (x, Integrationstonftante); y=e 2P

7 (x-x)
Durdy Einfegen in die Ausgangsgleifung erhilt man [Q+nP e P )0]

. 7 (x—x,) p — yx
‘[a:e P ]—-—P; man findet hierausx,=— ;ln aTQI_?' fo daf y=V;Qpe2P
wird. Shifhrt man in unferem Beifpiel als Einheiten das Gramm und das
Sentimeter ein, fo ift O = 400000 g; P = 450 g/qcm; y = 7,8 gleem;
y=16,82%08667% " Bat der Sodel eine §ihe von 1 m, fo findet man als
oberen Radius (x=0) den Wert 16,82 cm; als unteren (x = 100) befommt

man 40cm. 40, Multipliziert man beide Seiten mit y, fo entfteht die in Beis

fie 10efandete Sorm. f(t)——t’-{-tl( ) t,d+‘ —Int—In(t41);
y= 1/55—__ (5etd)nung der l(urt)en[c!)ar)0 41. Segt man x =
dy dy d

dx_di’ a;— d g , o wird diefe Aufgabe auf die vorige suriidgefiihet.
‘I 2

2.9y =2—x,(y +y’x+x’)=5(t’+t+1)’fﬁrt=g;; ln(£)=arctgt‘

Dgl. Beifptelll 43.Dgl.41. 44 manfegexy-.t;y.;.xy':tv _____ysf(t

't ,

x :"xzf(t)rt '——+ f(t),? t__i_t—,—f-(a' 45m(mf¢8¢

dt
3x+4y=40 =—(t'-3); t = 4t%; i
+ 4y =1, dann wird gy’ 4(t 3;t'-3 4t.3+4tz dx;
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Y _ U aretg 2t 2ty l2y3 —_—
A Eme e e g (25 (x-x0)}; x+y
=113 wl2Vilk—=)}i y=%V3 g{2V3 (x—x) } -

46. Die Subftitution ax + by =t¢ liefert t' =a - bf(t); x— xo

fa dt o L x gt =% x gy =rr o =) 9 (0);

+bf(t) :

Y f (r) f f(x)dx. 48.(Stg.36)
v *——OS Anderfeits ift 0S
=0U+ US=y + xtgh=y-
—xtgae=y —xy'.
0 10 X Rieraus folgt % =
. y—xy'; y———— Die Gleidung ift homogen; f(f) = £ —¢?, alfo
x a 1~ x dy y "
. ln( )ft’ t'y'-ln(x)' 0= x+g( ) g
ln(;z)—f%tialnsmt x-xosmt_xosm(y) y= xarcsm(’i)

-6

50.9'=2¢ sy=cx" vgl. D.S. 49f 5l.y=ce *0% (eidhnung!).

62, 5,a(—ay Y=xy; y=ce e (Beidnung!). 58. £3fung bder
verfiirsten Gleidung y =£, der nollitﬁnbigeng- Differentialgleifung

!
fiie C iftg—sinx; hieraus C—fx sin xdx = - xcos x 4 sin x + K.

Man erhilt y=—cos x + sﬂf + = Nan priife durd) Differen-

titeren und ftelle einige Kumen der Sd)at grapl)iid) bar. b4. X, =2;
&%
X=—¢&% F=¢2%%,; C_—+K y_——+Ke—2x 55 y=xe "

11 _
+Ke™* 56N, =105 M,=0; M= !iﬁL_o 06 [e—126¢ 10— 11
2,085 10~

— 20861070 4 g6400 sec = 8,64 - 10% M = 6,045 [~ 0000001088
— e~ 018015]  poipenentmidlung! M=6,043-0,1649:1. 57. 417573; der
{dnelle Serfall der Emanation fiberwiegt die Meubildung aus dem Radium,

daher Derminberung. 58.835145. 59. Keine. 60. Mvetfdjminbet gleidy
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1

geitigmit—Ae—* 44, e 41, alfo fiivt= ——“n (" ) file unfere Sahlens

werte wird ¢=5763000 sec = 66,7 Tage; mewﬁ 61. 8 =3xt4yh
9=+ 244 C@); 250 + oo =25y ~4ay; C=—2ap*+h; p=2°
+xy*-2ay'+h=0; x®*—y*(2a—x)+k=0. Siix k=0 erhilt man
die Sifjoide des Diotles. Man zeidyne einige Kurven der Sdar, 3.B. filr
a=1 R 9=x*—axy+C; —ax+C =3yt—ax; C=p*+k
x34yt —axy+k 0. §iir k=0 erhilt man das , X artefifde Blatt".
63q>~—x‘+ x*y? ~ax’+C 2y+ C' =x*y+yt+aiy;
C=1y + kL (x’+y’)’ La*(x*—y?) +k=0(Caffinifde
Kurnen mtd)tig fiie bxe Optit; fiir k 0 gewdhnlidhe Cemnistate).
64. x*y*+y*(y+ b)® — a? (y + b)*+ k=0 (Hondjoiden). 65.Ja. 66.7a.
67. Yein. 68. Mein. 69. Ylur, wenn a=>b ijt. 70. Mur, wennb=—(a+1),

c=at1,k=—(a42)ijt.70L. M,= ——; M, = xy;: £8fung xyVx 3= =k
Vx+y

M= ()7 My = (- =k T8 M (x*+y*)‘
(xy)‘5. alfo ift das Integral bet Dtﬁetenttalgleid)ung =2 —k

(x’+y’)4 (xg)®=Fk, oder, wenn man beibe Seiten mit + potenstett

xxfr‘? =k T M =x% My=('4y) 6,x“(x"+y2)—k. 7. Die

Differentialgleijungen find homogen. 6. (j—ax—c) (g —bx—0)=0;
3wei Sdaren von Geraden. 77. (y—2Vax+c)(y+2 Vax+c). Parabels
{daren. 78 (y— ]/.vc2 —c*)(y—ycT—x)=0. Kreife und Hyperbeln.

“.F f ydx; L f 1 + dx aus F=cL foIgt burd Differens

V(%)

—k
2
cin (% +V(%) - ) +(x-k)y=% |:e + e ° ] Hettenlinie.
80, Nad) Aufgabe 4 hat die Enveloppe bte Oleifung xy = 31—~ Die Diffes
rentialgleidung der Kurvenjdhar findet man, wenn man ¢ aus x4c?y—c=0

————= 1 dx;

tiation y=c¢ 1+(y')’; (y')2=(z)_-1;

und 14c?y'=0 eliminiert. Sefit manc= l/ - l, in die erfte Gleidung

. y 1 1 .
ein, fo entfteht x — = — V— 7= 0 ober (x - %) + e 0. Diefer
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Differentialgleidjung geniigt die Xurven{dar und audy die Enveloppe, wie

man fid) leiqt fiberseugt. 81. y'=—tgc; tgc=—y'; sinc= 171%;
g°c

= — ———— Durd) Einjegen in die Gleidung der Hurven{dar entjteht

y=xy'— ———=oder(y—xy')’'= i +((y )), Diefer Gleidjung geniigt
y

k3 2.

aud) die Enveloppe (Aufgabe 5) x 3 + ﬁ =13, 82. §iir die Envelopype
ijt neben der gegebenen Gleidung nod) — BT 0. BHieraus findet
2

: 22 2 2 2
man ¢ = x3 '(x3 +y3) und 1 —c=y3:(x3+y3); Gleidung oer
Enveloppe x 3 +y3 =1. Die thfetenhalg[eid)ung der Kurvenidjar mxrb
!
erhalten durd) Elimination von ¢ aus ,—l— —1=0un b 2 x 248

(1 o) -0

2
=0; esi[t(ﬁ):-yiy,;c_—. (1+V—-yy ) 1—c=

1: (1 +1//——x~>A Durd) Einfegen in die (BIetdnmg der Xurvenjdar ent:

ftefht (I —}-V— —~) (y*—xyy')=1. 83. Subftitution y~ =t; Diffe

ventialgleidjung £*— x* (')’ = 4 a*; allgemeine £3fung In (t—l—Vt’ 4a%)
cy’_ctx® €Y 1

=—4In(cx); Iner(uts2 it 1 ober 2a° —Oxt= s Aus beiden

(tm wefentliden identifden) G leidungen folgt fir die Enveloppe y*=4a*x*;

y*=+-2ax; 3wei Parabeln. Das 3weite Derfahren leitet aus der gegebenen

®leidjung nod die Beste[pung —2y%y’ ab; aus ifr folgt y' = _y!i Die
Einfefung bdiefes Wertes in bte gegebene @Ietd)ung fifet unmtttelbar Jum

Siel. 4, et
ie Sweites Derfahren. @’ )2 5 T u= V

y'=—4ay* Durd Ginfegen: x+ - é—ly»—o xy—~ (vgl. Rufgabe 80).
8" Qls finguldre £ofung findet man nad) der 3metten meﬂ)obe Teicht
5 + y*—1=0. 86. Singuldre E£djung y*=mx + = 87. Man

I)albxere die lete Ordinate der Integralfurve f Jdl und 31ehe durd) ifren

Mittelpuntt die Parallele 3ur Abf3iffenadyie. Deren Sdnittpuntt mit der

Integralturve hat die gefucyte Grdhe A jur Abfsiffe. Siir T = 6500° ere

Rélt man etwa 2=0,6  (gelb). 89. 5,45 (ultravot); 4,2 (dal.); 2,45 (dal.);
ANu 589: Lindow, Differentialgleidungen 7



98 £8fungen (91-99)

2,18 (dgl); 0,82 (rot). 91. Da die Hurve fiir pofitive x und y tontav ift
U =x+y;4"=14+y" =1+ x+y), lo laffen fidh nady dem obigen Der-
fafren jwei eingrenzende Hurven eidnen. Nad) Aufgabe 46 ijt die eralte
£ofung y=ke* —x — 1; fiir unfern Anfangswert muf k=1 fein. 93.3ur
Konfteultion der Hurvenjdyar g — ¢* =p benutge man eine Sdyablone. Eratte
£8jung g = (— x + k) €*; k =1 (Cineare Differentialgleidyung). 94. Die ton.
sentrifdenKreife x4 y?= i find in moglidift gleidhen ABftAnden ju sichen;
paffende Wahlvonp! 96. y=a+bx+cx?tex®4- - -;b42cx+3ext
+. . ..—_g--}-b-{- cx+ex?4 ... alfoa=0, b=>b; c=2c, d.}. c=0;
e=3e, 0.0 e=0uff.; y=>bx. 96 (b+2cx+3ex"+4fx’+5gx‘

-l-6hx"-~-)+(a+bx+cx’+ex’+fx‘+gx5-- )—1+1'x+ x’
+ x°+4'x‘+—x° -Iieferta+b=1;b+2c=l;c+3e=2—,;e+4f=

',H-Sg 4,, g+6h-——— < hieraus b=1 —aq; c=%a;e=

*5? (1-a); f=ﬂa; g =§ (1—a); h=%a -+ -. Durd) Sufammenfaffen ent:

n)red)enber @licder findet many=ae™ *4Sinx. Esiftdbann audjy=ae™*

+iFf—te*=(a—3) e *+ L ef=ke~* 4} ¢~ Nlan behandle die
ﬁufgabe aud) als lineare Gleidyung (S. 27§). 97. NMan wiirde findena=0;

=—b,2c=—c,3e=—e; alle Hoeffisienten ver{doinden. Die erafie
£ofung ift y= %; fie 3eigt, daf unjere Annahme, y laffe fid) in eine Pos
tenjreihe der Sorma -+ bx - cx? - - . entwideln, hier falfd ift. 98.v=>bt

et

ot pet bttt o bt2ctfBerbafe =g — 0 -0
et s wird b g =
._12...‘ Smlt _’g'c""zp'e_'}'g!p'f—_m V=

3 4 2
1*g(1§—2Lr+3tT—”—4—fﬁ- . -)=1’g(l ) der lefste Ausdrud ift die

erafte £ojung. 99. Iit v = a + bt +cf2+ et +ft*+ hts, fo ijt vi=a’
+2abt+ (b*+2ac) 24 (2ae+2bo) 3+ (c*+-2af +2be)t*+ - -,
wie fid) durd) NMultiplifation ergibt. Aus der Anjangsbedingung folgta=0,

b 2bct® (c*2be)tt

alfoifthiecb42ct{3et*+4ft245htt. . .= T E 7
. . 2 g I $
Nian findet b=g; c=0; e=—3‘q—15; f=0; h=f§ 70 V= gt- %1’



£é{ungen (100-108) 99

2g°¢° ko [9t gt 29587,
+ TR Segt man i = V.‘T foiftv==~ [}- 35 Ts—kb—], der 1{[utm,
merausdrud enthilt die erften ®lieder der Entwidlung von Tg (g’;)

100. v=bttct? +efs+ft4+ ht® 4 ktSHt7; v¥=b't>F-3bct* 4 (3bc
+ 3b%e) 54 (¢*+3b%f+ 6bce)ts. Die Hoeffizientenvergleidiung ergibt
$44 547

p= gt_%ﬁzg zt*' 101. Die Entwidlung filet nidyt 3um Siel, die
exatte £ojung y=xin (cx) laft fidy nidyt durd) eine Potengzreihe von der
Sotm a4 bx+. .. darftellen. 102. y=a+bx+cxtfex® | fx*4 hx’;
yy' =ab+(p*+2a0)x+(3bc+3ae) x4 (dbe+2¢* 4 4fa)x*+ (5bf

x xt 3 5 x* 7 x° Ente

+5cet5haxtt- - y=at+ 5o~ %ﬁ" 1280 T 356 a®

widelt man bdie exafte Lojung y =VYx+a? {o ethilt man denjelben Aus:
orud. Die Reifje fonvergiert nur, wenn —2 swiffien — 1 und 41 liegt.
103. y” und bdie folgenden Ableitungen verfdwinden. 104, y'’ =a 4 abx
+b%y; y'"=abtab*x4 b3y; gV =ab*+ab*x+ b*y uff. Das -

gebnis laft fid) auf die Sorm y = keb*— %— ;2 bringen. 105, Die Ent
widlung vetfagt. y=]%-- 106. Enbdgiiltiges Differenzenfdhema:
x
x oy y
00,0000 1,0000
— 199
0,2 0,1987 0,9801 -39
— 590 +24
04 03894 09211 — 367 +12
— 957 +36 +9
0,6 05646 08254 —331 +21
— 1288 457
08 0,7174 0,6966 —214
— 1562
1,0 08414 05404
Die Differenen find Einfeiten der vierten Desimale. 107.

x| 1[1,06 |11 1,2 13 14 15 1,6

y | o | 00466 | 00869 | 0,1535 | 0,2066 | 0,2497 | 0,2862 | 0,3173

y | 10864907550 | 0,5900 | 0,4755 | 0,3943 | 0,3355 | 0,2929

Die Unterfdyiede gegen die exaften Werte (Beifpiel 11; x, = 1) find fajt un-
n

merllid). 108, §iir x=e 2 = 4,8105 wird y unendlid).
ANuG 589: Lindow, Differentialgleidungen 7+



100 £3fungen (109-115)

109.

x105/06 (0,7 09 1,1 13 |15 1,7 19 |21

y |0 0,17990,3228/0,5427(0,7139/0,8524|0,9735/1,0776(1,1732]1,2574
y'|2 1,597 (1,297 }0,9515]0,763 |0,643 (0,559 10,497 |0,448 (0,4085

Man vergleide die Seidnung 3u Aufgabe 94 und vervollftdndige diefe
durd) eine gweite Naherungsturve wie in Beifpiel 27, S. 50. 110. Den

Pfeil der Biegung, f, findet man, wenn man x =1 feft; f= 3E J, fiit P=
10 kg, 1=100 cm, E = 2 150 000 ijt f—~cm a) a®=10, a=75162;
J=-(3 S.48) = 8,333 cm*; f = 0,186 cm = 1,86 mm; b)—i-lo
d= 3568cm J—vé:——7 958 cm*; f=1,95 mm; c) b=4,472 cm, h=
2,236 cm, J—-b = 4,167; f= 3,12 mm; d) J=16,67; f=0,93 mm;
e) R=13433 cm, r=2,933 cm; J= —(R'—r‘)~50 97; f=0,30 mm.
111. Da bder Quer{dnitt im (Bleid)gemid)tssuftanb nidyt feitlid) verjdjoben
werden fann, fo muf die Summe aller Kraftfomponenten in Riditung der
XAdyfe gleid) Null fein, alfo f edf=0 oberLf Eﬂdf E ndf=0, alfo

ndf=0. Das ift aber die Bedingung daffir, baﬁ bteensl{oowinate des

Sdywerpunits, d. h. fein Abftand von der neutralen Safer, verfdwindet
(3.4014) 112. 6=E’l]; dirette Proportionalitdt. 113. (Sig. 37.) In A
wirlt der Auflagerdrud B e erzeugt in dem Quer{dnitte, der durd) x, y

geht, bas Btegungsmoment M= B x. Esiftalfo y"' = _EIT,PZx' y=
12EJ-I-kx+k Da fiir x=0 aud)ynerid)mmbet fo iftk, =0. §iir
x=~21-muﬁ y'=0 fein, alfo k=1—g§'—]; y—l%g—,(— _%il‘_s) 114.f=
"A‘—l;r(y B 48EJ' 16 mal fo flein wie
in Aufgabe 110. 1156. Es fei
q——~P cos &1 = 4, dann ijt

sin el

y=Asin e« x + p cos ax,
y'=Aacosax —pasinax;

$ig. 37. y'verfdiwindet fiirtgax==



£3fungen (116—119) 101

Magimum, weil g (= — «® g), negativ. cos ¢ x = I
: v » Aag P VA"l'p"
sin ¢x = Tyt Ymax = + = VA +p?
VA'+p VA+p  VA+p?
-vVe “””2’;"””"" 116. p =0; g=05. 3) «=0,0007471; y=
Sine
sin (0,0007471 x)

sin 007471 - 0,5 =6,7 sin (0,0007471 x). Einheit cm. Nlagimum

der Abweidung etft jenfeits des Stabendes. Der Winfel 3wifdjen der des
formierten Mittellinie und dexr X Adyfe ift gegeben durdy tg o, =

6,7-0,0007471 c0s 0,0007471 x; x= 0, alfo y'=0,005005, e;, =0°17"12",3.
Der Wintel jwifden der urfpriingliden Mittellinie und der XAde ift

gegeben durd) g o, = % =0,005; o, =0°17' 11", 3. Die Differens betrdgt

alfo nur eine Bogenfetunde. Siir Heine Wintel im Bogenmaf ift tga 2 ¢,
alfo «, — o =0,005005—0,005 = 0,000005; im Gradmaf ift o, —ey=

0,000005 - 181 = 0°0002865 = 1",03 b) ¢) ufu.liejern AhnTicye Ergebiffe.

Nan nnteriudge jur Tibung diefelben Sille fiir ftartere Belaftungen. 117,
Keiner der Teilausdriide in der Sormel fiir y tann unendlid) werden;y

alfo nur, wenn sinel=0 ift. Dies tritt flir «=0 und = Z ein. §fic

«=0 wird - bk o1 Mnbeftimmt (= —) file fleine Werte von « it ss:'n‘i’;
N — ‘:: —:Tc §iir & =0 nimmt cdfo l % ben Grengwert 7 an, der nidt

unendlid) ift. Sl a=— mtrb abery mumd; unendlidy. Dann ift V—~ =
’;, P="" EJ” (EuIerjd)e Knidformel) Eine unendlidhe Deformation
fann natﬁrhd} prattifdy nidyt eintreten; {don bei einer efwas geringeren

Belaftung wird die Sorm des Stabes dauernd verdndert, £ = EI, gibt

die Tritifde Knidbeanfprudung an. 118, P~% E‘l’f =353,7 J. a)2947kg,

b) 2815 kg, c) 1474 kg, d) 5894 kg (wertlos, da der Stab {don vorher
nad) c) jufammentniden wird, e) 18026 kg, alfo bas 6, fad;e non b)!

119. (yr)a=aty:+k!-x=fi7—;di,—-—+—k—,,x+k =— Ar Sm k - Y=
o

—Sin(ax-[-ak,)——’meax(Iofak,-i- Co[aszm«xk,,y m Qof xx

+nSinex. Hiefir tann man aud id)texben y=m, e**+n %




102 £3ungen (120-132)
120. kR (x— k)2 =k *y® — a®. Gypebel 121, €s mufp tV——-—, alfo
t= —Vl fein. 122, th muf von— auf = wadfen, alfo um-— tum

z é— Das Steigen dauert ebenfolange wie das Sallen. 123. Siir —¢

zimmt o den entgegengefefgten Wert wie filv 4 £ an, da sin (— ) =—sine
124, T= n]/i- 125. Gar nid, bie Pendeljdmingungen find ifodeon.
126. Rat eine Pendelftange die Lange [, eine andere die Ldnge I, fo ift
T,:T,=VL:Vj. 121. wl/é—l 1=5=099amy1m. 198.1-
1(1+ «0), wenn O die t[empeta.tumnbemng ift. T, _“VL In einem

Tage = 86400 sec vollfiifrt das Pende n= %—0— SAwingungen. T, =

]/’“ 29 ba aber nV-[)i¢t—I ift, fo ift n=—2000
YV1$+e0™
86400 (I——zx@) Die Ufr geht um 43 2000 Sefunden nady, in unferm Beifpiel

26sec. 129.a=c=3; I=25; L=35 b=0; % 1,4; hieraus
q:=1,4682,m=i=1,7oz76,«p=o,§°=1,no=a—Lctgqp=3—3,8923

=—0,892 (Begeinungen Neter). Man jeidme die Kurve und ftelle feft,
ob fie den geforderten Bedingungen genfigt. Der Kurnenbogen fann durd
Abfteden niherungsweife ermittelt werden. 130, a=1; c=16; b=-1,5;

Sin @ Vzg /75 =1,65833; ¢ = 1,82871; m = 1,6405;

= 110005; £, = 1,03318; 1, =—09766; 7+ 09766 =
16405¢i(§ 103318) 131, n— m,-m(:o;g . sure— Omufmunb

1,6405
7' ver{dwinden; fiir £= 6 muf n = 16 fein. (a) 7y = m @of 2 b, ot (b) 0=

Sin (-— —) (¢) 16 — , = m Qo (6 §°) Aus (b) folat &, =0, aus( ) 7

—m, aus (¢) 16+ m=m (Io[ — . Diefe Bleidjung liefert m =2,1144, aljo

§ . _ . i_
7+ 2,1144 = 2,1144 d:ol'z 1144 (Seidmung). L = m Sin ==17,99m.
132, y": (V1+(H')’)"- Man fege y' =z, dann ift az'-(]/l-i-z)
X—% _ dz

Trennung der Danabeln, Rieraus

z
ite) Vit
folgt z= , U—1U, gleid) dem betreffenden Bntegral, alfo

Vat—(x—x,)*



£ofungen (135-140) 103
y—y,=—Va'—(x—x)*; umgeformt (x—x)"+(y—y,)*= a’. Hreis

mit dem Mittelpuntt x,, y, und dem Radius a. 133, — d’s p=9- k (ds)

dt
ds dv dv
GE=v m=g-kv jt—t, = e Sirn=1 witd t — £, =

—%zn(g—kv);v=}5(g_e—’*(f~fo>);s-so=%f+,:_,e—"(‘—‘°>. Soll fiir

t
t= 0 die Grofen verjwinden, fo muf g — Mo=0 fein, alio s—5, —-gk-
+ — k. Soll fiir £=0 audy s =0 fein, fo muh — s, = —— fein. Durdy

1242 S 43
Reifhenentwidlung findet man dann s + _g_ =9 t+ B (1 —kt +k 2t Kt

6
R _gt* gkt® k’t‘
+ 5 o N )obers 7~——6—+ n .. §iir k=0 erfdlt man

die fiblide Salljormel. Silr n =2 ift die auigahe {Gon auf S. 18 behan-
delt; bei hoheren Werten von 72 wird die Redmung [dwieriger. 134. Die
Seder werde ur X Adye, ihr NMittelpuntt jum Anfangspuntt des Koordis

natenfyftems gewdhlt. %F* — k*x. Nad) Beifpiel 30 ift x=m coskt
+ nsin kt. 3ur 3eit £=0 mdge der Anfangspuntt paffiert werden, dann
muf m=0 fein; x=nsinkt. 7 ift der Betrag der grdften Entfernung
vom Nullpunft. Dol Pendelffmwingungen. 136, y = z; 2z’ =z 4 ¢,
z=xe*}+ke* y=xe"+ke*—e*+ k. 186.2=1c"+k "“,g_le"

_k € 2% 1k 187.z=—xcosx+kx;y=—cosx— xsmx+k——+k:
d’x .dx 1 dx dv _kv

188. —n=kp g =Y gi= v=p, . 3t k=—1, fo it

X - X, =V, Int, fonft ift x — x, = E%—L t#+1 3n $ig. 38 ift die Bewegung

fiir verfdjiedene Werte von- & dargeftellt; die gleidzeitig etrei&)ten Puntte

find ourd) Huroen (Jodromen) verbunden. 189, VI+ (@) : 8" =
2 1 1L () " dz 1+22 2zdz ‘111
gV’ =0+ @208 =% =5, 1422 ¥

dy =
)= 2. = . __—=d ; — X, =
ln( ) ln(1+z)’ z +V 1; y x; X 0

=+ 2k-l/%—l; hierans y — k= gi-rzcl)—— Gleifiung einer Pa-

rabel. 140, z%:z(y+a); dz=(y+a)dy; z=—;—(y+¢1)’+zo:



104 £8jungen (141-145)

t=1 t=2 t=23
il [ =
k= 1— / e =4
\ Z —_ (=5
5(@38. \ / / /b
\\ / ///
k=0 __dy
\\\\ \\KT(/ T @+arts o
b1 eSS - xo*V*arctg

-]-a yta_ V“(x —x,). 141
V27, V22

-4 dz 2’y  dz _ ydy l()

k=—2 dy “THet 7 T 14
_—_jﬂj Tn+e% z=kVTTE =2,
\ k(x k)=8fSiny;y dSmk(x k).
h=—42 19 :% _pmy; % —myay;
t=lt=2 zdy 2lny; —y=Inydy

dx
k-1 ,=ylng—1); — dy =ylny
—y—k;x- xo=—ilny+ y +ky 144, x" = —Rk:x — L, wennL
die fonftante I)er36ger1mg (Hrait Maffe) ift. Segt man L= Fk*c, foift x"=
—Ex +0), alfo andy L ‘;‘ +9) __kxtc). Nad Beifpiel 30 erhilt
man x4c=m cos kt -+ n sin kt, eine ungedimpfte elaftijdie Bewegung
um einen Pun't, weldjer um die Strede ¢ linfs vom Koordinatenanfangs:
punit liegt. Unfere Betradytung gilt aber nur, wenn jidy die Najje vom An-
fangspuntt im Sinne der pofitiven XAdfe bewegt. Ldujt fie nmgelehrt, fo
ift x"=<Fk'x 4L, da die Reibung jtets der vorhandenen Bewegung ent-
gegenwirft. Bier ift x — c =m, coskt+n, sinkt. 14b. xfc=mcoskt
+nsinkt; x'=k(—msinkt+ncoskf). Segt man die fiir £=0 an
gegebenen Werte ein, fo findet man x 4+ c=ccos k¢ + v—" sinkt; x'=

— kc sinkt4- 9, cos kt. Grenglagen (x' =0) fiic tg bt = —- (Esmui;al[o
)
sinkf=——20__ coskt=~————~~ n, oder sin k=~ 5.
Vortre Vorrre Yotk
k
Coshf=r——t . Siirbtefewetteetgibtfid;Iexd)tx+c-—j;yk 4o,

Vv,’—{-k’ H



Cfungen (146—151) 105
(Cinter und redter Grengpuntt.) In unferem Salleifttgé=5; £ =78°41'=
1,3374 abjolut odet 1,3734 —w=—1,7682 abfolut. Sur Seit —1,7682 sec
befand fid) der Korper in momentaner Ruhe 12,20cm links, jur Seit £=1,3734
redyts im Abjtande 8,20, 146, x=—2+}2cost} 10sinf; x' = —2sint
+ 10 cost,
t|— 1,768/ - 15 |-10 | —-05 | 0 {+05 |10 1,373
x|—1220 | —-1183|—-933 | —504| 0 | +455| 7,50 | +8,20
v 0 + 20| 7,09 973 |10 | 1782 3,72 0

Siir die Rildwirtsbemegung redynen wir am beften die Seit £ von der
Erreidyung des redyten Rubepunttes an. Es ijt x=2+m, cos £ + n, sint.
x' =—m,sint+n, cost. Siivt=0ift x=820;x =0, alfo m, = 6,20;
n, =0. Somit witd x=2 + 6,2 cost; x'=—6,2sint.

t{ o0 051} 10| 1,5 2 25 3 3,142
x| 820 744| 535| 2,44| —0,58 | —297 | —4,14 | —4,2
v, | 0 |-297/-522|—6,18] —564 | —371 | —0,88 0
Die grofite Ausweidjung findet fjtatt (x'=0)fiir £=0 und £=» Die
erfte ift 8,20, bie jweite — 4,2 (Graphifde Darjtellung!) 147, u=xT;
r(r—1)42r-2=0;r,=1,1,=~2; u=k x+k’ 148. y = «";

r(r—1)49r+12=0;r=—4+2; y= x'-'+3l:2° 1. y=x";r(r-1)

+ar+b=0; r¢~f—»-+-‘/ ------- ~b=p+q~ 31t g von 0 vers
{dyieden,foifty=k P+ 4 B, x P— 0. Bftqtlem,io ity ~ xP [k, (14 qinx)
+ k&, (1 — qlnx)] =xP (A+ B Inx). §iic g=0jtdies der genaue Wert. 150.
Durd) Multiplilation undAddition erhilt man 3"y, —4,"8)+ X, @' ¥, - 1,'0)
=0;y'y, ~u'y=u; v'+ X, u=0; 4;:1= - X dx; In u=—fx, dx

y) u _Fy(x)

== Da y, eine ge-
U n g

d
= () u=e"¥=F (); 7 (¥)-X-25
1 1

gebene Sunttion von x ift, fo ift £c (5:) eine gegebene Sunition F(x)
von x. Sie enthilt eine willtiirlidie Konftante, die juerft in F, auftrat.
-3; = f F, (x)dx=F, (x); F, (x) enthilt wegen der hinzufommenden Ins
tegrationstonftante deren3wei. y =y, F, (x) =F; (x). 161 x"" 4 R*x=f{({).



106 £ofungen (152—160)

t
Mlan ethdlt m' cos k¢ + n' sinkt=0; —m'sin kt 4 n’ coskt—f—(—)

hieraus m——-~ff(t) sinktdt+ A, n= ff (t) cos kt dt+B,

x=— SESE fsintdt 4 S0 kfff(t)coskt dt + A cos kt+Bsinkt.

1562. S:iifung ber netfﬁr3ten Gleidqung y=me 8%t ne—2%, ber voll-
ftandigen y—- e +A e 8% L Be2*153. Gs fei a® — b®=r?, dann ift

die £afung ber netfﬁr3ten Gleidungy=me—(@+1x | po—(a— ')"

e* —(a+71) x
die der vollftindigen y = R F2ah b +4e + Be

154, Die Qaratteriftijdie Gleidiung hat die Doppelwurzel—a. Eine Lojung
der verfiirjten Differentialgleifung it y=e— F* Die anbdere wird
nad) Beifpiel 38, Sall 3 oder nad) dem Derfaliren auf S. 78 gefunden; fie
ift xe ™ %% dllgemeine £6fung oer verfiirsten Gleidung y=me™**
+nxe™ % Durd) Dariation der Honjtanten m und nhergubt fidy als

- (a— r)x

allgemeine £6jung der unvertfirsten Gleidung y= g

@faptt
+ Bxe ™% 1565. £6fung Oder verfiirsten Gleidung: x = a cos ;f

+b smV—t Durd) Dariation von a und b fmbet man bdie allgemeine
£ofung x = AcosV——t + B smV e ,m G ©0s ut (vgl Bei-

/e
fpiel 41). 156 y=4 cosV—t—l—B sml/ —t 4+ e
wo of=- t[t 157. Durd) Ginfegen findet man ac =— b, alfo

 sin ut,

b _
C=—_ Segtman gy —y, =z foitz'+az=0; z=AcosVax
+BsinYa-x; y=z— Ilaf» 158. Durdy Einjegen findet man c=——g-
Sir z2=9 — ¢ gilt die Gleifung x'z" + xz' — z = 0. Uad) Auf-

gabe 149 ift bdie allgemeine Sofung z = Ax 1 E. aljo ¢ 2‘18!"’
B xll
+Ax+- 180,y = a(l+34+3473+54781112 )

s x18
+at(x+4 571589 & 58912

x‘
Integral ifty=a( 1’+ 1% 22 i 2! 5:+ 1%.2%.33. 49"‘ )

) 160, Gin partifulires
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Von Studienrat Dr. M. Lindow erschien ferner:

Differentialrechnung —Integralrechnung. Unter Beriicksichtigung der
prakt. Anwendungen in d. Technik. Mit zahlr. Beispielen u. Aufgaben versehen.
1 Binde. I: 3. Aufl. Mit 45 Fig. im Text u. 161 Aufgaben. [VIu.97S.] 8.
1919. (ANuG 387) II: 2. Aufl. Mit 43 Fig. i. Text u. 200 Aufg. [102S.] 8.
1919. (ANuG 673.) Kart. je M. 6.80, geb. je M. 8.80.

1 »o o Der Verfasser hat s verstanden, in kurz gedringtem Raume uns ein iiberaus klares
$§ild von dem Wesen der Differential- und Integralrechnung zu geben und bringt vor allem
wuch eine groBe Menge Beispiele aus den verschiedensten Gebieten der Technik, wodurch
tas Buch besonders fiir den Praktiker wertvoll wird.« (Techn. Mitteil. u. Nachr)

Differential- und Integralrechnung. Von Dr. L. Bicberback, Prof. an
fer Univ. Frankfurt. I Differentialrechnung. Mit32Fig. [VI u.1308S.] 8.
Eart. M., 8.40. IL Integralrechnung. Mit 25 Fig. [VIu. 142 S.] (Teubners

echnische Leitfiden, 4 u. 5.) Kart. M. 10.80.

Der Gegenstand der einfihrenden Universititsvorlesung iiber Differential- und Integral-
®chnung wird hier in knapper, aber leichtfaBlicher Form dargestellt. Die geometrischen
4nwendungen sind iiberall in gehdriger Weise beriicksichtigt,
Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung und ihrer An-
wendungen. Von Geh. Hofrat Dr. R. Fricke, Prof, an der Techn. Hochsch.
Braunschweig. gr.8. I.Bd.: Differentialrechnung. 2.u.3. Aufl. Mit 129 in d. Text
gedr. Fig., 1 Samml.v.253 Aufg. u. 1 Formeltab. [XIIu.3885.]1921.Geh. M.60.—,
geb. M. 72.—. 1. Bd.: Integralrechnung. 2.u.3.Aufl. Mit100in d. Text gedr.Fig,,
1Samml. v.242 Aufg.u.1 Formeltab. [IV u.406S.] 1921. Geh. M.60.—, geb.M.72.—
. Das Problem des Unterrichts in den Grundlagen der héheren Mathematik an den Tech-
tischen Hochschulen ist seit mehr als zwei Jahrzehnten nicht nur wiederholt besprochen und
& Monographien behandelt, sondern hat auch die Gestaltung der neueren Lehrbuchliteratur
vesentlich beeinfluit. Auch das vorliegende Lehrbuch ist aus dieser Bewegung hervorgewachsen.
Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung. Urspriinglich
Ubersetzung des Lehrbuches von J. A. Servet, seit der 3. Aufl. ginzlich
teu bearbeitet von Geh. Reg.-Rat Dr. G. Sckeffers, Prof. an der Techn.
Hochschule zu Berlin. gr. 8. I Band: Differentialrechnung. 6. u. 7. Aufl.
Mit 70 Fig. [XVIw670S.] 1915. Geh. M. 62.—, geb. M. 72.— I Band:
Integralrechnung. 6.u.7.Aufl. Mit 108 Fig. [XIl u.6125.) 1921. Geh.M.65.—,
geb. M. 75.—. III. Band: Differentialgleichungen und Variationsrechnungen.
4u.5. Aufl. Mit64Fig. [XIVu.735S.] 1914 Geh.M. 65—, geb. M. 75.—

»Die rasche Aufeinanderfolge der Auflagen spricht zur Geniige fiir die Giite des Buches,

das auch wegen der Reichhaltigkeit des Stoffes und der leicht faslichen Darstellung Lehrenden
wd Lernenden aufs wirmste-empfohlen werden kann.“ (Archivder Mathematik u. Physik.)

Sammlung von Aufgaben zur Anwendung der Differential- und
Integralrechnung. Von Geh. Hofrat Dr. F. Dingeldey, Prof. an der Tech.
nischen Hochschule Darmstadt. I. Teil: Aufgaben zur Anwendung der
Differentialrechnung. Mit 99 Fig. [V u.202 S gr.8. 1910. Geb. M. 42.—.
1I. Teil: Aufgaben zur Anwendung der Integralrechnung. 2. Aufl. Mit g6 Fig.

Vu. 382 S.] gr.8. 1920, (TmL 32.) Geh. M. 60.—, geb. M. 72.— ]
Das Buch beriicksichtigt auer Anwendungen in der Geometrie auch solche in der Physik
d Technik. Dabei sind zur Losung der den Zweigen der Technik entnommenen Aufgaben
esondere technische Vorkenntnisse entweder nicht erforderlich oder, wo sie wiinschenswert
¢rscheinen, sind die nitigen Erliuterungen gegeben.
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Teubners Technische Leitfiden

Die Leitfiden wollen zun#chst dem Studierenden, dann aber auch dem Prak-
tiker in knapper, wissenschaftlich einwandireler und zugleich tibersichtlicher Form
das Wesentliche des Tatsachenmaterials an die Hand geben, das die Grundlage
seiner theoretischen Ausbildung und praktischen THtigkeit bildet. Sie wollen ihm
diese erleichtern und fhm die Anschaffung umfinglicher und kostspieliger Hand-
biicher ersparen. Auf klare Gliederung des Stoffes auch in der #uBeren Form der
Anordnung wie auf seine Veranschaulichung durch einwandirei ausgeftihrte Zeich-
nungen wird besonderer Wert %’ele —~ Die einzelnen Binde, tiir die vom Ver-
lag die ersten Vertreter der verschiedenen Fachgebiete gewonnen werden konnten,
erscheinen in rascher Folge. Bisher sind erschienen bzw. unter der Presse:
Analytische Geometrie. Von Geh. Hoirat Dr. R. Fricke, Professor an der

Techn, Hochschule zu Braunschweig. Mit 96 Fig. [VI u. 1358S.] 1915, (Bd.1,) M.8.40

Darstellende Geometrie. Von Dr. M. GroBmann, Prof. an der Eidgen.
Techn. Hochschule zu Zitrich. Bd. 1. Mit 134 Fig. [IV u.84 S,) 1917 (Bd.2) M. 12—

Darstellende Geometrie. Von Dr.M. GroBmann, Professor an der Eldgen.
Technischen Hochschule zu Ziirich. Bd.Il. 2,umgearb. Aufl. Mit 144 Fig. [VIu.
154 §,] 1921, (Bd.3.) Kart. M. 24—

Differential- und Integralrechnung. V.Dr.L.Bieberbach, 0.8.Prof.a.d.
Univ, Frankfurt a. M. L Differentialrechnung. Mit32 Fig. [VI u.130 S.{ 1917. (Bd.4)
Geh, M.8.10. II.Integralrechnung. Mit 25Fig. [VIu.142S.] 1918, (Bd.5.) Geh.M.10.20

Funktionenlehre. Von Dr. L. Bieberbach, Prof. a. d. Univ. Berlin. [U._d. Pr}

Praktische Astronomie. Geograph.Orts- u. Zeitbestimmung. VonV.Theimer,
Adjunkt an der Montanistischen Hochschule zu Leoben. Mit 62 Figuren. [IV u.
127°S.] 1921, (Bd.13.) Kart. M. 24.—

Feldbuch fir geod#&tische Praktika. Nebst Zusammenstellung der wich-
tigsten Methoden und Regeln sowie ausgefihrten Musterbeispielen. VonDr.-Ing.
0. Israel, Prof. a. d. Techn. Hochschule in Dresden. Mit 46 Fig. im Text.
[IV u.160S.] 1920. (Bd.11.) Kart. M.24,—

Erdbau, Stollen- und Tunnelbau. Von Dipl.-Ing. A.Birk, Prof, a. d. Techn.
Hochschule zu Prag. Mit 110 Abb. [V u.117 S.] 1920, (Bd.7.) Kart. M. 11.40

LandstraBenbau einschl. Trassieren. V.Oberbaurat W.Eutin g, Stuttgart. Mit
54 Abb. {. Text u. a. 2 Taf. [IV u. 100S.] 1920. (Bd. 9.) Kart. M. 16.80

GrundribderHydraulik. VonHofrat Dr. Ph. Forchheimer, Prol. a. d. Tecin.
Hochschule in Wien. Mit 114 Fig, im Text. [V u. 118 S.] 1920. (Bd. 8.) M. 24.60

Hochbau {n Stein. Von Geh. Baurat H. Walbe, Prof. a. d. Techn. Hochsdhule
zu Darmstadt. Mit 302 Fig. im Text. [VIu.110 S.] 1920. (Bd.10.) Kart. M. 19.20

Veranschlagen, Bauleitung, Baupolizei, Heimatschutzgesetze Von
Stadtbaur. Fr.Schultz, Bielefeld. Mit3Taf. [[Vu.150S.] 1921, (Bd 12.)Kart, M.28.20

Mechanische Technologie. V.Dr.R.Escher, Prof.a.d.Eildgen, Techn. Hochsch.
zu Ziirich. Mit 418 Abb. i. Text. 2. Aufl. [VI u. 164 S.] 1921. (Bd. 6.) Kart. M. 24—

Maschinenbau

Von Ingenieur 0. Stolzenberg, Direktor der Gewerbeschule und
der gewerblichen Fach- und Fortbildungsschulen zu Charlottenburg
Bd.I: Werkstoffe des Maschinenbaues und ihre Bearbeitung
auf warmem Wege. Mit 255 Abbildungen im Text. Geb. M. 28—
Bd. II: Arbeitsverfahren. Mit 750 Abb. im Text. Geb. M. 48—
Bd. IlI: Methodik der Fachkunde und Fachrechnen. Mit30Ab-
bildungen im Text. Kart. M. 19.—

»Das Bestreben, die urs#chlichen Zusammenhinge in anschaulicher Art bei allen
behandeiten Hauptstitcken klar hervorzukehren, bildet ein wesentliches Merkmal
der Schrift. Zahlreiche Abbildungen unterstiitzen diese Absicht in bemerkenswerter
Weise. Dem Buch ist eine weite Verbreitung zu wiinschen, um die darin enthaltenen
Frilchte erfolgreicher Arbeit gleichsam als ,Norm‘ dem Unterricht in den Fach-
gewerbe- und Werkschulen zugrunde zu legen.“ (Stahl und Eisen.)
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