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Uorwotf 
Die in ber Sammlung HaUS natur unb <DeiftesweIt" erfd}ienenen 

13änbe über Differential. unb Jntegralred}nung erforberten einen 
Qbfd}luä, ber l}ier gegeben wirb. <Es munte nad}gewiefen werben, wie 
gewirre Kuruengleid}ungen, 3.13. Me ber elaftifd}en tinie, ber Ketten
linie ober ber gebämpften Sd}wingungen, abgeleitet werben, wie man 
3u bem Begriff bes trrägqeitsmomentes lommt uff. Jeber, ber fid} 
in naturwiffenfd}aftIid}e (ljeblete uertiefen wiII, mUß bie wid}tigften 
metl}oben 3ur töfung uon Differentialgleid}ungen unbebingt bel)err. 
fd)en, mag er fid) ben problemen ber med}anil, ber <Eleftroted}nif, 
ber mobernen a:~emie ober irgenbeines anbern (ljebietes 3uwenben, 
bas fd}on bie uormat~ematifd}e periobe überwunben qat. Weswegen 
biefe Bel)anblungsweife aud) ben "reinen" matqematiferförbert, l)abe 
id) in bem Dorwort 3u meiner HJntegralred}nung" fd)on gefagt. 

Wie in ben beiben anbern Bänben l}abe id} llerfud}t, aus ber 
ungeqeuren Sülle bes Stoffes nur bas wefentIid}fte 3u bringen, bas 
aber burd} aufgaben unb Beifpiele 3U vertiefen. Jmmerqin bürfte 
es für ben natutwiffenfd}aftler unb ben Jngenieur im aIIgemeinen ge
nügen - nut Me vartiellen DifferentiaIgleid}ungen mUßten feI}Ien -
unb bem matqematifer eine <DrunbIage für bas Stubium umfangreid}e. 
rer Werfe geben. neu ifi Me ftade Betonung ber numerifd}en näI}e. 
rungsmetl)oben. Den Differentialgleid)ungen, bie nad) ben aIIgemeinen 
metI}oben nid)t beqanbelt werben rönnen, fteqt nid)tnur ber Jngenieur, 
fonbern aud) bet matqematifer gan3 l)iIflos gegenüber, weil Me tel}r. 
büd}er laum jemals etwas barüber bringen. Unb bod} ift es eigentlid} 
ein red}t fläglid}es <Defüql, bei praftifd)en notwenbigfeitenuon matl)e. 
matifd}en 3ufäIIigfeiten ab3uqängen. 

Durd) Me <Einfüqrung ber Qt)perbelfunftionen ronnte Me Darf teIlung 
wefentIid} vereinfad}t werben. Sie werben in ber neuauflage meiner 
13änbd}en über Differential. unb Jntegralted}nung beqanbeIt werben; 
bis 3u beren <Erfd}einen wolle man etwa bie "qütte" 3U Rate 3iel)en. 

l)inweife quf jene 13üd}er finb burd} "D." unb ,,3." gegeben. 
l)errn ij. fflüttges in (J)plaben, ber aud) biesmaI mit groner Sorg. 

falt ben a::ett burd}gefeqen qat, fpred)e id) l}ier nod}maIs meinen l)er3" 
Iid)ften Danf aus. 

möge bas Büd}lein ba3u beitragen, naturertenntnis unb natur. 
beqerrfd}ung 3U färbern. 

münfter i. W., September 1921. m. tinbotu. 
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I. KutoenfdJaren unb DiffetentiaIgleidJungen. 
Die grQ1)~ifd)e Darftellung ber aHeid}ung 1I = ~ ift eine völlig be. 

ftimmte gleicf}f eHige fjl]perb eI (D. S. 47), wir ~aben es mit einem 
fpe3iellen SaU ber (DIeid!ung y = a: 3u tun (a = 2),. tegen wir a 

etwa Me Werle 1, 2, 3, 4··· bei, fo. befommen wir eine gan3e Rei~e 
gleicf}feitiger l}llperbeln, unb erteilen wir a aUe möglid!en Werte, fo 
entfte~t eine S cf} ar von fjl]perbeln, berenJnMvibuen rtetig aufeinanber. 
folgen unb ben iqnen 3ugänglicl}en treiI ber öeid}enebene lütfenlos be" 
betfen. (Sig. 1.) 

Die Duftanbsgleid!ung ber <Dafe lautet pv=RT. Darin be. 
beutet p ben Drutf, v bas Volumen unb T Me abfolute [emperatur; 
man erl)äIt T, inbem man bie am trl}ermometer abgeIefenen a:elfiuss 

grabe um 273 ° vermeqrt. R irt eine Konftante, Me burcl} ben anfangs-
3uftanb beftimmt wirb. fjaben wir anfangs ein Volumen non 1 titer, 
ben Drucf einer atmorp~äreunb Me tremperatur t= 0°, alfo T= 273°, 

fo 1ft 1 . 1 = R . 273, alfo 

R = 2~5' Bei if ot~ermer Kom
preffion ober (f~panrion ift R T 
bauernb gleicl) 1, 3lUifd}en 
Drud unb Volumen beftel}t 
Me 13e3iequng p v = 1. trrägt 
man auf ber abf3iffenaiflfe Me 
Werte von v, auf ber <Drbina
tenad}fe Me non p ab, fo 
lieferl Me ~eid!nung eine 
gleid)feitige fjl]perbeL toenn 
ber t>erfud} aber niCl}t bei 0°, 
fonbem bei einer beftimmten 
tremperatur t ° ausgefül}rt 
wirb, fo lautet unfere CDlei. 



6 I. Kuroenfd}aren unb Different!(lrgreid}ungen 

d}ung p V = 2~3 (273 + t), Me grap~ird}e Darf teIlung gibt eine anbere 
gleid}feitige 1}l}perbel. Durd} Variation ber iIemperatur änbert fid} 
Me red}te Seite ber aileid}ung, weld}e ~ier urfprüngIid} gleid} I 
war; es qutnt aus ber urfprüngUcf)en 1{urtle eine gan3e l(urvenfd}ar 
~eraus. 

Der belannte Verfud}, bie l(raftlinien eines magneten auf einem 
Blatt papier burd} lEifenfeilfpäne ficf)tbar 3u mad}en, 3wingt ble natur 
b03U, nor unIeren augen eine l(urvenfd}ar entfte~en 3U laffen, o~ne 
uns mit ber mü~e ber Recf)nung 3u belaften; Me farbenpräcf)tigen 
13Uber, Me wir im polarifationsapparat bewunbern, werben burd} 
l{urnenfd}aren gebiIbet. 

tJeifpiell. lEin punft P qabe von einer aieraben AX ben fon. 
ftanten Etbftanb m. man 3ieqe von i~m aus eine beliebige anbere 
<Derabe, weld}e Me erfte in S fd}neibe unb mid}te auf PS in S bie 
Senfrecf)te sr. man laffe S aufAX wanbern unb ermittle Me 
<Dleid)ung ber aierabenfd}ar, weld)e von ben Senfredjten gebUbet wirb. 
(SIg.2.) 

A X fei bie abf3i[[enad}fe, Me <Drbinatenad}fe 0 Y werbe f 0 gelegt, 
baä fie burd} P ge~e. 0 S fei gleid} c. Die aileid}ung einer <Deraben 
1ft (D. S. 16) y = xtga + b; tg IX = ~; aus bem red}twintligen Drei. 
ed PU S folgt, baa m . b = c2 ift, alfo Y 

Ci 
b = -. Da b aber auf bem negativen T. m 
lIeU ber <Drbinatenad}fe liegt, [0 muä p 
man blefem flusbrulf bas negatine Vor. " 
3eid}en geben; c Cl tII 

Y = iii x - m' A--~-~--;;~---~x 
Die 3eid}nung le~rt, baä 

unfere <Derabenfd}ar nid}t ble gan3e 
<Ebene erfüllt, fonbern nur ein <Debiet, 
weld}es non bem Reft burd} eine l{urve b 
abgegren3t wirb. ä~nIid} nerqält es 51g. 2-

fid}, wenn man Me tid}tftra~len einer 
tamlle auf ein gebogenes Staqutneal 
fallen laBt, mit bem man eine l{urve 
auf einer weiben Släd}e verfolgt; Me U 



l(ututnfdlaren unb CEnueloppen 7 
tid)tftral}Ien treffen bie fpiegelnbe <Dberf{äd)e, merben refldtiert unb 
verbreiten fi~ auf ber popierflä~e fo, bau ber ~eUe treU uon bem 
bunleln bur~ eine beutn~ ausgeprägte "Brennlinie" getrennt ifl 

Derattige bei einer Kurven. ober (J;erabenfd)ar auftretenbe tinien 
nennt man Um~iinungsIinien ober <Enueloppen. Wie Me ti~t. 
ftärle ber Brennlinie bewelft, empfängt ieber i~rer punrte uon mel}re. 
ren refIeftietten Stra~lenfeintid)t, aIIgemein ge~örtieberpunft 
einer CEnueloppe'minbeftens 3mei Hunen ber gegebenen 
Sd)ar eIn, Me fid) nur wenig uoneinanber unterfd)eiben. 

8rif9iel 2. lDeld)e <lileid}ungl}at Me CEnueloppe ber in BeifpieI 1 be. 
~anbeIten (J;erabenfd)ar? ~ fet Cl ein wenig gröuer aIs c, bann genü
gen bie Hoorbinaten x, y eines punltes bet gefud)ten Kurue gIei~3eitig 
ben <DIei~ungen C Cl Cl CI I 

Y=iiix-iii' y= mX-rn 
unb aUen anbeten <Dleld}ungen, bie fid! aUS i~nen ableiten laffen. CEs 
liegt ~ier nal}e, 3ur Oereinfad}ung bie Differen3 3U bilben. 
O=C1X_CX_(CI'_~)=~(c -C)_~(CI_CI) 

m m mm m l m l 

o = ~ (Cl - ~) - ~ (Cl - c) (Cl + c) = (Cl - C) [~ - ~ (Cl + c) J. 
lEin probuft lann nur bann uerf~winben, menn minbeftens ein 

Soltor glei~ UuU 1ft. Da Cl uon C uetfd)leben fein foU, fo mu{J 
x 1 
iii - m (Cl + c) = 0 fein, alfo X = Cl + c. tOffen mir Cl immer 
weniger Don C nerfd)ieben [ein, fo näl}ed fi~ x unbegren3t bem Wette 
x= 2 c. Dies ift bie flbf3ifre bes Sd)nittpunttes 3meier nad}bargeraben 

C Cl 2c' Cl Cl. 
unferer Sd!ar, Me <Drbinate wirb Y = m x - m = m -1/;= m' Um 
uns non ber lDtmiir bes Wertes C 3U befreien, eliminieren wir biefe 

(J;röue aus ben letten <lileid}ungen: C = i; Y = ~ (ir = 4~' ~um 
S~luU tönnen wir nod) 4m = a feten, bann gUt fitt aUe Sd)nittpunfte 
3weter unenbn~ na~er <lietaben Me 13e31el}ung Y = :1. Dies 1ft bie 
(J;Ieid)ung ber CEnueIoppe; mir erfennen, bau fie eine parabel ift 
(D. S. 16). DaÜ unfer /Ergebnis ri~tig 1ft, le~ren ble Bemerfungen 
fiber bie Uml)illlungsfonftruftion Mefer Kume; nur ftnb mir l)ler ben 
umgefel}tten lDeg gegangen, ba mit in bem betreffenben K~ltel ber 



8 I. Kurnenrdjaren unb DifferentfaIgleidjungen 

Differentialred!nung Me KurDe, ~ier bie <Derabenfd!ar als gegeben 
Dorausfetten. 

Die eben angefteUten Betrad}tungen laffen fid! leid!t DeraUgemeinern. 
~s fei f (x, y, c) = 0 bie <Dleid}ung einer Kuroenfd!ar, beren ein3elne 
JnbiDibuen er~aIten werben, wenn man bem parameter C bie uer. 
fd}iebenften Werte beilegt. Unfere aufgabe ift es, ben Sd}nittpunft 
3weier nad!barfuruen 3U ermitteln, i~re (wenig Doneinanber uer. 
fd}iebenen) parameter feien C unb Cl. Die Koorbinaten bes gefud!ten 
punftes müffen ben <Dleid}ungen genfigen 

f (x, y, c) = 0 unb (x, y, Cl) = 0; alfo aud! ber burd} Sub. 
!raftion er~altenen <Dleid!ung f (x, Y, Cl) - (x, y, c) = 0; ebenfo ift 
(x, y, c~) =t(X,y,C) 0; bies ergibt im <Dren3fall (für 3wel unenb. 

lid) na~: Kuruen) Of(~'clJ' c) = o. Die <Dröue c ift für bie ein3eIne 
KurDe fonftant, filr Me KurDenfd}ar DariabeI, alfo fann f nad} i~r 
bifferentuert werben. Da x unb y fid} bei biefer <Dperation nid}t änbem, 
fo 1ft bie Differentiation partiell. aus f= 0 unb ~( = 0 fann man . c 
x unb y bered!nen unb er~äIt fo Me Koorbinaten bes punftes, in 
weId}em bie Kurue f (x, y, c) = 0 Don ber benad!barten gefd}nitten 
wirb. ~Iiminiert man aber ftatt beHen aus ben beiben <Dleid}ungen 
ben parameter c, fo er~ält man eine Be3ie~ung 3wifd}en x unb y, 
weId}e ffir alle Sdjnittpunfte gilt, weld!en Wert aud! C ~aben mag, 
unb biefe Be3ie~ung ftellt bie <Dleid}ung ber a:nuelo:ppe bar. 

8tlfptelS. a:in <Defdjüt 1ft in ~ori30ntaler unb uertifaler Rid}tung be. 
liebig bre~bar. Die münbungsgefd}wInbigfeitbes <Defdjoffes tftvo rn/sec. 
lDeld}e punfte bes Raumes finb i~m eneIdjbar, weldje Dor i~m fid}et? 

roir ne~men 3unädjft an, bas <Defd!ütto~t fei nur »eriifa! bte~~ 
bar. BUbet Me Seelenad!fe mit ber 110ri30ntalen ben lDinfel u, fo 1ft 
unter Dernad!Iärrigung bes tuftwibetftanbes 
x = Vo t cos IX; y = - t 9 tB + Vo t sin IX (Ableitung in Beifpiel 44) 
9 = 9,81 rn/sees. Die Slugba~n et~ält man burd! a:Umination her 
<Dröue t; es ift nad! bet etften <Dleid}ung t= _x_, alfo nad} ber .t Vo cos 1% 
3wel en 1 9 x' x" 

y = - "2 Vo I eos I u + Vo " Vo COS IX " sm 0: 

9 x' 
y=xtga- -2· v leasla" 

~ 



fnlleloppen. Sid}erl)eitsparabeI 9 

IDibt man Vo einen befUmmten Wett, legt a ber Rei~e nad) alle 
mögIicf}en Wette Don 0 bis 90° bei unb 3eid)net Me HurDen, fo er. 
qäIt man eine Sd)ar Don parabeln, Me aber nur einen befUmmten 
t!eil ber ~eicf}enebene erfüllen unb gegen ben Reft burd) eine (EnueIo""e 
nogegren3t werben. Diele gilt es 3U ermitteln; a ift ber parameter. 
man qat Me (Dleid)ungen 

(a) y=xtga-!vo':o'sllX unb (~~=o) 
x gx' 2sin IX 

(b) 0 = COSIlIX - 2vo II • COS S Q:' aus (b) folgt 
gx' 

0= xcosa--, sina, baqer 
Vo 

v I 1 sin' IX + cos 'ex 
(c) tga= -L. Serner tft -~-= , =tg'a+ 1, alfo gx cos ct cos IX 

in unferm SaU 
(d)--!.- = t + ~o' " Sett man (c) unb (d) in (a) ein, fo ergibt cos a; 9 x 

V t gx' ( V') V I gx' V I fi.f. Y = _0 - - 1 + _0_ =..JL - - - ~ alfo ift Me ge. 
"I 9 2vo' g'x' 9 2vo' 2g' 

fud)te Baqngleid)ung 
v t gx' 

(e) y = -2° - -2 "Mefogenannte Sicf}er~eitsparabeI. (Sig.3.) 
9 Vo 

3ft Me (afette brel}oar, fo er3eugt Me IDefamtl}eit ber Sicf}erqeits. 
parabeln ein Rotationsparaooloib. Der tnnere Raum tft burd) Me 
(ljefd)offe gefäqrbet, ber äubere' Dor iqnen fid)er. 

Dur probe fe~en mir in ber IDleicf}ung ber Std)erl}eitsparabeI x = 0, 
fud)en alfo ben puntt ber HurDe auf, weld)er fenlred)t über bem' (De. 
fd}ii~e liegt. man erl}äIt y = ;0; . Diere IDröae lommt genau ber 
ma~tmaIqöqe eines fentred)t nad) oben mit ber aiefcQminbigfeit Va ge. 
fd}leuberten Körpers gleid}. 

v • V' mad}t man y = 0, fo ift x! = ~; x = ± ~. Der punrt, in bem 
9 9 bie Sicf}er. 

lleitspara. 
bel Me 110. 
ri30ntaIe 

trifft, qat 
Dom (De· 

L--J.=:::-~_--I.~~!':::.-_..l..-~.....L,.~~ fd)ii1l Me 
519.3. 



10 I. l(ufllenfd}afen unb DiffmntiaIgIeid}ungen 

<Entfetnung ber größten murfweite; fie wirb meid}t, wenn «= 45° 
gewäl)lt wirb. 

OieUeid}t nod} anfd}aulid}er unb babei friebIid}er witb bas BUb, 
wenn wir an eine Dorrid)tung 3um Befprengen bes Rafens benlen. 
Das tDaffer trete qus einer unter Drud ftel}enben teitung in eine fjol}I. 
fugel, beren manbung burd} uiele über bie Q)berfläd}e verteilte töd}er 
burd!bol)d ift. Da fid} bie l)etausrtr.~menben SlüffigleitsteUd}en un
mittelbar folgen, fo entftrömt jeber Q)ffnung eine parabel; aUe biefe 
5Iüffigleitsfäben liegen im Jnnern eines RotationsparaboIoibs. man 
wäl)le für Vo einen beliebigen einigermaßen paffenben :l5al)Ienwed unb 
3eid}ne bie Hurllen, wdd}e ben tDinlern IX = 00, 30°, 45°, 60°, 700, 

80°, 90° entfvred}en. 
llufgaben. 

1. Die aileid}ung pv = R T = ~~s T= 1 + 2ht gilt nur für von· 
f 0 m m e n e aiafe. Jft aber ber Drud groB unb Me tremperatur tief, 
fo näl)ert fid} bas Der~aIten ber <Dafe bem ber Dämpfe. Diere trat~ 
fad}e wurbe von nan ber maars in bie 50rmeI gebrad}t: 

(p + :1) (v - b) = 1 + 2~3t. 
man 3eid)ne llerfd}iebene Kuruen ber Sd}ar, Me burd} patiation 

bes parameters t gewonnen wirb, nor allem Me Hurve ber hitifd)en 
tremperatur. (fs ift 

Stoff a b 

Wafferftoff '" 0 0,00069 
Hol)lenMoellb 0,00874 0,0023 
tuft 0,0037 0,0026 

Ktitifd}e 
tI:emperatur 

-.,. 241 
+ 31 

Sticfo~t}bul 0,00742 0,0019 + 36 
fltl)t}len 0,00786 0,00224 + 10 

2. 11at bie fjqperbelfd}ar xy - a2= 0 eine (fnneIoppe? 
(x- a)S 

3. <Es foll Me (fnve!oppe ber Kurvenfd}ar y = ~ beftimmt 
werben, wenn a ein parameter unb meine Honftante ift. 

4. auf ber Abf3iffenad}fe trägt man nom Anfangspunft aus bas 
Stüc! c ab, auf bel' Q)rbinatenad!fe bas StÜd~' man verbinbd bie 
<Enbpunfte unb wieberl}oIt Me Konftruftion mit fel}r nerfd!iebenen 
Weden non c. fjat bie aierabenfd}ar eine (Enueloppe? 



y 
aufgaben 11 

O. <Eine Snede uon ber tänge I 
wirb fo bewegt, bau I~r eines <Enbe 
auf ber abf3iffen., bas anbere auf 
ber Q)rbinatenad)fe gleitet. Uleld}e 
Kurve um~ülIt Me fo er3eugte 
<Derabenfd}ar? 

8ei(1)id 4. Um ben mittetvunft 
o eines KoorMnatenfllftems fei ein 
Kreis mit bem RaMus a befd}tieben j 

-f----:::>.~~~~~---~ um einen punrt P auf 
x feinerperip~erieein3U)ei. 

ter Kreis, beffen Rabius Me tiinge bes 
Bogens AP ~at. 5ü~rt man bie Konfituf. 
tion für jeben punft ber perip~etie aus, 
fo entfte~t eine KreisfdJari weId)e ~nueloppe 
~at fie? (5ig. 4.) 

Die Koorbin~en uon P finb a cos cp 
Sfg.4. 

unb a sin cp; ein beliebiger punrt Q auf 
bem 3tUeiten Kleife ~abe Me Abf3iffe x unb Me O>rbinate y. Dann 
ift bie <Dleid}ung biefes 3weiten Kreifes, wie fid) aus bem Dreied 
~Rq~ _ 
(1) (x - a cos!p)'+ (y - a sin cp)'1 = AP' = a'tp'. 
Die Differentiation nad) bem parameter 'I' läut Me (ljIeid}ung 
(2) 2a sin 'I' (x- acos '1') - 2a cos 'I' (y - asin '1') = 2 a 'l cp 

entfte~en. fjieraus wirb 2 a x sin 'I' - 2 a' sin cp cos cp 
- 2 a y cos !p + 2 a' sin cp cos cp = 2 aS '1', ober uereinfaeqt 

~ x~tp-ywscp=a~ 
Den fo er~a1tenen Wett uon atp feten wir in (1) ein 

x'- 2ax cos 'I' + a'cos'tp + y'l_ 2ay sin 'I' + a' sin' cp = 
Xli sin'!p + y! COSI 'I' - 2xy sin 'I' cos tpi 

Xli (1 - sin' '1') + y2 (1 - COS'l cp) + 2xy sin 'I' cos cp + 
+ a' (sin'tp+cos'tp)--C. 2ax cos 'I' - 2aysintp= O. 

Wegen ber 13e3ie~ung sin' !p + cos· cp = 1 ge~t biefer Ausbrud über in 
x' cos' cp + y' sin1tp + a'+ 2xy sintp cos tp - 2ax cos cp -

-2aysincp=O 
[x COS 'I' + ysincp - al' = O. 

Die <Dleiequngen (1) unb (2) fönnen alfo erfett werben bureq 
(3) x sin 'I' - Y cos 'I' = a cp 1 sin 'I' 1- co~ 'I' 
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(4) x cos!p + y sin qJ = a I cOS!p I sin qJ 

muItipli3iert man fie mit ben angefd}riebenen Saftoren unb abbiert 
fie, fo erqäIt man enblid} 
(5) x = a cos qJ + a!p sin !p 
(6) Y = a sin qJ - a!p cos!p. 
Die <Enueloppe ift eine Kreiselloluente (D.S.56). 

8dfpieI o. Jn ber (Jjleid)ung ber gebämpften Sd)wingungen 
y = ae- bx sincx foll sin ex burd) sin (ex + ek) erfett werben. 
lDeld)e <Enoeloppe qat bie Kurllenfd)ar, bie burcq Variation bes para
meters k entfteqt? 

Durd) Differentiation ber <Dleid)ung y= ar bXsin (ex + ek) nad} 
k folgt 0 = ace- bx cos (ex + ek). Dies ift nur mögIid), wenn 
cos (ex + ek) oerfdjwinbet. Dann ift aber sin (ex+ ek) = + I ober 
- 1, unb burcq !Einfeten in Me urfprüngIidje (Jj{eidjung refuItiert als 
<Dleid)ung ber !Enveloppe y = ± ae- bx• 

Die 3eid}nung Ieqrt, baa Me Variation oonk eine pqafenllerfd)iebung 
bebeutet, wäqrenb bas Dämpfungsgefet ungeänbert bleibt. Die <EnDe. 
loppe fprid}t bies (/jefet aus. 

Die Huroen einer Sd}ar entftammen alle berfeIben <Dleid}ung 
{(x, y, e) = 0, fie oerqalten fid) wie Me (JjIiebereiner SamUie. Das, was 
Me ein3eInen 3nMuibuen u n t e r f d) ei b et, ift Me (/jröae e, Me für jebes 
einen beftimmten, von ben anbern llerfd}iebenen Wert qat. <Es .fragt 
fid), ob anbrerfeits audj eine gewiffe SamiIienäqnlid}feit uorqanben 
ift, ein gemeinfamer DUg, ber Me <Ein3elwefen ber Hurllenfd)ar als 
gleid)artig unb von ben mitgliebern einer anbern Sd}ar wefentlid} 
llerfd)ieben erfennen läat. man lönnte an Me !EnueIoppe benlen, in. 
beffen d)arafteririert biefe bod) immer nur einen punft jeber HurDe 
als merlwürbig, nämIicq ben Sd)nittpunft mit ber Uad}barlurDe. 

<Erinnern wir uns, baa burd) Jntegration einer Döllig einbeutig 
befinierten Sunftion, 3. B. {= xS, eine Sunftion mit einem parameter, 
ber Jntegrationsfonrtante, entfte~t (qier f f d x = t x~ + e)! Dann 
ift es lIar, baa Me Differenti a tion biere Vielbeutigfeit wiebetrilcf. 

gängig mad}en wirb. aus y = i x~ + c folgt benn audJ, ban :~ = x3 

tft, unb bas fenn3eidjnet jebes JnMlltbuum ber Kuruenfcqar y= t x~ + c. 

8dfpid 6. Die (/jleicqung einer parabel irt y = ~ ; burd) Diffe. 
rennation ergibt fidj ~! = 2:. man fann a eliminieren, inbem man 
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etwa Me etfte <Dleidjung 3ur 13eftimmung Don a benutt (a = XI) unb 
. y 

ben fo et~aItenen Wert in Me 3weite <6Ieid}ung etnfett. (Es ergibt fid} 
dy 2y 
dX=x' 

man er~aIt eine DifferenHaIgleid}ung, ba aufier x unb y nod} 
ber Differentialquotient :! auftritt. Sie fagt aus, bafi für ieben pun!t 
jeber HUrDe ber Sd)ar, Me burd} Dariation bes parameters a ent
IteI}t, Me trangente gefunben wirb, inbem man non blelem puntt auf 
bie rad}fe bas tot fällt, Me entfte~enbe CDrblnate um fid) leIbft (über 
ben Sd}eitelvuntt I}inaus) uedängert unb ben fo erqaltenen CEnb:puntt 
mit bem Huruenvunft uerbinbet (D. S. 17). Der gemeinlame 5ug- ber 
l{urueninb{Dibuen tlt lomi! gefunben. 

3ft allgemein Me l{urnenld)ar gegeben, weld)e bas anfd}aulid}e 
Bilb ber <Dletd}ung rp (x, y, c) = 0 ift, fo qat man (D. S. 25) 

~: + ~: :! = O. aud) In ber 3weiten <Dleid)ung fommt im allge. 
meinen ber parameter c nor; eliminiert man tqn aus ben beiben 
(Jjleid}ungen, fo erqält man Me Differentialgletd)ung, weld}e für Me 
Dorgelegte l{urnenfd)ar d)arafteriftifd} tft. 

llufgabeu. 
6. roie lautet Me Differentialgleid}ung ber l{uruenfd)ar x y - aB = O? 

1. man beaniwortebtefelbeSrage für g= (X - :)8 (ugL aufgabe 3). 
" m 

8. Dgl. für 9 = x + ace a; a fei eine l{onftante, c ber parameter. 
9. Jn aufgabe 7 foU m als parameter, aals l{onftante aufgefü~rt 

werben. 
10. Jn aufgabe 8 foU a als parameter, c als l{onftante aufgefü~rt 

werben. 
Wir befd}aftigten uns bisqer bamit, Don ber <Dlejd)ung einer l{urDen

I~ar (((x, 9, c) = 0) ausgeqenb, Me fie d}arafterifierenbe Differential
gIeid}ung 3u finben. l{eqren wir bas problem um, fo fteqt Me auf· 
gabe unferer weiteren Unterfud}ungen Dor uns. mtr roollen f:pater 
aber eine Befd}:ränfung fallen laffen, Me rotr uns blsqeT auferlegten, 
inbem wir aud} <DIeid)ungen bel}anbeln, bie nidjt nur ben etften Diffe. 
rentialquotienten y', fonbern ben 3weiten, gl/, entqaIten. UatürUd} laffen 
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fief} aud) Differentialglellflungen ftubieren, In benen y"', ylV uff. 1:)or. 
fommt, bolfl 1ft bas praftifd)e Jntereffe für fie nilflt fe~r groß. 

Die geometriflfle Bebeutung ift flar: Sorbern mir non ber [an. 
gente einer nolfl unbefannten KurDe gemiffe <Eigenflflaften, fo fönnen 
wir biefe 50rberung burlfl eine <Dleiequng f (x, y, ::) ausbrücfen. SoU 

aber ber Kdimmungsrabius f! = (VI ~,~y')I)S filfl unferm Willen ffigen, 

fo tritt in ber betreffenben <Dleiequng aulfl ber 3meite Differential. 
quotient auf. 

Jn ber melflanU befte~t 3wifd)en ber (DeflflminMgfeit v, bem 

Wege s unb ber ~eit t bie Be3Ie~ung v = ~~ p. S. 13). 

<Erfüllt Me (Deflflwinbiglelt ein gegebenes (Defet, fo liefert biefe SormeI 
eine DifferentiaIgleilflung, aus ber Me ab~angigfeit bes Weges s 1:)on 
ber öeit t ermittelt werben fann. 

Jn ben meilten SaUen fennt man bei berartigen aufgaben aber 
nid}t bie (Def lflwlnblgleit, fonbern Me Kraft. Unter ber B ef eqleu. 
nigung b 1:)erfteqt man ben öuwaeqs, mellflen bie (Defd)winbigfeit in 

• dv d's 
ber Sefunbe erfäqrt, es tft alfo b = dt = dts' 

naef} ben te~ren ber melflanif 1ft ble Kraft P (bei paffenb gewii~Iten 
(Einl}eiten) gIellfl bem probutt aus ber maffem unb ber Befef}leunigung b 

d's 
P=mb=m dt" 

Jft bie Kraft, etwa als Sunftion 1:)on s, gegeben, fo er~ält man ffir 
seine Dlfferentialgleiequng 3weiter (J)rbnung; in einer Diffe, 
rentialgleilflung nier (J)rbnung tritt ber nte Differentialquotient ber 
gefud}ten 5unltion auf, aber fein ~ö~erer. .Jqre alfgemeine SOlm ift 

F (x, y, yr, y" ... yen») = 0; wobei yr = ::; y" = :-:, ift ufm. 
(Eine DifferenUalgleilflung ~eifit Ii ne a r, menn y, yr, y" ••• nur in ber 
erften poten3 auftreten; in biefem SaU ift 

yen) +x1y(n-t)+ x2 y(n-2) + ... +Xny+X= O. 
Die <Drößen Xli Xi ... Xn , X finb beliebige Sunftionen non x. Jft 
X = 0, fo fprld)t man 1:)on einer Derfiir3ten linearen <Dleiequng. 
Wir befd)äftigen uns 3unäd)ft mit ben DifferenUaIgleiequngen erfter 
Q) rb nu ng. [rittbeiiqnen Me <Dröfiey'~öd)ftens in ber n ten poten3 
auf, fo fagt man, fie feien nom nten (ßrabej es ift bann 
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(y')n + A (y')n-t + B (y')n-2 + ... + Ky' + L= O. 
A, B ... K, L bebeuten l)ier 5unftionen von x unb y. (Eine Differen. 
ttaIgleid}ung elfter (J)rbnung unb elften (J;rabes qat alfo Me Sonn 
y' + A (x, 1I) = 0; lie braud}t nid}t linear 3U fein, ba l)ier über Me Sun!. 
tion A feine einfd}ränfenben Vorausfellungen gemacl)t worben linb; 
foll Me <DleidJung nod) linear fein, Jo muä A bie Sorm 

A = Y Xl + X ~aben. 
Xl unb X bülfen nur x als Variable ent~aIten. 

llufgoben. 
11. Wirft eine (im allgemeinen ueränberIid}e) Kraft P auf einen 

l{örver wä~renb einer fel)r fur3en Deitfvanne dt, fo nennt man bas 
probuft Pd t ben an trieb. 13ei einer enblid)en Deit nerlte~en wir 
unter bem antrieb Me Summe ber <Elementarantriebe. Sie foU mit 
Benullung ber 50rmeln auf S. 14 bered}net werben. 

12. <Ein punft bewegt fid) unter bem -, --~o' t18r'nt:"' -----!' 
(Einfluß einer Hraft P (bie neriinbedid) A B 
fein fann) von A nad} B (Sig.5). Dann 5Ig.5. 

tlerlte~t man unter ber arbeit, weld}e biefe Kraft auf bem Weg. 
element CD = ds Ieiltet, bas probuft P . ds, unb unter ber <Defamt. 
arbeit längs bes Weges AB bie Summe aller biefet (Elementararbeiten. 
Diele Summe foll nad) ben Sormeln auf S. 14 bered)net werben. 

13. DU weld)er art non Differentialgleid)ungen gel)ört ~'t~ = - x? 

14 DgI ,/1 + (y')!=!. 15 Dgl dy =- b'x. 16 Dgl dy =JL. • . r m" dx a'y • . dx m 

11. DiffetentinIgleid}ungen etfter (J)tbnung: 
Unmittelbnfe Jntegtntion. tifennung bet 
Untiabeln. SUbftitutionen. llomogene Dif: 

ferentinlgleid)ungen. 
A. Diffeuntiolgleicf!ungtn 1)on ht 80tm y' =f(x). 

lh3eid}nungen. 
<Eine Differentialgleid}ung erfter (J)rbnung non 3wei Veriinbedid}en 

x unb y barf aUBer x, 11 unb Konftanten nur ben Differential. 
quotienten :! ent~a1ten. Der einfad}fte SaIl ift offenbar :! = a, wo· 
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bei a eine Konftante ift. f)ieraus folgt unmittelbar burd) Jntegration 
y = ax + c, bie <5leid}ung einer Sd)ar non <5etaben, mel~e aIIe mit 
ber :pofitinen XAd}fe benfelben minfel abUben (tg a = a), aber auf 
ber yad)fe aUe mögIid}en Rbfd)nitte c er3eugen (ngl. D. S. 16). Die 
paraIIelenfd)at, weId}e fo entftel)t, qat Me (figenfd}aft, ba& jebes il)rer 
Jnbiuibuen gleid) gerid}tet ift, was bie Differentialgleid)ung forbert. 

Jft :~ =f(x), fO etqäIt man, wieber burd) Jntegtation,y 1f(x) dx 

+ c = F (x) + c, wenn F (x) einen ausbtutf bebeutet, ber aus ber 
gegebenen 5unftion fex) burd) Jntegration, oqne Berildficl)tigung 
ber Jntegrationsfonftante, entfte!)t. aud} qiet liegt ein Sl}ftem Don 
paralIelfurDen not, benn fteU! man 11 = F (x) gtap!)ifd) bar, fO er
l)äIt man eine beftimmte Kume, aus bet eine 3weite ber ScI)ar en~ 
ftel)t, wenn man jebe (J)rbinate um benfeIben Betrag c (3. B. c = 4) 
Dergrö&ed. aus bet 3eid}nung ergibt fid} bie Rid}tigfeit unferer Be. 
!)au:ptung Don felbft; ba bas Steigungsma& ber [angente, :~, nur 
Don ber abf3iffe x, nid}t Don ber O>rbinate 11 abqängen foII, wie es Me 
Differentialgleid}ung forbed, fo ift bas CErgebnis aud} unmittelbar eine 
Ieu~tenb. d 

Jft 3. B. d! = 3 x, fo erl)ält man y = 1,5 x2 + c, eine S~ar par. 
alleler parabeln, bei benen bie O>rbinatenad}fe Me St}mmettielinie ift. 
man nennt benausbrutf 11 = 1,5 Xl + c bie DoIIftänbige töfung 
ber uorgelegten <5leid}ung. <Erteilt man c einen fpe3ieIIen Wert, etwa 
c = 0, fo en*eqt eine partUuIäte töfung (y = 1,5 xl); man 
nennt y- 1,5xl -c=O bie uolIftdnbige JntegraIgleicl)ung 
(y - 1,5 x'=O ift eine partifuläre Jntegralgleid)ung), ferner 
l)ei&t y - 1,5 x· = c basJ n t e gral ber gegebenen DifferentiaIgIeid)ung. 

Jm aIIgemeinen werben Me Uerl)äItniffe nid}t fo einfa~ liegen; mir 

werben aus ber gegebenen Di fferentialgleid}ung r( x, y, :~) = 0 

Me uoUftänbige töfung y = f1 (x, c) etqaIten müffen, aus ber mir 
bur~ S:pe3iaIifierung ber (firö&ec beliebig Diele partifuläre törun. 
gen l)erDorgeqen laffen ~önnen, ober mir werben Me DoUftänbige 
Jntegralgleid}ung r. (x,y, c) = 0 ober bas Jntegral fs (x,y) = c 
auffucl)en i fobalb eine ber Sunftionen ft, ft, fs notIiegt, fann man meift 
ol)ne grooe Sd}wierigfeit bit anbete burd} algebtaifd}e Umformungen 
gewinnen. 
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Die ilbermiegenbe Bebeutung ber Jntegralre~nung bei ber Beqanb. 

lung ber Differenttalgleid}ungen geqt fd)on aus ben Benennungen qer~ 
uor. Sad)Iid) ift fie babutd} begrünbet, bab mir einen Differentialquo~ 
Henten befeitigenfoIIen, mas natüdid) nur burd} Jntegralre~nung mäg. 
Ud} ift. SelbftnerftänbIid} tritt bei jeber Jntegration eine 3ntegrations~ 
fonftante auf; mir er~aIten nid}t ein Kur1'eninbiuibuum, fonbern eine 
Kutnenfd)ar , ober, algebraif~ gefprod)en, eine Sunftion .mit einem 
parameter. 

8dfpiel 7. <Ein Stab AB non ber tänge I em/ bem <Querfd)nitt 
q qem unb ber Did}te 11 3ie!}t einen äußeren punft P, ber auf feiner 
Ad}fe liegt unb Don feinem einen <fttbe a em meit entfernt ift, an. 
!Es foll Me ffiröne biefer Attraftionsfraft ermittelt werben, wenn Me 
m.n· bes äutJeten Punftes m I I I 
<Dramm beträgt (Sig. 6). Das Stab. PA: da:" 

element, wel~es non A Me !Ent. ~ )._ : I' B 
fernung x cm !}at, befitt Me fe~r. a x 
geringe tänge dx em. Sein )Jol~ 519. 6• 

men ift qdx ccm, feine maffe I1qdx <Dramm. nad} bem newtonfd)en 
<DraDitationsgefet 3ie~t bies !Element Me maffe P mit ber lIeinen Kraft 
dK=f'7a'+IJ~~X) Dt}nen an. l}ierbei ift (=6,65.10-8 eine 
natudonftante. 

aus :~ = (~~IJX~I folgt K= c - tarn;; als uoUftänMge töfung 
unferer Differentialgleid}ung. !Es ift Me l<raft, meld}e Me <Defamtqeit 
ber [eild)en non A bis dx auf P ausüben. Um !}ieraus Mejenige parti~ 
Märe töfung 3u er~aIten, meld}e unferem lontreten SaU entfptid)t, 
bead}ten wir, ban Me Kraft gleid) null wirb, menn ber Stab über-
!}aupt feine tänge l}at (x = O). <Es ift alfo 0 = c - '':IJ q; K = 

(ml1q(~ - a~x); xiftabergleid) I, alfo wirb K=fmuq(~ - a~J 
3ft 3. 13. ber Stab unenblid} lang, fo beqält bo~ feine Oiefamtan3iequng 
ben enblid)en Wert,maq. Sür einen <fifenbral}t (0'=7,5) Don 10m 

a 
(änge unb 1 qmm <Querfd}nitt ift Me fln3iel}ung auf eine Kugel oon 
1 (Jjramm maUe, weId}e 5 em 1'or feinem Anfangspunfte qängt, 

K= 6,65.10-8 .1.7,5.0,01 (i - t~5)'" 1 .1O-9Dt}ne,alfoetwa 
EtRu(l; 589: tin b 0 ID, Dlfferentlalgleldlungen 2 
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ber taufenbmUIionfte [eil eines milligramms. Wäre ber Dra~t uno 
enbIicQ lang, fo roäre feine an3ie~ungsfraft nur um 1/2 % grö~er. 

Bei taboratoriumsDerfud}en ift man auf Körper angemiefen, roeldje 
feine übermäßig gro~en flbmeffungen befiten; Me Kräfte, weldje Me 
aIIgemeine maffenan3ie~ung 3mifcQen i~nen er3eugt, finb fo minimal, 
baf3 bie Beftimmung ber Konftante f mit großen Sd)wierigfeiten Der. 
bunben ift. Die a5raDitationsfraft ber (Erbe nennen mir ScQroere; 
Me fompIi3ierten Beroegungen ber l1immeIslörper folgen anein aus 
i~rer gegenfeitigen an3ie~ung unb aus bem [räg~eitsgefetJ. 

llufgaben. 
man bUbe bienoUftiinbige töfung, bieDoIIftänMgeJntegralgleidjung 

unb bas DoIIftänbige Jntegtal ber fotgenben DifferentialgleicQungen. 

17. :: = a sin x. 18. y' VaB + Xl = a. 19. in y' = ~. 
20. Bei roeldjer Kurue ift Me Steigung (Ig a) ber Etbf3iffe propor. 

tional? 
21. Bei roeldjer Kurue ift fie ber Etbf3iffe umgele~rt proportional? 
22. Wann ift fie ber n ten poten3 ber abf3iffe proportional? (n fei 

oon - 1 uerfdjieben.) 
23. 5ür roeldje Kurue ift Me tänge ber [angente, gerecQnet Dom 

Berü~rungspunlt bis 3ur flbf3iffenad}fe, bem probult aus ber Etbf3iffe 
unb ber <Drbinate proportional? 

24. 5ür roeIdje KurDe ift Me tänge ber Subtangente (projelüon 
ber trangente auf Me Etbf3iffenacQfe), bem probuft aus ber Etbf3iffe 
unb ber <DrMnate proportional? 

B. Irennung bu l)orfGbeln. 
8dfpiel 8. IDenn ein Körper im luftleeren Raum fällt, fo unter· 

liegt er alIein ber an3ie~ungsfraft ber <Erbe, tueldje i~m bie Bef d)leuni. 
gung 9 = 9,81 m/sec t erteilt; be3eid}net man mit v bie <DefcQwinMg. 
feit, fo ift :~ = g. Der tuftmiberftanb beroirft eine l)ef3ögerung, weldje 
man bem ~ullbrat ber (J)efcQminbigfeit proportional fetJen fann, i~re 

<Dröf3e tft ~:. nadj ber "l1ütte" ift 1'= ;r~' l)ierin bebeutet G bas 
<6emicQt bes Körpers in kg, r = 1,295 blls a5ewid)t (in kg) eintS 
Kubifmeters tuft, F bie fenfrecQt 3ur Bewegungsrid}tung genommene 
grönte ~uerfdjnittsfläd}e bes Körpers in qm, 'IjI eine ~a~l, weld}e Me 
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Oieftalt bes 1{örpers berüdfid)tigt; fie ift für Kugeln gleid) 0,5, Wenn 
bie Kugel aus einem Stoff vom f:pe3tfifd}en <Dewid)t s (kg/cdm) be. 
fte!)t, fo finbet man im obigen maurllftem ~ J = (2, t r 5% ' 1000 s) 

: (1/Jrr' n) = 1603o~rs = 4125 rs, alro tft für <Du&eifen (s = 7,25) ber 

mett uon A,9=29910r",30000r. Dann !)at man 
dv VI 

(1) dt- g-lI' 

Stänbe linfs ::' fo wäre Me Differenttalgleid)ung nad) bem .uotigen 
l)etfa~ren tntegrabe1. fjier fü!)d Me tr ren nun 9 b er 1) a ti ci b e (n 3um 

~ieI. CEs ift nämlid) dv = (g - is) d t; 

(2) dt= dVv" 

g- l' 

Jett fte~t auf jeber Seite nur eine DeränberIid)e; man fann alfo un~ 
mittelbar integrieren unb erl)äIt, wenn mit to eine Jntegraüonsfon
ftante be3eid}net wirb 
(3) t - to=~~~ = .!.if; dv " 

V! 9 v' 
g- l' l-li' 

k2 ift babei für g~2 gefett; in unfetem 13eif:pteI ift k2= 293400 r. 
k v v 9 

(4) t - to = gftriIg/i; at trg ii = k (t - to) 

(5) v = k a:g 9 (t; to), Jrt bieftnTangsgefdJwinbigfeit gletd) nuu, fo ift 
k v k k+v 

(4 a) t = 9 ftr iIg /i = 2 9 in k _ v 
gt gt 

gt eh _;T 
(5a) v=kfL9 7i =k gt gt 

eh+e- T 
Vi gv2 

3ft k fe~r groB, fo tft Me 1)er3ögerung l' = ~ fe!)r tletn. Jn biefem 

(1+~) SaIIwitb in (4a) t=~ In 1-* "'" 2k9' 2*=~, alfo v = gt; 

2· 



20 11. Differentialgleidjungen erfterCDrbnung: Unmitte!bareJntegrationufw. 

man fommt auf eine SormeI 3urüd, bie für ben freien Sall im luft~ 
leeren Raum gilt. 

toirb k = v, fo wirb nad} (4 a) t = 00; b. l}. im taufe ber 3eit 
nä~ert fiel} Me (/jefel}winbigfeit v immer mel}r bem fonftanten Wert k, 
o~ne il}n iemals 3U mefd)en ober 3U überfel}reiten, Me Bewegung wirb 
alf 0 f d)lief}liel) gleid}förmig. 

<Es fei h ber burd}fallene toeg. 

Da v = ~~ ift, fo l}at man h = k l'[g (~) dt = ~ Zn ~of (~t) + e, 

wie man burd} Differentiation Ieid)t beftätigt. SoU h für t = 0 Der~ 
fd}winben, fo muf} e= 0 fein. 

llufgoben. 
25. Welel}es ift Me gröute (ljefd)winbigfeit, Me ein toafferlropfen 

Don 1 mm Rabius beim freien SaU im tuftraum erreid}en fann? 
26. man fte[(e bas 3eit.(ljefd)winbigfeitsMagramm für Me Dorige 

aufgabe l}er unb oergleid)e es mit bem ber ungel}emmten Bewegung 
(v =gt). 

27. Die für v unb h gewonnenen ausbrülfe foHen bis auf Me feel}ften 
poten3en Don t in Reil}en entwideIt werben. 

28. <Eine (Eifenfugel Dom Rabius 2 cm läf}t man aus einer l}öl}e 
Don 1200 m faUen. Jn weld}er 3eit unb mit weld)er (ljefd}winMg< 
feit erreiel}t fie bie (Erbe? Der tuftwiberftanb werbe einmal Der. 
nad}läffigt, einmal berüdfid}tigt (s = 7,5). 

29. <Eine l}oI3tugel(s = 0,9) Dom Rabius r = ;; cm fällt aus einer 
f}äl}e Don 100 m. Wie groä ift Me Sa1l3eit unb Me (Enbgefd}winbigfeit? 

30. man löfe Me aufgabe 29 für h = 20 m (vierftödiges l}aus). 
3 t. man integriere Oie DifferentialgIeid}ungen bes freien SaUes 

o~ne tuftwiberftanb ~~ = g; ~~ = v unb weife nad}, baä Me töfungen 
aus ben frül}eren Sormeln ~erDorgel}en, wenn man k = 00 fett. 

Das Oerfal}ren beriI.renn u ng ber Oariabel n ift in feinen <Drunb. 
3ügen burel} BeifpieI 8 flargelegt. 3ft' bie Differentialgleid}ung erfter 

<Drbnung {(x, y, :!) = 0 gegeben, fo Derfud}t man (was burel}aus 
nid}t immer gelingt) fie auf Me Sorm rp (x) d x = 1/1 (y) dy 3u bringen. 
man fannbann linfsunb red}ts integrieren unb erl}ält w(x) = 'F{y} + e, 
wobei w(x) =Jcp (x)dx unb 'F(y) f 1/1 (l{) dy ol}ne Berüdfid}tigung 



trrennung ber l)atiabeln. Aufgaben 21 

ber Jntegtationsfonltanten ilt. man tönnte auf ben C6ebanfen fom men, 
Hnfs unb nd}ts Me Jntegrationsfonftanten ~in3u3ufügen, aifo 3U 
Id)reiben qJ (x) + Cl = "P (y) + Ca, 
aber bann witre qJ (x) = 7p' (y) + CII - Cu 

unb wenn man CI - Cl = C lebt, 10 lommt man auf ben Dorigen Qusbtucf 
3UfÜcfi wit ~aben alro nur eine Jntegtationsfonrtante. 

llufgaben. 
32 dy=b 2x. 33 dy=_b1x . 

• dx aly • dx a'1J 
34. man löfe Me DifferentiaIgIeid}ungen in Aufgabe 14 unb 16. 
35. <Eine Kugel wi1:b mit ber Qnfangsgefd}winMgfeit Vo fenfted}t 

in Me fjö~e gefd}leubed. Der tufhuibetftanb ift bem Oluabtat bet 
(Jjefd)winbigteit vroportional. tl)le gto& ift Me in t Sefunben eneid}te 
fjö~e h unb weld}e C6efd)winMgfeit befi11t ber Kötper bann? ~a~Ien. 
beifpiel: Vo = 600 rn/sec, t = 10 sec, k 2 = 5868 (Dg1. Aufgabe 28). 

36. Wann erreid)t Me Kugel untet ben BeMngungen ber uotigen 
aufgabe i~te gröfite fjöqe? tl)ie weit entletnt fie fid) Don bet <Etb. 
obetfIäd)e? 

37. Die Kugel wirb)n Me foeben bered)nete fjöqe gebtad}t. 
man Iä&t fie o~ne anfangsgefd}winbigleit fallen. toann eneid)t fie 

Me (Erbe? roie gtofJ iftiqre <Enbgeld)winbigleit? 
38. <Ein 1{ötpet Don bet maffe m kg ~abe 

Me Ipe3ififd}e Wärme c. Seine Anfangstempe. 
tatur lei {Jo1' feine <Enbtemperatur {Joo' Die 

.I-'-''-L...''-L..''-j B Ä.nberungsgef d)winbigfeit bes momen tanen 
tniinneinqaItes Wlei proportional bet Diffe. 
ren3 3wifd}en bet augenbIidlid)en U:empe~ 
ratut.l} unb bet <Enbtempetatut. <Es foU bas 
<Erfaltungsgefet} gefunben wetben. 

39. Der nebenfteqenb (5ig.7) ffi33iede 
Rotationstötpet foll fo lonftruiert tuetben, 
bafi fÜt ieben bet C6runbfläd)e patalIeIen 
Oluerfd}nitt bet Drud P (~erDorgetufen 
burd) bie tonftante taft Q unb bas <Eigen. 
gewid}t bes oberen '[eiles) eine tonrtante 
<Dröue ~at. Beifpiel: Q = 400 kg, P = 
0,45 kg/qcrn, fpe3ififd)es Olewid)t bes 

E F Kötpets r = 7,8. 
5Ig.7. 



22 11. Differentialgleid}ungen errter <Drbnung: Unmittelbare Jntegration uflll. 
C. Subftftutionen. 

CEbenfo wie mdn j nt e g r ale bur~ Subftitutionen, bur~ CEinfü~rung 
paffenb gewä~Iter neuer Dariabeln, oft bebeutenb nereinfad)en ldnn, 
fo au~ Differentidlglei~ungen. allgemeine Regeln über Me rod~I 
ber neuen DeränberIidjen laffen fi~ ~ier fo wenig wie bort aufftellen. 

8ttf,iel 9. y y' = a _ y: . 

ll)ir feten ~I = t, dlfo y'= t x. Dur~ Differentidtion folgt 2 y y' = t + xt', 
1 1 1 dt ;; 

alf0"2 t + 2xt' =a- ti "2 x dx=a-iti xdt= (2a - 3t) dx. 

trrennt man bie DdriabeIn, fo entfte~t 
dt dx 

2a-3t=-X' 
unb ~ieraus Zn x -In Xo = - t In (2 a - 3 t), wenn - In Xo bie .Jn~ 
tegrationsfonftante tft. 

x 1 Xl x' _= . x3=_0_= 0 . 
Xo Y2a-3t' 2a-3t 2a_ 3yJ 

x3(2a-~~)=xo8i 2axS-3xlyl=x03. l}iera~s folgt 

y=± -Vi (2ax-;:). 

man 3ei~ne für einen gegebenen Wert non a (3.13. t ,5) bie l{uruenfdjar. 
8df,tell0. yy' = f(~), wenn (eine gegebene Sunftion ift. 
Diefelbe Subftitution wie im uorigen Beifpiel liefert 

t t + i-xt' = (t) 
dt 

x dx == 2 f (t) - t 

dx dt (X) r dt 
-X-=2f(t)-t i In Xo =J2f(t)-t' 

Da feine befdnnte SunfUon ift, fo 1ft bas .Jntegral ber re~ten Seite 
im aUgemeinen ausfü~rbar, es feiF(t). Settmanjettwieber t= yl, fo 
erf}äIt man Me gefudjte Be3ie~ung 3wifdjen x unb y. x 

8dfnielll dy + !!.. = 1 + Xlyl. 
t" • dx X Xl 

• Y t t dy t' x - t 
CEs fet xy = t, alfo - = si Y = -j dx = -1-' CEs refultiert x x x x 



Subftitutionen 
t' t t 1 t2 t dt dx 
X--xt+x'=Xi+Xi; t'=-X{t+t'); Ittl-X-

In (~) = arctg t; t = tg In (~): y= ~ tg In (~). 
man 3eid}ne einige }(uroen ber Sd}ar. 

Seifpiel12. :: + ~ = tp (x) f(x . y). 

Bei berfelben Subftitution er~ä1t man 
t' t t dt x - Xl +i'=tp(x)' f(t); ((t) =xtp(x)dx. 

f;~:)= IXtp(X)dX+ C. 

StU,ld 13. x + yy' = sin ~ . y,-oXll=-+-y-"--~. 

man fete Xli + y! = r', bann wirb 2 x + 2 Y y' == 2 r T', alro 
, . x dr . (X) 

r r = r sm a; dx = sm Ci ; 

r=To - acos (~); y = -V (ro - acos~r - x'. 

llufgabeu. 
, 1 y8 Y t yB Y 40 y = - - + -. 41 y' = - ~ ~ + -' a fonftant • 2 Xl X • 2 axl x' • 

1 e s 1 8 ss 42 ,=_y-x. 43 ,= __ y-ax . 
• y 2x'y y2_ x • y 2ax'y y'-ax 

44. y' = y'ß f (x . y); f fei eine gegebene Sunftion. 
45. y' = (3x+ 4y)'. 46. y' = f(ax + by). 
47. x+yy'=f(x)tp(Yxll+yll). 

l1omogene llfffueutialgiddtungen. 

23 

taBt fid} eine Differentialgleid}ung erfter (J)rbnung auf Me Sotm 
:~ = f (!) bringen, fo ~eiBt fie ~ 0 mo gen. Jn biefern SaUe fett man 
y. dt f(t) - t x= t; bann lfty=xt; y'=t+ xt'; t+xt'=f(t); dx= -x-' 

aIfo Ir (g ~ t = Jd;; qieraus folgt Zn x -ln Xo = Ir (g ~ t' 
Udfpld U. ~ne }{urue ift butd} folgenbe t[angentenfonftruftion 

d)araftetifiert. man uerbinbet einen l{uruenvunftP rnit bem anfangs. 



24 11. DiffmntlaIgleld)ungen erfter CDrbnung: UnmitteI&areJntegration ufm. 

punft 0, errid)tet auf 0 P in P bie Senfred}te, weld}e bie 
abf3iffenad)fe in R fd}neibet unb trägt iqre projeftion QR 

1Or-_~ 
uon 0 aus auf ber abf3iffenad)fe bis S ab. Dann ift 

SP bie Huruentangente. lDeId}e aHeid}ung qat 
Me lturue? (5ig. 8.) 

8 

6 

4 

2 

5Ig.8. 

aus bem red}twinlIigen Dreied 
o P R folgt, baß ber l}öl)enabfd}nitt 

s y2 
QR=~ ift, es iftalfo SQ=X-X-i 

y 

Y'=tga=~~=~= x 2. 

x- Yx 1- (~) 
tOir qaben es mit einer l)omogenen 

Differentialgle1d}ung 3u tun i 
t 

I":;"--::2-{;S --:"4 ~~~6:O:---~~~1O ((t) = I-ti; In x -In Xo = 

J dt . ((I-f') dt 1 1 x' = t J - t' = - U' -In tj In x - In Xo = -"2 y' 
I_t l - t 

- In y + In xi ~ = 21n (~), aIfo 1ft Me gefud}te ffileid}ung 

x = ± y -V 21n (~). 

lIufgQben. 
48. Wie lautet Me ffileid}ung ber Hurne, bei ber bas Stüd QR 

(BeifpieI 14) bem Elbfd}nitt gIeid}fommt, ben Me [angente auf ber 
<Drbinatenad}fe et3eugt? 

49. XdY-Ydx=xtg(~)dX. 
8dfpld 15. <Eine Rotationsfläd}e foll fo bered}net werben, baß 

jeber tid}tftraqI, weld}er iqrer ad}fe parallel ift, nad} ber Spiegelung 
an ber polierten SIäd)e burd} benfelben punft ber ad}fe gel)t. 

tegt man eine <Ebene burd} Me ad}fe, fo wirb Me Rotationsfläd}e 
in einer Hurue gefd)nitten, burd} beren Drequng Me SIiid}e entfteqt. 
<Es genügt alfo, biefe tinie 3u unterfud}en. roir neqmen ben cQarafteo 
rtftifd}en punft ber Eld)fe als anfangspunft 0 bes Hoorbtnatenfl'lftems, 



fjomogene DifferentiaIgIeicflungen 

jene als CDrbtnatenadjfe an. Die gefud}te 
Kuruengleid}ung {ei y=f(x). (Sig.9.) SP 
fet ein ad}{etq)CltaUeler tidjtftra~r, . P ber 
punft, in meld}em er Me KurDe erreid}t. N .. 
T PR {ei Me t[angente, P N Me normale; T 
unb Nmögen auf ben Qdjfen liegen. Der CEin. 
fallsminlel S P N =" mua nadj ben Spiegel
gefeien gleid} bem QusfalIswinfel NP 0 
="1 fein. Semer ift SP R = P = 900 - IX 

= T PO (Sd}eitelroinfel), unb ba bas Drei
tlf PTO red}trointIig ift, fo ift aud} 
-9:: T = 900 - ~ = ". Die <Drö{Je biefes 

25 
8 R 

tOinfels mirb aber beftimmt burd} bie Be. Of-~--J!!:.-::--+---
3ie~ung tg IX = 1/' man ~at alfo in bem A Q 

eben genannten Dreied PQ= y, TO = ;; 

PT= Vyl + (! r =;, yr-t +---::-(g'=)'. 

(Ein äl)nIid}es redjtwinfliges Dreied erl)äIt man, wenn man in bem 
gIetd}fd}enfligen Dreied NO P (es ift ~ N = -9:: NP S) Me St}mmetrie
linie OV 3ie!)t; ba~tr gilt Me proportion 

VP: OP= TQ: PT, ober bie (JjIeid}ung 
Vp·PT=OP· TQ. 

~ie~t man bure!) P bie parallele P K 3ur abf3iffenadjfe, fo {ie!)t man, 

baa PK = x, NK= ;, NP= -V Xl + (;Y =;'1"1 + (1/')1 t{t, 
alfo mirb untere <DIeidjung 
2~' Yl + (lI')I.;, V1+ (g/)1 = y' Xl + lI'·?, ober Dereinfad}t 

2~' [t + (g/)'l == y' Xl + yl 

(y')I_ 2y' yiitlii _ 1 
% 

, Y%'+y' lixt+yt 
II =-%-± ---xs-- 1 

lI'= VI + (~r ±!-. 
tl)fr bel)anbeln aus lIrattifd)en (Jjriinben ~iet nur ben SaU bes pofi. 



26 111. DifferentiaIgleidJungen eryter OJrbnung: lineare DifferentialgI. ufw. 

tinen t'Jor3eid}ens. Die <DIeid]ung ift ~omogen; wir fet1en J! = t unb x 
f (t) = y t + t' + t. 
Dann wirb nad} S. 23 

In-= ----.-= --=ln t vI + t~ x jj dt f dt (,/-) 
X o (j/l +t2 +1) - t VI +t 2 + 
:0 = (t + vi+7) = (! + -V-I + ~) 
x' ,/-- ---- Xi x· 2x2 y 
x-=y+ yx!+y'l;yx2 +y'=-x -y;x2+y'=Xi-X-+Y', 

o 0 0 0 

x 4 2 Xl Y 2 x 2 ( X Xl ) aIro x'-.f-=O; - y+ 20 --2 =0. man ~atent. 
Xo Xo X o Xo 

weber bas bebeutungslofe <Ergebnis 2x 2 = 0; X = 0 (Q)rbinatenad}fe) 
Xo 

x Xl x' x ober y+2 --=0; y=- _2. 
2 2xo 2xo 2 

mürbe auf ber red}ten Seite nur bas erfte aiIieb fte~en, fo l)ätten wir 
bie normalform einer parabeIgleid!ung (D. S. t 7) mit bem parameter 
2 Xo i ber 3weite [erm bewirft eine t'Jerminberung aUer Q)rbinaten um 
~, alfo eine Derfd}iebung um ben Dienen [eU bes parameters, Me 
Brennweite, nad} "unten". Die gefud!te Släd}e ift Ml}er ein Rotations, 
paraboloib. 

111. Differentinlgleid}ungen erfter (J)rbnuttg: 
i:inenre Dtfferentialgldd)uttgen. trotale 
Differetttialausbtiidte. (!ulerfd}et multi: 
lllUtator. Differentialgleid)uttgen l)öl}etett 

(firnbes. Singuliire töfungen. 
D. tfneare Differentfltfglefdlungen. 

<Eine Ii n eare Differentialgleid!ung erfter Q)rbnung mufi (ugl. S. 5.) 
Me SOlm ~aben y' + Y Xl + X = 0, worin Xl unh X Sunftionen be, 
beuten, Me (auäer euentuellen l{onftanten) nur bie Dariable x ent1}aIten. 

1. tlerfii1'3te lineare nifftrtntia{gfd~ungen. Jft Me Sunftion X 
gIeid] nun, fo fvrid}t man non ~iner u erfii r3 te n linearen Differential, 
gfeid]ung; unfere Sormel rebu3iert fid} bann auf :~ + Y Xl = 0. 
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Die [rennung ber Variabeln Uefert y 

dy = _ Xl dXi ~ieraus folgt 
!1 

[ny -lnc= - fXldx 
y= ce- JXI dXi c ift eine wiUfür= 519. 10. 

licf}e Konftante. 
8eifpiel16. (fine l{urue ift ba= 

burd} d}arafterifierl, ban man für 
jeben punft Me trangente er~äIt, 
wenn man Me 3uge~örige abf3iffe 
uerbol'l'eIt unb ben CEnbpuntt mit 
bem Kurnenpunft tlerbinbet. roie 0 x Q x ';. 
lautet Me (J;leid}ung ber l{urue? 

aus Stg. 10 folgt, ba& tg (1800 - a) = J!.. ift, alfo tg a = - 1! , x x 
bemnad} lautet Me DifferentiaTgleid}ung bes problems 

y'=- ~ ober y' +~=o. 
1 . (1) ln(!..) c qieriftXl=-Xi-jXldx=-lnx=ln x iy=ce x ;y=x' 

man er~äIt eine Scf}ar uon gIeid}feitigen l}t}perbeln (D. S. 47). 
man be~anbIe Me a5leicf}ung 3ur Übung aucf} als ~omogene. 

llufgQben. 
50. man teilt Me aof3iffe eines Kurnenpunftes in n gIeid}e treUe 

unb nerbinbet ben l{uroenpunft mit bem näd}ften treiIpunft. roie lautet 
Me Kurnengleid}ung, wenn Me VerbinbungsUnie einetrangente fein fo11? 

51. y' = (xsinx-cosx)y. 
52. (J;egeben ift ein adjfenfreU3 unb ein fefter puntt mit ben Koorbi= 

naten x = a, y = O. ~ie~t man burd) i~n eine parallele 3U einer be. 
liebigen Kurtlentangente, fo ift bas Dreiecl, weld}es Me ad}fen mit i~r 
bUben, fläd}engleidj bem Recf}tect aus ben Koorbinaten bes Kurnen
"unfies. mie lautet Me a51eid}ung ber l<uroe? 

2. UollUänbige lineare tHfferentialglridtungen. Die töfung ber 
oetfü r3 ten linearen Differentialgleid}ung errter O>rbnung y' + Y Xl 
=0 ~at bie Sorm y=cF(x), worin F{x)=e-JX1dxift. 

Die töfung ber uollftiinbigen linearen Differentialgleid}ung 
y' + y Xl + X = 0 fei y = I[J (x), wofür mir audj fdjreiben tönnen 
y = ; ~: . F~) = CF (x). Diefe Änberung ber Sdjreioweife ift bei jeber 

x 



28 111. DifferentialgleidJungen erfter <Drbnung: tineare DiHerentialgI, ufm. 

Sunftion tlI mögIidj; man eneid)t, baß bie (öfung ber nollftänbigen 
(6leid)ung ber ber nerfüt3ten formal angegIieberl wirb, nur tritt l}ier 
an Stelle ber Monftanten c Me Sunftion C auf. Jft fie beftimmt, 
fo fennt man audj bie gefucI}te töfung tlI, menn man vorl)er Me töfung 
ber nedüt3ten <5Ieidjung, P, gefunben l}atte. 

tJetf,iel 17. y' + 2: + ~:...- 0; a fei eine gegebene Konftante. 
Die uerfilr3te <5Ieidjung l)eiät y' + 2y = 0, il}re töfung tft y= ;. x x 
Die töfung ber uoIIftänbtgen (JHeid}ung feten wir in ber Som 

dC I 2 C 
C . d dx . x - x 1 d C 2 C 

Y = - an. <Es tft bann -.ll = = - - ----. Sel.t 
X' dx x'x' dx Xl tI 

man Me Werle fiir y unb y' ein, fo entfte!}t aus ber gegebenen (J;leid}ung 
1 dC 2C 2 C X 1 dC x dC X S 

x1dx-xs+x'Xi+a=O; x'dx=-Ci; dx=-ti; 

C = - 4x' + K. K ift bie Jntegrationsfonftante. Die töfung ber DOrr. 
a x' ---+K 

ftänbigen <5Ieidjung lautet älfo y = 4a I = - 4x:t + -~. 
x a x 

nad) biefem Beifpiel tönnen wir unfer problem leicI}t allgemein 
bel)anbeln. (fs mar y' + Y Xl + X = 0; F mar Me töfung ber uer. 
für3ten (J)Ieidjung, b.l}. F' + F· Xl = 0, unb y war = CF gefett. 
<Esift bann y'=C' F+ CF', alfo C' F+CF' +CF· Xl +X=O; 
C' F + C (F' t F . Xl) + X = O. Da ber }{{ammerinl)aIt nerfd}min. 

bet, fo ift C'FtX=O, alfo C=-J~dX+K; y=CF. 
man nennt bies non (agrange l)ettül}renbe Detfaqren Me Daria· 
tion ber 1{0nftanten. Seine gro&arligfte anmenbung finbet es in 
ber med}anif bes ijimmels. Unter bem alleinigen (finfluffe ber Sonnen. 
an3iequng mürbe ein planet eine <fIlipfe befd}reiben, beren (J)eftaIt, 
tage unb (J)rö&e für aUe 3eiten gleid}bliebe; fie lieBe ficI) burd} fünf 
fonTtante (J)rö&en, bie 13aqnelemente, einbeutig feftIegen. Wegen ber 
fln3iequngen ber anbem planeten tompIi3ieren fid) aber bie Differen, 
tialgleid}ungen ber Bemegung äqnIid} mie in unferem SaUe; man nimmt 
bann bie Bal}nelemente als nariabel an unb ~eftimmt iqre Differentiar. 
gleicI}ungen. man uerbiegt alfo Me urfprunglid}e <fIIipfe non ~eit. 
moment 3u ~eitmoment fo, baB fie jebesmaI eine (fJlipfe bleibt unb 
ficI) ber mirfIid}en, fel}r fompli3ierten Ba!}n aufs befte anpant. 
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llufgab tu. 
53. y' + ~. = sinx. 54. y' + 2y= eh. 55. y' + y- e- X = o. 
lldfpid 18. <Eine raMoaftiDe Subftan3, weld}e 3ur Dett t= 0 aus 

Noatomen beftanb, 3erfällt im [aufe ber €jeU in einen anbern Stoff. 
nad} t Sefunben finb nur nod} N = No e- 2 t atome Don ber urfvrüng< 
lidjen Befcl}affenqett oorqanben p. S. 59). A ift babei bie für bas 
präparat cl}arafterifd}e DerfaIlsfonftante. Jn ber Deiteinqeit (1 sec) 

wäd}ft N um ~~ = - No A e- l t = - AN atome i Me urfprüngIicl}e 
maffe A verliert AN atome, Me neue Befel}affenqeit (B) anneI}men. 
a:s fann nun vodommen, ban ber neue Stoff fiel} in einen brUten (C) 
umwanbelt <Es foll bas UmwanbIungsgefet angegeben werben, tuenn 
Me lierfallsfonftante bes 3weiten Stoffes Al ift unb 3ur lieli t = 0 
fdjon Mo atome Don B oorqanben waren. 

märe Me Subftan3 B ftabU, fo würben 3ur lieit t Dom erften Stoffe 
AN atome in jeber Sefunbe qin3ufommen. Unfere Vorausfetung trifft 
aber nid}t 3U; ber Stoff B Derliert in jeber Sefunbe burd) eigenen 3erfall 
Al M atome, wenn M Oie an3aql atome bebeutet, Oie er 3ur lieft t befi~t. 
Daqer ift 
a dM 
Cf[=AN- Al M=ANoe- lt - Al Mi ([[+ AIM- ANoe- u = O. 

Wir I}aben eine lineare unDerfür3te Differentialgleid)lIng mit ben 
Variabeln M unb t, ben Honftanten A, Air No (unb e) Dor uns. 

Xl =At ; X=-ANoe- U ; x=t, y=M; M=Ce-J.,t; 

j -lN e-lt 
C=- _L~ dt+K' e-l,t , 

C= ANoje(ll-llt dt+ K= ~~'!. e(l,-l)t + K; 

'!.N 
M=l ~'!.rH+Ke-l,t. 

1 

Dur Beftimmung ber (firöne K bead}ten wir, ban 3ur Dett t = 0 vom 
3weiten Stoffe Mo atome uorqanben waren; ba für t= 0 fowoI)1 e- U 

wie e- l, t gleiel) I werben, fo tft Mo = ).). ~ol + K. Se~t man bieren 
1 

Wert von K in ben ausbruct für Mein, fo ergibt fid) 

M=:~\ (e-H-e-i.,t) + Moe-l,t. 
1 
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llufgobtn. 
56. IDieviel atome Rabiumemanation (Al = 2,085 . 10-6) ent· 

ftef}en im taufe eines {[ages aus 1 000000 atomen Rabium (J. = 
1,26 . 10-11), wenn anfangs nur Rabium vorl)anben war? 

57. IDieviel atome Rabiumemanation finb nad) einem ([age vor, 
f}anben, wenn anfangs 500000 atome Rabium unb 500000 atome 
temanation nebeneinanber beftanben? 

58. IDieviel atome Rabiumemanation finb nad) einem ([age vor, 
f}anben, wenn man anfangs I 000000 atome a:manation unb tein 
Atom Rabium l)atte? 

59. IDiel'iel a:manation beftef}t in ben brei vorf}er bef}anbeIten 
SäUen nod) nad} unenbIicq langer ~eit? 

60. IDann ift unter ben anfangsbebingungen ber aufgabe 56 ber 
<fmanationsgel)aIt marimal? Wie groä ift er? 

E. Jntegrotion totoler 1>1fftuntialt. 
Die 3ule~t bel)anbe1ten Differentialgleid)ungen f}atten Me Sorm 

y' + f (x, y) = O. fjierin bebeutete feine Sunttion, Me in be3u9 auf 
y vom erften (ljraoe war. Wir wollen biefe Oorausfet}ung jet}t faUen 
laffen. Derartige (ljleid)ungen finb uns fd)on aus ber Differential. 
recqnung betannt; ilt nämltcq Cf! (x, y) = 0, 10 l)at man (D. S. 24 f.) 
A Cf! = !P (XI' YI) -1jJ (x, YI) ~ x + !P (X,JII) -1jJ (x, y} ~ y unb im 

l::.x l::.y 

(Dren3faU d IJ! = ~: d x + ~ ~ d y; es ift oas totale Differential von rp 

gebiIbet.auslp=ofolgt~:dx+ ~:dy=ooOery'= (- ~:):(~:). 
3ft umgefeqrt eine DifferentiaIgleid)ung biefer ad gegeben, fo fann 
man aus il)r fd}Iieäen, baIJ 3wifd)en ben Oariabeln bie 13e3iequng 
Cf! (x, y) = 0, aber aud) allgemein rp (x, y) = c befte~t; c tft eine wiU, 
fürIid}e Konftante. 

8dfpid 19. (ax + by) dx + (bx + cy) dy = O. 
man fieqt leid)t, baä a x + b y ber partiene Differentialquotient nad) 
x ber Sunftion IJ! = t a x 2 + b x y + eilt. C braud)t f}ier nur in be3ug 
auf x fonftant 3U fein, fann aber woqI nod) y als Variable entqaIten, 
benn bei ber partieUen Differentiation nad} x wirb y unb jebe Sunftion 
biefer (l;röäe als Konftante be~anbeIt. 

SolI unfere 5unttion Cf! ber Dorgelegten Differentialgleid}ung gel 
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nügen, fo mufJ ~: = bx + eyfein; bx + :~ = bx + ey (ber "artielle 
Differentialquotient non C Md} Y ift mit bem totalen ibentifd}, weil 
C aUBer y feineUariabIe ent~äIt). aus : ~ = e y folgt C = ~ C yt + k 

(kiftfonftant); Me gefud}tetöfung tfit ax! + bxy + i ey! + k= o. 
Wie eine einge~enbere matqematifd}e Unterfud}ung unb Me gropqifd}e 
Darf teIlung le~rt, er~äIt man Kegelfd}nitte. 

llufgQ{)eu. 
61. (3x2 + yf) dx+ 2y(x - 2a) dy =0. 
62. (3x2 - ay) dx + (3 yl- ax) dy= O. 
63. [x (Xl + y!) - a2 x] dx + [y (x2 + y2) + aSy] dy = o. 
64. x' yS dx+ (2 y3 + 3b y2+ b2y - Q~y + xBy- alb) dy = O. 
Um 3U entfd!eiben, wann eine Differentiolgleid}ung nad} bem eben 

befprocl}enen Derfaqren beqanbelt werben fonn, geqen mir auf ben 
Begriff ber partieUen Differentiation 3urüd, beten roefen ja badn be: 
fteqt, baß eine Uariable alsfonftant bel}anbeItmirb. (Es feiz= p (x, y). 
Dann ift 0 z ~ rp (Xli Y) - P (x, Y). 0 Z R:l rp (x, YI) - p (x, y) wenn x 

o x Xl - X ' 0 Y YI _ Y' 1 
unb x, Yl unb y Werte finb, Me fid} fel}t menig unterfd}eiben. Dif
ferentiieTi man z erft partieU nad} x, bann bas (Ergebnis partiell nad) 

y, fo fd}reibt man bafür o~:y; fül}tt ma~ Me Q)perationen in um
gefe~rter Reiqenfolge aus, fo er~ä1t man o~ :x· Jn aufgabe 62 finbet 

orp_ I .o'rp_ .orp_! .o'rp __ 
man3.B·6x-3x -aY'oxoy--a ' ()y-3y -ax'oy6x- Q. 

o'rp 6'rp 
Jn aufgabe 61 er~äIt man 0 x 0 Y = 2 y; (7 Y ox ~at benfelben Wert. <Es 

tft allgemein, menn ~ unb ~ ftetige 5unttionen non x unb y finb, 
02Z 62z vX y 

oxoy = oyox· Der Uad}weis ift leid}t. 
rp(X"YI) - rp(x,y,) p(xl,Y)-CP (x,y) 

oZ,,-,cp(xlI y)-rp(x,y) OIZ XI-X x1-x 
ox'" X1-X ;oxoy~ Yl-y 

o~,,-, cP (Xl' YI) - rp (x, YI) - rp (XII Y) + rp (x, Y). 
oxoy'" (Xl - x) (YI - y) 

BiIbet man analog o~!:x = o~(~ :), fo änbert fili) nur Me Stellung 
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ber mittleren (J;Iieber im öä~Ier, nidji ber Wert bes Brud}es. (De~t 
man 3ur (Dren3e über, fo wirb aus ber ungefä~ren (JjIeid}~eit (R:l) Me 
genaue (=). 

(Es fei jett Me (J;Ieid}ung P dx + Qdy = 0 gegeben, in weldjer 
P unb Q Sunftionen uon x unb ~ finb. ~ur flnwenbung unferes Der. 

fa~rens ift notwenMg, bau P = (}: unb Q = ~: ift, aIfo 0 ~ ;y = ~~j 
oSrp oQ • oP oQ 

o y 0 x = tJi' bas gefud}ie Kriterium 1ft 0 II = 0 x . 

llufgQ"tn. 
Sinb Oie folgenben DifferenüaIgleidjungen nad) biefer met~obe 

lösbar? 
65. [3 (x' + y2) x-4a2 xy2] dx+ [3 (x' + yll) y- 4 a ll xfy] dy 

=0. 
66. (2x8 + 2mxy) dx + (2 y3- 3ay'+ mxl!) dy= O. 
67. (4xSys+ 3ax2 y2 + by) dx+ (4x'y'+ 3axs y+ 2 bx)dy 

=0. 
68. ytdx + x2dg= O. 69. (2x + ay) dx + (2y+ bx)dy=O. 
70. xagbdx=rykdy. 

F. Der iuler'cl}t ntuWplilator. 
DifferenUiert man Cf' = ! + !. = c total, fo er1}äIt man - 1, d x 
t x y x 

- y1dg=O ober nad} Befeitigung ber Brüdje yll dx + xl! dg=O. 

fjier tfi ~: =2y, ~~ = 2x, ber neue flusbrud ift alfo fein totales 
Differential, wo~l aber fann er ba3u gemadjt werben, wenn man i~n 
mit - ~ multipli3iert, er ge1}t bann in bte 3uerft ~ingefdjriebene 

Xll 
Differentialgleidjung über. Don (fuler rü~rt ber (Jjebanfe ~er, eine 
beliebige Differentialgleid}ung burd) muUivlifation mit einem paffenb 
gewä~Iten .integrierenben SaHoru fo um3uwanbeln, bau Iinfs uom 
a;Ieid}~eits3eidjen ein totales Differential, redjts nun fte1}t. 

8eifptel20. (2 yD - 5 a x 3) d x + 3 x'gt dg= O. (Es ift ~: = 6 gtj ~~ 
= 3 y', wir ~aben aIfo fe i n totales Differentialuor uns. Der inte. 
gderenbe Saflor fei M, er wirb im cdIgemeinen eine SunHion uon x 
unb yfein. Sürbte neue (Jjleid}ung M(2yS- 5ax3) dx + 3Mxy' dU 
= 0 ift bie Jntegrabilitätsbebingung 
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iJ 0 

oy [M (2 y3 - 5 axS)] = (lx [3 M xy~ ober (probuftenregel!) 
oM 30M 
Ty" (2 y 3 - 5 axS) + 6My2 = -iJx xy2 + 3My2 

oM (3 3) oM 2 2 ay 2y -5ax -3(iixy =- 3My. 

Wir 1}aoen alf 0 ftatt einer tot ale n Differentialgleid)ung eine l' ar· 
fielle (ba 1'artieIIe Differentialquotienten auftreten); beren aIIgemeine 
13e1}anblung überfd)reitet Me aufgaoe unferes Bud)es. JebenfaIIs fd)eint 
bas proOIem fd}mieriger, ftatt einfad)er gemorben 3U fein. Jnbeffen 
fann man oft burd) Vermutungen wenigftens eine [ölung ber neuen 
(/jleid)ung finben, unb eine genügt. UielIeid)t ift in unferem oefon~ 
beren Salle M gar nid)t notwenbtgerweife eine Sunftion non x unb y, 

[onbern entqäIt nur x. Dann ift 0c.M = 0, iJc.M = ~d!'!' unb mir l}aoen 
dM dM uy uX x 

- 3 dx xy2 = - 3My~, x dx = M, woraus fid) fofort lnM = ln x, 

M = x ergibt. (Die Jntegrationstonftante fpielt l)ier feine Rolle.) 
roir erl}aIten (2 y3x - 5ax4) dx + 3x2y2dy= O. Die Jntegraom~ 

tätsbebingung ffi erfüllt; man finbet als JntegraI Ieid)t x2ys - a x 5 = k. 
(Es gibt 3u einer gegebenen Differenttalgleid)ung P dx + Q d y = 0 

unenbUd) niele muItipIifatoren; es mögen amei non il)nen, M unb N, 
gefunben fein. Dann ift 

iJ 0 0 0 
iJy (P M)= oX (QM); (}y (P N) = h (QN). 

Die erfte Qjleid)ung gibt ausgered)nei 
oP.M+cM.p=oQ M+~~Q oy oy ox OX 

o M P _ 0 M Q = M (0 Q _ () P) 
oy ox OX oy 

~~~p_} OMQ_iJ Q _op. 
M oy M OX - OX oy 

Differentiiert man z = lnM partiell nad} y, fo erl)iiIt man 
oz dz oM 1 oM 
ajj= dM' oy = M ay' 

aIfo gerabe einen Beftanbteil bes etften (j)1iebes; es fft 
o iJ oQ oP 

p. oy (lnM) - Q ox (lnM) =-ox - oy' 
(Ebenfo fann man mit bem multiplitator N nerfal)ren; bann fft 

flnu(ii 589: l:inbolD. DijfmntiaIglefd}ungen 3 
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o ° oQ oP • P oy (lnN) - Q o,,(lnN) == OX - Oll' Durd)Subttaftion betbeiben 

leiten <6IeidJungen finbet man 
P [,Oll (lnM) - OOy (lnN) ] - Q [;i (lnM) -:x (lnN) ] = 0i 

° ° P Oll (lnM -lnN) - Q o,,(lnM -lnN) == 0; 

P..!.ln(~)-Q ~ln(~)=o' P'Q==~lnl!!\ • .!./~). Oll N OX N ,. 0" \N/'oy'Jl 
Jft nun cp (x,y) = k bas Jntegral ber urlpriinglicqen (6leid)ung, 10 

I}atmQn ~:dx+ ~: dg = 0; :~ =- (~:):(~;)i aus ber <6Ieid)ung 

feIbft foIgt!!=-P:Q, alfo~::~:=P:Q. 
Derbinben wir biefe Sormel mit bem foeben gefunbenen Refultat, fo 
• o/p o/p ° "(M) ° (M) flnben mir ox:Oll= ox 'n N :Ollln N' 

mir !onnen QIfo cp = Zn ~ feten, unb bQ cp = k bas JntegtQI ber 
uorgelegten Differenüalgleicqung ift, fo rönnen mir es aud) in bel' 
Som fd)reiben In (;)==k, ~=e"=kl' 
Sinb Qlfo 3wei fuIer{d)e multiplitatoren betQnnt, fo erl}ält mQn bas 
JntegraI bel' Dorgelegten DifferentiaIgleidJung einfacq baburd), bab 
man ben ~uoüenten ber betben integrlerenben SaUoten einet belies 
bigen KonftQnten gIeicqfeit. 

Udf,td 21. y' dx + x' dy= O. 
Die DifferentiQIgleicqung bes muItipIitators lautet 

oM oM 
yl Fri - x'~ =2M(x-y). 

t) mir fe~en 3U, ob M uielIeid)t beran Don x unb y ab~angt, bab 
biefe (f;l'ofien nur in bet Derbinbung x + y Qufiteten, mit anbem 
Worten, wir mQdJen Me anna~me, bafi Meine 5unftion Don t Qllein 
ift, menn x + y = t gefeit witb. Dann ift 

oM dM ot dM dM oM dM ot dM 
ox =dl 0,,= di' t = Cf[; Oll =dl oy == (H' aIfo 

dM dM 
(H (Y'-x')==2M(X-Y)i Cf[ (g-x) (g+x) == 2M (x-lI)i 

dM 2M 2M 
(H==- x+u=-T' 
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dM 2dt 1 1 

~ieraus foIgtJ,f=--t; InM= -21nt; M=fi=(X+lI)1 

. a~ 9' 
3ft fII (x, y) = 0 bas gefud}te 3ntegrcd, fo ~at man ox = (x + lI)'; 
q; = - x ~ y + Cj C ift eine Sunftion von 1/ allein. ~: = (x :'lI)l; 

. 2y (x +.y) -1 (yl) dC Xl. • C' 
= (X+lI)' + dy= (X+lI)l' fjteraus,folgtletd}t,baB =1, 

bemnad) C=1/- kift. &ergibtfid) rp == - lI+ +y-k; X+lI ==k. x y x y 
2) DieUeid}t ift M eiße 5unftion, bie als Variable allein u == x . 1/ 

ent~ält; bann tft °a~ = ~~ '1/; ~: == ~~. x. Sett inan biefe aus
brüde in bie Differentialgleid}ung für Mein, fo er~dlt man 
dM(Y'x-X'1/)=2M(x-y)' dM=_2M=_2M. M= _1_, 
du • du Xli u ' X'lIl 
y'dx x'dy 1 1 
"'y' + x'y' = 0 liefert uns bas Jntegral - x -li = k1 ober 

- x + II == k l ober x+y = _ k1 . Be3eid)nen mir bie milIfürIid)e Hon-
xy 1 x Y 1 

ftante - k mit k, fo lommen wir auf bie unter 1) ermittelte Som. 
Der 3u~rft gefunbene multipIifator ift Mi = ( +1 )" ber 3lUeite 

1 111 ' x y 
M, = ---,---" ber ~uotient MI = ( X+lI ) . toenn wir i~n gIeid) einer 

XlJ I x II 
Konftanten k' feten, fo lommen wir auf x+lI = k, moburd} ber vor~ 

x II 
~er abgeleitete allgemeine SatJ an einem Beif:piel beftätigt wirb. 

llufg,,·tn. 
71. (3xy+2y~ dx +(3 x 1/ + 2x')d1/=O. manne~mean,baB 

ber muItipIifator a) dne 5unltion von x + 1/. b) uon x1/ fei. 
72. (x' - 2x1/- 3y~ dx - (y' - 2x1/- 3x~ d1/ == 0; MI 

:::: h (x + y); M, = (, (x - 1/). 
7S. y (Xl + 21/~ dx + x (ys + 2 x'} d1/= 0; Ml = fdx' + yl); 

M2= (, (xy). 
74. (4x· + 31/') dx +x1/d1/== 0; MI =(1 (x); M,=fs (xll+y'}. 
75. nad! weId}er anbern met~obe laffen fid} bie letten Qufg<tben 

tÖfen? 
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G. tHffuentialgleicl}ungen u.u Q)rbnung l)ö~uen 
c»rdu. 

8eif,ld 22. (y')S - y' = O. 
G:s liegt nal}e, aus Mefer 05Ieid}ung 3unäd}ft y' 3u beftimmen, wo

für wir notübergel}enb z fd}retben wollen. G:s ift ZS - z = 0; 
Z (Z2 - 1) = 0; z (z - 1) (z + 1) = O. Dal}er mUß entmeber z = 0 

fein, ober z = 1, ober z = - l. 3ft z = ddY = 0, fo mUß y= c fein; 
d x 

aus z= d;= 1 folgt y=x+ Ci ausz=-l refuItiedy=-x+c. 
Da eniweber y-c= 0 ober y-x-c=O ober y + x - c= 0 ifi, 
fo lautet bas uoIIfiänMge Jntegral (y-c) (y- x-cl (y + x- c)= o. 
05eomeirifdj fieIlt fidj Me 05Ieid}ung als ein Sl')fiem non brei Sd}aren 
paralleler (Jjeraben bar. 

8eif,id 23. (g')2 - y' (2x + 1) + 2x= O. 
G:sfeiy' =z. Die <Dleid)ung Z2- Z (2x + 1)+ 2x= 0 ~atMe rour~ 

3eln Zl = 2 X, Z2 = 1. Da alfo Yl = x2 + c, gt = x + c fein mufi, 
fo ift Me gefudjte töfung (y - Xl - c) (y - x - c) = O. man erl}äIt 
eine Sd}ar tlon parabeln unb eine Sdjar tlon <Deraben. 

lIu f gaben. 
76. (y')I-(atb) y' + ab=O. 77. (g')t_i!_ = O. 
78. (y')!. yD _ Xi = o. x 
79. (fs foll eine Kurue beftimmt werben, bei weId)er Me 3wifdjen 

ben 3U x = a unb x = x ge~ödgen (!)rMnaten Iiegenbe SIädje ber 
Bogenlänge proportional tft. 

Singuläre töfungen. 
Wir l}aben 3U Beginn unferer Beiradjtungen (S.12 f.) gefel}en, bab 

Me }{uruen einer Sdjar eine -gemeinfame DifferentialgleicI}ung befiten; 
wir l}aben uorl}er gefunben, baä eine l{uruenfd}ar eine (fnueloppe 
befiten fann. (Es erl}ebt ficI) Me Srage, ob jene Differentialgleid}ung 
aucI} wol}l für Me (Enueloppe gilt, Me ja lein 3nbiuibuum jener Sdjar 
ift, aber bod} mit il}ren 05Iiebern im engen 5ufammenqange ftel}t. 

8dfpld 24. 3n BeifpieI 2 murbe ge3eigt, baa Me ScI}ar ber <Deraben, 
weld}e burdj Me <DleicI}ung (1) Y = .E. x - ~ d}arafterifiert ift, als 

2 m m 
G:nueloppe Me parabel (2) y = :m befitt. m ift eine 1<onftante, c ein 
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parameter, beffen Qiröne bie ein3elnen 05Iieber ber Huroenfd}ar fenn~ 
3eidjnet. 

Um Me DifferenttaIgleidjung ber 1{urvenfd}ar 3u finben, bUbet man 

(3) y' = ~ unb eliminiert aus (1) unb (3) Me Q;röne c, inbem man 

in (I) einfad) ~ burdj y' erfett. man er~äIt (4) y = xy' - m (y')2. 
m 

nad) (2) ift Me DifferentiaIgleid}ung ber <Enoeloppe (5) y' = liii· 
Sagen Me 051eid}ungen (4) unb (5) basfelbe aus? Dann müffen wir, 

wenn wir y' = 2 ~ in (4) einfeten, etwas SeIbfttlerftänbIidjes erl} alten. 

y = ;: - ::; y = ::. Diefe 051eid}ung gibt uns nid}ts neues, 
fonbern wieber~o1t nur, ban mir es mit ben punUen ber <Envelovve 
(2) 3u tun l}aben, mas toir bei ·ber BUbung von (5) fdjon vorausfetten. 
Die Differentialgleidjung (4) gilt alfo nid}t nur für jebes QiIieb ber 
Hurvenf d}ar, fonbern audj für beren <Enveloppe, obtooI)1 mir es in bem 
einen SaUe mit Qieraben, im 3toeiten mit einer parabel 3U tun l}aben. 

Jn ber trat gibt es für jeben parabeIvunft eine Qierabe ber Scl}ar, 
weld}e fid} ber }{urDe fo genau anfcl}miegt, ban iI)re (Elementarftüde 
3ufammenfaHen. Die DiTferentiaIgleid}ung gibt aber an, melcl}e Be. 
3ieI)ung 3wifd}en ben unenbIidj fIeinen Stüdendx, dy unb ben 1{oorM. 
naten bes betreffenben Huroenpunftes x, y, befteI)en; gilt fie für Me 
aierabenfd}ar, fo ftimmt fie aud) für Me parabel. 

Diefe Betradjtung gilt für jebe }{urvenf d}ar (Oie JnMDibuen braucl}en 
teine 05eraben 3U fein), toeldje eine <Enve!ovve l)at. Die (Enoeloppe berül}rt 
in jebem puntte eine beftimmte 1{urve, [ie ~at a1[0 mit Mefer eine 
gemeinfame trangente; Me Qiröfjen x, y, dx, dy faUen bei ber 1{urve, 
ber IEnvelo:ppe unb ber'[angente 3ufammen; Me DifferentiaIgletd}ung 
ber 1{urvenfd}ar gilt audj für Me <Enveloppe. 

Qiel}en wir jett Don ber Differentialgleid}ung aus; fie fet in ber 

Sorm (a) :~ = f (x, y) gegeben. mir betrad}teten [ie bisl)er als gelöft, 
wenn wiriqrevolIftänbigeJntegralgleid}ung (b)1p (x, y, c) = 0 
I)infd}reiben fonnten. Jett aber miffen wir, bafj audj Oie <Envelovpe 
ber l{urven[d}ar eine töfung ber Differentialgleidjung fft; roir nennen 
fie Me finguläre töfung. Uad} frül}eren Unter[udjungen (S.8f.) 

finben wirfie, inbemwir aus Ip = 0 unb ~ ~ = 0 bieairöflecelimtnteren, 
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fO baä nur nod} eine <DleicfJung 3mifd}en x unb y übrig bleibt. Die 
finguIäre töfung entqäIt alfo feine miIIfütIicf)e Konftante 
me qr. Sie ift nid}t, mie Me l' artifuIäre, nur ein S1'e3ialfaU ber 
allgemeinen töfung. 

öur Sid}er~eit mollen tuir bies nod} anaIl}tifd} begrünben. Sarren 
mir in tp Me brei (J;röäen x, y, c als ueränberIid) auf, fo gilt, mie 
man fid) Ieid}t übef3eugt (ugI. S. 30), Me Be3ie~ung 

ocp ocp oep 
d'P=ox dx + oydy+ ocdc=O. 

Jft qJ = 0, fo muu aud) 
()o--,!,+ ocp dy + oep dc=O fein. 
c ox oydx ocdx 

nun folgte nad} Dorausfe{Jung aus ber Differentialgleicf)ung (a) bie 
uoIIftänbige JntegraIgleid)ung (b), in meId}er c eine mUlfürIid)e l{ 0 n. 

ftante mar. aus (b) entfteqt nad) S. 30 (d) ;: +~: :! = 0, gültig 
für jeben beliebigen, alfo für alle Werte Don c. Sollen (e) unb (d) mit
einanber uerträglid} fein, fo muä (e) ~~ :; = 0 fein. Dies ift entmeber 

baburd) 3U erreid}en, baä man c lonftant ~äIt (:; = 0); man er~äIt 
baburd) mieber Me allgemeine Jntegralgleid}ung (l{uruenfcf)at), ober 

aucf) baburd), bau man ~ ~ = 0 fetJt, o~ne bau c fonftant ift. Die 3meite 
mögIid)feit liefert in Derbinbung mit (b) Me !inguläre tÖfung (~De-
101'1'e). 

llufoobtn. 
man beftimme Me <Enuelo1'1'en ber folgenben l{uruenfd)aren unb 

meife nad}, baB fie benfeIben Differentialgleid}ungen genügen mie jene. 
80. x + c2 y- c= O. 81. y= -xtgc+ lsin c. 

x' y' 
82. c2 + (1- C)I - 1 = O. 
<Es gibt nod} eine anbete metI}obe 3ur auffud}ung ber fingulären 

töfung; fie ~at ben D0t3ug, baä man bas allgemeine JntegraI ber 
uorgelegten Differentialgleicf)ung gar nid}t nötig ~at. öu iqrem Der
ftänbnis braud}t man einen einfad)en Sag fiber Me D01'1'elmur3eln 
aIgebraifd}er (J;Ieid}ungen. Deren normalform ift ja 

fex) = x" + axn - J + bxn - 2 + ... + kx + 1= O. p. S. 65). 



Singuläre töfungen 39 

Sinb i~re Wur3eln Ci, ß, r ... X, l, fo fann man fte aud) fd}reiben 
f(x)=(x-Ci)(x-ß)(x-r) ... (x-x)(x-J.)=O. 

IX l}eij3t eine Doppe1wur3el, wenn ß = IX ift, a1fo 
f(x) = (x- Ci) 2 (x- r) ... (x -x)(x-J.) = O. 

1)ierfür fann man fd)reiben f(x) = (x - a)2. rp (x) = 0, wenn man 
unter t:p (x) bas probuft (x - r) ... (x - x) (x - J.) verftel}t. <Es ift 
bann f' (x) = 2 (x - Ci) rp (x) + (x - Ci)2 rp' (x). 
Se~t man x = IX, fo verfd)winbet jeber ber beiben Summanben, alfo 
aud) f' (x). Das l{enn3eid)en einer Doppe1wur3eI aber <Dleid)ung 
fex) = 0 ift alfo, baß für a nid}t nur Me Sunftion felbft, fonbern 
(lUd) il}re ableitung gIeid) null wirb. Wenn 3. 13. x3 - 3 x2 + 4 = 0 
eine Do:p:pe1wur3el l}aben foll, fo mUß aud) gfeid)3eiti9 3 x2 - 6 x 
verfd)winben. Der 3weite ftusbrud 'l}at Me lDur3eln 0 unb 2, ber 
erfte uerfd)winbet nid)t für x = 0, wo'Ql aber für x = 2, Mes ift alfo 
Me gefud}te Doppelwur3el; es irt 

fex) =x3 - 3x2+ 4 = (x - 2)2 (x + 1)= O. 
Die finguläre töfung einer Differentialgleid)ung F(x,y,y') = 0 

ift, wie wir wiffen, Me (fnveloppe ber l{uruenfd)ar, weld)e burd} Me a ll. 
gemei ne töfung rp (x, y, c) = 0 befiniert wirb. Dwei benad)barte 
l{urven, weld}e bem Wert c unb bem wenig von biefem l)erfd)iebe~ 
nen Wert Cl entfpred)en, müffen fid) fd}neiben (aud) wenn im (i)ren3' 
faH Cl - C = 0 wirb), fonft tann Don einer (fnueloppefeine Rebe fein. 
Dwei Kurven fd)neiben fid) im allgemeinen unter einem gewiffen 
Wintel, ber burd) Me Rid)tungen il}rer C!angenten im Sd)nitt:punfte 
(x, y) gegeben ift (5ig. Il). l}at alfo für jeben Wert x, y Me ab. 
leitung y' nur einen gan3 befUmmten Wert, fo fd)neiben fid) Me 
l{uroen nid}t (13eifpieI: ton3entrifd}e Kreife)j es mUß für ben Sd)nitt. 

y 

puntt x, y Me ableitung alfo eine Do:p:pel. 
ober mel}rfad)e Wur3eI fein; b. l}. es fann Me 
urfprünglid}e DifferentiaIgleid)ung in bie Sorm 
gebrad)t werben (y' - u) (y' - v) (g' - w) ... 
(g' - z) = 0, worin u, v, w . .. Sunftionen 
von x unb y finb. Damit aber eine (fnuelop:pe 
qiftiert, müHen Me C!angenten im Sd)nitt:punfte 
3ufammenfallen. (fs fei etwa u = v, alfo l}at 
unfere DifferentialgIeid)ungF (x, g,g') Me Sorm 
(g' - U)2 (y' - w) ... (y - z) = 0, fie befitt 

'--_____ .. x für x, 11 Me D 0 V p eI UJUt3eI l}' = U. 
5ig. tt., 
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nad} unferem l}iIfsfatJ muä baqer für bas betreffenbe mertepaar 
nid)t nur F (x, y, y') = 0 fein, fonbern aud! ber ausbrucf, ben man 
l)ieraus burd) partielle Differentiation nad) y' erqält; für Me <EnueIoppe 

gilt gIeid)3eiti9 (a) F (x, y, y') = 0 unb (b) () F(; ~~' y~) = O. 

Die Differentiation ift babei natürIid} fo aus3ufüqren, als ob yr gar 
nid)ts mit x unb y 3U tun l)ätte, bas ift ja Oie 13ebeutung ber par, 
tie nen Differentiation. 

man fann ie~t etwa aus (a) Oie airöne y' beftimmen unb fie in 
(b) einfe~en, bann erqäIt man eine aileid}ung (oqne Differentialquo, 
tienten), Me für bie punfte ber (Enueloppe gUt, unb unfer Diel if! 
erreid}t. Selbftuerftänblicq fann man Me (Elimination von 11 aud) 
auf irgenb einem anbern Wege uorneqmen. 

als Beifpiel qatten wir vorl)er (5.37). F=y- x Y I + m (11)2 = O. 

l}ier ift ~ ~ = - x + 2 my', alfo 11 = 2x . Diefer Wert gibt, in bie 
ug m! 

gegebene Differentialgleid)ung eingefe~t, (wie oben) y - :m = O. 

Bei fonjentrifd!en Hreifen ift Xi + y! = r2, alfo lautet il)re Differen. 

tiaIgleid}ung y' = - ~. Da 3u iebem lDertepaar x, y ein völlig y 
beftimmter Wert yr geI}ört, fo ift feine (Enve!oppe möglid). 

t>erfud)t man unfer 3weites Oerfaqren anjuwenben, fo liefert Me 

(ljleid}ung ~~, = 0 als Sorberung für bie (E~iften3 ber <Enveloppe 1 = O. 

<Eine bünbigere Sorm ber ableI}nung tann man fid} laum vorrtellen. 
tJdfpitl 25. (Es foll. bie allgemeine unb Me finguläre töfung ber 

DifferenUalgleid)ung y - x Y ,= - I g' gefunben werben. 
VI + (g')! 

märe 1 = 0, fo würbe man y = c x als allgemeine töfung finben. 
Das legt bie Vermutung naI}e, bau aud) bei beliebigem I Me airöne y 
eine äqnlid)e Struftur jeigt. mir fe~en uerfu d}sw eif e y= cx + d, 

bann ift na~ ber DifferentiaIgleid}ung y - cx = - ,/.1 C • Der Ver. 
r1 +c' 

fud) ift geglücft. Dur Dereinfad)ung tann man c = - tg rp fetJen, bann 
wirb y = - xtglP + 1 sin rp. nnd} aufgabe 5 ~nt Oie <Enveloppe biefer 

2 2 2 
(6erabenfd}ar bie aileid}ung x-if + y8 =18 . 
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Das 3weite Oerfaflren (F = 0, ;t. = 0) liefert bie a>Ieicqungen 
I ' 

(a) y - xy' = - VI :(y')2; 

VI+ (y'f2 - y' . g' 
VI + (g')2 

(b) -x=-[' 1 + (y')2 

Durd} Umformung erf}ält man 
l[tt (y ') ']- (y') f] I (b) x = ------8-= -------8 ober 

[1 +(g')2]2 [1 + (g')2f2 

( ) 1 _ Vx . (')2 _ (~ 
b yI+<y')!- T' 1+ y - xi" 

2 2 

(c) (y')2 = (3 ~ x-i. 

S x 2 1 

Se~t man (b) in (a) ein, fo ergibt fiel) y - x y' = - [3 x S y' ober 
, y y 

y = 2 1 --------y---( --2~-2)' 
x-13 x3 _x3 (8 -xs 

(d) (y')2 = .t ( 12 _~(. D. ie <Elimination oon y' gefcqieqt, 
X S 13-x 3 2 2 

inbemman(c)mit(d)uergleid}t f5 --;;x3 = _2.(t -2.t Jetltift 
X S x 8 18 -x 3 

( 2 2)3 ~ 2 2 , 
{s - x8 = y2, aIfo xl< + y-i = {if (ug1. aufg, 81). 

llufgaben. 
83. <Es foll Me allgemeine unb bie finguIäre töfung ber Differen. 

tia{g{eicqung yy' (~- yy,) = a2 gefunben werben. 

84. roie 'f)eint bie finguläre töfung ber a>Ieidjung 

x-JL-V- 1 =o? y' y' 
x 2 +y2-1 

85. y2 (y')2 + xyy' + ~-2~- = o. 
86. m (x + gg') = g2 [1 + (y')2). 
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Jn einigen SäUen fann man vorausfagen, baß bas fluffud}en einer 
fingulären töfung ein nu1Jlofes Beginnen ift. 

5eQIt in einer Differenttalgleid}ung errter ())rbnung Me <Dröße y, 
fo qat fie Me 50rm F(x, y') = O. fjieraus fann man y' als 5unftion 
non x beftimmen; es ergebe fid} y' = fex}. Die Jntegration gibt bann 
y als Sunftion von Xi y = q; (x) + c. Die Differentiation naeI} bem 
parameter c würbe Me wiberfinnige <DreieI}ung 0 = t 3utage förbern; 
in ber trat fann ein Sl)ftem non paraIIelfurven feine IEnnelol'l'e l)aben. 

Bei ber linearen <DIeid}ung y' + yX1 + X = 0 (S. 15) ift für 
jeben punft x, y Me <Dröne y' völlig einbeutig beftimmt, aud} biefer 
tr1}l' l)at feine finguräre töfung. 

IV. (6t1lp~t1d)e näl}erungsmetl}oben. 
Die bisl)erigen metl)oben geftatteten uns, gewiffe Klaffen von Diffe, 

rentialgleieI}ungen an3ugeben, Me fid) "e!aft" bel)anbeln laffen, in benen 
y als matQematifdJ genau befiniede Sunftion von x gefunben wirb. 
<Ebenfo wie in ber Jntegralred}nung foldJe genauen, aber etwas eng
I}er3igen l)erfaf}ren bisweilen verfagen, fo ilt es in nod} I}öl}erem maße 
bei ben DifferentiaIgIeid}ungen. Dort wanbten wir n ä I} er u n 9 s ver< 
fa q ren an, Me mit bem Dorteil ber aUgemeinen !lnwenbbadeit aueI} 
nod} ben ber geometrifeI}en anl d}auIieI}teit verb an ben ; l)ier f oll es ebenfo 
fein. <DeQen wir 3unädJIt auf bas problem ber Jntegralred}nung 3urüd! 

Wir befdJäftigen uns 3unäd}ft mit ber grllp~ifd}tn Juttgration; 
b 

b. q. wir fudJen ben Wert bes JntegraIs!f(x) dx burd} 3eieI}nung 
a 

3u finben. Das folgenbe 13eifpiel foU feiner l)ervorragenben pf}l)fi, 
faIifd}.teeI}nifdJen Bebeutung wegen etwas ausfül)tIid}erbel)anbeIt 
werben, als l)ier unbeMngt nötig wäre. 

Utifpid 26. Distuffion ber plandfd}en <fnergiegIeid}ung. 
Die genauere Bebeutung bes Begriffs "fdJwar3er Körl'er" möge in 

l'I}1}fifaIifd}en tel)rbüdJern nad}gefe~en werben. I} fjier fei nUr bemetft, 
ban er nieI}t bunteI im gewöl)nIid}en Sinne 3U fein braud}t, fonbern 
burd} intenfive Stt"al)Iung unferm auge fogar fel)r l)eII erfd}einen fann. 
flud} Me Sonne fann mit grouer annüqerung als "fd}war3er"l{örper 
im Sinne ber mobernen Pl)1}fif aufgefaßt werben. 

1) D!;lI. 3. B. SdJeiner, populäre aftropQ1}{if. 
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3edegt man bure!) ein prisma Me Stral}lung eines fe!)war3en l<örpers, 
fo erl}ült man ein fontinuierItd)es Speftrurn. Jn Mefem Sarbenbanb 
orbnen fid) Me tie!)tarten nae!) il}rer Wellenlänge. Die bure!) ein Bolo
meter 3u meffenbe Jntenfität tft aber nid)t für aUe Slunen gleid) groB, 
fonbern ber Streifen, wele!)er 3wifd)en ben meIlenlängen A unb A. -t dA 
liegt, erl}üIt nae!) plancf Me a:nergiemenge 

c 
dS=JdA= ;; .. 1'- dA. 

Ä,fi (e C -1) 
Darin ift T Me aofolute tIernperatur (<!elfiustemperatur + 273°), 
c = 14600, wenn Me IDeIlenlänge in mitron (1/1000 rnrn) gemeffen 
wirb, unb C eine Konftante, weld)e burd) bie Verfue!)soebingungen 
gegeben ift. Sig. 12 fteHt bie ftbl}ängigteit 3wife!)en J unb A bar für 
C = 1, T = 6500 (Sonnentemperatur). Die (J;efamtftral}lung bes 
fe!)war3en Körpers wirb bure!) tid)tarten aller IDeUenlängen l}ernor. 
georad)t, fie ift alro f'" j~ C 

s= JdA= 15 (eC/n_l)dt 
o 0 

IDUI man Me Stral}lung nur für bas <6ebiet Qaoen, weIe!)es ben Wellen. 
längen Al bis A2 entfprtd)t, fo l}at bas Jntegral Mere (J;ren3en ftatt 
o unb 00. 

Dur Bered)nung non S fe~en mir (T fei tonftant) cl}. T= x, alfo 
00 

C cdx Cr'fX'dX A = -T ; dA = - -r 2' Dann wirb S = -4 --. Der mert bes 
x xc. eX-l 

° Jntegrals irt eine Konrtante, Me mir Al nennen unb fpäter ermitteln 
woUen; es fei ferner CC~l gleid) ber Monftanten Ci gefe~t, bann ift 

S = u r. Die ffiefamtftral}lung eines fe!)war3en Kör. 
0'3 J pm tft alfo ber nierien poten3 feiner abfoluten 

tIemperatur proportional; fteigert man Me ab~ 
0'2 folute treml'eratur einer Bogenlampe auf bas 

Doppelte, fo wirb fienie!)tboppeIt, fonbern 
0'1 16 mal fo l}eU leue!)ten. 

o 0'2 0'4 0'6 0'8 1 1'2 1'4 J.(J 1'8 2'0 2'2 2'4 A.(in Jii
kron) ultra-violett gelb rot 

violett 
ultrarot 

$lg.l2. 
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<Es werbe beUäufig unterfud)t, für weld)e Wellenlänge bei einem 
gegebenen lDerte Don T Me Stral)Iung ma!imal ift. Dann mub 

l 5 (eCP. T -1)einminimum fein, aIfo 5Ä.4(eC/lT -1) -,,; T ec/lT• Ä. 5=0, 

woraus fid) leid)t ergibt eC/J. T (5 - e/Ä. T) = 5. Wir fe1}en eil. T= u 
unb finben e" (5 - u) = 5; l}ieraus erl)äIt man burd} nä~erungs. 
metl}oben, bie in ber "Differentialred)nung" bargelegt wurben, u = 

= 4,965; Ä.T=~, Ä.T= 2940,5 (lDienfd)es Derfd)iebungs. 
u 

gefetJ). man fie~t, ban mit wad)fenber'rremperatur ber Wert Don 
l, weld)er ber ma!imalftral}lung entj'prid)t, fIeiner werben mub, ent· 
fpred)enb ber tIatfad)e, ban glü'J)tl\be l{Qtp,er Don geringer lremperatur 
uor3ugsweife rotes tid)t (grone Welleldänge!) ausfenben, bei l)öl)erer 
gelbes uff. Bogenlampen uon fel)r ~ol)er tIemperatur würben alfo 
unfer Ruge burd) bie »ielen »ioletten Stral)len balb beläftigen, ja 
fd}äbigen. fjat man etwa feftgefteIIt, bab ein gIilf)enber l{örper bas 
mapmum feiner &ergie bei Ä. = 0,589 (Wellenlänge ber gelben 
natriumlinie=0,000589 rnrn) l}at, fo folgt baraus, ban feine tIem· 

29405 • 
peratur T=o.589 = 4992 = 4719 0 C tft. 

SetJt man in ben Rusbrucf für J ben eben ermittelten Wert}. = u ~ ein, 

fo ergibt fid) als Betrag ber ma!imalftral)Iung Jmax = ~U5 f6). 
e5 eU-I 

5 u CT5u'(5-u) 
Da aber e"=5--' alfo eU - 1 = -5 - ift, fo wirb Jmax= --6- • -u -u c 
fjier 1ft alles auber T fonftant, alfo Jmax = k T5; bie ma~1malftraf)lung 
1ft fogar ber fünften poten3 ber abfoluten tIemperatur proportional. 

Wir wollen jett Me <Defamtftral}lung S unb Me tIeUftral}Iung, weld)e 
burd} Me (l'jebiete Ä. = 2,3 t-t bis 3 I" unb Ä. = 3,91" bis 4,71'" begren3t 
wirb, bered)nen. T fei gleid) ber abfoluten Sonnentemperatur 6500. 
<Es f1nb aIfo Me Jntegrale 

~ ~ ~ j XSdX !XSdX !XSdX A1 = -x-,A~= -x-' As= -3ufinben. Dax=e/Ä.T 
e -1 e -1 eX-I 

o x. x. 

2,246 ·ft f • b 2,246 0 487 2,246 ° 9766 = -" - t , 0 wtr Xo = -3 - = ,7 ; Xl = ~ =, ; 
. r 

Xli =,0,4779; Xs = 0,5759. 
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5Ig.13. 

x, 

lDiII man !f(x) dx 
x, 

bered]nen, fo mun man 
3unäd]ft Me Sunftion 
F(x) finben, weld}e ber 
13ebingung genügt, bau 

~~ = f{x) ift. Dann ift 
F(X2) - F(xl ) bas ge. 
fud]te JntegraI ; geo. 
metrifd] wirb es burd} 

Ot---~-\----+--+--+--+--+---- Me SIäd]e bargefteIlt, 
meld}e non if ber X Ad}fe, 
ber Kurve 

a y = f (x) 
unb ben im 

O'-----:~-t-'~~...L..L..L-L!.f-L;~---7-----'!, a. Rbftanbexi 
a b d e f 9 P I q unb XII 3ur 

IDrbinatenad}fe ge30genen parallelen begren3t wirb. 
y = (x) fei burd] Me Kurve k = al b1 Cl d1 e1 fl g (Sig. 13) bar. 

gefte1It; mir fud]en il)re JntegraIfurne y = F(x), weld]e K benannt 
unb in bas obere ad]fenfreu3 einge3eid}net werben möge, um Oer
wed}felungen mit ber gegebenen Kurne 3u vermeiben. Jebe i~rer Q)rbi. 
naten ift bann gleid] bem bis 3U biefer IDrbinate reid]enben Släd}en. 
inl)aIt, ber von k begren3t mirb. 

Wir erfe~en k ie~t burd] eine Sig. kll weld]e burd] einen treppen
förmig geftaIteten tinien3ug aal b2 bs Cl da ddafa begren3t wirb, 
alfo Ieid}t in Red]tede 3erlegt merben fann. man meid]t bies, inbem 
man burd} ben anfangspunft al , ben <Enbpunft g unb ben l)öd}ften 
punft Cl ber Kurve k parallelen 3ur XRd]fe 3iel)t unb 3wifd}en biefen 
nad} Bebarf weitere parallelen. Jn ber Unfen ijäIfte ber Sigur wurbe 
bavon abgefe~en, red]ts wurbe in willfürIid]em abftanbe non ben 
(6ren3geraben d2 fs eingefügt. 

Je~t 3ie~t man bie <DrMnate b bs nad) augenmafl ro, ba{J bie Hnfs 
unb red}ts 1)on il):t Iiegenben "Dreiede" al bj b1 unb bl bs Cl mögIid}ft 
fIäd)engleid)finb. Dann ift a C Cl b1 a1 a = a C Cl bs b2 a1 a. Die 
3weite SIäd)e ~at bas fd]raffierte Dreied bl Cl bs 3u uieI, aber bas 
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nid}t fclirllffierle al bj b1 3u wenig. auf ber recl}ten Seite mu& man, 
weil eine ijUfSplltllUele Dorl}anben fIt, aud) eine O>rbinate me~t ein-
3eid}nen, man fonftruiert dds unb ffa fo, ba& bClS anIiegenbe fd)raf· 
fierte Dreied gIeid) bem auf ber anbem Seite Ilnftof}enben nid)t fd)taf
fietien ift. man edennt jetlt f ofort, ba& Me gefilmte f d}raffiette Släd}e 

x. 
gleid} ber 3u berecf)nenben, alfo gIeid)!f(x) dx ift. Statt aber Me ein. 

x, 
3elnen Red)tede 3u bered}nen unb 3u fummieren, fonftruiert man ein 
polt}gon, weIdjes Me Jntegralturue Kl ber ijiIfsfläd}e k1 ifi. 

DQ3U nimmt man irgenbwo aUf ber Xadjfe (3wedmäf}ig au&er
f1alb ber Sigur) ben pol P an, trägt llon i~m aus nad} red}ts bas 
Siüd P Q gleicf) ber lEinl}eit ab unb micf)tet im IEnbpunfte Me Senf. 
red}te. J~re tänge fei 3unäd}ft gIeid) ber llettifalen Seite bes erften 
Red}tecfs aal' man er~äIt fo ben Ulinfe( IX, befiniert burd} Me Be. 

3ief1ung tg IX= a{ = aal' Durd} A 3ie~t man Me parallele 3U bem 

fleien Sd}entelllon IX. Dann ~aben wir Me flnfangstangente ber Jn. 
tegraUurDe Kl , weId)e 3u ber fd}rQffierlen Släd}e gel}ört, benn bie 
tlangensfunttion bes Steigungswinfels ift gIeidj ber 3ugel}örigen (J)r
Mnate uon kl • Da biefe <Drbinate fid} nid)t änbert, wenn x 1)on a bis b 
tl) Clnbert, fo bleibt aud} ber Steigungswinfel ber JntegtCllturlle fon~ 
ftant, mit~in ift beten erftes Stiid eine (J;erllbe. J~re IEnbpunfte werben 
erl}nlten, wenn man in a unb b Senftedjte enid}iei. Jn ber tJ:at ift 
beten ~botbinate gletd) ab tg IX (wie aus bem oberen fleinen Dreied 
l}etuorge~t) unb ba tg IX nad} l<onftruftion gleid) aal tft, fo er~ält 
man ab· aal' unb bas ift gerabe ber Jn~alt bes erften Red)ieds. 

Je~t trägt man in Me polfigut bie Senfted)te b ba ein. Die par. 
afiele 3u i~r burd) ben 3u1etlt er~aItenen punft ber Jntegralfurue 
gtbt beten Sortfetung; fie reid}t bis 3ur flbf3iffe Od. Sä~rt mlln 10 
fort, 10 erlennt man, baä K1 ein leidjt 3u tonftruierenber ~ug llon 
(fjeraben if~ nämIid) ABDFG. 

<Es ifi Har, baß biefet Linien3ug K1 fid) um fo mellr ber Jntegtal, 
turue K annä~ert, ie gröäer bie ~a~I ber Stiide ift, in melcqe man k 
3etlegi. Die ~eid)nung ber JntegraIful'oe wirb aber nod} baburdj 
erIeidltert, baß man auf K1 gewiffe punfte angeben fann, Me aud} 
gIeid}3eiü9 K angtqören. Die burd} einen berartigen punft ge~enbe 
C6erabe llon K1 ift gleid}3eiü9 trangente an K. 
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Der Bemeis ift Ieit!}t gefü!}rt. ;5ur flbf3iffe x möge bei k Me Q)r. 
binate y, bei k1 bie Q)rbinate Yl' bei K bie CDtbinate Y, bei K1 Me 
CDrbinote Y1 ge~ören. Die Etbf3iffe Don a fei Xa, Me non b Xb uff. 
Da bei a fowo~I k wie kl beginnt, fo ift bie 3ugeqörige SIäd}e bei k 
unh k1 gleid) 0, aIfo Y = Y1 = 0 (punft A). CEs ift y' = aal unb 
ebenfo Yt' = aal nad) her Definition ber beiben JntegraIfuruen. Diefe 
felbft, fomie i~re trangenten fallen für x= Xa 3ufammen; b. f>. AB 
ift bie flnfangstangente non K. 

5ür Xc ift Me 5Iädjeaccl bl a l nad} Honftruttiongleidja CC1 bs b2 atr 

alfo mUß aud) für biefe Etbf3iffe Y = Y1 fein. Da bie CEnhorbinaten 
non k unb k1 gIeid) finb (ccl ) unh jebe Don i~nen gIeid) bem Steigungs< 
maß ber 3uge~örigen JntegraIfurDe (y' unh Y/)}ft, fo qaben K unb K1 

aud} f>ier eine gemeinfame trangente. Diefelbe UberIegung fann man 
aud} für ben (fnbpunft g unb jeben Sd)nittvunft ber HurDe k mit 
einem magered}ten Stülf non k1 anftellen. Jebe (Jjerahe hes tinien-
3uges K1 tft alfo eine trangente an K; ben Berü~rungspunft fann 
man nad) ber eben angegebenen Regel leid}t finben. Jett länt fid) 
K mit groner (Jjenauigfeit 3eid)nen. \ fX 8 dx 

lOenben mir unfer l)erfa~ten auf unfer Jntegral (S. 43U eX -1 

o 
an (5ig. 14), fo ~nben wir burd) 3eid}nung ben Wert 6,5; ber genaue 
mett ift, mie man burd) nä~erungsmet~oben (3. B. Me Sim:pfonfd}e 

10 
519. 14. 



48 IV. ~tQPlitrdie na~erungsmet~oben 
Rege~J:S, 76 unb81) leiditbeftätigt, 6,4939 .. ·, [Sir x= 0 erfdJelnt 

x' 0 Xl 
--in ber unbeftimmten 50rm -0' es Ifhber er - 1 = x + -2 + .. '. 

-1 ' , , 
Xl Xl 

-,,- == x ' alfo ift für x= 0 ber wa~re Wett bes BrudJes 0.) 
e -1 1+-+ ... 

2 
Jn 5tg. 15 tft biefelbe aufgabeetUlas anbers gelöft. CEntbe~rlidle 

t)UfsUnten fhlb fortgelaffen. Die gegebene KurDe unb bie Jntegrals 
brue ftnb auf basfelbe adifenf1Jftem be30gen, um plag 3u fparen. 
(Es ftnb me~r parallelen ge3eid)net: woburd} man mef)r punfte unb 
t[angenten ber JntegraIfurue er~äIt. ~nbIid} tft ber ma8ftab Der· 
änbert, Dte IDrbinaten murben nämIid} In boppeIter (f;röfle auf. 
getragen. Daburd} rönnen bie Sd)nittpunfte Don k mit ben parallelen' 
genauer beftimmt werben. roäre nUf biefe Anberung getroffen worben, 
fo mfiflte man bie ~borbinate ber JntegtaUurne burdi 2 teilen, um 
ben wa~ren mert ber 5Iädie 3u er~aIten. ~s ift aber gIeid}3eiti9 
bei ber ':Polfigur bie CEinf)eit breimal fo gtofl angenommen worben 
mie bis~er. Daburd} wirb plag gefpart, es wirb jebe <Drb.~nate ber 
JntegraUuroe breimal fo flein wie Dor~er. Wäte biefe anberung 
aUeln erfolgt, fo müüte !'tan lebe <Drblnate mit 3 mulUpIi3ieren. Bei 
Betüdfld}tigung beiber anberungen muü aifo jebe abgelefene (f;röüe Y 
burdl muItiplifation mit f auf ben tid}tigen Wert rebu3iert werben. 
Sir Me SdlIuuorbinate liefert Me 51g.15 ben Wert 4,4; ber wa~re 
Wert tft bQ~er 6,6. 

CEs tft 3u beQdlten, bafJ bie (Jjenaulgfeit ~fer infofern gröuer 1ft, 
als Me Jntegtalfurne aus me~r punrten unb trangenten als Dor~er 
fonftruiert werben muÜ. anberfeits flnb me~r ljilfslinien nötig, fo bau 
bie flelnen öeldlenfe~ler fidi fummieren rönnen, Der enbgültige 5e~Ier 
wirb bei ber muItiplifation ber O>rbinate mit t,5 nod) um 50 % er~ö~t. 

10 
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y Sinb bie abf3iffen im Verl)ciItnis a: 1 vergröflert, Me CDrM

naten im VerljäItnis b: 1, wäl)It man ferner als l}ori30ntal

0,6 

0,5 

linie ber Polfigur nid}t 1, 
fonbern c, fo ljat man an ber 
flblefung Y ben Rebuftions. 

c 
fartor b an3ubringen; bas 

a c 
gefud}te Jntegral irt a b Y. 

0,9766 

Will man etwa At fX8 dx 
eX-I 

~f..",-,h-.I}o,;---fi--'--'--'--'--*Q-X· 0,7487 

bered)nen (5ig. 16), ro ift 
es 3wecfmiißig, für eine 

(Einl)eit ber <Bröfle J 10 cm 3u wäl)Ien, ebenro für eine A.<Einl)eit. 
mad}t man bie polftrecfe PQ = 5 cm unb lieft ftets cm ab, fo irt 
a = 10, b = 10, c = 5, alro ber Rebuftionsfaftor {ij. als <Enborbinate 
ber Jntegralfurve finbet man 2,16 cm, baljer ift bas gefud}te Jnte. 
gral A2 = 0,108. 5ür As (<Bren3en 0,4779 unb 0,5759) ergibt 
fid) 0,021. 

Die Straljlungsenergie, weld}e 3wifcl)en A = 2,3 unb }. = 3, fowie 
3wifcl)en A = 3,9 unb }. = 4,7 liegt, wirb Don ber Holjlenfäure ber 

(Erbatmofpljäre abforbiert. Die gefamte Sonnenftraljlung irt r; Au 

wobei T= 6500 unbc= 14600 ift; ber abforbierte'[eiIift :: (A2~ All)' 

(Es gel)en Don ber SonnenftraljIung burd) bie Holjlenfäure ber tuft 
A +A 100· t A-s = 2 % verloren. 

1 

nimmt man T= 2000° (ffemperatur bes fd)meI3enben platins), 
fo ift Me fpettrale (EnergieverteiIung aus 5ig. 17 erfid)tlid). Wegen 
ber gan3 abweid)enben UerljäItniffe muäten Me maüftäbe ber fld}fen 
geänbert werben, ro baß 
fie nid}t unmittelbar mit 0'0001 
5ig. 12 uergleid}bar irt. 
Das ma~imum ber (Energie. 
ftraljlung, weld}es bort bei 
). = 0,45 lag, ift ljier nad) 
1 = 1,47 verfd}oben, es liegt 

anua; 589: tin b 0 m I DljferentiaIgleldjungen 

Slg.17. 

6 8 

4 
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alfo im Ultrarot. Die (fjefamtenergie ift ~ier S = (1240~go) 4• Al = 

= 0,002287, Illä~renb fie bott 0,2550 Illar, (~~~~r= 111,6 mal fo 
9tOB. Die burdj Me Kol}lenfäure abrorbierte IEnergie ift ~ier 

~1 ~. 

( 2000)' (x'dx (2000 )JX1dX . 
S= 14600 J eX_l unb 14600 eX_l·Daserfte.JntegralfetBj, 

E. ~. 
bas 3meite Bs• Q)blllo~l Me lDelIenlängen biefeIben finb, wie bei ber 
Sonnenltra~lung, finb So' 61/ 62' Ss Don xo, XII Xi' Xs Derfcqieben, benn es 
irt x (ober s) = /r unb T ~at ~ier einen anberen Wett. man er~äIt 

14600 14600 
60 =3-2"000=2,433; Sl =2,3.2000= 3,174; St=I,553, s8=1,872. 

Dann mirb Bi = 1,046, Ba = 0,351. Die abforbierte Stra~lung irt 
l}iet 100· BI 1 Bs = 21,5 %. Sie läat fidj burdj tabotatoriumsDer. 

I 

fucl)e erfa~rungsgemdfl feftfteUen; baburdj fann man Me begren3enben 
lDelIenldngen finben unb, ift bi es geldjeqen, Me Dorl)et angefteIlten 
Überlegungen über bie Rbforption ber Sonnenftral)lung anftellen. 

lIufgGben. 
87. (Es foU Me meIlenlänge ermittelt Illerben, melcl)e bas Speftrum 

in 3wei gleidjitarf beftral}Ue (Jjebiete 3erIegt. 
88. man 3eidjne Me ~nergieturDe für Derfdjiebene tremperaturen 

(bie man3unädjitin abI 0 I u te tremperaturen umrecl)nen mUß) unb Der, 
gleid)e lie mit ben Rbbilbungen l'~t}iitalifdjer te~rbiid)er (3. B. tommeQ. 

89. roo liegt bas malimum ber Stra~lung für 540" (bunfle Rot. 
glut). 700° (~eUe Rotglut), 1200° (Weiuglut), 1350 0 (Sd)meI3punft 
bes Staqls), 3600° (Bogenlampe)? 

90. lEin neuerer Wert ber Uaturfonftltnten c ift 14200. Wiednbem 
fici) baburdj bie bis~er etl}altenen IErgebnirfe? 

4irop ~if dJeJnfegrCltfo11 "on DiffuentfGl gfeicl!ungen, 
UeifPid 27. IEs foU bie Differentialgleidjung :: = y grapWdj 

gelölt merben. Die e! a It e röfung ift ~ier burdj trrennung ber Oariabeln 
fel)r leidjt ausfüqrbar; fie ergibt y=e%+c; man fann fie benuten, 
um bie a;enauigfeit unferes Oerfa~rens 3U fontrollieren. 
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mir miffen, bOB Me töfung ber vorgelegten a;leid)ung eine Kur. 
oenfd}ar fein mUB; iebe ein3eIne KurDe ift fe[tgelegt, wenn man 
forbert, baB fie burd) einen beftimmten punft gef)en [olr. mir fetlen 
willfürlid} feIt, bOB ber Anfangsvunft bie l<oorbinaten x = 0, y = 1 
f)aben folI. Sär iQn ift nad) ber Differentialgleid)ung y' = y = 1; 
b. Q. bie l<uroentangente [teigt unter bem Winfel a = 45 U gegen 
Me x -fld}[e an (tg 45 0 = 1). <DeQen wir auf if)r ein fIeines Stüd. 
d)en meiter, fo entfernen wir uns nid)t merflid) Don ber ge[ud}. 
ten KurDe. Wir mad)en l}aIt unb meffen Me neue IDrbinate y. 
Sie liefert uns y' für bas näd}fte Kuroenelement. Durd} UHeber-
1)01ung bes Derfaf)rens rönnen mir Me ge[ud)te tinie beliebig meit 
Derfolgen. 
~s ift 3wedmäBig, wenn wir als mette Don y Me a;röBen 0; 0,5; 

1; 1,5 u[m. annef)men, bamit uns im Verlauf ber 3eid)nung bas meffen 
ber <Drbinaten (5ig. 18) er[part bleibt; wir 3eid)nen alfo gleid} anfangs 
bie <Deraben[d)ar y = p, inbem wir bem parameterp Me eben genannten 
Werte beilegen. 

flud} ben Steigungswinfel rönnen mir [d)neIfer burd) 3eid}nung, als 
burd} Red}nung finben; wir legen uns nur eine Polfigur (S. 46) an. 

mir geQen 01[0 Don bem punfte x = 0, 
y = I aus. Da er auf ber <Deraben 
p = I liegt, [0 3ief)en 
wir burd} ben An. 
fangsvunft bie par
allele 3U P 1, bis Me 
foIgenbe <Derabe, p = 
1,5, ge[d}nitten wirb 
(puntt II). fjier 3ieQen 
wir Me parallele 3u 
P 1,5 bis 1lI; jebt 
lommt bie paralIeIe3u 
P 2 an bie Reif)e ulf. 

Dur prüfung 3eid). 
nen mir bie genaue 
Huroe. Damit y = 
eX + C für Me Werte 
x = 0, y = 1 gilt, 

4 

p 

mu a I = e 0 + c, pf--a ..1---'-'---'--

VIII 

P' 3 
31----++1=----"--

p -0 

5Ig.18. 4* 
.3 
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alfo c = 0 fein; y = eX. Der t>ergleidj leljd, bafl unfer 
tinien3ug fdjwädjer als Me rid}tige KurDe fteigt. Da y' = y, 
fo ift y" = y' = y, b. Q. unfere }{urDe tft, we![ypofitiD ift, 
ftets {onlaD. roie 5ig. 19 3ei9t, ift in blefem SaU Me 
mittIere Steigung ber }{urne, b. I). bie ber Kuroen
fel)ne, gröfier als Me ber Anfangstangente unb 
geringer als bie ber ~nbtangente. man erljäIt 
alfo bei unferem Verfaqren im norIiegenben 
SaU eine 3u fdjwadj anfteigenbe tinie; 
trägt man aber im Anfangspunfte 
(p = 1) Me 3U p = 1,5 gel)örige 
t!angente an, im Sd}nittpunft 
mit ber parallelen p = 1,5 
Oie 3u p = 2 geljörige, uff., 
fo fteigt ber tinien3ug 3u A B 
ftad; ber waljre Verlauf ber Sig. 19. 

Hurne liegt 3wifdjen ben beiben polt}gonen. 
Jm allgemeinen SaUe löft man Me Dorgelegte DifferentialgIeid}ung 

nad} iJ' auf, [0 bafi fie Oie Sorm y' = {(x, y) annimmt. man 3erlegt 
fie in 3wei (ijleidjungen, nämIid) (1) y' = p unb (2) (x, y) = p. Die 
<I>leid}ung (2) läfit fid} geomettifd} burdj eine KurDenfd}ar barftellen 
(im Bei[pieI 27 erljieIt man eine 5d}ar Don parallelen <I>eraben); gibt 
man p einen fpe3ieUen tVert, fo greiftmanbamit eine befti mmte Kuttle 
l)eraus. 3eidjnetman eine 3weite KurDenfdjar,weldje Oie töfung unferer 
DifferentiaIgleidjung barfteIIt, fo wirb fie jene KurDe in nielen punften 
fd}neiben. Da in ben Sd}nittvunften überaUp= {(x, y) ift unb bap ben 
Differentialquotienten jebes <DItebes ber 3meiten Kurnenfd}ar für ben 
Wert x, y barfteUt, fo tann man Oie Ridjtung ber gefud}ten [angente 
mit f)iIfe ber oben angewanbten Uebentonftruftion (Dreietf P Q R) 
finben. Das VerfaI)ren ift baI}er genau basfe1be wie in 13ei[pieI 27, 
nur bafl [tatt berparaIrelen <Deraben eine H u r 0 e n f d} a rauf tritt. 

<Es braudjt nidjt befonbers betont 3U werben, baß Oie Werte für 
p nid}t wie bod in gleid}mäßigen Abftänben aufeinanber folgen müHen; 
entfernen fidj ble HurDen ber 5d}ar 3u meit Doneinanber, fo wirb man 
<I>rößen Don p einfdjaIten, rücfen fie 3U eng 3ufammen, fo barf man 
parameterwerte auslaffen. 

Jn ber "prafti[djen Anall}fis" Don 1}. o. Sanben finbet fid} ein Ver. 
fal)ren 3ur Verbefferung ber näqerungsfurDe. 

T 
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UUfgQben. 
91. ~s foU bie Kume na~erungsweife ge3eid)net werben, weld}e 

ber Differentialgleid)ung y = x + y genügt unb non bem punfte Xo = 0, 
Yo= Oausgeqt. 92. manbeqanbIe ebenfoy=x+tYixo= 0 iYo= -3. 

93. DesgI. y'= y- eXi Xo = 0; Yo = 1. 
1 

94. y' = V i Xo = 0,5; Yo = O. 
X'+y' 

v. numetifd}e nöl}etUngsmet~oben. 
A. Ufung bUfd} P oten3rei~en. 

<Dft läbt fid} Me 5unftion, weId}e einer gegebenen Differential
gIeid}nng genügt, burd) einepoten3 reiqe y = a + bx + exil + ex3 

+ fx4 + ... barfteUen. Se~t man biefen Wert non y in bie Diffe. 
rentialgleid}ung ein, fo mub beren linte Seite ber red)ten tbentifd} gleid} 
werben, unb bas tft nur mögIid}, wenn bie entfpred)enben fanftanten 
Koeffi3ienten Hnts unb red)ts gleid} finb. 

aIs Beifpiel biene flufgabe91. fjat y ben eben genannten Wert, fo ift 
y' = b + 2cx + 3ex! + 4fxs + . ". flnberfelts tft 

x+Y=a+(b+l}x+cx9 +exs + .... fjieraus folgt 
b=ai 2e=b+li 3e=c; 4f=e uff. man fann alle (l)rö. 

ben burd) a ausbrüden unb erl}ält 
a+l a+l a+l 

b=a, c=n-; e=1.2.3; f=1.2.3.4uff., aIfo 

Y = a + a x + a +1 x 2 + a + 1 x3 + a + 1 x4 + ... 
2! 3! 4! 

a+l 11 a+l s a+l 4 
y=(a+l)+(a+l)x+2T X +"3!x +Tx +"'-x-I 

y=(a+ l)eX-x-l=keX-x-l. 
man fiel}t aud}, warum a aus unfern <bletd)ungen nid}t beftimmt 
werben tannte; es tft Me wiIIfürlid}e .Jntegrationsfonftante. 

man bel}anbIe nad) bem eben ,befd}riebenen Oerfaqren bie aufgaben 
dy y, .J Y dv v 

95. dx=x' 96.y+y=eX. 97·y=-x· 98. dt=g-V 

(tuftwiberftanb proportional ber erften poten3 ber aiefd}winbigfeit, 

ogl. Beifpiel 8). Die flnfangsgefd}winbigfeit fei O. 99. :~ = 9 - ~; 
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Anfangsbebingung wie uorqer. 100. ~~ = g -~, AnfangsbeMn, 

gungen wie DorQer. 101. y' = ~ + 1. 102. yy' =~. 
<Eine mobififation bes eben befd)riebenen DerfaQrens möge folgen. 

3ft y eine Re!Qe, Me nad) poten3en Don x fortfd)reitet - eine Rn, 
na!}me, Me nid)t immer 3utrifft -, fo gUt Me mac taurinfd)e Sormel 

f(x) = f(O) + tf f' (0) + ~; f" (0) + ~ f'" (0) + .. '. 
<Dft gelingt es, f' (0), fIt (0) uff. aus ber Differentialgleid)ung auf 

einfad)e Weife 3U bUben. 
3n Aufgabe 96 ift 3. B. y' = eX - y. fjieraus folgt y" = er - y' 

= eX -(er-y)=y. Dann ift abery"'=y'=e -Yi y,v=y" =yuff. 
Senen wir feft, bafl für x = 0 bie airöfle y ben Wert a anneQme, fo 
iftf(O) = a;r' (0)= 1- aj fIt (0) = ai f'" (0) = 1 - aj f1V(0)=a 
uff. man etQiiIt baQer 

= +(1-a)x+ax'+(1-a)x3 +ax4 + ... 
y a I! 2! 3! 41 

( X x 2 X S ) X X S x 5 

y=a 1-11+21-3!±'" +11+3!+51+'" 

y=ae-x+Sinx. 
Jebe Diffmntialgleid)ung erfter Q)rbnung Iäflt fid) auf Oie Sorm 

y' = Cf! (x, y) bringen, worin cp eine betannte Sunftion tft. Jft y = a 
für ben Wet! x = 0 betannt ober wiUtürlid) gegeben, fo läflt fid) 

y' 0 = Cf! (0, a) unmittelbar bered)nen. Serner ift y" = ~: + ~: . y'i 

y" = ~~ + ~: . cp (x, y); y" tft wieber eine betannte Sunftion Don 

x unb y, Me wirfur3 mit 1/1 (x, y) be3eid)nen moUen; y"o = 1/J (0, a) 

tft bered)enbar. y'" = ~~ + ~~. y' = ~: + ~! Cf! (x, y) uff. Die An, 
wenbbarfeit biefes fd)einbar fe!}r allgemeinen DerfaQrens fd)eUert aber 
oft baran, bafl y nid}t ben uorausgefetten einfad}en Aufbau befitt; 

es rönnen (J;rö[}en Don ber Sorm yx,.!., ln x ufw. auftreten, Me eine x 
<Entwicf[ung ber Dorausgefenten art nid)t ge[tatten. aud) tft mei[tens 
Me Sunftion rp (x, y) fo befd)affen, ba[} bie AusfüQrung ber Diffe. 
rentiationen red)t unüberfid)tlid)e Sunltionen gibt. 
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llufgaben. 
103. y' =~. lOt y' = ax + by. 105. y'= -- ~~. 

B. tÖfung burd} bit SI mpfonf d}e 8ormel. 
3ft :; = lJ!(x,y), fo ifi y=!cp(x,y)dx. 

Um llies Jntegral e~aft ermitteln 3u fönnen, mÜHte man y als 
Sunftion Don x befiimmen (y = ((xl) unb ben erQaltenen Red)en. 
ausbrucf in cp (x, y) ein[eßen. Die <Ermittlung uon fift aber getabe 
unfere Aufgabe; bas eben uerfud)te DerfaQren [eßt fcqon Me Kenntnis 
ber etaften [ölung uoraus. Damit ift fein Urteil gefprod)en. 

(J;an3 anbers ilt es, wenn wir uns mit nÜQerungen begnügen woUen. 
roir fd)reiben uor, ban 3U x = aber mett y = b gelJöre. Semer 
tragen wir auf ber X ftcqfe Dom punfte x = a aus ein fIeines 
JntetDaU w wieberl}olt ab. (Sig. 20.) Jn iebem [eUpunfte (a; a + w; 
a + 2 w ulf.) erridjten wir bas tot unb madjen es gleid) y' 
(ober cp (x, y)). Die Don ber Anfangsorbinate, welcqe 3u x = a, unb 
ber <Enbotbinate, welcqe 3u x= a + n w gel}ört, ber ftbi3iifenad)fe unb 
bem Me <fnbpuntte uerbinbenben KurDen3uge begren3te Släd)e ift 

a+nw 

F J cp(x,y) dXi y=bt Fi tönnen wir Me ftbQängigfeit, in ber biefe 
a 

Släd}e Don ber ftbf3i[fe ftel}t, burd} eine Sormel wiebergeben, fo ilt 
Y' b' A f b n f" . r . einer UabeUe te u ga e eptt ge 0 t, onnen wtr te In 

nieberlegen, fo Qaben wir numerifd) unfer 3ie I erreid}t. Das 
länt fid} mit 
l}ilfe ber Simp. 
fonfd)en Regel 
angenäl}ert 
mit beliebiger 

Sig.20. r--~ 
/~ 

y; y; y; !/: 

b 1 II III 
a f1 + UJ a + 2w fl + 31~ K 

<Venauigfeit 
burd)füQten. 

roir fellen 
Doraus, bab y 
nid)t nur für 
ben Wert a, 
fonbern auel} 
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für ben nad}barwert a + w berannt fei. Jm erften SaUe rei y = b, 
im 3weiten Y = YI (= b + 1). man fann fief} tlorfteUen, baä bies 
burd} eins bel' bis~erigen l)etfa~ten eneief}t fei. man rennt bann Me 
beiben erften (l)rbinaten unferer Släd)e, nämlief} 110= rp (a, b) unb 
11' 1 = <p (a -j. w, YI)' 

Sül bie britte (l)rbinate, 11'" f~d)en wir 3unäd)ft einen nä~erungs~ 
wert, inbem wir anne~men, baf} Me breUEnbpunlte in ger aber tinie 
Hegen, was bei engem Jnteruall na~e3u rief}tig fein wirb. Dann ift 
y'" - 111 R3111 -110' alfo 11'2 R3 2y'1 - Y'O' Je~t'läBt fid} aber bie3u 
ber a:nborMnate y'2 ge~ötige Släd)e nad} ber Simpfonfd}en Regel 
beted}nen; es ift 

a+2w 

F=Jtp (x, y) dx R3 2: [g'0 + y'l! + 411'1]; 
a 

Y2 Rcl b + ~ [y'o + 1I11 + 4111]' 

Die Sormel würbe genau fein, wenn Me begren3enbe KurDe tlom 
brUten <Drabe in x wäre; bies wirb 3war nid)t e~aft ber SaU fein, 
aber Me paffenbe roa~l ber in ber <Dleid}ung biefer Kurue auftretenben 
l<oeffi3ienten wirb es geftaUen, fie DieI beffer ber wal)ren <DeftaIt 
ber KurDe an3upaffen, als bie ftarre (lierabe, weld}e wir Dor~er, bei 
ber ,,~rapolation" 3ur Bered}nung Don 112 benutten. Die l{oeffi. 
3ienten felbft braud)en wir gar ntd}t 3U fennen, ba bie Jnl)altsformel 
für jebe KurDe brUten <Drabes gilt, weld)e burd) Me CEnbpunfte 110, 
11 l' 11' II ge~t. 

mit bemneuennä~erungswerttlonYi fönnenwiry''A= rp (a+2 w,y,) 
genauer als bis~er bered}nen. Wenben wir wieber Me Simpfonfd}e 
SormeI an, 10 erqalten wir YB beffer als Dor~er uff. man brief}t 
bie Red)nung ab, wenn man bei einer neuen nä~erung auf ben Elus. 
gangswert Don Y'A ober 11'2 fommt, benn bann würbe nur bas Dorige 
Refultat wiebel' erfef}etnen. 

Jett e!trapoIieren wir y' s' tubem wir 3unäd}ft anne~men, baB 
Me CEnbpunfte ber G>rbinaten 11'11 11 'A' 11 s auf einer <Deraben liegen. 
CEs ift1lsR321111-y't unb Ys = b+ I+lI+III=(b + 1) + (Il + Im 

~ y 1 + ~ [y' 1 + 11 s + 411' 'A]' AUe red}ts auftreteuben <Dröuen flnb 
wenigftens nä~erungsweife berannt, fo bau ein nä~etungswert Don 
Ys bereef}net werben tann; er geftattet uns, g's = rp (a + 3w, Ys) 



tGfung burd} bit SimpfonrdJe SOlmeI 
genauer als bis~er 3U fin. y 
ben. mit i~m beftimmen ~ 
wir Ys nadJ ber 50rmel 

Ys = Y1 + ~ [y'1 +y's+ 
4 y' 21 fd}ärfer uff. auf biefe 
Weife fann man, Don Jn. 
teruall 3U JnterDaII fort. 
fd)reitenb, bie Werte Don 
Y für jeben Wert Don x feft. 

b A B 

legen, unb 3war, wenn bas 5Ig.21. 
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Jnteruall genügenb eng ift, mit beliebig ~o~er (ljenauigfeit. SudJt 
man, nad)bem bies gefd)e~en ift, y für einen Wert non x, ber inner. 
~aIb eines JnteroaIIes liegt, 3. B. x = a -t. 2,5 w, fo fann man fielt 
burd} Jntetpolation wie bei ber togarlt~mentafeI ~eIfen. 

Das ein3ige Bebenfen, weIdJes nod) geItenb gemad)t werben tönnte, 
ift, bau ber Beginn ber Red)nung ein anberes l)erfa~ren (3ur <Ermittlung 
Don Y1) uorausfett. Das ift aber nid)t notwenbig. (5ig.21.) man 
braud)t nur I in 3wei lleilflädJen A unb B 3U 3erlegen, inbem man 
in a + t w bie (J)rbinate y' 1 3ie~t, unb A als llrape3 auffaUt. nimmt 

man in ga"3 ro~er approli~ation 11 .!.. = y' 0 an, fo tft Y 1. = b + ~ . y' O' 
11 S 

fjteraus bered}net man genauer Y~ = cp (a + ~,y 1.), ftnbet nad} ber 
11 2 

llral't3formeI (genauer als bis~er) Y.J. = b + ~ . ~ Wo + Y'.J.) = 
W 11 B 

b + 4" <110 + y' 1.), bered)net wieber 11 .1- uff· Sobann eltrapolied man 
S , 

yrl = 2y'1. - y'o, bered)net Yl = b + ~ [lI'O+y'l +4y'.1-1, bann 
2 B 

y' 1 = cp (a + w, Yl) uff. fjäIt man bas <Ergebnis nod) für ungenau, 
fo tann man !las erfte Jnteruall nodJ einmal ~albieren, alfo erft 
y' 1 unb Y 1 bered)nen (llrape3regel !), bann y' 1 unb Y 1 (Siml'fonfdJe 
"' "' s "I Rege1) , bann yr 1 unb Yl' Damit {ft Me (JjrunbIage für Me weitere 

Reeltnung gegeben. 
Wir l'rüfen unfer nä~erungsDerfa~ren wie gewö~nIielt an einer 

aufgabe, Me aud) elatt 3U löfen ift, um eine Kontrolle feiner DU. 
DerIäffigteit 3U ~aben. 

x 
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8etfpttl 28. 11' = - t x Yi fitr x = 0 fei 11 = t o. 
Wir miil}len bas JntetUaU w=0,5. <Es 1ft Yo= 10; 11'0= 

= - t . 0 . 10= O. 
A. Beginn. 1. Anna~me: y' 1 ::z O. (u't 1ft bet mett 1>on y', 

! ! 
meId}er ber Abf3iffe x = t w = 0,25 entrprid}t). Dann 1ft Y t = 10 + 

T 
+ 0,25 ·0= t O. Daraus folgt als genauerer Wett füt Me ableitung: 
y' 1 = - t . 0,25 . 10 = - 0,5. 

r 05 
2. Annal}me: y'.1.. = - 0,5. Dann 1ft 11.1..= 10 + ~4- (0- 0,5) 

I t 
= 10....,.. 0,0625 = 9,9375. Daraus folgt 11' 1 = - t . 0,25· 9,9375 
=-0,4969. T 

3. Annal}me: y't'= - 0,4969. Dann tft Y1 = 10 + 
05 T -, 

+i-(0-0,4969)=9,9379i y'). =-0,4969. DtemeitmRed}. 
s 

nung mürbe teine l)erbefferung bringen. 
B.Sodfül}rung. I. (fs tft jett 110' 11'0; Y1 y' 1 als belannt an· 

T T 
3ufe~en. 11'1 wirb beftimmt, 3uniid}ft burd) lineare <E!trapoIation. 

1. Annaqme: y'1 =2y' 1 -y'0=-0,9938 - 0== -0,9938. 
05 ~ 

Dann tft l1\=to +i- [0 - 0,9938 -1,9876], alfo Y1 = 9,75155, 

t}ieraus: y',= - t· 0,5.9,75155 = -·0,9752. 
05 

2. Annal)me: 11'1 = - 0,9752; 111 = 10 + i; [0 - 0,9752 -

1,9876] = 9,7531; 11'1 = - t· 0,5·9,7531 = - 0,9753. 
3; Annaqme: y'1 = - 0,9753; Yl = 10 + -h [0 - 0,9753-

1,9876] = 9,7531; y'l = - 0,1· 9,7531 = - 0,9753. Damit ift 
y' 1 unb 111 beftimmt. 

11. Beftlmmung 1>on y~'l unb Y2' 
1. AnnaQme: 11', = 2 y'1 - y'o= -1,9506. Dann ifty,= 10+ 

+ 2 .:,5 [0 -1,9506 - 3,9012] = 9,0247. y', = - f . I ·9,0247 

= -1,8049. 
2. Annal)me: l1',=-1,8049iYs=10+H-l,8049-3,9012] 

= 9,0490; y', = - t . 9,0490 = -1,8098. 
3. Annaqme: l1'2=-1,8098i1/,=10+H-l,8098-ö,9012] 

= 9,0482; y'.= -1,8096. 
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111. 13eftimmung non y' s unb 9s' 
I. anna~me: y's = 2y's - 9'1 = - 2,6439; Ys = 91 + 
2·05 

+ -t- [-0,9753-2,6439-7,2384]=7,9435; y's='- t·l,5' 
7,9435 = - 2,38305, 

2. anna~me: y's = - 2,38305; Ys= 9,7531 + t [- 0,9753 
- 2,38305 - 7,2384] = 7,9870; g's = - 2,3961. 

3. anna~me: Y'8=-2,3961; 93=7,9848; y'8=-2,3954, 
4. anna~me: y's = - 2,3954; 93 = 7,9849; y's = - 2,3955. 
IV. Befttmmung non y', unb 94. 
l.anna~me:Y'4=2Ys-Y'l!=-2,9814;y'=YI+t[-1,8096 

- 2,9814- 9,5820]=6,6527; 9'4 = - 2,6611. 
2. anna~me: y', = - 2,6611; 94 = 9,0482 + -i [- 1,8096 

- 2,6611 - 9,5820] = 6,7061; 9'4 = - 2,6824, 
3, anna~me: y', = - 2,6824; 9, = 6,7025; y'4 = - 2,6810. 
4. anna~me: y',=-2,6810; 9,=6,7028; y'4=-2,6811. 

x' 
Die e~afte töfung 1ft y= K e 10; wegen ber Rnfangsbebingung mUß 

K = 10 fein. Die burd} unfer Uerfa~ren et3ieIte (benauigfeit 3ei9t 
bie foIgenbe {[abelle. 

I: .nn'~"no o J 0,25 0,5 1,0 1,5 2,0 

10 I 9,9379 9,7531 9,0482 7,9849 6,7028 

Iy genau 10 -' 9,9377 9,7551 9.0484 7,9851 6,7032 

3 u fa t 1. <Denauer als burd) Ii n e are <E!trapolation fann man aus 
einer Rei~e Don gegeoenen Sunftionswerten, biein gleid}en abftänben 
aufeinanber folgen (~ier y' 0; y' 1; 9'! ••• ), ben gefud}ten nädlften Wert 
finben, wenn man nid}t nur bie beiben Ie~ten, fonbern alle befannten 
benutt. Das Uerfallren fei ~ier oQne Beweis mitgeteilt; ugI. 3. 13. 
n. Sanben, praftifd}e Rnall1fis, uiedes Kapitel. 

man fd)reibt bie gegebenen 3aQIen untminanberunb läßt 3wifdJen 
iqnen immer eine ~ei!e frei. Jn biefe trägt man, etwas meiter nadJ 
red)ts ge~enb, ble Differen3en ein. Uon ber fO erllaltenen Differen3en. 
rei~e bUbet man wleber Me DIfferen3en uff., bis bas Sd}ema 3u <Enb~ 
1ft ober Me Dijferen3 fonftant mirb. Die lette Differen3 benutt man 
abbitiu 3ur Sor~e~ung ber {[abelle; Me fo erllaltenen (brößen finb 3Ut 
Unterfd}eibung eingeUammerl. 
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I. (J;egeben fet g'o; g'1; g'.; gefud/t ift g's. mir &tfommen mit 

unferen Werten 
g'o 0 

-0,9753 
g'l -0,9753 0,1410 

-0,8343 
g'2 -1,8096 (0,1410) 

(- 0,6933) 
(g' s) (- 2,5029) Diefer mett 1ft DieI genauer als - 2,6439. 
2. aus g'o; g'l; g'.; g's (bered/net) fon g', nä~erungsweife beo 

ftimmt werben. 
g'o 0 

- 0,9753 
g'l -0,9753 0,1410 

-0,8343 0,1074 
g', -1,8096 0,2484 

-0,5859 (0,1074) 
g's -2,3955 (0,3558) 

(- 0,2301) 
{JJ' J (- 2,6256) 
3. (fs fon y'5 unb g" ermittelt wetben. 
g'o 0 

-0,9753 
g'l -0,9753 0,1410 

-0,8343 0,1074 
11'. - 1,8096 0,2484 -0,0555 

- 0,5859 0,0519 
g' s - 2,3955 0,3003 (- 0,0555) 

- 0,2856 (- 0,0036) 
g', -2,6811 (0,2967) 

(+ 0,0111) 
{JJ'6) (- 2,6700). 
1. annaqme: g's = - 2,6700. Danniftg5= 118 + ~ {JJ'a + y'6 

+ 4 g'J = 5,35325; g'6 = - 2,6766. 
2. annaqme: g'5= - 2,6766; 116=5,35216; g',,= - 2,6761. 
3. annaqme: g'li = - 2,6761; 95= 5,3522; 11'5 = - 2,6761 

(genauer Wert g5 = 5,3526). 
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man tut gut, in bas Differen3enfd}ema, weId)es für Me gan3e Red}

nung benutt werben fann, Me e~trapoIierten CDrönen nur mit Blei
rtift ein3utragen unb errt nad) <frIebigung bes betreffen ben Jnter. 
naIles fie mit ,[inte als gerid)ert 3U fenn3eid)nen. 

man fann aud) bie ermittelten Werte oon y' grap~ifd) barfteIIen 
unb nad} bem Verfauf ber l{uroe ben 3U e~trapolierenben abfd}äten. 

Dufat 2. <Es feien Me (J;rö\'3en Yo' y'o; Yll y'1; Y2' y's befannt. 
Dann ermittelt man g's = m burd} <f~trapoIation unb finbet Y3 = 

= Yl + ~ [y'1 + 4 y'2 + y's] = n. Aus Xs unb Ys er~ält man einen ge. 
naueren Wert oon g's, er fei = m + h, worin h bie Oerbefferung be~ 
beutet, Me an ben erften an3ubringen tft. Der genauere Wert Don Ys 

werbe mit n + k be3eid}net; es ift n + k = Y1 + ~ [y' 1 + 4 y' 2 + m 

+h]= n + ~h; b.~.esift biefürys erforberIid)eOerbefferung k= ~h. 
Soiftin 13eifl'teI28,IIIm= -2,6439; n =7,9435;m+ h=-2,38305, 

alfo h = + 0,26085; k = t· 0,5 . 0,26085 = 0,0435, alfo ber ge
nauere Wert oon ys=n+k=7,9870. 

<Ebenfo fann man natürIid} bei jebem weiteren Jnteroall oerfal)ren. 
man wenbe Me näqerungsweife röfung burd) Me Simvfonfd}e Regel 
auf eine Rei~e ber bis~er be~anbe1ten aufgaben an. 

llu fg &lb eu. 
106. y'=yl -y2;für x=Ofeiy= O;w=0,2.107.y' = - ~ + 

+ ;z + y2; Xo = 1; Yo = 0; w = 0,1. 108. IDarum muä bei ber 
norigen Aufgabe bas nä~erungsDerfal)ren fd)Ueälid} oerfagen? 

dy 1 
109. -d = ; xo=0,5; Yo=O; w=O,2. 

x YXI+yl 

VI. Die einfad)tten tLt)l)en bet Differential: 
gleid}ungen 3wetter (J)rbnung. 

(fl'~U ([t}P U$: y" = f(x). 
8tifptd 29. <Ein Stab oon ber ränge I cm ift in eine fefte manb 

10 eingefpannt, baä er fenfred)t aus il)r ~eraustritt. an feinem <fnbe 
ift Me raft P kg befeftigt. <Es foll Me Sormänberung unterfud}t werben, 
weId)e er burd) bie Biegung edeibet (Sig. 22). 
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5(g.22. 

Det obete treU bes Stabes 
wltbbutd) Me Biegung ge. 
be~nt, bet untere 3u[ammen. 
gepteBt; eine Sd}id}t ba3wi. 
fd}en be~äIt i~te urfpdinglid}e 
tänge; man nennt fie Me neu. 
trale 5aferj eine in i~t Iie
genbe tinie, Me not bet Bie
gung getabIinig wat unb fent. 
red}t 3ur manb rtanb, wirb 3U 
einer KurDe gebogen, weld}e 
Me elafUfd)e tinie ~eiBt. 

~s Iäfit fid). 3eigen, bau Me 
neuttale Sd}id)t butd} ben 

Sd}werpunlt bes Qluerfd}nitts gel}t Die Belaftung möge Im 
Sd}werpunft angteifen; wit wäl}len bie neutrale tinie, weld}e 
burd} biefen angriffspunft gel}t. (Er lei (nad) ber Biegung) 
3ug1e1d} Rnfang bes Kootbinatenfllftems, Me x Ad)fe Detlaufe 

in lenfred}ter Rid}tung auf bie mauer, Me y Rd}le lei nad) oben getid}tet. 
(.Jn 51g. 22 finb bieRd}fen, ber De~tlid}feit Qalber, nad) norn uetfd}oben.) 

Jett greifen wir einen beliebigen Qluerld}nitt bes trrägen ~etaus, 
beffen Sd}werpunft bie Abf3iffe x ~at. Die Stärte ber Dre~ung wirb 
burd} bas BIegungsmoment M (=Kraft . Ktaftarm, J. S. 37) 
beftimmt; ~ier 1ft M = Px. Damit (l)leld}gewid}t ~errfd)t, müffen bie 
im Jnnern bes Qluerfd)nitts entfte~enben Kräfte ein gleid)groues mo. 
ment Don entgegengefettem Dre~ungsfinn er3eugen. Die Spannung 
a (in Rtmolpl}ären gemeffen) tft für jebes 5läd)enelement d f bes 
Qluerld}nitts (Sig. 23) burd) bie Detlängerung ober l)etfÜt3ung ber 
betreffenben Salet entltanbenj tlt a il}te urfptüngIid)e tiinge, A a 

i~re DetIängerung, 10 tlt fte nad} bem ijoofeld)en ffiefetJe () = E ~, 
wobei bie proportionalitätsgröne E eine naturtonftante 
bes materials, ber~lafti3itätsmobuI, i[t Dietiinge 
eines tleinen KurDenbogens ber elafti[d}en tinle tft 
(5ig. 24) a = ~!p, wenn Q bet l<rümmungstaMus unb 
ep ein fleiner Winfel (im Bogenmau) i[t. Die 5afer, 
weld}e '1/ cm über bet neutralen liegt, ~at ben l<rüm
mungstabius ~ + '1/, allo ben l<utDenbogen (~ + "I) ep. 

df 

Stg. 23. 



Biegung 

~ tft um '1/ rp gröner als bet notige, b. q. 6 a = 1j €p, 
E 

11= E . 1/ cP = L. Die Kraft, welcl)e an ber Stelle 
(l cP (I 

d f qenfcl)t, ift (Kraft = 5läd}e . Spannung) d K = 
= () d f = E 1) d f; bas Biegungsmom~nt, meld}es fle 

(I 

~ernonuft (natütlid) auf Me neutrale Safer be30gen) 
E idf 

dM= '1/ dK = ~~, bas im gan3en Oluerfd}nltt 
(I ~ Eid f 51g. 24. 

~ettfcl)enbe BIegungsmoment M = ~ ~(I-' mo-
bel Me Summation übet alle Släcl)enelemente 3U 
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etftreden trt. Da für ben betreffenben Oluetfd}n\tt ber Krümmungs. 
taMus !? ber ela[tifd}en tlnle (an ber SteUe, wo [\e non bem Oluerfcl)nitt 

getroffen wirb) fonftant \ft, fo fann man aud} fd}re\ben M = ~ ~ '1' d f 
ober genauer M= lf1j! df Das Jntegralift aber gerabe bas trräg. 

~eitsmoment J bes Qluerfd}nittes (J. S. 47). Somit 1ft M EJ. 
(l 

Damit Me elafüfd}en Kräfte bet Dutcl)blegung, me1d}e P a1.cin uer· 
urfacl)en würbe, eine(J;ren3efe~en, muü Me Be3ieQung befteQen E J = P x 

1 Px (l 
ober-= -. 

(l EJ ,~+ ( ')IS nun ift n = +_ r 1 T_ \HY _ r . Bei geringen DurdJbiegungen weicl)en 
" - y" 

Me trangenten nur wenig non bet qoti30ntalen RidJtung ab, y' unb 
erft tecl)t (y')2 fann gegen 1 nernad)läffigt werben. Dann ift! = ± y", 

(l 

Me e1aftifcl)e tlnle 1ft dJarafteriflert burd) Me (J;leldJung :~~ = ± ~-J' 
Da Me l{utne offenbar 3ur xad)fe lonfan 1ft, fo mun füt pofitine 
x Me 3weite ableitung negatin fein (D. S. 41), es ift alro bus pofi. 
tine OOt3eld}en 3U unterbrüäen. 

Die törung biefer DijferentiaIgleid)ung 3weiter <Drbnung gefd)ieqt 
burd} 3wei Jntegrationen. man finbet 

dy pxl px3 

(1) dx=-2EJ+ k (2) Y=-6EJ+kx+kll wobei k 

unb k1 wiIlfürlid}e Jntegrationslonftanten finb. Jebe Differential' 
gleid)ung 3weiter <Drbnung ~at beten 3wei, ba ein 3weiter Diffetential~ 
quotient 3wel Jntegrationen etforbert. 
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Die Jntegrationsfonftallte einer DifferentialgleidJung erfter CDrb. 
nung fonnte burd) eine Bebingung beftimmt roerben, bie roir ber tö. 
fung auferlegten (3. B., baß Me betreffenbe Kurue burcI} einen gan3 
beftimmten punrt ge!}en folIte)j ~ier fönnen roir fogar 3roei Sorbe, 
rungen aufftellen. Unb Me liegen bei unferer aufgabe aud) in ber 
natur ber Sael}e. Sür x = 0 mUB ia nael} ber Wa!}I unferes Koorbi, 
natenfl)ftems auel} 9 = 0 fein unb für x = 1 mUß bie l{urue roagered}t 
uerlaufen, alfo y' = 0 fein. Sür x = 0 finbet man aus (2), baä k1 = 0 

fein muä, für x= 1 aus (I), baä k = :~~ift. Die gefudJte <6Ieid}ung 
ift ba~er PX S pp PLI [X 1 XI] 

y= - 6EJ+ 2EJ x= 2EJ Y -3"11 (ugt D. S.45). 

Jftallgemeiny" =f(x), foiftg' !f(x)dx=F(x) + kjY !F(x)dx 
+ kx = 0 (x) + kx + kp ~ur Beftimmung ber .Jntegrationston. 
ftanten Hnb 3wet uorgefcI}riebene BeMngungen erforberlid), Me ben 
fpe3iellen Sorberungen ber aufgabe gered)t werben. 

llufgden. 
110. (fine Stange aus 5Iußfta~I (E= 2150000) !}at, uon ber 

CEinfpannftelle an gerecI}net, eine tänge non 1 m unb einen ~uer, 
fdJnUt uon 10 qcm. am CEnbe ift fie mit 10 kg belaftet. Wie groB 
ift bie Sentung bes CEnbes <pfeil ber Biegung) für folgenbe Sormen 
bes ~uerfel}nitts: a) ein ~uabrat, b) einen Kreis, c) ein RecI}tecf, beffen 
!}ori30ntale Seite boppeIt fo grof} ift roie Me uertifale, d) ein Reel}ted 
mit umgeteqrtem Seitenuer!}ättnis, e) einen Kreisring mit ber Wanb. 
ftäde 0,5 cm? 

111. Warum liegt ber SdJwerpunlt bes OluerfcI}nitts in ber neu· 
tralen Safer? 

112. Wie ~ängen Me Spannungen in einem <nuerfdJnitt uon bem 
Abftanbe bes betreffenben treild)ens uon ber neutralen tinie ab? 

113. (fin Stab ru!}t frei auf 3roet gIeiel) ~o~en Stüuen, beren ab. 
ftanb AB = 1 tft, unb ift in ber mitte burd} bas <6ewicI}t P belaftet. 
roie lautet Me (JjIeid)ung feiner eIaftifel}en tinie? 

114. man beftimme ben pfeil ber Biegung für ben frei aufliegenben 
trrägerj bie abmeffungen feien fo gewäqrt wie in Aufgabe 110. 

DlOefter (["pUS: y'=f(y); 
tJdf,ieI 30. (Ein uer!}äItnismäf}ig bünner unb langer Stab, roelel}er 

einer Drucfbelaftung ausgefeut wirb, bie fe~r na!}e in Rid)tung ber 
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Stabacl}fe widt, mirb auf l<nicfu n 9 beanfprud)t. (Es foU ge~ 
Tunben merben, meId)e (DeftaIt Me urfvrüngUd) gerabe Stab, A P P 
ad}fe babet annimmt. 

<Es fei möglfd), burd) Me Stabacl}fe AB (Sig.25) unb Me 
l<rafttid}tung pp (Me ja nid}t genau mit iqr 3ufammenfäHt), 
eine <Ebene 3U legen, Me ileid}enebene ber Sig. 25. fluf ben x 
beTormierten Stab, beffen mittlere Safer Me Trumme tinte 
ACB ift, tönnen mir genau Mefelben Überlegungen anmenben 
wie in 13eifpiel 29; bas Biegungsmoment in bem (Querfd)nttt C 

ift M = E J. Wäq[en mir Me Kraftrid}tung 3ur X fld}fe, Me C y 
CI 

Rid}tung ber flusbiegung 3ur Yflcl}fe, fo tft bas moment ber 
äufleren Kräfte für biefen (Querfd)nitt M = Py. Seten mir 

nOd} (! ~ + :", fo ergibt fid) als a; Ieicl}ung ber gefud)ten tinie 

A C B Me Sorme! E J '11' = - P y ober y" = - ~ y. Das 

minus3eid}en tritt auf, weH Me Hurue 3ur X Ad)fe fonlal) tft. 

ilur abfür3ung feten mir :J= a 2• 

(Es tft 3wedmäflig, unfere <l5Ieid)ung mit y' 3U muItiv1i:: B q p 
3ieren; fie wirb bann y' y" = - a 2 y y'. 

1 d t d 5Ig.25. 
y' g" = "2 dx (g')'; yy'="2 dx (y!), alfo folgt burd) Jntegra. 

Hon (y')2= - ct' y! + k2. Die Jntegrationsfonftante mufl ftets vofHil) 
fein, ba (g')! es aud) fein mub, fie wirb baqer mit k2 be3eid}net. 

, .. / 11 2 2 dy 1. ay k"11 y= r k -a g; -==dx; -arcsm-k =X+ 1; -k = Yk 2 _ aly' a 

sina(x+kl ); y=~ sin(ctx+akJ =~sin axcosak1+~cosaxsin ak1 

ober, menn man 3ur flbfür3ung Me. lonftanten l<oefft3tenten mit 
m unb n be3eid}net, y= m cos ax + n sin ax. Dur 13eftimmung 
ber Jntegraltonsfonftanten m unb n bebenfen wir, bab 1) für 
x = 0 Me <l5röfle y ben Wert p, 2) bafl fie für x = 1, Me Stab. 
länge, ben Wert q qaben mUß (ogl. 5tg. 25). Daqer tft 1) P = m; 

q-pcosal 
2) n sinal + mcosal=q;nsinal + p cosal=q; n= sin /XI . 

Sett man biefe Werte in ben ausbrud für y ein, fo erqäIt man 
auuCli 589: tln~OlD, DlfferentiClIgleldlungen 5 
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sin cxx 

y= --;--1 (q - p cos all + p cos /Xx. sm cx 

~s fel jett angemeln y" = f(y)· Dann 1ft y' y" = y' f(y}; i d~ (y,)j 

= f(~)xdY, al[o d (y')!= 2f(y) dy; (y')2= f2f(y) dy= F(y) +k; 

y'= y'F(y) + ki J!F~~ + k= dx; x= fVF:~ + k <l> (y) +k!. 
l}lerbei ent~ärt cP nod} bie Hon[tante k. 

Uufgab~n. 

115. an weldjer SteIle bes auf l<nicfung beanfvrud}ten Stabes 1ft 
Me ftbweidjung marlmal unb mle grofl 1ft iqr Betrag? 

116. Die In Aufgabe 110 beid)rlebene Stange wirb mit 10 kg auf 
Hnicfung beanfprudjt. am oberen (Enbe greift bie Hraft in ber mitte 
bes Stabquerfdjnltts an, am untmn 1ft Iqr flngrlffspunft 0,5 cm von 
ber ftd)fe entfernt. Wie lautet Me QHeidjung ber beformierten mittel, 
linie, wie grofl 1ft bie marlmale flbweidjung von ber Hraftrid)tung, 
weld)en tDlnfel bilbet Me beformlerte mittellinie am anfang unb 
<Enbe mit ber urfprünglld}en? (Bel redjtecfigem CUuerfd}nitt foI! q 
einmal ber längeren, einmal ber für3eren Seite varalIel oerlaufen.) 

117 5ür weldjen Wert Don P wirb y unenMid} gron? 1)at biefe 
Srage eine tedjniidje Bebeutung? 

118. tDte groB 1ft bie ~öd}fte 3ulä[fige l<nicfbeanfvrud}ung im Salle 

A 

o 

ber ftufgabe 116, wenn man als Sid}erlJeitsfoeffi' 
31enten tannimmt? 

a! 
119. y" = a2y. 120. y"= s' y 

51g. 26. tl~ifpid 31. (Es foll bie Bewegung bes U~r. 
pe n bel s unterfudjt werben. 

Dur Uereinfadjung benfen wir uns bie maffe ber 
penbeUin[e In I~rem Sdjwerpunft P Dereinigt unb 
nel)men an, bafl bie penbelftange wegen I~rer ner· 
qäItnismäflig geringen maffe Me Bewegung nidjt 
beelnflufit. (matqemati[djes penbel, 5Ig.26.) 

Das penbel wirb burd) bie in P angreifenbe 
Sd)werfraft in Bewegung gefe1}t. Die nertifale 
Befd}leunigung, weldje bie Sd}were oerurfadjt, 
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ift g= 9,81 rn/secl • Wir 3edegen fie in 3wei fenhed}te l{oml'O<' 
nenten, PN unb PT. PN liegt in ber Rid)tung ber penbelftange, 
er3eugt bott eine Spannung PS unb mirb burd) fie aufgel)oben. 
Der witffame Beftanbteil bet Sd)werebefd)leunigung ift allein Me 
U:angentiaUomponente PT= 9 sin cp, menn rp ber momentane aus~ 
fd)lagswinfel tft. Der Dom penbel 3urücfgeIegte Weg ift ein Stücf 
eines Kreifes, beffen Rabius bie tänge bes penbels, 1, ift. Be3eid}nen 
wir OP mit s, fo ift Me (ßefd}winbigfeit in ber Ba~n v= :~ unb bie 

dis dis 
Befd}leunigung b= dt" (Es tft alfo dt'= - 9 sin rp. 

Das negatiDe OOt3eid)en ift red)ts 3U feten, weil butd} Me Sd)wer~ 
haft s (unb aud) rp) DetUeined wirb. 

Da s = 1 rp irt, fo ~at man s' = I rp' unb sr, = 1 rp", alfo 

rp" = - ~ sin rp. 

Die ftrenge töfung biefer Me penbelbemegung d)araftetifierenben 
Differentialgleid}ung fü~rt auf eIIq,tifd}e Sunftionen. Bei fleinen 
Sd}wtngungen tft aber eine gute näl)etung baburd)mögIid}, bau man 
sin cp = cp fett. (D., nä~etungsformeln.) 

aus cp" = - Q.. 11' folgt nad} Beifviel 50 

rp=mcos yj t + n sin Vft. 
Seten mit als anfangspunft für Me 5eit3ä~Iung ben moment feft, 

in weld}em ber tieffte punft ber penbeIba~n paffiert mirb, fo mu& 

fürcp= 0 aud}t= o fein. Dann wirb cos V1t= I/sin V1 t= 0, 

alfo mUß in unferer (fjleid)ung für cp bie lConftante m ben lDett 0 

befiten. (Es irt 11'= n sin y~ t. 
Der gröäte ausrd)Iagsminfel rei CPl' er mirb emid)t, menn ber.Sinus 

feinen gröäten Wert, 1, annimmt. Dann ift 11'1 = n, moburd) bie Be. 
beutung non n gefunben ift. 

llufgQben. 
121. lOeld}e 5eit btaud)t bas penbel, um Don bem Hefften auf 

ben l)öd}ften punft 3U gelangen? 
122. lOeld)e 5eit Derflieät, wenn bas penbel Dom l)öd}ften punrt 

auf ben tiefften fintt? 
5* 
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123. (fs foU bie Sl}mmettie ber penbeIfdjwingungen nad}gewiefen 
werben. 

124. WeIdje Deit verfUeät, bis bas penbeI, von einem ~ödjften 
punfte ausge~enb, 3um anbern gelangt (einfadje Sd}wingungsbauer)? 

125. Wie ~ängt biefe Deit VOn bem gröäten ftusfd)lagswinfel ab? 
Wie vom (/)ewidjt unb material? 

126. Wie ~ängt bie Sd)wingungsbauer uon ber tänge ber pen, 
belftange ab? 

127. Wie lang muä Me Stange eines Sefunben:penbels fein? 
128. WietlieI ge~t eine U~r mit Sefunben:penbeI tägIidj nad), 

wenn Me {[emperatur um 0° fteigt? Die Stange fei aus (fifen vom 
ausbe~nungsfoeffi3ienten 0,000012. @ fei beifpieIsweife 5° <Ielfius. 

Dritttt (it)pUS: y"=f(y'). 
8tifpid 32. (fin unausbe~nbarer, tlöHig biegfamer Saben ~abe 

ben fonftanten ~uerfdlnitt q qcm. Sein rpe3ififd}es <l5ewidjt fef r 
<l5ramm pro ccm. Der Saben ift an 3wei punften P unb Q be, 
fertigt unb unterliegt nur ber (finwirfung ber Sd}were. Weldje (/je. 
ftaIt nimmt er an? (51g. 27.) 

(fs ift Uar, baä Me Kurve in ber Oertifalebene liegen muä, weld}e 
burd} Me beiben Stü1J:punfte ge~t, benn uon Seitenfräften, wie fie 

p 3. 13. ber Winb auf eine Wäfdjeleine ausübt, feqen wir ab. Wit 
betradjten ein tIeines 5abenftücf AB uon ber tänge ds cm. Sein 
<l5ewidjt ift q'l ds <l5ramm. Dab es nidjt fäUt, bewirft Me Spannung 

y bes Sabens. Jn A feifie T g/qcm, 
Q in B fei fie Tl 9 / qcm I Me bort 

wirfenben Kräfte eri)äItman butd} 
muItipIifation mit bem <Quer. 
fdjnitt q. J~re ijori30ntaI:projef, 

tionenfinb qTcosrp=q( T ::) A 

unb q Tl COS cP 1 = q ( T '::s) B' i~re 

DettitaIprojeftionen q (T~~t 
unb q (T dY) . Die JnM3es beu. 

ds B --.L-----.J-____ -'-__ ~x ten an, für weld}en puntt 
5Ig.27. 
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ber l{{ammerin~alt bered}net werben mufi. Sie vereinigen fid} 3U einer <De. 
famtfraft, bie im Sd}werpuntt bes fleinen 5abenftücfes A Bangreift unb 

Me lComl'onenten q( T~;)B - q (r ~~) A unb q( T~~)B - q (r:!) A 

~at (minus3eid)en wegen entgegengef e1}ter Rid)tung). Dafür fann man 

tür3er q b. (T ~~) unb q b. (T ~~) fd}reiben unb fd)1iefiIid} bas Deid}en 
b. burd) derfeten (J. S. 51). Da <6Ieid)gewid)t qerrfd)en foU, fo mufi 
jebe Sl'annungsfomponente ber entfl'red}enben Sd)werfraftsfompo. 
nente gIeid} fein, Me in wagered)ter Rid}tung 0 unb in fenfred}ter 

q r d s <I5ramm ift. man qat Me <6Ieid)ungen q d ( T ~~) = 0 unb 
q d (r ~~)= qyds. Die a;röfieq l}ebtfid) fort; bas bebeutet, bab unfere 
weiteren 13etrad)tungen für jeben bünnen ober biden 5aben gIeid)mäfiig 
gelten. Unfere a;leid)ungen finb, menn wir nod) burd) ds Mnibieren 

(I) :s(T~;)=O; (11) :s(r~~)=y. natürlid)iftdsll =dx2 

+ d y 2. aus (I) folgt T~~ = k; Me l1ori30ntaltomponente ber Sl'an. 
nung (unb aud) bie ber Hraft) ift für jeben Qluerfd}nitt gleid) grofi. 
Se~t man bies <Ergebnis in (11) ein, fo erQäIt man 

d~ (kd~S . ~~) = k :s (~~) = y, ober nad) multiplifation mit :: 

(111) k ~~~= y :; = y Vi + (:~r· Diefe Differentialgleid}ung 
ift baburd) d)arafterifiert, bafi nur ber erfte unb 3weite Differentialquo. 
tient, nid)t Me Dariabeln x unb y feIbft vorlommen. <Es liegt naQe, 
ben erften 'Differentialquotienten als Unbefannte z auf3ufaffen, es ift 

bann :~ = Z; :!~= ~:. Unfere <6Ieid)ung wirb auf bie erfte CDrb. 
nung rebu3iert, fie lautet je~t 

(IV) k :; = y V 1 + Zi. Durd) trrennung ber DaTiabeln erl}äIt man 

flr Sin z = t (x - xo) = k1 (x - xo); z = Sin k1 (x - xo)' l1ieraus 
ftnbet man fofor! y= JZdx; 

(V) y - Yo = f [of k1 (x - xo)· regt man Me y.f\d)fe fo, bau fte 
1 

burd) ben tiefften punft S ber lCurue geQt, fo mUß y' = 0 fein fÜf 
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11 x= 0; aus ber <Dleid)ung y' = Sin k1 (x - xo)= 0 folgt xo= O. 

5ilr x= 0 wirb bann y - Yo= }; legt man Me X ad}re ro, bab 
I 

p 

a, 

2Z ber HeUte punft ber Kurve uon il}r ben abrtanb 

k~ l}at (Y = ~ ), ro wirb Yo = 0 unb Me burdj 
1 I 

~'1 Q paffenbe ll)a~l bes l<oorbinatenfl}ftems verein. 
fad)te Kurvengleidjung 

5Ig.28. 

(VI) y =; ([ar k1 x irtibenUfd) mit ber ber 
c Kettenlinie! (D.S.61 unb 98; m= ~J Jn 

bet pra~is ift (5ig.28) meiftens Me l)ö~e ber 
auf~iingepunfte übet bem <frbboben 
(a unb c meter). il}t magered}ter ab. 
ftanb 21 (m) unb Me ränge bes Seiles 

(2 L meter) gegeben. Dann mUH man, um bie Kurve 3eid)nen 3u fönnen, 
ben parameter m ( ~) unb bie tage bes ad}fenfreu3es fennen, auf 

bas bie foeben abgeleitete (Jjleid}ung be30gen irt. Wir wäl}Ien 3uniidjft 
ein anberes Sqftem, beffen CDrbinatenadjfe ber eine Stab ift. von bem 
bas Seil ausge~t, unb beffen abf3iffenad}fe Me 5uBPunfte ber beiben 
Stäbe verbinbet. Die Koorbinaten eines beliebigen punttes in bierem 
Sl}ftem feien S, 1/; Me Koorbinaten filr b.en mittelpunft 0 bes gefudjten 
Sl}rtems SO' 1/0' Dann ift x = S - /;0' Y = 1/ - "70' unb Me (Dleid}ung 
ber Kettenlinie 

(VII) 1/ -1/0= m ([or s-~o. 5ilr /;= 0 mUH "7= a, für /;= 21 
mUH 1/ = c fein, aIro ift m 

(VIII) a-1/o=m([or~; (IX) c-1/o=m([or2l-~o. 5ernerift m m 

Bogen SQ (1 S. 28) = m Sin 21 ~ ~o, SP= m Sin ;;" alfo 2L= 

m { Sin 21 ~ ~o + Sin ;;'}. aus ber Definition ber l}l}perbelfunftionen 

über3eugt man fid} leid)t, ba& Sin a + Sin ß = 2 Sin -} (a + ß) 
([oH(a- ß) irt, ebenfo ([of a - ([of ß= 2Sint<a + j3> Sin-} <a-ß); 
([of" + ([of ß= 2 ([or t (a + ß) ([ar t (a - ß). man finbet bann 

(X) L = m Sin ~ ([or so,; ,. Durdj Subtraftion unb abbition ber 

(J)leid}ungen VIII unb IX refultiert 
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(XI) a - c = b= mSln!:....Sln ~o -I. 
2 m m 

(XII) a t c - '1/0 = m Clof ~ (lof ~o,;; I. Jn (X), (XI), (XII) 1ft L, I, 

a, c, b gegeben, m, ~o unb '1/0 gerud}t. Jnbem wir X unb XI quabrieren 
un!> fubtraI}ieren, finben wir L 11 - bl = m2 Sin'!:.... [a:Of t ~o -I -m m 
Sins ~o;;; 'J. Die edige Klammer l)at (D. S. 39, aufg. 112) ben Wert 1, 

• • 1 YL'-b! --- 1 1 I 
alfo tft Sm m = -m-= V L 11 - b2 • m . T Sett man m = p, 

fo ift biere (J;röbe aus ber tranf3enbenten (jj[eief}ung 
Sin<p yL' - b' 

(XIII) -----q;- = -,- 3u befUmmen. Das 1ft mit geeigneten 
[abelIen (3. B. benen ber 1}ütte) leld)t; man geqt 3unäcf)ft grapI}ifdJ 
Dor un!> wenbet bann ein näl)erungsDerfaqren an. Je~t tennt man 

(XIV) m =.L aus (X) unb (XI) ergibt fief} burd} Diulflon 
<p 

(XV) [g ~o -I = ~. Slube! man l)ieraus für '0 -I ben Wert 1J.I, f 0 1ft 
m m a+c 

(XVI) ;0 = I + m 1/J. (EnMid) l)at man naef} (XII) -2- - '1'/0 = 
m (lof ~o -I Sin --'- Cltg L 

m m m' 
a +c 

(XVII) '1'/0= -2-- La:tgcp. 

lluf9aben. 
129. 3wei fenfreef}t auf ber <Ebene fteQenbe Stangen l)aben Me 

tänge Don 3 m unb Hnb 5 m uoneinanber entfernt. (Ein Seil ift 7 m 
lang un!> nerbinbet Me oberften punrte ber Stangen. Wie lautet Me 
KUtllengleld}ung? 

130. Dom Daef}e eines !>reiftödigen 1}aufes (= 16 m) gel)t eine 
[elepqonleitung aus. (Ein Dral)t ift gerUfen, fein freies <Enbe ift 6 m 
llom t}aufe entfetn~ in 1 m t}öqe befeftigt. Welef}e KUtlle befdjrelbt 
ber Dral)t, wenn feine tänge 2 L = 18 m ift? 

131. Der DraQt im SaU ber llorigen aufgabe berüI}rt, menn er 
frei l}erabqängt, ben (Erl>boben in 6 m (Entfernung uom t}aufe. 
Wie lang ift ber in ber tuft fcf)webenbe {[eil? 

132. Wie (autet Me (jj(eicf)ung einer Kurne, beren Krümmungs
rabius ftets ben tOujtanten Wert a I}at? 
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133. (Es foU ber freie SalI unterfud)t werben, wenn ber tufttlliber. 
ftanb ber nten poten3 ber <Defd)winbigleit proportional gefett wirb. 

134. Cfine Spiralfeber ift an beiben Cfnben fo befefUgt, bafl fie fid) 
in mäßiger Spannung befinbet. 3~r mittelpunft wirb gewaItfam ein 
StücfdJen nad) bem einen C'fnbe ~in bewegt unb bann freigeIaffen. 
Die auf i~n wirfenbe Kraft ift proportional feiner ~tfemung non 
ber Ru~eIage. Wie DerIäu ft bie Bewegung ? (Cf I a fU f d) e S cl) w in, 
gungen.) 

Vierter iqpus: y"=f(y', x). 
Ueifpid 33. y"= y' - x t + 2x. 

, "dz. dz man fet(! y = z, alfo y = dx' bann 1ft dx= z - Xl + 2x. 

Das allgemeine Jntegral biefer Dollftänbigen linearen Differential, 
gleid)ung erfterO)rbnung ift(ogl. S. 27f.)z= Xl + k eX. l}ieraus finbet 
man burd) Jntegration y = t x3 + k eX + kl • 

3m allgemeinen SaUe mad)t man biefelbe Subftitution, löft bie ent. 
fte~enbe Differentialgleid}ung :~ = f (z, x), fo bau man z = g> (x, k) 

~at unb integriert bann nod} einmal; y= fg> (x, k) dx + kl • 

lIufgaben. 
135. 11' = y' + e". 136. y' = - 2y' + e". 
137. y"=[+xsin x. x 
138. (Ein 1{örper bewegt ficI} gerabItnig unter bem C'finf{uffe einer 

Kraft, weld)e ber 03efd)winbigfeit birett unb ber feit Beginn ber Be. 
wegung Derfloffenen öeit umgefe~rt proportional ift. Wie ~ängt fein 
Weg Don ber 3eit ab? 

8Bufter iqpus: y" =f(Y', y). 
Ueifpid 34. Bei weId}er KurDe ift bie normale (Dom 1{urDen, 

punft bis 3ur flbf3iffenad}fe) gfeidJ bem 1{rümmungsrabius? 
Verlängert man in Sig. 9 NP über P ~inaus bis 3ur XfldJfe, fo 

finbet man für bas gefud}te Stüd leid)t ben Wert y v' 1 -t (y')I; es 
Vl+(')2 s 1+(')' 

ift ba~er ±, Y'~ = Y VI + (y')' ober y" = + /. Cfs 

f · . b .) dy So. 'ft" dz dz dy dz m' et wte er IJ = dx = Zi vann t y = dx = dy • dx = dy . z. wtr 
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er~aIten aus unferer (Dleid}ung, wenn wir nur bas po fit i u e Vor 
3eid}en berildfid}tigen, 

z :; = t ~Zl, eine DifferentiaIgleid}ung elften (Drabes 3wifd}en 

z unb y. Sie ergibt 
zdz _ dy. (y)_t ( 11). ,/--!_ y. l+zl-g' In k -"2 ln l+z , r1+z-k' 

z= dy = + 1/1[_1' kdy +dx' x-x =kflrCIof (Jt). 
dx - V k' , y'y'_kt -, 0 k ' 

y= k ([of e~Xo) (Kettenlinie). 

Betüdfid}tigt man in ber ausgangsgleid}ung nur bas negatine 
Oor3eid}en, fo wirb dz t + Zl 

Z-=---' dy Y , 

zdz_dy. (Y)_ 1 lI.y t 1I_ k2 • 
-t+z l -y,ln Ji --"2 ln (I+z )'/i=Yltz tj l+z -y" 

z= + 1/'!:.._1 =+ -V~. + ydy =dx' 
- V y' - y , -Yk'-y' ' 

x-x =+[ ~dy=+ .. lk'A_y' alfo(x-x)'A=k2 - ys. 
o - • Vk l - y' Y , 0 , 

(x - X 0)1 + y' = k'. Das ift Me <6Ieid}ung eines Kreifes, beffen mUteI. 
punlt auf ber abf3iffenad}fe liegt. Daa biere KurDe bie uerlangte 
~igenf d}aft ~at, tft aus ber ~lementargeometrie Uar, Don ber Kettenlinie 
wurbe fie fril~er (D. S. 98) nad)gewiefen. 

allgemein wirb Me (Dleid}ung y" = ({Y',y) beratt be~anbeIt, baa 

man :: = z fett. Dann tft :~= :; . Zj a1fo Z :; = (z, y). Diefe 
(Jileid}ung integriert man, b.~. man beftimmt z= tp(y, k); bann ift 

cp ~~ k) = dx. Durd} Jntegration er~äIt man jett bie gefud}te Be. 

3iel)ung 3wifdJen x unb y. 

lufgGben. 
139. Bei weldJer KUrDe ift ber Kriimmungsrabius bo:p:pelt fo groa 

wie Me normale? 
140. y" = y' (y + a). 141. y" = ~Y2~~' U2. y" = (y')Slny. 
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VII. ttnenre Differenttnlgletd}ungen 3wetter 
Qhbnung. 

Don ber nerfür3ten linearen DifferentiaIgIeid)ung 3m eiter O>rbnung 
(I) y"+Xty'+Xty=O (ogI.S.14j nertür3t, meil bas (blieb X 

fe~U) feien 3wei nerfel)iebene partifuläre töfungen, Yl unb Y, be
fannt. cEs ift alfo (2) Y/' + Xl Yt' + X2Yl = 0 unb (3) Ys" + XIY,' 
+ X~ Y. = O. multipli3iert man (2) mit ku (3) mit k2 (k1 unb kt 
ftnb willfürlid)e Konftanten) unb abblert, fo ergibt fiel) 

(kl YI + k,y,)" + Xl (kl Yl + k2 y,)' + X2 (k l Yl + kt y,) = O. 
<Es 1ft alfo aud) Y = kl Yl + k. Y2 eine tlifung ber Dorgelegten (DIei
el)ung, unb 3war bie tloUrtänbige, ba fie 3wei millfürIid)e Konftanten 
ent~äIt. Durd) Spe3iaIifierung er~ält man aus i~r bie partifulären 
röfungenj für kl = I, ks= 0 wirb y= Y1; für kl = 0, k,= I wirb 
y= y,. So ift3.J3.iny" + "Iy= 0 einepartifuläreröfung Yl = sinax, 
eine anbere YI = cos ax, bie noUftänbig y= m cos ax + n sin /XX 

(BeirpieI30). 

A.llerlRr3tt lineare IHfferentiGlgleicl}ungen 
mit lon1tanhn Koeffi3ienten. 

CEs ret norausgere1Jt, ba{J Me l<oeffi3ienten tonftant feien, Xl = a, 
X~= b, aIro y" + ay' + by= O. tDäre basproblem uon ber elften 
<Drbnung, y' + ay= 0, fo wäre y= e- U eine partifuIäre töfung; 
wir nerfud)en, ob Qier uieIIeid)t y= eC X bei l'affenber maQI non c bie 
uorgeIegte (Dleid)ung befriebigt. 5üQrl man bie Differentiationen aus, 
fo ergibt fid) c'eex+ acecx+be cx= 0; eCX (Cl + ac+b)=O. 
Da eCX für enbIid)e merte Don x nidjt nerfd)winben fann, fo mUß 
c' + ac + b= 0 fein. Unfer anfa~ ift rid)tig, menn wir c aus biefer 
quabratifd)en (DIeid)ung befUmmen. 

tJtifpid 35. y" - 3 y' + 2y= O. 
Wir fe~en y= eC X unb flnben eCX (c·- 3 c + 2) = 0, alfo enttDeber 

c= 1 ober c= 2. Da eX unb e2x partiluläre röfungen finb, fo 
ift nad} bem norigen 5aye bie allgemeine töfung Y = k1 eX + k, ;'x. 

tJdfpie136.y"+y=0. manfinbetc'tI=O, c= +0=±i, 
. ix i'x l i',,' 

alf~, Y, k1 e1x + k, e-b :. CEs ift aber ~X= 1 + I! + 2f + 3f 

+ 1 4~ "'; j' = - 1; i 3 = i . i' = - i; i' = ;" . i" = + 1 ; i5 = 104 • i 
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=i; i 6=i'· i J=-luff.,alfoeb:=l-~;+ :~=t .. '+i(:,- ~~± ... ) 
= cos x + i sin x unb entrpred)enb e-i%= cos x-i sin x. Die aII. 
gemeine (öfung wirb y= kJ (cos x + i sin x) + kj (cos x-i sin x) 
= (k) + ks) cos x + i(k1 - ~) sin x. 5ü~tt man neue Konftanten etn, 
näml\d} kl + ~= m; i (k1 - k~) = n, fo ergibt fid}, mie in BeifpieI 30, 
y = m cos x + n sin x. 

Udfpie137. y" -4y' + 5y= 0; c'-4c+5= 0; Cl = 2 + i; 
cJ = 2 - i, y= k1 e(2+i,x + h. et2 - ilx= k1 e2 x • eix + ~ e2 % e-ix 

= k1 e2x (cos x + i sin x) + kt e2 x (cos x-i sin x); 
y= (kt + k,)e2Xcosx+ i(k1- k s) e2x sinx=me2xcos + ne2%sinx. 

Ueifpiel 38. Bei einer elaftifd}en Sd}mingung wirfe auüer bet 
elafttfd}en Kraft nod} eine Dämpfungsftaft (3.13. ber (uftwiberftanb), 
weld)e ber augenbItdHd}en (fjefd)minbigteit proportional tft. Wte Der
läuft bie Bewegung? 

<Es tft, wenn wir Me Be3eid)nungen ber aufgabe 134 annel}men, 
~t~ = - k'l x -1 ~~; 1 tlt ber lonftante proportionaIitätsfaltor bet 
13temswidung. mir feten x = ee t unb er~aIten Cl + I C + k' = 0, 

alfo C =_.!.+,/E_kJ· c .. =_.!._,/~-k'· 
1 2 Y4 ,.. 2 Y4 

I 

1. 5 a 11. 4" - kl ift pofittu = + ,,1, bann {tnb Cl unb CI reelle 
lt lt - - +rt - --'--rt 

Dal}Ien; x = k1 eelt + kll eC2t = kl e 2 + ks e 2 = 
lt lt 

e 2[k1 <rof r t+ k1 Sin" t+ kB <rof" t- kj Sin" t]j x= e"2 [m <ror" t 
+ n Sin r t], wenn k1 + k. = m, kl - kg = n gefett wirb. Soll filr 

lt 

t= 0 ber Qusfd}lag x= 0 fein, fo ift m= Oi x= ne 2" Sin ,;,t; foll 

[ I _!! _!! J 
fürt=Oaud}v=volein,foiftn -2"e 2Sinrt+"e 2 <rof"t t=o 

lt 
V v--

= VOI alfo n"'==Voi n=~; x=.-!e 2 Sin"t. 
11 1 '1 

2. 5aU. '4 - k' fei negeltiu, = - ,,1, bann finb Cl unb CI fon. 
-!!.+rit -!!-rit-~ 

jugien lompIet. x = k1 e 2 + kt e 2 = e 2 (kl COS "t 
lt 

+ ikl sio"t + k. cosrt- ik, sio"t); x=e 2 (mcosrt + nsinr t). 
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lt 

SoU x füt t= 0 lJerfd)winben, fo mufl m= 0 fein; x= ne 2" sin rt; 
fOU v für t = 0 ben Wert Vo anneQmen, fo muä n r = Vo fein; 

lt v --
x= ...!!e 2 sinr t. 

r 
Die Bewegung ift er periobifd} (lJgI. D. S. 59), im erften SaH 

nid)t. p 
3.Sall "4 - k2= O. Jett wirb Cl = Cg unb unfer l)erfaQten,weI, 

d)es Me OerfdjiebenQeit ber partifuIären Jntegrale forberte, ift Qier 
nid)t anwenbbar. 

5ür einen tleinen Wert oon r geQt bie allgemeine töfung in 
lt 

SaU I unb 2 über in x =e 2" [m + n r t] (Reil)enentwicfIung!). täflt 
man r feQr flein unb gleid)3eiti9 n feQr groa werben, fo fann man 
für n l' im (jjren3faU Me neue wiIIfürlidje Konftante n1 einfül)ren 
unb Qat für r = 0 _ ~.! 

x=e2~+~~ _~ 
Bei unfern Anfangsbebingungen erQäIt man fd)lienlicq x = Vo fe 2. 

Die Bewegung ift aperiobifd) wie in SaU 1. 

lIufgaben. 
143. man 3eidjne bas 3eit. Weg, Diagramm ber gebämpften 

Sd)llJingungen, wenn Vo = 10 ern/sec, k= I, unb I ber ReiQe nadj 
1,6; 2; 2,5 ift. 

144. roie wirb eine elaftifd)e Bewegung burd) eine lonftante 
Hraft K (3. B. Me Reibung 3wifd}en feften Körpern) oeeinfluat? 

145. (tin Körper üoerfd)reitet, lJon Iinls fommenb, 3ur 3eit t = 0 
mit ber (jjefdjwinMgteit Vo ben anfangspunft bes Hoorbinatenfl1ftems. 
Seine Bewegungsart entfprid)t ber lJorigen aufgabe. Weld}e (jjren3en 
~at feine Bewegung unb wann werben fie meid}t? (13eifpiel Vo = 10, 
k= 1, L=2). 

146. man lJerfolge ben Weg bes Kötpets unb feine <Defd}winMg, 
leit, oon bet linfen Rul)elage ausgeQenb, fo lange, bis er wieber feine 
linte RUQelage meid)t. 

Wir feQen aus ben letten aufgaben, baa fidj eine lineare Differen, 
tialgleid}ung non ber Sorm y" + a y' + b y = c ftets auf ben ein, 
fadJeren SaH, bafl Oie red)te Seite nerfdjwinbet, 3urücffüQun läBt. 
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!Es tft y" + a y' + b (Y-*) = 0; fett man Y -* = z, fo wirb 
y' = z', y" = z", aIfo z" + az' + bz= O. 

So" tritt bei ber 13ered)nung ber Seftigteit von Röl}ren unjer äuße. 
rem Uberbrucf (SöVVI, Seftigfeitsleqre) Me <1Hefd)ung auf 

E0 ~.~~ = Mo + pCYo- (pc+ ~~) y. aunerx,yunby" ftnb qierin 

aUe <Dröt3en fonftant. !Es fei (p e + ~~): E 0 = bi (Mo + p eyo) : E 0 
= e. Daburd) wirb Me vorgelegte <JHeid)ung auf Me Sornt y" + by 

=egebracI}ti Z=Y-%i z" +bz=O; z=AsinYbx+ B cos Vbx, 

y= E + z, mitl}iny= ~d.Pi:1) + A sin Vb x + Bcos Vb x. 
pc+C! 

llerfüf3te lineare lHfferenttolgletcl}ungeu mit 
u eriiuberlidl eu l( 0 effi3ienteu. 

8tifpie139. 13ei ber 13erecI}nung bicfwanMger Röl}ren lommt Me 

DifferentiaIgIeidJung x' :~ + x :~ - u = 0 nor. (Söppl.) 
Statt iqrer unterfudJen wir Me a;IeidJung etfter <Drbnung 

x :~ - u = 0 ober beffer Me allgemeinere x :; = ru, wobei Teine 
beliebige Honftante fei. l}ter ift du = rdx, aIfo In u=r in x + in k; 

u x 
u = k x T , fpe3ieII u = xT• Wir vrüfen, ob fidJ biefe annaQme nie!. 
Ieid}t aud} l}ier bewäl}rt. aus u = x T folgt u' = r x T - 1; u" = 
r (r - 1) X T - 2i man erl}lilt beim ~infenen x2 r (r - 1) x T - 2 + 
xrxT - 1 -xT=O, aIfo, wenn man burdJ xTfür3t, r(T-1) + 
r-1 =0; r 2 -1=Oi rl=+ 1, T2=-1. !Es tft baQet fowo!}! 
x wie! eine partifuIäre töfung, Me allgemeine ift nad} S. 74 

X k! 
y=k 1 x+ X ' 

Uufg4ben. 
147. Bei ber 13ered)nung fugelförmiger <6efliae (Säpp!) erl}ält man 

Xl d 'u + 2 x du _ 2 u = O. Wie Qeit3t Me allgemeine töf ung ? 
d x 2 dx 

2 d1y dy _ 
148. x dx,+9x dx + 12y- O. 
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dill d 

8eifpiel 40. Xl d X 1+ 5x d: + 4y= O. 
Wir feten y = x T unb er~aIten Me (J;Ieid)ung T (T -1) + 5r 

+ 4 = O. Sie ~at bie DoppeImur3el T = - 2 i Y = :~ 1ft 3mar eine 
töfung, abernid)t Me aIfgemeine ba, biefe 3m ei miIIfürIid)e Honftanten 
ent~aIten muU. Wir ne~men an, bau unfere (5leid)ung für T aus 
einer »on i~r wenig »erfd)iebenen entftanben fei, weld)e Me töfungen 
Tl = - 2 + h, TI = - 2 - h lieferte, wobei h eine fleine ~a~I beo 

beuten möge. Dannifty= 2~h+ 2k+1 h=-\ (k1 X+ h +k' x-h). 
x x x 

<Es ift x h = eh 111 % ,x-h = e- h ln %. Der Hlammerausbrucf mirb, wenn 
man (megen bes lleinen ± h) nur Me beiben erften (5lieber ber Rei~en. 
entmicfIung benutt (D. S. 70) k1 xh +k,x-h =kl (1 fhlnx) 
+ kdl-hlnx) = (k1 + kB) + In x (k l - kll) h. Jft h noel} fo fIein, 
immer fann k1 - k. fo beftimmt werben, baB Ck1 - k s) h enbIid} 
bleibt, es miffen nur k 1 unb kg grou unb »on entgegengefettem vOl' 
3eid)en angenommen merben. Stets fann man es bann einriel}ten, bau 
k 1 + k 11 enbIid} bleibt (als Differen3 grouer öa~len), wenn bie abroluten 
Werte »on k1 unb k g fief) nur um einen enbIiel}en Betrag unterfd}ei. 

ben. Jft 3· B. h= lOO~OOO' k l = 500002, ks = - 500000, fo ift 

h (k 1 - ks) '" 1, kl + k l = 2. <Es ift alfo y ~..; (A + B Zn x), wenn x 
man k1 + kt = A, (k 1 - kB) h = B fett. 3m (J;ren3fall (h = 0) er~ärt 

man als allgemeines Jntegral 9 = ~ (A + B In x). man fann burd} 
<Einfeten in Me gegebene (51eiel}ung Ieid}t bie Rid)tigfeit beftätigen. 

llu'90be . 
• d1y dU 

149. x dx'+ ax dx + by= O. 
Wir ~ätten audl anbers »orge~en fönnen, um in Beifpiel 40 Me 

allgemeine töfung Y 3u finben, menn Me partifuläre Y1 = :.beo 
fannt mar. (Es ift Xl y" + 5x1l + 4y = 0 unb ebenfo 

xByt" + 5X91' + 4Y1 = O. 
muItipIi3ieri man Me obere (5leiel}ung mit Y1' bie untere mit -1/ 
unb abbiert fie, fo ift Xl (H" Yl - 91" y) + 5x (y' Yl - Yl' y) = O. 
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Wir feben y' YI - Y.' Y = u, bann ift u' = 01" Yl + y' Y/) - (y/ y 
+ Y/ y') = g' YI - y/, y, baqer er~aIten mir 

t , du du 5dx 
x u + 5 xu = 0 ober x -d + 5 u = 0; - = - -; x u x c 

In u = - 5/n x + In Cl; u =~. 

Rnberfeits ift ~ (JL) = 1/' 111 - y/ y =~. ~ (JL) = ~: ~ = 5.. 
dx 1/\ Y1 B 1/111 dx 11\ x 6 x fo x' 

1/ 1) ih = Cl In x + cs; y = x' (C2 + CI In x . 

Sd)retbt man A ftatt C2 unb B ftatt Cl' fo qat man bas früqere <Ergebnis. 
Das eben gefd}iIberte Verfaqren läbt fiel} auf iebe vertür3te lineare 
Differentialgleid)ung 3meiter <Drbnung anmenben, es fe~t nur Doraus, 
baa ein :partifuläres Jntegral befannt ift. 

160. man füqre ben CDebanfengang ber letten Bemertung bei ber 
Differentialgleid)ung y" + Xl y' + Xs Y = 0 burd) , in weIdjer Xl 
unb X2 gegebene 5unftionen Don x finb; Yl fet eine betonnte par. 
tifulatIöfung. 

c. tlo 11 ftiinbige lineare tH fferenti4lgleid!u tt gen. 
Udfpid 41. Auf einen elafUfdj fdjwingenben Hörper (Aufgabe 134) 

mirU eine perlobifd) an. unI> abfd}wellenbe Hraft (3. B. bie tuft. 
fd)mingungen, meld)e eine Stimmgabel er3eugt). a:s foll feine Be. 
megung unterfud)t merben. (<Er3wungene Sd)mingungen.) 

Die Don bem fremben Hörper I}ettüqrenbe 3ufatbefel}!eunigung ift 
von ber Sorm 12 sin M, mobd Me Honftante [' bie Stärte unb 1 Me 
periobe d}arafterifiert; nad) ber ~eit 2t mteberqolt fiel} ber Vorgang, 
meld}er Me urfpTÜngIid)e Bewegung beeinflufit. (Es tft 

x" = - k' x + I' sin 1 t; x" + k' x = [' sin ).. t. 
a:s liegt naqe, an bie tagrangefdje Variation ber Honftanten 3u 
benlen, welel}e Me töfung unuerfür3ter linearer Dtfferentialgleidjungen 
erfter <Drbnung geftattete. Wäre in unferem Salle Me red}te Seite 
gleid} 0, fo fönnten mir bas <Ergebnis fofort qlnfd)retben; Me <Blei. 
d)ung x', + k' x = 0 qat Me töfung x = m cos k t + n sin k t. 
munI> n faffen mir iett aber nid}t meQr als Honftanten auf, fonbern 
als Sunltionen uon t, Me fo beftimmt werben folIen, boa Y ber un u er. 
für3ten <Bleidjung genügt. Da3u genügt es aber, menn nur eine 
biefer <»rö{3en uatiiert mirb; red}nen mir mit beiben, fo tönnen mir 
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i~nen nod} eine beHebige 13ebingung tJorfd}reiben, ol)ne bafl Me Red}. 
nung an fUIgemein~eit einbüflt. Je~t i(t (I) x = m cos k t + n sin k I, 

x' = m' eos k t - m k sin k t t n' sin k t + n k eos k t. 
(Der Strid} bebeutet Me ausfü~rung ber Differentiation nad} I.) 

mad}en mir ient uon un(erm Red}t (jjebraud)! Wir fd}reiben nor: 
(2) m' eos kt + n' sin kt = O. 

Dann llereinfad}t fid} x' auf ben flusbtutf 
(3) x' = - m k sin k t + n k eos k t. 
(4) x"=-m' k sin kt-mkJeoskt+n' k eos kt-nk'sinkl. 

Jett fe~en mir (4) unb (1) in Me gegebene Differentialgleid)ung ein 
-m' k sinkt-mk2 eos kt + n' k eoskt-nkB sin kt+ mk'eoskt 
+nk'sinkt=l'sinl t 

(5) -m' sin kt + n' eoskt = ~ sin l t. 

aus (2) unb (5) finben wir m' unb n'. 'Wir muItipIi3ieren (2) mit 
eos kt, (5) mit - sin k t unb abbieren, bann er~äIt man (6) m' = 
- ~ sin J. t sin kt. Wäf)It man sin kt unb eos k tals SaUmn, (0 

[I 
entf te~t n' = k sin At cos k t. 

(6) 

(7) 

[I 
m' = 2 k [eos (l + k) t - eos (J. - k) t] 

n' = ~~ [sin (l + k) t + sin (J.. - k) t], aIro 

_ ~ [Sin (1 + k) t _ sin (1- k) tJ + A 
m- 2k l+k 1-k 

n =~ [_ eos (1+ k) t _ cos(~-= k) tJ + B 
2k l+k 1-k 

A unb B finb Jntegrationsfonftanten. Diefe Werte finb in (1) 
ein3utragen. [Z [Sin (1 + k) t cos k t - eos (1 t k) t sin k t 

x=2k l+k 
_ sin (1- k) 1 cos k: ~ ~os (1- k) t sin kt] + A eos k t + B sin k t. 

IDenbet man wie oben Me SormeIn sin (a ± ß) an, fo er~ält man 
[2 [Sin lt sin 1IJ . 

x=2k "+k-"-k +AeoskttBsmkt. 

Der .JnqaIt ber ecfigen Klammer ift sin l t [l+t k-1~kJ = 
2 k sm 11 

- 'J.' _ Fr ba~er 
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(8) x=- ),t~'k! sin A t + A eoskt + B sin kt. 

3ft allgemein bie (jj(eid}ung 
d2y dy 

(a) dxi + Xl dx + X 2 y= Xs 

gegeben, fO röft man 3uerft Me uedür3te (jjleid}ung 

(b) :~~+Xl :~ + X 2 y=O; fie liefert (ugL S. 74) 

(e) Y = m f(x) + n cp (x). Jett fant man m unb n nid}t meqr als 
Honftanten, fonbern als :paffenb 3u· beftimmenbe Sunttionen uon x auf: 

y' =m' f+ mf' + n' p + ncp', unb fe~t 
(d) m' f+n' p= 0, fo ban 
(e) y' = m f' + n q} wirb. l}ieraus folgt 
(e1) y" = m' (' + m f" + n' q} + n p". Durd} ~nfe~en in (b) ent. 

fteqt m f" + n cp" + m' f' + n' q/ + Xl m f' + Xl n p' + X2 m f + 
X2 n p=X,. 

(f) (mf' +ncp" +Xl mf' + Xl n p' +X2 mf+ X2 n Ip) +m' f' + n' p' = Xs. Da aber (c) Me töfung uon (b) barfteIlt, fo ift ber aus. 
brucf, ben man erqäIt, wenn man (e) in (b) einfett, gleid} 0; in (f) 
uerfcl)winbet bie Hlammer, unb m' unb n' fönnen aus ben CDleicl)ungen 

(d) m' f+ n' p= 0 
(f) m' f' + n' cp' = Xs beftimmt werben. 3ft bies gefd}eqen, fo 

bUbet man burd} 3ntegration m unb n, fett bie-lUede in (e) ein 
unb qat Oie uolIftänbige töfung uon (a). 

llufgabeu. 
151. Jn Beif:piel41 werbe Me p etio bif d}e Störung butd} eine be. 

lfe bi geerfett. roie lautet Me 3ugeqötige DifferentiaIgleid}ung unb 
iqre töfung? 1Ii2. y" + lOg' + 16y=ex• 

153. y" + 2ay' + b2y = ehx; b fei uon a uerfd)ieben. 
154. a unb b in aufgabe 153 feien gleid}. 
155. Bei ber Bered}nung ber taualfd}en Dam:pfturbine lommt bie 

(jjleid}ung ; ~:; + x= - e eos ut uor; wie qeiät iqre allgemeine 

töfung? 156. ~ y" + y = - e sin u t. 

Wenn Don einer unuetfüt3ten linearen Differentialgleid}ung 
y" + X1 y' + X2y=XS ein partiluliires 3ntegraI Yl betannt ift, 

Rnu(5 589: tin bo ID, DjfferentiaIgleid!ungen 6 
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fo fü~rt Me auffud}ung bes allgemeinen auf eine uetfüt3te Diffeten, 
tialgleid}ung. (Es ift bann nämlid) 

y" + Xty' + X2Y= Xs, 
Yt" + X1YI' + X2YI = Xs· Durd} Subtraftion 

ergibt fid) (y - YI)" + Xl (y - YI)' + X2 (y - YI) = O. Jft ~ieraus 
y - YI = fex) befttmmt, fo ift bas aUgemeine Jntegral y = fex) + Yl' 

157. Oon ber DifferentialgIeid)ung y" + ay = - bx nimmt man 
an, bah YI = cx bei l>affenber U)a~I non c ein partifuläres JntegraI 
fei. Die Oermutung foll geprüft werben, unb, wenn fie fid) beftätigt, 
foU bas allgemeine Jntegral angegeben werben. 

158. man nerfud}e Me ~Ieid)ung x2 :~ + x :: - 'P = - N XS 

(a:~eorie ber fteisförmigen platte) ä~nIid} 3u bel}anbeln. Vermu, 
tung 'PI = CXS• 

VIII. nii~etungsmet~oben für Differential: 
gleid}ungen 3weiter <Drbnung. 
A. Ilnttuieflung burd} poteR3reil}en. 

Das auf S. 53 bargelegte Verfa~ren läht fid) ol}ne weiteres auf 
Differentialgleid)ungen 3weiter <Drbnung anwenben. 

8dfpid 42. ::~ + ~ :~ + y = O. Wir nerfud)en Me töfung burdj 

ben anfat y= a + bx + cx2 + exs + fx4 + gx5 + .. '. Dann ilt 
y' = b + 2 cx + 3 e Xl + 4 f XS + 5 g x4 + .. '. y" = 2 c + 6 ex 
+ 12 f Xl + 20 g XS + ;3 0 h x 4 + .. '. Sant man Me gIeid)~o~en po. 
ten3en 3ulammen unb orbnd, fo er~äIt mall y" + ~ y' + y = ~ 
+ (2c + 2c+ a) + (6e + 3e + b)x+ (12f + 4f + c)x2 + (20g 
+ 5 9 + e) x3 + (30 h + 6 h + f) x4 + .. '. Da biefer flusbrud iben. 
tifd) uerfd)winben foU, fo müffen alle l{oeffi3tenten = 0 fein; alfo 
b=O; c=-ta; e=-ib=O; f=-fsc=+6~a; g=-/ge=O; 
h= - irJ=-2S~4 a· . '. 

(
Xi x" X 6 ) • 

y=a 1-2"1+21 .42 -21 .41 .6'+ .... (13effelfd}e3l')Imber, 
funftionen.) 

lluf9Gben. 
159. y" =x2y. 160. xy" + y' +y= o. 
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B. töfuug bUfcll Oft Sfm'f01lfcIJe 8ormtl. 
<Es fei eine Differentialgleid}ung non ber Sonn 9" = cP (y', 9, x) 

gegeben, meld}e als Konftanten nur beftimmte ~a~len, feine Bud}
ftaben (a, b, c ... ) ent~aIte. Wenn fie allen l)erfud)en, iqre töfung 
"etaft" nad} ben bis~erigen ober anbem met~oben 3u finben, [rot 
bietet, fo fönnen wir fie burd} Me Simpfonfd}e Regel mit beliebiger 
<Denauigfeit näl)et1mgsmeife integrieren. Das l)erfa~ren unterfd}eibet 
fid} uon bem auf S. 55 f. gefd}Ubenen nur baburd}, baa nod} eine 
3meite Jntegration notwenbig tfti biefe mad}t aber gar feine Sd}mierig. 
feiten. 

<Es fei für einen men uon x, nämlid} flir x = aber mert Don 
y, y = b unb ber non 9' (= c) gegeben. Dann ift (y") = 

x=a 
cp (c, b, a), alfo Mannt (= d). Wir mä~Ien ein paffenbes JntetDall w 
für bie X8d}fe aus unb fud}en 3unäd}ft bie Werte far x = a + tw; 
fie feien bt3eid}net mit 9,/., Y1/.', 91/.". Die lette (ßröae mirb e~trQo 
poliert; in ben meiften SäUen tft man 3u ber 8nnaqme bered)tigt, 
baa fie nal)e3u gletd) VI') _ ' alfo gleid} d ift. Dann tft 91/.' 

a+lJ.w x- a 

= C + f9" dx~c + ~ (d + 01/.") (trrape3regeI!). Semer ift 9,/, = 
a a+l/.w 

= b + J9' dx~b + i (c + 01/.'). mit ben fo gefunbenen nä~erungs. 
a 

merten non 91,: unb 9'!. läat fid} 91/," genauer bered)neni es ift 9,/," 
= cP (91/:, 91!.' a + t w). Jett wieberl)oIt man bas l)etfaqfen, bis 
eine neue Wieberl)olung feine Derbefferung mel)r bringt. 

Durd} IEttrllllolation finbet man nun flir x = a + w ben mert 9t", 
a+w 

Dann ift Yl' = C + f9" dx, alfo nad} ber Simpfonfd}en Regel 91' ~ 
a a+1II 

~ c + ~ [d+ y/, + 49,/."] unb 91 =b+ fy' dx~b + ~ [c+ Yl' 
a 

+ 4y,/:].ausbiefennä~erungswertenbeftimmtmanOl"=cp(yt',9I1Xl) 
genauer unb wieberl)olt bas Derfal)ren genligenb oft. 

6* 
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man e~trapoIiert für x = a + 2 w ben Wert Y/" Darauf ~at man 
a+2w a+2w 

Y2' = C tJy" dx~c + ~ [d+ Y2" t 4y/']; Y2 =b + Jy' dx= 
w a a 

b + "3 [c + Ys' + 4 Yt'l; Y2" wirb genauer als vor~er beted}net; Ys" = 

qJ (y/, Ys, a + 2 w). Dann geqt man bas Red)enld}ema bis 3ur völligen 
Übereinltimmung burd}. 

Jett wirb Ys" e~ttavoIied (Jr = a + :3 w). Dann ilt Ys' = 
a+3w a+3w 

Yt' + Jy" dx~y/+~fy/'+Ya" + 4Y2"];yS =Yl + fy' dXR3Yl + 
a+w a+w 

+ ~ [yt' + Ys' + 4 YI'l; bet genauere Wert von Ya" ift gleid) 
qJ (Ya', Ys, a + 3w). Det weitere a;ang verläuft entfvted}enb. 

8df,td 43. ~in SefunbenpenbeI (Aufgabe 127) witb fo ~od) 
gel)oben, baä Me penbelftange magered)t liegt. Dann läat man es, 
ol)ne i~m eine Anfangsgefd)winbigfeit 3U erteilen, fallen. Der Verlauf 
bet BemegungfoII verfolgt werben. 

Die in Beifpiel 31 (S. 66f.) abgeleitete Diffetentialgleid}ung 

qJ" = - ~ sin<p gilt aud} l)iet, es ift aber nid)t me~r geftattet, sin<p=<p 
3U feten. Da bas penbeI bei fleinen flusfd)lägen 3u einet Sd}mingung 

eine Sefunbe braud)t, fo ift ']I; vJ = 1, t =1&2, alfo 

<p" = - ']1;2 sin <p = - 9,8696 sin qJ. 

5üt t = O,ift <p = - 90° = - i, <p' = 0 (ba Me flnfangsgefd}minbig. 
feit s' = l<p' = 0 ift) , rp" ift + 9,8696. 

als JntervaU wäQlen wit ben 3e~nten ~eiI einer Sefunbe; w = 0,1 ; 
tw=0,05. Wir e~travoIieren rp'/."=9,8696; bann ift <P'i,' = 

0,05 

0+ J<p" dt ~ 0,025 [9,8696 + 9,8696]; <Pli.' = 0,4935; <P'i, = 
° 0,05 

- i + j<P'dt ~ - 1,5708 + 0,025 [0 + 0,4935] = - 1,5585 == 
o 

- 89° 17' 40". ijieraus folgt ein genauerer Wert von qJ'/2", nämUd) 
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f/Jl/." = - 9,8696 sin (- 89° 17' 40"); !Pl/,"= + 9,8690. CEr Uefert 
Me Wette rpl/.'= 0,4935; f/Jl/. = - 1,5585 = - 89° 17' 40". Da 
Mefer Wert fd)on Dorl}er 3Ut 13ered}nung Don rp" Mente, ifi eine 
weitere Wieberl}QIung unnötig. 

f/J" ift Don 9,8696 auf 9,8690, aIfo um 0,0006, gefallen; es wirb 
ber 3u e!trapolierenbe Wett fJJl" ungefäl}r 9,8684 fein. Dann ift !Pt' 

O,t 

= 0 + jrp"dt= RJ 0;,1 [9,8696 + 9,8684 + 4· 9,8690] = 0,9869; 

° 0,1 

f/Jl = - 1,5708 +.frp' dt ~ - 1,5708 + 0;,1 [0 + 0,9869 + 
o 

4·0,4935] = -1,5215 = - 87° 10' 30". fjieraus f/J/' = 9,8577. 
Jett wirb !Pt' = 0,9867; f/Jl wie Dorl}er. tnieberl}olung 3wecfIos. 
t[rotbem ber e!tral'0Iierte Wert für rp" red)t ungenau war, fül}rt 
Me Red}nung fd)nell 3um Die!. 

Die weiteren &gebniffe finb in ber foIgenben lleinen ilabeUe nieber
gelegt, Me man Don Dornl}enin fid) anlegen fann, menn man Me 
nod} unfid}eren Werte etft mit 13leiftift l}infd)reibt unb nad}l}er burd) 
Me enbgiiltigen, weld}e mit ilinte eingetragen werben, erfett. 
t (sec) !po f/J (abfo1ut) rp' 
0,0 -900 -1,5708 0 
0,05 - 89° 17' 40" - 1,5585 0,4935 
0,1 -87°10'30" -1,5215 0,9867 
0,2 -780 42' 30" - 1,3737 1,9660 
0,3 -64°43'40" -1,1297 2,9033 
0,4 -45°40'40" - 0,7973 3,7140 
0,5 - 22° 39' 20" - 0,3954 4,2690 
0,6 + 2° 30' 20" + 0,0438 4,4419 
0,7 + 27°25' 40" + 0,4787 4,1867 
0,8 49° 47' 50" 0,8691 3,5701 
0,9 67°54' 10" 1,1851 2,7253 
1,0 80°49'20" 1,4106 1,7747 
1,1 88°10'40" 1,5390 0,7925 
1,2 89° 53' 30" 1,5689 - 0,1943 
(5ig.29.) 

rp" 
9,8696 
9,8690 
9,8577 
9,6785 
8,9250 
7,0609 
3,8016 

- 0,4315 
- 4,5462 
-7,5380 
- 9,1448 
- 9,7433 
- 9,8646 
- 9,8696 

~ur probe fann man Me Differentialgleid)ung auf beiben Seiten mit 
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1,1 

1,0 

5i9· 29• 

0,8 

0,4 

0,5 
0,7 

Oß 

q/ muItq,U3ieren unb bann integrieren; man er~äIt t ('1/)' + C = 
= + n2cos!p. Sür t=O ift (]1= - 90° unb tp' = 0, alfo muä c=o 
fein; (]1' = n-y2 cos tp. Die l}aIbe Sdjwingungsbauer finbet man, 
wenn man !p als rp 

aol}ängtg non t 2 
grap~ifel} barfteIIt 1 

(Sig. 30) unb feft. o!------,._.-....,.;'"r-'~r__~~-T? .......... -;";;"--
fteIIt, wann tp=O 1,2 
wirb; es gefd)ieqt - L __ 

für t=0,59. mit
5Ig.30. 

einem genaueren Jnterpolationsoerfaqren (ngI. n. Sanben, praftifd)e 
AnaIl')fis) ergibtfid) aus ben oered)neten Werten non p, ban t=0,5902 

n 

ift; es Iäbt fid) 3eigen , ban ber ftrenge Wert = ..!.fi-v~~-=-d rp 
1t 1 _.1 sin' rp 
• 2 
o 

ift; er ftimmt mit bem nä~erungswert innerqalb ber vier SteHen nad) 
bem l{omma nöIlig überein. 

8eifptd 44. Die balliftifd)e l{urne. lEin a;efd)on uetIaffe mit 
ber Anfangsgefd)winbigfeit Vo rn/sec ben (jjefd)ütlauf, weId)er mit 
ber qori30ntalen ben WinleI aO bilbet. (5ig. 31.) ~etIegt man 
Me Bewegung in eine ~oti30ntaIe (x) unb eine nedifale (y) l{ompo, 
nente, fo wirft in iebem punfte ber 13aqn Me 13efd)Ieunigung ber 
Sd}were mit g = 9,8 I m/sec2 nael} unten, aIfo nur auf Me netti, 
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fale Ko1tq)onente. Se~en wir vom tuftwibetftanb ab, fo lauten bie 

d'x dly 
Bewegungsgleieltungen dtS == 0 unh di' = - 9 (minus, weit Me Be-
fd}Ieunigung naelt unten 3ie~t). 

l)ieraus ergibt nelt fofon x = k t + k1; y= - t 9 t' + lt + 11' 
Dur Beftimmung ber Jntegrationsfonftanten k, kI, 1, 11 bead}ten wir, 
baß 3ur oeit t = 0 bas C6e· y 
fd}oß ben tauf nerlätt, für SIg· 31. 

t = 0 ift x = 0, y = 0, 
dx dy. 
dt =VOCOSIX, dt =vosmlXj 

«Ifo k1 =11 =O;k=VOCOSIX, ~ 
1= Vo sin IX, mit~in x =.~ 
vo t cos IXj Y = -t 9 tl + c:"-=--__ ...... _______ .... 
vo t sin IX. CEs läut fielt Ieid)t 
3eigen, bau Me Bal}nfutue eine pClrabel fein mut. Jn 5ig. 32 ift fie 
für vo == 100 rn/sec, IX = 300 ge3ei~net; es ift Me längere ber beiben 
Kuttlen. 

Je1\t woUen wir ben ~ufhl)ibetttanb betildlid)tigen; feine <Dröfle 

tcs:~. 'x 
5ig.32. 

fet in einem beliebigen Ba~npunfte = - w (negaün wegen ber Brems. 
witfung). Dann ift feine ~od30ntale Komponente - w cos "1' feine 
ueriUale - w sin "1' wobei "1 ben momentanen Steigungswinfel ber 

dy. dy dx 
l{uttle bebeutet. UHr ~4ben tg "1 = d' sm "1 = d' COS"1 = ds 
(ugl. 3. B. 5ig. 27), 41(0 x S 

d'x dx diy dy 
dt'=-w dS; dt,,=-g-w ds' 

Bei mäfligen C6efeltminbigteiten ift w ber C6efd)winbigteit felbft pro. 
portional; W=kl~~; k· irt eine nlltudonftante. Bei biefer an. 
na~me er~Qlten mir 

d'x __ k1ds.dx __ k,dx. d'y= __ k,dy. 
dt' - dt ds- dt' dt' 9 dt 

Se1\en wit kB = 0,1; 9 = 9,81, fO ~aben wir 
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x" = - 0,1 Xi y"=-9,81-0,l y'. 
Diefe Cl5Ietd}ungen folIen numerifd) integriert werben. ~u anfang ift 
t x x x' y y' 11' 
o 0 86,6 - 8,66 0 50 - 14,81 

(Red)enfd}iebergenauigleit). 
Wir mäqlen als Jntertlall eine Selunbe, 3U Beginn ber Redlnung 

t sec. (f~\l1)oIieten wir, inbem wit 3unäd}ft anne~men, ban x' unb 
y" nad) einet Sefunbe i~ten Werl nOd} beibe~aIten ~aben, fo eut. 
fteqt füt t = t Me folgenbe, niiqerungsmeife tid}tige Reiqe 
t x x' x' y y' 11' 

0,5 42,2 82,3 - 8,66 23,15 42,6 - 14,81. 
mit ben näqerungswerten fir x, x',y, y' etmitteIn° wb: Me 3weiten 

ableitungengenauer.x" == - 8,23;y" =-9,81- 4,26= -14,07. 
tegt man biefe beffeten Werte 3ugrunbe, fo ergibt fid} 
t x x' x' y y' y" 

0,5 42,25 82,4 - 8,23 23,2 42,8 - 14,07. 
Bei einet nod}maIigen Durd)ted)nung ftnbet man enbgültig 

t x x' x' y y' y" 
0,5 42,25 82,4 - 8,24 23,2 42,8 -14,09. 

Jett e~tQPoliert man bie Werle non x" unb y" für t= 1,0 unb 
wenbet 3Ut Beted}nung tlon x', x unb y',y bie Simvfonfdle SonneI 
an. man ftnbet als ~betgebnis 
t x x x' y y' 11' 

o 0 86,6 - 8,66 0 50 -14,81 
0,5 42,25 82,4 - 8,24 23,2 42,8 -14,09 
1,0 82,4 78,35 -7,835 42,85 35,9 -13,40 
2,0 157,0 70,9 - 7,09 72,3 23,2 -12,13 
3,0 224,4 64,15 - 6,41 5 89,6 11,6 -10,97 
4,0 285,5 58,°5 - 5,805 95,9 1,2 9,93 
5,0 340,7 52,S - 5,25 92,3 - 8,3 8,98 
6,0 390,7 47,5 - 4,75 79,6 - 16,8 8,13 
7,0 435,9 43,0 - 4,30 58,9 - 24,6 7,35 
8,0 476,8 38,9 - 3,89 30,7 - 31,5 6,66 
9,0 513,8 35,2 -3,52 -3,9 -37,9 6,02 
Die filt3ere Kutne in Sig. 32 3ei9t, wie mefetttlid) bet tufttuibetftanb 
unter ben angenommenen Bebingungen Me BaqngeftaIt beeinflufit. 
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<Es braud)tnidjt befonbers llervorgelloben 3U werben, bab bas nume. 
rtfd)e Derfal)ren audj bann braud)bar ift, wenn für ben tuftwiberftanb 
etn anberes (jje[e~ angenommen wirb, 3. B. w = k2vn, wobei n etn fon. 
ftanter, paffenb gewäl)1ter <E!ponent tft (l)ter war n = 1 i gewöllnlid) 
feljt man n = 2). Die e~afte Bel}anbIung wirb in ben meiften Sällen 
verfagen ober 3U fel)r fompIi3ierten Sormeln füqren. Jn unferm Sall t[t 

x = Vo ~~sa (1- e-k't), y = - ~; + li (vosina+ :~) (1 - e-k•t). 

Sür t = 9 erl)äIt man unter Benunung ber angegebenen Werte x = 
513,925 i Y = - 4,032, wenn man mit [edjsfteIIigen togaritllmen 
red)net. Der [el)r geringe Unterfd)ieb beweift fdjlagenb Me <Denauig. 
leU bes nällerungslJerfal)rens. praftifd) ift er gan3 bebeutungslos, 
ba Me mette für vo' a, g unb befonbers k2, fowte Me flnnal}me über 
bas <Defelj bes tuftwiberftanbes viel 3u ungenau finb, um Me fln. 
wenbung einer lJielfteIHgen [afel erforberlidj 3u mad)en. 

Sinb Me Differentialgleid)ungen von l)öl)erer als 3weiter Q)rbnung, 
fo tft Me numerifdje Bel)anbIung aud) im[tanbe, fie 3U löfen; es ift 
nur eine weitere Jntegration erforberIid), ba man lJon y I" f d)rittweife 
3U y", y' unb y übergel)en mu13i bas toefen bes Oerfal}rens bleibt 
ungeänbett. 

Die naturwiffenfdjaftlid)en probleme fül)ren in ben meiften SäHen 
auf Differentialgleidjungen, Me in ber mel)r3al)I von ber 3weiten 
Q)rbnung finb, ha Oie Kräfte burd) 3weite Differentialquotienten bar. 
gefteut werben. Wir l)aben eine Reil)e von metl)oben fennen gelernt, 
um fie e~att 3u bel)anbeln; anbere 3U bringen lJerbot ber Raum. Da 
wir aber gefel)en qaben, ban, wenn Me e~aften Oerfal}ren verfagen, 
je be fonfrete Differentialgleid)ung mit beIiebiger (jjenauigteit numerifd) 
gelöft werben tann, mag es fid) um Oie Bewegung her <Deftirne ober 
ber <Elettronen l)nnheln, [0 bürfen wir über3eugt fein, bab ber mo· 
berne naturforfdjer hen auf il}n einbringenben problemen gewappnet 
gegenüberftel)t. 
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90 tlifungen (1-5) 

töfungen. 
a l+-1..t 

1. P = - I + ~b8 . Slir Ko~lenfdure gilt Sig. 55. v v-
man nergletd}e Me Kapitel liber Me fritifd}e '[emperatur 
in p~l}ftfalifd}en te~rblidjern. Die Kurne, meld}e i~r ent. 
Iprid}t, 1}at einen l1)enbepunft, in meld}em bie '[angente' 

1}or\30nta1 lJerläuft. 2. :~ = - 2a = 0, a110 

5ig.33. 

mu& xy = 0 fein. Die adjlen 
flnb CEnueloppen, 

Me Sdjnitt. 
punfte benad}. 
barter KurlJen 
liegen aber erlt 

in unenb. 
o·"'------'l:"o,o~1:------.,..O,.",02.-----~O~,O~-(~ lid}er !Ent

fernung. 

y 

Die abf3ilfen. 
(x-a)1 -5(x-a)1 

3. Aus y - -1- = 0; ---.- = 0 folgt Y = O. m m 
ad}fe tft Me (fnlJeIoppe; fie bUbet teine (bren3linie für Me KUtllenldjar. 
Bei ber 3eid)nung ber ein3eltten KurlJen benu~t man 3medmäflig eine 
Sd}ablone. 4. als (j)leid}ung einer (beraben finbet man f = x + c1y 

- C co O. (fs ilt ~ = 2 c y - 1 = 0, aIlo c = k· Durd) CEinfellen in bie erlte 

(j)Ieid}ung er~äIt man x y = t, bie (bleid}ung einer gIeid}feitigen ijt)perbeI. 
Um~liIIungsfonltruftion (D. S. 48). o. (fine (berabe ber Sd}ar Id}neibet auf 
ber yadjle bas Stnd I sin cp ab unb biIbet mit ber pofitiuen X adjle ben 
minleI - cp (5Ig. 54); i1}re (j)Ieid}ung ilt (1) y = -.x tg cp + I sin!p. Durd) 

Differentiation nad} bem parameter rp entlte~t (2) 0 = - _x t + I cos rp. cos !p 

aus (2) folgt cos cp = (yY~, allo sin cp = Y-I--G-)-=-t; 

tg rp =(~) tYt_(yyf. Durd} CEinfellen in (1) entfte~t 

Y=-ltxiy'l-(T)f +IYt-(yl 
x 

$fg.34. 
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=IV1 -(I)t[I-(y)$J ~= [1-(7lJ~-i Y 

(y)t (X)t I D 11 
I =1- T i X8+y8=fs• man er. 

~iiIt bie "Sternfurue", einen befonberen SaU 
ber' l}l)p03l)noibe (Sig. 35). 

dy 
6. y + x dx = O. l>gl. bie t[an· X 

gentenfonftruftion D. S. 47. 
3 (x-al' 

7. y' = I i ~ieraus unb m ,~ 

aus ber Kurllengleid}ung folgt y = m (~) I . 

8. y' = - !!. + .! + 1. 9. J! = x - a . 
a a y' 3 

x (l-y') 
10. y = x - (1 _ ' . 11. Die gefud}te Sumo 

In Y) -c- 5Ig.35. 

me tftf P dt = Jm :~! dt= f m ~~ dt =f m dv = m (v1 - vo), menn 

v1 bieEnb., Vo bieRnfangsgefd}minblghitift. Dasprobuftausmalfe 
unb (fiefd}llltnbigfeit, mv, ~ei&t aud} B elllegungsgrll&ei es ift alfo ber 

Rntrieb gleid} bem Dumad}s an Bemegungsgrll&e. 12. A =.fp ds = 

Jm~lt~ds=fm ::::dt=mf~~· v· dt=mfvdv=m[~i-Vii]. 
menn V1 bie «Sefd}minMgfelt in B, VO bie in A bebeutet. Silr Me Rrbeitsleiftung 
auf bem Wege AB fommt alfo nur Me anfangs- unb Me IEnogefd}lllinbigfeit in mv' Betrad}t. Be3etd}net man 2 als "Iebenbige Kraft" ober "IDud}t 11 , f 0 ergibt 

fid} Me uon ber Kraft P geleiftete arbeit gleid} bem 3umad}s an 1Dud}t, mmn 
man ben Enb3uftanbmitbemRnfangs3uftanb Dergleid}t. 13. Der~lSd}fte Diffe. 
rentialquotient ift ber 3meite, alfo ift bie «Sleid}ung 3meiter O>rbnungj fie ift 

linear nad} bet Definition biefer (fiIeid}ungen. 14. (y')'= y11-l ifteine Diffe. 
m 

rentiaIgleid}ung erfter O>rbnung unll 3meitm «Srabes. 10. «SIeid}ung erfter 
O>rbnung unb etften (J;rabes, aber nidlt linear. 16. tineare «Sleid}ung erftet 
Q)rbnung, llediit3i17.y=-acos x+ Ci y+acosx-c=Oi y+acosx=c. 

:r: :r: 

18.y'= iy=aRrSin - +cu.mtfpr. 19.y'=eG j y=ae G a (X) --
-yal+xl a 



92 S::öfungen (20-34) 
dy x· Xl , a + c u. entflIr. 20. -d--- = -; y = -2 + c (parabel). 21. y = -; y = x a a x 

xn xn+1 y 
alnx+c.22.lI'=-; y = ----+ c. 23. aus Sig.36 folgtQR=-,; 

an (n+ 1) an -y 

t = y 1 / 1 + ( ~)I'Dat = xy fein foll, iftll' = Va; y=a ar Clof': +c. V y a x'-al a 

24. z = Xli; lI' =!!; y = alnx+c=aln (~). 26. k l = g ·1'= 
a x 1 gt 

= 9,81 . 4125 . 0,001; k = vmax = 6,36 rn/sec. 27. CEs werbe Ti = x ger~t, 
X S x· 

x+-+~ 
bann ift v = k ;inf x = k (I 6 i 120 6)' Be3eid)net man bie Klam. 

Il.OX x x x 
1+ 2+2"4+720 

mer im nenner mit X, fo ift v = k (x + ~s + 1~~) (1 - X + XI- XS); unter 
x~ x 8 x6 

Dernadjläffigung ber l}öI!eren poten3en wirb X' = "4 + 24' XS = S; v = 

( XS 2) (g't2 2g4 t') k l ( x' k x-T+f5 X6 =gt 1- 3k'+15F '5ernerifth=gln 1+2 
x' X6 } kZ k' {Xl X' X 8 } 1 { gltl +-+- =-ln{1+X}=- ---+- =-gtl 1--+ 24 720 9 9 2 12 45 2 6k' 
2g4t'} . dh . dv gv' . + 45k' . probe. dt =v, dt=g--V' 28. (J.)I!ne tuftwtberftanb: 

t= -V~ = 15,64 sec, v = gt = 153,4 rn/sec. mit tuftwiberftanb: 

k' = 5868; 1'= 598,2; In <ror (0,1281 t) = 2,006; <ror (0,1281 t) =7,434; 
t = 21,04 sec; v = 76,60 trg 2,695 = 75,92 rn/sec. 29. k'= 1093; 
t = 5,21 sec; v = 30,19 rn/sec. 30. t= 2,08 sec, v = 18,16 rn/sec 
(prüfung bUldj Me Reillen ber aufgabe27). Der Unterfd)ieb gegen ben freien 
SaU im luftleeren Raum ift bei bieler ll!l~e nod! jel}r gering. 31. v=llt+c; 
e anfangsgefdjwinbigfeit; 8 = t gtl + ct, wenn ber Weg nom 3eitpunft 
t = 0 an gered!nd wirb. Der 3weite '[eil ber aufgabe wirb am beften nadj 

b1x I alyl 
aufgabe 27 erIebigt (e = 0). 32. bl x dx = a l y dy; -2- - -2- = c; 

2 x: -2l1b: = 1; l}llperbeIfdtat mit ben llalbad)fen a V2c unb b V2c 
ac c ~ 

(D. S. 54). 33. iUipfenfd)ar mit benfeIben l}albad}fen. 34-. a) dx = 

-- %+c 
Vyl-m' dy dx (") x+e -=± .-----±-. ArClor - =+_. b)y=e Il\ 

m ' Vy' - m'm' m - m 
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du v! gv t 

35. Red}net man h lenfred}t nad} oben, fo ilt elt = - 9 -1~ = - g - F; 

karctg (i) tc=-gt; karctg (~) + c=O; k[arctg(-~)- arctg (~)J 
=-9ti i= tg [arctg('7i-)-~tJ unb nad) berfiirtg (ex-(3) giiltigen SormeI 

v ~-tg(g:) k[Vo-ktg(~)J . dh 
-= ; v= . (Estft~=v; h+c1 = 
k 1+ ~tg(~) ktVotg(~t) dt 

i 1n [ kCOS(~)tvosin (~) 1 Seijtman feft, bafl bieanfangsl)öQegIeid} 0 

lei, fo mUß Cl =0 gele~twerben. 3aQIenbeifpieI: h=598,21n [76,60 cos 1,281 
t 600 sin 1,281]. Der im abfoIuten maß ausgebriidte lDinfeI mUß 3ur 

. 1281.180° 
[abeIIenbenutung In Bogenmaß umgered}net werben; 1,281 = -'---

'1t 

=73°,37 =73 0 22'; h=598,21n 596,83=3823m; v=12,61 rn/sec. 86. 3m 

~öd}fien :punfte mufl bie ffiefd}winbigfeit gIeid} 0 fein, aIfo arctg ~ = ~t; 
t= ~ arctg ~. fjier ift arctg ~ = 82°,72= 1,444; t= lIs , 27. man 

finbtt h = 3831 m. 37. aus h = ~ Ln CIol (~t) ergibt rid}: In CIof (~t) = 

= 6,405; ([ar (~) = 604,87; ~t = 7,098, t = 558, 43. Steig3eit uub SaU. 
3eH linb bei Beriidridjtigung bes tuftwiberftanbes nid}t mel)r gIeid). Die 

(fnbgeld}winblgfeitilt~ierld}on falt genau gIeid} k(=76,6m/sec). 88. dd~ = 

_. k (& - .lJ'o), wenn t Me 5eit, kein l'ofiiiner prollortionaUiätsfaftor ilt. 

Rnberleits iri W=mc (~-~o); d W=mcd.lJ'; ~ieraus ~~ =- k(&.;;c.lJ'o). 

Die Qbfiil)Iungsgeld}tI1inbigfeit tli aIIo ftets bem Unterld}iebebermomentanen 
tI:emperatur non ber ~nbtemlleratut: :proportional. Die tI:rennung ber Var!. 

kt kt 
r. I I' f t d.{} kdt & - -8'0 - mc. Go Go t (Q. ... )-mc auen teer --=--·--=e ,'11"='11"0 '1/"1-"'"0 e . 

.IJ'-'{}o mc '&1--8'0 
Die <Enbtemperatur wirb tl)eoretifcQ erft nad} unenbIid} langer 3eit erreid}i. 
Befinbet lid} 3, B. eine er~i~te Q;ifenfugeI non ~1 = 4000 C in einem Raume, 
beffen tremperatur fonltant auf .lJ'o = 200 erl)al!en wirb, unb filQIt fie lid} 

in 10 minuten auf~=2000 ab, 10 ftnbet man Ieid}t, bafl ~ = 0,07472 ilt. 
mC 

Das Qbtnl)Iungsgere~ lautet fnr biefen SaU .a- = 20 t 380 e- 0,07472 t, wenn 
bie trernperatur in [eI[iusgraben unb Me 3eit in minuten gemeffen wirb. Die 



94 t~fungen (39-45) 
[eml'eratur bes l{ötl)ers nad} t minuten ift bann aus foIgenber [abeUe, 
bie gral'~ifd) bargefteIIt lDerben möge, 3U erfe~en. 

t Om 10m 120m 1 30m 1 40m 1 50m 160m 

.ßo 400° 2000 1105°,261 60°,39 I 39°,13 I 290,061 24,29 
x 

39. Das t>oIumen AC D B frt .rn yZ dx; bie Kraft, lDeld}e auf ben Oluer. 
o x 

fd}nitt CD midt, beträgt Qt" Jn yl dXj Me Untetftü~ungsfläd)e ifiny', 
o 

x x 

alro giItbie (ijlefd)ung [Qt"jnY'dxl: ny'=P; Qt" !ny2dx=nPyl. 

o 0 

1}ieraus folgt burd) Differentiation n" yl = 2 n P y :~; "y = 2P :~j 
2Pd 2P y(x-x,) 

dx=---'lj x -xo = -lny; (xo Jntegrationsfonftante); y= e 2P 

't Y 'Y [( Y(X-Xo»)X] 
Durd) <Einre~en in bie flusgangsgleid)ung et~äItman QtnP e-P- 0 

[ 
Y(X-Xol] _ yx 

: ne-P- =P;manfinbet~ierausxo=- ~ln 11:~' fo baf} Y= -V fpp 
Illirb. Sii~ri man in unferem Beifl'iel als <Einl)eiten bas (J)ramm uno oas 
3entimeter ein, fo fft Q = 400000 g; P = 450 g/qcm; ,,= 7,8 gjccm; 
Y = 16,82 eO,008667x. I:}at ber So deI eine fjöl)e non 1 m, fo finbet man als 
oberen Rabius (x=O) ben Wert 16,82cm; als unteren (x=100)befommt 
man 40cm. 40. muItipli3iert man beibe Seiten mit y, fo entrtel)tbie in Bei· 

fpieI 10 b;~anbeIte Sorm. f(t) = ~t2tt; In (~)=!t~t=lnt-ln(t+lp 
y = ,/-- (3eid}nung ber Kutuenfd)ar). 41. Se~t man x =-; 

y~-X a 

:~ = ~! . ~! = a ~~, fO wirb biefe aufgabe auf bie uorige 3Utüdgefüqr!. 

1 1 y' (X) 42.yY'=2-dy'tylxtxl)=-(tlttt1)fiirt=-; In - =arclgt. 
x 2 x ~ 

DgI.Beifl'ieI11. 43.DgI.41. 44. man fe~exy=t; ytxy' =t'; t'-y =y'f(t); 
t' t t2 t t l dx dt X 
x-Xi=Xif(t); t'=x+xf(~; --x=ttt1f(t)' 46. man fe~e 

3x t 4y = t, bann lDirb y' =.! (t' - 3); t' - 3 = 4t t • ~=dX; 
4 ' 3 t 4t 
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1 2t 2t ! - } x - Xo =-=arctg--=; ,;-= tg 2V3 (x-xo) ; 3xt4y 
2V3 J!3.,3 

=tV3 tg!2Y3(x-xo)}; Y=tV3 tg!2V3(x-xo) }- tx. 
46. Die Sub[titution ax + by = t liefert t' = at bf(t)j x- Xo "" J dt 

a+ b f(t)' 
47. x'+y'=r'i x+yy'=rr'i rr'=f(x)cp(r)i 

5Ig.36. 

f~ 1r~ =!((X) dx. 48.(5ig.36) 

Q R = !f. = 0 S. flnberf eUs tft 0 S x 
=OU + US = y + xtgfJ=y

- xtget = y - xy'. 

4 R 8 10 1 X ijierQus folgt y' = 
t X 

y-XY'iY'=!!..-y,: Diea;leid)ungi[t~omogeni f(t)=t-t ' , Ql[o x x 

ln(~)=rdt =.!.. y=_x_. 49. dY =!!..ttg(1!..). 1!=t. 
Xo J '-tl t' In (~) dx x x ' x ' 

In (~)i:tt=lnsintix=x:~int=xo sin(~)iY=X arcsin(~). 
50.yf= ny i y=cxn, ugI. D. S. 49f. 51.y=ce-xcosx (3eid}nung!). 

x x' 

52. ta(-ay') = xyj Y = c;a. (5eidlnung!). 63. töfung ber 

uerlitr3ten ai1eidlung y = ~, bel' DolIftänbigen Q.. Differtntialgleid)ung 
x x 

fitr C tft :' =sinxi ~ierous c= fx sin x dx = - xcos x + sin x t K. 

sinx K 
man er~aIt y = - cos x + -- + -. man prllfe burd} Differen. x x 
tHeren unb [teUe einige HUrDen ber Sd)or grQP~i[dl bQr. 64. Xl = 2i 

e5" e3x 
X=_e3x i F=e- 2Xi C=T+Ki y=T+Ke-2X. 00. y=xe- x 

+ K e-x. 56. No = 106; Mo = 0; M = 1,26.10- 1: .106 [e- 1,26t 10-11 

2,085 ·10-
_e-2.085t.l0-6J; t = 86400 sec = 8,64· 104, M = 6,043 [e-O.OOOOO1088 

_e-O.18015j. Ret~enentt1lidlung! M=6,043·0,1649~1. 67.417573; ber 
fdlnelle oerfoll ber ~mQnotion überwiegt bie neubiIbung aus bem ltabium, 

dM 
balJet Derminberung. 58.835145. 69. Heine. 60. dt uerfdiminbet glefd). 
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3eiti9 mit-1e-u t 1.1 e-J.1t, aIfo f!irt= /. ~ /.ln (~) i für unfere DaQlen. 

werte wirb t=5763000sec=66,7[agei IMmax~6. 61. ~CP =3x t tY'i 
dC uX 

«p =X8txy2 tC(Y)i 2xy t dy =2xy -4aYi C=- 2ayl+ki Ij?=xs 

txy'-2ay'tk=Oi x B -y'(2a-x)tk=0. Sür k=O etl}ältman 
Me 5tffoibe bes DioUes. man 3etd)ne einige Kuruen ber Scf}at, 3- B. für 
a = 1. 62.1j? = XS - a xy t Ci - ax t c' = 3yl-axi C=yStk; 
x 8 t yS-axytk=O. Sür k=O erQältmanbas "Karteftfcf}e Blatt". 
63. cp = tx' tfx!yt - -t a 2 x! t Ci x1y t C' = x1y t yS t alYi 
C= ty4 t tal yl tkit<Xltyl)2- tal(XI_y') t k= 0 (<l:affinifdje 
Kuruen, wtd)tig für bie CDptifi f!it k = 0 gewöl}nlid}e temnis!ate). 
64. x'yl ty'(ytW-a2 (ytb)'+k=O(Kond}oiben). 65.ja. 66. Ja. 
67. nein. 68. nein. 69. nur, wenn a = b tft. ZOo nur, wenn b = - (a t 1), 

c=atl,k=-(at2)tft.71.MI= 1 ; MI =XYi töfung xyJlxty=k. 
Vxty 5 

72.M1 =(xty)-4 i M,=(x-y)-2; (:+~,=k. 73. Ml=(xlty~'4; 
Mt = (xy)-5, alfo tft bas JntegraI ber Dijferentialgletd}ung ~ = k; 

5 I 

(Xl t yf) '4 : (x y)5 = k, ober, wenn man beibe Seiten mit t poten3iert: 
5 

x!ty! --
-4-'-= kl • 74:. MI = x5i M! = (X2t y2) 6 i x 8 (x 2 t y2) = k. 76. Die 
x y 

Differentialgleidjungen {tnb l}omogen. 76. (y - a x - c) (y - b x - e) =0; 
3wei Sd)aren lJon aieraben. 77. (y - 2 Vax t el (y t 2 Va x t cl. parabel. 
fd}aten. 78. (y - yx l - c')(y - ye'- Xl) = O. Kreife unb ijl)perbeln, 

x x 

79. F=Jy dXi L= f VI t (:~) I dx; aus F= c L folgt burcf} Diffmn. 

a a I d 
tiation y=eYlt(y')l i (y')2=(%) -1; Y ±dx; 

V(~r-l 
eIn (% t -V (f) 1-1 ) = + (x - k); y= I [eX;k t -; X~kJ. Kettenlinie. 

80. nad) aufgabe 4 l}at Me <Enueloppe Me (lHeicf}ung x y = t· Die Diffe. 
rentiaIgleid)ung ber Kuruenfd}ar finbet man, wenn man c aus xte1y-e=O 

unb 1 tely' = 0 eliminiert. Sett man c = 11- 1, tn Me erfte aileidjung 
- y 

ein, fO entfteQt x - Y, - -V -:' = 0 ober (x - :,) I + ;, = O. Diefet 
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DifferentialgleidJung genügt Me l{uruenfdjat unb aud} Me <Enueloppe, wie 

man fidj leidjt über3eugt. 81. y' -= - tg c; tg c = _ Y /; sin c = _ _ tg c_ 
y' VI +tg!c 

-- .' DutdJ lEinfeiJen in Me ffileidJung ber l{ufnenfel}ar ent\teQt VI + (y')2 
Iy/ P( ')' 

y=xy'- . Ober(y-xy'r=-I-+-~(Y')-~' Dieferffileiel}unggenügt 
VI + (y')' Y 

2 2 2 

auel} Me a:nlleloppe (aufgabe 5) x zr + y"3 = (( 82. Sür Me <EnueIoppe 

ift neben ber gegebenen ffiIeiel}ung nodj - ~~ + (~~)3 = O. qieraus finbet 
2 ! 2 2 2 2 

man C=X3~:(X3!+y8) unb l-c=yB:(x-s +y-a-); ffiIeiel}ung ber 

CEnueIoppe x 3 +y-3 = 1. Die DifferentiaIgleidJung bet l{uruenfdjar wirb 
x 2 y! 2x 2yy' 

erqaIten burd} (Elimination uon c aus?+ (1- C)2-1=O unb &+ (l-c)' 

= 0; es ift (1 ~ c) 1=_ Y ~,; c = 11 -y~': (1 + 11 -y-~ , ); 1 - c = 

1 : (1 + -J/ -y~~) Durdj <EinfeiJen in bie ffileidjung ber l{uruenjdjar ent, 

fteqt (I + V -y':, Y (y! - X Y y') = 1. 83. Subftitution ~% = t; Diffe, 

rentialgleldjung t l - x! (t')! = 4a!; aIIgemeine [öjung In (t + Vt~ - 4a i ) 
• C y2 cl! x! C y! ! I 1 . 

=±ln(cx)·Qleraus-----=l ober ----c x =-- aus betben 
, 2a! 4a 2 2a 2 4a l 

(im mefentIid}en ibentifd}en) <Dleiel}ungen fOlgt für bie a:nueIoppe y4=4a'x2; 

y ~ = + 2 a x; 3wei parabeln. Das 3tUeite tJerfaQren leitet aus ber gegebenen 

ffiIeiel}ung nOd} bie Be3ieQung y s - 2 y! y' ab; aus iQr folgt y' = 2!i1 . Die 
x x 

CEinfe1iung biefes mettes in Me gegebene ffileidjung fÜQrt unmittelbar 3um 

3ieI. 84. Dweites l)erfaQren. (y~r - { -V -W\-s = 0; y - ~ V - y' = 0; 

y' = -4 y'. DUtd} lEinfe1ien: x+}- - !-= 0; xY=!(UgI. aufgabe 80). 
4y 2y 4 . 

8ä. als finguläte (öfung finbet man nad) ber 3weiten metqobe letd}t 
x! m l 

"2 + yl-1 = O. 86. Singuläre töfung y2 = mx + 4' 87. man 

qalbiere Me Ie~te Qlrbinate ber :Jntegralfurue J J dl unb 3iel}e burdj i~ren 
mitteIpunft Me parallele 3Ul: abbiffenadjfe. Deren Sdjnittpunft mit bet 
Jntegralfurlle ~at Me gefud}te <Dröne l. 3Ut Elbf3iffe. Sür T = 6500° er
l)dIt man etwa 1=0,6" (gelb). 89. 5,45 (uItrarot); 4,2 (bgI.); 2,45 (bgI.); 

anuo; 589: tinbow, Dlfferentialglelc\iungen 7 



98 töfunge1t (91-99) 

2,18 (bgL); 0,82 (rot). 91. Da bie Kume fnr pofitine x unb y fonfClU ift 
(11' = x + y; y" = 1 + 11' = 1 + x + 11), fo laffen fici} nad) bm obigen Uer. 
fa~ren 3mei eingren3enbe Kurnen 3eidlnen. nad} aufgabe 46 ift bie tlaRe 
törung 11 = kr - x - I; für unfern Rnfangsmert mUD k = I fein. 93. oUt 
Konftruftion ber Kuroenfd)ar 11- e" = p benutle man eine ScI}ablone. (E,a!te 
törung 11 = (- x + k) r; k = I (tineate Differentialgleid)llng). 9,1,. Die fon. 

3entrifdlenKteifext + yl= \ finb in m6gIidlft gleicl}en abftänben 3u 3ie~fn; p 
l»affenbema~lDonp! 96.11 = a +bx+cx'tex'+· .. ; b +2cxf3exl 

a + ... =-+b+ cx + ex' + ... , alfo a=O, b=b; c=2c, b.~. c=O; 
x 

e=3e, b.~. e=O uff.; l1=bx. 96. (bt2cx+3ex'+4fxs+5gx' 

+6hx&, , ,)t(a+bx + cx'+ex1 tfx'+gx5 • •• )= 1+ I1!x+ftX! 

1 1 1" 1 
+31xB+4fx'+5! x·· .. Ueferia+b=1;b+2c=1; c+3e=2!; e+4f= 

1 1 1. 1 
= 31; (+5g= 4!; g+ 6h = 5! "'; ~tetaus b = 1 - a; c=2"a; e= 

1 1 1 1 
K! (l-a);f=4f a; g=5! (I-a); h=6Ta .. '. Durcl} 3ufammenfarren ent· 

fprecl}enber<fiIiebetfjnbet many= a e-%t5inx. !Es 1ft bann auel} y=ae-" 
+te"-te-%=(a- -l-) e-x+ tr=ke-%+-}e". Man be~anble Mt 
aufgabe aud} als lineare (JHeicl}ung (5.27f.). 91. man mürbe finben a=O; 
b = - b, 2c= - c, 3e = - e; aIle Koeffi3ienten nerfd}minben. Die e~Qfte 

töfung ift y="i; fie 3eigt, bau unfm Rnna~me, y laffe fici} in eine po. 

ten3rei~e ber Sorm a + b x + cx' +. , . entmideln, ~ier falfd} ift. 98. v=bt 
bt ct' etl + ctl+et'tW+···; b+2ct+3et1 t4tt' ··· =g- 11 -1'-v 

ft· , . 9 9 9 . 
- 11' ". (Es mtrb b = g, c = - 211; e: + 3!1.; f = - 4!1.8' V = 

I (t t' t8 t· -fi . . 
1 9 V-21'+3!16 - 4!18 ' •• )= 119(1- e ); berIet)te ausbrudtftbtt 

e!afte rölung. 99. 3ft v =a+bt+ct'tetl+ft'+ht&, 10 ift vt =a2 

+ 2abt + (b l +2ac) t' + (2ae +2bc) tl+(c'+ 2 af + 2 be) t'+, , " 
mie fidl burd} multipItfation ergibt. Rus ber Rnfangsbebingung folgt a = 0, 

b't I 2bct' (c'+2be)t4 

alfoi't~ierb+2ct+3et!+4ft8+5ht'" ·=g-V--V----11-· 

g'. . 2 g8. gttS 
mall fjnbet b=g; c=O; e=-3"" f=O, h=1514 ' v=gt--31, 



töfungen (100-108) 99 
2gS f' k. [gt g~t3 2g6 t 5] + 151.4' se~tman~=yg' fotftv=k k-3k3+T5k~ ;betKlam. 

metausbrud ent~ii1t Me erften <DIieber ber ~ntwidlung Don '[g ((JtJ' 
100. v= bt+ct! +ets+ ft'+ ht5 + kt6+If1i v8=b St3 + 3 b!ct'+ (3bc' 
+3b2 e)t"+(cst3b'f+6bce)t6. Die Hoefji3ientennetgleid}ung ergibt 

v = gt - !:~' + ~~~~7. 101. Die CEntmidlung fü~rt nid}t 3um 3iel, Me 

e~afte (ö[ung y=xln (cx) läBt fid) nid)t burd) eine poten3reil}e non ber 
SOlm at bxt··· bar!tefien. 102. y=a+bx+cx'+ex"+fx'+hx"; 
yy' = ab + (b l +2ac)x+(3bc +3ae) x Zt(4be+ 2c2+4fa)x3+(5bf 

x x! x 3 5 x' 7 x 5 

+5ce+5ha)x4+ . .. ; y=a + 2a - 8as + 16a5 -128 a" + 256 a9' CEnt. 

mhfeU man bie e~afte töTung y =11' x + a ', fo er~ä1t man benfeIben aus. 

brud. Die Rel~e fonuergiert nur, menn ~ 3wifdJen - 1 unb + 1 liegt. 
a 

103. y" unb bie folgenben ableitungen ner[djwinben. 104. y" = a + abx 
+b2 y; y"'=ab+ab2x+b S y; yIV=ab2 +absx+b4 y uff. Das ~r· 

gebnis länt fidJ auf Me Sorm y = kebx _ a; -:zbringen. 105. Die ~nt. 
midlung nerfagt. y = c_. 106. CEnbgültiges Differen3enfd}ema: 

Vx 
x y y' 
o 0,0000 1,0000 

199 
0,2 0,1987 0,9801 -391 

590 +24 
0,4 0,3894 0,9211 -367 +12 

957 +36 +9 
0,6 0,5646 0,8254 -331 +21 

-1288 +57 
0,8 0,7174 0,6966 -274 

-1562 
1,0 0,8414 0,5404 

Die Differen3en ilnb ~inl}eiten ber nlerttn Dt3lmale. 107. 

I xiI 1 1,05 1 1,1 1 1,2 1 1,3 1 1,4 1 1,5 1,6 ~ 
i Y I 0 I 0,0466 1 0,0869 I 0,1535 I 0,2066 1 0,2497 I 0,2862 0,3173 

I 11' 1 1 1 0,8649 1 0,7550 1 0,5900 I 0,4755 1 0,3943 I 0,3355 0,2929 

Die Unterfdjiebe gegen bit elaften Werte (Beifpielll; Xo = 1) ftnb faft uno 
1t 

merHid}. 108. Sür x = e 2 = 4,8105 wirb y unenblid}. 
anuo; 589: tlnbolll, DtfferentfaIg[el«!ulIgeJI 7* 



100 
109. 
x 0,5 

'0 0 

'0' 2 

0,6 0,7 

0,1799 0,3228 

1,597 1,297 

tGfllngen (109-115) 

0,9 1,1 1,3 1,5 1,7 1,9 2,1 

0,5427 0,7139 0,8524 0,9735 1,0776 1,1732 1,2574 

0,9515 0,763 0,643 0,559 0,497 0,448 0,4085 

man Drrgieidje Me 3eid)nung 3U aufgabe 94 unb nelnoUfUinbige biefe 
burd) eine 3meite nä~erungslurDe mie in Beifpiel 27, S. 50. 110. Den 

pfeil ber Biegung, f, finbet man, wenn man x = I fett; f = :~;, für P = 

10 kg, 1=100 cm, E = 2 150000 ift f= I'J55 cm. a) a' = 10, a = 3,162; 
a' ~d2 

J=12(J. 5.48) = 8,353 cm'; f= 0,186 cm = 1,86 mmi b)T=10, 
nd' 

d= 3,568cm; J= 64 = 7,958 cm'i{=1,95 mm; c) b =4,472 cm, h= 

bh l 
2,236 cm, J=12= 4,167; (= 3,72 mm; d) J=16,67; (=0,93 mm; 

n 
e) R = 3,433 cm, r = 2,933 cm; J = 4" (R' - r') = 50,97; f = 0,30 mm. 

111. Da ber lUuerfdjnitt im ffileid)gemid}ts3uftanb nid)t feUIid) Derfd}oben 
merben fann, fo mufl Me Summe aller Kraftfomponenten in Rid)tung ber 

XAd)fe g(eidj null fein, (1lrOf6 df=O oberjE:df =~J1/df=O, aifo f 1/ df = O. Das ift aber Me Bebingung bafllr, bafl Me 1lo}{00rbinate bes 

Sd)werpunfts, b. ~. fein Sbftanb Don ber neutralen 5afer, uerfd}minbet 

p. 40 f.) 112. fl = ~ 1/ ; birette proportionalität. 113. (5ig. 37.) 3n A 

midt ber aUf[agerbr~d~, er er3ellgt in bem Oluerrdtnitte, ber burd} x, y 

ge~t, ~as Biegungsmoment M = i . x. (Es ift alro '0" = - i.J Pt; y = 

- ~~J+kx+kl" Da fitr x=o !lud} Y llerrd}winbet, fo irtk1 =0. Sür 

I ,. PP PI8 (X 4 XI) 
x=imuBY=O fem, alro k=16EJ;Y=16EJ T-3"fS' 114·f= 

Pl" . . 
48Ei 16 mal fo lIeln mIt 

~7t'=::::::::==::t:::;::=======-7\ in Aufgabe 110. 116. (Es rei 

5tg.37. 

q-p cos a.l A" 'ft -s-in-«-I- = , uann I 

Y = A sin «x + p cos Cl. x, 
y'=A« cos a.x - p«sinCl.x; 

Y'llerfd)minbet fitrtg IXX= ~. 
p 



töTungen (116-119) lOt 

mOltmum, UleU y" (= - «' 11), negatiu. cos CI: x =]1 P ; 
A At pi AI+pl 

sin «x = -=; Yma.'t = -== + = 11 AI+p2 
'V AI+pl V A'+p' 'V AI+p' 

= ]I q' + pl-: 2pq cos a I. 116. P = 0; q = 0,5. a) a = 0,0007471; Y = 
smal 

sin (0,0007471x) 05 67 . (0 0074 ) (f' J. • m' sin 0.07471 ., = , SIß ,0 71 x . m,tett em. allmum 
ber Rbmeid!ung etft jenfeiis bes Stabenbes. Der lDinle! 3wifd}en ber be. 
formierten mitteUinie unb ber X Rdjfe ift gegeben burd) tg (Xl = y' = 

6,7 ·0,0007471 cosO,OO07471 xi x= 0, alfo y' =0,005005, (Xl =0° 17' 12",3. 
Der Winrel 3Ulifd}en ber urfprilngIidjen mittellinie unb ber XRdjre ift 

gegeben burd} (gal =1= 0,005; ce, = 00 17' 11", 3. Die Diffeten3 bettägt 

Qllo nur eine Bogenfefunbe. Silr Ileine minte! im BogenmQ{J irt tg CI: ~ ", 

Qlro a:, - '" =0,005005-0,005 = 0,000005; im (J)tabmaü ift (Xl - Cl:t = 

0,000005 . 180 0 = 00,0002865 = 1" ,03 b) c) ufUl.Iiefern dl}nlid}e CErgebnilfe. 
n 

mQn unterfudje 3ur Übung biefelben SäUe für ftädere BelQftungen. 117. 
Keiner ber fIeiIausbrllde in ber Sorme! für y fann unenbIid} Ulerben; y 

QIro nur, wenn sin CI: 1= 0 'ft. Dies tritt fnr " = 0 unb «= -1 ein. snr 

O 'b sin " x t. f . t ( 0) fü n' lD i 'ft sin IX X CI: = Ullr -'-1 unue ttmm = -0; r etne er e Don (X I -'-1 
sm" sm" 

(XX x sin IX x x . 
~ -I = -I' Sür 0: = 0 nimmt alro -. -I ben (J)ren3mert -I an, ber ntdjt 

(X sm CI: -

unenblid) ift., Sür CI: = 1-Ulirb aber y mirfiid} unenbIidj. Dann ifi V fJ= 
T; P = E~~ , (hIerfdje Kn idformel.) (fine unenblid}e Deformation 

fann natndid} ptaltifd} nid}t eintreten; fdjon bei einer etwas geringeren 

Belartung wirb Me Sorm bes Stabes bauernb uerlinbed, P = E::I gibt 

bie fritifdjel{nidbeanfprud!ung an.118.ip=~ E~:2 =353,7 J. a)2947kg, 

b) 2815 kg, c) 1474 kg, d) 5894 kg (mertlos, ba ber Stab rd!on tJorqer 
nad) c) 3ufammenfniden Ulitb, e) 18026 kg, alfo bas 6 1/, fadle Don b}! 

119. (y')t=CI:'y'+kl·x= r.. dy 'x+k =.!ar Sin ay. y= , J V«tY'+kl ' 1 a k' 

~ Sin (ax + «kl}=~Sin (Xx O:of ak1 + ~ ~of «XSinak1 ; y = m (or a:x 
« IX IX 
+ n Sin CI: x. fjierfür fann man Qudl fd)teiben y =- m1 e ax + n1 e-ail:. 



102 (i\fungen (120-132) 

120. k'(x-k1}2=k!yl- a l • !illperbeL 121. (Es mUß tV~=I' aIro 

t = ~ vJ fein. 122. t -V~ mUD non ~ auf n ma~fen, aIfo um~; turn 

i -Vf Das Steigen bauert ebenfolange mie bas SaUen. 123. Sür - t 
nimmt!p ben entgegengefe1Jten mett mie für + t an, ba sin (- a) = - sin IX. 

12t T = 'Jt vI- 125. <Dar nid}t, Me penbeIfdjmingungen finb ifodjron. 

126. ljat eine penbelftange Me tänge 111 eine anbete Me tänge Is, fo ilt 

TI: T, = V4: vI.'. 127. n 1 /I= 1; 1=ll, = 0,994 m ~ 1 m. 128. L= r 9 'Jt -

1 (1 + a 0), menn e Me tremper~turänbetung tft. TI = n 1 / !. Jn einem 
86400 .r 9 

trage = 86400 sec noUfüf?rt bas E..enbeI n = -r- S~mtngungen. TI = 

-V1(1+a0) ~ T.. Vi". 'ft l r 'fi 86400 n , va auer n - 'lItt = 1 t, 0 t n = -= ~ 
9 9 Vl+a0 

86400 (1-t (0). DieU~r ge~t um 43 200a0Selunben nad}. in unferm Beilpiel 

2,6 sec. 129.a=c=3; 1=2,5; L=3,5, b=O; Sin=l,4;qieraus 
I c:P 

!}l= 1,4682; m=-= 1,70276; 1/J =0; 60 =1; 7/0 =a-L (Hg 9'=3-3,8923 
!p 

= - 0,892 (B~eidjnungen meter). man 3eidjne bie Kume unb ftelle feIt, 
ob fie ben geforberten Bebingungen genügt. Der Kuruenbogen fann burdj 
abftecfen näqerungsmeife ermittelt merben. 130. a = 1; c = 16; b = - 7,5; 

Sin rp ]124,75 
1 = 3; L = 9. q;- = -3~ = 1,65833; !p = 1,82871; m = 1,6405; 

1/J = 1,19896; 60 = 1,03318; 710 = - 0,9766; 7] + 0,9766= 

(6 -1,03518) 6 - 6 1,6405 ([of 1,6~ . 131. 7] -7/0 = m ([or ~. Sür 6 = ~ mufl7/ unb 

1)' uerldjminben; für 6-= 6 mUD'/l = 16 fein. (a) -'/lo = m ([or ..!; (b) 0 = m 
Sin (-~); (e) 16 -'/lo = m ([of (6 ~ 60). aus (b) folgt 60 = 0, aus (a)1Jo = 

- m, aus (e) 16 + m = m ([of ~. Diere aJIeidjung liefert m = 2,1144, a110 
m 

1) + 2,1144 = 2,1144 ([of 2,1~44 (3eidjnung). L = m Sin ! = 17,99 m. 

132. y": (y't+(y,),)8 = L man felle y' = z, bann ift a z' = (Yl +Zl)'; 
a 

1Lrennung ber l)ariabeIn; x - X o = r dz )' == z -. ljieraus 
a J(y'1tz' ]l1+z. 

folgt z = x - Xo ,y - Ho gIeidj bem betreffenben Jntegral, allo 
'y'a l - (x- xo)' 
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y - Yo = - Va' - (x- xo)'; umgeformt (x-xoP + (Y_Yo)2= a'. Krtis 

mit bem mittefllunft xo, Yo unb bem RaMus a. 183. ~t~ = g- k (~~r; 
:: =V; ~~ =g_kvn; t-to= fg~:vn' Sür n = 1 wirb t - to = 

-!ln (g_kv)·v=.!.(g_e-k(t-to». s-s _g!+~e-k (t-to) Soll fiir 
k ' k ' 0- k k' • 

t = 0 Me ffiröbev D~rfdjminben, fo mUß 9 - ;to= 0 fein, alfo S - So = g: 
+ %1 e- kt. SoU für t = 0 aud} s = 0 [ein, [0 mUß - So = :' tein. Durd! 

t ( k l t l k' t S 

ReiI!enentmidlung finbet man bann s + -~ = ~ + :' 1 - kt +2-6 

+ - =+= . .. ober s = - - --+ g-- + ... Sür k = 0 erI!ält man k 4 t 4 ) gt' gkt 8 hlti 

24 2 6 24 
bie iiblid!e SaUformel. Silr n = 2 ift Me aufgabe fdjon auf S. 18 beI!an. 
beU; bei I!öI!eren Werten non n wirb Me Redjnung [djwietiger. 134. Die 
Seber werbe 3ur X Eldjfe, iI!r mittelpunft 3um Elnfangspunft bes Koorbi. 

natenflJftems gemäI!lt. ~2~ ~ - k ' x. Uad! Bei[pieI 30 ift x = m cos kt 

+ n sin kt. 3ur 3eit t = 0 möge ber anfangspunft paffiert werben, bann 
muä m = 0 fein; X= n sin kt. n ilt ber Betrag ber gröäten CEntfernung 
vom UulIpunft. UgI. penbelfd}wingungen. 130. y' = z; z' = z + ~; 
z=x~+k~; y=xe%+k eX_ eX+k1• 136. z=t~+ke-2X; y=i-r 

_ ~ e- 2x+k1.137. z=-xcosx+kx; y=-cosx-xsinx+ k;1 +~. 
d' x dx 1 dx dv kv ," 

138. dtl=kdt'-ii dt=v; dt=Ti V=Vor'. Jft k=-I, fo tlt 

x ~xo = Vo lnt, lonft ift x - Xii = k ~ 1 t k+1• :In Sig. 38 ift Me Bewegung 

für verfdjiebene Werte Don k bargeiteIlt ; bie gleid13eitig erreid}ten :punUe 
finb burdj 1{umn pfod}ronen) nerbunben. 139. "VI + (Y')'s: y" = 

__ dz l+Z' 2zdz dy 
2YV1 + (y')'; y"=(1 + (y')2): 2y; y' =~i dy = 2y z; 1 +z~ =-yi 

In (I) = In (l+z')i z=+ -Vi-~i d: --=dx; x-xo = 

±Vli-1 

= ± 2k -V~-1; ljieraltS Y - k = (X~:O)I. ffileid}ung einer :pa. 

rabel. 140. z!;=z(y+a); dz=(y+a)dy; z=~(y+a)'+zo; 
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k-l-+---4----~~----~~---

5190& 

k-Ol--~~~+-+-~- dy dx; 
~ (g+a)l+ zo 

--~:::.....::~~~:::--- x- xo = V 2 arctg 

""",=~-=:-k_=_-__ l " yt~j yt_a=tg-VZ~ (X-X:;. Ul. 
~ Y2zo V2zo ____ ,,~~~~~t- 4 z dz = zly_. dz _ gdy . in (~)= 

---.....;\Ir-\~~k 2 dy 1 tyl' z -1 +y~' k 
\ \ - - 1 -- dy 

___ ----l\~ 2 in (1 t y')j z = k VI + yl = dx; 

------+-+1\ k(x-k,)=!lrSingj g=Sink(x-k,). 
\ k 4 dz dz ---"""'t =--\1,4J - - 142. z dy = zBln g j z'- = in y dYi 
t = 2 1 dx 

k---=y(iny-1)j ---=ylny 
I 3 z dy 

-y-kj x-xo =- ~ Iny + 4y'tky. tU. x" = -k'x- L, mennL 

bie !onftante Der3i1gerung (Kraft: malre) 1ft. Sett man L = k'c, fo ift x" = 

- k'(x tc), arfo aud! d' ~tt c) = -k'(xt c). nacl} BeifpieI 30 et~ält 
man x tc = m cos k t -+- n sin kt, eine ungebämpfte eIaftifdJe Bemegung 
um einen pun!t, meld!er um bie Sttede c Iinfs uom l{ootbinatenanjangso 

punrt liegt. Unfete Betracl}tung gilt aber nur, menn fici} Me maffe uom an. 
fangspunfl im Sinne ber pofitiuen Xad)fe bemegt. täuft fie umgefe~rt, fo 
ift x" = - k' x t L, ba bie Reibung flets ber uor~anbenen Bemegung ent. 
gegenmirft. filer ift x - C = m1 cos ktt nl sin kt. uD. x+c=mcoskt 
+ n sin kt; x' = k (- m sin k t + n cos kt). Se~t man bie fnt t = 0 an-

gegebenen Werte ein, fo ftnbei man x t c = c cos kt + ~ sin kt; x' = 

- kc sinkttvo cos kt. (Jjren31agen(x'=0)fjirtgkt= :oc·lEsmu~Qqo 

sinkt=- Vo ,coskt kc fein,obersinkt=- Vo --=-:, 

YVo'tk'c' Vv0 2+k'c' Jlvo'tk'c' 
kc JlJiiCitVI 

coskt=~ .1 • SftrbiefetDerleerglbtfidJleid!tx+c=± k· . 
I' v.' t k l Cl 
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(i:infer unb redjter jbren3IlUnft.) Jn unferem Salle ilt tgt = 5; t = 78° 41' = 
1,3374 abfolut ober 1,3734 -~= -1,7682 abfolut. Dur 3eit -1,7682 sec 
befanb fid! ber Hörperin momentaner Rul}e 12,20cm Hnfs, 3ur3eit t= 1,3734 
red!ts im Abftanbe 8,20. 146. x = - 2 + 2 cos t t 10 sin t; x' = - 2 sin t 
+ 10 cost. 

t - 1,768 - 1,5 -1,0 -0,5 I 0 tO,5 1,0 1,373 

x -12,20 -11,83 -9,33 - 5,041 0 t4,55 7,50 +8,20 

v 0 t 2,70 7,09 9,73 110 7,82 3,72 0 

Silr bie Rüdmärtsbemegung ted!nen mir am beften bie 3eit t non ber 
<Eneid!ung bes xed)ten Ru~ellunftes an. (Es ift x = 2 t ml cos t + n l sin t. 
x' =- ml sin t + nl cos t. Silr t= Oiftx = 8,20; x' = 0, nlfo m l = 6,20; 
n l = O. Somit mirb x= 2 + 6,2 cos t; x' =- 6,2 sin t. 

I t 0 0,5 1,0 1,5 2 1 2,5 1 
;; 

1 3,142 

I Xl 
8,20 7,44 5,35 2,44 -0,58 1-2,97 1-4,14 1-4,2 

VI 0 -2,97 -5,22 -6,18 - 5,64 1-3,71 1-0,88 I 0 

Die größte Ausmeidjung finbet ftatt (x'=O)türt=O unh t=n. Die 
erfte ift 8,20, bit 3meite - 4,2 «(f>tal'~ijd)e DaxftelIung!) 141'. u = r; 

k 
r(r-1) +2r- 2=0; rl = I, r l =-2; u=klxt-{· 14:8. y = xT ; 

k k x 
r(r-1)+9r+12=0;r=- 4 + 2; Y=xH?' 149. y = x T ; r(r-l) 

a-l -V(a-~)2 +ar+b=0;r=--2-+ --2- -b=p±q. 3ft qnonOuer. 

fd!ieben,foifty=kl xp+q + k'J. x p-q. :3jtqflein,foi[t Y ~ xP [kl (1 +qlnx) 
+ k'J. (1 - qlnx)] =xP (A + B Inx).Sürq=Oiftbies ber genaue tOert.1iiO. 
Durd! muItiplilationunbAbbition erl}ältman (y"YI-Yl"y)+X1 (y' Y1 - Yt'y) 

=0; y'y, -y/y=u; u'+X1 u=0; dUU=-XldX; In u=-JXl dx 

= Fl(x)j u=eFdx)=F! (x); : (JL)= u,=F.('J.()x!. Da Yl eine ge. 
x 91 Y1 YI 

gebene Sunftion \lon x ift, fo ift:X (~) eine gegebene Sunltion Fs (x) 

non x. Sie ent~ält eine mUIlürIid!e l{onftante, Me 3uer,t in 1; auftfat. 

_lL = r F. (x) dx == F~ (x); F. (x) entl}äIt megen ber ~in3urommenben :lu. Yl J J 

tegrationsfon[tanteberen3mei. Y= Yl F, (x) =F6 (x). 151. x" + k!x=f(t). 
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man er~iilt m' cos kt + n' sln kt =0; - m' sin kt +n' coskt=t ~); 
qieraus m = -iff (t) sin k! dt t A, n = i-jf (t) cos kt dt t B; 

x = _ co~ k1f (t) sintdt + Sl~ k!ff(t)COskt dt + A cos kt+B sinkt. 

162. töfung betllerfiir3ten <1ileld}ung y = me - 8x + ne - 2l', bet uoU· 
x 

ftänbigen y = ~ +A . e -8x + Be -2l' 163. (Es fei a' - b 9 = r!, bann 1ft 
21 

Me töfung ber nerfiir3ten ffiIeid}ung y = me - (a + r) X + ne - (a - r) l'. 
hl' ' . " . e -(a+r) x -(a-r)x 

bte ber uoUftanbtgen y = hS+2ahtb~tAe +Be 

1M. Die d}aralteriftifd}e <1ileid)ung ~at Me DoppeImul"3eI -G. (Eine Löfung 
ber u erlür3ten DifferentiaIgleid}ung ift y = e - ax Die anbete mirb 
nad) Bei[pieI 38, SaU 3 ober nad} bem Derfa~ren auf S.78 gefunben; [ie 
ift xe- ax ; allgemeine töfung ber uer!ür3ten <1iIeid)ung y=me- ax 

+ n x e - ax. Durd} Variation ber Konftanten m unb n ergibt fid} als 
hx 

allgemeine Löfung ber u nu erfiir3ten aiIeid}ung y = (h ~ a)' + Ae--':x 

+ Bxe -al'. 11)6. töfung ber nerfür3ten aileid}ung: X = a cos 1 / ~ t - Ym 
+ b sin V ~ t. Dur~Variation non ~unb b finbet man Me allgemeine 

töfung x = Acos 1 / ~ t + B sin 1/ ~t t ec cos ut (ugI. Bei. r m Y m u'm-c 

fpieI41). 156.y=Acos,/e ttBsin1/ e t+e~sinut, 
c r m r m u:l-a~ 

mo a' = iiz tft. 167. Durd} <tinfe~en finbet man ae = - b, aIfo 
b -

c=-{i' SettmanY-Yl=z, foiftz"+az=O; z=AcosVa.x 
... bx N 

+BsinVa.x; y=z- -. 168. Durd} (Elnfeben ftnbe! man C=--' a 8 
Sür z = rp - rpt gUt Me <1iIeid}ung x1z" t xz' - z = O. nad) fluf· 

gabe 149 1ft Me allgemeine törung z = Ax + ~, aIfo rp = - ~ xB 

B ( x' x8 XII ) + Ax +x' 159. Y = a 1+ 3.4 + ;).4.7,8 + 3.4.7.8.1J.12 ... 

( x· x~ XII) + Cl:t xt 4.5 t 4.5.8.9 + 4.5.8.9.12.13'" . 160. ~in partlluIiires 

(
XXI Xl x' _ ) 

Jntegral tft y = a I - Vi + 1'.2'-1 t'2~'3t+ t2. 21 • 3' .4' + . " . 



Von Studienrat Dr. M. Lindow erschien ferner: 

Differentialreclmung -Integralrechnung. Unter Berücksichtigung der 
prakt. Anwendungen in d. Technik. Mit zahlr. Beispielen u. Aufgaben versehen. 
, Bände. I: 3. Auf!. Mit 45 Fig. im Text u. 161 Aufgaben. [VI u.97 S.] 8. 
1919. (ANuG 387.) 11: 2.Autl. Mit 43 Fig. i. Text u. 200 Aufg. [102 S.] 8. 
1919. (ANuG 673.) Kart. je M. 6.80, geh. je M. 8.80 . 

.. • • • Der Verfauer hat es verstande.., in kurz gedrängtem Raume uns ein überaus klares 
Bild von dem Wesen der DiJl'erential· und Integrtllrechnung zu gebrll und bringt vor allem 
"ch eine gro8e Menge Beispiele aus den verschiedensten Gebieten der Technik, wodurch 
las Bnch besonders für den Praktiker wertvoll wird." (Techn. Mitteil. n. Nachr.) 

Differential- und Integralrechnung. Von Dr. L. Bieberback, Prof. an 
der Univ. Frankfurt. I. Differentialrechnung. Mit 32 Fig. [VI u. 130 S.] 8. 
(art. M. 8.40. 11. Integralrechnung. Mit 25 Fig. [VI U. 142 S.] (feubners 
tchnische Leitfaden, 4 u. 5.) Kart. M. 10.80. 

Der Gegenstand der einführenden UniversitätsvorlesDDg über Differential· und Integral· 
IIchnung wird bier in knapper, aber leiehtfallicher Form dargestellt. Die geometrischen 
inwendungeo sind b'berall in gehöriger Weise berücksichtigt. 

Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung und ihrer An· 
wendungen. Von Geh. Hofrat Dr. R. Fricke, Prof. an der Techn. Hochsch. 
Braunschweig. gr.8. I.Bd.: Differentialrechnung. 2.u.3.Aufl. Mit 129 in d. Text 
redr.Fig., 1 Samml.v. 253 Aufg. u. I Fonneltab. [XIIu.388S.] 192I.Geb.M.60.-, 
reb.M.72.-. II.Bd.: Integralrechnung. 2. U.3.Aufl. Mit 100 in d. Text gedr.Fig., 
I Samml. v. 242Aufg. U.I Formeltab. [IV u.406S.] 1921. Geh. M.60.-, geb.M.72.
. Das Problem des Unterrichts in den Grundlagen der höheren Mathematik an den Tech. 
~Ischen Hochschulen ist seit mehr als zwei Jahrzehnten nicht nur wiederholt besprochen und 
" Monographien behandelt, sondern hat auch die Gestaltnng der neneren Lehrbuchliteratnr 
!tesentlieh beeinftult. Anch du vorliegende Lehrbuch ist ans dieser Bewegung bervorgewachsen. 

Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung. Ursprünglich 
Übersetzung des Lehrbuches von J. A. Semt, seit der 3. Auß. gänzlich 
neu bearbeitet von Geh. Reg.-Rat Dr. G. Sc/le§irs, Prof. an der Techn. 
Hochschule zu Berlin. gr.8. 1. Band: Differentialrechnung. 6. u. 7. Auf!. 
Mit 70 Fig. [XVI u. 670 S.] 1915. Geh. M. 62.-, geb. M.72.- 11. Band: 
Integralrechnung. 6.u.7.Aufl. Mit 108 Fig. [XII u.612S.] 1921. Geh.M.65.-, 
geb. M. 75.-. IlI. Band: Differentialgleichungen und Variationsrechnungen. 
4. u. 5. Aufl. Mit 64 Fig. [XIV u. 735 S.] 1914. Geh. M. 65.-, geb.lVI. 75·-

,.Die rasche Aufeinanderfolge der Auflagen spricht zur Genüge für die Güte des Buches, 
da.. auch wegen der Reichhaltigkeit des Stoffes nnd der leicht faßlichen Darstellung Lehrenden 
und Lernenden aufs wärmst .. empfoblen werden kann." (Arc:hlv der Mathematik u. Physik.) 

Sammlung von Aufgaben zur Anwendung der Differential- und 
Integralrechnung. Von Geh. Hofrat Dr. F.Dingeldey, Prof. an der Tech. 
nischen Hochschule Darmstadt. I. Teil: Aufgaben zur Anwendung der 
Differentialrechnung. Mit 99 Fig. [V U.202 S.] gr.8. 1910. Geb. M. 42.-. 
11. Teil: Aufgaben zur Anwendung der Integralrechnung. 2. Auß. Mit 96 Fig. 
{IV u. 382 S.] gr.8. 1920. (fmL 32.) Geh. M. 60.-, geb. M. 72 .-

Das Bnch berücksichtigt außer Anwendungen in der Geometrie auch solche in der Physik 
<IIId Technik. Dabei sind zur Lösung der den Zweigen der Technik entno~men!" Aufgaben 
besondere technische Vorkenntnisse entweder nicht erforderlich oder, wo sIe wunschen.wert 
erSCheine.., .ind die nötigen Erliluterungen gegeben. -Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin 
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Teubners Technische Leitfäden 
Die Leltfäden wollen zunllchst dem Studierenden, dann aber auch dem Prak· 

tlker In knapper, wlssenschaltlim elnwandlreier und zugleich Oberslchtllrber Form 
das Wesentliche des Tatsachenmaterials an die Hand geben, das die Grundlage 
seiner theoretl$cben Ausbildung und praktischen Tätigkeit bildet. Sie wollen Ihm 
diele erleichtern und Ihm die Anschaffung umfängllmer und kostspieliger Hand· 
bIlcher ersparen. Auf klare Ollederung des Stoffes aum in der äußeren Form der 
Anordnung wie aul seine Veransmaulhhung durm einwandfrei ausgeführte Zelch· 
nungen wird besonderer Wert gelegt. - Die einzelnen Bände, IOr die vom Ver· 
lag die ersten Vertreter der verschiedenen Fachgebiete gewonnen werden konnten. 
erscheinen In rascher Folge. Bisher sind erschienen bzw. unter der Presse: 
An alytlsche Geo metrl e. Von Geb. Hofrat Dr. R. Fri cke, Prolessor an der 

Techn. Hochschule zu Braunsmwelg. Mit 96 Flg. (VI u. 135 S.11915. (Bd.I.) M. SAG 
Darstellende Oeometrle. Von Dr. M. Gro8mann, Prof. an der Eldgen. 

Tecbn. HocbsdJUJe ZU ZOrim. Bd. I. Mit 134 Flg. [IV u. 84 S.I t917. (Bd.2.) M. 12.
Darstellende Geometrie. Von Dr.M.Großmann, Professor an derEIdgen. 

TedlDlschen Homschule zu Zürich. Bd.lI. 2., umgearb. Aull. Mit 144 Fig. (VI u. 
154 5.1 1921. (Bd.3.) Kart. M. 24.-

Differential. und Integralrechnung. V.Dr.L.Bleberbach, o.O.Prol.a.d. 
Unlv. Frankfurl a.M. I. Differentialrechnung. Mlt32 Fig. lVI u.13O S'jI917. (Bd.4) 
Geh.M.MO. 11. Integralrechnung. Mit 25FIg. (Vlu.I42S.) 1918. (Bd.5. Geh.M.IO.20 

FunkfIonenlehre. Von Dr. L. Bleberbach, Prof. a. d. Univ. Berlin. IU. d. Pr.1 
Praktische Astron 0 ml e. Geograph.Orls- u.Zeltbestimmung. VonV.Theimer, 

Adjunkt an der Montanistischen Hochschule zu Leoben. Mit 62 Figuren. IlV u, 
127 S.I 1921. (Bd. 13.) Kart. M. 24.-

Feldbuch IOr geodlltlsche Praktika. Nebst Zusammenstellung der wirb· 
t1gsten Methoden und Regeln sowie ausgeführten Musterbeispielen. Von DrAng. 
O. Israel, Prol. a. d. Temn. Hochschule In Dresden. Mit 46 Flg. Im Text. 
(IV u.l60 5.1 1920. (Bd. 11.) Kart. M. 24.-

Erdbau, Stollen- und Tunnelbau. Von Dlpl.-Ing.A.Blrk, Prol.a.d.Tedm. 
Hochschule zu Prag. Mit 110 Abb. [V u.117 S.) 1920. (Bd.7.) Kart. M. 11.40 

Landstraßenbau einschI. Trassieren. V.OberbauratW.Euting,Stuttgart. Mit 
54 Abb.l. Text u. a. 2 Taf. IIV U. 100 S.l 1920. (Bd. 9.) Kart. M. 16.80 

Orundrlß derHydraull k. Von Hofrat Dr. Ph. Porch h el mer, Prol. a. d. Techn. 
Hochschule In Wien. Mit 114 Flg, Im Text. IV U. 118 S.] 1920. IBd. 8.) M.24.60 

Hochbau In Stein. Von Oeh. Baurat H. Walbe, Prol. a. d. Techn. Horbsdlule 
zu Darmstadt. Mit 302 Pljf. Im Text. [VI U. 110 S.I 1920. (Bd.l0.) Kart. M.19.20 

Veranschlagen, Bauleitung, Baupolizei, Heim atschutzgesetze. Von 
Stadtbaur. Fr.Sch u Itz. Bielefeld. Mlt3Taf. [IVu.150S.) 1921. (Bd 12.) Kart. M.28.20 

Mechanische Tech n ologle. V.Dr.R.Escher. Prof.a.d.Eldgen.TechnHochsch. 
zu Zürich. Mit 418 Abb. i. Text. 2. Aull. [VI u. 164 S.] 1921. (Bd. 6.) Karl. M. 24.-: 

Maschinenbau 
Von Ingenieur O. S t 0 I zen b erg. Direktor der Gewerbeschule und 
der gewerblichen Fach- und Fortbildungsschulen zu Charlottenburg 
Bd. I: Werkstoffe des Maschinenbaues und ihre Bearbeitung 
auf warmem Wege. Mit 255 Abbildungen im Text. Geb. M. 28.
Bd.lI: Arbeitsverfahren. Mit 750 Abb. im Text. Geb. M. 48.
Bd. III: Methodik der Fachkunde und Fachrechnen. Mit30Ab· 
bildungen im Text. Kart. M. 19.-

,Das Bestreben, die ursächlichen Zusammenhänge in anschaulicher Art bei allen 
behandelten Hauptstücken klar hervorzukehren. bildet ein wesentliches Merkmal 
der Schrift. Zahlreiche Abbildungen unterstützen diese Absicht in bemerkenswerter 
Weise. Dem Buch ist eine weite Verbreitung zu wUnschen, um die darin enthaltenen 
Früchte erfolgreicher Arbeit gleichsam als .Norm' dem Unterricht in den Fach· 
gewerbe. und Werkschulen zugrunde zu legen." (Stahl und Eisen.) 
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