Lehrbuch der
darstellenden Geeometrie

Von

Dr. W. Ludwig

o. Professor an der Technischen Hochschule Dresden

Erster Teil

Das rechtwinklige Zweitafelsystem
Vielflache, Kreis, Zylinder, Kugel

Mit 58 Textfiguren

Springer-Verlag Berlin Heidelberg GmbH
1919



Lehrbuch der
darstellenden Geometrie

Von

Dr. W. Ludwig

o. Professor an der Technischen Hochschule Dresden

Erster Teil

Das rechtwinklige Zweitafelsystem
Vielflache, Kreis, Zylinder, Kugel

Mit 58 Textfiguren

Manuldruck 1924

Springer-Verlag Berlin Heidelberg GmbH

1919



ISBN 978-3-662-42743-9 ISBN 978-3-662-43020-0 (eBook)
DOI 10.1007/978-3-662-43020-0

Alle Rechte, insbesondere das der Ubersetzung
in fremde Sprachen, vorbehalten.

Copyright 1919 by Springer-Verlag Berlin Heidelberg

Urspriinglich erschienen bei Julius Springer in Berlin 1919.



Vorwort.

Ein neues Lehrbuch der Darstellenden Geometrie bedarf, da an
guten Biichern iiber diesen Gegenstand kein Mangel ist, wohl einer
Rechtfertigung. Sie moge in dem Umstande gefunden werden, daB
die schwierigen Unterrichtsverhéltnisse der letzten Jahre mich in
steigendem MaBe ein Lehrbuch vermissen lieBen, das meiner Vor-
lesung geniigend angepaBt ist. Die Bediirfnisse und Uberlieferungen
der einzelnen Hochschulen und die Verschiedenheit des Geschmackes
bringen es naturgemaB mit sich, dal Stoff und Darstellung einer Vor-
lesung mit dem Inhalt von fremden Lehrbiichern, deren Umfang der
Vorlesung angemessen ist, sich nur teilweise decken und mit wesent-
licher Vollstindigkeit nur aus sehr viel umfangreicheren Lehrbiichern
herausgesucht werden kdnnen., So habe ich mich denn nach langem
Bedenken zur Herausgabe dieses Lehrbuches entschlossen. Wenn es
sich auch meiner Vorlesung eng anschmiegt, so will und kann es
darum doch nicht eine bloBe Ausarbeitung derselben sein; vielmehr
bedingt der Unterschied zwischen dem miindlichen Vortrage und der
gedruckten Darstellung wesentliche Abweichungen. Die Vorlesung
kann einen groBen Teil ihrer Erorterungen an entstehende Figuren
ankniipfen und gewinnt dadurch Sitze und Bemerkungen bei Ge-
legenheiten, die ihre Bedeutung durch eigene Beobachtung, also m
besonders eindringlicher Weise zeigen. Das Lehrbuch dagegen muB8,
um iibersichtlich zu bleiben, seinen Stoff nach aligemeinen Gesichts-
punkten gliedern und es dem Leser iiberlassen, einen betrichtlichen
Teil der notwendigen Figuren selbst anzufertigen und im Entstehen
zu beobachten; dafiir ist in ihm der richtige Platz fiir eine sorgfiltige
Durchfithrung von Entwickelungen, die fiir die streng mathematische
Behandlung des Stoffes notwendig sind, aber in der Vorlesung mit-
unter auf einen kurzen Hinweis beschriankt werden miissen.

Bei der Auswahl und Anordnung des Stoffes sind fiir mich mehrere
Gesichtspunkte maBgebend gewesen. Die ersten Kapitel erstreben
eine moglichst schnelle Einfithrung in das Verstédndnis der Risse eines
Korpers und ihres Zusammenhanges, damit friihzeitig je nach den ver-
schiedenen Vorbildungsstufen verschieden schwierige Aufgaben gestellt
werden konnen, die auf Grund gegebener Risse ohne tieferes Ein-
gehen in die inneren Eigenschaften der Figuren zu l6sen sind. Zu-
gleich werden von Anfang an die festen RiBachsen entbehrlich ge-



Iv Vorwort.

macht, weil sie in den Anwendungen nur ausnahmsweise gebraucht
werden; die geringe Erschwerung, die hierdurch bedingt ist, wird
schnell ausgeglichen durch die gewonnene Freiheit in der Anordnung
und Benutzung der verschiedenen Risse. Besonderen Wert lege ich
auf Ubungsbeispiele, die den einzelnen Studienrichtungen angepaBt
sind; die Anwendungen der darstellenden Geometrie sind zum guten
Teil fiir die Auswahl des Stoffes mafBgebend gewesen, jedoch kann
das Lehrbuch die groBe Mannigfaltigkeit ihrer MaBe und Anordnungen
nicht zur Geltung bringen und muB sich damit begniigen, in typischen
Aufgaben und kurzen Hinweisen die geometrischen Grundlagen ihrer
Losungen zu liefern. Endlich glaubte ich auch den Gesichtspunkt
nicht vernachlissigen zu diirfen, dal die Beschiftigung mit der dar-
stellenden Geometrie eine gewisse geometrische Erfahrung sowohl in
praktischer als auch in theoretischer Hinsicht hervorrufen kann; mit
der praktischen Erfahrung meine ich einmal das Gefiihl fiir die Ge-
nauigkeit der Konstruktionen und das andere Mal die Fahigkeit, frei-
héndige Skizzen mit geometrischer Richtigkeit anzufertigen; die theo-
retische Erfahrung beziehe ich auf die Erkenntnis der Grenzen, die
dem Wirkungsbereich der Elementargeometrie gesetzt sind, und auf
das Verstandnis fiir die wichtigsten Begriffe der hoheren Geometrie.

Das Lehrgebiet der Darstellenden Geometrie ist so sorgfaltig durch-
gearbeitet, daB nur fiir sehr wenige Abschnitte eines neuen Buches
kein #lteres sich nachweisen lieBe, das als Vorbild gedient haben kann.
Deshalb darf ich mich mit dem Bekenntnis begniigen, daB ich in der
Literatur wertvolle Anregungen gefunden habe, und brauche nur eine,
in der Literatur bisher nicht zugingliche Quelle anzufiihren, der ich
besonders viel verdanke; es sind dies die Vorlesungen iiber Darstellende
Geometrie, die Herr F. Schur an der Technischen Hochschule Karls-
ruhe gehalten hat.

Zunichst erscheint der erste Teil des Lehrbuches, der den Stoff
des ersten, im Sommerhalbjahr zu erledigenden Teiles meiner Vor-
lesung enthilt. Ich bin dem Verlage zu aufrichtigem Dank verpflichtet,
daB er dies trotz der schweren Zeitumsténde in so mustergiiltiger Weise
ermoglicht hat, und hoffe, daB der Rest in nicht allzu langer Zeit nach-
folgen kann.

Dresden, im Juni 1919.
W. Ludwig,.
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Erster Abschnitt.

Rechtwinklige Projektion auf mehrere
RiBtafeln.

I. Die grundlegenden Eigenschaften der Parallelprojektion.

Einfiihrung der Parallelprojektion:

1. Die Aufgabe der darstellenden Geometrie ist es, zu lehren, wie
man von korperlichen Gegenstinden flichenhafte Bilder herstellen
kann. Solange solche Bilder keinen anderen Zweck haben, als daB
sie den Beschauer an die dargestellten Gegenstinde erinnern sollen,
geniigt es, sie nach dem Gefiihl zu entwerfen. Soll aber ein Bild
zwingende Riickschliisse auf die geometrischen Eigenschaften des dar-
gestellten Gegenstandes erlauben, soll es also fiir die genaue Unter-
suchung dieser Eigenschaften den kérperlichen Gegenstand, der viel-
leicht nicht zur Hand oder iiberhaupt noch gar nicht verwirklicht ist,
ersetzen konnen, so miissen seine planimetrischen Eigenschaften mit
den stereometrischen Eigenschaften des Koérpers durch mathcmatische
Gesetze verkniipft sein.

Einen gesetzmifigen Vorgang, durch den von einem raumlichen
Gegenstand ein Bild oder Rif entworfen wird, bezeichnet man mit
dem Namen Projektion. Eine solche findet z.B. statt, wenn ein
Kérper im Sonnenlicht auf eine ebene Wand seinen Schatten wirft.
Aber das dabei entstehende Bild ist unvollkommen; denn nur die
Teile des Korpers, die zufillig die Schattengrenze beeinflussen, kénnen
wir in dem Schatten erkennen, wihrend ein brauchbares Bild alle
Einzelheiten darstellen sollte. Anders wiire es, wenn der Kérper im
allgemeinen durchsicktig und nur in seinen wesentlichen Punkten und
Linien undurchsichtig, also durch ein aus Draht gefertigtes Modell
ersetzt wire. Machen wir diese Annahme iiber die Beschaffenheit des
Korpers und setzen an die Stelle der schattenempfangenden Wand
die Tafel oder- Riftafel oder Rifiebene II, an die Stelle der Sonnen-
strahlen die untereinander parallelen Projektionsstratlen, so kommen
wir zu dem Abbildungsverfahren der Parallelprojektion :

Wie der Schatten eines als undurchsichtig vorgestellten Punktes
dorthin féllt, wo die gerade Verldngerung des durch ihn aufgehaltenen

Ludwig, Darstellende Geometrie. : 1
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Sonnenstrahles die Wand trifft, so ist der Rif eines Punktes P der
Punkt, in dem die Tafel II von dem durch P gehenden Projektions-
strahl geschnitten wird. Wie der Schatten eines Kérpers der Inbegriff
der Schatten aller seiner Punkte ist, so erhalten wir als Rif} einer
Figur — mag sie eine einzelne Linie sein oder sich aus mehreren
Linien zusammensetzen, mag sie eine Fliche oder ein ganzer Korper
sein — stets den Inbegriff der Risse ihrer Punkte.

2. Aber die Parallelprojektion ist nicht das einzige Abbildungs-
verfahren, das moglich ist; vielmehr kann das die Projektion be-
herrschende Gesetz verschieden gewihlt werden, je nach den Zwecken,
denen der Rif} dienen soll. Die wichtigsten Gesichtspunkte, die hier
in Frage kommen, sind die folgenden beiden: Einmal kann man den
groBeren Wert darauf legen, daf das Bild nach den MaBen des Kor-
pers sich leicht herstellen und umgekehrt diese Mafle wieder in ein-’
facher Weise entnehmen 1a8t. Das andere Mal kann der Wunsch iiber-
wiegen, daf} der Eindruck, den das Bild auf den Beschauer macht, dem
des abgebildeten Gegenstandes sich moglichst néhert.

In der Technik tritt besonders der erste Gesichtspunkt hervor.
Seiner Forderung geniigt vor allem die Parallelprojektion, und zwar
die Orthogonalprojektion oder rechtwinklige Projektion, bei der die
Projektionsstrahlen zur Tafel senkrecht stehen, im allgemeinen besser
als die schiefe Parallelprojektion, deren Projektionsstrahlen schief auf
die Tafel fallen.

Jedoch darf auch der zweite Gesichtspunkt nicht vernachléssigt
werden. Ein Bild kann genau denselben Eindruck wie der abgebildete
Gegenstand selbst hervorrufen, wenn es — in gleicher Weise wie in
Nr.1 — durch Projektionsstrahlen entsteht, die fiir eine bestimmte
Stellung des Beschauers mit den nach seinen Augen laufenden Seh-
strahlen zusammenfallen. Dies geschieht bei der Betrachtung von
stereoskopischen Bildern im Stereoskop, also unter Benutzung einer
besonderen optischen Vorrichtung. Deshalb, miissen wir uns im all-
gemeinen mit einer Anndherung begniigen. FEine solche bietet die
Parallelprojektion dar, wenn man sich den Beschauer in der Richtung
der Projektionsstrahlen so weit von der Tafel entfernt denkt, daB die
von dem Bilde kommenden Sehstrahlen fast parallel verlaufen. Eine
bessere Anniherung allerdings gewinnen wir durch die Zentralprojek-
tton oder Perspektive, deren Projektionsstrahlen durch einen Punkt,
das Zentrum, laufen und die wir — dhnlich wie in Nr. 1 — aus dem
von einer punktformigen Lichtquelle geworfenen Schatten ableiten
konnen ; aber hinsichtlich des erstgenannten Gesichtspunktes steht die
Zentralprojektion hinter der Parallelprojektion zuriick.

Der MaBstab der Zeichnung.

3. Wenn wir von einem gegebenen Korper einen Rifl zeichnen
wollen, so finden wir oft, daB er in natiirlicher Gro8e auf dem Zeichen-
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blatte keinen Platz haben wiirde. Dann zeichnen wir eine ihm #hi-
liche, aber verkleinerte Figur, d.h. eine solche, bei der alle Winkel
ungedndert bleiben und alle Léngenmafle in einem und demselben

Verhiltnis verkiirzt werden. Geschieht diese Verkiirzung auf ;Ll— der

wirklichen Grofe, so sagen wir: Der Rif§ ist ¢n dem (verjiingten) Maf-
stabe 1 :n gezeichnet.

Ein verkleinerter Rif} ist eigentlich ein in natiirlicher Grofie ge-
zeichneter Rif} eines in demselben Verhiltnis verkleinerten Modelles
des Korpers. Aus ihm zu entnehmende LéngenmaBe beziehen sich
zundchst auf dieses Modell und miissen mit » multipliziert werden,
sollen sie fiir den gegebenen Korper gelten. Diese Umrechnung er-
leichtert man dadurch, dafl man den im Verhiltnis 1 : 7 verkleinerten
Mafstab neben die Figur zeichnet; fiir die gebrauchlichsten Verhiltnis-
zahlen sind die verjiingten MaBstibe auch kauflich. Wenn wir im
folgenden eine Ldnge in einen Rif3 eintragen oder aus ithm entnehmen
oder von dem Verhiltnis einer Strecke zu ihrem Rif3 sprechen, wollen
wir stets die Bericksichtigung des Mafstabes voraussetzen, ohne ste
jedesmal besonders hervorzuheben.

Die grundlegenden Sitze der Parallelprojektion.

4. Die Parallelprojektion ist fiir die Technik besonders wichtig
und soll deshalb mitsamt ihren verschiedenen Verfahrungsweisen den
hauptséchlichen Inhalt der folgenden Erérterungen bilden. Wir be-
ginnen mit den Sétzen iiber die einfachsten Gebilde — Punkte, Ge-
raden, Ebenen, konvexe Kérper —, aus denen sich die verwickelteren
Gestalten zusammensetzen lassen.

Es seien gegeben die Tafel I7 und die Richtung der Projektions-
strahlen. Dabei ‘ist die einzige Bedingung zu erfiillen, da8 die Pro-
jektionsstrahlen nicht zur Tafel parallel sind, sondern sie schneiden.
Wir erkennen sofort die Richtigkeit der Sitze.

Jeder Punkt P des Raumes hat einen Punkt P1) der Tafel Il zum Rip.

Jeder Punkt der Tafel II ist der Rif3 aller Punkie des Projektions-
strahles, der durch thn geht.

Jeder Punkt der Tafel I {illt mit seinem Rif8 zusammen.

5. Den Rifl einer Linie erhalten wir als den Ort der Risse ihrer
einzelnen Punkte. Deshalb ist selbstverstdndlich der Satz:

Liegt ein Punkt auf einer Linie, so gekort sein Riff dem Rif der
Linie an.

Ist die Linie eine Gerade g, so sind die Projektionsstrahlen ihrer
Punkte enthalten in einer Ebene, der projizierenden Ebene von g .
Diese zeichnet in die Tafel II als Rifl von g eine Gerade g ein. Wenn
dabei g zu II parallel ist, so ist g zu g parallel; im anderen Falle

1) Zu lesen: ,, P-iiberstrichen'‘ oder ,,P-quer.
l*
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schneidet g die Tafel II in einem Punkte, der auf g liegt und der
Spurpunkt von ¢ heilt. Also haben wir den Satz:

Der Rif3 einer Geraden g ist eine Gerade g, die den Spurpunkt von g
enthdlt oder, falls g zur Tafel parallel ist, zu g parallel verliuft.

Eine Ausnahme tritt jedoch ein, wenn die Gerade g den Projek-
tionsstrahlen parallel ist. Denn in diesem Falle haben alle ihre Punkte
sie selbst zum Projektionsstrahl und folglich ihren Spurpunkt zum
gemeinsamen Rifl. Wir merken uns deshalb:

Ist eine Gerade zu den Projektionsstrahlen parallel, so ist thr Rif3
keine Gerade, sondern wird durch ihren Spurpunkt vertreten.

6. SchlieBen wir diesen Ausnahmefall aus, so iibertriagt sich durch
die einander parallelen Projektionsstrahlen die Reihenfolge dreier
Punkte 4, B, X der Geraden g auf ihre Risse 4, B, X, diedem Rif} ¢
von g angehoren. Ist deshalb X ein Punkt der Strecke 4B, also
zwischen 4 und B gelegen, so befindet sich X zwischen 4 und B
und ist ein Punkt der Strecke 4 B. Das heil}t:

Der Rif3 einer Strecke ist die durch die Risse ihrer Endpunkie be-
grenzte Strecke.

Bewegen wir ferner den Punkt X auf g in dem einen der beiden
moglichen Richtungssinne, etwa so, dafl er zuerst den Punkt 4 und
nach ihm den Punkt B trifft, so lauft X gleichzeitig auf g in dem
Richtungssinne, der von 4 nach B fithrt. Werden also bei dieser Be-
wegung zwei beliebige Punkte C und D der Geraden ¢ von X in der
Reihenfolge, in der sie genannt sind, erreicht, so muB gleichzeitig X
von ihren Rissen zuerst den Punkt C und dann den Punkt D iiber
schreiten.

Nun konnen wir bei einer Strecke nicht nur ihre Linge, sondern
auch den Richtungssinn ins Auge fassen, in dem wir sie von einem
beweglichen Punkte durchlaufen wissen wollen. Eine solche Strecke
nennen wir eine gerichtete Strecke und deuten ihren Richtungssinn
in ihrer Bezeichnung durch die Reihenfolge ihrer Endpunkte an, so
dall die beiden gerichteten Strecken A B und BA wohl voneinander
zu unterscheiden sind. Hiermit 1t sich der soeben gefundene Tat-
bestand folgendermaflen ausdriicken: Die beiden auf g liegenden ge-
richteten Strecken 4 B und C'D haben nach Voraussetzung denselben
Richtungssinn; hieraus folgt dasselbe fiir die beiden auf g liegenden
gerichteten Strecken 4 B und C'D. Solche Strecken nennen wir gleich-
sinngg und kénnen dann den Satz aussprechen:

Qleichsinnige Strecken derselben Geraden haben ebenfalls gleichsinnige
Strecken zu Rissen.

7. Sind zwei Geraden g und [ einander, aber nicht den Projek-
tionsstrahlen parallel, so sind ihre projizierenden Ebenen parallel und
schneiden die Tafel II in zwei parallelen Geraden. Diese sind die
Risse g von g und ! von I; also folgt der Satz:



Die grundlegenden Sétze der Parallelprojektion. 5

Die Risse paralleler Geraden sind ebenfalls parallele Geraden.
Und hieraus wieder:
Der Rif} eines Parallelogrammes ist ein Parallelogramm.

Auch bei Strecken, die parallelen Geraden g und ! angehéren,
konnen wir unterscheiden, ob sie gleichsinnig sind oder nicht. Liegt
CD auf g und EF auf I und ist CD=EF, so sind die gerichteten
Strecken CD, EF gleichsinnig, wenn in dem von ihnen bestimmten
Parallelogramm CE, DF das zweite Gegenseitenpaar bilden. In diesem
Fall hat der Ri des Parallelogrammes die Gegenseitenpaare C D, EF
und CE, DF, so da} auch die gerichteten Strecken C D und E F gleich-
sinnig sind. Zu zwei verschieden langen gerichteten Strecken 4B
von g und EF von I fiigen wir eine auf g liegende und mit E F gleiche
und gleichsinnige Strecke C'D hinzu und schlieen aus der Gleich-
sinnigkeit von 4 B und CD auf diejenige von AB und EF. Fir die
Risse ergibt sich das genau Entsprechende, und deshalb gilt der Satz:

Gleichsinnige Strecken auf parallelen Geraden haben ebenfalls glezch—
sinnige Strecken zu Rissen.

8. Sind 4B und CD zwei gleichsinnige oder ungleichsinnige
Strecken einer Geraden g und 4 B, CD, g die Risse, so liegen in der
projizierenden Ebene von g die vier parallelen Projektionsstrahlen
von 4, B, C, D und werden von g in diesen Punkten, von ¢ in 4, B,
C, D geschnitten. Hieraus erkennen wir, daf

ZB:C’D:AB:OD.

Liegt aber auf g eine Strecke 4 B und auf der zu g parallelen Ge-
raden [ eine Strecke EF, so nehmen wir auf ¢ irgendeine Strecke
CD = EF und haben dann in der durch ¢ und ! bestimmten Ebene ein
Parallelogramm mit dem Gegenseitenpaar C D, EF, dessen Rif} ein
ebensolches mit dem Gegenseitenpaar CD, EF ist. Alsoist CD =EF
und

AB:EF =AB:CD=AB:CD=AB:EF.
Das heifit:

Die Risse von Strecken, die auf derselben oder auf parallelen Geraden

liegen, haben dasselbe Verhiltnis wie die Strecken selbst.

Besonders wichtig ist der folgende Unterfall:
Der Rif3 des Mittelpunkies einer Strecke ist der Mittelpunkt des
Risses der Strecke.

9. Wenn wir von einer Sureche X ¥ zu ihrem RiB X ¥ iibergehen,
so verandert sich ) die Léinge von X Y in die Linge von X ¥ nach dem
Verhiltnis X ¥ : X ¥, das wir als das Anderungsverhéiltnis von X Y bezeich-
nen wollen. Da die in Nr.8 gewonnenen Proportionen auch in der Form

AB:A4B=CD:0CD=EF:EF
geschrieben werden koénnen, folgt der Satz:

1) Hierbei ist jedoch nach Nr.3 der MaBstab der Zeichnung zu L achten.
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Strecken, die auf derselben oder auf parallelen Geraden liegen, haben
dasselbe Anderungsverhdlinis.

Das Anderungsverhiltnis einer Strecke hingt ab sowohl von dem
Winkel, den die Projektionsstrahlen gegen die Tafel bilden, als auch
von der Stellung der Strecke. Ist eine Strecke P zu der Tafel par-
allel, so ist sie nach dem zweiten Satz von Nr. 5 ihrem RiB P par-
allel und bildet mit ihm und den Projektionsstrahlen PP und Q@Q
ein Parallelogramm, aus dem PQ = P@ folgt. Also ist in diesem Falle
das Anderungsverhiltnis von P@Q gleich 1. Wir merken uns:

Jede Strecke, die zur Tafel parallel vst, hat zum Rif} eine thr gleiche
und parallele Strecke.

Ist PQ zu den Projektionsstrahlen parallel, so folgt aus dem letzten
Satze von Nr. 5, daB P und @ zusammenfallen und das Anderungs-
verhéltnis den Wert 0 hat.

Steht aber die Gerade, auf der PQ liegt, zu der Tafel I senkrecht,
so tut dies auch ihre projizierende Ebene und enthilt demgemi den
Neigungswinkel o sowohl des Projektionsstrahles P P als auch des
Projektionsstrahles @Q . Ist nun N der Spurpunkt der Geraden PQ
in 17, so ist N derselbe Punkt wie N und in dem bei N rechtwinkligen

Dreieck NQQ X NQQ = « und ctgx = M oder, da wir nach Nr. 8

NQ
TNV%———I;% haben, ctga = IP;% Also gilt der Satz:
Fiir jede zu der Tafel senkrechte Strecke ist das Anderungsverhilinis
gleich ctgox, wenn & der Neigungswinkel der Projektionsstrahlen gegen
die Tafel ist.

Bei rechtwinklig auf die Tafel einfallenden Projektionsstrahlen ist
ctgx = 0.

10. Der RiB} eines Dreiecks 4 B C ist das Dreieck, das durch die Risse
A, B, C der Ecken A, B, C bestimmt wird. Wenn die Ebene des
Dreiecks 4 BC zu der Tafel parallel ist, gilt dies auch fiir alle in ihr
liegenden Geraden. Deshalbist AB=AB, BC=B(C,C4 =CAund
AABC 2 AABC. Jede ebene Figur kénnen wir aus Dreiecken zu-
sammensetzen und finden dadurch den Satz:

Liegt eine Figur in einer Ebene, die zu der Tafel parallel ist, so tst
ste threm Rif3 kongruent.

Die Projektionsstrahlen, die durch die Seiten eines Dreiecks oder
einer anderen ebenen Figur gehen, bilden ein Prisma. Deshalb ist
der letzte Satz nur ein anderer Ausdruck dafiir, daB ein Prisma durch
zwel parallele Ebenen in kongruenten Figuren geschnitten wird. Eben-
so, wie die Stereometrie auf Grund dieses Satzes dieselbe Tatsache
fiir einen beliebigen Zylinder nachweist, kénnen wir unseren Satz von
den geradlinigen auf die krummlinigen Figuren ausdehnen. Besonders
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leicht geschieht dies, wenn es sich um einen Kreis handelt, dessen
Ebene zu der Tafel I parallel ist; denn alle seine Halbmesser haben
nach dem zweiten Satz von Nr.9 gleiche Strecken zu Rissen. Das
heiBit:

Ist die Ebene eines Kreises zu der Tafel parallel, so ist sein Rif
der Kreis, der mit demselben Halbmesser um den Rif3 des Mittelpunktes
in der Tafel geschlagen werden kann.

11. Ist die Ebene E einer ebenen Figur nicht zu der Tafel I1
parallel, so schneidet sie dieselbe in einer Geraden e, die wir als ihre
Spur bezeichnen. Der Rifl von e fillt nach dem letzten Satz von Nr. 4
mit ¢ zusammen. Wenn deshalb eine Gerade g von E zu e parallel
ist, so gilt dies nach dem ersten Satz von Nr. 7 auch fiir den RiB g;
in diesem Fall ist g auch zu II parallel und hat keinen Spurpunkt.
Wenn aber ¢ nicht parallel zu e ist, so ist der Schnittpunkt von g
und e zugleich der Spurpunkt von g und liegt auch auf dem Rif3 g.
Also gilt der Satz:

Wenn eine Gerade einer Ebene angehirt, so liegt entweder ihr Spur-
punkt auf der Spur der Ebene oder die Gerade und thr Rif3 sind der
Spur parallel.

Ein besonderer Fall tritt ein, wenn die Ebene E den Projektions-
strahlen parallel ist. Dann fallen die Projektionsstrahlen aller Punkte
der Figur in E hinein und folglich ihre Risse in die Spur von E.
Das heilt:

Der Rif3 esner Figur, deren Ebene den Projektionsstrahlen parallel
ist, fallt vollstindig tn die Spur der Ebene.

Wir kénnen diesen Satz auch in folgender Weise umkehren:

Eine Gerade g der Tafel ist der Rifs aller geraden und krummen
Linien der Ebene, die durch g liuft wnd den Projektionsstrahlen par-
allel ist.

Schrigrisse.

12. Bereits jetzt besitzen wir die Mittel, um durch schiefe Par-
allelprojektion von einfachen Korpern recht anschauliche Bilder zu
entwerfen, die wir — der schrig einfallenden Projektionsstrahlen
wegen — als Schrdgrisse bezeichnen.

Die Tafel II nehmen wir dabei in der Regel als scheitelrecht (vertikal)
uns gerade gegeniiberstehend an und bestimmen die Richtung der Pro-
jektionsstrahlen durch den Rifi PQ und den Zahlenwert A des Anderungs-

verhdltnisses g—g— etner gerichteten Strecke PQ, die im Punkt P= P
zu IT senkrecht vst und deren Richtungssinn nach dem Beschauer zeigt.

Diese Angaben geniigen; denn der Projektionsstrahl @ @ liegt in
der Ebene @ PQ, die lings der Geraden P @ auf II senkrecht steht,
und bildet mit der Geraden P@Q den spitzen Winkel &, der nach dem
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dritten Satz von Nr.9 sich aus ctgax = 1 berechnet. Allerdings er-
wachsen hieraus zundchst zwei Moglickkeiten fiir die Richtung der
Projektionsstrahlen; aber die eine von ihnen wird durch unsere An-
gabe iiber den Richtungssinn von P@ ausgeschieden. Offenktar gelten
diese Schliisse bei jeder Annahme von P@ und 4, solange beide GiroBen
endlich sind. Um mit den vorhandenen Zeichenwerkzeugen moéglichst
bequem konstruieren zu kénnen, werden wir PQ unter 30° oder 45°
oder 60° gegen die Wagerechte gemeigt und 1 =1 oder A =} wihlen.

13. Wenn wir nun den Schragril eines Quaders (eines rechtwink-
ligen Parallelepipedons), dessen Seitenldngen a, b, ¢ gegeben sind, her-
stellen wollen, so denken wir uns den Quader in einer moglichst giin-
stigen Lage vor der Tafel /I schwebend, nimlich so, daB von seinen
Seitenflichen die Rechtecke 4 BCD und EFGH in zu II parallelen
Ebenen liegen und dafl von diesen Ebenen die des zuerst genannten
Rechtecks der Tafel II ndher ist. Dann ist nach Nr. 10 der Ri8 von

y; g A BC D ein Rechteck 4 BC D von den-
selben Seitenlingen @ und b; wir diir-

fen dieses, da sich ja der Quader im

Raume trotz der iiber seine Lage ge-

machten Voraussetzung noch willkiirlich

verschieben lift, in beliebiger Stellung

auf II zeichnen und wihlen die in
1 Fig. 1 dargestellte Anordnung. Die
¢ Kanten AE, BF,CG, DH sind unter-

einander gleich lang, dcr Strecke PQ

parallel und als gerichtete Strecken mit

ihr gleichsinnig; ihre Risse A¥, BF,
. C@. DH tragen wir infolgedessen als
mit PQ gleichsinnig parallele Strecken ein, deren Lange das 1-fache
von ¢ ist, und zwar wihlen wir in Fig. 1 PQ unter 45° nach links
unten geneigt und A = 1. Ziehen wir dann die Strecken zwischen
E, F, @, H, so bilden sie mit den vorher gezeichneten Strecken vier
Parallelogramme, die im Einklang mit Nr. 7 die Risse der an A BC D
anstofenden Rechtecke sind, und miteinander ein Rechteck EFG H,
das der Rill des Rechtecks EFGH und diesem kongruent ist.

14. Dieses Beispiel lehrt uns, wie ein Gegenstand beschaffen sein
muB, von dem sich leicht ein Schrégrifl herstellen lassen soll, und wie
wir dabei verfahren miissen:

Auf Grund der Strecke PQ und des Anderungsverhilinisses 1, die
wn Nr. 12 eingefihrt wurden, konnen wir einen Schrigrifi von einem
Korper zeichnen, wenn von diesem eine ebene Figur ¥ gegeben ist, mit
deren Punkten alle iibrigen Punkte des Kérpers durch zur Ebene von T
sepkrechte Strecken bekannter Linge verbunden sind. Wir denken uns
dann den Korper so gestelll, daff jene Ebene zur Tafel parallel ist,
zeichnen die Figur § in wahrer Gestalt und ziehen aus den Punkien
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von & Strecken, die parallel zu P Q sind, je nach der rdumlichen An-
ordnung des Korpers mit PQ gleichen oder ungleichen Richtungssinn
haben und deren Ldngen das A-fache der zur Ebene von § senkrechten
Strecken betragen.

Wir benutzen dieses Verfahren zundchst vor allem fiir die Herstel-
lung vort Erlduterungsfiguren und werden in Nr. 31 und Nr. 32 noch
einmal darauf zuriickkommen. Von einem hoheren Standpunkte aus
betrachtet wird es uns unter dem Namen ,,Kavalierperspektive wieder
begegnen. (Nr. 414 und Nr. 415))

Die Sichtbarkeit.

16. Die Anschaulichkeit eines Bildes wird stark beeintrachtigt,
wenn wir alle Kanten und Ecken des abgebildeten Gegenstandes unter-
schiedslos verzeichnen. Deshalb miissen wir von der in Nr.1 ein-
gefiihrten Vorstellung abgehen, dall der Korper auflerhalb seiner
Kanten und Ecken vollig durchsichtig sei, und annehmen, daBl ein an
geeigneter Stelle stehender Beschauer lediglich die ihm unmittelbar
zugekehrten Kanten und Ecken in voller Schérfe, die anderen aber
durch den Koérper hindurch nur abgeschwéacht sieht. Auf diese Weise
unterscheiden wir sichtbare und wunsichtbare Kanten!) und Ecken.

Den Beschauer nehmen wir so an, daB er auf unserer Seite der
Tafel steht und aus groBler Ferne in der Richtung der Projektions-
strahlen auf sie blickt; denn dann kénnen wir uns an seine Stelle
versetzen und erhalten nach Nr. 2 von dem Rifl anndhernd denselben
Eindruck wie von dem abgebildeten Gegenstande selbst. Fiir einen
solchen Beschauer bestimmen wir die Sichtbarkeit der Kanten und
Ecken des dargestellten Korpers und bezeichnen ein derartiges Bild,
wenn die Tafel wagerecht liegt, als von oben gesehen und, wenn die
Tafel scheitelrecht steht, als won vorn gesehen.

Bei der in Nr. 12 eingefiihrten Projektionsrichtung des Schrig-
risses wird die Sehrichtung des vor der scheitelrechten Tafel stehenden
Beschauers angezeigt durch die gerichtete Strecke @ @. Lauft diese
Strecke von rechts oben nach links unten, so gilt dasselbe fiir die gerich-
tete Strecke P@. Der Beschauer wird also von rechts oben auf den
abgebildeten Gegenstand zu sehen glauben, sobald PQ die erwihnte
Richtung besitzt. Das Entsprechende gilt fiir die drei anderen vor-
handenen Moglichkeiten, und so ergibt sich der Satz:

1) In der Zeichnung werden sichtbare Kanten kriftig und wvoll ausgezogen
und unsichtbare Kanten gestrichelt. Auf jede Stelle, an der eine sichtbare Linie
iiber einer unsichtbaren hinweggeht, muB eine Liicke in der letzteren treffen.
Unsichtbare Kanten, die zum Verstindnis des Bildes nicht notwendig sind,
konnen fortgelassen werden. Dafiir miissen oft Hilfslinien, die fin das Verstindnis
der Konstruktion notwendig sind, in der Zeichnung erhalten werden; fiir sie
werden feine Linien von verschiedener Ausfithrung (punktiert, gestrichelt, strich-
punktiert] verwendet.
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Ein nach Nr. 12 und Nr. 14 angelegter Schrigrif3 liefert eine rechte
oder linke Obersicht, wenn die gerichtete Strecke PQ nach links unten
oder rechis unten, und eine rechte oder linke Untersicht, wenn PQ nach
links oben oder rechts oben weist.

16. Fiir die Darstellung der Sichtbarkeit kommt nur die Ober-
fliche des abgebildeten Gegenstandes in Betracht. Zunichst moge sie
ein allseitig geschlossenes konvexes Vielflach sein, d.h. keine ein-
springenden Ecken oder Kanten besitzen. Ein solches Vieiflach wird
von jedem Projektionsstrahl, der es iiberhaupt trifft, in zwei Punkten
geschnitten, von denen der eine, dem gedachten Beschauer nihere,
sichtbar und der andere unsichtbar ist. So zerlegt sich das Vielflach
in einen sichtbaren und einen unsichtbaren Teil, deren Risse auf den-
selben Fleck der Tafel fallen. Die Grenze dieses Fleckes wird gebildet
durch die Risse von Kanten, in denen immer eine sichtbare und eine
unsichtbare Fliache des Vielflaches zusammenstoflen, und ist deshalb
der RiB desjenigen Kantenzuges, der den sichtbaren Teil des Viel-
flaches von dem unsichtbaren trennt. Man bezeichnet sowohl diesen
Kantenzug als auch seinen Rif} (jene Grenze) mit dem Namen Umrif
und unterscheidet sie dadurch, da man den ersten den wahren, den
zweiten den scheinbaren Umril nennt. Die Projektionsstrahlen der
Punkte der UmriBkanten bilden den Ubergang von den Projektions-
strahlen, die das Vielflach treffen, zu denen, die es nicht treffen; sie
streifen es. Wir fassen unser Ergebnis zusammen. in den Satz:

Ein konvexes Vielflach zerfillt in einen sichtbaren und eimen un-
sichtbaren Teil, die durch den wahren Umrif3 getrennt sind und deren
Risse denselben Fleck der Tafel doppelt bedecken. Drie Grenze dieses
Fleckes, der scheinbare Umrif3, ist der Rif3 des wahren Umrisses.

17. Der Umri eines konvexen Vielflaches ist immer sichtbar, denn
er gehort ja auch dem sichtbaren Teil des Vielflaches an. Von seinen
Ecken konnen sowohl sichtbare wie unsichtbare Kanten ausgehen.
In einer Ecke aber, die dem Umrifi nicht angehort, konnen nur entweder
lauter sichtbare oder lauter wumsichtbare Kanten zusammenlaufen; denn
eine solche Ecke liegt entweder inmitten des sichtbaren oder inmitten
des unsichtbaren Teiles des Vielflaches. Wenn man also von einer
nicht zum UmriB gehorigen Ecke weill, ob sie sichtbar ist oder nicht,
kann man von ihr aus die Sichtbarkeit des ganzen Vielflaches ableiten.

Dabei kann noch die folgende Bemerkung als Richtigkeitsprobe
niitzlich sein: Zwei Kanten eines konvexen Vielflaches konnen sich
zwischen ihren Endpunkten nicht begegnen. Wenn also ihre Risse
einen Schnittpunkt zwischen ihren Endpunkten haben, so ist dieser
nicht der Rif eines beiden Kanten gemeinsamen Punktes, sondern
der RiB zweier getrennten Punkte, die denselben Projektionsstrahl
haben. Deshalb muB von diesen Punkten der eine dem sichtbaren
und der andere dem unsichtbaren Teil des Vielflaches angehéren;
dasselbe gilt dann auch von den Kanten, auf denen sie liegen, und
das heif3t:



GrundriB und AufriB. 11

Wenn die Risse zweter Kanten etnes konvexen Vielflaches sich
zwischen ithren Endpunkten schneiden, so ist tmmer die eine Kante
sichtbar und die andere unsichtbar.

18. Diese Regeln konnen leicht an dem in Fig. 1 gezeichneten
Schrigri eines Quaders gepriift werden. Sie gelten aber nicht nur
fiir Schrégrisse dieser Art, sondern ganz allgemein fiir alle Risse, die
durch Parallelprojektion entstehen; denn nur bei dem letzten Satz
von Nr. 15 haben wir ausdriicklich Bezug genommen auf die in Nr. 12
und Nr. 14 gegebene Vorschrift iiber die Herstellung von Schréigrissen.
Wir kénnen die Erorterungen iiber die Sichtbarkeit auch auf die Zentral-
projektion ausdehnen; die einzige Abdnderung besteht darin, daB wir
ein Auge des Beschauers im Projektionszentrum annehmen.

Ferner konnen wir jetzt auch die Sichtbarkeit nicht konvexer
Vielflache untersuchen. Wir verfahren folgendermaflen:

Behufs Feststellung der Sichtbarkeit zerlegt man ein nicht konvexes
Vielflach tn konvexe Teile, bestimmt fiir jeden seine Sichtbarkeitsverhdlt-
nisse unabhingig von den dibrigen und sieht dann nach, inwiefern diese
Teile sich gegenseitig verdecken.

II. Rechtwinklige Projektion auf mehrere Tafeln.
GrundriB und Aufrig.

19. Fiir alle Fille, in denen es sich um die Herstellung eines ver-
wickelteren Risses aus gegebenen Stiicken und um die Entnahme von
MaBen aus dem RiB handelt, erweist sich das Verfahren der recht-
winkligen Projektion als besonders brauchbar. Bei ihm sind die Pro-
jektionsstrahlen zu der Tafel senkrecht und kénnen deshalb als Pro-
jektionslote bezeichnet werden.

Die Tafel wird, wenn nicht besondere Umstéinde es anders ver-
langen, entweder als wagerecht oder als gerade vor dem Beschauer
scheitelrecht stehend vorausgesetzt und heifit im ersten Falle Grund-
riftafel I1,, im zweiten Falle Aufriftafel II,. In Ubereinstimmung
hiermit sprechen wir von dem Grundrif oder dem Aufrif eines Gegen-
standes und bezetchnen insbesondere dem Grundrif3 eines Punktes P
und etner Geraden g mit P’, g, die Aufrisse aber mit P”, ¢’ 1).

Firr die Bestimmung der Sichtbarkeit nehmen wir im Einklang
mit Nr. 15 den Beschauer oberhalb der GrundriBitafel und vor der
AufriBtafel an; dann bietet der GrundriB eine Obersicht, der Aufrif3
eine Vorderansicht des dargestellten Gegenstandes dar. Besondere
Umstéinde konnen gelegentlich die Herstellung einer Untersicht bzw.
Riickansicht wiinschenswert erscheinen lassen, so daB wir den Be-
schauer auf die entgegengesetzte Seite der Tafel stellen miissen.

1) Zu lesen: ,,P-Strich®, ,,g-Strich®, ,, P-zwei-Strich*, ,,g-zwei-Strich*.
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20. Wagerechte Ebenen und scheitelrechte Strecken spielen bei der
natiirlichen Stellung der meisten Gegensténde eine besondere Rolle und
sind auch im Grundrifl und im Aufril bevorzugt. Wenden wir auf sie
die Sitze von Nr. 5, 9, 10, 11 an, so erhalten wir die folgenden Satze:

Der’ Grundrif3 einer wagerechten Strecke ist eine thr gleiche') und
parallele Strecke.

Der Grundrif3 einer scheitelrechten Strecke ist ein Punkt; thr Auf-
rif3 tst eine thr gleichel) scheitelrechte Strecke.

Der Grundrif3 einer Figur, die in einer wagerechten Ebene liegt, ist
etne thr kongruentel) Figur; thr Aufrif3 fdllt vollstindig in die wage-
rechte Aufrifispur threr Ebene hinein.

Der Grundrif3 etner Figur, die tn einer scheitelrechten Ebene liegt,
fallt vollstindig in die Grundrifspur der Ebene hinein.

21. Hiernach steht ein Korper fiir die Herstellung seines Grund-
risses besonders giinstig, wenn recht viele seiner wichtigen Erstreckungen
wagerecht liegen. Bei einem Quader z.B., dessen Flichen ABCD
und EFGH zu II, parallel sind, bilden diese Flichen sich ab in zwei
ihnen kongruente Rechtecke A’ B'C' D’ und E'F' H'. Aber die Kanten
AE, BF, CG, DH sind scheitelrecht und haben je einen einzigen
Punkt zum Grundri. Deshalb ist, wenn wir mit dem Zeichen =
das Zusammenfallen zweier Punkte oder zweier Strecken oder irgend
zweier anderen gleichartigen Gebilde andeuten, 4’=F', B'=F’,
C'=@, D =H und A’'B'C'D' =FF&H. Das heit:

Ein Quader mit zwei zu der Grundriftafel parallelen Flichen hat als
Grundrifi ein Rechteck, das jenen Fldchen kongruent ist.

Bei einer geraden quadratischen Pyramide trifft das Lot, das aus
der Spitze § auf die Grundfliche A BCD geféllt werden kann, den
Diagonalenschnittpunkt E der letzteren. Liegt die Ebene ABCD
wagerecht, so ist der Grundril des Quadrates A BCD ein diesem kon-
gruentes Quadrat 4’ B’C’D’, dessen Diagonalenschnittpunkt der Grund-
rif B’ von F ist. Mit B’ vereinigt sich, da ES scheitelrecht ist, auch
der Grundri 8’ von S. Das heilit:

Eine gerade quadratische Pyramide, deren Grundfliche wagerecht ist,
hat als Grundrif3 ein Quadrat mit seinen Diagonalen.

22. Fiir die Herstellung seines Aufrisses steht ein Korper besonders
giinstig, wenn moglichst viele seiner wichtigen Erstreckungen zur Auf-
rifitafel II, parallel liegen. Zum Beispiel werden wir uns den Quader
von Nr. 21 am besten so gedreht denken, daB seine wagerechten Flichen
wagerecht bleiben, daB aber die Ebenen der beiden Rechtecke ABFE
und CDHG@ zu Il, parallel sind. Dann ergibt sich durch dieselben
Schliisse, wie beim GrundriB}, daB} der Aufril des ganzen Quaders ein
Rechteck A”B”"F”E"=D"0"@"H"” ist, dessen Seiten die Lingen der
Kanten AB und AE des Quaders haben.

1) ,gleich* und ,kongruent* natiirlich unter Beriicksichtigung des MaB-
stabes der Zeichnung (s. Nr. 3).
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Die Pyramide von Nr. 21 stellen wir so, daf3 ihre Grundfliche 4 BCD
wieder wagerecht ist und zugleich die Kanten AD und BC zu II,
senkrecht hat. Dann sind 4”7 = D", B”=C(", so daB in der wage-
rechten Strecke 4’ B” = D’’C” der AufriB des ganzen Quadrates 4 BCD
enthalten ist. Die Hohe ES der Pyramide hingegen ist scheitelrecht
und zu /1, parallel, hat also zum AufriB eine ebenfalls scheitelrechte,
d.h. zu 4” B” senkrechte Strecke E”’S’/. E’ halftet, da E die Mitte
von AC und A”C” = A” B” ist, nach Nr. 8 die Strecke 4"’ B”; mit-
hin ist das Dreieck 4”8”B” ein gleichschenkliges. Dieses Dreieck
aber stellt, da D”8"=A4"8", C”8”"=B"’8"” ist, den Aufril der
ganzen Pyramide dar. Also haben wir gefunden:

Der Aufrify einer geraden quadratischen Pyramide, deren Grund-
flache wagerecht ist und zwei zu der Aufriftafel senkrechte Kanten hat,
1st ein glerchschenkliges Dreteck mit wagerechter Grundseite.

23. Wir erkennen bereits aus diesen einfachen Beispielen, da8 der
GrundriB allein oder der Aufri8 allein nicht geniigt, um den dar-
gestellten Gegenstand vollstdndig zu bestimmen. Die Erstreckung
senkrecht zu der Rifltafel spielt in dem RiB gar keine Rolle; sie kann
deshalb auch nicht aus ihm entnommen werden, sondern muf} auf
irgendeine andere Weise angegeben werden.

Ein Beispiel hierfiir liefert jede Landkarte mit Schichtlinien, so-
fern sie ein nicht zu groBes Stiick der Erdoberfliche darstellt. In
diesem Fall kénnen wir sie ndmlich als einen Grundril des Geldndes
auffassen, dessen Tafel in der fiir die betreffende Stelle berechneten
Hohe des Meeresspiegels liegt, und haben in den Schichtlinien die
Grundrisse der Schnitte des Geldndes mit Ebenen, die in gleichmaBig
wachsenden Absténden von der Grundriltafel zu dieser parallel hin-
durchgelegt sind. Den Schichtlinjen und einzelnen wichtigen, zwischen
ihnen liegenden Punkten sind Zahlen beigeschrieben, die ihre Hohen
iiber der Grundriitafel, d.h. iiber dem Meeresspiegel, angeben; sie
heiflen Koten, weshalb diese Art der Darstellung als kotierte Projektion
bezeichnet wird.

Die kotierte Projektion dient der Losung aller Aufgaben, die durch
die Darstellung des Gelindes und durch die Planung von in ihm vor-
zunehmenden Veridnderungen gestellt werden; sie ist dazu besonders
geeignet, weil die Hohenunterschiede des Gelindes im Verhéltnis zu
den Ausdehnungen des Grundrisses auBerordentlich klein sind und
sich am einfachsten und genauesten durch Zahlen angeben lassen.
Wo aber dieser Grund nicht vorliegt, zieht man andere, rein zeich-
nerische Verfahren vor.

Das rechtwinklige Zweitafelsystem,

24. Das brauchbarste und gebrauchlichste Verfahren besteht in
einer gleichzeitigen Anwendung und folgerechten Verkniipfung von
Grund- und AufriB. Bei ihm bilden die Grundrifitafel I, und die
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AufriBtafel II, zusammen mit ihrer Schnittlinie, der Rifachse a,s,
ein Ganzes, das wir als das rechiwinklige Zweitafelsystem bezeichnen.
Es handelt sich nun darum, die Zusammenhinge aufzusuchen, die
hierbei zwischen den beiden Rissen desselben rdumlichen Gebildes
bestehen. Wollen wir dabei dem Vorstellungsvermégen durch ein
Modell zu Hilfe kommen, so kénnen wir, obwohl wir die beiden Tafeln
uns allseitig unbegrenzt denken miissen, nur begrenzte Teile von ihnen
zur Anschauung bringen. In Fig. 2a haben wir den Schrigri eines
solchen Modelles nach Nr. 14 hergestellt; I, und II, sind durch zwei
kongruente Rechtecke begrenzt, von denen das erste zwei zu der
Schrigrifitafel senkrechte Seiten besitzt und das zweite in einer zu ihr
parallelen Ebene liegt; der iiber die Buchstaben gesetzte Strich, mit
dem der Schragril angedeutet wurde, ist fortgelassen worden.

26. Die Riflachse a,, teilt die beiden Tafeln in je zwei Teile; die
GrundriBitafel II, in einen vorderen, II{, und einen hinteren, II7;
die Aufriitafel’Il, in einen oberen, II, und einen unteren, II;. Die
beiden Tafeln wiederum teilen den Raum in vier Teile, die begrenzt
werden durch II} und IT§, durch II7 und II}, durch II7 und II3,
durch IT} und II5. Weil die zu II; gehérigen Projektionslote parallel
zu II, und die zu II; gehorigen Projektionslote parallel zu II, sind,
ergibt sich sofort der — an den Punkten P, @, R, § der Fig. 2a zu
bestatigende — Satz:

Im rechtwinkligen Zweitafelsystem liegen die Risse eines Punktes in
den Tetlen der Tafeln, durch die der Raumteil begrenzt wird, in dem
der Punkt enthalten ist.

Als besonderen Fall miissen wir den ins Auge fassen, daB ein
Punkt T in einer der Tafeln selbst liegt. Ist 7T ein Punkt von I7,
so ist nach Nr.4 7" ==T; gleichzeitig ist das aus 7" auf II, zu fillende
Projektionslot in I, enthalten, so daBl 7" auf die RiBachse a,, fallt.
Ist T ein Punkt von II,, so folgt in dhnlicher Weise, da 77 = T
ist und 7" in @,y liegt. Also gilt der Satz:

Die Punkte der Grundrifftafel (Aufrifitafel) haben ihre Aufrisse
(Grundrisse) auf der Rifachse.

26. Ist P irgendein Punkt mit den Rissen P’ und P, so be-
stimmen die drei Punkte eine Ebene P P’ P”; diese steht, da P’ P IT,
und PP LII,, auf II, und II,, also auch auf a,, senkrecht. Ist P,
der Schnittpunkt der Ebene PP’'P” mit a,,, so sind die Geraden
P, P’ und Py, P” ihre Schnittlinien mit 77, und II, und somit zu a,,
senkrecht. AuBerdem aber folgt, da P’P_ P,P’, PP 1 P,P”,
P,,P’ | P, P”; das Viereck PP’'P,P” ist also ein Rechteck — das
sich in dem SchrégriB der Fig.2a als Parallelogramm abbildet —
und fithrt zu den Gleichheiten: Py, P’ = P”P und P,,P” = P'P.
Genau dieselben Uberlegungen konnen wir fiir die anderen Punkte
@, R, S der Fig. 2a anstellen und erhalten dadurch ein Ergebnis,
das wir folgendermallen aussprechen:
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Die Lote, die man aus dem Grundrif und aus dem Aufriff eines und
desselben Punktes auf die Riffachse fillen kann, haben einen gemein-
samen Fuppunkt und sind gleich den Abstinden, die der Punkt bzw.
von der Aufrif3- und der Grundriflebene besitzt.

27. Dieser Satz driickt die Verkniipfung aus, die im rechtwinkligen
Zweitafelsystem zwischen Grundril und Aufri8 desselben Korpers und
zwischen den beiden Rissen und dem Korper selbst besteht. Aber
die Tafeln mit den Rissen, der abzubildende Gegenstand und die Pro-
jektionslote bilden eine rdumliche Gesamtheit, die wir kurz das rdum-
liche Zwertafelsystem nennen wollen. Hingegen kann und soll die zeich-
nerische Behandlung sich lediglich auf die beiden Risse erstrecken, die
dabei mit besonderem Vorteil auf demselben Zeichenblatt vereinigt
werden.

Fig. 2a. Fig. 2b.

Um das zu erreichen, lassen wir aus dem ridumlichen Zweitafel-
system den abzubildenden Gegenstand und die Projektionslote fort,
drehen die eine der beiden Tafeln um die RiBfachse a,, so in die andere
hinein, da8 sich II{ auf II; und II§ auf II7 deckt, und legen die zu-
sammengeklappten Tafeln so in das Zeichenblatt, daB" a,, wagerecht
verliuft. Diese Anordnung sei kurz als das zusammengeklappte Zwes-
tafelsystem bezeichnet. Fig. 2b zeigt das zusammengeklappte Zwei-
tafelsystem, das aus dem in Fig. 2 a dargestellten réumlichen hervorgeht.

28. Wir erkennen sofort, da8 die Sidtze von Nr. 25 und Nr. 26
auch fiir das zusammengeklappte Zweitafelsystem ihre Geltung be-
halten. Aber, weil P, P’ und P, P” jetzt in derselben Ebene liegen
und in demselben Punkte P,, auf a,, senkrecht stehen, gehoren sie
derselben Geraden an, so daBB P’P” | a,, ist. Das heilBit:

Im 2usammengeklappten Zweitafelsystem liegen die Risse eines
Punktes stets in einer zu der Riflachse senkrechten Qeraden, die ,,Ord-
nungslinie* heif3t.
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Fig. 2 b zeigt dies fiir die Punkte P, @, R, S und 1iBt zugleich
erkennen, wie Grund- und Aufrif} eines Punktes ganz verschieden fallen
konnen, je nach dem Raumteil, in dem er liegt. In der Regel allerdings
werden wir den darzustellenden Gegenstand moglichst in dem wvon IT}
und II§ begrenzten Rauwmieil, dem ,,Hawptviertel”, annehmen, weil dann
sein Grundril unterhalb und sein Aufril oberhalb der RiBachse a,,
zu liegen kommt und ein storendes Imeinandergreifen der Risse ver-
mieden wird.

29. Wenn wir irgend zwei Punkte derselben Ordnungslinie nehmen,
so koénnen wir stets den einen als Grundri@ P’ und den anderen als
Aufri8 P eines rdumlichen Punktes P auffassen. Kehren wir ndm-

lich in das rdumliche Zweitafelsystem zuriick,
so zerlegt sich die Ordnungslinie in die beiden
Lote, die aus P’ und P” auf die RiBachse ge-
fallt werden kénnen und sie in demselben Punkte
Py, treffen ; infolgedessen ist die Ebene P’ P, P
zu beiden Tafeln senkrecht und enthilt die Lote,
die wir in P’ zu II; und in P” zu II, errichten;
also schneiden sich diese Lote in einem Punkte P,
als dessen Grundri§ P’ und als dessen Aufrifl P
erscheint. Wir erkennen erstens, dafl’ P durch
P’ und P” eindeutig bestimmt ist, und zwei-
tens, daB die ganze SchluBkette nur moglich
ist, wenn P’ und P” auf derselben Ordnungs-
linie des zusammengeklappten Zweitafelsystems
liegen. Also erhalten wir den Satz:

Zwei Punkte P' und P” des zusammen-
geklappten Zweitafelsystems sind immer dann und
nur dann Grund- und Aufrify eines Punktes P,
wenn sie derselben Ordnungslinie angehiren, und
Fig. 3. zwar bestimmen sie den Punkt P eindeutig.

30. Wenn Grund- und Aufri eines Korpers wie in Fig. 3 im zu-
sammengeklappten Zweitafelsystem vorliegen, so kann nur der sie
verstehen, der aus ihnen die Vorstellung der riumlichen Gestaltung
des Korpers herzuleiten weil. Uberhaupt mup stets mit dem zusammen-
geklappten Zweitafelsystem die Vorstellung des riumlichen Zweitafel-
systems verbunden sein und die zeichnende Arbeit in dem ersten Hand
n Hand gehci mit der Gedankenarbeit in dem zweiten.

Eine wesentliche Hilfe hierfiir ist es, wenn die Verkniipfung, die
nach Nr. 28 und Nr. 29 zwischen Grund- und Aufri8 beste¢ ht, hervor-
gehoben wird mittels einer Bezeichnung zusammengehiriger Punlkte
durch dibereinstimmende Buchstaben, wie A’ und 4, §" und 8 usw.
in Fig.3. Ferner dient diesem Zweck eine Darstellung der Sichtbar-
keit, die aus jener Verkniipfung sich nach den in Nr.19 gemachten
Bemerkungen folgerichtig ergibt. Némlich die Punkte, die bei einer
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Obersicht des Grundrisses sichtbar sind, gehéren jedenfalls zu den
obersten und die Punkte, die bei einer Vorderansicht des Aufrisses
sichtbar sind, zu den vordersten Punkten des Kérpers. Die obersten
Punkte des Kérpers sind aber die, deren Aufrisse zu oberst, und seine
vordersten Punkte die, deren Grundrisse im zusammengeklappten
Zweitafelsystem zu unterst liegen. Also kénnen wir, ohne in Einzel-
heiten einzugehen, die folgende allgemeine Regel aussprechen:

Ist etn Korper durch Grund- und Aufrif im zusammengeklappten
Zweitafelsystem gegeben, so kommen als sichtbar in Betracht fiir eine
Obersicht des Grundrisses die Punkte, deren Aufrisse zu oberst, und fiir
etne Vorderansicht des Aufrisses die Punkte, deren Grundrisse zu unterst
liegen.

Herstellung eines Schréigrissés aus Grund- und Aufrifl

31. Um die Vorstellung des rdumlichen Zweitafelsystems aus dem
zusammengeklappten zu gewinnen, miissen wir den Vorgang umkehren,
der uns in Nr. 27 von dem ersten zu dem zweiten gefithrt hat. Wir
werden also in Gedanken die eine der Tafeln II, und I7, um die RiB-
achse a;; aus der Ebene des zusammengeklappten Zweitafelsystems
heraus bis in die dazu senkrechte Stellung drehen, darauf in den
Punkten der beiden Risse die Projektionslote errichten und endlich
die Schnittpunkte zusammengehoriger Projektionslote anmerken und
passend verbinden.

Indem wir diesen Vorgang nach den Regeln von Nr. 12 und Nr. 14
in einem Schrigri darstellen, konstruieren wir die Fig. 2a aus der
als gegeben zu denkenden Fig. 2 b. Wir nehmen ndmlich die Schriig-
ritafel parallel zu der Aufrifitafel II,, so daB sich die letztere zu-
sammen mit dem in ihr liegenden Aufril, mit der RiBlachse a,, und
mit den aus den AufriBpunkten auf a,, gefillten Loten P”'P,,, @ Q,, usw.
in wahrer GréBe und Gestalt abbildet und unmittelbar aus Fig. 2b
nach Fig. 2a iibertragen werden kann. Alle Strecken ferner, die im
rdumlichen Zweitafelsystem auf II, senkrecht stehen, sind auch zu
der SchrégriBitafel senkrecht. Folglich sind ihre Schrigrisse nach
Richtung und Lénge durch die Richtung und das Anderungsverhiltnis
bestimmt, die fiir die Herstellung des Schrigrisses gewihlt wurden.
Insbesondere gilt dies fiir die aus den GrundriBpunkten auf a,, ge-
fallten Lote P’P,, usw., so daB mit ihrer Hilfe der SchrigriB der ge-
samten Grundrifitafel in Fig. 2 a eingetragen werden kann. Endlich
bilden sich in Fig. 2 a die zu II; senkrechten Projektionslote als scheitel-
rechte Geraden ab und die zu II, senkrechten Projektionslote als Ge-
raden von der Richtung, die den Schrigrissen von P’P, usw. zu-
kommt. Die Schnittpunkte dieser beiden Gruppen von Geraden in
Fig. 2 a liefern die Schragrisse der Punkte des Raumes, fiir die in Fig. 2 b
Grund- und Aufri gegeben sind.

32. In der soeben geschilderten Weise kénnen wir stets aus Grund-
und AufriB eines Korpers einen Schrigril desselben konstruieren.

Ludwig, Parstellende Geometrie. 2
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Jedoch ist dabei der Schrigril des Grundrisses entbehrlich, weil wir
den Korper mit seinem Aufril durch die zugehorigen, ihrer Lénge
nach aus dem gegebenen Grundri bekannten Projektionslote ver-
bunden denken und somit den Aufrif als die Figur & der Vorschrift
von Nr. 14 verwenden kénnen. In dieser Weise ist in Fig. 4 ein Schrig-
ri8 des durch Fig. 3 gegebenen Korpers gezeichnet. Wir merken uns
also die folgende Vorschrift:

Um aus Grund- und Aufriff eines Korpers einen Schrigrif3 herzu-
stellen, wihlt man die Schrigriftafel parallel zur Aufriftafel und benutzt
den Aufrif als die Figur § des in Nr. 14 geschilderten Verfahrens. Die
daber gebrauchten Abstinde der Punkte des Korpers von der Ebene der
Figur § sind gleich den Abstinden der Grumdrisse der Punkte von der

Rifachse.

Die Entscherdung iber die Sichtbar-
keit der einzelnen Punkte und Kanten
tm Schrdgrif3 hingt ab von der Rich-
tung der Strecke PQ; denn der Rich-
tungssinn von P nach @ gibt nach Nr. 15
an, ob der vor dem Korper stehende
Beschauer auf ihn von oben oder unten,
von rechts oder links blickt. In Fig.4
miissen wir uns deshalb den Beschauer
rechts oben stehend denken; dann ist
von den drei im Innern des scheinbaren
Umrisses befindlichen Eckpunkten der-

Fig. 4. jenige dem Beschauer zugekehrt, dessen

GrundriB in Fig. 3 vorn rechts und

dessen Aufri8 oben rechts liegt, wihrend die anderen beiden Eck-
punkte, darunter A, verdeckt sind.

Schiebungen der RiBtafeln.

33. Unter einer Schiebung einer Riftafel wollen wir eine solche
Bewegung verstehen, bei der jeder Punkt der Tafel eine zu ihr senk-
rechte Strecke von einer fiir alle Punkte gleichen Linge d durchlauft;
die Anfangs- und die Endlage der Tafel sind parallel. Halten wir den
dargestellten Korper und die Richtung der Projektionsstrahlen fest,
so bleibt auch das Prisma der Projektionsstrahlen, die durch die
Punkte des Korpers gehen, ungeéindert. Deshalb hat bei rechtwinkliger
Projektion eine Schiebung der RiBitafel auf den Rif iiberhaupt keinen
EinfluB, wéhrend bei schiefwinkliger Projektion der RiB in der Tafel
parallel verschoben wird, d.h. so, daB er sich selbst kongruent und
jede seiner Geraden ihrer alten Lage parallel bleibt.

Wenn wir also im rdumlichen Zweitafelsystem die eine Tafel einer
Schiebung unterwerfen, so bleiben beide Risse an sich ungeéndert,
aber die RiBachse behadlt nur in der bewegten Tafel ihre alte Lage
und geht in der festen Tafel in eine Gerade iiber, die zu ihr parallel
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und von ihr um die Strecke d entfernt ist. Dies hat auf das zusammen-
geklappte Zweitafelsystem den EinfluBl, daB der Rifl der festen Tafel
in der Richtung der Ordnungslinien um d parallel verschoben erscheint.

Umgekehrt setzt eine derartige Verschiebung eines Risses stets
nur eine Schiebung der anderen Tafel des Zweitafelsystems voraus.
Wie die Punkte des Risses ihre Entfernungen von der RiBlachse simt-
lich um dieselbe Strecke d verindern, so werden auch fiir die Punkte
des dargestellten Korpers die Entfernungen von der verschobenen
Tafel um d vergroBlert oder verkleinert. Deshalb diirfen wir sagen:

Wird der Grundrif3 oder der Aufrif3 in der Richtung der Ordnungs-
linien parallel verschoben, so dndern sich die Abstinde der Punkte des
dargestellten Gegenstandes von der Aufrif3- bzw. Grundrifitafel sdimilich
um dieselbe Strecke.

34. Wenn wir im zusammengeklappten Zweitafelsystemn die Risse
ungedndert lassen und nur die RiBachse durch eine zu ihr parallele
Gerade ersetzen, so hat dies dieselbe Wirkung, wie wenn wir beide
Risse zugleich in der Richtung der Ordnungslinien um dieselbe Strecke d
nach oben oder nach unten schieben, und bedeutet deshalb fiir das
riumliche Zweitafelsystem eine Hebung oder Senkung der GrundriB-
tafel um die Strecke d und eine gleichzeitig ebenfalls um d erfolgende
Verschiebung der Aufriitafel nach hinten bzw. nach vorn. Also folgt:

Wird im zusammengeklappten Zweitafelsystem nur die Rifachse
parallel mit sich selbst verschoben, so dndern sich die Abstinde der
Punkte des dargestellten Gegenstandes von den betden Tafeln similich
um dieselbe Strecke.

Die Riflachse des rdumlichen Zweitafelsystems nimmt als Schnitt-
linie der beiden Tafeln an ihren gleichzeitigen Bewegungen teil und
verschiebt sich infolgedessen in eimer festen Ebene, die unter einem
Wiukel von 45° nach vorn abfillt und deshalb stets (wie die Ebene 4
in Fig. 33) die Halbierungsebene des einen wvon den Tafeln gebildeten
Schettelwinkelpaares ist.

Alle diese Verinderungen haben auf die Gestalten des dargestellten
Koérpers und seiner Risse keinen Einflul. Deshalb diirfen wir die in
den letzten beiden Sdtzen behandelten Verschiebungen ohne weiteres aus-
fithren, wenn die Zweckmafigkeit, vor allem die bessere Ausniitzung
des fiir die Zeichnung vorhandenen Platzes es erfordert. Insbesondere
aber werden wir sehen, daBl bei vielen Aufgaben die RiBachse nur
insofern von Bedeutung ist, als die zu ihr senkrechte Richtung die-
jenige der Ordnungslinien ist. Wir brauchen daher die RiPachse meistens
gar nicht anzugeben und konnen sie, wenn sie doch nitig wird, nach-
traglich an passender Stelle eintragen.

An den Grundri8 anschlieBender SeitenriB.

36. Aus Grund- und Aufriff eines Kérpers konnen wir auch An-
sichten ableiten, die durch rechtwinklige Projektion auf andere Tafeln

DA



20 Rechtwinklige Projektion auf mehrere Tafeln.

entstehen und als Seitenrisse bezeichnet werden. Steht die Seitenrif3-
tafel II, zur GrundriBtafel [I, lings der RiPachse a,; senkrecht, so
legen wir IT, durch eine Drehung um a,; in I, hinein und erhalten
einen an den Grundrif3 anschlieflenden Seitenrif. Die Richtung von a4
ist maBgebend fiir die Ansicht, die der Seitenri darbietet; eine Par-
allelverschiebung von a,; aber bedeutet nur eine Schiebung von II,
und #ndert nach den Erérterungen von Nr. 33 nichts Wesentliches.

Sind in Fig. 5a und Fig. 5b1) P, P”, P’ Grund-, Auf- und
Seitenri eines Punktes P, so kénnen wir fiir P’ und P’ genau die-
selben Beziehungen ableiten, die nach Nr. 24 bis 29 fiir P’ und P”
bestehen. Es sind also in Fig. 5a P, P’' La,;, Py P Lay,, PP’
= PP, P,,P"” = P'P. Hieraus folgt, da auch P, P"" = P’'P ist,
dafl wir P, P = P, P”” haben. In Fig. 5b tritt noch hinzu, dal

Fig. 5a. Fig. 5b.

P, P’ und P,y P bei der Umlegung von I, in eine zu a,, senkrechte
Gerade hineinfallen, die wir ebenfalls Ordnungslinie nennen. Wir
haben jetzt also zwei verschiedene Gruppen von Ordnungslinien und
bezeichnen die zwischen Grund- und Aufril verlaufenden als ,,dze
Ordnungslinien [1, 2], die zwischen Grund- und Seitenril verlaufen-
den als ,,die Ordnungslinten [1, 3]“. Aus diesen Uberlegungen ziehen
wir die folgende Konstruktionsvorschrift:

Sind von einem Punkt P der Grundrif P’ und der Aufrif P” ge-
geben, so konstruiert man in dem Seitenrif3, der sich mit der Rifachse a,,
an den Grundrif§ anschlief3t, den Bildpunkt P"”’ dadurch, daf3 man durch P’
die Ordnungslinie [1, 3] senkrecht zu a,, zieht und auf thr von ithrem
Schnittpunkt Py mit a,3 ausgehend die Strecke P, P”"' = P, P" abtrdgt.

36, Auf Grund dieser Vorschrift zeichnen wir in Fig. 6 zu den
bereits in Fig. 3 gegebenen Rissen einen an den Grundri8 anschlieBen-
den Seitenrif. Um auch fiir ihn eine folgerichtige Darstellung der

1) ohne die mit einem Stern (*) bezeichneten Teile.
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Sichtbarkeit zu erhalten, bringen wir ihn durch eine Drehung des
Zeichenblattes an die Stelle des Aufrisses und verfahren dann nach
der in Nr. 30 gegebenen Regel.

Legen wir jetzt durch A” die zu @,, parallele Gerade al,, durch 4"
die zu a,; parallele Gerade aj; und schneiden diese Geraden mit den
Ordnungslinien R'R”, 8’S” in Rj,, S},, bzw. mit den Ordnungslinien
R'R”, 88" in R};, Si;, so haben wir

. AIZAII — AlaA/II’ RlzRII —_— R13RIII’ S12S/I — Slas///;

I2 RII — RlzR” ——Ale”, S;ZS” — SIQS” . AleII;
R’;s R//I —_ 1{13 R/II ——A13A”I, )S‘;:;S”/ — Slasl// . AlaA///
- und folglich

I2 R// — R’;S RI/I, S‘;2S// —_ S;3SII/
f Diese Strecken konnen wir als die ¢n Richtung
{ der Ordnungslinien [1, 2] bzw. [1, 3] gemessenen Ab-
', standsunterschiede der Punkte R und 4 und der
| Punkte S und A4 bezeichnen und erhalten damit
% den Satz:

Wird zu Grund- und Aufrif3 ein an den ersten
anschliefSender Sei-
tenri 3 hinzugefiigt,
so sind fir je zwer
Punkte die Ab-
standsunterschiede
gleich, die im Auf-
rif3 in der Richtung
der Ordnungslinien
[1,2]undimSeiten-
rif in der Richtung
der Ordnungslinien
[1, 3] gemessen wer-
den.

WaswirinNr.34
iiber die Verschiebung der Rifachse a,5 gesagt haben, besteht auch
fir die RiBachse a,3. Wollen wir in Fig. 6 a,, und a,; durch andere,
zu ihnen parallele RiBachsen ersetzen, so miissen auch fiir diese die Er-
gebnisse von Nr. 35 gelten. Dies ist der Fall, sobald die neuen Rif3-
achsen in gleichen Abstinden von den alten und auf entsprechenden
Seiten derselben liegen. Also kénnen wir auch af, und af, als zusammen-
gehorige RiBachsen auffassen und erhalten dadurch den Satz:

Um 2u Grund- und Aufrif eines Korpers einen an den ersten an-
schliefenden Seitenrif zu zeichnen, braucht man bestimmie RipPachsen
nicht von vornherein festzulegen. Vielmehr kann man den Seitenriff A’
eines Punktes A zuerst wdhlen und darauf nach der Vorschrift von
Nr. 35 verfahren, indem man die Geraden, die durch A” senkrecht zu
A’A” und durch A’ senkrecht zu A’A”"’ laufen, als Rifachsen benutzt.
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Eine Folge von drei Rissen.

37. Steht die SeitenriBtafel II, lings der Rifachse ayy auf der
AufriBtafel II, senkrecht, so drehen wir II; um @y in If, hinein und
erhalten einen an den Aufriff anschliefenden Seitenriff. Wenn Il so-
wohl auf I, als auch auf 1], senkrecht steht, so nennt man den Seiten-
rif} einen Kreuzrif3; einen solchen kann man ebenso als einen an den
GrundriB}, wie als einen an den Aufrif anschlieBenden Seitenriffi be-
handeln.

Die Satze von Nr. 35 und Nr. 36 konnen wir auf diese Félle mit
leichter Anderung iibertragen. Sie gelten iiberhaupt immer, wenn es
sich um rechtwinklige Projektion auf drei Tafeln handelt, von denen
zwei auf der dritten senkrecht stehen, die aber sonst ganz beliebig
im Raume angeordnet sind. Auf diese Weise erhalten unsere Sétze
eine allgemeinere Form, die wir folgendermafen aussprechen:

Wird ein Gegenstand rechtwinklig auf drei Tafeln II,, Ilg, II, pro-
jiziert, von denen Il, und II, lings den RiPachsen a,g und ag, auf Ilg
senkrecht stehen, so legen wir diese Tafeln durch Drehungen um die Rif3-
achsen in eine Ebene hinein und erhalten eine ,,Folge von drei Rissen‘
(x), (B), (y). In thr werden fiir jeden Punkt des dargestellten Gegen-
standes die Bildpunkte der Risse (a) und (f) durch eine zu a.g senk-
rechte Ordnuagslinie [, 8] verbunden und die Bildpunkte der Risse (f)
und (y) durch eine 2u ag, senkrechte Ordnungslinie (8, y]; dabei sind
smmer die Abstinde gleich, die in den Rissen (&) und (y) 2wischen den
Bildpunkten wnd den zugehorigen Rifachsen ang und ag, bestehen.

In einer Folge von dret Rissen (o), (B), (y) sind fir je zwer Punkte
die Abstandsunterschiede gleich, die im Riff (x) tn der Richtung der
Ordnungslinien [o., B] und im Rif3 (y) in der Richtung der Ordnungs-
linien [B, y] gemessen werden.

38. Aus diesen Sitzen ergeben sich die Konstruktionsvorschriften:

Sind tn einer Folge von dret Rissen (&), (B), (y) die Bildpunkte
eines Punktes in (&) und (B) gegeben, so findet man den Bildpunkt
tn (y) dadurch, daff man die Ordnungslinie [f, y] senkrecht zu der Rif:
achse ag, zieht und auf ihr von ihrem Schnittpunkt mit ag, ausgehend
den Abstand auftrigt, den der Bildpunkt im Riff (x) von der Rif-
achse ay s besitzt.

Wenn die Rifachsen nicht vorhanden sind, aber fiir etnen Punkt A
aufer den Bildpunkten A®), AP) in den ersten beiden Rissen auch der
Bildpunkt AY) im Rif (y), so verfihrt man nach der soeben gegebenen
Vorschrift, indem man die Geraden, die durch A® senkrecht zu A®A®
und durch A® senkrecht zu AP AY) laufen, als Rifachser benutzt.

Um die Sichtbarkeit in solchen Rissen zu bestimmen, werden wir
uns am einfachsten, wie wir es schon bei Fig. 6 in Nr. 36 getan haben,
der fiir Grund- und Aufri getroffenen Festsetzungen und der aus
ihnen flieBenden Regel von Nr. 30 bedienen. Wir erhalten dadurch
die folgende Vorschrift: ‘ '



Eine Folge von drei Rissen. 23

Um die Sichtbarkeit in zwei aneinander anschlieflenden Rissen zu
bestimmen, dreht man die Zeichnung so, daf die verkniipfenden Ord-
nungslinien in scheitelrechte Lage kommen, und benutzt die in Nr. 30
fiir Grund- und Aufrif3 angegebene Regel.

39. Zur Erliuterung unserer Uberlegungen diene die durch Fig. 7
veranschaulichte

Aufgahe: Gegeben sind der GrundriB (1) und der Aufri (2) eines
Koérpers. Gesucht sind ein an den Aufri anschlieBender SeitenriB (3)
und ein wiederum an diesen anschlieBender weiterer SeitenriBi (4).

Wir haben hier zwei Folgen von je drei Rissen, némlich erstens
6=1, =2, y =3 und zweitens &« =2, § =3, y = 4. Die erste

Folge fiihrt zur Konstruktion des Risses (3): Wir ziehen durch die
Punkte des Aufrisses in geeigneter Richtung die Ordnungslinien [2, 3]
und wihlen den dritten Ri eines beliebigen Punktes des Korpers,
etwa des Punktes 4. Darauf benutzen wir die Geraden r; und ry,
die durch A4’ senkrecht zu den Ordnungslinien [1, 2] und durch 4’
senkrecht zu den Ordnungslinien [2, 3] laufen, als die RiBachsen a,q
und ayy und suchen, wie es in Fig. 7 fiir den Punkt § angedeutet ist,
nach unserer Vorschrift die iibrigen Punkte des Risses (3).

In genau derselben Weise konstruieren wir vermége der zweiten
Folge den Rif} (4). Aber wir werden dabei statt des Punktes A einen
anderen Punkt B nehmen und die Geraden s, und 8,, die durch B”
senkrecht zu den Ordnungslinien [2, 3] und durch B’V senkrecht zu
den Ordnungslinien [3, 4] laufen, als die RiBachsen agy und a,, be-
nutzen. Es wirkt ndmlich auf die Ubersichtlichkeit der Konstruktion
vorteilhaft ein, wenn wir 4 und B so wihlen, daB jeder der vier Risse
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vollstéindig auf der einen Seite der fiir ihn in Frage kommenden Ge-
raden r; oder s, oder r, oder s, liegt.

Als Genauigkeitsprobe verwenden wir die Tatsache, daB nach
Nr. 7 die Risse paralleler Strecken parallel sind. Wir koénnen aber
auf Grund dieses Satzes auch manche Punkte der Risse (3) und (4)
unmittelbar konstruieren, ohne auf die vorhergehenden Risse zuriick-
greifen zu miissen. Die Sichtbarkeit bestimmt sich nach der letzten
Regel von Nr. 38.

Neben den Aufri gelegter Seitenrifi,

40. Wir betrachten wieder einen Seitenrifl, dessen Tafel zu der
Grundrif8tafel senkrecht ist, und stellen uns nach Fig. 5a die rdum-
liche Anordnung der Tafeln I1,, II,, II, vor. Die drei Tafeln begegnen
sich in einem Punkt O, und die Schnittlinie b,, von II, und II, steht
in ihm auf II, und somit auch auf a,, und a,; senkrecht. Wenn P
ein Punkt des dargestellten Gegenstandes ist und die Risse P/, P, P’
hat, so ist die durch P””P und PP bestimmte Ebene zu II, parallel
und zeichnet deshalb in II, und II; die zu by, in demselben Punkt P,,
senkrechten Geraden P,,P” und P, P’ ein. Um nun die drei Risse
in einer Ebene zu vereinigen, kénnen wir die Tafel II;, statt sie wie
in Nr. 35 um a3 in II; hineinzudrehen, auch durch Drehung um b,,
in die Tafel II, klappen. Dadurch erhalten wir eine Anordnung des
Seitenrisses, die wir einen neben den Aufrifi gelegten Seitenrifl nennen
wollen und die in Fig. 5b durch einen allen Buchstaben beigefiigten
Stern (*) gekennzeichnet ist. Bei diesem Vorgange fallen P,, P’ und
Py P in dieselbe Gerade P P”’* hinein, die zu by, senkrecht ist
und somit wagerecht verlduft. Also haben wir zwischen dem Aufrifl
und dem neben ihn gelegten Seitenril dieselbe Beziehung wie die,
welche nach Nr. 28 die Ordnungslinien [1, 2] zwischen Grund- und
Aufrifl herstellen. Deshalb sagen wir:

Wird ein Seitenrif3, dessen Tafel zu der Grundriftafel senkrecht steht,
neben den Aufrif3 gelegt, so werden der Aufriff und der Seitenrif3 des-
selben Punktes stets durch eime wagerechte Gerade verbunden, die wir
eine ,,Nebenordnungslinie [2, 3] nennen wollen.

Hieraus folgt sofort der Satz:

Wenn von einem Kdérper der Grundrif3 und ein neben den Aufriff
gelegter Seitenrif3 gegeben sind, so ist fiir jeden Punkt P der Aufriff P”
bestimmi als Schnittpunkt der Ordnungslinie [1, 2] des Grundrisses P’
und der Nebenordnungslinie [2, 3] des Seitenrisses P’'*,

41. Die Strecken Py P und Py, P’’*, in die durch b,y die Neben-
ordnungslinie eines Punktes P zerlegt wird, sind nicht gleich den Ab-
stinden des Punktes P von den Tafeln II, und II,. Deshalb driicken
wir den Zusammenhang zwischen dem Grundri und dem neben den
Aufrifl gelegten Seitenril am besten durch die an Fig.5b zu be-
obachtende Tatsache aus, daf dieser Seitenrif3 aus dem an den Grund-
ri anschliefenden Seitenrif durch eine Drehung hervorgehi, die inner-
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halb des Zeichenblattes um den Schnittpunkt O der Riflachsen a,,
und a,, stattfindet und @, in die mit a;, zusammenfallende Lage aj;
iiberfiihrt.

Hiernach sind, wenn in Fig. 5b ein zweiter Punkt @ die Risse

Q,Q", Q", Q"* hat, OP}; = OP,,, 0Q}; = 0Q,, und somit
P;sQis = P3¢s -

Es ist aber auch OPf3 = Py P""*, OQi; = Qs@""* und folglich
PLQt = Py P77 —Qp,Q”*; d. h. P;Q%; ist der Abstandsunterschied,
den wir fir P und @ in dem neben den Aufril gelegten Seitenrif} in
der Richtung der Nebenordnungslinien [2, 3] messen kénnen. In ganz
dhnlicher Weise ist P3¢, der Abstandsunterschied, der fiir P und @
im Grundri} in der Richtung parallel zu a,; gemessen wird. Also folgt:

Wird ein Seitenrif3, dessen Tafel auf der Grundrifitafel lings der
Rifachse a5 senkrecht steht, neben den Aufrif3 gelegt, so sind fir je zwei
Punkte die Abstandsunterschiede gleich, die im Seitenrif3 in der Rich-
tung der Nebenordnungslinien [2,3) und im Grundrifi in der zu ag
parallelen Richtung zu messen sind.

Nach diesem Satze brauchen wir auch bei dieser Anordnung der
Risse die Geraden a,,, a3, by, nicht anzugeben; nur die Richtung
von a,; mul bekannt sein. Ferner folgt aus der Verschiebbarkeit der
SeitenriBtafel, daf wir einen neben den Aufriff gelegten Seitenriff in
der Richtung der Nebenordnungslinien beliebig verschieben diirfen.

Drehung des Grundrisses.

42. Wenn von einem Korper Grund- und Aufri} in einer ein-
fachen Stellung gegeben sind, ist es oft erwiinscht, am Orte des Auf-
risses eine andere Ansicht des Koérpers zu haben. Dies kénnen wir
folgendermafen erreichen: Wir zeichnen wie in Fig. 6 einen an den
Grundri3 anschlieBenden Seitenril und drehen die ganze Figur in
der Zeichenebene um den Schnittpunkt O der RiBachsen a,, und a4,
bis a,, wagerecht liegt ; dann vertauschen wir die fiir Aufri3 und Seiten-
rif} iiblichen Bezeichnungen und erhalten die voll ausgezogenen Risse
in Fig. 8. Jedoch ist es fiir die Durchfithrung der Zeichnung einfacher,
von vornherein die gegebenen Risse so um den Punkt O gedreht zu
zeichnen, ‘daB sie als GrundriB und an ihn anschlieBender Seitenri3
erscheinen, und dann nach den Vorschriften von Nr.38 — mit & = 3,
B =1, y =2 — den zugehorigen Aufrifl zu konstruieren. Statt dessen
kénnen wir auch den GrundriB allein um den Punkt O drehen, den
gegebenen AufriB in seiner natiirlichen Stellung, wie den strichpunk-
tierten Ri8 in Fig. 8, als neben den gesuchten Aufrifl gelegten Seiten-
ri hinzufiigen und nach dem letzten Satz von Nr.40 den Aufrif§
herstellen. Wegen der Verschiebbarkeit der Risse und der Riflachsen
ist der Ort des Punktes O ohne EinfluBl auf die Gestalt des neuen Auf-
risses; vielmehr hingt diese nur von dem Drehungswinkel w ab. Des-
halb sagen wir:
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Sind von einem Korper Grund- und Aufrifi gegeben, und soll der
Aufrip gezeichnet werden, der zu einer gedrehten Stellung des Grund-
risses gehort, so zeichnet man den Grundrif3 um den gegebenen Winkel w
gedreht, figt zu ihm den gegebenen Aufrifl entweder als amschliefenden
Settenriff oder als neben den Aufrify gelegten Seitenrif3 hinzu wnd kon-
strutert aus diesen beiden Rissen nach den Vorschriften von Nr. 38 bzw.
von Nr. 40 den gesuchten Aufrif3.

Fig. 8.

II1. Geraden und Ebenen im rechtwinkligen Zweitafelsystem.

Die Gerade.

43. Eine Gerade g, die nicht zu der GrundriStafel I, oder zu der
AufriBBtafel II, senkrecht ist, besitzt nach Nr.5 einen Grundrif ¢’
und einen Aufrif} ¢”’, die gerade Linien sind. Die projizierenden Ebenen
von ¢, Iy=(g99’) und I'y= (g¢”), stehen bzw. auf I, und auf I,
senkrecht.

Wir nehmen nun im zusammengeklappten Zweitafelsystem eine
Gerade ¢’ in II, und eine Gerade g” in II, beliebig an, gehen in das
raumliche Zweitafelsystem iiber und errichten lings ¢’ die auf I7,
senkrechte Ebene I'} und lings ¢” die auf I, senkrechte Ebene I,.
Dann hat die Schnittlinie g von I} und Iy die gegebenen Geraden ¢’
und ¢ als Grund- und Aufril. g ist nicht bestimmt, wenn I, und [
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zusammenfallen, und iiberhaupt nicht vorhanden, wenn I und [,
parallel sind; da in beiden Fillen I auch auf II, und I'y auch auf I,
senkrecht stehen miissen, konnen sie nur eintreten, wenn ¢’ und g”
die RiBachse a,3 in demselben oder in verschiedenen Punkten recht-
winklig sechneiden. Also folgt der Satz:

Im zusammengeklappten Zweitafelsystem besttmmen zwei Geraden ¢’
und g’ — aufer wenn sie beide Ordnungslinien sind — eindeutig eine
Gerade g, deren Grund- und Aufriff sie sind.

44. Wenn die RiBlachse a,, angegeben ist, kénnen wir auch die
Spurpunkte einer durch ihre Risse g’, g” bestimmten Geraden g auf-
finden. Der erste Spurpunkt G, ist der Schnittpunkt von g mit der
Grundriftafel I7,; er fillt mit seinem Grundril G zusammen und
liegt nach Nr. 5 auf ¢’; sein Aufril G{ liegt auf g” und zugleich nach
Nr. 25 auf a,,. G ist also der Schnittpunkt zwischen g” und a,
und G4 =G, der Schnittpunkt zwischen ¢’ und der Ordnungslinie
von @Y. Da das Entsprechende fiir G, gilt, erhalten wir den Satz:

Die Spurpunkte einer Geraden werden in thre Risse durch die Ord-
nungslinien eingezeichnet, die durch die Schnittpunkte zwischen der
Rifachse und den Rissen der Geraden laufen:

Sind umgekehrt die Spurpunkte G,, G5 gegeben, so sind ¢ = G4,
@Y = @, und bestimmen sich GY, G3 als Schnittpunkte von a,; mit
den durch G}, @4 gelegten Ordnungslinien. Damit aber besitzen wir
die Risse ¢’ = @@, und ¢’ = G{G5 der Geraden g.

Wenn g zu II; parallel ist, so fehlt der erste Spurpunkt G; und
somit auch sein Aufrifl @7, in dem sich im allgemeinen Falle ¢’ und a,,
begegnen. Also miissen a,, und g’ parallel sein; in der Tat ist unter
dieser Voraussetzung die zweite projizierende Ebene I, von g zu I,
und somit ¢’’ zu a,, parallel. Deshalb folgt:

Eine wagerechte Gerade besitzt keinen ersten Spurpunkt; thr Aufrif
1t ebenfalls wagerecht.

Ganz ebenso ergibt sich:

Eine zur Aufrifitafel parallele Gerade besitzt keinen zweiten Spur-
punkt; ihr Grundrif3 verliuft tm (zusammengeklappten) Zweitafelsystem
wagerecht.

Die Strecke.

45. Eine Strecke AB ist durch ihren Grundril 4’B’ und ihren
AufriB A”B” bestimmt, da dasselbe fiir ihre Endpunkte gilt. Es
diirfen dabei auch 4’B’ und A”B” in derselben Ordnungslinie liegen.

Wir ziehen nun in der ersten projizierenden Ebene der Geraden 4B
durch A die Parallele zu 4’B’ und schneiden sie mit dem Projektions-
Iot BB’ in €. Der Grundri ¢’ von C fillt (Fig. 9) mit B’ zusammen.
Der Aufril der Geraden AC verliuft, da sie auch zu II, parallel ist,
wagerecht durch 4 und schneidet in die Ordnungslinie B’B” den
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Aufrif C” ein. Das Dreieck ABC ist bei C rechtwinklig und hat die
Strecke AB selbst zur Hypotenuse. Von seinen Kathneten ist die eine,
da das Viereck ACB’A’ ein Rechteck und somit 4C = A’B’ ist,
gleich dem Grundril von AB und die andere, da BC zur Tafel I],
parallel und somit nach Nr. 9 B”C” = BC ist, gleich dem Abstands-
unterschied der Punkte A und B, der im AufriBl in der Richtung der
Ordnungslinien [1, 2] zu messen ist. Da wir genau dieselben Unter-
suchungen an den Aufri 4”B” ankniipfen konnen, sagen wir:

Ist eine Strecke AB durch thre berden Risse gegeben, so ist thre
wahre Linge die Hypotenuse etnes rechtwinkligen Dreiecks, dessen eine
Kathete gleich dem Riff von AB in der einen Tafel und dessen zweite
Kathete gleich dem Abstandsunterschied ist, der fir die Endpunkie A, B

in der anderen Tafel in der Richtung der
Ordnungslinien [1, 2] gemessen wird.

46. Ist vm zusammengeklappten Zwes-
tafelsystem eine Strecke AB durch ihre
Risse gegeben, so kann man thre wahre
Linge mach dem Satz von Nr.45 kon-
struteren, tndem man die Risse des Punk-
tes C' so bestimmt, daff ¢’ = B’ und A”’C""
wagerecht ist, und darauf ein dem Drei-
eck ABC kongruentes Dreieck herstellt. Fir
dasselbe sind (Fig. 9) zwei Anordnungen
moglich :
Erstens: Wir errichten in B’ das Lot zu
A’B’ und tragen auf thm die Strecke B’B{
= C"B"” ab. Dann ist NA’ByB’ > NABC
und A’By = AB. Diese Anordnung koén-
Fig. 9. nen wir uns dadurch entstanden denken,
daBl das Dreieck ABC um seine wage-
rechte Kathete AC in die wagerechte Lage AB,C gedreht worden ist;
dann ist AA’BjB’ sein Grundril und ihm nach Nr. 10 kongruent.

Zweitens: Wir tragen auf der Geraden A”’C” wvon C” aus die Strecke
C"AYy = A’B’ ab und haben NAGB'C” 2 NABC und Aj,B” = AB.
Diese Anordnung entsteht dadurch, dafl wir das Dreieck ABC um BC
in die zu II, parallele Lage 4,,BC drehen; dann ist A\ Af,B”C” sein
Aufrif und ihm nach Nr. 10 kongruent. Der Grundril des Dreiecks
A, BC ist, da B’ = C" und Ay, B wagerecht ist, eine wagerechte Strecke
B’Aj,, die gleich 4, B, also gleich 4’B’ ist. Deshalb kinnen wir die
Strecke AjyB” auch so konstruieren, daff wir A’B’ um B’ in die wage-
rechte Lage Ay B’ drehen und den Punkt Afy tn die durch A" gelegte
Wagerechte durch die Ordnungslinie von Aj, einschneiden.

47. In dem rechtwinkligen Dreieck ABC finden wir auch den
Neigungswinkel y, der Geraden AB gegen die Grundrifitafel I1,; da
namlich die Ebene ABC zu II, senkrecht und 4C zu I1, parallel ist,
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haben wiry, = <t CAB.Deshalbistin Fig.9 y, = << B'A’By= Y C" 4}, B”
und das ergibt den — leicht auf den Neigungswinkel gegen die Auf-
riBtafel zu iibertragenden — Satz:

Der Newgungswinkel einer Strecke AB gegen die Grundriftafel liegt
in dem rechtwinkligen Dreseck, das zur Bestimmung der wahren Ldinge
von AB dient, an der Kathete, die dem Grundrif3 A'B’ gleich ist.

rn/

A
Deshalb ist cosy, = B und 4’B’ = ABcosy,. Da dieselben

Schliisse stets zu machen sind, wenn eine Strecke rechtwinklig auf
irgendeine Tafel projiziert wird, folgt der allgemeine Satz:

Bev rechtwinkliger Projektion ist der Rif einer Sirecke gleich der
Strecke multvpliziert mat dem Kosinus thres Netgungswinkels gegen die
Riftafel. Er ist niemals gréfer als die Strecke selbst.

Dieser Satz behilt seine Richtigkeit auch, wenn wir innerhalb
der Zeichenebene eine Strecke AB auf eine Gerade g dadurch proji-
zieren, daB wir aus 4 und B die Lote 44 und BB auf ¢ fallen. Des-
halb erhalten wir die Konstruktionsvorschrift:

Eine gegebene Strecke multipliziert man mat dem Kosinus eines ge-
gebenen Winkels, indem man eine thr gleiche Strecke auf den einen
Schenkel des Winkels auftrdgt und auf den anderen Schenkel recht-
winklig projiziert. ‘

Zwei Geraden.

48. Fir die gegenseitige Lage zweier Geraden g und ! bestehen
im Raume drei Méglichkeiten. Der allgemeine Fall ist, daB ¢ und !
sich nicht schneiden und nicht in einer Ebene liegen; dann heiflen
sie windschief oder sich kreuzend. Die beiden besonderen Fille sind
die, da8l g und [ in einer Ebene liegen und sich entweder schneiden
oder parallel sind.

Sind im zusammengeklappten Zweitafelsystem zwei Geraden g und ¢
durch ihre Risse gegeben, so sind nach Nr.7 ¢’ I, ¢”1ll”, wenn
glll ist. Aber auch der umgekehrte SchluB ist richtig; denn wenn
wir in das rdumliche Zweitafelsystem iibergehen und durch g¢’, I’ die
zu II, senkrechten Ebenen I3, 4, und durch g”, I die zu II, senk-
rechten Ebenen [I,, ., legen, so folgt aus der Voraussetzung ¢’ Il ',
g’ 1”’, daB auch I}l A,, Iyl 4,, und hieraus wieder, daB ¢ und !
als Schnittgeraden von I und Iy, und von A; und A, parallel sind.
Dieser Schlufl ist nur dann unmoglich, wenn ¢ und ! durch ihre Risse
nicht bestimmt sind, d.h. nach Nr. 43, wenn die Risse Ordnungs-
linien sind. Also folgt:

Zwer Geraden, deren Risse nicht in Ordnungslinien fallen, sind
immer dann und nur dann parallel, wenn thre gleichnamigen Risse
parallel sind.

49. Wenn hingegen g und ! einen Schnittpunkt S besitzen, so
kann sein GrundriB 8’ nur der Schnittpunkt von ¢’ und !’ und sein
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Aufril 8" nur der Schnittpunkt von ¢”’ und I” sein, und ferner miissen
8 und 8” auf derselben Ordnungslinie liegen. Also folgt der Satz:

Zwei Geraden schneiden sich immer dann und nur dann, wenn der
Schnittpunkt ihrer Grundrisse und der Schnittpunkt ihrer Aufrisse der-
selben Ordnungslinie angehoren. Diese betden Punkte sind die Risse
des Schnittpunktes der beiden Geraden.

Es kann vorkommen, daf ¢’ mit !’ zusammenfillt. Dann haben ¢
und ! dieselbe erste projizierende Ebene und schneiden sich, wenn
sie nicht zufillig parallel sind. Im ersten Fall ist §” der Schnittpunkt
von ¢’ und !”, wahrend S’ durch die Ordnungslinie von 8" auf ¢’ =1V’
bestimmt wird. Im zweiten Fall muBl g’ | I sein. Dieselben Schliisse
konnen wir auch nach Vertauschung von Grund- und AufriB ziehen
und kommen, wenn wir diese Vertauschung durch die in Klammern
gesetzten Worte andeuten, zu dem Satz:

Zwei Geraden, deren Qrundrisse (Aufrisse) zusammenfallen und deren
Aufrisse (Grundrisse) nicht parallel sind, schneiden sich tn einem Punkt,

der bestimmi ist durch den Schnittpunkt ihrer
Aufrisse (QGrundrisse) und den auf derselben
Ordnungslinie liegenden Punkt der vereinig-
ten Grundrisse (Aufrisse).

50. Wenn g und ! — wie in Fig. 10 —

Grund- und Aufrisse haben, fiir die keine

der in Nr.48 und Nr. 49 gemachten Voraus-

setzungen zutrifft, so sind sie windschief.

Dann ist der Schnittpunkt von ¢” und I’ der

gemeinsame Grundril P’ = @’ eines Punk-

) tes P von g und eines Punktes @ von I,

Fig. 10. deren Aufrisse durch dieselbe Ordnungs-

linie in g’ und !” eingezeichnet werden.

Da also P und @ auf demselben Lot zur GrundriBitafel II, liegen, gibt

es unter den sémtlichen zu II; senkrechten Projektionsstrahlen gerade

einen, der sowohl ¢ als auch ! schneidet. Blicken wir auf g und 7 von

oben herab aus so weiter Ferne, daB die Sehstrahlen mit den Projek-

tionsstrahlen iibereinstimmen, so fallen die Punkte P und @ scheinbar

zusammen. Deshalb nennen wir den Punkt P’ =@’ den scheinbaren
Grundrif-Schnittpunkt der beiden windschiefen Geraden.

An dieser Stelle wird offenbar ! von g verdeckt, wenn P héher
liegt als @, d.h. wenn P” hoher liegt als 7. Also ergibt sich die
folgende Regel, die fiir die Ermittlung der Sichtbarkeit im Grundri
wichtig ist:

Von zwet windschiefen Geraden liuft diejenige iiber der anderen hin-
weg, deren Aufriff die Ordnungslinie des scheinbaren Grundrif-Schnitt-
punktes in dem hoher gelegenen Punkte trifft.

Dieselben Uberlegungen filhren zu einem scheinbaren Aufrifi-
Schnittpunkte zweier windschiefen Geraden. Hierbei ist aber fiir die
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Sichtbarkeit an Stelle der hoheren Lage maBgebend die Lage weiter
vorn, und dieser entspricht im Grundri des zusammengeklappten
Zweitafelsystems die Lage weiter unten. Also folgt die Regel:

Von zwes windschiefen Geraden liuft diejenige vor der anderen vor-
bes, deren Grundrif3 die Ordnungslinie des scheinbaren Aufrif-Schniti-
punktes in dem tiefer gelegenen Punkie trifft. '

Es kann auch vorkommen, da die Grundrisse oder die Aufrisse
zweier windschiefen Geraden parallel sind. Dann fehlt der entsprechende
scheinbare Schnittpunkt, und die Geraden sind fiir den GrundriB oder
fir den Aufril scheinbar parallel.

Der Winkel.

bl. Die GroBe eines Winkels steht auch bei rechtwinkliger Pro-
jektion zu der Grofle seines Risses nicht in einer so einfachen Be-
ziehung, wie wir sie in Nr. 47 fiir die Strecke gefunden haben. Ab-
gesehen von dem Fall, daB die Ebene des Winkels der RiBtafel par-
allel und somit nach Nr. 10 der Winkel seinem Rif} gleich ist, kénnen
wir eine bestimmte Aussage nur iiber einen rechten Winkel machen,
der einen zur Riftafel parallelen Schenkel besitzt.

g ungd ! seien zwei Geraden, die sich in einem Punkt S rechtwinklig
schneiden, und ¢ sei der Grundriitafel II, parallel. Dann ist g zu
allen ersten Projektionsloten senkrecht, also auch zu 88’ und somit
zu der ersten projizierenden Ebene A, von I, die durch ! und 8§’
bestimmt ist. Hieraus folgt, dall die erste projizierende Ebene I
von g auf A, senkrecht steht. Deshalb bilden die Grundrisse g’ und ',
die durch I'; und 4, in die zu beiden senkrechte Tafel IT, eingezeichnet
werden, einen rechten Winkel. Da diese Schliisse nur méglich sind,
wenn g | I1;, und da wir sie fiir die rechtwinklige Projektion auf irgend-
eine Tafel wiederholen konnen, ergibt sich der Satz:

Bei rechtwinkliger Projektion stehen die Risse zweier sich recht-
winklig schneidenden Geraden dann und nur dann aufeinander senk-
recht, wenn mindestens die eine der betden Geraden zu der Riftafel par-
allel ist.

Der Satz gilt auch fiir windschiefe Geraden. Umgekehrt steht ! auf ¢
senkrecht, sobald ¢ zu der Tafel parallel ist und die Risse von g und !
einen rechten Winkel bilden.

52. Wenn sich ¢ und ! in 8 nicht rechtwinklig schneiden, aber ¢
zu II, parallel ist, fillen wir aus einem Punkt @ von ! das Lot QR
auf g. Nach dem vorigen Satz ist der Grundril des bei R recht-
winkligen Dreiecks QRS ein bei R’ rechtwinkliges Dreieck @'R’S’.
Dabei ist der eine spitze Winkel zwischen g und ! der Dreieckswinkel
X RSQ und sein RiB der Dreieckswinkel < R’S’Q’; nach Nr.47 ist

IR/
QR> @R, RS=R'Y, also QR > Q oder tgRSQ > tg R'S'Q/
und, da es sich um spitze Winkel handelt, X RSQ > < R'S'Q’. Da-

RS~ RS
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gegen ist jeder der beiden stumpfen Winkel zwischen ¢ und ! gleich
180° — X RSQ und sein RiB gleich 180° — X R'S’Q’; hier ist, da
180° — X RSQ < 180° — X R'S'Q’, der Winkel kleiner als sein RiB.
Also finden wir den Satz: )

Bei rechtwinkliger Projektion ist esn Winkel, der einen zur Riftafel
parallelen Schenkel besitzt, grofer als sein Riff, wenn er spitz ist, gleich
seinem Rif3, wenn er ein rechter ist, und kleiner als sein Riff, wenn er
stumpf 1st.

Ebene Figuren,

53. Nur wenn eine Ebene zu einer der beiden Tafeln senkrecht
steht, fallen nach Nr. 11 in dieser Tafel die Risse aller ihrer Punkte
in eine Gerade, die Spur der Ebene, hinein. Deshalb gilt der Satz:

Eine Figur, deren Grundrif8 oder Aufrif3 vollstindig tn einer Geraden
enthalten ist, ist eben.

Abgesehen von diesem Falle lassen nur besonders einfache Figuren
es ohne weiteres an ihren Rissen erkennen, daf sie eben sind. Eine
solche Figur ist das Dreieck, weil es stets eine Ebene bestimmt, in
der es enthalten ist. Auch das Parallelogramm ist eine solche Figur;
denn ein Viereck, dessen Risse Parallelogramme sind, ist nach Nr. 48
selbst ein Parallelogramm, und ein solches liegt stets in einer Ebene.
Wenn wir also die Risse einer ebenen Figur angeben wollen, so diirfen
wir nur diejenigen eines zu thr gehérigen Dreiecks oder Parallelogramms
willkiirlich wdihlen — selbstverstindlich unter Wahrung des Gesetzes
der Ordnungslinien (Nr. 29) —; hingegen miissen die Risse der iibrigen
Punkte und Geraden gewisse Bedingungen erfilllen, damit sie in der
Ebene des Dreiecks oder Parallelogramms liegen.

Die Ebene eines Dreiecks oder Parallelogramms ist bereits durch
zwei Seiten desselben, d. h. durch zwei sich schneidende oder einander
parallele Geraden vollig festgelegt. Deshalb bestimmen wir eine Ebene
tmmer durch die Risse von zwei Geraden, die einen Schnittpunkt besitzen
oder parallel sind. Aber wir behalten uns vor, an threr Stelle die Risse’
von anderen Geraden der Ebene zu benditzen, wenn sich dies itm Verlaufe
der Konstruktion als zweckmdfig herausstellt.

54. Ist eine Ebene E durch die Risse zweier Geraden @ und b
bestimmt, so miissen entweder die Schnittpunkte von a’, 4’ und von
a”, b” in derselben Ordnungslinie liegen oder @’ zu b’ und o’ zu b”
parallel sein. Eine dritte, in E enthaltene Gerade g schneidet ent-
weder ¢ und b — oder sie schneidet nur die eine, etwa @, und ist zu
der anderen, also b, parallel — oder sie ist zu @ und b parallel. Nach
den Sitzen von Nr. 48 und Nr. 49 treten die ersten beiden Moglich-
keiten immer dann und nur dann ein, wenn die Schnittpunkte von
a’, ¢’ und von a”, g” in derselben Ordnungslinie liegen und wenn ent-
weder fiir die Schnittpunkte von 4", ¢" und von ", ¢’/ dasselbe gilt
oder ¢’ zu b’ und ¢ zu b” parallel ist. Sind aber, wie es bei der dritten
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Moglichkeit eintritt, ¢’ 15"l g’ und &’ 118”1l g”, so kénnen wir hieraus
nicht schlieBen, daB g in E enthalten ist; aber wir diirfen ja @ und b
durch Geraden von E ersetzen, die nicht zu g parallel sind, und
brauchen deshalb nur die ersten beiden Méglichkeiten im Auge zu be-
halten. Hieraus ergibt sich die Vorschrift:

Ist eine Ebene durch die Risse zweier Geraden a, b bestimmt, so darf
von einer dritten Geraden g der Ebene nur der eine Rif8 willkiirlich ge-
geben werden. Wenn dies etwa der Grundrifi g’ ist, so konstruiert man
den Aufriff ¢’ , indem man die Schnittpunkte von g’ mit a” und b durch
Ordnungslinien auf a’’ wnd b” idbertrigt und die gewomnenen Punkte
verbindet oder, falls ¢’ | b’ und nur der erste jemer Punkte vorhanden
ist, durch diesen die Parallele zu b zieht.

55. Ebenso diirfen wir auch voneinem Punkt der Ebene, die durch a, b be-
stimmtist, nurden einenRif willkiirlichwihlen und kommen dadurch zu der
Aufgabe: Gegeben ist eine Ebene durch die
Risse zweier Geraden a, b und der eine Ril} eines
in ihr enthaltenen Punktes P. Gesucht ist der
andere Rif8 des Punktes P.
Wir 16sen sie folgendermafen : Ist etwa (Fig. 11)
der Grundri P’ des Punktes gegeben, so ziehen
wir durch ihn eine belichige Gerade, fassen sie
als den Grundri ¢’ einer in der Ebene verlau-
fenden Geraden auf, konstruieren nach der Vor-
schrift von Nr. 54 den Aufrifl ¢’ und schneiden
diesen mit der durch P’ gehenden Ordnungslinie.
Der Schnittpunkt ist der gesuchte Aufri} P”

Eine Erweiterung dieser Aufgabeist die folgende

Aufgabe: Gegeben sind der vollstindige Grund- Fig. 11.
ril eines ebenen Vielecks und die Aufrisse von
dreien seiner Ecken 4, B, O. Gcsucht ist der AufriB des Vielecks.

Fiir ihre Losung bestimmen wir die Ebene des Vielecks durch zwei
Seiten des Dreiecks 4BC und beniitzen als Hilfsgeraden g vor allem
die Seiten und Diagonalen des Vielecks selbst. Dabei ergeben sich
zwischen den beiden Rissen derselben ebenen Figur gesetzmillige Zu-
sammenhange, die spiter (Nr.128) niher untersucht werden sollen.
Wichtig ist schon jetzt, dal wegen dieser Zusammenhénge jeder Punkt
des Aufrisses in mehrfacher Weise konstruiert werden kann; denn da-
durch ergibt sich die Mdoglichkest, Genauigkeitsproben anzustellen und
ungenaue Bestimmungen) zu vermeiden.

1) Ein Punkt S ist als Schnittpunkt zweier Geraden g, » ungenau bestimmt,
sobuld g und h einen sehr spitzen Winkel bilden (sckiesfender Schnitt); jedoch
1Bt sich durch S eine Gerade, die in dem spitzen Winkel von g und & verlduft,
mit geniigender Genauigkeit ziehen. Eine Gerade ist durch zwei Punkte P, @
ungenau bestimmt, wenn P und @ sehr nahe aneinander liegen; jedoch besitzen
die Punkte der Strecke PQ selbst eine ausreichende Genauigkeit. Sehr gut ist
eine Gerade bestimmt durch einen Punkt und eine andere Gerade, zu der sie
parallel sein soll.

Ludwig, Darstellende Geometrie. 3
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Spuren und Hauptlinien einer Ebene.

56. Ist eine feste Lage der Tafeln dadurch gewdhlt, daB die RiB-
achse a,, angegeben worden ist, so bieten sich zur Bestimmung einer
Ebene E die Spuren e,, e, dar, in denen sie die Tafeln durchsetzt.
Da ay, e,, ¢, die Schnittlinien dreier Ebenen sind, ergibt sich sofort
der Satz:

Grund- und Aufrifspur einer Ebene begegnen sich in einem Punkt
der Riflachse oder sind derselben parallel.

Umgekehrt bestimmen zwei Geraden e, , e, dieser Art im réumlichen
Zweitafelsystem stets eine Ebene E, déren Spuren sie sind; nur wenn
e, und e, sich in a,, vereinigen, kann nichts weiteres geschlossen werden,
als daB E durch a,, geht. Diese Bemerkungen bleiben auch im zu-
sammengeklappten Zweitafelsystem richtig; in ihm konnen sogar e,
und e, in dieselbe Gerade fallen, wofern diese von a,, verschieden ist.
Ferner kann auch die eine Spur fehlen, nimlich wenn E zu der einen’
Tafel parallel ist; dann ist die vorhandene Spur zu a,, parallel.

Parallele Ebenen werden von jeder der beiden Tafeln in parallelen
Geraden geschnitten. Das ist aber auch bei Ebenen der Fall, die der
RiBachse, aber nicht einander parallel sind. Also folgt der Satz:

Bei parallelen Ebenen sind die gleichnamigen Spuren parallel. Der
umgekehrte Schluf3 ist nur zwingend, wenn die Spuren nicht der Rif-
achse parallel sind.

57. Wenden wir auf die in E verlaufenden Geraden den ersten
Satz von Nr. 11 an, so folgt:

Die Spurpunkte aller Geraden, die in einer Hbene enthalten sind,
finden sich auf den gleichnamigen Spuren der Ebene.

Der Grundrifl von e, fallt mit e, selbst, der Aufrifl mit a,, zusammen.
Deshalb sind (Fig. 12) fiir jede Gerade g von E der Schnittpunkt
zwischen ¢; und dem GrundriB g’ und der Schnittpunkt zwischen a,,
und dem Aufrifl g” die Risse des ersten Spurpunktes G; und liegen in
einer Ordnungslinie. Das Entsprechende ergibt sich fiir den zweiten
Spurpunkt G,. Mithin gilt der Satz:

Liegt eine Gerade in einer Ebene, so gehiren der Schnitipunkt jedes
threr Risse mit der gleichnamigen Spur der Ebene und der Schnittpunkt
des anderen Risses mit der Rifachse stets derselben Ordnungslinie an.

Es brauchen aber nicht beide Spurpunkte vorhanden zu sein.
Ist ¢ eine zu II; parallele Gerade der Ebene E, so besitzt sie (Fig. 12)
nach Nr. 11 und Nr. 44 keinen ersten Spurpunkt, sondern einen zu e,
parallelen Grundrif ¢ und einen wagerechten Aufrifl ¢ Eine solche
Gerade bezeichnen wir als eine erste Hauptlinie von E und finden auch
in entsprechender Weise zweite Hauptlinien. Fiir Hauptlinien nimmt
unser letzter Satz die folgende Gestalt an:

Bei etner Hauptlinie einer Ebene fehlt der gleichnamige Spurpunkt,
wihrend fir den anderen Spurpunkt der letzte Satz bestehen bleibt. Der
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Grundrif einer ersten Hauptlinie ist der Grundrifspur und der Aufrif
einer zwetten Hauptlinie der Aufrifispur der Ebene parallel. Der jeweilige
andere Rif} ist wagerecht.

68. Die Sitze von Nr. 57 sind der Ausdruck der Vorschrift von
Nr. 54 fiir den Fall, dafl zur Bestimmung einer Ebene E statt der
beliebigen Geraden a, b ihre Spuren e,, e, benutzt werden. Sie lehren
uns fiir alle moglichen Lagen der gegebenen Stiicke die Losung der

Aufgabe: Gegeben sind die Spuren einer Ebene und der eine Rif
einer in ihr enthaltenen Geraden. Gesucht ist der andere Rif3 der Geraden.

Auf diese wiederum griinden wir, wie es dhnlich bei der ersten
Aufgabe in Nr. 55 geschehen ist, die Losung der

Aufgabe: Gegeben sind die Spuren einer Ebene und der eine RifB
eines in ihr enthaltenen Punktes. Gesucht ist der
andere Rif} des Punktes.

Ist ndmlich etwa der Grundril P’ gegeben, so
legen wir durch ihn (Fig. 12) eine beliebige Ge-
rade ¢’, konstruieren nach der vorigen
Aufgabe den zu g’ gehorigen AufriBl g
und schneiden in ihn durch die Ord-
nungslinie von P’ den gesuchten Auf-
riB P” ein. An Stelle der beliebigen
Geraden g’ nehmen wir mit Vorteil
die durch P’ laufende Parallele ¢’
von e; oder die durch P’ laufende
wagerechte Gerade »’; wir bénutzen
also eine erste oder zweite Hauptlinie,
die oft auch sonst noch im weiteren Verlaufe der
Konstruktion gebraucht werden.
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59. Eine Umkehrung dieser Aufgabe ist die
ebenfalls wichtige folgende

Aufgabe: Gegeben sind die eine Spur einer Fig. 12.
Ebene und die Risse eines in der Ebene enthal-
tenen Punktes. Gesucht ist die zweite Spur.

Ist die Grundrifispur e, gegeben, so konnen wir. (Fig. 12) die Risse
derjenigen ersten Hauptlinie ¢ der Ebene zeichnen, die durch den ge-
gebenen Punkt P hindurchgeht; denn ¢ muB durch P’ parallel zu e,
und ¢’ durch P” wagerecht gezogen werden. Die Ordnungslinie des
Punktes, in dem ¢’ der RiBachse a,; begegnet, schneidet in ¢’ den
zweiten Spurpunkt 7', von ¢ ein, und durch diesen und den Schnitt-
punkt zwischen e, und a,, ist die gesuchte Aufrifispur e, bestimmt.

Endlich gehort hierher noch die

Aufgabe: Gegeben sind die Spuren einer nicht zur Rifachse par-
allelen Ebene 4 und die Risse eines nicht in ihr enthaltenen Punk-
tes P. QGesucht sind die Spuren der Ebene E, die parallel zu 4
durch P lduft.

€

3=



36 Geraden und Ebenen im rechtwinkligen Zweitafelsystem.

Thre Losung beruht darauf, daB die durch P gehenden Haupt-
linien ¢ und « von E zu den gleichnamigen Spuren von E und mit
diesen zu den gleichnamigen Spuren von 4 parallel sind. Also kénnen
wir die Risse von ¢ und % zeichnen, indem wir durch P’ ¢’ parallel zur
GrundriBspur von 4 und %’ wagerecht, durch P” ¢ wagerecht und "
parallel zur Aufrispur von 4 ziehen. Darauf konstruieren wir den
ersten Spurpunkt von # und den zweiten Spurpunkt von ¢ und legen
durch sie parallel zu den gleichnamigen Spuren von 4 die gesuchten
Spuren von E. Darin, daB sie sich auf der Riflachse begegnen miissen,
besteht eine Genauigkeitsprobe.

60. Die Spuren einer Ebene sind diejenigen Hauptlinien, die in
den Tafeln liegen. Durch eine Schiebung der Grundrifitafel kénnen
wir jede erste Hauptlinie zur GrundriBspur und durch eine Schiebung
der AnfriBtafel jede zweite Hauptlinic zur Aufrispur der Ebene
machen. Wenn insbesondere eine solche erste und zweite Hauptlinie
gewahlt sind, daBl im zusammengeklappten Zweitafelsystem der Auf-
riB ¢’ der ersten und der Grundril %’ der zweiten sich decken, so
werden sie gleichzeitig zu Spuren der Ebene durch eine Schiebung der
Tafeln, die nach Nr. 34 im zusammengeklappten Zweitafelsystem die
Gerade t” = «’ zur RiBachse macht. Deshald werden wir die Spuren
einer Ebene nur in besonderen Fillen brauchen, in denen es niitzlich ist,
ein geeignetes Paar von Hauptlinien auszuzeichnen.

Tritt ein solcher Fall nicht ein, so kénnen wir zur Bestimmung
einer Ebene irgendeine ihrer ersten und irgendeine ihrer zweiten Haupt-
linien nehmen; da zwei solche Geraden sich stets schneiden, folgt
nach Nr. 49:

Wird eine Ebene durch eine erste Hauptlinie t und eine zweite Haupt-
linie u bestimmit, so miissen der Schnittpunkt von t' und w' und der
Schnittpunkt von 7 und u” in derselben Ordnungslinie liegen.

Wir schlieen hier einen Sonderfall der ersten Aufgabe von Nr. 55
an, namlich die

Aufgabe: Gegeben ist eine Ebene durch die Risse einer ersten
Hauptlinie ¢ und einer zweiten Hauptlinie 4 sowie der Grundrif M’
eines in ihr liegenden Punktes M. Gesucht ist der AufriB M”.

Zu ihrer Losung (Fig. 48) ziehen wir durch M’ die Parallele zu ¢,
fassen sie als Grundrifl ¢ der durch M laufenden ersten Hauptlinie ¢,
auf und konstruieren den zugehorigen Aufrifl ¢{, indem wir den Schnitt-
punkt von ¢ und «’ durch Ordnungslinie nach " iibertragen und
durch diesen Punkt die Parallele zu ¢ legen; durch ¢ und die Ord-
nungslinie von M’ ist M” bestimmt. Wir hitten auch an Stelle von ¢,
die durch M gehende zweite Hauptlinie benutzen kénnen.

61. Bei der Darstellung des Gelindes durch kotierte Projektion
(Nr. 23) sind die ersten Hauptlinien einer Ebene ihre Schichtlinien
und geben ihre Streichrichtung an. Ubertragen wir diesen Namen auch
auf die Richtung der zweiten Hauptlinien, so haben wir eine erste und
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eine zweite Streichrichtung der Ebene zu unterscheiden und kommen
zu der

Aufgabe: Gegeben sind die Risse eines Dreiecks. Gesucht sind die
Streichrichtungen der Ebene des Dreiecks.

Zu ihrer Losung ziehen wir durch jeden der beiden Risse des Drei-
ecks eine wagerechte Gerade, fassen sie als den Aufrifl ¢/ einer ersten
und den Grundril ' einer zweiten Hauptlinie der Ebene auf und
konstruieren nach Nr. 54 die zugehérigen Risse ¢ und «”, indem wir
uns die Ebene durch zwei geeignete Seiten des Dreiecks bestimmt
denken. ¢ und «” geben die Streichrichtungen an.

Eng verwandt hiermit ist die Losung der folgenden

Aufgabe: Gegeben sind die Risse eines Dreiecks und der Grundril P’
eines in derselben Ebene liegenden Punktes P. Gesucht sind der Auf-
rif P” und die Risse der durch P gehenden Hauptlinien der Ebene
des Dreiecks.

Wir legen némlich durch P’ die wagerechte Gerade ', konstruieren
wie oben den zugehorigen Aufri «” und schneiden diesen mit der
Ordnungslinie von P’ in P”. Durch P” ziehen wir die wagerechte
Gerade t”, konstruieren den zugehorigen GrundriB ¢’ und haben damit
alle gesuchten Stiicke gefunden.

Fallinien und Lote einer Ebene.

62. Die Geraden, die in einer Ebene E senkrecht zu ihren ersten
Hauptlinien verlaufen, geben die Richtung ihres stirksten Gefilles
gegen die wagerechte GrundriBtafel, ihre Fallrichiung, an und heiBien
deshalb Fallinien. Wir iibertragen diese Bezeichnung auch auf die
Geraden der Ebene, die zu ihren zweiten Hauptlinien senkrecht stehen,
und unterscheiden demgemiB zwischen ersten und zweiten Fallinien.
Der rechte Winkel, den eine erste oder zweite Hauptlinie mit einer
gleichnamigen Fallinie bildet, hat einen Schenkel, der zu der Grund-
rif3- bzw. zu der AufriBitafel parallel ist; also gilt nach Nr.51 der Satz:

Die Grundrisse der ersten Fallinien einer Ebene stehen auf denen
der ersten Hauptlinien senkrecht und die Aufrisse der zweiten Fallinien
auf denen der zweiten Hauptlinien.

Errichten wir auf der Ebene E in einem Punkte P das Lot [, so
bildet ! mit den beiden durch P gehtnden Hauptlinien von E rechte
Winkel. Deshalb folgt in derselben Weise wie soeben der Satz:

Steht eine Gerade auf einer Ebene senkrecht, so tst ihr Grundrif3 senk-
recht zu den Grundrissen der ersten Hauptlinien und thr Aufriff zu den
Aufrissen der zweiten Hauptlinien der Ebene.

63. Infolgedessen hat die erste Fallinie, die in E durch P liuft,
mit dem Lot, das auf E in P errichtet ist, den GrundriB gemeinsam.
Sie liegen also in derselben zur GrundriBtafel II, senkrechten Ebene,
die auch auf E und somit auf den ersten Hauptlinien von E senk-
recht steht. Das heifit:
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Jede Ebene, die zu den ersten Hauptlinien einer Ebene E senkrecht
steht, schneidet E in einer ersten Fallinie und die Grundriftafel in dem
Grundrif3 derselben.

Nehmen wir eine solche Ebene zur Tafel IT, eines an den Grund-
ri anschlieBenden Seitenrisses, so ist die Riflachse a;; der Grundri
einer ersten Fallinie von E; also fallen die zu a,, senkrechten Ord-
nungslinien [1, 3] mit den Grundnssen der ersten Hauptlinien von E
zusammen. Fiir den Grundrifl und den Seitenril gelten dieselben Satze
iiber die Ebene, wie fiir Grund- und AufriB}; dabei wirkt der Umstand
vereinfachend, da8 E | I1;". Deshalb erhalten wir den Satz:

Steht die Tafel eines an den Grundrif anschligfenden Seitenrisses
auf den ersten Hawptlinien einer Ebene E senkrecht, so sind die Grund-
risse dieser Hauptlinien zugleich die Ordnungslinien [1,3]. In dem
Seitenrif8 fallen die Bilder aller in E enthaltenen Figuren in die Spur ey
von E hinein und stehen die Bildgeraden der Lote von E auf e, senk-
recht; alle auf ersten Fallinien oder auf Loten von E legenden Strecken
bilden sich tn wahrer Grofe ab.

Beide Sitze lassen sich leicht fiir eine Ebene umformen, die zu
den zweiten Hauptlinien von E senkrecht ist.

64. Zur Erlauterung diene die

Aufgabe: Gegeben sind die Risse eines Dreiecks ABC und eine
Lange m. Gesucht sind die Risse des Tetraeders ABCD, dessen aus D
kommende Hoéhe den Schwerpunkt S des Dreiecks ABC zum FuB-
punkt hat und gleich m ist.

S ist der Schnittpunkt der Verbindungsgeraden zwischen den Ecken
und den Mitten der gegeniiberliegenden Seiten des Dreiecks ABC
Da die Risse dieser Geraden nach Nr. 8 genau dieselbe Bedeutung
fiir die Bilddreiecke 4’B’C’ und A”B”(C” haben, sind in Fig. 13 die
Risse 8" und §” als die Schwerpunkte dieser Dreiecke zu konstruieren ?).
Der Umstand, daBl 8’8" eine Ordnungslinie [1, 2] sein muB, dient als
Genauigkeitsprobe.

Die Streichrichtungen der Ebene ABC bestimmen wir nach der
ersten Aufgabe von Nr. 61; und zwar legen wir die wagerechte Ge-
rade ¢’ durch A” und die wagerechte Gerade 4’ durch B’, so daB ¢
die erste Hauptlinie durch 4 und u die zweite Hauptlinie durch B
ist. Die Risse der Geraden I, die in S auf der Ebene ABC senkrecht
steht, erhalten wir, indem wir nach Nr. 62 durch 8’ /L ¢’ und durch 8"
U 1| w” ziehen.

Auf [ liegt D so, dafl SD = m ist. Um die Risse von D zu finden,
nehmen wir einen SeitenriB von der in Nr. 63 behandelten Art zu
Hilfe. Wir ziehen also durch 4’, B, ¢’, §’ die Ordnungslinien [1, 3]

1) Dabei lassen sich die Mitten der Dreiecksseiten durch Probieren schneller
und ebenso genau finden wie durch die bekannte Konstruktion der Elementar-
geometrie.
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mit ¢ zusammenfallend, bzw. zu ¢’ parallel, wihlen auf der Ordnungs-
linie von 4’, d. i. auf ¢, den Punkt A" und konstruieren nach Nr. 38,
indem wir ¢/ und die durch 4’ zu ¢’ gelegte Senkrechte als Riflachsen
benutzen, die Punkte B/, ¢/, §’/. Nach Nr. 63 miissen A4’’, B’”,
C"’, 8’ in einer Geraden liegen, auf der in 8"’ I’/ senkrecht steht.
Auf I’ tragen wir von S’ aus nach der einen Seite hin die Strecke m
ab und erhalten in ihrem Endpunkt den Seitenril D"’ des gesuchten
Punktes D. Aus ihm sind D’ und D” wiederum nach Nr. 38 abzuleiten.

Endlich ziehen wir die Risse der Tetraederkanten AD, BD, CD
und untersuchen die Sichtbarkeit im Grundri} und im Aufri nach
den Regeln von Nr. 17 und Nr. 19. Dabei hilft uns die nach Nr. 50
aufzufindende Entscheidung dariiber, welche der Kanten 4D, BC iiber
und welche der Kanten AB, CD vor der anderen vorbeilduft.

Fig. 13.

IV. Die Durchdringungslinien von Vielflachen.

Die Schnittlinie zweier Ebenen and der Schnittpunkt einer Geraden
und einer Ebene. .

65. Sind eine Ebene 4 durch ihre Spuren d,, d, und eine Ebene E
durch ihre Spuren e,, e; gegeben, so gehéren die Schnittpunkte S; von
d, und e;, S; von dy und e, beiden Ebenen und folglich ihrer Schnitt-
linie s an, und zwar muBl nach Nr. 57 S, der erste, S, der zweite Spur-
punkt von s sein. Sind etwa d, und e; parallel, so ist S; nicht vor-
handen, aber s ist zu d; und e, parallel, also eine erste Hauptlinie so-
wohl von A4 als auch von E. Somit folgt:
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Die Risse der Schuittlinie zweier Ebenen sind (Fig. 14) nach Nr. 44
zu konstruteren aus shren Spurpunkten, welche die Schnittpunkie der
gleichnamigen Spuren der Ebenen sind. Wenn zwei gleichnamige Spuren
parallel sind, so liefern sie statt des zugehorigen Spurpunktes die Rich-
tung des zugehorigen Risses der Schnittlinie.

Besonders zu beachten ist, daB die Aufrifispur d, scheitelrecht ver-
lauft und 8" mit d, 2usammenfillt, wenn A auf der Grundriftafel senk-
recht steht; dies ist leicht aus Fig. 14 zu erkennen, wenn in ihr dy | a,g
genommen wird, und steht im Einklang mit Nr. 11. Das Entsprechende
gilt, wenn 4 zur Aufriltafel senkrecht ist.

Natiirlich kann die hier angegebene Konstruktion nur ausgefiihrt
werden, wenn S, und S, beide auf dem Zeichenblatt licgen und nicht
durch schleifende Schnitte ungenau bestimmt sind. Auflerdem sind
meistens die Spuren der Ebenen nicht gegeben, sondern miissen erst

ermittelt werden. Deshalb ist es not-
wendig, andere Konstruktionen fiir
die Risse der Schnittlinie zweier
Ebenen aufzusuchen.

66. Der Schnittpunkt S einer Gera-
den g mit einer scheitelrechten Ebene A
hat zum Grundrif3 8’ den Schnittpunkt
von g’ mit der Grundrifspur d, und
zum Aufrify 8" den Schnittpunkt von
g’ mit der Ordnungslinievon §’. Denn
d, enthdlt nach Nr. 11 die Grund-
risse aller Punkte von 4 und folg-
lich auch den Punkt &’, der anderer-
seits nach Nr. 5 auf ¢’ liegt. Das
Entsprechende gilt, wenn 4 zu der Aufrifftafel oder zu einer Seitenrif3-
tafel senkrecht ist.

Fig. 14.

Eine geneigte Ebene E wird, wie schon in Nr. 65 erwihnt, durch
die scheitelrechte Ebene 4 in  einer Geraden s geschnitten, deren
Grundrif ¢’ mit d, zusammenféllt. Ist nun E durch zwei Geraden !
und m bestimmt, so miissen die Schnittpunkte, die sie mit 4 haben,
auf ¢ liegen. Hieraus folgt:

Die Schnittlinie einer durch z2wer Geraden 1, m bestimmien Ebene mit
einer scheitelrechten Ebene A hat zum Grundrifi die Grundrifspur d,
von A und zum Aufriff die Verbindungsgerade der Punkte, in denen
die Ordnungslinien der Schnittpunkte von d, mit den Grundrissen U, m’
die Aufrisse I, m” treffen.

Wir konstruieren also im Einklang mit der Vorschrift in Nr. 54
den Aufril der Geraden s, die in E liegt und deren GrundriB} ¢ ==d,
ist. In sinngemidBer Weise ist die Konstruktion fiir den Fall abzu-
#ndern, daB8 A zu einer anderen RiBtafel senkrecht ist.
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67. Wenn wir den Schnittpunkt S zwischen einer Geraden g und
einer geneigten Ebene E bestimmen wollen, legen wir durch ¢ die
scheitelrechte Ebene 4 — d. i. die erste projizierende Ebene I
von g — und suchen die Schnittlinie s von 4 und E auf; da die Ge-
raden ¢ und ¢ in 4 enthalten sind, schneiden sie sich, und zwar ist
der Schnittpunkt, der sowohl in g als in E liegt, der gesuchte Punkt S.
Hieraus ergibt sich die folgende Vorschrift:

Um die Risse des Schnittpunktes S zwischen einer Geraden ¢ und
einer Ebene E zu bestimmen, fassen wir g’ als Grundrifispur der durch g
laufenden scheitelrechten Ebene A auf, konstruieren, je nachdem E durch
die Spuren oder durch zwer Geraden gegeben ist, nach Nr. 65 oder Nr. 66
den Aufriff 8" der Schnittlinie zwischen A und E und erhalten in dem
Schnitipunkt von g’ und s den Auf-

i 8”7 und in dem Schwittpunkt von
g mit der Ordnungslinie von S den
Grundrif 8’ des gesuchten Punktes S.

In Fig. 15 ist diese Konstruktion
ausgefithrt fiir den Schnittpunkt der
Geraden ¢ und der durch ihre Spu-
ren e,, e, bestimmten Ebene und in
Fig. 16 beispielsweise fiir den Schnitt-
punkt der Geraden KL und der durch
AB und AC bestimmten Ebene. Na-
tiirlich kann man, wenn die Ebene 4
ungiinstige Schnittpunkte liefert, statt
ihrer lie Ebene zu Hilfe ziehen, durch
die g auf die AufriBitafel projiziert wird,
und muB dann die obige Vorschrift
sinngeméfB abéndern; dieses Vorgehen
fithrt in Fig. 15 zu der Hilfsgeraden 3.

Fig. 15.

Wenn g zu einer Tafel, etwa zu I1;, senkrecht ist, kann jede durch g
gehende Ebene fiir 4 genommen werden. Jedoch koénnen wir in diesem
Falle die Aufgabe auch anders auffassen, da 8 — wie der Grundrifi
eines jeden Punktes von g — mit dem ersten Spurpunkt von g ver-
einigt und somit von vornherein bekannt ist; es ergibt sich:

Der Schnittpunkt S einer scheitelrechten Geraden g mit einer geneigten
Ebene E hat seinen Grundriff 8’ im ersten Spurpunkt von g; sein Auf-
riff 8" wird nach Nr. 56 ermittelt als derjenige des Punktes, der in E
liegt und den Grundrif3 S besitzt.

Die Durchdringungsstrecke zweier ebenen Vielecke.

68. Die Schnittlinie zweier Ebenen trigt die Schnittpunkte jeder
derselben mit allen in der anderen enthaltenen Geraden. Sind also
zwei Ebenen durch die Risse zweier Dreiecke ABC und KLM (Fig. 16)
gegeben, so geniigt es fiir die Bestimmung ihrer Schnittlinie, die Risse
von irgend zweien der Schnittpunkte zu ermitteln, in denen die Seiten
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jedes der beiden Dreiecke die Ebene des anderen Dreiecks durchsetzen.
Aber hierbei tritt noch ein neuer Gesichtspunkt dadurch hinzu, daB
man sich in der Regel die Ebenen nicht unbegrenzt denkt, sondern
nur die eigentlichen Dreiecksflichen in Betracht zieht; dann sucht
man, kurz gesagt, die Durchdringungsstrecke der beiden Dreiecke auf.

Diese Durchdringungsstrecke ist diejenige Strecke der Schnittlinie
der beiden Ebenen, die sowohl im Innern des Dreiecks ABC als auch
des Dreiecks KLM enthalten ist. Sie ist nur vorhanden, wenn jene
Schnittlinie beide Dreiecke durchsetzt, und hat in diesem Fall zu End-
punkten 8, T die einzig moglichen beiden Schnittpunkte zwischen je

Fig. 16. Fig. 17.

einer Seite eines Dreiecks und der Ebene des anderen, die zugleich
der Dreiecksseite und der "Dreiecksfliche selbst angehéren. Dabei
kann § auf einer Seite des einen und 7' auf einer Seite des anderen
Dreiecks, wie in Fig. 16, liegen oder § und 7' kénnen Punkte zweier
Seiten desselben Dreiecks sein wie in Fig. 17, in der das zweite Drei-
eck durch ein Parallelogramm KLMN ersetzt ist. Im ersten Fall
konnen wir sagen, dafl beide Dreiecke sich gegenseitig durchdringen, und
im zweiten Fall, daB das Dreieck das Parallelogramm durchdringt.

69. Hiernach kommt es bei der Konstruktion der Durchdringungs-
strecke 87 zweier Dreiecke oder irgend zweier anderen ebenen Viel-
ecke darauf an, gerade die Seiten herauszufinden, auf denen die Punkte
S und 7T liegen. Das geschieht am besten durch ein planmiBiges Ver-
fahren in folgender Weise:

Um die Durchdringungsstrecke zweier ebenen Vielecke zu ermitteln,
beginnt man der Reihe nach fir jede threr Seiten nach Nr. 67 die Kon-
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struktion thres Schnittpunkies mit der Ebene des jeweiligen anderen Viel-
eckes, bricht sie ab, sobald man erkennt, daf der Schnittpunkt nicht den
beiden Vielecken selbst angehort, und fiihrt sie im anderen Falle zu Ende.
Dadurch erhdlt man, wenn sie vorhanden sind, gerade die Risse der beiden
Endpunkte der Durchdringungsstrecke.

In Fig. 16 und Fig. 17 sind nur die Hilfslinien erhalten, die zur
Aufsuchung der Risse der Punkte § und 7' selbst notwendig sind.
Allein in Fig. 17 ist der Aufrifl s der Hilfslinie eingetragen, die in M N
den Schnittpunkt mit der Ebene des Dreiecks ABC einzeichnet; er
zeigt, daB dieser Schnittpunkt auBerhalb des Dreiecks liegt und nicht
in Betracht kommt. Aber natiirlich kann man auch solche Schnitt-
punkte hinzuziehen, um durch sie die ganze Schnittlinie der beiden
Vielecksebenen recht genau festzulegen; dies wird sogar notwendig,
wenn bei der Konstruktion eines der Punkte § und 7' schleifende
Schnitte auftreten.

70. Bei jeder Figur dieser Art mufl noch in beiden Rissen die
gegenseitige Lage der beiden ebenen Vielecke zum Ausdruck gebracht
werden. Es handelt sich also z. B. fiir den Grundrif von Fig. 16 dar-
um, welche der Seiten AB, AC, KM, LM und welche Stiicke der
Seiten BC, KL oberhalb oder unterhalb des jeweiligen anderen Drei-
ecks verlaufen. Die Ordnungslinie des Schnittpunktes von A’B’ und
K'L’ begegnet dem AufriB A”B” in einem tieferen Punkte als dem
AufriB K”L” und zeigt nach dem ersten Satz von Nr. 50, daB an
dieser Stelle KL hoher als AB liegt; also verliuft die Strecke SK
oberhalb des Dreiecks ABC. Dieselbe Untersuchung kénnen wir an
allen anderen scheinbaren Schnittpunkten des Grundrisses anstellen;
aber wir konnen auch bereits aus der Lage von SK alles iibrige ohne
weiteres folgern: Da SK oberhalb und demnach SL unterhalb des Drei-
ecks ABC verlduft, muB von den Seiten AB und AC, die das Drei-
eck KLM nicht durchsetzen, die erste unter und die zweite liber das-
selbe hinweggehen und somit BT unter ihm, CT iiber ibm liegen.
Denken wir uns also die Flichen der beiden Dreiecke undurchsichtig,
so ist im Grundril von Fig. 16 die Sichtbarkeit in der angegebenen
Weise anzudeuten.’

Fiir den AufriB muB die entsprechende Untersuchung auf Grund
des zweiten Satzes von Nr. 50 angestellt werden. Genau dasselbe gilt
fiir Fig. 17, in der sich ergibt, dall das Dreieck ABC seine Spitze 4
von oben nach unten und von hinten nach vorn durch das Parallelo-
gramm KLMN hindurchst68t.

Die Durchdringungslinie zweier Vielflache,

71. Die Durchdringungslinie zweier Vielflache setzt sich zusammen
aus den Durchdringungsstrecken der ebenen Vielecke, die ihre Flichen
gind; sie ist deshalb ein riumliches Vieleck, dessen Eckpunkte auf
den Seiten jener ebenen Vielecke, d.h. auf den Kanten der beiden
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Vielflache liegen, und kann — je nachdem jedes Vielflach in das andere
nur eindringt oder das eine Vielflach das andere vollstindig durch-
bohrt — aus einem oder mehreren Streckenziigen bestehen.

Hiernach gehéren die Eckpunkte der Durchdringungslinie zweier
Vielflache zu den Schnittpunkten zwischen den Kanten jedes derselben
und den Fliachen des jeweiligen anderen; und zwar sind sie diejenigen
Schnittpunkte, die zugleich zwischen den Endpunkten der Kanten
und im Innern der Flachen liegen. ZweckmiBig bezeichnen wir als
Schnittpunkte einer Geraden mit einem Vielflack nur die Punkte, in
denen die Gerade durch die Flachen des Vielflaches selbst hindurch-
tritt, und als Schnittpunkte einer Strecke mit einem Vielflach nur die-

jenigen unter den Schnittpunkten der Geraden
mit dem Vielflach, die der Strecke selbst an-
gehoren. Dann kénnen wir ganz allgemein sagen :

Die Eckpunkte der Durchdringungslinie zweier
Vielflache konstrutert man, indem man dve Schnitt-
punkte der Kantenstrecken jedes von ihnen mat
dem anderen aufsucht.

Jeder Eckpunkt ist mit zwei anderen — den
ihm benachbarten — Eckpunkten durch je eine
Seite der Durchdringungslinie verbunden; und
jede solche Seite ist die Durchdringungsstrecke
einer Fliche des einen Vielflaches mit einer
Fliche des anderen. Hieraus ergibt sich die
Vorschrift:

Um aus den Eckpunkten der Durchdringungs-
linie zweier Vielflache thre Seiten zu bestimmen,
verbindet man je zwei Eckpunkte, die fiir jedes

Fig. 18. der beiden Vielflache derselben Fliche angehiren.

Die zeichnerische Ausfiihrung dieser Vorschriften kann je nach Art
der vorgelegten Vielflache in verschiedener Weise angeordnet werden;
wir wollen nicht alle Moglichkeiten erschopfen, sondern nur zeigen,
wie die bisher gewonnenen Ergebnisse sich in einem besonderen und
in einem allgemeineren Falle verwerten lassen.

72. Bei dem in Fig. 18 dargesteliten Pfeilerfuf3 handelt es sich um
die Durchdringung einer geraden quadratischen Pyramide 4 BODE und
eines geraden quadratischen Prismas mit den Kavnten %, I, m, n, die
eine besonders einfache Stellung gegeneinander besitzen. Da das
Quadrat der ersten Spurpunkte K,, L,, M,, N, der Prismenkanten
der Grundri8 des Prismas und zugleich derjenige der gesuchten Durch-
dringungslinie ist, erkennen wir sofort, daf} wir jede Pyramidenkante
mit einer bestimmten Prismenfliche — wie z. B. AE mit der Fliche k!
in § — und jede Prismenkante mit einer bestimmten Pyramidenfliche
— wie z. B. [ mit dem Dreieck ABE in T — schneiden miissen. Wir
iibersehen auch ohne weiteres, welche der gefundenen Punkte als Auf-



Die Durchdringungslinie zweier Vieiflache. 45

risse benachbarter Eckpunkte der Durchdringungslinie — wie S”
und T — zu verbinden sind und wie im Aufri} die Sichtbarkeit des
ganzen Korpers sich gestaltet.

Den Aufril von S ermitteln wir nach dem ersten Satz von Nr. 66
und den von T nach dentf zweiten Satz von Nr. 67. Dabei wihlen wir
als die durch 7" = L, zu ziehende Hilfslinie mit Vorteil die durch E’
gehende oder die zu A’B’ parallele Gerade; die erste trifft 4’B’ in F’
und bestimmt dadurch den Punkt F”” von A”B” und die durch 7"
laufende Gerade E”F”; die zweite schneidet A’E’ in & und fiihrt
so zu dem Punkt G” von A”E” und der zu A”’B” parallelen Geraden
G//T//.

In derselben Weise konnen wir die iibrigen Eckpunkte und Seiten
der Durchdringungslinie feststellen. Aber wir beobachten, daB der
ganze Pfeilerfufl eine durch E gehende scheitelrechte Symmetrieachse
besitzt und bei einer um diese ausgefiihrten Viertelumdrehung seine
Ansicht nicht dndert. Hieraus folgt, dafl die Schnittpunkte der Pyra-
midenkanten mit den Prismenflichen in einer und die Schnittpunkte
der Prismenkanten mit den Pyramidenflichen in einer zweiten wage-
rechten Ebene liegen, da8 wir also ihre Aufrisse auf den durch §”
und- 7" gehenden wagerechten Geraden finden. Da wir hiernach die
Wahl haben, auf welcher Pyramidenkante wir den Punkt S und auf
welcher Prismenkante wir den Punkt 7' konstruieren, werden wir die-
jenigen Kanten heraussuchen, bei denen gute Schnitte die groBte mog-
liche Genauigkeit gewihrleisten.

73. In allgemeineren Fillen konnen wir nicht von vornherein an-
geben, welche Flichen des einen Vielflaches durch eine bestimmte
Kante des anderen durchbohrt werden. Dann bediirfen wir auf Grund
der Erorterungen von Nr. 71 eines bequemen Verfahrens, um die Risse
der Schnittpunkte zwischen einer Geraden g und einem Vielflach
zu bestimmen, und finden es, indem wir — das Verfahren von
Nr. 67 weiterbildend — durch die Gerade g die scheitelrechte Ebene
4 legen: Wenn diese das Vielflach durchsetzt, so geschieht es in
einem ,,Hilfsvieleck*, und die etwa vorhandenen Schnittpunkte zwi-
schen den Seiten desselben und der Geraden g miissen die gesuchten
Punkte sein,

Da die Grundrifispur d; von 4 mit dem Grundri ¢’ von g zu-
sammenfillt und den GrundriB des Hilfsvieleckes trigt, finden wir die
Grundrisse der Ecken des Hilfsvieleckes als die Schnittpunkte von g’
mit den Grundrissen der Vielflachskanten und kénnen ihre Aufrisse
mit Hilfe der Ordnungslinien in die Aufrisse der Vielflachskanten ein-
zeichnen. In Fig. 19 z. B. sind Hilfsvielecke das Dreieck KLM fiir
das Prisma ABCDEF und die Gerade g== RS, das Dreieck UTW
fir die Pyramide PQRS und die Gerade g= AD, das Dreieck XYZ
fiir dieselbe Pyramide und die Gerade g == CF. Wenn nun ¢’ den Auf-
ri} des Hilfsvieleckes trifft, so erhalten wir die Aufrisse der Schnitt-
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punkte zwischen g und dem Vielflach und kénnen die zugehérigen
Grundrisse durch ihre Ordnungslinien in ¢’ einzeichnen; im anderen
Fall lauft ¢ an dem Vielflach vorbei. In Fig. 19 z. B. finden wir in
dieser Weise die Schnittpunkte (3) und (4) zwischen RS und dem
Prisma und die Schnittpunkte (5) und (6) zwischen CF und der Pyra-
mide, wihrend AD dieselbe nicht schneidet. Wir kénnen also zusammen-
fassend sagen:
Um die Risse der
Schnittpunkte zwischen
etner Geraden g und einem
Vielflach zu ermitteln,
fassen wir ¢' als Grund-
rifispur der durch g lau-
fenden  scheitelrechten
Ebene 4 auf und kon-
struseren, indem wir die
Schnittpunkte zwischen g’
und den Grundrissen der
Vielflachskanten  durch
Ordnungslinien auf die
zugehdrigen Aufrisse
ubertragen, den Aufrif3
des Hilfsvielecks, in dem
‘A das Vielflach durchsetzt.
Wenn derselbe Schniit-
punkte mit g”’ besitzt, so
stnd ste die Aufrisse der
gesuchten Punkte und be-
stimmen durch thre Ord-
nungslinien auf ¢’ die 2u-
gehorigen Grundrisse.

4. Wenn wir nun
in Fig 19 die Risse
der Durchdringungslinie
eines Prismas ABCDEF
und einer Pyramide
PQRS konstruieren wol-
len, so werden wir in derselben Weise, wie mit den drei in Nr. 73 als
Beispiel benutzten Kanten, mit allen Kanten der beiden Vielflache ver-
fahren und nur die Schnittpunkte anmerken, die den Kantenstrecken
selbst angehéren. So ergeben sich die Risse von sechs Punkten, die
die Eckpunkte der Durchdringungslinie sind.

Fig. 19.

Aus ihnen miissen wir nach Nr. 71 die Paare heraussuchen, die fiir
beide Vielflache derselben Fliache angehéren. Deshalb merken wir uns
am besten sogleich bei der Konstruktion der Punkte die Flichen an,
in denen sie liegen; so ist z. B. der Schnittpunkt (3) als Punkt von RS
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ein Punkt sowohl von PRS als auch von QRS und als Punkt der Hilfs-
linie LM ein Punkt von BCFE. In dieser Weise erhalten wir die Tabelle:

Punkte Prismenflichen Pyramidenflichen
(1) BCFE P@S und QRS
(2) ACFD PQS und QRS
(3) BCFE PRS und @RS
(4) ACFD PRS und QRS
(5) | BCFE und ACFD PQS
(6) | BCFE und ACFD PRS

Wir erkennen aus ihr, dafl wir die Punkte in der Reihenfolge 1364251
durchlaufen, wenn wir zum Punkt (1) den einen ihm benachbarten (3),
zu diesem wieder den zweiten ihm benachbarten (6) aufsuchen und so
fort. In dieser Reihenfolge miissen wir die Grundrisse und die Auf-
risse der Punkte verbinden, um die Risse der Durchdringungslinie zu
erhalten.

In dem Beispiel von Fig. 19 dringt jedes der beiden Vielflache nur
ein Stiick in das andere ein; deshalb besteht die Durchdringungslinie
aus einem einzigen geschlossenen rdumlichen Vieleck. Wenn aber die
Pyramide das Prisma durchbohrte, so wiirde die obige Reihenfolge
zum Punkte (1) zuriickfithren, ehe alle Punkte erschopft wiren; dann
wiirden wir die iibriggebliebenen Punkte auf dieselbe Art in eine neue
geschlossene Reihenfolge ordnen kénnen und somit fiir die Durch-
dringungslinie zwei getrennte rdumliche Vielecke erhalten.

?5. Nachdem wir in dieser Weise die Risse der Durchdringungs-
linie in Fig. 19 eingetragen haben, konnen wir eine Priifung der Ge-
nautgkeit vornehmen. Aus dem bekannten Satz der Stereometrie iiber
die Schnittlinien dreier Ebenen folgt namlich der Satz:

Sind zwei nicht aneinanderstofende Seiten der Durchdringungslinie
zweter Vielflache die Durchdringungsstrecken einer Fliche des einen Viel-
flachs mit zwer in einer Kante zusammenstofPenden Flichen des anderen,
80 treffen sie verldngert diese Kante in demselben Punkt oder sind ihr
parallel.

Er mufl durch die Risse geeigneter Seiten der Durchdringungslinie
erfiillt werden. In Fig. 19 sind z. B. (1, 5) und (3, 6) solche Seiten;
ihre Verlingerungen gehen durch denselben Punkt O von P8, weil
die Verlingerungen ihrer Grundrisse sich in einem Punkt O’ von P’S’
und die Verlingerungen ihrer Aufrisse sich in einem Punkt 0" von P”8”
begegnen und weil die Punkte O’ und O” in derselben Ordnungslinie

liegen.

76. Endlich muB} noch die gegenseitige Lage der sich durchdringen-
den Vielflache hervorgehoben werden. Zu diesem Zweck ist zunichst
sowoh] fiir den Grundrifl als auch fiir den Aufrifl zu ermitteln, welche
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Seiten und Ecken der Durchdringungslinie sichtbar und welche ver-
deckt sind; hierfiir ergibt sich ohne weiteres die folgende Regel:
Der- RiB einer Seite der Durchdringungslinie zweier Vielflache ist
tmmer und nur dann als sichtbar auszuziehen, wenn jede der beiden
Flichen, deren Durchdringungssirecke sie ist, dem tn der betreffenden
Projektionsrichtung sichtbaren Teil ihres Vielflaches angehort.

In Fig. 19 zéhlt z. B. die Fliche PRS zu dem im GrundriB8 sicht-
baren Teil der Pyramide; von den in ihr liegenden Seiten der Durch-
dringungslinie ist aber nur (4, 6) sichtbar, weil sie auch in der sicht-
baren Fliche AC FD des Prismas enthalten ist, wihrend die Seite (3, 6),
in der PRS und die verdeckte Prismenfliche BCFE sich durchsetzen,
unsichtbar ist.

Bei dieser Untersuchung ergeben sich zugleich Anhaltspunkte, nach
denen die Sichtbarkeit der meisten Kanten beider Vielflache beurteilt
werden kann; denn offenbar gilt der Satz:

Eine Gerade, die ein konvexes Vielflach durchdringt, zerfdllt in drei
Stiicke, von denen das mitilere, zwischen den sich ergebenden beiden
Schnittpunkten liegende stets verdeckt istl). Jedes der beiden duferen
Stiicke 1st auferhald des Umrisses des Vielflaches sichtbar, innerhalb
desselben aber sichtbar oder unsichtbar, je machdem es von einem sicht-
baren oder unsichtbaren Punkt des Vielflaches ausgeht.

In Fig. 19 folgt z. B. die Sichtbarkeit der beiden dufBleren Stiicke
von RS fiir den Grundrifl daraus, dal der Punkt (3) einer unsicht-
baren und der Punkt (4) eincr sichtbaren Prismenfliche angehort.
Hieraus aber folgt sofort, daB RS unter CF hindurch und iiber 4D
hinweg lauft. Fir den Aufrifl ist diese Untersuchung bei RS iiber-
fliissig, weil RS dort bereits durch die Pyramide selbst verdeckt ist.

Das Verhalten von RS gegen CF und AD ergibt sich auch nach
dem ersten Satz von Nr. 50 aus den scheinbaren Schnittpunkten M’ == 2’
und K’=W’. Uberhaupt wird man in zweifelhaften Fillen zur Priifung
der Richtigkeit aus dem scheinbaren Schnittpunkt 2weier Kanten nach
Nr. 50 ermatteln, welche von ihnen dber, bzw. vor der anderen liegt.

Y. Schatten ebenflichig begrenzter Korper.

Eigenschatten und Sehlagschatten.

¥7. Bei der Untersuchung der Beleuchtung und des Schattens eines
fiir Licht undurchléssigen Korpers setzen wir parallele geradlinige Lichit-
strahlen voraus. Wir sehen ab sowohl von den feineren Helligkeits-
unterschieden, die von dem Einfallswinkel der Lichtstrahlen abhingen,
als auch von allen Abweichungen, die durch zerstreutes Licht hervor-

1) Zur Forderung der Ubersichtlichkeit wird es in der Zeichnung fortgelassen
oder hichstens als Hilfslinie eingetragen. )
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gerufen werden, und begniigen uns mit der folgenden groben Unter-
scheidung: Ist der Korper durch ein konvexés Vielflach begrenzt, so
zerfallen die ebenen Teile seiner Oberfliche in zwei Gruppen; die einen
sind dem Licht zugekehrt und beleuchtet; die anderen, vom Licht ab-
gewendeten, liegen im Eigenschatten des Korpers. Beide Gruppen
stoflen in einem Kantenzuge, der Eigenschattengrenze, zusammen.

Der Korper sondert aus der Gesamtheit der Lichtstrahlen diejenigen
heraus, die auf den beleuchteten Teil seiner Oberfliche auftreffen und
deren geradlinige Fortsetzungen ihn in den Punkten des Eigenschattens
verlassc2. Den Ubergang von ihnen zu den Lichtstrahlen, die neben
dem Korper vorbeigehen, bilden die Lichtstrahlen, die den Kérper
nur streifen, d. h. bei deren jedem der beleuchtete Auftreffpunkt und
der in seiner Verlingerung liegende Punkt des Eigenschattens zu-
sammenfallen. Da dies nur in den Punkten der Eigenschattengrenze
geschehen kann, folgt der Satz: _

Die geradlinigen Verlingerungen der Lichistrahlen, die einen kon-
vexen, ebenflichig begrenzten Korper in den Punkten der Eigenschatten-
grenzel) treffen, bilden ein Prisma, von dessen Innmemraum — dem
Schattenraum — der Korper das Licht abhilt.

78. Auf einer dem Licht zugekehrten Fliche entsteht durch den
Schattenraum eines vor ihr befindlichen Korpers ein dunkler Fleck,
der Schlagschatten des Korpers. Seine Grenze wird durch das im letzten
Satz erwahnte Prisma eingezeichnet und erschiene, wenn der Korper
mit Ausnahme des seine Eigenschattengrenze bildenden Kantenzuges
fiir Licht durchldssig wire, als der Schlagschatten der Eigenschatten-
grenze. Durch diese Bemerkung werden wir dazu gefiihrt, auch einzelne
Punkte und Linien als gegen Licht undurchldssig zu behandeln und
von dem Schattenstrahl eines Punktes, der Schattenebene einer Geraden,
dem Schattenstreifen etner Strecke und dem Schattenprisma eines Kanten-
zuges sowie von den Schlagschatten dieser Gebilde zu reden ; insbesondere
sagen wir:

Die Schlagschattengrenze eines konvexen, ebenflichig begrenzten Kor-
pers ist der Schlagschatten der Eigenschattengrenze.

79. Die Konstruktion von Schlagschattengrenzen verlangt es also,
daB wir die Schlagschatten aufsuchen, die einzelne Punkte und Linien
auf gewisse Flichen werfen. Nimmt eine ebene Wand die Schlag-
schatten auf, so haben wir den Vorgang, der in Nr. 1 als Vorbild fiir
die Erzeugung eines Risses durch Parallelprojektion diente. Deshalb
konnen wir jetzt umgekehrt die Eigenschaften der Parallelprojektion

1) Eine zu den Lichtstrahlen parallele Fliche befindet sich in streifendem
Licht und gehort eigentlich als Ganzes zur Eigenschattengrenze. Aber da sie
kaum merklich beleuchtet ist, rechnen wir sie zum Eigenschatten und ergiinzen
die Eigenschattengrenze durch die Kanten, in denen die Fliche mit ihren be-
leuchteten Nachbarflichen zusammenstéft. Am Schattenraum wird hierdurch
nichts geéndert.

Ludwig, Darstellende Geometrie. 4
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auf die von ebenen Flichen aufgefangenen Schlagschatten iibertragen
und sprechen den Satz aus:

Fiir die Schlagschatten, die auf eine Ebene fallen, gelten die all-
gemeinen Sdtze der Parallelprojektion in Nr. 4 bis Nr. 11.

Von den Folgerungen aus diesen Siétzen sind einzelne besonders
brauchbar, wenn Schattenkonstruktionen vereinfacht oder auf ihre
Genauigkeit gepriift werden sollen. Dies sind vor allem diese:

Die Schlagschatten, die mehrere parallele Geraden auf eine Ebene
werfen oder die eine Gerade auf mehrere untereinander parallele Ebenen
wirft, sind parallel.

Wenn eine Gerade zu etner Ebene parallel ist, so ist thr der Schlag-
schatten parallel, den sie auf die Ebene wirft.

80. Wir fiihren die Schattenkonstruktionen im zusammengeklappten

Zweitafelsystem aus und geben ,,die Lichtrichtung (I, I7)* dadurch an,
daB wir fiir einen Punkt des zu untersuchenden Korpers den Grund-
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ri j und den AufriB I des ihn treffenden Lichtstrahles [, eintragen
und an ihnen durch Pfeilspitzen den Richtungssinn des einfallenden
Lichtes andeuten. Durch die Risse der iibrigen Punkte sind die Risse
der sie treffenden Lichistrahlen parallel zu I und I zu legen.

In der Regel denken wir uns die Sonne als Lichtquelle links hinter
dem Beschauer und iiber ihm stehend; dann zeigt im zusammen-
geklappten Zweitafelsystem die Pfeilspitze von [ schrig nach rechts
oben und die Pfeilspitze von Ij schrig nach rechts unten. Wie grofl
die spitzen Winkel 4, und 4, sind, die I und !J mit der Wagerechten
bilden, ist an sich gleichgiiltig; doch wahlt man sie erstens so, dafl
die auszufithrende Schattenkonstruktion anschauliche Bilder liefert,
und zweitens so, dal man die zahlreichen Strahlen, die parallel zu Ij
und j gelegt werden miissen, bequein mit der Reifischiene und den
Zeichendreiecken ziehen kann. Bevorzugt wird die technische Beleuch-
tung mit 1, = Ay = 45°; ihre Lichtrichtung ist die der einen Diago-
nale eines Wiirfels, von dem zwei Quadrate der GrundriBtafel und
zwei Quadrate der Aufriftafel parallel sind, und erlaubt aus diesem
Grunde mitunter Vereinfachungen der Konstruktionen.

Der Schlagschatten eines Punktes.

81. Der Schiagschatten, den ein Punki auf die Grundrif- oder Auf-
riftafel wirft, ist der erste bzw. zweite Spurpunkt seines Schattenstrahles.
Deshalb folgt unmittelbar aus dem ersten Satz von Nr. 44 die Losung der

Aufgabe: Gegeben sind die RiBachse a,,, die Lichtrichtung (I, If)
und die Risse eines Punktes. Gesucht sind die Schlagschatten, die der
Punkt auf die beiden Tafeln werfen kann.

In Fig. 20 sind fiir einen Teil der Punkte 4, B usw. diese Schlag-
schatten ermittelt und mit A,, B, usw., bzw. mit 4,, B, usw. be-
zeichnet. Nehmen wir die Schlagschatten von irgend zweien dieser
Punkte, etwa von € und §, so sind — der paarweis parallelen Seiten
wegen — sowohl die Dreiecke €, &€/ und §,F F! als auch die Drei-
ecke €€, und F,TY F: dbnlich; deshalb haben wir

€, @ : Tr= G671 : FaTFT = €65 : Tl

Da aber ¥ €,€6, = LT = 90°—1,, (4, = Xlay), folgs
hieraus die Ahnlithkeit der Dreiecke €,€,&; und §,F.%: und, da in
ihnen zwei Paare entsprechender Seiten parallel sind (€, I §, %5,
6,65 Il §,%%), auch ihre dhnliche Lage. Also ist €&, §,%,, woraus
der Satz flieBt:

Verbindet man tm zusammengeklappten Zweitafelsystem die Schlag-
schatten, die bei eimer Lichirichtung (Iy, Ij) jeder von einer Anzahl ge-
gebener Punkte auf beide Tafeln wirft, so sind die Verbindungsgeraden
etnander parallel.

Ist, wie in Fig. 20, 4, = 1,, so sind diese Verbindungsgeraden
wagerecht.

4%
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82. Der Schlagschatten, den ein Punkt auf eine Fldiche wirft, ist
der Schnittpunkt setnes Schattenstrahles mit der Fldche. Hierauf beruht
die Losung der

Aufgabe: Gegeben sind die Lichtrichtung (;, Ij), die Risse eines
Punktes und irgendwelche Bestimmungsstiicke einer Ebene E. Ge-
sucht sind die Risse des Schlagschattens, den der Punkt auf die Ebene
wirft.

Ist die Ebene E scheitelrecht und durch ihre GrundriBspur be-
stimmt, so verfahren wir nach Nr. 66. In dieser Weise ergibt sich in
Fig. 20 der Aufri Bj des Schlagschattens, den B auf die Ebene KLZ®
wirft, als AufriB des Schnittpunktes zwischen dem Schattenstrahl
von B und der genannten Ebene.

Ist die Ebene E gegen beide Tafeln geneigt und durch die Risse
zweier in ibr liegenden Geraden bestimmt, so kémnen wir zunéchst
die Vorschrift von Nr. 67 befolgen. Wenn es sich aber nicht nur um
einen einzelnen Punkt handelt, so filhren wir vorteilhaft eine Seiten-
rifitafel II, ein; die sowohl auf der GrundriBtafel als auch auf E senk-
recht steht: Wir konstruieren zuerst — entweder nach Nr. 36 an den
Grundrif anschlieBend oder nach Nr. 40 und Nr. 41 neben den Aufri8
gelegt — die in IJ, enthaltenen Seitenrisse der schattenwerfenden
Punkte und die dritte Spur e, von E. Hernach ermitteln wir den
Seitenrif3 1y des die Lichirichtung bestimmenden Strahles I, indem wir
fiir seinen Schnittpunkt @ mit irgendeiner bequem zu behandelnden
Ebene zuerst Grund- und Aufri aufsuchen, daraus den SeitenriB ab-
leiten und diesen mit dem Seitenri desjenigen Punktes verbinden,
durch den wir (Nr. 80) den Strahl /, gelegt haben. Dann kénnen wir,
weil E lings e; auf II; senkrecht steht, wie oben nach dem ersten
Satz von Nr. 66 entweder in dem Grundri und dem anschlieBenden
Seitenril oder in dem Aufrif und dem daneben gelegten Seitenrill
konstruieren und miissen nur noch das Ergebnis in den jeweiligen
dritten Rif iibertragen.

83. Beispiele hierfiir bieten Fig.21 und Fig. 23 dar. In Fig. 21
ist der Seitenrifl an den GrundriB angeschlossen. Der Strahl [, ist durch
die Turmspitze O gelegt und in @ mit der wagerechten Ebene ABB YA
geschnitten, deren Aufrifl und Seitenrifl gerade Linien sind. Die Strahlen,
die zu Ij” parallel durch H"”, K"’ usw. laufen, trefferr die Gerade 4"’C""’
= W”E"” in den Seitenrissen Hy” = K{’ usw. der Schlagschatten, die
von den Punkten H, K usw. auf die Dachfliche 40CY fallen. Die zu-
gehorigen Grundrisse H), Kj usw. werden durch Ordnungslinien [1, 3]
in die Grundrisse der durch H, K usw. laufenden Lichtstrahlen ein-
gezeichnet; aus ihnen wieder ergeben sich auf den Aufrissen dieser
Lichtstrahlen durch Ordnungslinien {1, 2] die zugehérigen Aufrisse HY,
K7 usw., wobei der Satz von Nr. 37 eine Genauigkeitsprobe liefert.

In Fig. 23 ist ein Teil eines Gesimses dargestellt, das um einen
Vorsprung gefiihrt ist. Der Seitenrifl ist links neben den AufriB gelegt
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und der durch 4 gehende Lichtstrahl /, in @ mit der erweiterten Ebene
EF§G geschnitten, deren GrundriB die Gerade E'€’ und deren Seiten-
ri} die Gerade E’F’ ist. Die Schlagschatten der Punkte 4 und B
auf der Fliche GHH®, deren Seitenril die Strecke G'”H’” ist, haben
zu Seitenrissen die Schnittpunkte 4}” und B}’ zwischen G"’’H”’ und
den Strahlen, die zu I§’ parallel durch 4" und B’ laufen. Die zu-
gehorigen Aufrisse Ay und BY werden durch wagerechte Nebenord-
nungslinien [2, 3] eingezeichnet in die Strahlen, die zu I parallel durch
A” und B” laufen.

Der Schlagschatten, den eine Gerade auf eine Ebene wirft.

84. Der Schlagschatten einer Geraden g ist die Schnittlinie threr
Schattenebene mit den Flichen, auf die er fdllt. Infolgedessen konnen
wir die

Aufgabe: Gegeben sind die Lichtrichtung (I, #7), die Risse einer
Geraden g und ecine Ebene E. Gesucht sind die Risse des Schlag-
schattens, den g auf E wirft
losen, indem wir nach Nr. 82 die Risse der Schlagschatten bestimmen,
die irgend zwei Punkte von g auf E verursachen, und durch sie die
geraden Linien legen. In dieser Weise sind z. B. in Fig. 20 die Schlag-
schatten ermittelt, welche die Geraden €9, D€ usw. auf die RiBtafeln
werfen.

Ist g zur GrundriB3tafel Il; senkrecht, so steht die Schattenebene
gleichfalls auf I, senkrecht und ist die erste projizierende Ebene aller
Lichtstrahlen, die g treffen. Hieraus folgt erstens:

Eine Gerade, die zu einer Riftafel senkrecht ist, wirft auf diese einen
Schlagschatten, der zusammenfdllt mit dem durch den Spurpunkt der
Geraden laufenden Lichtstrahlrif3. (In Fig. 20 z. B. haben die scheitel-
rechten Geraden C€, F§, LY, NN in der GrundriBitafel die zu I
parallelen Schlagschatten C,€,, FG;. L&, N,9.)

/

Und zweitens:

Empfingt eine beliebige (auch krumme) Fliche von einer Geraden,
die zu etner Riftafel senkrecht ist, Schlagschatten, so fillt in dieser Tafel
der Rif3 des Schlagschattens zusammen mit dem Lichistrahlrif3, der durch
den Spurpunkt der Geraden lduft. (In Fig. 21 sind Beispiele hierfiir
die Grundrisse &}, n| der Schlagschatten, welche die Turmkanten k, »
auf die Dachfliche ACEYUA werfen.)

Hier schlieBt sich an die

Aufgabe: Gegeben sind die Lichtrichtung (%, If), der erste Spur-
punkt @, einer scheitelrechten Geraden g und eine Ebene E durch die
Risse zweier in ihr liegenden Geraden a.b. Gesucht ist der Aufrifl des
Schlagschattens, den g auf E wirft,

Wir lésen sie, indem wir durch @, die Parallele zu ) legen, ihre
Schnittpunkte mit o’ und 4" durch Ordnungslinien auf a” und b iiber-
tragen und die erhaltenen Punkte verbinden. Ein Beispiel hierfiir
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bildet der Schlagschatten, den in Fig. 21 die Turmkante k auf die
Dachfliche ACEN wirft; dabei ist @ = AN und b = K,H, genommen.

86. Der Schlagschatten, den eine Strecke auf die Fliche eines ebenen
Vielecks wirft, ist die Durchdringungsstrecke zwischen dem Schatten-
streifen der Strecke und dem Vieleck. Deshalb folgt aus Nr. 69 eine
Losung der

Aufgabe: Gegeben sind die Lichtrichtung (I, If), die Risse einer
Strecke AB und die Risse eines ebenen Vielecks. Gesucht sind die
Risse des Schlagschattens, den 4B auf die Fliche des Vielecks wirft.

Aber man kommt oft mit weniger Hilfslinien aus, wenn man un-
mattelbar nach Nr. 82 die Risse der Schlagschatten aufsucht, die A und B
oder irgend zwei andere Punkte der Geraden AB auf die nach Bedarf
erweiterte Ebene des Vielecks werfen. Durch sie sind die Risse des Schlag-
schattens der ganzen Geraden AB bestimmt, und auf diesen werden
durch die Risse der Schattenstrahlen von 4 und B und durch die
Risse der Vielecksseiten die Strecken ausgeschnitten, die als Losung
der Aufgabe in Betracht kommen.

Besonders bequem ist es, wenn man sich dabei des Schnittpunktes
zwischen der Geraden AB und der Vielecksebene bedienen kann; denn
er fallt mit seinem Schlagschatten zusammen. So ist z. B. in Fig. 20
der AufriB des Schlagschattens, den AB auf die Fliche KLE® wirft,
konstruiert mit Hilfe des Punktes X, in dem AB die erweiterte Ebene
KLRQ trifft.

Der Schlagschatten, den eine Gerade auf eine andere wirft.

86. Bildet eine Ebene mit den Lichtstrahlen einen sehr spitzen
Winkel, so ist die Bestimmung der auf sie fallenden Schlagschatten
durch die bisher erorterten Verfahren ungenau. Wir suchen dann,
wenn es sich um den Schlagschatten einer Geraden handelt, die Punkte
der Geraden, deren Schlagschatten auf zwei passend gewiihlte Geraden der
Ebene fallen, und die Risse dieser Schlagschatten. Wir fithren also die
Aufgabe zuriick auf die — auch in anderen Fillen wichtige —

Aufgabe: Gegeben sind die Lichtrichtung (%, i) und die Risse
zweier windschiefen Geraden ¢ und k. Gesucht sind die Risse des-
jenigen Punktes der néher an der Lichtquelle liegenden Geraden, dessen
Schlagschatten auf die andere Gerade fallt, und die Risse dieses Schlag-
schattens. .

Bei ihrer Losung kommt es darauf an, eine zu [, parallele Gerade
zu bestimmen, die g und h schneidet; von den beiden Schnittpunkten
wirft der néher an der Lichtquelle gelegene seinen Schlagschatten auf
den anderen. Es gibt — abgesehen von leicht erkennbaren und darum
unwesentlichen Ausnahmen — stets eine einzige solche Gerade, die in
verschiedener Weise konstruiert werden kann.
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87. Steht eine der beiden gegebenen Geraden, etwa h, auf der
GrundriBtafel senkrecht, so ziehen wir durch ihren ersten Spurpunkt H,
die Parallele zu Ij, schneiden sie mit ¢’ in G und zeichnen in g’’ durch
die Ordnungslinie von ¢ den Punkt ¢ und in #” durch die aus G”
kommende Parallele von I den Punkt H” ein. Die Punkte G und H,
die durch G/, @ und durch H' = H,, H” bestimmt werden, sind die
Schnittpunkte von g und A mit der zu /, parallelen Geraden GH und
folglich die gesuchten Punkte. Nehmen wir z. B. in Fig. 20 g= BC
und A= L, so ist ¢= Y und H = Y,; aus der Anordnung der Risse
erkennen wir, daB8 Y, von Y Schlagschatten empfingt.

Wenn eine der Geraden ¢ und » auf der AufriB- gder auf einer
SeitenriBtafel senkrecht steht, verfahren wir in entsprechender Weise.
So konnen z. B. in Fig. 21 aus Grund- und Seitenril die Punkte U, V
von KO und NO, deren Schlagschatten gerade auf B9 fallen, und
diese Schlagschatten U,, V, selbst bestimmt werden.

88. Steht keine der Geraden g und A auf einer RiBtafel senkrecht,
so tritt das Verfahren des Zuriickschneidens in Kraft: Wir ermitteln
fiir ¢ und & in der GrundriBtafel ihre Schlagschatten g, und A,, zichen
durch den Schnittpunkt von ¢, und %, die Parallele zu f), die ¢’ und &’
in @ und H’ begegnen moge, und schneiden durch die Ordnungslinien
dieser Punkte in ¢’ und A" die Punkte G und H” ein. Die Ver-
bindungsgerade der so bestimmten Punkte @, H ist den Schatten-
ebenen beider Geraden g, % gemeinsam und deshalb zu I, parallel, so
daBl auch G”H” |l sein muB; sie ist also die gesuchte Gerade, und
@ und H sind die gesuchten Punkte.

Statt-der GrundriBtafel kénnen wir auch eine zu ihr parallele oder
eine in anderer Weise bequeme Ebene zu Hilfe ziehen und miissen dann
mit den Rissen der Schlagschatten von g und % geradeso verfahren,
wie soeben mit g; und k;. Wissen wir bereits, daB % die der Lichtquelle
fernere Gerade ist, so konnen wir die Hilfsebene durch % hindurch
legen und somit an die Stelle des Schlagschattens von b die Gerade &
selbst setzen.

Die Schattengrenzen von Prismen und Pyramiden.

89. Aufgabe: Gegeben sind die Lichtrichtung (I, I7) und die Risse
eines geraden Prismas, dessen Kanten auf einer Riftafel senkrecht
stehen. Gesucht ist die Eigenschattengrenze.

Wir nehmen das quadratische Prisma in Fig. 20 und unterscheiden
an ihm die eigentlichen Prismenflichen KLE®, LM ML usw. und die
Deckflichen KLMN und ®QMN. Da die Prismenflichen im Grund-
ri, die Deckflichen im Aufrif als Strecken sich abbilden, die den
scheinbaren Umrissen des Prismas angehoren, zeigt im Grundrif der
mit Pfeil versehene Strahl ), welche Prismenflichen dem Licht zu-
gekehrt sind, und im Aufri8 der mit Pfeil versehene Strahl if, welche
Deckfliche beleuchtet wird. Dies sind die Prismenflichen KLER,
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KNR® und die Deckfliche RLMN; die iibrigen Flachen sind im
Eigenschatten, und somit erhalten wir als Eigenschattengrenze den
Kantenzug KLLIMRNK, durch den die beleuchteten Flichen von
den iibrigen getrennt werden. In derselben Weise ergibt sich bei der
sechsseitigen Platte in Fig. 20 als Eigenschattengrenze der Kantenzug
ABCCDEFFA.

Mit Hilfe einer Seitenrifitafel, die zu den Prismenkanten senkrecht
steht, behandeln wir in derselben Weise ein gerades Prisma, dessen
Kanten wagerecht sind. Fir das Dach ABCUABE z.B. in Fig. 21
konstruieren wir — wie in Nr. 83 — den an den Grundri} anschliefen-
den Seitenrifl mitsamt dem Strahl Ij” und erkennen aus Seitenrifl und
Grundril — wie vorher aus Grundril und Aufri —, daBl die Eigen-
schattengrenze der Kantenzug ACBBAA ist.

90. Aufgabe: Gegeben sind die Lichtrichtung (Ij, Ij) und die Risse
eines Korpers mit bekannter Eigenschattengrenze. Gesucht ist die
Grenze des Schlagschattens, den er auf die GrundriB3- oder Aufrifi-
tafel wirft.

Betrachten wir zunichst jeden der beiden prismatischen Korper
in Fig. 20 fir sich allein, so erhalten wir nach dem Satz von Nr. 78
ihre Schlagschattengrenze in der Grundrifitafel aus ihren nach Nr. 89
bekannten Eigenschattengrenzen: Wir ermitteln nach Nr. 81 die
Schlagschatten der Punkte K, L, &, M, N, N bzw. 4, B, C, €, D,
€, &, F in der GrundriBitafel und verbinden sie, indem wir dabei zur
Erhohung der Genauigkeit die Sétze von Nr. 79 beachten, nach denen
€, D, 1 4,F, 116" I| A’F’ usw. sind. In genau entsprechender Weise
koénnen wir die Grenzen der Schlagschatten konstruieren, welche
die beiden Korper auf die AufriBitafel oder irgend andere Koérper,
deren Eigenschattengrenze wir kennen, auf eine der beiden Tafeln
werfen.

Jedoch geben wir Schlagschatten, die auf die Grund- oder Aufriftafel
fallen, diberhaupt nur dann ant), wenn die betreffende Tafel sich als eine
zu der Aufgabe gehorige feste Boden- oder Wandfliche auffassen lift.

91. Sind beide Tafeln als feste Flichen zu behandeln, so kann
Schlagschatten nur auf der vorderen Hilfte IIT der GrundriBtafel und
auf der oberen Hilfte I3 der Aufrifitafel liegen. Seine Grenze ist also
die Durchdringungslinie des Schattenprismas der Eigenschattengrenze
mit den Halbebenen 17§ und II§ und muB, wenn sie sich iiber beide
erstreckt, aus zwei ebenen, in Punkten der RiBachse a@,, zusammen-
hingenden Streckenziigen bestehen.

1) Schattengrenzen, die nicht Kérperkanten sind, werden in den Rissen mit
feinen Strichen verdiinnter schwarzer Tusche ausgezogen. Die auf sichtbaren
Fliichen liegenden Schatten werden mit leichten Tuschlagen (von Lampenschwarz
oder angeriebener chinesischer Tusche) angelegt, und zwar die Eigenschatten ein-
fach, die Schlagschatten mehrfach. Materialfarben werden erst nachtriglich so-
wohl auf die hellen als auch auf die bereits schattierten Flichen aufgetragen.
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In Fig. 20 z. B. wird die Schlagschattengrenze der sechsseitigen
prismatischen Platte in der GrundriBitafel durch ihre Schnittpunkte
©;, T, mit a,, in zwei Streckenziige T, 4, B,0,¢,9D,S, und &,6, %, F, T
geteilt, von denen nur der erste als Schlagschattengrenze fiir IT} in
Betracht kommt. Die Schlagschattengrenze auf II riihrt von dem-
selben Teil der Eigenschattengrenze her wie der zweite Streckenzug,
also — da &, und T, auf D& und A F die Punkte © und T bestimmen,
die ihre Schlagschatten gerade auf a,, werfen — von dem Teil SEFFT.
Von den Schlagschatten in II§ sind &= &;, T, =T, und konnen
€,, §., Fy nach Nr. 81 konstruiert werden. Aber es ist oft bequemer,
wenn wir nur etwa @, in solcher Weise aufsuchen und auf Grund des
letzten Satzes von Nr. 81 §,, F, — und etwaige weitere Punkte —
dadurch ermitteln, daB wir durch $%,, F, usw. die Parallelen zu €,¢,
legen und mit den durch g, F”” usw. laufenden Lichtstrahlaufrissen
schneiden. Deshalb merken wir uns die Vorschrift:

Werden die beiden Tafeln als feste Flichen gedacht, so sucht man
zundchst — ohne Riicksicht auf die Undurchsichtigkeit der Aufrifitafel —
die vollstindige Schlagschattengrenze in der Grundrifitafel auf und ersetzt
mit Hilfe des letzten Satzes von Nr. 81 ihren oberhalb der Riflachse liegen-
den Teil durch den entsprechenden Teil der in die Aufrifitafel fallenden
Schlagschattengrenze.

92. Besitzt der zu untersuchende konvexe Korper ebene Fliachen,
die zu keiner RiBtafel senkrecht sind, so 18t sich die Entscheidung
dariiber, ob sie beleuchtet oder dunkel sind, so einfach nicht finden.
Wir beniitzen dann die Tatsache, daBl die Schattenstrahlen der Eck-
punkte und die Schattenstreifen der Kanten des Kérpers in seinem
Schattenraum enthalten sind und somit von dem Schattenprisma der
Eigenschattengrenze umschlossen werden, soweit sie nicht zu diesem
selbst gehoren. Konstruieren wir also die Schlagschatten, die durch
die Eckpunkte und Kanten des Korpers auf irgendeine Fliche ge-
worfen werden, so entsteht ein Liniennetz, dem die Schlagschatten-
grenze — es umschlieBend — angehort. Hieraus folgt:

Ist die Eigenschattengrenze eines konvexen, ebenflichig begrenzten
Korpers unbekannt, so ergibt sich die Grenze des Schlagschattens, den er
auf eine Ebene wirft, als der duperste Linienzug, der aus den Schlag-
schatten der Kanten .des Korpers gebildet werden kanmn. Dann besteht
nach dem Satz von Nr. 78 die Eigenschattengrenze aus den Kanten, von
denen jener Linienzug herriihrt.

Vergleichen wir wieder, wie in Nr. 79, die Schlagschatten mit Rissen,
die durch Parallelprojektion entstehen, so erkennen wir, daf} die Eigen-
schattengrenze dem wahren und die Schlagschattengrenze dem schein-
baren UmriB entspricht (vgl. Nr. 16). Ein Unterschied liegt darin, daf
man zur Bestimmung des scheinbaren Umrisses die Risse aller Korper-
kanten zur Verfiigung hat, dagegen bei der Bestimmung der Schlag-
schattengrenze nach dem obigen Satz mur die Schlagschatien der dabes
unbedingt notwendigen Kanten aufsuchen wird.
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93. Aufgabe: Gegeben sind die Lichtrichtung (I, Ij) und die Risse
einer Pyramide, deren Grundfliche wagerecht liegt und deren Spitze
nach oben zeigt. Gesucht ist die Eigenschattengrenze der Pyramide.

Wir nehmen als Beispiel in Fig. 21 die gerade quadratische Pyra-
mide HKMNO und bestimmen mit Hilfe des Seitenrisses nach Nr. 83
die Grundrisse der Schlagschatten H,, K,, M, N,, O,, die ihre Eck-
punkte auf die — ohnehin fiir die Figur wichtige.— Ebene der Dach-
fliche ACCU werfen. Aus ihnen bilden wir das groBte mogliche Viel-
eck, das Viereck H{K O] N;. Dieses ist der Grundrif der Schlagschatten-
grenze der Pyramide und zeigt, daB der Kantenzug HKONH die Eigen-
schattengrenze ist. Von den beiden Teilen, in die sich hierdurch die
Oberfliche der Pyramide zerlegt, ist der aus den Dreiecken HKO und
HNO bestehende beleuchtet, weil zu dem anderen die Fliche HKMN
gehort, die — wie der Aufrif zeigt — im Eigenschatten liegt.

Aber die Eigenschattengrenze wiirde bei steiler einfallendem Licht
anders ausfallen. Lége ndmlich O] nahe an M{N} oder im Innern des
Parallelogrammes H{ K{ M{ N{, so wére das Fiinfeck H] K} M{0; N; oder
das Viereck H/KiM{N; der GrundriB der Schlagschattengrenze und
somit der Kantenzug HKMONH oder HKMNH die Eigenschatten-
grenze der Pyramide; dann lige nur das Dreieck MNO im Eigen-
schatten oder wiren sogar alle vier Dreiecke beleuchtet.

Die Schatten zusammengesetzter Korper.

94. Ragt in den Schattenraum eines konvexen, ebenflichig begrenzten
Korpers ein zweiter, ebensolcher, hinein, so fdllt Schlagschatten auf den
dem Licht zugekehrten Teil seiner Oberfliche, wihrend der tm Eigen-
schatten befindliche Teil ungedindert. bleibt. Die Schlagschattengrenze ist
die Durchdringungslinie des zuerst genannten Oberflichenteiles mit
dem Schattenprisma des ersten Korpers und kann als solche nach
Nr. 71 konstruiert werden. ' Besser jedoch setzen wir die Schlagschatten-
grenze zusammen aus den Schlagschatten, die von der Higenschattengrenze
des ersten Korpers auf die in Frage kommenden Flichen des zweiten
Korpers geworfen werden.

In Fig. 20 z. B. kennen wir nach Nr. 89 die Eigenschattengrenzen
der beiden prismatischen Koérper und ersehen aus dem Grundrifi, da8
auf die dem Licht zugekehrten Flichen KL2® und KNNK Schlag-
schatten fallen, deren Grenzen von dem Kantenzug ABC herriihren.
Da wir nun Schatten nur auf sichtbaren Flichen andeuten kénnen,
geniigen fiir die Bestimmung der Schlagschattengrenze die bereits ge-
fundenen Punkte By (Nr. 82), X’/ (Nr.85), Y7 (Nr. 87) des Aufrisses.

96. Wenn die Eigenschattengrenze des ersten Korpers mach Nr. 92
aufgesucht werden muf, so beniifzen wir dazu etme — ndtigenfalls er-
westerte — ebene Fliche des zweiten Korpers, auf der wir ohnedies etnen
betrdchtlichen Teil der Schlagschattengrenze ermitteln miissen. Dies ist
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z. B. in Fig. 21 nach Nr. 93 fiir das Turmdach HKMNO auf der Ebene
der Dachfliche ACEY ausgefiihrt.

Greift der Schlagschatten von dieser Fliche auf eine Nachbarfliche
iiber, so geschieht dies tn derselben Weise wie tn Nr. 91 bei den beiden
Riftafeln. In Fig.21 z. B. zeigt das durch C’G’ abgeschnittene Drei-
eck 8’0;T’, daBl ein Teil des Schlagschattens des Turmdaches auf die
Dachfliche BCEY fillt; der GrundriB seiner Grenze besteht aus den
zwischen B’% und '€’ liegenden Stiicken S'Uj und TV, der Ge-
raden, die S’ und 7 mit dem — nach dem Verfahren von Nr. 82 und
Nr. 83 konstruierten — Grundrifl 0; des von O auf die Ebene BOCSB

fallenden Schlagschattens verbinden. Wird die Bestimmung von O}
durch einen schleifenden Schnitt bei 0f' ungenau, so kénnen U}, V}
nach Nr. 87 mit Hilfe der Punkte U””, ¥V’ und U’, V' konstruiert werden.

Auch hierbei brauchen wir nur die sichtbaren Teile der Schlag-
schattengrenze anzugeben. Also geniigt es, im Aufrifl von Fig. 21 den
Punkt K7 auf der durch K" laufenden Parallelen von I und den
Punkt 8” auf C”€” durch Ordnungslinien einzuzeichnen und (nach
dem letzten Satz von Nr. 79) K{H{ parallel zu K”H” zu ziehen.

96. Fir die Begremzung des Schlagschattens, welchen die beiden in
Nr. 94 vorausgesetzten Korper zusammen auf eine Fliche werfen, liefern
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keinen Beitrag die Stiicke der Eigenschaitengrenze des ersten Korpers, von
denen die auf dem zweiten Kirper liegende Schlagschattengrenze herriihrt,
und die Sticke der Eigenschattengrenze des zweiten Korpers, die im
Schattenraum des ersten Korpers verlaufen. Die letzteren trennen nicht
mehr im Eigenschatten befindliche Oberflichenteile des zweiten Kor-
pers von beleuchteten, sondern von solchen, die Schlagschatten tragen.

Ein Beispiel hierfiir bilden in Fig. 20 der mittlere Teil des Kanten-
zuges ABC und der obere Teil des Kantenzuges LLIMNN; fir die
Schlagschattengrenze in der Grundrifitafel brauchen die von ihnen her-
rithrenden Stiicke, also insbesondere die Punkte &, I%;, %, nicht an-
gegeben zu werden. Uberhaupt werden wir, um unnétige Konstruk-
tionen zu vermeiden, ganz allgemein darauf achten, nur solche Schatten-
grenzen aufzusuchen, die auf sichtbaren Flichen in verschiedenem Be-
leuchtungszustand befindliche Gebiete trennen oder zur Ermittlung der-
artiger Schattengrenzen dienen.

97. Unsere Ergebnisse kénnen wir auf Gruppen von beliebig vielen
konvexen und ebenflichig begrenzten Kérpern ausdehnen und diirfen auch
Korper mit vorspringenden Teilen hinzunehmen, da jeder solche sich
in mehrere konvexe Korper zerschneiden 1aBt. So zerlegt sich z. B.
der in Fig. 21 dargestellte Gebaudeteil in drei konvexe Korper, in das
Turmdach HKMNO, in den Turmkérper b kmn und in das Haus-
dach ABCUABEC. Diese Teilkirper untersuchen wir, indem wir von dem
der Lichtquelle ndchsten der Reihe nach zu den entfernteren fortschreiten,
in unserem Beispiel also vom Turmdach zum Turmkérper und zum
Hausdach.

Die hierfiir in Fig. 21 notwendigen Konstruktionen sind zum gréBten
Teil bereits ausgefiihrt (in Nr. 83, Nr. 84, Nr. 87, Nr. 89, Nr. 93, Nr. 95);
es fehlt nur noch die Grenze des Schlagschattens, der von dem Turm-
dach auf die im AufriB sichtbare Fliche (h k) geworfen wird. Diese
Schlagschattengrenze rithrt, wie der Grundril lehrt, von einem Stiick
der Kante HK her und besteht deshalb aus einer wagerechten Strecke,
deren Hohe der Punkt Y”” des Seitenrisses angibt; sie trifft gerade
auf den Punkt Y von k, der von einem Punkt X von HK Schlag-
schatten empfangt. Dieser Punkt X, dessen Risse nach Nr. 87 zu er-
mitteln sind, begrenzt den Teil von HK, dessen Schlagschatten vom
Turmkérper aufgenommen wird. Dagegen fallt der Schlagschatten
von XK auf die Dachfliche ACC%; er ist die Strecke ZK,, wenn Z
der Schnittpunkt von k, und H,K, und somit nach Nr. 88 der Schnitt-
punkt des Strahles XY und der Dachfliche ACC ist. Hieraus kénnen
wir den folgenden Satz ziehen:

Wenn der Schlagschatten, den eine Qerade auf eine Fliche wirft, in
einem Punkt Y auf eine Eigenschattengrenze k stipt, so bricht er dort ab
und setzt sich auf der ndchsten dafiir in Betracht kommenden Fliche von
dem Punkt Z aus fort, den der Schattenstrahl von Y in die von k her-
riihrende Schlagschattengrenze etnzeichnet.
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98. Aufgabe: Gegeben sind in Fig. 22 Grund- und AufriB eines
Stiickes einer Treppe und die Lichtrichtung (), i). Gesucht sind die
Risse der Eigen- und Schlagschattengrenzen.

Die konvexen Korper, aus denen sich die Treppe zusammensetzt,

sind die Wange und die einzelnen Stufen. Wir konstruieren nach
Nr. 82 einen an den GrundriB anschlieBenden SeitenriB3, dessen Tafel
zu den Flichen der Stufen senkrecht steht, und in ihm den Strahl
I’ = B"'Q"", der gerade die Seitenrispur der Trittfliche der untersten
Stufe in BY” trifft. Aus dem GrundriBl und dem Seitenriff schlieBen wir
nun: Die Kanten AB und BC bilden die Eigenschattengrenze der
Wange und erzeugen die Grenze des Schlagschattens, der iiber die Stufen
fallt. Die Ecke B wirft ihren Schlagschatten auf die Trittfliche der
untersten Stufe in den Punkt B,, dessen Seitenri} B;’ ist und dessen
Grundri§ B} auf I liegt. (Ge-
nauigkeitsprobe: BY mull der
Schnittpunkt zwischen I und der
AufriBspur dieserTrittflache sein.)
Die Strecke 4’Bj ist der Grundrif3
des von 4B herrithrenden Schlag-
schattens und bestimmt fiir das
Stiick desselben, das scheitelrecht
auf der Vorderflache deruntersten
Stufe verlduft und nur im Aufri
sichtbar ist, den Grundrispur-
punkt durch ihren Schnittpunkt
mit der GrundriBspur jener Vor-
derfléche.

Mit Hilfe des Seitenrisses er-
mitteln wir ferner nach Nr. 87
die Punkte D, E von BC, deren Fig. 22.
Schlagschatten gerade auf die
Vorderkanten der beiden oberen Stufen fallen, und diese Schattenpunkte
Dy, E, selbst. Der Schlagschatten von BC ist im GrundriB nur auf
den Trittflichen der drei Stufen sichtbar und verliuft dort von Bj,
Dj, E| aus parallel zu B’C’ Im AufriB dagegen ist er nur auf den
Vorderflichen der beiden oberen Stufen sichtbar und gehort, wenn BC
die nach oben erweiterten Vorderflichen in F und G trifft, den unter-
einander parallelen Geraden F”D{, G”E{ an.

99. Aufgabe: Gegeben sind in Fig. 23 fiir ein Stiick eines Gesimses
Grund- und Aufril und die Lichtrichtung (I, Ii). Gesucht sind die
Aufrisse der Eigen- und Schlagschattengrenzen.

Das Gesims ist um einen rechtwinkligen Mauervorsprung herum-
gefiihrt und zerféllt in die folgenden konvexen Korper: I, die Platte
NAAEFB®; 11, die Platte mit der Vorderfliche EEFF; III, den Pyra-
midenstumpf CCGHDD; 1V, die Fliche GB8HH. Wir ziehen wieder
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einen SeitenriB zu Hilfe, dessen Tafel zu den Kanten UA, BB usw.
senkrecht steht, und legen ihn neben den Aufriff, weil dieser eine an-
schaulichere Ansicht als der Grundril darbietet ; dabei wird Ij’ = 4”@’
wie in Nr. 83 konstruiert.

Als die Eigenschattengrenze von 1 erkennen wir nach Nr. 89 den
Kantenzug B BAE und als diejenige von II die Kante F§. Die Fliche
€CDD von IIT und die Flache IV sind dem Licht zugekehrt. Um zu
entscheiden, ob die Fliche CGHD im Eigenschatten liegt oder nicht,
konstruieren wir nach Nr. 87 den Aufrif des Punktes N, von H9,
auf den gerade von einem Punkt N der Kante CD Schlagschatten
fallt, und legen durch ihn, da CD der Fliche IV parallel ist, zu ¢”’D"”
parallel den Aufrif des von CD auf diese Fliche geworfenen Schlag-

schattens; wir er-
kennen, daB wir
hiermit einen Teil
der vom Korper
IIT herrithrenden
Schlagschatten-
grenze gewonnen
haben,und schlies-
sendaraus,da3CD
Eigenschatten-
grenze von IIT ist
und daB die Fliche
CGHD im Eigen-
schatten liegt.

Der Schlag-
schatten von BB
fallt auf die Fla-

Fig. 23. chen €CDD und

IV. Sein Aufrif

liegt zundchst in

der Nebenordnungslinie [2, 3] des Punktes M’”, in dem die Strecke

Y =C"D"" von der durch B"”"=B" zu Ij’ gelegten Parallelen

geschnitten wird. Er trifft auf C”’D” in dem Punkt M’ und springt

von diesem (auf Grund des letzten Satzes von Nr. 97) in zu ¥ paral-

leler Richtung nach dem Punkt MY der Geraden, die wir soeben als

Aufri des Schlagschattens von CD konstruiert haben. Von M/ ver-

lauft er auf der Fliche IV bis zu dem — schon in Nr. 83 gefundenen —

Aufri8 BY des von B herriihrenden Schlagschattens; und zwar liegt er
wiederum in einer Nebenordnungslinie [2, 3], n&mlich in BB .

Der Schlagschatten von AE fallt auf die Flichen ECFF und IV.
Sein Aufrif} ist zunichst, weil @ der von 4 auf die erweiterte Flache
ECXF geworfene Schlagschatten ist, das durch F”§’’ abgeschnittene
Stiick. E”K” von E”Q” und springt von K’ in zu I{ paralleler Rich-
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tung nach dem Punkt K7 der Nebenordnungslinie [2, 3] von M’”, die,
wie sofort ersichtlich ist, auch den Aufril des von F$ herrithrenden
Schlagschattens tragt. Von K7 verliduft er geradlinig nach dem Punkt A7,
den wir schon in Nr. 83 als Aufri} des Schlagschattens von A gefunden
haben. Die Strecke A7B{ endlich ist der Aufri8 des Schlagschattens
der Kante 4B.

VI. Neigungswinkel und Umlegungen einer Ebene.

Die Neigungswinkel einer Ebene gegen die Tafeln,

100. Der Neigungswinkel &,, den eine Ebene E gegen die Grund-
riBtafel IT, bildet, ist der spitze Winkel zwischen den Geraden, die
aus E und I, durch eine der zu ihnen gleichzeitig senkrechten Ebenen
ausgeschnitten werden. Diese beiden Geraden sind nach Nr. 63 eine
erste Fallinie von E und ihr Grundrifl; deshalb ist ¢, zugleich der
Neigungswinkel dieser Fallinie gegen II;,. Also folgt der — sogleich
allgemein auszusprechende — Satz:

Der Neigungswinkel einer Ebene gegen eine Riftafel ist zugleich der
Neigungswinkel der auf diese Tafel beziiglichen Fallinien der Ebene.

Wenn wir eine der Ebenen, die sowohl auf der gegebenen Ebene E
als auch auf der GrundriBitafel II, senkrecht stehen, als SeitenriB-
tafel I, benutzen, so schlieBen die dritte Spur ¢; von E und die Rifi-
achse a,; — als die Schnittlinien zwischen I7; einerseits und E und I7;
andererseits — den Winkel &, ein. Da I7; auf der Grundrifispur e,
und somit auf den ersten Hauptlinien von E senkrecht steht, erhalten
wir hierdurch die folgende Erginzung des zweiten Satzes von Nr. 63:

Steht die Tafel eines an den Grundriff anschliefenden Seitenrisses
zu den ersten Hauptlinien einer Ebene E senkrecht, so ist der spitze
Winkel zwischen der dritten Spur e, von E und der Rifachse a,y gleich
dem Neigungswinkel von E gegen die Grundriftafel.

101. Istin Fig. 24 die Ebene E durch die Risse eines Dreiecks PQR
gegeben, so suchen wir zuerst nach Nr. 61 die Risse einer ersten Haupt-
linie £ — etwa der durch R gehenden — auf und bestimmen dann
nach Nr. 62 die Risse einer ersten Fallinie, indem wir aus P’ das Lot
P’P; auf ¢ fillen, durch die Ordnungslinie seines Fuflpunktes P in ¢’
den Punkt P{ einzeichnen und die Gerade P”P{ ziehen. Der Nei-
gungswinkel, den die Fallinie PP, gegen II, besitzt, ist zugleich der
Neigungswinkel ¢; von E und wird nach dem ersten Satz von Nr. 47
konstruiert. Dabel benotigen wir des Hohenunterschiedes A zwischen
P! und P”; aber da kb bereits als Abstand zwischen P” und #” ge-
geben ist, brauchen Py und P”P{ gar nicht in die Figur eingetragen
zu werden. Deshalb ergibt sich die folgende Vorschrift:

Den Neigungswinkel &, einer Ebene E gegen die Grundrifitafel er-
mattelt man aus den Rissen P’, P” eines Punkies und den Rissen t',t'"
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etner ersten Hauptlinie von E, indem man das ber P’ rechtwinklige

., Neigungsdreteck konstrutert, dessen eine Kathete das von P’ auf t
gefillte Lv. und dessen andere
Kathete gleich dem Abstande
zwischen P” und 1/ ist: ¢, legt
tn diesem Dreieck der zweiten
Kathete gegeniiber.

Wenn wir nach dem zweiten
Satz von Nr. 63 einen an den
Grundrifl anschliefenden Seiten-
ril konstruieren, dessen Tafel
auf ¢ senkrecht steht und fir
den R’ in den Punkt Pj fillt,
so ist P’ == P* und somit P}P*
die dritte Spur e; von E, in der
ja die Seitenrisse aller Punkte
von E enthalten sind. Das heil3t:

Die Hypotenuse des Neigungs-
dresecks kann stets aufgefafit wer-
den als ein Seitenrify von E im

Fig. 24. Sinne des zweiten Satzes won
Nr. 100.

Die entsprechenden Sdtze gelten fiir den Neigungswinkel einer
Ebene gegen die Aufriitafel.

Ebenen mit einem gegebenen Neigungswinkel.

102. Die gewonnenen Sitze konnen wir auch fiir den Fall an-
wenden, daf die Ebene E durch ihre Spuren e,, e, gegeben ist. Wir
brauchen dann nur nach Nr. 58 die Risse irgendeines in ihr enthaltenen
Punktes P aufzusuchen und, wie es in Fig. 24 angedeutet ist, die
Grundrifispur e, und die RiBachse a,y an die Stellen von ¢’ und #” zu
setzen. Diese Gestaltung der Aufgabe der Bestimmung des Neigungs-
winkels ist niitzlich fiir Aufgaben, die Umkehrungen jener sind. Zu-
erst behandeln wir die

Aufgabe: Gegeben sind die GrundriBspur e, einer Ebene E, die
GroBe o ihres Neigungswinkels gegen die GrundriBtafel und der Grund-
ri} P’ eines in E liegenden Punktes P. Gesucht sind die AufriBspur e,
von E und der Aufril P” von P.

Fallen wir in Fig. 25 aus P’ das Lot P’P; = m auf e,, so ist durch
diese Strecke und den Winkel ¢, = & das Neigungsdreieck P;P’P*
(vgl. Fig. 24) bestimmt und durch dessen Kathete P’P* der Abstand
h = P, P” zwischen P” und a;;. Aber wir kénnen, wenn &« an der
RiBachse a;, angetragen ist, die Konstruktion von A durch eine von
Fig. 24 abweichende Anordnung sehr einfach gestalten: Wir legen in
Fig. 25 vom Scheitel A des Winkels « aus auf a,; AB = m ab, schnei-
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den den anderen Schenkel von & mit der durch B laufenden scheitel-
rechten Geraden in C und ziehen durch C die Wagerechte; auf dieser
und der Ordnungslinie von P’ liegt P”. Dabei sind zwei gleich-
berechtigte Moglichkeiten vorhanden, da ¢ und P” sowohl oberhalb
als auch unterhalb von a,, fallen kénnen. Wir wihlen in Fig. 25 die
erste von ihnen und bestimmen e, nach der ersten Aufgabe in Nr. 59.

103. Aus dem Neigungsdreieck PjP’P* (Fig. 24) folgt, daB P’P;
= hectge, ist. h ist bekannt, sobald die RiBachse a,, und die Risse
von P gegeben sind. Also besitzen fiir alle Ebenen, die durch P gehen
und gegen die Grundrifitafel um denselben Winkel ¢, geneigt sind,
die aus P’ auf die Grundrifispuren gefillten Lote dieselbe Liénge
r = hctge,. Hieraus ergibt sich der Satz:

Die Grundrif3spuren der Ebenen, die durch einem Punkt P gehen
und gegen die Grundrifitafel denselben Neigungswinkel e, bilden, sind
Tangenten eines Kreises, dessen
Mittelpunkt der Grundrif wvon P
tst und dessen Halbmesser r mit dem
Abstand b zwischen P und der Grund-
rifftafel in der Beziehung r = h ctge,
steht.

Sind nun wie in Fig.26 4 und E
zwei Ebenen, die gegen die Grund-
ritafel gleich geneigt sind und eine
Schnittgerade g besitzen, so fiihrt
nach dem letzten Satz jeder Punkt
P von g zu einem Kreise k, der
von den Grundrifispuren d, und e,
berithrt wird und dessen Mittel- Fig. 25.
punkt als Grundrif von P auf dem
Grundrif ¢’ liegt. Deshalb sind fiir jeden Punkt von g" die Absténde
gleich, die er von d, und e, besitzt. Das heilt:

Die Schnittgerade zweier Ebenen, die gegen die Grundriftafel gleiche
Neigungswinkel besitzen, hat zum Grundrif die eine Winkelhalbierende
zwischen den Grundrifispuren der Ebenen oder, wenn die Grundrifspuren
esnander parallel sind, shre Mittelparallele.

104. Die Umkehrung dieses Satzes fithrt zu der

Aufgabe: Gegeben sind die Risse einer Geraden g und ein Winkel «.
Qesucht sind die GrundriBspuren der Ebenen, die g enthalten und
gegen die GrundriBtafel um den Winkel &, = & geneigt sind.

Zu ihrer Losung bestimmen wir zuerst in Fig. 26 auf bekannte
Weise (Nr. 44) den ersten Spurpunkt @, von g; durch ihn miissen die
gesuchten GrundriBspuren gehen. Darauf wihlen wir beliebig die
Risse eines Punktes P von g und konstruieren den Kreis k, der nach
dem ersten Satz von Nr. 103 zu P und dem Neigungswinkel & = «
gehort; sein Mittelpunkt ist P’, und sein Halbmesser r ist, wenn der

Ludwig, Darstellende Geometrie. 5
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eine Schenkel des gegebenen Winkels « zu der RiBachse a,, parallel
lauft, die Strecke RP,,= P;,P” ctgx, die auf a,, durch P’P” und

Fig. 26.

die zu dem zweiten Schenkel von «
parallele Gerade -P”R ausgeschnitten
wird. Da jede durch g gehende Ebene
auch den Punkt P enthilt, miissen
die gesuchten GrundriBspuren den Kreis
k beriihren und sind deshalb die aus

.G; an k zu legenden Tangenten?). Also

hat die Aufgabe zwei Losungen, eine
Losung oder keine, je nachdem @,
auBlerhalb des Kreises k, auf ihm oder
in seinem Innern liegt.

Wenn wir das bei P’ rechtwinklige
Dreieck GyP'P* mit P'P*= P,P”
zeichnen, so ist mnach Nr. 47 der
Neigungswinkel der Geraden g gegen
die Grundrifitafel y, = < P’G,P* und
somit PGy = hctgy,. Da nun r
=hctga ist und &« und p, spitze
Winkel sind, ist PG, >r fir y, <«,
PG, =r fir y=«, PQ,<r fir

y1>> &. Also erhalten wir als Losungen der Aufgabe zwei GrundriBf-
spuren d, und e,, wenn y; < &, eine Grundrilspur; wenn y, =«, und

Fig. 27.

keine, wenn y, > o ist.
Man vergleiche hiermit, da
von den in einer Ebene
verlaufenden Geraden die
ersten Fallinien den grofiten
Neigungswinkel gegen die
Grundrifitafel besitzen und
daf dieser zugleich der-
jenige der Ebene selbst ist.

105. Eine Anwendung der
vorigen ist die folgende

Aufgabe: Gegeben sind
in Fig. 27 die Risse eines
Geldndeteiles, der aus zwei
wagerechten Ebenen und
einem sie verbindenden
ebenen Abhang besteht, so-
wie die Risse des Planums
eines geradlinigen Weges,
der von der unteren wage-

!) Bie werden mit geniigender Genauigkeit durch Anlegen des Lineals ohne
vorangegangene Konstruktion der Berithrungspunkte gefunden.
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rechten Ebene nach der oberen hinauffithrt. Gesucht sind die Bosch-
ungen des Weges.

Wir konstruieren zuerst nach Nr. 69 die Risse der Durchdringungs-
strecke EF zwischen dem Planum ACDB und dem Abhang und er-
kennen, dafl der Teil ACFE des Weges durch Aufschiittung und der
Teil EFDB durch Einschnitt in das Gelinde hergestellt werden muf.
Das Boschungsverhiltnis wollen wir im Auftrag und im Abtrag gleich
1:1,5 nehmen, so dafl der Neigungswinkel der Béschungsebenen gegen
die wagerechten Ebenen durch tga =3 gegeben ist. Die untere wage-
rechte Ebene benutzen wir als GrundriBebene und ermitteln in ihr
nach Nr. 104 die Spuren d,, ¢, der Ebenen A, E, die durch den Rand AB
des Weges laufen und den Neigungswinkel ¢; =« besitzen; dabei ist
G,=A, P=B und r =4 h zu nehmen. Die von 4B aus nach auflen
abfallende Ebene 4 kommt lings des Wegrandes AE als Boschung
fiir den Auftrag in Betracht, die von AB aus nach auflen ansteigende
Ebene E lings EB als Boschung fiir den Einschnitt. Als Schnittlinie
der beiden Boschungen mit dem Geldnde ergibt sich der Streckenzug
AHEKB, wobei bestimmt sind : H als Schnittpunkt von d; mit der Unter-
kante des Abhanges, BK als Schnittlinie zwischen E und der oberen
wagerechten Ebene, d. h. als durch B laufende erste Hauptlinie von E
(B’K’lle;), und K als Schnittpunkt dieser Geraden mit der Ober-
kante des Abhanges. Da EK die Schnittlinie zwischen E und dem Ab-
hang ist, mufl E'K’ durch den Schnittpunkt zwischen e, und der
Unterkante des Abhanges gehen. Dieselben Konstruktionen sind fiir
den anderen Rand CD des Weges auszufiihren.

106. Aufgabe: Gegeben ist in Fig. 28 der Grundrifi A’B’C’D’E'F’
eines Gebaudes. Gesucht ist die Dachausmittelung (d.h. die Anord-
nung der Dachflichen) fir den Fall, dafl alle Traufen in derselben
Hohe liegen und daB alle Dachflichen denselben Nelgungmwnkel
&, =0 (= 60°) besitzen.

Fassen wir die wagerechte Ebene, die alle Traufen enthilt, als
GrundriBtafel auf, so sind A’B‘, B'C’" usw. die Grundrifispuren der
Dachfliachen, die zu den Traufen 4B, BC usw. gehéren und mit (4B),
(BC) usw. bezeichnet seien. Die Grundrisse der Dachkanten liegen
nach dem zweiten Satz von Nr. 104 in den inneren Winkelhalbierenden
des Sechsecks A’B’C’D’E’F’ und in den Mittelparallelen der beiden
Paare paralleler Seiten. Um auf diesen Linien die fiir das Dach in
Betracht kommenden Strecken herauszusuchen, teilen wir am besten
den GrundriB in einfache Teile, ermitteln die zugehérigen Décher und
untersuchen, wie diese zusammenstof3en.

Wir beginnen mit dem breitesten Teil des Grundrisses und er-
weitern ihn durch Verlingerung von B’C’ zu dem Viereck A’B'G'F’.
Das zu diesem gehorige Dach wird gebildet durch die Dachflichen
(4F), (B@), die parallele Traufen haben und sich deshalb in dem
wagerechten First PQ schneiden, und durch die Dachflichen (4B),
(FG), die den First in den Punkten P, @ und die soeben genannten

5*
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Flachen in den Graten AP, BP, F@Q, GQ treffen. Die Grundrisse P’, ¢’
werden als Schnittpunkte der inneren Winkelhalbierenden von A’
und B’ bzw. von F’ und G bestimmt; dann ist P’Q" von selbst die
Mittelparallele von A’F” und B’G’. Die Aufrisse P”, Q" konstruieren
wir nach der Aufgabe von Nr. 102 mit Hilfe des gegebenen Winkels «
und des gemeinsamen Abstandes m, den P’ und @  von den in Frage
kommenden Traufen haben.

In derselben Weise finden
wir bei dem schméleren Teil
des Gebdudes die Risse der
Grate DR, E R und des durch
R laufenden Firstes; der
letztere liegt, da der Abstand
n zwischen R’ und den
Traufen Kkleiner als m ist,
tiefer wie P@Q und trifft, da
die Dachflichen (EG) und
(¥ @) derselben Ebene ange-
héren, den Grat G @ in einem
Punkt S, dessen Risse ohne
weiteres bekannt sind. Fiih-
ren wir nun das niedrigere
Dach an das héhere heran, so

Fig. 28. entsteht aus den Dachflichen

(EG@) und (FQ) die gemein-

same Dachfliche (EF). wobei das Stiick GS des Grates G@ fort-

fillt; dagegen tritt als Schnittlinie der Dachflichen (BC) und (CD)

die Kekle CS hinzu; deren Grundrif den {iberstumpfen Winkel B’C’D’

hélftet und, da dessen Schenkel zu denen des Winkels 4’F'E’ parallel
sind, zu F’Q’ parallel lguft.

Die Umlegung einer Ebene,

107. Eine ebene Figur ist einem ihrer Risse nur dann kongruent,
wenn ihre Ebene der fraglichen RiBtafel parallel ist. Wollen wir also
die wahre Grofie und Gestalt einer durch ihre Risse gegebenen ebenen
Figur zur Erscheinung bringen, so miissen wir den Grundrif§ oder den
AufriB derselben fiir den Fall ableiten, daB wir ihre Ebene E in eine
der betreffenden Rifitafel parallele Lage gedreht haben. In dieser
Weise haben wir bereits das rechtwinklige Dreieck behandelt, das
zur Bestimmung der Linge und des Neigungswinkels einer Strecke
dient (Nr.46 und Nr. 47).

Eine solche Drehung der Ebene E bezeichnen wir als Umlegung
und fiihren sie am einfachsten dadurch aus, daB wir eine Hauptlinie
von E selbst als Drehachse oder Umlegungsachse wihlen. In der Regel
wird die Umlegungsachse eine erste Hauptlinie ¢ von E sein und E
in die durch ¢ gehende wagerechte Ebene umgelegt werden. Dies
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kann entweder nach der einen Seite durch eine Drehung um den Nei-
gungswinkel ¢; von E oder nach der anderen Seite durch eine Drehung
um den Winkel 180° — ¢, geschehen; welche der beiden Moglichkeiten
vorzuziehen ist, das hingt nur ab von der Riicksicht auf die Uber-
sichtlichkeit der Zeichnung. Die neue Lage der in E gegebenen Figur
sei kurz als die Umlegung der ebenen Figur bezeichnet; ihr Grundrifl
zeigt die gesuchte wahre Gestalt, wihrend der Aufrif vollstindig in ¢”
enthalten ist.

108. Zur Ableitung der Gesetze, nach denen der Grundril der
Umlegung einer ebenen Figur konstruiert werden mull, brauchen wir
die allgemeineren Gesetze, die fiir eine Drehung um eine Achse gelten.
Von ihnen stellen wir den folgenden Satz voran, dessen Richtigkeit
ohne weiteres einleuchtet:

Wird eine Ebene E um etne in ihr enthaltene Gerade t gedreht, so
bleiben fiir jede in E liegende und t schneidende Gerade g der Schnitt-
punkt mit t und der Neitgungswinkel gegen t ungeindert.

Ist insbesondere g das Lot PP,, das von einem Punkt P der
Ebene E auf die Drehachse ¢ gefallt werden kann, so bewegt sich g
bei der Drehung in der Ebene, die in P, auf ¢ senkrecht steht. Da
die Linge PP, ebenfalls ungeéndert bleibt, so ergibt sich der Satz:

Wurd eine Ebene E um eine tn ihr enthaltene Qerade t gedreht, so
beschreibt jeder in E liegende Punkt P einen Kreis, dessen Ebene auf ¢
senkrecht steht, dessen Mittelpunkt der Fufpunkt P, des aus P auf i
gefillten Lotes ist und dessen Halbmesser die Linge PP, hat.

Hieraus wieder folgt, da die Punkte einer zu ¢ parallelen Geraden
von ¢ gleiche Abstdnde besitzen, der Satz:

Wird eine Ebene E um eine tn thr enthaltene Gerade t gedreht, so
behdlt jede zu t parallele Gerade von E diese Higenschaft und ikren Ab-
stand von t.

Diese Sitze miissen nun fiir den besonderen Fall angewendet
werden, dafl sowohl die Drehachse ¢ als auch die Endlage der ge-
drehten Ebene E der Grundrifitafel parallel sind.

109. Wir nehmen als Beispiel das Dreieck PQR, dessen Risse in
Fig. 24 gegeben sind. In seiner Ebene E haben wir bereits (Nr. 101)
die durch R gehende erste Hauptlinie ¢ bestimmt und wihlen sie jetzt
zur Umlegungsachse. Ist P; der FuBpunkt des aus P auf ¢ gefillten
Lotes und P, die Umlegung von P, so ist nach dem zweiten Satz in
Nr. 108 auch P, P, . ¢t. Also fallen, da ¢ zur Grundrifitafel parallel
ist und somit der Satz von Nr. 51 in Kraft tritt, die Grundrisse von
PP, und von P, P, in dieselbe Gerade, die in P; auf ¢ senkrecht steht.
Da auch P, P, zur GrundriBtafel parallel ist, hat Pj P; dieselbe Lange
wie P, P, und P, P und ist gleich der Hypotenuse des rechtwinkligen
Dreiecks, das nach Nr. 46 zur Bestimmung der wahren Lénge von P; P
dient. Dieses Dreieck ist aber das Neigungsdreieck P} P’P*, das bereits
in Nr. 101 konstruiert wurde. Also erhalten wir in Fig. 24 P; da-
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durch, daB wir um P; den durch P* gehenden Kreis schlagen und
mit der einen Verlingerung von P’Pj schneiden.

In derselben Weise kénnen wir € finden, kommen aber folgender-
mafBen schneller zum Ziele: Aus dem ersten und dritten Satz von
Nr. 108 folgt, daB P’'Q’ und P, entweder sich auf ¢ schneiden oder
beide zu-t’ parallel sind; also kénnen wir, wenn wir P; besitzen, die
Gerade P}@) ziehen und in sie @) durch das aus @  auf ¢’ gefillte Lot
einschneiden. Natiirlich darf dabei der Schnitt zwischen ¢ und der
Geraden P’Q’ nicht auflerhalb des Blattes liegen und nicht schleifend sein.

Da R auf ¢ liegt, ist Ry= R’; deshalb begegnen sich auch P’'R’
und Py R;, @ R’ und @) R, in demselben Punkt von #’. Das nunmehr
fertiggestellte Dreieck P;@) R; gibt die wahre Grofle und Gestalt des
Dreiecks PQR.

110. Die Uberlegungen, die wir an die Umlegung des Dreiecks PQ R
angekniipft haben, gelten allgemein. Wir kénnen ihr Ergebnis fol-
gendermafen in Worte fassen:

Wird eine Ebene E um eine erste Hauptlinie t als Umlegungsachse
in eine zur QrundriPtafel parallele Stellung wmgelegt, so sind folgende
Regeln zu beachten:

a) Die Grundrisse eines Punktes P von E und seiner Umlegung P,

liegen tn derselben zu t' senkrechien Geraden.

b) Der Abstand zwischen Py und t' ist gleich der Hypotenuse des
zu P gehirigen Neigungsdreiecks von E, d. h. des rechtwinkligen
Dretecks, dessen Katheten gleich den Abstdnden zwischen P’ und ¢’
und zwischen P und ¢’ sind.

¢) Dre Grundrisse einer QGeraden von E und threr Umlegung schneiden
sich auf t' oder sind beide zu ¢’ parallel.

d) Mindestens fiir die Umlegung eines Punktes muf3 der Grundrif
nach den Regeln a) und b) aufgesucht werden; fiir die dibrigen
Punkte geniigt die Anwendung der Regeln a) und c).

Wenn die Spuren der Ebene E gegeben sind, wird meist die Grund-
riBspur e, die bequemste Umlegungsachse sein; dann ergibt sich statt
des Grundrisses der Umlegung einer ebenen Figur die Umlegung selbst
und ist nach den obigen Regeln zu konstruieren unter Beachtung der
folgenden Bemerkung:

Fiir die Umlegung einer Ebene um die Grundrifspur e, gelten die
vorstehenden Regeln, wenn darin e, und die Rifachse a,, an die Stellen
von ' und t” treten.

Wird die Ebene E um eine zweite Hauptlinie, insbesondere um
die zweite Spur in eine zur Aufriltafel parallele Lage umgelegt, so
gelten die entsprechenden Sitze.

111. Aufgabe: Gegeben sind die in Nr. 105 (Fig. 27) konstruierten
Risse der Boschungen eines Weges. Gesucht sind die wahren Grofien
der Boschungsflachen.



Die Umlegung einer Ebene. 71

Wir legen das Dreieck AHE um AH in die untere und das Drei-
eck BKE um BK in die obere wagerechte Ebene um. Beide Male
handelt es sich im wesentlichen um die Umlegung von E, so dafl wir
zwei Neigungsdreiecke E{E'E* (E{E’ L A’H’, E’E* gleich dem Ab-
stand @ zwischen B und A”H”) und ¢, E'C* (§{E'_L B'K’, E'G*
gleich dem Abstand b zwischen E” und B”K’’) konstruieren miissen
und aus ihnen die beiden Punkte £} und €, (B, E} = B E*, &€, = §E*)
erhalten. Die Dreiecke 4’ H’Ej und B’ K’ sind die gesuchten wahren
Groflen. In derselben Weise sind die Boschungen des anderen Randes
CD des Weges zu behandeln.

112. Aufgabe: Gegeben ist die in Nr. 106 (Fig. 28) konstruierte
Dachausmittelung. Gesucht sind ‘die wahren GroBen der Dachflichen.

Als Umlegungsachsen bieten sich die Traufen der Dachflichen dar.
Jeder der Punkte P, @, R, 8 muBl mit mehreren Ebenen umgelegt
werden und ist im Grundrif} von den fiir ihn in Betracht kommenden
Umlegungsachsen um die gleiche Strecke — m bei P und @, n bei R
und 8 — entfernt. Infolgedessen erhalten wir fiir die Grundrisse
simtlicher Umlegungen von P und @ dieselbe Strecke k¥ und fiir die.
Grundrisse simtlicher Umlegungen von R und 8 dieselbe Strecke !
als Abstand von den Umlegungsachsen. Nun sind die Neigungsdrei-
ecke, die zu P und @ bzw. zu R und S gehoren, kongruent den recht-
winkligen Dreiecken, die zur Ermittlung der Hohen der Punkte P’
und @, R” und 8" mit dem Winkel &« und der einen Kathete m bzw. n
gebildet worden sind; deshalb haben wir bereits in den Hypotenusen
dieser beiden Dreiecke die Strecken k und I. Mit ihnen ist in Fig. 28
die Umlegung der einen Dachfliche EFQSR eingetragen worden;
@S, @8, schneiden sich auf der Umlegungsachse E'F’, und R’S’,
R} 8, sind ihr parallel.

113. Von Wichtigkeit ist auch die umgekehrte, wiederum an Fig. 24
zu erliuternde

Aufgabe: Gegeben sind firr die Umlegung einer Ebene E die Risse
¢, ¢’ der Umlegungsachse ¢, sowie die Grundrisse P’ und P{ eines
Punktes P von E und seiner Umlegung P,. Gesucht ist der Aufrif P’
des Punktes P.

Die in der Aufgabe vorausgesetzte Beziehung zwischen ¢, P’, P{
verlangt, daB die Gerade P’P{ auf ¢’ in P{ senkrecht steht und daf
P{P;> P{P" ist. Ist dies der Fall, so besitzen wir von dem zu P
gehorigen Neigungsdreieck der Ebene E die Kathete P{P’ und die
Linge P{P{ der Hypotenuse; wir konnen dasselbe also herstellen, in-
dem wir um P den durch Pj laufenden Kreis schlagen und ihn in P*
mit der Geraden schneiden, die zu ¢ parallel durch P’ geht. Die
zweite Kathete P’P* des Dreiecks P; P’ P* gibt den Héhenunterschied
b an, der zwischen den Aufrissen ¢/ und P’ besteht, und liefert, auf der
Ordnungslinie des Punktes P’ von ihrem Schnittpunkt mit ¢ aus auf-
getragen, den Punkt P”’; dabei sind zwei Moglichkeitenvorhanden, von
denen in Fig. 24 nur die eine — P’ oberhalb von ¢ — beriicksichtigt ist.
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Die Risse der regelmiBigen Vielflache.

114. Auf Grund ihrer RegelmaBigkeit konnen fiir gewisse Stellungen
der fiinf regelméBigen Vielflache ihre Risse sehr leicht ermittelt werden.
Ist z. B. die eine Diagonale 4 D eines Wiirfels scheitelrecht, so haben
die von 4 ausgehenden Kanten AB;, 4B,, AB; denselben Neigungs-
winkel gegen die GrundriBtafel und somit (Fig. 29) gleichlange Strecken
als Grundrisse. Gleichzeitig besitzt das durch die Punkte B,, B,, B,
bestimmte gleichseitige Dreieck eine wagerechte Ebene und bildet sich
als ebensolches Dreieck B{B;Bj ab, fiir das A’ der Mittelpunkt des
umgeschriebenen Kreises ist. Deshalb sind die Grundrisse der in A
zusammenstofenden drei Quadrate Rhomben, die bei 4’ Winkel von

120° besitzen und deren vierte Ecken
1, 03, C3 auf demselben Kreise liegend
die Bogen zwischen B{, Bj, Bj hilften.
D’ fillt mit A’ zusammen, und fiir die
Grundrisse der Kanten DC,, DC,, DC,
gilt dasselbe wie fiir die der Kanten AB,,
AB,, AB,. Also ergibt sich der Satz:

Der Grundrif} eines Wiirfels mst einer
scheitelrechten Diagonale bildet ein regel-
mdafiges Sechseck mitsamt seimen Haupt-
diagonalen.

Denken wir uns nun das Quadrat

AB,Cy B, um die erste Hauptlinie B, B,

umgelegt, so erhalten wir ein Quadrat

A{B{C{Bj, das wir ohne Kenntnis des

Aufrisses aus seiner Diagonale B{Bj;

konstruieren kénnen. Aus A4’ und Aj§

folgt nach der Aufgabe von Nr. 113 der

Hohenunterschied A& zwischen 4 und der

Umlegungsachse B, B,, d. h. zwischen 4"

und den Punkten BY, B}, BY; ihm gleich

Fig." 29. ist der aus C§ und O folgende Héhen-

unterschied zwischen den Punkten BY,

2, Bf und den Punkten €], C;, (%} und — der RegelmiBigkeit des

Wiirfels wegen — auch derjenige zwischen den zuletzt genannten

Punkten und D”. Hiermit kann der Aufri} des Wiirfels hergestellt
werden.

115. Ganz dhnliche Betrachtungen fiihren zu den folgenden Sitzen,
die ohne Beweis angefiihrt seien:

Der Grundrif3 eines regelmifigen Vierflachs (Tetraeders) bildet, wenn
eine Seitenfliche wagerecht ist, ein gleichseitiges Dreieck mit den nach
seinen Ecken laufenden Halbmessern des umgeschriebenen Kreises und,
wenn zwer gegeniiberliegende Kanten wagerecht sind, ein Quadrat mit
seinen Diagonalen.
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Der Grundrif3 eines regelmdfigen Achtflachs (Okiaeders) bildet, wenn
esne Seitenfliche wagerecht ist, ein regelmdifiges Sechseck mitsamt den
beiden aus seinen Ecken herzustellenden gleichseitigen Dreiecken.

Der Grundrif3 eines regelmifigen Zwanzigflachs (Ikosaeders) bildet,
wenn eine Hauptdiagonale scheitelrecht ist, ein regelmifBiges Zehneck
mitsami seinen Hauptdiagonalen und den beiden aus seinen Ecken her-
zustellenden regelmdfigen Fiinfecken.

Nach diesen Sétzen sind die Grundrisse der genannten regelm#Bigen
Korper herzustellen!). Die Aufrisse ergeben sich aus den Grundrissen
mit Hilfe der Aufgabe von Nr. 113
ebenso wie beim Wiirfel.’

116. Eine besondere Behand-
lung verlangt das regelmdpige Zwilf-
flach (Pentagondodekaeder), dessen
Begrenzung aus zwolf regelmifBigen
Fiinfecken mit paarweis parallelen
Ebenen besteht. Ist die Ebene des
Finfecks A, 4,4, 4, A, wagerecht,
so ist sein Grundrifl ihm kongruent;
mit ihm beginnen wir in Fig. 30 die
Konstruktion 2). Von seinen Eck-
punkten gehen die Grundrisse der
Kanten 4, B,, 4,B, usw. aus; sie
liegen nach dem zweiten Satz von
Nr. 103 in den Halbierungslinien der
Winkel des Fiinfecks 47 A3 A5 A}
d. h. in den Verlingerungen der
Halbmesser, die in dem umgeschrie-
benen Kreis des Fiinfecks nach
seinen Eckpunkten laufen. Ferner
sind, da 4,B,, 4,B, usw. gleiche Fig. 30.
Langen und gleiche Neigungswinkel
besitzen, A]Bj = A} Bj = usw., so dal die Punkte B], B} usw. einen,
dem ersten konzentnschen Krels in fiinf gleiche Bogen teilen.

Genau dieselben Schliisse gelten fiir das zweite Funfeck D, D, D, D, D;,
dessen Ebene wagerecht ist, und die von seinen Ecken ausgehenden
Kanten D,C,, D,C, usw. Die RegelméBigkeit des Zwolfflachs bedingt
es, daf die Punkte D}, D} usw. in die Mitten der Bogen 454}, A} A} usw.

1) Die strenge Konstruktion des regelméBigen Fiinfecks und Zehnecks beruht
darauf, daB die Seite des letzteren sich aus dem Halbmesser » des umgeschriebenen
Kreises durch Teilung nach dem goldenen Schnitt ergibt. Aber man kommt prak-
tisch ebensogut zum Ziel, wenn man von einem zwischen {r und g7 liegenden
Niherungswerte fiir die TFiinfecksseite ausgeht und, ihn durch Versuche ver-
bessernd, die Linge der Sehne ermittelt, die gerade fiinfmal in dem Kreise herum-
getragen werden kann,

2) Siehe die Anmerkung zu Nr. 115.
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des ersten Kreises und die Punkte 7, (5 usw. in die Mitten der Bogen
B B,, B, B}, usw. des zweiten Kreises fallen. Die Seiten des auf dem
letzteren entstandenen regelmiBigen Zehnecks sind die Grundrisse der
von uns noch nicht erwéhnten Kanten B,C,, C,B, usw. des Zwolfflachs.

Es handelt sich also nur noch darum, den zweiten Kreis zu be-
stimmen. Denken wir uns nun das Fiinfeck 4,B,0,8,4, um die erste
Hauptlinie 4,4, umgelegt, so fillt seine Umlegung gerade mit dem
Fiinfeck 4] A% A} A} A} zusammen. Insbesondere ist A zugleich die
Umlegung B; von B, und folglich 4} B i A}A45; mithin finden wir B]
als den Punkt, in dem der durch A4 gehende Durchmesser des ersten
Kreises und das aus 4} auf A} A}, gefillte Lot einander begegnen.
Darauf legen wir durch B den zweiten Kreis und zeichnen den Grund-
riB des Zwolfflachs fertig.

Im Aufri verteilen sich die zwanzig Eckpunkte des Zwolfflachs
auf vier wagerechte Geraden, weil immer je fiinf, von uns mit dem-
selben Buchstaben bezeichnete Punkte in einer wagerechten Ebene
liegen. Zur Ermittlung der Abstéinde zwischen den wagerechten Ge-
raden benutzen wir den Umstand, dall bei der Umlegung des Fiinf-
ecks 4, B,C, B, 4, um die Achse 4, 4, die Umlegungen B} und C}; von
B, und C, auf 4} und A fallen, und bestimmen nach der Aufgabe von
Nr. 113 den Hohenunterschied % zwischen den Punkten A7, 4% usw.
und den Punkten Bf, B} usw. und den Hohenunterschied k zwischen
den Punkten A{, A% usw. und den Punkten C7, €Y usw. Da der
Hohenunterschied zwischen den zuletzt genannten Punkten und den
Punkten D}, DY usw. wieder gleich # sein mu}, kénnen wir nunmehr
auch den Aufriff des Zwoélfflachs eintragen.



Zweiter Abschnitt.

Die Ellipse als affines Bild des Kreises.
I. Affine ebene Figuren.

Begrift und Gesetze der Affinit:it.

117. Zwei Figuren stehen in einer geometrischen Verwandtschaft,
wenn sie — wie nach Nr. 110 die Grundrisse einer ebenen Figur und
ihrer Umlegung — durch gewisse Gesetze so miteinander verkniipft
sind, daB die Gestalt und die Eigenschaften der einen von ihnen aus
der Gestalt und den Eigenschaften der anderen abgeleitet werden
konnen. Fiir die darstellende Geometrie ist vor allem wichtig eine
geometrische Verwandtschaft, der sich das soeben genannte Beispiel
unterordnet. Es handelt sich bei ihr um einen besonderen Fall einer
als Affinitit bezeichneten Verwandtschaft, und wir wollen ihm, da
wir die Affinitét im weiteren Sinne nicht zu beriicksichtigen brauchen,
diesen Namen ohne einschrinkenden Zusatz beilegen. Wir bestimmen
nun den Begriff der Affinitit in folgender Weise:

Eine Affinitit ist die geometrische Verwandischaft zweier Figuren,
die derselben Ebene angehiren und durch Parallelprojektion als Risse
zweter ebenen Schnitte eines Prismas entstehen.

118, Wir nehmen also ein Prisma, das durch zwei Ebenen @,
und P, in den Figuren %, und §, geschnitten wird, und projizieren
es durch Parallelstrahlen auf eine Tafel II, wo die Risse &, und §,
von $, und g, entstehen. In Fig. 31 deuten wir diesen Vorgang durch
einen Schrigril an, in dem von dem Prisma nur drei Kanten 4, A4,,
P, P,, R, R, eingetragen sind. Zu einem Punkt P, von g, gehort ein
Punkt P, von §,, dessen Ri} P, ist; zu P; wiederum ein Punkt P,
von s, der auf derselben Pnsmenkante wie P, liegt; zu P, endlich
ein Punkt P, von §,, der der RiB von P, ist. In dieser Weise ist P,
durch den Punkt P, eindeutig bestimmt und bestimmt seinerseits
wiederum in genau entsprechender Weise den Punkt P,. Dabei ist

die Gerade P, P, der Rif} einer Prismenkante P,P,.

Dasselbe ergibt sich fiir jedes andere Paar zusammengehoriger
Punkte von §, und J,, wie z. B. in Fig. 31 fiir 4, und 4, und fir R,
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und Ry, Danun PP, || A,4, | R, Ry, haben wir auch P, P,|l 4,4,
| B, By und diirfen somit den Satz aussprechen:

Zuwischen zwei affinen Figuren besteht eine wumkehrbar eindeutige Zu-
ordnung threr Punkte derart, daf} die Verbindungsgeraden je zweier ent-
sprechenden Punkte, die ,,Affinititsstrahlen’, simtlich wniereinander
parallel sind.

119. Durch &hnliche Gedankenginge lassen sich die ibrigen Ge-
setze der zwischen J, und §, bestehenden Affinitit ableiten. Aber
wir konnen dies abkiirzen durch die Bemerkung, daf bei einer zu
den Prismenkanten parallelen Projektionsrichtung sowohl . als Rif3
von gy, wie §; als Ril von §, auftritt. Denn hieraus folgt, daB die
Eigenschaften von %, und {, miteinander durch die Gesetze der Par-

Fig. 31.

allelprojektion (Nr.4 bis Nr.11) zusammenhingen; und dieser Zu-
sammenhang {ibertréigt sich — wiederum nach den Gesetzen der Par-
allelprojektion — auf die Risse §; und %, von §, und §,. Gleichzestig
erweitert sich fiir uns der Begriff des Prismas: wir brauchen nicht mehr
an ein drei-, vier- usw. seitiges gewohnliches Prisma zu denken, sondern
kénnen statt dessen jede Schar von im Raume verteilten Parallel-
strahlen nebst den sie verbindenden Ebenen nehmen.

In dieser Weise finden wir an der Hand von Fig. 31 auf Grund
des ersten Satzes von Nr. 5, daB den Punkten der Geraden 4, P, und
A, R, die Punkte der Geraden 4, P, und 4, R, zugeordnet sind. Ferner
gelten, sobald wir 4,P,, A,R, als in D, liegende Risse von 4,P,, 4,R,
und die Schnittlinie 8 von @, und P, als Spurlinie von P, auffassen,
der zweite Satz von Nr. 5 und der erste Satz von Nr. 11; aus ihnen
folgt, wenn A4,P, und s sich in @ schneiden und A,R, zu s parallel
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ist, daB 4, P, und A, P, sich in einem Punkt @ von ¥ begegnen und
daB A, R, und 4, R, gleichzeitig zus parallel sind. Wir bezeichnen
deshalb 3 als die Achse der Affinitit und sprechen den Satz aus:

Zwischen zwei affinen Figuren besteht eine wmkehrbar eindeutige Zu-
ordnung ihrer GQeraden derart, dafl von je 2wei entsprechenden Geraden
jede die Punkte tragt. die durch die Affinitit den Punkien der anderen
zugeordnet werden. Je zwet entsprechende Geraden schneiden sich in
etnem Punkte der Affinititsachse oder sind dieser parallel.

120. Der letzte Satz von Nr. 4 lehrt, daB ein Punkt von §,, der
auf der Schnittlinie s von @D, und D, liegt, iibereinstimmt mit dem
Punkt von ,, der derselben Prismenkante angehort. Daraus folgt
der Satz:

Wenn etn Punkt der einen von zwei affinen Figuren auf der Affini-
tatsachse liegt, so fdllt der entsprechende Punkt der anderen Figur mit
thm zusammen.

Ein ganz dhnlicher Satz ergibt sich unmittelbar aus dem Begriffe
des Affinitétsstrahles, namlich:

Gehort ein Affimititsstrabl als Gerade zu einer von zwei affinen
Figuren, so fillt die entsprechende Gerade der anderen Figur mit ihm
zusammen.

Von den iibrigen Gesetzen der Affinitdt zwischen §, und §, seien
noch die aus Nr. 6, 7, 8 flieBenden erwihnt:

Parallelen Geraden eimer von zwes affinen Figuren entsprechen in
der anderen Figur wiederum parallele Geraden.

Gleichsinnigen Strecken auf derselben oder auf parallelen Geraden
werden durch die Affinitdt ebensolche Strecken zugeordnet.

Je zwei Strecken, die auf derselben oder auf parallelen Geraden der
etnen von zwes affinen Figuren liegen, haben dasselbe Verhiltnis wie die
thnen zugeordneten Strecken der anderen Figur.

Konstruktion affiner Figuren in ihrer Ebene allein.

121. Wir haben in Nr. 118, Nr. 119 und Nr. 120 die Gesetze der
Affinitiit lediglich als Sidtze der ebenen Geometrie und ohne Beziehung
auf ihre Ableitung aus rdumlichen Zusammenhingen aussprechen
koénnen. Dadurch entsteht die Frage, ob wir zwei affine Figuren allein
in ihrer Ebene und ohne Zuhilfenahme rdumlicher Gebilde konstruieren
konnen. Zuniichst vermdgen wir in dieser Weise nur Figuren herzu-
stellen, fiir die die Gesetze der Affinitdt teilweise gelten. Ein Beispiel
hierfiir ist das folgende:

Sind in einer Ebene II gegeben eine Figur F1» eine Gerade s und ein
Punkt Az, der einem Punkt A von Fy zugeordnet sein soll, so entsteht
etne mat %1 geometrisch 'verwandte Figwr §y dadurch, daf zu jedem
Punkt P, von 3, ein Punkt P, konstruiert wird als Schnittpunkt der
Geraden, dze durch P, parallel zu A, A, liuft, und der Geraden, die A,
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mit dem Schnittpunkt Q zwischen s und A, P, verbindet oder, wenn
A,P, |5, durch A, parallel zu s liuft.

Fiir diese geometrische Verwandtschaft bestehen der Satz von
Nr. 118 und die ersten beiden Sitze von Nr. 120 ohne Einschrinkung.
Dagegen darf der Satz von Nr. 119 zunichst nur auf die durch 4,
und A, gehenden Geraden bezogen werden. Fiir diese Geraden gelten
auch die letzten beiden Sitze von Nr. 120, weil P, P, | 4,4, und somit

A4,Q:P\Q: 4, Py = 4,Q: P,Q: 4, Py
ist.

122. Wir fiigen nun, was wir wieder durch Fig. 31 veranschaulichen
konnen, zu der Ebene II zwei beliebige Ebenen ®; und &, hinzu,
deren Schnittlinie s mit der Geraden ¥ einen Punkt gemeinsam hat,
und denken sie uns auf I7 in einer solchen Richtung profiziert, daB ¥
der Rifl von s ist. Dann gibt es auch eine Figur §, in @, und eine
Figur §, in D,, deren Risse in /7 unsere Figuren §, und J, sind. Ins-
besondere werden die Punkte A, und P, die Risse der Punkte 4, und
P, von §,, die Punkte 4, und P, die Risse der Punkte 4, und P,
von {, und der Punkt @ vons, in dem 4, P;, 4, P, sich begegnen,
der Ril} eines Punktes @ von s sein, durch den auch A,P,und 4, P,
laufen. Deshalb gelten die Verh&ltnisgleichungen

A,Q: P,Q: A,P,=A4,Q: P,Q: A, P, ,

AyQ 1 PyQ: Ay Py = A4,Q: P,Q: A, P, .
Sie liefern zusammen mit der am Ende von Nr. 121 angefiihrten die
Verhéltnisgleichung

A4,Q:PQ: 4, Py =4,Q: P,Q: A, P,
und diese lehrt, daf P,P, zu 4,4, parallel ist.

Pl, P, sind ein beliebiges Paar zusammengehoriger Punkte von X
und §, und kénnen durch jedes andere solche Paar Rl, R, ersetzt
werden, solange die Verbindungsstrecken 4, R, und 4, R, nicht zu &
parallel sind. Ist dies jedoch der Fall, so miissen die zugehorigen
Punkte R, und R, von ¥, und $, so liegen, daBl 4, R, und 4, R, zu s
und folglich zueinander parallel sind; dann haben wir, da R, R, || 4,4,
ist, A, B, = A, R, und somit nach Nr. 8 4, R, = A, R,; hleraus ergibt
gich, daB auch R R, || A4, ist.

Die Figuren §, und $, erweisen sich also als ebene Schnitte eines
Prismas und begriinden die Richtigkeit des Satzes:

Zwer Figuren einer Ebene sind affin, sobald die eine aus der anderen
nach der Vorschrift von Nr. 121 entsteht.

123. Auf Grund der Vorschrift von Nr. 121 ist die Figur g, als
— wie wir sagen wollen — affines Bild von , durch die Achse 3 und
das Punktepaar 4,, 4, vollkommen bestimmt. Das liefert den Satz:
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Aus einer ebenen Figur folgt thr affines Bild eindeutig, wenn fir
die Affinitit die Achse und ein Paar entsprechender Punkte gegeben
sind.

Oder anders ausgedriickt:

Eine Affinitit ist eindeutig bestimmt durch ihre Achse und ein Paar
entsprechender Punkte.

Aber bei der wirklichen Herstellung des affinen Bildes §, brauchen
wir das Punktepaar 4,, 4, nicht dauernd zu beniitzen, sondern diirfen
es durch jedes neu gefundene Punktepaar ersetzen, weil ja der Satz
von Nr. 118 fiir alle Paare entsprechender Punkte gilt. Auch die
iibrigen, in Nr. 120 gefundenen Eigenschaften der Affinitdt diirfen
wir zur Konstruktion von @, heranziehen und sind sicher, dabei nur

Fig. 32.

Punkte dieser Figur zu erhalten. Dadurch ergibt sich die Moglichkeit,
jeden Punkt von $, auf mehrere verschiedene Weisen zu bestimmen,
die im einzelnen Falle giinstigste Weise herauszusuchen und die Ge-
nauigkeit der Zeichnung zu prifen und zu erhéhen. Wir zeigen dies in
dem folgenden Beispiel.

124, Aufgabe: Gegeben sind in Fig. 32 ein regelmaBiges Sechseck?)
A,B,C,D,E F,, eine Gerade s als Achse einer Affinitdit und ein
Punkt A, als dem Punkt A, durch die Affinitdt zugeordneter Punkt.
Gefordert ist die Herstellung des affinen Bildes 4,B,C, D, E,F,.

Wir legen zuerst durch B,, C,, D,, E,, F, die Affinitdtsstrahlen
parallel zu 4;4,. Darauf verlingern wir die drei untereinander par-
allelen Geraden A4,B,, C,F,, D,E; bis zu ihren Schnittpunkten U,
V, W mit 8 und ziehen UA,, sowie durch ¥V und W die Parallelen zu

1) Wir lassen jetzt die Querstriche bei den Bezeichnungen affiner Figuren fort.
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U4,. So erhalten wir auf Grund des dritten Satzes von Nr. 120 die
den Geraden A4, B,, C,F,, D, E, entsprechenden Geraden und auf ihnen
durch die Affinitétsstrahlen eingeschnitten die Punkte B, usw.

In genau derselben Weise koénnen wir verfahren, indem wir von
den drei Parallelen 4,D,, B,C,, ,F, und von den drei Parallelen
A,F,, B\E,, C,D, ausgehen; dadurch bestimmen wir jeden der ge-
suchten Punkte als Schnittpunkt von vier Geraden. Eine weitere
Genauigkeitsprobe besteht darin, daBl die Diagonalen 4, D,, B, E,,C,F,
des regelméfigen Sechsecks durch einen Punkt M, gehen und daf
diesem in der Affinitdt ein Punkt M, entspricht, in dem sich die drei
Diagonalen 4,D,, B, E,, C,F, des affinen Sechsecks begegnen miissen.

Anwendungen der Affinitiit.

125. Die erste Anwendung der Affinitét ist unmittelbar durch ihre
Begriffsbestimmung in Nr. 117 gegeben; wir fassen sie sofort in den
Satz:

Wird ein Prisma durch zwer Ebenen geschnitien, so sind die Grund-
risse der Schnittfiguren durch eine Affinitit verkniipft, deren Achse der
Grundrif3 der Schnittlinie der beiden Ebenen und deren Affinititsstrahlen
die Qrundrisse der Prismenkanten sind. Dasselbe gilt fiir die Aufrisse.

Wenn die eine der beiden Ebenen die GrundriBitafel ist, so ergeben
sich die in ihr liegende Grundfigur des Prismas und der Grundrif der
in der anderen Ebene befindlichen Schnittfigur als affine Figuren und
die Grundrifispur der zweiten Ebene als Affinitédtsachse. Im Aufril
dagegen verliert die Affinitit ihre Wirksamkeit, weil der Aufri} der
Grundfigur zugleéich mit dem Aufri der GrundriBspur in der Rif3-
achse a,, enthalten ist.

Die gleichnamigen Risse der Schlagschattengrenzen, die derselbe
Korper auf zwei verschiedenen Ebenen hervorruft, sind ebenfalls affine
Figuren; denn die Schlagschattengrenzen sind ebene Schnitte des
Schattenprismas des Kérpers. Ein allerdings sehr einfaches Beispiel
hierfiir sind die Dreiecke $’0; T’ und 80,7’ in Fig. 21.

126. Die Ebenen ®;, D, mit den in ihnen liegenden Figuren ¥, F,
seien zwei verschiedene Lagen einer Ebene @, die um eine in ihr be-
findliche Gerade s gedreht wird, und einer in @ enthaltenen Figur § .
Dann gehodren nach Nr. 108 die Punkte P, von §, und P, von $,,
in die bei der Drehung ein Punkt P von § hinein fillt, einem Kreise
an, dessen Ebene im Mittelpunkt @ des Kreises auf der Drehachse s
senkrecht steht. Deshalb ist die Gerade P, P, zunichst zu s und zu
der Halbierungsgeraden des Winkels P,Q P, senkrecht und sodann
auch zu der Ebene, die durch jene beiden Geraden bestimmt wird.

Diese Ebene nun hélftet den Winkel der Ebenen @, und @,, den ®
bei der Drehung iiberstreicht; sie ergibt sich als zu P, P, senkrecht,
welches Paar zusammengehoriger Punkte P;, P, wir aus den Figuren
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¥, T» auch auswihlen. Da also die Verbindungsgeraden aller sol-
chen Punktepaare einander parallel sind, diirfen $,, §, als ebene
Schnitte eines Prismas aufgefaBt werden. Nach Nr. 117 folgt hieraus
der Satz:

Wird eine ebene Figur wm eine tn ihrer Ebene liegende Gerade ge-
dreht, so sind die Risse irgend zweier ihrer Lagen, die fir dieselbe Pro-
jektionsrichtung auf derselben Tafel entworfen werden, affine Figuren,
deren Affinititsachse der Rif3 der Drehachse ist.

127. Der letzte Satz ist von besonderer Bedeutung in dem Fall,
daf die eine Lage der gedrehten Ebene zu der RifSitafel parallel ist;
denn dann haben wir die Risse einer ebenen Figur und ihrer Um-
legung ohne die in Nr. 107 eingefiihrte Beschrinkung auf rechtwinklige
Projektion. Deshalb ergibt sich als Verallgemeinerung der Sitze von
Nr. 110 der Satz:

Bet jeder Richtung der Projektionsstrahlen stehen die Risse einer
ebenen Figur und threr Umlegung in einer Affinitit, deren Achse der
Rif3 der Umlegungsachse ust.

Setzen wir aber die recht winklige Projektion auf die GrundriBtafel
voraus, so erhalten wir die folgende Vervollstindigung der Sitze von
Nr. 110:

Die Grundrisse einer ebenen Figur und ihrer Umlegung stehen in
etner Affinitit, deren Achse der Grundriff der Umlegungsachse ist und
deren Affinititsstrahlen mit der Achse rechte Winkel bilden.

Konstruieren wir im zusammengeklappten Zweitafelsystem nach
Nr. 91 die Schlagschattengrenzen, die ein Kérper auf der Grundrif-
tafel I, und auf der AufriBitafel II, hervorrufen kann, so diirfen wir
die erste auffassen als den in der Lichtrichtung auf II; projizierten
Rif und die zweite als die um die RiBachse a,, erfolgte Umlegung
derjenigen Schlagschattengrenze, die auf der Aufrifitafel des rdum-
lichen Zweitafelsystems liegend zu denken ist. Das heiBt:

Der letzte Satz von Nr. 81 und seine Anwendung in Nr. 91 ordnen
sich dem Begriff der Affinitdt unter.

128. Wir betrachten, wie in Nr. 25, das rdumliche Zweitafelsystem,
indem wir es durch einen SchriagriB in Fig. 33 veranschaulichen, und
fiigen die Ebene 4 hinzu, welche den durch ITf und II; und den durch
IT7 und II} eingeschlossenen Winkel hilftet. Ist P ein Punkt des
Raumes, so gibt es stets einen Punkt D von 4, fiir den PD | I, ist;
die Aufrisse P” und D’ beider Punkte stimmen iiberein, und die Ver-
bindungsgerade ihrer Grundrisse P’ und D’ steht auf der RiBachse a,
in dem Punkt senkrecht, der gleichzeitig als P,, und als D,, zu P
und D gehort. Da die Gerade D, D den Winkel D'D,, D" hilftet, ist
das Rechteck DD’Dy, D" ein Quadrat und D, D’ = D, D”. Deshalb
falit D” und somit auch P’ auf I, wenn wir nach Nr. 27 zu dem
zusammengeklappten Zweitafelsystem iibergehen und II, um a,, bis
zur Vereinigung von [If mit II7 und von If; mit II} drehen.

Ludwig, Darstellende Geometrie. 6



82 Affine ebene Figuren.

Ordnen wir in solcher Weise allen Punkten einer beliebigen ebenen
Figur § die Punkte von 4 zu, so erhalten wir eine in 4 Hegende Figur D,
deren Grundrif 9 fiir das zusammengeklappte Zweitafelsystem zu-
gleich der Aufrifl '¥” von § ist. Aber § und D sind ebene Schnitt-
figuren des Prismas der zu II, senkrechten Strahlen, welche die zu-
sammengehorigen Punkte von § und ® verbinden; deshalb sind ihre
Grundrisse " und ®’, d.h. die Risse ¢’ und §’ von & durch eine
Affinitdt verkniipft, deren Affinit4tsstrahlen zu der RiBlachse a,, senk-
recht sind. Also ergibt sich der Satz:

Im zusammengeklappten Zweitafelsystem stehen Grund- und Aufrif
derselben ebenen Figur in einer Affinitit, deren Affinititsstrahlen die
Ordnungslinien sind.

129. Die Achse dieser Affinitat ist der Grundrif der Schnittlinie s
zwischen den Ebenen E und 4, in denen die Figuren § und 9
Liegen. 4 ist der Ort der Punkte des
Raumes, fiir die im zusammengeklappten
Zweitafelsystem der GrundriB und der
Aufri einander decken, und heiBt aus
diesem Grunde Deckebene; ihre Punkte
und ihre Geraden, fiir die dasselbe wie
fir die Punkte gilt, werden Deckpunkte
und Deckgeraden genannt.

8 ist also die Deckgerade von E und

hat im zusammengeklappten Zweitafel-

system sich deckende Risse s’ und s”.

Jede Gerade g von E, die nicht zu s

parallel ist, schneidet s in einem Punkt

von 4, in dem Deckpunkt von g. Der

Punkt des zusammengeklappten Zwei-

Fig. 33. tafelsystems, in dem die Risse des Deck-

punktes vereinigt sind, gehort sowohl der

Geraden & = s’ als auch den Rissen ¢’ und ¢” von ¢ an. Mithin

ergibt sich fiir s’ =4¢"" auch in dieser Weise die grundlegende Eigen-
schaft der Affinitatsachse.

Sind die RiBachse a,, und die Spuren e,, e, von E gegeben, so ist
der Schnittpunkt von e, e, und a,, der gemeinsame Deckpunkt von e,
und e,. Deshalb geht die Gerade s’ == ¢’ durch ihn, aber sie erleidet
trotzdem durch eine Parallelverschiebung von a,, keine Anderung,
weil dabei die beiden Risse jeder Geraden von E und somit auch ihr
auf ¢ = ¢ liegender gemeinsamer Punkt ungeéndert bleiben. In der
Tat bedeutet nach Nr. 34 eine Parallelverschiebung der RiBachse des
zusammengeklappten Zweitafelsystems fiir das rdumliche Zweitafel-
system gleichzeitige Parallelverschiebungen der Tafeln, bei denen die
RiBachse sich lings der fest bleibenden Ebene A4 bewegt. Deshalb
sagen wir:
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Die Achse der Affinitdt, die im zusammengeklappten Zweitafelsystem
zwischen den Rissen einer ebenen Figur besteht, ist der vereinigte Grund-
und Aufriff der Deckgeraden, die der Ebene der Figur angehort. Ste
st unabhdngig von der Lage der Riflachse und wird am besten bestimmi
durch die Schnittpunkte zwischen Grund- und Aufriff von mindestens
zwei Geraden — insbesondere Hauptlinien — der Ebene.

130. Aufgabe: Gegeben sind die Risse eines in der Grundrifitafel
liegenden regelmafBigen Sechsecks A BCDEF und der Kanten eines
iber demselben stehenden schiefen Prismas; ferner die Spuren e, und e,
einer Ebene E. Gesucht sind die Risse und die wahre Gestalt der Schnitt-
figur zwischen E und dem Prisma.
Wir konstruieren zuerst nach Nr. 67 die Risse und darauf nach
Nr. 110 die Umlegung des Schnittpunktes zwischen einer der Prismen-
kanten und der Ebene E. Die Genauigkeit der folgenden Konstruk-
tionen wird erhoht, wenn wir eine Kante wihlen, deren Spurpunkt
moglichst weit von e, entfernt ist. Sei 4 dieser Punkt, so bezeichnen
wir jenen Schnittpunkt mit 9 und seine Risse und seine Umlegung
mit Y, A7, A;. Die beiden durch U laufenden Hauptlinien der Ebene E
beniitzen wir nach Nr. 129 zur Bestimmung der vereinigten Risse
s’ == §” der Deckgeraden von E und zeichnen dann nach Nr. 124 zu
dem Sechseck 4 BCDEF die affinen Bilder
1. mit der Affinitdtsachse e; und dem Paar entsprechender Punkte
AW,

2. mit der Affinititsachse 8’ = s”” und dem Paar. entsprechender
Punkte ', A”;

3. mit der Affinitdtsachse ¢; und dem Paar entsprechender Punkte
A, A

Diese sind die gesuchten Figuren, und es miissen deshalb ins-

besondere die Punkte der an zweiter Stelle genannten auf die Aufrisse
der Prismenkanten fallen.

Affine Figuren mit besonderen Eigenschaften.

131. Der letzte Satz von Nr. 120 gilt auch fiir die Paare ent-
sprechender Strecken, die auf den Affinitéitsstrahlen durch die Paare
entsprechender Punkte und die Affinitdtsachse begrenzt werden. Wenn
wir also z. B. in TFig. 32 die Schnittpunkte zwischen den Affinitéts-
strahlen 4,4,, B, B,, C,C, usw. und der Affinitétsachse s mit 4,, B,,
C, usw. bezeichnen, so bestehen die Verhaltnisgleichheiten

AgA, : AgAy, = ByB, : ByB, = (0,0, : C,Cy = usw.

Wir finden sie auch unmittelbar daraus, dal A U4,4,~~ A UB,B,,
NUAyAy o N UByB, usw. und folglich

AyA,:ByB,=UA,:UBy,, Ay4,:ByBy,= UA,: UB, usw.

sein muBl. Ferner sind, wenn die parallelen Strecken 4,4,, B, B, gleich-
sinnig sind, nach dem vorletzten Satz von Nr. 120 auch die ihnen ent-

6*
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sprechenden Strecken A4,4,, B, B, gleichsinnig; das heifit, es miissen,
wenn 4, und B; auf derselben Seite von s sich befinden, 4, und B,
entweder beide auf dieser oder beide auf der anderen Seite von s liegen.
Sind aber 4,4, und B, B, ungleichsinnig, so gilt dies auch fiir 4,4,
und B,y B;; dann liegen entweder 4, auf der Seite von 4, und B, auf
der Seite von B; oder beide Punkte auf der jeweiligen anderen Seite.
In allen Fillen ergibt sich, dal A, und B, entweder gleichzeitig den
Strecken 4,4, und B, B, angehoren oder gleichzeitig ihren Verlinge-
rungen. Dasselbe findea wir fiir alle Paare entsprechender Punkte
und erhalten somit den Satz:

Bei 2wei affinen Figuren teslt die Affinitdtsachse die Strecken, die
durch die Paare entsprechender Punkte auf den Affinitdtssirahlen be-
grenzt werden, in gleichem Verhiltnis, und 2zwar simtlich innerlich oder
admitlich duferlich.

132. Wenn also die Affinitdtsachse s
die Mittelsenkrechte einer solchen Strecke
ist, so ist sie auch die Mittelsenkrechte
aller iibrigen Strecken dieser Art. In die-
sem Falle entsteht die eine der beiden
affinen Figuren aus der anderen dadurch,
daB man von den Punkten der ersten
Figur die Lote auf s fillt und jedes der-
selben um sich selbst verlingert. Da dies
das Gesetz ist, nach dem das Spiegelbild
einer Figur hergestellt wird, bezeichnet man
eine solche Affinitdt als Spiegelung an der

. Achse s. Femmer vertauschen sich nach

Fig. 34. den in Nr. 108 entwickelten Gesetzen der

Drehung zwei in dieser Weise affine Figuren,

sobald wir ihre Ebene einer halben Umdrehung (mit dem Drehungs-
winkel 180°) um die Achse s unterziehen. Also folgt der Satz:

Zwes Figuren derselben Ebene, die einander in einer Spiegelung ent-

sprechen, sind kongruent und liegen symmetrisch in bezug auf die Spiege-

lungsachse.

Eine ebene Figur, die eine Symmetrieachse besitzt, zerfillt durch
diese in zwei Teile, die einander in einer Spiegelung entsprechen.

133. Sind die Punkte M; und M, einander in einer Affinitit zu-
geordnet und verbinden wir sie mit zwei Punkeen K und L der Affini-
titsachse s, so sind C K M, L und < K M, L entsprechende Winkel.
AuBer im Fall einer Spiegelung, in dem sie stets gleich sind, hat die
Frage Bedeutung, wann sie gleichzeitig Rechte sind. Dann mu8 (Fig. 34)
der Kreis, dessen Durchmesser die Strecke K L ist, durch M, und M,
gehen und folglich den Schnittpunkt O zwischen s und der Mittel-
senkrechten m von M; M, zum Mittelpunkt haben. Es gibt stets gerade
einen solchen Kreis, sobald m nicht zu ¢ parallel und somit der Affini-
tatsstrahl M, M, nicht zu s senkrecht ist. Also folgt der Satz:
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In einer Affinitit, deren Affinitdtsstrahlen nicht auf threr Achse s
senkrecht stehen, sind je zwei einander zugeordnete Punkte M,, M, die
Scheitel von zwei entsprechenden rechten Winkeln, die man folgender-
mafen findet: Man schneidet s mit der Mittelsenkrechten wvon M, My
tn O, legt um O den Kreis, der durch M, und M, geht, bestimml seine
Schnattpunkte K, L mit s und verbindet diese mit M, und M,.

Ist M, M, zu s senkrecht, so erhalten wir in dieser Weise keine ent-
sprechenden rechten Winkel aufler im Falle einer Spiegelung, bei der
ja m mit s Uibereinstimmt und jeder Punkt von s als der Punkt O ge-
nommen werden kann. :

134. Aber wir konnen noch auf eine zweite Art entsprechende
Winkel mit den Scheiteln M,, M, herstellen; ihre Schenkel sind die
einander zugeordneten Geraden, die durch M, und M, parallel zu s
laufen, und die Verbindungsgeraden von M; und M, mit einem Punkt K
von s. Sollen diese Winkel gleichzeitig Rechte sein, so miissen K M,
und K M, auf s senkrecht stehen und somit derselben, zu s senkrechten
Geraden angehoren. Dies ist nur moglich, wenn M, M, und somit —
wie bei der in Nr. 127 behandelten Affinitit zwisehen den Grund-
rissen einer ebenen Figur und ihrer Umlegung — alle Affinitiatsstrahlen
zu s senkrecht sind. Deshalb folgt der Satz:

In einer Affinitit, deren Affinitdtsstrahlen auf threr Achse s senk-
recht stehen, sind je zwei einander zugeordnete Punkte M,, M, die
Scheitel von 2wetr entsprechenden rechten Winkeln, von deren Schenkeln
je der eine zu s parallel ist und der andere mit dem Affinititsstrahl M, M,
tibereinstimmi.

Ist die Affinitét keine Spiegelung, so schlieffen die Voraussetzungen
der letzten beiden Sitze einander aus. Das heillt:

In jeder Affinitit, die nicht eine Spiegelung ist, sind je zwei einander
zugeordnete Punkte die Scheutel fiir gerade ein Paar von entsprechenden
rechten Winkeln. '

Wissen wir aber umgekehrt, daB die beiden Punkte M,, M, die
Scheitel von zwei Paaren entsprechender rechten Winkel sind, so
schliefen wir aus den letzten Sitzen, da8 M, und M, entweder zwei
Kreisen angehoren, deren Mittelpunkte auf der Affinitdtsachse s liegen,
oder einem solchen Kreise und einer zu s senkrechten Geraden. Beide
Male ist s die Mittelsenkrechte der Strecke M, M,. Hieraus folgt auf
Grund von Nr.132 der Satz: :

Gibt es in einer Affinitit zwet etnander zugeordnete Punkte, welche
Scheitel fiir zwei Paare von entsprechenden rechten Winkeln sind, so ist
die Affinitit eine Spiegelung.

135. Sind in Fig. 35 A\ A;B,C, und A\ A4, B,C, affine Dreiecke mit
der Affinititsachse s, so schneiden die Schenkel zweier entsprechenden
Winkel K A, L und K A, L in die Geraden B,C, und B,C, zwei Paare
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entsprechender Punkte — D, und D,, E, und E, — ein!). Dabei
stimmen die Punkte B,, C,, D,, B, auf Grund der Sitze von Nr.120
mit den Punkten B,, C,, D,, E, sowohl hinsichtlich ihrer Anordnung
als auch hinsichtlich der Verhéltnisse der von ihnen begrenzten Strecken
iiberein. Wir legen nun an B,C, ein Dreieck 4*B,C, an, das dem
Dreieck A4,B,Cy; — mit der durch die Bezeichnung gegebenen Zu-
ordnung der Ecken — &hnlich ist; dann erkennen wir sofort, dal auch

AN A*B Do N 4,B,D,, /A A*B,E,~ A,B,E,
und somit A A*D B, co A\ Ay D, B, ist. Also ist
X DyA*E, = 4 D, A,E,.

Wenn es nun eine zweite
Affinitit gibt, in der dem Drei-
eck A, B, C; ein mit Dreieck
A4, B, C, #hnliches Dreieck
A; B, C; zugeordnet ist, so
entspricht in jhr dem Winkel
D, A,E, ein Winkel D, A4, E,,
fiir den wir genau wie soeben
die Gleichung

< D, A*E, = X D, 4;E,
beweisen kénnen. Also mufBl
X Dy 4, By = < Dy 4, B,

sein, und das heifit:
Werden durch wverschiedene
Affinititen demselben Dreieck
unter einander dhnliche Dres-
ecke zugeordnet, so hat in thnen
jeder Winkel, dessen Schettel
eine Iicke des Dretecks ist, zu
Fig. 35. affinen Bildern lauter uniter
etnander gleiche Winkel.

In Fig. 35 haben wir neben der Affinitit, von der wir ausgegangen
sind, bereits eine zweite Affinitéit dieser Art, allerdings eine solche,
die zu dem Dreieck 4, B,C, in einer besonderen Beziehung steht: Sie
ist durch die Gerade B,C, als Achse und durch das Paar entsprechender
Punkte 4,, A* bestimmt.

136. Ist in Fig.36 ein Dreieck 4 BC' durch seine Risse gegeben,
so konstruieren wir nach Nr. 110 den GrundriB A} ByC} seiner Um-
legung, indem wir die durch 4 laufende erste Hauptlinie £ der Ebene
A BC zur Umlegungsachse nehmen. Fiir die Affinitit, die zwischen

1) Die Sonderfille, in denen zwei zugeordnete Schenkel entweder zu s oder
zu B, 0y bzw. B,C, parallel sind, lassen sich ohne weiteres den folgenden Betrach-
tungen unterordnen. :
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den Dreiecken A’B’C’ und 4; BjC; besteht, gilt der erste Satz von
Nr. 134. Es gibt also ein Paar von entsprechenden rechten Winkeln,
deren Scheitel die vereinigten entsprechenden Punkte 4’ und Aj sind;
nimlich die Winkel D’ 4’ E’ und D) Ay E, wenn die Geraden B’C” und
B0} die Affinitdtsachse ¢ =1, in D’ = D und den durch 4’ = 4;
laufenden Affinitatsstrahl in £ und E), schneiden.

Wir legen nun an die Strecke B'(C” ein Dreieck A*B’C’ an, das
dem Dreieck 4jB;Cy — d. h. dem Dreieck A BC — #hnlich ist, und
erhalten dadurch genau dieselbe Figur wie in Nr. 135. Also ist

{ DIA*E/ — { D6A(’)E6 — 900
und, was wir ebenfalls
brauchen,

X A*D'E’ = X A4, D, E;.

In der Affinitit nun,
deren Achse die Gerade
B¢’ istundinder A’ und
A* einander zugeordnet
sind, bilden < D’A’E’
und < D’A*E’ das zu
A’ und A* gehorige
Paar von entsprechen-
den rechten Winkeln;
also sind nach Nr. 1331)
D', B die Schnittpunkte
von B’C’ mit dem
Kreise, dessen Mittel-
punkt auf B’'C’ liegt
und der durch 4’ und
A* geht. Dabei unter-
scheidet sich D’ von E’
in folgender Weise : Weil
der Winkel 4 DE spitz
ist und den wagerechten
Schenkel 4 D =¢ hat,
ist er nach Nr. 52 grofler als sein Grundrif. Infolgedessen ist

X Ay DBy > < A’'D’E’ und somit < A*D'E' > g A’'D'E’,
so daB auf dem Hilfskreise £’ dem Punkt A’ niher a]s dem Punkt A*
liegt und D’ sich gerade umgekehrt verhélt. Wir erhalten hierdurch
den Satz:

Trigt man an die Seite B'C’ des Grundrisses eines Dretecks A BC
etn dem letzteren dhnliches Dreieck A* B’C’ an, so wird durch die Achse
B'C’ und das Punktepaar A’, A* eine Affinitit bestimmé. Wenn man

1) Wir iibergehen den Sonderfall, in dem auch hier der erste Satz von Nr. 134
in Kraft tritt.
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fiir diese das 2u A’ und A* gehorige Paar von entsprechenden rechien
Winkeln aufsucht, so erhilt man als Schenkel des rechten Winkels in A’
die Grundrisse der ersten Hauwptlinie und der ersten Fallinie, die in der
Ebene A BC durch A laufen. Und 2war geht der Grundrifi der ersten
Hauptlinie durch denjenigen Schnittpunkt zwischen B’C’ und dem nach
Nr. 133 zu ziehenden Hilfskreise, der dem Punkt A* ndher als dem
Punkt A’ liegt.

137. Aufgabe: Gegeben sind in Fig. 36 ein Dreieck ABE, die bei-
den Risse A’, A” eines Punktes A und die Grundrisse B’, ¢V zweier
weiteren Punkte B, C. Gesucht sind die Aufrisse B”, ¢/ in der Weise,
da A ABC oo A ABE wird.

Wir legen in Fig. 36 an die Strecke B’C” das dem Dreieck ABE
ahnliche Dreieck 4* B’C’ an, bestimmen nach dem Satz von Nr. 136
den Grundril ¢’ = 4’D’ der durch A laufenden ersten Hauptlinie ¢
der Ebene 4 BC und denken uns diese Ebene um ¢ umgelegt. Be-
zeichnen wir die Punkte des Grundrisses der Umlegung mit A4j, Bj,
C;, Df, so haben wir Aj = A’, D} = D’ und kénnen — wie in Nr. 135 fiir
die Dreiecke 4, By Dyund A* B, D, — zeigen, da /A 4y By Dy A\ A*B' D’
und somit < Ay Dy B = < A* D’ B’ sein mull. Deshalb finden wir die
Punkte B}, (), dadurch, daB wir in D’ an ¢ einen Winkel antragen,
der gleich < A*D’B’ ist, und seinen freien Schenkel mit den Loten
schneiden, die aus B’, ¢” auf ¢’ gefillt werden. Hierauf legen wir den
Aufrifl ¢/ von ¢t wagerecht durch 4” und konstruieren nach Nr.113
aus B’ und Bj den Aufri8 B”, wihrend die Ordnungslinien von D’
und ¢’ die Aufrisse D” in #/ und C”” in B’ D” einzeichnen.

Fiir die Bestimmung von B’ bestehen zwei Moglichkeiten, da
dieser Punkt sowoh! oberhalb als auch unterhalb von ¢” liegen kann.
Deshalb gibt es zwei Losungen unserer Aufgabe, deren Ebenen mit
der durch A gehenden wagerechten Ebene gleiche Winkel bilden.

Wir haben bei der Konstruktion von ¢’ den Punkt 4’ und die Ge-
rade B’C’ bevorzugt und hétten die Richtung der ersten Hauptlinie
in derselben Weise auch mit Hilfe von B’ und 4’C” oder von ¢’ und
A’ B’ finden kénnen. Dabei hitte sich, wie nicht bewiesen werden soll,
genau dasselbe ergeben.

138, Die Losungen der Aufgabe von Nr. 137 koénnen auch auf-
gefaBt werden als ebene Schnitte des dreiseitigen Prismas, dessen
Kanten in 4’, B’, ¢’ auf der Grundrifitafel senkrecht stehen. Jede
Ebene, die zu einer der beiden gefundenen Ebenen parallel ist, schneidet
das Prisma in einem dem A YBE dhnlichen Dreieck. Ist nun ein drei-
seitiges Prisma in beliebiger Lage gegeben, so kénnen stets eine zu
seinen Kanten senkrechte und eine zu seinen Kanten parallele Seiten-
riBtafel eingefiilhrt und an die Stelle der Grund- und AufriBitafel ge-
setzt werden, so daf3 die Aufgabe, das Prisma in Dreiecken von ge-
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gebener Gestalt zu schneiden, ebenfalls auf die Aufgabe von Nr. 137
zurlickgefithrt werden kann. Also gilt der Satz:

Ein dreiseitiges Prisma mit den Kanten a, b, ¢ wird durch zwes
Scharen von parallelen Ebenen in Dretecken A BC geschnitten, die —
unter der durch die Bezeichnung angedeuteten Zuordnung — einem ge-
gebenen Dreteck ABCE dhnlich sind. Der Winkel zwischen zwei Ebenen
aus betden Scharen wird gehdlftet durch eine 2u a, b, ¢ senkrechte Ebene.

II. Die Ellipse: Konjugierte Durchmessersehnen.

Das affine Bild des Kreises.

139. Wir haben bisher den Rifl eines Kreises nur in den Fillen
behandelt, in denen die Ebene des Kreises zu der Rifitafel oder zu
den Projektionsstrahlen parallel ist. Wenn wir jetzt ganz allgemein
die krumme Linie oder Kurve untersuchen, die sich als Rif3 des Kreises
bei irgendeiner Parallelprojektion ergibt, so kénnen wir stets die Ebene
des Kreises in die RiBtafel umlegen und erhalten nach dem ersten
Satz von Nr. 127 den RiB als das affine Bild des umgelegten Kreises.
Mit Hilfe der Gesetze der Affinitdt werden wir aus den Eigenschaften
des Kreises die Eigenschaften der Kurve ableiten, die sein affines
Bild ist, und dabei erkennen, daB es sich um diejenigen der Ellipse
handelt. Deshalb wollen wir diesen Namen bereits jetzt einfiihren,
jedoch ohne jene Eigenschaften als bekannt vorauszusetzen und nur
mit der folgenden Begriffsbestimmung:

Unter einer Ellipse verstehen wir eine Kurve, die sich als affines
Bild eines Kreisess ergibt.

140. Eine Affinitit sei (Fig. 38 auf Seite 92) gegeben durch ihre
Achse s und ein Paar einander zugeordneter Punkte M, und M,
von denen M, der Mittelpunkt des Kreises k, sei. Einer Durch-
messersehne 4,B, von k, ist eine Sehne AB der zu k, affinen Ellipse &
so zugeordnet, daB die Gerade 4B durch M und den Schnittpunkt
zwischen s und der Geraden 4,B, geht und daB in sie die Punkte 4,
B durch die Affinititsstrahlen von A4,, B; eingezeichnet werden.
Da M, die Strecke A4,B, hilftet, ist nach dem letzten Satz von
Nr. 120 M die Mitte von AB. Drehen wir 4,8, um M,, so dreht sich
AB um M; dabei durchlaufen 4 und B die Ellipse % liickenlos
derart, daB in jedem Augenblick MA = MB ist. Deshalb diirfen
wir sagen:

Die Ellipse ist eine ebene geschlossene Kurve mit einem Mittelpunki,
der jede durch ihn gehende Sehne hilftet. Die durch ihn laufenden Ge-
raden heiflen Durchmesser, die auf diesen liegenden Sehmen Durch-
messersehnen der Ellipse.

Der Mittelpunkt und die Durchmessersehnen einer Ellipse entsprechen
dem Mittelpunkt und den Durchmessersehnen des Kreises, dessen affines
Bild die Ellipse tst.
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Die Tangenten.

141. Wenn ein Punkt auf einer Kurve sich bewegt, so hat er in
jedem Augenblick eine bestimmte, aber fortwihrend sich #ndernde
Fortschreitungsrichtung. Diese konnen wir fiir eine Stelle P der Kurve
zundchst anndhernd durch eine Gerade angeben, die den Punkt P. mit
einem benachbarten Punkt X der Kurve verbindet, und beobachten,
daf die Anndherung um so genauer wird, je ndher wir den Punkt X
an P heranriicken. Hieraus folgern wir, daB die gesuchte Fortschrei-
tungsrichtung durch die Grenzlage der Drehung angezeigt wird, zu
der die Gerade PX durch die unbegrenzte Anndherung des Punktes X
an den Punkt P veranlaBt wird. Bei den Kurven, mit denen wir es
zu tun haben werden, ist eine solche Grenzlage in allen Punkten vor-
handen; und zwar ergibt sich — abgesehen von Ausnahmepunkten,
in denen die Kurve einen Knick (Fig. 37, a) oder einen Knoten (Fig. 37, b)
besitzt — immer eine und dieselbe Grenzlage, gleichviel, ob wir X
von der einen oder von der anderen Seite an den Punkt P heranriicken
lassen. Die Gerade, die diese Grenzlage bildet, steht zu der Kurve
in einer Beziehung, die das Auge als Be-
rithrung auffaBlt. Deshalb sagen wir:

Ewne Kurve besitzt in jedem Punkt P, der
ketn Knick oder Knoten ist, eine und nur
eine berithrende Gerade oder Tangente. Wir
besttmmen sie als Grenzlage, der eine Sehne
PX zustrebt, wihrend X sich dem Punkt P
unbegrenzt néihert.

Fig. 37. 142, Die Tangente, dle eine Ellipse £

in einem Punkt P Dbesitzt, suchen wir
zugleich mit der Tangente fiir den entsprechenden Punkt P, des
Kreises k,, dessen affines Bild k% ist. Ein dem Punkt P, benach-
barter Punkt X, von k, bestimmt vermoge der Affinitit einen dem
Punkt P nahen Punkt X auf k; riickt X, an P, heran, so nihert
sich X dem Punkt P und vereinigt sich mit ihm, wenn X, mit P,
zusammenfillt. Dabei drehen sich die einander zugeordneten Geraden
P,X, und PX um P, und P und ndhern sich gleichzeitig ihren
Grenzlagen, so dafl auch diese einander in der Affinitit entsprechen
miissen. Diese Grenzlagen sind aber nach Nr. 141 die zu P, ge-
horige Tangente des Kreises k; und die zu P gehorige Tangente der
Ellipse %.

Die soeben fiir den Kreis gefundene Tangente ist — in Uberein-
stimmung mit den Sitzen der Elementargeometrie — das Lot ¢,, das
im Punkt P; auf dem Halbmesser M P, errichtet werden kann. In
der Tat ist ¢, die Grenzlage von P,X,; denn der spitze Winkel zwischen
P, X, und ¢, ist halb so gro8 wie der Mittelpunktswinkel P,M,X, und
ndhert sich deshalb, wenn X, nach P, riickt, dem Werte 0. Also
diirfen wir sagen:



Konjugierte Durchmesser. o1

Eine Ellipse besitzt in jedem Punkt eine Tangente, entsprechend der
Tangente in dem zugeordneten Punkte des Kreises, dessen affines Bild
die Ellipse 1st.

Wir konnen den obigen Gedankengang auf jede ebene Kurve und
ihr affines Bild iibertragen und erhalten dadurch den Satz:

Bes zwei affinen Kurven entspricht jedem Punkt und der zugehirigen
Tangente der einen Kurve ein Punkt der anderen Kurve nebst der in
thm beriihrenden Tangente.

143. Da jedem Schnittpunkt des Kreises k, und einer Geraden g,
ein Schnittpunkt der Ellipse ¥ und der entsprechenden Geraden g um-
kehrbar eindeutig zugeordnet ist, so folgt aus den drei Moglichkeiten,
die fiir das gegenseitige Verhalten von g, und &, bestehen, der Satz:

Eine Ellipse hat mit- einer Geraden threr Ebene entweder keinen Punkt
oder einen Punkt oder zwei Punkte gemeinsam. Im zweiten Fall ist die
Gerade Tangente der Ellipse.

In genau derselben Weise fiihrt der Satz, dal durch einen Punkt
zwei, eine oder keine Tangenten eines Kreises laufen, zu dem Satz:

An eine Ellipse gehen aus einem Punkt entweder zwes oder eine oder
keine Tangenten. Im zweiten Fall liegt der Punkt auf der Ellipse und
ist der Beriihrungspunkt der Tangente.

Da ferner zwei parallelen Tangenten des Kreises k, stets zwei par-
allele Tangenten der Ellipse k& entsprechen, erhalten wir — durch
dieselbe Uberlegung wie soeben — die folgenden Sitze aus den ihnen
gleichlautenden Sétzen iiber den Kreis:

Die Tangenten, die eine Ellipse in den Endpunkten einer Durch-
messersehne besttzt, sind einander parallel.

Die Beriihrungspunkie zweter zueinander parallelen Tangenten einer
Ellipse sind die Endpunkte derselben Durchmessersehne.

Eine Ellipse besttzt stets zwei Tangenten, die einer gegebenen Geraden
parallel sind.

Konjugierte Durchmesser.

144, Zwei rechtwinkligen Durchmessern des Kreises 4y, 4,B, und
0,D,, werden in Fig. 38 durch die Affinitit zwei Durchmesser 4 B
und CD der Ellipse k zugeordnet. Diese stehen im allgemeinen nicht
aufeinander senkrecht, sind aber trotzdem aneinander gebunden.
Denn wenn AB gegeben ist, so kénnen wir den entsprechenden Durch-
messer A,B,, darauf den zu diesem senkrechten Durchmesser C,D,
von k; und aus diesem den ihm entsprechenden Durchmesser CD
von k konstruieren. In derselben Weise kommen wir vom Durch-
messer D ausgehend zu dem Durchmesser AB. Diesen Zusammen-
hang bezeichnen wir dadurch, daB wir AB und CD konjugierte Durch-
messer und die auf ihnen liegenden Sehnen konjugierte Durchmesser-
sehnen der Ellipse nennen.
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Dadurch, daBB wir je zwei rechtwinklige Durchmesser des Kreises
als ein Paar zusammenfassen, erhalten wir eine Paarung unter den
Durchmessern des Kreises. Gleichzeitig ordnen sich die Durchmesser
der Ellipse in Paare konjugierter Durchmesser:

Die Paarung der konjugierten Durchmesser einer Ellipse entspricht
in der Affinitit der Paarung der rechtwinkligen Durchmesser des Kretses,
dessen affines Bild die Ellipse ist.

145. Mit der Paarung der konjugierten Durchmesser sind wichtige
Eigenschaften der Ellipse verbunden. Nehmen wir wieder in Fig. 38
zwei belichige rechtwinklige
Durchmessersehnen 4, By,
C.D, des Kreises, so bilden
die zu ihren Endpunkten
gehoérigen Tangenten ein
Quadrat, dessen Gegenseiten-
paare zu A,B, und C,D,
parallel sind. Dies {ibertrigt
sich durch die Affinitdt auf
die Ellipse - so, daB ihre
Tangenten in 4, B, C, D
ein Parallelogramm bilden,
dessen Gegenseitenpaare zu
AB und CD parallel sind.
Also folgt:

Die Tangenten, die eine
Ellipse in den Endpunkten
etner Durchmessersehne hat,
sind stets dem konjugierten
Durchmesser parallel.

Eine Sehne UV der Ellipse
k (Fig. 38), die zu AB parallel
Fig. 38. ist, entspricht einer zu 4,B,
parallelen Sehne U, V, des
Kreises k;. Der Mittelpunkt W, von U,V, liegt, da O,D, der zu
U,V, senkrechte Durchmesser von k, ist, auf C,D,. Deshalb gehort der
ihm zugeordnete Mittelpunkt W von UV dem Durchmesser CD von k
an. Das heilt:
Von zwet konjugierten Durchmessern einer Ellipse hdlftet jeder die
zu dem anderen parallelen Sehnen.

Verbinden wir einen beliebigen Punkt P der Ellipse k£ mit den
Endpunkten A4, B einer beliebigen Durchmessersehne, so entspricht
das Dreieck ABP einem Dreieck 4,B,P;, das dem Kreise %, ein
beschrieben und bei P, rechtwinklig ist. Den Durchmessern von %,
die zu A4,P, und B,P, parallel sind und demgem#B einander recht-
winklig schneiden, sind zwei konjugierte Durchmesser von k zugeordnet
die zu AP und BP parallel sind. Also folgt der Satz:
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Wird esn beliebiger Punkt einer Ellipse mit den Endpunkien einer
beliebigen Durchmessersehne verbunden, so bilden die zu den Verbin-
dungsgeraden parallelen Durchmesser siets ein Paar konjugierter Durch-
messer der Ellipse.

Die Achteckskonstruktion.

146. In dem Parallelogramm der Tangenten, die (Fig. 38) zu den
Endpunkten von zwei konjugierten Durchmessersehnen AB, CD der
Ellipse k gehoren, sind die Diagonalen konjugierte Durchmesser von k.
Denn sie laufen durch den Mittelpunkt M von k, sind parallel zu den
Diagonalen AC, BC der dem Tangentenparallelogramm #hnlichen Par-
allelogramme, die aus diesem durch 4B, CD ausgeschnitten werden,
und erfiillen somit die Voraussetzungen des letzten Satzes von Nr. 145.
@ und H seien diejenigen Endpunkte der auf ihnen liegenden Durch-
messersehnen, die mit C' auf der gleichen Seite von AB sich befinden,
und K und K* die Schnittpunkte der Geraden MC mit den in G
und H beriihrenden Tangenten Dann wird KH | MG | AC und
K*@ | MH | BC sein.

Das Dreieck MHK entspmcht in der Affinitdt dem Dreieck M, H,K,,
in dem M.H, der zu B,(, parallele Halbmesser des Kreises k, und
K,H, die in H 1 beriihrende Tangente ist. Da infolgedessen Q’IIIMIKl
=LMC.B, =45° und I M,H,K,=90° ist, haben wir M,K,
= M,H,Y2 = M,C,¥2 und folgern hieraus gemi$ dem letzten Satz
von Nr.120, daB auch MK = MC Y2 ist. In genau derselben Weise

finden wir, daB MK* = MC ]/2 ist, und erkennen dadurch, da3 K*
mit K zusammenféllt. Also ergibt sich der Satz:

Sind AB, CD zwer konjugierte Durchmessersehnen und M der Mittel-
punkt einer Ellipse, so erhdlt man zwei Tangenten der Ellipse dadurch,
daf3 man auf der Geraden MC nach der Seite von C hin die Strecke MK
= MCYV2 auftrigt und durch K die Parallelen zu AC wnd BC zieht.
Ihre Beriihrungspunkte sind ishre Schnittpunkte mit den Geraden, die
man gleichzestig durch M parallel zu AC und BC legt.

Hierbei finden wir die Lénge von MK als Hypotenuse eines gleich-
schenkligen rechtwinkligen Dreiecks, das wir, wie in Fig. 39 das Drei-
eck MCN, vorteilhaft an MC selbst anlegen.

147. Der Kreis ist die einzige Kurve, fiir deren Erzeugung ein Werk-
zeug, der Zirkel, in allgemeinem Gebrauch ist. Jede andere Kurve
miissen wir in der Weise zeichnen, daf3 wir uns eine Anzahl ihrer
Punkte verschaffen und durch diese aus freier Hand einen Kurvenzug
hindurchlegen, der der gewiinschten Kurve moglichst nahe kommt.
Dabei wird es von besonderem Vorteil sein, wenn wir in mehreren der
konstruierten Punkte auch die Tangenten der Kurve besitzen; denn
diese geben die Fortschreitungsrichtungen an, denen an den betreffen-
den Stellen der Bleistift folgen mufl. Hingegen kann es sogar fiir das
Gelingen schidlich sein, wenn man der Zeichnung der Kurve eine sehr



04 Die Ellipse: Konjugierte Durchmessersehnen.

grofle Anzahl dicht bei einander liegender Punkte zugrunde legt; denn
die Verbindung der Punkte kann in diesem Fall infolge der unver-
meidlichen kleinen Zeichenfehler eine Zickzacklinie ergeben, die sich
um die gesuchte Kurve herumlegt und die Erkenntnis ihres wahren
Verlaufes stoért. Sonach erhalten wir die Vorschrift:

Um eine Kurve zu zeichnen, bestimme man eine nicht zu grofie An-
zahl ihrer Punkte — mdglichst mit den zugehorigen Tangenten — und
lege aus freter Hand') eine krumme Linie hindurch, die unter gleich-
mdfiger Richtungsinderung verliuft.

Sind in Fig. 39 die beiden konjugierten Durchmessersehnen 4B, CD
einer Ellipse gegeben, so kénnen wir — wie besonders hervorzuheben
ist, ohne dafl die Konstruktion auf die affine Beziehung zum Kreise
zuriickgreifen miiite — nach dem ersten Satz von Nr. 145 die zu 4,
B, C gehorigen Tangenten (als zu CD und zu AB parallele Geraden)
und nach Nr. 146 die Punkte G, H mit ihren Tangenten KG, KH

eintragen. Diese fiinf Punkte mit ihren
Tangenten gestatten es, die eine Hilfte der
Ellipse einzuzeichnen, sofern nur geringe
Anspriiche an die Genauigkeit gestellt wer-
den. Vervollstindigen wir diese Hilfsfigur
fiir die andere Halfte der Ellipse, so erhalten
wir ein der Ellipse umgeschriebenes Achteck
und nennen deswegen diese Konstruktion
kurz ,,die Achteckskonstruktion'‘. TFiir die
Herstellung einer ganzen Ellipse jedoch
Fig. 39. ist sie nicht zu empfehlen (vgl. Nr. 169).

Die Bestimmung der Ellipse durch zwei konjugierte
Durchmessersehnen.

148. Da die Achteckskonstruktion die affine Beziehung zum Kreise
nicht als Hilfsmittel benutzt, kénnen wir sie — wie in Fig. 39 — aus-
fiilhren, indem wir von zwei beliebigen, sich gegenseitig. hilftenden
Strecken AB, CD ausgehen. Aber dann wissen wir nicht, ob es stets
eine diesem Achteck eingeschriebene Ellipse oder gar mehrere solche
gibt. So werden wir vor die Frage gestellt: Gibt es, wenn zwei Strecken
AB, CD mit gemeinschaftlichem Msittelpunkt M vollkommen willkiirlich
gezeichnet sind, stets Ellipsen, fir die AB, CD ein Paar konjugierter
Durchmessersehnen bilden, und wie viele?

Jede solche Ellipse mufl auf Grund der Begriffsbestimmungen in
Nr. 139 und Nr. 144 sich so als affines Bild eines Kreises ergeben,
dafl die Strecken 4B, CD zwei rechtwinkligen Kreisdurchmessern

) Kurvenlineale dienen nur dazu, der Hand fir das Ausziehen mit
der ReiBfeder eine sichere Leitung zu geben; die hierzu geeigneten Stellen der
Kurvenlineale miissen durch Anlegen an die mit Bleistift gezeichnete Kurve
sorgfaltig ausgesucht werden.
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A,B,, 0,D, entsprechen. Die Vorbedingung hierfiir ist, dal die Affi-
nitit das Dreieck AMC in ein gleichschenkliges und bei M, recht-
winkliges Dreieck 4,M,C; verwandelt. Denn in diesem Falle — und
nur in ihm — sind die Strecken A4,B;, C.D,, die durch Verdoppelung
von M,A, und M,C, entstehen, rechtwinklige Durchmessersehnen eines
Kreises. Zur Beantwortung unserer Fiige miissen wir also Affinitdten
mit dieser Eigenschaft in Betracht ziehen.

149. Eine Affinitit dieser Art kénnen wir sofort bestimmen: Ihre
Achse ist die Gerade AC, und dem Punkt M ist der eine Punkt M*
zugeordnet, der mit A4 und C ein gleichschenkliges, bei M* recht-
winkliges Dreieck bildet. Sie liefert in dem affinen Bild des Kreises,
der um M* mit dem Halbmesser M*4 geschlagen ist, stets eine Ellipse,
die AB und OD zu konjugierten Durchmessersehnen hat.

Wir nehmen nun an, daf}’ zwei Affinitdten mit der in Nr. 148 ge-
kennzeichneten Eigenschaft gegeben dind; die soeben genannte kann
eine von ihnen sein oder auch nicht. Dann besitzen wir zwei Ellipsen,
die AB und CD zu konjugierten Durchmessersehnen und folglich M
zum gemeinsamen Mittelpunkt haben. Da die beiden Affinitédten dem
Dreieck AMC zwei untereinander ahnliche Dreiecke zuordnen, tritt
der Satz von Nr. 135 in Kraft; nach ihm hat jeder Winkel mit dem
Scheitel M, dem in der einen Affinitidt ein rechter Winkel entspricht,
auch in der anderen Affinitit einen rechten Winkel zum Bilde. Infolge-
dessen bilden die durch M gehenden Geraden, denen die Schenkel
eines solchen Winkels angehéren, sowohl fiir die eine wie fiir die andere
Ellipse ein Paar von Durchmessern, die rechtwinkligen Kreisdurch-
messern zugeordnet und somit einamder konjugiert sind. Das heifit:
Jedes Paar konjugierter Durchmesser der einen Ellipse ist auch ein Paar
konjugierter Durchmesser der anderen Ellipse.

150. Da die beiden Ellipsen den Punkt 4 gemeinsam haben,
schneidet nach dem ersten Satz von Nr. 143 jede in eine Gerade g,
die durch 4 geht und nicht Tangente ist, einen weiteren Punkt ein,
der mit U, bzw. U, bezeichnet sei. Der zu g parallele Durchmesser
bestimmt nach Nr. 149 einen Durchmesser, der ihm fiir beide Ellipsen
gleichzeitig konjugiert ist. Diesem aber sind nach dem letzten Satz
von Nr. 145 die Geraden BU, und BU, parallel, die U, und U, mit
dem zweiten Endpunkt B der gemeinsamen Durchmessersehne AB
verbinden. Also muBl BU, mit BU, und folglich auch U, mit U,

zusammenfallen.

Drehen wir nun g um A, so erkennen wir, dall jeder Punkt U,
der einen Ellipse zugleich ein Punkt U, der anderen ist, daB also die
beiden Ellipsen sich vollstindig zu einer einzigen vereinigen. Dieselbe
Ellipse ergibt sich, wie wir in der gleichen Weise zeigen kénnen, auch
bei jeder anderen Affinitéit, welche die in Nr. 148 ausgesprochene Be-
dingung erfiillt, als affines Bild eines Kreises. Und zwar lehrt die letzte
Bemerkung von Nr. 149, daBl dabei aus der Paarung der rechtwink-
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ligen Kreisdurchmesser immer eine und dieselbe Paarung konjugierter
Durchmesser der Ellipse entsteht. Also gelten die Sétze:

Sind zwei Strecken mit gemeinschaftlichem Mittelpunkt gezeichnet, so
gtbt es stets eine und nur eine Ellipse, fir die sie ein Paar konjugierter
Durchmessersehnen sind.

Jedes Paar konjugierter Durchmesser einer Ellipse entspricht einem
rechtwinkligen Durchmesserpaar eines jeden Kreises, als dessen affines
Bild die Ellipse auftritt.

Konstruktion der Ellipse aus zwei konjugierten Durchmessersehnen.

151. Um die Ellipse, die durch zwei konjugierte Durchmesser-
sehnen AB, CD bestimmt ist, zu zeichnen, brauchen wir nach Nr. 147
eine groBere Anzahl jhrer Punkte und diirfen nunmehr fiir die Kon-
struktion derselben einen beliebigen Kreis zu Hilfe ziehen, dessen

affines Bild die Ellipse sein kann. Be-
sonders giinstig ist (Fig. 40) der mit
der Durchmessersehne 4,B,= AB;
er ist der Ellipse zugeordnet in der
Affinitét, deren Achse die Gerade
AB = A,B, ist und in der den Punk-
ten C, D die Endpunkte der zu
A,B, senkrechten Durchmessersehne
C,D; des Kreises entsprechen.
Errichten wir nun in einem belie-
bigen Punkt R von AB das Lot, das
den Kreis in P,, @, schneidet, so er-
halten wir die entsprechenden Punkte
Fig. 40. P, Q der Ellipse dadurch, daB PQ
nach dem dritten Satz von Nr. 120
parallel zu CD durch R lduft und daB PP, und @@, als Affinitats-
strahlen zu OC; und DD, parallel sind. In dieser Weise ergeben
sich beliebig viele Punkte der Ellipse.

Von den Tangenten der Ellipse sind nach dem ersten Satz in Nr. 145
die zu 4, B, C, D gehorigen bekannt. AuBlerdem sind noch zwei,
dem Kreise und der Ellipse gemeinsame Tangenten von Bedeutuag
und konnen leicht aufgefunden werden. Der Kreis wird nimlich in
den Endpunkten der Durchmessersehne E.F,, die auf den Affinitiits-
strahlen senkrecht steht, von zwei Tangenten beriihrt, die selbst Affini-
tatestrahlen sind und als solche mit den ihnen zugeordneten Tan-
genten der Ellipse zusammenfallen. Ihre Beriihrungspunkte E und F
an der Ellipse folgen, wie oben geschildert, aus E, und F,.

In dieser Weise gelangen wir zu einer — mit der in Nv. 169 an-
gegebenen Einschrinkung — sehr brauchbaren Konstruktion der Ellipse
aus zwei konjugierten Durchmessersehmen.:
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Man schligt den Kreis mit der Durchmessersehne AB und zieht in
thm den zu AB senkrechten Durchmesser C\Dy, sowie den 2u CC; und
DD, senkrechten Durchmesser E.F,. Darauf legt man in den Kreis eine
Anzahl zu AB senkrechter Sehnen derart, daf3 thre Endpunkte, unter die
auch B, und F, aufzunehmen sind, sich ungefdhr gleichmdipfig iber den
Kreis verteilen. Endlich zieht man durch die auf AB liegenden Mittel-
punkte dieser Sehnen die Parallelen zu CD und durch thre Endpunkte
die Parallelen zu CC, und DD,. Dann besitzt man in den Schnittpunkten
zwischen den tmmer zu derselben Sehne gehirigen Geraden eine Anzahl
von Punkten der Ellipse, zu denen moch die Tangenten in A, B, C, D
und den aus E,, F, folgenden Punkten E, F treten.

Das affine Bild der Ellipse.

152. Wir konnen jetzt auch zeigen, was sich ergibt, wenn wir die
Kurve konstruieren, die einer Ellipse in irgendeiner Affinitdt zu-
geordnet ist. Die Ellipse ¥ denken wir uns bestimmt durch ein be-
liebiges Paar konjugierter Durch-
messersehnen AB, CD und nach
Nr. 151 abgeleitet aus dem Kreis k,,
der AB zur Durchmessersehne hat.

Die Affinitdt, die den Punkten A, B

usw. die Punkte A, B usw. zuordnen

moge, fithrt & tber in die zu unter-

suchende Kurve % und &, in eine Ellipse

k,, fiir die 4 B und C, D, konjugierte

Durchmessersehnen sind. Dabei ent-

spricht dem Dreieck RP, P (vgl

Fig. 40), durch das ein Punkt P von k

aus einem Punkt P, von k, folgt, das

Dreieck R P,P, in dem RP,| MC,, Fig. 41.

RPIMC, P,P|C,C ist. Also hingt

— wie Fig. 41 zeigt, in der die urspriingliche Ellipse k£ und der Kreis k,
fortgelassen worden sind — P von P, in ganz &hnlicher Weise ab wie
P von P,.

Die Ellipse &, nun kann wiederum nach Nr. 151 aus einem Kreis &,

abgeleitet werden, der A B zur Durchmessersehne hat. Dabei folgt P,
aus einem Punkt P, von k,, der so liegt, daB R P, | A Boder R P, M C,
und P, P, || CyC, ist. Es haben also sowohl die Dreiecke R P P, und
MO als auch die Dreiecke R P, P, und M C,C, paarweis parallele
Seiten und sind deshalb dhnlich. Hieraus folgt sofort, dafl auch die
Dreiecke R P P, und M C C, shnlich sind und daB in ihnen auch die

dritten Seiten, P, P und C,C, parallel laufen.

Die Dreiecke R P P, und M C (), zeigen nunmehr, daB P unmittel-
bar aus P, in genau derselben Weise konstruiert werden kann, wie

Ludwig, Darstellende Geometrie. 7
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nach der Vorschrift von Nr. 151 ein Punkt der Ellipse, die durch das
Paar konjugierter Durchmessersehnen 4 B, C D bestimmt ist. Also
hat diese Ellipse mit der Kurve k den Punkt P und ebenso alle an-
deren Punkte gemeinsam; sie ist die Kurve k. Wir beachten dabei
noch, daB wir von einem beliebig gewihlten Paar konjugierter Durch-
messersehnen 4B, CD der Ellipse k ausgegangen sind und aus ihm
durch die Affinitdt ein Paar konjugierter Durchmessersehnen 4 B, C D
von k erhalten haben. Dadurch finden wir den Satz:

Das affine Bild einer Ellipse ist wiederum eine Ellipse. Dabei ent-
spricht jedem Paar konjugierter Durchmessersehnen der ersten ein Paar
konjugierter Durchmessersehnen der zweiten.

III. Die Ellipse: Die Achsen.

Symmetrieachsen und Scheitel.

153. Wenn eine Ellipse k& als affines Bild eines Kreises &, ent-
steht, so gibt es, falls die Affinitit keine Spiegelung ist, nach dem
zweiten Satz von Nr. 134 gerade ein Paar von entsprechenden rechten
Winkeln, deren Scheitel die Mittelpunkte M von k£ und M, von k,
sind. Die Schenkel des rechten Winkels mit dem Scheitel M bilden
ein Paar rechtwinkliger Durchmesser von k, die zwei rechtwinkligen
Durchmessern von k; zugeordnet und deshalb konjugierte Durch-
messer von k sind. Also folgt der Satz:

Jede Ellipse besitzt ein rechiwinkliges Paar konjugierter Durch-
messer.

Eine Ausnahme tritt nur ein, wenn die Affinitdt eine Spiegelung
ist und zu unendlich vielen Paaren entsprechender rechten Winkel
in M und M, fihrt. In diesem Fall besitzt das affine Bild von £k,
nur rechtwinklige Paare konjugierter Durchmesser, ist aber nach
Nr. 132 als Spiegelbild von %, ebenfalls ein Kreis. Wissen wir um-
gekehrt, daB das affine Bild des Kreises k; mehr wie ein rechtwinkliges
Paar konjugierter Durchmesser hat, so folgt aus Nr. 144, daf} die Punkte
M und M, die Scheitel von mehr als einem Paar entsprechender rechten
Winkel sind, und hieraus nach dem letzten Satz von Nr. 134, daB die
Affinitat eine Spiegelung ist. Deshalb ergibt sich der Satz:

Eine Ellipse, die mehr als ein rechtwinkliges Paar konjugierter Durch-
messer besitzt, ist ein Kreis.

164. Ein Durchmesser s einer Ellipse, der auf seinem konjugierten
Durchmesser senkrecht steht, trigt nach dem zweiten Satz von Nr. 145
die Mitten der zu s senkrechten Sehnen und teilt deshalb die Ellipse
in zwei Bogen, von denen jeder nach Nr. 132 das Spiegelbild des an-
deren ist; das heiBt: s ist Symmetrieachse der Ellipse. Hiernach flieBt
aus den Sitzen von Nr. 153 der folgende:

Eine Ellipse, die kein Kreis ist, besitzt gerade zwei Symmetrieachsen;
diese bilden ihr rechtwinkliges Paar konjugierter Durchmesser.
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Wir nennen die Symmetrieachsen kurz die Achsen der Ellipse und
unterscheiden sie als ihre Hauptachse und als ihre Nebenachse so, dafl
auf der ersten eine groBlere Sehne der Ellipse legt als auf der zweiten.
Die Léngen der beiden Sehnen nennen wir die grofle Achse und die
kleine Achse der Ellipse und bezeichnen sie mit 2a und 25.

Zu einem Punkt P einer Ellipse gehoéren (Fig. 43) stets zwei Punkte
B und P* derselben derart, daB P und B in bezug auf die Haupt-
achse, P und P* in bezug auf die Nebenachse symmetrisch liegen.
Diese drei Punkte bestimmen ein Rechteck PP P*P*, dessen Mittel-
parallelen die Achsen der Ellipse sind; infolgedessen ist die vierte
Ecke P* gleichzeitig zu R in bezug auf die Nebenachse und zu PB*
in bezug auf die Hauptachse symmetrisch und somit ebenfalls ein
Punkt der Ellipse. Die Diagonalen PP* und B P* sind zwei Durch-
messersehnen, aber im allgemeinen nicht konjugiert. Wir merken uns
den Satz:

Die Punkte einer Ellipse ordnen sich zu Gruppen von je vier sym-
metrischen Punkten. Jede Gruppe bestimmt etn Rechteck, dessen Diago-
nalen 2zwei Durchmessersehnen der Ellipse sind.

1556. Wenn eine Kurve eine Symmetrieachse s besitzt und P, ¥
zwei in bezug auf s symmetrische Punkte der Kurve sind, so konnen
wir die in P und P berithrenden Tangenten gleichzeitig bestimmen.
Wiahlen wir ndmlich auf der Kurve in der Nahe von P einen Punkt X
und lassen ihn an P heranriicken, so ndhert sich der zu ihm sym-
metrische Punkt X auf der Kurve dem Punkte P in der Weise, dafl
die beiden Geraden PX und P X gleichzeitig ihre Grenzlagen erreichen;
deshalb miissen die letzteren, d. h. die zu P und P zugehérigen Tan-
genten, ebenso, wie PX und B X es in jedem Augenblicke sind, zu-
einander in bezug auf s symmetrisch sein. Also gilt der Satz:

Besitzt eine Kurve eine Symmetrieachse, so liegen je zwei Tangenten,
die zu symmetrischen Punkten gehoren, ebenfalls symmetrisch.

Hiernach bilden die Tangenten, die eine Ellipse in den vier Punk-
ten P, PR, P* P* einer symmetrischen Gruppe (Fig. 43) beriihren,
Paare von Geraden, die je in bezug auf eine Achse symmetrisch liegen
und sich auf ihr schneiden. Da ferner PP* und PP* Durchmesser-
sehnen sind, zerlegen sich nach dem dritten Satz von Nr. 143 die vier
Tangenten in zwei Paare paralleler Geraden. Deshalb folgt der Satz:

Die Tangenten einer Ellipse, deren Beriihrungspunkte ewner Gruppe
von vier symmelrischen Punkten angehoren, bilden einen Rhombus, dessen
Diagonalen die Achsen der Ellipse sind.

156. Wenn eine Kurve eine Symmetrieachse s besitzt und sie in
einem Punkt S schneidet, so lassen wir zwel symmetrische Punkte X
und X gleichzeitig auf der Kurve nach § riicken. Dabei nihern sich
die Geraden SX und S ¥ gleichzeitig der in S beriihrenden Tangente,
indem sie in jedem Augenblick zueinander in bezug auf s symmetrisch

*
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sind. Deshalb kann die Tangente des Punktes S nur entweder mit s
zusammenfallen oder auf s senkrecht stehen?!). Im ersten Fall hat die
Kurve, wie Fig. 42 zeigt, eine Spitze, also einen Ausnahmepunkt, der
nur unter besonderen Umsténden auftritt. Im zweiten Fall dagegen
ist S ein gewohnlicher Punkt der Kurve, der
nur durch seine Lage auf der Symmetrieachse
ausgezeichnet ist, und heilt ein Scheitel der
Kurve; seine Tangente nennen wir Scheiteltangente
und erhalten den Satz:

Eine Kurve bestizt in etnem Scheitel eine zur
Symmetrieachse senkrechte Scheiteltangente.

Fig. 42.

Die Ellipse hat zwei Symmetrieachsen und trifft jede von ihnen
in zwei Punkten, deren Tangenten im Einklang mit den ersten Sitzen
von Nr. 145 und Nr. 154 jeweils zu der anderen Achse parallel sind.
Also folgt:

Jede Ellipse besitzt vier Scheitel und wier, ein Rechteck bildende
Scheiteltangenten.

Die Kreise iiber der grofien und der kleinen Achse.

157. Auf Grund desselben Gedankenganges wie in Nr. 151 kénnen
wir eine Ellipse k auffassen als das affine Bild sowohl des Kreises k,,
der ihre groBe Achse, als auch des Kreises k,, der ihre kleine Achse

zur Durchmessersehne hat. Ist

in Fig. 43 M der Mittelpunkt,

A ein Scheitel der groBen und

B ein Scheitel der Kkleinen

Achse von k, so hat &, den

Halbmesser ¢ = M A und £,

den Halbmesser b = M B.

Trifft %, die tiber B hinaus

gezogene Verlingerung von MB

in B, und k, die Strecke MA

in 4,, so wird die zwischen k,

und k& bestehende Affinitét

durch die Achse MA und das

Punktepaar B,, B und die

zwischen k, und k& bestehende

Affinitit durch die Achse MB

und das Punktepaar A4,, 4

bestimmt. Beide Affinititen

versagen fiir die in Nr. 151

Fig. 43. angegebene Konstruktion, weil
bei ihnen die Affinitdtsstrahlen

zur Affinitiitsachse senkrecht stehen; aber sie liefern zusammen eine

sehr gute Konstruktion der Ellipse aus ihren Achsen.

1) Hierbei ist vorausgesetzt, daB S kein Knick oder Knoten (Nr. 141) der



Die Kreise iiber der grofien und der kleinen Achse. 101

Schneidet nimlich ein Halbmesser M P, von &, den Kreis k, in P,
und fillen wir das Lot P,S8 auf MA und das Lot P,T auf MB, so
treffen sich diese Geraden in einem Punkt P derart, daf}

SP,:SP = MP,: MP,, TP,:TP= MP,: MP,

oder
)] SP,:8P=ua:b,
(2) TP,:TP=b:a.

Dem Punkt P, entspricht in der ersten Affinitit ein Punkt P, der
Ellipse k; er liegt auf dem Affinitdtsstrahl SP; und zwar nach Nr. 131
so, daB

SP,:8Py=MB,: MB=a:b

ist. Der Vergleich mit der Gleichung (1) lehrt, daB der Punkt P mit P,
zusammenfillt und somit ein Punkt von k ist. In derselben Weise zeigt
die Gleichung (2), daBB P in der zweiten Affinitit dem Punkt P, zu-
geordnet ist. Hierdurch erhalten wir den Satz:

Sind M der Mittelpunkt, A der eine Scheitel der grofen, B der eine
Scheitel der kleinen Achse einer Ellipse und trifft eine von M ausgehende
Halbgerade die wm M mit den Halbmessern MA und MB geschlagenen
Kreise in den Punkten P, und P,, so ist der Schnittpunkt P der beiden
Geraden, die durch P, parallel zu MB und durch P, parallel zu MA
laufen, ein Punkt der Ellipse.

158. Verlingern wir (Fig. 43) die Gerade M P,P, iiber M hinaus,
so trifft sie die Kreise k, und %, in den Punkten P} und P¥, aus denen
wieder ein Punkt P* der Ellipse &k folgt. Die Geraden PP,, P*P¥
sind zueinander in bezug auf M4 und die Geraden PP,, P*P¥ in be-
zug avf MB symmetrisch; also bilden diese vier Geraden ein Recht-
eck P P*P*, dessen Ecken nach Nr. 154 eine Gruppe von vier sym-
metrischen Punkten der Ellipse sind. Hieraus flieBt die folgende Kon-
struktionsvorschrift : .

Sind der Mittelpunkt M, der eine Scheitel A der grofen und der eine
Scheitel B der kleinen Achse einer Ellipse gegeben, so schlage man um M
den Kreis ky, mit dem Halbmesser M A und den Kreis k, mit dem Halb-
messer MB, lege durch M eine Gerade, die k, in P, und P¥, k, in P,
und P¥ trifft, und ziche durch P, und P} die Parallelen zu MB, durch
P, und P} die Parallelen zu MA. Dann sind die Eckpunkte des ent-
standenen Rechtecks vier symmetrische Punkte der Ellipse.

Die vier Punkte P, B, P*, P* liegen stets in dem von %; und %,
begrenzten Kreisring. Sie fallen nur dann auf &, selbst, wenn sich P
und P in dem einen und P* und P* in dem anderen Scheitel der groBen
Achse vereinigen, und nur dann auf k, selbst, wenn sich P und P*
in dem einen und P* und P in dem anderen Scheitel der kleinen Achse
vereinigen. Deshalb sind die Durchmessersehnen PP* und P P*
hochstens gleich der Durchmessersehne von %; und mindestens gleich
der Durchmessersehne von k,. Das heil}t:
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Von allen Durchmessern einer Ellipse trigt die Hauptachse die gropte
und die Nebenachse die kleinste Sehne.

Die Gleichung der Ellipse.

159. Die Formeln (1) und (2) besagen, dafl die Ellipse k¥ aus den
Kreisen &, und &, dadurch hervorgeht, dafl eine Schar paralleler Sehnen
von ihren Mitten aus nach beiden Seiten im Verhéltnis b : a verkiirzt

oder im Verhdltnis a :b verlingert
werden. Wir kénnen diese Vorginge
eine affine Zusammendriickung und
etne affine Dehnung eines Kreises
nennen. Fiihren wir in Fig. 43 ein
rechtwinkliges = Koordinatensystem
mit der 2-Achse M A und der y-Achse
MB ein, so bestehen fiir die Koordi-
naten x,, ¥, von Py, x,, y, von P,
und z, y von P auf Grund der For:
meln (1) und (2) die Beziehungen:

a
[:n =T hi=39;

3)
-

und zwar einschlieBlich der Vor-

zeichen, auch wenn die Punkte P,,

P,, P in einem anderen Winkelraum

der Achsen liegen als in Fig. 43.

Die Formeln (3) sind der analytische

Ausdruck der affinen Zusammen-

Fig. 4. driickung bzw. Dehnung und ge-

statten es, die Gleichung der Ellipse &

aus derjenigen des Kreises k; oder des Kreises k, abzuleiten. Da néam-
lich P, ein Punkt von k, und P, ein Punkt von k, ist, haben wir

T, Y=Y,

SHESS

af + yi = a? ¥ - y3 = b*
und erhalten sowohl, wenn wir in der ersten Gleichung fiit x, y,, als
auch, wenn wir in der zweiten Gleichung fiir x,, ¥, auf Grund von (3)
ihre in z, y ausgedriickten Werte einfithren. die Gleichung ‘
ar oy
S AN

4 a | B2
Da dieselbe durch die Koordinaten aller Punkte der Ellipse erfiillt
werden muf}, folgt:

Die Ellipse, die wir als affines Bild des Kreises eingefiihrt haben,
besitzt die Gleichung (4) und somit alle mit dieser verbundenen Eigen-
schaften.
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Hierzu gehéren insbesondere die Bremnpunkiseigenschaften der El-
lipse; jedoch brauchen wir auf sie nicht einzugehen, da sie — trotz
ihrer sonstigen Wichtigkeit — fiir die Aufgaben der darstellenden Geo-
metrie nur eine geringe Bedeutung besitzen.

Konstruktion der Tangenten und Normalen.

160. Wir wiederholen in Fig. 44 einen Teil von Fig. 43 und ziehen
den einen zu M P, senkrechten Halbmesser M@, des Kreises k,. Trifft
M@, den Kreis ky in @,, so folgt aus @, und @, nach Nr. 157 ein
Punkt @ der Ellipse k. Die Strecken MP und M@ entsprechen in
der Affinitdt zwischen & und %, den beiden rechtwinkligen Halb-
messern M P, und M@, von k, und ebenso in der Affinitat zwischen &
und %4 den beiden rechtwinkligen Halbmessern M P, und MQ, von k,.
Sie gehoren also konfjugierten Durchmessern von k£ an und moégen
kurz als konjugierte Halbmesser bezeichnet werden. Schneidet die in P
berithrende Tangente von k die Achsen in U und V, so ist nach dem
ersten Satz von Nr. 145

Uv | MQ.
Nunmehr drehen wir die durch M, @, Q,, @; bestimmte Figur, indem
wir sie sich selbst kongruent bleiben lassen, um M, bis @, nach P,
und @, nach P, fillt; ist P, die neue Lage von @, so ist
MP, = MQ.
Da MP, | MQ, ist, betrigt der Drehungswinkel 90°; infolgedessen
steht jede Strecke der neuen Lage M P, P; P, der Figur auf ihrer
alten Lage senkrecht, so dall MP, | MQ, P P, | QQ,, P,P, | QQ,
oder
MP, | UV, PP, | PP,, PyP, ]| PP,
sein mufl. Deshalb ist das Viereck PP, P,P, ein Rechteck und, wenn O
sein Diagonalenschnittpunkt ist,
(5) OP =0P,=0P, =0P,.

Wenn wir nun auf der itber P, hinaus gezogenen Verlingerung von
MP, den Punkt P, im Abstande OP; = MO eintragen, so hat das
Viereck M P P4 P, sich hilftende Diagonalen und ist somit ein
Parallelogramm. Also ist

PP, | MP, und PP, L UV;

PPy ist das Lot, das im Punkt P auf der dort beriihrenden Tangente
der Ellipse % errichtet ist, d. h. die zu P gehorige Normale.

Da nun P,P;,=0P, —OP; = MO —OPy= MP, und somit
MPy=MP, + MP,=a+b=MA+ MB ist, liegt P; auf dem
Kreise k,, dessen Mittelpunkt M und dessen Halbmesser gleich
MA 4 MB ist. Deshalb gilt der folgende Satz, der zugleich die Kon-
struktionsvorschrift von Nr. 158 vervollstandigt :
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Schneidet man in der Figur des Satzes von Nr. 157 die Halbgerade M P,
tm Punkt P, noch mit dem Kreise, der um M mit dem Halbmesser
MA + MB geschlagen wird, so ist die Gerade PP, die 2u P gehorige
Normale und das auf thr in P errichtete Lot die zu P gehirige Tangente
der Ellipse. Aus dieser Tangente bestimmt man auf Grund des zweiten
Satzes von Nr.155 die Tangenten, deren Berihrungspunkte nach der
Vorschrift von Nr. 158 zugleich mit P gefunden werden.

Konstruktion der Achsen aus zwei konjugierten
Durchmessersehnen,

161. Wir verlingern in Fig. 44 die Strecke PP, bis zu ihren
Schnittpunkten % und B mit den Achsen der Ellipse £ und erhalten, da

PP, || PP, || UM und PP, P,P, || BM
ist, die Verhaltnisgleichungen
OU:0M : 08 =O0P:0P,:0P,,
PYA: P,M =0OP:0P,, PB: P,M=0P:0P,.

Hieraus folgen mit Hilfe der Gleichungen (5) und, weil P,M = b,
P M = a ist, die Gleichungen

(6) 0% = OM = 0B,
) PA=b, PB=a.

Wenn nun von der Ellipse nur die beiden konjugierten Halbmesser
MP und MQ gegeben sind, so kénnen wir zuerst, weil MP, | MQ
und MP, = MQ ist, den Punkt P, — mit LPMP, < 90°1) — kon-
struieren, darauf den Punkt O als Mittelpunkt der Strecke PP, und
endlich wegen der Gleichungen (6) die Punkte % und 9B als Schnitt-
punkte der Geraden PP, mit dem Kreise, der um O mit dem Halb-
messer OM zu schlagen ist. Wenn dabei % auf der Seite von P, B auf
der Seite von P, liegen, liefern MU die Hauptachse, M%B die Neben-
achse und auf Grund der Gleichungen (7) P®B die halbe Linge der
groBen, PY die halbe Lénge der kleinen Achse der Ellipse. Wir merken
uns deshalb die folgende Vorschrift:

Um aus zwei konjugierten Halbmessern M P, MQ die Achsen der
zugehorigen Ellipse zu konstruieren, macht man MP, | MQ, sowie
MP, = MQ und hilftet PP, tn O. Dann schneidet man den um O
mit dem Halbmesser OM gelegten Kreis mit der Geraden PPy in U (auf
der Seite von P) und in B (auf der Seite von P,) und erhdlt durch die
Gerade MU die Hauptachse, durch die Gerade M B die Nebenachse,
durch die Strecke PB die halbe Linge der groflen Achse und durch die
Strecke PY die halbe Linge der kleinen Achse der Ellipse.

1) Diese Einschrinkung folgt aus der Anordnung unserer Figur; aber auch
der Fall, daB 4z P M P, > 90°, fiilhrt zu demselben Ergebnis.
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162. Die Gleichungen (7) lehren, daB durch jeden Punkt P der
Ellipse eine Gerade geht, die die Achsen in zwei Punkten % und % so
schneidet, daf}

PA=0b, P8 =a, AB =a + b

ist. Deshalb ist die Ellipse die Bahn des Punktes P, wenn die durch
ihn unverdnderlich in die Teile P¥ = b, P B = a geteilte Strecke AB
sich so bewegt, dafl ¥ auf der Hauptachse und B auf der Nebenachse
lauft.

Ziehen wir in Fig. 44 durch P die Parallele zu MO und schneiden
sie mit MA in A*, mit MB in B*, so folgt aus den Parallelogrammen
MP,PB* und MP,PU* dall

P¥* =P M =a, PU*=DP,M=0>b, YB*=a—b

ist. In derselben Weise wie soeben ergibt sich hieraus, daf} die Ellipse
auch die Bahn des Punktes P ist, wenn die Strecke A*B* = PB* — PY*
= a — b sich so bewegt, dall A* auf der Hauptachse und B* auf der
Nebenachse lduft.

Beide Beobachtungen kénnen wir in einen Satz zusammenfassen :

Lapt man die Bndpunkte A und B etner Strecke von fester Ldnge
sich auf zwei rechtwinkligen Geraden bewegen, so beschreibt jeder Punkt P
der Geraden B eine Ellipse, deren Achsen jene betden Geraden sind
und deren Achsenlingen doppelt so groff wie P % und PB sind.

163. Auf Grund dieses Satzes kann man sich mit Hilfe eines gerad-
linig abgeschnittenen Papierstreifens beliebig viele Punkte einer Ellipse
verschaffen, deren Achsen einschlieBlich ihrer Léngen bekannt sind;
wir kénneén dieses Verfahren als die Papierstreifenkonstruktion der El-
lipse bezeichnen. Auch beruhen auf ihm verschiedene brauchbare
Ellipsenzeichner, die die Ellipse mechanisch herzustellen erlauben.
AuBerdem erweist er sich als niitzlich dadurch, dafl aus ihm die fol-
gende Vorschrift flieit:

Aus dem Mittelpunkt M, etnem Schettel S und einem beliebigen
Punkt P einer Ellipse findet man die Linge der von MS wverschiedenen
Halbachse folgendermafen: Man schliigt wm P mit der Strecke MS als
Halbmesser den Kreis, schneidet thn mit der Geraden, die durch M senk-
recht zu MS lduft, verbindet P mit dem einen der erhaltenen beiden
Schuittpunkte und zieht die Verbindungsgerade bis zu threm Treffpunkt Q
mit der Qeraden MS; die Strecke PQ ist die gesuchte Linge.

In der Tat muB bei einer Ellipse, fiir die M, S und P die an-
gegebenen Bedeutungen haben, MS die eine und die durch M zu M8
gezogene Senkrechte die zweite Achse sein und nach unserem Satze
sich durch P — in zwei Weisen — eine Gerade legen lassen, auf der
zwischen P und der zweiten Achse eine Strecke von der Linge MS
und zwischen P und der Achse MS eine Strecke M@ von der gesuchten
Halbachsenlinge enthalten ist.
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Die Kriimmungskreise.

164. Den Begriff der Krimmung einer Kurve erfassen wir zu-
niichst rein anschauungsméBig; wir erkennen, daB8 jeder Kreis an
allen Stellen seines Umfanges gleich stark gekriimmt ist und daB bei
jeder anderen Kurve der Grad der Kriimmung sich von Punkt zu
Punkt dndert. Ferner beobachten wir, daB wir allen Kreisen mit
gleichen Halbmessern dieselbe und von zwei Kreisen mit verschiedenen
Halbmessern dem die stirkere Kriimmung zuschreiben miissen, der
den kleineren Halbmesser hat. Deshalb kénnen wir die Kriimmung,
die eine Kurve in einem Punkt P besitzt, dadurch messen, daf wir
sie mit der Kriimmung eines Kreises vergleichen.

Zu diesem Zweck legen wir auf die Kurve in der Nahe von P zwei
Punkte X, Y. und konstruieren den Kreis, der durch P, X, Y hin-
durchgeht. Er wird sich in der Umgebung von P um so weniger von
der Kurve unterscheiden, je kleiner die Bogen zwischen den Punkten
P, X, Y sind; somit wird seine Kriimmung mit derjenigen der Kurve
in P um so besser iibereinstimmen, je ndher X und Y an P heran-
riicken. Lassen wir nun die Punkte X und Y sich in irgendeiner Weise
dem festen Punkt P unbegrenzt ndhern, so &ndert sich der Kreis so-
wohl der Lage als auch der Grofe nach; wenn er dabei einer bestimmten
Grenzlage zustrebt, so nennen wir diese den Krimmungskreis der Kurve
in P. Aber den Vorgang der Annéherung von X und Y an den Punkt P
kénnen wir ganz verschieden regeln und miissen der Anwendung der
hoheren Analysis auf die Geometrie den Nachweis dafiir iiberlassen,
daB sich — auBer in gewissen Sonderfillen — stets der gleiche Kriim-
mungskreis ergibt.

165. Wir wollen nun die Anniherung von X und Y an den Punkt P
folgendermafien vornehmen: Wir lassen, nachdem wir fiir eine beliebige
Lage von X und Y den durch P, X, Y gehenden Kreis gezeichnet
haben, zuerst den Punkt X auf der Kurve an P heranriicken und
halten Y fest. Dabei nahert sich der Kreis einem Kreise f, der seine
Grenzlage fiir die Vereinigung von X mit P ist, und zugleich macht
PX den Grenziibergang durch, der nach Nr. 141 zur Tangente der
Kurve in P fithrt. Verfolgen wir aber wihrend des Grenziiberganges
auch die Verinderungen in der gegenseitigen Lage der Geraden PX
und des Kreises, so erkennen wir, daBl trotz der Verianderlichkeit des
Kreises schlieBlich PX sich mit der ihn in P beriihrenden Tangente
vereinigen muB. Folglich haben die Kurve und der Kreis f in P die-
selbe Tangente; d. h. sie beriihren sich. — Erst jetzt lassen wir auch
den Punkt Y auf der Kurve sich dem Punkt P unbegrenzt nihern
und erhalten dadurch eine Grenzlage des Kreises I, die der gesuchte
Kriimmungskreis ist. Deshalb kénnen wir ohne weiteres von einem
Kreise ausgehen, der sich wie f zu der Kurve verhilt, und in folgender
Weise verfahren:

Um den Kriimmungskreis einer Kurve in einem Punkt P 2u be-
stimmen, wdhlen wir auf der Kurve tn der Nihe von P einen Punkt Y,
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zeichnen den Kreis £, der in P die Kurve beriihrt und durch Y gehi, und
suchen die Grenzlage auf, der dieser Kreis bei unbegrenzier Anndherung
von Y an P zustrebt.

166. Der Kreis f hat (Fig. 45) seinen Mittelpunkt auf der zu P
gehorigen Normale n der Kurve und schneidet infolgedessen in n eine
Durchmessersehne PH ein. Legen wir durch Y die Parallele zu =,
su trifft sie den Kreis ¥ in einem zweiten Punkt Z und die zu P ge-
horige Tangente in N. Wenn sich Y auf der Kurve nach P bewegt,
andert sich f so, daB stets eine Durchmessersehne PH auf n liegt;
zugleich riickt die Sehne YZ immer ndher an » und somit Z immer
nidher an H heran, wihrend N auf der Tangente nach P hin lauft.
Deshalb gehen in dem Augenblick, in dem Y sich mit P vereinigt
und f zum Kriimmungskreis wird, die Strecke NZ ebenso wie die
Strecke PH in die auf n liegende
Durchmessersehne des Kriimmungs-
kreises iiber und nehmen deren
Linge 21 an. Also ist, wenn wir
den Grenzwert (limes), den eine
Grofle w bei der Vereinigung von Y
und P annimmt, mit lim w bezeich-
nen, 2t = lem NZ und der Krim-
mungshalbmesser

v=1limNZ.

Der Satz von der Potenz, die
ein Punkt in bezug auf einen Kreis
besitzt, liefert, auf N und ¥ ange- Fig. 45.
wendet, die Gleichung
e y P2
NY.NZ=NP? oder NZ=—2—V—Pi—
NY
Wenn wir nun Y auf der Kurve an P heranbewegen, bleibt diese
Gleichung bestehen, wahrend ihre beiden Seiten ihren Wert #ndern.
Deshalb ist

. NP
lim NZ = lim _E:?—
und
. NP?
(8) v =4 lim N

Also ergibt sich der Satz:

Der Kriimmungshalbmesser v, den eine Kurve in einem Punkt P
besitzt, wird durch die Gleichung (8) gegeben, wenn Y ein Punkt der
Kurve nahe ber P und NY der senkrechte Abstand zwischen Y und der
zu P gehirigen Tangente ist und wenn der Grenzwert fir die Vereinigung
von Y mit P bestimmi wird.
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169. Wenn die Kurve eine Symmetrieachse besitzt und P ein auf
dieser liegender Scheitel ist, so ist nach Nr. 156 die zu P gehorige
Normale » diese Symmetrieachse und folglich der zu Y in bezug auf »
symmetrische Punkt ) ebenso wie Y ein Schnittpunkt zwischen der
Kurve und dem Kreise f. Nahert sich nun ¥ derh Scheitel P von
der einen Seite, so tut ¥} dasselbe von der anderen Seite her; also ver-
einigen sich beim Ubergange zu dem Kriimmungskreise von P nicht
nur die drei gemeinsamen Punkte P, X, Y der Kurve und des Kreises f,
sondern es tritt noch ¥) als vierter hinzu. Deshalb wird dieser Scheitel-
kriimmungskreis sich der Kurve besonders eng anschmiegen.

Ist nun in Fig. 45 P ein Scheitel und M der Mittelpunkt einer
Ellipse f, so ist die Gerade M P die eine Symmetrieachse und zugleich
die zu P gehorige Normale n. Den Punkt Y wahlen wir bereits so
nahe an P, dal der FuBlpunkt 7' des Lotes, das wir aus Y auf = féllen,
zwischen M und P liegt; dann ist, weil PNYT ein Rechteck ist,

PN =TY, NY = PT = MP — MT

Deshalb kénnen wir die Glcichung (8) ersetzen durch

TY?
MP—-MT

Wir filhren nun dasselbe Koordinatensystem wie in Nr. 159 ein,
in dem die Ellipse die Gleichung (4) hat, und nehmen fiir P entweder
den Scheitel 4 oder den Scheitel B von Fig. 43, um die zu ihnen ge-
hérigen Kriimmungshalbmesser r; und t, zu bestimmen. Dann kénnen

wir Y stets als einen Punkt mit positiven Koordinaten x, y wihlen

und erhalten:
Fir P == A ist einschlieBlich der Vorzeichen MP = a, MT = x,

TY = y und nach (4)

(9) t =% lim

b2
y* =ag(a2 — z?);

also folgt aus (9)
2 2

. b
=1 hma—2— (@ + )

,=1%1lm

oder, da bei der Vereinigung von Y und 4 x = a wird,

b2
(10) n=—_.

Fir P == B ist einschlieBlich der Vorzeichen MP =b, MT =y,
TY = x und nach (4)

also folgt aus (9)

. . a
razélimb_y—_- B2
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oder, da bei der Vereinigung von Y und B y = b wird,
a?
(11) Iy, = —B‘ .

168. Die Léngen r; und 1, kénnen wir leicht herstellen: Wir ver-
vollstandigen (Fig. 46) das Dreieck AMB zu dem Rechteck AMBC,
ziehen durch C die Senkrechte zu AB und schneiden sie mit M4 in K,
und mit der Verlingerung von MB in K,. Dann sind die rechtwink-
ligen Dreiecke MAB, ACK,, BK,C &hnlich und fiihren zu den Glei-
chungen:

4K, : AC = MB: MA, BK,: BC = MA : MB
oder
MB.AC b MA-BC a?

A= =T Bam Ty Ty T
Also sind AK, und BK, die Halbmesser und K, und K, die Mittel-
punkte der zu 4 und B gehorigen Kriimmungskreise.

Genau dasselbe ergibt sich der Symmetrie wegen fiir die anderen
beiden Scheitel der Ellipse. Deshalb erhalten wir den Satz:

Hat eine Ellipse die Achsenlingen 2 a und 2b (a > b), so sind die
Kriimmungshalbmesser fiir die Scheitel der groflen Achse durch (10) und
fiir die Scheitel der kleinen Achse durch (11) gegeben. Um die Mittel-
punkte der Scheitelkriimmungskreise zu finden, vervollstindigt man das
Rechteck, das durch den Mittelpunkt und zwes nicht symmetrische Scheitel
der Ellipse bestimmt ist, zieht durch seine vierte Ecke zu der Verbindungs-
geraden der Scheitel die Senkrechte und schneidet diese mit den Achsen
der Ellipse; die beiden Schnittpunkte und die zu thnen symmetrischen
Punkte sind die gesuchten Muttelpunkte.

Konstruktion der Ellipse aus ihren Achsen.

169. Wenn wir eine vollstindige Ellipse gut zeichnen wollen,
miissen wir die Gesetze ihrer Symmetrie wahren und von vornherein
bei der Konstruktion der Punkte, die den Verlauf der Ellipse be-
stimmen, die Symmetrieachsen beriicksichtigen. Deshalb sind die in
Nr. 147 und in Nr. 151 angegebenen Verfahren nur fiir die Fille zu
empfehlen, in denen es sich lediglich um Stiicke von Ellipsen handelt;
fiir eine vollstindige Ellipse dagegen werden wir, gegebenenfalls nach
Nr. 161, die Achsen aufsuchen und die Konstruktionsvorschrift von
Nr. 158 befolgen.

Besonders empfindlich ist das Auge fiir Storungen der Symmetrie
in der Néhe der Scheitel. Zur Vermeidung solcher UnregelmiBigkeit
ist das beste Mittel, die Ellipse auf ein kurzes Stiick zu beiden Seiten
eines Scheitels durch einen Kreisbogen zu ersetzen, dessen Miftel-
punkt auf der zugehérigen Symmetrieachse liegt. Allerdings fillt,
wenn wir mathematische, also dickelose Kurven ins Auge fassen, der
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Kreis mit der Ellipse nur auf ein unendlich kurzes Stiick zusammen.
Aber wir erhalten bei der Benutzung eines jeden Zeichenwerkzeuges
stets einen, wenn auch sehr schmalen, Streifen, innerhalb dessen die
mathematische Kurve verlaufend gedacht werden muB, und diese
Streifen decken sich bei dem Kreise und der Ellipse auf einem Stiick
von merklicher Lange. Auf Grund der Erwdgungen, die zu der Ein-
fiihrung und Bestimmung der Kriimmungskreise gefiihrt haben, kénnen
wir erwarten, daf die Scheitelkrimmungskreise eine besonders gute
Annéherung?) der Ellipse in der Umgebung ihrer Scheitel liefern, und
benutzen sie zu diesem Zweck.

170. Durch diese Uberlegungen kommen wir zu der folgenden,
durch Fig. 46 erlauterten Konstruktionsvorschrift:

Um eine vollstin-
dige Ellipse zu zeich-
nen, sucht man —
wenn zwet konju-
gterte Durchmesser-
sehmen bekannt sind,
nach Nr. 161 — ihre
Achsen und Schestel
auf, bestimmt nach
Nr. 168 die Scheitel-

kriimmungskreise

und stelll nach Nr.

158 und Nr. 160 so

viele Gruppen von

symmetrischen

Punkten nebst den

zugehorigen Tangen-

ten her,alszuderEnt-

Fig 46. schetdung  dariiber

notig sind, wie weit

die Ellipse durch die Scheitelkriimmungskreise ersetzt werden darf und
wie ste zwischen thnen verlduft.

Nachdem wir die Punkte angemerkt haben, bis zu denen wir die
Scheitelkrimmungskreise benutzen diirfen, ziehen wir die sie ver-
bindenden Bogen der Ellipse zunichst mit dem Bleistift aus freier

1) Ein Versuch lehrt, da eine noch bessere Anndherung erreicht wird
durch Kreise, deren Halbmesser in den Scheiteln der groBen Achse ein wenig
groBer als 1; und in den Scheiteln der kleinen Achse ein wenig kleiner als t,
sind. Ist d die Dicke des Striches, mit dem die Ellipse ausgezogen wird, so gibt
es in jedem Scheitel einen Kreis grofiter Anndherung, fiir dessen Halbmesser
t} bzw. 13 sich durch eingehendere Untersuchung die Niherungsformeln

b - R
=0+ ;‘/Zd(a-——rl), r§=r2—§‘/2d(r2—b)

(mit den positiven Werten der Quadratwurzeln) berechnen lassen.
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Hand (vgl. Nr. 147). Dabei miissen wir darauf achten, dal die Kriim-
mung der Ellipse (Nr. 164) von einem Scheitel der groBen Achse bis
zu einem benachbarten Scheitel der kleinen Achse allm#hlich, also
ohne plotzlich auftretende UnregelméBigkeiten, abnimmt. Fiir das
Ausziehen mit Tusche bedienen wir uns an den Scheiteln des Zirkels

und nehmen nur fir die verbindenden Bogen das Kurvenlineal zu
Hilfe.

IV. Die Risse des Kreises.

Risse ebener Kurven.

171. Wird eine ebene Kurve & durch Parallelstrahlen auf eine Rif3-
tafel projiziert und mit ihrer Ebene in die Tafel umgelegt, so sind
nach Nr. 127 ihr Ri % und der ihrer Umlegung &, affine Figuren. Da
k und %k, kongruent sind, stimmen die Eigenschaften, die vermoge der
Parallelprojektion von % auf k iibergehen, mit denen iiberein, die
durch die Affinitit von k, auf £ iibertragen werden. Diese Eigen-
schaften sind nach den Sadtzen von Nr. 119 und Nr. 120 erstens reine
Lagebeziehungen, bei denen es darauf ankommt, dall gewisse Punkte
auf gewissen Linien liegen, — und zwettens solche, fiir deren Ausdruck
und Beweis auBerdem noch nétig ist, dafl gewisse Geraden parallel
sind und Strecken von bestimmten Verhédltnissen tragen. Um eine
Eigenschaft der ersten Art handelt es sich, wie seine Ableitung zeigt,
in dem letzten Satz von Nr. 142; wir erhalten aus ihm den folgenden
Satz:

Bei Parallelprojektion ist der Rif3 einer Tangente einer ebenen Kurve
stets eine Tangente der Bildkurve; dabei ist der Beriihrungspunkt der
letztgenannten Tangente der Rif3 des Beriihrungspunktes der erstgenannten.

Eigenschaften der zweiten Art sind vor allem diejenigen des Kreises,
aus denen wir die Eigenschaften der Durchmesser und insbesondere
der konjugierten Durchmesser der Ellipse in Nr. 140, Nr. 143, Nr. 144,
Nr. 145 abgeleitet haben. Infolgedessen gilt der Satz:

Bei Parallelprojekiton ist der Rif3 eines Kreises eine Ellipse, fiir
die jedes Paar konjugierter Durchmessersehnen sich als Bild eines Paares
von rechtwinkligen Durchmessersehnen des Kreises ergibt.

Wie wir in Nr. 152 gezeigt haben, entspricht auch der Paarung
der konjugierten Durchmesser einer Ellipse die gleichartige Paarung
bei jeder Ellipse, die das affine Bild der ersten ist. Also diirfen wir
jetzt sagen:

Bei Parallelprojektion ist der Rif3 einer Ellipse wiederum eine El-
lipse; jedes Paar konjugierter Durchmessersehnen der ersten hat zum
Rif3 ein ebensolches Paar der zweiten.

172. Die Eigenschaften einer ebenen Figur hingegen, zu deren
Ausdruck und Beweis Winkel- und Streckengrofen und die Verhdlt-
nisse nicht paralleler Strecken — im wesentlichen also der Inhalt der
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Kongruenz- und Ahnlichkeitssitze — gebraucht werden, iibertragen
sich auf eine affine Figur und folglich auch auf einen durch Parallel-
projektion entstehenden RiB nur unter besonderen Umstdnden. So
folgt aus der Gleichheit der Halbmesser eines Kreises nicht die Gleich-
heit simtlicher Halbmesser der ihm affinen Ellipse. So gibt es nach
Nr. 153 unter den Paaren rechtwinkliger Durchmesser eines Kreises
nur ein einziges, das ein rechtwinkliges Paar konjugierter Durch-
messer, das Achsenpaar, der affinen Ellipse liefert. So entspricht auch
dem Achsenpaar einer Ellipse bei einer zu ihr affinen Ellipse im all-
gemeinen nicht das Achsenpaar, sondern ein anderes Paar konju-
gierter Durchmesser. Diese Bemerkung fithrt zu dem Satz:

Bes Parallelprojektion haben die Achsen einer Ellipse im allgemeinen
nicht die Achsen, sondern ein anderes Paar konjugierter Durchmesser-
sehmen der Bildellipse zu Rissen.

Die gefundenen Beziehungen zwischen einer ebenen Kurve k und
ihrem RiB % héren auf, sobald die Ebene von k den Projektionsstrahlen
parallel ist; denn in diesem Fall ist £ nach Nr. 1l in der Spur der
Ebene enthalten. Wenn dabei k ein Kreis oder eine Ellipse ist, so sind
nach Nr. 143 zwei Projektionsstrahlen Tangenten; hieraus folgt der
Satz:

Ist die Ebene eines Kreises oder etner Ellipse den Projektionsstrahlen
parallel, so ergibt sich als Rifi die Strecke, deren Endpunkte die Spur-
punkte der beiden, zu den Projektionsstrahlen parallelen Tangenten sind.

Grund- und AufriB des Kreises.

173. Bei rechtwinkliger Projektion lassen sich fiir die Bildellipse
eines Kreises k¢ sofort Lage und Linge ihrer Achsen bestimmen.
Handelt es sich um den Grundrif}, so nehmen wir die beiden recht-
winkligen Durchmessersehnen von k, die einer ersten Hauptlinie und
einer ersten Fallinie der Ebene E des Kreises angehoren. Ihre Grund-
risse stehen nach Nr. 62 ebenfalls aufeinander senkrecht und sind
deshalb nach Nr. 153 und Nr. 171 die Achsen der GrundriBellipse k.
Sie haben nach Nr. 47, wenn k. den Radius r besitzt und ¢, der Nei-
gungswinkel der ersten Fallinie und somit auch der Ebene E gegen
die GrundriBitafel ist, die Lingen 2a =27 und 25 = 2» cosg;. Da
a>b ist, liegt die Hauptachse von % in dem GrundriB der ersten
Hauptlinie und die Nebenachse in dem der ersten Fallinie. Das Ent-
sprechende gilt fiir den Aufrif und fiir jeden durch rechtwinklige Pro-
jektion entstandenen Seitenrifl; also diirfen wir sagen:

Bei rechtwinkliger Projektion ist der Rif} eines Kreises eine Ellipse,
deren Hauptachse zu den Rissen der Hauptlinien und deren Nebenachse
zu den Russen der Fallinien.seiner Ebene gehért. Die halbe grofe Achse
ist gleich dem Radius des Kreises und die halbe kleine Achse gleich dem
Produkt des Radius in den Kosinus des Neigungswinkels, den die Ebene
des Kreises gegen die Tafel bildet.
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Ist £ zur Grundrifitafel parallel, so ist auch b =r und wird in
Ubereinstimmung mit Nr. 10 ¥’ ein mit k kongruenter Kreis. Ist E
zur GrundriBtafel senkrecht, so ist b= 0; also entartet in Uberein-
stimmung mit dem letzten Satz von Nr. 172 die Ellipse ¥’ in ihre
grofle Achse; das heilt:

Bei rechtwinkliger Projektion stimmi der Rif3 eines Kreises, dessen
Ebene auf der Tafel senkrecht steht, iiberein mit dem Rifi derjenigen
Durchmessersehne, die zu der Tafel parallel ist.

174, Liegen zwei Kreise von den Halhmessern r; und r, in der-
selben Ebene oder in parallelen Ebenen, so haben nach dem ersten
Satz von Nr. 173 ibre GrundriBellipsen parallele Hauptachsen und
parallele Nebenachsen, weil die Grundrisse der ersten Hauptlinien der
Ebenen einander parallel sind. Ferner sind, wenn ¢, der Neigungs-
winkel der Ebenen gegen die GrundriBitafel ist, die Halbachsen der
beiden EHipsen

a, =7y, b, = ry cosey; @y =Ty, by = 7y coséq,
woraus
b b
-t =2 = cose,
a4 )

folgt. Das heifit:

Bet rechtwinkliger Projektion stimmen die Bildellipsen von Kreisen,
die in derselben Ebene oder in parallelen Ebenen liegen, iiberein in den
Richtungen ihrer Achsen und in dem Werte fiir das Verhilinis der kleinen
zu der grofen Achse. '

Sind die Kreise kongruent, so flieft aus r, =r,, daBl a, = a,,
b, = by, d. h. daB die Ellipsen kongruent sind. Hieraus folgt:

Bei rechtwinkliger Projektion entsteht von den Bildellipsen zweier
kongruenten Kreise, deren Ebenen etnander parallel sind, jede aus der
anderen durch eine Schiebung (vgl. Nr. 33) ¢n Richtung der Verbindungs-
geraden threr Mittelpunkte.

Dieselben Sitze gelten, wie ohne Beweis bemerkt sei, auch bei
schiefer Parallelprojektion.

Fiinf Verfahren fiir die Konstruktion von Grund- und Aufri
eines Kreises.

175. Bei der Konstruktion von Grund- und AufriBl eines Kreises &
kann man je nach der Gestaltung der Aufgabe verschiedene Wege
einschlagen. Die Risse des Mittelpunktes M wund die Linge 1 des Halb-
messers von k werden stels gegeben oder leicht zu ermitteln sein. Wesent-
liche Verschiedenheiten kénnen nur hinsichtlich der Bestimmungs-
stiicke fir die Ebene E von k eintreten.

Das erste Verfahren setzt den Sonderfall voraus. daf E zu einer
Tafel, etwa zu der Grundrifiafel, senkrecht steht. Dann ist nach dem

Ludwig, Darstellende Geometrie. 8
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letzten Satz von Nr. 173 der GrundriB von k (Fig. 47) zugleich der
Grundril der wagerechten Durchmessersehne von %k und, wenn B
der eine Endpunkt derselben ist, M’B’ — r. Die scheitelrechte Durch-
messersehne von k, die den einen Endpunkt 4 habe, ist zu MB senk-
recht und zu der AufriBitafel parallel; deshalb liefert sie die groBe und
die wagerechte Durchmessersehne die kleine Achse der Aufriflellipse k.
Wenn wir also M A’ scheitelrecht gleich » ziehen und durch die Ord-
nungglinie von B’ in die durch M”’ gelegte Wagerechte den Punkt B”
einzeichnen, so erhalten wir einen Scheitel der groBen und einen Scheitel
der kleinen Achse der Elfipse & und kénnen dieselbe nach Nr. 170
herstellen.

Fiir jeden SeitenriB, dessen Ebene zu der GrundriBtafel senkrecht
steht, liefern MA und MB ebenfalls die halbe groBe und die halbe
kleine Achse der Bildellipse &”/. Wir
brauchen also, wie es in Fig. 47 fiir
den neben den AufriBl gelegten Kreuz-
riB (vgl. Nr. 37) geschehen ist, nur
die Punkte M"’, A’”, B" nach Nr. 38
einzutragen, um die Ellipse %"/ zeich-
nen zu konnen.

176. Die folgenden Verfahren sind
samtlich fiir den Fall bestimmt, daB
die Ebene E gegen beide RiBtafeln
geneigt ist.

Das zweite Verfahren seiz: voraus,
daf fir E die Risse etner ersten Haupt-
linte t und einer zweiten Hauptlinie u
gegeben sind, wie es in Fig. 48 der

Fig. 47. Fall ist. Von M kann nur der eine

RiB, etwa M’, willkiirlich gewihlt

werden; den anderen, M’’, konstruieren wir nach Nr. 60 mit Hilfe

der durch M, laufenden ersten Hauptlinie f, von E. Darauf denken

wir uns die Ebene E durch Drehung um ¢ in die zur GrundriBitafel

parallele Lage gebracht und zeichnen nach Nr. 110 den Grundriff der

Umlegung M; des Punktes M. Der um M, mit dem Radius r ge-

schlagene Kreis ist der Grundri k; der Umlegung von % und entspricht

der GrundriBlellipse %’ in der Affinitdt, die durch die Achse ¢’ und
das Punktepaar Mj, M’ bestimmt ist.

Weil der Affinitdtsstrahl M{ M’ auf der Achse ¢’ senkrecht steht,
liefern die beiden Durchmesser des Kreises %, die zu ¢ parallel und
senkrecht sind, nach dem ersten Satz von Nr. 134 und nach Nr. 153
die Achsen der Ellipse ¥’. Ist also Aj der eine Endpunkt der zu ¢
parallelen und Bj der eine Endpunkt der zu ¢ senkrechten Durch-
messersehne von %, so sind die entsprechenden Punkte 4’ und B’
Scheitel der beiden Achsen von %. Von ihnen wird 4’ durch den
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Affinitétsstrahl von 4} in £ und B’ durch M{; M’ in die Gerade ein-
gezeichnet, die der Geraden AjB; entspricht und infolgedessen A’
mit dem Schnittpunkt zwischen ¢’ und A4} B, verbindet.

Begegnen sich ¢ und My, M’ in M}, so ist nach Nr. 131
MB:M'M; = MyB,: M{M; oder M'B:MiB,=MM_:M,M,.
Ferner haben wir
MyAy = M{B,=r, M'A = MyA{ und M{M,= M*M,> M'M;.
Also folgt
MA =r und M'B <r

so daB in Ubereinstimmung
mit dem ersten Satz von
Nr. 173 M’A’ der Haupt-
achse und M’B’ der Neben-
achse von k' angehort.

Die Ellipse &' zeichnen
wir aus M’4A’ und M'B’
nach Nr.170 und konnten
in derselben Weise auch die
AufriBellipse k" herstellen.
Die Ebene E kann auch
statt durch die Hauptlinien ¢
und % durch ihre Spuren e,
und e, gegeben sein; dann
ist in Fig. 48 ¢, an die
Stelle von ¢’ und e, an die
Stelle von %" zu setzen,
wihrend %’ und ¢’ in der
Riflachse a,, vereinigt zu
denken sind.

177. Das dritte Ver-
fahren macht dieselben Vor- Fig. 48.
aussetzungen wie das zweste
und benutzt unmittelbar den ersten Satz von Nr. 173; wir zeigen
es am AufriBl in Fig. 48. Die groBe Achse der Aufriflellipse k" liegt
auf dem Aufrif einer zweiten Hauptlinie von E und ist deshalb
parallel zu %" zu ziehen; wenn C” der eine ihrer Scheitel ist, haben
wir M”C” = r aufzutragen. Die kleine Achse liegt auf dem AufriB
einer zweiten Fallinie, also in der Geraden M"’N”, die in N” auf »”
senkrecht steht. Wenn wir die Strecke M” M** parallel zu «” und
gleich dem Abstand p zwischen M’ und u’ ziehen, ist nach Nr. 101
der Neigungswinkel von E gegen die Aufrifitafel: &, = <t M7 N M**;
tragen wir also auf M**N” die Strecke M**D** = r ab und fillen
das Lot D**D" auf M”"N", so erhalten wir nach Nr. 47 in der Strecke

|*
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M"D"” = rcose, die halbe Lange und in D” den einen Scheitel der
kleinen Achse von k”’. Darauf zeichnen wir & nach Nr. 170 ein.

Wir wollen an die nunmehr fertige Fig. 48 sogleich zwei wichtige
Bemerkungen ankniipfen :

Erstens: Die Achsen der Grundrifellipse und die Achsen der Aufrif-
ellipse sind nmicht die Risse desselben Paares rechtwinkliger Durchmesser-
sehnen des Kreises k. Bestimmen wir z. B. nach Nr. 55 oder Nr. 60
die zu A’ und B’ gehorigen Aufrisse 4 und B”, so sind M”A” und
M”B” konjugierte Halbmesser von k” und konnen nicht mit den
Halbachsen M”C” und M”D” von k7 zusammenfallen, weil die Ge-
rade M”A” =1t wagerecht und weder, wie M"’C”, zu »” parallel
noch, wie M”’D”, zu %"’ senkrecht ist. Der Punkt B’ und der andere
Endpunkt der durch ihn bestimmten Durchmessersehne von k& haben
insofern eine besondere Bedeutung, als sie zu #{ parallele, also wage-
rechte Tangenten besitzen und folglich der tiefste und der hichste Punkt
von k" sind.

Zweitens: Die Ellipse k" ist nach Nr. 128 das Bild der Ellipse &’
in einer Affinitét, deren Affinitétsstrahlen die Ordnungslinien [1, 2]
sind. Deshalb berithren — genau wie in Nr. 151 — die beiden, den
Ordnungslinien parallelen Tangenten von &’ auch die Ellipse &”’. Uber-
haupt gilt ganz allgemein der Satz:

Ist eine Ordnungslinie Tangente des einen Risses einer ebenen Kurve,
80 beriihrt ste auch den anderen Rif3.

Wir konnten die beiden gemeinsamen Tangenten von & und £”
nebst ihren Berithrungspunkten konstruieren; aber es geniigt, ihr Vor-
handensein durch Anlegen des Lineals festzustellen und hierdurch eine
Probe der Genauigkeit auszuiiben.

178. Das vierte Verfahren setzt voraus, daf die Ebene E durch die
Risse des Punktes M und einer zu thr senkrechten Geraden m bestimmt
ist. Es beniitzt einen Seitenrifi, dessen Tafel zu den ersten Haupt-
linien von E senkrecht, also zu m parallel ist, und wird mit Vorteil
angewendet, wenn ein solcher ohnehin gebraucht wird.

In Fig.49, von der hier nur die Risse des einen Kreises k in Betracht
kommen, moge m unmittelbar durch M gehen. Wir fiihren die wage-
rechte RiBlachse a;, ein und zeichnen den Seitenri mit der zu m’ paral-
lelen RiBachse a,; an den GrundriB anschliefend. Dabei bestimmen
wir nach Nr. 35 aus M’, M” und aus den — nach Nr.44 zu ermitteln-
den — Rissen M|, M{ des ersten Spurpunktes von m die Seitenrisse
M7, MY und m” = M{" M"". Die Seitenrisse aller Punkte von E liegen
nach dem zweiten Satz von Nr. 11 siamtlich in der SeitenriBspur e; von
E und diese steht (vergl. Nr. 62) in M auf m” senkrecht.

Den Seitenril ¥ von k erhalten wir nach dem zweiten Satz von
Nr. 173 dadurch, daB3 wir auf e; von M’” aus nach beiden Seiten die
Strecke r auftragen; der eine Endpunkt sei B”’. Dann finden wir
— unter Umformung des ersten Verfahrens (Nr. 175) fiir den Seiten-
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rif und den Grundriff — einen Scheitel 4 der grofien Achse von ¥/,
indem wir M’A’ zu a,, und m’ senkrecht und gleich r ziehen, und
einen Scheitel B’ der kleinen Achse, indem wir die Ordnungslinie [1, 3]
von B mit m’ schneiden.

Dieses Ergebnis stimmt iiberein mit dem ersten Satz von Nr.173.
Denn es liegen M’A’ in einer ersten Hauptlinie, M’B’ in einer ersten
Fallinie von E; auch ist M’4’ = r sowie, da nach Nr. 100 der spitze
Winke] zwischen a,, und e, den Neigungswinkel ¢ ven E gegen die
GrundriBtafel angibt, M'B’ = M'’B’’ cos¢, = r cos¢;. Die Grundrif-
ellipse &’ kann nunmehr aus
M'A” und M’B’ konstruiert
werden. Fiir die AufriBellipse
k’ wird man in der Regel
einen besonderen Seitenrif3
nicht brauchen, sondern das
einfachere dritte oder fiinfte
Verfahren wéhlen.

179. Das tiinfte Verfahren
setzt voraus, daf3 von der Grund-
oder Aufrifellipse aufer den
Scheiteln der groflen Achse ein
weiterer Punkt bekannt oder
leicht zu finden ist, und kon-
struiert die Liénge der halben
kleinen Achse nach dem Satze
von Nr. 163.

In Fig. 49 z. B. koénnen
wir sofort die grofie Achse der
AufriBellipse £ angeben ;denn
sie ist nach dem ersten Satz
von Nr. 173 gleich 27 und liegt
auf dem Aufrif der durch M
laufenden zweiten Hauptlinie
von E; dieser aber steht nach
dem zweiten Satz von Nr. 62
senkrecht auf m”. AuBlerdem
besitzen wir noch einen Punkt von k£” in dem Aufril A” des Punktes
A, dessen Grundri der eine Scheitel der Hauptachse von %' und
fiir den M” A"l a,, ist. Wir schlagen also, dem oben erwihnten
Satze folgend, um A4’ mit dem Radius @ = r den Kreis, verbinden
den einen Schnittpunkt, den er mit m’ hat, mit 4” und erhalten die
gesuchte Liange b der halben kleinen Achse in der Strecke der Ver-
bindungsgeraden, die zwischen 4’ und der Hauptachse von " liegt.
Jedoch wird die Konstruktion durch schleifende Schnitte ungenau, sobald
A” einem Scheitel der grofen Achse von k” zu nahe ist.

Fig. 49.
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Aufgaben iiber die Risse eines Kreises.

180. Aufgabe: Gegeben sind die Risse eines Dreiecks ABC. Ge-
sucht sind die Risse seines umgeschriebenen oder eingeschriebenen
Kreises.

Wir konstruieren zuerst nach Nr. 61 die Risse einer ersten Haupt-
linie ¢ und einer zweiten Hauptlinie 4 der Ebene 4BC und nach Nr. 110
den Grundrii 4 B{C; der Umlegung des Dreiecks ABC, die durch
Drehung um ¢ entsteht. Der dem Dreieck 4jB,C; umgeschriebene
oder eingeschriebene Kreis & ist der Grundrifl der Umlegung des ge-
suchten Kreises k. Durch den Mittelpunkt M von kj legen wir die
Parallele zu ¢/, d.i. den Grundri der Umlegung der ersten Haupt-
linie #,, die in der Dreiecksebene durch M geht; hieraus folgen nach
den Gesetzen der Affinitdt (Nr. 118, Nr. 119, Nr. 127) die Grund-
risse ¢; und M’ und aus ihnen wieder nach Nr. 54 und Nr. 55 die
Aufrisse #{ und M”. Damit haben wir alles, was notig ist, um die
Grundriiellipse £’ nach dem zweiten (Nr. 176) und die Aufriffellipse k"
nach dem dritten (Nr.177) oder fiinften (Nr.179) Verfahren zu
zeichnen. Zu beachten ist, dafl &’ und k¥” den Dreiecken A4’B’C’ und
A”B"”C” genau umgeschrieben bzw. eingeschrieben sein miissen.

181. Aufgabe: Gegeben sind zur Bestimmung einer Ebene E die
Risse einer ersten und einer zweiten Hauptlinie und ferner eine
Strecke r. Gesucht sind die Risse eines Kreises %, der in E legt,
den Halbmesser r hat und die beiden Hauptlinien beriihrt.

Die beiden Hauptlinien von E mégen ¢ und # sein und sich im
Punkt § schneiden. Wir legen dann in Fig. 50 E um ¢ um und er-
halten #) =t und, nachdem wir fiir einen beliebigen Punkt P von u
den Grundril P; der Umlegung nach Nr.110 konstruiert haben,
uy = 8’P;,. Der Schnittpunkt zweier Geraden, die im Abstande r
zu f und u{ parallel sind, ist der Mittelpunkt M} eines Kreises kj vom
Radius r, der fiir einen der vier, als Losungen der Aufgabe moglichen
Kreise der Grundrifi der Umlegung ist.

Beriihrt k) die Geraden ¢ und w) in Bj und D} und schneidet der
zu & parallele Durchmesser die Gerade uj in Fj, so erhalten wir mit
Hilfe der entsprechenden Punkte B’(= By), I/, F’ die Grundrifiellipse &’
unter geringer Abinderung des zweiten Verfahrens (Nr.176): Thre
Hauptachse geht durch F’ parallel zu ¥ =1¢,, und ihre Nebenachse
ist der Affinititsstrahl M{M’'. Da der zuletzt genannte zu ¢ = ¢
senkrecht ist und folglich durch B’ geht, ist B’ ein Scheitel der Neben-
achse von k. Also kennen wir auch die Achsenlingen 2 M'4’ =2
und 2 M’B’ der Ellipse ¥’ und sind imstande, sie nach Nr. 170 ein-
zuzeichnen. Dabei ist darauf zu achten, daB sie %’ in D’ berithren muf.

Fiir die AufriBellipse k" tragen wir mit Hilfe der Ordnungslinien
die Punkte B” auf ¢, D’ und F” anf %" und M" auf der durch F”
gehenden Wagerechten ein. Da die Hauptachse zu dem Awufrif «”
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der zweiten Hauptlinie u parallel und «” die zu D” gehdrige Tan-
gente ist, muB D” ein Scheitel der Nebenachse und folglich M” D"
zu u” senkrecht (Genauigkeitsprobe!) sein. k" hat somit die Achsen-
lingen 2 M”’C"” = 27 und 2 M”D” und muB so eingezeichnet werden,
daB in B” eine Beriihrung mit ¢’ stattfindet.

182. Aufgabe: Gegeben sind Grund- und AufriB eines Kreises.
Gesucht ist sein KreuzriB3.

Wenn die Ebene des Kreises k zur GrundriBtafel senkrecht steht,
so verfahren wir, wie in Nr. 175 angegeben worden ist. Bei allgemeiner

Fig. 50,

Lage der Ebene konstruieren wir — nach der Vorschrift von Nr. 38 —
die Kreuzrisse des Mittelpunktes M und zweier Punkte von k, die
entweder — wie in Fig. 50 4 und B — fiir die GrundriBellipse ¥’ oder
— wie C und D — fiir die AufriBellipse k" einen Scheitel der Haupt-
achse und einen Scheitel der Nebenachse liefern. Dann sind sowohl
M"A"” und M"’B” als auch M"’C"” und M"”D’” konjugierte Halb-
messer der KreuzriBellipse ¥’ und gestatten es, ihre Achsen nach
Nr. 161 aufzusuchen.

In Fig. 50 insbesondere kann die Konstruktion kiirzer gestaltet
werden: Weil ¢ zur GrundriBtafel und « zur AufriBtafel parallel ist,
verlaufen im KreuzriB ¢ wagerecht und u’”’ scheitelrecht. Wir
tragen auf ihnen die Punkte G’ und H”” ein, denen im Grund-
riB und AufriB die Schnittpunkte G, H’, @, H” der Ordnungs-
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linie M’'M" mit ¢, ’, t, w"’ entsprechen. Da die hierdurch bestimmte
Gerade GH ein Durchmesser von k und zwar der zur KreuzriBitafel
parallele Durchmesser ist, liegen auf G'“H’’ der Mittelpunkt M"’
und, von ihm um den Radius r des Kreises k entfernt, die
Scheitel der Hauptachse von k/. Hieraus und etwa aus dem
Punkte O kann nach Nr. 163 die halbe kleine Achse von k"’ be-
stimmt werden. (Siehe die beiden letzten Zeilen von Seite 117.)

183. Aufgabe: Gegeben sind die Risse zweier Riemenscheiben, die
auf wagerechten, sich kreuzenden Wellen sitzen. Gesucht sind die
Risse zweier Leitrollen, durch die der Riemen iiber die Scheiben so
geleitet wird, daB er nach beiden Seiten umlaufen kann. (Riementrieb.)

Wir geben zunéichst nur schematisch die Scheiben und Rollen durch
die in ihren Mittelebenen liegenden Kreise und die zwischen ihnen
verlaufenden Riemenstiicke durch gerade Linien wieder, behalten aber
die Ausdriicke Scheiben, Rollen, Riemen bei. An jeder Scheibe oder
Rolle muBl nun der Riemen, damit er nach beiden Seiten umlaufen
kann, in der Richtung einer Tangente auflaufen und ebenso auch ab-
laufen. Deshalb erhalten wir den gewiinschten Riementrieb, wenn
wir auf der Schnittgeraden s der Ebenen der beiden Scheiben zwei
Punkte 8,, S, angeben, aus den Tangenten, die von ihnen an die
Scheiben gehen, die geeigneten — 8,U,;, S;V,, 8,U,, SV, — heraus-
suchen und sowohl zwischen 8,U, und 8,7V, als auch zwischen S,U,
und 8,V, berithrende Kreise als Leitrollen legen. Je nach den beson-
deren Bedingungen, denen der Riementrieb geniigen soll, wird die
Lage der Punkte 8,, S, und die GroBe der Leitrollen verschieden zu

wihlen sein.

Steht die untere Scheibe zur Aufrifitafel parallel und verlaufen
die an die obere Scheibe gelegten Tangenten wagerecht, so sind etwa
8,U, und 8,U, zwei erste und S,V, und S,V, zwei zweite Haupt-
linien. Deshalb kénnen die Risse der Leitrollen nach Nr. 181 kon-
struiert werden. Soll der Riementrieb nicht nur schematisch, sondern
korperlich gezeichnet werden, so ist die bis jetzt erhaltene Figur mit
Hilfe des in Nr. 188 angegebenen Verfahrens zu erweitern.

V. Kreiszylinder und Kugel.

Die Kreiszylinderfliche.

184. Werden durch die Punkte einer Leitkurve k gerade- Linien
gelegt, die sémtlich einander parallel sind, ohne sich mit k& zusammen
in derselben Ebene zu befinden, so entsteht eine gekriimmie Fliche;
man nennt sie eine Zylinderfliche und bezeichnet die Geraden als ihre
Brzeugenden. k braucht keine ebene Kurve zu sein, aber kann als
Leitkurve stets durch eine solche ersetzt werden, in der die Zylinder-
fliche eine beliebige, nicht zu ihren Erzeugenden parallele Ebene
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durchdringt. Deshalb diirfen wir £ von vornherein als ebene Kurve
annehmen. Parallele Ebenen schneiden eine Zylinderfliiche in kon-
gruenten Kurven (Nr. 10).

Verlauft auf einer Zylinderfliche eine ebene Kurve ¢, so ist nach
Nr. 141 ihre Tangente in einem Punkt P die Grenzlage, der eine
Sehne PX zustrebt, wihrend der Punkt X auf ¢ sich dem Punkt P
unbegrenzt ndhert. Durch P und X gehen zwei Erzeugende der Fliche
(Fig. 51), die der Leitkurve % in den Punkten @ und Y begegnen.
Sie liegen, da sie parallel sind, in einer Ebene 4, die auch die Geraden
PX und QY enthdlt. Wird nun X léangs ¢ verschoben, so verursacht
dies eine Drehung der Ebene 4 um die Drehachse PQ, bei der Y sich
aaf k bewegt und die Sehnen PX, @Y sich um P und ¢ drehen. So-
bald X mit P zusammenfallt, vereinigt sich Y mit @; also werden
die Grenzlagen, denen PX und @Y hierbei zustreben, gleichzeitig er-
reicht und liegen deshalb in einer Ebene, welche als Grenzlage fiir 4
auftritt.

Die Grenzlagen von PX und @Y sind
die zu P gehorige Tangente von ¢ und die
zu @ gehorige Tangente von k. Da schon
die letztere zusammen mit der Erzeugen-
den PQ die Grenzlage von A4 bestimmt,
finden wir fiir diese stets dieselbe Ebene,
sowohl wenn wir eine andere durch P
laufende ebene Kurve der Fldache statt
der Kurve ¢ nehmen, als auch wenn wir
P lings der Erzeugenden und zugleich ¢
auf der Fliche verschieben. Daraus folgen Fig. 51.
die Sétze:

Konstrurert man fir alle ebenen Kurven, die auf einer Zylinder-
fliche liegen, in ihren Schwittpunkten mit einer Erzeugenden die Tan-
genten, so sind sie in einer Ebene enthalten. Diese ist ,,die zu der Er-
zeugenden gehorige Tangentialebene der Zylinderfliche* und wird bereits
bestimmi durch die Erzeugende und eine der Tangenten.

Verliuft eine ebene Kurve auf einer Zylinderfliche, so sind thre
Tangenten die Schnittlinien ihrer Ebene mit den Tangentialebenen der
Fliche.

185. Eine Kreiszylinderfliche entsteht, wenn die Leitkurve k ein
Kreis ist. Durch eine Gerade g, die den Erzeugenden nicht parallel
ist, geht stets eine den Erzeugenden parallele Ebene I', die in die
Ebene des Leitkreises k eine Gerade g, einzeichnet. Durch jeden
Schnittpunkt zwischen % und g, geht eine Erzeugende u der Kreis-
zylinderfliche, die in I" liegt und von g getroffen wird. Deshalb
folgen aus der dreifachen Moglichkeit, die fiir das gegenseitige Ver-
halten von k und g, obwaltet, die Sitze:

Von einer Kreiszylinderfliche liegen in einer Ebene, die zu ihren
Erzeugenden parallel ist, zwei oder eine oder keine Erzeugende.
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Eine Kreiszylinderfliche wird von etner Geraden, die zu thren Er-
zeugenden nicht parallel ist, in zwei Punkten oder tn einem Punkt oder
gar nicht getroffen.

Der zweite Fall tritt ein, wenn g, Tangente von k ist; dann ist
die durch den Beriihrungspunkt laufende Erzeugende und I" die zu u
gehorige Tangentialebene. Infolgedessen schneidet jede andere durch ¢
gehende Ebene die Kreiszylinderfliche in einer Kurve, deren Tan-
gente g ist; wir nennen deshalb g eine Tangente der Kreiszylinderfliche.

Der Leitkreis & hat immer zwei Tangenten, die zu g, parallel sind;
sie bestimmen zusammen mit den Erzeugenden, die durch ihre Be-
rithrungspunkte laufen, zwei Tangentialebenen der Kreiszylinderfléche,
die zu I' und somit zu g parallel sind. Also folgt:

Eine Kreiszylinderfliche besitzt stets zwei Tangentialebenen, die einer
— thren Erzeugenden nicht parallelen — Geraden parallel sind.

Der UmriB der Kreiszylinderfliche.

186. Wird eine Kreiszylinderfliche durch Parallelstrahlen profi-
ziert, so gibt es auf ihr nach dem letzten Satze zwei Erzeugende u
und v, deren Tangentialebenen zu den Projektionsstrahlen parallel
sind und die Risse %, v von u, v in die RiBtafel einzeichnen. Alle
Projektionsstrahlen, die zwischen den Ebenen (%), (vv) verlaufen,
treffen die Fldche in je zwei Punkten, von denen der eine sichtbar
und der andere verdeckt ist; die in den Ebenen (uu), (vv) selbst
liegenden Projektionsstrahlen dagegen streifen die Fliche, sie je in
einem Punkt von % oder v beriihrend. Deshalb trennen % und » den
sichtbaren Teil der Fliche von dem verdeckten und begrenzen « und v
in der RiBtafel den Streifen, auf den das Bild der ganzen Fliche fallt.
Hierdurch kommen wir, genau wie in Nr. 16, zu den Begriffen des
wahren Umrisses, den u und v, und des scheinbaren Umrisses, den u
und » bilden, und erhalten den Satz:

Eine Kreiszylinderfliche, deren Erzeugende den Projektionsstrahlen
nicht parallel sind, besitzt esnen wahren Umrifl in den beiden Erzeugenden,
deren Tangentialebenen den Projektionsstrahlen parallel sind, und einen
scheinbaren Umrif3 in den Rissen jener beiden Erzeugenden.

Zur Erginzung dieses Satzes dient der folgende, ohne weiteres aus
dem letzten Satz von Nr. 5 sich ergebende:

Der Rifi einer Kreiszylinderfliche, deren Erzeugende den Projektions-
strahlen parallel sind, ist der Rif3 thres Leitkreises.

187. Wenn eine ebene Kurve ¢ auf einer Kreiszylinderfliche liegt und
den wahren Umrif}, etwa die Erzeugende u, in einem Punkt P schneidet,
so liegt die Tangente, die ¢ in P beriihrt, in der Tangentialebene (v u)
und hat infolgedessen die Gerade u zum RiB; also ist % auch diejenige
Tangente der Bildkurve ¢, die zu dem Ri P von P gehdrt. Somit
ergibt sich der Satz:
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Der Rif3 einer Kurve, die auf einer Kreiszylinderfliche liegt, beriihrt
den schesnbaren Umrif3 der Fldche in jedem Punkt, in dem er an thn
herantritt.

Eine Ausnahme entsteht nur dann, wenn die Tangente ¢, die ¢
in P besitzt, selbst Projektionsstrahl ist; dann ist,.weil die Ebene von ¢
den Projektionsstrahl ¢ enthdlt, nach Nr. 11 ¢ eine Strecke, die ihren
einen Endpunkt in P hat. Das heiit:

Wird eine Kreiszylinderfliche durch eine Ebene geschmitten, die den
Projektionsstrahlen parallel ist, so bildet sich die Schnittkurve in eine
Strecke ab, deren Endpunkte auf den beiden Geraden des scheinbaren
Umprisses der Fliche liegen.

Da auch der Leitkreis & ein ebener Schnitt der Kreiszylinderfliche
ist, gelten diese Sétze ebenfalls fiir seinen Rif. Wir nennen nun die
Gerade, die zu den Erzeugenden parallel durch den Mittelpunkt des
Leitkreises geht, die Mittellinie der Kreiszylinderfliche und erhalten
den Satz:

Sind in einer RipPtafel fir eine Kreiszylinderfliche der Rif k des
Leitkreises und der Rif8 m der Muttellinie gegeben, so besteht der schein-
bare Umrifl aus den beiden zu m parallelen Geraden, die man, wenn k
etne Ellipse ist, (nach dem letzten Satz von Nr. 143) als Tangenten an-
dieselbe oder, wenn k eine Strecke ist, durch deren Endpunkte legen kann.

188. Steht die Mittellinie auf der Ebene des Leitkreises senkrecht,
80 haben wir eine gerade, im anderen Fall eine schiefe Kreiszylinder-
fliche. Auf Grund des in Nr. 10 erwidhnten Satzes der Stereometrie
wird eine gerade Kreiszylinderfliche von den Ebenen, die zu ihrer
Mittellinie senkrecht sind; in kongruenten Kreisen geschnitten, deren
jeden wir als Leitkreis der Fliche auffassen konnen. Zwei solche
Ebenen begrenzen zusammen mit der Zylinderfliche einen Korper,
einen geraden Kreiszylinder; die in ihnen liegenden Kreise sind die
Grenzkreise und. ihr Abstand die Hohe des Zylinders. Da der gerade
Kreiszylinder die Grundform des Rades, der Welle usw. ist (vgl. Nr. 210
und Nr. 262), erkennen wir die Wichtigkeit der

Aufgabe: Gegeben sind fiir einen geraden Kreiszylinder der Halb-
messer ¢ des Leitkreises, die Héhe p und in Grund- und Aufri die
Mittellinie m nebst dem Mittelpunkt M des einen Grenzkreises. Ge-
fordert ist die Konstruktion der Risse des Zylinders.

Thre Losung beginnen wir damit, daB wir, wie in Fig. 49, nach
Nr. 178 und Nr. 179 die Risse des Grenzkreises herstellen, dessen
Mittelpunkt M ist. Darauf tragen wir im SeitenriB auf m””’ die Strecke
M’ N’ = p auf, bestimmen die zugehorigen Punkte N’, N im Grund-
und Aufri und zeichnen die drei Risse des anderen Grenzkreises, die
nach Nr. 174 aus denen des ersten Grenzkreises durch Schiebungen
laings m’” bzw. m’ und m” entstehen. Endlich tragen wir auf Grund
des letzten Satzes von Nr. 187 die Umrillinien der Zylinderfliche ein:
Sie verbinden im Seitenril die Endpunkte der beiden Strecken, welche
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in ihm die Bilder der Grenzkreise sind, und sind sowohl im Grundri§
als auch im Aufril wegen der besonderen Lage der beiden Bildellipsen
die ihnen gemeinsamen Tangenten der Hauptachsenscheitel. Teile von
ihnen und den beiden Ellipsen umgrenzen sowohl im Grundrifl als auch
im AufriB den Fleck der Tafel, auf den das
Bild des Kreiszylinders fallt, und bilden im
Einklang mit Nr. 16 und Nr. 186 seinen schein-
baren Umriff. Dieser Einzelfall fithrt uns sofort
zu dem allgemeinen Satz:

Wird etn konvexer Korper von ebemen wund
von krummen Flichen begrenzt, so kinnen zu
setnem wahren Umrifl sowohl Teile seiner schar-
fen Kanten als auch Teile der Umriflinien seiner
krummen Fldchen gehdren. Sein scheinbarer Um-
rif8 setzt sich aus den Rissen dieser beiden
Liniensorten zusammen.

Grundrif und Seitenri von Fig. 49 zeigen

zugleich, wie die Losung der Aufgabe sich im

Fig. 52. Anschluf an Nr. 175 vereinfacht, wenn die

Mittellinie zu einer Rifitafel parallel ist. Ein

Beispiel anderer Art bietet die Fensteroffnung in Fig. 52 dar, weil dort

ein halber Kreiszylinder nicht als voller Korper auftritt, sondern in
der Mauer ausgespart ist.

-

Der ebene Schnitt des Kreiszylinders.

189. Eine Kreiszylinderflaiche wird von.einer Ebene E, die ihren
Erzeugenden nicht parallel ist, in einer Kurve geschnitten. Diese
kann, wenn E als RiBtafel und die Erzeugenden als Projektionsstrahlen
genommen werden, als RiBl des Leitkreises aunfgefaBt werden. Sie ist
daher im allgemeinen eine Ellipse, deren Mittelpunkt M auf der Mittel-
linie der Kreiszylinderfliche liegt, und unter Umstinden ein Kreis (vgl.
Nr. 184 und Nr. 303). Wir behandeln insbesondere die

Aufgabe: Gggeben sind der in der Grundrifitafe]l liegende Leitkreis
einer geraden Kreiszylinderfliche und die Spuren e, e, einer Ebene E.
Gesucht ist der Aufril der Ellipse ¢, in der E die Zylinderfliche schneidet.

Da die Mittellinie m der geraden Kreiszylinderfliche zur Grundrifi-
tafel senkrecht steht, fallt der GrundriB M’ des Punktes M in den
Mittelpunkt des Leitkreises und der Grundril ¢’ der Ellipse ¢ nach
dem letzten Satz von Nr. 186 in den Leitkreis selbst. Den AufriB M’/
konstruieren wir, wie Fig. 53 zeigt, nach Nr. 58 mit Hilfe der durch
M laufenden ersten Hauptlinie ¢ von E. Der AlifriBl ¢”” von ¢ ist (vergl.
Nr. 152) eine Ellipse mit dem Mittelpunkt M” und ergibt sich nach
Nr. 128 als Bild des Kreises ¢’ in einer Affinitit, deren Achse ¢ = s”
nach Nr. 129 durch die Schnittpunkte zwischen den Rissen # und ¢
der ersten und zwischen den Rissen %" und %’ der zweiten durch M
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laufenden Hauptlinie von E bestimmt werden kann. Fiir diese Affini-
tat suchen wir nach Nr. 133 die beiden entsprechenden rechten Winkel.
auf, deren Scheitel M’ und M” sind, und iibertragen durch Ordnungs-
linien die Durchmessersehnen des Kreises, die auf den Schenkeln des
einen rechten Winkels liegen, auf die Schenkel des anderen; dadurch
erhalten wir nach Nr. 153 und Nr. 154 die grofie und die kleine Achse,
auf Grund deren nach Nr. 170 die gesuchte Ellipse ¢’ zu zeichnen ist.

Die Schnittpunkte B, F’ zwischen %’ und dem Leitkreise bestimmen
die Schnittpunkte E”, F”" zwischen «” und ¢”. Die Ordnungslinien
E'E”, F'F"” begrenzen auf der
RiBachse a,, die Strecke, wel-
che nach dem letzten Satz von
Nr. 172 der AufriB des Leit-
kreises ist, und bilden deshalb
nach dem letzten Satz von
Nr. 187 den scheinbaren Um-
ril der Kreiszylinderfliche.
Sie berithren, wie es der erste
Satz von Nr. 187 verlangt, in
E” und F” die Ellipse ¢”,
weil sie nach dem letzten Satz
von Nr. 177 die gemeinsamen
Tangenten von ¢" und ¢” sein
miissen. Wir ziehen sie in
Fig. 53 nur zwischen a,, und
E”F” aus und stellen somit
den Korper dar, der durch die
Grundrifitafel, die Ebene E
und die Kreiszylinderfliche
begrenzt wird.

190. TUm die Ellipse ¢
selbst und ihre Lage auf der
geraden Kreiszylinderfliche zu
untersuchen, legen wir die
Ebene E mit ihr um die Spur Fig. 53.
e, in die Grundrifitafel um.
Wir bestimmen zu diesem Zweck nach Nr. 110 den Punkt M,, auf
den dabei M fillt, und erhalten nach Nr. 127 die Umlegung ¢, von ¢
als das Bild des Kreises ¢” in der Affinitét, welche die Achse ¢, besitzt
und die Punkte M’, M, einander zuordnet. Da die Affinitétsstrahlen
auf e, senkrecht stehen, gilt fiir die Achsen von ¢, dasselbe, wie in
Nr. 176 fiir die Achsen von &'; sind also A" und B’ je ein Schnittpunkt
von ¢ mit ¢ und mit M’M, und suchen wir die ihnen entsprechenden
Punkte 4, und B, auf, so erhalten wir fiir jede der beiden Achsen
von ¢, einen Scheitel. Aber hierbei macht sich der Unterschied bemerk-
lich, daB der Kreis in Nr. 176 Umlegung, hingegen nunmehr Grundrifl
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ist; es folgt ndmlich jetzt unmittelbar aus der Figur, da M 4, = M’A’
= M’B’, und aus der Verhaltnisgleichung M B,: M, M, = M'B': M’'M,,
da M,B,: MyA,= M M,: M'M, oder M B, > M 4, ist. Alsoist 4,
ein Scheitel der kleinen und B, ein Scheitel der groBen Achse der
Ellipse c,.

Fir die Ellipse ¢ selbst schlieBen wir hieraus, daB ihre Haupt-
achse eine erste Fallinie und ihre Nebenachse eine erste Hauptlinie
von E ist; deshalb bestimmt die Hauptachse zusammen mit der Mittel-
linie m der Zylinderfliche eine Ebene, die zu E und auch zu der Neben-
achse senkrecht ist. Der Neigungswinkel %, den m gegen E besitzt,
ist, weil m auf der GrundriBitafel II, senkrecht steht, der Komple-
mentwinkel des Neigungswinkels ¢,, den E und somit auch die erste
Fallinie M B gegen I1; bildet; folglich ist nach Nr. 47 M’B’ = MB cosg,
= MBsiny und, wenn wir den Halbmesser des Leitkreises mit ¢ be-

zeichnen, die halbe groBle Achse von ¢ MB = Ei%ﬁ' Dagegen ist die

halbe kleine Achse unmittelbar MA = M’A’ = r. Das heiBit:

Wird eine gerade Kreiszylinderfliche, deren Mittellinie m und deren
Lestkretsradius r ist, durch eine Ebene E geschnitten, die gegen m den
Neigungswinkel 1 besitzt, so entsteht eine Ellipse: IThr Muittelpunkt liegt
auf m; thre Hauptachse wird in E eingezeichnet durch die E’bene die

senkrecht zu E durch m liuft; ihre halbe grofle Achse ist gleich —— und
thre halbe kleine Achse gleich r. siny

191. Wenn wir statt des vollen Kreiszylinders in Fig. 53 ein schrdg
abgeschnittenes Rohr nehmen, so miissen wir die Ellipsen konstruieren,
in denen zwei gerade Kreiszylinderflichen mit gemeinsamer Mittellinie
durch eine Ebene geschnitten werden. Wir erhalten dann sowohl im
AufriB als auch in der Umlegung zwei Ellipsen, die eine gemeinsame
Hauptachse und eine gemeinsame Nebenachse haben; ferner ver-
halten sich ihre halben grofen Achsen wie die Halbmesser der beiden
Leitkreise und somit wie die halben kleinen Achsen, so da8 bei beiden
Ellipsen das Verhéltnis der kleinen zur groBen Achse denselben Wert
besitzt.

Wird ein Rohr schrig durchgeschnitten, so kénnen wir den einen
Teil festhalten und den anderen so bewegen, daB seine Schnittfliche
in ihrer Ebene sich um 180° dreht und mit derjenigen des anderen
Teiles wieder zur Deckung kommt. Dadurch entsteht ein scharfes
Rohrknie; sollen die beiden Teile desselben rechtwinklig aufeinander
stehen, so muB 3 = 45° sein. In derselben Weise entstehen aus einem
vollen Kreiszylinder oder auch aus einem Teil eines solchen Zierformen,
wie der um eine Ecke herumgefiihrte Rundstab bzw. Viertelstab, und, wenn
der Zylinderteil als Hohlraum auftritt, eine um eine Ecke herumgefiihrte
gerade Hohlkehle (Fig. 100, a und b in Teil IT und Fig. 127 in Teil III).
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Wir brauchen in Fig. 53 zur Ermittlung der Achsen von ¢’ nicht
die Affinititsachse 8’ = 8"’ zu benutzen. Vielmehr kénnen wir auch,
indem wir zu den Endpunkten von irgend zwei rechtwinkligen Halb-
messern des Kreises ¢’ die zugehorigen Auf-
risse aufsuchen, ein Paar konjugierter Halb-
messer von ¢’ und aus ihnen nach Nr. 161
die Achsen herstellen. Diesem Zwecke wiirden
z.B. in Fig. 53 die Punkte 4" und B” dienen,
die am sichersten mit Hilfe der Risse der durch
A und B laufenden ersten Hauptlinien von E
eingetragen werden; dabei sind zugleich B” und
der zweite Endpunkt der durch B” bestimmten
Durchmessersehne, weil sie wagerechte Tangenten
besitzen, der unterste und der oberste Punkt von
¢”’. Wenn jedoch — wie z. B. bei dem in Fig. 54
dargestellten untersten Stein einer profilierten Fen-
sterletbung — nur ein Teil der Ellipse ¢’ gezeichnet
werden muBl, kann dies unmittelbar aus den ge-
fundenen konjugierten Halbmessern durch die
Achteckskonstruktion (Nr. 147) oder besser
durch das Verfahren von Nr. 151 geschehen. Fig. 54.

Die Kugel.

192. Aus der Stereometrie iibernehmen wir die Begriffsbestimmung
und die wichtigsten Eigenschaften der Kugel. In Betracht kommen
besonders die Sétze:

Eine Kugel wird durch eine Ebene entweder gar nicht oder tn einem
Kreis geschnitten oder in einem Punkt beriihrt.

Im zweiten Fall ist der Mittelpunkt des Kreises der Fufpunkt des
Lotes, das aus dem Kugelmittelpunkt auf die Ebene gefdllt wird, und
setn Halbmesser die eine Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen
andere Kathete gleich jenem Lot und dessen Hypotenuse gleich dem Kugel-
radius ist; falls die Ebene durch den Kugelmittelpunkt selbst geht, ist
dieser der Mittelpunkt und der Kugelradius der Halbmesser des Schnitt-
kreises, der als ,,Grofkreis der Kugel bezeichnet wird.

Im dritten Fall steht die Ebene auf dem Halbmesser der Kugel, der
nach threm Beriihrungspunkt liuft, senkrecht und enthilt die Tangenten,
die alle auf der Kugel liegenden und durch jenen Punkt gehenden Kreise
in demselben besitzen; deshalb heiPt sie Tangentialebene.

Eine Kugel wird von einer Geraden entweder in zwet Punkten oder
in esmem Punkt oder gar nmicht geschnitten.

Im zweiten Fall ist die Gerade eine Tangente der Kugel; sie steht
auf dem Halbmesser senkrecht, der nach ihrem Berihrungspunkt geht,
liegt in der Tangentialebene desselben und ist Tangente jedes Kreises,
den eine durch sie gelegte Ebene aus der Kugel ausschneidet.
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193. Suchen wir die Tangenten einer Kugel, die einer gegebenen
Geraden g parallel sind, so miissen die nach ihren Berithrungspunkten
laufenden Halbmesser der Kugel zu ¢ senkrecht stehen und somit in
der Ebene enthalten sein, die durch den Kugelmittelpunkt senkrecht
zu ¢ gelegt werden kann. Hieraus folgt der Satz:

Die Tangenten einer Kugel, die einer Qeraden g parallel sind, haben
thre Beriihrungspunkte auf dem Grofkreise, dessen Ebene zu g senkrecht
ist, und bilden die gerade Kreiszylinderfliche, deren Leitkreis jener Grof-
kreis ist.

Wird eine Kugel durch Parallelstrahlen projiziert, so ist nach
diesem Satz der GroBkreis, dessen Ebene zu den Projektionsstrahlen
senkrecht ist, der Leitkreis einer geraden Kreiszylinderfliche, deren
Erzeugende gleichzeitig Projektionsstrahlen und Tangenten der Kugel
sind. Hieraus ergeben sich #hnlich, wie in Nr. 186 fiir die Kreis-
zylinderfliche, fir die Kugel die Begriffe des wahren und des schein-
baren Umrisses; und wir erhalten — unter Beriicksichtigung von
Nr. 190 — den Satz:

Bei  Parallelprojektion ist der wahre Umrif8 einer Kugel der Grop-
kreis, dessen Ebene 2u den Projektionsstrahben senkrecht steht. Der
scheinbare Umrif3 ist eine Ellipse, die nach dem Satz von Nr. 190 als
ein ebener Schnitt der iber dem wahren Umrif} stehenden geraden Kreis-
zylinderfliche zu konstruieren ist.

Nur bei rechtwinkliger Projektion ist die Ebene des wahren Um-
risses der Rifitafel parallel; dann ergibt sich folgendes:

Bev rechtwinkliger Projektion ist der scheinbare Umrif3 einer Kugel
ein Kreis, dessen Mittelpunkt der Rif des Kugelmittelpunktes und dessen
Halbmesser gleich dem Kugelradius ist.

194, Wenn zwei Kreise auf einer Kugel liegen und einen gemein-
samen Punkt besitzen, so muB dieser der Schnittlinie s ihrer Ebenen
angehoren und somit ein Schnittpunkt von s mit der Kugel sein. Dar-
aus folgt:

Zwes Kreise einer Kugel haben zwei Schnittpunkte oder einen Be-
rihrungspunkt oder keinen gemeinsamen Punkt, je nachdem die Schnitt-
linie threr Ebenen die Kugel in zwei Punkten schneidet oder in einem
Punkt berithrt oder micht trifft.

Ist nun der eine der beiden Kreise der wahre UmriB « und hat
er mit dem zweiten Kreise k¥ wenigstens einen Punkt P gemeinsam,
so liegt der Projektionsstrahl PP als Tangente der Kugel in der zu P
gehorigen Tangentialebene, in der auch die in P beriihrenden Tan-
genten ¢, und £, von % und k enthalten sind. Da also die Tangential-
ebene von P die gemeinsame projizierende Ebene von #, und ¢, ist,
haben in der RiBtafel die Bildellipsen % und & in ihrem gemeinsamen
Punkt P auch eine gemeinsame Tangente ¢, in der die Risse von ¢,
und ¢, vereinigt sind. Da u der scheinbare Umri8 der Kugel ist, folgt
hieraus im Zusammenhange mit dem vorigen Satz:
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Der Rip eines auf einer Kugel liegenden Kreises tst eine Ellipse, die
den scheinbaren Umrif entweder tn 2wet Punkten oder in esnem Punkt
beriikrt oder iberhaupt nicht trifft.

Eine Besonderheit tritt ein, wenn die Ebene von k den Projek-
tionsstrahlen parallel und somit zu der Ebene von u senkrecht ist.
Dann liegt der Mittelpunkt von % auf der Ebene von « und sind stets
zwei Schnittpunkte P, Py von k und % vorhanden, die eine Durch-
messersehne P; P, von k begrenzen. Die Tangenten, die k¥ in P, und P,
beriihren, stehen auf der Ebene von u senkrecht und sind deshalb
Projektionsstrahlen. Also ist nach dem letzten Satz von Nr. 172 k£ die
Bildstrecke P,P, von P,P;. Da P, und P, auf u liegen, folgt hieraus:

Der Rif8 eines Kreises, der auf einer Kugel liegt und dessen Ebene
den Projektionsstrahlen parallel sieht, ist die Strecke, die der scheinbare
Umrif3 der Kugel auf der Spur der Ebene des Kreises abgrenzt.

Aufgaben iiber ebene Schnitte der Kugel.

195. Sind fiir eine Kugel Grund- und Aufril ihres Mittelpunktes O
und die Lénge r, ihres Halbmessers gegeben, so erhalten wir nach Nr. 193
ihre scheinbaren Umrisse %] und 47, indem wir — wie z. B. in Fig. 55 —
um O’ und O” die Kreise mit dem Radius 7, schlagen. Die wahren
Umnrisse sind der GrofSkreis u,, dessen Ebene wagerecht, und der Grof-
kreis u,, dessen Ebene der AufriBitafel parallel ist; deshalb liegen der
Aufri8 %/ von u; und der Grundri§ u von #, in den durch O” und
durch O’ laufenden wagerechten Geraden. Wir sefzen eine Kugel stets
als auf diese Weise in Grund- und Aufriff gegeben voraus.

Aufgabe: Gegeben sind in Grund- und AufriB eine Kugel und eine
Ebene, die einer Riftafel parallel ist. Gesucht sind die Risse des
Schnittkreises.

Ist die Ebene E wagerecht, so ist sie — wie in Fig. 55 — durch
ihre: Aufrilspur bestimmt. Die Strecke, die durch den scheinbaren
UnriB 44 der Kugel auf e, abgegrenzt wird, ist nach dem letzten Satz
von Nr. 194 der Aufri des gesuchten Kreises und gibt, da recht-
winklige Projektion vorliegt, nach dem letzten Satz von Nr. 173 un-
mittelbar die doppelte Linge seines Halbmessers r. Das Lot ON,
das aus O auf E gefillt wird, ist scheitelrecht, so dafl fiir den Mittel-
punkt N des Kreises N’ mit O’ zusammenfillt; deshalb ist der Grund-
ril des Kreises der um O’ mit r geschlagene Kreis. Das Entsprechende
gilt, wenn E der AufriBtafel parallel ist.

196. Aufgabe: Gegeben sind in Grund- und AufriB eine Kugel
und eine scheitelrechte Gerade a. Gesucht sind die Aufrisse der Schnitt-
punkte beider.

Wenn o die Kugel schneidet, trigt jeder Kreis der Kugel, dessen
Ebene durch a geht, die Schnittpunkte. Wir werden also durch a
eine Ebene E legen, den Aufrif k'’ des Schnittkreises k herstellen und

Ludwig, Darstellende Geometrie. 9
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seine Schnittpunkte mit dem Aufril a’’ von a bestimmen. Diese sind
die gesuchten Punkte; die zugehorigen Grundrisse sind mit dem ersten
Spurpunkt 4, von A vereinigt. Die Hilfsebene E konnen wir nun
verschieden wéhlen:

Erstens sei E parallel zur Aufrifitafel; dann ist k” ein Kreis, der
0” zum Mittelpunkt hat und dessen Halbmesser — &hnlich wie in
der Aufgabe von Nr.195 — aus dem Grundri zu entnehmen ist.

Zweitens sev E die durch O und a bestimmte Ebene; dann ist k ein
GrofBkreis, dessen Aufriff & im allgemeinen eine Ellipse ist. Um jetzt
die Schnittpunkte zwischen ¥ und a” zu bestimmen, verfahren wir
folgendermaBlen. Wir denken uns E unter Mitnahme von & und a.
um den scheitelrechten Durchmesser der Kugel bis in die Lage ge-
dreht, die der Aufrifitafel parallel ist. Dann gehen — siehe Fig. 56,
in der nur die obere Hilfte der Kugel dargestellt ist — iiber: &k in den
wahren Umril %,, @ nach Nr. 108 in eine scheitelrechte Gerade v,
deren erster Spurpunkt ¥, der eine Schnittpunkt zwischen der Geraden u;
und dem um O’ mit 0’4, geschlagenen Kreise ist, und die Schnittpunkte
von k und @ in diejenigen von u, und v. Dabei liegen die Kreise, auf
denen sich die Schnittpunkte von % und @ bewegen, in wagerechten
Ebenen und haben somit wagerechte Geraden zu Aufrissen. Sind
also V.und 4 die oberen Schnittpunkte von u, und v und von k und a,
8o erhalten wir in Fig. 56 V"’ als den oberen der Punkte, in denen u”
von der durch ¥, gelegten scheitelrechten Geraden v getroffen wird,
und A" als den Schnittpunkt zwischen a’” und der durch V"’ gelegten
Wagerechten. In derselben Weise ergibt sich der Aufrifi des unteren
Schnittpunktes von b und a.

197. Aufgabe: Gegeben sind in Grund- und Aufrifl eine Kugel
und eine scheitelrechte Ebene 4. Gesucht sind die Risse des Kreises k,
in dem die Kugel von A4 geschnitten wird.

Die Ebene 4 istin Fig. 55 bestimmt durch die GrundriBspur d,. Auf
dieser grenzt der scheinbare Umrif u; (vgl. die Aufgabe von Nr. 195)
die Strecke ab, die der GrundriB von % und gleich der doppelten Linge
des Halbmessers r von k ist. Wenn M der Mittelpunkt von k ist, steht
OM auf A senkrecht, so daB nach Nr. 62 O'M’ 1 d, ist; da aber 4
scheitelrecht und folglich OM wagerecht ist, ergibt sich M’ unmittel-
bar als Fuflpunkt des aus O’ auf d, gefillten Lotes und liegt M"" auf uf.
Aus M’, M” und r kann nach Nr. 175 der Aufrifl £ hergestellt werden.

Die Ellipse #” tritt berithrend an den scheinbaren Umrifl #f in
den Punkten E”, F”’ heran, deren Grundrisse in dem Schnittpunkt
zwischen d; und u; vereinigt sind. Lassen wir die durch 4 abgeschnittene
Kugelkappe fort, so fillt der Bogen E”F” des Kreises uf aus dem
scheinbaren Umrifl des iibrigbleibenden Korpers heraus und wird —
im Einklang mit dem Satz in Nr. 188 — durch den Bogen E”F” der
Ellipse k" ersetzt.
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In derselben Weise ist in Fig. 55 die Kugel aufler durch 4 noch
durch die anderen Ebenen eines geraden quadratischen Prismas ab-
geschnitten. Der Aufrif des Kreises, der in der vorderen Ebene liegt,
tritt an «4 nicht heran; wohl aber der Aufrif8 des Kreises, dessen Ebene
zu 4 parallel ist, in den — wie E”, F”/ — zu bestimmenden Punkten
G@”, H’. Wenn wir in Fig. 55 nur das Sichtbare eintragen, kommt
von der zuletzt genannten Ellipse allein der Bogen in Betracht, der
zwischen ¢’ und H” liegt und im scheinbaren Umri8 des Kérpers an
die Stelle des Kreisbogens G’ H’’ tritt.

Der in Fig. 55 dargestellte Korper
kommt — gegebenenfalls noch durch
wagerechte Ebenen abgeschnitten —
als Zierform vor. Ist das Grundquadrat
des Prismas dem Kreis u] gerade
eingeschrieben, so berithren sich die
Schnittkreise in ihren auf u, liegenden
Punkten ; dann ist die Hiilfte des Xor-
pers, die unterhalb der Ebene von u,
liegt, ein Teil des romanischen Wiirfel-
kapitils und die obere — als hohle
Schale gedacht — eine Gewolbeform,
die Hdngekuppel.

198. Eine andere Gewélbeform, eine
bohmische Kappe, entsteht, wenn wir,
wie in Fig. 56, die obere Halfte einer
Kugel mit einem geraden rechteckigen
Prisma schneiden; dabei muBl das
Rechteck A4,B,C,D,, das durch das
Prisma in die Grundriftafel eingezeich-
net wird, einem mit u} konzentrischen,
aber kleineren Kreise eingeschrieben
sein. Die Prismenkanten treffen die Fig. 55.
Kugel in den Punkten 4, B, C, D,
deren Grundrisse in die Punkte 4,, B,, C;, D, hineinfallen. Ihre Auf-
risse sind nach Nr. 196 zu ermitteln, und zwar zeigt das zweite Ver-
fahren, daBl 47, B”, ¢/, D” in einer wagerechten Geraden liegen.
Deshalb bilden 4, B, C, D ein wagerechtes Rechteck, durch dessen
Diagonalenschnittpunkt ¢ der scheitelrecht nach oben gerichtete Halb-
messer OS der Kugel geht. 8 ist der Scheitel und @S die Pfeilhche
der Kappe. Hierdurch kommen wir zu der

Aufgabe: Gegeben sind Grund- und Aufrif} eines wagerecht liegenden
Rechtecks ABCD und eine Strecke h. Gesucht ist der Aufrifl der-
jenigen bohmischen Kappe, die mit der Pfeilhéhe % iiber dem Recht-
eck ABCD steht.

Zu ihrer Losung tragen wir (Fig. 56) zuerst die Risse des Scheitels
ein: 8 ==, ¢S’ = h. Die Punkte 4, S, C bestimmen einen GroB-

q*
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kreis k der Kugel, der die gesuchte Kappe angehort; sein Mittelpunkt
ist der Kugelmittelpunkt O und hat den Grundrif 0’=8’. Denken
wir uns nun die Ebene 48C um OS gedreht, bis — wie in Nr. 196 —
k mit dem wahren Umri} u, der Kugel zusammenfillt, so gehen A
und C in zwei Punkte ¥ und W iiber, deren Aufrisse V', W’ geradeso
zu ermitteln sind, wie in Nr. 46 der Punkt A4%,. Der durch V", 8", W”’
bestimmte Kreis ist der scheinbare Umril %7 und sein Mittelpunkt
der AufriB O” des Mittelpunktes der Kugel.

Nachdem in dieser Weise die

Kugel gefunden ist, kénnen wir

nach Nr. 197 die Aufrisse der

Kreise zeichnen, die in sie durch

die Ebenen des Prismas einge-

schnitten werden. Da jedoch als

Mauerbogen der Kappe nur Teile

dieser Kreise in Betracht kommen,

diirfen wir auch so vorgehen, wie

es in Fig. 56 fiir den Bogen ANB

gezeigt wird. Wir bestimmen,

wie in Nr. 197, fir den Mittel-

punkt M des Kreises, dem der

Bogen angehért, die Risse M’,

M. Darauf schlieBen wir an

den GrundriB einen Seitenrif8 so

an, daf seine Tafel der Ebene

A N Bparallelund dafl 4" = A4’,

B’" = B’ ist. In ihn tragen wir

nach der Vorschrift von Nr. 36

den Punkt M"’ ein und erhalten

in dem Kreisbogen 4" N’’’ B"”,

den wir mit dem Mittelpunkt

Fig. 56. M’ schlagen, die wahre Gestalt

des Mauerbogens A NB. End-

lich leiten wir aus einer Anzahl von — zweckmiBig symmetrisch in

bezug auf die Gerade M’ N’’’ angeordneten — Punkten des Kreis-

bogens A"’ N”’B"”” nach Nr. 38 die Punkte ab, durch die wir den
Ellipsenbogen 4" N”” B” ziehen.

199. Sollen die Risse eines Kreises gezeichnet werden, den eine
gegen beide Tafeln geneigte Ebene E aus einer Kugel herausschneidet,
so konnen wir stets nach Nr. 61 die Risse einer ersten und einer zweiten
Hauptlinie von E bestimmen, darauf nach Nr. 62 die Risse des zu E
senkrechten Durchmessers m der Kugel eintragen und endlich nach
Nr. 67 die Risse des Schnittpunktes M zwischen E und m aufsuchen.
Damit fithren wir die Aufgabe zuriick auf die folgende

Aufgabe: Gegeben sind in Grund- und Aufri eine Kugel, ein
Durchmesser m derselben und ein auf m liegender Punkt M. Gesucht
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sind die Risse des Schnittkreises k& zwischen der Kugel und derfenigen
Ebene E, die in M auf m senkrecht steht.

Wir losen sie in Fig. 57 mit Hilfe eines an den Grundrifl anschliefen-
den Seitenrisses, dessen Tafel zu m parallel ist, und tragen die Seiten-
risse 0, M’””, m"”" und die dritte Spur e, von E genau so ein wie in
Nr. 178 und in Fig. 49. Der scheinbare Umrif} u3’, den die Kugel im
Seitenrifl besitzt, ist nach Nr. 193 der mit l.hrem Radius um 0" ge-
schlagene Kreis und grenzt auf e, die Strecke ab, die der Seitenrifl &
von k ist. Hieraus ermitteln wir die Achsen der GrundriBellipse &’
nach Nr. 178 und der Aufriellipse £ nach Nr. 179.

Aus Grundri3 und
Seitenri8 ergeben sich
die Punkte E’, F’, in
denen unter Umstinden
¥’ den scheinbaren Um-
ri ] beriihrt, ebenso
wie in Nr. 197 die Punkte
E”, F” aus Aufri und
Grundrif. %” beriihrt
den scheinbaren Umrif3
u7 nach Nr. 194 in zwei
Punkten G/, H’, wenn
k und u, sich in zwei
Punkten @, H treffen.
Die Gerade G H ist als
Schnittlinie zwischen E
und der Ebene von u,
eine zweite Hauptlinie
vonE, sodaBB G”H” L m/’
(Nr. 62) ist, und geht
durch den Punkt L, in
dem E dem scheitel- Fig. 57.
rechten Durchmesser der
Kugel begegnet, dessen Grundril also L’ = 0’ und dessen SeitenriB3
der Schnittpunkt L’” zwischen 0’0"’ und e, ist. Deshalb werden G/,
H” in wj durch die Gerade eingezeichnet, die senkrecht zu m’ durch
den aus L’ und L’ abzuleitenden Punkt L” gezogen wird. Die zu ihnen
gehorigen Grundrisse G/, H’ sind die Schnittpunkte zwischen &’ und j.

Ist M =0, so ist k ein GroBkreis der Kugel und brauchen weder
die Punkte E’, F’ noch die Punkte G’’, H” besonders konstruiert zu
werden ; denn in diesem Fall vereinigen sich, wie Fig.57 zeigt, B’ = F’"’
und L mit 0", so daB E’, F’ in die Scheitel der Hauptachse von &’
und G, H” in die Scheitel der Hauptachse von % riicken.

200. Um fiir eine Erdkarte das Gradnetz herzustellen, kann man
die Erdkugel mit gleichm&fig verteilten Meridian- und Breitenkreisen
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rechtwinklig auf eine Riftafel projizieren. Dann erhdlt man einen
orthographischen Kartenentwurf, der geradstindig, querstindig oder
zwischenstindig heiBt, je nachdem die RiBtafel zu der Erdachse NS
senkrecht, parallel oder gegen sie geneigt gewdhlt ist. Fir einen
zwischenstindigen Entwurf denken wir uns in Fig. 58 die Erdachse N8
in einer scheitelrechten und zur AufriBitafel senkrechten Ebene an-
geordnet und nehmen — unter Fortlassung des Grundrisses — einen
an den Aufri anschlieBenden Kreuzri (Nr.37) hinzu, sowie einen
an diesen anschlieBenden SeitenriB, dessen Tafel zu NS senkrecht
steht. Die Punkte des Kreuzrisses bezeichnen wir durch einen bei-
gefiigten Stern (*) und die des Seitenrisses durch drei Striche (/).

Die Meridian-

kreise bilden sich

im Seitenri} ab als

durch O’ laufende

und die Breiten-

kreise im Kreuz-

ril als zu N*S8*

senkrechte Gera-

den, die den je-

weiligen  schein-

baren Umrifl in

gleiche Teile tei-

len. Hieraus er-

geben sich nach

Nr. 195 die Seiten-

risse der Breiten-

kreise als Kreise

mit dem gemein-

samen Mittel-

Fig. 58. punkt O/ und

nach Nr. 197 die

Kreuzrisse der Meridiankreise als Ellipsen mit der gemeinsamen groien

Achse N*S* wobei KreuzriB und Seitenri wie Grund- und Aufri

zu behandeln sind. Der Seitenril} ist zugleich ein geradstindiger und
der Kreuzril ein querstéindiger orthographischer Entwurf.

Um endlich den zwischensténdigen Entwurf im AufriB herzustellen,
denken wir uns Fig. 58 um 90° gedreht, so dall der Kreuzril an die
Stelle des Grundrisses in Fig. 57 zu liegen kommt. Dann ergeben sich
nach Nr. 197 als die Aufrisse der Breitenkreise Ellipsen, deren Neben-
achsen mit der Geraden N”’S” zusammenfallen. Die Aufrisse der
Meridiankreise dagegen sind Ellipsen mit dem gemeinsamen Mittel-
punkt O und miissen nach Nr. 199 hergestellt werden; dabei ist
folgendes zu beachten: Ist k ein Meridiankreis und K der eine End-
punkt des zu der Ebene von k senkrechten Kugeldurchmessers m,
so liegt K’ auf dem scheinbaren UmriB8 w5’ und ist O’K" L k',
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durch K’ ist der auf u} liegende Punkt K* und hierdurch auch nach
Nr. 38 der Punkt K’ bestimmt. Wir haben also — ohne, wie in Nr. 199,
RiBachsen einzufithren — die drei Risse von m, insbesondere m’' =0" K"’
gewonnen und kénnen nunmehr k&” nach Nr. 179 als Ellipse kon-
struieren, die zur groBlen Achse die auf 0"’ K’ senkrechte Durchmesser-
sehne von %7 hat und durch N’/ liuft.

Bei jedem Gradnetz kommt es auf die Genauigkeit seiner Knoten-
punkte an. Sie sind nur im SeitenriB als Schnittpunkte von Geraden
und Kreisen festgelegt. Deshalb iibertragen wir sie, ehe wir die El-
lipsen einzeichnen, aus dem SeitenriB durch Ordnungslinien auf die
geradlinigen Kreuzrisse der Breitenkreise und von dort nach Nr. 38
in den Aufrif}; erst dann ziehen wir die Ellipsen mit Hilfe der Achsen,
der Scheitelkriimmungskreise und der soeben gefundenen Punkte.





