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homogene douée d'un mouvement de rotation (in 4 Teilen):

a) Ktude général du probléme, St. Petersb. 1906.

b) Figures derivées des ellipsoides de Maclaurin, St. Petersb. 1909.

c) Figures derivées des ellipsoides de Jacobi et Recherches relatives i la
vitesse angulaire et au moment de quantité de mouvement, St. Petersb.
1911.

d) Nouvelles formules pour la recherche des figures de 1'équilibre,
St. Petersb. 1913.

L. Lichtenstein, 1. Untersuchungen iiber die Gleichgewichtsfiguren rotierender
Fliissigkeiten, deren Teilchen einander nach dem Newtonschen Gesetze an-
ziehen: 1. Abh. Homogene Fliissigkeiten, allgemeine Existenzsiitze, Math.
Zeitschr. 1 (1918), p. 229—284, 3 (1919), p, 172—174; II. Abh. Stabilititsunter-
suchungen, 5 (1919).

2. Uber einige Eigenschaften der Gleichgewichtsfiguren rotierender homogener
Fliissigkeiten, deren Teilchen einander nach dem Newtonschen Gesetze an-
ziehen, Berl. Ber, 1918; p. 1120—1135.

Cl. Mazwell, On the stability of the motion of Saturns’ ring, Cambridge 1859.
Scient. papers I vol. p. 288.

B. Globa- Michailenko, 1. Sur une nouvelle figure d’équilibre d’une masse fluide
en rotation, Paris C. R. 163 (1916), p. 700—703, und Nouv. Ann. de Math. 16
(1916), p. 506—508.
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2. Sur quelques nouvelles figures d’équilibre d’une masse fluide en rotation,
J. de Math. 7 (1916), p. 1—178.

H. Poincaré, a) Sur 1’équilibre d’une masse fluide animée d’un mouvement de
rotation, Act. math. VII (1885).

b) Sur la stabilité de l'equilibre des figures pyriformes, affectées par une
masse fluide en rotation, London Phil. Trans. 198 (1902).

B. Riemann, Ein Beitrag zur Untersuchung iiber die Bewegung eines fliissigen
gleichartigen Ellipsoids, Gotting. Nachr. 9 (1862). Gesamm. Werke 2. Aufl.
1892 p. 182.

E. Roche, a) Recherches sur les cométes, Paris Inst. Mém. XVI, (1848).

b) Mémoire sur la figure d’'une masse fluide soumise & l'attraction d'un
point éloigné, Montpellier Mém. I (1847—1850), II (1854).

¢) Mémoire sur la figure des atmosphdres des corps célestes, ebenda II (1854).

d) Sur les atmosphéres des cométes, Paris Obs. Mém. V (1859).

e) Reflexions sur la théorie des phénoménes cométaires, Montp. Mém. II
(1860).

f) Nouvelles recherches sur la figure des atmosphéres des corps célestes,
Montp. Mém. V (1863).

g) Essay sur la constitution et l'origine du systéme solaire, ebenda VIIL
(1875).

h) Mémoire sur 1'état interieur du globe terrestre, ebenda X (1881).

K. Schwarzschild, Die Poincarésche Theorie des Gleichgewichtes einer homogenen
rotierenden Fliissigkeitsmasse, Diss. Miinchen 1896.

@G. Stokes, 1. On attractions and on Clairauts Theorem, Cambr. Dubl. math. Journ.
4 (1849) = Coll. Pap. 2. Vol. Cambridge 1883, p. 108.

2. Ou the variation of gravity at the Earth, Cambridge Trans. 8 (1849) = Coll.
Papers, 2 Vol.,, Cambridge 1883.

F. Tisserand, 1. Mémoire sur 'anneau de Saturne, Toulouse Obs. Mém. I (1880).

2. Résumé des tentatives faites jusqu’ici pour déterminer la parallaxe du Soleil,
Paris Obs. Mém. XVI (1882).

P. Veronnet, Rotation de 1'ellipsoide hétérogéne et figure exacte de la terre, J.
p- Math. VIII (1912).

Wiechert, Uber die Massenverteilung im Inneren der Erde, Gotting. Nachr.
(1897), p. 221.

1. REinleitung. Die erste Anregung zu theoretischen Unter-
suchungen tiber die Gestalt der Himmelskorper, einschlieBlich der der
Erde, gab Newton.') Die 1672 zuerst von J. Richer gemachte Beob-
achtung, daB das Pendel einer Ubr, die von Paris nach Cayenne ge-
bracht worden war, da um 1Y, Pariser Linien?®) verkiirzt werden
muBte, um seinen normalen Gang zu erhalten, diirfte Newfon zu der
Anschauung gefiihrt haben, daB die Erde keineswegs eine Kugel sei,

1) Newton, Principia, Sectio XII und XIII des ersten und XVII—XX des
zweiten Buches.
2) Todhunter, Hist., § 52.
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sondern wie die beiden groBen Planeten, Jupiter®) und Saturn, die im
Fernrohre schon bei ganz miBiger VergrdBerung nicht als kreisfor-
mige Scheiben, sondern in Form von Ellipsen mit deutlich merkbarer
Abplattung erscheinen, die Gtestalt eines abgeplatteten Rotationsellip-
soides besitze. Es lag dann der Gedanke nahe, diese eigentiimliche
Gestalt der Erde dem Zusammenwirken der zwei auf ihrer Oberfliche
wirkenden Krifte zuzuschreiben, nimlich der Gravitation zwischen
ihren einzelnen Teilchen und der durch die Rotation um ihre Achse
entstehenden Fliehkraft.

So entstand und wurde zum ersten Male ein Problem formuliert,
das seitdem in intensiver Weise die Mathematik beschiftigte, wie kein
anderes physikalisches Problem zu ihrer Entwicklung beitrug, eine
strenge Losung aber bis heute noch nicht gefunden hat. Es lautet:

Welches sind die Endformen des relativen Gleichgewichtes, oder,
wie weiterhin kurz gesagt werden soll, welches sind die mdglichen
Gleichgewichtsfiguren fiir eine Fliissigkeitsmasse, von der folgende An-
nahmen gemacht werden:

1. daB sie im Raume frei schwebe,

2. daB ihre Teilchen sich gegenseitig anziehen mit Kriften, die

dem Newtonschen Gravitationsgesetze gehorchen,

3. daB die ganze fliissige Masse wie ein starrer Korper um eine

im Raume feste Achse mit konstanter Geschwindigkeit ro-
tiere.3%)

3) Darauf weist besonders der Umstand hin, daB Newton sofort, nachdem
er fiir die Erde das Gesetz aufgestellt hat, das den Zusammenhang zwischen
Abplattung, Fliehkraft und Schwere darstellt, es auf die Berechnung der Ab-
plattung des Planeten Jupiter anwendet und fir sie die Grofie 1:9,2 findet.
Todhunter, Hist., § 29.

3a) Die Gleichgewichtsfigur der Erde, unter der Voraussetzung, daf sie ui-
spriinglich nicht fliissig, sondern plastisch war, so daB zu ihrer Bestimmung die
Gleichungen der Elastizititslehre in Anwendung kommen, bestimmten: J. H. Jeans,
»0n the Vibrations and stability of a gravitating planet“. London Phil. Trans., 201
(1903), p. 157, ferner A. E. Love, The gravitational stability of the Earth, ebenda
207 (1909). Beide wollen mit dieser Annahme gewisse UnregelmiBigkeiten in der
Verteilung von Land und Wasser auf der Erde, besonders den groBen Unter-
schied zwischen der Nord- und Siidhalbkugel der Erde in dieser Richtung, er-
kliren. Hier wiiren auch zu erwihnen die Untersuchungen iiber die Figur der
elastisch-festen Erde und deren Deformation durch Flutkrifte. Vgl. die Dar-
stellung in 7. Klein und Sommerfeld, Die Theorie des Kreisels, Leipzig (1897 bis
1910), Abschnitt VIIIB: geophysikalische Anwendungen, § 7, p. 686—706. —
Doch finden diese eine eingehendere Erdrterung in Encykl. VI1, 6 (G. H. Darwin
und S. S. Hough, Bewegung der Hydrosphire), besonders Nr.87, p. 61: ,Elastische
Tiden und die Steifigkeit der Erde, die auch einen Nachweis der reichhaltigen
Literatur iiber diese Frage enthalten.
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2. Newton und Huygens. Die von Newton gegebene Losung ist
nur eine genéiherte. Von der Annahme ausgehend, daB die Fliissigkeit
eine homogene ist, setzt er fiir sie die Form eines abgeplatteten Ro-
tationsellipsoides voraus und versucht es, aus dem Verhiltnisse zwi-
schen der Schwere und der Fliehkraft die GroBe der Abplattung zu
berechnen. Als Gleichgewichtsbedingung benutzt er ein Prinzip, das
seitdem von allen &lteren Mathematikern verwendet wurde, ehe in der
Folge von Clairaut'), Fuler®) und I’Alembert®) die Bedingungsglei-
chungen in strengerer und analytischer Form aufgestellt und spiter
von Legendre und Laplace unter Einfiihrung des Potentialbegriffs ver-
einfacht wurden. Es lautet: Man denke sich durch die Erde zwei
Kanile gezogen, den einen vom Pol bis zum Erdmittelpunkt, den
anderen von da bis zu einem beliebigen Punkte des Aquators. Beide
Kaniile seien mit Wasser gefiilll. Im Falle des Gleichgewichtes miissen
die Wassermassen in ihnen gleich schwer sein. Wiirde die Erde nicht
rotieren, so konnte dies nur dann eintreten, wenn beide Kaniile gleiche
Léngen haben. Da aber die Erde rotiert und die aus dieser Rotation
entstehende Fliehkraft am Aquator am gréBten ist, wihrend sie am
Pole verschwindet, so wird dadurch die Wassermasse am Aquator
leichter erscheinen als die des durch den Pol gehenden Kanals, und
zwar um einen Bruchteil, der dem Verh#ltnis zwischen Fliehkraft und
Schwere gleichkommt.

Fiir dieses Verhiltnis, fiir das im folgenden stets das Zeichen ¢
gelte und dessen analytischer Ausdruck

9 = o’alg
lautet, wenn @ die Rotationsgeschwindigkeit, @ der Aquatorradius und
g die Schwere am Aquator bedeutet, nimmt er den Wert

p=1:289
an. In der Tat folgt aus den Zahlen
o = 27/86164 sec™!
a = 637 820 000 ¢m

g = 978,028 cm sec™® nach Helmert)
@ = 1:288,367 = 0,0034678 ... ..

4) Clairaut, Erdgestalt, I. Teil. Allgemeine Lehrsiitze zur Auffindung von
Voraussetzungen, die ein Gleichgewicht der Flissigkeiten zulassen.

5) Kuler, Principes généraux de l'équilibre des fluides, Berlin, Hist. de
Pacad. 11 (1755). Einfihrung des Begriffs des Druckes in die Lehre von den
Flissigkeiten. Vgl. auch IV 15 (4. E. H. Love), Nr. 1, p. 50.

6) I’ Alembert, Traité de 1'équilibre et du mouvement des fluides, Paris 1744,

7) Helmert, Die Schwerkraft und die Massenverteilung der Erde, Encykl.
VI, 7, p. 95.
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Zur Bestimmung der Schwere jedes der beiden Kanille hat Newton
die Anziehung eines Rotationsellipsoides auf den Pol und auf einen
beliebigen Punkt des Aquators zu berechnen. Diese schwierige Inte-
grationsaufgabe beschiiftigte die Mathematiker seit Newion aufs leb-
hafteste. Sie bildete einen beliebten Kriftemesser fiir ihren Wetteifer
untereinander.®) Newton loste sie nur geniihert mit einer Genauig-
keit, welche einer Beriicksichtigung der ersten Potenz der Abplattung
gleichkommt. Sei diese mit « bezeichnet, d. h. sei, wenn a = b der
Aquator-, ¢ der Polarradius ist,
o= (a—c)/a,
so findet Newton der Reihe nach (bloB nach numerischer Berechnung
mit « = 1:100):
1. Anziehung eines Rotationsellipsoides mit den Achsen a =b
und ¢ auf den Pol im Verhiltnis zur Anziehung einer Kugel

mit dem Radius ¢ =14+ %’f’

2. Anziehung einer Kugel vom Radius ¢ im Verhéltnis zur An-
ziehung einer Kugel vom Radius a auf einen beliebigen Punkt
c

der Oberfliche = = 1—a,

3. Anziehung einer Kugel vom Radius ¢ im Verhiltnis zur An-
ziehung eines Rotationsellipsoides mit den Achsen @ = b und

¢ auf einen Punkt des Aquators =1+ 2;,
und daraus durch Multiplikation:
Verhiltnis der Anziehungen eines Rotationsellipsoides mit den Achsen
a=> und ¢ auf den Pol und auf einen Punkt des Aquators, oder,
was dasselbe ist, Verhiiltnis des Gewichtes des Polkanals zu dem des

Rquatorkanals = (14 °%) (1 —«) (14+7%) =1+, d b ein
Ellipsoid, dessen Abplattung e« ist, zieht einen Punkt am Pol mit

einer um den —Z—' Teil groBeren Kraft an als einen am Aquator. Da

aber die Masse des Polkanals um den «. Teil kleiner ist als die des durch
den Aquator gezogenen, so bleibt fiir die Anderung durch die Fliehkraft

die Differenz o« — g == éﬁ—a iibrig, welche sagt, um wieviel der letztere

Kanal linger sein muB als der erstere. Es besteht also die Relation
@ =4alb o« =5@/4,

die das Newtomsche Hauptergebnis darstellt: Wenn eine homogene

Flissigkeitsmasse, die mit gleichformiger Geschwindigkeit um eine

8) Burckhardt u. Meyer, Potentialtheorie, Encykl. IIa 7, Nr. 15, p. 482,
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feste Achse rotiert, als Gleichgewichtsfigur die Form eines Rotations-
ellipsoides annimmt, so ist die Abplattung

¢y ¢=75@p/4
Fir die Erde folgt daraus « = 1:230.

Fir die Anderung der Schwere oder der Linge eines Sekunden-
pendels leitet er aus der Bedingung, daB gr = const. ist, worin g die
Schwere fiir den Endpunkt des Radius r bedeutet, die Formel

9 =9 (1 + asin’p)
ab und gibt eine Tafel®) der Pendelléingen fiir die geographischen Breiten
von 0° bis 90° von je 5° zu 5°.

Die gleichen Tatsachen von der Anderung der Schwere auf der
Erdoberfliche regten auch Huygens'®) zu seinen Untersuchungen iiber
die Gestalt der Erde an. Seine Behandlung des Problems unterscheidet
sich namentlich darin von der Newions, daB er dessen Art der Be-
rechnung der ' Anziehung eines Korpers als Summe der unendlich
vielen Anziehungen von Teilchen zu Teilchen desselben leugnet, son-
dern die Schwere als eine konstante Kraft ansieht, die im Erdmittel-
punkte ihren Sitz habe, der die Fliehkraft entgegenwirke und sie am
Aquator um den 1:288. Teil ihrer Intensitit vermindere. Als Gleich-
gewichtsbedingung stellt er das Prinzip auf, daB die Oberfliche der
Gleichgewichtsfigur in allen ihren Teilen auf der Resultierenden zwischen
der konstanten Schwere und der Fliehkraft, d.i. auf der Richtung
der Lotlinie oder der scheinbaren Schwere senkrecht stehe. Doch zur
Berechnung der Oberfliche verwendet er nur wieder das Newtonsche
Prinzip der gleichschweren Kanile.!) Er erhilt als Abplattungswert

(@) e=13%¢@ und speziell fir die Erde « = 1:576

9) Aus dieser Tafel seien hier die Werte fiir die geogr. Breiten ¢ = 0°, 45°,
90° mitgeteilt und zum Vergleiche mit neuen Beobachtungen die nach Helmert
(FuBnote 7) angesetzt:

¢ =0° 1 = 489,468""" = 991,36 mm; Helmert 1 = 990,95 mm
45° 440,428 = 993,63 993,568
900 441,387 — 995,69 996,20.

10) Huygens, Discours de la cause de la pesanteur. Erschienen als An-
hang zum: Traité de la lumiére, Leiden 1690. Todhunter, Hist., § 471

11) Die direkte Bestimmung der Gleichung der Oberfliiche einer rotierenden
Flissigkeitsmasse aus der Bedingung, daB sie auf der Resultierenden aus der
konstanten Schwere und der Fliehkraft senkrecht steht, diirfte auf elementar-
geometrischem Wege zuerst durchgefiihrt haben J. Hermann in Basel in seiner
»Phoronomia, sive de viribus et motibus corporum et fluidorum libri duo“, Am-
sterdam 1716, p. 3611
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und als Gesetz fiir die Anderung der Schwere auf der Erde

9 =290 (1 + asin’g)

Clairaut*®) hat zuerst darauf aufmerksam gemacht, daB man der
Huygensschen Auffassung der Erdanziehung die Deutung geben kann,
als ob die Erde keine homogene Fliissigkeit sei, sondern ihre Dichte
von der Oberfliche zum Mittelpunkte hin zunehme und in diesem fast
einen unendlich groBen Wert habe. Denn dann iiberwiegt dessen An-
zichung die aller anderen Punkte, und es hat den Anschein, als ob
er allein der Sitz der Anziehung sei. Die zwel theoretischen Werte
der Abplattung konnen daher als Grenzwerte aufgefaBt werden, von
denen der erste, Newtonsche (¢, = 5¢/4), dem Falle einer homogenen
Dichte der Erde, der zweite, Huygenssche (¢, — ¢/2), dem Falle ent-
spricht, als ob ihre Masse fast ganz im Mittelpunkte konzentriert sei.
Der wahre Wert der Abplattung muB daher fir alle Himmelskorper,
sofern sie nur ellipsoidischer Form sind, zwischen beiden Werten
liegen.

Die folgende Tafel'®) mag ein Bild davon geben, inwieweit dieses
Resultat der Wahrheit entspricht. Sie enthalt fiir die groBen Planeten
des Sonnensystems und auBerdem die Sonne alle Angaben, aus denen
man die GroBe ¢ und daraus e, und «; berechnen kann, sowie die
Abplattungswerte selbst, soweit sie zum Teile aus direkten Messungen,
zum Teile aus theoretischen Berechnungen (séikulare Storungen der
Monde) bekannt sind.

|
|

Tafel 1.

T ” ‘ h Kleinst:

i Rotations- . :

H dauer | Diohte | ® o =bg/t| e, =9/2 J‘ | e
I |

- o T T [ . ; -
Merkur |  24b. ? | 5656 | 1:341 | 1:275 l1:682 | 2 |ovo4m
Venus .|| 24.. 2 541 | 1:222 |[1:178 [1:444 | ? |2 28
Erde . y 23 56 , 5,56 t1:288 11:230 | 1: 5676 .1:298 2 2
Mars. .| 24 37 1 399 | 1:217 | 1:174  1:434 |1:230252
Jupiter. | 9 85 | 181 |1: 118 1; 94 1: 235 1: 14|5 0
Saturn .| 10 29 | 072 [ 1: 64|1: 51 1: 128|1: 11|6 45
Uranus.l ? | 0,80 - | =, = j1:10 —
Neptun. || ? 117 — = | = = =
Sonne . ‘. 260 4 — ' 1,42 | 1:46700! 1: 37500 1:934001 — !4 58
! I ¢ t

12) Clairaut, An Inquiry concerning the figure of such planets as revolve
about an axis supposing the density continually to vary from the centre towards
the surface, London Phil. Trans. 40 (1738). Todhunter, Hist., § 178.

13) Die Tafel ist entnommen Tisserand, Méc. cél. II, p. 94. Vgl. auch Lovell,
On the limits of the oblateness of a rotating planet and the physical deductions
of them, Phil. mag. 19 (2910), p. 700.
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3. Das Maclaurinsche Rotationsellipsoid. Der erste, dem die
Aufgabe gliickte, den vollen analytischen Ausdruck fiir die Anziehungs-
kriifte eines Rotationsellipsoides von homogener Dichteverteilung auf
einen Punkt seiner Oberfliche aufzufinden, war Maclaurin.’*) Auf
dieser Grundlage konnte er nunmehr den strengen Beweis dafiir geben,
daB das abgeplattete Rotationsellipsoid die Gleichgewichtsfigur fiir
eine rotierende Fliissigkeitsmasse ist. Er findet fiir die Komponente
X = Y der Anziehung auf einen Punkt des Aquators

X=Y= ?_fﬂglﬂjé_l{_l_:@’ « (are sin e —e Y1 — ¢%)
und fiir die auf den Pol

Z = ~ef*—c(e——]/1—e arc sin e),

wenn, wie schon oben erwihnt wurde, « =— b die Aquator-, ¢ die Polar-
achse des Ellipsoides, ¢ dessen Exzentrizitit e — )1 — c¥/a?, ¢ die
Dichte der Fliissigkeit und %* die Konstante (Gaufsche Gravitations-
konstante) im Newtonschen Gesetz bedeuten. Die Gleichgewichtsbedin-
gung, aufgestellt auf Grund des Newtonschen Prinzips der gleich
schweren Kanille, nimmt bei ihm die Form an,

(X—o¢X):Z=c:a
(3 —2¢% arc sin ¢ — 3¢ Y1 —e¢?
arc sine —e )1 —et

und gibt =

oder in Reihen entwickelt, die, da ¢ < 1 ist, konvergieren,

— 2e g M o 8
=ttt

und daraus durch Umkehrung

o — i lo¢p 4+ 40tp

was, da die Abplattung « geniihert = 4 e? gesetzt werden kann, bei
bloBer Beriicksichtigung der Glieder erster Ordnung mit dem Newton-
schen Resultate & = 5¢/4 iibereinstimmt.

Fithrt man statt der Exzentrizitit e — }/1 — c¥a® die zweite

14) Maclawrin, A treatise of fluxions, Edinburg 1742. ZTodhunter, Hist.,
§ 2411f. Vorher hatte schon J. Stirling in seinem Buche ,On the figure of the
earth and the variation of gravity on the surface“, London Phil. Trans. 39 (1735),
Ausdriicke fir die Anziehungskrifte X uud Z gegeben, die bis zu den zweiten
Potenzen der Exzentrizitit gehen, und damit bewiesen, daB bis zu diesem Grade
der Anniherung das abgeplattete Rotationsellipsoid eine Gleichgewichtsfigur
sein kann.
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¢ = V/a%? — 1 ein, so nehmen die Ausdriicke fir X und Z die neue
Form an

X — Ef.."l- a[(1 + &%) arctg ¢ — &]
7 — ._4‘“9" ¢ (1 -F &%) (¢ — arctg &),

und die Gleichung fiir ¢ wird
__ @+ &%) arctg & — 3¢

= @ arctgs—s
Definiert man ferner die GroBe ¢ etwas anders als bisher, nimlich
als Verhiltnis der Fliehkraft am Aquator zur Anziehung einer Kugel,
deren Radius gleich ist der Aquatorachse des Ellipsoides, d. h.

__ 3a?
P = sakte’

so daB die Gleichgewichtsbedingung in

(X—w%®):Z=c:a

iibergeht, so wird die transzendente Bedingungsgleichung zur Bestim-
mung von ¢

(8 + &Y arctge — e
®) PR LL

In dieser Form, die allen weiteren Untersuchungen iiber den Zu-
sammenhang zwischen ¢ und & zugrunde liegt, kommt die Gleichung
zum ersten Male bei I’Alembert'®) vor. Sie wurde von Laplace'®)
in seine Mécanique céleste aufgenommen. Aus ihr folgt

1. fir e<1
> e nen
? =62 D ey
und daraus durch Umkehrung
__ obp | 12 (5g\?, 148 (bg '
e=27+ 7 (W
2. fir e >1

(p=§'£+4ga* e 62 (2n——(1_)-(;);‘—3)5§"
40+ )

15) D’ Alembert, Sur la figure de la terre, Opuscules mathém., Paris 1778.
Todhunter, Hist., § 579.

16) Laplace, Méc. cél., Livre II1, ch. 3, § 18; vgl. auch Love, Encykl.1V g, 15,
Nr. 9, p. 65.

und
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Eine weitere Entwicklungsform, die fiir ¢ < 1 giiltig ist, gibt Tvory™).
Sie lautet

V24 (3n—2) 2m—6
q)-——81n2¢+ sxn P — : 57 E2ZT§))‘E§_M sin®” ¢

und ergibt sich aus Gleichung (8) durch die Substitution

e=1tgy
und die Reihe

Yeotgy =1 ——-—sm’z,b 2—'-% g:_—;g L'

4. Diskussion der Gleichung (3). Maclaurin verwertet die Glei-
chung (3) nur fiir den Fall, daB ¢ sehr klein ist. Er findet dann in
Bestitigung des Newfonschen Resultates & — . Bine Tafel ein-
ander zugehSriger Werte von ac =1 4 « und 1: Vo gibt Th. Simp-
son'®). Aus ihr ersieht man, daB einem gegebenen ¢ zwei Werte
von « zugehtren. Doch entgeht diese Tatsache Simpson. Dagegen

findet er, daB fiir ein 1:)p ein Minimalwert existiert, dem eine
obere Grenze fiir die Rotationsgeschwindigkeit der Gleichgewichtsfigur

entpricht, néimlich 1:}p = 1,7226. Aus ihm folgt
(3a) p = 0,33700, &= 25292, ¢= 0,9289.

Bezeichnet man die Rotationsdauer der Fliissigkeitsmasse mit 7, die
kleinste, die dem Grenzwert ¢ — 033700 zugehort, mit 7, so ist

17) Ivory, On the figure requisite to maintain the equilibrium of a homog.
fluid mass, that revolves upon an axis, London Phil. Trans. 80 (1824), p.141. Todh.,
Hist., § 1432.

18) Th. Simpson, A mathem. Dissertation on the figure of the earth, London
1743. Todh., Hist., § 285.

19) Laplace, Méc. cél.,, Livre III, ch. 8, § 19. Im § 20 gibt Laplace einen
Beweis dafiir, daB ein verlingertes Rotationsellipsoid keine mogliche Gleichge-
wichtsfigur einer homogenen Fliissigkeitsmasse ist. Fiir ein solches hat man
tg =1 zu setzen und erhiilt

1—qn* n 1 1+n)
— ’-»A--A— -
X=Y=2mel® ~ (1 n, 7l
1—q* 1+n)
L I LI
Z=tmekt 1y (n T
Die Gleichung (3) geht damit iiber in
3.2 , 3.4, 3.6,
=733 T "9 '

d. b. g ist negativ, was physxkahsch unmdglich ist. Vgl. auch Plana, Sur la
figure mathém. de la terre. Astr. Nachr, 36 (1853), p. 166.
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und nach dieser Formel sind die in der letzten Kolonne der Tafel I
unter , Kleinste Rotationsdauer” mitgeteilten Werte berechnet.

Die strenge Diskussion der Gleichung (3) fiihrte als erster
D’ Alembert'®) durch. Sie wurde von Laplace'®) in seine Mécanique
céleste aufgenommen und lautet:

So lange @ < 0,33700, gentigen der Gleichung zwei Werte von
¢, der eine zu berechnen nach der fiir ¢ << 1, der andere nach der
fir ¢ > 1 geltenden Reihe.

Fiir ¢ = 0,33700 fallen beide Werte zusammen.

Fiir ¢ > 0,33700 ist eine ellipsoidische Gleichgewichtsfigur un-
moglich. Speziell fiir die Erde ist

G= &= =1:230, s,=g=680,

d. h. die eine der moglichen Gleichgewichtsfiguren ein sehr schwach
abgeplattetes Rotationsellipsoid, die zweite eine sehr breite, flache
Scheibe.

Ist M die Masse der Fliissigkeit gegeben, so erhilt man fiir die
Achsen des El]ipsoids

und damit als Grenzwerte fiir den Ubergang auf ¢ — 0

& =0, a, =b =¢, d i die Kugel,

& == 00 (g = by = 0© ¢ =0,
eine unendlich groBe, aber unendlich diinne Scheibe als mégliche
Gleichgewichtsfiguren.

5. Diskussion des Rotationsmomentes. Die Einfithrung des
Rotationsmomentes, das nach bekannten physikalischen Sitzen fiir
einen rotierenden Korper konstant ist, falls auf ihn bloB ,innere®
Krifte einwirken, oder nur solche ,dupere”, deren Moment in bezug
auf die Rotationsachse selbst gleich Null ist, als BestimmungsgrioBe
zur Charakterisierung der Gleichgewichtsfigur an Stelle der Rotations-
geschwindigkeit o oder der GroBe ¢ verdankt man Laplace®®). Be-
zeichnet man das Trigheitsmoment der Masse um die Rotationsachse
mit oJ, so ist das Rotationsmoment

R = wd,

und da fiir eine homogene Masse

J= M1+, M="Tec(1 + &),

20) Laplace, Méc. cél., Livre III, ch. 3, § 21.
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30 M*1°/8 M (1+¢%)°
folgt R = p?J? = 25me 4,:,_8 )

was, in die Gleichung (3) substituiert, auf

4) RYK —6(1 + &0 . @ ‘l‘f.’)“_fscsig_i:_?ff ,
. M P/ M
worln K = T VI'{:Q

filhrt. Die Diskussion dieser neuen Gleichung zeigt, daB die Be-
ziechung zwischen R?)/K und ¢ nunmehr eine eindeutige ist. Speziell
wird die Gleichgewichtsfigur fiir
a) RYK=20: =0, e=0, a=0,
eine Kugel,
b) R¥K = 2,3065: ¢ = 0,28068, &= 139457, « = 0,4173,
das Verzweigungsellipsoid mit Jacobis Ellipsoid,
¢) R¥YK = 5,1174: ¢ = 0,33700, &=25292, o« = 10,6323,
das Rotationsellipsoid, das dem Maximum von ¢ entspricht,
d) RYK = 6,4803: ¢ = 0,33016, &= 3,14156, « = 0,6967,
das Riemannsche Ellipsoid,
e) R¥K = oo: @ =0, & = 00, o« = 00,
die unendliche Scheibe.

6. Heterogene Fliissigkeiten. Clairauts Theorie. Die Annahme,
daB die Himmelskérper von homogener Masse sind, entspricht der
Wahrheit nicht. Schon Newfon machte die Bemerkung, da8, wenn
zwischen der von ihm berechneten Abplattung des Planeten Jupiter
und dem beobachteten Werte derselben ein Unterschied bestehe, und
wenn ebenso die Pendelbeobachtungen eine groBere Anderung vom
Pol zum Aquator fordern, als es nach seiner Theorie der Fall sein
sollte, dies dem Umstande zuzuschreiben sei, daB die Dichte der Pla-
neten keineswegs konstant ist. Newion glaubte jedoch, daB die Ab-
plattung eines Planeten um so gréBer sein werde, je mehr seine
Dichte von der Oberfliche gegen die Mitte hin zunehme.?)

Nach Newton befaBte man sich vielfach damit, eine Theorie der
Gleichgewichtsfiguren auch fiir heterogene Fliissigkeiten aufzustellen,
und zwar unter verschiedenen Annahmen fiir die Anderungen der
Dichte in ihrem Inneren. Es haben diese Untersuchungen eine be-
sondere Bedeutung erlangt in ihrer Anwendung auf die Erde, nament-

21) Siehe die Kritik von Newton durch Clasraut, Erdgestalt, II. Teil, p. 78,
107 u. 120.
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lich in ihrer Anwendung auf eine schirfere Ableitung ihrer Abplat-
tung, eine genauere Bestimmung des Wirkungsgesetzes der Schwer-
kraft auf ihrer Oberfliche und eine kritische Priifung der verschie-
denen iiber ihre innere Konstitution aufgestellten Hypothesen. In
dieser Richtung bilden sie einen Hauptgegenstand der hoheren Geo-
disie®®) und sollen hier nur so weit beriihrt werden, als sie mit dem
zu losenden allgemeinen Problem zusammenhingen.

Die erste Losung dieses neuen Problems riithrt her von Clairaut®®).
Sie beruht auf folgenden Annahmen:

1. Die Erde oder die Masse, deren Gleichgewichtsfigur bestimmt
werden soll, besteht aus unendlich vielen Schichten, die alle eine ge-
meinschaftliche Rotationsachse haben. Ihre Dichte ¢ variiert von
Schicht zu Schicht, und zwar zunehmend von der Oberfliche gegen
die Mitte hin, so daB ¢ == f(») ist, wenn r die Distanz einer belie-
bigen Schicht vom gemeinsamen Mittelpunkt aller bedeutet, und f
nicht notwendig eine kontinuierliche Funktion sein muB.

2. Es ist ebensowenig notwendig, die Annahme zu machen, daB
alle einzelnen Schichten urspriinglich fliissig waren. Nur die Ober-
flichenschicht muB als eine solche angesehen werden, die, wie wenn
sie flissig wire, durch die gleichmiBige Rotation eine bestimmte
Form erlangte und sie beibehielt. Die inneren Schichten konnen auch
als von Anfang an fest angenommen werden. Die Losung des Pro-
blems schlieBt daher auch den Fall ein, daf man die Erde als einen
festen Korper ansieht, der von einer diinnen Wasserschicht be-
deckt ist.

3. Jede dieser einzelnen Schichten hat die Form eines abgeplat-
teten Rotationsellipsoides von sehr kleiner Abplattung, so daB die
Beriicksichtigung der ersten Potenz derselben gentigt. Die Abplat-
tungen der einzelnen Schichten sind verénderlich, aber kontinuierlich
verénderlich.

Clairaut berechnet die Komponenten der Anziehung eines homo-
genen Ellipsoids auf einen beliebigen Punkt desselben, daraus durch
Differentiation die Krifte einer unendlich diinnen, ellipsoidischen
Schale und durch deren Integration die eines geschichteten Ellip-
soides. Er erhilt, indem er folgende unbestimmt bleibende Integrale
einfiihrt:

22) Vgl. P. Pizetti, Hohere Geodisie, Encykl. VI 1, 3, besonders Nr. 1—9 u.
47—-53; ferner ¥. H. Helmert, Die Schwerkraft und die Massenverteilung der
Erde, Encykl. VI 1, 7, besonders Nr. 1—5 u. 25.

23) Clairaut, Erdgestalt, II. Teil, IV. Abschnitt. Todh., Hist., § 337.
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E— fortdr, L=[od(’e), N=[od(r*e), E—= [oridr
0 0 0 0
] do
F ="_f@ 37 dar.

in denen r wie oben die Distanz einer beliebigen Schichte vom ge-
meinsamen Mittelpunkte aller, d. h. den Radius der einzelnen Schich-
ten, o deren variable Dichte, « die variable Abplattung als Funktion
von r aufgefaBt, bedeutet, ferner z:r — sin 0 gesetzt ist:

4nk? 3If+L
X =— «%—w( e o 5(1——’) sm’B)—FF)

(%)

4 nk? 3K L 2
® 1 T=—"3"y( + 55(1——5sm’0)-——«5-F)

,’8
6r5 (3—5 sin?@) + — F)

_ 4xk? (3K +L

R A .
und aus ihnen durch Substitution in die Gleichgewichtsbedingung, die
bei ihm durch Elimination von d2 und dz aus den beiden Glei-

chungen
(X + o’2)dz + Zds =0, zdz+ 2(1 —2«)dz=0
: X+toz Z 27«
die Form S 2=

besitzt, als erste Beziehungsgleichung zwischen den angenommenen
Integralen:

5w?
(1) gop?” =Dder’K — N —1°F.
lhre Differentiation nach » gibt die zweite Beziehungsgleichun

g gsg g

LY 1de 2
(8) axwr = (g T 9)E—F,
und deren nochmalige Differentiation die dritte und SchluBgleichung

d*« 207% da or 3\

) T t2e(f—5)=0

das ist eine lineare Differentialgleichung, die den Zusammenhang zwi-
schen ¢ und ¢ und den Differentialquotienten von « darstellt.

Diese drei Gleichungen reprisentieren das erste Clairautsche Er-
gebnis.

Weiter berechnet Clairaut die Schwere auf der Oberfliche des
Ellipsoids, die er als die in die Richtung des Radiusvektors » fallende
Komponente der Anziehung unter Hinzufiigung der Fliehkraft defi-
niert. Er findet fiir sie
= i’;k’ (ijf f,téﬁ %1%, (1 — 3 sin? 0)) — @'r cos?o,
Encyklop. d. math, Wissensch. VI 2, B. 2
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worin in K,, L, und N, die iiber das ganze Ellipsoid, also von O
bis a, sich erstreckenden Werte der Integrale K, L und NN bedeuten.
Ist nun g, die Schwere am' Pol (sin # = 1), g, die Schwere am
Aquator (sin @ = 0) und wird ferner w® ersetzt durch ¢ nach
ola®
P = 4ab*K,
ferner r = a (1 — ¢, sin? §) substituiert, worin ¢, die Abplattung an
der Oberfliche des Ellipsoids vorstellt, so folgt
f=le — 20, + ¢ — 5%
Es ist aber, wenn man in der Gleichung (7) die in ihr vorkommenden
GroBen auf die Oberfliche bezieht,

(7 a) _No —_— 5a2K0<a0 - (p/?),
und damit ergibt sich
(10) p=9=0e =P o,

das zweite Clairauische Ergebnis, das unter dem Namen des ,Clai-
rautschen Theorems“*) bekannt ist. Es gibt fir die Variation der
Schwere auf der Erde die Formel

9o = 9,(1 + B sin* 0).

7. D’Alembert und die Theorie der Prizession. Auf die Mog-
lichkeit, aus der Konstanten der Prizession die Abplattung der Erde
zu berechnen, hat zuerst I’Alembert®**) in seinem grundlegenden
Werke hingewiesen. Unter der Annahme einer der Clairautschen
analogen Schichtung des Erdellipsoids berechnet er dessen Trigheits-
momente zu

8= v 8x 3 8xn 8%
4=B= é—z'j;)r“d'r — -R—‘(fgd(r"’a) =TE,— N,

8 J 16n 3 8x 167
0= Jerdr+ 5F fed(*e) = 5 By + TN,
woraus fiir die Prizessionskonstante sich der Wert ergibt
C—4 1 N, ¢K M
a0t =t = o) = L e — 9/2)
wenn genihert bis auf die erste Potenz der Abplattung M die Masse
des Ellipsoids = 4z K, angenommen wird. Dies zeigt, daB fiir ein

24) Zur reichen Literatur iiber das Clairautsche Theorem sieche die bereits
unter FuBnote 22 zitierten beiden Artikel der Encykl. von Helmert und Pizetls.

248) I’ Alembert, Recherches sur la précession des équinoxes, Paris 1749.
Tod., Hist., § 885.
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geschichtetes Ellipsoid wegen des unbekannten E, die GréBe (C— 4)/C
unbestimmt bleibt uid daher aus der Priizessionskonstanten nicht

direlt die Erdabplattung berechnet werden kann. Fiir ein homogenes
Ellipsoid ®*) wird wegen «, = %(p und 4z E, = ﬂ;y:

(C— 4)/C = a,.

7a. Laplace und die Mondtheorie. Wendet man die Clairaut-
schen Rechnungsergebnisse fiir die Anziehungskrifte des geschichteten
Ellipsoids auf einen #uBleren Punkt an, dessen Koordinaten z,y, 2, dessen
Distanz vom Mittelpunkte D sein mdge, und setzt 2 = D sin 9, wo 0
die Deklination des angezogenen Korpers bedeutet, so erhilt man
nach Substitution des Wertes von N aus (7a) und mit Riicksicht
auf Fy=20

] 3k2 2z —_— ! - .
X =_— @%[s_{c— — ﬁﬂf‘é‘gs 19)® (1 — 5sin? 9)
. : LY .
—_ kﬁ?’ — ~'?’7f7»1-t£9—2%’3~—%?—)«y (1 -— 5 sin? 9)
L2 3k2 2 —1 w s g
P

Die ersten Glieder in diesen Ausdriicken bedingen in ihrer Anwen-
dung auf die Bewegung des Mondes unter der anziehenden Kraft der
Erde dessen reine elliptische Bewegung, die zweiten geben Zusatz-
krifte an, die diese Bewegung stéren. Laplace®®) war der erste, der
diese Storung in der Mondbewegung erkannte und darauf hinwies,
daB aus ihr die Abplattung der Erde berechnet werden konne.

25) H. Heger, Bemerkungen zu der Bestimmung der Abplattungsgrenzen
fir das Erdsphiroid aus der Nutation, Zeitschr. Math. Phys. 15 (1870), p. 293,
beweist, daB fiir ein Ellipsoid mit variabler Dichte, dessen Schichten aber #hn-
liche Ellipsoide sind, die Trigheitsmomente die Werte haben

a a
_ 47za27(a’+c’)f . 8mat (* ,
A=B=-"""- ?TE‘———O ertdr, C= "35"; ertdr

2__ p2
und daher das Verhiltnis (C— 4)/C = “—2- af unabhiingig ist von der Dichte-

verteilung im Korper. Aber ein derartiges Ellipsoid erfiillt fir jede einzelne
Schichte nicht die Bedingung des Gleichgewichtes (ist nicht isostatisch) und
kommt daher fiir die Erde wohl kaum in Betracht. In der Tat, setzt man in die
2

Clatrautsche Differentialgleichung (9) gd% = ‘;—t—f =0, was der Annahme einer aus
dhnlichen Ellipsoiden bestehenden Schichtung entspricht, so folgt K =373
was nur moglich ist, wenn ¢ konstant ist, d. h. ein homogenes Ellipsoid vorliegt,

26) Laplace, Méc. cél., Livre III, ch. 4, § 86; Livre VII, ch. 2; Livre XVII,
ch. 3.

2*
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Die Storungen selbst #uBern sich in doppelter Weise, zunichst
als periodische in der Linge mit der Periode eines Knotenumlaufs
und in der Breite mit der eines siderischen Mondumlaufs, sodann als
sikulare im Knoten und in der Linge der Apsidenlinie. Aus ersteren,
die fiir den Erdmond etwa 8” in Linge und 7,5” in Breite betragen,
fand Laplace die Erdabplattung zu «, = 1 : 304, Hansen®") zu 1:295
und 1:298, E. Brown®) in seinen zahlreichen theoretischen Ent-
wicklungen zur Mondtheorie benutzt den Wert 1 :296,8, den
Huyford®*) aus geodstischen Messungen in den Vereinigten Staaten
von Nordamerika gefunden.

Die sikularen Stérungen sind fiir den Erdmond gering®), be-
deutender dagegen fiir die Satelliten der anderen Planeten und werden
zur theoretischen Bestimmung der Abplattung dieser verwertet.*)

IL. Einfiihrung des Potentialbegriffes.

8. Einfiihrung des Potentialbegriffes. Eine wesentliche Ver-
einfachung erlangten die Untersuchungen iiber die Gleichgewichts-
figuren durch Einfihrung des Potentials, das ist der Funktion

12) P = [0

die Integration erstreckt iiber das Volumen der Fliissigkeitsmasse.
Sie scheint fast gleichzeitiz von Legendre und Laplace!) erdacht
worden zu sein.

Die Gleichgewichtsbedingung wird nunmehr

(138) U= P + } o®(2* 4+ y*) = const,,
und ihr Vergleich mit der angenommenen Gleichung der Oberfliche

F(zys) = 0 gibt die notwendigen Beziehungen zwischen der Ro-
tationsgeschwindigkeit o und den in F und P vorkommenden Para-

27) Hanmsen, Darlegung der theor. Berechnung der in den Mondtafeln an-
gewandten Storungen, Leipzig Ak. Ber. 9 u. 11 (1862 u. 1864). Vgl. auch die
kritische Darstellung in Helmert, Hohere Geodisie II, p. 466.

28) E. Brown, Theorie des Erdmondes, Encykl. VI 2, Nr. 20; ebenso Pizetts,
Encykl. VI 1, 8, Nr. 2.

28a) Hayford, The figure of the Earth and isostasy from measurements in
the United States, Washington 1909.

29) Tisserand, Méc. cél. 111, p. 147 und Encykl. VI3, 17 (Bauschinger), Nr. 8.

30) K. Laves, Die Satelliten, Encykl. VI 2, 16, Nr. 15; Laplace, Mée. cél.,
II. Partie, Livre VII, § 20, u. Livre VIII, § 27.

31) Todh., Hist., § 789; ferner: Burkhardt und Meyer, Potentialtheorie,
Encykl. II7b.
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metern. Man schreibt jedoch die Bedingungsgleichung in der diffe-
rentiellen Form
(13a) dU = dP + o(zdz + ydy) = 0,

und ihr Vergleich mit

oF or oF
liefert die zu diskutierenden Relationen %)
9P 2P | 9P
18b I C A T
(15%) Tar T T T
ox oy 0z

Fiir die Energie der Fliissigkeitsmasse erhélt man den Ausdruck
W = [Pedr + 0?0 = P' 4 1 0%,
und die Gleichgewichtsbedingung reduziert sich auf
‘ 1 , R?
OW =3 (P'+ 5 w*) =0 oder W — 0 (P'—37) — 0%

nach Einfilhrung des Rotationsmomentes R = o, woraus folgt, daB
W fiir den Fall des Gleichgewichtes einen stationiren Wert hat.

9. Theorie der geschichteten Sphiroide nach Legendre und
Laplace. Die erste Wirkung der Einfilhrung des Potentials in die
Theorie der Gleichgewichtsfiguren war eine strengere Fassung der
Clairautschen Untersuchungen. Wiahrend Cladraut den einzelnen
Schichten direkt die Form von Rotationsellipsoiden mit kleiner Ab-
plattung zuschreibt, gehen Legendre®®) und Laplace®) von einer all-
gemeinen Voraussetzung aus. Sie nehmen an, daB sie Sphiroide sind,

32) Uber die formale Reduktion dieser Gleichungen auf eine Funktional-
resp. Integrodifferentialgleichung siehe P. Appell, Equation fonctionelle pour
Péquilibre d'une masse liquide en rotation sous l'attraction Newtonienne, Cireolo
mathem. 30 (1910), p. 82, und Paris C. R. 156 (1913), p. 587.

32a) Auf die Unterscheidung zwischen

., @F , R:
a(P +?J)x_—-=0 und a(p -—27)=o,
speziell zur Frage der Stabilitéit der Gleichgewichtsfigur, machte zuerst Schwarz-
schild (Diss. p.8) aufmerksam, sodann Poincaré, Figures, p. 87, ferner: Sur I'équi-
libre d’une masse fluide en rotation, Bull. astr. XVI (1899), p.161. Der erste Aus-

druck gibt fiir ein konstantes @ dP'4 ; w?dJ =0, der zweite fiigt noch als

2 @),
J
38) Legendre, Suite de la recherche sur la figure des planétes, Paris, Mém.
(1789), p. 872; Todh., Hist., § 891 ff.
34) Laplace, Méc. cél.,, Livre III, ch. 4.

. . 1
erginzendes Glied hinzu +Em
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das sind Kérper, die nur um kleine GréBen erster Ordnung von der
reinen Kugelgestalt abweichen, und setzen deren Gleichung in der
Form
(14) r=ro(l +£y)
fest, worin ¢ eine kleine GriBe bedeutet, deren Quadrat zu vernach-
lassigen ist, und y eine Funktion der Polarkoordinaten (6 und %) dar-
stellt, fiir die die nach Laplaceschen Funktionen fortschreitende Reihe %)
(14a) y=Y,+Y,+ Y, + Y, +-
gelte.’®) Zunichst wird bewiesen, daB ¥,= 0 wird bei der Annahme,
daB fiir die Oberfliche 7, = a ist, wenn a den Radius der Kugel be-
deutet, dessen Volumen gleich ist dem des Sphiroids, daB ebenso
Y, = O gesetzt werden kann bei der Annahme, daB der Schwerpunkt
des Sphiiroids in den Anfangspunkt des Koordinatensystems falle.
Fiir das Potential einmes derartigen Sphéroides auf einen in der
Distanz D vom Mittelpunkt desselben, aber in dessen Innern befind-
lichen Punkt ergibt sich der Ausdruck

P,— :4_172_ oridr 4+ —d~§2f ar ((2:?1%%‘)7) dr

Dy,

+ 4kt 9r2dr 1 4xkt Zﬁ) T (Gig o 5=s) ar
und durch dessen Substltutlon in d1e Glelchgewichtsbedingung, die
Laplace in der Art allgemeiner annimmt, daB er auBer der Fliehkraft
noch andere Krifte als wirksam voraussetzt, fiir die eine Reihenent-

t=00

wicklung von der Form ZZ‘. gilt:

_1.).;”1 Z, = (2i + 1) IFY, /grgdr —fg (r+3Y)dr
(14b){

— Do fo k(v an
D

35) Uber die Konvergenz dieser Reihenentwicklung vgl. auBer den allge-
meinen Untersuchungen iiber die nach Kugelfunktionen fortschreitenden Reihen
die speziellen von Poisson, Mémoire sur l'attraction des sphéroids, Conn. des
temps pour 1829, p. 329; ferner Callandreaw, Sur le développement en séries
du potentiel des sphéroides de revolution, Journ. d. I'école polyt. 58 (1889),
p.128 und Poincaré, Figures de I'équilibre, p. 63—68; namentlich Liapounoff,
Recherches dans la théorie de la figure des corps célestes, St. Pétersb. Mém.
14 (1903).

36) Von einer etwas anderen Form fiir die Gleichung des Sphiiroids, néimlich

r=ry[1t + %A+ Bcosb4 Ccos?d+ -],
geht 1¥ Alembert in dem unter Anm. 6 zitierten Buche aus.
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eine Gleichung, die sich im wesentlichen mit der Clairautschen Glei-
chung (7), deckt. Fiir die Erde kommt aber nur die Fliehkraft als
einwirkende Kraft in Betracht, und, da diese durch

=@+ o) =ty — DB
darzustellen ist, wo P, die Kugelfunktion zweiter Ordnung

cos? § — ;
ist, so folgt, daB alle
Y,=0, von i =3,4... ab
zu nehmen sind und nur Y, allein in dem Ausdruck fiir r = r,(1 4 8y)
iibrighleibt. Aber auch in Y;, dessen allgemeine Form durch

Y, = 4, (0082 0 — —;—) -+ A, sin 0 cos 0 sin ¥ -+ A, sin® 6 cos 29
-+ A, sin 6 cos 6 cosy -+ A4, sin® 6 sin 27

gegeben ist, miissen alle Koeffizienten A bis auf 4, verschwinden, und
der Ausdruk fiir » erhilt als SchluBform

r= a1+ £, + 4, (co? 0 — 3],

in der, wenn man die willkiirliche Gréfe Y, = ; A, wihlt, so daB
die Gleichung in

r ==1y(1 + £4, cos?6)
ibergeht, sich {4, als mit der Abplattung « identisch erweist. Da-
mit fillt Gleichung (14b) vollstindig mit (7) zusammen, und aus ihr
folgt daher auch nach zweifacher Differentiation die Claidrautsche Dif-
ferentialgleichung (9).

10. Diskussion der Clairautschen Differentialgleichung. Schon
Clairaut®") zeigte, ohne auf eine direkte Integration der Differential-
gleichung unter Annahme eines bestimmten Dichtigkeitsgesetzes ein-
zugehen, durch Ubergang auf eine Differenzengleichung, indem er den
einzelnen Schichten von innen nach auBen genommen die Achsen

a,, da, . .., a,, die Abplattungen «,, e, ..., o, und die Dichtigkeiten
01, 09y - - - 0, zuerteilt, daB

24 (a)— B (@)
% l=(o— )5 (“’) 3(;")3
* —3‘[91+(91—9:) (i}]

und daher, wegen (%) <1 unter der Voraussetzung ¢, — g, >0,
2

37) Clairaut, Erdgestalt, p. 134 ff.
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ZJ — 1> 0 und ebenso weitergehend zﬁ —1>0... wird. Die Ab-
2

2
plattungen der einzelnen Schichten wachsen vom Mittelpunkt zur

Oberfliche hin, vorausgesetzt, daB die Dichten abnehmen.
Laplace®®) ferner wies nach, daB, wenn der Fall eines unendlich
groBen Wertes von ¢ im Mittelpunkte der Erde ausgeschlossen wird,

die Differentialgleichung fiir ¢ = const. das einzige Integral ¢, = Z——(p

hat, was dem Newtonschen Ergebnisse entspricht, dagegen fiir die An-
nahme ¢ = 0, und nur im Mittelpunkte ¢ endlich, aber so, daB doch

lim [or®dr = const.
e=0 5[.
wird, das einzige Integral ¢, = %tp sich ergibt, was der Huygensschen

Hypothese entspricht, so daB, wie schon erwihnt wurde, in Uberein-
stimmung mit Clairaut

1 5
<<l o

sein miisse. T'isserand®®) gelang es, unter Benutzung der Gleichung (7a)
durch Einfithrung der mittleren Dichte der Erde g, zufolge der Re-

lation a )
J@rgdr = E‘@mas
0
und der Dichte an der Oberfliche g, mit Bezichung auf
e ¢ 4
oj@d(ﬂa) = o0ty @° —0 ria Efdr

die untere Grenze fiir «, etwas enger zu fassen, nimlich

—1“P
2
> - _
0 > —39_07
5 oy 1
woraus speziell fir die Erde, fir die g,/g, niherungsweise = - ist,

wy > -3—(;; folgt. — Die vollstindigste Diskussion fiihrte Radaut?)

38) Laplace, Méc. cél.,, Livre III, ch. IV, § 384.

39) Tisserand, Quelques remarques au sujet de la théorie de la figure des
planétes, Bull. astr. I (1884), p. 417.

40) Radau, Remarques sur la théorie de la figure des planétes, Bull. astr.
I (1885), p. 157; ferner Poincaré, Sur la figure de la terre, Bull. astr. VI (1889),
p. 1 u. 49, und die Darstellung in Poincaré, Figure de 1'équilibre, p. 91 ff., sowie
Callandreaw, Remarques sur la théorie de la figure de la terre, Bull. astr. V
(1888), p. 472, u. VI (1889), p. 185.
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durch. Er ersetzt die verinderliche Dichte ¢ durch eine neue GriBe
0, die durch die Gleichung

fgr’dr = v;: ord
§

als mittlere Dichte der einzelnen Schichten vom Zentrum bis zur
letzten mit dem Radius # definiert wird, und fiihrt in die Differential-

gleichung die neue Variable n = + 9% oin, wodurch sie die Form
o dr ’

O (r S+t +5n) +2r 50 (L +0)=0

annimmt. Ferner transformiert er den Ausdruck fir das Verhiltnis
der Trigheitsmomente

a

Edr
— 4 Ser
J— ¢4 =a’(ao——2— 9 —
Sortdr
o
2 fortdr
in ao—%=J(1 — 0a597"

und beweist, daB niherungsweise auf Grund der geinderten Clasraut-

schen Gleichung a
2 td
(‘)f ertdr

2 P -
Teat = sz V1 + m
gesetzt werden kann, worin K eine Grofie ist, welche fiir den fiir die

Erde in Betracht kommenden Wert von 7, zufolge der Gleichung (8)
einerseits und des Cladrautschen Theorems andererseits, nimlich

o= o (5)= & —1—=0503...,

zwischen den nur wenig von der Kinheit sich unterscheidenden
Grenzen 1,0003 > K > 0,9996

eingeschlossen ist. Es ergeben sich daher fiir J = (C — 4)/C zwei
Werte, ein empirischer aus der Priizessionstheorie und ein theoreti-
scher aus der Clairautschen Gleichung, deren Ubereinstimmung sodann
einen MaBstab fiir die Richtigkeit abgibt, mit der die Clairautschen
Annahmen als ein Abbild der Verhiltnisse auf und innerhalb der
Erde angesehen werden konnen.

SchlieBlich sei noch die Relation erwdhnt, die Stieltjest') aus der
Gleichung (7a) ableitet, und die eine untere Schranke fiir die Dichte
o, im Mittelpunkte der Erde gibt; sie lautet

(BE, — 040°)* (0. — 00)" — (3K, — o0%) 2 0,
41) Stieltjes, Note sur la densité de la terre, Bull. astr. I (1884), p. 465.
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und aus ihr folgt 0.> 0o+ (00 — 00)°

591" »

(F—e)
worin zur Abkiirzung A = K a?/E, genommen ist, speziell fiir die Erde
0,=>T418 ...

11. Integration der Clairautschen Differentialgleichung. Zur
Integration der Clasrautschen Differentialgleichungen wurden die ver-
schiedensten Annahmen iiber die Dichteverteilung im Innern der Erde

gemacht. Clasraut*?) selbst behandelt den Fall ¢ = o, (—Z—)_m, den

auch G. H. Darwin*®) einer neuerlichen Untersuchung unterzog. Er
gibe fiir die Dichte im Mittelpunkte der Erde ¢, einen unendlich
groBen Wert und kommt wohl aus physikalischen Griinden nicht
weiter in Betracht.

Wesentlich verschieden von diesem sind die Annahmen von La-

lace*
pace™) e=e(l+1—17),

dann von Roche*®), Lipschitz*®) und Lévy*"), die sich unter die ge-
meinschaftliche Form
r \Aje
o= o1 —k(7)]

unterordnen lassen, mit den speziellen Werten 4 =2 und p = 1 fiir
Roche, w =1 fiir Lipschits. Sie fihren alle auf hypergeometrische
Reihen als Integrale der Clairautschen Gleichung. Hierher gehdrt
auch die rein numerische Entwicklung, die Helmert*8) gibt. Nach

ibr ist e=113[1— 1,04 (:) +0215 (1) —.. ]
&= grs[ 1+ 0178 (£)° 4 0,054 (1)  + 0,016 Y+,

42) Clairaut, Exdgestalt, p. 129.

43) G. H. Darwin, On the figure of equilibrium of a planet of heteregenous
density, London Phil. Proceed. 36 (1883), p. 158.

44) Laplace, Méc. cél., Livre XI, ch. 2, § 6; vgl. auch Plana, Note sur
la densité moyenne de I'écorce superficielle de la terre, Astr. Nachr. 85 (1853),
p. 177 u. 36 (1853), p. 313.

458) Roche, Note sur la loi de densité & l'intérieur de la terre, Paris C. R.
39 (1854), p. 216; Mémoire sur 1'état intérieur du globe terrestre, Montp. Acad.
Mém. X (1881), p. 48.

46) Lipschitz, Die Verteilung der Dichte im Inneren der Erde, J. f. Math,
62 (1863), p. 1 u. 63 (1863), p. 289.

47) Lévy, Sur la théorie de la figure de la terre, Paris C. R. 106 (1883),
p. 1270, 1314, uw. 1375.

48) Helmert, Hohere Geodiisie II, p. 481 ff.
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und Helmert weist auf die geringe Konvergenz beider Reihen hin,
die die Ableitung von definitiven Resultaten hindert.
Eine dritte Form rithrt von Legendre®) und Laplace®) her. Sie
lautet . r
Blnm(—‘;)
Q=0 I
m (d)
und Laplace begriindet sie durch die physikalische Anschauung, daB
die Zunahme des Druckes im Erdinnern gegeben ist durch

dp
f@ = const. @

und andererseits gemi8 der Bedingung fiir die Oberfliche der Gleich-
gewichtsfigur mit Vernachlissigung von der Abpla.ttung proportionalen

Gliedern f » }_n_kfwgdr + 4”702[9,.(1,-
0

sein muB, voraus durch zweimalige Differentiation
FeD 4 w2 (er) =0

folgt. In dem Integral dleser Gleichung or = Asin (mr + B) muB
aber die Integrationskonstante B = 0 genommen werden, damit nicht
die Dichte im Mittelpunkte der Erde unendlich, d.h. damit nicht fir
r=0 g =00 werde.

12. Numerische Daten. Um den notwendigen Vergleich zwischen
Theorie und Beobachtung zur Priifung der Clairautschen Theorie,
speziell fiir die Erde, durchzufiihren, stehen die folgenden numerischen
Daten zur Verfiigung:

1. die Dichte an der Oberfliche der Erde g,, fir die aus geo-

logischen Tatsachen
4 0=20~28
anzusetzen ist,

2. die mittlere Dichte der Erde g, definiert durch die Gleichung

K,= ﬁr’dr=% a’g,,, fir welche aus direkten Bestimmungen®’) im

Mittel folgt om=5p13 ...,
3. der aus geoditischen Messungen auf der Erde abgeleitete Wert
fiir die Abplattung der obersten Schichte®')
(Bessel) «,=1:299,153, (Clarke) «,= 1:293465,
(Hayford) ee,=— 1:296,8,
49) Laplace, Méc. cél., Livre XI, chap. 2, § 6.

60) Zenneck, Gravitation, Encykl. V 2, Nr. 9, p. 34.
51) Pizetti, Hohere Geoditsie, Encykl. VIi, 3, Nr. 50, p. 236.
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4. der aus der Mondbewegung sich ergebende Wert derselben

GroBe®™) wy =1:2978,
b. die GroBe B im Clairautschen Theorem?®®), fiir die Helmert
B = 0,005285
findet,

6. der aus der Prézessionstheorie sich ergebende Wert fiir die
GroBe  y__ (0 — 4)/C =1:305,31 nach Helmert™),
=1:304,9 ... nach Newcomb®®).

Man kann nun zundchst, mit einem Wert ¢, beginnend, nach dem
Clairawtschen Theorem g = §¢ — «,, sodann die HilfsgréBe
Mo = B/eg — 1 und aus ihr unter Vernachlissigung von K nach dem
in Nr. 10 angegebenen Verfahren J = (C — 4)/C berechnen. So er-
geben sich die folgenden Zahlen:

oy =1:296 1:297 1:298 1:299
g = 0,0052913 0,00563025  0,0053138  0,0053250
1 4 5, = 1,56620 1,57486 1,58351 1,59216

J =1:303,65 1:304,95 1:30624 1:30751.
Sie lassen erkennen, daB es nicht mdglich ist, sie vollstindig mitein-
ander in Ubereinstimmung zu bringen, wenn auch nicht geleugnet
werden kann, daB die Abweichungen nur sehr gering sind.%)

52) Nach Helmert, Diskussion der Hansenschen Mondtheorie, H6h. Geod. II,
p. 473; vgl. auch E. Brown, On the degree of accuracy of the new lunar theory
and of the final values of the mean motion of the Perigée and node, Lond. Royal
Soc. Month, Not. 64 (1904), p. 824, und 68 (1908), p. 450; ferner W. de Sitter, On
the mean radius of the Earth, the intensity of gravity and the moous parallax,
Amsterd. Proceed. XVIII (1915), p. 1291, und: On isostasy, the moments of inertia
and the compression of the earth, ebenda XVIII (1915), p. 1295.

58) Helmert, Die Schwerkraft und die Massenverteilung der Erde, Encykl.
VI, 17, Nr. 4, p. 95.

54) Helmert, Hoh. Geod. II, p. 437.

55) Newcomb, The fundamental constants of astronomy, Washington 1895.
Neuestens leitete Przybyllok in: Uber eine Bestimmung der Nutationskonstante
aus Beobachtungen des internationalen Breitendienstes, Berl. Ber. (1916), p. 12567
den Wert (C — A4)/C=1:304,99 4- 0,26 ab.

56) Vgl. die Diskussion in den in FuBnote 40 zitierten Werken, besonders
Poincaré, Fig. de I'équil., p. 95. Was das Umkehrproblem anlangt, aus dem Poten-
tial der Anziehung eines Korpers im Aufieren die mdgliche Dichteverleihung im
Innern des Korpers zu bestimmen, siehe die neueren Arbeiten von Pizzetti; Corpi
equivalenti rispetto alla attrazione newtoniana esterna, Roma Accad. Lincei 18
(1909), p. 211, ferner Ann. di math. 17 (1910), p. 225, sowie Lauricella: Sulla
funzione potentiale di spazio corrispondente ad una assignata azzione esterna, Roma
Accad. Lincei 20 (1911), p. 99 und 21 (1912), p. 18.
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In gleicher Art kann man auch die Konstanten g, und 7 in dem
von Laplace und Legendre angenommenen Verteilungsgesetz fiir die
Dichte innerhalb der Erde auf Grund der Daten iiber g, und g, be-
stimmen und sodann durch Integration die GréBen ¢, und J=(C— 4)/C
berechnen. Zusammenfasssende Angaben iiber Berechnungen dieser
Art finden sich bei Legendre®®), Clarke®"), Thomson-Tait®®), Harkness®)
und Tisserand®). Die folgenden Angaben, umgerechnet auf die mitt-
lere Dichte der Erde ¢, = 5,513, sind der Thomson-Taitschen Physik

entlehnt: 0, — H513

m = 133° 0, = 2,6547 0, = 11,009 oy =1:29531
= 134 2,6031 11,130 296,73
= 135 2,5507 11,254 298,18
= 136 24975 11,381 299,66

g = 0,0052835 (C— 4)/C=1:302,96

52997 304,75

53161 306,59

533217 308,48.

Auch sie lassen erkennen, daB zwischen den einander zugeordneten
Zahlenwerten keine volle Ubereinstimmung erzielt werden kann, wie-
wohl die iibrigbleibenden Differenzen nur sehr gering sind, etwa 1—29
betragen und moglicherweise innerhalb der durch die Beobachtungs-
fehler gegebenen Grenzen fallen.

13. Diskontinuierliche Dichteverteilung. Man versuchte es vor-
erst, diese wohl kleinen, aber immerhin vorhandenen und konstatier-
ten Mangel an Ubereinstimmung zwischen Theorie und Beobachtung
durch die Annahme einer diskontinuierlichen Massenverteilung im
Innern der Erde zu beheben. So geht Roche**) von der Voraussetzung
aus, daB die Erde aus drei Schichten von verschiedener, aber in jeder
Schicht konstanter Dichte bestehe. In gleicher Art entwickelt Hamy®)
eine neue Theorie, von der Anschauung ausgehend, daB die Erde aus
einer endlichen Anzahl, d.h. aus » Schichten von konstanter Dichte ge-
bildet sei, und wendet die gewonnenen Gleichungen auf die Fille n =2

87) Clarke, Geodesy, § 14, p. 86.

68) Thomson-Tait, Naturalphilosophy II, p. 407.

69) Harkness, On the solar parallax and its related constants, Wash. 1891,
p. 95, auch Wash. Obs. 1885, App. IIl.

60) Tisserand, Méc. cél. II, ch. 15.

61) Hamy, Ktude sur la figure des corps célestes, Théses prés. & la faculté
des sc. de Paris, 1887.
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und » =3 an, ohne aber damit eine bessere Ubereinstimmung mit
den bekannten Beobachtungsdaten zu erzielen, als sie durch die An-
nahme einer kontinuierlichen Dichteverteilung erlangt wird. ZT'sse-
rand®®) gibt auf Grundlage der Hamyschen Rechnungen eine neue
Ableitung der Clasrautschen Differentialgleichung durch den Ubergang

auf n = oco.

Hierher wiiren auch die zahlreichen, namentlich der #lteren Lite-
ratur angehorigen Untersuchungen zu zdhlen, die von der Annahme
ausgehen, daB die Erde aus einem festen Kerne in ellipsoidischer
Form und einer darauf lagernden Fliissigkeitsschicht bestehe. Es
finden sich solche vor bei Maclaurin'*), Clairaut, I’ Alembert*®), La-
place und besonders auch Lagrange in seiner Mécanique analytique;
in neuester Zeit griff wieder Wiechert®) diese Hypothese auf und
kommt zu dem Ergebnisse, daB den bekannten Beobachtungsdaten
noch am besten geniigt werden konne durch die Annahme, daB die
Erde aus einem starren Kerne (mit der Dichte = 8 (Eisen)) von
etwa b Millionen Meter Radius bestehe, den ein Gesteinsmantel von
1Y, Millionen Meter Dicke umgibt.

14. Beriicksichtigung der hdheren Potenzen der Abplattung.
Ein zweiter Weg, Theorie und Beobachtung in bessere Ubereinstim-
mung zu bringen, ist durch die Ansicht gegeben, daB der Fehler auf
die Vernachlidssigung der hoheren Potenzen der Abplattung bei allen
bisherigen Rechnungen zuriickzufiihren und es daher notwendig sei,
auch diese zu beriicksichtigen. Versuche in dieser Hinsicht beginnen
mit Laplace und Legendre®®). Letzerer setzt fiir den Radiusvektor eines
Meridianschnitts der Erde die Form

r=1y(1 + « cos?d 4 3o’ sin? 0 cos’® )

fest, oder, was dasselbe ist, er setzt eine bis zu Kugelfunktionen
4. Ordnung gehende Entwicklung

r=rl+e¥,+ YY)
an. Es hat dies die Bedeutung, die Erde als ein Rotationsellipsoid
aufzufassen, das ein wenig nach einer Kugelfunktion 4. Ordnung
deformiert ist. Ahnliche Entwicklungen, die bis zu Kugelfunktionen

62) Tisserand, Méc. cél., Tome II, ch. 14.

68) Wiechert, Uber die Massenverteilung im Innern der Erde, Gott. Nachr.
1897, p. 221; vgl. ferner die Arbeiten von Wiechert, Geiger und Guttenberg, Uber
die Konstitution des Erdinnern, erschlossen aus Erdbebenbeobachtungen, in Gott.
Nachr. 1907, 1909, 1912 u. 1914, sowie Phys. Zeitschr. 1910, 1911, 1912 u. 1913,
und Kiupmann, Uber das Innere der Erde, Diss. Gottingen 1915.
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hoherer Ordnung reichen, finden sich bei Poisson®) vor. Callan-
dreau®) geht von der folgenden Annahme fiir den Radiusvektor aus:
r=ua (_l_iﬁ’;ﬁz‘f_"_)%_*_ aetk cos® 0 sin® 0
und versucht es, die neu eingefiihrte GréBe & so zu bestimmen, daB
den Beobachtungsdaten besser geniigt wird. Er hebt hervor, daB
seine strengeren, auch das Quadrat der Abplattung beriicksichtigenden
Formeln bei den Planeten Jupiter und Saturn zu verwenden wiren,
bei denen wegen der groBen Abplattung der Fehler in der Vernach-
lissigung der zweiten Potenz merklicher ist als bei der Erde. Doch
der Erfolg der Rechnung ist ein negativer. Es zeigt sich, daB die
aus dem hinzugefiigten Gliede als einer Kugelfunktion 4. Ordnung
entstehende Differenz nur 9 m betrigt, was eine zu vernachlissigende
GroBe ist. G. H. Darwin®®) schreibt fiir den Radiusvektor die Form
r=a[l —¢&cos?d 4 (f — % &%) sin? 0 cos® 6]

und betrachtet fund h=¢&— % &2 — % f

als die zu bestimmenden Unbekannten. In gleicher Art nimmt Wie-
chert in der in Anm. 64 zitierten Abhandlung die Entwicklung
r=a(l —e¢ecos®’0 —3&sin®20)4f- P,
an. In beiden entspricht der erste Teil einem Rotationsellipsoid, der
zweite stellt die Abweichung der wahren Gestalt der Erde von diesem
dar. Darwin gelangt durch seine Annahme fiir das Clairautsche
Theorem zu dem Ausdruke
5 17 2
B=59—e— 09— f
Wiechert wiederum findet
5 17 15
p=gs9—ea— ﬁ“‘p——s'if'
Helmert verwertet dieses Korrektionsglied in seiner SchluBformel fiir
die Schwere, die darnach

g = 978,030 (1 + 0,005302 sin*¢p — 0,000007 sin? 2¢)
lautet, und zeigt, daB es eine Depression im Meeresniveau fiir mittlere
Breiten ¢ = - 45° um rund 2 m hervorruft, was wiederum eine zu

64) Poisson, Mémoire sur l'attraction des sphéroides, Conn. d. Temps pour
1829 und Addition au mém. in Conn. d. Temps pour 1831.

65) Callandreau, Sur la théorie de la figure des planétes, Obs. Paris Mém.
XIX (1889).

66) G. H. Darwin, The theory of the figure of the earth, carried to the
second ordre of small quantities, London astr. Soc. M. N. 60 (1899), p. 82.
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vernachliissigende GroBe ist und keineswegs die Mangel der Clairaut-
schen Erdtheorie zu erkliren vermag. Vollstindigere, bis zur Kugel-
funktion 4. Ordnung gehende Formeln fiir den Radiusvektor », fiir
das Potential und die Schwere g auf der Erde entwickelt Helmert®"),
nach Laméschen Funktionen fortschreitende Reiben gibt Rudzks 8).
Doch ist die Einfithrung dieser hier von geringerer Bedeutung, da
sie ja doch nur bis hochstens zu den Gliedern 2. Ordnung benutzt
werden.

Indes beschriinken sich alle diese Untersuchungen mehr oder
weniger auf die spezielle Anwendung, auf eine Vervollstindigung der
Clairautschen Theorie der Erde und streifen so das Gebiet der hoheren
Geodiisie, namentlich das Kapitel ,Die Schwerkraft und die Massen-
verteilung der Erde“ (Encykl. VI1 7). Erst wieder Liapounoff®)
befaBt sich mit dem allgemeineren Problem, inwieweit iiberhaupt ein
Sphiroid von variabler Dichte eine Gleichgewichtsfigur sein kann,
wenn fiber die die Variation der Dichte darstellende Funktion die
Annahmen gemacht werden, daB sie von der Oberfliche zum Mittel-
punkte hin wachse, ohne aber im Mittelpunkte einen unendlich groBen
Wert zu erlangen, daB sie ferner diskontinuierlich sein konne, auch
nicht notwendigerweise eine analytische Funktion zu sein brauche und
nicht einmal die Existenz eines ersten Differentialquotienten fiir sie
erwiesen sein miisse. Liapounoff gibt ganz allgemeine Formeln an;
als ein Zwischenresultat erhilt er die Clairautsche Gleichung. In
einer besonderen Abhandlung®®) beschiftigt er sich mit dieser und
findet fiir die Abweichung { des Sphiroids von der reinen Kugel-
gestalt die nach der GroBe ¢ = 3w?/4wk®o fortschreitende Potenzreihe

§=gl¢+§2¢2+§3¢3+"'
und analoge Reihen fiir die abgeleiteten Funktionen 3—21"?5'6 und Qé%l)_,
deren Konvergenzhalbmesser nur
@ <1:500,

wahrscheinlich aber 'groBer ist, doch steht hierfiir der Beweis noch
aus. Thre Anwendbarkeit auf die Erde, fiir die ¢ = 1:288 ist, ka,gn
daher nicht als gesichert gelten.

15. Das dreiachsige Ellipsoid als Gleichgewichtsfigur. Kinen
wesentlichen Fortschritt in der allgemeinen Theorie der Gleichge-

67) Helmert, Hoh. Geod. II, Kap. I u. IL

68) Rudzki, Sur la détermination de la figure de la terre d’aprés les mesures
de la gravité, Paris Bull. astr. 22 (1905), p. 49.

69) Liapounoff, Sur l'équation de Clairaut et les équations plus générales
de la théorie de la figure des plandtes, St. Pétersb. Mém. XV (1904).
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wichtsfiguren brachte die Jacobische Entdeckung™), daB auch ein
dreiachsiges Ellipsoid die Gleichgewichtsfigur einer rofierenden Fliis-
sigkeitsmasse sein konne. Sie kniipft an an die zuerst von Laplace,
dann von Ivory, Legendre, Gaup, Chasles und Dirichlet durchgefiihrte
Berechnung des Potentials eines Ellipsoids.™) Sind a, b und ¢ die
drei Achsen des Ellipsoides,

¢ =Va¥t — 1, § =Vt —1

die zwei Exzentrizititen, M die Masse desselben, und die Integrale

. Gu w’du
v 1f<1+eu><1+e,u') flf1+su’ S Feuh)’
1
— u*du [y o udu
T= ) Vasewma+ aun Vateowmatauy’

so ist das Potentlal, bezogen auf einen Punkt der Oberfliche mit den
Koordinaten z, y und 2, gegeben durch

P = 31—%(6"75 — 2*§ — y*n— %),

und aus der Gleichung (13b) als der Bedingung des Gleichgewichtes

folgt
(15) @2 = 3M7‘?2 §a’-—— L‘C‘ — ?fykf . ﬂ,??ff_icf .

cﬂ aﬁ cﬂ b’

Lagrange™) gibt ihr die Form

, tw®\ _ c? ol c?
(15) (E—gﬂp)g 1=, (ﬂ—gﬁﬁ)g—1=‘bs
und schlieBt, daB, da £ und 5 gleichartige Funktionen der Exzentrizi-
titen ¢ und ¢ seien, aus ihnen notwendigerweise

E=1, a=>0, =g

folge, so als ob nur das Rotationsellipsoid als Gleichgewichtsfigur
méglich wire. Erst Jacobi machte darauf aufmerksam, daB dieser
SchluB nicht richtig ist. Durch Subtraktion der beiden Lagrange-
schen Gleichungen voneinander und nach Substitution der Integrale

70) Jacobi, Uber die Figur des Gleichgewichtes, Annal. Phys. 33 (1884),
p. 229 = Conn. d. Temps pour 1837 = Jacobs, Gesamm, Werke 2 (1882), p. 19.
71) Vgl. Bufckhardt und Meyer, Potentialtheorie, Encykl. II a, 7 b; ferner
die Sammlung der beziiglichen Arbeiten in Ostwald, Klassiker der exakten Wis-
senschaften Nr. 19: Uber die Anziehung homogener Ellipsoide.
72) Lagrange, Méc. anal. I, Sect. VII, § 26; Todh., Hist., § 1581.
Encyklop. d. math. Wissensch. VI 3, B. 3
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fiir £ % und ¢ folgt n’iimlich

.9 w1 — u?) (1 — &2sd ’)du_
(15b) (e £>f]/(1+su”)s(1—f-s~ =0,

und diese Gleichung zeigt wohl die eine Wurzel ¢ =¢,, die dem
Rotationsellipsoide entspricht, aber auch das Integral fiir sich kann
fiir gewisse Werte von & und ¢, ohne daB & = ¢, ist, verschwinden,
wobei, solange & und &, reell sind, fiir @® oder die daraus abgeleitete
GroBe ¢ der positive Wert

- 1+ wt — whdu
= 4”76" o V1+51 VA F stut)y (1+s*u’)

(15¢)

2. 14 &2 u? (1 — u?)du
3¢ V1+e Va4 a1 4 2u®)?

oder in symmetrischer Darstellung

u? (1 — u?)du

1
— 2 2 S —————
P = 31/(1 + & )(1 + 81)0'/"1/(1 +£’u’)3(1+s§u")’

folgt. Mit der Diskussion der Bedingungsgleichung (15) befaBten
sich Liouville™®), O. E. Meyer™) und Plana™). Sie ergab das fol-
gende Resultat: Damit das Integral in (15b) Null werde, miissen einige
seiner Teile negativ sein. Solche negative Glieder konnen, da » <1
ist, nur aus dem Faktor 1 — &?¢}u?® entstehen, und zwar nur dann,
wenn 1. ¢ und g beide reell sind, und 2. mindestens eine von ihnen
groBer als 1 ist. Die erste Bedingung sagt, daB dann wegen a > ¢
und b >c¢ die Rotationsachse die kiirzeste Achse sein miisse, die
zweite fordert wegen &£ > 1 oder & > 1

a>c)Y2 oder b>c)?2,
das ist eine sehr groBe Abplattung, die weder bei der Erde™) noch

72a) Liouville, Sur les figures ellipsoidales & trois axes inégaux, qui peu-
vent convenire & l'équilibre d'une masse liquide homogéne douée d'un mouve-
ment de rotation, Conn. d. Temps pour 1846, p. 85; ferner Paris C. R. 16 (1843),,
p. 216 und J. de Math. XVI (1851), p. 241.

78) O. E. Meyer, De aequilibrii formis ellipsoidicis, J. f Math. 24 (1824),
p. 44.

74) Plana, Sur I'état d’equilibre de l'ellipsoide fluide & trois axes inégaux,
Astr. Nachr. 36 (1853), p. 8183.

76) Trotzdem versuchte man es, die Hypothese des dreiachsigen Ellipsoides
auch auf die Erde auszudehnen, um in der Art die Fehler der Clasrautschen
Theorie zu beheben. Doch mit negativem Erfolge. Es gelang nicht, die zweite
Aquatorachse mit geniigender Schiirfe zu bestimmen, noch erzielte man einen
besseren Anschluf an die Beobachtungen. Vgl. Helmert, Hoh. Geod. I, p. 15.



15, Das dreiachsige Ellipsoid als Gleichgewichtsfigur. 35
bei den anderen Planeten vorkommt. Speziell fiir die Erde, fiir die
¢ = 1:288 ist, folgen die Werte™)

a:b:c=524425:1,0023134: 1.

Die Beziehung zwischen den GroBen ¢, & und ¢, wie sie
durch (15) dargestellt ist, ist eine eindeutige. Einem bestimmten
Werte von @ entspricht nur stets ein Wertepaar von ¢ und ¢, die,
da die beiden Exzentrizititen miteinander vertauschbar sind, wohl

zwei, aber nur gegeneinander um 90° gedrehte, also im physikalischen
Sinne identische Ellipsoide bestimmen. Dies ist der Fall, solange

¢ < 0,28067226.

Fiir diesen oberen Grenzwert™) selbst fallen & und ¢ zusammen, die
zwei Gleichungen (15¢) fiir @ gehen iiber in

[<p = 2ils( 4 3) 4 (& — 26 + 3) arctg ¢]

= 23:3 [— 3¢& + (&2 + 3) arctg &]
und geben zur Berechnung von & die transzendente Gleichung
(16a) (Bet 4 14&® + 3) arctg ¢ — £(13% 4- 3) = 0,
deren einzige reelle Wurzel & = 1,394604096 mit dem entsprechen-
= 0,4172758 ist. Fiir die untere
Grenze ¢ = O dagegen erhilt man

entweder e =0 und &= o0 und damit a=c=0 und b= 00

oder e =00 und & =0 und damit b=¢ =10 und a = oo,

(16)

a—¢

den Abplattungswert o =

d. h. die Gleichgewichtsfigur degeneriert in diesem Falle in eine un-
endlich lange und unendlich dinne Nadel, die entweder in die Rich-
tung der X- oder in die der Y-Achse fillt.

Ebenso ist die Beziehung zwischen dem Rotationsmoment E und

76) Kostka, Uber die Auffindung ellipsoidischer Gleichgewichtsfiguren, Berl.
Ber. 1870, p. 116, und J. Kriiger, S. J., Evenwichtsformen, Leiden 1896, p. 75.

77) Diese Zahl wurde zuerst von Liouville (siehe FuBnote 72a) berechnet.
Weitere numerische Angaben iiber einander zugehdrige Werte von ¢, & und &,
finden sich bei Darwin, On Jacobs's figure of equilibrium for a rotating mass of
fluid, London Royal Soc. Proceed. 41 (1887), p. 319. Die bei Darwin vorkommende
GroBe p steht mit der Grofe K in dem Zusammenhang R?/K = 25u*; vgl. auch
Thomson- Tait, Natur. philosophy II, § 778", p. 332; ferner Néherungsrechnungen
diber das Jacobische Ellipsoid von Maithiessen, Uber die Gesetze der Bewegung
und Abplattung von im Gleichgewicht befindlichen Ellipsoiden, Zeitschr. Math.
Phys. 16 (1871), p. 290. Die oben angegebenen Zahlen mit ihren 7—8 Dezimal-
stellen riihren her von Kasbura, On the Jacobian ellipsoid, Tokyo Proceed.
Math. Soc. 4 (1907), p. 99.

3.



36 Ve, 21. S. Oppenheim. Theorie der Gleichgewichtsfiguren der Himmelskérper.

den Exzentrizititen eine eindeutige. Fiithrt man wieder, wie im Falle
der Maclaurinschen Ellipsoide, die HilfsgroBe

L M:/3 M
K— i]/ﬂ
25 4o

ein, so folgt aus (15) die Relation

1
2 — 2 Ne S/ L o2 (1 - &2 C W —ut)du
(17) RYE=3(2-+e+e) {1+ )( ) [ i e

und fiir ¢ = ¢ = 1,3946... wird R¥K = 2,3065..., aber dieser Wert
ist nunmehr ein unterer Grenzwert, denn fiir die unendliche Nadel
als Grenzfigur ist wohl ¢ = 0, aber R*K — oo, so daB die drei-
achsigen Ellipsoide als Gleichgewichtsfiguren sich bilden zwischen den
Grenzen

(18) 0<9<L0,28067 und 2,3065... < R¥K < oo.

16. Das heterogene dreiachsige Ellipsoid. Die Theorie des drei-
achsigen Ellipsoides als Gleichgewichtsfigur bei ungleichférmiger Dichte
ist noch wenig ausgebildet. Sie hingt, wie die beztiglichen Unter-
suchungen zeigen, aufs innigste zusammen mit der Frage nach der
Konstanz der Rotationsgeschwindigkeit der fliissigen Masse.

Unter der Annahme, daB die Dichte der Fliissigkeit von ihrer
Oberfliche an bis zum Zentrum entweder konstant abnehme oder
konstant anwachse, lassen sich einige allgemeine Sitze aufstellen. Der
erste rithrt von Hamy™) her. Er sagt, daB bei konstanter Rotations-
geschwindigkeit, die einem permanenten Gleichgewichtszustande der
Fliissigkeit entspricht™), die Niveauflichen, welche die Schichten glei-
cher Dichte voneinander trennen, im Falle sie einzeln die Gleichge-
wichtsbhedingung erfiillen sollen und ihre Hauptachsen zusammenfallen,
unmdglich Ellipsoide sein konnen. Damit hingt zusammen, daB auch
die Clairaut- Laplaceschen Sphiroide keineswegs eine streng ellipso-
idische Form haben. Analog beweist Poincaré®®) den Satz, daB, wenn
ein fester Kern von beliebiger Form von n Schichten einer fliissigen
Masse bedeckt wird, das ganze System ferner um eine gemeinschaft-
liche Achse mit konstanter Geschwindigkeit rotiert, und die auBére
Oberfliche sowie die einzelnen Schichten Ellipsoide sind, die Gleich-

78) Hamy, Etude sur la figure des corps célestes, Théses pr. & la fac., Paris
1887, und Théorie de la figure des planétes, J. pour Math. VI (1890), p. 69.

79) Poincaré beweist in ,Figures d’équilibre* p. 28 direkt, daB zum Gleich-
gewichtszustand eine konstante Rotationsgeschwindigkeit notwendig sei.

80) Poincaré, Sur 'équilibre d’une masse hétérogeéne, Paris C. R. 107 (1888),
p. 1571; vgl. auch Volterra, Sur la stratification d’une masse fluide en équilibre,
Acta math. 27 (1903), p. 105.
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gewichtsbedingung fordert, daB alle diese Ellipsoide homofokal sind.
Fiir den inneren Kern gibe dies, wenn auch dieser fliissig wire, eine
unendlich grofe Abplattung.

Untersuchungen iiber verinderliche Rotationsgeschwindigkeiten,
und zwar sowohl iiber ihre Variation lings einer Niveaufliche (Dif-
ferentialquotient von @ nach u = cos 6) sowie innerhalb der Fliissig-
keit von Schicht zu Schicht (Differentialquotient von ® nach r),
fithrte Veronnet®) durch. Er hebt deren Bedeutung hervor mit dem
besonderen Hinweise auf die verinderliche Rotationsgeschwindigkeit,
die die Beobachtungen an der Oberfliche der Sonne wie auch an den
beiden Planeten Jupiter und Saturn erkennen lassen.

III. Stabilititsuntersuchungen.

17, Grenzen der Rotationsgeschwindigkeit. Poincaré®®) hat
zuerst bewiesen, daB fiir die Winkelgeschwindigkeit @ eine obere
Grenze gilt. Er leitet sie aus der Forderung ab, daB die Schwerkraft
auf der Oberfliche der Gleichgewichtsfigur nach innen gerichtet sein
miisse, andernfalls die Fliissigkeit keine zusammenhingende Masse
bilden konnte. Durch Anwendung der Greenschen Transformations-

formel U |, 2*°U aU
Jao[ G + 5+ ) =S s

auf die Gleichgewichtsbedingung (13) findet er die Beziehung

(19) 00 4s = — 422 M + 2677,

worin M wie frilher die Masse und V das Volumen der Fliissigkeit
bedeutet. Da aber

%—U ds<0

w45

ist, so muB

(20) o'V < 2x* M

sein, oder, wenn man eine homogene Dichteverteilung voraussetzt,
(21) Tt 1

sein. Einen engeren oberen Grenzwert, giiltig speziell fiir Rotationsellip-
soide, findet Zeipel®®), indem er fiir die Schwere am Aquator

81) Veronmet, Rotation de 1’éllipsoide homogéne et figure exacte de la terre,
J. pour Math. VIII (1912), p. 331.

82) Poincaré, Sur ’équilibre d’une masse fluide animée d’'un mouvement
de rotation, Bull. astr. II (1885), p. 100, und Fig. d’équil., p. 11.

88) Zeipel, Uber das #uBere Potential eines heterogenen in Rotation be-
findlichen Sph#roids, dessen fliissige Oberfliche eine Gleichgewichtsfigur ist,
Bihang. Akad. Stockholm 24 (1898).
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9= (52)....— ot

2

den Ausdruck aufstellt
9, = — 4mk29a{1 —

@ 3arctg e —&(8 — &%)

27k?o (3 &%) arctgs — 35}

und nunmehr zeigt, daB der bei der GroBe w?/2wxk®o stehende Faktor

als Funktion von ¢ betrachtet, den Maximalwert %, hat, so daB, da-

mit g, stets negativ bleibe,

(21a) 0?/2xk%0 > §

gein muB. Einen noch engeren Grenzwert fiir konvexe Gleichge-

wichtsfiguren, welche die Bedingung erfiillen, daB an ihrer Oberfliiche

sich Punkte von der Eigenschaft
2@+ y7)

on
deren Flichennormale also parallel der Rotationsachse ist, vorfinden,
leitet Crudeli®) aus der Greenschen Gleichung
12U =[(0750 — L0 a5 — [“Pas

ron

=0,

ab, zu

(21b) w?/2xk%0 < %,

wihrend oben aus der Diskussion der transzendenten Gleichung (3),
welche den Zusammenhang zwischen o und & fiir das Rotationsellip-

soid darstellt, o?/2xk2e < 0,22467 . ..

folgt. Nach einer Bemerkung von Lichéenstein®) ist die von Crudeli
als eine Einschrinkung gedachte Forderung bei konvexen Gleichge-
wichtsfiguren immer erfiillt.

Weitere allgemeine Sitze iiber homogene Gleichgewichtsfiguren
leitet Lichtenstein in einer neueren Arbeit ab®%): so z. B.: die Poin-
carésche Schranke gilt auch noch dann, wenn die Fliissigkeit Zug-
kriften widersteht oder unter einem beliebig groBen konstanten AuBen-
druck sich befindet; ferner: Jede Gleichgewichtsfigur hat eine auf die
Rotationsachse senkrechte Symmetrieebene.

84) Crudeli, Nuovo limite superiore della velocitia angolari dei fluidi horao-
genei, rotanti uniformamente, limitati da figura di equilibrio, Rom. Accad. Lincei.
19, I (1910), p. 666, und 19, II (1910), p. 41; vgl. auch: Contributo alla teoria
delle figure di equilibrio di un corpo fluido incompressibile dotato di motu ro-
tatorio, Nuov. Cim. 17 (1908), p. 168.

86) L. Lichtenstein, Uber einige Eigenschaften der Gleichgewichtsfiguren
rotierender homogener Fliissigkeitsmassen, deren Teilchen einander nach dem
Newtonschen Gesetze anziehen, Berl. Ber. 1918, p. 1120—1135.

86) L. Lichtenstein, Untersuchungen iiber die Gleichgewichtsfiguren homo-
gener rotierender Flissigkeiten, I. Abh.: Allgemeine Existenzsitze; 11. Abh.: Sta-
bilititsbetrachtungen, Math. Zeitschr. 1 (1918) und 5 (1919).
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18. Stabilitit der Gleichgewichtsfiguren. Altere Literatur. Die
Frage nach der Stabilitit der Gleichgewichtsfiguren scheint als erster
D’ Alembert 87) aufgeworfen zu haben. Seine SchluBweise, die der
Analogie mit modernen Entwicklungen nicht entbehrt, ist die folgende.

Fiir den Fall des Gleichgewichtes besteht zwischen der Rotations-
geschwindigkeit der ellipsoidischen Figur und ihrer Exzentrizitit &
die Beziehung

é*;ic’ze = 815 ((52 + 3) arctg & — 38)

Ihr entsprechen, wie bekannt, solange w?/2wk®¢ unter einer be-
stimmten Grenze liegt, zwei Wurzeln. Es sei ¢ die kleinere, s, die
groBere. Zunichst werde eine Gleichgewichtsfigur angenommen, deren
Exzentrizitit ¢ ist. Wird ihr Gleichgewicht gestort und damit die
Figur deformiert, so konnen, was die Exzentrizitéit ¢ der neuen Figur
anlangt, zwei Fille eintreten:

e§<<eg und &>¢.

Der erstere Fall involviert eine VergroBerung des Gewichts des Pol-
kanals (nach der Newtonschen Vorstellung) gegeniiber dem des Aqua-
torkanals, dadurch ein HerausstoBen des Wassers aus diesem und
daher das Bestreben, die Exzentrizitit ¢ zu vergroBern oder die ur-
spriingliche Form der Gleichgewichtsfigur wiederherzustellen. Der
zweite Fall & > &, bewirkt eine VergroBerung des Gewichts des Aqua-
torkanals gegeniiber dem des polaren und damit die Tendenz, das
Wasser gegen die Pole hinzutreiben, d. h. die Exzentrizitdt der ge-
storten Figur zu verkleinern und den urspriinglichen Gleichgewichts-
zustand wiederherzustellen; die Figur mit der Exzentrizitit ¢, ist also
gegen beide Storungen stabil.

Genau das Entgegengesetzte tritt ein, wenn die Exzentrizitit der
urspriinglichen Figur der groBere Wurzelwert & ist. Diese Figur ist
daher eine instabile. Der Fall endlich, daB die beiden Wurzeln &,
und & zusammenfallen, gibt eine singulire Losung, die I’Alembert
dadurch charakterisiert, daB er sie fiir eine Stérung, durch welche
ihre Exzentrizitit verkleinert wird, als eine stabile, dagegen fiir eine
entgegengesetzte Stérung, welche ihre Exzentrizitit vergroBert, als
eine instabile bezeichnet (partielle Instabilitit).

Die gleiche SchluBweise wendet auch Laplace®) in seiner Mé-

87) Vgl. FuBnote 15, siehe auch den Streit zwischen Boskowich und I’ Alem-
bert: Todh., Hist., § 470, 567 und 690.

88) Laplace, Méc. cél., Livre III, ch. IV, p. 27 u. 28; ferner Livre IV, ch.2:
De la stabilité de 1'équilibre des mers; vgl. die Kritik durch Poincaré, Sur I'équi-
libre, § 6.
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canique céleste an, jedoch nur im Hinblick auf die spezielle Annahme,
daB die Erde aus einem starren Kerne bestehe, den eine Wassermasse
bedecke, eine Annahme, welche die Grundlage seiner Theorie der Ebbe-
und Fluterscheinungen bildet.

Anderweitige Untersuchungen iiber die Stabilititsfrage kommen
in der #lteren Literatur nicht vor, und es ist merkwiirdig, wenn sich
Airy®) tiber diese Frage dahin #ufBlert, daB die Anschauung, nach der
von den zwei einer gegebenen Rotationsgeschwindigkeit entsprechen-
den Gleichgewichtsfiguren die eine im stabilen, die andere im labilen
Gleichgewichte sein solle, nicht korrekt sein kdnne; vielmehr miisse
aus dem Umstande, daBl fiir ein gegebenes Rotationsmoment nur eine
Gleichgewichtsform resultiere, mit Notwendigkeit gefolgert werden,
daB ibr Gleichgewicht stets stabil sei.

19. Dynamische Stabilitit. Die modernen Untersuchungen iiber
die Stabilitdt der Gleichgewichtsfiguren teilen sich in zwei Gruppen.
Die erstere diskutiert die kleinen Schwingungen, die in einer Fliissig-
keit bei einer Storung ihres Gleichgewichtes entstehen und die, sofern
man nur die ersten Potenzen beriicksichtigt, auf lineare Differential-
gleichungen fithren. Ist der bei der Integration auftretende Zeitfaktor
von der Form e@+7#9% so sagt man, die Figur habe

1. gewshnliche Stabilitit, wenn « =0,

2. sikulare Stabilitit, wenn « < 0 ist.

Die allgemeinsten Untersuchungen dieser Art*) fiir den Fall, daB
die Fliissigkeit die Form eines dreiachsigen Ellipsoides hat, auf ihrer
Oberfliche ein konstanter Druck lastet und ihre Teilchen aufeinander
dem Newtonschen Gesetze gehorchende Krifte ausiiben, wurden von
Dirichlet®*) und Riemann®?) begonnen. Von den allgemeinen von
beiden behandelten Fillen interessiert hier nur jener, nach dem eine
anfingliche Rotation des Ellipsoids um eine seiner Hauptachsen vor-
handen ist. Dirichlet zeigt, daB die Integration der Differentialglei-
chungen in zwei Spezialfillen gelingt, 1. im Falle eines um die
Z-Achse symmetrischen, d. h. eines Rotationsellipsoides, 2. fiir ein
dreiachsiges, aber nur dann, wenn zwischen den Achsen «, b und ¢
eine gewisse Bezichung besteht. Beide Fille fiihren auf die p. 33
und 34 erwihnten Bedingungsgleichungen als Zusammenhang zwi-
schen diesen Achsen einerseits und der Rotationsgeschwindigkeit o

89) Airy, Figure of the earth, Encykl. Brit. 1843, Art. 28, p. 180.

90) Vgl. auch 4. E. Love, Hydrodynamik II, IV 16, p. 125.

91) Dirichlet, Untersuchungen iiber ein Problem der Hydrodynamik, Gott.
Nachr. 14 (1857) und J. f. Math. 58 (1861).
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andererseits. In etwas anderer Art behandelt Riemann®?) das Problem.
Er kommt auf die transzendente Gleichung

(22) e(Te?+4 3) —arctg & (e*+ 868+ 3) =0

als Grenzexzentrizitit s, bei deren Uberschreiten Labilitat des Ellip-
soides eintritt. Die einzige reelle Wurzel dieser Gleichung ist
& = 3,14156.

Auch Poincaré®®) untersucht die Wellenbewegungen auf einem
dreiachsigen Ellipsoid und beweist, daB bei der Darstellung der Sto-
rungen durch harmonische Funktionen die den einzelnen Funktionen
verschiedener Ordnung entsprechenden Bewegungen unabhingig von-
einander vor sich gehen. Nach der gleichen Methode behandelte
Bryan®) die Schwingungen auf einem Rotationsellipsoide, bestimmte
ihre Perioden fiir die einzelnen Kugelfunktionen verschiedener Ord-
nung und gelangt so fiir die Kugelfunktion P} zur Riemannschen
Gleichung.

20. Statische Stabilitéit. Das Energiekriterium. Die Frage nach
der statischen Stabilitit der Gleichgewichtsfiguren kniipft an das Prin-
zip von Dirichlet an, nach welchem ein ruhendes mechanisches System
dann im stabilen Gleichgewicht ist, wenn seine potentielle Energie
fiir die Ruhelage kleiner ist als fiir alle benachbarten Lagen. Thomson
und 7ait®) haben das Prinzip auch auf den Fall des relativen Gleich-
gewichtes einer rotierenden Fliissigkeitsmasse ausgedehnt und Poin-
caré®®), dann Basset®), Schwarzschild®) und endlich Liapounoff *)
vollstindigere Beweise fiir die Ubertragung des Prinzipes auf diesen
Fall geliefert. Darnach lautet es:

Eine Gleichgewichtsfigur ist stabil, wenn bei unveréindertem Ro-
tationsmoment ihre Energie im Verhéltnisse zu allen moglichen be-
nachbarten Massenanordnungen ein wirkliches Minimum ist, dagegen
bei geindertem, wenn die neue Figur, die der Bedingung des Mini-

92) Riemann, Ein Beitrag zu den Untersuchungen iiber die Bewegung eines
fliissigen gleichartigen Ellipsoides, Gott. Nachr. 9 (1861) — Ges. Werke, Leipzig
1876, p. 168: vgl. auch Steckloff, Annal. Toulouse 1902, p. 171.

98) Poincaré, Sur I'équilibre, p. 363.

94) Bryan, The waves on a rotating liquid spheroid of finite ellipticity,
London Phil. Trans. 189 (1889), p. 187.

95) Thomson-Tait, Treatise II, § 778",

96) Poincaré, Sur 'équilibre, p. 293.

97) Basset, On the stability of Mauclaurins liquid spheroid, Cambridge
Proc. Math. Soc. VIII (1892).

98) Schwarzschild, Die Potncarésche Theorie des Gleichgewichtes einer ro-
tierenden Fliissigkeitsmasse, Inauguraldiss,, Miinchen 1896.

99) Liapounoff, I u. IL
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mums entspricht, einem groBeren Rotationsmoment angehort. Die so
gefundenen Stabilititsbedingungen #ndern sich jedoch, wenn man
der Figur auBerdem gewisse Bedingungen auferlegt, und man gelangt
so zu der Vorstellung einer bedingten Stabilitit, von der namentlich
Liapounoff eine groBere Zahl spezieller Fille entwickelt.

Um den Ausdruck fiir die geéinderte Energie zu berechnen, denke
man sich auf der Oberfliche der Gleichgewichtsfigur in normaler
Richtung teils im positiven, teils im negativen Sinne Massenschichten
von der Dicke ¢ aufgetragen, so aber, daB durch sie weder das Ge-
samtvolumen der Fliissigkeit, noch auch die Lage ihres Schwerpunktes
geiindert wird, was die Integrale

ﬁds =fx§ds =fy§ds =f;:§ds=0

nach sich zieht. Bei Beriicksichtigung bloB von Gliedern, die der
zweiten Potenz von { entsprechen, erhilt der Ausdruck fiir die zweite
Variation der Energie W, das ist 0, W, die Form!%)

@8) oW =1 [PFeas—Ff [fee, 0% + O] [t + ytas].

In ihr entspricht das dritte Glied einer Variation des Trigheits-
momentes der Fliissigkeit. Es ist bei einer gleichzeitigen Variation
der Rotationsgeschwindigkeit o oder des Rotationsmomentes B durch
7 onOBF

zu erginzen.

Als ein spezielles Beispiel der Behandlung dieser Gleichung (23)
nimmt Liapounoff 1**) fiir die Verschiebung ¢ die Form an, die einer
Rotation um die Z-Achse entspricht. Durch sie nimmt (23) die Form

Jl J‘
0 W = o (T, — I) 0 + o T (T, — J) 6}

an, in der J,, J, und J, die Trigheitsmomente um die drei Haupt-
achsen X, Y und Z bedeuten; und diese Form zeigt, daf W nur

100) In dieser Form, mit AusschluB des dritten Gliedes, das dem von der
Veriinderung des Trigheitsmomentes J der fliissigen Masse abhiingigen Teil der
variierten Energie darstellt, findet sich der Ausdruck schon vor bei Liouwille,
Formules génerales relatives & la question de la stabilité d’une masse liquide,
douée d’un mouvement de rotation, Add. Conn. d. T. 1855, p. 26; ferner Paris
C. R. XV (1842), p. 903, und XVI (1843), p. 363; dann Giefen, Uber die Stabili-
tat des Gleichgewichtes einer nur der Gravitation unterworfenen Flissigkeit,
Jahresber. diber die h. Schulen Opladen 1872—73; Hagen, S. J., Uber die Stabili-
tdt des Gleichgewichtes einer auf einem dreiachsigen Ellipsoide mit kleiner Ex-
zentrizitdt ausgebreiteten Flissigkeit, Zeitschr. Math. Phys. 22 (1877).

101) Liapounoff, I, p. 35.
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dann ein Minimum, oder d, W > O sein kann, wenn

Jz>Jy und J,>J,,
eine Bedingung, die aussagt, daB zur Stabilitit einer Gleichgewichts-
figur notwendig ist, daB die Rotationsachse die kiirzeste Achse des
Haupttrigheitsellipsoids sei. Einen anderen Beweis dieses Satzes gibt
Poincaré1®?).

Im singuliren Falle, wenn d; W = O ist, geniigt die bis zu den
zweiten Potenzen von ¢ gehende Entwicklung nicht, sie muB durch
die Beriicksichtigung der hoheren Potenzen erginzt werden. Ausfiih-
rungen hierzu geben Schwarzschild*®®), Poincaré'™) und G. H. Darwin'%)
im AnschluB an die Behandlung von Poincaré, sowie Liapounoff 1)
und neuerdings L. Lichtenstein ).

Durch Einfiihrung von Normalfunktionen ¢,, die den Integral-
relationen

lf%%ds:o oder = 1, je nachdem i =k oder i ==k,

(24) s 2011 0?, o e ’3 ’2 ]
l f‘PidS {?—‘T(x"‘y)(x +y )j'=ca'3i¢i
geniigen, und die Annahme einer entsprechenden Reihenentwicklung

¢ =249,
geht der Ausdruck fir d, W tiber in eine Summe von voneinander
unabhingigen Quadraten

(25) 0, W= ZBi1—s).
Die hierin auftretenden Konstanten 1 — s, nennt Poincaré die Sta-
bilititskoeffizienten der (leichgewichtsfiguren.

21. Verzweigungs- und Grensfiguren. Solange fiir eine be-
stimmte Gleichgewichtsfigur keiner der Stabilititskoeffizienten aus der
Reihe 1 — s; zu Null wird, sondern sie alle positiv sind, ist die Gleich-
gewichtsfigur stabil. Eine Singularitit tritt ein, wenn 1 —s, =0

102) Potncaré, Figures, p. 35.

108) Schwarzschild, Dissert., p. 19: Vollstindiger Ausdruck der Energie
einer deformierten Figur.

104) Poincaré, Sur la stabilité de 1'équilibre des figures pyriformes, London
Phil. Trans. 198 (1902), p. 333.

105) Darwin, The stability of the pear-shaped figures of equilibrium,
London Phil. Trans. 200 (1903), p. 251, ferner: The approximate determination
of the Form of Maclaurin spheroid, Trans. Americ. Math. Soc. 4 (1903), p. 113,
und 9 (1908), p. 34.

106) Liapounoff, Probléme de minimum dans une question de stabilité
des figures d’équilibre d’'une masse fluide en rotation, St. Pétersb. Mém. XXII
(1908).
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wird. Fiir diesen Fall stellt Poincaré'®”) ein heuristisches Prinzip auf,
das er das Prinzip des Wechsels der Stabilitit nennt.

Man betrachte eine Gleichgewichtskonfiguration eines mechani-
schen Systems von n Freiheitsgraden, in dem die Koordinaten von
einem Parameter abhingen, so entspricht einer jeden ein Punkt in
einem #-dimensionalen Raum, und ihrer kontinuierlichen Aufeinander-
folge eine Reihe von solchen Punkten, oder eine Kurve. (In dem be-
sonderen Falle einer Gleichgewichtsfigur rotierender Fliissigkeiten ist
die Anzahl % der Freibeitsgrade unendlich groB.) Diese nennt Poin-
caré eine lineare Reihe. Im Allgemeinen wird die Losung der Gleich-
gewichtsbedingungen keineswegs eine eindeutige sein. Es folgt dar-

, daB man nicht eine eine Reihe von Gleichgewichtsfiguren dar-
stellende Kurve, sondern mehrere Kurvenzweige erhalten wird, deren
jede sich mit dem Parameter kontinuierlich &ndert, ohne daB ausge-
sagt werden kann, wo diese Kurven beginnen, wo sie enden oder ob
sie sich in irgendwelchen Punkten verzweigen. Die Bedingung der
Stabilitdt erfordert nur, daf die zweite Variation von W, d. h. die
quadratische Form

i=n k=n

%W = 223;3: G

eine definite positive ist oder daB in dem transformierten Ausdruck
0 W=2B1—s)

alle Stabilitdtskoeffizienten 1 — s, > O sind. Die Bedingung, daB einer
von ihnen verschwindet, ist identisch mit der, daB fiir einen bestimmten

Wert des Parameters die Funktionaldeterminante der GroBen B Null

wird, was wieder nur dann eintreten kann, wenn mindestens zwei der
Kurvenzweige sich in einem Punkte des Raumes schneiden, d. h. daB
die zugehorige Gleichgewichtsfigur gleichzeitig zwei Reihen angehort.

Ist das Verschwinden von 1 — s; gleichzeitig mit einem Zeichen-
wechsel verbunden, so sind tatsiichlich fiir einen dem betreffenden Para-
meterwert unendlich benachbarten Punkt zwei Figuren vorhanden, die
nur unendlich wenig voneinander abweichen und fiir den bestimmten
Parameterwert zusammenfallen. In diesem Fall der wirklichen Kreu-
zung heiBt die Figur eine Kreuzungsfigur. Sonst, wenn die eine Reihe

107) Poincaré, Sur ’équilibre, p. 261 ff., ferner: Figures, p. 164. Ferner die
Vervollstindigungen hierzu von Schwarzschild, Dissert., p. 38, Man vergleiche
hierzu die mathematisch vollkommeneren und strengen Beweise von Liapounoff
(Fufinote 106) und Lichtenstein (FuBnote 86).
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bloB durch einen singuliren Punkt hindurch (ohne Zeichenwechsel)
in die zweite iibergeht, eine Grenzfigur.

Kreuzen sich daher zwei Reihen von Gleichgewichtsfiguren, welche
beide je einen Kurvenweg fiir einen positiven und einen negativen
Wert des Parameters, d.h. zu einem griBeren wie einem kleineren Ro-
tationsmoment entsenden, und die eine Reihe ist vor der Kreuzung
stabil, nach der Kreuzung instabil, so ist die andere vor der Kreuzung
instabil und nach ihr stabil. Es findet in der Kreuzung ein Umtausch
der Stabilititen statt. Gehort aber der eine Zweig wohl zu beiden,
der andere aber nur zu groBeren oder nur zu kleineren Werten des
Rotationsmomentes, dann findet ein solcher Wechsel der Stabilititen
nicht statt. Liegt eine Grenzfigur vor, von der iiberhaupt nur zwei
Kurvenzweige ausgehen, so haben beide den gleichen Stabilititscha-
rakter, wenn sie verschiedenen Werten des Rotationsmomentes ange-
horen, sind aber von verschiedenem Charakter bei gleichen Werten
von R.

22. Die Stabilitit der Kugel als Gleichgewichtsfigur. Die Sta-
bilitédtskoeffizienten der Kugel als Gleichgewichtsfigur hat zuerst Lia-
pounoff*®) berechnet. Indem er fiir die in (24) eingefiihrten Normal-
funktionen @ Kugelfunktionen verwertet, fiir die den Gleichungen (24)
entsprechende Relationen gelten, nimlich

f dsP,P, =0 (wemn n=m) und = i (wenn n = m)
und fds’Pﬂ’. ;_ = 2= p

(worin P,’ dem Flichenelement ds’ der Kugel, deren Radius a ist,
angehort, wihrend » den Abstand dieser von einem festen Punkte der
Oberfliche bedeutet, zu dem wieder die Funktion P, gehort), d. i. die
Gleichung (23) mit Vernachldssigung des dritten Gliedes in ihr, was
hier wegen o = 0 gestattet ist, erhilt er mit Beriicksichtigung von
opP 4mko
I=%n= 3¢
und der Annahme einer Entwicklung

t=24,P,
fiir die zweite Variation der Energie den Ausdruck
272 53,2 4, (1 1
62W=.8”k9a 2n—{-1(§—2n—|—1)’

in dem die Summe > mit n =2 beginnt, da wegen Unverinder-

108) Liapounoff, I, chap. 2. La stabilité de la spheére, p. 39.



46 Ve, 21. S. Oppenheim. Theorie der Gleichgewichtsfiguren der Himmelskorper.

lichkeit des Volumens und wegen der unveréinderten Lage des Schwer-
punktes die Kugelfunktionen 0. und 1. Ordnung nicht in Betracht
kommen.

Man sieht, daB die Stabilititskoeffizienten der Kugel nicht negativ
werden konnen. HEs ist also die Kugel eine gewissermaBen absolut
stabile Form. Einen zweiten, mehr anschaulichen Beweis hiefiir
gibt Poincaré®). Er stiitzt sich auf folgende zwei Sitze: 1. Das
Newtonsche Potential irgendeines Korpers in bezug auf einen beliebigen
Aufpunkt ist stets kleiner als das Potential einer Kugel von gleichem
Volumen in bezug auf ihren Mittelpunkt. 2. Die Energie eines Kor-
pers von gegebenem Volumen erreicht ihren Maximalwert fiir jenen,
dessen Begrenzung eine Kugelfliche ist.!1)

23. Die Stabilititskoeffizienten des dreiachsigen Ellipsoides.
Zur Darstellung der Stabilititskoeffizienten des dreiachsigen Ellipsoides
als Gleichgewichtsfigur eignen sich nach Poincaré als Vertreter der
Funktionen ¢ Lamésche Funktionen. Die fiir sie eingefiihrte Schreib-
weise mdge, da sie nicht einheitlich ist, hier zuerst erklirt werden:

Die Gleichung des Grundellipsoides sei

2 2 2
(',z{'g,s + Ei'gfﬁ + g%cz =1
mit der Annahme a <b <¢, so daB ihre drei reellen Wurzeln 1, p
und » als die elliptischen Koordinaten eines Punktes den Ungleichungen
a<r<b<pu<e<i<oo

geniigen. Die Funktionen von A seien mit L(1) bezeichnet, die ihnen
adjungierten zweiter Art mit K (1), so daB
Adl

K() = (2% + 1)L(2 =
( ) ( n —+ )L( )f(L(l))’V(“——“z) (A*—b? (7.’--6’)’

und endlich die Funktionen von p und » mit E(u) und E(v). Die
hinzuzufiigenden Indizes seien so gewihlt, daB, wenn fiir a = b das
dreiachsige Ellipsoid in ein abgeplattetes, und dementsprechend die
Produkte E(w)E(v) in Kugelfunktionen iibergehen,

Er(u)E v) = Pr(9) cosky mit s=2k 41

un

Eru)Er(v) = Pr(®) sinky mit s = 27,

109) Poincaré, Fubnote 82 und Figures, p. 15; ferner: Sur un théoréme de
M. Liapounoff rélativ & l'équilibre d’une masse fluide, Paris C. R. 104 (1887),
p. 622. Die Abhandlung von Liapounoff findet sich in Charkow math. Gesellsch.
Mitt. I (1884), p. 43 in russischer Sprache.

110) Fiir diesen Satz von Liapounoff hat meuerdings P. Carleman einen
sehr einfachen Beweis gegeben, Math. Zeitschr. 3 (1919), p. 1—7, ebenso Lichten-
stein, ebenda 3 (1919), p. 8—10.
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wenn &, ¥ die Polarkoordinaten bedeuten unter der Annahme

2=V — a®sind siny
y =i — b®sin & siny
z2=VA2—clcosd.

Mit Beriicksichtigung der beiden Liouvilleschen Relationen!!!)
[1dsEm(u) B (v) B () E,*@) = O fiir m == n, und
= const.=¢,* fiir m =n

E* E} 4 "
fl dso e ) b = 3n :. 1 L (3) K. (4) B () B (vy) fiir 2, > 2,

2"+1Lﬂ(}'1)‘K (A'O)E (Au’l)En(’”l)furl <1’07

ferner der Gleichung
P A=k
g— 22t gaa) LG/,
aus der folgt, daB auf der Oberfliche eines Ellipsoides (mit dem Pa-
rameter 1,) nicht g, sondern gl, konstant ist, und endlich der Annahme
fir die Entwicklung von § in der Form

(=24 EMWEMN),
in der die Summierung mit n = 2 beginnt, — erhdlt man fiir die
Energie den Ausdruck

1
8, W = Batkte* Do (4, s KD LR — 4, +1K"(1)L"(l)]
Man sieht, daB der Faktor:

(26) IEADL0) — 55 BB L)

die Stabilititskoeffizienten des dreiachsigen Ellipsoides darstellt, doch
wieder nur mit Vernachlissigung des in (23) auftretenden dritten
Gliedes.

Nun lauten die den Gleichungen (15) entsprechenden Bedingungs-
gleichungen fiir das Gleichgewicht eines Ellipsoides iiberhaupt, wenn
man sie durch Lamésche Funktionen darstellt:

80! LML
dxkle Lg'(2)

7) | _ LWL ®
L)

(le()-)Ksl(/l) — Lll(l)Kll(l))
(L) Kyt () — LM (A) K1 4).

111) Zur speziellen Literatur tiber Lamésche Funktionen mit Riicksicht auf
das Problem der Gleichgewichtsfiguren kémen auBerdem in Betracht: Poincaré in:
Sur I'équilibre, p. 299, ferner Figures, p. 112, Hamy in der FuBn. 61 zitierten
Abh., Liapounoff, I und II, endlick G. H. Darwin, Ellipsoidal harmonic analysis,
London Phil. Trans. 197 (1901), p. 461, und 203 (1904), p. 111.
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Die erste Losung derselben

L= Lg, K;'= Kj'
fiihrt zum Rotationsellipsoid'*), die zweite, die das Jacobische Ellipsoid
gibt, deutet mit der aus (26) abzuleitenden Gleichung
(28) LAWK — LMK ) =0
auf das Auftreten eines Nullpunktes, und zwar fiir den # = 2 und
s =4 angehérenden Stabilititskoeffizienten hin. Das Jacobische
Ellipsoid ist daher eine singulire und, da die weitere Diskussion zeigt,
daB der Koeffizient fiir gr6Bere Werte von 1 als die dem Nullwerden
entsprechenden negativ wird, eine Verzweigungsfigur, die die Reihe

der stabilen Rotationsellipsoide von ihrem Beginn an, d. i. der Kugel
abschlieBt.

24. Die birnenférmigen und andere Gleichgewichtsfiguren be-
dingter Stabilitit. Mit der Frage nach der Abhingigkeit der Wur-
zeln der Gleichung (26)

LRAB) L) — s KX LA(3) = 0

2n 41
von den beiden Ordnungszahlen n und s befaBten sich Poincaré,
Schwarzschild und Liapounoff*'®). Sie gab folgende zwei Hauptsitze:

Die Funktionen KL, die den Faktor z=— )i — ¢* enthalten,
konuen zu reellen Wurzeln von (26) keine Veranlassung geben. Sie
kommen daber zur Aufsuchung singuldrer Figuren nicht in Betracht.
Fir die anderen Funktionen ist die Reihenfolge der Wurzeln ihrer
GroBe nach hestimmt durch den Index n.

Was zuniichst die Ordnungszahl % = 2 anlangt, so kommen nur
die Funktionen E? E,® und F;? in Betracht. Die zwei letzteren lassen
aus dem Rotationsellipsoide dreiachsige entstehen, entsprechend den
Deformationen §, =~ zy, die zu E;? und § =~ 2® — g, die zu E® ge-
hort. Beide Ellipsoide gehen durch eine Drehung um 90° ineinander
iber und stellen daher nur eine neue Reihe von (leichgewichtsfiguren
vor, die sich an die Rotationsellipsoide anschlieBt. Es sind dies die
Jacobischen Ellipsoide.

Zu der Funktion FE,% die ebenfalls eine reelle Wurzel der Glei-
chung (26) gibt, gehort die Deformation o (2 4 y* — 32%). Sie

112) Eine direkte Darstellung der Stabilitiitskoeffizienten des Rotations-
ellipsoides durch Kugeltunktionen geben Bryan (vgl. FuBnote 94) und Basset,
On the Stability of Maclaurin’s liquid spheroid, Cambridge Phil. Proceed.
VIII (1892).

113) Vgl. die in FuBnote 111 zitierten Abh., ferner die auf Kugelfunk-
tionen sich beziehende analoge Gleichung p. 45.



24. Die birnenférmigen u. andere Gleichgewichtsfiguren bedingter Stabilitit. 49

18t den Rotationscharakter der urspriinglichen Figur intakt und ver-
groBert nur deren Exzentrizitdt. Ihr entspricht, wie man sich durch
Ausfiihrung der Integrale K% ... iiberzeugt, das p. 14 erwihnte Grenz-
ellipsoid, iiber das hinaus keine ellipsoidischen Gleichgewichtsfiguren
mehr moglich sind.

Von den Funktionen dritter Ordnung sind nur E? und Eg® zu
erwihnen. Die von ihnen abhingenden Deformationen lauten

z!

= x( it h‘ ----- it e 1) mit » als der grﬁBeren Wurzel
1
oy ( —m hg it — 1) mit & als der gréBeren Wurzel

der GL 5 -5 e )

Sie bestimmen, da man wieder @ und b miteinander vertauschen kann,
nur eine neue Reihe von Gleichgewichtsfiguren, die hoherer Ordnung
sind als die Ellipsoide. Ihrer Form nach wurden sie zuerst von
Poincaré festgestellt und von G. H. Darwin die birnen- oder hantel-
formigen Figuren (pear-shaped figures) genannt. Mit ihnen schlieBt
die Reihe der Jacobischen Ellipsoide ab (das betreffende Grenzellip-
soid wurde von Darwin'*) berechnet). Doch iiber ihre Stabilitit
oder die Art ihrer Verzweigung mit den Jacobischen Ellipsoiden LiBt
gich bis nun noch nichts Entscheidendes sagen. Die Entscheidung
lieBe sich nur durch Bestimmung des Vorzeichens der Koeffizienten
gewisser hoherer Glieder in der Entwicklung von d; W durchfiihren.
Rechnungen in dieser Richtung sind von G. H. Darwin und Liapounoff'*®)
gemacht worden, filhrten aber zu entgegengesetzten Resultaten. Nach
Darwin gehoren sie einem groBeren Rotationsmoment an, wiiren also
die stabile Fortsetzung der Jacobischen Ellipsoide, nach Liapounoff
aber wire gerade das Entgegengesetzte der Fall.

Weitere neue aus den Jacobischen Ellipsoiden abzuleitende Gleich-
gewichtsfiguren unter der Voraussetzung bedingter Stabilitiit unter-

114) Darwin, On the pear-shaped figure of equilibrium. London Phil. Trans.
198 (1902), p. 301.
115) Darwin, The stability of the pears-haped figure of equilibrium, London
Phil. Trans. 200 (1908), p. 261; Liapounoff, I und II; vgl. auch Benesch, tUber
das Vorzeichen des Poincaréschen Ausdruckes fiir die Stabilitit der birnenfsr-
migen Figur, Astr. Nachr. 186 (1911), p. 305, sowie Jeans, Potential of ellipsoidal
bodies and the figure of equilibrium of rotating liquid mass, London Phil.
Trans. 214 (1914), sowie N. Mudd, The gravitational Potential and Energy of har-
monic deformation of any ordre: Messenger Math. 40 (1911), p. 137.
Encyklop. d. math. Wissensch. VI 2, B. 4
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sucht Liapounoff*'%). Zundchst fiir den Fall der Erhaltung des Ro-
tationscharakters gelangt er von den Rotationsellipsoiden zu dem durch
die Funktion E? bestimmten Grenzellipsoid, von ihm zu der durch
die Funktion E,* charakterisierten Figur. Die aus ihr folgende De-
formation ¢ ist gegeben durch

g-——(hz 'a’+h’ b’+h’ et 1)( 2 a2+k’ b’+k2 1)7
wenn fiir A und % die belden grdBten Wourzeln der Glelchungen
4
": at + h’ Tt + h’ T T T X g%
1 1 1 4
FoeTr—pte—e— woe

genommen werden miissen.

Setzt man aber nach Liapounoff im Anschlusse an das Jacobische
Ellipsoid E,? die Bedingung fest, daf die neue Figur sowie das gege-
bene dreiachsige Ellipsoid zwei senkrecht aufeinander stehende Sym-
metrieebenen um die Rotationsache habe, dann ist diese bestimmt
durch E? d.i. eine Deformation

g'—‘x?/(hi a’+h’ b’+h’ —1))
worin h die groBere Wurzel der Glelchung
——-a’+h’ b2+h’ 2—0

ist.

25. Numerische Daten. Die im folgenden mitgeteilten Zahlen,
die den Arbeiten von G. H. Darwin entnommen sind, mogen ein Bild
der Reihenfolge der stabilen Gleichgewichtsfiguren, insoweit sie ellip-
soidischer Form sind, geben:

1. Kugel:

3m?
p— o0 =0 RYK=0.

2. Rotationsellipsoide:
@ =0,0364 &= 03146 RYK=0,1550 sin ¥ = 0,3 (nach p. 13)

0,0654 0,4364 0,2938 04
0,1035 05773 0,5015 05
0,1510 0,7500 0,8140 0,6
0,2080 0,9804 1,3034 0,7

116) Liapounoff, I und II; ferner: Sur les figures d’équilibre peu différentes
des ¢llipsoides, 4 Teile, St. Petersb. Mém. 1906, 1909, 1911 und 1913, sowie:
Sur un probléme de Tchebycheff, St. Petersb. Mém. XVII (1905).
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¢ = 02719 e =13333 RYK = 2,1488 sinyp = 0,8

0,2807 1,3946 2,3065 = Verzweigungsfigur,
0,3281 2,0000 3,8369  Jacobisches Ellipsoid.
10,3370 2,6292 5,1174 = Grenzellipsoid.
0,3302 3,1416 6,4803 — Riemannsches Ellip-
soid. 11"
0 00 oo = die unendlich groBe u.

unendlich diinne Scheibe.
3. Dreiachsige Ellipsoide:

9 =02807 &— 1,3946 & — 1,3946 R!/K— 23065

0,2718 1,7319 1,1335 2,4555

0,2489 2,1445 0,9292 2,9019
0,2130 27204 0,7543 3,1942 = Verzwei-
0,1608 3,734. 0,578. 5,782, gung mit den
0,1002 5,667. 0,395. 10,381, Pirnenformi-
gen Figuren.
0 o) 0 o0 == die unend-
lich lange u.

unendlich
diinne Nadel.

IV. Die Gleichgewichtsfigur der Monde.

26. Figur des Mondes. Dem Ubergange von der allgemeinen
Theorie der Gleichgewichtsfiguren auf das speziellere Problem der
Bestimmung der Gestalt des Erdmondes und der Satelliten der an-
deren Planeten liegen folgende Annahmen zugrunde: 1. Eine homo-
gene Flilssigkeit bewege sich als Satellit um einen (starren) Zentral-
korper derart, daB er ihm stets dieselbe Seite zuwende und seine
Winkelgeschwindigkeit o bei dieser Bewegung nach dem dritten
Keplerschen Gesetze gegeben ist, durch

o =1 (M + E)A,

117) Die Bedingungsgleichung fiir das Riemannsche Ellipsoid schreibt sich,
dargestellt durch Lamésche Funktionen, in der Form (abgeschen von der einen
durch K,'®}) = K,'(4) bestimmten Wurzel):

LM { K () Ly ' W) — K ') Ly ' ()} — Ly W { K, ' () Ly W) — K A) Ly ' (W) } = 0,
wihrend die analoge fiir das Jacobische Ellipsoid

(L W) { Ky Y3) Ly (%) — K Y3) L ') } — (L ' W)*{ K, YA) Ly () — K, "3) L, Y(3) ) = 0
lautet und infolge der Relation

8(at— b%
ATV ATOS ATORMEATDS AIE ATIRSRCamES 10 AL
in 1K WL A) — LE2M LR =0 tibergeht.
4*
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wenn M die Masse des Mondes, E die des Hauptplaneten und A die
Distanz ihrer Mittelpunkte bedeutet. 2. Sie stehe unter der Einwir-
kung der Gravitationskrifte ihrer eigenen Teilchen P und 3. unter der
Anziehung P, des ZentralkOrpers. Zur Berechnung der letzteren werde
ein Koordinatensystem vorausgesetzt, dessen X Y-Ebene mit der Bahn-
ebene des Mondes zusammenfillt, und dessen X-Achse nach dem Haupt-
planeten gerichtet ist. AuBerdem werde angenommen, daf die Dimen-
sionen des Mondes gegen seine Distanz A vom Planeten kleine GroBen
erster Ordnung seien, so daf bei der Entwicklung von 1/A bloB die
Glieder bis zur zweiten Ordnung angeschrieben werden sollen. Eine
weitergehende Entwicklung hitte zur Folge, daB dem Monde eine
Gestalt zugeschrieben wiirde, die eine Fliche hoheren als 2. Grades
wire. Unter dieser Voraussetzung ergibt sich fiir P, der Ausdruck:

‘ __KE z , 22— y?— 2z} * k:Ex
(29) Pl——A—<1+Z+ 2A® )— AR
wahrend fiir P als das Potential eines dreiachsigen Ellipsoides die
unter 15 erwihnte Form zu substituieren ist. Die Gleichgewichtsbe-
dingung wird damit
(30) P+ P, + Lw? (2 + y*) = const.!’®)
und ist mit der Gleichung des Ellipsoides:

2 2 2

atpte=1
zu identifizieren. Laplace diskutiert die daraus sich ergebenden Glei-
ehungen nur unter der Annahme, daB die Exzentrizititen des Mond-

ellipsoides & und & sehr klein sind. In diesem Falle liefert eine
Niherungsrechnung fiir die Integrale &, # und § in dem Ausdrucke

118) In dieser Form kommt die Gleichung zum ersten Male vor bei Laplace,
Méec. cél., Livre III, § 23. Vgl. auch Giesen, Uber die Gestalt eines um einen
Zentralkorper rotierenden homogenen fliissigen Satelliten, Zeitschr. f. Math. XXI
(1876), p. 49, ferner Matthiessen, Uber die ellipsoidischen Gleichgewichtsfignuren
der Satelliten der Erde und des Jupiter, Zeitschr. f. Math. XXV (1880), p. 12.
Die theoretischen Untersuchungen tber die Figur des Mondes iiberhaupt beginnen
mit D’Alembert. (Vgl. FuBnote 15) Derselbe stellte das folgende rein mathe-
matische Problem auf: Eine homogene fliissige Masse rotiere mit gleichformiger
Geschwindigkeit um eine beliebige Achse. Sie stehe einerseits unter der Ein-
wirkung der Gravitationskrifte ihrer eigenen Massenteilchen, anderseits unter dem
Einflusse der Anziehung eines entfernten Korpers in beliebiger Lage. Es ist die
Gleichung fiir die Gleichgewichtsfigur zu bestimmen. Erst Laplace nimmt an,
daB der entfernte Korper in der Aquatorebene der Flissigkeitemasse liege, und
kommt so zu dem spezielleren Problem der Bestimmung der Gesta,lt des Erd-
mondes. Todh., Hist. § 616 ff.
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fiir P die Werte:
—Et=31[1—-%B+4&Y)], —n=3i1—%4EE+347]
—E=4[l— & (* + &)

und mit ihnen erhilt man

8 MA4E (c\3 B M4 E e\
=35 (3) o' =3 (a)
oder mit Vernachlissigung des kleinen Bruches M gegeniiber E
T AN s 5 E (c\3
& =107 (3) a6 =3 (%)

Nach den fiir den Erdmond giiltigen Daten E/M =81, Afe= 221
ergibt sich hieraus

& — 0,0000750, &? — 0,0000188,

Zahlen, welche, wenn man den Radius des Mondes zu 1741 km an-
nimmt, fiir die linearen Differenzen seiner drei Hauptachsen die duBerst
kleinen Werte
@ — ¢ == 65 m, b—¢=16 m,

liefern, die wohl schwer je durch eine direkte Messung der sichtbaren
Mondscheibe am Himmel konstatiert werden diirften. In der Tat er-
gaben auch alle Messungen der Mondfigur, die von Wichmann, Schur,
Hartwig u. a. ausgefiihrt wurden, fiir ihren Umri vollig die Form
eines Kreises, natiirlich bis auf die tiberragenden Berge. Erst Franz!'?)
gelang es, durch Messungen auf Photogrammen, die bei verschiedenen
Librationsperioden aufgenommen wurden, eine Hohenschichtenkarte
des Mondes zu entwerfen und die einzelnen Messungen durch An-
schluB an ein dreiachsiges Ellipsoid auszugleichen. Die Rechnung er-
gab fiir die Verlingerung in der Richtung zur Erde

2= — 0,00114 + 0,00578.

Anderseits leitet er aus einer Diskussion' der Wichmanschen Beob-
achtungen zur Bestimmung der physischen Libration des Mondes fiir
dessen lrigheitsmomente J,, J, und J, die Werte ;

J”i v 0000300, 72T —0,000614, J"‘}, = _ 0,000314,

119) F'ranz, ,Die Figur des Mondes“ in Konigsberger Sternw. Beob. Bd. 38
(1899), ferner Mitteil. d. Sternw. Breslau I (1901), II (1903); vgl. auch Hayn, Seleno-
graphische Koordinaten, Leipzig Abh. Ak. 1902, 1904, 1907 u. 1914, und die
Referate iiber diese Arbeiten in Astr. Ges. Vs. Bd. 35, 36 u. 38, ferner Frans,
Die Randlandschaften des Mondes, Nov. Act. Leop. 99 (1913) und Hayn, Uber
die Abweichung des Mondrandes von der Kreisform, Astr. Nachr. 168 (1903), p. 2.
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ab, welche unter der Annahme einer homogenen Schichtung des
Mondes direkt dessen entsprechenden Abplattungen proportional sind.

Theorie und Beobachtung stehen daher soweit miteinander in
Uberemstlmmung, als beide fiir die Grestalt des Mondes die eines gegen
die Erde hin verlingerten dreiachsigen Ellipsoides fordern, nur sind
die theoretischen Werte der Abplattung bedeutend kleiner als die aus
den Beobachtungen abgeleiteten’®), und selbst bei den Rechnungen
von Franz ist der mittlere Fehler der Messungen gro8er als ihr Krgeb-
nis, so daB dieses fast als illusorisch bezeichnet werden kann.

27. Stabilitit der Gleichgewichtsfigur eines Mondes. Mit der
Diskussion der allgemeinen G(leichung fiir das Gleichgewicht, durch
die die Gestalt eines Mondes bestimmt wird, befaB8te sich Roche.!2!)
Er gibt zunichst der Gleichung (30) die Form

(30a) 2o —30+w@Eai—feh) ab__SUtw) @b ie) b

dxkte . (BFuwatte ¢t pbi4ect e
in der M die Masse des Mondes M = 4%wgabc, w ihr Verhdltnis zu

der des Hauptplaneten y = M/E und &,  und § die unter 15 erwéhnten
Integrale bedeuten, und gelangt damit zu folgenden Ergebnissen: Ist
die Distanz des Mondes vom Hauptkorper groB und mithin nach dem
dritten Keplerschen Gesetze seine Rotationsgeschwindigkeit klein, so
existieren stets zwel Reihen ellipsoidischer Gleichgewichtsfiguren, von
denen die eine aus weniger abgeplatteten, die andere aus stirker ab-
geplatteten dreiachsigen Ellipsoiden besteht. Im Grenzfalle @ = 0 ist
das erste nahe eine Kugel®?), das zweite geht in eine unendlich

120) Laplace, Méc. cél. LivreV, ch. 2, § 19, bemerkt hierzu: Sans doute les
hautes montagnes et les autres inégalités, que l'on observe & la surface de la
lune, ont sur les différences de ces moments d'inertie une influence trés sensible
et autant plus grande que l'applatissement du sphéroide lunaire est fort petit
et sa masse peu considérable. Vgl. auch tiber die Nichtanwendbarkeit der
Clasrautschen Theorie auf den Mond W. de Sitter, The motion of the luna,r
perigé and node and the figure of the Earth, Amsterdam. Proceed. XVIII (1915)
p. 1309.

121) Roche, La figure d’une masse fluide soumise & I'attraction d'un point
eloigné, Mém. Acad. Montpellier I (1850), II (1864). Vgl. auch die Darstellung in
Tisserand, Méc. cél. II, chap. 8, ferner S. J. Kriiger, Evenwichtsformen, p. 30
und 111.

122) So finden sich fiir die 4 groBen Jupitermonde die Achsenverhiiltnisse:

Afry 2r u Se®/dinkie a:c b:c
I 5,988 4070 km 0,00001688 0,00678 1,03390 1,00847
II 9,439 3430 0,00002323 0,00024 1,00366 1,00092
IIT 15,067 5790 0,00008844 0,00023 1,00114 1,00028

IV 26,426 4830 0,00004247 0,00005 1.00025 1,00006
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diinne und unendlich lange nach dem Hauptplaneten gerichtete Nadel
tiber. Vermindert sich die Distanz und wéchst im entsprechenden
Mafe o, so geht die Kugel in ein mehr und mehr sich verlingerndes
Ellipsoid iiber, das um die kleinste Achse rotiert, wihrend die groBte
stets dem Hauptkorper zugewandt ist, das zweite nadelfsrmige Ellip-
soid hingegen verkiirzt sich. SchlieBlich vereinigen sich beide Formen-
reihen zu einem Ellipsoid, iiber das hinaus keine weiteren ellipso-
idischen Gleichgewichtsfiguren mehr moglich sind. Die Rotationsge-
schwindigkeit o, zu der diese Grenzfigur gehort, bestimmt sich aus
den Gleichungen fiir den Fall
u=0 zu: Zg%o < 0,069,
(31)

3 2
w = 1 zu: 4";;:’,*9 é 0’108,

3w®  3(fa®—¢cdab _ 3(nd*—ichad
4,‘sz - ate? - b2et fOlgt)

wihrend fir g = oo

welche Gleichung mit der in 15 abgeleiteten und fiir das Jacobische
Ellipsoid giiltigen identisch ist und 3w?/4xk?e = 0,28063 gibt.

Dieser Rotationsgeschwindigkeit entspricht eine gewisse Distanz
vom Hauptplaneten. Ist die Dichte des letzteren g,— sein Radius,
wenn man seine ganze Masse zu einer Kugel zusammenballt, r, und

damit E = %’5 0,7, so folgt fiir den Fall
p=0: 0069<% (2)°  oder &, 2447, Voo/0™™)
0

p=1: 0108 <2(%) (%)3 oder A, 2,64 7, Voole

123) Auf einem etwas anderen Wege gelangt Vaughan, ,On the form of
satellites revolving at small distances from their primaries®, Phil. mag. XX (1861),
p. 418, und XXI (1861), p. 269, zu dem gleichen Werte fir die Grenzdistanz A,
eines Mondes. Er stellt die Bedingung auf, daB die Stabilitit eines fliissigen
Satelliten ein Ende erreicht, wenn die Schwere auf ihm einerseits durch die
Fliehkraft, anderseits durch die anziehende Kraft des Hauptplaneten aufgehoben
wird, betrachtet aber bei der Berechnung der Schwere den Mond als ein verlin-
gertes Umdrehungsellipsoid, d. h. er setzt &, =0, b = ¢ und verwendet die FuB-
note 19 mitgeteilten Werte fiir die Anziehungskrifte eines solchen Ellipsoides.
Er kommt so zu der Gleichung

QQ,(Q)"=3(1f‘S’) {3—8’1 14+ 3)

e \a,) = ar

45 B1 % 26/
3
deren Grenzwert fiir reelle Werte bei ¢ = 0,88 zu %° (2,) = 0,06945 eintritt,

| J—
woraus A, = 2,489 r, V¢,/e folgt.
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als die fragliche Grenzdistanz, bis zu welcher ellipsoidische Gleich-
gewichtsfiguren fiir einen Satelliten existieren.

Fiir den Fall Mond und Erde, in welchem g,/¢ = 1,63 ist, erhilt
man A, = 2,87 r, wihrend tatsiichlich A = 60 r ist.

Das aus den Rocheschen Entwicklungen folgende Ergebnis, daB
fiir eine gegebene Rotationsgeschwindigkeit w eines Mondes zwei
Formen des Gleichgewichtes existieren, ein weniger und ein stirker
abgeplattetes dreiachsiges Ellipsoid, welche beide Formen fiir einen
bestimmten Wert von @ ineinander iibergehen, 1aB8t nach Poincaré die
Deutung zu, daB diese zwei Formen zwei lineare Reihen darstellen,
die fiir die Grenzgeschwindigkeit sich vereinigen. Damit entsteht die
Aufgabe, zu untersuchen, welche von diesen zwei Reihen die stabilen,
und welche die instabilen Formen enthilt, und dann zu entscheiden,
ob das Ellipsoid, in dem sich beide Reihen begegnen, eine Grenz-
oder eine Verzweigungsfigur ist. Diese Untersuchung fiihrte Schwarz-
schild durch.’®*) Er geht von der aus (23) abzuleitenden Energie-
gleichung

W=1[Pir + $0'T + 1ot [dr Qo —y*—2?)
oder W13 Pir + t0 [dr 322 — o)
aus. Durch Einfithrung der Deformation { folgt aus ihr

(32) d,W=13 g—ggf’ds—l‘;y f ST | 100 [ dst (3a7— 2.

Die ersten zwei Glieder dieser Gleichung lassen sich durch Annahme
einer nach Laméschen Funktionen fortschreitenden Entwicklung in eine
Summe von Quadraten transformieren-und geben die gleichen Stabili-
tatskoeffizienten wie die ellipsoidischen Figuren {iberhaupt. Das dritte
Glied dagegen, das durch die zwei Laméschen Produkte E.*(u) E,*(v)
und El(u) E(v) dargestellt werden kann, bleibt, wie Schwarzschild
nachweist, fiir alle Laméschen Funktionen zweiter Ordnung entspre-,
chenden Deformationen stets von Null verschieden und positiv. Es istl
daher das durch die Grenzdistanz charakterisierte Ellipsoid eine Grenz-
und keine Verzweigungsfigur, an die sich neue Gleichgewichtsfiguren
anschliefen.

Beide Untersuchungen, sowohl die von Roche wie die von Schwars-
schild, nehmen den Hauptplaneten als einen starren Kérper an, d. h. sie
vernachlissigen die Wirkung, die der Mond durch seine Anziehung auf
die Gestaltung von dessen Oberfliche haben kénnte. Den allgemeineren

124) Schwarzschild, Diss., p. 46.
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Fall zweier sich wechselseitig beeinflussender und um eine gemein-
schaftliche Achse rotierender Fliissigkeitsmassen behandelt Darwin'®),
speziell im Hinblicke darauf, daf die zwei Massen sich gegenseitig
beriibren und ineinander flieBen (Annahme, daB g ein variabler Para-
meter ist), und in der Erwartung, damit auf umgekehrtem Wege einen
Anschluf an die Poincaréschen birnenférmigen Figuren zu erzielen.
Allein das Resultat der Entwicklungen ist ein negatives. Es zeigt
sich, daB keine von den da entstehenden ellipsoidischen Figuren Sta-
bilitdt besitzt, auBer wenn ihre gegenseitige Distanz eine sehr grofe
ist, was sie wieder den Rocheschen Ellipsoiden vergleichbar macht,
Eine angenommene Elliptizitit des Hauptplaneten induziert gewisser-
maBen eine viel rascher eintretende Instabilitédt der Satelliten als dessen
reine Kugelgestalt.

V. Ringformige Gleichgewichtsfiguren,

28. Zylindrische Gleichgewichtsfiguren. Im AnschluB an seine
Theorie des Saturnringes gibt Laplace'®®) als erster die Berechnung
des Potentials eines unendlich langen Zylinders, und Matthiessen'®")
wies daraufhin die Existenz zylindrischer Gleichgewichtsfiguren nach. —
Nimmt man die Z-Achse als Rotationsachse an und setzt die Glei-
chung eines normal auf sie bezogenen elliptischen Querschnittes in
der Form b2a® + a’y? — a?b?
fest, so hat man fiir das Potential eines unendlich langen Zylinders

von diesem Querschnitt auf einen beliebigen Punkt desselben, dessen
Koordinaten z, y und z = 0 sein mdgen, den Ausdruck

(33) P = —2xk% (b2" + ay?)/(a + b),
und die Gleichgewichtsbedingung wird damit
— 2xk?o (ba® + ay?)/(a + b) 4 3 ©® (2* 4 y*) = const.

Ibr Vergleich mit der Gleichung der Ellipse gibt fiir die Rotations-
geschwindigkeit @ in ihrer Abhingigkeit von den beiden Achsen a

125) Darwin, On figures of equilibrium of rotating masses of fluid, Lon-
don Phil. Trans. 178 (1887), p. 879 und: On the figure and stabilidy of a liquid
satellite, ebenda 206 (1906), p. 161, siehe auch Moulton, Note on the possibility
of fission of an contracting rotating fluid mass: Astroph. J. 29 (1909),
p. 1—13.

126) Laplace, Méc. cél., Livre II, ch. 6: ,De la figure de l'anneau de
Saturne“.

127) Matthiessen, Uber die Gleichgewichtsfiguren homogener freier rotieren-
der Flissigkeiten, Kiel. Univers.-Schrift. (1857).
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und b den Wert

o  ab a—b V ) o®
(33 a) 4_;]{2(; == (a*:i;w oder auch a‘_l;‘b’ = 1 -_— 1;70"25 y
woraus folgt, daB notwendigerweise

mi
atg <1

sein muB, wenn ein elliptischer Zylinder eine Gleichgewichtsfigur sein
soll, und daB fiir den Kreiszylinder

o/mlkte =1 ist.

Die Stabilitatskoeffizienten der zylindrischen Gleichgewichtsformen

und ihre Verzweigungen untersuchte — ganz im Poincaréschen Sinne

— Jeans'®), indem er vom Kreiszylinder 72 == 2% 4- y* = a® ausgehend
Deformationen desselben in der Form

(o2}
2=zt y* =a® -} E'Qanr” cos nf
1

annimmt, in welcher a, kleine Grofen gegeniiber @ bedeuten und
gewissermaBen die Storungen der Kreisform des Zylinders vorstellen.

Den Fall elliptischer Gleichgewichtsfiguren (mit verschwindender
Z-Achse, im Gegensatze zu den zylindrischen mit unendlich groBer
Z-Achse), d. i also das reine zweidimensionale Problem der Ebene
behandelte Insolera.'*)

29. Theorie des Saturnringes nach Laplace. Die Theorie der zylin-
drischen Gleichgewichtsfiguren bildete fiir Laplace®®) den Ausgangs-
punkt seiner Untersuchungen iiber den Ring des Saturn. Unter der
Annahme, daB der Ring ein fliissiger Kérper und daher als solcher
die Gleichgewichtsfigur einer rotierenden Flissigkeitsmasse sei, loste
er als erster die Aufgabe, das Potential eines Ringes zu berechnen,
indem er dieses Potential mit dem eines unendlich langen Zylinders

128) Jeans, On the equilibrium of rotating liquid cylinders, London Phil.
Trans. 200 (1902), p. 67. Hier sind auch die jlingst von B. Globa-Michailenko
neu gefundenen und Paris C. R. 163 (1916), p. 700, Nouv. Ann. de Math. 16 (1916),
p. 506, und J. de Math. 7 (1916), p. 1—178 untersuchten Gleichgewichtsfiguren
zn erwihnen, die die Form von von 2 koaxialen Kreiszylindern begrenzten
Schichten mit den Radien R, und R, = h R, < R, haben und fiir die die Gleich-
gewichtsbedingung zu

wo? 1—h*+hilgh?
P = i—nt
sich ergibt.

129) Insolera, Figure ellittiche di equilibrio di un velo piano liquido ruotante,
Circ. math. Palermo XVIII (1904), p. 16.

130) Laplace, Méc. cél,, Livre II, ch. 6 und Tisserand, Méc. cél., Tome 1I,
ch. IX; ferner Todh., Hist. § 868--870, sowie § 1118,
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identifiziert, die Losung ist daher nur eine geniherte, auch fehlt die
Bestimmung der Grenzen, inwieweit diese Anniherung der Wahrheit
entspricht. Der Rechnung legt er zwei Koordinatensysteme zugrunde,
mit parallelen Achsen und den Anfangspunkten fiir das erste im
Schwerpunkt des Saturn, fiir das zweite im Mittelpunkte eines Quer-
schnittes des Ringes, so daB, wenn die Koordinaten eines beliebigen
Ringpunktes in dem einen z, y und 2, in dem andern £, 7, § sind,
die Relationen
r=A4+E y=1n, 2=¢

bestehen, wofern A die Distanz des Ringmittelpunktes vom Mittel-
punkte des Saturn oder den mittleren Radius des Ringes bedeutet.

Setzt man als Gleichung der erzeugenden Figur, durch deren
Rotation der Ring entsteht, die der Ellipse

2 :2
s Te—1
fest, so hat man der Reihe nach:

1. fir die Kraftkomponenten der Anziehung eines unendlich
langen Zylinders auf einen beliebigen Punkt seiner Oberfliche, d.i. in
diesem Falle des Ringes

(4
(34) 4””@25’_‘;‘5, 4”1029’7&—7;&;
2. fiir die Komponenten der Anziehung des Saturn auf denselben

Punkt nach einer analogen Entwicklung, wie in Gl (29) im Falle
der Theorie der Figur des Mondes:

(34a) —WM@r%a —wm L
3. schlieBlich die Fliehkraft
(34b) o' (A + §)
mit der Gleichgewichtsbedingung:
k* M 1 c 2k M
(35) [Gar — *A) ¢ + (4217, e~ TE — o')]

: [k%l:—[ + 4=k?o Zz'-%é] == &1’ : '_1’ .

[

Aus ihr folgen die zwei Relationen
. kM

0" = A
welche die Rotationsgeschwindigkeit des Ringes identifiziert mit der
eines Satelliten in der gleichen Distanz vom Mittelpunkte des Saturnm,
und
36 M ace—e -1
(36) 4meA® (afe)(Ba*de¢d) (1B 1)
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wenn A = a/c ist. Die Diskussion der letzten Gleichung gibt als erste
Bedingung
A>1 oder a>e,

d.h. die erzeugende Figur des Ringes kann nur eine Ellipse sein,
deren groBe Achse nach dem Hauptplaneten gerichtet ist, als zweite
ferner, daB fiir

M <
PIUNES 0,0543 026 131)
die Gleichung dritten Grades zwei oder nur eine oder keine positive
Wurzel hat.

30. Allgemeine Untersuchungen iiber ringférmige Gleichge-
wichtsfiguren. Allgemeine Untersuchungen iiber ringférmige Gleich-
gewichtsfiguren mit spezieller Berticksichtigung ihrer Anwendung auf
die Theorie des Saturn, d. h. abgesehen von dem rein mathematischen
Problem der Berechnung des Potentials eines Ringes'®*) und ohne
Einfiihrung der Laplaceschen Néherung, rithren von Frau Kowalewsks !33)
und Poincaré*®) her. Frau Kowalewski nimmt als erzeugende Figur
des Ringes eine Linie an, welche wenig von einer Ellipse abweicht,
eine Symmetrieachse besitzt, die in ihrer Verlingerung die Rotations-
achse des Ringes rechtwinkelig schneidet, und auBerdem so gestaltet
ist, daB jede der Symmetrieachse parallele Gerade sie nur in zwei

181) Ersetzt man in GL 86 M durch 43’790 R, wo ¢, die mittlere Dichte

und R, den mittleren Radius des Saturn bedeuten mdge, so folgt
R 3
9/9026-14<Zi) .

Nun ist fiir den &uBeren Ring A = 2,20 R, und damit wird ¢ > 0,576¢,, dagegen
fir den inneren Ring A =1,77R, und ¢>1,11¢,, zwei Resultate, die wenig
wahrscheinlich sind (vielmehr dirfte fiir beide Saturnringe ¢ sehr viel kleiner
sein als ¢,) und gegen die Hypothese von dem flissigen Zustande des Ringes
sprechen.

132) Berechnungen iiber das Potential eines Ringes geben u. a: C. Neu-
mann, Uber den stationiren Temperaturzustand eines homogenen Korpers, wel-
cher von zwei nicht konzentrischen Kugelflichen begrenzt wird, Halle 1862;
ferner: Theorie der Elektrizitiits- und Wirmeverteilung in einem Ringe, Halle 1864;
Riemann, Uber das Potential eines Ringes, Gesamtw. (1892), p. 431; Hicks, Poten-
tial of an anchorring or tore, London Phil. Trans. 178 (1887), p. 58; F. W. Dyson,
The potential of an anchorring, London Phil. Trans. 183 (1898), p. 43 und 1401,
sowie Proceed. London 53 (1898), p. 372.

138) Frau Sophie Kowalewski, Zusitze und Bemerkungen zu Laplaces Be-
rechnungen tiber die Gestalt der Saturnringe, Astr. Nachr. 111 (1885), p. 37.

134) H. Potncaré, Sur ’équilibre d'une masse fluide, animée d’un mouve-
ment de rotation, Bull. astr. II (1885), p. 109 und 404.
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Punkten trifft. In dem oben angenommenen Koordinatensystem laute
ihre Gleichung:
(37) E=— Accosr,
t=0A00p(t)=Ad(¢ sint + agsin 27z 4 agsindz 4 - - ),

und es bedeutet darin v eine reelle Variable, die alle Werte von 0
bis 2z durchliuft, und ¢ eine kleine GroBe, die andeuten soll, daB
die Fliche des Querschnittes gegeniiber den Dimensionen des Saturn
sehr klein ist. Die GroBe o, stellt die Abplattung des elliptischen
Ringes vor, und da, wie seit Laplace bekannt ist, die Annahme eines
solchen schon eine ziemliche Anniherung an die Wahrheit gibt, sollen
die anderen Koeffizienten o,, oy, ... gegeniiber «, als GriBen erster
Ordnung angesehen werden. Die Rechnung fiihrt auf elliptische In-
tegrale. Doch Frau Kowalewski zeigt, daB diese in nach cosnt fort-
schreitende Fouriersche Reihen entwickelbar sind, so daB man hat
1. fiir das Potential des Ringes P;:

P, = IProA%6®(vy + v, cost + v, cos 27 4 v5 cos 37 + -+ 1),
2. fir das Potential der Anziehung des Saturn P,:

2 2

P2=17(ﬁf§l%i:§=’i&lg<’"°+ m, co8T -+ my cos21:+--->,
3. endlich fiir das Potential der Fliehkraft P,:

Py=10'(A + £ =10?A¥(1 4+ L6°— 20 cost 4 }06° cos 27);
und diese drei Potentiale einer Konstanten gleichgesetzt, geben die
Bedingungsgleichungen fiir das Gleichgewicht des angenommenen ring-
formigen Korpers ab, aus denen die Unbekannten des Problems, o, g,
&, Og, - - - berechnet werden miissen. Frau Kowalewski beweist, daB
eine solche Bestimmung moglich ist, wenn sie auch die tatsichliche
Rechnung nur bis zu dem Koeffizienten «, in dem fiir { angenomme-
nen Ausdrucke durchfiihrt.!%)

Nimmt man zunéchst eg= 0 an, und vernachléssigt ferner die
zweiten Potenzen von 6, so ergibt sich die Laplacesche Niherung,
nimlich die Gleichung dritten Grades

M o, (1 —eay)
(36) ined = 1 Fu)BLey

1385) Die Kowalewskischen Rechnungen wurden weitergefiihrt bis zu den
Gliedern 4. Ordnung von Frl. Klumpke, Contributions & 1’étude des anneaux de
Saturne, Ann Obs. Paris XXI (1895). Eine weitere Ergéinzung, die an die ellip-
soidische Gestalt des Saturn ankniipft, d. h. den Ausdruck von P, durch den
strengeren fiir das Potential eines Ellipsoides ersetzt, riihrt her von Meineke,
Ringférmige Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeitsmassen bei Anziehung
durch einen ellipsoidischen Zentralkorper, Inaug.-Diss., Halle 1905.
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und aus ihr wieder ein Naherungswert fiir o,:

1—e? 943830, +170,?4 15,3
(362) tg= g~ 3t9ai——}-11a1’t15a1’a12+'”
Die Laplacesche Gleichung hat, wenn M/4moA® unter der Grenze
0,0643 . . liegt, zwei positive Wurzeln. Fiir die kleinere wird e« po-
sitiv und daher die Gleiching der Erzeugenden

E=cost, {=g0, sint + o sin27,
fiir die groBere ist o, negativ, und damit wird nunmehr die die Form
der Erzeugenden bestimmende Gleichung
E=cost, {= @, sint — g sin 27, 1%)

In dem Falle, daB ein Ring ohne Zentralkorper als Gleichgewichts-
figur untersucht werden soll, hat man einzig m,= m, = my=-. =10
zu setzen und die sich da ergebenden Gleichungen zu diskutieren. Es
zeigt sich, daB auch in diesem Falle den Bedingungen reelle Losungen
entsprechen, und damit erscheint die Existenz ringformiger Gleichge-
wichtsfiguren selbst ohne einen Zentralkorper nachgewiesen. Die Rech-
nung selbst liefert das Ergebnis, daB unter dieser Annahme

ml
m ’
ihrer GroBe nach von gleicher Ordnung sein miissen.

Unabhingig von' Frau Kowalewski behandelte Poincaré ') das
Problem. Er geht von dem Ausdrucke

38) r=VE+n*=a(l + p,cost 4 fyco827 + - -.) = agp(7)
als Gleichung der Erzeugenden des Ringes aus, wobei er die GréBen
By Bs B, - - - als kleine GroBen ansieht. Die Annahme 8, = f,= g,
= ...=0 fiihrt ihn zunichst auf das Potential eines Kreisringes, so-
dann zur Vervollstindigung des erhaltenen Ausdruckes durch die von
den B, herriihrenden Beitriige

>(2maB, cos 7).

Er untersucht in gleicher Art den Fall zweier voneinander unabhin-

1 — o und o

136) In spezieller Anwendung auf den Ring des Saturn ergibt sich fiir die
Laplacesche Gleichung
o (1 —e) o
A+e)@+ Y’
deren zwei positive Wurzeln o, = 0,22 und 0,58 sind. Da der Saturnring sehr
flach ist, s0o kommt nur der Wert «, = 0,22 fiir das Achsenverhiltnis der Quer-
schnittellipse in Betracht. Zu ihr gehdrt der positive Wert o, = 0,851, wenn
Saturn als Kugel, dagegen der davon sehr verschiedene Wert «, = 11,28, wenn
Saturn als Ellipsoid mit der Abplattung 1:9,18 angenommen wird. Vgl. Tisse-
rand, Méc. cél. II, chap. 9, und Meineke, Diss., p. 27.

0,04644 —
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giger Ringe, fiir deren Dimensionen er @, und @, — und fiir ihre
Distanzen vom Mittelpunkte des Saturn A, und A; annimmt. Dazu,
daB beide Ringe gleiche Rotationsgeschwindigkeit haben, ist erforder-
lich, daB A, — A; gegen A sehr klein sein muB, auBer es besteht
die Relation a, : a, = A, : 4,;.1%7)

Die Frage nach der allgemeinsten Form der Kurven, die als Leit-
linien ringférmiger Gleichgewichtsfiguren diemen konnen, wenn sie
unter der Einwirkung ihrer eigenen Anziehung sowie der eines Zen-
tralkorpers stehen, 16ste Levi-Civitd'®®). Er gewinnt fiir die Kompo-
nenten der Anziehung eines solchen Ringes die asymptotischen Aus-
driicke

X=wag (%) YT=Pag(eF) 2= (@F),

die es ihm gestatten, die Gleichgewichtsbedingungen, wenn P das
Potential der Anziehung des Saturn und der Fliehkraft bedeutet, in
die neue Form zu bringen:

0 (¢4) + o =0, Pid(e5) + e o,

oy
dz /P
ksqu (di_s> + 0% = 0

mit der Nebenbedingung
G+ 8+ 1,

in der man sich die Dichte ¢ als von s abhingig zu denken hat

und auBerdem L .
q "_";?fd"ofd“l lg»A;
T T

ist, wo 7 den Querschnitt des Ringes, dz, und dz,: zwei Elemente

187) Vgl. auch Matthiessen, Allgemeine Untersuchungen iber Gleichge-
wichtsfiguren rotierender Flissigkeitsktrper, Kiel. Univ.-Chronik (1859); ferner:
Uber Systeme kosmischer Ringe von gleicher Umlaufszeit als diskontinuierliche
Gleichgewichtsfiguren einer rotierenden Fliissigkeitsmasse, Zeitschr. Math.! Phys.
X (1865), p. 59; endlich die FuBn. 118 zitierte Abhandlung, in der sich auch
numerische' Angaben fiber Ringe vorfinden und deren Verzweigungen mit' den
ellipsoidischen Gleichgewichtsformen.

188) Levi-Civitd, 1. Sull’ attrazione esercitata da una lines materiale in
punti prossimi alla linea stessa, Atti Linc. Rom. 18 (2) (1908), p. 1; 2. Sull’ attra-
zione newtoniana di un tubo sottile, ebenda p. 413 u. 553; 3. Sulla forma dell’
anello de Saturno, Atti Inst. Venet. 68 (1909), p. 557; 4. Sulla gravitazione di
un tubo sottile con applicazione all’ anello de Saturno, Circ. math. Palermo 33
(1912), p. 354; ferner Viterbi, Su una classe speziale di forme dell’ anello de
Saturno, Atti Inst. Venet. 69 (1910), p. 1129,
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desselben und A,, ihre gegenseitige Distanz vorstellen. Aus der Ana-
logie dieser Gleichungen mit demen fiir einen elastischen Faden

folgen, da speziell %1; = 0 ist, zwei den physikalischen S#tzen von

der Erhaltung der Energie und dem Fléchenprinzip entsprechende In-
tegrale, nidmlich

2k*qo + P = const. %%qo? ( Y ) == const.

Als spezielle Beispiele behandelt Levi-Civitd die Fille ebener Leit-
kurven, dann rein kreis- wie genihert kreisférmiger Leitlinien.

31. Statische Stabilitéit der Ringe. Schon Laplace'®®) wies nach,
daB ein homogener fliissiger Ring von an allen Stellen gleichem ellip-
tischem Querschnitt keine stabile Gleichgewichtsfigur einer rotierenden
flissigen Masse sein koénne. Er fand, daB, wenn der Mittelpunkt des
Saturn sich nur ein wenig gegen den des Ringes verschiebt, dies eine
verstirkte Anziehung auf die néheren Teile des Ringes nach sich
ziehen, damit eine weitere Verschiebung der beiden Mittelpunkte in
demselben Sinne und schlieBlich ein Zusammenfallen des Ringes mit
dem Saturn bewirken wiirde. Ist p, die anziehende Kraft des Ringes
auf einen inneren Punkt seiner Oberfliche und A, dessen Distanz vom
Mittelpunkte des Saturn, ist ebenso p, die gleiche Kraft auf einen
duBeren Punkt und A, seine Distanz vom Saturn, so fordert die
Stabilitét des Ringes, daB

2 kM
Pi—p— " + 08, >0, P—p,— 3" +0'4, <0,
woraus durch Elimination von w?
(39) P85 — P, > A 2A ,(A S— AP

folgt, eine Relation, die fiir die Dimensionen des Saturnringes nicht
erfiillt ist.

Eingehender befaBte sich Tisserand'4®) mit dieser Relation. In-
dem er die GroBen p, und p, aus der Annahme berechnet, daf der
Ring einem kreisformigen Hohlzylinder von der Dicke A,— A, und

139) Laplace, Mémoire sur la théorie de 'anneau de Saturne, Mém. Paris
(1787), p.249; ferner Méc. cél., Livre III, ¢h.VI; Todh., Hist. § 866 und 1123, Vgl. die
kritischen Bemerkungen hiezu von Plana, A Lettre relating the Saturn’s ring, in
Zach. Mon. Korr. I (1818), p. 346; ferner in neuester Zeit: Bohl, Uber die Bewe-
gungen eines mechanischen Systems in der Nihe einer Gleichgewichtslage, J.
f. Math. 127 (1904), p. 179, sowie: Uber ein Dreikorperproblem, Zeitschr. Math.
Phys. 54 (1907), p. 381.

140) Tisserand, Mémoire sur l'anneau de Saturne, Mém. obs. Toulouse I
(1880), p. 64, sowie Méc. cél. II, chap. 9.
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der Hohe % gleichzusetzen sei, kommt er mit den Zahlenwerten
A, = 13,33", &y, = 19,66” fiir die Dimensionen, dann zh(A,2 — A %)

fiir die Masse des Ringes und 4?”a*cgo fiir die des Saturn auf die

der (39) entsprechende Ungleichung

(392) 0,535h + 1,121k g} — 8,681% >0,
welche, wenn sie eine reelle Wurzel haben soll, fordert, daB
0> 50

wird, ein Resultat, das mit der geringen Masse des Ringes gegeniiber
der des Saturn nicht vertriglich ist.

Zu einem solchen Grenzwert'#!) fiir das Verhiltnis ¢/g, gelangt
man auch auf Grund der Poincaréschen Gleichung (21), nach welcher
fiir alle Gleichgewichtsfiguren notwendigerweise

0 < 2xko
sein muB. Setzt man o= F*M/A3= 4;%{’9_,

leren Radius des Saturn bedeutet, so folgt
2 3
e>ga(3)

woraus fiir den #&uBeren Ring A = 220r,, 0 > 0,/16,

3
(%) , wenn 7, den mitt-

ftir den inneren Ring A = 1,7177,, 0> 00/83,

sich ergeben d. s. Werte, welche viel zu groB sind und daher gegen
die Annahme sprechen, daB der Ring von fliissiger Konstitution ist.

Die Tatsache endlich, daB fiir den Fall als M/47oA%<0,0543...
die Laplacesche Gleichung (36) zwei positive Wurzeln hat, welche fiir
M/4moA%=0,0543 . .. zusammenfallen, 158t schlieBen, daB auch hier,
wie im Falle der Monde, zwei Reihen ringformiger Gleichgewichts-
figuren, die eine mit geringer, die zweite mit stiirker abgeplattetem
Querschnitt, existieren, welche fiir den speziellen Grenzwert von 0,0543
eine singulire Figur geben. Die Frage, ob sie eine Verzweigungs-
oder eine Grenzfigur ist, beantwortete Poincaré'4?). Er betrachtet in
dem von ihm angenommenen Ausdruck fiir den Radius des Quer-
schnittes

r=a(l -+ B, cost + P, cos2z + By cos3t + - )

die Koeffizienten f,, f;, ... als die die Deformation seiner rein ellip-
tischen Form bedingenden GréBen, und weist nach, daB sie zu der

141) Poincaré, Note sur la stalilité de l'anneau de Saturne, Bull. astr. IT
(1885), p. 507.
142) Poincaré, Act. Math. VII, p. 287.
Encyklop. d. math. Wissensch. VI 2, B 5
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potentiellen Energie W des Ringes die Zusatzglieder

1
0w = 65— 1)
erzeugen, aus denen folgt, daB die Stabilitdtskoeffizienten ringformiger

Figuren bei der Annahme derartiger Storungen die Werte

1

n

haben. Da keiner derselben verschwindet, so kann iiber die Stabilitdt
der Figuren nichts ausgesagt werden.

32. Dynamische Stabilitit der Ringe. Mit der Frage nach der
Bewegung des Mittelpunktes des Ringes um den des Saturn und der
Aufstellung der Bedingungen, wann sie durch eine periodische Funk-
tion der Zeit darstellbar ist und daher bei einer kleinen anfinglichen
Storung klein bleibt, wenn sie es urspriinglich war, befaBte sich
Mazwell'*®). Er geht von den bekannten Differentialgleichungen aus,
die fiir die Bewegung zweier Punkte gelten, deren Massen M und M’
sind
__M4M 9P

= M P¥

atr a2 M4 M 9P d ay
LA (e
wozu als dritte - ap
'ﬂ' 4
MJ? (_djl‘p) =M 3

hinzukommt, die die Rotation des Ringes um den Saturn bestimmt,
wenn in ihnen auBerdem 7 deren Distanz, & und ¢ zwei Winkel be-
deuten, die die Verbindungslinie » einerseits mit einer festen durch
den Mittelpunkt des Saturn gehenden, andererseits mit einer mit dem
Ringe fest verbundenen Richtung einschlieBt und MJ? dessen Trig-
heitsmoment um die Rotationsachse ist. Die Annahme » =17, p = ¢,,
& = wt, wo r, und @, konstante Anfangswerte vorstellen, fithrt auf
eine weitere gleichformige Rotation des Ringes um den Saturn, wozu
die Bedingungsgleichungen

oP s M+M )P

o9 =" M or
lauten. Fiir den Fall einer kleinen Stérung setzt Maxwell

r=r+rn ¢=p+¢ F=ot+d
und betrachtet r,, &, und @, als kleine GroBen, deren Quadrat zu
vernachlassigen ist. Dadurch gehen die Differentialgleichungen in

148) Mazxwell, On the stability of the motion of Saturn’s ring, Cambridge
1859, in Scientif. papers I, p. 288—874. Vgl. hiezu auch Callandreau, Sur les
calculs de Maxwell au mouvement d'un annean rigide autour de Saturne, Bull.
astr. VII (1890), p. 69.
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lineare mit konstanten Koeffizienten iiber, und Mazxwell integriert sie
unter der Annahme einer unregelmiBigen Dichteverteilung in der Form
(40) p= Ae (1 +2f cost+ -259 cos27t + %k sin27 + 2¢ cos(3z + a)m)

2ax
die ihn zu' der die Periode n der Bewegung bestimmenden Gleichung
4. Grades fithrt:44)
(41) w1 — ") — (1 — 4§+ $2g)n'e’
+ $(9 — 24 4 8% — g — W)Yot = 0.
Der Fall f=g=h=0, d.i. eines homogenen Kreisringes, gibt wegen

a
nt— nfe® 4 70'=0

keine reelle Wurzeln fiir #», womit seine Imstabilitit fiir diese An-

nahme erwiesen ist. Der Fall » = g — 0, aber /20, d. h. die Vor-
aussetzung, daB der Ring auf einer Seite dicker ist als auf der an-
deren, fithrt zu der Gleichung

w1 —f5) — (1 — e + (9 — 25fHat = 0,
welche nur dann fiir % eine reelle Wurzel gibt, wenn
0,37445 < 2 < 0,375.

Nach dem Anblick des Ringes im Fernrohre aber ist mindestens
?< 0,25 anzunehmen, und damit ist wieder seine Instabilitit erwiesen.
Das gleiche ist auch der Fall bei der Annahme, daB der Ring im
ganzen homogen ist und nur an einer Stelle eine UnregelmiBigkeit
zeige. Es kommt dies, wie Mazwell beweist, auf den Ansatz h = 0,
aber g = 3f heraus. Durch ihn transformiert sich die Bestimmungs-

144) Die Berechtigung zu solchen Vernachlissigungen in den Differential-
gleichungen bei Anwendung auf Stabilititsfragen bestreitet v. Seeliger in ,,Uber
Mazxwells und Hirns Untersuchungen iiber die Konstitution der Saturnringe:
Miinchen Ber. 24 (1894), p. 161, hebt aber gleichzeitig hervor, daB die speziellen
Annahmen, auf denen das Mazwellsche Problem beruht und die den tatsfichlichen
Verh#iltnisgen beim Saturnring nicht entsprechen, mit der Frage nach seiner
Stabilitit wenig zu tun haben. Man kommt der Wahrheit viel n#her, wenn
man den Ring als homogen betrachtet, als wenn man ihn anders annimmt, und
fiir diesen einfachsten Fall 1iB8t sich seine Instabilitiit schon aus den strengeun

Differentialgleichungen ableiten durch den Beweis, daf aa—f stets positiv ist, was

bedeutet, daf der Mittelpunkt des Saturn von dem des Ringes abgestoBen wird,
und daher ein Zusammensto8 beider unausbleiblich ist.

Die Frage nach der Stabilitiit eines festen Ringes, jedoch in Riicksicht auf
die Beanspruchung seiner elastischen Festigkeit behandelt Hirn in: Le monde
de Saturne, ses conditions d’existence et de durée: Colmar soc. bull. 1872; siehe
die kritischen Bemerkungen von v. Secliger auch hierzu in der eben zitierten

Abhandlung.
5 *®
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gleichung fiir die Periode » der Schwingungen in

A+ et — QA+ f— 300+ 19 4 9f — 24/)e* =0

eine Gleichung, die nur unter der Bedingung

-0,8279 > f > 0,8158
eine reelle Wurzel fiir #» liefert. Nimmt man f= 0,82 an, so heiBt
dies, daB die auf dem sonst homogenen Ringe aufzulegende Masse
mindestens 0,82 der Masse des ganzen Ringes sein miifite, um eine
stabile Bewegung desselben zu ermdglichen, ein Resultat, das der
Beobachtung, d.i. dem Anblick des Ringes im Fernrohre und der
RegelmiBigkeit, die er da zeigt, keineswegs entspricht.

Im zweiten Teil endlich behandelt Mazwell die Annahme, daB
der Ring von staubformiger Konstitution ist. Um eine Berechnung
der Bewegung der einzelnen den Ring zusammensetzenden Monde
durchfithren zu konnen, erdachte er sich folgende Anordnung der-
selben und konstruierte auch ein Modell, das die da mdoglichen Be-
wegungen veranschaulichen sollte: p Monde von gleicher Masse g
seien in gleicher Entfernung voneinander, &# = 2x/p, in einem Kreise
vom Radius A angepommen. Eine mogliche Bewegung des ganzen
Systems ist dann offenbar die, daB jeder dieser Monde sich mit der
konstanten Geschwindigkeit @ in diesem Kreise drehe, wobei © haupt-
sichlich von der Anziehung des Saturn nach der Relation o?=
k*M/A% abhingig zu denken ist. Fiir diese ungestérte Bewegung
sind die Polarkoordinaten irgendeines Korpers gegeben durch

(42) r,=A4, v,=p9 + ot.

Fir den Fall der Stérung ihrer Bewegung durch ihre gegenseitige
Anziehung werden diese Koordinaten

(42a) r,=A(Q1+90,), v,=y%+wt+o,

und entwickelt man die Storungsfunktion, deren Potential durch

@
— 12 e e e
P=k 2 2V’¢2+ 77— 29,7 COB(v; — vy)
gegeben ist, bis zu den zweiten Potenzen der GroBen d und o, so

folgt als Endergebnis ein System von 2p linearen Differentialglei-
chungen, fiir welche allgemeine L&sungen in der Form

0, = A, cos(nt+ e+ iy®), ¢,=2B,sin(nt+ a+iyd)
gesucht werden. Mazwell beweist, daB die die Periode der Bewegung
charakterisierende Zahl % reell wird, wenn man nur die Masse g je-

des einzelnen der Monde recht klein annimmt gegeniiber der Masse M
des Saturn. Als Grenzwert folgt

up <

2,30
el
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In diesem Resultate, daB up, d.i. die Masse des Ringes, abhiingig er-
scheint von der Zahl p der Korper, liegt, wie Poincaré™®) sagt, eine
Schwierigkeit der Theorie. Man kann sie aber dadurch umgehen, daB
man die gar zu einfache Annahme einer nahezu regelmiBigen Ver-
teilung der Korper innerhalb eines Kreises vom bestimmten Radius
durch die entsprechendere einer Anordnung derselben innerhalb eines
Ringes von kleiner Dicke, aber endlicher Breite ersetzt. Die Zahl der
Korper ist dann 3 und die Bedingung der Stabilitit wird nunmehr

mp® < 4,

wo A eine Zahl bedeutet, die einem kleinen Bruchteil der Masse M
des Saturn gleich anzunehmen ist.

VI. Die Atmosphire der Himmelskorper.

33. Gleichgewichtsfigur der Atmosphiire eines Himmelskdrpers.
Die theoretischen Untersuchungen iiber die Atmosphire der Himmels-
kérper beginnen mit I’Alembert®), wurden von Laplace fortgesetzt
und von Roche'") dahin verallgemeinert, daB sie auch die Kriifte mit
in Betracht ziehen, die man als bei der Bildung der Kometenschweife
wirksam anzunehmen gendtigt ist, und daher auch den Fall der Gleich-
gewichtsgestalten der Kometen umfassen. Sie stiitzen sich auf fol-
gende Annahmen: Es sei O der Mittelpunkt eines Himmelskorpers,
und M seine Masse, ferner sei m die Masse eines Teilchens seiner
Atmosphiire, z, y und 2z seine Koordinaten in bezug auf O als Koor-
dinatenanfangspunkt, » seine Distanz von O, und o seine Rotations-
geschwindigkeit, wobei die Z-Achse als Rotationsachse angenommen
werde. AuBerdem sei noch ein zweiter Korper vorhanden, M’ seine
Masse, £ = A, 4 = ¢ = 0 seine Koordinaten, und es iibe dieser Kor-
per auf das Teilchen m neben der reinen Newfonschen Anziehung,

145) Poincaré, Figures, p. 201.

146) I’Alembert, Sur les atmosphdres des corps célestes, in Opusc. math.,
Vol. VI, Paris 1773; Todh., Hist. § 637 u. 1126. Die Darstellung I’ Alemberts wurde
von Laplace in seine Mée. cél, Livre III, ch. 7, ibernommen.

147) Roche, Recherches sur les atmosphéres des corps célestes, Par. Obs.
Mém. V (1859); dann: Refléxions sur la théorie des phénomeénes cométaires, Mém.
Montpellier II (1860), und Nouvelles recherches sur les atm. des corps célestes,
ebenda IV (1862). Vgl. auch Poincaré, Les hypothéses cosmogoniques, Paris
1911, p. 15; Tisserand, Méc. cél. IV (1896), chap. 14, und Késal, Traité de méc. cél.,
Paris 1866, p. 163. — Uber weitergehende, einerseits thermodynamische, andrer-
seits kosmologische Fragen, die sich auf das Problem der Atmosphiren der
Himmelskérper beziehen, vgl. die Artikel Encykl. VI 2, 25 (Thermodynamik der
Himmelskérper) und VI 2, 26 (Kosmogonie) von Eimden.
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deren GroBe durch k*JL'/D? dargestellt wird, noch eine abstoBende
Kraft aus, deren GroBe durch — %*M’p/D? in Einheiten der Newton-
schen Anziehung gegeben ist. Fiihrt man noch die Entwicklung von

D= (A= g+
bis auf Grofen 2. Ordnung in A durch, so ist fiir das Potential aller
auf das Teilchen m wirkenden Krifte die Form

BM(A—wRe'—y'—2y)  BMuz | BM | o
(43) P=~ ( H)Q(Af = Aayad+7—+?(x2+y2)

anzusetzen, und

P = const.

ist die allgemeinste Gleichung der Niveauflichen oder der Gleichge-
wichtsfigur der Atmosphire eines Himmelskdrpers, mit der Einschrin-
kung, daB weder auf die gegenseitige Einwirkung der einzelnen Teil-
chen innerhalb der Atmosphire noch auf die Anderung des Potentials
infolge der etwa nicht kugelférmigen Gestalt des Zentralkorpers, um
den die Atmosphére lagert, Riicksicht genommen wird.

Die Diskussion der (leichung kniipft an die folgenden zwei De-
finitionen an: zuniichst an die der Grenzfliche, bestimmt durch die
Bedingung ¢P/or = 0, und der durch sie bedingten Teilung der Ni-
veauflichen in ¢nnere und dufere, je nachdem fiir sie

oP
7 SO

ist, sodann an die der freien Oberfliche der Atmosphire, als jener
unter den Niveauflichen, fiir die die Konstante (const.) so gewihlt
ist, daB ihrem griBten Radius in der Richtung der X-Achse

x=r, y=2=20

der kleinste der Grenzfliche entspricht. Sie stellt die &“uBerste
Niveaufliche vor, bis zu der sich die Atmosphéire erheben kann, ohne
vollstindig den Zusammenhang mit dem anziehenden Zentralkérper
zu verlieren, und gibt gleichzeitig die Bedingungen fiir deren Stabi-
litit an aus der Losung der Frage, wann sie eine geschlossene
Fliache ist.

Zur Bestimmung der Atmosphire der Sonne hat man M’ =0
zu setzen und erhilt damit als Gleichung der Niveauflichen

By 2
, Ty@+e)=0C
(diese sind Rotationsflichen um die Z-Achse), ferner

M
oty =0
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als Gleichung der Grenzfliche, und

M, o 4 g 38/:~ 3o wa\

W42 @+ ) = SRy
als die der freien Oberfliche. Sie besteht aus zwei ins Unendliche
gehenden Mantelflichen, die in der X Y-Ebene den Kreis 2% 4 y* =
Y(*M]o®? als Doppelkurve haben und einen geschlossenen linsen-
formigen Korper begrenzen, dessen Abplattung, da 2 — y = Ve |e?®
fir z =0, und z = 3Vk*Mjw? fir £ —y — O ist, sich zu % ergibt.
Fiir den Mond, unter der Annahme, daB seine Atmosphire auch
unter dem Einflusse der anziehenden Kraft der Erde stehe, hat man

M'mitder Masse desselben zu identifizieren,uy =O0und 0’=Fk* (M4 M")/ A3
zu setzen. Die Gleichung der Niveauflichen wird

BM @at—y*—2?) | BM | M+ M)+ y?)
LD ER PR ¢

24° ?

die der Grenzfliche ‘
BM 2z — y?— 57 kM k2 (M 4 M) (x2 + y?) —0
A’ R Y
und der Wert

03U M+ M
T 2D M

gibt die der freien Oberfliche.

VII. Die Gestalt der Kometen.

34. Gleichgewichtsfigur der Kometen. Bei der Anwendung der
Gleichung (43) auf die Bestimmung' der Gestalt der Kometen wird
entweder direkt @ = 0 angenommen. Dies ist der einfachste Fall.
Die Niveauflichen sind dann Rotationsflichen um die X-Achse, mit
einem Asymptotenkegel, dessen Gleichung

¥+ 22 =2(z — o),
ist mit 6 = pA/4(1 — p). Oder man identifiziert ® mit der Winkel-

geschwindigkeit des Kometen um die Sonne und setzt, wenn ¢ seine
Periheldistanz bedeutet, fiir Zeiten in der N#he des Perihels

ol =28 M'/¢®
dagegen wieder @ = O fiirs Aphel.
Die Diskussion der hier zur Berechnung der Schnittpunkte mit
der X-Achse dienenden Gleichung 3. Grades zeigt, daB die freie Ober-

fliche aus einem geschlossenen Flichenstiick besteht, an das sich nur
an der der Sonne abgewandten Seite ein ins Unendliche sich er-
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streckender Mantel anschlieBt, so daB die ganze Fliche sehr wohl
den FEindruck eines Kometenkernes mit einem Schweife hervorruft.

35. Dynamische Theorie der Kometenschweife. Die dynamischen
Untersuchungen zur Theorie der Kometenschweife beginnen mit der
erst von Olbers™8) und Bessel'*®) aufs klarste und bestimmteste aus-
gesprochenen Erkenntnis, daB sie aus leuchtender Materie bestehen,
die fortdauernd oder in periodischen Sté8en aus dem Kerne gegen
die Sonne hin ausstrémt, dann aber durch eine von dieser ausgehen-
den AbstoBungskraft in die entgegengesetzte Richtung getrieben wird.
Darnach sind also die Schweife der, Kometen der Inbegriff der Bah-
nen, die die einzelnen Kometenteilchen, welche in einem bestimmten
Augenblicke (Kurven der Isochronen) aus der Wirkungssphire des
Kernes ausgeschleudert werden, nunmehr infolge der ihnen erteilten
Anfangsgeschwindigkeit und unter der Einwirkung der sonst im Kerne
vorhandenen Massenteilchen sowie der AbstoBungskraft der Sonne
(Kurve der Syndynamen) beschreiben.

Sind z, y und 2z = 0 die Koordinaten des Schwerpunktes (Kern)
des Kometen, so mogen fiir seine Bewegung um die Sonne die ge-
wohnlichen Gleichungen

(44) ¥+ BMz/rt=0, y' +EBMy/r*=0

gelten, sind ferner X, ¥ und Z die Koordinaten eines Massenteilchens

148) Olbers, Uber den Schweif des groBen. Kometen von 1811, Monatl.
Korresp. XXV (1812), p. 3.

149) Bessel, Beobachtungen iiber die physische Beschaffenheit des Halley-
schen Kometen und dadurch veranlaBte Bemerkungen, Astr. Nachr. 13 (1836),
p. 186. Uber die reiche Kometenliteratur vgl. besonders die historische und kri-
tische Zusammenstellung iber die Arbeiten von Bessel und Bredichin in R. Ji-
germann, Prof. Dr. Th, Bredichins Mechanische Untersuchungen iiber Kometen-
formen in systematischer Darstellung, St. Petersburg 1903. Andere Kometen-
theorien sind die von W. Peirce, On the theory of the tail of Komet 1858 VI,
Astr. J. V (1858), p. 186, sowie VI (1859), p. 60, der von der Annahme aus-
geht, daB die ausgeschleuderten Kometenteilchen sich in dem (konvexen) Hy-
perbelast bewegen, dessen zweiter Brennpunkt sich in der Sonne befindet, ebenso
auch W. A. Norton, On the dynamical condition of the head of a comet, Americ.
J. of Se. XXX, 1859; Theoretical determination of the dimensions of Donati’s
Komet, Americ. J. of Se. XXXII (1881), p. 61. — Der erste, der die Tatsache
entdeckte, daB anfinglich die Kometenmaterie zur Sonne ausstréme, so lange bis
sie einen gewissen Abstand vom Kerne erreiche, daraufhin um ihn umbiege,
suriickkehre und dann erst sich stetig von der Sonne entferne und den leuch-
tenden von der Sonne abgewendeten Schweif bilde, soll Hooke gewesen sein,
bei Gelegenheit der mit einem Fernrohre angesteliten Beobachtungen der Kometen
von 1680 und 1682,
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in der Hille des Kometen, so soll deren Bewegung um die Somne
durch

448) X"+ BM(1—p) YR =20 v M0 —w YR =27

Z" 4+ BMA — w2/ =17

bestimmt erscheinen, wobei u die neben der reinen Anziehungskraft
der Sonne wirkende AbstoBungskraft derselben und U das Potential
der storenden Einwirkung der andern im Kerne vorhandenen Massen-
teilchen bedeutet. Die Verbindung zwischen den Koordinaten X, Y,
Z und z, y, # wird hergestellt durch Einfiihrung von Relativkoordi-
naten £, # und &, die nach Art eines mit variabler Geschwindigkeit
rotierenden Systems durch die Gleichungen

46) X —z=(Ez+ny)r, Y—y=CEy—n2)fr, Z=¢
definiert werden. Aus der aus ihnen sich ergebenden Relation
X+ Y4 2 =R=( 4+ 04§
folgt, daB die Koordinate £ in der Richtung des Radiusvektors zwischen
Kern und Sonne, % in der darauf senkrechten liegt, so daB bei An-
nahme von Polarkoordinaten
E=Acosp, n=A»sng

A und ¢ der direkten Beobachtung einzelner im Schweife des
Kometen liegender Punkte zuginglich sind und an ihrer Hand daher
ein Vergleich zwischen Theorie und Beobachtung durchgefiihrt wer-
den kann.

Bessel setzt in seinen Untersuchungen U = 0, sowie § = 0, leitet
dann die folgenden N#herungsgleichungen ab: -

v __ KMy 2k'|/Mp +2k[/ p- r (2k’M(1—y,)+k’Mp)§’

(46) - 2k'|/M 2kY Mp k’M: y kM
= VM VAP, (BHC—®_FEp,,

in denen die Grofen p und r smh auf die Bewegung des Kometen
um die Sonne beziehen, und versucht sie durch nach der Zeit fort-
schreitende Potenzreihen zu integrieren, deren Konvergenz hier inso-
weit vorausgesetzt werden kann, als sie nur fiir vom Momente des
Austritts des Teilchens aus dem Kerne nicht sehr weit entfernte Zeiten
verwertet werden sollen. Mit Vernachlissigung der die Anfangslage
des Kometenteilchens bestimmenden Konstanten findet er nach Ent-
wicklung bis zu den dritten Potenzen der Zeit:'%)

160) Die Formeln von Bessel wurden teils verbessert, teils auf einen hoheren
Genauigkeitsgrad gebracht von Pape, Untersuchungen tber die Erscheinung des
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kMy.

T AN LN Ve CE R
t_|__LVMP§o t2+k Ml‘VMPts+

8r

(46 a)

*

worin £ und 7, die Anfangsgeschwindigkeiten der Ausstromung be-
deuten. Aus ihnen ist durch Elimination von ¢ die Gleichung der
Bahnkurve (Syndyname) des Massenteilchens, durch die die Form
des Schweifes bedingt erscheint, abzuleiten. Es folgt wieder mit
einigen Vernachldssigungen

e 1]/2’3 2 , 2y 2p EVE
77—"707[i eM”~ 3 rk’y.M:l—'- 8r YVl

oder noch kiirzer unter der Annahme, daB die Geschwindigkeitskom-
ponente 7,” der Ausstromung = O ist:

_2Vep EVE,
r w

eine Gleichung, die eine geniherte Berechnung von p aus den der
direkten Beobachtung zuginglichen Koordinaten % und £ von Punkten
in der Schweifachse des Kometen und den aus seinem Laufe bekannten
p und r gestattet. Ebenso erhéilt man mnach Substitution von
£/ = —gcos@, ny =g sin G und durch Elimination von G aus den-
selben Gleichungen die Kurven der Isochronen, als deren Enveloppe
man den Kopf des Kometen ansehen kann. Fiir sie erhilt man in
erster Anniherung die Gleichung der Parabel

s 9 g’r’ g’r’ 2
"7 - k’M[.bg + (k’Mﬂ) ’
und ihr zufolge stellt sich der Kopf als das entsprechende Rotations-

paraboloid dar, so daB, wenn man mit ¢ die Entfernung seines
Scheitels vom Kern bezeichnet,

g’
= M u

groBen Kometen vom Jahre 1858, Astr. Nachr. 49 (1858), p. 309; sodann Winneke,
Pulkowaer Beobachtungen des groBen Kometen vom Jahre 1858, Mém. St. Peters-
burg I (1859); sowie Untersuchungen iiber die Natur der Kometen, ebenda II
(1860) u. Astr. Nachr. 52 (1860), p. 2565; Marcuse, Uber die physische Beschaffen-
beit der Kometen, Inaug.-Dissert., Berlin 1884; v. Hepperger, Bestimmung der
Repulsivkraft der Sonne aus Beobachtungen in der Schweifachse von Kometen
gelegener Punkte, Wien Ber. 88 (1884), p. 7; ferner die Referate von Radaw
iiber die zwei letzten Abh. im Bull. astr. I (1884), p. 189; Kreutz, Untersuchungen
iiber das Kometensystem 1843 I, 1880 I und 1882 II, 1. Teil, Kiel 1888, p. 85.
Vgl. auch die Entwicklungen von Charlier in seiner Mechanik des Himmels,
Leipzig 1902, I. Teil, p. 194.
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wird, eine Gleichung, die wieder einen Naherungswert fiir die Aus-
stromungsgeschwindigkeit g2 = £,;% 4 5,’% aus der BeobachtungsgriBe
A liefert.

36. Die Bredichinsche Typenteilung der Kometenschweife. Die
eingehendsten Untersuchungen iiber die Schweife der Kometen nach
der Besselschen Theorie verdankt man Th. Bredichin.'s') Mehr als
50 Kometen i#lterer und neuerer Zeit aus den Jahren 1472—1902,
bei denen sich eine Schweifentwicklung gezeigt hat und Beobachtun-
gen in dieser Richtung vorlagen, unterzog er einer kritischen Be-
handlung, teils unter direkter Anwendung der Besselschen Néherungs-
formeln, teils nach Ableitung strengerer Formeln fiir die hyperbo-
lische Bewegung der Massenteilchen, teils nach einem mehr graphi-
schen Verfahren, indem er aus angenommenen Werten fiir g, g und
G die Besselschen Koordinaten £ und % berechnet, darnach sich theo-
retische Schweifkurven zeichnet und diese mit den Beobachtungen
vergleicht.

Das Hauptergebnis dieser ausgebreiteten Rechnungen ist die Ent-
deckung der drei Schweiftypen.’®®) Die aus den Beobachtungen fiir
die GroBe der Repulsivkraft der Sonne abgeleiteten Zahlenwerte lieBen
eine Einteilung derselben in drei durch gréBere Zahlenintervalle von-
einander getrennte Gruppen erkennen, denen ebenso auch drei von-
einander verschiedene Werte der Anfangsgeschwindigkeit g entsprachen,
und die fiir die einzelnen Kometen typisch zu sein schienen, wobei,
wenn ein Komet mehrere Schweife zeigte, diese verschiedenen Typen
angehorten. Als endgiiltige Werte fiir die jedem Typus zukommenden
Werte von g und g gibt Bredichin die Zahlen an:

I. Typus: p =18 g =0,34—-0,10,

imw w zwischen 22 —05 ¢g=0,07—003,

o, @ » 0,3—00 ¢g=002—001.
Neuere Beobachtungen!®®) fiihren jedoch auf Werte fiir u, die den

151) Vgl. die FuBnote 149 zitierte Zusammenstellung von Jigermann, ferner
das Referat von Oppenheim in Ast. Ges. Vjs. 40 (1905), p. 1. Die einzelnen
Rechnungen von Bredichin erschienen zumeist in den von ihm herausgegebenen
Annales de l'observatoire de Moscou, und auszugsweise auch in den Astr.
Nachr.

152) Die Entdeckung der Typenteilung der Kometenschweife findet sich vor
in Ann, de 'obs. de Moscou VII (1860), p. 68. Vgl. auch Bredichin, Révision
des valeurs numériques de la force répulsive du soleil, Leipzig 1885.

153) So findet Jigermann, Die Bewegung der Schweifmaterie des Kometen
1892 I, Astr. Nachr. 176 (1906), p. 1, u = 85,2, g — 0,0566952, ebenso in: Uber die
beim Kometen 1903 IV beobachtete hyperbolische Bewegung der Schweifmaterie,
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fiir den ersten Typus gefundenen weitaus iiber- und bis auf p — 89
ansteigen, wobei die da vorkommenden Zahlenwerte 85—36, 71—72
und 89—90 auf Vielfache der Zahl 18 hindeuten.

Die Typenteilung der Kometenschweife fiihrte zur Frage nach
dem Ursprung der Repulsivkraft der Sonne. Olbers wollte sie auf
rein elektrische Krifte zuriickfilhren. Bessel und Bredichin bemiihten
sich mehr in der Richtung, aus ihrer Existenz die Bewegung der
Teilchen und damit die verschiedenen Formen der Kometenschweife
abzuleiten. Die Frage nach ihrer Natur stand bei ihnen an zweiter
Stelle. Erst Zollner ™) befaBte sich eingehender mit der elektrischen
Theorie der AbstoBungskraft der Sonne. Unter Einfithrung der GréBen
E und ¢ als der Mengen der freien Elektrizitit an den Oberflichen
von Sonne und Schweifteilchen des Kometen, J/ und m ihrer gravi-
tierenden Massen, D) und @ der elektrischen Dichten, » des Radius
und s der Massendichte des Teilchens leitet er aus y = Ee/k* Mm
die Relation

(47) ‘i% = const.

ab. Bredichin gibt dieser Gleichung im Hinblick auf die drei Schweif-
typen die Form

BaTa 8y __ a3 S HsTy§y
(47 a) Dl dl ‘D2 d2 DS d8 ’
und, indem er nun D, = D, = D, ebenso d, = dy = d; und schlieB-
lich auch noch als approximativ richtig 7, =7, =7, annimmt, findet er

181 == HgSy == U353
oder, wenn m,, my und m; die Molekulargewichte der den Kometen-
schweif bildenden gasférmigen Stoffe bedeuten:

g My == g Mg == (g .

Mém. St. Petersburg XVI (1905), u = 89; ferner 4. Kopff in den Publikationen
des astrophysikalischen Observatoriums auf dem Konigsstuhl III (1909), sowie:
Uber die Bewegung der Schweifmaterie beim Kometen 1903 IV, Astr. Nachr. 176
(1907), p. 149, p=89,4. Neuere kritische Untersuchungen iiber die Besselsche
Kometentheorie ferner sind: A. Kopff, Uber die Bessel-Bredichinsche Theorie der
Kometenschweife, Astr. Nachr. 179 (1908), p. 211, und die Entgegnung von
A. Orloff, Sur la théorie des queues des cometes, Publ. de I'Observ. de Dorpat
21 (1911).

154) Zollner, Uber die GroBe und elektrische Dichtigheit der Schweifteil-
chen eines Kometen, Astr. Nachr. 86 (1876), p. 267 u. 87 (1876), p. 273, und
Ges. wiss. Abh., II. Bd., II Teil, Leipzig 1872, p. 762; sowie auch: Uber die
Stabilitit kosmischer Massen und die physische Beschaffenheit der Kometen,
Leipzig Ges. Wiss. Abh. XXIII (1871) wieder abgedruckt in: Uber die Natur der
Kometen, Leipzig 1872.
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Aus ihr folgen, unter der Voraussetzung, daB die Schweife des ersten
Typus (u = 18) aus reinem Wasserstoff bestehen,
fir 22 die Zahlen 8—36,

1
»om » » 50—100.

Neuestens versuchte man es, die Existenz der Repulsivkraft der
Sonne auf den Druck!®®) zuriickzufiihren, welchen nach der Maxwell-
schen Theorie ein strahlender Kérper, also auch die Sonne, auf jeden
absorbierenden oder reflektierenden Korper ausiibt. Mit der Frage,
ob dieser Druck einen so groBen Betrag erreichen kann, daB die durch
ihn hervorgerufene und ihm gleichwertige Sonnenrepulsion, wie es die
Schweife des Typus I verlangen, 18 mal so groB ist als die reine
Anziehung der Sonne, befaBte sich Schwareschild**®). Er findet die
Zahlen 19—20 als oberen Grenzwert fir u. Dies steht mit dem Bre-
dichinschen Ergebnis in bester Ubereinstimmung, dafiir. aber im Wider-
spruch mit den neuesten bei einigen Kometen gefundenen Werten,
die bis auf g = 89 ansteigen.

37. Die Kometentheorie von Schiaparelli. Von der Besselschen
Theorie der Kometenschweife unterscheidet sich die von Schia-
parelli®) dadurch, daB sie ihr Hauptgewicht nicht auf die Repulsiv-
kraft der Sonne, d. i. die GroBe w, sondern auf die in den Gl (44a)
auftretende GroBe U legt, der gegeniiber in ihrem Verhiltnis zur reinen
Anziehung der Sonne diese die Wirkung haben soll, die Kometen-
materie in ihrer Anniiherung an die Somne zu zerstreuen und damit
zur Schweifentwicklung beizutragen. Mathematische Darstellungen zur
Schiaparellischen Auflosungstheorie der Kometen gaben Charlier'™)
und L. Picart'®®). Sie nehmen einen kugelfosrmigen Haufen von nur

155) Lebedew, Uber die abstoBende Kraft strahlender Korper, Ann. Phys.
45 (1892), p. 292; ferner Svanmte Arrhenius, Uber die Ursache der Nordlichter,
Phys. Zeitschr. II (1900), p. 81 und 97, sowie: Kosmische Physik (1903), p. 2086.

166) Schwarzschild, Uber den Druck des Lichtes auf kleine Kugeln und
die Arrheniussche Theorie der Kometenschweife, Minchen Ber. XXXI (1901),
p. 204.

167) Vgl. auBer den vielen Originalmitteilungen von Schiaparelli im Bull.
meteor. dell Osserv. de Coll. Romano die Zusammenfassung derselben von Bo-
guslawski, Eutwurf einer astronomischen Theorie der Sternschnuppen, deutsche
Ausgabe, Stettin 1871.

158) Charlier, Formation des courants météoriques par la désagrégation des
comdtes, St. Petersb. Bull. XXXII (1888).

159) Luc Picart, Sur la desagrégation des essaims météoriques, Theses de
fac. de Paris 1892.
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lose miteinander zusammenhingenden Massenteilchen von der mittleren
Dichte 0 und dem Radius g, an, die sich gegenseitig anziehen. Dann
ist, wenn das Teilchen, dessen Bewegung unter dem EinfluB der
Sonne wie aller seiner Nachbarteilchen untersucht werden soll, inner-
halb des Kugelhaufens sich befindet:

Uy = — X120

oder, wenn seine ganze Masse m == %’—t 0,0 und auBerdem 2 M = n?a®
gesetzt wird:
_rfaNim o 1 32
171—"2‘(;;0) u9 = g"e,
wo Kiirze halber v = ma®/Mpg,® ist, dagegen fiir einen auBerhalb
liegenden Massenpunkt:
E*m nta® m
U,= =

e e M

und zu den Gleichungen (46) treten, wenn man in ihnen jedoch
g = O annimmt, auf der rechten Seite die Glieder hinzu:

oU. 0T,

,&_1 = — vn?t  baw. ’Agg = — vn’a®/e®,
oU. U,

ﬁ = vn21] a’l; = — v%2a3’7/087
oU, 2 0Us __ __ yn2a3¢/0®
5 vniE 5t vn?af/o®.

Im ersten Falle, und unter der einer ersten Anndherung gleichkom-

menden Voraussetzung einer Kreisbahn fiir den Schwerpunkt des
Haufens, fiir die r = p, % =0, B*M = »n®p® ist, folgt ein System
linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten, deren
determinierende Gleichung als Bedingung seiner Stabilitét

3
(48) v>3 oder >3(%)

gibt, welche Charlier noch in der Form T > T,V/3 ansetzt, sofern T
die Umlaufszeit des ganzen Haufens um die Sonne, T, die des Massen-
teilchens um den Schwerpunkt bedeutet. Wird jedoch keine solche
gleichformige Rotation vorausgesetzt, sowie fiir den zweiten Fall, der
Geltung der Funktion U,, wird das System zu einem mit periodi-
schen Koeffizienten, das eine Ahnlichkeit hat mit dem von Hill zur
Berechnung der als Variation bezeichneten Storungen der Mondbe-
wegung aufgestellten. Die Diskussion iiber die Stabilitit fihrt Picart
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mit Hilfe der Hillschen Grenzkurve durch. Er gelangt damit zu der
Bedingungsgleichung

"\ 8
(48 a) #>30E),
worin @’ die groBe Achse der Bahn bedeutet, die das betrachtete
Kometenteilchen um den Kern beschreiben wiirde, wenn die Sonnen-

anziehung nicht vorhanden wire, wogegen im Falle einer elliptischen
Bewegung des Kernes um die Sonne die Stabilititsbedingung in

(481) 7> G B+t

iibergeht, in der H eine Funktion der Bahnelemente dieser Bewegung ist.

(Abgeschlossen Juli 1919.)
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Vorbemerkung. Dieser Artikel schlieBt an den unter dem Titel
»Oravitation® in dieser Encyklopidie V 2 (1901) erschienenen von
J. Zenneck (StraBburg) an, mit dem Unterschiede jedoch, daB, wihrend
dieser in physikalischer Richtung Vollstindigkeit erstrebt, der vor-
liegende die astronomische Seite des Problems bevorzugen soll.

1. Das Newtonsche Gesetz.

1. Das Newtonsche Gesetz. Das Grundgesetz der Gravitation
wurde zuerst von Newfon!) erkannt und im dritten Bande seiner
»Philosophiae naturalis principia mathematica®, Prop. I—VIII ausge-
sprochen. Es lautet: Befinden sich irgendwo in einem Raume in einem
bestimmten Zeitmomente zwei Massenelemente von den Massen m, und
my und in der Entfernung 7, so iiben sie in demselben Momente (In-
stantanwirkung) aufeinander eine anziehende Kraft?) aus (d.h, sie er-
teilen einander eine Beschleunigung), die in der Richtung ihrer Ver-
bindungslinie wirkt, proportional dem Produkte ihrer Massen zu- und
im Verhdltnisse der Quadrate ihrer Entfernung abnimmt. Der analy-
tische Ausdruck fiir die GroBe dieser Kraft ist daher gegeben durch
(1) = — km my : 7%,
worin k? eine universelle, d. h. nur vom angenommenen MaBsystem
und nicht auch vom Medium, indem die Anziehung erfolgt, abhéngige
Konstante bedeutet und das Zeichen — gewihlt ist, um eine An-
ziehung auszudriicken.

Newtorn hat dieses Gesetz aus den von Kepler empirisch gefun-
denen Gesetzen der Bewegung der Planeten um die Sonne erschlossen
und es sodann nicht nur auf dieses Hauptproblem der theoretischen
Astronomie (Mechanik des Himmels) angewendet, sondern auch auf
andere weitere Gebiete ausgedehnt, wie die Bestimmung der Gestalt
der Himmelskorper, Ableitung des Gesetzes fiir die Variation der
Schwere auf der Erde, Erklirung der Ebbe- und Fluterscheinungen,

1) Uber die Vorgeschichte der Entdeckung des Gravitationsgesetzes durch
Newton berichtet F. Rosenberger, Isaac Newton und seine physikalischen Prin-
zipien, Leipzig 1895. Das Buch von Todhunter, History of the mathematical
theories of Attraction and the Figure of the Earth, 2 Bde., London 1873, schildert
mehr die mathematische Durchfihrung des Gesetzes der Anziehung in Hinsicht
auf die Bestimmung der Gestalt der Erde und die Theorie des Potentials. Eine
gute Ubersicht iiber die vor-newtonsche Zeit gibt auch Isenkrahe, Das Ritsel
der Schwerkraft, Leipzig 1879.

2) Uber die Frage nach der Gravitation als unvermittelten Fern- oder durch
das Zwischenmedium bedingten Nahkraft vgl. den Anhang (Fr. Kottler).

6#
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der Priizession und Nutation, Gebiete, die seitdem alle als zur theore-
tischen Astronomie gehorig betrachtet werden.

2. Das Newtonsche Gesetz und der Raum. Der hohe Grad der
Genauigkeit, der durch die Anwendung dieses Gesetzes auf die er-
wihnten Probleme erzielt wurde, filhrte mehrfach zu der Amnsicht, als
ob es schon in unserer Raumanschauung begriindet und daher ein
aprioristisches Erkenntnisresultat®) sei. Sowie die Intensitit des Lichtes
oder des Schalles im quadratischen Gesetze mit der Entfernung vom
Licht- oder Schallerreger abnimmt, so besteht auch das gleiche Ver-
hiltnis fiir die AnziehungsiuBerung eines Massenteilchens dadurch,
daB sie sich auf immer groBeren Kugelflichen ausbreitet. In diesem
Sinne setzt Killing*) den analytischen Ausdruck fiir das Anziehungs-
gesetz bei der Ubertragung auf den sphéarisch-elliptischen Raum mit
dem Kriimmungsradius R in der Form

@) Ao Fmoms

Rtsin® 2
fest, entsprechend dem Satze, daB in einem solchen Raume die Ober-
fliche einer Kugel vom Radius » durch 4z R? sin’}g bestimmt ist.

Ihm kommt das Potential

k*m, m, r
(2a) P=-—ctg

zu. In gleicher Art wird das fiir einen Raum von » Dimensionen®)
erweiterte Newfonsche Gesetz zu

k*ng m,
r
m—1 _: n—1 __
R sin R

angenommen. Fiir das entsprechende Potential P ergeben sich dabei
zwei verschiedene Ausdriicke, je nachdem # eine gerade oder ungerade
Zahl ist. Fiir ein ungerades » wird

3) I Kant, Prolegomena zu jeder kiinftigen Metaphysik: Der Hauptfrage
2. Teil, § 38.

4) W. Killing, Die Mechanik in nicht-euklidischen Raumformen, J. f. Math.
98 (1885), p. 1—48. Ferner H. Liebmann, Nicht-euklidische Geometrie, Samml.
Schubert, Leipzig 1912, p. 207; sowie: Die Kegelschnitte und die Planeten-
bewegung im nicht-euklidischen Raume, Leipz. Ber. 54 (1902), p. 393. Uber die
Zweideutigkeit des Potentials im elliptischen gegeniiber dem im sphiirischen
Raume s. F. Klein, Die nicht-euklidische Geometrie, Vorl. Gottingen 1833, IIB,
p. 206.

5) E. Schering, Die Schwerkraft im GauBschen Raume, Gott. Nachr. 1870,
und Die Schwerkraft in mehrfach ausgedehnten GauBschen und Riemannschen
Réumen, ebenda 1873 — Ges. Werke 1, p. 1656 u. 177.
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r o g Y
P=cosy | — + -S4+ +---
sin - - sin® sin® -~

R R R

"—! Gliedern bestehende Reihe, in der «, 8, y reine Zahlen-

2
koeffizienten sind; fiir ein geradzahliges » dagegen enthilt die Reihe

eine aus

n—2 . . .
nur —;-- Glieder, zu denen noch ein log hinzukommt:

2
P = log ctg %ﬁ + cos —1% (-.“-r + _',,fj..; + .. ) .
Slnﬁ s’ E
Hieraus entspringt ein ungleichmé#Biges Verhalten der GriSe P in
diesen beiden Fillen fiir r = oc.

Andererseits ist jedoch das Newtonsche Gesetz eine natiirliche
Konsequenz der folgenden zwei Forderungen®):

1. die Feldstirke der Gravitation F ist wirbellos, und in den
Raumgebieten, in denen keine Massen vorhanden sind, quellenfrei
verteilt, d. h. es gilt die Gleichung
3) rot F = 0;

2. wo aber Massen vorhanden sind, ist die Divergenz der Feld-
stirke in einem bestimmten Punkte des Raumes proportional der dort
befindlichen Massendichte ¢ mit dem Proportionalititsfaktor 4=k?,
d. h. es gilt die zweite Gleichung

(3a) div F = — 4=k?o.
Beide fiihren unter Einfiihrung des Potentials P, auf die Laplace-
Poissonsche Gleichung

p— a"Pl

0% P, 0P,
(4)  F=gradP;, 4,P = Pxt + oy* + azzl = — 4dakle.

Hierbei ist unter der Feldstirke F' die auf die Masseneinheit bezogene
Anziehungskraft verstanden, aus der die zwischen den beiden Massen
m, und m, wirkende Anziehung durch Multiplikation mit der ange-
zogenen Masse folgt, etwa K = m, F. Die einzige Losung der Glei-
chung (4) ist, wenn man die Bedingung vorschreibt, daB die Funk-
tion P im Unendlichen den Grenzwert Null habe, und, da es sich
nur um Massenanziehung handelt, daher Flichendichten und Doppel-
schichten ausgeschlossen sind,

a2 P, [

wo in dem Integrale die akzentuierten Buchstaben solche Stellen des
Raumes bezeichnen, die von den das Potential P erzeugenden Massen
besetzt sind.

8) J. Zenneck, Encykl. V 2, 34.
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Hiermit im Zusammenhange steht die Frage nach der Ausdeh-
nung der Giiltigkeit des Newfonschen Gesetzes auf den unendlichen
Raum, wenn er unendlich viel Masse enthilt. C. Newmann®) und
unabhingig von ihm H. v. Seeliger®) haben zuerst auf die hier auf-
tretenden Schwierigkeiten aufmerksam gemacht und nachgewiesen,
daB unter diesen Voraussetzungen sich fiir das Gesamtpotential die
gesamte Kraft sowie die Zerrung, darunter der Unterschied der Krifte
in zwei unendlich nahen Punkten verstanden, unendliche oder voll-
stindig unbestimmbare Werte ergeben. Im elliptischen Raume ver-

schwinden diese Unbestimmtheiten®), und zwar sowohl, wenn man das

2
—k*m, m,

Newtonsche Gesetz in seiner reinen Form als auch in der

Form — K*m,m, ctg—% der Rechnung zugrunde legt. Will man sie
auch im FEuklidschen Raume zum Verschwinden bringen, so muf man
die Form des Gesetzes #ndern.’®) Derartige neue Modifikationen sind:
der schon von Laplace'®) herrithrende Vorschlag

.2 —ar
__ Kmymye

(5) K= ré ’
ferner der Newmannsche '?)
2 —ar
(5a) P— "_mx_’_’r‘_s.e_. ,
anzunehmen, wihrend das von G. Green'®), dann von 4. Hall %) unter-
suchte Gesetz

(5b) P =

kim, m,
i
ey

worin 1 eine kleine Zahl bedeutet, die Schwierigkeiten nicht behebt.

7) C. Neumann, Leipz. Ber. 26 (1874), p. 97.

8) H. Seeliger, Uber das Newtonsche Gravitationsgesetz, Astr. Nachr. 187
(1895), p. 129—136 und Miinch. Ber. 26 (1896), p. 8378—400. — Kontroverse zwi-
schen H. Seeliger und J. Wilsing, hieriiber Astr. Nachr. 187 u. 138 (1895).

9) J. Lense, Das Newtonsche Gesetz in nicht-euklidischen Riumen, Wien.
Ber. 126 (1917), p. 1037—1063.

10) Die Einfiihrung von negativen Massen, welche zur Behebung dieser
Schwierigkeiten A. Foppl, Miinch. Ber. 27 (1897), p. 983—99, vorschligt, diirfte
wohl in der Astronomie keinen Anklang finden. Vgl. auch C. V. Charlier, Wie
eine unendliche Welt aufgebaut sein kann, Lund. Obs. Medd. 22 (1908), Nr. 38.

11) Laplace, Méc. cél, t. V, livre XVI, ch. 4.

12) C. Neumann, Allgemeine Untersuchungen iiber das Newtonsche Prinzip
der Fernewirkung, Leipzig 1896.

18) G. Green, Mathematical investigations concerning the laws of the equi-
librium of fluids, analogous to the electric fluid, Cambr. Phil, Trans. 1883 =
Math. Papers, London 1871, p. 123.

14) A. Hall, A suggestion in the theory of Mercury, Astr. J. 14 (1894).
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Aber jede derartige formale Anderung des Newtonschen Gesetzes
bringt den Nachteil mit sich, daB nun nicht mehr der KraftfluB, der
durch eine geschlossene Fliche nach auBen stromt, nur den inner-
halb dieser Fliche vorhandenen Massen seinen Ursprung verdankt,

denn es wird J*Zi df=fA,Pd12—4“k2f9d7?

so daB es den Anschein hat, als ob der Raum selbst entweder als
ein die Anziehung absorbierender oder sie verstdrkender Faktor
auftrete.

3. Bestimmung der Gravitationskonstanten % in astronomischen
Einheiten. Die in der Astronomie bei der Untersuchung der Be-
wegung der Planeten gebréuchlichen Einheiten der Zeit, der Ent-
fernung und der Masse sind: der mittlere Sonnentag®), die mittlere
Entfernung der Erde von der Sonne, d. h. die halbe groBe Achse der
von der Erde um die Sonne beschriebenen Ellipse, und die Masse
der Sonne. Unter Einfilhrung dieser Einheiten hat zuerst Gaug ')
eine Berechnung der Konstanten % in dem analytischen Ausdrucke
fir das Newtonsche Gesetz vorgenommen. Bezeichnet man mit E die
Masse der Erde, S die der Sonne (daher S = 1), T ihre Umlaufszeit
um die Sonne, und @ die halbe groBe Bahnachse, so ist nach dem
dritten Keplerschen Gesetz

2raz
und daraus folgt mit den von Gaupf angenommenen Werten
a=1,
T = 365,2563835 mittlere Sonnentage,
E =1:354T710,
k = 0,01720209895 - . . = 3548,18761--.",
lg k = 8,2355814414 - .. = 3,55000665746 - - -.

Aber schon Leverrier in seinen umfassenden Rechnungen iiber die Be-
wegung der grofen Planeten und Hamsen in seiner Mondtheorie
konnten iiber 7' und E bessere Annahmen machen. Da diese den
Wert von k einigermaBen #ndern, eine solche Anderung jedoch manche
Unzukémmlichkeit nach sich zdge, namentlich eine Umrechnung der

15) Uber die Definition des mittleren Sonnentages s. Encykl. Vg, 2 (F. Cohn),
Nr. 2 und VIs, 17 (J. Bauschinger), Nr. 18.

16) C. F. Gaup, Theoria motus corporum coelestium, Hamburg 1809 = Ges.
Werke 9, Gottingen 1906, Liber primus, sectio prima, p. 14, und Encykl. VI 2, 17
(J. Bauschinger), Nr. 4.
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von Gaup berechneten Tafeln erfordern wiirde, so hat schon Lever-
rier'") sich entschlossen, sie als eine absolute Konstante gelten zu
lassen und vielmehr die mittlere Entfernung der Erde von der Sonne, g,
den neuen Werten 7 und E entsprechend zu indern. Mit ihnen

T = 365,2563574 mittlere Sonnentage,

E —1: 330000,
k = 0,01720209895 . ..,
folgt a = 1000000127 ..., loga = 0,000000099....

Infolge dieser Festsetzung ist nicht mehr die mittlere Entfernung
der Erde von der Sonne die Einheit der Distanz, sondern diese er-
scheint durch die Glaufsche Anziehungskonstante festgelegt als jene, in
welcher ein Massenpunkt von der Masse 1: 354710 in 365,2563835 ..
mittleren Sonntagen einen vollen Umlauf um die Sonne (S =1) be-
schreiben oder auch, wenn man in der Gl (6) E = O und 7 #ndert?®), als
jene mittlere Entfernung, in welcher ein Punkt von der Masse =0 in

T = 2—; = 365,256898400519 ... mittleren Sonnentagen

in einer Kreisbahn um die Sonne gefiihrt wiirde.

4. Die Konstante & in absoluten MaBeinheiten (C.-G.-S.-System).
Um die Konstante % in dem Zentimeter-Gramm-Sekunden-System aus-
zudriicken, ist sie mit der dritten Potenz der mittleren Entfernung a
der Erde von der Sonne in em zu multiplizieren und durch das Pro-
dukt aus der Masse der Sonne, S, in g und dem Quadrat der Anzahl
der Sekunden in einem mittleren Sonnentage (86400) zu dividieren.
Die in diesen MaBeinheiten (cm, g, sec) ausgedriickte Konstante, sie
gsei, um sie von der astronomisch gebréuchlichen zu unterscheiden,

17) U. J. Leverrier, Paris. Observ. Ann. 1 (1855), p. 189. Vgl. hierzu noch
W. Lehmann, Anfrage an die praktischen Astronomen wegen eines theoretischen
Bedenkens die Beob. Saturns gegen die Zeit seiner Quadratur betreffend, Astr.
Nachr. 55 (1861), p. 1 u. 85. ZLeverrier, Erwiderung darauf: Monthl. Not. 21.
(1861), p. 193; ferner W. Lehmann, Exakte Berechnung der GauBschen Kon-
stanten %, Astr. Nachr. 56 (1862), p. 321 und S. Newecomb, Uber Dr. Lehmanns
Neubestimmung der GauBischen Konstanten, ebenda 37 (1862), p. 656. Der von
W. Lehmann berechnete Wert ist k= 0,01720712950 lg &k = 8,28565807433. Vgl.
auch J. J. See, Note on the accuracy of the Gaussian constant of the solar system,
Astr. Nachr, 166 (1904), p. 90.

18) Th. Oppolzer, Lehrbuch der Bahnbestimmung der Planeten und Kometen
1, Leipzig 1882, 2. Aufi,, p. 49. Einfacher wiire es‘jedoch, von vornherein % =1
anzusetzen und dementsprechend die Lingeneinheit oder die Zeiteinheit zu éindern.

8

Im ersteren Falle wire die neue Lingeneinheit 4 = (—Z;)%z 15,0064876 .. ., im
zweiten die neue Zeiteinheit ¢ = £8,13244087 . .. mittlere Sonnentage.
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mit %, bezeichnet, stellt die GroBe der Anziehung vor, die zwei Massen
von je einem Gramm in einer Entfernung von einem Zentimeter auf-
einander ausiiben.
Fiir die erste zur Ausfiihrung der Reduktion motwendige GriBe,
a = der mittleren Entfernung der Erde von der Sonne, hat man,
wenn man die Horizontal-Aquatorial-Parallaxe der Sonne mit p und
den Aquatorhalbmesser der Erde mit R, bezeichnet,
Ra S 'Ra
T osinpy P
wegen der Kleinheit des Winkels zu nehmen. Die Reduktion setzt
also die Kenntnis der Sonnenparallaxe voraus. Der gegenwiirtig'?) in
der Astronomie fiir sie angenommene Wert ist

po = 8,800,
woraus fiir a, je nach dem fiir R, anzusetzenden Werte, folgt.
Bessel: R, = 637739715 cm, @ = 1494,81 10" cm,
Hayford: = 637838800 ,, , = 1495,04 - 10 |
Helmert: = 637820000 , , = 149499.10* .

Die zweite zur Durchfiilhrung der Reduktion notwendige Grofe ist die
Masse der Sonne, S, in g. Sie ist aus der Masse der Erde, E, in g
und dem astronomisch zu bestimmenden Verhiltnis £: S zu be-
rechnen. Fiir dieses wird heute

E:S=1:329390
als der beste Wert anerkannt, wihrend E aus der Beschleunigung g
abzuleiten ist, welche freifallende Korper auf der Erde durch sie er-
fahren. Unter der Annahme, daB die Erde eine Kugel mit dem Ra-
dius R ist, wire
OB g=KE:R* oder KE=gR.
Zu der gleichen Formel gelangt man auch, wenn man die Erde als ein
Ellipsoid (Spharoid) ansieht, hierbei aber fiir R jenen Halbmesser
nimmt, fiir den die in der Anziehung eines Ellipsoids auftretenden
hoheren Glieder, Kugelfunktionen zweiter Ordnung, verschwinden.
Dies tritt ein fiir die geographische Breite ¢, die durch

sin®gp = }

19) Seit der ,Conférence internationale des étoiles fondamentales de 1896
& Paris. Vgl. Procés verbaux Paris 1896. Eine ausfiihrliche Zusammenstellung
aller maBgebenden Werte fiir pe gibt S. Newcomb, Fundamental constants of
astronomy Wash. 1893, p. 157 u. 166; eine historische Darstellung des Problems
ibrer Bestimmung F. Cokn, Encykl. VIe 2, Nr. 9b und VIs, 17 (J. Bauschinger),
Nr. 5 u. 25.
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bestimmt ist. Ferner muB fiir g die wahre Anziehungsbeschleunigung
der Erde und nicht die um die Fliehkraft verminderte, sogenannte
scheinbare Schwere substituiert werden. Bezeichnet man daher die Ab-
plattung der Erde mit o, so daB

(8) R=R,(l — asin’p)
die Variation der scheinbaren Schwere G mit 8, so daB

9) G = G,(1 + sin’g)
und endlich mit 4 das Verhiltnis der Fliehkraft zur Schwere, so ist

(10) 9=G,1+ 1)+ G,(8 — 1)sin’g

anzusetzen und nunmehr in Gl (8) und (10) sin®’¢ = § zu substi-
tuieren. Es folgt mit Vernachlissigung der Quadrate und Produkte
der kleinen GroBen, «, f und 2 und mit Riicksicht auf die aus dem
Clairautschen Theorem flieBende Relation ¢ = $1 — 8

(8a) ME=gR =GR (1+8—1)") =GR (1+3—Fe)
Mit dem neuesten Helmertschen Wert?®?)
g = 978,052 (1 4 0,005285 sin? ¢),

den drei oben ‘angefiihrten Werten von E, und den entsprechenden
Werten von « erhilt man:

Bessel: o« =1:299,15, logk?E = 20,60044,
Hayford: =1 :296,96, = 20,60057,
Helmert: = 1:296]7, = 20,60055.

Eine zweite Gleichung, durch die die beiden Unbekannten %, und E
voneinander getrennt werden konnten, 148t sich nicht aufstellen. Es
folgt daraus, daB die Reduktion der Konstanten k¥ des Newtomschen
(esetzes von den astronomisch verwendeten Einheiten auf die physi-
kalische des Dyn auf rein astronomischem Wege nicht durchfiihrbar
ist. Es bedarf hierzu physikalischer Beobachtungen. Man nennt sie
Bestimmungen der mittleren Dichte der Erde. Ein ausfiihrliches Re-
ferat iiber sie enthilt der Artikel Gravitation von Zenneck, Encykl. V 2.
Darnach ist im Mittel aus den besten bisherigen Bestimmungen

k2 = 6,675 - 10~ 2 Dyn,

20) Diese Formel findet sich bis auf Glieder zweiter Ordnung der kleinen
GréBen B und i entwickelt bei F. Helmert, Hohere Geodisie 2, p. 460, ferner
Encykl. VI 1, 7 (Helmert), Nr. 8 und VI 2, 17 (J. Bauschinger), Nr. 10.

21) F. Helmert, Neue Formeln iiber den Verlauf der Schwerkraft im Meeres-
niveau beim Festlande, Berl. Ber. 1915, p. 676.
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woraus fiir dieselbe GroBe in astronomischen Einheiten:
(Bessel) k= 0,017128, (Hayford) k= 0017126,
(Helmert) k= 0,017126

folgt, welche Werte gegeniiber dem durch rein astronomische Daten
bestimmten = 0,017202

Fehler von 0,43 —0,44 %, bedingen.

II. Genanigkeitsgrad des Newtonschen Gesetzes aus der
Bestimmung der Massenfaktoren. )

5. Masse der Planeten aus Mondelongationen. Die erste Massen-
bestimmung von Planeten gelang Newton®®) bei jenen (Erde, Jupiter
und Saturn), die bei ihrer Umlaufsbewegung um die Sonne von einem
oder mehreren Monden begleitet sind. Sie erfolgte hier aus dem Ver-
gleiche der Anziehungskraft, die die Sonne auf die Planeten ausiibt,
mit der zwischen ihnen und den Monden wirksamen. Bezeichnet
man mit P, die Masse eines Planeten, ausgedriickt in der Einheit der
Sonnenmasse, S =1, mit M, die eines seiner Monde, ausgedriickt
wieder in der Einheit der Planetenmasse (speziell M die Masse des
Erdmondes), seien ferner T; und 7z, die Umlaufszeiten des Planeten
um die Sonne und die der Monde um den Planeten, endlich D, und d,
die mittleren Entfernungen Planet—Sonne sowie Mond—Planet, und

22) Uber die allgemeine Frage nach der Abhiingigkeit der Anziehung von
der Masse vgl. den Artikel von J. Zenneck, Encykl. V 2, Nr. 11—14, p. 37ff. In
ihm wird der Einwand von Vicaire, Paris C. R. 1874, p. 790—T94, besprochen.
Nach ibm soll die Anziehung K zwischen den zwei Massenteilchen m, und m,

als homogene Funktion von m; und m, in der Form Km, m, = mkf (:‘) gesetzt
2
werden und gilt daher, wenn man f in eine Taylorsche Reibe entwickelt, nur
in erster Ann#herung Km, my = m§~1m,f'(0). Bessel wiedernm (Untersuchungen
des Teiles planetarischer Storungen, welche aus der Bewegung der Sonne ent-
stehen, Berl. Abh. 1824 = Ges. Abh. 1, p. 84) stellt eine Reihe von Bedingungs-
gleichungen auf, denen die Massenfaktoren im Anziehungsgesetz geniigen miissen,
um der Erfahrung und dem Prinzip der Gleichheit von Wirkung und Gegen-
wirkung nicht zu widersprechen. Er beweist, daf man diesen Gleichungen auch
noch durch andere Beziehungen zwischen m, und m, als gerade deren Produkt
geniigen kann. Nach der von Mach (Die Mechanik in ihrer Entwicklung, Leipzig
1888, II. Kap. § 6: Kritik des Massenbegriffes) gegebenen Definition der Masse
als Verhiltnis zwischen Beschleunigung und Kraft sind jedoch beide Einwen-
dungen belanglos. Uber die Unterscheidung zwischen triiger und gravitierender
Masse, d.h. der Masse als Triigheits- und Anziehungskoeffizient, und der neuen
Aquivalenzannahme Einsteins vgl. die Beilage von Kottler.
238) Newton, Principia, lib. 3, prop. 8, coroll. 2.
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R, der Aquatorhalbmesser des Planeten, so ist genihert nach dem
dritten Keplerschen Gesetz, d. i. mit Vernachldssigung der Massen-
korrektionen VS 4 P, und VP, + M,,

2 /DS
(11) 1:P— ()" (%) :
Newton gelangt auf Grund dieser Naherungsformel zu den Werten
Masse der Erde = 1:193758,
Masse des Jupiter = 1: 1067,
Masse des Saturn =1: 3021.

Die strenge Formel fiir P, hat Bessel ) aufgestellt. Sie beriicksichtigt
ebenso die Newfonsche Massenkorrektion im Ausdrucke fiir das dritte
Keplersche Gesetz, wie die ellipsoidische Gestalt des Planeten, und lautet:

7w \2 (DNS 1+ M, \2 1

(19) 1:P= (3 (D) i 1+ () (a—7 4)]-
Fir die Erde selbst deckt sich diese Methode der Massenbestimmung
mit der Vergleichung der Fallbeschleunigung schwerer Korper auf
ihrer Oberfliche und der Beschleunigung, welche sie (besser der Schwer-
punkt von Mond und Erde) durch die Sonne erleidet, das ist nichts
anderes als Gl. (8a), wenn in ihr die Gravitationskonstante %2 durch

e Ama®

TS+ E)
ersetzt wird. Damit wird, wenn noch @ = R, : po angenommen wird,
mit Vernachldssigung von E gegen S=1
(8b) %—=E=g—i12—,——;f:ﬂp’@.
Es zeigt sich, daB die Masse der Erde (bzw. Erde allein) hauptsiich-
lich von der Annahme iiber die Sonnenparallaxe pp abhingt, so daB
diese Gleichung?®) mehr zur Bestimmung dieser GroBe aus der ander-
weitig abzuleitenden Erdmasse verwendet wird. Es fanden:

U.J. Leverrier®): E = 44,318.10-1p%, po — 608" 19V E
(12) F. Tisserand®): = 44,171.10-°p%, = 609" 49V E,
S. Newcomb *): = 44162-10-9p%,  =609"51VE

24) F. W. Bessel, Bestimmung der Masse des Jupiter, Astr. Unters. 2 (1842)
= Ges. Abh. 8, p. 848 und Encykl. VI 3, 17 (J. Bauschinger), Nr. 22.

25) S. Newcomb, Fund. const., p. 123 und Encykl. VI 2, 2 (F. Cohn), Nr. 9b
und VIg, 17 (J. Bauschinger), Nr. 15.

26) Paris C. R. 75 (1872), p. 165.

27) F. Tisserand, Resumé des tentatives faites jusqu'ici pour déterminer la
parallaxe du soleil, Paris. Obs. Mém. 16 (1882).

28) 8. Newcomb, Fund. const., p. 100 u. 194.



6. Masse der Planeten aus Stdrungen von Planeten. 93

und daraus mit pg = 8,800” und Beriicksichtigung der Masse des

E
Mondes zu M = 8158
1: E=327100, = 328190, = 328250
gegeniiber dem von der internationalen Konferenz in Paris 1896 ak-
zeptierten Wert 1:329390.2%) Der groBe Unterschied des Newton-
schen Resultates (1: 193 758) riihrt davon her, daB Newfon bei seiner
Rechnung den Parallaxenwert pg = 10,5” benutzt.

Um ein zutreffendes Bild iiber die bei diesen Berechnungen er-
zielte Genaunigkeit zu erlangen, seien im folgenden neben den von der
internationalen Konferenz in Paris 1896 angenommenen Werten fiir
die Massen der Planeten, die als Mittelwerte aller vorher durch-
gefithrten Bestimmungen angesehen werden kénnen, einige neueren
Datums angefiihrt.

Jupiter 1 :1047,355 Paris. Conf. internat. 1896.

1:1047,30  Cookson, Cape Obs. Ann. (12) 2 (1902).
: 3501,6 Paris. Conf. intern. 1896.
:8498,3  H. Struve, Pulk. Obs. 11 (1898).
: 3492,1 H. Struve, Astr. Nachr. 162 (1903).
: 22869 Paris. Conf. intern. 1896.

Satuwrn 1
1
1
1
1:23383 O. Bergstrand, Upsala Nova acta 3 (1904).
1
1
1
1

Uranus
Neptun 1 : 19700 Paris. Conf. intern. 1896.

: 18445 J. J. See, Astr. Nachr. 153 (1900).

: 3098600 Paris. Conf. intern. 1896 = 4. Hall, Wash, Obs. 1878.
: 3090163 H. Struve, St. Petersb. Mém. 8 (1899).

Mars

6. Masse der Planeten auns Stdrungem von Planeten. Schwie-
riger gestaltet sich das Problem der Massenbestimmung der Planeten
aus ihren gegenseitigen sowie aus den Stérungen, die sie auf die
kleinen Planeten ausiiben. Der Weg fiir diese Berechnung besteht
darin, mit gendherten Massenwerten die Stérungen zu rechnen und
sodann die gestérten Koordinaten mit den aus den tatséichlichen Be-
obachtungen am Himmel sich ergebenden Positionen der Planeten zu
vergleichen. Die auftretenden Differenzen (Beob.-Rechnung) dienen zur
Verbesserung der approximativ angenommenen Massenwerte.

Angewendet wurde diese Methode zunichst bei den oberen Pla-
neten, von Jupiter an, aus ihren gegenseitigen Storungen, dann zur
speziellen Ableitung der Masse des Jupiter aus den von ihm auf die
kleinen Planeten ausgeiibten Storungen. Hierher ist auch zu zéhlen

29) Hier bedeutet in Gl. 12 E die Masse der Erde allein; will man die des
Mondes einschlieBen, so #ndert sich bei der Annahme FE = 81,53 M die Kon-
stante in 606°33, 607700, 607”04 gegeniiber dem von Bauschinger (a. a. O.
Nr. 16) errechneten Wert 60702,
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die Berechnung der Masse von Erde und Mond aus den St6rungen
des Planeten Eros.®) Endlich sind noch zu erwihnen die beriihmten,
von Leverrier®) aufgestellten kritischen Gleichungen, die die Massen
der vier inneren Planeten, Merkur, Venus, Erde und Mars einerseits
und auBerdem die siikularen Storungen ihrer Bahnelemente, Knoten-
linge und Bahnneigung, Perihellinge und Exzentrizitit als Unbekannte
enthalten. Es zeigte sich das eigentiimliche Resultat, daB man ihnen
nicht vollstéindig geniigen kann, ohne daB Fehler iibrigbleiben, die auf
verschiedene Anomalien in den Bewegungen dieser Planeten hinweisen.
Nach U. J. Leverrier befaBten sich F. Tisserand?"), J. Bauschinger®?),
W. Harkness®), S. Newcomb®*), P. Harzer®), A. Hall*) mit ihnen,
doch stets mit dem gleichen negativen Erfolg.

Bestimmungen der Jupitermasse aus den Storungen der kleinen
Planeten sind, abgesehen von einigen dlteren Rechnungen, von Nicola:
(1823, Planet Juno) und Encke (1826, Planet Vesta) nur zwei der
neueren Zeit angehdrige erwihnenswert, Planet Themis durch F. Krue-
ger®") und Polyhymnia durch S. Newcomb.)

Einzelne numerische Angaben sind:

Jupiter 1:1047,64 F. Krueger (Planet Themis, 1872).
1:1047,34 S. Newcomb (Planet Polyhymnia, 1894).
1:1047,38 F. G. Hill (Planet Saturn, 1895).
Saturn 1: 3529,6 Leverrier (Planet Jupiter, 1876).
Uranus 1: 22000 S. Newcomb (Planet Neptun, 1895).
Neptun 1:19700 S. Newcomb (Planet Uranus, 1898).
Mars 1:2994710 Leverrier (Planet Erde, 1858).
1:2812526 Leverrier (Planet Jupiter, 1876).

30) G. Witt, Uber die Notwendigkeit einer Verbesserung der Masse des
Systems Erde—Mond, Astr. Ges. Vjs. 43 (1908), p. 295.

81) Leverrier, Théorie et tables du mouvement de Mercure, Paris. Obs. Ann.
5 (1850) und de Venus, ebenda 6 (1861). )

82) J. Bauschinger, Untersuch. iiber die Bewegung des Planeten Merkur,
Miinchen 1884, sowie SchluBdarstellung in Encykl. VIg, 17, Nr. 23.

38) W. Harkness, On the solar parallax and its related constants, Wash.
Obs. App. 8 (1885).

84) S. Newcomb, Discussion and results of observations of transits of Mer-
cury, Wash. Astr. pap. 1 (1882), und The Fund. const.,, Wash. 1896.

35) P. Harzer, Die sikularen Verinderungen der Babnen der groSen Pla-
neten, Preisschrift. Jabl.-Ges., Leipzig 1895.

86) A. Hall, Note on the Masses of Mercury, Venus and Earth, Astr. J. 24
(1905), p. 164.

87) F. Krueger, Untersuchungen iiber die Bahn des Planeten Themis, Hel-
singfors. Finn. Soc. Abh. 1873.

88) S. Newcomb, On the elements of (83) Polyhymnia and the mass of
Jupiter, Astr. Nachr. 136 (1894), p. 130.
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Erde + Mond 1:825700 F. Tisserand (Neureduktion der Leverrierschen
Gleichung, 1881).
1:327920 G. Wit (Planet Eros, 1908).
Venus 1:400246  Leverrier (Planet Erde, 1858).
1:412550  Leverrier (Planet Mars, 1861).
1:425500  F. Tisserand (aus der Variation der Schiefe der
Ekliptik, 1881).
: 408000  Paris. Conf. intern. 1896,
Merkur : 5310000 Leverrier (Planet Venus, 1861).

: 4816547 Leverrier (Planet Mars, 1861).
: 7100000} F. Tisserand, Zwei Grenzwerte aus den Lever-
: 3800000 rierschen Gleichungen, 1881.

1:6000000 Paris. Conf. intern. 1896,

Was schlieBlich die Gruppe der kleinen Planeten anlangt, so ist
klar, daB wegen der Kleinheit ihrer Einzelmassen und wohl auch ihrer
Gesamtmasse deren direkte Bestimmung aus irgendwelchen Stérungen
auf andere Planeten oder aus ihren gegenseitigen Stérungen fast ganz
ausgeschlossen ist. Einen Versuch in dieser Richtung bedeuten die
Rechnungen Harzers®®), welcher in die Leverrierschen Gleichungen
unter Einfiilhrung der neuen Reduktionswerte von Newcomb noch die
Gesamtmasse der kleinen Planeten (sowie eine eventuelle Abplattung
der Sonne) als neue Unbekannte einbezieht und durch deren Auflésung

1:2070000
findet. Zu einem wesentlich anderen Resultate, ndmlich
1: 296000000,

gelangt J. Bauschinger*®) auf Grund eines rein statistischen Verfah-
rens, in dem er unter der Annahme, da8 die Albedo der kleinen Pla-
neten gleich ist dem arithmetischen Mittel der von Mars und Merkur,
deren mittlere Radien, sodann deren Gesamtvolumen (= 1:900 der
Erde) und endlich, deren Dichte gleich der der Erde voraussetzend,
die Gesamtmasse berechnet.

[ )

7. Masse der Planeten aus Kometenstorungen. Hier kommen
nur Jupiter und Merkur in Betracht, der erstere wegen seiner groBen
Masse, durch die er auf die periodischen Kometen von der Umlaufs-
zeit von 5—7 Jahren einwirkt, deren Apheldistanz zwischen 5—6 astro-

39) P. Harzer, FuBnote 85, p. 220 ff. Den wesentlich kleineren Wert
1: 37180000 findet G. Ravené, Uber die Masse der Asteroiden, Astr. Nachr. 140
(1896), p. 365. Doch vgl. hierzu die Bemerkungen von P. Harzer, Astr. Nachr.
141 (1896), p. 89, sowie A. v. Brumn, Uber die Masse des Planetoidenringes,
Danzig Naturf. Gesellsch. 12 (1910).

40) J. Bauschinger, Tabellen zur Geschichte und Statistik der kleinen Pla-
neten, Berl. Rechen Inst. Versff. 16 (1901).
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nomische Einheiten gerade in seine Wirkungssphére fillt, und der
zweite nur in betreff des Enckeschen Kometen.

Die Jupitermasse wurde berechnet von Axel Moller*') aus den
Stérungen des Fayeschen Kometen (7' = 7,44 Jahre, a(l 4 ¢) = 5,93)
und von E. v. Hardfl*®) aus denen des Winnekeschen Kometen
(T = 5,62 Jahre, a(l + ¢) = 5,55) und gab die zwei Werte

1:1047,788 4+ 0,185 bzw. 1:1047,175 + 0,014.

Die Versuche, aus den Storungen des Enckeschen Kometen die
Masse des Merkurs zu finden, fithrten zu keinem genauen Ergebnis.
Encke*®) gelangt aus seinen, die Beobachtungen des Kometen von
1818—1848 umfassenden Rechnungen zu den stark divergierenden

Werten: 1:8200448 und 1:10252900

mit 1:4878172 als dem wahrscheinlichsten Mittelwert, E. v. Asten*t)
wieder aus den Erscheinungen (1818—1875) wihrend der in den
Zeiten 1835 August, 1848 November und 1858 Oktober bemerkens-
werte Anniherungen an Merkur stattfanden, zu dem mittleren Werte:

1:7636400,
endlich O. Backlund*®) zu dem abermals stark davon abweichenden
Wert 1: 2668700.

Eine Neureduktion aller Beobachtungen des Kometen und eine Neu-
berechnung der Storungen®) fithrte zu

1:9647000 aus den Erscheinungen 1819—1858,
1:9745000 , , ” 1878—1891.

wobei die Stérungen in der mittleren Anomalie

41) A. Moller, Bericht iiber die Resultate einer neuen Berechnung der
Elemente des Fayeschen Kometen, Astr. Ges. Vjs. 7 (1872), p. 86.

42) E. von Hdrdtl, Die Bahn des periodischen Kometen von Winneke in
den Jahren 18568—1886 nebst einer neuen Bestimmung der Jupitermasse, Wien.
Denkschr. 55 (1888), p. 215 und 56 (1889), p. 150.

43) J. F. Encke, Uber den Kometen von Pons, Berl. Abh. 1842—1857 = Ges.
Werke 1, p. 23—52.

44) E.v. Asten, Untersuchungen iiber die Theorie des Fnckeschen Kometen,
I. Teil: St. Pétersb. Mém. 19 (1871); II. Teil: Resultate aus den Erscheinungen
1819—1875, ebenda 26 (1878).

45) O. Backlund, Untersuchungen iiber die Bewegung des Kometen FEncke
(1865—1881), drei Abh. in St. Péterb. Mem. 1881—1886.

46) 0. Backlund, Rechnungen und Untersuchungen iiber den Enckeschen
Kometen, fiinf Abh. St. Pétersh. 1892—1894; ferner der zusammenfassende Be-
richt, Sur la masse de la plandte Mercure et sur ’accélération du mouvement
moyen de la cométe d’Encke, Par. Bull. astr. 11 (1894), p. 473.
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zwischen 1819—1842 den Betrag von - 3'46",
. 18421858 , -+ 849,
, 1878—1801 , , , 4+ 059

erreichen, so daB die Genauigkeit der Berechnung der Merkurmasse
aus den #lteren Erscheinungen trotz der schlechteren Beobachtungen
die aus den neueren tiiberwiegt. DBacklund weist darauf hin, daf je
nach dem Aussehen des Kometen in verschiedenen Abstinden von der
Sonne und je nach der verschiedenen Stirke der benutzten optischen
Instrumente systematische Unterschiede zwischen den Beobachtungen
entstehen, die es erklirlich machen, daB es bisher noch nicht gelungen
ist, simtliche selbst in einer Erscheinung beobachteten Positionen des
Kometen in befriedigender Weise darzustellen.

E. v. Hirdtl*®) hat die Masse des Merkur aus den Stérungen des
Winnekeschen Kometen in den Erscheinungen 1858, 1869, 1875 und
1886 gleichzeitig mit der Jupitermasse berechnet und zu

1:5012842 * 687873

gefunden. Er geht dabei von dem Naherungswerte 1:5205000 aus
und leitet deren Korrektion zu - 0,0383331 + 0,1679300 ab, die
zeigt, daB ihr wahrscheinlicher Fehler groBer ist als die Korrektion
selbst, so daB ihm die erhaltene Zahl von sehr problematischem Wert
erscheint. Dagegen hilt er an dem abgerundeten Wert 1 : 5000000
fest, indem er nachweist, daB weder die griBte von v. Asten gefundene
Zahl 1:2400000, noch dessen kleinste 1:11760000, selbst wenn
man groBere Korrektionen der Massen von Erde, Venus, Mars und
Jupiter zuliBt und in den Storungsrechnungen etwaige Unsicherheiten
nicht ausschlieBt, zu befriedigenden Darstellungen der Beobachtungen
des Kometen fiihren. Es ist dieses Ergebnis fiir ihn Veranlassung, die
Rechnungen von v. Asten und Backlund zu revidieren. Und da zeigt
sich ihm das Resultat, daB, wenn man in deren Rechnungen, die als
Unbekannte die folgenden GroBen enthalten: 41, Korrektion der
mittleren Anomalie des Kometen, .7y die der mittleren Bewegung,
Ay’ die der angenommenen Beschleunigung, und 4m,, Am, und Jm,
die Massenkorrektionen von Jupiter, Erde und Merkur, — bloB die
GroBen Au und Amg; (Merkur) beibehilt, man zu

1: 5648600 + 2000

gelangt und daB, wenn man das gleiche Verfahren mit den Backlund-
schen Gleichungen ausfiihrt, zu dem neuen hiermit in iiberraschender
Ubereinstimmung stehenden Werte

1:5669700 + 60000

Encyklop. d. math. Wissensch. VI 2, B. 7
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kommt. Es unterliegt daher fast keinem Zweifel, daB die Schwierig-
keit in der Bestimmung der Merkurmasse aus den Strungen des
Enckeschen Kometen einzig in der gleichzeitigen Berechnung der un-
bekannten und, wie man heute wei, keineswegs konstanten, sondern
diskontinuierlich - veréinderlichen Akzeleration seiner mittleren Be-
wegung liegt. Diese Schwierigkeit, d. i. die Tatsache, daB die Kometen
in ihrer Bewegung sekundéren Kraftwirkungen ausgesetzt sind, macht
die Massenbestimmung aus ihren Storungen iiberhaupt fraglich.

8. Masse des Erdmondes. a) Ebbe und Fluterscheinungen: Die
erste Massenbestimmung des Erdmondes fiihrte Newton*’) durch. Aus
der stérenden Kraft, die die Sonne auf die Bewegung des Mondes

ausiibt, und die er in der Form %g in Einheiten der Schwerkraft aus-

gedriickt ansetzt, berechnet er zunichst durch Division durch 603,
entsprechend der Annahme, daB die Distanz des Mondes von der Erde
60 Erdhalbmesser zihlt, die stérende Kraft der Sonne auf einen Punkt
der Erdoberfliche und identifiziert sie mit ihrer ,fluterzeugenden
Kraft, Ko, fir die damit folgt

g
Ko = 7roov

Die Hohe der Sonnenflut, hg, findet er sodann aus der Uberlegung,
daB die Kraft K die Hohe der Flut in dem gleichen MaBe erzeuge,
wie die Flichkraft die Ausbauchung der Erde am Aquator oder deren
Abplattung an den Polen bewirke. Bezeichnet daher, wie schon oben,
1 das Verhiltnis der Fliehkraft zur Schwere, « die Abplattung der
Erde, so wird e T oR

© " T¥e0® g
oder, wenn man nach dem dritten Keplerschen Gesetz die Umlaufs-
zeiten 7 (des Mondes um die Erde) und 7' (der Erde um die Sonne)

durch g __ 4n'a? 7 4m2ql
E*E ’ kS
s dar g S d* 1 oR
ersetat,  Ko= 7 Zi'g00 e = 4 g5 7
und der letzte Ausdruck ist, abgesehen von dem Zahlenfaktor :, der

ohnehin nur wenig von 1 verschieden ist, mit dem aus der Gleich-
gewichtstheorie®) folgenden identisch.

Die fluterzeugende Kraft des Mondes, K¢, leitet er aus dem Ver-
hiltnis der Hochflut zur Nippflut ab, fiir die er aus Beobachtungen

47) Newton, Principia, 1ib. 1, prop. 66 corr. 19 und lib. 3, prop. 24, 34 und 37.
48) G. H. Darwin und S. S. Hough, Bewegung der Hydrosphire, Encykl.
VI, 6, Nrx. 3.
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an der Miindung des Avonflusses unterhalb Bristol § annimmt,

B+ Ko o
K, — K 5

und nach Anbringung der Korrektionsfaktoren*?)

o K — Kg cos 817° 9
¢y c0822°18"- K — K cos37° 6’
woraus K= 4483 K,
und schlieBlich die Masse des Mondes folgt
M= E:398.

Wenn man blo8 die halbtigigen Gezeiten in Betracht zieht, so
gibt die Gleichgewichtstheorie fiir die Hohe der Fluten

durch die Sonne hg = ji—r I%?R* cos? 0g cos? g cos 2 (0 — ),
(18) :
durch den Mond k¢ = —i—- ngé R? cos® ¢ cos® p cos 2 (6 — o).

Diese Ausdriicke gelten fiir eine ganz fliissige Erde. Wird angenommen,
daf die Erde aus einem festen Kerne von der Dichte g, bestehe, den
eine Wassermasse von der Dichte g, ganz bedecke, so kommt als

49) Diese Korrektionsfaktoren sind: 1. an Stelle K, ist zu setzen K cos 37°,
entsprechend der Anschauung, da8 die Hoch- und Nippfluten nicht sofort ein-
treten, wenn Mond und Sonne in Opposition oder Konjunktion zueinander stehen,
sondern erst dann, wenn sie beildufig um 18,5° voneinander entfernt stehen.
Wie Sommer und Winter ihre gréBte Macht nicht direkt in den Solstitien, son-
dern erst dann #uBern, wenn die Sonne um etwa ein Zehntel des Kreises von
ihnen entfernt ist, ebenso findet die griBte Flut des Meeres nach dem Durch-
gang des Mondes durch den Meridian des Ortes statt, wenn Mond und Sonne
um ein Zehntel des ganzen Zwischenraumes zweier aufeinanderfolgenden Fluten
voneinander entfernt stehen. Dieser Abstand betrigt 18;5° und im Verh#ltnisse
des Kosinus dieses doppelten Abstandes, cos 37°, ist die Kraft der Sonne, K, zu
verkleinern. 2. Ebenso ist im Nenner statt K. zu setzen K, cos 22°13’, da in
den Quadraturen die mittlere Deklination des Mondes 22°13’ betréigt. 8. End-
lich ist noch auf die Variation der Monddistanz von der Erde, d, Riicksicht zu
nehmen. Ist e die Exzentrizitit der Mondbahn, so ist zu K, als Faktor hin-

zuzufiigen: 2 R 1
& im Zghler: [(1 — GZ) VA — ¢ cos? 18)] —c,

. e 3
im Nenner: I:(l - 7{) V(@ — e? sin® 18)] =¢,,

2 N S
wobei 1 ——1— aus Y(1 —e?): -;— (1 4+ VY1 —¢*) enstanden ist. Doch bestimmt

. .. s 69 .
Newton die Exzentrizitit ¢ aus der Annahme Y1 — e’=% und somit gen#hert
et =1: 35.

7#
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ein die FluthGhen vergroBender Faktor
. 3e
= 1:(1—g2)
hinzu. Berticksichtigt man auch noch die Tiefe des Meeres A, so tritt
nach der Laplaceschen Bewegungs- oder der Airyschen Kanaltheorie
als neuer Faktor F—1 :[n*R’ 1] 50)

gh
auf, indem 7 die scheinbare Winkelgeschwindigkeit von Sonne oder
Mond um die Erde bedeutet und daher fiir beide Kérper nicht den

gleichen Wert hat. (Es ist genihert ,,_;@ =30: 29.) Durch diesen
«

Faktor werden die zwei Fluthéhen 2y und h¢ in verschiedener Art
beeinfluBt, und man muB daher, wenn man aus dem Verhiltnis der
Springfluten hg - h¢ zu den Nippfluten k¢ — he die GroBe hq: hg
und daraus die Masse des Mondes rechnen will, dessen Wirkung aus
den beiden h eliminieren.5!) Laplace’®) erreicht dies durch Diskussion
der Hohen h fiir verschiedene Deklinationen fiir Mond und Sonne
und erhilt so fiir die Mondmasse den Wert

1:749.
Nach seiner Methode fanden andere Rechner die noch immer weit
voneinander abweichenden Werte
1:63 bis 1:88.

Auch die harmonische Analyse, die W. Thomson (Lord Kelvin) %) 1866
zur Vorausberechnung der Fluthohen in die Theorie einfiihrte, brachte
keine wesentliche Besserung. Auf ihrer Grundlage gelangt Ferrel %)
zu den Grenzwerten 1:68—1:88,

und endlich Harkness %), der auch eine Zusammenstellung aller bisher
gefundenen Zahlen gibt, zu
1:78,663 + 1,374.

50) Uber die Ableitung aller dieser Formeln s. den Artikel von @. H. Dar-
win und S. Hough, Encykl. VI 1, 6, Nr. 5—11.

81) Adiry findet in ,Tides and waves“, Encykl. Metrop. 1842, § 455, da8,
wenn man die Tiefe des Meeres zu 4 englischen Meilen annimmt, man die Masse
des Mondes um ein Zehntel, bei 8 Meilen Tiefe um ein Sechstel zu grof finde.

52) Laplace, Méc. cél., 5. livre 13, chap. 3, § 10.

58) Zur Literatur iiber die harmonische Analyse vgl. FuBnote 32 in dem
Encykl.-Art. VI 1, 6 (G. H. Darwin).

54) W. Ferrel, On the Moons mass, deduced from a discussion of the tides
of Boston harbor, U. 8. Coast. Surv. Rep. 1870, App. 20 und Tidal Researches,
ebenda 1874, dann 1878, App. 11 und 1882, App. 17.

55) Vgl. FuBn. 33, p. 112.
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Dazu bemerkt G. H. Darwin®®), daf die allgemeine Tendenz aller dieser
Bestimmungen dahingehe, der Mondmasse einen zu groBen Wert zu-
zuschreiben.

b) Mondmasse aus der Prizessions- und Nutationstheorie: Die
theoretischen Werte fiir die Konstanten der Prizession und Nutation

: 57\.
sind 57): P®=g ._K;sS_.O_(Té cose(l—}-ﬂe?)
8 KM C—A4 3
(14) P = 5 g c coss(l —I— +§112)7
N =%.F£§f.%£cosacos&« (1+ i')’

Ausdriicke, in denen neben den schon bekannten Zeichen 0, A die
Haupttrigheitsmomente der Erde, ¢ die Exzentrizitit der Erdbahn,
e, die der Mondbahn, ¢, deren Neigung, §¢ deren Knotenlinge, o die
Umlaufsgeschwindigkeit des Mondknotens und & die Schiefe der Eklip-
tik bedeuten. Die Beobachtungen geben die Summe Pg -+ P¢=1,

als die luni-solare Priizession in Linge und N als Nutation in Schiefe.

Aus letzterer berechnet man zuerst den unbekannten Faktor C—d-‘—l-,

die sogenannte ,mechanische Elliptizitét“ der Erde, mit deren Kenntnis
sich sodann die Summe ! in ihre zwei Teile Pg jund Pg zerlegen

1iBt, deren Division endlich zur Bestimmung von —Jg— fiihrt. Oppoleer

findet aus dem Besselschen Wert der allgemeinen Prizession ! =
5623,572", dem Nyrénschen fiir die Nutation N = 9,2365" und der
Leverrierschen Erdmasse E = 1: 330000

97074__1 306,63, M:E—1:80,l.

Aus den Newcombschen®®) Werten ! = 5036,84", N = 9,210 und
E =1:328016 dagegen folgt

f——d——-l 305,52, M:FE=1:8158 4+ 0,20.

¢) Mondmasse aus Ungleichheiten der Sommenbewegung: Die Erde
ist in ihrem Umlaufe um die Sonne einer kleinen Storung ausgesetzt,
deren Ursache in der Tatsache liegt, daB nicht ihr Mittelpunkt, son-
dern der Schwerpunkt des Systems Mond-Erde die Bahn um die

56) Encykl. VI 1, 6, Nr. 36.

57) Uber die Abteilung dieser Formeln vgl. insbesondere Klein und Sommer-
feld, Theorie des Kreisels, Abschn. VIII; Oppolzer, Lehrbuch der Bahnbestim-
mung 1, 2. Aufl,, § 5; Tisserand, Méc. cél. 2, chap. 22—27; Bauschinger, Bahn-
bestimmung, Abschn. V; sowie auch Encykl. VI g, 17, Nr. 9.

58) S. Newcomb, Fund. const., p. 133.
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Sonne beschreibt. Diese ist, abgesehen von anderweitigen sekundéren
Wirkungen, eine Ellipse, deren lineare Dimension nur von dem Massen-
verhiltnis beider abhingt. Indem man die Koordinaten der Sonne oder
der anderen Himmelskérper auf ein System bezieht, dessen Anfangs-
punkt der Mittelpunkt der ruhend gedachten Erde ist, muB sich in
ihnen eine periodisch verlaufende Ungleichheit zeigen, die der wech-
selnden Stellung dieses Schwerpunktes der Sonne gegeniiber entspricht.
Zu ihrer Ermittelung sind am besten Sonnenbeobachtungen -geeignet,
die sich iiber viele synodische Mondumlidufe erstrecken miissen. Le-
verrier®) bestimmte ihre Amplitude zu 6,50” aus Sonnenbeobachtungen
von Greenwich (1816—1850), Paris (1804—1845), Konigsberg (1814
bis 1830), Newcomb®) zu 6,53” 4+ 0,03 aus Beobachtungen in Green-
wich (1851—1864) und Washington (1861—1865). Die groBe Ge-
nauigkeit der modernen Meridian- und Heliometerbeobachtungen er-.
zielte es, daB man statt der Sonne auch Positionsbestimmungen der
kleinen Planeten unter der Voraussetzung ihrer besonderen Krdndhe
in gleicher Art zu diesem Zwecke verwenden konnte. Dies fiihrten
D. Gil®Y) durch unter Benutzung von Heliometerbeobachtungen der
Planeten Iris, Victoria und Sappho, ferner 4. R. Hinks %) aus photo-
graphischen des Planeten Eros (1900—1901).

Bezeichnen Lg und L, Lénge von Sonne und Mond, f¢ dessen
Breite, so ist der theoretische Wert dieser Storung in Linge (die
Breitenstérung kommt, da sie die zu groBe Periode eines Umlaufes
des Mondknotens besitzt, weniger in Betracht)

M sinpc .
(15) ALg = ;i—ﬂ?z cos f¢ sin (Lg — Lg),

wie man sieht, der unbekannten GroBe M : E direkt proportional.®®)

69) U. J. Leverrier, Théorie of tables du mouvement apparent du soleil,
Paris. Obs. Mém. 4 (1858).

60) S. Newcomb, Investigation of the distance of the sun, Wash. Obs.
1865, App. IL .

61) D. Gill, A determination of the solar parallax and the mass of the
moon from heliometer-obsérvations of the minor planets, Iris, Victoria and Sappho,
2 vol. with cooperation of A. Auwers and W. L. Elkin, Cape Obs. Ann. 6 (1897)
und 7 (1896); sowie Remarks on the best method of determining the position of
the planets by observations, Lond. Month. Not. 54 (1894), p. 350

62) A. R. Hinks, The mass of the moon derived from the photographic ob-
gervations of Eros 1900—1901, Lond. Month. Not. 70 (1910), p. 63—175; ferner
Conf. astrophotogr. circulaires 1—12, Paris 1900—1907; besonders Circ. 8 und
F. Cohn, Encykl. VI g, 5, Nr. 8 und VI, 3, 17 (J. Bauschinger), Nr. 8.

63) Vorerst wurde diese Ungleichheit zur Bestimmung der Sonnenparallaxe
verwendet, erst neuestens auch zur Massenbestimmung des Mondes. Vgl. Kwrt
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Mit dem von S. Newcomb akzeptierten Werte 6,465” als Koeffizienten
dieser Storung und der Sonnenparallaxe pg = 8,800” sowie der des
Mondes p¢ = 57'2,52" folgt
M:E=1:82033,
wihrend Gill und Hinks finden:
M:E=1:81,102 + 0,141 bzw. 1:8153 4 047.

d) Mondmasse aus der parallaktischen Ungleichheit der Mond-
bewegung: In der Bewegung des Mondes tritt ein Storungsglied auf,
das von dem Unterschied der Sonnenanziehung auf den Voll- baw.
Neumond herriihrt. Da es zumeist zur Bestimmung der Sonnenparallaxe
verwertet wird, fiihrt diese Ungleichheit die Bezeichnung ,parallak-
tische“ Ungleichheit.®) Ihr theoretischer Wert ist
E—M sin pg,

(16) Ale=—F1un ¥ g,

sin (L( - L@);

wo F eine nach m = ? fortschreitende Potenzreihe bedeutet. Nach
(4
Newcomb %) ist der Wert der Konstanten

E—M sinpg ., "
Bt g, ¥ = 12466

und berlicksichtigt man den Wert von F = 0,241010, so erhilt man
E—M
TEu— 09753, d.h. M:E=1:799.

Es ist klar, selbst abgesehen von sonstigen bei der Bestimmung des

Koeffizienten dieser Stérung auftretenden Schwierigkeiten, daB diese

Ableitung der Mondmasse keineswegs in ihrer Genauigkeit an die

beiden vorgenannten heranreicht.

9. Masse der Monde der anderen Planeten. Die Massen der
Satelliten der anderen Planeten als der Erde werden aus den siku-
laren Teilen ihrer gegenseitigen Storungen abgeleitet. Da sie im all-
gemeinen, wenn man die Verhiltniszahl der Masse des Erdmondes
1:81 als das Normale ansieht, sehr viel kleiner sind als diese, so
sind auch die Storungen recht klein und wachsen nur dadurch be-
deutender an, daB zwischen ihren mittleren Bewegungen eigentiim-
liche Kommensurabilititsverhiltnisse bestehen, deren aus ihnen ent-

Laves, Der Koeff. der sogenannten lunaren Gleichung der Erdbewegung, Astr.
Nachr. 132 (1893), p. 177 und On the determination of the principal term of the
nutation, Astr. Journ. 14 (1895), p. 33.
64) Delaunay, Theorie du mouvement de la lune 2 (1867), p. 342; Hansen,
Darlegung, Leipz. Abh. 6 (1862) und Encykl. V12,17 (J. Bauschinger), Nr. 17.
66) S. Newcomb, Fund. const., p. 190
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springenden Librationen gleichzeitig aber der analytischen Theorie
vielfache Schwierigkeiten bereiten.

Fiir den Planeten Jupiter ist die Theorie der vier ersten schon
seit Galilei bekannten Monde noch am vollstindigsten durchgefiihrt
von Laplace®), dann von Souillart®’) und endlich neuestens von de
Sitter.®) Die von ihnen gefundenen Zahlen sind:

Masse des 1. Mondes 10°.m, = 1,73281 3,77267 2,60...,
w o 2., 10°.-m,=2,323565 245305 231..,
. 10%.m; = 8,84972 821795 8,04 ...
s w4, 10%-m,= 4,26591 2,31333 4,24751

in Einheiten der Jupitermasse.®) Fiir den innersten, der Zeit seiner
Entdeckung nach (9. September 1892), 5. Mond sowie die anderen
vier, noch spiter aufgefundenen, sind noch nicht gentigende Beobach-
tungsdaten vorhanden, um aus ihnen die Massen ableiten zu k&nnen.

Das gleiche gilt auch fiir die zwei, 1877 von Asaph Hall in
Washington entdeckten Monde des Mars (Phobos und Deimos) sowie
fiir die vier Monde des Uranus (Ariel, Umbriel, Titania und Oberon).
Der Planet Neptun hat nur einen Mond, dessen Masse sich nur aus
einer eventuell konstatierten Prizession der Rotationsachse des Pla-
neten berechnen lieBe. ;

Das System des Saturn besteht aus 10 Monden und einem Ringe.
Seine Theorie bietet daher moch mehr Schwierigkeiten. Es ist bis
heute nicht gelungen, die Bewegungen aller 10 Monde unter ihrer
gegenseitigen Anziehung sowie der des Ringes und des stark abge-
platteten Saturnellipsoides zu bestimmen. Im folgenden seien nur
neben den Angaben iiber die Masse des Ringes noch die des groBten
unter den 10 Monden, ,Titan“, angefiihrt, von dem die zahlreichsten
Berechnungen vorliegen.

66) Laplace, Méc. cél., livre 10.

67) Sowillart, Théorie analytique des mouvements des satellites de Jupiter
I p., Lond. Astr. Soc. Mem. 45 (1880); II p. Paris. Mém. des sav. étr. 30 (1882);
ferner Ergiinzungen in Paris. Bull. astr. 11 (1894), p. 145 u. 513.

68) W. de Sitter, Over de massas en de baanelementen der Satelliten van
Jupiter, Amst. Versl. 16 (1908), p. 679 u. 709.

69) Der groBe Unterschied in den Angaben iiber die Massen des 1. und
4. Mondes nach Laplace und Sowsllart riihrt daher, daB Laplace den aus den
Verfinsterungen der Monde abgeleiteten Koeffizienten fiir die Liinge des dritten
Mondes zu 115,78 annimmt, wihrend Sowillart ihn nach einer Neubestimmung
von Damoiseaw zu 65,078 ansetzt und so fast auf die Hilfte reduziert. F. Tis-
serand, Méc. cél. 4, p. 81.
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Masse des Titan: 1:4678 H. Struve, Pulkova Obs. (1888).
1:4714 G. W. Hill, Astr. Journ. 8 (1888).
1:4500 A. Hall, Astr. Journ. 22 (1902).

1: 4172 FEichelberger, Wash. Observ. (1911).
1:4125 H. Samter, Berl. Ber. (1912).

1:1118 Bessel, Ges. Abh. 1 (1840), p. 160.
1:1960 M. W. Meyer, Astr. Nachr. 108 (1884).
1:1000 Tisserand, Méc. cél. 4 (1896), p. 103.
1:7092 A. Hall, Astr. Journ. 22 (1902).

alle Zahlen, in Einheiten der Saturnmasse.

Masse des Ringes:

10. Priifung der Ergebnisse. Die fiir die Masse der Planeten
mitgeteilten Zahlenwerte geben ein Bild davon, inwieweit die Ab-
hingigkeit der Newtonschen Gravitationskraft von der Quantitit der
Masse und ihre Unabhiingigkeit von der Qualitit als zutreffend an-
gesehen werden kann. Die beste Ubereinstimmung zeigt sich beim
Planeten Jupiter, was bei der absoluten GriBe der von ibhm ver-
ursachten Stérungen nur natiirlich ist. Man erhilt als Mittelwert™):

a) aus den Bewegungen seiner Monde  1:1047,3,
b) aus den Stérungen auf andere Planeten 1:1047,3, Diff. = 0,029,
¢) aus den Storungen auf Kometen 1:10475.

Weniger gut stimmen die Angaben bei Saturn:

a) aus den Bewegungen seiner Monde  1:3500,

e Q0
b) aus den Strungen auf andere Planeten 1:3530, Diff. = 0,8%

noch groBere Differenzen zeigen sich bei Mars
a) aus den Bewegungen seiner Monde  1:3092000,

HF =— Q0
b) aus den Stérungen auf andere Planeten 1:2904000, Diff. = 6%
sowie bei Uranus und Neptun
a) 1:22000, ... ., a) 1:18450, .. .,
b) 1:23400, D= "6% b) 1:19700, D'E = 6%

ebenso auch beim Iirdmonde. Aus den Ebbe- und Fluterscheinungen
folgt seine Masse im Mittel zu 1: 78, aus der Prizessionstheorie zu
1:80—1:82, aus den Ungleichheiten der Sonnenbewegung zu 1:81,7,
Zahlen, die weit mehr als die fiir die Jupitermasse angefiihrten, von-
einander abweichen. Doch ist hierbei nicht des Umstandes zu ver-

70) Eine vollstindige Zusammenstellung aller bisher fir die Masse der
Plapeten abgeleiteten Zahlen findet sich bei Harkness (FuBnote 33), p. 38—35;
ferner J. J. See, On the degree of accuracy attainable in determining the posi-
tion of Laplaces invariable plane, Astr. Nachr. 164 (1903), p. 161; ferner in be-
zug auf Merkur, Astr. Nachr. 166 (1901), p. 862, und auch 167 (1903), p. 113 und
171 (1906), p. 369, endlick Encykl. VI¢, 17 (J. Bauschinger), Nr. 24 u. 26.
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gessen, dafl gerade die Masse des Mondes in inniger Weise mit an-
deren ebenfalls nur sehr ungenau bekannten GriBen, wie der Parallaxe
der Sonne oder der Erdmasse, verkniipft ist, so daB es erlaubt sein
diirfte, die Differenzen mehr diesem Abh#ngigkeitsverhiltnisse als
irgendeiner Verschiedenheit in der Anziehung des Mondes auf Kérper
verschiedener Qualitit zuzuschreiben.

Kommt daher auch die Methode der astronomischen Priifung der
Massen zweier sich anziehender Korper keineswegs an Genauigkeit
den physikalischen™) gleich —, wie solche schon Newtorn mit Pendeln
von verschiedenem Material, ferner Bessel nach einem verfeinerten
Verfahren mit einer Genauigkeit von 1:4009%, ausgefiihrt hat, und
neuestens von v. Eotvos™) mit der noch empfindlicheren Drehwﬁge unter
Anwendung der verschiedensten Substanzen bis auf 10-6%, in der
(ravitationskonstanten % unternommen wurden —, so ist doch nicht
zu verkennen, daB auch astronomischerseits das Massengesetz als so-
weit sichergestellt anzusehen ist, daB in den aus der Anziehung be-
rechneten Massen hochstens Fehler bis zu 1:50%, ihrer Werte vor-
kommen diirfen.

11. Masse von Doppelsternen. Auch die Massen von Doppel-
sternen, und zwar sowohl von visuellen wie spektroskopischen, sowie
ferner von jenen veréinderlichen Sternen, deren Lichtwechsel man auf
Verfinsterungserscheinungen zweier umeinander kreisenden Korper zu-
riickfiihrt (photometrische Bedeckungssterne), kénnen berechnet werden.
Die Berechnung beruht auf der Annahme, daB die aus deren Bahn-
bestimmung abgeleitete Anziehungskonstante ¥ mit der in unserem
Sonnensystem giiltigen ihrem absoluten Betrage nach identisch ist.

Bezeichnen a, die groBe Halbachse der Ellipse, die zwei Doppel-
sterne umeinander beschreiben, 7 ihre Umlaufszeit, m, und m, ihre
Massen, so gilt die dem dritten Keplerschen Gesetz entsprechende

Gleichung 4a}n®
,.,,Ti,z A k2(m1 + mg).

Andererseits hat man fiir das System Sonne-Erde, mit Vernachlissi-
gung der Erdmasse gegeniiber der der Sonne

0
YT =18

und die Division beider Gleichungen gibt, unter der oben angefiihrten

71) Referat hieriiber Zenneck, Encykl. V 1, Nr.11—18.

72) v. Eotvés, Math. u. Naturw. Ber. aus Ungarn 8 (1891), p. 64 und Ann.
Phys. 59 (1896), p. 3564.
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Voraussetzung der Gleichheit der beiden & Werte™),

m, + m, S /T2

(o) ()
Diese Gleichung enthélt neben der Summe der zwei Massen noch eine
Unbekannte, nimlich die Distanz der Sterne von der Sonne oder ihre
Parallaxe, deren Kenntnis zur Berechnung von a, in derselben Ein-
heit, in der a ausgedriickt wird, notwendig ist. Ist diese bekannt und
gleich p” angenommen und gleicher Art a, in Bogensekunden an-
gesetzt, so folgt

17 ﬁfssm - (gi)" (1})2

Die aus ihr unter der Annahme m, 4 m, = S resultierende Parallaxe

2

p'=a](T:T)?
wird die hypothetische Parallaxe des Doppelsternes genannt. Tritt
auBerdem noch, wie beispielsweise bei verinderlichen Eigenbewegungen,
die Kenntnis der Bahn jeder der Komponenten hinzu, so gibt der
Schwerpunktssatz eine zweite Gleichung, in der das Verhaltnis m, : m,
vorkommt, und es gestattet dann Gl. (17) eine getrennte Rechnung

von % und 3;’ Bei spektroskopischen Doppelsternen dagegen gibt

die Bahnbestimmung nicht die GroBe a, allein, sondern nur das Pro-
dukt - wenn ¢ der Neigungswinkel der Bahnebene gegen den Vi-
sin¢

sionsradius bedeutet, und die Massengleichung enthilt daher eine neue
Unbekannte.

Bei verinderlichen Bedeckungssternen gestatten die Beobachtungen
aus der Dauer des Lichtwechsels, d.i. der Zeit zwischen den beiden
duBeren Beriihrungen der Korper, gesehen von der Erde aus, ferner
aus der Dauer des Minimums als der Zeit zwischen den beiden in-
neren Beriithrungen oder aus der Variation der Lichtintensitit, sofern
sich der Begleiter zur Zeit des Minimums ganz auf den Hauptstern
projiziert und dessen Oberfliche in allen ihren Teilen Licht von glei-
cher Intensitit ausstrahlt, eine Berechnung der Radien der beiden als
Kugeln angenommenen Korper, R, und R,, im Verhiltnis zu a, dem
Radius ihrer Kreisbahn und damit einen interessanten SchluB™) auf
ihre mittlere Dichte. Sei diese g, die der Sonne g,, so ist

(18) o= () @) mra

78) J. v. Hepperger, Bahnbestimmung der Doppelsterne und Satelliten,
Encykl. VI g, 11, Nr. 2.
74) Encykl. VI 2 11 (Hepperger), Nr. 6.
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I11. Berechnung des Genauigkeitsgrades fiir die Giiltigkeit des
Newtonschen Gesetzes auf Grund der Abhiingigkeit von der
Entfernung,

12. Berechnung der Fallbeschleunigung auf der Erde aus der
Mondbewegung. Schon Newton zeigte, wie man aus der Kreisbewe-
gung des Mondes um die Erde die Grofe der Schwerebeschleunigung
berechnen konne. Die Beschleunigung, unter der diese namlich vor
sich geht, ist gegeben durch '

47 E : v*(E + M).
Sie gilt fiir die Entfernung d der beiden Koérper, Mond und Erde
voneinander. Um sie mit der Beschleunigung der Schwere auf der
Erdoberfliche identisch zu machen, hat man sie auf die Entfernung R
gleich dem Erdradius zu reduzieren und erhilt so

0= st — "R &) sl

wenn mit n, = 12; die mittlere Bewegung des Mondes bezeichnet wird.

Diese Niherungsgleichung ist noch dahin zu korrigieren, daB ein
Glied hinzugefiigt wird, das von der stérenden Einwirkung der Sonne
auf die Bahn des Mondes herriihrt. Der Mittelwert dieser Storung ist

2 3 278 2
I%—%iT == iﬂv:A, wenn % =7%—§ die mittlere Bewegung der Sonne be-

deutet, und damit wird nach Reduktion auf die Oberfliche der Erde das
Korrektionsglied = é ngR(R‘f—)a, so daB die strengere Gleichung folgt:

8
o=+ TR (35T

Nunmehr entsteht noch die Frage nach der Bedeutung der GroBe g.
Offenbar ist hier, sowie Nr. 4 bei der Berechnung der Gravitations-
konstanten % (in Dyn) fiir sie der von der Fliehkraft, d. h. von der
Variation der Schwere auf der Erde befreite Teil, zu nehmen. Da-
mit ist 9.

I=0—p+0

zu setzen, so daB die SchluBgleichung™)

(19) 9a=(”f+“;‘”2)3(g)sjg—€1ﬁ Q—p+2...

76) Helmert verwendet diese Gleichung (Hohere Geodisie II, p. 463) zur Be-
rechnung von R. Vgl auch F. Cohn, Encykl. VI ¢, 2, Nr. 9b.
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lautet. Mit den Zahlen

n, = 2x : 27,32166 n = 2= : 365,256 %= 60,2715

E:E+ M=8145:8245 f = 0,005285 4 = 0,003467 und
R = 6378200 m

folgt g, = 9,182 m,

was gegen den Helmertschen Wert 9,7805 einen Fehler von 0,22 mm
= 0,022%, bedeutet. Hiermit erscheint das Gesetz des Quadrates der
Entfernung fiir die Anziehung fiir die Distanz Mond—Erde im Ver-
gleiche zu deren Radius mit einer Genauigkeit von gl — b5 fest-
gelegt.™)

13. Theorie der Erdgestalt. Geoditische Messungen auf der Erde
lieferten in Bestitigung der Newtonschen Lehre, daB die Figur der Erde
als Folge des Einflusses der zwei auf ihrer Oberfliche wirkenden
Hauptkrifte, der Schwere und der Fliehkraft, nicht die einer Kugel,
als vielmehr die eines Rotationsellipsoides sein miisse, das Resultat,
daB der Erde tatsichlich eine solche Form zuzuschreiben sei bis auf
kleine Differenzen (Lotabweichungen als GroBen zweiter Ordnung,
wenn man die Differenzen zwischen Kugel und Ellipsoid als solche
erster Ordnung auffaBt). Von den vielen sich auf diese Messungen
stiitzenden Berechnungen der Konstanten des Erdellipsoids seien hier
als die wichtigsten und anerkanntesten erwihnt:

1. Die Besselsche™), die R, = 6377397 m Rp = 6356098 m
gab, woraus fiir die Abplattung & nach der Definition folgt:
o= (R, — Rp): R, = 1:299,1529.

76) S. Newcomb (Fund. const., p. 119) meint hierzu: The close agreement
between the observed parallaxe of the moon (d: R) and that derived from the
force of gravitation on the Earth’s surface shows that between two distances,
one the radius of the Earth and the other the distance of the Moon, the devi-
ation from the law of square can be only a small fraction of the thousandth
part, or, we may say — & quantity of the order of the magnitude of the five-
thousandth part (0,02%,). Es hingt jedoch der fiir g, errechnete Wert haupt-
gichlich von der Mondparallaxe, d: R ab. Die oben angesetzte Zahl gibt
p=0°57"2"42. Legt man den Newcombschen Wert 0°57°2”68 der Rechnung
zugrunde, so zeigt sich eine volle Ubereinstimmung, aus der folgt, daB der
Fehler von 0,02%, nur durch den Unterschied in den Angaben fiir p, bedingt ist.
Uber die Genauigkeit des Wertes der Mondparallaxe p, vgl. Encykl. VI s, 17
(J. Bauschinger), Nr. 16. '

77) F. W. Bessel, Bestimmung der Achsen des elliptischen Rotationssphé-
roids, welches den vorhandenen Messungen von Meridianbdgen der Erde am
meisten entspricht: Astr. Nachr. 14 (1837), p. 333, 19 (1841), p. 97.
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2. Die Clarkesche™), , — 6378289 m Rp = 6356515 m
o« =1:293,465.
3. Die Hayfordsche™), R, = 6378388 m Rp= 6356909 m
o« = 1:296,96.
4. Die Helmertschen®) Mittelwerte,
R, = 6378200 Rp= 6356818 und «=1:2983.

Diesen Beobachtungsergebnissen stehen die Versuche gegeniiber,
die Abplattung auch theoretisch zu berechnen. Sie beginnen gleich-
falls mit Newlon, der als erster das unter dem Namen des Problems
der Bestimmung der Gleichgewichtsfigur einer rotierenden Fliissigkeits-
masse bekannte Problem aufstellte, das seitdem eine der Hauptauf-
gaben®) der theoretischen Astronomie bildet. Seine Losung erfolgt
auf Grundlage der folgenden Annahmen:

1. Die Erde ist eine im Raume frei schwebende Fliissigkeitsmasse.

2. Thre Teilchen ziehen einander mit einer Kraft an, die dem New-
tonschen Gesetze gehorcht.

3. Sie rotiere wie ein starrer Kérper um eine im Raume feste
Achse mit konstanter Geschwindigkeit.

Wird dann angenommen, daf die Erde urspriinglich im feurig-
flissigen Zustande war, in diesem die dieser Theorie entsprechende
Gleichgewichtsform annahm und sie auch bei der spiteren Abkiihlung
und Bildung der Oberflichenkruste beibehielt, so erhdlt man den ge-
suchten Zusammenhang zwischen den zwei hier hauptsiichlich in Be-
tracht kommenden GroBen, der Abplattung der Erde « und dem Ver-
hiltnisse zwischen Fliehkraft und Schwere auf ihr, 1.

Newton®?) findet unter der Voraussetzung einer homogenen Dichte-
verteilung der Erde

(20a) «=Dbi: 4.

78) A. R. Clarke, Ordnance trigonometrical survey: London (1858), ferner
On the figure of the Earth, London Roy. astr. soc. Mem. 29 (1859); Phil. mag. 6
(1878) und das Lehrbuch der Geodisie ,,Geodesy'‘ Oxford (1880).

79) W. Hayford, The figure of the Earth and isostasy from measurements
in the United States, Washington (1909), ferner: Supplementary investigations,
Wash. 1910; vgl. auch F. R. Helmert, Uber die Genauigkeit der Dimensionen
des Hayfordschen Erdellipsoids, Berl. Ber. 1911, p. 10.

80) F. R. Helmert, Die GroBe der Erde, Berl. Ber. 1906, p. 526—537.

81) S. Oppenheim, Theorie der Gleichgewichtsfiguren der Himmelskorper.
Encykl. VI g, 21.

82) J. Newton, Principia: Sektion XII und XIII des ersten und XVII—XX
des zweiten Buches.
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Huygens®) dagegen, der das Problem nach Newton aufgriff, auf Grund-
lage seiner Auffassung der Gravitation als einer vom Mittelpunkte der
Erde ausgehenden und sonst konstanten Kraft,

(20b) a=17:2.

Clairaut®) weist nach, daB diese zwei Werte als Grenzfille anzusehen
sind, zwischen denen der wahre Wert der Abplattung der Erde, so-
wie jeder ellipsoidischen Gleichgewichtsfigur liege, so zwar, daB der
Newtonsche dem Falle einer homogenen Fliissigkeit (¢ = const.), der

Huygenssche dagegen dem entspricht, als ob die ganze Masse der Erde
in ihrem Mittelpunkte konzentriert wire. Es muB daher

}A>a> 44
sein. Inwieweit diese Ungleichheit fiir jene Planeten, fiir die A berech-
net werden kann, erfilllt ist, zeigt die folgende Ubersicht:

T = Rotationsdauer ¢ = Dichte 1 ] 11 o : Beob.
Erde..... 28856™ 5,66 1:288 1:230 1:576 1:298
Mars .... 24037m 3,99 1:217 1:174 1:434 1:230
Jupiter #5) ghpem 1,31 1:11,8 1:94 1:285 1:16
Saturn . .. 14h2gm 0,72 1: 64 1:51 1:128 1:10

Sonne. ... 2594 1,42 1:46700 1:38000 1:93000 unmeBb.

Die Untersuchungen Newtons erginzten Clairaut®*) und sodann
Legendre®®) und Laplace®™) durch die allgemeinere Voraussetzung einer
heterogenen, doch kontinuierlich von der Oberfliche nach dem Inne-
ren hin zunehmenden Dichteverteilung der Erde, ferner Wiechert®®)
durch die einer diskontinuierlichen, némlich einer Teilung der Erde
in zwei Schichten, einen Kern von der Dichte des Eisens und einen
dariiber lagernden Mantel von der Dichte 2,5—2,8.

Das Ergebnis der Rechnungen Clairauts ist ein doppeltes, zunichst
eine Differentialgleichung, welcher die Abplattungen der einzelnen

88) Ch. Huygens, Traité de la lumiére: Anhang Discours de la cause de
la pesanteur: Leiden 1690.

84) A. C. Clatraut, La théorie de la figure de la terre, Paris 1743, deutsche
Ausgabe in Ostwald, Klass. der Naturwiss. Nr. 189 unter dem Titel: Die Erd-
gestalt.

85) Die Abplattung des Planeten Jupiter berechnete schon Newton zu 1:9,8
aus der der Erde als indirekt proportional dem Quadrate des Verh#ltnisses der
Rotationsdauer beider (T%: 7,®) und dem ihrer Dichten (¢:¢,), d.i. nach der
T* o
T ¢ .

86) A. M. Legendre, Recherche sur la figure des plandtes. Paris, Mém. 1788
und 1789.

87) P. S. Laplace, Mec. céleste, Livre III, chap. 4.

88) E. Wiechert, Uber die Massenverteilung im Innern der Erde. Gott.
Nachr. 1897, p. 221.

Formel: ¢, =«
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Schichten gleicher Dichte, in die die Erde zerfillt, geniigen miissen,
wenn jede von ihnen die Gleichgewichtsbedingung erfiillt (isostatische
Lagerung). In sie geht als HauptgroBe ein das Gesetz, nach welchem
die Dichte dieser Schichten von der Oberfliche nach dem Inneren zu-
nimmt, und da dieses Gesetz nicht bekannt ist, 148t sich die Diffe-
rentialgleichung nicht integrieren, sondern sie gestattet nur wieder die
Aufstellang von Grenzwerten, fiir die Abplattung, die jedoch nunmehr
weitaus enger sind als die den Gleichungen (20) entsprechenden. So-
dann als zweites, eine Beziehung zwischen der Variation der Schwere
auf der Erde und dem Oberflichenwerte der Abplattung, die unter dem
Namen des Clasrautschen Theorems bekannt ist.

14. Die Schwere auf der Erde. Das Clairautsche-Theorem. Fiir
das Gesetz der Anderung der Schwere auf der Erdoberfliche vom Pol
zum Aquator setzt Newfon die Beziehung fest

9, B, = const,
worin g, die Schwere und R, den Radius der Erde fiir die geogra-
phische Breite ¢ bedeuten. Hieraus folgt

R, = R,(1 —asin’p) g,=g¢,(1 + «sin’p)

bis auf Glieder zweiter Ordnung in «. Newlon gibt darnach eine Tafel
der Pendellingen fiir die geographischen Breiten von 0—90° von je
5 zu 5% aus der hier die fiir ¢ = 0° 45° und 90° giiltigen umgewan-
delt in mm mitgeteilt, andererseits des Vergleichs halber die von
Fr. Helmert gerechneten hinzugefiigt seien.

¢ = 0° Newton | = 991,36 mm Helmert 990,95
450 993,563 993,58
90° 995,69 996,20.

Die strengere Formel fand Clairaut.?®) Wird angenommen

o , 9o =9,(1 + B sin’p),
so gilt die Relation
52

(21a) p="t — o

die als das Clafrautsche Theorem ™) bezeichnet wird. G. Stokes®) fand,
daB die Giiltigkeit des Theorems unabhiingig ist von jeder speziellen

89) 4. C. Clairaut, Erdgestalt, Teil II, Abschn. IV.

90) Zur reichhaltigen Literatur iiber das Clairautsche Theorem vgl. insbe-
sondere die beiden Artikel der Encykl. VI 1, 3 (Pizetts), Nr. 4 und 47—53, so-
wie Vi1, 7 (Helmert), Nr. 1—b und 25.

91) @. Stokes, On attractions and Clairauts Theorem : Cambr., Dubl. Math.
T. 4 (1849) sowie On the variation of gravity at the surface of the earth. Cambr.,
Trans. Phil. Soc. 8 (1849) = Papers, Cambr. 1883, Vol. II.
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Annahme iiber die Massenverteilung im Inneren der Erde und nur der
Bedingung unterliegt, daB die einzelnen Erdschichten im hydrostati-
schen Gleichgewichte stehen (isostatische Lagerung). Einen neuen Be-
weis des Stokeschen Satzes gab Poincaré®®); eine Erweiterung des
Clairautschen Theorems durch Ausdehnung auf Glieder zweiter Ord-
nung Helmert.®®)

Gibt man der Gleichung (21a) die Form

(21b) B—ih=fi—uq,

so driickt sie, da 44 die der homogenen Erde entsprechende Abplat-
tung vorstellt, die Beziehung aus, daf fiir eine nicht homogene Erde
die Variation der Schwere auf ihr um soviel groBer sich ergibt als
die Abplattung der homogenen Erde, wie diese groBer ist als ihre
wahre Abplattung.

Die Gleichung (21a) gestattet eine Berechnung der Abplattung der
Erde einzig aus Schweremessungen und war damit Veranlassung, ent-
sprechende Pendelbeobachtungen auf der ganzen Erdoberfliche durch-
zufithren. Zu diesem Zwecke wurden von den Staaten griBere Expe-
ditionen ausgeriistet, iiber welche Helmert und Borrass®) berichten.
Eine Diskussion aller dieser Beobachtungen gibt F. Helmert®®) und
leitet daraus die Formel ab:

9p = 9,7805 (1 4 0,005302 sin’*p),
die er spater®) in g, = 9,7805 (1 + 0,005285 sin’*p)
umwandelt. Aus der ersteren folgt

o=1:297,09 bzw. 1:2982,
aus der zweiten o« =1:29547 , 1:296,7,

wobel die an zweiter Stelle stehenden Zahlen aus einer Beriicksich-
tigung der Glieder héherer Ordnung folgen, wihrend die ersteren
dem Clasrautschen Theorem in seiner einfachsten Form entsprechen.
Bowie®®) erhilt «==1:2984.

92) H. Poincaré in seinem Cours de la physique math. & la Sorbonne (1886)
— nach Callandreaw, Sur la théorie de la figure des planétes: Paris, Obs. Mém.
XIX (1889).

98) F. Helmert, Hohere Geodisie II, p. 77 und Encykl. VI 1, 7, Nr. 2 und
VI3, 8 (Pizetts), Nr. 4.

94) F. Helmert, Hohere Geodiisie II, p. 191 und E, Borrass, Int. Erdmess.
(1900) II und (1903) IL

95) F. Helmert, Neue Formeln fiir den Verlauf der Schwerkraft im Meeres-
niveau beim Festland. Berl. Ber. 1915, p. 676.

96) W. Bowie, Effect of Topography and isostatic Compensation upon the
intensity of Gravity: Washington 1912.

Encyklop. d. math. Wissensch. VI 2, B. 8



114 VI, 22. S. Oppenhesm. Kritik des Newtonschen Gravitationsgesetzes.

15. Lotabweichungen und Schwereanomalien. (Theorie des
Geoids.) Fiir die beiden erwihnten Methoden zur Berechnung der
Abplattung, die rein geoditische und die auf Pendelmessungen be-
ruhende, gilt als Ausgangspunkt die Hypothese®"), daB man erstens
die Oberfliche der Weltmeere ansehen diirfe als Teile einer einzigen
geschlossenen analytischen Fliche von einfachem Bildungsgesetz und
daB zweitens die Normalen dieser Fliche in allen bei den Messungen
in Betracht kommenden Punkten des Erdkorpers zugleich die Rich-
tung der Schwere angeben. Die Erfahrung lehrt jedoch, daB diese
zwel Annahmen keineswegs streng erfiillt sind. Zwischen Theorie und
Messung zeigen sich Widerspriiche von solchem Betrage, daB es nicht
angeht, sie einzig als Beobachtungsfehler zu bezeichnen. Man nennt
sie, sofern sie sich als Unterschiede in den Richtungen der astrono-
misch bestimmten Normalen der physischen Erdoberfliche gegen die
auf Grund eines Rotationsellipsoids (Referenzellipsoid) berechneten
(geoditisch festgelegten) erweisen, Lotabweichungen, andererseits Schwere-
storungen, als Unterschiede zwischen den aus den beobachteten Pendel-
lingen und den nach dem Clairautschen Theorem abgeleiteten g.

Es unterliegt nun keinem Zweifel, daB diese konstatierten Ab-
weichungen in UnregelmiBigkeiten der Erdoberfliche ihren Grund
haben. Berge und Téler, oder die lokale Terraingestaltung, die ge-
samten Kontinente, im Gegensatze dazu wieder Ungleichheiten der
Meerestiefe, ungleiche Dichten, die schon die #uBere Erdkruste zeigt
und die sich vielleicht noch ziemlich tief unter diese erstrecken, miis-
sen sowohl auf die Lotlinien als die Richtung der Schwerkraft, wie
auf ihre GroBe einen merklichen EinfluB ausiiben. Die Annahme da-
her, daB der Erdkdrper ein Rotationsellipsoid ist, dessen Rotations-
achse mit deren Haupttrigheitsachse zusammenfalle, ist nur wieder
eine Anndherung, zu der man hauptsichlich auf Grundlage hydrosta-
tischer Uberlegungen gekommen ist. Wie vor Newton die Annahme
der Kugelgestalt der Erde eine solche war (etwa eine vom ersten Grade),
ist sie eine zweiten Grades, die durch die Ergebnisse der Beobach-
tungen nunmehr durch eine dritten Grades zu ersetzen ist. Diese neue
Approximierung ist jene ideale Erdoberfliche, die als das Produkt der
Gesamtwirkung aller dieser ungleichmiBig verteilten Elemente aufzu-
fassen ist. Man nennt sie das Geoid®®) und definiert sie als jene Fliche,

97) H. Bruns, Die Figur der Erde. Potsdam, Kgl. preuB. geodit. Inst.
Publ. (1878) Einleitung, und H. Poincaré, Les mesures de gravité et la geodésie.
Paris, Bull. astr. 18 (1901), p. 5—389.

98) Vgl. C. F. Gaup, Uber den Breitenunterschied zwischen Gottingen und
Altona. Gott. 1828. Ges. Werke IX p. 49; dann F. W. Bessel und J. Baeyer, Die
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die in allen ihren Teilen, entsprechend dem Hauptgesetz iiber das
Gleichgewicht der Fliissigkeiten, die wahren Lotlinien senkrecht durch-
schneidet.

Vielfach versuchte man es, aus den auf der Erdoberfliche sicht-
baren Massen, die Lotablenkungen und Schwerestérungen zu berechnen
und sie sodann mit den tatsichlich beobachteten zu vergleichen. Eine
erste gab Hutton®®), wenn er den von Maskelyne zu beiden Seiten des
Berges Shehallien 1774 beobachteten Breitenunterschied statt 42,9 zu
54,6 findet, aber zu 50” berechnet. Uber weitere solche Rechnungen
berichtet Helmert®); danach wurde zwischen den geoditischen Sta-
tionen Benediktbeuren und Miinchen als Lotablenkung beobachtet

in Breite 4¢=29,00" (astron.-geod.) = 8,64” (berechnet)
, Azimut 44— —583" ” = — 522"

Bekanntlich hat man solche Beobachtungen, sowie auch die entspre-
chenden Beobachtungen von Schwerestérungen'®), bisher mehr dazu
benutzt, aus ihnen die mittlere Dichte der Erde abzuleiten und dann
vielfach direkte, diesem Zwecke dienende Messungen angestellt. Sie
ergaben jedoch Werte, die eine sehr geringe Ubereinstimmung unter-
einander aufweisen und durch die nach anderen Methoden (Labora-
toriumsarbeiten) durchgefiihrten weitaus iibertroffen wurden.'*®) Die
ersteren schwanken zwischen 4,713—6,566, die zweiten nur innerhalb
der Grenzen 549—5517.

16. Die Schwerkraft im Erdinnern. Die Clairautsche Differential-
gleichung. Die Clairautsche Differentialgleichung!%®) gibt eine Bezie-
hung zwischen der Zunahme der Dichte, o, in den einzelnen Schichten
der Erde und der Abnahme ihrer Abplattungen, ¢, (¢ und ¢ hierbei
als kontinuierliche Funktionen des variablen Radius, 7, betrachtet).

bid

Gradmessung in OstpreuBen, Berlin 1836. Den Namen ,,Geoid” hat J. B. Listing,
Uber unsere jetzige Kenntnis der GroBe und der Gestalt der Erde, Gott. Nachr.
(1878), eingefiihrt.

99) Zitiert nach Todhunter, History of the theories of attraction and the
figure of the Earth, London 1873 § 726 und 1607; ferner Airy, The figure of the
Earth, London 1829, p. 171.

100) F. Helmert, Hthere Geod. II, Kap. 4.

101) Plana und Carlini, Pendelbeobachtungen am FuBe und auf der Spitze
des Mont Cenis: F. Carlini, Milano, Effemeridi astron. 1824 App. und C. Giulio,
Torino, Acc. Mem. 2 (1840), p. 379.

102) Vgl. Zenneck, Encykl. V 1, Nr. 7 u. 9 und die Zusammenstellung der
Einzelwerte in Harkness (FuBnote 33) p. 89.

103) Uber ihre Ableitung und die Bedingungen ihrer Giiltigkeit vgl. S. Op-
penheim, Encykl. VI 2, 21, Nr. 6.

8*
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Setzt man der Kiirze halber

R
f oridr =y,
80 lautet sie °

(22a) +2‘;’ j:‘-l—[i‘ll——]a_o

oder in der Rada/uschenm) Form

@b L[r-eVTta]= V5“’[1+—’2l—’llg]...

mit den Abkiirzungen

r

d - 1
"Z=%d—: und = | or’dr,

welche -gegentiber der urspriinglichen Clairautschen den Vorteil hat,
) 2
daB der Teil K — (1 + 21— i'%) : Y1+ q fir die fir die Erde in

Betracht kommenden Werte von 5 zwischen 0,54—0,56 sich nur we-
nig von 1 unterscheidet (es ist K fiir diese zwei Annahmen = 0,999 898
bzw. 0,999705), so daB in fast geniigender Anniéherung

708 VIFn) =50
gesetzt werden kann.
Versuche zu ihrer Integration unter verschiedenen Hypothesen
iiber das Gtesetz, nach welchem ¢ mit » zunimmt, sind vielfach gemacht
worden. Die hauptsiichlichsten sind:

Roche-Lipschitz o = o, [1 —k (Rr—a)lljk,

mr

(23) Legendre-Laplace ¢ = % sin &,
_R:_ a

Helmert ¢ = o, [1 —Fk (};;)2_'_ ky (%4)4. . ,]1,
wobei g, die Dichte im Erdmittelpunkte darstellt. Zur Berechnung
der in ihnen enthaltenen Parameter dienen die folgenden numerischen
Daten:

. Die mittlere Dichte der Erde ¢, = 5,513. ..,
. Die Dichte an der Oberfliche g, = 2,6—28 ...,

— 4
o =1:3056..,

. Die Konstante 8 der Variation der Schwere g = 0,005285,
. Die Abplattung der Erde an der Oberfliche o) =1:298 ...

1
2
3. Aus der Prizessionstheorie ¢
4
5)

104) R. Radau, Remarque sur la théorie de la figure des planétes, Paris,
Bull. astr. 11 (1885).
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Es ist bisher nicht gelungen, ihnen allen vollstindig zu geniigen.
Stets bleiben Reste iibrig, die wohl sehr klein sind und hart an der
Genauigkeitsgrenze dieser verschiedensten Beobachtungen entnommenen
Angaben liegen!®®), aber durch ihr Vorhandensein darauf hinzudeuten
scheinen, daB die Annahmen, auf denen die Aufstellung der Gleichung
beruht, doch nicht ganz der Wahrheit entsprechen. Versuche, sie
durch eine diskontinuierliche Massenverteilung innerhalb der Erde zu
ersetzen oder durch Beriicksichtigung der zweiten Potenz der Abplat-
tung « zu erginzen, fiilhrten nur zu einem wenig besseren Erfolge.

Aus der gendhert giiltigen Gleichung

—4nkf972 dr

folgt durch Differentiation
dg 2
a5 = 4ok [9 -3 o,..]

und daraus fiir die Oberfliche der Erde (Index 0) und fiir ihr Zen-
tram (Index ¢)

(59),= ¥ [o— §en] <O und (35) = dxke.>0.

Es muB daher im Inneren der Erde einen Punkt geben, fiir den

a9

72=0,

also g ein Maximum hat (Theorem von Saigey'®)), so daB die Schwer-
kraft zunichst von der Oberfliche nach dem Inneren der Erde zu-
nimmt, bis zu einem Maximalwert, ¢’, um von da ab erst stetig bis
zum Mittelpunkte abzunechmen. Nach Helmert ist der entsprechende
Radius R

R = 0,82R und die Schwere daselbst ¢ = 1,05g,.

Ihm kommt als Tiefe, von der Oberfliche an gerechnet, 0,18 R = 1150 km
zu, withrend die groBte bis heute erreichte Tiefe etwa 1—2 km betriigt.

Pendelversuche zur Bestimmung der Schwere in ihr riihren her
von Airy und R. v. Sterneck”) Doch wurden auch diese mehr zur
Bestimmung der mittleren Dichte der Erde verwendet und sind we-
niger zur Beantwortung der Frage mnach der Zunahme der Schwere

105) Vgl. H. Poincaré, Figures d’éqniiibre d’une masse fluide, Paris 1902,
p. 94—96; ferner S. Oppenheim, Encykl. VI g, 21, Nr. 12—14.

106) Saigey, Petite Physique du globe terrestre. F. Tisserand, Mée. cél. II,
chapt. 15, sowie Helmert, H5h. Geod. II, p. 492.

107) Vgl. F. Helmert, Encykl. VI 1, 7, Nr. 21
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in deren Inneren oder zu einer Priifung des Genauigkeitsgrades fiir
die Giiltigkeit des Newtonschen Gesetzes daselbst geeignet. Auch ihre
Ergebnisse haben gegeniiber den aus Laboratoriumsversuchen stam-
menden nur ein geringes Grewicht.1%)

1%. Die Abplattung der Erde, aus der Theorie der Prizession
und Mondbewegung. Die Theorie der Prizession (vgl. Nr. 8b) gibt
einen Wert fiir die Differenz der zwei Haupttrigheitsmomente der Erde,

A und C C—A4

T_1 305,56 baw. = 1:306,6.

Fir den Fall einer homogenen Dichteverteilung wire dieses Verhilt-
nis identisch mit der Abyplattung «, fiir eine nicht homogene dagegen
und bei Beriicksichtigung der der Claidrautschen Theorie zugrunde

liegenden Annahmen ist
R,y R,

%’f ortdr ——i:./@d('rs’a)

0

O’=83fr4dr+ fgd(rﬁa)

Nach Clairaut 1iBt sich das zweite Integral durch die fiir die Ober-
fliche der Erde giiltigen und daher der Messung zugiinglichen Werte
darstellen, nicht aber das erste. Ks ist, wenn mit & die Masse der
Erde bezeichnet wird, wohl

Rll

(24 ) fod (°0) = 2 BB (« — 5),

aber, um auch das erste Integral zu berechnen, muB eine Annahme
iiber die Dichte als Funktion von » gemacht werden, und daher ist die
Kenntnis von (C — A): C nicht geeignet, aus ihr auf die Erdabplat-
tung zu schlieBen.

Dagegen ist das Potential der Anziehung der Erde auf eine auBer-
halb ihr in der Entfernung d von ihrem Mittelpunkt befindliche Masse
gegeben durch

*E C — Ak?
(25a) p="rF 0Dl p

mit P, als der ihrer Lage entsprechenden Kugelfunktion zweiter Ord-
nung, und daher mit Riicksicht auf die beiden Ausdriicke fiir 4 und C
und die Gleickung (24a) durch die Oberflichenabplattung « darstellbar,

- k*E 2 Ek*. R} i
(25b) P="2— ( — 3} P,

4=
(24)

108) Zenneck, Encykl. V 1, Nr. 7.



18. Theorie der Ebbe und Flut. 119

In der Anwendung auf den Mond sagt dies aus, daB dessen Bewegung
um die Erde nicht einzig durch das Potential ¥*E : d geregelt werde,
sondern daB auBerdem noch eine von der Abplattung der Erde her-
rithrende storende Kraft vorhanden ist. Laplace'®) hat zuerst auf sie
aufmerksam gemacht und aus ihr @ = 1: 305 gefunden. Neuere Ent-
wickelungen rithren her von P. Hansen''?), aus dessen Daten Helmert
o = 1:2978 berechnet, dann von G.W. Hill''") und neuestens von
E. Brown'?), der urspriinglich den Wert 1:297 bevorzugte, aber in
seiner letzten Verdffentlichung?!®) in einer zusammenfassenden Uber-
sicht iiber alle seine in verschiedenen getrennten Arbeiten gewonnenen
Resultate auf 1:294 zuriickgreift, und dieser Wahl die Werte der
seinen neuen Mondtafeln zugrunde liegenden Elemente der Mondbahn
anpaBt.

Die hier angefithrten Zahlen sind mit den in Nr. 13 und 14 an-
gefihrten und aus geoditischen Messungen und Pendelbeobachtungen
flieBenden direkt vergleichbar.

18. Theorie der Ebbe und Flut. Eine weitere Gruppe von Er-
scheinungen auf der Erde, die durch die kombinierte Anziehung von
Sonne und Mond hervorgerufen zur Priifung des Newtonschen Gesetzes
herangezogen werden konnen, sind die der Ebbe und Flut. Schon
Nr. 8 bei der Berechnung der Mondmasse erwéhnt, soll hier ihre
Theorie mehr in der Richtung verwertet werden, inwieweit die auf
Grundlage des Newfonschen Gesetzes durchgefithrte Vorausberechnung
der Hohe der Flut und ihrer Eintrittszeit mit den Beobachtungen in
Ubereinstimmung steht. Es ist, sagt jedoch in diesem Sinne G. H.
Darwin''%), nicht wahrscheinlich, daB es jemals moglich sein wird,
die Natur der Meeresschwingungen als Ganzes mit einiger Gtenauig-
keit zu bestimmen. Das Problem ist ein zu verwickeltes, als daB es
gelingen konnte, aller die Erscheinungen beeinflufender Nebenum-
stinde, wie der unaufhorlichen Veréinderungen der Grezeitenkrifte, der
komplizierten Umrisse der Meereskiiste, der variablen Tiefe des Meeres

109) Laplace, Mec. cél., Livre 7, chap. 2 und Livre 16, chap. 3 und Encykl.
V1, 17 (J. Bauschinger), Nr. 10.

110) P. A. Hansen, Darlegungen, Leipzig. Abh. 6 (1864) und 7 (1865); vgl.
auch die Kritik von F. Helmert, Hohere Geod. II, p. 469.

111) G. W. Will, Determination of the inequalities of the Moons motion
which are produced by the figure of the Earth, Astr. pap. 3 (1884) = Works 2.

112) E. Brown, Encykl. VI 2, 14, Nr. 20 (1914) und sein Vortrag vor der
Britt. Ass. for the Adv. of Science: Science 40 (1914), p. 389—401.

118) E. Brown, London Astr. Soc. Month. Not. 75 (1915), p. 508.

114) G. H. Darwin, Tides and kindred phenomena in the solar system,
Boston 1899; deutsche Ausgabe von A. Pockels, Leipzig 1902, Kap. XI, p. 175.
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Herr zu werden, wenn auch, wie dies Darwin hervorhebt, schon eine
gelungene Vorherbestimmung als ein Triumph der allgemeinen Gravi-
tation bezeichnet werden miiSite.

Erst die harmonische Analyse brachte hier eine Wendung. Wohl
versuchte schon Laplace''®) die Phasen der einzelnen Partialfluten und
ihre Amplituden als Unbekannte in die Theorie einzufilhren und sie
aus Beobachtungen zu berechnen. Es gelang ihm dadurch, eine bessere
Ubereinstimmung zwischen Theorie und Erfahrung zu erzielen, als sie
die einfache Gleichgewichts- oder seine Schwingungstheorie erreichte.
Aber diese Methode wies nur da halbwegs Erfolge auf, wo, wie im
Atlantischen Ozean, die téglichen Ungleichheiten der Gezeiten nur ge-
ring sind und sich daher diese fast vollstindig durch zwei harmoni-
sche Funktionen, entsprechend den zwei Halbtagsperioden von Sonne
und Mond, deren Phasen und Amplituden kleinen periodischen Schwan-
kungen unterworfen sind, darstellen lassen.!’®) Die harmonische Ana-
lyse erweiterte die Laplacesche Methode dahin, daB sie das Potential
der fluterzeugenden Krifte durch Auflosung in eine gréBere Zahl
harmonischer Funktionen (Partialtiden) mit verschiedenen, der Bewe-
gung von Sonne und Mond, der Knoten- und Perigiumlinge seiner
Bahn angepaBten Perioden vervollstindigte!'”) und jeder Partialflut
von ihnen eine empirisch zu bestimmende Phase und Amplitude zu-
wies, derart, daB nur deren Perioden der auf Basis der Gravitations-
lehre entwickelten Theorie entnommen sind.

Damit wird eine bessere Ubereinstimmung zwischen Theorie und
Beobachtung erzielt, und G. H. Darwin''®) gibt einige Beispiele fiir die
Erfolge der Vorherbestimmung.

19. Theorie der Lot- und Schwerestérungen durch die Angie-
hung von Sonne und Mond. Analoges gilt auch von den fast un-
endlich kleinen, durch die direkte Wirkung von Sonne und Mond er-
zeugten Storungen') in der Richtung des Lotes und der Intensitiit

115) Laplace, Méc. cél., Livre 4, chap. 1—4.

116) G. H. Darwin und S. S. Hough, Bewegung der Hydrosphire, Encykl.
VI, 6, Nr. 22, )

117) Uber die Zahl und Bezeichnung dieser einzelnen Perioden vgl. Fu8-
note 116, Nr. 28.

118) FuBnote 116, Nr. 32 und Fufnote 114, Kap. XIV.

119) C. A. F. Peters, Von den kleinen Ablenkungen der Lotlinie und des
Niveaus, St. Petersb. Bull. III. 1846; dann F'. Helmert, Hoh. Geod. II, Kap. 5;
Encykl. VI1, 7, Nr. 25; ferner A. Gaillot, Influence de l'attraction lunaire sur la
direction de la verticale und sur l'intensité de la pesanteur. Paris, Bull. astr. 1

(1884), p. 113 und Conséquences rélatives a4 la marche de la pendule. Ebenda
p. 217.
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der Schwere. Fiir das Potential der fluterzeugenden Kraft gibt die
Theorie den Ausdruck

(26)  P=cR,g(cos’i—3) + coR,g (cos’o—1) ...
mit der Bezeichnung von §( und {g als der Zenitdistanz von Mond
und Sonne fiir den betreffenden Beobachtungsort, und ¢¢ und cg zwei

Faktoren s M Ra 3 3 8 Ra 3
«=35(d) o—vz(3)
deren numerischen Werte
¢ = 0,0174" ce = 0,0080"”
sind, und daraus folgt fiir die zwei Komponenten der Lotstorung lings
der Erdoberfliche P
. . 04
in der Richtung O—W B goosg’
(27a) 3P
in der Richtung N— 8 *_Iai%m’

und endlich fiir die in vertikaler Richtung fallende, die sich als eine
Verminderung der Erdschwere duBert,

(27b) Ad9g=P:g
mit den Amplituden
¢ = g: 17800000 ce = g : 38800 000.

Lange Zeit bemiihte man sich, diese Storungen nachzuweisen, bis
endlich F. Zollner auf das Horizontalpendel®) als das wegen seiner
hohen Empfindlichkeit zu diesem Zwecke geeignetste Instrument hin-
wies. Doch auch diese schlugen anfangs fehl und erst die Arbeiten
von O. Hecker®') und W. Schweydar'®?) brachten den gewiinschten Er-

120) Ausfiihrliche Literaturangaben tiber die Geschichte und Verwendung
des Horizontalpendels finden sich in G. H. Darwin, Encykl. VI 1, 6, Nx. 21, so-
wie Fufn. 114, Kap. 5 u. 6.

121) O. Hecker, Beaobachtungen an Horizontalpendeln iiber die Deformation
des Erdkorpers, Potsdam, Geodit. Inst., Versff. Nr. 32 (1907).

122) W. Schweydar, Ein Beitrag zur Bestimmung des Starrheitskoeff. der
Erde, Gerland Beitr. Geoph. 9 (1907); dann Untersuchungen tiber die Gezeiten
der festen Erde und die hypothetische Magmaschicht (1902), sowie Harmonische
Analyse der Lotstérungen durch Sonne und Mond (1914) und Theorie der De-
formation der Erde durch Flutkrifte (1916) in den Verdffentl. des geodiit. Inst.
Potsdam, Nr. 84, 59 u. 60. Hier sind auch zu erwilhnen die neuesten Versuche
von A. A. Michelson und H. G. Gale, ausgefiihrt mit einem Wasserpendel, das
die durch die Anziehung von Sonne und Mond infolge der Anderung der Lot-
rechten verursachten Niveauunterschiede in langen Rohren zu beobachten ge-
stattet. Astrophys. Journ. 89 (1914), p. 106—138 und 50 (1919), p. 846—355.
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folg. Leider wieder nicht in dem gehofften AusmaBe. Sie zeigten, daB
die beobachteten Schwingungen des Pendels nur etwa 2/, der theore-
tischen Amplitude betragen, und daB dieser Faktor nicht fiir alle
Partialtiden der gleiche ist. Die Erklirung dieser neuen Erfahrungs-
tatsache wird in der Anschauung gesucht, daB die Erde nicht véllig
starr sei, sondern ihr ein bestimmter Grad der Nachgiebigkeit den
fluterzeugenden Kriften gegeniiber zukomme. Aus dem Verhiltnisse y
der beobachteten Amplitude zu der theoretischen, einer starren Erde
entsprechenden, muB sich daher der Koeffizient ihrer elastischen Nach-
giebigkeit u (Starrheitskoeffizient) berechnen lassen.

So findet Schweydar aus den ganztigigen Lotstérungen der in
der harmonischen Analyse mit K, und O bezeichneten Partialkrifte
fiir das Verhiltnis y den Wert

y = 0,827 4 0,036,
andererseits aus den mit einem Bifilargravimeter wihrend eines ganzen
Jahres gemessenen Intensitéitsinderungen der Schwere®®)

y=0,833...

Aus dem ersteren ergibt sich in Verbindung mit der Variation der
Eulerschen von 303 Tagen in die Chandlersche Periode der Schwan-
kungen der PolhGhe von 434 Tagen

w==2,64-10" im C.G.S.-System,

wihrend sich gleichzeitig aus diesen Angaben die Geschwindigkeit v
der transversalen Erdbebenwellen ganz entsprechend den Beobachtun-
gen fiir die Erdoberfliche¥)

zu v = 4 km/sec

berechnet, eine Ubereinstimmung, die sich auf die Variation von g,
.dann ¢ der Dichte der Erde und die daraus abgeleiteten v erstreckt.!®)

20. Zusammenfassung der Ergebnisse. Zur Beurteilung der Frage
nach der Genauigkeit fiir die Giiltigkeit des Newtonschen Gesetzes in
der Abhingigkeit von der Entfernung der anziehenden Kérper von-
einander kommen die mitgeteilten Ergebnisse in mehrfacher Richtung
in Betracht. Die Berechnung der Abplattung der Erde aus Pendel-
messungen auf ihrer Oberfliche und ihr Vergleich mit den geodi-
tischen Bestimmungen zeigen eine wohl nicht vollstindige, aber doch

123) W. Schweydar, Beobachtungen der Anderung der Intensitiit der Schwer-
kraft durch den Mond, Berl. Ber. (1915), p. 454.

124) Geiger und Gutenberg, Uber Erdbebenwellen, in den Gott. Nachr. 1906
bis 1912.

125) Vgl. Encykl. VI 1, 6 (G. H. Darwin u. S. Hough), Nx. 37.
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innerhalb der fiir sie abgeleiteten Grenzwerte fallende Ubereinstimmung.
Desgleichen weisen auch die Berechnungen der Lotablenkungen der
sichtbaren MassenunregelmiBigkeiten auf der Erde und damit im Zu-
sammenhange die Berechnung ihrer mittleren Dichte aus ihnen und
deren Vergleich mit den analogen Ableitungen in Laboratorien mit
Hilfe von Pendeln, dann der einfachen und der Drehwage, bei denen
die anziehenden Massen in den verschiedensten Entfernungen vonein-
ander von einigen Metern bis zu mehreren Kilometern standen, nur
Abweichungen auf, die, zwischen 4,7—6,6 mit dem wahren Mittelwert
5,613 liegend, etwa auf 15%, ansteigen, und bis zu gleichem Betrage
scheint damit das quadratische Gesetz der Entfernung in dem analy-
tischen Ausdruck fiir die Anziehung zweier Korper innerhalb der
Distanzen von einigen Metern bis zum Radius der Erde von 6380000 m
sichergestellt.!®®) Dagegen werden die stérenden Krifte von Sonne und
Mond, die sich auf der Erdoberfliche in doppelter Art #uBern, zu-
nichst als periodische Bewegungen der Wassermassen auf ihr, die als
Ebbe- und Fluterscheinungen, und sodann als periodische Anderungen
ihrer Niveaufliche, die als Variationen der Lotrichtung und der In-
tensitit der Schwere auftreten, wie auch im entgegengesetzten Sinne
der stérende EinfluB der Erdabplattung auf die Bewegung des Mon-
des, durch das quadratische Gesetz der Anziehung fast vollstindig
wiedergegeben. Damit erscheint seine Genauigkeit, fiir die vorher in
Nr. 12 fiir die Entfernung des Mondes von der Erde ein Fehler von
0,029, gefunden wurde, im gleichen, wenn auch nicht so priizise fest-
stellbaren Betrage fiir die Distanz der Sonne von der Erde sichergestellt.

21. Theorie der Planeten. Eine erste vollstindige Durcharbei-
tung der Bewegungstheorien der grofen Planeten riihrt, abgesehen
von i#lteren theoretisch unzulinglichen Versuchen!®’), her von La-

126) S. Newcomb, Coming down to smaller distances, we find that the close
agreement between the density of the Earth, as derived from the attraction of
small masses at distances of a fraction of a meter, with the density which we
might apriori suppose the Earth to have, shows that within a range of distance
extending from less than one meter to more than six million meters the accu-
mulated deviation from the law can scarcely amount to its third part. S. New-
comb, Fund. const., p. 120 (Fortsetzung des Zitates in § 12). Doch auch hier ist
zu erwiigen, daB die Differenzen 4,7—6,6 in den aus den Lotablenkungen abge-
leiteten Werten fir die Erddichte wohl mehr der Schwierigkeit, hierbei alle
Terrainverhiiltnisse zu beriicksichtigen, als einer Unvollstindigkeit des Newton-
schen Gesetzes zuzuschreiben sind.

127) Vgl. die Introduction historique in Abel Souchons Traité de l'astro-
nomie pratique, Paris 1888, die eine ausfiihrliche Darstellung der Entwickelung
der astronomischen Tafeln und Ephemeridensammlungen gibt.
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place2®) Thm folgten sodann U.J. Leverrier'®), S. Newcomb*®) und
G. W. Hill.***) Bei Laplace und den auf seine theoretischen Entwick-
lungen sich stiitzenden Tafeln sind die Differenzen zwischen Theorie
und Beobachtungen noch recht groB. Sie steigen bei den Bowvard-
schen Tafeln des Jupiter und Saturn bis auf 12” im geozentrischen
Ort an, teils wegen der noch mangelbaften Reduktionselemente der
Fixsternorter, teils wohl auch wegen Ungenauigkeiten oder nicht ge-
rechtfertigter Vernachldssigungen der Theorie. Weitaus kleiner sind
sie schon bei Leverrier und Newcomb.

Was zuniichst die vier inneren Planeten anlangt, so zeigt die neue
Diskussion Newcombs'®®), daB man allen Beobachtungen derselben, d. s.
Meridianbeobachtungen und speziell bei Merkur und Venus in Betracht
kommenden BeobaGhtungen ihrer Voriiberginge vor der Somne —
durch die Theorie mit Ausnahme der folgenden Differenzen zwischen
den theoretischen Werten der sikularen Veridnderungen der Bahnele-
mente, Neigung 7, Exzentrizitit ¢, und Lénge der Knoten £, und des
Perihels & und ihren aus den Beobachtungen abgeleiteten — gerecht
werden kann.

128) Die speziellen Theorien der groSen Planeten von Laplace, erschienen
in dessen Méc. céleste, Tome III, Livre VI, chap. 8—14, im Jahre 1802. Auf
sie griinden sich die Tafeln von A. Bouvard von Jupiter, Saturn und Uranus,
Paris 1821, J. Delambre, Tables du soleil, Paris 1806 u. a.; vgl. die Zusammen-
stellung in R. Wolf, Handbuch der Astronomie, ihrer Geschichte und Literatur.
Bd. II, Ziirich 1892, p. 401 und Encykl. VI 2, 17 (J. Bauschinger), Nr. 21.

129) U. J. Leverriers Planetentafeln erschienen in den Mémoires de 'obser-
vatoire de Paris, und zwar der Reihe nach Erde (bzw. Sonne) Bd. 4 (1858),
Merkur 5 (1859), Venus und Mars 6 (1861), Jupiter und Saturn 12 (1876), Ura-
nus und Neptun 14 (1877).

130) S. Newcomb, An investigation of the orbit of Neptune with general
tables of its motion; Smiths. Kontributions. XV, 1865 und ebenso Uranus (1870);
dann die neueren Arbeiten in den Washington Astr. papers 6 (1898): die vier
inneren Planeten, und 7 (1898) Uranus und Neptun.

131) G. W. Hili, Tables of Jupiter and Saturn in Wash. Astr. pap. 7
(1898).

132) 8. Newcomb, Fund. const., p. 109 und 185. Die Zahl der Beobachtun-
gen, die hierbei in Verwendung kamen, sind: 1676 fiir die Sonne, 8929 fir
Merkur, 4889 fiir Venus und 1597 fiir Mars. — Uber eine neue Kritik der New-
combschen Marstheorie vgl. F. E. RoB, Astr. Journ. 29 (1916), p. 162. Eine gute
kritische Ubersicht iiber den Vergleich der Planetenbeobachtungen mit der
Theorie gibt auch F. Tisserand, Méc. cél., Tome 4, chap. 29: Confrontation de
la loi de Newton avec les observations. Uber die im folgenden mitgeteilte
Fehlertafel vgl. auch Encykl. VI 2,1 (dAnding), Nr. b und 17 (J. Bauschinger),
Nr. 23.
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Beob. Theorie Diff. mittl. Fehler
Merkur 4i  + 7,14 + 676" + 0,38” +0,80”
sini 40) — 91,89 — 92,60” +0,61” +-0,62”
de 4+ 3,86” 4+ 4207 —0,88” + 0,50”
edn 4 11824” + 109,76” + 848" +0,48”
Venus 4i + 887" + 349" + 0,38” =+ 0,38”
sini 4 —105,40” — 106,00” +0,60” +0,17”
de — 946" — 967" +0,21” +0,31”
(28) ednw + 0,297 + 034" — 0,05” +0,25”
Erde de — 8,85” — 857" + 0,02” =+ 0,10”
edn -+ 1948”7 + 19,38” +0,10” +0,18”
ds  — 47,117 — 46,89” —0,22” -+ 0,27”
Mars 4¢ — 2,267 —  2,25” —0,01” +40,20”
sinsdg — 172,60” — 72,68” + 0,03" =+ 0,22”
de 4+ 19,00” + 18,71” + 0,29” +0,27”
edm -+ 149,65” + 148,80” + 0,75” +-0,35".

Von diesen Abweichungen zwischen Theorie und Beobachtung ist die
in der Linge des Merkurperihels die grofite. Sie war schon Leverrier
bekannt, aber noch nicht mit der Genauigkeit, wie nunmehr seit der
neuerlichen Diskussion Newcombs. Auffilligere Storungen, die gegen-
iber ihren mittleren Fehlern von merklicher GréBe sind, seien hier
noch speziell angefiihrt. Es sind dies neben der Storung im Merkur-

perihel:  Merkurperihel edw = + 848" + 043",
Merkurexzentrizitit Je = — 0,88” + 0,507,
Venusknoten sini 4=+ 0,60” + 0,17,
Marsperihel edr = -+ 0,75” + 0,35".

Die Theorien von Jupiter und Saturn bieten wegen deren groferen
Massen und auch wegen der zwischen ihren Umlaufszeiten bestehen-
den Kommensurabilitit (5 :2) groBere Schwierigkeiten. Doch ist ge-
rade bei ersteren der Erfolg der umfassenden Rechnungen Leverriers
ein glinzender. Die Beobachtungen dieses Planeten, die in den Zeit-
raum 1750—1869 fallen, werden nach ihnen soweit dargestellt, daB
die iibrigbleibenden Fehler in heliozentrischen Liéngen selten mehr als
=+ 17 iiberschreiten. Weniger gliicklich war Leverrier bezfiglich des
Saturn. Die #lteren Beobachtungen von 1750—1826 weisen Fehler
auf, die in heliozentrischer Liénge + 9” erreichen, die neueren von
1837—1869 solche von =+ 5”. Es hat nun 4. Gaillot'*®) einige Irr-
timer und Ungenauigkeiten in den Rechnungen Leverriers nachge-
wiesen und darnach neue Tafeln!®) fiir Jupiter und Saturn konstru-

138) A. Gaillot, Addition & la théorie du mouvement de Saturne par Le
Verrier, Paris C. R. 120 (1895), p. 26.

184) A. Gaillot, Tables rectifiées du mouvement de Saturne, Paris, Obs.
Mém. 24 (1904), und ebenso de Jupiter, ebenda 31 (1913).
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iert, die eine weit bessere Darstellung der Beobachtungen geben. Die
Fehler gehen im Maximum auf + 3", scheinen jedoch auf einen klei-
nen systematischen Gang hinzudeuten. Die auf die Hansensche Sto-
rungstheorie sich stiitzenden Tafeln von G. W. Hill'8!) geben eine
bessere Darstellung der Beobachtungen, aber auch die hier auftreten-
den Fehler zeigen einen gleichen systematischen Gang.1%%)

Die Planeten Uranus (entdeckt am 13. Mérz 1781 von W. Herschel)
und Neptun (am 23. Sept. 1845 von J. G. Galle nach den Rechnungen
Leverriers) sind gewissermaBen noch zu neu, als daB die theoretische
Bahnbestimmung fiir die Elemente ihrer Bahn und ihre sikularen
Verinderungen die gleiche Sicherheit geben kionnte wie fiir die &lteren
Planeten. Zudem hingen beide wegen der nahen Kommensurabilitit
ihrer Umlaufszeiten (2:1) so innig zusammen, daB nur eine gleich-
zeitige Behandlung ihrer Bewegungstheorien méglich ist. Trotzdem
ist der Erfolg der neuesten rektifizierten Tafeln von Gaillot'%) ein
guter. Immerhin scheint sich auch in den hier iibrigbleibenden Feh-
lern ein systematischer Gang zu &uflern, der vielfach zu Untersuchungen
iiber einen neuen, noch jenseits des Neptun sich um die Sonne be-
wegenden Planeten's”) Veranlassung gab.

Was den Schwarm der kleinen Planeten zwischen Mars und Ju-
piter anlangt, so ist nur von wenigen von ihnen bis heute eine voll-
stindige Bahnbestimmung und ein sorgfiltiger Vergleich aller Beob-
achtungen mit der Theorie durchgefiihrt und von diesen wenigen ge-
niigen alle den Beobachtungen fast vollstindig. Als Beispiele seien
angefiihrt: die Theorie des Planeten Vesta von G. Leveau3®), die den
Zeitraum 1810—1880 umfaBt und in der die Beobachtungsfehler zwi-
schen den Grenzen Joa = -+ 4,0” bis — 2,2” und 43 = + 3,9” bis
— 14" liegen, dann die der Egeria von H. Samter.*?)

135) G.W. Hill, Comparison of the new tables of Jupiter and Saturne with the
observations of Greenwich of 1889—1900, Astr. Journ. 24 (1905), p. 60. Die 4« sind
meist negativ, die 49 wieder positiv und langsam ansteigend bis auf 2” fiir 1900.

186) A. Gaillot, Tables nouvelles d’Uranus et Neptune: Paris, Obs. Mém.
28 (1910).

137) Von den zahlreichen Versuchen in der Bahnberechnung dieses soge-
nannten transneptunischen Planeten seien erwihnt: G. Forbes, Edinburgh, Roy.
Soc. Proc. 10 (1880), p. 426; dann G. Todd in Americ. Journ of sc. 120 (1880),
p. 231; W. H. Pickering, A search for a planet beyond Neptun, Harvard, Ann. 61
(1909); Gasllot, Contributions & la recherche des planétes ultraneptuniennes,
Paris C. R. 148 (1909), p. 764 und P. Lowell, Memoir on a transneptunien planet.
Lowell, Obs. Mem. 1 (1915).

188) G. Leveau, Tables du mouvement de Vesta, Paris, Obs. Mém. 21 (1896).

139) H. Samter, Uber die Bahn des Planeten Egeria, Berl. Ber. 1901,
p: 1239—1251.
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Zu erwihnen wire auBlerdem der Parallaxenplanet Eros®), dessen
Beobachtungen aus dem Zeitraum von 1893—1907 nach den Rech-
nungen von G. Witt zu einerj Bestimmung der Erdmasse fiihrten, deren
Genauigkeit alle frilheren Bestimmungen weitaus tbertrifft (S: E =
327920 + 143), wo jedoch, wie hier Witt bemerkt, in den iibrig blei-
benden Fehlern eine GesetzmaBigkeit zu liegen scheint, die unmdoglich
von den vernachlidssigten Merkurstorungen herrithren kann, deren Unter-
suchung aber erst kommenden Jahren iiberlassen werden muB.

22. Theorie der Kometen. Die Beobachtungen der Kometen be-
sitzen nicht jenen Grad der Genauigkeit wie die der Planeten. Ihre
unregelmifige Figur, ihr verwaschenes Aussehen im Fernrohre machen
sie zur genauen Pointierung und Messung wenig geeignet. Die bei
einer Bestimmung einer Kometenbahn restlichen Fehler zwischen Theorie
und Beobachtung sind daher im allgemeinen bedeutend groBer als die
bei den Planetentheorien resultierenden und daher zur Entscheidung der
Frage nach dem Genauigkeitsgrad des Newtfonschen Gesetzes wenig
tauglich. Dies gilt sowohl von den nur in einer Erscheinung beob-
achteten Kometen, wiewohl diese wieder in anderer Richtung manches
Interesse bieten, so etwa Bahnunterschiede aus Beobachtungen vor
und nach dem Perihel'¥?), wie auch von den in mehreren Wieder-
kehren aufgefundenen periodischen.

Von den bisher bekannt gewordenmen Anomalien in den Bewe-
gungen der Kometen ist die des Emckeschen durch die zu ihrer Er-
klirung herangezogene Lehre vom widerstehenden Medium im Welt-
‘raume populir geworden. Sie #uBert sich als eine Beschleunigung
seiner mittleren Bewegung A%, erwies sich jedoch bisher nicht als
eine konstante, sondern, wie aus den umfangreichen Rechnungen von
Backlundt) hervorgeht, als eine diskontinuierlich veréinderliche GroBe.
Ihr Betrag war:

140) Siehe die Bahnbestimmung des Kometen 1886 1 von A. Svedstrup,
Kopenhagen 1905, dessen Beobachtungen vom 1. Dezember 1885 bis 30. Juli 1886
mit dem Perihel 6. April 1886 reichen und deren Gesamtheit sich nur unter der
Annahme (k) =k (1 — 0,0000415), d. i. einer Verminderung der Gaufschen Gravita-
tionskonstanten, darstellen lieB.

141) Zur Geschichte des Enckeschen Kometen wiren zu erwihnen: die Ar-
beiten von Encke, FuBn. 43; dann die unter FuBn. 44, 45, 46 zitierten Abhand-
lungen von von Asten und O. Backlund, denen noch dessen neuesten Arbeiten
hinzuzufiigen sind: Vergleich der Theorie des Enckeschen Kometen mit der Be-
obachtungen 1894—1895, St. Petersb. Mém. 16 (1904); La cométe d’Encke 1891
—1908, ebenda 30 (1911); sowie die Berichte in den Astr. Nachr. 184 (1910),
p. 89 u. 190, (1912), p. 49.
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1786—1819 . . . . . dn= 4 0,00167"
zwischen 1819—1858 . . . . . . ==+ 0,102651"

»  1866—1871 schwankend zwischen 0,00” und 0,06”
1871—189% . . . . . . . 4 0,067715"
1895—1904 . . . . . . . <4 0,048600”

1908 . . . . . . . +40,01258"

Einen ausfiihrlichen Bericht iiber den Stand der Rechnungen iiber
periodische Kometen und iiber noch bei einigen anderen vermutete
Beschleunigungen ihrer mittleren Bewegungen gibt L. Schulhof.14%)

23. Theorie des Erdmondes. Bedeutend schwieriger als fiir die
Planeten gestaltet sich der Vergleich zwischen Theorie und Beobach-
tung beim Erdmonde.'®) Hier fehlt es zwar nicht an zahlreichen, jeden
wiinschenswerten Grad der Genauigkeit besitzenden Beobachtungen.
Zudem konnen auch die dlteren Angaben iiber Sonnen- und Mondes-
finsternisse, von der die Geschichte berichtet, mit Erfolg dazu benutzt
werden, um namentlich die sikularen Verinderungen der Bahnelemente
des Mondes zu berechnen.**) Dafiir aber sind die Schwierigkeiten
einer vollen analytischen Losung des Problems bis heute noch nicht
in einer Weise iiberwunden, daB sie den Bediirfnissen der modernen
Astronomie geniigen konnte. Von den der neueren Zeit angehorenden
Theorien sind zu erwihnen: 1. Die Theorie von Hansen'4®), nach der
Tafeln gerechnet sind, die heute mit den an ihnen von S. Newcomb
angebrachten Korrektionen im allgemeinen Gebrauche stehen und die
Grundlage der in allen astronomischen Jahrbiichern verdffentlichten

142) L. Schulhof, Les comeétes periodiques: état actuel de leurs théories,
Paris. Bull. astr. 16 (1898), p. 323—364.

148) Zur Geschichte des Vergleiches seien erwithnt: Die Introduction histo-
rique in A. Souchons Traité de I'astronom. pratique, FuBn. 127; dann T%sserand,
Méc. cél. 3 (1894), chap. 19 und Paris. Bull. astr. 8 (1891); dann ein Vortrag
von S. Newcomb, La théorie du mouvement de la lune, son histoire et son état
actuel — vor dem 4. internat. Math.-Kongre8 in Rom 1908; und der Artikel von
E. Brown, Encykl. VI g, 14 (1915), besonders Nr. 26.

144) Die Grundlage fiir diese Verwendung bildet der Kanon der Finster-
nisse von Th. Oppolzer, Wien. Denkschr. 52 (1887); ferner F. K. Ginsel, Astro-
nomische Untersuchungen iiber Finsternisse, Wien. Ber. 85 (1882), 88 (1883) und
89 (1884); sowie dessen spezieller Kanon tiber Mondes- und Sonnenfinsternisse
von 900 v. Chr. bis 60 n. Chr., Berlin 1899.

146) P. A. Hansen, Fundamenta nova investigationis orbitae verae, quam
luna perlustrat, Gotha 1838; dann: Die Darlegung der theoretischen Berechnung
der in den Mondtafeln angewandten Stérungen, Leipz. Ges. Abh. 6 (1862) und
7 (1864); und Tables de la lune, construites d’aprés le principe Newtonien de
la gravitation universelle, London 1857; und der Vergleich mit den Beob. Lond.
Astr. Soc. Month. Not. 15 (1854).
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Mondephemeriden bilden, 2. die von C. Delaunay'4®), nach denen erst
in den letzten Jahren Tafeln berechnet wurden, und 3. die modernste,
sich auf die speziellen Untersuchungen G. W. Hills stiitzende Theorie
von E. Brown"), nach denen Tafeln in Vorbereitung sind. Die von
Oppolzer %) begonnene Theorie blieb leider unvollendet, ebenso sind
noch nicht voll entwickelt die Untersuchungen von H. Andoyer.'*®)

Schon Hansen gibt einen Vergleich seiner Theorie mit allen
Meridianbeobachtungen des Mondes innerhalb des Zeitraumes von
1750—1850 und zeigt, daB ihre Fehler im Maximum 1—2" betragen
und nur vereinzelt auf 2,5” ansteigen. Newcomb'®) dehnte diese Ver-
gleichungen Hansens 1. auf die neueren Beobachtungen bis 1870 aus
und weist nach, daB die Febler der Tafeln langsam bis auf 5” zu-
nehmen, 2. auf die #lteren Beobachtungen vor 1750 und zwar sowohl
auf vier mit ziemlich genauen Orts- und Zeitangaben von Pfolemdus
mitgeteilte Finsternisse von 688, 382 und 189 v. Chr. und 134 n. Chr,
deren Fehler — 185" in Linge betrigt, wie auf drei von Albategnius
angegebenen arabischen aus den Jahren 850, 927 und 986, deren
Fehler sich zu — 2,5 ergibt, und auf &ltere Mondbeobachtungen von
1625—11750, die absteigende Fehler von — 50" bis 0” aufweisen. Fiir
die neueren Beobachtungen vervollstindigte Neison'®') diese bis zum
Jahre 1885 und fand die Tafelfehler weiter ansteigend bis — 14,8”
fiir das Jahr 1884.

Der Erfolg der Hansenschen Theorie ist daher ein zweifelhafter,
und man ging natiirlich eifrig daran, die Ursache dieses Mangels an
Ubereinstimmung aufzufinden. Dieser schwierigen Aufgabe unterzog

146) C. Delaunay, Théorie du mouvement de la lune, Par. Mém. 28 (1860)
u. 29 (1867), mit den neuestens nach ihnen gerechneten Tafeln von Radau: Tables
de la lune, fondées sur la théorie de Delaunay, Par. Bureau des longit. 7
(1911).

147) E. W. Brown, Investigations in the lunar theory, Amer. J. of Math.
17 (1895), p. 318—3858; und Theory of the motion of the moon, London Astr. Soc.
Mem. 53 (1897 u. 1899), 54 (1900), 59 (1908).

148) Th. v. Oppolzer, Entwurf einer Mondtheorie, Wien. Ak. Denkschriften
52 (1886); und nach dessen Tode R. Schram, Zum Entwurf einer Mondtheorie
gehorende Entwicklung der Differentialquotienten, ebenda 54 (1888).

149) H. Andoyer, Théorie de la lune, Toulouse Fac. Ann. 6 (1892), 7
(1893); dann Toulouse Obs. Ann. 3 (1899); Par. Bull. astr. 18 (1901), 19 (1902),
24 (1907).

150) S. Newcomb, Researches of the motion of the moon, Wask. Obs. App.
2 (1875).

181) E. Neison, London Astr. Soc. Mem. 48 (1884). Weitere Literaturangaben
iiber Vergleiche zwischen Theorie und Beobachtungen findet man in: Encykl
V1, 14 (E. Brown), Nr. 26.

Encyklop. d. math, Wissensch. VI 2, B. 9
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sich S. Newcomb.'*®) Er verglich die Sonnenstérungen nach Hansen
mit denen nach Delaunay. Beide nach ganz verschiedenen Methoden
gerechnet, stimmen so gut miteinander iiberein, daB mit Recht gesagt
werden kann, das Problem der Berechnung dieser Storungen sei durch
sie praktisch vollstindig geldst. Nur in den Planetenstdrungen zeigte
sich eine Differenz. Hansen hatte hier zwei langperiodische Glieder,
die von den Storungen der Venus herrithren und die Form

G, = 15,34" sin (187 — 16 E — g 4 30,2%) . .. Periode 273 Jahre
G, = 2147"sin (8V — 13E + 4,44%) ... s 239
haben, gefunden, wihrend sie nach Delaunay die Amplituden
16,34” und 0,27”

besitzen. Eine zweite Differenz bezieht sich auf die von Halley ent-
deckte und zuerst von Laplace auf ihre wahre Ursache zuriickgefiihrté
sikulare Beschleunigung in der mittleren Linge des Mondes. Hansen
gab fir sie den Wert von 12,17", Delaunay dagegen bloB von 6,18,
welcher schlieBlich nach anderen theoretischen Entwickelungen als der
richtigere anerkannt wurde.’®) Die Newcombschen Korrektionen der
Hansenschen Tafeln, als Ergebnis seiner umfassenden Rechnungen, die
daher als Fehler der Theorie und als gegen die unbedingte Giiltigkeit
des Newtonschen Gesetzes sprechende Anomalien in der Bewegung des
Mondes aufzufassen wiren, erstrecken sich auf folgende Fille:

1. Das Stérungsglied G, ist weder in der Form von Hansen noch

in der von Delaunay richtig, sondern durch
G, = + 12,95” sin (187 — 16 E — g 4 100,6°) =
-+ 12,95 sin (1,31° ¢ — 1800) + 100,6°)
zu ersetzen. (Das Glied G, ist fast gleich Null, d. h. von Delaunay
richtig berechnet.)

2. Aus einer strengen Ausgleichung aller geschichtlich {ibermit-
telten Finsternisse von 720 v. Chr. bis 134 n. Chr. folgt als sikulare Be-
schleunigung der mittleren Mondléinge 7,96” im Jahrhundert, wihrend
die besten Theorien fiir sie nur 6,08” geben, so daB ein bisher uner-

klirter Rest von 1,88”=2" iibrig bleibt.
3. AuBerdem zeigen sich jedoch in den Abweichungen zw1schen

152) 8. Newcomb, s. Fubn. 150; ferner Investigation of corrections to Han-
sens tables of the moon, Wash. Obs. 1876; On the mean motion of the moon.
Amer. J. of Math. 1877; A transformation of Hansens lunar theory compared
with that of Delaunay, Wash. Obs. 1882.

158) Uber die Geschichte dieser Berechnung s. E. Brown, Encykl VIg, 14,

Nr. 23.
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Beobachtung und Rechnung noch kleinere Schwankungen (von New-
comb Fluktuationen genannt) mit einer Amplitude von 3” und fast zwan-
zigjahriger, und von 1” in etwa dreijihriger Periode. Ein anschau-
liches Bild von ihnen gibt S. Newcomb in der Abhandlung®) Fluc-
tuations in the mean motion of the moon.

Es sind dies Resultate, die E. Brown'*®) auf Grund eines Ver-
gleiches der von Newcomb abgeleiteten Mondorter mit seiner eigenen
Theorie bestitigt, wenn auch die Kurve der Abweichungen nach sei-
nen mit denen nach Newcombs Bestimmungen nicht voll zusammen-
fillt. Der Grund hiervon liegt hauptsichlich darin, daB Newcomb den
Helmertschen Wert der Erdplattung 1:298,3 seinen Rechnungen zu-
grunde legt, Brown dagegen den Hayfordschen 1 :296, ja sogar auf
1:294 zuriickgreift, und ihm die Werte der Bahnelemente des Mon-
des anpaBt, auf die seine neuen Tafeln sich stiitzen sollen.

24. Theorie der Satelliten und Doppelsterne. Weder die Theorie
der Satelliten der anderen Planeten als der der Erde, noch die der
visuellen, dann der optisch nicht t{rennbaren spektroskopischen Doppel-
sterne und noch weniger die der photometrischen Bedeckungssterne
sind zu einem vollgiiltigen Nachweise fiir die Genauigkeit des quadra-
tischen Entfernungsgesetzes in der Newfonschen Formel geeignet.
Hauptsichlich aus dem Grunde, weil die ihnen zugrunde liegenden
Messungen nicht den Grad der Prézision besitzen, der denen der Pla-
neten zukommt. Bei den Doppelsternen tritt auBerdem noch die
Frage hinzu, ob die Newtonsche Gravitationskraft allein imstande ist,
deren Bewegungen zu erkliren. Man gelangt durch diese Frage, wie
bekannt, zu dem rein mathematischen Problem, aus der beobachteten
Bahn zweier Korper umeinander das Gesetz der zwischen ihnen wir-
kenden Kraft zu berechnen, das zuerst von J. Bertrand*®) ausgespro-
chen wurde. _

Im groBen und ganzen hat sich in diesen Systemen das Newton-
sche (Gtesetz bewiihrt, doch iiber etwaige kleine Korrektionsglieder, die
innerhalb unseres Planetensystems zu den unleidlichsten MiBstimmun-
gen zwischen Theorie und Beobachtung Veranlassung geben wiirden,
kénnen sie keine Auskunft geben. Wie es sich nun gar mit der Giil-
tigkeit des Newtonschen Gesetzes als genauer Formel durch die weiten

154) London Astr. Soc. Month. Not. 69 (1909), p. 169.
165) E. Brown, The longitude of the moon, London Astr. Soc. Month. Not.
73 (1913), 75 (1915); und Encykl. VI 2z, 14 (1914), Nr. 26. Vgl. als SchluBdar-
stellung seiner Mondtheorie den Vortrag vor der Britt. Ass. for the Adv. of
Science: Science 40 (1914), p. 389—401.
156) Uber das Bertrandsche Problem vgl. F. Tisserand, Méec. cél. 1, chap. 2.
9*
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Fixsternrdume verhilt, dariiber liegt bis jetzt auch nicht die geringste
Erfahrung vor.®") Auch die neueren Arbeiten iiber die Bewegungs-
verhaltnisse in Sternhaufenl’®), die an die Verteilung der Sterne in
ihnen ankniipfen, konnen hier keine Anderung bringen.

IV. Versuche zur Erklirung der Bewegungsanomalien
auf Grund des Newtonschen Gesetzes.

25. Hypothetische Massen. a) Einwirkung eines Planeten oder
eines Planetenringes. Vor allem erregte die groBte unter den konsta-
tierten Bewegungsanomalien der Planeten, die séikulare Stérung in der
Perihelliinge des Merkur, die Aufmerksamkeit. Sie betrigt

ednx = 8”78 und mit Riicksicht auf e = 02056 Az = 41"25.

Schon Leverrier'®) hat den Versuch ausgefiihrt, sie durch die Ein-
wirkung eines Planeten oder einer Gruppe von mehreren, d. i. mehr
oder weniger eines Schwarmes von Planeten nach Art der sich zwi-
schen Mars und Jupiter bewegenden Asteroiden zu losen. Die Theorie
verlangt, daB dieser Planet oder Planetenring zwischen Sonne und
Merkur liegen miisse, sonst wiirde er eine #hnliche Storung auf die
Venus ausiiben. Sie verlangt weiter, daB seine Bahnebene nahezu mit
der des Merkur zusammenfalle, soll nicht in dessen Bahn eine Knoten-
bewegung entstehen, die die Theorie heute nicht zeigt. Die Frage,
ob dieser Planet oder Ring von Planeten wirklich existiert, beschif-
tigte lange Zeit hindurch die Astronomen!®), doch das eifrigste Nach-
forschen nach ihm fithrte bisher zu keinem positiven Ergebnis.

1567) Vgl. Seeliger, ,Uber Doppelsterne* im Handworterb. der Astr., Breslau
1897, p. 671—696, enthalten in Klinkerfup-Buchholz, Theoret. Astr., Braunschw.
1912, 3. Aufl,, p. 776; sowie auch Seeliger, Uber das Newtonsche Gesetz, Miinch.
Ber. 26 (1896), p. 383.

158) Von den hierher gehtrigen Arbeiten wiren zu erwihnen: A. S. Ed-
dington, The Dynamic of a globular cluster, London Astr. Soc. Month. Nat. 74
(1914), 75 (1915), 76 (1916); ferner J. H. Jeans, The kinetic theory of Star-
cluster, ebenda 74 (1914), 76 (1915); dann C. V. L. Charlier bes.: Statistical
Mechanics based on the Law of Newton, Lund. Medd. 14 (1916); E. Stromgren,
Astr. Nachr. 203 (1916) und J. Lense, ebenda 204 (1917).

159) Leverrier, Par. Obs. Mém. 5 (1859); vgl. ferner J. Bauschinger, Unter-
suchungen tber die Bewegung des Planeten Merkur, Miinchen 1884, p. 15 ff ;
dann F. Tisserand, Méc. cél. 4, chap. 29, p. 525 und P. Harzer, Die sikularen
Veréinderungen der Bahnen der groBen Planeten, Leipz. Ak. Preisschr. 1895, p. 68.

160) Vgl. die Entdeckung des Planeten , Vulkan“ durch den Amateur Les-
carbault und die an sie sich kniipfenden Rechnungen von Leverrier, Les planétes
intramercurielles, Astr. Nachr. 88 (1876), p. 847; dann v. Oppolzer, Elemente
des Vulkan, ebenda 94 (1879), p. 97 u. 303, sowie eine Entgegnung von C. H,
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Bezeichnet m, die Masse des Planeten, d; seine Entfernung von
der Sonne und 7, seine mittlere Bewegung, so ist die Perihelstrung,
die er auf einen zweiten Planeten mit den entsprechenden GriBen
m, d und » ausiibt, gegeben durch:

a 1d1 ’” ’
(29) 4“=HL‘+m)'%?[Co —a,Cy],

worin C,” und G, aus dem S#kularteil der Storungsfunktion zu be-
rechnende Koeffizienten sind. Der Ausdruck enthilt zwei Unbekannte
m, und d, und gestattet es nur fiir beliebige d, das zugehdrige m,
zu finden. Man erhilt

d, = 0,23 m, = 1:7000000 griBte Elongation 13°

0,19 1:4700000 von der Sonne 11
(29a) 0,15 1:2350000 9
0,1426 1:1992000 9
0,00466 1: 1551 0,

withrend fiir Merkur d = 0,388, m = 1: 6000000 ist. Es folgt somit
fiir die Mitte der Distanz Merkur—Sonne eine Masse, welche der des
Merkur ungefihr gleich kommt, ja vielleicht sie {ibertrifft, und eine
Elongation von der Sonne von 10—13° die, wenn der fragliche Planet
auch bei gewdhnlicher Durchforschung des Himmels durch die Sonnen-
strahlen verdeckt wiirde, ihn doch bei Sonnenfinsternissen als einen
glinzenden Stern oder bei seinen hiufigen Voriibergéingen vor der
Sonnenscheibe als einen scharf begrenzten Punkt hervortreten lassen
miiBte. Nichts von dem allen ist durch die Erfahrung bestitigt, noch
weniger in den Fillen, wo seine Distanz von der Sonne kleiner wire
als 0,19. Die Annahme d;, = 0,1426 entspricht der Leverrierschen
Bahnbestimmung des Lescarbaultschen'®®) Planeten.

Die Hypothese eines Planeten ist daher unter allen Umstéinden
fallen zu lassen und durch die eines Planetenringes zu ersetzen. Fiir
die Wirkung eines solchen, ihn in der Form eines Kreises annehmend
und seine Masse mit m, bezeichnend, findet man?'®’)

(80) dm ="”;;“ — kmyd, "%,

aus welcher Gleichung, da Ax = 41725 ist, m, zu berechnen ist.
Wendet man den so gefundenen Wert auf die anderen inneren Pla-
neten an, so erhilt man
fir Venus: dm = 46" Erde: 1,5” Mars: 0,34”
edn = 0,032" 0,025" 0,031",
Peters, ebenda p. 808, 321, 337; fexrner v. Oppolzer, Vortrag iiber das Newtonsche

Attraktionsgesetz in der Vers. deutscher Naturf. u. Arzte, Salzburg 1881.
161) S. Newcomb, Fund. const., p. 112.
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d. h. eine entsprechend der ] Potenz der Bahnachse des gestorten
Planeten so rasche Abnahme der Wirkung, daB sie schon fiir den
nichsten, die Venus, als unmerklich angesehen werden kann.

Will man es gleichzeitig versuchen auch die kleine — aber doch
scheinbar reelle — Knotenstérung der Venus mit in die Berechnung
der Masse m, des Planetenringes einzubeziehen, indem man dessen
Ebene als nicht mit der des Merkur zusammenfallend annimmt, so
folgt fiir deren Lage in bezug auf die Ekliptik!®?)

t=9" £ =48

aber, this great inclination, meint hierzu Newcomb, seems in the
highest degree improbable if not mechanically impossible, since there
would be a tendency for the planes of the orbits of a ring of planets
so situated to scatter themselves around a plane somewhere between
that of the orbit of Mercury and that of the invariable plane of the
planetary system, which is nearly the same as that of the orbit of
Jupiter. — Diese Instabilitit wire als der einzige Grund gegen die
Zulissigkeit dieser Hypothese anzufithren, wihrend fiir sie ihre rela-
tive Einfachheit spricht sowie der Umstand, daB im Sonnensystem
Analoga fiir sie im Schwarm der kleinen Planeten oder im Ring des
Saturn vorhanden sind.

b) Elliptizitit der Sonne und die Sonmenkorona. Denkt man sich
den supponierten Planetenring direkt an die Sonne angelegt und dann
seine Masse derart vom Aquator gegen die Pole hin verteilt, daB eine
ellipsoidische Gestalt der Sonne entsteht (in diesem Sinne ist in der
Gleichung (29a) die 5. Zeile zu verstehen, in der fiir a, = 0,00466, d. i.
den Radius der Sonne in astronomischen Lingeneinheiten das zuge-
horige m, = 1: 1551 berechnet erscheint), so bedeutet jetzt diese Zahl
ihre dquatoreale Ausbauchung im Verhiltnis zu ihrer ganzen Masse.
Ihr entspricht, wenn man die beiden Radien der Sonne am Pol und
am Aquator mit », und 7, bezeichnet, nach der Beziehung

4:r‘:’,rp — %’—‘r},” = 531‘ -rir,: 1551
genihert der Abplattungswert
(r,—r,) 7, =1:3100
oder auf die scheinbare GroBe der Sonne bezogen, eine Differenz der
Radien im Betrage von 0,32".
Der aus der Rotationsgeschwindigkeit der Sonne resultierende

162) Merkwiirdigerweise weicht diese Bahnebene nur wenig von der Rota-
tionsebene der Sonne ab, fir die die entsprechenden Zahlen ¢ = 7°, 4] = T4°
lauten.



25. Hypothetische Massen. 135

theoretische Wert der Abplattung liegt jedoch zwischen den Grenzen %)
1:37000 wund 1:93000.

Direkte Messungen an der Sonne ergaben, wie dies eine sorgfiltige
Diskussion aller Sonnenbeobachtungen durch A. Auwers'®) nachge-
wiesen hat, keine — oder hichstens nur eine — solche Spur, fiir
deren obere Schranke 1:50000 anzusetzen wire. Damit ist auch der
negative Krfolg dieser Hypothese entschieden.

Kanmn so die storende Masse nicht innerhalb der Photosphire der
Sonne liegen, so sucht sie nunmehr Harzer'®) wiederam auBerhalb,
aber in deren unmittelbaren Umgebung, in der bei Sonnenfinsternissen
sichtbaren Korona. Die Annahme, daB sie eine mittlere Dichte von
& des Wasserstoffgases habe, und daB ihr eine vorwiegende Ausbrei-
tung in der Ebene des Sonneniquators zukomme, wiirde geniigen, um
sowohl die anomale Perihelbewegung des Merkur voll zu erkléren,
ohne dessen Knotenbewegung zu indern, noch auf die entfernteren
Planeten Venus und Erde eine merkliche Einwirkung auszuiiben. Man
konnte sich dabei die Masse der Korona entweder in einem kreisfor-
migen Ring kondensiert denken, der eine sehr geringe Dicke hat, und
dessen Mittelpunkt mit dem Schwerpunkt der Sonne und dessen Ebene
mit dem Aquator der Sonne zusammenfillt, oder in einem Zylinder,
der mit seinen parallelen Grundflichen die Sonne beriihrt, und dessen
Durchmesser etwa viermal so groB ist als der der Sonne.

Dieser Annahme entsprechend fiihrt Harzer in die Gleichungen
fiir die sikularen Veréinderungen der Bahnelemente der vier inneren
Planeten mit den von Newcomb fiir sie festgestellten empirischen
Werten als rieue Unbekannte ein: 1. Die Differenz der Haupttrigheits-
momente des Systems Sonne und Korona und 2. die Masse m des
Schwarms der kleinen Planeten zwischen Mars und Jupiter, diese zu
dem Zwecke, um gleichzeitig die kleine Anomalie in der Perihel-
bewegung des Mars von 0,75” herabzudriicken, und findet als Losung

fiir die erste (C—4):8S=06=11118...

was seiner mechanischen Wirkung nach auf die Bewegung des Merkur

163) Vgl. S. Oppenhesm, Encykl. VI 3, 21, Nr. 2.

164) A. Auwers, Untersuchungen iiber den Durchmesser der Sonne, Berl.
Ber. 1886 u. 1887; sowie Der Sonnendurchmesser und Venusdurchmesser nach
Beobachtungen an den Heliometern der deutschen Venus-Expedition, Astr. Nachr.
128 (1891).

165) P. Harzer, {Tber die Rotationsbewegung der Sonne, Astr. Nachr. 127
(1891), p. 17; dann Uber die Bewegung der Merkurperihels, ebenda 127 (1891),
p. 81 sowie in der Preisschrift, p. 70 u. 230.
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identisch wére mit einer Sonne, deren Abplattung 1 : 72000 merklich
unter die von Auwers fiir sie vorgeschriebene Grenze fillt, fiir die

zweite = 1:2070000,

welcher Wert gegeniiber dem aus statistischen Uberlegungen gefun-
denen als zu groB bezeichnet werden muB.

Unsere Kenntnisse von der Sonne, ja dem ganzen Komplex von
Erscheinungen, den uns die Sonne mit ihrer Umgebung bietet, figt
Harger hinzu, sind noch zu gering, als da man iiber die Zulissig-
keit einer ohnehin nur auf eine sehr geniherte Rechnung sich stiit-
zenden Hypothese ein klares Urteil fillen konnte.

¢) Ein Merkurmond. Einen neuen Versuch, die Bewegungsano-
malie des Merkur zu erkliren, filhrt E. Hirdil'%®) ein durch die An-
nahme, der Planet sei von einem bisher noch nicht entdeckten Mond
begleitet. Durch das Vorhandensein eines solchen erfihrt er eine
Perihelstorung, die gendhert durch

8 m, (d\?
(31) 47‘:1"_,1(7,21’) nt

dargestellt wird, wenn m, » und d sich auf den Planeten, m, und d,
auf den fraglichen Mond beziehen, oder in Zahlen umgesetzt:

0,41" = 3945000 m,d,® : md?,
eine Gleichung, die wieder zwei Unbekannte enthilt. Einander zuge-
ordnete Werte sind
my/m =1:80 d :d=0,0029 T = (Umlaufszeit) = 33 Tage

, ==1:100 » = 0,00330 ” =39 ,

, = 1:200 » = 0,00466 ” =66 , .
Ungiinstig fiir diesen neuen Versuch ist wie bei den fritheren die gar
zu groBe Masse, die darnach der Mond haben miiBte, um die Stérung
in dem konstatierten Betrage von 41” (nach Leverrier) zu erkliren
und demgemiB auch die groBe Helligkeit, mit der er in der Néhe des
Merkur aufleuchten wiirde, so daB es unwahrscheinlich ist, daB er
sich bis heute habe der Wahrnehmung entziehen konnen. Dazu
kommt noch, daB, um keine Knotenstorung zu erhalten, die in diesem
Falle retrograd sein wiirde, die Annahme gemacht werden miiBte, daB
seine Bahnebene genau mit der des Merkur zusammenfalle.

d) Das Zodiakallicht und die Seeligersche Theorie. Seeliger'®”) fithrt

166) E. Hirdtl, Zur Frage nach der Perihelbewegung des Planeten Merkur,
Wien. Ber. 103 (1894). Fiir die Erde betriigt die durch die Anwesenheit des
Mondes hervorgerufene sikulare Perihelstsrung 0,0698" ¢

167) Seeliger, Uber kosmische Staubmassen und das Zodiakallicht, Miinch.
Ber. 1901; dann Uber die sogenannte absolute Bewegung, ebenda 1906, und Das
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die Erscheinung des Zodiakallichts auf eine fein verteilte Materie
zuriick, die sich symmetrisch um die Sonne gruppiert, wie aus den
Beobachtungen sich nachweisen ldB8t, iiber die Erdbahn hinausragt
und deren Flichen gleicher Dichtigkeit scheibenférmige Rotations-
flichen (stark abgeplattete Rotationsellipsoide) sind, deren Dichte mit
der Entfernung von der Sonne abnimmt. Auf Grundlage dieser An-
schauung stellt er sich die Aufgabe, Dichte und Bahnlage dieser
Ellipsoide nicht bloB aus der anomalen Perihelbewegung des Merkur,
sondern gleichzeitig aus allen Resten zu berechnen, die, wie die New-
combsche Ausgleichsrechnung zeigt, in den séikularen Variationen der
Elemente der vier inneren Planeten tibrig bleiben (Gleich. (28), p. 125),
doch, wie leicht erklirlich, mit Ausnahme deren Exzentrizititen. Ur-
spriinglich nimmt er fiinf solcher Ellipsoide an, in den Distanzen

010 017 024 060 12235

Die Rechnung zeigt aber, daB die Koeffizienten, die die den drei
ersten Ellipsoiden entsprechenden Storungsbeitrige zu den sikularen
Verinderungen bestimmen, so nahe proportional verlaufen, da8 nicht
daran gedacht werden konne, ihre Wirkungen voneinander zu trennen.
Die drei Flichen wurden daher zu einer in der Distanz 0,24 ver-
einigt, dessen Dichte o,, Bahnlage i, und £, die ersten drei Unbe-
kannten des Problems bildeten. Ebenso wies der Verlauf der Koeffi-
zienten nach, daB das 4. Ellipsoid (Distanz 0,60) keinen nennenswerten
Beitrag zur Darstellung der empirischen Korrektionen liefere. Es
wurde daher nicht weiter beriicksichtigt und blieb nun noch das 5.
iibrig, das zwischen Erde und Mars liegt, in der Distanz 1,224. Fir
dieses wurde die Annahme gemacht, daB seine Aquatorebene mit der
Aquatorebene der Sonne zusammenfalle und daher bloB seine Dichte
o, als 4. Unbekannte angesetzt ist. Was die Abplattungen der Ellip-
soide betrifft, so zeigte sich ebenfalls, daB sie innerhalb weiter Grenzen
willkiirlich angenommen werden konnten, ohne eine wesentliche Ande-
rung in der Darstellung der empirischen Restglieder zu veranlassen.
Es wurde fiir das erste Ellipsoid die Eliptizitit 1 = 10, fiir das
zweite 4 — D angesetzt, denen die Abplattungen 0,9 bzw. 0,8 ent-
sprechen. DaB diese Annahmen die Massenverteilung im Zodiakallicht
nur in ganz allgemeinen Umrissen bestimmen, ist klar, aber dies
spricht, wie hier Seeliger meint, mehr zu gunsten als zu ungunsten
der ganzen Hypothese.

Zodiakallicht und die empirischen Glieder in der Bewegung der inneren Pla-
neten, ebenda 1906, p. 595; sowie Astr. Ges. Vjs. 41 (1906). Vgl. auch den Ar-

tikel Anding, Encykl. VI g, 1: Uber Koordinaten und Zeit, besonders Nr. 5: Me-
chanische Bestimmung der Priizessionskonstanten.
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Neben diesen vier Unbekannten, o,, ¢, und £, fiir das erste Ellip-
soid (d; = 0,24) und g,(43, = 1% Ny = 8%, dy = 1,22385) fiir das
zweite, wurde jedoch noch eine fiinfte eingefiihrt, die sich zur Dar-
stellung der Newcoinbschen Restglieder als wichtig, ja als unumging-
lich notwendig erwies. Es ist dies die Rotationskomponente » (die
beziiglichen p und ¢ ergaben sich beide als nahezu = 0), die sich auf
die Orientierung des empirischen Koordinatensystems der Astronomie
gegen das ,absolute“ oder Inertialsystem bezieht und die hundert-
jihrige Drehung dieses Systems um eine auf der Ekliptik senkrechte
Achse bedeutet, fiir deren Einfiihrung schon vorher von Seeliger und
Anding Vorarbeiten durchgefiihrt worden waren.

Die Rechnung ergab fiir die fiinf Unbekannten die Werte:

4, = 6,95° 4 0,97° N, = 40,08° 4- 7,3°
9, = 21810~ g, =031-10-1 »=5,693" 4 1,68"
und mit ihnen die Darstellung:

Ellipsoid Beob.- mittlerer
Newcomb 1. 2 » Summe Rechn. Fehler

ednw Merkur 848" 417,396” —0,108" +1,208" +8,49” —0,01” 4-0,43"
Venus —0,05” 4-0,015” —0,009” --0,040” +0,05” —0,10"" +0,25"
Erde 40,10” 40,012 —0,087" 40,098 40,07’ 40,03" +0,13”
Mars +0,75" 4-0,014” 4-0,033” 4 0,546” 40,69” +0,16” +0,35"
i48) Merkur +0,61” —0,049” —0,016” +0,718” +0,656” —0,04” 0,52
Venus -+0,60” + 0,088 +0,144” 4 0,346” +0,68” 40,02” +0,17"
Mars +0,03” 40,014" 4-0,030” +0,189” -}-0,23" —0,20” 4-0,22"
4¢  Merkur 4-0,38" 40,574 —0,067" — = 40,62 —0,14" +40,80"
Venus 40,38 40,159 40,009" — 40,17 +40,21” 40,33
Mars —0,01” 40,008” —0,020" —  —0,02” +0,01” 40,20”
zeigt, daB alle groBeren Differenzen, wie eJn bei Merkur und Mars
und 449 bei der Venus, fast vollkommen verschwunden und die
an sich kleineren vorhandenen nirgends merklich oder ungebiihr-
lich vergroBert wurden. Damit ist wohl die Aufgabe, die empirischen
Korrektionen in den Bewegungen der inneren Planeten auf eine sto-
rende Einwirkung des Zodiakallichtes zuriickzufiihren, wobei iiber die
Verteilung der Massen in ihm ganz plausible, nirgends irgendwie un-
zulidssige oder den Beobachtungen widersprechende Annahmen vor-
liegen, geldst, doch entstehen Bedenken iiber den Einfluf, den sie
moglicherweise auf die Lage der Ekliptik — als der Bahnebene der
Erde — und auch der des Erdmondes haben kénnen. Diese Bedenken
zerstreute W. de Sitter'®), welcher, gestiitzt auf Rechnungen von

(32)

168) J. Woltjer, On the Seeligers hypothesis about the anomalies in the
motion of the inner planets, und W. de Sitter, Remarks on M. Wolijers paper
concerning Secligers hypothesis, Amsterd. Proceed. 17 (1914), p. 23 u. 26. Vgl
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Woltjer, findet, daB der EinfluB der zwei Seeligerschen Ellipsoide so-
wie der von ihm angenommenen Rotation des empirischen Koordi-
natensystems sowohl auf die Lage der Ekliptik und die Prizessions-
groBe, wie auch auf die der Mondbahn nur unmerklich ist. Die durch
sie hervorgerufenen Stérungen fallen innerhalb der fiir diese durch die
Beobachtungen festgelegten Fehlergrenzen. Sie betragen fiir den Mond
als hundertjihrige Variationen des Perigdums und des Knotens -+ 2”
bzw. — 27

26. Die Hypothese des widerstehenden Mediums. a) Enckes
Hypothese. Die Hypothese des widerstehenden Mediums wurde von
Encke'®) eingefiihrt, um die § 22 erwihnte Anomalie in der Bewe-
gung des nach ihm benannten Kometen zu erkliren. Die Einfiihrung
erfolgte auf eine von Olbers gegebene Anregung hin trotz des Wider-
spruches F. W. Bessels'™), der den storenden Einflu auf die Bewe-
gung des Kometen als eine Art RiickstoB betrachtet wissen wollte,
den die bei der Schweifbildung tiitigen Kriifte auf die Bewegung aus-
iben. Doch der Erfolg blieb zunichst auf der Seite Enckes. Vom
Jahre 1786—1865, in den zahlreichen Erscheinungen des Kometen
wiihrend dieses Zeitraumes, war die Ubereinstimmung zwischen Theorie
und Beobachtungen eine so entsprechende auf Grundlage der neu ein-
gefithrten Hypothese, daB an ihrer Richtigkeit nicht gezweifelt wer-
den konnte. Im Jahre 1865 trat die erste Wendung ein. Die von
da ab nach Enckes Tode von Asten**) fortgefiihrten — und auBerdem
bis 1819 zuriickgreifenden — Bahnberechnungen des Kometen zeigten,
daB fiir den Zeitraum von 1865—1871 die Stoérungen der Planeten
dusreichend und die Berlicksichtigung einer auBergewdhnlichen Ano-
malie nicht notwendig sei, um zwischen Beobachtung und Rechnung
die erwiinschte Harmonie herzustellen, daf aber wieder im folgenden
Umlaufe 1875 ein besserer Einklang erzielt werde, wenn man die

auch @. O. James, Relation on the inertial and empirical trihedrion of gravita-
tional system, Astr. J. 27 (1913), p. 77.

169) Siehe FuBn. 43. Uber das widerstehende Medium, im Zusammenhange
mit der Theorie des Enckeschen Kometen, und auch vom allgemeinen astrono-
mischen Standpunkte hat sich eine reiche Literatur gebildet; vgl. Rebeusr- Pasch-
witz, Uber eine Bewegung der Kometen im widerstehenden Medium, Berlin 1883;
ferner L. Picart, Sur I'accélération apparente du mouvement de quelques cométes
periodiques, Par. Bull. astr. 21 (1904); A. Wilkens, Uber die kosmogonische Be-
deutung der durch Auflosung des Kometen entstehende Bewegungsanomalie,
Astr. Nachr. 196 (1914), p. 57.

170) F. W. Bessel, Bemerkungen tiber die mégliche Unzuliinglichkeit der
die Anziehung allein beriicksichtigenden Theorie der Kometen, Astr. Nachr. 13
(1840), p. 845 = Ges. Abh. 1, p. 80.
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Enckesche Hypothese zu Hilfe nehme; nur sei die Storung bloB 3 der
von Encke vorher bestimmten. Von da ab blieb, wie der neue Rechner
O. Backlund*®) nachweist, sie wieder konstant bis 1895 und erlitt da
eine nochmalige Verringerung um I, und wie es den Anschein hat,
eine letzte im Jahre 1908.

Um diese neuen UnregelmiBigkeiten zu erkliren, nimmt Back-
lund an, daB die sikulare Beschleunigung 4n der mittleren tiglichen
Bewegung des Kometen proportional mit der Zeit, gem#é8 der Gleichung

An = Adny(1 — vi)

abnehme; eine Neuausgleichung aller Beobachtungen auf ihrer Basis
gibt jedoch » = 0.

Er setzt ferner dn = dny(1 — p),

wobei 7 von den durch die Stérungen der Elemente bedingten Ver-
inderungen abhingig sein soll. Doch auch da wird die beste Dar-
stellung der Beobachtungen erzielt, fiir

p =0.

Die Akzeleration der mittleren Bewegung des Emnckeschen Ko-
meten, schlieBt Backlund, ist eine der bestkonstatierten astronomischen
Tatsachen. Niemand kann sie leugnen, aber in ihrer Erklirung konnen
die Meinungen auseinandergehen. Es scheint durch die Untersuchung
bewiesen zu sein, daB die einfache Hypothese eines widerstehenden
Mediums, das in irgendwie regelmifliger Verteilung um die Sonne
lagert, und dessen Dichte daher mit der Entfernung von der Sonne
kontinuierlich nach einem bestimmten Gesetze abnimmt, mit der be-
obachteten Bewegung des Kometen nicht vertriglich ist. Vielmehr
wiren hier diskontinuierliche Stérungen anzunehmen, und, wie aus
den Beobachtungen mit groBer Wahrscheinlichkeit folgt, diirften solche
besonders in den Jahren

1858, 1868, 1895 und 1908

stattgefunden haben!™). Damit wird aber die urspriingliche Enckesche
Hypothese auf die Seeligersche von der Erfiillung des ganzen Welten-
raumes mit kosmischen Staubmassen zuriickgefiihrt.

171) Man fiiblt sich da gedringt, einen Zusammenhang zwischen diesen
Storungen und anderen Erscheinungen am Himmel aufzusuchen. Vor allem bieten
sich die Perioden groBerer Aktivitit auf der Sonne als geeignetste Vergleichs-
objekte dar. Vgl. O. Backlund, London Astr. Soc. Month. Not. 70 (1910). Doch
sind solche Koinzidenzen stets mit grofer Vorsicht anzusetzen. Vgl. den Artikel
J. Holetschek, Uber die Bewegungs- und Helligkeitseigentiimlichkeiten des Encke-
schen Kometen, Wien. Sternw. Kalender 1915.
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b) Seeligers Theorie''®). Die Massen, welche nach der wom See-
ligerschen Theorie den ganzen Welt-, oder wie hier bloB in Betracht
zu ziehen ist, den interplanetarischen Raum erfiillen, und hauptsich-
lich der Anziehung der Sonne folgend, nach den Keplerschen Gesetzen
ihre bestimmten Bahnen um sie beschreiben, ktnnen in zweifacher
Richtung auf die sich in ihnen bewegenden Himmelskorper eine sto-
rende Wirkung ausiiben:

1. in der durch ZusammenstéBe mit der Erde und dem Monde
erzeugten VergroBerung ihrer Massen, was fiir die FErde mit einer
Anderung ihrer Rotationsdauer verbunden ist, Umstiinde, auf die zu-
erst Th. v. Oppolzer'™) aufmerksam machte und sie zur Erklérung der
UnregelmiBigkeit in der mittleren Bewegung des Mondes heranzu-
ziehen versuchte; von ihr soll weiter unten, Nr. 27 ¢, die Rede sein.

2. in einer Art von durch diese Staubwolken verursachtem Wider-
stand, bei dem, wie die beziiglichen Entwickelungen Seeligers es zei-
gen, die storenden Einfliisse proportional sind dem Quadrate der Ge-
schwindigkeit des sich bewegenden Kérpers (Kometen) und der Dichte
dieser Massen als ihrer Menge in der Volumseinheit, ein Ergebnis,
das den Annahmen FEnckes iiber die Wirkungsweise des widerstehen-
den Mediums vollstindig entspricht, so daf hierdurch die Bewegungs-
anomalie des Enckeschen Kometen nicht nur formal, sondern auch
durch den Umstand, daB die Verteilung der Massen um die Sonne
eine ganz unregelmifige ist, mithin diskontinuierliche Dichtigkeits-
#nderungen in ihnen sehr wahrscheinlich sind, die sonst rétselhaften
Anderungen in den Widerstandskonstanten ihre Erklirung finden
konnten.

172) H. v.Seeliger, Uber ZusammenstsBe u. Teilungen planetarischer Massen,
Miinch. Akad. Abh. 17 (1891).

178) Th. v. Oppolzer, Uber eine Ursache, welche den Unterschied zwischen
der theoretisch berechneten Siakularakzeleration in der Linge des Mondes und
der tatsichlichen bedingen kann, Astr. Nachr. 108 (1884), p. 67, und die Bemer-
kungen dazu von C. Braun, ebd. p. 259. Die Oppolzersche Anschauung gab zu
dem neuen Problem Veranlassung, dié Bewegung zweier Korper umeinander fiir
den Fall, daB ihre Massen mit der Zeit veriinderlich sind, zu untersuchen.
H. Gyldén hat dasselbe zuerst behandelt, Astr. Nachr. 109 (1884), p. 1; damn
E. O. Lovett, ebd. 158 (1902), p. 387; J. Meschtschersky, Astr. Nachr. 132 (1892),
p. 192; 158 (1902), p. 387; vgl. das Referat von R. Radaw in Paris Bull. Astr.
19 (1902), p. 462; dann R. Lehman-Filhés, Astr. Nachr. 145 (1898), p. 353;
E. Stromgren, ebd. 163 (1903), p. 129; C. Plummer, London Month. Not. 66 (1906),
p- 83; G. Armellini, Rom. Acc. Lincei 21 (1912), 22 (1913) und 23 (1914) mit dem
Hinweise auf P. Appell, Mécanique rationelle I, p. 409, und M. Tomasells und
F. 8. Zarlatti in Paris Bull. Astr. 31 (1914), p. 150.
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¢) Der Lichtdruck. Nachdem durch die Experimentaluntersuchungen
von P. Lebedew u. a. die Tatsache des Lichtdruckes festgestellt worden,
befaBte man sich auch mit seinem EinfluB auf die Bewegung der
Himmelskorper und suchte Abweichungen vom Newtonschen Gesetz
aus ihm abzuleiten. Man betrachtete hierbei den Lichtdruck als nur
in der Richtung des Radiusvektors zwischen Sonne und dem ange-
zogenen Korper wirksam und erhielt daher einzig eine Anderung der

Sonnenanziehung im Verhiltnisse!™)
i
1— o
wenn ¢ die Dichte und » den Radius des Korpers bedeuten und r als
groB gegeniiber der Wellenlinge des Lichtes angenommen wird, ferner
A eine Konstante vorstellt, die von der Form des Korpers (Verhiltnis
seiner Oberfliche zum Volumen) abhingt.

J. H. Poynting'™) machte zuerst darauf aufmerksam, daB infolge
der endlichen Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes auch die
Richtung des Druckes auf den angezogenem Korper durch eine Art
Aberration geéindert werde und H. Seeliger'™) findet sodann, auBer der
erwihnten Stérung, noch solche parallel zum und senkrecht auf den
Radiusvektor. Beide haben eine Ahnlichkeit mit den Stérungskom-
ponenten, welche bei Bewegungen in einem widerstehenden Medium
auftreten. Eine Uberschlagsrechnung ergibt bei passender Wahl von
o und 7 den Betrag der Stérung von einer Grofenordnung, die wohl
ganz in die von DBacklund fiir den Enckeschen Kometen gefundene
fillt, ohne daB aber dabei an eine restlose Erklirung der bei diesem
Kometen sich zeigenden Bewegungsanomalien zu denken wire.

27. Verinderungen in der Rotationsdauer der Erde. a) Theorie.
Bezeichnet man den konstanten Teil der Rotationsgeschwindigkeit der
Erde mit @,, ihre Verzdgerung mit 4 o, so daB ihr tatsichlicher Wert

(33) 0 =0, —do-1

174) P. Lebedew, Die physikalischen Ursachen der Abweichungen vom
Newtonschen Gravitationsgesetze, Astr. Gesells. Vjs. 37 (1902), p. 220. — Der
Artikel enthilt eine ausfiihrliche Literaturangabe tiber den Lichtdruck iiberhaupt.

175) J. H. Poynting, Radiation in the solar system, London Phil. Trans.
202 (1904), p. 525, und Radiation Pressure, Phil. mag. 9 (1905), p. 393. Poynting
macht hier auch Berechnungen iiber den Widerstand, den die Erde bei ihrer
Bewegung um die Sonne infolge ihrer Ausstrahlung erleidet; weitere Bemer-
kungen dazu von E. B. Wilson, The revolution of a dark particle about a lu-
minous centre, Ann. of Math. 1907, p. 134, und Th. H. Brown, The effect of ra-
diation on a small particle revolving about Jupiter, ebd. 16 (1914), p. 22.

176) H. Secliger, Uber den EinfluB des Lichtdruckes auf die Bewegung
planetarischer Korper, Astr. Nachr. 187 (1911), p. 417.
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ist, so wird jeder Meridian der Erde gegen seinen ungestorten Ort
um die GroBe 1 Aot

zuriickbleiben. Da aber die Bewegungstheorie der Planeten und des
Mondes auf ein mit der Erdrotation gleichméBiges Fortschreiten der
Zeit gegriindet wird, so wird sich dieses Zuriickbleiben auf deren Be-
wegung im Verhdltnis zu ihrer Winkelgeschwindigkeit um die Erde
iibertragen und eine scheinbare Beschleunigung derselben hervorrufen.
Setzt man die mittlere tigliche Bewegung des Mondes speziell gleich
ng, 80 wird diese scheinbare Beschleunigung zu

; Aam«t”

anwachsen und man hat, da diese ungefihr 2” im Jahrhundert aus-
macht, fir die Unbekannte 4o die Gleichung

-;—Amn« == 2”,
aus der sich ergibt do = 23,08 - 1071,

ein Betrag, der nach Multiplikation mit 86400 und 36525 dem Vor-
eilen einer richtig gehenden Uhr gegeniiber der Rotationsdauer der
Erde um 7°265 fiir ein Jahrhundert entspricht. Dies wiirde fiir eine
vollstindig starre Erde gelten, fiir eine elastisch nachgiebige kommt
noch eine Verinderung im Verhidltnisse zu ihrem Starrheitskoeffi-
zienten hinzu. Macht man weiter noch die Annahme, daf die GroBe
Jo keine konstante, sondern eine periodisch verinderliche GriBe ist,
so wiirde auch die durch sie hervorgerufene Ungleichheit in der Be-
wegung des Mondes nicht konstant, sondern periodisch veridnderlich
sein und man wire damit in der Lage, die gesamten Abweichungen
in der Theorie des Mondes als scheinbare zu bezeichnen, hervorgerufen
durch irgendwelche Variationen in der Rotation der Erde.

b) Flutreibung'™). Schon J. Kant hatte 1754 auf die Flutreibung
hingewiesen als eine mdogliche Ursache fiir eine Verkiirzung der Ro-
tationsdauer der Erde und damit eine Verlingerung des Sterntages.
1848 stellte J. R. Mayer in seiner Dynamik des Himmels eine &hn-
liche Behauptung auf, ebenso H. Helmholtz in seinem Vortrage: Uber
die Wechselwirkung der Naturkrifte und die darauf beziiglichen
neuesten Leistungen der Physik (1854). Doch erst C. Delaunay'™)
sucht durch sie die UnregelmiBigkeit in der Bewegung des Mondes

177) Geschichtliches zur Theorie der Flutreibung vgl. den Artikel G. H. Dar-
win und S. S. Hough, Encykl. VI1, 6, besonders Nr. 41.

178) C. Delaunay, Sur 'existence d’'une cause nouvelle ayant une influence
sensible sur la valeur de 1'équation séculaire de la lune, Paris C. R. 61 (1865),
p. 1028, ferner 62 (1866), p. 197, und J. Bertrand, ebd. p. 162.
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zu erkliren. Da er fiir diese aus der Theorie nicht erklirte sikulare
Beschleunigung 6” annimmt, so findet er eine Verlingerung des Tages
um 22 Sekunden fiir ein Jahrhundert, ein Resultat, das seitdem in
viele Lehrbiicher Eingang gefunden hat. Am intensivsten befaBten
sich W. Thomson (Lord Kelvin)'"®) und G. H. Darwin'®) mit dieser
Frage. Letzterer weist in seinen Untersuchungen iiber die Rotation und
Priizession eines zahfltissigen Ellipsoides nach, daf dessen Rotations-
geschwindigkeit durch die Einwirkung der Flutkrifte einen ganz un-
regelmiBigen Charakter habe und auBer von dem Grade der Zihig-
keit noch von den Perioden der Flutkrifte und den Verzogerungen
der Fluten gegen ihre theoretischen Eintrittszeiten abhinge. Aber
schon die Ansicht!®!), daB die Erde starr und nur von einer fliissigen
Wassermasse bedeckt ist, in welcher durch Sonne und Mond Flutbe-
wegungen hervorgerufen werden, gentigt und macht es wahrschein-
lich, daB ihre Rotationsgeschwindigkeit sowohl sikularen wie perio-
dischen Variationen unterworfen ist. Kine vollstindige Theorie der
Rotations- und Prizessionshewegung der Erde, welche allen auf ihr
tatsiichlich vorhandenen Verhiltnissen Rechnung tragen will, steht
daher im innigsten Zusammenhange mit der Theorie der Ebbe- und
Fluterscheinungen und erst eine vollstindige Erklirung der Unregel-
miBigkeiten in diesem Krscheinungsgebiete wird einen wesentlichen
Fortschritt in unserer Kenntnis von den Stérungen in der Rotations-
bewegung der Erde mit sich bringen. In diesem Sinne hingt das
Problem auBerdem noch mit den Polschwankungen und der Umwand-
lung der freien FEulerschen Periode des Rotationspols der Erde von
306 in die Chandlersche von 432 Tagen zusammen. Auch diese, der
elastischen Nachgiebigkeit der Erde zugeschrieben, bedingt eine Ver-
anderlichkeit des Haupttrigheitsmomentes der Erde in bezug auf ihre
Rotationsachse, welche eine sikulare wie periodische Verlingerung
des Tages mnach sich zieht, die mindestens einen Teil des Wider-
spruches in der Mondtheorie losen konnte.!®?)

179) W.Thomson und P.Tast, Natural philosophy, 2. Aufl., Cambridge 1883,
part. 1, app. 9(a).

180) G. H. Darwin, Scientific papers, Cambridge 1907, Vol. I: Oceanic tides
and lunar disturbance of gravity; Vol. II (1908): The tidal friction. Vgl. auch
die Darstellung in H. Poincaré, Les hypothéses cosmogoniques, Paris 1911,
chapt. 7, Théorie de Sir G. H. Darwin.

181) S. Oppenheim, Uber die Rotation und Prizession eines fliissigen Sphii-
roids, Wien. Ber. 1885.

182) Zahlreiche Arbeiten in dieser Richtung enthalten die neuen Binde
der London. Month. Not. aus den Jahren 1900 u. 1915, von J. Larmor, The ir-
regularities in the Earths Rotation, dann E. H. Hills und H. Plauert.
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Die Frage, ob diese verinderliche Rotationsgeschwindigkeit der
Erde sich auch noch in anderen Erscheinungen am Himmel bemerk-
bar mache, behandelt am eingehendsten S. Newcomb®3). Zuerst zieht
er eine Untersuchung von S. Glasenapp®) heran, welcher eine solche
Verzogerung aus einer Reduktion einer groBen Reihe von Beobach-
tungen iiber Verfinsterungen der vier groBen Jupitermonde, die er zu
einer Neuberechnung der Aberrationszeit unternommen hatte, er-
schlieBen will. Hierauf versucht er es mit der Bewegung des Mer-
kur, der in seinen regelmiBigen und in ziemlich rascher Aufeinander-
folge sich abspielenden Voriibergiingen vor der Sonnenscheibe zur
Entscheidung dieser Frage besonders geeignet ist. Aber trotz man-
cher Ubereinstimmung erzielt er kein befriedigendes Resultat. Das
Beobachtungsmaterial betreffend die Jupitermonde scheint ihm noch
zu wenig kritisch gesichtet, das der Merkurvoriibergéinge fithrt wohl
auf eine Rotationsverinderlichkeit, aber diese ist bedeutend kleiner,
als sie zur vollen Erklirung der Mondanomalie notwendig wire. Er
kommt daher zu dem Schlusse, da8 zurzeit die Frage nach der Ver-
zogerung der Rotationsdauer der Erde noch als eine offene bezeichnet
werden mub.

¢) Massenvergrofierung der Erde. Th. v. Oppolzer'™) will die séku-
lare Ungleichheit in der Linge des Mondes — #hnlich wie die des
Enckeschen Kometen — durch die Bewegung von Mond und Erde
in einem mit Meteormassen erfiilllen Raum (Seeligers Theorie des
kosmischen Staubes!™) erkliren. Doch soll nach seiner Anschauung
dessen storende Wirkung nicht allein einen Widerstand bedingen (die
hierdurch hervorgerufene Anderung in der mittleren Linge des Mon-
des sei 4L,), sondern neben diesem auch noch durch eine Vergrdfe-
rung der Mondmasse (die dadurch entstehende séikulare Léngenstorung
sei 4L,), sowie endlich durch eine gleichzeitige der Erdmasse, mit
der eine Verminderung ihrer Rotationsgeschwindigkeit, damit eine

188) S. Newcomb, On the possible variability of the Earths axis of rota-
tion, Amer. J. of. sc. 7 (1874); ferner in seinen Untersuchungen iiber die Merkur-
voriibergiinge vor der Sonnenscheibe in Astr. Pap. 1 (1882). — Vgl. das Referat
in Astr. Ges. Vjs. 8 (1874), p. 183, und die SchluBabhandlung: On a desira-
bleness of a re-investigation of the problem growing out of the mean motion
of the moon, London Month. Not. 63 (1903), p. 316.

184) S. Glasenapp, Untersuchung iiber die Verfinsterungen der Jupitersatel-
liten in den Jahren 1848—1873, Inaug.-Diss. St. Petersb. 1874 (in russischer
Sprache) und den Bericht hieriiber von A. Downing in The observ. 12 (1889),
p. 173 u. 210; ferner N. Stoyanoff, Exposé de la méthode de M. Glasenapp pour
la réduction des observations des eclipses des satellites de Jupiter. Toulouse
Fac. Ann. 5 (1903), p. 151.

Enocyklop. d. math. Wissensch. VI 2, B. 10
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Anderung des ZeitmaBes und durch deren Ubertragung auf die Be-
wegung des Mondes eine scheinbare Beschleunigung (A L;) verbun-
den ist.

Wird angenommen, daf bei der Bewegung von Mond und Erde
in diesem mit Staub erfiillten Raume die von beiden Kérpern auf-
genommenen Massen auf deren Oberflichen gleichmifig verteilt wer-
den und dabei, ihre mittlere Dichte als mit der mittleren Dichte der
Erde identisch vorausgesetzt, die SchichthShe % erreichen, so erhilt
man fiir die VergroBerung der Erdmasse

4E<=%'E,
fiir die des Mondes
AU = 4B (5] = FE- (),
wenn, wie stets B den Radius der Erdkugel und R’ den des Mondes
bedeutet, und damit fiir die drei Gruppen von Sté’orungen:

AL —3.126. 2y 189 3081 . 2 ppe
_AE+AM . 3h 81 130
39  AL="pry " =gz m"
5 AE 3h
ALy = 5 - S50t = gt

was mit den Annahmen E=81M, RF=3R:11 in Zahlen umge-
setzt, und A in mm ausgedriickt, zu

AL, = 928" t*h, AL, = 087"1*h, AL, = 0,68"h
fiihrt. Soll nun die ganze sikulare Stérung 2” sein, so wire h aus
2" =10,83"h
zu berechnen. Hieraus folgt fiir » als die Niederschlagshthe des kos-
mischen Staubes auf die Erdoberfliche fiir ein Jahrhundert 2 = 0,19 mm,
eine wohl sebr kleine Zahl, die aber doch sagt, daB das tégliche Quan-
tum an Staub, daB damit die Erde aufzunehmen hitte, 14,8 Millionen

Tonnen betragen miiBte, eine Zahl wiederum, die viel zu groB und
daher wenig wahrscheinlich ist.18%)

185) Von anderen Versuchen, sowohl die Stérungen in dem Laufe des
Enckeschen Kometen wie in dem des Mondes zu erkliren, seien noch erwihnt:
C. V. Charlier, Uber die Akzeleration der mittleren Bewegung der Kometen,
Lund. Medd. 29 (1906), der von dem Satze ausgeht, daB, wenn zwei Kérper sich
in einer und derselben Bahn hintereinander und in kurzem Abstande voneinander
bewegen, der vorangehende in seinem Laufe beschleunigt, der nachfolgende ver-
zbgert wird, was eine sikulare Anderung ihrer mittleren Langen hervorruft, die
es gestatten wiirde, ihre Massen aus dieser Stérung zu berechnen. Aufden Enckeschen
Kometen angewendet, filhrt diese Annahme auf die Masse m=1:2,57-10'%
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V. Mégliche Korrektionen des Newtonschen Gesetzes.

28. Anderung des Exponenten. Schon Newion'®®) bewies, daB,
wenn die Anziehung zweier Massenteilchen nicht genau das quadra-
tische Gresetz befolgt, sondern im Potenzexponenten eine geringe Ab-
weichung von der Zahl 2 vorhanden sein sollte, etwa in der Form,
daB das Kraftgesetz durch

(35a) K —— Fmm,

gegeben ist, daraus eine sikulare Storung der Perihele der Planeten
entsteht, von der GroBe

(35Db) A — "1 Mt -3

Er schlieBt dann aus der Tatsache, daB derartige Perihelungleichheiten
bisher nicht konstatiert werden konnten, daB eine solche Abweichung
von der Zahl 2 nicht vorhanden ist, mindestens sehr klein sein miisse.
Umgekehrt versuchte A. Hall'*) diese mogliche Differenz im Newton-
schen Gesetze dazu zu verwerten, die Anomalie in der Bewegung des
Merkur zu erkldren. Es wire damit nur die AbweichungsgréBe i aus
der Gleichung "
- = 41,25”
zu berechnen, was mit n = 14732,56" als mittlerer taglichen Bewe-

gung des Merkur, zu
A=1533.10"%

fihrt. Die Annahme, daB im Ausdrucke fiir das Newfonsche Gesetz

statt des Exponenten
2 2,0000001533

steht, wiirde also geniigen, die erwihnte UnregelmiBigkeit in der Be-
wegungstheorie des Merkur zu beseitigen. Sie wiirde gleichzeitig in
den Theorien der anderen Planeten die Storungen:

Ferner M. Simonin, Sur Paccélération du mouvement de la cométe d’Encke,
Paris. Bull. astr. 18 (1901), p. 451, der die Stérung in dem Laufe des Enckeschen
Kometen, dessen mittlere tigliche Bewegung 1072” betrigt, zuriickfiihren will
auf die Annsherung oder den gleichzeitigen Durchgang durch den Schnittpunkt
der Bahn des Kometen und eines kleinen Planeten, dessen mittlere Bewegung
ebenso oder doppelt so groB ist. Endlich P. de Sasini-Blancat, Action d'une
masse intramercurielle sur la longitude de la lune, Toulouse Fac. Ann. 9
(1907), p. 1.
186) J. Newton, Principia, liber 1, sectio 9.
10*



148 VIs,22. 8. Oppenheim. Kritik des Newtonschen Gravitationsgesetzes.

Venus dx = 1612”7 ednx = 0,112"

Erde = 9,94 = 0,166"
Mars = b5,28” = 0,492”
Jupiter = (,34" = 0,040”
Saturn = 0,34" = 0,019”

hervorrufen, die alle als geniigend klein und innerhalb der wahrschein-
lichen Beobachtungsfehler liegend angesehen werden konnen und da-
her nicht weiter in Betracht kommen.

Wendet man aber die Zahl 1 = 15,33 - 10-8 auf die Bewegung
des Mondes um die Erde an, so erhilt man die ZuBerst groBen, der
Genanigkeit der Mondtheorie widersprechenden Storungswerte!s)

dn = 1328" edw = 129",

die, um sie auf eine halbwegs ertrigliche GriBe herabzudriicken, als

welche man
edn = 2" und damit Ax = 364"

ansetzen kann, zu A=421.10"1

filhren, wodurch aber wieder der Widerspruch in der Merkurtheorie
ungeldst bleibt. Da ferner durch diese Form des Kraftausdruckes die
Schwierigkeit in seiner Ausdehnung auf den unendlichen Raum mit
unendlicher Massenerfiillung nicht behoben wird, so bietet sie im Ver-
gleich zum reinen Newfonschen Gesetze keine Vorteile und diirfte
daher endgiiltig zu verwerfen sein.

29. Absorption der Gravitation. Eine Absorption der Gravita-
tion kann auf zwei verschiedene Arten auftreten, ebenso als allge-
meine (kosmische) Absorption beim Durchgange der einzelnen Gravi-
tationsstrahlen durch den Raum iiberhaupt, oder als spezielle (innere
Absorption oder Abschattung) beim Durchgang der Strahlen durch
eine Masse von endlicher Dichte, wie etwa bei Mondfinsternissen, wo
der von der Sonne kommende Gravitationsstrahl erst den Erdkorper
durchdringen mu8, ehe er auf den Mond auffillt.

Im ersten Falle kommt zu dem analytischen Ausdruck fiir die
gravitierende Wirkung zwischen zwei Korpern allgemein der Absorp-
tionsfaktor e~*" hinzu. Dies kann wieder in doppelter Art geschehen,
indem der Faktor zur Kraft K oder zum Potential P der Kraft hinzu-

187) E. Brown, On the verification on the Newtonian law, London. Month.
Not. 63 (1903), p. 896. Vgl. auch 8. Newcomb, Fund. const., p. 119, ferner
P. Harzer, Preisschrift, p. 75, welcher sagt, daB die Anderung des Exponenten
2 in 2 4 4 ihn so anmutet, wie die Vorstellung eines Raumes nicht von 3, son-
dern von 3 4 1 Dimensionen. — F. Tisserand, Méc. cél. 4, chap. 29, p. 529.
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gesetzt wird. Dementsprechend ergeben sich zwei verschiedene Kor-
rektionen des Newtonschen Gesetzes, entweder

(36) K —— k*m, mye

r2 )

—ayr

wofiir das Potential P, sich nicht in geschlossener Form darstellen
14Bt, oder
37) P, =7%"1:f__:_, woraus K, — — E*m, my e ,.: A+ 1)

folgt. Beide Fille geben in ihrer Anwendung auf die Bewegung der
Planeten zu Stérungen als Abweichungen von deren rein elliptischen
Laufe Veranlassung, die wohl alle Elemente, merkwiirdigerweise aber
meist die Lénge des Perihels betreffen, und daher vielfach zur Er-
klirung der Anomalie in der Merkurtheorie herangezogen wurden's¢).
Diese Perihelstorungen sind, die Halbachsen der Bahnen mit a be-

zeichnet,
ak

2Va’
und, sollen sie fiir den Planeten Merkur 41,25” fiir ein Jahrhundert

geben, so folgt
o =39,6-10-%, = 10,115-10-4

Fiir die anderen Planeten berechnet sich aus ihnen:

=1 S
Adn, = jo.an =

_— 1 2,8, 11 2
An2—?a,an—§a2 kl/(—l,

Venus dm, = 802" edm, = +0,20" dmy =4 564" edm,=-+ 0,38"

Erde + 25,77 +0,43” + 61,8” + 1,01”
Mars + 20,8 +1,90” + 818" + 17,68”
Jupiter + 11,3 +0,65” + 151,8” + 17,38”
Saturn + 838" + 0,46” + 205,0” + 11,46”

Die Zahlen der ersten Gruppe kénnen noch als unmerkliche, den Be-
obachtungen noch nicht direkt widersprechende Storungsbetrige an-
gesehen werden, die der zweiten aber nicht mehr und die ihnen ent-
sprechende Annahme ist daher jedenfalls zu verwerfen. Bei der An-
wendung auf den Mond erhilt man

An, = +0,88" edn, — +0,048" Amy=+0,006" edx, = +0,0003"
fiir beide Fille zu vernachlissigende Werte.

Das Kraftgesetz K, kommt schon bei Laplace’) vor. Er ver-
wendet es zur Berechnung der Anziehung einer Kugel vom Radius R
auf einen fuBeren Punkt in der Entfernung » und erhilt hierfiir den
Ausdruck —k* 3

usdaru ::’1 m, ( R)

188) Das erste Kraftgesetz K, rihrt von Seeliger her, vgl. FuBnote 8), das
zweite von C. Neumann, siche FuBnote 12).
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Da nun die Kraft, die die Erde auf den Mond ausiibt, mit einer Ge-
nauigkeit von 1-10-% jhres Wertes durch das Newfonsche Gesetz
allein bestimmt wird, so schlieBt Laplace daraus, daB dieser aus der
Absorption der Gravitation bedingte Unterschied 3 «; R hochstens 106
betragen konne.

Bei der zweiten Art der Absorption, der materiellen Schwichung
der Gravitation, wirkt diese nur wihrend der kurzen Dauer einer
Finsternis wie ein Impuls, der den Lauf des Mondes stért, und um
den gesamten Verlauf der Stérung zu erhalten, ist daher eine Sum-
mierung dieser Impulse iiber die Finsternisse einer Periode durch-
zufithren. K. Bottlinger'®) fiihrt diese Rechnung durch fiir die Finster-
nisse vom 9.IIL 1830 bis 15. XIIL 1913, W. de Sifter'®) teilt diese
erst nach der Sarosperiode und summiert dann {iber 12 Sarosperioden
von 1703,0 bis 1919,4. Bottlinger vergleicht die von ihm in einem
willkiirlichen MaBe erhaltenen Zahlen vorerst mit der von Newcomb!™)
aufgestellten Fehlertabelle der Hamsenschen Mondtheorie und erhilt
mit dem Abschattungsfaktor « = 3 - 10" (im C. G. S. System) eine
von 1830—1870 reichende recht gute Darstellung der Newcombschen
Fehler, die aber von da ab ganz ins Gegenteil umschligt, wihrend
ein Vergleich mit den von Brown'™) gefundenen Abweichungen iiber-
haupt versagte. Zu dem gleichen negativen Ergebnisse kommt auch
de Sitter. Er findet, daB die Art dieser Storung unabhingig ist von
einer speziellen Annahme iiber die Dichteverteilung innerhalb der
Erde, daB sie sich ferner sehr genihert durch eine Sinuskurve von
der Periode einer Saros darstellen lasse, daB aber die konstatierten
Fluktuationen in der Bewegung des Mondes viel unregelmiBiger ver-
laufen und daher einer reinen Sinuskurve nicht entsprechen. Auch
die langperiodischen Glieder, die aus einer hheren Kommensurabilitit
zwischen dem drakonitischen Monate von 27,21222 Tagen und dem
synodischen von 29,53059 entstehen (die Sarosperiode von 18,03
Jahren entspricht der Kommensurabilitit von 223:242, und eine
hohere wire 3087 : 3350 identisch mit 249,6 Jahren), zeigen gleiche
Unstimmigkeiten zwischen Beobachtung und Rechnung, die den Wert
der Hypothese noch weiter in Frage stellen.

30. Abhingigkeit von der Kriimmung des Raumes. Eine for-
male Anderung im analytischen Ausdruck fiir das Newtonsche Gesetz

189) K. F. Bottlinger, Die Gravitationstheorie und die Bewegung des
Mondes, Inaung.-Diss., gekr. Preisschrift, Miinchen 1912; ferner: Zur Frage der
Absorption der Gravitation, Miinchen Ber. 1914, p. 223.

190) W. de Sttier, The absorption of the gravitation and the longitude of
the moon, Amsterdam Proceed. 15 (1913), p. 808.
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kann auch eintreten durch die Annahme, daB der Raum, in dem die
Bewegung der Planeten um die Sonne stattfindet, nicht ein euklidi-
scher, sondern etwa ein elliptischer, aber mit konstantem Kriimmungs-
radius R ist. Mit der Frage nach der Bewegung in einem solchen
hat man sich vielfach befaBt (vgl. Nr. 2: Das Newfonsche Gtesetz und
der Raum)®®), und es ergab sich das Resultat, daB die Bahnen der
Planeten, von ihren gegenseitigen Storungen abgesehen, sphirische
Kegelschnitte ohne Perihelbewegung sind, deren Unterschied gegen
die entsprechenden ebenen Bahnkurven von der GrdBenordnung R-?
ist. Man kann aber auch die Frage aufwerfen, wie es sich mit der
Zentralbewegung verhalten wird, wenn man
1. das Newtonsche Gesetz formell beibehilt, aber einen ellip-
tischen Raum voraussetzt,
(38) E——""" it v — Raresin (5),
2. oder einen euklidischen Raum annimmt, aber das Newtonsche
Gesetz entsprechend einem elliptischen #ndert,
(39a) K= Xmm

. . T
R?gin? —

R

was bis auf Glieder von der GroBe R-% entwickelt, zu
(39b) K— —Fmm g Fmm gy pHram y Bumr
fiihrt. Man erhilt bei demselben Genauigkeitsgrad eine progressive
Perihelbewegung und zwar in beiden Fillen von gleichem Betrage,
wie von vornherein zu erwarten war, von der GroBe

3 R?
fir ein Jahrhundert. Da nun, will man nicht mit feststehenden astro-
nomischen Tatsachen beziiglich der Parallaxen und der Verteilung der
Sterne in Widerspruch kommen, nach Schwarzschild'®®) fiir B minde-
stens ein Wert von 100 - 10° Erdbahnradien anzusetzen ist, so wiir-
den daraus

fiir Merkur Az = 26.710~19, fiir Neptun 237.710-1°

Adn = 36525

191) AuBer den in der FuBnote 4) zitierten Abhandlungen seien noch er-
wihnt: C. Newmann, Ausdehnung der Keplerschen Gesetze auf den Fall, daf die
Bewegung auf einer Kugel stattfindet, Leipzig. Ber. 38 (1886), p. 1; dann J. Lense,
Das Newtonsche Gesetz in nicht-euklidischen Réumen, Wien. Ber. 126 (1917),
p. 1037.

192) K. Schwarzschild, Uber das zulissige KriimmungsmaB des Raumes,
Astr. Ges. Vjs. 35 (1900), p. 337.
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folgen, das sind durchaus unmerkliche Zahlen. Sollte 4z von beob-
achtbarer GroBe, z. B, 10” fiir ein Jahrhundert sein, so diirfte R hoch-
stens 1000 Erdbahnradien betragen, nach Schwarzschild eine durchaus
unzuliissige Annahme. Durch Beobachtungen von Planetenstérangen
158t sich also zuniichst kein Urteil iiber die Raumkriimmung fillen.

31. Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Gravitation. a) Altere
Theorie. Die dlteren Untersuchungen zur Frage, welchen EinfluB die
Annahme einer endlichen Fortleitungsgeschwindigkeit der Gravita-
tion1%) auf die Bewegung der Planeten habe und welche Korrektion
des Newtonschen Gesetzes durch sie bedingt ist, lassen sich in zwei
Gruppen teilen. Die erste beginnt mit Laplace'®), die zweite mit dem
von W. Weber in der &lteren Elektrizititslehre aufgestellten elektro-
dynamischen Grundgesetz und seiner Ubertragung auf das astrono-
mische Problem der Planetenbewegung. Beide Gruppen unterscheiden
sich wesentlich voneinander. Die erste gibt dem Newfonschen Ge-
setze Zusatzglieder von der GroBe v:c in erster Potenz, wenn v die
Geschwindigkeit des Planeten und ¢ die der Fortpflanzung der Gravi-
tation bedeutet. Damit werden, wenn man ¢ mit der Fortpflanzungs-
geschwindigkeit des Lichtes identifiziert, die aus ihnen entstehenden
Stérungen sehr groB oder man muB, um sie auf ein ertrigliches, den
Beobachtungen nicht gar zu sehr widersprechendes MaB herabzu-
driicken, ¢ als die Fortleitung der Gravitation viele tausende Male
gréBer nehmen als die des Lichtes. Die zweite Gruppe enthélt in den
Zusatzgliedern nur das Verhiltnis o : ¢ im Quadrat. Deshalb werden
die durch sie bedingten Stérungen, selbst wenn man fiir ¢ die Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes substituiert, im Gegensatze wie-
der zu klein. Es sind daher weder die der ersten noch die der zweiten
Gruppe zugrundeliegenden Annabmen, die aus einer endlichen Ge-
schwindigkeit der Gravitation flieBenden Bewegungsstorungen der Pla-
neten und des Mondes in Rechnung zu ziehen, geeignet, die da auf-
tretenden Anomalien zu erklédren.

Merkwiirdigerweise zeigt sich zwischen den beiden Gruppen noch
ein anderer wesentlicher Unterschied. Bei der ersten ergeben die auf-

198) Vgl. die Referate iiber diese Frage von: S. Oppenheim, Zur Frage
nach der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Gravitation, Jahresb. des akad. Gymn.
Wien (1895); F. Tisserand, Méc. cél. 4, chap. 28 (1896); P. Drude, Uber Fern-
wirkungen, Ann. Phys. Chem. 62 (1897) und J. Zenneck, Encykl. V 2, Nr. 20, p. 44.

194) Laplace, Méc. cél. 4, Livre X, chap. 7. Sur les altérations que le
mouvement des planttes et des cometes peut éprouver par la transmissions suc-

cessive de la pesanteur. Vgl. auch: Laplace, Exposition du systéme du monde,
Livre IV, chap. 117.
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tretenden Zusatzglieder eine sikulare Storung in der Bahnachse a und
damit infolge der Relatiou a®n® =% auch eine in der mittleren Be-
wegung # und eine Beschleunigung in der mittleren Liinge L. Sie
schien daher vorzugsweise zur Erklirung des kleinen Fehlbetrages in
der Mondtheorie geeignet. Bei der zweiten Gruppe dagegen ist der
sikulare Teil 4a = O und von den Stérungen der anderen Elemente
die in der Linge des Perihels » am groBten. Sie wurde daher bei
der Erklirung der Merkuranomalie bevorzugt.

Laplace'®t) bestimmt den EinfluB der endlichen Fortpflanzung der
Gravitation durch eine Art Aberration, indem er in die Bewegungs-
gleichungen eine Storungskomponente S einfiihrt, die auf dem Radius-
vektor r zwischen anziehendem und angezogenem Korper senkrecht

steht und dem Produkte aus der reinen Newfonschen Kraft, K, zwi-
& dn
ay
der relativen Bahngeschwindigkeit des einen um den anderen gleich
gesetzt wird:

— ds 1 _  K(m {-my)ds 1
(40 a) S=+4+ K% - — e

schen beiden in das Verhdltnis v:c gleich ist, wobei v =

dt ¢ re

Ihr entspricht die Stérung der Bahnachse A4a und damit eine siku-
lare Beschleunigung der mittleren Linge
a*n’ 3an® 3k

(40b) dq = — ¢’ AL=—2Tt2=2¢;—Wt2
Unter der Annahme ¢ = 3,10° km/sek—! folgt daraus fiir die Bewe-
gung der Erde um die Sonne eine tigliche Anderung 4 L — 0,00008”
und fiir die des Mondes um die Brde 4L = 0,0558", beides so grofie
Betriige, daB, um sie auf das den astronomischen Beobachtungen nach
noch zulissige MaB von etwa 1” fiir ein Jahrhundert zu reduzieren,
eine mehr als millionenfache VergroBerung von ¢ erforderlich wire.

Eine wesentlich andere Behandlung erfihrt das Problem bei
R. Lehman-Filhés'®) und J. von Hepperger'®®). Bei beiden tritt schon
der Begriff der infolge der endlichen Geschwindigkeit der Gravitation
retardierten Kraftwirkung auf, indem die Koordinaten genommen wer-
den fiir einen spiteren bzw. fritheren Zeitmoment, je nach der Zeit,

195) R. Lehman-F'ilhés, Uber die Bewegung der Planeten unter der An-
nahme einer sich nicht momentan fortpflanzenden Schwerkraft, Astr. Nachr. 110
(1884), p. 209, und: Uber die Sikularstorungen der Linge des Mondes unter der
Annahme einer sich nicht momentan fortpflanzenden Schwerkraft, Miinchen. Ber.
25 (1895), p. 371.

196) J. von Hepperger, Uber die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Gravi-
tation, Wien. Ber. 97 (1888).
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die die Gravitation braucht, um von dem einen Korper zum anderen
zu gelangen. Die Entwicklung wird bis zu der ersten Potenz von
v : ¢ durchgefiihrt. Hierbei nimmt Lehman-Filhés die Geschwindigkeit
der Sonne, v. Hepperger dagegen die des Schwerpunktes von Sonne
und Planet als konstant und mit der Eigenbewegung der Sonne iden-
tisch an. Bei ersterem kommen daher nur Storungsglieder vor, die
mit dem Verhiltnisse g : ¢ multipliziert erscheinen, unter g den Vek-
tor der Sonnenbewegung im Raume mit den Komponenten g¢,, g, und
g, verstanden, bei dem zweiten auch solche, die von der relativen
Bewegung beider Korper umeinander abhingen. Die einfluireichste
unter den siikularen Teilen der Storungen ist Ja und damit in Ver-
bindung die entsprechende 4n und A L. Aber diese hat hier ein
negatives Vorzeichen, so daB sie nicht eine sékulare Beschleunigung,
sondern im Gegenteil eine Verzogerung darstellt. Die Frage nach
der Erklarung der Anomalie in der Mondbewegung bleibt daher durch
sie ganz und gar unerledigt. Die Stérung selbst ist (Lehman-Filhés)

41 dag=-22 0 gL = Spp 28 Wp
(41a) @ Vi=e ¢’ 2n]/1—e’c

und der von der relativen Bewegung herriihrende Teil (v. Hepperger)

(41b) Aa — 2EM 2a*n AL=—3—2EM a'n’t,.

(E+M? ¢’
Dieser deckt sich, wie man beim Vergleich mit Gleich. (40b) findet,
bis auf das Vorzeichen und den Massenfaktor 2EM : (E + M)* mit
dem Ergebnisse der Laplaceschen Annahme, so daB die dort ge-
machten Bemerkungen iiber den absoluten Betrag von ¢ auch hier
giiltig bleiben, zumal der Massenfaktor, der fiir die Verhéltnisse Mond—
Erde genihert gleich 2 :81 ist, nicht geniigend klein erscheint, um
die Stérung zu erniedrigen.

b) Die dlteren elektrodynamischen Gesetze. Die der zweiten Gruppe
angehdrenden Untersuchungen reihen sich an das Webersche elektro-
dynamische Grundgesetz an. C. Neumann®”) versuchte auf eine von
Gauf3 gegebene Anregung hin, auf Grundlage einer Art Retardation
des Potentials, eine Ableitung desselben. Er setzt an Stelle des reinen
Newtonschen Potentials

Py = Krm,my : 7y,

wo 7, die dem Augenblicke ¢, der Emission entsprechende Distanz der

197) C. Neumann, Prinzipien der Elektrodynamik, Bonn. Univ. Festschr.
1868, dann die Diskussion mit R. Clausius, Pogg. Ann. 135 (1868) und Newton-
sches Prinzip der Fernwirkungen (Leipzig 1896), Kap. VIII.
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beiden sich anziehenden Punkte bedeutet,

P=1mm,:r,
wo r die dem etwas spiteren Momente ¢ entsprechende Distanz vor-
stellt, in dem das Potential den anderen Punkt erreicht hat, und
nimmt schlieBlich, nach Entwickelung bis auf Glieder erster Ordnung
R et

an. So ergibt sich der neue Ausdruck

1d : 1d 1 /d
(428) P=Rmymy:r (1—150) = Fomym, [14 3 sG]
nach einer weiteren Entwicklung bis auf GroBen zweiter Ordnung

in ¢. Aber bei der Berechnung der Kraft K aus ihm, die nach der
Lagrangeschen Form durchzufiihren ist,

=4 62)

zeigt sich, daB das Glied erster Ordnung %(%:) entfillt, und es da-
her geniigt,

1 /dr\?
(42b) P = k*m, my [1 -+ c—,(d—:) :, ir

anzunehmen, was sich mit ‘dem Weberschen elektrodynamischen Grund-
gesetze deckt.
In Anwendung auf die Bewegung der Planeten!®®) folgt aus ihm
als bedeutendste unter den sikularen Stsrungen
An = nda? : ¢ = k¥ : ¢*V/dS,
deren Auswertung unter der Annahme ¢ = 3,10° km/sec~! fiir die Pla-
neten die Zahlen gibt:

Merkur A=z = -+ 13,65” edn = - 2,89

Venus 2,86" 0,02”
Erde 1,27" 002"
Mars 0,44 0,04”
Jupiter 0,02” 0,007,

die bis auf Merkur unter die durch die Beobachtungen konstatier-
baren Grenzen fallen, aber selbst fiir diesen an den Betrag von 41,25"
nicht heranreichen. Wollte man ihn erzielen, so miiBte man etwa
¢ = 3,10°: V3 km/sec~! annehmen. Fiir die Bewegung des Mondes
um die Erde folgt 4= = 0,0202” also eine unmerkliche GroBe.

198) F. Tisserand, Sur le mouvement des plandtes autour du soleil d'aprés
la loi électrodynamique de Weber, Paris C. R. 75 (1872), p. 760; ferner G. Holz-
miller, Zeitschr. Math. Phys. 1 (1870), p. 69, und H. Servus, Inaug.-Diss. Halle
(1885).
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Nach dem von Riemann'®®) aufgestellten Gesetze ist

(43) P = Bmymy[1— (&9 + (G))]
und aus ihm folgt, in gleicher Weise wie beim Weberschen, neben
da = 0 als sonstige wichtigste sikulare Stérung,

Am = 2n2a? : ¢?,
das ist genau der doppelte Betrag. Er reicht bei der Annahme
¢ = 3,10° km/sec~! zur Erklirung der Merkuranomalie nicht aus.
Einem von M. Lévy'*®) gemachten Vorschlage gemi8, die beiden Ge-
setze Py und Pp durch Einfiihrung eines unbestimmten Parameters
« zu einem in der Form

P = Py + a(Pw — Pp)
zu vereinen, wiirde zur Berechnung von « die Gleichung
13,66” + «(27,30” — 13,656”) = 41,25”
und aus ihr der Ndherungswert ¢ = 2 folgen. Das Potential

@0 r—pmm 1+ (8 (5 ()]

bringt also unter der Annahme, daB ¢ mit der Lichtgeschwindigkeit
identisch ist, den vollen Fehlbetrag in der Merkurtheorie zur Dar-
stellung.

Eine andere Verallgemeinerung des Weberschen Gesetzes riithrt
von P. Gerber®®) her. Er fiihrt in den Neumanmnschen Ausdruck fiir
das Potential (Gleich. (42a)) in dessen Nenner den unbestimmten Ex-
ponenten « ein:

1 d + 1) dr\®
(458) P =Rmymy: r[1 — L 5] '= B[ 1 + 2L (270
und erhdlt so als siikulare Perlhelstorung
_a(e+4+1)a’n® (e 1) ’”
Adm ="'~ 5 = —15 - 13,65
aus der, unter der Annahme Az = 4125", fiir « die zwei Werte
oy =2 und e, = — 3 folgen. Das Potential
8 (dr\?
(45b) P —=Hmomy[1 47, (d—t) e

199) B. Riemann, Ein Beitrag zur Elektrodynamik, Ges. Abh. 1867, p. 270.
Uber die Bewegung der Planeten bei Annahme dieses Gesetzes vgl. O. Liman,
Inaung.-Diss. Halle (1886), dann M, Lévy, Paris C. R. 110 (1890), p. 545.

200) P. Gerber, Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Gravitation, Zeitschr.
Math. Phys. 43 (1898), p. 93; ferner: Jahresber. Real-Progymn. Stargard (1902),
wieder abgedruckt Ann. Phys. Chem. 52 (1917), p. 4156 und die Entgegnungen
von Seeliger, ebd. 53 (1917), p. 31 u. 54 (1917), p. 38 sowie Oppenheim, ebd. 58
(1917), p. 163
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wiirde daher ebenfalls die volle Anomalie in der Merkurtheorie er-
kliren — mit der Annahme ¢ = 3,10° km/sec1.

Wesentlich verschieden von den beiden bisher angefiihrten ist
das Clausiussche®') Gesetz. Es fiihrt in das Potential an Stelle der
relativen Geschwindigkeiten deren absolute Werte ein in der Form

dx, d dy, d dz, d
o) 2= w14 (35 45 80+ )

und macht damit die Storungen wieder von der Eigenbewegung der
Sonne abhéngig. Sind dann 9., 9, und g, wie oben deren Kompo-
dz dy d
@ at " d
dx, My

W=ml+m, dt +g"

nenten, und i ? die relativen Geschwindigkeiten, so ist

und analog fiir ¥ und #

zu setzen und man erhilt fiir P den neuen Ausdruck:

o =" 14— (@) + @)+ G))

(%+mx,df+% +de+ﬂr+w+ ﬂ}

Dieser gibt als sikulare Stérung neben Aa = 0 noch

2
m, —m, nia

ez11|:=ml+m2 9y o7

entsprechend dem zweiten Glied, in dem die Stérung darstellenden Teil
von P, wihrend der erste Teil bis auf den Faktor m,mg : (m, 4 m,)*
dem Riemannschen Gesetze gleichkommt, und das dritte konstante
Glied sich in die Gravitationskonstante %? einschlieBen 1iBt, die da-

mit den Wert erhilt:
Pl1— L@ +a+9)]

Eine eigenartige Stellung in diesen Gravitationstheorien nimmt
‘die Jaumannsche Theorie®®®) ein. Sie fiigt zur Laplace-Poissonschen
Gleichung, der das gewdohnliche Newtonsche Potential gentigt, zwei
Glieder hinzu: eines, das die Verbreitung des Potential mit der Zeit
darstellen soll und, da nur der erste Differentialquotient nach der
Zeit hineinspielt, diese mit der Ausbreitung der Wirme in den Kor-
pern vergleicht, und das zweite, das der Divergenz des Geschwindig-

201) R. Clausius, Uber ein neues Grundgesetz der Elektrodynamik, Pogg.
Ann. 150 (1875), p. 657.
202) G. Jaumann, Theorie der Gravitation, Wien. Ber. 121 (1912), p. 95.
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keitsvektors g des sich bewegenden Korpers proportional ist. Die
Gleichung lautet daher
aP .
=+ -f; P div[g(e — o)) + 4wx(e — 0)) = 4,P.
Sie enthilt die neuen Konstanten, o als eine Art Warmekapazitit,
n ein Wirmeleitungsvermogen, o die Dichte des Stoffes an der Stelle
des Raumes, fiir die das Potential berechnet ist, g, die des freien

Athers, so daB 07”5 die Verbreitungsgeschwindigkeit der Gravitation

vorstellt, und endlich 8 eine Materialkonstante, die mit der Gravita-
tionskonstanten %% in der Verbindung Bx = 4mnk?® steht. Die Glei-
chung sagt, daB im freien Ather (p = g,) mit groBer Anniherung
das reine Newtonsche Gesetz gilt, an anderen Stellen aber, wo Ma-
terie vorhanden ist, treten Abweichungen ein. Ein Versuch jedoch,
aus der Newcombschen Fehlertafel die numerischen Werte der neu
eingefiibrten Konstanten zu bestimmen und sie in bezug auf ihre
physikalische Mdglichkeit zu priifen, liegt bisher nicht vor.

Berichtigung.
p. 88. FuBn. 2 ist zu streichen.
p. 91. Fubn. 22 SchluBsatz: Uber die Unterscheidung . .. ist zu streichen.

(Abgeschlossen Februar 1920.)
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1) In dem vorliegenden Referat wurde aus Platzriicksichten von der ur-
spriinglichen Ausarbeitung nur das fiir die astronomischen Anwendungen der
Relativititstheorie Notige beibehalten, dagegen alles Prinzipielle (Relativitit der
Bewegung, Kosmologie usw.), alles Mathematische (Tensoranalysis und Differen-
tialinvarianten), endlich alles rein Physikalische (Energetik u. dgl.), soweit es
fiir die astronomischen Anwendungen entbehrlich ist, weggelassen. Diesbeziig-
lich sei auf ein bei Teubner in Vorbereitung befindliches Buch des Referenten
oder auf den Artikel V 19 (Relativitéitstheorie) von W. Pauls jr. (auch als Sonder-
druck bei Teubner erschienen) verwiesen. — Fiir Verbesserungs- und Erginzungs-
vorschlige ist der Referent Herrn W. de Sitter (Leiden), fiir Mitarbeit an der
Korrektur Herrn F. Zerner (Wien) zu herzlichem Danke verpflichtet.
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H. A. Lorentz, Abhandlungen iiber theoretische Physik, Leipzig 1910 (Teubner),
Nr. XIV, XVII—XX; zitiert als Abh.

— Das Relativitiitsprinzip. Eine Sammlung von Abhandlungen usw. Leipzig 1913
(Teubner), 3. Auflage 1920. S. 74—89; zitiert als Samml.

— Das Relativititsprinzip. Drei Vorlesungen gehalten zu Haarlem. Leipzig 1914
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I. Spezielle Relativititstheorie.

A. Mechanik.

1. Mechanik des Massenpunktes in der speziellen Relativitiits-
theorie. Die Mechanik der Relativititstheorie vereinigt die drei Im-
pulssiéitze und den Energiesatz zu einer einheitlichen Aussage in einer
Mannigfaltigkeit von vier Dimensionen, den.drei rdumlichen plus einer
zeitlichen.

In der speziellen Relativitéitstheorie (sp. Relth.) hat diese Mannig-
faltigkeit (die sog. Minkowskische ,,Welt“) eine (pseudo)euklidische MaB-
bestimmung; bedeuten xys kartesische Koordinaten, ¢ die Zeit, ¢ die
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Lichtgeschwindigkeit, so behandelt man die Zeit £ oder besser die GroBe
¢ty — 1 wie eine vierte kartesische Koordinate und setzt fiir das Qua-
drat des unendlich kleinen Abstands!®) zweier benachbarter, Weltpunkte*

4
1) ds? = 3dt? — dz® — dy® — do® = —Sda}
i=1

mif %, =2, Ty =1y, zy = 2, 2, =cty— 1.

Irgend ein Massenpunkt beschreibt vermoge seiner Bewegung in
dieser ,,Welt“ seine , Weltlinie“, d. i. den Inbegriff seiner simtlichen
Lagen mit den zugehdrigen Zeiten. Die Weltlinie bleibt ungesindert,
wenn das kartesische Koordinatensystem der z, z,z,2, eine orthogonale
‘Transformation erfihrt. Eine solche ist z. B. die Lorentztransformation
(vgl. Nr. 4), welche geometrisch eine Drehung der Zeitachse, physika-
lisch den Ubergang zu einem neuen, relativ zum alten gleichférmig und
geradlinig bewegten Bezugssystem bedeutet. Die sp. Rel.th. behauptet
iiberdies noch die Unabhéngigkeit aller Aussagen der Mechanik (sowie
auch anderer Gebiete) von der absoluten Geschwindigkeit des Bezugs-
systems, ja sie erklirt diese iiberhaupt fiir unfeststellbar. Kine ana-
loge Unabhingigkeit besteht bekanntlich in der Newtonschen Mechanik
gleichfalls; alle gegeneinander irgendwie gleichformig und geradlinig
bewegten Bezugssysteme sind nach deren Relativitatsprinzip gleich-
berechtigte Systeme (Inertialsysteme) zur Beschreibung der mechani-
schen Erscheinungen. Der Unterschied beider Relativitatsprinzipe liegh
nur in der Behandlung der Zeit als Parameters bei Newfon, als vierter
Koordinate in der sp. Rel.th.

Jene einheitliche vierdimensionale Aussage, welche die drei Im-
pulssitze und den Energiesatz zum Impulsenergiesatz vereinigt, erhilt
man fiir die Mechanik des Massenpunktes in der sp. Rel.th. aus fol-
gendem Variationsprinzip:

2 2 4
@) — 8 [emds 4 [ds D X,05,= 0.
1 1 t=1
Es tritt an Stelle des Hamiltonschen Prinzips der Newfonschen Mechanik
A 3
@) of (T — D) dt+ [ar(Xoz + Yoy + Z64) = 0.
1 1

Dabei bedeuten in (2):
m eine Massenkonstante des bewegten Massenpunktes,

12) In Encykl. V 19 (W. Pauli jr.) wird statt (1) die Form dz®- dy?+4
~+ dz* — ¢*dt? gewihlt,
Encyklop. d. math. Wissensch. VI 2, B. 11
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X, X, X; die drei raumlichen Komponenten der Minkowskischen Vierer-
kraft,
X, ihre zeitliche Komponente, die der Arbeitsleistung der auf
den Massenpunkt wirkenden Kraft proportional ist.
Die Integration geht lings der Weltlinie des Massenpunktes zwischen
einer Anfangslage 1 und einer Endlage 2. ds ist das Element des
nach (1) entlang der Weltlinie gemessenen Bogens. Seine physika-
lische Bedeutung ergibt sich aus:

(8) ds=Vctdt* — dz* — dy* — d?
= oat )/ 1= S[(@)+ (&) + (@) ] = ed,

wo dt offenbar das Element einer Zeit =, der Eigenzeit des Massen-
punkts, ist, die zu einem ganz bestimmten vierdimensionalen Koordi-
natensystem, dem Figensystem oder Ruhsystem des Massenpunktes,
gehort. Wie der Name sagt, ist dies jenes durch eine passende Dre-
hung (Lorentztransformation) immer herstellbare System, das diejenige
geradlinige und gleichformige Bewegung besitzt, welche der Massen-
punkt augenblicks hat; in einem solchen System ruht ja der Massen-
punkt fiir den Augenblick, d. h. er besitzt die Geschwindigkeit

VBT T o

In jedem anderen System muB daher v < ¢ vorausgesetzt werden, da
dv reell sein muB (Bewegung mit Unterlichtgeschwindigkeit). Die
Variation in (2) ist bei Festhaltung von Anfangs- und Endlage 1
bzw. 2 zu vollziehen, und zwar so, daB die Eigenzeit v oder der Bo-
gen s, gerechnet von der Anfangslage 1 bis zur jeweilig zu variieren-
den Lage, nicht variiert wird.

Die Bedeutung der Zeichen in (2a) ist wohlbekannt: XY Z ist
die Newtonsche Kraft, T'= 1mo? die kinetische Energie, U die poten-
tielle Energie des Massenpunktes. Letztere ist bekanntlich in der New-
tonschen Mechanik nur bis auf eine additive Konstante bestimmbar,
welche man, wenn man will, als latente Energie des Massenpunktes
deuten kann. Die Variation in (2a) betrifft nur die rdumlichen Ko-
ordinaten, liBt aber die Zeit unvariiert.

So ergibt sich aus (2) der Impulsenergiesatz der Mechanik des
Massenpunktes in der sp. Rel.th. in der Form:

4) - Z;'l; (m %%) + X, =0, (1=1,2,3,4)
wihrend aus (2a) die Impulssitze der Newfonschen Mechanik des
Massenpunktes
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. v At
(4a) d
dt( )+Z_0

folgen. Vergleichung der drei ersten Gleichungen von (4) mit (4a)
ergibt, daf die rdumlichen Komponenten der Minkowskischen Vierer-
kraft mit der Newtonschen Kraft durch

dt 1 1
X1=Xa.;=X._l7_,;;, X2=Y'—7,T’
1— Vl"?
®) 1
l X, =2z

2
V1-—”—
c?

zusammenhingen. Der Unterschied zwischen den Impulssitzen der
sp. Rel.th. und denen der Newtonschen Mechanik beruht sonach darauf,
daB jene an Stelle von (4a) die Gleichungen:

d m d m
—d_t(“l zdt>+X 0, —d—t(—l v:dt>+y 0,
c? s

dt(l/ _E:dt>+z—0

hat, d. h. eine von der Geschwindigkeit v abhiéngige ,Masse*
M= —= an Stelle der konstanten Masse m. Die ,Masse“ M

2
Vi-a
nihert sich fiir kleine Geschwindigkeiten v << ¢ der Konstanten m, welche
also die Masse gemessen im Ruhsystem des Massenpunktes oder seine
Ruhmasse ist. Wahrend daher die Newtonsche Mechanik die Rub-
masse als unveriinderte Masse fiir beliebig hohe Geschwindigkeiten
beibehilt, wichst nach der sp. Relth. die ,Masse“ M mit wachsender
Geschwindigkeit immer mehr und nihert sich fir v = ¢ dem Werte
Unendlich. Nach der sp. Rel.th. kann also ein Massenpunkt hdch-
stens bis auf Lichtgeschwindigkeit und nicht dariiber hinaus beschleu-
nigt werden.

Die 4. Gleichung in (4) stellt nach dem eingangs Erwihnten den
Energiesatz dar. Dieser flieBt bei der Newtonschen Mechanik als eine
Folge aus den Impulssitzen (4a) in der Form:

Ta)  —fT+ D+ (XE+YPE+25) =0,

wihrend er sich in der Mechanik der sp. Relth. als vierte gleichbe-

rechtigte Gleichung neben die drei Impulssitze stellt. Vergleichung
11*

(4D)
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mit (Ta) ergibt, daB die vierte Komponente der Minkowskischen Vierer-
kraft mit der Arbeitsleistung der Newtfonschen Kraft durch

_V—1/yds dy d 1
®) X, = (XE+ Y5 +23) Vi
—

zusammenhingt. Der Unterschied zwischen beiden beruht sonach dar-
auf, daB erstere an Stelle von (7a) die Gleichung:

d mc? dx dy dz

(7h) ‘az(i/‘;:7=>+(xm+ym+za‘t)=°
e

hat; mithin entfillt der Unterschied zwischen kinetischer und poten-

tieller Energie des Massenpunktes, und es gibt nur einen Ausdruck
fiir seine Glesamtenergie E, nimlich

mc?
(8) F = M 62 = -——‘; .
Vi-%
Fiir kleine Geschwindigkeiten geht dies tiber in den Ausdruck
mc? 4 Lmo?, welcher mit dem Newfonschen Ausdruck U -+ T fiir die
Gesamtenergie zusammenfillt, sobald man dem Massenpunkt eine ,in-

nere Energie“

9) U= mct

zuordnet. Hierin liegt das Gesetz von der Trdgheit der Enmergie, so-
weit es fiir den Massenpunkt in Betracht kommt, und die Zuriick-
fiilhrung der Masse eines Korpers auf seinen Energieinhalt.

Die vier Gleichungen (4) der Relativititstheorie sind nicht unab-
hingig von einander, ebenso wie in der Newtonschen Mechanik der
Energiesatz aus den Impulssitzen folgt. Denn es besteht die Identitit:

W A +x)=o

i=1

(Minkowskische Orthogonalitiitsrelation), welche unter der Voraus-
setzung, daB %’g =0 ist, d. h. nach dem Obigen, daB die innere
Energie des Massenpunkts wihrend der Bewegung konstant bleibt
(adiabatische Bewegung), einfach bestitigt werden kann.

2. Das Newtonsche Gesetz in der speziellen Relativitiétstheorie.
Um das Newtonsche Gravitationsgesetz der sp. Rel.th. anzupassen, geht
man am besten von folgenden Annahmen aus:

a) Die Gravitationswirkung pflanzt sich mit Lichtgeschwindig-
keit fort.
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b) Das Newtonsche Gravitationsgesetz ist strenge richtig in einem
Bezugssystem, in welchem der anziehende Korper momentan
ruht, welches auch immer die Bewegung des angezogenen Kor-
pers sei.

Unter diesen Annahmen gelingt es, durch eine Lorentztransformation
die Form des Newtonschen Gesetzes in einem beliebigen Bezugssystem
der sp. Rel.th. anzugeben.?) Man hat hierbei nur alle auf das urspriing-
liche Bezugssystem bezogenen GroBen durch wierdimensionale, vekto-
rielle, d. i. vom Koordinatensystem unabhingige Invarianten bzw. Ko-
varianten auszudriicken, um direkt die auf das allgemeine Bezugs-
system bezogene Form vor sich zu haben. Man beachte, daf die
zweite der obigen Annahmen der Beschleunigung des anziehenden
Korpers keinen EinfluB auf die Anziehungswirkung zugesteht, was
sicherlich nur angenihert richtig, aber wegen der Kleinheit der astro-
nomisch vorkommenden Beschleunigungen zuldssig ist.

Die angedeutete Rechnung verliuft im einzelnen wie folgt: Es
sei m’ die anziehende Masse, ihre Geschwindigkeit v’® =0 im Ruh-
system K° der Masse m/, ihre Koordinaten x'%y’%7'% die angezogene
Masse sei m, ihre Geschwindigkeit in K° sei v% ihre Koordinaten
2°9°2% Es bedeute ferner 7% = (20 — 2% + (y* — y'°)* 4 (s°— 7%
GemdB der Annahme a) gehort, wenn #° der Zeitmoment ist, in wel-
chem m’ in 2'%%2'° betrachtet wird, eine spitere Zeit #* zu dem Mo-
ment, in welchem die Wirkung von m’ in der Lage 2°y°2° von m
eintrifft. Und zwar ist:

1) =104 2.
Nach Annashme b) wirkt auf m in K° genau die Newfonsche Kraft:
=@, = ey,
Z°=——kmm(z — 7.

GemiB der Mechanik der sp. Relth. (vgl. (B) und (6)) gehdort zu ihr
der Vektor der Minkowskischen Viererkraft:

=X0V1_1_”_j;, X,° _YUT/ _»o:) V;:-v::—:,
Xp =V (X + 15k +Z°Zio)f/—lj_:-

2) Vgl. H. A. Lorentz, Vorl., Nachtrag 8, wo allerdings umgekehrt verfahren
und gezeigt wird, daB unsere Gleichungen (15b) gegen eine Lorentztransforma-
tion kovariant sind.
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Die Bewegungsgleichungen der angezogenen Masse m lauten
nach (4):

d (dz Bw, 1
B =-—Fe— Dy TL
1_—6’_‘
a (dy k2w’ ‘0 1
Zi?(ﬁ = — os (?/0—“!/.)——"——*—”0,;
et
d (dz Bm’ o 0 1
E(WL’)=— r08 (Z - ) 291
—?‘
d dt, Bm'Y—1 ,
(=) == e e+ 00—y

+ (‘eo - z'b) dt°}

1

=

daher

,voi

Die rechten Seiten miissen die Komponenten eines Vierervektors bil-
den. Um diesen anzugeben, bedenke man, daB die Eigenzeit z nach
(3) eine Invariante der Lorentztra.nsformatlon ist. Also gehort zu der

da® dy® d2°
0 ey
Geschwindigkeit b° mit den Komponenten —75 =55 ==
tor mit den vier Komponenten:
dz® _ dx° 1 dy® __ dy° 1
F R T e dr - at® ) gon?
]/1 - V1 -2
4 4
0 0 _— 0 _— 1
d_z=‘i€__ 1 'V._lc‘it -_:“/-—]_c

dz at® 23’ dz 2987
1= 1=

und ebenso zur Geschwindigkeit »'® == 0 ein Vierervektor:
dx’® ay’® ar°® — dt’’
=0 G =0, =0 V-1l
Endlich bilden die Differenzen der Koordinaten und Zeiten
Vierervektor:

ein Vierervek-

elnen

2 — a0 Y —y° L —2° Y—1le(® — ) =VY— 10"

Dann bestiitigt man leicht, wenn wieder zur Indizesbezeichnung iiber-

gegangen wird:

4 4
1 _ 1 dap daj® l da, da),
T dr dv dt d7’?
1— h=1 h=1
, da:t day
=___2;(x0_ 0 b = '_xh)d,,';

wo sich die ohne den Index 0 geschriebenen Koordmaten z auf ein
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beliebiges Bezugssystem K beziehen. Somit schreibt sich der gesuchte
Vierervektor, der zur Newtonschen Kraft gehort, in einem beliebigen
System K:

k*m’e dx,dx;, dxj dax,
(12) X;=— dx;, [(x —x;) d,”‘,ﬁé_d,";’(‘% xh) l:l'

[Den—az?]

Hierin bedeuten natiirlich:

’ 7’ ’ ’ ’ ’
B— =T — %, Xy— W =Y —Y, LH—T =724,
z, —x, =V — le(t —1t),

dz, _dz 1 dz, _dy 1 d&m _dz 1
dz dt 2t dv dt Tt dr dto /T
Vl‘?“ —? S
d:::4
—le———
=V— =
1=
de; _ dx’ 1 dx, dy 1 dx  ds 1
dv T At S i A7 T df 5/ gt dr At 4/ o’
V1—3{ V1—”, Vl—”—,—
¢ ¢ ¢
dxf e 1

und es besteht die zu (11) analoge Gleichung:

(11a) t=1t 47,

da die Gleichung, die mit (11) gleichbedeutend ist,
4

(11b) 2@ — a0 =0= 2oy — )

gegen eine Lorentztransformation (orthogonale Transformation) in-
variant ist.

Somit lauten die Bewegungsgleichungen der angezogenen Masse m
in einem beliebigen Bezugssystem K, in welchem die anziehende Masse
m’ die Geschwindigkeit v" == 0 besitzt:

k*m’ 1—2,; ,
0 &) =)

usw.

mit den iiblichen Bezeichnungen der dreidimensionalen Vektoranalysis.
Man beachte hierbei, daB die Lage 2'y’#" von m’ nicht gleich-
zeitig mit der Lage xzyz von m ist, sondern entsprechend (1la) zeit-

I

lich frither als diese. Wiinscht man diejenige Lage «'y”2” von m,
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die mit zyz gleichzeitig ist, zu kennen, so muB man wissen, wie sich
m’ nach der Zeit ¢ bis zur Zeit { bewegt hat. Macht man die An-
nahme, daB diese Bewegung gleichformig und geradlinig sei, was bei
der Kleinheit des Zeitunterschiedes ¢ — ¢’ (Latenszeit) infolge der ge-

ringen astronomischen Beschleunigungen statthaft ist, so kommt:
’ ’ 17 ' r , ” 2
T=u bx(,: y=y"‘ny?, =2 _D%’Z‘

Bezeichnet man den dreidimensionalen Vektor mit den Komponenten
z2—z", y—y", 2— 2" durch R, so kommen statt (13) die Gleichungen:

(14), 1N keﬁﬁ_ic{)~ (@2 (2 LAY
dt(dt ]/;__‘%”_) RS(VI"%‘;-F-(%Z%?)&\

usw.

,(ﬁn)

Wie wman sieht, weicht dies nur in GréBen 2. Ordnung hinsichtlich
der Quotienten % bzw. % von der klassischen Form des Newtonschen
Gesetzes:

(14a) ; (‘;’:}) = — kaf (x —2") usw.
ab, und geht, wie es nach Annahme b) sein muf, im System K, d. i.
fiir ' = 0, genau in die Form (14a) iiber. Man beachte, da in der

ror

Newtonschen Mechanik der Unterschied zwischen den Lagen z'y’2" und
2"y"s" wegfillt, weil dortselbst die Lichtgeschwindigkeit ¢, also auch
nach Annahme a) die Geschwindigkeit der Gravitation, als unendlich
groB behandelt wird.

Fiir die Praxis der Astronomie geniigt es, (14) nur bis za den

GroBen 2. Ordnung genau zu nehmen. Man erhilt so:

1d kEm’ " b 102
(15) g +ag o) =— (e —a) (1= + 55
+ 55 — 50 + 0] uew,

. d‘x . . " :
WO 0, = =5 usw. geschrieben ist. Dafiir kann man auch schreiben:

dz k2m’ ’r bY 1 9? 10°% 3 (Ry')®
Y gr=—lEe— - - i T %)

— (02 — bz) 5~ | usw.

Wiinscht man die Gegenwirkung von s auf m zu kennen, so hat
man offenbar eine zu (15) ganz analoge Gleichung, in welcher nur
die gestrichenen und ungestrichenen GréBen vertauscht, sowie das Vor-
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zeichen von R — (jedoch natiirlich nicht das von R) — umgekehrt sind:

atz” 1 (bv) 102 102 3 (Rp)?

16 Gr =~ [~ @—a(1 =P +i5— 515
— (0, — v2) B
x X c’

Wirkung und Gegenwirkung sind also in der Mechanik der Relativi-
tatstheorie nich? entgegengesetzt gleich. Der Schwerpunkt beider
Massen ist also nicht unbeschleunigt.

Der Ausdruck (12) fiir die Viererkraft 1iBt sich ibrigens auch
aus’ einer Potentialfunktion ableiten, die jedoch nicht nur von den
Koordinaten der angezogenen und der anziehenden Masse, sondern
auch von deren Geschwindigkeiten®) abhingt. Und zwar ist in (2):

fdsZXidxi —— afdsP,
1 i 1

wobel
k"mm dx; dx; n
(17) P=— dr d7 /2(1’ ‘”i)i?’
so daf also:
d or P .
(18) Xi=g (7;;‘) — s, (1=1,2,3,4)
2(72)

Bei der Differentiation in (18) ist zu beachten, daB wegen (11b) die
z" oder besser das 7' von den z abhiingen, und zwar ergibt sich durch
Differentiation von (11 b) die Formel:

(19) n—2)| D@m—a)gF (=125

Die Formeln (17), (18) sind die relativistische Verallgemeinerung des
Newtonschen Potentials*), wobei dieses in der Form (fiir das System K°):
EE2mm’ 1

2 ’
-anzusetzen ist (anstatt _k 1::") wegen des Unterschiedes von Min-

kowskischer und Newtonscher Kraft (vgl. (5)). Die Formel (18) kann
dazu dienen, die Form zu berechnen, die das Newtonsche Gesetz bei
Berticksichtigung eines FEinflusses der Beschleunigung der anziehenden
Masse (also sozusagen der Strahlung) haben wiirde. Man erhilt dann

3) Nach Analogie des sogenannten effektiven Potentials von Riemanmn; vgl.
Encykl. V12 (Reiff und Sommerfeld), p. 47f.

4) Wir setzen in diesem Referate die Newtonsche Kraft gleich dem nega-
tiven Gradienten eines Potentials entsprechend der modernen Bezeichnungsweise.
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die aus der Elektronentheorie wohlbekannten Formeln von K. Schwarz-
schild®) fiir die ponderomotorische Kraft, die ein beliebig bewegtes
punktférmiges Elektron auf ein zweites ausiibt. Von Schwarzschild
stammt auch die Formel (17), nur in etwas anderer Gestalt.

Den Umweg iiber die Elektronentheorie nahmen auch die ersten
Versuche von H. A. Lorents, die Form des Newfonschen Gesetzes fiir
bewegte Korper zu finden.®) Von diesen und der anschlieBenden Lite-
ratur wird in der folgenden Nr. die Rede sein.

3. Astronomische Anwendungen der relativistischen Form,des
Newtonschen Gesetzes. In der genannten Arbeit hatte Lorents eine
elektromagnetische Theorie der Gravitation aufgestellt, woriiber man
den Artikel von Zemneck vergleichen wolle.”) Er wollte durch die Be-
riicksichtigung einer endlichen Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Gra-
vitation zu einer Korrektur des Newtonschen Gesetzes fiir bewegte Kor-
per gelangen, bei welchen sich ja (im Gegensatz zu ruhenden Korpern)
ein Kinflub der endlichen Fortpflanzungsgeschwindigkeit zeigen miiBte,
und erhoffte von dieser Korrektur eine Aufklirung der von Leverrier
entdeckten sikularen Anomalie in der Perihelbewegung des Merkur.
Vgl. hieriiber die Artikel von Zenneck®) und von Oppenheim?).

Die Arbeit von Lorentz steht noch nicht auf dem Boden des Re-
lativititsprinzips. Infolgedessen tritt in der Formel (15a) v’ als ab-
solute Geschwindigkeit der anziehenden Masse auf; Lorentz, der eine
dhnliche Formel, wie die rechte Seite von (15a), verwendet, operiert
daher noch mit der absoluten Geschwindigkeit des Sonnensystems.
Das Relativititsprinzip lehrt hingegen, daB in einem mit dem Sonnen-
system festverbundenen Bezugssystem K9 also in heliozentrischen Ko-
ordinaten, die Geschwindigkeit v'® des Systems gleich Null zu setzen
ist. Dann reduziert sich die rechte Seite von (15a) auf die klassische
Form des Newfonschen Gesetzes, d. i. auf die rechte Seite von (14a).
Der gesuchie Einflup der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Gravita-
tion auf das Newtonsche Geselz entfillt also, soweit es sich um die
Beschleunigung eines Planeten m gegen die Sonne m’ gemidB der
rechten Seite von (15a) handelt. Man kénnte nun allerdings meinen,
daB ein mit der Sonne fest verbundenes System kein im Sinne der
sp. Rel.th. berechtigles Besugssystem sei, indem die Sonne die Gegen-

5) K. Schwarzschild, Gott. Nachr. 1903, p. 125, 132; vgl. auch Encykl. V14
Lorentz), p. 199f.!

6) H. A. Lorentz, Amst. Akad. Versl. 8 (1900), p. 603,

7) Encykl. V 2 (Zenneck), p. 60.

8) Encykl. V 2 (Zenneck), Nr. 21—24.

9) Encykl. VI 2, 22 (Oppenheim), Nr. 81.
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beschleunigung des Planeten gemiB der rechten Seite von (16) er-
fihrt, das System daher nicht beschleunigungsfrei wire. Betrachtet
man aber die Masse m des Planeten als unendlich klein gegen die
Masse m’ der Sonme, so kann man die Sonne als in einem berech-
tigten System ruhend ansehen, und der obige SchluB besteht wieder
zu Recht. Auf diese Weise reduzieren sich die Gleichungen (14) und
(15Db) auf

(14%) 203 =@ —a) usw,
(15%) %‘ R . [(w — ) (1 —_ ) bx@c,i):l usw.,

d. h. es verbleibt der EinfluB der von der Relativititstheorie behaup-
teten Verdnderlichkeit der Masse mit wachsender Geschwindigkeit.
Diesen EinfluB zu berechnen haben 4. Wilkens'®) und genauer
F. Wacker'') unternommen. IThre Rechnungen sind iiberpriift von de
Sitter**).

De Sitter behandelte in seiner Arbeit auBer der auf (12) zuriick-
gehenden relativistischen Verallgemeinerung des Newfonschen Gesetzes,
die er Gesetz II nennt, und die in exakter Form zuerst von Poincare
aufgestellt wurde®) (wobei Poincaré iibrigens schon von der Metrik
(1) der sp. Rel.th. vor Minkowski Gebrauch macht), eine zweite Form,
die ebenfalls von Poincaré herrithrt™) und spiiter von Minkowsk: selbst
tibernommen wurde'®). Dieses zweite Gesetz I, wie es de Sitfer nennt,
beriicksichtigt nicht den Unterschied zwischen Minkowskischer und
Newtonscher Kraft, und ist daher vom Standpunkt der Mechanik der
sp. Relth. abzulehnen. Es ergibt sich iibrigens aus (12), wenn man

durch — Zh:iih Zw,", welches ja in K° gleich —11—1’:—_; wird, di-
-
vidiert. ‘
De Sitter bestiitigt das Wackersche Resultat, daB der EinfluB der

Veriinderlichkeit der Masse zu einer Perihelbewegung des Merkur im

10) A. Wilkens, Vierteljahrschr. A. G. 1904 — Phys. Ztschr. 7 (1906), p. 846.

11) F. Wacker, Phys. Ztschr. 7 (1906), p. 300; Inaug.-Diss. Tiibingen (Leip-
zig 1909).

12) W. de Sitter, London Astr. Soe. M. N. 71 (1911), p. 388.

13) H. Poincaré, Palermo Rend. Circ. math. 21 (1906), p. 129—175, insbes.
p. 176, Formel (14). — Diese Arbeit Poincarés stammt vom 23. Juli 19056 und
ist die Ausarbeitung einer Note gleichen Titels aus den Paris C. R. 140 (5. Juni
1905), p. 15604—8. Hier wurde zum erstenmal, vor FEinstein, das ,Postulat“ der
Relativitiit ausgesprochen.

14} H. Poincaré, 1. c. p. 174, Formel (11).

15) H. Minkowski, Gott. Nachr. 1908, p. 110 (Anhang), Formel (25).
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Betrage von etwa 7”2 per Jahrhundert, welche etwa 6mal kleiner als
die beobachtete ist, AnlaB gibt. Bei den iibrigen Planeten ist der Ein-
fluB unmerklich. De Sitter berechnet weiter den EinfluB der Beschleu-
nigung der Sonne, wenn die Masse des Planeten nicht vernachléssigt
wird, indem er das Bezugssystem nicht in der Sonne, sondern in
einem beschleunigungsfreien Punkte verankert. Ein solcher ist zwar
nicht der Schwerpunkt von Sonne und Planet, wie in Nr. 2 schon
erwihnt ist, jedoch ldBt sich ein solcher Punkt unschwer angeben
(de Sitter, 1. c. p. 399). Man hat dann die Relativbeschleunigung des
Planeten gegen die Sonne durch Subtraktion der Gleichung (16) von
(15b) zu berechnen. Die Rechnung nach der Methode der Stérungen®)
findet man 1 c. p. 403—6. Es ergibt sich fiir Merkur wiederum 7715
Perihelbewegung per Jahrhundert; alles Ubrige ist unmerklich. Da-
durch wird erneut bestitigt, daB der EinfluB der Bewegung der
Sonne, auf welchen man urspriinglich die Korrektur des Newfonschen
Gesetzes zu griinden gehofft hatte, Null ist. Es verbleibt nur der von
der verinderlichen Masse herriihrende Effekt der linken Seite von
(15a).1") Dieser ergibt allerdings eine zu kleine Perihelbewegung des
Merkur; allein de Sitter bemerkt 1. c. p. 408, daB, wenn die Seeliger-
sche Theorie des Einflusses der Zodiakallichtmaterie!®) auf die Be-
wegung der inneren Planeten herangezogen wird, der erwihnte Effekt
gleichwohl brauchbar wird. Bei Secliger bleibt némlich ein unerklirter
Rest von ungefiihr gleicher GroBe, den dieser auf eine Rotation des
empirischen astronomischen Koordinatensystems gegeniiber einem rich-
tigen Inertialsystem zuriickfithrt.!®) Diese Rotation wire durch die
Massenverinderlichkeit der sp. Rel-th. entbehrlich gemacht.!?%)

SchlieBlich moge bemerkt werden: dieser EinfluB der Massenver-
inderlichkeit ist unter ganz analogen mathematischen Verhiltnissen
wie im Sonnensystem bei der Kepler-Ellipse des negativen Elektrons
im Bohr-Rutherfordschen Atommodell von Sommerfeld®®) zur Erklirung
der Feinstruktur der Spektrallinien unter Zuziehung der Quantentheorie
verwendet worden. Auch die Erklirung der Perihelbewegung des

16) Jedoch von Druckfehlern entstellt, die (zum Teil) in einer spiteren Ar-
beit de Sitters, London Astr. Soc. M. N. 76 (1916), insbes. p. 725, verbessert sind.

17) Dies ist gegeniiber der Darstellung bei Lorents, Das Relativititsprinzip,
Vorl., L. ¢. p. 20 oder in desselben Autors Gottinger Vortriigen, Phys. Ztschr. 11
(1910), p. 1239 unten (Samml. ,,Das Relativititsprinzip®* p. 80 unten) zu betonen.

18) H. v. Seeliger, Miinchen Ber. 1906, p. 595.

19) Vgl. auch Encykl. VI 2, 1 (4dnding).

19a) Vgl. jedoch W. de Sitter, Amst. Akad. Versl. 22 (1914), p. 1239 und
W. de Sitter, 1 (vgl. Nr. 16).
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Merkur geht durch die allgemeine Relativititstheorie (allg. Rel.th.) im
wesentlichen auf die gleiche Wurzel zuriick wie der hier besprochene
Effekt, beide nimlich auf das [ds im Variationsprinzip (2). Vgl
dariiber Nr. 15.

B. Optik.

4, Optik in bewegten Korpern nach der speziellen Relativitiits-
theorie. Wir besprechen hier anhangsweise die Gesetze der Optik in
bewegten Korpern, und zwar zuerst die Gtesetze der Lichistrahlen (geo-
metrische Optik), hernach die der Wellennormalen (Wellenoptik). Das
Variationsprinzip (2) bestimmt fiir den kriiftefreien Fall (X; = 0) die
Bewegung des sich selbst iiberlassenen Massenpunktes:

(20) 6f:ls =0.

Es bestimmt aber auch die Babhn eines Lichtstrahls, wenn die Neben-
bedingung
(21) ds® = c?dt* —da® — dy? —dz? =0

(Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit) hinzugefiigt wird. Und zwar
gelten (20) und (21) fiir jedes berechtigte Bezugssystem. Hierin liegt
das Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindigkeif. Geht man also
von einem Bezugssystem zu einem gleichformig und geradlinig, etwa
mit der Geschwindigkeit » in der Richtung der z-Achse, relativ zum
ersten bewegten Bezugssystem iiber, so kommt man durch das ge-
nannte Prinzip zu einem Widerspruch gegen die klassische Mechanik.
Nach dieser ist nimlich irgendeine Geschwindigkeit, beurteilt vom
‘neuen System, gleich der geometrischen Differenz der im alten System
gemessenen Geschwindigkeit und der Translatationsgeschwindigkeit v.
Wenn also, wie der Versuch von Michelson (Nr. 5) beweist, die Licht-
geschwindigkeit in jeder beliebigen Richtung in jedem berechtigten
Bezugssystem immer konstant gleich ¢ sein soll, so muB die klas-
sische Mechanik reformiert werden, indem an die Stelle ihrer Formeln
die Formeln der Lorentztransformation gesetzt werden. Bedeuten zyz¢
die alten, 2'y’2’¢’ die neuen Koordinaten, so lautet die Lorentztrans-
formation: o

(22) x/=_-__,__7v_” y=y’ z,==27, tl= —v,‘)
Vi-% V-5

20) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 1.
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mit der Auflésung: v

@) e Ay e, i 0T
= =

Dies ist, wie schon in Nr.1 erwihnt, eine euklidische Drehung der

Zeitachse in der «,x,-Ebene, wenn wieder «, =z, 2, =y, z, = 2,

x, = t}/— 1 gesetzt werden, wobei die Tangente des imaginiren Dreh-

winkels p})/— 1 den Wert tg(})/— lg) = ]/_v—l erhilt. Fir v <c
ey —

erhilt man aus (22) durch Grenziibergang die Formeln der soge-
nannten Galileitransformation:

(24) r=z—0ot, y=y, =2, =1

der klassischen Mechanik (mit absoluter Zeit ¢ = ¢).

Zufolge (22) dndert sich tatsichlich das Additionsgesetz der Ge-
schwindigkeiten in der gewiinschten Weise. Wihrend aus (24) ent-
sprechend der klassischen Mechanik nach Differentiation und Divi- -
sion durch d¢

(26) dx’ _ dx dy d dz dz

@ T a " aw T d@w A T @
also die geometrische Differenz aus der alten Geschwindigkeit und

der der Translation folgt, ergibt sich in gleicher Weise aus (22)
das FEinsteinsche Additionsgesetz der Geschwindigkeiten'
Vl c’ ’

dx
ar  at ¥ ay Vl F dr
@) ¢ = "vaw W= [ _vds ’ @ T vdw
¢t dt ctdt Tetdt
welches fiir ¢ = oo wieder in (26) iibergeht.
Aus dem Additionsgesetz (25) lassen sich die Gesetze der Strahlen-
optik in bewegten Korpern, inshesondere das Prinzip der Konstanz der

Lichtgeschwindigkeit, deduzieren. Wir betrachten folgende Beispiele:

a) Im System xys¢ laufe ein Lichtstrahl senkrecht zur z-Rich-

4z __ 45 _ o %Y _ ¢ Dam folgt fiir

tung, etwa in der y-Achse: @ de ’dt

das System 2y 2't'

dx’ V L
w=—v @=V1i-% F=o

D. b, der Lichtstrahl erleidet eine Aberration, indem er im ,bewegten®
System 2'y'2't" eine Zusatzgeschwindigkeit v entgegengesetzt zur Rich-
tung der Bewegung erhdlt. Die Lichtquelle, von der er kommt, er-
scheint daher in Richtung der Bewegung des ,bewegten“ Systems
verschoben. Dies stimmt iiberein mit der klassischen Theorie der geo-
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dx dy _  d7
metrischen Optik. Wahrend aber diese W= UG =6 =
hat, also einen Aberrationswinkel ¢, dessen Tangente tg @ — — ist,

c
. e . . dx’ dy v?
treten in der Relativititstheorie dafiir = gy =¢ |/ 1— il

E? =0, so daB ( ) + (%%)s-l— (Z—:—)’ wiederum gleich ¢ wird. Der
Unterschied des neuen Aberrationswinkels gegen den klassischen ist
aber nur eine Grofe 2. Ordnung, also unmerklich fiir die astronomi-
schen Geschwindigkeiten.

Durch die bei diesem Beispiel erzielte Konstanz der Lichtge-
schwindigkeit erklidrt sich das Resultat des Versuches von Michelson,
soweit es sich um den framsversalen Arm des Interferometers (d. i.
den quer zur Erdbewegung liegenden) handelt.

b) Im System zyzt laufe ein Lichtstrahl parallel zur x-Rlchtung

g—? c, Z?t/ Z—; = 0. Im ,bewegten” System 2’y 2t wird: - =,

dy d’t = 0 an Stelle des Resultates der klassischen Theorie
dm dy az
w =T Y ar T ar

Durch die so erzielte Konstanz der Lichtgeschwindigkeit erklirt
sich das Resultat des Versuches von Michelson, soweit es sich um
den longitudinalen Arm des Interferometers (d. i den lings der Erd-
bewegung liegenden) handelt.

¢) Man betrachte ein ponderables Medium mit dem Brechungs-
index # und sehe vorldufig von der Dispersion ab. Dann betrigt die

= 0.

Lichtgeschwindigkeit fiir jede Farbe % Im System xyzt fasse man
nun einen in diesem Medium parallel zur z-Richtung laufenden Strahl

auf: %‘; = %, ‘;—i’ = % = 0. Dann folgt fiir das System z'y'2't":

dd w ¢ 1 dy  dz
= v~ =G o
cn

D. h. bis auf GréBen 2. Ordnung liuft fiir den ,bewegten” Beobachter
im System 2’y 2't’ der Strabl nicht mit der Geschwindigkeit %, son-
sern mit der geometrischen Differenz aus %— und seiner Translations-
geschwindigkeit, letztere jedoch multipliziert mit 1 — % , dem Fresnel-

schen Mitfiihrungskoeffizienten. Er ist Null fiir den leeren Raum
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(n = 1) und wird héchstens gleich 1 fiir ein unendlich stark brechen-
des Medium.

Da man natiirlich ebensogut das System zyst als mit der Ge-
schwindigkeit » entgegengesetzt zur z-Richtung ,bewegt und das
System z'y 'zt als ,ruhend” ansehen kann, so findet man, daf vom
ruhenden System aus, die Lichtgeschwindigkeit im bewegten ponde-

rablen Medium als die geometrische Summe aus —:7 und der mit dem

Fresnelschen Mitfithrungskoeffizienten multiplizierten Translationsge-
schwindigkeit des Mediums ist. Dies erklirt die partielle Mitfiih-
rung des Lichtes im stromenden Wasser (Versuch von Fizeau, Nr. 5).
Die klassische geometrische Optik wiirde volle Mitfiihrung ergeben:
%% = % — v, und zwar gleicherweise fiir den Ather wie fiir die pon-
derable Materie.

Nach Erledigung der Strahlenoptik werde nunmehr eine ebene

‘Welle betrachtet von der Gestalt
A cosv (t — ﬂiﬁ%jﬂ’ﬁ) ,

wo A die Amplitude, v die Frequenz, «, 8, y die Richtungskosinusse
der Wellennormalen (o? 4 2 + ¢*=1), V die Wellengeschwindig-
keit sind. Wir diskutieren wieder folgende Beispiele zur Lorentztrans-
formation:

@) Im System zyzt verlaufe eine Welle senkrecht zur z-Achse
mit der Geschwindigkeit ¢: « =0, =1, y=0; V=c. GemiB

’ !

(23) wird fiir das System z'y'2't":

t'+—’$ y, ;o ’
cosv(t—z) —cosv | —° —Y | = cos v’[t’ — “_@_'FE}LJ ,
¢ ot ¢ 14
1=
wobel
’ v , v 4_—"0—’ . ’
V=, W= — =11 — v gesetzt ist; V' =c.

2

Vs

D. h.,, wir haben genau wie vorhin in a) die gleiche Aberration, dies-

mal der Wellennormale anstatt des Strahls; Normale und Strahl fallen

also in beiden Systemen zusammen. Auch die Wellengeschwindigkeit
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