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Vorwort.

Im Vorwort der amerikanischen Ausgabe dieses Buches heif3t es,
daf} es aus Vorlesungen an der Design-School der Westinghouse Company
(Pittsburg) und an der Harvard-University (Cambridge) hervorgegangen
ist. Ks sei fiir praktische Ingenieure und fiir den Unterricht geschrieben,
zu seinem Verstdndnis sei lediglich die Kenntnis einfacher Tatsachen
der Dynamik und der Differentialrechnung notwendig. Der Verfasser
dankt schlieBlich seinem Lehrer TimMosHENKO, der in ihm die Liebe
zum Gegenstand erweckte.

Bei der deutschen Bearbeitung waren folgende Tatsachen mafgebend :
Das angelséchsische Schrifttum weist verschiedene Biicher auf, in denen
mechanisch-technische Fragen mathematischer Art so dargestellt werden,
daB auch Ingenieure und Studenten mit geringeren mathematischen
Kenntnissen zum inneren Verstindnis der Fragestellung und ihrer
Losung gefithrt werden. Das wesentliche ist also dabei nicht etwa die
Mitteilung von Gebrauchsanweisungen fiir Rechenvorschriften, Kurven-
blatter oder Zahlentafeln, sondern jene Anschaulichkeit, die dem
ingenieurméaBigen Denken entspricht. Das vorliegende Buch ist ein
gliickliches Beispiel dieser Art. Es vermeidet hohere mathematische
Disziplinen, soweit sie zur konkreten Losung einer Frage entbehrlich
sind, gibt aber auch keine Rechenregeln ohne anschauliche mechanische
oder einfache mathematische Begriindung. Der Leser gewinnt durch
das Studium des Buches nicht den Uberblick von hherer theoretischer
Warte, sondern wird angeregt, in praktischen Schwingungsfragen schnell
den tiir die gestellte Aufgabe geeigneten Ansatz zu finden, der zur zahlen-
mifigen Lésung — gegebenenfalls deren Anniherung — fiihrt.

Die Fiille der behandelten Beispiele und Aufgaben bietet reichen
Stoff zur Ubung und Vertiefung, sie verdienen besondere Aufmerk-
samkeit.

Aus diesen Griinden erfolgte die Ubertragung des Buches in die
deutsche Sprache, obgleich es schon eine Reihe guter deutscher Biicher
iiber Schwingungen gibt. Um die Lebendigkeit des Originaltextes zu
wahren, wurde dabei im wesentlichen die urspriingliche Ausdrucks-
form beibehalten.

Ein allgemeines Bild der praktisch wichtigen Schwingungsvorginge
wird {ibrigens auch ohne das fiinfte, siebente und achte Kapitel erreicht.

Der Verlagsbuchhandlung gebiihrt mein besonderer Dank fiir die
Sorgfalt, mit der sie alle Ausstattungswiinsche — insbesondere bei der
Uberarbeitung der Abbildungen — erfiillte.

Aachen, September 1936.
G. MESMER.
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Zusammenstellung der verwendeten Zeichen.
1. Einheiten (gerade Buchstaben).

Langen cm Zentimeter
Krifte kg Kilogramm
Zeit s Sekunde
‘Winkel ° Grad (Kreis = 360°)
Bg Bogeneinheit (1 Bg = 57,3°)
Drehzahlen U/s oder U/min Umdrehungen je Sekunde oder Minute
Schwingungszahlen Hz Hertz, Schwingungen je Sekunde
2. Symbole.
y = Z—Z Differentiation nach einer Linge
dz

x = i Differentiation nach der Zeit
A a Frakturbuchstaben fiir Vektoren

3. Bezeichnungen (kursive und griechische Buchstaben).

A Arbeit (je Schwingungswelle), Energie
A Gleichungskoeffizienten (S. 263)
4 Aerodynamischer Auftrieb (Abschnitt 59 und 64)
a Schwingungsweite
a, Schwingungsweite des Aufhingepunktes
a, Beiwert (FouriEr-Koeffizient) von sin # w ¢
B Drehimpuls, Drall
b Breite
b, Beiwert (Fourier-Koeffizient) von cos 7 w ¢
C,c Federzahlen
o Kapazitat
C;, Oy Konstante
Drehmoment bei Stabverdrillung
Durchmesser
Elastizitdtsmodul
E, GroBtwert der elektrischen Spannung
Bewegungsenergie

Elastische Energie

Fliehkraftenergie (S. 248)

Basis der natiirlichen Logarithmen

Exzentrizitat (S. 217)

Schwingungsweite des Pendelaufhiingepunktes (S. 313)
Querschnittsfliche

Frequenzfunktion (Gl 80, S.125)

Funktion

1
Frequenz = —2—(%; =7 Schwingungszahl je Sekunde

Balkendurchbiegung (S. 152)
Gleitmodul, Schubmodul
Gewicht

Erdbeschleunigung, 981 cm s™2
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Zusammenstellung der verwendeten Zeichen.

Faktor (Abschnitt 68, S. 307)

Hohe, metazentrische Hoéhe

Elektrischer Strom

Imaginire Einheit ¢ = 1/— 1
Tragheitsmoment, dquatoriales Fliachentrigheitsmoment
Drehsteifigkeit (= J, beim Kreisquerschnitt)
Polares Flichentrigheitsmoment
Reibungskraft

Drehzahlfunktion (S.240)

Dampfungszahl

Induktivitit

Lange (Pendellinge, Pleuellinge)

Abstand der n-ten Kurbel von der ersten (Abschnitt 39)
Masse

Biegemoment bei Stabbiegung
Aerodynamisches Moment (Abschnitt 64)
Zahl

Kritische Drehzahl (S. 212)

Zahl, Ubersetzungsverhiltnis (S. 28)

Kraft

GroBwert der Kraft

Druck, Kraft oder Last je Langeneinheit
Elektrizititsmenge, Ladung

Masse je Langeneinheit

Onrwmscher Widerstand

Radius, Kurbelradius

Spannung, Zugkraft einer Saite
Scheibenfunktion (S. 240)

Eigenfrequenz = % , entspricht f

Verschiebung des -Aufhdngepunktes (S. 314)
Schwingungszeit, Periode

Zeit

UnwuchtgroBe (Abschnitt 48)
Langsverschiebung eines Stabteilchens (8. 135)
Volumen

Elektrische Spannung

UnwuchtgréBe (Abschnitt 48)

Geschwindigkeit

Dimensionslose Frequenzen (Abschnitt 24, S.93)
Aerodynamischer Widerstand (Abschnitt 59)
Elektrische Leistung (S. 68)
Quergeschwindigkeit (Abschnitt 59)

Komplexe Verschiebung (S. 54)

Trigheitskraft (S. 176)

Verschiebung, Auslenkung

Saiten- oder Stababszisse (Abschnitt 31 bis 35)
GroBtwert der Auslenkung, Schwingungsweite
Tragheitskraft (S. 176)

Saiten- oder Stabauslenkung (Abschnitt 31 bis 35)
Weite der gegenseitigen Bewegung

Komplexe Frequenz p + v (8. 132)
Zylinderzahl (8. 212)
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Zusammenstellung der verwendeten Zeichen.

Winkel, aerodynamischer Ausstellwinkel (S.275)
Winkel der n-ten Kurbel gegen die erste (Abschnitt 39)
EinfluBgréBe der Durchbiegung (S. 122)
Drehschwingungsweite der n-ten Kurbel
Anderung der Federzahl ¢ (Abschnitt 50, 67, 68)
Kleine Verdnderung

Determinante (Abschnitt 48)

Kleine Versanderung

Logarithmisches Dekrement

Statische Durchbiegung (8. 33)

Kleine GroBe

Parameter (Gl. 230, S.329)

Faktoren (S. 208)

Winkel (S. 314)

Drehwinkel (S. 292)

Drehgeschwindigkeit (S. 114)

Lénge, Pleuelabszisse (S. 174)

Massenverhiltnis /M (Abschnitt 23, 24, S. 86)
Komplexe Frequenz (S. 132)

GroBen in Gl. 212 und 213 (8. 308)
Eigenkreisfrequenz = 2 7 s, entspricht w (8. 86)
N, v bei Dampfung

Tragheitsradius

Reibungskoeffizient

Periodendauer (Abschnitt 74)

Winkel, Phasenwinkel

Phasenwinkel der n-ten Kurbel

Winkel

Kreisfrequenz = 2 7 f, Schwingungszahl in 2 n Sekunden, Drehwinkel
(Bg) je Sekunde, Winkelgeschwindigkeit,

4. Fufzeichen (Indizes).

a Beispiel D, AuBeres Drehmoment (S. 188)

LS

2

g
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Jy Triagheitsmoment der Scheibe a (8. 208)
Axiales Trigheitsmoment einer Scheibe (S.239)
w, Frequenz der Federverdanderung (S. 307)
Jp Drehsteifigkeit
ok EinfluBgré8e an Stelle ¢ infolge Last an Stelle &
ky. Kritische Démpfungszahl (= 2m v, Gl 22, 8. 38)
ky Maschinendémpfung (S. 282)
ay, »n fur 1, 2, 3...
Polares Trigheitsmoment
E Energie der Pole (8. 163)
E),  Energie des Ringes (S. 163)
, Reglerdampfung (8. 282)
Dg Schraubendrehmoment (S. 203)
g, Statische Auslenkung
My Vollastmoment
Juw, Pw  GroéBen der Welle
Cy Langsfederzahl (8. 293)
M, Drehende Masse (8. 176)
Cy Drehfederzahl (S.293)
M, Schwingende Masse (S. 176)
x; Verschiebung eines Pleuelpunktes (8. 174)



Erstes Kapitel.
Kinematik der Schwingungen.

1. Grundbegriffe. Eine Schwingung im allgemeinen Sinn ist eine
periodische Bewegung, d. h. eine Bewegung, die sich mit all ihren Einzel-
heiten nach einem bestimmten Zeitintervall T wiederholt. Dies Zeit-
intervall 7' wird die ,,Periodendauer’ oder kurz die ,,Periode’ der
Schwingung genannt. Trigt man die Auslenkung x gegen die Zeit ¢ auf,
so erhélt man also eine periodische Kurve, die im einzelnen beliebig un-
regelmafBBig sein kann. Abb. la
zeigt als Beispiel die an einem
Punkt der Grundplatte einer
Dampfturbine in zeitlicher Folge
beobachteten Verschiebungen.

Die einfachste Art einer peri- 7
odischen Bewegung ist die ,,har-
monische Bewegung; in ihr s
kann die Beziehung zwischen x ‘ N—r
und ¢ ausgedriickt werden durch

@ =, sin wt o L~
wie in Abb.1b, die z. B. die ab L, fue BUOCEHS TIRGC" reode T wd
kleinen Schwingungen eines ein- der Schwingungsweite Zo.
fachen Pendels darstellt. Der
groBte Wert der Auslenkung (=z=,) heifit die ,,Schwingungsweite.
Die Periode T wird gew¢hnlich in Sekunden (s) gemessen, ihr Kehr-
wert f=1/T ist die ,,Frequenz‘‘ der Schwingung, gemessen in Schwin-
gungswellen je s. (Eine Welle enthilt einen Berg und ein Tal) Als
Abkiirzung fiir ,,Wellen je s*“ wird im folgenden die aus der Elektro-
technik iibernommene Bezeichnung ,,Hz‘ (Hertz) verwendet. Beispiele:
Die Frequenz der deutschen elektrischen Lichtleitungen bei Wechsel-
strom ist gewohnlich etwa 50 Hz; die sog. ,,Sekundenpendel* astronomi-
scher Uhren haben gewohnlich die Frequenz 0,5 Hz, da sie fir Hin- und
Herbewegung 2 s bendtigen.

In (1) erscheint das Symbol w. Es wird als die ,,Kreisfrequenz*
bezeichnet und gemessen in Bogeneinheiten (Bg) je s (1 Bg = 57,3°).
Dieser etwas ungliickliche Name ist aus der Vektordarstellung abgeleitet
worden, die im nichsten Abschnitt besprochen wird. Zwischen w, fund T’
gelten folgende Beziehungen: Aus (1) und Abb. 1b ergibt sich, da8 eine
volle Schwingungswelle stattfindet, wenn wt einen Winkel von 360°

©
Versohvebung z

Zei't

Den Hartog-Mesmer, Mechanische Schwingungen. 1



2 I. Kinematik der Schwingungen.

oder 2 Bg durchlduft, dann nimmt die Sinusfunktion wieder denselben
Wert an. Fiir ot =2z ist also der Zeitabschnitt ¢ gleich der Periode T'
oder 9
T= — S (2)
Da f der Kehrwert von T ist, ist
f=4=Haz, (3)

 ist also auch die Anzahl der Schwingungswellen in 2z s.

In einer harmonischen Bewegung, bei der die Auslenkung durch
x=1x,sinwt dargestellt ist, ergibt sich durch Differentiation der
Auslenkung nach der Zeit die Geschwindigkeit

———a'c:xowcoswt, (4)

d. h. die Geschwindigkeit ist
:z ebenfalls harmonisch und hat

einen Groftwert vom Betrage

wx,. Die Beschleunigung ist

dz . .
d—; = = —ryoisinwt, (5)

w

Abb. 2. Zwei harmonische Bewegungen derselben
Frequenz, die “mé*:,’;ﬁ};%sf;l V;iﬁ‘ée‘ v gegeneinander ;0 st ebenfalls harmonisch und
hat einen GroBtwert w?x,.

In Abb. 2 sind zwei Schwingungen dargestellt, die durch die Aus-
driicke z; =asinwt und x,=>bsin(w?¢+ @) gegeben sind. Infolge der
vorhandenen ,,Phasenverschiebung® ¢ erreichen die beiden Schwin-
gungen ihre grofite Auslenkung zu verschiedenen Zeiten, und zwar folgen

die beiden GroéBtwerte um % s hintereinander. Die beiden Schwin-

gungen haben denselben Wert w, also auch dieselbe Frequenz f. Nur
dann hat der Begriff der ,,Phasenverschiebung‘‘ einen Sinn, denn bei
zwei Schwingungen verschiedener Frequenz éndert sich die gegenseitige
Phase in jedem Augenblick.

Beispiel. Ein an einer Feder hingender Korper schwingt senkrecht auf und ab
zwischen zwei Stellungen 1,0 und 1,5 cm iiber dem Boden. Wihrend jeder Sekunde

erreicht er seine hochste Stellung (1,5 cm iiber dem Boden) 20mal. Man gebe die
Werte von 7, f, @ und =z, an.

Lésung. %,=0,25 cm, T =1/,5, j=20Hz, o= 2 7 =126 Bg/s.

2. Darstellung der Schwingungen durch Vektoren. Die Bewegung
eines schwingenden Teilchens kann durch die Projektion eines um-
laufenden Vektors dargestellt werden. Man lasse den Vektor a (Abb. 3)
mit gleichférmiger Winkelgeschwindigkeit w in ,,positiver* Drehrichtung,
d. h. entgegen der Uhrzeigerbewegung umlaufen. Zahlt man die Zeit
von der waagerechten Stellung des Vektors als Anfangspunkt, so kann
die waagerechte Projektion des Vektors geschrieben werden:

OA=acoswti
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und die senkrechte Projektion:
OB =asinwt.
Jede der beiden Projektionen stellt also eine harmonische Schwingung
dar, im folgenden soll jedoch immer nur die waagerechte Projektion
betrachtet werden.
Aus dieser Darstellung ergab sich der Name ,,Kreisfrequenz‘‘ fiirr w.
Der Wert o der Winkelgeschwindigkeit des Vektors wird gemessen
in Bg/s, die Frequenz f wird in diesem Falle

gemessen in Ufs (Umdrehungen je s). Hieraus //:/“'5 ‘__\:\
ergibt sich unmittelbar w =2 f. // M \
Die Geschwindigkeit der Bewegung L ; Z et )’4,“'0
= acoswt ist \ ] /
t= —awsinwt. A 4

Sie wird dargestellt durch die waagerechte
Projektion eines Vektors der Lénge aw, der ﬁ%‘;isiheﬁ“‘sstfﬁ%gguﬂ;‘“dmi
mit der gleichen Winkelgeschwindigkeit o wie 9i¢ Waagerechte Projektion cines
der Auslenkungsvektor umlduft, der aber
immer um 90° diesem Vektor vorauseilt. Die Beschleunigung ist

T = —aw?coswt
und wird dargestellt durch die waagerechte Projektion eines Vektors
von der Linge aw?, der ebenfalls mit derselben Winkelgeschwindigkeit o
umléuft, aber immer um 180° vor dem Auslen-
kungsvektor und um 90° vor dem Geschwindig-
keitsvektor vorauseilt (Abb. 4). Die Richtigkeit \
dieser Feststellung sieht man leicht ein, wenn -[ . —
man den verschiedenen Vektoren durch eine ganze /
Umdrehung folgt.

Diese Vektordarstellung sich wiederholender
Bewegungen ist oft sehr zweckméaBig. Wenn z. B,
ein Punkt gleichzeitig zwei Bewegungen der- app.4. Die Vektoren der
selben Frequenz unterworfen wird, die sich um pusleniums, Gechwinde
den Phasenwinkel ¢ unterscheiden, also z. B. sie stehen senkrocht
acoswt und beos{wt— @), so erfordert die
Uberlagerung der beiden Ausdriicke mit trigonometrischen Formeln eine
gewisse Arbeit. Die beiden Vektoren sind jedoch schnell und leicht
aufgezeichnet, und die Gesamtbewegung ergibt sich sofort als die geo-
metrische Summe der beiden Vektoren. Im oberen Teil der Abb. 5 wird
eine solche Summenbildung dargestellt. Das ganze Parallelogramm ab
betrachtet man als positiv umlaufend. Die gleichférmige Drehgeschwin-
digkeit ist w, die waagerechten Projektionen der verschiedenen Vektoren
stellen den zeitlichen Verlauf der Auslenkungen dar. Der untere Teil
der Abb. 5 zeigt die Werte dieser Projektionen im Lauf der Zeit, dabei
entspricht die Linie 44 dem Zeitpunkt der oberen Zeichnung. Man sieht

1*

SN
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leicht, daB die Summe der beiden Auslenkungen (gestrichelte Linie)
tatsichlich der Projektion der Vektorsumme von a und b gleich ist:
acoswt ist die waagerechte Projektion des Vektors a, bcos (w¢— @) ist
die waagerechte Projektion von b.
Die waagerechte Projektion der
geometrischen Summe dieser
beiden Vektoren ist offenbar
gleich der Summe der waage-
rechten Projektionen der beiden
Vektorkomponenten.

Eine derartige Summenbil-
dung zweier Vektoren ist nur
zuldssig, wenn die beiden Schwin-
gungen dieselbe Frequenz haben.
Lauten die Gleichungen der bei-
den Bewegungen z.B. asinw?
und asin2wt, so werden sie
dargestellt durch zwei Vektoren,
von denen der eine mit einer
Drehgeschwindigkeit @, der an-
Abb. 5. Zusammensetzung zweier Schwingungen dere mit der doppelten Ge-
durch geometrische Summenbildung ihrer Vektoren. schwindigkeit 2w umliuft. Die

gegenseitige Stellung dieser bei-
den Vektoren dndert sich stindig, ihre geometrische Summenbildung
hat also nur fiir einen bestimmten Zeitpunkt Sinn.

Ein besonderer Fall der Vektorsummen-
bildung nach Abb. 5 kommt in den folgenden
Kapiteln mehrfach vor, ndmlich die Summe
einer Sinus- und einer Kosinuswelle gleicher
Frequenz, aber verschiedener Weite: asinw?
und beoswt. In diesem Fall stehen die beiden
Vektoren senkrecht aufeinander, so dafl sich

aus der Zeichnung (Abb. 6) sofort ergibt:
Abb. 6. Zusammensetzung einer

Sinus- und einer Kosinuswelle g §in wt+bcoswt = ]/a2 + b%sin (w t 4 @) (6)
mit tg ¢ =bla.

Beispiel. Gesucht ist die Schwingungsweite der Summe der beiden Bewegungen
z=5sn25¢ wund =,=10sin(25¢ -+ 1) (¢ in cm, ¢ in 8).

Lisung. Die erste Bewegung wird dargestellt durch einen Vektor von 5 cm
Lange, der senkrecht nach unten gezeichnet sei. Da der Vektor in dieser Stellung
die waagerechte Projektion ,,Null“ hat, entspricht er der ersten Bewegung im
Zeitpunkt ¢=0. In diesem Augenblick hat die zweite Bewegung den Wert z, =
10sin 1. Sie wird durch einen Vektor von 10 cm Lange dargestellt, der um 1 Bg im
positiven Sinn vor dem ersten Vektor vorauseilt. Die graphische Summenbildung
der Vektoren ergibt einen Summenvektor von 13,4 cm Liénge.
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3. Schwebungen. Wenn die Auslenkung eines Punktes, der sich lings
einer geraden Linie vorwérts und riickwarts bewegt, als die Summe von
zwel Ausdriicken asin w,¢ und bsin wyt (w; + w,) ausgedriickt werden kann,
so nennt man die Bewegung die ,,Uberlagerung zweier Schwingungen
verschiedener Frequenzen. KEine solche Be-
wegung ist selbst keine Sinusbewegung mehr.
Ein eigentiimlicher Sonderfall tritt ein, wenn
die beiden Frequenzen w; und w, annihernd
einander gleich sind. Die erste Schwingung
kann durch einen Vektor a mit der Umlauf-
geschwindigkeit o,, die zweite durch einen
Vektor b mit der Umlaufgeschwindigkeit w,
dargestellt werden. Ist o, annédhernd gleich
wy, so werden die beiden Vektoren wihrend
eines Umlaufs ungefihr denselben gegensei-
tigen Phasenwinkel behalten, d. h. der zwischen
ihnen eingeschlossene Winkel wird sich nur
langsam &ndern. Bei der geometrischen Sum- Abb. 7. Bei Schwebungen
menbildung der Vektoren wird daher der auftretende Vektorbilder.
Summenvektor wihrend eines Umlaufs prak-
tisch eine Sinuswelle von der Frequenz w; ~w, und einer bestimmten
Weite ¢ darstellen (Abb. 7). Wahrend einer gréferen Anzahl von Um-
drehungen verdndert sich jedoch die gegenseitige Stellung von a gegen b,
weil w,; eben nicht ge-

nau gleich w, ist, so [\ /\ [\
daB sich die Lange des ]\
Summenvektors ¢ én- /\ /\ [X “EA

dert. Die Gesamtbewe- \j V \/ vt

gung kann also an- ) , \
niahernd beschrieben - ~ A

werden als eine Sinus- Abb. 8. Schwebungen.

welle mit der Frequenz

w, und einer Weite, die sich langsam zwischen (b+a) und (b—a) oder
(wenn b gleich a ist) zwischen 2a und 0 verindert (Abb.7 u. 8).

Diese Erscheinung nennt man ,,Schwebung”. Die Schwebungs-
frequenz ist die Zahl, die angibt, wie oft sich die Schwingungsweite je s
von einem Kleinstwert durch einen GréBtwert zum nichsten Kleinstwert
verindert (4 zu B in Abb. 8). Wie man sofort sieht, entspricht die
Periode einer Schwebung der Zeit, die fiir eine volle Umdrehung des
Vektors b gegeniiber dem Vektor a nétig ist. Daraus ergibt sich die
Schwebungsfrequenz w; = w; — @,.

Beispiel. Ein Korper beschreibt gleichzeitig zwei Schwingungen #, = 3sin 404

und z,= 4 sin 41¢. Man bestimme die groBte und kleinste Weite der zusammen-
gesetzten Bewegung und die Schwebungsfrequenz.
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Lésung. Die groBte Weite ist 3 +4="17 cm, die kleinste Weite ist 4 —3 =1 cm.
Die Kreisfrequenz der Schwebung ist ws =41—40 =1 Bg/s. Also ist f; = ws/27 =
0,158 Hz. Die Periode T's, d. h. die Dauer einer vollen Schwebung ist 75 =1/f; =
6,28 s.

Schwebungserscheinungen kann man héufig beobachten, besonders
bei horbaren Schallwellen. Die Uberlagerung zweier Téne mit nur wenig
verschiedener Wellenldinge und anndhernd derselben Lautstirke ver-
ursacht Schwellungen und Abnahmen der Gesamtlautstirke mit einer
Frequenz, die dem Unterschied der Frequenzen der beiden Tone gleich
ist. Solche Schwebungen hort man z. B. in einem verstimmten Klavier
oder in elektrischen Krafthdusern beim Anlassen eines Generators. An
elektrischen Maschinen hort man ein Brummen, dessen Hauptton die
doppelte Frequenz des Stromes oder der Spannung hat, gewéhnlich also
100 Hz. Unmittelbar bevor ein Generator an das Netz angeschlossen
wird, ist seine Frequenz nur wenig von der Netzfrequenz verschieden.
Das Summen des Generators und das Summen des Netzes oder anderer
Generatoren und Transformatoren haben dann ein wenig verschiedene
Frequenzen, man hort Schwebungen.

Die Schwebungserscheinungen kann man auch trigonometrisch be-
schreiben: Die beiden Schwingungen seien @ sin w, ¢ und b sin w, ¢, wobei
; und w, sich nur um die kleine Grofle ¢ unterscheiden. Esseiw, =, -+ ¢.
Dann ist

r=asin w; ¢+ bsin w,t

=asinw;t+ b (sinw;tcoset + cosw, tsinet)
= (@ bcoset)sinw,t+ bsinet cosw,t.

Durch Anwendung der Formel (6) bekommt man fiir die zusammen-
gesetzte Schwingung die Gleichung:

w:]/(a -+ b coset)?4- b*sin® e ¢ sin (w, ¢ + @).

Der Phasenwinkel @ kann berechnet werden, er ist aber im vorliegenden
Fall unwesentlich. Die Quadratwurzel kann als zeitlich verinderliche
Weite der Sinusschwingung aufgefaBt werden, sie hat die GroBe

2y (t) =]/aT—}— b% (cos?et +-sin2et) - 2abcoset
=Va® +b2 4 2abcoset.
Man sieht, daBl sich dieser Ausdruck mit einer Frequenz & zwischen
(a-+b) und (¢—b) dndert.
4. Ein Beispiel: Rohrleitungsschwingungen einer Wasserturbine. Ein

Anwendungsbeispiel der Vektordarstellung auf die Losung einer prak-
tischen Aufgabe wird im folgenden gegeben :

In einem Wasserkraftwerk zeigten sich Schwingungen an den Rohr-

leltungen die das Wasser zu den Francis-Turbinen fiihrten, und zwar
so heftig, dal die Sicherheit des steinernen Gebdudes bedroht war. Die
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Frequenz der Schwingung wurde zu 113,3 Hz gemessen, sie entsprach
dem Produkt aus der Drehzahl (400 U/min) und der Schaufelzahl (17)
des Turbinenldufers. Die Leitungen brummten so laut, daB man es
einige Kilometer weit horen konnte. Gleichzeitig konnte man die
Schwebung mit 6,7 Hz zwischen dem Gerdusch der Leitungen und der
elektrischen Transformatoren (amerikanische Normalfrequenz 60 Hz) gut
héren, wenn man dicht an den Transformatoren des Kraftwerks stand.
Die wesentlichen Teile der Turbine sind im Grundril schematisch
in Abb. 9 skizziert, die Turbinenachse steht senkrecht. Das Wasser
tritt aus der Leitung (I) in das Spiralgehduse (II) ein. Hier teilt sich
der Hauptstrom durch die 18
feststehenden, nicht umlaufen-
den Leitschaufeln in 18 Teil-
strome. Das Wasser durchflie3t
dann die 17 Schaufeln des Liu-
fers und strémt schlieBlich mit
einer Wendung um 90° in das
senkrechte AbfluBrohr (II1I).
Einer der 18 Teilstrome folgt
(entgegen dem Pfeil) der in
Abb. 9 mit a bezeichneten Linje.
Er erhilt bei jeder Umdrehung
des Léaufers durch die 17 Schau-
feln 17 Impulse, im Verlauf von

Abb. 9. Schwingungen in der Leitung einer
17400 FRANCIS-Turbine.

1 salso 60— 113,3 Impulse,

die durch das Wasser in die Leitung riickiibertragen werden. Dies ge-
schieht nicht nur im Strom a, sondern ebenso in jedem anderen der
Teilstrome. In der Leitung kommen also 18 Impulse an, die aus 18
verschiedenen Teilstromen stammen, aber alle dieselbe Frequenz von
113,3Hz haben. Wenn alle diese Impulse dieselbe Phase hitten, so
wiirden sie sich alle arithmetisch addieren und eine sehr starke Stérung
in der Leitung erzeugen.

Nimmt man an, daBl der Strom a den Héchstwert seines Impulses
erreicht, wenn die beiden Zwischenrdume I und 1 gerade aufeinander
liegen, dann erreicht der Impuls im Strom b seinen Hoéchstwert etwas

[und Zwar um ﬁ = 3—(1)6_ Umdrehung] eher, ndmlich in dem Augen-

blick, in dem die beiden Zwischenrdume 2 und 2 aufeinander liegen.

Der Impuls des Stromes @ lduft mit Schallgeschwindigkeit im Wasser
zur Leitung zuriick (d. h. mit etwa 1440 m/s, denn die allgemeine Stro-
mungsgeschwindigkeit des Wassers ist im Vergleich zur Schallgeschwin-
digkeit so klein, daf3 ihre Wirkung vernachlissigt werden kann). Dasselbe
gilt fiir den Impuls des Stromes . Der von dem Impuls b zuriickgelegte
Weg ist jedoch etwas linger als der Weg fiir a, der Unterschied zwischen
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den beiden Wegen ist etwa 1/;; des Gehduseumfanges. Der Impuls b
wird daher in der Leitung etwas spiter ankommen als der Impuls a.

In der besprochenen Maschine hoben sich nun zuféllig diese beiden
Wirkungen genau auf, so daf die beiden Impulse ¢ und b im Quer-
schnitt A4 der Leitung gleichzeitig, d. h. mit derselben Phase ankamen.
Dies gilt natiirlich nicht nur fiir @ und b, sondern fiir alle Teilstrome.
In der Vektordarstellung addieren sich also die Stromungsvektoren wie
in Abb. 10a, der Gesamtimpuls in 44 ist sehr groB.

Um die Storung zu beseitigen, wurde der vorhandene Laufer
mit 17 Schaufeln aus der Turbine entfernt und durch einen
Léaufer mit 16 Schaufeln ersetzt. Diese MaBnahme verindert die
Zeitdifferenz nicht, die von den verschiedenen Wegldngen der Teil-
strome a, b usw. herriihrt, aber sie verdndert das Zeitintervall
zwischen den Impulsen der verschiedenen Strome. Wenn die
Schaufeln I sich gerade gegeniiberstehen, wird der Abstand
zwischen den Schaufeln 2 gerade doppelt so grofl wie vorher. Die
umlaufende Schaufel 2 gibt also in dem Augenblick ihren Impuls,
wenn auch gerade die Schaufel 9 ihren Impuls gibt, wahrend bei
dem urspriinglichen Léaufer die umlaufende Schaufel 9 in diesem

Augenblick gerade mitten zwischen zwei feststehenden

7 Schaufeln stand (Abb. 9). Wahrend sich beim ersten
Laufer alle Impulse in gleicher Phase iiberlagerten,
¥ erreichen nunmehr die beiden Impulse von den Schau-
feln 7 und 9, 2 und 10 usw. den Querschnitt 44 in
entgegengesetzter Phase (Abb. 10b). In diesem Quer-

Abb. 10, Zusammen-  Schnitt ist also der Phasenwinkel zwischen den Impulsen

setzung der 18 Teil-

s ¢ 180
impulse im Quer- 1 1 i S —— —920°
sctith 4.4 gor A zweier aufeinanderfolgender Teilstrome —g 20°, und
ildung 9 fiir einen . o . . .

Laufera mit 17, b die 18 Teilimpulse setzen sich zu einem Diagramm

mit 16 Schaufeln.  ynit verschwindender Vektorsumme zusammen.

Die bisher durchgefiihrte idealisierte Uberlegung wiirde bedeuten,
daB nach dem Auswechseln des Laufers die Schwingung vollstindig
verschwunden sein miiite. Dies ist jedoch in Wirklichkeit nicht der Fall,
da die gegebene Erklirung nur annihernd gilt und viele Einfliisse nicht
beriicksichtigt worden sind (z. B. wurde das wirkliche Gehduse durch
einen engen Kanal ersetzt, in dem die Kriimmung der Impulswellen-
front, die Brechung der Wellen an den verschiedenen Widerstinden
und die Wirkung der Dampfung vernachlissigt wurden). Tatsichlich
wurde durch die MaBnahme die Weite der Leitungsschwingung nur auf
ein Drittel ihres urspriinglichen Wertes herabgesetzt, aber auch dies
bedeutete bereits eine befriedigende Losung der Aufgabe.

5. Vektordarstellung durch komplexe Zahlen. In den letzten Ab-
schnitten wurde gezeigt, daB umlaufende Vektoren harmonische Be-
wegungen darstellen koénnen, daB die geometrische Summe zweier
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Vektoren der Summe zweier harmonischer Bewegungen derselben Fre-
quenz entspricht, und dafl die Differentiation einer solchen Bewegung
nach der Zeit als eine Multiplikation mit @ und ein Vorwirtsdrehen des
darstellenden Vektors um 90° aufgefallt werden kann. Nach einiger
Ubung sind daher solche umlaufenden Vektoren ein Mittel zur Dar-
stellung harmonischer Wellen, das viel einfacher ist, als die Betrachtung
der Sinuswellen selbst.

Fiir numerische Berechnungen ist jedoch das Vektorverfahren nicht
zweckmiBig, da es notwendig wird, die Vektoren in ihre waagerechte
und senkrechte Komponente zu zerlegen. Wenn z. B. zwei Bewegungen
wie in Abb. 5, S. 4, summiert werden sollen, so schreibt man

c=a-+Db | T T p——
und meint damit geometrische Summen-
bildung. Um die Linge von ¢, d.h. die it a
Weite der Summenbewegung zu berechnen,
setzt man o

1
a=0a,+ a,, = 7 Z
d. h. a ist die geometrische Summe von a,

in der x-Richtung und a, in der y-Richtung.
Dann ist Abb. 11. Vektordarstellung in der

komplexen Ebene.
c=a,+a,+b,+b,=(a,+b,)+ (a,45,).

Ist a, die Linge von a; usw., so ergibt sich schlieBlich die Lange von ¢:

o=V (@s+b)"+ (@, +b,)

Dies Verfahren ist etwas langwierig, man verliert deshalb die meisten der
Vorteile wieder, die man durch Einfithrung der Vektoren gewonnen hat.

Es gibt jedoch ein einfacheres Verfahren, Vektoren numerisch zu
behandeln, nimlich die Verwendung komplexer Zahlen. Eine komplexe
Zahl kann graphisch dargestellt werden durch einen Punkt in einer
Ebene, in der die reellen Zahlen 1, 2, 3 usw. waagerecht und die imagi-
niren Zahlen 4, 2¢, 3¢ usw. senkrecht aufgetragen werden; dabei ist
i =} —1 die ,,imaginire Einheit*. In Abb. 11 ist z. B. der Punkt 327
dargestellt. Verbindet man den Nullpunkt mit einem Punkt der kom-
plexen Ebene, so kann diese Verbindungslinie, d.h. ein nach auflen
weisender Vektor durch den Endpunkt, d. h. eine komplexe Zahl dar-
gestellt werden. Bezeichnet man den Winkel des Vektors gegen die
waagerechte Achse mit « und die Lénge des Vektors mit @, so kann man
ihn darstellen als

=L

a (coso + ¢sine).
Harmonische Bewegungen werden durch gleichférmig umlaufende
Vektoren dargestellt. Ersetzt man den festen Winkel o in der Gleichung
durch den verinderlichen Winkel wt, so erhilt man

a(coswt -+ isinwt). (7

R R —
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Dieser Ausdruck stellt einen mit der Drehgeschwindigkeit o umlaufenden
Vektor dar, dessen waagerechte Projektion eine harmonische Bewegung
wiedergibt. Diese waagerechte Projektion ist auch der reelle Teil
von (7).

Wenn man sagt, daB ,,ein Vektor eine harmonische Bewegung dar-
stellt*, so meint man, daB die waagerechte Projektion des umlaufenden
Vektors diese Bewegung wiedergibt. Ebenso soll mit der Ausdrucksweise,
daB ,eine komplexe Zahl eine harmonische Bewegung darstellt®, ge-
sagt sein, daB der reelle Teil einer solchen Zahl, geschrieben in der
Form (7), diese Bewegung wiedergibt.

Beispiel. Das Beispiel von 8.4 ist mit komplexen Zahlen zu l6sen.

Lésung. Der erste Vektor wird dargestellt durch —5i, der zweite durch
— 10 4 cos 57° + 10 sin 57° = — 5,4 -i—|—§7,_4. Die Summe der beiden ist 8,4 — 10,4 ¢,
dies stellt einen Vektor der Lénge V(8,42 +(10,4)2 = 13,4 dar.

Eine Differentiation von (7) nach der Zeit hat das Ergebnis
a(—wsinwt+iwcoswi)=1w.a{coswt+isinwi),

denn nach Definition von ¢ gilt¢* = —1.
‘ Die Differentiation der komplexen Zahl
i (7) nach der Zeit ist demnach gleichbedeu-
| tend mit einer Multiplikation mit ¢ .
{ In der Vektordarstellung wird durch
-l Differentiation die Lénge des Vektors
@ mit o multipliziert und der Vektor um
Abb. 12. Multiplikation eines Vektors 90° nach vorne gedreht. Daraus miite
it ¢ (posltlveugr%%\g?g des Vektors folgen, daB die Multiplikation einer kom-
plexen Zahl mit ¢ gleichbedeutend ist mit
einer Drehung ihres darstellenden Vektors um einen rechten Winkel
im positiven Sinne ohne Anderung seiner Lénge. Daf dies wirklich so
ist, sieht man leicht ein:

1(a+i1b)=—b+‘ia.
Abb. 12 zeigt, daB dieser Vektor die angegebene Richtung und Linge hat.

Fiihrt man irgendwelche Rechnungen mit diesen komplexen Zahlen
durch, so gelten die gewshnlichen Regeln der-Algebra. Bei jedem Schritt
miiBte man eigentlich daran denken, dafl die Bewegung immer nur
durch den reellen Teil dessen, was man hinschreibt, dargestellt wird.
Gewdhnlich braucht das jedoch nicht zu geschehen, sondern man fiithrt
die algebraischen Rechnungen einfach ohne Riicksicht auf ihre physi-
kalische Bedeutung durch ; der reelle Teil des Rechnungsergebnisses wird
schlieflich wieder physikalisch gedeutet.

Bei einfachen Aufgaben braucht man das komplexe Verfahren kaum
anzuwenden, da man die Lésung ebenso leicht unmittelbar erhilt. Bei
verwickelteren Aufgaben, wie sie z. B. im Abschnitt 24 behandelt werden,

|

|

|

1

|

la
=
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ist jedoch die Arbeitsersparnis durch Verwendung der komplexen Dar-
stellung erheblich.

Der Ausdruck (7) wird manchmal auch in anderer Form geschrieben:
a(cos wt-+ isin wt) = aet®? (8)

oder, wenn a=1 und wt=u« ist,
e'% = cos o } ¢sina. (8a)
Die rechte Seite dieser letzten Gleichung ist eine gew6hnliche komplexe

Zahl, die linke Seite kann am einfachsten durch eine Potenzreihe erldutert
werden. Die Potenzreihenentwicklung von e lautet:

2 x?
=14z + 5+ g+ ..
Ersetzt man x durch ¢a, so ergibt sich

o2

. . . ol ot
ew=1—|—zoc—2!-z3—!—|—r!+...

:(1—§+%—...>+i<a—%+;—j—--->-

Die rechte Seite ist eine komplexe Zahl, die nach Definition ¢* dar-
stellt. Man sieht, daB die Klammerausdriicke die Potenzreihenentwick-
lungen von cos « und sin « darstellen, so daf} sich die Formel (8a) ergibt.

Eine einfache graphische Darstellung des Ergebnisses kann in der
komplexen Ebene der Abb. 11 gegeben werden. Man betrachte einen
Kreis mit dem Radius 1 in dieser Ebene. Jeder Punkt des Kreises
hat eine waagerechte Projektion cos o und eine senkrechte Projektion
sin o, stellt also die Zahl cos oz + ¢ sin o = €t® dar. Die Zahl e* wird also
durch einen Punkt auf dem Einheitskreis dargestellt, der vom Punkt 41
auf der reellen Achse um den Winkel a entfernt ist. Ist o nun gleich
wt, so ergibt sich, daB ei®* einen umlaufenden Einheitsvektor darstellt,
dessen waagerechte Projektion eine harmonische Schwingung mit der
Weite 1 und der Frequenz w bedeutet.

Auf S.38 wird sich Gelegenheit bieten, den Ausdruck (8a) zu ver-
wenden.

6. Arbeitsleistung bei harmonischen Bewegungen. FEine fiir viele
Anwendungen wichtige GréBe ist die von einer harmonisch veranderlichen
Kraft auf eine harmonische Bewegung der gleichen Frequenz geleistete
Arbeit. Die Kraft P=P,sin (wt + @) wirke in der Bewegungsrichtung
auf einen Korper, dessen Bewegung durch 2=z, sin w? gegeben ist.
Die von der Kraft wihrend einer kleinen Verschiebung dx geleistete

Arbeit ist Pdz, dies kann auch als P é—‘: dt geschrieben werden.
Wihrend einer Welle der Schwingung 4ndert sich w? von 0 bis 27

und also ¢ von 0 bis % Die wihrend einer Welle geleistete Arbeit ist
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2n

2_n
f /P dwt) = PoxO/sin(wt—{—(p)coswtd(wt)
0 0

=P, xo_/ coswit(sinwtcosy + coswtsing)d(wi)
0

2n 27
= Pyx, eoscp/ sinwtcos wid(wt) + Poxosintpfcos2wtd(wt).
0 0

Einer Integraltafel kann man entnehmen, daB3 das erste Integral den
Wert 0, das zweite den Wert sz hat; die wiahrend einer Welle geleistete
Arbeit ist also: A—mPyaysing. 9)

Das Ergebnis kann man auch durch ein graphisches
Verfahren erhalten, wobei man der obigen Rechnung
Schritt fiir Schritt folgt: Die Kraft und die Bewegung
kénnen durch die Vektoren 3, und g, dargestellt werden
(Abb. 13). Nun zerlege man die Kraft in ihre Kom-
ponenten Fycosg und FPysing. Die erste dieser Kom-
ponenten ist in Phase mit der Bewegung, die zweite
eilt der Bewegung r, um 90° voraus. Diese Zerlegung
ist ebenso zuldssig wie die geometrische Summen-
Abb. 13. Kraft nd  bildung von Vektoren (vgl. Abschnitt 2).
Bewe},‘g*}lgfu%;r;elben Die geleistete Arbeit wird dadurch ebenfalls in

zwei Teile zerlegt; ein Teil kommt von einer Kraft in
Phase mit der Bewegung, der andere Teil von einer Kraft, die der
Bewegung um 90° vorauseilt.

Der erste Teil dieser Arbeit ist in Abb. 14a wiedergegeben. Die Ordi-
naten sind die Verschiebungen z und die in Phase wirksame Kraft-
komponente. Zwischen A und B ist die Kraft positiv (aufwirts) und
der Korper bewegt sich ebenfalls aufwirts, es wird also positive Arbeit
geleistet. Zwischen B und C bewegt sich der Kérper gegen den Gleich-
gewichtspunkt hin abwéirts, wihrend die Kraft immer noch positiv
gerichtet ist (aufwérts, mit allméhlich sich verringender GréBe), so daf3
negative Arbeit geleistet wird. Die positive Arbeit zwischen 4 und B
ist ebenso grof wie die negative Arbeit zwischen B und C, iiber eine
ganze Welle wird also insgesamt iiberhaupt keine Arbeit geleistet:

Wenn eine harmonische Kraft auf einen. Korper wirkt, der sich in
einer harmonischen Schwingung der gleichen Frequenz bewegt, so leistet
die Kraftkomponente, die sich in Phase mit der Verschiebung befindet,
keine Arbeit.

In Abschnitt 2 wurde gezeigt, da8 die Geschwindigkeit durch einen
Vektor dargestellt wikd, der der Verschiebung um 90° vorauseilt. Der
soeben festgestellte Satz kann also auch in folgende Worte gefalBt werden :

To
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Eine Kraft leistet nur mit der Komponente Arbeit, die in Phase mit der
Geschwindigkert ist.

Die andere Komponente der Kraft ist in Abb. 14b gezeichnet. Im
Zeitabschnitt 4 B nimmt die Verschiebung zu, die Bewegung ist auf-
warts gerichtet. Die Kraft ist positiv, d.h. auch aufwirts gerichtet,

E, a x b
§ Beosp bsing
$ E :

1

Abb. 14. Kraft und Bewegung in gleicher Phase ergeben verschwindende Arbeitssumme je Ganz-
welle, Kraft und Bewegung um 90° gegeneinander versetzt ergeben den gréBten Arbeitsbetrag je
Ganzwelle.

so daB positive Arbeit geleistet wird. Im Zeitabschnitt BC ist die Be-
wegung abwirts gerichtet, aber die Kraft ebenfalls abwirts, so dafl
die geleistete Arbeit wieder positiv ist. Man entnimmt der Abb. 14b,
dafl aus Symmetriegrinden die
im Zeitabschnitt 4 B geleistete Ar- N 2T
beit gleich der Arbeit ist, die im 4j__> | __ /L
Zeitabschnitt BC geleistet wird. “\| / |
Die Gesamtarbeit wihrend einer & 3 *
ganzen Welle 4 D ist also viermal z
so groB3 wie die im Stiick 4 B ge-
leistete Arbeitsmenge.

Zur Berechnung des Arbeits-
betrages wird wieder die Defini-

tionsgleichung
Ad=[Piz= [P% di=[Poa

verwendet. Die wihrend einer Welle geleistete Arbeit ist demnach gleich
den Zeitintegralen des Produktes von Kraft und Geschwindigkeit. Nach
Abb. 14b ist die Kraft
P = (FP,sin ¢)- coswt,
die Geschwindigkeit hat den Wert v =z,wcoswt, so daB sich fiir die
wahrend einer Welle geleistete Arbeit ergibt:
T T
fPosimp coswi -y - coswidt= Py xosintp/cosza)td(wt).
0 0

Abb. 15.

14
Zur Ableitung der Beziehung fcos?a da = =.
0

Der Wert des bestimmten Integrals auf der rechten Seite kann aus
Abb. 15 abgeleitet werden, in der die Kurve I die Funktion cosw? und
die Kurve II die Funktion cos2wt darstellt. Die Kurve cos?w!? ist eine
Kosinuskurve um die gestrichelte Gerade 44 als Nullinie; sie hat die
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doppelte Frequenz von coswt?, wie man auch sofort trigonometrisch
nachweisen kann:

cos? o =%(1 + cos 2 ar).

Das Rechteck 1—2—3—4 wird durch die Kurve II in zwei Teile
zerlegt, die offenbar dieselbe Form und denselben Flicheninhalt haben.
Die Entfernung I—4 ist gleich ,,1“, die Entfernung 3—4 betrigt 90°

oder ng. Der Inhalt des ganzen Rechtecks ist also %, die Flache
unter der Kurve II ist die Hilfte davon. Der Wert des bestimmten
Integrals zwischen den Grenzen 0 und % ist —Z, zwischen den Grenzen

0 und T ergibt sich sz. Die wihrend einer Welle geleistete Arbeit hat
also den Wert:
A=nFz,singp. 9)
Im néchsten Abschnitt wird der Fall behandelt, da8 eine periodische
Kraft oder eine periodische Bewegung ,,unrein‘‘ ist, d. h., daB sie auBer
der ,,Grund-Harmonischen‘ auch die ,,h6heren Harmonischen* enthélt.
In diesem Zusammenhang mufB3 dann auch die Arbeit bestimmt werden,
die von einer harmonischen Kraft mit einer bestimmten Frequenz auf
eine harmonische Bewegung mit einer anderen Frequenz geleistet wird.
Die Kraft verindere sich mit einer Frequenz, die ein ganzzahliges Viel-
faches von w ist, z. B. nw; die Frequenz der Bewegung sei ein anderes
ganzzahliges Vielfaches von w, z. B. mw. Es wird nun gezeigt werden,
daB die von dieser Kraft auf eine derartige Bewegung wihrend einer
ganzen Welle von w geleistete Arbeit den Wert Null hat.
Die Kraft sei durch P=F,sinnwt und die Bewegung sei durch

x=2x,sin (m w? -+ @) gegeben. Die geleistete Arbeit je Grundwellendauer

=2§ hat den Wert

T T
/Pdm:/P Z—fdt :/Posinnwt-xo-mw-cos(mwt+(p)dt.
0 0

Es ist
cos(mwt -+ @) =cosmwtcos p — sinm wising.
Dabei ist ¢ unabhingig von der Zeit und kann vor das Integral gezogen

werden, das Integral spaltet sich also in zwei Teile von der Form
T T
/sinnwtsinmwtdt und fsinnwtcosmwtdt.
0 0

Wenn diese beiden Integrale unabhingig von m und » den Wert Null

haben (es mufl nur m von % verschieden sein), so folgt, daBl die je Welle
geleistete Arbeit verschwindet. Mit 7= 23“ zeigt aber eine Tafel der

bestimmten Integrale tatsichlich, daB diese beiden Integrale ver-
schwinden. Man kann diese Tatsache auch anschaulich leicht einsehen:
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Als Beispiel diene das erste Integral mit n=4 und m =35, dieser Fall
ist in Abb. 16 dargestellt. Die Héhen der beiden Wellen sind verschieden
grof3 gezeichnet, damit man sie etwas leichter unterscheiden kann. Die
Integration erstreckt sich iiber das Zeitintervall 4 B. Die Ordinaten
der beiden Kurven sind miteinander zu multiplizieren und dann zu inte-
grieren. Man betrachte zwei Punkte, den einen etwas rechts von 4 und
den anderen ebenso viel links von C. Nahe bei 4 sind beide Wellen
positiv; nahe bei C ist die eine positiv, die andere negativ, aber die
absoluten Werte der beiden Ordinaten sind dieselben wie nahe bei A.
Der Beitrag eines Stiickchens nahe bei 4 zum Gesamtwert des Integrals
hebt also den Beitrag des entsprechenden Stiickchens nahe bei € auf.
Dieses gegenseitige Ausléschen erfolgt nun nicht nur fiir die Kurven-
teile nahe bei 4 und C, sondern allgemein fiir je zwei Bereiche, von
denen der eine ebensoviel
rechts von A4 liegt, wie der
andere links von. C. Das
Integral iiber dem Abschnitt
AD hebt also den Integral-
wert des Abschnittes CD ge-
rade auf, ebenso sieht man,

Ablé. 16. Zur Ableitung der Beziehung
n

daB das Integral iiber CB { sin e sin me doc= 0 (n < m).
verschwindet.

Natiirlich verschwindet nur die Gesamtsumme der iiber eine ganze
Grundwelle geleisteten Arbeit. Fangt man bei 4 an, so sind zunichst
beide Kurven (Kraft und Geschwindigkeit) positiv, so daf} positive Ar-
beit geleistet wird. Diese Arbeit wird jedoch spiter zuriickgewonnen, in
der Zwischenzeit mufl sie also in Form von Lageenergie oder Be-
wegungsenergie aufgespeichert sein.

Dieselbe Betrachtung kann man fiir jedes Wertepaar m und »n durch-
fithren, ebenfalls fiir Integrale mit Kosinuswellen. Wenn m gleich =
wird, so liegt der bereits besprochene Fall gleicher Frequenzen vor; auch
dann wird keine Arbeit geleistet, wenn Kraft und Verschiebung in Phase
sind. Nur im Fall m =n und einer Phasenverschiebung von 90° zwischen
Kraft und Auslenkung ist die von der n-ten Kraftharmonischen je Kraft-
welle geleistete Arbeit nach (9) gleich n Fy 2,; auf eine Ganzwelle der
Hauptfrequenz w fallen n solcher Wellen, die im Verlauf einer Haupt-
frequenzwelle geleistete Arbeit ist also nn F,x,.

Die erhaltenen Ergebnisse kénnen wie folgt zusammengefalt werden:

1. Eine harmonische Kraft wirke auf eine harmonische Auslenkung
oder Geschwindigkeit, deren Frequenz von der Frequenz der Kraft ver-
schieden ist. Wihrend eines Zettintervalls, das eine ganze Anzahl Kraft-
wellen und eine (andere) ganze Anzahl Geschwindigkeitswellen enthdlt,
wird dann keine Gesamtarbeit geleistet.
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2. Eine harmonische Kraft wirke auf eine harmonische Geschwindigkest
derselben Frequenz mat eimer gegenseitigen Phasenverschiebung von 90°
Wihrend einer ganzen Welle wird dann keine Gesamtarbeit geleistet.

3. Eine harmonische Kraft mit dem Groftwert Py und der Frequenz w
wirke auf eine harmonische Geschwindigkeit derselben Frequenz und gleicher
Phase mit dem Groftwert vy=1xyw. Die wihrend einer ganzen Welle ge-
leistete Arbeit ist dann 7w Pyvelw = 7w P, x,.

Beispiel. Eine Kraft 10 sin 2 z 60 ¢ (Binheiten: kg und s) wirkt auf eine Aus-
lenkung von 0,1sin (2 7z 60 £—45°) (Einheiten: cm und s). Wie groB ist die ge-
leistete Arbeit wihrend der ersten Sekunde und wihrend der ersten Millisekunde
(=0,0015)?

Lésung. Die Kraft ist um 45° gegen die Auslenkung phasenverschoben. Sie
kann in zwei Komponenten mit den GréBtwerten 17§kg zerlegt werden, von

denen die eine in Phase, die andere um 90° gegen die Auslenkung verschoben ist.
Die mit der Auslenkung in Phase wirksame Komponente leistet wihrend einer
Welle keine Gesamtarbeit. Die gegen die Auslenkung um 90° phasenverschobene

10
Komponente leistet je Welle 7w Py xy = n ﬁ 0= 2,22 kgem Arbeit. Wahrend

der ersten Sekunde finden 60 Wellen statt, so daB die gesamte geleistete Arbeit
den Wert hat: 60 - 2,22 = 144 kg cm.

Wihrend der ersten Millisekunde finden 60/1000 = 0,06 Wellen statt, so da8 die
Vektoren des Diagramms nur um 0,06-360° =21,6° umlaufen. (9) gilt nur fiir
eine volle Welle, d. h. einen vollen Umlauf des Vektors. Fiir Teile eines Umlaufs
muB die Integration vollstindig durchgefiihrt werden:

A=J/de= fPosinwt- o w - cos (ot — ¢)dt,
21,6°
=P, xofsin (wt) cos (wt — @) d(wt),
0

21,6°

=10-1/1,- [ sin (wt) [cos (wt) cosp + sin (wt) sin ¢] d (wt),
0
21,6° 21,6°

= cos @ sin (w1) cos (w?) d (wt) + sin ¢ [ sin® (wt)d (wt),
0 0

=1/,c0s ¢ sin? (wt) + sin ¢ [Y, 0t — 1/, sin® @ t]gl’6° =

2

=1/, c0s 45° sin® 21,6° - sin 45° -1/, 5;’2 — sin45° -1/;-sin 43,29,

=1/,-0,707 - 0,3682 + 0,707 -

21,6 0,685
1146 0,707-—7

= 0,048 + 0,133 — 0,021 = + 0,060 cmkg.

Dies ist betrichtlich weniger als 1/, der Arbeit, die wahrend einer ganzen
Sekunde geleistet wird, denn wahrend dieser ersten Millisekunde ist die Kraft
sehr klein, sie steigt von 0 bis 0,368 P,.

7. Nichtharmonische periodische Bewegungen. Eine periodische Be-
wegung hat die Eigenschaft, sich selbst mit allen Einzelheiten nach einem
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gewissen Zeitintervall, der Periode, zu wiederholen. Alle harmonischen
Bewegungen sind periodisch, aber viele periodische Bewegungen sind
nicht harmonisch. Abb. 17 stellt z. B. die Bewegung dar;

x=a,sinwt—|—?sin2wt,

also die Uberlagerung zweier Sinuswellen verschiedener Frequenz. Sie
ist periodisch, aber nicht harmonisch.

Man kann mathematisch beweisen, dal jede periodische Kurve f(t)
von der Frequenz w in eine Reihe von Sinuskurven der Frequenzen
o, 2w, 3w, 40 usw. zerlegt werden kann, es ist

f@) =A4,+ Aysin(wt + @) + Aysin Qwt + @,) +... (10)
vorausgesetzt, dafl f(f) nach jedem
Intervall T' = 27/ sich selbst wieder-
holt. Die Schwingungsweiten 4,, 4,
usw. der verschiedenen Wellen und
ihre Phasenwinkel ¢,, @, usw. kénnen
analytisch bestimmt werden, wenn f ()

gegeben ist. Die Reihe (10) wird als
,, FOURIER-Reihe* bezeichnet.

Das zweite Glied wird die ,,Grund-
schwingung® oder ,erste Harmoni-
sche* von f(¢) genannt, allgemein
heiBt das (n -+ 1)-te Glied A, sin

Abb. 17. Darstellung der Summe zweier har-
rwt+ @, ) die ..n-te Harmonische¢®  monischer Bewegungen verschiedener Fre-
n » s ) B .

quenz. (Die Summe ist nicht harmonisch.)

von f(f). Da
sin(nwt -+ ¢,) =sinn wtcos g, + cosnwtsin g,
kann die Reihe auch geschrieben werden:
f@)=ag+asinwt+a,sin2wit+... +a,sinnwt+...
+bcoswt+bycos2wt ... +b,cosnwt ...

Das konstante Glied a, stellt die mittlere Hohe der Kurve f () wihrend
einer Welle dar. Fiir eine Kurve, die wihrend einer Welle ebensoviel
iber der Nullinie wie unter ihr liegt, verschwindet a,. Die GréSen
ay ... @&, ..., b...b,... konnen durch Anwendung der drei Arbeits-
satze des vorigen Abschmtts bestimmt werden.

Man betrachte zu diesem Zweck f(¢) als eine Kraft und lasse diese
(nichtharmonische) Kraft auf einen Punkt wirken, der die harmonische
Geschwindigkeit sin » w¢ hat. Nun betrachte man die Kraft f(¢) als die
Summe der Glieder ihrer FOURIER-Reihe und bestimme die Arbeit, die
jedes einzelne harmonische Glied fiir sich leistet. Alle Teile der Kraft
auller a,sinnwt und b, cosn wt haben Frequenzen, die von der Ge-
schwindigkeitsfrequenz nw verschieden sind, so daB von ihnen keine

(10a)

Den Hartog-Mesmer, Mechanische Schwingungen. 2
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Arbeit je Welle geleistet wird. AuBlerdem ist b,, cos 7wt um 90° gegen die
Geschwindigkeit phasenverschoben, so dal dieses Glied ebenfalls keine
Arbeit leistet. Die gesamte geleistete Arbeit riihrt also von der Kraft
a,sinnwt auf die Geschwindigkeit sinn w ¢ her, sie hat den Wert

ﬂan',le‘ je Welle der Frequenz nw. Je Welle der Grundfrequenz

may,
Pt

(die n-mal so lang ist) ist die Arbeit

Die GroBe a, ist also %-mal so groB wie die Arbeit, die die voll-

stindige nichtharmonische Kraft f(f) auf die Geschwindigkeit sinn w?
wihrend einer Kraftperiode leistet; oder mathematisch:

2a

a,n=~j:-/f(t)sinncotdt. (11a)
0

Nimmt man eine Geschwindigkeit cos nwt anstatt sin nwt und wiederholt
die Rechnung, so ergibt sich der Wert b, ebenso:
2n

bn=%ff(t)cosna)tdt. (I11b)
0

Zwischen a,, b, und den Werten 4, und ¢, in (10) gelten die Be-
ziehungen (6), S. 4, so daB sich ergibt:

Ap? = a® 4 b2, tg @ —%~
Die von einer nichtharmonischen Kraft der Frequenz o auf eine
harmonische Geschwindigkeit der Frequenz n w geleistete Arbeit ist also
nur gleich der Arbeit der in Phase mit der Geschwindigkeit befindlichen
Komponente der n-ten Kraftharmonischen; die Arbeit aller anderen
Kraftharmonischen, integriert iber eine vollstindige Kraftwelle, ver-
schwindet.

Mit Hilfe der Formeln (11) kann man die Werte von @, und b, fir
jede irgendwie gegebene periodische Kurve berechnen. Der Zweig der

Mathematik, der sich mit dieser Berechnung beschiftigt, ist die ,har-
monische Analyse‘.

Beispiel. Die Kurve ¢ der Abb. 251 (8. 316) zeigt angenahert die Didmpfungs-
kraft, die von turbulenter Luft auf einen harmonisch bewegten Korper ausgeiibt
wird. Wenn der Koordinatenanfang der Abb. 251 um !/, Wellenlinge nach links
verschoben wird, lautet der mathematische Ausdruck fiir die Kurve:

flot)= sin?wt fir O<wi<=n
fot)= —sin?wt fir <otz
Man finde die Weite der Grundharmonischen dieser Kurve.
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2n

w
Losung. a4, = %ff(w t)sin wt dt,
0

2
=%/f(wt)sinwtd(wt),
0

£ 2n
=%/sin3(wt)d(wt) —%/siﬁ(wt)d(wt).
0

k21
Einer Integraltafel entnimmt man:

fsin3 zdx = —1/; cos % (sin? z + 2).
Daraus errechnet man a,

. 1 .
a; = 3 cosn(sm2n+2)+3—ncosO(sm20+2)+3—15cos2n(sin22n+2)—-

— % cos 7 (sin?  + 2)

2 2 2 2 8
BT T TR T I Y s
Die Weite der Grundschwingung ergibt sich also zu 85% der groBBten Hohe der
Kurve selbst.

=0,85.

Die Auswertung der Integrale (11) durch Berechnung kann nur fiir
wenige einfache Formen von f (t) durchgefiihrt werden. Ist f(#) eine Kurve,
die aus einer wirklichen Schwingungsuntersuchung oder aus einem
Indikatordiagramm gewonnen wurde, so ist der mathematische Ausdruck
fiir diese Kurve zunichst unbekannt. Die Integrale kénnen jedoch aus
der vorliegenden Kurve graphisch oder numerisch oder mit Hilfe eines
mechanisch arbeitenden , harmonischen Analysators‘ unmittelbar aus-
gewertet werden.

Ein harmonischer Analysator arbeitet nach demselben Grundsatz wie
der Dampfmaschinenindikator von Wart. Der Indikator durchliuft eine
geschlossene Kurve, deren Ordinate der Dampfdruck (oder die Kolben-
kraft) und deren Abszisse die Kolbenverschiebung ist. Die Fliche dieser
geschlossenen Kurve ist die vom Kolben je Umlauf geleistete Arbeit.
Die Formeln (11) besagen, daB die Koeffizienten a,, oder b, ein Viel-
faches der Arbeit sind, die je Welle von der Kraft f(t) auf eine gewisse
Verschiebung geleistet wird. Die Geschwindigkeit dieser Verschiebung
ist durch sinn wt gegeben. Nun ist aber sinnwt die Geschwindigkeit

der Verschiebung

no €08 n wt, so dal (11a) auch in folgender Form

geschrieben werden kann:
—1 -1 ¢
anzm/f(t) d(cosnwi) = Tnfj)Pds.

Das Symbol f bedeutet, da man die Integration iiber die geschlossene
Kraft-Weg-Kurve erstrecken soll, die wihrend einer Welle der Kraft f()
beschrieben wird.

2%
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Das Gerit ist in Abb. 18 schematisch dargestellt. Die Kurvenscheibe A
stellt eine Welle der Kurve f(t) dar, die analysiert werden soll. Die
Kurvenscheibe 4 ist auf einer Zahnstange mit Zahnrad B befestigt.
Der Arm € wird so gefiihrt, daB er sich nur in seiner Léngsrichtung be-
wegen kann, er wird durch eine Feder leicht gegen die Kurvenscheibe 4
gedriickt. Die senkrechte Bewegung des Armes C und des an ihm be-
festigten Stiftes D wird durch f(t) ausgedriickt. Die Tafel £ bewegt sich
waagerecht und wird mit einem Fiithrungsstift von der Welle F' angetrieben,
die durch passende Zwischenrider mit B so verbunden ist, da8 F n-mal
umliuft, wenn 4 sich durch die Diagrammlénge (d. h. eine Kraftwelle)
bewegt. Dem Gerdt wird
ein Satz Zahnrdder mitge-
geben, so daBl durch Aus-
wechseln eines Getriebe-
rades durch ein anderes
jedes Ubersetzungsverhilt-
nis » von 1 bis 30 her-
gestellt werden kann.

Die waagerechte Be-
wegung der Platte E
wird durch sinnwt oder

Abb. 18. Grundsitzliche Anordnung eines harmonischen N
Analysators. durch cosnwt wiederge-

geben, je nachdem wie die
Zahnrider zum Eingriff gebracht sind. Der Punkt D wird also eine
geschlossene Kurve auf der Tafel beschreiben, deren Fliche dem

. 1 .
Wert von a, oder b, multipliziert mit der Xonstanten 7a entspricht.

Statt diese Kurve wirklich zu zeichnen, trigt das Gerit gewShnlich ein
Planimeter, dessen Drehpunkt auf Z und dessen Fahrstift an D be-

festigt ist; der Flicheninhalt wird dann unmittelbar am Planimeter
abgelesen.

Aufgaben.

1. Eine Kraft P, sin w¢ wirkt auf eine Verschiebung « = z,, sin (w ¢ + 30°),dabei
ist Py=>5kg, ¥y=2 cm, w=~62,8 Bg/s. Man berechne a) die wihrend der ersten
Sekunde geleistete Arbeit, b) die wihrend der ersten 1/, s geleistete Arbeit.

2. Ein Kérper schwingt auf einer Platte mit trockener Reibung harmonisch
hin und her. Die zwischen Kérper und Platte wirksame Reibungskraft sei unab-
hingig von der Geschwindigkeit, d.h. sie sei ausgedriickt durch:

f@l)=Kfir0<wt<nm wd ()= —Kfira<ot<2a.
Der Verlauf von f(¢) ist in Abb. 19 dargestellt. Man berechne die harmonischen
Koeffizienten dieser Kraft nach (11) und zeige, daB

4 . 1 . 1
f(t)=;K<smwt—|—ﬁ3~sm3wt+ -5——sm5wt+...>,



Zweites Kapitel.
Systeme mit einem Freiheitsgrad.

8. Freiheitsgrade. Ein mechanisches System hat ,einen Freiheits-
grad®, wenn seine geometrische Lage in jedem Augenblick durch eine
einzige Zahl angegeben werden kann. Man betrachte beispielsweise einen
sich in einem Kolben bewegenden Zylinder. Seine Lage kann in jedem
Augenblick durch Angabe des Abstandes vom Zylinderende bestimmt
werden, es handelt sich also um ein System mit einem Freiheitsgrad.
Ein anderes Beispiel ist eine Kurbelwelle in festen Lagern. Hier ist die

Stellung des Systems vollstdndig bestimmt durch den

t Winkel zwischen einer Kurbel und der senkrechten

i Ebene. Ein an einer Feder hangendes Gewicht, das

. sich in einer Fihrung nur aufwirts und abwérts be-

E‘E I wegen kann, ist das klassische Beispiel eines Schwin-
5

J—

gungssystems mit einem Freiheitsgrad (Abb. 23).

Im allgemeinen sind » Zahlen notig, um die Lage
eines mechanischen Systems zu bestimmen. Das System

! hat dann n Freiheitsgrade. Eine Scheibe, die sich in
I8 ihrer Ebene ungehindert bewegen kann, hat drei Frei-
Abb. 21, i nordnung heitsgrade: die z- und y-Verschiebung des Schwer-
mit zwei Freiheits: punkts und den Drehwinkel um den Schwerpunkt.

graden. Ein Zylinder, der eine geneigte Ebene abwérts rollt,
hat einen Freiheitsgrad; wenn er sich aber teils rollend, teils gleitend
abwirts bewegt, hat er zwei Freiheitsgrade, nédmlich die Verschiebung
und die Drehung.

Ein starrer Korper, der sich frei im Raum bewegt, hat sechs Freiheits-
grade, drei Verschiebungen und drei Drehungen. Man braucht also auch
sechs Zahlen oder ,,Koordinaten, um seine Stellung festzulegen, die
Verschiebungen x, y, 2 und die Drehungen ¢, y, .

Ein System aus zwei starren Kérpern, die durch Federn verbunden
und so gefiihrt sind, daB jeder Korper sich nur lings einer geraden Linie
bewegen, aber nicht drehen kann, hat zwei Freiheitsgrade (Abb. 21).
Die beiden GréBen, die die Stellung eines solchen Systems bestimmen,
kann man ziemlich willkiirlich wéhlen. Man kann beispielsweise den
Abstand eines festen Punktes 0 vom ersten Korper mit z;, den Abstand
des Punktes 0 vom zweiten Korper mit x, bezeichnen, dann sind
und x, die beiden Koordinaten. Man kann aber auch den Abstand des
Punktes 0 vom Schwerpunkt der beiden Korper als eine Koordinate

X7
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3. Eine periodische Kurve f(f) habe einen zeitlichen Verlauf nach Abb. 20.
Man beweise, daf}

8 [ . 1 . 1
f(t):n—2<smwt—- §8m3wt+3§sm5wt — >
#1t) b,
S
i : ; Jr ; 3.7':/
¥ DL —= wi—
0 K3 ar x4 s
Abb. 19. Zeitlicher Verlauf der Kraft in Abb. 20. Zeitlicher Verlauf der Kraft in
Aufgabe 2. Aufgabe 3.

4. In Abb. 18 sei die zu analysierende Kurve 4 eine reine Sinuswelle, so daf3
a, =1, wihrend alle anderen Koeffizienten ¢ und b verschwinden. Man zeichne
die Form der vom Stift D auf der Platte E beschriebenen Kurve, wenn die Welle '
bei voller Verschiebung von A einmal umlduft. Die geschlossene Kurve auf ¥
hingt von der Phase von F gegen A ab. Man zeige, daB sich durch eine Phasen-
verschiebung von 90° die Kurve auf der Platte # von einem Kreis zu einer geraden
Linie unter 45° verindert. Man bestimme die Fliche der kreisrunden E-Kurve
und zeige, daB ¢;=1 und b, =0 ist.

5. Man zeichne die E-Kurve von Aufgabe 4 fiir den Fall, daB F fiir eine volle
Verschiebung von A zweimal, dreimal usw. umliuft und zeige, daB8 der vom Plani-
meter gemessene Flicheninhalt in allen diesen Fillen gleich Null ist.

6. Man leite (6) S.4 trigonometrisch ab.
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wihlen und sie mit y, bezeichnen. Als zweite Koordinate kann man dann
z. B. den Abstand zwischen den beiden Kérpern y,=—x,—x, wihlen.
Das Zahlenpaar x;, v, beschreibt die Stellung des Systems vollsténdig,
ebenso das Zahlenpaar y;, y,. Die Wahl von y; und y, hat im vorliegenden
Fall einen gewissen praktischen Vorteil, da man sich gewdhnlich nicht
so sehr fiir die Lage des Gesamtsystems als vielmehr fiir seine inneren
Spannungen interessiert. Die Federspannung in Abb. 21 ist durch g,
vollstéindig bestimmt, so daB fiir ihre Berechnung die Kenntnis von ¥,
nicht erforderlich ist. Die zweckméfige Koordinatenwahl eines Systems
mit mehreren Freiheitsgraden kann die Rechnungsdurchfiihrung oft
erheblich vereinfachen.

Es ist iibrigens nicht gesagt, daB der Gesamtaufbau eines Systems
mit nur einem Freiheitsgrad auch immer sehr einfach ist. Eine Zwolf-
zylinder-Verbrennungsmaschine mit einer steifen Kurbelwelle und starr
im Raum befestigtem Zylinderblock
mit all ihren sich bewegenden ow z
Kolben, Stangen, Ventilen, der
Nockenwelle usw. hat nur einen . o

. o . . Abb. 22. Balken mit unendlich vielen
einzigen Freiheitsgrad, denn eine Freiheitsgraden.
einzige Zahl (z. B. der Winkel, um
den die Kurbelwelle sich gedreht hat) bestimmt vollstéindig die Lage
aller beweglichen Teile der Maschine. Ist jedoch der Zylinderblock auf
biegsamen Federn befestigt, so daB er sich in jeder Richtung frei be-
wegen kann (bei manchen Kraftwagenmotoren ist das heute der Fall),
so hat das System sieben Freiheitsgrade, nidmlich die sechs Freiheits-
grade des starren Zylinderblockkorpers im freien Raum und den Dreh-
winkel der starren Kurbelwelle als siebente Koordinate.

Ein vollstindig biegsames System hat unendlich viele Freiheitsgrade.
Man denke z. B. an einen biegsamen Balken auf zwei Lagern. Durch
eine entsprechende dullere Belastung kann man innerhalb der Grenzen
der Balkenfestigkeit diesen Balken in jede beliebige Form biegen (Abb. 22).
Zur vollstindigen Beschreibung dieser Kurve braucht man eine Funktion
y = f(x), die einer unendlichen Anzahl von Zahlen gleichwertig ist. In
jedem Ort z lings des Balkens kann man innerhalb gewisser Grenzen
unabhéngig von der Lage der anderen Balkenteile eine Durchbiegung y
vorgeben, die vollstindige Beschreibung der Balkenform erfordert also
soviele Werte y wie Punkte « lings des Balkens vorhanden sind, d.h.
unendlich viele. Wieim Fall der Abb. 21 ist auch y = f (x) nicht die einzige
Zahlenreihe, die zur Bestimmung der Lage verwendet werden kann.
Eine andere Moglichkeit der Bestimmung der Durchbiegungskurve
besteht in der Angabe der Werte aller Fourizr-Koeffizienten a, und
b, [(11), S. 18], die ebenfalls eine unendliche Anzahl bilden.

9. Ableitung der Differentialgleichung. Eine Masse m hinge nach
Abb. 23 an einer Feder, deren oberes Ende fest aufgehéngt ist. Die
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,»Steifigkeit* der Feder wird gemessen durch ihre ,,Federzahl c. ¢ be-
deutet die Anzahl Kilogramm Zugkraft, die nétig ist, um die Feder um
1 cm zu verldngern, ¢ hat also die Dimension kg/em. Zwischen der Masse
und der festen Aufhiangung sei noch ein 0l- oder Luft-Diampfgerit vor-
gesehen. Dieses Gerdt kann keine Kraft auf die Masse iibertragen, solange

sie in Ruhe ist. Sobald sie sich aber bewegt, wirkt die ,,Dampfungs-
kraft* des Dimpfers mit dem Wert & @ oder k% , d. h. proportional zur
Geschwindigkeit und gegen sie gerichtet. Die Grofe k bedeutet die
Dampfungskraft (kg), die bei einer Geschwindigkeit =1 cm/s auf den
Korper wirkt. k wird als der Koeffizient der zéhen Flissigkeitsdampfung
(,,viskose* Diampfung) oder kurz als ,,Dampfungs-
kg

cm/s

Die Dampfung, die in einem wirklichen mechani-
schen System auftritt, folgt nicht immer einem so
einfachen Gesetz wie dieser k Z-Bezichung, ver-
wickeltere Fille kommen héufig vor. In Aufgabe 2
(Abb. 19, 8. 21) wurde bereits die Dampfungskraft
der ,trockenen Reibung‘ erwéhnt, die man als
konstant, d. h. geschwindigkeitsunabhingig betrach-
Abb. 23. Schwingungs- ten kann. Man sollte vermuten, da bei dieser ein-

e e eeM  fachen Annahme auch die Wirkungen dieser Kraft

durch besonders einfache Formeln gegeben werden.
Es wird sich spéter zeigen, dafi diese Annahme durchaus nicht zutrifft.
Die mathematische Theorie dieser trockenen Reibung und anderer
Déampfungsgesetze ist im allgemeinen ziemlich umstindlich (vgl. Ab-
schnitte 70, 71 und 73), wihrend bei zdher Fliissigkeitsdimpfung die
mathematische Behandlung verhéltnismaBig einfach ist.

Eine suBlere Kraft F,sin w¢ wirke auf die Masse, dabei sei diese
Kraft durch irgendeinen Mechanismus erzeugt, der im einzelnen nicht
behandelt wird. Um die Vorstellung zu beleben, sei z. B. angenommen,
daB die Kraft durch jemanden ausgeiibt wird, der die Masse mit der Hand
st6Bt und zieht.

Die Aufgabe besteht darin, die Bewegung der Masse m unter der
Wirkung dieser duleren Kraft zu berechnen. Oder mit anderen Worten :
Der Abstand zwischen der augenblicklichen Stellung der Masse wihrend
ihrer Bewegung und ihrer Gleichgewichtsstellung habe den Wert z, seine
GréBe soll als Funktion von der Zeit dargestellt werden.

Die im folgenden abgeleitete ,,Bewegungsgleichung* ist die mathe-
matische Form des Gesetzes von NEWTON:

zahl‘‘ bezeichnet, die Dimension von k ist

Kraft = Masse - Beschleunigung
bzw. des , Impulssatzes*:
Kraft - Zeitzuwachs = Masse - Geschwindigkeitszuwachs.
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Die auf die Masse wirkenden Kréfte werden als positiv bezeichnet, wenn
sie abwérts gerichtet sind, als negativ, wenn sie aufwérts gerichtet sind.

Die Federkraft hat die GroBe cx, denn sie verschwindet, wenn keine
Auslenkung « vorhanden ist. Ist x =1 cm, so ist die Federkraft nach
Definition ¢ kg, fir jeden anderen Wert von x hat die Federkraft also
den Wert cx kg, solange die Feder dem HookEeschen Gesetz der Pro-
portionalitdt zwischen Kraft und Dehnung folgt.

Das Vorzeichen der Federkraft ist negativ, denn die Feder driickt
aufwirts auf die Masse, wenn die Verschiebung abwiérts erfolgt, oder die
Federkraft ist negativ, wenn «x positiv ist. Die Federkraft wird also
ausgedriickt durch —cz.

Die Diampfungskraft, die auf die Masse wirkt, ist ebenfalls negativ
und hat den Wert —kz, denn sie ist gegen die Geschwindigkeit = ge-
richtet, d.h. sie wirkt aufwirts (negativ), wenn x abwirts (positiv)
gerichtet ist. Die drei abwirts gerichteten Krifte sind also:

—cx—kax -+ Pysinwt.
Aus dem Impulssatz ergibt sich
d*z
oder G
mi+ kx+ cr=Fsnot. (12)

In der Ableitung wurde die Wirkung der Schwerkraft fortgelassen.
Die Auslenkung = wurde von der Gleichgewichtslage aus gemessen,
d. h. von der Lage, in der die abwirts gerichtete Kraft mg im Gleich-
gewicht gehalten wird von einer aufwirts gerichteten Federkraft cé
(dabei ist § die Federdurchbiegung infolge der Schwere). Es wére mog-
lich, z; von der Lage der ungespannten Feder aus zu rechnen, dann wire
z; =2 +9. In (12) muB dann « durch z; ersetzt werden, und auf
der rechten Seite muf} eine Kraft mg hinzugefiigt werden. Dies fiihrt
schliefllich zum gleichen Ergebnis (12).

Gleichung (12) ist die Differentialgleichung der Bewegung eines Systems
mit einem Freiheitsgrad. Die vier Glieder in (12) sind die Tragheits-
kraft, die Dimpfungskraft, die Federkraft und die dufBlere Kraft.

Vor der Berechnung des Wertes x aus (12), d. h. vor der Losung
der Differentialgleichung seien noch einige andere Fille betrachtet, die
auf dieselbe Gleichung fiihren.

10. Gleichwertige Fille. Abb. 24 stellt eine Scheibe mit dem Tragheits-
moment J dar, die auf einer Welle mit der Drehsteifigkeit ¢ befestigt
ist; ¢ bedeutet in diesem Fall das Drehmoment (kg cm), das nétig ist,
um eine Drehung der Scheibe um 1 Bg hervorzurufen, die Dimension
von c¢ ist also kg cm. Die Bestimmung der Drehbewegung der Scheibe
unter dem EinfluB eines von auflen her wirkenden Drehmomentes
Dsin wt ist ebenfalls eine Aufgabe mit einem Freiheitsgrad, denn die
Drehbewegung der Scheibe aus ihrer Gleichgewichtslage kann durch
eine einzige Zahl, den Drehwinkel @, beschrieben werden.

=m&=—cx—ka-+Pysinwt
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Aus dem Impulssatz fiir einen sich drehenden Kérper folgt:

Drehmoment = Trigheitsmoment - Drehbeschleunigung

2
=J %t—f =Jp,
Wie in der vorigen Aufgabe wirken hier drei Drehmomente auf die
Scheibe: das Federmoment, das Diémpfungsmoment und das duBere

Moment. Das Federmoment ist —c ¢, wobei ¢ in Bg
@ gemessen wird. Das negative Vorzeichen muf} aus
demselben Grund wie bei der Federkraft im vorigen
Abschnitt gewihit werden. Das Dampfungsmoment
ist — k& @, hervorgerufen durch irgendeinen Ddmpfer mit
fliissiger Reibung, der in der Abb.24 nicht mitge-
zeichnet wurde. Die ,,Dampfungszahl® & bei dieser
Aufgabe ist das Moment, das auf die Scheibe bei einer
< J Drehgeschwindigkeit von 1 Bg/s ausgeiibt wird. Das
7 —=  suBere Drehmoment ist Dsin w¢, so daB der Impuls-

Osin@t  gatz zu der Differentialgleichung fiihrt:

Abg%n%éé%ﬁ%?%m Jy+ky+ cep=Dsnowt, (12a)

einem Freiheitsgrad.

sie hat dieselbe Form wie (12).

Ein drittes Beispiel bildet ein elektrischer Stromkreis mit einem
‘Wechselstromgenerator, einem Kondensator C, einem Widerstand E und
einer Spule (Selbstinduktion) L, alle hintereinander geschaltet. Statt

(e "O?I;FG‘ R des Impulssatzes benutzt man die Be-
7 W2 3 W7 gziehung, daB in jedem Augenblick die
tI Spannung ¢ des Generators (¢ = Eysin w 1)

~ der Summe der drei Spannungen an C, R

Ufo sin@t und L gleich ist. s sei I der augenblick-

Abb. 25. Elektrischer Stromkreis ~ liche Wert des Stromes in der in Abb. 25
it cinem Frelheltegrad. angegebenen Richtung. Dann ist der

Spannungsabfall an der Spule V,—V,= L % =LI. Der Spannungs-
abfall am Widerstand ist V;—V,=RI. Fiir den Kondensator gilt
die Beziehung @ = C'V, wobei @ die Ladung, C die Kapazitit und V
die Spannung ist. Die Ladung @ kann als Funktion von I wie folgt
ausgedriickt werden: Wenn der Strom I wihrend eines Zeitelements dt
flieBt, ist die durch den Kreis geforderte Elektrizititsmenge gleich
I dt. Diese Menge fliet nicht durch den Kondensator, sondern erhéht
seine Ladung. Es ist

dQ=1dt.

I:%?_ZQ' oder Q=/Idt.

DaB in diesem elekfrischen Stromkreis nun dieselben Zusammenhénge
vorliegen wie bei der schwingenden Masse der Abb. 23, sieht man besser,

Hieraus folgt
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wenn man die Ladung @ statt des gebriuchlicheren Stromes I einfiihrt.
Die verschiedenen Spannungsstufen koénnen dann geschrieben werden:
,—V,=QC
Vo,— V= LI=L§
Vs—V,=RI=R Q.

Da die Summe dieser drei Spannungsstufen gleich der Generator-
spannung sein muf, lautet die Differentialgleichung

LQ.—}—RQ—{—%TQ:E’Osinwt. (12b)

Die Gleichung hat genau dieselbe Form wie (12).

Der lineare und die Drehbewegung sowie der elektrische Fall fithren
also alle zu derselben Differentialgleichung. Die Ubertragung von einem
Fall auf den anderen folgt unmittelbar aus der folgenden Gegeniiber-

stellung.
Gegeniiberstellung gleichwertiger Gré8en.

Geradlinige Bewegung Drehbewegung Elektrischer Strom
Masse m | Tragheitsmoment J | Induktivitit L
Federung, Feder- ¢ Drehsteifigkeit, c 1/Kapazitit 1/C

zahl Drehfederzahl :
Dampfung, k Drehdémpfung k Widerstand R
Dampfungszahl
AuBere Kraft P,sinot| AuBeres Moment |Dsinwt| AuBere Spannung|Eysincw?
Verschiebung, x Verdrehung, @ Kondensator- Q
Auslenkung Drehwinkel ladung
Geschwindigkeit | # = v | Winkelgeschwin- | ¢ =w | Strom Q=1I
digkeit

Jedem mechanischen Zusammenhang entspricht ein gleichartiger
elektrischer Zusammenhang und umgekehrt. Beispielsweise lautete ein
Satz: ,,Der Spannungsabfall an der Induktion L hat den Wert LI«
In der mechamschen Ausdrucksweise wiirde der Satz lauten: ,,Die Kraft
an der Masse m hat den Wert mv.“ Eine mechanische Feststellung
wire: ,,Die in der Masse aufgespeicherte Energie ist 1/, m . Der ent-
sprechende elektrische Satz lautet: ,,Die in der Spule aufgespeicherte
Energie ist Y/, L I2.%

Diese drei Fille sind nicht die einzigen, die durch (12) bestimmt
sind. Jedes System mit Trigheit, Federkraft und einer zur Geschwindig-
keit proportionalen Dampfung, fiir das die Verschiebungen durch eine
einzige Zahl geschrieben werden konnen, gehért zu dieser Klasse.

Man betrachte z. B. zwei Scheiben mit den Trédgheitsmomenten J;
und J,, die durch eine Welle der Drehsteifigkeit ¢ verbunden sind
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(Abb. 26). Auf die erste Scheibe wirke das Drehmoment D sin w ¢,
die vorhandene Démpfung sei proportional zur Verdrillungsgeschwindig-
keit der Welle, ihre Ddmpfungszahl sei k. Wie wird die Bewegung ver-
laufen? Es sind zwei Scheiben vorhanden, jede von ihnen kann eine
Winkelstellung einnehmen, die wegen der méglichen elastischen Wellen-
verdrillung unabhéngig von der Stellung der anderen Scheibe ist. Das
System hat also zwei Freiheitsgrade. Der Ingenieur wird meistens nur
an einer GroBe wesentlich interessiert sein, namlich am Drillwinkel der
Welle. Es ist moglich, die Bewegung allein als Funktion dieser GréBe
auszudriicken. ¢, und @, seien die Drehbewegungen
der beiden Scheiben, dann ist ¢,— ¢, die Wellen-
A ¢ drillung, ¢ (p,— @,) das Wellenmoment und & (¢, —¢5)
das Dampfunsmoment. Wendet man den Impuls-
5 satz auf die erste Scheibe an, so erhilt man

% Dsinwt=Jy ¢, + ¢ (p1— @) + k(91— ,).
Abb. 26. Drehschwin- Ebenso gilt fir die zweite Scheibe:

gqngenzlweépr%chei%;nlfmf
elner elastischen elle. . . .
0=1Jy¢,+ ¢ (o— 1) + & (F—¢1) .-
Teilt man die erste Gleichung durch J;, die zweite durch J, und zieht
die Ergebnisse voneinander ab, so folgt:
D c c
Jlsma)t—( <P2)+<71+J—2>(‘P1—"<P2)+< +J)( — @2).

Man setze nun (¢;— @,) =4 und multipliziere die ganze Gleichung

Dsinwt

_ N1y . .
( AR So ergibt sich
gy
J1+=27 Y +kytoy= J _,_J sinet. (12¢)

Dies ist wieder eine Gleichung der Form (12).
Natiirlich sagt uns die Losung der Gleichung
nur etwas iiber die Drillung der Welle, d. h.
iber die gegenseitige Bewegung der beiden
Scheiben aus. Uber die Bewegung jeder
einzelnen Scheibe gewinnt man keine Aus-

ﬂs/ﬂa)V

J
! % sage.
Abb. 2(;-t1)r§hsc&1wiumfm§s§gstz%m In Abb. 27 ist eine Abart von der Anord-
mit Getriebe, das au . .
zuriickgefiihrt werden kann. nung der Abb. 26 dargestellt, in deren

Welle ein Zahnradpaar eingeschaltet ist.

Die Scheiben sollen wieder die Trigheitsmomente J; und J, haben, die
Zahnrider Z, und Z, sollen keine weitere Tragheit besitzen. Die Ge-
triebezihne sollen auBerdem steif sein, so daB die elastische Verdrehung
auf die Wellen ¢, und ¢, beschrinkt ist. Das Zahnradverhiltnis sei n.
Die Differentialgleichung der Abb.27 kénnte unmittelbar aus dem
Impulssatz abgeleitet werden, es soll jedoch Abb. 27 durch Entfernung
der Zahnrider und durch Ersatz von c¢,, J, und v durch andere, ,gleich-
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wertige** Grofen in Abb. 26 iibergefiihrt werden, so dafB} die Differen-
tialgleichung (12¢) angewendet werden kann.

In der Anordnung von Abb. 26 kann die Federzahl ¢ versuchsméBig
bestimmt werden, indem man J, einspannt und an J; ein konstantes
Drehmoment D anlegt. Dies bewirkt eine Drehung von J; um einen

Winkel ¢,, und es ist ¢ =—

Man kann nun diesen Vt:ersuch in Abb. 27 wiederholen, d.h. man
spannt oJ, fest und liB8t das Drehmoment D an J; wirken. Wegen der
Getriebeiibersetzung hat das Drehmoment in der Welle ¢, die Grofle

173, und der Drillwinkel von ¢, hat daher den Wert lz) . Da J,
eingespannt ist, ist dies der Drehwinkel des Zahnrades Z,. Der Dreh-
winkel des Zahnrades Z; ist n-mal kleiner, also gleich (7&2—Dc) Zshlt

man hierzu noch den Drillwinkel GB der Welle ¢;, so erhdlt man
1

die Drehbewegung ¢ von J,. Fir %— bekommt man schlieBlich die
gleichwertige Gréfe:

Ebenso kann man die Tragheltsmomente untersuchen. Das Trigheits-
moment J, in Abb. 26 konnte durch folgenden Gedankenversuch be-
stimmt werden: Man erteile J; (oder der ganzen Welle ¢) eine konstante
Drehbeschleunigung «. Dann wiirde die Welle im Schnitt 4 ein Dreh-
moment D von der GréBe « J, (von rechts kommend) erfahren. Also

ist J, = —g Wiederholt man diesen Versuch in Abb. 27, so wird aus

der Drehbeschleunigung « in ¢, und Z; eine Drehbeschleunigung =«
in ¢,. Das Drehmoment in ¢, hat also den Wert naJ,. Dies Dreh-
moment wirkt auch am Zahnrad Z,. Durch die Ubersetzung von Z,
auf Z, wird es n-fach vergroBert, so daB das Drehmoment in 4 den
Wert n2q J, hat. Die gleichwertige GroBe zu J, im getriebelosen System
ist also n2J,. Allgemein kann deshalb ein untersetztes System (Abb. 27)
auf ein gleichwertiges nicht untersetztes System (Abb. 26) durch fol-
gende Regel zuriickgefiihrt werden: Man teile das System in einzelne
Teile, von denen jedes in sich dieselbe Drehgeschwindigkeit hat (in
Abb. 27 gibt es zwei solche Teile, im allgemeinen konnen es mehrere sein).
Man wihle eins von diesen Teilen als Hauptteil und ordne jedem der
anderen Teile eine Zahl n zu, so daB3 » das Verhiltnis zur Drehgeschwindig-
keit des Grundteilsist. (n > 1 fiir Geschwindigkeiten héher als die Grund-
geschwindigkeit, der Wert von #» fiir den Grundteil ist gleich ,,1.) Dann
entferne man alle Zahnrider und multipliziere alle Federzahlen ¢ und
alle Trigheitsmomente J mit den zugehérigen Faktoren n2. Die Diffe-
rentialgleichung des hierdurch entstandenen getriebelosen Systemsist dann
dieselbe wie die Gleichung der urspriinglichen iibersetzten Anordnung.
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Als letztes Beispiel diene wieder wie im ersten eine an einer Feder
hingende Masse. Jedoch soll jetzt nicht wie in Abb. 23 eine Kraft
Pysinwt auf die Masse wirken, sondern das obere Ende A der Feder
soll mit einer Schwingungsweite @, harmonisch auf und ab bewegt
werden, wobei die Bewegung von 4 durch a,sin w? gegeben sei. Man
kann dann zeigen, dafl die Bewegung des oberen Federendes genau einer
auf die aufgehingte Masse wirkenden Kraft entspricht.

Die Abwirtsbewegung der Masse sei wieder mit x bezeichnet. Das
Ende der Feder bewegt sich nach der Formel a,sin w¢, die Federaus-
dehnung hat also in jedem Zeitpunkt die GréBle z—aysinwt. Die
Federkraft ist also —c¢ (x—a,sin wt) und die Dampfungskraft hat den
Wert —k (2—ay 0 cos wt). Aus dem Impulssatz folgt:

mx—+c(x—agsinwt) +k(x—agwcoswt) =0
oder . .
mx+kxtcr=casinwt+ kaywcoswt.
Nach (6) (S. 4) ist auch die Summe einer Sinus- und einer Kosinus-
welle der gleichen Frequenz wieder eine harmonische Funktion, so daf
sich schlieBlich ergibt:

mz+ kx4 cx=71(ca)+ (ka,w)?sin(wt+ ¢). (12d)

Die Bewegung des oberen Federendes mit der Schwingungsweite a, ist
also gleichwertig einer auf die Masse wirkenden Kraft mit der Weite

Vicay)? + (ka,w)?. Das Glied ca, in dieser Wurzel bedeutet dabei
physikalisch die gréBte Federkraft, die der groBiten Verschiebung des
Federendes 4 entspricht, wenn die Masse festgeklemmt ist: Das Glied
kagw ist die groBte Dampfungskraft bei festgeklemmter Masse. Die
ganze rechte Seite von (12d) ist also die Kraft, die bei der Bewegung
am oberen Ende der Feder ausgeiibt werden muB, wenn die Masse fest-
geklemmt, d.h., wenn die z-Bewegung verhindert wird.

Beispiel. Man stelle die Differentialgleichung der gegenseitigen Bewegung y
zwischen der Masse und dem Aufhéngepunkt von Abb. 23 auf, wenn P, verschwindet
und der Aufhéingepunkt harmonisch auf und ab bewegt wird: y=z—a,sinwt.

Lisung. Man erhilt durch Differentiation:

r=y+ashwt
¥ =@ +awcoswi
i=y—ayo’sinwi.
Durch Einsetzung in (12d) ergibt sich:
my—mayo?sinwt+kg+kaywcoswt+cy+tcaysinwt
=caysinwt+kayweces wi

oder
my+ky+cy=ma, w?sin wt. (12e€)

Die gegenseitige Bewegung zwischen der Masse und dem bewegten Aufhingepunkt
ist also dieselbe wie die absolute Bewegung der Masse bei ruhender Aufhingung und
mit einer auf die Masse wirkenden Kraft mit dem Hoéchstwert ma,w?. Der Aus-
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druck ma,w? stellt die Fliehkraft einer Masse m dar, die in einem Abstand a, vom
Wellenmittelpunkt mit einer Drehgeschwindigkeit o umlauft, das Ergebnis (12¢) hat
daher besondere praktische Bedeutung. Die rechte Seite von (12 e) stellt schlieBlich
die Tragheitskraft der Masse dar, wenn sie sich mit einer Schwingungsweise a, har-
monisch bewegt, sie kann also auch aufgefaBt werden als die Kraft, die am oberen
Ende der Feder bei der Bewegung ausgeiibt werden mu8, wenn die Feder vollig
starr ist, d. h., wenn die y-Bewegung verhindert wird.

11. Freie Schwingungen ohne Dimpfung. Vor der Entwicklung der
allgemeinen Gleichung (12) ist es zweckmiBig, zuerst einige wichtige
vereinfachte Fille zu untersuchen. Wenn keine duBlere Kraft P,sin o ¢
und keine Démpfung vorhanden ist (k= 0), so vereinfacht sich der
Ausdruck (12) zu .

mLtcx=0 (13)
oder .
r=——z
m

oder in Worten: Die Auslenkung x ist eine Funktion der Zeit, mit der
Eigenschaft, daB nach zweimaliger Differentiation dieselbe Funktion
wieder erhalten wird, multipliziert mit einer negativen Konstanten.
Bekanntlich gibt es derartige Funktionen, z. B. sin « ¢ oder cosa ¢, und

ein Versuch zeigt, daB sin¢ % und cos? % tatséchlich Losungen von

(13) sind. Die allgemeinste Form der Losung von (13) lautet

. ¢ ¢
96:01s1nt1/ﬁ—|~ Czcost‘/%, (14)

wobei C; und O, willkiirliche Konstanten sind. Man kann sich durch
zweimalige Differentiation von (14) leicht davon iiberzeugen, daf3 (13)
erfiilllt ist. Es soll hier nicht bewiesen werden, daf3 es auller (14) keine
Lésung von (13) gibt, diese Tatsache moge der Leser als mathematisch
gesichert hinnehmen.

Die Losung (14) muBl nun physikalisch gedeutet werden. Zunichst
ist das Ergebnis (14) noch sehr unbestimmt, denn den Konstanten C,
nnd C, kann man irgendwelche beliebige Werte zuschreiben. Die Frage
selbst war aber ebenfalls noch nicht vollstindig bestimmt. Das Ergebnis
(14) beschreibt alle iiberhaupt moglichen Bewegungen des betrachteten
Systems, beispielsweise enthilt es auch den einfachen Fall C; = C, =0,
also x =0, d.h. den Fall der immer in Ruhe bleibenden Masse.

Es sei nun genauer vorgeschrieben, daB die Masse zuerst aus ihrer
Gleichgewichtsstellung nach « = #, gebracht werden soll und dort ohne
anfingliche Geschwindigkeit losgelassen wird. Die Zeit soll vom Augen-
blick des Loslassens an gemessen werden. Damit werden zwei Anfangs-
bedingungen festgelegt:

fir t=0ist =2, und =0.
Die erste Bedingung, eingesetzt in (14), ergibt:
2g=0,"04+C,-1 oder C,= x,.
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Fiir die zweite Bedingung muB Gl. (14) differenziert werden, dann erhélt

man
0—011/_ 1—02V_ 0 oder C,=0.

Die Einsetzung dieser Ergebnisse in (14) filhrt zu der speziellen Losung

x:xocostV;[. (14a)
Die Lésung stellt eine ungeddmpfte harmonische Schwingung dar; eine
vollstindige Welle dieser Schwingung findet statt, wenn ¢ ;nc— den

Winkel 360° oder 27t Bg durchliuft (Abb. 28). Bezeichnet man die
Dauer einer Welle (die Periode) mit T, so erhélt man

Tl/izzn oder Tzzn]/i”_. (15)
m [

Der Ausdruck V% wird mit » abgekiirzt und die dem System eigen-

tiimliche ,,Eigenkreisfrequenz‘‘ des Systems genannt. Dieser Wert v ist
nach S. 10 die Winkelgeschwindig-

¢ keit des umlaufenden Vektors, der

die Schwingungsbewegung darstellt.

mn_ Den Kehrwert von T oder die

— ¥ J \ sekundliche Eigenfrequenz bezeich-

L b T=24VF- net man mit s, sie hat den Wert

Abb. 28. Ungeddmpfte freie Schwingung mit der l/ ¢

Anfangsbedingung ¢ = @,, & = 0 fiir ¢t =0. 1 ‘m v

=7 ="2. —3 16

und wird gemessen in Hz, d. h. Schwingungen je s. Ersetzt man also m
durch eine doppelt so schwere Masse 2 m, so erfolgt die Schwingung
Vé-mal so langsam wie vorher. Ebenso wird die Schwingung 1/2-mal
so schnell, wenn man die Federzahl verdoppelt und alles andere gleich
1a8t. Weil keine duBere Kraft Pysinw¢ wirksam ist, nennt man diese
Schwingung eine ,freie’ Schwingung.

Geht man von der Annahme aus, daB die Bewegung harmonisch ist,
so kann man die Frequenz sehr einfach aus einer Energiebetrachtung
errechnen. In der Mitte einer Schwingung beim Durchgang durch die
Nullage hat die Masse betrichtliche Bewegungsenergie, wihrend sie in
jedem Umkehrpunkt der Bewegung fiir einen Augenblick stillsteht, d. h.
iiberhaupt keine Bewegungsenergie enthélt. In diesem Umkehraugen-
blick ist nun aber die Feder in einem Zustand héchster Dehnung oder
Verkiirzung, es ist also ein GroBtbetrag elastischer Energie in ihr auf-
gespeichert, wihrend umgekehrt im Augenblick des Durchgangs durch
die Nullage die Feder iiberhaupt keine zusédtzliche elastische Energie
enthélt. In jeder Stellung zwischen der Nullage und den Umkehrpunkten
ist sowohl elastische wie Bewegungsenergie vorhanden. Ihre Summe ist
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konstant, da keine duBeren Krifte auf das System wirken. Die Bewe-
gungsenergie in der Mitte einer Schwingung muB3 also gleich sein der
elastischen Energie in einem Umkehrpunkt.

Diese Energien sind nun leicht zu berechnen. Die Federkraft in der
Stellung « ist ¢ x. Bei einer VergroBerung der Verschiebung um da
wird die Arbeit ¢ x dx geleistet. Die elastische Energie (potentielle oder
Lagenenergie) in der Feder bei einer Gesamtfederdehnung ist also

x

/ cxdx =1,ca? Die Bewegungsenergie im Kérper ist in jedem Augen-

0

blick 1/, m v®. Bei einer Bewegung x = x,sinv¢ ist v = xyv cosyi. Die
Bewegungsenergie im Augenblick des Durchgangs durch die Nullage
ergibt sich aus dem Héchstwert von v fir cosyt = 1, dann ist v =y ,.
d. h. die Bewegungsenergie erreicht den Wert 1/, m »2 x,2. Dieser Aus-
druck muB der hochsten Lagenenergie fir z = x, gleich sein, also ist

1 2. -1 2 2
2 € 9% = Yy my? 2,2,
Hieraus folgt »2= -, unabhéngig von der Gréfie z,. Dieses , Energie-

verfahren‘ der Frequenzberechnung ist von groer praktischer Bedeutung.
In Kapitel 4 und 6 werden verwickeltere Systeme behandelt; dabei
zeigt sich, daB eine Frequenzbestimmung aus der Differentialgleichung
oft so umstédndlich ist, dal man sie fiir praktische Rechnungen nicht
verwenden kann. In solchen Fillen fiihrt ein verallgemeinertes Energie-
verfahren, das Niaherungsverfahren von RAYLEIGH, mit geringerer Miihe
zum KErgebnis (Abschnitt 32).

A c . ..
Die Formel v = ]/7,; kann man auch in etwas wveridnderter Form

schreiben: Das Gewicht der Masse m infolge der Erdbeschleunigung ist
myg

mg, die durch dieses Gewicht bewirkte Federdehnung ist —=. Man
bezeichnet sie als statische Auslenkung oder Durchsenkung dy der
Feder unter dem Gewicht. Es ist

mgqg ¢ q
651‘, = T also ’7; = —(g
oder -
9
Yy = 5 (17)

Wenn man ¢ in em ausdriickt und einen Mittelwert g = 981 cm/s?
annimmt, so ergibt sich die sekundliche Frequenz zu
9L /T _ /T
$="3x | ou =50 )5
T
st
fiir die schnelle iiberschligige Schitzung von Eigenfrequenzen oder
kritischen Drehzahlen sehr zweckmiBig, sie wird in Abb. 29 graphisch
dargestellt.

(17a)

In 1 min hat man also 300 Schwingungen. Diese Beziehung ist

Den Hartog-Mesmer, Mechanische Schwingungen. 3
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Bei dieser Gelegenheit sei daran erinnert, daf die Schwingungszeit eines
mathematischen Pendels der Lange ! bei kleinen Schwingungsweiten

den Wert 27 1/97 hat. Die Frequenz eines solchen Pendels ist also

Yom V—‘{—: 5,0 V% Hz. Bei der Frequenzberechnung entspricht also die

statische Durchsenkung d; genau der Pendellinge I des mathematischen
Pendels.

36
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Abb. 29. Zusammenhang zwischen der Eigenfrequenz und der statischen Durchbiegung unter dem
Eigengewicht bei ungeddmpften Systemen mit einem Freiheitsgrad [Gl. (17a)].

12. Beispiele. Dieser Abschnitt behandelt einige Zahlenbeispiele zur
Anwendung der Grundgleichung (16).

1. Ein Stahlstab von 1-2cm Querschnitt ist fest an einem Ende
eingespannt und trégt am anderen Ende eine Masse von 10 kg Gewicht
2 (Abb. 30). Man bestimme a) die Frequenz der

_g Schwingung, wenn der Abstand zwischen Masse
und Wand 60 cm ist, b) die bezogene Anderung
der Frequenz infolge einer Stabverkirzung um
5 mm.

a) Das Gewicht des Stabes selbst ist 1 -2-60 cm?-0,0079 kg/cm3
oder etwa 0,95 kg. Die Teile des Stabes an seinem Ende nahe der Masse
schwingen etwa mit derselben Weite wie die Masse, wihrend die Teile
nahe der Einspannung kaum schwingen. Dieser Tatsache tragt man
Rechnung, indem man einen Teil der Stabmasse zur Masse am Ende
hinzufiigt. Auf 8. 154 wird gezeigt, daB annidhernd 1/, der Stabmasse zur

Endmasse hinzugefiigt werden muB. Die Masse m in (16) hat also die
10,24 .
921 — 0,0104 kg cm™ 5% Eine Kraft P am Ende des

Abb. 30. Eingespannter Stab
mit Endmasse.

GroBle m =
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Balkens gibt eine Durchbiegung § = P%. Die Federzahl ist nach
Definition P 3BJ

=% =" -
Das Tragheitsmoment des Querschnitts ist J = 1/,, b A% =2/, cm?* (oder
1/¢ cm?, je nachdem, ob die Schwingung in der steiferen oder weicheren
Ebene erfolgt). Die Eigenfrequenz ist

B 3-2,1-10°-%, _
v 1/“ “60s- 00104 — 13-4 Beg/s.

Die Eigenschwingungszahl s ist 2Lﬁ = 6,9 Hz. Wenn der Stab in der

Richtung der weichen Seite des Querschnitts schwingt, ist J =1/, =

/3 -Y,, s wird also die Halfte des angegebenen Wertes, d. h. 3,45 Hz.
b) Die Verdnderung der Frequenz durch eine Verdnde-

rung der Linge kann man wie folgt berechnen: Die Feder-

. . 1 . .
zahl ¢ ist proportional zu 7, die Frequenz ist also pro-

. 1
portional zu ]/l—a =132, Verkiirzt man den Stab um 1%,

so erhoht sich die Frequenz um 1,5%. Die Verkiirzung des
Stabes um 5 mm (= %;%) erhoht also s um %,%.

2. Als zweites Beispiel sei ein U-Rohr mit konstanter
Querschnittsfliche behandelt, das mit Flissigkeit gefiillt ¢
ist (Abb. 31). Die Gesamtlinge der Flissigkeitssdule sei [, Abb. 31.
der Rohrquerschnitt sei ¥, und die Flissigkeitsmasse je oo jnoen
cm?® sei ¢. Wenn die Flissigkeit vorwirts und riicckwarts keitsiule i
schwingt, ist die bewegte Masse m = ¢ Fl. Eine richtige
,, Feder*‘ ist in dieser Aufgabe nicht vorhanden, sondern die Schwerkraft
will den Fliissigkeitsspiegel wieder in seine Gleichgewichtslage zuriick-
bringen. Es handelt sich also um eine Riickstellkraft, deren Federzahl
nach Definition als Kraft je Auslenkungseinheit berechnet werden mu8.
Hebt man den Fliissigkeitsspiegel in einem Arm des Rohres um 1 cm,
so fallt er im anderen Arm um 1 em, so daf ein unausgeglichenes Gewicht
von 2 cm Fliissigkeitssdule auftritt. Das Gewicht entspricht einer Kraft
von 2 q F g, und dieser Wert entspricht der Federzahl. Die Eigenfrequenz

ist also _
_ V_ 29 qF) 29
VY = ) l_ .

3. In den Systemen von Abb. 32 1st eine Masse m an zwei Federn
¢, und ¢, in drei verschiedenen Arten aufgehingt. Die Félle 32a und 32b
sind jedoch dynamisch vollstindig gleichwertig, da eine Abwirts-
bewegung um 1 cm in beiden Féllen eine Aufwirtskraft von (c, + c,)kg
hervorruft. Die Eigenfrequenz solcher Systeme ist

- VCI+62
m
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In Abb. 32¢ liegt ein anderer Fall vor. Man driicke auf die Masse mit
der Kraft 1kg abwirts. Diese Kraft wird durch beide Federn in voller

1
Héhe durchgeleitet. Ihre beiden Verlingerungen sind — und Elv, die
1 2
Gesamtverlingerung je kg ist also CL + —cl- Nach Definition entspricht
1 2’
1
dies dem Kehrwert der zusammengesetzten Federzahl - Daraus folgt

a b c G:_li
7 % 227 1 1

€1 Co

oder in Worten: Die zusammengesetzte
r ] [ m ] Federzahl verschiedener nebeneinander ge-

schalteter Federn ist ¢ = X'¢,; fiir » hinter-
einander geschaltete Federn wird die Feder-

7
1 1
m —_ ]
7 QE zahl aus c = E o ermittelt.

ADD. 32. Drei Systeme mit zusam- Eine gegebene Schraubenfeder der Stei-
Sy e Tt Ay figkeit ¢ werde in zwei gleiche Teile ge-
e, o monaerschal-  schnitten. Jedes Teil hat dann die Steifig-
schaltung (c). keit 2 ¢ (man braucht die doppelte Last,

um der halben Feder dieselbe Auslenkung

zu geben wie der ganzen Feder). Setzt man die beiden halben Federn

hintereinander, also wieder zur urspriinglichen Feder zusammen, so

. N 1
findet man richtig - - = 35—+ % Man beachte, daf diese Regel fiir

zusammengesetzte Federzahlen der Regel zur Bestimmung des elektri-
schen Gesamtwiderstandes von neben-
einander und hintereinander geschal-

(m) teten Einzelwiderstéinden entspricht.
Q 4. Als letztes Beispiel sei in diesem
L Abschnitt die Anordnung der Abb. 33
Abb. 33. Feder ¢, die einer unmittelbar an  PeSProchen. Ein masseloser unbieg-
der Masse m angreifenden Feder c- ( (li )2 samer Balken ist an einem Ende dreh-
entspricht. bar gelagert und trigt am anderen

Ende eine Masse m. Im Abstand a

vom Drehpunkt ist eine Feder mit der Federzahl ¢ befestigt. Man be-
stimme die Eigenfrequenz des Systems. Die Schwingung soll als so
klein betrachtet werden, daB sich die Masse nur eben fiihlbar auf und
ab bewegt. Bei der Ableitung der Bewegungsgleichung (S.25) trat als
Kraft m 2 die Federkraft auf, die auf die Masse wirkt. Ebenso muB
auch in diesem Fall festgestellt werden: Welche Kraft muBl auf die
Masse wirken, um sie um 1 cm auszulenken ? Diese Kraft sei P. Aus

[+

+ -—-N\N\MNE
3]

o>

5

a

dem Gleichgewicht ergibt sich die Federkraft zu %P. Wenn die Aus-
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lenkung der Masse 1 c¢m ist, so ist die Federdehnung % cm. Dies fithrt

zu einer Federkraft ¢ -%. Daraus ergibt sich

iP:ic oder P=<i>2c
a l l

Die an der Masse wirksame Federzahl ist also ¢ (GT) ? Man sieht, daB

sich die ,,Steifigkeit’ der Feder sehr schnell vermindert, wenn sie nach
links geschoben wird. Die Eigenfrequenz ist » = % Vﬁc

Man kann die Rechnung ebenso mit dem Energieverfahren (S.32)
durchfiithren: Die Bewegung der Masse sei # = z,sin» ¢, dabei ist » bis-

her unbekannt. Die Weite der Federbewegung ist x, - %, und die gréBte
elastische Energie in der Feder hat den Wert /,¢ 62 =1, c(xo —‘;—)2.

Die Bewegungsenergie der Masse hat den Wert 1/, m v2 = 1/, m v2 z 2. Setzt
man die beiden Energien gleich, so fillt x, heraus, und es ergibt sich
2 — 0%

m 2’
Einige der Aufgaben am Ende dieses Kapitels werden auf dieselbe Art
nach dem Energieverfahren leichter und schneller gelost als durch un-

mittelbaren Ansatz der Formel, die den Ausdruck —;7 verwendet.

13. Freie Schwingungen mit zdher Fliissigkeitsdimpfung. Nach
(14) oder (14a) behilt eine ungeddmpfte freie Schwingung fiir alle
Zeiten dieselbe Weite. Sieht man von astronomischen Vorgingen ab,
so lehrt die Erfahrung, daf3 in Wirklichkeit alle freien Schwingungen
mit der Zeit abklingen. Fiir jede praktische Anwendung mufB also in
(12) auch das Dampfungsglied k z berticksichtigt werden:

mg+kx+cxr=0. (18)
Wie auf S.24 sei noch einmal erwahnt, daB der Ansatz k z die einfachste
mathematische Form eines Dampfungsgliedes darstellt und ziemlich gut
die Bedingungen der ,fliissigen” Dampfung, also z. B. die Verhéltnisse
in einem Olddmpfer wiedergibt. Andere Dimpfungsgesetze werden spéter
besprochen (Abschnitt 70). Die Loésung von (18) setzt die Kenntnis von
Funktionen voraus, die sich bei der Differentiation nach der Zeit nur
um einen konstanten Faktor verdndern. Die einzige Funktion dieser
Art ist x = ¢?!, wobei ¢t die Zeit und z eine unbekannte Konstante ist.
Man setzt also versuchsweise diese Funktion in (18) ein, kann dann
die ganze Gleichung durch e?! dividieren und erhilt schlieBlich statt
der urspriinglichen Differentialgleichung eine sehr viel einfachere alge-
braische Gleichung, deren Losung man leicht untersuchen kann.

Mit dem Ansatz z = ¢?! erhdlt man aus Gl (18):

(mz2+kz-+c)et=0. (19)
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Kann man diese Gleichung befriedigen, so war die Annahme x = e*
berechtigt. Fiir endliche Zeiten kann e*! niemals verschwinden, der
Klammerausdruck muf3 also den Wert Null haben. (19) ist also eine
quadratische Gleichung in z mit zwei Wurzeln z; und z,:

2p=— g & ]/(5%)2—7% (20)

Die beiden Funktionen e#?! und ¢*! sind Losungen von (18). Der Leser
moge wie auf 8.31 als mathematisch gesichert hinnehmen, da8 die Formel
x = C)-ea! + Cyer! (21)

mit den willkiirlichen Konstanten C; und C,
die allgemeinste Losung von (18) darstellt.
Untersucht man die physikalische Be-
deutung dieser Gleichung, so muf man
zwel Fille unterscheiden, je nachdem ob

die Ausdriicke von z in (20) reell oder

komplex sind. Fiir (EL)2 > % ist der Aus-
m m

druck unter der Wurzel positiv. Beide
Werte fiir z sind dann reell, und zwar beide

Abb. 34. Bewegungen eines Systems  negativ, weil die Quadratwurzel kleiner ist
mit einem Freiheitsgrad bei Dimp-

fung oberhalb der kritischen als das erste Glied —. (21)beschreibt dann
Démpfung &, . 2m

also eine Losung, die aus der Summe zweier

abnehmender Exponentialkurven besteht, die Form solcher Kurven ist

in Abb. 34 dargestellt. Als anschauliches Beispiel ist der Fall C; =1,
C, =—2 als gestrichelte Linie mit eingezeichnet.

Unabhingig von einer bestimmten Wahl der Konstanten C; und C,

zeigt die Abbildung, daB die Bewegung keine ,,Schwingung” ist, sondern

eigentlich nur ein Zuriickkriechen zur Gleichgewichtsstellung. Physi-

kalisch bedeutet dies, dafB fiir (-Z%Y >% die Démpfung k auller-
gewshnlich grof ist.

Fiir einen besonderen Wert k verschwindet der Radikand der Quadrat-
wurzel, es gibt nur eine reelle Doppelwurzel z. Die Dimpfung k, bei der
dieser Ubergang stattfindet, heiBt die ,kritische” Dampfung k;:

kk=2m‘/%=2mv=2]/'rﬂ=2%. (22)

Fiir kleinere Werte von k ergibt (20) zwei komplexe Werte z. Die
Losung (21) hat in der mitgeteilten Schreibart dann zunidchst keinen
Sinn. Man schreibt dann:

k 1/ ¢ [ k2
zm=—wi‘]/ﬁ—(m) (20a)
mit ¢ = le . Die Wurzel ist nun eine reelle Zahl, aber in beiden Werten
von ¢z ist 7 enthalten. Die Losung (21) enthélt also Ausdriicke der Form
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eiet, deren Bedeutung in (8a) S. 11 niher untersucht wurde. Mit
{20a) und (8a) erhilt man aus (21) die Formel:

k

r=e¢ 2m t[O’l(cosit + ¢sinvt) 4 Cy(cosvt — ¢ sinvi)] 23)
k
:e-mt[(01+0’2) cos vt + i (C; —C,) sin v ]

Da C) und C, willkiirliche Konstanten sind, sind auch (C; + C,) und
4 (C;— C,) willkiirlich, man kann diese zusammengesetzten Ausdriicke
einfach mit C; und C; bezeichnen. Also wird schlieBlich

k
x:e_2mt[0’lcosﬂ—l—0;sin5t], (24a)
mit
. c B
v = V%—m (24b)

Dies ist die allgemeine Losung bei einer Dampfung %, die kleiner als
die kritische Dampfung k; ist. Sie besteht aus zwei Faktoren, der erste
nimmt exponentiell ab (Abb. 34), der zweite ist eine Sinuskurve. Die
vollstdndige Losung ist eine ,,ge-
dampfte Sinuswelle”, sie liegt im
Raum zwischen der Exponential-
kurve und ihrem Spiegelbild (Ab-
bildung 35). Je kleiner die Damp-
fungszahl £k ist, um so flacher wird
die Exponentialkurve und um so -71”
mehr Wellen kann man beobachten,  Abb. 35, Freie Schwingung eines Systems mit
bis die Schwingungsweite unter die  “"*™" F;:;“ﬁ;?:ﬁﬁ%‘lnb&,ﬂiﬁﬁ?’;‘i.““‘“‘“’“b
Beobachtungsgrenze gesunken ist.

714

Das MaB dieses Abklingens kann man durch Betrachtung zweier
aufeinanderfolgender Héchstwerte der Kurve (4— B, B—C usw.) be-
rechnen : Wihrend des Zeitintervalls zwischen zwei solchen Héchstwerten,

d. h. wihrend 2—;—s vermindert sich die Weite der Schwingung (die

k
in diesen Scheitelpunkten praktisch mit ¢ 27 ' iibereinstimmt) von
k k / 2
e 2mlaufe 2wt T) Der zweite dieser beiden Ausdriicke ist gleich

nk

dem ersten, multipliziert mit dem konstanten Faktor e 77 . Man sieht
sofort, daB dieser Faktor fiir irgend zwei aufeinanderfolgende Scheitel-
punkte unabhingig von der Schwingungsweite und von der Zeit immer
derselbe ist. Das Verhéltnis zwischen zwei aufeinanderfolgenden Scheitel-
werten ist also konstant, d. h. die Weite nimmt in einer geometrischen
Reihe ab.

Im Schrifttum erscheint bei der Darstellung abklingender Schwin-
gungen hiufig der Ausdruck ,,logarithmisches Dekrement. Einer Reihe
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von Zahlen, die in geometrischer Reihe abnehmen, entspricht eine zu-
gehorige Reihe von Logarithmen, die in arithmetischer Reihe abnehmen,
d. h. der Unterschied zwischen den Logarithmen zweier aufeinander-
folgender Zahlen ist konstant. Im Fall der gedadmpften Sinusschwin-
gungen hat dieser Unterschied der (natiirlichen) Logarithmen den Wert
ok 25 kfk,

v = T

Diese Grofle ist das ,,logarithmische Dekrement®‘. Fiir kleine Dimpfungs-
zahlen k gilt angendhert 6~ 2x k[ky, fiir kleine Werte von ¢ ist auBer-
dem e¢’~21 + § oder in Worten: Fiir kleine Ddmpfung ist das Verhiltnis
des Unterschiedes zweier aufeinanderfolgender Schwingungsweiten zu
den Weiten selbst gleich 2 k/k;.

Die Frequenz der Schwingung nimmt nach (24 b) mit steigender DAmp-
fung ab. Nach (22) kann man dafiir in dimensionsloser Form schreiben
vy = V1 — (kjky)?.

Diese Beziehung ist in Abb. 36 dargestellt. Als
Ordinate wurde das Verhéltnis der geddmpften zur
ungeddmpften Eigenfrequenz aufgetragen, die Ab-
0 05 ; szisse stellt das Verhéltnis der wirksamen zur kriti-
;,/;,;{—— schen Dampfungszahl dar. Fir kritische Dampfung
Abb. 36. Eigenfrequenz (K = ky) ist die Eigenfrequenz v natiirlich gleich Null.
elnes godampiten _SY- Dije Kurve ist ein Kreis, sie wurde auch fiir nega-
Delisgrad In Ppningie  tive Werte von k noch etwas fortgesetzt, die Bedeu-
[G1. (24D)]. tung dieses Kurvenarmes wird spater (Abschnitt 55)
erklart. Wegen der waagerechten Kreistangente

bei k= 0 ist die Eigenfrequenz fiir alle technischen Werte der Dampfung

By —= \

(k/k, < 0,2) praktisch konstant. Esist » =» = V%

Die ungedimpfte freie harmonische Schwingung wird durch einen
umlaufenden Vektor dargestellt, dessen Endpunkt einen Kreis be-
schreibt. Im vorhegenden Fall der gedimpften Schwingung kann man
diese Darstellung immer noch verwenden, wenn man die Lange des
Vektors mit der Zeit verkiirzt. Bei jeder Umdrehung verkiirzt sich der
Vektor um eine GrofBle, die seiner augenblicklichen Linge proportional
ist, d. h. er vermindert sich in einer geometrischen Folge, der Endpunkt
des Vektors beschreibt also eine logarithmische Spirale (Abb. 37a).
Nach (24) erhilt man die Héhen einer Kurve in der Form von Abb. 35
aus Abb. 37a, wenn man als Funktion der Zeit die waagerechte Projek-
tion des mit der Drehgeschwindigkeit » gleichférmig umlaufenden Vektors
auftrigt, dessen Endpunkt auf der Spirale liegt.

Ein besonderer Fall einer geddmpften Schwingung tritt ein, wenn die
Masse oder Tragheit des Systems vernachlissigbar klein ist, so dafB
praktisch nur die Feder und ein Dampfer iibrig bleiben. Man erhéilt dabei
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die Bewegung des (masselosen) Dampfungskolbens, der z. B. aus einer
anfanglichen Auslenkung x, losgelassen werde. Die Differentialgleichung
lautet: kx + cx=0. Sie kann unmittelbar gelést werden, indem man

schreibt: b da ]
— — = —uqut.
[ x
D :
araus folgt ke _ kg -
= . x_—c(nx—i—cns).

Fiir £ =0 soll die Auslenkung x = x, sein, die Konstante hat also den
Wert —In z,. Die Losung lautet:
—k —°y

In->-  oder x=u,e F (25)
¢ %

§ =

Diese Beziehung wird durch die eine
der ausgezeichneten Kurven in Abb. 34
dargestelit. Der Exponent der e-Funktion
mulBl eine dimensionslose GroBe sein,
so daB k/c die Dimension einer Zeit
haben muf}; tatsichlich ist £ = kgem™1s,
¢=kgem™. Der Wert k/c wird als die
,,Relaxationszeit’* bezeichnet; sie ist die
Zeit, in der sich die Auslenkung x des
Systems auf den e-ten Teil ihres ur-
spriinglichen Wertes vermindert (,,rela-

3 ‘¢ i 1 1 Abb. 87a. Vektordarstellung einer
Xl.eI‘t ). In Abschnitt 74 tritt dieser Wert PRI e s Ay
wieder auf.

Beispiel. Im System von Abb. 33 S. 36 habe die Masse ein Gewicht 0,1 kg,
die Feder eine Steifigkeit 10 kg/em, es seil=4cm, a=>b=2 cm, auBlerdem sei ein
Diampfer in der Mitte des Balkens befestigt, d. h. in demselben Punkt, in dem die
Feder an ihm befestigt ist. Der Dampfer bewirke eine Kraft von 0,01 kg fiir eine
Geschwindigkeit von 1cm/s. Man bestimme

a) das Abklingungsverhiltnis der freien Schwingung,

b) die kritische Dimpfungszahl im Déampfer,

c) die Relaxationszeit im Fall kritischer Dimpfung.

Lésung. Man beantwortet zundchst die Frage b) nach (22). Die Eigenfrequenz

im ungedampften Fall ist » = ‘l/% Nach den Ausfithrungen auf S.37 ist die

2
gleichwertige Federzahl von Abb. 33 gleich ilz—— = i = 2,5kg/cm. Also ist
v = V 2,5 —908—11 = 157 Bg/s.

Die kritische Dampfungszahl des Systems, d. h. die kritische Dampfungszahl einer
an der Masse wirksamen Dampfung ist nach (22)
0,1
981
Da der Dimpfer in Wirklichkeit in der Mitte des Balkens angebracht ist,
muB er eine viermal gréBere Dampfungszahl aufweisen, ebenso wie die Feder

- 157 = 0,0320 kgem s,

P4
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viermal so steif sein muB wie die gleichwertige Feder (vgl. S. 36). Die kritische
Dampfungszahl hat den Wert

kp = 0,128 kgem—1s.

Das Abklingungsverhiltnis der Frage a) findet man aus (24). Aus Frage b)
ergibt sich, daB die tatsachliche Démpfung 1/, der kritischen Dampfung ist, so daB

nach Abb. 36 der Unterschied zwischen v und » vernachlissigbar klein ist. Die
k

Schwingungen klingen ab wie e 27 " fiir eine volle Welle (zwei aufeinanderfolgende

Auslenkungen nach derselben Seite) ist
1 27 2= 27
t=T =g =5~ =15 ~ /=

Als Diampfungszahl k¥ muB der an der Masse wirksame Wert angenommen werden,

0,01 )
der viermal kleiner ist als der Dampferwert, also ist k gleich -5 - Das Verhiltnis

zwischen zwei aufeinanderfolgenden Weiten ist:
o _k, 00981
ntl g 2m _, 422501 _ ,—049_ (g,
T
SchlieBlich ergibt sich die Antwort auf die Frage c) aus (20), (21) und (22).
Bei der kritischen Dampfung erhalten (20) und (21) die Form » = Ce V=

Ce™ th/m. Wenn ¢ gleich der Relaxationszeit wird, nimmt der Exponent der e-Funk-
tion den Wert —1 an, also ist

¢ m 1
VW “trelax = 1 oder  trelax = ]/7 =157 = 0,0064 5.

Es wurde bereits in Abschnitt 9 erwihnt, daB die geschwindigkeits-
unabhingige, konstante Reibungskraft durchaus nicht einfachere Kr-
gebnisse liefert als die zdhe Fliissigkeitsddmpfung. In Abschnitt 73
werden diese Verhdltnisse niher untersucht. Lediglich einige GroBen der
freien Schwingung lassen sich bei dieser ,,trockenen® Reibung leicht
angeben.

Wihrend einer Halbschwingung von einem Umkehrpunkt zum
néchsten hat der Koérper immer dieselbe Bewegungsrichtung. Die
(konstante) Reibungskraft wirkt also immer in derselben, der Bewegung
entgegengesetzten Richtung (Abb. 19, S.21). Ihre GroBe sei K. Die
Differentialgleichung der Bewegung wihrend einer solchen Halbschwin-
gung von + 2 bis — x lautet also:

mae—K-+cx=0. (18a)
Man kann dies auch schreiben:

mz-+c(x—a,) =0
mit x, = K/e. Verschiebt man also den Koordinatenanfangspunkt der
z-Zshlung in den bisher mit « = + ; bezeichneten Punkt, so erhdlt man

mz+cx=0. (13)
Der Korper schwingt also wihrend der Halbschwingung ebenso, als
wenn er vollig ungeddmpft, aber um einen anderen Nullpunkt, eine freie
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harmonische Schwingung unter der Wirkung der Federzahl ¢ ausfiihrte.
Das bedeutet, dal er zur Ausfithrung der Halbschwingung dieselbe Zeit
braucht, wie bei fehlender Dampfung, lediglich der néichste Umkehr-
punkt verschiebt sich nach Abb.38a um den Betrag 2 z; gegen den
Nullpunkt hin. Beginnt die Halbschwingung mit * = + #;, so liegt der
nichste Umkehrpunkt bei x = —x; 4 2x;, die Schwingungsweite hat
sich also von =z, auf (z, —2 K/c)

vermindert. ) ‘l &
. . Nex (s
Im Augenblick der SchWII.l- edinpfe /8
gungsumkehr wechselt nun die Sohwingung /

Reibungskraft ihr Vorzeichen,
da sie immer der augenblick-

-

lichen Bewegungsrichtung ent-
gegengesetzt ist. Wihrend der
néchsten Halbschwingung lautet
die Bewegungsgleichung also:

mi+K+cx=0 (18Db)

d Abb. 38a. Verminderung der Weite einer freien

oder .. Schwingung bei konstanter Reibungskraft K.
miE+c(x+ x)=0.

Verschiebt man also jetzt den Koordinatenanfangspunkt nach « = — 2,

so erhilt man wieder (13), und es ergibt sich eine Bewegung genau
wie bei der ersten betrachteten Halbschwingung, nun aber in entgegen-
gesetzter Richtung. Abermals vermindert sich

die Schwingungsweite um 2 K/c, denn der

nichste Umkehrpunkt verschiebt sich wieder 29

um 2 z; gegen den Nullpunkt hin (Abb. 38a). f(?\

Nach einer vollen Welle, deren Zeitdauer wf“ o7
gegeniiber der ungedimpften Bewegung nicht ¥’

verdndert ist, hat sich also die Schwingungs- “ J

weite um 4 K/c vermindert. Diese Weiten-

. w s . Abb. 37b. Vektordaistellun,
abnahme ist unabhingig von der Weite selbst  ciner durch konstante Reibungs-

und errechnet sich bei allen folgenden Wellen kraft godsmofien frelon
zu dem gleichen Wert, die aufeinanderfolgenden

Schwingungsweiten bilden also eine linear abnehmende (arithmetische)
Reihe. Die Rechnung 1a8t sich so iiber n Wellen fortsetzen, bis die ur-
spriingliche Auslenkung z,; durch die Weitenverminderung = -4 K/c auf-
gebraucht ist. Der Kérper kommt dann endgiiltig zur Ruhe.

Bei der Vektordarstellung dieses Vorgangs erhdlt man eine Figur, die
sich stiickweise aus Halbkreisen zusammensetzt und die im allgemeinen
nicht genau im Nullpunkt endet (Abb. 37b). SchlieBlich reicht die Feder-
kraft nicht mehr aus, um den Kérper gegen die Reibungskraft zu bewegen.

Sieht man von der genauen Lage des letzten Halbwellenendpunktes ab,
so gilt demnach fiir die Gesamtzahl # aller ausgefithrten Schwingungen:

c

n = xl-ﬁ.
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Da die Schwingungszeit einer Welle wie bei der freien Schwingung nach
(15) (8.32) bestimmt ist, ist also die Gesamtdauer v der Bewegung
von der Auslenkung x; bis zum Stillstand (Abb. 38b):

c

_ _ . m

r—nT»—xITK 27 -
7 Ymc
=Ty

SchlieBlich ist auch die wihrend einer Schwingungswelle von der
Déampfungskraft geleistete Arbeit leicht zu errechnen, da wihrend
einer Halbschwingung diekonstante
Kraft K iiber einen Weg Arbeit
leistet, der der doppelten Schwin-
gungsweite entspricht. Wéhrend

Dampfungsarbeit
A=2K 22=4Kz (26)

Abb. 388b. Verlauf der freien Schwing}llng bei dabei ist x die mittlere Schwin-
konstanter Reibungskraft K bis zum Stillstand. gungswei te.

14. Erzwungene Schwingungen ohne Didmpfung. Ein anderer wich-
tiger Sonderfall von (12) tritt auf, wenn die Dampfung verschwindet,
wihrend die tbrigen Glieder vorhanden sind:

miE—+cr=Pysinwt. 27)
Man kann aus dem Bau der Gleichung vermuten, daB sie durch eine
Funktion « = x,sin w ¢ befriedigt wird. Tatséchlich erhilt man durch
Einsetzung dieser Funktion in (27):

—maw?x sinwt+cxysinwt = Pysinwt

also

zy (c—mw?) = P,
oder

. — P, - Pofe Pyfe
07 c—mw?) |_mo? T 1 — (o)
c
P .
— 717_7(‘3‘/5/;)5- sinwt. (28)

Der Ausdruck Py/c im Zahler hat eine einfache mechanische Bedeutung,
er ist die statische Auslenkung der Feder unter der konstanten Last P,.
Schreibt man:

Pyje = g
so erhélt man: ]
x .
Tst = 7]7._?(;)7,;)2 sinwt. (28 a)

Der Ausdruck stellt ,,eine Losung von (27) dar, er kann aber nicht
die allgemeinste Losung sein, die zwei willkiirliche Integrationskonstanten



14. Erzwungene Schwingungen ohne Dimpfung. 45

enthalten muff. Man entnimmt aber (14) eine Loésung, die keinen
Anteil fiir die rechte Seite der Gleichung beitrigt; fiigt man sie hinzu,
so mufl demnach die Gleichung befriedigt bleiben. Die allgemeine Losung
von (27) lautet tatséchlich:
_ . Tst
x=Csinvt + Cycosvt +W
Die ersten beiden Glieder sind die ungeddmpfte freie Schwingung, das
dritte Glied ist die ungeddmpfte erzwungene Schwingung.
Die Losung (29) stellt ein

sinwt. (29)

7

Beispiel fiir folgenden mathe- iU

matisch beweisbaren Satzdar: 6 1
Die allgemeine Lésung (29) 1

der vollstindigen Differential- ° '

gleichung (27) ist gleich der 4 :

Summe der allgemeinen Lo- l !

sung (14) von (13) mit ver- < / v

schwindender rechter Seite ) / \

und einer ,,partikuliren‘ Teil- 1 / N

l6sung (28) der vollstindigen & 7 4 S

Gleichung. 8 e S Y
Die ersten beiden Glieder w/v|—e] 4 :

von (29) (freie Schwingung) _, )

bilden eine Sinuswelle mit /

der ,freien* Eigenfrequenz », -2 f

das dritte Glied (erzwungene /

Schwingung) ist eine Welle ~¢

mit der erzwungenen Fre- _j

quenz w. Die Wahl des Wer-

tes w, d. h. die Frequenz der -5

- . 11 Abb. 39. Bewegungsweite z, einer federnd aufgehiingten
stérenden Kraft ist VOng Masse mit der Eigenfrequennz » unter der Wirkung einer

1 1 i harmonischen duBeren Kraft mit konstantem GroStwert
beheblg’ o und » sind also und der Frequenz o. zst entspricht der statischen
vol]sté,ndig unabhéngig von- Auslenkung unter der groBten Krait [Gl. (28)].
einander. Die Losung (29)
als Summe zweier Sinuswellen mit verschiedenen Frequenzen ist selbst

keine harmonische Funktion (vgl. Abb. 45¢, S. 56).

Da die freien Schwingungen bereits behandelt wurden, wird im
folgenden die physikalische Bedeutung der Teillssung (28a) untersucht.

. . . 1 .
Die ,,dimensionslose Sinuswelle x/xy hat eine Weite T () die

von dem Frequenzverhiltnis w/v abhingt. Abb. 39 stellt diese Be-
ziehung dar.

Aus (28a) folgt unmittelbar, daB fiir w/v<1 die Ordinaten positiv
sind, fir w/yv>1 sind sie negativ. Man erkennt die Bedeutung dieser
negativen Schwingungsweiten, wenn man noch einmal auf (27) und
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die Annahme x= x;sinw? zuriickgeht. Dort sieht man unmittelbar,
daB fir w/y>1, d. h. w?m > ¢ der Wert z, negativ sein mu. Man kann
aber schreiben:

— xysinw ¢t = + 2,sin (w t + 180°).
Eine negative Schwingungsweite ist also gleichwertig einer positiven
Weite einer Welle, die um 180° gegen die urspriingliche Welle phasen-
verschoben ist. Mechanisch bedeutet dies: Fiir w/v <1 sind Kraft und
Bewegung in Phase, fir w/v >1 sind sie gegeneinander gerichtet. Fiir
w/v <1 befindet sich die Masse unter der Gleichgewichtsstellung, wenn
die Kraft abwirts stoBt, fir w/v >1 befindet sie sich iiber der Gleich-
gewichtsstellung, wahrend die Kraft abwirts sto8t.

Gewohnlich ist diese Phasenbeziehung von geringer Bedeutung,
wihrend die Weite technisch sehr wesentlich ist. Man kann daher fiir
die meisten Untersuchungen das negative Vorzeichen vernachlissigen
und in Abb. 39 die gestrichelte Linie einfiihren1. In drei wichtigen Punkten

A, Bund C dieser Abbildung

&Ejf}& kann man den Wert der

= = =3 Ordinate sofort rein mecha-

Abb. 40. Unausgewuchteter Motor auf federndem Balken. nisch ableiten: Im Punkt A4 5

Harmonische erre(g‘?;l(.li tl)gnr.aifi)c.ler Grofle m w? a, sehr dicht bei o — 0, ist die

erzwungene Frequenz aufler-

ordentlich klein, die Masse wird also durch die Kraft einfach um den

Betrag ihrer statischen Auslenkung hewegt. Die Héhe der Kurve nahe

dem Punkt 4 muf} also nahezu gleich 1 sein. Andererseits bewegt sich

bei hohen Frequenzen (w/v>> 1) die Kraft so schnell auf und ab, daf3

die Masse einfach keine Zeit hat, der Kraft zu folgen, die Bewegung
bleibt sehr klein (Punkt B).

Der wichtigste Fall tritt im Punkt C' ein, hier wird die Schwingungs-
weite unendlich groB. Man kann dies auch mechanisch einsehen: An
der Stelle wfy =1 fallt die erzwungene Frequenz genau mit der Eigen-
frequenz zusammen. Die Kraft kann dann die Masse immer zur richtigen
Zeit in der richtigen Richtung stoBen, und die Schwingung kann unbe-
grenzt wachsen. Man denke z. B. an ein Pendel, das immer gerade in
der Richtung seiner augenblicklichen Bewegung beschleunigt wird.
Bekanntlich kann man dann mit verhiltnismiBig kleiner Kraft sehr
groBe Schwingungen erzeugen. Diese wichtige Erscheinung heift ,,Reso-
nanz®, die Eigenfrequenz nennt man daher manchmal auch die ,,Reso-
nanzfrequenz‘.

Bisher wurde stets eine duflere Kraft angenommen, deren GréSt-
wert Py unabhéngig von der Frequenzist. Ein anderer technisch wichtiger
Fall liegt vor, wenn P, proportional zu w? ist. Abb. 40 stellt z. B. einen
Balken auf zwei Lagern vor, der einen nicht ausgewuchteten Motor in
der Mitte trigt. Wahrend des Laufs erfahrt die Motorachse eine um-
laufende Fliehkraft m, w?r, wenn m,; die Unwuchtmasse und » ihr Ab-
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stand von der Wellenmitte ist. Diese vmlaufende Kraft kann man in
eine senkrechte Komponente m, w?rsinwt und eine waagerechte Kom-
ponente m, w?rcoswi zerlegen. Der Fall wird anschaulich einfach, wenn
z. B. der Balken flach und breit ist, also gegen waagerechte Verschie-
bungen sehr steif, gegen senkrechte Bewegungen gehr weich ist. Dann
bekommt man ein System mit einem Freiheitsgrad mit ciner Masse m
(Motormasse) und einer Feder ¢ = %i (Balkensteifigkeit). Auf diesen
Balken wirkt eine senkrechte Stérungskraft mit dem Gréfitwert m, w?r,
die also proportional zum Quadrat der Frequenz ist.

Ein anderes Beispicl dicser Art wurde auf S. 30 besprochen. In
einer Anordnung nach Abb. 23 war keine dulere Kraft P, vorhan-
den, sondern die Aufhingung » .
wurde nach dem Gesetz g, |
gin w £ bewegt. Dic rclative ¢ i

|
|

14

Bewegung y zwischen der
Masse und der Aufhingung
verhielt sich so, wie wenn | & !
eine Kraft m a, ® bei ruhen- §
der Aufhangung auf dic Masse 57
wirksam ware. Dieser Fall

Fl

|

|

|
. . . T a
ist deswegen sehr wichtig, / | It S -
weil die meisten schwin- ?——l——7‘——[— —— — - - T=
gungazeichnenden Systeme |4 !
{Vibrographen} nach diesem ¢ B = £
PI‘]I].ZIP geba'U-t aind (Vgl ALb, $1. 1. Bewegungsweite g, einer federnd aufgehfing-
Absohnitt 17}. ten Masse mit der Elgenfrequenz » unter der Wirkung

ciner Kraft ll":‘:t. dem grtiﬂt.wert. #t w' 2, und der Fre-
3 5 quenz w, 2. Weite g, der gegenseitigen Bewegung unter
. Dle_ Resonanzkurve fir der Wirkung elner hatmonischen Howegnig des
die beiden eben gena,nnten Federcndes mit «er SchwiRgunesweite ¢, und
.. der Frequenz .
Fille kann man aus (28)
unmittelbar ableiten, wenn man P, durch m @®a, ersetzt. Dann ist

mwtagfe a {mfr)?

Yo = l—lw]vjf - 0_1__@]-
oder
Yo (@) (30)
g,  1—{wp)P”

Wie auf § 30 ist ¢, die Schwingungsweite am oberen Ende der Feder,
wihrend y die relative Bewegung zwischen der Masse und dem oberen
Federende, d. h. dic Federdehnung darstellt. DasErgebnis (30) wird durch
Abb. 41 wiedergegeben. Die Ordinaten der drei Punkte 4, B und C'in
dieser Abbildung kann man wie in Abb. 39 mechanisch ableiten: Bei 4
ist die Frequenz nehezu gleich Null; das obere Federende wird sehr lang-
sam auf und ab bewegt, die Masse folgt dieser Bewegung und die Feder
dehnt sich nicht, es ist y, = 0. Bei B erfolgt die Bewegung des cberen
Federendes sehr schnell, so daB die Masse iiberhaupt nicht folgen kann
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und still im Raum stehen bleibt. Die relative Bewegung ist dann gleich
der Bewegung des oberen Federendes, es ist y,/a,=1. Im Punkt C
erhilt man Resonanz, so dafl die Dehnung der Feder theoretisch unbe-
grenzt wichst. Dieses letzte Ergebnis stimmt offensichtlich nicht mit
der Erfahrung tiberein, man muf} die Wirkung der vorhandenen Dampfung
beriicksichtigen; dies geschieht in Abschnitt 15.

Beispiel. Ein Umformeraggregat bestehe aus einem Wechselstrommotor mit
einer Erregerfrequenz von 25 Hz und einem Gleichstromgenerator. Das Aggregat
sei fiir 200 PS Leistung und 725 U/min gebaut, das mittlere Vollastmoment D

200 - 75 - 100

habe also den Wert 725-2 /60 19800 kgem. Die Verbindungswelle habe einen
Durchmesser von 9 cm und eine Léinge von 36 cm. Das Trigheitsmoment des
Motorlaufers sei 200 kg cm s2, das des Generators sei 800 kg cm s2. Daswirksame Dreh-
moment des Motors ist nicht konstant (vgl. S. 69), sondern veréindert sich zwischen
Null und dem doppelten Vollastmoment mit der doppelten Spannungsfrequenz,
d. h. mit 50 Hz. Das Antriebsmoment hat also den Wert D + D sin (2 &x 50 ¢),
wihrend das Gegenmoment vom Generator zeitlich konstant ist. Man bestimme
die hochste Spannung in der Welle bei voller Belastung.

Lésung. Man bestimmt zuerst die Drehfederzahl der Stahlwelle:

4
¢ = Moment je 1 Bg Verdrehung = GIv = G &
l l 32
_ 8-10°-65,6-3/4
T 36-32
Das System ist in Abb. 26 (S. 28) stark vereinfacht skizziert, seine Differential-
gleichung ist (12¢) (S. 28). Die Eigenfrequenz ist

c 143 10° - 1000
”“V JlJz__l/’@oo-soo = 299 Bels.

=143 - 105 kg cm/Bg.

Die erzwungene Frequenz ist 50 Hz oder

o =2nf=314 Bg/s.
Das System wird also mit einer Frequenz erregt, die 5% groBer als die Resonanz-
frequenz ist, so daB nach (28) die Wirkung des Drehmoments um den Faktor

1
T—op =7
vergroBert werden muf. Aus (12¢) (S.28) entnimmt man, daB das fragliche
800
Moment WD oder ¢/, des GroBtwertes der wechselnden Komponente des

Momentes ist. Das Gesamtmoment besteht aus einem mittleren konstanten Anteil
D und einem wechselnden Anteil der gleichen GroSe. Das groBte Moment der
Welle hat demnach den Wert

D +975-4,D =88D.

Infolge des mittleren Drehmomentes D tritt in der Welle eine groBte Schub-
spannung v auf, ihre GroBe betragt
,_Dr_ . d 32 16D _ 51-19800
T Jdp 2 dtm B 93
Wegen der Nihe der Resonanz muB dieser Wert mit 8,8 multipliziert werden, so daf
die wirkliche gréfite Schubbeanspruchung den Wert 7= 1220 kg/cm? hat. Je nach

= 138,5 kg/cm?2.
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dem Werkstoff wird dieser Wert nahe bei oder iiber der Ermiidungsschubfestigkeit
liegen, so dafl ein Bruch erwartet werden muB.

Der Entwurf kann durch Verminderung des Wellendurchmessers auf 8 cm
verbessert werden. Dann vermindert sich ¢ auf 89, die Eigenfrequenz liegt bei
236 Bg/s, so dal w=1,33» ist. Der VergroBerungsfaktor bekommt dann den
Wert 1,30. Die mittlere stationire Schubspannung hat dann den Wert 197 kg/cm?,
die hochste Schubspannung betrigt also 197 (1 + 1,3 +4/;) =400 kg/cm?2, diesen Wert
kann man als sicher zulassen.

15. Erzwungene Schwingungen mit ziher Fliissigkeitsdimpfung. Nach
den vorbereitenden letzten Abschnitten wird im folgenden die voll-
stindige Gleichung (12) behandelt:

mx+kx+cx=P,sinwt. (12)
Man kann zeigen, daB der allgemeine Satz von S. 45 hier ebenfalls
gilt. Nach diesem Satz besteht die vollstindige Losung von (12) aus
der Summe der vollstindigen Losung von (18) [diese
Gleichung entspricht (12) mit verschwindender rechter
Seite] und einer ,partikuldren® Teillgsung der voll-
standigen Gleichung (12). Die Losung der Gleichung

~
8
mit verschwindender rechter Seite ist bereits in (24) \<

T,

mw’z,

gegeben, also ist
Fwz,

x=e 2m (Cysinvtd O,cosvt) I Teillosung. (31)
Es ist demnach nur noch notwendig, eine Teillssung
anzugeben. Wie in Abschnitt 14 koénnte man x =
Zysin w ¢ fir eine Losung halten, aber dann wiirde das
Glied % = den Ausdruck cosw ¢ ergeben, so dafl diese
Annahme sicher falsch ist. Man kann aber den allge-

cz
meineren Ansatz
. Abb. 42.
rz=Asinwt+ Becoswt Vektordarstellung
. . . . der Krifte bei
in (12) einsetzen. Dann ergeben sich zwar Ausdriicke gedimpiten
. . . . erzwungenen
mit sinwt und cosw?, man hat aber zwei GroBen Schwingungen.

A und B zur Verfiigung, durch deren Bestimmung

man eine Teillssung bilden konnte. Im folgenden soll das Ergebnis auf
eine etwas andere Weise abgeleitet werden, damit der Zusammenhang
etwas klarer mechanisch versténdlich wird.

Es sei angenommen, daB die Losung eine Sinuswelle mit der er-
zwungenen Frequenz o ist, dann sind alle vier Kréifte von (12) Sinus-
wellen dieser Frequenz und kénnen durch Vektoren dargestellt werden.
Wie auf S.10 erklirt wurde, ist dabei eine Differentiation gleich-
bedeutend mit einer Multiplikation der Vektorlinge mit « und einer
Vorwirtsdrehung um 90°.

Die Verschiebung sei dargestellt durch x = x,sin (wf—¢), dabei
sind x, und ¢ noch unbekannt. Man zeichnet diese Verschiebung als
einen Vektor senkrecht nach oben (Abb. 42, gestrichelter Vektor). Die
Federkraft —cz hat einen GroéBStwert ¢z, und ist in Abb. 42 abwirts

Den Hartog-Mesmer, Mechanische Schwingungen. 4



50 II. Systeme mit einem Freiheitsgrad.

gerichtet. Die Dampfungskraft —% & hat einen Grofitwert k w x, und
eilt der Federkraft um 90° voraus. Die Tragheitskraft —m & eilt der
Déampfungskraft um 90° voraus und hat einen GroBitwert m w?x. Die
dullere Kraft Pysinw?t eilt der Verschiebung z,sin(w¢—¢) um den
Winkel ¢ voraus. In Abb. 42 sind alle diese Vektoren eingezeichnet,
%y und @ sind aber unbekannt.

Der Impulssatz oder die gleichbedeutende Beziehung (12) verlangt,
daB die Summe der vier Kréfte jederzeit verschwindet. Dies bedeutet,
daB die geometrische Summe der vier Vektoren in Abb. 42 verschwindet.
Hieraus folgt schlieBlich, daB sowohl die waagerechte wie die senk-
rechte Komponente dieser Resultierenden verschwinden mufi. Oder in
Formeln:

Senkrechte Komponente: ¢ x,—m w? xq— Pycos g =10
Waagerechte Komponente: ko zy— Pgsin ¢ =0.

Aus diesen beiden Gleichungen kann man die Unbekannten x, und ¢
berechnen :

P,
P, ¢
= — ? 32
Nk oy £ c—maop w?\? o 828
(1=%) + (257
ko
ke T kg v
tgtp*’c—-—mwz_ 1_w2 ) (32b)
1}2

Mit Hilfe des mechanisch-elektrischen ,,Wérterbuchs von S. 27 kann
man dieses Ergebnis auch sogleich in elektrische Zusammenhinge iiber-
setzen. Im Stromkreis der Abb. 25 gilt:

_ E
= V(R )+ (0%—1} w2>2

— g,
Qo = ]/R2 + (L - wlo )2 . (33)
aQ

Es ist I=7¢ZT’ Q= Qysinwi, also I = Qywcoswt. Die linke Seite

von (33) ist der GroBtwert des Stromes. Die Quadratwurzel im Nenner
auf der rechten Seite heiBt ,Impedanz‘, sie ist eine bekannte GroBe
der Elektrotechnik.

Die Weite z;, und der Phasenwinkel ¢ sind in (32a) und (32b) durch
,,dimensionslose‘‘ GroBen oder Zahlenverhéltnisse ausgedriickt. In ihnen
erscheint das Frequenzverhdltnis w/y und das Dampfungsverhiltnis &/k;, ,
wobei k; die ,kritische Dampfung aus (22) ist. Pyfc ist die ,,statische
Durchbiegung** xy;, der Feder unter der Last P,.

oder




15. Erzwungene Schwingungen mit Diampfung.

51

Der Inhalt der Gleichungen ist in Abb. 43a und b dargestellt. Das
Bild der Schwingungsweiten (Abb. 43a) enthilt eine Kurvenfamilie mit

einzelnen Kurven fir je
einen Wert der Démpfung
k. Alle Kurven liegen unter
der Kurve fiir verschwin-
dende Dimpfung, die na-
tiirlich dieselbe ist wie die
Kurve der Abb.39. Die
Weite einer erzwungenen
Schwingung wird also
durch die Dimpfung ver-
mindert. Man sieht auBer-
dem aus der Abbildung,
daB3 die GroBtwerte der
verschiedenen Kurven

nicht mehr bei wjy=1,
sondern bei einer etwas
kleineren Frequenz liegen.
Im Fall der geddmpften
Schwingung miissen tat-
sdchlich drei verschiedene
Frequenzen unterschieden
werden, die nur fir k=0
zusammenfallen, nimlich

1. »= ]/c/m = ,unge-
ddmpfte Eigenfrequenz®,

5
|
/=0
, |
| Wh=o125
fs |
3 |
5 Hh0.20
2 - _ _
|
!
»w Wh=a50
7 -d\ W10 |
]
|
|
0 7 3
w/y—
Abb. 43 a. Weiten der erzwungenen Schwingung einer

Anordnung mnach Abb. 23 bis 27 in Abhingigkeit von der
Storfrequenz fiir verschiedene Dimpfungszahlen.

78

750

1]
/r/lrfo\

V
L+

2. v = Ye/m— (kj2 m)?
= ,,gedampfte Eigenfre-
quenz‘,

3. die ,,Frequenz der
groBten erzwungenen Wei-
te’“ oder ,,Resonanzfre-
quenz‘.

Bei kleinen Démpfungs-
werten liegen diese drei
Frequenzen ziemlich dicht
beieinander.

Das Phasenwinkelbild
(Abb. 43b) sei ebenfalls
kurz besprochen. Fiir ver-

_—
=N
8 S

FPhasenwinkel g

3

30

g

/

/

)

W

Z

7

7 ww 2 3

Abb. 43b. Phasenwinkel zwischen Kraft und Verschiebung
in Abhingigkeit von der Storfrequenz fiir verschiedene

Dimpfungszahlen.

schwindende Dimpfung wurde festgestellt, dal unterhalb des Reso-
nanzpunktes Kraft und Verschiebung in Phase (¢ = 0), iiber der Reso-
nanz aber um 180° phasenverschoben sind. Die Phasenwinkelkurve zeigt

4%
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daher im Resonanzpunkt einen unstetigen Sprung. Dies folgt auch aus
(32b), wenn man die Dampfung k£ auBerordentlich klein annimmt.
Unterhalb der Resonanz ist der Nenner positiv, so dal tg ¢ eine sehr
kleine positive Zahl ist. In der Umgebung des Resonanzpunktes geht
tg ¢ plotzlich nach + o, dann iiber der Resonanz von —w her an-
steigend schnell zu einer sehr kleinen negativen Zahl. Der Winkel ¢
selbst liegt entweder dicht bei 0° oder ein wenig unter 180°. Ver-
schwindet die Dampfung vollig, so ist k= 0, und es wird ¢ genau 0°
oder 180°.

Die anderen Kurven der Abb. 43D stellen die Phasenwinkel bei nicht
verschwindender Dampfung dar. Im allgemeinen neigt die Dimpfung
dazu, die scharfen Spitzen der ungeddmpften Kurven abzurunden, sowohl
fir die Schwingungsweite als auch fiir die Phase.

Im Vektorbild der Abb. 42 sei noch untersucht, wie sich die Weite
und der Phasenwinkel mit der Frequenz &ndert. Bei sehr langsamen
Schwingungen (w~=0) sind Dimpfungen und Trigheitskrifte vernach-
lissigbar klein, also ist Py=cx,, ¢ =0. Mit wachsender Frequenz
wichst der Dampfungsvektor, aber die Trigheitskraft wichst noch
schneller. Der Phasenwinkel kann nicht mehr verschwinden, da P,
eine waagerechte Komponente nach links haben mu8, die der Kraft
— w 7y das Gleichgewicht hilt. Der Vektor der Trigheitskraft wichst,
bis er so grol wird wie die Federkraft, dann muf3 ¢ = 90° und Py =k  «,
sein. Dies tritt im Resonanzfall ein, denn dann ist m w? x, = ¢ &, oder
o? =c/m. Der Phasenwinkel hat also im Resonanzfall unabhingig von
der Dampfung den Wert 90°. Oberhalb dieser Frequenz wichst m w? x,
starker als ¢ 2y, so dall P, abwirts gerichtet ist und ¢ grofer als 90°
wird. Fiir sehr hohe Frequenzen wird ¢ x, vernachlissigbar klein gegen
mw?x,, so daBl P, aufgebraucht wird, um die Trigheitskraft aus-
zugleichen, ¢ hat den Wert 180°.

Bei kleinen Frequenzen der duBeren Kraft wirkt sie gegen die Feder-
kraft, bei hohen Frequenzen wirkt sie gegen die Triagheitskraft, im
Resonanzpunkt hélt sie der Dampfungskraft das Gleichgewicht.

Die bei diesem Vorgang geltenden Energiebezichungen vermitteln
einen weiteren Einblick in das mechanische Verhalten des Systems.
Fiir sehr langsame Bewegungen ist ¢ = 0, so daB nach den Ausfiihrungen
auf S.12 in diesem Fall im Lauf einer ganzen Schwingungswelle keine
Arbeit geleistet wird, d.h. wihrend einer Schwingungswelle wird keine
mechanische Energie in Wirme verwandelt. Von der Gleichgewichts-
stellung aus bewegt sich die duBere Kraft durch eine gewisse Strecke bis
zum Scheitelpunkt der Welle, sie leistet also sicher Arbeit, die in der
Feder aufgespeichert wird. Wihrend der nichsten Viertelwelle wirkt die
duBere Kraft gegen die Bewegungsrichtung, und die Feder gibt ihre auf-
gespeicherte Energie wieder ab. Bei kleinen Kraftfrequenzen wird also
die Arbeit der &uBeren Kraft nur in elastische Energie umgewandelt,
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und nicht in Warme. Bei der Resonanzirequenz ist ¢ = 90° und die je
Schwingungswelle geleistete Arbeit hat nach S.12 den Wert n P, x,.
Die aduflere Kraft ist in diesem Fall gleich und entgegengesetzt der
Dampfungskraft, so dal die Arbeit von der Dampfung vollstindig
vernichtet oder ,zerstreut”, d.h. in Wérme umgewandelt wird. Die
Federkraft und die Tragheitskraft sind bei der Resonanzfrequenz gleich
und entgegengesetzt und ebenfalls in Phase mit der Verschiebung. Jede
von diesen Kriften leistet wihrend einer Viertelwelle Arbeit, die aber
als Energie aufgespeichert und wihrend der nichsten Viertelwelle wieder
zuriickgewonnen wird. Dabei wird die Arbeit der Federkraft als elastische
Energie in der Feder und die Arbeit der Trag-
heitskraft als Bewegungsenergie der Masse
aufgespeichert.

Man kann diese Energiebeziehungen auch

r

Arbeit jeSchwingungswelle

zur Berechnung der ,,Resonanzweite‘‘ verwen- Lnergrezututy

den. Die Dimpfungskraft hat den GroBtwert

k- 2pax = ko 2, und ist um 90° gegen die Aus- Dimpfingsarbort
lenkung «, phasenverschoben. Die je Schwin-

gungswelle geleistete Dimpfungsarbeit hat dem- ¢ 4 Vi c
nach den Wert nkw 22. Die Arbeit, die von Johwingungswerte

. o . Abb. 44. Arbeit je Schwingungs-
der duBeren Kraft wihrend einer Welle ge- welle, die von einer harmoni-

. . . . schen Kraft und dher Fliis-
leistet wird, hat den Wert 7z P, #,. Die beiden s ot 0 vo e e

Arbeitsmengen miissen gleich sein: denen S ingungsweiten
aPyxg=mkwxy?. (34)

Diese Beziehung ist in Abb. 44 dargestellt, in ihr ist iiber der Weite
als Abszisse die im Resonanzfall von der duBleren Kraft P, und von der
Diampfungskraft je Welle geleistete Arbeit aufgetragen. Wo sich die
beiden Kurven schneiden, herrscht Energiegleichgewicht, d. h. die zu-
gehorige Weite z, stellt sich selbstdndig ein. Wenn in einem Augen-
blick die Schwingungsweite groBer als x, wire, wiirde die Energie-
abfuhr durch die Dimpfung gréBer als die Energiezufuhr, die Bewegungs-
energie des Systems wiirde dadurch so lange vermindert, bis die Gleich-
gewichtsweite sich wieder hergestellt hat.
Lést man (34) nach z, so erhilt man

P,

(xo)res = To'

(34a)
Streng genommen wird diese Weite bei einer Frequenz erreicht, bei der
der Phasenwinkel gleich 90° ist, d.h. die Rechnung entspricht nicht
genau der Frequenz der groiten Weite. Diese beiden Frequenzen liegen
jedoch so dicht beieinander, da die durchgefiihrte Rechnung den Wert
der groBten Weite mit sehr guter Annéherung wiedergibt. Im vor-
liegenden Fall des Systems mit einem Freiheitsgrad hétte man das

Ergebnis unmittelbar aus (32a) mit o =v= V% ableiten konnen,
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das Verfahren der angeniherten Berechnung der Resonanzweite wird
aber wichtig in spiter besprochenen verwickelteren Fillen, in denen eine
genaue Berechnung zu miithsam wire (vgl. S. 134).

(32a) und (32b) sind die wichtigsten Gleichungen dieses Buches.
Sie werden nun noch einmal auf andere Art, namlich mittels der Vektor-
darstellung durch komplexe Zahlen (Abschnitt 5) abgeleitet. Hiermit soll
die Wichtigkeit der Ergebnisse noch einmal betont werden, gleichzeitig
diene die Rechnung als eine Einfihrung zu den verwickelteren Fallen
(Abschnitt 24), in denen die komplexe Darstellung eine grofle Arbeits-
ersparnis bedeutet.

Jeder der vier Vektoren von Abb.42 kann durch eine komplexe
Zahl dargestellt werden. Wenn die Verschiebung durch die komplexe
Zahl X gegeben wird, so hat nach den Ausfiihrungen auf S. 10 die erste
Ableitung X die Form i w X, die zweite Ableitung X die Form — w?® X.
Der Vektor der duBeren Kraft, als komplexe Zahl geschrieben, sei mit

P’ bezeichnet. (12)erhélt dann die

o Form:
0T, 2
N —moX +iokX +cX =P
8
S oder
2 7 i? recleditse  (—m w? +iok+o)X =P
- 4 ll Lést man nach den Regeln der ge-
i mw’s, | wohnlichen Algebra nach X auf,
N i
L NG so ist
o N P

: X = et te
Abb. 42a. Dassel&);ﬁw}? ﬁalt)ell)f %S2€.aber so gedreht, In diesem Ausdruck ist P’ immer
noch eine komplexe Grofe. Ohne
Veriinderung des Zusammenhangs kann man aber das ganze Diagramm
der Abb. 42 im Uhrzeigersinn um 135° drehen (Abb. 42a). Dann liegt
P’ auf der reellen Achse und hat den Wert P,, so dal man den Aus-

druck fir X leicht in die Form a -+ ¢b bringen kann:
PO
(—mo?+c)t+ink
_p (—mo?+c)—iok
=0 I Cmett o) tiwk] [(—maed+o)—iok]
—mwtc—ionk
O(—mw? 4o + otk
Dies ist eine komplexe Zahl, deren reeller Teil in Abb. 42a die Liange O A4
und deren (negativer) imaginirer Teil die Lange O B darstellt. Daraus
folgt:

X:

= P

¢ _ Imaginartell = —o k
8P = " Realtel =~ c—ma?

(321b)
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und

x, = Vektorlinge = 1/ (Realteil)? - (Imaginérteil)2

_ PYEndt o T ek P, .
TPt F ok T fema o farlE (323)

Das Ergebnis stimmt natiirlich mit dem Ergebnis der anderen Rechnungs-
art (8. 50) iiberein.

Samtliche Ergebnisse der letzten Seiten beziehen sich auf die ,»Leil-
lésung® von (31) (S.49), d. h. auf das Glied mit der Frequenz der
duBeren Kraft, also die ,.erzwungene* Schwingung. Die allgemeine
Losung besteht aber aus einer Uberlagerung geddmpfter freier Schwin-
gungen und erzwungener Schwingungen. Im Lauf der Zeit verschwinden
jedoch die gedémpften freien Schwingungen, wihrend die erzwungene
Schwingung allein iibrig bleibt. Die erzwungene Schwingung wird des-
halb als , stationire Schwingung des ,,Beharrungszustandes be-
zeichnet, wihrend die freien Schwingungen stets abklingende, ,,voriiber-
gehende® Schwingungen sind. Die Werte der Konstanten 0, und C,
in (31) (S.49) hingen von den Anfangsbedingungen ab und kénnen
aus diesen Bedingungen analytisch berechnet werden, shnlich wie in der
auf S.31 durchgefithrten Rechnung. Man kann sich jedoch meistens
ein Bild der gesamten Bewegung durch mechanische Uberlegungen ver-
schaffen. Ein Beispiel hierzu bildet folgende Aufgabe:

Auf eine federnd aufgehingte Masse wirkt eine #uBere harmonische
Kraft, deren Frequenz achtmal so langsam wie die Eigenfrequenz des
Systems ist. Die Masse wird mit einer Klemme festgehalten, wihrend
die duBere Kraft wirkt. Plstzlich wird die Klemme frei gegeben. Wie
verlduft die gesamte Bewegung? Die Dimpfung des Systems sei dabei
so groB, dal die Weite der freien Schwingung fiir jede Welle um 10%
abnimmt.

Die Losung der Aufgabe ist erst moglich, wenn noch eine weitere
Bedingung gestellt wird: Es muB bestimmt werden, in welchem Augen-
blick wéhrend des Kraftverlaufs die Masse gelost wird. Es sei also auBer-
dem vorgeschrieben, daB die Losung der Masse in einem Phasenaugen-
blick erfolge, in dem die stationire erzwungene Schwingung gerade ihre
groBte Weite hitte. Aus den Anfangsbedingungen der Aufgabe folgt,
daB im Augenblick des Loslassens die Masse keine Auslenkung und keine
Geschwindigkeit hat. Nach der letzten Vorschrift soll aber die er-
zwungene Schwingung mit « = x, und z = 0 beginnen. Diese beiden
Bedingungen konnen nur dadurch erfiillt werden, daB die freie Schwin-
gung mit x=—x, und z =0 anfingt. Dann beginnt die zusammen-
gesetzte oder gesamte Bewegung im Punkt z =0 mit der Geschwindig-
keit x =0. Abb.45a zeigt die freie Schwingung, Abb.45b die er-
zwungene Schwingung, Abb. 45¢ stellt die zusammengesetzte Bewegung
dar.
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Man sieht, daB die freie Schwingung sehr schnell verschwindet, und
daB die grofite Weite beim Bewegungsbeginn etwa zweimal so grof} ist
wie die schliefliche bestdndige Schwingungsweite. Ist der Unterschied
zwischen freier und erzwungener Frequenz klein und die Dimpfung
ebenfalls gering, so wiirde das Diagramm am Anfang Schwebungen
zwischen den beiden Schwingungen aufweisen (vgl. S.5). Wegen der
Déampfung werden solche
Schwebungen nach einiger
Zeit verschwinden. Um im
Beharrungszustand  Schwe-
bungen zu bekommen, miissen
zwei verschiedene erzwungene

freieSchwingung

Schwingungen iiberlagert
werden.

Beispiel. Ein Kraftwagen hat
als ,,federnde Masse*‘ einen Haupt-
korper von 1500 kg Gewicht. Er

b ist auf vier gleichen Federn be-
erzwungene festigt, die sich unter dem Ge-
Sehwingung wicht um 20 cm durchbiegen.

Jeder der vier vorhandenen Stof3-

dampfer gibt eine Dampfungskraft
| \ von 1,5 kg fiir eine Geschwindig-
keit von 1cm/s. Der Wagen steht
A \ mit allen vier Riadern auf einer
¢ qil n

¥ Versuchsplatte, die in Resonanz
U N ° : ;

/ Gesamt- mit der Wageneigenschwingung

\ bewegung mit einer groBten Auslenkung von

2 cm aufwarts und abwirts bewegt

wird. Man finde die Schwingungs-

weite des Wagenkérpers auf seinen

Abb. 45. Uberlagerung einer abklingenden freien und Federn unter derlAnnahn}e, da3
einer erzwungenen Schwingung. der Schwerpunkt in der Mitte der

vier Réader liegt.
Losung. Aus (17a) folgt die Eigenfrequenz zu » = 2m-s =275V 1/8stat
107

=——=="7,0Bg/s. Die Dampfungszahl des Systems (4 StoBdampfer) ist
Ve P

k=4-16==6kgem™s. Die Differentialgleichung der Bewegung ist (12d) auf

S.30. Im Resonanzfall wirkt die Bewegung des Federendes wie eine duBere Kraft
— 1500 k

mit dem GroBtwert Py=z V(cag)? + (ka,v)?. Hier ist ¢ = 753%“;% =75 kg/cm,

ay=2cm, k=6kgemls, v="70. Also ist P,= (150)2 + (84)% = 172 kg.

Aus (34a) ergibt sich die Schwingungsweite des Wagenkérpers zu

— P _ 172

T ko 42

16. Frequenzmesser. Abb. 41 (S.47) bietet die Grundlage zum Ver-
stdndnis der meisten Schwingungsmesser. Schwingungen sind manchmal
periodische Bewegungen ziemlich verwickelter Wellenform. Liegt diese

gy =4,1 cm.
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Wellenform als Kurve gezeichnet vor, so sind alle GréBen der Schwingung
bestimmbar; in vielen Fallen ist aber diese vollstindige Kenntnis gar
nicht notwendig. Es geniigt oft, daB man nur die Frequenz oder nur die
Weite oder nur die Beschleunigung der Bewegung kennt. Beispielsweise
gibt die Kenntnis der Frequenz einer Stérung sehr oft schon einen Anhalts-
punkt, wo die Quelle der Stérung zu suchen ist. Zur Messung dieser
einzelnen Grofen geniigen Gerdte, die sehr viel einfacher und billiger
gebaut werden kénnen als wenn man die vollstindige Wellenform be-
stimmen will. In diesem Abschnitt werden die einfachsten Frequenz-
messer behandelt.

In vielen Fillen ist die Schwingung ziemlich rein, d.h. die Grund-
harmonische hat eine viel gréBere Weite als irgendeine der héheren
Harmonischen. Die Frequenzmessung kann man dann gewéhnlich ziem-
lich leicht durchfiihren. Die Frequenzmesser beruhen fast alle auf dem
Resonanzprinzip. Fiir Frequenzen unter etwa 100 Hz sind Zungengerite
zweckmailig und gebrauchlich. Zwei Arten dieser Gerite werden her-
gestellt, Gerdte mit einer einzigen verstellbaren Zunge und Gerite mit
einer ganzen Reihe von verschiedenen Zungen.

Das Frequenzmelgerdt mit einer Zunge besteht aus einem Streifen
Federstahl, der an einem Ende festgespannt und am anderen frei ist.
Die Lange des freien Teils des Streifens kann man durch Drehung eines
Knopfes verstellen, dabei wird ein Schraubenmechanismus in der Ein-
spannung bestitigt. Die Eigenfrequenz des Streifens ist auf diese Weise
willkiirlich verdnderlich, den Wert der Eigenfrequenz (Hz) fiir jede
Zungenlinge oder Drehknopfstellung liest man auf der Zunge oder dem
Knopf unmittelbar ab. Die Werte der Frequenz kann man rechnerisch ab-
schitzen (vgl. Abb.118a S.151), zuverléssiger ist aber die versuchsmiBige
Eichung des Gerdts. Im Gebrauch wird das eingespannte Ende fest
gegen das schwingende Objekt gedriickt, so dall die Einspannstelle der
Zunge an der zu messenden Schwingung teilnimmt. Durch langsames
Drehen der Schraube wird die freie Lénge der Zunge allméhlich ver-
andert, bis bei einer bestimmten Zungenlinge Resonanz mit der duBeren
Schwingung auftritt, so da man am freien Zungenende eine grofle
Schwingungsweite beobachtet. Die Frequenz wird dann abgelesen.

Beispiel. Ein Frequenzmesser mit einer einzelnen Zunge verédnderlicher Linge
bestehe aus einem Streifen Federstahl mit dem Querschnitt 0,4 0,04 cm und
trage eine Gewicht von 7 g an seinem Ende. Wie grol mufl die gréBte freie Lange
des Streifens sein, wenn das Gerdt Frequenzen von 6 bis 60 Hz messen soll?

Losung. Die Federzahl eines eingespannten Balkens ist 3 £ J/I3. Das Tragheits-
moment des Querschnitts ist J = b h3/12 = 4*-1077/12 = 21,3 - 1077 cm? Die Biege-
steifigkeit BJ ist also 2-108-21,3 - 107 = 4,26 kgem?, daraus folgt die Federzahl
¢ = 12,8/I3. Die Masse am Ende betrigt m = 0,007/981 = 7,15 - 10~® kgem™ s2.
Die Masse je cm des Streifens ist ¢ = 0,4 - 0,04 - 0,008/981 = 0,13 - 10~ kgcm™s?,
Etwa 1/, der Streifenldnge mufl zur Endmasse hinzugefigt werden (vgl. S.154), also ist
insgesamt als Masse wirksam: m + ¢ /4 = (7,15 + 0,03 1) 10— kgem™s2. Die Fre-
quenz der gréBten Linge ist 6 Hz oder w? = (27 - 6)2 = 1420 (Bg/s)2.. Nach G1.(16)
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. 12,8 - 108 12,8108
ist w2 =(c/m)=1420 = —ﬁm oder 3 (1 4 0,0041) = m = 1200.

Diese Gleichung kann man durch allmihliche Annéherung losen. Da das zweite
Glied in der Klammer (Masse des Streifens) klein ist gegen das erste Glied
(Endmasse), vernachldssigt man das zweite Glied als ersten Versuch:

3 =1200 oder != 10,6 cm.

Hiermit bekommt der Klammerausdruck den Wert 1 4 0,04 = 1,04, so daB} sich
als geniigende Anniaherung ergibt

13 =1200/1,04 = 1150, also [ =10,5cm.

Die zweite Art von Frequenzmessern besteht aus einem leichten
Kasten b (Abb. 46), der viele kleine an einem Ende eingespannte federnde

I
I
a
4 | o
I [

Abb. 46. Zungenfrequenzmesser.

Zungen a enthilt. Die Zungen haben verschiedene, iiber einen bestimmten
Bereich gleichmiBig verteilte Eigenfrequenzen und sind im Kasten in
einer oder mehreren Reihen so nebeneinander angeordnet, dafl die Reihe

Ty

[ 4

Abb. 47. Pfeife verdnderlicher Linge zur Frequenzbestimmung eines Gerdusches.

ihrer Frequenzen eine gleichformig ansteigende Zahlenfolge bildet. Zur
Frequenzmessung wird der Kasten an der schwingenden Maschine be-
festigt; dabei bewegen sich die meisten der Zungen kaum, nur eine oder
zwei von ihnen, deren Eigenfrequenz sehr dicht bei der erzwungenen
Schwingung liegt, schwingen mit betrachtlicher Weite. Zur leichteren
Beobachtung dieser Erscheinung streicht man die Innenseite des Kastens
tiefschwarz an und heftet an die freien Enden der Zungen weiBe
Spitzen c.

Gerite dieser Art werden vielfach verwendet, insbesondere sind sie
als Frequenzmesser fiir Wechselstrom gebriduchlich. Die mechanische
Erregung der Zungen wird dann durch eine elektrische, d. h. magnetische
Erregung ersetzt. Zu diesem Zweck werden eine oder mehrere strom-
durchflossene Spulen im Kasten iiber den Zungen angeordnet, so daB
die Zungen unter der Wirkung eines mit der Spannungsfrequenz wech-
selnden Magnetfeldes eine wechselnde magnetische Kraft erfahren.
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Schwingungen mit sehr kleiner Weite und mit Frequenzen iiber etwa,
100 Hz sind oft wegen des damit verbundenen Lirms sehr unangenehm.
Zur Bestimmung ihrer Frequenz kann eine Pfeife mit einstellbarer Linge
(Abb. 47) verwendet werden. Das Gerit hat die Form eines Rohres
mit beweglichem Kolben. Kolben und Kolbenstange sind lings ihrer
Mittellinie durchbohrt, der Bohrdurchmesser ist klein gegen den Rohr-
durchmesser. Am Ende der Kolbenstange ist ein Gummischlauch be-
festigt, der zu einem gewéhnlichen medizinischen Stethoskop fithrt. Der
Beobachter verbindet durch die Enden des Stethoskops sein Ohr mit der
Luft im Raum A der Pfeife und richtet das offene Ende der Rohre gegen
die Léarmgquelle, wihrend er gleichzeitig den Kolben langsam bewegt.
Bei einer bestimmten Kolbenstellung hort er einen ausgeprigten musi-
kalischen Ton, der der Eigenfrequenz der bestimmten Pfeifenlinge ent-
spricht. Auf der Kolbenstange sind diese Frequenzen angegeben, man
kann sie also unmittelbar ablesen. Die Werte der Frequenzen kann man
ebenfalls rechnerisch bestimmen (Abschnitt 31), es empfiehlt sich aber
auch hier die versuchsméiBige Eichung. Eine Vorstellung von den Ab-
messungen eines solchen Rohres bekommt man durch die Bemerkung,
daBl eine Pfeife mit 100 Hz eine Linge von rd. 80 cm hat (S. 139).
Fiir hohere Frequenzen ist das Rohr kiirzer.

17. Seismische Gerite. Fiir die Messung der Weite einer Schwingung
verwendet man gewshnlich seismische Gerdte. Sie bestehen aus einer
Masse, die im Inneren eines Kastens federnd aufgehingt ist. Der Kasten
wird dann an der schwingenden Maschine befestigt, die Weite der gegen-
seitigen Bewegung zwischen der Masse und dem Kasten stellt sich bei
den verschiedenen Frequenzen der Bewegung nach der Kurve Abb. 41
(S.47) ein. Aus dieser Kurve ergibt sich, daBl man bei Frequenzen, die
groB sind gegen die Eigenfrequenz des Gerites, eine Auslenkungsgrofie y,
erhilt, die praktisch ebenso grof3 ist wie die Weite @, der Bewegung.
Um also eine Anordnung zur Weitenmessung oder ein ,,Vibrometer
zu erhalten, darf das Gerdt hochstens eine Eigenfrequenz haben, die ein
Drittel oder die Hilfte der kleinsten zu messenden Frequenz betragt.
Falls die Bewegung unrein ist, d.h. hohere Harmonische enthilt, so
bietet dies keinerlei Schwierigkeit, da jede hohere Harmonische eine
héhere Frequenz als die Grundschwingung hat und daher noch genauer
dargestellt wird.

Eine seismische Masse auf Federn kann auch Beschleunigungen
anzeigen. Ist die Bewegung @, sin w ¢, so ist die entsprechende Beschleu-
nigung —a,w?sinwt mit dem GroBtwert ayw? Der linke Arm von
Abb. 41 von w/v = 0 bis etwa w/v = 0,5 kann aber praktisch durch eine
Kurve y, = bw? dargestellt werden. Die Gleichung der Abb. 41 lautet

Yo __ (ofv)? (30)

ay  l—(app "
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Fiir kleine Werte von w/y weicht der Nenner nur wenig vom Wert 1 ab,
so daB man fiir kleine w schreiben kann:
Y, 1
ﬁ = (w/v)2 oder y,= —z %o w?.
1
Hierbei ist —5 eine Geritkonstante, die unabhéingig von der Frequenz

der duBeren Schwingung ist. Daher stellt der &uBerste linke Teil von
Abb. 41 tatsichlich die Beschleunigung bei verschiedenen Frequenzen dar.

Ein Beschleunigungsmesser ist ein seismisches Geréit mit einer Eigen-
frequenz, die mindestens doppelt so hoch ist wie die hichste Frequenz
der zu messenden Beschleunigung. Diese Feststellung bedeutet aber
gleichzeitig, daB bei allen nicht streng reinen Schwingungen Schwierig-
keiten auftreten werden. Jede unreine Bewegung enthilt héhere Harmo-

20 T 7 nische mit Frequenzen, die
/k/](,,=0 // iiber der Grundfrequenz lie-

% . gen ; es kann oft vorkommen,
( Parabel 7 Wigm05 daB3 eine dieser Frequenzen

/ £ sehr nahe bei der Eigenfre-

Thi=q7 quenzdes Gerdtesliegtund die
] Messung filscht. Diese Sto-

Yo/t X
N
\\\
\\

d / rung ist den Beschleunigungs-
§ / messern eigentiimlich. Bei
= 70 5 70 den Vibrometern dagegen

oy —= liegt die Gefahr einer un-
Abb. 48. Vergleich zwischen der Parabel des idealen .
Beschleunigungsmessers mit den Resonanzkurven bei erwiinschten Resonanz nur

verschiedenen Didmpfungszahlen (vgl. Abb. 41, 8.47). dann vor, wenn die gemessene
Grundfrequenz kleiner ist als die Eigenfrequenz des Gerdts. In den
Beschleunigungsmessern wird daher zweckméfig eine Démpfung vor-
gesehen. Jhre Wirkung wird in Abb. 48 gezeigt. Auller der urspriing-
lichen Kurve aus Abb. 41 (fir k/k, = 0) und der Parabel der Be-
schleunigung (gestrichelt) sind hier zwei weitere Kurven eingezeichnet,
namlich die Kurven fiir 0,5 und 0,7 der vollen kritischen Dampfung. Diese
beiden Kurven nahern sich der er winschten Parabel besser als die
Linje der ungedampften Schwingung, aullerdem haben sie beide keine
Resonanzspitze. Ein Beschleunigungsmesser mit einer Didmpfung etwas
iber dem halben kritischen Didmpfungswert wird also Beschleunigungen
bis zu etwa 3/, der Gerétfrequenz ohne wesentlichen Fehler anzeigen,
wihrend er auf die hheren Harmonischen wenig oder gar nicht anspricht.

Die Gleichung der Kurven der Abb. 48 wurde unmittelbar aus der Lo-
sung der Differentialgleichung (12e) S. 30 abgeleitet. In der Losung (32a)
(8.50) ersetzt man Py durch m w?a,; so entsteht die Gleichung der Abb. 48:

Yo _ (%y

g T\ [k w2
(=5) gy
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Der Leser tut gut, die Formel fiir einige Punkte der Abbildung nach-
zurechnen.

Die &ltesten seismischen Gerite sind die Seismographen zur Auf-
zeichnung von Erdbebenschwingungen. Die elastisch aufgehiingte Masse
dieser Gerite ist oft sehr groB, sie wiegen 1t oder mehr. Die Eigen-
frequenz ist sehr klein, etwa von der GréfBenordnung 0,1 Hz.

Fiir technische Anwendungen wird eine groBe Auswahl verschiedener
tragbarer Gerite hergestellt, die ein Gewicht von etwa 10kg (fiir den
allgemeinen Gebrauch) bis zu 0,5 kg (fir Flugzeugverwendung) haben.
Der Hauptunterschied zwischen den verschiedenen Geriten liegt in der
Art ihrer Anzeige. In den einfachsten Anordnungen ist ein durch einen
Stift betédtigter Drehzeiger am Rahmen des Gerites befestigt, dessen
Stift auf der seismischen Masse ruht. Abb. 49 zeigt eine solche Anordnung
mit einem Zeiger fiir die waagerechten und emem fiir die senkrechten
Schwingungen. Die Schwingungsbewegung
erfolgt gewchnlich so schnell, da man die
‘Spitze des Zeigers nur in den beiden Umkehr-
punkten wahrnimmt, der Abstand zwischen 7
diesen beiden Punkten entspricht dann der
doppelten Schwingungsweite. g %

Diese Anordnung wird z. B. dadurch
verfeinert, da man den Drehzeiger durch L
einen kleinen Spiegel ersetzt, dem durch die  APb48- Vibrometer fir waagorochte
Schwingung eine drehende Bewegung erteilt
wird. Das Licht einer kleinen Scheinwerferlampe fillt durch einen Schlitz
und wird dann von dem schwingenden Spiegel auf einen Streifen Mattglas
zuriickgeworfen. Wenn der Spiegel stillsteht, ist das Bild des Schlitzes
eine diinne Linie, bei vorhandenen Spiegelschwingungen verbreitert sich
diese Linie zu einem auBen scharf begrenzten Lichtband.

Alle Gerdte mit dieser Art Anzeigevorrichtung heiBen Vibrometer,
wahrend die selbsttitig aufzeichnenden Vibrographen meistens eine
Schreibvorrichtung aufweisen, die gréBer ist als der seismische Teil des
Gerédtes. Manche tragen eine leichte Schreibfeder, die auf einem weilen
oder berufiten, von einem Uhrwerk angetriebenen Papierstreifen schreibt,
manche kratzen die Anzeige auf Streifen oder Platten aus Zelluloid oder
Glas, die anschlieend unter dem Mikroskop untersucht werden, manche
werfen einen Lichtstrahl auf einen laufenden photographischen Film-
streifen.

Vibrographen werden in der Regel ohne besondere Dimpfungsvor-
richtung gebaut. Die im tibrigen gleich gebauten Beschleunigungsmesser
enthalten jedoch (vgl. Abb. 48) einen Dampfer, manchmal als Dampfungs-
kolben in Luft oder Ol, gewohnlich aber als elektromagnetischen Dampfer.
Bei derartigen Dimpfern trdgt die seismische Masse eine Zunge oder
diinne Kupferplatte, die sich parallel zu ihrer eigenen Ebene in dem
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engen Schlitz zwischen den beiden Polen eines kriftigen Elektromagneten
bewegt. Die Bewegung der Zunge induziert Wirbelstrome in ihr selbst,
und diese Strome entwickeln eine Démpfungskraft proportional zur
Geschwindigkeit.

Beispiel. Man verwendet den Vibrographen manchmal ganz ohne den seis-
mischen Teil, d. h. als reines Anzeigegerit. In diesem Fall wird das Instrument an
einem schwingungsfreien Ort aufgestellt, z. B. auf einer schweren Masse befestigt,
die an einem Fabrikkran aufgehangt ist. Die einzige Verbindung mit dem schwingen-
den Maschinenteil ist eine Nadel, die mit einer Feder gegen das schwingende Teil
gedriickt wird; das andere Ende der Nadel betatigt den Anzeigemechanismus.
Man finde den Federdruck, der auf die Nadel wirken muf, um sie mit einem nach
der Gleichung a,sin w ¢ schwingenden Teil in Beriihrung zu halten. Die Masse
der Nadel und der damit verbundenen bewegten Teile des Anzeigegerits sei m.

Lisung. Wire iiberhaupt keine Feder vorhanden, so wiirde das schwingende
Teil den Kontakt mit der Nadel verlieren, sobald das Teil eine Beschleunigung
erfahrt. Wire kein Kontakt vorhanden, so hitte die Beschleunigung der Nadel
gegen das Objekt den Wert P/m, wobei P der Federdruck ist. Diese Beschleunigung
mufl mindestens der groBten
Beschleunigung desschwingen-
den Teils gleich sein, also ist
P/m =a,w? oder P =ma,w?.

Zur Untersuchung von
Drehschwingungen  ver-
wendet man ein seismisches
Geriat, das eine Abande-
rung des gewShnlichen Vi-
brographen darstellt. Statt

Abb. 50. Seismischer Teil eines Torsiographen. einer Masse auf linearen
Federn enthiltder,, Torsio-

graph‘ eine an einer Drehfeder befestigte schwere Schwungscheibe. Auf
der Welle b ist eine leichte Aluminiumrolle a (Abb. 50) verkeilt. Die
schwere Schwungscheibe ¢ ist mit der Welle durch eine weiche Dreh-
feder d verbunden. Wenn die Rolle festgehalten wird, kann die Schwung-
scheibe mit einer niedrigen Eigenfrequenz um die Welle freie Dreh-
schwingungen ausfiihren. Wird der Rolle eine hin- und herschwingende
Drehbewegung erteilt, so wird die gegenseitige Bewegung zwischen
Schwungscheibe und Rolle wegen der gleichen Bedeutung von Abb. 23
und 24 (8. 24 u. 26) wieder durch das Diagramm der Abb. 41 beherrscht.

Will man einen Torsiographen zur Messung der Drehschwingungen
von Kurbelwellen von Verbrennungsmaschinen verwenden, so wird der
zu messenden Schwingung auch noch eine gleichférmige Umdrehung der
Kurbelwelle iiberlagert. Man treibt dann die Rolle @ von der Kurbel-
welle iiber einen leichten Baumwollriemen an. Wenn die Kurbelwelle
gleichformig umliuft, so lduft nach dem Abklingen der Anlaufstérungen
die Schwungscheibe ebenfalls gleichférmig um und zwischen @ und ¢
erfolgt keine gegenseitige Bewegung. Wenn aber die Welle ungleichférmig
umléuft, wenn also der Drehung eine Drehschwingung iiberlagert ist,
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so folgt nur die leichte Rolle @ der Wellenbewegung vollstindig. Die
Schwungscheibe ¢ hat jedoch soviel Trigheit, daB sie weiter mit gleich-
formiger Drehgeschwindigkeit umliuft. Die Schwingung erscheint also
als eine gegenseitige Bewegung zwischen ¢ und ¢. Sie wird durch ein
System von kleinen Kniehebeln umgelenkt und in die Vorwérts- und
Riickwirtsbewegung eines Stiftes iibersetzt, der in der hohlen Welle b
untergebracht ist. SchlieBlich wird eine Anzeigevorrichtung wie bei
einem Vibrographen angeschlossen.

Beispiel. Die Schwungscheibe ¢ des Torsiographen von Abb. 50 sei angenihert
dargestellt durch eine volle Stahlscheibe von 11 cm Durchmesser und 5 cm Dicke.
Der duBlere Durchmesser der Rolle sei 13 cm. Man halte nun die Schwungscheibe ¢
fest, wickle einen Faden um die Rolle und hiinge ein Gewicht von 0,3 kg an das
freie Ende des Fadens. Unter der Wirkung dieser Kraft drehe sich der Umfang
der Rolle um 1,5 cm, d. h. das Gewicht sinke um 1,5 cm. Man bestimme den Anzeige-
fehler des Gerits, wenn damit die Messung einer Drehschwingung von 3 Hz vor-

genommen wird. Auflerdem ist der Fehler in der angezeigten Weite der dritten
Harmonischen dieser Schwingung anzugeben.

Lésung. Zuerst mul die Eigenfrequenz des Gerits berechnet werden. Die
Drehsteifigkeit ¢ (kg cm/Bg) folgt aus der Tatsache,daB ein Moment von 0,3 kg - 6,5 cm

eine Drehauslenkung von 6—’5—Bg hervorbringt. Also ist
_03-65 652

= 1565 — 5 — 8,45 kg em/Bg .
Das Gewicht der Schwungscheibe ist 1/,7112-5-0,008 = 3,8 kg. Ihr Trigheits-
2 2
moment ist mzr =38- ﬁ? = 0,0585 kgems?. Die Eigenfrequenz ist also
c 8,45
Y= 1/7 = (7)658'5 =Y 144,3 = 12,0 Bg/S,
v
§=g = 1,92 Hz .

Die zu messende Frequenz ist 56 % grofer. Nach (30) ist das Verhiltnis der an-
gezeigten zur wirklichen Weite

1,562 2,43

T—1568 143 7"
Die Frequenz der dritten Harmonischen ist 9/1,92 = 4,7mal so groB wie die Eigen-
schwingungen des Gerites, ihr VergroBerungsfaktor hat also den Wert
472 221
1—4,72 31,1

=1,05.

18. Schallanalysator und Stroboskop. Die jingsten Entwicklungen
der Plattenaufnahme- und Rundfunktechnik haben zwei sehr niitzliche
MeBanordnungen hervorgebracht: den Schallanalysator und das Strobo-
skop. Die erste dieser beiden besteht aus einem Mikrophon, in dem der
Schall in elektrischen Strom umgesetzt wird. Dieser Strom fliet zu
einem Stromkreis, der aus dem gesamten Klang die Komponente einer
bestimmten Frequenz aussondern kann. Diese Frequenz kann wie die
Wellenlidnge beim gewéhnlichen Rundfunkempfinger verindert und an
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einem Zeiger abgelesen werden. Die Intensitit wird an einem Milli-
amperemeter abgelesen. Man nimmt auf diese Weise das ,,Spektrum®
des Gerdusches versuchsmiBig auf, d. h. ein Diagramm mit der Laut-
stirke als Ordinate iiber der Frequenz als Abszisse. Zur Aufnahme
kleiner schneller Schwingungen von Maschinenteilen wird das Mikrophon
vom Gerit entfernt und durch eine phonographische Aufnahmeeinrich-
tung ersetzt. Bei dieser Anordnung wird die Phonographennadel gegen
das schwingende Objekt gedriickt, dabei ist die Intensititsanzeige des
Phonographen proportional zur Geschwindigkeit der Schwingung, d. h.
zu a, w. Diese Gerite stehen also gewissermaBen mitten zwischen den
Vibrographen und den Beschleunigungsmessern. Der phonographische
Schallanalysator ist sehr empfindlich, er zeichnet auch dulerst kleine
Schwingungsweiten bei Frequenzen iiber 50 oder 60 Hz auf.

Wenn eine Aufzeichnung der vollstdndigen Schwingung bendtigt
wird, so ersetzt man den Schallanalysator durch einen gewchnlichen
Verstiarker und das Milliamperemeter durch einen Oszillographen.

Das Stroboskop ist eine Einrichtung, um &uflerst kurzzeitige, schnell
aufeinander folgende Licht-,Blitze“ hervorzubringen; mit ihrer Hilfe
scheinen schnellschwingende Bewegungen still zu stehen oder sehr lang-
sam zu verlaufen. Man beleuchte beispielsweise einen schwingenden
Gegenstand mit stroboskopischem Licht einer Frequenz, die der Schwin-
gungsfrequenz genau gleich ist. Man sieht dann wéhrend eines Blitzes
den Gegenstand einen kurzen Augenblick in einer bestimmten Stellung;
dann ist es eine Weile dunkel, d. h. der Gegenstand ist unsichtbar,
wihrend er sich in seinem Umlauf bewegt. Nach einer Welle, wenn also
der Gegenstand sich wieder an genau derselben Stelle befindet, erfolgt
wieder ein Lichtblitz. Das Auge vereinigt diese einzelnen Erscheinungen
zu einem scheinbar ruhenden Bild des Gegenstandes. Ist die Fre-
quenz der Lichtblitze ein wenig von der Frequenz der Bewegung ver-
schieden, so findet die Schwingung scheinbar sehr langsam statt, wie
man sich leicht iiberlegen kann. Damit das Auge ein ruhiges, nicht
flackerndes Bild empfindet, miissen mindestens etwa 15 Lichtblitze
je s aufeinanderfolgen, ebenso wie bei einer Filmvorfihrung. Die
Schirfe des erhaltenen Bildes hingt davon ab, wieviel sich der Gegenstand
wihrend des Lichtblitzes bewegt, d. h. das Bild wird um so schéarfer,
je kiirzer die Dauer des einzelnen Blitzes ist. Anderseits muB mit
kiirzer werdender Blitzdauer die Lichtstiarke entsprechend anwachsen,
wenn man ein gut sichtbares Bild behalten will. Beide Bedingungen
koénnen durch die moderne Réhrentechnik befriedigend erfiilllt werden,
so dafl man heute Stroboskope fiir héchste Anspriiche baut. Die Fre-
quenz der Lichtblitze kann dabei an einer geeichten Skala wie im Rund-
funkempfinger abgelesen werden. Stroboskope dieser Art kann man
als Frequenz- und Weitenmesser verwenden, wenn die Weiten geniigend
grof} sind, um sie unmittelbar zu beobachten.
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Fiir kleinere Weiten verbindet man das Stroboskop zweckmiBig
mit einem seismisch befestigten Mikroskop. Man stellt das raumfest
ruhende Mikroskop z. B. auf eine eingeritzte Marke am schwingenden
Gegenstand scharf ein und beleuchtet diese Marke mit stroboskopischem
Licht. Die Beobachtung entspricht dann dem gewdhnlichen strobo-
skopischen Verfahren.

In modernen Stroboskopen werden gelegentlich zwei oder mehr
Lampen vom gleichen Strom gespeist und leuchten gleichzeitig auf.
Mit einem solchen Gerdt kann man besonders einfach die Phasen-
beziehungen zwischen verschiedenen Teilen feststellen. Beispielsweise
soll festgestellt werden, ob zwei mit derselben Frequenz schwingende
Punkte einer Maschine in Phase oder entgegengesetzt schwingen. Zu
diesem Zweck nimmt jeder von zwei Beobachtern eine Lampe desselben
Stroboskops, dessen Leuchtfrequenz die Schwingung sehr langsam er-
scheinen 148t. Sie beobachten nun die beiden Punkte, wobei der eine
Beobachter jedesmal ein Zeichen gibt, wenn seine Schwingung eine
der beiden aduBersten Lagen erreicht. Der andere Beobachter kann
dann leicht feststellen, ob seine Bewegung in Phase oder entgegen-
gesetzt erfolgt.

Beispiel. Ein Punkt soll stroboskopisch beobachtet werden, der 60 mm von

der Wellenmitte mit 10000 U/min umléuft. Die Unschirfe soll weniger als 0,5 mm
betragen. Die Héchstdauer der Lichtblitze ist zu bestimmen.

1
Lésung. Der beobachtete Punkt legt 2.7 - 60 - 06%00 = 62800 mm je s zuriick.

Die Lichtblitzdauer darf also héchstens /544 s betragen.

19. Schwingungsleitfihigkeit. Sehr hédufiz werden nicht ausge-
wuchtete Maschinen in einem Gebédude aufgestellt, in dem Schwingungen
unerwiinschtsind, beispeilsweise Wech-

selstrommotoren zum Betriebe eines §
Aufzugs in einer Klinik oder in einem 3 Q@
Hotel oder der Motor in einem Kraft- tc,i
wagen. Die Aufgabe besteht darin, =
die Maschine in dem Gebiude oder n
Kraftwagen derart zu befestigen, daf3 S S E— -
in ihm keine Schwingungen auftreten. a : b

Die allgemeine Losung dieser Auf- Abb. 51.

. . Federnde Lagerung , die die Schwingungs-
gabe besteht in federnder Aufhangung iibertragung auf die Grundplatte verhindert.

(in Amerika ist der Ausdruck ,,floating

power‘‘, d. h. ,,schwebende Kraft*, dafiir gebrduchlich), so da Abb. 39
und 41 (8. 45 u. 47) wieder die Grundlagen fiir die richtige Ausfithrung
einer solchen Befestigung enthalten. In Abb. 51 ist die Maschine als eine
Masse m dargestellt, auf die eine Kraft P sinwt¢ wirkt. In Abb. 51a
ist sie fest mit ihrer Unterlage verbunden, in Abb. 51b dagegen ist sie
auf Federn befestigt, die gegen senkrechte Bewegung eine Federsteifigkeit

Den Hartog-Mesmer, Mechanische Schwingungen. 5
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des Gesamtwertes ¢ haben (fiir Abb.5la ist ¢ = o). Die Grundplatte
sei als starr angenommen. Wird nun P, konstant gehalten und die
Frequenz gedndert, so verdndert sich die Bewegungsweite von m ent-
sprechend der Kurve in Abb. 39. .

Zur Losung der Aufgabe mul zuerst die GroBe der Kraft bestimmt
werden, die von der Maschine auf die Grundplatte ibertragen wird.
Wegen der Federanordnung wirkt ausschlief3lich die Federkraft mit dem
GroBitwert ¢ x, auf die Grundplatte, von etwa vorhandener Démpfung
sei zunidchst abgesehen. Die Ordinaten von Abb. 39 stellen das Ver-
héltnis der groBten Verschiebung x, der Masse zur statischen Auslenkung

P .
xg =2 dar. Also ist:
4

. _ T Xy _ €
Ordinate = 2t — Poje P,
Federkraft iibertragene Kraft

= Storungskraft —  Storungdkraft Schwingungsleitfahigkeit.

Die Aufgabe ist gelost, wenn es gelingt, dieses Verhiltnis gleich Null
oder wenigstens sehr klein zu machen.

In Abb.5la ist ¢ = o, also ist die Eigenfrequenz unendlich grof3.
Die Frequenz o der storenden Kraft ist verschwindend klein gegen die
Eigenfrequenz, d. h. es liegen die Verhiltnisse des
Punktes 4 in Abb. 39 vor, die iibertragene Kraft gleicht
der Storungskraft. Dies ist anschaulich selbstverstind-
lich, denn wegen der festen Verbindung kann sich die
Masse m nicht bewegen, d. h. die ganze Kraft P wird
unmittelbar auf die Grundplatte iibertragen. Aus
> Abb. 39 geht hervor, da3 man im Gegenteil die Eigen-
Abb. 52. Federnde § frequenz der Federung méglichst klein gegen die

L?)ga'errn‘ﬁ%n?t “# Storungsfrequenz machen muB, mit anderen Worten:
Die Feder muBl sehr weich sein.
Aus (28a) zu Abb. 39 entnimmt man genauer, daB fiir » >-%. die

Bsinwi

Federung mehr schadet als niitzt, denn die Schwingungsleitfihigkeit
wird hierbei gréBer als 1. Fir v=1/;w ist dagegen die Schwingungs-
leitfahigkeit bereits auf 1/,, gesunken, so dafB diese GroBenordnung der
Eigenfrequenz fiir praktische Zwecke schon oft geniigen wird. Manch-
mal wird man sich zu noch kleineren Werten von v, d.h. zu noch
weicheren Federn entschlieBen.

Im vorhergehenden wurde die federnde Aufhingung als véllig ddmp-
fungsfrei angenommen, d. h. es wurden Verhéiltnisse untersucht, wie sie
z. B. bei reiner Stahlfederung vorliegen. Man wird bei einer derartigen
Federung jedoch oft ein Gummi- oder Korkpolster verwenden, dann ist
die Démpfung nicht vernachlissighar. Das System kann man durch
Abb. 52 schematisch darstellen; die Bewegungsweite von m wird dann
durch Abb. 43a (S. 51) gegeben. In diesem Fall ist jedoch die GroBe der
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Auslenkung nicht proportional zur Grofie der iibertragenen Kraft, wie
es bei verschwindender Démpfung der Fall war, denn der Héchstwert
der ubertragenen Kraft setzt sich aus der Federkraft ¢ x, und der Damp-
fungskraft k w z, zusammen. Nach den Ausfithrungen auf S. 50 schlieen
diese beiden Krifte (die mit der Verschiebung bzw. der Geschwindigkeit
in Phase sind) einen Phasenwinkel von 90° zwischen sich ein. Ihre
Summe, die die gesamte iibertragene Kraft darstellt, ist also nach (6)

(5. 4) zo Y 02 + (ko). (35)

Die Weite z, ist durch (32a) (S.50) gegeben, aus (35) folgt also als
Wert der iibertragenen Kraft:

Sy
=

P, stellt die dulere Kraft dar, also ergibt sich mit 2c¢ =k, » fiir das
Verhaltnis der iibertragenen zur duBeren Kraft:

(e )
. YN . r Y
Schwingungsleitfahigkeit = poRv T (36)
2R
v ki v
Dies fiithrt im Fall ver-
schwindender Dampfung ' T
k/k;, = O wieder richtig auf [ A\ Miy=0
(28a) (S.44). Die Be- )
ziehung wird in Abb. 53 l // \
graphisch dargestellt. Man ¥
sieht, daB die Dimpfung &
nur im Bereich wfy < 1,41 s\i W “
vorteilhaft ist, also gerade S,
dort, wo die Federauf- § | ad
hingung die Verhéiltnisse 8 I .
verschlechtert, fiir alle : { AN
Werte von w/fy, bei denen : \\{@
die Federaufhéingung giin- I
stig ist, macht die Gegen- o ’ (Xj—;_‘ z g
wart von Déimpfung die Abb. 53. DimpfungseinfluB auf die Schwingungsleitfihigkeit
UbertragungSf&higkeit einer federnden Lagerung (giinstig fiir < »}/2, ungiinstig

groBer, d.h. die ganze fir o > » J2).
Anlage schlechter.

Diese Feststellung ist nicht ganz so wichtig, wie sie klingt, denn einer-
seits ist die verschlechternde Wirkung der Dimpfung nicht groB, und
kann leicht durch entsprechend weichere Federn ausgeglichen werden,
d. h. dadurch, daB man sich in Abb. 53 etwas mehr nach rechts bewegt,

5%
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anderseits ist der Vorteil der vorhandenen Dédmpfung in der Nihe des
Resonanzpunktes w/y = 1 so groB, daB sie fiir etwa vorkommende Falle
unbeabsichtigt auftretender Resonanz sehr wiinschenswert ist. Kine
kleine Diampfung in den Federn wird daher im allgemeinen zweck-
méfig sein.

20, Federnde Aufstellung elektrischer Motoren. Befestigungsvor-
richtungen mit geringer Schwingungsleitfahigkeit sind besonders wesent-
lich bei Geriten und Maschinen, die grundsétzlich unwuchtig sind, oder
einen periodisch verdnderlichen Drehmomentenverlauf aufweisen. Solche
schwankenden Drehmomente treten vor allem in elektrischen Einphasen-
generatoren oder -motoren und Verbrennungsmaschinen auf. In diesem
Abschnitt werden die Verhaltnisse bei Einphasenmotoren behandelt.

Bekanntlich wird das Drehmoment in jeder elektrischen Maschine
durch die Kraftwirkung des magnetischen Feldes auf die stromfiihrenden
Leiter erzeugt. Das magnetische Feld selbst wird von einem durch die
Feldwicklung flieBenden Strom erregt. Ist der Erregerstrom beispiels-
weise ein Einphasenwechselstrom von 50 Hz, so geht der durch die Feld-
spulen flieBende Strom 100mal je s durch den Wert Null. Bei ver-
schwindendem Strom verschwindet aber auch das Magnetfeld und das
Drehmoment. Schon hieraus ergibt sich, dal das Drehmoment einer
derartigen Maschine irgendeine periodische Funktion mit 100 Hz sein
muBl; im folgenden wird der Zusammenhang niher dargelegt.

In einer elektrischen Maschine gleicht die augenblickliche Leistung
in Watt (W) dem Produkt von Spannung und Strom, W = EI.

Die Spannung der Maschine verindere sich nach der Formel E =
E,sinwt, dabei ist w = 5027 Bg/s, ebenso sei I = I sin (wt— ¢), so
ist die Leistung

W= E,I,sinwtsin(wt— @)
=Fy I sinwt(sinwtcos ¢ — coswtsin p)
= EyI,(sin?wicos ¢ — sin w ¢ cos w tsin @)

= E";" [cosp (1 —cos2wi) — sinpsin2wi]

= E"21° [cosp —cos (2wt — @)].

Der Ausdruck besteht aus zwei Gliedern; eines ist unabhéngig von
der Zeit und stellt einen stindigen KraftfluB3 dar (d. h. die Leistung, fiir
die die Maschine gebaut ist), das zweite verdndert sich harmonisch mit
der Frequenz 2 w. Dieses zweite Glied leistet iiber eine lingere Zeit-
spanne keine Arbeit, denn seine positiven Teile werden durch die ent-
sprechenden negativen Teile aufgehoben.

Aus der Leistung ergibt sich das Drehmoment nach der Formel:

. __ Arbeit __Moment - Winkel
Leistung = ¢ 1 nde = — Sekundo

= Moment - Winkelgeschwindigkeit.
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Ist die Winkelgeschwindigkeit praktisch konstant, so gelten also alle
Beziehungen fiir die Leistung ebenso auch fiir das Drehmoment. Fiir eine
derartige Maschine ergibt sich also eine Abhingigkeit des Drehmomentes
von der Zeit, wie sie in Abb. 54 dargestellt ist. In dem gezeichneten
Fall ist die Weite der Drehmomentenschwingung (@) doppelt so grof3
wie die im Mittel iibertragene DrehmomentengréBe (b) der Maschine.
Dieses Beispiel ist nicht etwa iibertrieben ungiinstig, denn der giinstigste
iiberhaupt mdégliche Zustand tritt ein fiir ¢ = b mit cosp =0. Dann
verschwindet das Drehmoment 100mal je s, wird aber nicht negativ.

Die Maschine besteht aus zwei Teilen, dem Laufer und dem Sténder.

Auf den Stinder wirkt ein entgegengesetzt gleiches Drehmoment wie auf
den Léaufer. Ist der Stinder fest mit seiner Grundplatte verbunden, so

Abb. 54. Drehmoment eines Einphasenwechselstrommotors (Momentfrequenz = doppelte
Spannungsfrequenz).

liegt der zu Abb.51a gleichwertige Drehfall vor: das Standermoment wird
unmittelbar auf die Grundplatte iibertragen und kann sich von hier nach
allen Seiten ausbreiten. Die so erregte schwingende Bewegung des Ge-
baudes oder des Erdbodens ist gewéhnlich sehr klein ; es kann aber zufillig
sein, daB in ,,Wellenreichweite‘‘ von der Schwingungswelle irgendwo ein
Gebiaude oder Gebdudeteil steht, das eine Eigenfrequenz von ebenfalls
100 Hz hat. Dieses Gebiude wird die Bewegung aufnehmen und durch
Resonanz vergroBern. Man berichtet iiber einen Fall einer Anzahl grofen
Einphasengeneratoren mit 120 Hz, die in einem KellergeschoB in der
Stadt New York eingebaut waren. Die Bewohner eines Wohnhauses,
das einige Hauserblocks von der Aufstellung der Generatoren entfernt
lag, beschwerten sich iiber heftigen stérenden Lirm, wihrend die Nach-
barn, die viel dichter an der Larmstelle wohnten, nicht gestért wurden.
Die Erklirung beruhte darauf, daB die Beschwerdefiihrenden in ihren
Zimmern ungliicklicherweise Fuflbéden oder Zimmerdecken hatten,
deren Eigenfrequenz gerade bei 120 Hz lag und die infolgedessen stark
tonten. Die Storung wurde beseitigt, indem man die Generatoren nach
der Skizze Abb.55a auf Federn lagerte. Da die Storung ein reines
Drehmoment ohne senkrechte resultierende Kraft ist, miissen die Federn
so angeordnet werden, daff der Sténder sich drehen, d. h. dem wirksamen
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Drehmoment nachgeben kann. Die Steifigkeit der Feder mufl so gewahlt
werden, daB die Eigendrehfrequenzen des Stédnders auf den Federn
kleiner als etwa 1/; der Storfrequenz ist. Es sei bemerkt, dal die (nicht-
gezeichneten) Lager des Laufers nicht mit dem Stator verbunden,
sondern unmittelbar starr auf der Grundplatte befestigt wird.

In der wirklichen Konstruk-
tion fiir eine groBe Maschine sind
die Federn der Abb. 55a gewshn-
lich keine Spiralfedern, sondern
auf Biegung beanspruchte Feder-
stahlbalken, deren Léangsrich-
tung parallel zur Drehachse des
Léaufers ist. In Abb.55b ist die
Skizze einer solchen Konstruk-
tion wiedergegeben, a bezeichnet
den Stinder, b die als starr an-

5 . genommene Stiitze, ¢ den federn-
ADD. 852 gﬁgggﬁdﬁiigﬁgggr?gen%(;ztgrt:nders % den Balken, der in vier Punkten
belastet wird.

Neuerdings werden héufig kleine Einphasenmotoren fir Haushalt-
zwecke verwendet, z. B. fiir elektrische Kiihlmaschinen oder Wasch-
maschinen. Diese Motoren treiben die Arbeitswelle manchmal tiber ein
Zahnradpaaran, so daB die Lager
des Léufers nur in der Dreh-
richtung federn diirfen, wihrend
sie wegen des Zahnradeingriffs
gegen senkrechte oder seitliche
Verschiebungen sehr steif be-
festigt sein miissen. Zwei Mog-
lichkeiten, derartige Befesti-

s - gungen zu erreichen, seien im
Abb. 55b. Skizze der Federausfithrung in Abb. 55a.  folgenden beschrieben. In beiden

sind die Lauferlager fest in den
Stander eingebaut, im Gegensatz zur Anordnung in Abb. 55a, bei der
sich die Federung zwischen dem (festen) Léuferlager und dem (federnd
hangenden) Stdnder befand. Der Gesamtmotor ist hier federnd mit der
Grundplatte verbunden.

In der ersten Anordnung, Abb. 56, ist jedes Ende des Sténders in
einen dicken Gummiring a eingesetzt, der seinerseits in der festen Stiitze b
ruht. Gummi kann innerhalb der Elastizitdtsgrenze auBerordentlich
stark verformt werden, ist jedoch gleichzeitig auBerordentlich widerstands-
fihig gegen Volumenverinderung: Wenn ein Gummiband auf seine
doppelte Linge gedehnt wird, vermindert sich sein Querschnitt auf die
Halfte (mit anderen Worten: Gummi hat eine Querdehnungszahl 1/,).
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Wenn man durch entsprechende Einkapselung den Gummiring daran
verhindert, seitlich herauszuquellen, bildet er einen ziemlich steifen
Widerstand gegen seitliche und senkrechte Bewegungen. Beieiner Drehung
der Achse im FuB wird der Gummiring jedoch nur in sich ohne duBere
Formverinderung verschoben, so daB die Drehfederung die erwiinschte
Weichheit aufweist.

Eine andere Art, diese Fede-
rungseigenschaft zu erreichen, ist in
Abb. 57 dargestellt. Das Lager ist
auf einem Stahlstreifen befestigt,
der so gebogen ist, daB er zwei
unter 45° geneigte Teile und drei -
waagerechte Teile enthilt, er ist ADD: 56 Drebfodorn ‘Euﬁlﬁr‘i‘;’;gf“‘“ Motors
dabei gleichzeitig Feder und Stiitz-
fufl. Man befestigt das Lager also an zwei unter 45° geneigten, an
beiden Enden eingespannten Balken. Dabei gehen die Mittellinien der
beiden Balken durch den Mittelpunkt des Lagers. Senkrechte und
waagerechte Verschiebungen des La-
gers konnen nur erfolgen, wenn die
Balken sich in ihrer Léngsrichtung
dehnen oder verkiirzen, Drehungen
des Lagers beanspruchen die Balken
nur auf Biegung. Man wéahlt nun die - _
Abmessungen der Stahlstreifen so, dafl  Abb. 57. Drehfedernde Lagerung kleiner
. . . . Motoren auf einem biegsamen Streifen.
sie gegen Biegung nachgiebig sind,
aber verhdltnismifig hohe Léngssteifigkeit aufweisen. Die Gesamt-
federung hat dann die erwiinschten Eigenschaften.

21. Aufhingung von Kraftwagenmotoren. AlleVerbrennungsmaschinen
haben einen mehr oder weniger stark schwankenden periodischen Dreh-
momentenverlauf. Fiir eine Viertaktmaschine mit » Zylindem ist z. B.

die Frequenz der Ungleichformigkeit % mal so groB wie die sekundliche

Drehzahl (vgl. Abschnitt 42). Hier soll nur festgestellt werden, daB eine
derartige Ungleichférmigkeit des Drehmomentes vorhanden ist. Ist der
Motor starr am Rahmen des Kraftwagens befestigt, so ergeben diese
Drehmomentenschwankungen entgegengesetzte Momente auf den Wagen,
die sehr unangenehm fiihlbar werden. Die zweckmiBige Abhilfe gegen
diese Erscheinungen beruht wieder in einer gegen die Drehbewegungen
weich federnden Aufhingung, deren Eigenfrequenz betrdchtlich kleiner
als die Frequenz der Ungleichférmigkeit sein muB.

In einer besonders erfolgreichen Konstruktion héngt der ganze
Motorblock vorne und hinten auf je einem Wellenzapfen, die sich in starr
am Rahmen befestigten Lagern bewegen. Der Motorblock kann sich also
um eine Achse drehen, die etwa zur Drehmomentenachse parallel ist
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und die durch den Schwerpunkt geht (Linie .4 A in Abb. 58). Durch eine
eingespannte Feder B zwischen Block und Rahmen wird die freie Drehung
des Motors um die Achse 4 A verhindert. Die Steifigkeit dieser Feder
wird so gewihlt, dal die Dreheigenfrequenz des aufgehingten Motors
geniigend klein bleibt.

Ein Vierzylindermotor hat auBer dem ungleichférmigen Drehmoment
auch noch einige senkrechte und waagerechte Trigheitskrifte(Abschnitt 39),
die ebenfalls Krifte auf 4 und B ibertragen. Aus diesem Grunde sind
sowohl die Lager 4 als das Feder-
ende B in Gummi eingelassen.

In wirklichen Ausfithrungen
ist die Achse A 4 nicht ganz par-
allel zur Drehmomentenachse.
Da im allgemeinen die Dreh-
momentenachse keine Haupt-
tragheitsachse ist, kann die Dreh-

X . federung um eine andere Achse

Abb. 58. Aufhingung eines Kraftwagenmotors an - . .. . .
einer Drehachse A 4 mit Haltefeder B. tatsachlich giinstiger sein. Jeder
steife Korper hat drei Haupt-
tragheitsachsen. Man betrachte z. B. ein léngliches rechteckiges Stiick
Stahl (Abb. 59) und befestige es an einer leichten Welle, die durch
den Schwerpunkt geht, aber nicht mit einer Haupttrigheitsachse (hier
einer Symmetrieachse) zusammen-
_ fallt. Der Stab und die Welle liegen
L..J_‘q in der Zeichenebene. Man lasse

plotzlich ein Drehmoment auf die
Welle wirken und untersuche die
Abb. 59. Drehbeschleunigung um eine Achse dadurch bewirkte Besc}lleunigung.
" “die nicht Tragheitshauptachse ist. > Der Drehsinn sei so, daB der
obere Teil des Stabes in das Papier

hinein, der untere Teil aus der Papierebene heraus beschleunigt wird
(in Abb.59 durch Kreuze und Punkte angedeutet). Multipliziert mit
der Masse der betreffenden Elemente werden diese Beschleunigungen zu
Tragheitskriften. Diese Tréigheitskrifte, multipliziert mit ihrem Abstand
von der Welle, bilden ein Drehmoment, das dem wirksamen duBeren
Drehmoment entgegengesetzt gleich ist. AuBerdem ergeben diese Krifte,
multipliziert mit ihrem Abstand von der senkrechten gestrichelten
Linie, ein Drehmoment um diese Linie als Achse. Dieses Moment be-
wirkt ebenfalls Lagerkrifte, und zwar wird im vorliegenden Beispiel
das rechte Lager gegen den Leser hin aus dem Papier heraus, das linke
Lager in das Papier hinein beschleunigt. Wiren die festen Lager nicht
vorhanden, so wiirde sich also der Kérper unter dem EinfluB dieses
Drehmoments nicht um die Drehmomentenachse drehen, sondern um
eine Achse, die eben keine wirksamen Lagerkrifte erfordert. Diese Achse
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fallt nur dann mit der Drehmomentenachse zusammen, wenn die Dreh-
momentenachse eine Trédgheitshauptachse ist. Die genannte ,,freie‘
Achse ist nun die giinstigste Drehachse fiir schwingungsfreie Motor-
aufhéngung, da die Lager dann iiberhaupt keine schwingenden Krifte
erfahren.

Man baut noch einige andere Aufhingungen von Kraftwagenmotoren,
die meisten von ihnen sind aber grundsitzlich &hnlich der Abb. 58. Ge-
nannt sei noch eine Aufhdngungsart, die aus einer Gummifederung am
hinteren Ende des Motors und zwei dicht nebeneinander liegenden Gummi-
federungen ganz vorne in derselben Héohe besteht. Diese Aufhingung ent-
spricht etwa einem einzelnen Lager 4 und der Haltefeder B in Abb. 58.

Da die GroBe der Drehmomentenschwankungen mit zunehmender
Zylinderzahl schnell abnimmt, ist die Federaufhingung des Motors zur
Erzielung eines rubigen Wagenlaufs nur bei Vierzylindermotoren not-
wendig, Motoren mit sechs oder mehr Zylinder kénnen meistens ohne
besondere Federung eingebaut werden.

Beispiel. Ein Vierzylindermotor von 200 kg Gewicht sei nach Abb. 58 auf-
gehangt. Der Trigheitsradius des Motors um die Achse A4 sei 15 cm, der Ab-
stand a sei 45 cm, die Liange ! der Haltefeder 10 cm. Der Durchmesser der Wagen-
rider sei 75 cm. Im groBen Gang sei die Ubersetzung zwischen Motorwelle und
Rad 5:1. Die Motoraufhingung soll in Rescnanz schwingen, wenn die Motor-
drehzahl einer Fahrgeschwindigkeit von 3,6 km/h=1m/s im grofen Gang ent-
spricht. Man berechne a) die Federkonstante der Haltefeder, b) die Geschwindig-
keit, bei der Storungen zu erwarten sind, wenn einer der Zylinder eine Ziindungs-
storung aufweist.

Losung. a) Der Umfang der Réder ist 75z = 236 cm. Bei der kritischen Ge-
schwindigkeit laufen die Rader mit 0,425 Ufs, die Maschine also mit 5-0,425 =
=2,13 U/s. Die Drehmomentenperiode des Motors ist durch die Folge der Ver-
brennungstakte gegeben. Da beim Viertakt-Vierzylindermotor je Umdrehung zwei
Arbeitstakte erfolgen, sind dies 4,26 Perioden je s. Die Eigenfrequenz des Motors
in der Aufhingung muB also bei 4,26 Hz liegen oder bei v = 2 7 - 4,26 = 26,8 Bg/s.
Dann ist w? =720 = 3 Hier ist ¢ das Moment, das von der Haltefeder bei einer
Verdrehung von 1 Bg ausgeiibt wird. Die Auslenkung des oberen Endes der Halte-
feder fiir eine Drehung von ¢ Bg ist 45 ¢ (cm). Wenn ¢, die Federkraft (kg) der
Haltefeder fiir 1cm Ausschlag ist, so hat die Federkraft den Wert 45 ¢ ¢, - (kg),
die auf einen Hebelarm von 45 cm wirkt, also einDrehmoment von45-45- ¢-¢,(cmkg)
hervorbringt. Daraus folgt

c=45-45 ¢, = 2020¢,.

200 (15%) 9
J = 981——45,80mkgs ,
2020 ¢
2 bt SO, = .
w?= 58 44 ¢, =720

Es ergibt sich ¢, = 16,4 kgem.

b) Wenn ein Zylinder infolge mangelhafter Ziindung anders arbeitet als die
iibrigen, so entsteht noch eine Stérung fiir je zwei Umdrehungen der Maschine
im Momentenverlauf. Diese Storung ist also viermal so langsam wie die unter a)
behandelte Ungleichférmigkeit, sie kommt also zur Resonanz mit der Eigenfrequenz
des Motorblocks bei einer Geschwindigkeit von 4-3,6 = 15 km/h.
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Aufgaben.
7. Man leite die Ergebnisse (32a) und (32b) nach dem Verfahren ab, das
unmittelbar unter (31) angegeben ist.

8. Man leite (28) durch das Energieverfahren ab.
9. Ein Laufer vom Gewicht ¢ und vom Trigheitsmoment J um seine Sym-
metrieachse liegt mit seinen Wellenenden auf zwei Lagern mit dem Kriimmungs-
radius B (Abb. 60). Der Radius der Wellenenden ist 7.
/ | Wenn der Laufer ohne zu gleiten rollt, filhrt er kleine
/ i harmonische Schwingungen um den tiefsten Punkt seiner

Iy | Bahn aus. Man berechne die Frequenz dieser Bewegung
J(”)\ (Energieverfahren, vgl. S. 33 u. 37).

LA - 10. Bei einer Anordnung wie in Aufgabe 9 sei die

Sl Fiihrungsschiene gerade (R = =), und der Laufer trage

Abb. 60 Rl;llende eine Unwuchtmasse vom Gewicht G; in einem Abstand r;

Lagerung (Aufgabe 9).  von der Achse. Die Bewegungsfrequenz ist zu bestimmen.

11. Zwei zylindrische Rollen sind in einem mittleren
gegenseitigen Abstand 2a parallel zueinander drehbar gelagert. Sie drehen sich mit
grofler Drehgeschwindigkeit w in entgegengesetzter Richtung (Abb. 61). Auf ihren

| - . Obersten Punkten ruht ein Balken von
E ! ; der Lénge I und vom Gewicht G.
5 7 N LS < Zwischen dem Balken und den Rollen
':ig))’ ’))/ wirke trockene Reibung mit einem

i Reibungskoeffizienten g. Der Balken

2 —— bewegt sich in seiner Langsrichtung

Abb. 61. Stab auf gegenliutigen Rollen mig ~ VOrwarts und rickwérts. a) Man be-
trockener Reibung (Aufgabe 11). rechne die Frequenz der Bewegung.

b) Wenn das Ende 4 des Balkens etwas
in die Zeichenebene hinein-, das Ende B etwas aus der Zeichenebene herausge-
stolen wird, ist dann das Gleichgewicht stabil oder instabil?

12, Ein Pendel besteht aus einer steifen gewichtslosen
Stange der Linge I, die eine Masse m an ihrem Ende tragt
(Abb. 62). In einem Abstand a vom oberen Ende sind zwei
Federn ¢ an der Stange befestigt. Man berechne die Frequenz
der Schwingungen mit kleiner Weite.

13. Man vertausche in Abb. 62 unten und oben und er-
mittle a) die Beziehung zwischen ¢, m und [, fiir die das
Gleichgewicht stabil ist, b) die Schwingungsfrequenz.

14. Man berechne die Frequenz des Stéinders von Abb. 55a.
Die lineare Steifigkeit jeder der vier Federn sei ¢, ihr mitt-
lerer Abstand von der Laufermitte sei a, das Trigheits-

; . moment des Stinders sei /.
F%}i)gﬁ?nzg' <§§’%§§{)ﬁ’§). 156. Man berechne die Frequenz der Aufgabe 14 fiir
das Federsystem der Abb. 55b. Die Federbalken ¢ bestehen
aus rechtkantigen Stahlstreifen mit einem Elastizitdtsmodul E, ihre Abmessungen
sind ;, l,, B und h (Abb. 55b).

16. Ein steifer, gewichtsloser waagerechter Balken der Lénge ! sei an einem
Ende allseitig drehbar gelagert und trage am anderen Ende eine Masse m (Abb. 63).
Er werde durch einen unnachgiebigen Faden der Linge h gehalten. Wenn die
Masse senkrecht aus der Zeichenebene herausgestoBen und dann losgelassen wird,
schwingt sie. Man berechne die Frequenz.

17. Eine Masse m ist in der Mitte eines diinnen Drahtes von der Querschnitts-
fliche F und der Gesamtlinge [ befestigt, der mit einer grofen Zugspannung S kg
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zwischen zwei unbeweglichen Lagern gespannt ist. Der Elastizitdtsmodul des
Drahtes sei Z. Man berechne die Frequenz der Schwingungen der Masse in einer
Ebene senkrecht zum Draht.

18. Ein starrer schwerer Zylinder vom
Durchmesser D, der Lénge I und der Masse m
kann iiber eine waagerechte Oberfliache rollen.
Zwei Federn ¢ sind in der Mitte von [ in einem
Abstand a iiber der Zylindermitte angebracht &
(Abb. 64). Man bestimme die Frequenz.

A g
19. Man bilde einen Ausdruck fiir die Langs- M% il 1~ ;

federzahl ¢ einer zylindrischen Schraubenfeder

mit dem Schubmodul @, dem Drahtdurch- Abb. 63. Pendelnder Stab

messer d, dem Wendeldurchmesser D und mit Endmasse (Aufgabe 16).

n Windungen. Man bestimme den Zahlenwert

von ¢ fiir eine Stahlfeder mit G = 8 - 108 kgcm?, d=0,25cm, D =4,0cm und n =10.

20. Man bilde einen Ausdruck fiir die Drehfederzah! einer zylindrischen Schrau-
benfeder, d. h. einer Schraubenfeder, an deren
Enden ein Drehmoment um die Léingsachse der /]
Feder angreift. Man berechne den Zahlenwert vonc 7
fiir die Feder der Aufgabe 19.

21. Man gebe die Ausdriicke fiir die Federzahlen 7777777 l;-_.., L
folgender Anordnungen an: a) Balken der Biege- —0 i
steifigkeit BJ und der Linge I, an einem Ende Abb.64. Zylinder mit Federung
eingespannt, mit einer Masse am freien Ende, (Aufgabe 18).

b) Balken der Gesamtlinge ! auf zwei Stiitzen,
mit einer Masse in der Mitte, ¢) Balken der Gesamtlinge I, an beiden Enden ein-
gespannt, mit einer Masse in der Mitte.

ssssass

h

b1

=
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22, Man berechne die Frequenz der kleinen senkrechten
Schwingungen der Masse m in Abb. 65. Die beiden Balken
sind als steif und gewichtslos angenommen. Die Masse be-
findet sich in der Mitte zwischen ¢, und ¢, c; befindet sich in
der Mitte zwischen ¢, und c,. Die Masse ist so gefiihrt, da8
sie sich nur aufwirts und abwirts bewegen kann,.sie kann
gich frei drehen und hat kein Trigheitsmoment.

Federanordnung
23. Ein Punkt einer Maschine fiihrt gleichzeitig eine in Aufgabe 22.

waagerechte und eine senkrechte Schwingung derselben Fre-
quenz aus. Betrachtet man den Punkt mit einem seismisch befestigten Mikroskop
(S. 65), so beobachtet man seine Bahn als eine Ellipse wie in Abb. 66. Die
Langen % und 4 B seien auf diese Weise unmittelbar gemessen.
a) Man berechne hieraus den Phasenwinkel zwischen der waage-
rechten und senkrechten Bewegung. b) Welche Form nimmt
die Ellipse an fiir ¢ = 0? c) Welche Form erhalt die Ellipse
fir ¢ = 90°?

24, Ein gedsmpftes schwingendes System besteht aus
einer Feder mit ¢ =4 kg/em und einem Gewicht von 5 kg.
Es ist so gedampft, daB jede Schwingungsweite 99% der

vorhergehenden ist, d.h. das System hat 1% Weitenverlust ¢, W‘?nl;'l:l.nggéllipse
je Schwingungswelle. Man bestimme a) die Frequenz durch (Aufgabe 23).

Formeln und aus Abb. 29 (S. 34), b) die Dampfungszahl, ¢) den
GroBtwert der Kraft, die notig ist, um das System im Resonanzfall mit einer
Woeite von 1 cm schwingen zu lassen. d) In welchem Verhéltnis vergrofert
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sich die Weite von Welle zu Welle, wenn in der Resonanzfrequenz bei einer
urspriinglichen Weite von 1cm die erregende Kraft verdoppelt wird? e) Wie
groB ist die schlieBlich erreichte Weite, auf die sich
das System unter dem EinfluB dieser doppelten Kraft
einstellt? f) Man stelle die Bezichung zwischen der
Weite und der Zeit bei dieser wachsenden Schwin-
gung auf.

25, Man bilde den Awusdruck fiir das schlieBlich er-
reichte bestindige Drehmoment bei verschwindender
Dampfung a) in der Welle ¢ der Abb. 26, S.28, b) in
der Welle ¢, der Abb. 27.

/] 26. Eine statische Auswuchtsmaschine (Abschnitt 47)

| s

¥ bestehe aus einem Lager B, das um einen Winkel « gegen
\/“ L die Senkrechte geneigt ist (Abb. 67). Ein Laufer, der

in diesem Lager aufgehéngt ist, habe ein Trigheits-
Aﬁﬁ’»?ﬁﬁﬁéeﬁﬁﬁ‘flgfbéuzné)‘ moment J und eine Unwucht m im Abstand r von der

Wellenmitte. Man stelle die Differentialgleichung der
Schwingungen des Laufers auf, dabei sei der Drehwinkel ¢ die verianderliche
GroBe. Man bestimme die Eigenfrequenz fiir kleine Schwingungen g.



Drittes Kapitel.
Zwei Freiheitsgrade.

22. Freie Schwingungen, Eigenschwingungsformen. Im vorhergehen-
den Kapitel wurden die Schwingungen eines Systems mit einem Frei-
heitsgrad besprochen. Es gibt zwar in Wirklichkeit kaum Systeme, die
den angenommenen Vereinfachungen vollig entsprechen, dennoch konnte
eine Anzahl von wirklichen Féllen so gut durch das idealisierte System
wiedergegeben werden, dall praktisch wichtige Erscheinungen daran
untersucht werden konnten. Die Berechnung des Systems mit einem
Freiheitsgrad erklirt die Resonanzerscheinungen in
vielen Maschinen und die Arbeitsweise der meisten
Schwingungsmesser, sie vermittelt die Berechnung
der Eigenfrequenzen einer Anzahl von Anordnungen
und der Federaufhingung mit kleiner Schwingungs-
leitfahigkeit.

Die Moglichkeiten der Anwendungen sind damit
ziemlich erschépft, so daB zur Erklirung weiterer Er-
scheinungen die Theorie von weniger einfachen Systemen
entwickelt werden muf}. Dieses Kapitel behandelt als
einen ersten Schritt zwei Freiheitsgrade. Mit den
gewonnenen Gleichungen konnen die meisten Schwin- s

.. .. . e . Abb.68. Ungeddmpf-
gungsddmpfer, einige Vorrichtungen zur Stabilisation  tes System mit awei
von Schiffen gegen Rollbewegung auf bewegter See F“’%ﬁ;ﬁ;%f?;}i’;“‘“
und die Kraftwagenstoddmpfer behandelt werden.

Das allgemeinste ungeddmpfte System mit zwei Freiheitsgraden kann
man auf das System von Abb. 68 zuriickfiihren. Es besteht aus zwei
Massen m; und m,, die an den Federn ¢, und ¢, aufgehéngt und durch
eine Kopplungsfeder ¢, miteinander verbunden sind. Die Massen sind
dabei so gefiihrt, daB sie nur reine senkrechte Bewegungen ausfiihren
koénnen. Da sich die beiden Massen unabhéngig voneinander bewegen,
liegen zwei Freiheitsgrade vor. Durch Bestimmung ihrer senkrechten
Stellungen z; und , ist die Anordnung des Systems vollsténdig bestimmt.

Wie im Fall der Systeme mit einem Freiheitsgrad gibt es auch hier
eine Anzahl von elektrischen und Drehsystemen mit zwei Freiheits-
graden, die vollstindig gleichwertig zu Abb. 68 sind.

In diesem Abschnitt werden zunéchst wieder die freien Schwingungen
behandelt. Auf die Masse m,; wirken jetzt zwei verschiedene Krifte,
nidmlich die Kraft der Hauptfeder ¢, und die der Koppelfeder ¢,. Die
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Hauptkraft wird nie x; abwirts positiv gezdhlt, sie hat die Grofle
—c¢, z;. Die Verkiirzung der Koppelfeder ist (x;—a,), ihre Druck-
kraft hat die GroéBe ¢, (#;— z,). Eine zusammengedriickte Koppelfeder
stoBt die Masse m, aufwirts, die Kraft hat ebenfalls negatives Vor-
zeichen. Auf die Masse m, wirken keine weiteren Krifte, ihre Bewegungs-
gleichung lautet also:
my &y = — ¢y % — Cg(1 — Xp)

oder

my &+ (¢ + ¢5) 13— cg X, = 0. 37)

Die Bewegungsgleichung fiir die zweite Masse kann auf dieselbe
Weise abgeleitet werden. Man kann aber auch einfach Abb. 68 von unten
nach oben drehen und die Richtungen von x; und x, umkehren. Dann
nehmen m, und ¢, die Stellungen von m, und c, ein, und es gilt:

My Xy + (Cy + C5) To— €5 27 = 0. (38)

Man kann nun annehmen, dal die Massen m, und m, harmonische
Bewegungen mit derselben Frequenz  (bisher unbekannt) und mit
verschiedenen Schwingungsweiten a¢; und @, (ebenfalls unbekannt) aus-
fithren:

2, =a;sinwi
. (39)
Zy = ay8inwit
Dies ist lediglich ein Versuch, denn man weil} ja gar nicht, ob eine solche
Bewegung iiberhaupt moglich ist. Der Losungsansatz (39) wird also
in (37) und (38) eingesetzt:

[—mya, w4+ (¢, + ) a—cga,]sinwt=0

[—mgay w2+ (g + ¢3) @y—C3a,]sinwt=0.
Diese Gleichungen miissen in jedem Zeitpunkt erfillt sein. Die linken
Seiten stellen Sinuswellen dar, wenn sie also in jedem Augenblick ver-
schwinden sollen, miissen die Klammerausdriicke den Wert Null haben:
a; (—myw?+ ¢+ c5)—cga, =0. (40a)
—Cg Oy + ay (—my w2+ ¢y 4 ¢3) =0. (40Db)
Im allgemeinen ist diese Gleichung nicht erfiillt, jedoch wurde in (39)
noch nichts iiber die GréBen @, und a, oder iiber die Frequenz festgesetzt.

Es wird stets moglich sein, das Verhaltnis % und den Wert w so zu
2

wihlen, daB (40) befriedigt wird, mit diesen Werten von %‘— und w
2
wird (39) eine Losung. Es folgt aus (40a):

a, — ¢y

a, mot—c—c " (41)
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Aus (40Db) folgt ebenfalls eine Bedingung fiir das Weitenverhiltnis:

a, My W2 — €y — Cq

= —q (42)
Die rechten Seiten miissen gleich sein, also ist
—cg _ myet—c—cy
my w2 — ¢ —Cy — ¢y
oder
¢ +c Co + C. [ Cy C. cq C
(,04—-0)2{-1-7~—3+ 2 3}+ 12+23+ 13=0. (43)
my my My My

Diese Gleichung wird als ,,Frequenzgleichung” bezeichnet und fiihrt
zu zwei Losungen w? =12 bzw. »,2. Jede von beiden, in (41) oder (42)

eingesetzt, gibt einen bestimmten Wert fiir % (39) enthilt also einen
g g 2

richtigen Losungsansatz, und zwar gibt es zwei solcher Ldsungen.
Leser, denen das Mouksche Diagramm in ebenen Spannungszu-
stinden bekannt ist, werden den Zusammenhang mit folgender Kon-
struktion erkennen:
Mit den GroBen der Abb. 68 sei:

9 C ey o __ Cate 2 Cy
Wy" = my wWp~ = my = me
1 7%

Die Werte w, und w; sind die Frequenzen des

Systems, in dem eine der Massen festgehalten 3
wird, wahrend o, die Steifigkeit der Kopplung |, ,/ R
ausdriickt. Mit dieser Bezeichnung kann man
(43) schreiben:

w?r— 0% (02— 0% + (0,2 Wp2— wypt) = 0.
Man zeichne folgende Abstinde (Abb. 69): Abb. 69. MoHBscher Krels zur

Eigenfrequenzbestimmung fiir
0A =02 O0B=w? BC=uwy.

Anordnungen nach Abb. 68.
Dann schlage man um den Punkt in der Mitte zwischen 4 und B als
Mittelpunkt einen Kreis durch C. Die auf diese Weise bestimmten
Punkte D und F bestimmen die Eigenfrequenzen des Systems

12=0D und »?=0EK.

Insbesondere fallen die beiden Punkte E und D mit 4 und B zusammen,
wenn keine Kopplung vorhanden ist (BC = 0), dann sind «, und w, die
Eigenfrequenzen.

Zur weiteren Untersuchung werden die Formeln dadurch etwas ver-
einfacht, daB das System symmetrisch gemacht wird. Es sei also
¢; = €y =c¢ und m; =m, =m. Die Frequenzgleichung vereinfacht sich
dann auf
+cs+ c(c+2c3) -0 (43a)

wt — 2 w2
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mit den Losungen:
o oto  q/(cFa\ _ ole+a)
T om m

m2
oder
vi=— und 2= T3 +m2~ci,
v, und », sind die beiden Eigenfrequenzen des Systems. Setzt man diese
Frequenzen in (41) oder (42) ein, so wird
ay
— = + 1 und . T 1.

ay 2

Die Ergebnisse haben einfache mechanische Bedeutung: %L =+ 1 be-
2

deutet nach (39), daf die beiden Massen sich in der gleichen Richtung

mit unverdndertem gegenseitigen Abstand bewegen. Die Koppelfeder

ist dabei vollig ungespannt. Natiirlich hat die Frequenz v, dieser Be-

wegung den Wert V;n—, da das System in zwei gegenseitig unbeeinfluBlte

Systeme mit je einem Freiheitsgrad zerfillt. %:—-1 bedeutet, daB

die beiden Massen sich um dieselbe Strecke, azber gegeneinander be-
wegen. Diese Bewegung ist vollig symmetrisch, so dal der Mittelpunkt
der Koppelfeder c; sich nicht bewegt. Waére dieser Mittelpunkt ein-
gespannt, so wiirde sich die Bewegung nicht dndern. Das System ist also
ebenfalls in zwei unabhiingige Systeme mit einem Freiheitsgrad zer-
fallen. Diesmal ist jedoch die Masse mit der ruhenden Umgebung durch
zwel Federn verbunden, eine mit der Federzahl ¢ und eine andere mit
¢+ 2¢5

m

Es gibt hier also zwei ,,Eigenformen‘ der Bewegung, jede mit ihrer
entsprechenden Eigenfrequenz. Gibt man dem System eine urspriingliche
Auslenkung von x; = + 1 und z,= + 1 (Abb. 68) und 148t es dann

der Federzahl 2¢; (vgl. S. 36), die Frequenz ist v =

los, so entsteht eine reine Sinusbewegung mit der Frequenz v, = l/—::?,

es schwingt in der ersten Eigenform. Wenn man andererseits urspriing-
lich die beiden Auslenkungen z; = -+ 1 und x, =—1 vorgibt, so folgt

ebenfalls eine reine Sinusschwingung mit der Frequenz v = VC—%& ,
die zweite Eigenform.

Als urspriingliche Auslenkung sei nun aber z;,=1 und z, =0 ge-
geben. Aus dieser Lage werde das System losgelassen. Bisher ist noch
keine Losung fiir diesen Fall vorhanden. Diese anféingliche Auslenkung

kann man aber als die Summe aus zwei Teilauslenkungen auffassen:
_1 _ . _
Loay=1, =1, und 2. wy =1, ,=—1,,

fiir jede dieser Anfangsbedingungen ist eine Lésung bekannt.
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Man kann vermuten, daBB die entstehende Bewegung sich aus diesen

beiden Teilbewegungen wie folgt zusammensetzt:

xy = 1/2 cos ¥yt + fycosvyt )
Ty =1fycosv t —1fyc087,0
In der Tat befriedigt dieser Ansatz die Differentialgleichungen und die
Anfangsbedingungen fir ¢ = 0.

Nach (44) ist die entstehende Bewegung eine Bewegung der ersten
Eigenform mit der Weite 1/, und der Frequenz »,, iiber die eine Bewegung
der zweiten Form mit der Weite !/, und der Frequenz v, iiberlagert ist.
Sowie eine Kopplungsfeder ¢; vorhanden ist, sind »; und », verschieden.

Die zusammengesetzte — —
Bewegung jeder Masse Y1 c '\ ool 2
ist also keine Sinus- ;) '\N\va\-rle\

schwingung mehr, wie
bereits in Abschnitt 3
dargelegt wurde. Ahn-
lich den in Abschnitt 3
behandelten Fillen tre-
ten Schwebungen auf
(Abb. 8, S.5), wenn
die beiden Frequenzen
dicht beinander liegen,
wenn also ¢; sehr klein
gegen ¢, oder in Worten,
wenn die Koppelfeder
sehr weich gegen die
Hauptfedern ist. In einem solchen Fall wird nach einer anfinglichen
Auslenkung x, =1, z,=0 zuerst m, mit einer Weite 1 schwingen,
wihrend m, praktisch stillsteht. Nach einiger Zeit wird der Unterschied
der beiden Frequenzen jedoch die Phase zwischen den beiden Schwin-
gungen um 180° verindert haben (vgl. Abb. 7, 8.5). Dann ist also an-
statt @, = Y,, ¥, =1/, (erste Eigenform) und 2, = /5, @, = — 1/, (zweite
Eigenform) nunmehr

Abb. 70. Fiinf Anordnungen zur Vorfiihrung von periodischer
Energieiibertragung von einer Bewegungsform in eine andere.

=Y, =1 (erste Eigenform)

und
@y =—"1,, x, = + Y, (zweite Eigenform).

Die erste Masse steht also still, und die zweite fiihrt Schwingungen mit
der Weite 1 aus. Die Erscheinung ist periodisch, die ganze Bewegung
geht also abwechselnd allméhlich von der einen Masse auf die andere iiber.

Dieses Ergebnis kann man auch in einer Anzahl von Versuchsanord-
nungen anschaulich vorfiihren, von denen in Abb. 70 fiinf Moglichkeiten
gezeigt sind.

Den Hartog-Mesmer, Mechanische Schwingungen. 6
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Das erste Beispiel (Abb.70a) besteht aus zwei Pendeln, die in der
Zeichenebene schwingen kénnen. Die Hauptfedern sind hier durch die
Riickstellkraft der Erdschwere ersetzt, die Koppelfeder ist in Form einer
sehr weichen Schraubenfeder vorgesehen. Fiir kleine Schwingungen (zur
Vorfilhrung kann man die Schwingungsweite auch bis auf 30° steigern)
verhdlt sich ein Schwerependel ebenso wie ein Masse-Feder-System. Die
Federzahl ¢, die die Riickstellkraft fiir die Auslenkung I darstellt, ist

2 —9 . Beim Vergleich der
m l

Abb. 70a mit Abb. 68 stellt man fest, daB die Federzahl ¢; der Kopplungs-
feder in Abb. 68 die von der Feder auf die Massen ausgeiibte Kraft
ist, wenn die Massen um die Strecke I gegeneinander bewegt werden;
in der Anordnung der Abb.70a muBl man jedoch in Abwesenheit der

ﬁli’ fir ein einfaches Pendel ist 32 =

Abb. 71. Aufspaltung einer Bewegung in zwei Eigenschwingungsformen mit verschiedenen
Eigenfrequenzen v, und v,.

2
Schwere eine Kraft von %— auf jede der Massen ausiiben, um sie um
1 em gegeneinander zu bewegen (vgl. S. 37). Die GréBe ¢; (Abb. 68)
2
ist also dem Wert 7~ (Abb.70a) gleichwertig.

Die beiden KEigenformen der Bewegung erkennt man leicht: Die
Pendel schwingen entweder miteinander oder gegeneinander, die Fre-

. ? Tq 2¢ a? . .
quenzen sind », = VT und y, = |/ + -5z StoBt man das linke
Pendel um 1 em nach links und hilt das rechte Pendel an seiner Stelle,
so ist dies gleichbedeutend mit der Summe der Verschiebungen, die in
Abb.71b und ¢ gezeichnet sind. LiBt man das linke Pendel los, so
fiihrt es Schwingungen nach Abb. 71a aus, das rechte Pendel steht dabei
still. Diese Bewegung kann man als die Summe zweier Bewegungen mit
den Frequenzen », und v, auffassen. Bei den ersten wenigen Schwingungen
wird diese Bewegung nur eines Pendels aufrecht erhalten, denn die beiden
Eigenfrequenzen liegen geniigend dicht beieinander, und die beiden
Schwingungen bleiben fiir eine kurze Zeit ,,im Tritt‘. Die zweite Eigen-
form schwingt jedoch immer etwas schneller als die erste und iiberholt
sie (v, > ;). Nach einem geniigenden Zeitintervall (z. B. 20 Schwingungen)
ist sie der ersten Eigenform um 180° voraus, so da die Erscheinung den
Abb. 71d und e entspricht. Bei der in der Abbildung dargestellten Uber-
lagerung der beiden Schwingungen steht nun das linke Pendel still,
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wahrend das rechte Pendel mit voller Weite schwingt. Dann wiederholt
sich der ganze Vorgang, die Energie wandert abwechselnd von einem
Pendel zum anderen, bis die vorhandene Dimpfung alle Bewegungen
ausldscht.

Im zweiten Beispiel (Abb. 70b) schwingen die Pendel senkrecht
zur Zeichenebene. Zwei Eigenbewegungen sind moglich: die Pendel
schwingen entweder gleichzeitig in der gleichen Richtung oder sie
schwingen gegeneinander. Bei der zweiten Schwingungsform verdrillen
sie die (sehr drehweiche) Verbindungswelle, so daB die zweite Frequenz
ein wenig hoher ist als die erste. Driickt man eins von den Pendeln
nach vorn, wihrend das andere in seiner Nullstellung festgehalten wird
(dabei wird die Koppelwelle ein wenig verdrillt) und 148t dann los, so
fithrt dies zu derselben Erscheinung der allmahlichen Ubertragung der

ganzen Bewegung von v, ”

einem Pendel zum anderen _ "~  _ _— + -~

und zuriick. — T -
Das Beispiel Abb. 70¢ —< = o= + T

zeigt ein System, das in  pp. 70, Energieumwandlung im Versuch der Abb. 70c.
mancher Hinsicht einem

Kraftwagenkorper auf seinen Federn adhnelt. Zwei Eigenbewegungen
der Masse sind mdéglich, ndmlich ein drehungsfreies Auf- und Ab-

. . 2¢ L .
schwingen mit der Frequenz »;, = l/%— und eine in der Zeichenebene

erfolgende Drehschwingung um den Schwerpunkt D mit einer Frequenz

cl?
Vg = 37"
iiberlassen. Hebt man nun z. B. das linke Ende des Kérpers um 1 cm an,
wihrend das rechte Ende in seiner Nullage gehalten wird, und laBt das
System aus dieser Stellung los, so zerlegt sich die Bewegung wieder
in zwei Teile (Abb. 72a, von links nach rechts gelesen).

Wenn die GroBen m, J, ¢ und ! so grof} sind, daf3 »;, und », nahezu
gleich sind, so wird wiahrend der ersten wenigen Schwingungen die
Bewegung der Abb.72a ohne ausgeprigte Anderung vor sich gehen.
Nach einer groBeren Anzahl von Schwingungen wird wieder die eine
Bewegung (beispielsweise die Drehbewegung) um 180° gegeniiber der
anderen voraus sein. Man lese nun Abb. 72b von rechts nach links,
und man sieht, dal der Kérper nun so schwingt, da3 das linke Ende in
Ruhe bleibt. Ebenso findet nach einem gleichen Zeitintervall wieder die
erste Bewegung statt und so fort, bis wegen der vorhandenen Dimpfung
alles abklingt.

Wiihrend man in Abb. 70a und b die Koppelfeder als einzelnes Glied
des Systems erkennt, ist dies in Abb. 70c¢ nicht der Fall. Als ,,Kopplung*‘
wirkt ein Kriftespiel, das nicht unmittelbar erkennbar ist. Das Ver-
suchsergebnis zeigt, dal die Kopplung trotzdem vorhanden ist.

6*

Die Ableitung dieser Frequenzformeln wird dem Leser
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Ein zundchst besonders iiberraschender Versuch ist in Abb. 70d
dargestellt. An einer Schraubenfeder hingt eine Masse, aus der seitlich
zwei Schrauben mit verstellbaren Muttern hervorstehen. Bringt man
durch Verstellung der beiden Muttern bei konstanter Masse das Trég-
heitsmoment auf einen geeigneten Wert, so bestehen die beiden Eigen-
bewegungen aus einer Auf- und Abbewegung mit einer gleichzeitigen
Drehbewegung, deren Bewegungsumkehr zu den gleichen Zeitpunkten
erfolgt. Die beiden Eigenformen unterscheiden sich durch die gegen-
seitige Phase der beiden Bewegungen: Bei der einen erfolgt wihrend
der Abwirtsbewegung eine Rechtsdrehung und bei der Aufwéirtsbe-
wegung eine Linksdrehung, bei der anderen ist es umgekehrt. Da
sich bei vorgenommener Langsdehnung die Schraubenfeder etwas ent-
drillen méchte, ist das der Drehbewegung entgegenwirkende Dreh-
moment bei der einen Kigenform etwas geringer als bei der anderen.
Ebenso verkiirzt oder verlingert sich die Feder bei vorgenommener
Verdrillung, so daf3 die Léngsfederzahl bei der einen Eigenform eben-
falls etwas kleiner ist als bei der anderen. Die Frequenzen der beiden
Eigenbewegungen sind also etwas voneinander verschieden. Die Uber-
lagerung der beiden Eigenformen ergibt entsprechend den Fillen der
Abb. 71 und 72 eine reine Drehbewegung oder eine reine Auf- und Ab-
bewegung. Zieht man also die Masse abwérts und 1aBt sie los, so beginnt
sie zundchst drehungsfrei auf und ab zu schwingen; nach einer Weile
finden fast reine Drehschwingungen ohne senkrechte Bewegungen statt,
die Energie pendelt abwechselnd von einer Schwingungsform in die andere.

Das letzte Beispiel, dargestellt durch Abb. 70e, ist das elektrische
Gegenstiick dieser Erscheinung (vgl. S. 27). Zwei gleiche Massen
(Induktionsspulen) L, befestigt an den gleichen Hauptfedern (Kapazi-
titen) C, sind durch eine weiche Kopplungsfeder (groBer Kopplungs-

: . 1 . .
kondensator Cg, denn ¢ entspricht *07) verbunden. Ein Strom, der in dem

einen Stromkreis erregt wird, wird nach einer gewissen Zeit vollstindig
in den anderen Stromkreis iibertragen und so fort. Elektrisch interessierte
Leser mogen sich selbst iiberlegen, wie der Strom in jeder der beiden
,»Bigenformen* flieBt, wie groB die Frequenzen sind, und mogen auch
eine der Abb. 71 oder 72 entsprechende Skizze fiir diesen Fall entwerfen.

Beispiel. Ein gleichférmiger Balken der Masse m und der Lange 2 [ ist an jedem
Ende an je einer Feder aufgehiangt (Abb. 70c). Die Federn sind nicht gleich steif,
sondern ihre Federzahlen seien ¢ (links) und 2 ¢ (rechts). Man bestimme die
beiden Eigenfrequenzen und die Gestalt der entsprechenden Schwingungsform.

Lisung. Es sei x die Aufwirtsbewegung des Schwerpunkts des Balkens und
¢ seine Drehbewegung (im Uhrzeigerdrehsinn). Dann ist die Verschiebung am
linken Ende gleich # + [ ¢ und die am rechten Ende x —I ¢. Die Federkrifte sind
c(x+1g) und 2¢(x—1@p). Also lauten die Differentialgleichungen:

mE+clxt+lep)+2c(x—1lg)=0
und
(Yr2mB) g +cl(z+1lp)—2cl(z—1¢)=0.
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Nach (40) 8. 78 erbalt man
[—me® 4+ 3c)zy—elg =10
—elzy+ (—Yymw? 2L 3l g, =0.
Hieraus -folgh die Frequenzgleichung
(—mw+ 3} (—1lymwilB43elt) —2R2 =10
oder
1125 g2 L
w125 +24(m) 0
mit den Ldsungen:
»ni =254 % und 7,2 = 9,46 I
m m

Die Formcn der Bewegung, die diesen Frequenzen entsprechen, findet man aus der
zweiten Differentialgleichung. Man kann sie schreiben:

= '=—-—sz+3

Setzt man hier die Ldsungen », und v, ein, 0 entstcht:
(-*"-) 216, (o) ——015.
Loy h Py /e
Dies bedecutet Drehschwingungen des Stabes um einen Punkt, der bei der ersten
Eigenfrequenz um eine Entfernung 2,16 ! rechts vom Stabmittelpunkt und bei der
zweiten Eigenfrequenz bei 9,151 links von der Stabmitte liegt.

23. Erzwungenc Sechwingungen, ungedimptie dynamisehe Schwin-
gungsdiimpfer. Ein Maschinenteil fibre unter der Wirkung einer
periodisch wechseinden Kraft konstanter Frequenz un-
angenchme Schwingungen aus, besonders in der Nihe der
Resonanz. Zur Vermeidung der sttrenden Erscheinung
kénnte man zuerst versuchen, dic stirende Kraft zu
beseitigen. Sehr oft ist dies schwierig oder gar nicht
maglich. Dann kénnte man die Masse oder die Feder-
zahl des Systems verindern und durch diese MaSnahme .
versuchen, aus der Néhe dor Resonanz zu kommen. Es 4y oo peani.
gibt Félle, wo auch dies unzweckméBig oder unméglich  scher Damyier (e
ist. Pa unmittelbar wirkende zihe Flissigkeitsdimpfung disch crregien

. . q o : h Bystem (¢, W}
bei schr kleinen Schwingungsweiten nur wenig Arbeit
leisten kann, ist sie ebenfalls oft unzureichend. Als weitere Malinahme
wird nun im folgenden der dynamische Schwingungsdémpfer besprochen.

In Abb 73 stellt die Vereinigung C—¥ schematisch das schwingende
Maschinenteil dar, auf das die Kraft Pysinwi wirkt. Der Schwingungs-
dimpfer besteht aus einem verhaltnismilig kleinen Schwingungssystem

Xy

¢—m und ist an der Hauptmasse M befestigt. Die Eigenirequenz ]/%

des Ddmpfers sei so gewiihlt, daB sie der Frequenz « der storenden Kraft
gleich ist. Es wird sich zeigen, dafi dann die Hauptmasse M in Ruhe
bleibt, wihrend sich das kleine System ¢—m gerade so bewegt, dall seine
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Federkraft in jedem Augenblick gleich und entgegengesetzt zu Pysinw ¢
ist. Auf die Masse M wirk$ dann keine resultierende Kraft, so daB keine
Massenschwingung mehr erregh wird.

Der Beweis dieser Behauptung folgt aus den Bewegungsgleichungen.
Die Gleichungen ergeben gich aus den Awsfithrungen zu Abb. 68, da
in diesem Sonderfall lediglich ¢, = 0 ist. AuBerdem wirkt auf die erste
Masse M die duBere Kraft Pysinw?. Die Gleichungen (37) und (38)

nehmen alzo die Form an:
MEF+(CHeox —ecx, = Pusinwcl
m iy +6(xy — 2,) =0

(45)

Fiir die erzwungene Schwingung dieses Systems setzt man wie bei (27)
S. 44 oder {39) 8. 78 an:

¥ =asnwt
: l (46)
Ty = G811 W ¢

Dies ist offensiehtlich richtig, da {45) nuwr =z,, # und =z, ¥, enthalt,
aber nicht die ersten Ableitungen #; und 2,. Mit der Annahme (48)
sind alsp alle Ausdriicke in (45) proportional zu sinwt Wie in den
fritheren Fillen dividiert man durch sin ¢ £, und ez bleiben algebraische
Gleichungen ibrig. Sie lauten:

al(—Mm‘3+O+c)—ca2=P,,l (47)
—co+ o (mwt 4+ ¢) =10 ]
Zur Vereinfachung sollen diese Gleichungen in eine dimensionslose Form
gebracht werden, zu diesem Zweck werden folgende GroBen eingefiihrt:
Zy = Py/C = statische Auslenkung des Haunptsystems,
12 = ¢fm = Eigenfrequenz des Dimpfers,
Nt= (/M = Eigenfrequenz des Hauptsystems,
Dampiermasse

@ = /M = Massenverhiltnis — Hauptmasse

Dann wird {47) zu
2
& (1‘|‘ : —';'z) — @2 Z, =Tt
Bt {47 a)
i = s (1 -— ?)

oder, durch Auflésung nach ¢, und a,,

1 — =
s (1‘%:}(”%‘“%)_% (48)
Gy 1
E e
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Aus der ersten dieser Gleichungen ergibt sich unmittelbar die Richtig-
keit der Behauptung: Die Bewegung der Hauptmasse (a@,) verschwindet,
: 2

wenn der Zihler (1—%) verschwindet, wenn also die Eigenfrequenz

des Dampfers gerade der Frequenz der Kraft entspricht.
Fiir diesen Fall w =» vereinfacht sich nun der Nenner der zweiten
Gleichung, denn der erste Faktor verschwindet. Die Gleichung lautet also

= — Coy= Do
2 ¢ st = P

Die Hauptmasse steht also still, und die Dimpfermasse fiihrt eine Be-

P . . . .
wegung —oismwt aus, die Kraft in der Dimpferfeder verdndert sich

also nach dem Gesetz — Pysin w ¢, d. h. sie ist tatsdchlich immer gleich
und entgegengesetzt zur dulleren Kraft.

w .
+ - Die
Hinzufiigung eines Dimpfers ist nun von besonderer Bedeutung, wenn
das urspriingliche System in oder wenigstens nahe der Resonanz lauft.
Im folgenden sei deshalb noch dieser Sonderfall behandelt; in ihm gilt:

Diese Beziehungen gelten fiir jeden Wert des Verhéiltnisses

c C c m
y=N oder W:ﬁ oder U: ﬁ

Der Verhiltniswert m

®=3r
gibt dann also sowohl das Verhéltnis der Massen als das Federverhiltnis
zwischen Démpfer und Hauptsystem wieder. In diesem Fall nimmt
(48) die Form an:

(02
z 1= .
L= e e sinw?
st —_—— —_ ) —
(1=50) (=) = (49)
Z, 1

t () ()

Wie in (48) sind die beiden Nenner gleich, und zwar erhélt man hier
wie dort beim Ausmultiplizieren des Nenners einen Ausdruck, in dem

2 2
<—(;)—2~>2, (%’2—) und ein von w unabhingiges Glied auftritt. Setzt man

den Nennerausdruck gleich Null, so ergibt sich eine quadratische Gleichung
2

in -—:}92— mit zwei Wurzeln. Fiir zwei Werte der duBeren Frequenz w
verschwinden also beide Nenner von Gl. (49), z; und x, werden beide
unendlich groB, die beiden Frequenzen sind die Resonanz- oder Eigen-
frequenzen des Gesamtsystems. Man sieht auch sofort, dafl die beiden
Nenner ihre Nullstellen fiir dieselben Werte w haben miissen. Andern-
falls wire bei einem bestimmten Wert von w z.B. x; unendlich, z, aber
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Federkraft in jedem Augenblick gieich und entgegengesetzt zu Py sin e ¢
ist. Auf die Masse M wirkt dann keine resultierende Krafl, so dal3 keine
Massenschwingung mehr erregt wird.

Der Beweis dicser Behauptung folgt aus den Bewegungsgleichungen.
Die Gleichungen crgeben sich wus den Ausfithrungen zu Abb. 68, da
n diesem Sonderfall lediglich ¢, = & ist. AunBerdem wirkt auf dic erste
Masse M die suBere Kraft Pysinwi. Die Gleichungen (37) und (38)
nchmen also dic Form an:

MEHEA+(Cte)ay —cawy = Pnsinwtl
mdy 4 c{ay—x) =0

Fiir die erswungene Schwingung dieses Systems setzt man wie bei (27)
8. 44 oder (39) 8. 78 an:

(45}

5 =asinwt
. (46)
o = Chy SIN €3 £

Dies ist offensichtlich richtig, da (45) nur =, & und . ¥, enthilt,
aber pmicht die ersben Ableibungen #;, und #,. Mit der Annahme (46)
sind six0 alle Ausdriicke in (45) proportional zu sinewf Wie in den
fritheren Fillen dividiert man durch sin e ¢, und es bleiben algebraische
(Heichungen tibrig. Sic lauten:

al(—Mo}z—l—C-i-c)—-cag:Pul
—ca; +agmw? + 6y =0 ]

Zur Vereinfachung sollen diese Gleichungen in eine dimensionslose Form
gobracht werden, zu diesem Zweck werden folgende GréBen eingefiihrt:

(47)

x,, = Py/C = statische Auslenkung des Hauptsystems,
v = ¢/m = Eigenfrequenz des Dimpfers,
Nt = C/M = Eigenfrequenz des Hauptsysterus,

= mj M = Massenverhéltnis = %‘% .
Dann wird {47) zu
2
“1(1'!‘%—%2) '—'azg"‘:xst
478
il (e 28) .-
oder, durch Auflésung naeh a; und a,,
i 8
al o ¥
B B w? , € @l c
© (=R 0E-R)-o (48)
B _ 1
T Wt c m’) ¢
SR (P4
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Man folge der Kurve in Abb. 75a mit steigendem Frequenzver-
héaltnis —%}7:% Fir w =0 ist —9‘%:1, mit steigendem « ist x;

zuerst sicher positiv, denn Zéahler wie Nenner von (49a) sind positiv.

Bei der ersten Resonanz geht der Nenner durch Null und wird negativ,
a2
Zgt,

8

also wird negativ. Noch spiter, bei @ =/V=» wird auch der

Zahler negativ, also —;—1; wieder positiv, schlieBlich wechselt bei der

zweiten Resonanz der Nenner noch einmal das Vorzeichen, so dafl x;
schliellich negativ wird.

Das (;—;)-Diagramm geht durch dhnliche Verdnderungen, aber der

Zahler bleibt tiberall positiv, so daB nur in den Resonanzpunkten die
Vorzeichen wechseln. Es ergab sich bereits aus den Ausfithrungen zu
Abb. 39 (8. 45), dalB} der-
artige Vorzeichenwechsel
lediglich einen Sprung von
180° im Phasenwinkel be-
deuten, es geniigt also,
statt der negativen Aste
deren Spiegelbilder (ge-

~ Abb. 76. Elektrische Haarschneidemaschine mit dynamischem
strich elt) zu zeichnen. Diampfer (e Magnet, bschwingender Hebel, ¢ Zapfen, d Messer,

¢ Messerfiihrung, f Didmpfer).

Nach Abb. 75a, die die
Schwingungen der Hauptmasse darstellt, ist der ungedédmpfte dynamische

Dampfer nur in den Féllen zweckmiBig, wo die Frequenz der stérenden
Kraft nahezu konstant ist. Dann kann man die Maschine bei % = _Zavi =1
mit verschwindender, d. h. sehr kleiner Schwingungsweite laufen lassen.
Derartige Verhiltnisse liegen z. B. bei allen Gerdten vor, die unmittel-
bar mit elektrischen Synchronmotoren oder Synchrongeneratoren ge-
koppelt sind. In Maschinen mit verdnderlicher Drehzahl, wie z. B.
Verbrennungskraftmaschinen fiir Kraftwagen, wire diese Anordnung
jedoch véllig zwecklos, da durch den Dimpfer lediglich das urspriing-
liche System mit einer Resonanzdrehzahl in ein anderes System mit
zwei Resonanzdrehzahlen verwandelt wird.

In derartigen Fillen kann der dynamische Dampfer nur dann zu
einer wesentlichen Verbesserung der Verhailtnisse filhren, wenn in seiner
Feder auBerdem zihe oder andere Reibung fiir Vernichtung von Schwin-
gungsenergie sorgt. Davon handelt der nichste Abschnitt.

Eine erwihnenswerte Anwendung fand der dynamische Dampfer vor
einiger Zeit in einer elektrischen Haarschneidemaschine. Die grund-
sitzliche Anordnung ist in Abb. 76 wiedergegeben ; sie besteht aus einem
Wechselstrommagneten @, der beim Anschluf an das Lichtnetz (50 Hz)
eine mit 100 Hz verdnderliche Kraft auf ein schwingendes System &
ausiibt. Das System b ist auf eine Frequenz von etwa 20% neben der
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Resonanz abgestimmt, so daB die Bewegung des Messers d nicht allzu
sehr von der Dampfung abhingt. Die Messerschneide schwingt dann
mit einer Weite, deren GroéBe ziemlich unabhéngig davon ist, ob sie viel
Haar oder gar kein Haar schneidet. Das gesamte Haarschneidegerit
als ein Kérper im freien Raum bewegt sich um seinen Schwerpunkt als
Ruhepunkt. Da die Schneideklinge schwingt, schwingt notwendig auch
das Gehiuse, auch auf die Hand des Friseurs werden also unangenehme
Schwingungen iibertragen. Diese Schwingungen werden nun durch den
Einbau eines im Inneren des Gehiuses befestigten dynamischen Damp-
fers f stark vermindert (der Dampfer ist genau auf 100 Hz abgestimmt).
Wihrend des Betriebes schwingt die Dampfermasse in einer Phase, die
entgegengesetzt zur Phase der Klinge ist; die Ge-
hiuseschwingung wird dadurch praktisch vollstdndig
ausgeloscht.

Kiirzlich wurde ein Patent auf einen dynamischen
Schwingungsdampfer fiir Drehschwingungen erteilt, in
dem die Eigenfrequenz des Déampfers nicht konstant
ist, sondern sich mit der Drehzahl der Maschine dndert.
g&%ﬁ\ﬁgg;ﬁsgfheif Er besteht aus einer umlaufenden Scheibe 4 mit einem
dessen Bigenirequenz exzentrischen Stift B, um den sich ein fester Korper C

p‘S‘r’é’ﬁ%’ﬁﬂ;&“ frei drehen kann (Abb. 77). Zwischen dem Kérper C
und der Scheibe 4 besteht keine Federverbindung.
Wenn die Scheibe 4 umléduft, wird der Schwerpunkt des Korpers C
durch die Fliehkraft moglichst nach auBlen gelegt, und der Kérper
kann Pendelschwingungen um diese Gleichgewichtsstellung herum aus-
fiithren. Die ,,Federzahl* ¢ der Bewegung ist proportional zur Fliehkraft,
diese ist proportional zum Quadrat der Winkelgeschwindigkeit £2 der
Scheibe 4, d. h. der Maschinendrehung. Die Eigenfrequenz des Korpers
C (d.h. die Dampferfrequenz) hat also den Wert

SRTORCT ALY

sie ist proportional zur Geschwindigkeit. Durch entsprechende Aus-

bildung des Pendelkérpers € kann man dem Faktor % einen zweck-

miBigen Wert, z. B.1/,, 1, 2, 3 usw. erteilen. Die stérenden Drehschwin-
gungen haben gewdhnlich die Frequenz der Drehzahl oder ein ganzes
Vielfaches davon, so dafl der neue Ddmpfer nach einmal erfolgter Ab-
stimmung iiber den vollstindigen Drehzahlbereich wirksam bleibt. Die
Anordnung ist mit groBem Erfolg an einem Flugzeugsternmotor ver-
wendet worden. Weitere Einzelheiten werden spiter (S. 211) mitgeteilt.

Beispiel. In Abb. 73 habe die Masse M das Gewicht 5 kg, die Hauptfeder habe
die Steifigkeit ¢ = 20 kg/cm. Die Amplitude P, der stérenden Kraft sei 0,5 kg,
ihre Frequenz sei so, daB das C-M-System in Resonanz erregt wird. Die Dampfer-
masse m habe ein Gewicht von 0,5 kg. Man bestimme a) die Frequenz der Stérung,
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b) die giinstigste Federzahl der Dampferfeder, c) die Schwingungsweite der kleinen
Masse m, d) die beiden Eigenfrequenzen des Gesamtsystems.

1
Lésung. a)Die stérende Frequenz ist o2 = % ——209—8~ . Also ist f= f% =
1 — 1 20 . 981 981
or Vw? = oy /rT = 1/71 = 10Hz. b) Die beste Wirkung erreicht

m c
man mit % == 10> also ist ¢ = TJo =2 kg/em. c¢) Die Schwingungsweite

von m ist so groB daB auf die Hauptmasse zwei entgegengesetzt gleiche Krafte
Py _ 05

die beiden Eigenfrequenzen bei 0,85v und 1,17 » hegen, also ist
$; =85Hz, s,=11,7Hz.

24. Geddmpfte dynamische Schwingungsdimpfer. Die Anordnung des
Gerdtes ist in Abb. 78 dargestellt, sie unterscheidet sich von Abb. 73
nur durch die Gegenwart des gegen die Dampferfeder

wirkenden Oldimpfers. Die Anwendung des Impuls- :/%424
satzes auf die Hauptmasse M ergibt § ¢
MiE+ Cx; 4 c(v,—a,) + kb (&, —&,) = Pysinwt. (51) .
Fir die Dampfermasse m gilt:

m &y + ¢ (vy— &) + kb (£, — &) = 0. (52)

Die Ableitung der Gleichungen entspricht genau den
fritheren Fillen (vgl. S.25 u. 86) und wird dem Leser _Abb. T8,
iberlassen. Die vier Ausdriicke der linken Seite von Ec&igmg‘%;&é%g:
(51) bezeichnen die Trigheitskraft von M, die Kraft dampler G b w
der Hauptfeder, der Dampferfeder und die Kraft des  erregfen jystem
Oldampfers.

Im folgenden sei nur die Losung fiir die erzwungenen Schwingungen
behandelt, da die abklingenden freien Schwingungen nicht wesentlich
sind. x; und «, sind also harmonische Bewegungen der Frequenz w,
sie konnen durch Vektoren dargestellt werden. Jeder Ausdruck in (51)
und (52) wird dann durch einen mit der Geschwindigkeit w umlaufenden
Vektor gegeben. Zur Losung werden die Vektoren als komplexe Zahlen
dargestellt, die Gleichungen lauten dann:

— Mo+ Cxy+ c(2,— ) +tok(x,—x) = Py

—mePr,tc(Xy—x) Fi0k(v,—a) =0
oder
[—Mw2+0+c+iwk]xl—[c+iwk]x2=Pol (53)
—[c+ivkley,+[—mow?+ct+ioklz,=0 I

dabei sind x; und z, unbekannte komplexe Zahlen, die anderen Gréfen
sind reell. Die Bewegung x; der Hauptmasse ist die wichtigere, es sei
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daher der Wert von z, aus der zweiten Gleichung in die erste eingesetzt.
Dies ergibt:
x, = P

(c—mao?)+iwk
O (=M + O)(—maw?+c)—mawde] +itwk[—Mw?+C—mw?]

(54)

Firr Leser, die etwas mit Wechselstrom vertraut sind, kann dies
Ergebnis auch noch tber die Gleichungen des gleichwertigen elektrischen
Systemes abgeleitet werden (Abb.79), die Ubertragung in elektrische
Beziehungen soll dabei rein anschaulich erfolgen:

Die Ausdehnung (oder Geschwindigkeit) der Feder C, die Auslenkung
(oder Geschwindigkeit) von M und die Auslenkung (oder Geschwindig-
keit) der Kraft P, sind gleich #; (oder #;). Entsprechend sind die elektri-

L ¢ Lysinot schen GréBen %, L und E, durch denselben

Strom I; verbunden und miissen hintereinander
geschaltet sein. Die Geschwindigkeit in ¢ und
im Diampfer (#,— #,) sind ebenfalls einander

gleich, so dal — und elektrisch hinterein-

r ander geschaltet sein miissen, aber von einem

I, Strom durchflossen werden, der von dem

Abb. 79. Elektrische Anordnung, ~ Hauptstrom durch L, ¢ und E, verschieden

diee;?t?ﬁ’iigfueéfff r]i)c;lrgipf(éi'.? " ist. Die Geschwindigkeit von m ist #,, dies

ist gleich dem Unterschied der Geschwindigkeit

von M (d. h. @) und der Geschwindigkeit in der Dampferfeder (&, — %,).

Also mufl der Strom I, durch ! gleich sein dem Unterschied von L,

und (I;—I,). Alle elektrischen GréBen sind dann den entsprechenden
mechanischen Groflen gleichwertig.

Im Hauptstrom I, gilt: Der Widerstand einer Spule ist ¢w L, der

. 1 . .
des Kondensators ist PR der des Ommschen Widerstandes ist R.

Hintereinander geschaltete Widerstinde, komplex ausgedriickt, addieren

sich unmittelbar, nebeneinander geschaltete Widerstinde addieren sich

s . _ . 1
mit ihren Kehrwerten. Der Widerstand des ¢-r-Armes ist also r 4 e’
der des Armes [ ist 7 wl. Die beiden parallelen Arme haben einen Wider-
stand

Hierzu muBl der Widerstand der anderen hintereinander geschalteten
Elemente hinzugezihlt werden, dies gibt

1 1 B
iw(’:—l—gli :I—l'

1w L+
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Wenn man einige algebraische Umformungen dieses Ausdrucks vornimmt
und ihn wieder in mechanische Ausdriicke iibersetzt, so folgt (54).
Den komplexen Ausdruck (54) kann man auf die Form bringen:

2, = Py (a +1d), (54a)

wobei @ und b reell sind und ¢ nicht enthalten. Die Auslenkung x, be-
steht also aus zwei Komponenten, deren eine in Phase mit der Kraft P,
ist, wihrend die andere um eine Viertelumdrehung vorauseilt (vgl.
Abb. 42a, S.54). Addiert man die beiden Vektoren geometrisch, so
ergibt sich die Linge des Summenvektors:

z, = P, 1/a2 -+ b,

Bisher ist jedoch z; in der Form gegeben:

(55a)
Statt dessen kann man schreiben:

_ p (A+iB)(C—iD)

(4C+ BD) + i (BC — AD)
0(C+:iD)(C—iD) — -

C2 +D2

= Py

Die Lénge des Vektors x; ist also

xl (AC +DB2+(BC— AD)2 A2024 B2D? 4 B2C2+ 42D*
P, (02+D2) - (C*+Dp i
(A2+B)(C*+D%) _ /A + B (55b)
(02+D2 02+D2) 02 + D2
Anwendung dieser Gleichung auf (54) ergibt:

z,? (c—m w?)? + w?k?

P2 T [(—M o+ C)(—mw?+ c)—m w?c + 0 [ — M 0 + C —m ? 2’

(56)

dies ist die Schwingungsweite der Hauptmasse M.

Das Ergebnis muBl sich fiir einige besondere Félle auf bereits er-
haltene Ergebnisse zuriickfiihren lassen. Dem Leser wird empfohlen,
die Rechnung fiir einige der folgenden Fille durchzufiihren: 1. ¢ = = ;
2.¢c=0,k=0;3k=0;4. k=0, 0=N= l/—j{—: ]/70,[;5.m:0.

Der allgemeine Ausdruck (56) gibt den Wert a; fiir alle méglichen
Fille, dabei ist 2, eine Funktion von 7 Verdnderlichen: P,, w, k, C, ¢, M
und m. Die Anzahl der Verdnderlichen kann man jedoch vermindern,
wenn man zweckmiBige GroBen einfithrt. Man schreibt daher besser
(56) in dimensionsloser Form, d. h. man fiihrt folgende Symbole ein:

. Dampf
u = m|M = Massenverhiltnis = %:i,
y = c¢/m = Eigenfrequenz des Diampfers,

N = C/M = Eigenfrequenz des Hauptsystems,
v = /N = Eigenfrequenzverhéltnis,
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w = /N = Frequenzverhiltnisnis der erzwungenen Frequenz,
x4 = Po/C = Statische Auslenkung des Systems,
k= 2m N = ,,Kritische Dampfung*‘ (S. 38).

Nach einigen algebraischen Umformungen erhdlt man hiermit aus (56):

Ty __

. ./ /7
it (2w ) el e [ vewe — (- (W — v
k

Dies ist die dimensionslose Schwingungsweite -vx—L der Hauptmasse
S

k
als Funktion der vier willkiirlichen Ver#nderlichen u, T v und w.

" M J T
o
Pl T }
1
P ) l/\l H
= 1
[y \ [
]
1 ! P 1\
] / / ! ! \
g¢ VA4S N/ \
= / \omw \ \
8 /R ! \
V4 \\ /£ \
/ \
¢ 7,/ \ ; L\ N
= \ / N
_____ == \ / ==
\ / =
) ] -
96 97 9% 99 70 37 72 P
w/¥—
Abb. 80. Schwingungsweite der Hauptmasse der Anordnung 78 in Abhingigkeit von der Storfrequenz
bei verschiedenen D#mpfungszahlen im dynamischen Dimpfer. m/M = ¢/C = /5.

Démpfungsunabhingige Festpunkte P und Q.

Abb. 80 zeigt eine Kurve % als Funktion vom Frequenzverhiltnis w
)

fir ein bestimmtes System v =1, y = 1/, und fiir verschiedene Werte
der Dampfung kik Mit anderen Worten: die Abbildung stellt das Ver-

halten eines Systems dar, in dem die Hauptmasse 20mal so groB wie
die Dampfermasse ist, wihrend die Déampferfrequenz gleich ist der
Frequenz des Hauptsystems (v =1). Man verfolge z. B. den Verlauf
bei allméhlich steigender Diampfung: Fiir k£ =0 erhilt man Abb. 75a,
ein bekanntes Ergebnis. Fir £ = co sind die beiden Massen fest zu-
sammengepref3t, man hat ein System mit einem Freiheitsgrad und mit
einer Masse 2!/ M. Zwei andere Kurven sind in Abb. 80 gezeichnet.

namlich fiir kik = 0,10 und 0,32.

Wenn man einen Dampfer in das System einschaltet, so soll dieser
die Resonanzspitze auf einen méglichst niedrigen Wert bringen. Mit &= 0
ist die Spitze unendlich, mit k= oo ist sie auch unendlich. Irgendwo
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dazwischen muf} es einen Wert von k geben, fiir den die Spitze einen ge-
ringsten Wert annimmt.

Den Zusammenhang kann man auch mechanisch einsehen: Nach den
Ausfithrungen auf S. 53 ist die Resonanzweite eines Systems mit einem
Freiheitsgrad nur durch die Dampfung begrenzt. Damals wurde fest-
gestellt, daf die Dampfungsenergie zerstreut, d. h. in Wirme umgewandelt
wird. Wenn die Dampfungskraft betrichtliche Arbeit leistet. so bleibt
die Schwingungsweite im Resonanzpunkt klein. Diese Beziehung gilt
auch fiir die vorliegenden Systeme. Die von der Ddmpfungskraft ge-
leistete Arbeit ist gegeben durch die Kraft, multipliziert mit der Ver-
schiebung, lings deren sie wirksam ist. In unserem Falle ist die Ver-
schiebung die gegenseitige Bewegung zwischen den beiden Massen oder
die Ausdehnung der Dampferfeder (Abb. 78). Ist k = 0, so verschwindet
die Dampfungskraft, es wird keine Arbeit geleistet, die Schwingungs-
weite ist also unendlich grofi. Ist aber k= o, so sind die beiden Massen
so miteinander verbunden, daf3 sie sich nicht gegeneinander verschieben.
Bei verschwindender Verschiebung wird ebenfalls keine Arbeit geleistet.
Irgendwo zwischen 0 und o gibt es eine Dampfung, fiir die das Produkt
von Dampfungskraft und Verschiebung einen Hochstwert erreicht, dann
mulB3 die Schwingungsweite im Resonanzpunkt ihren kleinsten Wert
annehmen.

Um -diese ,,beste” Dimpfung zu berechnen, stellt man zunichst
eine bemerkenswerte Eigentiimlichkeit der Abb. 80 fest: Alle vier
Kurven schneiden sich in den beiden Punkten P und . Dies ist
kein Zufall, wie sofort bewiesen werden soll. Alle Kurven gehen un-
abhingig von der Dampfung durch diese beiden Festpunkte. Kann
man ihre Lage berechnen, so ist die Aufgabe praktisch geldst, denn
die giinstigste Kurve ist die, die mit waagerechter Tangente durch
den hoéheren der beiden Festpunkte P oder @ geht. Die kleinste er-
reichbare Resonanzweite bei der besten Dimpfung ist die Ordinate
dieses Punktes.

Man kann aber noch mehr tun: Durch Anderung der Abstimmung

V= % des Dampfers gegen das Hauptsystem kénnen die beiden Fest-

punkte P und @ auf der Kurve fiir ¥ = 0 auf- und abgeschoben werden,
und zwar geht durch Anderung von v der eine Punkt aufwérts und der
andere abwirts. Der giinstigste Fall liegt also offenbar vor, wenn erstens
durch geeignete Wahl von v die beiden Festpunkte auf gleiche Hohe

k
gebracht werden und aulerdem durch geeignete Wahl von +- die Kurve
]

so eingerichtet wird, daf3 sie mit waagerechter Tangente durch einen
von ihnen geht. Spiter wird sich zeigen (Abb.81), daB es praktisch
unwesentlich ist, welchen von den beiden Punkten P oder ¢ man hier-
fiir wéhlt.
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Zunichst soll also aus (57) nachgewiesen werden, ob es Werte w
gibt, fiir die die Schwingungsweite unabhéngig von kik 