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Vorwort zur vierten Auflage.

Die Zeit seit dem Erscheinen der dritten Auflage ist zu einer tiefgehenden
Umarbeitung und Verbesserung dieses Buches benutzt worden. Es tritt nunmehr
in groBen Teilen als ein ganz neues Buch vor seine Leser. Meine Bemiihungen
gingen vor allem dahin, ohne nennenswerte VergréBerung des Umfanges durch
eine knappere und dennoch leicht faBliche Darstellung Raum fiir eine wesentliche
Vermehrung des mitgeteilten Stoffes zu gewinnen.

Die griindlichste Wandlung hat der erste Teil des Buches erfahren. Mit
Ausnahme ganz weniger Seiten habe ich das 1. und 2. Kapitel vollkommen neu
geschrieben und vor allem das 1. Kapitel mit fast durchweg neuen Abbildungen
ausgestattet. Dabei hat die Mechanik der Massenpunkte und der starren Kérper
eine ganz neue Darstellung gefunden. Ich bin zu der Uberzeugung gekommen,
daB man unmoglich eine kurze und doch einwandfreie und fiir den akademischen
Anfinger verstindliche Einfithrung in die Mechanik geben kann, wenn man nicht
entschlossen von dem Hilfsmittel des Vektorbegriffs Gebrauch macht. Eine
Kenntnis der eigentlichen Vektorrechnung ist dabei génzlich unnétig. Es wird
vom Leser nicht mehr erwartet, als daB er die wirklich h6chst einfachen Be-
griffe des vektoriellen und des skalaren Produkts zur Kenntnis nimmt. Auf dieser
Grundlage konnte dann auch die Darstellung der Elektrodynamik (6. Kapitel)
an vielen Stellen verbessert und vereinfacht werden. Die grundlegenden Fort-
schritte der Quanten- und Kernphysik in den letzten Jahren machten es not-
wendig, auch das 9. Kapitel vollstindig neu zu schreiben. Neu ist ferner u. a.
eine kurze Darstellung der Systematik der Kristalle. Aber auch in den iibrigen
Kapiteln wurden groBe Teile neu abgefaBt. Die Zahl der Abbildungen wurde
von 503 auf 619 vermehrt.

Mit besonderer Sorgfalt habe ich mich um die Ausmerzung entbehrlicher
Fremdwoérter bemiiht. Doch diirfte unter den deutschen Physikern Einigkeit
dariiber bestehen, daB solchem Bestreben Grenzen gesetzt sind, die nicht
ohne Schaden iiberschritten werden konnen.

Obgleich also dieses Buch sehr tiefgehende Anderungen erfahren -hat, —
von denen ich hoffe, daB sie durchweg als Verbesserungen begriiBt werden —,
ist meine Einstellung zu der Aufgabe, die ich mir gestellt habe, durchaus die
alte geblieben. Ich méchte mit diesem Buch einen niitzlichen Beitrag zur Heran-
bildung des deutschen Physikernachwuchses leisten, — eine Aufgabe, die fiir
den Fortschritt unseres Vaterlandes heute dringlicher ist, denn je. Ich glaube,
daB das nur so geschehen kann, daB man dem werdenden Physiker die Physik
von Anfang an so darstellt, wie sie die gereifte Physikergeneration sieht. Nur
so gewinnt der junge Physiker ein richtiges Bild von semner kiinftigen Arbeit
und Aufgabe. Ich halte es nicht fiir richtig, offene Fragen oder Meinungen,
die noch hypothetisch sind, dem ILeser grundsitzlich zu verschweigen, denn
hier handelt es sich ja gerade um die Dinge, die im Brennpunkt der fort-
schreitenden Forschung stehen. Der junge Physiker soll wissen, da es auch
fiir ihn noch genug zu leisten und neues zu finden geben wird. Zu den er-
kenntniskritischen Problemen der Physik habe ich jetzt haufiger und ent-
schiedener Stellung genommen als frither. Ich weil wohl, daB die Meinungen
in dieser Hinsicht noch geteilt sind. Ich halte diese Fragen aber fiir zu
wichtig, um sie in einem Lehrbuch fiir Studenten ganz zu verschweigen.



IV Vorwort zur vierten Auflage.

Die Anspriiche an das mathematische Wissen der Leser gehen nach wie vor
nicht iiber den Rahmen der Schulmathematik hinaus. Man kann aber unser
physikalisches Tatsachenwissen in seiner Fiille weder zweckmiBig ordnen, noch
es in einem Lehrbuch in erlernbarer Weise lehren, wenn man sich nicht in
einem gewissen Umfange des einzigartigen Hilfsmittels der mathematischen
Formulierung bedient. In einer Vorlesung iiber Experimentalphysik ist das
schon weit eher moglich. Aber ein Lehrbuch und eine Vorlesung unterliegen
vollkommen verschiedenen pidagogischen Gesetzen. Wer sich vor einfachen
Differentialquotienten und Integralen fiirchtet, wird in der Physik kaum
iiber ein ziemlich elementares Wissen hinausgelangen oder jedenfalls nur sehr
schwer zu einem tieferen Verstindnis der groBen inneren Zusammenhinge
kommen.

Wiederum habe ich zahlreichen Lesern fiir Hinweise und Anregungen zu
danken. Fiir die vierte Auflage bitte ich um das gleiche freundliche Interesse.
Herrn Dipl.-Ing. W. WALCHER, Berlin, schulde ich fiir seine wertvolle Mitarbeit
bei der Korrektur lebhaften Dank, ebenso dem Verlage, der diese Auflage in
verbesserter Ausstattung erscheinen lieB.

Berlin, im Januar 1937.

WiILHELM H. WESTPHAL.
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Einleitung.

1. Die Physik im Rahmen der Naturwissenschaften. Das Wort Physik be-
deutet allgemein Naturlehre oder Naturwissenschaft. In der Tat beansprucht
die Physik eine Zustindigkeit auf allen Wissensgebieten, die man als die Natur-
wissenschaften bezeichnet, die Erscheinungen der belebten Natur nicht aus-
genommen. Die Aufteilung der Naturwissenschaft in die einzelnen Natur-
wissenschaften hat weitgehend duBlere Griinde. Die einzelnen Zweige der Natur-
wissenschaft haben ein sehr verschiedenes Alter. So wurden z. B. Astronomie
und Erdkunde schon im Altertum betrieben. Die Physik dagegen ist fast ganz
ein Kind der Neuzeit. Sie beginnt, von wenigen Ansitzen in fritherer Zeit ab-
gesehen, erst um die Zeit GALILEIS (1564—1642), der als der eigentliche Schépfer
ihrer Methodik anzusehen ist. Als gegen Ende des 18. Jahrhunderts die Chemie
bereits hoch entwickelt war, bildete nur die Mechanik ein theoretisch ab-
geschlossenes Gebiet der Physik. Infolge dieses sehr verschiedenen Entwicklungs-
standes blieb der untrennbare Zusammenhang der Naturwissenschaften lange
Zeit verborgen und wurde erst allmihlich in vollem Umfange erkannt. Die
auch heute noch bestehende Aufteilung der Naturwissenschaft in Teilgebiete
hat vor allem praktische Griinde. Erstens ist eine wirkliche Beherrschung der
gesamten Naturwissenschaft heute fiir einen einzelnen unmdglich. A. voN Hum-
BOLDT (1769—1859) war wohl einer der letzten, die noch den groBten Teil des
naturwissenschaftlichen Wissens ihrer Zeit in sich zu vereinigen vermochten.
Zweitens aber zwingt die sehr verschiedene Arbeitsweise der Teilgebiete ganz
von selbst eine Arbeitsteilung auf. Nicht minder als der Gegenstand der
Forschung ist heute die Methode der Forschung ein Merkmal der einzelnen
Teilgebiete der Naturwissenschaft. Die Erforschung der Atome und Molekiile —
frither alleinige Aufgabe der Chemie — wurde in dem Augenblick auch zu einer
der wichtigsten Aufgaben der Physik, in dem ihre Methoden erlaubten, sie
erfolgreich anzugreifen.

Beziiglich ihrer Methodik kann man zwei Typen von Naturwissenschaften
unterscheiden. Die urspriingliche Methode beruht auf der Beobachtung der
Vorginge, wie sie sich in der Natur von selbst, ohne menschliches Zutun, ab-
spielen. Ein Teil der Naturwissenschaften beruht auch heute noch auf dieser
Grundlage, wie z. B. die Astronomie und die Meteorologie. Thre Arbeitsstitte
ist das Observatorium. Erst in einer spiteren Phase begann man, Vorginge
zum Zweck ihrer Untersuchung kiinstlich hervorzurufen, um die GesetzmaBig-
keiten ihres Ablaufs zu untersuchen. Man erfand das Experiment, und so
entstand das Laboratorium. Die eigentlichen Vertreter der experimentellen
Naturwissenschaften sind die Physik und die Chemie. Das schlieBt nicht aus,
daBl auch in den anderen Naturwissenschaften, so z. B. in der Biologie, das
Experiment eine stindig wachsende Bedeutung erhilt. Es schlieBt andererseits
nicht aus, daB sich die Physik auch der Ergebnisse der beobachtenden Wissen-
schaften zu ihrem Fortschritt bedient oder sich mit ihrer Deutung befaBt.
Seitdem NEwToN den Blick des Physikers von der Erde zu den Sternen erhob,

Westphal, Physik. 4. Aufl., I



2 Ursache und Wirkung. §2

gehoren die astronomischen Beobachtungen zu dem wichtigsten Tatsachen-
material, auf das sich die Physik griindet.

Wegen dieser engen Verkniipfung der gesamten Naturwissenschaft mit der
Physik und wegen der unbestreitbaren Zustindigkeit der Physik auf allen
Gebieten der Naturwissenschaft ist fir den Physiker ein gewisses Mal all-
gemeiner naturwissenschaftlicher Bildung unerléflich. Er muB jeden Augenblick
bereit sein, die Bedeutung eines Ergebnisses einer Nachbarwissenschaft fiir die
Physik oder die Anwendbarkeit physikalischer Methoden auf eine der Physik
bisher fremde Frage zu erkennen. Er muB hierzu fahig sein, obgleich die Breite
der heutigen Physik ihn schon in seiner eigenen Wissenschaft zu einer gewissen
Einseitigkeit zwingt. Gegen diesen Zwang bildet eine allgemeine naturwissen-
schaftliche Bildung ein sehr wirksames Gegengewicht.

Das experimentelle Tatsachenmaterial der Physik ist uniibersehbar groB.
Sein Wert fiir die Naturerkenntnis wire duBerst beschrinkt, wenn es nicht
sinnvoll geordnet und in einen groBen inneren Zusammenhang gestellt wiirde.
Die Aufgabe, diese Ordnung zu vollziehen, die groBen Zusammenhinge in Ge-
stalt von mathematisch formulierten Theorien zu erkennen und zu gestalten,
fallt der theoretischen Physitk zu. Diese Theorien sind auch das wichtigste
Mittel, um neue, bisher noch nicht beobachtete Tatsachen und Zusammenhinge
vorherzusagen und damit zu neuen experimentellen Fragestellungen und neuen
Erkenntnissen zu gelangen. Sie ermoéglichen es der Physik, ihren Fortschritt
planvoll zu gestalten. So besteht eine unentbehrliche Wechselwirkung zwischen
der theoretischen und der experimentellen Physik; die eine ist ohne die andere
nicht denkbar.

Die Wurzel der physikalischen Forschung ist der reine Erkenntnistrieb, also
eine ganz idealistisches Motiv. Aus der Anwendung physikalischer. Forschungs-
ergebnisse aber entstand die Technik. Durch die Fiille der Fragestellungen, die
seitdem von der Technik stindig neu aufgeworfen werden, erwichst der Physik
eine auBerordentliche Anregung und Forderung. Der fechnische. Physiker hat
die Aufgabe, die Erkenntnisse und Fortschritte der Physik fiir die Technik
nutzbar zu machen. Seine wichtigsten Aufgaben liegen dort, wo neue physi-
kalische Erfahrungen erst auf die Bediirfnisse der Technik zugeschnitten werden
sollen, wo die Technik Vorst6B8e in Neuland zu machen versucht. Darum bedarf
auch der technische Physiker eines umfassenden physikalischen Wissens, das
ihn befihigt, sich jederzeit einer neuen Aufgabe zuzuwenden.

2. Ursache und Wirkung. Eine Erkenntnis hat nur dann wissenschaftlichen
Sinn und Wert, wenn sie sowohl riumlich wie zeitlich Bedeutung iiber den
Einzelfall hinaus hat, d. h., wenn sie uns Schliisse erlaubt {iber Vergangenes
wie Kiinftiges, {iber rdumlich Nahes wie raumlich Entferntes. Die Moglichkeit
einer auf solchen Erkenntnissen aufgebauten Naturwissenschaft ist gewihrleistet,
wenn wir es als sicher unterstellen kénnen, daB zwischen Ursache und Wirkung
stets und iiberall eine eindeutige Verkniipfung besteht, daB also die gleiche
Ursache in jedem Fall die gleiche Wirkung hat. Die Behauptung, daBl dies zu-
trifft, heiBt das Kausalititsgesetz. Auf die unbezweifelte absolute Geltung dieses
Gesetzes ist nicht nur der gesamte Bau der Naturwissenschaften urspriinglich
gegriindet worden, sondern sie bildet iiberhaupt eine Voraussetzung fiir ein
geordnetes menschliches Dasein. In der Tat bewdhrt sich das Kausalitits-
gesetz unter den Verhiltnissen des tiglichen Lebens und in weiten Bereichen
des Naturgeschehens mit jeder beliebigen Genauigkeit. Es kann genauer so
ausgesprochen werden: Sind in einem bestimmien Augenblick simitliche Zustands-
grofen aller an einem Naturvorgang beteiligten Dinge bekannt, so-ist dadurch sein
weiterer Ablauf vollstindig bestimmt oder, wie man auch sagt, determiniert.



§3 Physikalische Gesetze. 3

Wir wissen heute, daB das Kausalititsgesetz nur auf Korper anwendbar
ist, die aus sehr zahlreichen Atomen bestehen. (Sie kénnen darum aber doch
im alltiglichen Sinne noch sehr klein sein.) Bei den Vorgingen an den ein-
zelnen Atomen und ihren Bausteinen ist das Walten einer Kausalitit grund-
sitzlich nicht nachweisbar, auch wenn es etwa vorhanden sein sollte. Im Be-
reich dieser Erscheinungen ist also das Kausalititsgesetz keine Grundlage der
Physik (§ 356).

3. Physikalische Gesetze. Wie bereits gesagt, zieht die Physik ihre Erkennt-
nisse nur in seltenen Fillen aus der Beobachtung von Vorgingen, die sich in
der Natur von selbst, ohne menschliches Zutun, abspielen. Meist sind diese
Naturvorginge zu verwickelt und durch mehrere verschiedene, oft schwer iiber-
sehbare Ursachen gleichzeitig bedingt, so daB die einfachen GesetzmiBigkeiten
nicht klar genug zutage treten. Im Experiment wird versucht, Bedingungen
zu schaffen, bei denen die Wirkung einer in ihren Einzelheiten mdoglichst genau
bekannten Ursache in moglichst klar beobachtbarer Form erscheint. Man hat
das Experiment oft eine ,,Frage an die Natur'* genannt, durch deren Beant-
wortung sie dem Menschen Einblick in ihre GesetzmiBigkeiten gewihrt.

Das Ergebnis eines Experiments ist die Feststellung von zahlenmiBigen
Beziehungen zwischen physikalischen GroBen, z. B. Lingen, Zeiten, Tempe-
raturen usw. Man stellt fest, welche Betrige die MaBzahl y einer in den Versuch
eingehenden GréBe nacheinander annimmt, wenn man einer zweiten, will-
kiirlich verinderlichen GréBe nacheinander bestimmte Betrige x verleiht. Aus
diesen Messungen entsteht ein physikalisches Gesetz, wenn es gelingt, die so
gefundene Zuordnung bestimmter Betrige y zu bestimmten Betrigen x in die
Gestalt einer mathematischen Beziehung y = f(x) zu kleiden. Ein physikalisches
Gesetz kann also durchweg als Gleichung zwischen zwei oder mehreren Ver-
anderlichen ausgesprochen werden. Will man z. B. die Gesetze des freien Falles
untersuchen, so miBt man die Zeiten ¢, die ein Kérper zum Durchfallen ver-
schieden groBer Strecken s bendtigt. Man erhilt so eine Reihe von je zwei
einander zugeordneten MaBzahlen fiir s und ¢, und es ergibt sich in diesem Fall,
daB das gesuchte Gesetz in der Gestalt s= f(f) = a#® ausgesprochen werden
kann, d. h. daB die Fallstrecken s den Quadraten der Fallzeiten ¢ proportional
sind. Dabei ist @ eine konstante GréBe, deren Bedeutung man aus anderweitigen
Uberlegungen oder Versuchen erschlieBen muB, deren Betrag aber aus den durch
das Experiment gewonnenen Zahlen berechnet werden kann. (Man gewd&hne
sich daran, physikalische Gesetze, soweit irgend méglich, auch in Gleichungs-
form auszusprechen, weil sie darin ihren kiirzesten und meist ihren klarsten
Ausdruck finden.)

Ein Gesetz, welches auf Grund zuverlissig beobachteter physikalischer
Erscheinungen aufgestellt worden ist, kann grundsitzlich nie umgestoBen werden.
Es kann aber geschehen, daB eine Verfeinerung der Beobachtungsmittel oder
eine Ausdehnung des Beobachtungsbereiches in eine andere GroBenordnung
der in Frage stehenden Erscheinung zu der Erkenntnis fithrt, daB das betreffende
Gesetz nur eine fiir den fritheren Beobachtungsbereich mit sehr groBer An-
niherung ausreichende Geltung hat. Das vervollkommnete Gesetz aber muf
immer das frithere Gesetz als Sonderfall in sich enthalten. Es handelt sich also
in solchen Fillen stets um eine Erweiterung eines schon bekannten Gesetzes
bzw. um eine Einschrankung seines Giiltigkeitsbereiches (vgl. z. B. das NEWTON-
sche und das EinstEiNsche Gravitationsgesetz, § 331).

Das Wort Gesetz griindet sich gewissermaBen auf die Vorstellung, daB
irgendeine unfehlbare Macht diese Gesetze gegeben habe, derart, daB jedes
Geschehen in der Welt gezwungen ist, sich vollkommen danach zu richten.

I*



4 Physikalische Messungen. §4

Im Gegensatz zu den Gesetzen der menschlichen Gesellschaft sind die Natur-
gesetze absolut bindend. Wir sind vollkommen gewiB, daf da, wo wir in der
Natur einen Widerspruch gegen ein bisher als sicher giiltig angesehenes Gesetz
entdecken, nicht die Natur einen Versto8 begangen hat, sondern daB wir dieses
Gesetz noch nicht in vollem Umfange richtig erkannt haben.

Die fortschreitende Erfahrung hat gezeigt, daB die groBe Zahl von physi-
kalischen Gesetzen, die sich zunichst aus der experimentellen Untersuchung
der verschiedenen Naturerscheinungen ergeben, sich erheblich dadurch ver-
ringert, daB jeweils viele von ihnen Sonderfille einer weit kleineren Zahl von
sehr allgemeinen physikalischen Gesetzen sind. Es werden also die Vorginge
im gesamien unserer Beobachtung zuginglichen Weltall von einer verhiltnis-
miBig kleinen Zahl von allgemeinen physikalischen Gesetzen beherrscht. Es
unterliegt keinem Zweifel, daB die Entwicklung der Physik in dieser Richtung
noch lange nicht abgeschlossen ist.

Eine Hypothese ist eine Deutung einer physikalischen Tatsache, welche
noch der endgiiltigen Bestitigung bedarf, welche aber vor dem Beweis des
Gegenteils am meisten geeignet scheint, irgendwelche Beobachtungen zu erkldren.
Der wissenschaftliche Wert der Hypothesen besteht darin, daB sie der Forschung
Hinweise geben, welcher Art die Experimente sein miissen, die zu einem end-
giiltigen Verstindnis der noch nicht restlos geklirten, in Frage stehenden Er-
scheinung fithren kénnen. Im Laufe der Zeit kommt es stets dahin, daB eine
Hypothese entweder verworfen werden muB, oder daB sie die Sicherheit eines
Gesetzes erlangt, eine feststehende physikalische Tatsache wird. So war z. B.
bis vor nicht allzu langer Zeit die Behauptung, daB alle Stoffe aus Atomen
aufgebaut seien, eine Hypothese. Heute ist sie eine unumstoBliche physikalische
Tatsache.

Da die durch irdische Beobachtungen und Versuche erkannten Gesetze im
gesamten Weltall giiltig sind, so haben sie es erméglicht, auch die Vorginge
an den Gestirnen in ihren wesentlichen Ziigen zu verstehen. Dariiber hinaus
liefern aber die Astronomie und Astrophysik eine Fiille von Beobachtungs-
material, das wir auf der Erde nie gewinnen kénnten, und das sich in neuester
Zeit als auBerordentlich fruchtbar fiir den Fortschritt der physikalischen Er-
kenntnis erwiesen hat.

4. Physikalische Messungen. Physikalische Gesetze entstehen aus Zahlen-
beziehungen zwischen physikalischen GréBen. Solche Beziehungen sind deshalb
moglich, weil man jeder physikalischen GroBe eine Mafzahl zuordnen kann,
welche angibt, wie oft eine bestimmte — der betreffenden GroBe dem Wesen
nach gleiche — Mapeinheit in ibr enthalten ist. Jede Messung einer physika-
lischen Gr6B8e bedeutet demnach einen Vergleich dieser Gro8e mit der gewahlten
MaBeinheit. Die Wahl der MaBeinheit ist an sich willkiirlich und nur durch
praktische Gesichtspunkte bestimmt; sie hat natiirlich keinen EinfluB auf den
Inhalt eines physikalischen Gesetzes. Die Beschreibung einer physikalischen
GroBe besteht also in der Angabe ihrer MaBzahl und der gewihlten MaBeinheit.
Ein Wechsel der MaBeinheit fithrt auch einen Wechsel der MaBzahl herbei
(z. B. 1km=1000m). Je groBer die MaBeinheit ist, um so kleiner ist die
MaBzahl.

Ein unmitielbarer Vergleich einer GroBe mit ihrer MaBeinheit ist nur in den
seltensten Fillen méglich. Lingen koénnen zwar mit der Lingeneinheit durch
Aneinanderlegen unmittelbar verglichen werden; Zeiten kénnen durch Zihlen
von Metronomschlidgen oder anderen periodisch wiederkehrenden Ereignissen un-
mittelbar gemessen werden. Aber dies ist nicht die iibliche Art der Zeitmessung.
Fiir gewShnlich messen wir die Zeit mit der Uhr, indem wir die Stellung des
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Zeigers auf dem Zifferblatt ablesen. Und von der gleichen Art sind fast alle
physikalischen Messungen; sie sind durchweg Zeigerablesungen, d. h. Ablesungen
der Stellung irgendeiner beweglichen Marke auf einer Skala. Beispiele sind
die Waage, die elektrischen MeBgerite, das Barometer usw. Die Zeigerstellung
wird durch den Abstand des Zeigers von einem bestimmten Punkt, dem ,,Null-
punkt’ der Skala, beschrieben. Demnach werden alle Messungen fast durchweg
auf eine Abstandsmessung, also eine Ldngenmessung, zurlickgefiihrt. So messen
wir Zeiten in Wirklichkeit durch die Linge eines von der Zeigerspitze zuriick-
gelegten Weges. Aus diesem Grunde sind die Lingenmessungen in der Physik
von ganz besonderer Bedeutung.

Die MaBeinheiten der Physik sind wegen ihrer auBerordentlichen Wichtigkeit
fiir das tigliche Leben zum groBen Teil nicht nur in allen Kulturldndern gesetzlich
festgelegt, sondern auch international vereinbart. Urspriinglich liegt ihnen
allen eine wissenschaftliche Definition zugrunde. So ist das Meter urspriinglich
als der zehnmillionte Teil der Linge eines Erdquadranten (Abstand Pol—Aquator,
gemessen auf einem Lingengrad) definiert. Die infernationale und gesetzliche
Definition bezieht sich aber auf ein in Paris aufbewahrtes Meternormal, ,,das Ur-
meter’, das mit dem wissenschaftlich definierten Meter so gut iibereinstimmt,
wie es die MeBtechnik zur Zeit seiner Herstellung zulieB. Ahnlich steht es mit
den iibrigen Einheiten. Nun wird die stindig fortschreitende Verfeinerung der
MeBtechnik im Laufe der Zeit oft geringe Unterschiede zwischen der wissen-
schaftlichen und der gesetzlichen Einheit feststellen. Jedoch wird die gesetz-
liche Einheit deshalb meist nicht geindert, da ja auch die kleinen Unterschiede
fiir die Praxis des tdglichen Lebens vollig belanglos sind. In der Physik ist es
jedoch bei der Auswertung von sehr genauen Messung gelegentlich nétig, diesen
Unterschied zu beachten.

Hiufig werden von den urspriinglichen Einheiten andere Einheiten ab-
geleitet. So bedeutet die Vorsilbe Kilo, abgekiirzt k, das tausendfache der
Einheit (x kg = 1000 g), die Vorsilbe Milli, abgekiirzt m, den tausendten Teil
der Einheit (I mg = 1/,49&)- Die Vorsilbe Mega, abgekiirzt M, bedeutet das
millionenfache, die Vorsilbe Mikro, abgekiirzt 4, den millionten Teil der Ein-
heit (1 MVolt = 10® Volt, 1 uVolt = 107 Volt). In der Physik ist es aber oft
zweckmiBiger, beim Auftreten von unbequem groBen oder kleinen MaBzahlen
keinen Wechsel der MaBeinheit vorzunehmen, sondern die urspriingliche MaB3-
einheit zu benutzen und die MaBzahl als das Produkt einer der 1 nahen Zahl
mit einer Zehnerpotenz zu schreiben, z. B. 1,53786 - 10% cm statt 15,3786 km
oder 0,85 1073 g statt 0,85 mg.

5. Liangen. Winkel. Zeiten. Die Ldngeneinheit der Physik ist 1 Zentimeter
(cm), d. h. Yo, der Linge des Meters (m), dessen Linge durch das Urmeter
(métre des archives, § 4) definiert ist. Weitere oft benutzte, vom Meter abge-
geleitete Lingeneinheiten sind das Kilometer (km) = 10%®m = 10% cm und das
Millimeter (mm) = 1073 m = 107* cm. Die Physik bedient sich ferner der Ein-
heiten 1 Mikron (u) = 107 m = 10™* cm, I Millimikron (mg) == 107®m = 107%cm
und Ipp (gesprochen Mymy) =10?m =10"%cm. In der Optik sind ferner
die Einheiten 1 Angstrémeinheit (A) = 1078 cm und 1 X-Einheit = 107 cm ge-
briauchlich. Astronomische Lingeneinheiten sind 1 Lichtjahr und 1 parsec (Stern-
weite). 1 Lichtjahr ist die Strecke, die das Licht in 1 Jahr zuriicklegt; es betrigt
0,04608 - 108 km. I parsec ist die Entfernung, aus der gesehen der Durchmesser
der Erdbahn um die Sonne unter einem Winkel von 1"’ erscheint; es betrigt
3,06662 - 1018 km = 3,26 Lichtjahre.

Wird der Ort einer Strichmarke auf einer Millimeterteilung zur Ab-
lesung einer Einstellung benutzt, so bedient man sich zur Erhéhung der Ablese-
genauigkeit oft eines Nonius (Abb. 1). In diesem Falle bildet die Ablesemarke
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den Nullstrich (C) einer der Hauptskala A B parallelen und an ihr entlang ver-
schiebbaren Nebenskala CD, deren Teilstriche meist so bemessen sind, daf} g Teil-
striche der Hauptskala gleich 10 Teilstrichen der Nebenskala sind. Am Nullstrich
der Skala des Nonius wird abgelesen, zwischen welchen zwei Millimeterzahlen die
Ablesung liegt; in der Abbildung liegt sie zwischen 31,0 und 31,1. Die Zehntel-
millimeter ermittelt man durch die Feststellung, welcher Teilstrich der Nonius-
skala mit einem Teilstrich der Hauptskala zusammenfillt. Ist dies z. B., wie
in Abb. 1, der 6. Teilstrich, der in diesem Falle mit dem Teilstrich 31,6 der

Hauptskala zusammenfillt (in der Ab-

A , £ bildung gestrichelt), so ist dieser sechste
3 AR/ 3 Teilstrich 54/10 Teilstriche vom wahren
510 Einstellungspunkt entfernt. Die richtige

; ¢ J Ablesung lautet also 31,6 cm— %/;,, mm
Abb. 1. Nonius. oder 31,06 cm. In dieser Weise gibt die

Nummer des Teilstriches der Nonius-
skala — in diesem Falle 6 —, der mit irgendeinem Teilstrich der Hauptskala
zusammenfillt, die Zehntelmillimeter an.

Bei der mathematischen Behandlung physikalischer Fragen ist es in der
Regel zweckmiBig, als Einheit des Winkels nicht, wie im praktischen Leben,
1° zu benutzen, sondern die Winkel im Bogenmaf zu
messen. Bildet der Winkel o den Zentriwinkel eines
Kreises vom Radius 7, und begrenzen seine Schenkel
auf dem Kreisumfang einen Kreisbogen von der
Linge s, so betrigt o im BogenmaB o = sfr. Demnach
ist 360°=2m, g0° =wmf2. Die Winkeleinheit im
BogenmaB liegt dann vor, wenn s =7 (Abb. 2) und
betrigt im GradmaB 360°/27 = 57,2958° = 57°17'45"".

Bei sehr kleinen Winkeln kann man oft mit Vor-
teil von der Tatsache Gebrauch machen, daB8 ihr
sin und tg mit groBer Anniherung ihrem im Bogen-
maf} gemessenen Betrage gleich ist, siny~y, tgy~yp.
Ferner ist dann cosyp~ I1—y?2~ I. Zum Beispiel
ist 6° = 0,1047, sin 6°=0,1045, tg6°=0,1051, cos6° = 0,9945. Der Fehler
ist also in vielen Fillen zu vernachlissigen.

Die Gesamtheit aller Strahlen, die einen Punkt im Raum mit allen Punkten
der Berandung einer Fliche verbinden, schlieBen einen rdumilichen Winkel ein.
Sei F ein Stiick einer Kugelfliche vom Radius 7, so schlieBen alle Strahlen,
die den Mittelpunkt der Kugel mit der Berandung von F verbinden, einen rdum-
lichen Winkel £ ein, dessen GroBe durch die Gleichung

/0= 7=57°17"

Abb. 2. Einheit des Winkels im
Bogenma$,

F=7r2Q bzw. Q:-g

gegeben ist. Da die GroBe der gesamten Kugelfliche F = 47 7% betrigt, so
ist ein ,,ganzer” raumlicher Winkel (analog zum ganzen ebenen Winkel, 360°
oder 27) gleich 4. Nach obiger Gleichung ist ein riumlicher Winkel gleich
der Einheit, £2 = 1, wenn er aus einer um seinen Scheitel beschriebenen Kugel-
fliche vom Radius 7 eine Fliche von der GroBe 72 ausschneidet. Dabei ist
die Gestalt dieser Fliche ganz beliebig. Gleich groBe raumliche Winkel kénnen
also eine sehr verschiedene Gestalt haben. Ebene und riumliche Winkel sind
reine Zahlen, also dimensionslos (§ 44).

Die wissenschaftliche Zestesnheit ist die Sekunde (sec). Sie ist so definiert,
daB 60 -60-24 sec = 86400 sec gleich einem mittleren Sonnentage (dem iiber
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ein Jahr genommenen Mittelwert zwischen den Zeiten je zweier aufeinander-
folgender Kulminationen der Sonne) sind. Vom Sonnentag ist der Sterntag,
der sich aus zwei aufeinanderfolgenden Kulminationen eines Fixsternes ergibt,
zu unterscheiden, weil die Erde bei einem vollen Umlauf um die Sonne beziiglich
der Sonne scheinbar eine Umdrehung weniger um sich selbst macht als beziiglich
des Fixsternhimmels. (Wirde die Erde der Sonne immer die gleiche Seite zu-
kehren, so wiirde sie sich bei einem vollen Umlauf um die Sonne gegeniiber
dem Fixsternhimmel einmal in einem Jahre ganz herumdrehen.) Die Dauer
eines Sterntages betrigt genau 365,25/366,25 eines Sonnentages oder 23 Stunden
56 Minuten 4,1 sec mittlerer Sonnenzeit. Fiir genaue Zeitmessungen benutzt man
Pendeluhren mit Gewichtsantrieb, fiir allergenaueste Quarzuhren.

Der mittlere Sonnentag ist nicht vollig konstant. Aus astronomischen Be-
obachtungen geht hervor, daB seine Dauer sehr langsamen periodischen Schwan-
kungen in der GroBenordnung einiger Sekunden unterworfen ist. Ferner muf3
angenommen werden, daB die Erdrotation infolge der stindigen Reibung der
Flutwelle ganz allmihlich abnimmt (§ 47).



Erstes Kapitel

Mechanik der Massenpunkte und der starren
Korper.

Vorbemerkung zum Studium der Mechanik. Die Mechanik bildet nicht des-
halb den Anfang der iiblichen Lehrbiicher, weil sie der am leichtesten ver-
stindliche Teil der Physik wire, sondern weil sie eine allgemeine Grundlage
der Physik darstellt, die in allen Teilgebieten der Physik Anwendung findet.
Einzelne Teile der Mechanik bieten fiir den Anfinger nicht unbetrichtliche
Schwierigkeiten. Es ist ihm daher zu empfehlen, diese Teile beim ersten Studium
zunichst zu iibergehen und sich nur mit denjenigen Teilen zu beschiftigen,
die eine Kenntnis der elementaren Grundbegriffe und Gesetze der Mechanik
vermitteln. Die weiteren Teile werden zweckmiBig jeweils dann eingehender
studiert, wenn sich im weiteren Verlauf des Studiums dieses Buches eine An-
wendung fiir sie ergibt, bzw. beim erneuten Durcharbeiten des Buches. Ins-
besondere betrifft dies die §§35 und 37—41. Durch die — vielleicht ungewohnte —
ausgiebige Verwendung von Vektoren mége sich der Anfinger nicht abschrecken
lassen, da er sehr schnell bemerken wird, daB sie ihm das Verstindnis auBer-
ordentlich erleichtert, sobald er sich mit einigen sehr einfachen Grundbegriffen
und Definitionen vertraut gemacht hat.

I. Bewegungslehre.

6. Massenpunkt. Starrer Koérper. In diesem Kapitel behandeln wir das
Verhalten idealisierter Korper. Erstens fithren wir den Begriff des Massen-
punkies ein. Wir verstehen darunter einen K6rper von so geringen Abmessungen,
daB wir ihn mit geniigender Anniherung als punktformig ansehen diirfen.
Dadurch gewinnen wir den Vorteil, da8 wir seine Lage im Raume auf die ein-
fachste Weise, namlich durch Angabe seiner drei Ortskoordinaten, beschreiben
konnen. Bei einem ausgedehnten Korper ist das so einfach nicht méglich. Auch
im taglichen Leben behandeln wir ja sogar recht ausgedehnte Kérper oft still-
schweigend wie Massenpunkte, z. B. bei der Angabe eines Schiffsortes in geo-
graphischer Linge und Breite. Es kommt nur darauf an, daB die Abmessungen
des Korpers gegeniiber denjenigen des in Frage kommenden Bereiches — beim
Schiff der Meeresfliche — so klein sind, daB sie ihnen gegeniiber vernachlissigt
werden kénnen.

Sofern wir aber beriicksichtigen miissen, daB wir es in Wirklichkeit stets
mit riumlich ausgedehnten Kérpern zu tun haben, werden wir diese hier als
starre Kirper betrachten, indem wir ihnen eine durch duBere Einwirkungen
nicht verinderliche Gestalt und GréBe zuschreiben.

Wir beginnen mit der Behandlung von Massenpunkten. Den Ubergang zu
den rdumlich ausgedehnten Korpern vollziehen wir, indem wir diese aus beliebig
kleinen Teilen — Massenelementen — aufgebaut denken, die wir als Massenpunkte
ansehen diirfen. In dem wir auf diese die fiir Massenpunkte giiltigen Gesetze
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anwenden, ermitteln wir die fiir ausgedehnte Korper geltenden Gesetze durch
Summation .(Integration) tiber den ganzen Raumbereich der Korper.

7. Geradlinige Bewegung. Die Merkmale einer Bewegung sind die Ge-
schwindigkeit und die Beschleunigung des bewegten Korpers. Wir bezeichnen
seine Geschwindigkeit als um so gréBer, je groBer die Strecke ist, die er in einer
bestimmten Zeit zurlicklegt, und seine Beschleunigung als um so gréBer, je
groBer seine Geschwindigkeitsinderung in einer bestimmten Zeit ist. Wir
messen daher — vorbehaltlich einer strengeren Definition — die Geschwindigkeit
als das Verhiltnis des zuriickgelegten Weges zu der dazu benétigten Zeit, die
Beschleunigung als das Verhiltnis der Geschwindigkeitsinderung zu der Zeit-
spanne, in der sie erfolgt.

Zur Einfiihrung betrachten wir den einfachen Sonderfall einer geradlinigen
Bewegung "eines Massenpunktes. Den jeweiligen Ort des Massenpunktes auf
der Geraden beschreiben wir durch seinen Abstand x von einem beliebig wihl-
baren Bezugspunkt x =o auf der Geraden. Bewegt sich der Massenpunkt
lings der Geraden, so ist sein Ort x eine Funktion der Zeit £. Er befinde sich
zur Zeit ¢ im Punkte x, zur Zeit ¢+ A¢, also um die endliche Zeitspanne A¢
spéter, im Punkte x + Ax. Dann besitzt er eine um so groBere Geschwindigkeit,
je groBer das Verhiltnis der Strecke Ax zur Zeitspanne A¢ ist, also je groBer
der Bruch Ax/A¢ ist. Im allgemeinen wird dieser Bruch nicht konstant sein,
sondern einen mit Ort und Zeit verinderlichen Betrag haben. Er wird dann
aber auch davon abhingen, wie gro man die Zeitspanne A¢ wihlt, an deren
Anfang und Ende man den Ort des Massenpunktes feststellt. Demnach bildet
der Bruch A x/A¢ im allgemeinen noch kein eindeutiges Ma8 der Geschwindigkeit.
L4Bt man jedoch die Zeitspanne A¢ und damit die Wegstrecke A x unbeschrinkt
abnehmen, A¢— o0, Ax— o0, so daB Anfang und Ende der Zeitspanne und An-
fang und Ende des Weges beliebig nahe zusammenfallen, — geht man also von
den Weg- und Zeitdifferenzen 4 x und A¢ zu den entsprechenden Differentialen
dx und dt iiber, so nahert sich der Bruch 4 x/4¢ einem Grenzwert, dem Diffe-
rentialquotienten dx/d¢, der die Geschwindigkeit des Massenpunktes zur Zeit ¢
am Orte x darstellt. Demnach ist die Geschwindigkeit eines geradlinig bewegten
Massenpunktes definiert als der Grenzwert

v=lim 2% =2~ (1)

Ist die Geschwindigkeit v zeitlich konstant, so bezeichnet man die Bewegung
als geradlinig und glesichférmig. Ist aber v zeitlich verdnderlich, also eine Funktion
der Zeit, v ==v (f), so heiBt die Bewegung beschleunigt, und zwar auch dann,
wenn die Geschwindigkeit nicht zu-, sondern abnimmt. Andert sich die Ge-
schwindigkeit v in gleichen Zeitspannen A¢ stets um gleiche und gleichgerichtete
Betrige Av, so ist die Bewegung gleichformig beschleunigt. Je gréBer die Ande-
rung Av in der Zeitspanne A¢ ist, um so groBer ist die Beschleunigung, die
daher durch den Bruch Av/At gemessen wird. Ist aber die Beschleunigung
nicht konstant, die Bewegung also wungleichformig beschleunigt, so hingt der
Bruch Av/At von der Linge der gewdhlten Zeitspanne A¢ ab. Man erhilt dann,
genau wie bei der Geschwindigkeit, einen Grenzwert fiir einen bestimmten
Zeitpunkt ¢, wenn man die Zeitspanne A¢ und damit die Geschwindigkeits-
dnderung Av unbeschrinkt abnehmen 148t, also von den endlichen Differenzen
Av und At zu den Differentialen dv und d¢ tibergeht. Demnach wird allgemein
die Beschleunigung b eines geradlinig bewegten Massenpunktes definiert als
der Grenzwert

. Adv dv ix
b= Iim _—_— = —, 2
M AT T ar T an (2)
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Die physikalische Einheit der Geschwindigkeit ist I cm-sec™, die der Be-
schleunigung 1 cm-sec?. Die Technik bedient sich der Einheiten rm -sec™
und 1m-sec2

Es seien x;, und x, die Ortskoordinaten eines Massenpunktes zu den Zeiten
4 und £, Dann folgt durch Integration der Gl. (1)

ty Xy
t/'l)dt-:x/dx:xg'_‘xl- (3)

Der zuriickgelegte Weg x,— %, ist also bei geradliniger Bewegung das zeit-
liche Integral der Geschwindigkeit. Ist die Bewegung gleichférmig, also v zeit-
lich konstant, so folgt aus Gl (3)

0 (ty—t) = %g—%, oder v=T2"71 (4)
ts_tl

In diesem Sonderfall ist also die Geschwindigkeit der Quotient aus dem in
der endlichen Zeitspanne #,—¢, zuriickgelegten endlichen Wege x,— x; und
dieser Zeitspanne.

Entsprechend folgt durch Integration der Gl. (2)

ts 'S
Jbat=fdv=0,—v,. (5)
h U
Ist b konstant, also die Bewegung gleichférmig beschleunigt, so ergibt sich
b(ty—t) =v,—v, oder b=2"721. (6)
2 "4

In diesem Sonderfall ist also die Beschleunigung b der Quotient aus der in
der endlichen Zeitspanne #,—t¢, erfolgten endlichen Geschwindigkeitsinderung
v,— v, und dieser Zeitspanne.

Wir wollen unsere Zeitskala so wihlen, daBl ¢, = o ist, und £, mit ¢ be-
zeichnen, so daB auch #,—¢# =¢ ist. Zur Zeit ¢t = o befinde sich der Massen-
punkt am Orte ¥ = %, und habe die Geschwindigkeit v = v,. Die Beschleunigung
b sei zeitlich konstant. Dann ist die Geschwindigkeit des Massenpunktes zur
Zeit ¢ nach Gl. (5)

v = vy + bi. (7)

Sein Ort x zur Zeit ¢ ergibt sich aus Gl. (3) und (7) zu
¢ ¢
%= g+ [vdt =%+ [(vg+ bt) dt = %o+ vyt + F bL2. 8)
o o

Aus Gl (7) und (8) kann der Ort und die Geschwindigkeit eines geradlinig
bewegten, gleichférmig beschleunigten Massenpunktes fiir jede Zeit ¢ berechnet
werden, wenn x,, v, und b bekannt sind. Auch kann die Geschwindigkeit v
in jedem Punkt x der Bahn berechnet werden, indem man die Zeit ¢ aus den
Gl. (7) und (8) eliminiert.

Ist die Beschleunigung der Richtung zunehmender Werte von x entgegen-
gerichtet, so ist b mit negativem Vorzeichen zu versehen. Ebenso bedeutet
ein negatives Vorzeichen der Geschwindigkeit v, daBl die Bewegung der Richtung
zunehmender Werte von x entgegen gerichtet ist.

8. Vektoren. Die physikalischen GréBen gliedern sich in zwei Klassen,
Skalare und Vektoren. Skalare sind GroBSen, die durch Angabe ihres Betrages,
d. h. ihrer MaBzahl und der gewihlten MaBeinheit, vollstindig beschrieben sind,
wie z. B. Rauminhalte, Massen, Temperaturen usw. Vekforen sind gerichiete
Grifen. Das heiBt, daB zu ihrer vollstindigen Beschreibung aufler der Angabe
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ihres Betrages und der MaBeinheit noch die Angabe einer der betreffenden GroSe
eigentiimlichen Richtung gehort, durch die sie sich von anderen Gré8en gleicher
Art und von gleichem Betrage unterscheidet. Ein Beispiel ist die Geschwindigkeit,
denn die Richtung ist ein wesentliches Merkmal einer Bewegung. Man kann
zwei Geschwindigkeiten von gleichem Betrage, aber verschiedener Richtung
nicht im eigentlichen Sinne als gleich bezeichnen, denn sie bewirken durchaus
verschiedene Ortsinderungen der bewegten Korper. Die eine ist nicht durch
die andere ersetzbar, und gleich sind nur solche GréBen, von denen die eine
durch die andere ersetzt werden kann, ohne daBl das einen Unterschied
in der Wirkung hervorbringt. Auch die Beschleunigung ist ein Vektor, denn
es ist wesentlich, in welcher Richtung die Geschwindigkeitsinderung eines
beschleunigten Korpers erfolgt. Vektoren sind auch die unendlich kleinen
Bahnelemente, aus denen sich die Bahn eines bewegten Korpers zusammensetzt.
Denn die Bahn eines Kérpers hat in jedem Punkte eine bestimmte Richtung,
niamlich diejenige der Geschwindigkeit des Korpers in jenem Punkt. Die Rich-
tung eines Bahnelements und der zugehérigen Geschwindigkeit ist diejenige der
in dem betreffenden Punkt an die Bahn gelegten Tangente. Bevor wir uns mit
den Bewegungen im Raum beschiftigen, wollen wir uns mit den wichtigsten
Eigenschaften der Vektoren vertraut machen.

Wir unterscheiden die Vektoren von den Skalaren dadurch, da8 wir jene
mit deutschen (Fraktur), diese mit lateinischen Buchstaben bezeichnen, z. B.
eine Geschwindigkeit mit v, eine Beschleunigung mit b. Der Befrag eines
Vektors, d. h. die blo8e Angabe seiner MalBzahl und der gewihlten MaBeinheit,
ist ein Skalar. Deshalb bezeichnen wir ihn mit einem lateinischen Buchstaben,
und zwar im allgemeinen mit demjenigen, der den betreffenden Vektor in
Fraktur als Vektor bezeichnet. So ist v der Betrag einer Geschwindigkeit b,
b der Betrag einer Beschleunigung b. Jedoch ist auch die Bezeichnungs-
weise |b|, |b| fiir die Betrige von Vektoren in Gebrauch.

Einen Skalar kann man graphisch durch eine beliebig gerichtete Strecke
darstellen, deren Linge gleich oder proportional der Mafizahl des Skalars ist.
Das Symbol eines Vektors hingegen ist ein Pfeil, der in die dem Vektor eigen-
tiimliche Richtung weist, und dessen Linge dem Betrage des Vektors gleich
oder proportional ist.

Die Summe zweier Skalare ¢ und b ist ihre algebraische Summe a + b.
Wir wollen jetzt untersuchen, welche Bedeutung wir der Summe (Vektorsumme,
Resultierende, Resultante) a + b zweier Vektoren a und b zuzuschreiben haben.
Wir wihlen als Beispiel zwei beliebig gerichtete Geschwindigkeiten p, und b,.
Man wird von der Summe zweier Geschwindigkeiten dann sprechen, wenn sie
dem gleichen Korper gleichzeitig zukommen. Das ist natiirlich so zu ver-
stehen, daB sich einer Bewegung des Korpers mit der Geschwindigkeit v, eine
zweite Bewegung mit der Geschwindigkeit b, tiberlagert, so da8 eine aus diesen
beiden Teilbewegungen zusammengesetzte Bewegung entsteht. Die Geschwindig-
keit v, mit der diese Bewegung erfolgt, werden wir sinngemi8 als die Summe
b == b, -+ b, der beiden Teilgeschwindigkeiten b, und b, bezeichnen. Als Beispiel
betrachten wir einen Korper, der sich auf einem mit der Geschwindigkeit v,
gegeniiber dem Wasser bewegten Schiff befindet, und der sich gleichzeitig auf
dem Schiff in einer bestimmten Richtung mit der Geschwindigkeit v, bewegt.
Der Kérper befinde sich in einem bestimmten Augenblick im Punkte A (Abb. 3a).
Dann befindet er sich infolge seiner Geschwindigkeit b = p; + v, nach Ablauf
von I sec im Punkte B. Den gleichen Ort hitte er auch erreicht, wenn er sich
zunichst wiahrend 1 sec mit der Geschwindigkeit v, von 4 nach C, dann wihrend
1 sec mit der Geschwindigkeit b, von C nach B bewegt hitte. Die Verschie-
bung von 4 nach B kann als die Summe der Verschiebungen von 4 nach C
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und von C nach B angesehen werden. Man kann demnach den Vektor
b =1; 4 b, so konstruieren, daB man an die Spitze des Vektorpfeils v, den
Schwanz des Vektorpfeils v, anlegt, — unter Beachtung der Richtungen der
Vektoren —, und Anfang und Ende des so entstandenen Linienzuges durch einen

von A nach B weisenden Pfeil,

[ R .. den Vektor b =1, + b,, verbin-
A ) g - % det. Auf die Reihenfolge der
A<= == 7 ' 7 beiden Vektoren kommt es da-
a b c bei nicht an (Abb. 32 und b).

Abb. 3. Addition zweier Vektoren. a) p =, -+ b, b) D= ps+,, ES 1St Dy by =10, 4 p;. Bilden
¢) v = Vol + o]+ 20,v5c057. die Richtungen der Vektoren v,,

b, (Betrige v, v,) miteinander
den Winkel y (Abb. 3¢), so folgt aus dem Kosinussatz, daB, wenn

p=10+b,, s0 v=7pvE+ 12+ 2v0,c08y. (9)

Die Konstruktion der Abb. 3 kann bei mehr als zwei zu addierenden Vektoren
beliebig fortgesetzt werden (Abb. 4), indem man die Vektorpfeile q, b, ¢ usw.
in beliebiger Reihenfolge aneinanderfiigt und Anfang und Ende des entstandenen

Linienzuges durch einen Vektorpfeil §=a+4 b+ ¢+ .... verbindet. Die
b
1
) b
] (1
I
)
b
Abb. 4. Addition von mehr als zwei Abb. 5. Abb. 6, Differenz zweier Vektoren,
Vektoren, s=a-+b+c+4.... Parallel konstruktion b=a—b.

Konstruktion gilt auch dann, wenn die einzelnen Vektorpfeile nicht in der
gleichen Ebene liegen. (Man denke sich Abb. 4 in irgendeiner Weise als eine
rdaumliche, perspektivisch gezeichnete Figur.)

Bei zwei Vektoren kann man, wie leicht ersichtlich, auch so verfahren,
daB man die Vektorpfeile mit ihren Schwinzen aneinanderfiigt und die Figur
zu einem Parallelogramm erginzt (Abb. 5). Die von den Schwinzen ausgehende
Diagonale des Parallelogramms ist die Vektorsumme $ = a 4 b der Vektoren
a und b.

In Abb. 6 ist der Vektor a die Summe der Vektoren b und b, also a = b - b.
Statt dessen kénnen wir schreiben b = a—b. Der Vektor b ist also die Differenz
der Vektoren a und b. Hieraus ergibt sich ohne weiteres die Konstruktion der
Differenz zweier Vektoren.

Der Vektor — a hat den gleichen Betrag, aber die entgegengesetzte Richtung
wie der Vektor a. Denn es ist a + (—a) = a—a =o0. Das heiBt, die beiden
Vektoren heben sich gegenseitig auf, was offensichtlich dann der Fall ist, wenn
sie gleichen Betrag und entgegengesetzte Richtung haben.

Wihrend demnach dem Vorzeichen eines Vektors eine mit seiner Richtung
zusammenhingende Bedeutung zukommt, rechnen wir die Betrige von Vektoren
stets positiv. Es haben also z. B. die Vektoren ¢ und — a den gleichen Betrag a.

Man kann jeden gegebenen Vektor als die Summe von beliebig gerichteten
Vektoren auffassen, aus denen er zwar nicht durch Addition entstanden ist,
wohl aber entstanden sein kénnte. Wir wollen die Vektoren, aus denen wir
uns einen Vektor auf diese Weise zusammengesetzt denken kénnen, als Kom-
ponenten des Vektors bezeichnen. (In diesem Punkt herrscht keine einheitliche
Ubung. Oft bezeichnet man auch die skalaren Betrige dieser Vektoren als die
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Komponenten des gegebenen Vektors.) Wir bezeichnen daher die Vektor-
komponenten mit deutschen, ihre Betrige mit lateinischen Buchstaben. Abb. 7
zeigt das Verfahren zur Zerlegung eines Vektors a in zwei Komponenten gy, a,
nach zwei vorgegebenen Richtungen. Man zieht durch den Schwanz von a
zwei Gerade in diesen Richtungen und erginzt die Figur zu einem Parallelo-
gramm mit der Diagonale a. Die vom Schwanz von a ausgehenden Parallelo-
grammseiten a;, a, sind die gesuchten Komponenten, denn nach Abb. 7 ist
a = a, + a,. Thre Betrige hingen von der Wahl der Richtungen ab (Abb. 7a
und b).

Besonders wichtig ist die Zerlegung eines Vektors a in drei zueinander
senkrechte Komponenten ay, ay, a; nach den drei Achsenrichtungen eines recht-
winkligen Koordinatensystems (xyz) (Abb.8). Man findet diese drei Kom-
ponenten, indem man von der Spitze des Pfeils a die Lote auf die drei durch

8

K_§___.
{

——m—r
. a b 2 ¥
Abb. 7. Zerlegung eines Vektors in zwei Komponenten, Abb. 8. Zerlegung eines Vektors nach den Achsen-
a=a;+ a; richtungen eines rechtwinkligen Koordinatensystems,
a=az+a,+a;

den- Pfeilschwanz gehenden, zu den Koordinatenachsen parallelen Geraden
fallt. Dann gelten fiir die Komponenten ay, ay, a. des Vektors a und ihre Be-
trige a., ay, a, die Gleichungen

a=a,+ay+a und a= 1/6—1%“4—"[? + a. (z0)

Gleichungen zwischen Vektoren haben eine- weitergehende Bedeutung als
solche zwischen Skalaren. Die Gleichung a =b sagt ja nicht nur aus, da8 die
Vektoren a und b gleiche Betrige haben, sondern auch daB sie gleiche Richtung
haben. Dann aber haben auch die je drei Komponenten von a und b in drei
zueinander senkrechten Richtungen untereinander die gleichen Betrige. Die
eine Vektorgleichung a = b ist also den drei algebraischen Gleichungen a,= b,
ay = by, a; = b; gleichwertig. Bei Zahlenrechnungen mul} im allgemeinen jede
Vektorgleichung derart in algebraische Gleichungen zerlegt werden.

Das Produkt a b = ¢ eines Skalars a mit einem Vektor b ist ein Vektor ¢,
der die gleiche Richtung und den a-fachen Betrag hat wie der Vektor b. Uber
Produkte von Vektoren siehe § 10 und 21. Da das Verhiltnis a/a eines Vektors a
und seines Betrages a ein Vektor vom Betrage 1 ist, der die gleiche Richtung
wie a hat, so entsteht durch Multiplikation einer skalaren GréBe ¢ mit dem
Vektor a/a ein Vektor ¢ = a ¢/a, der die gleiche Richtung wie a hat, und dessen
Betrag gleich ¢ ist. Den Vektor a/a nennt man den in der Richtung von a
liegenden Einheitsvektor.

9. Bewegung im Raume. Bei der vektoriellen Beschreibung der Bewegung
eines Massenpunktes beziehen wir seine jeweilige Lage im Raum auf einen
festen Bezugspunkt O, dessen Lage wir beliebig wihlen kdnnen. Der jeweilige
Ort des Massenpunktes wird dann eindeutig beschrieben durch Betrag (Linge)
und Richtung des vom Bezugspunkt O nach dem Massenpunkt hin weisenden
Fahrstrahls oder Radiusvekiors t, seine Bewegung durch die Anderungen dieses
Vektors nach Betrag und Richtung als Funktion der Zeit.
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Ein Massenpunkt befinde sich zur Zeit { im Punkte A ; der zugehdrige Fahr-
strahl sei t (Abb. 9). In der endlichen Zeit At bewege er sich langs der Bahn s
nach B, so daB er nach der Zeit A¢um die endliche, gerichtete Strecke A—+ B = A
verschoben ist. Dabei hat sich der Fahrstrahl im allgemeinen sowohl nach
Betrag wie nach Richtung geidndert. Der zur Lage B gehorige Fahrstrahl ist
die Vektorsumme des urspriinglichen Fahrstrahls ¢ und der Verschiebung Arx,
also gleich t - Ar. Der Quotient Av/A¢ ist — als Produkt des Vektors At
und des Skalars 1/4¢ — ein dem Verschiebungsvektor At gleichgerichteter
Vektor. Sein Betrag und seine Richtung hingen im allgemeinen bei gegebenem
Anfangsort A von der Wahl der Zeitspanne A¢ ab. (Von der Lage des Bezugs-
punkts O ist er unabhingig.) Je kleiner wir aber 4¢ wihlen, um so niher riickt
der Punkt B an den Punkt A heran, und um so mehr nihert sich der Vektor
Ar der in A an die Bahn s gelegten Tangente, d. h. mit um so gréBerer An-
niherung wird der Vektor Ar mit dem Stiick A B der Bahn
des Massenpunktes identisch. Gehen wir also, analog zu
Gl. (1), zur Grenze A¢— o, also auch zur Grenze At- o,
iiber, ersetzen wir also den Differenzenquotienten A4+t/4# durch
den Differentialquotienten dt/d¢, so erhalten wir einen end-
lichen Grenzwert

Abb. g. Verschiebung — T
eines Massenpunktes. o jltl;l:o

ik dr
A= (rx)

der analog zu Gl (x) die Geschwindigkeit v des Massenpunktes im Punkte A4
zur Zeit £ darstellt. Die Geschwindigkeit b ist ein Vektor, der die gleiche Richtung
hat wie der Vektor dr. Die Vektoren dr sind die Bahuelemente des Massen-
punktes, -d. h. die unendlich kleinen, gerichteten Strecken, aus denen sich die
Bahn des Massenpunktes genau so zusammensetzt, wie der Linienzug der Abb. 4
aus Vektoren von endlichem Betrage.

Die (skalare) Linge der Bahn s zwischen zwei Punkten 4 und B ist die
algebraische Summe der Betrige (Langen) der Bahnelemente dt. Hingegen ergibt
die Vektorsumme der Bahnelemente dt, das Integral

t+4dr t+ 4t

/v > fdr:fndt:(t—l—Ar)——r:Ar, (12)
) 4; T t
die endliche Verschiebung A - B = At des Massenpunktes
in der endlichen Zeit A¢, ohne Riicksicht auf die Gestalt
Gmhwm%;e!igandm der Bahn, welche der Massenpunkt zwischen 4 und B
eines Massenpunktes. zuriicklegt. Die endliche Verschiebung At ergibt sich als

Vektorsumme unendlich vieler unendlich kleiner Ver-
schiebungen dr ganz ebenso, wie der Vektor 3 in Abb. 4 als Summe einer
endlichen Zahl von endlichen Vektoren.

Ein Massenpunkt besitze zur Zeit ¢ die Geschwindigkeit . Im Laufe der
endlichen Zeit A¢ wird sich im allgemeinen sowohl ihr Betrag wie ihre Richtung
indern. Sie wird nach der Zeit A¢, also zur Zeit ¢+ At gleich b + Ab sein.
Die Geschwindigkeitsinderung Ap wird im allgemeinen eine andere Richtung
haben als die urspriingliche Geschwindigkeit b, und daher hat im allgemeinen
auch die neue Geschwindigkeit b + A eine andere Richtung als diese (Abb. 10).
Sie ist die Vektorsumme der urspriinglichen Geschwindigkeit » und der Ge-
schwindigkeitsinderung Ap. Wie bei der geradlinigen Bewegung bezeichnen
wir jede Bewegung, deren Geschwindigkeit nicht konstant ist, als beschleunsigt.
Je groBer die Geschwindigkeitsinderung in einer gegebenen Zeit ist, um so
groBer ist die Beschleunigung. Analog zu Gl. (2) definieren wir die Beschleunigung
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b eines Massenpunktes allgemein, indem wir zur Grenze A{—o iibergehen,
durch die Gleichung b — Tim Ap v

= . I3
At—>oAt dt ( )

Die Beschleunigung ist demnach ein Vektor, der die gleiche Richtung hat
wie die jeweilige Geschwindigkeitsinderung dv. Die in einer endlichen Zeit
At eingetretene Geschwindigkeitsinderung Av erhalten wir, indem wir Gl. (13)

integrieren, yy o4 4D

[bdt=[do=(0+ Av)—v=Av. (14)

Besonders einfache Sonderfille sind die geradlinige Bewegung (§ 7), bei der
die Richiung der Geschwindigkeit konstant ist, und die gleichférmige Kreis-
bewegung (§ 10), bei der der Betfrag der Geschwindigkeit konstant ist, und ihre
Richtung im Raume sich mit konstanter Drehgeschwindigkeit &ndert.

Eine Bewegung heit immer dann beschleunigt, wenn b nicht verschwindet,
also auch dann, wenn sich nur die Richtung, nicht der Betrag der Geschwindigkeit
indert, wie z.B. bei der gleichférmigen Kreisbewegung Demnach ist eine
krummlinige Bewegung unter allen Umstdnden eine be-

schleunigte Bewegung. Eine Anderung des Betrages der : o
Geschwindigkeit findet nicht statt, wenn die Geschwindig- beay
keitsanderungen db, also auch die Beschleunigungen b= 4ob-*x. Beschleunigte Be-

dv/dt, stets senkrecht zur jeweiligen Geschwindigkeit b  trage der Geschwindigkeit.
gerichtet sind (Abb. 11).

Die Gl (11) — (14) sind von der Wahl des Bezugspunktes O, d. h. vom Fahr-
strahl r, unabhingig. Der Bezugspunkt ist also beliebig wihlbar. Denn in die
Gleichungen gehen nur die Verschiebungen At bzw. die Bahnelemente dt ein,
und diese sind durch die Art der Bewegung, unabhingig von der Lage des
Bezugspunktes, eindeutig gegeben.

Zur Einfithrung in das Wesen riumlicher Bewegungsvorginge ist die vek-
torielle Darstellung ihrer Einfachheit und Anschaulichkeit wegen von groBem
Vorteil. Hingegen ist die zahlenmiBige Berechnung solcher Vorginge nur auf
Grund algebraischer Gleichungen moglich. Daher muB man zu diesem Zweck
aus den obigen Vektorgleichungen die algebraischen Gleichungen zwischen den
Betrigen der auftretenden Vektoren bzw. ihrer Komponenten ableiten. Am
einfachsten geschieht dies, indem man die Vektoren nach den drei Achsen-
richtungen eines rechtwinkeligen Koordinatensystems (x y z) zerlegt. Dann zer-
fillt jede einzelne Vektorgleichung in drei algebraische Gleichungen zwischen
den Betrigen der Vektorkomponenten in den drei Richtungen. Dabei sind auch
die Bahnelemente dt in drei vektorielle Komponenten dy, 4y, d3 mit den Be-
trigen dx, dy, dz zu zerlegen. Es ist also

dv=dy+dy+d;, (x5)
dy d d d
n:d";=i+-z§’-+ ¥ o= et 0y + s, (16)
dbx dhz
b= 0 = b A0 g 4 by + B (17)

Aus den Gl. (16) und (I7) folgt fiir d1e Betrige v,, vy, v: und by, by, b, der
Geschwindigkeits- und Beschleunigungskomponenten

dx dy dz

V=737 Uy = g5 Vs= 7" (x8)
dvx __ d%x dvy &y __dvy _ d%z
be="3 = an> by=37 = 2@ b=y =an- (19)
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Nach Gl. (10) ergibt sich ferner fiir die Betrige v und b der Geschwindigkeit

und der Beschleunigung
v=YvZ+ v+ 0%, b=yb2+bI+ P2 (20)

Die je drei Gl. (18) und (x9) sind den fiir geradlinige Bewegungen giiltigen
Gl. (1) und (2) analog. Die vorgenommene Zerlegung entspricht ja auch einer
Zerlegung einer beliebigen riumlichen Bewegung in drei geradlinige Bewegungen
in Richtung der Koordinatenachsen. Die Gl. (18) und (19) kénnen wie die
Gl (1) und (2) integriert werden, wenn by, by und b; als Funktionen der Zeit
¢t bekannt sind. Man erhilt dann die Ortskoordinaten als Funktionen der Zeit,
¥==x(t), y=v(), 2==z(f). Eliminiert man aus den so gewonnenen drei
Gleichungen die Zeit ¢, so erhilt man zwei Gleichungen zwischen den Koor-
dinaten x, ¥, 2, die zwei sich schneidende Flichen darstellen. Die Schnittlinie
dieser Flichen ist die Bahnkurve des Massenpunktes.

Bei einer ebenen Bewegung, d. h. einer solchen, die innerhalb einer Ebene
erfolgt, wie z. B. eine Kreisbewegung, gentigt natiirlich zur Beschreibung der
Bewegung ein zweidimensionales, in der Ebene liegendes Koordinatensystem (x ).

Bezeichnen wir die Betrige der einzelnen Bahnelemen-
te dr eines Massenpunktes mit ds, so ist ds/dé=v der
jeweilige Betrag der Geschwindigkeit dt/d¢ = b des Massen-
punktes. Wir nennen v die Bahngeschwindigkeit des
Massenpunktes.

10. Kreisbewegung. Unter den krummlinigen Bewe-
gungen spielt-die Kreisbewegung oder Rotation eine be-

Abb, 12, Kreisbewegmg  SODders wichtige Rolle, also diejenige Bewegungsart, bei
eines Massenpunktes. der sich ein Korper als Ganzes um eine Gerade, die
Drehachse oder Rotationsachse, dreht. Dabei beschreibt
jedes Massenelement des Kérpers eine Kreisbahn in einer zur Achse senkrechten
Ebene um den DurchstoBpunkt der Achse durch die Ebene, das Drehzentrum O
(Abb. 12). Die Kreisbewegung ist also eine ebene Bewegung. Sie erlaubt durch
Einfithrung des Begriffs der Winkelgeschwindigkeit eine besonders einfache
Darstellung.

Wir wollen zunichst die Kreisbewegung eines Massenpunktes ohne Benutzung
des Vektorbegriffs behandeln, 4hnlich wie die geradlinige Bewegung in § 7, um
dann zur vektoriellen Darstellung iiberzugehen.

Ein Massenpunkt bewege sich auf einem Kreise vom Radius » um den
Punkt O (Abb. 12). Wir legen eine beliebige Gerade O A durch O fest und be-
schreiben den jeweiligen Ort P des Massenpunktes zunichst durch seine auf
dem Kreise gemessene Entfernung s von dem Schnittpunkt von 0 4 mit dem
Kreise. Da aber s =rg ist (§ 5), wenn ¢ der im BogenmaB3 gemessene Winkel
zwischen der Geraden O A4 und dem von O nach P weisenden Radius 7 ist, so
ist P auch durch Angabe von ¢ bestimmt. Legt der Massenpunkt in der Zeit
dt das Bahnelement ds zuriick, so betrigt seine Bahngeschwindigkeit (§ o)

v=%=r‘2—f:ur, wobel u=‘fl—f. (21)

Die hier definierte GroBe « heit die Winkelgeschwindigkeit des Massen-
punktes. Sie ist bei konstanter Bahngeschwindigkeit gleich der Anderung des
Winkels ¢ in 1 sec. Da Winkel durch reine Zahlen ausgedriickt werden, so ist
die Einheit der Winkelgeschwindigkeit 1 sec™.

Ist die Bahn- bzw. Winkelgeschwindigkeit des Massenpunktes nicht konstant,
so betragt die Bahnbeschleunigung des Massenpunktes

b — dv du il

= =T =" (22)
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Die GroBe dujdt= d*p|dt* heiBt die Winkelbeschleunigung des Massen-
punktes. Ihre Einheit ist 1 sec™.

Die Einfiihrung der Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung ver-
einfacht die Behandlung von Drehbewegungen sehr, weil die einzelnen Massen-
elemente eines rotierenden starren Korpers zwar — je nach ihrem Abstande
von der Achse — sehr verschiedene Geschwindigkeiten, aber alle die gleiche
Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung

haben.
Wir beschreiben jetzt die Kreisbewegung in
einem rechtwinkeligen Koordinatensystem (xy),
dessen Ursprung im Kreismittelpunkt liegt, und rass
rechnen die Winkel g von der x-Achse ab (Abb. 13). v
Dann sind die Koordinaten des Massenpunktes p T "Y’ 4
x=rcosp, y=rsing. (23) z
Durch zweimaliges Differenzieren erhalten wir
die Komponenten der Geschwindigkeit und der
Beschleunigung in den Achsenrichtungen (mit
deoldt = u),
ix d y Abb. 1 3MKreisbew§gtung eines
vx=—dT=—-1Msinq), ‘I)yzgt—__—_urcos(p' (24) assenpunktes.
a an . d . :
by = dvt" =— r(u2 cosgp + ﬁsmq)), by = _dvt_y_= — (u‘~" smq)——%comp). (25)

Da b, und b, aufeinander senkrecht stehen, so ergibt sich die Gesamtbeschleuni-
gung b aus der Gleichung

du\? il
b2 == b?‘ b2 = 2 2 -] = b2 b2 6
+ by (u2r) + (7' dt) y -+ b (26) AN
mit den beiden Anteilen 7 1

2 d
y=—utr=—" und b=r; (27) gz |%

[Gl. (22)]. Ein rotierender Massenpunkt erfihrt also
nicht nur bei verinderlicher Bahn- bzw. Winkelge-
schwindigkeit eine Beschleunigung. Auch bei konstanter
Winkelgeschwindigkeit (du/d¢= o0, also auch bs=0) er-  zeny
fahrt er eine Beschleunigung b, =—u27. (Wegen des
Vorzeichens s. u.) Das ist nach § 9 zu erwarten. Denn eine Drehbewegung ist
eine krummlinige Bewegung und als solche immer beschleunigt. Fiir den Fall
einer gleichformigen Kreisbewegung, # = const, du/dt=o0, ist nach Gl (25)
by =—u?rcosp =—u?x, by=—u?rsing=—u?y, (28)
also b./by = x/y. Demnach liest man aus Abb. 14 ab, daB b, in Richtung des
Radius 7 liegt, und zwar ist b,, wie schon das Vorzeichen seiner Komponenten an-
deutet (und wie die vektorielle Betrachtung beweisen wird), auf das Drehzentrum
hin gerichtet. (Daher das negative Vorzeichen von b,.) Ein auf einer Kreisbahn
rotierender Massenpunkt erfihrt also — neben einer etwaigen Bahnbeschleuni-
gung bs — stets eine Zentripetalbeschleunigung oder Normalbeschleunigung b, in
Richtung auf das Drehzentrum. b, und bs stehen daher aufeinander senkrecht.
Ein mit konstanter Winkelgeschwindigkeit # rotierender Massenpunkt legt
in der Zeit ¢ den Weg s =7 ¢ = vt = urt zuriick. Also ist { =g¢/u. Fir einen
vollen Umlauf (p = 27) benétigt er die Umlaufszert

petapD. 14,

T= 27“ sec. (29)

Westphal, Physik. 4. Aufl. 2
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Er vollfithrt also in 1 sec u
n=g = om S (30)
volle Umldufe. # heiBt die Drehzahl des Massenpunktes.

Die vorstehende Darstellung der Kreisbewegung ist zwar durchaus richtig,
-aber nicht voll befriedigend. Sie liefert uns unmittelbar nur die Betrige der
Geschwindigkeit und der Beschleunigung, ihre Rich-
tungen aber nur mittelbar, indem wir sie aus dem
Verhiltnis der Betrige ihrer Komponenten fiir jeden
Augenblick berechnen kdnnen. Da aber Geschwindig-
keiten und Beschleunigungen Vektoren sind, so ist
es erwiinscht, daB das auch in der Schreibweise der
Gleichungen zur Geltung komme. Es wird sich zeigen,
daB sich dann die Ableitungen auch wesentlich ein-
facher und durchsichtiger gestalten.

Im AnschluB an § g wihlen wir das Drehzentrum O
als Bezugspunkt und betrachten den von dort nach
dem rotierenden Massenpunkt weisenden Fahrstrahl
als einen Vektor t (Betrag 7). Ferner beschreiben
wir die Winkelgeschwindigkeit durch einen Vektor u
(Betrag #). Da die fiir eine Kreisbewegung charakte-
ristische Richtung die Richtung der Drehachse ist, so legen wir den Vektor u
in die Richtung dieser Achse, so da damit auch die Lage der Bahnebene

bestimmt ist. Ferner muB noch der Umlaufsinn um
die Achse bestimmt werden. Wir setzen daher fest,
daB der Vektor u in diejenige Richtung weisen soll,
in der sich eine rechtsgingige Schraube (die meisten
Schrauben, alle Bohrer, Korkzieher usw. sind rechts-
gingig) bewegt, wenn man sie im Sinne der vor-
liegenden Rotation dreht. Wir wollen diese Regel,
die uns noch sehr oft begegnen wird, kurz als die
Schraubenregel bezeichnen. Sie erscheint zunichst
kompliziert. Man gewohnt sich aber sehr schnell
daran, in Gedanken — oder auch wirklich — die be-
treffende Drehung mit der Hand auszufiihren. Da
derartige Schraubendrehungen jedermann geliufig
sind, wird uns die Richtung des Vektors u und anderer
dhnlich definierter Vektoren sofort vollkommen deut-
lich (Abb. 15). Wird also der Kreis, von unserem
Standpunkt aus betrachtet, im Sinne des Uhrzeigers
umlaufen, so weist der Vektor 1 von uns fort. Wird
er entgegen dem Uhrzeigersinn umlaufen, so weist er
auf uns zu. Da der Vektor u eine Eigenschaft des
rotierenden Massenpunktes bedeutet, so ist es oft zweckmiBig, den ihn dar-
stellenden Vektorpfeil so zu zeichnen, daB er an dem Massenpunkt ,,angreift*.
(Vektoren von der Art der Winkelgeschwindigkeit darf man unter Innehaltung
ihrer Richtung beliebig im Raume verschieben, auch senkrecht zu ihrer Rich-
tung. Das gilt aber nicht fiir alle Arten von Vektoren; vgl. § 15.)

Einschaltung iiber Vektorprodukte. Als duperes oder vektorielles Produkt (kurz
Vektorprodukt) zweier Vektoren a, b (Betrige a, b), deren Richtungen miteinander
den Winkel y bilden, geschrieben [a b], bezeichnet man einen Vektor vom Betrage

I[ab)l =absiny, (31)
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der auf der durch die Vektoren a, b gebildeten Ebene senkrecht steht (Abb. 16a).
Fiir seine Richtung gilt die Schraubenregel derart, daB er in diejenige Richtung
weisen soll, in der sich eine rechtsgingige Schraube bewegt, wenn man sie in
dem Sinne dreht, der einer Drehung des Vektors a in die Richtung des Vektors
b entspricht. Man erkennt die Richtung des Vektors also auch hier ohne weiteres
durch eine in Gedanken oder wirklich ausgefiihrte Handbewegung. Bei Ver-
tauschung der Vektoren a, b kehrt sich der Drehsinn und damit die Richtung
des Vektorproduktes um (Abb. 16b). Demnach ist nach § 8

[ba]=—[ab]. (32)

Nach Gl (31) verschwindet das Vektorprodukt [a b], wenn siny =o, also
y = 0° oder 180° ist, d.h. wenn die beiden Vektoren einander gleich- oder ent-
gegengerichtet sind. Ist im besonderen b= g, so folgt

[aa]=o. (33)
Der Betrag von [a b] ist nach Gl. (31) gleich der
Fliche des von den Vektoren g, b als Seiten gebildeten

Parallelogramms {Abb. 16). L
Vektorprodukte werden ebenso differenziert wie ¢
algebraische Produkte, z. B.
d da dbh
278 = |500] + [ 7] (34

Dabei darf die Reihenfolge der Faktoren nicht ver-
tauscht werden. Der Differentialquotient eines Vek-
torprodukts ist also die Summe von zwei — im all-
gemeinen verschieden gerichteten — Vektoren. Denn
die Anderungen da und 4db von a und b werden
im allgemeinen eine andere Richtung haben als die
Vektoren a und b selbst.

Auf Grund der vorstehenden Definition des Vektorprodukts 1iBt sich nun-
mehr zeigen, daB die Geschwindigkeit b =dx/d¢ [Gl. (1I)] eines rotierenden
Massenpunktes mit dem Vektorprodukt [u t] identisch ist,

b= [ur]. (35)
Zunichst ist, da die Vektoren 1 und r aufeinander senkrecht stehen (siny = 1),
der Betrag von [u t] nach Gl. (31) gleich # 7, in Ubereinstimmung mit Gl. (21).
Ferner steht b senkrecht auf den Richtungen von u und r (Abb. 17a) und weist
entsprechend der Schraubenregel in die Richtung, in der sich eine rechtsgingige
Schraube bewegt, wenn man sie so dreht, wie es einer Drehung des Vektors u
in die Richtung des Vektors t entspricht (Abb. 17b). Damit sind alle Bedingungen
fiir die Richtigkeit der Gl. (35) erfiillt.
Nunmehr lassen sich die Gesetze der Kreisbewegung in wenigen Zeilen ab-

leiten. Es sei b (Betrag b) die Beschleunigung des Massenpunktes. Dann ist
nach GI. (x1) und (34)

b= =g lur = [Te] + [u ] =6+ b, (36)
bo=[52e],  b=[udf]=mu (37)

Der Beschleunigungsvektor b setzt sich also, in Ubereinstimmung mit Gl. (26),
aus zwei Teilvektoren zusammen, der tangentialen Bahnbeschleunigung bs und
der radialen Zentripetalbeschleunigung b,.

2%
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Da die Drehachse bei einer Kreisbewegung stets die gleiche Richtung, im
Raume hat, so hat auch der Vektor u stets die gleiche Lage im Raum. Der
Vektor du, die Anderung der Winkelgeschwindigkeit u in der Zeit df, ist also
dem Vektor u stets entweder gleich- oder entgegengerichtet. Daher steht der
Vektor du/d¢, die Winkelbeschleunigung, wie der Vektor u, senkrecht zur Bahn-
ebene. Der Vektor bs hat also nach der Schraubenregel stets die gleiche oder
die entgegengesetzte Richtung wie die Geschwindigkeit v, ist also tangential zur
Kreisbahn gerichtet (Abb. 18a). Da du/d¢ und v aufeinander senkrecht stehen,
so ist der Betrag von b, gleich » du/d¢, in Ubereinstimmung mit Gl. (27).

Da u und v aufeinander senkrecht stehen

(Abb. 18b), so weist der Vektor b, = [ub]

nach der Schraubenregel — unabhingig vom

Drehsinn — stets radial auf das Drehzentrum

hin. Der Betrag von v ist nach Gl (31)

N (mit siny=r1) und (35) v=wur, der Betrag

Abb. 18. Zur vektoriellen Darstellung der von b, gICICh by=uv=u?r, in Uberein-

Kreisbewegung. stimmung mit Gl. (27) (aber als Betrag

eines Vektors hier positiv gesetzt). b, ist

also die Zentripetalbeschleunigung des Massenpunktes. Da b, den Betrag u2r

hat und dem Fahrstrahl r entgegengerichtet ist, so kann man statt Gl. (37)
auch schreiben

by =—ur. (38)

a”

II. Die Lehre von den Kriften.

11. Krifte als Ursache von Beschleunigungen. Tréagheitssatz. Trage Masse.
Wir haben bisher von der Beschleunigung eines Korpers (Massenpunktes) ge-
sprochen, ohne nach einer Ursache fiir sie zu fragen. Wir wiederholen, daB
unter einer Beschleunigung eines Korpers nicht nur jede Anderung des Betrages,
sondern auch jede Anderung der Richtung seiner Geschwindigkeit zu verstehen
ist. Die Ursache jeder Beschleunigung nennen wir eine Kraft. Das heillt, wir
schlieBen, wo immer wir eine Beschleunigung eines Koérpers beobachten, auf
das Wirken einer duBeren Ursache, die wir als Kraft bezeichnen. Dem entspricht
auch der uns wohlbekannte Begriff der Muskelkraft. Wir wissen aus der tig-
lichen Erfahrung, daB wir mit der Kraft unserer Muskeln den Bewegungs-
zustand eines Kérpers sowohl nach Betrag wie nach Richtung dndern konnen,
wenn wir diese Kraft an jhm angreifen lassen. Die Einfithrung des Kraftbegriffs
ist dadurch gerechtfertigt, daB wir in der Tat in allen Fillen, in denen wir
eine Beschleunigung beobachten, auch eine Ursache fiir das Wirken einer Kraft
in den Bedingungen finden kdnnen, unter denen sich der beschleunigte Korper
befindet, und daB8 wir die aus der Beschleunigung ermittelte Kraft stets in
einen gesetzmiBigen Zusammenhang mit diesen Bedingungen bringen kénnen,
insbesondere mit den Lagebeziehungen des Kérpers zu den ihn umgebenden
anderen Koérpern und mit der jeweiligen Beschaffenheit dieser Korper.

Diese allgemeine Definition des Kraftbegriffs schlieBt, wie schon GALILEI!
erkannte, in sich, dall ein Korper, auf den keine Kraft wirkt, unbeschleunigt ist,
sich also geradlinig und gleichformig bewegt, bzw. in Ruhe verharrt. Dies ist der
Inhalt des ersten der drei sog. Axiome, die NEWTON (1643—1727) an die Spitze
seiner Mechanik stellte (1687). Das 1. NEWTONsche Axiom ist kein Gesetz,
sondern eine allgemeine Definition des Kraftbegriffs. Wegen seiner groBen
Wichtigkeit wiederholen wir es noch einmal in zwei Ausdrucksweisen:

! GALILEI (1564—1642) ist als der Begriinder der Physik im neuzeitlichen Sinne zu

betrachten. Er war der erste neuzeitliche Mensch, der physikalische Gesetze mathematisch
formulierte.
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Die Ursache jeder Beschleunigung, also jeder Anderung des Betrages oder der
Richtung der Geschwindigkeit eines Korpers ist stets eine Kraft. Oder: Jeder
Kdérper verharrt in geradliniger, gleichformiger Bewegung (oder in Ruhe), wenn
nicht eine Kraft auf thn wirkt, die seinen Bewegungszustand dndert.

Die Eigenschaft der Kérper, ihren Bewegungszustand unverindert bei-
zubehalten, sofern sie nicht unter der Wirkung einer Kraft stehen, bezeichnet
man als Trdgheit, daher das 1. NEwTonsche Axiom auch als den Trdgheitssatz.
Der Begriff der Trigheit wurde bereits von KEPLER (1571—1630) erkannt.

Die 3 NEwTONschen A xiome lauten in ihrer uniibertrefflich klaren lateinischen
Originalfassung:

1. Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter
in directum, nisi quatenus illud a viribus impressis cogitur statum suum mutare.

2. Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae et fieri
secundum lineam rectam, qua vis illa imprimitur (s. u.).

3. Actioni contrariam semper et aequalem esse reactionem, sive corporum
duorum actiones in se mutuo semper esse aequales et in partes contrarias dirigi
(§ 16).

In unserer tiglichen Erfahrung gibt es keinen Fall einer geradlinigen und
gleichférmigen Bewegung, bei der nicht die stindige Wirkung einer Kraft
erforderlich wire, um diesen Bewegungszustand aufrecht zu erhalten. Darin
liegt aber kein Widerspruch gegen den Trigheitssatz. Denn alle diese Bewegungen
unterliegen hemmenden Kriften, insbesondere Reibungskriften (am Erdboden,
im Wasser, in der Luft usw.), und diese Krifte erzeugen eine der Bewegung
entgegengerichtete Beschleunigung und bringen sie mehr oder weniger schnell
zum Stillstand, wenn nicht eine ihnen entgegengerichtete, vorwirtstreibende
Kraft wirkt, die sie aufhebt, wie z. B. bei einem Eisenbahnzug die Antriebs-
kraft der Lokomotive. Je geringer die Reibung ist, um so langsamer nimmt
die Geschwindigkeit eines bewegten, keiner sonstigen Kraft unterworfenen
Korpers ab. Eine polierte Stahlkugel oder ein Stiick Eis legt auf einer
blanken Eisfliche sehr groBe Strecken mit nur sehr langsam abnehmender
Geschwindigkeit zuriick.

Wihrend das 1. NEwToNsche Axiom nur allgemein aussagt, daB wir bei
jeder Beschleunigung eine Kraft als Ursache annehmen, definiert das 2. NEWTON-
sche Axiom (schon 1632 von GALILEI ausgesprochen) den Zusammenhang
zwischen Kraft und Beschleunigung genau. Es lautet (s.o0.):

Die Anderung der Bewegung, d. h. die Beschleunigung, eines Kérpers ist der
auf ihn wirkenden Kraft proportional und erfolgt in derjenigen Richtung, in der
die Kraft wirkt. Oder anders ausgedriickt: Die Kraft ist ein Vektor, der die
gleiche Richtung hat wie die von thr bewirkte Beschlewnigung, und dessen Beirag
der Beschleunigung proportional ist.

Fiir den Kraftvektor ¥ und den Beschleunigungsvektor b gilt also die fun-
damentale Definitionsgleichung

f—mb oder b=-. (1)

m

Dabei ist # zuniichst eine skalare Proportionalititskonstante. Nun wissen wir,
daB die gleiche Kraft verschiedenen Kérpern verschieden gro8e Beschleunigungen
erteilt. m hingt also von der Art des beschleunigten Kérpers ab. Lassen wir
die gleiche Kraft, z. B. diejenige einer in bestimmter Weise gespannten Feder,
einmal auf einen bestimmten Koérper wirken, dann auf einen zweiten, der aus
der doppelten Menge des gleichen Stoffes besteht, so ist die Beschleunigung
im zweiten Falle halb so groB wie im ersten, # also im zweiten Fall doppelt so
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groB wie im ersten. Demnach ist m bei gegebener Stoffart der im Kérper ent-
haltenen Stoffmenge proportional. Nach Gl (1) miissen wir zwei beliebig
beschaffenen Koérpern dann den gleichen Betrag der GréBe m zuschreiben,
wenn sie durch die gleiche Kraft, — d.h. unter véllig gleichen #uBeren Be-
dingungen, — die gleiche Beschleunigung erfahren. Man nennt die Kérper-
eigenschaft m die trdge Masse oder kurz die Masse und sieht in ihr die Ursache
der Trigheit. Denn je kleiner die Masse eines Kérpers ist, um so geringer ist
sein Widerstand gegen Bewegungsinderungen. Man merke sich die wichtige
Gl (1) auch in Worten:

Kraft = Masse X Beschleunigung.

Die MaBeinheiten der Kraft und der Masse werden wir in § 13 besprechen.

Bei der praktischen Anwendung der Gl. (1) ist es im allgemeinen, wie bei
den Bewegungsgleichungen des § 9, nétig, sie nach den drei Achsenrichtungen
eines rechtwinkeligen Koordinatensystems (x ¥ z) zu zerlegen. Die Komponenten
der Kraft in diesen drei Richtungen seien f,, f,, ¥,, die Betrige der Kraft und
ihrer Komponenten seien £, k;, k,, k.. Die Komponenten der Beschleunigung b
(Betrag b) seien b,, b,, b, (Betrige b,, by, b,). Dann ist

f=t,+L+EL=mb.+mb,+mb,, (2)
dvy a2 d a?
R e I s T
b 0 E ] 3
A TR T
E=VE+R:+ k2 =m/b2+ 02+ B2. (4)

Sind die Betrige %:, ky, k., also auch die Beschleunigungskomponenten b&,,
by, bs als Funktionen von Ort und Zeit bekannt, so konnen die Geschwindigkeits-
komponenten vy, vy, v; und die Ortskoordinaten #, y, z eines Kérpers als Funk-
tionen der Zeit durch Integration der Gl. (3) berechnet werden, wenn ferner
noch seine Ortskoordinaten und die drei Komponenten seiner Geschwindigkeit
zu irgendeiner Zeit, z. B. fiir £ = o, gegeben sind. Denn diese gehen als Inte-
grationskonstanten in die Losungen der Gl. (3) ein. [Vgl. die Konstanten v,
und x, in § 7, GL (8)].

12. Schwerkraft. Schwere Masse. Neben der Trigheit ist die sinnfilligste
Eigenschaft der Korper ihre Schwere, die sich in der auf jeden Kérper wirkenden
Schwerkraft duBert. Diese ist bei frei beweglichen Kérpern die Ursache ihres
Fallens. Bei Verhinderung des Fallens macht sie sich durch einen Druck auf
die Unterlage, einen Zug an der Aufhingung usw. bemerkbar. Die irdische
Schwerkraft, die alle Korper nach unten zu treiben sucht — fast genau in Richtung
auf den Erdmittelpunkt (§ 41) — ist ein Sonderfall der allgemeinen Massen-
anziehung oder Gravitation (III. Abschnitt dieses Kapitels).

AuBerst genaue Versuche haben ergeben, daB alle Kirper am gleichen Ort
durch die Schwerkraft eine vollkommen gleiche Beschleunigung erfahren. Sofern
daher auBer der Schwerkraft keine weiteren Krifte wirksam sind, fallen alle
Koérper gleich schnell, wenn man sie am gleichen Orte herabfallen 148t (GALILEI
1590). Wenn dem z. B. beim gleichzeitigen Fallen eines Bleiklotzes und einer
Feder der Augenschein zu widersprechen scheint, so liegt das nur an der Luft-
reibung, die auf so verschiedenartige Korper eine sehr verschieden groBe
hemmende Kraft ausiibt. Li8t man zwei Korper, bei denen der EinfluB der
Luftreibung verhiltnisméBig gering ist, z. B. einen Mauerstein und einen Blei-
klotz, gleichzeitig aus gleicher Hohe herabfallen, so kommen sie fast genau
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gleichzeitig am Boden an. Beseitigt man aber die Luftreibung ganz, indem
man die Kérper in einem luftleeren Raum herabfallen 148t, so fallt eine Feder
genau so schnell wie eine Bleikugel (Abb. 19).

Die senkrecht nach unten gerichtete Beschleunigung frei fallender Korper,
die Erdbeschleunigung, bezeichnen wir mit g (Betrag g). Sie hingt ein wenig
von der geographischen Breite ¢ und der Hohe % iiber dem Meeresspiegel ab.
Es ist

g = 980,62 (I — 0,00264 cos? g — 0,0000003 ) cm - sec™® (5)

(b in m gemessen). Die Abhingigkeit von % beruht auf dem verschiedenen
Abstand vom Erdmittelpunkt. Die Abhéngigkeit von ¢ hat zwei Griinde.
Erstens hingt der Abstand vom Erdmittelpunkt wegen der Ab-
plattung der Erde ein wenig von der geographischen Breite ab.
Zweitens ist aber in der Gl (5) ein nicht von der Schwerkraft,
sondern von der Erddrehung herrithrender Anteil enthalten, der
auch von der geographischen Breite abhingt (§41). Fiir die meisten
Zwecke geniigt es, die Erdbeschleunigung in runder Zahl anzugeben,
g=0981cm-sec? = 9,81 m-sec?

Abweichungen von der normalen Dichteverteilung in der Erd-
kruste bewirken ortliche Abweichungen der Erdbeschleunigung von
dem aus Gl. (5) berechneten Betrage. Die Untersuchung solcher
Abweichungen spielt eine wichtige Rolle in der Geologie und bei
der Aufsuchung von Minerallagerstitten.

Da ein Kérper von der Masse m durch die Schwerkraft die Be-
schleunigung b = g erfihrt, so ist die an ihm angreifende Schwer-
kraft nach Gl. (1) f=mg. Thren Betrag

k=mg (6)
nennt man das Gewichti des Korpers. Die Schwerkraft, die auf

einen Korper wirkt, ist also seiner trigen Masse m proportional.
Es ist zunichst nicht ersichtlich, da die Schwerkraft, d. h. die

Anziehung eines Korpers durch die Erde, etwas mit seiner Tragheit, s‘u:]m‘c]ler
seinem Widerstand gegen Bewegungsinderungen zu tun haben muB.  fa ey
Es wire durchaus denkbar, daB das Verhiltnis zwischen Trigheit einer Bleiku-

- : . . N gel im luft-
und Schwere fiir verschieden beschaffene Korper verschieden ware. lecren Raum.

DaB dies nicht so ist, ist eine reine Erfahrungstatsache. Esist daher

berechtigt, wenn wir die Ursache der Schwerewirkungen in einer besonderen
Eigenschaft der Korper suchen, deren Betrag aber fiir jeden Korper seiner trigen
Masse proportional ist. Wir bezeichnen diese, fiir die Schwere verantwortliche
Korpereigenschaft als die schwere Masse. Demnach besteht zwischen der trigen
und der schweren Masse aller Korper das gleiche Verhdltnis. Man ist daher
iibereingekommen, sie einander gleichzusetzen. Es st also die schwere Masse
cines Korpers gleich setner trigen Masse. Wir verwenden fiir beide kiinftig in
der Regel nur die kurze Bezeichnung Masse.

Die genaueste Bestitigung der Gleichheit der trigen und der schweren Masse
liefern Pendelversuche. Durch die allgemeine Relativititstheorie werden Trég-
heit und Schwere auf einen gemeinsamen Ursprung zuriickgefiihrt, und durch

sie erhilt die Gleichsetzung von triger und schwerer Masse ihre endgiiltige
Rechtfertigung.

13. CGS-System und technisches MaBsystem. Bei der Festsetzung der Ein-
heiten der Masse und' der Kraft sind die Physik und die Technik auf Grund
verschiedener Bediirfnisse verschiedene Wege gegangen und dadurch zu ver-
schiedenen MaBsystemen, dem CGS-System und dem technischen MaB8system
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gelangt. Beide MaBsysteme bauen sich auf drei Grundgréfen und ihre Einheiten,
die Grundeinheiten des MaBsystems, auf. Die GrundgréBen des CGS-Systems
sind die Léinge, die Zeit und die Masse, die des technischen MaBsystems die
Linge, die Zeit und die Kraft. Alle mechanischen GréSen und ihre Einheiten
lassen sich aus diesen drei GrundgréBen und ihren Einheiten ableiten. Als
Léngeneinheit dient im CGS-System das cm, im technischen MaBsystem das m,
als Zeiteinheit in beiden Systemen die sec.

Im CGS-System ist die Masseneinheit das Gramm (Grammasse), 18. Es ist
definiert als die Masse von I cm® Wasser bei 4° C. (Wegen der Wahl dieser
Temperatur s. § 102). Die Kraft ist im CGS-System eine abgeleitete GroBe,
deren Einheit sich aus den Einheiten der Masse und der Beschleunigung nach
Gl (1) ergibt. Einheit der Kraft ist im CGS-System die Kraft, die der Masse
1 g die Beschleunigung 1 cm-sec™® erteilt, 1 Krafteinheit = 1 g - 1 cm - sec™®
=1g-cm-sec”®. Sie hat den Namen I dyn und ist gleich dem Gewicht
einer Masse von 1/981 g, also ein wenig groBer als das Gewicht der Masse
Img=103g.

Im technischen MaBsystem ist die Einheit der Kraft das Kilogramm (Kilo-
grammgewicht, 1 kg¥). Das ist eine Kraft, die dem Gewicht von 1 Liter (10% cm?)
Wasser von 4° C, also dem Gewicht eines Kérpers gleich ist, der im CGS-System
die Masse 10% g = 1 kg hat. Die Masse ist im technischen MafBsystem eine ab-
geleitete GroBe, deren Einheit aus Gl. (1) folgt. Die technische Masseneinhest
ist diejenige Masse, die durch die Kraft r kg* die Beschleunigung I m -sec™?
erfihrt, Ein Korper von der Masse 1 kg erfihrt durch die Kraft 1 kg*, also
durch sein eigenes Gewicht, die Beschleunigung 9,81 m-sec® Die tech-
nische Masseneinheit ist also 9,8Imal triger als die Masse 1 kg, betrigt also
9,81 kg. Ihre Einheitsbezeichnung ist 1 Krafteinheit/1 Beschleunigungseinheit ==
1 kg* -sec?-m™, Leider hat diese wichtige Einheit keinen besonderen Namen.
Als Volumeinheit wird in der Technik oft nicht das m3, sondern 1 Liter =
10% cm?® benutzt.

Da Gramm und Kilogramm — je nach dem MaBsystem — Einheitsbezeich-
nungen sowohl fiir Massen wie fiir Krifte sind, zwischen diesen beiden Bedeu-
tungen aber streng unterschieden werden muB, so versehen wir die Einheits-
bezeichnungen, wenn sie Krifte bedeuten, stets mit einem Stern. So bedeutet
I g bzw. 1 kg = 1000 g stets eine Masse, I kg* bzw. 1 g* = 1073 kg* stets
eine Kraft.

Wir stellen die GrundgréBen und ihre Einheiten sowie die Kraft bzw. die
Masse noch einmal iibersichtlich zusammen:

Tabelle 1. CGS-System und technisches MaBsystem.

CGS-System Grundgrifen Linge Masse  Zeit
Grundeinheiten I cm g I sec
Kraft, Einheit 1 g+ cm - sec~® = 1 dyn = 1/981 g*.
Techn. Mafsystem  Grundgrifen Lange Kraft Zeit
Grundeinheiten Im 1 kg* 1 sec

Masse, Einheit 1 kg* - sec? - m~! = 9,81 kg.

Man beachte genau, daB der wesentliche Unterschied der beiden MaBsysteme
nicht in der Wahl verschiedener Einheiten liegt, sondern in der verschiedenen
Wabhl der einen Grundgrife (Masse bzw. Kraft). In keinem der beiden Systeme
ist die MaBzahl der Masse eines Korpers gleich der MaBzahl seines Gewichts.
Im CGS-System muB das Gewicht, als eine Kraft, in dyn ausgedriickt werden.
Nach Gl. (6) betrigt es k=mgdyn (g=981 cm-sec®). Seine MaBzah! ist
also g81mal groBer als die der betreffenden, in g ausgedriickten Masse. Im
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technischen MaBsystem ist, ebenfalls nach Gl (6), die Masse eines Korpers
vom Gewicht % gleich m = kjg Masseneinheiten (g = 9,81 m - sec?). IThre MaB-
zahl ist also gleich 1/9,81 der MaBzahl des in kg* ausgedriickten Korpergewichts.

In der praktischen Physik wird das Gewicht eines Korpers nicht in dyn,
sondern in g* gemessen. Dann sind die MaBzahlen der in g gemessenen Masse
und des in g* gemessenen Gewichts einander gleich. Es ist

1g*=981dyn, 1kg*=981000dyn = 0,981 10%dyn.

Der Anfinger sei sich dariiber klar, daB ein Werturteil fiir oder wider eines
der beiden MaBsysteme nicht am Platze ist. Ein jedes hat an seiner Stelle seine
volle Berechtigung. Fiir den Physiker ist eine Beherrschung beider Systeme
und der Umrechnungsbeziehungen zwischen ihnen unerlidBlich. Aber auch der
Chemiker und der Ingenieur wird iiber diese Kenntnisse verfiigen miissen, sobald
er wiinscht, die physikalischen Grundlagen der Technik wirklich kennen zu
lernen. Die theoretische Physik bedient sich aus guten Griinden ausschlieSlich
des CGS-Systems, und auch wir werden es in diesem Buch durchweg ver-
wenden. Den Bediirfnissen der Technik ist das technische MaBsystem besser
angepaBt. Der Vorzug des CGS-Systems, d. h. der Wahl der Masse und nicht
der Kraft als GrundgréBe, fiir die reine Physik liegt unter anderem darin, daB
zweifellos die Masse eine weit fundamentalere NaturgroB8e ist als die Kraft.

Die genaue Messung von Massen geschieht stets durch Wigung, d. h. die
Masse eines Korpers wird aus seinem in g* oder kg* gemessenen Gewicht
ermittelt. Jedoch schdtzt man im tiglichen Leben Massen und damit ihre
Gewichte oft auch aus ihrer Trdghest. Es ist z. B. jedermann geldufig, daB man
das Gewicht eines Briefes abschitzt, indem man ihm mit der Hand ruckartige
Beschleunigungen nach oben erteilt, also seinen der Masse proportionalen
Trigheitswiderstand (§ 17) beurteilt.

Das internationale Massenprototyp ist das in Paris aufbewahrte, aus Platin-
Iridium hergestellte ,,Urkilogramm®, von dem sich Kopien (Kilogrammnormale)
in allen Kulturlindern befinden. Nach neueren Messungen ist es um 0,027 g
gréBer, als seiner Definition durch die Masse von 1 Liter Wasser bei 4° C ent-
spricht. (Vgl. hierzu § 4, 3. Abs))

14. Dichte. Spezifisches Volumen. Spezifisches Gewicht. Wir wollen fiir
den spiteren Gebrauch einige Materialkonstanten definieren, die von den Be-
griffen Volumen, Masse und Gewicht abgeleitet sind.

Die Dichte g eines homogenen Stoffes ist die Masse der Volumeinhest, also
von I cm?® des Stoffes, gemessen in g -cm™. Es ergibt sich die gleiche MaBzahl,
wenn man die Masse in kg und das Volumen in Litern miBt. Demnach betrigt
die Dichte eines Stoffes, wenn ¥V cm?® (oder Liter) die Masse m [g] oder [kg]
haben?,

o= % [g-cm™3]  bzw. [kg- Liter]. (7

Das spezifische Volumen Vs eines homogenen Stoffes ist das Volumen der
Masseneinheit, also von 1 g, des Stoffes, gemessen in cm?®- g1, Auch hier ergibt
die Messung in kg und Liter die gleiche MaBzahl. Das spezifische Volumen
ist die zur Dichte reziproke GroBe. Haben m [g] oder [kg] eines Stoffes das
Volumen ¥ cm?® (oder Liter), so ist

Vimt= Y lomd-g?  baw.  [Liter-kg. (8)

1 Wir setzen die Einheitsbezeichnungen hier uns kiinftig in [ ], wenn eine Verwechs-
lung der Einheit g (Gramm) mit der Erdbeschleunigung g moglich ist.
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Das spezifische Gewicht o eines homogenen Stoffes ist das Gewicht der Volum-
einhest des Stoffes, gemessen in g*-cm™ bzw. kg*-Literl. Wiegen ¥ cm?
(bzw. Liter) eines Stoffes & [g*] bzw. [kg*], so betrigt sein spezifisches Gewicht

g=—]:7 [g¥-cm™] bzw. [kg*:Liter1]. (9)

Nach den Gl. (7) und (g) haben die Dichte und das spezifische Gewicht die
gleiche MaBzahl, aber verschiedene Einheitsbezeichnungen. Es ist daher
zwischen ihnen wohl zu unterscheiden. Auch ist zu beachten, daB nicht das
g*, sondern das dyn die Gewichts- (Kraft-) Einheit des CGS-Systems ist. Sofern
es notig ist, ein spezifisches Gewicht in diesem MaBsystem auszudriicken, muf3
es in dyn-cm™ angegeben werden und hat dann eine 981mal groBere MaBzahl
als die Dichte g. Es ist also im CGS-System

g = pg [dyn -cm™3] (g =981 cm -sec™). (x0)

Aus diesen Definitionen ergeben sich die folgenden Beziéhungen: Die Masse
eines Koérpers vom Volumen ¥ cm?® und der Dichte g [g-cm™] betrigt

m=0V [g]. (11)
Das Volumen eines Korpers von der Masse # [g] und dem spezifischen Volumen

Vs [cm3-g™] betrigt
V ="Vsm [cm?. (12)

Das Gewicht eines Kérpers vom Volumen V' [cm?®] und vom spezifischen Gewicht
o [g*-cm™] betragt

k=0cV [g¥] bzw. k=pVg [dyn] (g=981cm:-sec™?. (13)

Kennt man fiir einen Stoff eine der drei genannten Konstanten, so kann
man die anderen ohne weiteres berechnen. Am unmittelbarsten 148t sich das
spezifische Gewicht bestimmen, bei einfach geformten Kérpern durch Wigung
und Berechnung des Volumens aus den linearen Abmessungen. Ein auch fiir
unregelmiBig geformte Korper brauchbares, sehr genaues Verfahren werden
wir in § 59 kennen lernen.

Da 1 cm?® Wasser von 4° C definitionsgemiB die Masse 1 g und das Gewicht
I g* hat, so hat Wasser von 4° C die Dichte 1 g - cm™ und das spezifische Gewicht
1g*-cm™3. Daher ist die Mafzahl der Dichte bzw. des spezifischen Gewichts
eines Stoffes gleich dem Verhiltnis der Masse bzw. des Gewichts einer be-
stimmten Menge des Stoffes zur Masse bzw. dem Gewicht einer Wassermenge
von gleichem Volumen. Diese fiir die MaBzahlen giiltige Beziehung wird gelegent-
lich auf die GréBen selbst ausgedehnt, und es wird die Dichte oder das spezifische
Gewicht als eine reine Verhiltniszahl definiert. Das ist unrichtig und zu ver-
werfen.

In der folgenden Tabelle sind einige Beispiele von Dichten bzw. spezifischen
Gewichten zusammengestellt. Sie gelten bei festen und fliissigen Stoffen fiir
0°C, bei Gasen fiir 0° C und einen Druck von 760 mm Hg.

Tabelle 2. Dichten in g-cm™ bzw. spezifische Gewichte in g*-cm™3.

Aluminium . . . . . . . . 2,7 Ather. . . . . . . . ... 0,717

Blei. . . .. ... .. . . IL3 Alkohol . . . . . . . . .. 0,791
Eisen . . . . . . . . ... 7,6—7.8 Wasser . . . . . . . ... 0,9997
Gold . . ... ... ... 19,3 Wasserstoff . . . . . . . . 0,00008985
Kupfer . . . . . . .. .. 8,9 Stickstoff . . . . . . . . . 0,0012507
Natrium. . . . . . . . .. 0,97 Sauerstoff . . . . . . . . . 0,0014291
Platin . . . . . . . . .. 21,4 Luft . . . . . . . . . .. 0,0012928
Glas . . . . . ... ... 2,4—2,6 Kohlensdure . . . . . . . . 0,0019768
Quecksilber . . . . . . . . 13,5951 Helium . . . . . . . . .. 0,0001785
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15. Zusammensetzung von Kriften. Krifte im Gleichgewicht. Wirken an
einem Kérper gleichzeitig mehrere Krifte, so kann man auf sie, da sie Vektoren
sind, die Gesetze der Vektoraddition anwenden (§ 8). DaB dies zulissig ist,
beruht auf der an sich nicht selbstverstindlichen Tatsache, daB sich die Wir-
kungen mehrerer gleichzeitig wirkender Krifte ungestért iberlagern, daB also
ihre gemeinsame Wirkung gleich der Summe der Wirkungen ist, die die Krafte
einzeln hervorgebracht haben wiirden. Dieses Unabhingigkeitsprinzip wurde
schon von NEwTON erkannt.

Die Addition von Kriften, die im gleichen Punkt eines Korpers angreifen,
ist daher nach den Vorschriften des § 8 ohne weiteres ausfithrbar. Im allgemeinen
werden aber die einzelnen Krifte an verschie-
denen Punkten angreifen, nicht den gleichen
Angriffspunkt haben. In diesem Fall findet
der wichtige Satz Anwendung, daf es zuldssig
ist, den Angriffspunkt einer Kraft lings der
Wirkungslinie der Kraft beliebig zu verschieben.
Die Wirkungslinie einer Kraft ist die in der ;‘;‘i’cﬁ;wauﬁ‘f‘,ﬁ‘ﬁ:ﬁ‘ g;:?ﬁ;:“vﬁ?e‘ﬁmﬁ.ﬁ"
Kraftrichtung durch ihren Angriffspunkt ge- licgende Krafte heben Sich ant. b ot e
hende Gerade. Der Beweis geht davon aus,
daB zwei am gleichen Kérper angreifende gleich groBe und entgegengesetzt
gerichtete Krifte ¥ und — f sich gegenseitig aufheben (Abb. 20a). Wir kénnen
uns deshalb an einem unter der Wirkung einer Kraft ¥
stehenden Korper zwei weitere Krifte, die dieser Bedingung
geniigen, angreifend denken, ohne die Kraftverhiltnisse zu
andern. Die Kraft  greife im Punkte A an (Abb. 20b).
Wir denken uns nun in dem auf ihrer Wirkungslinie liegen-
den Punkte B zwei weitere Krifte angreifend, die der
Kraft f gleiche und ihr gleichgerichtete Kraft ¥ und die
ihr entgegengerichtete gleich groBe Kraft —§f. Nunmehr
fassen wir die urspriingliche, in 4 angreifende Kraft f und
die in B angreifende Kraft —¥ zusammen. Sie heben sich
gegenseitig auf, und es bleibt nur die Wirkung der in B .
anggrelfendgen Kraft f iibrig. Da wir durch dli gedachte ?&’3@3’&:‘2&“‘%’%‘1‘%‘;
Hinzufiigung der in B angreifenden Krifte keine Anderung nicht ‘maﬁ,’;?é'f’:n“. Funle
der Kraftverhiltnisse herbeigefiihrt haben, so ersetzt die
in B angreifende Kraft f die in A angreifende Kraft f in jeder Hinsicht. Wir
diirfen uns also den Angriffspunkt der Kraft  von 4 nach B oder irgendeinem
anderen Punkt ihrer Wirkungslinie verschoben denken. Fiir die Wirkung einer
gegebenen Kraft kommt es demnach nur auf die Lage ihrer Wirkungslinie an,
nicht auf die besondere Lage ihres Angriffspunktes auf dieser.

Unter Ausnutzung dieser Verschiebungsmdéglichkeit konnen zwei an einem
Korper angreifende Krifte f; und f, immer dann zu einer Resultierenden f, + ,
= I, vereinigt werden, wenn ihre Wirkungslinien sich schneiden, also in
der gleichen Ebene liegen und nicht parallel sind. Die Ausfithrung der Kon-
struktion gemif Abb. 4 (§ 8) zeigt Abb.21. Wirken an einem Korper mehr
als zwei Krifte, so kann man die Konstruktion bis zu Ende, d. h. bis zur Aui-
findung der Resultierenden aller angreifenden Krifte durchfithren, wenn stets
die Wirkungslinie der Resultierenden aller bereits vereinigten Krifte sich mit
derjenigen einer der noch iibrigen Krifte schneidet. Im allgemeinen ist das
aber nicht der Fall, und es bleiben zwei oder mehr resultierende Einzelkriifte
iibrig, die nicht auf die geschilderte Weise vereinigt werden konnen.

Es seien §;, ¥, (Abb. 22) zwei solche Krifte, deren Wirkungslinien sich nicht
schneiden. (Abb. 22 ist riumlich zu denken. Die Vektoren ¥, und ¥, sollen
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nicht in der gleichen Ebene liegen.) Wir denken uns jetzt in einem beliebigen

Punkte O je zwei sich gegenseitig aufhebende Krifte f; =¥, —fj =¥, und

s = L, — I, =—1, angreifend, die den Kriften ¥, und ¥, den Betrigen nach

gleich und ihnen gleich- bzw. entgegengerichtet

/ sind. Hierdurch wird an den Kraftverhiltnissen

L% tg~" % nichts geandert. Nunmehr vereinigen wir die in O

~%k L angreifenden Krifte ¥, und ¥, zur Resultierenden

e f,=1 +¥="¥+% Es bleiben dann einer-

4F seits die beiden gleich groBen, entgegengesetzt

/ gerichteten (antiparallelen) Krifte f, und —f; =

/ ¢ —1¥,, andererseits die entsprechenden Krifte f,

~ und — ¥, =—¥, iibrig, zwei sog. Krdftepaare. In

Abb. 22. Zwel Krafte, deren Wirkungs-  §28 wird bewiesen, dafl man beliebig viele Kriifte-
linien sich nicht schneiden, ergeben eine . . s . .

Einzelkraft und ein Kriftepaar. paare immer zu einem einzigen resultierenden

Kriftepaar vereinigen kann. Es folgt: Beliebig

viele an eimem Korper angreifende Krifte kinnen immer auf eine einzige resul-

tierende Einzelkraft und ein einziges resultierendes Kriftepaar zuriickgefiihrt werden.

Vd Die Konstruktion der Abb. 21 ver-
VAN sagt zunichst, wenn es sich um zwei
yd A parallele oder antiparallele Kriifte han-

NP B « PO .
L n : ’i n Pnf delt, da ihre Wirkungslinien zwar in
t,

\

) II% A
e A . schneiden. Zur Vereinfachung denken
b 7\ - ¢ wir uns die beiden Kraftvektoren ¥, und
N f2 ¥, so verschoben, daB die Verbindungs-
a b linie ihrer Angriffspunkte P, und P,
aufihren Wirkungslinien senkrecht steht
(Abb.23au. 24a). Nunmehr denken wir
uns die beiden beliebigen, aber gleich
groBen Krifte f und — f hinzugefiigt, deren Wirkungslinie die gedachte Ver-
bindungslinie P, P, ist. Sie dndern an den Krifteverhiltnissen nichts. Wir
vereinigen jetzt ¥, und f zur Resultieren-
, den ¥, £, und — ¥ zur Resultierenden
Ll % t ¥;. Fiir diese beiden Resultierenden aber
7 ist die Konstruktion der Abb. 21 ohne

einer Ebene liegen, sich aber nicht

Abb. 23. Resultierende paralleler Krifte,

LB -t .
d /] % :r £ £ weiteres durchzufiihren, und wir erhal-
Y f” ten so die Resultierende ¥, + §, =1,
L/ t, der Krifte f, und ¥, Thre Wirkungs-
/ // L b linie ist derjenigen der Krifte ¥, und §,
/ ,/ parallel. Bei parallelen Kriften weist
/ sie in die gleiche Richtung wie diese

Abb. 24. Resultierende antiparalleler Krafte.  (Abb.23a), bei antiparallelen Kriften in
Richtung der gréBeren Kraft (Abb. 24a).
Es seien %, und %, die Betrige der Krifte f, und f,. Dann ist der Betrag
der Resultierenden
bei parallelen Kriften Rio=FR + ky, (14a)
bei antiparallelen Kriften k&, =%, —#%, bzw. k,—k,, (14b)
je nachdem, welche der beiden Krifte die gréBere ist. Das 148t sich ohne weiteres
einsehen, wenn man die im gemeinsamen Angriffspunkt P’ angreifend gedachten
Krifte | und ¥, wieder in ihre urspriinglichen Komponenten zerlegt denkt.
Die Komponenten ¥ und —f heben sich auf, und es bleiben nur die Komponenten
f, und §f, iibrig, deren Summe der Vektor f,, ist.
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Es seien 7, und 7, die Abstinde des Schnittpunktes P der Wirkungslinie der
Resultierenden ¥, mit der Verbindungslinie der Angriffspunkte P; und P, von
f, und ¥, von diesen Angriffspunkten. P heiSt der Mittelpunkt der Krifte f,
und ¥, und teilt die Strecke P; P, im Falle paralleler Krifte innen, im Falle
antiparalleler Krifte auBen im Verhiltnis 7,:7,. Man entnimmt aus Abb. 23a
u. 24a in gleicher Weise: tgo = kfky, tgf = kik,y, tgajtg B = nr, = ky/k, oder

nki=rky, bzw. rry=kFky k. (15)
Abb. 23b u. 24b zeigen das Ergebnis noch einmal in iibersichtlicher Darstellung.

Bei parallelen Kriften fijhrt die beschriebene Konstruktion stets zum Ziel,
bei antiparallelen Kriften nur dann nicht,
wenn sie gleiche Betrige haben, also ein
Kriftepaar bilden. Denn in diesem Fall riickt
der Mittelpunkt P ins Unendliche, und der
Betrag der Resultierenden ist nach Gl (14b)
gleich Null. In der Tat ist ein Kriftepaar
ein Kriftesystem, das eine durchaus andere
Bedeutung hat als irgendein anderes (§ 28).

Zwei oder mehrere Krifte halten sich das
Gleichgewicht, d. h. sie heben sich in ihrer
Wirkung gegenseitig auf, wenn ihre Summe
(Resultierende) verschwindet,

E+E+E+ ... =Xk=o0, (16)

und wenn bei ihrer Addition auch kein Kriftepaar iibrig bleibt. Bei zwei
Kriften ist das natiirlich dann und nur dann der Fall, wenn sie gleiche Betrige
und entgegengesetzte Richtung haben und in der gleichen Wirkungslinie liegen.

Abb. 26. Drei Krifte im Gleichgewicht.

Allgemein muB bei Gleichgewicht die Resultierende, die man aus einem be-
liebigen Teil der Einzelkrifte bildet, gleichen Betrag und entgegengesetzte
Richtung haben und in der gleichen Wirkungslinie liegen, wie die Resultierende,
die man aus den noch iibrigen Kriften bildet.

An der in Abb. 25 dargestellten Vorrichtung greifen im Schnittpunkt der
drei Schniire drei Krifte an, unter deren Wirkung das System eine Gleich-
gewichtslage einnimmt, die durch bestimmte Betrage der Winkel gekennzeichnet
ist, die die Schniire, also auch die Kraftrichtungen im Schnittpunkt miteinander
bilden. In Abb. 26a ist gezeigt, daB die Resultierende f,, = — f; der Krifte
f, und f, der Kraft f; an Betrag gleich ist und ihr entgegengerichtet ist, sie
also aufhebt. Das gleiche aber gilt entsprechend auch fiir die Resultierende
ts =—1F, der Krifte ¥, und f; (Abb.26b) und die Resultierende f,;=—%,
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der Krifte ¥, und ¥, (Abb. 26¢). Man kann jede der drei Krifte als diejenige
ansehen, die den beiden anderen das Gleichgewicht hilt.

In Abb. 27 ist eine leichte Stange dargestellt, die in ihrer Mitte mit einer
Schnur iiber eine Rolle aufgehingt und deren Gewicht durch ein Gegengewicht £
aufgehoben ist. An der Stange, sowie am freien Schnurende hingen Massen,
die durch ihr Gewicht Krifte ¥, %, ¥, auf die Stange ausiiben, ¥, und ¥, senkrecht
nach unten, ¥, senkrecht nach oben. Damit Gleichgewicht herrscht, mull die
Resultierende f;, der Krifte ¥, und ¥, gleichen Betrag und entgegengesetzte
Richtung haben wie die Kraft §;, also f, 4 L, =¥t,=—1¥, A+ k=4~ Der
Angriffspunkt der Kraft f; muB der Mittelpunkt der Krifte f, und ¥, sein. Daher
gilt fiir die Abstinde r; und 7, der Angriffspunkte von f, und f, von diesem
Punkte die Gl (15). (In Abb.27 ist 2:6=3-4 und 24 3 =35).

16. Das Wechselwirkungsgesetz. Zwangskrifte. Kraftwirkungen sind stets
Wechselwirkungen. Erfihrt ein Korper infolge der Anwesenheit eines zweiten

Koérpers in seiner Umgebung eine Kraft, so

‘JLGJWWW‘—EQ—» erfihrt der zweite Koérper infolge der An-
7 T wesenheit des ersten in seiner Umgebung

Abb. 28. Wechselwirkung bei zwei durch eine. €0€Dfalls eine .Kraft. Fiir diese Krifte gilt
Feder verbundenen Massen. das Wechselwirkungsgesetz (3. NEWTONsches
Axiom, vgl. die lateinische Fassung, § 11):

Die von zwei Korpern aufeinander ausgeiibten Krifte (Wirkung und Gegen-
wirkung) haben gleiche Betriige und entgegengesetzie Richtungen.

Driickt ein ruhender Korper infolge seines Gewichts auf eine Unterlage,
so driickt ihn diese mit gleicher Kraft nach oben. Die Anziehung der Korper
durch die irdische Schwerkraft ist keine einseitige Wirkung der Erde, sondern
die Korper ziehen auch die Erde ebenso stark an. Sind zwei Massen m,, m,
(Abb. 28) durch eine zusammengedriickte Feder verbunden, so ist die Kraft
t,, mit der die Masse m, nach der einen Seite gedriickt wird, ebenso groB, aber
entgegengesetzt gerichtet wie die Kraft f,, mit der die Masse m, nach der anderen
Seite gedriickt wird, f, =—¥,. Das gleiche gilt, wenn die zwischen zwei Massen
wirksamen Krifte nicht durch ein stoffliches Mittel, sondern durch den Raum
hindurch iibertragen werden, wie bei der allgemeinen Massenanziehung (Gravi-
tation) oder bei der Anziehung und AbstoBung zwischen elektrischen Ladungen
oder zwischen Magnetpolen.

Bilden die von einem Kdorper auf einen zweiten ausgeiibten Krifte ein Krifte-
paar, so besteht auch die Gegenwirkung in einem Kriftepaar, und die von diesen
Kriftepaaren auf die beiden Korper ausgeiibten Drehmomente (§ 28) sind gleich
groB, aber entgegengesetzt gerichtet, d. h. sie suchen die Korper in entgegen-
gesetztem Sinne zu drehen.

Ubt demnach ein Kérper auf einen zweiten eine Kraft ¥, aus, so iibt der
zweite auf den ersten die Kraft f, =—¥, aus. Es ist also ¥, - f, = 0. Handelt
es sich um ein System von beliebig vielen Kdrpern, auf die keine dufBeren, d. h.
von auBlerhalb des Systems befindlichen Kérpern ausgehende Krifte wirken,
sondern nur gegenseitige, von den Korpern des Systems selbst ausgehende
innere Krdfte, so folgt, indem wir die Kraftsumme iiber alle beteiligten Korper-

bilden,
>h=o. (x7)

Die Vektorsumme aller an den Korpern eines Systems wirkenden inneren Krifte:
ist gleich Null. Ebenso ist auch die Summe aller inneren Drehmomente gleich
Null.

Das 1. und 2. NEwTONsche Axiom sind keine Gesetze, sondern geben die.
Definition der Begriffe Kraft und Masse. Das 3. NEwToNsche Axiom hingegen,.
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das Wechselwirkungsgesetz, ist ein physikalisches Gesetz und als solches an
der Erfahrung priifbar. Den unmittelbarsten Beweis liefert die strenge Giiltigkeit
des Impulssatzes und des Schwerpunktsatzes (§ 19), die nur andere Formen
des Wechselwirkungsgesetzes sind.

Wihrend in manchen Fillen, z. B. bei der Anziehung zweier Massen, der
elektrischen und magnetischen Anziehung und AbstoBung, Wirkung und Gegen-
wirkung ganz gleichberechtigt nebeneinander stehen und ihre Unterscheidung
willkiirlich ist, wird in anderen Fillen die Gegenwirkung erst durch eine primire
Wirkung hervorgebracht. Wird z. B. ein Kérper auf eine feste Unterlage gelegt,
so ruft er im gleichen Augenblick durch sein Gewicht, durch den von ihm auf
die Unterlage ausgeiibten Druck, elastische Gestaltsinderungen (Zusammen-
driickungen, Verbiegungen) an ihr hervor, die einen Gegendruck gegen das
Gewicht des Korpers erzeugen. Durch das Gewicht eines angehdngten Korpers
wird ein Faden oder Draht ein wenig gedehnt, und die dadurch hervorgerufenen
inneren Spannungen erzeugen eine den Korper nach oben ziehende Kraft, die
sein Gewicht genau aufhebt. Krifte dieser Art, die sekundir als Gegenwirkung
einer primiren Kraft auf-
treten, heiBen Zwangs-
kréfte. Wir bezeichnen sie
mit £, (Betrag %.).

Erzeugt eine an einem
Korper angreifende Kraft £
an einem zweiten Koérper
eine auf den ersten Koérper
zuriickwirkende Zwangs- Abb. 29. Krafte am Korper auf einer schiefen Ebene.
kraft £, so bildet die Resul-
tierende f - ¥, der beiden Krifte die auf den ersten Korper wirkende Gesamt-
kraft. Als Beispiel betrachten wir einen Korper (Massenpunkt) m, der auf
einer schiefen Ebene liegt, d. h. auf einer unter einem Winkel y gegen die Vertikale
geneigten Ebene A B (Abb.29a). Auf den Korper wirkt die Schwerkraft
t=mg (Betrag k==mg). Wir zerlegen sie in ihre Komponenten ¥, (Betrag
kcosy) und ¥, (Betrag % siny) parallel und senkrecht zur schiefen Ebene. Die
zur Ebene parallele Komponente ¥, hat auf diese keine Wirkung. Die zur
Ebene senkrechte Komponente ¥, erzeugt eine kleine elastische Gestaltsinderung
der Ebene, durch die eine auf den Korper zuriickwirkende, zur Ebene senkrechte
Zwangskraft ¥, hervorgerufen wird, durch die die Kraft ¥, genau aufgehoben
wird, f; =—1¥,. Es wirken auf den Korper also tatsichlich die beiden Krifte f
und ¥, und die natiirliche Betrachtungsweise ist, daB man die Kraft ¥, als die
Resultierende dieser beiden Krifte ansieht, f, = ¥+ % (Abb. 29b). Die stets
zur Ebene senkrechte Zwangskraft f; ist so groB, daf diese Resultierende zur
Ebene parallel ist. Solange nimlich anfinglich die Zwangskraft ¥, noch kleiner
ist als die zur Ebene senkrechte Kraftkomponente ¥,, bewirkt der UberschuB
von I, iiber ¥, eine weitere kleine Verschiebung des Korpers senkrecht zur Ebene,
und damit eine weitere Steigerung der elastischen Anderungen in ihr und infolge-
dessen auch der Zwangskraft. Die Verschiebung hort erst auf, wenn die obige
Bedingung erfiillt ist.

Ganz entsprechende Verhiltnisse bestehen auch dann, wenn es sich nicht
um die Schwerkraft handelt, sondern um eine beliebige Kraft vom Betrage %,
die an einem auf einer festen Fliache befindlichen Ké&rper angreift, und deren
Richtung mit der Fliche einen Winkel y bildet. Die Zwangskraft betrigt dann
stets, wie in Abb. 29,

k:=ksiny. (18)
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Soll der Kérper auf der schiefen Ebene ins Gleichgewicht gebracht werden,
so muB an ihm eine weitere Kraft f, = — ¥, angreifen, die der Kraft ¥, an Betrag
gleich und ihr entgegengerichtet ist (Abb. 29c). Der Betrag dieser Kraft ist
also kg = kcosy.

17. Bewegte Bezugssysteme. Wir haben bisher stillschweigend die Bewegung
eines Massenpunktes auf ein Koordinatensystem oder einen Punkt im Raum
bezogen, ohne die Wahl eines bestimmten Bezugssystems zu begriinden oder
zu erértern. Diese Wahl ist aber durchaus willkiirlich und in keinem Fall von
vornherein selbstverstindlich. Wir kénnen uns denken, daB wir z.B. die
Bewegungsgesetze von Kérpern in einem fahrenden Laboratorium untersuchen.
Dann tritt an uns die Frage heran, ob wir die Bewegungen etwa in einem
Koordinatensystem beschreiben sollen, das sich mit dem Laboratorium bewegt,
also relativ zu ihm ruht, oder in einem relativ zur Erde ruhenden Koordinaten-
system. Es liegt kein Grund vor, das letztere zu bevorzugen, denn auch die
Erde ist ja nicht in Ruhe. Sie dreht sich um sich selbst und bewegt sich um die
Sonne. Diese wiederum bewegt sich mit ihrem gesamten Planetensystem
relativ zum Schwerpunkt unserer MilchstraBe. Die Beschreibung der Bewegung
eines Massenpunktes fillt aber vollkommen verschieden aus, je nachdem wir
sic auf ein mit dem fakrenden Laboratorium bewegtes Koordinatensystem
beziehen oder auf ein mit der Erde oder mit der Sonne bewegtes Koordinaten-
system. Z.B. bewegt sich ein Koérper, den man in einem mit gleichférmiger
Geschwindigkeit fahrenden Zuge frei herabfallen 1iBt, vom Zuge aus beurteilt,
senkrecht abwirts. Von der Erde aus beurteilt hat er zu Beginn der Bewegung
eine der Zuggeschwindigkeit gleiche, horizontale Anfangsgeschwindigkeit, er bewegt
sich also wie ein horizontal fortgeschleuderter Korper auf einer gekriimmten,
parabolischen Bahn zu Boden. Die Beschreibung bestimmier Bewegungsvorgdnge
durch Angabe der Koordinaten bewegter Massenpunkte als Funktionen der
Zeit hingt also von der Wahl des Bezugssystems entscheidend ab. Wir ermitteln
aber die allgemeinen Bewegungsgeselize aus der messenden Verfolgung spezieller
Bewegungsvorginge, und es erhebt sich die Frage, ob auch die so ermittelten
Gesetze von der Wahl des Bezugssystems abhingen. Es wire ja denkbar,
daB man in der Lage wire, ein bestimmtes Bezugssystem ausfindig zu machen,
in dem diese Gesetze eine besonders einfache Gestalt annehmen. Dann wire
dieses Bezugssystem vor allen anderen ausgezeichnet und ihnen in der Regel
vorzuziehen.

Wir wollen die Bewegung eines Massenpunktes auf zwei verschieden bewegte
Bezugssysteme beziehen und wihlen dazu das in § 8 angefiihrte Beispiel eines
auf einem fahrenden Schiff bewegten Massenpunktes. Wir wollen seine Ge-
schwindigkeit relativ zum Schiff hier mit v’ (frither v,) bezeichnen, die Ge-
schwindigkeit des Schiffes relativ zum Wasser mit b (friiher b,), und annehmen,
daBl diese konstant, also geradlinig und gleichférmig ist. Die Geschwindigkeit
des Massenpunktes relativ zum Wasser ist dann nach § 8 p =’ 4 b,. Die
Geschwindigkeit v’ des Massenpunktes relativ zum Schiff sei nicht konstant.
Er erfahre relativ zu einem mit dem Schiff bewegten Koordinatensystem die
Beschleunigung b' = dv’/d¢. Seine Beschleunigung relativ zum Wasser, d. h.
in einem relativ zum Wasser ruhenden Koordinatensystem, ist dann b = dy/di =
av'[dt + dysJdt = dv’/dt = b’, da ja vs = const, also dbs/d¢ = o ist. Der Massen-
punkt erfihrt also relativ zu den beiden mit konstanter Geschwindigkeit gegen-
einander bewegten Bezugssystemen die gleiche Beschleunigung.

Definieren wir wieder die auf einen Korper von der Masse m wirkende Kraft
nach Gl. (1) durch die Beschleunigung, die er erfihrt, so folgt, daB in beiden
Systemen auch die gleiche Kraft auf ihn wirkt. Untersuchen wir z. B. an dem
Massenpunkt die Gesetze des freien Falles, so finden wir die gleiche Erd-
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beschleunigung und daher auch die gleiche Schwerkraft, ganz gleich ob wir
unsere Messungen auf ein relativ zum Schiff ruhendes Koordinatensystem
beziehen oder auf ein relativ zum Wasser ruhendes Koordinatensystem. Wir
erhalten also in jedem Fall die gleichen Fallgesetze. Ein Unterschied besteht
nur in der Beschreibung der Einzelvorgidnge. Denn der Massenpunkt hat in
den beiden Bezugssystemen verschiedene Anfangsgeschwindigkeiten.

Denken wir uns auf dem fahrenden Schiff einen von jeder Verbindung mit
der AuBenwelt abgeschnittenen Beobachter, so ist es fir ihn grundsitzlich
unmoglich, aus dem Ablauf irgendeines mechanischen Vorganges auf dem
Schiff zu erkennen, mit welcher Geschwindigkeit sich das Schiff relativ zum
Wasser bewegt, und ob es sich iiberhaupt bewegt. Ebensowenig ist es aber
einem ebenso von der AuBenwelt abgeschlossenen, relativ zum Wasser ruhenden
Beobachter mdglich, auf Grund mechanischer Untersuchungen irgendetwas
iiber eine gleichf6rmige Bewegung des Wassers relativ zur Erde auszusagen.
Denn jeder mechanische Versuch, den er etwa auf einem mit dem Wasser
treibenden Schiff anstellt, verliuft nach den gleichen Gesetzen wie der ent-
sprechende Versuch auf der Erde. In dieser Tatsache ist das Relativitdtsprinzip
der Mechanik enthalten. Wir werden spiter sehen (§ 326), daB es iiberhaupt
fiir alle Naturvorginge gilt. Es besagt, daB alle unendlich vielen Bezugssysteme,
die sich relativ zueinander unbeschleunigt, d. h. geradlinig und gleichformig be-
wegen, physikalisch in jeder Hinsicht gleichberechtigt sind.

Wir wollen jetzt einmal voraussetzen, es habe einen physikalischen Sinn,
ein bestimmtes Bezugssystem als im Raume absolut ruhend anzusehen. Dann
wiren nach dem Relativitatsprinzip alle Bezugssysteme, die sich relativ zu ihm
geradlinig und gleichférmig, also unbeschleunigt, bewegen, mit ihm und auch
unter sich physikalisch vollkommen gleichberechtigt. Es gibt also grundsitzlich
kein physikalisches Mittel, um festzustellen, welche absolute Geschwindigkeit
dasjenige Bezugssystem hat, auf das man gerade seine Beobachtungen bezieht.
Man kann also auch grundsitzlich nicht feststellen, welche Geschwindigkeit man
selbst oder irgendein anderer Kdorper relativ zu jenem gedachten, absolut
ruhenden System hat. Daher ist es auch grundsitzlich unméglich, dieses
vorausgesetzte, absolut ruhende Bezugssystem aus der Gesamtheit aller relativ
zu ihm unbeschleunigt bewegten Bezugssysteme herauszufinden.

Der Begriff einer absoluten Bewegung hat in der Philosophie eine erhebliche
Rolle gespielt. Aus den vorstehenden Ausfithrungen folgt, daB ihm eine Rolle
in der Naturerkenntnis nicht zukommt. Aussagen, deren Priifung als grund-
sdtzlich unmoglich erkannt ist, die man also weder beweisen noch widerlegen
kann, weil es dafiir in der Natur keine denkbare Erkenntnisgrundlage gibt,
sind im physikalischen Sinne ,leere“ Aussagen. Dem durch sie behaupteten
Sachverhalt — im vorliegenden Fall der Behauptung von der Existenz eines
absolut ruhenden Bezugssystems — entspricht keine physikalische Wirklichkeit.
Im physikalischen Sinne sind alle Bezugssysteme, in denen die physikalischen
Erscheinungen nach den gleichen Gesetzen ablaufen, wie in einem gedachten,
absolut ruhenden Bezugssystem, vollkommen gleichberechtigt. Man nennt
solche Bezugssysteme Inertialsysteme. Jedes beliebige Inertialsystem kann mit
gleichem Recht wie ein absolut ruhendes Bezugssystem betrachiet werden.

18. Beschleunigte Bezugssysteme. Trigheitskrifte. Wir wollen jetzt, an das
Beispiel des § 17 ankniipfend, voraussetzen, daB das Wasser, in dem sich das
Schiff bewegt, ein Inertialsystem ist. Die Geschwindigkeit bs des Schiffes
relativ zum Wasser sei aber nicht konstant; es erfahre eine Beschleunigung
bs = dus/dt relativ zum Wasser. Ein mit dem Schiff bewegtes Bezugssystem
ist demnach kein Inertialsystem, sondern ein beschleunigtes Bezugssystem. Ein

Westphal, Physik. 4. Aufl, 3



34 Tragheitskrafte. §18

Massenpunkt erfahre relativ zu diesem beschleunigten System eine Beschleuni-
gung b’ = dv’[/dt (Beispiel ein frei fallender Kérper, beurteilt vom beschleunigten
Schiff aus). Seine Beschleunigung relativ zum Inertialsystem ist b= dv/dt.
Nun ist b =19+ s, also v' =p—bs und demnach dv'/dt = dvfdi—dbvsfdt =
b—bs. Der Massenpunkt erfihrt also relativ zum beschleunigten Bezugssystem
eine andere Beschleunigung als relativ zum Inertialsystem. Definieren wir wieder
die auf einen beschleunigten Ko6rper wirkende Kraft durch Gl. (1), so erfihrt
er im Inertialsystem eine Kraft f=mb, im beschleunigten System eine Kraft

, ay’ av a9
V=m—=m—_—m dt’=mb—mbs. (19)
Es ist also
f’:f-—mbs:f-i-ft. (20)

Demnach sind die Bewegungsgesetze des Massenpunktes im Inertialsystem und
im beschleunigten Bezugssystem nicht identisch. Zu der Kraft ¥, die, vom
Inertialsystem aus beurteilt, auf ihn wirkt, tritt im beschleunigten System
eine weitere, dem Inertialsystem fremde, von der Beschleunigung des Systems
herriithrende Kraft

bk =—mb, (21)
hinzu, die man die T7rdgheitskraft oder den Trigheitswiderstand des Kérpers
nennt. Beschleunigte Bezugssysteme unterscheiden sich.demnach von Inertial-
systemen durch das Auftreten von Trigheitskriften. Ihr Fehlen ist ein ein-
deutiges Merkmal aller Inertialsysteme. Demnach kann die Beschleunigung
eines Bezugssystems aus den in ihm auftretenden Trigheitskriften ermittelt
werden. Die Geschwindigkeit ist ein relativer Begriff, denn die Angabe einer
Geschwindigkeit erhilt erst einen Sinn, wenn das Inertialsystem bekannt ist,
auf das sich die Angabe bezieht. Die Beschleunigung dagegen ist ein absoluter
Begriff. Thre Angabe hat einen ganz bestimmten und eindeutigen Sinn. Die
Beschleunigung eines Massenpunktes ist in bezug auf jedes Inertialsystem die
gleiche. Denn unsere SchiuBfolgerungen dndern sich nicht, wenn wir dem oben
gewihlten Bezugssystem (dem Wasser) eine beliebige konstante Geschwindigkeit
b, gegeniiber irgendeinem anderen Inertialsystem zuschreiben und alle Be-
wegungen jetzt auf dieses beziehen. Die Geschwindigkeit 9, addiert sich dann
zu allen vorkommenden Geschwindigkeiten, geht aber, da db,/d¢t= o0, in die
Beschleunigungen nicht ein.

Befindet sich ein Korper relativ zu einem beschleunigten Bezugssystem in
Ruhe oder in geradliniger, gleichférmiger Bewegung, so erfihrt er relativ zu
jedem beliebigen Inertialsystem die gleiche Beschleunigung b= b; wie das
beschleunigte System selbst. Nach Gl (21) ist dann die an ihm auftretende
Tragheitskraft f; = —mb, also der Kraft f = 4 m b, die ihm die Beschleunigung b
erteilt, an Betrag gleich, aber ihr entgegengerichtet. Vom beschleunigten
System aus beurteilt halten sich also die beschleunigende Kraft und die Trig-
heitskraft das Gleichgewicht, entsprechend der Tatsache, daB der Korper in
diesem System unbeschleunigt ist.

Ein einfaches Beispiel wird das deutlich machen. Man denke sich einen
vollig frei beweglichen Korper auf einer reibungslosen Ebene, die parallel zu
sich selbst eine Beschleunigung b erfihrt und das beschleunigte System darstellt.
Der Korper befinde sich relativ zu einem Inertialsystem (der Zeichnungsebene)
in Ruhe (Abb. 30a). Fiir einen mit der Ebene beschleunigten Beobachter,
also in einem mit der Ebene beschleunigten Bezugssystem, bewegt er sich mit
der Beschleunigung —b riickwirts (Abb. 30b). (Fiir einen in einem anfahrenden
Zuge befindlichen Beobachter bewegen sich die auf dem Bahnsteig stehenden
Personen beschleunigt entgegen der Fahrtrichtung.) Wenn nun der mit der
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Ebene bewegte Beobachter die beschleunigte Bewegung der Masse m relativ
zu seinem Bezugssystem als die Wirkung einer Kraft auffaBt, die an dem
Korper angreift, so handelt er ganz folgerichtig. Denn wenn diese Bewegung
verhindert werden, der Korper also der Ebene folgen soll, so bedarf es dazu
einer Kraft f=mb, die dem Korper die gleiche Beschleunigung b erteilt, die
die Ebene erfihrt, die ihn also relativ zur Ebene in Ruhe verharren 1a8t. Will
der Beobachter dies selbst bewirken, so muB er den Kd&rper mit einer Kraft
mb festhalten, die ihn zwingt, der Bewegung der Ebene zu folgen (Abb. 30¢).
Wird der Korper durch eine horizontale Feder mit der Ebene verbunden, so
bleibt, wenn auf den Kérper sonst keine Kraft wirkt, die Feder gespannt, solange
die Beschleunigung der Ebene andauert. Die Trigheitskrifte haben also in
beschleunigten Systemen durchaus den gleichen Charakter wie andere Krifte
und sind genau wie sie zu behandeln, z.B. zu anderen Kriften nach den

Gesetzen der Vektoraddition zu addieren.

Wir wollen uns einen mit einem gleichférmig be-
schleunigten System bewegten Beobachter denken,
der von der AuBenwelt véllig abgeschlossen ist, so
daB er von der Beschleunigung seines Systems durch
deren unmittelbare Beobachtung keine Kenntnis
erlangen kann. Er wird das Walten einer beson-
deren Kraft feststellen, die an allen Kérpern seines
Systems angreift, den Massen der Korper propor-
tional und iiberall gleichgerichtet ist. Diese Kraft
wird also fiir ihn einen ganz analogen Charakter
haben, wie fiir uns die irdische Schwerkraft (§ 331).

Die Tragheitskrifte sind uns aus der Erfahrung

b

. /) b
-b
b . .E_D .
fg=-mb____ 1=mb
C == —r

Abb. 30. Zur Trigheitskraft. a Die
Masse m ruht, die Ebene bewegt sich
beschleunigt unter ihr fort. b Die
ruhende Masse m bewegt sich beschleu-
nigt relativ zur beschleunigten Ebene.
¢ Die die Masse m mit der Ebene be-
schleunigende Kraft f hebt die Trig-
heitskraft ¥, auf.

sehr geldufig. Wenn wir einen sonst kriftefreien,

etwa auf einer horizontalen Ebene befindlichen Kérper mit unserer Hand in
beschleunigte Bewegung versetzen, so spiiren wir deutlich den Widerstand des
Korpers gegen die beschleunigende Kraft. Er ist um so gréBer, je groBer die
Beschleunigung und je gréBer die Masse des Korpers ist. Dieser Widerstand ist
die Tragheitskraft. Wir spiiren sie in unserer Hand, die ja bei diesem Vorgang
selbst eine beschleunigte Bewegung ausfiihrt, und die das beschleunigte System
ist, von dem aus wir das Verhalten des beschleunigten Kérpers beurteilen.

Die Tragheitskrifte in einem beschleunigten Bezugssystem kann man z. B.
in einem Personenaufzug leicht messend verfolgen. Stellt man sich im Auf-
zuge auf eine Federwaage, so zeigt diese bei der Fahrt mit konstanter Geschwin-
digkeit das wahre Korpergewicht an, beim Anfahren oder Bremsen an der
unteren Station aber ein erhdhtes, beim Anfahren oder Bremsen an der oberen
Station ein vermindertes Gewicht. Im ersteren Fall erfihrt der Aufzug eine
Beschleunigung b nach oben, entgegen der Schwerkraft, und dem entspricht
eine der Schwerkraft m gleichgerichtete Trigheitskraft. Im zweiten Fall ist
die Beschleunigung des Aufzuges abwirts, also die Trigheitskraft der Schwer-
kraft entgegengerichtet.

Wiirde ein geschlossener Kasten frei im Schwerefeld der Erde fallen, so
hitte er eine Beschleunigung g, und an allen zu diesem beschleunigten System
gehorenden Kérpern wiirde eine Tragheitskraft — mg auftreten, die die Schwer-
kraft 4 mg genau aufhebt. Die Kérper wiren also der Schwerkraft (scheinbar)
entzogen. Eine Kerze konnte in einem solchen Kasten nicht brennen. Sie
bedarf der stindigen Zufuhr von Frischluft, und diese erfolgt nur durch den
Auftrieb der heilen Verbrennungsgase. Der Auftrieb ist aber eine Wirkung
der Schwerkraft und tritt nicht ein, wenn die Schwerkraft aufgehoben ist.
Die Kerze miillite also in ihren eigenen Verbrennungsgasen ersticken.

L d

3



36 Schwerpunkt. § 19

Da die Trigheitskraft der Beschleunigung proportional ist, so ist sie besonders
groB bei Fahrzeugen, die beim Anfahren oder Bremsen groBe Beschleunigungen
erfahren. Befinden wir uns in einem fahrenden Eisenbahnzuge, so sind wir
in der Lage eines mit ihm bewegten und beschleunigten Beobachters. Schon
am eigenen Korper beobachten wir die Trigheitskrifte beim Anfahren und
beim Bremsen. Beim Bremsen strebt unser Korper, seine Geschwindigkeit bei-
zubehalten, dem langsamer werdenden Zuge vorauszueilen. Wir kénnen sowohl
die Schwerkraft mg, wie die Trigheitskraft —mb im Kérperschwerpunkt an-
greifend denken (§ 22). Damit wir nicht umfallen, miissen wir uns so stellen,

daB die Resultierende von Schwerkraft und Trigheitskraft in

mb Richtung unserer Koérperachse fillt (Abb. 31), uns also gegen

die Fahrtrichtung neigen. Entsprechend miissen wir uns beim

Anfahren 4n die Fahrtrichtung neigen. Ungeheuer gro8 sind die

mg Trigheitskrifte und ihre Wirkungen bei so plétzlichen Geschwin-

digkeitsinderungen, wie sie bei Verkehrsunfillen vorkommen

fatrtrichtny  kénnen. Der Tod durch Verkehrsunfall ist in der Mehrzahl der
Geschleunjung  Fille ein Tod durch Trigheitskrifte.

Abb. 31. Trag- Man beachte wohl, daB3 wir mit den Trigheitskriften nicht im

heitskraft beim  gjgentlichen Sinne eine neue und besondere Art von Kraft ein-

Zuges. gefiihrt haben. Sie verschwinden ja, sobald man die Bewegungen

_auf ein Inertialsystem bezieht. Es ist aber sehr oft zweckmiBig,
sie auf ein beschleunigtes Bezugssystem zu beziehen. Dann leistet der Begriff
der Tragheitskraft sehr wertvolle Dienste und erleichtert und vereinfacht die
Beschreibung der Vorginge, wie sie sich einem mitbeschleunigten Beobachter
darstellen. Sofern es nétig ist,
m, kann man durch eine einfache
} Umformung stets zur Beschrei-
! bung in einem Inertialsystem
| tbergehen und so die Trigheits-
|
|

N

ey
n K]

krafte zum Verschwinden bringen.

72,8
(my+mg)g

|
|
1
i Von besonderem Nutzen sind die
7z % Tragheitskrifte bei allen Uber-
b legungen, die sich auf rotierende
Systeme beziehen.
Abb. 32. Zur Berechnung des Schwerpunktes. 19. Der Schwerpunkt. Die auf
einen Korper als Ganzes wirkende
Schwerkraft ist die Summe der Schwerkrifte, die an seinen einzelnen Massen-
elementen (Massenpunkten) m; angreifen, also die Resultierende einer sehr groBen
Zahl von parallelen Einzelkriften f;=m;g (g Erdbeschleunigung, Betrag g). Wir
greifen zunichst aus einem Korper zwei beliebige Massenelemente m,, m, heraus
(Abb. 32a). Die an ihnen angreifenden Schwerkrifte sind ¥, = m; g, ¥, = m,g
(Betrage k, = m,g, ky =m,g). Dann teilt nach § 15 ihre Resultierende (Betrag
ky + ky = m,g 4 myg) die Verbindungslinie ihrer Angriffspunkte im Punkte S,,,
fiir dessen Abstinde 7;, 7, von den Massenelementen die Gl. (15) gilt,

nki=ryky, rimg=rymyg, also r,m=r,m,. (22)

Der Betrag (m; + m,)g der Resultierenden ist die Summe der Gewichte der
beiden Massenelemente. Denken wir uns die Massenelemente bei festgehaltenem
Abstande 7, + 7, auf alle moglichen Weisen im Raum orientiert, den Kérper
also beliebig gedreht, so dndert sich die durch Gl (22) gegebene Lage des
Punktes S;, im Korper nicht. Die Wirkungslinie der resultierenden Schwerkraft
geht stets durch S,,. Wir kénnen uns also die Resultierende der Schwerkrifte
der beiden Massenelemente m,, m, stets in S,, angreifend denken, bzw. wir
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kénnen uns die Massenelemente beziiglich aller Wirkungen der Schwerkraft
durch einen in S,, befindlichen Massenpunkt m, + m, ersetzt denken. S;, heiBt
der Schwerpunkt oder Massenmittelpunkt der beiden Massenelemente.

Die beiden Massenelemente sollen in der xy-Ebene eines rechtwinkeligen
Koordinatensystems liegen (Abb. 32b). Ihre Koordinaten seien x,, y; und x,,
¥,, die ihres Schwerpunktes x5, 95. Dann liest man aus Abb. 32b ab:

(Hs— 1) 1 (g — %) = (Ys—90) 1 (Ya—9s) =7ii7p =y 1mmy (23)
[GL (22)]. Bei beliebiger Orientierung im Raume kommt noch eine dritte
Gleichung fiir die z-Koordinaten hinzu (z—2,): (23— 2) =17, : 7, = mgy: m;. Aus
diesen Gleichungen folgt
_ M x - my %y _ Myt myy, _ Mzt myzy
By 0 T om0 BT w24
Nunmehr denken wir uns die Massenelemente m,;, m, durch einen Massen-
punkt von der Masse m; -+ m, am Orte ihres Schwerpunktes S,, ersetzt. Nehmen
wir ein drittes Massenelement m; hinzu, so ergibt die Wiederholung des obigen
Verfahrens fiir den Schwerpunkt der drei Massen
my %y + mg % + My %y ys = My 91+ Mg ¥g + My Yy l
my + my - my ’ * my + my + my
My 2y -+ My 2y My 2
my + my + mg
Allgemein ergibt sich fiir eine beliebige Zahl von Massenelementen m;, also
fiir einen aus ihnen zusammengesetzten Korper, die Lage des Schwerpunktes
durch die Gleichungen
_ Imix _ XMy 2 miz (26)

BETTT BT T AT T

Xs—

(25)

Zs =

Hierbei ist m = X m; die Gesamtmasse des Korpers.

Im allgemeinen wird man natiirlich die Gl. (26) in Gestalt von Integralen
schreiben, die iiber alle Massenelemente dm des Korpers zu erstrecken sind.
Sind x, y, z die Koordinaten der einzelnen Massenelemente dm, so lauten die
Gleichungen dann

xs=—:n—fxdm, ys=%/ydm, zs=7;—/zdm. (z7a)

Die Koordinaten x, ¥, z konnen auch als die Betrige der Komponenten des
Fahrstrahls ¢ angesehen werden, der vom Koordinatenursprung aus auf das
betreffende Massenelement hinweist. Ist 1; der auf den Schwerpunkt hin-
weisende Fahrstrahl, so kénnen wir die drei Gl. (27a) auch durch die eine Vektor-

gleichung .
ts = —ﬁ/rdm (27b)

ausdriicken. Denn diese eine Gleichung zerfillt nach § 8 in die drei Gl. (27a)
fiir die Betrige der Komponenten von 1.

Hiufig ist es zweckmiBig, den Nullpunkt des Koordinatensystems in den
Schwerpunkt des Korpers oder Korpersystems zu verlegen, xs=ys= 2= 0.
Dann folgt aus Gl. (26) und (27a und b)

Smixi=0, Imiy,=0, SZmiz=o0, (28a)
bzw. /xdm:o, fydm:o, fzdm=o, (28D)
bzw. ftam=o. (28¢)

Die abgeleiteten Gleichungen gelten nicht nur dann, wenn es sich um einen
in sich zusammenhéngenden Korper handelt, sondern auch fiir irgendein System
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von beliebig vielen Kérpern. Im letzteren Falle spricht man auch von dem
gemeinsamen’ Schwerpunkt der Korper des Systems, z.B. dem gemeinsamen
Schwerpunkt von Erde und Mond oder des Sonnensystems. Es sei 7 der Abstand
der Schwerpunkte zweier Massen m,, m,, und es seien 7,, 7, die Abstinde dieser
beiden Schwerpunkte vom gemeinsamen Schwerpunkt. Dann ist 7 =7, + 7,,
und es folgt mit Hilfe von Gl. (22)

e} — "y
Ty g ! = Tomy (29)

Bei einfach geformten Kérpern mit einfacher Dichteverteilung, insbesondere
bei homogenen Koérpern, d. h. solchen, die iiberall die gleiche Dichte haben,
148t sich die Lage des Schwerpunktes nach Gl. (27a) berechnen. Bei einer homo-
genen Voll- oder Hohlkugel ist es ihr Mittelpunkt, bei einem homogenen Ellipsoid
der Schnittpunkt der Achsen, bei einem homogenen Parallelepiped der Schnitt-
punkt der Raumdiagonalen. Bei unregelmiBig geformten Kérpern kann man
ihn experimentell ermitteln als den Punkt, in dem sich die Verlingerungen
des Aufhingefadens schneiden, wenn man den Korper an einem solchen in ver-
schiedenen riaumlichen Orientierungen frei herabhingen liBt. Denn der Schwer-
punkt hegt in diesem Fall stets senkrecht unter dem Aufhangepunkt (§ 24).

Wird ein Kérper drehungsfrei beschleunigt, so daB seine simtlichen Massen-
elemente gleich groBe und gleich gerichtete Beschleunigungen b erfahren, so
sind die an den einzelnen Massenelementen dm auftretenden Trigheitskrifte
—bdm, genau wie die Einzelschwerkrifte, unter sich parallel und den Massen
dm proportional. Wir kénnen daher die vorstehenden Uberlegungen ohne weiteres
auch auf die an einem Korper auftretenden Trigheitskrifte tibertragen, indem
wir an die Stelle der Schwerkraft mg die Trigheitskraft —mb setzen. (Wir
miissen uns den Korper dann in Abb. 32a nach oben beschleunigt denken.)
Ebenso wie g geht auch b nicht in die Endgleichungen ein. Daher ist der Schwer-
punkt nicht nur der Angriffspunkt der Resultierenden der an einem Korper
angreifenden Schwerkrifte, sondern auch der Resultierenden der bei drehungs-
freier Beschleunigung an ihm auftretenden Trigheitskrifte.

Die Einfiihrung des Schwerpunktes bietet unter anderem den grofen Vor-
teil, daB man einen wirklichen, ausgedehnten Korper beziiglich der Wirkungen
der irdischen Schwerkraft und der Trigheitswirkungen bei drehungsfreien Be-
schleunigungen durch einen ihm an Masse gleichen, am Ort seines Schwer-
punktes befindlichen Massenpunkt ersetzt denken kann.

20. Impuls. Impulssatz. Schwerpunktsatz. Ist m die Masse, v die Ge-
schwindigkeit eines Korpers, so heit das Produkt

®=mp (30)
der I'mpuls oder die Bewegungsgrife des Korpers. Der Impuls ist also ein Vekior,
der die gleiche Richtung hat wie die Geschwindigkeit . Ist deren Betrag v,
so ist G =mv der Betrag des Impulses. Die MaBeinheit des Impulses ist im
CGS-System 1 g-cm-sec™?, im technischen MaBsystem 1 kg* - sec.

Wir kénnen Gl. (1) (§ 11) nunmehr auch in folgender Gestalt schreiben

dy _ d@®
f=mb=m— =—-. (31)

Das 2. NEwTOoNsche Axiom liBt sich also auch so aussprechen: Die auf einen
Korper wirkende Kraft ist gleich dem zeitlichen Differentialquotienten seines Im-
puises. Durch Integration der Gl. (31) folgt

¢

7’1=1'

® =6, + [tdt,
0
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wobei ®, den Impuls bedeutet, den der Korper zur Zeit ¢ =0 besitzt. Die
Impulsinderung & — ®, ist also das zeitliche Integral der Kraft.

Sind v,, vy, b, die Komponenten der Geschwindigkeit und ®,, ®,, ®, die-
jenigen des Impulses nach den drei Achsenrichtungen eines rechtwinkeligen
Koordinatensystems, so gilt gemidB § 8 fiir die Komponenten und ihre Betrige
einzeln

r=my,, Gy=my,, G;=my; und Gi=mv,, Gy=mvy, Gi=muvs. (33)

Wir betrachten jetzt ein aus beliebig vielen Einzelkérpern mit den Massen
m; bestehendes Korpersystem. Zwischen den Einzelkérpern sollen nicht nur
innere Krifte (§ 16) wirken, sondern es sollen auf sie auch 4duBere Krifte wirken,
die von auBerhalb des Systems befindlichen Korpern ausgehen. Die auf eine

Masse m; wirkenden inneren bzw. duBeren Krifte bezeichnen wir mit k; bzw.
a

¥;, so daB die gesamte auf m; wirkende Kraft ff + f ist. Ist v; die Geschwindig-
keit der Masse m;, so ist demnach ﬂ:—i— ¥; = m; dvi/dt. Nunmehr bilden wir die
Vektorsumme iiber alle im Kérpersystem wirkenden Krifte. Dabei verschwindet
nach Gl (17) die Summe der inneren Krifte, so daB X (£ 4 t) =3 =*.
Nach Gl. (31) ist daher

=St = w31 L Mg =20, (34)

‘da ® =X ®; die Vektorsumme der Impulse der Einzelkérper des Systems, also
der gesamte im System enthaltene Impuls ist. Gl (34) ist der Impulssatz. Er
besagt, daB der zeitliche Differentialquotient des Gesamtimpulses eines Kérper-
systems gleich der Summe der an dem System angreifenden duBeren Krifte
ist, und daB der Impuls von den inneren Kriften des Systems nicht beeinfluBt
wird.

Ist ein System von Korpern keinen #uBeren Kriften unterworfen, f;=o,
so ist auch d®/dt = o, also & zeitlich konstant. Das heiBt: Der Gesamibimpuls
eines abgeschlossenen, also keinen duferen Kriften unterworfenen Korpersystems
ist konstant. Er kann durch die inneren Krifte des Systems nicht gedndert werden.

Die Gesamtheit aller Korper im Weltall ist ein solches abgeschlossenes,
keinen duBeren Kriften unterworfenes System. Demmnach ist der Gesamtimpuls
des Weltalls zestlich konstant. Er kann weder zu- noch abnehmen. Es gilt also
fiir den Impuls ein Erkaltungssatz. Tritt an einem Koérper infolge einer Wechsel-
wirkung mit anderen Kérpern eine Impulsinderung ein, so miissen gleichzeitig
an diesen anderen Koérpern Impulsinderungen eintreten, deren Summe jener
Impulsinderung dem Betrage nach gleich, aber entgegengesetzt gerichtet ist.

Man beachte wohl, daB der Impulssatz fiir die Vektorsumme der Impulse,
nicht fir die Summe der Impulsbetrige gilt. Wenn z. B. zwei Korper ein
System bilden, in dem nur innere Krifte wirken, etwa eine abstoBende Kraft
zwischen den beiden Korpern, so bleibt die Vektorsumme ihrer Impulse konstant,
weil die Anderung, die der Impuls des einen Kérpers in einer bestimmten Zeit
erfahrt, gleichen Betrag, aber entgegengesetzte Richtung hat, wie die Impuls-
inderung des anderen Kérpers in der gleichen Zeit. Dabei nehmen aber die
entsprechenden Impulsbetrige gleichzeitig beide zu oder beide ab, und die
Summe der Impulsbetrige (der aber keine physikalische Bedeutung zukommt)
kann sich im Laufe der Zeit beliebig dndern.

Wir betrachten ein System von Einzelmassen m;, die wir als Massenpunkte
ansehen kénnen, und die sich unter der Wirkung von inneren und &ufBeren

Kriften f: und ¥} im Raume bewegen. Da es sich um getrennte Massen handelt,
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schreiben wir Gl. (27b), die den jeweiligen Ort des Schwerpunktes des Systems
angibt, hier in Summenform.

=" D'mi, (35)

wobei m = X m; die Gesamtmasse des Korpersystems ist. Durch Differenzieren
nach der Zeit erhalten wir die Geschwindigkeit v, des Schwerpunktes [§ 9,
Gl. (11)],

dr I dr; 1
b= G = D Mg = o D Mibi. (36)
Indem wir nochmals nach der Zeit differenzieren, erhalten wir
ay dv;
mar =2 - (37
Mit Hilfe von Gl. (34) folgt hieraus schlieBlich
an. a
m—d—ti=2fi=fa. (38)

- Es besteht also zwischen der Summe ¥, der am
Korpersystem angreifenden duBeren Krifte, der Gesamt-
masse m des Kérpersystems und der Schwerpunkts-

® beschleunigung dv,/d¢ eine der Gl. (1) (§ 11) vollkommen

@ analoge Beziehung. Gl. (38) enthalt den Schwerpunki-
w satz: Der Schwerpunkt eines Korpersystems bewegt sich

infolge der an den Einzelkorpern des Systems angreifenden

b dupferen Krifte so, als sei die Gesamimasse m des Korper-
systems im Schwerpunkt vereinigt, und als griffen alle

.33. Zum Tmpuls- und : :
ApP ghw:r?m?tps:isz. . duferen Krifte im Schwerpunkt an. Wirken auf das

Korpersystem keine duBeren Krifte, so folgt hieraus:
Der Schwerpunkt eines keinen duferen Kriften unterworfenen Kirpersystems be-
wegt sich wie ein kriftefreier Korper, also geradlinig und gleichformig, unabhingig
von den tm System etwa wirksamen tnneren Kriften. Befindet sich insbesondere
der Schwerpunkt eines solchen Systems zu irgendeiner Zeit in Ruhe, so verharrt
er auch dauernd in Ruhe und kann durch innere Krifte nicht in Bewegung
versetzt werden. (Ein Mensch kann sich ohne #uBere Hilfsmittel nicht an
seinen eigenen Haaren in die Héhe ziehen, auch dann nicht, wenn er iiber
beliebig groBe Krifte verfiigte.)

Impulssatz und Schwerpunktsatz sind nur verschiedene Gestalten des
gleichen Gesetzes und im Prinzip mit dem Wechselwirkungsgesetz identisch,
aus dem sie ohne zusitzliche Annahmen abgeleitet wurden.

Ein Beispiel fiir diese Sitze zeigt Abb.33a. Bewegt sich ein Mensch in
einem leichten Boot nach hinten, so bewegt sich das Boot vorwirts. Man kann
das nach dem Impulssatz so erkliren, daB das Boot einen Impuls nach vorn
gewinnen muB, wenn der Mensch einen Impuls nach hinten gewinnt. Nach
dem Schwerpunktsatz lautet die Erklirung, daB der Schwerpunkt des Systems
Boot-Mensch bei der Bewegung des Menschen nur dann in Ruhe bleiben kann,
wenn das Boot sich gleichzeitig in entgegengesetzter Richtung bewegt. Tat-
sdchlich ist der Vorgang aber verwickelter. Denn mit der Bewegung des Bootes
und der Verlagerung des Schwerpunktes in ihm ist auch eine Wasserbewegung
verbunden, so daB tatsichlich das System Boot-Mensch-Wasser betrachtet
werden muB. Auch spielt die Reibung des Bootes am Wasser eine Rolle. Wire
diese nicht vorhanden, so miite das Boot sogleich wieder zum Stillstand
kommen, sobald die Bewegung des Insassen aufhort. Tatsichlich aber bewegt
es sich noch eine Zeitlang weiter, denn durch seine Bewegung ist eine Wasser-
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strémung eingeleitet worden, wie sie Abb. 33b schematisch zeigt. Infolge der
Reibung an der Bootswand wird das Boot von der Strémung noch eine Weile
mitgenommen, bis die Strémung durch innere Reibung im Wasser abgebremst
ist. Bei der Bewegung des Bootes durch das Wasser findet, wenn der Insasse
sich nicht bewegt, keine Verschiebung des Schwerpunktes des Systems Boot-
Wasser statt, wie eine genauere Rechnung zeigt. In der geschilderten Fort-
dauer der Bewegung liegt also kein Widerspruch gegen den Schwerpunktsatz.

Sehr groBe und plétzliche Impulsinderungen finden beim AbschuB und der
Detonation von Geschossen statt. Daher liefert die Ballistik besonders ein-
drucksvolle Beispiele fiir den Impuls- und Schwerpunktsatz. Ein Gescho8,
das keine Luftreibung erfahren wiirde, beschreibt eine parabolische Bahn (§ 27).
Wenn es im Fluge platzt (Schrapnell), so geschieht es durch innere Kriifte,
die Druckkrifte der Explosionsgase. Daher erfolgt die weitere Bewegung des
Schwerpunktes der auseinanderfliegenden Sprengstiicke so, als wirke an ihm,
genau wie beim unversehrten GeschoB, die Summe der Schwerkrifte simtlicher
Sprengstiicke. Er beschreibt also seine alte Bahn weiter, als sei nichts geschehen.
Wire das GeschoB in der Ruhe geplatzt, so wiren seine Sprengstiicke im Durch-
schnitt gleichmiBig nach allen Richtungen geflogen. Dem iiberlagert sich beim
Platzen des bewegten Geschosses die Bewegung des gemeinsamen Schwer-
punktes. Die Sprengstiicke werden daher in der Hauptsache in Gestalt einer
die Schwerpunktsbahn einhiillenden Garbe fortgeschleudert. Infolge der Luft-
reibung liegen die Verhiltnisse in Wirklichkeit ein wenig anders. Die Summe
der an den Sprengstiicken angreifenden Luftreibungskrifte ist gréBer als die
Reibung am unversehrten GeschoB. Es treten also nach dem Platzen neue
duBere Krifte hinzu. Da wir uns die Reibungskrifte samtlich im Schwerpunkt
angreifend denken konnen, so bildet die Bahn des Schwerpunktes nach dem
Platzen nicht die stetige Fortsetzung der urspriinglichen GeschoBbahn, sondern
ist stirker nach unten gekriimmt, und die durchschnittliche SchuBweite der
Sprengstiicke ist geringer als es die des unversehrten Geschosses gewesen wire.

Das Abfeuern eines Geschosses erfolgt durch innere Krifte im System
Geschiitz-GeschoB, namlich wieder durch die Druckkrifte der Explosionsgase.
Erhilt das GeschoB einen Impuls m, b;, so erhilt das Geschiitz einen entgegen-
gesetzt gerichteten Impuls me, b, = —m; b, von gleichem Betrage, den jedem
Gewehrschiitzen und jedem Artilleristen wohl bekannten Riickstof. Er ist um
so heftiger, je groBer die Masse m, und die Geschwindigkeit b, des Geschosses ist.

Die Raketen erhalten ihren Antrieb durch den RiickstoB der an ihrer Riick-
seite austretenden Verbrennungsgase, die zwar keine sehr groBe Masse, aber
infolge ihrer hohen Ausstromungsgeschwindigkeit doch einen betrichtlichen
Impuls haben.

21, Arbeit. Soll ein Korper, der unter der Wirkung irgendeiner Kraft steht,
mit konstanter Geschwindigkeit in einer beliebigen Richtung verschoben werden,
so ist es zunichst notwendig, daB diese Kraft durch eine zweite, ihr entgegen-
gerichtete und in der gleichen Wirkungslinie liegende Kraft von gleichem Betrage
aufgehoben wird, so daB die Resultierende der an dem Korper angreifenden
Krifte verschwindet. Denn nur dann ist die Bewegung des Korpers beschleu-
nigungsfrei. Dann geniigt ein beliebig kleiner AnstoB in der gewiinschten
Richtung, um zu bewirken, daB der Kérper sich in dieser Richtung in Bewegung
setzt und die gewiinschte Verschiebung eintritt. Dabei verhilt sich der Kérper
genau wie ein kriftefreier Korper, der sich nach dem Trigheitssatz beschleu-
nigungsfrei bewegt. Trotzdem besteht ein grundlegender physikalischer Unter-
schied zwischen der Verschiebung eines wirklich kriftefreien Korpers und
derjenigen eines Kérpers, an dem Krifte angreifen, deren Resultierende ver-
schwindet.
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Wir denken uns einen Korper auf einer horizontalen Ebene befindlich, auf
der er sich reibungslos verschieben 148t (Abb. 34a). Die an ihm angreifende
Schwerkraft mg wird durch die Zwangskraft f;=—mg in der Ebene auf-
gehoben, so daB die Summe der an ihm angreifenden Krifte verschwindet.
Wir kénnen ihn in irgendeiner Richtung lings der Ebene verschieben, wenn
wir ihm einen AnstoB in dieser Richtung geben, der beliebig schwach sein kann,
da es uns hier nicht auf die Geschwindigkeit v der Verschiebung ankommt,
die wir uns also als beliebig langsam erfolgend denken kénnen. In dieser Richtung
bewegt sich der Korper nunmehr ohne jedes Zutun geradlinig und gleichférmig
weiter. Wenn die gewiinschte Verschiebung eingetreten ist, kénnen wir ihn
durch einen entsprechenden Gegenstof8 wieder zur Ruhe bringen. Hier handelt
es sich also um eine Verschiebung senkrecht zur Wirkungslinie der an dem
Korper angreifenden Krifte (Schwerkraft und Zwangskraft).

Nunmehr wollen wir einen Korper gegen die Richtung der Schwerkraft
senkrecht heben. Zu diesem Zweck miissen wir zunichst eine weitere Kraft

= —mq angreifen lassen, die die Schwerkraft genau auf-
hebt (Abb. 34b). Erteilen wir dem XKorper dann, z. B.
tz of|f  durch eine winzige momentane VergroBerung der Kraft ¥,

L] einen AnstoB nach oben, der wieder beliebig schwach sein

kann, so bewegt er sich geradlinig und gleichférmig auf-
mg mg  wirts. Er erfihrt also eine Verschiebung gegen die Schwer-
kraft, die wir wieder am gewiinschten Ort unterbrechen
a b konnen.
Abb. 34 Verschiebung Der Unterschied zwischen den beiden gedachten Vor-
eines Korpers, a senk-  gingen wird sofort deutlich, wenn wir uns vorstellen, daB

recht, b parallel zur Wir- N . vy
kungslinie zweier an ihm  wir die zur Aufhebung der Schwerkraft nétige Gegenkraft

e ehena B, it unseren Armen selbst liefern. Den ersten Fall andern

wir so ab, daB der Korper an einem sehr langen Faden hingen
soll, so daB er sich bei der gedachten Horizontalverschiebung nicht merklich hebt,
wenn unsere Hand, die den Faden hilt, bei der Verschiebung an ihrem Ort bleibt.
Es bedarf dann nur des kleinen AnstoBes, und im iibrigen liuft der Vorgang
ganz von selbst ab, ohne daB wir uns weiter daran zu beteiligen brauchten. Ob
wir den Faden selbst halten, oder ob wir ihn irgendwo befestigen, spielt keine
Rolle. Ganz anders im zweiten Fall. Bei der Hebung gegen die Schwerkraft,
iiberhaupt bei der Verschiebung eines Korpers gegen die Richtung einer an ihm
angreifenden Kraft, miissen wir wihrend der ganzen Dauer der Verschiebung
aktiv eingreifen, wir miissen Arbest leisten. Das war im ersten Fall nicht nétig.
Zu einer Verschiebung senkrecht zur Wirkungslinie der angreifenden Krifte
ist ebensowenig eine Arbeit erforderlich wie zur beschleunigungsfreien Ver-
schiebung eines wirklich kriftefreien Korpers. Wird ein Kérper unter Arbeits-
leistung verschoben, so sagt man, daB die Arbeit von derjenigen Kraft geleistet
wird, in deren Richtung die Verschiebung erfolgt, und daB die Arbeit gegen die
andere Kraft erfolgt.

Zur senkrechten Hebung eines Korpers von der Masse 2m gegen die Schwer-
kraft 2mg um die Hohe s ist die doppelte Arbeit erforderlich, wie zur Hebung
der Masse m gegen die Schwerkraft mg um die gleiche Héhe. Denn wir kénnen
uns die Masse 2 in zwei Massen m geteilt denken, die wir einzeln um die Héhe s
heben, und das erfordert offenbar die doppelte Arbeit wie die Hebung der Masse m
um die Hohe s. Die gleiche Verschiebung s erfordert also, wenn sie gegen die dop-
pelte Kraft, also auch von der doppelten Kraft geleistet wird, die doppelte Arbeit.
Die Arbeit ist der Kraft proportional, von der bzw. gegen die sie geleistet wird.

Die senkrechte Hebung der Masse m um die Héhe 2s erfordert die doppelte
Arbeit wie die Hebung der gleichen Masse um die Hohe s, denn sie setzt sich
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aus zwei Hebungen um je die H6he s zusammen. Die Arbeit ist also auch der
Linge des Verschiebungsweges proportional.

Wir messen daher die Arbeit unmittelbar durch das Produkt aus dem
Betrage & der arbeitleistenden Kraft und dem Weg s, lings dessen die Kraft
den Korper verschiebt:

Arbeit = Kraft - Weg, 4 = ks. (39)

Sofern auf einen Korper auBer anderen Kriften auch eine Zwangskraft
wirkt, ist diese natiirlich bei der Berechnung der geleisteten Arbeit mit zu beriick-
sichtigen. Solche Zwangskrifte kdnnen immer auftreten, wenn die Bewegungs-
moglichkeiten des Kérpers durch irgendwelche duBeren
Bedingungen eingeschriankt sind, z. B. wenn er sich nur
lings einer bestimmten festen Fliche bewegen kann.
An einem Korper, der sich nur lings einer Ebene be-
wegen kann (Abb. 35), greife eine unter dem Winkel y °
gegen die Ebene gerichtete Kraft { (Betrag %) an. Nach glzgzbzse?éigeye@ciﬁmngeiﬁ
Gl. (18) (§ 16) ruft sie in der Ebene eine zu dieser senk- Zwangskraft.
rechte Zwangskraft f; vom Betrage k;==%siny hervor,
die stets so beschaffen ist, daB die Resultierende ¥ von ¥ und ¥, zur Ebene
parallel ist und den Betrag k= kcosy hat. Sie kann den Kérper lings der
Ebene gegen eine gleich groBe, entgegengesetzt gerichtete Kraft ¥ = — f; ver-
schieben (Abb. 35) und leistet dann lings eines Ver-

schiebungsweges s die Arbeit ] ‘/
A=khis=kscosy. (40) t N

e\,
Die Arbeit wird in diesem Falle tatsichlich von der | , WY A4
Kraft f; geleistet. Da sie aber auch als die zur Ebene f ) {

parallele Komponente der Kraft f aufgefalt werden
kann, so bezeichnet man in der Regel die Kraft ¥ als -t -t
die arbeitleistende Kraft. In diesem Sinne miissen wir
die Arbeit genauer so definieren:

Arbeit = Kraftkomponente in der Abb. 36. }’(",'aﬁfﬁ‘t’“uﬁé,“mg
Verschiebungsrichtung - Verschiebung.

GemiB dieser Betrachtungsweise sagt man, daB eine Zwangskraft nie Arbeit
leistet, da sie durch die zur Verschiebungsrichtung senkrechte, der Zwangs-
kraft entgegengerichtete Komponente der arbeitleistenden Kraft ¥ aufgehoben
wird, und da die Verschiebung stets senkrecht zu ihrer Richtung erfolgt.
Betrachtet man aber die Kraft f; als die Resultierende von f und ¥, — und
das ist wohl die einfachere Betrachtungsweise —, so wird man sagen, daB die
Zwangskraft ¥, an der Arbeitsleistung durchaus beteiligt ist.

Ein Korper stehe unter der Wirkung zweier sich aufhebender Krifte f, —{
und erfahre eine Verschiebung vom Betrage s, deren Richtung mit der Kraft f
den spitzen Winkel o bildet (Abb. 36a), indem ihm ein Ansto8 in dieser Richtung
gegeben wird. Wir kénnen diese Verschiebung in zwei Verschiebungen von den
Betrigen s; =scosy parallel zur Kraftrichtung und s, =ssiny senkrecht zur
Kraftrichtung zerlegt denken. Die Verschiebung s, erfordert keine Arbeit.
Fir die Verschiebung s, ist die Arbeit ks, =Zkscosy erforderlich. Zu dem
gleichen Ergebnis gelangen wir, wenn wir die Kraft f in ihre Komponenten
k, ¥ parallel und senkrecht zur Verschiebung zerlegt denken (Abb. 36b). Nur
die erstere, deren Betrag ks = kcosy ist, trigt zur Verschiebungsarbeit bei,
und diese betrdgt daher 4 = kscosy. Es gilt also auch hier Gl. (40). Man
sieht, daB man auch sagen kann

Arbeit = Kraft - Verschiebungskomponente in der Kraftrichtung.
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Gl (40) definiert die Arbeit ganz allgemein bei beliebiger Richtung der Ver-
schiebung gegeniiber der verschiebenden Kraft.

Einschaltung iber skalare Produkte. Die Arbeit ist eine skalare GréBe. Sie
ist durch ihren Betrag und ihre MaBzahl vollstindig beschrieben. Wir haben
sie in Gl. (40) durch die Betrige % und s von Kraft und Verschiebung und durch
den von deren Richtungen eingeschlossenen Winkel ¢ ausgedriickt. Nun sind
aber sowohl Krifte wie Verschiebungen gerichtete GréBen, Vektoren. Es ist
daher erwiinscht, eine Schreibweise der Gl. (40) einzufiihren, bei der Kraft
und Verschiebung, ihrem Wesen entsprechend als Vektoren f und 3 auftreten,
und zwar so, daf8 der Winkel y, der ja schon durch die Richtungen von ¥ und §
gegeben ist, nicht mehr auftritt. Zu diesem Zweck definieren wir das skalare
oder immere Produkt zweier Vektoren. Unter dem skalaren Produkt zweier
Vektoren q, b mit den Betrigen 4, b, deren Richtungen den Winkel y einschlieBen,
verstehen wir die skalare GroBe abcosy und fithren hierfiir die Schreibweise

ab=abcosy (41)

ein. Stehen a und b aufeinander senkrecht (cosy =o0), so ist ab=o0, sind
sie gleichgerichtet (cosy ='1), so ist ab=ab. Ist insbesondere a = b, haben
also a und b gleichen Betrag und gleiche Richtung oder ist tiberhaupt b mit a
identisch, so ist

aa=a%=a? (42)

Auf die Reihenfolge der Faktoren kommt es — im Gegensatz zum Vektor-
produkt [ab] — nicht an. Es ist also ab==ba.
Demnach ist nach Gl. (40) die Arbeit das skalare Produkt

A=kFkscosy=1%3 (43)

des Kraftvektors f und des Verschiebungsvektors 3. Im allgemeinen wird sich
lings der Bahn eines Korpers sowohl der Betrag wie die Richtung der an ihm
angreifenden Kraft f, wie die Richtung seiner Verschiebung, also seiner Bahn,
indern. Dann gilt Gl. (43) fiir die einzelnen Bahnelemente dt (§ 9),

dA=tdt=Fkcosyds. (44a)

Die lings eines endlichen Weges geleistete Arbeit ergibt sich durch Summierung
der lings der einzelnen Bahnelemente geleisteten Arbeiten, also durch Inte-
gration der Gl. (44a) iiber den ganzen Verschiebungsweg,

A=/fdt=fkcosyds. (44b)
(ds ist der Betrag eines vektoriellen Bahnelements dt).

Das wesentliche Merkmal einer Arbeit ist, daB sie von einer Kraft geleistet
wird, die an einem Korper angreift, der sich wihrend der Dauer dieser Ein-
wirkung bewegt. Bisher haben wir den Fall der reinen Verschiebungsarbeit be-
handelt, bei der diese Bewegung unter gleichzeitiger Wirkung einer der ver-
schiebenden Kraft an Betrag gleichen, aber ihr entgegengerichteten Kraft
geradlinig und gleichférmig erfolgt. Von der Seite der arbeitsleistenden Kraft
her betrachtet besteht aber kein Unterschied, wenn sie an einem Koérper an-
greift, an dem keine solche Gegenkraft besteht. Der Korper wird dann eine
beschleunigte Bewegung ausfiihren, und wenn er einen bestimmten Weg zuriick-
gelegt hat, so hat die Kraft — genau wie oben bei der reinen Verschiebung —
lings dieses Weges an ihm gewirkt. Sie hat also genau das gleiche getan, wie
bei einer Verschiebung gegen eine Gegenkraft. Nur ist hier ihre Wirkung auf
Grund anderer Bedingungen eine andere. Man wird daher auch in diesem Falle
sagen miissen, daB die Kraft an dem Korper Arbeit geleistet hat, und zwar,
ihrer Wirkung entsprechend, Beschleunigungsarbest. In der Tat bedarf es ja
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genau so gut einer Anstrengung, d.h. der Leistung einer Arbeit, wenn wir
einen Korper, auf den keine entgegengerichtete Kraft wirkt, in beschleunigte
Bewegung versetzen, wie wenn wir ihn gegen eine Kraft unbeschleunigt ver-
schieben. Wenn wir einen Stein horizontal schleudern, so mu8 unsere Muskel-
kraft lings eines bestimmten Weges an ihm angreifen. Unsere den Stein be-
schleunigende Hand ist notwendig ein beschleunigtes Bezugssystem, und in
diesem tritt an dem beschleunigten Korper eine der Beschleunigung, also auch
der beschleunigenden Kraft entgegengerichtete Trigheitskraft auf (§ 18). In
diesem Sinne ist eine Beschleunigungsarbeit das gleiche wie eine Verschiebungs-
arbeit gegen die Trigheitskraft.

Bei einem frei beweglichen Kérper wird im allgemeinen die Kraft ¥ nicht
die gleiche Richtung haben wie die Verschiebung dr (Abb. 37a), d. h. wie die
momentane Geschwindigkeit v. Bewegt sich der Koérper in der Zeit d¢ um die
Strecke (das Bahnelement) dt, so ist nur die in der Richtung von v liegende
Komponente f; der Kraft f arbeitleistend wirksam (Abb. 37b). Das gleiche
gilt, wenn ein Korper, der sich nur lings einer festen Fliche s
bewegen kann, durch eine schrige zur Fliche gerichtete dr
Kraft beschleunigt wird (Abb. 35). Die Gl (43) bzw. (44a “
und b) gelten also auch im Falle der reinen Beschleu- a
nigungsarbeit. Da eine Kraft keine Arbeit leistet, wenn sie f L
senkrecht zur Bewegung gerichtet ist, so leistet auch bei ~
der Kreisbewegung, die stets radial nach innen gerichtete,
also zur Kreisbahn senkrechte Zentripetalkraft (§ 33) keine b
Arbeit an dem rotierenden Korper. Abb. 37. Zur Wirkung

Bewegt sich ein Korper so, daB Kraft und Geschwindig- fret beweglichen Korper.
keit einen stumpfen Winkel miteinander bilden [cosy
negativ, Gl. (43)], so ist auch die Arbeit negativ. Die Kraft leistet dann an dem
Korper negative Beschleunigungsarbeit, d.h. sie verlangsamt seine Bewegung.
Das ist z. B. der Fall, wenn ein geworfener Korper entgegen der Schwerkraft
senkrecht nach oben steigt (cosy =—1). Dann leistet die Schwerkraft an
dem steigenden Korper negative Beschleunigungsarbeit. Man kann aber auch
die der Schwerkraft entgegen, also nach oben gerichtete Trigheitskraft des
Korpers als arbeitleistende Kraft auffassen, die an dem Korper positive Ver-
schiebungs- (Hebungs-) Arbeit gegen die Schwerkraft leistet. Denn daB sich
ein sonst kriftefreier, bewegter Korper entgegen der Schwerkraft zu bewegen
vermag, ist ja ausschlieBlich eine Folge seiner Trigheit.

Auch die Reibung bewegter Korper an ihrer Umgebung hat natiirlich einen
EinfluB auf die an ihnen geleistete Arbeit. Sie liefert stets eine der Bewegung
entgegengerichtete Kraft, gegen die Arbeit geleistet werden muB,, wenn die
Bewegung des Korpers andauern soll. In einer sehr groBen Zahl von praktisch
besonders wichtigen Fillen besteht die geleistete Arbeit sogar iiberwiegend in
Verschiebungsarbeit gegen die Reibung. Simtliche Transportmittel bediirften
auf ebener Bahn eines Aufwandes an Arbeit nur beim Anfahren, also zu ihrer
Beschleunigung, wenn sie keiner Reibung unterligen. Beim Bremsen leistet
die Reibung an den Bremsbacken negative Beschleunigungsarbeit gegen die
Trigheitskraft. Es ist eines der wichtigsten technischen Probleme, die gegen
Reibungskrifte zu leistende Arbeit stets so klein wie méglich zu halten.

Man beachte, daB der Begriff der Arbeit im physikalischen Sinne enger gefat
ist als im téglichen Sprachgebrauch. Im physikalischen Sinne wird eine Arbeit nur
dann geleistet, wenn ein Kérper verschoben wird. Das unbewegte Tragen eines
Korpers, das wir im taglichen Leben auch als eine Arbeit bezeichnen (und durch-
aus als eine solche empfinden), ist mit einer mechanischen Arbeitsleistung nicht
verbunden. DaB wir es doch als eine Arbeitsleistung empfinden, beruht darauf,
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daB schon bei der dauernden Muskelanspannung, die das Tragen erfordert,
im Kérper physiologisch-chemische Vorginge ablaufen, die mit einem Aufwand
an chemischer Energie (§ 128) verbunden sind, und die von gleicher Art sind
wie diejenigen, die bei mechanischer Arbeitsleistung der Muskeln ablaufen.

Nach Gl. (43) liegt die Einheit der Arbeit vor, wenn ein Koérper durch die
Krafteinheit um die Wegeinheit in der Kraftrichtung verschoben wird, im
CGS-System also dann, wenn er durch die Kraft x dyn um 1 cm in der Kraft-
richtung verschoben wird. (Auf die Masse des Korpers und auf die Geschwindig-
keit der Verschiebung kommt es dabei nicht an.) Die CGS-Einheit der Arbeit
ist also 1 dyn- 1 cm. Sie heiBlt T erg. Da 1 dyn = 1/981 g*, so ist die Arbeit
1 erg ein wenig groBer als die Arbeit, die erforderlich ist, um die Masse 1 mg
um I cm oder die Masse I g um /5o mm gegen die Schwerkraft zu heben. Die
Arbeit 1 erg ist also sehr klein gegen die im téglichen Leben vorkommenden
Arbeitsbetrige. Ein Mensch, der in das nichsthhere Stockwerk steigt, leistet
z.B. eine Arbeit von der GréBenordnung 3-10?erg. Im technischen MaBsystem
liegt die Einheit der Arbeit dann vor, wenn die Kraft 1 kg* einen Kérper um
Im in ihrer Richtung verschiebt, z. B. bei der senkrechten Hebung der Masse
1 kg (Gewicht 1kg*) um 1 m. Diese Einheit heit 1 Meterkilogramm (mkg*).
Da 1kg* =9,81-10°dyn, I m = 10?2 cm, so ist I mkg* = 9,81 - 107 erg. Vom
erg abgeleitet ist die Arbeitseinheit 1 Joule oder Wattsehunde — 107 erg =
1/9,81 mkg*, ferner 1 Kilowatistunde = 1000 - 60 - 60 Wattsekunden = 3,6 - 10'3 erg.

Wir haben bisher nur von der Arbeit gesprochen, die geleistet wird, wenn
ein Korper als Ganzes beschleunigt oder gegen eine Kraft verschoben wird.
Natiirlich wird auch bei einer beschleunigten Drehbewegung eines Koérpers
Arbeit geleistet, deren Betrag sich als die Summe der an den einzelnen Massen-
elementen des Korpers geleisteten Arbeiten ergibt, indem man Gl. (44b) auf
jedes Massenelement einzeln anwendet. Ferner wird Arbeit auch dann geleistet,
wenn das Volumen eines Korpers, bei festen Kérpern auch dann, wenn ihre
Gestalt durch eine Kraft geindert wird. In diesen Fillen erfolgt die Arbeits-
leistung gegen die elastischen Krifte des Kérpers. Stets ist mit einer solchen
Arbeit eine Verschiebung der Massenelemente des Korpers gegeneinander ver-
bunden, und man kann die geleistete Arbeit aus dieser Verschiebung und der
dafiir erforderlichen Kraft nach den Gl. (43) bzw. (44b) berechnen, die demnach
die mechanische Arbeit ganz allgemein definieren.

22, Leistung. Wird an einem Korper in gleichen Zeiten stindig die gleiche
Arbeit geleistet, also in der endlichen Zeit A¢ die endliche Arbeit A4 4, so heiBt
der Quotient L = A AjAt die Leistung der arbeitleistenden Kraft. Sie ist gleich
der in I sec geleisteten Arbeit. Ist die in gleichen Zeiten geleistete Arbeit nicht
konstant, so wird die Momentanieistung in einem bestimmten Zeitpunkt durch
den Grenzwert (Differentialquotienten)

L = lim

dt>o

44 dA4
a4 = ar (45)

definiert, den man erhilt, wenn man die Zeitspanne A¢ unbeschrinkt abnehmen
laBt. In der endlichen Zeitspanne ¢ wird also die Arbeit

t
A= / Ldt (46a)

geleistet. Die muttlere oder durchschnittliche Leistung wihrend der Zeit ¢ betrigt
dann

t
= A
L=-;-/Ldt=7. (46b)
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Wird ein Korper durch eine Kraft f mit der Geschwindigkeit v = dr/dt
verschoben, so betragt die Leistung nach Gl. (44b) und (45)

d d d d
L=Effdr=27ffd—:dt=7t/fbdt=fb=kvcosy, 47)

wenn die Richtungen von f und b den Winkel y einschlieBen. Sind f und b
gleich gerichtet, so ist L = kv.

Die MaBeinheit der Leistung im CGS-System ist 1 erg-secl. Davon ab-
geleitet ist die Einheit 1 Joule - sec™ = 1 Wait = 107 erg - secl. Im technischen
MaBsystem ist die Einheit der Leistung 1 mkg*-sec’. Jedoch bedient sich
die Technik auch vielfach der Einheit 1 Kilowatt (kW) = 10® Watt. Es ist

1 mkg* - sec? = 9,81 - 107 erg - secl = 9,81 Watt, I1kW = 102 mkg* - sec.

Die altere technische Leistungseinheit 1 Pferdestirke (PS)= %5 mkg* - secl
kommt heute mehr und mehr auBer Gebrauch.

23. Energie. Das Energieprinzip. Ein Korper, an dem Arbeit geleistet wird,
erfahrt durch diesen Vorgang eine Zustandsinderung, die ihn befihigt, seiner-
seits einen bestimmten Betrag an Arbeit zu leisten, d. h. unter Riickgingig-
machung der Zustandsinderung eine Arbeitsleistung an anderen Koérpern zu
verursachen. Ist z. B. an einem Korper durch Hebung von einem tieferen auf
ein héheres Niveau Verschiebungsarbeit gegen die Schwerkraft geleistet worden,
so kann er, wihrend er selbst wieder herabsinkt, an einem anderen, in geeigneter
Weise mit ihm verbundenen Korper Hebungsarbeit gegen die Schwerkraft
leisten. Oder er kann, indem er frei herabfillt, durch Sto8 gegen einen anderen
Korper an diesem Verschiebungs- oder Beschleunigungsarbeit oder irgendeine
andere Art von Arbeit (Gestaltsinderung, Zertrimmerung usw.) leisten. Das
durch die atmosphirischen Vorginge in die Gebirgsh6hen gehobene Wasser
kann beim HerabflieBen zur Arbeitsleistung verwendet werden, indem es Miihlen,
Turbinen usw. treibt. Ebenso besitzt ein Kérper, an dem Beschleunigungsarbeit
geleistet wurde, infolge der erlangten Geschwindigkeit die Fihigkeit, Arbeit zu
leisten, z. B. durch StoB gegen einen anderen Kérper, oder wie der Wind an
den Windrddern. In allen Fillen ist mit einer solchen Arbeitsleistung ein Ver-
lust an der vorher durch Verschiebung oder Beschleunigung gewonnenen Arbeits-
fahigkeit verbunden.

In einem Kérper, an dem Verschiebungs- oder Beschleunigungsarbeit geleistet
wurde, ist also ein vom Betrage dieser Arbeit abhingiger Vorrat an Arbeits-
fahigkeit aufgespeichert. Man nennt diesen Vorrat an Arbeitsfihigkeit die
Energie des Korpers. Je nachdem die Energie eines Korpers auf seiner Lage
oder seiner Geschwindigkeit beruht, bezeichnet man sie als Euergie der Lage
oder potentielle Energie oder als Energie der Bewegung oder kinetische Energie.

Fir den Vorrat an Arbeitsfihigkeit, d. h. fir die Energie eines Kérpers,
gilt — bei vorldufiger Beschrinkung auf rein mechanische Vorginge — ein
fundamentales Gesetz: Ein Kérper, an dem mechanische Arbeit geleistet wurde,
vermag infolge der an thm eingetretenen Zustandsinderung, indem er wieder in
seinen fritheren Zustand zuriickkehrt, seinerseits den gleichen Betrag an Arbeit
zu leisten, wie er vorher an thm geleistet wurde. Die Anderung der Energie eines
Korpers ist gleich der an thm geleisteten Arbeit. Die Energie eines Korpers, der
Arbeit leistet, nimmt um den Betrag der von ihm geleisteten Arbeit ab. Dem-
nach kann Energie nie vernichtet werden oder aus nichts emistehen, sondern nur
von etnem Korper auf einen anderen iibergehen. Die Energiezunahme des einen
Korpers ist gleich der Energieabnahme des anderen. Dieses Gesetz, eines der
wichtigsten und allgemeinsten der ganzen Physik, heiBt das Ewnergieprinzip
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oder der Satz von der Erhaltung der Energie oder Arbest. Seine Giiltigkeit fiir
rein mechanische Vorginge wurde schon 1673 von HUYGENS erkannt.

Da Energie Arbeitsfihigkeit, also sozusagen latente, aufgespeicherte Arbeit
ist, so messen wir sie in der gleichen MaBeinheit wie die Arbeit, also im CGS-
System in erg, im technischen MaBsystem in mkg*. Man muB indessen zwischen
Energie und Arbeit begrifflich unterscheiden. Energie ist ein Zustand, Arbeit
ein zeitlich ablaufender Vorgang.

Man berechnet demnach die Energie eines Korpers in einem bestimmten
Zustand aus der Arbeit, die notwendig ist, um ihn in diesen Zustand zu ver-
setzen. Die kinetische Energie eines in dem benutzten Bezugssystem ruhenden
Korpers wird man natiirlich in diesem System gleich Null setzen. Fiir die
potentielle Energie hingegen gibt es keinen solchen natiirlichen Nullpunkt. Wir
kénnen ihn — wie z. B. den Nullpunkt der Ortskoordinaten eines Korpers —
nach Beliecben wihlen und werden das jeweils nach Griinden der Zweck-
miBigkeit tun. Kommt — wie sehr oft — die Schwerkraft als Ursache der
potentiellen Energie in Frage, so kann man z. B. den Nullpunkt der potentiellen
Energie in die Erdoberfliche oder das Meeresniveau verlegen, d. h. dem be-
treffenden Korper im gewihlten Niveau die potentielle Energie Null zu-
schreiben. Oft ist es zweckmiBig, die potentielle Energie des Kérpers im
Ursprung des gewahlten Koordinatensystems gleich Null zu setzen. Demnach
kann die potentielle Energie eines Korpers sowohl positiv wie negativ sein,
denn er kann ja z. B. unter dem Meeresniveau liegen. Die kinetische Energie
hingegen ist stets positiv. Die Wahl des Nullniveaus der potentiellen Energie
ist physikalisch belanglos, da in die Gleichungen, die die Naturvorginge be-
schreiben, stets nur Anderungen der potentiellen Energie, also ihre Differenzen
bei verschiedenen Zustinden, nie ihre absoluten Betrige eingehen.

Die potentielle Energie P eines Korpers ist hiernach durch Gl. (44b) definiert.
Schreiben wir ihm, bevor an ihm die Verschiebungsarbeit 4 = / fdr geleistet

wurde, die potentielle Energie P, zu, so besitzt er, nachdem diese Arbeit an
ihm geleistet wurde, die potentielle Energie

P=Py+A=P,+ [tdr. (48)

Wird z. B. ein Korper von der Masse 7 um die Héhe % gegen die Schwerkraft
gehoben, so ist die dazu nétige Kraft gleich seinem Gewicht mg, und seine
potentielle Energie in der Hohe 4 betriigt P = P, + mgh, oder wenn wir seine
Anfangsenergie P, = o setzen, P = mgh.

Wir berechnen nunmehr die kénetische Energie E eines Korpers aus der Arbeit,
die nétig ist, um ihm aus der Ruhe eine Geschwindigkeit v = dv/d¢ (§ 9) zu
erteilen. Zur Zeit { = o ruhe der Korper (v = 0). Nunmehr greife eine Kraft f
an ihm an und erteile ihm eine Beschleunigung b, so daB f=mb = m dy/dt.
Wir beachten ferner, daB das Wegelement dt = p d¢ ist. Dann ergibt sich fiir
die kinetische Energie des Korpers bei der Geschwindigkeit b (Betrag v)

E=A=ffdr=m/%dr=m/bdb=%mtﬂ:%mvz (49)

[GL (42)].

Wie insbesondere ROBERT MAYER (1840), JOULE (1843) und HELMHOLTZ (1847)
erkannten, ist das Energieprinzip nicht auf mechanische Vorginge beschrinkt.
Ziehen wir auch andere Vorginge mit in Betracht, z. B. solche, die mit einem
Umsatz von Wirme verbunden sind, oder elektrische oder chemische Vorginge,
so kann mechanische Energie, d.h. potentielle und kinetische Energie von
Korpern, sehr wohl verschwinden oder neu entstehen. Es ist aber moéglich,



§ 23 Energieprinzip. 49

auf allen Erscheinungsgebieten der Physik GréBen zu definieren, die der mecha-
nischen Energie dquivalent sind. Das heiit, eine Aufspeicherung von Arbeits-
fahigkeit ist nicht nur in Gestalt potentieller oder kinetischer Energie moglich,
sondern auch auf verschiedene andere Arten, z. B. als in einem Koérper enthaltene
Wirme (Wirmeenergie), in Gestalt einer gewissen Verteilung elektrischer
Ladungen (elektrische Energie) oder eines bestimmten chemischen Zustandes
eines Korpers (chemische Energie) usw. Zieht man alle méglichen Energie-
formen in Betracht, so ergibt sich, daB das Energieprinzip ein allgemein giiltiges
Naturgesetz ist. Bei keinem Vorgang in der Natur geht Energie verloren oder
wird Energie aus nichts erzeugt. Energie kann nur von einem Kérper auf einen
anderen iibergehen. Dabei kann die Energie die verschiedensten Gestalten an-
nehmen, sich aus der einen Form in die andere verwandeln, und zwar auch an
ein und demselben Kérper. Die Energie eines Systems von Kérpern kann nur
durch Zufuhr von Energie von auflen (Arbeitsleistung an dem Kérpersystem)
oder durch Abgabe von Energie nach aulen (Arbeitsleistung durch das Kérper-
system) geindert werden. Daraus folgt, daB der Ge-
samivorrat des Wellalls an Emnergie unverdnderlich ist.

Durch die im Energieprinzip niedergelegte und immer
wieder bestitigte Erkenntnis ist ein uralter Traum der
Menschheit gegenstandslos geworden, ndmlich der Ver-
such, ein ,,perpetuum mobile'’ zu ersinnen. Unter einem
solchen versteht man nicht, wie der Name eigentlich
besagt, eine Vorrichtung, die ohne #uBeren Antrieb
in stindiger Bewegung bleibt. Das wére bei volliger  apb. 38, Zum Energieprinzip.
Ausschaltung der Reibung durchaus denkbar und kein
Widerspruch gegen das Energieprinzip. Ein Beispiel ist die stindige Bewegung
der Planeten um die Sonne. Man versteht unter einem perpetuum mobile
vielmehr eine Vorrichtung, die ohne Energiezufuhr von auflen, also ohne daB
an ihr Arbeit geleistet wird, selbst dauernd Arbeit leistet, also Energie aus
nichts erzeugt, Arbeit ,,umsonst‘‘ liefert. Das ist nach dem Energieprinzip nicht
moglich, und die oft {iberaus kunstvollen Vorrichtungen, die zu diesem Zweck
ersonnen wurden und von unbelehrbaren Erfindern auch heute noch ersonnen
werden, sind vollig wertlos. Das Reichspatentamt nimmt Erfindungen, die ein
angebliches perpetuum mobile betreffen, nicht an.

Da Energie ebensowenig wie Materie aus nichts erzeugt werden kann, so
ist Energie, z. B. elektrische Energie, eine Ware, die wie ein kérperlicher Gegen-
stand gehandelt wird, und zwar eine Ware, deren Bedeutung im Wirtschafts-
leben in stindigem Wachsen begriffen ist.

Wir wollen noch zwei einfache mechanische Beispiele fiir das Energieprinzip
geben. Auf einer schiefen Ebene (Abb. 38) befinde sich ein Korper von der
Masse m, der durch eine Schnur iiber eine Rolle mit einer zweiten Masse m’
verbunden ist, die vom oberen Ende der schiefen Ebene frei herabhingt. Die
Massen sind so bemessen, daB Gleichgewicht besteht. Es ist also das Gewicht
m'g der Masse m’ gleich der zur schiefen Ebene parallelen Komponente mg cos y
des Gewichtes der Masse m, und daher s’ =mcosy. Nunmehr erhalte die
Masse #’' einen kleinen AnstoB nach unten und sinke um die Strecke 4s. Dann
verschiebt sich gleichzeitig die Masse m um die Strecke As lings der Ebene
schrig nach oben. Die potentiellen Energien der Massen # und m’ seien vor der
Verschiebung P, und Pg. Infolge der Verschiebung wird die potentielle Energie
der Masse »’ um den Betrag m'g As vermindert, betrigt also nur noch P’ =
Py—m'gAs. An der Masse m hat lings der Ebene die Kraft m'g parallel
zur Ebene gewirkt und sie um die Strecke As nach oben verschoben, also an
ihr die Arbeit m'g As geleistet. Demnach ist die potentielle Energie der Masse m

Westphal, Physik. 4. Aufl. 4
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gewachsen und betrigt nach der Verschiebung P = P, + m’g As. Der Zuwachs
der potentiellen Energie der Masse m ist also gleich der Abnahme derjenigen
der Masse m', und es ist P+ P’ = P,+ P,. Die Summe der potentiellen
Energien der beiden Koérper ist also konstant geblieben.

Wir betrachten zweitens einen Korper, der aus der Hoéhe x = % frei herab-
fillt. In der Héhe ¥ = o wollen wir ihm die potentielle Energie P = o zuschreiben.
In der Héhe x betrigt sie dann P =mgx. Zur Zeit {=0 werde der Korper
aus der Ruhe (Anfangsgeschwindigkeit v = 0) frei fallen gelassen, so daB er
von der Schwerkraft die Beschleunigung b = dv/dt = d®>x/d{* = —g erfihrt.
(¢ muB negatives Vorzeichen haben, da die Beschleunigung in Richtung ab-
nehmender x-Werte gerichtet ist.) Dann ergibt sich durch Integration der
Betrag der Geschwindigkeit v = d x/d¢t = — gt zur Zeit ¢ und durch nochmalige
Integration die Hohe x = h—gt}/2 = h—v?2g zur Zeit . Wir multiplizieren
diese Gleichung mit mg (m Masse des Korpers) und erhalten dann

mgx=mgh—4imv?: oder mgh=mgx+ $mvi

mg h ist die potentielle Energie des Korpers in der Hohe 4. Seine kinetische
Energie ist dort gleich Null. m g « ist die potentielle, m v?/2 die kinetische Energie
des Kérpers in der Héhe x. Demnach ist beim Fallen die Gesamtenergie des
Korpers unverindert geblieben. Er hat nur auf Kosten seiner potentiellen
Energie kinetische Energie gewonnen, es ist potentielle Energie in kinetische
Energie von gleichem Betrage verwandelt worden.

Wenn wir den Kérper mit einer Anfangsgeschwindigkeit vom Betrage v,
aus dem Niveau x = o0 senkrecht nach oben werfen, so ergibt eine entsprechende
Wiederholung der obigen Rechnung

tmoi=mgx+ smod
In diesem Falle verwandelt sich beim Aufstieg des Korpers die anfingliche
kinetische Energie m v3/2 mehr und mehr in potentielle Energie mgx. In der
Héhe x =wv}/2 g ist die kinetische Energie vollstindig verschwunden (v = o).
Die Bewegung kehrt sich um und verliuft weiter so, wie oben beim freien Fall
beschrieben. Die Summe der kinetischen und potentiellen Energie bleibt auch
in diesem Fall konstant.

24. Gleichgewichtszustinde von Kérpern. Ein Kérper kann nie im strengen
Sinne kriftefrei sein, denn jeder Kérper ist Kriften unterworfen, die von den
ihn umgebenden anderen Koérpern ausgehen. Irdische Kérper sind unter allen
Umstinden der Schwerkraft ausgesetzt. Daher kann sich ein Korper nur dann
in Ruhe befinden, wenn die Resultierende aller an ihm angreifenden Kréfte
verschwindet. Ein solcher Zustand heiBt ein Gleichgewichtszustand.

Im allgemeinen sind die an einem Korper angreifenden Krifte Funktionen
seiner Lage und #4ndern sich bei einer Lageninderung des Korpers nach
Betrag und Richtung. Daher wird ein bestehender Gleichgewichtszustand
im allgemeinen gestért, wenn der Korper eine Verschiebung aus seiner
Gleichgewichtslage erfihrt. Die Resultierende der an ihm angreifenden Krifte
hat nunmehr einen endlichen Betrag, und sie sucht den Korper in einer be-
stimmten Richtung zu beschleunigen. Damit dies eintritt, geniigt im allgemeinen
schon eine beliebig kleine Verschiebung aus der Gleichgewichtslage. Ist die
an einem ein wenig aus der Gleichgewichtslage verschobenen Kérper auftretende
resultierende Kraft so beschaffen, daB sie ihn wieder in die Gleichgewichtslage
zuriickzutreiben sucht, so heiit das Gleichgewicht stabil. Ist sie aber so be-
schaffen, daB sie ihn noch weiter von der Gleichgewichtslage zu entfernen sucht,
so heiBt das Gleichgewicht labzl. In Sonderfillen kann es vorkommen, da8
ein Korper sich auch bei einer Verschiebung aus der Gleichgewichtslage weiter
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im Gleichgewicht befindet, indem die Verschiebung keine Anderung der Krifte-
verhiltnisse hervorruft. Dann heiBt das Gleichgewicht indifferens. Nur stabile
Gleichgewichtslagen konnen Dauerzustinde eines Kérpers sein. Befindet sich
ein Korper in einer labilen Gleichgewichtslage, so geniigt die kleinste duBere
Stérung, um eine ihn aus dieser forttreibende Kraft zu erzeugen, die ihn dann
vollends aus ihr entfernt und in Richtung auf eine stabile Gleichgewichtslage
treibt. Auch eine indifferente Gleichgewichtslage kann im strengen Sinne kein
Dauerzustand eines Kérpers sein. Denn jeder noch so kleine, momentane Anstof3
setzt ihn in Bewegung. Er wird dann, da Reibungskrifte nie ganz auszuschlieBen
sind, in einer benachbarten indifferenten Gleichgewichtslage wieder zur Ruhe
kommen. Bei einem in stabilem Gleichgewicht befindlichen Korper aber
ruft jede durch eine kleine Stérung verursachte Verschiebung eine Kraft
hervor, die der Stérung entgegenwirkt und den ur-
spriinglichen Zustand wieder herzustellen sucht. Wir
wollen einige Beispiele betrachten. a

In Abb. 39a befinde sich ein Kérper # unter der
Wirkung zweier gedehnter Federn in einer Gleichge-
wichtslage. (Von der Schwerkraft ist abgesehen). Das
Gleichgewicht ist stabil. Denkt man sich den Kérper
nur ein wenig nach oben verschoben (Abb. 3g9b), so
wird dadurch die Richtung der beiden an ihm an-
greifenden Krifte so geindert, daB3 sie nicht mehr in
der gleichen Wirkungslinie liegen und eine endliche,
nach unten gerichtete Resultierende haben, die den
Koérper wieder in seine urspriingliche Lage zuriick-
zutreiben sucht. Verschieben wir den Korper seitlich
(Abb. 39c¢), so wird die Spannung der einen Feder und
damit die von ihr ausgeiibte Kraft vergroBert, die 3 8
der anderen verkleinert, und es resultiert eine Kraft,  Abb. so. Zum Gleichgewicht
die den Kérper wiederum in seine urspriingliche Lage gehaltenen Korpers.
zuriickzutreiben sucht. Denken wir uns aber die Federn
in Abb. 39a nicht gedehnt, sondern zusammengedriickt, so ist das Gleich-
gewicht des Korpers labil. Verschiebt man ihn auch nur ein wenig nach oben
(Abb. 39d), so dndert sich die Richtung der an ihm angreifenden Krifte so,
daB ihre Resultierende nach oben weist und den Kérper noch weiter aus seiner
urspriinglichen Lage zu entfernen sucht.

Wihrend in diesem Beispiel bei den gedachten Verschiebungen stets eine
resultierende Einzelkraft auftritt, wird in anderen Fillen bei einer Lagen-
dnderung eines im Gleichgewicht befindlichen Kérpers ein Kriftepaar wirksam,
das den Korper zu drehen sucht (§ 28), bei einer stabilen Gleichgewichtslage in
diese zuriick, bei einer labilen Gleichgewichtslage noch weiter aus ihr weg. Das
ist oft dann der Fall, wenn zu den an dem Korper angreifenden und das Gleich-
gewicht bedingenden Kriften auch Zwangskrifte gehéren, und wenn die Be-
wegungsmoglichkeiten des Kérpers in Drehungen (Kippungen) bestehen. Ein
rechteckiger Klotz befindet sich auf einer horizontalen Fliche unter der Wirkung
der Schwerkraft mg und der ihr entgegengerichteten, durch seinen Druck auf
die Fliche hervorgerufenen Zwangskraft f; =-—mg im stabilen Gleichgewicht
(Abb. 40a). Drehen wir den Klotz ein wenig um eine seiner Kanten oder Ecken,
so greift die Zwangskraft nunmehr an dieser Kante oder Ecke an und bildet mit
der im Schwerpunkt S angreifenden Schwerkraft ein Kriftepaar, das den Korper
in seine urspriingliche Lage zuriickzutreiben sucht. Hingegen ist ein auf seiner
Spitze stehender Kegel im labilen Gleichgewicht (Abb. 40b). Denn bei jeder
Drehung um seine Spitze bilden die Schwerkraft und die in der Spitze angreifende

4*
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Zwangskraft ein Kriftepaar, das den Kegel noch weiter aus der Gleichgewichts-
lage zu entfernen sucht. Eine auf einer ebenen horizontalen Fliche ruhende
Kugel ist offensichtlich in indifferentem Gleichgewicht (Abb. 40c). Ein Koérper,
der in einem senkrecht iiber seinem Schwerpunkt S liegenden Punkte 4 drehbar
aufgehingt ist, ist im stabilen Gleichgewicht (Abb. 41). Denn wenn er ein wenig
um den Punkt 4 gedreht wird, sucht ihn das aus der Schwerkraft und der im
Aufhingepunkt auftretenden Zwangskraft be-
stehende Kriftepaar wieder in seine alte Lage
zuriickzudrehen.

Da bei jeder Verschiebung eines Korpers aus
einer stabilen Gleichgewichtslage eine zuriick-
treibende Kraft auftritt, so ist eine Verschie-
bungsarbeit gegen diese Kraft erforderlich, um
eine solche Verschiebung zu bewirken. Wird
aber an einem Korper Verschiebungsarbeit gegen
eine Kraft geleistet, so wichst seine potentielle
Energie um den Betrag dieser Arbeit. Eine
stabile Gleichgewichislage ist also vor allen ihr
unmittelbar benachbarten Lagen dadurch aus-
gezeichnet, daB der Korper in ihr ein Minimum
Abb. 40. a stabiles, b labiles, ¢ indifferentes der pqtentielle.n Emrg,ie beSit_:Zt' Ist eiI} Korper

Gleichgewicht. aus einer labilen Gleichgewichtslage ein wenig
verschoben, so unterliegt er der Wirkung einer

von ihr fort gerichteten Kraft. Es ist also Verschiebungsarbeit gegen diese
Kraft erforderlich, um ihn wieder in die urspriingliche Lage zuriickzubringen.
Dabei wichst die potentielle Energie des Korpers, d. h. sie ist um so gréBer,
je ndher er der labilen Gleichgewichtslage ist. Eine labile

t; i Gleichgewichtslage ist also vor allen ihr unmittelbar benach-
barten Lagen dadurch ausgezeichnet, daBl der Korper in

ihr ein Maximum der potentiellen Energie besitzt. Bei einer

indifferenten Gleichgewichislage, z. B. bei einer homogenen

g Kugel auf einer horizontalen Ebene, dndern sich die Krifte-
mg 9 verhiltnisse auch bei einer endlichen Verschiebung lings
der Ebene nicht. Zu einer solchen Verschiebung bedarf es
%’ keiner Arbeit; die potentielle Energie ist in jeder Lage auf

a b der Ebene die gleiche.
Abb 41. Stabiles Gleich- Die vorstehenden Gleichgewichtsbedingungen sind aus
* Kérpers. den Abb. 40a, b u. ¢ ohne weiteres abzulesen. Die stabile

Gleichgewichtslage des Klotzes (Abb. 40a) ist dadurch
ausgezeichnet, daB in ihr der Schwerpunkt eine tiefere Lage hat als in jeder
benachbarten Lage, in die der Klotz durch eine Drehung um eine Kante oder
Ecke iibergehen kann. Mit jeder mdéglichen Lageninderung ist eine Hebung
des Schwerpunktes, also eine Vermehrung der potentiellen Energie verbunden.
Ebenso im Fall der Abb. 41. Im Fall des labilen Gleichgewichts der Abb. 40b
aber ist mit jeder Drehung des Kegels um seine Spitze eine Senkung des Schwer-
punktes, also eine Verminderung der potentiellen Energie verbunden. Bei der
Kugel der Abb. 4oc schlieBlich dndert der Schwerpunkt seine Héhenlage bei
einer Rollbewegung nicht. Sofern es sich also um einen Koérper handelt, der
entgegen der Schwerkraft durch eine Zwangskraft ins Gleichgewicht gebracht
ist, kann die Art des Gleichgewichts aus der Anderung der Héhenlage des Schwer-
punkts ermittelt werden, die bei einer mit den vorgegebenen Bedingungen ver-
traglichen Lagendnderung des Kérpers eintritt. Das allgemeine, fiir alle Fille
giiltige Gleichgewichtskennzeichen aber ist die Anderung der potentiellen
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Energie P bei einer gedachten kleinen Lagendnderung. Da sie bei Gleichgewicht
ein Extremum — ein Minimum oder ein Maximum — ist, so gilt, wenn ds eine
unendlich kleine, mit den gegebenen Bedingungen vertrigliche Verschiebung aus
der Gleichgewichtslage ist, und wenn P eine stetige Funktion des Ortes ist,
die bekannte Bedingung fiir einen Extremwert

iP
45 =0 (50)

In vielen Fillen hat ein Koérper unter gegebenen Bedingungen mehrere
stabile und labile Gleichgewichtslagen. Ein auf einer horizontalen Fliche
befindlicher rechteckiger Klotz hat 6 stabile Gleichgewichtslagen, entsprechend
der Zahl seiner Flachen, und 8 4- 12 = 20 labile Gleichgewichtslagen, entsprechend
der Zahl seiner Ecken und Kanten. Ein Fadenpendel hat nur eine einzige
stabile, keine labile Gleichgewichtslage, der hingende Kérper der Abb. 41 au8er
seiner einen stabilen noch eine labile Gleichgewichtslage, bei der sein Schwer-
punkt senkrecht iiber dem Aufhidngepunkt liegt.

Ist bei einem in einer stabilen Gleichgewichtslage befindlichen Kérper nur
eine verhiltnismiBig kleine Arbeit nétig, um ihn in eine nahe benachbarte labile
Gleichgewichtslage zu iiberfiihren, so ist jene Lage einer labilen Lage #hnlich.
Denn es gentigt eine ziemlich kleine, aber endliche Stérung, um den Kérper in die
wirklich labile Lage und tiber diese hinaus in eine andere, stabilere Gleichgewichts-
lage zu iiberfiihren. Ein Beispiel ist ein hochkant auf eine schmale Seite ge-
stelltes Brett. Eine solche Gleichgewichtslage von geringer Stabilitit nennt
man auch metastabil. Die Standfestigkeit eines Korpers in einer stabilen Gleich-
gewichtslage ist um so groBer, je mehr Arbeit aufgewendet werden muB, um
ihn in die nichstbenachbarte labile Gleichgewichtslage zu iiberfithren.

25. StoBvorginge. Ein besonders lehrreiches Beispiel fiir die Anwendung
des Impulssatzes und des Energieprinzips bildet der ZusammenstoB zwischen
zwei bewegten Korpern. Wirken auf diese keine duBeren Krifte, so- ist nach
dem Impulssatz die Vektorsumme ihrer Impulse vor und nach dem Sto8 die
gleiche. Denn wihrend des StoBvorganges selbst sind nur innere Krifte im
System der beiden Kérper wirksam. Das Energieprinzip schreibt vor, daB die
Summe der kinetischen Energien der beiden Korper vor dem StoB gleich der
Summe der kinetischen Energien nach dem StoB zuziiglich der beim StoB in
andere Energiearten umgewandelten Energie ist. Eine solche Umwandlung eines
Teils der Energie in Wirme, Schall, Form#nderungsarbeit usw. findet bei jedem
StoB in mehr oder weniger hohem Grade statt. Ist im idealen Grenzfall der
umgewandelte Energiebetrag verschwindend klein, so heiBt der StoB wvollkommen
elastisch. Findet ein Maximum von Energieumwandlung statt, so heiit der
StoB vollkommen unelastisch. In diesem Fall bleiben die stoBenden Korper nach
dem StoB beieinander und setzen jhren Weg gemeinsam fort.

Es ist zweckmiBig, zunichst den Sonderfall zu betrachten, daB der ge-
meinsame Schwerpunkt der beiden Kérper ruht, bzw. die Bewegung der Korper
in einem mit dem Schwerpunkt bewegten Koordinatensystem zu beschreiben. In
einem solchen Bezugssystem miissen, damit {iberhaupt ein Zusammensto8 erfolgt,
die Schwerpunkte der beiden Koérper, die wir uns als Kugeln denken wollen,
einander auf parallelen Geraden entgegenlaufen, deren Abstand kleiner als
die Summe der beiden Kugelradien ist. Fallen die beiden Geraden zusammen
(zentraler Stof), so kehren die beiden Kérper beim StoB ihre Bewegungsrichtungen
um, laufen also auf der gleichen Geraden zuriick. Haben die beiden Geraden
einen endlichen Abstand (exzentrischer Stof), so entfernen sie sich nach dem
StoB ebenfalls auf parallelen Geraden voneinander, die aber mit den ersteren
Geraden einen — vom Grade der Exzentrizitit des StoBes abhingigen — Winkel
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bilden. In den folgenden Abbildungen aber denken wir uns der Einfach-
heit halber die stoBenden Korper zu Massenpunkten verkleinert, so daB die
parallelen ' Geragen auch bei exzentrischem StoB stets zusammenfallen. (Bei
exzentrischem StoB erhilt jeder der beiden Korper tatsichlich auch noch einen
Drehimpuls [§ 35] und es wire auch noch der Satz von der Erhaltung des Dreh-
impulses zu beriicksichtigen. Doch wollen wir davon hier absehen.) Die Kérper
stoBen dann in ihrem Schwerpunkt zusammen und bewegen sich schlieBlich von
ihm aus wieder auf einer Geraden, die nicht mit der ersten zusammenzufallen
braucht, in entgegengesetzten Richtungen von ihm weg. Es seien m,, m, die
Massen der beiden Kérper, b,, b, ihre Geschwindigkeiten vor dem StoB, v}, vj
nach dem StoB, ¢ die beim StoB in andere Energiearten umgewandelte Energie
(Abb. 42). Der Impulssatz (§ 20) liefert dann, da bei ruhendem Schwerpunkt
die Impulssumme verschwinden muB, die beiden

Gleichungen
4
Ky Myt meby =0,  myo +myby=0. (51)
V1 ¥ ™ Das Energieprinzip (§ 23) liefert die Gleichung
a 2 I i+ im0 =4m o2+ imy2t 6. (52)

Aus diesen Gleichungen folgt
k\*} 2¢
719 __ 4.2 —
= (1 et |

Yy % m e (53)
LN )|
mlb;+m21’2

Bezeichnen wir die Anfangsenergie 7, 0%/2 -+ m, v3/2

-t : mit E, so konnen wir statt dessen auch schreiben
my my ’ . . ) . .
Abb. 42. StoB bei ruhendem 3312 = (I—" —E—) s Uzz = by (I—- f) . (54)
Schwerpunkt.

Diese Gleichungen liefern uns die Quadrate der
Geschwindigkeiten relativ zum Schwerpunkt nach dem StoB, also die skalaren
Produkte v,b; und byb,, und diese hingen nur von den Betrigen, nicht von
den Richtungen der betreffenden Vektoren ab (§ 2I), sagen also nichts iiber
ihre Richtung aus. Demnach liefert Gl. (53) bzw. (54) auch nur die Betréige v}
und v; der Geschwindigkeiten nach dem Sto8,

imnlfimf wmu)it 59

Uber die Richtung erfahren wir nichts. Wir wissen nur, daB v} und b} entgegen-
gesetzt gerichtet sein miissen, da nach Gl. (5I) b, =—b,m,/m, ist. Die Un-
kenntnis der Richtung ist auch durchaus verstindlich. Denn die Richtung
nach dem Sto8 muB von den Einzelheiten des StoBvorganges (dem Grade der
Exzentrizitit) abhingen, iiber die wir hier nichts vorausgesetzt haben.

Nach Gl. (55) behalten die Geschwindigkeiten relativ zum Schwerpunkts-
system beim vollkommen elastischen StoB (& == 0) ihre alten Betrige, indern nur
im allgemeinen ihre Richtung (Abb. 42a). Ist der StoB nicht vollkommen elastisch,
so nehmen die Geschwindigkeiten um die gleichen Bruchteile ihrer urspriinglichen
Betrdge ab (Abb. 42b), z. B. bei ¢/E =3/, um die Halfte. Ist der StoB8 voll-
kommen unelastisch, so ist — bei ruhendem Schwerpunkt — ¢ = E; die gesamte
kinetische Energie wird in andere Energiearten umgewandelt. Es ist v} = v} = o,
und die Kérper verharren nach dem Sto8 in ihrem Schwerpunkt in Rubhe.

Nunmehr kénnen wir leicht zur Betrachtung von StéBen iibergehen, bei
denen der gemeinsame Schwerpunkt der beiden Kérper nicht ruht und die
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Geschwindigkeiten einen beliebigen Winkel miteinander bilden. Da wir voraus-
setzen, daB auf die Korper keine duBeren Krifte wirken, so bewegt sich der
Schwerpunkt nach dem Schwerpunktsatz, unbeeinfluBt durch den StoB, bei
dem nur innere Kréfte wirksam sind, nach dem Sto8 geradlinig und gleichférmig
mit der gleichen Geschwindigkeit v weiter, die er vor dem Sto8 besaB. Wir
brauchen also den beiden Korpern der Abb. 42 nur die gleiche zusitzliche
Geschwindigkeit bs zu erteilen, und zwar vor und nach dem StoB8, um zum
Fall des bewegten Schwerpunktes iiberzugehen. Die wirkliche Geschwindigkeit

I
’
U
7w, S W m mow, s w o m

Abb. 43. a und b vollkommen elastischer, ¢ unvollkommen elastischer, d vollkommen unelastischer Sto8 bei bewegtem
Schwerpunkt. m, = m,.

der Koérper ist dann die Vektorsumme b,, b, bzw. by, by ihrer Relativgeschwindig-
keit ,, w, bzw. tv], tv; gegeniiber dem Schwerpunktssystem und der Schwer-
punktsgeschwindigkeit vs (Abb. 43). Wir verfahren dann so, daB wir, wie im Fall
des ruhenden Schwerpunkts, im StoBpunkt Z die neuen Relativgeschwindigkeiten
tv}, 13 gegeniiber dem Schwerpunktssystem nach Richtung und Betrag antragen
und die Resultierenden bj, by dieser Geschwindigkeiten und der unverindert ge-
bliebenen Schwerpunktsgeschwindigkeit vs bilden. Die neuen Geschwindigkeiten
hingen jetzt natiirlich davon ab, welchen Winkel die neuen Relativgeschwindig-
keiten mit der Schwerpunktsgeschwindigkeit bilden. Abb. 43a u. b zeigt zwei
verschiedene Fille bei vollkommen elastischem StoB zweier gleicher Massen
und bei gleichen Anfangsbedingungen, bei denen aber der eigentliche Sto unter
verschiedenen Umstidnden erfolgt. Abb. 43¢ zeigt einen unvollkommen elastischen
StoB unter sonst gleichen Bedingungen wie in Abb. 43a. Es ist angenommen,
daB die Relativgeschwindigkeiten 1oy, tv; gegeniiber dem Schwerpunktssystem
infolge des StoBes auf 3/; der Betrige von i, und v, gesunken sind. Im Fall
des vollkommen unelastischen StoBes verschwinden nach dem StoB8 die Relativ-
geschwindigkeiten gegeniiber dem Schwerpunktssystem, und die beiden Kdrper
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bewegen sich mit der Schwerpunktsgeschwindigkeit bs gemeinsam weiter
(Abb. 43d).

Wir wollen noch den besonderen Fall betrachten, daB sich zwei Kérper auf
der gleichen Geraden bewegen und auch nach dem StoB auf ihr verbleiben,
daB aber ihr Schwerpunkt nicht ruht, so daB auch die Impulssumme zwar
konstant ist, aber nicht, wie in Gl (51), verschwindet. An die Stelle der beiden
GL (51) tritt dann die eine Gleichung

my 0y + My by = my b7+ my ), (56)

wihrend die Energiegleichung Gl (52) bestehen bleibt. Dann lautet die Losung
der Gl. (52) und (56)

;o m Dy maby  mg (0, —by) _ 2&(my+my)

= my + my o my + my my my (Dy — D,)* (57 a)
,_mlb1+m,bz_m,(b2—bl)‘/ _ 2¢ (my + my)

U= my + my my -+ my T mymg (9; — D)% ° (57D)

Das den beiden Gleichungen gemeinsame erste Glied ist nach Gl. (36) die
Schwerpunktsgeschwindigkeit 9;. Zu ihr addieren sich die durch die zweiten
Glieder dargestellten Relativgeschwindigkeiten gegeniiber dem Schwerpunkt.
Beim wvollkommen elastischen Stof (¢ = o) ergibt sich
I_(ml“mz)bl+2mz”z (mg —my) by +2m; 0,
b= my -+ my ’ my + my . (58)
Handelt es sich um zwei gleiche Massen, m, = m,, so wird v} = v, und v; = ,.
Die Massen tauschen beim StoB ihre Geschwindigkeiten aus. Ruhte die eine
vor dem StoB, so ruht nach dem StoB die andere. Beim vollkommen unelastischen
Stof hat der Energieverlust ¢ seinen gréf8ten moglichen Betrag. Das ist dann
der Fall, wenn die in den Gl. (57) auftretende Wurzel verschwindet, wenn also

vy =

"y My

o= (g, (59

Die Geschwindigkeiten der beiden Massen sind dann nach dem Sto8 gleich
groB, und, wie schon bewiesen, gleich der Schwerpunktsgeschwindigkeit,

my 0y - Mg 0y
my+mg
Wir haben im vorstehenden den eigentlichen StoBvorgang iiberhaupt nicht

in Betracht gezogen, sondern nur auf Grund des Energieprinzips und des
Impulssatzes sozusagen die Bilanz des StoBvorganges gezogen. Wir wollen
jetzt auch den StoB selbst genauer betrachten. In dem Augenblick, in dem
die erste Beriihrung der Koérper erfolgt, beginnt an ihren Beriithrungsstellen
eine stindig zunehmende Forménderung (Zusammendriickung). Dabei wird auf
Kosten kinetischer Energie Forminderungsarbeit gegen die elastischen Krifte
der Koérper geleistet, und es wird in ihnen elastische Energie aufgespeichert.
Das dauert bei zentralem StoB so lange an, bis sich die Geschwindigkeiten der
beiden Korper ausgeglichen haben und sie sich momentan beide mit der Ge-
schwindigkeit v ihres Schwerpunktes bewegen. Nunmehr beginnen die durch
die elastische Forminderung wachgerufenen Gegenkrifte, die die Gestalt der
Korper wieder herzustellen suchen, die Koérper wieder voneinander weg zu
treiben (Abb. 42c). Sofern die aufgespeicherte elastische Energie nicht in-
zwischen ganz oder teilweise in andere Energieformen, insbesondere in Wirme,
verwandelt worden ist, wird sie in der zweiten Phase des StoBvorganges restlos
wieder in kinetische Energie der Korper umgewandelt, und es liegt ein voll-
kommen elastischer Sto8 vor. Ist die Energie aber schon restlos umgewandelt,

b= vy = v, = (60)
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wenn die Kérper gleiche Geschwindigkeiten erlangt haben, so fillt die zweite
Phase fort. Das ist der Fall beim vollkommen unelastischen Sto8.

Zur Untersuchung von StoBvorgingen kann das in Abb. 44 dargestellte
Gerdt dienen, an dem einige gute Stahlkugeln an Doppelschniiren (bifilar)
aufgehiingt sind. Hiibsch ist unter anderem der folgende Versuch. Man
bringt eine Anzahl von gleich groBen Kugeln genau miteinander in Beriihrung,
hebt auf der einen Seite eine oder mehrere Kugeln ab und l4Bt sie gegen die
iibrigen stoBen. Dann fliegen am anderen Ende ebenso viele Kugeln fort, und
zwar mit der gleichen Geschwindigkeit, die vorher die stoBenden Kugeln besaBen,
wihrend diese zur Ruhe kommen. Dies folgt aus dem Energieprinzip und dem
Impulssatz. Es sei # die Zahl, v die Geschwindigkeit der stoBenden Kugeln,
n' die Zahl, v’ die Geschwindigkeit der fortfliegenden Kugeln, m die Masse
einer Kugel. Dann mufB sein

nimvi=n'tmv’2 und nmbv=un'my’.

Hieraus folgt #'=# und v’ =9. Der voll-
kommen unelastische Sto8 wird gut mit
zwei Bleikugeln verwirklicht. Lehrreiche
Beispiele fiir die StoBgesetze liefert auch
das Billardspiel.

26. Kraftfelder. Damit ein Korper auf
einen anderen eine Kraft ausiibt, ist es nicht
immer nétig, daB sich die Kérper unmittel-
bar beriihren. In vielen Fillen besteht eine
Wechselwirkung auch dann, wenn die Kor-
per riumlich getrennt sind und der Raum
zwischen ihnen vollig leer ist. Beispiele hierfiir
sind die allgemeine Massenanziehung (§ 45),
die sich auch in der irdischen Schwerkraft
duBert, und die Anziehung und AbstoBung zwischen elektrischen Ladungen oder
zwischen Magnetpolen (§ 131 und 186). In diesen Fillen besteht also wenigstens
scheinbar eine Fernwirkung zwischen den Korpern. Sie duBert sich darin, daB ein
Kérper, der sich irgendwo in der niheren oder weiteren Umgebung eines zweiten
Korpers befindet, der Wirkung einer durch diesen hervorgerufenen Kraft unter-
liegt. Diese Kraft hingt im allgemeinen nach Betrag und Richtung von der gegen-
seitigen Lage der beiden Koérper ab, ist also eine Funktion des Ortes. Jedoch
ist die Annahme, daB es sich in solchen Fillen wirklich um eine unvermittelte
Fernwirkung handelt, schon begrifflich unbefriedigend. Nun kénnen wir aber auch
in den meisten Fillen nachweisen, daB die Kraftwirkung sich nicht momentan,
d. h. unendlich schnell ausbreitet, sondern daB stets eine endliche, vom Abstand
der beiden Korper abhingige Zeit verstreicht, ehe eine am einen Kérper neu
auftretende krafterzeugende Ursache als Wirkung am anderen in die Erscheinung
tritt. (Nur bei der Gravitation ist ein experimenteller Nachweis bisher nicht
méglich gewesen. Die Tatsache unterliegt aber auch hier keinem Zweifel.) Aus
diesem Sachverhalt zog zuerst FARADAY den SchluB, daB es wirkliche Fern-
wirkungen nicht gibt. Er schloB, daB die Kraftwirkungen durch den Raum
und durch seine Vermittlung von einem Korper auf einen anderen {ibertragen
werden, daB also die Anwesenheit eines Korpers in dem ihn umgebenden Raum,
auch wenn er véllig leer ist, gewisse Verinderungen hervorruft, die von dem
jeweiligen Zustand des Kérpers abhingen. Diese Verinderungen erstrecken sich
rings um den Kérper — im allgemeinen mit der Entfernung abnehmend —
durch den ganzen Raum. Die Wirkungen auf einen zweiten Kdorper werden
hiernach durch die értlichen Verdnderungen hervorgerufen, die der Raum am



58 Kraftfelder. § 26

Ort des zweiten Korpers infolge der Anwesenheit des ersten erfahren hat.
Diese Vorstellung setzt also an die Stelle einer unvermittelten Fernwirkung
eine durch den Raum vermittelte Nahewirkung von Ort zu Ort des Raumes,
und zwar durch den Raum als solchen, nicht durch etwa in ihm vorhandene
Materie. Denn Wirkungen dieser Art bestehen zwischen Kérpern auch im
leeren Raum, z.B. zwischen den Himmelskérpern im leeren Weltraum. Sie
kénnen durch etwa im Raum vorhandene Materie beeinfluBt werden, werden
aber durch sie nicht bedingt.

Das bedeutet, daB der leere Raum fihig ist, in seinen einzelnen Punkten
unterschiedliche physikalische Zustinde anzunehmen. Der Rawum wird damit
zum Triger physikalischer Eigenschaften. Einen Raumbereich, in dem auf
Korper Krifte wirken, nennt man ein Kraftfeld oder kurz ein Feld, und die
Nahewirkungstheorie heiBit deshalb auch Feldtheorie.

Die Nahewirkungstheorie steht in einem engen Zusammenhange mit den
Erhaltungssitzen der Energie und des Impulses. Leistet eine Kraft an einem
Korper Arbeit, so dndern sich seine Energie und sein Impuls. Diese Anderungen
miissen auf Kosten von Energie und Impuls desjenigen Kérpers gehen, von
dem die Kraftwirkung ausgeht. Nun haben wir bereits gesagt, daB bei endlichem
Abstande zweier Korper eine endliche Zeit zwischen dem Auftreten der Ursache,
also der Abgabe von Energie und Impuls durch den einen Kérper, und der
Wirkung, also ihrer Aufnahme durch den zweiten Kérper, verstreicht. Wihrend
dieser Zeit befinden sich Energie und Impuls weder an dem einen noch an dem
anderen Korper. Will man nicht annehmen, daB sie wihrend dieser Zeit ver-
schwunden sind, sondern die Erhaltungssitze streng aufrechterhalten, so muf
man schlieBen, daB sie sich wihrend dieser Zeit auf dem Wege von dem einen
Korper nach dem anderen befinden. Es miissen sich also Energie und Impuls
in irgendeiner Form mit endlicher Geschwindigkeit durch den Raum von dem
einen Korper nach dem anderen bewegen, und wihrend dieser Zeit muB der
Raum Triger der Energie und des Impulses sein. Diese Vorstellung ist ganz
analog zur Fortpflanzung von Energie und Impuls durch einen materiellen
Stoff, z. B. in Gestalt einer in Wasser oder Luft verlaufenden Druck- oder Schall-
welle.

Wenn wir auf diese Weise dem leeren Raum die Fihigkeit zuschreiben,
gewisse Zustinde anzunehmen, durch die sich die einzelnen Raumteile von-
einander unterscheiden kénnen, und Triger physikalischer Eigenschaften zu
sein, insbesondere Energie und Impuls zu iibertragen, so gewinnt er eine Be-
deutung, die {iber seine rein geometrische Bedeutung als Inbegriff aller Orte
im Weltall weit hinausgeht. Er wird zu einem wirklichen Gegenstand der
physikalischen Forschung, der es obliegt, seine physikalischen Eigenschaften
zu entdecken. Denn diese kann man nicht, wie es z. B. in der Geometrie des
euklidischen Raumes geschieht, durch gewisse Axiome a priori definieren,
sondern man kann sie nur auf Grund der experimentellen Erfahrung ermitteln.
Der Raum tritt daher in die Reihe der physikalischen ,,Medien‘ neben die
materiellen Stoffe oder Medien.

In den Anfingen der Nahewirkungstheorie und bis zum Beginn des 20. Jahr-
hunderts war man iiberzeugt, daB alle Vorginge in der Natur mechanisch-
anschaulich begreifbar sein miiBten. Die Unméglichkeit, sich ein nicht materielles
Medium anschaulich vorzustellen, fiihrte dazu, daB man als Tréger der physi-
kalischen Eigenschaften im Raum einen masselosen Stoff, den Weltither oder
Ather, annahm, der iiberall, auch im scheinbar leeren Raum, vorhanden sei
und alle Koérper durchdringe. Diese Annahme ist durch die experimentelle
Erfahrung eindeutig widerlegt worden (§ 326). Wenn daher heute in der Physik
das Wort Ather noch gebraucht wird, so ist darunter nichts anderes zu verstehen
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als der Raum selbst als Trdger physikalischer Eigenschaften im Gegensatz
zum rein geometrischen Raumbegriff.

Das in einem Raum herrschende Kraftfeld ist charakterisiert durch Betrag
und Richtung der Kraft, die ein Koérper in den einzelnen Raumpunkten des
Feldes erfihrt. Damit an einem Korper eine solche Kraft iiberhaupt auftritt,
muBl er Triger einer bestimmten, fiir die Art des betreffenden Kraftfeldes
charakteristischen Eigenschaft sein. Diese Eigenschaft besteht z. B. in einem
Schwerkraftfeld (Gravitationsfeld) in der (schweren) Masse, in einem elektrischen
Feld in der elektrischen Ladung des Kérpers usw. Wir wollen den Betrag, in
dem ein Korper eine solche Eigenschaft besitzt, hier allgemein mit w bezeichnen.
Je groBer dieser Betrag ist, um so gréBer ist die im Kraftfelde auf den Kérper
wirkende Kraft,

t=w. (61)

Die GroBe § heiBt die Feldstirke in dem betreffenden Raumpunkt. Sie ist ein
der ortlichen Kraft ¥ gleichgerichteter Vektor und ihrem Betrage nach gleich
der Kraft, die ein Korper im betrachteten Raumpunkt erfihrt, wenn er die
Eigenschaft w im Betrage I besitzt. Daher ist die Feldstirke in einem
Schwerkraftfelde ihrem Betrage nach gleich der auf die Masse 1 g wirkenden
Schwerkraft, in einem elektrischen Felde gleich der Kraft, die ein mit der
elektrischen Ladungseinheit behafteter Korper erfihrt usw. Ein Kraftfeld
kann also durch Angabe des Betrages und der Richtung der Feldstirke in seinen
einzelnen Raumpunkten beschrieben werden. Es ist vollstindig bekannt, wenn
die Feldstirke nach Betrag und Richtung als Funktion der Ortskoordinaten
bekannt ist.

Wird ein Kdérper in einem Kraftfelde durch eine der Kraft = w  entgegen-
gerichtete gleich groBe Kraft —» § von einem Punkt 4 nach einem Punkt B
verschoben, so dndert sich dabei seine potentielle Energie nach Gl. (48) um den
Betrag

B
P=—w[Fdt=wAU. (62)
a4

Die GroBe A U heiBt die Potentialdifferenz (in manchen Fillen auch die Spannung)
zwischen den Punkten A und B des Kraftfeldes. Sie ist gleich der Arbeit, die
notig ist, um einen Koérper, der die Eigenschaft w im Betrage 1 besitzt, von
A nach B zu verschieben. Potentialdifferenz und Feldstirke stehen also mit
einander in der gleichen Beziehung wie Arbeit und Kraft. Nach § 22 ist die
Wahl des Nullpunktes der potentiellen Energie willkiirlich, und wir kdnnen
ihr in irgendeinem Punkt O des Kraftfeldes den Betrag Null zuschreiben. Die
Potentialdifferenz eines Raumpunktes 4 gegen den gewihlten Bezugspunkt O
heiBt das Pofential in jenem Raumpunkt. Wir bezeichnen nunmehr die auf den
Punkt O bezogenen Potentiale in den einzelnen Raumpunkten 4 mit U. Dann
ist nach Gl. (62)

4 4
—w [Fdr=wU, U=—[§dr. (63)
o o

Das durch Gl. (63) definierte Potential ist nicht in allen Arten von Kraft-
feldern eindeutig, d.h. vom Wege unabhingig, auf dem man sich die Verschiebung
von O nach A vorgenommen denkt. Es ist dann eindeutig, wenn die Summe
der Arbeiten, die geleistet werden, wenn man einen Korper auf geschlossener
Bahn zum Ausgangspunkt zuriickfiihrt, unabhingig vom Wege gleich Null ist.
Solche Felder heiBen wirbelfres. Ist das aber nicht der Fall, so ist das Potential
nicht eindeutig, und es liegt ein Wirbelfeld vor. Ein wirbelfreies Feld kann also
auch durch Angabe des Potentials in seinen einzelnen Raumpunkten beschrieben
werden. Es ist vollstindig bekannt, wenn das Potential als Funktion der Orts-
koordinaten bekannt ist.
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Im allgemeinen wechselt in einem Kraftfeld die Feldstirke von Ort zu Ort
ihre Richtung und ihren Betrag. Ein homogenes Feld ist ein solches, in dem
das nicht der Fall ist, indem also die Feldstirke iiberall gleiche Richtung und
gleichen Betrag hat. Ein Feld, in dem die Feldstirke iiberall zeitlich konstant
ist, heiBt ein stationdres Feld, ein solches, indem sich die Feldstirke iiberall
periodisch dndert, ein Wechselfeld.

Wird ein Koérper in einem Kraftfelde senkrecht zur jeweiligen Feldstirke,
also senkrecht zur Kraftrichtung, verschoben, so ist dazu nach § 20 keine Arbeit
erforderlich. Die potentielle Energie des Korpers dndert sich bei einer solchen
Verschiebung nicht. In jeder zur Richtung der Feldstirke senkrechten Fliche
(Aquipotentialfliche, Niveaufliche) besteht also iiberall das gleiche Potential.
Die Aquipotentialflichen sind stets geschlossene Flichen. Die senkrecht zu
den Aquipotentialflichen verlaufenden Kurven heiBen Kraftlinien oder Feld-
linten, denn sie (bzw. ihre Tangenten in den einzelnen Raumpunkten) geben
iiberall die értliche Richtung der Feldstirke, also auch der Kraft, an.

Die Feldstirke ist ein Vektor, das Potential — als skalares Produkt zweier
Vektoren [Gl. (63)] — ein Skalar. Daher bezeichnet man ein Feld als Inbegriff
der in seinen Raumpunkten herrschenden Feldstirken als ein Vekforfeld, als
Inbegriff der entsprechenden Potentiale als ein skalares Feld. Die Beschreibung
eines Feldes durch das Potential ist im allgemeinen einfacher, da das Potential
zu seiner Beschreibung nur der Angabe des Betrages bedarf. Bei der Feldstirke
kommt noch die Angabe der Richtung hinzu bzw. es miissen die Betrige ihrer
drei Komponenten angegeben werden.

Wir beschrinken uns hier auf diese allgemeinen Definitionen und gehen auf
Einzelheiten erst bei der Besprechung spezieller Kraftfelder ein.

2%7. Das Schwerkraftfeld an der Erdoberfliche. Ein Beispiel eines Kraftfeldes
ist das Schwerkraftfeld an der Erdoberfliche. In ihm befindet sich jeder
Korper iiberall unter der Wirkung der Erdanziehung. Das Schwerkraftfeld
ist kein homogenes Feld, da seine Kraftlinien radial auf den Erdmittelpunkt
hin gerichtet sind, und weil die Schwerkraft mit der Héhe abnimmt (§ 12).
In ausreichend kleinen Bereichen kénnen wir es aber wie ein homogenes Feld
behandeln.

Die fiir das Schwerkraftfeld charakteristische Koérpereigenschaft, die wir in
§ 26 allgemein mit w bezeichnet haben, ist die schwere Masse, die wir vorliufig,
zum Unterschied von der trigen Masse m, mit m’ bezeichnen wollen. Demnach
ist die Feldstirke {§ des Schwerkraftfeldes nach Gl. (61) durch die Gleichung

t=m'3 (64)
definiert. Andererseits erfahren im Schwerkraftfelde alle Korper die gleiche
Beschleunigung g (§ 12), so daB fir die Schwerkraft ¥ auch die Gleichung

f=mg gilt. Da wir aber in § 12 die trige Masse gleich der schweren Masse
gesetzt haben, m = m’, so folgt
=g, (65)

d. h. im Schwerkraftfelde ist die Feldstirke mit der Beschleunigung g identisch.
Dies ist eine besondere Eigenschaft des Schwerkraftfeldes und folgt nur aus
der Gleichheit der schweren und der trigen Masse (vgl. § 12). In anderen
Kraftfeldern sind Feldstirke und Beschleunigung keineswegs identisch.

Wird ein Kérper von der Masse # um die Hohe % senkrecht gehoben, so
betrigt die dabei aufzuwendende Arbeit A =mgh (§ 22). Um den gleichen
Betrag hat seine potentielle Energie zugenommen. Demnach betrigt das
Potential in der Hohe 4, d. h. die potentielle Energie der Masse 1 g, wenn wir
es in der Héhe 4 = o gleich Null setzen,

U=gh. (66)
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Die Einheit der Feldstirke im Schwerkraftfelde ist nach Gl. (64) und (65)
I1dyn-g?=1 cm-sec? (1 dyn =1 g-cm-sec?), die Einheit des Potentials
nach Gl. (66) T erg g = I cm?-sec™? (T erg = I g - cm?- sec?). Die Aquipotential-
flichen des Schwerkraftfeldes sind fast genau Kugelflichen.

Erteilt man einem Korper eine Geschwindigkeit v, (Betrag v,) in einer unter
dem Winkel ¢ gegen die Horizontale geneigten Richtung (Abb. 45), so wird
seine weitere Bewegung durch die Schwerkraft beeinfluBt, und er beschreibt
eine nach unten gekriimmte Bahn. Wir zerlegen seine Geschwindigkeit in ihre
horizontale und ihre vertikale Komponente, deren Betrige v, und v, im Augen-
blick des Starts v$ = v,cosp und v3 = v,singp betragen, und behandeln die
Bewegung als die Uberlagerung zweier aufeinander senkrechter, geradliniger
Bewegungen nach der Methode des § 7. In der horizontalen x-Richtung wirkt
auf den Korper keine Kraft, und er bewegt
sich in dieser Richtung mit konstanter
Geschwindigkeit

:l),c=%;f = Uy COSP. (67)

Im Startpunkt seien x=0, y =0 und {=o.
Dann folgt durch Integration der Gl. (67)

Abb. 45. Schriager Wurf. a) ¢ = 60°, b) ¢ = 30°,
(68) c¢) ballistische Kurve.

X =1yfCOSQ.

In vertikaler Richtung erfihrt der Korper durch die Schwerkraft eine nach
unten, also gegen die positive y-Richtung gerichtete Beschleunigung vom Betrage
g, so daB &y

% ——s. (69)

Durch zweimalige Integration erhalten wir, unter Beriicksichtigung der Anfangs-
bedingungen,
%=vy=vosin¢p—gt und y:votsintp—%gtz. (70)

Indem wir aus den GI. (68) und (70) die Zeit ¢ eliminieren, erhalten wir die
Gleichung der Bahnkurve des Korpers,
— R £
Y= 2P cesip” (71)
Das ist die Gleichung einer Parabel, deren Scheitel im hochsten Punkt der

Bahn liegt. In diesem Punkt ist vy = 0, und wir erhalten aus Gl. (70) die Steig-
zeit 4 und die SteighShe y =4,

__ Ugsing __visin’g
b= g h= BFYIRE (72)
Nach GI. (71) wird das Ausgangsniveau y = 0 bei einer Wurfweite
v . .
= - 2sin@eosp =->sin2¢ (73)

zum zweitenmal erreicht. Nun ist sin2 @ = sin (180°— 2 ¢) == sin 2 (90° —¢).
Man erreicht also bei einem Anstellwinkel go°—¢ die gleiche Wurfweite, wie
beim Anstellwinkel ¢ (Abb. 452 u. b). Der eine dieser Winkel ist also grofBer,
der andere um ebenso viel kleiner als 45°. Die beiden Fille werden identisch
bei @ = 45°. In diesem Fall wird die gréte Wurfweite erreicht, die bei gegebener
Anfangsgeschwindigkeit méglich ist, nimlich x, = v3/g. Die Steighthe betrigt
in diesem Fall 4 = v3/4 g, also ein Viertel der Wurfweite. Die Moglichkeit, bei
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gleicher Anfangsgeschwindigkeit die gleiche Wurfweite bei flachem und bei
steilem AbschuB zu erzielen und damit auch einen flacheren oder steileren
Einfall zu bewirken, spielt eine wichtige Rolle in der Ballistik. Die Artillerie
unterscheidet einen FlachschuB und einen SteilschuB. Die gréBte WurfhShe
wird bei senkrechtem Wurf erzielt und betrigt 4 = v3/2 g.

Wir haben bisher die unvermeidliche Luftreibung nicht berticksichtigt. Bei
groBen Geschwindigkeiten, wie sie bei den Geschossen der Infanterie und der
Artillerie vorkommen, beeinflut sie die Bewegung und die Bahnform betricht-
lich. Die Wurfweite wird stark verringert. Der absteigende Ast der Bahn
zeigt eine stirkere Kriimmung nach unten als der aufsteigende Ast (ballistische
Kurve, Abb. 45¢).

Die Gesetze des senkrechten Wurfs nach oben ergeben sich als Sonderfall,
wenn man in den obigen Gleichungen @ = go° setzt. Wird ein Kérper zur Zeit
t =0 in der Hohe % mit der Anfangsgeschwindigkeit v = o frei fallen gelassen,
so ergibt die Integration der Gl. (69)

dy

0=W=_gt’ y=h——21—gt2 oder h—y=%gt2- (74)

Die Fallgeschwindigkeit ist also der Zeit proportional, und die Fallstrecke
h—y wichst mit dem Quadrat der Fallzeit. Die nach Durchfallen der Héhe
h erreichte Geschwindigkeit betrigt

v=yzgh. (75)

DaB beim freien Wurf und Fall das Energieprinzip erfiillt ist, haben wir in
§ 22 nachgewiesen.

Beim freien Fall treten schon nach kurzer Zeit bzw. auf kurzen Strecken
betrichtliche Geschwindigkeiten auf. Nach 1 sec sind fast 5m, nach 2 sec
schon fast 20 m durchfallen. Daher kénnen die Gesetze die freien Falles mit
einfachen Mitteln nur dann einigermaBlen genau nachgewiesen werden, wenn
betrichtliche Fallhohen zur Verfiigung stehen. GaLiigi, der die Fallgesetze
1590 entdeckte und 1604 genauer formulierte, benutzte fiir seine Fallversuche
die einzelnen Stockwerke des bekannten schiefen Turms in Pisa.

28. Statisches Moment einer Kraft. Kriftepaare. Es sei f eine an einem
Korper in A angreifende Kraft, P ein beliebiger Punkt im Raum, ¢ der von P
nach dem Angriffspunkt A weisende Fahrstrahl (Abb. 46a). Dann heiBt das
Vektorprodukt (§ 10)

R=[1 (76)

das statische Moment der Kraft t beziiglich des Punktes P. Sein Betrag ist
nach § 10, Gl (31)

N=rksiny =k, (77)

wenn die Richtungen von r und ¥ den Winkel ¢ einschlieBen, und wenn r, (Be-
trag 7o =7siny) der von P senkrecht auf die Wirkungslinie von f weisende
Fahrstrahl ist. Wir kénnen den Fahrstrahl ¢ in die beiden Vektoren t, senk-
recht und t’ parallel zur Richtung von ¥ zerlegen, so daB t=r1,+t’. Dann
ist M=[(ry+v)=[ry¥], da [r'f] =0 als Vektorprodukt zweier gleich-
gerichteter Vektoren. Statt Gl. (76) kénnen wir demnach auch schreiben.

N=[v¥=I[rt. (78)
Der Vektor t, heiBt der Arm der Kraft ¥ beziiglich des Punktes P. Aus Gl. (78)

folgt, daB sich das statische Moment von f beziiglich P bei einer Verschlebung
des Angriffspunktes 4 lings der Wirkungslinie von f nicht 4ndert.
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GemiB der Schraubenregel (§ 10) ist das statische Moment ein Vektor, der
auf der durch die Vektoren t und f gelegten Ebene senkrecht steht, und
der in diejenige Richtung weist, in der sich eine rechtsgingige Schraube bewegt,
wenn man sie in dem Sinne dreht, der einer Drehung des Vektors ¢ in diejenige
des Vektors ¥ entspricht (Abb. 46b). Im Fall der Abb. 46a wiirde diese Drehung
im Uhrzeigersinne erfolgen, so daB der Vektor 3 senkrecht zur Zeichnungsebene
nach hinten weist. Diese Festsetzung hat folgende anschauliche Bedeutung.
Die Kraft f sucht ihren Angriffspunkt A4
in ihrer Richtung zu verschieben, und bei
einer solchen Verschiebung dreht sich
der vom festen Punkt P nach 4 weisende
Fahrstrahl ¢ um eine durch P gehende
Achse, die senkrecht zu der durch die
Vektoren r und ¥ gelegten Ebene ist.
Je nach der Richtung von f erfolgt
die Drehung im einen oder anderen
Sinne. Liegt P auf der Wirkungslinie
von ¥, so findet bei einer Verschie- ) )
bung des Angriffspunktes eine Drehung Abb. 46. R et eger, Lt
von t nicht statt, und das statische
Moment ist — Ubereinstimmung mit Gl. (77) (siny =0, 74=0) — gleich Null.

Die Bedeutung des statischen Moments fiir die Wirkung einer Kraft wird
aus folgender Erfahrungstatsache deutlich. Abb. 47 zeigt einen um eine durch O
gehende feste Achse drehbaren Kérper. Es ist aus Sym-
metriegriinden klar, daf3 Gleichgewicht besteht, wenn an
ihm zwi egleich groBe, parallele Krifte ¥, =¥, in gleichen
Abstinden beiderseits von O angreifen. Nun zeigt ein
einfacher Versuch, da8 man die Kraft ¥, ohne Stérung
des Gleichgewichts durch eine ihr parallele Kraft ¥/2
ersetzen kann, die im Abstande 2t von O angreift, oder
allgemein durch eine parallele Kraft f,/#, die im Ab-
stande #t angreift. In allen diesen Fillen ist das statische
Moment der Kraft beziiglich des Punktes O gleich grofi
und gleich [t ¥].

Nunmehr betrachten wir ein Kriftepaar ¥, —¥, also
zwei gleich groBe, antiparallele Krifte, deren Wirkungslinien nicht zusammen-
fallen (§ 15). Wie schon frither erwdhnt, gibt es fiir ein solches keine resultierende
Einzelkraft, und seine Wirkung ist von derjenigen einer Einzelkraft durchaus ver-
schieden. Wihrend eine Einzelkraft eine beschleunigte fortschreitende Bewegung
(Translation) eines Korpers als Ganzes erzeugt, ruft ein an einem Korper an-
greifendes Kriftepaar eine beschleunigte Drehbewegung (Rotation) hervor. Es
iibt an ihm ein Drehmoment aus. Das Drehmoment eines Kriiftepaares ist definiert
als die Summe der statischen Momente der beiden Einzelkrifte des Kriftepaares.
Es spielt bei beschleunigten Drehbewegungen die gleiche Rolle wie eine Einzel-
kraft bei der beschleunigten fortschreitenden Bewegung.

Es sei §, —f (Abb. 48a) ein Kriftepaar, P ein beliebiger Punkt im Raum,
der nicht in der Zeichnungsebene zu liegen braucht. t,, t, seien die von P nach
den Angriffspunkten von ¥, —f weisenden Fahrstrahlen, ¢ der vom Angriffs-
punkt von —¥ nach dem Angriffspunkt von f weisende Fahrstrahl. Es ist
t; =ty + 1, also t =1, —1,. Die statischen Momente der beiden Krifte beziiglich
Psind Ny = [, ¥] und N, = [¢, (— )] =— [ty f]. Demnach betrigt ihre Vektor-
summe, das Drehmoment des Kriftepaares,

N= [t {]— [, 8] = [(ty—15) ] = [c F]. (792)
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Demnach ist das Drehmoment des Kriftepaares gleich dem statischen Moment
der Kraft ¥, bezogen auf den Angriffspunkt der Kraft —¥, und unabhingig
von der Lage des Bezugspunktes P. Ist t, der senkrechte Abstand der Wirkungs-
linien der beiden Krifte (Abb. 48b), so ist entsprechend Gl. (78)

NR=[cf]=[rF].  (79b)
t, heiBt der Arm des Kriftepaares. Da
wir die Angriffspunkte der beiden Ein-
zelkrifte des Kriftepaares lings ihrer
Wirkungslinien  beliebig verschoben
denken koénnen, ohne an der Wirkung
der Krifte etwas zu dndern, so kénnen
t wir sie stets so zeichnen, daB t senk-

recht zu den Wirkungslinien steht, also

t mit 1, identisch wird (Abb. 48¢). Uber-

Abb. 48. Zum Drehmoment eines Kraftepaares. haupt kénnen wir mit einem Krifte-

paar jede Umformung vornehmen, die

in" einer Verschiebung des Angriffspunktes einer der beiden Krifte oder beider
Krifte lings ihrer Wirkungslinien besteht (Abb. 49a u. b).

Die MaBeinheit des statischen Moments und des Drehmoments im CGS-
System ist 1 dyn-cm =1g-cm?-sec’?, im technischen MaBsystem 1 kg*-m.
(Aber nicht etwa 1erg bzw. 1 mkg?*,
r, denn dies sind Arbeitseinheiten.

Die Arbeit ist das skalare, das
t, statische und das Drehmoment
aber das vektorielle Produkt einer
gerichteten Strecke wund einer
Kraft. Es sind dies also ganz ver-
schiedene physikalische GréBen.)
a b c Das Drehmoment ist wie das
B statische Moment ein Vektor, fiir

%‘ den die Schraubenregel gilt. Es
}}/ weist also in Abb. 48 senkrecht
t X
-t

nach hinten, entsprechend der

R, Drehung im Uhrzeigersinn, die das
z_ %% Kriftepaar zu erzeugen sucht.
\52\ Im folgenden benutzen wir
rd . . .
d den Kunstgriff, daB wir zu einem
€ Kriftepaar zwei oder mehr Kriifte
Abb. 49. Umformung, Drehung, Verschiebung und Addition P

von Kraftepaaren. hinzugefiigt denken, deren Wir-

kungen sich gegenseitig aufheben,

so daB sie am gesamten Krifteverhiltnis nichts dndern (§ 15). Zwei gleich

groBe, antiparallele Krifte, die die gleiche Wirkungslinie haben, deren Dreh-
moment also N =o ist, wollen wir ein Nullkn'iﬂepaar nennen.

Zu einem Kriftepaar f, —f (Abb. 49c¢) fiigen wir an einer beliebigen Stelle
im Raum (die Zeichnung ist rdumlich zu denken) zwei Nullkriftepaare -5
und f,, —¥, hinzu, deren Wirkungslinien den gleichen Abstand haben wie die-
jenigen der Einzelkrifte des gegebenen Kriftepaares, und deren Kraftbetrdge
denen der Krifte dieses Kriftepaares gleich sind. Nunmehr fassen wir die
Krifte f und f, zur Einzelkraft f; = 2 ¥ und die Krifte —f und —{, zur Einzel-
kraft —f; = —2f zusammen. Diese bilden ein Nullkriftepaar und heben sich
gegenseitig auf. Es bleiben also nur die Krafte ¥, = f und —¥, = —¥ wirksam,
die ein dem urspriinglichen Kriftepaar vollig gleiches, aber ihm gegeniiber
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parallel zu sich selbst verschobenes Kriftepaar bilden. Ein Kriftepaar darf
also — im Gegensatz zu einer Einzelkraft — parallel zu sich selbst beliebig im
Raum verschoben werden, ohne daB8 sich an seiner Wirkung etwas &ndert.

Dreht man ein Kriftepaar in der durch die Wirkungslinien seiner Einzel-
krifte gelegten Ebene um den Mittelpunkt seines Arms (Abb. 49d), so hat
das offensichtlich auf Richtung und Betrag seines Drehmoments keinerlei Ein-
fluB. Es ergibt sich also, daB man einem Kriftepaar jede beliebige Verschiebung
und Drehung erteilen darf, bei der die durch die Wirkungslinien seiner Einzel-
krifte gelegte Ebene ihre Richtung im Raum beibehdlt. Das heiBt, fiir die
Wirkung eines Kriftepaares kommt es einzig und allein auf den Betrag und
die Richtung seines zu jener Ebene senkrechten Drehmomentvektors % an.
Wir diirfen diesen also unter Innehaltung seiner Richtung nicht nur, wie einen
Kraftvektor, vorwirts und riickwirts verschoben denken, sondern auch parallel
zu sich selbst. Die Freiziigigkeit eines Drehmomentvektors ist also nur durch
die Bedingung beschrinkt, daB seine Richtung erhalten bleiben muB.

Hieraus folgt, daB man zwei oder mehrere Kriftepaare stets zu einem
einzigen Kriftepaar addieren kann. Man braucht nur die ihre Drehmomente
darstellenden und zuerst in beliebiger Lage gedachten Vektorpfeile %, R,
(Abb. 49e€) in einem beliebigen Raumpunkt unter Beibehaltung ihrer Richtungen
mit ihren Schwanzenden zusammenzufiigen und ihre Summe R, 4+ N, nach
den Gesetzen der Vektoraddition zu bilden.

Da es fiir die Wirkung eines Kriftepaares nur auf sein Drehmoment ankommt,
so ist ein Kriftepaar mit den Einzelkriften ¥, —¥ und dem Arm r einem
Kriftepaar mit den Einzelkriften #nf, —#»f und dem Arm t/» in jeder Hinsicht
gleichwertig. Man kann also ein Kriftepaar ohne Anderung seiner Wirkung
derart umformen, daB man seine Einzelkrifte im gleichen Verhiltnis vergroBert
oder verkleinert, wie man seinen Arm verkleinert oder vergroBert.

29. Feste Drehachse. Hebel. Ein Korper sei um eine in ihm und im Raum
feste, senkrecht zur Zeichnungsebene durch A gehende Achse drehbar (Abb. 50),
also um eine Achse, die eine feste Lage im Koérper hat, und
deren Lage im Raum durch feste Achsenlager bestimmt wird.

An dem Korper greife eine Kraft ¥ an, deren Wirkungs-

linie in der Zeichnungsebene liegt und nicht durch 4 geht.

Sie sucht den Kérper in ihrer Richtung zu beschleunigen.

Das aber wird durch die feste Lagerung der Achse ver-

hindert. Sobald die Kraft zu wirken beginnt, ruft sie in .
der Achse eine Zwangskraft ¥, =—f hervor, die der Kraft ¥ Abb'sfe'stl:rm ﬁ&“‘ bel
entgegen gerichtet und von gleichem Betrage wie diese ist,

und deren Wirkungslinie durch 4 geht. Die Kriifte f und ¥; bilden also ein
Kriftepaar, das den Koérper zu drehen sucht. Tatsichlich sind ja auch Dreh-
ungen um die Achse die einzigen Bewegungen, deren der Korper fihig ist.
Sei t der Arm der Kraft f beziiglich 4, so ist das von dem Kriftepaar erzeugte
Drehmoment % und sein Betrag N

RNR=[rf], N=rk, (80)

da t und f aufeinander senkrecht stehen.

Abb. 50 ist ein Beispiel eines Hebels. Ein Hebel ist jeder Kérper, der um
eine Achse oder einen Punkt drehbar ist, dessen Lage durch duBlere Bedingungen
bestimmt ist. Es ist nicht nétig, daB ihre Lage im Hebel dauernd die gleiche
sel. Sie kann sich auch bei einer Drehung des Hebels verindern. Man unter-
scheidet daher Hebel mit ortsfester und im Kérper fester Achse und Hebel
mit veridnderlicher Achse. Ein Beispiel fiir das letztere ist das Brecheisen

Westphal, Physik. 4. Aufl, 5
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(Abb. 53), dessen Achse jeweils durch den Punkt geht, in dem sich Brecheisen
und Unterlage beriihren, und sich bei jeder Drehung verschiebt.

Wirkt an einem Hebel mit ortsfester Achse eine Kraft, deren Wirkungslinie
nicht in einer zur Achse senkrechten Ebene liegt, so wird ihre zur Achse parallele
Komponente durch Zwangskrifte in den Achsenlagern vollkommen aufgehoben.
Es kommt also nur ihre Komponente zur Wirkung, die in einer zur Hebelachse
senkrechten Ebene liegt.

Ein Hebel ist unter der Wirkung mehrerer an ihm angreifenden Krifte ¥;
nur dann im Gleichgewicht, wenn die Summe der Drehmomente [v; §], die sie
zusammen mit den Zwangskriften an ihm erzeugen, verschwindet,

Sh=2X[k]=o. (81)

Die GréBen [v; %] sind die statischen Momente der angreifenden Krifte
beziiglich der Achse. Man kann daher die Gleichgewichtsbedingung auch so

A

K

Y = .

a b c
Abb. 51. Krifte am Hebel.

aussprechen: Ein Hebel ist im Gleichgewicht, wenn die Summe der auf seine
Achse bezogenen statischen Momente der an ihm angreifenden Krifte verschwindet.

Handelt es sich um zwei Krifte §;, f,, deren Wirkungslinien in einer zur
Achse senkrechten Ebene liegen, so besteht kein Gleichgewicht, wenn die
Wirkungslinie ihrer Resultierenden f nicht durch die Achse geht, sondern mit
der Zwangskraft &, =—f ein Kriftepaar bildet (Abb. 51a). Nur wenn sie
durch die Achse geht, wird sie durch die Zwangskraft vollkommen aufgehoben
(Abb. 51b). Andernfalls besteht ein Drehmoment, das den Hebel zu drehen
sucht. Im Falle des Gleichgewichts ist entsprechend Gl. (81)

M=Mhl=—NR=—[r1] (82)
und fiir die Betrige der Drehmomente gilt
Ny=nk=Ny=rk,. (83)

Dieses Gesetz ist uns schon fiir den Sonderfall paralleler Krifte aus § 15 (Abb. 27)
bekannt.

Liegen bei einem Hebel, an dem zwei duBere Krifte angreifen, die beiden
Angriffspunkte auf verschiedenen Seiten der Wirkungslinie der Zwangskraft ;,
so nennt man den Hebel zweiarmig (Abb. 51b). Liegen sie auf der gleichen Seite,
so heiBt er einarmig (Abb. 5Ic).

30. Maschinen. Die Technik unterscheidet Kraftmaschinen und Arbeits-
maschinen. Die Kraftmaschinen wandeln die primir zur Verfiigung stehende
Energie in diejenige Energieform um, die fiir den jeweiligen Zweck benétigt
wird. Hierhin gehoren die Dampfmaschinen und alle sonstigen Motoren, die
Generatoren fiir elektrische Energie usw. Die Arbeitsmaschinen setzen die ihnen
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von einer Kraftmaschine gelieferte Energie in die gewiinschte Arbeit um, wie
z. B. die Werkzeugmaschinen, Hebezeuge, Fahrrider, Nihmaschinen usw. Die
der Kraftmaschine zugefiihrte primire Energie kann potentielle Energie irgend-
welcher Korper sein, insbesondere von Wasser, das innerhalb der Maschine
von hoherem zu tieferem Niveau sinkt und dabei potentielle Energie verliert.
Sie kann auch kinetische Energie sein, z. B. von Wasser oder Luft (Wind). Bei
den Dampfmaschinen ist die primire Energie Wirmeenergie, die zunicht aus
chemischer Energie von Brennstoffen gewonnen wird, bei den Elektromotoren
elektrische Energie. Treibt ein Mensch oder ein Tier eine Maschine, so liefern
die in seinem Korper ablaufenden chemischen Vorginge die notige Energie. Ein
Mensch, der mit der Schreibmaschine schreibt oder auf dem Fahrrad fihrt,
wirkt als Kraftmaschine, die die Schreibmaschine oder das Fahrrad als Arbeits-
maschine betreibt.

Wir befassen uns hier nur mit den rein mechanischen Maschinen, also solchen,
bei denen sowohl die zugefiihrte, wie die umgewandelte Energie bzw. die ge-
leistete Arbeit, soweit sie nicht durch Reibung in Wirme verwandelt wird, rein
mechanischer Natur ist. Ein besonderes Merkmal solcher Maschinen ist, daB
sie bewegte (hin- und hergehende oder rotierende) Teile haben. Viele mechanische
Maschinen dienen entweder der Anderung der potentiellen Energie (Hebung)
oder der kinetischen Energie (Beschleunigung) von Kérpern oder beidem zugleich.
Andere dienen zur Uberwindung aller méglichen Arten von Widerstinden (z. B.
Metall- und Holzbearbeitungsmaschinen). Jede Maschine muB gleichzeitig die
nie vermeidbaren Reibungskrifte zwischen ihren bewegten Teilen und die
Reibung am AuBenmedium (Luft, Wasser) iiberwinden. Viele Maschinen dienen
fast ausschlieBlich diesem Zweck, so die Maschinen der Fahrzeuge bei der Fahrt
mit konstanter Geschwindigkeit auf horizontaler Bahn. Beim Anfahren leisten
sie auBerdem Beschleunigungsarbeit, auf ansteigender Bahn auch Hebungsarbeit.

Bei den mechanischen Maschinen tritt mechanische Energie an einer Stelle
sozusagen ein und an einer anderen Stelle in verwandelter Gestalt wieder aus.
Am FEingang leistet eine dulere Kraft an der Maschine Arbeit, am Ausgang wird
von der Maschine eine Kraft ausgeiibt, die an einem anderen Korper Arbeit
leistet. So ist die Zufiihrung von Energie zur Maschine wie der Austritt von
Energie aus ihr mit der Wirkung einer Kraft verkniipft. Die am Eingang auf
die Maschine wirkende Kraft f, verschiebt einen Maschinenteil um den Weg
Ay, und gleichzeitig verschiebt am Ausgang ein anderer Maschinenteil einen
Korper mit einer Kraft f, um einen Weg Ar,. Sofern innerhalb der Maschine
keine mechanische Energie durch Reibung in Wirme verwandelt werden wiirde,
miiBte nach dem Energieprinzip die am Eingang an der Maschine geleistete Arbeit
f, Ax, gleich der am Ausgang von der Maschine geleisteten Arbeit , A1, sein.
Da aber Reibungsverluste unvermeidlich sind, so gilt

A =tAy. (84)

(Goldene Regel der Mechanik.) Wird durch die Maschine die primire Kraft
vergroBert, ¥,> f;, so kann das nur durch einen entsprechenden Verlust an
Verschiebungsweg, At, < A, erkauft werden. Wird z. B. eine Last mit einem
Kran gehoben, an dem eine Kraft wirkt, die hundertmal kleiner ist als das
Gewicht der Last, so mufl — bei Ausschlu von Reibung — der Angriffspunkt
der Kraft bei einer Hebung der Last um 1 m einen Weg von 100 m zuriicklegen.
Wegen der Reibungsverluste muB bei diesem Verhiltnis der Wege die Kraft
tatsichlich gréBer sein.

Die meisten Maschinen bezwecken eine Anderung der Kraft. Jedoch gehéren
zu den Maschinen auch Vorrichtungen, die eine Anderung des Weges bezwecken,
z. B. die Uhrwerke, bei denen kleine Verschiebungen der treibenden Gewichte

5*
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bzw. des Uhrfederendes in viel groBere Wege des Uhrzeigerendes umgesetzt
werden. Die beim Aufziehen aufgespeicherte und beim Ablaufen verschwindende
mechanische Energie dient nur zur Uberwindung von Reibungswiderstinden.
Wegen der unvermeidlichen inneren Reibungsverluste ist das Verhiltnis
der von einer Maschine geleisteten Arbeit zu der fiir ihren Betrieb auf-
gewendeten Energie, ihr Wirkungsgrad, stets kleiner als 1 (100%). Je groBer
der Wirkungsgrad ist, um so wirtschaftlicher arbeitet die Maschine. Die Berech-
nung des Wirkungsgrades 7 einer Maschine geschieht also so, daB man die
von ihr in I sec geleistete Arbeit, ihre Nutzleistung L, (§ 22), durch die ihr
in 1 sec zugefithrte Energie, die Primérleistung L,, dividiert, = Ly/L;. Auf
die Messung der Primirleistung, die je nach der Art der primiren Energie auf
sehr verschiedene Weisen ausgefithrt wird, gehen wir hier nicht ein. Dagegen
wollen wir zeigen, wie die mechanische Nutzleistung eines Motors mit dem
PrONYschen Zawm gemessen wird. Auf die Achse des Motors werden zwei
Bremsbacken gesetzt, die durch Schrauben mehr oder weniger fest angezogen
werden konnen (Abb. 52). Mit den Backen ist eine Stange verbunden, an
deren Ende man eine Kraft f,

¥ Uryp " z. B. ein bestimmtes Gewicht,
7 |W| 7 wirken lassen kann, die ein Dreh-
Lg%_ ! moment N = [t¥] vom Betrage
AR St N =7k um die Achse e t.
[ g

Der Motor wird in Drehung ver-
Abb. 52. Leistungsmessung mit dem Proxyschen Zaum. setzt, und die Schrauben werden
so angezogen, daBl die Backen
durch die Reibung an der Achse gerade nicht mitgenommen werden und der
Zaum durch die Kraft f gegen die Reibungskraft genau ins Gleichgewicht
gebracht ist. An jedem Flichenelement der Backen wirkt eine Kraft 4 ¥
am Arm 1’ (Achsenradius) und erzeugt ein Drehmoment vom Betrage
AN =7¢'A¥. Da alle Reibungskrifte gleich groBe Arme haben, und da die
von ihnen erzeugten Drehmomente simtlich gleichgerichtet sind (ihre Dreh-
momentvektoren weisen in Abb. 52 sdmtlich nach vorn), so betrigt das gesamte
Drehmoment der Reibungskrifte N' =X AN' =73 Ak'. Bei Gleichgewicht
miissen die beiden entgegengesetzten Drehmomente % und R’ gleiche Betrige
haben, 7k =7 ZAk'. Ist n die Drehzahl des Motors (§ 10), so legt jeder Punkt
des Achsenumfangs in 1 sec den Weg 277’ » zuriick, und um den gleichen Betrag
verschieben sich die Angriffspunkte aller Einzelkrifte A%’. Jede Einzelkraft
leistet also in 1 sec die Arbeit 2z »' Ak’ %, und die gesamte Nutzleistung des
Motors gegen die Reibungskrifte betrigt also Ly, =2nr' X AR n=2nrkn. Sie
ist die gleiche, wenn der Motor bei gleicher Drehzahl nicht, wie bei der Messung,
Arbeit gegen Reibungskrifte leistet, sondern gegen die im praktischen Betriebe
tatsichlich zu tberwindenden Krifte.

Bei Maschinen mit groBen hin- und hergehenden, also stdndig beschleunigten
Teilen treten an diesen groBe Trigheitskrifte auf, die die Fundamente stark
beanspruchen, sofern dies nicht durch einen Kunstgriff, den Massenausgleich,
verhindert wird. Man baut die Maschine derart, daB die Beschleunigungen
ihrer einzelnen Teile einander entgegengerichtet und so bemessen sind, daB
die einzelnen Trigheitskrifte sich gegenseitig aufheben.

31. Die einfachen Maschinen. Man kann die einzelnen Elemente, aus denen
eine Maschine besteht, auf gewisse Grundtypen, die esnfachen Maschinen, zuriick-
fithren, und zwar solche vom Typus des Hebels und solche vom Typus der
schiefen Ebene.

Hebel finden wir in den mannigfachsten Anwendungsarten und Gestalten,
sei es zur Hebung von Lasten oder zur Uberwindung anderer Widerstinde.
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Meistens dienen sie dazu, eine verfiigbare Kraft, z. B. die menschliche Muskel-
kraft, zu vergréBern. In diesem Sinne finden wir sie verwendet bei den Pumpen-
schwengeln, den Steuerrudern der Schiffe, dem Steuerrad der Kraftfahrzeuge,
den Pedalen und Bremsen der Fahrrider, den Klaviaturen der Klaviere usw.
Ein sehr einfacher Hebel ist das Brecheisen, dessen Wirkung aus Abb. 53 ohne
weiteres ersichtlich ist. Sehr viele Werkzeuge des Handwerks sind ein- oder
zweiarmige Hebel, so die Zangen und
Scheren. Die Schubkarre ist ein ein-
armiger Hebel, dessen Drehpunkt in

der Radachse liegt. Oft haben Hebel die Gestalt von Rédern, z. B. als Hand-
griffe zur Betdtigung von Ventilen. Ein Hebel dieses Typus ist auch das
Wellrad, wie man es z. B. an Brunnen findet. Hebel sind ferner die Glieder
der menschlichen und tierischen Korper (Abb. 54).

Zu den Hebeln gehéren auch die Rollen, die als feste
und bewegliche Rollen vorkommen. Eine feste Rolle besteht
aus einem um eine feste Achse drehbaren Rad, iiber dessen
Kranz ein Seil, ein Riemen oder eine Kette lduft (Abb. 55).
Sie ist im Gleichgewicht, wenn an den beiden Enden des
Seils gleich groBe Krifte f, und f, angreifen. Thnen wird
durch die in der Achse der Rolle auftretende
Zwangskraft ; das Gleichgewicht gehalten.

Feste Rollen dienen meist dazu, die Richtung

einer Kraft (der Zugkraft im Seil) zu dndern t;

oder drehende Bewegungen von einer Achse
auf eine andere zu iibertragen (Transmis-
sionen). Eine Anderung des Betrages der
Kraft bewirken sie nicht. Bewegliche Rollen &
bilden einen Bestandteil der Flaschenziige. Feste Toale. Abbﬁniﬁéh&ﬂiﬁhﬂ
Abb. 56 zeigt einen einfachen Flaschenzug,

der aus einer festen und einer beweglichen Rolle besteht. Bei Gleichgewicht
ist das Seil in seiner ganzen Linge gleich stark gespannt, und es herrscht in
ihm {iberall die gleiche Zugkraft. Wenn daher am freien Seilende eine Kraft f
wirkt, so wird die bewegliche Rolle mit der Kraft —2¥ nach oben gezogen,
und diese Kraft kann einer an der beweglichen Rolle nach unten wirkenden
Kraft 2f das Gleichgewicht halten. (Das Gewicht der Rolle ist in die Kraft 2§
einbegriffen; vom Gewicht des Seiles ist abgesehen.) Das Gleichgewicht des
ganzen Flaschenzuges wird durch die im Aufhingepunkt der festen Rolle er-
zeugte Zwangskraft —2¥ und durch die Zwangskraft —¥ am befestigten Seilende
bewirkt, die zusammen die Krifte ¥ und 2§ aufheben. (Die Seilspannungen
sind nur innere Krifte des Systems.) Mit Hilfe des einfachen Flaschenzuges
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vermag eine Kraft ¥ gegen die Kraft 2 Arbeit zu leisten, also z. B. eine Last

vom Gewicht 2 zu heben. Wie man leicht sieht, betrigt die Hebung der Last
nur die Hilfte der Senkung des Angriffspunktes von %

Auch die Zahnrider gehéren zum Hebeltypus. Das in Abb. 57 dargestellte

Zahnradsystem ist unter den verzeichneten Krifte- und Radienverhiltnissen

im Gleichgewicht. Die an der

Kurbel am Arm 35 cm angreifende

Kraft 15 kg* erzeugt am kleinen

Zahnrad am Arm 5cm eine Kraft

von 105 kg* (3515 = 5-105). Die

auf das groBe Zahnrad am Arm

20cm bei Z angreifende Kraft

105 kg* hilt der an der Welle am Arm 7 cm angreifenden Kraft 300 kg* das
Gleichgewicht (20-105=7-300). Man berechnet leicht, daB wenn der Angriffs-
punkt der Kraft 15 kg* durch Drehen der Kurbel in Richtung der Kraft um die
Strecke s verschoben wird, der Angriffspunkt der zomal
groBeren Kraft 300kg* um die Strecke s/zo gehoben
wird. Es ist also, dem Energieprinzip entsprechend,
die an der Maschine geleistete Arbeit gleich der von ihr
geleisteten Arbeit. (Dabei haben wir von Reibungswider-

stinden abgesehen.)
Ein Wagen iiberwindet die Unebenheiten eines Weges
um so leichter, je groBere Ridder er hat. Damit sich in
Abb. 58 der Wagen nach links bewegt, muB sich das
Rad um den Punkt P drehen. Damit das méglich ist,
muB die Zugkraft ¥, ein mindestens ebenso groBes Dreh-
moment N, = [, §,] (Betrag 7, k) um den Punkt P er-
zeugen, wie das entgegengesetzt gerichtete Drehmoment
RN, = [t t,] (Betrag », ;) der vom Wagengewicht her-
rithrenden Kraft ;. Es muB also mindestens &y =7, /7,
sein. Die Zugkraft kann also um so kleiner sein, je gréBer 7,, also je groBer
der Radius » des Rades ist. (Ein weiterer Vorzug groBer Rider besteht darin,
daB sie sich bei gleicher Fahrgeschwindigkeit langsamer drehen, so daB die

Achsenreibung geringer ist.)

Einfache Maschinen vom Typus der schiefen Ebene (im allgemeinen Sinne,
§ 16) sind der Keil und die Schraube. Beim Keil (Abb. 59) hilt die treibende
Kraft ¥, den am Hindernis hervorgerufenen Zwangskriften f,, ¥, das Gleich-
gewicht. Man berechnet leicht, daB bei einem Keilwinkel ¢ %, = k; = 4 &, /sin ¢/2
ist. Bei kleinem Keilwinkel kénnen also mit einer gegebenen Kraft f; viel groBere
Gegenkrifte iiberwunden werden, als bei groBerem Keilwinkel. Beim Holz-
spalten mit einer Axt besteht die Kraft ¥, in der Trigheitskraft der als Keil
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wirkenden bewegten Axt. Auf einer Keilwirkung beruht auch die schneidende
Wirkung der Messer.

Eine Schraube ist eine wendelférmig aufgewickelte schiefe Ebene. Am
Schraubenkopf wirke eine Kraft vom Betrage 2, am Arm 7. Die Ganghdhe
der Schraube sei s, und sie arbeite gegen ein Hindernis, das eine Kraft vom
Betrage k, gegen die Schraube ausiibt. Bei einer vollen Umdrehung legt der
Angriffspunkt der Kraft 2, den Weg 2 7 » zuriick. Die Kraft %, leistet also die
Arbeit 2z7k;,. Nach dem Energieprinzip muB dies gleich der gegen die Gegen-
kraft %, geleisteten Arbeit sein. Da
sich deren Angriffspunkt um die
Ganghohe s verschoben hat, so be-
trigt diese Arbeit £s,. Demnach ist
ky=2mrkys. Die Kraft & iiber-
windet daher an der Schraube eine
um so groBere Kraft &,, je linger
der Arm 7 ist, an dem sie angreift,
und je kleiner die Ganghdhe s der
Schraube ist.

32. Waagen. Die Waagen dienen
dazu, die Masse von Korpern
aus ihrem Gewicht zu bestimmen.

Die meisten, insbesondere die ge-
nauen Waagen fiir wissenschaftliche
Zwecke, beruhen auf dem Hebel-
prinzip. Wir wollen hier nur die in
der Physik und Chemie meist ge-
brauchte Form, die chemische oder
Analysenwaage, niher betrachten.
Thr Hauptteil ist der Waagebalken
(Abb.60). Er besitzt in seiner Mitte
eine fein geschliffene Schneide aus
Achat, mit der er bei Gebrauch
auf einer horizontalen Platte aus
Achat oder Stahl aufliegt, und die
seine Drehachse bildet. Nach Ge-
brauch wird der Waagebalken zur
Schonung der Schneide mit einer
Arretiervorrichtung von der Unterlage abgehoben. In mdglichst gleichen Ab-
stdnden von der Schneide hingen an den beiden Enden des Waagebalkens —
meist ebenfalls auf Schneiden — die beiden Waagschalen. Zur Ablesung der
Stellung des Waagebalkens dient ein auf einer Skala spielender Zeiger. Der
Waagebalken triigt ein vertikal verschiebbares Schriubchen, das dazu dient,
seinen Schwerpunkt zur Regelung der Empfindlichkeit hoher oder tiefer zu
legen (s. u.), und ein horizontal verschiebbares Schriubchen zur horizontalen
Verschiebung des Schwerpunktes.

Das Wigungsverfahren, auf dessen Einzelheiten wir nicht niher eingehen
wollen, besteht darin, daB man nach Auflegen des zu wigenden Korpers
auf die eine Waagschale den Waagebalken durch Auflegen von Massen-
normalen (,,Gewichten‘) auf die andere Schale méglichst genau wieder in die
Stellung bringt, die er im unbelasteten Zustand einnahm. Massennormale von
weniger als 1072 g (I cg) werden gewdhnlich nicht verwendet. Die Waage 146t
aber eine erheblich genauere Massenmessung zu. Hierzu dient der Reiter
(Abb. 60 oben), der auf die Teilstriche einer am Waagebalken angebrachten
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Skala gesetzt werden kann, die die wirksame Hebelldnge des Balkens in 10 gleiche
Teile teilt. Die Masse des Reiters betrigt 10™%2g (1 cg). Befindet er sich auf
dem 10. Teilstrich, also in der gleichen Entfernung von der Balkenmitte, wie
die Aufhingung der Waagschale, so iibt sein Gewicht das gleiche Drehmoment
aus, als wenn 1072 g = 10 mg auf der Waagschale ligen. Auf dem #. Teilstrich
hat er die gleiche Wirkung wie » mg auf der Waagschale. Auf diese Weise
kann die Masse auf 1 mg genau ermittelt werden. Aber eine gute Waage zeigt
noch kleinere Unterschiede an. Man schlieBt deshalb die Masse des zu wigenden
Korpers zwischen zwei Werte ein, die sich um 1 mg unterscheiden, liest die
zugehdrigen Zeigerausschlige ab und ermittelt die Bruchteile von 1 mg durch
Interpolation. Genaue Wigungen werden stets bei schwingender Waage an-
gestellt. Die Einstellung, die die Waage einnehmen wiirde, wenn sie zur Ruhe

Fi kommt, wird durch geeignete Mittelwertbildung aus
den Umkehrpunkten des Zeigers berechnet.

Die Waage ist ein dreiarmiger Hebel, denn
auBler der Zwangskraft in der Schneide greifen am
Waagebalken drei Krifte an und erzeugen drei
Drehmomente, nimlich die beiden einander ganz
oder nahezu gleichen, entgegengesetzt gerichteten
Drehmomente, die die Gewichte der Waagschalen
und der auf ihnen liegenden Korper erzeugen,
und das vom Eigengewicht des Waagebalkens her-
rithrende Drehmoment. Das Eigengewicht des
Waagebalkens (nebst Zeiger) konnen wir uns in
1% seinem Schwerpunkt angreifend denken. Dieser muBl

unterhalb der Schneide liegen, damit ein stabiles
Gleichgewicht moglich ist. Das vom Gewicht des
Waagebalkens herriihrende Drehmoment verschwindet nur in der Nullstellung,
d. h. wenn der Balkenschwerpunkt senkrecht unterhalb der Schneide liegt.
Dann besteht (genaue Gleicharmigkeit der Waage vorausgesetzt) Gleichgewicht,
wenn der Balken auf beiden Seiten gleich stark belastet ist.

Es sei I die Linge der wirksamen Hebelarme des Balkens, S sein Schwer-
punkt, s dessen Abstand von der Mittelschneide (Abb. 61). Das im Schwer-
punkt S angreifende Balkengewicht betrage %, Am linken Hebelarm wirke
die eine belastete Waagschale mit einer Kraft vom Betrage %,, am rechten
Hebelarm die andere Schale mit der etwas gréBeren Kraft k, = &, + Ak. Die
Waage steht dann unter einem Winkel ¢ gegen diejenige Lage ein, bei der
ky = ky, die Waage also auf beiden Seiten gleich belastet ist. Die Arme der
Krifte %, und %, betragen dann e=Icos ¢. Der Arm der Kraft %, betrigt
o = ssing. Nach dem Hebelgesetz besteht Gleichgewicht, wenn

Abb. 61. Zur Theorie der Waage,

kia+kya=~Fkya oder kjlcosep-+ kyssing=~ylcosgp.
Hieraus folgt heb 1 AR 1
tgp=Sphl_2EL,
o S ky s

Bei gegebener Differenz A% der Gewichte k) und %, ist der Ausschlagswinkel @
um so groBer, je groBer die Balkenlinge / und je kleiner der Schwerpunkts-
abstand s ist, und um so groBer ist dann die Empfindlichkeit der Waage. Denn
je groBer der Ausschlag ist, den eine bestimmte Gewichtsdifferenz erzeugt, um
so kleinere Gewichtsdifferenzen werden von der Waage noch beobachtbar
angezeigt.

Einer beliebigen Steigerung der Empfindlichkeit durch VergréBerung von !
und Verkleinerung von s, die hiernach méglich schiene, sind jedoch Grenzen
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gesetzt. Denn jede Anderung an der Waage, die ihre Empfindlichkeit steigert,
vergréBert zwangsliufig ihre Schwingungsdauer und verringert ihre Stabilitit.
Dadurch wird nicht nur das Arbeiten mit der Waage schlieBlich allzu zeit-
raubend, sondern die Waage wird vor allem zu empfindlich gegen unvermeidliche
Stérungen (Erschiitterungen usw.), die die Genauigkeit der Wigung beein-
trichtigen. Neuere Waagen haben meist ziemlich kurze Balken.

Bei einer genauen absoluten Wigung darf niemals vollige Gleicharmigkeit
des Balkens vorausgesetzt werden. Die beiden Balkenhilften kénnen schon
infolge kleiner Temperaturunterschiede ein wenig verschieden lang sein. Man
trigt dem durch eine Doppelwigung Rechnung, d. h. man stellt zwei Wigungen
an, bei denen der zu wigende Korper einmal auf der einen, dann auf der anderen
Schale liegt, und nimmt das Mittel aus den beiden Ergebnissen. Ferner ist
auch der Auftrieb, den der zu wigende Koérper und die Gewichtsstiicke in der
Luft erleiden (§ 69), zu beriicksichtigen, und der Fehler ist durch Rechnung
zu beheben.

33. Zentripetalkraft und Zentrifugalkraft. Ein auf einer Kreisbahn rotierender
Massenpunkt erfihrt nach § 10 [GL (37) und (38)] eine dauernde Zentripetal-
beschleunigung b, = [ub] = —r4? in Richtung auf den Kreismittelpunkt. Um
diese Beschleunigung zu bewirken, also die Kreisbewegung aufrechtzuerhalten,
muB eine ebenfalls dauernd auf den Kreismittelpunkt hin gerichtete Kraft,
eine Zentripetalkraft,

F=mby =m [ud] = —mru (85)

an dem Massenpunkt angreifen, deren Betrag

m v?
k=mbr=m7'u2=

(86)

ist. Das kann die Zugkraft in einem Faden oder einer sonstigen festen Ver-
bindung des Massenpunktes mit dem Kreismittelpunkt sein oder die Massen-
anziehung, wie bei der kreisenden Bewegung der Planeten um die Sonne, eine
elektrische Anziehung usw.

Die Zentripetalkraft steht bei der Kreisbewegung, wie die Zentripetal-
beschleunigung, senkrecht zur Richtung der Geschwindigkeit, also zu den ein-
zelnen Bahnelementen dr. Demnach leistet die Zentripetalkraft an dem rotie-
renden Massenpunkt keine Arbeit (§ 21). Sie bewirkt keine Anderung seiner
kinetischen Energie, sondern nur eine stindige Anderung der Richtung seiner
Geschwindigkeit.

Der radial nach dem Drehungszentrum hin gerichteten, von ihm ausgehenden
und am rotierenden Massenpunkt angreifenden Zentripetalkraft —m ru42 ent-
spricht nach dem Wechselwirkungsgesetz eine entgegengesetzt, also radial nach
auBen gerichtete, gleich groBe, vom Massenpunkt ausgehende und am Drehungs-
zentrum angreifende Gegenkraft ¥ = — ¥ = —m b, = + m t «?2, die das Drehungs-
zentrum radial nach auBen zu zichen sucht. Diese Kraft fiihlt man deutlich,
wenn man einen Kérper an einer Schnur im Kreise herumschleudert. Sie erweckt
den Eindruck, als strebe der rotierende Kérper infolge einer an ihm angreifenden
Kraft radial nach auBen und heiBt deshalb Zentrifugalkraft. Tatsichlich greift
sie nicht am rotierenden Massenpunkt an, sondern geht von ihm aus und greift
am Drehungszentrum an. Sobald die Zentripetalkraft zu wirken aufhért, ver-
schwindet auch ihre Gegenkraft, die Zentrifugalkraft. L4Bt man die Schnur
los, die einen rotierenden Koérper mit dem Drehungszentrum verbindet, so
bewegt sich der Korper nicht etwa in Richtung der Zentrifugalkraft radial
nach auBen, sondern er fliegt auf Grund seiner Trigheit nunmehr tangential
zu seiner bisherigen Bahn in derjenigen Richtung und mit der Geschwindigkeit
weiter, die er im Augenblick des Verschwindens der Zentripetalkraft hatte.
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Abb. 62 stellt die Krafteverhdltnisse bei der Rotation eines Massenpunktes m
dar. Am Massenpunkt greift, vom Drehungszentrum A4 ausgehend, die radial
nach innen gerichtete Zentripetalkraft ¥ =—mtr«42? an, am Drehungszentrum,
vom rotierenden Massenpunkt ausgehend, die Zentrifugalkraft {'=—f=
+ m tul.

Wird ein Kérper in der Luft an einem Faden im Kreise herumgeschleudert,
so muB zur Aufrechterhaltung der Bewegung Arbeit gegen die Luftreibung
geleistet werden. Es muB also, auBer der Zentripetalkraft, noch
eine in Richtung der jeweiligen Geschwindigkeit am Kérper an-
greifende, zur Kreisbahn tangentiale Kraftkomponente vorhanden
sein. Dies wird durch die jedermann geldufige kreisende Hand-
bewegung erreicht (Abb. 63). Der Faden liegt tangential zu dem
von der Hand beschriebenen Kreise und iibertrigt auf den
Abb. 62. Zentri-  rotierenden Koérper eine Kraft f, deren radiale Komponente die
B e ket Zentripetalkraft —m tu? liefert, und deren tangentiale Kompo-

nente ¥ Verschiebungsarbeit gegen die Reibung leistet.

Ist die rotierende Masse ein riumlich ausgedehnter Korper, so kénnen die
von seinen einzelnen Massenelementen ausgehenden Zentrifugalkrifte nach den
Gesetzen der Vektoraddition zusammengefa8t werden. Im allgemeinen ergibt
sich dann eine resultierende Einzelkraft und ein Kriftepaar (§ 13).

;, Wir haben bisher die Krifteverhiltnisse bei der

X Kreisbewegung so dargestellt, wie sie einem Beobachter
&/ ;/ erscheinen, der sich auBerhalb des rotierenden Systems
4 in Ruhe befindet. Nunmehr wollen wir uns auf den

Standpunkt eines Beobachters stellen, der selbst dem

rotierenden System angehért und mit ihm rotiert. In

dieser Lage befinden wir uns z. B. selbst bei der Be-

obachtung der Wirkung der Erddrehung auf irdische

Korper. t?ine Rotation ist eine beschleunigte Bewegung,

- . und der Ubergang vom Standpunkt des ruhenden Beob-

A S enden Motm: " achters zu deri degs mitrotierer{)den Beobachters bedeutet

demnach den Ubergang von einem Inertialsystem zu

einem beschleunigten Bezugssystem (§ 18). Die neue Betrachtungsweise wird

sich demnach von der obigen durch das Auftreten von T7dgheitskriften an
den Koérpern des rotierenden Systems unterscheiden.

Der Einfachheit halber betrachten wir als rotierendes System eine ebene,
in ihrer Ebene rotierende Scheibe, auf der Korper verteilt sind. Nehmen diese
an der Rotation teil, so befinden sie sich fiir einen mitrotierenden Beobachter,
in einem mitrotierenden Koordinatensystem, in Ruhe, wie fiir uns ein Haus
auf der rotierenden Erde. Nun bemerkt aber dieser Beobachter sehr wohl,
daB nur solche Korper sich in seinem Bezugssystem in Ruhe befinden, die durch
eine Kraft festgehalten werden, die der Zentripetalkraft entspricht. Andern-
falls fithren sie relativ zu seinem Bezugssystem eine beschleunigte Bewegung
aus (s.u.). Er stellt fest, daB die Wirkungslinien dieser Krifte sich samtlich
in einem Punkt der Scheibe schneiden, und daB die Krifte alle auf diesen Punkt
hin gerichtet sein miissen, ndmlich auf den DurchstoBpunkt der Drehachse
durch die Scheibe. Fiir ihn ist dieser Punkt — sofern er ihn nicht durch Beob-
achtung der AuBenwelt in diesem Sinne zu deuten vermag — einzig als Schnitt-
punkt dieser Wirkungslinien ausgezeichnet. Da jeder Kérper, der nicht durch
eine solche Kraft im rotierenden System in Ruhe gehalten wird, sich relativ
zu dem System beschleunigt von jenem Punkt fortbewegt, so wird er dies der
Wirkung einer Kraft ¥ zuschreiben (Abb. 64), die an allen Korpern seines
Systems angreift und sie, wie eine AbstoBungskraft, radial von jenem Punkte
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wegzutreiben sucht. Fiir ihn ist also die Zentrifugalkraft eine an den mit-
rotierenden Kérpern selbst angreifende, vom Drehungszentrum weg gerichtete
Kraft. Sollen die Kérper trotzdem in seinem System in Ruhe verharren, so
muB die Zentrifugalkraft ¥’ durch eine gleich groBe, entgegengesetzt gerichtete
Zentripetalkraft f aufgehoben werden. Die Zentrifugalkraft ist also eine den
Korpern eines rotierenden Systems eigentiimliche Trigheitskraft.

Der mitrotierende Beobachter wird ferner feststellen, daB die Zentrifugal-
krifte erstens den Massen m der mitrotierenden Korper, zweitens ihren Ab-
stinden t von jenem Zentrum proportional sind. Er findet also
die Beziehung ¥ = const-m 1. Die Konstante ist tatsichlich b
das Quadrat #? der Winkelgeschwindigkeit seines Bezugssystems
{Gl. (85)]. Dem mitrotierenden Beobachter erscheint sie wie eine
seinem Bezugssystem eigentiimliche Naturkonstante — etwa
analog zur allgemeinen Gravitationskonstante (§ 45) —, fiir die
er ohne eine Einsicht von der Rotation seines Bezugssystems

eine nihere Erklirung nicht zu geben verméchte. Abb. 64. Zentripe-
3 1 3 3 3 3 talkraft und Zentri-
Wir wollen noch zeigen, daB im rotierenden System ein frei g S8 e S=tt

beweglicher, also nicht durch eine Zentripetalkraft festgehaltener tierenden System.
Korper tatsichlich eine radiale Zentrifugalbeschleunigung vom

Betrag b, =r u?, einer Zentrifugalkraft vom Betrage mu? entsprechend, erfihrt.
Ein Korper befinde sich anfinglich im Abstande r vom Drehungszentrum
relativ zum mitrotierenden Bezugssystem in Ruhe, indem er durch eine Zentri-
petalkraft festgehalten wird (Abb. 65). Zur Zeit { =o0 ver-
schwinde die Zentripetalkraft. Da der Koérper voéllig frei
beweglich sein soll, also vom rotierenden System aus keine
Krifte auf ihn tibertragen werden, so bewegt er sich nun-
mehr, von einem ruhenden System aus beurteilt, in seiner
momentanen Richtung mit der Geschwindigkeit v=7u tangen- 4
tial zu seiner bisherigen Kreisbahn geradlinig und gleich- (Abb. 65, Zur Zentr-
férmig weiter. Dabei wichst sein Abstand vom Drehungs- mitrotierenden System.
zentrum, den wir mit 7’ bezeichnen. Nach der Zeit ¢ hat er

die Strecke vt zuriickgelegt, und sein Abstand vom Drehungszentrum 4 betrigt

jetzt ¥ = ]/;é_—l— (v?)2. Seine radiale Geschwindigkeit d7’/d¢ und Beschleunigung
d%'ldt* im mitrotierenden System betragen also

vt

ar 2t ar 72 y2 _ ¥2 92 (8 )
T e i = (a7 7

Fiir den Augenblick des Starts, ¢ = o, #' = 7, folgt hieraus @2#'/dt?* = v¥fr = ru?,
also die dem Abstande » vom Zentrum entsprechende Zentrifugalbeschleunigung.

Man beachte, daB es sich bei den Standpunkten des ruhenden und des mit-
rotierenden Beobachters nur um verschiedene (und ohne weiteres in einander
iibersetzbare) Arten der Beschreibung der Naturvorginge handelt, die beide
gleich richtig und konsequent sind. Man wird in jedem Einzelfall denjenigen
Standpunkt wihlen, der dem vorliegenden Problem am besten angepaBt ist.
Sehr hiufig ist das der Standpunkt des mitrotierenden Beobachters.

Da jedes Bahnelement eines auf beliebig gekriimmter Bahn bewegten Korpers
als unendlich kleines Stiick eines die Bahn tangierenden Kreises angesehen
werden kann, so besteht auch bei jeder gekriimmten Bahn in jedem Augenblick
eine zur Bahn senkrechte Zentrifugalkraft, die man hier als Normalkraft zu
bezeichnen pflegt, deren Betrag um so gréBer ist, je groBer die Geschwindig-
keit des Korpers und je kleiner der Kriimmungsradius der Bahn an jener
Stelle ist. Uber weitere Krifte in rotierenden Systemen s. § 4I.
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34. Beispiele zur Zentrifugalkraft. Bei der in Abb. 66 dargestellten Vor-
richtung, die durch einen Motor in schnelle Drehung versetzt werden kann,
liefert die von der Masse m, ausgehende Zentrifugalkraft die Zentripetalkraft
fiir die mit ihr durch eine Schnur verbundene Masse m, und umgekehrt. Sind
ihre Abstinde von der Drehachse #; und 7,, und ist ihre Winkelgeschwindigkeit
%, so halten sich die Zentrifugalkrifte das Gleichgewicht, wenn m, r, 4% = m,y 7, u2,
also 7, : 7, = my : my. Andernfalls werden die Massen nach der einen oder anderen
Seite geschleudert.

In Abb. 67 vermag die von der Masse m, ausgehende Zentrifugalkraft m,r u?
die Masse m, zu heben, wenn sie groBer ist als deren Gewicht m,g. Hebung
erfolgt also, sobald #? = m, g/m,r. Die Masse m, schligt dann an die seitliche
Backe an und ihr Bahnradius ist nunmehr #’ >7. Li8t man die Winkel-

geschwindigkeit jetzt wieder abnehmen, so fillt die Masse m, erst wieder, wenn
die Winkelgeschwindigkeit der Gleichung #'2 = m,g/m,r' entspricht. Es ist
also %' < u.

Ein wichtiger Bestandteil der Dampfmaschinen ist der Zentrifugalregulator
(Abb. 68). Je schneller er rotiert, um so héher heben sich die beiden Massen,
die an den Enden zweier in einer vertikalen Ebene drehbarer Stangen befestigt
sind. Wir stellen uns auf den Standpunkt eines mitrotierenden Beobachters.
Befindet sich die Masse # im Abstande / vom Drehpunkt 4 der Stange (Abb. 69),
so wirkt fiir diesen Beobachter auf die Masse # auBer der Schwerkraft mg die
Zentrifugalkraft mru2. Die Masse ist im Gleichgewicht, wenn sich die statischen
Momente dieser Krifte beziiglich des Punktes 4 aufheben. Diese statischen
Momente betragen N; = mgr und N, =mru2lcosa, wenn « der Winkel ist,
den die Stange mit der Drehachse bildet. Aus N, = N, folgt cosa = gflu®.
Die Resultierende f der beiden Krifte liegt in Richtung.der Stange und wird
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durch die in ihr hervorgerufene Zwangskraft f; aufgehoben, deren statisches
Moment beziiglich 4 gleich Null ist. Der cos « ist um so kleiner, « also um so
groBer, je groBer die Winkelgeschwindigkeit # ist. Eine Hebung beginnt erst
dann, wenn #2 > g/l (cosa < 1). Der Zentrifugalregulator dient zur Regelung des
Ganges von' Dampfmaschinen. Er drosselt durch ein mit ihm verbundenes
Gestinge die Dampfzufuhr, wenn seine Drehzahl infolge zu schnellen Ganges
der Maschine einen bestimmten Betrag tiberschreitet.

Die Kunst des Radfahrens beruht wesentlich auf einer geschickten Aus-
nutzung der Zentrifugalkraft. Bekanntlich geniigt zum Fahren einer Kurve
die Schrigstellung des Steuerrades allein nicht. Es muB die fiir jede Kreis-
bewegung nétige Zentripetalkraft hinzukommen. Diese wird von der Schwer-
kraft geliefert und durch eine geeignete Neigung des Fahrrades hervorgerufen.
Der Einfachheit halber denken wir uns das Fahrrad nebst Fahrer als einen
Massenpunkt m im Schwerpunkt S des Systems Fahrrad-Fahrer (Abb. 70),
das wir durch die unter dem Winkel o gegen die Vertikale geneigte Gerade A B
schematisieren. Wir betrachten die Verhiltnisse vom Standpunkt des Fahrers,
also eines mitbewegten Beobachters. In S greift erstens die Schwerkraft f,
vom Betrage k, = mg an, zweitens die Zentrifugalkraft ¥, vom Betrage %, = muv?/r
(r Kurvenradius). Jede der beiden Krifte erzeugt ein Drehmoment um den
FuBpunkt A des Fahrrades, und je nachdem dasjenige der Schwerkraft oder
der Zentrifugalkraft tiberwiegt, fillt das Fahrrad nach innen, oder der Schwer-
punkt wird nach auBen abgetriecben. Das Fahren der Kurve ist nur mdglich,
wenn das Drehmoment der Resultierenden ¥ von ¥, und f, verschwindet, ihre
Wirkungslinie also durch den FuBpunkt 4 geht. Der Neigungswinkel des Fahr-
rades ergibt sich dann aus der Bedingung tgoa = ky/k, = v3rg.

Demnach ist es zum Fahren einer Kurve nétig, die dem Bahnradius » und
der Geschwindigkeit v entsprechende Neigung o« herzustellen. Der Kurven-
radius wird durch die Stellung des Vorderrades zum Hinterrade bestimmt,
indem die in der Fahrbahn an die beiden Rader gelegten Tangenten gleichzeitig
Tangenten der Bahnkurve sind. Die richtige Neigung « wird durch Ausnutzung
der Zentrifugalkraft erzeugt. Will man aus gerader Bahn z. B. in eine Kurve
nach rechés einbiegen, so wird die dazu nétige Neigung nach rechts dadurch
hervorgerufen, daB man zunichst dem Vorderrad einen kurzen Ruck nach
links erteilt, also eine kleine Linkskurve fihrt. Die dabei auftretende, nach
rechts gerichtete Zentrifugalkraft treibt den Schwerpunkt nach rechts, erzeugt
also eine Neigung dorthin. Wenn diese den richtigen Betrag erreicht hat, wird
das Vorderrad in die Stellung umgeworfen, die dem Radius der zu fahrenden
Kurve entspricht. Will man aus der Kurve wieder in die Gerade iibergehen,
so verfihrt man umgekehrt. Man fihrt momentan noch ein wenig stirker in
die Kurve nach rechts, so daBl die Zentrifugalkraft das Fahrrad aufrichtet,
und stellt dann das Vorderrad auf gerade Fahrt. Entsprechend werden auch
alle kleinen zufilligen fehlerhaften Neigungen wihrend der Fahrt durch Fahren
kleiner Kurven beseitigt.

Da die Zentrifugalkraft um so grofer ist, je schneller man fihrt, so geniigen
bei groBer Geschwindigkeit viel kleinere Lenkstangenbewegungen, um Gleich-
gewicht zu halten, als bei kleiner Geschwindigkeit. Deshalb ist es fiir den An-
finger viel leichter, schnell zu fahren, als langsam. Die Vordergabel ist so gebaut,
daB sich das Vorderrad bei kleinen Kérperbewegungen des Fahrers ein wenig
dreht. Bei nicht zu kleiner Geschwindigkeit geniigen diese Bewegungen, um kleine
zufillige Neigungen zu beseitigen. Darauf beruht das freihidndige Fahren. Kreisel-
krifte (§ 40) von merklicher Stirke treten beim Fahrrad wegen der geringen
Masse der Rider nur bei betrichtlicher Geschwindigkeit mit einiger Stirke auf
und spielen bei der Kunst des Radfahrens héchstens eine untergeordnete Rolle.
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Damit ein schnell fahrendes Fahrzeug nicht infolge der Zentrifugalkraft in
einer Kurve seitlich abgeleitet oder sich seitlich iiberschligt, ist es erforderlich,
daB die Resultierende von Schwerkraft und Zentrifugalkraft wenigstens un-
gefahr senkrecht zur Fahrbahn steht. Aus diesem Grunde werden die Kurven
von Eisenbahnen, Rad- und Automobilrennbahnen und AutostraBen tiberhéht,
d. h. so schrige gelegt, da dieser Bedingung bei der durchschnittlich vor-
kommenden Geschwindigkeit geniigt ist. Da die Neigung vom Kurvenradius
abhingt, so ist sie bei breiten Bahnen an der AufBlenseite der Kurve geringer
als an der Innenseite.

Auf der Zentrifugalkraft beruht ein bekanntes Zirkuskunststiick, die
Schleifenfahrt, bei der ein Radfahrer oder ein kleiner bemannter Wagen, aus
groBerer Héhe kommend, eine vertikale Schleife durchfihrt. Man kann den
Versuch im kleinen mit einer Kugel machen (Abb. 71a). Es kommt natiirlich

a Abb. 71. Schleifenfahrt.

darauf an, daB die Zentrifugalkraft ¥, in jedem Augenblick groB genug ist, um
die Schwerkraft aufzuheben. Wir zerlegen die an der Masse m angreifende
Schwerkraft f, vom Betrage mg in ihre radiale Komponente ;' vom Betrage
mg sin o und jhre tangentiale Komponente §,” vom Betrage mg cos « (Abb. 71b).
Die Zentrifugalkraft mv3/r muB in jedem Bahnpunkt mindestens ebenso gro
sein wie erstere. Befindet sich die Masse # in der Héhe x iiber dem tiefsten
Punkt der Bahn, und ist sie aus der Hohe 4 iiber diesem gestartet, so betrigt ihre
kinetische Energie mv?/2 =mg(h—x), also die Zentrifugalkraft 2mg (h— x)/r.
Nach Abb. 71b ist sing = (x—7)/r. Es folgt

¥ —v

v

oder

2mg h—:’i =mg h= 73—’{2——" .

Damit dies auch im héchsten Punkt der Bahn erfiillt ist (¥ = 27), muB8 dem-
nach die Abfahrthdhe mindestens % = 57/2 betragen. (Wegen der Energie-
verluste durch Reibung tatsichlich noch mehr.) Andernfalls fillt der Kérper
aus der Hohe % = (2 A +-7)/3 herab.

35. Drehimpuls. Momentensatz. Flichensatz. FEin Massenpunkt bewege
sich in einem beliebigen Kraftfelde. Er unterliegt an jedem Ort einer Kraft f,
die im allgemeinen von Ort zu Ort ihren Betrag und ihre Richtung #ndert,
also eine Funktion der Ortskoordinaten ist. Es sei O ein beliebiger Punkt im
Raum (Abb. 72a), r sei der von O nach dem jeweiligen Ort des Massenpunktes
weisende Fahrstrahl, b = dr/dt die Geschwindigkeit des Massenpunktes (§ 9),
also dp/dt seine Beschleunigung. Dann ist f= mdp/d¢ die auf ihn wirkende
Kraft, und das statische Moment dieser Kraft beziiglich des Punktes O ist

=[] = m[r 53] (88)
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Als Drehimpuls, Drall oder Impulsmoment q des Massenpunktes beziiglich
des Punktes O definieren wir — ganz analog zum statischen Moment einer Kraft —
das Vektorprodukt aus dem Fahrstrahl ¥ und dem Impuls mb = m dr/d¢ des
Massenpunktes (§ 20),

q:[t~mb]=m[tb]=m[r%]. (89)

Die Richtung des Vektors g folgt aus der Schraubenregel (§ 10). Er steht daher
in Abb. 72a auf der Zeichnungsebene senkrecht und weist nach hinten, also in
Richtung einer Achse, die auf der durch r und mp
bzw. dt definierten Ebene senkrecht steht (Abb. 73).
Der Drehimpuls verschwindet gemiB § 10, Gl. (31),
wenn t und dr gleich oder entgegengesetzt ge-
richtet sind (siny =o0), und hat seinen gré8ten , r S
Betrag, g=mrv, wenn ¢ und dt aufeinander senk- R—W—-—ﬁ’i\—&‘fkﬁ
recht stehen (siny = 4+ 1), genau wie das statische <
Moment einer Kraft. Abb. 72. Zum Momentensatz.
Wir wollen q nach der Zeit differenzieren. Da-
bei ist zu beachten, daB das Vektorprodukt [dt/d¢-b] = [bb] =0 ist [§ 10,
Gl. (33)]. Wir erhalten dann, unter Beriicksichtigung von GL. (88),

on fenli]n o

Diese Gleichung sprlcht den Momentansatz aus: Der zeitliche Differentialquotient
des Drehimpulses eines Massenpunktes beziiglich irgendeines Punktes ist gleich
dem statischen Moment der auf ihn wirkenden Kraft
beziiglich des gleichen Punkies. Man beachte, dal dem-
nach Drehimpuls und statisches Moment in einer ganz
analogen Beziehung zueinander stehen wie Impuls
und Kraft [§ 20, G (31)).

In Abb. 72a ist die Anderung des Vektors t in
der Zeit dt dargestellt. Er erfihrt in dieser Zeit einen
Zuwachs dr = v d¢, indem sich der Massenpunkt um
die Strecke dr bewegt, und er hat sich nach Ablauf
der Zeit dt in den Vektor t -+ dt verwandelt. Dabei
hat der Fahrstrahl eine Fliche dF iiberstrichen,
die durch die drei Vektoren t, dt und t + dr begrenzt wird. Die Fliche ist
ein Dreieck vom Inhalt dF = 4rdh=74%rdrsiny, wenn r und dr die Betrige
der Vektoren r und dr sind und y der von ihren Richtungen eingeschlossene
Winkel ist (Abb.72b). Nun ist der Betrag des Drehimpulses q nach Gl. (8g)
und nach Gl (31) (§ 10) ¢ = mrsinydr/dt, also rdrsiny = gdt/m. Es ergibt
sich also

dF:%rdrsiny=#th. (91)

Die vom Fahrstrahl ¢ in der Zeit dt iiberstrichene Fliche dF ist dem Betrage ¢
des Drehimpulses des Massenpunkies proportional. Dieser wichtige Satz heiBt
der Fldchensatz.

Im allgemeinen wird sich der Drehimpuls unter der Wirkung der am Massen-
punkt angreifenden Kraft im Laufe der Zeit andern, und so wird sich im all-
gemeinen auch die Anderungsgeschwindigkeit dF/d¢ der iiberstrichenen Fliche
indern. Der Drehimpuls ist nur dann konstant, dq/d¢ = o0, q (und g) = const,
wenn das statische Moment der Kraft t = o ist [Gl. (90)]. Das statische Moment
der Kraft verschwindet dann und nur dann in jedem Augenblick, wenn die
Kraft in jedem Raumpunkt stets auf den gleichen Punkt hin oder von ihm
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weg gerichtet ist, und wenn wir diesen Punkt als Bezugspunkt O wihlen. Denn
in diesem Fall ist ! = [tf] = o, weil ¢t und ¥ dann in gleicher oder entgegen-
gesetzter Richtung liegen. Eine solche Kraft nennt man eine Zentralkraft, weil
sie tiberall auf das gleiche Zentrum hin oder von ihm weg weist. Dann ist die
in einer endlichen Zeit { vom Fahrstrahl iiberstrichene endliche Fliche nach
GL (9x) F =qt/2m, also der Zeit ¢ proportional. In diesem Sonderfall lautet
der Flichensatz: Bewegt sich ein Massenpunkt unter der Wirkung einer Zentral-
kraft, so ist sein auf das Kraftzentrum bezogener Drehimpuls zeitlich konstant,
und der vom Kraftzentrum auf den Massenpunkt hinweisende Fahrstrahl iiber-
streicht in gleichen Zeiten gleiche Flichen. Ein Beispiel hierfiir ist das 2. KEPLER-
sche Gesetz (§ 46).

Die Einheit des Drehimpulses ist im CGS-System 1 g-cm?-sec™?, im tech-
nischen MaBsystem 1 kg* -m - sec.

36. Rotationsenergie. Trigheitsmoment. Ein Kérper rotiere mit der Winkel-
geschwindigkeit u (Betrag #) um eine Achse. Die Geschwindigkeit b, mit der
sich ein im senkrechten Abstande » von der Achse befindliches Massenelement
dm des Korpers bewegt, hat dann den Betrag v = %7, und seine kinetische Energie
betrigt dE =dmv?2=dmu?r?/2. Die Winkelgeschwindigkeit ist fiir alle
Massenelemente eines rotierenden Korpers die gleiche. Dem-
nach ergibt sich die kinetische Energie des ganzen Kérpers —
seine Rofationsenergie —, indem man die Summe (das Inte-
gral) iiber alle Massenelemente des Korpers bildet,

E=“72/72dm=—:—]u2. (92)
Die hier eingefithrte Groge
Srammnsdien Satz
' J=/[rdm (93)

heiBt das Trdgheitsmoment des Korpers beziiglich der betrachteten Achse. Es
hangt von der Lage der Drehachse relativ zum Korper ab. Das Trigheits-
moment eines einzelnen Massenpunktes m im senkrechten Abstande 7 von der
Drehachse betrigt J =mr2. Die Einheit des Trigheitsmoments ist im CGS-
System I g-cm? im technischen MaBsystem 1 kg*-m -sec2.

Definieren wir bei einem um eine Achse drehbaren Kérper von der Masse m
einen senkrechten Abstand r; von dieser Achse durch die Gleichung

A=2[ram="L, sodB J=mn, (94)

so kdnnen wir uns den Korper beziiglich seines Triigheitsmomentes durch einen
um den Trdgheitsradius r. von der Achse entfernten Massenpunkt von der Masse
m ersetzt denken.

In Abb. 74 sei A der DurchstoBpunkt einer zur Zeichnungsebene senk-
rechten Achse, S der DurchstoBpunkt einer zu ihr parallelen, durch den
Schwerpunkt eines Korpers gehenden Achse (Schwerpunkisachse) und a der
Abstand dieser beiden Achsen. Es sei ferner 7 der senkrechte Abstand eines
Massenelements dm des Korpers von der ersten Achse, 7, sein Abstand von der
Schwerpunktsachse. Das von dm auf die Gerade A S gefillte Lot schneide die
Gerade in P im Abstande SP = x von S und habe die Linge y. Dann ist
72 = (@ + x)® + 92, 7§ = 22 4 9% Das Trigheitsmoment des Kérpers beziiglich
der durch A gehenden Achse betrigt dann

]=/1'2dm=/[(a+x)2-|—y2]dm=azfdm+fr§dm+za/xdm.
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Nun ist f dm =m die Masse des Korpers, f ridm = J; das Trigheitsmoment
des Kérpers beziiglich der zur vorgegebenen Achse parallelen Schwerpunkts-

achse und f xdm =o0 nach Gl (28b) (§ 19). Demnach ist

J=1Js+ma? (95)
(STEINERscher Satz). Das Trigheitsmoment [ eines Kérpers beziiglich einer
beliebigen Achse ist gleich der Summe aus dem Trigheitsmoment des Kérpers
beziiglich der zur vorgegebenen Achse parallelen Schwerpunktsachse und dem
Trigheitsmoment ma? eines dem Koérper an Masse gleichen, im Kérperschwer-
punkt befindlichen Massenpunktes beziiglich der vorgegebenen Achse. Hiernach
kann das Trigheitsmoment eines Korpers beziiglich jeder beliebigen Achse
berechnet werden, wenn man seine Trigheitsmomente beziiglich aller Schwer-
punktsachsen kennt.

Bei einfach geformten und homogenen Korpern 148t sich das Trigheits-
moment nach Gl. (93) leicht berechnen. Zum Beispiel betrigt es

fiir eine homogene Vollkugel mit dem Radius r fiir jede durch den Mittel-
punkt gehende Achse 2 m7?s,

fiir einen homogenen Hohlzylinder mit den Radien 7, und 7, beziiglich seiner
Korperachse m (75 + 73)/2,

fiir einen homogenen Wiirfel von der Kantenlinge @ beziiglich jeder durch
seinen Mittelpunkt gehenden Achse ma?/12.

Die verschiedenen Schwerpunktsachsen eines beliebig gestalteten Kérpers
unterscheiden sich durch die Betrige der zu ihnen gehérigen Trigheitsmomente.
Jedoch lassen sich diese in einen einfachen Zusammenhang bringen, den wir
mitteilen wollen, auf dessen Beweis wir aber verzichten miissen. Im allgemeinen
hat ein Korper eine bestimmte Schwerpunktsachse, beziiglich derer sein Trig-
heitsmoment einen gréBeren Betrag hat als beziiglich aller anderen Schwer-
punktsachsen, und eine zu ihr senkrechte Schwerpunktsachse, beziiglich derer
sein Trigheitsmoment den geringsten Betrag hat. Diese beiden Schwerpunkts-
achsen groBten und kleinsten Trigheitsmoments und die zu ihnen senkrechte
dritte Schwerpunktsachse, der ein mittleres Trigheitsmoment entspricht, heiBen
die drei Hawupttrigheitsachsen des Korpers, die zugehorigen Trigheitsmomente,
die wir mit Js, Js, J. bezeichnen wollen, seine Haupttrigheitsmomente. Es sei |
das Trigheitsmoment des Kérpers beziiglich einer beliebigen Schwerpunktsachse.
Wir stellen jetzt die reziproken Werte der Wurzeln aus den genannten Trig-
heitsmomenten durch Strecken dar, die wir uns vom Schwerpunkt aus in
Richtung der zugehdrigen Achsen abgetragen denken,

——=R, —~—=a, —=b, ——=c. 6
i . 7 . )
Die Endpunkte der zu allen moglichen Schwerpunktsachsen gehérigen Strecken R
bedecken dann eine geschlossene, den Schwerpunkt einhiillende Fliche. Der
Schwerpunkt liege im Ursprung eines rechtwinkeligen Koordinatensystems
(xyz), dessen Achsen mit den drei Haupttrigheitsachsen zusammenfallen, so
daB x, y, z die Koordinaten der Endpunkte der Strecken R seien, und R2 =
%2 + 92 4 z2ist. Dann 148t sich die Giiltigkeit der folgenden Gleichung beweisen:

2 2 2
StEta=r (97)

Die genannte Fliche bildet also ein Ellipsoid, das Trdgheitsellipsoid des Korpers.
Es hat die drei Halbachsen a, b, ¢ und ist demnach bekannt, wenn die drei
Haupttrigheitsmomente bekannt sind. Man findet die Strecke R und damit
das Trigheitsmoment [ fiir eine bestimmte Schwerpunktsachse, indem man

Westphal, Physik. 4. Aufl. 6
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vom Schwerpunkt aus eine Gerade in der betreffenden Richtung bis zur Fliche
des Trigheitsellipsoids zieht. Demnach sind durch die drei Haupttrigheits-
momente auch die Trigheitsmomente fiir sdémtliche Schwerpunktsachsen des
Korpers bestimmt.

Bei homogenen, rotationssymmetrischen Kérpern — wie sie auf der Drehbank
entstehen — artet das Trigheitsellipsoid in ein Rotationsellipsoid, also ein
Ellipsoid mit zwei gleichen Hauptachsen aus. In diesem Fall ist die geometrische
Achse (Figurenachse) des Korpers stets eine Haupttriagheitsachse, und zwar
eine Achse gréBten oder kleinsten Tragheitsmoments. Ersteres, wenn der Kérper
abgeplattet, letzteres wenn er linglich ist. Allen zur Figurenachse senkrechten
Schwerpunktsachsen entspricht dann das gleiche Trigheitsmoment, und zwar
bei einem abgeplatteten Korper das kleinste, bei einem langlichen Kérper das
groBte. Zum Beispiel ist bei einem abgeplatteten Kreiszylinder (Kreisscheibe)
die Figurenachse die Achse groBten Trigheitsmoments, jede dazu senkrechte
Schwerpunktsachse eine Achse kleinsten Trigheitsmoments. Bei einem ling-
lichen Kreiszylinder ist es umgekehrt. Die beiden Fille gehen ineinander iiber
bei einem Zylinder, fiir dessen Héhe % und Radius 7 die Gleichung A2 = 372
gilt. In diesem Fall sind die drei Haupttrigheitsmomente einander gleich, das
Trigheitsellipsoid ist demnach eine Kugel, und es sind iiberhaupt die Tr4gheits-
momente beziiglich aller Schwerpunktsachsen gleich groB. Korper dieser Art
heiBen daher auch Kugelkreisel. Zu ihnen gehoért unter anderem auch die
homogene Kugel und der homogene Wiirfel.

Man kann die Rotation eines Kdrper, um eine beliebige Schwerpunktsachse
stets in drei gleichzeitige, unabhingige Rotationen um die drei Haupttrig-
heitsachsen zerlegen, entsprechend der Zerlegung einer beliebigen Bewegung in
drei gleichzeitige, unabhingige Bewegungen in drei zueinander senkrechten
Richtungen. (Beziiglich irgendwelcher anderer zueinander senkrechter Achsen
besteht diese Moglichkeit nicht.) Es seien w#,, us, %, die Betrige der Winkel-
geschwindigkeiten dieser drei Rotationskomponenten. Dann kann man statt
GL (92) auch schreiben

E=§Jut=3%(Jawd + Jouf + Joud). (98)

Ein auf einer Ebene rollender Kérper vom Radius 7 fiihrt gleichzeitig eine
fortschreitende Bewegung mit der Geschwindigkeit » und eine Rotation - mit
der Winkelgeschwindigkeit # = v/r aus. Daher betrigt seine kinetische Energie
E=mv?2+ Ju?z2= (m+ J/r¥)v%}2. Bei einer Kugel ist | =2 mr2/5. Thre
kinetische Energie betrigt daher beim Rollen E = 7 mv?%10, ist also um den
Faktor 7/; gréBer als bei reiner fortschreitender Bewegung. L4Bt man zwei
juBerlich ganz gleich geformte Zylinder, von denen der eine ein Vollzylinder,
der andere ein ihm an Masse gleicher Hohlzylinder aus schwererem Stoff ist,
auf einer schiefen Ebene gleichzeitig abrollen, so lduft der Vollzylinder schneller.
Beide gewinnen zwar beim Durchfallen gleicher Strecken die gleiche Energie.
Von dieser aber entfillt beim Hohlzylinder, weil er das gréBere Trigheitsmoment
hat, ein kleinerer Bruchteil auf die reine fortschreitende Bewegung als beim
Vollzylinder.

37. Rotation eines Massenpunktes um eine feste Achse. Ein Massenpunkt m
rotiere mit der Winkelgeschwindigkeit u um eine feste Achse 44’ (Abb. 75).
Sein senkrechter Abstand von der Achse sei t,, seine Geschwindigkeit p. Sie
weise in Abb. 75a momentan senkrecht nach hinten. Als Bezugspunkt seines
Drehimpulses (§ 35) wihlen wir einen beliebigen auf der Achse 4 4’ liegenden
Punkt O. Der von O nach dem Massenpunkt weisende Fahrstrahl sei . Dann
ist nach Gl (89) sein Drehimpuls beziiglich O

q=m[tp]. (99)
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Der Vektor q steht nach § 10 senkrecht auf der durch v und v gelegten Ebene,
liegt also momentan in der Zeichnungsebene, weist gemdB der Schraubenregel
schrige nach oben gegen die Achse und rotiert mit dem Massenpunkt um diese.

Wir zerlegen g in seine zur Achse parallele Komponente ¢; und seine zur
Achse senkrechte Komponente g, (Abb. 75b). Der von O nach dem FuBpunkt
von 1, — dem Zentrum der Kreisbahn des Massenpunktes — weisende Strahl
sei a, so daB r=r1,-} a die Vektorsumme von t, und a ist. Dann folgt aus

Gl. (99) Ve 4
q=m[(to+ a) 0] =m [te0]+m[ab] =g+ qz, (100) (| -
denn nach der Schraubenregel weist das Vektor- Y q
produkt [t,p] wie ¢, in Richtung der Achse, das SNl
Vektorprodukt [ab] wie g, in der Zeichnungsebene % N\ ‘L’r >
senkrecht auf sie hin. g, ist von der Lage des Bezugs- ’
punktes O auf der Achse unabhingig, q, hingegen .
nicht. ¢, ist der Drehimpuls des Massenpunktes v t
um die feste Achse. ¢, verschwindet, wenn man
den Mittelpunkt des Bahnkreises des Massen- ¢ 0
punktes als Bezugspunkt wihlt, wenn also a=o, ) a ) b
r =1, ist. : .

Da t, und b aufeinander senkrecht stehen, so Aﬁ%tﬁraﬁﬁfﬁ;:sﬁﬁ@es

ist der Betrag von g, gleich ¢, =mryv [§ 10,

Gl. (31)] oder, wegen v =wu7,, ¢y =mriu= Ju, da J =mr} das Trigheits-
moment des Massenpunktes beziiglich der Achse 44" ist. Da die Vektoren g,
und u die gleiche Richtung, n&mlich die der Achse haben, so gilt demnach
auch die Vektorgleichung

a=Ju. (101)

Der Vektor g, = m [ap] steht senkrecht zur a €,
Achse und liegt im Fall der Abb. 75 momentan
in der Zeichnungsebene. Wihrend aber die 3 R
Komponente g, eine feste Richtung im Raum by )
hat, rotiert die Richtung von g, mit dem a b \"
Massenpunkt um die Achse. Demnach ist gz als  abb. 76. a die Vektoren a, 1o, by, B,, b die
ein Vektor, der stindig seine Richtung 4ndert, Komponenten des Vektors %t (zu Abb. 73).
auch bei konstanter Winkelgeschwindigkeit u
zeitlich nicht konstant. Nur sein Betrag g, =mav=maru ist bei konstantem u
zeitlich konstant. Entsprechend ist auch der Vektor q= g, + g, zeitlich nicht
konstant, dg/d¢ hat einen endlichen Wert.

Dann aber folgt aus Gl. (9o), daB auf den Massenpunkt eine Kraft wirken
muB, deren statisches Moment beziiglich des Punktes O gleich Rt = dq/d¢ ist.
Nach Gl. (go) ist

d
m=d—?=m[r%’]=m[rb], (102)
wenn b = dv/d¢ die Beschleunigung des Massenpunktes ist. Wir zerlegen wie
oben t =ty + a in seine beiden Komponenten und die Beschleunigung dv/d¢ =
b= bs + b, nach § 10 in die tangentiale Bahnbeschleunigung bs und die radiale
Zentripetalbeschleunigung b, (Abb. 76a). Wir beachten ferner, daB r, und b,
einander entgegengerichtet sind, so dafl nach § ro, Gl (31) (siny =o0), das
Vektorprodukt [ryb,] = o ist. Dann folgt aus Gl. (102)

R =m [(ty+ a) (bs + bs)] = m [xobs] + m [ab,] +m [abs] = Ry + N, + Ng. (103)

Das statische Moment 9 setzt sich also aus drei Komponenten zusammen, die
aufeinander senkrecht stehen (Abb.76b). Aus der Schraubenregel folgt, daB

6*
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R, in Richtung der Achse weist, in Abb. 75 also senkrecht nach oben, und der
Winkelgeschwindigkeit u gleich (oder entgegen) gerichtet ist. Der Vektor R,
weist in Abb. 75 momentan senkrecht nach vorn, der Vektor R; liegt momentan
in der Zeichnungsebene und weist momentan nach links. Die Richtung von 9, ist
zeitlich konstant, die Richtungen von R, und N, rotieren mit dem Massenpunkt
um die Achse. Durch Vergleich mit Gl. (100) erkennt man, daB 9%, mit der
axialen Komponente ¢, des Drehimpulses, R, und R, mit seiner radialen Kom-
ponente g, zusammenhingen,

By=SRemlnhl, Rt R=R—mbltmab]. (04
Daher ergibt sich aus Gl. (xo1) fiir R, und seinen Betrag N,
d d a2
LB SN A S (105)

[§ 10, Gl (22)], wenn ¢ der Drehwinkel des Massenpunktes, also dg/dt=u
der Betrag seiner Winkelgeschwindigkeit ist. Ist R, =0, so ist demnach der
<ty Drehimpuls ¢, um die Achse und die Winkelgeschwindig-
keit u konstant. Wirkt an dem Massenpunkt eine zur Achse
und zum jeweiligen Fahrstrahl t, senkrechte, also seiner
b b Geschwindigkeit v gleich oder entgegen gerichtete Kraft, die
+——Zeod— 7 . beziiglich der Achse das statische Moment %, besitzt, so er-
fahrt der Massenpunkt eine Winkelbeschleunigung 42 ¢/d#? =
a N,/J, die je nach der Richtung von %, — ob der Winkel-
geschwindigkeit gleich- oder ihr entgegengerichtet — seine

0 Winkelgeschwindigkeit vergr6Bert oder verkleinert.
- L, Damit der Massenpunkt eine Kreisbahn beschreibt, also
L die dazu nétige Zentripetalbeschleunigung b, erfihrt, muB
statia 20T nach Gl. (85) eine Zentripetalkraft m b, entgegen der Richtung
Zentripetalkratt.  des Fahrstrahls t, (Abb. 75) an ihm angreifen. Das statische
Moment dieser Zentripetalkraft beziiglich des BezugspunktesO
ist nach § 28 [amb,] = m [ab,], also gleich dem statischen Moment R, [Gl. (104)].
Dieses dient also zur Erzeugung der zur Aufrechterhaltung der Kreisbewegung
erforderlichen Zentripetalkraft, die der Zentrifugalkraft —mb, entgegenwirkt
(Abb. 77). Dieses statische Moment verschwindet, wenn man den Bezugspunkt O
in den Mittelpunkt des Bahnkreises des Massenpunktes verlegt. Die Zentripetal-
kraft ist die Resultierende von Zwangskriften %, f,, die in den Achsenlagern
durch die von dem rotierenden Massenpunkt ausgehende Zentrifugalkraft wach-

gerufen werden. '

Das statische Moment %, tritt nach Gl. (103) nur dann auf, wenn der Massen-
punkt eine Bahnbeschleunigung bs, also eine Anderung seiner Winkelgeschwin-
digkeit, erfihrt, und fehlt bei konstanter Winkelgeschwindigkeit. Es beruht
auf zusitzlichen Zwangskriften, die in den Achsenlagern unter der Wirkung
einer Kraft auftreten, die eine Winkelbeschleunigung des Massenpunktes bewirkt,
und die mit der Resultierenden dieser Zwangskrifte ein Kriftepaar bildet.
Das statische Moment %, verschwindet, wenn man den Mittelpunkt des Bahn-
kreises als Bezugspunkt O wihlt.

Die Wahl des Bezugspunktes O hat, wie wir gesehen haben, keinen Einflufl
auf die axiale Drehimpulskomponente ¢, und die axiale Komponente R, des
statischen Moments. Die radiale Drehimpulskomponente g, und die statischen
Momente R, und 9; hingegen hingen von der Wahl des Bezugspunktes ab und
verschwinden, wenn man ihn in den Mittelpunkt des Bahnkreises verlegt. Die
in den Achsenlagern auftretenden Zwangskrifte, auf die es neben den am Massen-
punkt angreifenden #uBeren Kriften fiir die Bewegung des Massenpunktes
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allein ankommt, sind natiirlich von der Wahl des Bezugspunktes unabhingig.
Demnach ist es physikalisch belanglos, welchen Punkt auf der Achse man als
Bezugspunkt wihlt. Im Falie eines rotierenden Massenpunktes ist es natiirlich
am einfachsten, wenn man den Mittelpunkt des Bahnkreises wihlt.

Wir wollen dies jetzt tun, so da R, = N;=o0. Eine dubere Kraft, die
an dem Massenpunkt angreift, habe beztiglich des Bahnmittelpunktes das
statische Moment R, = N, erzeuge also an dem Massenpunkt ein Drehmoment
vom Betrage N = J duj/dt [Gl. (x05)]. Da d¢ =udt, so ist das Integral

/qup=]/-%d(p:]/j—?udt=]/udu=~—;—]u2 (106)

gleich der Rotationsenergie E des Massenpunktes [Gl. (92)], also auch gleich
der Arbeit, die erforderlich ist, um ihm diese zu erteilen. Bei der Rotation
besteht also, analog zur Beziehung Arbeit = Kraft x Weg, die Beziehung
Avrbeit = Drehmoment X Drehung. Auch besteht zwischen der kinetischen Energie
mv32 und der Rotationsenergie J#?%2 eine formale Analogie, indem sich [
und m, sowie % und v entsprechen. Uberhaupt bestehen nahe Analogien zwischen
den Gesetzen der reinen fortschreitenden Bewegung und denen der Rotation
von Massenpunkten. Sie werden deutlich, wenn man Geschwindigkeiten durch
Winkelgeschwindigkeiten, Beschleunigungen durch Winkelbeschleunigungen,
Massen durch Trigheitsmomente und Krifte durch Drehmomente ersetzt.
So entspricht auch der axiale Drehimpuls ¢, = Ju dem Impuls @ = mp, die
Gleichung N = dqg/dt der Gleichung f=d®/d¢ (§ 20).

38. Rotation eines Kérpers um eine feste Achse. Rotiert ein riumlich aus-
gedehnter Korper um eine feste Achse, so ist sein Drehimpuls g, — den wir
wieder auf einen auf der Drehachse gelegenen Punkt beziehen — gleich der
Vektorsumme der Einzeldrehimpulse g; seiner Massenelemente m;. Indem wir
diese gemiB § 37 in ihre zur Achse parallelen und senkrechten Komponenten
gt und g} zerlegen, erhalten wir

g=2a=2G+ZTg=qa+0q, (r07)
wobei ¢; und g, die entsprechenden Komponenten des gesamten Drehimpulses
bedeuten.

Die Einzeldrehimpulse g sind alle der Achse parallel, unter sich gleich-
gerichtet und nach Gl. (zo1) gleich J;u. Demnach ist die axiale Komponente

des Drehimpulses
w=uX]i=Ju, (108)

also analog zu Gl. (ro1), da das Trigheitsmoment J des Korpers gleich der
Summe der Einzeltrigheitsmomente seiner Massenelemente beziiglich der
Drehachse ist. Der Drehimpuls senkrecht zur Achse ist nach Gl. (x00)

0= & g5 = X mi[a;vs]. (x09)
Da die Einzeldrehimpulse qi verschiedene Richtungen haben, kénnen wir dies
hier nicht weiter vereinfachen.

Zwischen der axialen Drehimpulskomponente ¢, und einem axialen Dreh-
moment %, besteht nach Gl (90) und (108) die Beziehung

dg aun
%1 — d_tl = ]W . (IIO)

Demnach gilt auch fiir einen um eine Achse drehbaren Kérper die Gl. (106).

Wir wollen den Drehimpuls eines rotierenden Koérpers einmal auf einen
Punkt O beziehen, dann auf einen Punkt 0’, der ihm gegeniiber um die Strecke
Ax verschoben ist. Die von O bzw. 0’ nach den einzelnen Massenelementen m;
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des Korpers weisenden Fahrstrahlen seien t; bzw. t; = ri— At (Abb. 48). Die
entsprechenden Drehimpulse sind dann nach Gl. (89)

q= X m; [t v
und  q'=Zm; [ti0;] = m; [t;0;)— Zmi [Avvi] = q—Zm; [Ae ] .
Da die Verschiebung At beziiglich aller Einzelmassen m; die gleiche ist, so
kénnen wir fiir das letzte Glied auch schreiben — [4v X m;p;]. Nach Gl. (37)

(§ 20) ist aber Xm;p;=mbp;, wenn m= 3 m; die Gesamtmasse des Koérpers

und s die Geschwindigkeit seines Schwerpunktes ist. Demnach ist
q =q—m[Aey]. (xx1)
Ruht der Schwerpunkt, ist also bs =0, so ist ' = q. Das ist bei einem rotie-
renden Kérper dann und nur dann der Fall, wenn der Schwerpunkt auf der
Drehachse liegt, diese also eine Schwerpunktsachse ist. In diesem Fall ist also
der Drehimpuls des Korpers von der Wahl des Bezugspunktes unabhingig,
und sowohl seine axiale Komponente g;, wie auch seine radiale Komponente ¢,
m; haben in jedem Augenblick einen ganz bestimmten Betrag

T und eine ganz bestimmte Richtung.

0 . Die an den Massenelementen m; eines Korpers auftreten-
Ph K3 den Zentrifugalkrifte ¥;, die alle zur Achse senkrecht stehen,
aber versehieden gerichtet sind und in verschiedenen par-

7 [

Abb.78. Verschiebungdes  2ll€len Ebenen liegen, lassen sich nach § 15 stets zu einer

B gspuktes des resultierenden Einzelkraft f=3'¥ und einem resultieren-

’ den Kriftepaar vereinigen. Die Einzelkraft ist die Vektor-

summe der einzelnen Zentrifugalkrifte —m; b; =—m; dv;/dt. Wenn wir beachten,

daB — wie oben — X m;b; = mb;, also X m;dvi/dt = m dv,/dt ist, so ergibt sich
i an ays

f——2m17—~m TR (112)

Ist die Drehachse eine Schwerpunktsachse, so ruht der Schwerpunkt des rotie-
renden Korpers, so daB p; =0 und demnach auch dps/di=0 und f=o0. In
diesem Fall ergeben die Zentrifugalkriifte also keine resultierende Einzelkraft.
Ist die Achse aber keine Schwerpunktsachse, so besteht, wie beim rotierenden
Massenpunkt, eine solche Einzelkraft, analog zur Kraft —mb, in Abb. 77,
deren Richtung mit dem Kérper um die Achse rotiert, in der festen Achse
entsprechende Zwangskrifte als Zentripetalkrifte hervorruft und die Achse
einseitig beansprucht.

Wenn aber auch — bei der Rotation um eine Schwerpunktsachse — die
resultierende Einzelkraft verschwindet, so bedeutet das noch kein Verschwinden
des resultierenden Kriftepaares. (Die Vektorsumme der Einzelkrifte eines
solchen ist ja stets gleich Null). Im allgemeinen ergeben also bei der Rotation
eines Korpers um eine Schwerpunktsachse die Zentrifugalkrifte ein Krifte-
paar, das ein Drehmoment (Zentrifugalmoment) um eine zur Ebene des Krifte-
paares senkrechte Achse ausiibt. Dieses Drehmoment wird bei fester Achsen-
lagerung durch ein entgegengesetztes Drehmoment R, = d q,/dt aufgehoben, das
durch Zwangskrifte in der Achse erzeugt wird (Lagerreaktion). Das Dreh-
moment der Zentrifugalkrifte verschwindet nur dann, wenn die Drehachse
nicht nur eine Schwerpunktsachse, sondern auch eine der Haupttrigheitsachsen
ist. Wir wollen das hier nicht streng beweisen, sondern an einfachen Beispielen
verstdndlich machen.

Ein linglicher, homogener Kreiszylinder (Abb. 79a) bzw. eine Kreisscheibe
(Abb. 79d) rotiere um eine beliebige feste Schwerpunktsachse 4 A’. Die gleich
groBen, entgegengesetzt gerichteten Resultierenden der Zentrifugalkraft f, —f



§ 38 Zentrifugalmomente. 87

an den beiden Korperhilften liegen im allgemeinen nicht in der gleichen Wir-
kungslinie, bilden also ein Kriftepaar, das den Kérper um eine zur Achse AA’
senkrechte Achse zu drehen, ihn also in die Lage der Abb. 79c bzw. 79e zu
bringen sucht. Die Krifte haben nur dann die gleiche Wirkungslinie, heben sich
also auf und iiben kein Drehmoment aus, wenn die Drehachse entweder mit der
Figurenachse zusammenfillt (Abb. 79b bzw. 7ge) oder wenn sie eine der dazu
senkrechten Schwerpunktsachsen ist (Abb. 79c bzw. 79f). Dies aber sind nach
§ 36 Haupttrigheitsachsen der beiden Korper. Ist die Drehachse keine Haupt-
trigheitsachse (Abb. 79a bzw. 79d), so sucht das Drehmoment der Zentrifugal-
krifte den Korper in diejenige Lage zu iiberfithren, in der er um die Achse
groBten Tragheitsmoments rotiert (Abb.79c bzw. 79e). Rotiert der Kérper
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Abb. 79. Zentrifugalkrifte an rotierenden Kérpern. a—c linglicher Kreiszylinder, d—f Kreisscheibe.

bereits um diese Achse und erleidet er eine kleine Stérung, so tritt sofort ein
Drehmoment auf, das den alten Zustand wieder herzustellen sucht. Rotiert
aber der Kérper um eine Achse kleinsten Trigheitsmoments (Abb. 79b bzw.
791), so geniigt die kleinste Stérung, um ein Drehmoment wachzurufen, das
den Zustand noch mehr zu dndern sucht. In Analogie zum stabilen und labilen
Gleichgewicht kann man daher eine Rotation um eine Achse gréBten Trigheits-
moments als einen stabilen, eine Rotation um eine Achse kleinsten Trigheits-
moments als einen labilen Rotationszustand bezeichnen. Die Rotation eines
Kugelkreises (§ 36) um irgendeine Schwerpunktsachse ist dem indifferenten
Gleichgewicht analog, denn bei ihm sind alle Schwerpunktsachsen gleichwertig.

Ein Kérper, der um eine beliebige feste Schwerpunktsachse rotiert, unter-
liegt also — auBer wenn diese eine Haupttrigheitsachse ist — einem Drehmoment
R, der Zwangskrifte in der Achse, die von den Zentrifugalkriften erzeugt werden
(Abb. 79a bzw. 79d). Er besitzt demnach im allgemeinen auch einen radialen
Drehimpuls g,, der mit dem Korper um die Achse rotiert. Rotiert er aber mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit um eine Haupttrigheitsachse, so ist R, =
dgy/dt =0 und ¢, =const. Da nun ¢, wenn iiberhaupt vorhanden, wegen
seiner stindigen Richtungsinderungen bei endlichem Betrage nicht konstant
sein kann, so folgt g, = 0. Ein um eine Haupttrigheitsachse rotierender Kérper
besitzt demnach nur Drehimpuls um die Drehachse, und es ist q=q;. Ist
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Js das zur betreffenden Haupttrigheitsachse gehorige Haupttrigheitsmoment,
so kénnen wir in diesem Fall nach Gl. (108) u. Gl. (110) auch schreiben

a
g=Jou uwd RN=J.;. (r13)

Ein Korper rotiere um eine beliebige Schwerpunktsachse. Seine Haupt-
trigheitsmomente seien i, J3, Je, die Komponenten seiner Winkelgeschwindig-
keit u in Richtung der drei Haupttrigheitsachsen seien u,, u, e, die Kom-
ponenten seines Drehimpulses g in diesen Richtungen gs, s, g.. Dann kann
man, wie in § 36 erwihnt, die Rotation in drei unabhingige Rotationen um
diese drei Achsen zerlegt denken, und es ist

Ge=Jatta, G=Jomw, Q=]c0 (114)
und G=0a+ g+ = Jatla+ Jo 1w + Jo 1. (115)

Ist ein rotierender Korper keinem #uBeren Drehmoment R, auch keinen
Zwangskriften in einer Achse unterworfen, ist also R =dqg/df=o, so ist q =
const, d.h. sein Drehimpuls hat konstanten Betrag und konstante Richtung.
Erzeugt ein Korper durch von ihm ausgehende Krifte an einem zweiten Korper
ein Drehmoment R =dq"/dt, so erzeugt dieser an ihm nach dem Wechsel-
wirkungsgesetz ein gleich groBes, entgegengesetzt gerichtetes Drehmoment
—N=dqg'ldt. (¢, q” Drehimpulse des ersten und des zweiten Korpers). Es folgt

dll
o da”_

Die Vektorsumme der Drehimpulse der beiden Korper bleibt also bei allen
zwischen ihnen auftretenden Wechselwirkungen konstant. Das entsprechende
gilt bei Wechselwirkungen zwischen beliebig vielen Korpern. Die zwischen
ihnen wirkenden inneren Krifte vermogen die Vektorsumme ihrer Drehimpulse
weder nach Betrag noch nach Richtung zu 4ndern. Der Drehimpuls eines nur
inneren Kriften unterworfenen Korpersystems ist unverinderlich. Dieser Erhal-
tungssatz des Drehimpulses ist ganz analog zum Erhaltungssatz des Impulses
(§ 20). Andert sich der Drehimpuls eines Kérpers, so kann das nur so geschehen,
daB gleichzeitig andere Koérper insgesamt eine gleich groBe, aber entgegen-
gesetzt gerichtete Anderung ihres Drehimpulses erfahren. (Dabei kann die
Summe der Betrige der Drehimpulse zu- oder abnehmen, ebenso wie wir das
in § 2o fiir den Impuls gezeigt haben). Da die Gesamtheit der Korper im Weltall
ein Kérpersystem bildet, das nur inneren Kriften unterworfen ist, so folgt,
daB der Vorrat des Weltalls an Drehimpuls unverinderlich ist.

Der Erhaltungssatz des Drehimpulses ist der zweite Erhaltungssatz, den
wir in der Mechanik kennen lernen. Man kann diese Erhaltungssitze als die
fundamentalsten Sitze der Mechanik bezeichnen.

Rotierende Kérper bezeichnet man allgemein als Kreisel. Die vorstehenden
Ausfilhrungen enthalten die Grundlagen der Kreiseltheorie. Sie haben u. a.
auch groBe technische Bedeutung fiir alle schweren, schnell rotierenden
Maschinenteile. Diese diirfen natiirlich — wenn méglich — ihre Achsen und
Achsenlager nicht durch mit ihnen umlaufende Zentrifugalkrifte und Zentri-
fugalmomente beanspruchen. Sie miissen also tunlichst um eine Haupttrigheits-
achse rotieren, und dies duBerst genau. Denn schon kleine Abweichungen
konnen bei Maschinenteilen mit groBem Trigheitsmoment oder bei sehr schneller
Rotation sehr betrichtliche und auf die Dauer gefihrliche Beanspruchungen
der Maschine und des Gebiudes zur Folge haben.

39. Rotation um freie Achsen. Kriftefreier Kreisel. Wir gehen jetzt zur
Betrachtung von Rotationen um freie Achsen iiber, d. h. um solche Achsen,
deren Lage im Raum und im rotierenden Korper nicht durch irgendwelche

und ¢ + q" = const. (x16)
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Bedingungen festgelegt ist, die also ihre Lage im Raum und im Kérper &ndern
kénnen. Der wesentliche Unterschied gegeniiber der Rotation um eine feste
Achse besteht darin, daB die Zentrifugalmomente nicht mehr durch Zwangs-
krifte in der Achse aufgehoben werden. Ihre Wirkung fiihrt im allgemeinen
zu komplizierten Bewegungen, und daher ist die allgemeine Kreiseltheorie sehr
verwickelt und schwierig. Wir beschrinken uns hier auf einfachere Fille, die
auch praktisch die wichtigsten sind, namlich auf symmetrische Kreisel. Unter
einem solchen versteht man einen homogenen, rotationssymmetrischen Kérper, —
Kugeln, Kreiszylinder, Rotationsellipsoide, Kegel von kreisformigem Quer-
schnitt, Rider usw. Thre geometrische Figurenachse ist stets eine Haupt-
tragheitsachse, beim abgeplaticien Kreisel, z. B. einer Kreisscheibe, diejenige
groBten Trigheitsmoments, beim wverlingerten Kreisel, z. B. einem linglichen
Kreiszylinder, diejenige kleinsten Tragheitsmoments (Abb. 79). Die zur Figuren-
achse senkrechten Schwerpunktsachsen sind simtlich gleichberechtigt und
beim abgeplatteten Kreisel Achsen

4 &,
kleinsten, beim verlingerten Kreisel § § &
Achsen groBten Trigheitsmoments. & Q(\““@\'\
Demnach ist beim abgeplatteten % & )
Kreisel auch das Trigheitsellipsoid ! . N
ein abgeplattetes, beim verlingerten : \)\-ﬁ“‘d\sﬁ
Kreisel ein verlingertes Rotations- e [~ A ¢
ellipsoid. }

Ist ein Kreisel keinen #uBeren |
Kriften unterworfen (krdftefreier .
Kreisel), so muB nach § 19 sein %
Schwerpunkt unbeschleunigt sein, = = a chse, Drehimpulsach 1; Drehach
d.h. er nimmt an der Rotation nicht a beim abgeplatteten, b e et Tonsganees

teil. Das ist nur moéglich, wenn er

auf der Drehachse liegt. Es kann daher nur eine Schwerpunkisachse Drehachse
eines kriftefreien Kreisels — eine frete Drehachse — sein. Ist sie obendrein eine
Haupttrigheitsachse, so verliuft die Kreiselbewegung besonders einfach, weil
in diesem Fall nach § 38 die Zentrifugalmomente am Kreisel fehlen.

Da ein kriftefreier Kreisel keine duBeren Einwirkungen erfihrt, so sind
seine Rotationsenergie und sein Drehimpuls konstant, letzterer als ein Vektor
sowohl beziiglich seines Betrages wie seiner Richtung im Raume. Bei einem
kriftefreien Kreisel hat also die Drelimpulsachse, d. h. die durch den Kreisel-
schwerpunkt in Richtung des Drehimpulsvektors weisende Gerade, bei noch
so komplizierten Kreiselbewegungen eine wunverdnderliche Richtung. Im all-
gemeinen fillt weder die Figurenachse noch die momentane Drehachse, die Rich-
tung des Winkelgeschwindigkeitsvektors u, mit der Drehimpulsachse zusammen.
Diese beiden Achsen fiihren also bei der Kreiselbewegung eine Bewegung um
die raumfeste Drehimpulsachse aus.

Es sei 1 die momentane Winkelgeschwindigkeit eines symmetrischen Krelsels
(Abb. 80a u. b). In der gleichen Richtung liegt dann auch die momentane
Drehachse. Wir zerlegen die Winkelgeschwindigkeit in ihre beiden zueinander
senkrechten Komponenten 1, in Richtung der Figurenachse und u; in der
dazu senkrechten Richtung. Das entspricht der Zerlegung der Rotation in
zwei unabhiingige Rotationen um die entsprechenden Haupttrigheitsachsen.
Das Trigheitsmoment beziiglich der Figurenachse sei J,, dasjenige beziiglich
aller zu ihr senkrechten gleichberechtigten Schwerpunktsachsen sei J5. Nach
GL (114) besitzt der Kreisel beziiglich der Figurenachse den Drehimpuls gq =
Jata, beziiglich der dazu senkrechten Achse den Drehimpuls g = Jsus. (Die
dritte Komponente entfillt, da u momentan keine Komponente senkrecht zur
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Zeichnungsebene besitzt.) Der gesamte Drehimpuls ist also der Vektor q =
Java+ Jous [Gl. (115)]. Aus Abb. 80 ist ohne weiteres ersichtlich, daB die Dreh-
impulsachse — die Richtung des Vektors q — im allgemeinen nicht mit der
Richtung der momentanen Drehachse — der Richtung des Vektors u — zu-
sammenfillt. Ist J,> Js (abgeplatteter Kreisel, Abb. 8oa), so liegt die Dreh-
impulsachse zwischen Figurenachse und Drehachse. Ist J.< Jp (verlingerter
Kreisel, Abb. 8ob), so liegt die Drehachse zwischen Figurenachse und Dreh-
impulsachse. Jedoch liegen die drei Achsen beim symmetrischen Kreisel stets
in der gleichen Ebene. Da sich der Kreisel in Abb. 80 momentan um die gezeich-
nete u-Achse dreht, also auch die Figurenachse momentan eine entsprechende
Drehung um diese Achse ausfiihrt, da die drei Achsen ferner stets in der gleichen
Ebene liegen und die Winkel zwischen den drei Achsen durch die unverinder-
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Abb. 81, Zerlegung der Kreiselbewegung in

eine Rotation um die Drehimpulsachse und

eine Rotation um die Figurenachse. a ab-
geplatteter, b verlingerter Kreisel.

lichen Betrige von [, Js und s, g
fest gegeben sind, und da schlieBlich
die Drehimpulsachse ihre Richtung im
Raum nicht dndert, so folgt, daB die
Figurenachse und die Drehachse eine
kreisende Bewegung auf Kegelminteln
um die raumfeste Drehimpulsachse aus-
fithren miissen. Dabei fiihrt die Dreh-
achse ihrerseits eine Drehung innerhalb
des Kreisels um die Figurenachse aus.
Die Bewegung der Figurenachse um die
Drehimpulsachse heiBt ‘die Prdzession
des Kreisels. Sie kann als Wirkung der
am Kreisel auftretenden Zentrifugal-
momente angesehen werden.

Die Drehachse und die Drehimpuls-
achse fallen nur dann zusammen, wenn

11z oder 11 = o ist, wenn also die Drehachse auch mit der Figurenachse oder einer
zu ihr senkrechten Schwerpunktsachse zusammenfillt (Abb. 79b, c, e, f), wenn
sie also eine Haupttrigheitsachse ist. (Das gilt auch beim nicht symmetrischen
Kreisel). In diesen Fillen hat demnach auch die Figuren- und die Drehachse
eine raumfeste Richtung. Die Drehachse fillt auch dann mit der Drehimpuls-
achse zusammen, wenn J,= J; ist. Das ist bei den Kugelkreiseln der Fall,
deren Trigheitsellipsoid eine Kugel ist (§ 38). In allen diesen Fillen gibt es also
keine Prizession, und zwar deshalb, weil keine Zentrifugalmomente auftreten.

Wir kénnen die Kreiselbewegung noch auf eine andere Weise verstindlich
machen. Wir zerlegen die Winkelgeschwindigkeit u in zwei Komponenten,
deren eine, 1, in Richtung der Drehimpulsachse und deren andere, u,, in Rich-
tung der Figurenachse liegt. Das entspricht der Zerlegung der Kreiselbewegung
in eine Rotation um die raumfeste Drehimpulsachse und eine Rotation um die
nicht raumfeste Figurenachse. (DaB diese Rotationen nicht voneinander un-
abhingig sind, ist hier ohne Belang). Es ergibt sich, daB ein abgeplatteter
Kreisel (Abb. 81a) auBer seiner Rotation um die Figurenachse (u,) eine im
wesentlichen gegenliufige Prizession um die Drehimpulsachse (u;) ausfiihrt.
Hingegen erfolgen beim verlingerten Kreisel (Abb. 8xb) die beiden Rotationen

im wesentlichen gleichsinnig.

Zur Demonstration der Kreiselgesetze kann man einen Kreisel kriftefrei
machen, indem man ihn in einer kardanischen Aufhingung (Abb. 86) so lagert,
daB sein Schwerpunkt im Mittelpunkt der Aufhingung liegt, oder indem man
ihn — wie beim KLEINschen Kreisel (Abb. 82) — unmittelbar in seinem Schwer-

punkt unterstiitzt.
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Bei der Bewegung eines symmetrischen Kreisels ist die jeweilige Lage und
Bewegung der Figurenachse ohne weiteres sichtbar. Auch die Lage der raum-
festen Drehimpulsachse ist als diejenige Gerade, um die die ganze Bewegung
erfolgt, deutlich kenntlich, aber nicht die Lage der momentanen Drehachse
und ihre Bewegung im Raum und innerhalb des Korpers. Man kann aber
nach PoHL auch diese sichtbar machen, wenn man eine zur Figurenachse senk-
rechte Ebene am Kreisel mit bedrucktem Papier beklebt. Dieses erscheint
wegen der schnellen Drehung iiberall gleichmiBig grau.
Nur im jeweiligen DurchstoBpunkt der Drehachse ist eine
Struktur zu erkennen, deren Wanderung auf der Fliche die
Wanderung der Drehachse im Korper anzeigt.

40. Kreisel unter der Wirkung eines #uBSeren Dreh-
momentes. Wir wollen jetzt die Wirkung eines an einem Abb. 82.
Kreisel mit freier Drehachse angreifenden duBeren Dreh-  Kuzitscher Kueisel Nach
moments betrachten und dabei voraussetzen, daB der Kreisel Lehrbuch der Physik.
um eine Haupttrigheitsachse rotiert. Er habe den Dreh-
impuls q. Wirkt jetzt wihrend der Zeit d¢ an ihm ein Drehmoment R, so
erzeugt es an ihm einen zusitzlichen Drehimpuls dq=Rd¢ [Gl. (9o)], der sich
vektoriell zum Drehimpuls q addiert, so daBl der Drehimpuls des Kreisels
nunmehr ¢ = q-+dq ist

(Abb. 83a). Wenn dg nicht _‘7‘14(1 T
N
a

mit ¢ gleichgerichtet ist, so

hat ¢’ eine Richtung, die von

derjenigen von g ein wenig g \

abweicht. Der Betrag des _—

Drehimpulses dndert sich nur 4 Bl 2O 4] A
dann nicht, wenn dq senk- \ 9 A
recht zu q gerichtet ist. Dann u

dndert sich nur die Richtung b

von g. In Abb. 83b ist dies Abb. 83. Anderung des Abb,84. Kreisel unter der Wirkung eines
fiir eine endliche Richtungs- Drehimpulses beim 4uBeren Drehmoments.

inderung angedeutet. Die
aneinander gereihten Pfeilchen bedeuten die aufeinanderfolgenden, zur jeweiligen
g-Richtung senkrechten Drehimpulsinderungen dg.

Abb. 84 stellt als Beispiel eines Kreisels eine um ihre Figurenachse rotierende
Kreisscheibe dar, deren Achse 4 A’ frei drehbar ist, aber eine feste Lage im
Kreisel hat. Der Drehimpulsvektor q weist in Richtung der Achse horizontal
von rechts nach links (Schraubenregel). Nunmehr lassen wir wihrend einer
Zeit dt an der Achse ein Kriftepaar wirken, dessen Einzelkrifte ¥, —¥ zur
Zeichnungsebene senkrecht stehen, und das nach der Schraubenregel ein Dreh-
moment N erzeugt, das senkrecht zur Achse in der Zeichnungsebene liegt, den
Kreisel also um eine in der Zeichnungsebene liegende vertikale Achse zu drehen
sucht. Die dadurch hervorgerufene Drehimpulsinderung dq = R d¢ ist mit RN
gleichgerichtet, weist also senkrecht nach oben. Der Drehimpuls q verwandelt
sich demnach in einen Drehimpuls ¢’ = q + dg, der wieder in der Zeichnungs-
ebene liegt, aber ein wenig gegen die Horizontale geneigt ist. Da der Kreisel
nur um die in sciner Figurenachse festgelegte Achse rotieren kann, die Richtung
seiner Figuren- und Drehachse also stets mit seiner Drehimpulsachse iiberein-
stimmt, so folgt, daB sich der Kreisel ebenso gedreht hat wie der Drehimpuls-
vektor q. Man kann den Versuch leicht so verwirklichen, daB man einen Kreisel
von der in Abb. 84 dargestellten Art an den beiden Enden seiner Achse anfaBt
und ihm einen kurzen drehenden Ruck im Sinne des gedachten Kriftepaares
erteilt. Das Ergebnis des Versuches ist immer wieder iiberraschend. Es gelingt
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nicht, den Kreisel im Sinne des angewandten Drehmoments zy drehen. Ein

Kreisel reagiert auf den Versuch, thn um irgendeine zu seiner Drehachse senkrechte

Achse zu drehen, mit einer heftigen Drehung wm die zu dieser Achse und zur Dreh-

achse senkrechte Achse. Natiirlich handelt es sich hier um die Wirkung von

Tragheitskriften. Bei schneller Rotation und groBem Trigheitsmoment sind
diese Kreiselkrifte, mit denen sich ein Kreisel jeder Rich-
tungsinderung seiner Drehachse in einem bestimmten Sinne
widersetzt, sehr betrichtlich. Natiirlich ist es moglich, jede
gewiinschte Richtungsinderung der Kreiselachse zu be-
wirken. Dann aber mu8 das Drehmoment, entgegen jeglicher
Erfahrung an nicht rotierenden Kérpern, genau senkrecht
zu derjenigen Achse gerichtet sein, um die man den Kreisel
zu drehen wiinscht. Zu Versuchen ist das abmontierte
Rad eines Fahrrades geeignet, dessen Bereifung durch
einen Bleikranz ersetzt und dessen Achse durch Hand-
griffe verlingert ist. Man versetzt es durch Anziehen einer
auf die verlingerte Achse gewickelten Schnur in schnelle
Rotation.

Die Achsendrehung eines Kreisels, die durch ein duBeres Drehmoment hervor-
gerufen wird, bezeichnet man ebenso wie die vom Drehmoment der Zentri-
fugalkrifte hervorgerufene Drehbewegung (§ 39) als Prdzession.

Ein Kinderkreisel, der mit genau lotrechter Figuren- und Drehachse liuft,
verhdlt sich wie ein kriftefreier Kreisel. Kleine Kippungen sind aber un-

vermeidlich. Sobald eine solche eintritt, tritt am Kreisel
ein Kriftepaar auf, das einerseits aus der in seinem
Schwerpunkt S angreifenden Schwerkraft ¥ andererseits
aus der entgegengesetzt gerichteten gleich groBen Zwangs-
kraft §;=—F¥ an seiner Spitze besteht. Es sucht den
Kreisel im Fall der Abb. 85 noch weiter nach rechts zu
kippen, ihn also um eine durch seine Spitze gehende,
zur Zeichnungsebene senkrechte, horizontale Achse zu
drehen. Der Kreisel aber reagiert darauf mit einer
Drehung seiner Achse um die dazu senkrechte, in der
Zeichnungsebene liegende, vertikale Achse. Seine Achse
dreht sich bei dem in Abb. 85 angenommenen Umlaufs-
sinn des Kreisels nach hinten — also im gleichen Sinne
wie die Kreiseldrehung — und setzt diese Bewegung,
da das Drehmoment andauert und seine Richtung die
Prizessionsbewegung mitmacht, entsprechend fort. Die
Kreiselachse dreht sich also in der bekannten Weise auf einem Kegelmantel
um die Vertikale, gleichsinnig mit der Rotation des Kreisels. Die Winkel-
geschwindigkeit und der Drehimpuls des Kreisels dndern dabei, sofern der
Kreisel reibungslos liuft, nur stindig ihre Richtung, aber nicht ihren Betrag.
Infolge des Energie- und Drehimpulsverlustes durch Reibung werden aber bei
einem wirklichen Kreisel die Kreiselkrifte allmihlich schwicher. Die Offnung
des Prizessionskegels wird stindig gréBer, so daB der Kreisel schlieBlich
umfillt.

Abb. 86 stellt einen Kreisel dar, der mit horizontaler Achse kriftefrei in
einer kardanischen Aufhingung gelagert ist, so daB seine Achse allseitig drehbar
ist. Durch das Gewicht einer am Ende seiner Achse angebrachten Masse m kann
ein Drehmoment wirksam gemacht werden, das ihn um die zu seiner Drehachse
senkrechte horizontale Achse zu drehen sucht. Er antwortet darauf mit einer
Prizessionsbewegung um die vertikale Achse, um die er sich mit merklicher
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Geschwindigkeit dreht. Hingt man die Masse auf das andere Ende der Achse,
so kehrt sich die Prizessionsbewegung um.

In der Technik miissen Kreiselkrifte iiberall in Betracht gezogen werden,
wo die Richtung der Drehachsen schnell rotierender Maschinenteile sich schnell
dndert, also insbesondere bei Fahrzeugen. Denn die Kreiselkrifte, die Tragheits-
widerstdnde der rotierenden Teile gegen eine Anderung der Richtung ihrer
Drehimpulse, kénnen unter Umsténden die Achsenlager stark beanspruchen und
erhebliche Drehmomente auf das Fahrzeug ausiiben. Zum Beispiel bewirken die
Kreiselkrifte an den Ridern beim Fahren einer Kurve eine Vermehrung des
Raddruckes an der AuBenseite der Kurve, eine Verminderung an der Innenseite,
erzeugen also eine zusitzliche, gleichsinnige Wirkung zur Zentrifugalkraft, die
ebenfalls das Fahrzeug nach auBlen zu kippen sucht (§ 34). Eine einseitige Ein-
biegung der Schienen kann bei Eisenbahnwagen eine pl6tzliche Kippung und
damit eine Drehung der Radachsen um eine in der Fahrtrichtung liegende
horizontale Achse hervorrufen, die ihrerseits ein Drehmoment um eine vertikale
Achse erzeugt und Entgleisungs- . )
gefahr herbeifithrt. Bei Schiffen <Ll dor Dihussherte
erzeugen die Stampf-, Gier- und Woarfparabel ~-.._
Schlingerbewegungen Kreiselkrifte
an den rotierenden Maschinenteilen, Ab. 87. Disauswurf, Nac %ﬂg{i xr-PovniLer,
die zu gegenseitigen Verstidrkungen
dieser Bewegungen fithren. Besonders wichtig sind die Kreiselkrifte an den
Luftschrauben der Flugzeuge. Ihre Beriicksichtigung und Beherrschung spielt
bei der Kunst des Fliegens eine maBgebende Rolle.

Die Kreiselkrifte finden aber auch unmittelbare technische Anwendungen.
Bei den Kollergingen der Miihlen rotieren die an der gleichen horizontalen
Achse befestigten Mahlsteine gemeinsam um eine durch die Mitte der ersteren
Achse gehende vertikale Achse und rollen dabei iiber das Mahlgut hinweg.
Infolge der stindigen Richtungsdnderung der ersten Achse treten an den Mahl-
steinen Kreiselkrifte auf, durch die sie, wie die Rider an der AuBenseite von
Kurven, nach unten gedriickt werden. Der Mahldruck wird dadurch betrichtlich
erhoht.

In der Ballistik werden die Kreiselkrifte, d. h. die Tendenz eines Kreisels,
seine Achsenrichtung beizubehalten, ausgenutzt, um ein Uberschlagen der
Geschosse im Fluge zu verhindern. Sie erhalten durch die in den Rohrlauf
eingeschnittenen schraubenf6rmigen ,,Ziige einen betrichtlichen Drehimpuls
(Geschofdrall), durch den die Treffsicherheit auBerordentlich erhéht wird. Beim
Diskuswerfen erteilt man dem Diskus eine schnelle Rotation um seine Achse
groBten Trigheitsmoments. Infolgedessen stellt er sich im zweiten Teil seiner
Bahn, wie die Tragfliche eines Flugzeuges, schrig gegen den Luftwiderstand
an und erreicht eine erheblich gréBere Wurfweite, als wenn dies nicht der
Fall wire (Abb. 87).

Bei einem kriftefreien Kreisel sind die Winkel zwischen Figuren-, Dreh-
impuls- und Drehachse unverinderlich (§ 39), denn sie sind durch die un-
veranderliche Rotationsenergie und den nach Betrag und Richtung unverinder-
lichen Drehimpuls eindeutig bestimmt. Ist aber ein Kreisel 4uBeren Dreh-
momenten unterworfen, die seine Energie und seinen Drehimpuls dndern kénnen,
so konnen sich auch diese Winkel dndern. Das zeigt z. B. der folgende Versuch.
An der vertikalen Achse 4 eines Elektromotors hiingt eine Kreisscheibe an
einem an ihrem Rande befestigten Faden (Abb.88a). Wird die Scheibe in
Drehung versetzt, so rotiert sie anfinglich um ihren Durchmesser, also um
eine Achse Kkleinsten Trigheitsmoments. Jede unvermeidbare momentane
Abweichung von dieser Achsenrichtung ruft aber, wie in § 38 besprochen, ein

Y




04 Erddrehung. Corioliskrafte. § 41

Zentrifugalmoment wach, das die Scheibe so zu drehen sucht, daBl sie um ihre
Achse groBten Trigheitsmoments, also um ihre Figurenachse rotiert. Beim
kraftefreien Kreisel kann das nicht eintreten, weil damit eine Energie- und
Drehimpulsinderung verbunden sein miiite. Der Scheibe aber, die durch den
Motor auf konstanter Winkelgeschwindigkeit gehalten wird, kann der Motor
Energie und Drehimpuls zufithren, so daB sie dem Zentrifugalmoment nach-
zugeben vermag. Sie beginnt in schriger Lage

A A zu wirbeln und stellt sich schlieBlich horizontal
(Abb. 88D).

41. Wirkung der Erddrehung. Corioliskrifte.

N Jeder mit der Erde bewegte und auf ihr ruhende

Korper beschreibt eine Kreisbahn mit der Winkel-
geschwindigkeit der Erddrehung. Diese betrigt,
da die Drehung auf den Fixsternhimmel, nicht
auf die Sonne, bezogen werden muB, 360° =2%
in seinem Sterntag von 86164 sec (§5). Demnach
betrigt die Winkelgeschwindigkeit der Erde » =
2786164 = 0,729z - 1074 sec*. Die fiir die Kreis-
a bewegung der irdischen Korper notige Zentripetal-
Abb. 88. Ubergang der Rotation einer  Kraft liefert die Schwerkraft ¥,, die alle Korper
S o s e st & genau in Richtung auf den Erdmittelpunkt ziehen
Tragheitsmoments. wiirde, wenn die Erde eine genaue Kugel wire.
Wenn wir dies, da es nahezu zutrifft, zunichst
als streng richtig voraussetzen, so ist der Radius der Kreisbahn eines in der
geographischen Breite ¢ auf der Erdoberfliche ruhenden Kérpers » = Rcosg,
wenn R der Erdradius ist (Abb. 8ga). Demnach wirkt, von der Erde aus be-
urteilt, auf jeden auf der Erde ruhenden Koérper eine Zentrifugalkraft f, vom
Betrage k, =m Ru?cos ¢ senk-
recht zur Erdachse. Thre zur
Erdoberfliche senkrechte Kom-
ponente ist der Schwerkraft
entgegengerichtet und betrigt
Ry =kycosp=mRu?cos?p. Sie
steht also zur Schwerkraft mg
im Verhiltnis Ru?cos?gfg =
0,00341 cos?p (R = 6,370 - 108
cm). Sie nimmt vom Aquator
nach den Polen hin ab, be-
tragt am Aquator rund Yy, der
Schwerkraft und verschwindet an den Polen. Die Vertikalkomnponente der
Zentrifugalkraft bewirkt also eine scheinbare Verminderung der irdischen Schwer-
kraft, deren Betrag von der geographischen Breite ¢ abhingt (§ 15), jedoch
wegen der Abplattung der Erde in etwas anderer Weise als bei der oben
vorausgesetzten Kugelgestalt.

Die zur Kugelfliche tangentiale Komponente der Zentrifugalkraft ¥, weist
in Richtung der Lingengrade auf den Aquator hin und hat den Betrag %3 =
kysing =mRu?sinpcosg. Sie verschwindet am Aquator und an den Polen
und hat ihren gréBten Betrag m Ru?/2 in der Breite ¢ = 45°. Sie sucht alle
auf der Erde befindlichen Massen in Richtung auf den Aquator hin zu treiben.
Dies ist die Ursache fiir die tatsichliche Abplattung der Erde. Das Erdinnere
ist zéhfliissig, also beweglich. Die auf ihm schwimmende Erdkruste bildet nur
eine relativ diinne, biegsame Schicht. Die Gleichgewichtsfigur eines nicht
rotierenden, fliissigen Himmelskérper wire die Kugel, da dann die allein vor-

Abb. 89. Zentrifugalkraft auf der Erde und Abplattung der Erde.
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handene Schwerkraft iiberall senkrecht zur Oberfldche stehen wiirde und keine
Kraft vorhanden wire, die die Massen parallel zur Oberfliche zu verschieben
sucht. Entsprechend mufl ein rotierender Himmelskérper so gestaltet sein,
daB die Resultierende der Schwerkraft und der Zentrifugalkraft fiberall senkrecht
zur Oberfliche steht. Die dieser Bedingung entsprechende Gleichgewichtsfigur
ist nahezu ein abgeplattetes Rotationsellipsoid und heiit Geosd. Ein solches
ist die Erde (Abb. 8gb). Die Zentrifugalkraft ist in Abb. 89
der Deutlichkeit halber sehr iibertrieben groB gezeichnet,
und daher ist auch die Abplattung tatsichlich viel geringer,
als dort gezeichnet. Der Unterschied des polaren und des
dquatorialen Durchmessers der Erde betrigt nur rund /.
Die reine Gestalt des Geoides zeigt — von Gezeiten-
wirkungen abgesehen — die Oberfliche des Weltmeeres.

Die Zentrifugalkraft hat fiir einen irdischen Beobachter,
d.h. in einem mit der Erde rotierenden Bezugssystem, den
Charakter einer an allen irdischen Kérpern angreifenden
Kraft (§ 18). Wir betrachten nunmehr ein rotierendes
System, relativ zu dem sich ein Korper bewegt. Dieser

. . o . . Abb. 9o, Zerlegung der Erd-
Fall liegt bei allen Korpern vor, die sich auf der Erde drebung u in eine Azimutal-

bewegen, und die wir von der Erde aus beobachten. Wir  ’pmpencate us und el

v c Vertikalkomponente .
wollen daher als Beispiele fiir solche Erscheinungen Be-

wegungsvorginge auf der rotierenden Erde wihlen. An solchen relativ zu einem
rotierenden System bewegten Korpern treten, von ihm aus beurteilt, zusitzliche
Trigheitskrifte auf, die man Corioliskrifte nennt. Denn die bewegten Korper
erfahren relativ zum rotierenden System Beschleunigungen, die sie relativ zu
einem Inertialsystem (§ 18) nicht erfahren, und denen

im rotierenden System Tragheitskrifte entsprechen.

Wir wollen hier ohne Beweis anfiihren, daB die Coriolis- néralliche
kraft, die in einem mit der Winkelgeschwindigkeit u Holbkugel
rotierenden System auf einen mit der Geschwindig-
keit b relativ zum System bewegten Koérper wirkt,
gleich 2m [bu] ist.

Es ist bei der Betrachtung der Corioliskrafte zweck-
miBig, die Winkelgeschwindigkeit 1t der Erde (Betrag ») o
in zwei Komponenten zu zerlegen (Abb. go). Die eine, %‘}Z%/
die Azimutalkomponente 1, ist zur Erdoberfliche senk-
recht gerichtet und hat in der Breite ¢ den Betrag
#y=wusin p. Die zweite, die Vertikalkomponente u,, 4P, 9% Azimutaldrehung auf
steht auf ihr senkrecht und hat den Betrag u, = % cos ¢. Halbkugel.

Dem entsprechend teilen wir die Corioliskrifte ein in

solche, die von der Azimutalkomponente herrithren, und solche, die von der
Vertikalkomponente der Erddrehung herriihren. Erstere sind am gréBten an
den Polen (sin ¢ = 1) und verschwinden am Aquator (sinp=0). Bei letzteren
ist es umgekehrt.

Die Azimutalkomponente entspricht einer Drehung einer bei 4 in der Breite ¢
gelegenen horizontalen Fliche mit der Winkelgeschwindigkeit %, = % sin ¢ um
eine zur Fliche senkrechte Achse. Die Fliche dreht sich also in der Zeit 4¢
um den Winkel #sin ¢ d¢ um diese Achse. Die Drehung erfolgt, wie man an
Hand der Abb. go leicht feststellt (Schraubenregel), auf der nérdlichen Halb-
kugel — von oben gesehen — gegen die Uhrzeigersinn, auf der siidlichen im
Uhrzeigersinn (Abb. gr1).

Auf der Azimutaldrehung beruht die zuerst 1661 von ViviaNni beobachtete,
1850 von FoucAULT neu entdeckte Drehung der Schwingungsebene eines ebenen

/l"qyo/o/'
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Pendels (FoucAuLTscher Pendelversuch). Wird einem senkrecht iiber dem
Punkt A (Abb. 92) hingenden Pendel ein AnstoB in irgendeiner Richtung ge-
geben, so behilt seine Schwingungsebene infolge der Trigheit ihre Richtung im
Raume bei, nimmt also an der Azimutaldrehung der Umgebung nicht teil.
Von dieser aus betrachtet dreht sich also die Schwingungsebene mit der
Winkelgeschwindigkeit #; = # sin @, auf der nérdlichen Halbkugel im Uhr-
zeigersinn, auf der siidlichen ihm entgegen, in Berlin um rund 12° in einer Stunde.
An den Polen betrigt die Drehung 360° in einem Sterntag, am Aquator findet
keine Drehung statt. Wird, wie das bei der praktischen Ausfiihrung meist
der Fall ist, das Pendel nicht in seiner Ruhelage A angestoBen, sondern in B
(Abb. 92) losgelassen, so bringt es, von 4 aus beurteilt, die dem Punkt B ent-
sprechende Azimutaldrehung mit, und die Bewegung verliuft ein wenig anders.
Die relative Winkelgeschwindigkeit ist dann, wie hier nicht bewiesen werden
soll, um den Faktor 1—a?/3/? kleiner, wenn a die Schwingungsweite und ! die
Linge des Pendels ist. Die Bahnkurve hat dann eine etwas andere Gestalt.

nordliche
Halbkuge!

Aguotor /
‘__/
T
sidliche
/rg/ékzge/ /f‘/ \

Abb. 92, Schema des FoucAuLtschen -  Abb.93. Rechtsabweichungaufder  Abb. 94. Zyklone auf der ndrdlichen
Pendelversuchs auf der nordlichen nordlichen und Linksabweichung Halbkugel.
Halb . auf der siidlichen Halbkugel.

Besitzt ein Kérper im Punkte A (Abb. g3) relativ zur Erde die Geschwin-
digkeit b in horizontaler Richtung, so dreht sich die Erdoberfliche unter dem
bewegten Korper mit der Winkelgeschwindigkeit #sing. Der Koérper be-
schreibt daher auf der nérdlichen Halbkugel eine nach rechts, auf der siidlichen
Halbkugel eine nach links gekriimmte Bahn. Es wirkt auf ihn, von der rotie-
renden Erde aus beurteilt, eine ihn nach der betreffenden Seite treibende Coriolis-
kraft. Sie bewirkt auf der nordlichen Halbkugel eine Rechtsabweichung, auf der
sidlichen Halbkugel eine Linksabweichung der Geschosse. Fliisse werden durch
die Corioliskraft auf der nordlichen Halbkugel gegen ihr rechtes, auf der siidlichen
Halbkugel gegen ihr linkes Ufer gedriickt, und dieses Ufer zeigt eine stirkere
Erosion als das andere (voN BAERsches Gesetz). Die Neigung von Fliissen, ein
von Gebirgen umrandetes Becken auf der nérdlichen Halbkugel in einem nach
rechts, auf der siidlichen in einem nach links ausladenden Bogen zu durch-
flieBen, kann man auf der Landkarte an manchen Beispielen, z. B. bei der
Donau, bestitigt finden.

Die in ein Gebiet niedrigen Luftdrucks von allen Seiten einstrémenden
Luftmassen erfahren eine entsprechende Ablenkung durch die Corioliskraft, die
zur Folge hat, daB die Winde im Tief eine Zyklone bilden, die das Tief auf der
nérdlichen Halbkugel gegen den Sinn des Uhrzeigers umliuft (Abb. 94), auf der
stidlichen Halbkugel aber #m Uhrzeigersinn (Gesetz von Buvs-BaLroT).

Die Vertikaldrehung erfolgt um eine zur &értlichen geographischen Siidnord-
richtung parallele Achse (Abb. go). Sie bewirkt ein Sinken des Horizonts im
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Osten und ein Steigen im Westen mit der Winkelgeschwindigkeit %, = # cos ¢.
Die von der Vertikaldrehung herrithrende Geschwindigkeit eines im Abstande R
vom Erdmittelpunkt befindlichen Korpers betrdgt Ru cos ¢, diejenige eines im
Abstande R 4 4 befindlichen Korpers (R + %) cos ¢. (Das ist tatsichlich nichts
anderes als die Umfangsgeschwindigkeit des Kérpers.) Ein in der Hohe 4 iiber
dem Erdboden befindlicher Kérper hat also eine um den Betrag hu cos ¢
groBere West-Ost-Geschwindigkeit als die Erdoberfliche. LiB8t man ihn aus
der Hohe £ frei herabfallen, so eilt er der Erdoberfliche mit dieser Geschwindig-
keit voraus, fillt also nicht lotrecht herab, sondern ein wenig schrig in dst-
licher Richtung.

Bewegt sich ein Korper mit der Geschwindig-
keit v relativ zur Erde auf einem Breitengrad
ostwirts, also gleichsinnig mit der Erddrehung, |

so besitzt er eine zusitzliche Winkelgeschwindig- ); — <

keit Au=v[/Rsin ¢ (R Erdradius, ¢ geographische W

Breite), und daher ist die der Schwerkraft entgegen-  avb. 5. Eorvos’ Versuch zum Nach-
gerichtete Komponente seiner Zentrifugalkraft et- §gs Sor forigiskah an besegion
was groBer als bei einem auf der Erde ruhenden Bd. 5, nach GRAMMEL.
Korper. Ein ostwirts bewegter Korper hat also

scheinbar ein etwas kleineres, ein westwirts bewegter Koérper ein etwas groBeres
Gewicht als ein ruhender Koérper von gleicher Masse. So gering dieser Unter-
schied ist, so konnte er doch durch einen von ESTv3S — neben vielen anderen
schénen Versuchen zu diesem Thema — ausgefithrten Versuch nachgewiesen
werden. Abb. g5 stellt eine Art von
Waage dar, die in schnelle Um-
drehung versetzt werden kann. Von
den beiden gleichen Massen ist stets
die westwirts laufende scheinbar
schwerer als die ostwirts laufende.
Daher hat die Waage das Bestreben,

nach der Seite jener Masse auszu- A 6 zur Erkaran der Pos I
. o .96. a Zur Erl ng der Polfluc y
schlagen, z. B. sich auf der nérd- b Demonstrationsversuch zur Polfluchtkraft, nach LeLv.

lichen Halbkugel mit ihrem jeweils

nach Westen laufenden Arm zu neigen, mit ihrem nach Osten laufenden Arm
zu heben. Das 1liBt sich in der Tat nachweisen, wenn man die Waage mit
der Frequenz ihrer Eigenschwingung rotieren liBt.

Nach A.WEGENER bewirkt die Abplattung der Erde und die Zentrifugalkraft
eine fundamentale geologische Erscheinung, die Polflucht der Kontinente. Bei
der Betrachtung eines Globus fillt auf, daB3 die Kontinente wesentlich um die
dquatorialen und mittleren Breiten versammelt, an den Polen spirlich sind.
Die Kontinente bilden Schollen, die auf dem z#ihfliissigen Magma des Erdinnern
schwimmen und unter der Wirkung von ausreichend lange andauernden Kriften
auf ihm verschieblich sind. Thr Schwerpunkt S, liegt hoher als der Schwerpunkt
S, des von ihnen verdringten Magmas (Abb. gb6a). In ihrem Schwerpunkt
greift die Resultierende ¥, von Schwerkraft und Zentrifugalkraft der Scholle
an, wihrend der Auftrieb f, der Scholle im Schwerpunkt des verdringten
Magmas angreift. Die Betrige der beiden Krifte sind gleich groB, aber sie sind
einander wegen der Abplattung der Erde nicht genau entgegengerichtet. Sie
haben daher eine Resultierende, die in Richtung auf den Aquator hinweist.
(In Abb. gba sind die den beiden Schwerpunktslagen entsprechenden Niveau-
flichen gezeichnet, d. h. die Flichen, auf denen die Schwerkraft 4 Zentrifugal-
kraft senkrecht steht. Die Verhiltnisse sind der Deutlichkeit halber sehr
stark iibertrieben.) Die genannte Resultierende ist die Polfluchtkraft, die die

Westphal, Physik. 4. Aufl. 7
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Kontinentalschollen in Richtung auf den Aquator treibt. Lige der Schwerpunkt
der Schollen tiefer als der Schwerpunkt des verdringten Magmas, so wire die
Kraft umgekehrt gerichtet. Eine hiibsche Analogie hierzu bildet der folgende
Versuch (Abb. g6b). Ein zylindrisches Gefal mit Wasser wird in schnelle Um-
drehung versetzt und ein Kork mit einem Nagel hineingebracht. Steht der Nagel
nach unten, so wird der Kork nach auBlen (vom Pol fort) getrieben, steht er
nach oben, so bewegt er sich nach innen. Die Analogie des ersten Falles mit
der Polflucht wird deutlich, wenn man den Luftraum iiber dem Wasser mit
der rotierenden Erde identifiziert. Der linke Kork entspricht den Kontinental-
schollen.

Die Erde ist ein Kreisel mit vollig freier Drehachse, aber sie ist nicht kraftefrei.
Infolge ihrer Abplattung und der Schiefe der Ekliptik erzeugt ihre Anziehung
durch Sonne und Mond zusammen mit der von der Drehung der Erde um die
Sonne herrithrenden Zentrifugalkraft an ihr ein Drehmoment. Das kommt auf
4 folgende Weise zustande. Wir denken uns die
N Erde, das Geoid, als eine ideale Kugel mit einem

darauf liegenden Wulst, der am Aquator am

dicksten ist (in Abb. g7 sehr stark iibertrieben)

und betrachten zuerst die Wirkung der Sonne
! allein. Im Erdmittelpunkt, ihrem Schwerpunkt,
o ¢  ist die Anziehung durch die Sonne der vom Erd-
9 umlauf um die Sonne herriihrenden Zentrifugal-
kraft genau gleich und ihr entgegengerichtet. Den
Wulst teilen wir in seine der Sonne zu- und von
ihr abgewandte Hilfte. Auf der der Sonne zu-
gewandten Hilfte ist die Sonnenanziehung, des
kleineren Abstandes wegen, gréBer als im Erd-
mittelpunkt, die Zentrifugalkraft aber aus dem gleichen Grunde kleiner, und
im Schwerpunkt S, der Wulsthilfte resultiert eine auf die Sonne hin gerichtete
Kraft f. Auf der von der Sonne abgewandten Seite ist es umgekehrt, und es
resultiert hier im Wulstschwerpunkt S, eine von der Sonne weg gerichtete
Kraft — ¥, die wegen der Schiefe der Ekliptik mit der ersteren ein Kriftepaar
bildet, das die Erdachse um die zum Erdbahnradius senkrechte, in der Ebene
der Erdbahn liegende (also in Abb. 97 zur Zeichnungsebene senkrechte) Achse
zu drehen sucht. Genau wie ein Kinderkreisel antwortet der Erdkreisel auf dieses
Drehmoment mit einer Prizessionsbewegung seiner Dreh- und Figurenachse um
die zur Erdbahn senkrechte Achse. Im gleichen Sinne wirkt der Mond, und
zwar noch stirker als die Sonne, weil die Kleinheit seiner Masse durch die
Kleinheit seines Abstandes mehr als ausgeglichen wird. Die Erdachse liuft in
rund 26000 Jahren einmal auf einem Kegelmantel um, dessen Offnungswinkel
gleich der doppelten Schiefe der Ekliptik ist, also 47° betrigt, verindert daher
im Laufe der Jahrtausende stindig ihre Richtung. Der Polarstern, auf den
sie heute ungefihr hinweist, wird im Laufe der Zeit das Recht, diesen Namen
zu fithren, an andere Sterne abtreten miissen. Mit der Prizession der Erd-
achse ist fiir jeden Ort der Erdoberfliche eine stindige, langsame Anderung
im Bilde des gestirnten Himmels verbunden. Teile des Fixsternhimmels, die
vorher nie iiber dem Horizont erschienen, werden sichtbar, andere ver-
schwinden. Sterne, die vorher wegen ihres kleinen Abstandes vom Himmelspol
nie unter den Horizont traten, tun dies nunmehr. Dies ist z. B. fiir Griechen-
land seit der Zeit HoMERs mit dem zum GroBen Biar gehdrenden Stern
ursae majoris eingetreten!.

A
Abb. 97. Zur Prazession der Erdachse.

1 Vgl. Odyssee, 5. Gesang, 274—276, und Ilias, 17. Gesang, 487—489: Oln &&uuogog
éovl loetp@y ’Queavoiov. Er allein ist des Bades im Ozean nicht teilhaftig.
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Ein Kreisel mit freier Achse, z. B. in kardanischer Aufhingung, der auf
der Erde rotiert, hat nach dem Drehimpulssatz das Bestreben, die Richtung
seiner Drehimpulsachse im Raum unverindert beizubehalten. Daher wird
diese relativ zur rotierenden Erde eine kreisende Bewegung um eine zur Erdachse
parallele Achse ausfithren. Die Richtung der Drehimpulsachse dndert sich nur
dann relativ zur Erde nicht, wenn sie zur Erdachse parallel ist, also nach dem
Himmelspol weist. Hierauf beruht der KreiselkompafB. Er besteht aus dem
Anker eines kardanisch aufgehingten Elektromotors. Wird eine kreisende
Bewegung, die seine Achse anfinglich zeigt, durch Anblasen mit einem Luft-
strom abgebremst, so richtet sich die Achse parallel zur Erdachse in die Siid-
Nord-Richtung. Der KreiselkompaB ist also von der MiBweisung des magneti-
schen Kompasses frei. Eine MiBweisung besteht bei ihm nur insofern, als er
bei der Fahrt des Schiffes eine zusitzlich Winkelgeschwindigkeit besitzt, die
sich vektoriell zur Winkelgeschwindigkeit der Erde addiert. Der resultierende
Winkelgeschwindigkeitsvektor bildet im allgemeinen einen kleinen Winkel mit
der Richtung der Erdachse, und die Kreiselachse zeigt eine entsprechende kleine
Abweichung von der Siid-Nord-Richtung. Diese MiBweisung kann bei Kenntnis
der Fahrtrichtung leicht korrigiert werden.

42. Richtkraft. Richtmoment. Schwingungsglei- ; t 7
chung. Eine Masse (Massenpunkt) #, die lings einer Abb. o8, Zur Richtkeat .z:i
in der x-Richtung liegenden Geraden beweglich ist, 'Scilw;‘;‘,;un;igleié’hm}? i

habe eine stabile Gleichgewichtslage im Punkte x=o0
(Abb. g8). Nach § 24 tritt dann bei einer Verschiebung aus dieser Lage eine
Kraft auf, die sie in die Gleichgewichtslage zuriickzutreiben sucht, und deren
Betrag im allgemeinen eine Funktion des Betrages der Verschiebung ist, &=
k (x). Bei nicht zu groBen Verschiebungen ist diese Kraft sehr hiufig der Ver-
schiebung proportional. Dann gilt die Gleichung

ax

k=m—g=—ax (x117)

(—ax, weil d2x/dt? negativ, auf den Punkt x = o hin, gerichtet ist, wenn x
positiv ist, und positiv, wenn x negativ ist). Die GroBe a heiBt die Richikraft
(Riickstellkraft, Direktionskraft) des Systems. Sie ist gleich der Kraft, die an
der Masse auftritt, wenn sie um x = I cm aus ihrer Gleichgewichtslage ver-
schoben ist. Ihre Einheit ist I dyn-cm™ = 1 g -sec”2. Die Losung der Gl. (117)
lautet, wie man durch Einsetzen leicht bestitigt,

% = %y sin (0t 4 o}, (x18)

wobei 0= 1/—:1— sec™l. (x19)

%, und « sind Integrationskonstanten, die von den besonderen Bedingungen
(Anfangsbedingungen) des Vorganges abhingen. Nach Gl. (118) fiihrt der Massen-
punkt eine periodische Bewegung, eine karmonische Schwingung, lings der x-Achse
um den Punkt x=o0 zwischen den Grenzen -+ x, und — x, aus (Abb. gga).

%, ist die Schwingungsweite oder der Scheitelwert (auch Ausschlag oder Am-
plitude) der Schwingung, nimlich der groBte Abstand von der Gleichgewichts-
lage x = 0, den der Massenpunkt im Laufe seiner Schwingungen — rechts und
links — erreicht. Die irgendeinem Zeitpunkt ¢ entsprechende Verschiebung x
heiBt der Momentanwert der Schwingung. Der Betrag, um den das Argument
ot + o das nichst kleinere ganzzahlige Vielfache von 2 iiberschreitet, heiBt
die Phase der Schwingung. Bei einem Zuwachs des Arguments um 2z wird
jeweils wieder die gleiche Phase und damit der gleiche Betrag von x erreicht.
Die GroBe « heiBt die Phasenkonstante. Thr Betrag hingt vom Anfangspunkt

7*
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der gewihlten Zeitskala ab. Wihlt man sie so, daB zur Zeit ¢ = o der Massen-
punkt gerade seine Gleichgewichtslage x = o in der positiven x-Richtung durch-
duft, so ist @ = o0, also x = x,sinw?. Wihlt man hingegen die Zeitskala so,
daB der Massenpunkt sich zur Zeit ¢ = o gerade in seinem Umkehrpunkt x = + x,
befindet, so ist &« = n/2 und x = x, sin (w? + 7/2) = %, cos wt. Diese Formen
der Losung, sowie weitere, die bei anderer Wahl der Zeitskala auftreten, sind
also physikalisch vollkommen gleichwertig.

Die durch Gl. (119) definierte GréBe w heiBt die Kreisfrequenz der Schwin-
gung. Thre Einheit ist T sec? = 1 Hertz (Hz). Wir kénnen Gl. (118) auch in

folgenden Formen schreiben (mit & = 0):
7 ist die Zeit, nach der x wieder in die

z th
Z - 1 /\ gleiche Phase zuriickkehrt. Denn es ist
AN r ¢ . RN ¢ . ¢
Sin 277—— == sl (Zn;—l- 27z> =sm2m;_.

Demnach ist 7 die Dauer einer vollen
a Hin- und Herschwingung, die Schwin-
gungszest oder Schwingungsdauer des

A Massenpunktes. Dann ist v =1/r die
. /IJ\ /BN A& Zahl der in I sec vollfiihrten Voll-
\/ N~ ¢ schwingungen, die Schwingungszahl oder
\/ Frequenz des Massenpunktes. Auch ihre
Einheit ist 1 sec = 1 Hz. Aus Gl (119)

z b und (121) folgt

—
T=2% V7 sec. (x22)
Diese Gleichung spricht die wichtige

] Tatsache aus, daB die Schwingungsdauer
c einer linearen harmonischen Schwingung

Abb. 99. a ungedampfte, b geddmpfte harmonische 3
e i Bowosung nur von der Masse und der Richtkraft,

. . . t
%= %ysinwt=xysin2nvi=xsin 27—, (120)

mit o=z2gr="2" r=—. (121)
T v

(Kriechbewegung). aber nicht von der Schwingungsweite
abhingt.
Die momentane Geschwindigkeit des Massenpunktes betrigt (mit « = o)
dx
V= - = % wcoswt, (123)
und demnach seine kinetische Energie
E=%mv2=1”2—x§wzcoszwt= af’ coslot. (124)

An jedem Ort besitzt er gegeniiber der Gleichgewichtslage x = o eine bestimmte
potentielle Energie. Diese ist gleich der Arbeit, die aufzuwenden ist, um ihn
gegen die Kraft —ax, also durch eine Kraft + ax bis in den Abstand x zu
verschieben. Sie betrigt also

a x? ax}

P=/axdx=—2—=Tsin2a)t (IZS)
0

Demnach betrigt die Gesamtenergie des schwingenden Massenpunktes

A=E4P=12% (126)
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Sie ist also — in Ubereinstimmung mit dem Energieprinzip -— zeitlich konstant,
da das System keinen duBeren Kriften unterliegt, und dem Quadrat der
Schwingungsweite proportional. Die Energie A andert periodisch ihre Form.
Im Punkte x =0 besitzt der Massenpunkt nur kinetische, in den Umkehr-
punkten -+ x, und — x, nur potentielle Energie. Zwischen diesen Punkten
findet ein stetiger Ubergang der einen Energieform in die andere statt. Die
iiber die Schwingungsdauer v genommenen zeitlichen Mittelwerte von sin® wi
und cos?w ¢ sind einander gleich und betragen /,. Demnach sind die zeitlichen
Mittelwerte der kinetischen und der potentiellen Energie einander gleich und
betragen je ax2/4, sind also dem Quadrat der Schwingungsweite proportional.

Gilt fir den Massenpunkt noch eine der GI. (117) entsprechende zweite
Gleichung m d?y/df? = —a'y fir die zur x-Richtung senkrechte y-Richtung
mit einer anderen Richtkraft ', so folgt daraus die der Gl. (118) analoge Gleichung
y = y,sin (w’'¢ + «’) mit der Kreisfrequenz o’ = V@'/m und im allgemeinen mit
einer anderen Phasenkonstanten o«'. Die beiden zueinander senkrechten Be-
wegungen iiberlagern sich dann zu einer im allgemeinen sehr verwickelten

Abb. 100. Lissajous-Figuren. o : e’ = 3:5.

Bewegung in der xy-Ebene, und die Bahn bildet eine sog. Lissajous-Figur,
deren Gestalt bei gegebenem w und «’ von der Differenz « —a«’ der Phasen-
konstanten und von den Schwingungsweiten %, ¥, abhingt. Sie ist nur dann
eine geschlossene Kurve, wenn @ und o’ in einem rationalen Verhiltnis zu-
einander stehen. Abb. 100 zeigt einige Beispiele fiir den Fall w: w'=3:5 bei
gleichen Schwingungsweiten und verschiedenen Betrigen der Phasendifferenz.
Ist a = a’, also auch w = ’, so ist die Bahn eine Ellipse, die bei der Phasen-
differenz o in eine Gerade, bei gleichen Schwingungsweiten und der Phasen-
differenz 4 7/2 in einen Kreis ausartet.

Ein Kérper sei um eine im Raum feste Achse drehbar, beziiglich derer er
das Trigheitsmoment ] besitzt, und habe beziiglich Drehungen um diese Achse
eine bestimmte Gleichgewichtslage. Daher tritt an dem Korper, wenn er um
einen Winkel @ aus dieser Gleichgewichtslage herausgedreht wird, ein ihn in
diese zuriicktreibendes Drehmoment auf. Bei nicht zu groBen Drehungen ist
meist der Betrag dieses Drehmoments dem Drehwinkel proportional, N = — D ¢.
Das ist z. B. dann der Fall, wenn ein Kérper an einem Draht oder Faden auf-
gehingt ist, dessen Richtung die Drehachse bildet, oder wenn er an einer festen
Achse befestigt ist, an der eine Spiralfeder angreift, wie bei der Unruhe einer
Taschenuhr. Nach Gl (110} und § 1o [GL (22)] gilt dann

du a?

N=]JZr=]5%=—Dg. (127)
Diese Gleichung entspricht der Gl (117) mathematisch vollkommen. Nur ist
an die Stelle der Masse m das Trigheitsmoment J, an die Stelle der Be-
schleunigung 42 x/d#? die Winkelbeschleunigung d%¢/df? getreten (vgl. den SchluB
von § 37). Die an die Stelle der Richtkraft a getretene GroBe D heifit das
Richtmoment (Direktionsmoment) des Korpers. Seine Einheit ist 1 dyn:cm =
I g-cm?-sec”?. Die der Gl (118) vollkommen analoge Losung der Gl. (127) lautet

@ = @,sin (wt+a), wobei = V? sec™l. (128)
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Der Korper fiihrt also eine harmonische Drehschwingung um seine Gleich-
gewichtslage mit der Schwingungsweite g, aus. Ihre Schwingungsdauer betrigt

r=%=2nl/%sec. (129)

Sie hingt auch hier nicht von der Schwingungsweite ab.

Wir haben bisher angenommen, daB der Kérper keinen Widerstinden, z. B.
der Reibung, unterliegt, durch die seine Schwingungsenergie allmihlich auf-
gezehrt wird. Ist ein solcher vorhanden, so fithrt der Korper eine geddimpfte
Bewegung aus. Im allgemeinen darf man annehmen, daB der dimpfende Wider-
stand der Geschwindigkeit dx/d¢ (bzw. der Winkelgeschwindigkeit & ¢/d¢t) pro-
portional ist. Da er ihr stets entgegengerichtet ist, so setzen wir ihn gleich
— o dx/dt, wobei g eine von den duBeren Bedingungen abhingige Konstante
ist. Auf den Korper von der Masse m wirken also jetzt zwei Krifte: die ihn
in die Gleichgewichtslage zuriicktreibende Kraft —ax und die bewegungs-
hemmende Reibungskraft — gdx/d¢. Die Summe dieser beiden Krifte muB
gleich Masse X Beschleunigung sein. Wir erhalten demnach an Stelle von
GL (117) 2

x dx
k=m7t2—=—ax——gw. (130)
Wir fithren zur Abkiirzung a/m = o} und g/m = 2 ein und kénnen dann nach
Division durch m schreiben

a: d
G t2bgr tojr=o. (137)

Die Lésung dieser Gleichung hat eine verschiedene Gestalt, je nachdem w— 2
groBer oder kleiner als Null ist. Im Falle w2 — f2 > o, also bei geringerem
Betrage der Dimpfung, erhalten wir eine geddimpfte harmonische Schwingung, im
Falle w3— %< o eine aperiodische Kriechbewegung. Wir betrachten zuerst den
ersten Fall und wihlen unsere Zeitskala diesmal so, daB sich der Massenpunkt
zur Zeit =0 gerade in dem Umkehrpunkt x = 4 %, befindet, so daB dann
auch seine Geschwindigkeit dx/d¢ == 0 ist. Dann lautet, wie man durch Ein-
setzen bestitigt, die Losung der Gl. (131)

x = x, ¢~ P (coswt+%sinwt>, wobei = Ywi— 2. (132)
Die Bewegung des Massenpunktes ist also periodisch. Jedoch ist seine Kreis-
frequenz @ kleiner, daher seine Schwingungsdauer 7 gréBer als bei fehlender
Dimpfung (8 =0, w = w,). Der wesentliche Unterschied gegeniiber der un-
gedimpften Schwingung liegt aber in dem Faktor ¢—#* (¢ Basis des natiirlichen
Logarithmensystems), der bewirkt, daB die Schwingungsweite, als die wir die
GroBe xye—F#* ansehen kénnen, stindig abnimmt (Abb. ggb). Ist x, der n-te
Umkehrpunkt auf der positiven Seite, den also der Massenpunkt zur Zeit nz
erreicht, so kann man leicht zeigen, daBl x,= xye—"f7=x,¢e~"4. Die GroBe
A=p7 heiBt das logarithmische Dekrement der Schwingung. Es ist gleich dem
natiirlichen Logarithmus des Verhiltnisses zweier aufeinanderfolgender Schwin-
gungsweiten auf der gleichen Seite, log (%u/%s+1) = A, das demnach konstant
ist. Ersetzt man in Gl. (132) die Verschiebung x durch den Drehwinkel ¢, so
gilt sie in genau dem gleichen Sinne fiir die gedimpfte Drehschwingung.

Ist wi—p%< o, so ist, wie wir hier nicht im einzelnen ausfiithren wollen, die
Bewegung nicht periodisch, sondern der Kérper kriecht von einem anfinglich
vorhandenen Ausschlage x, aus in seine Gleichgewichtslage zuriick, ohne sie
je zu iiberschreiten (Abb. gg9c). Als Beispiele fiir eine geddmpfte Schwingung
und fiir eine aperiodische Kriechbewegung denke man sich ein Pendel, das sich
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einmal in Luft, ein anderes Mal in einer zihen Fliissigkeit bewegt. Im Grenz-
fall wi—p2 = o (aperiodischer Grenzfall) lautet die Losung der Gl. (131)

x=x0e= Pt (1 4+ B1), (133)

und entsprechend, mit ¢ statt x, fiir Drehbewegungen. Letzteres ist wichtig
bei den Galvanometern.

Eine ausfiihrliche Behandlung der Schwingungen findet sich im VI. Abschnitt
des 2. Kapitels.

43. Das Pendel. Ein Pendel ist jeder Korper, der in einem festen Punkt
oder in einer festen Achse drehbar aufgebingt ist, und der unter der Wirkung
eines von der Schwerkraft an ihm erzeugten Richtmoments Schwingungen um
eine stabile Gleichgewichtslage auszufiihren vermag. Das ist diejenige Lage,
in der seine potentielle Energie ihren kleinsten méglichen Betrag hat, d.h.
diejenige, in der sein Schwerpunkt die tiefste mdgliche Lage
einnimmt (§ 24). Wird er aus ihr entfernt und wieder losge-
lassen, so treibt ihn die Schwerkraft wieder auf ihn hin. Da
er aber auf diesem Wege durch die Schwerkraft beschleunigt 0
wird, so filhrt ihn die gewonnene Geschwindigkeit iiber die
Gleichgewichtslage hinaus, so daB er auf der anderen Seite wieder
gehoben wird, bis seine kinetische Energie restlos in potentielle Y
Energie verwandelt ist. Dann wiederholt sich das Spiel in
umgekehrter Richtung. Das Pendel fiihrt also eine periodische
Schwingung um die Gleichgewichtslage aus.

Wir wollen hier nur den Fall betrachten, da3 das Pendel in
einer vertikalen Ebene schwingt (ebenes Pendel). Es sei m die
Masse des Pendels, [ sein Trigheitsmoment beziiglich der Achse, Abb. 101,
um die es schwingt, und die in Abb. 101 senkrecht zur Zeich- % Ableitung des
nungsebene durch O gehe. Der Pendelschwerpunkt befinde '
sich in S im Abstande / von der Achse, und das Pendel sei momentan um den
Winkel ¢ aus seiner Gleichgewichtslage gedreht. Die in S angreifende Schwer-
kraft f=mg vom Betrage mg ruft in O eine ihr entgegengerichtete, gleich
groBe Zwangskraft ¥, = — f hervor, mit der zusammen sie ein Kriftepaar bildet.
Dieses erzeugt am Pendel ein Drehmoment vom Betrage mgx=mglsing
(Abb. 101), wenn x der momentane Arm der Kraft ¥ beziiglich des Punktes O ist.
Wir wollen nur so kleine Pendelausschlige betrachten, da8 wir ohne merk-
lichen Fehler singp~s¢ setzen konnen. Dann folgt aus Gl. (110) und (127)

&

d2
J e =—mglp=—Dg. (134)

Es ist also D =mgl das Richtmoment des Pendels, und aus Gl. (129) folgt
fiir seine Schwingungsdauer

T=27 l/%zznl/miglsec. (135)

Es sei s das Trigheitsmoment des Pendels beziiglich der zu seiner Schwin-
gungsebene senkrechten Schwerpunktsachse (§ 36). Dann ist nach Gl (95) sein
Trigheitsmoment beziiglich seiner wirklichen, durch O gehenden Drehachse
J = Js+ mi2 Liegt O weit auBlerhalb des Korpers, so dal3 I groB gegen die
Abmessungen des Korpers ist, so ist Js klein gegen m /%, und man kann mit
geringem Fehler | = m 2 setzen. Dann betrigt nach Gl. (134) die Schwingungs-
dauer

T=27 l/?l’ sec (136)
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(GALLET 1506). Dies wiirde streng gelten fiir einen Massenpunkt an einem
masselosen Faden. Ein solches idealisiertes Pendel heifit im Gegensatz zum
wirklichen physikalischen Pendel ein mathematisches Pendel. Es kann durch
eine nicht zu groBe Kugel an einem ausreichend langen Faden sehr weitgehend
angendhert werden. Ist z. B. der Kugelradius 7 = I cm, der Abstand des Kugel-
schwerpunktes vom Aufhingepunkt /= 100 cm, so ist J; =2 m7?/5 (§ 36) und
J =1,00004m?® (von dem sehr kleinen EinfluB des Fadens abgesehen), also
fast genau gleich mJ%. Ein solches Pendel kann also, wenn es nicht auf duBerste
Genauigkeit ankommt, wie ein mathematisches Pendel behandelt werden, dessen
Pendelkérper ein im Kugelmittelpunkt befindlicher Massenpunkt ist.

Die Schwingungsdauer eines mathematischen Pendels hingt — auBer von
der Erdbeschleunigung g — nur von der Pendellinge / ab und ist von der Masse
des Pendels unabhingig. Mit g = 981 cm-sec™ findet man nach Gl. (136) fiir

) ein mathematisches Pendel von der Linge / = 100 cm fast genau
T = 2 sec (Sekundenpendel).
Die GroBe 7
A= (137)
heiBt die reduzierte Pendellinge eines physikalischen Pendels.

Aus Gl (135) folgt fiir seine Schwingungsdauer
Abb. 102. —

Zur_ Theorie des A
Reversions- T=2n |/ —. (I38)
pendels. g !

Sie ist also gleich der Schwingungsdauer eines mathematischen
Pendels von der Linge 4. Da stets J>mi? so ist stets A>1, d.h. der
Schwingungsmittelpunkt des Pendels, der Punkt, in dem man sich einen Massen-
punkt an Stelle des ausgedehnten Pendelkérpers denken kann, ist stets weiter
vom Aufhingepunkt entfernt als der Pendelschwerpunkt.

Nach Gl. (x38) kann man aus der Schwingungsdauer 7 eines Pendels von
bekannter reduzierter Pendellinge 1 die Erdbeschleunigung g berechnen. Fiir
weniger genaue Messungen geniigt eine kleine, schwere Kugel an einem nicht
zu kurzen Faden. Genauere Ergebnisse liefert das Reversionspendel. Ein Kérper
sei um eine im Abstande @ von seinem Schwerpunkt S befindliche, durch 4
gehende horizontale Achse drehbar (Abb. 102). Sein Trigheitsmoment beziiglich
dieser Achse ist dann J = Js+ ma® [Gl. (95)], seine reduzierte Pendellinge
A= (Js + ma?)ma [Gl (137)]. Es gibt nun stets auf der Geraden A4S jenseits
von S im Abstande b einen Punkt B, der so gelegen ist, daB der Kérper, wenn
er um eine durch B gehende horizontale Achse schwingt, die gleiche Schwingungs-
dauer und daher die gleiche reduzierte Pendellidnge hat, wie bei der Schwingung
um die durch A gehende Achse. Solche Achsen heiBen korrespondierende Achsen.
Es muB demnach sein

+ 2 _I,_ b2
s (139)

AuBer der trivialen Losung ¢ = b (d. h. B fillt mit 4 zusammen) hat diese
Gleichung die Lésung b = Jsma. Dann ist der Abstand AB=a-tb=a+
Jsima=>5b Jfmb, also gleich der reduzierten Pendellinge A sowohl des um
A, wie des um B schwingenden Pendels, die auf diese Weise ermittelt werden
kann.

Abb. 103 zeigt eine Ausfiihrungsform des Reversionspendels. Eine Stange
ist mit zwei einander zugekehrten Stahlschneiden 4, B versehen, die auf eine
horizontale Stahlplatte gesetzt werden kénnen, so daB das Pendel um die eine
oder um die andere als Achse schwingen kann. Sofern das Pendel um beide
Achsen gleich schnell schwingt, ist der Schneidenabstand 4 B seine reduzierte
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Pendellinge 1. Dies wird durch Verschieben zweier Massen bewirkt, von denen
die eine zwischen den Schneiden, die andere auBerhalb sitzt.

Das Trigheitsmoment J eines Korpers ist bei gegebener Gestalt und Dichte-
verteilung seiner #rdgen Masse, die auf ihn wirkende Schwerkraft mg aber
seiner schweren Masse proportional. Demnach enthilt das in Gl (135) ein-
gehende Verhiltnis J/mg im Grunde das Verhiltnis der trigen zur schweren
Masse des Pendels, das wir in § 12 gleich 1 gesetzt haben. Daher kénnen Ver-
suche mit Pendeln aus verschiedenen Stoffen, aber von sonst gleicher
Beschaffenheit dazu dienen, die Berechtigung dieser strengen Gleich-
setzung (bzw. Proportionalitit) zu priifen, d. h. zu untersuchen, ob
das Verhiltnis der trigen zur schweren Masse tatsichlich fiir ver-
schiedene Stoffe das gleiche ist. Versuche, die bis zur duBersten Grenze A
der Genauigkeit durchgefithrt wurden, habendies vollkommen bestétigt.

Unter der hier gemachten Voraussetzung kleiner Schwingungs- 1
weiten hingt die Schwingungsdauer eines Pendels nicht von seiner 9
Schwingungsweite ab. Hierauf beruht bekanntlich die Steuerung des
Ganges der Pendeluhren (HUYGENS 1658). Bei den Taschenuhren
wird das gleiche durch die Drehschwingungen eines Ridchens, der
Unruhe, bewirkt, dessen Schwingungsdauer durch sein Trigheits- 4
moment und durch das Richtmoment bestimmt ist, das eine an seiner
Achse angreifende Spiralfeder liefert.

Von der Schwingungsweite vollkommen unabhingig ist die Schwin- K/
gungsdauer des Zykloidenpendels. Das ist ein Pendel, dessen Pendel-

.. i . . . : Abb. 103.
korper sich nicht auf einem Kreise bewegt, sondern auf einer Zykloide. ginfachos
R . ey . . . Reversions-

44. Die Dimensionen und Einheiten der mechanischen GréBen. Alle “pengel.

mechanischen Gro8en lassen sich, wie wir das in diesem Kapitel

getan haben, auf die drei Grundgrofen des CGS-Systems, die Masse, die Linge
und die Zeit zuriickfithren, und dementsprechend kénnen ihre Einheiten als
Potenzprodukte der drei Grundeinheiten, des g, des cm und der sec, ausgedriickt
werden, z. B. die Einheit der Kraft als 1 g - cm - sec™2. Unter der Dimension einer

Tabelle 2. Dimensionen und Einheiten der mechanischen Gré6B8en.

Einheit
Dimension
CGS-System Techn. System
Masse . . . . . . . ... || 8 gr kg* - sec® - m™?
Lange. . . . . . .. .. 2] cm m
Zeit . . . . ... i#] sec sec
Geschwindigkeit. . . . . . jee1 cm - sec™! m - sec?
Beschleunigung . . . . . . |62 cm - sec™? m - sec™?
Kraft . . . . . .. ... lm 172 g-cm-sec? = dyn kg*
Druck®. . . . . . . . .. |m 12| g-cm™1-sec? (kg* - m~?) s. u.
Impuls. . . . . . . . .. |m It g cm-sec! kg* - sec
Energie, Arbeit. . . . . . |m 22 g-cm?-sec? = erg mkg*
Leistung . . . . . . . .. |mm 12473 g-cm?-sec? = erg-sec! | mkg*-sec?
Winkelgeschwindigkeit . |1 sec—1 sec™!
Winkelbeschleunigung . . . | |72 sec™2 sec™?
Schwingungszahl . . . . . |71 sec! = Hz sec™! = Hz
Trigheitsmoment . . . . . im 12| g-cm? kg* + m - sec®
Drehmoment . . . . . . . |m 12 42| g-cm?:sec® =dyn-cm kg*-m
Drehimpuls. . . . . . .. im 13 g-cm?- sec™! kg*-m - sec
Richtkraft . . . . . . . . |m 2] g-sec? = dyn-cm™ kg* - m™1
Richtmoment . . . . . . |m 22| g-cm?-sec® = dyn-cm kg*-m

1 Der Druck wird in der Technik meist in kg* - cm—? gemessen.
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physikalischen GréBe versteht man einen Ausdruck, der angibt, in welcher Potenz
die drei GrundgréBen in sie eingehen, bzw. in welcher Potenz die drei Grund-
einheiten in ihre Einheit eingehen. Die Dimensionen der drei GrundgréBen
bezeichnen wir mit |#| (Masse), || (Ldnge), |¢| (Zeit). Dann kann die Dimension
jeder von ihnen abgeleiteten GréBe in der Form |ma b t‘| ausgedriickt werden,
wobei a, b, ¢ Zahlen sind, die positiv, negativ oder gleich Null sein konnen.
Zum Beispiel ist die Dimension einer Geschwindigkeit, als des Verhiltnisses einer
Linge zu einer Zeit (Einheit cm - sec™?), |m® 1¢#71| = |/#7|. Zahlenfaktoren, z. B.
der Faktor Y/, der kinetischen Energie, sind dimensionslos und beeinflussen die
Dimension einer physikalischen GréBe nicht. Auch Winkel sind — als reine
Zahlen — dimensionslos. Die Kenntnis der Dimension einer GréBe ist in vielen
Fillen niitzlich. Natiirlich kann man entsprechende Uberlegungen auch fiir
das technische MaBsystem durchfiihren, wobei an Stelle der Masse die Kraft
als GrundgroBe und das kg* als Grundeinheit auftritt.

In der Tabelle 2 sind die Dimensionen der wichtigsten mechanischen GréBen,
sowie die Einheiten des CGS-Systems und des technischen MaBsystems zu-
sammengestellt.

III. Die allgemeine Gravitation.

45. Das Newronsche Gravitationsgesetz. Die irdische Schwerkraft ist, wie
NEWTON (1643—1727) erkannte, nur ein Sonderfall einer allgemeinen Eigen-
schaft jeglicher Materie, der allgemeinen Massenanziehung oder Gravitation.
Sie ist die Gravitation zwischen dem Erdkérper und den auf ihm und in seiner
Nihe befindlichen Kérpern. NEwTON bewies, daB die Zentripetalkraft, die
den Mond zwingt, die Erde auf einer Kreisbahn zu umlaufen, nichts anderes
als die von der Erde auf den Mond ausgeiibte Schwerkraft ist. Er schloB daraus,
daB entsprechende Krifte auch zwischen der Sonne und ihren Planeten und
iiberhaupt zwischen allen Massen wirksam sind. NEWTON bewies, ferner daB die
Kraft, mit der sich zwei Massen, m,, m, anziehen, der GroBe der Massen pro-
portional und ihrem Abstande » umgekehrt proportional ist. Demnach ist der
Betrag der anziehenden Kraft

k=6%dyn. (1)

Dabei sind m,, m, in g, 7 in cm gemessen. G ist eine universelle, von der Be-
schaffenheit der beiden Korper unabhingige Naturkonstante, die Gravitations-
konstante, und betrigt G = 6,685 1078 dyn-cm?- g2 bzw. cm3-g1-sec2. Dem-
nach ziehen sich z. B. zwei Massenpunkte von je I g im Abstande » = I cm
mit der sehr kleinen Kraft von 6,685 - 1078 dyn an. Entsprechend dem Wechsel-
wirkungsgesetz zieht die Masse m, die Masse m, mit der gleichen Kraft an, mit
der die Masse m, die Masse m, anzieht.

Wir kénnen das NEwToNnsche Gravitationsgesetz auch vektoriell aussprechen.
Es sei f die Kraft, die die Masse m, von der Masse m, erfihrt, t der von der
Masse m, in Richtung auf die Masse 7, weisende Fahrstrahl (Betrag 7). Dann
ist t/r ein in Richtung von t weisender Vektor vom Betrage 1 (Einheitsvektor, § 8).
Wir erhalten die NEwrtonsche Anziehung in vektorieller Form, wenn wir die
rechte Seite von Gl (1) mit — t/r multiplizieren. Dadurch wird ihr Betrag
nicht gedndert, sondern ihr lediglich eine Richtung zugeordnet, und zwar die
dem Fahrstrahl ¢ entgegen, auf die Masse m, weisende Richtung. Es ist also

t=—G 72y (2)

In dieser Gleichung ist also unter t jeweils der Fahrstrahl zu verstehen, der
von der anziehenden Masse auf die angezogene hinweist, also der von m, nach
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m, weisende Fahrstrahl, wenn es sich um die Anziehung von m, durch m,
handelt, und umgekehrt.

Strenggenommen gilt das obige Gesetz ohne weiteres nur fiilr Massenpunkte.
Bei ausgedehnten Ko6rpern muB iiber die zwischen ihren simtlichen Massen-
elementen wirkenden Krifte integriert werden. Bei sehr groBem Abstande
der Kérper, d. h. wenn ihre Abmessungen klein gegen ihren Abstand sind, kann
man aber ohne ins Gewicht fallenden Fehler ihre Massen in ihrem Schwer-
punkte vereinigt denken. Bei homogenen Kugelschalen und aus solchen zu-
sammengesetzten Kugeln ist das sogar bei beliebigem Abstande streng richtig.
Dabher ist Gl. (1) auf die nahezu kugelférmigen Himmels-
korper sowie auf die Erdanziehung fast immer ohne wei-
teres anwendbar. Befindet sich aber eine Masse m, inner-
halb einer raumlich verteilten Masse m,, so ist das durchaus
nicht der Fall. Wenn sich z. B. ein Massenpunkt innerhalb
einer homogenen Kugelschale von beliebiger Dicke befindet,
so heben sich, wie man aus Gl. (1) ableiten kann, die An-
ziehungskrifte der einzelnen Massenelemente der Hohlkugel
auf den Massenpunkt gegenseitig genau auf. Der Massen- AP, o4. Zur Schwer-
punkt ist im Innern der Hohlkugel kriftefrei. Fiir einen '
Massenpunkt m,, der sich im Erdinnern, im Abstande » vom Erdmittelpunkt
befindet, ist die Hohlkugel mit den Radien R (Erdradius) und 7 unwirksam
(Abb. 104). Er unterliegt nur der Anziehung der Kugel vom Radius 7. Ist
deren Dichte g, also ihre Masse m; = 47 73p/3 so wird der Massenpunkt m,
mit der Kraft M m

k=G = G A% omyr (3)

in Richtung auf dem Erdmittelpunkt gezogen.

Die Gravitation im Erdinnern ist — konstante %
Dichte ¢ vorausgesetzt —, dem Abstande  vom ., .. DS Versuch sum
Erdmittelpunkt proportional, wihrend sie auBer- Nachweis der Massenanziehung.
halb der Erdoberfliche 1/r? proportional ist. Die

Anziehung der Erde nimmt also bei Anniherung an die Erde wie 1/ zu, um
nach dem Durchgang durch die Erdoberfliche wie » wieder abzunehmen und
im Erdmittelpunkt zu verschwinden.

Die Schwerkraft einer Masse # an der Erdoberfliche ergibt sich aus Gl. (1),
wenn wir fiir » den Erdradius R = 6370km = 6,370-10% cm und fiir m, die
Masse M der Erde einsetzen. Andrerseits betrigt die auf eine Masse m auf der
Erdoberfliche wirkende Schwerkraft £ =mg (g = 981 cm -sec™?). Demnach ist

M M
G%:mg oder g=G—4;. (4)

Hieraus kann die Masse M der Erde berechnet werden. Sie ergibt sich zu rund
6-10% g = 6-10% Tonnen, ihre mittlere Dichte zu 5,5 g-cm™. Das Erdinnere
besteht also aus ziemlich schweren Stoffen, zum groBen Teil vermutlich aus
Eisen und Nickel.

Die Massenanziehung kann im Laboratorium mit einer empfindlichen Dreh-
waage nachgewiesen werden (CAVENDISH 1798), die aus zwei kleinen, an den
Enden einer drehbaren Stange befestigten Bleikugeln m,m besteht (Abb. 105).
Stellt man ihnen zwei groBe Bleikugeln M M gegeniiber, so werden jene von
diesen angezogen, und die Waage dreht sich entsprechend. Eine der genauesten
Messungen der Gravitationskonstante G lieferten RicHARz und KRIGAR-MENZEL,
indem sie das Gewicht von Kérpern oberhalb und unterhalb von groBen Blei-
massen bestimmten.
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46. Die Bewegung des Mondes und der Planeten. Gravitation im Weltraum.
Einen schlagenden Beweis fiir das Gravitationsgesetz lieferte NEwTON durch
Berechnung der Umlaufszeit des Mondes um die Erde aus Gl. (1). Die Bahn
des Mondes um die Erde ist nahezu kreisformig. Thr Mittelpunkt ist der gemein-
same Schwerpunkt Sp von Erde und Mond (Abb. 106). Auch die Erde voll-
fithrt um diesen in der gleichen Zeit wie der Mond einen vollen Umlauf. Abb. 106
ist nur schematisch zu verstehen. M und m sind als Massenpunkte am Ort
der Schwerpunkte von Erde und Mond gedacht. Auch liegt Sp dem Erdmittel-
punkt tatsichlich sehr viel niher, s. u.). Erde und Mond drehen sich also mit
gleicher Winkelgeschwindigkeit um ihren gemeinsamen Schwerpunkt, da dieser
ja stets auf der Verbindungslinie von Erde
und Mond liegt.

Es sei r der Abstand Erde—Mond, 7
und 7, seien die Abstinde der Erde M und
des Mondes 7 vom Schwerpunkt Sp, so daf3
=1+ 7,. R sei der Erdradius. Es ist
732817, und r ~ 60 R. Dann ist nach § 19
Mry = mry oder M/m = ry/r;~281. Nach
§ 19, GL (29), ist 7, = rm/(M + m). Es folgt
7,260 R/82 oder rund 3R/4. Der Schwer-
punkt Sp des Systems Erde—Mond liegt
also im Erdinnern, rund ¥/, des Erdradius

Abb. 106. Zur Mondbewegung. vom Erdmittelpunkt entfernt. Weiter ist

ry=rM|(M + m).

Sowohl fiir die Erde wie fiir den Mond liefert die gegenseitige Anziehung
die zum Umlauf auf ihrer Kreisbahn nétige Zentripetalkraft. Es ist demnach
nach § 34 [Gl. (91)] und Gl. (1)

Lroe M @ 7 m Mond

Mrlu2=mr2u2=G——]‘f:n. (5)
Hieraus und aus Gl. (4) folgt
2
u? = (I + —;{}) g%sec‘ﬂ. (6)

Dann ergibt sich die Umlaufszeit v = 2a/u [§ 10, Gl (29)] mit m/M = 1/81,
R=6,37010%cm, 7/R = 60,267 und g = 981 cm - sec”? richtig zu 24!/; Tagen.
Auch die Bewegungen der Planeten lassen sich, wie NEWTON zeigen konnte,
aus dem Gravitationsgesetz in Ubereinstimmung mit den Gesetzen berechnen,
die bereits KEPLER (1609 und 1618) empirisch aus den astronomischen Be-
obachtungsdaten abgeleitet hatte. Die KEPLERschen Gesetze lauten:

I. Die Planeten bewegen sich auf Ellipsen, in deren einem Bremmpunkt die
Sonne steht.

2. Der von der Somne nach einem Planeten weisende Fahrstrahl iiberstreicht
in gleichen Zeiten gleiche Flichen.

3. Die Quadrate der Umlaufszeiten der Planeten verhalien sich wie die
3. Potenzen der grofien Halbachsen threr Bahnellipsen.

Die Exzentrizitdt der meisten Planetenbahnen ist gering. Sie ist am gré8ten
beim Merkur mit 0,20561, am kleinsten bei der Venus mit 0,00682 und betriigt
bei der Erde 0,01675. Nach dem Schwerpunktsatz miite das 1. KEPLERsche
Gesetz streng so formuliert werden, daB der Schwerpunkt des ganzen Sonnen-
systems im Brennpunkt liegt. Die Sonnenmasse iiberwiegt aber die Planeten-
massen so sehr, daB der Schwerpunkt des Sonnensystems fast genau in den
Sonnenmittelpunkt fillt. (Die Sonnenmasse ist 1047mal gréBer als die Jupiter-
masse . und diese wieder 750mal groBer als die Masse aller iibrigen Planeten
zusammen.) Kleine, aber fiir die praktische Astronomie wichtige Abweichungen
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von den KEPLERschen Gesetzen, die Storumgen der Planetenbahnen, beruhen
auf der gegenseitigen Gravitation der Planeten. Die KEPLERschen Gesetze
gelten grundsitzlich auch fiir die zum Sonnensystem gehérigen, periodisch
wiederkehrenden Kometen. Thre Bahnen besitzen aber eine groBe Exzentrizi-
tit, und sie unterliegen betrichtlichen Stérungen durch die Planeten, in deren
Nihe sie gelangen.

Das 2. KErLERsche Gesetz ist der Flichensatz fiir den Fall einer Zentral-
kraft (§ 35), wie sie ja bei der Gravitation vorliegt. Abb. 107 veranschaulicht
das Gesetz fiir eine stark exzentrische Planetenbahn. Man sieht, daB die
Planetengeschwindigkeit im sonnennahen Teil der Bahn (Perihel) am groBten, im
sonnenfernen Teil (Aphel) am klein-
sten ist. Das entspricht auch dem
Energieprinzip. Die Gesamtenergie
des kreisenden Planeten ist konstant.

Im Perihel hat er die kleinste, im
Aphel die groBte potentielle Energie
gegeniiber der Sonne. Er muf also
im Perihel die groBte, im Aphel die
kleinste kinetische Energie besitzen

Das 3. KEPLERsche Gesetz ist fiir
den Sonderfall einer Kreisbahn schon
in GL (6) enthalten. Denn da #*~
1/r* und 7 =2mnfu, so ist das Qua-
drat der Umlaufzeit 72~ #3.

Die Entstehung des Planetensystems der Sonne ist zweifellos einem in
der Geschichte des Weltalls sehr seltenen Zufall zu verdanken, vielleicht
einer sehr grofen Anniherung eines andern Fixsternes an die Sonne, infolge
derer Teile der Sonnenmaterie von ihr losgelost wurden. Daher werden wahr-
scheinlich auler der Sonne hochstens sehr wenige Fixsterne ein Planetensystem
besitzen; und daB sich unter diesen Planeten einer befindet, auf dem die Be-
dingungen der Entstehung organischen Lebens so giinstig sind, wie auf der Erde,
wird noch auBerordentlich viel seltener vorkommen. Es ist daher so gut wie
sicher, daB das Menschengeschlecht sein Dasein einem auBerordentlich seltenen
Zusammentreffen verschiedener Umstinde verdankt.

Die KEePLERschen Geésetze gelten nicht nur bei der Gravitation, sondern
iiberhaupt immer dann, wenn sich zwei Kérper mit einer zu 1/72 proportionalen
Kraft anziehen. Das ist z. B. der Fall bei der Anziehung zweier entgegen-
gesetzt elektrisch geladenen Kérper. Wir werden diesem Fall in der BoHR-
schen Atomtheorie begegnen. Wenn sich zwei Kérper mit einer zu 1/r? pro-
portionalen Kraft abstoBen, so gilt das 2. KEPLERsche Gesetz ebenfalls und
das 1. KEPLERsche Gesetz mit der Abdnderung, daB die Bahn eine Hyperbel ist.

Natiirlich bestehen Gravitationswirkungen zwischen allen Massen im Welt-
raum. In unserer MilchstraBe macht sich die gegenseitige Gravitation der etwa
1000 Millionen Fixsterne, aus denen sie besteht, im OoORT-Effekt bemerkbar.
Die Sterne unserer MilchstraBle rotieren um deren Schwerpunkt, und zwar
gemiB dem 3. KEPLERschen Gesetz um so langsamer, je weiter sie von ihm
entfernt sind.

Man nimmt an, daB sich die Fixsterne im Laufe der Zeit infolge der gegen-
seitigen Gravitation der einzelnen Atome aus diffuser Materie zusammen-
geballt haben. Die bei dieser Zusammenballung eintretende Zusammendriickung
fithrt zu einer allmdhlichen Erwidrmung auf sehr hohe Temperaturen, und es
entsteht schlieBlich ein leuchtender Fixstern. Jedoch ist schdtzungsweise nur
2/, der im Bereiche unserer MilchstraBe vorhandenen Materie zu Fixsternen
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verdichtet. Der Rest erfiillt den Raum in Gestalt einer duBerst diinnen, nur
an einzelnen Stellen zu dichteren Nebeln vereinigten Materie (kosmische Wolke),
deren Dichte jedenfalls nicht mehr als 10724 g - cm™ betrégt.

47. Die Gezeiten. Die Gezeiten, der regelmdBige Wechsel von Ebbe und
Flut, sind, wie ebenfalls bereits NEWTON erkannte, die Folge eines Zusammen-
wirkens der Anziehung des Meerwassers durch Mond und Sonne und der Zentri-
fugalkraft. Wir wollen hier zunichst nur die Wirkung des Mondes betrachten,
die weit stirker ist als diejenige der Sonne. Fiir das Verstindnis der Gezeiten
ist die Tatsache wesentlich, daB sowohl die Erde wie der Mond um ihren ge-
meinsamen Schwerpunkt S rotieren (Abb. 108), wie wir das in § 46 auseinander-

gesetzt haben. Die infolge dieser Rotation

auf das Meerwasser wirkenden Zentrifugal-
M7 krifte sind auf der dem Monde zugekehrten
Erdseite wegen des kleineren Abstandes von
S kleiner als auf der vom Monde abgekehrten
Seite. Hingegen ist die Anziehung des Meer-
wassers durch den Mond auf der ihm zuge-
kehrten Seite wegen des kleineren Abstandes
von ihm groBer als auf der von ihm abgewandten Seite. Auf der dem Monde
zugewandten Seite sind Gravitation und Zentrifugalkraft gleichgerichtet und
der irdischen Schwerkraft entgegengerichtet. An der vom Monde abgekehrten
Seite ist die Mondanziehung der
Schwerkraft gleichgerichtet, die
Zentrifugalkraft ihr entgegen-

Lrde .
" AW n Mond\  gerichtet.
Z -+ = s d Es seien %, und %, die Be-

trige der von diesen Wirkungen

herrithrenden Krifte auf eine

Masse x4 auf jener und dieser

Abb. 109. Zur Theorie der Gezeiten. Seite der Erde, die auf der

durch die Mittelpunkte von Erde

und Mond gehenden Geraden liegt. Der Anteil der Zentrifugalkraft betrigt
auf der mondnahen Seite — mit den gleichen Bezeichnungen wie in § 46 —,
u(R—n)u?, auf der mondfernen Seite u(R + r))u? (Abb. 109). Aus Gl. (4)
und (6) folgt #2 = G(M + m)/r®. Ferner ist r,= rm/(M +m) (§ 46). Dann
ergibt sich durch einfache Rechnung fiir die Zentrifugalkraft auf der mond-
nahen Seite G u(M + m)R/r3—G um/r?, auf der mondfernen Seite G u (M -+
m) Rjr3 4- G umjr?. Die Mondanziehung betrigt auf der mondnahen Seite
G um|(r—R)?, auf der mondfernen Seite Gum/(R +7)®. Insgesamt ergeben
sich also die folgenden, der irdischen Schwerkraft entgegengerichteten Krifte

Ab. 108. Schema der Gezeiten.

_ gem pont MR

N S e ()
m m + M) R

k2=~—G(yl_‘|_R)2+GM( 3 ) +G”’,’2n .Al

In diesen Gleichungen ist das zweite Glied rund 27mal gréBer als der Rest
der rechten Seiten. Da auBerdem M sehr viel groBer als m ist, so ist in recht
guter Niherung Ajacky,~GuMR/r® oder nach Gl. (4) gleich ug(R/r)®. Da
Rjr =Yg, so betrigt als0 die der Schwerkraft entgegengerichtete Gezeiten-
kraft in den betrachteten Punkten rumd /,5494 der irdischen Schwerkraft upg.
Diese erscheint an diesen Stellen um diesen Bruchteil vermindert, und zwar
auf beiden Erdseiten um (nahezu) den gleichen Bruchteil. Denn die Summe der
Zentrifugalkraft und der Mondanziehung an der mondnahen Seite ist — bis
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auf kleine Grofen — ebenso groB wie die Differenz der Zentrifugalkraft und
der Mondanziehung auf der mondfernen Seite. An den iibrigen Punkten der
Erdoberfliche sind die Wirkungen geringer. Die betrachteten Orte sind dem-
nach die Orte hochster Flut, da die Gegenkraft gegen die Schwerkraft hier am
gréfBten ist.

Mit der tiglichen Drehung der Erde um ihre eigene Achse wandern die Orte
hochster Flut, indem sich die Erde sozusagen unter ihnen hinwegdreht. Hier-
nach allein wiirde an jedem Ort des Meeres in 24 Stunden zweimal hochste Flut
und tiefste Ebbe eintreten. Da sich aber der Mond gleichsinnig mit der Erd-
drehung in 27Y/; Tagen um die Erde dreht, was eine zusitzliche Wanderung
der Orte héchster Flut auf der Erde in einem dem obigen entgegengesetzten
Sinne bewirkt, so ist der Umlauf um die Erde tatsichlich ein wenig langsamer.
Héchste Flut und tiefste Ebbe treten zweimal in rund 243/, Stunden ein.
Den Mondgezeiten iiberlagern sich die weit schwicheren Sonnengezeiten und
bewirken, je nach der relativen Stellung von Sonne und Mond zur Erde, eine
Verstiarkung (Springflut) oder eine Schwichung der Gezeiten (Nippflut).

Da sich die Erde unter der Flutwelle hinwegdreht, so besteht eine dauernde
Reibung zwischen dem Erdkérper und dem Meerwasser. Sie muB3 mit einem
Energieverlust auf Kosten der Erddrehung verbunden sein und eine allmih-
liche Abnahme ihrer Umdrehungsgeschwindigkeit und damit eine Verlingerung
des Tages zur Folge haben. Jedoch ist dieser EinfluB so gering, daB man ihn
trotz des hohen Standes der heutigen Uhrentechnik nicht hat nachweisen kénnen.
Auf einer entsprechenden Tatsache beruht aber zweifellos die an sich sehr auf-
fillige Tatsache, daB der Mond der Erde stets die gleiche Seite zukehrt, sich
also wihrend eines Umlaufs um die Erde genau einmal um seine eigene Achse
dreht. Das ist sicher kein Zufall und erklirt sich ohne Zweifel auf folgende
Weise. Bevor die Mondoberfliche erstarrte, muB3 die Erde in seiner fliissigen
Substanz ganz entsprechende Gezeitenwirkungen hervorgerufen haben, wie sie
der Mond heute noch im Meerwasser hervorruft [Gl. (7) unter Vertauschung
von M und m, R jetzt Mondradius]. Hierbei miissen durch die Gezeiten in der
zihflissigen Mondsubstanz sehr starke Reibungskrifte erzeugt worden sein,
die die Monddrehung schlieBlich so weit abbremsten, daB eine Wanderung
der Orte hochster Flut auf dem Monde nicht mehr stattfand. Da diese Orte
aber stets der Erde zu- bzw. von ihr abgewandt sein miissen, so ergibt sich, daB
der Mond in diesem Zustande der Erde stets die gleiche Seite zukehren muB.

48. Das Gravitationsfeld. Die Anwesenheit eines Massenpunktes m, im
Raume hat nach dem Gravitationsgesetz zur Folge, daB auf jede andere Masse
m, in seiner Umgebung eine von ihm ausgehende anziehende Kraft wirkt. Der
Massenpunkt erzeugt also in dem ihn umgebenden Raume ein Kraftfeld, ein
Gravitationsfeld. Ebenso wie im Sonderfall des irdischen Schwerefeldes ist
die fiir das Gravitationsfeld charakteristische Koérpereigenschaft, die wir in
§ 26 allgemein mit w bezeichnet haben, die Masse. Wir erhalten also nach Gl. (67)
(§ 26) die Gravitationsfeldstirke ¥ in einem Raumpunkt in der Umgebung einer
Masse m, wenn wir die Kraft ermitteln, die ein Massenpunkt von der Masse 1 g
in jenem Punkt erfihrt. Wir setzen demnach in Gl (1) m; =m und m, =1 8.
Dann ergibt sich der Betrag F der Gravitationsfeldstirke § im Felde eines
einzelnen Massenpunktes zu

F= G—:n?dyn-g"l bzw. cm-sec™2, (8)
wenn 7 der Abstand des betrachteten Raumpunktes vom Schwerpunkt der

Masse m ist. Die Richtung der Feldstirke weist iiberall auf s hin, das
Feld ist ein Zentralfeld. Wie wir schon im Falle des irdischen Schwerefeldes
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bewiesen haben, ist auch in einem beliebigen Gravitationsfeld die Feldstirke
in jedem Raumpunkt identisch mit der Beschleunigung, die irgendeine zweite
dorthin gebrachte Masse erfihrt. Der Tatsache, daB im irdischen Schwerefelde
alle Massen die gleiche Beschleunigung erfahren, entspricht hier, daf alle
Korper, unabhingig von ihren Massen, am gleichen Ort eines Gravitations-
feldes die gleiche und gleichgerichtete Beschleunigung b = & erfahren.

Bei Zentralfeldern ist es iiblich, den Nullpunkt des Potentials (§ 26) in die
Entfernung r = ®© vom Kraftzentrum zu legen, d. h. einem Korper, der sich
unendlich fern von diesem befindet, die potentielle Energie Null zuzuschreiben.
Wir finden dann das Gravitationspotential U im Abstande 7 von einem Massen-
punkt m, wenn wir die Arbeit berechnen, die geleistet wird, wenn ein Korper
von der Masse 1 g aus der Entfernung » = o bis in den endlichen Abstand r
von der Masse m verschoben wird. Da diese Verschiebung in Richtung der
anziehenden Kraft erfolgt, so ist dazu keine Arbeit aufzuwenden, sondern es
wird Arbeit gewonnen. Demnach sinkt dabei die potentielle Energie des
Korpers. Das Potential ist — infolge der Wahl des Nullpunktes des Potentials —
im ganzen Gravitationsfeld negativ. Die auf die Masse 1 g wirkende Kraft ist
durch GI. (8) gegeben. Demnach betridgt die Arbeit bei der Verschiebung der
Masse 1 g von 7 = o bis in den endlichen Abstand » vom Kraftzentrum, also
das Gravitationspotential in diesem Abstande,

7 k4
U=/Fdr=Gm/‘i—:=—-G~':ierg-g“1 bzw. cm?-sec2. (9)

Nach GI. (9) herrscht in allen Punkten, die gleichen Abstand 7 von einem
einzelnen Massenpunkt m haben, das gleiche Gravitationspotential. Die Flichen
gleichen Potentials ( Aquipotentialflichen, Niveaufldchen) im Gravitationsfelde
eines einzelnen Massenpunktes sind also Kugelflichen um den Massenpunkt.

Wie wir bereits erwahnt haben, kénnen homogene Kugelschalen und aus
solchen zusammengesetzte Kugeln beziiglich ihrer Gravitationswirkungen durch
einen in ihrem Schwerpunkt befindlichen Massenpunkt ersetzt gedacht werden.
Das Gravitationsfeld einer solchen Kugel ist dann das gleiche wie dasjenige
dieses Massenpunktes. Doch gilt dies nur fiir den Raum auBerhalb der Kugel.
Im Innenraum liegen die Verhiltnisse anders (§ 45).



Zweites Kapitel.

Mechanik der nichtstarren Korper.
I. Die Materie.

49. Erscheinungsformen der Materie. Nach dem Widerstand, den die Korper
einer Anderung ihrer Gestalt und ihres Volumens entgegensetzen, kann man
drei Erscheinungsformen (Aggregatzustinde) der Stoffe unterscheiden: den
festen, den fliissigen und den gasférmigen Zustand. Das verschiedene Ver-
halten fester, fliissiger und gasformiger Korper gegeniiber Kriften, die ihre
Gestalt oder ihr Volumen zu dndern suchen, beruht auf der sehr verschiedenen
Gr6Be der Krifte, durch die ihre elementaren Bausteine aneinander gebunden
sind und in ihren augenblicklichen Lagen festgehalten werden. Nach ihrem
allgemeinen Verhalten gegeniiber duBeren Kriften kann man sie nach den fol-
genden Gesichtspunkten unterscheiden:

Feste Kérper setzen sowohl einer Anderung ihrer Gestalt wie einer Anderung
ihres Volumens einen grolen Widerstand entgegen. Aus diesem Grunde ist es
in vielen Fillen méglich, die an ihnen wirklich eintretenden Anderungen zu
vernachlissigen und sie als starre Kérper zu idealisieren.

Fliissigkeiten setzen einer Anderung ihres Volumens einen Widerstand ent-
gegen, der zwar im allgemeinen kleiner als bei den festen Koérpern, aber doch
noch sehr betrichtlich ist. Hingegen ist ihre Gestalt duBerst leicht zu ver-
indern. Deshalb passen sie sich auch der Gestalt jedes von ihnen erfiillten
Raumes ohne weiteres an.

Gase sind sehr viel leichter zusammendriickbar als Fliissigkeiten. Einer
VolumvergréBerung und einer Gestaltsinderung setzen sie iiberhaupt keinen
Widerstand entgegen, sondern sie fiillen von selbst jeden ihnen dargebotenen
Raum aus.

Wihrend die Grenze zwischen den Gasen und den Fliissigkeiten unter
gewohnlichen Umstéinden sehr scharf ist, so daB3 kein Zweifel besteht, ob man
einen bestimmten Stoff als Gas oder als Fliissigkeit zu bezeichnen hat, ist das
bei den Fliissigkeiten und den festen Stoffen nicht immer der Fall. Nur die
kristallinischen Stoffe gehen unter sprunghafter Anderung ihrer Eigenschaften
bei einer bestimmten Temperatur in den fliissigen Zustand iiber, wie z. B. Eis,
die Metalle usw. Die amorphen festen Stoffe dagegen zeigen bei Erwirmung
einen stetigen Ubergang vom festen zum fliissigen Zustand, z. B. Wachs, Siegel-
lack, Paraffin, Glas usw. Wenn sie vom fliissigen Zustande ausgehend abgekiihlt
werden, so nimmt ihre Zihigkeit mehr und mehr zu und wird schlieBlich so groB,
daB sie sich wie ein fester Stoff verhalten, sofern nicht sehr lange andauernde
Krifte auf sie wirken. Unterliegen sie aber geniigend lange Zeit gestaltsindern-
den Kriften, so zeigt sich ihr Unterschied gegeniiber den kristallinischen Stoffen
deutlich in ihrer groferen Plastizitit. Zum Beispiel driickt sich eine Miinze im
Laufe einiger Zeit in kaltem Siegellack ab. Die Ursache fiir das verschiedene Ver-
halten der kristallinischen und der amorphen Stoffe liegt in ihrem ganz ver-
schiedenen molekularen Bau. Bei den amorphen Stoffen ist er im wesentlichen
der gleiche wie bei den Fliissigkeiten. In den Kristallen aber sind die elemen-
taren Bausteine ganz regelmiBig, in sog. Raumgittern, angeordnet (§ 314 und 365).

Westphal, Physik. 4. Aufl. : 8
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Ein Kérper, der in allen seinen Teilen von gleicher Beschaffenheit ist, heiBt
homogen, andernfalls tnhomogen. Ein Korper, der sich in allen Richtungen gleich
verhilt, heiBt isotrop. Er heiBt anmisotrop, wenn seine Eigenschaften und sein
Verhalten von der Richtung in ihm abhingen. Gase und Flissigkeiten sind in
ihrem natiirlichen Zustande stets isotrop, ebenso die amorphen festen Kérper.
Dagegen sind alle Kristalle anisotrop.

Bei vielen Vorgingen sehen wir, daB sich die physikalische Beschaffenheit
eines Stoffes grundlegend dndert oder daB er gar zu verschwinden scheint, so
beim Verdampfen, beim Lésen in einer Fliissigkeit, bei chemischen Umsetzungen.
Man kann aber in allen Fillen den Nachweis fithren, daBl der Stoff tatsichlich
nicht verschwindet, sondern nur seine Erscheinungsform dndert. Man bezeichnet
diese Erfahrungstatsache als den Satz von der Erhaltung der Materie. Materie
kann weder vernichtet, noch aus nichts erzeugt werden. Es ist allerdings wahr-
scheinlich, daB dieser Satz nur ein Sonderfall des Satzes von der Erhaltung der
Energie ist, da, wie wir heute wissen, Masse und Energie einander dquivalent
sind (§ 330).

50. Vorldufiges iiber den Aufbau der Materie. Zerlegt man einen einheitlichen
(homogenen) festen, fliissigen oder gasformigen Korper in einzelne Teile, so
erhilt man zunichst immer wieder Gebilde, die sich von dem urspriinglichen
Ganzen lediglich durch Gré8e und Form unterscheiden, aber nicht durch ihr
physikalisches Verhalten. Zum Vergleich denke man sich eine sehr grofe
Menschenmenge in Gruppen und diese immer wieder in kleinere Gruppen ein-
geteilt. Diese Gruppen und Untergruppen werden sich in ihrem allgemeinen
Verhalten von der urspriinglichen Gesamtmenge nicht unterscheiden. Aber
ebenso, wie man mit einer solchen Einteilung einer Menschenmenge in Gruppen
schlieBlich an eine Grenze kommt, wenn man sie ndmlich so weit aufgeteilt hat,
daB jede Gruppe nur noch aus einem einzigen Menschen besteht, so gibt es auch
eine Grenze der Unierteslung der Korper, die ohne ein tieferes Eingreifen in die
Natur des betreffenden Stoffes nicht unterschritten werden kann. Was bei der
Menschenmenge die einzelnen Menschen sind, sind bei den physikalischen
Korpern die Molekiile und Atome, die man als die Bausteine der Korper be-
zeichnen kann. Die einzelnen Stoffarten unterscheiden sich dadurch, daB sie
aus verschiedenartigen Molekiilen aufgebaut sind. Jeder unserer Beobachtung
zugingliche Kérper besteht aus einer ungeheuer groBen Zahl von Molekiilen.
In einem Kubikzentimeter der uns umgebenden Luft befinden sich rund 27 Tril-
lionen (27 -10%®) Molekiile, in 1 g Wasser 3,37 - 10> Molekiile. Die Masse eines
Molekiiles des Gases Wasserstoff betrigt nur rund 3,3-1072 g, also die Masse
einer Quatrillion (Billion Billionen) Wasserstoffmolekiile nur etwa 3,3 g (§ 62).

In einem festen Stoff liegen die molekularen Bestandteile ziemlich dicht
beieinander und sind mehr oder weniger fest an eine Gleichgewichtslage gebunden
infolge von Kriften, mit denen benachbarte Teilchen aufeinander wirken. Auch
in den Fliissigkeiten liegen die Molekiile einander ziemlich nah, aber die Krifte,
die sie aufeinander ausiiben, sind nicht so groB wie bei den festen Stoffen.
Die Molekiile sind daher in den Fliissigkeiten nicht fest an ihren Ort gebunden,
sondern vermégen sich aneinander vorbei zu bewegen. In noch erh6htem MaBe
ist dies bei den Gasen der Fall, bei denen im allgemeinen die zwischen den
Molekiilen wirkenden Krifte sehr klein sind, weil die Abstinde der einzelnen
Molekiile in den Gasen erheblich gréBer sind als in den festen oder fliissigen
Stoffen.

Als feste Kérper im eigentlichen Sinne sind die Kristalle zu betrachten.
Ihr innerer Aufbau ist uns durch die Strukturanalyse mit Rontgenstrahlen
(§ 314 und 365) sehr genau bekannt. Er ist dadurch ausgezeichnet, daB die
elementaren Bausteine der Kristalle eine ganz regelmiBige Anordnung in Gestalt
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eines Raumgitters besitzen. Die Bausteine der Kristalle sind an feste Gleich-
gewichtslagen gebunden. Ihre einzige Bewegungsmoglichkeit besteht in Schwin-
gungen um diese Gleichgewichtslagen.

II. Die Elastizitidt der festen Stoffe.

5I. Begriff der Elastizitit und allgemeine Tatsachen. Die Gestalt und das
Volumen der festen Kérper sind durch die Krifte bestimmt, die zwischen ihren
molekularen Bausteinen wirken. Im natiirlichen Zustande eines Korpers sind
diese miteinander im Gleichgewicht. Jede Anderung der gegenseitigen Lagen
dieser Bausteine durch eine mit dem Korper vorgenommene Gestalt- oder
Voluminderung stort dieses innere Gleichgewicht und bewirkt das Auftreten von
Zwangskriften im Innern des Korpers, die der von aulen an dem Kérper an-
greifenden Kraft entgegenwirken und ein neues Gleichgewicht herzustellen suchen.

Wir wollen zunichst einen zylindrischen, homogenen
und isotropen Kérper betrachten, der einer Dehnung oder r q 4
Zusammendriickung in Richtung seiner Achse unterworfen ’
wird. Die einzelnen festen Stoffe verhalten sich bei einer
solchen Einwirkung im einzelnen recht verschieden, aber
gewisse allgemeine Ziige sind ihrem Verhalten gemeinsam. py ¢
Bei einer Dehnung oder Zusammendriickung kénnen wir 55
jeden Querschnitt, den wir uns senkrecht zur Achse durch
den Korper gelegt denken, als Angriffsfliche von Zwangs- |, Abb-dto. Reatve
kriaften ansehen, welche zu verhindern suchen, daf der Spannung bei GuBstahl.
Korper in diesem Querschnitt durch die duBeren Krifte
auseinandergerissen oder noch weiter zusammengedriickt wird. Diese Zwangs-
krifte sind iiber den ganzen Querschnitt gleichmiBig verteilt. Unter der inneren
Spannung p verstehen wir die Summe der Zwangskrifte, die auf 1 cm? eines
solchen Querschnitts ¢ entfallen, also

p=2, @

wobei %k, die Summe der inneren Spannungen im ganzen Querschnitt ¢ ist.
Die GroBe der inneren Spannung hingt von der Anderung der zwischen den
Molekiilen wirkenden Krifte ab, die durch die Anderungen ihrer Abstinde
hervorgerufen wird. Nimmt die innere Spannung mit wachsender Lingen-
inderung zu, so kann sie der duBleren Kraft das Gleichgewicht halten. Nimmt
sie aber ab, wird also der innere Zusammenhalt des Koérpers durch die Lingen-
inderung nicht verstirkt, sondern geschwicht, so kann ein solches Gleich-
gewicht nicht eintreten.

Es sei ! die natiirliche Linge eines zylindrischen Korpers, A/ seine erzwungene
Lingeninderung. Wir bezeichnen dann mit & = A/ seine relative Lingen-
inderung, die bei Dehnung positiv, bei Zusammendriickung negativ ist. Ent-
sprechend rechnen wir auch die innere Spannung bei einer Dehnung positiv,
bei einer Zusammendriickung negativ. Abb. 110 zeigt den Zusammenhang
zwischen der relativen Lingeninderung und der inneren Spannung fiir den Fall
des GuBstahls. Solange & einen gewissen Betrag, die Proportionalititsgrenze
P bzw. P’, nicht iiberschreitet, ist die innere Spannung der relativen Lingen-
dnderung proportional. Bei stirkerer Lingeninderung wichst die innere Span-
nung langsamer, ein Zeichen dafiir, daB der Widerstand des Stoffes gegen die
Lingeninderung abzunehmen beginnt. Von einem Punkt S bzw. S’ an, der
Streck- oder Fliefgrenze, beginnt der Stoff deutlich plastisch zu werden. Bei
weiterer Dehnung treten am Korper Einschniirungen auf, und er zerreiBt
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schlieBlich. Bei manchen Stoffen, z. B. bei dem in Abb. 110 dargestellten GuB-
stahl, nimmt die innere Spannung vor dem ZerreiBen vom Punkte B an wieder
ab. Unmittelbar vor B kann die innere Spannung der dehnenden Kraft noch
das Gleichgewicht halten. VergréBert man aber diese Kraft so, daB3 der Punkt B
iiberschritten wird, so vermag die sinkende innere Spannung ihr nicht mehr
das Gleichgewicht zu halten, die Dehnung schreitet immer weiter fort, und der
Korper erfihrt bei konstanter duBerer Kraft eine sehr betrichtliche Lingen-
inderung, ehe er zerreiBt. Man kann dies mit einem Eisendraht leicht zeigen.
Auf der Plastizitat, die nach Uberschreitung der Streckgrenze eintritt, beruht
die Bearbeitung der Metalle durch Himmern, Walzen, Ziehen usw.

Bei nicht zu groBen Lingeninderungen stellt sich unter der Wirkung der
inneren Spannungen die urspriingliche Gestalt des Kérpers nach Verschwinden
der duBeren Kraft sofort und vollkommen her. Wird aber diese Elastizitits-
grenze iiberschritten, so erfolgt die Riickbildung, wenn iiberhaupt, erst im Laufe
einer mehr oder weniger langen Zeit (elastische Nachwirkung). Die Elastizitits-
grenze liegt meist in der Nihe der Proportionalititsgrenze, darf aber mit ihr
nicht verwechselt werden. Ganz entsprechende Verhiltnisse bestehen bei Zu-
sammendriickung (Abb. 110).

Besonders interessante Erscheinungen zeigen Einkristalldrihte. Das sind
Drihte, die nicht, wie sonst die Metalle, aus sehr vielen Mikrokristallen be-
stehen, sondern einen einzigen, einheitlichen Kristall bilden. Solche Drihte
besitzen fast immer eine auBerordentliche Dehnbarkeit, so daB man sie oft
schon mit den Hinden auf das Doppelte und mehr ihrer Linge ausziehen kann
(§ 365). Dabei erhilt ihre Oberfliche ein schuppiges Aussehen. Die Erscheinung
beruht darauf, daB sich die einzelnen Bereiche des Kristalls bei der Dehnung
lings Kristallgitterebenen gegeneinander verschieben, aufeinander gleiten.

Mit jeder Langeninderung eines Kérpers ist stets auch eine Anderung seiner
Querabmessungen verbunden. Der Querschnitt wird bei Dehnung kleiner,
bei Zusammendriickung groBer, das Volumen des Korpers bei Dehnung gréBer,
bei Zusammendriickung kleiner. Das Verhiltnis der relativen Anderung der
Querabmessungen zur relativen Lingeninderung heiBt die Poissonsche Zahi.
Ihr Hochstwert tritt ein, wenn das Volumen konstant bleibt, und betriigt o,5.

In einem gewissen Zusammenhang mit der Elastizitit steht die Hdrte, die
allerdings schwer streng zu definieren ist, aber eine groBe technische Bedeutung
besitzt. Man nennt einen Korper hirter als einen andern, wenn man diesen
mit jenem ritzen kann. Die Hirte wird durch Druck- oder Schlagproben ge-
messen. Manche Stoffe, z. B. Stahl, kénnen durch besondere Verfahren gehirtet
werden. Der hirteste bekannte Stoff ist der Diamant.

52. Kleine Langensinderungen. Biegung. Besteht an einem gedehnten Korper
Gleichgewicht, so heben die inneren Zwangskrifte k, die duBere dehnende
Kraft % auf, haben also den gleichen Betrag wie diese, # = k: = p/q. Innerhalb
des Proportionalititsbereichs ist die innere Spannung p der relativen Lingen-
dnderung & = A!fl proportional, also ist

a1 k

p=FE¢& und daher T=7F (2)

Dies ist das HookEsche Geselz fiir kleine Lingeninderungen. Es gilt sowohl
fiir Dehnungen wie fiir Zusammendriickungen innerhalb der Proportionalitits-
grenzen. Die Gr6Be E ist eine Materialkonstante, der Elastizitdtsmodul. 1/E
heiBt die Elastizitiiszahl. Je groBer E ist, um so kleiner ist unter sonst gleichen
Verhiltnissen die relative Lingeninderung. Daher hat z. B. Stahl einen sehr
groBen, Kautschuk einen sehr kleinen Elastizititsmodul. Da Al/l eine reine
Zahl ist, so hat E die gleiche Dimension wie k/g, wird also im GGS-System
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in der Einheit 1 dyn-cm™ gemessen. In der Technik wird E in der Einheit
1 kg* -mm™2 oder 1 kg*-cm™2 gemessen. Tabelle 3 gibt einige Zahlenbeispiele

Tabelle 3. Elastizitatsmoduln in kg* - mm—2.

Aluminiuvm . . . . . . . 6300— 7200 l Iridium . . . . . . . . . ... 53000
Blei .. ... .. ... 1500— 1700 Kupfer . . . . . . . .. 10000—13 000
Schmiedeeisen und Stahl . 20000—22000 l Messing . . . . . . . .. 8000—10000
GuBeisen. . . . . . . . . 7 500-—13 000 Holzfaser . . . . . . . . 500— 1200

Bei einer Biegung wird ein Kérper auf der nach auBlen gekriimmten Seite
gedehnt, auf der nach innen gekriimmten Seite zusammengedriickt. Die Grenz-
fliche zwischen diesen beiden Bereichen, die neutrale Zone, erfihrt keine Lingen-
inderung. Bei einem Stab oder \gh
Brett liegt sie in der Mitte P ‘\Z;
zwischen den Seitenflichen. g/ i
Fiir eine Biegung gilt inner- e
halb der Proportionalitits-
grenzen das HookEesche Gesetz. % K
Aus ihm 148t sich der Winkel ¢
berechnen, um den das Ende
eines einseitig eingespannten
Stabes von der Linge [, der Breite 4 und der Dicke @ durch eine am Stabende
angreifende Kraft % gedreht wird (Abb. 111a). Es ergibt sich tg ¢ = 6/2k/a%bE.
Fiir einen an beiden Enden aufliegenden Stab ergibt sich bei Angriff der Kraft %
in der Mitte (Abb. 1x11b) tg@ = 3/%2k/4a?bE. Der Elastizititsmodul kann also
sowohl durch Dehnungs-, wie durch Biegungsversuche P
gemessen werden. ——

53. Scherung. Eine von einer Dehnung oder Zusammen-
driickung ganz verschiedene elastische Zustandsinderung
ist die in Abb. 112 dargestellte Scherung, auch Schub ge-
nannt. Der anfinglich rechteckige Kdrper wird an seiner
unteren Fliche festgehalten, an seiner oberen Fliche
greifen, parallel zu ihr und iiber sie gleichmiBig verteilt, Krifte an, die diese
Fliche in ihrer eigenen Ebene zu verschieben suchen. Unter der Wirkung dieser
scherenden Krifte drehen sich die Seitenflichen um einen Winkel «. Dieser
ist bei nicht zu groBer Gestaltsinderung proportional der Summe der auf 1 cm?
der oberen Fliche entfallenden scherenden Krifte, also proportional k/F, wenn
die Summe der auf die Fliche F entfallenden Krifte den Betrag % hat. Es ist
also

k

azﬁ) (3)

wobei G eine neue elastische Materialkonstante ist, der Scherungs-, Schub- oder
Torsionsmodul des betreffenden Stoffes. Da « eine dimensionslose GroBe ist,
so hat G die gleiche Dimension wie k/F, wird also, genau wie der Elastizitits-
modul, in der Einheit 1 dyn - cm™ bzw. 1 kg* - mm™ oder 1 kg* - cm™2 gemessen.

Wird ein Korper, z. B. ein zylindrischer Stab oder Draht tordiert, indem
sein eines Ende festgehalten, sein anderes Ende um den Winkel ¢ gedreht wird,
so erfihrt jedes zur Torsionsachse parallele Volumelement des Kérpers eine
reine Scherung. Ist ! die Linge, » der Radius eines kreiszylindrischen Stabes
oder Drahtes, N der Betrag des an seinem Ende wirkenden tordierenden Dreh-
moments, so ist

a b
Abb. 111. Biegung eines Stabes.

e e e,

Abb. 112. Scherung.

"G
N=""Zg. (4)




118 Druckkraft. Druck. Elastische Energie. § 54, 55

Nach § 42 besitzt also der Stab ein Richtmoment vom Betrage D = n7G/2l.
Wird am unteren Ende eines oben befestigten Drahtes ein Korper vom Trig-
heitsmoment J angebracht und aus seiner natiirlichen Ruhelage gedreht, so
fiihrt er, wieder sich selbst iiberlassen, Drehschwingungen von der Schwingungs-

daver =27 E; J/D aus. Auf diese Weise kann D und damit der Scherungs-
modul G des Drahtes bestimmt werden.

Wird ein langer Draht zu einer schraubenférmigen Feder (Wendel) auf-
gewickelt, so verhilt sich diese als Ganzes bei Lingeninderungen in weiten
Grenzen wie ein dem HookEschen Gesetz gehorchender Kérper. Die wirkliche
Zustandsinderung des Drahtes bei einer Dehnung oder Zusammendriickung
der Feder besteht aber in einer Torsion. Eine aus einem flachen Stahlband
gewickelte Spiralfeder, kann als Ganzes tordiert werden, wie z. B. eine Uhr-
feder beim Aufziehen, und verhilt sich dann wie eine tordierte Scheibe. Die
wirkliche Zustandsinderung des Stahlbandes besteht aber in einer Biegung.

54. Druckkraft. Druck. Der tigliche Sprachgebrauch macht keinen scharfen
Unterschied zwischen den Begriffen Kraft und Druck. In der Physik muf
zwischen ihnen genau unterschieden werden. Man sagt, daB auf eine Fliche
eine Druckkraft wirkt, wenn senkrecht zur Fliche eine so groSe Zahl von kleinen
Einzelkriften wirken, daf wir uns diese stetig iiber die Fliche verteilt
denken kénnen. Die Druckkraft ist die Resultierende dieser Einzelkrifte. Als
Druck p auf eine Fliche F bezeichnet man die auf 1 cm? der Fliche entfallende
Druckkraft. Es ist also Druck = Druckkraft/cm?,

p=p- )

Demnach wird der Druck im CGS-System in der Einheit 1 dyn-cm™2 =1 bar
gemessen. In der Technik wird er meist in der Einheit 1 kg*-cm™ gemessen.
Weiteres iiber Druckeinheiten siehe § 7o.

55. Elastische Energie. Wird ein Korper durch eine Kraft gedehnt, so leistet
sic Arbeit gegen die inneren molekularen Krifte des Korpers. Wir wollen die
bereits eingetretene Dehnung mit Al = x bezeichnen. Wird die Dehnung durch
die Kraft k= ¢q E x/l auf den Betrag x + d« vergréBert, also ihr Angriffspunkt
um dx verschoben, so leistet sie die Arbeit dA =kdx =g Exdxfl. Zur Er-
zeugung einer endlichen Dehnung A7 ist also die Arbeit

A=~f—/xdx=E(Al)2 (6)

erforderlich. Sie steckt nunmehr als potentielle, elastische Energie in dem ge-
dehnten Koérper, und das gleiche gilt fiir eine Zusammendriickung, da ja A4
nicht vom Vorzeichen von A7 abhingt. In elastisch gedehnten oder zusammen-
gedriickten und ebenso auch in tordierten Korpern ist also Energie aufgespeichert,
die bei der Riickbildung der elastischen Gestalts- und Voluminderung wieder
frei wird und sich in mechanische Arbeit verwandeln kann. Aus diesem Grunde
kénnen auch gespannte Federn als Energiespeicher dienen und zum Betriebe
von Uhren und anderen mechanischen Vorrichtungen verwendet werden. Die
Federung von Fahrzeugen beruht darauf, daB die Federn die an ithnen von unten
her geleistete Zusammendriickungs- oder Dehnungsarbeit zunichst als elastische
Energie aufspeichern und dadurch die Fortleitung des StoSles nach oben zum
mindesten verlangsamen oder ihn dadurch schwichen, daf} sie einen erheblichen
Teil ihrer Energie bei einem schnell folgenden, umgekehrt gerichteten StoB3
wieder nach unten abgeben.
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Wird ein rechteckiger Korper mit den Seiten a, b, ¢ einem allseitigen Druck p
unterworfen, so daB auf seine Flichen die Druckkrifte pabd, pac, pbc wirken,
so dndern sich die Seitenlingen um Betrige Aa, 4b, Ac, die wir als sehr klein

gegen a, b, ¢ annehmen wollen. Dann betrégt die bei dieser Zusammendriickung
geleistete Arbeit

AA=—plabAc+acAb+bcAda)=—pA(abc)=—pAV. (=)
Dabei sind natiirlich da, 45, Ac und AV negativ, die Arbeit 44 also positiv.

III. Mechanik ruhender Fliissigkeiten.

56. Hydrostatischer Druck. Eine Flissigkeit, die wir uns vorliufig der
Schwerkraft nicht unterworfen und nicht zusammendriickbar denken, befinde
sich in einem beliebig geformten GefiB mit zwei verschiebbaren Stempeln S;, S,
mit den Querschnitten ¢,, ¢, (Abb. 113). Vom Stempel S, her wirke auf die
Fliissigkeit eine Kraft ¥, (Betrag %,), so daB die Flissigkeit einen Druck p = &,/q,
erfihrt. Ebenso groB ist nach dem Wechselwirkungs-
gesetz (§ 16) der Druck, den die Fliissigkeit gegen S,
ausiibt. Der Stempel S; werde durch die Kraft f; um
die Strecke a, verschoben. Die dabei geleistete Ar-
beit betrigt &, @, = p qya; = pAV, wenn q;a, = AV
das bei der Verschiebung verdringte Fliissigkeits-
volumen bedeutet. Infolge der Verschiebung des
Stempels S; nach innen muB sich der Stempel S, um
eine Strecke a, nach aullen verschieben, und zwar
unter der Wirkung einer von der Fliissigkeit auf den Abb. 113, Druck in elner der
Querschnitt g, ausgetibten Druckkraft f, (Betrag 4,). Flisssigkeit.

Die dabei geleistete Verschiebungsarbeit betrigt %, a,

und muB gleich der vom Stempel S; gegen die Fliissigkeit geleisteten Arbeit
sein. {Wir setzen dabei voraus, daf die Verschiebung der Fliissigkeit reibungslos,
d. h. ohne Energieverlust, stattfindet.) Es ist also k,a, = k;a,. Es sei ' der
Druck, den die Fliissigkeit gegen S, ausiibt, also &, = p’g,. Dann ist p’a,q,=
pa,q;. Nun ist aber das bei S, neu auftretende Fliissigkeitsvolumen a,g, gleich
dem bei S, verdringten Volumen a,q, = AV. Es folgt " = p, d. h. der Druck,
den die Fliissigkeit gegen S, ausiibt, ist ebenso gro wie der Druck, den sie gegen
S, ausiibt. Was fiir die beiden beweglichen Teile der GefiBwand gilt, das gilt
natiirlich auch fiir jeden anderen Teil derselben. Demnach iibt eine der Schwer-
kraft nicht unterworfene Fliissigkeit auf die Wandung eines sie einschlieBenden
GefiBes iiberall den gleichen Druck aus.

Nun kann man sich innerhalb der Fliissigkeit beliebig Kérper befindlich
denken, deren Oberflichen auch Grenzflichen der Flissigkeit wiren. Auch
diese wiirden den gleichen Druck erfahren, wie die duBeren Begrenzungen der
Fliissigkeit. In diesem Sinne spricht man von dem Druck im Innern einer
Fliissigkeit. Demnach gilt der Satz: Im Innern und an den Gremzflichen einer
der Schwere wicht unterworfenen ruhenden Fliissigkeit herrscht tiberall der gleiche
Druck. Diesen Druck nennt man den hydrostatischen Druck. Die hydrostatische

Druckkraft einer Fliissigkeit ist stets senkrecht zu den Begrenzungen der Fliissigkert
gerichiet.

Aus den obigen Ausfithrungen folgt
kR
p= N

92
d. h. die von einer Fliissigkeit auf ein Stiick der GefiBwandung ausgeiibte Druck-
kraft ist der GréBe der Fliche proportional. Diese Tatsache findet Anwendung

oder Riky=¢,:9,, (1)
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bei der hydraulischen Presse (Abb. 114), bei der mittels einer an einem Stempel S;

von kleinem Querschnitt wirkenden Kraft f, eine viel groBere Kraft ¥, an

einem zweiten Stempel S, von entsprechend groBerem Querschnitt ausgeiibt
wird. Die hydraulische Presse unterschei-
det sich von der Abb. 113 grundsitzlich
nur dadurch, daB S, als Pumpe ausgebildet
ist, so daB der Arbeitsvorgang zur Er-
zielung gréBerer Wirkung oft wiederholt
und der Stempel S, um gréBere Strecken
verschoben werden kann.

Ist eine Fliissigkeit der Schwerkraft

unterworfen, so riihrt der Druck in ihrem

Innern nicht nur von den Druckkriften

her, die von ijhren Wandungen ausgehen

oder vom Luftdruck auf sie ausgeiibt

werden, sondern auch vom Gewicht der

hoheren Fliissigkeitsschichten. Es sei A B

(Abb. 115) ein horizontaler Querschnitt in

der Tiefe x durch eine Fliissigkeit vom

spezifischen Gewicht ¢ bzw. der Dichte g.

Auf jedem Flichenelement dieses Querschnittes wirkt als Druckkraft das Ge-
wicht cgxg* bzw. pggxdyn der dariiber befindlichen Fliissigkeit und liefert

einen Druck

p=o0x[g*-cm™@] bzw. p=9gx[dyn-cm2. (za)

Es ist also
A_ --T_-~£ @ _ g [g¥-cm™®]  bzw @ _ [dyn-cm™]. (2b)
g ] dx g . dx—(’g A .
Abb. 115, Dabei setzen wir wieder hier und im folgenden — in duBerst

Druckzunahme . . . . : . .
mit der Tiefe,  weitgehender Ubereinstimmung mit der Wirklichkeit — voraus,

daB die Fliissigkeit nicht zusammendriickbar (inkompressibel),
ihre Dichte also nicht vom Druck abhingig ist. Demnach nimmt der hydro-
statische Druck infolge der Schwerkraft proportional der Tiefe ¥ zu. Zu dem
vom Gewicht der Fliissigkeit selbst her-
rilhrenden Druck kommt noch der etwa
von auBen auf die Fliissigkeit wirkende
Druck p,, z.B. der Luftdruck, hinzu, so
daB der Gesamtdruck in der Tiefe x gleich
po+ ox ist. Ist k& die gesamte Hohe der
Fliissigkeit, so betrigt der Bodendruck
po + oh g*.

Der Bodendruck in einem mit Fliissig-
keit gefiillten GefiB ist von der Gestalt
des GefiBes unabhingig, die Druckkraft
gegen einen horizontalen Boden also nur
von der Fliissigkeitsh6he und der GréBe
der Bodenfliche abhingig. Abb. 116 zeigt
eine Vorrichtung, bei der der gleiche
Boden mit stets gleicher Kraft gegen ver-

schieden geformte GefiBe gedriickt werden kann. Diese kénnen simtlich bis
zur gleichen Hohe mit Wasser gefiillt werden, ohne daB es unten ausflieBt
(hydrostatisches Paradoxon, PascaL 1660). Diese Tatsache, die besonders
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bei dem sich nach oben verjiingenden GefiB zunichst iiberrascht, erklirt sich
auf folgende Weise. Man denke sich in ein sich nach oben erweiterndes gefiilltes
GefaB einen Zylinder mit unendlich diinnen W4nden lose eingesetzt (Abb. 1172).
Dadurch wird an den Druckverhiltnissen in der Fliissigkeit, also auch am
Bodendruck, nichts geindert. Es wird aber auch dann nichts geindert, wenn
wir uns jetzt das zylindrische GefiBl mit dem Boden wasserdicht verbunden
denken, so daB alle etwaigen Druckwirkungen der auBBerhalb befindlichen Fliissig-
keit auf den Boden ausgeschaltet werden. Der Druck auf den Boden des
zylindrischen GefiBes ist also ebenso groB wie vorher der Druck auf den Boden
des sich nach oben erweiternden Gefifles. Wir denken uns zweitens in ein
zylindrisches gefiilltes Gefil ein sich nach oben verjiingendes GefiBl mit un-
endlich diinnen Winden zunichst lose eingesetzt, dann mit dem Boden wasser-
dicht verbunden (Abb. 117b). Eine Wiederholung der obigen Uberlegungen

I

::EL;;!LI!_!_'L_-:_

)

Abb. 117, Zum hydrostatischen Abb. 118. Zusammenhingende Fliissigkeitsraume,
Paradoxon.

ergibt, daB auch dies ohne EinfluB auf den Bodendruck bleiben muB. Dieser
ist also in dem sich nach oben verjingenden Gefil ebenso groB, wie im
zylindrischen GefiB.

Demnach hat tiberhaupt die Gestalt der Fliissigkeit keinen EinfluB auf
ihren Druck, der nur von der Tiefe, d. h. von dem senkrechten Abstand von
der Oberfliche, abhingt. Hangen zwei mit der gleichen Fliissigkeit gefiillte
Riume zusammen (kommunizierende Rohren, Abb. 118), so muB3 bei Gleich-
gewicht der Druck, den jede der beiden Fliissigkeitsvolumina in irgendeinem
horizontalen Querschnitt ihrer Verbindung erzeugt, der gleiche sein. Demnach
muB auch die Flissigkeit in beiden Raumen gleich hoch stehen. Das gleiche
gilt fiir beliebig viele zusammenhingende R4aume. Diese Tatsache ist von groBer
Bedeutung bei den Wasserleitungsnetzen und in der Natur bei den Bodenwissern
(Grundwasser, Quellen).

Die Wirkung des Fliissigkeitshebers (Abb. 119) beruht darauf, da8 im Niveau
A B im Innern der Flissigkeit ein hoherer Druck herrscht, als an der AusfluB-
6ffnung des Hebers. Hier herrscht der duBere Luftdruck, dort kommt zum
Luftdruck noch der hydrostatische Druck der Fliissigkeitssiule hinzu. Es besteht
also kein Gleichgewicht, sondern der hoéhere innere Druck treibt die Flisssigkeit
gegen den kleineren duBeren Druck heraus, und zwar so lange, bis durch Senken
des Fliissigkeitsspiegels bis in das Niveau 4 B Druckgleichheit in diesem Niveau
hergestellt ist. Um den Heber in Betrieb zu setzen, muB er zunichst durch
Ansaugen mit Fliissigkeit gefiillt werden.

57. Freie Fliissigkeitsoberflichen. Die Massenteilchen einer Fliissigkeit setzen
einer verschiebenden Kraft keinen dauernden Widerstand entgegen, verschieben
sich also unter der Wirkung einer an ihnen angreifenden Kraft. Daher miissen
sich die Kriifte an den einzelnen Massenelementen einer im Gleichgewicht befind-
lichen Fliissigkeit gegenseitig aufheben. Auf ein an der freien Oberfliche einer
ruhenden Fliissigkeit befindliches Massenteilchen wirkt die Schwerkraft senkrecht
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nach unten und ruft in der Fliissigkeit eine auf das Teilchen gerichtete Zwangs-
kraft hervor, die zur Fliissigkeitsoberfliche senkrecht gerichtet ist. Damit diese
beiden Kriifte entgegengesetzt gerichtet sind, also Gleichgewicht besteht, mull
die freie Fliissigkeitsoberfliche horizontal liegen. Andernfalls besiBe die Schwer-
kraft eine zur Oberfliche parallele Komponente, die die Fliissigkeitsteilchen
so lange verschieben wiirde, bis dieser Zustand erreicht ist.

Wirken auBer der Schwerkraft noch weitere Krifte auf die Fliissigkeit,
so muB die freie Oberfliche senkrecht zur Resultierenden sidmtlicher Krifte
stehen. Rotiert eine Fliissigkeit in einem vertikalen zylindrischen Gefi um
dessen Achse, so wirkt auf jedes Fliissigkeitsteilchen
an der Oberfliche erstens die Schwerkraft mg in
vertikaler Richtung, zweitens in radialer Richtung
die Zentrifugalkraft mru? (Abb. 120). Ihre Resul-

ot L ym 7 tierende R muBl zur Oberfliche senkrecht stehen.
£ i Dabher gilt fiir den Neigungswinkel ¢ der Oberfliche
7 gegen die Horizontale tgop=mru?/mg=ru*lg. Es

— ——+-——| 148t sich leicht zeigen, daB hiernach die Fliissig-

keitsoberfliche ein Rotationsparaboloid ist, dessen

A i T ™ Scheitel um den Betrag u*7j/4 ¢ unterhalb des Ni-

veaus der nicht rotierenden Flissigkeit liegt, wenn 7,

der Radius des GefiBes ist. Auf dieser Erscheinung beruht ein Gerit zur
Messung von Drehzahlen.

58. Auftrieb, Schwimmen. Wir denken uns innerhalb einer der Schwerkraft
unterworfenen, im Gleichgewicht befindlichen Fliissigkeit ein beliebiges Volumen
derselben abgegrenzt (Abb. 121a). Das
Gleichgewicht wird nicht gestort, wenn
wir uns dieses Fliissigkeitsvolumen unter
Erhaltung seiner Dichte erstarrt, also
als einen festen Koérper, denken. Die
Krifte, die das Gleichgewicht bedingen,
sind einmal die an dem Kérper angreifen-
de Schwerkraft f, sein Gewicht, ferner

a b ¢ die iiberall senkrecht zu seiner Ober-

. fliche gerichteten Druckkrifte der um-

Abb. . Z Auftrieb. =04, b , N . .
. am uc) : < ,,:) o=op B o>y gebenden Fliissigkeit. Ist oy das spezi-

fische Gewicht, g; die Dichte der Fliissig-
keit, also auch des erstarrt gedachten Teils derselben, V das abgegrenzte Volumen,
g die Erdbeschleunigung, so betrigt das Gewicht des Kérpers k= V [g*] =
0/Vg [dyn] (§ 14). Die Druckkrifte zerlegen wir in ihre horizontalen und ihre
vertikalen Komponenten. Da Gleichgewicht besteht, so miissen sich die hori-
zontalen Druckkraftkomponenten gegenseitig auftheben, und zweitens mul3 die
Schwerkraft 2 durch die Summe der vertikalen Druckkraftkomponenten auf-
gehoben werden. Letztere ist also senkrecht nach oben gerichtet, ¥, =—f%,

und hat den Betrag
ka= g1 Vg [dyn] =o; V [g*]. 3)

Die Vertikalkomponente ¥, der hydrostatischen Druckkraft heiBt der Auftrieb.

Nunmehr ersetzen wir die als erstarrt gedachte Fliissigkeitsmenge durch
cinen beliebig beschaffenen festen, in die Fliissigkeit getauchten Korper von
gleicher Gestalt. An den Druckkriften der Fliissigkeit wird dadurch nichts
geindert, also bleibt auch der Auftrieb der gleiche. Daher befindet sich ein
solcher Korper im allgemeinen in der Fliissigkeit nicht im Gleichgewicht. Ist
sein spezifisches Gewicht ¢ grofer als das der Fliissigkeit, so iiberwiegt sein
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Gewicht 2 =o¢V den Auftrieb ¢;V, und er sinkt zu Boden (Abb. 121xb). Ist
aber sein spezifisches Gewicht kleiner als das der Fliissigkeit, so iiberwiegt der
Auftrieb sein Gewicht, und er steigt in der Fliissigkeit in die Héhe (Abb. 121¢).
Die gesamte auf den Kérper wirkende Kraft betrigt

B =k—ki=0V—oiV=(0c—0p)V[g*]. 4)
Der Korper erleidet also in einer Fliissigkeit einen scheinbaren Gewichisverlust
um den Betrag des Auftriebes k,. Dieser hingt nur vom Volumen des ein-
getauchten Korpers und dem spezifischen Gewicht der Fliissig-
keit ab, nicht von der besonderen Gestalt und Beschaffenheit
des Korpers. Er ist gleich dem Gewicht einer dem Korper
an Volumen gleichen Fliissigkeitsmenge (der sog. verdringten
Fliissigkeitsmenge, Archimedisches Prinzip, nach dem angeb-
lichen Entdecker benannt, um 250 v. Chr.).

Der Auftrieb beruht auf der Zunahme des Drucks mit
der Tiefe in einer der Schwere unterworfenen Fliissigkeit.
Denn durch diese Druckzunahme wird bewirkt, daB die Druck-
kraft an der Unterseite eines eingetauchten Korpers groBer
ist als an seiner Oberseite. In einer der Schwerkraft entzogenen
Fliissigkeit wiirde es keinen Auftrieb geben.

Da der Auftrieb die Schwerkraft des oben als erstarrt ge-
dachten Flissigkeitsvolumens aufhebt und mit ihr kein Krifte-
paar bildet, da ja Gleichgewicht besteht, so liegen an diesem
Volumen Auftrieb und Schwerkraft in der gleichen Wirkungs-
linie, die also durch den Schwerpunkt des Fliissigkeitsvolumens
geht. Am Auftrieb dndert sich nichts, wenn wir das erstarrt
gedachte Fliissigkeitsvolumen durch einen anderen Korper
ersetzt denken. In allen Fillen geht die Wirkungslinie des
Auftriebs durch den Schwerpunkt der verdringten Flissig-
keitsmenge. Der Auftrieb kann also stets in diesem Schwer-
punkt angreifend gedacht werden. Ist der eingetauchte Kérper,
wie die Fliissigkeit, homogen, so fillt sein Schwerpunkt mit
dem der verdrangten Fliissigkeit zusammen (Abb. 121b u. c).
Ist er aber nicht homogen, so ist das im allgemeinen nicht
der Fall. Dann konnen Auftrieb und Schwerkraft, auBler einer
resultierenden Einzelkraft, ein Kriftepaar erzeugen, das den
Korper beim Steigen oder Sinken dreht.

Abb. 122, JorLLysche
Der Auftrieb bietet nach Gl. (3) ein bequemes Mittel zur Federwaage.

Bestimmung des Volumens V = k4/o; bei unregelmiBig ge-

formten Korpern, bei denen eine geometrische Volumbestimmung nicht méglich
ist. Der Auftrieb kann als die Differenz 2—#%’ des wirklichen Gewichts %
und des scheinbaren Gewichts 2’ in der Fliissigkeit leicht gemessen werden.
Das spezifische Gewicht des Koérpers ist dann

k k- k _
g:-]—/—:O'fk—azafm[g*'CIn 3}. (5)

Besonders einfach verhilt es sich bei Benutzung von Wasser. Da sein spezifisches
Gewicht die MafBzahl 1 hat, so ist dic MaBzahl des in g* gemessenen Auftriebes
eines Korpers in ihm unmittelbar gleich der MaBzahl seines in c¢m® gemessenen
Volumens. Die Mafzahl des spezifischen Gewichts des Korpers ist dann einfach
der Quotient Gewicht/Auftrieb, |¢| = |k/(k—F')|.

Abb. 122 zeigt ein einfaches Gerit zur Messung spezifischer Gewichte
(Jorrvsche Federwaage). Der Korper befindet sich einmal auf der oberen
Schale in Luft, dann auf der unteren Schadle in Wasser. Die entsprechenden
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Verlingerungen 4, und A, der Feder sind seinem wahren Gewicht %z bzw. seinem
scheinbaren Gewicht % in Wasser proportional. Daher berechnet sich die
MaBzahl des spezifischen Gewichts des Korpers nach Gl (5) (mit o;=1) zu
My (B — Ay).

/ Die Auftriebe des gleichen Kérpers in zwei verschiedenen Fliissigkeiten ver-
halten sich nach Gl (3) wie deren spezifische Gewichte. Bei der MoHRschen
Waage (Abb. 123) ist der Schwimmkérper, wenn er sich in Luft befindet, durch
ein Gegengewicht G genau ins Gleichgewicht gebracht. Sein Auftrieb in irgend-
einer Fliissigkeit kann gemessen werden, indem man ihn durch Aufsetzen von
Reitergewichten auf den Waagebalken kompensiert, deren Einheit so bemessen
ist, daB sie den Auftrieb des Schwimmkdorpers in Wasser von 4° C genau kom-
pensiert.

Ein Koérper schwimmt an der Oberflache einer Fliissigkeit, wenn sein Auftrieb
bei voller Eintauchung grofer ist, als sein Gewicht (Abb. 121c¢). Beim Schwimmen
ragt ein Teil des Kérpers aus der Fliissigkeit,
so daB das fiir die GroBe des Auftriebs maB-
gebliche verdringte Fliissigkeitsvolumen ¥V’
kleiner ist, als das Volumen V' des Koérpers.
Bei Gleichgewicht ist der Auftrieb V'’ oy gleich
dem Gewicht Vo des Korpers, also V'/V =
o/o;. Hiernach kann ein homogener Kérper
nur dann schwimmen, wenn sein spezifisches
Gewicht kleiner ist, als das der Fliissigkeit.
Bei geeigneter Formgebung konnen aber auch
Kérper schwimmen, deren Material ein héheres
spezifisches Gewicht hat, als die Fliissigkeit,
z. B. eiserne Schiffe in Wasser.

Unter allen denkbaren Lagen, die der Be-
dingung V’/V =o/o; entsprechen, sind aber nur
einige, oft nur eine einzige, stabile Schwimm-
lagen, denen eine oder mehrere labile Schwimm-
lagen gegeniiberstehen. Das Gleichgewicht

wird ja nicht nur durch gleichen Betrag und entgegengesetzte Richtung von
Schwerkraft und Auftrieb bedingt. Es kommt hinzu, daB diese beiden Krifte auch
kein Drehmoment erzeugen, also kein Kriftepaar bilden diirfen, ihre Wirkungs-
linien also zusammenfallen miissen. Fiir die stabilen und labilen Schwimmlagen
eines Korpers gelten natiirlich auch die Gleichgewichtsbedingungen des § 24.
Eine stabile Schwimmlage ist duBerlich dadurch gekennzeichnet, da der Kérper,
wenn er ein wenig aus ihr entfernt wird, durch ein an ihm auftretendes Dreh-
moment wieder in sie zuriickgetrieben wird, wihrend er bei der Entfernung
aus einer labilen Schwimmlage noch weiter von ihr fortgetrieben wird. Ein
schwimmender Koérper, der aus einer stabilen in eine labile Schwimmlage iiber-
fithrt wird, kann iiber diese hinaus in eine andere stabile Schwimmlage iiber-
gehen. Er kann kemtern. Allgemein sind stabile Schwimmlagen dadurch aus-
gezeichnet, daB bei ihnen das System Fliissigkeit + Korper ein Minimum der
potentiellen Energie besitzt, sein Schwerpunkt also tiefer liegt, als bei jeder
unmittelbar benachbarten Schwimmlage. Bei labilen Schwimmlagen ist es
umgekehrt. Es gibt auch indifferente Schwimmlagen, aber nur bei gewissen
Koérpern von besonders einfacher Gestalt. Zum Beispiel kann eine homogene
Kugel in jeder beliebigen Lage schwimmen.

Der in Abb. 124a dargestellte rechteckige, homogene Klotz befindet sich
in einer stabilen Schwimmlage. Bei einer kleinen Verdrehung (Abb. 124b) ver-
lagert sich der Schwerpunkt S, der verdringten Fliissigkeit, also der Angriffs-
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punkt des Auftriebes, bei einer Rechtsdrehung nach rechts, bei einer Links-
drehung nach links, liegt also nicht mehr auf der Mittelachse des Kérpers.
Gewicht f und Auftrieb ¥, = — f bilden nunmehr ein Kraftepaar, das den Kérper
in seine stabile Schwimmlage zuriickzudrehen sucht. Den Schnittpunkt M
der Wirkungslinie des Auftriebes mit der in der betrachteten Gleichgewichtslage
vertikalen Mittelachse des Korpers nennt man bei Schiffen das Metazentrum.
Eine Schwimmlage ist stabil, wenn das Metazentrum oberhalb des Schwerpunkts
S; des schwimmenden Korpers liegt, andernfalls labil. Abb. 124c zeigt eine
labile Schwimmlage des Klotzes. Wird er aus dieser ein wenig verdreht, so
verschiebt sich der Schwerpunkt S, der verdringten Fliissigkeit derart, daB

Abb. r24. Schwimmlagen eines rechteckigen, homogenen Klotzes.

Gewicht und Auftrieb ein Drehmoment erzeugen, das den Korper noch weiter
von der labilen Schwimmlage zu entfernen sucht. Das Metazentrum M liegt
jetzt unterhalb des Korperschwerpunkts S;. Ein homogener, rechteckiger Klotz
mit den Seiten @ > b > ¢ hat zwei stabile und vier labile Schwimmlagen. Die
Schwimmlage ist stabil, wenn die Seitenflichen ab horizontal liegen, labil wenn
die Seitenflichen ac oder bc horizontal liegen.

Die Stabilitit der Schwimmlage eines Korpers, z. B. eines Schiffes, ist um
so groBer, je tiefer sein Schwerpunkt liegt. Je hoher er liegt, je kopflastiger ein
Schiff ist, um so leichter kann es zum Kentern gebracht werden. Die Lage des
Metazentrums hingt von der Neigung gegen die Gleichgewichtslage ab. Je
grofer die Neigung ist, um so niher riickt es dem Koérperschwerpunkt. Je tiefer
also der Schiffsschwerpunkt liegt, eine um so gréBere Neigung vertrigt das
Schiff, ohne zu kentern. Die labile Schwimmlage des Klotzes in Abb. 124¢
kann in eine stabile verwandelt werden, wenn man, z. B. durch Anbringung
eines Stiickes Blei B, den Korperschwerpunkt S, so tief legt, daB das Meta-
zentrum nunmehr {iber ihm liegt (Abb. 124e). Je nach Gestalt und Schwer-
punktslage ist die Stabilitat eines Schiffes mehr durch jene oder diese bestimmt.
Bei einer flachen Jolle (Abb. 125a) riihrt sie im wesentlichen von ihrer Gestalt
her, da sich schon bei einer kleinen Drehung aus der stabilen Schwunmlage
der Angriffspunkt des Auftriebes sehr stark verschiebt, so daB ein groBes
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Drehmoment auftritt. Die Stabilitit von Seeschiffen (Abb. 125b) hingegen be-
ruht in der Hauptsache auf der durch die in ihren unteren Teilen befindlichen
Maschinen und ihre Ladung beding-
ten tiefen Lage des Schwerpunktes.
In hochstem Grade ist dies bei Renn-
jachten mit bleibeschwertem Kiel (Abb.
125c) der Fall. Ihr Schwerpunkt liegt
so tief, daB das Metazentrum iiber-
haupt nicht unter ihn riicken kann.
Ein solches Schiff hat nur eine einzige
stabile Schwimmlage. Erst bei einer
. . Drehung um 180° wird die Schwimm-

A 13 e oot s Romumaaht, i Tele lage labgil. Es kann daher iiberhaupt

nicht kentern.

Die Eintauchtiefe eines schwimmenden Korpers ist um so groBer, je kleiner
das spezifische Gewicht der Fliissigkeit ist. Dies wird bei der Senkspindel
(Ardometer, Abb. 126) benutzt, um das spezifische Gewicht von
Fliissigkeiten zu messen. Schiffe tauchen in das spezifisch schwerere
Meerwasser etwas weniger tief ein als in das leichtere SiiBwasser.

59. Die Elastizitdt der Fliissigkeiten. Eine Fliissigkeit befinde
sich in einem zylindrischen GefdB von der Linge ! und dem Quer-
schnitt ¢, also vom Volumen V =1lq. Das Gefil sei durch einen
beweglichen Stempel verschlossen. Wird dieser durch eine Kraft
vom Betrage 2 um die Strecke Al nach innen verschoben, so ver-
kleinert sich das Volumen der Fliissigkeit um den Betrag AV =
—g Al. Die Kraft & erzeugt in der Fliissigkeit einen Druck p = k/g.
Die durch ihn verursachte relative Voluminderung AV/V ist dem
Druck proportional, also

A L
4 } 1 9%’ (6)

Diese Gleichung ist grundsitzlich identisch mit dem HooXEschen

Gesetz fiir feste Kérper (§ 53). Die Konstante y, der Kompressions-

) modul, spielt bei den Fliissigkeiten die gleiche Rolle, wie bei den

Kok i3 festen Kérpern der Elastizititsmodul E. (Das negative Vorzeichen

tariometer).  in GL (6) riihrt davon her, da8 wir y aus der Zusammendriickung
definieren, wihrend wir E aus der Dehnung definierten.)

Bei der Messung von Kompressionsmoduln muB Sorge getragen werden,
daB der auf die Fliissigkeit wirkende Druck nicht auch das Volumen des GeféBes
vergroBert. Bei dem OERSTEDschen Piezometer (Abb. 127)
wirkt auf das die Fliissigkeit enthaltende Gefi8 4 von auflen
und innen der gleiche Druck. Es befindet sich in Wasser und
ist unten durch Quecksilber abgeschlossen. Wird die ganze
Vorrichtung unter erhéhten Druck gebracht, so kann die Zu-
sammendriickung der in A befindlichen Fliissigkeit am Stande
des Quecksilbers im Steigrohr abgelesen werden.

e Pt Die Fliissigkeiten sind der GréBenordnung nach rund
oy Mesmung des Bom: zehnmal so stark zusammendriickbar wie die festen Korper.

Flissigkeiten. 60. Oberflichenspannung. Eine freie Fliissigkeitsoberfliche

erweckt den Eindruck einer diinnen, gespannten Haut. Diese
Oberflichenspannung beruht darauf, daB zwischen den Molekiilen einer Fliissigkeit
stets anziehende, sog. VAN DER WaALssche Krifte wirken. Das Vorhandensein
solcher Krifte wird schon durch die Tatsache bewiesen, da das Volumen einer
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Fliissigkeit, also der Abstand ihrer Molekiile, auch durch betrichtliche Krifte
nur sehr wenig vergroBert werden kann. Die Krifte, die auf ein im Innern einer
Fliissigkeit befindliches Molekiil von den es rings umgebenden Nachbarmolekiilen
ausgeiibt werden, heben sich im Durchschnitt gegenseitig auf. Ein an der
Oberfliche befindliches Molekiil aber ist nur auf der einen Seite von Molekiilen
umgeben, und die von diesen ausgehenden Anziehungskrifte haben eine senk-
recht in das Innere der Fliissigkeit weisende Resultierende f (Abb. 128). Um
Molekiile an die Oberfliche einer Fliissigkeit zu schaffen, ist demnach Arbeit
gegen diese Kraft zu leisten, analog zur Hebungsarbeit gegen die Schwerkraft.
Daher besitzt ein an der Oberflidche befindliches Molekiil eine gréBere potentielle
Energie, als die Molekiile im Innern der Fliissigkeit. Bei
stabilem Gleichgewicht der ganzen Fliissigkeit ist ihre
potentielle Energie, zu der auch die Oberflichenenergie
hinzuzurechnen ist, ein Minimum (§ 24). Ziehen wir diese
allein in Betracht, so ist das dann der Fall, wenn sich
moglichst wenige Molekiile an der Oberfliche befinden,
wenn diese also moglichst klein ist (Minimalfliche). Aus Abb. 128, Zur Exldarung der
diesem Grunde sind frei schwebende Tropfen kugelférmig, Oberflachenspannung.
denn dann haben sie bei gegebenem Volumen die kleinste

Oberfliche. Ist die Minimalbedingung nicht erfiillt, so wandern solange Mole-
kiile von der Oberfliche in das Innere, bis dieser Zustand erreicht ist.

In einem rechteckigen Drahtrahmen, dessen eine Seite (a) beweglich ist,
sei eine Fliissigkeitslamelle gespannt (Abb. 12g). Sie wird sich verkleinern und
die Seite 4 mitnehmen, wenn dies nicht durch eine an dieser Seite angreifende
Kraft vom Betrage %k verhindert wird. Wir denken uns nun die
Seite @ durch diese Kraft um die Strecke dx verschoben. Da dabei
beide Oberflichen der Lamelle wachsen, so erfihrt ihre Oberfliche
einen Zuwachs dF = 2a dx. Die potentielle Energie eines einzelnen
Oberflichenmolekiils betrage e. Wenn sich % Molekiile auf jedem {@ yf
Quadratzentimeter der Oberfliche befinden, so entfillt auf je 1 cm?
derselben die potentielle Energie #ne = . Mit dem Zuwachs der Ober-  apb.1zg. Zur

] 1 i i i ie 1 Theorie der
fliche ist also eine Vermehrung ihrer potentiellen Energie im Betrage  gpeope  cer

dA =90dF =9 2adxerg spannung.

verbunden. Die hierzu, d.h. zur Beforderung der Molekiile aus dem Innern
an die Oberfliche nétige Arbeit wird von der Kraft % lings des Weges dx
geleistet. Es ist demnach auch d4 = kdx und

k=2addyn. 7))

Von dieser Kraft entfillt auf jedes Zentimeter der an die Seite 4 angrenzenden
Fliissigkeit (wieder beide Seiten der Lamelle) der Betrag k/2a = 9. Die durch
Gl (7) gegebene Kraft ist diejenige, die die Lamelle gegen die Wirkung der
Oberflichenspannung im Gleichgewicht hilt, demnach auch die Kraft, mit der
sich die Lamelle zusammenzuziehen sucht. Die Lamelle greift also mit der
Kraft k = 24 9 dyn an der Seite 4 an, bzw. an jedem Zentimeter der Berandung
ihrer Oberflichen mit der Kraft #. GemiB Gl. (7) ist es tiblich, die Konstante
der Oberflichenspannung & = ne in der Einheit 1 dyn - cm™ anzugeben. Ihrer
eigentlichen Bedeutung nach als Energie/Flicheneinheit wire sie in der Einheit
Ierg -cm™2 auszudriicken. Das ist aber dimensionsmiBig das gleiche, da
1erg=1dyn - 1cm, und ergibt die gleiche MaBzahl. ¢ betrigt bei Wasser
72,8, bei Athylither 17,0, bei Quecksilber 500 dyn - cm™.

An stark gekriimmten Oberflichen ist die Oberflichenspannung kleiner als an
ebenen Flichen, weil dann die Zahl der Molekiile, welche ein Oberflichenmolekiil
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nach innen ziehen, kleiner ist, und daher eine geringere Arbeit nétig ist,
um neue Oberflichenmolekiile zu schaffen. Das gilt insbesondere fiir sehr
kleine Tropfchen.

Eine Seifenblase ist im Gleichgewicht, wenn ihr innerer Uberdruck Ap (die
Differenz zwischen innerem und #uBerem Druck) der zusammenziehenden Kraft
der Oberflichenspannung das Gleichgewicht hilt. Die gesamte innere und
duBere Oberfliche einer (gegen ihren Radius 7 stets sehr diinnen) Seifenblase
betrigt 8772, die vom Uberdruck A herrithrende, auf die Innenfliche 4 72
wirkende Druckkraft 4m724p. Wenn diese Druckkraft den Blasenradius um

dr vergroBert, so leistet sie die Arbeit 4m72A4p dr. Diese
Arbeit dient dazu die bei der Aufblihung nétige Zahl von
neuen Molekiilen an die Oberflichen zu schaffen. Der
Oberflichenzuwachs betrigt dF =d (8m7?)=16mrdr, die
dazu nétige Energie 16 rdr 9. Es ist also 16mzrdrd =

2
4mr:Apdr oder y Ap = 4.

Es folgt also das zundchst iiberraschende Ergebnis, daB der

Uberdruck Ap in einer Seifenblase um so kleiner ist, je

//a/m groBer der Radius der Blase ist. Wenn man eine Seifenblase

aufbldst, so vergréBert man tatsdchlich ihren inneren Druck

nicht, sondern er wird kleiner. Man sorgt nur fiir die nétige

Abb. p30 Eine grobe  Luftzufuhr, und der innere Druck sinkt. Sind zwei anfanglich

Kosten einer Meimeren.  verschieden groBe Seifenblasen durch ein Rohr verbunden

(Abb. 130), so kann kein Gleichgewicht bestehen, weil die

verschieden groBen Radien einen verschieden groBen inneren Druck erfordern.

Die groBere Seifenblase wichst auf Kosten der kleineren, bis diese nur noch

eine Kuppe bildet, deren Radius gleich demjenigen der groSen Blase ist. (Wiren
beide Blasen gleich groB, so wiirde ein labiles Gleichgewicht vorliegen.)

61. Kapillaritit., Grenzt eine Fliis-
sigkeit an irgendeinen anderen Stoff,
so bestehen auch zwischen ihren Mole-
kiilen und denen des Stoffes anzie-
hende Krifte, deren GroBe von der Art
der beiden Stoffe abhingt. Hierauf be-
ruhen die Kapillarerscheinungen an der
Grenze fester und fliissiger oder zweier

Abb. 131. Zur Kapillaritat. fliissiger Korper. Auf die in der Grenz-

fliche befindlichen Fliissigkeitsmole-

kiile wirkt erstens die Anziehung ¥, der Molekiile im Inneren der Fliissigkeit,
zweitens die Anziehung ¥, der Molekiile der festen Wand (Abb. 131). Von der
Schwerkraft, die stets klein gegen diese Krifte ist, konnen wir hier absehen. Wir
betrachten insbesondere die Stelle, wo die freie Fliissigkeitsoberfliche in die
Grenzfliche iibergeht. Je nach dem Verhiltnis jener beiden Krifte weist ihre
Resultierende f in Richtung auf die Wand (Abb. 131a) oder in das Innere der
Flissigkeit (Abb. 131b). Da sie bei Gleichgewicht auf der freien Oberfliche
senkrecht stehen muB (§ 57), so bildet diese mit der Wand einen vom Krifte-
verhiltnis abhingigen Randwinkel «. Dieser ist gleich 0°, wenn f, gegen-
iiber ¥, verschwindet, und gleich 180°, wenn f, gegeniiber ¥, verschwindet.
Im ersteren Fall, z. B. bei Wasser und fettfreiem Glas, breitet sich die
Fliissigkeit unter der Wirkung der Kraft ¥, auf der festen Fliche als diinne,
fest haftende Haut aus, es tritt vollstindige Benetzung ein. Im zweiten Fall,
z. B. bei Quecksilber und Glas, bildet die Fliissigkeit auf der festen Fliche
Tropfen, die nicht an ihr haften. Bei vollstindiger Benetzung sucht also die
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Fliissigkeit eine méglichst groBe, bei vollstandiger Nichtbenetzung eine méglichst
kleine Beriihrungsfliche mit der festen Fliche zu bilden. Aus diesem Grunde
steigt Wasser in einer eingetauchten engen Glasrdhre (Kapillare), deren Wandung
vorher gut benetzt wurde, iiber den &uBeren Wasserspiegel in die Héhe
(Kapillaraszension, Abb. 132a). Quecksilber dagegen wird in einer solchen
Rohre herabgedriickt (Kapillardepression, Abb. 132b). Die freie Fliissigkeits-
oberfliche bildet — weil die Kriimmung der freien Fliissigkeitsoberfliche immer
stetig sein muB — in der Kapillaren einen Mensskus, der im ersten Fall nach
unten, im zweiten nach oben gekriimmt ist. .

Wird eine Kapillare vom Radius 7 in
eine Fliissigkeit getaucht, mit der ihre innere
Wandung bereits vollkommen benetzt ist,
so wird die Fliissigkeit im ersten Augen-
blick innen und auBen gleich hoch stehen
und alsdann zu steigen beginnen. Die Dichte
der Fliissigkeit sei . Steht sie in der Hohe A
tiber dem &duBeren Spiegel (Abb. 133), so
ist die Arbeit bei jhrem weiteren Anstieg
um eine Hohe dA gleich derjenigen, die . .
bei der Hebung eines Fliissigkeitsvolumens A"b'ésﬁapﬁiﬁﬂié‘ﬁfi" o
wr*dh von der Masse dm =g nr?dh um
die Hohe 7 geleistet werden wiirde. Sie betrigt also dmgh=pnr2dhgh.
Andererseits verschwindet ein Stiick der benetzenden Fliissigkeitshaut mit der
freien Oberfliche 2x7dh, es wird also die Oberflichenenergie 9 -2x7dh
frei. Anfinglich ist diese frei werdende Energie viel groBer als die entspre-
chende Hebungsarbeit. Der Uberschuf wird zur Uberwindung der inneren
Reibung (§ 76) beim Aufstieg der Fliissigkeit verbraucht. Mit wachsender
Steighthe 7 wird aber die Hebungsarbeit immer gréBer. Bei einer

It
RN

bestimmten Steighohe geniigt die freiwerdende Oberflichenenergie
gerade noch, um die Hebungsarbeit zu leisten, bei groBerer Steig- i
hohe aber nicht mehr. Hoéher kann also die Fliissigkeit nicht A
steigen. Demnach ist die maximale Steighthe durch die Be- 2
dingung o m72ghdh=2mr 9 dh gegeben und betrigt |
29 — /===
h= o7 @) —F—
Bei nicht vollstindiger Benetzung gilt allgemein B Ab;.—133. N
h= 29 cos o (9) Zu%ﬁ::ii:ager
erg T 9
wenn o der Randwinkel ist. Bei vollstindiger Nichtbenetzung (cosa =—1)

ergibt sich h=-—2¥/prg. Wegen ihres Zusammenhanges mit den Kapillar-
erscheinungen heiit ¢ auch die Kapillarititskonstante.

Ol breitet sich auf Wasser infolge der zwischen den Molekiilen des Ols und
des Wassers wirkenden Molekularkrifte zu einer sehr diinnen Schicht aus.
Eine gegebene Olmenge kann aber nicht eine beliebig groBe Wasserfliche be-
decken. Die Ausbreitungsfihigkeit des Ols hat eine Grenze. Es liegt nahe,
anzunehmen, daB diese dann erreicht ist, wenn die Olschicht nur noch aus einer
einzigen Lage von Molekiilen besteht, so daB die Schichtdicke von der GréBen-
ordnung der Molekiildurchmesser ist. Die Schichtdicke kann aus der GréB8e des
Olflecks und der OImenge berechnet werden. Auf diese Weise haben RAYLEIGH,
PERRIN u. a. gefunden, daB die GréBenordnung der Molekiildurchmesser jeden-
falls kleiner als 107® cm ist. Ahnliche Schliisse kann man aus der Dicke des
schwarzen Flecks von Seifenblasen ziehen (§ 288).

Westphal, Physik. 4. Aufl. 9
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Kapillarkrifte sind, neben osmotischen Kriften (§ 119) beim Aufsteigen der
Pflanzensifte wirksam. Auf ihnen beruht auch die Aufsaugung von Fliissigkeiten
durch feinporige und schwammige Korper.

Molekularkrifte dhnlicher Art koénnen auch zwischen den Molekiilen ver-
schiedener fester Stoffe und denen von festen Stoffen und Gasen auftreten.
Hierauf beruht die Adhdsion, z. B. das Haften von Staub an festen Flichen,
von Kreide an einer Tafel, ferner die Adsorption von Gasen an festen Flichen

(§ 120).
IV. Mechanik ruhender Gase.

62. Grundlagen der Gastheorie. Schon vor zwei Jahrhunderten wurde, insbe-
sondere von DANIEL BERNOULLI, erkannt, daB man die wichtigsten Eigenschaften
der Gase verstehen kann, wenn man annimmt, daB sich die einzelnen Molekiile
der Gase in einer stindigen Bewegung befinden. Bei dieser Bewegung erleiden
die Molekiile stindig ZusammenstéBe untereinander und mit den das Gas
begrenzenden festen Winden. Die Zusammenst68e der Molekiile erfolgen nach
den Gesetzen des elastischen StoBes (§ 25), d.h. es bleibt die Summe ihrer
Energien und ihrer Impulse erhalten, aber die Geschwindigkeiten der einzelnen
Molekiile sindern sich durch den Austausch von Energie und Impuls bei jedem
StoB nach Betrag und Richtung. Ein einzelnes Molekiil bewegt sich also unter
stindigen, sprunghaften Anderungen seiner Geschwindigkeit auf einer Zick-
zackbahn. Bei den ZusammenstéBen mit einer Wand, die die gleiche Temperatur
hat wie das Gas, wird sich im allgemeinen Energie und Impuls des einzelnen
Molekiils indern. Aber durchschnittlich wird von der Wand an die Molekiile
ebenso viel Energie abgegeben, wie sie von den Molekiilen aufnimmt, so da8
infolge dieser Zusammenst6Be eine Anderung der gesamten Molekularenergie
des Gases nicht eintritt.

Der Zustand eines Gases dndert sich also ,,mikroskopisch®, d. h. wenn wir
die jeweiligen Zustinde seiner einzelnen Molekiile, gekennzeichnet durch ihre
Orte und ihre Geschwindigkeiten, betrachten, fortgesetzt. Betrachten wir aber
eine groBere Gasmenge ,makroskopisch®, d.h. beziiglich ihrer unmittelbar
beobachtbaren Wechselwirkungen mit ihrer Umgebung, so bemerken wir von
diesen stindigen molekularen Zustandsinderungen nichts. Das liegt daran, da8
die makroskopischen Zustandsgrofen eines Gases, sein Volumen, sein Druck
und seine Temperatur, lediglich durch die Mittelwerte der mikroskopischen
ZustandsgroBen der Molekiile, insbesondere ihrer riumlichen Dichte und ihrer
kinetischen Energie, bestimmt werden. Sind diese Mittelwerte zeitlich konstant,
befindet sich das Gas in dynamischem Gleichgewicht, so bleibt sein makro-
skopischer Zustand unverindert. Er dndert sich nur, wenn sich diese Mittel-
werte dndern. Denn bei einer makroskopisch beobachtbaren Gasmenge handelt
es sich, wie wir noch sehen werden, stets um eine ungeheuer groBe Zahl von
Molekiilen. Wire es méglich, die molekularen Zustandsinderungen in einem
in dynamischem Gleichgewicht befindlichen Gase in allen Einzelheiten zu
beobachten, so wiirde man feststellen, daB jeder Zustandsinderung, die in
irgendeinem Augenblick an einem der Molekiile vor sich geht, praktisch am
gleichen Ort und im gleichen Augenblick eine entgegengesetzte Zustands-
inderung an einem anderen Molekiil entspricht, die die Wirkung jener Zustands-
inderung auf den makroskopischen Zustand praktisch genau aufhebt. Oder
noch richtiger: Es besteht bei der ungeheuer groBen Zahl der Molekiile eine an
GewiBheit grenzende Wahrscheinlichkeit dafiir, daB dies stets der Fall ist. Wir
wollen diese wichtige Tatsache als Ersatzprinzip bezeichnen.

Die damit zwischen den Zustandsinderungen der einzelnen Molekiile her-
gestellte Beziehung ist nun von ganz anderer Art als diejenigen, die wir bisher
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bei physikalischen Gebilden betrachtet haben. Bisher handelte es sich immer
um kausale Beziehungen, d. h. um solche, bei denen ein ursichlicher Zusammen-
hang zwischen den Erscheinungen besteht. Davon ist hier keine Rede. Die
Zustandsinderung eines Molekiils durch einen ZusammenstoB und die entgegen-
gesetzte Zustandsdnderung eines zweiten durch einen beliebigen anderen Zu-
sammensto3 stehen in keinerlei ursichlichem Zusammenhang, sind zwei véllig
unabhingige Ereignisse. DaB wir sie in Beziehung zueinander setzen, ist lediglich
durch die an GewiBheit grenzende Wahrscheinlichkeit gerechtfertigt, daB bei
der ungeheuer groBen Zahl von Molekiilen und der groBen Hiufigkeit ihrer
ZusammenstéBe sich unter ihnen stets je zwei finden lassen, deren Zustands-
dnderungen in der gedachten Weise miteinander korrespondieren.

Ein in dynamischem Gleichgewicht befindliches Gas 1iBt sich mit einer
Bevolkerung vergleichen, die unter véllig gleichbleibenden Bedingungen lebt.
Die ,,mikroskopische‘* Betrachtung einer solchen zeigt uns das bunte, stindig
wechselnde Schicksal der einzelnen Menschen, Geburt und Tod, Krankheit,
Wohnungswechsel usw. Betrachten wir aber die Bevélkerung ,,makroskopisch®,
also nach der Methode der Statistik, so zeigen die Tabellen Jahr fiir Jahr das
gleiche Bild, sofern sich der Zustand der Bevélkerung als Ganzes nicht dndert.
Jeder Geburt entspricht im Durchschnitt ein Todesfall, Jahr fiir Jahr erkranken
durchschnittlich gleich viele Menschen an Masern, Tuberkulose usw. Welche
Einzelpersonen gerade von solchem Schicksal, von solcher Zustandsinderung,
betroffen werden, ist fiir den Statistiker ohne jedes Interesse. Die Einzelperson
geht ihn nur ganz anonym und in sofern an, als sie zu irgendeiner Tabelle eine
Einheit hinzufiigt.

Eine solche statistische Betrachtungsweise ist natiirlich nur dann sinnvoll,
wenn es sich um eine betrichtliche Zahl von Individuen handelt. Auf die
Bevélkerung eines Einfamilienhauses wire sie nicht sinnvoll anzuwenden, weil
hier die Zufilligkeiten der Einzelschicksale weniger Personen allzu groBe
Schwankungen hervorrufen wiirden. Solche Schwankungen weist auch die Tabelle
des Statistikers natiirlich stets auf. Sie sind aber, verglichen mit den Gesamt-
zahlen, um so kleiner, je groSer die Zahl der beteiligten Personen ist. Denn
eine um so groBere Wahrscheinlichkeit besteht dafiir, daB sie sich ausgleichen.

Da es sich bei makroskopisch beobachtbaren Gasmengen stets um eine
ungeheuer groBe Zahl von Molekiilen handelt — z. B. bei 1 cm3 der atmos-
phirischen Luft um rund das 1o%fache der Bevélkerungszahl der Erde — zudem
bei einem einheitlichen Gase um lauter véllig gleiche Individuen, so ist die
Vorbedingung fiir die Anwendung der statistischen Betrachtungsweise hier in
idealer Weise gegeben (MAXWELL, BoLTZMANN). In der Tat fiihren die auf
die Wabhrscheinlichkeitsrechnung und auf Mittelwertbildungen gegriindeten
Methoden der Statistik, angewandt auf die Gase, zu Aussagen iiber ihr Ver-
halten, die ihrem wirklichen Verhalten vollkommen entsprechen, also den
Charakter streng giiltiger Gesetze haben und sich in ihrer Giiltigkeit in nichts
von kausal begriindeten Gesetzen unterscheiden. Die strenge Kausalitit einer-
seits, das Walten einer absoluten Zufilligkest, der Zustand idealer Unordnung
andererseits bilden die beiden Grenzfille, bei denen die Aufstellung streng
giiltiger makroskopischer Gesetze allein méglich ist.

Die statistische Betrachtungsweise ist also insbesondere dadurch gekenn-
zeichnet, daB sie sich nur mit den Mittelwerten der mikroskopischen Zustands-
grofen der einzelnen Molekiile beschiftigt. Dabei handelt es sich entweder um
den Mittelwert fiir ein bestimmtes Molekiil, genommen iiber eine lingere Zeit
(zestliches Mittel), oder um den Mittelwert der gleichzeitigen Zustinde aller
vorhandenen Molekiile (rdumliches Mittel).

9*
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Die Gesetze, die man auf diese Weise ableiten kann, haben eine besonders
einfache Gestalt, wenn man die Molekiile als Massenpunkte betrachtet, und
wenn man die Tatsache vernachlissigt, daB zwischen ihnen stets anziehende
Krifte, die vAN DER WaALsschen Krifte (§ 60), wirksam sind. Bei vielen Gasen,
z. B. den Edelgasen, der Luft, den elementaren Gasen Wasserstoff, Sauerstoff,
Stickstoff usw., ist das tatsdchlich sehr weitgehend zulidssig. Ein Gas, bei dem
diese Voraussetzung streng erfiillt wire, nennt man ein sdeales Gas. Fir ein
solches liefert die kimetische Gastheorie die folgenden grundlegenden Gesetze:

1. Der rdumliche und der zeitliche Mittelwert der kinetischen Energie uv?/2
der Molekiile eines Gases von einheitlicher Temperatur ist gleich gro8, d.h.
sdmtliche Molekiile haben in einem bestimmten Augenblick durchschnittlich
die gleiche kinetische Energie, wie sie ein einzelnes Molekiil im Durchschnitt
wihrend einer lingeren Zeit hat. Dieser Mittelwert ist fiir alle idealen Gase
bei gleicher Temperatur der gleiche und vom Druck unabhingig. Die Schreib-

weise v2 bedeutet, daB es sich um das mittlere Geschwindigkeitsquadrat, den
Mittelwert der Einzelbetrige v2, handelt. Unter x4 verstehen wir kiinftig stets
die Masse einzelner molekularer oder atomarer Gebilde, im Gegensatz zur Masse m
eines ausgedehnten Kérpers. Haben die Molekiile zweier verschiedener Gase

die Massen u; und p,, so ist demnach 92: 928 = py: py. D. h. je kleiner die
Masse der Molekiile eines Gases ist, um so groBer ist bei gegebener Temperatur
ihr mittleres Geschwmdlgkeltsquadrat und damit ihre mittlere Geschwindigkeit.

2. Die Geschwindigkeiten der Molekiile sind bei dynamischem Gleichgewicht
in einem als Ganzes ruhenden Gase iiber alle riumlichen Richtungen gleich-
miBig verteilt, es ist keine Richtung vor der anderen bevorzugt.

3. Infolge ihrer véllig zufilligen Bewegungen fiillen die Gasmolekiile, sofern
sie keinen duBeren Einwirkungen unterliegen, den ihnen dargebotenen Raum
im Durchschnitt gleichmi8ig aus, so daB sich in gleichen Raumteilen gleich viele
Molekiile befinden. Man vergleiche hiermit die allmihliche Verteilung einer
groBeren Menschenmenge, die sich anfinglich in einer Ecke eines groBen Raumes
befindet, iber den ganzen Raum, sobald sie beginnt, sich ganz zwanglos in
ithm zu bewegen, und sofern kein Grund vorliegt, eine bestimmte Gegend im
Raum zu bevorzugen.

4. Die durchschnittliche kinetische Energie der Molekiile hingt nur von der
Temperatur, nicht vom Druck ab (§ 100).

5. Die Zahl » der Molekiile in 1 cm? eines idealen Gases, die Molekiildichte,
hingt nur von Temperatur und Druck, nicht von der Art des Gases ab. Sie ist
also fiir alle idealen Gase bei gleichem Druck und gleicher Temperatur gleich
groB (Gesetz von AvocaDRO, 1811, Beweis § 66). Sie betrigt bei Normal-
bedingungen

% = 27,04 101® oder rund 27 Trillionen

(AvoGapRrosche Zahl). Unter Normalbedingungen versteht man eine Tempe-
ratur von 0° C und einen Druck von 760 mm Hg. Es ist iiblich, die Konstanten
der Gase in Tabellen auf Normalbedingungen zu beziehen.

Ist u die Masse eines Molekiils, #» die Zahl der Molekiile eines Gases in I cm?
unter den jeweils herrschenden Temperatur- und Druckbedingungen, so ist die
Dichte des Gases

e=np. (1)
Demmnach gilt fiir verschiedene ideale Gase unter gleichen Bedingungen (gleiches #)

e _
o =n= const, (2)
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d. h. die Dichten der idealen Gase verhalten sich wie die Massen ihrer Molekiile.
Fiir das gleiche Gas gilt aber unter verschiedenen Bedingungen

= u = const, (3)

i

2o

d. h. die Dichte eines Gases, ist, wie selbstverstindlich, der Zahl der in 1 cm?
enthaltenen Molekiile proportional.

Wir werden mehrfach in die Lage kommen, rdumliche und zeitliche Mittel-
werte zu bilden. In einem Volumen seien # Molekiile enthalten, von denen
n, eine Eigenschaft ¢ im Betrage ,, #, im Betrage y,, allgemein #; im Betrage
;i besitzen. Dann ist der rdumliche Mittelwert ¥ von y derjenige Betrag dieser
Eigenschaft, der simtlichen »# Molekiilen gleichméBig zukommen miiBite, damit
sie insgesamt in dem Volumen in dem gleichen Betrage vorhanden wire, wie sie
es tatsichlich ist. Es muB daher #y = X #;y; sein oder

p=t Sy 4

Handelt es sich um eine sehr groBe Zahl von Molekiilen, iiber die die einzelnen
Betrige von y praktisch stetig verteilt sind, so teilen wir die moglichen Betrige
von p in unendlich kleine Bereiche dy ein. Ist d» die Zahl der Molekiile, die
die Eigenschaft ¢ in einem zwischen g und u 4 dy liegenden Betrage besitzen,
so ergibt sich, indem wir die Summe der Gl. {(4a) durch ein Integral ersetzen,
der Mittelwert von y zu

§ = [van. (4D)
0

Besitzt ein einzelnes Molekiil eine Eigenschaft v wihrend einer Zeit #, im Be-
trage y,, wihrend einer Zeit {, im Betrage y,, allgemein wihrend einer Zeit
t; im Betrage y;, so ist der zeitliche Mittelwert y von g derjenige Betrag, den
man der Eigenschaft p wihrend der ganzen Zeit ¢ = X # zuschreiben miiBte,
damit das Produkt ¢y gleich der Summe der Produkte #; y; ist. Es ist also

— I

v = Sty (52)
Andert sich aber die Eigenschaft y nicht sprunghaft, sondern stetig, so miissen
wir zur Grenze ¢; - o iibergehen, also die Summe durch ein Integral iiber die
Zeit ¢ ersetzen, und erhalten dann statt Gl (5a)

¢
y=[pdt (5b)
0

als zeitlichen Mittelwert der GroBe .

Nicht nur fiir die kinetische Energie, sondern fiir alle molekularen Zustands-
groBen gilt, daB ihr rdumlicher Mittelwert gleich ihrem zeitlichen Mittelwert
ist. Das entspricht der einleuchtenden Tatsache, da8 sich in den gleichzeitigen
Zustinden aller in einem Raum vorhandenen Molekiile stets mit iiberaus groBer
Genauigkeit simtliche Zustinde vorfinden, die ein einzelnes Molekiil im Laufe
einer lingeren Zeit durchliuft, und zwar mit einer ihrer Dauer proportionalen
Hiufigkeit. So ist ja auch eine groBe Zahl von Menschen aller Altersklassen
ein im Durchschnitt getreues Abbild der Entwicklungsphasen, die ein einzelner
Mensch im Laufe seines Lebens durchliuft.

63. Molekulargewicht und Atomgewicht. Mol und Grammatom. Die Massen
der Atome und Molekiile sind sehr klein, am kleinsten beim Wasserstoffatom
mit rund 1,6615 -107*g. Daher ist es oft unbequem, sie in der Einheit 1g aus-
zudriicken. In der Chemie ist es seit langem iiblich, als molekulare und atomare
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Masseneinheit eine Masse von Y/, der Masse des Sauerstoffatoms zu benutzen,
was nahezu, aber nicht genau, gleich der Masse eines Wasserstoffatoms ist.
Weil die Massenbestimmung durch Wigung erfolgt, ist es {iblich, vom Mole-
kulargewicht und Atomgewicht der Stoffe zu sprechen. Bei der Anwendung
handelt es sich aber durchweg um die betreffenden Massen, und es wire daher
richtiger, von der Molekiilmasse und der Afommasse zu sprechen. Das ist aber
nicht iiblich. Wir werden deshalb kiinftig unter dem Molekular- und Atom-
gewicht stets die betreffenden Massen verstehen, ohne uns wegen der begriff-
lichen Unsauberkeit dieser Ausdrucksweise jedesmal zu rechtfertigen. In der
molekularen Masseneinheit gemessene Molekulargewichte bezeichnen wir zum
Unterschied von den in Gramm gemessenen Molekiilmassen g mit M.

Die gebriuchlichste Methode der Atomgewichtsbestimmung beruht auf
der Messung des chemischen Verbindungsgewichts. Wir werden aber auch Ver-
fahren kennen lernen, durch die die Massen einzelner Atome unmittelbar
gemessen werden konnen (Massenspektroskopie, § 358). Zur Messung von Mole-
kulargewichten gibt es zahlreiche physikalische Verfahren. Zum Beispiel kann,
da sich die Molekulargewichte M zweier Stoffe wie die Massen y ihrer Molekiile
verhalten, das Molekulargewicht eines unbekannten Stoffes mit dem eines be-
kannten nach Gl. (2) verglichen werden, sofern man beide Stoffe in den idealen
Gaszustand versetzen kann (§ 112). Ein anderes Verfahren siehe z. B. § 118.

Wir wollen das Verhiltnis der Masseneinheit 1 g zur oben definierten mole-
kularen Masseneinheit mit N bezeichnen. Dann ist 1 g gleich N molekularen
Masseneinheiten. N ist also eine universelle Konstante. Ist u die Masse eines
Molekiils in Gramm, so ist

% =N ud M=Npu (6)
die in der Molekulargewichtseinheit gemessene Molekiilmasse.

Wir definieren nun x Mol oder Grammolekiil als diejenige Menge eines Stoffes,
die so viel Gramm desselben enthilt, wie sein Molekulargewicht angibt, z. B.
32,0000 g Sauerstoffgas oder 2,0152 g Wasserstoffgas. In diesem Sinne kann dann
M auch als die in Gramm gemessene Masse von I Mol des betreffenden Stoffes
betrachtet werden. Da p die in Gramm gemessene Masse eines einzelnen Mole-
kiils ist, so ist nach Gl. (6) die Zahl N auch die Zahl der in 1 Mol enthaltenen
Molekiile. Da sie aber ‘gemiB ihrer obigen Definition eine universelle Kon-
stante ist, so folgt, daB in 1 Mol eines beliebigen Stoffes, unabhingig von
seiner Beschaffenheit und den Bedingungen, unter denen er sich befindet, stets
die gleiche Zahl N von Molekiilen enthalten ist. In dieser Tatsache liegt die
groBe Bedeutung des Molbegriffs fiir die Chemie und Physik. Die Abwigung
von I Mol eines Stoffes ist gleichbedeutend mit der Abzihlung einer unter allen
Umstinden gleich groBen Zahl von Molekiilen. N heiBt die LoscuminTschke Zahl.
Es gibt mehrere Verfahren, um sie zu messen, die zu sehr gut iiberein-
stimmenden Ergebnissen gefithrt haben. Ihr Zahlenwert betrigt

N =6,065 - 10?3,

Man beachte, daB N, im Gegensatz zu der auf Normalbedingungen bezogenen
AvoGADROschen Zahl, vom Zustand des betreffenden Stoffes vollkommen un-
abhingig ist.

Analog zum Mol ist ein Grammatom eines Stoffes definiert als diejenige Menge
desselben, die soviel Gramm enthilt, wie sein Atomgewicht angibt. Die gleiche
Uberlegung wie oben ergibt, daB auch die Zahl der Atome in I Grammatom
stets gleich der LoscamiDTschen Zahl N ist.

Die Kenntnis der LoscHMIDTschen Zahl erlaubt die Berechnung der Molekiil-
und Atommassen in Gramm, da nach Gl. (6) y = M/N ist. Zum Beispiel betrigt
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das Molekulargewicht des Sauerstoffs 32,00, also die Masse eines Sauerstoff-
molekiils O, u = (32,00/6,00) -1072 = 35,28 - 1072 g. Entsprechend ergibt sich
die Masse eines Wasserstoffatoms zu (1,00776/6,005) - 10728 = 1,6615 - 1024 g.
(Vgl. die Tabelle auf S. VI.)

Da 1 Mol eines Stoffes stets die gleiche Zahl von Molekiilen enthilt, so hat
es bei allen idealen Gasen nach dem Gesetz von AVOGADRO wunier gleichen Be-
dingungen, unabhingig von der Art des Stoffes, stets das gleiche Volumen (Mol-
volumen V). Zum Beispiel betriagt das spezifische Volumen des Sauerstoffgases
bei Normalbedingungen 700cm?-g™. Sein Molvolumen betrigt daher unter
den gleichen Bedingungen 32 - 700 = 22 400 cm?® (genauer 2z 414,5 cm3, normales
Molvolumen). Fir andere dem idealen Gaszustand ausreichend nahe Gase
ergibt sich die gleiche Zahl. Ist » die Zahl der Molekiile in T cm3, so enthilt
1 Mol N = n-V,, Molekiille. Demnach gilt fiir das Molvolumen

N
Vm _— 7 .

64. Das MaxweLLsche Verteilungsgesetz. In einem auf konstanter Temperatur

gehaltenen Gase ist, wie schon gesagt, sowohl der riumliche wie der zeitliche

Mittelwert der kinetischen Molekularenergie mv?%/2 konstant. Zwar wechselt der
Bewegungszustand jedes einzelnen Molekiils bei jedem ZusammenstoB in véllig
zufilliger Weise. Die Gesamtenergie des Gases aber dndert sich nicht. Besitzen
in einem bestimmten Augenblick von den Molekiilen in I cm?® des Gases #, die
Geschwindigkeit v,, #, die Geschwindigkeit v,, allgemein #; die Geschwindigkeit v;,
und ist # =3 #; die gesamte Molekiilzahl in 1 cm3, so ist die mittlere kinetische
Energie der Molekiile durch die Gleichung nuv?/z =X n; uv¥/z gegeben (§62).

Der Mittelwert v2, das muttlere Geschwindigkeitsquadrat, spielt in der Gastheorie
eine sehr wichtige Rolle. Betrachten wir nun das Gas in einem spiteren Augen-
blick, so werden zwar die einzelnen Molekiile ihren Bewegungszustand simtlich
geindert haben. Es werden aber wieder gleich viele Molekiile #; eine bestimmte
Geschwindigkeit v; haben, da ja der Zustand des Gases als Ganzes, d. h. ohne
Riicksicht auf die Individualitit der einzelnen Molekiile, sich nicht geéndert
hat. Da die moglichen Geschwindigkeiten der Molekiile eine stetige Folge bilden,
so teilen wir sie in unendlich kleine Geschwindigkeitsbereiche dv ein und fragen
nach der Zahl d#, der Molekiile, deren Geschwindigkeit zwischen den Betrigen
v und v 4 dv liegt. Diese Zahl wird um so groBer sein, je hiufiger sich infolge
eines ZusammenstoBes gerade eine solche Geschwindigkeit ergibt, je wahr-
scheinlicher also eine solche Geschwindigkeit ist. Diese Wahrscheinlichkeit ist
von MAXWELL berechnet worden. Man kann schon von vornherein sagen, daB
sehr groBe und sehr kleine, d. h. vom Mittelwert sehr stark abweichende Ge-
schwindigkeiten sehr selten vorkommen werden, und daB die Verteilungskurve
ein Maximum in der Gegend dieses Mittelwertes haben mu8. Wir wollen die
diesem Maximum entsprechende, also die wahrscheinlichste Geschwindigkeit mit v,
bezeichnen. Dann lautet das MAXWELLsche Verteilungsgesetz

ey, 0

Das Gesetz enthilt die Masse y der Molekiile nicht, ist also von der Art des
Gases unabhingig und demnach fiir alle idealen Gase in gleicher Form giiltig. In
Abb. 134 ist die Abhingigkeit der zu dn,/n, also zur relativen Hiufigkeit der

Geschwindigkeiten v proportionalen Funktion —e % dargestellt. Die Kurve
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liegt nicht symmetrisch zum Maximum, das der wahrscheinlichsten Geschwindig-
keit v, entspricht. Man sieht, daB die Zahl der Molekiile, die eine gréBere Ge-
schwindigkeit als v, haben, groBer ist als diejenige der Molekiile mit kieinerer
Geschwindigkeit. Demnach ist der Mittelwert der Geschwindigkeitsbetrige v,
die mittlere Geschwindigkeit v, nicht identisch mit der wahrscheinlichsten Ge-
schwindigkeit. Sie kann nach Gl. (4b) aus Gl. (7) berechnet werden. Es ergibt
sich v=wm

a:ifvm=i_vo=1,msvo. (8)
B V=
Entsprechend ergibt sich das muttlere Geschwindigkestsquadrat zu
Nﬁl"hg v=0c0
) © — I
Yo v2=7fvzdn,,=%v§ . (9)
V=0
425

und daraus die Wurzel aus dem mittleren
Geschwindigkeitsquadrat 7u 1/v2=1,224v,.

| | | Es ist also
Y 1o? 20, Y, — T _2 .
a/U_ 0 v U ‘1)2='3—"U =—3—112. (IO)
Abb. 134. MaxweLLsches Verteilungsgesetz. 8 2 0

Es sei noch einmal betont, daB zwischen der mittleren, der wahrscheinlichsten
Geschwindigkeit und der Wurzel aus dem mittleren Geschwindigkeitsquadrat
streng unterschieden werden muB. In vielen Fillen ist es zuldssig, so zu rechnen,
als kime allen Molekiilen die gleiche Geschwindigkeit zu. In diesen Fillen handelt
es sich fast stets um die Wurzel aus dem mittleren Geschwindigkeitsquadrat.

65. Diffusion. Eine unmittelbare Folge der Molekularbewegung ist die
Diffusion, der Ausgleich. von Dichteunterschieden infolge des ganz zufilligen
und unregelmiBigen Charakters dieser Bewegung. Man pflegt die freie Diffu-
sion und die Diffusion durch porése Winde zu unterscheiden. Doch besteht
zwischen ihnen kein grundsitzlicher Unterschied. Die Diffusion ist nichts
weiter als eine Folge des Bestrebens der Molekiile, sich iiber den ganzen verfiig-
baren Raum gleichmiBig zu verteilen. Ist dieser Raum in zwei Bereiche durch
eine Wand getrennt, durch die die Molekiile hindurchtreten kénnen, so wird
natiirlich eine Diffusion auch durch diese hindurch stattfinden.

Befindet sich innerhalb eines Gases, z. B. in der Luft, an irgend einer Stelle
ein fremdes Gas, so breitet es sich, indem es den verfiigbaren Raum gleichmiBig
zu erfiillen, sich also mit jenem Gas gleichmiBig zu vermischen strebt, allmzhlich
im Raume aus. Besonders deutlich ist diese Diffusion bei stark riechenden
Stoffen, wie Tabaksqualm, und vor allem bei vielen Duftstoffen, bei denen
schon eine 4uBerst geringe Menge geniigt, um ihre Anwesenheit bemerkbar
zu machen. Die Diffusion wird natiirlich um so schneller erfolgen, je groBer
die Molekulargeschwindigkeit des diffundierenden Gases ist, und je ungestérter
sich die Molekiile bewegen konnen, also je groBer die mittlere freie Weglinge
(§ 68) in dem Gase ist, in welchem das Fremdgas diffundiert.

Abb. 135 stellt einen unglasierten Tonzylinder T dar, der mit einem Wasser-
manometer verbunden ist. Der Zylinder ist fiir Gase durchlissig und anfinglich
mit Luft gefiillt. Nunmehr wird iiber ihn ein Becherglas B gestiilpt und unter
dieses Wasserstoff geleitet. Dann zeigt das Manometer im ersten Augenblick
einen starken Uberdruck an, der schnell wieder verschwindet. Die Molekular-
geschwindigkeit des Wasserstoffs ist nimlich viel gréBer als die der Luft, und
deshalb diffundiert der Wasserstoff viel schneller in den Zylinder hinein, als
die Luft aus ihm heraus. Erst allmihlich folgt die Luft, und es stellt sich dann
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ein Zustand ein, bei dem Luft und Wasserstoff innen und auBen in gleichem
Verhiltnis gemischt sind, und bei dem innen und auBen der gleiche Druck herrscht.
Entfernt man dann das Becherglas wieder, so zeigt das Manometer im ersten
Augenblick einen starken Unterdruck im Zylinder an, weil der Wasserstoff
viel schneller aus ihm heraus diffundiert, als die Luft in ihn hinein. Nach kurzer
Zeit stellt sich auch jetzt die Druckgleichheit wieder her.

Auch in Fliissigkeiten finden entsprechende Diffusionsvorginge iiberall
statt, wo Konzentrationsunterschiede vorhanden sind. Bringt man zwei misch-
bare Fliissigkeiten, z. B. Wasser und Alkohol, in das gleiche GefiB, so stellt
sich allmdhlich durch freie Diffusion eine gleichmiBige Mischung
her — von gewissen durch das verschiedene spezifische Gewicht #,
der Fliissigkeiten bedingten Einfliissen abgesehen. Natiirlich er-
folgt die Diffusion sehr viel langsamer als in einem Gase, weil 8
die freie Weglinge in der Fliissigkeit viel kleiner ist. Die Molekiile
(bzw. Ionen) geloster Stoffe und kleine schwebende Teilchen
diffundieren in einer Fliissigkeit genau wie ein Gas in einem
andern, duBerst dichten Gase und suchen den ganzen verfiigbaren
Raum, in diesem Falle das ganze Volumen der Fliissigkeit, gleich-
miBig zu erfilllen. Uberschichtet man eine Kupfersulfatlosung 4
vorsichtig mit reinem Wasser, so erhilt man anfinglich eine ganz
scharfe Trennungsfliche. Im Laufe der Zeit wird diese allmih-
lich verwaschen, das Kupfersulfat breitet sich durch Diffusion %?ftf’&sxigi'
nach oben hin aus. Nach Ablauf einiger Monate ist das Gefil  eines Gases.
mit gleichmidBig blau gefirbter Fliissigkeit erfiillt.

66. Der Druck der Gase. Die Druckkraft, die ein Gas auf eine begrenzende
Wand ausiibt, beruht auf den StéBen der Gasmolekiile gegen sie, ist also nur
makroskopisch eine statische, in Wirklichkeit eine dynamische GréBe. Man kann
sie mit der Druckkraft vergleichen, die auftritt, wenn viele ,
Menschen mit ihren Fiusten sehr schnell gegen eine Wand i
trommeln, oder mit der Druckkraft, die fallende Regentropfen | D
ausiiben. Die Molekiile werden an der Wand reflektiert. Dieser *} \'| %] /¥

{ I
i

Vorgang hat im allgemeinen nicht den Charakter eines elastischen :
Zusammenstofes eines sehr kleinen Koérpers mit einer ebenen @l ¥
Wand von sehr viel gréBerer Masse. Denn erstens ist eine im
makroskopischen Sinne ebene Wand im molekularen Sinne stets ¥
uneben. Zweitens erfahrt im Einzelfall ein Molekiil bei der — AbP. 136 Regulire
Reflexion in der Regel eine Anderung des Betrages seiner Ge- Gasmolekills.
schwindigkeit, es gewinnt oder verliert kinetische Energie. Hier
erlaubt nun das Ersatzprinzip eine sehr vereinfachte Betrachtungsweise. Bei der
groBen Zahl der Molekiile wird es zu einem Molekiil, das mit einer bestimmten
Geschwindigkeit und in einer bestimmten Richtung gegen die Wand stoBt, stets
einen Partner geben, der die Wand im gleichen Augenblick verldBt, und dessen
Geschwindigkeit nach dem StoS von gleichem Betrage ist wie diejenige des
ersten Molekiils vor dem StoB und mit dem an der StoBstelle errichteten Lot
(Einfallslot) den gleichen Winkel o bildet, wie die Geschwindigkeit des ersten
Molekiils vor dem StoB. Indem wir das Ersatzprinzip paarweise auf die ein-
zelnen Molekiile anwenden, kénnen wir so rechnen, als ob jedes einzelne Mole-
kiil ohne Energieverlust an der Wand reflektiert wiirde, und zwar unter dem
gleichen Winkel gegen das Einfallslot, unter dem es auf die Wand traf (regulire
Reflexion, Abb. 136).

Die Geschwindigkeit eines Molekiils betrage v. Die Wand liege senkrecht
zur x-Richtung, so daB die zur Wand senkrechte Geschwindigkeitskomponente
des Molekiils v, = x = v cosa betrigt, wenn « der Einfallswinkel des Molekiils
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ist. Die zur Wand senkrechte Impulskomponente des Molekiils betrigt dann
vor dem StoB u %, nach dem StoB —pu %. Sie erfihrt also infolge des StoBes eine
Anderung um den Betrag 2 u%. Die zur Wand parallele Impulskomponente
hingegen bleibt unverindert.

Wir betrachten ein ebenes Wandstiick von der Fliche ¢ (Abb. 137). Auf
dieses treffen Molekiile aus allen moglichen Richtungen und mit allen méglichen
Geschwindigkeiten. Wir greifen von diesen diejenigen heraus, die eine bestimmte
Geschwindigkeit v haben und unter einem bestimmten Einfallswinkel o auf
die Wand fallen. Diese Molekiile bewegen sich also innerhalb eines schrigen
Zylinders auf die Wand hin. Wir fragen nunmehr nach der Impulsinderung,
die sich an diesen Molekiilen innerhalb einer Zeit d¢ an der Wand vollzieht.
Da die Molekiile in der Zeit d¢ die Strecke v d¢ zuriicklegen, so gelangen in dieser
Zeit so viele Molekiile an die Wand, wie sich in dem Raum vom Querschnitt ¢
und der Hohe vdicosa = xdt befinden. Das Volumen dieses Raumes betrigt
also x ¢d¢. Enthilt 1 cm? des Gases #; Molekiile der betrachteten Art, so wird
die Wand in der Zeit d¢ von #; % ¢ d¢ solchen Molekiilen erreicht, und da jedes Mole-
kiil eine Impulsinderung 2 ux erfahrt, so betrigt die gesamte
Impulsinderung in der Zeit d#, die wir mit 4G, bezeichnen
wollen, dG: =mn;kqdt2px = 2n;u%*qdt. Die Ursache dieser
Impulsinderung ist eine von der Wand auf die Molekiile aus-
geiibte Kraft. Wegen der sehr grofien Molekiilzahl kénnen
wir die Impulsinderung wie einen stetig verlaufenden Vorgang

Abb. 137, betrachten und daher die von der Wand ausgehende Kraft —

Zur Ableitung  ym deren zeitlichen Mittelwert es sich, molekular betrachtet,
handelt — als zeitlich konstant ansehen. Nach dem Wechsel-
wirkungsgesetz (§ 16) ist die von den Molekiilen auf die Wand ausgeiibte Druck-
kraft %; von gleichem Betrage, wie die Kraft, die die Wand auf die Molekiile
ausiibt. Nach §20 betrigt diese Kraft k= dG./d¢, und wir erhalten daher

ki=2n;ux%q.

Die gesamte, auf die Wand ausgeiibte Druckkraft % erhalten wir, indem wir
tiber alle in Betracht kommenden Molekiile summieren,

k=2uq 3 n; 32 1I
]

Ist # die Gesamtzahl der Molekiile in I cm?® des Gases, so kommt von ihnen nur
der Teil in Betracht, der sich auf die Wand hin bewegt. Wegen der gleich-
miBigen Verteilung der Geschwindigkeiten auf alle Richtungen ist das die

Hilfte, also n/2. Bezeichnen wir mit %% den iiber n/2 Molekiile genommenen
Mittelwert von #2, so ist nach Gl. (4a) %x_z =Z n; %2, Mithin folgt aus Gl. (11)

E=nuilq. (12)

Indem wir durch die Fliche ¢ dividieren, erhalten wir dann fiir den Druck des
Gases auf die Wand, d. h. fiir die Druckkraft je Flicheneinheit,

p=npt (13)

Fiir jedes einzelne Molekiil gilt v2 = %2 4 92 + 22. Demnach ist auch der

Mittelwert von ¢? das mittlere Geschwindigkeitsquadrat, gleich v? = %2 4

2 4 z2. Da nun alle Richtungen gleichberechtigt sind, so ist #2 = §% = 22 = 223,
und wir erhalten schlieBlich

p=1tnut. (14)
Diese wichtige Gleichung wurde bereits 1738 von DANIEL BERNOULLI abgeleitet.
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Nach Gl (1) ist ny = p die Dichte des Gases. Daher koénnen wir auch
schreiben

p =1%ot (15)

Hieraus ergibt sich die bemerkenswerte Moglichkeit, die molekulare GroBe v2
aus den makroskopischen GréBen p und g zu berechnen. Zum Beispiel ist fiir Luft
bei Normalbedingungen $ = 1,0133 - 106dyn - cm™ und ¢ = 1,2928g-cm™. Es
folgt ]/1;—2 = 4,84-10*cm - sec™ oder 484m -sec. Fiir Wasserstoff ergibt sich
entsprechend 1837m-sect. Aus »? kann dann nach Gl. (9) auch die mittlere
Geschwindigkeit v und die wahrscheinlichste Geschwindigkeit v, berechnet
werden.

Besteht ein Gas aus einer Mischung mehrerer idealer Gase, so iibt jedes
von ihnen fiir sich den gleichen Druck aus, den es ausiiben wiirde, wenn es

allein anwesend wire. Der Gesamtdruck ist also gleich der Summe der Partial-
drucke der einzelnen Bestandteile,

p=pt+p+ ... (16)
(DALTONSChes Gesetz). A, Y — 8
Da die mittlere kinetische Energie der einzelnen Molekiile
gleich uv?2 ist, so ist #=mnpuv2 die in 1 cm? des Gases
enthaltene kinetische Energie, die kinetische Energiedichte des  app.138. ZumDruck
Gases. Aus Gl. (14) folgt im Innern eines
p=%u. (17)

Wir denken uns innerhalb eines Gases einen Querschnitt A B (Abb. 138). Durch
diesen treten stindig Molekiile von beiden Seiten hindurch. Nach dem Ersatz-
prinzip gibt es nun zu jedem Molekiil, das von der einen Seite her durch den
Querschnitt tritt, einen Partner, der gleichzeitig von der andern Seite her durch
ihn hindurchtritt, und zwar so, als werde das erste Molekiil an der Fliche A B
reflektiert. Lassen wir demgemiB je zwei Molekiile an der Fliche A B ihre
Rollen tauschen und denken uns, daB die Molekiile wirklich so reflektiert werden,
so wiirde auf beide Seiten der Fliche ein Druck gemifl Gl. (14) wirken. Diesen
Druck bezeichnet man als den Druck im Innern des Gases. Bei einem idealen
Gase ist er gleich dem Druck, den eine an den Ort des gedachten Querschnitts
gebrachte feste Fliche erfahren wiirde. Bei den wirklichen Gasen aber ist der
molekulare Zustand des Gases in der nichsten Nihe einer Begrenzung ein wenig
anders als im freien Gasraum und daher auch der wie vorstehend definierte
Druck im Innern des Gases ein wenig verschieden von dem unmittelbar meB-
baren Druck $ an der Begrenzung. Man mufl daher zwischen ihnen grundsitz-
lich unterscheiden. Bei den wirklichen Gasen gelten Gl. (14) und (17) streng
nur fiir den Druck im Innern.

Da die GroBe pv?, die doppelte kinetische Energie der Gasmolekiile, durch
die Temperatur des Gases eindeutig bestimmt wird (§ 62), so kann Gl. (14) auch in
folgender Form ausgesprochen werden. Bei gegebener Temperatur ist der Druck
aller idealen Gase, die in 1 cm® gleich viele Molekiile enthalten, gleich grof. Das
ist aber nur eine andere Fassung des AVOGADROschen Geseizes, das also hier-
mit bewiesen ist, und dessen eigentliche Bedeutung erst durch diese Fassung
klar wird.

67. Isotherme Zustandsinderungen von Gasen. Fihrt man in Gl (15) das
spezifische Volumen V; = 1/p ein, so ergibt sich

pVi=%02. (18)
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Wird bei Zustandsinderungen des Gases seine Temperatur, also auch v2, kon-
stant gehalten, handelt es sich also um isotherme Zustandsinderungen, so folgt

p Vs = const. (19)
Ist m die Masse einer Gasmenge vom Volumen V, also V=mV;, so folgt aus
Gl. (19) das allgemeinere Gesetz pV = mv?/3 oder

pV = const. (20)

Gl. (19) und (20) sind verschiedene Formen der isothermen Zustandsgleichung
der idealen Gase. Sie wird meist BovLE (1660) und MARIOTTE (1676) zuge-
schrieben, wurde aber schon frither von TOWNLEY erkannt, natiirlich nicht auf
Grund der molekularen Betrachtungsweise, sondern rein empirisch.

Ein ideales Gas sei in ein zylindrisches GefiB vom Querschnitt ¢ einge-
schlossen, dessen eine Endfliche durch einen beweglichen, dicht schlieBenden
Stempel gebildet wird (Abb. 139). Auf den Stempel wirke eine Kraft vom
Betrage %k, die im Gase einen Druck p = k/g aufrecht erhilt. Wir wollen mit

diesem Gase eine isotherme Zustandsinderung vornehmen,
| B die der Dehnung eines Drahtes, wie wir sie in § 53 be-
7 lik_— handelt haben, analog ist. Zu diesem Zweck lassen wir
; auf den Stempel eine zusitzliche, der Kraft % entgegen-
w gerichtete Kraft dk wirken. Es stellt sich dann bei ver-
Abb. 139. Zor Elastizitit  4ndertem Druck und Volumen ein neues Gleichgewicht
her, bei dem der Druck nunmehr p 4 dp = (k—dk)/g
betrigt, so daB die eingetretene Druckinderung dp = —d#k/q ist. Nach Gl. (20)
ist nun pdV +4-Vdp=o, also dp=—pdV/[V. Es folgt
v dk (o1
| 4 qp )
Diese Gleichung entspricht vollig dem Hookeschen Gesetz [§ 54, Gl. (1)].
Denn da der Querschnitt des Gasvolumens unverdndert geblieben ist, ist die
relative Voluminderung 4V/V gleich der relativen Lingeninderung, die wir
beim Draht mit A/l bezeichnet haben. Die zusitzliche Kraft d% entspricht
der dortigen dehnenden Kraft %, wihrend wir hier mit 2 die Kraft bezeichnet
haben, die den Zusammenhalt des Gases sichert, was bei einem festen Korper
die inneren molekularen Krifte von selbst besorgen. Demnach spielt bei einer
isothermen Voluminderung eines Gases der Druck p die Rolle, die bei einem
festen Korper der Elastizititsmodul E spielt. Da Gl. (21) auch fiir Zusammen-
driickungen gilt, ist es iiblich, wie bei den Fliissigkeiten von dem Kompressions-
modul zu sprechen (§ 60). Der isotherme Kompressionsmodul eines Gases ist
also identisch mit seinem Druck (vgl. hierzu § 108).

Bei der VolumvergréBerung 4V leistet das Gas infolge der Verschiebung
des Stempels um die Strecke dx dufere Arbeit gegen die Kraft & im Betrage
dA =kdx=pgdx oder, da gdx=dV,

dA =pdv (22)

[vgl. § 56, Gl. (7)]. Dieser Betrag an duBerer Arbeit wird also bei der Volum-
vergroBerung gewonnen. Umgekehrt muBl der gleiche Betrag an Arbeit gegen
die Druckkraft des Gases geleistet werden, wenn das Volumen des Gases um
den Betrag dV verkleinert wird. Gl. (22) gilt allgemein, auch fiir nicht iso-
therme Voluminderungen und fiir nicht ideale Gase, da sie unmittelbar aus
der Definition des Arbeitsbegriffs folgt.

68. Freie Weglinge. Wirkungsquerschnitt. StoBzahl. Die Molekiile der nicht
idealen Gase, also aller wirklichen Gase haben ein endliches Volumen und
erleiden ZusammenstoBe untereinander. Wir wollen sie als Kugeln vom Radius 7
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annehmen. Wir betrachten eine Schar von sehr vielen Gasmolekiilen, die sich
in der gleichen Richtung bewegen (Abb. 140). Zur Zeit ¢ = o sei ihr Ort auf der
in ihrer Bewegungsrichtung liegenden Koordinate x = o, ihre Anzahl z, In
jeder von der Schar durchlaufenen Gasschicht wird eine Anzahl dz der Mole-
kiile einen ZusammenstoB erleiden und dadurch aus der Schar ausscheiden.
Die Zahl der Molekiile in der Schar nimmt also stindig ab. Sie betrage in der
Entfernung ¥ vom Ursprung noch z. Der Querschnitt der Schar sei F, also F dx
das Volumen einer von ihr durchlaufenen Gasschicht von der Dicke dx. Ist #
die Zahl der Molekiile in 1 cm3, so enthilt die Schicht #» Fdx Molekiile. Diese
wollen wir uns zunichst als ruhend denken. Man sieht dann sofort ein, daB es

fiir die Zahl der ZusammenstoBe in der
Schicht nichts ausmacht, wenn wir uns (i) (F (F ? (F Cl>
die Molekiile der Schar punktférmig

und dafiir die Molekiile der Schicht
durch Kreisscheiben vom Radius 27
ersetzt denken, die zur Bewegungsrich-
tung der Schar senkrecht stehen. Die
Schicht sei so diinn, daB diese Scheiben

sich nicht gegenseitig iiberdecken. Sie air‘@‘ ©- < N o

) X
stellen dann der Schar eine auffangen- e
de Fliche von der GréBe 4 nrinFdx Abb. 140. Zur Berechnung der freien Weglinge.

entgegen, so daB von den in die Schicht
gelangenden Molekiilen der Bruchteil 47 7nFd x/[F=4nr*nd % in ihr abgefangen
wird. Die relative Anderung der Molekiilzahl der Schar in der Schicht betrigt
also

dz

b4

Die Losung dieser Gleichung lautet

=—4nnridx.

x
z 2 -
log;; =—4anriy oder z=zpe 4" r=y¢ *, (23)

Dabei haben wir 47w n 7> =1/ gesetzt. Nach Gl. (4b) erhalten wir als Mittel-
wert der von den einzelnen Molekiilen frei zuriickgelegten Wege x

2o
1
X == _ /xdz
%0
0

Indem wir in diese Gleichung den aus Gl (23) berechneten Wert von x dz ein-
setzen, und x/1 = y setzen, ergibt sich durch partielle Integration leicht

x=lfye.-ydy=/".. (24)
6

Man bezeichnet daher A als die muttlere freie Weglinge oder kurz als freie
Weglinge der Gasmolekiile. Lifit man die Vernachlissigung fallen, daB die
Molekiile in den durchlaufenen Schichten ruhen, so ergibt sich fiir die freie
Weglinge ein um den Faktor 3/, kleinerer Wert.

Wir haben hier die freie Weglinge als Mittelwert iiber eine groBere Zahl von
Molekiilen, also als rdumliches Mittel berechnet. Das zeitliche Mittel fiir ein ein-
zelnes Molekiil ist dann aber ebenso groB, und 4 ist daher auch der Mittelwert der
Wege, die ein einzelnes Molekiil zwischen zwei Zusammenst6Ben frei zuriicklegt.

Die mittlere freie Weglinge ist der Zahl # der Molekiile in 1 cm3, also der
Dichte des Gases, und bei kugelférmigen Molekiilen ihrem Querschnitt 7 72 um-
gekehrt proportional. Bei anders gestalteten Molekiilen tritt an die Stelle von
w7? eine GroBe, die man als den Wirkungsquerschnitt der Molekiile bezeichnet.
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Die freie Weglinge kann z. B. aus der inneren Reibung der Gase berechnet
werden (§ 76). Sie ist natiirlich bei den einzelnen Gasen verschieden groB.
Bei einem Druck von 760 mm Hg ist sie von der GréBenordnung 1078 cm,
bei einem Druck von 0,1 mm Hg ganz rund gerechnet gleich 0,1 mm, was man
sich leicht merken kann. Der Wirkungsquerschnitt der Molekiile berechnet sich
daraus in der GroBenordnung 10716 cm?, ihr Radius in der GréBenordnung
1078 cm. Die Summe der Wirkungsquerschnitte der Molekiile in I cm3 ist bei
einem Druck von 760 mm Hg von der Groflenordnung 1 bis 3 m2

Aus der freien Weglinge und der mittleren Molekulargeschwindigkeit v kann
die durchschnittliche Zeit zwischen zwei ZusammenstdB8en, £ = A/v berechnet
werden. Die GroBe 1/t = v/A ist die Stofzahl in 1 sec. Sie ist bei Normalbedin-
gungen von der GroBenordnung 10° bis 10 sec?, also auflerordentlich groB.

Man beachte folgende wichtige Tatsache. Wenn ein Molekiil bereits eine
gewisse Strecke frei durchlaufen hat, so ist die Wahrscheinlichkeit, daB es
nunmehr auf einem bestimmten Stiick seines weiteren Weges einen Zusammen-
stoB erleiden wird, um nichts groBer, sondern genau so groB wie in jedem andern
Punkt seines Weges. Die Tatsache, daB es bereits einen mehr oder weniger
langen Weg frei durchlaufen hat, ist ohne jeden EinfluB auf sein weiteres Schicksal.
Denn es handelt sich hier nicht um kausale Zusammenhinge, sondern um
statistische Beziehungen. Wir haben uns ja auch bei der obigen Ableitung
gar nicht darum gekiimmert, ob die Molekiile unserer Schar, die wir am Orte
% =0 zu betrachten begannen, dort bereits mehr oder weniger groBe Wege
zuriickgelegt hatten. Man vergleiche hiermit folgendes. Wenn man gewdhnt
ist, einen bestimmten Menschen rein zufdllig durchschnittlich in bestimmten
Zeitabschnitten zu treffen, so berechtigt die Tatsache, daB man ihn zufdllig
einmal ungewéhnlich lange nicht getroffen hat, in keiner Weise zu der Erwartung,
daB man ihn deswegen nun unbedingt bald treffen miisse. Diese allgemeine Tat-
sache wird oft {ibersehen. Auf ihrer Verkennung beruhen viele Versuche, bei
Gliickspielen Gewinnsysteme zu ersinnen, indem von der Annahme ausgegangen
wird, daB die vorhergegangenen Spielausfille die kommenden irgendwie beein-
flussen. Bei einem echten, also dem unbedingten Zufall unterworfenen Gliick-
spiel, ist das nicht der Fall. Selbst wenn ich bereits Toomal mit einem ein-
wandfreien Wiirfel keine 6 geworfen habe, ist die Wahrscheinlichkeit, daB ich
beim nichsten Wurf eine 6 werfe, noch immer genau ebenso gro wie zu Beginn
des Spiels, namlich /4. Die sehr geringe Wahrscheinlichkeit fiir 100 aufein-
anderfolgende Wiirfe ohne 6 indert daran nichts.

69. Gase unter der Wirkung der Schwerkraft. Jedes auf der Erde befindliche
Gas unterliegt zwei Wirkungen von entgegengesetzter Tendenz. Unter der
Wirkung der Molekularbewegung sucht das Gas sich gleichmiBig {iber den
ganzen verfiigbaren Raum zu verteilen. Dem wirkt die Schwerkraft entgegen,
die die Molekiile nach unten zieht, also das Gas in der tiefsten moglichen Lage
zu verdichten sucht. Unter der gemeinsamen Wirkung dieser beiden Ursachen
stellt sich bei dynamischem Gleichgewicht ein Zustand ein, bei dem der Gasdruck
und die Gasdichte nach oben hin abnehmen. Nach § 62 ist die mittlere Ge-
schwindigkeit der Molekiile um so groBer, je kleiner ihre Masse, je kleiner also
das Molekulargewicht des Gases ist. Bei einem Gase von kleinem Molekular-
gewicht ist also die zerstreuende Wirkung der Molekularbewegung groBer als
bei einem Gase von groBerem Molekulargewicht. Die Schwerkraft hingegen
erteilt jedem Molekiil, unabhingig von seiner Masse, die gleiche Beschleunigung
g nach unten. Die Molekiile eines Gases verteilen sich also, entgegen der Schwer-
kraft, um so gleichmiBiger in alle Hohen, je kleiner das Molekulargewicht ist;
um so langsamer nimmt also auch die Dichte des Gases nach oben hin ab.
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Wir greifen aus einem Gase eine horizontale Schicht von der sehr geringen
Dicke 4% und dem Querschnitt ¢ heraus (Abb. 141). Beziiglich dieser Schicht
stellen wir die gleiche Uberlegung an, wie in § 66 bei der Definition des Drucks
im Innern eines Gases. Wir lassen an den Grenzen der Schicht jeweils zwei
Molekiile ihre Rollen tauschen und verfahren so, als ob alle gegen diese Grenzen
anlaufenden Molekiile an ihr reflektiert werden. Es dndert dann nichts, wenn
wir uns die Schicht mit festen, masselosen Winden umgeben denken, so daf3
sie sich wie ein in das Gas eingebetteter fester Kérper verhilt, der in dem Gase
schwebt, also im Gleichgewicht ist. Die Summe der an der Schicht angreifenden
Krifte muB dann gleich Null sein. Die Schicht befinde sich in ,
der Hohe «x iiber einem Niveau x == 0. Betrigt der Druck an [—————Jdx
der unteren Fliche p, so betrigt er nach dem TAvLorschen 7
Satz an der oberen Fliche p -} Axdp/dx. Ist p die Dichte
des Gases in der Schicht, so ist ihr Gewicht p gg Ax. Die auf
die untere Fliche wirkende Druckkraft muB} gleich der Summe
aus diesem Gewicht und der auf die obere Fliche wirkenden [ _
Druckkraft sein, also pq=(p +Axdp/dx) ¢ + ogg Ax oder o

Abb. 141. Zur Ablei-
dp tung der barometri-

v =—p0g. (25) schen Hohenformel.

Nun ist nach Gl. (15) /e in einem Gase von iiberall gleicher Temperatur konstant.
Ist po der Druck, g, die Dichte im Niveau x = o, so ist demnach #/p = po/g,,
oder g = gy p/py. Dann folgt

ap _ . 28
P Po 4.
Die Lésung dieser Gleichung lautet
_ &g
x= QP‘; log i;° bzw. p=1rgpe P i (26a u. b)

(barometrische Hohenformel). Da nach Gl. (3) und (I5) 2/pe = 0/oe = /7,
so gilt ferner auch
&g ¥ _ g .
0=10¢¢ P und n=1mnge P . (26¢c u. d)

Ersetzen wir in den Exponenten der Gl (26) die Dichte g, und den Druck #,
durch die in Gl. (1) und (14) gegebenen Ausdriicke, so erhilt der Exponent den
Wert 3 gx/v2. Druck, Dichte und Molekiilzahl nehmen also mit der Héhe um so
schneller ab, je kleiner 2 ist, also nach § 62 je groBer die Masse der Molekiile
ist. Das entspricht der oben angestellten allgemeinen Uberlegung.

Nach GI. (25) wichst der Druck, wenn die Héhe um den Betrag d x abnimmt,
um den Betrag pgdx, d.h. um den Betrag des Gewichtes einer Gasmenge
von der Hohe dx und dem Querschnitt 1 cm?. In einem nach oben hin unbe-
grenzten Gase, wie der Erdatmosphire, ist daher der Druck in einem Niveau
gleich dem Gewicht einer iiber diesem Niveau befindlichen Gassdule von I cm?
Querschnitt.

Handelt es sich um so kleine Héhenunterschiede %, daB man in ihrem Bereich
die Dichte p als konstant ansehen kann, so folgt aus Gl (25)

p=rpo—egh oder po—p=ogh. (26¢)

Die Gleichung ist dann mit derjenigen fiir den hydrostatischen Druck einer
Flissigkeit identisch (§ 56).

Fiillt man ein geschlossenes Gefi mit einem Gase, so wiegt es um so viel

mehr als das gasleere GefiBl, wie das Gewicht des eingeschlossenen Gases

betrigt. Diese Tatsache ist nicht so trivial, wie sie zunidchst zu sein scheint.
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Denn man bedenke, da8 in jedem Augenblick nur der winzige Bruchteil aller
Molekiile eine Wirkung auf die Waage ausiibt, der sich gerade in einem Zu-
sammenstoB mit einer GefiBwand befindet, aber nicht die tibrigen Molekiile,
die sich frei im Raum bewegen. Die Waage zeigt in Wirklichkeit die Differenz
der nach oben und der nach unten gerichteten Druckkrifte an. Wie eine ein-
fache Rechnung zeigt, ist diese Differenz in der Tat streng gleich dem Gewicht
des eingeschlossenen Gases.

Kleine Teilchen, die in einem Gase schweben, auch solche, die bereits mit
dem bloBen Auge sichtbar sind, verhalten sich grundsitzlich wie Gasmolekiile.
Auch sie fithren eine stindige Bewegung, die sog. BROWNsche Bewegung (§ 101)

aus, und ihre mittlere kinetische Energie mv2/2 ist gleich der-
) ) ( jenigen der Molekiile des umgebenden Gases. Infolge ihrer

- groBen Masse ist aber bei ihnen die GréBe v2 sehr viel kleiner
als bei den Gasmolekiilen, und ihre Anzahl nimmt mit der Héhe
sehr viel schneller ab. Abb. 142 zeigt dies fiir verschiedene Teil-
chenmassen. Abb. 143 zeigt mikrophotographische Aufnahmen
schwebender Teilchen aus Mastix von I g Durchmesser, die

gewonnen wurden, indem das Aufnahmemikro-

skop auf verschiedene horizontale Niveaus ein-
Y o gestellt wurde, deren Abstand je 12 p betrug.
SRR I AR Durch Auszihlung der Teilchen kann die GroBe
: c S 00 8/Po = 3 8/v? bestimmt und die Giiltigkeit der
NI Gl. (26 d) fiir die Teilchen nachgewiesen werden.
Ahnlich verhalten sich schwebende Teilchen
N in einer Fliissigkeit.

Jeder in einem Gase befindliche Korper
erfihrt in ihm, genau wie in einer Fliissig-
keit, einen Awuftrieb gemiB dem archimedi-
schen Prinzip. Der Auftrieb ist also gleich

Abb. 142, Tn einem Gase schwebende €M Gewicht der von dem Kérper verdring-

Teilchen, ten Gasmenge. Die Ursache dieses Auftriebes

ist leicht zu verstehen. Er beruht auf der

Abnahme der Molekiilzahl und damit des Druckes mit der Héhe. Infolgedessen

erfihrt der Korper von oben her eine geringere Druckkraft als von unten her,

und die Differenz dieser Druckkrifte ist, analog zu dem oben behandelten Fall

der Wigung eines Gases, streng gleich dem Gewicht derjenigen Gasmenge, die
durch die Anwesenheit des Korpers verdringt wurde.

Natiirlich ist der Auftrieb in einem Gase, verglichen mit demjenigen in
einer Fliissigkeit, gering. Bei genauen absoluten Wigungen mul3 aber beriick-
sichtigt werden, daB der zu wigende Korper und die Gewichtsstiicke, sofern
sie nicht zufillig das gleiche Volumen haben, einen verschieden groBen Auf-
trieb in der Luft erleiden. Da der Auftrieb eines Kérpers vom Volumen 1 cm?
in Luft von der GréBenordnung von I mg* ist, so macht sich seine Wirkung
an einer empfindlichen Waage durchaus bemerkbar. Bereits OTT0 VON GUERICKE
wies den Auftrieb in der Luft auf folgende Weise nach. Er brachte an den beiden
Balkenenden einer kleinen Waage eine Metallkugel und eine erheblich griofiere
hohle Glaskugel an, die so bemessen waren, daB an der Waage in Luft Gleich-
gewicht bestand. Da die Glaskugel einen groBeren Auftrieb erfihrt als die
kleinere Metallkugel, ist also erstere in Wirklichkeit schwerer als letztere.
Wenn man nun die Waage in ein GefiB bringt, aus dem man die Luft entfernen
kann, so wird der Auftrieb beseitigt, und die Waage senkt sich nach der Seite
der Glaskugel.
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Auf dem Auftrieb in der Luft beruhen die Luftballone. Diese steigen in der
Luft bis in diejenige Hohe, in der die Luftdichte so gering ist, daB das Gewicht
des Ballons genau gleich dem Gewicht der von ihm verdringten Luftmenge
ist, so daB der Ballon sich im Gleichgewicht befindet.

Befindet sich an irgendeiner Stelle eines Gases eine Gasmenge von ab-
weichender Dichte, sei es daB es sich um ein fremdes Gas von anderem Molekular-
gewicht oder um eine auf anderer Temperatur befindliche
Menge des gleichen Gases handelt, so ist das Druckgleich-
gewicht an jener Stelle gestort. Eine spezifisch leichtere
Gasmenge sinkt in einem spezifisch schwereren Gase zu
Boden, eine spezifisch leichtere steigt in einem spezifisch
schwereren Gase in die Hohe. Daher riihrt z. B. das Auf-
steigen der erhitzten Luft iiber einem Feuer. Auf derarti-
gen Auf- und Abstiegsbewegungen verschieden warmer
Luftmassen beruhen in erster Linie die Witterungs-
erscheinungen.

7o. Der Luftdruck. Die atmosphirische Luft ist der
einzige Fall, in dem wir die Anderungen von Druck und
Dichte iiber einen sehr groBen Héhenbereich verfolgen
kénnen. Bei der Temperatur o° C ist fiir die Luft g, g/p =
1,25-10°%cm™. Messen wir die Héhe x in m, so betrigt
der Exponent der Gl. (23b) — 1,25 107¢x = — x/8000.

Betrigt die Temperatur £°C, so ist noch durch 1 -+ «f
zu dividieren, so daB der Exponent — x/8000 (1 +- af) be-
trigt. Die Konstante « ist gleich 1/273 (§ 103). Fiir die
Luft lautet demnach die Gl. (26Db)

x

b= pge BoooliFal, (27)
Die folgende Tabelle gibt einige Zahlenbeispiele fiir die

Tabelle 4. Luftdruck in verschiedenen
Hoéhen bei 0°C.

Hohe in m { Druck in mm Hg

Abb. 143.
Dichteschwebender Teilchen
in verschiedenen Hohen.

|
o (Meeresniveau) | 760 (Nach PerRix.)

500 ‘ 714 (Es handelt sich um drei par-
1000 | 671 allele Schichten, die in je 124
2000 ! 592 Abstand #bereinander
4000 ! 461 liegen.)

Abnahme des Luftdrucks mit der Hohe iiber dem Meeresspiegel. Bei Be-
nutzung BRiGescher Logarithmen ergibt sich aus Gl. (27), wenn wieder x in m
gemessen wird,

% = 18400 (I + af) lc?g%. (28)

Hiernach kann also die Hohe iiber dem Meeresniveau aus dem Luftdruck be-
rechnet werden.

Das Wesen des Luftdrucks ist zuerst 1643 von VIVIANI, etwa um die gleiche
Zeit auch von OTTO VON GUERICKE, richtig erkannt worden. Jener erklirte
dadurch die Tatsache, daB eine Saugpumpe Wasser nicht hoher als 1om
heben kann. Denn eine Wassersiule von 10 m Héhe erzeugt einen dem Luft-
druck gleichen Bodendruck. Daher kann der Luftdruck dem Gewicht einer
hoheren Wassersiule nicht das Gleichgewicht halten. Indem TORRICELLI eine
entsprechende Uberlegung fiir Quecksilber anstellte, kam er im gleichen Jahre

Westphal, Physik. 4. Aufl. 10
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zur ersten genauen Messung des Luftdrucks. Im Jahre 1648 wies PAscAL die
Abnahme des Luftdrucks mit der Héhe nach. Auch die mit der Wetterlage
zusammenhingenden Luftdruckschwankungen wurden bereits damals erkannt.

ToRRICELLI benutzte eine Vorrichtung, die im Prinzip ein Quecksilber-
barometer ist (Abb. 144). Eine zunichst vollstindig mit Quecksilber gefiillte,
unten mit dem Finger verschlossene Glasrohre von 8o—100 cm Linge wird
in eine mit Quecksilber gefiillte Wanne gestellt und gedffnet. Dann strémt
ein Teil des Quecksilbers aus, und oben in der Rohre entsteht ein luftleerer Raum,
ein Vakuum. Die Quecksilbersiule stellt sich so ein, daf der Druck, den sie
in der Hohe des &uBleren Quecksilberniveaus erzeugt, gleich dem auf diesem
lastenden Luftdruck ist. Denn bei Gleichgewicht muB im Quecksilber in dieser
Héhe in der Rohre und auBerhalb derselben der gleiche Druck herrschen.
Da der Druck nur von der vertikalen Fliissigkeitshohe abhingt, so bleibt diese

auch bei einer Neigung der Glasrohre die
gleiche. Sie betrigt im Meeresniveau im
Durchschnitt 76 cm.

Da Quecksilber bei 0° C das spezifische Ge-
wicht 13,5951 hat, so wiegt eine Quecksilber-
sdule vom Querschnitt I cm?und 76 cm Héhe
bei 0°C 13,595I - 76 = 1033,23 g*, erzeugt
also einen Druck von 1033,23 g* - cm™2=
1,01325- 108 dyn - cm™2. Dieser Druck heiBt
1 Atmosphire (at). Der Luftdruck wird aber
oft durch die Linge der entsprechenden
Quecksilbersiule, in mm Hg, angegeben und
betrigt demnach in dieser Einheit im Meeres-
niveau durchschnittlich 760 mm Hg. Ein
Druck von 1 dyn - cm™ heit 1 bar, 10 bar
heiBen 1 Megabar. Daneben sind noch andere
Druckeinheiten und Bezeichnungen im Ge-

brauch. So bedient sich heute die Wetterkunde statt der frither benutzten
Einheit 1 mm Hg zwar der obigen Einheit 1 Megabar, bezeichnet diese aber als
I Bar und gibt den Luftdruck in der Einheit 1 M4llibar (mb) = 1073 Bar =
10% dyn.cm™2 (bar) an. 1000 mb sind fast genau gleich 750 mm Hg.

In einem Gemisch mehrerer Gase gelten die Gl. (26) fir jedes dieser Gase
einzeln. Unter  und $, sind dann die Partialdrucke der einzelnen Bestandteile
zu verstehen. Demnach muB sich in einem Gasgemisch bei Gleichgewicht das
Mischungsverhiltnis der Bestandteile mit der Hohe zugunsten der Bestandteile
von kleinerem Molekulargewicht dindern. Die Erdatmosphire ist ein Gasgemisch.
Sie besteht (in Volumprozenten) aus rund 78% Stickstoff, 21% Sauerstoff
und 1% Argon, nebst Spuren anderer Gase. Sie ist aber nicht im Gleichgewicht.
Infolge der vertikalen Luftstrémungen findet in ihr eine stindige Durchmischung
ihrer Bestandteile statt, so daB sich ihr Mischungsverhiltnis bis in sehr groBe
Héhen nicht merklich dndert.

Bereits O1T0 VON GUERICKE hat in der Mitte des 17. Jahrhunderts, an-
kniipfend an seine Erfindung der Luftpumpe, eine Reihe von schénen Ver-
suchen tiber den Luftdruck angestellt und auch das Gewicht der irdischen
Lufthiille berechnet. Besonders bekannt sind die Magdeburger Halbkugeln, die er
1654 auf dem Reichstag in Regensburg vorfiihrte. Es sind dies zwei groBe Halb-
kugeln aus Kupfer, die dicht aufeinander schlieBen, und die mit einer Luft-
pumpe luftleer gemacht werden kénnen. Sie werden dann durch den duBeren
Luftdruck so fest aufeinander gedriickt, daB sie durch je 8 Pferde, die auf beiden
Seiten an ijhnen angespannt waren, nicht auseinandergerissen werden konnten.
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Das spezifische Gewicht des Leuchtgases ist sehr viel kleiner als das der
Luft. Daher nimmt der Druck in einer Gasleitung mit der Héhe viel weniger
ab, als in der Luft. Aus diesem Grunde ist der Uberdruck des Leuchtgases
iiber den Luftdruck in héheren Stockwerken, im Gegensatz zu dem Druck in
Wasserleitungen, groBer, als in den tiefer gelegenen.

Einen duBerst empfindlichen Nachweis fiir die Druckdnderung mit der Héhe
liefert die BEHNsche Rohre (Abb. 145). Man 148t in sie Leuchtgas einstrémen,
das man so stark abdrosselt, daB es an den beiden

.. . . 1
oberen Offnungen der Réhre nur einen ganz geringen /
Uberdruck iiber den Luftdruck hat, wenn die Roéhre .
horizontal steht. Ziindet man das Gas dort an, so C:”/,\
brennt es an beiden Offnungen gleich hoch. Es geniigt
aber eine ganz geringe Neigung der Rohre, um den
Uberdruck an der héher liegenden Offnung merklich
'zu verstirken, an der tiefer liegenden zu schwichen, so daB die beiden Flammen
sehr verschieden hoch brennen. (Vorsicht vor Explosionen! Flammen vor dem
SchlieBen des Hahnes ausléschen.)

Der Zug im Kamin eines Ofens entsteht dadurch, daB sich der Druck der in
ihm befindlichen erhitzten Luft mit der Héhe langsamer indert, als in der
kilteren, also dichteren AuBenluft. An der weiten
oberen Kaminéffnung ist der Druck gleich dem
juBeren Luftdruck, und daher muB3 im Ofen an
der engen unteren Ofendffnung ein geringer Druck
herrschen, als der dortige Luftdruck. Infolgedessen
besteht an dieser Offnung ein starkes Druckgefille
von auBen nach innen, durch das dem Brennstoff
standig Frischluft zugefithrt wird. Die Luftzufuhr
wird durch die verstellbare Ofentiir so geregelt, daB
gerade diejenige Luftmenge zustromt, die zur Auf-
rechterhaltung der gewiinschten Stirke des Feuers
notig ist. Ein zwischen Ofen und Kamin ange-
brachter regelbarer Absperrschieber sorgt dafiir,
daB die Luft den Ofen nicht zu schnell durch-
stromt. So wird erreicht, daB nicht mehr Warm-
Iuft in den Kamin entweicht, als zur Aufrecht-
erhaltung der Verbrennung und des Zuges er- :
forderlich ist. Werden Ofentiir und Absperr- .y, .6 vipette. P
schieber zu weit geoffnet, so brennt der Ofen silberbarometcr.
zwar, aber er arbeitet unwirtschaftlich, weil ein
zu groBer Teil der erzeugten Wirme nutzlos durch den Kamin entweicht.

Auf einer Wirkung des Luftdrucks beruht die Pipette (Abb. 146). Taucht
man sie in eine Fliissigkeit und verschlieBt sie oben mit dem Finger, so strémt
beim Herausheben zunichst ein wenig von der Fliissigkeit aus. Dadurch dehnt
sich die Luft in der Pipette aus und ihr Druck sinkt soweit, daB sie zusammen
mit dem Druck der Fliissigkeit in der Pipette an der unteren Offnung einen
dem #duBeren Luftdruck gleichen Druck erzeugt. Die Fliissigkeit wird dann
vom #uBeren Luftdruck getragen und strémt erst aus, wenn man die Pipette
oben o6ffnet. Der Versuch gelingt aber nur, wenn die Fliissigkeit die Pipetten-
wandung benetzt; andernfalls dringt lings der Wandung Luft ein und die
Fliissigkeit stromt aus. Der Versuch von Torriceril kénnte ohne Wanne
angestellt werden, wenn Quecksilber Glas benetzte.

Gerdte zur Messung des Luftdrucks heiBen Barometer. Am hiufig-
sten wird das Quecksilberbarometer benutzt, das im Prinzip der einfachen

Gas

Abb. 145. Beuxsche Rohre,

10%
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Vorrichtung von TORRICELLI entspricht, und von dem Abb. 147 eine Ausfiih-

rungsform zeigt. Fiir weniger genaue Messungen dient das Aneroidbarometer
(Abb. 148). Es besteht im wesent-
lichen aus einer luftdicht ver-
schlossenen Metalldose, deren
biegsame Membran M sich je
nach der Differenz zwischen dem
inneren und dem #uBeren Luft-
druck mehr oder weniger wélbt,
und deren Bewegungen auf einen
Zeiger iibertragen werden. Auch
aus der Siedetemperatur des Was-
sers kann der Luftdruck berechnet
werden (§ 113).

71. Vakuumtechnik. Fiir die Messung von Gasdrucken unterhalb von 760 mm
bis herab zu hochstens 1 mm Hg benutzt man Quecksilberbarometer, die an
den mit dem Gase gefiillten Raum angeschlossen sind. Abb. 149
zeigt ein abgekiirztes Barometer fiir kleine Drucke, das am einen
Ende (rechts) mit dem Gasraum in Verbindung steht. Fiir Drucke
unterhalb von etwa 1 mm Hg benutzt man das Manometer von
MacLEop (Abb. 150). Es ist durch das Rohr C mit dem Raum
verbunden, in dem der Gasdruck gemessen werden soll. Zunichst
wird das Vorratsgefal B, das durch einen dickwandigen Schlauch
mit dem etwa 80 cm langen (unterbrochen gezeichneten) Rohr 4
verbunden ist, soweit gesenkt, daB das in dem Apparat enthaltene
Abb. 140. Abge- Quecksilber unterhalb der Abzweigung des Rohres C vom Rohr 4
horetes Quecksil-— steht, so daB das GefdB D und der Ansatz E mit Gas von dem
Mesyung Kleinecer 211 messenden Druck gefiillt ist. Dann wird durch Heben von B

T das in D und E enthaltene Gas abgesperrt und bis auf Y46, Y1000
oder Y4999 seines Volumens zusammengedriickt. Dabei steigt sein Druck auf das
100-, 1000- oder 1000ofache an und kann nunmehr aus der Hohendifferenz b

des Quecksilbers in den Réhren E und C abgelesen
werden. Der Gasdruck in C wird bei der Kalibrierung
von E beriicksichtigt. Er kann nunmehr berechnet
werden. Natiirlich kann dieses Verfahren nur auf nahezu
ideale Gase angewendet werden, weil der Berechnung
ja die Beziehung p V' = const zugrunde liegt, die nur fiir
solche Gase gilt. Sehr niedrige Drucke kénnen z. B.
auch aus der Dimpfung eines im Gase schwingenden
Quarzfadchens oder aus der Wirmeleitfihigkeit des
Gases ermittelt werden.
Einen Raum véllig gasfrei zu machen, ein absolutes
Vakuum herzustellen, ist praktisch unméglich. Unter
einem Vakuum versteht der physikalische Sprach-
gebrauch daher auch nur einen Raum, in dem ein Druck
herrscht, der sehr viel kleiner ist als der Druck der
Atmosphire. Man spricht von einem Hochvakuum, wenn
der Druck von der GréBenordnung 1078 bis 10~ mm Hg
ist, bei noch geringeren Drucken von einem Extrem-
vakuum. Es ist méglich, Drucke von 1071 mm Hg und
sogar noch weniger zu erzeugen. DaB es sich selbst bei einem Druck von
10 mm Hg noch keineswegs um einen von Materie im wesentlichen freien
Raum handelt, erkennt man leicht. Mit Hilfe der AvocADROschen Zahl (§ 62)
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berechnet man, da8 die Zahl der Molekiile in 1 cm® bei Normalbedingungen
dann noch einige Millionen betrigt.

Zur Erzeugung eines Vakuums, also zur Verdiinnung von Gasen, dienen die
Vakuumpumpen. Die erste Luftpumpe wurde im 17. Jahrhundert von OtTO
vON GUERICKE erfunden. Sie war eine sog. Stiefelpumpe. In der heutigen
Physik spielt die Vakuumiechnik eine ganz iiberragende Rolle. Threr Entwicklung
die sich insbesondere an den Namen GAEDE kniipft, ist der ungeheuere Fort-
schritt der Physik in den letzten Jahrzehnten zum groBen Teil mit zu verdanken.
Pumpen fiir hohere Vakua konnen nicht gegen den duBeren Luftdruck arbeiten,
sondern erfordern ein Vorvakuum, das durch eine Vorpumpe hergestellt wird.
Das Gas wird also aus dem zu entleerenden Raum zunichst in das Vorvakuum
beférdert und aus diesem durch
die Vorpumpe entfernt.

Von den zahllosen verschie-
denen Pumpenkonstruktionen
kénnen wir hier nur einige be-
sonders wichtige erwihnen.

Eine sehr bequeme Form der
Vorpumpe ist die Wasserstrahl-
pumpe von BUNSEN (Abb. 151).
Aus der Wasserleitung strémt
Wasser unter Druck in ein sich
konisch verengendes Rohr, aus
dessen Diise es in kurzem
Strahl in ein weiteres Rohr
iibergeht, an dessen unterem
Ende es austritt. Infolge der
Querschnittsverengerunginder
Diise und auch infolge der Ein-
schniirung im freien Strahl hat das Wasser im Strahl eine groBe Geschwindigkeit
und daher einen niedrigen Druck (§43). Daher reiBit es das umgebende Gas an
sich und befordert es ins Freie. Der zu evakuierende Raum ist an die Pumpe an-
geschlossen. Da der Raum in der Pumpe stets gesittigten Wasserdampf enthilt,
so kann mit der Wasserstrahlpumpe ein geringerer Druck als der Sattigungs-
druck des Wassers (bei Zimmertemperatur 10—20 mm Hg) nicht erreicht werden.

Einen Druck bis etwa 0,2 mm Hg erreicht man mit der Kapselpumpe von
GAEDE (Abb. 152). Sie arbeitet nach dem gleichen allgemeinen Prinzip wie die
alte Stiefelpumpe. Der das zu verdiinnende Gas enthaltende Raum wird
kiinstlich vergréBert und dadurch der Gasdruck verkleinert. Dann wird ein
Teil des Raumes abgesperrt und nach auBen entleert. Die Kapselpumpe besteht
aus einem zur Dichtung in Ol gebetteten Metallzylinder A4, innerhalb dessen
sich exzentrisch ein drehbarer Zylinder B befindet. Dieser besitzt zwei Schieber,
die durch Federn gasdicht gegen die Wandung von A4 gepreBt werden, so dal3
der freie Innenraum in zwei Abteile F und G getrennt ist. E ist ein nach aulen
fiihrendes Ventil. Der zu evakuierende Raum ist bei D angeschlossen. Rotiert
der innere Zylinder im Sinne des Pfeils, so vergroBert sich der in Verbindung
mit D stehende Raum F zunichst und wird schlieBlich mit dem in ihn gestrémten
Gase durch den Schieber C von D abgetrennt. Dann tauscht er mit dem Raum G
die Rollen und verkleinert sich wieder. Dabei wird das in ihm befindliche Gas
durch das Ventil E nach auBen gedriickt. Auf diese Weise entsteht in dem
an D angeschlossenen Raum ziemlich schnell ein niedriger Druck.

Recht niedrige Drucke erzielt man schon mit der Quecksilberdampfstrahl-
pumpe, die nach dem gleichen Prinzip arbeitet, wie die Wasserstrahlpumpe.
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An die Stelle des Wassers tritt hier ein Strahl von Quecksilberdampf, der von
siedendem Quecksilber ausgeht. Der Dampf wird, nachdem er das Gas aus
dem zu evakuierenden Raume in das Vorvakuum mitgerissen hat, durch Kiihl-
wasser wieder kondensiert und flieBt in das Siedegefil zuriick. Als Vorpumpe
kann eine der vorstehend beschriebenen Pumpen dienen.
Zur Erzielung von Hochvakua werden vor allem die Quecksilberdiffusions-
pumpen benutzt (Abb. 153). Diese Pumpen beruhen darauf, daB das Gas aus
dem zu evakuierenden Raum in strémenden Quecksilberdampf
L4 P hineindiffundiert und von ihm in das Vorvakuum mitgenommen
- wird. Eine Kiihlvorrichtung sorgt dafiir, daB kein Quecksilber-
7 dampf in das Vakuum gelangt, und daB das Quecksilber im
Vorvakuum wieder kondensiert wird, worauf es wieder in das
£ SiedegefiB zuriickflieBt. Bei dem hier dargestellten Modell
et ist das zu evakuierende Gefa8 bei F angeschlossen. Das Rohr V
filhrt zu einem groBeren Gefill, in dem ein Vorvakuum auf-
St A rechterhalten wird. Der Quecksilberdampf steigt in Richtung
des Pfeiles hoch und nimmt bei dem Diaphragma S das aus
“ dem Rohr F kommende Gas mit. Am Kiihler C wird der
£ Dampf kondensiert, ebenso der etwa in das Diaphragma
A+ eintretende Dampf bei H. Das fliissige Quecksilber flieBt
T an der Wand des mit flieBendem Wasser gekiihlten Kiihlers
I herab und gelangt durch das Rohr D wieder in das Siede-
W gefdB.
b A il Die niedrigsten Drucke werden dadurch erzielt, daB man
Di‘flfiz‘ig]‘;;fnzpe_“' die nach Erzeugung eines Hochvakuums mittels Pumpen noch
vorhandenen Gasreste durch besondere Kohlearten absorbieren
1aBt, die mit fliissiger Luft, fiir allertiefste Drucke auch mit fliissigem Wasser-
stoff oder Helium, gekiihlt werden (§ 120).

V. Mechanik bewegter Fliissigkeiten und Gase.

72, Allgemeines iiber strémende Fliissigkeiten und Gase. Die Gesetze stro-
mender Fliissigkeiten und Gase kénnen unter einem einheitlichen Gesichtspunkt
behandelt werden, solange die auftretenden Voluménderungen so klein sind, daB
man sie vernachlissigen kann. Bei den Fliissigkeiten ist das wegen ihrer geringen
Zusammendriickbarkeit stets der Fall. LaBt man bei den Gasen Volum#nderungen
bis zu 1% zu, ohne sie zu beriicksichtigen, so gelten z. B. fiir atmosphirische
Luft die gleichen Gesetze wie fiir Fliissigkeiten, solange die Stromungsgeschwin-
digkeiten den Betrag von etwa 50m -sec und die vorkommenden Héhen-
unterschiede den Betrag von etwa oo m nicht iiberschreiten. Das trifft in
den meisten Féllen zu. Wir werden daher unter dem Begriff , Fliissigkeit*
auch die Gase mit verstehen.

Man bezeichnet die Lehre von den strémenden Fliissigkeiten als Hydro-
dynamik, in der Anwendung auf Gase auch als Aerodynamik. Bei eindimen-
sionalen Problemen, wie bei der Strémung durch Réhren, spricht man auch
von Hydraulik. Wir wollen uns im folgenden auf den Fall stationdrer Strémungen
beschrinken, d. h. solcher Strémungen, bei denen die Richtung und Geschwin-
digkeit der strémenden Teilchen an jedem festen Ort innerhalb der Strémung
zeitlich konstant ist.

Unter den Stromlinien in einer Fliissigkeit verstehen wir Linien, die iiberall
in Richtung der &rtlichen Strémung verlaufen. Eine Stromlinie ist also bei
stationdrer Stromung das Bild der Bahn eines bewegten Fliissigkeitsteilchens.
Die durch alle Punkte einer kleinen geschlossenen Kurve verlaufenden Strom-
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linien bilden eine Stromrihre. Die innerhalb der Stromréhre bewegte Fliissigkeit
nennt man einen Stromfaden. Da nirgends aus einer Stromrohre seitlich Fliissig-
keit austritt und sich nirgends stindig Fliissigkeit anhduft, so flieBt in der
Zeiteinheit durch jeden Querschnitt einer Stromréhre die gleiche Fliissigkeits-
menge (Kontinuititsbedingung).

Demnach kann eine Stromréhre nirgends innerhalb eines von einer stationiren
Strémung erfiillten Raumes Anfang oder Ende haben. Entweder beginnt sie
an der Begrenzung der Fliissigkeit und verliuft nach einer anderen Stelle der
Begrenzung oder sie ist in sich geschlossen, sie bildet einen Wirbel. Man unter-
scheidet danach wirbelfreie Stromungsfelder und Wirbelfelder.

Die in der Zeiteinheit durch jeden Querschnitt ¢ strémende Fliissigkeits-
menge ist dem Querschnitt und der Geschwindigkeit v in diesem proportional.
Also ist nach der Kontinuititsbedingung innerhalb einer Stromréhre

g v = const. (1)

Dem entspricht die einfache Tatsache, daB in einem Rohr die Fliissigkeit an
den engsten Stellen am schnellsten strémt. )

Alle Fliissigkeiten zeigen eine smmere Reibung (§ 76), die die Strémungs-
verhiltnisse mehr oder weniger stark beeinflut. In vielen Fiallen ist dieser
EinfluB gering, und man kann von ihm absehen, indem man die Fiktion einer
reibungsfreien, idealen Fliissigkeit macht. Die wirklichen Fliissigkeiten bezeichnet
man demgegeniiber als zdhe Fliissigkeiten. Wir behandeln zunichst die idealen
Fliissigkeiten.

73. Die BERNoOULLIsche Gleichung. Wir betrachten ein Element einer Strom-
rohre von der sehr kleinen Lange As. Ihr senkrechter Querschnitt an der
Eintrittsstelle sei ¢, an der Austrittsstelle ¢’ und von ¢
nur sehr wenig verschieden (Abb. 154). Die Koordinate
der Stromlinien sei s, und die Rohre sei um den Winkel ¢
gegen die Vertikale geneigt. In ¢ herrsche der Druck p,
in ¢’ der von $ nur wenig verschiedene Druck p’. Die )
Dichte der Fliissigkeit sei p und daher die in dem g‘;g;,;&,;,zsg;egb‘a‘;;gguﬁg
Element enthaltene Masse Am = gg As. Auf die Masse
Am wirkt in der Richtung von s infolge des auf ihre Enden wirkenden Druckes
die Kraft pg-—p’¢’, ferner die Schwerkraft — Am g cos «, oder wenn wir mit 4
den senkrechten Abstand des Elements von irgendeiner festen Horizontalebene
bezeichnen, wegen cosoa = Ah/Ads =dh/ds die Kraft —Amgdh/ds. Da sich
$'q’ von pg nur duBerst wenig unterscheidet, so kénnen wir nach dem TAYLOR-
schen Satz schreiben p'q¢' = pg + Asd(pq)/ds. Die gesamte auf die Masse Am
wirkende Kraft ist gleich Amdu/dt (v = Strémungsgeschwindigkeit), so daB wir
schlieBlich erhalten dv i(pq) ih

Setzen wir noch dv/dt = dv/ds - ds/dt = v dv/ds und multiplizieren mit ds, so
folgt Am-vdv+ As-d(pg)+ Am-gdh =o.
Die Integration dieser Gleichung ergibt
$Amv* 4+ Aspg + Amgh = const,
oder nach Division durch 4s-q = Amjfp
$0v* 4+ p + ogh = const (2)
(0 = Dichte der Fliissigkeit). Dies ist die BERNOULLIsche Gleichung (1738). Sie

gibt die gegenseitige Abhingigkeit der Geschwindigkeit, des Drucks und der
Hoéhe innerhalb einer Fliissigkeit an.
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Dividieren wir die Gl (2) noch durch pg, so folgt
v2 P _
2—g+e—g+h—const. (3)

Die drei Glieder dieser Gleichung haben je die Dimension einer Linge (Hohe).
Man nennt 9%/2g die Geschwindigkeitshohe. Sie ist gleich der Hohe aus der die
Flissigkeit frei herabgefallen sein miiite, um die Geschwindigkeit » zu erlangen
[§ 27, Gl (75)]. plog heiBt die Druckhohe, denn sie ist gleich der Hohe einer
ruhenden Fliissigkeitssiule, die einen hydrostatischen Druck vom Betrage ¢
hervorrufen wiirde [§ 57, GI. (za)]. % heiBt die Ortshéhe. Demnach ist die
Summe dieser drei Hohen innerhalb einer strémenden Fliissigkeit lings eines
Stromfadens konstant. Fir v=o0 sind Gl (2) und (3) mit dem Gesetz des
hydrostatischen Drucks identisch.

Die Differenz des Druckes p gegeniiber dem hydrostatischen Druck innerhalb
einer strémenden Fliissigkeit nennt man den hydrodynamischen Druck. Er kann
groBer oder kleiner als Null sein. Die Gesetze des
hydrodynamischen Drucks spielen u. a. eine wich-
tige Rolle in allen Fillen, wo sich im Wege einer
Strémung, sei es eines Gases oder einer Fliissigkeit,

Abb. 155. Zum Theorem von TORRICELLI. Abb. 156. MarrortEsche Flasche.

ein festes Hindernis befindet, das die Stromung in irgendeiner Weise beeinfluBt.
Dabei kommt es lediglich darauf an, daB sich Gas oder Fliissigkeit und Hinder-
nis relativ zueinander bewegen, und es ist fiir die auftretenden Druckkrifte
ganz gleichgiiltig, ob das Hindernis in einer Stromung ruht oder ob es sich
durch ein ruhendes Medium hindurchbewegt. Die Theorie des in strémender
Luft schwebenden Drachens und die des durch die Luft hindurchbewegten
Flugzeugs ist grundsitzlich die gleiche. Die Modellversuche der Flugtechnik
werden in der Mehrzahl der Fille mit ruhenden Modellen in strémender
Luft angestellt, die des Schiffbaues dagegen in Kanilen, in denen die Modelle
durch ruhendes Wasser geschleppt werden.

Wir wollen die Anwendung der BERNOULLIschen Gleichung an einigen Bei-
spielen betrachten. Ein mit einer Fliissigkeit von der Dichte g gefiillter Behélter
habe & cm unterhalb der Fliissigkeitsoberfliche eine AusfluBoffnung, aus der
die Fliissigkeit ausstrémt (Abb. 155a). Im oberen Flissigkeitsspiegel und an
der Offnung herrscht der @uBere Luftdruck p =b. Die Ortshéhe der Offnung
sei ¥ =0, diejenige des oberen Flissigkeitsspiegels also x = 4. Der Behilter
sei so weit, daB die Fliissigkeit in ihm beim Ausstromen nur sehr langsam ab-
sinkt, so daB wir im Flissigkeitsspiegel v = 0 setzen diirfen. Dann folgt aus
der Gl. (3) 5 b ot
e T h=e T
oder v=1V2gh. (4)

Dies ist das Theorem von TORRICELLI (1646, aber bereits HERO von Alexandrien
um 100 1. Chr. bekannt). Die AusfluBgeschwindigkeit ist so groB, als habe
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die stromende Fliissigkeit die ganze Hohe 4 frei durchfallen. Die Geschwindig-
keitshéhe beim Ausflu} ist gleich der Ortshéhe im oberen Niveau. Wird das
AusfluBrohr senkrecht nach oben gefiihrt, so miiBte die Fliissigkeit wieder bis
in die Hohe % steigen (Abb. 155b). In Wirklichkeit steigt sie wegen der Reibung
und wegen der zuriickfallenden Tropfen nicht ganz so hoch. Mit sinkendem
Flissigkeitsspiegel sinkt auch die AusfluBgeschwindigkeit. Konstante AusfluB3-
geschwindigkeit erhilt man mit der MARIOTTESchen Flasche (Abb. 156). In die
verschlossene Flasche ragt ein offenes Rohr, dessen untere Offnung sich in der
Flissigkeit 4 cm iiber der AusfluBoffnung befindet. Infolgedessen herrscht in
diesem Niveau stets Atmosphédrendruck. (Der Luftdruck oberhalb der Fliissigkeit
ist um die Druckhéhe der % iiberragenden Flissigkeitsschicht geringer als der
Atmosphéarendruck, und beim Ausstrémen perlt Luft durch das Rohr.) Die
Anwendung der Gl. (3) auf das Niveau des unteren Réhrenendes und auf die
AusfluBéffnung ergibt wieder die Gl. (4) mit der verdnderten Bedeutung von 4.
Wegen der Konstanz von % ist jetzt auch v konstant.

In einem Behilter, der eine enge Offnung besitzt, befinde sich ein Gas unter
dem Druck p,. Im AuBenraum herrsche der kleinere Druck $,. Im Innern
ruht das Gas, an der Offnung stréme es mit der Ge-
schwindigkeit v aus (Abb. 157). Die beiden Drucke

71 _#/Za

Abb. 157. Zum Buxsexschen Abb. 158. Zum Staudruck. {Nach PraxpTL.)
Ausstromungsgesetz,

und ihre Differenz seien so groB, daB wir von etwaigen Unterschieden der
Ortshohe % absehen konnen (bei nicht horizontaler Ausstromung). Dann folgt
aus Gl (2) -

b=t Lot wd e [T .
Bei gleicher Druckdifferenz p; —p, ist also die Ausstrémungsgeschwindigkeit
verschiedener Gase den Wurzeln aus ihren Dichten umgekehrt proportional
(Austrémungsgesetz von BUNSEN ). Hierauf beruht eine Methode zur Bestimmung
der Dichte von Gasen.

Befindet sich in einer strémenden Fliissigkeit ein Hindernis, so wird es von
ihr umstrémt, und die Fliissigkeit staut sich an der Front des Hindernisses.
Wo die Strémung sich nach beiden Seiten teilt, im Staupunkt S, ist die Strémungs-
geschwindigkeit v =0 (Abb. 158). Die Strémungsgeschwindigkeit und der
Druck in der stromenden Fliissigkeit im Niveau des Staupunktes (gleiche Orts-
hohe %) in gréBerer Entfernung vom Hindernis seien v, und $,, der Druck im
Staupunkt sei . Dann folgt aus Gl. (2)

potHovi=p oder p—py=71ov;. (6)
Die GréBe p— p, heiBt der Staudruck. Die Gl. (6) bildet ein wichtiges Mittel,
um die Strémungsgeschwindigkeit in beliebigen Punkten in einer Strémung,
z. B. in Fliissen, aus den Werten von p, und p zu bestimmen. Der Staudruck
kann mit dem Pitor-Rohr (Abb. 158) gemessen werden. Es besteht im ein-
fachsten Fall aus einem gebogenen Rohr, das der Stromung entgegengerichtet
wird und als Hindernis dient. Das Wasser steigt im Rohr iiber das #uBere
Fliissigkeitsniveau um einen Betrag, der dem Staudruck entspricht. PRANDTL

hat ein kombiniertes Geridt angegeben, das p, und p gleichzeitig zu messen
gestattet.
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Sind die Ortshéhenunterschiede in einer Strémung so klein, daB wir sie
vernachlissigen diirfen, so nimmt die GL (2) die einfachere Form an

% 0 v® 4 p = const. ()

Aus dieser Gleichung folgt, daB dann der Druck in einer strémenden Fliissig-
keit um so kleiner ist, je groBer die Geschwindigkeit ist. In einem horizon-
talen Rohr ist also der Druck an den engeren Stellen kleiner als an den
weiteren. Das gleiche gilt auch fiir die Stromfiden in einer ausgedehnteren
Strémung. Auf dieser Tatsache beruht z. B. der Fliissigkeitszerstiuber. Im
Wege eines aus einer engen Offnung austretenden Luftstrahls steht senkrecht
zum Strahl ein in die zu zerstiubende Fliissigkeit tauchendes Rohr, das oben
auch eine feine Offnung hat. Infolge des Umstrémens der Rohrspitze ist die
Strémungsgeschwindigkeit der Luft in der Umgebung der Spitze gréBer als
in weiterer Entfernung, wo Atmosphirendruck herrscht, der Druck also ge-
ringer als dieser. Infolgedessen driickt der auf dem Fliissigkeitsniveau lastende

c Atmosphérendruck die Fliissigkeit im Rohr in die Hhe, und
n—2 b .» sie wird in feinen Trépfchen vom Luftstrahl mitgenommen.
¢F=l——1v Eine weitere Anwendung der Gl (7) ist die Wasserstrahl-

pumpe (Abb. 151, § 71). Aus dem gleichen Grunde, der

die Saugwirkung beim Zerstiuber hervorbringt, ziehen

Schornsteine bei stetigem Wind besser als bei ruhiger Luft.

Einer mit einem Rohr C versehenen Platte B (Abb. 160)

steht in kleinem Abstande eine zweite, bewegliche Platte A

gegeniiber. Blist man durch C einen Luftstrom, so wird

4 nicht etwa abgestoBen, sondern angezogen (aerodyna-

Abb. 160. Zum Nachweis des misches Paradoxon). Es herrscht namlich an den AuBen-

By e e flichen und am Rande der Platten Atmosphirendruck.

Da der Querschnitt des Luftstroms in der Mitte der

Platten enger ist als am Rande, die Geschwindigkeit also von der Mitte zum

Rande abnimmt, so ist der Druck zwischen den Platten kleiner als der

duBere Druck, und dieser driickt die Platte A gegen B. Im Augenblick der Be-

rithrung wird der Luftstrom gedrosselt, die Platte fillt ab, und das Spiel wieder-

holt sich. Die Platte 4 tanzt periodisch auf und ab. Auf derartigen periodischen

Bewegungen des Gaumensegels beruht auch das Schnarchen. Damit der soeben

beschriebene Versuch gelingt, darf der Plattenabstand eine gewisse GroBe nicht
iiberschreiten, da sonst der Druckunterschied zu gering wird.

Man forme eine Papiertiite mit verschlossener Spitze so, daB sie genau in
einen Glastrichter hineinpaBt, und lege sie lose in ihn hinein. Blist man durch
das Rohr des Trichters, so wird die Tiite gegen den Luftstrom an die Trichter-
wand gedriickt. Die Erklirung ist die gleiche wie bei Abb. 160.

Auf der BErNoOULLIschen Gleichung beruht auch der MAGNuUs-Effekt (1850).
Seine strenge Theorie, die eine Beriicksichtigung der Reibung erfordert, kénnen
wir hier nicht wiedergeben. Wir beschrinken uns deshalb auf das Grundsitzliche.
Der MacNus-Effekt besteht darin, daB ein in einer strémenden Fliissigkeit
rotierender Zylinder, dessen Achse zur Fliissigkeitsstromung senkrecht steht,
eine zur Stromungsrichtung und zu seiner Achse senkrechte Kraft erfihrt.
Abb. 161 zeigt die Aufnahme eines Modellversuchs in strémendem Wasser. Man
sieht, daB unter der Wirkung der Rotation des Zylinders die Stromlinien der
Fliissigkeit rechts zusammengedringt sind, so daB die Fliissigkeit rechts schneller
stromt als links. Infolgedessen ist der Druck der Fliissigkeit rechts kleiner
als links [Gl. (7)], und der Zylinder wird nach rechts gedriickt. Dieser Effekt
wird beim FLETTNER-Rotor zum Schiffsantrieb benutzt, wobei ein rotierender
Zylinder im Winde dem MacNUs-Effekt unterliegt und wie ein Segel wirkt.
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Abb. 162 zeigt einen einfachen Vorlesungsversuch zum Nachweis des MAGNUS-
Effekts. Der Effekt spielt eine Rolle in der Ballistik, indem die Geschosse
infolge ihres Rechtsdralls bei ihrer Bewegung durch die Luft eine Rechts-
abweichung erleiden. Geschnittene, also
stark rotierende Tennisbille beschreiben
in der Luft gekriimmte Bahnen.

Abb, 161, Strémung um einen rotierenden
Zylinder. (Nach PRANDTL.)

74. Trennungsflichen. Wirbel. Kommen zwei Strémungen von verschiedener
Geschwindigkeit miteinander in Beriihrung, so da8 sie nunmehr parallel zu-
einander weiterlaufen, so herrscht zwar auf beiden Seiten der Trennungsfliche
der gleiche Druck, aber es besteht eine Unstetigkeit in der
Geschwindigkeit. Dieser Zustand ist mit der Gl. (2) nicht
vereinbar und deshalb auch nicht bestindig. Vielmehr bilden
sich lings der Trennungsfliche Wirbel aus, die von der
Strémung mitgenommen werden, und die beiden Strémungen
gleiten sozusagen wie auf Rollen aneinander vorbei, indem
die Wirbel in dem Sinne rotieren, daB ihre Rotation auf
der Seite der groBeren Geschwindigkeit ¢» Richtung der Stré-
mung, auf der anderen Seite gegen diese Richtung erfolgt.
(Man kann die Erscheinung ganz grob mit der Wirkung eines
Kugellagers vergleichen.)

Uberhaupt besteht die Neigung zur Wirbelbildung an allen
Unstetigkeitsstellen der Strémung oder ihrer Begrenzung.
Abb. 163 zeigt die allmihliche Ausbildung eines Wirbel-

Abb. 163, Ausbildung

systems an einer scharfen Kante. In der Bucht hinter der cines Wirbelsystems an
. . . . . einer scharfen Kante,
Kante bildet sich ein Totwasser, das gegen die Stromung — (Nach I'raxuri.)

durch eine Schicht von Wirbeln abgegrenzt ist.

Stromt eine Fliissigkeit oder ein Gas schnell durch eine scharfkantige Offnung,
so bildet sich an dieser ein ringférmig geschlossener Wirbel (Abb. 164). Diese
Erscheinung 148t sich mit einem Kasten mit elastischer Riickwand, der vorn
eine Offnung hat, sehr hiibsch zeigen, wenn man der Luft im Kasten ein wenig
Rauch beimischt. Schligt man kurz gegen die Riickwand, so bildet sich ein
Wirbel und fliegt mit erheblicher Geschwindigkeit mehrere Meter fort, ehe er
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sich durch Reibung auflst. Infolge des beigemischten Rauches ist er sichtbar.
Die Heftigkeit der Luftzirkulation im Wirbel zeigt die Tatsache, daB eine
brennende Kerze, die von dem Wirbel getroffen wird, mit heftigem Zucken
erlischt, ausgeblasen wird. Wie man sieht, sind derartige Ringe sehr bestindig.
Sie werden nur durch Reibung zerstért, und in einer idealen
Fliissigkeit wire ein einmal gebildeter Wirbel tiberhaupt un-
zerstorbar. Allerdings gibe es dann auch kein Mittel, um

einen Wirbel zu erzeugen.
5. Tragfladchen. Von der technisch {iberaus wichtigen Theorie
\Bb. 564, Wirbelbil der Tragflichen kénnen wir hier nur das Grundsitzliche an-
dung an einer Aus- fithren. Bewegt sich die Tragfliche eines Flugzeuges durch die
s Luft oder stromt die Luft an der ruhenden Tragfliche vorbei,
wie das bei Modellversuchen geschieht, so bildet sich um die
Tragfliche eine Stromung aus, die man als die Uberlagerung einer sog. reinen
Potentralstrémung (Abb. 165a) und einer Zirkulation (Abb. 165b) ansehen kann,
so daB die in Abb. 165c dargestellte Strémung entsteht. In dieser sind die
Stromlinien oberhalb der Tragfliche zusammengedringt, unterhalb der Fliche

Abb. 165. Zur Theorie der Tragfliigel. (Nach PranDTL.) a Potentialstrémung, b Zirkulation, ¢ kombinierte Strémung.

viel weniger dicht, und daher ist der Luftdruck iiber dem Fliigel nach Gl. (2)
geringer als unter dem Fliigel. Dieser erfihrt also eine nach oben gerichtete
Kraft, die man auch als Auftrieb bezeichnet, die das Flugzeug zum Fliegen
befahigt. Das Steigen der Drachen erklirt sich ebenso, desgleichen die treibende
Wirkung von Schiffs- und Luftschrauben und die Drehung
T von Windridern. Ferner beruht auf der gleichen Ursache
/ \ die Wirkung der Schiffssegel, der Steuerruder von Luft-
(=0 1 und Wasserfahrzeugen und die Tragwirkung der Vogel-
schwingen beim Segelflug.
J Die die Tragfliche ringférmig umstromende Luft (Abb.
165 b) besitzt einen Drehimpuls, und dieser kann nach § 35
nicht entstehen, ohne daB gleichzeitig der gleiche Betrag an
Drehimpuls von entgegengesetztem Drehsinn auftritt, so daB die Vektorsumme
der beiden Drehimpulse verschwindet. Tatsichlich bildet sich beim Anfahren
eines Flugzeuges an der Hinterkante des Tragfliigels ein Anfahrwirbel aus,
dessen Drehsinn demjenigen der Zirkulation entgegengerichtet ist (Abb. 166).
76. Zihe Fliissigkeiten. Innere Reibung. Wie bereits gesagt, ist die Voraus-
setzung absoluter Reibungsfreiheit eine Idealisierung, die bei den wirklichen
Fliissigkeiten und Gasen nie streng zutrifft. Sie besitzen alle eine Zdhigkest
oder Viskositit, die das Auftreten von immerer Reibung in einer stromenden
Fliissigkeit bzw. einem Gase zur Folge hat. Die innere Reibung duBlert sich
darin, daB in einer Fliissigkeit (bzw. einem Gase), in der senkrecht zur
Strémungsrichtung ein Geschwindigkeitsgefille besteht, in der also benachbarte
Stromrohren eine verschiedene Geschwindigkeit haben, zwischen diesen Strom-
réhren eine Kraft wirkt, die den schnelleren Stromfaden verzdgert, den lang-
sameren beschleunigt, also einen Ausgleich der Geschwindigkeiten herbeizufiihren
versucht. Diese Kraft ist erstens der Fliche, in der sich die beiden Strom-

Abb. 166. Anfahrwirbel.
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rohren beriihren, proportional. Zweitens ist sie um so groBer, je schneller sich
die Geschwindigkeit senkrecht zur Strémungsrichtung von'Ort zu Ort 4ndert,
je groBer also das Geschwindigkeitsgefille in der zur Grenzfliche senkrechten
Richtung ist. Bezeichnen wir die in dieser Richtung liegende Koordinate mit x,
so ist das Geschwindigkeitsgefille gleich dv/dx. Zwischen zwei Strémungen,
die sich in der Fliche F berithren, besteht also eine Kraft

av
k=nF —dyn. (8)

7 ist eine fiirr die betreffende Fliissigkeit oder das Gas charakteristische Kon-
stante, der Koeffizient der inneren Reibung oder die Viskositit oder Zihigkeit
schlechthin. Ihre Einheit ist 1 Poise = 1 dyn - cm™2 - sec.

Wihrend eine strenge Theorie der inneren Reibung bei den Fliissigkeiten
heute noch nicht besteht, 148t sich ihr Wesen bei den Gasen in allen Einzel-
heiten auf Grund der kinetischen Gastheorie verstehen. Vor allem bei den
Gasen hat die innere Reibung mit der Reibung zwischen festen Flichen nichts
als den Namen gemein. Es ist ein Vorgang voéllig anderer Art.

In einem ruhenden, gleichmiBig temperierten Gase haben alle Molekiile im
Durchschnitt die gleiche Geschwindigkeit, und die Geschwindigkeiten sind
iiber alle Richtungen gleichmiBig verteilt. In einem mit der Geschwindigkeit »
stromenden Gase aber iiberlagert sich der ungeordneten Molekularbewegung
die einseitig gerichtete Strémungsgeschwindigkeit. Die Molekiile haben also eine
zusitzliche Geschwindigkeit in der Strémungsrichtung. Infolge ibrer ungeord-
neten Molekularbewegung wechseln nun die Molekiile dauernd zwischen den
einzelnen Stromrohren des stromenden Gases hin und her und gelangen dabei
aus einer schneller stromenden Rdohre in eine langsamer strémende und um-
gekehrt. Auf diese Weise wird BewegungsgréBe (Impuls) von einer Strom-
rohre auf die andere iibertragen. Die schneller bewegten Stromréhren verlieren
durch Abgabe von schnelleren und Aufnahme langsamerer Molekiile Impuls,
und umgekehrt erfahren die langsamer bewegten Stromrohren einen Zuwachs
an Impuls. Die Geschwindigkeitsunterschiede im strémenden Gase miissen
sich also allmihlich ausgleichen, wenn nicht von auBen her fiir Aufrecht-
erhaltung des urspriinglichen Zustandes gesorgt wird. Der Ubergang des
Impulses eines Molekiils auf eine Stromréhre wird dann als vollzogen an-
zusehen sein, wenn das Molekiil mit einem Molekiil der betreffenden Stromrohre
zusammenstoBt. Das stoBende Molekiil wird dabei aus einem Bereich kommen,
dessen Entfernung von der Stromrohre von der GréB8enordnung der mittleren
freien Weglinge ist. Je groBer diese ist, um so gréBer ist der Unterschied der
Geschwindigkeiten. Sei sie in dem Bereich, von dem das Molekiil ausgeht,
gleich v und in dem um die freie Weglinge A entfernten Bereich v’, so ist nach
dem TAvLorschen Satz v'—v=Adv/dx, und dieser GréBe ist demnach der von
dem einen Bereich auf den anderen iibertragene Impuls proportional. Jeder
Impulsinderung aber entspricht eine Kraft (§ 20). Es erfahren also die einzelnen
Stromrohren eines strémenden Gases beschleunigende oder verzégernde Krifte,
die ebenfalls Adv/dx proportional sind. Durch Vergleich mit Gl. (8) erkennt
man, daB die innere Reibung 7 eines Gases seiner freien Weglinge A proportional
sein muf. Ist # die Zahl der Molekiile im Kubikzentimeter, u die Masse eines
Molekiils, also nu = p die Dichte des Gases, und v die mittlere thermische Ge-
schwindigkeit der Gasmolekiile, so ergibt die Theorie, da3

n=4%npvi=%pvi dyn-cm™2-sec. (9)

Diese Gleichung liefert das beste Mittel, um die freien Weglingen in Gasen zu
bestimmen. Da nach § 68 die freie Weglinge A der Dichte o umgekehrt
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proportional ist, so ist die innere Reibung eines idealen Gases von seiner Dichte
unabhiingig. Da sie der mittleren Molekulargeschwindigkeit proportional ist,
so nimmt sie wie die Wurzel aus der absoluten Temperatur zu (§ 62 und 100).

Bei den Fliissigkeiten gelten dhnliche Uberlegungen. Doch nimmt ihre innere
Reibung mit der Temperatur ab. (Vgl. das Verhalten von Schmierdlen bei
verschiedenen Temperaturen; Winter- und SommerSl der Kraftwagen.)

Unter den Erscheinungen, bei denen die Zihigkeit eine wesentliche Rolle
spielt, sind die Strémungen durch enge Réhren von besonderer Wichtigkeit.
Wir betrachten eine Stromung in einer kreiszylindrischen Rohre vom Radius 7
und in dieser einen axialen zylindrischen Strom-

| faden vom Radius x (Abb. 167). AnrAnfang der
Py g-————— —_—— *’ 72 Rohre herrsche der Druck #4,, an ihrem Ende
x" der Druck p,, wobei p, > p,. Auf den Strom-
. faden wirkt infolgedessen in der Strémungs-
A porammimsnen Gesetice, richtung die Kraftg(pl—pz) 7«2 Zweitens wirgkt
nach Gl (8) in der Mantelfliche F=2nx!l
der Stromréhre die Kraft 5 2zxldv/dx. Da bei einer stationiren Strémung
bei konstantem Rohrquerschnitt eine Beschleunigung der Fliissigkeit nicht er-
folgt, so muBl die Summe dieser Krifte gleich Null sein, also
dv Pr—2
T T g 7

(br—p) 2+ 7 'Zﬂxl% =0 oder

Bei der Integration dieser Gleichung ist zu beachten, daB die der Rohrwandung
anliegende Fliissigkeit stets an der Wand haftet, also die Geschwindigkeit v = 0
hat. Dann folgt

,,_1’1—?2 2 __ A2 . —1
C= ST (r2— x2) cm - sec. (9)

Abb. 168. Strémung einer Fliissigkeit durch ein enges Abb, 169. Druckgefille in einer Rohre,
Rohr, Die Pfeile bedeuten die Stromungsgeschwindigkeiten.

Durch eine weitere Integration findet man hieraus leicht das in der Zeit ¢ durch
jeden Rohrquerschnitt flieBende Fliissigkeitsvolumen,

V=g th—pg tem?. (z0)

Dies Gesetz wurde 1839 von HAGEN gefunden, wird aber nach seinem zweiten
Entdecker meist das POISEUILLEsche Geselz genannt.

Die Verteilung der Geschwindigkeiten in einer engen Réhre ist in Abb. 168
dargestellt. Die Geschwindigkeit nimmt vom Rande nach der Mitte zu. Doch
gelten die vorstehenden Gleichungen nur in engen, nicht in weiten Réhren.
Aus Gl. (10) folgt, daB die in 1 sec durch die Réhre flieBende Fliissigkeitsmenge
der lings der Rohre herrschenden Druckdifferenz proportional ist. Das Druck-
gefille in einer Rohre zeigt der in Abb. 169 dargestellte, leicht verstindliche
Versuch.

Das PoiseuiLLEsche Gesetz gilt aber nur unter der Voraussetzung, daB die
Strémung in der Rohre den von uns vorausgesetzten glatten Verlauf hat, eine
sog. laminare Stromung ist. Bei nicht zu hoher Geschwindigkeit und nicht zu
groBem Rohrquerschnitt ist das auch der Fall. Andererseits tritt in der Réhre
Wirbelbildung ein; die laminare Stromung schligt in eine furbulente Strémung um,
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auf die unsere obigen Uberlegungen nicht zutreffen. Der Strémungswiderstand
der Rohre steigt betrichtlich, und die in 1 sec durch die Rohre strémende
Fliissigkeitsmenge ist nunmehr nur etwa der Wurzel aus p, —p, proportional.
Jeder Korper, der sich durch eine Fliissigkeit oder ein Gas bewegt, erfihrt
eine hemmende Kraft. Diese riihrt nicht von einer unmittelbaren Reibung des
Koérpers am umgebenden Medium her. Denn wie wir schon gesagt haben,
haftet die unmittelbar an den Korper grenzende Schicht an ihm, und der auf-
tretende Widerstand rithrt von innerer Reibung im umgebenden Medium her.
Er hingt, auBer von der Art des Mediums, von der Geschwindigkeit und der
Gestalt des bewegten Korpers ab. Fiir eine mit der Geschwindigkeit » bewegte
Kugel vom Radius 7 gilt unter gewissen Bedingungen in einer Fliissigkeit oder
einem Gase von der Viskositit 5 das STOKESsche Gesetz, nach dem die GroBe

des Widerstandes
k= 6nnvr dyn (11)

betrigt. An dieser Gleichung ist bei Gasen noch eine Korrektion anzubringen,
wenn es sich um Kugeln handelt, deren Radius so klein ist, dal er mit der
freien Weglinge im Gase vergleichbar wird.

Allgemein gilt bei nicht zu groBer Geschwindigkeit, daB die hemmende Kraft
k= avdyn, (12)

also der Geschwindigkeit » proportional ist, wobei « eine von der Art der Fliissig-
keit oder des Gases und der Gestalt des Korpers abhingige GroBe ist. Fallt
ein Kérper in einem reibenden Medium, so bewirkt im Anfang der Bewegung
die Schwerkraft mg, vermindert um den Auftrieb 4, eine Beschleunigung, also
ein Wachsen der Fallgeschwindigkeit, und daher auch ein Anwachsen des
Reibungswiderstandes. Es stellt sich aber sehr schnell ein Gleichgewichtszustand
derart her, daB die um den Auftrieb verminderte Schwerkraft, mg— A = %/,
durch den Reibungswiderstand kompensiert wird, so daB der Kérper nunmehr
mit konstanter Geschwindigkeit weiter fillt. Dann ist

kl

-

k=k=av oder v=

Bei gleichgeformten Korpern wachsen Gewicht mg und Auftrieb 4, also auch
die Kraft %', mit der 3. Potenz ihrer Abmessungen, der Reibungswiderstand
aber nur mit einer kleineren Potenz [s. als Beispiel Gl. (11)]. \
Darum fallen kleine Kérper langsamer als gleichgeformte lJ
\
\

groBere Korper aus dem gleichen Stoff. Das Schweben sehr
kleiner Teilchen, wie Staub, Tropfchen usw., ist ein sehr lang-
sames Fallen unter der Wirkung der obengenannten Krifte.

77. Fliissigkeits- und Gasstrahlen. Eine turbulente Stro-
mung liegt auch vor, wenn eine Fliissigkeit oder ein Gas mit
einer gewissen Geschwindigkeit aus einer engen Offnung in
einen weiteren, mit dem gleichen Stoff erfiillten Raum eintritt. £70. Stromlinien
Es bildet sich dann ein von der Offnung ausgehender Strahl. i cinem Flissigkeits-
Dabei werden die angrenzenden Schichten von dem Strahl  (fa% %ﬁ;’:ﬁj)
mitgerissen und in den Strahl mit einbezogen (Abb. 170).

Der Strahl verbreitert sich also, und zwar nimmt sein Querschnitt propor-
tional der Entfernung von der Offnung zu. Dadurch wichst die Masse m des
im Strahl bewegten Stoffes, und da nach dem Impulssatz (§ 20) die Bewegungs-
gréBe mv des Strahls erhalten bleibt, so nimmt gleichzeitig die Strahlgeschwin-
digkeit v um so mehr ab, je weiter der Strahl sich von der Offnung entfernt, und
wird in groBer Entfernung gleich Null. Der umgebende Stoff wird von den Seiten
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in den Strahl hineingerissen, strémt also von allen Seiten her auf ihn zu. Auf

dieser Tatsache beruht das Schweben leichter Korper, z. B. eines Zelluloid-

8 balles, in einem Luftstrahl. Wird der Ball in den Strahl gebracht,

so wird er durch den Druck des Strahles getragen und durch die

allseits zustrémende Luft am seitlichen Entweichen gehindert.

Der Versuch gelingt nicht nur bei senkrecht aufsteigendem Strahl,

B ,f sondern auch noch bei einer nicht zu groBen Neigung. In diesem

L \l_f Fall fithrt der Ball eine Drehbewegung aus, weil er wegen seiner

< Gas Schwere ein wenig unterhalb der Strahlachse liegt und seine obere

Hilfte sich in einem Bereich gréBerer Strémungsgeschwindigkeit

oo, 11 befindet als seine untere Hilfte. (Das bekannte Tanzen eines

Bunsenbrenner.  Balles auf einem Wasserstrahl erklirt sich ganz anders als die
vorstehende Erscheinung.)

Auf der geschilderten Art der Strahlbildung beruht auch der Bunsenbrenner

(Abb. 171). Das aus der Diise 4 ausstrémende Gas reilt von den Seiten her
Luft mit sich und mischt sich mit ihr im Rohr B.

VI. Schwingungen und Wellen. Akustik.

78. Schwingungen von Massenpunkten. Wir haben die Schwingungen eines
einzelnen Massenpunktes schon in § 42 behandelt. Da wir im folgenden mit
%, ¥, z die Ortskoordinaten der Gleichgewichtslage eines schwingenden Massen-
punktes bezeichnen wollen, so bezeichnen wir kiinftig den Momentanwert
der geradlinigen Schwingung eines Massenpunktes, also seine momentane Ent-
fernung von dieser Gleichgewichtslage, mit &, seine Schwingungsweite mit
&, Wir schreiben also nunmehr die Gl. (118) (§ 42) einer ungedampften, linearen
harmonischen Schwingung in der Gestalt

£ = &, sin (0f 4 o) = & sin (2vt + o) = & sin <2n%+a). (1)

Dabei bedeutet wieder w die Kreisfrequenz, v = wf2n die Schwingungszahl
oder Frequenz, v = 1/v die Schwingungsdauer und « die von der Wahl des Null-
punktes der Zeitskala abhingige Phasenkonstante.

Die Schwingung eines Massenpunktes erfolgt aber nur dann nach der ein-
fachen Gl. (1), wenn sie unter der Wirkung einer konstanten Richtkraft erfolgt
(§ 42), d. h. wenn die den Massenpunkt in seine Gleichgewichtslage zuriick-
treibende Kraft seinem jeweiligen Abstande & von ihr proportional ist. Es
gibt Fille, in denen diese Kraft in anderer Weise vom Abstande & abhingt.
Auch dann kann eine Schwingung erfolgen, d. h. der Massenpunkt kann eine
periodische Bewegung ausfiihren, bei der er in gleichen Zeitabstinden immer
wieder die gleichen Orte mit gleich groBer und gleich gerichteter Geschwindig-
keit durchliuft. Es 148t sich beweisen, daB dann die Schwingung als eine Summe
aus — im allgemeinen Fall unendlich vielen — harmonischen Teslschwingungen
oder Partialschwingungen dargestellt werden kann, deren jede fiir sich der
GL. (1) gehorcht. Der Momentanwert £ 1iBt sich also dann als eine, im allge-
meinen unendliche, Fouriersche Reihe schreiben,

E=5+ &+ E+ ... = 8sin(wt + o) + Esin 2wt + o) + l
+ 8sin 3wt +og) + ... =§§2(nwt+aﬁ). l

n=1I

(2)

Dabei bedeuten die laufenden Ordnungszahlen n die Reihe der positiven ganzen
Zahlen. Die 1. Teilschwingung (# = 1) mit der Kreisfrequenz o, also der
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Schwingungszahl », = w/2x, heiBt die Grundschwingung, die weiteren Teil-
schwingungen mit den Kreisfrequenzen 2w, 3w, . ... sind die Oberschwingungen.
Die n-te Teilschwingung ist also identisch mit der (» —1)-ten Oberschwingung.
Die Schwingungszahlen »,=nv =#n /27w sind ganzzahlige Vielfache der
Grundschwingungszahl »,. Im iibrigen unterscheiden sich die einzelnen Teil-
schwingungen erstens durch ihre Phasenkonstanten o,, zweitens durch ihre
Schwingungsweiten &). In den meisten praktischen Fillen nehmen letztere
mit wachsender Ordnungszahl # schnell ab, so daB man die Reihe der Gl. (2)
meist nach wenigen Gliedern abbrechen kann, ohne einen ins Gewicht fallenden
Fehler zu begehen. Abb. 172 stellt

eine Schwingung dar, die aus ¢
einer Grundschwingung und den
beiden ersten Oberschwingungen
besteht. Es ist angenommen
£3:£2: 82 =6:3:2. Die beiden dar-
gestellten Fille unterscheiden sich
durch die Phasenkonstanten. In
Abb. 172a ist oy =0, = a3 =0,

Lol Oy

in Abb. 172b ist @y =0, ag=— ¢
oL —
o orple R TAS
. anzung von St6- £~ - £~

79. Fortp ng g,\\\\ AL s EN Sn=s

rungen. Wellen. Wird ein Massen- N A va
. e \-)‘\ / 7/ N \\)'\ ¢

element eines festen, fliissigen oder - ~ N ~n=2
gasformigen Stoffes momentan X
ein wenig aus seiner natiirlichen a
Ruhelage entfernt, so wird an Abb. 172. FourEr-Zerlegung von Schwingungen.

jener Stelle das elastische Gleich-

gewicht innerhalb des Stoffes gestért. Indem die zwischen den einzelnen Massen-
elementen bestehenden elastischen Krifte das Gleichgewicht wieder herzu-
stellen suchen, iibertrigt sich die Storung auf die dem verschobenen Massen-
element unmittelbar benachbarten Massenelemente, die sich ebenfalls aus
ihren Ruhelagen entfernen. Indem diese ihrerseits die ihnen
benachbarten Massenelemente beeinflussen, pflanzt sich die St6-

rung vom Storungszentrum aus durch den Stoff fort. Handelt

es sich um eine einmalige, momentane Storung, so stellt sich

das innere Gleichgewicht des Stoffes auf diese Weise zuerst im
Stérungszentrum, dann von Ort zu Ort wieder her. Dauert die

Stérung im Zentrum an, indem die dort befindlichen Massen- usg?;%u;?;m o
elemente in dauernder Bewegung um ihre natiirliche Ruhelage Kugelwelle.

gehalten werden, so ergreift sie allmihlich den ganzen Stoff. Die
Stérung durchliuft den Stoff mit einer von seiner Beschaffenheit abhingigen
Geschwindigkeit. Eine solche Stoérung, die sich in einem Stoff ausbreitet,
heiBt eine Welle, der von einer Welle betroffene Bereich ein Wellenfeld.
Innerhalb eines homogenen und isotropen Stoffes breitet sich eine Welle
nach allen Richtungen vom Storungszentrum mit gleicher Fortpflanzungs-
geschwindigkesit ¢ aus. Eine in einem bestimmten Zeitpunkt vom Zentrum aus-
gehende Stérung hat also nach der Zeit ¢ die Oberfliche einer Kugel vom Radius
r =ct erreicht (Abb. 173). Der zeitliche Verlauf der St6érung im Stérungs-
zentrum werde durch die Gleichung & = f(¢) als Funktion der Zeit ¢ dargestellt.
Dann treten die einzelnen Zustinde, die jeweils durch die einzelnen Phasen der
primdren Stérung im Zentrum bedingt werden, in den Punkten einer solchen
Kugelfliche um die Zeit 7/c spiter ein als im Zentrum. Es entspricht also der
jeweilige Zustand in den Punkten der Kugelfliche vom Radius 7 im Zeitpunkt ¢

Westphal, Physik. 4. Aufl. I1
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dem Zustand im Stoérungszentrum O im Zeitpunkt { — #/c. Demnach wird der
Zustand im Abstande 7 vom Zentrum durch die Gleichung

§=7-f(t—%) (3)

dargestellt. Der Faktor y trigt dem Umstande Rechnung, daB der Betrag
der Stérung vom Abstande vom Zentrum abhingt und auBerdem in verschie-
denen Richtungen verschieden sein kann.

Demnach sind die Zustinde in den einzelnen Punkten eines Wellenfeldes
zeitlich verschobene (und in ihrem Betrage verkleinerte) Abbilder der Zustinde
im Storungszentrum. Greifen wir im Wellenfelde eine Gesamtheit von Punkten
heraus, deren momentane Zustandsphasen durch die gleiche — einem bestimmten
Zeitpunkt angehérige — Phase der Stérung im Zentrum bedingt werden, so
sind diese Punkte unter sich alle in gleicher Stérungsphase. In einem homo-
genen Stoff liegen sie auf einer geschlossenen Fliche um das Zentrum. Eine
solche Fliche, in der iiberall gleiche Stérungsphase besteht, heilit eine Wellen-
fliche. In einem homogenen und isotropen Stoff sind es Kugelflichen, und man
spricht in diesem Falle von Kugelwellen. Durch geeignete Reflexion einer Kugel-
welle kann man ihre Wellenflichen in Ebenen verwandeln. Eine solche Welle

mit ebenen Wellenflichen heifit eine ebene Welle. Ebenso wie
0_% man die in Wirklichkeit gekriimmte Oberfliche eines kleinen

Gewissers auf der Erde meist mit ausreichender Genauigkeit
Abb. 174. Klsiner als eben ansehen kann, so kann man oft auch einen kleinen
Ausschnitt aus einer  Ausschnitt aus einer Kugelwelle mit kleinem Offnungswinkel
Kugelwelle als ebene  oje eine ebene Welle betrachten (Abb. 174). Das ist ins-

besondere dann der Fall, wenn es sich um einen kleinen
Raumbereich eines Wellenfeldes in groBer Entfernung vom Zentrum handelt.
Die zu den Wellenflichen senkrechten Kurven heiBen Wellennormalen. Bei
einer Kugelwelle sind sie Radien der Kugel, bei ebenen Wellen parallele Gerade.

Zur Verursachung der Stérung im Zentrum miissen die dort befindlichen
Massenelemente durch eine an ihnen angreifende Kraft gegen die ihr Gleich-
gewicht bedingenden Krifte aus ihrer Ruhelage entfernt werden. Es muf
also an ihnen Verschiebungsarbeit gegen diese elastischen Krifte geleistet
werden, durch die die potentielle Energie der Massenelemente erhSht wird.
Diese Energie geht mit dem Fortschreiten der Stérung auf die benachbarten
Massenelemente iiber und iibertragt sich so von Ort zu Ort durch den Stoff.
Mit der Ausbreitung der Stoérung ist also ein Wandern von Energie durch den
Stoff verbunden. In jedem Wellenfelde besteht ein vom Stérungszentrum aus-
gehender Energiestrom. Auf diese Weise kann die vom Stérungszentrum aus-
gehende Energie an entfernten Orten wirksam werden. So kann eine von einem
schwingenden Korper ausgehende Schallwelle unser Trommelfell in Bewegung
versetzen. Bei ausreichender Stirke kénnen Stérungswellen sogar sehr starke
Wirkungen bis in groBe Entfernungen ausiiben (Explosionswellen, Erdbeben-
wellen).

Geht innerhalb der Zeit d¢ und innerhalb eines riumlichen Winkels £ vom
Zentrum die Energie dE = @ Q2 dt[4n aus, so ist D /4 die in I sec innerhalb
dieses Winkels ausgesandte Energie und heiBt die Ewnergiestromstirke im
Winkel £2. Der Winkel £2 begrenzt auf einer mit dem Radius  um das Zentrum
beschriebenen Kugelfliche eine Fliche F =72 (§5). Durch jedes cm? dieser
Flache tritt also bei geradliniger Ausbreitung in 1 sec die Energie

00 o
1= 32 F = 4nrt" 4
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7 heiBt die Emnergiestromdichte in der Fliche F. Sie ist dem Quadrat des Ab-
standes vom Zentrum umgekehrt proportional (Ewntfernungsgeseiz). Ist @ von
der Richtung unabhingig, sendet also das Zentrum Energie nach allen Rich-
tungen in gleicher Stirke aus, so ist @ die gesamte vom Zentrum in I sec aus-
gesandte Energie, da 4n7? die gesamte Oberfliche der Kugel ist.

Wir haben bisher angenommen, daB die Stoérungsenergie auf ihrem Wege
durch den Stoff keine Anderungen erfihrt. Meist aber findet eine allmihliche
Umwandlung der Energie in andere Energieformen lings ihres Weges statt,
insbesondere in Warme. Dieser Vorgang heiit Absorption. Er bewirkt eine
Abnahme der Energiestromstirke mit der Entfernung vom Zentrum. In vielen
Fillen, besonders bei rein harmonischen Wellen in homogenen Stoffen, gehorcht
die Absorption einem einfachen Gesetz: Die Abnahme d® der GréBe @ lings eines
Weges d x ist dem ortlichen Betrage von @ und der Weglinge dx proportional,

id=—pddx. (5)
Ist im Punkte x = o0 @ = @,, so lautet die Lsung dieser Gleichung
D =D, e b (6)

B heiBt der Absorptionskoeffizient des Stoffes fiir die betreffende Stérung.

8o. Strahlen. Wir greifen aus einer Kugelwelle einen Kegel
von sehr kleinem Offnungswinkel heraus (Abb. 174). Lassen
wir die GréBe dieses Offnungswinkels unbeschrankt abnehmen,
so schrumpft der Kegel mehr und mehr in eine Gerade zu- s g
sammen, die der Wellennormalen in jenem Bereich entspricht. 4 Abb. 275 4
Ein solches gedachtes Wellengebilde von unendlich kleinem Zzur Definition der
Offnungswinkel heiBt ein Sirakl. Eine Welle von endlichem Bebe der Energic in
Offnungswinkel kann aus unendlich vielen Strahlen zusammen-

esetzt gedacht werden. Die Gesamtheit der einen Kegel von endlichem
ffnungswinkel erfiillenden Strahlen heiBt ein Straklenbiischel, eine Gesamtheit
von parallelen Strahlen ein Strahlenbiindel. Eine ebene Welle kann als aus
Strahlenbiindeln zusammengesetzt gedacht werden.

Obgleich man die einzelnen Energieanteile, die sich von einem Zentrum
aus innerhalb eines Mediums ausbreiten, nicht identifizieren, d. h. nicht nach
einiger Zeit individuell wiedererkennen kann, wie es bei materiellen Korpern
der Fall wire, und obgleich man demnach den Weg, den die Energie in einem
Wellenfelde nimmt, nicht von Ort zu Ort verfolgen kann, so kann man doch
der Aussage, daB sich die Energie lings bestimmter Wege ausbreitet, einen
verniinftigen Sinn beilegen. Blendet man aus einer Welle durch eine Blende B,
(Abb. 175) einen Kegel aus, so kann man die Begrenzung des Wellenfeldes im
weiteren Verlauf durch Anbringung weiterer Blenden B,, B, usw., die die Aus-
breitung der Welle gerade nicht mehr stéren, ermitteln. In homogenen Medien
ergibt sich dann, daB eine Ausbreitung nur innerhalb des durch das Zentrum
und die erste Blende definierten Kegels stattfindet. (Von Beugungserscheinungen
sehen wir hier ab.) Indem wir die erste Blende beliebig verkleinert denken,
schrumpft der Kegel zum Strahl zusammen. Wir diirfen daher so verfahren,
als breite sich die Energie auch innerhalb einer Welle von endlichem Offnungs-
winkel lings der Strahlen aus, aus denen wir die Welle zusammengesetzt denken
koénnen.

Hiernach findet in homogenen Medien eine geradlinige Fortpflanzung der
Energie in einer Welle statt, und zwar in Richtung der mit den Wellennormalen
identischen Strahlen. In inhomogenen Medien, deren Beschaffenheit sich von
Ort zu Ort indert, sind die Strahlen im allgemeinen gekriimmt. Bei sprung-
hafter Anderung der Beschaffenheit, an der Grenze zweier verschiedener Medien,

11*
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findet auch eine sprunghafte Richtungsinderung der Strahlen statt (Reflexion,
Brechung). In anisotropen Stoffen fallen die als Bahnen der Energie definierten
Strahlen im allgemeinen nicht mit den Wellennormalen zusammen.

Der Begriff des Strahles findet seine wichtigste Anwendung bei den Licht-
wellen, die mit den hier betrachteten mechanischen Wellen nur in einem formalen
Zusammenhang stehen. Aber auch bei den mechanischen Wellen ist seine
Anwendung oft niitzlich. Zum Beispiel findet bei den Schallwellen der Begriff
des Schallstrahls im obigen Sinne hiufig Verwendung.

81. Oberflichenwellen. Unter den verschiedenen Wellenarten beanspruchen
die periodischen Wellen ein besonderes Interesse. Das sind Wellen, die durch
eine periodische, d.h. in gleichen Zeitabstinden sich stindig wiederholende
Storung verursacht werden.

Der allgemeine Begriff der Welle ist von den Wasserwellen bzw. den Qber-
flichenwellen von Fliissigkeiten tiberhaupt abgeleitet. Da an ihnen gewisse
grundlegende Begriffe besonders anschaulich verstindlich werden, so wollen
wir mit ihrer Behandlung beginnen. Die Wasserbewegung in einer Wasser-
welle besteht in einer kreisen-
den Bewegung der Wasserteil-
chen in der Néhe der Wasser-
oberfliche. Betrachten wir
den Zustand in einer Welle
in einem bestimmten Augen-

Abb. 176, Wasserwelle. blick, so sind die in Richtung
der Wellenfortpflanzung auf-
einanderfolgenden Teilchen in ihrer Kreisbewegung um so weiter fortgeschritten,
je niher sie dem Ursprung der Welle sind. Denn um so eher werden sie ja von
jeder Storungsphase erfaBt (Abb. 176). Auf den Wellenbergen bewegen sich
die Wasserteilchen in Richtung der Wellengeschwindigkeit ¢, in den Wellen-
tilern ihr entgegen. Der Abstand zweier aufeinanderfolgender Wellenberge
oder Wellentiler, {iberhaupt zweier aufeinanderfolgender Punkte, in denen sich
die Wasserteilchen im gleichen Schwingungszustand befinden, also ihre Phasen
sich um 27 unterscheiden, heiBt die Wellenldnge J. Die Winkelgeschwindigkeit
der Wasserteilchen betrigt #, also ihre Umlaufszeit auf dem Kreise 7= 27/u.
Diese ist gleich der Zeit, in der sich ein Wellenberg um eine Wellenlinge fort-
bewegt. Es ist also 7 = 1/c und demnach
A __27c

—. (7)

Es ist zweckmiBig, den Zustand in der Welle in einem Koordinatensystem
zu betrachten, das sich mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ der Welle
i der Wellenrichtung bewegt. In diesem System ruhen die Wellenberge und
Wellentaler an ihren Orten, und die — in einem ruhenden Koordinatensystem
als Ganzes ruhende — Fliissigkeit stromt in ihm als Ganzes mit der Geschwindig-
keit — ¢. In einem relativ zur Fliissigkeit ruhenden System ist die Bahn-
geschwindigkeit eines rotierenden Fliissigkeitsteilchens 7%, wenn 7 sein Bahn-
rat}ilius ist, oder nach Gl. (7) gleich 2zz7c/A. Im bewegten System betrigt sie
daher

auf den Wellenbergen v, =—c - 27;”, |
. ' 8
in den Wellentilern v,=—c— -27;’0 . l )

Da die Fliissigkeit im bewegten System ihre Gestalt an allen Orten unverindert
beibehilt, besteht in ihm eine stationire Fliissigkeitsstrémung, deren Strom-
fiden von den kreisenden Fliissigkeitsteilchen gebildet werden und auf die wir
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die BErNoULLIsche Gleichung [§ 72, Gl. (2)] anwenden kénnen. Der Druck
ist auf den Wellenbergen und in den Wellentilern, iiberhaupt auf der ganzen
Oberfliche, der gleiche, nimlich der Luftdruck. Die Héhe % wollen wir vom
ungestérten Wasserniveau ab rechnen. Sie betrigt dann im Wellental —7,
auf dem Wellenberg 4 7, wenn » der Bahnradius der Oberflichenteilchen ist.
Dann ergibt die auf diese Stellen angewandte BERNoULLIsche Gleichung

Yol +p+egr=1tovi+p—ogr
oder mit Riicksicht auf Gl. (8)
8mre?
—v3=4g7r= 7

Hieraus und aus Gl. (7) folgt

2
c—V - cm-sec’l  oder 11:2720 =278 m. (9)

u2

Es hingt von der Art der Erregung der Welle ab, ob wir die Geschwindig-
keit ¢ oder die Kreisfrequenz u als primidr gegeben anzusehen haben. Die
gewohnlichen Wasserwellen sind durch hiniiberstreichenden Wind erregt, und
ihre Geschwindigkeit ist durch die Windgeschwindigkeit bestimmt. In diesem
Fall sind also 2 und # Funktionen von ¢ gemiB Gl. (9). Wird hingegen die
Welle durch eine der Oberfliche an irgendeiner Stelle aufgezwungene Schwin-
gung von der Frequenz v, also der Kreisfrequenz 27y erregt (§42), so ist u=2nv
primir gegeben, und ¢ und 2 ergeben sich aus Gl. (9) als Funktionen von #
bzw. ». Wird eine Welle durch einen in die Fliissigkeit geworfenen Kérper erregt,
so ist ebenfalls die Frequenz primir gegeben. Sie ist gleich der Frequenz, mit
der die durch den Koérper hervorgerufene Eindellung der Oberfliche wieder
in den normalen Oberflichenzustand einschwingt, und im wesentlichen durch
die Abmessungen des Korpers bestimmt. An den Gl. () ist bemerkenswert,
daB sie weder von der Art der Fliissigkeit (z. B. von ihrer Dichte) noch von der
Wellenhohe abhidngen. (Bei sehr groBer Wellenhéhe trifft allerdings die vor-
stehende einfache Theorie nicht zu, und die Geschwindigkeit wird dann auch
von der Hohe abhingig.)

Wellen der vorstehenden Art, fiir deren Zustandekommen die Schwerkraft
mabgebend ist, heiBen Schwerewellen. Der EinfluB der Schwerkraft besteht
darin, daB sie die gest6rte Fliissigkeitsoberfliche wieder horizontal zu stellen
sucht, also die Richtkraft fiir die Schwingung der Fliissigkeitsteilchen liefert.
Im gleichen Sinne wirkt aber auch die Oberflichenspannung (§ 60). Wird auch
sie beriicksichtigt, so tritt an die Stelle der Gl. (9) die Gleichung

c= V +192—7icm sec’t, (10)

wobei ¢ die Kapillaritidtskonstante der Fliissigkeit ist. Bei langen Wellen iiber-
wiegt das der Gl (9) entsprechende erste Glied weitaus, bei kurzen Wellen
aber das zweite. Fiir diese Krdusel- oder Kapillarwellen geht daher die Gl. (10)
in die Gleichung

=

2 ”;9 cm - sec! (11)

tiber. Das sind die kleinen Wellen, die man auf Wasserflichen bei ganz
schwachen Winden oder beim leichten AnstoBen eines Wasserglases beobachtet.
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