ANKUNDIGUNG.

Das vorliegende Werk entwickelt die Theorie der Integralgleichungen
nicht von analytischen Allgemeinheiten ausgehend, sondern aus der
Theorie der Wiirmeleitung, der freien und erzwungenen Schwingungen
und des Potentials heraus. Der Verfasser hofft dadurch den Bediirfnissen
solcher Mathematiker und Physiker entgegenzukommen, die das neue
analytische Hilfsmittel auf konkrete Einzelfragen anwenden wollen.

Braunschweiyg, im Januar 1911.

Friedrich Yieweg und Sohn.
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VORWORT.

Die glinzende Entdeckung, durch die Herr Fredholm im
Jahre 1900 die Analysis und die mathematische Physik bereichert
hat, ist alsbald von hervorragenden Mathematikern fortgebildet
und auf neue Gebiete angewandt worden. Schienen zuniichst die
Existenzfragen der Potentialtheorie den Hauptvorteil zu gewinnen,
so haben die Herren Stekloff und Hilbert in ihren Abhand-
lungen vom Jahre 1904 die mit den Fourierschen Reihen zu-
sammenhingenden Randwertaufgaben der mathematischen Physik
den neuen analytischen Hilfsmitteln zugiinglich gemacht. Durch
ihre Arbeiten angeregt, hat Herr Schmidt ein Jahr darauf in
seiner Dissertation die allgemeine Theorie der Integralgleichungen
in eine Form gebracht, die an Kiirze, Eleganz und Allgemeinheit
kaum zu iibertreffen sein diirfte. Alle diese Arbeiten haben meine
eigenen, demselben Gebiet angehdrigen Untersuchungen wesent-
lich beeinflufit und angeregt.

Aber wozu eine zusammenfassende Darstellung, da doch die
Literatur des Gegenstandes in schnellem Wachstum begriffen
ist, und vortreffliche Darstellungen in den Werken der Herren
Bocher und Kowalewski vorliegen? Ich glaube das vor-
liegende Werk durch folgende Erwigungen rechtfertigen und in
seinem besonderen Wesen kennzeichnen zu konnen.

Die Mathematiker haben sich in der letzten Zeit iiberwiegend
mit der Fortbildung der allgemeinen Theorie, insbesondere mit
gewissen algebraischen Analogien beschiftigt. So interessant die
hieraus entspringenden Fragen sein mogen, will es mir doch
scheinen, als ob ihnen gegeniiber die Anwendungen, die den Aus-
gangspunkt der Fredholmschen Entdeckung gebildet haben, zu
sehr in den Hintergrund getreten wiren. Jedenfalls ist es fiir
den Anfinger wie filr den ferner stehenden Mathematiker und den



VI Vorwort.

Physiker nicht ganz leicht, an der Hand der vorliegenden Lite-
ratur zu speziellen Anwendungen vorzudringen, die doch bei jeder
lebensfihigen Theorie der Priifstein ihres dauernden Wertes sind.
Ich glaubte deshalb der Wissenschaft durch ein Werk zu niitzen,
das ganz und gar von den Anwendungen, der Wirmeleitung, den
freien und erzwungenen Schwingungen allgemeinster Art und
der Potentialtheorie ausgeht, das jede Aufgabe individuell und
mit einem moglichst geringen Aufwand von allgemeiner Theorie
behandelt, und dadurch zeigt, was die neue Theorie Eigentiimliches
leistet und inwiefern sie etwa den &lteren Methoden nur parallel
lauft. Ich hoffe durch eine solche Darstellung nicht nur jiingere
Mathematiker, insbesondere meine Schiiler zu fruchtbarer Arbeit
an ergiebigen Kinzelfragen anzuregen, sondern auch die theore-
tischen Physiker zur Priifung und Anwendung der neuen Theorie
zu bewegen.

Meine Arbeit an dem vorliegenden Werke begann mit Vor-
lesungen und Ubungen, die ich im Sommer des vorigen Jahres
an der Breslauer Universitdt gehalten habe. Eine Anzahl meiner
damaligen Zuhorer haben in Priifungsarbeiten und Dissertationen
Einzelfragen im Sinne der von mir vorgetragenen Theorien durch-
gearbeitet, und ich habe manche der so gewonnenen Resultate
benutzen konnen. Fiir vielfache Anregung bin ich meinem Freunde
und Kollegen Herrn Schaefer zu Dank verpflichtet, der als
Physiker den Integralgleichungen lebhaftes Interesse entgegen-
gebracht hat.

So ist das Werk aus der lebendigen Wechselwirkung des
wissenschaftlichen Verkehrs entsprungen; moge es auch Leser
finden, die eine Gegenwirkung ausiiben, indem sie die hier ent-
wickelten Methoden verbessern und auf immer neue Kreise von
Aufgaben anwenden.

Breslau, im Dezember 1910.

Adolf Kneser.
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Erster Abschnitt.

Integralgleichungen und lineare Warmeleitung.

§1.

Wiirmeleitung und Wirmequellen.

Ist # die Temperatur eines geraden Stabes von der Lénge
Eins, der einer Umgebung von der Temperatur Null eingebettet
ist; bedeutet ferner xz den Abstand von einem seiner Endpunkte,
t die in einer gewissen Einheit gemessene Zeit und & eine Kon-
stante, so gilt die Gleichung

ouw __ 0w

ot~ oa?
und der Fall & = 0 bedeutet, dall keine Wiarme seitlich aus-
gestrahlt wird. Diese Gleichung beruht auf den Annahmen, dafl
die seitliche Strahlung der Temperaturdifferenz proportional ist,
und daf der Wirmefluf lings des Stabes, d. h. die in der Zeit-
einheit durch den Querschnitt in der Richtung wachsender z
durchtretende Wirmemenge der Grofle —ou/0x proportional ist,
von der sie sich nur um einen positiven, durch das Material des
Stabes bestimmten Faktor unterscheidet.

Ist die GroBle du/0x an der Stelle z — & stetig, so kann

man dies durch die Gleichungen

ou|5—0 ou |50 ou |E+o

0xlsyo Y T T oz
-ausdriicken, indem man die an das Substitutionszeichen gehefte-
ten Symbole § — 0, £ + 0 wie gewdhnlich dahin deutet, dal die
unabhéngige Variable von unten oder oben her gegen den Wert &
konvergiert. Physikalisch bedeutet diese Gleichung, daf von der

Seite < § her, sagen wir von links her, ebensoviel Wirme in
Kneser, Integralgleichungen. 1

— b2u,



2 Erster Abschnitt. §1.

den Querschnitt 2 =— ¢ hereinstromt, wie nach rechts abstromt.
Soll daher an der Stelle x — £ eine Warmequelle liegen, d. h.
soll im Ganzen aus dem Querschnitt x — ¢ eine Wirmemenge
ausstromen, die die einstromende um einen konstanten Betrag
iibertrifft, so mufl eine Gleichung von der Form

oul|ito oul|E-0
oz Y -} const.
gelten, speziell etwa die Gleichung
g
ou = _q,
0% is40

die eine Warmequelle von der Ergiebigkeit Eins definieren moge,
indem wir die links stehende Grofle allgemein als Ergiebigkeit
bezeichnen wollen.

Die Wirmebewegung nun, die durch Quellen und einen be-
liebig angenommenen Anfangszustand hervorgerufen wird, ist erst
bestimmt, wenn iiber die Art des Ausflusses der Wiarme aus den
Enden des Stabes Bestimmtes vorausgesetzt wird. Indem das
Substitutionszeichen auf die Variable 2 bezogen wird und durch
h und H positive Konstante bezeichnet werden, konnen die wich-
tigsten Falle in folgender Weise gekennzeichnet werden:

(A) wlo = uli = o,
(B) w'=0, =0

©) '=2"=0.

(D) 8 | =0, Ly Hu|'=0.

Die physikalische Bedeutung dieser Gleichungen liegt auf
der Hand: die Enden des Stabes werden auf der festen Tempera-
tur Null gehalten oder adiatherman bedeckt oder lassen Wirme
ausstrahlen. '

Speziell werde angenommen, die Wirmeverteilung sei stationar,
u also von ¢ unabhiingig, und an der Stelle x — £ liege eine
Quelle von der Ergiebigkeit Eins. Dann hat man zur Bestim-
mung der Temperatur w die Gleichungen

d2w dw |0
)2 — —_— el
d x2 bR O, dx £E4o0



§1 Lineare Wirmeleitung. 3

und eine der Randbedingungen (A), ...(D) zu erfiillen, in denen
# durch w zu ersetzen ist.

Diese Aufgabe ist in allen Fillen leicht zu 16sen. Die Grofe w
wird auf den Strecken von z =— 0 bis £ — £ und von z —= £ bis
x = 1 verschiedene analytische Ausdriicke darbieten, im Punkte
z = ¢ aber einen eindeutig bestimmten Wert haben und stetig
sein. Nimmt man z. B. den Fall (A), so geht man davon aus,
dal die an einer der Stellen z =— 0 und # =— 1 verschwindenden
Integrale der Gleichung

d*w
(1) i 2w =0
in der Form
const. Sinbz, const. Sind (1 — )

dargestellt werden konnen, wobei die gewdhnlichen Zeichen
R e v
2 2
eingefiilhrt sein mogen. Sollen nun jene beiden Ausdriicke an
der Stelle £ dieselben Werte haben, so miissen sie die Form
const. Sinb(1 —§&) Sinbx, const. Sinb(l —x) Sinbdé
mit derselben Konstanten haben. Setzt man jetzt die Gleichung

dw|¢—0 1
dz lg 4o

Sinu = & , Coju =

an, so findet man fiir x < §
__Ginb(1—§) Sinbx
W= bSmb )

fiir x> £ dagegen
w — &inb (1 —z)Sinbé
- b&ind
Im Falle & = 0 erhilt man speziell die Gleichungen
w=ux(l-§), z<§
w=E(l—zx), x>E.
Beide Ausdriicke w, der allgemeine wie der spezielle, sind in
z und £ offenbar symmetrisch.
Legen wir ferner die Randbedingung (C) zugrunde, so ist
davon auszugehen, daB
Cofbx, Cofb(l—=zx)
die Integrale der Gleichung (1) sind, deren Ableitungen an einer
der Stellen # = 0 und z = 1 verschwinden; daraus folgt leicht
1*
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ofb(1—§).Cojbx

w = 5 Cmb » &€
_ Gofb(1 — ). Gojbe
w = bSmb y2>&

Hier kann nicht ohne weiteres b — 0 gesetzt werden. Das
entspricht der Tatsache, dafl im Falle (C) beide Jinden des Stabes
adiatherman bedeckt sind, eine Quelle also keinen stationiren
Wirmezustand ergeben kann, wenn keine Wirme seitlich aus-
gestrahlt wird. Wohl aber gilt die Gleichung

2 2
tim (0—g5) = 25— g 4 3,x<s

b=0
2 2
i (0 3) =248 a4 Lo
bezeichnet man den hierdurch langs des ganzen Stabes definierten
Ausdruck durch @, so findet man leicht
arw dw 8- dwl|® dw |
i =0 T = " T3 = ds
Auch diese Grofie ist physikalisch leicht zu deuten. Sieht
man — @ als Temperatur an, so ist die in das Element d 2 durch
Leitung eintretende Warmemenge der Grofle

dw =+td= g

dx | T da?

proportional; wenn daher in diesem Element noch eine mit dz
proportionale Wirmemenge etwa als Joulesche Wirme eines
galvanischen Stromes erzeugt wird, und die Proportionalitits-
faktoren angemessen gewihlt werden, so folgt

d2w

 da?
d. h. die eintretenden Wirmemengen, die von Leitung und Strom
herrithren, haben die algebraische Summe Null; die Temperatur
jeder Stelle ist von der Zeit unabhiingig. Man kann also —%
als stationiire Temperatur bei der Grenzbedingung (C) betrachten,
wenn eine negative Quelle wirkt und auBerdem iiberall eine kon-
stante Wirmemenge etwa durch einen Strom erzeugt wird.

Wir bezeichnen den Fall (C) bei der Annahme & =— 0 als
den ausgearteten, da er analytisch wie physikalisch den an-
deren Fillen gegeniiber als Ausnahme erscheint, die stets beson-
ders zu untersuchen ist.

= 0, fﬁdx = 0.
0

-dx

dx + dx = 0;
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Bei den Randbedingungen (B) und (D) beschrinken wir uns
auf den Fall &6 = 0 und erhalten bei ersterer

bei letzterer

(L ho) (1 + H[1 — &)

_(04rHQA 4 H[L —2x))
W= o HFRHE O 6

§2.
Hilfssatz aus der Integralrechnung. QuellenmiiBig dargestellte
Funktionen.

Die Symmetrie der erhaltenen Ausdriicke beziiglich der bei-
den Argumente x und £ ist kein Zufall. Um sie als notwendig
einzusehen, beginnen wir mit einem einfachen Lemma allgemeinen
Charakters aus der Integralrechnung.

Ist die Funktion fz an der Stelle £ so unstetig, daf die
Grenzwerte f(¢ 4 0) und f(§ — 0) endlich und bestimmt sind,
wihrend die Ableitung f'x an der Stelle & stetig bleibt, so gilt
die gewohnliche Grundgleichung der Integralrechnung

fo—fa :ff’x.dx

nur, solange die Strecke von a bis & die Stelle £ nicht enthilt.
Ist dies der Fall und ist £ die einzige Unstetigkeitsstelle zwischen
a und b, so zerlege man das Integrationsintervall durch den
Wert £ in zwei Teile. Dann gilt zunfichst die Gleichung

féE—fa _—:ff’x.dx

in dem Sinne, daf} fiir f£ der Wert genommen wird, gegen den
fx konvergiert, wenn man 2 vom Inneren des Integrationsinter-
valls des letzten Integrals gegen & heranriicken 1aft, also genauer

&
fE—0)—fa=|fz.da
Ebenso findet man

fo—rFE—+ O)::jf’x.dx,
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also auch

fo—fa=f@E+0)—fE—0) + [fe.da

oder

jf’x.dx = fx'j_o—}—fx' =fa ’:—{—fx e

b
£+

§+0

Wir wenden diese Formel auf eine der in §1 hergestellten
GroBen w an, die wir, um die Abhéngigkeit von der Unstetigkeits-
stelle vor Augen zu haben, durch K(z, £) und als Greensche
Funktion bezeichnen wollen; K'(z, £), K" (x, §) seien die Ab-
leitungen nach dem ersten Argument. Dann hat man die
Gleichung
€))] K" (2, &) — b2 K(x, §) = 0,

und wenn K(z, ) eine Greensche Funktion mit anderer Un-
stetigkeitsstelle bedeutet, die dieselben Grenzbedingungen erfiillt,
(2) K" (x, n)—b2K(z, n) = 0.
Bei der soeben eingefiihrten Voraussetzung verschwindet der
Ausdruck
M = K'(z, §) K(z, n) — K(z &) K' (2, 1)
an den Grenzen # =— 0 und z — 1, und gelten die Gleichungen
E—0 n—0
K'(z, 8| =Ky =1
E+o n+0
Nun ergibt sich aus den Gleichungen (1) und (2), indem
man die erste mit K (z, n), die zweite mit K (z, §) multipliziert,
K" (2, g) K(&L‘, n) — K" (xa 77) K(.CL‘, g) =0,

und die linke Seite ist die offenbar stetige Ableitung des an den
Stellen £ und % unstetigen Ausdrucks M. Das soeben bewiesene
Lemma ergibt also

0 =[[K" (58 K@) — K (0, K(z,5)]de

§—o0

+ M
E+o

oder, da wie bemerkt die Gleichungen
M|o = M|t =0

n—0

b

= M'l + M
0 n40

gelten,
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E—o

u| w0,
E+o0 n+0

K ) — K@, & = 0.

Dasselbe Resultat ergibt sich auch im ausgearteten Falle,
fiir den

w = K(x, §)

gesetzt wird, aus den dann geltenden Gleichungen
1

K'(z,£) —1=0, [K(z £da = 0.
0

Eine weitere Eigenschaft der Greenschen Funktionen K zeigt
sich an der GroSe

1
Fx = jK(x, o)fo.do,
0

in der unter fo eine Funktion verstanden werde, die auf der
Strecke von 0 bis 1 gewisse Stetigkeitseigenschaften besitzt. Um
diese bequem formulieren zu konnen, wollen wir fz auf einem
gewissen Gebiet, etwa der Strecke von # =— 0 bis z = 1 stiick-
weise stetig nennen, wenn diese Strecke durch eine endliche
Anzahl von Teilpunkten in Teilstrecken zerlegt wird, innerhalb
deren die Grobe fz stetiz ist, wahrend sie einem endlichen
Grenzwert zustrebt, wenn man sich von einer beliebig gewihlten
Seite her einem der Teilpunkte annihert.

Die stiickweise stetigen Funktionen diirften die allgemeinsten
unstetigen Funktionen einer Variablen sein, die in den Anwen-
dungen vorkommen.

Wenn nun fo auf der Strecke von & — 0 bis « =1 stiick-
weise stetig ist, so gilt die Gleichung

1

F'g =[K'(z, 0)fa.da,
0

wie man erkennt, wenn man F'z aus Integralen zusammensetzt,
in deren Intervallen der Integrand und seine ersten Ableitungen
stetig sind. Schreibt man diese Gleichung in der Form

Fg :fK’(x,- o)fo.do —|—j}K’(x, o)fo.da,

so ergibt sich aus ihr fiir eine Stelle, an der die Funktion fz
stetig ist,
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F'yg —_-j.K” (y &)foo.doe + K'(z,2—0)fx
0

-{-jK”(x, o)fo.do — K'(z,x+0) [z,

oder mit Riicksicht auf die Differentialgleichung, der die Grofie K
unterworfen ist,

@ Fle= b | K(a, o) for.d ot [K' (2,6—0)— K’ (2,040 f z

=b:Fx + [K'(z,x—0)— K' (z,z+ 0)]fz.
An den Unstetigkeitsstellen von fz bleibe die Grifie F” undefiniert.

Nun ist
K'(z,2—0) = lim K'(z, z—¢)
E=+4+0

oder, wenn & —& = 2, gesetzt wird,
K'(z, 2—0) = lini OK’(:U1 -+ & xy);
X =x—0
die GréBe K'(x, y) ist aber in dem ganzen Gebiet
I=2<i, 0=ysé, 2>y
stetig und konvergiert daher, wenn diese Beziehungen gelten und
2 und y gegen £ heranriicken, gegen den Wert K'(£ 4 0, &);
somit folgt
K'(x, z—0) = K'(z 4 0, z),
und ebenso
K'(z, x-+0) = K'(x — 0, z),
was natiirlich auch aus den expliziten in §1 gegebenen Aus-
driicken von K verifiziert werden kann. Die Gleichung (3) ergibt
also an jeder Stetigkeitsstelle der Funktion fz

ey = —fz.[K'(x—0,2) —K'(x + 0, )] = — 7,
und dasselbe Resultat ergibt sich auch, wenn man K(z, &) — w
setzt, so dal K" — 1, 6 — 0, unter der Voraussetzung

1

jfoc.doc = 0.

(1]

Der Ausdruck Fx kann offenbar als die Temperatur gedeutet
werden, die erzielt wird, wenn die ganze Strecke von 0 bis 1 mit
Quellen von der Ergiebigkeit fx belegt wird, deren jede einen
stationdren Zustand hervorruft. Kann eine Funktion von z in
die Form Fz gebracht werden, so sagen wir, sie sei quellen-
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mifig dargestellt oder auch kurz quellenméBig. Sie erfiillt
dann offenbar dieselben Grenzbedingungen wie die Funktion
K(z, £), mit der sie gebildet ist, und hat stetige Ableitungen
erster und stiickweise stetige zweiter Ordnung, da fz stiickweise
stetig sein soll.

Umgekehrt 146t sich eine stetige Funktion @z, die eine
stetige erste und stiickweise stetige zweite Ableitung besitzt und
die Grenzbedingungen der Grofe K (xz, £) erfiillt, quellenméBig
darstellen; im ausgearteten Falle KX — w ist die Bedingung

1
@) [ou.de=0
0
hinzuzufiigen.
Sehen wir von diesem Fall zunichst ab, so ist die GroBe
fr =—@"z 4 b2@x

stiickweise stetig. Multipliziert man sie mit K (x, £) und addiert
sie zu beiden Seiten der mit @z multiplizierten Gleichung (1),
so ergibt sich

Px.K"(x, &) — D"2.K(z, §) = K(x, §)fz,

L 00K (5, 8) — V. Kz, §) = Kz )f=

Integriert man und benutzt das obige Lemma der Integralrech-
nung, so folgt -

[Da.K (2, ) — @ . K (z, £)] ': 4@ K (z,8) !E:

®) !
:—-jK(x, E)fx.da.

Das erste Glied der linken Seite verschwindet aber, da die Funk-
tion @z dieselben Grenzbedingungen wie die Greensche Funktion
erfiilllen soll; somit ergibt sich

DE[K (E—0,H)—K'(E+0,8)] = 0t =| Kz, &)fz.dz,

d. h. die Funktion @ erscheint quellenmifig dargestellt.
Im ausgearteten Falle ist die Gleichung (1) durch die
Gleichung
K'(z, & —1 =0
zu ersetzen; das in der Gleichung (5) hierdurch erscheinende
Glied verschwindet bei der Voraussetzung (4), und man erhélt
dasselbe Resultat wie vorher.
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§ 3.
Ubergang zu den Imtegralgleichungen und einfachste
Eigenschaften derselben.
Nach diesen Vorbereitungen nehmen wir das Problem der
linearen Wirmeleitung wieder auf und suchen demgemif Losungen

der Gleichung . -
u__ 0w

ot oar
die einer der Grenzbedingungen (A), ... (D) des § 1 unterworfen
sind. Dazu fithrt der klassische Ansatz von Daniel Bernoulli

u= T.¢pz,
in welchem 7' von ¢ allein abhé’mgt Man findet sofort

147 _ .
T dt = <¢x2 "’)

und beide Seiten dieser Glelchung miissen, da sie von verschie-
denen unabhingigen Variablen abhingen, derselben Konstanten
gleich sein, die wir etwa durch — p — b2 bezeichnen wollen.
Dann ergibt sich weiter

T = e @w+mt

1 d2
M e =0,

und die Grofe ¢ mull dieselben Grenzbedingungen wie u er-
fillen. Sehen wir von dem Falle u =— 0 ab, der offenbar zu

dem trivialen FErgebnisse ¢ — const. fithrt, so folgt aus der
Bedingung (C)

— b2u,

Ldol'_ .
dew:——‘;%— = 0;
wenn daher die Funktion ¢ mit ihren ersten beiden Ableitungen
stetig ist, so kann sie nach § 2 in allen Fillen, auch dem aus-
gearteten, quellenmifig dargestellt werden mittels der zu der be-
treffenden Grenzbedingung gehorigen Greenschen Funktion, etwa
in der Form

1
@) 9z = [ Kz 0)fe.da.
0
Hieraus folgt nach §2
LY bgs=—fz

d x?
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kombiniert man dies Resultat mit der Gleichung (1), so er-

ibt sich
1ot s1¢ fe =0+ worz,
und aus der quellenméBigen Darstellung (2) folgt die Beziehung

1
3) tpx:le(w,a)(poc.da,
0

in der
A=0b+pu

zu setzen ist, und die wir als homogene Integralgleichung
mit der Unbekannten ¢ bezeichnen. Die Greensche Funktion
K (xz, o) heibt der Kern der Integralgleichung, jede stetige
Losung gz eine Eigenfunktion des Kerns und die Konstante 4,
deren Wert zunéichst unbekannt ist, der zugehorige Eigenwert.

Die durchgefiihrte Argumentation zeigt, daB, abgesehen von
dem Falle ¢ = const. jede der gesuchten Funktionen ¢ eine
Lésung der Integralgleichung (3) ist. Aber auch das Umgekehrte
gilt. Dcnn zundchst erfiillt jede Eigenfunktion dieselben Grenz-
bedingungen wie der Kern, was, wenn dieser an einem Ende des
Stabes verschwindet, unmittelbar ersichtlich ist. Dal dasselbe
auch fiir die anderen Grenzbedingungen gilt, zeigt die Gleichung

d x 1

9o = ld—EjK(x, W) go.da - 1 ad_szf(x, %) pu.do

0 x

1
= A [K'(t,e)pou.de+ A K(,2—0)— A K (% x4 0)
0

1
= i j.K’(x, )@ o.d o
0
Im Falle (C), 5 = 0 hat man auBerdem die Gleichung
1
(& (2, e)de =0,
0

also auch fiir jede Eigenfunktion
1

jq) o.do =0.
0
Sodann ergibt die Integralgleichung (3), indem man ihre
rechte Seite mit der Grofle Fz des §2 identifiziert,

d2
gxl;—wa =—Algpr=—(p+ bt)px



12 Erster Abschnitt. § 3.

dz
Tt ey =0,
womit das Behauptete bewiesen ist.

Um die Verbindung zwischen dem Randwertproblem und der
Integralgleichung als fruchtbar zu erkennen, geniigt es, einige
der einfachsten Eigenschaften der Integralgleichungen mit stetigem,
symmetrischem Kern zu entwickeln.

Es seien etwa @,, ¢, zwei zu den verschiedenen Eigen-
werten 4,, und 4, gehérige Eigenfunktionen, die wir normiert
annehmen koénnen, d. h. so bestimmt, dall die Gleichung

1

[(pepda =1

0
gilt. Das ist moglich, da jede Eigenfunktion, mit einer Kon-
stanten multipliziert, Eigenfunktion bleibt. Dann gelten die
Gleichungen

oder

1 1

Q& = lmjK(x, &) Prot.do, @Q,r=— l,,jK(x, o) @y oe.d ot
0 0

Um den allgemeinen Charakter der an die letzten drei
Gleichungen zu kniipfenden Folgerungen hervortreten zu lassen,
wollen wir sie in der unbestimmten Form

@ [payde=1, guni=i,[K@ o) puo.da

QP = l,,J'K(x, o) Q. dos

schreiben und festsetzen, dall das unbestimmte Integralzeichen
stets die Integration iiber dasjenige Gebiet bedeute, das in der
Integralgleichung zugrunde gelegt wird und als Grundgebiet
bezeichnet werde. In den bisher behandelten Fillen ist das
Grundgebiet die Strecke von # — 0 bis # =— 1. Nichts hindert
aber, das Grundgebiet auch mehrdimensional zu nehmen, wobei
dann 2 und o nicht Variable, sondern Stellen dieses Gebiets
bedeuten.

Multipliziert man nun die zweite der Gleichungen (4) mit
A.@pz, die dritte mit 4,, ¢, 2 und integriert iiber das Grund-
gebiet, so ergibt sich

l,,jq)nx.q)mx.dx = lnlmjdx.(pnx.jK(x,oc)qamoc.doc,

lmJ.(pmx.qJnx'.dx — lml,,jda:.qamx.jK(x,oc) o, do

Da ferner die Funktionen K und ¢ im Grundgebiet stetig sind,
kann man auf der rechten Seite dieser Gleichungen die Inte-
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grationen vertauschen, und erkennt so, da die rechts stehenden
GroBen gleich sind. Daraus folgt sofort

(lm—l,.)jq)mx.q),.x.dx = 0,
und, da 4, von 1, verschieden ist,

jq)moc.tp,,u.doc = 0.

Eine solche Beziehung zweier Funktionen bezeichnen wir als
Orthogonalitidt und sagen demgemil: Zwei zu verschiedenen
Eigenwerten gehorige Eigenfunktionen sind zu einander
orthogonal.

Wire nun einer der Eigenwerte komplex, der Kern aber
reell, so wire offenbar auch die dem Eigenwert konjugiert ima-
ginire Grofe ein Eigenwert, und die zugehdrige Eigenfunktion
zu der dem ersteren Wert zugehorigen konjugiert. Beide Eigen-
funktionen wiren ferner, weil zu verschiedenen Eigenwerten ge-
horend, zu einander orthogonal; es verschwinde also das Integral
des Produktes zweier konjugiert imagindrer GréBen, was unmog-
lich ist. Die Eigenwerte eines reellen symmetrischen
Kerns sind also reell

Aus den erhaltenen Sitzen gewinnt man die Hoffnung, eine
willkiirliche Funktion auf dem Grundgebiet nach den Eigenfunk-
tionen entwickeln zu konnen, wenn diese in unendlicher Anzahl
vorhanden sind. Denn macht man den Ansatz

1,0
fx :Z A, 9.z,

und integriert, nachdem man mit ¢, 2 multipliziert hat, glied-
weise, 8o findet man fiir den Fall, daB die Eigenfunktionen alle
zu verschiedenen Eigenwerten gehoren,

jfoc.q;moo.doc = Amj.(q)moc)zdu = A,.

Eine mit diesen Koeffizienten gebildete Entwickelung heifle
eine Fouriersche im weiteren Sinne des Wortes. Die erhaltene
Reihe wird besonders einfach, wenn man

fr = K(z,vy)

setzt. Dann findet man namlich

A,.:jK(oc,y)q)noc.doc = %Z/_

und die Fouriersche Entwickelung des Kerns nimmt folgende
Gestalt an:
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1,0
”x‘ n
K@ y) = > ‘P__in_‘?;_y.

Diese Gleichung wollen wir als bilineare Formel, ihre
rechte Seite als bilineare Reihe bezeichnen. Sie ist natiir-
lich ebensowenig bewiesen, wie die Fouriersche Entwickelung
von fz. Aber eins ist schon hier zu iibersehen. Gilt die bili-
neare Formel und konvergiert die bilineare Reihe gleichmifig
oder sogar gleichmifBig und absolut, so kann mit einer beliebigen
stetigen Funktion fo die Gleichung

1,

Fz _—:j]{(x, W) fo.de = > %"—xjfoa.q),.u.doc

n

angesetzt werden, und die Integralgleichung ergibt
[Fo.pua.do = (gno.do|K(ep)fB.dp
= jfﬂ.dﬂjK(a,ﬁ)q)nu.da
= Llgup.rp.a5

Die Koeffizienten in der Entwickelung von Fz sind also
nach der Fourierschen Regel gebildet, und es ist unter einer der
ausgesprochenen Voraussetzungen betreffs der bilinearen Formel
bewiesen, daBl jede quellenm#flig darstellbare Funktion
in eine gleichmifBig oder gleichméfBig und absolut kon-
vergente Fouriersche Reihe entwickelt werden kann.

Dasselbe gilt also nach §2 von jeder den Grenzbedingungen
unterworfenen Funktion, die eine stetige erste und stiickweise
stetige zweite Ableitung besitzt.

Die hiermit angebahnte Entwickelung einer willkiirlichen
Funktion wird auch beim Problem der Wirmeleitung erfordert.
Man bildet eine Losung von der Form

EA,, e_z”t«p,,x

und sucht sie einem gegebenen Anfangszustand anzupassen, d. h,
die Groflen A, so zu bestimmen, dal man zur Zeit ¢ — 0 eine
gegebene Funktion fz erhdlt. Das leistet die Gleichung

fz =z A, p, 2.
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§ 4.
Anwendung auf gewohnliche Fouriersche Reihen.
Die durchgefithrten allgemeinen Betrachtungen wenden wir
auf die drei Grenzbedingungen (A), (B), (C) an, indem wir

b = 0 setzen.
Im Falle (A) ist der Kern nach §2 durch die Gleichungen

W K@ ) = 2(1—8), 2<§,
K §) = E(1l—2x), z>§,

definiert, und die Eigenfunktionen sind die an den Stellen £=—0
und z =— 1 verschwindenden Losungen der Gleichung

% +up =0,
also die Grofen
const. sin nx z,
in denen 7 eine ganze Zahl bedeutet, oder, wenn man normiert,
pnt = V2 sinnmu;
der zugehorige Eigenwert ist dann nach §3
Ay = @ = n2m?
und die bilineare Formel demnach

2 Y sinnwz.sinnw
@) E@§) =23 SLLLLL

bl

indem links einer der Werte (1) einzusetzen ist.
Diese Gleichung 148t sich direkt beweisen, indem man von der
elementaren Formel

1, .
i—}—zncosvx _ sin(n 4 )z
2

2sin i
ausgeht, die man auch auf folgende Weise schreiben kann:
1,n . 1
%—}—E CoOSVT = M’%_—Q)f + sin(n + YDz -z

dabei ist die Funktion @z mit ihrer Ableitung stetig auf jeder
Strecke, die mit # — 0 beginnt und nicht bis an die Stelle
x — 2 heranreicht. Integriert man nun, so ergibt sich
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T, < sinvz Fsin(n + Yz F
-2—+Z ” —:J —— 'dx+j®x.31n(n+§)dx
v 0 0
(n + Yoz x
:_—J‘Sl;u du 4+ j@x.sin(n + Dadzx,
0 0

und das letzte Integral der rechten Seite wird, wie die Gleichung
i 1 z
J‘Dx-sm(" +Hrda = —@x.w
" + 2 0
0

+I D x- G———OSf@"_j;)x dz

zeigt, mit wachsenden Werten von » beliebig klein, Bei positiven

Werten von z, die kleiner als 2z bleiben, erhilt man daher die
Gleichung

@

1,© . .
X sinnx sin %
LIS =j du,
n

n u

0

und wenn z ein beliebiges zwischen den Grenzen 0 und 2=z ge-
legenes Intervall durchlauft, das keinen dieser Werte selbst ent-
hilt, konvergiert die erhaltene Reihe gleichmifiig. Als Wert des
Integrals auf der rechten Seite wird sofort ;= gefunden, indem
man r = m setzt.

Aus der erhaltenen Gleichung ergibt sich weiter, wenn z,
und z, beliebige Werte zwischen 0 und 2 sind, indem man
integriert,

2 —x? L2 cos nw, — cos N
1 0 —l_ 2: 0 1

n
4 n2 — 39 (@ — o).

Hier konvergiert die links auftretende Reihe in beliebigen
Gebieten der Variablen z, und z; gleichmafig, ist also stetige
Funktion dieser Groflen; da dasselbe von den iibrigen Gliedern

gilt, so ist die Gleichung auch richtig, wenn man z, — 0 setzt:
[N1 Kcosnz,  mr xt
- 1 — 1_ 2,
(3) ; ne - n2 2 4

Ersetzt man nun #;, durch =-—u2;, indem man z, nicht
grofler als w nimmt, so folgt
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1,0 1,0
A | o (—Drcosnz, w(n—z,) (m—2,)?
@ ;m—z e =~ 9 Tz
Addiert man beide Gleichungen und setzt dann z, — 0, so
findet man

1,0 1 1, 1 -
22 e i
oder

Gl | w2
2 n2:4’ EW:F’

n

womit die Gleichung (3) in die folgende iibergeht:

1,
COSn . T
®) PO R . F

n

dabei wird vorausgesetzt
0<z < 2m

Setzt man nun eine der Gleichungen
2 =n(E—2x), 2 ==&+ 2)
an, indem man unter # und £ echte Briiche versteht, deren

zweiter der grofere ist, so sind die fiir z, geltenden Voraus-
setzungen erfiillt, und man erhélt aus der Gleichung (5)

SINNTX SINKT
T 22 SMNTE SONTE o,

d. h. die zu erweisende Gleichung (2) unter der Annahme z < é£.
Aus der Symmetrie der unendlichen Reihe folgt weiter, dal} fiir
den Fall x> £ die rechte Seite durch #2£ zu ersetzen ist, und
damit ist die bilineare Formel (2) bewiesen. Die bilineare Reihe
konvergiert offenbar gleichméfig und absolut in jedem Intervall
der GroBen x und £

Hieraus folgt nach § 3, dal jede quellenmiBig dargestellte
Funktion, also jede Funktion, die auf der Strecke von =10
bis =1 mit ihrer ersten Ableitung stetig ist, eine stiick-
weise stetige zweite Ableitung besitzt und an den Enden
der Strecke verschwindet, auf der bezeichneten Strecke
in eine gleichm#fBig und absolut konvergente Fourier-
sche Reihe nach den Eigenfunktionen sinnzz entwickelt

werden kann; d. h. setzt man an
Kneser, Integralgleichungen. D)
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1,0 _
fz :EA,, V2sinnnz,
so haben die Koeffizienten die Werte

1
A, :j.fa.ﬁsinnnadoc.

0
Ebenso leicht 146t sich der Fall der Grenzbedingung (B) be-
handeln. Die Eigenfunktionen sind die Lésungen der Gleichung
d2p
T Tu9 =20
fiir die die Bedingungen
do ' _
de |
bestehen; man erhilt offenbar als normierte Eigenfunktionen

90 =0,

Ou :—\/—2_ sin(h—3)mwz, n=12,...
und als Eigenwerte
Ay = (W—3)2m2
Die bilineare Formel ist daher

2

1,0

sin(n—3)zwx sin(n—Hwé

x :Ez (n___é_)z 9 x<§1
© 2 1:° sin(n—3)wx sin(n—131)= &
g - 'EZ 2 (”_;)2 2 ) x>§

Diese Gleichungen kann man leicht aus den Formeln (3)
und (4) ableiten, indem man eine von der andern subtrahiert,
dadurch die Summe

]’2” cos(2n—1)z,

@2n—1)

bestimmt und in den Reihen (6) das Produkt der Sinus durch
eine Differenz zweier Cosinus ersetzt. Die erhaltenen Reihen
konvergieren wiederum in beliebigen Strecken gleichmiBig und
absolut. Man schliefit hieraus nach § 3, daf eine stetige Funk-
tion fz, die den Bedingungen

f0=0, f'1=0
unterliegt und eine stetige erste und stiickweise stetige
zweite Ableitung besitzt, auf der Strecke von z = 0 bis
# = 11in die gleichmidBig und absolut konvergente Reihe



§4. Lineare Wiarmeleitung. 19

1,0
fe => Cusin(n — Hra
n

entwickelt werden kann, wobei
1
C. = 2(fu.sin(n — Hrada
0

Endlich erschlieft man aus der Gleichung (5) leicht die
Formeln

x? + £2 X 2 I cosnmaL oSN

2 —g—l_g:FZ n2 1x<§’
x? 2 2 = COSNT X COSNTE

—; _x—l—%:;E n? » >4

v

Das ist aber die bilineare Formel fiir den ausgearteten Fall.
Denn die linke Seite ist nach § 1 die zugehorige Greensche
Funktion K (z,£); die Eigenfunktionen sind nach §3 die Losungen
der Gleichung

dz
d—;—FW:O,
fiir die
dol|° do 1_0
de| — dz| — 7

mit Ausschlul der Konstanten; sie haben also normiert die
Gestalt
ﬁcosnnx, n=1,2,...

und die FKigenwerte sind n2z2 Da ferner die bilineare Reihe
offenbar gleichmiflig und absolut konvergiert, so ergeben die
Sitze des §8, dall eine Funktion fz, die dieselben Stetig-
keitseigenschaften besitzt, wie die ebenso bezeichnete
in den Féllen (A) und (B), deren Ableitung an den Stellen
# = 0 und z — 1 verschwindet, die ferner die Gleichung

) ffa.d,xz'o

erfiillt, auf der Strecke von 2 = 0 bis =1 in die gleich-
miBig und absolut konvergente Reihe

1,0
() fx—_—z C,cosnmx

2%
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mit den Koeffizienten

1
C, — 2jfoo.cosnamdo¢
0

entwickelt werden kann.

LBt man die Relation (7) fallen, so braucht in der Formel (8)
nur ein konstantes Glied hinzugefiigt zu werden.

§ 5.

Fouriersche Reihen fiir unstetige Funktionen.

Die erhaltenen Sitze iiber die Darstellung willkiirlicher
Funktionen leisten noch nicht alles, was in den Anwendungen
von der Fourierschen Reihe verlangt wird. Um allgemeinere
Resultate zu gewinnen, gehen wir davon aus, daf in jedem der
drei behandelten Fille die bilineare Formel als Fouriersche Ent-
wickelung der Grofle K (z, £) betrachtet werden kann, die an
der Stelle # — £ einen unstetigen Differentialquotienten aufweist,
also nicht mehr zu den Funktionen gehort, die in den Sitzen
des §4 als entwickelbar nachgewiesen sind. Bildet man daher
aus beliebig vielen Summanden das Aggregat

a K(”: gl) + a, K(x, gz) —+ .y

so erhdlt man eine Funktion, deren erste Ableitung an den
Stellen &, &, ... die gegebenen Spriinge ay, a,, ... aufweist, deren
zweite Ableitung stetig ist, und die in eine absolut und gleich-
milig konvergente Fouriersche Reihe entwickelt werden kann.

Jetzt sei fa irgend eine die Grenzbedingungen erfiillende
Funktion, deren Ableitung an den Stellen &, &, ... so unstetig
ist, dal die Gleichungen

F&—0)—71EG+0)=a &E—0)—[ ¢+ 0)=a,..
bestehen, die im iibrigen aber von z = 0 bis # = 1 stetig ist,
wihrend /"2 nur stiickweise stetig zu sein braucht. Dann hat
die Differenz

Yo = fex—a K(z, &) — ay K(z, &) — -+
an den Stellen £, &,, ... eine stetige erste Ableitung und iiber-
haupt eine stiickweise stetige zweite Ableitung; sie ist also quellen-

mifbig darstellbar und gehort zu den Funktionen, die nach §4
in eine gleichmifig konvergente Fouriersche Reihe entwickelt
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werden konnen. Dasselbe gilt daber auch wegen der bilinearen
Formel von
fo =vx+ a1K(x1 §1) + agK({lJ, &) + -

Entwickelt werden kann also eine Funktion, deren Ableitung
eine endliche Anzahl von Spriingen macht, wihrend im iibrigen
die in den Sitzen des §4 geltenden Voraussetzungen bei Bestand
bleiben.

Um auch Funktionen darzustellen, die selbst unstetig sind
oder die Grenzbedingungen nicht erfiillen, gehen wir von folgen-
dem allgemeinen Satze aus.

Die reelle Variable « werde auf ein Gebiet & beschrinkt,
und in diesem sei die Reihe

Fo = Z fre

gleichmifig konvergent. Wenn dann im Gebiet  auch die Reihe
fz = Z fva

gleichmifBig konvergiert, so gilt in diesem Gebiet die Gleichung

aFx
e I

Wenn némlich die Strecke ‘von z, bis #; dem Gebiet & an-
gehort, kann man die Reihe f gliedweise von z, bis z; integrieren
und findet

J.fx.dx :Z(f,xl—fvxo) = Fa, — Fay;

dividiert man durch z; —x, und 148t 2, an x, heranriicken, so
findet man, da fx stetig ist, sofort die behauptete Gleichung aus
dem ersten Mittelwertsatze der Integralrechnung.

Differenziert man, um diesen Satz anzuwenden, die bilineare
Formel im Falle (A), auf den wir uns beschrinken, gliedweise,
so erhdlt man die Reihe

_212“’ sinnmfcosnmr ilzw sinnw(z + £)
T n n o T n n
)

+il’2°° sin % 7 (§ — x)
m < n !
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und diese konvergiert nach §4 gleichméBig, wenn |z —&| iiber
einer positiven, aber beliebig kleinen Grenze liegt, « + £ da-
gegen von 2 um mehr als einen festen Betrag verschieden bleibt.
Daraus folgt

2 cosnme sinnmé
! — B ——
2) K' (0§ = — > n

bl
n

sobald # und & auf der Strecke von O bis 1 liegen, ohne zu-
sammenzufallen.
Da nun nach § 3 fiir jede Eigenfunktion die Gleichung

1
’

q;,;x :jK’(x, o) Pnot.do

0
besteht, so kann die erhaltene Reihe, wie auch die allgemeinere
I,Ew ‘p’n Z.Pnk
n ln
als Fouriersche Reihe betrachtet werden, die man mit der Grofe
K'(x, £) als Funktion von £ bildet. Die Gleichung (2) gibt da-
her die Fouriersche Entwickelung einer Funktion von &, die an
der Stelle z unstetig ist, und zwar in der Weise, dall, wenn man
fiir den Augenblick
K'(z, &) = &
setzt, die folgende Gleichung gilt:
f@—0) — (e 4 0) = — 1.
Der Wert der erhaltenen Reihe an der Stelle £ = z ist, wie
die Gleichung (1) leicht erkennen l4ft,

;i@ —0) + f(= + 0]

Setzt man speziell x — 0, so erhidlt man die Entwickelung

2 1,0 .
K08 = 1—t =2 S UMATE

und die dargestellte Funktion erfiillt an der Stelle £ =— 0 die
Grenzbedingung der Eigenfunktionen nicht; die erhaltene Glei-
chung gilt hier offenbar nicht mehr. Entsprechendes leistet an
der Grenze & =— 1 die Reihe

K'(, 5)2—52%17200(_—1_)"73%{%_
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Der mit beliebigen Konstanten a, b,b,, ... gebildete Ausdruck
Tyr=aK'(0,2) —bK'(1,2) — b, K'(ny, &) — by K' (g, ) — -+ +
kann daber nach den Eigenfunktionen sin nxx auf die Fouriersche
Weise entwickelt werden und sein Verhalten an den Grenzen
2 =10 und z = 1, sowie an gewissen Unstetigkeitsstellen ist
durch folgende Beziehungen gekennzeichnet:

PO =ua, 1 =10, ¥ (n—0)— ¥ (g, + 0) = b..
Der Wert der Reihe in einer Unstetigkeitsstelle ist wie bei

f& das arithmetische Mittel der von oben und unten her an-
gestrebten Grenzwerte, d. h.

[P — 0) + F(ga — 0)]

Jetzt sei fz eine Funktion, die an den Stellen #,, 75, ..
unstetig ist, deren erste Ableitung an den Stellen §;, £, ... un-
stetig, im iibrigen aber stetig, und deren zweite Ableitung stiick-
weise stetig ist; dabei sei

fO=ua, fl =20, f"(Ex—0) — [ (§n + 0) = am, [(1x—0)
—f (n + 0) = bu.
Dann ist die Differenz
Fe=fz—vr—Px

auf der ganzen Strecke von z — 0 bis # — 1 mit ihrer ersten
Ableitung stetig, ihre zweite Ableitung ist stiickweise stetig und die
Grenzbedingungen der Eigenfunktionen werden durch Fz erfiillt.
Diese Funktion ist also nach §4 auf die Fouriersche Weise ent-
wickelbar. Dasselbe gilt aber von ¢z und ¥z, mithin auch
von fz; nur an den Grenzen x =— 0 und # = 1 versagt die
Darstellung vielleicht, weil dies beim Ausdruck ¥z moglich ist,
und an den Unstetigkeitsstellen liefert die Reihe wie die fiir ¥z
aufgestellte das arithmetische Mittel der Grenzwerte f(r — 0)
und f(z 4 0).

Hiermit ist gezeigt, dal Funktionen, die mit ihren ersten
beiden Ableitungen stiickweise stetig sind, durch die
FourierscheSinusreihe dargestellt werden konnen. Ebenso
wie die benutzten Reihen K’ (2,£) als Funktionen von £, konvergiert
die erhaltene Fouriersche Reihe gleichmaBig auf jeder Strecke,
die weder einen Unstetigkeitspunkt der dargestellten Funktion
enthdlt, noch eine solche der Stellen # — 0 und # = 1, in der
die dargestellte Funktion von Null verschieden ist.
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Die Methode, die zu diesem Ergebnis gefiihrt hat, ist offenbar
allgemeinen Charakters und ergibt fiir die soeben definierte Klasse
von Funktionen fx sofort auch, dall sie nach den GréBen
gin (n—3)wx und cos nwx entwickelt werden konnen, wobei in
letzterem Falle die Bedingung

1
Ao =
a[foc o 0

aufzustellen oder in der Entwickelung ein konstantes Glied ein-
zuftigen ist.

§ 6.

Das Theorem von Hurwitz.

In allen betrachteten Fillen ist es leicht, eine quellenmiBig
darstellbare Funktion ¢z zu finden, die zu einer beliebigen auf
der Strecke von £ — 0 bis # = 1 stetigen Funktion fz in solcher
Beziehung steht, dal das Integral

D :J'(foc — Yo)do

80 klein ist wie man will. In der Tat kann man zunichst, ab-
gesehen vom ausgearteten Falle, eine Funktion 9,z konstruieren,
die geometrisch durch die Ordinate eines Polygonzuges dargestellt
wird, die ferner die Grenzbedingungen der Eigenfunktionen erfiillt
und der Grofe

D, :j(foc — Po)2d o

einen beliebig kleinen Wert gibt; denn man kann bewirken, daf
die Differenz |fo.— 9y 0| zwischen o = 0 und o = 1 unter einer
vorgeschriebenen Grenze liegt, abgesehen von gewissen Teil-
strecken jenes Intervalls, in denen die bezeichnete Grofe zwar
nicht beliebig klein ist, wohl aber unter einer festen, nur durch
die Funktion fo bestimmten Grenze bleibt; dann ist das Integral D,
offenbar beliebig klein. Ist z. B. eine der Grenzbedingungen

90 =0,

so wird auch ¥,0 = 0 zu setzen sein, die Differenz |Poa — fu|
also auf einer beliebig kleinen, mit der Stelle # = 0 beginnenden
Strecke nicht beliebig klein sein, aber unter einer festen, durch
70 bestimmten Grenze liegen.
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Rundet man nun die Ecken des Polygons, dessen Umfang
die Punkte mit der Ordinate ¥, enthilt, in der Weise ab, dall
man in den von zwei zusammenstolenden Seiten gebildeten
hohlen Winkel einen diese Seiten beriihrenden Kreishogen legt,
so hat der erhaltene Kurvenzug eine Ordinate ¢z, die sich bei
angemessener Wahl der abrundenden Bogen von v,z iiberall um
weniger als eine vorgeschriebene GrifBe unterscheidet; ferner ist
die erste Ableitung ¢’z stetig, die zweite Ableitung stiickweise
stetig und die Grenzbedingungen sind erfiillt. Die Funktion ¢« ist
also nach § 2 quellenméBig darstellbar und bewirkt, daB der abso-
lute Wert des Integrals D unter einer vorgeschriebenen Grenze liegt.

In dem ausgearteten Falle wollen wir der Funktion fz die
Bedingung

1

jf o.doe — 0

0
auferlegen und die Funktion ¢ 2 wie bisher konstruieren; dann
ist auch der absolute Wert der Grofe

i :ftl)ocdoc
0

beliebig klein und die Funktion ¢oe — % ist quellenmiBig dar-
stellbar und so beschaffen, daB sie, fiir ¥ o gesetzt, dem Integral D
einen beliebig kleinen absoluten Wert gibt.

Die hiernach in allen Fillen definierte Funktion ¢ e kann
nach § 4 in eine gleichmifBig konvergente Reihe nach den Eigen-
funktionen entwickelt werden; es gibt daher eine endliche Reihe
von der Form

Fr=">b0:2 + b 032 + -+ + bupna,
die, fiir ¢« gesetzt, das Integral D ebenfalls so klein macht wie
man will. Diese ist offenbar wie ¢2 quellenméfig darstellbar;
setzt man nimlich

Or = blll(plx + bzla‘sz + e + bmlm(pmx,
so findet man sofort

1
Py :jK(x, «)Oo.de.
0
Jetzt multipliziere man die bilineare Formel

Koy = B0
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mit fe.®f und integriere nach beiden Variablen von 0 bis 1;
da die Eigenfunktionen zu einander orthogonal sind, so ist offen-
bar, wenn m > n,

1
j@x.q)mx.dx =0,
0

und man erhdlt die Gleichung
11 1

1,m
[ jK(uﬁ)foc.@ﬁ.docdﬁ =jfu. To.do =S a.b,,
0 9 0 “
wobel gesetzt ist
1
ayzj‘foc.gp,‘oc.doc,
0

oder
1

1,m
2Jfoc.%@"oc.dx — 2> a.b, = 0.
S N
Da ferner offenbar die Gleichung

1 1,m
‘(’Ifoc)%loc =3T3
: w

daraus folgt, daB die Funktionen ¢,z normiert und zu einander
orthogonal sind, so gilt die Gleichung

M :J(foc — Papdu =J(fu)2du 30— 2N a0,

deren linke Seite unter einer vorgeschriebenen Grofe liegt und
in der Form

1 1,m 1,m
o= j(fu)2du + 70— 2 Saub,
0 u u“

=31 — 42 -+ [(faydu — Sat

geschrieben werden kann. Nun gilt aber die Identitit

. 1 1,m
.N:J.(f“—altplu — = A Pma)do =.‘.(f“)2d“ _Zaf”
0 ° ’
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die aus den soeben erwidhnten Eigenschaften der Funktionen ¢,z
folgt; die Grofle M zerfillt also in zwei nicht negative Sum-
manden, deren einer N ist. Mithin liegt auch diese Grife bei
geeigneter Wahl der Zahl m unter einer vorgeschriebenen Grenze.
Sie nimmt aber offenbar ab, wenn man m vergroBert, ndhert sich
also, wenn man m iiber alle Grenzen wachsen 146t, der Null an,
d. h. es besteht die Gleichung

1 1,®
j(foc)ﬂda =Za?,,
0 n

die ein wichtiges Theorem von Hurwitz ausspricht.
In den Fillen (A) und (B) hat man zu setzen

1 1
Uy = ﬁjfoc.sinmzocdu, a, = ﬁj fo.sin(n — Hroade.
0 0
Will man im Falle (C) die Bedingung
1
j fo.de =0
0
wegschaffen, so braucht man nur

fo.do

¢cC —

Cly

und foe — ¢ fiir fo zu setzen; man erbélt so die Gleichung

J.(foc — )2 do :iai, Gy = Vaj(foc — c)cosnmodo

0

1
= V—‘Ej‘foc.cos nmodo
0

oder

j}(foa)2 do = c? +1$a3

:I:j}foc.doc]n—}— 2§[jfoc.cosnnadu]2.

0



28 Erster Abschnitt. §7.

§17.
Wiirmeleitung im Ringe; Eigenwerte mit mehreren
zugehorigen Eigenfunktionen.

Bei der Wirmeleitung in einem Ringe, d. h. einem linearen,
in sich zuriicklaufenden Leiter, sei z der ldngs desselben ge-
messene Abstand von einem festen Anfangspunkte, 1 die Linge
des Ringes; dann ist die Temperatur wie in § 3 Integral der
Gleichung

ou __ o%u

ot da?
und der Umstand, daB zu den Werten z = 0 und z =1 der-
gelbe Punkt gehort, fordert die Gleichungen

0_ au 0

— b%u,

7] Rl
Setzt man daher wie in § 3
w =W g
so ergibt sich die Differentialgleichung
a2 -
1) T T e =0
mit den Grenzbedingungen
1 dep
| = 2| =
@) = axl,

Die siamtlichen Losungen dieser Aufgabe sind die Konstante mit
dem Werte ¢ =— 0 und die mit beliebigen Koefﬁmenten A,, B,
gebildeten Aggregate

A,co82nnz + Bysin2nxz, n=1,2,...

zu denen die Werte y — 4 n2=2 gehoren.

Diese GroBen erscheinen als Losungen einer Integralgleichung,
deren Kern die stationire Temperatur ist, die von einer an der
Stelle z = & wirkenden Wirmequelle herriihrt, wenn gleichzeitig
die Wiarme durch die Oberfliche des Ringes nach einem beliebigen
Gesetze ausstrahlt. Eine solche Temperatur werde durch « be-
zeichnet und durch folgende Gleichungen charakterisiert:

v dw dw |5—
®) ~ dz ' dz
man findet leicht auf der Strecke O< z<§

—._—:l;

§to
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__Gofe(—z4E—3) dw__ —Gine(—z4£—13)
- 2¢Ginic odx T 2Gin}e

und auf der Strecke 1 >a>>§

,_Goic@—E—1 dw_Sinc@w—§—1})

Y= "T9c6mic ' dz 28inic

Ferner ergeben die Gleichungen (1), (2), (3):

w

1
dy _, du) (i N
(w% -9 %) fro + (v + c)J‘qudx =0,
0
oder, wenn
w=K(z, £, *=up-+ c>=4n2n2 | ¢
gesetzt wird:

@) qu-_:lfK(x, a)po.do.
0
Umgekehrt findet man, wenn
Fz .—_-fK(x, o) fe.do
gesetzt wird und fo eine stii(::kweise stetige Funktion ist,
(%) Fx =fK’(x, oyfu.do, F'"x = c2Fo — fx,
0

so dall aus der Integralgleichung (4) immer folgt
' = ctpx — Apxr = — pox.
Die Randwertaufgabe (1), (2) und die Integralgleichung (4) haben
also auch hier genau dieselben Losungen, und die zweite Glei-
chung (5) fithrt wie frither zu dem Satze, daB jede Funktion, die
die Randbedingungen erfiillt, eine stetige erste und stiickweise
stetige zweite Ableitung besitzt, in der Form Fz, also quellen-
mifig dargestellt werden kann.
Das Besondere gegeniiber den frither behandelten Aufgaben
ist hier, dafl jedem Eigenwerte
Auy1 = c? 4 4n2m2,

abgesehen vom Werte 1, = ¢2, zwel zu einander orthogonale nor-
mierte Eigenfunktionen

V2cos2nmwz, Y2sin2nza
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zugehoren, denen beliebige, mit konstanten Koeffizienten gebildete
Aggregate aus ihnen beigesellt werden konnen; zum Eigenwert
A, = ¢? gehort als einzige normierte Eigenfunktion die Kon-
stante 1. Als bilineare Formel wiirde man also geneigt sein,
folgende Gleichung anzusetzen:

1 . .
S cos2nmx cos2nmE - sin2nmwx sin 2nwé

1 )
K (z, 5)26_2—*_22 2 - 4n2m?

1 < cos 2nm (v — £)
:c_2+2§ ¢+ 4m2m2 '
und diese Gleichung bestitigt sich leicht, wenn man die Funktion
€of ax in eine Cosinusreihe entwickelt; man erhdlt ndmlich

1 — 1) cosnmz
@Diax—QaCma{ Z(—W—W}
Hieraus erschlieft man nach der Methode des § 5 die bekannten
Satze iiber die Darstellung einer periodischen Funktion durch die
Fouriersche Sinus-Cosinusreihe, wobei fiir fo dieselben Singula-
rititen wie in § 5 zugelassen werden.
Schreibt man die bilineare Formel in der Gestalt

S cos2nm (@ — §)

1 <
K(x’ g)—c_222; 62+4:7t2n2 9

g0 kann man auch ¢ = 0 setzen; die linke Seite geht dann z. B,
wenn x < & ist, in den Ausdruck
—_ gy —1
t [SALE=2 =B D) e — o — gt 2,

c=0 .. C c?
2¢Gin 7

wenn z > £, in den Wert

i@ —E— 9+
iiber. Bezeichnet man die hiermit definierte symmetrische Funk-
tion von z und £ durch K (z, &), so gilt die Gleichung

K(z,§) = z V2cos2nmz. 1/~c032nn§-—{—1/2s1n2mzx V—stnng

4 n2n?

die auch aus den Formeln des §4 leicht verifiziert werden kann.
Man sieht aus dieser Formel, dafl die Grofen

(6) ﬁcosanx, ﬁsinanx, n=12...
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die beiden zum Eigenwerte 4n2z2 gehorigen normierten Eigen-
funktionen des neuen Kerns sind, der seinerseits die Gleichungen

K'(z,8 —1=0, [K(xa2)de=0

erfiillt. Mit diesem Kern sind also, dhnlich wie nach § 3 mit w,
nur die Funktionen fz quellenmifig darstellbar, die die oben
geforderten Eigenschaften besitzen und aulerdem die Gleichung

) [fo.da=0

erfilllen. Nach den Eigenfunktionen (6) sind also nicht beliebige
willkiirliche Funktionen von der beim vorigen Kern geforderten
Beschaffenheit zu entwickeln, sondern nur solche, die die Glei-
chung (7) erfiillen, was natiirlich sofort bewirkt wird, indem man
einen konstanten Summanden hinzufiigt. Damit ist wiederum die
Fouriersche Sinus-Cosinusreihe abgeleitet.

§ 8.
Eigenwerte mit mehreren zugehorigen Eigenfunktionen bei
beliebigen Kernen.

Um die neue Erscheinung, dafl mehrere zu einander ortho-
gonale Eigenfunktionen zu demselben Eigenwerte gehdren, ge-
nauer zu durchschauen, nehmen wir an, zum Eigenwerte 4,
gehoren die zu einander orthogonalen normierten Eigenfunktionen
@17, Py, --- @z als Losungen der Integralgleichung

pr = }{jK(x, o)po.do,

in der das unbestimmte Integralzeichen wie in § 3 auf ein Grund-
gebiet bezogen werde, das wir ein fiir allemal festhalten; dabei
braucht der Kern nicht symmetrisch vorausgesetzt zu werden. Wir
bilden nun die nicht negative GriBe

P= j [K(x, ) —lﬁc,(pm]zdu

1,k 1,k
= jK(x, aRdo 4 >1¢ — 2 Zc.,J-K(x, o) pyoda;
setzt man speziell

Cy =IK(x, oc)%ocda .:(p;x,
1
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so findet man

lﬂ‘ (@, 2)?
P :jK(x, wpRdo — \ 22
und hieraus

L2
FER

und diese Grofle ist wie P nicht negativ. Daraus folgt

< lfij(x, w)2doadz,

J‘de _—_-'H‘K(x, w2dodr —

d. h. die Anzahl & hat eine gewisse obere Schranke, und zu
jedem Eigenwert kann nur eine endliche Anzahl zu ein-
ander orthogonaler Eigenfunktionen gehdren.

Es sei nun das System der Funktionen ¢,z,... gxz ein
solches, in dem k seinen groBten Wert erreicht; dann laft sich
zeigen, dall jede zu A; gehorige Eigenfunktion in der Form

A e A L L1
dargestellt werden kann mit konstanten Koeffizienten ¢,. Wére
néimlich ¥z eine Eigenfunktion, bei der dies nicht mdoglich ist,
so konnte man die Konstanten & so bestimmen, dafl der Ausdruck
1,k

¢ox == wx —z bv‘pvx

zu allen Funktionen @, 2, @, 2, ... @,z orthogonal wire; es geniigt,
b, :jwou.q),oc.doc

zu setzen. Die so erhaltene Funktion ¥,2 kann nicht identisch
verschwinden, da dann ¥z durch ¢, «, ... linear ausgedriickt er-
schiene, entgegen der Voraussetzung. Man hat also in den Funk-

tionen
Yoy P1%y, PoXy ... P

ein System von k& -~ 1 zu einander orthogonalen Eigenfunktionen,
die zu dem Eigenwert 4, gehoren, was der Definition der Zahl &
widerspricht. Damit ist gezeigt, dal ¢z von den Funktionen
1%, @y, ... Pxx linear abhingig sein mub. Zu jedem Eigen-
wert einer Integralgleichung mitstetigem,symmetrischem
oder unsymmetrischem Kern gehort also eine endliche
Anzahl zu einander orthogonaler normierter Eigenfunk-
tionen, durch die jede andere zu demselben Eigenwert
gehorige Eigenfunktion des Kerns linear mit konstanten
Koeffizienten ausgedriickt werden kann.
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Die Gesamtheit der zu allen Eigenwerten gehdrigen Systeme
zu einander orthogonaler Eigenfunktionen heilit ein vollstindiges
normiertes Orthogonalsystem des betrachteten Kerns. Jede
Eigenfunktion des Kerns ist lineare Kombination aus einer end-
lichen Anzahl von Gliedern des vollstindigen Systems mit kon-
stanten Koeffizienten; ist der Kern symmetrisch, 8o sind alle Glieder
des Systems zu einander orthogonal, da die zu verschiedenen Eigen-
werten gehorigen Eigenfunktionen schon in § 3 als zu einander
orthogonal erkannt sind.

An dies Resultat schliefen wir zwei Korollare. Zunichst sei
durch @,z irgend eine Anzahl von Gliedern des vollstindigen
Systems bezeichnet; A, seien die zugehdrigen gleichen oder un-
gleichen Eigenwerte, der Kern symmetrisch. Dann gibt die Un-
gleichung

j[K(x, ) — e, gpulrda = 0,
indem man ¢

x
Co :J‘K(x, o) poos.do = %f’e—

setzt, dhnlich wie bei einer oben durchgefiihrten Rechnung
K(z, e)?do —203 = 0,
=

L

K (2, 0)2da _z(iff_)"i >0
0 ¢

Integriert man nach z, so folgt

J.K(x, o)2dodx gz%,
0 ¢

LY

von den reziproken absoluten Werten der Eigenwerte kann also
nur eine endliche Anzahl eine vorgeschriebene Grenze iiber-
schreiten; die Eigenwerte hiufen sich im Endlichen nicht.

Ein zweites Korollar betrifft die mit dem vollstindigen System
gebildete bilineare Reihe

< P P
Zn/{nn,

die, wie wir annehmen wollen, gleichmiflig konvergiere, wenn z

und £ das Grundgebiet durchlaufen. Dann ist die Differenz
Kneser, Integralgleichungen. 3
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QG § = K(a, £) — > 2298

ebenso wie K eine stetige symmetrische Funktion von z und &
auf der bezeichneten Strecke. Nehmen wir nun den Fundamental-
satz voraus, der im fiinften Abschnitt bewiesen wird und aussagt,

dal jeder stetige symmetrische Kern mindestens eine
nicht identisch verschwindende Eigenfunktion besitzt,

so gibt es eine nicht identisch verschwindende Funktion ¢z, die
die Gleichung

(1) Ve =g Q@ a)pa.do
erfiillt, in der g eine Konstante bedeutet. Multipliziert man mit

¢.x und integriert, was erlaubt ist, in der Reihe @ gliedweise,
so ergibt sich

(2) jsz.go,,x.dx = ija.da<jK(x, o) p,xdx —}%) = 0;

aus der Integralgleichung (1) folgt somit

Yr — yjK(x, vea.da.
Hiernach wire ¢« eine Eigenfunktion des Kerns K(z, §), also
ein Aggregat von Funktionen ¢,z mit konstanten Koeffizienten.

Das widerspricht aber den Gleichungen (2), und der Widerspruch
lost sich nur, wenn @ (x, £) identisch verschwindet:

<N PuZ. Puk
Aus dem zitierten, spiter zu beweisenden Fundamentalsatze
folgt also, daBl die bilineare Formel, gebildet mit dem
vollstindigen Orthogonalsystem eines stetigen symme-
trischen Kerns, immer gilt, wenn die bilineare Reihe
beziiglich beider Variabeln in dem ganzen Grundgebiet
gleichmdfig konvergiert.



Ziweiter Abschnitt.

Integralgleichungen und Schwingungen linearer
Massensysteme.

§9.

Integralgleichungen und freie Schwingungen.

Zu Anwendungen der Integralgleichungen auf das Gebiet der
Mechanik fithren die folgenden Betrachtungen.

In einem stetig zusammenhingenden Massensystem von einer
Dimension sei dx das Massenelement, z die Gesamtmasse des
Stiickes vom Anfangspunkt bis zu einem belisbigen Punkte hin.
Das System sei imstande, um eine Gleichgewichtslage kleine
Schwingungen, d. h. rein periodische Bewegungen von kleiner
Amplitude auszufiihren. Die Parameter, die die moglichen Lagen
des Systems bezeichnen, seien g,, wobei n hier wie fortan stets
eine bestimmte endliche oder unendliche Reihe von Zahlen 1, 2,...
reprisentiere; von den Schwierigkeiten des Unendlichen sehen wir
ab, solange die entwickelten Formeln nur als Wegweiser dienen.
Die GroBen ¢, seien ferner so gewahlt, dal dem Wertsystem
¢» = O die Gleichgewichtslage entspricht, und dall die Differential-
gleichungen der kleinen Eigenschwingungen die Gestalt

d2q,
Zis T Inta =0

annehmen, wobei A, positive Konstante seien. Diese Gleichungen
ergeben sich als Bewegungsgleichungen nach der Regel von
Lagrange, wenn die lebendige Kraft des Systems in der Form

1=3 (%)

die potentielle Energie in der Form

8*
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- 1 2
=g 2 bk
angesetzt wird.

Bei kleinen Schwingungen um die Lage ¢, — 0 kann die Ver-
riickung jedes Massenpunktes aus seiner Gleichgewichtslage, die
wir durch « bezeichnen, als lineare Funktion der Gréfen g, an-
gesehen werden; sie sei etwa

u :Z On PnX
n

und sei in jedem Massenelement nur in einer bestimmten Rich-
tung und der ihr entgegengesetzten mdoglich.
Dann gilt fiir die lebendige Kraft auch der Ausdruck:

ol frduNe, 1 Agn
_7J<EZ> dx_gj dt Qn > dz,

in dem das Integralzeichen wie fortan stets die Integration iiber
das ganze Massensystem bezeichne. Vergleicht man die beiden
Ausdriicke von T, so ergeben sich sofort die Beziehungen

j(go,.x)2dx =1, jwnx.¢mx.dx =0 (m = n).
Auf das betrachtete System, das wir in beliebiger von der
Gleichgewichtslage wenig abweichender Lage voraussetzen, wirke
von aullen her ein Kraftsystem &, das an jeder Stelle 2 die Arbeit

Xdudzx leistet, wenn die Verriickung # durch » - 0w ersetzt
wird. Da nun offenbar die Gleichung

ou :Z PnZ-0qy

gilt, wenn der Verschiebung 0« an den Parametern ¢, die Varia-

tionen dg¢, entsprechen, so ist die gesamte Arbeitsleistung der
Krifte &

jxaudx‘ =3 (Sq,.j Xguz.dz

Z @n0qn,

wenn die den Parametern g, entsprechenden Kraftkomponenten
im allgemeineren Sinne des Wortes durch die Gleichungen

On :chpnx.dx

.oder

definiert werden.
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Die gesamte virtuelle Arbeit, die das Kraftsystem & zusammen
mit den inneren Kriften des Systems leistet, ist hiernach

—6V+§j@n6qn_z(en 27 )oan,

und die Bewegungsgleichungen erhalten nach der Regel von
Lagrange die Form

d2q,
dtq” + ann == Qn-

Speziell werde das Kraftsystem § so gewiihlt, dafl es das
Massensystem im Gleichgewicht hilt. Dann bestehen die Glei-
chungen

dt2 = )qu:ﬂ;

U= > Pl

gesetzt wird, so bewirkt das Kraftsystem & die Verriickung
R SR ZE S X T
u_gT—g—Tn—— X(p,,x.dx.

Weiter werde das System § dahin spezialisiert, dafl nur an
einer Stelle # — £ eine Kraft wirke. Man nihert sich diesem
Zustande, wenn man die Fuuktion X nur in der Nédhe der Stelle &
groBe von Null verschiedene Werte annehmen, sie im iibrigen
verschwinden 1df3t, dabei aber die Gleichung

de.Z‘:l

festhidlt. Dann reduziert sich das die Arbeit darstellende Integral
auf den Ausdruck

jXGudx = 6u‘x:;~dex = du =

da nun allgemein

)

die Arbeit der punktuell gewordenen Kraft wird also durch die
Verriickung 0w selbst gemessen, und die Komponente der Kraft
in der Richtung der Verriickung « hat die Intensitdt Kins. Ahnlich
reduziert sich die Kraftkomponente ¢, auf die Form

@ =jX¢nx.dx = ¢n§dem = @uf,

und fiir die Verriickung erhilt man den Ausdruck
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OO Puf
o

der in z und § symmetrisch ist und durch K (z, £) bezeichnet
werde.

Multipliziert man die erhaltene Gleichung mit einer bestimmten,
aber beliebig gewihlten Funktion @, & und integriert nach ¢ iiber
das Massensystem, so findet man mit Riicksicht auf die Glei-
chungen

j(q),.x)?dx =1, jq)mx.«p,,x.dx =0 (m = n)
sofort die Integralgleichung
Pt = lmjK(x, onk. dt.

Die Funktionen ¢,r sind also Eigenfunktionen des sym-
metrischen Kerns K (z, £), der gewissermalien von der bilinearen
Formel ausgehend konstruiert wird. Die zugehérigen Eigenwerte
sind 4,, und die mechanische Bedeutung des Kerns als Verriickung
ist vollkommen ersichtlich. Das Grundgebiet ist das ganze be-
wegte Massensystem.

Diese Betrachtungen brauchen nur wenig abgeindert zu
werden, wenn ddmpfende Krifte von gewissen einfachen Typen
wirksam sind, ndmlich solche, die von einer Zerstreuungsfunktion
abhiingig sind. Unter einer solchen verstehen wir eine quadratische
Form dod

1 Im AGn
F=g 2 g1
deren Koeffizienten Konstante sind; setzt man

dqn

dt Iny
8o lauten die verallgemeinerten Lagrangeschen Gleichungen fol-
gendermafen:
doT oT or oV
W 7i(53.) ~on T on T o= @

also wenn 7' und V die vorausgesetzte spezielle Form haben:
d2q, AGm .
e -+ ;bmnw + Angn = Q.

Hieraus aber lassen sich betreffs einer vorausgesetzten Ruhelage
des Systems unter der Wirkung der Kriifte § genau dieselben
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Schliisse ziehen wie oben, da die mit den Koeffizienten b behafteten
Glieder wegfallen. Speziell folgt, dal die Formel

Ko, §) = 3 2otk

giiltig bleibt; die Funktionen ¢, sind iiberhaupt ihrer Definition
nach von der Zerstreuungsfunktion F' unabhingig.

Die Gleichungen (1) haben auch noch eine Bedeutung, wenn
man T als identisch verschwindend ansieht; sie geben dann die
Gesetze der Wirmebewegung an. Sind nidmlich etwa w,, u,, ..
die Temperaturen einzelner fester materieller Punkte, die allein
von einander thermisch beeinflut werden, so hat man Gleichungen

von der Form
d“n zAmn(um - un),

wobei die Groflen A von der Zelt unabhéingig sind und ungeiindert
bleiben, wenn man die Zeiger vertauscht. Man kann daher die
letzte Gleichung auch in der Form

duw, oV

dt T Cug
schreiben, wobei V eine Funktion der GroBen u, ist. Sieht man
diese als die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktsystems an,
so erkennt man, daB die Wirmegleichungen aus den Bewegungs-

gleichungen
d2u, d u,, oV
bgm TG T o,
entstehen, indem man die Massen g, == 0 setzt. Diese Gleichungen
gehoren einem System an, in welchem Widerstinde wirken,
aullerdem aber konservative Krifte, die eine potentielle Energie
¥V ergeben.
Denkt man sich in einem solchen System allgemeine Koordi-
naten ¢ eingefiihrt, so erhilt man die Gleichungen

r\

@ 0n o an =0

zur Darstellung einer freien Bewegung des Systems, und diese
Form bleibt, wenn man die Zahl der Punkte ins Unendliche
wachsen 146t. Dann ist die Temperatur « in der Form

w = angonx
w
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darzustellen, und wenn wir jetzt annehmen, 2 I sei einfach die
Summe der Quadrate der Gréfen ¢, so erhalten wir ebenso wie
oben aus der entsprechenden fiir T geltenden Voraussetzung
auch jetzt die Gleichungen
jq),.u.q)moc.da =0, j(q)noc)?doc =1

Die oben mit dem Kraftsystem & ausgefiihrte Untersuchung ver-
anlafft uns hier, in einem Punkte eine Warmequelle wirken zu
lassen, als Analogon der punktuellen Kraft. Damit ist der Ansatz,
der im ersten Abschnitte zu den Greenschen Funktionen fiihrte, als
spezieller Fall des in diesem Paragraphen entwickelten erkannt.

Die Bewegungsgleichungen (2) geben, wenn V dieselbe Gestalt

hat wie oben,

dqn _
d% +}“nqn:0a n = ane l”t,

und die gesuchte Temperatur erscheint in der Form
U= D Puz. ¢t

also ganz wie man es in der klassischen Wirmeleitungstheorie
gewohnt ist.

§ 10.
Anwendungen: die schwingende Saite.

Als einfachstes Beispiel fiir die Theorie des § 9 werde eine
Saite von der Linge und linearen Dichtigkeit Eins betrachtet,
die liings der z-Achse gespannt ist; fiir die seitliche Verriickung
gilt bekanntlich, wenn die Zeiteinheit passend gewihlt wird, die
Differentialgleichung

02u o2 u
(L) TE T B
mit den Grenzbedingungen
@ | = u|* = 0.

Die Differentialgleichung beruht darauf, daf ou/ox die zur
Saite senkrechte Komponente der in der Richtung wachsender x
wirkenden Spannung ist; auf das Massenelement dz wirken daher
in seitlicher Richtung die Krifte

ox’ ox !

N 2
deren algebraische Summe dem Produkt dz - % gleichzu-

setzen ist.
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Herrscht Gleichgewicht und wirkt eine #duBlere Kraft P, so
hat man als Bedingung des Gleichgewichtes die Gleichung

du
(3) ; P+
oder, wenn die betrachtete Stelle durch £ bezeichnet und die
Kraftintensitit — 1 gesetzt wird,

du|E-0

dalsre

z+dx
= 0,

x

und fiir die Verriickung u gilt allgemein die Differentialgleichung
du _
dz? —
mit den Grenzbedingungen (2). Hieraus folgt, wie schon in § 1
benutzt wurde, wenn man w durch K(z,§) ersetzt,

.K(.T,g) — 1‘(1-—- g), £0<§,
K(z§) = §(1—ua), 2>,
und als Ordinate aufgetragen ergibt diese Grofle eine Kurve, die
man als Gestalt der in einem Punkte durch eine seitliche Kraft
beeinfluften Saite erwartet, die gebrochene Linie.
Nach § 9 machen wir nun den allgemeinen Ansatz

U = Z Gn Pn 2,

wobei @, eine Funktion der Zeit ist und eine Gleichung von der

Form
a2 qn
Gz T At =0

gilt. Betrachten wir speziell eine Bewegung, bei der ¢, allein von
Null verschiedene Werte annimmt, und setzen in der Gleichung (1)
U = GuPu?,
so ergibt sich sofort
1 dign 1 &P
¢, dz2 ~ g, dt?
und aus den Bedingungen (2) folgt

dzg,

— —lna W_f_lnq)n:os

@0 = @,1 = 0.

Die Grofie @, mull also bis auf einen konstanten Faktor der
Sinus eines ganzzahligen Vielfachen von mx sein, etwa, indem
wir normieren,



49 Zweiter Abschnitt. § 10.

Pl = ﬁsinnnx,
und hieraus ergibt sich
Ay = n2m2,
Die bilineare Formel nimmt folgende Gestalt an:

K28 = = Z smnnxsmnng’

sie ist wirklich richtig, was aus § 9 nicht mit Sicherheit ge-
schlossen werden, nur vermutet werden kann; denn sie ist mit der
in § 4 streng bewiesenen Formel (2) identisch.

Die GroBen g, bestimmen sich in bekannter Weise aus den
Werten von « und du/ot zur Zeit ¢ = 0, die etwa fux und Yz
seien, wobei offenbar

fO=90=fl=91 =20
sein mulb.

Man setzt an
(4) u=>" (dncosnnt 4+ B,sinnxt)sinnwz

und fordert die Gleichungen
fa —_—E Apsinnmz, vx = ”E n B, sinnw .

Diese Gleichungen sind nach § 4 zu erfiillen, und die erhal-
tenen Reihen konvergieren absolut und gleichmiBig, wenn fx
und ¢z stetige Funktionen sind und stiickweise stetige erste
und zweite Ableitungen besitzen; in derselben Weise konvergiert
also die Reihe (4). Sind speziell auch die Ableitungen dritter
und vierter Ordnung stiickweise stetig, so sieht man aus den
Formeln

1
%An _—:jfoc.sinnnocdoc,
0

b b
. cosnmo |b COS N0
fo.sinnmado = —fo. +1f e do
nr g nx
a a
b .
COSnmo sin nw o sin n wo
= — fo-: ’+f’ — " ———da,
“nim? n2m?
a
1 1
1

jfoc.sinnnocdoc = —

0

jf”oc.sinnﬂuda,

n2m?



§11. Schwingungen linearer Systeme. 43

den analogen mit der Funktion v gebildeten Gleichungen und
den Darstellungsséitzen des § 5, dall der Ausdruck (4) nach z und ¢
zweimal gliedweise differenziert werden darf und, fiir « gesetzt,
in der Tat die Gleichung (1) erfiillt.

Fiir die potentielle Energie hat man nach § 9 die Reihe

TS he=0 S gw

anzusetzen. Die Grofen mng, sind die Koeffizienten in der Ent-
wickelung der Grifle g—z nach den Funktionen cosnmz, und es
gilt die Gleichung

1

ou
ja—i dz = 0.
0
Ist daher die Grofle 9w /0x nur stetig, so kann man das in

§ 6 abgeleitete Hurwitzsche Theorem anwenden und findet fiir die
potentielle Energie den Ausdruck

—znuq J‘(SZ) dz,

der sich auch aus mechanischen Erwigungen rechtfertigen 1a8t.

§11.
Schwingungen des frei herabhingenden Seils.

Ein zweites Beispiel zum § 9 bietet die Schwingung des
homogenen hingenden Seils dar. Seine Léinge und sein Gewicht
seien Eins, die 2-Achse der Richtung der Schwere entgegengesetzt,
deren Beschleunigung etwa durch passende Zeiteinheit — 1 ge-
macht sei. Ferner sei £ =— -} 1 der Aufhidngepunkt und x = 0
das freie Ende; endlich sei « die Verriickung senkrecht zur 2-Achse.
Dann wirkt auf irgend ein Element dz abwirts die Spannung z,
aufwirts die Spannung z + dx und die zur z-Achse senkrechten

Komponenten dieser Krifte sind

cu ou
1 — == it
@) Yo "o

so dall man als Bewegungsgleichung erhilt
o2u _ ou |xtdx o02u _@- ( ~
. ' ot o x>

z4+dx
]

I :

dx—éﬁ-_xa—x

[\
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Setzt man speziell

U= GqnPn,
so ergibt sich

L, 14 (, dey)
qn dt2 " ppdz xdz)’
dabei gilt die Gleichung

9.1 =0,

und @, 0 ist eine endliche Grofe.
Bezeichnen wir nun wie gewohnlich durch Jx die Besselsche
Funktion von der Ordnung Null, d. h. die Grdfle

x? rt
I=ataa—

so ist J(kYz) das einzige an der Stelle z = 0 endliche Integral
der Gleichung

d dy k2

Hieraus folgt sofort
PR 2
@uz.const. = J (2 Vi 2) = J (k. V), s =%‘,
wobei die Groflen % durch die Gleichung
Jbkn =0, (n=12..))

definiert sind; offenbar geniigt es, die positiven Wurzeln dieser
Gleichung zu nehmen. Da ferner die Theorie der Besselschen
Funktionen die Gleichung

[T(EYa)da = (I k)

ergibt, so sind die normierten Eigenfunktionen

Lassen wir jetzt im Punkte # — £ eine seitliche Kraft von
der Intensitit Eins wirken und nehmen wir an, das Seil bleibe
unter ihrer Einwirkung in einer von der freien Gleichgewichtslage
verschiedenen Lage in Ruhe, so zeigt der unter (1) angegebene
Ausdruck der Spannung, da zwischen den drei im Punkte £ an-
greifenden Kriften folgende Beziehung gelten mul:
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du |E—0 du E+o
G IR

du
2 —_— = .
@ dzlgto §
Es ist ferner klar, daf auf der Strecke von x —= 0 bis 2 — &
die Grofe u konstant ist, wihrend sie auf der Strecke z > §

die Gleichung
d (x du\ 0
7 (o) =

erfiillt und fiir x =— 1 verschwindet. Man hat also, unter ¢ und b
Konstante verstanden, folgende Gleichungen:

U — a, (x < ‘g)a
u=blogz, (x> §).
An der Stelle z = ¢ sollen diese Werte gleich sein und
aulerdem die Beziehung (2) gelten; das gibt

oder i
g—o0 1

e = blog &, O——g—z—é—, b= —1,
also
(3) u:'—logg) (x<§))

= —loga, (z>> &).
Bezeichnet man diese GréSe durch K (z, £), so hat man als
bilineare Formel die Gleichung

K@i =43 I (ka V) I (kn YV E)

AN

zu erwarten.

Daf} iibrigens die Ausdriicke (3) die Ordinaten des seitlich
abgelenkten Seils darstellen, kann man auch aus der Gleichung
der von z = § bis # — 1 reichenden Kettenlinie ableiten, indem
man bedenkt, dall nur ein wenig von der Vertikalen abweichendes
steiles Stiick der Kurve benutzt wird.

Wenngleich nun die bilineare Formel zunsichst nicht bewiesen
ist, so beweist man doch leicht die Integralgleichung

1
®) Pa = Ao [ K (0,0) ppor.do.
0

Man braucht nur von den Gleichungen

ir . i/ do,
%[xK(x,g)]=0, 7 (252) + tga=0
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die erste mit ¢,, die zweite mit K(z,£) zu multiplizieren und
erstere von letzterer zu subtrahieren; dann ergibt sich

1 2 (K@d L2 — K@) gus)| + bgue K@) = 0,

und wenn man von O bis 1 integriert, das in § 2 gegebene Lemma
aus der Integralrechnung benutzt und bedenkt, dafl ¢,0 und
K (0,£) endliche Grolen sind, so findet man

4__0 1

T, jK(x,g)qa,,x.dx =0,

E+o

0

— EpuE K'(2,8)

oder die Gleichung (4).

Ein verwandter Fall ist der eines Seiles, das an einer
zu ihm senkrechten Achse befestigt ist und um diese rotiert,
wobei von der Schwerkraft abgesehen werde. Das Seil bleibe in
einer gleichformig um die Achse rotierenden Ebene und erstrecke
sich von = 0 bis # = -1, so daB o = 0 ein Punkt der Rota-
tionsachse ist; dann verschwindet die Spannung am freien Ende
und wird, wie ihre Beziehung der Zentrifugalkraft zeigt, durch
1 — 22 bei passender Grofle der Rotationsgeschwindigkeit dar-
gestellt. An Stelle der Ausdriicke (2) erhdlt man fiir die auf
das Element dx transversal wirkenden Spannungen

x4 dx
— -2t a—aeZ|"",
wenn # eine kleine seitliche Verriickung aus der Lage des rela-
tiven Gleichgewichts bedeutet.

Die Gleichung der kleinen Schwingungen ist daher

0 ou 02u
5: [0~ ) 5a| = 55

Setzt man wieder

o U = QPnZ.qn,
so ergibt sich

d I. do, .
iz [(1 — z?) d_‘ic—] + 2@n =0, Gun+ Angn = 0;

als Grenzbedingung erhélt man

9,0 =0,
und die GroBen g@,(--1) miissen endlich, sein. Die Greensche
Funktion ist das an der Stelle £ — 1 endliche Integral der Diffe-
rentialgleichung
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d ndu]l
(H[(l—x)d—x]_o,

u|°=0

das die Gleichung

und die Unstetigkeitsbedingung
du lE 0
1— 2
( ) dzlsto
erfiillt. Letztere driickt aus, daB die beiden auf das Element dz
wirkenden Spannungskomponenten von transversaler Richtung eine
Resultante von der Intensitdt 1 geben.
Man findet leicht, je nachdem £ oder z der groflere Wert
ist, den ersten oder zweiten der Ausdriicke :
1 +z 1. 14 ¢
1 — ¢=3 log jp—
DalB der zweite dieser Ausdriicke von z unabhiingig wird, ist
mechanisch plausibel zu machen; das Stiick des Fadens, fiir das
z > &, wird offenbar geradlinig, wenn im Punkte x — £ eine
seitliche Kraft einwirkt. -
Die Losungen des gestellten Randwertproblems sind, wie aus
§ 28 folgt, die Legendreschen Polynome ungeraden Grades, die
hiermit dynamisch gedeutet werden.

=1

§12.
Der transversal schwingende Stab.

Als letztes Beispiel betrachten wir den elastischen Stab,
der lings der z-Achse liegt und in den Endpunkten # — 0 und
x = 1 unterstiitzt oder eingespannt ist. Ist « die Verriickung
eines seiner Elemente in der Richtung der y-Achse und entfernt
gich der Stab nur wenig von der geraden Gleichgewichtslage, so
gibt es eine solche positive Konstante a, dal ad?u/dz? das
Moment der elastischen Krifte ist, die auf das vom Endpunkte
2 = 0 bis zu einem beliebigen Punkte z reichende Stiick des
Stabes einwirken; auf das Reststiick wirkt das Moment — a d%u/dz2.
Wirken ferner in den Endpunkten die zum Stabe senkrechten
Auflagerreaktionen 4, und A; und, wenn die Enden eingespannt
sind, die Momente M, und M,, so ergeben sich als Gleich-
gewichtsbedingungen fiir die Strecke von # =— 0 bis zum betrach-
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teten Punkte, indem man beziiglich des letzteren die Momente
bildet,

d2u

(1) am—i—Mo—on:O,

und fiir die Strecke vom betrachteten Punkte bis zum Ende 2z —=1
d2u

(2 —aW+MI+A,(1—x)=O.

Wenn nun der Stab an der betrachteten Stelle mit dem in
der Richtung der y-Achse ziehenden Gewicht Eins belastet ist, so
gibt dies in den erhaltenen Momentgleichungen keinen Beitrag;
doch muf} die Summe aller y-Komponenten verschwinden, so daB

Al + AO + 1 == O.
Die Gleichungen (1) und (2) ergeben aber
dsu |=—0 diy |#+90
a Txg = Ao, — a d_va = 1
also folgt, wenn wir jetzt die belastete Stelle x = £ nennen,
d3u E—o
a T2 o = — 1.
Ferner gilt offenbar allgemein die Gleichung
dtu
a0

und die Grofe w erfiillt an den Enden die betreffende Bedingung,
der die Verriickung immer unterworfen ist; sie werde durch
K (z, £) bezeichnet.

Jetzt wirke in jedem Elemente dxz eine seitliche Kraft Ydu;
ihr Moment beziiglich des Punktes { ist dann Y (x — §&)d=z;
betrachtet man das Stiick des Stabes von 2 = 0 bis = £, so
ergibt sich

&
a2u &
und hieraus . °
o3u otu
agg——j‘de, QW—Y—O.

0
Speziell sei Ydx der Trigheitswiderstand bei der Bewegung,
d. h. wenn dz als Massenelement angesehen wird,
o2u

— A4z o
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dann ergibt sich die Bewegungsgleichung
otu 02u
“om T om0
Setzen wir in dieser Gleichung der allgemeinen Theorie
gemil
U = qnPal,
so folgt
d2q, dito,x
7%——{—1,,{1,,:0, a—’-a(";T—A”(pnx:O’
und die Konstanten 4, bestimmen sich aus den Grenzbedingungen,
die, z. B. wenn der Stab beiderseits eingespannt ist, folgender-
mafen lauten:

0
— — — 4P
(3) Pu0= —=| =0, gul=—7

Kombiniert man diese Gleichungen mit den oben aufgestellten

K(0,§) = K'(0,§) = K(1,§) = K'(L,§) = 0,

1

= 0.

“K@E _ BE@EF 1
d xt -7 dus E40 - —a—’
so findet man aus der allgemeinen Identitdt:
dtw dev __ d v@_wa‘a‘v dw d*v  dv d?w
Cim T Y am T dz U dw cwfrmm*%m}

und dem allgemeinen in § 2 angefiihrten Lemma, indem man

v=@,r, w= K(§)
setzt:

~

1
E—
— —”J'K(x, o.x.de = @,x. K" (x, E)I ’
a : E+0
Pné

— PRk

1
P& = AMJK(x, fo.x.dx,
0

wie es die allgemeine Theorie des § 9 erwarten laGt.
Ist umgekehrt eine Funktion gegeben, fiir die die Gleichung
1

(4) ¢p§:ch(x,g)q):v.dx:cjK(g,x)q)x.dx—}—c!K(‘g',x)q)x.dx

besteht, so findet man unmittelbar
Kneser, Integralgleichungen. 4
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d—&?—ﬁ = c[K"(§ §—0) — K" (§ & + 0)]pé.

Nun kann man setzen
K"(E E—0)=lmK"(& £ — h)
h=+0
= lim K" (&, 4 h, &)
0

=& h=+

= K"+ 0,9,
K" E+ 0)= K" (¢ — 0, &);

und ebenso

somit folgt

L — gt (K — 0,8 — K" (E+0,8)

c

:E'q)ga

und die Randbedingungen sind infolge der Gleichung (4) erfiillt;
jede Losung der Integralgleichung lost also auch das oben auf-
gestellte Randwertproblem. Die Funktionen ¢,, die, wie man
leicht sieht, die einzigen Losungen des Randwertproblems sind,
reprasentieren also auch die Gesamtheit der Losungen der Inte-
gralgleichung.
Die bilineare Formel
A PaT.uk
K(.Z‘, E) b g —Ta
die man hiernach erwartet, lifit sich aus dem am Schlufl des
§ 8 gegebenen Satze streng ableiten. Aus den Randbedingungen (3)
ergibt sich némlich, dall ¢, Losungen der Gleichungen

dt g,

dzt mt @, =0
sind, bel denen m positive und durch die Gleichung
(5) cosm Gojm = 1

bestimmte Konstante sind; man hat dann
Ao = mia
zu setzen und findet fiir die normierten Eigenfunktionen
Pl —
(sinm, — Sin m,,) (cosm, x— Cojm,x) — (cosn, — Cof m,,) (sinm, x — Sinm, x) )
I gy, — sinm, Eofm,

Diese liegen bei groBien Werten von m, zwischen endlichen
von m, unabhingigen Grenzen. Die Gleichung (5) zeigt aber, dafl
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die GroBen m, wenn sie grof sind, wesentlich wie die Glieder
einer arithmetischen Reihe wachsen; die bilineare Reihe

q)nx (Pn . Pr. q)n
Z 2 i

konvergiert daher nach z und § glelchmaﬂlg auf der Strecke von
0 bis 1, und dasselbe gilt noch von den Reihen, die man erhilt,
wenn man gliedweise einmal oder zweimal differenziert. Nach
§ 8 ist also die bilineare Formel bewiesen, und dasselbe gilt so-
gar von den'Gleichungen

K'(z, §) = 2 Pt tat,

K = ) B0k,

Hieraus lassen sich nach der in den §§ 4 und 5 angewandten
Methode die wichtigsten Sitze iiber die Darstellung willkiirlicher
Funktionen ableiten, indem man nur noch die quellenmifig dar-
gestellten Funktionen

jK(x, @) fo.de

einzufithren und zu zeigen hat, daf unter ihnen alle Funktionen
enthalten- sind, die mit ihren ersten beiden Ableitungen stetig
sind, stiickweise stetige dritte Ableitungen besitzen und die Grenz-
bedingungen der Eigenfunktionen erfiillen.

§13.

Erzwungene Schwingungen und nicht homogene
Integralgleichungen.

Auf ein neues mit den Integralgleichungen zusammenhin-
gendes Problem fiihrt die Theorie der erzwungenen Schwingungen
des in § 9 betrachteten Massensystems.

Seine Bewegungsgleichungen haben, wenn beliebige Krifte ¢,
wirken, die folgende Form:

d2q,
(l) dtqg + l qn'— Q'H n'__—l, 21

Diese versuchen wir auf eine besondere Weise zu erfiillen. Die
wirkende Kraft X sei das Produkt aus einem rdumlich verdnder-
4*
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lichen Faktor und einem von der Zeit abhingigen Faktor har-
monischen Charakters, etwa, indem wir fortan stets durch deutsche
Buchstaben von der Zeit unabhiingige GroBen, durch g und ¢ Kon-

stante bezeichnen,
X = Xcos (Bt + 7).

Gelingt es dann, die Bewegung so zu gestalten, daf die Ver-
riickung % die analoge Gestalt

u = u cos (Bt 4 )
annimmt, so liegt das vor, was man erzwungene Schwingung nennt.
Um eine solche Bewegung in den Variablen ¢, zu studieren,
gehen wir von der in § 9 aufgestellten Gleichung
Qn = j Xo,z.dx
aus, derzufolge man setzen kann

Qn = Q, cos (Bt 4 7), Q”=J‘3éq>,.x.dx.

Versucht man nun
n = Qn 08 (B¢ - 7)
zu setzen, was einen Ausdruck # von der gewiinschten Form
ergibe, so findet man aus den Gleichungen (1)
. (A — B2) a0 = L)
und hieraus

m :antp"x :zqnq)nx.cos (Bt + y) = u cos (Bt ),

Qn PnZ [
@ w= 32 = 5P (g,0.dn

Bezeichnen wir diesen Ausdruck durch vz, multiplizieren ¥ o
mit K (z, «) und integrieren gliedweise, so finden wir

1
JK(x, e)Ya.da :;me(x, oc)qJna.da.J%%x.dx
oder, da die Gleichungen

Pu = l,,j'K(x, a)puo.de
gelten,

jK(x, Q) pa.da :2%%;)“%:0@90
3) =Z-q%2£ <E—i—@—;—”>J‘3€q)n9&.dw

Y 1 Q2 (4
=_ﬂ—2— —_ EE—I‘—J‘&q)”:&.dm
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Setzen wir nun
fé=| K@ £*xda,

so finden wir aus der bilinearen Formel
Z%’—éjx¢”xdx = f&;
dabei ist "

4 o. ,,oz.doczl Xppr.dz, fr= > g.z.|fa.p,a.da,
@ o

und die Gleichung (8) kann in folgender Form geschrieben werden:
(5) Yo =fz+ [ Kz, o)pa.da, i=p2

die Definitionsgleichung von ¥z ergibt, indem man die zweite
Gleichung (4) heranzieht,

An@pn n
©® vo=3r ‘ifjfa.¢na.da=fx+lzl‘p_xljfa.q)”a.da.

Die Gleichung (5), in der A willkiirlich gedacht wird, ist eine
nichthomogene Integralgleichung mit der Unbekannten ¢« und ihre
Losung wird, so erwarten wir wenigstens, durch die Formel (6)
gegeben.

Um allgemeine und sichere Resultate zu gewinnen, nehmen
wir an, eine beliebige quellenmifige Funktion sei auf die
Fouriersche Weise nach den Eigenfunktionen zu entwickeln; d. h.
wenn fz eine auf dem Grundgebiet stiickweise stetige Funktion
ist, gelte die Gleichung

©) J.K(x,oc)fa-doc=§a:xj.foc.%oc.da,

und ihre rechte Seite konvergiere gleichmiflig, auch wenn man
jedes Glied durch seinen absoluten Wert ersetzt. Das gilt jeden-
falls, wenn die bilineare Formel

K@ § =3 2ok

richtig ist und ihre rechte Seite gleichmafig und absolut kon-
vergiert.

Dabei werde zugelassen, was nach § 8 den allgemeinsten, bei
Integralgleichungen mit stetigem, symmetrischem Kern moglichen
Fall darstellt, daB zu jedem Eigenwert eine endliche Anzahl von
Eigenfunktionen gehort, oder dafl eine endliche Anzahl aufein-
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anderfolgender Werte 4, gleich sind. Die Funktionen ¢, seien
dann die Glieder des nach § 8 konstruierten vollstéindigen Ortho-
gonalsystems.

Unter dieser Voraussetzung konvergiert auch die Reihe

(8) ¢x:fx+lzln¢fljfa.¢na.da

gleichmédfig und absolut, sobald 4 keinem der Werte 4, gleich
ist, weil sich dann die Glieder dieser Reihe von den entsprechen-
den der Reihe (7) nur um Faktoren unterscheiden, die bei wach-
senden Werten von # gegen Eins konvergieren. Multipliziert man
daher diese Gleichung mit K(z, £), so kann man gliedweise
nach x integrieren und findet

(9) ‘[K(x Hvx. dx
jK(x, §te.de + Azl ad A)jfa.¢nu.dx
oder der Gleichung (7) zufolge:
jK(x, Hvx.dzx zg%g ( + i (,1 )>jfoc.q),,oc.doc

(10) !
:zn:ln(p”_. lj‘f‘“"})n“-du:&[ﬁ;

damit ist die Gleichung

(11) vE={fE+ A[K(z, §ya.da,
d. h. die Integralgleichung (5) erwiesen. Der Ausdruck ¢z lost
also unter den aufgestellten Voraussetzungen in der Tat die nicht-
homogene Integralgleichung, in der iibrigens fx wesentlich all-
gemeiner ist, als in der vorausgehenden heuristischen Betrach-
tung. Es erscheint keine Schwierigkeit, wenn man annimmt, daB
fx die GroBle A enthalte, etwa ein Polynom in 1 sei, dessen
Koeffizienten die Eigenschaften von fz besitzen.

Eine andere Losung existiert nicht, da die Differenz zweier
Losungen die homogene Gleichung

Of = A[K(z, §)0z.da
erfiillt, die doch keine von Null verschiedene Losung hat, da 4
von den Eigenwerten verschieden ist.

Die Gleichung (8), insofern sie die Integralgleichung (11)
16st, bezeichnen wir als die Schmidtsche Formel und konnen
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dann folgenden Satz aussprechen: Kann jede quellenmifige
Funktion auf die Fouriersche Weise entwickelt werden,
und konvergiert die erhaltene Reihe im Grundgebiet
gleichmiflig, auch wenn man jedes ihrer Glieder durch
seinen absoluten Wert ersetzt, so wird die nicht homo-
gene Integralgleichung durch die Schmidtsche Formel
aufgelost.

Die angewandte Methode fithrt auch zum Ziel, wenn 4 einem
der Eigenwerte gleich ist, etwa — 4,. Wenn dann 4, Apni, ...
dw 13 die simtlichen Eigenwerte sind, die gleich 4,, sind, so findet
man aus der Integralgleichung (11)

JoE.oug.dE = [fE.puE.df + An[ [ K(2, &) put . vz . dud,

oder, da in dem Doppelintegral die Integrationen vertauscht
werden konnen,

fve ont dt =[ftgnt.dt +[vo. puz.da,
[ré oug.dt =0,
und allgemeiner offenbar
(12) e puinkdE=0, p=0,1,2 .k
Diese Bedingungen miissen also erfiillt sein, wenn iiberhaupt eine

Losung der nichthomogenen Integralgleichung (11) existieren soll.
Sind sie erfiillt, so setze man

v — fz + 12' ¢fljfa.¢”a.da,

wobei der Akzent am Summenzeichen bedeute, dafl die Werte
n=m, m-+ 1,... m -+ k weggelassen werden. Den Gleichun-
gen (12) zufolge kann nun gesetzt werden

jK(x, Ofr.de =3 ‘ﬁ:g'[fx.%x.dx;

n

daraus aber folgt wieder die Gleichung (10), in der nur dem
Summenzeichen der Akzent beizufiigen ist, und weiter die Glei-
chung (11).

Zwei verschiedene Losungen dieser Gleichung wiirden sich
wieder um eine Differenz ®x unterscheiden, die die Gleichung

Or = le(x, 0)Be.da
erfiillt. Diese aber hat, da 1 = 4,,, die allgemeinste Losung
Or = a4@mz + & Pmi12 + -+ + G Pmyrr,



56 Zweiter Abschnitt. § 14,

in der ao, a,, ... willkiirliche Konstante sind; somit ergibt sich
als allgemeinste Losung der nicht homogenen Integral-
gleichung der Ausdruck

VT + A Pul + G Puir® + o Otk Pmg e
Interesse verdient noch der besondere Fall, dall in der Inte-
gralgleichung (11) gesetzt wird
fe= Kz y), [§=K(EyYy)
Man findet dann

ffoc.qy,,oc.da = %”—y,
und fiir die Unbekannte 3« ergibt sich der Wert

nl . Q@
L@ y) = Ko 9) + 2 37020,
oder, da
A 1
/1,,(,1,,_,1)—_7,,"1—1,,
ist,
F@y) =K@ 9+ 3(— 1 + 1) Prz- 9.
Wenn nun die bilineare Formel gilt, erhilt man weiter
Pn - Pr
I'(z,y) = H
Die mechanische Bedeutung dieser Grofle wird in § 18 aus-

einander gesetzt; als ,losender Kern* im Sinne der Fredholm-
schen Theorie erscheint sie im fiinften Abschnitt wieder.

§ 14.
Erzwungene Schwingungen einer Saite.

Die entwickelte Theorie kann auf die erzwungenen Schwin-
gungen einer ungeddmpften Saite angewandt werden, da nach
§ 10 fiir ihre Eigenfunktionen, die als Raumfaktoren der Eigen-
schwingungen auftreten, die bilineare Formel richtig ist und
die bilineare Reihe absolut und gleichmifig konvergiert. Die
Bewegungsgleichung der Saite lautet, wenn eine periodische Kraft
von der oben definierten Beschaffenheit einwirkt,

o2u

02
1) W—W—{—%cos(ﬁt—fﬂy),
und wenn man

u = u cos (Bt + p)
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setzt, findet man

d2u
—_ ﬁ2 U = d_xz' + X
mit den Grenzbedingungen
(2 u]°=u|‘=0.

Kombiniert man diese Gleichungen mit den charakteristischen
Eigenschaften des Kerns:

A2 K(x, &) d K (x, £)
dx? - dx
und setzt wiederum

E—o

0, =1, K(0,§ = K(1,§ =0,

-.

¢+0

1
jaEK(x, de = f§ u= vz, i = f2,
0
so findet man
1
vE =4[ K( §va.dz - fE,
0
und jede Lésung dieser Gleichung erfiillt die Bedingungen (2).
Bedenkt man, dal3
@nx = V2 sinnxa, A, = n2a?

zu setzen ist, so zeigt die Schmidtsche Formel, dafl eine er-
zwungene Schwingung mit folgender Verriickung mdglich ist:

u =[fx+ﬂ22v—i;§;—si_—“%c] cos (Bt + 1),

wobei
1

1
Cn = V2Jfoc.sinnwocdoc = V2 [&'sin nwxdz.
0

n2m?
L%
0

Der erhaltene Ausdruck verliert seinen Sinn, wenn § einer
der Groflen nw gleich wird, was ausgeschlossen wird durch die
oben getroffene Festsetzung, daf i mit keiner der Groflen 4, zu-
sammenfallen soll. Da die einfachen Tone der Saite Verriickungen
geben, die durch die Ausdriicke

const. . sin nwx . sin nxwi

dargestellt werden, so sieht man, dal in dem ausgeschlossenen
Falle die Periode der wirkenden Kraft der Periode eines Eigen-
tons der Saite gleich ist.
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Fiir die Mechanik ist es nun wichtig, nicht nur einen mdg-
lichen Typus von Bewegungen kennen zu lernen, sondern den
bestimmten, der bei gegebenen Anfangszustinden von gegebenen
Kriften, etwa den Kriften X cos (8¢ -+ p), hervorgerufen wird.
Dazu fiihrt die Bemerkung, daf die Differentialgleichung der
erzwungenen Schwingungen erfiillt bleibt, wenn man zu einer
ihrer Losungen eine Losung der Differentialgleichung der freien
Schwingungen addiert. Setzt man demgemald

w=u-+v, v="> @u&.(a cos nmwt - b, sin nxt)

_— Vﬁzsin nxz(a, cos nxt -+ b, sinnxt),

5o ist w eine Losung der Gleichung (1) und es ist leicht, die

Forderungen

t=0 aw t=0
:flx7 -a—?’ :fzx,

w

in denen

f10:f11 =f20:f21 =0
vorausgesetzt wird, dadurch zu erfiillen, dal man eine gegebene
Funktion nach den Eigenfunktionen auf Grund der Sitze des § 5
entwickelt. Die geforderten Entwickelungen sind

fix — u TZO———Zanq)nx,

e =t = Shartgus

Aus den so erhaltenen Formeln lift sich die Erscheinung
der Schwebungen so weit ableiten, wie es iiberhaupt ohne Riick-
sicht auf die Dampfungen méglich ist.

§ 15.
Erzwungene Schwingungen mit Riicksicht auf die Dimpfung.

Die Untersuchung des letzten Paragraphen lif6t sich, ohne
dall wesentlich neue analytische Entwickelungen auftreten, auf
einen Fall iibertragen, der mechanisch von bedeutendem Interesse
ist, die Bewegung geddmpfter Systeme, fiir die in § 9 die Be-
wegungsgleichungen angefiihrt sind. Handelt es sich um kleine
Schwingungen in der Ndhe einer stabilen Gleichgewichtslage, so
kann man wiederum setzen:



§15. Schwingungen linearer S8ysteme. 59

T=%”Zq',%, Vzéglnqﬁ;.

betreffs der Zerstreuungsfunktion F, die die Démpfung kenn-
zeichnet, werde die spezielle Annahme
festgehalten. Dann lauten die Bewegungsgleichungen nach § 9
folgendermalen:
1) In + bdn + ndn = @n;
dabei ist wie oben

Qn —_—j Xoguz.dx
gesetzt und bedeutet das Integralzeichen stets die Integration
iiber das ganze Massensystem.

Um nun eine Art von Bewegung des Systems zu erhalten,
die als erzwungene Schwingung anzusehen wire, setzen wir die
Kraft X wieder als einfache periodische Funktion der Zeit vor-
aus, und zwar sei

= pt-}p, X=1Ucosh | Bsiny, ‘
und die Groflen U, B von ¢ unabhingig. Hieraus ergibt sich mit
den Bezeichnungen
D,.:jllq)nx.dx, ERM—_—"’%qJ,,x.dx
die Gleichung
Qn = Q,co860 + R,sinf.

Versucht man nun die Bewegungsgleichungen (1) durch die An-

nahme
, Qn == Gncos § 4 1,8in
zu erfiillen, wobei die deutschen Buchstaben wieder von der Zeit
unabhingige GroBen bedeuten, und setzt auf beiden Seiten jeder
Gleichung die mit cos und mit sinf multiplizierten Ausdriicke
gleich, so ergibt sich
(2) _ﬂ2q”+bﬁrn+lnqnzgm
— B2t, — 0Bqn + Ant, = R,.
Setzt man ferner
Gn - ttp =1w,, p24+bf=141, U Bi=12W,

so folgt aus den Gleichungen (2)
Qn+Rut 1

Ay — A Ap— A4

1, =

jﬁﬁwnx.dx;
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bedeutet daher das Zeichen Re vor einer komplexen Grofe den
reellen Teil, so ergibt sich weiter, da offenbar

u :Z qn(p”x = 0080 Z %‘in + Sin OE rnq)nx

= Ree=% D W@
gesetzt werden kann,

— 05 Pn®
3) u=Ree 2 ln_lj%q)”w.daz.
Die hier auftretende Reihe fiithrt aber sofort wieder auf die
nichthomogene Integralgleichung; setzt man nimlich

v =W+ lzl—w%j%¢nx.dx,

multipliziert mit der Grélle

K, §) =3 2508

und integriert gliedweise, so findet man genau durch die Rech-
nung, die in §13 an die Gleichung (2) gekniipft wurde,

vE=ft+ 2 [ K(n Hya.da,

wobet
fo=[BEK @ §de =[UK(@ §de + i [BK(z §da

gesetzt ist und nur zu bedenken ist, dal der reelle und der ima-
gindre Teil dieser GroBe als quellenmiBig dargestellte Funktionen
des Ortes auf die Fouriersche Weise entwickelt werden konnen;
dasselbe gilt daher von der ganzen Grofe fz selbst, womit die
zitierte Schlubireihe fiir den vorliegenden Fall giiltig bleibt. Die
Reihe fiir v« konvergiert ferner auch hier absolut und gleich-
mifbig, wenn die bilineare Formel gilt und die bilineare Reihe in
eben dieser Weise konvergiert; denn die Schliisse, durch die in
§ 13 dies Resultat erbalten wurde, sind vollig unabhéngig davon,
ob A reell oder imagindr ist.

Der erhaltene Ausdruck (3) fiir u reicht insofern weiter als
der entsprechende in § 13, als keiner seiner Nenner verschwinden
kann, wenn b, also die Dampfung, von Null verschieden ist.

Wir wenden diese Theorie auf die Schwingung der geddmpften
Saite an, deren Bewegungsgleichung in den Bezeichnungen des
§ 14 jetzt folgende ist:
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02U ou c?u
N TR T
Setzt man
% =q.9x,
wobei g von ¢ allein abhinge, so findet man
G+bg__ 1 d*g :
q ‘P dxg = — U

¢ ist von z und ¢ unabhingig und es gelten die Gleichungen

¢+ b4+ ug=0, dxﬁ—wp:o

deren zweiter die Grenzbedingungen
90 =9l =20
beizufiigen sind. Daraus ergibt sich sofort
po=mn2=1, (@®=12..)

und wenn man die verschiedenen Werte n ausdriicklich unter-
scheidet,

¢ = @,z = Y2sinnnz,
(4) Qn_l—bq.n—'_ann:O-
Macht man daher den Ansatz

() w = 2 Gn Pn T,

s0 ist das Problem der geddmpften Saite vollstindig der oben
entwickelten dynamischen Theorie eingeordnet.

Nun ergibt die Gleichung (4), wenn 4, und B, Integrations-
konstante sind, als allgemeine Ldsung

On = € 'R0t (A cost Vi, —lb2+B SllltVl —_ b2)

oder kurz
n — e bt (A.,, COSpnt + B, Sinpnt)a

indem wir allgemein
: Pn =V, — %bg
setzen; daraus folgt nach (5) fiir die Verriickung bei irgend einer

freien Schwingung
w == e—Tbt 2 @n . (A CO8 pat -+ B, sin p,t).

Die Verriickung bei einer erzwungenen Schwingung unter der
Wirkung einer Kraft, wie sie in der allgemeinen Theorie voraus-
gesetzt wurde, wird durch die Formel (3) gegeben, in der nur
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An = n2m2, A= p2 4 ibp
zu setzen ist. Die aus einem bestimmten Anfangszustand durch

diese Kréfte hervorgerufene Verriickung wird also durch die
Formel

" :VE@’"Z”Z (4ncosp,t + B,sinp,t)sinnnx

1
sinnmwx

-+ §Re2e—ﬁ'3t+7)izn2n2_ﬁ2_ 2.bﬁJﬂBsinmwcdac

" 0

dargestellt, und die Bewegung setzt sich aus der erzwungenen
und Eigenschwingungen zusammen. Letztere allein enthalten in
der Amplitude den Faktor e—'":*), der, da 6 naturgemill positiv
sein mufB, die Figenschwingungen zum Abklingen bringt, so daB
schlieBlich nur die erzwungene Schwingung merklich bleibt.

Ist speziell zur Zeit ¢t — 0 die Saite in Ruhe und in der
Gleichgewichtslage, so findet man leicht:

1

J‘ﬂBsin nxzdax,

0

2e7i
Vadn=—Re gy

1

JﬁBsinnxxdx.

0

— 2B¢evi

VE(}O,,B.,, — 3b4,) = — Re n2mw: — B2 — 40

Aus diesen Gleichungen ist ersichtlich, dafl, wenn die Didmpfungs-
konstante klein und f einem bestimmten Werte nzx nahe gelegen
ist, so dafl die Periode der erzwingenden Kraft nahezu oder ganz
mit einer Eigenperiode der Saite iibereinstimmt, die entsprechenden
Koeffizienten 4, und B, im allgemeinen grof sind. Daraus folgt,
solange der Wert des Exponentialfaktors der Eigenschwingungen
noch nicht zu tief gesunken ist, die bekannte Erscheinung der
Schwebungen, die aber mit der Zeit durch den erwihnten Faktor
wieder verschwindet.

§16.
Kleine Schwingungen in ausgearteten Fillen.
Die Methode des § 9 setzt wesentlich voraus, daf die Kon-
stanten 1, von Null verschieden sind. Der Fall, dall eine von
ihnen verschwindet, die entsprechende Grofle ¢ also in der poten-

tiellen Energie nicht vorkommt, kann so formuliert werden, daf
man dem Ausdruck der potentiellen Energie dieselbe Form gibt
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wie in § 9, in der kinetischen Energie und im Ausdruck der
allgemeinen Verriickung # aber ein Glied hinzufiigt:

, 1 ,
T = %Q& + 52”: q"i,
1
U = o PoZ +Z Qn Pn 2.

Dann wire eine der Bewegungsgleichungen
d2q
an = @
und im Falle des Gleichgewichts hitte man die Gleichung
Q —_—jx%x.dx = 0,

die im allgemeinen nicht mehr erfiillt werden kann, wenn das
Kraftsystem & in die an der Stelle £ wirkende Einzelkraft
iibergeht.

Um das Gleichgewicht aufrecht erhalten zu konnen, lassen
wir neben dem System & mnoch in jedem Massenelement eine
Kraft wirken, die bei einer Verschiebung du die Arbeit Ydudx
leistet. Alsdann sind die verallgemeinerten Kraftkomponenten

Q. _—_5 Yop,z.dx —i—jX(pvx.dx, v=20, n

und die erste von ihnen, die verschwinden mul, wird, wenn man
das System & wie friiher spezialisiert,

@ :j Yooz.dz + @& = 0.
Diese Gleichung erfiillt man am einfachsten, indem man
Y= — gyz.9¢
setzt; dann haben die Grofen ¢, wieder die frithere Gestalt
Q= [ Xguz.dz = g,5.[ Xdo = @&,
da die Ausdriicke
j. Ypur.de = — q)og.jq)”x.q)oxdx

verschwinden.
Hieraus ergibt sich im Kalle des Gleichgewichts wie in § 9

_ @n_ @aé
qn—ﬂ_ l”)
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und fiir die Verriickung erhilt man die Formel
n& . Pn
v=wge +3 a2 ok,

in der ¢, eine Funktion von £ bedeutet. Gelingt es speziell, die
Krifte X und Y so zu bestimmen, daf bei der von ihnen fest-
gehaltenen Gleichgewichtslage die Koordinate ¢, ihren Anfangs-
wert Null erhélt, so ist die Grofe

&
Kz, &) =>] B x,ln% g

als Verriickung mechanisch vollkommen gedeutet, und sie gibt
als Kern einer Integralgleichung genommen die Beziehungen

Pt = [ K(z, &) pua.da, [K(, §)gow.de = 0.

Die hier entwickelte Methode bleibt mit einer leichten Modi-
fikation branchbar, wenn die lebendige Kraft 7' und die Ver-
riickung % zwei Koordinaten, etwa g, und ¢, enthalten, die in
der potentiellen Energie nicht vorkommen. Hat man demgemifl
die Gleichungen

. . 1 .
T=303 43k g S i

n

U = o PoT ~+ o1 Pos & +Z Qn P2,
~—.

1
V=352 i
n
80 braucht man nur
B = — 92 .o — @1 T.Pg, &
zu setzen; dann erhdlt man némlich zundchst die Gleichungen
quoox-dx = — @, fE%xx-dx = — Pné,

und wenn X auf die oben geschilderte Weise in eine punktuelle
Kraft ausartet, die im Punkte & wirkt, so ergibt sich

jX‘Pox~dx:‘P0§a jX‘pmx-dx:‘nga

j(X + Z) gox.dzx :j(X + B) ppz.dx = 0.

Damit ist der Boden fiir die weiteren oben gezogenen Schliisse
gesichert und man findet als Wirkung der punktuell gewordenen
Kraft X und der Kraft 5 eine Verriickung von der Form

also
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nZ . Py
U= qoPo% + o1 Por & "!‘22%

Gelingt es hier, ¢, und ¢, zum Verschwinden zu bringen, so
ist w der Kern einer Integralgleichung, deren Eigenfunktionen ¢z,
Q,7, ... sind; offenbar geniigt hierzu, die Grofle w den Glei-
chungen

juqaox.dx :ju%lx.dx =0
zu unterwerfen.

Diese Methode ist ohne Anderung auf den zu Ende des § 9
besprochenen Fall anzuwenden, daf die lebendige Kraft identisch
verschwindet und die Bewegungsgleichungen

or oV

O0m ' Ogm
auf Wirmeleitungsvorginge anwendbar werden. Wenn dann die
potentielle Energie ¥ von ¢, frei ist, so nimmt die entsprechende
Bewegungsgleichung einfach die Form

0

gy = 0, gy = const.

an, so dal q,p,x eine stationdire Temperatur reprisentiert. Der
punktuell wirkenden Kraft entspricht nach § 9 eine Wirme-
quelle; die entwickelte Methode, den Kern zu suchen, dessen
Eigenfunktionen ¢,z, @,z ... sind, kann daher so formuliert
werden, daB man auller der Quelle im Punkte £ durch das ganze
System hin Wirmemengen auftreten 1af6t, und zwar im Element
dz die Meage — @,x. @ &.dx.

Die hierdurch hervorgerufene Temperatur K (z,§) sucht man
dann so zu spezialisieren, dafl

jK(x: g)(poxdx =0,

was moglich ist, da man jeder stationiren Temperatur einen
Summanden const. @,z beifiigen kann. Ist die letzte Gleichung
erreicht, so erwartet man die bilineare Formel

K §) = > D70t

§17.
Spezielle Félle von Ausartung.

Wir wenden die letzten Formeln auf den Fall eines longi-

tudinal schwingenden homogenen Stabes von der Léinge und
Kneser, Integralgleichungen. 5
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Masse Eins an, dessen Knden frei sind, und der demgemill in

seiner Ldngsrichtung verschiebbar ist. Bewegungsgleichung und
Grenzbedingungen sind folgende:

ou_ o pu

otz oxY ox

Diese Forderungen werden erfiillt, wenn man % konstant

setzt, was offenbar eine longitudinale Verschiebung des unver-
zerrten Stabes bedeutet. Allgemein kann man daher setzen:

oz =1, U=(q+ > Pl

n>0

£=0,1

= 0.

sodann findet man aus der Bewegungsgleichung, indem man sie
auf jedes einzelne Glied der letzten Summe anwendet,

1 dq, 1 d?euo

In di2 @z da? —
und die Grenzbedingungen ergeben, daf
Ay = w202, (pnx:V—Q_cosnnx

zu setzen ist.

Nun ist bei der zugrunde gelegten Form der Bewegungs-
gleichung du/0x die in der Richtung wachsender = wirkende Span-
nung; wenn daher in einem Punkte xz = £ eine Einzelkraft P
wirkt, so mull dieselbe mit den auf beiden Seiten dieser Stelle
angestrebten Grenzwerten der Spannung im Gleichgewicht sein:

cu

ox

S§+o
+ P = 0,
E—o

oder fir P =1

ou E—o

ox

E+o

Wirkt ferner in irgend einem Element d eine longitudinale
Kraft Ydz, so mull sie im Gleichgewicht stehen mit der Resul-
tante der in den Enden des Elements auf dieses wirkenden Span-

nungen, also
au le 4+ da
Ydo + 57 L.
Sucht man also nach dem Ansatz des § 16 die Gleichgewichts-
figur des Stabes unter der Wirkung einer an der Stelle £ an-
gebrachten Kraft von der Intensitit Kins und einer im Element
d z angebrachten Kraft

c2u
:0, Y—}—-—aﬁ‘:o.
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Yde = — @ox .@p§.dx = — dz,
so ist die zugehorige Verriickung diejenige Losung der Gleichung
d2u
aw L=
die die Grenzbedingungen
x=0,1
dup=or_
ax

erfiillt und an der Stelle £ eine Unstetigkeit darbietet, die durch
die Gleichung i
&—0

du
dx

Ero

definiert wird.
Als Losung dieser Aufgabe ergibt sich, wie schon in §1 be-
merkt ist, fiir z <7 &

2 2
u:-—g—{—x—j—g—}—c, ¢ = const.,

fir x > &

u=—x—{—ai—;_—§2—|—-(’,

und wenn man % durch K(z, &) ersetzt, gilt fiir die Funktionen
@1 %, P, %, ... die Integralgleichung

puz = w0 [ K (2, £) 9. £.dE,

was man aus den Differentialgleichungen, deren Integrale K (x,£)
und @,z sind, leicht verifiziert. Die Konstante ¢ bestimmt das

Glied gy oz in der allgemeinen Formel des § 16; setzt man

— 1
c = 3,

so findet man

g =0, | K(x, £)dE =0,

und diese Gleichung bedeutet offenbar, dal der Schwerpunkt des
Stabes seine urspriingliche Lage behilt.

Ein verwandtes Beispiel bietet das in §11 betrachtete ro-
tierende Seil, wenn es nicht in der Achse endet, sondern sich
von £ — — 1 bis £ = -+ 1 erstreckt und auch da, wo es die
Achse schneidet, lings dieser beweglich ist wie ein Faden in
einem linglichen Nadelghr. Man hat dann fiir die Funktion ¢,
die Bedingung, daf die GroSen ¢,(+1) und ¢@,(—1) endlich

5*
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sein miissen. Die Randwertaufgabe, in der die Differential-

gleichung
d
dx[(l—aﬂ) ]—{—lq)—-o

auftritt, hat auch eine Losung, wenn A = 0 gesetzt wird, und
zwar die Konstante; normiert man, so ergibt sich

Pl =

<|,_.
wl.

Da nun wie in §11 auch hier die Spannung durch
ou
— 2y -
(1 — a%) ox

ausgedriickt wird, so findet man fiir die Greensche Funktion die
Gleichung

d d
=la—a T = weme =0,

d du
la—mE—i=o,
und die Unstetigkeitsbedingung

duw |80
1 — 22) — — 1.
(1 —a?) — ceo
Setzt man u = K (z, §) und bestimmt die in w verfiigbhare

additive Konstante so, daf die Gleichung
+1
jK (z, &)dz =0
—1

besteht, so findet man

x> §, K(w,§)= log[(l—i—x)(l—ﬁ)]—l-i-log?-

Die Losungen des Randwertproblems sind, wie in § 28 niher
ausgefiihrt werden soll, die Legendreschen Polynome beliebigen
Grades.

Ein weiteres Beispiel dieses Falles findet sich bei den trans-
versalen Schwingungen eines Stabes, dessen Enden beide frei
sind. Hilt man die Bezeichnungen des §12 fest, so hat man
fiir die Verriickung die Differentialgleichung

o2u
@ 09:4 s o = 0

und die Grenzbedingungen
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02w |01 03w |01
@ 0w | T 6w
Diese Forderungen werden zunichst erfiillt, wenn man
% =qox
setzt und die Differentialgleichungen
d2
9"z =0, a—-t% =0

gelten. Die GroBe @« kann dann aus zwei linear unabhingigen
linearen Funktionen von z, etwa 1 und z — ¢ zusammengesetzt
werden; diese sind aber nur dann zu einander orthogonal, wenn
die Gleichungen

1
j.(x——c)d:czo, c=13
0

gelten. Die Funktion # — } wird ferner erst dann normiert,
wenn wir sie mit Y12 multiplizieren; denn man findet leicht

1
[@—rdz=4
0

Hiernach wird man setzen konnen:

Pox = 1, QJOIJU:VE(Q?-— %)1
und es gibt spezielle Verriickungen von der Form

U = qoPoZ == Qo, “—_—Ql‘;"mx:m%l(x_‘%)a
in denen ¢, und ¢, lineare Funktionen der Zeit sind, so dafll
iz_!lg __ gy 0
ez~ dtz T 7
Die mechanische Bedeutung dieser Verriickungen ist leicht
ersichtlich: die erste ergibt eine longitudinale Verschiebung des
unverzerrten Stabes, die zweite eine Drehung um den Mittel-
punkt z = j. Daf} die potentielle Energie des Stabes von den
Amplituden dieser Bewegungen unabhiingig ist, wenn von der
Schwerkraft abgesehen wird, machen schon allgemeine dynamische
Erwigungen plausibel.
Ferner werden die Forderungen (1) und (2) erfiillt, wenn
man ansetzt:

U = qn Pn X,

dt g, d2o,
(3) [ s An@n = 0, ([.;;

0,1

0,1_ daq)” . O
— VY

T odad
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d2q,
(4) di2 ~+ Anga = 05
sind m, die positiven Wurzeln der Gleichung
& =
so findet man cosm Gofm = 1,
An = amy,
und wenn man die Funktionen ¢,z normiert,
Pl =
(sin m, — Sinmy,) (cos m,x—+ Cofm, x) — (cos m, — Eojm,,) (sin m, z 4 Sinm, ) )
Tgm, — sinm, Cofm,
Aus den Gleichungen (3) folgt leicht
1

j'q),,oc.gopocdoa =0, n=p,

0
auflerdem aber auch
1

jtpnu.du = %

n

1
j(p;@v“-d“——— [(p”' mo]—o

0
1

1 1
a v a 24 1 e
J‘atp,,oc.du_—_i—jocq)noc.doc__l {oc(pn ’ —J‘q) oc.doc}
n 0
0 0 0

"

@
= /Tn(ocq)n o — Qp

Die Funktionen ¢,z sind also nicht nur untereinander, son-
dern auch zu den Funktionen ¢,z und ¢,z orthogonal. Man
findet daher, indem man

U= GoPoZ + o1 P ¥ +Z Qn Pn X

setzt, fiir die lebendige Kraft des Stabes den Ausdruck
= %j(dt) do= 4 [ +a+ 3 aa),

und die Bewegungsgleichungen (4) und (3) werden richtig er-
halten, wenn man fiir die potentielle Energie den Ausdruck

= 5> hndi
ansetzt. "

Um jetzt der allgemeinen Methode gemif den Kern einer
Integralgleichung zu erhalten, deren Losungen die Funktionen
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@, sind, lassen wir im Punkte £ eine transversale Kraft von
der Intensitit Eins wirken; die von ihr bewirkte Verriickung « hat
dann nach § 12 die Unstetigkeit, die durch die Gleichung
d3u §—o0

ly — 4 —
) @ s f1o 1
ausgedriickt wird. Ferner riihrt an jeder Stelle von der Ver-
riickung w eine transversale Kraft

d x*
her; lassen wir nun auBlerdem die Krifte

— (9% . 9o + 9017 Por £) dz
wirken, so ergibt sich als Gleichgewichtsbedingung die Gleichung:

dx

(6) “%+¢ox-%g+%1x-%1§=0
oder dtu
IRt 2E—)E—D=0
Diese Differentialgleichung verbunden mit der Unstetigkeits-
beziehung (5) und den Grenzbedingungen
d2y |01 d3y |01
dzt| T dus
ergibt durch elementare Rechnung folgenden Ausdruck:
au=aK(np =0 LEEE TEA Ll
5 5 zt 4 22 &2 23 3 13
NEES SIS T3 N L e,

11 1
— 310 (@ + &)+ 105"

Aus den Gleichungen (4), (5), (6) folgt mittels der Identitit
plw e AL d b e dy )
dat drt  dx | da3 ded ' dx dx?®  dx da?

die Integralgleichung
- 1
Puf = | K (2, &) pu2.d2

0
sowie die Beziehungen

[E@, &) poz.dze =K (, § pnz.de = 0.
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§ 18.

Die ausgearteten Fille nach einer zweiten Methode. Systeme,
deren Schwingungszahlen sich im Endlichen hiufen.

Eine andere Methode, die ausgearteten Fille zu behandeln,
ergibt sich, wenn man davon ausgeht, dafl die ersten Entwicke-
lungen des § 13 giiltig bleiben, wenn beliebig viele der Kon-
stanten A verschwinden. In den Entwickelungen ndmlich, die von
der Gleichung (1) aus zu dem Resultat (2) fithren, treten iiberall
nur die Nenner 4, — 2 auf; ist also § von Null und allen nicht
verschwindenden Werten 4, verschieden, so reprisentiert der Aus-
druck

u—z p— wj%cpnx.dx

den Raumfaktor einer erzwungenen Schwingung, und X ist der
Raumfaktor der wirkenden Kraft. Laf6t man diese wieder in eine
allein an der Stelle £ wirkende Kraft von der Intensitdt Eins in
der Weise ausarten, daf die Gleichung

j%dx =1
gilt, so geht die Grofle u in die Form

N PnT. 9k
(N V=27 p 5

tiber, und diese kann als symmetrischer Kern einer Integral-
gleichung benutzt werden, deren Losungen alle Funktionen ¢,z
sind, gleichviel ob die zugehdrigen Werte 1, verschwinden oder
nicht. Denn offenbar gilt die Gleichung

P = (4, — ﬁﬂ)ju pnzd,
und die Differenzen 4, — f2 sind alle von Null verschieden.

Der Nutzen dieser Bemerkung beruht darauf, dafl die mecha-
nische Bedeutung der Grofe u unter Umstinden gestattet, sie
explizite auszurechnen und dadurch die bilineare Reihe (1) zu
summieren.

Wirkt z. B. auf die transerval schwihgende Saite oder den
longitudinal schwingenden Stab im Punkte z =— £ die Kraft von
der Intensitdt cos (8t -4 7), und soll die Verriickung # in einen
Raum- und Zeitfaktor nach der Gleichung

u = ucos (Bt 4 y)
zerfallen, so mull nach § 10 (3) die Gleichung
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du §—o0
cos (Bt 4+ ») — iz cos(ﬁt—}-y)l“_o—_— 0

oder ‘
—0

auls=® _
Adz|sq0

bestehen. Ferner gilt allgemein die Differentialgleichung

d?u
a5 T Fu=0,

und die Grenzbedingungen sind im Falle der Saite

0,1
ul =0,
im Falle des Stabes
du 0,1 0
d_a_;-_ —_— .

Die diese Forderungen erfiillenden Groflen u sind aber schon in
§ 1 bestimmt; man findet bei der Annahme 2 > £ fir die Grole
u im Falle der Saite

GinB(l —x)&inBg

gSing ’
im Falle des Stabes
@) Coif(1 —x)Boip&
BSinp ’

und bei der Annahme z <7 § sind die Buchstaben x und & zu ver-
tauschen.

Die simtlichen beim Stabe auftretenden Eigenfunktionen,
auch die Konstante, der kein Glied in der potentiellen Energie
entspricht, sind also Eigenfunktionen des Kernes (2), und der Eigen-
funktion 1 entspricht der Eigenwert — B2, der REigenfunktion
V2 cosnmx der Eigenwert n2n2z — p2.

Hier moge eine Betrachtung iiber ausgeartete Kerne Platz
finden, die von Fredholm herriihrt und von Schaefer auf die Theorie
der Dispersion und der Serienspektren angewandt ist.

Sei K (z, &) einer dieser Kerne, fiir den die Gleichung

1
jK (z,&)doe = 0
0
oder lieber, indem eine Konstante hinzugefiigt wird, die Gleichung

(3) [K(z,0)da = a
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gilt, in der a eine negative Konstante bedeutet. Sei ferner @z
die Verriickung an der durch x bezeichneten Stelle eines linearen,
von z = 0 bis # = 1 erstreckten Massensystems 0t und werde an-
genommen, dafll das Massenelement do auf das Element da die
Kraft

K(z,0)[@x — Oca)ldzde

ausiibt. Dann wirkt auf das Element dz die Gesamtkraft
1
dz [ K(z, o) [0z — Oc]da,
0

und man erhilt die Bewegungsgleichung
1

00w Kz, 0) [@x — Oo]do.

ST

=dux

]
Soll das System harmonisch schwingen, so hat man etwa

Oxr = @z.cos(ft 4 7)
zu setzen und erhilt sofort

1
— Pz ::jK(x, o) [pr — po]do,
0
oder mit Riicksicht auf die Gleichung (3):

1
— ﬁﬂ¢x:a¢x—jK(.x, a)po.da,
0

(4) 1
Qpx = le(x, a)po.do,
0

wobei zu setzen ist
1 1
—_— 2 — —_—
b= a + B2’ p @+ A

Die Eigenwerte der Gleichung (4) konnen sich nun nach § 8
nur im Unendiichen biufen; sind ihrer unendlich viele, wie in
den betrachteten Beispielen, so erhilt das Massensystem IR un-
endlich viele Schwingungszahlen f, die sich in der Nihe des
Wertes ¥ — a hiufen.

Auch die erzwungenen Schwingungen dieses Systems sind
leicht zu iibersehen. Wirkt ndmlich auf das Element dx die Kraft

dz.X cos (Bt 4 p)

@x = u cos (ft -+ y)

und versuchen wir,
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zu setzen, so hat die Bewegungsgleichung die folgende Form:
1

B

V]
sie ergibt fiir u die Gleichung

B2 + a)u :jK(cc, O&)H(Oﬂ)dlx + X,

also eine nichthomogene Integralgleichung, die durch die Schmidtsche
Formel nach § 13 sofort geldst werden kann:

1
p=Ax42S A_‘Prj—ljae.%xdx.
n " 0




Dritter Abschnitt.

Integralgleichungen und die Sturm-Liouvillesche
Theorie.

§19.
Die Sturm-Liouvilleschen Funktionen.

Die analytischen Hilfsmittel, die wir in den letzten Para-
graphen kennen gelernt haben, ermdglichen uns, ein Problem
allgemeinen Charakters in Angriff zu nehmen, das durch die ihm
gewidmeten bewundernswerten Arbeiten von Sturm und Liouville
besonders wichtig geworden ist.

Erstreckt sich ein die Wirme leitender heterogener Stab
lings der Abszissenachse von x = 0 bis # = 1 und ist g die
spezifische Wirme, k die innere Leitfihigkeit, I das seitliche Strah-
lungsvermégen, endlich ¢ die Zeit, so erfiillt die Temperatur «
die Differentialgleichung

ou 0 ou

und die Grenzbedingungen

3 0 1

%——hu} =0, %g—l—ﬂu‘ = 0,

in denen A und H die Werte der duBleren Leitfihigkeit der End-
querschnitte, also positive Konstante, bedeuten. Wird einer dieser
Querschnitte oder beide auf der konstanten Temperatur Null

gehalten, so erhilt man eine der Grenzbedingungen
w lo =0, ul'=0

oder beide, auf die man auch dadurch kommen kann, daf man
eine der Konstanten s, H oder beide unendlich werden 146t.

Setzt man
u= Ve,
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wobei ¥ von t unabhiingig und 4 eine Konstante sei, so erhilt
man die Aufgabe, die Grofe V aus der Differentialgleichung

d av
) 7 (*5) + -7 =0
und den Grenzbedingungen
av 0 av 1
@) k—d—:;——thzo, k%—}—HV'_O

zu bestimmen, von denen auch eine oder beide in die Formen
VIO =0, V ll =0
ausarten konnen.
Einen speziellen Fall dieser Randwertaufgabe erhilt man bei
der Theorie der heterogenen Saite, deren Bewegungsgleichung,
wenn # die Verriickung bedeutet, in der Form

?fﬁ~_3_<k§ﬁ>
9ot = 22 \" oz

anzusetzen ist, und wenn man eine der Gleichungen
, uw="VcosYit, wu=="V sin it

ansetzt, genau auf die Differentialgleichung

d av

- (k 75) +giv =0
mit den Grenzbedingungen

14 |0 =7 ll =0

zuriickgefithrt wird.

Man sieht, dafi hier wie oben bei der Wirmeleitungsaufgabe
die GroBen g, k ihrer physikalischen Bedeutung nach auf der
Strecke von # = 0 bis £ = 1 positiv sind, und daB I jedenfalls
nicht negativ ist. Aullerdem darf noch, ohne dafi die Aufgabe
spezialisiert wird, g = 1 gesetzt werden. Denn man kann die
Gleichung (1) in der Form

d av l
gz (W5a) + (1= g) V=0

schreiben; fiilhrt man dann die GroBe
x 1
x, :j.gdx:j‘gdx
0 0

als neue Variable ein, und setzt
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1

: 1
gk:ugdx] =h, =Hh,

so erhdlt man die Gleichung

d (L dV)—{—(/l—Zl)V:O,

do, \ 'dzx,

in der die Grofe k, und !, dieselben Eigenschaften haben, wie sie
oben fiir k¥ und ! gefordert wurden, und die Grenzbedingungen (2)
behalten ihre Form, so dall jetzt der Index 1 wieder weggelassen
werden kann.

Um die aufgestellte Randwertaufgabe auf eine Integralgleichung
zuriickzufithren, schliefen wir zunéchst den Fall A = H =— 0 aus
und bewirken dadurch, dafi die Gleichung

d (. dy _
3) %<k%>—1y_o

kein Integral besitzt, das auf der Strecke von x = 0 bis =1,
dem Grundgebiet, wie wir wieder sagen wollen, mit seiner Ab-
leitung stetig ist und beide Randbedingungen erfiillt. Denn wenn
z. B. h nicht verschwindet, ist von den Grofen dy/d« und y an der
Stelle =0 die erste von Null verschieden, etwa positiv, die zweite
nicht negativ, und daraus folgt, dafi die Grolle

1 dy

y dz’

mit positiven Werten beginnend, in den nicht positiven Wert
— H iibergeht, wenn man = von 0 bis 1 laufen laft. Nun kann
die Grofle y im Grundgebiete fiir positive Werte von « nicht
verschwinden, da die Gréfien k dy/dx und y bei kleinen Werten
von z mit positiven Werten beginnen, und erstere der Gleichung (3)
zufolge nicht abnehmen kann, solange y positiv ist; verschwinde
aber y im Gebiet
0<z<,

50 miilte dy/dx, mithin auch kdy/dx vorher den Wert Null
erreicht haben, was unmdoglich ist, da die letztere Grofe bei posi-
tiven Werten von y nicht abnimmt.

Somit kann die GréBe 2 ihr Vorzeichen im Innern des Grund-
gebietes nicht dndern und an der Grenze xz = 1 nicht in einen
negativen Wert oder die Null iibergehen.
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Der durchgefiihrte Beweis zeigt zugleich, daf im Falle 2 > 0
eine die erste Grenzbedingung (2) erfiillende Losung der Glei-
chung (1) im Innern des Grundgebietes nicht verschwindet. Dies
folgt aber auch im Falle A = 0, wenn y fiir die Stelle x = 0 z. B.
positiv genommen wird, daraus, daf die GroBe kdy/dx im all-
gemeinen mit x wichst, also positiv wird. Etwas anders wiirde
man schliefen, wenn ! identisch verschwiande. Dann wire kdy,/dx
konstant, hatte also, der ersten Randbedingung im Falle # == 0
zufolge, den Wert Null; y wire konstant und es wire wiederum
unmoglich, die zweite Randbedingung zu erfiillen, wenn H nicht
verschwindet.

§ 20.
Ubergang zu den Integralgleichungen.

Es seien nun ¢z und ¥ x zwei im Grundgebiet stetige Losungen
der Gleichung (8) des § 19, von denen die eine, etwa @z, die erste
Grenzbedingung erfiillt, die andere die zweite. Dann kann man
annehmen, es gelte die Identitit

do dy
k <¢ ar @ W) =1,

da ihre linke Seite jedenfalls konstant ist, und ein konstanter
Faktor in jeder der Groflen ¢ und v zur Verfiigung bleibt. Ver-
schwinde der konstante Wert dieser Grofle, so wiren ¢ und v
nur durch einen konstanten Faktor unterschieden; die Gleichung (3)
des § 19 hitte also eine Losung, die beide Grenzbedingungen
erfiillte, was nach § 19 nur in dem ausgearteten Falle h —= H =0
eintreten kann.

Sehen wir von diesem ab, so kann der Kern der gesuchten
Integralgleichung gebildet werden, indem man, wenn z < & ist,
setzt
und, wenn x = § ist,

K(x, &) = gt .y
Die so definierte Grofle erfiillt ndmlich, wenn wir wie gewohnlich
: __0K(x &)
K'(z, &) = Y
setzen, die Gleichung
!
(1) K@ ] g £) = 0

dx
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und die beiden Grenzbedingungen (2) des § 19, und ist an der
Stelle * = ¢ singuldr, so dall die Gleichung

KK’ (z,

—0
=1
£+o
besteht.

Versteht man nun unter fz eine beliebige, im Grundgebiet
stiickweise stetige Funktion, unter

Fz ::}K(x, o)fo.de

eine quellenmiBig dargestellte Funktion, so findet man durch
dieselbe Rechnung, wie sie in §2 zu dhnlichem Zweck angewandt
wurde,

1
Flog =(K'(z0)fo.da,
0

d(kF'z) _
dzx

<
jd[“‘ @ o, dontk. o [ K (,0—0)— K, 54 O)];
0
da nun die expliziten Ausdriicke der Funktion K die Gleichungen
K' (zyx — 0) = K' (z + 0, ),
K@ x4+ 0)=K(x—02
ergeben, so folgt aus der erhaltenen Gleichung fiir alle Stellen,
an denen fz stetig ist, die Identitit
® WF) gy
An den Unstetigkeitsstellen ist das Symbol F” zun#chst nicht
definiert. Man erkennt ferner aus der angegebenen Form der
Grofe F", dafl die Funktion I die Randbedingungen der Grofien
K(x, ) und V erfiillt.

Ist umgekehrt die Funktion @z auf dem Grundgebiet mit
ihrer ersten Ableitung stetig, wihrend die zweite Ableitung stiick-
weise stetig ist, und erfiillt sie die Grenzbedingungen, so ist die
Funktion

fo—— (l(dex)+l(D
stiickweise stetig, und man kann mit ihr die vorher eingefiihrte
GroBe Fz bilden. Dann ergibt sich, indem man diese Gleichung
mit K(z, §) multipliziert und zu der mit @z multiplizierten
Gleichung (1) addiert,
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ftd_x [k(Pz.K' (2, &) — K(, £) P'x)] = K(z, &) fx;

wenn man sodann iiber das Grundgebiet integriert, die allgemeine
Integrationsregel des § 2 benutzt und bedenkt, da die Grofe in
eckigen Klammern an den Stellen £ = 0 und # = 1 verschwindet,
weil die Funktion @z die Grenzbedingungen erfiillt, so erhilt

man folgendes Resultat:
1

(3) koz.K(aE) ;":@g:jz{(x, b fo.do;
0
0
die Funktion @ kann also quellenmifBig dargestellt werden.

Ein spezieller Fall dieser GroBie ist V, die Losung des
Sturm-Liouvilleschen Randwertproblems, wenn eine solche existiert.
Fiir sie gilt die Gleichung

akV)
T dx

ersetzt man demgemdll fx durch AV, so ergibt sich aus der
Gleichung (3)

LIV =1V,

VE= xf VE(z, £)dz,

womit das Randwertproblem auf eine homogene Integralgleichung
zuriickgefiihrt ist.

Dafl umgekehrt jede Losung der Integralgleichung auch eine
Losung des Randwertproblems ist, folgt sofort daraus, dal die
rechte Seite der Integralgleichung quellenméfBig dargestellt
erscheint, woraus sich nach der zwischen f und F geltenden Be-

ziehung (2) ergibt
: d av
auflerdem erfiillt jede Losung der Integralgleichung ebenso wie
jede quellenméifige Funktion die Grenzbedingungen. Da nun beim
Randwertproblem zu jedem Eigenwert offenbar nur eine bis auf
konstante Faktoren bestimmte Eigenfunktion gehort, so gilt dasselbe
fiir die Integralgleichung, so dafi die in § 8 erdrterten Komplika-
tionen ausgeschlossen sind.

Diese Entwickelungen sind im Falle h— H—0 zu modifizieren,
wenn das durch die Grenzbedingung

y['’=0

Kneser, Integralgleichungen. 6
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bis auf einen konstanten Faktor bestimmte Integral der Gleichung
d (1.%Y —
von selbst auch die zweite Grenzbedingung
Y[ =0
erfiillt. Sei @,z dieses Integral, das als eine stationdire Tem-

peratur des Stabes angesehen werden kann, und werde die Glei-
chung

1
j(q)ooc)%ioc =1
0

vorausgesetzt. Dann ist nach §16 als Kern der Integralgleichung
die stationdire Temperatur « zu nehmen, die durch eine an der
Stelle « — £ wirkende Wirmequelle hervorgerufen wird, wenn
in jedem Element dx die Wirmemenge — dx.q,z. @& erzeugh
wird. Aus diesen Festsetzungen ergibt sich die Gleichung

d 7/, du
%) %—(lc%>—lu—tpox.q)0§:0

mit den Grenzbedingungen
du |1

dx

und der Unstetigkeitsbedingung
du

=0

E—o

22T =1,

Az igyo
wodurch die Grofe « offenbar nur bis auf einen Summanden
von der Form cg,z bestimmt ist, in dem ¢ eine Konstante

bedeutet. Diese konnen wir benutzen, um die Gleichung

1
(6) juq)ox.d:c:_—O
0

zu erwirken.
Multipliziert man jetzt die Gleichung (5) mit ¢ z, die Gleichung

™ %(k%>+(1_1)¢:0

mit % und subtrahiert, so ergibt sich durch die oben gebrauchten

Schliisse, indem man
0,1
do — 0

dz

setzt,
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du doy | du dg\ F-°
k<q)ﬂ_ u%>lo+k<q’a_x_u dx) !E+0
1

1
_ ljuq)dx — tpogjq)ox.q;dx =0,
1]
oder
1 1
(8) 9’5—lj.u¢dx—q>0§jq;.qyox.dx:0.
0 0

Nun folgt aus den Gleichungen (4) und (7), in deren ersterer y
durch @,z ersetzt ist,

1
lj.(p(podx == 0,
0

also, da wir uns auf von Null verschiedene Werte 4 beschrinken,

1
jqupodx =0,
0

und indem man
setzt, geht die Gleichung (8) in folgende iiber:
Qf = le(x, Hoz.da.

Dafl die GroBe # in den beiden Argumenten symmetrisch ist,
folgt aus den Gleichungen

UK 5B 1 ks, ) — oz g0t =0,

alk K (z, )]
dzx
nach einer in § 2 benutzten Methode auf Grund der Relation (6),
indem man die erste dieser Gleichungen mit K(z, %), die zweite
mit K (z, £) multipliziert und die Differenz ihrer linken Seiten
iiber das Grundgebiet integriert.
Bei den quellenmifigen Funktionen tritt insofern etwas
Neues auf, als die oben eingefiihrte Funktion @z noch die Be-
dingung

— lK(zyn) — @oz. oy = 0

1
9 jdix.%x.dx:o
0

erfillen mufl, um quellenmiBig dargestellt werden zu konnen;
dann ist ndmlich @ — F eine die Grenzbedingungen
6*
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dy

dz
erfilllende Losung der Gleichung (4), also in der Form C.gex
darstellbar. Da nun die Gleichung (6), wenn man nach & iiber
das Grundgebiet integriert und die Integrationen vertauscht, die
Beziehung

0,1

1
jFx.goox.dx =0
0
ergibt, so folgt aus der Gleichung (9):
1 1
[(@— F)goz.do = C(poz)dz =0, C =0,
0 0

womit die Grife
br —= Fx
quellenmifig dargestellt ist.

Auf eine andere, theoretisch einfachere Weise kann der aus-
geartete Fall erledigt werden, indem man die Methode des § 18
zum Muster nimmt. Man versteht unter ¢ eine solche Konstante,
dafl die Randwertaufgabe

d (1 9y _ dy
7 (hgh)—a—agy=0, 3L
keine Losung besitzt; dann kann die vorgelegte Aufgabe in fol-

gende Gestalt gebracht werden:
d dy ' __ dy
)+ ——aw=0, 2

Die Eigenwerte A’ stehen zu denen des urspriinglichen Problems
in der Beziehung '

0,1

0,1

M4ec=14
die neue Aufgabe kann aber nach derselben Methode behandelt

werden, die oben auf die nicht ausgearteten Fille angewandt
wurde, da keiner der Werte A’ verschwindet.

§ 2L
Integrale linearer Differentialgleichungen als Funktionen von
Parametern.
Um die Frage nach der Losbarkeit des Sturm-Liouvilleschen
Randwertproblems zu untersuchen, gehen wir von der Bemerkung
aus, daB, wenn man allgemein
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_ 4 (%Y
setzt und unter A eine willkiirliche Konstante versteht, die Inte-
grale der nichthomogenen Differentialgleichung

1) yz + .92 4+ fz =0,

die mit ihren ersten Ableitungen stetig sind und die Grenz-
‘bedingungen des Randwertproblems erfiillen, zugleich Ldsungen
der nichthomogenen Integralgleichung

1
©)) wx—_.-Fx—}—le(x,oc)tpu.da
0
sind, wenn die nach § 19 gleichbedeutenden Beziehungen
L
(3) LFz = — fz, Fz=[K(z o)fe.do
0

vorausgesetzt werden, und umgekehrt. Denn die Grofle pz ist
nach § 20 quellenmifBig darstellbar, und entsteht, wie die Glei-
chung (1) zeigt, aus Fz, wenn man fz durch fz 4 A¢z ersetzt.
Demgemif gilt die Gleichung

Y :j.K(x, o) (fe + Avo)de

oder die Integralgleichung (2), die umgekehrt nach § 20 auch
die Gleichung (1) nach sich zieht und den Schlufi erlaubt, daB
die GroBe ¥ x die Grenzbedingungen erfiillt.

Fir die weiteren Schliisse ist nun grundlegend, dal vz
ein Quotient zweier ganzer Funktionen, d. h. bestindig konver-
genter Potenzreihen von 4 ist, und zwar auch dann, wenn fz
ein Polynom des Arguments 4 ist. Der Nenner dieses Quotienten
ist von fz unabhingig und definiert, gleich Null gesetzt, die
Eigenwerte des Kerns K(z, £).

Um dies zu zeigen, werde angenommen, in der Differential-
gleichung i

*y day
i T Eg; T @y=0
seien P und ¢ Polynome eines Parameters A und stetig fiir die
reellen Werte der Variablen 2 von z = 0 bis x == 1. Dann kann
ein Integral y durch die von A unabhiingigen Werte y,, y; mittels
der Gleichungen
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0 dyO

Y| = Yo dz = Yo

definiert und durch die Reihe
B=yo+ @ — %)+ @ —y)+

dargestellt werden, wobei gesetzt ist

@ thrr =1 —[(Pva + Q¥ da,  Yuir =y + [gni1dw.
0 0

Die hiermit gegebenen Gleichungen

Ynt1 — Yo = ——j[P(y’,. — Yo—1) + Q@ Yn — Yn—1)]dz,
0

(®) -
Yosr = Y = [ Wasr — i) dz
0

zeigen ni#mlich unmittelbar folgendes. Beschrinkt man z auf
die Strecke von 0 bis 1 und 4 auf ein beliebig begrenztes Gebiet &
in der Ebene der komplexen Zahlen, so gibt es eine von z und 4
unabhéngige positive Grolle 4 von der Beschaffenheit, daf allgemein
die Beziehungen

©) 1% —¥hms| QA gy, (1 —pema| <@ AP

bestehen. Es geniigt dazu, 4 so zu wihlen, dall dies fiir den
Fall n =1 gilt und allgemein fiir die bezeichneten Gebiete der
Variablen # und 4 die Ungleichungen

A>|Pl, A>|Q]
bestehen; dann folgen die Beziehungen (6) aus den Gleichungen (5)
durch den SchluB von # auf » -+ 1, und sie zeigen, dal die
Reihe B beziiglich beider Variablen x und 4 gleichmifig konver-
giert, mithin im Gebiet ¢ eine regulire analytische Funktion
von A darstellt. Dasselbe gilt von der Reihe

B =y + (n — ) + 0o — 91) + -,
und die erste Gleichung (5) ergibt die Beziehung

R =y, —[(PR + QR)da,
0
d. h. R ist wirklich eine Losung der Differentialgleichung
dy _
d p N >+ Qy=0,
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und die Gleichungen (4) ergeben
R|'=y, R|' =y
Seien nun w,, w, zwei Losungen der Gleichung
Ly + 4y =0,
die auf eine von A unabhingige Weise definiert sind, etwa durch
die Gleichungen

0 dw, 0

= 1.

0

° dw
=0, w, 1

dz T
Sie sind nach dem soeben erhaltenen Resultat ganze Funktionen

von A; und eine Losung der Gleichung

W,

0 8y + iy + fo =0
iSt x x
w,fr.dz W, fx.dx
p=— Wz“.—lfd— —+ wlj‘z‘z—fj_a
wobel ’ dw le
_ 2 1
4 =w3 * Tz

gesetzt ist. Die Gleichungen
Lw, + Aw, =0, Sfwy -+ Aw;, =20

ergeben durch bekannte Schliisse

kA = const. = — klo.
Da nun die GroBen w, und w, als besondere Fille der Reihe K
gleichmiBig beziiglich beider Groflen z und A konvergieren, wenn
letztere dem Gebiet & angehort; da ferner die Grofe 4 von 4
frei ist, so sind auch die in p auftretenden Integrale in jedem
Gebiet & regulire, also ganze Funktionen von 4, und dasselbe
gilt von p.

Das allgemeine Integral der Gleichung (7) kann in der Form

y=p + Cw, + Cyw,
geschrieben werden, wobei C; und C, von x unabhiingige Grofen
gind; also ist in dieser Form auch die Grofle ¥ enthalten. Da
nun offenbar die Gleichungen

p

dp|°
'~ '

gelten, so ergeben sich bei endlichen Werten von A und H aus
den Grenzbedingungen § 19 (2), denen die Grofie ¥ unterworfen
wird, die Gleichungen
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0

® G52 — )+ G(EGE — )| =

< d%‘—{—H >—}—02<kdw2—+—Hw2>

Ist dagegen einer der Werte & und H unendlich oder sind es
beide, so wird eine oder jede der hingeschriebenen Gleichungen
durch eine der folgenden ersetzt:

Cyw;, + Cyw, IO =0,
Cyw, + Cyw, ll =P ll-
In jedem Falle ist die Determinante der Koeffizienten von
C; und C, in den beiden geltenden Gleichungen ebenso wie w,

und w, eine ganze Funktion von 4, die wir {4 nennen. Da nun

p als Funktion von 4 dieselbe Beschaffenheit hat, so ist gezeigt,
dafl in der Tat

w

T

gesetzt werden kann, wobei Zihler und Nenner ganze Funktionen
von A sind.

Ersetzt man iibrigens in den Gleichungen (8) die rechten
Seiten durch Null, so erhilt man die Grenzbedingungen fiir die

Grofe
V= Ciw, -+ Cu,;

die Eigenwerte der Randwertaufgabe sind also Wurzeln der Glei-
chung

Yo =

fA=0.

§ 22.
Anwendung der nichthomogenen Integralgleichung;
Existenz des ersten Eigenwertes.

Die nichthomogene Integralgleichung
1
Vv = Fx AJK(x, ) e .doy,
0
leistet dadurch einen wichtigen Dienst, dal sie die Entwickelung

der Grofle vz nach steigenden Potenzen von 4 kennen lehrt.
Setzt man nimlich auf ihrer rechten Seite

1
Yo, = Fo, + le(al, o) Yoy . dotg,
0
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so ergibt sich

1
v = Fz 4+ /le(x, o) Fa,.de,
0

-+ lﬁj}.‘}K(x, o) K(ay, o)) Voy.deaydey,
und hieraus folgt du(;'gh die Substitution
Yo, = Fa, 4 lj}K((xz, o) Pog.dag
die Gleichung ’
Yr = Fz + lj}K(x, o) Fa, . de,
0

1
-+ l2j K(z, o) K(otyy ) ety . dotgd e,y
0

_ O

1 1
-+ l3j. j_fK(x, o) K (e, o) K(ag, 05) Yoz doydoyda,.

000
Da nun der im vorigen Paragraphen erhaltene Ausdruck der Funk-
tion ¢z zeigt, dall sie zwischen festen Grenzen bleibt, wenn x die
Strecke von O bis 1 durchlduft und A auf ein endliches Gebiet
beschréinkt wird, das keine Nullstelle des Nenners {4 enthilt,
z. B. auf einen hinreichend kleinen Kreis um den Nullpunkt, so
zeigt die erhaltene Gleichung und diejenigen, die das eingeschlagene
Verfahren, wenn man es fortsetast, ergibt, daf die Koeffizienten in
der Entwickelung der Griofe wa durch folgende Gleichungen
definiert werden:

Yyrx=F) -+ Fli -+ FA2 4 ...,
F 0= Fzx )

1 1
Fo={...[ K@ ) K(as, &) K(ea—1, 0a) Fotn.dety...d ey dt;.
0 0

Aus diesen Werten der Koeffizienten ergibt sich eine wichtige
Formel; indem wir

1 1
Fon={...[E@ ). .- E(Bn1s Bn) FBm-dBn-..d B,
0 0
setzen und das Integral

'lem F.dx
0
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als (m 4~ n - 1)faches Integral schreiben, in dem offenbar die
Reihenfolge der Integrationen gleichgiiltig ist:

1
® [FuFude
0

J% KBy, ) K(xye) ... K(tp_r,n)dzde, ... do, K(B,, By)..
° X K (Bm—ss Bn) dBa- A fy.

Da nun offenbar

[

K(@,0) ... K(ctu—1,00) K(@,8) . K(Brs—1, Br) Az Aty ... A B

Cl—m

I

Py

1 1

[ KBy 2) K2, ). K(tas, an)dzdey...de, = Fyp1fi,

0 0

[ [ E(Bis B2+ E(Bnrs Bu) A By ABw = Frus By,

0
so erhdlt man aus der Gleichung (1), wenn m > 0, das Re-
sultat

1 i1
ijx.F,.x.dx — J'FnHﬂl.Fm_jlﬁl.dﬁl
0 0

oder kurz
1

lemF,,dm = _[ Fp_F, . dz,
0 0

so dall diese Grofe nur von der Summe der Zeiger m - n ab-
hingt und durch W,, ., bezeichnet werden kann.
Speziell gelten die Gleichungen:

1

1
Wanps = [ Firrda, Woo = [Fida,
0 0

W2n: an—l n+1dx - }Fr?dx')
0 1]

und keine dieser Gréfien ist negativ. Dasselbe gilt von dem Inte-
gral

) ‘
j(l’Fn—l + qF)tdz = Wan_op? 4+ 2 Woupq + Wanta0%
0

wenn p, g beliebige reelle Konstante bedeuten; daraus folgt die
Ungleichung
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(2) Wiy — Wanes Wouta < 0.

Die GroBen W,, miissen hiernach simtlich verschwinden oder
simtlich positiv sein, denn keine von ihnen ist negativ und Wi,
verschwindet sowohl mit W,,_, wie mit Wiy, e zugleich. Ist
also die GrofBe

W, = j}F‘«’dx
0

von Null verschieden, d. h. verschwindet die Funktion Fz nicht
identisch, so sind alle Grofen W,, positiv und die Beziehung (2)
ergibt - - -
2 4 8
(3) WO é T/If2 é '[/I/'4
Dies Resultat ist fiir uns deshalb von grofier Bedeutung, weil
es zeigt, daB ¥z keine ganze Funktion von 4 sein kann, es sei
denn, daf F identisch verschwinde. Da ndmlich die Grofe |¢z|
unter einer festen Grenze liegt, wenn A auf ein endliches von
Eigenwerten freies Gebiet beschrinkt wird, wihrend « das Inter-
vall von O bis 1 durchliuft, so ergibt eine Cauchysche Formel,
wenn wir das komplexe Argument A am Funktionszeichen

sichtbar machen und nach # iiber einen Kreis |#| = const. inte-
grieren,
1 v(x, 2)de
¥(md) = Qnij e — 14
1 &, (v o)de | A+t p(x 2)de
= 2m$l j P 2nijz"+1(z— 2’

Diese Gleichung zeigt, dafl wenn 4 auf einen Kreis beschrinkt
wird, der mit dem Integrationskreis konzentrisch und kleiner als
er ist, die Reihe

Y(x, A) = F | FyA -+ FyA2 + ...
beziiglich der Variablen z gleichmifig konvergiert. Dasselbe gilt
von der Reihe F'. ¢z, die man hiernach gliedweise integrieren kann:

fF.t[:x.dx =J}F2dx -+ lj.lFFldx + .-
0 0 ]

= Wy + Wik Wkt + -
Wire also die Reihe ¢ beziiglich der Variablen 4 besténdig

konvergent, so miiite dasselbe von der zuletzt erhaltenen Reihe,
mithin auch von der in ihr enthaltenen
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WO + ng2 +W4l4 + re

gelten. Dem widersprechen aber die Beziehungen (3), die zeigen,
dal in der letzten Reihe die Quotienten eines Gliedes durch das
vorhergehende, d. h. die Grofen

W, W,

Wolﬁ, —212,
bei angemessener Wahl der Grofle 4 grofer als Eins sind.

Damit ist gezeigt, dal ¢ x keine ganze Funktion von 1 sein
kann. Diese Grolie ist aber der Quotient zweier ganzer Funktionen,
von denen fA der Nenner ist. Dieser mull also mindestens fiir
einen endlichen Wert von 2 verschwinden, und der Kern K (z, £)
hat also mindestens einen Eigenwert.

Der Grundgedanke des durchgefiihrten Beweises 130t sich
mechanisch einigermaflen kennzeichnen, wenn man, wie in § 19
angedeutet ist, das Sturm-Liouvillesche Problem mit dem der
Schwingungen einer heterogenen Saite identifiziert. Dann kann
man nimlich nach § 13 die Grofle ¢z als Amplitude einer er-
zwungenen Schwingung ansehen, wobei die Periode der wirkenden
Kraft durch 4 bestimmt wird. Wire keine Eigenschwingung der
Saite moglich, so konnten niemals Schwebungen eintreten, ¢z
also nicht unendlich anwachsen. Nun zeigt aber die michthomo-
gene Integralgleichung, deren Losung ¢z ist, daf diese GroBe
bei gewissen Werten von 4 unendlich grofl wird; also mufi eine
Eigenschwingung und ein Eigenwert vorhanden sein.

§ 23.
Existenz unendlich vieler Eigenwerte.

Es sei z. B. 4, ein beliebiger Pol der Funktion ¢z und mogen
fiir Zahler und Nenner des Bruches ¢« folgende Entwickelungen
gelten, in denen durch P Potenzreihen bezeichnet sind:

1 W= M(l —_ ln)m + ('1 - M)’"“?B(l - ln)a
O NG —dr 4 G — ARG — 1)

Dann ist M eine nicht identisch verschwindende Funktion von z,
N eine von Null verschiedene Konstante, und die Integralgleichung

1
vo=Fz 4 1[E(r,0)po.da
ergibt ’
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W =Fz.fA + (l—ln)jK(x,u)Wu.du—{— A”J}K(x,oc)Wa.du,

und weiter, wenn man die Werte (1) einsetzt, durch (A — 4,)»
dividiert und 4 = 4, setzt,

1
M= lan(x, o) Me.da.
0

Die GroBe M ist also eine zu dem Kigenwert 4, gehdrige Losung
der Randwertaufgabe, und man kann nach § 20 setzen

M=CV,,
wobei C eine von Null verschiedene Konstante bedeutet.
Kombiniert man jetzt die beiden Differentialgleichungen
LVu + AVa =0,
W + AW+ fz.f2 = 0,

indem man die erste mit W, die zweite mit ¥, multipliziert,
letztere subtrahiert und das Resultat integriert, so ergibt sich

* — l,,)jl‘ WV.dx + flffx.V,,dx = 0.

Setzen wir hier die Entwickelungen (1) ein, so erhalten wir die
in 4 identisch bestehende Gleichung

(r — xn)meMV,,dx (A — A +2 Py (A — A

“+ R — ,1,,)m+rfox.V,,dx + G — )t 1P (A — ) = 0.

Diese Identitit kann, da das Glied mit (A — A,)»+! wegfallen
mul, nur bestehen, wenn # = 1; d. h. die Funktion ¢z hat nur
einfache Pole, deren Residuen offenbar die Grofien

M __CV,
N~ N
haben.
Dividieren wir sodann durch (4 — 4,)"*! und setzen 2 = 1,
so folgt

1 1
©) ojV,?dx+Njfx.Vndx=o.
0 0
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Ist also 4, ein Pol der Funktion ¢z, so ist die Grofle

1

[fe.Vida

0

von Null verschieden.
Aus der Gleichung (2) ergibt sich ferner, daf der Pol 4, das
Residuum

V,,J}fx.Vndx
0

fV,? dx
0

besitzt; diese Grofe ist das negativ genommene allgemeine Glied
der Reihe, die man erhilt, wenn man fx auf die Fouriersche
Weise nach den Eigenfunktionen ¥, zu entwickeln versucht. Bildet
man daher in der Ebene der komplexen Griofe A das Integral

1
Jn:— Qaij.dl,

indem man lings einer geschlossenen Kurve £, die die ersten #
Eigenwerte 4, 4,, ... 4, und nur diese umfafit, im positiven Um-
laufssinne integriert, so ist der Wert des Integrals einfach

1
in Vo jf'x.Vv dz
O
v j‘Vﬁ dx
0
Ist es nun mdoglich, den Grenzwert zu finden, dem das Inte-
gral J, zustrebt, wenn die Kurve & immer mehr und mehr Eigen-
werte umfalit, so summiert man die nach den GroBen V, fort-
schreitende Fouriersche Reihe nach der Methode, die Cauchy
auf die Fouriersche Reihe im engeren Sinne des Wortes an-
gewandt hat.
Eine wichtige Folgerung werde noch aus den obigen Resultaten
gezogen.
Wire eine stetige Funktion fz so beschaffen, daf alle Glei-

chungen
1

(8) [fe.Vide =0

0
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bestiinden, so hiitte die Funktion ¢z keinen Pol, wire ganz, und
daraus folgt nach dem obigen die Identitéit
fz=0.

Das heift: Eine im Grundgebiet stetige Funktion ver-
schwindet identisch, wenn sie zu allen Eigenfunktionen
orthogonal ist.

Beildufig folgt hieraus, daB unendlich viele Eigenwerte
Ay mit zugehdrigen Funktionen V, existieren. Wire deren
Anzahl nimlich endlich — sie ist ja mindestens Eins —, so ergébe
nach § 20 die Grofe

5= K(m &) — ST Vi Vi€

d 1

n nnjvgdx
0

die Gleichungen (3), hétte also den Wert Null. Das ist aber un-
moglich, da K(z, ) eine unstetige Ableitung nach x besitzt, nicht
aber die in fz auftretende Summe.

§ 24.
Asymptotische Darstellung der Eigenfunktionen.

Wihrend die Resultate des vorigen Paragraphen aus der
Integralgleichung gewonnen wurden, mufl auf die Differential-
gleichung der Funktionen ¥ und das zugehorige Randwertproblem
zuriickgegangen werden, wenn man die Sitze iiber die Darstellung
willkiirlicher Funktionen in so allgemeiner Form erhalten will,
wie es fiir die Anwendungen nétig ist.

Zu diesem Zweck transformieren wir die Gleichung

L (G)+a—r=0

durch die Substitutionen
1

Cdz . dz
=\ = U:VV’G, Z=|—-=
k k
0 V_ 0 V
und erhalten eine Gleichung von der Form
aU
M et —L)U=0
und Grenzbedingungen
au , ]0__ av , lz .
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in denen %/, H' Konstante, aber nicht notwendig positiv und
mit h, H zugleich endlich sind; der Fall, daf eine der Grofen
h, H unendlich sei, werde zunichst ausgeschlossen. Wir notieren
noch die offenbar richtige Gleichung

1 z
Vede =\ U2dz.
J e =[vde

Jetzt beachten wir, dal die Gleichung (1), wenn A = g2
gesetzt wird, mit jeder der folgenden identisch ist:

d (singz % — chosgz) = LUsinpzdz,

d <cos 0z LZZ—Z ~+ oUsin 93) = LUcosgzdz.

Integriert man diese Gleichungen und fiihrt, indem man ¢ will-
kiirlich 148t, nur die erste der Grenzbedingungen (2) sowie die
Gleichung

U lo =1
ein, so ergibt sich

sin @z @diz] —ocosgr. U=—9 -+ | L' U'sing 7 ds,

cosQ# g—g—}— osingz. U= W -4 |L' U cosps'd?,

z
6[
z
J
wobei durch L', ' die Funktionen L, U, in denen z durch 2
ersetzt ist, bezeichnet sind. Hieraus folgt

| A
3) U=cosgz+h-'°71;—‘—‘ﬁ+_:)-jL'U'sing(z—z')dz',
0

z

auv . Keosoz | 1 (., N7
a7 = — sines +T+EJL U'coso(z— 2')dz.
0

1
@ 5

Diese Gleichungen ergeben wichtige Resultate betreffs der
Werte von U. Zunidchst kann diese Funktion von z nach den in
§ 21 gegebenen Formeln fiir die Integration linearer Differential-
gleichungen durch das ganze Intervall von 2 =10 bis 2 = Z
fortgesetzt werden, wobei sie selbst wie auch ihre Ableitung unter
einer von # unabhingigen Schranke liegt, die aber zunichst mog-
licherweise von @ abhidngt. Es sei z B. @ die erste positive
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ganze Zahl, die von den Werten |U| weder erreicht noch iiber-
schritten wird. Dann ist die rechte Seite der Gleichung (3) ab-
solut kleiner als

SR P

die linke Seite wird aber fiir gewisse Werte von 2z nicht kleiner
als @ — 1, woraus sich ergibt

0—1<1+|Y] +|—§—Ifiﬂ| az,

0

ofi—fiias] <14

0

Da nun die Klammer auf der linken sowie die rechte Seite
sich bei wachsenden Werten 4 und |¢| der Grenze -} 1 annihern,
so ist klar, dall @ bei diesen Werten nicht unendlich zunimmt,
sondern unter einer festen von ¢ unabhingigen Schranke ver-
bleibt. Dasselbe gilt daher von |U| und der Gleichung (4)
zufolge auch von der Grofle o—'d U/da.

Weiter ergeben die Gleichungen (3) und (4) die Identitit
% + HU= (¢ — P')sings — Pcos gz,

wobei die GroBen P und P’, die leicht zu bilden sind, zwischen
endlichen, von ¢ unabhingigen Schranken liegen. Die Eigenwerte
A = ¢? werden daher durch die Gleichung

P
(5) tang 0 Z = Py

definiert, die zeigt, daB
nw
0= 7t

zu setzen ist, wobei n eine positive ganze Zahl bedeutet, die von
einer gewissen Grenze ab immer um Fins wichst, wenn man zu
dem nichstgroferen Wert von 4 iibergeht, und die Gleichung

g:+w

gilt. Schreibt man die Gleichung (5) in den Formen

Kneser, Integralgleichungen. 7
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P

tang(nx + ¢, 4) = tang 6, £ —= ~—m———,
nr__p + &
Z
A , .
nE, — wtang e, Z [P -— (P -+ &) tang e, Z],

und beachtet, dall die rechte Seite der letzten Gleichung zwischen
endlichen, von n und @ unabhingigen Schranken verbleibt, das
Verbaltnis #n:¢ aber einem endlichen Grenzwerte zustrebt, so
wird klar, daf man setzen kann:

&, = ?, 0 =— -+ =,
© cos z——cosmm—+—]i ingz — sin " —}—Pﬁ

02 = 7 o’ sin gz = sin — =
wobei die Groflen B zwischen festen, von ¢ unabhéngigen Schranken
verbleiben.

Hieraus ergibt sich mittels der Gleichung (3) leicht

z
Z | B,
2 _— —
IU dr =5+,
0
wenn B; eine Griofle ist, die die Eigenschaften von B, B, und B,
besitzt; die normierten Eigenfunktionen haben also, der Glei-

chung (6) zufolge, die Form
q
(M Vi.g x—V 222 - 2,

wobei der Buchstabe ¥ hier und fortan eine Grofie bedeute, die
zwischen endlichen von » und z unabhiingigen Schranken liegt.
Dabei ist zwar, streng genommen, nicht bewiesen, daf ¢,z die
nte Eigenfunktion ist, da erst von einer gewissen Grenze ab dem
um Eins wachsenden Werte von » die aufeinanderfolgenden Werte
von ¢ oder A entsprechen. Das ist aber fiir die Konvergenz-
fragen, die wir jetzt in Angriff nehmen, unwesentlich; man kénnte
auller der Reihe ¢,, @y, ... noch eine endliche Anzahl von Eigen-
funktionen hinzufiigen, um das vollstindige System zu erhalten.

Analog der Gleichung (7) findet man aus den Gleichungen (4)
und (6)

Kagppe Z4/2 . nmez
® T——n—n]/z "t
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und der zugehorige Eigenwert hat die Form

n2mw2 L9
}‘”“92__27‘*”_’

so dal

©) 7:n2n2< +’¥'>

gesetzt werden kann.
§ 25.
Die bilineare Formel.

Fiihren wir nun neben z ein zweites Argument z;, ein und
bezeichnen alle Funktionen von z, in denen #; fiir 2 gesetzt wird,
durch den Index 1, so ergeben die Formeln (7) und (9) des
vorigen Paragraphen unmittelbar:

YT QuX. Py 27 1 nwz NEE
kal;__'Tn——— = WCOS ’ANA"'-I—Z n2’

72

wobei die Schranken der Groflen ¥ wie von z so auch von z,
unabhéingig sind. Die Reihe auf der linken Seite ist zwar nicht
vollstéindig als die bilineare Reihe nachgewiesen, da die Funk-
tionen @,z und cos(nmz/Z) einander vielleicht nicht vollig ein-
deutig entsprechen, aber jene Reihe kann sich von der bilinearen
nur um eine endliche Anzahl von Gliedern unterscheiden. Die
bilineare Reihe des Kerns K(z,y), d. h. die iiber alle
normierten Eigenfunktionen ¢, erstreckte Reihe

l’zm PnZ-Pniy
An
»
konvergiert also im Grundgebiet absolut und gleich-

méfig beziiglich beider Variablen. v
Die Formeln (7), (8) und (9) des § 24 zeigen ferner, daB

die Reihe _
o PR Qpy
—Vksk, ; e
sich von der Reihe
2 E L gin BEZ s MTA
< n YA VA
ORI

. 1 . nai(z—f—zl) 1 1 . nm(z — 2)
_—E—ﬁsm——z +E§WSID—_—-Z

T
n

7*
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nur um eine beziiglich beider Argumente im Grundgebiet gleich-
miBig konvergierende Reihe, also eine stetige Funktion beider
Argumente unterscheidet. Da nun die GréBen % und %, im Grund-
gebiet stetig und positiv bleiben, folgt weiter, dafl die Reihe

1,® ’
Pl . QuX
fxlzz: n An” 1
n

in jedem Gebiet der Variablen gleichm#fig konvergiert, in welchem
dies von der Reihe (1) gilt. Dazu geniigt es, 2, an irgend einer
Stelle des Grundgebietes festzuhalten und 2 eine Strecke, die
einen Teil dieses Gebietes bildet und 2, nicht enthilt, durchlaufen
zu lassen. Dann bleiben die Groflen 2 — 2, und 2 -+ 2, iiber
einer positiven Grenze und unter einer Schranke von der Form
2 Z — ¢, wobei ¢ eine positive Konstante bedeutet. Daraus aber
schlieft man, daf die Reihen auf der rechten Seite der Gleichung (1)
gleichmiBig konvergieren, indem man sich der in §4 entwickelten
Eigenschaften der Reihe

1,0 .
Z sin nu
n
. n
erinnert.
An der Stelle x;, = z, 2, = 2z wird der zweite Teil der
Reihe (1), als Funktion von x, betrachtet, unstetig; dasselbe gilt

daher von fz;, und es gilt dabei offenbar die Gleichung

) @ —0) + f(z + 0) = 2f
Aus den erhaltenen Eigenschaften der bilinearen Reihe folgt
zunichst, dal die Reihe

1,
n L Py O
Qe @) = K (2, o) — 3 25,

multipliziert mit einer stetigen Funktion von o, gliedweise inte-
griert werden kann. So erhilt man z. B.

.‘}Q(:c, 00) Q0. d ot

1 1,0 1

=JK(:0, %) P ot.d o —E q)i‘quama.tpna.du = 0;
0 " " e

daraus folgt nach den in § 23 an die Gleichungen (5) gekniipffen
Bemerkungen die Identitit
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Q(xi u) = 0,
und die bilineare Formel

1,

o P O

K (5 0) =) 2259
n

ist bewiesen.
Aus den auf Konvergenz beziiglichen Eigenschaften der Reihe
I‘Zw Pnl. Pp b
n ln
ergibt sich sodann auf Grund des in § 5 benutzten allgemeinen
Satzes iiber die Moglichkeit, eine Reihe gliedweise zu differen-
zieren, die Formel

1, '
nZ. Py
(8) K’ (z, o) ___Z 2___1_9)__“’

sobald z und « verschieden sind.

Hiermit sind alle Vorbedingungen erfiillt, um die Methode
des § 5 anzuwenden und die dort abgeleiteten Sitze iiber die
Darstellung willkiirlicher Funktionen auf den vorliegenden Fall
zu iibertragen. Denn multipliziert man zunichst die bilineare
Formel mit der im Grundgebiet stiickweise stetigen Funktion fe,
so sieht man, daB die quellenmaBige Funktion

J.IK(JE, o)fo.do

durch eine absolut und gleichméfig im Grundgebiet
konvergierende Fouriersche Reihe dargestellt werden
kann. Daraus folgt nach §13 die. Schmidtsche Formel
fiir die Grolle va.

Da ferner der Kern K(z, ), der an der Stelle x = £ eine
unstetige Ableitung nach x besitzt, als Funktion -von z mittels
der bilinearen Formel nach den Eigenfunktionen ¢,z entwickelt
werden kann, so gilt dasselbe von dem Ausdruck

Dy + alK(xa gl) + a2K(x, gﬂ) + + amK(x) gm)’
in welchem a,, a,, ... konstant sind und @z quellenmilig dar-
gestellt werden kann. Wie in § 5 schliefen wir hieraus, daf jede
Funktion nach den Eigenfunktionen auf die Fouriersche Weise
entwickelt werden kann, deren Ableitung im Innern des Grund-
gebietes eine endliche Anzahl von Spriingen macht, wihrend die
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Funktion selbst im iibrigen die in § 20 angegebenen charakte-
ristischen Eigenschaften der Funktion @z besitzt.

Sodann erhilt man unstetige, nach den Eigenfunktionen ent-
wickelte Funktionen, wenn man in der Formel

1,

K@y =3 05

£ als die unabhiingige Variable auffalt; der Formel (2) zufolge
ist der Wert der Reihe in einer Unstetigkeitsstelle das arith-
metische Mittel der beiden Grenzwerte, denen die dargestellte
Funktion zustrebt, wenn man sich von oben oder unten der Un-
stetigkeitsstelle ann#hert.

Speziell gelten die Formeln

’ t ’
0 Ky=32L0E g =7 %00

und liefern die Entwickelung einer die Grenzbedingung nicht
erfiilllenden Funktion von £ Denn da z B. in der Griofie K' (1,£)
das zweite Argument das kleinere ist, hat man nach § 20 zu
setzen:
K(la §)=‘P§-'P1, K,(la §)=<P§¢'1,

und diese Grofie erfiillt als Funktion von £ an der Stelle £ =1
die Grenzbedingung nicht, da sonst die Funktion ¢z beide Grenz-
bedingungen erfiillte, was nicht geschieht. Die Grofle, die ver-
moge der Grenzbedingung verschwinden sollte, ist also von Null
verschieden.

Die Formeln (3) sind zwar zundchst nur fiir den Fall ab-
geleitet, dal} die unter den Funktionszeichen K’ stehenden Argu-
mente verschieden sind. Aber z. B. die erste von ihnen gilt auch
fir £ = 1, wenn nur H nicht unendlich ist. Dann hat man
nidmlich die Gleichung

(5) kK’(xag)llz——H.K(l,’g’):—ﬂ’z(p_”ll'q’ng’

und zwar auch fir £ = 1. Da nun die Eigenfunktionen die
Grenzbedingung

ko, + Ho, |1 =0
erfilllen, kann man die rechte Seite der Gleichung (5) leicht
in die der ersten Gleichung (4) iiberfiihren, und letztere ist auch
fiir die Stelle £ — 1 erwiesen. Analog gilt die zweite Formel (4)
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auch fiir £ = 0, wenn % nicht unendlich ist; die Formeln (4)
versagen also nur in solchen Endpunkten des Grundgebiets, in
denen alle Eigenfunktionen verschwinden.

Die erhaltenen Resultate zeigen, dall die mit konstanten
Koeffizienten @, b, a,, b, gebildete Grifle

Dz +]’Zm a”'K(x’ g”) +§b1K’ ("']v, .’L‘) +(IK’ (1,.%‘) —-*— bK’(O, x),

in eine Fouriersche Reihe nach den Eigenfunktionen entwickelt
werden kann, also eine Funktion von z, die beliebig viele ge-
gebene Unstetigkeiten an sich selbst und ihrer ersten Ableitung dar-
bietet und der Grofe, die in den Grenzbedingungen gleich Null
gesetzt wird, einen beliebigen Wert gibt. Dabei ist der Wert
der Reihe in einer Unstetigkeitsstelle in derselben Weise wie bei
der Reihe K'(z, §) oder fz;, zu bestimmen.

Hieraus erhélt man wie in § 5 den Satz, dafi jede Funk-
tion fz, die auf der Strecke von 0 bis 1 mit ihren ersten
beiden Ableitungen stiickweise stetig ist, in der Form

1

fz :Z (pnxjfoc.q),.u.doc
" 0

dargestellt werden kann; sie braucht dabei keineswegs die
Randbedingungen der Eigenfunktionen zu erfiillen. In den Un-
stetigkeitsstellen der Funktion fx gibt die Reihe den Wert

i@+ 0) + f(z — 0)];
in einem Endpunkte des Grundgebiets, in dem die Eigenfunktionen
verschwinden, gibt die Reihe natiirlich den im allgemeinen un-
richtigen Wert Null. Gleichm#fig konvergiert die erhaltene Reihe
wie die benutzten Reihen K'(x, £) als Funktionen von § auf
jeder Strecke, die weder einen Unstetigkeitspunkt der dargestellten
Funktion enthilt, noch einen Endpunkt des Grundgebiets, in dem
diese Funktion die Grenzbedingung der Eigenfunktionen verletzt.

Ist ferner fx eine beliebige von # =0 bis z =1
stetige Funktion, so erhilt man nach der Methode des
§ 6 die von Stekloff bewiesene Gleichung:

1 1,

j(fa)ﬂdu =3 [ffu.q)noc.du]

0 " 0

2
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§ 26.
Integralgleichungen und Besselsche Funktionen.

Beim Problem des schwingenden Seiles (§11) und bei anderen
Problemen der mathematischen Physik tritt das System der Funk-
tionen J,, (ox) auf, wobei m eine nicht negative ganze oder ge-
brochene Zahl bedeutet, J,,x das an der Stelle x — 0 von Loga-
rithmen und negativen Potenzen von z freie Integral der Gleichung

2y’ 4 zy 4 (@2 — m)y =0
ist, und die Zahlen ¢ durch eine Gleichung von der Form
0Jno + HJne =0
definiert sind, in der durch H eine Konstante bezeichnet wird,
die nicht negativ ist; letztere kann auch den Wert o annehmen,
so daB ‘die Werte ¢ die Wurzeln der Gleichung
Jno =0

sind. Es handelt sich bei den erwiihnten Problemen darum, eine
auf der Strecke von x = 0 bis # — 1 willkiirlich gegebene Funk-
tion nach den Groflen J,, (¢ z) zu entwickeln, bei denen man sich,
da J,,x das Produkt aus 2 und einer geraden Funktion von z ist,
auf die positiven Werte ¢ beschrinken kann.

Das System dieser Funktionen ist dem Sturm-Liouvilleschen
verwandt, was besonders klar wird, wenn wir die Grofen

y = Jun(eVz)

betrachten, die von Logarithmen und negativen Potenzen von x
freie Integrale der Gleichung

2
£ () (=Moo, em
sind und die Grenzbedingung
) e L my ‘1 =0
2 dz
erfilllen. Diese Differentialgleichung fillt unter den von Sturm
und Liouville betrachteten Typus mit der Modifikation, daB fiir
die in der allgemeinen Theorie durch % und ! bezeichneten GriBen
die Gleichungen

B0=0, II'=w

gelten. Dieser Umstand beeinflut die Entwickelungen des § 19
nur unwesentlich; insbesondere erkennt man die GroBen o, (o)
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als zu einander orthogonal, indem man zwei von ihnen durch V,
und ¥V, bezeichnet und aus den zugehdrigen Differentialgleichungen
nach der oft gebrauchten Methode die Formel

1
4z (V. Vo — V. V)| + A — &) jV,. Vadz = 0
0

ableitet, in der das vom Integralzeichen freie Glied an der Stelle
x = 0 wegen des Faktors z verschwindet.

DaB ferner die GroBen J,, (¢ #) Eigenwerte eines symmetrischen
Kernes sind, ersieht man durch Entwickelungen, die den in § 20
durchgefiihrten sehr dhnlich sind. Abgesehen von dem als aus-
geartet anzusehenden Falle m — H — 0 ist der Kern das von
Logarithmen und negativen Potenzen von x freie Integral der
Gleichung

d d m2
(2 _<4x_y ——y=0
das an der Stelle x = 1 die Randbedingung (1) erfiillt und an
der Stelle 2 = £ gemil der Gleichung

Nl ;_0_ '
EK'(x, cro 4z K' (2,

singuldr wird.
Diese Kerne sind explizite anzugeben. Bezeichnet man durch
u den echten der beiden Briiche

z &
g b x k]
so erhilt man fiir m = 0 die Gleichung

1 z
K ) = g7 — 5 1os
fir m > 0 allgemem

K(z, §) = 1—11% [u% (x§) I+ 2(,502 oy

also Ausdriicke, die offenbar auch fiir den Fall H = o« einen
bestimmten Sinn behalten; bei der Annahme m > 0 kann auch
H — 0 gesetzt werden.

Nimmt man in diesen Ausdriicken fiir die ganze Strecke von
0 bis 1 den Wert
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so stellen sie das bis auf einen konstanten Faktor bestimmte
Integral der Gleichung (2) dar, das eine stetige Ableitung besitzt
und an der Stelle x = 1 die Randbedingung erfiillt. Dieses Inte-
gral enthilt an der Stelle 2 =— 0 negative Potenzen oder Loga-
rithmen. Sollen also diese Singularititen bei einem die Rand-
bedingung erfiillenden Integral der Gleichung (2) ausgeschlossen
sein, so mul} dieses identisch verschwinden.

In dem ausgearteten Falle m =— H = 0 sucht man nach dem
in § 16 gegebenen Ansatz das an der Stelle x = 0 von Logarithmen
freie Integral der Gleichung

ad—x (4 x%) — 1 =20,
das im ibrigen dieselben Grenz- und Unstetigkeitshedingungen
erfiillt wie die bisher betrachteten Kerne und findet

£ 1 z§ 3
gy T

wobei die additive Konstante so bestimmt ist, daf die Gleichung

K, &) = 2

e —o

gilt.

Eine leichte Modifikation erfordert sodann der Nachweis, dafi
die der Randbedingung unterworfene, an der Stelle = 0 von
Logarithmen und negativen Potenzen von x freie Losung der
nichthomogenen Gleichung

£<4x%)—{—(l—”§>y+fx:0

als Quotient zweier ganzer Funktionen von 4 dargestellt werden
kann, dessen Nenner, gleich Null gesetzt, die Eigenwerte definiert.
Um dies einzusehen, nehmen wir fiir das in § 21 benutzte Inte-

gral w, die GroBe o, (¢ Vz), fiir w, ein beliebiges Integral der

Gleichung

d dy my\

7z (o) + (e = F)v=0
das an der Stelle # = 0 den Logarithmus oder negative Potenzen
von z enthilt, und bringen zum Ausdruck, daf das Integral

Yz = p -+ Ciw, + Cyw,
von den bezeichneten Singularititen an der Stelle x = 0 frei ist.
Da dies, wie man leicht sieht, fiir die Grole p gilt, und
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1
=71

zu setzen ist, so braucht man nur C; = 0 zu setzen, um fiir ¢z
die gewiinschte Gestalt an der Stelle # = 0 zu erreichen. Die
Randbedingung ergibt dann

C2uwi + Huw)|' = G {eJne+HIno} = — 2 p' — Hp|},

und die Gréfen C, und ¥z erhalten den crwiinschten Nenner.
Der Faktor g¢m hebt sich, so daB %z in allen Féllen als mero-
morphe Funktion von A4 erscheint.

Hiermit sind die fiir die oben durchgefiihrte Argumentation
wesentlichen Grundeigenschaften der Grofe y 2 gesichert und man
erhilt wie frither das erste Hauptresultat, dafl eine im Grund-
gebiet stetige Funktion fz identisch verschwindet, wenn
sie zu allen Eigenfunktionen orthogonal ist, d. h. wenn
alle Gleichungen

1
jfx.Jm(Vm)dx =0 n=12...
0

bestehen.
§ 27.
Die bilineare Formel bei den Besselschen Funktionen.

Wesentlich anders als bei den Sturm-Liouvilleschen Funk-
tionen mull bei den Besselschen die bilineare Formel abgeleitet
werden, wie aus folgenden Erwiigungen hervorgeht.

Es ist bekannt, dall die Funktion J,, z fiir grole reelle Argu-
mente asymptotisch durch den Ausdruck

7 14 mn
Vﬁ“%Z“x+3‘

dargestellt wird. Daraus ersiecht man leicht, daf die oberhalb
einer gewissen Grenze liegenden Wurzeln der Gleichung

im wesentlichen in arithmetischer Progression und die Eigenwerte

A, wesentlich wie die Quadrate der natiirlichen Zahlen fort-
schreiten, so daB die Reihe

1
>
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konvergiert. Aber andererseits zeigt die angefiihrte asymptotische
Darstellung, daf}

1 1
1) 2jwm@@mx=f¢4m@ymzzf

0. 0 ¢
gesetzt werden kann, wobei ¥ zwischen von ¢ unabhiingigen, end-
lichen und positiven Grenzen liegt; die normierten Eigenfunktionen

%x=@wzag%wzaw4"

bleiben also nicht in dem ganzen Grundgebiet zwischen endlichen
von » unabhingigen Grenzen, so daB die bilineare Reihe

> Pt

. An

nicht in derselben Weise konvergiert, wie bei den Sturm-Liou-
villeschen Funktionen.

Nun zeigt die asymptotische Darstellung von o/,,, daB V;me
zwischen endlichen Schranken liegt; man kann daher setzen,

Ly

indem man o V¥ fiir z schreibt,

Ve VE Jn(eVE) = w, VETuleVE) = -

Sobald daher die Grofe £ iiber einer beliebig klein festgelegten
positiven Grofle & verbleibt, kann man auch

Tu(oVE) = =

Ve
setzen, mithin

=B e =

0
und da die GroBe J,.(¢ Yz) jedenfalls zwischen endlichen Schranken
bleibt, folgt

— n & . Py q
pnz = P.Ve, 2# = -

Unter der jetzt geltenden Voraussetzung

2) E> e

konvergiert also die bilineare Reihe beziiglich der Variablen z
gleichmiflig; da ferner bei dieser Annahme K (z, £) endlich ist,
kann die Reihe
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Q,8) = K(z, §) — E %

mit einer stetigen Funktion von z multipliziert von O bis 1 nach
z gliedweise integriert werden. Offenbar findet man so z. B.:

1

jFx.tpmx.dx = 0;

0
nach dem Satze des vorigen Paragraphen folgt also fiir das Grund-
gebiet

1, ©
n® . Pn
Un=0, K@ p=3 250

unter der Annahme (2).
Multipliziert man diese Formel mit der im Grundgebiet stiick-
weise stetigen Funktion fx und setzt

(K2, & fz.do = F§,

go erhilt man die Gleichung
1

1,®
FE=3 q’;gjfx.%x.dx,

0

d. h. die Fouriersche Entwickelung einer quellenméfBigen Funk-
tion, aber nur fiir positive Werte von &.

Unter welchen Bedingungen eine Funktion @z quellenmifig
dargestellt werden kann, sieht man leicht nach der in § 20 ge-
brauchten Methode. Setzt man ndmlich allgemein

1
8y = - (4x > "V, Fz=[E@wfede,
0

8o findet man zunéchst durch leichte Rechnung

LFr = — fx;
ist sodann @ x eine Funktion mit stetiger erster und stiickweise
stetiger zweiter Ableitung, die die Randbedingung der Eigen-
funktionen erfiillt, und setzt man

-—(4 2@) — 2 — 905 = — fz,

go ist fz im Falle m > 0 an der Stelle # = 0 nur dann sicher
endlich, wenn
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. Dz
lim —~
=0 Z
endlich ist. Setzen wir dies voraus, so ist F' — & eine die Rand-

bedingung erfiillende Losung der Gleichung
Sy =0,

deren erste Ableitung stetig ist. Kine solche mufl nach § 26
identisch verschwinden; die letzte Gleichung ist ja mit der dort
durch (2) bezeichneten identisch. Die Differenz F'— @ ver-
schwindet also identisch, und damit ist die Funktion @ quellen-
mifig dargestellt; die Argumentation braucht in dem ausgearteten
Falle nur unwesentlich modifiziert zu werden.

Hiermit ist gezeigt, dafl eine Funktion von den fiir @z vor-
ausgesetzten Kigenschaften auf die Fouriersche Weise entwickelt
werden kann bis auf die Stelle z = 0. Ist nun zunichst m > 0, so
enthalten die Eigenfunktionen den verschwindenden Faktor z'em;
die Darstellung von @z bleibt also an der Stelle x = 0 giiltig
oder nicht, je nachdem @ 0 verschwindet oder nicht. Wenn aber
m == 0 ist, so scheint folgende besondere Betrachtung unvermeid-
lich zu sein.

Aus der oben benutzten Gleichung

V;me =
Vo Ju (o V) = Vi_,
0

und wenn die Grofien ¢ und b dem Grundgebiet angehoren,

folgt offenbar

jfa.Jm(QV?)d“ ‘—“ff“’fl_f'v% - V%f:% - V%

o
wobei die Grofe @ und b auch in die Grenzen 0 und 1 hinein-
riicken diirfen, die Schranken des Symbols % aber von o und b
unabhiingig sind. Da ferner die GroBe J,,(o Yz ) zwischen zwei
von ¢ und z unabhingigen endlichen Grenzen liegt, so erhilt
man aus der Formel (1) die Gleichung

: 1
(pi'x-quna.fa.da
0

_ JAZ—}@SJ,,,(QV—o?)fa.da:lem(g\/E)Ma -

0 0
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Die nach # gebildete Summe dieser Grolen konvergiert also gleich-
miBig beziiglich der Variablen # und ist auf dem Grundgebiet
mit EinschluB des Wertes # = O stetig. Da nun dasselbe von der
Funktion @z gilt, so bleibt die Fouriersche Darstellung auch fiir
den Wert x — O richtig. ‘

Um ferner Sitze iiber die Darstellung unstetiger oder mit
unstetiger Ableitung versehener Funktionen zu erhalten, betrachten
wir wie in § 25 die bilineare Formel als Fouriersche Entwickelung
einer mit unstetiger Ableitung behafteten Funktion; ebenso die durch
Differentiation erhaltenen als Darstellung unstetiger Funktionen.

Man findet nun bei der Annahme 2 > £ im Falle m — 0:

1
! J—
K (.7}, g) - Ga
und im Falle m > 0
' £2 m mE? g2

E@wd=5 (=5 =5 7) + farm
also entsprechend beiden Fillen:

K)=—p K0,O=¢ -2+ =20

’ 4’ 8 ' 4(m 4 H)J

und diese GroBen erfiillen als Funktionen von £ die auf die Stelle
& = 1 beziigliche Randbedingung offenbar nicht.

Hieraus schlieft man nach der Methode des § 5, indem man
den Ausdruck

Fo =0z + S a, K@ k) + 36K (1,2) + ¢ K'(1,2)

betrachtet, daf eine Funktion nach den Eigenfunktionen
eines der betrachteten Systeme entwickelt werden kann,
wenn sie mit ihren ersten beiden Ableitungen im Grund-
gebiet stiickweise stetig ist. Eine solche Funktion kann
namlich immer in die Form ¥z gebracht werden, wobei @z die
oben geforderten Eigenschaften besitzt.

Betreffs der Endpunkte des Grundgebiets und der gleich-
mifigen Konvergenz gelten die Resultate des § 25.

Nach der Methode des § 7 folgt endlich, wenn fz im Grund-
gebiet stetig ist, die Stekloffsche Formel

1 1,0 1

[arae =3[ [rapuu.da].

"0
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§ 28.
Die Legendreschen Polynome.
Die mechanische Bedeutung der Legendreschen Polynome ist

schon in den §§ 11 und 17 erdrtert. Dieselben ergeben sich als
Losungen der Aufgabe, in der Gleichung

' d
&) Fla—mZ]+ie=0
die Konstante 4 so zu bestimmen, dal ein auf der ganzen Strecke
von £ = — 1 bis £ =+ 1 endliches Integral vorhanden ist,

was bei beliebigen Werten von 1 mindestens zweifelhaft ist.
Sind 4, und A, irgend zwei solcher Werte und ®,, ®, die zu-
gehorigen endlichen Integrale, so findet man unmittelbar:

0, - [1—a) 2]~ 0y [1—a) G2+ (1), 6, =0,

de, de,
(1—%2)<@2 dJU "—@1 dz >

1

+ (A _x)j@ O, dz = 0,

woraus, wenn 4, und 4, verschieden sind, die Gleichung

+1
j@l@dx =0
—1

folgt. Nimmt man also die Strecke von # — — 1 bis # = -} 1
als Grundgebiet, so sind die zu verschiedenen der gesuchten
Werte A gehorigen endlichen Integrale der Gleichung (1) zu
einander orthogonal.

Nun lassen sich gewisse der gesuchten Werte von 4 leicht
angeben, die Werte 0 und n(n -+ 1) nimlich, wenn n wieder
eine positive ganze Zahl bedeutet, und die zugehorlgen Losungen
® sind die Legendreschen Polynome

Par=1 Puo——— 2 [ — 1)L
2%n! dan

Zu jedem dieser Werte 4 gehort keine andere Funktion @, weil,
wie man leicht sieht, jedes von P,z verschiedene Integral der
Gleichung

Lo +nm+vy=0
an den Stellen 2z = 4- 1 unendlich wird. Hiatte also die Glei-
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chung (1) auBler den Legendreschen Polynomen noch eine Lésung
® von der gewiinschten Beschaffenheit, so miilte sie zu allen
Funktionen P,z, P,z orthogonal sein:

+1 +1
2) [@ds =[Puz.0dz = 0.
—1 —1

Hieraus 148t sich aber ableiten, dafl ® identisch verschwinden
miifte. Durch die Polynome Pyz, P,z 1iaBt sich néimlich, da sie
alle von verschiedenem Grade sind, jede ganze positive Potenz
von z, mithin jedes Polynom des Arguments z linear aus-
driicken, und da nach einem beriihmten Theorem von Weierstrall
jede stetige Funktion von z in einem endlichen Intervall durch
ein Polynom mit beliebig hohem Grade der Anniherung dar-
gestellt werden kann, gibt es ein lineares Aggregat von Legendre-
schen Polynomen, etwa

Yvr = q, —}— alPlx —-I— angx + vee + aumxa
von der Beschaffenheit, daB auf dem ganzen Grundgebiet, d. h.

der Strecke
—l=s2z<+1

die Ungleichung
(3) |0 — x| <<e
gilt, wobei & beliebig klein gegeben sei. Dann findet man

+1 +1 +1

[erda =[0ve.dz + |00 —y2)dz,

—1 —1 -1
und hier verschwindet rechts das erste Integral, da @ zu allen
Legendreschen Polynomen orthogonal ist. Die resultierende Glei-
chung

+1 +1
[@rdz =[0(0 — ya)dz
—1 —1

kann aber der Ungleichung (3) zufolge nur bestehen, wenn @&
auf dem Grundgebiet identisch verschwindet.

Damit ist gezeigt, daB die Werte A = 0, n(n -} 1) in der
Tat die einzigen sind, die bei dem an die Gleichung (1) ge-
kniipften Randwertproblem zu Liosungen der gesuchten Art, eben
den Legendreschen Polynomen fithren. Sodann ergibt sich aus
der durchgefiihrten Argumentation, die nur von der Gleichung (2)
Gebrauch macht, daB jede auf dem Grundgebiet stetige

Kneser, Integralgleichungen. 8
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Funktion, die zu allen Legendreschen Polynomen ortho-
gonal ist, identisch verschwindet.

Die Funktionen P,z sind nun schon in § 17 als Eigen-
funktionen eines symmetrischen Kerns dargestellt; ihre dyna-
mische Bedeutung fiihrte dazu, den Kern folgendermalien zu de-
finieren :

v <& K& =—tog[(l —a) (1 + &) — § + log2,
2>t K= —ilog[(l + ) (1 — §] — 3 + log2.

Dann bestehen die Gleichungen

d[(1 —a*) K'(z, §)]

1
dx 7=0
(4) . :
§—0 X
K (2,81 — )| =1, }K(x, £ dz =0
E+0
0

und die Groflen K (1, &), K(— 1, §) sind endlich. Hieraus folgt,
indem wir die Differentialgleichung (4) mit P, multiplizieren
und von der mit K (x, ) multiplizierten Gleichung (1) sub-
trahieren, in gewohnter Weise

PE=n(n+ l)f},,xK(x, £ dua.

Die normierten Eigenfunktionen sind

pnz =VYn + 3 Puz,

da durch leichte partielle Integration die Formel

+1 £
1 1 d” 2 _— 1)Y*N2
I(P"x)z de — 35 (n!)gj{ [(xdxn )]} dx

—1
abgeleitet werden kann.
Der erhaltene Kern ist nun zwar an den Stellen 1 =§f =41
unendlich, aber offenbar so beschaffen, dall, wenn fz auf dem
Grundgebiet stiickweise stetig ist, die Grofe

+1
Fx:jK(x, ) fo.do
—1
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eine stetige Funktion von 2 ist. Versucht man diese, also eine
quellenmiBig dargestellte Funktion von #, nach den Eigen-
funktionen rein formal zu entwickeln, so erhilt man die Reihe

+1 +1

B :‘E ¢nw'[Fu.¢”m.da =Z q;”xj fo.puo.do,

—1 n —1

sobald gezeigt ist, dall in dem Integral

+1 +1 +1
jFoc.q),.oc.doc ::jq;,,oc.docj'K(oc, B)YfB.dp

die Reihenfolge der Integrationen geéindert werden darf. Das
ist sicher, wenn man die unteren Integrationsgrenzen k durch
— 1 4 &, die oberen durch 1 — & ersetzt und unter ¢ eine be-
liebig kleine positive Grofe versteht. Die hiermit weggelassenen
Teile des Integrationsgebiets geben aber zu dem Integral einen
mit & verschwindenden Beitrag, gleichviel in welcher Reihenfolge
man integriert. Dies ersieht man unmittelbar aus dem expliziten
Ausdruck K(z, £) und daraus, dal das Integral

f(poc.logudoc

0
mit & verschwindet, wenn ¢@o eine im Integrationsgebiet stetige
Funktion bedeutet. Damit ist die Gleichung

+1 +1

) jF{x.%a.da :Jfﬁ.dﬁﬁ((«,ﬁ)%u.da:llnflﬁ.qp,,ﬁ.dﬁ

—1 -1

erwiesen; ersetzt man ¢,o durch 1, so findet man
+1

(6) [Fo.da=o0.
—1

Die Reihe R ist nun leicht als im Grundgebiet gleichm#Big
konvergent nachzuweisen. Zu diesem Zweck gehen wir von der

Laplaceschen Formel

P,x — %J(x -+ Vx2 —1 cosoc)”doc

0

und der Identitat

(1) P nxP,x — nP,_1x

1 — 22

8%
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aus; diese Formeln zeigen, dall die Grofen
1 — 22) P,

(8) Pz, (__%”
im Grundgebiet zwischen festen von » unabhingigen endlichen
Grenzen liegen.

Ist nun die Funktion fx zwischen den Stellen x — a und
x = b stetig und hat sie im ganzen Grundgebiet eine stiickweise
stetige Ableitung, so kann man setzen:

b b

anu.fu.du - — e + 1)J
— (1 — o) fo.Pro _1_ 1
n(n 4 1) at 0' n(n -+ 1)

Diese Gleichung zeigt wegen der abgeleiteten Eigenschaft der
Grofen (8), dafi die GriBe

[(1 — o) PlLo] do

jf’oc (1 —o?) Pyor.do.

+1
annoc.foc.da
~1

zwischen endlichen von » unabhingigen Grenzen liegt. Daraus
folgt weiter, dal man
+1

9’/{1 j¢na fo.de = %—fﬁf—;ajjl’ o. foo.doc::f_;

—1

setzen kann, wobei ¥ zwischen endlichen von % unabhingigen

Grenzen liegt. Damit ist die Reihe R als gleichmiBig kon-

vergent erwiesen.

Hieraus folgen auf Grund der Gleichung (5) die Beziehungen

+1
j Qno.[Ro — Fa]do = 0;
21

da ferner die Legendresche Differentialgleichung die Gleichungen
+1
.fq)”oa Ao —0
-1

ergibt, so folgt auf Grund der Gleichung (6)

+1
I[Roc — Falde = 0.
—1
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Die Differenz R — F ist also zu allen Eigenfunktionen ¢z,
@,7, ... und zur Konstanten orthogonal, also Null:

1 +1
% Put.do = > ¢”xIFa.¢nu.da.

1, +

re=3 %]

—1

Damit ist gezeigt, daB die in der Form Fz darstellbaren
Funktionen sich in eine auf dem Grundgebiet gleichmiBig konver-
gente Reihe nach den Legendreschen Polynomen Pz, P,«, ...
entwickeln lassen.

Um dies Resultat in eine brauchbare Form zu bringen,
nehmen wir an, die Funktion @x sei im Grundgebiet mit ihren
ersten Ableitungen stetig, habe eine stiickweise stetige zweite
und dritte Ableitung und erfiille die Gleichung

+1
(9 [@o.de=0;
=

setzt man dann

L0 — o) = o,

80 hat diese Grofe die soeben von fx verlangte Beschaffenheit.
Bildet man mit ihr die Grofe Fz, so findet man leicht
+1
W0) L0 — 2y [or — Fa)) =0, I(qm — Fa)de =0,
—1
und die Differenz @ — F ist eine mit ihrer ersten Ableitung
im Grundgebiet stetige Losung der Gleichung

dix [(1 — ) %] — 0.

Sie mufi also eine Konstante sein, die wegen der zweiten Glei-
chung (10) den Wert O hat. Das heit: eine Funktion @z ist
quellenmifig darstellbar mit einer Funktion fz, deren Ableitung
von z = — 1 bis z = - 1 stiickweise stetig ist.

Da endlich die Bedingung (9), wenn sie nicht gilt, erfiillt
werden kann, indem man die Funktion @z um eine Konstante
vermehrt, so sieht man, dall jede Funktion @z, die im Grund-
gebiet mit ihrer ersten Ableitung stetig ist und stiick-
weise stetige Ableitungen zweiter und dritter Ordnung
besitzt, in eine Reihe von der Form
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ay +a, Pyz + ay Pz + - .-
entwickelt werden kann, die im Grundgebiet gleich-
mifBig konvergiert.

§ 29.
Die bilineare Formel in Legendreschen Polynomen.

Aus dem erhaltenen Entwickelungssatze kann die bilineare
Formel
1, ® 1, ®©
X P Pny v (A D) Pz Puy
K@ 9) _—§ An __; nin -+ 1)
abgeleitet werden, indem man von der folgenden asymptotischen
Darstellung Gebrauch macht:

(1) Pa(cost) = Vﬁz_zsﬁ“o{ cos [(n + 1) 0 — | -

In dieser bedeutet § einen Winkel, fiir den |sin #| iiber einer
festen Grenze g bleibt, und % eine Grolle, die zwischen festen,
von 7 unabhingigen Schranken liegt, sobald die Grifle g fest-
gelegt ist. Setzen wir y — cosf, so bleibt dieser Wert um ein
festes Stiick von |+ 1 und — 1 entfernt, das aber mit ¢ beliebig
klein gemacht werden kann.

Die Formel (1) ergibt nun, da die Grifen P, im Grund-
gebiete zwischen gewissen von % unabhingigen Grenzen liegen,
unmittelbar:

¥
|’

(n+ 3 Paz Py _ ¥

n(n -+ 1) — Wk’
die bilineare Reihe konvergiert also unter der beziiglich der
Grofe y aufgestellten Voraussetzung gleichmifig, wobei die

Grofe x das ganze Grundgebiet durchlaufen darf. Man kann
daher die Reihen

Q@) = K y) — 3 2522,
me-[K(x, y) —z MIM]

nach z iiber das Grundgebiet gliedweise integrieren und erh#lt
auf Grund der geltenden Integralgleichung

+1
jQ(x, Y) Pnz.dz = 0.
=1
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Da ferner auch die Gleichungen
+1 +1
jK(x, y)ydx :anx.dx =0
=1 =
gelten, so folgt
+1
j@(x, yydz = 0.
1

Die Grofe @ ist also zu allen Legendreschen Polynomen und
zur Konstanten P,z orthogonal, und mull nach § 28 identisch
verschwinden. Damit sind die Formeln

e =y, —jlog[(1—2) (1 +y)]—3 +1002_z( _;(n)ﬁfﬁ) P.y
@%-élog[(ﬂrx)(l—y)]—-+1og2~2 e

zunfchst unter der Voraussetzung bewiesen, daf die Grébe y von
—+ 1 und — 1 um ein endliches Stiick verschieden bleibt, also fiir
jeden von -+ 1 und — 1 verschiedenen Wert von y, wahrend z
das ganze Grundgebiet durchlaufen, also auch die Werte + 1
annehmen darf.- Aus der Symmetrie der erhaltenen Formeln be-
ziiglich der Grioflen x und y folgt dann, dafl auch y im ganzen
Grundgebiet beliebig gewdhlt werden darf.

Setzt man demgemif y — - 1 und beriicksichtigt die Glei-

chungen
Pu(+1) =1, Pu(—1)=(—1),
so erhilt man die Formeln:

-§;10g<1 >'~2+E(n(n :)_1;35”

—%log(l . x>:%+§(" 3) (_—,_11))”an.

nn

2

Die bilineare Formel kann als Entwickelung einer Funktion,
deren Ableitung unstetig ist, nach den Eigenfunktionen auf-
gefalit werden. Daraus schlieft man nach der in § 5 gebrauchten
Methode, daBl in derselben Weise auch eine Funktion zu ent-
wickeln ist, deren erste Ableitung eine beliebige endliche An-
zahl von Unstetigkeiten aufweist, z. B. eine Funktion, die geo-
metrisch durch eine polygonale Linie dargestellt wird. Nach der
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im § 6 benutzten Methode erschlieft man hieraus die Gleichung
+1

[(rapae = ai +2 a,

=1
in der fu eine beliebige stetige Funktion bedeutet und gesetzt ist

1 +1 %1
ao:-ﬁjfa.doc, a,,:Vn—{—%J.fu-Pn“od“-
—1 -1

Man kann, ohne neue Hilfsmittel zu benutzen, noch einen
Schritt weiter gehen und die Gleichung

8K(.’I), %) Z 'pnx PnZ - Py

beweisen. Aus der Formel (1) und der Identltat (7) des § 28 findet

man ndmlich, wenn
z = cosf, x, = cosb),

gesetzt wird, und ¥ dieselbe Bedeutung wie oben hat,

PnZ. Pny
An
—2cosf [
" nx sin26 Vsin 6 sin 6, { cos[(n +90— ]COS [(n—{-— D) h— —]+ )
2

1 1 q"
@)+ n sin?@ Y sin 0 sinﬁl{ cos[(n— 90— Z] o0 [(n—{-§) b —%]_{— “ﬁ}
= Lsinn (04 0) + sinn (9 — ) + gcosn(ﬂ—{—ﬂl)
~}—£cosn((j — 0)+ prD

wobei 4, B, C, D von » unabhiingig sind und zwischen festen
von § und 0, unabhiingigen Grenzen liegen, sobald die Grofen
0,0,, * — 0, und w — @, iiber beliebig klein fixierten posi-
tiven Grenzen verbleiben.

Nun konvergieren die Reihen

1, . 1,
sinnu CoS U
2 n Z n
n n
bekanntlich gleichm#Big unter der Voraussetzung
c<lu<2m — ¢,

wenn ¢ und ¢, beliebig kleine positive Werte sind; anderseits
sind die Winkel ¢ und 6, in Grenzen von der Form ¢ und
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n — ¢, eingeschlossen, so daf eine Beziehung von der Form
c<<O040,<2m—¢

gilt. Setzen wir daher noch fest, daff |z, — z| und damit [ —0, |

iiber einer festen, beliebig kleinen positiven Grenze bleibt, so hat

man auch eine Beziehung von der Form

c<|0—0,|<2m—c,
und jetzt konvergieren die Reihen
sin (60 4 6,) n cosn (1 + 6,)
E n ’ Z n '

Z sinn (6 — 6,) E cosn (1 — 6,)

n n

gleichmiBig. Mithin gilt, wie die Gleichung (3) zeigt, dasselbe
von der Reihe
2 q)’n Z.Pny
n An
unter der Annahme
—lfe<<z<<l—g —1l4<z<]1—¢, |2y — x| > &

wobei & & und & beliebig kleine positive Grofen sind.
Damit ist die Gleichung

aK(xa xl) z ‘an Pny

erwiesen; explizit hat sie folgende Formen. Fiir <, erhalt man

1,®
1 Z s Pox. Py

2(1 —2) nln 4+ 1)"
fiir x > =, . 3, L
- nt+1
) —_—-2 YO 1)P,,x.P,,x1.

Die rechts erhaltene Reihe stellt also eine unstetige Funktion von
x, dar, die an der Stelle 2, =— «x einen Sprung macht gemif der

Gleichung
. 1 —1 1
f(“’_O)“f(”+0):2(1~x)"2(1+x)=1—x2'

Hieraus ersieht man nach der in § 5 angewandten Methode
leicht, daB jede Funktion, die mit ihren ersten drei Ab-
leitungen auf dem Grundgebiete stiickweise stetig ist,
nach den Legendreschen Polynomen entwickelt werden
kann.




Vierter Abschnitt.

Wéarmeleitung und Schwingungen in Gebieten von
zwei oder drei Dimensionen.

§ 30.
Die Poissonsche Gleichung.

Wir bezeichnen eine Funktion als stiickweise stetig in einem
zwei- oder dreidimensionalen Gebiete, wenn dieses in eine end-
liche Anzahl von Teilgebieten zerfillt, innerhalb deren die Funk-
tion stetig ist, wihrend sie bestimmten Grenzwerten zustrebt,
wenn man sich den die Teilgebiete trennenden Linien n#hert.
Sagen wir, eine Funktion sei mit ihren Ableitungen stiickweise
stetig, so ist dies so zu verstehen, dall die Ableitungen im Innern
der Teilgebiete existieren und in demselben Sinne wie die Funk-
tion stetig sind; in den Trennungslinien selbst wird die Funktion,
weil unstetig, keine eindeutig definierten Ableitungen besitzen.

Wir bezeichnen ferner in diesem Abschnitt die Stellen eines
Gebietes durch 0, 1, 2, ...; die Elemente des Raumes, der Fliche
und der Linie seien dz, ds, dl. Diese, wie iiberhaupt die weiter
eingefiihrten von einer oder mehreren Stellen abhingigen Grolen
werden mit dem Index der Stelle oder der Stellen versehen, auf
die sie sich beziehen, so daB z. B. r,, die Entfernung der Stellen
0 und 1, dr, das Element, in welchem die Stelle 1 liegt, f1
den Wert der Funktion f in der Stelle 1 bedeutet usf. Der
Index 0 soll, wo keine Zweideutigkeit entsteht, weggelassen werden,
so daB dz, ds immer Elemente sind, die die jeweils betrachtete
Stelle 0 enthalten.

Irgend ein Gebiet von zwei oder drei Dimensionen wird als
Grundgebiet bezeichnet und festgehalten und auf dieses beziehe
sich immer das unbestimmte Integralzeichen. Das Integrations-
element zeigt dann durch die Bezeichnung immer an, wieviel
Dimensionen das Grundgebiet besitzt; ist es eben, so bezeichnen
wir es durch € und die umgrenzende Linie durch €; handelt es
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sich um ein Raumgebiet, so heifit dasselbe R, und & ist die ein-
schliefende Oberfliche. Die auf € und F beziiglichen Groflen
wollen wir allgemein iiberstreichen. Die Grenzlinien des Grund-
gebietes und der Teilgebiete, die bei stiickweise stetigen Funk-
tionen eingefiithrt werden, seien insoweit frei von Singularititen,
daBb diese Gebiete als Integrationsgebiete vielfacher Integrale
benutzt werden konnen.

Vielfach werden wir Potentiale von der Form

j"—‘“ — F1, Jlog L as = a1
To1 Tor

zu betrachten haben; sie besitzen die gewdhnlich in der Poten-
tialtheorie benutzten Eigenschaften, wenn ¢ im Integrationsgebiete
stetig ist und stetige Ableitungen erster Ordnung besitzt. Dann
sind die Potentiale und ihre ersten Ableitungen im ganzen Raume
oder in der ganzen Ebene stetig und ihre Ableitungen konnen
gebildet werden, indem man das Differentiationszeichen dem Inte-
granden einfiigt, z. B. wenn z, y, 2z die rechtwinkeligen Koordi-
naten sind,

cd1 0 1
— —_— o — ds.
ox, JQ o0z, log To1 §

Diese Eigenschaften sind schon gesichert, wenn die Dichtigkeit ¢
nur als stetig vorausgesetzt wird. Hat sie auch stetige erste Ab-
leitungen, so existieren die zweiten Ableitungen des Potentials
und sind im Innern des mit Masse belegten Gebietes sowie in
jedem von Masse freien Gebiet stetig, so dafl die Grole

orr o r

0y} + 02}

oder auch, wenn F0 = F' gesetzt wird, die Grofle

,_oF  oF  @F
dF =l =0+ S5 + 7o

02 F
ATl =0 +

gebildet werden kann und stetig ist. Die Gaussische Integral-
transformation erhalt dann im Raume die Form
. adr
jdt.AF —jd_ﬁ ds,
&
wobei d6 das Element der Oberfliche §, N die duBere Normale
bedeutet. In der Ebene hat man #hnlich

dd
G
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Alle diese Eigenschaften bleiben offenbar erhalten, wenn die
GroBe ¢ mit ihren ersten Ableitungen im betrachteten Gebiete
stiickweise stetig ist. Dann setzen sich nur die Potentiale aus
einer endlichen Anzahl solcher, in denen die Dichtigkeit mit ihren
ersten Ableitungen stetig ist, additiv zusammen.

Das wichtigste Hilfsmittel unserer ferneren Untersuchungen
ist nun die Poissonsche Formel:

dr
AIJQK: — 4zo,

Aljglog <i> ds = — 2mo,.

To1
Ist o stiickweise stetig, so verlieren diese Gleichungen nur in den
Unstetigkeitslinien ihren Sinn; nihert man sich aber diesen Linien,
so streben beide Seiten dieser Gleichungen bestimmten endlichen
Grenzwerten zu.

Weshalb gerade diese Formeln fiir die folgenden Unter:
suchungen von Bedeutung sind, erkennt man leicht, indem man
das Element des das Potential darstellenden Integrals im Sinne
der Theorie der Wirmeleitung deutet.

Im Raume kann die GréBe

1
dmry’
in der Ebene die Grofle
2x Top |

multipliziert mit einer beliebigen konstanten C, als die stationdre
Temperatur angesehen werden, die eine an der Stelle 1 befind-
liche Wirmequelle hervorruft; die Kounstante C nennen wir die
Ergiebigkeit der Quelle. Setzen wir C = 1, so ist die Wirme-
menge, die im ersten Falle durch eine Kugel, im zweiten durch
einen Kreis vom Radius 7y, hindurchtritt, die eine oder andere
der Grilen

d 1 \
~ Ty (g 47 =

— ai—m (—5% log %)-2%7‘01 =1,
multipliziert mit einer Konstanten des leitenden Mittels. Dieselbe
Wirmemenge tritt durch eine beliebige geschlossene, die Quelle
umschliefende Fliche § oder Kurve €', die iiberall stetig ge-
kriimmt seien, und man erhilt so die Gleichungen
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d /1 \_ d /1 1\
[y () = —|aw (G oesn) =2
" ¢

Wir beschranken nun den Punkt 1, indem wir ihn variabel
machen, auf das Grundgebiet und nehmen an, die dieses um-
schlieBende Fliche § oder Kurve € liege innerhalb der Fliche &
oder Kurve ¢'. In beiden Fillen ergibt sich durch Integration:

d
—"‘drlj‘dN 47”01 ds = f@ldrl,

" [ N

stlde(@‘l )dl jgldsl.

R G
Da nun 7, in diesen Integralen stets von Null verschieden bleibt,
50 kann man die Integrationen vertauschen. Setzt man daher
entsprechend beiden Fillen eine der Gleichungen

U:fgldfl, U — ngdsllo <1

4wry 2 To1
an, 8o dafl U Funktion der Stelle 0 ist, so folgt
auv avu
) st;m— jgldrl, szﬁ_ jgldsl.
§ 3t & €

Dabei kann die Grofle U offenbar auch als Temperatur angesehen
werden, die erhalten wird, wenn das ganze Gebiet R oder € mit
Wirmequellen erfiillt ist, deren Ergiebigkeit o, ist.

Jetzt gehe die Fliche ' stetig in die Fliche ¥ iiber, so daB
jeder Punkt der ersteren mit seiner Richtung N stetig in einen
Punkt der letzteren mit der zugehorigen dufleren Normale iiber-
geht. Wenn dann die GroBe ¢ mit ihren ersten Ableitungen im
Grundgebiete stiickweise stetig ist, so geht nach den oben er-
wihnten Sdtzen der Potentialtheorie die Grofie d U/dN stetig in

die auf der Fliche % gebildete d U/dN iiber, die ihrerseits eine
stetige Funktion des Ortes ist; daraus folgt, daB der Grenziiber-
gang . dU _dU

lim IN = aN
auf der ganzen Flache § gleichmaBig konvergiert, und dal daher
die Gleichung

@) limjds% stg—Nq
! §
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gilt. Analog hat man in der Ebene die Gleichung
. aUl aU
(3) hmjdsz szdN,
& 5
und die Gleichungen (1) ergeben

4 ds— U — | odr, dldU ods.
ooy == Jear Jotiy =]

F RN G 6

Die Gleichungen (1) und (4) sind anschaulich evident, wenn
man U als stationéire Temperatur deutet; sie sagen dann aus, daf
die durch den Rand des Quellengebietes fliefende Wirmemenge
dieselbe ist wie diejenige, die durch eine jenes Gebiet umfassende
Fliche oder Kurve hindurch tritt.

In den Gleichungen (2) und (3) konnen nun § und € als die
Grenzen beliebiger mit Masse oder Quellen erfiillier Gebiete S
und € betrachtet werden.

Die Gaussische Integraltransformation lehrt

JdUds —jdb’dr, IdUdz —j‘AUds;

dN dN
& 9 G
hieraus folgt nach den Gleichungen 4
jAUdzz_jgdf, deds:-jgds.
R ® é é

Lafit man endlich die Gebiete # und € in einen Punkt zusammen-

schrumpfen, so folgt, da 4 U eine stetige Funktion des Ortes im

Innern dieser Gebiete ist, die Poissonsche Gleichung
dU:dIMﬁ:~91 AU = Ajgédsll = — 0

4dmry, 7”01
R €

wobei die Zeichen ohne Index sich stets auf die Stelle 0 beziehen.

Die Poissonsche Formel bleibt auch, wovon wir spiter Gebrauch
machen, giiltig, wenn ¢ an der Stelle 2 im Gebiet € unendlich
wird wie — log 7y, im Gebiet R wie 1/7,,. Dann enthidlt das
Potential U z. B. im Falle des ebenen Gebietes einen Summanden
von der Form

J = const. jdslog — logi
T2 T10
roo<a
in dem a eine positive beliebig klein gewihlte Konstante und
kleiner als 7,, sei. Dieser Ausdruck kann offenbar als Potential
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einer Kreisfliche angesehen werden, auf der die Dichtigkeit allein
durch den Abstand vom Mittelpunkt bestimmt ist. Da nun das
Potential eines unendlich schmalen Kreisrings mit dem Mittel-
punkt 2 und konstanter Dichtigkeit'in der Form const. log(1/7,,)
geschrieben werden kann, so gilt dasselbe vom Potential der
Kreisfliche, wenn die Potentiale der Ringe summiert werden
konnen, oder die Grofie J endlich ist. Dies folgt leicht, wenn
wir das Element ds in die Form

®) ds = 1y drydl

bringen, wobei d! ein Element des Kreises mit dem Radius Eins
ist, der in der Stelle 2 seinen Mittelpunkt hat; das Integral

jxlogxdx

ist ja endlich, auch wenn die untere Grenze x =— 0 genommen
wird und log 7, bleibt im Integrationsgebiet endlich.
Aus der angegebenen Form der Grifle J folgt unmittelbar

d,d = 4, (const. log —1—> = 0.

T
Bildet man also die Grofle o, U1, so ergibt die Umgebung der
Stelle 2 ebensowenig einen Beitrag, wie irgend ein den Punkt 1
nicht enthaltendes Gebiet, und die Poissonsche Formel bleibt
an jeder von 2 verschiedenen Stelle richtig.
Dieselben Schliisse gelten fiir den Fall des Gebietes R, indem
man die Formel (5) durch die folgende ersetzt:

dt = rddrydao;

dabei bedeutet d6 das Element der Kugeloberfliche vom Radius
Eins, deren Mittelpunkt 2 ist. '

_ § 31
Die Greensche Funktion als Kern einer Integralgleichung.

Die Poissonsche Gleichung bildet die Grundlage fiir die
Theorie der Greenschen Funktion und ihre Anwendung als Kern
einer Integralgleichung.

Fiir die Fliche € werde die Greensche Funktion K (0, 1) wie
folgt definiert. Allgemein gelte die Differentialgleichung

AK(0,1) = 4, K(0,1) = 0;
ferner sei
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1 1

wobei M eine im ganzen Grundgebiet stetige Funktion von 0
und 1 bedeutet. Endlich sei an der Randlinie ¢ eine Rand-
bedingung von einer der Formen

d K(0,1)
dN
erfiillt, in der h eine positive Konstante und N wie oben die

dullere Normale bedeute.

DaB die so definierte Funktion zweier Stellen existiert und als
Funktion der Stelle 0 mit ihren ersten und zweiten Ableitungen
aulerhalb der Stolle 1 im Grundgebiet stetig ist, folgt in den
speziellen Fillen, die wir untersuchen, aus dem expliziten Aus-
druck, der jeweils angegeben wird. Fiir allgemeinere Grund-
gebiete werden diese Tatsachen im fiinften Abschnitt abgeleitet.

Die Funktion K(0,1) ist die an der Stelle 0 herrschende
stationire Temperatur, die von einer im Punkte 1 befindlichen
Quelle herriihrt, wenn die Randlinie entweder auf der konstanten
Temperatur Null gehalten wird, oder in einer durch % bestimmten
Weise die Warme ausstrahlt. Man kann die GréBe K (0, 1) aber
auch mechanisch deuten, indem man davon ausgeht, dafl die Glei-
chung

(1) K(,1) =0, + hK(©0,1)=0

2
—g—tg = a2d u,

in der a eine Konstante bedeutet, fiir die Verriickung u gilt,
wenn wir die Fliche € als elastische Membran betrachten, und
die Randbedingung ist einfach
w =0,

wenn die Membran am Rande befestigt ist. Soll nun die Mem-
bran eine Ruhelage einnehmen, die von der urspriinglichen ver-
schieden ist, also fiir « nicht iberall den Wert Null ergibt, so
hat man die Gleichungen

(2) du =0, u=0,
die nur dann eine nicht identisch verschwindende Lésung haben,
wenn « an einer Stelle 1 unstetig ist. Als einfachste Funktion,

die die erste Gleichung (2) erfiilllt und unstetig ist, bietet sich

der Ausdruck
1 Io 1
oz 08 Tor



§31. Mehrdimensionale Probleme. 129

dar; versuchen wir, bei der GroBle u diese Unstetigkeit anzubringen,
so filhren die Gleichungen (2) genau auf die vorhin definierte
Grofle K(0,1). Als Verriickung konnte sie auftreten, wenn man
die Membran im Punkte 1 mit einer Nadel aus der urspriinglichen
Gleichgewichtslage entfernt; sie erhiilt dann in der Umgebung
dieses Punktes eine dornartige Gestalt. Jedenfalls aber hitte man
eine Verriickung und eine neue Gleichgewichtslage hergestellt, die
zu den in § 9 betrachteten gehdrt. Es ist also nach den dort
durchgefiihrten Erwigungen zu erwarten, dafi die bei der Schwin-
gung der Membran auftretenden Eigenfunktionen eine homogene
Integralgleichung erfiillen, deren Kern die Grofie K (0, 1) ist, und
das bestitigt sich in der Tat.

Um dies einzusehen, erinnern wir daran, dall zunichst die
Grofe K (0, 1) leicht als symmetrisch beziiglich der beiden Stellen O
und 1 erkannt wird. Beschreibt man nidmlich um die Stellen 1
und 2 beliebig kleine dem Innern der Fliche € angehorige Kreis-
linien und wendet auf das Gebiet &, aus dem diese Kreise aus-
geschieden sind, die Gleichungen

4y K(0,1) = 4,K(0,2) = 0,
[ds{K(0,1)4K(0,2) — K(0,2) 4K (0,1)} =

an, so findet man nach dem Greenschen Satze
3) j‘dl[K(O 1) dK(O d K (0,2) dK(O 1)]

wobei iiber € und die beiden Kreislinien zu mtegrleren ist, und
an letzteren die Gleichungen

4 ___ & d_ 4

AN~  dry,’ dN dryy
gelten. Laft man die Radien der Kreise unendlich abnehmen, so
kann man auf ihnen mit immer wachsender Anndherung setzen

— K(0,2) =0,

dK(0,2) d 1 l 1 ) 1
AN T 7 dny, % 1) T Tary’

dK©,1) _ d (_1_ lo i)__ 1
dN dry, \27 Tor/  2m¥y

und der Beitrag der Kreislinien zu dem Integral (3) nahert sich
der Grenze

(4) K(@2,1) — K(Q1,2).
An der Kurve € aber gilt die Gleichung

Kneger, Integralgleichungen. 9
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dK(O 2) dK(O D _

K(0,1) =22 K(0,2) ——5— =0,

da K(0,1) und K (0, 2) dieselbe der Grenzbedmgungen (1) er-
fiilllen. Somit reduziert sich das Integral (3) schlieflich auf die
Differenz (4) und man findet

K(1,2) = K(2,1).

Nun sei die Aufgabe vorgelegt, die Wéarmeleitung in der
Fliche € oder die Schwingungen der als Membran gedachten
Fliche € zu untersuchen. Dann hat man fiir die Temperatur im
ersten Falle die Gleichung

ou
= aAdu,
fir die Verriickung im zweiten Falle
02u
R a2 du,

wobei a2 eine Konstante bedeutet, und es ist eine der Rand-
bedingungen

_ d
=0, Zo4hu=0 (h>0)

vorgeschrieben; der Fall » = 0, in dem das Randgebiet adiatherman
bedeckt ist, erfordert besondere Methoden nach Analogie des § 16
und werde zunichst ausgeschlossen.

Versucht man, die an die Grofe u gestellten Forderungen
zu erfiillen, indem man % in ein Produkt aus einem nur von der
Zeit und einem nur vom Punkte O abhingigen Faktor zerlegt, so
ergibt sich fiir letzteren die Gleichung

in der A eine unbekannte Konstante ist, und 'eine der Rand-
bedingungen

— d

o =0, ﬁ—{—hq):&

Versteht man ferner unter K (0, 1) diejenige Greensche
Funktion, die derselben Randbedingung wie die Grofle ¢ unter-
liegt, so gilt die Beziehung

dK (0, 1)
d N
Beriicksichtigt man daher die Gleichung

— K (0, 1)% = 0.
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4K(0,1)=0
und bildet das Integral
— [ K0, 1) pds = [[K(0,1) 49 — g AK(0,1)]ds

5) = [[xe.v 3% — o5 a

iiber das Gebiet € mit Ausschluf eines Kreises & um den Mittel-
punkt 1, indem man durch N stets die dullere Normale dieses
Gebietes bezeichnet, so kann man rechts die Integration auf die
Kreislinie & beschrinken. L#8t man {den Radius derselben ab-
nehmen, so erhilt man die angeniherten Gleichungen

_ 1 1 dK(©,1) dK@©,1) 1
K(0,1) = g log -, AN _  drg  2mry’
und in der Grenze erhilt man aus der Gleichung (5)
(6) 1[K(0,1)90.ds = o1,

womit die erwartete Integralgleichung abgeleitet ist.
Ist umgekehrt @0 irgend eine im Grundgebiet stetige Losung
dieser Gleichung, so schreiben wir sie in der Form

Pl __ (90100 L
0 =[5 odio- ds + [ 90. 200, 1 ds.

Dann hat zunichst der zweite Summand der rechten Seite stetige
erste Ableitungen, da dies von M (0,1) ebenso wie von der
Greenschen Funktion K (0,1) auBerhalb der singulidren Stelle
gilt. Der erste Summand der letzten Gleichung hat aber eben-
falls stetige erste Ableitungen, da er als logarithmisches Potential
mit der Dichtigkeit ¢ 0/2x angesehen werden kann, die ersten
Ableitungen des Potentials aber, wie in § 30 erwidhnt wurde,
schon stetig sind, wenn die Dichtigkeit nur als stetig vorausgesetzt
wird. Da somit die Grofle @0 stetige erste Ableitungen besitzt,
kann auf die rechte Seite der Gleichung (7) die Poissonsche
Formel angewandt werden, und da offenbar die Gleichung

A4, M(0,1) = 4,K(0,1) = 0
gilt, erhdlt man aus der Gleichung (7)

4,91l = — A opl, 4do 4 e =0.

Daf ferner die Funktion ¢ dieselbe Randbedingung erfiillt, wie die

Greensche Funktion, zeigen die Gleichungen (6), (7) und die in § 30

angegebene Form der ersten Ableitungen des Potentials unmittelbar.
9%
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Auf die Gleichung (6) sind nun freilich die allgemeinen im
ersten Abschnitt aufgesteliten Sitze iiber Integralgleichungen
nicht ohne weiteres anzuwenden, weil der Kern im Grund-
gebiet unendlich wird. Aber eine Haupteigenschaft der Eigen-
funktionen ist leicht nachzuweisen, dall namlich zwei zu ver-
schiedenen Eigenwerten gehorige zu einander orthogonal sind.
In der Tat erfiillen irgend zwei Eigenfunktionen die Differential-
gleichungen

ln(pn + dq)n = 0, lmq)m + A‘pm =0
und aus diesen folgt sofort

(Am — }"n)j%q)mds -+ j(‘Pnd(pm — Pnd @y)ds = 0.

Formt man das letzte Integral nach dem Greenschen Satze um
und bedenkt, dal wegen der allen Eigenfunktionen gemeinsamen
Randbedingung die Gleichung

A P de,
gy gy =0
gilt, so folgt
(8) (b — 2a) [ pmpnds = 0,
und, da 4,, — 4,, nicht verschwindet,
jq)n Pmds = 0,

womit das Behauptete bewiesen ist.

Hieraus kann man weiter ableiten, dal} die Eigenwerte reell
und positiv sein miissen. Denn |die Greensche Formel ist auch
auf komplexe Werte der Funktionen des Ortes anzuwenden, wie
die Identitit

[dsl(o + @) a@w + Pi) — (v + i) (9 + D))
=[ds(pdv —vd9) — [ds(@A4P — TAD)
+ifds(pdW — PAg) + ifds(@Ay — v 4D)

zeigt in Verbindung mit derjenigen, die entsteht, wenn man d's und
A durch dl und d/d N ersetzt. Wire nun ein komplexer Eigenwert
vorhanden, so wiren auch die ihm und der zugehdrigen Eigen-
funktion konjugierten Grioflen Eigenwert und Eigenfunktion; wendet
man auf die beiden Eigenfunktionen die obige Argumentation an.
so erhilt man wiederum die Gleichung (8), in der @, und ¢,
konjugiert imaginidre Groben sind, und 4,, von 1, verschieden ist.
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Das ist aber unmdoglich, wenn die Eigenfunktionen nicht identisch
verschwinden. Die Eigenwerte sind also reell.

Benutzt man endlich die aus der Gaussischen Integraltrans-
formation folgende Gleichung

Ids [(%)2+ <2—(5>2] +jm.dtpds :t.q) % a

indem man fiir ¢ eine Eigenfunktion nimmt, so folgt aus den
Gleichungen

. do .
dp + 1o =0, m—(—hq)__o

unmittelbar

s [(22) 4 (22 = — i [ 92 2

JolG) +G)]= "J‘p a1+ 1| gas,

¢
woraus, da die Konstante A positiv ist, hervorgeht, dall A nicht
negativ sein kann. Die Eigenwerte sind also positiv.
Die ganze Argumentation dieses Paragraphen iibertriigt sich

ohne weiteres auf das [Gebiet R, indem man log 1/r,, iiberall
durch 1/rg ersetzt.

§ 32.
Quellenmiibige Funktionen; der ausgeartete Fall.

Wenn f0 eine mit ihren ersten Ableitungen im Grundgebiet
stiickweise stetige Funktion des Ortes ist, so hat die Grofe

F1={K(0,1)f0.ds

den Charakter eines Potentials, ist also mit ihren ersten Ab-
leitungen im Grundgebiet stetig; dal sie die Randbedingung der
Greenschen Funktion K (0,1) erfiillt, zeigt die in § 30 angegebene
Form der ersten Ableitungen eines Potentials. Wir sagen, F1
sei quellenm#fig dargestellt oder kurz quellenmiBig.
Zerlegt man diese GroBe auf Grund der Gleichung
1
E(0,1) = 5- log — MO, 1),
so ergeben die in § 31 an die Gleichung (7) gekniipften Schliisse

AP = 4, [g% log - ds — AlfM(o, 1)£0.ds
< 01

(/0 1
:AIJ%Iogr—mds,



134 Vierter Abschnitt. § 32.

also, da bei den vorausgesetzten Eigenschaften der Grofie f0 die
Poissonsche Gleichung angewandt werden kann,

A F1 = — f1
oder, was dasselbe bedeutet,
AF0 = — fo0.

Jetzt sei @ eine im Grundgebiet stetige Funktion des Ortes,
die stetige erste und stiickweise stetige zweite und dritte Ab-
leitungen besitzt und die Randbedingung der Greenschen Funk-
tion K (0, 1) erfilllt. Dann ist die Grofle

f0 = — 400

mit ihren ersten Ableitungen im Grundgebiet stiickweise stetig;
bildet man also mit ihr die oben eingefiihrte Grofe F, so findet
man

und die Grofe F — @ erfiillt ebenso wie F' und @ eine der
Gleichungen

F—®=0, F—@&-+h

d(l'— @) 0
dN o
Nun gilt die Transformation

jududs —{—jds[(i?) + (%%f] :Juad—l% al,

in der z, y rechtwinkelige Koordinaten bedeuten, sobald die
GroBe » mit ihren ersten Ableitungen stetig ist, also z. B., wenn
man % = F — @ setzt; hieraus folgt je nach der Form der
geltenden Randbedingung

@ J[CC DY+ (OO s = [ prn

oder
[[C=EURRUCES S P

also in jedem Falle fiir das ganze Grundgebiet €

2) @1::F1:jKﬂLUf&d&

FEine Funktion von den fiir @ vorausgesetzten Eigenschaften
ist also quellenm#Big darstellbar.
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Wie die durchgefithrten Betrachtungen zu meodifizieren sind,
wenn die Randbedingung die Form
du

ay = °
hat, ist leicht zu iibersehen. Man findet dann offenbar auch
de _ _
aN 0, 4o+ 19 =0,

und hieraus mittels des Greenschen Satzes.

__(do .
¢S

also
(3) [ods=o.
Um den Kern zu bestimmen, setzen wir nach § 16 die Glei-

chung

A4K(0,1) = a
an, wobei a eine Konstante bedeutet; denn ein moglicher statio-
nérer Zustand wird erhalten, indem man die Temperatur einer
beliebigen Konstanten gleich setzt; an Singularititen werde von
der Grofle K (0, 1) dasselbe gefordert, wie von der oben ebenso
bezeichneten; aulerdem kann die Gleichung

[E@©1)ds=0
angesetzt werden, da in K (0,1) offenbar eine additive Konstante
verfiigbar bleibt. Dann lafit sich die Gréfe K (0, 1) ganz dhnlich
wie oben als symmetrisch erweisen; die Gleichung (5) des § 31
bleibt richtig und aus ihr folgt wie dort die Integralgleichung (6),
da das mit dem Faktor a behaftete Glied der Gleichung (3) zu-
folge wegfillt. Quellenmifig darstellbar ist ferner jede Funktion
Fo0, die stetige erste und stiickweise stetige zweite und dritte
Ableitungen besitzt, die Randbedingung

aF

ay =°
erfiillt und auBerdem der Gleichung

jF ds =0

unterworfen ist.
Deutet man die Singularitit der Funktion K (0, 1) als Quelle
im Punkte 1, so ist deren Ergiebigkeit, wenn man iiber einen um
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den Punkt 1 beschriebenen Kreis ® integriert,

aK(0,1) 1)
T dN L
K
wobei die Normale N nach dem Innern der Kurve & hingerichtet

ist; offenbar kann man das Integral iiber die Randlinie, an der
die Grofle

dK(0,1)
T dN
verschwindet, hinzufiigen und erhilt so als Ergiebigkeit
jdlfl(z% ) zz+de<° D a1 — jAK(O, 1)ds,
(5—’

wobei rechts iiber das Gebiet €' integriert wird, das vom Grund-
gebiet iibrig bleibt, wenn die vom Kreise & umfaBte Fliche aus-
geschlossen wird; links ist dann durch N iiberall die HuBere
Normale dieses Gebiets bezeichnet.

Lift man den Kreis & zusammenschrumpfen, so erhilt man
rechts den Wert
aj'ds.

Ist daher die Ergiebigkeit Eins, so hat man fiir ¢ den reziproken
Wert des Areals der Fliche €& zu setzen. Dann ist — K (0, 1)
die stationéire Temperatur, die von einer im Punkte 1 befindlichen
Quelle von der Ergiebigkeit — 1 verursacht wird, wenn in jedem
Element der Fliche € eine gewisse konstante Wirmemenge etwa
durch einen galvanischen Strom als Joulesche Wirme erzeugt
wird.,

Die Existenz der. Greenschen Funktion ist hier wie im Falle
des vorigen Paragraphen zunichst noch zweifelhaft; sie wird in
den Einzelfdllen, die wir betrachten, durch besondere Entwicke--
lungen erwiesen, kann aber natiirlich auch aus den allgemeinen
Existenztheoremen der Potentialtheorie erschlossen werden, die
wir im fiinften Abschnitt beweisen wollen.

Endlich braucht kaum erwidhnt zu werden, dal auch die
Entwickelungen dieses Paragraphen auf das rdumliche Problem
iibertragen werden konnen, indem man die rdumlichen Greenschen
Funktionen benutzt und beim Integrieren an Stelle des Kreises &
eine Kugel aus dem Grundgebiete ausschlielt.
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§ 33.

Eigenfunktionen und Greensche Funktion des Rechtecks als
schwingender Membran oder wiirmeleitender Platte.

Das Randwertproblem des § 81 ist fiir das Rechteck als
Grundgebiet leicht zu losen. Wir betrachten den Fall, daB die
gesuchte Funktion auf dem Umfange verschwindet, wie es bei
einer schwingenden Membran selbstverstindlich ist; bei der
wirmeleitenden Platte gilt diese Annahme, wenn der Umfang auf
der konstanten Temperatur Null gehalten wird. Das Grundgebiet
sei begrenzt von den Geraden:

x=0, =25,

y=20, y=c
Man fordert dann die folgenden Gleichungen:
A+ 29 =0, 9(0,9) =09’ 9) = ¢(x0) = ¢( ) =0;
diese werden durch die Annahme

9 — sin mrz . My
= b ¢

erfiillt, wenn m und » positive ganze Zahlen sind; als zugehoriger
Eigenwert ergibt sich

, [m? n2
Apn =— @2 (E -+ =
Integriert man das Quadrat des Ausdrucks ¢ iber das Grund-

gebiet, so erhdlt man
b [4

., ML | ., nmy o be
jsm2 5 clx.".smﬁ 7 dy——4,

0 0
als normierte Eigenfunktionen konnen also die Ausdriicke

e 0 = ML . NTY
P Vbc sin 5 sin =

gelten, indem wir, wie bisher, durch 0 den Punkt mit den Koor-
dinaten z, ¥ ohne Index bezeichnen. Dafi dies System von Eigen-
funktionen vollstiindig ist, stellt sich im Laufe der Untersuchung
heraus, und zwar dadurch, daB sich die bilineare Summe

. MWL . BAY . ML, . NAY;
iy« SIn sin sin == sin —

1,
q)mno-‘pmnl . i b c
Z FI T be z m? n2> !
m,n m,n T2 | — R

(b2 c?
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die wir auch durch S bezeichnen wollen, der in § 31 definierten

Greenschen Funktion K (0, 1) gleich erweist.
Um diese Summation in einer gewissen Folge der Glieder
durchzufiihren, gehen wir von der Fourierschen Entwickelung

z@ofpe (—1)ycosva
) Quinur 2y,2 Z v2 - u?
aus, die, wenn p eine beliebige reelle Konstante bedeutet, in dem
Intervall

—r e
gilt, und summieren mit ihrer Hilfe einen Bestandteil der bi-
linearen Summe:

Y in PN nx(y — 4i)

1, Sln 1,» COS
4 c

&) 22 : mc\? = Z me\2
SR O

1, COS ’m—(y—c_i_—ill) 1, (— 1)*cos ”Tn (¢ —u +y)
S .~

o ()T v+ (%)
b (—1)reos™E (y 4 gy — o)
-
P

Hier kann die zweite Summe stets durch die Formel (1) sum-
miert werden, da die GréBen y und y, der Strecke von O bis ¢
angehoren, mithin die Ungleichung

—ﬂéﬂ(y+5/l—c)§+%
gilt. Die erste Summe kann aber nur dann der Formel (1) sub-

sumiert werden, wenn ¢, == y; denn nur dann ist

gn(c—_’ZI_*_y)g_n

Unter dieser Voraussetzung folgt aus der Formel (2), in der

mc
=73

gesetzt wird, sofort
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1,® sin”T“ysin@%/l an:@oiznb—”(c_yl_}_y)

22 mc>2 = 2me . mcew

= o (F 5 S
. mm
w60} 7= (¢ —y— )
2me . mew ’
5 Sin 3

und hieraus mittels der Additionsformeln der hyperbolischen
Funktionen

o sin 2 gin 2TV pein 2T (¢ —y)Sin 22

9 c c b b . -
z me\2 me . MCTX =Y
= et () TS

Da diese Grofe aber in y und y, symmetrisch ist, so ergibt sich
fiir den Fall y; < y sofort die weitere Formel

1,» sin’%gsinyl—yz—yl n@iny—nb—”(c-—y)éin ’1’%
22”: n2 mee me o MET Y=
+ T) b b

Hiernach kann die bilineare Summe S bei der Annahme
Yy = ¥, in folgender Form geschrieben werden:

. mx . WMWY, . MAL . MAL
5 10 Sit—== (¢ — y)Ein N gin sin !
s 250 b ] 3
T ~. MCT
m m Sin —

Diese Summe ist der reelle Teil der Grofe

ALy ~. MITY;

g Lm S = S =g (. mxz .. mx(c—y)
W:;Z . mMEC | Sin b
m m Sin 3

mar . . mu(c—y) |
s — Goj 5 >

die auf Grund der Beziehungen und Bezeichnungen

Cojx = cosxt, OGinx = — isiniz, 2= -4 Y1,
ne

A ; —e ©
B =2 +ht, L=un—0t (=¢
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auch in den folgenden Formen geschrieben werden kann:

Mmmwr, ~. mn mm .
.1, Sin 1 gin 2T cos;(xﬁ—zy——w)

) b 1Z -
1 2 n U'l mme ,
=g

1 looCOS (T1+y1l)COS—(x+Jz—C@)

. INTC
m m Sin
b
: .7 . .
] Le cos =X (2‘1 Yy 1) cosmT (z +yi — ci)
T . mnc ’
m m e
b
n
1 x{i cosm—”(z—}—z1 zc)—{—cosL (2 — 2 — ic)
= ;‘Am; m (q—m I qm)
| Lo cosyﬁ,—t(z+zl—zc)+ cos—(z—~z1 — 1c)
—?z—; m(g—™ — q™) 7
135 qm mm .
= EEWCOST(Z_I'ZI"M)
m
1,
1< qm mm .
+—”—§ ITQZ_"-'COST (Z——ZI —_ ’ic)
1 2% q mam - .
_;Z—_—WLCOST(Z—}_Z‘_M)
m
1 X qm" mm _ .
—?Zl——_—q—mcos—b—(z——zl——w).
m

§ 34.
Summierung der erhaltenen Reihe und Verifikation.

Die Reihe W 1afit sich summieren mittels einer schon bei
Jacobi vorkommenden Formel

Q" cos 2mum
6Y) log & (v, ) = @ — 22 = -

’

in der ¢ eine von v unabhingige Grofle bedeutet und gesetzt ist
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Fo(vy,q) =1 — 2gcos2vm 4 2q*cosdvmw — 2¢9cosbovm 4 ---.
Die Reihe fiir log &, (v, q) konvergiert, wenn

v==£§& -+ 5t
gesetzt wird und £ und # reelle Grofen sind, unter der Voraus-
setzung

) < 13%4 ,
die erfiillt ist, wenn fiir v eine der GriBen
242, —ic zt7 —ic
@) =95 25
also fiir n eine der Grofen
Yty —c¢
26

gesetzt und die Annahme y > y, festgehalten wird. Denn es
ist zu setzen
logqg c
2x — 2b’
die Grofen y und y, aber liegen in der Strecke von 0 bis ec.
Bleibt ferner die Differenz y — v, iiber einer festen positiven
Grenze, so gilt dasselbe von der Differenz beider Seiten der Un-
gleichung (2) und die Reihe log #v, mit den Argumenten (3)
genommen, konvergiert gleichm&fig. Offenbar konvergiert die
Reihe (1) gleichmiBig in jedem Gebiete, in dem mindestens eine
der Stellen 0 und 1 vom Rande um mehr als ein festes endliches
Wegstiick entfernt bleibt.
Hiernach kann man setzen

W“27t1 8<z—|—zl~ic 9 z—zl—~u>’
0 2b ) °< 26
oder, indem man die Formeln
log g\ __ . 4 ine logg ct
“"0(”+m>—’q T = T
benutzt,
z 4+ 7 z—?l>
L (g >31< 5
W=~log .
2x 9 2+ 2, 9 (P4
T\ 26 ) T\ 2b )
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und es ist leicht zu iibersehen, dall die Grobe
K(0,1) = Re W,

gleichviel ob die bisher geltende Annahme y > y, festgehalten
wird oder nicht, die gesuchte Greensche Funktion des Grund-
gebietes ist.

Zu diesem Zweck gehen wir davon aus, dafl die Funktion
K(0,1) verschwindet, wenn der Punkt 0 auf dem Rande des
Grundgebietes liegt. Setzt man z B. y = 0, so ist

ﬁ<x+xl y1>ﬂl<x—xl+y1i>

1 26
W= —1 :
2 ﬁ<x—f—xl—f—yl>ﬁ<x—xl—ylz>’
! 2b

und unter dem Zeichen log steht der Quotient zweier konjugiert
komplexer Groflen, also eine Grofe vom absoluten Betrage 1,
deren Logarithmus Null oder rein imaginir ist; Re W verschwindet
also. Setzt man ferner 2 — 0, so erhilt man

7, (y@+x1—y1>ﬂl<yi—xl+yli>

W= L log 20
2@ ﬂ(yt+rl+11> (yi—aa~y1@')
! 20

und unter dem Zeichen log steht wiederum eine Gréfle vom ab-
soluten Betrage 1.

Vermehrt man ferner in dem Ausdruck W die Grofe z um
b oder ¢i, d. h. x um b oder y um ¢, so erhidlt man aus den
Formeln, die die vier Funktionen @ ineinander iiberfithren

( z 31) <2 — Zl)

2 2 — 27\’
o, ( 2b ) (55

z 2, 2 — 7z
i b > AL >

2+ 2 4 — 2
‘(’°< ) % (5
Aus diesen Gleichungen folgt wie oben, dall der reelle Teil der
Grofen W (2-+0b), W(e -+ ic) verschwindet, wenn man z = 0

oder y — 0 setzt; das bedeutet aber, dall die Groflen ReW ver-
schwinden, wenn man « = & oder y — ¢ setzt, womit die aus-

W+ 0) =

W(z—}—z’c)——
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gesprochene Behauptung, K (0, 1) verschwinde, wenn der Punkt 0
dem Rande des Grundgebietes angehort, vollstindig erwiesen ist.

Was ferner die Singularitit der Grofe K (0,1) betrifft, die
auftritt, wenn die Punkte 0 und 1 zusammenriicken, so sieht man
zunichst, daf die GréBe W unendlich wird wie

1
— 2_7E IOg (Z - 21))

d. h. sich von dieser Gr6Be um eine an der Stelle z = 2, reguldre
analytische Funktion von 2z unterscheidet. Nun gilt die Gleichung

1 1 1
o _ - 2.
RNe [ T log (2 z,)] =52 log —t
die Grofie K (0,1) = ReW hat also genau die von der Greenschen
Funktion geforderte Singularitit.
Endlich ist ohne weiteres klar, dafi die Grofe K(0,1) als
reeller Teil einer analytischen Funktion die Laplacesche Gleichung

AK(0,1) = 0
erfiilllt; hieraus und aus den abgeleiteten Singularititen und
Randeigenschaften folgt nach § 31 die Symmetriegleichung
K(0,1) = K(1, 0)
und damit auch die Gleichung
4,K(0,1) = 0.

Hiermit ist die Grofle K(0,1) endgiiltig als die gesuchte
Greensche Funktion nachgewiesen und die allgemeinen Sitze des
§ 31 zeigen, dall die Funktionen ¢,. Liosungen der Integral-
gleichung .
q)mnl - lman(O, 1) (pmnO.dS

(3

sind.
Die fiir diese GroBe geltende Darstellung durch die bilineare

Doppelreihe
z 2 ‘pmno . q)mnl
Amn

ist zunéchst in jedem Gebiete gleichmiBig konvergent, in dem die
Differenz y — y, fiber einer festen positiven Grenze verbleibt.
Denn unter dieser Voraussetzung konvergieren die aus der
Formel (1) abgeleiteten Summen gleichm#Big, wie bei dieser
schon bemerkt ist; dasselbe gilt stets von den Summen (2) des
§ 33, die auch beziiglich der Zahl m gleichmifig konvergieren.
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Stellt man daher die bilineare Reihe mit leicht versténdlicher
Symbolik durch die Doppelsumme

1, ® 1, 1,

3
E Bm - E > Amn
m m n

dar, so kann zuniichst die links stehende Reihe mit vorgeschrie-
benem Grade der Genauigkeit durch

1,myq

> By

m
ersetzt werden, wobei m, durch den Genauigkeitsgrad bestimmt
ist, und ohne die erreichte Genauigkeit wieder zu vermindern,

vergrofert werden darf. Sodann kann in jedem dieser m, Glieder

fir B,, die Summe Ly

E -A-mn

gesetzt und n, so gewihlt werden, daf3 die Differenz

1,m; 1,m 1Lm
>0 B — >0 > A
m m n
unter einer vorgeschriebenen Grenze liegt und, wenn n, vergrifert
wird, liegen bleibt. Damit ist erreicht, dal fiir das ganze be-
trachtete Gebiet die Differenz der GroBen

1, ® 1L,m 1,m
E Bma E E Amn
m m n

absolut genommen unter der Summe zweier vorgeschriebenen posi-
tiven Grofen liegt, also gleichmiBig klein bleibt. Die bilineare
Reihe konvergiert also gleichmiBig in jedem Gebiet, indem die
Differenz y — y, iiber einer positiven Grenze verbleibt.

Da nun die Formeln (2) des § 33 in den Stellen 0 und 1
symmetrisch sind, kann man eine der durchgefiihrten vollig ana-
loge Schlufireihe fiir den Fall y < y, entwickeln und aus dieser
insbesondere das Korollar ableiten, dal auch, wenn die Differenz
Yy — y iiber einer positiven Schranke verbleibt, die bilineare
Reihe gleichmifig konvergiert.

Weiter ist aus der Gestalt der Eigenfunktionen ersichtlich,
dal die Variablen 2 und y keine wesentlich verschiedene Rolle
spielen; die bilineare Reihe konvergiert also auch gleichmiBig,
wenn eine der Differenzen x — #; und @, ~— «z iiber einer positiven
Grenze verbleibt. Da in allen endlichen Reihen, die die Grofe
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K(0,1) mit gleichmafiiger Genauigkeit darstellen, die Zahlen
m,, n, und die ihnen analogen vergrofert werden diirfen, schliefit
man aus den erhaltenen Resultaten leicht, dafi die bilineare Reihe
in jedem Gebiet gleichmiBig konvergiert, in dem der Abstand
der Stelle 0 von der festen Stelle 1 ither einer positiven Grenze
bleibt.

Dieselben Betrachtungen gelten auch, wie man leicht sieht, fiir
die Reihen, die aus den unter (1) und in § 33 unter (1) angefiihrten
entstehen, indem man gliedweise differenziert; handelt es sich
doch um analytische Funktionen, die im Konvergenzgebiete der
Reihen regulir sind. Daraus folgt, dall die bilineare Reihe in
Gebieten der bezeichneten Art gliedweise differenziert werden darf.

§ 35.
Uberblick iiber einige verwandte Fiille.

Nach der im vorigen Paragraphen benutzten Methode lassen
sich noch einige dhnliche Aufgaben behandeln, bei denen nur die
Randbedingungen andere sind.

Es seien zundchst die Seiten y —= 0 und y = ¢ auf der
Temperatur Null gehalten, die anderen beiden Seiten adiatherman
bedeckt. Dann gelten fiir die Ligenfunktionen die Bedingungen

y:O_- y:c_ a(p z:O—; aq) x:b—
¢ =@ =0 = = 3z =0
und man findet die normierten Ausdriicke
‘ 2 MAX . NEY 1 . nmy
Pmn0 = ‘/% cos i sin P Pon == V—b—c: sin P
zu denen die Eigenwerte
m2 2 n2x2 “n2a2
hmn = _bT + 2 on — P
gehoren. Man erhilt also folgende bilineare Formel:
Y . MEY,

.7
1, » S1n T Sin

K(O,I)Z%Z

n2m?
02
ML ML, . NEWY . NTY
Lo 1, COS s sin < sin
+ 4 z Z b b c ¢
be . 22 n2m? ’
m n

b2 c?
Kneser, Integralgleichungen. 10
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und vermittelst der oben gebrauchten Formeln, indem man nach
n summiert, fiir y > y,
_nl—y
K(0,1) = e

mxx MICL,
1, CO§ —— COS

+ Z b b

mnjl

€in % (¢ — y) Gin

mmc
b
und fiir y <7y, den Ausdruck, der aus dem hingeschriebenen
entsteht, indem man (x, y) und (z,, y,) vertauscht.
Hieraus folgt weiter wie oben
9, <z -+ 21) <z — 2

s — z z AN E
ﬂl( 2b1>&1< _2}—()1

und in der @-Funktion ist wiederum g = e ° zu setzen.

LaBt man ferner drei Seiten des Rechtecks adiatherman
bedeckt sein und hilt die Seite # — 0 auf der Temperatur Null,
so haben die Eigenfunktionen die Gestalt

const. ¢ s< 1>7rx cos nry
- 00 2/ b ¢ '’

und fiir die Greensche Funktion findet man
z 4+ 2 & — 2 2+ 2 z— 7
a2< 46 )ﬁﬁ( 4b )82< 46 >’92( 40 >
= Relog = L
2 <z+zl>ﬂ <z—21>3 Pt A\ g (24
91 46 1 40 1( 45 1( 490

Halt man umgekehrt drei Seiten des Rechtecks auf der Tem-
peratur Null, wihrend die Seite # — 0 adiatherman bedeckt wird,
so haben die Eigenfunktionen die Form

m &in

K(0,1) = Re ’yl +2ﬂ

const. cos { m — L)z sin nry
: 2/ b ¢

und man findet die Greensche Funktion

K (0,1)
72— 2 2z -+ 3 2+ 2 zZ—Z
1 “"2( i0 >32< Iy )“"1< 47 >8l< o)
= — e log

27 a2<z;}—bzl>ﬁ2<z:b ) 1( 4bz1> <Z+Zl>:
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in diesem und dem vorigen Falle ist zu setzen

e
qg=c¢e 2.
Sind endlich die zusammenstoBenden Seiten z = 0 und y = 0
adiatherman bedeckt, die anderen Seiten auf der Temperatur Null,
so sind die Eigenfunktionen

const l)Eﬁccos n—l it
ons.cos(m—2 b ( 2) p

und der Kern ist, wenn ¢ denselben Wert hat wie in den beiden
vorigen Fillen, der reelle Teil des Ausdrucks

o () o () (2 (e )

8b 8b
1<z-§—b.a])a2<zg—bzl> (z+z1+ > <z+zl+_>

in welchem drei Glieder hinzuzufiigen sind, die aus dem hin-
geschriebenen entstehen, wenn man # -} 2, durch einen der Aus-
driicke 2 — 2, # -} 7;, # — 7, ersetzt.

Auch hier ist es leicht, die Gleichungen

4,K(0,1) = 4,K(0,1) = 0

zu verifizieren und die Singularitit der Grofie K(0,1) als Funk-
tion der Stelle 0 an der Stelle 1 zu erkennen. .

Ebenso 146t sich aber auch der ausgeartete Fall behandeln,
dall alle Seiten des Rechtecks adiatherman bedeckt sind. Die
Eigenfunktionen sind

2 2
Pmn = V—E cos m;m cos ’—”;zﬂ, Apn = w2 (% + %>,
wobei einer der Werte m und »n verschwinden darf, nicht aber beide
zugleich; die Konstante kann zwar als Losung der Randwert-
aufgabe angesehen werden, erfiillt aber nachher nicht dieselbe
Integralgleichung wie die anderen Grofien @un.

Mit diesen Ausdriicken erhilt man folgende bilineare Reihe:

X mmr, nxy nwY,
| Lw 08 —— cos — ] L= 008 —= cos — =
K(©0,1) = — el
©.1) bc; me 2 +bc ; n2 w2
b2 c?
Mz Mmxx nmw nx
1L, 08 cos ! cos Y cos Y1
b b c c

2
b— 2 E - m2
"o <b2 + -

10*



148 Vierter Abschnitt. § 35.

und mittels der frither benutzten Hilfsmittel erhdlt man bis auf
einen konstanten Summanden, der weggelassen ist,

K(©0,1) = 555 (0 + v2)

1 z -+ 2 — 7 2 + 2 2 — 7
_ﬂmelog[ﬂl 27 )al< 55 >*"1< 57 >%l< X ]

Offenbar gelten die Gleichungen

1
A, K(0,1) — 7= =0

4, K(0,1) — bl_c — 0;

aus ihnen geht, da bc¢ die Fliche des Grundgebietes ist, nach
einer in § 32 gemachten Bemerkung hervor, dal — K (0, 1) als
Temperatur von einer Wirmequelle von der Ergiebigkeit — 1
herriihrt, wenn gleichzeitig im Grundgebiet iiberall eine fiir die
Fliacheneinheit konstante Wirmemenge erzeugt wird.

Die Formeln, mit denen in allen diesen Fillen die Summation
der doppelt unendlichen Reihen gelingt, sind aufler den in § 33
benutzten die folgenden:

1, ®
~CoSn(w — o) z Qo) p o
; nt -t 2u2+"u@mw’(_“<“<+”)’
e cos(2n — 1)a n@iny<§——(x>
Z - - 3 (0<0‘<7t)
@ =T gy
" (3)

1,®
: ¢@*=1 cos(2n — )mz
4307

— g*en=D g

q*_ sinnms
221—{—(1 m (l—z)—{—@logﬂ (z
0

g¢*=t sin(2n— zwz
421—]—;{"" 2 2n — 1
1<zi—t>82<z—i—t>ﬁg<z—|—z+l>8()(2—}—;—}—1)
N <z+z+1> «"2<Z+Z+ 1) 9, <z1w) ﬂo<z_i_t)'

T :
=-2——+—zlog




§ 36. Mehrdimensionale Probleme. 149

§ 36.
Greensche Funktionen auf der Kreisfliche.

Durch Aufbau aus den Elementen mittels der bilinearen Reihe
lassen sich auch die Greenschen Funktionen fiir die Kreisfliche
vom Radius Eins einschlieBlich des ausgearteten Falles bestimmen;
die Stelle der beim Rechteck benutzten Formeln aus der Theorie
der elliptischen Funktionen vertreten hier die bilinearen Formeln

des § 27.
Transformiert man die Fouriersche Differentialgleichung
ou
_— — a2
51 — @ Adu
in Polarkoordinaten, und fiihrt, wie in § 31, die Grenzbedingung
du
W —I'— Huy =0

ein, so sieht man leicht, dafl die Eigenfunktionen
In(@r)cosm@, Jn(or)sinmb
sind, wobei oJ,, die Besselsche Funktion mter Ordnung, m eine
nicht negative ganze Zahl bedeutet und die Konstante ¢ durch
die Gleichung
o0Jno + Hdyo =0
definiert ist. Der Fall H — o bedeutet natiirlich
Jno = 0.
Die zugehorigen Eigenwerte sind die «2-Werte g2, so dall man
sich auf die positiven Wurzeln beschrinken kann. Um die Eigen-
funktionen zu normieren, braucht man die iiber die Kreisfliche
erstreckten Integrale

Py = [dsJa(or)? cos2m0
P = [dsd,(or)?sin2mb;
da ds = rdrd@, so findet man leicht

1
Py, = QWJ.OCJO (0one)2d e,
0

1
Py = Ppp = njaJm(gmna)ﬁdoc, (m > 0).

0
Die bilineare Reihe unseres Problems hat daher folgende
Form:
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0,0 1,0
o o8 (0 — 0) S (Qmn®) S (@mnt1)
Ko =3 3 b= fnllnnr) et
m n
In diesem Ausdruck kann jede der Summationen nach n aus-
gefiihrt werden, indem man # und », durch V; und Vxl ersetzt

und die in § 26 eingefiihrten Greenschen Funktionen nach § 27
in die bilineare Reihe entwickelt; man erhilt, indem man unter

s die kleinere der GroBen — und % versteht, bei der Annahme

"
H>0
n K(0, 1)

n 1 LI cosm(@ 0,) n m—H "
T~ 2H 7}— 1+Z [ +m+H(rrl) ]’
fiir den Fall H = 0 aber

x K (0, 1)
e o TS S (RS

2m

Die hier erscheinenden Reihen summiert man mittels der
Formeln

1, m
log V1 —Qacosﬁ+a2:_za_0:ﬂé,

aelf?

1, ®
‘~oamcosmf s | wWETldw
Em—}—ﬂ _me<0C ¢ jl——w ’

und findet bei positiven Werten von H

1 11/l — 2rricos( — 6,) + 20}
K@©1) = 27::H+ 27 10°V r2 — 2rr;cos (0 — 6,) - r2
rrle(o_ol)i
1 : wE—1dw
= i~ i@—eN—H | 7"
—}—“Re[(arle ) [ l—w]’
0
wobei das letzte Glied wegzulassen ist, wenn H = o gesetzt wird. In
diesem Falle erhiilt man die in der Theorie des logarithmischen
Potentials erscheinende Greensche Funktion der Kreisfliche in
bekannter Form. In jedem Falle verifiziert man leicht die Glei-

chungen

A, K(0,1) = 0
4,K(0,1) = 0.
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Wenn H — 0 angenommen wird, ergibt sich ebenso

2
.K(O, 1):_%+T$71__100V1 2rrlcos(0_()l)_+_r2frl2

— 2—17-rlog Vri—2rr, cos (0 — 6,)+ 72,

und man erhilt die Differentialgleichungen

24,K(0,1) — 2 =0, 4,K(0,1)— %: 0,

die, da = die Fliche des Grundgebietes bedeutet, unter die in
§ 32 besonders hervorgehobene Form fallen. Daher ist — K(0, 1)
die stationdre Temperatur, die von einer Quelle von der Ergiebig-
keit — 1 im Punkte 1 herriihrt, wenn gleichzeitig auf dem Grund-
gebiet fiir jede Fldchen- und Zeiteinheit eine konstante Wirme-
menge, etwa als Joulesche Wirme eines galvanischen Stroms, er-
zeugt wird.

Die in den Formeln (1) und (2) auftretenden Reihen kon-
vergieren iibrigens gleichmifig in jedem Gebiet der Variablen,
fiir das der Abstand der Punkte 0 und 1 iiber einer festen Grenze
bleibt; denn die Reihen

am™cosm f3 o™ cos m 3
2T X afd
konnen als reelle Teile analytischer Funktionen aufgefalt werden,
die regulér sind, solange oo von 1 oder 8 von Null verschieden
ist und &« den Wert 1 nicht iiberschreitet. Hieraus folgt auch,
daf} in solchen Gebieten die Reihen gliedweise differenziert werden
konnen. Da ferner auch die in § 26 aufgestellten bilinearen Ent-
wickelungen jedenfalls in einem Gebiet, in dem » und r, nicht
beide unendlich klein werden kénnen, gleichmifiig konvergieren
und gliedweise differenziert werden konnen, so konvergiert die
bilineare Reihe
Z q)mn 0 . q)m n_l
o Amn
in der Tat gleichmifBig in einem Gebiet, in dem der Abstand der
Punkte 0 und 1 {iber einer festen Grenze bleibt, und kann in
diesem Gebiet gliedweise differenziert werden.
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§ 37.
Die Greensche Funktion auf der Kugelfliiche.
Schreibt man die Fouriersche Differentialgleichung der Warme-
bewegung im Raume
cu o02u | O%u
P Zml + 0y? + %= 022

in raumlichen Polarkoordinaten, die mit den rechtwinkeligen
z, 4, # durch die Gleichungen

x = rcoséh,
Yy — rsinf cos @,
z = rsinfsinw
verbunden sind, so ergibt sich bekanntlich die Gleichung
ou __a*[?d 1 0%}
Bt 1 lér( + smU o0 < >+ 'sin2f Ow?

Nehmen wir an, # sei von r unabhiingig, so erhalten wir eine
Temperaturverteilung, bei der keine Warme in radialer Richtung
nach dem Koordinatenanfangspunkte hin oder von ihm wegflie(it;
innerhalb einer unendlich diinnen Kugelschicht mit dem Zentrum
r = 0 bewegt sich die Wirme also gerade so, wie wenn die
Schicht von innen und auBlen adiatherman bedeckt wire. Die
Temperatur in einer solchen Schicht oder auf einer isoliert ge-
dachten Kugeloberfliche vom Radius 1 und dem Mittelpunkte
r = 0 erfiillt also die Differentialgleichung

ou 1 @ on 1 02u

= 50 (sin55) + 7 55
deren rechte Seite wir auch durch a®4u bezeichnen wollen.
Nach der klassischen Methode setzt man
0T _oT _ 00
o o0 ot
und findet, indem A eine unbekannte Konstante bedeutet,

T = g—ait

u=17T.0 =0

1 o /. ,0@ 1
(l) d®+l@:0,m'a—0<slnaw>+ sz o aw2+l‘l‘p—“0
Dabei ist 4 so zu bestimmen, dall @ eine auf der Kugelfliiche

iiberall endliche, stetig und eindeutig bestimmte Funktion des
Ortes wird.
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Aus dieser Forderung ergibt sich zunichst

27 ®
* 92
Ja do = 0,

0 02

0
integriert man also die Gleichung (1) nach @ und setzt

2n
= j Ddow,
0
so findet man die Gleichung

1 d -
g (0 AT =10,
und diese muB eine fiir § — 0 und § — = endliche Losung be-
sitzen. Das ist aber genau wieder das Randwertproblem des § 28,
und man findet sofort
A=nm -4 1),

wobei # wie immer eine positive ganze Zahl bedeutet. AufBerdem
kann offenbar noch A = 0 und die zugehorige Funktion @ einer
beliebigen Konstanten gleichgesetzt werden.

Um nun zu einer Integralgleichung iiberzugehen, bemerken
wir zunichst, daf fiir den jetzt durch Af bezeichneten Ausdruck
die Greensche Gleichung

dg af

@ [ag—ganas=|(r7%—oqk) @
gilt, wenn links iiber das Innere einer geschlossenen, sich selbst
nicht schneidenden sphirischen Kurve @, rechts iiber diese Kurve
selbst integriert und durch N die dubere Normale hezeichnet
wird. In der Tat ist ja der Ausdruck 4 nichts anderes, als der
gewohnlich so bezeichnete Differentialparameter

of | ef | o

Af = EYz s 0y? + 022’

in dem nur r = 1 gesetzt und ausgedriickt wird, da f von der
Polarkoordinate » unabhingig ist. Man kann daher die Greensche
Gleichung fiir einen beliebigen Raum in der Form

6 [¢as—gapi=[(r 7% — ok ) s

ansetzen, indem man durch dz und ds Raum- und Oberflichen-
element bezeichnet. Nimmt man das Integrationsgebiet begrenzt
von zwei Kugeln r = const., von deren Radien der eine kleiner,
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der andere grofler als Eins ist, und einer Kegelfliche mit der
Spitze r = 0, die durch die Kurve € geht, so folgt die Glei-
chung (2) unmittelbar aus der Greenschen Formel (3), indem man
die Integrationen lings der Radien ausfiihrt.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir den gesuchten Kern
bestimmen, und zwar erkliren wir ihn nach § 32 als die stationire
Temperatur, die durch eine Warmequelle und eine in jedem Ele-
ment des Grundgebietes auftretende, fiir die Flichen und Zeit-
einheit konstante Wiarmemenge hervorgerufen wird. Wir suchen
dann noch zu erreichen, dafl der Durchschnittswert dieser Tem-
peratur im Grundgebiet verschwindet. Liegt die Quelle speziell
im Punkte § — 0, so finden wir die gesuchte Temperatur bis
auf einen konstanten KFaktor in der Gribe K (x, §) des § 28 fiir
den Fall § =1, also, wenn b und ¢ Konstante bedeuten, in dem
Ausdruck

blog (1 — cos6) 4 c.
Hierdurch wird man veranlaft, wenn die Wiarmequelle im Punkte 1
liegt und y oder genauer p,, der Winkelabstand 01 ist, den Ansatz

K(0,1) = blog(l — cosy) + ¢ = 2b10gsin-§-—{— ¢+ blog2
zu machen; dabei ist
cosy == cosficosf, - sinfsinh, cos(p — ¢,).
Setzt man speziell

1 1
b:—E, c__—E(l——log2),

so folgt aus einer der Gleichungen (4) des § 28
[E(@©,1)dsy = 0.
Ferner kann auf einem kleinen, um den Punkt 1 beschrie-
benen Kreise & im wesentlichen gesetzt werden

1
K(0,1) = — 2——nlog Y,

und wenn man diesen Kreis als Grenze des aufler ihm liegenden
Restes der Kugelfliche ansieht und die #uBlere Normale dieses
Gebietes N nennt,
dK(,1) 1
dN ~ 2my’
Versteht man daher unter @ eine beliebige, in der Umgebung
der Stelle 1 mit ihren Ableitungen stetige Funktion des Ortes,
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und integriert iiber den Kreis &, so ergibt sich

j{cp ESD ko, 1)dN} Al ~ 527y DL

Die Greensche Formel, angewandt auf das bezeichnete Rest-
gebiet, ergibt also, wenn man & unendlich abnehmen 148t, in der
Grenze
(4) [(@4K —Kad)ds = o1.

Jetzt werde fiir @ eine Losung der Gleichung (1), d. h. der

Gleichung AD 4 4D =0

genommsen. Aus dieser ergibt sich mittels der Greenschen Formel,
angewandt auf @ und 1 und das mehrfach benutste Restgebiet
als Integrationsgebiet, da das Linienintegral verschwindet,

jmpdszo, lj(Dds:O,
also, da A von Null verschieden genommen und die fiir 2 = 0
erhaltene Losung beiseite gelassen wird,
[ods=o.

Anderseits findet man leicht
1

also folgt aus der Gleichung (4) die Integralgleichung
) ®1=1[K(0,1)®0.ds, A=nmn(n—1).
Die Diskussion derselben wird wesentlich dadurch erleichtert,

daB nach der oben fiir K (0, 1) gegebenen Formel und nach der
Gleichung (2) des § 29 gesetzt werden kann

(6) K(©0,1) = 27[2: ,n/(n + 1) P (cos yo1),
wobei die Gleichung

€08 Yo = c0s f cos f; -+ sinff sin f); cos (¢ — ;)
gilt. Denkt man nun fiir einen Augenblick den Punkt § =0
in die Stelle 1 gelegt, so geht die Grofie P, (cosy,,) in P, (cos @)
iiber, ist also Losung der Legendreschen Gleichung, die als spe-
zieller Fall der Gleichung

4D +n(n 1)@ =0

aufgefalit werden kann. Diese ist aber vom Koordinatensystem
unabhéngig; mithin ist P, (cosy,) eine ihrer Ldsungen auch bei



156 Vierter Abschnitt. § 37.

beliebiger Lage des Koordinatensystems. Daraus folgt nach dem,
was soeben gezeigt ist, dall P,(cosy,) auch eine Ldsung der
Integralgleichung (5) ist, die zu dem Eigenwert »(n -4 1) gehort;
diese Grofe ist also orthogonal zu jeder von der Stelle 0 ab-
hingenden Eigenfunktion Y,, die zu einem von n(n - 1) ver-
schiedenen Eigenwert m (m - 1) gehort.

Multipliziert man nun die Gleichung (6) mit Y,,, 8o ist ihre
rechte Seite gliedweise iiber das Grundgebiet integrierbar. Denn
legt man wieder fiir den Augenblick den Punkt § = 0 in die
Stelle 1, so kann man zunéchst nach @ gliedweise integrieren,
da diese Grofe in der Reihe (6) gar nicht vorkommt. Dann
aber kann man aus den Entwickelungssitzen des § 28 die Formel

+1 1,@ 1t

F1 :.[K(l,a)fa.da =Z%JP,,a.fw.da

—1 " —1
entnehmen. Daraus folgt, dal die Reihe (6), mit sinfd6f und
einer beliebigen stetigen Funktion von  multipliziert, nach ¢ glied-
weise integriert werden kann, womit das Behauptete bewiesen ist.

Die einzelnen Glieder der rechten Seite der Gleichung (6)
sind aber zu Y,, orthogonal, mit Ausnahme des zu n = m ge-
hérigen; somit fallen rechts alle Glieder weg mit einer Ausnahme
und man erhilt

N R
(7) :

Wire iibrigens der Eigenwert, zu dem Y,, gehort, iiberhaupt nicht
in der Form n (n — 1) enthalten, so erhielte man rechts iiberall 0,
also die Gleichung

jK(o, 1) Y, ds = 0,

so dall Y, keine Eigenfunktion des Kerns im Sinne der stets
geltenden Definition wire. Damit ist gezeigt, dal die Zahlen
n(n 4- 1) die einzigen Eigenwerte der Integralgleichung (5) sind.

Die Gleichung (7) aber zeigt, daB die zu einem bestimmten
Eigenwert gehorigen Eigenfunktionen der Gleichung (5) Ldsungen
einer besonderen Integralgleichung sind und als solche alle zu
demselben Eigenwert gehoren. Der Kern dieser Gleichung 146t
sich nach einer elemeuntaren Formel aus der Theorie der Legendre-
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schen Polynome, dem sogenannten Additionstheorem der Kugel-
funktionen, in folgender Form darstellen:

P, (cosyy) = Ppx.P,x,
1,m
+2 > 82 > V; Phx.Ppa;.cosv(p — @,);

dabei ist gesetzt
ar me
d v
Setzt man diesen Wert von P, (cosy,,) in die spezielle Inte-
gralgleichung (7), so sieht man, daf Y,, d. h. die allgemeinste
zum Eigenwert m(m -+ 1) gehorende Eigenfunktion der Glei-
chung (5), als lineares Aggregat der 2m 1 GrioBen

Pow = (1 — atp LEnT g O Lm

8) P,z, P,z.sinvp, Ppx.cosvep, v=1,2,.

dargestellt werden kann. Diese sind samtlich spezielle GroBen Y, ;
in der Gleichung

@1 =m(m+1)[©0.K(0,1)ds

gehoren also zum Eigenwert m(m - 1) genau 2m -+ 1 linear
unabhéngige Eigenfunktionen, eben die Groflen (8), die nur noch
nicht normiert sind.

Man erhilt die normierten Funktionen mittels der auf ele-
mentarem Wege aus der Legendreschen Differentialgleichung
folgenden Gleichungen

+1

2 (n4w)!
jp(x)gd‘” Sn 1 (0 — )]
—1
und der bekannten Formeln
2 2n

j.cos?vqu(p =fsin211q>dq) = .
0 0

Man sieht aus diesen Formeln, daB man setzen kann

0,2n

(2” + 1) P,,(COs’Vox) ___2 (pn,O-(pnvl

4w

Wenn Q,g, Pu1, ... Pu 2, die zum Eigenwerte n(n - 1) gehorigen
normierten Eigenfunktionen sind. Dividieren wir beiderseits durch
An = n(n 4+ 1) und summieren iiber die Werte n =1, 2, ..., so
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erhalten wir die bilineare Formel der Gleichung (6) zufolge in
folgender Gestalt:

1, 0,2n

—_— [log (I — cosyy)+1—log2] —E Z q;n(vy? '-l:)nl’)l '

§ 38.
Wiirmeleitung in der Vollkugel.

Bei der dreidimensionalen Wéarmebewegung in einer Vollkugel
gilt die Randbedingung
du

aN T hu = 0,
wobei N die #uflere Normale, & eine positive Konstante bedeutet.
Die Fouriersche Differentialgleichung transformiert sich dann in
die schon in § 37 gebrauchte Form

ou

ot

a2{ o 0 . ou 1 0%u
__=07'< +sm0 00 <Sm6'd_()—>+ sin”i?&ﬁ}’

wobei 7, §, @ wie am angefiihrten Orte die sph#rischen Polar-
koordinaten bedeuten. Setzen wir

— a?du

; oV
—_ ait =
= e}, 57 0,

so ergibt sich fiir V die Gleichung

AV + V=0
und die Randbedingung

: av
ir + rV =0.

Substituieren wir ferner
x:cosO, V:R;Qa@,

wobei jeder Faktor eine Funktion der durch den entsprechenden
kleinen Buchstaben bezeichneten Variablen allein ist, so erhilt
man die Gleichungen

a2 R 2 dR m(m —+ 1 _

dr2+rdr+<l_ re >R—0’

/n2
1— x2> © =0

(U — %) x%Jr(m(m-H)—

dzQ
d 0?2

+ n2Q =0,
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wobei durch m und »n Konstante bezeichnet sind. Fiir diese aber
ergibt sich leicht, dall sie eine ganze Zahl sein miissen, die dann
offenbar positiv genommen werden konnen. Fir n folgt dies
daraus, dal £ notwendig nach dem Argument @ die Periode 2=
haben muB, fiir m daraus, dall die zweite Gleichung, da sie durch
die Substitution

ary

dan

aus der Legendreschen abgeleitet werden kann, nur dann ein an
den Stellen x =41 endliches Integral besitzt, wenn » eine ganze
Zahl ist. Dieses Integral ist dann

0 = (1— 22

2 dvP,x
" n 2\2 md
0= P,r=(1—u1x? T

Da nun auch B an der Stelle » == 0 endlich sein mub,
lehrt die fiir diese GroBe erhaltene Differentialgleichung, daf man
bis auf einen konstanten Faktor

R=r—"Juy(07)

setzen kann, die Eigenwerte ¢2 oder 4 werden durch die Gleichung

dR r=1 :
ar THE| =0, ednii,(@) + (h — ) Imiy,(@) = 0

bestimmt, die positiven Wurzeln dieser Gleichung mogen durch
Am+y, 19 Amy1y, 2, ... bezeichnet sein. Die Wurzel 4 = 0 fiihrt
zu einer identisch verschwindenden Funktion R.

Die Eigenfunktionen sind also, wenn 2= 4,4 v, » gesetzt wird,

mZ .1,y (01)cospw, Prx.r—d, vy (er)sinpe;
dabei sind fir u die Werte 0, 1, ... 2m zu nehmen, so dal im
ganzen 2m — 1 Eigenfunktionen zu einem Eigenwert gehoren.

Um sie zu normieren, hat man ihr Quadrat mit —r2drdzdw
zu multiplizieren, iiber den Raum der Kugel zu integrieren und
durch die Quadratwurzel des erhaltenen Integrals zu dividieren.
Das auszurechnende Integral ist also

1

A, :fgwJ.rdrf(l)lx[P,‘f,x.Jm.wg(@r) cosyw]z,
0 0 —1

oder derselbe Ausdruck, in dem cos durch sin ersetzt ist. Be-
riicksichtigen wir die in § 37 gebrauchte Formel
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+1

jdx[me] T —w)l2m 417

—1

und setzen wir
1

jTJ—”H" lle(g 1‘)2d7‘ — Nm+‘/2»n?
0
80 erhalten wir

m+w =
-Au -— (m — “)| m + 1 m+1/i,n (!"’>O)s

A 2w
1y,
* T m I Nt 15,m
Dasselbe ergibt sich, wenn sin y® durch cosuw ersetzt wird.

Auf Grund dieses Resultats konnen wir die bilineare Reihe
bilden, deren Glieder vom Typus

90.p1
>

sind, wobei im Zdhler iiber alle zum Eigenwert 4 gehorigen nor-
mierten Eigenfunktionen summiert wird. Man erhdlt so den
Ausdruck
(rr) = dm iy, (@) Iy, (071) . ‘P
2 92 Nm + Vg,

wobei ¢ durch die Gleichung
‘;O—Px Pa . (m + 1)
t2 E (m + w)! +u)’ o + 2 Puw. Puay.cosp(p — )

= (m + 3) P (cos 701)
und 9y, durch die Gleichung

005 o = w5, T — YT = wPeos (9 — o)
definiert ist. Die bilineare Reihe geht hiermit in folgende Ge-
stalt iiber:

1 2 Z (rry) =% (m = 3) P (08 Y1) T 115 (07) Iy (@71)

Am + Yo, n N, m 4+ Yon

Nach den Formeln in § 27 ist nun die Summation iiber »
sofort durchzufiilhren. Man erhélt unter der Voraussetzung

- % > Oa r < 7
die Gleichung
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1,

PR N o

n lm"‘l/zvnlvm"'lii”
+ (/r/rl)m_‘—l .
m — h

LT 7 . c 3 e
Ist r > 7, so ist . durch 71 zu ersetzen. Hiernach wird fiir den
1

Fall » < 7, die bilineare Reihe folgenden Wert erhalten:

K@ 1) = 4%2 {;%1 — ) (‘i;”—_f,&l (m)’”} P, (08 741)-

Diese Reihe summiert sich mit Hilfe der bekannten Formeln

0, ®
1 ,
T —swer o =2 Pu.om,
0

1 — «? d
Wl_oax+agf=250m+dﬂu%wwa
(1— o) —do A = 2m-41)om
= L P,z
(V1—2ax—|—oc2)3 =2 m—+ h ’
Speziell erhilt man fiir den Fall » = o, also fiir die Rand-
bedingung

V=0
K(0,1)

die Gleichung

1 1 1
T 4w [VW — 277,008y + 12 Y1 — 2rr cosy, + r2r1“’]'
Dieser Ausdruck ist die in der Elektrostatik auftretende gewGhn-
liche Greensche Funktion des Vollkugelraumes. Im Falle eines
endlichen positiven Wertes von  erscheint noch das Glied

,
r—h (1 — rer)yri—tdr
T Y1 — 2771 cosyy + r2rl
[

§ 39.
Entwickelung der quellenmifigen Funktionen
nach Eigenfunktionen.
Um bei den in diesem Abschnitt eingefiihrten Integral-
gleichungen die den frither erhaltenen analogen Sitze iiber die

Darstellung willkiirlicher Funktionen und die bilineare Formel
Kneser, Integralgleichungen. 11
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abzuleiten, beginnen wir mit der Bemerkung, daf in den bisher
betrachteten Fillen das Integral

[ K0, 1)2ds

existiert und auf dem Grundgebiet eine stetige Funktion der
Stelle 1 ist. Zunichst ndmlich sieht man leicht ein, daf die

Integrale
jlo L oas j(lo -1—>2ds
& To1 ! 8 To1

dem absoluten Werte nach unter endlichen von der Stelle 1 un-
abhiingigen Grenzen liegen. Erstreckt man sie nur iiber die
Fliche eines Kreises 7, — a und fithrt in dessen Innern r,, und
einen Winkel o als Polarkoordinaten mit der Stelle 1 als Zentrum
ein, so hat man

ds = ry,dry,dw

zu setzen und zu beriicksichtigen, dall die Integrale
jxlogxdx, jx(logx)zdx,
0 0

in denen z < @ ist, unter einer mit ¢ unendlich abnehmenden
Schranke liegen. Da nun

1 1

gesetzt werden kann, wobei M (0, 1) als Funktion der Stelle 0 im
Grundgebiet ausnahmslos stetig ist, so ist durch die obigen Be-
merkungen die ausgesprochene Behauptung bewiesen.

Ebenso ist auch in einem dreidimensionalen Grundgebiet das
Integral )

j K(0, 1)2dz,
wenn K (0, 1) wieder eine Greensche Funktion ist, eine stetige
Funktion der Stelle 1, was leicht daraus folgt, dal man
dt = rjdr,,doe

setzen kann, wenn dé das Element einer Kugelfliche vom Radius
Eins ist.

Wir halten im folgenden die Bezeichnungen des ebenen Grund-

gebietes fest; die Untersuchung ist aber allgemeinen Charakters
und setzt zundchst nur voraus, daf das Integral

K0, 1)2as
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in dem Sinne, wie es soeben fiir die Greenschen Funktionen nach-
gewiesen ist, endlich sei. A fortiori gelten die abzuleitenden
Resultate fiir stetige und stiickweise stetige Kerne.

Das wichtigste Werkzeug der Untersuchung ist die Schwarz-
sche Ungleichung, die folgendes aussagt. Die Integrale
n jv?ds, jvwds, jwzdsj
seien endlich und bestimmt. Dann gilt die Ungleichung

[jvwds]2 < jvﬁds.jwﬁds;

denn sind p und ¢ reelle Konstante, so ist die quadratische Form

pﬁj‘vﬂds -+ 2quvwds -+ qzjwi’ds = j(pv -+ qw)2ds
niemals negativ, woraus jene Ungleichung unmittelbar folgt.
Jetzt sei @, ein System von normierten zu einander ortho-
gonalen Eigenfunktionen des Kerns K (0, 1); dabei werde all-
gemein
Uy = jfo.qo,.o.ds,
ferner

v = K(0, 1), w:Zaﬂva

gesetzt und unter v irgend eine endliche Menge von Werten n
verstanden. Dann existiert das Integral
jvzds = jK(o, 1)2ds
und ist eine stetige Funktion der Stelle 1.
Ebenso hat das Integral
ay Py 1
jvwds = a,jK(O, 1)p,0ds = _%_

einen endlichen Wert und dasselbe gilt offenbar von
jw2d s,

sobald nur die Koeffizienten a, endlich sind. Dazu reicht es
hin, daf die Funktion fO fim Grundgebiet stiickweise stetig ist;
nichts hindert aber auch

) £0 = K(0, 2)

zu setzen, da dann die Gleichung

11*
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folgen wiirde. Auch wire dann die Grobe
0)2ds
endlich. 'f (o)

Man kann daher die Schwarzsche Ungleichung anwenden und
erhilt aus ihr die Beziehung

UK(O, 1) Ea,,gmo.ds]2 < -fK (o,1)2ds.j (S wg.002ds,

oder, da die Eigenfunktionen ¢, orthogonal und normiert sind,
und hieraus die Gleichung

j.<z ayqavO)st = Zaf,
folgt, ' ’
(3) HdsK(O, DSwpo <3 afJK(O, 1)eds,

() <E “”—;”:l)gg Zafjff(o, 1)2ds.

Anderseits gilt offenbar die Beziehung

j(fo — Za,zp,ofds >0,

aus der wiederum auf Grund der soeben benutzten Eigenschaften
der Funktionen ¢, folgt

[roras = Sas;
daraus ergibt sich, dal die unendliche Reihe
1,
> ad
konvergiert, und zwar auch bei der Annahme (2), und die Un-
gleichungen (3) und (4) ergeben

Ids &0, 1) VZa,,(va! < ‘/j(foydst(o, 1)eds,
lZ“”f’ . l < Vj(fo)%ist(O, 1)2ds.

Man kann dies Resultat auch in folgender Weise aussprechen.
Greift man aus einer der beiden nur scheinbar verschiedenen un~
endlichen Reihen

(%)
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1, ® 1,0

(6) ;a”JK(O, 1), 0.ds, ;i{—:q)nl
eine beliebige endliche Anzahl von Gliedern heraus, so liegt die
Summe dieser Glieder dem absoluten Betrage nach unter einer
festen Schranke, die von der Wahl der herausgegriffenen Glieder
unabhingig ist.

Aus dem erhaltenen Resultat folgt zunichst, dafl die Reihen
(6) absolut konvergieren. Denn man halte die Stelle 1 fest und
betrachte die Glieder, die dann positiv ausfallen. Da die Summe
beliebig (vieler von ihnen unter einer festen Schranke liegt, so
bilden sie in ihrer Gesamtheit eine konvergente Reihe. Dasselbe
gilt aber offenbar von [den negativen Gliedern, mithin auch von
deren absoluten Betréigen; damit sind die Reihen (6) als absolut
konvergent erwiesen. Kiir ihren Wert ergibt die Ungleichung (5),
angewandt aut die Gesamtheit der posiliven und die Gesamtheit
der negativen Glieder die Beziehung

) izw “"f;"l <2V (Foyds[K(©,1)ds.

Ferner konvergieren die Reihen (6) aber auchf gleichmabig.
Denn in den Ungleichungen (3) und (4) kann die Summe

>
)
v
1)
> ad
n

konvergiert, dadurch beliebig klein gemacht werden, daf die
Zeiger v iiber einer gewissen Grenze v, gehalten 'werden; dann
liegt die Summe beliebig vieler positiver Glieder der Reihen (6),
deren Zeiger iiber v, bleiben, ebenfalls dem [absoluten Betrage
nach unter einer beliebig kleinen, von der Stelle 1 unabhingigen
Schranke, ebenso !die Summe beliebig vieler negativer Glieder;
damit ist die aufgestellte Behauptung in dem Sinne erwiesen, daf3
die absoluten Werte der Glieder der Reihen (6) eine gleichmilfiig
konvergente Reihe bilden.
Bei der Annahme (2) findet man, wie schon bemerkt,

_ 92

=7

da die Reihe

[12%
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und die betreffs der Reihen (6) erhaltenen Resultate zeigen, da8
unter den geltenden Voraussetzungen die Reihe

2 %0 qvn

gleichmiBig konvergiert, a]so im besonderen fiir alle in § 31
definierten Kerne. Ein noch spezielleres Resultat ist offenbar,
daBl diese Reihe bei stetigen Kernen stets im Grund-
8ebiet gleichm&fig konvergiert.

Nimmt man ferner an, die Gleichung

ki 9.0. 9,1

R

sei, wie wir es fiir eine Anzahl wichtiger Einzelfille getan haben,
bewiesen, und ihre rechte Seite konvergiere absolut und gleich-
mifig, wenn die Stelle 1 festgehalten wird und der Abstand r,
iiber einer positiven Konstanten « bleibt, so findet man zunfichst

®) J'K(o, 1)£0.ds ——Z Pn jfo gn0.ds.
o> " 7‘xo>a
Ersetzt man sodann [0 auBerhalb des Kreises r,, = a durch
Null, so erhdlt man wiederum eine im Grundgebiet stiickweise
stetige Funktion; die Reihe

1,
) ";"ljfo.q),,o.ds

” " ro<la
kann daher als spezieller Fall der Reihen (6) angesehen werden
und ist absolut konvergent, und die Beziehung (7) ergibt

> "%Llffo.q),,o.ds < 2Vj(f0)2dsJ'K(o, 1)2ds.

n
r<la rip<a

Die rechte Seite dieser Ungleichung wird mit ¢ unendlich
klein; man kann daher aus der Gleichung (8), indem man rechts
die Reihe (9) hinzufiigt, folgern

(10) JK(O 1)f0. dsﬁz"’" ij.q),,O.ds—i—e,
wobei e

lim & =— 0,
a=0
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und das unbestimmte Integralzeichen sich, wie stets, auf das Grund-
gebiet bezieht. Da nun aber auch die Gleichung

lim [ (0, l)fO.dszjK(O, 1)f0.ds

rio>>a
gilt, so ergibt die Gleichung (10)

1, ©
"'K(o, 1)f0.ds :Z"’;l

- Damit ist gezeigt, daf unter den jetzt geltenden Voraus-
setzungen, also z. B. fiir die in den §§ 33 bis 38 behandelten Fille
jede quellenmidflige Funktion nach den Eigenfunktionen
zu entwickeln ist. Nach § 32 gilt dies also auch von jeder
Funktion, die im Grundgebiet mit ihren ersten Ableitungen
stetig ist, die Randbedingungen der betreffenden Greenschen
Funktion erfiillt, und stiickweise stetige Ableitungen zweiter
und dritter Ordnung besitzt.

jf0.¢n0.ds.

§ 40.
Hilfssiitze iiber Vertauschung von Integrationen.

Um die erhaltenen Resultate auf Grundgebiete von beliebiger
Gestalt zu iibertragen, werden wir hauptsichlich davon Gebrauch
machen, daf aus der Integralgleichung

¢l =1{K(0,1)¢p0.ds,
indem man mit K(1, 2) multipliziert, die Gleichung
jK(1,2)q>1.dsl — 2 AHK(L 9) K(0, 1)90.dsds,,
folgt, die mit der Bezeichnung
[K©, 1)K, 2)ds, = K(0,2)
auch in der Form
1) @2 = 12 [ K2(0,2)90.ds

geschrieben werden kann; die GroBe K2 bezeichnen wir als den
iterierten Kern.

Hier ist aber die Reihenfolge zweier Integrationen vertauscht,
wihrend der Integrand auf dem Integrationsgebiet unendlich wird;
es ist also zu untersuchen, ob die durchgefiihrte Operation be-
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rechtigt ist. Um dies einzusehen, gehen wir davon aus, dal bei
den in § 81 eingefiihrten Kernen die Grofie
F(0,1) = K(0,1)K(1,2).90

unendlich wird, wenn die Stellen 0 und 1, die bei der Integration
das Grundgebiet durchlaufen, zusammenfallen oder eine von ihnen
in die Stelle 2 riickt. Diese umgebe man mit einem beliebig
kleinen Kreis f,; scheidet man ihn aus dem Grundgebiet €& aus,
80 bleibe &, iibrig. Dies Gebiet teile man in Elemente, die nach
Belieben durch 4s oder As, bezeichnet werden und deren Aus-
dehnung in jeder Richtung unter einer festen Grenze « bleibe,
die beliebig klein fixiert sei. In jedem Element A4s werde ein
Punkt 0, in jedem Element s, ein Punkt 1 fixiert, und die

Summen

SUF©O,1)4s, STF(0,1)4s

2 &,
iiber alle Stellen 0 oder 1 erstreckt, fir die die Beziehung
@) Top > A

gilt. Diese Summen gehen in der Grenze iiber in. die Integrale
»j'F(O,l)ds, [F(@©,1)ds,,
Gq g0
in denen durch €,, und €,, der Rest des Gebietes €, bezeichnet
ist, der iibrig bleibt, wenn ein mit dem Radius ¢ um 1 oder 0
beschriebener Kreis ausgeschieden wird; offenbar ist der Integrand

jedes dieser Integrale im Integrationsgebiet endlich und stetig.
Nun besteht die Gleichung]

s, STFO,1)ds = > 45 > F(0,1)ds,,
e

€, &, [N
da beide Seiten die Summe aller Flemente F'(0,1)ds.ds, dar-
stellen, in denen die Beziehung (2) gilt. L&aBt man daher die
Dimensionen der Elemente o abnehmen, so ergibt sich
(3) fds, [F©0,1)ds = fas[F@1ds,.
(€3 G G Ga

Hier kénnen die inneren Integrationsgebiete durch @, ersetzt
werden. Sind jndmlich € und €3 die um die Mittelpunkte 0
und 1 mit dem Radius @ beschriebenen Kreisflichen, so liegt
die Grofle

[F(,1)ds

(G0N
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unter einer von der speziellen Lage der Stelle 1 unabhingigen
Grenze, die mit ¢ unendlich abnimmt. Dies geht daraus hervor,
daf man

|F(0,1)] < Alog +
To1

setzen kann, wobei A eine von 0 und 1 unabhingige positive
Konstante bedeutet; das Integral

1
log — ds
j § "o
G'a1
hat aber offenbar die bezeichnete Eigenschaft, da es leicht durch
a ausgedriickt werden kann. Dasselbe gilt natiirlich auch von
dem Integral
F(0,1)ds;.
8"
Hieraus folgt, dal auch die absoluten Werte der Groflen
[ds fF©,1)ds, [ds[F(0,1)ds
47} (25 Gy g
nmit @ unendlich [abnehmen. Addiert man sie zu beiden Seiten
der Gleichung (3), so ergibt sich
(4) fdsi [F(0,1)ds = [as [F(0,1)ds,,
& & G G
da beide Seiten dieser Gleichung sich nur um eine mit ¢ un-
endlich abnehmende Grofe unterscheiden.

Da ferner die Grosse F'(0, 1), wenn eine der Stellen 0 und 1
in die Lage 2 riickt, wie logr,, oder logr,, unendlich wird, so
folgt, dall auch die Integrale

[F,1)ds, [F(0,1)ds
by s
mit dem Radius des Kreises f, unendlich abnehmen.
Die Integrale
[F,1)ds, [F(0,1)ds
&, &
nahern sich daher den endlichen Grenzwerten

jF(o, 1)ds, jF(o, 1)ds,,
(¢ €3

wenn der Kreis f, unendlich abnimmt. Von diesen Werten ist
als Funktion der Stelle 1 der erste, als Funktion der Stelle 0
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der zweite auf dem ganzen Gebiet € endlich und stetig, so dal
auch die Integrale

[dsi [F0,1)ds, [ds[F(0,1)ds,
Ty G I 6

mit dem Radius des Kreises f, gegen die Grenze Null konver-
gieren. Man kann daher in der Gleichung (4) beiderseits das
innere wie das aulere Integrationsgebiet durch € ersetzen, und
erhilt so die gewiinschte Gleichung

[ds, [F(0,1)ds = [ds [F(0,1)ds,.
(62 € € [

Die Bedingungen, unter denen diese Gleichung gilt, konnen
noch verallgemeinert werden. Zunichst ist die vorausgesetzte
Produktform der Griofe F'(0,1) unwesentlich; es kommt nur
darauf an, dafl die Singularititen die vorausgesetzten sind, wobel
anstatt der Stelle 2 auch eine endliche Anzahl von Stellen der-
selben Beschaffenheit zugelassen werden konnen.

Die benutzten Kigenschaften der Funktion log 1 kommen

"o
ferner auch der Funktion rL selbst zu, da auch das Integral
01
j ds
701
ro<la

unter einer mit @ unendlich abnehmenden, von 1 unabhingigen
Grenze liegt. Daraus folgt, dall z. B. auch, wenn
I'0,1) = G(0,2) @(1, 3)

gesetzt wird und die Faktoren rechts entweder wie log P oder
02

1 und wie log L oder 1 unendlich werden, die Integrations-
Toa T3 13

folge vertauscht werden kann.
Wenn ferner das Grundgebiet ein rdumliches ist und ds dem-
gemif durch ein Raumelement dr ersetzt wird, so bleiben die

durchgefiihrten Betrachtungen giiltig, wenn die Grofen log % und

% durch —1— und ;15 ersetzt werden; denn auch die Integrale

j‘ dt J‘ dr
Yo' T
ro<a ro<la
liegen unter Grenzen, die von 1 unabhingig sind und mit ¢ un-

endlich abnehmen.
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§ 41.
Iterationen unstetiger Kerne.

Auf Grund der erhaltenen Hilfssidtze konnen wir zunichst
die Gleichung (1) des § 40
pl=i2[K2(0,1) 90.ds

als vollig gerechtfertigt auch fiir die in § 31 eingefithrten Kerne
ansehen; sie zeigt, daBl die Eigenfunktionen ¢ 0 auch als solche
zu dem Kern K2 mit den Eigenwerten 12 gehoren; der Kern K?
ist aber stetig. Eine weitere Folge der durchgefiihrten Ent-
wickelung ist, dal die in §§ 3 und 8 abgeleiteten Sitze iiber
Integralgleichungen auf die in § 81 eingefithrten Kerne iiber-
tragen werden kionnen, da die dort vorkommenden Vertauschungen
von Integrationen jetzt gerechtfertigt sind. Speziell kann man
auch den Begriff des vollstindigen Systems auf die bezeichneten
Kerne iibertragen, und die am Ende des § 39 erhaltenen Entwicke-
lungen willkiirlicher Funktionen sind von der Fourierschen Art.
Ist ferner ¥ 0 eine Eigenfunktion des Kerns K2, so dal

w1 =u[K2(0,1)$0.ds,
wobei p eine Konstante bedeutet, so ist von den Ausdriicken
(1) 01 =v1+ Vu[K(©0,1)v0.ds
mindestens einer nicht identisch gleich Null; es sei dies z. B.

der mit dem positiven Vorzeichen gebildete. Dann folgt die
Gleichung

JE@,2)01.d5=[K(1,2)91.ds, +Vu[[K(1,2)K(©0,1)90.dsds,

02—z Wsz(o 2) $0.ds
Ve
_ 02
Ve’
die GroBe 6 gehort also als Eigenfunktion zum Kern K (0,1), und
da dieser nach § 31 nur reelle Eigenfunktionen und Eigenwerte
besitzt, mufl die Grofe p positiv sein.
Wenn nun einer der Ausdriicke (1) identisch verschwindet,
so sieht man, daB ¢ auch eine Eigenfunktion des Kerns K(0, 1)
ist, die zu dem Eigenwert + Yu gehort. Ist dies nicht der Fall,
so erhdlt man 2y 1 dargestellt als Summe zweier Elgenfunktlonen
des Kerns K (0,1), die zu den Eigenwerten 4 Vu und — Vg
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gehoren. Ein vollstdndiges normiertes Orthogonalsystem des Kerns
K (0, 1) enthilt also in den linearen Kombinationen der zu dem-
selben oder entgegengesetzten Eigenwerten gehorigen Eigenfunk-
tionen alle Eigenfunktionen des Kerns K2 und kann daher auch
als vollstindiges normiertes System dieses Kerns aufgefalit werden,
wobei nur die zu entgegengesetzten Eigenwerten gehorigen Eigen-
funktionen als demselben Eigenwert beziiglich des Kerns K2 zu-
gehorig zusammenzufassen sind.

Damit ist gezeigt, dafl die zu dem Kern K? gehorige bi-
lineare Reihe einfach die Reihe

0.1

2 2
ist, in der iber die Eigenfunktionen eines vollstindigen Ortho-
gonalsystems des Kerns X summiert wird. Da nun diese Reihe
nach § 39 gleichmiflig konvergiert, so ergibt die Argumentation

des § 8 auf Grund des als bewiesen vorausgesetzten Existenz-
theorems des § 45 sofort

@ K2 (0,1) = 3 021

Diese an sich bemerkenswerte Gleichung wollen wir zu dem
Nachweis benutzen, dal eine im Grundgebiet stetige Funktion fO0,
wenn alle Gleichungen

[70.9,0.ds =0
gelten, auch die Identitit
(3) [E@©1)f0.ds =0

erfiillt. In der Tat folgt aus dieser Annahme auf Grund der
Gleichung (2), da man rechts gliedweise integrieren darf,

[K2(0,1)f0.ds =0
oder |
[ro.dsfK(0,2)K (2 1)ds, = 0

oder, wenn man die Integrationen vertauscht, was nach § 40 er-
laubt ist, und

(4) F2 :jfo.K(o, 2)ds
setzt,
|F2.K(2,1)ds, = 0.
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Multipliziert man mit f1 und integriert nochmals, so erhilt
man die Gleichung

[f1.as [F2.K(@2,1)ds, = 0,

in der wiederum nach § 40 die Integrationen vertauscht werden
konnen; so ergibt sich
J'FQ.dszjK(Q, Dfl.ds, = (F2)ds, =0,
und hiermit ist die behauptete Identitit (3) in der Form
. F2 =0
erwiesen.

Weiter kann jetzt bewiesen werden, daf} jede quellenmaBig
darstellbare Funktion nach den Eigenfunktionen @0 auf
die Fouriersche Weise entwickelt werden kann. Denn
wird eine solche Funktion durch die Gleichung (4) definiert, in
der sogar allgemeiner als in § 32 unter fO eine beliebige im
Grundgebiet stetige Funktion verstanden werden kann, und ist

1,
E Ay P, 0

die Fouriersche Entwickelung der Funktion F'0, so ist diese nach
§ 39 im Grundgebiet gleichmaBig konvergent. Somit folgt, wenn man

1,

n}

setzt,

(5) [ 9n0.50.ds = [9,0.F0.ds — a, =0,
woraus sich nach dem soeben erhaltenen Satze die Gleichung
(6) [ K(0,1)F0.ds =0

ergibt.

Die Gleichung (5) fithrt nun zu folgender Transformation:
. 1,
j.(%}O)qu :j%o” K@, 1)f1.ds, — E a,,q)nO} ds
:jds%o.j’K(o, ) f1.ds,;

vertauscht man auch hier nach § 40 die Integrationen, so findet
man auf Grund der Gleichung (6)

J(%O)ﬂds _—_J-dsl.fl.jK(O, )§0.ds =0, FO= lzm @20,
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womit das Behauptete erwiesen ist. Die erhaltene Reihe konver-
giert nach § 39 im Grundgebiet gleichmifig und absolut; aus
diesen Resultaten kann nach § 13 die Schmidtsche Formel zur
Auflésung der nicht homogenen Integralgleichung abgeleitet
werden, da die dort angewandten Schliisse nicht erfordern, daf
der Kern endlich sei.

Die bisherigen Entwickelungen dieses Paragraphen bleiben
offenbar giiltig, wenn man ds und log (1/r;,) durch dz und 1/r,
das ebene Grundgebiet durch ein rdumliches ersetzt; gelten doch
die Siitze des § 40 iiber die Vertauschung der Integrationen fiir beide
Fille gleichmifBig. Aber mehr noch: von den Eigenschaften der
Greenschen Funktionen sind in diesem Paragraphen nur die Sin-
gularititen benutzt; die erhaltenen Resultate gelten also fiir alle
Kerne, die nur in derselben Weise wie die Greenschen Funktionen
unendlich werden und a fortiori fiir Kerne, die im Grundgebiet
stetig bleiben. ‘

Beschrinken wir uns wieder auf die Greenschen Funktionen
als Kerne, so folgt beildufig aus der Gleichung (2), dal die
Anzahl der Eigenfunktionen unendlich ist. Denn wire
sie endlich, so konnte man auf beide Seiten der erhaltenen Glei-
chung die Operation 4 anwenden. Es ergibe sich dann auf der
rechten Seite eine im Grundgebiet stetige und endliche Funktion
der Stellen 0 und 1, wihrend man links die Grole o4 K2(0, 1)
erhielte. Nun ist der iterierte Kern K2 von der Natur eines
Potentials, wie es am Schlusse des § 30 betrachtet ist, und damit,
obwohl die Dichtigkeit unendlich wird, die Poissonsche Gleichung
erfiillt. Sieht man daher K (0,1) als die Dichtigkeit an der
Stelle 0 an, so findet man die Gleichung

4K2(0,1) = — K(0, 1),
deren rechte Seite unendlich wird, wenn die Stellen 0 und 1 zu-
sammenfallen. Das wire unmoglich, wenn die bilineare Reihe
des Kerns K2 aus einer endlichen Anzahl von Gliedern bestiinde.

Weiter sieht man leicht, da eine Funktion f0, die mit ihren
ersten Ableitungen im Grundgebiet stiickweise stetig und zu allen
Eigenfunktionen orthogonal ist, identisch verschwindet. Denn
eine solche Funktion erfiillt die Gleichung (3), auf deren linke
Seite man nach §32 die Poissonsche Formel anwenden kann;
man erhilt so die Gleichung

AJK(O, 1)f0.ds = — f0 = 0.
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Sodann sei noch erwihnt, dafl auf Grund der Schmidtschen
Formel fiir eine ebene Membran von beliebiger Gestalt die Theorie
der erzwungenen Schwingungen in derselben Weise entwickelt
werden kann, wie es im dritten Abschnitt fiir Saiten geschehen ist.

Endlich wissen wir nach § 32, dafl jede Funktion quellenmiBig
dargestellt werden kann, die die Randbedingungen der Eigen-
funktionen erfiillt, mit ihren ersten Ableitungen stetig ist und
stiickweise stetige Ableitungen zweiter und dritter Ordnung be-
sitzt; in den ausgearteten Fillen ist ein konstanter Summand bei-
zufiigen. Eine solche Funktion ist also nach den Eigen-
funktionen auf die Fouriersche Wéise entwickelbar, die
zu einer der Greenschen Funktionen alsKern der Integral-
gleichung gehoren.

§ 42.
Entwickelung unstetiger Funktionen.

Auf Grund des erhaltenen Resultates lassen sich auch Ein-
sichten dariiber gewinnen, inwiefern unstetige Funktionen oder
solche, die unstetige Ableitungen besitzen, und die Randbedin-
gung der Greenschen Funktion nicht erfilllen, nach den Eigen-
funktionen eines Kerns entwickelt werden kénnen. Diese Sitze
sind allerdings von speziellerem Charakter als die bisher erhaltenen
und beziehen sich nur auf den Fall, dafi die bilineare Formel in
gewissem Sinne gilt und da8 die Eigenfunktionen in Faktoren
zerfallen, deren jeder nur von einer einzigen Variablen abhingt
und als Eigenfunktion eines auf ein eindimensionales Grundgebiet
beziiglichen Kerns angesehen werden kann.

Wir beschréinken uns auf Gebiete von zwei Dimensionen, in
denen der Kern K(0, 1) unstetig wird wie — (1/2x)logr,,.

Sei dl das Element einer im Grundgebiet verlaufenden Kurve L,
in welchem der Punkt O liegt, N die Normale, die, wenn die Kurve
geschlossen ist, nach auflen gerichtet sein soll. Die Richtungen N
und N’ seien einander entgegengesetzt. Dann hat von den Integralen

lejdl.fO.K(O,l), @1_—_-J'dz.fo.d_K(o,1)
L L

dN

das erste die Eigenschaften des logarithmischen Potentials einer
einfach belegten Linie, das zweite ist im wesentlichen das Poten-
tial einer doppelt belegten Linie. Dabei muf die Funktion f0
lings der Kurve L mit ibrer ersten Ableitung stetig sein und,
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falls die Kurve L nicht geschlossen ist, sondern im Rande des
Grundgebietes endigt, in diesem verschwinden. Das Integral @
bietet daher, wenn der Punkt 1 die Kurve L passiert, fiir die in
normaler Richtung gebildete Ableitung die aus der Potential-
theorie bekannte Unstetigkeit dar:

ddl dad1l .

aN, Taw = It
Das zweite Integral ist selbst in der Weise unstetig, dafl die Glei-
chungen g _ @1 _1f1, @, =01 1f1
bestehen; dabei sollen ®, und @; die Grenzwerte bedeuten, denen
sich die Grofle ® anndbert, wenn man von der Seite, nach der
die Richtung N hinweist, oder von der entgegengesetzten Seite
gegen den der Kurve angehorigen Punkt 1 heranriickt. Ferner ist
ohne weiteres ersichtlich, dafi beide Groflen @ und @ aullerhalb
der Linie L im ganzen Grundgebiet dieselben KEigenschaften
besitzen wie die quellenm#Bigen Funktionen, insbesondere, dafl sie
die Randbedingungen der Greenschen Funktion erfiillen.

Wenn nun die bilineare Formel gilt und die Reihe

gj 9,0.9,1

n ln
gleichmiBig konvergiert, sobald der Abstand der Stelle 0 von der
festen Stelle 1 iiber einer festen positiven Grenze bleibt, so kann
man in dem Integral @ gliedweise integrieren und erhilt die
Grofle @1 nach den Eigenfunktionen ¢,1 entwickelt; doch gilt
diese Entwickelung zunfichst nur auBerhalb der Unstetigkeitslinie,
in der die Punkte 0 und 1 zusammenfallen. Man hat also eine
spezielle Funktion entwickelt, deren Ableitungen in der Kurve L
die oben angedeuteten Unstetigkeiten besitzt.

In den von uns ndher untersuchten Fillen der §§ 34 und 36
ist ferner auch die bilineare Reihe gliedweise differenzierbar in
dem Sinne, daB die erhaltenen Reihen in demselben Gebiet
gleichmiflig konvergieren wie die bilineare Reihe selbst. Man
kann also auch fiir ® eine Entwickelung nach den Eigenfunk-
tionen erhalten, also fiir eine Funktion, die an der Kurve L
selbst unstetig ist. Auch hier bleibt zweifelhaft, ob und in wel-
chem Sinne die Entwickelung in der Unstetigkeitslinie selbst gilt.

Es mufl noch festgestellt werden, ob die erhaltenen Ent-
wickelungen Kouriersche sind in dem frither definierten Sinne,
dal also z. B., wenn
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Dl = Z @, l
gesetzt wird, die Gleichung
a, _—_-j.d?O.tpnO.ds

besteht. Davon iiberzeugt man sich leicht auf folgende Weise.
Man hat zunichst unmittelbar die Gleichung

a,,szo."’;o al.

L
Setzt man hier ein

"’ZO :jK(o, 9 gn2.ds,,
so folgt

A :jdlofo.j'K(o, 2) .. 2.ds;.
L

Schlieft man nun aus dem Grundgebiet einen beliebig schmalen,
die Kurve L umschlieBenden Streifen aus und bezeichnet den
Rest durch ¢, so kann man setzen

jK(o, 2) 9. 2.ds, =:J.K(O,2)¢p,.2.dsz + ¢
(4

und ¢ liegt dem absoluten Betrage nach unter einer Grenze, die
mit der Breite des ausgeschlossenen Streifens unendlich abnimmg
und von der Stelle 0 unabhingig ist. Hieraus folgt

ay, = & -}—J'dlofo. jK(o, 2) @n 2.ds,,
L (G4

wobei & eine Grofe von derselben Beschaffenheit wie ¢ bedeutet.
Hier konnen die Integrationen vertauscht werden, so daf man
erhilt

ay, = ¢ —{—Idsz.q;ﬂ.jfo.K(O,Q)dlo,
(G4 L

und da das Integral

[fo.K(0,2)dl,

i
den Charakter eines Linienpotentials hat, also als I'unktion der
Stelle 2 im ganzen Grundgebiet stetig ist, so kann man in dem
letzten fiir @, gegebenen Ausdruck ¢ durch ¢ ersetzen, ohne
daB das Integral sich um mehr als einen Betrag & dndert, der
wiederum die Beschaffenheit der Grofile & besitzt. So erhilt man
die Gleichung

Kneser, Integralgleichungen. 12
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=& + &' 4 [ds,. 9,2.[f0. K (0, 2)dly
L

(63
oder, da & und &’ beliebig klein gemacht werden kiénnen,

U —_—jdsz.%g.Ljfo.K(o, 2)dl, =[p.2.02.ds,,

womit die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist.

Genau in derselben Weise 143t sich der entsprechende Nach-
weis fiir die Reihe ® fithren, indem auch bei Funktionen von der
Art der Grofle dK/dN die Integrationen vertauscht werden
konnen.

Der Nutzen, den man aus den Funktionen @ und ® ziehen
kann, wenn man allgemeinere Arten von Funktionen nach den
Eigenfunktionen entwickeln will, beruht auf folgender Erwigung:
F' sei eine beliebige Funktion des Ortes im Grundgebiet, die an
der Kurve L eine unstetige normale Ableitung besitzt, so dal die

Gleichung
dF dF

(1) aN T g =—10
besteht. Die Funktion f0 sei wie oben mit ihrer ersten Ab-
leitung lings der Kurve L stetig und verschwinde am Rande des
Integrationsgebietes, wenn dieser von der Kurve L erreicht wird.
Im iibrigen erfiille die Funktion I’ die Bedingungen, unter denen
man sie nach § 41 nach den Eigenfunktionen entwickeln kann.
Dann hat die Differenz I' — @, die selbst stetig ist, im ganzen
Grundgebiet, auch auf der Kurve L stetige erste Ableitungen
und stiickweise stetige zweiter und dritter Ordnung und erfiillt
ebenso wie die Grofen @ und @ die Randbedingungen der Green-
schen Funktion. Mithin sind fiir die Differenz F' — @ simtliche
Bedingungen erfiillt, unter denen sie nach § 41 auf die Fouriersche
Weise entwickelt werden kann. Da nun dasselbe, wie gezeigt, von
@ gilt, so ist auch die Funktion F in der gewiinschten Weise
entwickelbar; nur bleibt das Verhalten der darstellenden Reihe
in der Unstetigkeitslinie L zweifelhaft.

Man hat so gewissermallen der quellenmifligen Funktion
F — @ eine besondere, auf die Fouriersche Weise entwickelbare
Funktion @ angefiigt, welche die gewiinschte Singularitit der
ersten Ableitung hervorruft.

In dhnlicher Weise kann nun mittels der Funktion ® auch
eine entwickelbare Funktion hergestellt werden, die selbst eine
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gegebene Unstetigkeit besitzt. Ware F in der Kurve L unstetig,
so daB die Gleichung

(2) E_Fa:—fo

besteht und fO dieselben Eigenschaften besitzt wie zuvor, so wire
die Differenz F' — ® im Grundgebiet quellenmiBig darstellbar,
also auf die Fouriersche Weise entwickelbar und dasselbe wiirde
wie von ® so auch von der gegebenen Funktion F' gelten, wenn
diese aulerhalb der Kurve L iiberall die Eigenschaften der quellen-
miligen Funktionen besitzt.

Da nun ferner in #hnlicher Weise Unstetigkeiten, die in
mehreren Kurven L vorhanden sind, durch Subtraktion mehrerer
entsprechend gebildeter Ausdriicke @ oder ® wegzuschaffen sind,
so ist folgender Satz bewiesen: Die Funktion F sei in be-
liebig vielen Kurven L, die entweder geschlossen sind
oder das Grundgebiet von einem Randpunkte zum anderen
durchsetzen, sich gegenseitig aber nicht schneiden, un-
stetig, so dafl Gleichungen von der Form (2) bestehen.
In einem anderen System von Kurven L’, das dieselben
Eigenschaften wie das System L aufweise, seien die nor-
malen Ableitungen der Funktion F unstetig, so daB
Gleichungen von der Form (1) bestehen. Auflerhalb der
Linien L, I/ habe die Funktion F stetige erste Ablei-
tungen und stiickweise stetige zweiter und dritter Ord-
nung, und sie erfiille die Randbedingung. Alsdann ist
die Funktion I auf die Fouriersche Weise nach den Eigen-
funktionen entwickelbar, wobei aber der Wert der erhal-
tenen Reihen in den Kurven L und L’ zweifelhaft bleibt.

Mit diesem Satze ist das Problem der Entwickelung nach
den Eigenfunktionen fiir die Fille erledigt, in denen keine Rand-
kurven vorhanden sind, wie z B. fiir die in § 37 behandelte
Wirmebewegung auf der Kugelfliche; die nach den erhaltenen
Sétzen darstellbaren Funktionen diirften fiir alle Anwendungen,
die in der mathematischen Physik vorkommen, allgemein genug sein.

§ 43.
Die Werte Fourierscher Reihen in Unstetigkeitsstellen.

Um nun festzustellen, wie sich die erhaltenen Fourierschen
Reihen, inshesondere die fiir @ und ® geltenden, in den Unstetig-
keitslinien selbst verhalten, gehen wir von folgender Voraussetzung

12*
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aus, die in den meisten der oben behandelten Einzelfille erfiillt
ist. Jede Kigenfunktion eines zweidimensionalen Grundgebiets
sei als Produkt von der Form

Pl . Py, mn=—1 2, ...

darstellbar; die Funktionen ¢,z seien Eigenfunktionen eines auf
ein lineares Grundgebiet X beziiglichen Kerns und so beschaffen,
daf jede in diesem Gebiete mit ihren ersten beiden Ableitungen
stiickweise stetige Funktion nach den Eigenfunktionen ¢,z ent-
wickelt werden kann; die erhaltene Reihe gebe in einer Unstetig-
keitsstelle das arithmetische Mittel der Grenzwerte, denen die
Funktion zustrebt, wenn man sich dieser Stelle von oben oder
unten anndhert. Dieselbe Beschaffenheit beziiglich eines linearen
Gebietes 9) der Grofie y habe das Funktionensystem ¢,y. In-
dem man notigenfalls an Stelle von « eine passend gewihlte
Funktion dieser Gréfe als Argument einfiihrt, und fiir y die ent-
sprechende Operation vollzieht, sei bewirkt, daf ds = dxdy und
daBl die Gleichungen

j(q)mx)de =j.(ﬁy)2dy =1, J.ds(q)mx.ﬁy)? =1

F4 )
zusammen bestehen, in deren letzter iiber das zweidimensionale
Grundgebiet integriert wird. Endlich werde noch festgesetzt, das
die Unstetigkeitslinie L jeder Linie x == const. oder y == const.
nur eine endliche Anzahl von Malen begegne.

Auf Grund dieser Voraussetzungen kann man die in § 42 ein-
gefiihrte Funktion @ oder @(z, y) in folgender Weise entwickeln.
Es sei

tmn =[P (@, 9) Pz Pry.ds =[dz. pnz [ D (2, y) Fuy dy;
X )]

dann kann man, da @(xz,y) im Grundgebiet stetig ist, die Inte-

grationen vertauschen und erhilt

1) tmn =[dy Py [ O (@ y) . dw = Duy . Fry.dy,
9 X 9

‘wobei gesetzt ist

(2) (I)myzjldi(x, Y) P . d2.
s

Da nun diese Grofle eine stetige Funktion von y ist, ihre Ab-
leitungen aber nach der neuen betreffs der Linien I eingefiihrten
Voraussetzung stiickweise stetig sind, so kann man sie auf die
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Fouriersche Weise nach den Funktionen g,y entwickeln und man
erhilt dann der Gleichung (1) zufolge die Formel

(3) me - z “mnmy-

Da ferner @ (z, y) als Funktion von z, wenn man y festhilt,
ebenfalls mit den ersten beiden Ableitungen auf dem Gebiete X
stiickweise stetig ist, so kann man nach den Eigenfunktionen
@nx entwickeln und erhdlt auf Grund der Formeln (2)

(4) D (2, y) = >, Pny-Pu,

und der Gleichung (3) zufolge die schon bekannte Gleichung
(5) P (.Z', y) :Z ‘mez amnﬂyo

Die Reihe (4) stellt nun aber die Funktion @ auch in den Un-
stetigkeitsstellen der nach x genommenen Ableitung, also auf der
Kurve L richtig dar; dasselbe gilt daher auch von der Reihe (5).
Die Fouriersche Entwickelung der Griofe @ gilt somit
auch in der Unstetigkeitslinie L bei einer gewissen An-
ordnung der Glieder.

Um analoge Betrachtungen fiir die in § 42 eingefiihrte GroSe
O = O (z, y) anzustellen, setzen wir

bon =[O @nz.Fry.ds =[da.gne [0 (x,9) Faydy,
X R
und finden, da @ (z, y) im Grundgebiet stiickweise stetig ist,
b :_"dy.q)_,,yj‘@(x, Y) Puxd;
R X

ferner sei
0,.y =J'®(x, Y) Q. dz.
¥

Dann erhdlt man, analog den Formeln (3) und (4), die Gleichungen

(6) @my:z:bmn@ya
(7) O (, ?/):Z Pnz.Ony.
Das Verhalten dieser Reihe auf der Kurve L ist leicht zu iiber-

sehen; wird n#mlich die Kurve L in irgend einem Punkte von
der Linie y — const. durchsetzt, so ist der Wert der Reihe nach
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den geltenden Voraussetzungen auf der Linie L
2 ’

oder auch
@i ®a
®) Ot O,
diese beiden Ausdriicke fallen zusammen, weil bei der soeben
eingefithrten Voraussetzung eins der Gleichungssysteme
Oz —0,y)=0;, @+ 0,y) = 0,,
O@x—0,y) =0, O+ 0,y)= 0,
besteht. Da nun die Reihe (7) der Gleichung (6) zufolge der Reihe

> Pz > bunPuy,

m n

d. h. der Fourierschen Reihe fiir die Grofle ® in einer gewissen
Anordnung gleich ist, so hat auch letztere auf der Linie L, sofern
diese sich nicht mit der Linie y — const. beriihrt, den Wert (8).

Hieraus schlieft man leicht, daf auch die im vorigen
Paragraphen abgeleiteten Fourierschen Reihen fiir un-
stetige Funktionen F in den Unstetigkeitslinien bei
einer gewissen Anordnung der Glieder den Wert § (F;++ I,)
ergeben, wenn nicht etwa an der betrachteten Stelle langs der
Linie L das Differential dy verschwindet. Denn die Funktion F
wurde, indem man einige Funktionen @ und @ von ibr abzog,
in eine quellenmiBige verwandelt, so dafll ihre Fouriersche Ent-
wickelung in den Linien L sich wie die der Groflen @ und @
verhalt.

Um endlich auch Funktionen auf die Fouriersche Art zu ent-
wickeln, die die Randbedingung der Greenschen Funktion nicht
erfiillen, nehmen wir an, diese Funktion verschwinde iiberall am
Rande des Grundgebietes. Sind dann die Gebiete X und ) die
Strecken von x = 0 bis £ = @ und von y = 0 bis y = b, so
gelten die Gleichungen

Pn0 = ppa = 9,0 = @, b = 0.
Trotzdem gibt es unter den geltenden Voraussetzungen Reihen
von der Form
RE :2 Cm Pm
die die Randbedingung nicht erfilllen. Da offenbar die Grole F0
stets verschwindet, ist das so zu verstehen, daf der Grenzwert & (4 0)
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von Null verschieden ist; man denke nur an die bekannte Reihe
4 —-2— T gng +sm22x 4+
die das geschilderte paradoxe Verhalten zeigt.

Seien also §, z, ¥, # nach den Funktionen ¢,z entwickelbare
Funktionen von 2, die im Gebiet X mit ihren ersten beiden Ab-
leitungen stetig sind, stiickweise stetige dritte Ableitungen haben
und die Gleichungen
@ BH0)=F@—0=1 F@—0)=7(+0)=0
_erfiillen. Ebenso seien die Funktionen J,y, %,y, fir die ent-
sprechende Stetigkeitseigenschaften im Gebiet 9) angenommen
seien, nach den Funktionen g,y entwickelbar, und mogen die
Gleichungen
(10) B4 0) =B —0) =1, &b —0)=&H0)=0
bestehen. Dann ist es moglich, eine nach den zweidimensionalen
Figenfunktionen @, 2.q¢,y entwickelbare Funktion zu bilden, die
im Innern des Grundgebietes mit ihren Ableitungen erster und
zweiter Ordnung stetig ist, stiickweise stetige Ableitungen dritter
Ordnung besitzt und am Umfang des Grundgebietes gegen eine
beliebige Funktion des Ortes auf der Umfangslinie konvergiert.
Diese Funktion sei je nach der Lage des unabhiingig veridnder-
lichen Punktes auf dem einen oder anderen Teil der Umfangs-
linie etwa ¥ (x, 0), ¥ (a, ¥), ¥(x, b), ¥ (0, y).

Wir setzen dann mit konstanten Koeffizienten a, & folgende
Gleichungen an:

T(r, 0) =fHz+ o,z 4+ ad2,

F(x,0) = fazx + 0,12 + b, o,

q“(ov y) - fly "{'— a1%1:’/ + 62%2%

F(a, ) =y + 031y + 0By

Mit den hierdurch definierten Funktionen f,f bilden wir den
Ausdruck

Q(r,y) = Hhz. Ty + Lz Ty + hy Tz 4 Ly T
und suchen nun die Konstanten a, & so zu bestimmen, dafl am
Rande des Grundgebietes die Grofilen ¥ und & iiberall gleich
werden, d. h. dal die Bezichungen
(12) Tz, 0) = (=, + 0), ¥(x,b) = L(b—0),

(13) TO,9)=8+H0,9), ¥y =~8(~—0y)
gelten.

cery

(11)
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Nun ergeben die Gleichungen (9) und (10) folgende Beziehungen

Q@ +0) =he+h(H0).He + h(+0).5z,
Q@b —0)=he+Hb — OFz+ hE—0).5%s
Q(+0y) =ty + L+ 0) &Y+ (+ 0) B2 .
L(a—0,y) =Ty + fila — 0OFy + f(a — 0)Fy.
Die Gleichungen (12), (13) sind also erfiillt, wenn diese Ausdriicke
den GroBen (11) gleich sind, d. h. wenn folgende Gleichungen be-

stehen
a f_l (+ 0)’ ag = E(_‘}" 0)5
(14) ?_1=E(b—0)’ Zz.z:f_;(b—o),
a; = i (+ 0), ay = f3(+ 0),
hh="f(a—0), b=rf(—0).
Die rechten Seiten dieser Gleichungen kann man aber aus den
Bezichungen (11), die als Definitionen der Funktionen f, T anzu-
sehen sind, bestimmen; beriicksichtigt man die Gleichungen (9) (10),
80 ergibt sich aus dem System (11)

BO,0=fi(4 0 4@, PO ) =fa(+ 0) + b,

P(a,0) = f, (@ — 0) + a, ¥(a,b) =T(a — 0)+ by,

0,00 ="HH 0+ @, ¥0Ob0)=i0—0)-+ u,

Pa,0) =T(+0)+ b, Pab)=7Hih0—0+ b.
Die Gleichungen (14) und damit auch die Gleichungen (12), (13)
sind also erfiillt, wenn folgende Beziehungen gelten:

¥(0,0)=1a, + a, ¥(0,b) =7+ b,

¥ (a, 0) =Z—l + ay, ¥(a,b) = 52 + b,

T(0,0) =a, + @, ¥0,b) = b + 4y

W(a, 0) = ay + b, F(a,b) = by, + b,.
Man erhilt so nur vier Bedingungsgleichungen, die offenbar von
den acht Grofen @, b immer leicht erfiillt werden konnen, und
die gewiinschten Gleichungen (12), (13) nach sich ziehen.

Jetzt nehmen wir an, die Funktionen % (0,v), ¥ (a,y), ¥ (,0),
W(z, b) seien, je nachdem z oder y in ihnen vorkommt, nach
den Funktionen ¢,z oder ¢,y auf die Fouriersche Weise ent-
wickelbar. Dann gilt dasselbe von f,, f,, 1, f» und damit auch
von &(z, y). Man hat also auf dem zweidimensionalen Grund-
gebiete eine nach den Eigenfunktionen fortschreitende Reihe, die
den Randbedingungen der Greenschen Funktion widerspricht, und



§ 43. Mehrdimensionale Probleme. 185

sich den Randwerten der sehr allgemeinen Funktion ¥ (x, y)
annihert, wenn das unabhingige Wertsystem (z, y) gegen ein dem
Rande angehoriges heranriickt.

Habe nun % (z, y) die Eigenschaften, die am Schluf des
§ 42 von der dort durch F' bezeichneten mit Ausnahme der auf
die Randwerte beziiglichen; dann hat die Differenz & — £ voll-
stdndig den Charakter der dort durch F' bezeichneten Funktion,
ist also auf die Fouriersche Weise entwickelbar. Dasselbe gilt
aber von & wegen der von den Funktionen %, % geforderten Stetig-
keitseigenschaften, mithin auch von ¥ (z,y) selbst. Damit ist
jedenfalls fiir die in diesem Paragraphen betrachtete spezielle Rand-
bedingung gezeigt, dall in dem Schluliresultate des §42 die
Forderung, die Funktion F erfiille die Randbedingung,
weggelassen werden kann; die Funktion bleibt dann auf die
Fouriersche Weise nach den Figenfunktionen entwickelbar.

Hat man eine beliebige Randbedingung der Greenschen Funk-
tion auferlegt, so gilt die durchgefithrte Argumentation in leicht
modifizierter Gestalt.




Funfter Abschnitt.

Existenztheoreme und das Dirichletsche Problem.

§ 44.
Allgemeine Theorie der Iterationen.

Wir gehen dazu iiber, die allgemeine Theorie der Integral-
gleichungen um einen wesentlichen Schritt zu férdern und zu
zeigen, dafl jeder stetige symmetrische Kern mindestens eine
Eigenfunktion besitzt. Dadurch wird die schon einige Male be-
nutzte allgemeine Argumentation des § 8 den noch fehlenden
festen Grund gewinnen; die mit ihrer Hilfe gewonnenen Resultate
werden natiirlich im folgenden nicht benutzt.

Die Buchstaben z, y, o, ..., die als Variable eingefiihrt werden,
mogen Punkte eines Grundgebietes von beliebig vielen Dimen-
sionen, dz, dy, do ... die Elemente dieses Gebietes bedeuten;
jedes unbestimmte Integralzeichen bedeute die Integration iiber das
Grundgebiet. Durch K (x, y) werde eine im Grundgebiet stetige,
in den Stellen 2 und y symmetrische Funktion derselben bezeichnet;
g,z seien die Glieder eines nach § 8 gebildeten vollstindigen
normierten Orthogonalsystems des Kerns K (z,y), der, was wir zu-
nichst einmal annehmen, Eigenfunktionen besitze, und 4, seien die
zugehdrigen, nicht notwendig von einander verschiedenen Eigen-
werte, so daf3

Py = Ao [ K (2, y) pu2.da.

Wenn dann die bilineare Formel
_ PrZ - Pl
gilt und gliedweise integriert werden kann, so findet man

jK(x, ) K (z, &)dz = %’;‘W;

n
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die linke Seite ist der iterierte Kern und werde wie frither durch
K (y, 2) bezeichnet. Er ist offenbar in y und 2z symmetrisch
und die Funktionen ¢, bilden nach § 41 auch fiir ihn ein voll-
stindiges Orthogonalsystem; die Eigenwerte sind 42, also positiv;
aus einer Eigenfunktion des Kerns K2 kann nach § 41 eine
solche des Kerns K abgeleitet werden. Wollen wir also iiber-
haupt die Existenz von Eigenfunktionen beweisen, so geniigt es,
dies fiir den Kern K2 zu tun, also einen Kern, dessen Eigenwerte
positiv sind und fiir den die Gréfe

J‘K(x, z)dz

positiv ist. Auf diesen Fall wollen wir uns von jetzt an be-
schrinken.
Setzt man allgemein

) [ B (2,9) K (z, 2)da = Kn+1(y, 2),
8o findet man unmittelbar
Y Pn
_K3 (y’ Z) _ Z uig_(p._,
allgemein i
2 En(y,z) =S Pl -Pn?
2 ¥ 2) ”Z P

da diese Gleichung auf Grund der Beziehung (1) durch vollstin-
dige Induktion erschlossen wird.

Nehmen wir speziell an, die GroBen 4,, die ja positiv sind,
seien nach der Grofle geordnet, und zu i, gehoren die Eigen-
funktionen ¢,, @y, ... @4, die bei den geltenden Voraussetzungen
linear unabhingig und zu einander orthogonal sind. Dann kann
man die Gleichung (2) schreiben

1,k 2,
3 ’ l m
En(y, 2) = >, 9y prz + >, (f) PnY - Prs.

Setzt man y =— # == 2 und integriert iiber das Grundgebiet, so
ergibt sich

x;n'[Km(x, vydo =k +2$ (2"

Da nun die GroBlen 4,/4, echte Briiche sind, so machen die letzten
beiden Gleichungen, wenn man  iiber alle Grenzen wachsen l:ift,
die folgenden plausibel:
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1,k
lim [l’{‘Km (=, y)} => 9.2. 9.9,

lim l'{'J'Km(x, z)dx = k.
Die letztere Gleichung kann auch wie folgt ausgesprochen werden.
Setzt man
Um Zij(x, x)dx,
so gibt es eine derartige Konstante A,, dafl der Grenzwert
lim A» U,
existiert und eine positive ganze Zahl ist. Man kann hieraus
auch schlieflen
LAt T
Wilinco lrln Um - ]’ ll Mv}tlinw l]m-{—l

Diese zunichst rein hypothetischen Resultate lassen sich nun
in der Tat immer beweisen, ohne dafl von der bilinearen Formel
Gebrauch gemacht wiirde. Dazu fithrt eine nihere Untersuchung
der iterierten Kerne.

Diese Grofien sind zunichst alle symmetrisch. Denn ist dies
bis zu K"(x, y) hinauf bewiesen, so gilt die Gleichung

Knti(y, 2) :J.K” (@, y) K(r,2)dx
:_—“'K“‘l(x, x) K(u, y) K (x, 2)dx du,

m

oder, da man
J.K"-l(u, x) K (x, 2)da = K" (u, 2)

einfithren kann,

Krt1(y, 2) = [ K" (u, 2) K (u, y)du = K" +1(z, ),
womit das Behauptete erwiesen ist.
Ferner gilt die Gleichung
(3) Kntr(z, y) = [ K (o, @) K7 (0 y)da,
jedenfalls fiir » == 1; gilt sie aber fiir irgendeinen Wert von 7,

so gilt sie auch fiir den um Eins grofleren. Denn aus ihr folgt,
da man die Integrationen vertauschen kann,

[ K7 (@ y) K (y, ) dy = [[ K (e, @) K7 (o, y) K (2, y) deedly,

oder
]f’z+r+1(x7 ?/) :J‘Kn(u, .Z‘) Kr+1(a’ y)d“’

wie behauptet wurde. Die Gleichung (3) gilt also allgemein.
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Aus ihr folgt sofort :
Upir :”Kn(a, z) K (o, z)decdz,
Usn :ij"(a, r)2dodz,
und hieraus, wenn p und ¢ beliebige reelle Grofien sind,

Uz p? + 2U.4+0q + Usr g2 =0,
U3+r é U2n- U-27‘1

also

und speziell
(4) U22n é []27»—2 U2n+2-
Ferner 1Bt sich zeigen, dal alle GroBen U,, positiv sind.
Denn zunichst gilt dies von
U, :jKﬂ(a, &) de :”K(x, o) K(r, e)dzde,
da K (x, y) nicht identisch verschwindet. Wiare nun U,, die
erste verschwindende der Gréofen U,, U, ..., so hitte man der
Gleichung (3) zufolge
Upm = [ [ Kom (2, @) dz de,
also verschwinde K™ (z, &) identisch, mithin auch der Formel (3)
zufolge K™+1!(x, ). Ist dann 2» die gerade der Zahlen m und
m 1, so verschwindet die Grole
K27 (x, x) :J'K' (z, x)2da,
mithin auch K7(z, &) identisch, mithin ist
Ur=[K (e, ))doe =0, Upyy =[K+1 (e, )dox = 0. -
Damit geriete man aber in einen Widerspruch zu der Voraus-
setzung, U,,, sei die erste verschwindende in der Reihe der Grofen
U, Us, . ..
Man kann daher in der Beziehung (4) stets durch U,y . Upp—s’
dividieren und erhilt
U < U2n+2 .

5 0 2n
®) < Uspno = Usn

Anderseits ergibt sich mittels der Gleichung (3) aus der offen-
baren Beziehung

[[p2 K" (2, w)® + 2pq Kn(z, o) K7 (y, @) + 02 K" (y, @)?]dee = 0
oder aus der allgemeinen Schwarzschen Ungleichung das Resultat
Kntr(z, y)r < [ K (a, e)rdo [ K (4, @) de,

und hieraus, indem man iiber das Grundgebiet zweimal integriert,
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“Km+r(x, y)2dxdy g”Km(x, @) dx da.”Kr(y, werdyde,
oder
(6) U2m+2r < U2m DY2r

und speziell
U2m +2 é U2-
2m
Die positiven GroBen Uspyg: Usm, die nach der Relation (5) mit
m wachsen, bleiben also unter einer endlichen Schranke, und es
gibt daher einen positiven Grenzwert ¢ derart, dal
. U2n+2 _ U2n+2
nlz—_nelo U2n - U2n
die letzte Ungleichung kann auch geschrieben werden
U'2n+2 < E2n

C"+1 == cnﬁ’

=c;

so daB die positiven Grofen U, :¢™ unter einer endlichen Schranke
liegen, und sich mit wachsenden Werten von m einer nicht nega-
tiven Grenze U annihern. Diese ist positiv; denn schreibt man
die Ungleichung (6) in der Form

U; U U _ U,
U2r >~ 2m+2r’ U2r > 2m+2r . 2m+2r—2 2m+2

2m U2m+2r—2 U2m+2r—4 U2m ’
so sind alle einzelnen Briiche auf der rechten Seite der Be-
ziehung (5) zufolge nicht kleiner als der letzte von ihnen, also

Usm+2\".
UQT 2 < U2m > ’

und da die rechte Seite dieser Ungleichung sich bei wachsenden
Werten von m der Grenze ¢ néhert, folgt allgemein

U,
r

[4

>1,

und hieraus

U

\%

1.

§ 45.
Beweis fiir die Existenz einer Eigenfunktion.

Die zu Anfang des vorigen Paragraphen durchgefiihrten
heuristischen Betrachtungen fithren nun zu der Vermutung, dal
c = llz 3
d. h. gleich dem Quadrat des kleinsten Eigenwertes und dafll ein



§ 45. Existenztheoreme. 191

zugehoriges Aggregat von Eigenfunktionen in der Form
2m 2m

e B ) o K, g)

m=w  AL™ m=ow o
darstellbar ist. Jetzt sind wir hinreichend vorbereitet, um zeigen
zu konnen, dafl dieser Grenzwert wirklich existiert und eine
Eigenfunktion des Kerns K2(z, y) darstellt. Aus der Gleichung (3)
des § 44 folgt ndmlich

K2m+2n(x’ y) _K2n(x, y)
cmt+n - cn

= %J J K(z, o) K(y, B) [Kgmi,in; 12_(?’ ) __ K "c:*(“ B)

und hieraus nach der Schwarzschen Ungleichung

[szm(x D _ B y)] <1 j j K (z, 0) K (y, f)2dedp

em+n == 02

X [ [amag| (Ko 2D o DY Kot I ()

l cm+n—1 cm+2n—2

- (B

oder, nach der Definition der Grofien U,
[K2m+2”(x,y) Kz"(xa?/)] {U4m+4n s 2Usmyan—s U4n—4}

em+n cr c2m+2n 2 cm+2n—-—2 + c?n—2

]d wdp,

>< %-HK(Q: w2 K (y, B2 docdp.

Hier wird die Klammer auf der rechten Seite, sobald » hin-
reichend groll gewidhblt ist, so klein wie man will, da dann ihre
Glieder den Werten U, — 2 U, U beliebig nabe liegen; der zweite
Faktor der rechten Seite liegt unter einer festen Schranke. Die
Ungleichung zeigt also, daB der Grenzprozel3

lm ——————Km,(nx’ y)
beziiglich der Variablen #, y im Grundgebiet gleichmiBig konver-
giert, und zwar gegen eine stetige Funktion f(z, y), die offenbar
in z und y symmetrisch ist. Sie ist ferner Eigenfunktion des

Kerns K2 und gehort als solche zum Eigenwert lc’ wie die

Gleichung
K2m+2(x’ ?/) 1 sz(x ) K2m (y, o) de
) om

cm+1
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zeigt. In dieser kann man wegen der gleichmiBigen Konvergenz
des Grenzprozesses m beiderseits unendlich wachsen lassen und
erhilt so

@ 9) = 3 | K2 ) fla e,

und ebenso
1
f@0) = 5 [K2(n @) f @ @) de
Endlich verschwindet die Funktion f(x, y) nicht identisch, da die

GroBe
[f(@ 2)da
sich, wenn % hinreichend groll genommen wird, von
-I—JK“(:&, x)dz :—lh,
cr o
also auch von U beliebig wenig unterscheidet. Letztere Grofe ist
aber als positiv erkannt; beildufig ergibt sich noch
If(x, xydx = U.

Hiermit ist eine Eigenfunktion des Kerns K2 konstruiert
und dadurch nach § 44 gezeigt, dafl ein beliebiger stetiger sym-
metrischer Kern mindestens eine Eigenfunktion besitzt.

Bemerken wir noch, daf in der ganzen durchgefiithrten
Argumentation nicht vorausgesetzt wird, dafl das Integrations-
gebiet endlich sei. Ist es unendlich, z B. die Strecke von — w
bis 4+ o, so braucht man nur zu wissen, dall die betrachteten
Integrale, also die iterierten Kerne und die Groflen U,,, endliche
Werte haben, um auch auf ein solches Grundgebiet die erhaltenen
Sitze anwenden zu kénnen.

§ 46.
Genauere Untersuchung der benutzten Grenzprozesse.

Da der Kern K2 dem Eigenwert ¢ entsprechend eine Eigen-
funktion besitzt, kann man nach § 8 ein System normierter und
zu einander orthogonaler Eigenfunktionen ¢, 2, @, 2, ... @iz bilden,
durch die jede zu diesem Eigenwert gehorige Eigenfunktion linear
mit Koeffizienten, die von x unabhingig sind, ausgedriickt werden
kann. Man kann daher setzen

1,k
f(xa y) 22 w’:’/"p"xv
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und wegen der Symmetrie der Funktion f(z, y) folgt

1,k
f@9) = vz gy

Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich, wenn u eine der Zahlen
von 1 bis k ist,

1,%
jf(x, ?/)(Pyxdx == %?/ :Z q)yy.“ w,x.tpyx.dx.

Die GroBen ¢,y sind also linear in den Eigenfunktionen ¢,y und

man kann setzen
1,k

f@ 9y = Curput. 9.y,

Aulw
wobei durch C., Konstante bezeichnet sind.
Hieraus folgt unmittelbar

jjf(x’ y) ‘va-q’vy.dxdy — va,
[[1@ v)puz. puy.dedy = C,.
Nun ergibt die Gleichung
e z%jm(x’ o) pa.de,

indem man mit K2 (z, y) multipliziert und integriert, nach der
Formel (3) des § 44

sz (@ y)pa.do = %”Kz(x, ) K2 (2, y) o do dz.

= %—jK%a, Y)pade,

1)

also )
px = ;jK%x, a)pado.
Hieraus folgt durch dieselbe Operation
Qr — Z%‘[Kﬁ(x, o) po.da,
und ebenso allgemein
Qr —= %J.K“(x, o) po.da.

LaBt man hier n unendlich wachsen und bedenkt, daf der

Grenziibergang

2n

@ @ 9 = lim KB D) _ iy K00
n=o 1

Kneser, Integralglelchungen 13
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gleichmifig konvergiert, so erhdlt man die Gleichung

¢ :Jf(x, o) po.de.
Setzt man speziell
P r — P,

5o erhilt man die Gleichung
1,k

Py = > Cur Pu,
"

und hieraus, da die Funktionen ¢,z linear unabhingig sind,

C,y =1, Cuv = 0,
also

1,k
f@9) = ¢z. 9.9,

und aus der letzten Formel des § 45 schliefit man jetzt

1,k

(3) jf(x,x)dx: U= lim (0, 43") :Ej(qw)zdx —

v

Hiermit sind die zu Anfang des § 44 aus der bilinearen
Reihe abgeleiteten Vermutungen vollkommen bestitigt. Ins-
besondere weill man, daf jeder stetize Kern KEigenfunktionen
besitzt, und die Argumentation des § 8 zeigt, daf ein solcher
Kern der bilinearen Reihe gleich ist, wenn diese im Grundgebiete
gleichméfBig beziiglich beider Argumente konvergiert.

Nach § 41 weil man ferner, dafl durch die Funktionen ¢,
die Gesamtheit aller derjenigen Eigenfunktionen des Kerns A

linear ausgedriickt werden kann, die zu dem Eigenwerte V¢ oder

— Ve gehoren. Der letatere Wert ist aber ausgeschlossen, da der
Kern K (z, y) nach Voraussetzung nur positive Eigenwerte haben

soll. Setzt man demgem#B 1:¢ = 4,, so findet man

1,k
| K@ of@nae= 5> gagw =7 1@ ),
anderseits gilt die Gleichung
jK(x, @) K2m (a, y)de = K2m+1(z, y),
mithin auch
(K (@, e)azm K2m(a, y)de = K2m+1(z, y). 22m;
daraus folgt auf Grund der Beziehung (2)
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f(xy y) == lim [K2m+1(x, y)_lfm+1]’
und hieraus -
jf(x, z)dz = k = lim (Uypm4,.A27m 1),

Die in den Gleichungen (2) und (3) ausgesprochenen Grenziiber-
ginge bleiben also ungeéindert, wenn man 2# durch eine unend-
lich wachsende ungerade Zahl ersetzt.

Erinnert man sich der betreffs des Kerns eingefiihrten Vor-
aussetzungen, so ist klar, da8 mit unseren Entwickelungen folgender
Satz bewiesen ist.

Hat der stetige symmetrische Kern K (z, y) keine
anderen als positive Eigenwerte, so wird der kleinste
von ihnen durch die Gleichung

n—w 2n n=w

A2 = lim Drnvs lim jK““ (x, x) clx:IKz"(x, x)dz

bestimmt, wobei die Grolen K» durch die Gleichungen

K'(z, y) = K (2, y), K" (3, y) = [ K (2, 0) K"~ (e y) d
definiert sind.

Die Eigenwerte eines beliebigen stetigen und symmetrischen
Kerns sind die Quadratwurzeln aus denen des Kerns K2 (z, y),
und dieser hat nur positive Eigenwerte.

Beschrinken wir uns, was hiernach ausreicht, auf Kerne mit
nur positiven Eigenwerten, so ist es leicht, auch fiir die folgenden
Eigenwerte Grenzprozesse anzugeben, als deren Resultate sie
erscheinen.

Sind namlich wie oben ¢, @,, ... ¢ die simtlichen zum
Eigenwert A; gehorigen Eigenfunktionen, so wird die Integral-
gleichung

| L
4) tpx:lj(K(x, a)———zg q;,x.qna)qpa.da

zunichst offenbar von allen Losungen der Gleichung

pr = le(x, a)ypo.da
erfiillt, die zu einem von 1, verschiedenen Eigenwert gehoren, da
diese zu @,, @,, ... @, orthogonal sind, und die zugehorigen
Eigenwerte sind in beiden Gleichungen dieselben. Die Gleichung (4)
kann aber keine anderen Losungen als die soeben bezeichneten

besitzen. Denn nach § 8 und § 41 gilt die Gleichung
13%*



196 Finfter Abschnitt. § 46.

(3) Ki(z,y) =3 2227,

wenn rechts iiber ein vollstindiges normiertes System von Eigen-
funktionen des Kerns K summiert wird. Wendet man dieselbe
Gleichung auf den Kern

1,k

1
K y) — -2 929y

an, so tritt an Stelle von K2(z, y) die Grofle

1 1,k
K2 (2, y) — 3 D7 9290y
I

Die Entwickelung dieser Grofile nach der Formel (5) kann also
keine anderen Glieder enthalten als solche von der Form (pz. py)/A2,
in denen @z eine nicht zu A, gehorige Eigenfunktion des Kerns
K (z,y) bedeutet. Diese bilden somit die Gesamtheit der Eigen-
funktionen des Kerns der Gleichung (4).

Unter den zugehdrigen Eigenwerten, die ja positiv sein sollen,
seli nun 4, der kleinste. Dann braucht man, um ihn durch einen
Grenzprozell darzustellen, nur die oben fiir A? erhaltene Formel
anzuwenden und zu bedenken, dall allgemein, wenn

. 1 1,k
K(z, y) = K(z, y) ——,1—12 9T oY
gesetzt wird, die Gleichung ’

- ] Lk
Ko (@, y) = K20 (3, ) — 75 D, 99 PoY
1 v

gilt. Bezeichnet man ferner durch U, die den GroBen U, ana-
logen, die mit dem Kern K gebildet sind, so erhilt man sofort

. k
Un == Un - }»—”’
1
also
k
i Usnt2 — w5557
A} = lim U2_"+2 lim };ﬁl ;

fiir die Anzahl der zu 4, gehérigen unabhingigen Eigenfunktionen
ergibt sich analog der Formel (3)

k2 = lim [<U2”+1 — 72——3:—_?1-) l%n+1].
1

n-—w
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Ersetzt man weiter den Kern K durch

= 1
K(.GL‘, y) _"1—22 r.9Y,

indem man iiber ein vollstindiges normiertes System zum Eigen-
wert A, gehoriger Eigenfunktionen summiert, so erhdlt man fiir
den nichst groferen Eigenwert 4; des Kerns K und die Anzahl %,
der zugehorigen Eigenfunktionen die Gleichungen

U ot _Fa
2n+2 7 Tange 72n+2
A2 = lim L 2
8 n—=wx /‘71 k2 ’
G T
' . k k
ks :31;1100 [<U2n+1 —_ /’L%nl+1 . 122n2+1>l23"+1]’

und iibersieht aus diesen Formeln die allgemeine Regel, nach der
alle Eigenwerte durch Grenzprozesse dargestellt werden konnen.

§ 47.
Integralgleichungen mit unsymmetrischem Kern.
In den §§ 39 und 41 ist gezeigt, dafl wenn als Kern eine der
in §31 eingefiihrten Greenschen Funktionen genommen wird, oder

iiberhaupt der Kern gewisse Stetigkeitshedingungen allgemeinen
Charakters erfiillt, die Reihe

1,
o -
1) > jfa.tp,,oc.da,

in der iiberall durch das Grundgebiet integriert wird und fe« in
diesem eine stetige Funktion der Stelle « bedeutet, gleichmafiig
und absolut konvergiert und den Wert

[E@o)fe.da

hat. Daraus folgt nach § 13 die Schmidtsche Formel, d. h. die
Reihe

1,
x4 ’
pr=fr 41> ;m(p__ ljfa.q)na.da,
konvergiert in derselben Weise wie die Reihe (1), sobald 4 eine

von den FEigenwerten 1, verschiedene Konstante bedeutet, und
erfiillt die Gleichung

oxr = fz + le(x,a)gooc.da.
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Wir wollen den Inhalt dieser Aussage etwas anders aus-
sprechen, indem wir den Faktor A in den Kern hineinziehen.
Dann konnen wir sagen: es gibt eine im Grundgebiet stetige
Loésung der nicht homogenen Integralgleichung

(2) px = fx —{—J‘K(x,a)(pa.d:x

mit symmetrischem Kern, sobald dieser keine Nullsung besitzt.
Darunter verstehen wir eine Losung der letzten Gleichung, die
sich ergeben wiirde, wenn fx identisch verschwindet, also eine
Losung der Gleichung

Pz :jK(w, e)pa.da.
Die Losung der Gleichung (2) kann offenbar nur mit fz zugleich
identisch verschwinden.

In dieser Form bleibt das erhaltene Resultat giiltig, wenn
der Kern K(z,y) nicht mehr als symmetrisch vorausgesetzt wird.
Versuchen wir ndmlich jetzt die Gleichung (2) durch den Ansatz
3) q)x:wx—jK(tx,x)wu.da
zu erfiillen, so ergibt sich

Qo — Yo — J‘K(ﬁ, “)wﬁdﬁ,

jK(x, &) pa.de —_—jK(x, )va.de _jdaK(x,a).jK(ﬁ,a)wﬁ.dﬁ,
oder, indem die Integrationen im letzten Gliede vertauscht werden,
[E@ e)pa.de= Kz, e)va.da—[yB.dp [ K(z, o) K(, )de

= J‘K(x, )pa.do ——jwa.da.[lf(x, B) K («, B)dg,
und diese Transformation gilt nach § 40, sobald der Kern K(z, a),
wie wir annehmen wollen, entweder stetig ist oder nur in der-
selben Weise unendlich wird, wie die Greenschen Funktionen
des vierten Abschnitts. Zieht man jetzt die Gleichung (3) noch-
mals heran, so folgt

pr — J.K(x, )poada

— Yz — jw [E (e, 2) + K (2, 0) — J‘K(x, B K (e, B)dB]da,
oder, wenn

Q (@, &) = K( 2) + K (2,0) — [ K (2, ) K (e, f)dp
gesetzt wird,
4) q)x—J.K(x,a)q)oc.doc:¢x~jQ(x,a)woc.doc,
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Diese Identitit fiihrt die nichthomogene Integralgleichung (2)
auf eine solche mit dem offenbar symmetrischen Kern @ (z, «)
zuriick, dessen Singularititen wieder keine anderen sind als die
der Greenschen Funktionen; man erhdlt niamlich aus der Glei-

chung (2) unmittelbar
(5) fx:tbx—-j@(x,u)wu.doc
und diese ist zu losen, wenn keine Nulldsung existiert.
Wire dies der Fall, d. h. gibe es eine nicht identisch ver-
schwindende Losung der Gleichung

Vv -—J'Q(x,oc)woc.doc =0,
so ergidbe die Identitdt (4), dafl
Qr = Pr — IK(oc, )Yo.da

eine Nullosung des Kerns K (z,«) ist, vorausgesetzt, daf ¢ x nicht
identisch verschwindet.
In letzterem Falle hitte die Gleichung

wx—.}.K(oc,x)t/)ocdocz 0

eine nicht identisch verschwindende Losung, oder der Kern K(e, x),
der sich von dem soeben betrachteten durch die Stellung der
Integrationsvariablen unterscheidet, hétte eine Nullésung. Hat
also keiner der Kerne K (z,«) und K (e, z) eine Nullosung, so
hat auch der Kern der Gleichung (5) keine solche, und diese ist
bei beliebiger Wahl der Funktion fz lésbar. Damit erhilt man
das Fredholmsche Theorem, daf die Gleichung

pxr = fzx -}—_[K(x, o) po.da,

in der fz nicht identisch verschwindet, stets eine stetige
Losung @« besitzt, wenn dies von keiner der Glei-
chungen

px :—J'K(x, o)pou.de, @x :jK(oc, 2)po.do

gilt; dabei sei der Kern K entweder stetig oder so singuldr, wie
die Greenschen Funktionen des vierten Abschnitts.

Lésungen der letzten beiden Gleichungen nennen wir Null-
losungen erster und zweiter Art des Kerns K(z,«); erster
Art sind diejenigen, bei denen die Integrationsvariable unter dem
Zeichen K so steht, wie in der nichthomogenen Gleichung, also
an zweiter Stelle.
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§ 48.
Das Dirichletsche Problem in der Ebene.

Als erste wichtige Anwendung des erhaltenen Satzes be-
trachten wir das Dirichletsche Problem in der Ebene, das wir
folgendermafBen aussprechen. Bedeutet oz den Punkt mit den recht-
winkligen Koordinaten £, 5, so wird eine Funktion @o gesucht,
die die Gleichung

40 —o, 22 20 _
’ 052 on*
erfilllt und im Innern einer geschlossenen, sich selbst nicht
schneidenden, iiberall stetig gekrimmten Kurve € mit ihren
ersten und zweiten Ableitungen stetig ist; die ferner, wenn man
sich der Kurve € nihert, gegen Grenzwerte konvergiert, die auf
dieser Kurve als Werte einer stetigen Funktion des Ortes ge-
geben sind. Bezeichnen wir allgemein durch die angehefteten
Buchstaben ¢ und « die Grenzwerte einer Grofie, denen sie zu-
strebt, wenn man sich von innen oder aullen der Kurve € nihert,
durch Uberstreichen der Werte, die auf dieser Kurve selbst an-
genommen werden, so kann die Grenzbedingung durch die Glei-

chung o, —F

ausgesprochen werden, in der I" eine gegebene Funktion des Ortes
auf der Kurve € bedeutet. :

Es sei ferner de. das Bogenelement, N die innere, N’ die
duflere Normale der Kurve €, die vom Punkte & aus gezogen
sind; die analoge Bedeutung mogen dx, N,, N, fiir einen Punkt z
haben usf. Dann setzen wir versuchsweise an

Dr — jwa dcé\f doc,
[0

d. h. wir denken uns die Kurve € sei als doppeltbelegte Linie im
Sinne des logarithmischen Potentials wirksam und ergebe das
Potential @. Das Potential einer Doppellinie hat nun, wenn wir
die Kurve € stetig gekriimmt voraussetzen, an dieser Kurve eine
Unstetigkeit, die durch die Gleichungen
1 Dy = Dix — aYr = D0 + 7wz
dargestellt wird.

Fiir die weiteren Untersuchungen ist es wesentlich, dall diese
Eigenschaft schon abgeleitet werden kann, wenn die Dichtigkeit
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nur als stetig vorausgesetzt wird, ohne daf Ableitungen zu existieren
brauchen, wihrend bei den im vierten Abschnitt betrachteten
Potentialen an manchen Stellen stetige Ableitungen der Dichtig-
keit vorausgesetzt wurden.

Wir verifizieren die Gleichung (1) fiir den Fall, da ypo =1
gesetzt wird. Dann ist das Element des Integrals @, d. h.

d 1 doe ATyq
aN 8= T L AN
nichts anderes, als die schembare GroBe des Elements de, gesehen
von der Stelle # aus und mit solchem Vorzeichen versehen, daB
die Integration iiber die Kurve ¢ das Resultat 27, 0 oder = ergibt,
je nachdem der Punkt x im Innern, AuBern oder auf der Kurve €
liegt. Damit sind dann die Gleichungen (1) verifiziert:

6:%:@5—%:2%—%:@a+%=0—{—n.
Setzt man bei beliebiger Gestalt der Kurve € fiir @; in der
ersten Gleichung (1) den Wert F und fiir @ das Integral

— d 1
@x:jwum log;; d“,

€

doe

so ergibt sich
D;x —apx = Fx — nyx = D,
Fzx Yo d
E j? aN
&
Die Funktion ¢ z ist also die Unbekannte in einer Integralgleichung

vr=fo+ [K(zo)ve.dea,

Fx 1 d 1
fx:——, K(x,“):—;d—ﬁlog——"

b1

1 d e

2 vr = log P~

fiir die

zu setzen ist. Das Grundgebiet ist die Kurve €, und in ihm ist
der Kern endlich und stetig, da wir die Kurve iiberall stetig ge-
kriimmt voraussetzen.

Die Integralgleichung (2) hat nun nach dem vorigen Para-
graphen eine auf dem Grundgebiet stetige Losung, wenn ihr Kern
weder Nullosungen erster noch zweiter Art besitzt. Ist dies gezeigt,
so gibt die Grole

(Dx:jw di\T log—da

¢
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die Losung des Dirichletschen Problems, da sie die Laplacesche
Differentialgleichung und die Randbedingung
D, x = Fz
vermoge der Integralgleichung (2) erfiillt.
Es 148t sich aber in der Tat zeigen, dafi keine Nullosungen
vorhanden sind. Wire zuniichst eine solche erster Art vorhanden,
so erfiillte sie die Gleichung

(3) Vo — [ K@ o) po.da = 0.

Nimmt man nun (11)04)/7% als Dichtigkeit der doppelt belegten
Linie @, so ergibt sich als Potential allgemein
~. (ve d 1
693—“‘7 N log P~ do
&
und speziell auf der Kurve €

o =— JK(x, o) Poudoe
[0

Da nun aus der allgemeinen Theorie des Potentials die Gleichungen

= v

Fr= ¥ — =%

—[E@o)va.do = —va + %

folgen, so ergibt die Gleichung (3) lings der ganzen Kurve €
(4) %z = Oa

und da auch die Gleichung
AF =0
gilt, so folgt, dall & im ganzen Innern der Kurve € verschwinden
miilite.
Hieraus ergibt sich unmittelbar
ag _
'dTv‘ — ¥
und da die normale Ableitung des Potentials einer Doppellinie
an dieser selbst stetig ist, wenn sie auf der einen Seite gegen
endliche Grenzwerte konvergiert,
ag
an = *
Umgibt man nun die Kurve € mit einer anderen €', deren
Linienelement d1” und deren innere Normale N" ist, so gilt nach
der Gaussischen Integraltransformation die Gleichung
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[siraet[samar =[IG) + &) 2san

wobei rechts iiber d1e von € und @” eingeschlossene Fliche zu
integrieren ist. Das erste Glied auf der linken Seite dieser Glei-
chung hat aber den Wert Null; das zweite kann beliebig klein
gemacht werden, indem man die Kurve €” weiter und weiter
hinausriickt, da dann die Groflen § und d$%/d N"” in bekannter
Weise unendlich klein werden; somit folgt fiir den Auflenraum
der Kurve €
0% _ °%F
0F — om

und da die GroBe F im Unendlichen verschwindet,

. F =0,
speziell auch
) Ta = O.
Nun gibt die Unstetigkeit des Potentials § die Gleichung:

Fi — T = 275@: 2vz,
T
also den Gleichungen (4) und (5) zufolge
Yz =0,

d. h. eine Nullgsung erster Art existiert nicht.

DaB auch keine Nullosung zweiter Art vorhanden ist, sieht
man leicht daraus, dafi die Grofe

. Ya d
Ko, 2)Ypo.dow = — — AN logmdoc

die nach der Richtung N, wirkende Kraftkomponente ist, die von
der im Element d vorhandenen Masse — ¢ o.do/z im Sinne des
logarithmischen Potentials an der Stelle # ausgeiibt wird. Man
kann diese Komponente auch in jedem auBlerhalb der Kurve ©
liegenden Punkte bilden; integriert man iiber die Kurve € nach o,
so erhalte man allgemein die GroBe M. In den immer gebrauchten
Bezeichnungen ist dann

]—II:J'K(M, ) Yo.de,

und wenn U das logarithmische Potential ist, das von der mit
der Dichtigkeit — (¥ «)/x belegten Kurve € herriihrt:

alu al
M':(zﬁv)g Ma:“(m )
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Nun gibt die Theorie des Linienpotentials fiir jeden Punkt
der belegten Kurve @ die Gleichungen

(6) dN J;
avu
- dN’
wire daher ¥z eine Nullosung zweiter Art, so dal die Gleichung
va = [K(x2)po.do = M

bestiinde, so wiirde folgen

>=Ma:M—¢x;

au
)=

Die oben fiir die Grofie § angewandte Schlulreihe wiirde auch
hier ergeben, dafl auBlerhalb der Kurve € iiberall die Gleichung
(M U=0

gilt, mithin auch auf der Kurve € selbst, da das Potential U in
ihr stetig ist. Daraus aber wiirde auf Grund der Gleichung

4U=0
auch fiir den ganzen Innenraum die Gleichung (7) folgen, mithin

auch
alU al
<‘”‘dN = (7 ) =0

und wegen der Gleichungen (6)

al al
2va = (), + (aw). = 0
so daB ¢z nicht als Nulldsung im eigentlichen Sinne des Wortes
zu bezeichnen wire.

Damit ist gezeigt, dal das Dirichletsche Problem eine Losung
besitzt, und diese ist einzig, da die Differenz zweier Losungen
wieder eine Nullosung ergibe. Die erhaltene Losung erscheint
als Potential einer doppelt belegten Kurve, bei der die Dichtig-
keit stetig ist. Aus dieser Eigenschaft folgen, wie bemerkt,
gewisse Eigenschaften des Potentials, z. B. die Stetigkeit seiner
Ableitungen auBerhalb und innerhalb der Kurve €, sowie die
Gleichungen (1). Setzt man ferner voraus, Fz habe lings der
Kurve € eine stetige Ableitung, so gilt dasselbe der Integral-
gleichung (2) zufolge auch von %z, und hieraus folgt, dal die
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normal zur Kurve @ gebildete Ableitung des Potentials gegen
endliche, auf der Kurve € stetig verinderliche Grenzwerte kon-
vergiert, wenn man an die Kurve heranriickt.

§ 49.
Vereinfachung des in § 47 erhaltenen Kriteriums.

Will man das erhaltene Kriterium fiir die Auflsbarkeit einer
nichthomogenen Integralgleichung auf einzelne Fille anwenden,
so witd die Tatsache wichtig, daf bei stetigen Kernen Null-
losungen zweiter Art nur existieren, wenn auch solche
erster Art vorhanden sind.

Um dies einzusehen, gehen wir von der in § 8 aufgestellten
Ungleichung

Q) < 1 [[K (2, a)pdadz

aus, in der k¥ die Anzahl der zum FEigenwert 4, gehdrigen, zu
einander orthogonalen Lisungen der Gleichung
QT = le(x, o)podo
bedeutet.
Man schliet aus der Beziehung (1) sofort, daf bei der An-
nahme

[ [ Kz ypdzdy <1

alle Eigenwerte der Kerne K (z, ) und K(y, ) grofer als Eins
sein miissen; dann existieren also weder Nullosungen erster noch
zweiter Art, da bei diesen offenbar in der Bezeichnung des § 8
der Eigenwert 1 auftritt. Die Gleichungen

pr = fz +_[K(x, w)po.do,
99 =hhy+ [ K@y go. do

sind also bei beliebiger Wahl der stetigen Funktionen fz und fiy
stets auflosbar. Speziell kann man solche Funktionen I'(z, y) und
I'; (z, y) bestimmen, dafl die Gleichungen

(2) I(z,9) = K@ y) + [ K@ o) T (% y)da,
(3) I3 (@ y) = K@, y) + [ K (o ) I (2, @) dox

gelten. Multipliziert man die zweite Gleichung mit I'(y, 2)dy,
indem man links den nach der ersten Gleichung diesem Faktor
gleichen Ausdruck
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[E@, 2) + [ Ky, &) [ (o 2)de] dy
einsetzt und integriert nach y, so ergibt sich
[T@y) K@ 2dy + [ [ T (@ 9) K(y, @) T'(e, 2)decdy
= [Ty ) K@ y)dy + [ [ (2, @) K(a, y) T(y, 2)dy de,

und da die Doppelintegrale sich nur durch die Zeichen der
Integrationsvariablen unterscheiden, folgt

[Li@ K@, 9)dy =[T'(y,2) K (=, y)dy.
Diese Gleichung kann auf Grund der Gleichungen (2) und (3)
geschrieben werden

I(z,2) — K(x, 2) = I'(z, 2) — K(z, 2),
womit die Identitdt

I (x, y) = I'(x, y)
erwiesen ist. Jede Losung der Gleichung (7) ist also mit jeder
der Gleichung (2) identisch; beide Gleichungen konnen also nur
eine gemeinsame Losung besitzen und haben, wenn diese existiert,
keine weiteren Lisungen.
Die Gleichungen (2) und (3) heilen die Resolventen des

Kerns K(z, y); ihre gemeinsame Lisung I'(z, y) der lésende
Kern. Existiert er, so folgen die Gleichungen

4) fx:q)x——jK(x, )pa.de,

(5) ozr = fx -{-—J.I"(x, a)fo.da

aus einander, wie man sofort erkennt, wenn @z aus der zweiten
Gleichung in die erste oder fz aus der ersten Gleichung in die

zweite einsetzt und die Resolventen beriicksichtigt; ebenso folgen
auch die Gleichungen

(6) fr =gz —[K(2)ga.da,
(7 ¢z =fz + [[(e, 2)fe.da
aus einander; die Integralgleichungen (4) und (6) werden also
durch die Formeln (5) und (7) aufgelost, sobald der l6sende Kern
I'(x, y) bestimmt ist.

In einem Spezialfalle ist die Frage nach der Existenz des

losenden Kerns rein algebraischer Natur, dann namlich, wenn

man als Kern die GroSe
1,k

Ky(zy) =>, vz Py
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nimmt und unter @, ¥ im Grundgebiete stetige Funktionen des
Ortes verstanden werden. In diesem Falle folgt aus der Integral-

gleichung
pr = fz —{—jKo(x, a)po.de

sofort
1,k
(8) q)x:fx+z 0Dz,
wobei ’
9 Qu_.—_.f?lfﬂa.tpa.da

gesetzt ist. Substituiert man den Wert (8) in die Ausdriicke (9),
so ergeben sich die Gleichungen
1,k

Ou —2 Qy‘[an. Poo.do _—_-‘.fa.q"yoc.da,

aus denen die GréBen ¢ zu bestimmen sind.
Eine Nullosung erster Art ergibt die Bedingungen

1,k
0u __Z QVJ.q}va,qflua,daz 0, u=1,2 ...k

Vertauscht man die Rollen der Funktionszeichen @ und ¥, so
erhilt man die Bedingungen fiir eine Nullésung zweiter Art, in-
dem man im Schema der Koeffizienten der Grofen ¢, die Hori-
zontal- und Vertikalreihen vertauscht. Dadurch wird ersichtlich,
daB bei dem Kern K,(z,y) die Nullésungen erster und
zweiter Art stets nur zugleich auftreten.

Jetzt sei K (, y) wieder ein beliebiger Kern und werde an-
genommen, man konne den Kern K, so wihlen, dall fiir die
Differenz

K, (z,y) = K(z,y) — Ky (=, y)
die Ungleichung
(10) ([ K @ gpdzdy <1
gilt, also ein losender Kern I (z, y) existiert, der die Gleichungen
I (@ 9) = K, (&, y) + [ K (% @) Ty (w y) d e,
I(z,y) = K, (z, v) ~}—J.K1 (e, ) I} (, @) d e

erfiilllt. Dann nimmt die Gleichung

(11) oxr = fx —}—fK(x, a)ypo.do
die folgende Form an:
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1,k »
fx +ZJ¢,x.4’,a.¢u.da = @ux —J K, (z,0)pa.de,
oder kurz, indem wir die linke Seite F'x nennen,
Fr = px —J‘Kl(x, o) po.

Aus dieser Gleichung folgt aber, wenn wir sie als Spezialfall der
Gleichung (11) oder (6) ansehen,

pxr = Fx +jF1(x, o) Fo.de.

Setzen wir hier fiir F2 den expliziten Wert, so verschwindet die
Grofe K; und es ergibt sich die Gleichung

o+ 1@ o fo.de
1,k

= @z -—Jq)u Z (@Vx —I—J.Fl(x, a)@,a.da) Too.da.
Damit ist die gegebene Integralgleichung (11) auf eine solche
zuriickgefithrt, deren Kern die Gestalt K, (r, y) hat; speziell also
folgt, dafl Nullosungen erster und zweiter Art bei
stetigen Kernen nur zugleich auftreten.

Es bleibt nur noch zu zeigen, dafl K, so gewihlt werden
kann, dall K, die Ungleichung (10) erfiillt. Um dies zu erreichen,
teile man das Grundgebiet in solche Teilgebiete, dal in jedem
von ihnen die Differenz zweier Werte des Kerns absolut unter
einer vorgeschriebenen positiven Konstanten ¢ bleibt. Im w»ten
Teilgebiete liege die Stelle y.; dann sei ¥, — 0 in allen Teil-
gebieten aufier dem vten; in diesem sei ¥, — 1 mit Ausnahme
eines an die Umgrenzung sich anschliefenden Randgebiets von
beliebig kleiner Ausdehnung, in dem %, stetigc von 1 zu 0 iiber-
gehe; allgemein werde ®@,2 = K (x, y,) gesetzt. Dies festgesetzt,
ist die GroBe K, im Grundgebiet stetig, und gilt auBerhalb der
Randgebiete die Beziehung

1,k

K@ )] = |K @) — S 0070y

< &

da nun die Gesamtausdehnung der Randgebiete beliebig klein
genommen werden kann, so folgt bei passender Wahl von & die
Ungleichung

([ K @ ypdady < 1.
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§ 50.
Die Existenz der Greenschen Funktion bei allgemeineren
Problemen der Wirmeleitung.

Die erhaltenen Resultate gewihren wesentliche Erleichte-
rungen, wenn man die Methoden des § 48 auf diejenigen Probleme
der Wirmeleitung iibertragen will, bei denen an der Grenze des
Grundgebietes Warme ausgestrahlt wird.

Es sei etwa das Grundgebiet eben, und es werde in ihm
eine Funktion des Ortes, die stationéire Temperatur @, gesucht,
die die Gleichung

4P =0
im Innern des leitenden Gebietes und die Randbedingung
do

an der Randkurve € erfiillt; in dieser bedeute N die innere Nor-
male, & eine positive Konstante und I’ eine stetige Funktion des
Ortes auf der Kurve €.

Wir versuchen den Ansatz

Dz =j¢a.log % de,

indem wir unter d« ein Element der Kurve G verstehen, auf die
sich auch das unbestimmte Integralzeichen beziehe. Die ge-
suchte Funktion erscheint als Potential der einfach im Sinne des
logarithmischen Potentials mit Masse belegten Linie G.

Setzen wir dann
ae

dN
und geben den Symbolen M, M;, M, dieselben Bedeutungen wie

in § 48, so ergeben die dort benutzten Sdtze iiber das Linien-
potential die Gleichungen

(2) M,:M—f— Y, M,— M — nyz.
Dabei gilt die Gleichung

M =

= " d 1
M _J.zpa-m log — dao;

ist doch das Element des Integrals die Komponente der An-
zichung des Elementes do im Punkte z nach der Richtung .N.

Kneser, Integraigleichungen. 14
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Kombiniert man diesen Ausdruck mit den Gleichungen (2), so
ergibt sich

d 1
Mi=~nwx+-‘¢a aN; lg (Zoc,
und die Randbedingung (1) fithrt zu der Glelchung

d
anN. -da,
und umgekehrt; setzt man fiir @2 den vora,usgesetzten Wert, so
ergibt sich

(3) ﬂlbx:—Fx—}—jda.wa[dcllV log——hlog _L]

0= —nyzx —-h@x—l‘x—}—‘[wa

xe rx @

Hiermit ist die Aufgabe, ¥ zu finden, auf eine Integral-
gleichung mit dem unsymmetrischen Kern

1 d 1 1
K (z, a):;d—mlog“—a——-—logm

zuriickgefiihrt; das Grundgebiet bildet die Kurve €. Diese Grofie
sowie die symmetrische Funktion

Qz, ) = K@ y) + K(y, ) — [ K@, &) K(y, ) d

sind unstetig wie log 7., oder log 7,,, so daB die Theorie des
§ 47 angewandt und geschlossen werden kann, dal die Integral-
gleichung (3) eine stetige Losung ¥z besitzt, sobald man weil,
dall keine Nullésung vorhanden ist.

Eine Nullosung erster Art wiirde nun die Gleichung

(4) ——wx—}—jK(Z, o)pea.do =0

erfiillen, und fiir die zugehorige Grolle @ ergében sich die Be-

ziehungen

. ad
(O) AQD—O, W—h@—-—-o.
Diese sind aber nicht miteinander vereinbar. Es gilt ndmlich

die ldentitit
[ <B CD> (8 @)21 J‘ do
G
wenn links iiber die leitende Platte integriert und unter £, y

rechtwinklige Koordinaten verstanden werden, und die zweite
Gleichung (5) ergibt



§ 50. Existenztheoreme. 211

foo (2 (2] = a0
J

was offenbar, da A positiv, unmoglich ist.
Eine beliebige Losung der Gleichung (4) ergibt nun, indem
man
Vo = [ K( B)vp.dp
einsetzt,

vz = [ K( oc)‘docj.K(oc, B)wp.dB.

Die Singularitat des Kerns K ist aber so beschaffen, daf die
Integrationen nach § 40 vertauscht werden konnen; setzt man
daher

K2 (a, ) = [ K (2, @) K (=, fd e,

so findet man

Vo =K B)vp.dp.

Eine Nullosung erster Art des Kerns K (z, o) wére also auch
eine solche des Kerns K2(z, «), und dieser ist im Grundgebiet
aus denselben Griinden stetig wie die gleichbezeichnete Grofe in
§ 40. Ebenso wire eine Nullosung zweiter Art des Kerns K (z, )
eine solche des Kerns K2(z, «). Auf letzteren ist aber die Theorie
des § 49 anzuwenden; er besitzt nur Nullésungen zweiter Art,
wenn solche erster Art vorhanden sind. Dasselbe gilt daher auch
von dem unstetigen Kern K (z, a); da dieser, wie gezeigt, keine
Null6sung erster Art besitzt, hat er auch keine zweiter Art, und
damit ist die Existenz der gesuchten Greenschen Funktion fiir
das vorgelegte Problem der Wirmeleitung |erwiesen. In den
auf allgemeine Gebiete beziiglichen Untersuchungen der §§ 31
bis 38 war die Existenz einer solchen Funktion, die dort als
Kern genommen wurde, vorausgesetzt.

Die Funktion @z ergibt sich als Potential einer einfach belegten
Linie € mit stetiger Dichtigkeit; hieraus folgt, dal} die Grifle @z
im Innern des von der Kurve @ umschlossenen Grundgebiets des
urspriinglichen Wirmeleitungsproblems stetige erste und ‘zweite
Ableitungen besitzt, und dall an der Kurve € die normalen Ab-
leitungen der GroBe @z gegen endliche, auf der Kurve sich stetig
andernde Grenzwerte konvergieren. Dasselbe folgt daher fiir die
im vierten Abschnitt durch M (0,1) bezeichnete Grofle, die durch
ein Randwertproblem von derselben Form wie @« definiert werden
kann.

14%*
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§51.
Das Dirichletsche Problem im Raume.

Die Aufgabe, eine Funktion @ zu bestimmen, die in dem von
der Fliche ¥ umschlossenen Gebiet die Gleichung
AP —=0
erfiillt, an der Flidche selbst aber gegen gegebene Grenzwerte
gemil der Gleichung B
o, =F
konvergiert, kann in derselben Weise, wie das bei dem Dirichlet-
schen Problem in der Ebene durchgefiihrt ist, auf eine Integral-
gleichung zuriickgefiihrt werden, indem man in den Formeln des
§ 48 iberall log (1/r,;) durch 1/r., ersetzt und durch de ein
Element der Fldche § bezeichnet. H#lt man im iibrigen die Be-

zeichnungen des § 48 aufrecht und nimmt an, die Fliche F sei
tiberall stetig gekriimmt, so setzt man

d 1

an, wobei wie in allen kommenden unbestimmten Integralzeichen
itber die Fliche § als Grundgebiet zu integrieren ist. Dann
gelten die Gleichungen

Or— D,z — 2x¢pzr = D,z —+ 2=y,

und man findet fiir die unbekannte Funktion ¢ die Integral-
gleichung

F
wx:ﬁ—l—J.K(x,a)tpa.da,
wobel gesetzt ist
, L1 oa /1
1) K(x,“)——ﬁgﬁ(;;)'

Diese Grofe wird auf dem Grundgebiet unendlich, so |[dafl die
Methode des § 48 nicht mehr ohne weiteres angewandt werden
kann.

Diese Schwierigkeit iiberwinden wir, wie frither in &hnlichen
Fillen, indem wir zu iterierten Kernen iibergehen.
Sei allgemein die Gleichung

(2) pr=—{[x —{—J.K(x,oc)qm.doc
gegeben und werde
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K2(z,y) = [ K(z, &) K (o, y) d e,
Ks(z,y) = | K*(z, ) K (o, y)d e

gesetzt; darf man die Integrationen vertauschen, was wir in
diesem Paragraphen iiberhaupt voraussetzen wollen, so findet man
leicht auch die Gleichung

K3(z,y) = [[ K (@, ) E (B, @) K (o, y) deed p
= JK(x, o) K2(e,y)d e

Substituiert man nun in der Gleichung (2) rechts fir ¢ « den
Wert, den die Gleichung selbst ergibt, so folgt

pr = fx + jK(x, a)fe.de + j‘K2(x, o)ga.da,
und hieraus, indem man nochmals die Gleichung (2) benutzt
pr = fz + j‘K(x, @) fada +jK2(x, &)fe.de

+ JK3(.I, a)pa.da

pr=fux —}~5K3(x, a)po.da.
Wenn also, wie im Falle des Kernes (1) gezeigt werden kann, die
GroBe K3(x,a) auf dem Grundgebiet stetig bleibt, so ist die
Integralgleichung mit unstetigem Kern auf eine solche mit stetigem
Kern zuriickgefiihrt.

Um diesen Zusammenhang genauer zu verfolgen, untersuchen
wir{ die Beziehung zwischen den Nullgsungen der Kerne K (z, &)
und K3 (r, ). Hat ersterer eine Nullosung, so gilt offenbar das-
selbe von K3(z, «); etwas schwieriger ist die umgekehrte Frage.
Werde also die Gleichung
4) (px:.‘.Kf‘(x,a)q)a.da

vorausgesetzt, und seien g,, @,, 0; die drei Werte der dritten
Einheitswurzel, speziell ¢; — 1. Dann setze man
30z = px + g,jK(x, a)q)u.da—{-gfIK%x, a)po.da;
diese Groflen konnen nicht alle drei identisch verschwinden, da
sonst dasselbe von @z gilte. Man findet nun ohne weiteres
3(K (2 p)0.8.8 = [K(z, ) pp.dp

+ 0. [[ K(z,) K(B,w) gu.dad B+ of [[K(z, ) K*(B0) g a.dadf
_ 86

———g—_—(’f + QEJK%I, Qpe.da,

3)

oder kurz
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oder auf Grund der Gleichung (4)
®) O = 0 [ K (s, 8)6, 8.4 .

Gerade so wiirde man von einer zum Kern K3(x, ) gehorigen
Nullgsung zweiter Art, also einer Liosung der Gleichung

px :fK3(a, r)pa.do
zu einer Gleichung
(6) bow = o, [ K(B,2)0,p.dp
gelangen.

Die durchgefiihrte Untersuchung 148t sich offenbar auf be-
liebige iterierte Kerne K™(z, «) iibertragen, in denen m eine un-
gerade Zahl ist; aus einer Nullosung eines solchen kann man
stets eine Nullosung des urspriinglichen Kernes herstellen. Bei
symmetrischen Kernen erhidlt man hieraus und aus den Sétzen
des § 41 das Resultat, daBl aus einer Eigenfunktion eines
iterierten Kernes stets eine solche des urspriinglichen
abgeleitet werden kann.

Fiir die gegenwirtige Untersuchung bemerken wir nur, daf
nach § 49 der Kern A3 Nullosungen erster und zweiter Art stets
nur zugleich besitzt; die Existenz solcher ist also iiberhaupt aus-
geschlossen, wenn entweder die Gleichung (5) oder die Gleichung
(6) als unmoglich nachgewiesen wird. Das wird uns beim ridum-
lichen Dirichletschen Problem betreffs der Gleichung (6) in der
Weise gelingen, dall wir zeigen: sie kann weder fiir komplexe
Werte von g, erfiillt werden noch fiir den Wert ¢, =— 1.

Dies vorausgesetzt, kann nach § 47 die Gleichung

) pr =fz —}—jl@(x,a)qm.da

bei beliebiger Wahl der stetigen Funktion f aufgelost werden. Um
aber zu der urspriinglichen Gleichung

px = fx «}—J.K(x, a)po.da

zuriickzukommen, machen wir von dem in {§ 47 leingefiihrten
losenden Kern der Gleichung (7) Gebrauch, der existiert, da keine
Nullésungen vorhanden sind. Sei I'3(z, @) dieser losende Kern,
so dall die Gleichungen

®) K@ y) + [T (e y) K (2 @) de'= I*(z,7)

FK3(x,y) + jF3(x, o) K3 (e, y)do = I'3(z, y)
gelten.
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Man setze nun

R(z,y) = K(z,y) -+ K2(z,y) + K3(z,9),

I'(@,y) = L (@y) + [T*(er y) (3, @) dos;
dann gilt zunichst die Identitét

Q(z,y) — [ & (e y) K(2, ) de

@ = K(z,y) — [ K*(0, 9) K(, @) doe,
oder auch, indem wir auf das letzte Integral die bei der Glei-
chung (8) benutzten Umformungen anwenden,

a0) L (x,y) ——J'.S?.((x, Y K(x,e)de
= K(z,9) — [K*(@ o) K (e, y)do
Jetzt bilden wir den Ausdruck
X=1I(xy) — jF(a, y) K(z,0)de
= Q(z,v) —}—J'.Sa(x, w) '3 (e, y)dea
— [Q(e y) K@, @)da — [ [ L (e B) T*(B, y) K (, @) dadp;

zichen wir das erste und dritte Glied gem&l der Formel (10) zu-
sammen, so ergibt sich

Xt—= K(x,y) — J.K‘S(x, ) K(e,y)do
+ [ Q@ B)Is(8,y)dB
— [[& (e, 28, y) K (w, @) dd$p,
oder, indem wir die Integrationen im letzten Gliede vertauschen
und der Formel (9) gemil
Q(x, ) — [IR(e, p) K(,0)da = K (=, B) — [ K (z, @) K*(e f)de
setzen,
X =K(@y)+ [I3(8,y)dB { K(« B) — [ K (=, &) K*(e, B)de }
— [ K (2, &) K3(e, y) do
= K(z,9) + J‘K(‘xv a)de { Is(e,y) — K3(o, y)
— [T2(8, ) K3(e, B)d B }-

Im letzten der erhaltenen Glieder verschwindet aber der Inte-
grand der Gleichung (8) zufolge; somit ergibt sich -

) X =K(@y) =@y — (o)K@ a)de



216 Finfter Abschnitt. §52.

Auf Grund dieses Resultats kann die urspriingliche Integral-
gleichung

(12) ¢x:—fx+jK(x,a)q>a.da
leicht aufgeldst werden; setzt man nidmlich
(13) gz = fo 4 [[(xa)fe.da,

so findet man
ga=fa+ [[(ep)fB. 4B,
fK(x, a)pa.da :fK(x, o)fo.do

‘“}—‘.[ I'(e, ) K(z, «)fB.dpde,
oder, indem man die Integrationen vertauscht und die Gleichung
(11) oder

[I(e, 8) K (2, 0)doe = I'(z, p) — K (z, p)
beriicksichtigt,
J.K(x, )pa.da :J'K(x, o)fe.da

+ [FB.[T(«, B) — K (, B)]dp
== q)x_’fxa

womit die Gleichung (12) erwiesen ist. Diese Gleichung hat also
die Losung (13).

§ 52
Das réumliche Dirichletsche Problem; spezielle Durchfiihrung.

Um die allgemeinen Betrachtungen des vorigen Paragraphen
anwenden zu konnen, mufl gezeigt werden, dafl die durchgefiihrten
Integrationen zu bestimmten Werten fithren und in der Weise,
wie es geschehen ist, vertauscht werden diirfen. Dies gelingt mit-
tels der Sitze des § 40, sobald wir uns iiber die Unstetigkeit von
K2(z,y) und K3(z, y) klar geworden sind. Fiir diese Grofen ist
die geschlossene [Fliche § das Grundgebiet, die das fiir die
Dirichletsche Aufgabe vorgelegte rdumliche Gebiet %t umschliefit.

Aus der im vorigen Paragraphen gegebenen Form der Grofie
K(a, ) sieht man zunichst, daB dieselbe unstetig wird wie
cos w/riz, wenn w den Winkel zwischen den Richtungen N
oder N, und r,s bedeutet. Da wir nun die Fldche ¥ stetig ge-
kriimmt voraussetzen, so nihert sich der Bruch cosw/r,s einer
endlichen Grenze, wenn die Stellen ¢ und f zusammenriicken.
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Die Grioge K (e, B) wird also unstetig wie 1/r,5, und man kann
fiir ein die Stelle 8 umfassendes Gebiet ll, das hinreichend klein ist,

E(f) =2+ M

setzen, wobei A gegeniiber der Stelle « eine Konstante bedeutet,
deren absoluter Betrag unter einer von § unabhingigen Grenze
bleibt, und M im Gebiet U eine stetige Funktion der Stelle « ist.
Man nehme nun das Gebiet Ul so klein, daf es sich auf eine
gewisse Ebene eindeutig in das schlichte Gebiet 1l projiziert.
Bezeichnet man in diesem durch 7,5 und da& die Projektionen
des Abstandes 7.z und des Elementes d«, so bleiben die Ver-
héiltnisse 7ap/7ag, d &/de und de/de zwischen positiven endlichen
Grenzen. Daraus folgt, dal man setzen kann
Modax

(1) [K@prade = s

u u
wobei M° im Gebiet 1 endlich und stetig ist, wenn fe im Gebiet
U eine stetige Funktion des Ortes bedeutet. Da nun das Integral

jiz
Tap’

erstreckt {iber ein innerhalb fester Schranken liegendes Gebiet,
absolut unter einer von f unabhingigen endlichen Grenze liegt,
so ist die GroBe (1) endlich und #ndert sich stetig mit 3, wenn
diese Stelle innerhalb des Gebietes 1l bleibt.

Bildet man ferner das Integral

[ K (e, ) K, B)d7,

u

in dem die Stellen & und B zundchst dem Gebiet U angehdren
mogen, so sieht man aus den durchgefithrten Betrachtungen, daB
man das Integral in der Form-

{ Midy

) Faysy

u
schreiben kann, wobei die iiberstrichenen GréBen die Projektionen
der nicht iiberstrichenen sind, und M! dieselben Stetigkeitseigen-
schaften wie M° besitzt. Das letzte Integral ist aber absolut
kleiner als das mit einer gewissen positiven Konstanten multi-
plizierte Integral
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Cdid |
j ;ay ;',-’f rj’
u

dessen Wert wir untersuchen wollen.

Zu diesem Zweck nehmen wir an, das Gebiet 1l sei die Fliche
einer Ellipse mit den Brennpunkten «, B; die rechtwinkligen
Koordinaten des Punktes 7 in bezug auf die Hauptachsen dieser
Ellipse seien & und 7, und die Gleichung der Ellipse, die der
bezeichneten konfokal ist und durch den Punkt 7 geht, sei]

ST —1
Setzt man ferner
a2 — b2 =¢e, E=uacosll, n=~bsind,
so ist e konstant und man findet
72, = (a cos  — €)2 4 b2 sin2() = (e cos ¢ — a)?
73, = (e cos § + @),  TayTg, = a® — €2 cos? ),

— o) a? — ¢2 cos2d
dy = 50 0) dbdl = ———————a abde,

j dy __j‘dbd(p.

TayTsn a

Hat nun die das Gebiet 1l umschlieBende Ellipse die Halb-
achsen «, und b, so folgt

k4

jmyﬁiy qu’J“/bg_{__Cz:—Qﬂloge;—l——_log(b()?_}_vm)_

Dlese GroBe wird, da 7.s = 2¢, unendlich wie — 2mlog 7.3 oder
wie — 2m log 745, ;Wenn die Stellen @ und B zusammenriicken-
Dasselbe gilt daher von den Integralen

[fr-E(e,9) K@, B)dy, K(e,p) = [K(%n)E® pdy;

i §
wenn fy eine beliebige stetige Funktion des Ortes im Gebiet ¥
bedeutet.

In Integralen wie

[fe.K2(p, @) de, [fe. K2 (e, B)da _—_jfa.dajK(a, N K (p,B)dy,
kann daher nach § 40 die Reihenfolge der Integrationen nach «
und y umgekehrt werden.
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Man iibersieht ferner leicht, daf das mit einer stetigen Funk-
tion f gebildete Integral

jlog r%ﬂ f(@ B)

iiber ein beliebiges Gebiet Ul erstreckt endlich bleibt, auch wenn
die Stellen « und B zusammenfallen. Man braucht es nur in die
Form

Jlos 7

log 7oy -=—-M

L4 ey

u
zu bringen, wobei die Grofe M offenbar im Integrationsgebiet
stetig ist, und im Gebiete I Polarkoordinaten mit B als Zentrum
einzufithren; dann folgt das Behauptete aus der Tatsache, daB

Ilog udu

endlich ist, auch wenn man an die Grenze » = 0 heranintegriert.
Hieraus folgt weiter, dal das Integral

K3 (e, B) =[ K (=, y) K2 (v, B) dy
1

im Grundgebiet § endlich und stetig ist, und die Sitze des § 40
zeigen, dall im Integral

[fo. B3 (e, pyda =[fa.de|K(x y) K2(y, B)dy
die Integrationen vertauscht werden diirfen.

Hiermit sind diejenigen Teile des vorigen Paragraphen gerecht-
fertigt, in denen von der Singularitit der Griflen K, K2, K& Ge-
brauch gemacht und Integrationen |[unstetiger Integranden ver-
tauscht werden.

§ 53.

Nullésungen beim riiu!mlichen Dirichletschen Problem.

Um die Kette der Schliisse vollstandig zu machen, die das
riumliche Dirichletsche Problem erledigen, bleibt nach § 51 noch
entweder zu zeigen, daf die Gleichung

pxr = ch(:c, o)pa.do

weder wenn ¢ den Wert Eins hat, noch wenn ¢ komplex ist, eine
Losung besitzt; oder diese Behauptungen sind fiir die Gleichung

Q) q>x=cIK(a, z)po.do
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zu beweisen, was nach § 51 dasselbe leistet. In letzterer Form
ist der Beweis leichter.
DaBl zunédchst die Gleichung

Qx :_"K(oc, z)pa.de

keine Losung besitzt, zeigen die Schliisse, durch die in § 48 be-
wiesen wurde, dal keine Nullosung zweiter Art existiert, wenn
man nur iiberall log » durch 1/r ersetzt.

Um sodann (die Gleichung (1) bei komplexen Werten von ¢
als unmoglich nachzuweisen, gehen wir von der Formel

1 d 1
K@ o =— 5 7% (o)
aus und schlieBen aus ihr
o T (1
K(e,z)po.do — — 5m AN, <rm>da.

Diese Grofe ist aber die im Punkte z nach der Richtung N,
wirkende Komponente der Kraft, die das Element da mit der
Masse —dea.po/2x belegte im Punkte x ausiibt. Bilden wir
daher das Flachenpotential

- g da
v=—[3; 5
g
indem wir unter z auch Stellen im Innern oder Auflern der
Flache § verstehen, und bezeichnen durch N wie bisher die
innere, durch N’ die dullere Normale dieser Fliche, so konnen

wir wie in § 48 die Groflen]

aU aU alU
M = (Uv); M= —(gx). = (7).

M:jaK(oc, z)pa.de

2

bilden, und ihre Bedeutung ist folgende. M; und M, sind die
Grenzwerte, denen die in der Richtung N wirkende Kraftkompo-
nente zustrebt, wenn man sich dem auf der Fliche § liegenden
Punkte # von innen oder auflen annihert, etwa auf einer zur
Flache normalen Geraden, deren Richtung man, ehe die Fliche ¥
erreicht wird, als Richtung N nimmt; M aber ist die nach der
Richtung N, genommene Komponente der Anziehung, wenn der
Punkt = in der anziehenden Fliche § selbst liegt. Die Theorie
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des Flichenpotentials gibt, da — @ «.(27)~ die Dichtigkeit ist,
die Gleichungen
M;=M+ 9z, M,=M — gz,
oder _
M——Ma=2tpx, M¢+Ma=2M.
Benutzt man daher die Gleichungen (2), so fiihrt die vorausgesetzte
Beziehung (1) zu der Gleichung

M, — M, = ¢ (M; + M)

al au al au

@ o~ + av =(ay —aw)
dabei bedeuten die Briiche mit dem Nenner d N den durch das
Suffix ¢ bezeichneten Grenzwert, die Briiche mit dem Nenner d N’
den durch @ bezeichneten, was wir fiir die folgenden Formeln
festhalten.

Zu der Gleichung (3) kommt man auch, wenn ¢ komplex ist.
Dann gilt dasselbe von @o; da diese GroBe aber iiberall nur
linear vorkommt, so sind die benutzten Gleichungen der Poten-
tialtheorie auch bei komplexen Werten der Dichtigkeit giiltig,
und das Potential sowie jede Kraftkomponente fillt dabei kom-
plex aus.

Es sei z. B.

U=V 4+ Wi, c¢c=ua-+ b3
dann zerfillt die Gleichung (3) in die beiden folgenden:

av av av av aw  adw

v + v —elaw — aw) + *law —aw] =

aw . dw aw  daw . av._arv _o

T+ v — Loy — aw) — v —aw] =
Multipliziert man diese Gleichungen mit W und — ¥V oder mit
V und W, addiert sie und integriert iiber das Grundgebiet, so
vereinfacht sich das erhaltene Resultat durch die Gleichungen

aw av aw av
j(VW — Wm—->doc:0, j(VW _ WTN—,>(ZOC’—_-O,
deren erste unmittelbar aus der Gaussischen Integraltransformation
fiir den von der Fliche § umschlossenen Innenraum R folgt, die

zweite aus derselben Transformation fiir den Aullenraum der
Fliche § und den Unendlichkeitseigenschaften der gewdhnlichen

oder

bl
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Potentiale. Mittels dieser Gleichungen findet man durch die
angegebenen Operationen folgende Gleichungen:

aw aw av av .
bJW L da-—bjWTN,da—{_ijmda—bj v de=o,

wofiir wir kurz schreiben
b1 =0,
und

' av dv aw, , dw .
—aZ + [V (g5 + gy) de + | W(Txit ay)ae =0
Wenn nun ¢ komplex, also b von Null verschieden ist, ergibt
sich sofort
av dv aw  dw
4) T=o HV(W n W) + W(W T W)]doe —o0.

Diese Gleichung transformieren wir mittels der Identititen

av OV \? ov\? oV\?
. 0= o 5+ 2+ )
dv oV\? AN oV \?
e === (Ge) + ) + Go) )
S
indem wir durch R’ den Aullenraum der Fliche § bezeichnen
und analoge Gleichungen fiir W aufstellen. Die linke Seite der
zweiten Gleichung (4) geht dann in eine Summe von Integralen
negativer Quadrate iiber und die Gleichung zeigt, daf die Ab-
leitungen von ¥V und W nach &, %, § im Aullenraum f’' wie im
Innenraum R verschwinden, die Potentiale ¥V und W im ganzen
Raume konstant sind, die zugehdrigen Dichtigkeiten also, mit
denen die Fliche § belegt 1st, d. h. der reelle und imaginire
Teil der Funktion ¢«, verschwinden. ,

Damit ist gezeigt, dal keine Losungen der Gleichung (1) bei
komplexen Werten von ¢ existieren, und die Entwickelungen des
§ 51 sind soweit erginzt, wie es notig war, um zu zeigen, dall
die Dirichletsche Aufgabe durch den dort gegebenen
Ausdruck wirklich geldost wird.




Sechster Abschnitt.

Die Fredholmschen Reihen.

§ b4.

Formale Auflésung von Integralgleichungen und
Integralgleichungssystemen.

Ersetzt man die Integralgleichung
v = fz +jK(x, ) Ya.do
durch das System der linearen Gleichungen

Yo, = foce +Z K(ﬂg, ) (06 11— )P o,
v=1

e=12,...n
und 16st diese durch Determinanten auf, so wird es plausibel, daf} die
Integralgleichung in folgender Weise durch die Fredholmschen
Reihen aufgelost wird:

vr = fr + %JI)(x, a)fa.de,

D(r,o) = Ao(x, o — Al | Al
A,
D=1-— +2|_‘ 37

In diesen ist gesetzt
Ao (2, y) = K(x,y),
K(z,y) K(ryey) ... K(z,0,)

A, (2,y) _J' docldocz .dao, K(““‘/) K(““ %) - I:I(“l’“") ,

K(an, ) K(oc,,, o) ... f((ocm On)
Ay = [ An_s (o, @) dee
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Offenbar hat man hier mit Determinanten zu tun, deren
Elemente die Form K (z, &), K (¢tn, ), K (0tmy %ts) haben. Diese
wollen wir kurz durch (zn), (ny), (mn) bezeichnen. Die Deter-
minanten haben ferner die Eigeuschaft, daf das erste Argument
der GroBen («f) in jeder Zeile, das zweite in jeder Spalte dasselbe
bleibt; sie sind also durch ihr Diagonalglied vollkommen be-
stimmt. Sie mogen demgemil durch das in eckige Klammern
geschlossene Diagonalglied dargestellt werden. Mit dieser Be-
zeichnungsweise erbilt man

Au(@yy) = [+ [dey ... dow[(wy) (11) (22) ... (wm)].

Wir wollen nun die GroBe 4, (z,y) dadurch umformen, daf3
wir die in ihr vorkommende Determinante nach den Gliedern ihrer
ersten Spalte ordner. Dann finden wir

(@) (11).... (em)] = (@y) [(11) (22).... Com)] — (1) [(#1) (22).... (om)]
+ 2y)[(x1)(12)(33)... (nn)] — (3y) (1) (12)(23) (44) ... (n1) | - -+~

Die Determinanten der rechten Seite sind hier nach folgendem
Gesetz gebildet. Die zweiten Ziffern sind immer die der Reihe
1, 2, ... n, die ersten Zeichen sind =z, 1, 2 ... n, von denen suk-
zessive das erste, zweite, dritte, ... weggelassen wird. Dem ent-
spricht es vollkommen, dafl man Determinanten haben will, bei
denen die Spalten aus den letzten n Spalten der urspriinglichen
Determinante gebildet sind, wéhrend die Zeilen diejenigen der
urspriinglichen sind, nachdem man die erste, zweite, dritte Zeile
weggelassen hat und so fort. Nun erhillt man, indem man zwei
Spalten vertauscht, oder in den Elementen unserer Determinante
die an zweiter Stelle stehenden Ziffern vertauscht, die folgen-
den Gleichungen:

[(21)(12) (33) ... (nn)] = — [(#2) (11)(33) ... (nm)],
[(#1)(12)(23) (44) ... (nn)] = [(23)(11)(22) (44) ... (nm)],
[(xl)(12)(23)(34)(50) -(nn)]=—[(z4)(11)(22)(33)(55)...(nn)]

Somlt ergibt sich
A (2, y) =
[ fdoy ... day (@) [(11)(22) ... (vm)] — (19)[(#1) (22) ... (nm)]
— (29 [(=2)(11)(33) ... (nn)] — (3y) [(#3) (11)(22) (44) ... (ww)]} ---
Die Integrale der einzelnen rechts auftretenden Glieder auBer
dem ersten sind aber identisch, da ein mehrfaches Integral von
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der Bezeichnung der Integrationsvariablen unabhingig ist. Man
hat z B., indem man die Bedeutung der Integrationsvariablen
o, und «, vertauscht, die Gleichung

[oofdon ... dow (19)[(21)(22) ... (nm)]
:j...."dal oo doy, (29) [(22) (11)(33) ... (nm)].

Der Wert des ersten dieser Integrale, mithin auch der aller
anderen kann aber offenbar geschrieben werden:

[do K (o, 9) ... [dey ... dow [(21)(22) ... (n)]
:j K (o, y) An—i (2, 001) d oty
Da ferner offenbar die Gleichung
[ fdon .. dow[(11)(22) ... (nm)] = [ du—s (er, 04) do, = A,
gilt, so findet man die Rekursionsformel
1) Au@y) = 4K (z,y) — n [ K (o y) du—s (2, @) der.

Operiert man mit den Zeilen, wie hier mit den Spalten geschehen
ist, so findet man eine entsprechende Rekursionsformel

@)  Au(ry) = A K(2,y) — n [ K (2, 0) 4y, (2 y) de.

Diese beiden Identititen geniigen, um zu zeigen, daf die
Integralgleichung durch den Quotienten D(z,y)/D erfillt wird,
sobald nur feststeht, dall die Reihe D(x,y) beziiglich beider
Argumente im Grundgebiet gleichmifig konvergiert. Unter dieser
Voraussetzung finden wir néimlich, indem wir von der Gleichung(1)
oder

A, (z, A, K(z, y)(— 1)»+1 —1(e,
(__ 1)n+1 f,/[ y): ( y,'zl( ) _{__JK(x a) ( (1)?{)(1

ausgehen und iiber #» summieren, das folgende Resultat:

— K(@,9) + D@ y) = K@ 1)(D—1) + [ K@, ) D (s y)du
oder auch

3) D(z,y) = D.K(#y) + [ K@ a) D (¢, y)de.

Ebenso leicht ergibt sich aus der Formel (2) die Gleichung

“) D(z,y) = D.K(z,y) -}—J'K(oc,y)l)(x, a)da.

Die Formeln (3) und (4) sind also bewiesen, sobald die bezeich-
nete Eigenschaft der Fredholmschen Reihen feststeht.

Kneser, Integralgleichungen. 15
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Hier mége noch beildufiz bemerkt werden, dall die Fred-
holmschen Reihen, wenn sie die Integralgleichung mit stiickweise
stetigem Kern auflosen, auch dasselbe fiir Systeme von Integral-
gleichungen leisten.

Seien z. B. die Gleichungen

1 1
o r=fix —}—j.Ku (rye)q,0.do +IK12(x, o) gyo.da,
(%) p p
Pz = [ +J‘K21 (x, 0) . da —|—J'K2,(x, o) pye.de
0 (]

vorgelegt, in denen iiber ein lineares Gebiet integriert wird,
innerhalb dessen die Funktionen K,,(x, «) beziiglich jedes Argu-
ments stiickweise stetig sind; ¢,2 und @,z seien die Unbekannten.
Dann setze man fiir die Gebiete

L 0<z<1 0<y<]l,
2 05251, 1=y,
3. 1<2<?2 0<y<]l,
4 1<z<?2 1<y<l1

die folgenden Definitionen an, deren jede sich auf das gleich
numerierte Gebiet bezieht:

L. K(z, y) = K (% 9),
2. K(.’L‘, y) == 1{12(%‘, Yy — 1)7
3. K(z,y) = Ky (z — 1, 9),
4. K(r,y) = Ky(x —1, y —1).
Ferner gelte das erste oder zweite der Gleichungssysteme

Pr = @y, fx‘:flx’ fx:f2(x_1)a ‘sz%(x—'l)a
je nachdem x der Strecke von 0 bis 1 oder von 1 bis 2 an-
gehort. Dann konnen die Gleichungen (5) in die eine Gleichung

pxr = fx —}—fK(x, o) pa.de

iibergefithrt werden, deren Kern auf der Strecke von 0 bis 2
stiickweise stetig ist, wenn dasselbe von den Grofilen K,, auf der
Strecke von 0 bis 1 gilt.

Diese Betrachtung kann offenbar leicht verallgemeinert
werden.
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§ 55.
Der Hadamardsche Determinantensatz.

Zu den wichtigsten Eigenschaften der Fredholmschen Reihen
fiihrt folgende algebraische Betrachtung.

Unter einer orthogonalen Substitution versteht man bekannt-
lich eine lineare Substitution von der Form

1,n
Yvr = E Gy Ty,
¢

bei welcher die Identitit

1,n

besteht. Hat man- speziell » = 2, so lehren die offenbar zu-
sammen bestehenden Gleichungen

Y, = &, CO8B &t — 1, 8in e,

Yy = @, sine -+ &, cos &,

af 4 2 =y + y3,
in denen « ein beliebiger Winkel sein kann, daB es eine ortho-
gonale Substitution gibt, bei der die Koeffizienten einer Reihe
sich zu einander verhalten wie gegebene Grofen, die nicht alle
gleich Null sind.

Diesen Satz karn man leicht durch vollstindige Induktion
auf Substitutionen in beliebig vielen Variablen ausdehnen. Sei
ndmlich der Satz fiir n» — 1 Variable bewiesen, so dal in den
zusammen bestehenden Gleichungen

1,n—1 1,n—1 1,n—1
D) Gy =Yy, D4 = > a}
g v v
bewirkt werden kann, daB
= Aey, Uy = ACy .. Quu—y = ACy_q,

wobei ¢, ¢y, ... ¢,—; beliebig gegebene Griofen sind, die nicht
alle verschwinden, und 4 ein endlicher Proportionalititsfaktor
ist. Dann fiigen wir das Variablenpaar z, — y, hinzu, so dal

die Gleichung
Ln Ln
Sy =2

15%*
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gilt, und bildet weiter die Substitution

&, == Y, COB& — ¥, sin &,
Z, = 9, sin« -} ¢, cos ¢,
2 =Y =Y -1 = Yn—1.

Alsdann haben wir offenbar die Gleichung
1,n 1,n 1,n
Sa=Sp=3u
und speziell die Beziehung
1,n—1
2, = cos & 2 gy Ty — ZLp SID 0.
Die Koeffizienten dieses Ausdrucks sind
Ac, coso, Acycose, ...Ac,_,co80, — sino,
und man kann durch passende Wahl des Winkels o bewirken, dafi
— sine == ¢, A cos o,
wenn ¢, eine beliebig vorgeschriebene Grofe bedeutet. Auf diese
Weise ist erreicht, dafi die Koeffizienten in der ersten Reihe der
die Variablen £ und 2z verkniipfenden Substitution den willkiir-
lich gegebenen Grofen c,, ¢y, ... ¢, proportional sind. Die Argu-
mentation versagt nur, wenn # — 1 Groflen ¢ verschwinden; dann
ist aber die gesuchte orthogonale Substitution einfach eine Per-
mutation der Grollen z,, bei der z, und z, sich vertauschen.
Jetzt seien 14, Zay, ... Zyy, indem man v = 1, 2, ... n setat,
n Wertsysteme des Variablensystems z,, z,, ... #,, und man wende
auf dieses eine orthogonale Substitution in der schon oben ge-
brauchten Form an, indem man setzt

1,n
Yy = Z avgx@.
¢

Die jenen = speziellen Wertsystemen entsprechenden Systeme
der Grofen y seien ¥., Yavy ... Yns» Dann kann man nach dem
oben erhaltenen Resultat die Koeffizienten « so wihlen, daf die
Gleichungen

Yo =Yz =" = Yn =10
gelten. Denn das gibt die # — 1 homogenen Gleichungen

i,n
D tip@es =0, 6=23,...n,
¢
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die man immer durch Unbekannte erfiilllen kann, deren Werte
nicht simtlich verschwinden. Diesen Unbekannten kénnen dann,
wie gezeigt, die Grofen a,,,dyq, ... a1, proportional gesetzt werden.

Weiter transformiere man die Variablen y,, ys, ... y» durch
eine orthogonale Transformation derart in die neuen Variablen
29, #35 +.. &y, daB die Gleichungen

223:224:"':2271:0

bestehen, in denen allgemein 2.y, &3, ... 2,» das Wertsystem be-
deutet, das dem System ¢y, ¥3., ... Y¥u» entspricht. Die hierzu
dienende Substitution kann zugleich als eine Transformation der
nVariablen y;, ¥, ... ¥» angesehen werden, indem man die eine
Gleichung 2, =— y, hinzufiigt. Dann kann auch das Variablen-
gystem #;, %y, ... 2, als durch orthogonale Transformation aus
den Variablen =z, z,, ... 2, hervorgegangen erscheinen und die
speziellen Werte, die den Grofen x., entsprechen, bilden ein
System von folgender Gestalt:

2, 0 0 ... 0
Z91 295 0 ... 0
831 f3a P33 .« .. Fn

In diesem enthalten die erste und zweite horizontale Reihe rechts
von der Diagonale nur Nullen. Auf diese Weise geht man
weiter und stellt ein System her, in welchem die drei ersten
Reihen dieselbe Eigenschaft haben, die soeben fiir die erste und
zweite erreicht wurde. So fihrt man fort, bis man schlieBlich
erreicht hat, daf die » — 1 ersten Reihen rechts von der Dia-
gonale nur Nullen enthilt. Sind die letzten Variablen ¢, so hat
man dann ein Gréfensystem von der Form

th, O 0 .. 0
ty  fy O ... 0

tn—l,l tn——l,z f”_1’3 “ e O
tnl tn2 tns . e t”n

erzielt und der Wert der aus diesem gebildeten Determinante
ist offenbar ¢,; 5, ... tun.

Nun haben die Determinanten der orthogonalen Substitution
stets den Wert 4-1; die Determinante des transformierten Grofen-
systems ist gleich der des urspriinglichen multipliziert mit der
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Substitutionsdeterminante. Daraus folgt, dal die urspriingliche
Determinante dem absoluten Werte nach gleich dem Produkt
der n GréBen t,, ist, die durch orthogonale Substitution aus den
urspriinglichen Groflen xz., abgeleitet sind.

Jetzt werde vorausgesetzt, die GroBen x,, seien dem abso-
luten Betrage nach nicht grofer als 1. Die Groflen ¢ seien in

der Form
1,n
t, = Z b"@ Zg
¢

angesetzt und es besteht die Gleichung

1L,n 1,n
E 12 = _;_ z2.
v v

Aus dieser folgen bekanntlich unmittelbar die Gleichungssysteme

1,n 1,n
zbggz 1, zbvgbvazoa 926’

1L,n 1,n
D=1, Dlbubyg=0, p=w
4 ¢

Da nun zwischen beliebigen reellen Grofen ¢,, x, die allgemeine

Ungleichung
<Z c(,acg>2 =Dt D>l
@ v

0
gilt, so folgt, indem man ¢, = b,, setat,

1,n 1,n
B> al > b, < >k
Bei der Annahme |x,| < 1 folgt also

|| < Vn;
|t | < Voo

Da ferner fiir die Determinante

speziell ergibt sich

Ty, Tig - . Zin
A — .21 .22 '27'
Zni Zon -+ Tnn

oben die Gleichung
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| 4] = tityg .- tan
abgeleitet ist, so folgt
|41 <Vnr,

und die Hadamardsche Ungleichung ist vollstindig bewiesen.

Diese Ungleichung, die zunichst nur fiir den Fall reeller
Elemente z,, abgeleitet ist, bleibt richtig, wenn die in einer
Spalte stehenden Elemente simtlich rein imaginir sind. Hat
man daher eine Determinante aus komplexen Elementen, die
gimtlich dem absoluten Betrage nach kleiner sind als 1, etwa
die Determinante der Elemente a., + t¢bu», Wobei die zweiten
Zeiger in den Spalten, die ersten in den Reihen konstant bleiben,
und zerlegt man die Determinante entsprechend den beiden in
jeder Spalte stehenden Summanden in Determinanten, deren
Spalten entweder aus Gliedern wie ai,, @ay, ... dy» oder aus
Gliedern wie by, 1bag, ... 1by, bestehen, so ist die Anzahl dieser
Summanden 2*. Auf jeden einzelnen von ihmen kann die fiir
reelle Elemente geltende Hadamardsche Ungleichung angewandt
werden. Die Determinante der komplexen Elemente a., - ¢,
ist also absolut kleiner als 2% }n", wenn die absoluten Betriige
der Elemente kleiner als 1 sind.

Hieraus schlieBt man sofort, daB der absolute Wert einer
Determinante mit reellen oder komplexen Elementen, die sdmtlich
dem absoluten Betrage nach kleiner als g sind, unter der Grenze

g (2 Yn)"

§ 56.
Die Konvergenz der Fredholmschen Reihen.

liegt.

Das erhaltene Resultat wenden wir auf die Determinanten
an, die in den Ausdriicken A,(z,y) und A, vorkommen. Der
Kern K(z, y) sei im Grundgebiet als Funktion jeder der Stellen
z und y stiickweise stetig, iibrigens reell oder komplex. Dann
gibt es eine solche positive Konstante g, dal die Ungleichung

| K(z,9)| < g
gilt, wenn die Stellen z und y das Grundgebiet durchlaufen, und
man findet sofort die Ungleichungen

| Au(zy9)| < g+ (2 Ynf-1)" e,
| 4| < g (2 V) em,
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in denen ¢ den Wert des Integrals J'd z, erstreckt iiber das Grund-

gebiet, bedeutet. Die einzelnen Glieder der Reihe D (x,y) sind
daher absolut kleiner, als die entsprechenden der Reihe

R=1+43 @gr+ (gt 2

Diese ist aber konvergent. Denn der Quotient zweier auf ein-
ander folgender Glieder ist, wenn man das folgende als Zahler,
das vorhergebende als Nenner nimmt, einfach

n
2

2gyYn+1 <V;2—n—|_~l)n—j—l = viifl <1+’17>"

oy

dem Grenzwert e mit wachsenden Werten von # zustrebt, so ist
der Wert dieses Quotienten bei hinreichend groflem Wert von =
beliebig klein. Mit der Reihe R ist aber auch die Reihe D zu
vergleichen. Auch sie konvergiert jedenfalls nicht schlechter als
die Reihe R. Da diese ferner von den Stellen z, ¥ ginzlich un-
abhingig ist, konvergiert die Reihe D (z, y) gleichmifig. Damit
sind die notwendigen Grundlagen gegeben, um aus der Rekursions-
formel des § 54 die Gleichungen

1) D(z,y) = D K(z, y)-HK(“, y) D (z,0)do,
@  D(y) =DE(5y) + [ K@ «) D(wy)de
erschliefen zu konnen, die somit fiir beliebige symmetrische oder
unsymmetrische Kerne K (x,y) der oben bezeichneten Art be-

wiesen sind.
Ist ferner D von Null verschieden, so liefert die Formel

va = fz+ %j])(x, &) fe.du
eine Losung der Gleichung
vz = fz 4 [K(, d)ve.da.
Ein besonders wichtiger Spezialfall ist der, daf der Kern
K (z,y) eine ganze rationale Funktion eines Parameters 1 ist,

der auch komplexe Werte annehmen kann. Beschrinkt man diese
auf ein festes, iibrigens beliebiges Gebiet @&, so liegt die Funktion

und da die GroBe
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K(z,y) dem absoluten Betrage nach unter einer von A unab-
hiingigen Grenze g, und die Reihen D und D (z, y) konvergieren
gleichméBig auch in bezug auf 4, sind also nach dem Theorem von
Weierstra im Gebiete & regulire analytische Funktionen von A.
Da nun diese Folgerung fiir ein beliebiges Gebiet & gezogen
werden kann, so sind die Grofen D und D(x, y) ganze tran-
szendente Funktionen von A.

Enthilt die GroBe K (x, y) den Parameter 4 als einfachen
Faktor und bezeichnen wir durch K (z,y) und D (z,y) die GriBen,
die bisher K(z, y)/A und D(r, y)/4 hieBen, so finden wir, daB
die Funktionalgleichung

Yxr = fx + le(x,u)wu.du

durch einen Quotienten zweier ganzer Funktionen von 4,
also durch eine meromorphe Funktion dieser Grofie ge-
16st wird, womit die Schmidtsche Formel verallgemeinert wird.

Am einfachsten gestaltet sich die Losung, wenn wir fz durch
K (z,y) ersetzen; dann erhdlt man einfach die Fredholmsche
Resolvente

(3) ve = K@ y) + [ K(@ o)ve.da,
aus der man schlieft, dal ¥z dem lésenden Kern I'(x,y) gleich-
zusetzen ist; dieser hat den Wert
D (z,
(e, y) =289,

wie aus der Gleichung (1) hervorgeht. Die Reihen D und D (z,y)
haben jetzt entsprechend der geiinderten Bezeichnung die folgende
Gestalt ‘

Do, y) = K(,9) — 44y (5, 9) + 1 Az (@ 9) — -+,

D=1—1A1+%A2—
und aus der Beziehung
Ap={Ap_r(t,0)de
folgt die Gleichung

jD(x,x)dx: D

-
Hieraus ergibt sich eine bemerkenswerte Folgerung unter
der Voraussetzung
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.D ll:ll — 0.
Man entwickele auch die Grolle D (z,y) nach Potenzen von 41— 4,
und es sei etwa
D(z,y) = Dy (%,9) (A — &) + Dy(ayy) (2 — 2)'F' 4 -oe
Dann sind D, (%, y) nach der Bildungsweise der Reihe D (z,y)
stetige Funktionen von z und y, deren erste nicht identisch ver-
schwindet. Die Grofle
[ D@, z)da
enthilt mindestens die Potenz (1 — 4,)" als Faktor und dasselbe gilt
von dD/dA; mithin enthilt D mindestens die Potenz (A — 4,)**™.
Die Stelle 4, ist also sicher ein Pol fiir den Bruch D (x,y)/D,
und die Gleichung (1) ergibt
A DK (z,
D, (z,9y) = —(i-—(—l)%) + AJ‘DI (o) K (zy)dee + -+,
A |
wobei rechts nur Glieder weggelassen sind, die eine ganze durch
A — 2, teilbare Funktion von 4 bilden. Nun ist auch D durch
(A — 4,), wie gezeigt, teilbar und gibt einen Quotienten, der fiir
A = A, verschwindet; mithin erbdlt man die Gleichung
D (@, 9) = 4 [ Dy (o y) K (%, ) de,
und da D, (z, y) nicht identisch verschwindet, kann man y so
fixieren, daf3 eine nicht identisch verschwindende Funktion von z
herauskommt. Damit hat man eine Losung der homogenen
Integralgleichung
Qr = llfK(x, o) po.do
gewonnen. Kine solche ist vorhanden, wenn D an irgend einer
Stelle A = 4, verschwindet.

§ 57.
Die Fredholmschen Reihen und die symmetrischen Kerne.

Dal} die GroBe D bei reellen symmetrischen Kernen, also unter
der Voraussetzung
K(x’ y) = K(ya z),
immer mindestens einmal verschwindet, kann jetzt auf eine neue
Weise leicht gezeigt werden. In der Tat versuchen wir den losenden
Kern I'(xz, y) nach Potenzen von A zu entwickeln, so miilite die
erhaltene Reihe bestdndig konvergieren, wenn der Nenner [ nir-
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gends verschwinden sollte. LaGt sich also zeigen, dal diese Reihe
nicht bestindig konvergieren kann, so wird notwendig mindestens
eine Wurzel der Gleichung D = 0 vorhanden sein.
Aus der Gleichung (3) des § 56 ergibt sich nun, wenn wir
ve = I'(z,y) = K(z,y) + 1 K2(z,y) + 22 K3(z,9) + -
ansetzen, sofort die allgemeine Beziehung
K"+ (0, 9) = [ K" (o y) K (2, 0) d .

Die GroBlen K™ sind also mit den in § 44 ebenso bezeichneten
identisch und es besteht wie dort die Gleichung
E™*" (2, 4) = [ K™ (2, o) K" (y, o) d .
Aus dieser folgt unmittelbar, wenn p, g beliebige reelle Kon-
stanten sind,

[P E™ (2,9) + ¢ K" (@ y)pdz = o0,
p* [ K" (0, y) K™ (z,9)dz + 2pq [ K™ (2,9) K" (2, y) d
+ @[ K" (@ 9) K" (@ y)dz = 0
oder

PE" () + 200 K" (0 y) + 2 K (5 y) = 0.
Setzt man speziell » = m —+ 2 und x fiir y, so ergibt sich hieraus

W) K@) K" 5) — (K (g a)p = 0.

Wenn nun K*™(z, ) fiir irgend einen Wert von z ver-
schwindet, so wiirde diese Ungleichung sofort dasselbe fiir
K*™*?(z,z) und ebenso fiir alle folgenden GroBen K*” (x,x) er-
geben. Die Grofe

K2 (z, x) :J.K(oc, z)da

ist aber offenbar positiv; wire K*°(x, ) die erste Grofe ihrer
Art, deren Exponent eine Potenz von 2 ist und die verschwindet,
so ergibe die Identitit

K** (z,%) :J'Ks(x, a)2do,

da auch K*®(z, x) verschwiinde, was der Definition des Zeigers
25 widerspricht. Da nun, wenn iiberhaupt eine Grofe K*" (z,x)
den Wert Null hitte, dasselbe auch von einer ebensolchen Grofle
gelten miifite, in der fiir 2n eine Potenz von 2 gesetzt ist, so
zeigen die erhaltenen Resultate, dal alle GroBen K*™(x,z) po-
gitiv sind.
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Jetzt ergibt die erhaltene Ungleichung (1), da die Reihe
.R 2 K”(x, 1211 1

fiir gewisse Werte von l divergiert; denn der Quotient eines
Gliedes durch ein vorhergehendes ist

o K,
K" (z, x)
Nach der Ungleichung (1) ist aber

K2n+2(x’ x) < K2n+4(50, .Cb)

K2n(x’ .Z') = K2”+2(5(', .Z‘),
und die Nenner sind, wie gezeigt, von Null verschieden. Somit
folgt, daB der Quotient ), mit » anwichst, also bei passender
Wahl von 4 immer groBer als Fins ist. Die Reihe R ist also
divergent; sie ist aber nur als Teil in der Taylorschen Reihe
I’ (z, x) enthalten; mithin kann diese nicht bestindig konver-
gieren.

Damit ist gezeigt, daf die Grofle D mindestens eine Null-
stelle als Funktion von 4 besitzt; jeder stetige symmetrische
Kern hat also mindestens eine nicht identisch ver-
schwindende Eigenfunktion.

Sei nun 4, irgend ein Pol der meromorphen Funktion I'(x,y),
und gelte in der Umgebung der Stelle 4, folgende Entwickelung:

rey =250 = LED o DD 4 g6y,

durch f; seien dabei stetige Funktionen der Argumente z, y,

durch B eine Potenzreihe bezeichnet. Dann gibt die Gleichung (3)
des § 56:

fulo filan
R = [N YR
— K@)+ [ K@) [{f‘ﬁ‘f{ﬁ---+§‘(__L’Zf]da+wx—zl)

oder
fe@y) + G —A) i (By) + (A — 42 P (2 — 4y)
= K(@y)(d—h) + 1 [ K(2,0) fe (o 9) de
+ (A—1) [ K@) fir (0 y)da + A —1)2Ps (A—4y),
wobei P, P,, B; wiederum Potenzreihen bedeuten. Setzt man
hier 4 = 4,, so findet man
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fu(@9) = b [ K(%0) fi(wy) do.
Differenziert man dagegen erst nach A4 und setzt erst in der
erhaltenen Gleichung 4 = 1,, so findet man

fr—1 (2, y) —"'—"'J‘K(x’“)fk (vyy)do AIJ.K(x,“)fk—l(“y?/)d“
=80 44, [ K@) fos (o 9)

Kombiniert man die beiden letzten Gleichungen, indem man die
erste mit fx—,(z,y), die zweite mit fi(z, y) multipliziert, und die
Differenz beider bildet; integriert man sodann nach z, so ergibt sich

— lej‘fk(x,yydx
+'11.‘.K(x1 0() {fk(x’ ?/) fk-l (OC, y) - fk (u’ y)fk—l (xi ?/)} dodz.

Hier ist das letate Integral bei symmetrischem Kern gleich Null;
also miifite auch fi(x,y) identisch verschwinden entgegen der
Voraussetzung. Die Zahl k¥ kann also nicht groBer als Eins sein;
im Falle eines symmetrischen Kerns sind alle Pole des
losenden Kerns einfach.

In der Umgebung eines solchen Poles sei diese Grofe in
der Form
@ ren="G0=—0ED 90 )
entwickelbar. Dann ist die Grobe

Iy =200 4 1@

an der Stelle 4 = 4, nicht mehr singulir. Beschrinken wir uns
nun, was nach §44 erlaubt ist, auf symmetrische Kerne, die
keine anderen als positive Eigenwerte besitzen, so ist einer von
ihnen der kleinste; er werde durch i, bezeichnet. Dann liegt in
der Ebene der komplexen Grofe A auf der Kreisfliche mit dem
Radius |4,| kein anderer Pol als 4,. Die Taylorsche Entwicke-
lung der GroBe I (z,y) konvergiert also noch fiir einen Wert
A =1, + 7, in welchem 7 eine positive Grofle bedeutet. Diese
Entwickelung kann explizit in folgender Form angegeben werden:

o DED= K@m+§ﬁv“@wﬂ+ﬁ@”

ﬁ“”+me+§jP“mw L v
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Da nun diese Reihe konvergiert, wenn man i = 4, - 7 setat,
so folgt

: / 7rn Z,

fin (3 0 = B0) o] =0
oder

tim [CE ) (12 50 ) — fi )| =0

also a fortiori
lim [214 K" (2,9) — £, (2, 9)] = 0,

fi(z,y) = lim [’11"+1Kn+1($’ :'/)]

Da nun nach dem Obigen f; (x,y) eine Eigenfunktion des Kerns
ist, so ist wiederum das Verfahren des § 44 abgeleitet, eine Eigen-
funktion durch einen Grenzprozell herzustellen, sobald der zu-
gehorige Eigenwert gefunden ist.

Aber auch fiir diesen selbst ergibt sich aus der erhaltenen
Formel ein Grenzprozel, durch den man ihn herstellen kann.
Da ndmlich die Produkte

ME"(2,9), MW"TTE"(xy)

bei wachsenden Werten von » einander nahezu gleich werden,

8o ergibt sich

A, = lim K S:f,_yl_, = lim ____l;igx, Y)
e K" () T KM ()

Diese Ausdriicke werden illusorisch, wenn der Nenner ver-
schwindet. Man vermeidet dies bei dem zweiten nach den oben
durchgefiihrten Betrachtungen, indem man » gerade nimmt und
z =y setzt. Ein spezieller, vielleicht zweckmilliger GrenzprozeB
wird durch die Formel

K (z,x)

" = 11
A = K"V (g,2)

angegeben.

Beildufig findet man auch noch leicht eine Formel, durch
die die Anzahl der zu dem Eigenwert 4, gehorigen Eigenfunktionen
bestimmt werden kann. Erinnert man sich nimlich der Formeln

[p@ayie=—92, LGD = k() +ZK"+‘<x,x>z"

und setzt wie frither
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U, ::fK”(x,x)dx,
so findet man die Taylorsche Entwickelung
1
108D — 0, 4 Toi + i + o,

und der absolut kleinste Pol dieser offenbar meromorphen Funk-
tion ist wiederum A,. Ist nun A = 1, eine g-fache Nullstelle
der ganzen Funktion D, so kann man in folgender Form ent-
wickeln

dlogD ¢

Vergleicht man die beiden fiir die linke Seite dieser Gleichung
erhaltenen Reihen, so findet man durch die bei den Entwicke-
Iungen (2) und (3) gezogenen Schliisse

q = lim (U,4}).

Die rechte Seite dieser Gleichung gibt aber nach § 46 die Anzahl
der linear unabhingigen Eigenfunktionen, die zum Eigenwert 1,
gehoren. Diese Anzahl ist also, wenn nur positive Kigenwerte
vorhanden sind, gleich der Vielfachheit der Nullstelle 4 = 4, in
der ganzen Funktion D.
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Definiert man die Hermiteschen Polynome durch die Gleichung
0,

_ Z A"
¢ ha +hh — —,‘B,,'Tv
n!

3
so sind die Groflen
—lgzx
Y = ¢ qsn‘l"
auf der Strecke von — @ bis 4 o die Eigenfunktionen eines symmetri-
schen Kernes K (x, y) mit unstetiger erster Ableitung, der fiir den Fall x <y
durch die Gleichung

x "
; !
K(x,y) = — V_— 61/2(W1+UUJJ6—““ rlaj i dg
w
—® “+ =
definiert wird, und zwar gilt die Gleichung
+ »

P = (2n+2)jK(x, o) g, o de.
Eine Funktion fx ist auf der ganzen Strecke von — o bis - nach den
Funktionen g,z entwickelbar, wenn sie ebenso wie ilire ersten beiden Ab-
leitungen an einer endlichen Anzahl von Stellen unstetig wird, und im Un-

——

endlichen mindestens wie . e verschwindet, wobei & beliebig klein und
positiv ist.
Sehr #hnliche Resultate lassen sich fiir die Laguerreschen Polynome
ableiten, die als Nenner der Naherungsbriiche bei der Entwickelung der Reihe
1 1 2! 3!
R RN
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