
ANKUNDIGUNG. 

Das vorliegende Werk.entwickelt die Theorie del' Integralgleichungen 

nicht von analytischen Allgemeinheiten ausgehend, sondern aus der 

Theorie der 'Varmeleitung, del' freien und erzwullgenen Schwingungen 

und des Potentials hera us. Del' Verfasser hofft dadul'ch den Bediirfnissen 

solcher Mathematiker und Physiker entgegenzukommen, die das neue 

analytische Hilfsmittel auf konkrete Einzelfragen anwenden wollen. 

Braunschweig, im Januar 1911. 

Friedrich Vieweg nnd Sohn. 
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VORWORT. 

Die gliinzende Entdeekung, dureh die Herr Fredholm im 
Jahre 1900 die Analysis und die mathematisehe Physik bereiehert 
hat, ist alsbald von hervorragenden Mathematikern fortgebildet 
und auf neue Gebiete angewandt worden. Sehienen zuniiehst die 
Existenzfragen del' Potentialtheorie den Hauptvorteil zu gewinnen, 
so haben die Herren Stekloff und Hilbert in ihren Abhand­
lungen yom Jahre 1904 die mit den Fouriersehen Reihen zu­
sammenhiingenden Randwertaufgaben del' mathematischen Physik 
den neuen analytischen Hilfsmitteln zugiinglich gemaeht. Dureh 
ihre Arbeiten angeregt, hat Herr Schmidt ein Jahr darauf in 
seiner Dissertation die allgemeine Theorie del' Integralgleichungen 
in eine Form gebraeht, die an Kiirze, Eleganz und Allgemeinheit 
kaum zu iibertreffen sein diirfte. AHe diese Arbeiten haben meine 
eigenen, demselben Gebiet angehorigen Untersuchungen wesent­
lich beeinflu13t und angeregt. 

Abel' wozu eine zusammenfassende Darstellung, da doch die 
Literatur des Gegenstandes in sehnellem Waehstum begriffen 
ist, und vortreffliche Darstellungen in den Werken del' Herren 
Bocher und Kowalewski vorliegen? lch glaube das vor­
liegende Werk durch folgende Erwiigungen rechtfertigen und in 
semem besonderen Wesen kennzeichnen zu konnen. 

Die Mathematiker haben sieh in del' letzten Zeit iiberwiegend 
mit del' Fortbildung del' allgemeinen Theorie, insbesondere mit 
gewissen algebraischen Analogien beschiiftigt. So interessant die 
hieraus entspringenden Fragen sein mogen, will es mil' doch 
seheinen, als ob ihnen gegeniiber die Anwendungen, die den Aus­
gangspunkt del' Fredholmschen Entdeckung gebildet haben, zu 
sehr in den Hintergrund getreten waren. J edenfaHs ist es fiir 
den Anfiinger wie fUr den ferner stehenden Mathematiker und den 



VI Vorwort. 

Physiker nieht ganz leicht, an del' Hand del' vorliegenden Lite­
ratur zu speziellen Anwendungen vorzudringen, die doeh bei jeder 
lebensfahigen Theorie del' Prufstein ihres dauernden Wertes sind. 
Ich glaubte deshalb del' Wissensehaft dureh ein Werk zu niitzen, 
das ganz und gar von den Anwendungen, del' Warmeleitung, den 
freien und erzwungenen Bchwingungen allgemeinster Art und 
del' Potentialtheorie ausgeht, das jede Aufgabe individuell und 
mit einem mogliehst geringen Aufwand von allgemeiner Theorie 
behandelt, und dadurch zeigt, was die neue Theorie Eigentumliches 
leistet und inwiefern sie etwa den alter en Methoden nul' parallel 
lauft. leh hoffe durch cine solehe Darstellung nicht nul' jungere 
Mathematiker, insbesondere meine Schuler zu fruehtbarer Arbeit 
an ergiebigen Einzelfragen anzuregen, sondern aueh die theore­
tisehen Physiker zur Prufung und Anwendung del' neuen Theorie 
zu bewegen. 

Meine Arbeit an dem vorliegenden Werke begann mit Vor­
lesungen und Dbungen, die ich im Sommer des vorigen J ahres 
an del' Breslauer Univel'sitat gehalten habe. Eine Anzahl meiner 
damalige~ Zuhorer haben in Prufungsarbeiten und Dissertationen 
Einzelfragen im Binne del' von mil' vorgetragenen TI180rien dureh­
gearbeitet, und ieh habe manehe del' so gewonnenen Resultate 
benutzen konnen. Fur vielfaehe Anregung bin ieh meinem Freunde 
und Kollegen Herrn S e h a e fer zu Dank verpfiiehtet, del' als 
Physiker den Integralgleiehungen lebhaftes Interesse entgegen­
gebracht hat. 

So ist das Werk aus del' lebendigen Weehselwirkung des 
wissenschaftliehen Verkehl's entsprungen; moge es aueh Leser 
find en , die eine Gegenwirkung ausuben, indem sie die hier ent­
wiekelten Methoden verbessern und auf immer neue Kreise von 
Aufgaben anwenden. 

Breslau, im Dezember 1910. 

Adolf Kneser. 
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Erster .A bschni tt. 

Integralgleichungen und lineare Warmeleitung. 

§1. 
Warmeleitung und Warmequellen. 

1st u die Temperatur eines geraden Stabes von der Lange 
Eins, der einer Umgebung von del' Temperatur Null eingebettet 
istj bedeutet ferner x den Abstand von einem seiner Endpunkte, 
t die in einer gewissen Einheit gemessene Zeit und b eine Kon­
stante, so gilt die Gleichung 

OU _ 02U 2 at - 0 X2 - b u, 

und der Fall b = ° bedeutet, daB keine Warme seitlich aus­
gestrahlt wird. Diese Gleichung beruht auf den Annahmen, dan 
die seitliche Strahlung der Temperaturdifferenz proportional ist, 
und daB del' WarmefluB langs des Stabes, d. h. die in del' Zeit­
einheit durch den Querschnitt in der Richtung wachsender x 
durchtretende Warmemenge der GroBe - ou/ox proportional ist, 
von der sie sich nul' um einen positiven, durch das Material des 
Stabes bestimmten Faktor unterseheidet. 

1st die GroBe 0 u / 0 x an del' Stelle x = ~ stetig, so kann 
man dies durch die Gleichungen 

oUI~-o _oUI~-o __ oul~+o 
- =0, + ox ~+o 0.£ ox 

ausdriicken, indem man die an das Substitutionszeichen gehefte­
ten Symbole ~ - 0, ~ + ° wie gewohnlich dahin deutet, daB die 
unabhangige Variable von unten oder oben her gegen den Wert ~ 
konvergiert. Physikalisch bedeutet diese Gleichung, daB von der 
Seite x < ~ her, sagen wir von links her, ebensoviel Warme m 

Kneser, Integralgleichungen. 1 



2 Erster Abschnitt. §1. 

den Querschnitt x = ~ hereinstromt, wie nach rechts abstromt. 
SoU daher an der Stelle x = ~ eine Warmequelle Hegen, d. h. 
solI im Ganzen aus dem Querschnitt x = ~ eine Warmemenge 
ausstromen, die die einstromende urn einen konstanten Betrag 
iibertrifft, so mu13 eine Gleichung von der Form 

ou I~+o ou I~-o ox = - ox + const. 

gelten, speziell etwa die Gleichung 

ou /;-0 
- =1, ox ;+ 0 

die eine Warmequelle von der Ergiebigkeit Eins definieren moge, 
indem wir die liuks stehende Gro13e allgemein als Ergie big kei t 
bezeichnen wollen. 

Die Warmebewegung nun, die durch Quellen und einen be­
liebig angenommenen Anfangszustand hervorgerufen wird, ist erst 
bestimmt, wenn iiber die Art des Ausfiusses der Warme aus den 
Enden des Stabes Bestimmtes vorausgesetzt wird. lndem das 
Substitutionszeichen auf die Variable x bezogen wird und durch 
h und H positive Konstante bezeichnet werden, konnen die wich­
tigsten FaIle in folgender Weise gekennzeichnet werden: 

(A) 

(B) 

(0) 

(D) 

ul O = ul 1 = O. 

u 1
0 = 0, ou /1 = o. ox 

ouI 0 _ou/ 1 _ - -0. ox ox 
ou 10 01.t \1 ox - hu = 0, 0 x + H u = o. 

Die physikalische Bedeutung dieser Gleichungen liegt auf 
der Hand: die Enden des Stabes werden auf der festen Tempera­
tur Null gehalten oder adiatherman bedeckt oder lassen Warme 
ausstrahlen. 

Speziell werde angenommen, die Warmeverteilung sei stationar, 
u also von t unabhangig, und an der Stelle x = ~ liege eine 
QueUe von der Ergiebigkeit Eins. Dann hat man zur Bestilli­
mung der Temperatur w die Gleichungen 

d2 w dw I~-o --b2 w=0, - =1 
d X2 dx ~+o 



§1. Lineare Warmeleitung. 3 

und eine der Randbedingungen (A), ... (D) zu erfiillen, in denen 
u durch w zu ersetzen ist. 

Diese Aufgabe ist in allen Fallen leicht zu los en. Die Gro.l3e w 
wird auf den Strecken von x = 0 bis x = ; und von x = ~ bis 
x = 1 verschiedene analytische Ausdriicke darbieten, im Punkte 
x = ~ aber einen eindeutig bestimmten Wert haben und stetig 
sein. Nimmt man z. B. den Fall (A), so geht man davon aus, 
da.13 die an einer der Stell en x = 0 und x = 1 verschwindenden 
Integrale der Gleichung 

d2 w 
(1) - - b2 w = 0 

dx 2 

in der Form 
const. ISin b x, const. lSin b (1 - x) 

dargestellt werden konnen, wobei die gewohnlichen Zeichen 

eU - e-u eU + e- U 

ISin u = 2 ,(i:o\ u = 2 

eingefiihrt sein mogen. SoUen nun jene beiden Ausdriicke an 
der Stelle ~ dieselben Werte haben, so miissen sie die .Form 

con st. lSin b (1 -~) lSin b x, con st. lSin b (1 - x) lSin b; 
mit derselben Konstanten haben. Setzt man jetzt die Gleichung 

dWI~-o = 1 
dx ~+o 

an, so findet man fiir x < ; 
lSin b (1-;) Gin b x 

W = b lSinb ' 
fiir x > ~ dagegen 

Gin b (I-x) lSinb; 
W = blSinb . 

1m FaIle b = 0 erhalt man speziell die Gleichungen 
W = x(I- g), x<~ 
W = HI-x), x>;. 

Beide Ausdriicke w, der allgemeine wie der spezielle, sind in 
x und ; offenbar symmetrisch. 

Legen wir ferner die Randbedingung (C) zugrunde, so ist 
davon auszugehen, daB 

(i:o\bx, (i:0lb(I-x) 
die Integrale der Gleichung (1) sind, deren Ableitungen an einer 
der Stellen x = 0 und x = 1 verschwinden; daraus folgt leicht 

1* 
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_ ~ol b (1 - g) . ~ol b x < I: 
W - b ein b ,x 6 

~olb(l-x).~ofbs >1: 
W = b ein b ,x 6· 

Hier kann nicht ohne weiteres b = 0 gesetzt werden. Das 
entspricht der Tatsache, da.B im Falle (C) beide Enden des Stabes 
adiatherman bedeckt sind, eine QueUe also keinen stationaren 
Warmezustand ergeben kann, wenn keine Warme seitlich aus­
gestrahlt wird. W ohl aber gilt die Gleichung 

~i~o (w - ~2) = X2 t S2 - S + ~, x < S 

. ( 1 ) _ X2 + S2 1 . 
!~ W - b2 - 2 - x + 3' x> S, 

bezeichnet man den hierdurch langs des ganzen Stabes definierten 
Ausdruck durch iii, so findet man leicht 

d2 iii d iii I ¢ - 0 d iii 10 d W \ 1 1 -
d- = 1, -d = 1, -d = -d = 0, J w d x = o. 

X2 X ~+o X X 0 

Auch diese Gro.Be ist physikalisch leicht zu deuten. Sieht 
man - w als Temperatur an, so ist die in das Element d x durch 
Leitung eintretende Warmemenge der Gro.Be 

dm I",+d", d2 w 
--I =--·dx 

dx ix dx2 

proportional; wenn daher in diesem Element noch eine mit d x 
proportionale Warmemenge etwa als Joulesche Warme eines 
galvanischen Stromes erzeugt wird, und die Proportionalitats­
faktoren angemessen gewahlt werden, so folgt 

d2w 
- d-dx + dx = 0; X2 

11. h. die eintretenden Warmemengen, die von Leitung und Strom 
herriihren, haben die algebraische Summe Null; die Temperatur 
jeder Stelle ist von der Zeit unabhangig. Man kann also - iii 
.als stationare Temperatur bei der Grenzbedingung (C) betrachten, 
-wenn eine negative Quelle wirkt und au.Berdem iiberall eine kon­
,stante Warmemenge etwa durch einen Strom erzeugt wird. 

Wir bezeichnen den Fall (C) bei der Annahme b = 0 als 
den ausgearteten, da er analytisch wie physikalisch den an­
deren FaUen gegeniiber als Ausnahme erscheint, die stets beson­
ders zu untersuchen ist. 
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Bei den Randb.edingungen (B) und (D) beschranken wir uns 
auf den Fall b = 0 und erhalten bei ersterer 

w = x, x<~; w =~, x>~; 
bei letzterer 

(1 + hx)(l + H[l- m 
W= h+H+hH ' 

(1 + h~) (1 + H[l - x]) 
w- h+H+hH ' x>~. 

§ 2. 
Hilfssatz aus der Integralrechnung. QuellenmiUUg dargestellte 

Funktionen. 

Die Symmetrie der erhaltenen Ausdriicke beziiglich der bei­
den Argumente x und ~ ist kein Zufall. Um sie als notwendig 
einzusehen, beginnen wir mit einem einfachen Lemma allgemeinen 
Charakters aus der Integralrechnung. 

1st die Funktion f x an der Stelle ~ so unstetig, daB die 
Grenzwerte f(g + 0) und f(~ - 0) endlich und bestimmtsind, 
wahrend die Ableitung f' x an der Stelle g stetig bleibt, so gilt 
die gewohnliche Grundgleichung der Integralrechnung 

b 

fb - fa = Sf'x.dx 
a 

nur, solange die Strecke von a bis b die Stelle ~ nicht enthalt. 
1st dies der Fall und ist ~ die einzige Unstetigkeitsstelle zwischen 
a und b, so zerlege man das Integrationsintervall durch den 
W ert ~ in zwei Teile. Dann gilt zunachst die Gleichung 

n-fa = Sf'x.dX 
a 

in dem Sinne, daB fiir f ~ der Wert genommen wird, gegen den 
f x konvergiert, wenn man x vom Inneren des Integrationsinter­
valls des letzten Integrals gegen ~ heranriicken l1Wt, also genauer 

~ 

f(~ - 0) - fa = S (,x.dx. 
a 

Ebenso findet man 
b 

tb - f(; + 0) = f f'x.dx, 
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also auch 
b 

fb-fa = f(~+O) - f(~-O) + ff'x.dx 
a 

oder 

ff'x.dx = fxl~-o+fxl: =fxlb +fxl~-o. 
a a ~+o a ~+o 

Wir wenden diese Formel auf eine der in § 1 hergestellten 
GroBen tV an, die wir, urn die Abhangigkeit von der Unstetigkeits­
stelle vor Augen zu haben, durch K(x, ~) und als Greensche 
Funktion bezeichnen wollen; K' (x, ~), K" (x,~) seien die Ab­
leitungen nach dem ersten Argument. Dann hat man die 
Gleichung 
(1) K"(X, ~)-b2K(x,~) = 0, 

und wenn K(x, fJ) eine Greensche Funktion mit anderer Un­
stetigkeitsstelle bedeutet, die dieselben Grenzbedingungen ediillt, 

(2) K"(x, fJ)-b 2 K(x, fJ) = O. 

Bei del' so eben eingeflihrten Voraussetzung verschwindet der 
Ausdruck 

M = K'(x, ~)K(x, fJ) - K(x, ~)K'(x, fJ) 

an den Grenzen x = 0 und x = 1, und gelten die Gleichungen 

K' (x, ~) I~-o = K' (x, fJ) 1'1- 0 = 1. 
~+o '1+0 

Nun ergibt sich aus den Gleichungen (1) und (2), indem 
man die erste mit K(x, fJ), die zweite mit K(x, ~) muItipliziert, 

K"(x, ~)K(x, fJ) - K"(x, fJ) K(x,~) = 0, 

und die linke Seite ist die offenbar stetige Ableitung des an den 
Stellen ~ und fJ unstetigen Ausdrucks M. Das soeben bewiesene 
Lemma ergibt also 

I 

o = f[K"(x,~)K(x,fJ) - KI/(x,fJ)K(x,mdx 
o 

= Mil + MI~-o+ MI'I-o, 
o ~+o '1+0 

oder, da wie bemerkt die Gleichungen 

geIten, 
Mlo=Mll=O 
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M I~-O + M 1'1- 0 = 0, 
;+0 ~+o 

K(~, ,,/) - K(,,/, ~) = o. 
Dasselbe Resultat ergibt sich auch im ausgearteten Falle, 

fiir den 
iii = K(x,~) 

gesetzt wird, aus den dann geltenden Gleichungen 
1 

K"(x, ~) -1 = 0, S K(x, ~)dx = o. 
o 

Eine weitere Eigenschaft der Greenschen :Funktionen K zeigt 
sich an der GroJle 

1 

Fx = SK(x, rx.)frx.·drx., 
o 

in der unter f rx. eine Funktion verstanden werde, die auf der 
Strecke von 0 bis 1 gewisse Stetigkeitseigenschaften besitzt. Um 
diese bequem formulieren zu konnen, wollen wir f x auf einem 
gewissen Gebiet, etwa der Strecke von x = 0 bis x = 1 stiick­
weise stetig nennen, wenn diese Strecke durch eine endliche 
Anzahl von Teilpunkten in Teilstrecken zerlegt wird, innerhalb 
deren die GroJle f x stetig ist, wiihrend sie einem endlichen 
Grenzwert zustrebt, wenn man sich von einer beliebig gewiihlten 
Seite her einem der Teilpunkte anniihert. 

Die stiickweise stetigen Funktionen diirften die allgemeinsten 
unstetigen Funktionen einer Variablen sein, die in den Anwen­
dungen vorkommen. 

Wenn nun f rx. auf der Strecke von rx. = 0 bis rx. = 1 stiick­
weise stetig ist, so gilt die Gleichung 

1 

F'X = S K'(X, rx.)frx.·drx., 
o 

wie man erkennt, wenn man F x aus Integralen zusammensetzt, 
in deren Intervallen der Integrand und seine ersten Ableitungen 
stetig sind. Schreibt man diese Gleichung in der Form 

x 1 

P' x = S K'(x, rx.)frx.· drx. + S K'(x, rx.)frx.·drx., 
o x 

so ergibt sich aus ihr fiir eine Stelle, an der die Funktion f x 
stetig ist, 
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x 

F"x = J K" (X, a){a.da + K'(x,x-O){X 
o 
1 

+ J K"(x, a){a.da - K'(x,x+O){X, 
'" 

§ 2. 

oder mit Rticksicht auf die Differentialgleichung, der die Gro.l3e K 
unterworfen ist, 

1 

(3) 
F"x= b2 J K(x, a){a.da+ [K' (x,x-O)- K' (x,x+O)f X 

o 

= b2 Fx + [K'(x,x-O)-K'(x,x+O)]{x. 
An den Unstetigkeitsstellen von (x bleibe die Gro.l3e F" undefiniert. 

Nun ist 
K'(x,x-O) = lim K'(x, x-c) 

E=+ 0 

oder, wenn X - c = Xl gesetzt wird, 

K'(x, x-O) = lim K'(xl + c, Xl); 
E= +0 

xl =x-o 

die Gro.l3e K' (x, y) ist aber in dem ganzen Gebiet 

O<x<g, O<y<g, x>y 
stetig und konvergiert daher, wenn diese Beziehungen geIten und 
X und y gegen g heranrticken, gegen den Wert K'(g + 0, g); 
somit folgt 

K'(x, x-O) = K'(x + 0, x), 
und eben so 

K'(x, x+O) = K'(x - 0, x), 
was nattirlich auch aus den expliziten in § 1 gegebenen Aus­
drticken von K verifiziert werden kann. Die Gleichung (3) ergibt 
also an jeder Stetigkeitsstelle der Funktion (x 
F"X-b2 Fx = -lx.[K'(x-O, x) -K'(x + 0, x)] = -{x, 
und dasselbe Resultat ergibt sich auch, wenn man K (x, g) = W 
setzt, so da.13 K" = 1, b = 0, unter der Voraussetzung 

1 

J {a.da = O. 
o 

Der Ausdruck Fx kann offenbar als die Temperatur gedeutet 
werden, die erzielt wird, wenn die ganze Strecke von 0 bis 1 mit 
Quellen von del' Ergiebigkeit {x belegt wird, deren jede einen 
stationaren Zustand hervorruft. Kann eine Funktion von x in 
die Form Fx gebracht werden, so sagen wir, sie sei quellen-
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mai3ig dargestellt oder auch kurz quellenmai3ig. Sie erfiillt 
dann offenbar dieselben Grenzbedingungen wie die Funktion 
K(x, ~), mit der sie gebildet ist, und hat stetige Ableitungen 
erster und stiickweise stetige zweiter Ordnung, da f x stiickweise 
stetig sein solI. 

Umgekehrt lai3t sich eine stetige Funktion (P x, die eine 
stetige erste und stiickweise stetige zweite Ableitung besitzt und 
die Grenzbedingungen der Gro13e K (x,~) erfiillt, quellenma13ig 
darstellen; im ausgearteten FaIle K = wist die Bedingung 

(4) 
1 

J tPrx.drx = 0 
o 

hinzuzufiigen. 
Sehen wir von diesem Fall zunachst ab, so ist die Groi3e 

fx = -c1J"x + b2 (Px 
stiickweise stetig. Multipliziert man sie mit K (x, ~) und addiert 
sie zu beiden Seiten del' mit (P x multiplizierten Gleichung (1), 
so ergibt sich 

(Px.KI/(x,~) - (P"x.K(x,~) = K(x, ~)fx, 

ddx[(px.K'(X'~) - (P'x.K(x, m = K(x, ~)fx. 
lntegriert man und benutzt das obige Lemma del' lntegralrech­
nung, so folgt . 

[(Px.K'(x,~)-tP'x.K(x,m 11 +(Px.K'(x,~) I~-O 
o I~ + 0 

(5) 1 

= J K(x,~)fx.dx. 
o 

Das erste Glied der linken Seite verschwindet aber, da die Funk­
tion c1Jx dieselben Grenzbedingungen wie die Greensche Funktion 
erfiillen soIl; somit ergibt sich 

1 

(P~ .[K'(~-O, ~)-K' (~ + 0, m = tP~ = J K(x, ~)fx.dx, 
o 

d. h. die Funktion (P erscheint quellenma13ig dargestellt. 
1m ausgearteten FaIle ist die Gleichung (1) durch die 

Gleichung 
K"(x, ~) - 1 = 0 

zu ersetzen; das in der Gleichung (5) hierdurch erscheinende 
Glied verschwindet bei del' Voraussetzung (4), und man erhalt 
dasselbe Resultat wie vorher. 
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§ 3. 
Ubergang zu den Integralgleichungen und einfachste 

Eigenschaften derselben. 

§ 3. 

Nach diesen Vorbereitungen nehmen wir das Problem der 
linearen Warmeleitung wieder auf und suchen demgemaI3 Losungen 
der Gleichung o tt _ 02 tt _ b2 ot-ox2 tt, 

die einer der Grenzbedingungen (A), ... (D) des § 1 unterworfen 
sind. Dazu fiihrt der klassische Ansatz von Daniel Bernoulli 

u = T.cpx, 
in welchem T von t allein abhangt. Man findet sofort 

1 d T _ 1 (d 2 cp 2) 
T dt - cp d X2 - b cp , 

und beide Seiten dieser Gleichung miissen, da sie von verschie­
denen unabhangigen Variablen abhangen, derselben Konstanten 
gleich sein, die wir etwa durch - p, - b2 bezeichnen wollen. 
Dann ergibt si'ch weiter 

T = e-(I'+b')t, 

(1) d 2 cp 
d X2 + p, cp = 0, 

und die Gro13e cp mu13 dieselben Grenzbedingungen wie u er­
fiillen. Sehen wir von dem FaIle p, = ° ab, del' offenbar zu 
dem trivialen Ergebnisse cp = con st. fiihrt, so folgt aus del' 
Bedingung (C) 

1 

J mdx=_~dCPll=o. '1' p,dXo' 
o 

wenn daher die Funktion cp mit ihren ersten beiden Ableitungen 
stetig ist, so kann sie nach § 2 in allen Fallen, auch dem aus­
gearteten, quellenma13ig dargestellt werden mittels der zu der be­
treffenden Grenzbedingung gehorigen Greenschen Funktion, etwa 
in der Form 

(2) 
1 

cp x = J K (x, CI,) f CI, • d CI,. 

o 
Hieraus folgt nach § 2 

d2 m 
_'1' _ b2mx = -fx. 
d X2 '1' , 
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kombiniert man dies Resultat mit der Gleichung (1), so er­
gibt sich 

fx = (b 2 + ft) tp x, 
und aus der quellenma.6igen Darstellung (2) folgt die Beziehung 

(3) 
1 

tpx = AS K(x, a)tpa.da, 
o 

in der 
A = b2 + ft 

zu setzen ist, und die wir als homogene Integralgleichung 
mit der Unbekannten tp bezeichnen. Die Greensche Funktion 
K (x, a) heiBt der Kern der lntegralgleichung, jede stetige 
Losung tpx eine Eigenfunktion des Kerns und die Konstante A, 
deren Wert zunachst unbekannt ist, der zugehOrige Eigenwert. 

Die durchgefUhrte Argumentation zeigt, daB, abgesehen von 
dem Falle rp = con st. jede der gesuchten Funktionen tp eine 
Losung der Integralgleichung (3) ist. Aber auch das Umgekehrte 
gilt. Donn zunachst erfUllt jede Eigenfunktion dieselben Grenz­
bedingungen wie der Kern, was, wenn dieser an einem Ellde des 
Stabes verschwindet, unmittelbar ersichtlich ist. DaB dasselbe 
auch fur die anderen Grenzbedingungen gilt, zeigt die Gleichung 

x 1 

tp'x = A /x J K(x, a)tpa.da + A :xJ K(x, a)tpa. da 
o x 

1 

= A SK'(x,a)tpa.da-r-AK(X,X-O)-AK(x,x+O) 
o 

1 

= ASK' (x, a)tpa.da. 
o 

1m Falle (0), b = ° hat man au.13erdem die Gleichung 
1 

S K(x, a)da = 0, 
o 

also auch fUr jede Eigenfunktion 
1 

S tpa.da = 0. 
o 

Sodann ergibt die Integralgleichung (3), indem man ihre 
rechte Seite mit der GroBe F x des § 2 identifiziert, 

d2 tp 
d X2 - b2 rp X = - A tp x = - (ft + b2) rp X 



12 Erster A bschnitt. § 3. 

oder 

womit das Behauptete be wiesen ist. 
Urn die Verbindung zwischen dem Randwertproblem und der 

Integralgleichung als fruchtbar zu erkennen, gentigt es, einige 
del' einfachsten Eigenschaften del' Integralgleichungen mit stetigem, 
symmetrischem Kern zu entwickeln. 

Es seien etwa cpm, CPn zwei zu den verschiedenen Eigen­
wert en Am und An gehorige Eigenfunktionen, tlie wir norm i e rt 
annehmen konnen, d. h. so bestimmt, daD die G leichung 

1 

j (cplX)2dlX = 1 
o 

gilt. Das ist moglich, da jede Eigenfunktion, mit einer Kon­
stanten multipliziert, Eigenfunktion bleibt. Dann gelten die 
Gleichungen 

1 1 

cpmX = AmJ K(x, IX)CPmlX.dlX, cpnX = An j K(x, IX) cpn IX. dlX. 
o 0 

Urn den allgemeinen Charakter del' an die letzten drei 
Gleichungen zu kntipfenden Folgerungen hervortreten zu lassen, 
wollen wir sie in del' unbestimmten Form 

J(cplX)2dlX = 1, cpmx = Amj K(x, IX)CPmlX.dlX, 

cpnx = Allj K(x, IX) cpnlX. dlX 
(4) 

schreiben und festsetzen, daD das unbestimmte Integralzeichen 
stets die Integration tiber dasjenige Gebiet bedeute, das in der 
Integralgleichung zugrunde gelegt wird und als Grun dge biet 
bezeichnet werde. In den bisher behandelten Fallen ist das 
Grundgebiet die Strecke von x = 0 bis x = 1. Nichts hindert 
aber, das Grundgebiet auch mehrdimensional zu nehmen, wobei 
dann x und IX nicht Variable, sondern Stellen dieses Gebiets 
bedeuten. 

Multipliziert man nun die zweite der Gleichungen (4) mit 
An CPn x, die dritte mit Am cpm X und integriert tiber das Grund­
gebiet, so ergibt sich 

Anj CPnx.CPmx.dx = AnAmj dx. CPnx.jK(x, IX) CPmlX.dlX, 

Am f fPmx. fPn x. d x = Am A" j d x. cp",x. J K(x, IX) cpn IX. d IX. 

Da ferner die Funktionen K und cP im Grundgebiet stetig sind, 
kann man auf der rechten Seite dieser Gleichungen die Inte-
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grationen vertauschen, und erkennt so, daJ3 die rechts stehenden 
GroJ3en gleich sind. Daraus folgt sofort 

(Am-An)J f/Jmx.f/Jnx.dx = 0, 

und, da Am von An verschieden ist, 

J f/Jm a. f/Jn a. d a = O. 

Eine solche Beziehung zweier Funktionen bezeichnen wir als 
Orthogonalitat und sagen demgemaI3: Zwei zu verschiedenen 
Eigenwerten gehorige Eigenfunktionen sind zu einander 
orthogonal. 

Ware nun einer der Eigenwerte komplex, der Kern aber 
reell, so ware offenbar auch die dem Eigenwert konjugiert ima­
ginare GroI3e ein Eigenwert, und die zugehOrige Eigenfunktion 
zu der dem ersteren Wert zugehOrigen konjugiert. Beide Eigen­
funktionen waren ferner, weil zu verschiedenen Eigenwerten ge­
horend, zu einander orthogonal; es verschwande also das Integral 
des Produktes zweier konjugiert imaginarer GroI3en, was unmog­
lich ist. Die Eigenwerte eines reellen symmetrischen 
Kerns sind also reell. 

Aus den erhaltenen Satzen gewinnt man die Hoffnung, eine 
willkiirliche Funktion auf dem Grundgebiet nach den Eigenfunk­
tionen entwickeln zu konnen, wenn diese in unendlicher Anzahl 
vorhanden sind. Denn macht man den Ansatz 

n 

und integriert, nachdem man mit f/Jm x multipliziert hat, glied­
weise, so findet man fUr den Fall, daJ3 die Eigenfunktionen aIle 
zu verschiedenen Eigenwerten gehoren, 

Jfa.tpma.da= AmJ(f/Jma)2drx. = Am. 
Eine mit dies en Koeffizienten gebildete Eutwickelung heiI3e 

-aine Fouriersche im weiteren Sinne des Wortes. Die erhaltene 
Reihe wird besonders einfach, wenn man 

fx = K(x, y) 
:setzt. Dann findet man namlich 

An = J K(rx., y) tpn a • drx. = inY 
n 

und die Fouriersche Entwickelung des Kerns nimmt folgende 
Gestalt an: 
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1,00 

K( ) _ ~ f{Yn X • f{Yn Y . 
X, Y - L...J A 

n n 

Diese Gleichung wollen wir als bilineare Formel, ihre 
rechte Seite als bilineare Reihe bezeichnen. Sie ist natiir­
lich ebensowenig bewiesen, wie die Fouriersche Entwickelung 
von f x. Aber eins ist schon hier zu iibersehen. Gilt die bili­
neare Formel und konvergiert die bilineare Reihe gleichma13ig 
oder sogar gleichma13ig und absolut, so kann mit einer beliebigen 
stetigen Funktion f rh die Gleichung 

Fx = f K(x, rh)frh.drh = ~ f{YAnn
X f frh.f{Yn rh •drh 

angesetzt werden, und die Integralgleichung ergibt 

f F rh • f{Yn rh. d rh = f f{Yn rh • d rh S K (rh, (3) t f3 • d f3 

= f f f3 • d f3 S K (rh, (3) f{Yn rh. d rh 

= L f f{Yn f3 . f f3 . d f3. 

Die Koeffizienten in der Entwickelung von F X sind also 
nach del' Fourierschen Regel gebildet, und es ist unter einer der 
ausgesprochenen V oraussetzungen betreffs der bilinearen Formel 
bewiesen, daB jede quellenmaBig darstellbare Funktion 
in eine gleichmaBig oder gleichmaBig und absolut kon­
vergente Fouriersche Reihe entwickelt werden kann. 

Dasselbe gilt also nach § 2 von jeder den Grenzbedingungen 
unterworfenen Funktion, die eine stetige erste und stiickweise 
stetige zweite A bleitung besitzt. 

Die hiermit angebahnte Entwickelung einer willkiirlichen 
Funktion wird auch beim Problem der Warmeleitung erfordert. 
Man bildet eine Lasung von der Form 

~ -2 t 
L...J An e n f{YnX 

n 

und sucht sie einem gegebenen Anfangszustand anzupassen, d. h. 
die GraBen An so zu bestimmen, daB man zur Zeit t = 0 eine 
gegebene Funktion f x erhalt. Das lei stet die Gleichung 

fx = 2: A"f{Yn x• 
n 
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§4. 

Anwendung auf gewohnliche Fouriersche Reihen. 

Die durchgefiihrten allgemeinen Betrachtungen wenden wir 
auf die drei Grenzbedingungen (A), (B), (0) an, indem wir 
b = 0 setzen. 

1m Falle (A) ist der Kern nach § 2 durch die Gleichungen 

K(x, ~) = x(I-~), x<~, 

K(x,~) = HI-x), x>~, 
(1) 

definiert, und die Eigenfunktionen sind die an den Stellen x = 0 
und x = 1 verschwindenden Losungen der Gleichung 

d 2 cp 
dx2 + p,cp = 0, 

also die Gro13en 
const. sin n n x, 

in denen n eine ganze Zahl bedeutet, oder, wenn man normiert, 

cp .. x . V2 sinnnx; 

der zugehOrige Eigenwerl ist dann nach § 3 

A .. = p, = n2n2 

und die bilineare Formel demnach 

(2) K(x ~) = ~ ~ sinnnx . sin nn~ 
, n2~ n2 ' .. 

indem links einer der Werle (1) einzusetzen ist. 
Diese Gleichung 18.13t sich direkt beweisen, indem man von der 

elementaren Formel 

1 +~ sin(n + l)x 
-2 ...:::..cosvx= 2.1 

" sm]lx 

ausgeht, die man auch auf folgende Weise schreiben kann: 

1 1,.. sin (n + 1.) x -+ ~ cosvx = 2 + sin (n + l)x.q;x; 2 ~ x 
v 

dabei ist die Funktion q; x mit ihrer Ableitung stetig auf jeder 
Strecke, die mit x = 0 beginnt und nicht bis an die Stelle 
x = 2 n heranreicht. Integriert man nun, so ergibt sich 
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1,n . 

~ + "V sm vx 
2 L..J v Ix sin(n + !)x IX . 

X 2 d X + c]) X • sm (n + ~) d X 
, 

o 0 

(n + 'I.) x x 

= jSi:n du + j c]) X • sin (n + t) X d x, 
o o 

und das letzte Integral del' rechten Seite wird, wie die Gleichung 
x 

J cos (It + !) X I x 
c]) x. sin (n + {)xdx = - c])x· + / 

n 2' 0 
o 

X 

+ J' c])1 . cos (n + D x d 
x n + t x 

o 

zeigt, mit wachsenden Werten von n beliebig klein. Bei positiven 
Werten von x, die kleiner als 27T: blelben, erhiiJt man daher die 
Gleichung 

x + ~ sin n x _ J'" sin u d 2 L..J -n-- - -U u, 
n 0 

und wenn x ein beliebiges zwischen den Grenzen 0 und 2 7T: ge­
legenes Intervall durcb.lauft, das keinen dieser Werte selbst ent­
halt, konvergiert die erhaltene Reihe gleichmafiig. Ais Wert des 
Integrals auf del' rechten Seite wird sofort t 7T: gefunden, indem 
man x = 7T: setzt. 

Aus del' erhaltenen Gleichung ergibt sich weiter, wenn Xo 

und Xl beliebige Werte zwischen 0 und 2 7T: sind, indem man 
integriert, 

2 2 I,'" 
Xl -x() + "V cosnxo-cosnxi _ ~ ( _ ) 

4 L..J n2 - 2 Xl Xo • 
1\ 

Hier konvergiert die links auftretende Reihe in beliebigen 
Gebieten del' Variablen Xo und Xl gleichmaI3ig, ist also stetige 
Funktion dieser GroI3en; da dasselbe von den iibrigen Gliedern 
gilt, so ist die Gleichung auch richtig, wenn man Xo = 0 setzt: 

(3) 

Ersetzt man nun Xl durch 7T: - Xl' indem man Xl nicht 
groI3er als 7T: nimmt, so folgt 



§4. Lineare Warmeleitung. 17 

(4) 

Addiert man beide Gleichungen und satzt dann Xl = 0, 80 

findet man 

oder 

womit die Gleichung (3) in die folgende iibergeht: 

(5) 

dabei wird vorausgesetzt 
o :::;; Xl :::;; 2:Tt. 

Setzt man nun eine der Gleichungen 

Xl = :Tt (E-x), Xl = :Tt(E + X) 
an, indem man unter x und E echte Briiche versteht, deren 
zweiter dar gro13ere ist, so sind die fUr Xl geltenden V oraus­
setzungen erfiillt, und man erhalt aus der Gleichung (5) 

2 t + 2 ~ sinn:Ttx sinn:TtE _ 2 :Tt X ~ .L.J n2 - :Tt X, 
n 

d. h. die zu erweisende Gleichung (2) unter der Annahme X < E. 
A us der Symmetrie der unendlichen Reihe folgt weiter, da13 fur 
den Fall x> E die rechte Seite durch :Tt2 E zu ersetzen ist, und 
damit ist die bilineare Formel (2) bewiesen. Die bilineare Reihe 
konvergiert offenbar gleichmiil3ig und absolut in jedem Intervall 
der Gro13en X und g. 

Hieraus folgt nach § 3, dafi jede quellenmiil3ig dargestellte 
Funktion, also jede Funktion, die auf der Strecke von x= 0 
bis x=1 mit ihrer erstenAbleitung stetig ist, eine stuck­
weise stetige zweite Ableitung besitzt und an den Enden 
der Strecke verschwindet, auf der bezeichneten Strecke 
in eine gleichma13ig und absolut konvergente Fourier­
sche Reihe nach den Eigenfunktionen sinn:Ttx entwickelt 
werden kann; d. h. setzt man an 

Kneser, Integralgleichungen. 2 
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1,00 

{X = 2: An V2 sin n n x, 
n 

so haben die Koeffizienten die Werte 
1 

An = J {u. V2 sin n n u d u. 
o 

Ebenso leicht HWt sich der Fall der Grenzbedingung (B) be­
handeln. Die Eigenfunktionen sind die Losungen der Gleichung 

d 2 !p 
dx~+/L!P=O, 

fUr die die Bedingungen 

!pO = 0, ~: 11 = 0 

bestehen; man erhalt offenbar als normierte Eigenfunktionen 

!Pnx =V2 sin(n-t)nx, n = 1,2, ... 
und alB Eigenwerte 

An = (n-~)2n2. 

Die bilineare Formel ist daher 

2 1,00 . ( 1) . ( 1) I: X __ ~ sm n - '2 n x sm n - 2" n s 
- n2~ (n-t)2 ' x<~, 

(6) 
2 1,00 . ( 1) . ( 1) I: 

I: __ ~ sm n - '2 n x sm n -"2 n s > ~ 
s - n 2"':::'" In_l)2 ' x . 

» \ 2 

Diese Gleichungen kann man leicht aus den Formeln (3) 
und (4) ableiten, indem man eine von der andern subtrahiert, 
dadurch die Summe 

~ cos (2n-l)xl 
...:::... (2n-1)2 

n 

bestimmt und in den Reihen (6) das Produkt der Sinus durch 
eine Differenz zweier Cosinus ersetzt. Die erhaltenen Reihen 
konvergieren wiederum in beliebigen Strecken gleichma13ig und 
absolut. Man schlie13t hieraus nach § 3, da13 eine stetige Funk­
tion {x, die den Bedingungen 

{O = 0, {'I = 0 

unterliegt und eine stetige erste und stiickweise stetige 
zweite Ableitung besitzt, auf der Strecke von x = 0 bis 
x = 1 in die gleichma13ig und absolut konvergente Reihe 
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1,00 

fx = 2: Gnsin(n - j)nx 
" 

entwickelt werden kann, wobei 
1 

Gil = 2 S fa. sin (n - j) n ada. 

° 

19 

Endlich erschliel3t man aus der Gleichung (5) leicht die 
Formeln 

X2 + ~2 _ t + 1 = ~ ~ cos 11- n x cos n n ~ I: 
2 b 8 n2 ~ n2 ' x < 5, . 

Das ist aber die bilineare Formel flir den ausgearteten Fall. 
Denn die linke Seite ist nach § 1 die zugehorige Greensche 
Funktion K (x,~); die Eigenfunktionen sind nach § 3 die Losungen 
der Gleichung 

fiir die 
d fP IO_ d fPI1_ 
dx - dx - 0, 

mit Ausschlu13 der Konstanten; sie haben also normiert die 
Gestalt 

V2 cosnnx, n = 1, 2, ... 

und die Eigenwerte sind n2 n 2• Da ferner die bilineare Reihe 
offenbar gleichmaLlig und absolut konvergiert, so ergeben die 
Satze des § 3, da.G eine Funktion f x, die diesel ben Stetig­
keitseigenschaften besitzt, wie die ebenso bezeichnete 
in den Fallen (A) und (B), deren Ableitung an den Stellen 
x = 0 und x = 1 verschwindet, die ferner die Gleichung 

1 • 

(7) Sfa.da=O 

erfiillt, auf der Strecke von x = 0 bis x = 1 in die gleich­
ma.Gig und absolut konvergente Reihe 

1,00 

(8) fx = 2: C"cosnnx 
n 

2* 
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mit den Koeffizienten 
1 

On = 2 S flX.cosn'1tlXdlX 
o 

entwickelt werden kann. 

§ 5. 

La13t man die Relation (7) fallen, so braucht in der Formel (8) 
nur ein konstantes Glied hinzugefiigt zu werden. 

§ 5. 

Fouriersche Reihen fUr unstetige Funktionen. 

Die erhaltenen Satze liber die Darstellung willkiirlicher 
Funktionen leisten noch nicht alles, was in den Anwendungen 
von der Fourierschen Reihe verlangt wird. Dm allgemeinere 
Resultate zu gewinnen, gehen wir davon aus, da13 in jedem der 
drei behandelten FaIle die bilineare Formel als Fouriersche Ent­
wickelung der Gro13e K (x, ~) betrachtet werden kann, die an 
der Stelle x = ~ einen unstetigen Differentialquotienten aufweist, 
also nicht mehr zu den Funktionen gehOrt, die in den Satzen 
des § 4 als entwickelbar nachgewiesen sind. Bildet man daher 
aus beliebig vielen Summanden das Aggregat 

al K(x, ~l) + al K(x, ~2) + "', 
so erhalt man eine Funktion, deren erste Ableitung an den 
Stell en ~1l ~2 ••• die gegebenen Sprlinge aI' a2 , ••• auiweist, deren 
zweite Ableitung stetig ist, und die in eine absolut und gleich­
ma.l3ig konvergente Fouriersche Reihe entwickelt werden kann. 

J etzt sei f x irgend eine die Grenzbedingungen erflillende 
Funktion, deren Ableitung an den Stellen ~l' ~2' •• , so unstetig 
ist, da13 die Gleichungen 

f' (~l - 0) - f' (gl + 0) = all f' (g2 - 0) - f' (~2 + 0) = a2 , ... 

bestehen, die im librigen abel' von x = 0 bis x = 1 stetig ist, 
wahrend f" x nul' stlickweise stetig zu sein braucht. Dann hat 
die Differenz 

1)!x = (x-al K(x, gl) - a2K(x, g2) - '" 

an den Stell en ~ll ~2' ••• eine stetige erste Ableitung und liber­
haupt eine stlickweise stetige zweite Ableitung; sie ist also quellen­
ma13ig darstellbar und gehort zu den Funktionen, die nach § 4 
in eine gleichma13ig konvergente Fouriersche Reihe entwickelt 
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werden konnen. Dasselbe gilt daher auch wegen der bilinearen 
Formel von 

f x· 1/J x + al K (x, ~l) + a2 K (x, ~2) + ... 
Entwickelt werden kann also eine Funktion, deren Ableitung 

eine endliche Anzahl von Spriingen macht, wiihrend im iibrigen 
die in den Siitzen des § 4 geltenden Voraussetzungen bei Bestand 
bleiben. 

Um auch Funktionen darzustellen, die selbst unstetig sind 
oder die Grenzbedingungen nicht erfiillen, gehen wir von folgen­
dem allgemeinen Satze aus. 

Die reelle Variable x werde auf ein Gebiet ® beschriinkt, 
und in diesem sei die Reihe 

Fx = 2: f.x 

gleichmii13ig konvergent. Wenn dann im Gebiet ® auch die Reihe 

fx = 2:f~x 

gleichmaJ3ig konvergiert, so gilt in diesem Gebiet die Gleichung 

dFx 
fiX = fx. 

Wenn niimlich die Strecke 'von Xo bis Xl dem Gebiet ® an­
gehort, kann man die Reihe f gliedweise von Xo bis Xl integrieren 
und findet 

'" S fx.dx = 2:(f. Xl-f. xo) = FXl -Fxoi 
"'0 • 

dividiert man durch Xl - Xo und liiBt Xl an Xo heranriicken, so 
findet man, da f X stetig ist, sofort die behauptete Gleichung aus 
dem ersten Mittelwertsatze der Integralrechnung. 

Differenziert man, um diesen Satz anzuwenden, die bilineare 
Formel im Falle (A), auf den wir uns beschranken, gliedweise, 
so erhiilt man die Reihe 

~~ sinnn~ cosnnx = ~..!S sinnn(x + ~) 
n~ n n~ n 

n n (1) 

+ ~ ~ sin nn(~-x) 
n~ n ' 

n 
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und diese konvergiert nach § 4 gleichmiil3ig, wenn I x - G I tiber 
einer positiven, aber beliebig kleinen Grenze liegt, x + G da­
gegen von 2 urn mehr als einen festen Betrag verschieden bleibt. 
Daraus folgt 

(2) K'(x, G) = ~ ~ cosn:7txsinn:7t G, 
:7t~ n 

n 

sobald x und G auf der Strecke von 0 bis 1 liegen, ohne zu­
sammenzufallen. 

Da nun nach § 3 ftir jede Eigenfunktion die Gleichung 
1 i:X = J K'(x, ~)Pn~.d~ 

o 

besteht, so kann die erhaltene Reihe, wie auch die allgemeinere 

i; p~x. PnG 
"n n 

als Fouriersche Reihe betrachtet werden, die man mit der Grone 
K' (x, G) als Funktion von G bildet. Die Gleichung (2) gibt da­
her die Fouriersche Entwickelung einer Funktion von G, die an 
der Stelle x unstetig ist, und zwar in der Weise, dan, wenn man 
fiir den Augenblick 

K'(x, G) = fG 
setzt, die folgende Gleichung gilt: 

f(x-O) - fex + 0) = -1. 

Der Wert der erhaltenen Reihe an der Stelle G = x ist, wie 
die Gleichung (1) leicht erkennen liWt, 

tU(x - 0) + f(x + O)J. 

Setzt man speziell x = 0, so erhalt man die Entwickelung 

K'(O, G) = I-G = ~ ~sinn:7tG, 
:7t~ n 

n 

und die dargestellte Funktion erfiillt an der Stelle G = 0 die 
Grenzbedingung der Eigenfunktionen nicht; die erhaltene Glei­
chung gilt hier offenbar nicht mehr. Entsprechendes leistet an 
der Grenze G = 1 die Reihe 

K'(l,~) = _ ~ = ~ ~ (-I)"sinn:7t~. 
:7t~ n .. 
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Der mit beliebigen Konstanten a, b, bl , ••• gebildete Ausdruck 

"1]1 x = a K' (0, x) - b K' (1, x) - bi K' ("111 x) - b2 K' (112' x) - ... 

kann daher nach den Eigenfunktionen sin nnx auf die Fouriersche 
Weise entwickelt werden und sein Verhalten an den Grenzen 
x = 0 und x = 1, sowie an gewissen Unstetigkeitsstellen ist 
dureh folgende Beziehungen gekennzeiehnet: 

qJO = a, "IJIl = b, "1]1(11 .. -0)- "1]1('1/" + 0) = bn• 

Del' Wert del' Reihe in einer Unstetigkeitsstelle ist wie bei 
f ~ das arithmetisehe Mittel der von oben und unten her an­
gestrebten Grenzwerte, d. h. 

H"I]I("1" - 0) + "1]1(11 .. - 0)]. 
J etzt sei (x eine Funktion, die an den Stellen "111 "12' ... 

unstetig ist, deren erste Ableitung an den Stellen Sll Si' ... un­
stetig, im iibrigen abel' stetig, und deren zweite Ableitung stuck­
weise stetig ist j dabei sei 

(0 = a, (1 = b, ('(~m-O) - ('(Sm + 0) = am, (("1 .. -0) 
-~("1 .. + 0) = b ... 

Dann ist die Differenz 

Fx = (x-1/1x-"I]Ix 
auf del' ganzen Strecke von x = 0 bis x = 1 mit ihrer ersten 
Ableitung stetig, ihre zweite A bleitung ist stiiekweise stetig und die 
Grenzbedingungen del' Eigenfunktionen werden durch Fx erfiillt. 
Diese Funktion ist also nach § 4 auf die Fouriersche Weise ent­
wickelbar. Dasselbe gilt abel' von 1/1 x und "1]1 x, mithin auch 
von l Xj nul' an den Grenzen x = 0 und x = 1 versagt die 
Darstellung vielleieht, weil dies beim Ausdrnek "1]1 x moglieh ist, 
und an den Unstetigkeitsstellen liefelt die Reihe wie die fiir lPx 
aufgestellte das arithmetisehe Mittel der Grenzwerte (x - 0) 
und (Cx + 0). 

Hiermit ist gezeigt, dall Funktionen, die mit ihren ersten 
beiden Ableitungen stiickweise stetig sind, dureh die 
Fouriersche Sinusreihe dargestellt werden konnen. Ebenso 
wie die benutzten Reihen K' (x, s) als Funktionen von S, konvergiert 
die erhaltene Fouriersche Reihe gleichmiWig auf jeder Strecke, 
die· wedel' einen Unstetigkeitspunkt del' dargestellten Funktion 
enthiilt, noch eine solehe del' Stellen x = 0 und x = 1, in del' 
die dargestellte Funktion von Null verschieden ist. 
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Die Methode, die zu diesem Ergebnis geflihrt hat, ist offenbar 
allgemeinen Charakters und ergibt flir die soeben definierte Klasse 
von Funktionen f x sofort auch, da13 sie nach den Gro13en 
sin (n - t) 7C X und cos n 7C x entwickelt werden konnen, wobei in 
letzterem Falle die Bedingung 

1 

Jfrx.drx=O 
o 

aufzustellen oder in der Entwickelung em konstantes Glied ein­
zufligen ist. 

§ 6. 
Das Theorem von Hurwitz. 

In allen betrachteten Fallen ist es leicht, eine quellenma13ig 
darstellbare Funktion 1/1 x zu finden, die zu einer beliebigen auf 
der Strecke von x = 0 bis x = 1 stetigen Funktion f x in solcher 
Beziehung steht, da13 das Integral 

1 

D = J (frx - 1/1 rx)2drx 
o 

so klein ist wie man will. In der Tat kann man zunachst, ab­
gesehen vom ausgearteten FaIle, eine Funktion 1/10 x konstruieren, 
die geometrisch durch die Ordinate eines Polygonzuges dargestellt 
wird, die ferner die Grenzbedingungen der Eigenfunktionen erflillt 
und der Gro13e 

1 

Do = J (frx - 1/1o rx)2drx 
o 

einen beliebig klein en Wert gibt; denn man kann bewirken, daB 
die Differenz 1 f rx -1/10 rx 1 zwischen rx = 0 und rx = 1 unter einer 
vorgeschriebenen Grenze liegt, abgesehen von gewissen Teil­
strecken jenes Intervalls, in denen die bezeichnete Gro13e zwar 
nicht beliebig klein ist, wohl aber unter einer festen, nur durch 
die Funktion f rx bestimmten Grenze bleibt; dann ist das Integral Do 
offenbar beliebig klein. 1st z. B. eine der Grenzbedingungen 

IP 0 = 0, 

so wird auch tPo 0 = 0 zu setzen sein, die Differenz 11/10 rx - f rx I 
also auf einer belie big kleinen, mit der Stelle x = 0 beginnenden 
Strecke nicht beliebig klein sein, aber unter einer festen, durch 
fO bestimmten Grenze liegen. 
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Rundet man nun die Ecken des Polygons, dessen Umfang 
die Punkte mit der Ordinate 1/10 x enthalt, in der Weise ab, daB 
man in den von zwei zusammenstoBenden Seiten gebildeten 
hohlen Winkel einen diese Seiteu beriihrenden Kreisbogen legt, 
so hat der erhaltene Kurvenzug eine Ordinate 1/1 x, die sich bei 
angemessener Wahl der abrundenden Bogen von 1/10 x iiberall um 
weniger als eiue vorgeschrie bene GroBe unterscheidet; ferner ist 
die erste Ableitung 1/1' x stetig, die zweite Ableitung stiickweise 
stetig und die Grenzbedingungen sind erfiillt. Die Funktion 1/1 x ist 
also nach § 2 quellenmaBig darstellbar und bewirkt, daB der abso­
lute Wert des Integrals D unter einer vorgeschriebenen Grenze liegt. 

In dem ausgearteten FaIle wollen wir der Funktion f x die 
Bedingung 

1 

Jfrh.drh=O 
o 

auferlegen und die Funktion 1/1 x wie bisher konstruieren; dann 
ist auch del' absolute Wert der GroBe 

1 

'f} = J 'ljJlXdlX 
o 

beliebig klein und die Funktion 1/1 IX - 'f} ist quellenmafiig dar­
stellbar und so beschaffen, daB sie, £iiI' 1/1 rh gesetzt, dem Integral D 
einen beliebig klein en absoluten Wert gibt. 

Die hiernach in allen Fallen definierte Funktion 'IjJ IX kann 
nach § 4 in eine gleichma13ig konvergente Reihe nach den Eigen­
funktionen entwickelt werden; es gibt daher eine endliche Reihe 
von der Form 

¥x = b1qJjx + b2qJ2X + ... +.bmqJmx, 
die, iiir 1/1 x gesetzt, das Integral D ebenfalls so klein macht wie 
man will. Diese ist offenbar wie 1/1 x quellenma13ig darstellbar; 
setzt man namlich 

®x = b1A1qJjX + b2A2qJ2X + ... + bmAmqJmX, 
so findet man sofort 

1 

1p' X = J K (x, rh) ® rh • d rho 

o 

J etzt multipliziere man die bilineare Formel 

K(rh, (3) = ~ qJnlXi qJn(3 
n .. 
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mit fa. ® fJ uud integriere nach beideu Variablen von Obis 1 ; 
da die Eigenfunktionen zu einander orthogonal sind, so ist offen­
bar, wenn m> n, 

1 

f ®x.f/Jm x . dx = 0, 
o 

und man erhalt die Gleichung 
1 1 11m f f K(afJ)fa.®{LdadfJ = f fa. 'lJfa.da = t a,ub,u, 

o 0 0' 

wobei gesetzt ist 

oder 

1 

a", = f fa. f{J",a.da, 
o 

1 I,m 

2 f fa. 'IJf a . d x - 22: a,u b,u = 0. 
o ,u 

Da ferner offen bar die Gleichuug 

! I,m 

\ (lfJ'a)2d a = 2: b~ 
o ,u 

daraus folgt, da13 die Funktionen f{JnX normiert und zu einander 
orthogonal sind, so gilt die Gleichung 

1 1 I,m I,m 

M = f (fa - 1p'a)2da = f (fa)2da + 2:b~ - 22: a,u b"" 
o 0 '" '" 

deren linke Seite unter einer vorgeschriebenen Gro13e liegt und 
III der Form 

1 

M = f (fa)2da + ~b,~ - 2 ~a,ub,u 
o ,u IJ.. 

l,m 1 I,m 

= 2:(b", - a,u)2 + f(fa)2 da - 2:a~ 
'" (, ,u 

geschrieben werden kann. Nun gilt aber die Identitlit 

1 1 1 

N = f (fa - a l f{Jla - ... - am f{J m a)2da = f (fa)2da - f a,~, 
o 0 '" 
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die aus den soeben erwahnten Eigenschaften der Funktionen !PriX 

folgt; die GroBe M zerfallt also in zwei nicht negative Sum­
manden, deren einer N ist. Mithin liegt auch diese GroBe bei 
geeigneter Wahl der Zahl m unter einer vorgeschriebenen Grenze. 
Sie nimmt aber offen bar ab, wenn man m vergroBert, nahert sich 
also, wenn man m tiber aIle Grenzen wachsen laBt, der Null an, 
d. h. es besteht die Gleichung 

1 1,00 f (fa)2da = .2: a~, 
o n 

die ein wichtiges Theorem von Hurwitz ausspricht. 
In den Fallen (A) und (B) hat man zu setzen 

1 1 

an = V2 S fa.sinnnada, an = 12 S fa.sin(n - Dnada. 
o 0 

Will man im FaIle (0) die Bedingung 

1 

Sfa.da = 0 
o 

wegschaffen, so braucht man nur 
1 

c=Sfa . da 
o 

und fa - c fUr fa zu setzenj man erhiilt so die Gleichung 

1 ~m 1 f (fa - c)2drx = 2:a~, an = V2 f (frx - c) cosnnrxda 
o .. 0 

1 

= V2 f frx. COS nnada 
o 

oder 
1 1 00 f (frx)2 drx = c2 + ~ a~ 

o n 

[ 1 ]~ 1 00 [ 1 ]2 
= J fa.da + 2 ~ J fa.cosnnada • 
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§ 7. 

Warmeleitung im Ringe; Eigenwerte mit mehreren 
zugehorigen Eigenfunktionen. 

§ 7. 

Bei der Warmeleitung in einem Ringe, d. h. einem linearen, 
in sich zurlicklaufenden Leiter, sei x der langs desBelben ge­
meSBene Abstand von einem festen Anfangspunkte, 1 die Lange 
des Ringes; dann ist die Temperatur wie in § 3 Integral der 
Gleichung 

ott 02U 
ot = dx 2 - b2 u, 

und der Umstand, daB zu den Werten x = 0 und x = 1 der­
selbe Punkt gehart, fordert die Gleichungen 

u I: = ~: I: = o. 
Setzt man daher wie in § 3 

-(u+b£)t u=e cp, 
so ergibt sich die Differentialgleichung 

d2 cp 
(1) (tx 2 + p..cp = 0 

mit den Grenzbedingungen 

11 dCP11 
(2) cP 10= d x 0 = o. 
Die samtlichen Lasungen diesel' Aufgabe sind die Konstante mit 
dem Werte p.. = 0 und die mit beliebigen Koeffizienten An, Bn 
gebildeten Aggregate 

An cos 2 n1tx + Bn sin 2 n1tx, n = 1, 2, ... 

zu denen die Werte p.. = 4 n2 1t2 geharell. 
Diese GraBen erscheinen als Lasungen einer Integralgleichung, 

deren Kern die stationare Temperatur ist, die von einer an der 
Stelle x = g wirkenden Warmequelle herrlihrt, wenn gleichzeitig 
die Warme durch die Oberflache des Ringes nach einem beliebigen 
Gesetze ausstrahlt. Eine solche Temperatur werde durch w be­
zeichnet und durch folgende Gleichungen charakterisiert: 

(3) ~:; - c2 w = 0, wi: = ~~ I: = 0, 

man findet leicht auf del' Strecke 0 < x < g 

dw 1;-0 
- =1; 
dx ~ to 
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~of e (- x + ~ - !) 
w = 2e@5in!e ' 

l! 

d w _ - @5in e (- x + ~ - ~) 
dx 2@3in~e 

und auf dar Stracke 1 > x > ~ 
w = Q;of e (x - ~ - ~) dw = @5in e (x - ~ - ~) 

2e@5inie ' dx 2Ginte 

Ferner ergeben die Gleichungen (1), (2), (3): 

( d rp dW) I~-o Jl 
W dx - rp dx ~+o + (I-' + e2) wrpdx = 0, 

o 

oder, wenn 

w = K(x, ~), A = I-' + e2 = 4n2n2 + e~ 
gesetzt wird: 

1 

(4) rpx = A f K(x, a) rpa.da. 
o 

Umgekehrt findet man, wenn 
1 

Fx = f K(x, a) {a.da 
o 

gesetzt wird und {a eine stiickweise stetige Funktion ist, 
1 

(5) F'X = f K'(x, a){a.da, F"x = e2 Fx - (x, 
o 

so daI3 aus der Integralgleichung (4) immer folgt 

rp"x = e2 rpx - Arpx = - I-'rpx. 

Die Randwertaufgabe (1), (2) und die Integralgleichung (4) haben 
also auch hier genau dieselben Losungen, und die zweite Glei­
chung (5) fiihrt wie friiher zu dem Satze, daI3 jede Funktion, die 
die Randbedingungen erfiillt, eine stetige erste und stiickweise 
stetige zweite Ableitung besitzt, in der Form Fx, also quellen­
maI3ig dargestellt werden kann. 

Das Besondere gegeniiber den friiher behandelten Aufgaben 
ist hier, daI3 jedem Eigenwerte 

,1.»+1 = e2 + 4n2n2, 

abgesehen vom Werte Al = e2, zwei zu einander orthogonale nor­
mierte Eigenfunktionen 

12 cos 2 n n x , 12 sin 2 n n x 
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zugehOren, denen beliebige, mit konstanten Koeffizienten gebildete 
Aggregate aus ihnen beigesellt werden konnen; zum Eigenwert 
ill = c2 gehort als einzige normierte Eigenfunktion die Kon­
stante 1. Ais bilineare Formel wtirde man also geneigt sein, 
folgende Gleichung anzusetzen: 

K(x E) = ~ + 2 ~ cos2nnx cos2nng + sin2nnx sin2nn~ 
, c2 ~ c2 + 4 n 2 n 2 

n 

= ~ + 2 ~ cos 2nn(x - g) 
c2 ~ c2 + 4 n 2 n 2 ' 

n 

nnd diese Gleichung bestatigt sich leicht, wenn man die Funktion 
~ofax in eine Cosinusreihe entwickelt; man erhalt namlich 

_ . {I ~ (- l)n cos n n x} 
~ofax - 2 a em a 2 a2 + ~ a2 + n2n2 . 

Hieraus erschlie13t man nach del' Methode des § 5 die bekannten 
Satze tiber die Darstellung einer periodischen Funktion durch die 
Fouriersche Sinus-Cosinusreihe, wobei fUr fx dieselben Singula­
ritaten wie in § 5 zugelassen werden. 

Schreibt man die bilineare Formel in der Gestalt 

K(x E) - ~ = 2~ cos2nn(x - g) 
, c2 ~. c2 + 4 n 2 n2 ' 

n 

so kann man auch c = 0 setzen; die linke Seite geht dann z. B., 
wenn x < E ist, in den Ausdruck 

lim 1 ~of c (E - x - l) - ~ l = 1 (E - x - 1)2 + ..!.. 
_ . C c2 2 2 24 , 

c_o 2 c@5m -
2 

wenn x > E, in den Wert 

Hx-g-l)2+2\' 
tiber. Bezeichnet man die hiermit definierte symmetrische Funk­
tion von x und g durch K(x, E), so gilt die Gleichung 

K( 1:) = ~ Y2cos2nnx.V2cos2nnE+V2sin2nnx.V2sin2nnE 
x,s ~ 4n2n2 ' .. 

die auch aus den Formeln des § 4 leicht verifiziert werden kann. 
Man sieht aus dieser Formel, da13 die Gro13en 

(6) y2cos2nnx, y2sin2nnx, n = 1,2, '" 
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die beiden zum Eigenwerte 4 n2 :11: 2 gehorigen normierten Eigen­
funktionen des neuen Kerns sind, der seinerseits die Gleichungen 

1 

KII (x, ~) - 1 = 0, f K(u" x)du, = 0 
o 

erfiillt. Mit diesem Kern sind also, ahnlich wie nach § 3 mit w, 
nur die Funktionen fx quellenmafiig darstellbar, die die oben 
geforderten Eigenschaften besitzen und auBerdem die Gleichung 

1 

(7) f fu,·du, = 0 
o 

erfiillen. Nach den Eigenfunktionen (6) sind also nicht beliebige 
willkiirliche Funktionen von der beim vorigen Kern geforderten 
Beschaffenheit zu entwickeln, sondern nur solche, die die Glei­
chung (7) erfiillen, was natiirlich sofort bewirkt wird, indem man 
einen konstanten Summanden hinzufiigt. Damit ist wiederum die 
Fouriersche Sinus-Cosinusreihe abgeleitet. 

§ 8. 

Eigenwerte mit mehreren zugehOrigen Eigenfunktionen bei 
beliebigen Kernen. 

Um die neue Erscheinung, dan mehrere zu einander ortho­
gonale Eigenfunktionen zu demselben Eigenwerte gehoren, ge­
nauer zu durchschauen, nehmen wir an, zum Eigenwerte )..1 

gehoren die zu einander orthogonalen normierten Eigenfunktionen 
<PI x, <P2 x, ... <Pk X als Losungen der Integralgleichung 

rp x = Jl J K (x, u,) <P u, . d u, , 

in der das unbestimmte Integralzeichen wie in § 3 auf ein Grund­
gebiet bezogen werde, das wir ein fiir allemal festhalten; dabei 
braucht der Kern nicht symmetrisch vorausgesetzt zu werden. Wir 
bilden nun die nicht negative GroBe 

f [ l,k J2 
P = K(x, u,) - ~ C7 <P7U, du, 

f I,k l,k f 
= K (x, u,)2 d u, + 2: c; - 2 2: c. K (x, u,) rp7 U, d u,; 

• • 
setzt man speziell 

c. = f K(x, u,) rp.u,du, = rp;IX , 
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so findet man 

f I, k ( )2 
P = K(x a)2da - "'V ~ , ~ At 

~ 1 

und hieraus 

f Pdx = J J K(x, a)2dadx - ;f' 
und diese Gro13e ist wie P nicht negativ. Damus folgt 

k < Aj2 J J K(x, a)2 dudx, 

d. h. die Anzahl khat eine gewisse obere Schranke, und zu 
jedem Eigenwertkann nul' eine endliche Anzahl zu em­
ander orthogonaler Eigenfunktionen gehoren. 

Es sei nun das System del' Funktionen CPI x, ... CPk X ein 
solches, in dem k seinen gro13ten Wert erreicht; dann la13t sich 
zeigen, da13 jede zu Al gehorige Eigenfunktion in der Form 

CI CPI x + C2 CP2 X + ... + Ck CPk x 
dargestellt werden kann mit konstanten Koeffizienten c.. Ware 
namlich 'I/J x eine Eigenfunktion, bei der dies nicht moglich ist, 
so konnte man die Konstanten b so bestimmen, da13 der Ausdruck 

l,k 

'l/Jox = 'l/Jx - 2: b.cp.x 

zu allen Funktionen CPl x, CP2 x, '" CPkX orthogonal ware; es geniigt, 

b. = J 'l/Jo a . cp. a . d a 

zu setzen. Die so erhaltene Funktion 'l/Jo x kann nicht identisch 
verschwinden, da dann 'I/J x durch f(J1 x, ... linear ausgedriickt er­
schiene, entgegen del' Voraussetzung. Man hat also in den Funk­
tionen 'l/Jo x, CPI x, CP2 x, ... CPk X 

ein System von k + 1 zu einander orthogonalen Eigenfunktionen, 
die zu dem Eigenwert Al gehoren, was del' Definition der Zahl k 
widerspricht. Damit ist gezeigt, da13 'l/Jx von den Funktionen 
CPlX, Cf!2X, ... CPkX linear abhangig sein mu13. Zu jedem Eigen­
wert einer Integralg leichung mi t stetigem, symmetrischem 
oder unsymmetrischem Kern gehort also eine endliche 
Anzahl zu einander orthogonaler normierter Eigenfunk­
tienen, durch die jede andere zu demselben Eigenwert 
gehorige Eigenfunktion des Kerns linear mit konstanten 
Koeffizienten ausgedriickt werden kann. 
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Die Gesamtheit der zu allen Eigenwerten gehOrigen Systeme 
zu einander orthogonaler Eigenfunktionen hei.l3t ein vollstandiges 
normiertes Orthogonalsystem des betrachteten Kerns. Jede 
Eigenfunktion des Kerns ist lineare Kombination aus einer end­
lichen Anzahl von Gliedern des vollstandigen Systems mit kon­
stanten Koeffizientenj ist der Kern symmetrisch, so sind aIle Glieder 
des Systems zu einander orthogonal, da die zu verschiedenen Eigen­
werten gehorigen Eigenfunktionen schon in § 3 als zu einander 
orthogonal erkannt sind. 

An dies Resultat schlieI3en wir zwei Korollare. Zunachst sei 
durch cp~x irgend eine Anzahl von Gliedern des vollstandigen 
Systems bezeichnetj JI.(' seien die zugehorigen gleichen oder un­
gleichen Eigenwerte, der Kern symmetrisch. Dann gibt die Un­
gleichung 

indem man 

J [K(x, a) - 2:c('cp~a]2da > 0, 
~ 

c~ = JK(X, a)cp~a.da = cp:~x 
setzt, ahnlich wie bei einer oben durchgefiihrten Rechnung 

J K(x, a)2da - 2:c~ > 0, 
~ 

JK(X a)2da - ~ (cp~X)2 > 0 
, L.; Jl.2 =' 

(' ~ 

Integriert man nach x, so folgt 

JJ K(x, a)2dadx > 2: ;2 j 
~ ~ 

von den reziproken absoluten Werten der Eigenwerte kann also 
nur eine endliche Anzahl eine vorgeschriebene Grenze iiber­
schreitenj die Eigenwerte haufen sich im Endlichen nicht. 

Ein zweites Korollar betrifft die mit dem volIstandigen System 
gebildete bilineare Reihe 

die, wie wir annehmen wollen, gleichma13ig konvergiere, wenn x 
und ~ das Grundgebiet durchlaufen. Dann ist die Differenz 

K n e 8 e r, Integralgleichungen. 3 
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ebenso wie K eine stetige symmetrische Funktion von x und ~ 
auf der bezeichneten Strecke. Nehmen wir nun den Fundamental­
satz voraus, der im fiinften Abschnitt bewiesen wird und aussagt, 

daB jeder stetige symmetrische Kern mindestens eine 
nicht identisch verschwindende Eigenfunktion besitzt, 

so gibt es eine nicht identisch verschwindende Funktion tjJ x, die 
die Gleichung 
(1) tjJx = p. J Q(x, CY.)tjJCY..dCY. 

erfiillt, in der p. eine Konstante bedeutet. Multipliziert man mit 
qJ .. x und integriert, was erlaubt ist, in der Reihe Q gliedweise, 
so ergibt sich 

(2) J tjJx.qJ .. x.dx = p. J tjJCY..da(JK(X, a)qJn xdx -~ i:a) = 0; 

aus der Integralgleichung (1) folgt somit 

tjJx = p. J K(x, a)tjJa.da. 

Hiernach ware tjJx eine Eigenfunktion des Kerns K(x, ~), also 
ein Aggregat von Funktionen qJ .. x mit konstanten Koeffizienten. 
Das widerspricht abel' den Gleichungen (2), und der Widerspruch 
lost sich nur, wenn Q(x,~) identisch verschwindet: 

K(x, ~) = ~ qJn X;. qJn~ • 
.. n 

Aus dem zitierten, spater zu beweisenden Fundamentalsatze 
folgt also, da13 die bilineare Formel, gebildet mit dem 
vollstandigen Orthogonalsystem eines stetigen symme­
trischen Kerns, immer gilt, wenn die bilineare Reihe 
beziiglich beider Variabeln in dem ganzen Grundgebiet 
gleichmii.13ig konvergiert. 



Zweiter Abschnitt. 

Integralgleichungen und Schwingungen linearer 
Massensysteme. 

§ 9. 
IntegraJgleichungen und freie Schwingungen. 

Zu Anwendungen del' Integralgleichungen auf das Gebiet del' 
Mechanik fiihren die folgenden Betrachtungen. 

In einem stetig zusammenhangenden Massensystem von einer 
Dimension sei dx das Massenelement, x die Gesamtmasse des 
Stiickes vom Anfangspunkt bis zu einem beliebigen Punkte hin. 
Das System sei imstande, um eine Gleichgewichtslage kleine 
Schwingungen, d. h. rein periodische Bewegungen von kleiner 
Amplitude auszufiihren. Die Parameter, die die moglichen Lagen 
des Systems bezeichnen, seien q .. , wobei n hier wie fortan stets 
eine bestimmte endliche odeI' unendliche Reihe von Zahlen 1, 2, ... 
reprasentiere; von den Schwierigkeiten des Unendlichen sehen wir 
ab, solange die entwickelten Formeln nur als Wegweiser dienen. 
Die Grollen q.. seien ferner so gewahlt, dall dem Wertsystem 
q .. = 0 die Gleichgewichtslage entspricht, und dall die Differential­
gleichungen del' kleinen Eigenschwingungen die Gestalt 

d2 q" _ 
dt2 + A."q .. - 0 

annehmen, wobei A. .. positive Konstante seien. Diese Gleichungen 
ergeben sich als Bewegungsgleichungen nach del' Regel von 
Lagrange, wenn die lebendige Kraft des Systems in del' Form 

T _ ! "" (d q .. )2 
- 2..t:::..J dt ' .. 

die potentielle Energie in del' Form 
3* 
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angesetzt wird. 
Bei kleinen Schwingungen urn die Lage q" = 0 kann die Ver­

riickung jedes Massenpunktes aus seiner Gleichgewichtslage, die 
wir durch u bezeichnen, als liueare J!'unktion der Gro13en q" an­
gesehen werden; sie sei etwa 

u = 2: q"rpn X 

" 
und sei in jedem Mass en element nur in einer bestimmten Rich­
tung und der ihr entgegengesetzten moglich. 

Dann gilt fiir die lebendige Kraft auch der Ausdruck: 

T= ~ f (~;y dx = ~ f (2: ~~nrpnxy dx, .. 
in dem das Integralzeichen wie fortan stets die Integration iiber 
das ganze Massensystem bezeichne. Vergleicht man die beiden 
Ausdriicke von T, so ergeben sich sofort die Beziehungen 

S (rpnx)2dx = 1, S rp"x. rpm x .dx = 0 (m ~ n). 
Auf das betrachtete System, das wir in beliebiger von der 

Gleichgewichtslage wenig abweichender Lage voraussetzen, wirke 
von au13en her ein Kraftsystem ~, das an jeder Stelle x die Arbeit 
X~udx leistet, wenn die Verriickung u durch u + ~u ersetzt 
wird. Da nun offenbar die Gleichung 

~u = 2: rpnx.~q .. 
" 

gilt, wenn der Verschiebung ~u an den Parametern qn die Varia­
tionen ~ q" entsprechen, so ist die gesamte Arbeitsleistung der 
Krafte ~ 

f X~udx = 2: ~q .. f Xrpn x •dx 
" ()der 

" 
wenn die den Parametern qn entsprechenden Kraftkomponenten 
im allgemeineren Sinne des W ortes durch die Gleichungen 

.o.efiniert werden. 
Qn = S Xrp"x.dx 
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Die gesamte virtuelle Arbeit, die das Kraftsystem R zusammen 
mit den inneren Kraften des Systems leistet, ist hiernach 

- a v + ~ Q .. aq .. = ~ ( Q .. _ ~ Vq ) aq .. , .. .. .. 
und die Bewegungsgleichungen erhalten nach der Regel von 
Lagrange die Form 

SpezieU werde das Kraftsystem R so gewahlt, da./l es das 
Massensystem im Gleichgewicht halt. Dann bestehen die Glei­
chungen 

da nun allgemein 
u = ~q .. fJi .. x .. 

gesetzt wird, so bewirkt das Kl'aftsystem R die Verriickung 

~ Q .. fJin X ~ Ip .. X f X d u = ~ 1 = ~-l- fJi .. x . x. 
fi n ,. fI. 

Weiter werde das System R dahin spezialisiert, dall nur an 
einer Stelle x = ~ eine Kraft wirke. Man nahert sich diesem 
Zustande, wenn man die Funktion X nur in der Nahe der Stelle ~ 
grolle von Null verschiedene Werte annehmen, sie im iibrigen 
yerschwinden lii.Ilt, dabei aber die Gleichung 

S Xdx = 1 

festhalt. Dann reduziert sich das die Arbeit darstellende Integral 
auf den Ausdruck 

f Xaudx = aU\"'=~'f Xdx = aUr=~i 
die Arbeit der punktuell gewordenen Kraft wird also durch die 
Verriickung au selbst gemessen, und die Komponente der Kraft 
in der Richtung der Verriickung u hat die lntensitat Eins. Ahnlich 
reduziert sich die Kraftkomponente Q .. auf die Form 

Q .. = f XfJi .. x .dx = fJinE.f Xdx = fJi .. ~, 
und far die Verriickung erhalt man den Ausdruck 
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der in x und ~ symmetrisch ist und durch K (x, ~) bezeichnet 
werde. 

Multipliziert man die erhaltene Gleichung mit einer bestimmten, 
aber beliebig gewahlten Funktion !Pm~ und integriert nach ~ liber 
das Massensystem, so findet man mit Rlicksicht auf die Glei­
chungen 

f (!Pnx)2dx = 1, f !p".x.!Pnx . dx = 0 (m;;e: n) 

sofort die Integralgleichung 

!Pm X = Am f K(x, ~) !Pm~' d~. 
Die Funktionen !pnX sind also Eigenfunktionen des sym­

metrischen Kerns K (x, ~), der gewisserma13en von der bilinearen 
Formel ausgehend konstruiert wird. Die zugehorigen Eigenwerte 
sind Am und die mechanische Bedeutung des Kerns als Verrlickung 
ist vollkommen ersichtlich. Das Grundgebiet ist das ganze be­
wegte Massensystem. 

Diese Betrachtungen brauchen nur wenig abgeandert zu 
werden, wenn dampfende Krafte von gewissen einfachen Typen 
wirksam sind, namlich solche, die von einer Zerstreuungsfunktion 
abhangig sind. Unter einer solchen verstehen wir eine quadratische 
Form 

F 1 ~b dqm dqn 
= 2""':::" mn (ifdf' 

deren Koeffizienten Konstante sind; setzt man 

dq" . 
dt = qn, 

so lauten die verallgemeinerten Lagrangeschen Gleichungen fol-

also wenn T und V die vorausgesetzte spezielle Form haben: 

d2qn + ~b dq". + A Q dt 2 ...:::.. mn (if nqn = n' 
m 

Hieraus aber lassen sich betreffs einer vorausgesetzten Ruhelage 
des Systems unter der Wirkung der Krafte st genau dieselben 
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Schliisse ziehen wie oben, da die mit den Koeffizienten b behafteten 
Glieder wegfallen. SpezieH folgt, dafi die Formel 

K(x, ;) = .2: IPnX).. qJn; 

n n 

giiltig bleibtj die Funktionen qJn sind iiberhaupt ihrer Definition 
nach von der Zerstreuungsfunktion F unabhangig. 

Die Gleichungen (1) haben auch noch eine Bedeutung, wenn 
man T als identisch verschwindend ansiehtj sie geben dann die 
Gesetze der Warmebewegung an. Sind namlich etwa Ull U2, ••• 

die Temperaturen einzelner fester materieller Punkte, die aHein 
von einander thermisch beeinflufit werden, so hat man Gleichungen 
von der Form 

~~n = .2: Amn(um - un), 
m 

wobei die Grofien A von der Zeit unabhangig sind und ungeandert 
bleiben, wenn man die Zeiger vertauscht. Man kann daher die 
letzte Gleichung auch in der Form 

dUn oV 
(if - dUn 

schreiben, wobei V eine Funktion der Grofien Un ist. Sieht man 
diese als die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktsystems an, 
so erkennt man, dafi die Warmegleichungen aus den Bewegungs­
gleichungen 

entstehen, indem man die Massen p,n = 0 setzt. Diese Gleichungen 
gehoren einem System an, in welcham Widerstande wirken, 
aufierdem aber konservative Krafte, die eine potentieHe Energie 
Vergeben. 

Denkt man sich in einem solchen System allgemeine Koordi­
naten q eingefiihrt, so erhalt man die Gleichungen 

(2) of + oV = 0 
oqn olJn 

zur Darstellung einer freien Bewegung des Systems, und diese 
Form bleibt, wenn man die Zahl der Punkte ins Unendliche 
wachsen lafit. Dann ist die Temperatur u in del' Form 

tt = .2: qn qJn X 

n 
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darzustellen, und wenn wir jetzt annehmen, 2 E' sei einfach die 
Summe der Quadrate der Gro.l3en rj, so erhalten wir ebenso wie 
oben aus der entsprechenden flir T geltenden Voraussetzung 
auch jetzt die Gleichungen 

j IPnIX.IPmIX.da = 0, j(IPnOG)2dIX = 1. 

Die oben mit dem Kraftsystem Sf ausgeflihrte Untersuchung ver­
anla.l3t uns hier, in einem Punkte eine Warmequelle wirken zu 
lassen, als Analogon der punktuellen Kraft. Damit ist der Ansatz, 
der im ersten Abschnitte zu den Greenschen Funktionen flihrte, als 
spezieller Fall des in diesem Paragraphen entwickelten erkannt. 

Die Bewegungsgleichungen (2) geben, wenn V dieselbe Gestalt 
hat wie oben, 

dqn + '0 -Ant lIt "'n qn = , qn = an e , 

und die gesuchte Temperatur erscheint in der Form 

u = ~anIPnX.e-lnt, 

also ganz wie man es m der klassischen Warmeleitungstheorie 
gewohnt ist. 

§ 10. 

Anwendungen: die schwingende Saite. 

Als einfachstes Beispiel flir die Theorie des § 9 werde eine 
Saite von der Lange und linearen Dichtigkeit Eins betrachtet, 
die langs der x-Achse gespannt ist; flir die seitliche Verriickung u 
gilt bekanntlich, wenn die Zeiteinheit passend gewahlt wird, die 
Differentialgleichung 

(1) 

mit den Grenzbedingungen 

(2) u I 0 = U 11 = O. 
Die Differentialgleichung beruht darauf, da.13 ou/ox die zur 

Saite senkrechte Komponente der in der Richtung wachsender x 
wirkenden Spannung ist; auf das Massenelement dx wirken daher 
in seitlicher Richtung die Krafte 

_ou OUI",+dX 
ox' ox ' 

02U 
deren algebraische Summe dem Produkt d x· 0 t2 gleichzu-

setzen ist. 
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Herrscht Gleichgewicht und wirkt eine iiu13ere Kraft p, so 
hat man als Bedingung des Gleichgewichtes die Gleichung 

du 1.,+d:C 
(3) P+ d- = 0, x x 

oder, wenn die betrachtete Stelle durch ~ bezeichnet und die 
Kraftintensitat = 1 gesetzt wird, 

dUI~-o - = 1, 
dx ;+0 

und fiir die Verriickung u gilt allgemein die Differentialgleichung 
d2 u . 
dx 2 = 0 

mit den Grenzbedingungen (2). Hieraus folgt, wie Bchon in § 1 
benutzt wurde, wenn man u durch K(x,~) ersetzt, 

K(x,~) = x(I-~), x<~, 
K(x,~) = HI-x), x>~, 

und als Ordinate aufgetragen ergibt diese Gro13e eine Kurve, die 
man als Gestalt der in einem Punkte durch eine seitliche Kraft 
beeinflu13ten Saite erwartet, die gebrochene Linie. 

Nach § 9 machen wir nun den allgemeinen Ansatz 

u = 2: qn f/J,. x , 
n 

wobei f/J,. eine Funktion der Zeit ist und eine Gleichung von der 
Form 

d2 q,. 
dt2 + A,.qn = 0 

gilt. Betrachten wir speziell eine Bewegung, bei der f/J,. allein von 
Null verschiedene Werte annimmt, und setzen in der Gleichung (1) 

u = qn f/J,.x, 

so ergibt sich sofort 

1 d2 f/Jn 1 d 2 qn d 2 f/Jn 
f/Jn dX2 = q.. d t2 = -An, d X2 + An f/Jn = 0, 

und aus den Bedingungen (2) folgt 

f/Jn 0 = f/Jn 1 = o. 
Die GroEe f/Jn muE also bis auf einen konstanten Faktor der 

Sinus eines ganzzahligen Vielfachen von 1t x sein, etwa, indem 
wir normieren, 
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!Pn X = V2 sin n'lt x , 

und hieraus ergibt sich 
An = n 2 'lt2• 

Die bilineare Formel nimmt folgende Gestalt an: 

K(x~) = ~ ~ sinn'ltxsinn'lt~. 
, 11: 2 .L.J n2 ' 

n 

§ 10. 

sie ist wirklich richtig, was aus § 9 nicht mit Sicherheit ge­
schlossen werden, nur vermutet werden kann; denn sie ist mit der 
in § 4 streng bewiesenen Formel (2) identisch. 

Die GraBen qn bestimmen sich in bekannter Weise aus den 
Werten von u und 0 U /0 t zur Zeit t = 0, die etwa (x und ljJ x 
seien, wobei offenbar 

sein mul3. 
(0 = ljJ 0 = (1 = ljJ 1 = 0 

Man setzt an 

(4) U =2: (Ancosn'ltt + Bnsinn'ltt) sin n 'ltX 

" 
und fordert die Gleichungen 

(x = 2: An sin n 'It x, ljJ X = 'It 2: n Bn sin n 'It x. 
n n 

Diese Gleichungen sind nach § 4 zu erfiillen, und die erhal­
tenen Reihen konvergieren absolut und gleichmaBig, wenn (x 
und 1/J x stetige Funktionen sind und stiickweise stetige erste 
und zweite Ableitungen besitzen; in derselben Weise konvergiert 
also die Reihe (4). Sind speziell auch die Ableitungen dritter 
und vierter Ordnung stiickweise stetig, so sieht man aus den 
Formeln 

1 

; An = f f (I" . sin n 'It (I" d (1", 

o 
b b 

f f · d (cos n 'It (I" I b + f (' cos n 'It (I" d (I".smn'lt(l" (I" = - (1". (1". (I" 
n'lt a n'lt 

a a 
h 

= _ f (1". c_o_s_n_'lt_(I" + f' (I" . sm n 'It (I" _ f" (I" . S_l_n_n_'lt_(I,,_ d (I" Ib • Ib f . 
n'lt a n 2 'lt 2 a n 2 'lt 2 ' 

a 
1 1 

f f(l,,· sin n'lt(l"d(l" = - _1_ f f"(l,,· sin n'lt(l"du, 
n 2 'lt 2 

o 0 
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den analogen mit der Funktion 1/J gebildeten Gleichungen und 
den Darstellungssatzen des § 5, daIl der Ausdruck (4) nach x und t 
zweimal gliedweise differenziert werden darf und, fUr tl gesetzt, 
in der Tat die Gleichung (1) erftillt. 

Fur die potentielle Energie hat man nach § 9 die Reihe 
1 n2 
_ '"' A q2 = _ '"' q2 n2 2 ~ n n 2 ~ n 

n n 

anzusetzen. Die GroIlen nnqn sind die Koeffizienten in der Ent­

wickelung der GroIle ~: nach den Funktionen cos n n x, und es 

gilt die Gleichung 
1 

J~: dx = O. 
o 

1st daher die Gro13e 0 u / 0 x nur stetig, so kann man das in 
§ 6 abgeleitete Hurwitzsche Theorem anwenden und findet fUr die 
potentielle Energie den Ausdruck 

1 

1 1 f(OU)2 - '"' n 2n 2q2 =- - dx 2 ~ n 2 ox ' 
" 0 

der sich auch aus mechanischen Erwagungen rechtfertigen Hillt. 

§11. 

Schwingungen des frei herabhangenden Seils. 

Ein zweites Beispiel zum § 9 bietet die Schwingung des 
homogenen hangenden Seils dar. Seine Lange und sein Gewicht 
seien Eins, die x-Achse der Richtung der Schwere entgegengesetzt, 
deren Beschleunigung etwa durch passende Zeiteinheit = 1 ge­
macht sei. Ferner sei x = + 1 der Aufhangepunkt und x = 0 
das freie Ende; endlich sei u die Verruckung senkrecht zur .T-Achse. 
Dann wirkt auf irgend ein Element dx abwarts die Spa'nnung x, 
aufwarts die Spannung x + d x und die zur x-Achse senkrechten 
Komponenten dieser Krafte sind 

au au /"+dX 
(1) - x ox' x ax ' 

so daIl man als Bewegungsgleichung erhalt 

~2U _ OU /,,+dX 
d x a t2 - x a x x ' 
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Setzt man speziell 
u = qn fJi .. X, 

so ergibt sich 

~ d2 qn __ A _ ~ ~ (x d fJi n). 
q .. dt 2 - n - fJin dx dx' 

dabei gilt die Gleichung 
fJin 1 = 0, 

und fJin ° ist eine endliche Grime. 

§ 11. 

Bezeichnen wir nun wie gewohnlich durch J x die Besselsche 
Funktion von der Ordnung Null, d. h. die GroBe 

X2 X4 

1 - 22 + 22.42 - "', 

so ist J (7e vX) das einzige an der Stelle x = ° endliche Integral 
der Gleichung 

J:... (x d yO) + k2 Y = 0. 
dx dx 4 

Hieraus folgt sofort 

fJin x. const. = J(2 VAn x) = J (kn VX), k~ 
An = 4' 

wobei die GraBen k durch die Gleichung 

Jk,,=O, (n=1,2 ... ) 

definiert sind; offenbar geniigt es, die positiven Wurzeln dieser 
Gleichung zu nehmen. Da ferner die Theorie der Besselschen 
Funktionen die Gleichung 

1 

J J(k V7t.)2 d (t = (J' k)2 
o 

ergibt, so sind die normierten Eigenfunktionen 

J(kn Vx) 
fJi" x = JI k" . 

Lassen wir jetzt im Punkte x =; eine seitliche Kraft von 
der Intensitat Eins wirken und nehmen wir an, das Seil bleibe 
unter ihrer Einwirkung in einer von der freien Gleichgewichtslage 
verschiedenen Lage in Ruhe, so zeigt der unter (1) angegebene 
Ausdruck der Spannung, daB zwischen den drei im Punkte ; an­
greifenden Kraften folgende Beziehung geIten muB: 
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( dU) I~-o (dU) IS+o . 
1 + - x dx + x dx = 0, 

oder 

(2) du IS-o 1 
dx Ho="f' 

Es ist ferner klar, dall auf der Strecke von x = 0 bis x = E 
die GroI3e U konstant ist, wahrend sie auf der Strecke x > E 
die Gleichung 

:x (x ::) = 0 

erfiillt und fUr x = 1 verschwindet. Man hat also, unter a und b 
Konstante verstanden, folgende Gleichungen: 

U = a, (x < E), 
U = b log x, (x> E). 

An der Stelle x = E sollen diese Werte gleich sem und 
auI3erdem die Beziehung (2) gelten; das gibt 

also 

(3) 

b 1 
a = b log E, 0 - "f = "f' b = - 1, 

u = -logE, (x < E), 
u = - log x, (x > E). 

Bezeichnet man diese GroI3e durch K(x, E), so hat man als 
bilineare Formel die Gleichung 

K(x E) = 4 "" J(kn VX) J(k .. W 
, ~ (J' kn)~ .k! 

zu erwarten. 
DaI3 iibrigens die Ausdriicke (3) die Ordinaten des seitlich 

abgelenkten Seils darstellen, kann man auch aus der Gleichung 
der von x = E bis x = 1 reichenden Kettenlinie ableiten, indem 
man bedenkt, dall nur ein wenig von der Vertikalen abweichendes 
steiles Stiick der Kurve benutzt wird. 

Wenngleich nun die bilineare Formel zUllachst nicht bewiesen 
ist, so be weist man doch leicht die Integralgleichung 

(4) 
1 

rpn X = AnS K(x, rx.)rpnrx.. drx.. 
o 

Man braucht nur von den Gleichungen 

ddx [xK'(x, E)] = 0, ddx (x dd~n) + Anrpn = 0 
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die erste mit !pn, die zweite mit K (x,~) zu multiplizieren und 
erstere von letzterer zu subtrahieren; dann ergibt sich 

:x [x (K(x,~) ~~' - K/(x'~)!PnX)] + }.n!Pnx.K(x,~) = 0, 

und wenn man von Obis 1 integriert, das in § 2 gegebene Lemma 
aus del' Integralrechnung benutzt und bedenkt, daB !pn ° und 
K (O,~) endliche GroBen sind, so findet man 

odeI' die Gleichung (4). 
Ein verwandter Fall ist del' eines Seiles, das an einer 

zu ihm senkrechten Achse befestigt ist und um diese rotiert, 
wobei von der Schwerkraft abgesehen werde. Das Seil bleibe in 
einer gleichformig um die Achse rotierenden Ebene und erstrecke 
sich von x = Obis x = + 1, so daB x = ° ein Punkt del' Rota­
tionsachse ist; dann verschwindet die Spannung am freien Ende 
und wird, wie ihre Beziehung der Zentrifugalkraft zeigt, durch 
1 - X2 bei passender GroBe der Rotationsgeschwindigkeit dar­
gestellt. An Stelle der Ausdriicke (2) erhiilt man fUr die auf 
das Element dx transversal wirkenden Spannungen 

_ (1- X2) OU (1- X2)OU IX+dX 
ox' ox' 

wenn U eine kleine seitliche Verruckung aus der Lage des rela­
tiven Gleichgewichts bedeutet. 

Die Gleichung del' kleinen Schwingungen ist daher 

o [ OU] 02U oX (l-x2)ox = ot2' 

Setzt man wieder 
U = !Pnx.qn, 

so ergibt sich 

:x [(1- X2) ~~nJ + An!Pn = 0, qn + Anqn = 0; 

als Grenzbedingung erhiilt man 

!PnO = 0, 
und die GroBen !pn (+ 1) muss en endlich, sein. Die. Greensche 
Funktion ist das an der Stelle x = 1 endliche Integral der Diffe­
rentialgleichung 
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das die Gleichung 
u\O= 0 

und die Unstetigkeitsbedingung 

dul;-O (1- X2) - = 1 
dx ;+0 
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erflillt. Letztere drlickt aus, da.13 die beiden auf das Element dx 
wirkenden Spannungskomponenten von transversaler Richtung eine 
Resultante von der Intensitat 1 geben. 

Man findet leicht, je nachdem soder x der gro.l3ere Wert 
ist, den ersten oder zweiten der Ausdrlicke 

. 1 1 + x 
u = "2 log 1- x' 

1 '1 + s u = -10<1 ---. 
2 '" 1-; 

Da13 der zweite dieser Ausdrlicke von x unabhangig wird, ist 
mechanisch plausibel zu machen; das Stlick des Fadens, fiir das 
x > ;, wird offenbar geradlinig, wenn im Punkte x = seine 
seitliche Kraft einwirkt. 

Die Losungen des gestellten Randwerlproblems sind, wie aus 
§ 28 folgt, die Legendreschen Polynome ungeraden Grades, die 
hiermit dynamisch gedeutet werden. 

§ 12. 

Der transversal schwingende Stab. 

Als letztes Beispiel betrachten wir den elastischen Stab, 
der langs der x-Achse liegt und in den Endpunkten x = 0 und 
x = 1 unterstiitzt oder eingespannt ist. 1st u die Verriickung 
eines seiner Elemente in der Richtung der y-Achse und entfernt 
sich der Stab nur wenig von der geraden Gleichgewichtslage, so 
gibt es eine solche positive Konstante a, da.13 ad2 u/dx2 das 
Moment der elastischen Krafte ist, die auf das vom Endpunkte 
x = 0 bis zu einem beliebigen Punkte x reichende Stiick des 
Stabes einwirken; auf das Reststlick wirkt das Moment - a d2u/ dX2. 
Wirken ferner in den Endpunkten die zum Stabe senkrechten 
Auflagerreaktionen Ao und Al und, wenn die Enden eingespannt 
sind, die Momente Mo und M], so ergeben sich als Gleich­
gewichtsbedingungen fiir die Strecke von x = 0 bis zum betrach-
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teten Punkte, indem man bezuglich des letzteren die Momente 
bildet, 

(1) 

und flir die Strecke vom betrachteten Punkte bis zum Ende x = 1 
d2 u 

(2) - a d X2 + Ml + At (1 - x) = o. 
Wenn nun der Stab an der betrachteten Stelle mit dem in 

der Richtung del' y-Achse ziehenden Gewicht Eins bela stet ist, so 
gibt dies in den erhalteneu Momentgleichungen keinen Beitrag j 
doch mun die Summe aller y-Komponenten verschwinden, so dan 

Al + Ao + 1 = 0. 
Die Gleichungen (1) und (2) ergeben aber 

d3Ulx-0 d3U\"+0 
a d x 3 = A o, - a d x 3 = Al j 

also folgt, wenn wir jetzt die belastete Stelle x = ~ nennen, 

adsul~-O=_l. 
d x3 ~ +0 

Ferner gilt offen bar allgemein die Gleichung 
d4 u 
d-=O' X4 

und die Grone u enullt an den Enden die betreffende Bedingung, 
der die Verruckung immer unterworfen ist j sie werde durch 
J( (x, ~) bezeichnet. 

J etzt wirke in jedem Elemente d x eine seitliche Kraft Y d Xj 

ihr Moment bezuglich des Punktes ~ ist dann Y (x - ~) dx j 
betrachtet man das Stuck des Stabes von x = Obis x = ~, so 
ergibt sich 

~ 

02 U I~ f a ox2 = Y(x-~)dx, 

und hieraus 

a ~~~ = f Y dx, a ~~~ - y = o. 

o 

o 
Speziell sei Y d x der Tragheitswiderstand bei der Bewegung, 

d. h. wenn d x als Massenelement angesehen wird, 
02U 

- dx ot2 j 
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dann ergibt sich die Bewegungsgleichung 
04U 02U 

a 0 X4 + 0 t2 = O. 

Setzen Wlr III dieser Gleichung der allgemeinen Theorie 
gemiW 

so folgt 

und die Konstanten An bestimmen sich aus den Grenzbedingungen, 
die, z. B. wenn der Stab beiderseits eingespannt ist, folgender­
mallen lauten: 

(3) d!Pn 10 d!pn 11 !Pn O = dx = 0, !Pn I = dx = O. 

Kombiniert man diese Gleichungen mit den oben aufgestellten 

X(O,~) = X' (0, ~) = X(l,~) = X'(l,~) = 0, 

a4X(x,~) = ° d3X(X'~II;-0 = _ ~ 
d X4 'd ,£3 ; + 0 a ' 

so findet man aus der allgemeinen Identitat: 

d4 w d4v d { d3 w a3v dw d2 v dv d2 W} 
V dx4 - w d X4 = d x v d x3 - w d x3 + d x d X2 - d x d X2 

und dem allgemeinen in § 2 angefiihrten Lemma, indem man 

v = !PnX, W = X(x, g) 
setzt: 

1 

- An f X(x, ~) !pnX. dx = !Pnx. X'II (x, g) 1;-0 
a ;+0 

o 

1 

!pn ~ = An f X (x, ~) !Pn X • d x, 
o 

wie es die allgemeine Theorie des § 9 erwarten lallt~ 
1st umgekehrt eine Funktion gegeben, fUr die die Gleichung 

1 ; 1 

(4) !p~ = c SX(x,~)!px.dx = c S K(~,x)!px.dx+c f K(g,x)!px.dx 
o u ~ 

besteht, so findet man unmittelbar 
K n e s e r, Integralgleichungen. 4 
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d~ ~4; = C [Kill (;, ; - 0) - K'" (;, ; + 0)] rp;. 

Nun kann man setzen 

K"'(;, ; - 0) = limK"'a, ; - h) 
h=+B 

_ lim K'" (;1 + h, ;1) 
~l=~' h=+O 

und ebenso 
= K'" (; + 0, ;), 

K",(;,; + 0) = K"'(; - 0, ;)j 
. somit folgt 

d~~4; = - crp;./K"'(; - 0,;) - K"'(; + 0, ;)} 

c = - rp;, 
a 

und die Randbedingungen sind infolge der Gleichung (4) erfulltj 
jede Losung der Integralgleichung lOst also auch das oben auf­
gestellte Randwertproblem. Die Funktionen rpn, die, wie man 
leicht sieht, die einzigen Losungen des Randwertproblems sind, 
reprasentieren also auch die Gesamtheit der Losungen der Inte­
gralgleichung. 

Die bilineare Formel 

K(x, ~) = ~ rpnX~ fJJ n $, 
n It 

die man hiemach erwartet, la13t sich aus dem am 8chlu13 des 
§ ti gegebenen 8atze streng ableiten. Aus den Randbedingungen (3) 
ergibt sich namlich, da13 rpn Losungen del' Gleichungen 

d4 rpn _ m4m = ° 
dx4 Tn 

sind, bei denen m positive und durch die Gleichung 

(5) cosm(£0lm = 1 

bestimmte Konstante sind j man hat dann 

An = 1ll~a 

zu setzen und findet fur die normierten Eigenfunktionen 

rpn X = 
(sin mil - @:lin mn) (COS1lln x- (£of 1lln x) - (COS111n - (£01 m .. ) (sinm .. x- ein m .. x) 

~gm .. - sinmn ~oj mn 
Diese liegen bei gro13en Werten von m.. zwischen endlichen 

von mn unabhangigen Grenzen. Die Gleichung (5) zeigt aber, daB 
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die Grollen m, wenn sie groll sind, wesentlich wie die Glieder 
einer arithmetischen Reihe wachsen; die bilineare Reihe 

I,'" I: 1 I,'" I: 2: rp .. x·rp .. s ~ - 2: rp"x.,rp"s 
it" a m .. .. .. 

konvergiert daher nach x und ~ gleichmiillig auf der Strecke von 
Obis 1, und dasselbe gilt noch von den Reihen, die man erhiUt, 
wenn man gliedweise einmal oder zweimal differenziert. Nach 
§ 8 ist also die bilineare Formel bewiesen, und dasselhe gilt so­
gar von den' Gleichungen 

K/(x, 0 = ~ rp~xit·rp,,~, 
n n 

Hieraus lassen sich nach der in den §§ 4 und 5 angewandten 
Methode die wichtigsten Satze liber die Darstellung willkiirlicher 
Funktionen ableiten, indem man nur noch die quellenmallig dar­
gestellten Funktionen 

1 

f K(x, fY.)ffY.·dfY. 
o 

einzufiihren und zu zeigen hat, dall unter ihnen aIle Funktionen 
enthalten sind, die mit ihren ersten beiden Ableitungen stetig 
sind, stiickweise stetige dritte Ableitungen besitzen und die Grenz­
bedingungen der Eigenfunktionen erfiillen. 

§ 13. 

Erzwungene Schwingungen und nicht homogene 
Integralgleichungen. 

Auf ein neues mit den Integralgleichungen zusammenhan­
gendes Problem fiihrt die TheOl·ie der erzwungenen Schwingungen 
des in § 9 betrachteten Massensystems. 

Seine Bewegungsgleichungen hahen, wenn beliebige Krafte Q .. 
wirken, die folgende Form: 

(1) 

Diese versuchen wir auf eine besondere Weise zu erfiillen. Die 
wirkende Kraft X sei das Produkt aus einem raumlich verander-

4* 
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lichen Faktor und einem von der Zeit abhiingigen Faktor har­
monischen Charakters, etwa, indem wir fortan stets durch deutsche 
Buchstaben von der Zeit unabhangige Grofien, durch p und f Kon­
stante bezeichnen, 

x = x cos (pt + f). 
Gelingt es dann, die Bewegung so zu gestalten, daIl die Ver­
riickung u die analoge Gestalt 

u = u cos (pt + f) 
annimmt, so liegt das vor, was man erzwungene Schwingung nennt. 

Um eine solche Bewegung in den Variablen q .. zu studieren, 
gehen wir von der in § 9 aufgestellten Gleichung 

Q .. = J Xcp .. x.dx 
aus, derzufolge man setzen kann 

Q .. = o.n cos (fH + y), On = JXCPnx.dx. 
Versucht man nun 

q .. = q" cos (P t + f) 
zu setzen, was einen Ausdruck u von der gewiinschten 
ergiibe, so findet man aus den Gleichungen (1) 

und hieraus 
(An - (2) qn = o.n, 

n n 

Form 

Bezeichnen wir diesen Ausdruck durch 1/J x, multiplizieren 1/J IX 

mit K(x, a) und integrieren gliedweise, so finden wir 

S K (x, a) 1/J a . d a = 2: An ~ p2 J K (x, a) cpn a. d a. f x cpn X • dx 
n 
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Setzen wir nun 

f~ = j K(x, ~)xdx, 
so finden wir aus der bilinearen Formel 

2:; cp:~ fxcp"XdX = f~; 
" " dabei ist 
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(4) f fa.cp"a.da= LJ xcp"x.dx, fx = ~ <pnX.ffa.cp"a.da, 

und die Gleichung (3) kann in folgender Form geschrieben werden: 

(5) 1jJx = fx + )., j K(x, a)1jJa.da, A = (j2; 

die Definitionsgleichung von 1jJ x ergibt, indem man die zweite 
Gleichung (4) heranzieht, 

(6) 1jJx = 2:1:CPn~ffa.CPntx.da=fx+A~A~nXAJfa.CPna.da. 
Die Gleichung (5), in der A willkiirlich gedacht wird, ist eine 
nichthomogene Integralgleichung mit der Unbekannten 1jJx und ihre 
Losung wird, so erwarten wir wenigstens, durch die Formel (6) 
gegeben. 

Um allgemeine und sichere Resultate zu gewinnen, nehmen 
wir an, eine beliebige quellenmaBige Funktion sei auf die 
Fouriersche Weise nach den Eigenfunktionen zu entwickeln; d. h. 
wenn fx eine auf dem .Grundgebiet stiickweise stetige Funktion 
ist, gelte die Gleichung 

(7) f K(x,tx)ftx.dtx = ~i:x f fa·CPn a . da , 

und ihre rechte Seite konvergiere gleichmaBig, auch wenn man 
jedes Glied durch seinen absoluten Wert ersetzt. Das gilt jeden­
falls, wenn die bilineare Formel 

K(x,~) = 2.:CPnX.CPn~ 
" An 

richtig ist und ihre rechte Seite gleichmaI3ig und absolut kon­
vergiert. 

Dabei werde zugelassen, was nach § 8 den allgemeinsten, bei 
Integralgleichungen mit stetigem, symmetrischem Kern moglichen 
Fall darstellt, daB zu jedem Eigenwert eine endliche Anzahl von 
Eigenfunktionen gehort, oder daB eine endliche Anzahl aufein-
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anderfolgender Werte A., gleich sind. Die Funktionen rp" seien 
dann die Glieder des nach § 8 konstruierten vollstandigen Ortho­
gonalsystems. 

U nter diesel' Voraussetzung konvergiert auch die Reihe 

(8) t/lx = fx +), 2:)' rp= ),ffa.rp"a.da 
" to 

gleichma13ig und absolut, so bald J.. keinem der Werte ),n gleich 
ist, weil sich dann die Glieder dieser Reihe von den entsprechen­
den del' Reihe (7) nur um Faktoren unterscheiden, die bei wach­
senden Werten von n gegen Eins konvergieren. Multipliziert man 
daher diese Gleichung mit K (x, S), so kann man gliedweise 
nach x integrieren und findet 

(9) J K(x, S)t/lx.dx 

= f K(x, S)tx.dx + }.~),n(),~n~ ),)f fa.rpna.dx 

oder der Gleichung (7) zufolge: 

jK(X, S)t/lx.dx = ~rp.,;·G., + ),.,(), .. ),_ J..») ffa.rpna.da 

(10) rp .. S f t/l; - f; = 2: J.. _ J.. fa. rpn a . d a = J.. ; 
n n 

damit ist die Gleichung 

(11) t/ls = f'6 + J.. J K (x, ;) t/lx. dx, 
d. h. die Integralgleichung (5) erwiesen. Der Ausdruck t/lx lost 
also unter den aufgestellten Voraussetzungen in der Tat die nicht­
homogene Integralgleichung, in del' ii brigens f x wesentlich all­
gemeiner ist, als in der vorausgehenden heuristischen Betrach­
tung. Es erscheint keine Schwierigkeit, wenn man annimmt, da13 
fx die GroDe ), enthalte, etwa ein Polynom in ), sei, dessen 
Koeffizienten die Eigenschaften von f x besitzen. 

Eine andere Losung existiert nicht, da die Differenz zweier 
Losungen die homogene Gleichung 

(H)S =), J K(x, ;)(H)x.dx 

erfiillt, die doch keine von Null verschiedene Losung hat, da ), 
von den Eigenwerten verschieden ist. 

Die Gleichung (8), insofern sie die Integralgleichung (11) 
lOst, bezeichnen wir als die Schmidtsche Formel und konnen 
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dann folgenden Satz ausspreehen: Kann jede quellenma13ige 
Funktion auf die Fouriersehe Weise entwiekelt werden, 
und konvergiert die erhaltene Reihe im Grundgebiet 
gleiehma13ig, aueh wenn man jedes ihrer Glieder dureh 
seinen absoluten Wert ersetzt, so wird die nieht homo­
gene Integralgleiehung dureh die Sehmidtsehe Formel 
aufgelost. 

Die angewandte Methode fiihrt aueh zum Ziel, wenn A einem 
der Eigenwerte gleieh ist, etwa = A.... Wenn dann An" Am+1' ... 
Am+k die samtlichen Eigenwerte sind, die gleieh Am sind, so findet 
man aus der Integralgleichung (11) 

J 1/J;. 'Pm; .d; = f f6. 'Pm; .d; + An> fJ K(x, ;) 'Pm;. tjJx. dxd;, 

oder, da in dem Doppelintegral die Integrationen vertauseht 
werden konnen, 

f 1/J; . 'Pm;. d; = f 16· Ifm;. d; + f tjJ x. 'Pm x. d x, 

f f6 . 'Pm; . d; = 0, 

und allgemeiner offenbar 

(12) f f;·'Pm+I-';.d; = 0, I'" = 0,1,2, ... k. 

Diese Bedingungen miissen also erfiillt sein, wenn iiberhaupt eine 
Losung der nichthomogenen Integralgleichung (11) existieren solI. 

Sind sie erfiillt, so setze man 

1/Jx = f'x + A +' An'PnX AI fa.'Pn a .da , 

wobei der Akzent am Summenzeiehen bedeute, da13 die Werte 
n = m, m + 1, ... m + k weggelassen werden. Den Gleiehun­
gen (12) zufolge kann nun gesetzt werden 

I K(x, ~)f'x.dx = ~'~nn; I fX.'Pn x .dx ; 
n 

daraus aber folgt wieder die Gleiehung (10), in der nur dem 
Summenzeichen der Akzent beizufiigen ist, und weiter die Glei­
chung (11). 

Zwei verschiedene Losungen dieser Gleichung wiirden sich 
wieder urn eine Differenz @x unterseheiden, die die Gleiehung 

@ x = A f K (x, a) @ a . d a 

erfiillt. Diese aber hat, da A = Am, die allgemeinste Losung 

@ x = (/0 'Pm X + a 1 'Pm + 1 X + ... + ak 'Pm +- k X , 
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in der ao, al , '" willkiirliche Konstante sindj somit ergibt sich 
als allgemeinste Losung der nicht homogenen lntegral­
gleichung der Ausdruck 

1/J x + Uo f/Ym x + a1 f/Ym + 1 X + ... + am + k f/Ym +k x. 
Interesse verdient noch der besondere Fall, da1.\ in der Inte­

gralgleichung (11) gesetzt wird 

fx = K(x, y), n = K(;, y). 
Man findet dann 

Jf d f/YnY 
C(. • f/Yn C(. • C(. = Tn' 

und fiir die U nbekannte 1/J x ergibt sich der Wert 

oder, da 
T(x, y) = K(x, y) + A 2: A~('A:·~n~), 

A 1 1 

ist, 
An (An - A) - - An - A - An 

T(x, y) = K(x, y) + 2: (- L + A -.: AJ f/Yn x . f/YnY· 

Wenn nun die bilineare Formel gilt, erhalt man we iter 

I( ) _ ~ f/lnX' f/YnY. x, y - L... 1 _ A 
AI! 

Die mechanische Bedeutung dieser Oro1.\e wird in § 18 aus­
einander gesetztj als "losender Kern" im 8inne del' Fredholm­
schen TheOl'ie erscheint sie im fiinften Abschnitt wieder. 

§ 14. 

Erzwungene Schwingungen einer Saite. 

Die entwickelte Theorie kann auf die erzwungenen Schwin­
gungen einer ungedampften Saite angewandt werden, da nach 
§ 10 fiir ihre Eigenfunktionen, die als Raumfaktoren der Eigen­
schwingungen auftreten, die bilineare Formel richtig ist und 
die bilineare Reihe absolut und gleichma1lig konvergiert. Die 
Bewegungsgleichung del' Saite lautet, wenn eine periodische Kraft 
von der oben definierten Beschaffenheit einwirkt, 

02U 02U 
(1) ot2 = OX2 + X cos (f3t + y), 
und wenn man 

U = u cos ({3 t + y) 
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setzt, findet man 

mit den Grenzbedingnngen 

(2) u I 0 = U 11 = 0. 

Kombiniert man diese Gleichungen mit den charakteristischen 
Eigenschaften des Kerns: 

d2K(x, ~) dK(x, ~)I~-O 
-:-'--:-'-= = 0, d = 1, K(O,~) = K(I,~) = 0, 

dx2 X ~+ 0 

und setzt wiederum 
1 

JxK(x, ~)dx = r~, U = 'ljJx, A = + (32, 
o 

so findet man 
1 

'IjJ~ = A J K(x, ~)'ljJx.dx + n, 
o 

und jede Losung dieser Gleichung erfiillt die Bedingungen (2). 
Bedenkt man, da13 

f/Jnx = V2 sin n:n;x, An = n2 :n: 2 

zu setzen ist, so zeigt die Schmidtsche Formel, daB eine er­
zwungene Schwingung mit folgender Verriickung moglich ist: 

wobei 

u = [rx + (32 ~ V~2C~~ ~ ;:XJ cos «(3t + r), 

1 1 

en = V 2 f r a . sin n:n; a d a = 112 f x sin n:n; x d x. n2:n;2 
o 0 

Der erhaltene Ausdruck verliert seinen Simi, wenn (3 einer 
der Gro13en n:n; gleich wird, was ausgeschlossen wird durch die 
oben getroffene Festsetzung, da13 A mit keiner der GroBen An zu­
sammenfallen solI. Da die einfachen Tone der Saite Verriickungen 
gehen, die durch die Ausdriicke 

con st .. sin n:n;x. sin n:n;t 

dargestellt werden, so sieht man, daB in dem ausgeschlossenen 
Falle die Periode der wirkenden Kraft der Periode eines Eigen­
tons der Saite gleich ist. 
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Flir die Mechanik ist es nun wichtig, nicht nur eineu mog­
lichen Typus von Bewegungen kennen zu lernen, soudern den 
bestimmten, der bei gegebenen Anfangszustanden von gegebeuen 
Kraften, etwa den Kraftenx cos ({H + r), hervorgerufeu wird. 
Dazu flihrt die Bemerkuug, dall die Differentialgleichung der 
erzwungeuen Schwingungeu erflillt bleibt, wenn man zu einer 
ihrer Losungen aine Losung der Differentialgleichung der freien 
Schwingungen addiert. Setzt mau demgemall 

1,0 = U + v, v = ..2: IPn x . (an cos n n t + bn sin n n t) .. 
= y'2..2: sin n n x (an cos n n t + b .. sin n n t), .. 

so ist tV eiue Losung der Gleichuug (1) und es ist leicht, die 
Forderungen 

III denen 
{1 0 = {II = f20 = f21 = 0 

vorausgesetzt wird, dadurch zu erflillen, dall man eine gegebene 
Funktion nach den Eigenfunktionen auf Grund der Satze des § 5 
entwickelt. Die geforderten Entwickelungen sind 

f~x - u It=o =..2: a .. lPnX, 
n 

(3u it=o 
{2 X -atl = ..2: n :7Tbn lPn x. 

n 

Aus den so erhaltenen Formeln lallt sich die Erscheinung 
der Schwebungen so weit ableiten, wie es liberhaupt ohne Rlick­
sicht auf die Dampfungen moglich ist. 

§ 15. 

Erzwungene Schwingungen mit Riicksicht auf die Diimpfung. 

Die Untersuchung des letzten Paragraphen lallt sich, ohne 
dall wesentlich neue analytische Entwickelungen auftreten, auf 
einen Fall libertragen, der mechanisch von bedeutendem Interesse 
ist, die Bewegung gedampfter Systeme, flir die in § 9 die Be­
wegungsgleichungen angeflihrt sind. Handelt es sich um kleine 
Schwingungen in der Nahe einer stabilen Gleichgewichtslage, so 
kann man wiederum setzen: 
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betreffs der Zerstreuungsfunktion F, die die Dampfung kenn­
zeichnet, werde die spezielle Annahme 

F b~'2 
=2~q .. .. 

festgehalten. Dann lauten die Bewegungsgleichungen nach § 9 
folgendermanen: 

(1) Ii .. + bq .. + A .. qn = Qni 
dabei ist wie oben 

Q .. = J Xcpn x •dx 
gesetzt und bedeutet das Integralzeichen stets die Integration 
tiber das ganze Massensystem. 

Um nun eine Art von Bewegung des Systems zu erhalten, 
die als erzwungene Schwingung anzusehen ware, setzen wir die 
Kraft X wieder als einfache periodische Funktion der Zeit vor­
aus, und zwar sei 

(J = {:Jt + r, X = UcosO + msinO, 
und die Gronen U, m von t unabhangig. Hieraus ergibt sich mit 
den Bezeichnungen 

0 .. = JUIp .. x.dx, lRn = Jmcp .. x.dx 
die Gleichung 

Q .. = On cos (j + lRn sin 0. 
Versucht man nun die Bewegungsgleichungen (1) durch die An-
nahme 

q .. = qncos 0 + r .. sin 0 
zu erftillen, wobei die deutschen Buchstaben wieder von der Zeit 
unabhangige Gronen bedeuten, und setzt auf beiden Seiten jeder 
Gleichung die mit cos 0 und mit sin 0 multiplizierten Ausdrticke 
gleich, so ergibt sich 

- {:J2q .. + b{:J r .. + Anqn= On, 
- {:J2rn - b{:Jqn + Anr .. = lR ... 

(2) 

Setzt mail ferner 

q .. + ir .. = "ttln' {:J2 + ib{:J = A, U + mi = !ill, 
so folgt aus den Gleichungen (2) 

. On + !}tn i 1 f \TIl d 
ttln = An _ A = An _ A ;(J)cpn x • Xi 
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bedeutet daher das Zeichen ffi e VOl' einer komplexen GroLle den 
reellen Teil, so ergibt sich weiter, da offenbar 

u =.:2: qn!pn X = cosO 2: qn!Pn x + sin 0.:2: rn!pn X 
n n 

n 

gesetzt werden kann, 

( ) - ffi -9; '" !pnX f= d 3 U - ;Jl e e ...::::.. A _ A ;W !pn x. x. 
n n 

Die hier auftretende Reihe fUhrt abel' sofort wieder auf die 
nichthomogene Integralgleichung; setzt man namlich 

1jJx = W + A 2: A CPn X AfW!Pn X.dX , 
n n 

multipliziert mit del' GroBe 

K(x, g) = .:2: !PnX; !Png 
n n 

und integriert gliedweise, so findet man genau durch die 
nung, die in § 13 an die Gleichung (2) gekniipft wurde, 

wobei 
1jJg = n + AJ K(x, ~) 1jJx. dx, 

Rech-

fx = jWK(x, g) dx = j UK(x, g)dx + i j ~K(x, g)dx 

gesetzt ist und nul' zu bedenken ist, daB del' reelle und del' ima­
gin are Teil diesel' GroBe als quellenmaBig dargestellte Funktionen 
des Ortes auf die Fouriersche Weise entwickelt werden konnen; 
dasselbe gilt daher von del' ganzen GroBe {x selbst, womit die 
zitierte SchluBreihe fUr den vorliegenden Fall giiltig bleibt. Die 
Reihe fUr 1jJ x konvergiert ferner auch hier absolut und gleich­
ma13ig, wenn die bilineare Formel gilt und die bilineare Reihe in 
eben diesel' Weise konvergiert; denn die Schliisse, durch die in 
§ 13 dies Resultat erhalten wurde, sind vo11ig unabhangig davon, 
ob A ree11 odeI' imaginal' ist. 

Del' erhaltene Ausdruck (3) fUr U reicht ins of ern weiter als 
del' entsprechende in § 13, als keiner seiner Nenner verschwinden 
kann, wenn b, also die Dampfung, von Null verschieden ist. 

Wir wenden diese Theorie auf die Schwingung del' gedampften 
Saite an, deren Bewegungsgleichung in den Bezeichnungen des 
§ 14 jetzt folgende ist: 
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Setzt man 
u = q.cpx, 

wobei q von t allein abhii.nge, so findet man 
" + b' 1 d2 q_-.!l. - _ -.J!.. - _ 11.' 

q - rp d X2 - r-' 

p, ist von x und t unabhangig und es geIten die Gleichungen 
d2 rp 

q + bq + p.q = 0, dx2 + p.rp = 0, 

deren zweiter die Grenzbedingungen 

rpO=rpl=O 
beizufiigen sind. Daraus ergibt sich sofort 

p. = n2 n 2 = Am (n = 1, 2 ... ) 
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und wenn man die verschiedenen Werte n ausdriicklich unter­
scheidet, 

(4) 

cp = rpnX = V2 sin nnx, 

q., + bi]n + A"q., = O. 
Macht man daher den Ansatz 

(5) u = 2: q.,rp.,x, 
n 

so ist das Problem der gedampften Saite vollstandig der oben 
entwickeIten dynamischen Theorie eingeordnet. 

Nun ergibt die Gleichung (4), wenn An und Bn Integrations­
konstante sind, als allgemeine Losung 

qn = e- 1/.bt (AncostYA., - fbi + BnsintYAn - tb2) 

()der kurz 
qn = e-1/aht (AncosPnt + B.,sinpnt), 

indem wir allgemein 
Pn =YAn - ib2 

setzen; daraus folgt nach (5) fUr die Verriickung bei irgend einer 
freien Schwingung 

u = e-%ht 2: rp"x.(AncosPnt + Bnsinp"t). 
n 

Die Verriickung bei einer erzwungenen Schwingung unter der 
Wirkung einer Kraft, wie sie in der allgemeinen Theorie voraus­
gesetzt wurde, wird durch die Forme] (3) gegeben, in der nur 
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). = fj2 + i b fj 

zu setzen ist. Die aus einem bestimmten Anfangszustand durch 
diese Krafte hervorgerufene Verriickung wird also d urch die 
Formel 

u =Y2e-112bt,2: (AncosPnt + B .. sinpnt) sinnnx 
n 

1 

+ me2e-~~t+r)i~ sinnnx. fWsinnnxdx 
.L.J n2n2 _ fj2 - 10 fj 

n 0 

dargestellt, und die Bewegung setzt sich aus der erzwungenen 
und Eigenschwingungen zusammen. Letztere allein enthalten in 
der Amplitude den Faktor e-',.bt, der, da b naturgemafi positiv 
sein muB, die Eigenschwingungen zum Abklingen bringt, so da13 
schlie13lich nur die erzwungene Schwingung merklich bleibt. 

1st speziell zur Zeit t = 0 die Saite in Ruhe und in der 
Gleichgewichtslage, so findet man leicht: 

1 

2e-ri f· V2An = - me n2 n 2 _ fj2 _ ibfj Wsmnnxdx, 
o 

1 

1/- 1 - 2fjie- ri f . 
y 2 WnBn - jbAn) = - me n2 n2 _ fj2 _ ibfj Wsmnnxdx. 

o 

Aus diesen Gleichungen ist ersichtlich, daB, wenn die Dampfungs­
konstante klein und fj einem bestimmten Werte nn nahe gelegen 
ist, so daB die Periode der erzwingenden Kraft nahezu oder ganz 
mit einer Eigenperiode der Saite iibereinstimmt, die entsprechenden 
Koeffizienten All und B .. ~m allgemeinen groB sind. Daraus folgt. 
solange der Wert des Exponentialfaktors der Eigenschwingungen 
noch nicht zu tief gesunken ist, die bekannte Erscheinung der 
Schwebl,mgen, die aber mit der Zeit durch den erwahnten Faktor 
wieder verschwindet. 

§ 16. 

Kleine Schwingungen in ausgearteten FiUlen. 

Die Methode des § 9 setzt wesentlich voraus, daB die Kon­
stanten ). .. von Null verschieden sind. Der Fall, daB eine von 
ihnen verschwindet, die entsprechende GroBe q also in der poten­
tiellen Energie nicht vorkommt, kann so formuliert werden, da13 
man dem Ausdruck der potentiellen Energie dieselbe Form gibt 
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wie in § 9, in der kinetischen Energie und im Ausdruck der 
allgemeinen Verriickung u aber ein Glied hinzufiigt: 

T_l'2+1~'2 
- "2qu 2" ~ q", 

tl 

n 

Dann ware eme der Bewegungsgleichungen 

d 2 qo 
dt2 = Qo, 

und im Falle des Gleichgewichts hatte man die Gleichung 

Qo = SX!pux.dx = 0, 

die im allgemeinen nicht mehr erfiillt werden kann, wenn das 
Kraftsystem ~ in die an del' Stelle ~ wirkende Einzelkraft 
iibergeht. 

Um das Gleichgewicht aufrecht erhalten zu konnen, lassen 
wir neben dem Systam sr noch in jedem Massenelement eine 
Kraft wirken, die bei einer V erschiebung ~ u die Arbeit Y ~ u d x 
leistet. Alsdann sind die verallgemeinerten Kraftkomponenten 

Q. = S Y!pvx.dx + S X!p,x.dx, v = 0, n 

und die erste von ihnen, die verschwinden mul3, wird, wenn man 
das System ~ wie friiher spezialisiert, 

Qo = S Y!po x . d x + !Po ~ = 0. 

Diese Gleichung erfiillt man am einfachsten, indem man 

y = - !Po x . !Po ~ 
setzt; dann haben die Grol3en Qn wieder die friihere Gestalt 

Qn = S X!pn x . dx = !Png·S Xdx = !Pn~' 
da die Ausdriicke 

S Y!pn X • d x = - !Po ~ . S !pn X • !po x d x 

verschwinden. 
Hieraus ergibt sich im Falle des Gleichgewichts wie in § 9 

Qn !Pn ~ 
qn=r=T' 

n n 
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und fUr die Verriickung erMlt mau die Formel 

+ ~ rpn X • rpn~ 
U = qo rpo x ~ A ' 

n n 

in der qo eine Funktion von ~ bedeutet. Gelingt es speziell, die 
Krafte X und Y so zu bestimmen, daI3 bei der von ihnen fest­
gehaltenen Gleichgewichtslage die Koordinate qo ihren Anfangs­
wert Null erMlt, so ist die Grime 

K(x,~) = 2: rpn X;rpn6 
.. n 

als Verriiekung mechaniseh vollkommen gedeutet, und sie gibt 
als Kern einer Integralgleiehung genommen die Beziehungen 

rpn; = AnJK(x, ;)rpn x . dx, J K(x, ~)rpox.dx = o. 
Die hier entwickelte Methode bleibt mit einer leichten Modi­

fikation brauehbar, wenn die lebendige Kraft T und die Ver­
riiekung u zwei Koordinaten, etwa qo und qOl enthalten, die in 
der potentiellen Energie nieht vorkommen. Hat man demgemaI3 
die Gleichungen 

T 1.2+1.2+1~.2 = 9: qu. "2 qOl 2" ~ qn, 
n 

n 

so braueht man nur 

/$ = - rpo X • rpo ~ - rpOl X • rpOl 6 
zu setzen j dann erhalt man namlieh zunaehst die Gleiehungen 

J /$rpox.dx = - rpo~, J /$rpolx.dx = - rpOl~' 
und wenn X auf die oben gesehilderte Weise in eine punktuelle 
Kraft ausartet, die im Punkte 6 wirkt, so ergibt sieh 

also 
J Xrpox.dx = rpo6, J Xrpolx.dx = rpo16, 

J (X + /$) rpox.dx = J (X + /$) rpolx.dx = o. 
Damit ist der Boden fiir die weiteren oben gezogenen Sehliisse 

gesiehert und man findet als Wirkung der punktuell gewordenen 
Kraft X und der Kraft Seine Verriiekung von der Form 
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Gelingt es hier, go und qOl zum Verschwinden zu bringen, so 
ist u der Kern einer Integralgleichung, deren Eigenfunktionen fIJI x, 
flJ2X, ••• sind; offenbar geniigt hierzu, die Grone u den Glei­
chungen 

f U flJo x • d x = f U flJOl X . d x = 0 
zu unterwerfen. 

Diese Methode ist ohne Anderung auf den zu Ende des § 9 
besprochenen Fall anzuwenden, dan die lebendige Kraft identisch 
verschwindet und die Bewegungsgleichungen 

of+oV_ o oqm oqm-
auf Warmeleitungsvorgange anwendbar werden. Wenn dann die 
potentielle Energie V von qo frei ist, so nimmt die entsprechende 
Bewegungsgleichung einfach die Form 

go = 0, qo = const. 
an, so dan qo!po x eine station are Temperatur reprasentiert. Der 
punktuell wirkenden Kraft entspricht nach § 9 eine Warme­
queUe; die entwickelte Methode, den Kern zu suchen, des sen 
Eigenfunktionen !PI x, flJ2 X ••• sind, kann daher so formuliert 
werden, dan man auner der QueUe im Punkte ~ durch das ganze 
System hin Warmemengen auftreten lant, und zwar im Element 
dx die Menge - !Pox. !Po g. dx. 

Die hierdurch hervorgerufene Temperatur K(x,~) sucht man 
dann so zu spezialisieren, dan 

J K(x, ~)!Pox.dx = 0, 

was moglich ist, da man jeder stationaren Temperatur einen 
Summanden con st. !Po x beifiigen kann. 1st die letzte Gleichung 
erreicht, so erwartet man die bilineare Formel 

K(x,~) = i: flJtI~.!P .. ~. 
tI tI 

§ 17. 

SpezieUe FaIle von Ausartung. 

Wir wenden die letzten Formeln auf den Fall eines longi­
tudinal schwingenden homogenen Stabes von der Lange und 

KneBer,Integralgleichungen. 5 
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Masse Eins an, dessen Bmlen frei sind, und del' demgemiiJ3 in 
seiner Langsrichtung verschiebbar ist. Bewegungsgleichung und 
Grenz bedingungen sind folgende: 

02U o2tt 

W - ox2 ' 

ottjX=O'l_ 
- -0. ox 

Diese Forderungen werden edallt, wenn man tt konstant 
setzt, was offenbar eine longitudinale Verschiebung des unver­
zerrten Stabes bedeutet. Allgemein kann man daher setzen: 

CPox=J, u = qo + 2: qncpnXi 
n>O 

sodann findet man aus del' Bewegungsgleichung, indem 
auf jedes einzelne Glied del' letzten Summe anwendet, 

1 d2qn 1 d2qJnx 
q n -----zit2 cP tl X -----;[X2 

und die Grenzbedingungen ergeben, daB 

CPn X = {2 cos n 11" x 
zu setzen ist. 

man S18 

Nun ist bei del' zugrunde gelegten Form del' Bewegungs­
gleichung 0 U ,lox die in del' Richtung wachsender x wirkende Span­
nung; wenn daher in einem Punkte x = g eine Einzelkraft P 
wirkt, so muB dieselbe mit den auf beiden Seiten diesel' Stelle 
angestrebten Grenzwerten del' Spannung im Gleichgewicht sein: 

oder fUr P = 1 

OU I~+o _ -;;:- + l! - 0, 
uX ~-o 

~UI~-o = l. 
ox ~+o 

Wirkt ferner in irgend einem Element d x eine longitudinale 
Kraft Y d x, so muB sie im Gleichgewicht stehen mit del' Resul­
tante del' in den Enden des Elements auf dieses wirkenden Span­
nungen, also 

OU Ix+ dx 

Ydx+oxl x =0, Y + 02U = o. 
ox2 

Sucht man also nach dem Ansatz des S 16 die Gleichgewichts­
figur des Stabes unter del' Wirkung einer an del' Stelle g an­
gebrachten Kraft von del' Intensitat Eins und einer im Element 
d x angebrachten Kraft 
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Ydx = - f/JoX .f/Jo~.dx = - dx, 
so ist die zugehOrige Verriickung diejenige Losung der Gleichung 

d2 u _ 1 = 0 
dx2 ' 

die die Grenzbedingungen 

- =0 du 1"'=0,1 
dx 

erfiillt und an der Stelle ~ eine Unstetigkeit darbietet, die durch 
die Gleichung 

du 1;-0 - -1 
dx ~+o-

definiert wird. 
Als Losung dieser Aufgabe ergibt sich, wie schon in § 1 be­

merkt ist, fiir x < ~ 
X2 + ~2 

U = - ~ + 2 + c, c = con st., 

fiirx>~ 
X2 + ~2 u--x+ +c - 2' 

und wenn man u durch K(x, ~) ersetzt, gilt fUr die Funktionen 
f/Jl x, f/J2 x, ... die Integralgleichung 

1 

f/J .. x = n2n2 J K(x, ~)f/J •. ~.d~, 
o 

was man aus den Differentialgleichungen, deren Integrale K (x,~) 
und f/JnX sind, leicht verifiziert. Die Konstante c bestimmt das 
Glied qo f/Jo x in der allgemeinen Formel des § 16; setzt man 

so findet man 
c=i, 

1 

qo = 0, J K(x, ~)d~ = 0, 
o 

und diese Gleichung bedeutet offenbar, da13 der Schwerpunkt des 
Stabes seine urspriingliche Lage behalt. 

Ein verwandtes Beispiel bietet das in § 11 betrachtete ro­
tierende Seil, wenn es nicht iIi der Achse endet, sondern sich 
von x = - 1 bis x = + 1 erstreckt und auch da, wo es die 
Achse schneidet, Hings dieser beweglich ist wie ein Faden in 
einem Hinglichen Nadelohr. Man hat dann fiir die Funktion" f/J .. 
die Bedingung, da13 die Gro13en cp .. (+ 1) und CP .. (- 1) endlich 

5* 
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sein mussen. Die Randwertaufgabe, in der die Differential­
gleichung :x [(1 - X2) ~:] + A ffJ = 0 

auf tritt, hat auch eine Lasung, wenn A = 0 gesetzt wird, und 
zwar die Konstante; normiert man, so ergibt sich 

1 
ffJo x =-=' V2 

Da nun wie in § 11 auch hier die Spannung durch 

ou 
(1 - X2) oX 

ausgedruckt wird, so findet man fUr die Greensche Funktion die 
Gleichung 

:x [(1- X2) ::J - ffJox·ffJo~ = 0, 

:x [(1 - X2) ~:] - t = 0, 

und die Unstetigkeitsbedingung 

du I~-o (1 - X2) - = l. 
dx ~+o 

Setzt man 1t = K (x,~) und bestimmt die in u verfugbare 
additive Konstante so, daB die Gleichung 

+1 
J K (x, ~) d x = 0 
-1 

besteht, so findet man 

x <~, K (x, ~) = - ! log [(1 - x) (1 + m - ! + log 2, 
x >~, K(x,~) = - tlog [(1 + x) (1 - m -! + log 2. 

Die Lasungen des Randwertproblems sind, wie in § 28 naher 
ausgefuhrt werden solI, die Legendreschen Polynome beliebigen 
Grades. 

Ein weiteres Beispiel dieses Falles findet sich bei den trans­
versalen Schwingungen eines Stabes, des sen Enden beide frei 
sind. Halt man die Bezeichnungen des § 12 fest, so hat man 
fUr die Verruckung die Differentialg1eichung 

(1). 

und die Grenzbedingungen 
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(l2u 1°,1 _ (lSu 1°,1 _ 
(2) (lx2 - (lxs - O. 

Diese Forderungen werden zuniichst erfiillt, wenn man 

u = qcpx 
setzt und die Differentialgleichungen 

d2 q 
cP" x = 0, - = 0 

dt2 
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gelten. Die GroBe cP x kann dann aus zwei linear unabhiingigen 
linearen Funktionen von x, etwa 1 und x - c zusammengesetzt 
werden; diese sind aber nur dann zu einander orthogonal, wenn 
die Gleichungen 

1 

S (x - c) dx = 0, 

° 
C -1. 

- 2 

gelten. Die Funktion x -! wird ferner erst dann normiert, 
wenn wir sie mit V12 multiplizieren; denn man findet leicht 

1 

S (x -l)2dx = 112. 

° Hiernach wird man setzen konnen: 

fJ'oX = 1, CP01 X = y'l2 (x - !), 
und es gibt spezielle Verriickungen von der Form 

u = qo CPo x = qo, U = ql CPOI X = y'l2 qOl (x - l), 
in denen qo und qOl lineare Funktionen der Zeit sind, so daB 

d2 qo _ d2 qol _ 0 
dt2 - dt2 - • 

Die mechanische Bedeutung diesel' Verriickungen ist leicht 
ersichtlich: die erste ergibt eine longitudinale Verschiebung des 
unverzerrten Stabes, die zweite eine Drehung um den Mittel­
punkt x = t. DaB die potentielle Energie des Stabes von den 
Amplituden dieser Bewegungen unabhangig ist, wenn von der 
Schwerkraft abgesehen wird, machen schon allgemeine dynamische 
Erwiigungen plausibel. 

:Ferner werden die Forderungen (1) und (2) erfiillt, wenn 
man ansetzt: 

u = qroCP"x, 

(3) d4 cp" d2 cpro 1°,1 d3 cpn 1°,1 a ~d . - iL .. CPn = 0, -Z- = -d- = 0, x' ( X2 x 3 
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(4) 

sind mn die positiven Wurzeln del' Gleichung 

so findet man 
cosm(io\m = 1, 

An = am~, 
und wenn man die Funktionen f{Jnx normiert, 

f{Jn X = 

§ 17. 

(sin mn-Ginmn) (cosmnx+Ciofmnx)-(cosmn-(£o\ mn) (sin mn.X + Ginmnx) . 
%g mn - sin mn (£oj mn 

Aus den Gleichungen (3) folgt leicht 
1 

S f{JnfY.· f{JpudfY. = 0, 
o 

n ~ p, 

auBerdem aber auch 
1 1 

fda i IV d a [ '" 1 '" 0] 0 J f{Jn u • U = An J f{Jn fY.. fY. = An f{J" - f{Jn =, 
o 0 

1 1 1 

ida i IV d a { '" [I i '" d} J a f{Jn U • U = An J U f{Jn u. U = An U f{Jn U 0 - J f{J u. U 

o 0 0 

a ('" " ) 11 0 = [" Uf{Jn U - f{JnU =. 
n 0 

Die Funktionen f{JnX sind also nicht nur untereinander, SOll­
dern auch zu den Funktionen f{Jo x und f{JOl x orthogonal. Man 
findet daher, indem man 

u = qof{JoX + qOl f{JOI X + 2: q" f{Jn X 
n 

setzt, fUr die lebendige Kraft des Stabes den Ausdruck 
1 

_ 1 r (d U)' 2 _ 1 [ ·2 . 2 • 2J T - "2 J fit dx - '2 qo + q01 + 2: qn , 
o n 

und die Bewegungsgleichungen (4) und (3) werden richtig e1'­
halten, wenn man fUr die potelltielle Energie den Ausd1'uck 

V = i 2: Anq~ 
n 

ansetzt. 
Um jetzt der allgemeinen Methode gemiiB den Kern emer 

Integralgleichung zu erhalten, deren Losungen die Funktionen 
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lJ!nX sind, lassen wir im Punkte ; eine transversale Kraft von 
der Intensitat Eins wirken; die von ihr bewirkte Verriickung u hat 
dann nach § 12 die Unstetigkcit, die durch die Gleichung 

(5) _ a d3UI~-o= 1 
dX3 ~+O 

ausgedriickt wird. Ferner riihrt an jeder Stelle von der Ver­
riickung u eine transversale Kraft 

d4u -a-dx dX4 

her; lassen wir nun auBerdem die Kriifte 

- (lJ!ox.IPo; + IPOIX.IPOl;) dx 
wirken, so ergibt sich als Gleichgewichtsbedingung die Gleichung: 

(6) 
d4 u 

a dX4 + IPox.rpo; + rpOlX·IPOl; = 0 

oder 
a ~:; + 1 + 12 (x - ~) (; - ~) = o. 

Diese Differentialgleichung verbunden mit der Unstetigkeits­
beziehung (5) und den Grenzbedingungen 

d 2u 1°,1 d 3tt 1°,1 
dx2 = dx3 = 0 

ergibt durch elementare Rechnung folgenden Ausdruck: 

_ _ Ix - W X5; + X;5 X4; + X;4 
au - aK(r,;) - - 12 - 10 + 4 

X5 + ;5 X4 + ;4 X2; + X;2 x3 + ;3 13 
+~O--- 6 -~4----+ 12 +35 x ; 

11 1 
- 210 (x + ;) + 105 . 

Aus den Gleichungen (4), (5), (6) folgt mittels der Identitat 

d4w d4 v d [d3W d3v dw d2v dv d2W] 
V dX4 - W dx4 = dx V dx3 - W dx3 + dx dx2 - dx dx2 

die Integralgleichung 
1 

lJ! .. ; = AnJ K(x,;) IPn x . dx 

° Bowie die Beziehungen 
1 1 

J K(x, ;)IPox.dx = J K(x, ;)IPolx.dx = O. 
o 0 
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§ 18. 

Die ausgearteten Faile nach einer zweiten Methode. Systeme, 
deren Schwingungszahlen sich im Endlichen haufen. 

Eine andere Methode, die ausgearteten Falle zu behandeln, 
ergibt sicb, wenn man davon ausgeht, da13 die ersten Entwicke­
lungen des § 13 gUltig bleiben, wenn belie big viele del' Kon­
stanten A verschwinden. In den Entwickelungen namlich, die von 
del' Gleichung (1) aus zu dem Resultat (2) fiihren, treten iiberall 
nul' die N enner An - f32 auf; ist also f3 von Null und allen nicbt 
verscbwindenden Werten An verscbieden, so repriisentiert del' A us­
druck 

u = ~ AnfP~XfJ2 JXfPnx.dx 

den Raumfaktor einer erzwungenen Scbwingung, und x ist del' 
Raumfaktor del' wirkenden Kraft. LiiLlt man diese wieder in eine 
allein an del' Stelle ~ wirkende Kraft von del' Intensitiit Eins in 
del' Weise ausarten, daLl die Gleichung 

Sxdx = 1 

gilt, so geht die Gro13e u in die Form 

(1) ~ fPnX' fPn g 
u =...::::..- A,. _ p2 

n 

iiber, und diese kann als symmetrischer Kern einer Integral­
gleichung benutzt werden, deren Losungen aIle Funktionen qJnX 

sind, gleichviel ob die zugeborigen Werte An verscbwinden odeI' 
nicht. Denn offen bar gilt die Gleiehung 

fPn~ = (An - (32) Sit fPn xdx , 

und die Differenzen An - f32 sind alle von Null verschieden. 
Del' Nutzen diesel' Bemel'kung beruht darauf, da13 die mecha­

nische Bedeutung del' Gro13e u unter Umstiinden gestattet, sie 
explizite auszurechnen und dadurch die bilineare Reihe (1) zu 
summieren. 

Wirkt z. R. auf die transerval scbwiflgende Saite odeI' den 
longitudinal schwingenden Stab im Punkte x = ~ die Kraft von 
.der Intensitiit cos (f3t + r), und solI die Verriickung tt III elDen 
Raum· und Zeitfaktor nach del' Gleicbung 

u = u cos (f3 t + r) 
zerfallen, so mu13 nach § 10 (3) die Gleichung 
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oder 

bestehen. 

Schwingungen linearer Systeme. 

du l~-O cos ({H + r) - d- cos ({jt + r) = 0 
x E+o 

dU/ E- O=l 
dx ~+o 

Ferner gilt allgemein die Differentialgleichung 

d2 u 
dx~ + {j2U = 0, 

und die Grenzbedingungen sind im FaIle der Saite 

im Falle des Stabes 
dUlo,1 _ 
dx - o. 
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Die diese Forderungen erfiillenden Gra13en u sind aber schon in 
§ 1 bestimmtj man findet bei derAnnahme x > ; fiir die Gra13e 
u im Falle der Saite 

im FaIle des Stabes 

(2) 

~in {j (1 - x) €lin {j; 
{j (Sin {j 

~ol {j (1 - x) ~o\ {j ; 
{j (Sin {j 

und bei der Annahme x <; sind die Buchstaben x und ; zu ver­
tauschen. 

Die sarntlichen beirn Stabe auftretenden Eigenfunktionen, 
auch die Konstante, der kein Glied in der potentiellen Energie 
entspricht, sind also Eigenfunktionen des Kernes (2), und der Eigen­
funktion 1 entspricht der Eigenwert - {j2, der Eigenfunktion 
V2 cosnnx der Eigenwert :n: 2n2_ {j2. 

Hier mage eine Betrachtung iiber ausgeartete Kerne Platz 
finden, die von Fredholm herriihrt und von Schaefer auf die Theorie 
der Dispersion und der Serienspektren angewandt ist. 

Sei K (x, a) einer dieser Kerne, fUr den die Gleichung 
I 

j K(x, lX)d IX = 0 

° 
oder lieber, indern eine Konstante hinzugefUgt wird, die Gleichung 

1 

(3) j K(x, rx,)d(/, = a 

° 
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gilt, in der a eine negative Konstante bedeutet. Sei ferner @x 
die Verriickung an der durch x bezeichneten 8telle eines iinearen, 
von x = 0 bis x = 1 erstreckten Massensystems 9R und werde an­
genommen, daB das Massenelement drx auf das Element dx die 
Kraft 

K(x, IX)[@X - @IX]dxdlX 

ausiibt. Dann wirkt auf das Element dx die Gesamtkraft 
1 

d x S K (x, rx)[@ x - @ rx] d rx, 
o 

und man erhalt die Bewegungsgleichung 
1 

02@X \. T 

d x ---ai2 = d x. B. (x, rx) [® x - @ rx] d rx. 
o 

SoU das System harmonisch schwingen, so hat man etwa 

@ x = !p x . cos ({3 t + r) 
zu setzen und erhalt so fort 

1 

- {32!p X = S K (x, rx) [cp x - !p rx] d rx, 
o 

odeI' mit Riicksicht auf die Gleichung (3): 

(4) 

1 

- {32!p X = a!p x - S K (x, rx)!p rx . d IX, 
o 

1 

!p X = l S K (x, IX)!p rx . d rx , 
o 

wobei zu setzen ist 
1 1 

l = (t + {32' {32 = - a + T' 

Die Eigenwerte del' Gleichung (4) konnen sich nun nach § 8 
nur im Unendlichen haufenj sind ihrel' unendlich viele, wie in 
den betrachteten Beispielen, so erhalt das Massensystem 9)1 un­
endlich viele Schwingungszahlen p, die sieh in del' Nahe des 

Wertes l' - a haufen. 
Aueh die erzwungenen Schwingungen dieses Systems sind 

leieht zu iibersehen. Wirkt namlieh auf das Element dx die Kraft 

dx.?( cos ({3t + r) 
und versuehen wir, 

@x = u cos ({3t + r) 
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zu setzen, so hat die Bewegungsgleichung die folgende Form: 
1 

75 

02®X J dx ~ = dx K(x, a) [ex - ®OGJa + dx.X cos ({H + Y)i 
o 

sie ergibt fiir U die Gleichung 
1 

(f32 + a)u = J K(x, OG)u(OG)da + X, 
o 

also eine nichthomogene Integralgleichung, die durch die Schmidtsche 
Formel nach § 13 sofort gelost werden kann: 

1 

U = ), X + },2 2: }, qJ:: A J X. qJn X d x. 
n n 0 



Dritter Abschnitt. 

Integralgleichungen und die Sturm-Liouvillesche 
Theorie. 

§ 19. 
Die Sturm-Liouvilleschen Funktionen. 

Die analytischen Hilfsmittel, die wir in den letzten Para­
graphen kennen gelernt haben, ermoglichen uns, ein Problem 
allgemeinen Charakters in Angriff zu nehmen, das durch die ihm 
gewidmeten bewundernswerten Arbeiten von Sturm und Liouville 
besonders wichtig geworden ist. 

Erstreckt sich ein die Warme leitender heterogener Stab 
langs der Abszissenachse von x = Obis x = 1 und ist 9 die 
spezifische Warme, k die innere Leitfahigkeit, l das seitliche Strah­
lungsvermogen, endlich t die Zeit, so erfiillt die Temperatur u 
die Differentialgleichung 

9 ou = ~ (k OU) _ lu ot ox ox 
und die Grenzbedingungen 

ou _ hulo= ° ox ' 
ou 11 ox + Ru = 0, 

in denen h und R die Werte der au13eren Leitfahigkeit del' End­
querschnitte, also positive Konstante, bedeuten. Wird einer diesel' 
Querschnitte oder beide auf der konstanten Temperatur Null 
gehalten, so erhalt man eine der Grenzbedingungen 

ulo=O, u1 1 =0 

oder beide, auf die man auch dadurch kommen kann, da./3 man 
eine der Konstanten h, Roder beide unendlich werden la13t. 

Setzt man 
u = Ve- lt , 
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wobei V von t unabhangig und A eine Konstante sei, so erhalt 
man die Aufgabe, die Grof3e V aus der Differentialgleichung 

(1) ddx (k ~~) + (gA - 7) V = ° 
und den Grenzbedingungen 

(2) dV 10 
kdx-hV =0, 

zu bestimmen, von denen auch eine oder beide in die Formen 

V I 0 = 0, V 11 = ° 
ausarten konnen. 

Einen speziellen Fall dieser Randwertaufgabe erhalt man bei 
der Theorie der heterogenen Saite, deren Bewegungsgleichung, 
wenn u die Verriickung bedeutet, in der Form 

a2u a ( au) 
9 at2 = ax k ox 

anzusetzen ist, und wenn man eine der Gleichungen 

u = V cos fi t, u = V sin Y-i t 
ansetzt, genau auf die Differentialgleichung 

:x (k ~~) + gA V = ° 
mit den Grenzbedingungen 

zuriickgefiihrt wird. 
Man sieht, daB hier wie oben bei der Warmeleitungsaufgabe 

die GroBen g, k ihrer physikalischen Bedeutung nach auf der 
Strecke von x = Obis x = 1 positiv sind, und da.B 7 jedenfalls 
nicht negativ ist. AuBerdem darf noch, ohne da.B die A ufgabe 
spezialisiert wird, 9 = 1 gesetzt werden. Denn man kann die 
Gleichung (1) in der Form 

_d (gk~)+(A-i)v=o gdx gdx 9 
schreibenj fiihrt man dann die GroBe 

x 1 

Xl = f gdx:f gdx 
o 0 

als neue Variable ein, und setzt 
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1 

gk:[f g dxJ=k1 , 
1 
-= 11 , g 

o 

so erhiilt man die Gleichnng 

in der die GroBe k1 und 11 dieselben Eigenschaften haben, wie sie 
oben fiir k und 1 gefordert wurden, und die Grenzbedingungen (2) 
behalten ihre Form, so daB jetzt der Index 1 wieder weggelassen 
werden kann. 

Urn die aufgestellte Randwertaufgabe auf eine Integralgleichung 
zuriickzufiihren, schlieBen wir zunachst den Fall h = H = 0 aus 
und bewirken dadurch, daB die Gleichung 

(3) !£ (k (ZY) - 1 = 0 
dx ax Y 

kein Integral besitzt, das auf der Strecke von x = 0 bis x = 1, 
dem Grundgebiet, wie wir wieder sagen wollen, mit seiner Ab­
lei tung stetig ist und beide Randbedingungen erfiillt. Denn wenn 
z. B. h nicht verschwindet, ist von den Gro13en d y / d x und y an der 
Stelle x = 0 die erste von Null verschieden, etwa positiv, die zweite 
nicht negativ, und daraus folgt, daB die GroBe 

1 ely z---- y dx' 

mit positiven Werten beginnend, in den nicht positiven Wert 
- H iibergeht, wenn man x von 0 bis 1 laufen laBt. Nun kann 
die Gro13e y im Grundgebiete fiir positive Werte von x nicht 
verschwinden, da die GroBen k d y / dx und y bei kleinen Werten 
von x mit positiven Werten beginnen, und erstere der Gleichung (3) 
zufolge nicht abnehmen kann, solange y positiv ist j verschwande 
aber y im Gebiet 

0< x< 1, 

so miiBte dy/d.T, mithin auch kdy/dx vorher den Wert Null 
erreicht haben, was unmoglich ist, da die letztere GroBe bei posi­
tiven Werten von y nicht abnimmt. 

Somit kann die GroBe z ihr Vorzeichen im Innern des Grund­
gebietes nicht andern und an der Grenze x = 1 nicht in einen 
negativen Wert oder die Null iibergehen. 
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Der durchge£tihrte Beweis zeigt zugleich, daB im Faile h > 0 
eine die erste Grenzbedingung (2) erfiillende Losung der Glei­
chung (1) im Innern des Grundgebietes nicht verschwindet. Dies 
folgt aber auch im FaIle h = 0, wenn y £tir die Stelle x = 0 z. B. 
positiv genommen wird, daraus, daB die GroBe kdy/dx im all­
gemeinen mit x wachst, also positiv wird. Etwas andel'S wiirde 
man schlieBen, wenn 1 identisch verschwande. Dann ware k d Y / d x 
konstant, hutte also, der erst en Randbedingung im Falle h =- 0 
zufolge, den Wert Null j y ware konstant und es ware wiederum 
unmoglich, die zweite Randbedingung zu erfiillen, wenn H nicht 
verschwindet. 

§ 20. 

Ubergang zu den Integralgleichungen. 

Es seien nun rp x und 'IjJ x zwei im Grundgebiet stetige Losungen 
del' Gleichung (3) des § 19, von denen die eine, etwa rpx, die erste 
Grenzbedingung erfiillt, die andere die zweite. Dann kann man 
annehmen, es gelte die Identitat 

k ('IjJ d rp _ rp dljl) = 1 
dx dx ' 

da ihre linke Seite jedenfalls konstant ist, und ein konstanter 
Faktor in jeder der GroBen rp und 'IjJ zur Verfiigung bleibt. Ver­
schwande der konstante Wert dieser GroBe, so waren rp und 'IjJ 

nul' durch einen konstanten Faktor unterschieden j die Gleichung (3) 
des § 19 hatte also eine Losung, die beide Grenzbedingungen 
er£tillte, was nach § 19 nul' in dem ausgearteten FaIle h = H = 0 
eintreten kann. 

Sehen wir von dies em ab, so kann del' Kern del' gesuchten 
Integralgleichung gebildet werden, indem man, wenn x S gist, 
setzt 

K(x, g) = rpx. 'ljJg, 
und, wenn x > gist, 

K(x, g) = rpg.ljIx. 
Die so definierte GroBe erfiillt namlich, wenn wIr wle gewohnlich 

K' (x, g) = 0 K,(x, g) 
ox 

setzen, die Gleichung 

(1) d[kK; (x, g)] _ lK(x, g) = 0 
( x 
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und die beiden Grenz bedingungen (2) des § 19, und ist an der 
Stelle x = ; singular, so dal3 die Gleiehung 

kK'(x, ;) I~-o = 1 
~+o 

besteht. 
Versteht man nun unter fx eine beliebige, im Grundgebiet 

sttiekweise stetige Funktion, unter 
1 

F x = J K (x, ex) f ex . d ex 
o 

eine quellenmal3ig dargestellte Funktion, so findet man dureh 
dieselbe Reehnung, wie sie in § 2 zu ahnliehem Zweek angewandt 
wurde, 

1 

1 

F'x = J K'(x, ex) f(l,·dex, 
o 

d (~~' x) = fd [k ~'~x,ex)] fex.clex+k.fx.[K'(x,x-O)-K'(x,x+O)]i 
o 

da nun die expliziten Ausdriieke der Funktion K die Gleiehungen 

K' (x, x - 0) = K' (x + 0, x), 
K' (x, x + 0) = K' (x - 0, x) 

ergeben, so folgt aus der erhaltenen Gleiehung fiir alle Stellen, 
an denen f x stetig ist, die Identitat 

(2) d(~~'X) - lFx = - fx. 

An den Unstetigkeitsstellen ist das Symbol F" zunaehst nieht 
definiert. Man erkennt ferner aus der angegebenen Form der 
Grol3e F', dal3 die Funktion F die Randbedingungen der Grol3en 
K(x, (1,) und V erfiillt. 

1st umgekehrt die Funktion c!Jx auf dem Grundgebiet mit 
ihrer ersten Ableitung stetig, wahrend die zweite Ableitung stiiek­
weise stetig ist, und erfiillt sie die Grenzbedingungen, so ist die 
Funktion 

fx = _ d (~~'x) + lc!Jx 

sttiekweise stetig, und man kann mit ihr die vorher eingefiihrte 
Grol3e Fx bilden. Dann ergibt sieh, indem man diese Gleiehung 
mit K (x, ;) multipliziert und zu der mit cp x multiplizierten 
Gleiehung (1) addiert, 
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d dx [k(4)x.K'(x, g) - K(x, g) 4>' X)] = K(x, g)fx; 

wenn man sodann liber das Grundgebiet integriert, die allgemeine 
Integrationsregel des § 2 benutzt und bedenkt, daB die GroBe in 
eckigen Klammern an den Stellen x = 0 nnd x = 1 verschwindet, 
weil die Funktion 4>x die Grenzbedingungen erflillt, so erhiilt 
man folgendes Resultat: 

1 

(3) I ~-o J kC/Jx.K'(x,g) = 4>g = K(x, g)fx.dx; 
~ t- 0 

o 

die Funktion 4> kann also quelienmiWig dargestellt werden. 
Ein spezieller Fall dieser GroBe ist V, die Losung des 

Sturm-Liollvllle5chen Randwertproblems, wenn eine solche existiert. 
Flir sie gilt die Gleichung 

_ d(kV') + l V = A V· 
dx ' 

ersetzt man demgem:iB f x dUl'ch A V, so ergibt sich aus der 
Gleichung (3) 

1 

vg = AS VK(x, g)dx, 

° 
womit das Randwertproblem auf eine homogene Integralgleichung 
zuriickgefiihrt iat. 

DaB umgekehrt jede Losung der Integralgleichung auch eine 
Losnng des Randwertproblems ist, folgt sofort daraus, daB die 
rechte Seite der Integralgleichung quellenmaBig dargestellt 
erscheint, woraus sich nach der zwischen f nnd F geltenden Be­
ziehung (2) ergibt 

~(kdV)_lV=_AV: 
dx dx ' 

au13erdem erfiillt jede L05ung der Integralgleichung ebenso wie 
jede quellenma131ge Funktion die Grenzbedingungen. Da nun beim 
Randwertproblem zu jedem Eigenwert offen bar nur eine bis auf 
konstante Faktoren bestimmte Eigenfunktion gehort, so gilt dasselbe 
fiir die Integralgleichung, so daB die in § 8 erorterten Komplika­
tionen ausgeschlossen sind. 

Diese Entwickelungen sind im Falle h = H = 0 zu modifizieren, 
wenn das durch die Grenzbedingung 

y'lo= 0 
K 11 e s e r, IntegraIgleichungen. 6 
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bis auf einen konstanten Faktor bestimmte Integral der Gleichung 

(4) d ( dY ) - k- -ly=O 
dx dx 

von selbst auch die zweite Grenzbedingung 

Y'll = 0 

erfiillt. Sei !Po x dieses Integral, das als eine station are Tem­
peratur des Stabes angesehen werden kann, und werde die Glei­
chung 

vorausgesetzt. Dann ist nach § 16 als Kern der Integralgleichung 
die stationare Temperatur u zu nehmen, die durch eine an del' 
Stelle x = ~ wirkende Warmequelle hervorgerufen wird, wenn 
in jedem Element dx die Warmemenge - dx. qJoX. !Po~ erzeugt 
wird. Aus diesen Festsetzungen ergibt sich die Gleichung 

(5) d ( dt~) dx k dx -lu - qJox.qJo~ = 0 

mit den Grenzbedingungen 

du 1
10

,1 = 0 
dx 

und der UnBtetigkeitsbedingung 

.dul~-o_ k-d _1, 
x ~+o 

wodurch die GroBe u offen bar nur bis auf einen Summanden 
von der Form C qJo x bestimmt ist, in dem c eine Konstante 
bedeutet. Diese konnen wir benutzen, urn die Gleiclmng 

(6) 

zu erwirken. 

1 

Ju!pox.dx=O 
o 

Multipliziert man jetzt die Gleichung (5) mit qJ x, die Gleichung 

(7) .!:...- (k dqJ) + (A - 1) qJ = 0 
dx dx 

mit u und subtrahiert, so ergibt sich durch die oben gebrauchten 
Schliisse, indem man 

setzt, 

dqJ 1°,1 = 0 
dx 
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k(pdU _ U d p ) 111 + k(p du _ U riP) 'I~-o 
ax dx 0 dx dx 1~+O 

1 1 

- AJ updx - Po; J Pox.pdx = 0, 
o 0 

oder 
1 1 

(8) p; - A J updx - Po; J p·Pox.dx = O. 
o 0 

Nun folgt aus den Gleichungen (4) und (7), in deren ersterer y 
durch Pox ersetzt ist, 

1 

A J p Po d x = 0, 
o 

also, da wir uns auf von Null verschiedene Werte A beschranken, 
1 

J p Po d x = 0, 
o 

und indem man 
u=K(x,;) 

setzt, geht die Gleichung (8) in folgende liber: 

p; = A J K(x, ;) px.dx. 

Da13 die Gro13e u in den beiden Argumenten symmetrisch ist, 
folgt aus den Gleichungen 

d[kK'(x, m _ 
dx -lK(x,;) - Pox. Po; - 0, 

d[kK'(x 1')] 
d x ,.j - 1 K (x, 1J) - po x . Po 1J = 0 

nach einer in § 2 benutzten Methode auf Grund der Relation (6), 
indem man die erste dieser Gleichungen mit K(x, 1J), die zweite 
mit K(x,;) multipliziert und die Differenz ihrer linken Seiten 
liber das Grundgebiet integriert. 

Bei den quellenma13igen Funktionen tritt insofern etwas 
N eues auf, als die 0 ben eingeflihrte Funktion cJ) x noch die Be­
dingung 

(9) 
1 

J cJ) x . Po x. d x = 0 
o 

erflillen mu13, urn quellenma13ig dargestellt werden zu konnen; 
dann ist namlich cJ) - F eine die Grenzbedingungen 

6* 
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dy 1°,1 
dx = ° 

erfiillende Losung der Gleichung (4), also in der Form C. qJo x 
darstellbar. Da nun die Gleichung (6), wenn man nach ~ iiber 
das Grundgebiet integriert und die Integrationen vertauscht, die 
Beziehung 

1 

S FX.qJox.dx = ° 
° ergibt, so folgt aus der Gleichung (9): 

1 1 

S (CP - F)qJox.dx = S C(qJox)2dx = 0, C = 0, 

° ° womit die GroDe 
CPx = Fx 

quellenmaJ3ig dargestellt ist. 
Auf eine andere, theoretisch einfachere Weise kann der aus­

geartete Fall erledigt werden, indem man die Methode des § 18 
zum Muster nimmt. Man versteht unter c eine solche Konstante, 
daB die Randwertaufgabe 

d ( d y ) dy 1°,1 dx k dx - (l - c) Y = 0, dx = ° 
keine Lasung besitzt; dann kann die vorge1egte Aufgabe in fo1-
gende Gestalt gebracht werden: 

d ( d U) dYlo,l_ dx kd~ +[A'-(l-c)]y=O, dx -0. 

Die Eigenwerte A' stehen zu denen des urspriinglichen Problems 
in der Beziehung 

).,1 + c = A; 

die neue Aufgabe kann aber nach derselben Methode behandelt 
werden, die oben auf die nicht ausgearteten Falle angewandt 
wurde, da keiner der Werte ).,' verschwindet. 

§ 21. 

Integrale linearer Differentialgleichungen als Funktionen von 
Parametern. 

Urn die Frage nach der Losbarkeit des Sturm-Liouvilleschen 
Randwertprob1ems zu untersuchen, gehen wir von der Bemerkung 
aus, daB, wenn man allgemein 
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2y = :x (k :!) - ly 

setzt und unter J.. eine willklirliche Konstante versteht, die Inte­
grale der nichthomogenen Differentialgleichung 

(1) 2rpx + J...t/lx + (x = 0, 

die mit ihren ersten Ableitungen stetig sind und die Grenz­
bedingungen des Randwertproblems erfiillen, zugleich Losungen 
der nichthomogenen Integralgleichung 

1 

(2) t/lx = Fx + J.. J K(x, ex) t/lex. dex 
o 

sind, wenn die nach § 19 gleichbedeutenden Beziehungen 
1 ' 

(3) 2Fx = - (x, Fx = J K(x, a)(ex.dex 
o 

vorausgesetzt werden, und umgekehrt. Denn die Gro13e t/l x ist 
nach § 20 queUenma13ig darstellbar, und entsteht, wie die Glei­
chung (1) zeigt, aus Fx, wenn man (x durch (x + J..t/lx ersetzt. 
Demgema13 gilt die Gleichung 

1 

t/lx =JK(x, ex) «(ex + J..t/lex)dex 
o 

oder die Integralgleichung (2), die umgekehrt nach § 20 auch 
die Gleichung (1) nach sich zieht und den Schlu13 erlaubt, dan 
die Grone t/lx die Grenzbedingungen erfiilIt. 

Flir die weiteren Schllisse ist nun grundlegend, daIl t/l x 
ein Quotient zweier ganzer Funktionen, d. h. bestandig konver­
genter Potenzreihen von J.. ist, und zwar auch dann, wenn (x 
ein Polynom des Arguments J.. ist. Der Nenner dieses Quotienten 
ist von (x unabhangig und definiert, gleich Null gesetzt, die 
Eigenwerte des Kerns K(x, ~). 

Um dies· zu zeigen, werde angenommen, in der Differential­
gleichung 

d2 y + p dy + Q = 0 
dx2 dx 'Y 

seien P und Q Polynome eines Parameters J.. und stetig flir die 
reeHen Werte der Variablen x von x = 0 bis x = 1. Dann kann 
ein Integral y durch die von J.. unabhangigen Werte 'Yo, y~ mittels 
der Gleichungen 
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dy 1
0 = yh 

dx 

definiert und durch die Reihe 

B = Yo + (Yl - Yo) + (Y2 - Yl) + ... 
dargestellt werden, wobei gesetzt ist 

x 

§21. 

x 

(4) Y~+l = y~ - S (Py;, + QYn)dx, Yn+l = Yo + S Y~+l dx. 
o 

Die hiermit gegebenen Gleichungen 
x 

Y~+l - y~ = - Hp(y~ - Y~-l) + Q(Yn - Yn-l)]dx, 
(5) 01 

x 

Yn+l - Yn = S (Y~'H - y~) dx 
o 

zeigen namlich unmittelbar folgendes. Beschrankt man x auf 
die Strecke von Obis 1 und ), auf ein beliebig begrenztes Gebiet @ 

in der Ebene der komplexen Zahlen, so gibt es eine von x und ), 
unabhangige positive Grofie A von der Beschaffenheit, dafi allgemein 
die Beziehungen 

x n - 1 x" 
(6) IY~-Y~-11«2A)n-l(n_l)!' IYn-Yn-11«2A)n-1nr 

bestehen. Es geniigt dazu, A so zu wahlen, dafi dies fUr den 
Fall n = 1 gilt und allgemein fUr die bezeichneten Gebiete der 
Variablen x und ), die Ungleichungen 

A>IPI, A>IQI 
bestehenj dann folgen die Beziehungen (6) aus den Gleichungen (5) 
durch den Schlufi von n auf n + 1, und sie zeigen, dafi die 
Reihe R beziiglich beider Variablen x und ), gleichmaDig konver­
giert, mithin im Gebiet @ eine regulare analytische Funktion 
von ), darstellt. Dasselbe gilt von der Reihe 

R' = y~ + (y~ - y~) + (Y2 - yD + "', 
und die erste Gleichung (5) ergibt die Beziehung 

x 

R' = yh - S (PR' + QR)dx, 
o 

d. h. R ist wirklich eine Losung der Differentialgleichung 
d2 y dy 
d X2 + P d x + Qy = 0, 
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und die Gleichungen (4) ergeben 

RI o R'lo, = Yo, = Yo· 
Seien nun WI, W2 zwei Losungen del' Gleichung 

2y + J.y = 0, 

87 

die auf eine von J. unabhangige Weise definiert sind, etwa durch 
die Gleichungen 

10 dW21° 1° dWI 1° WI = d x = 0, W2 = d x = 1. 

Sie sind nach dem so eben erhaltenen Resultat ganze Funktionen 
von A; und eine Losung der Gleichung 

(7) 53y + Ay + fx = 0 

ist x '" 

JWdx.dx + rwd x . dx 
p = - w2 LI WI J LI ' 

o ° wobei 
dW2 dWI 

LI = WI dx - W 2 dx 

gesetzt ist. Die Gleichungen 

2WI + AWl = 0, 53w2 + AWl = 0 

ergeben durch bekannte Schliisse 
kLl = const. = - klo. 

Da nun die Gro13en WI und W 2 als besondere Falle del' Reihe .R 
gleichmiillig bezuglich beider Gro13en x und A konvergieren, wenn 
letztere dem Gebiet ® angehOrt; da ferner die Gro13e LI von A 
frei ist, so sind auch die in p auftretenden Integrale in jedem 
Gebiet ® regulare, also ganze Funktionen von A, und dasselbe 
gilt von p. 

Das allgemeine Integral der Gleichung (7) kann in der Form 

y =p + 0IWI + °2 W 2 

geschrieben werden, wobei 0 1 und ()2 von x unabhangige Gro13en 
sind; also ist in dieser Form auch die Grolle ljJx enthalten. Da 
nun offenbal' die Gleichungen 

p 1° = ~; 1° = 0 

geIten, so ergeben sich bei endlichen Werten von h und H aus 
den Grenzbedingungen § 19 (2), denen die GroLle 1jJ x unterworfen 
wird, die Gleichungen 
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(8) 01(k~~1 - hW1) + 02(k(~:2 _ hW2) 1
0 = 0, 

o (krl.W1. + HW) + 0 (k dW2 + Hw) 11 = _ k (Ip _ H 11. 
1 (IX 1 2 a.x 2 dx P 

1st dagegen einer der Werte h und H unendlich oder sind es 
beide, so wird eine oder jede der hingeschriebenen Gleichungen 
durch eine der folgenden ersetzt: 

01 WI + O2 W 2 10 = 0, 

0IWl + 02W211 = _ P 11. 
In jedem Falle ist die Determinante der Koeffizienten VOIl 

01 und O2 in den beiden geltenden Gleichungen ebenso wie WI 
und W 2 eine ganze Funktion von A, die wir fA nennen. Da nun 
pals Funktion von A dieselbe Beschaffenheit hat, so ist gezeigt, 
dail in der Tat 

w 
1jJx=tr 

gesetzt werden kann, wobei Zahler und Nenner ganze Funktionen 
von A. sind. 

Ersetzt man iibrigens in den Gleichungen '(8) die rechten 
Seiten durch Null, so erhiilt man die Grenzbedingungen fUr die 
Groile 

V = 01 WI + O2 W2 j 

die Eigenwerte der Randwertaufgabe sind also Wurze1n der Glei­
chung 

fA. = 0. 

§ 22. 

Anwendung der nichthomogenen Integralgleichung; 
Existenz des ersten Eigenwertes. 

Die nichthomogene Integralgleichung 
1 

1jJx = Fx + A. J K(x,a1)1jJal .dall 

u 

1eistet dadurch einen wichtigen Dienst, dail sie die Entwicke1ung 
der Groile 1jJ x nach steigenden Potenzen von A. kennen 1ehrt. 
Setzt man namlich auf ibrer rechten Seite 

I 

1jJ a l = F a l + A. J K (aI' ( 2) !/J az . d a2, 
o 
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so ergibt sich 
1 

tjJX = Fx + ). J K(x, ( 1)Fa1 ·da1 

o 
1 1 

+ ).2 J J K(x, ( 1)K(a1 , ( 2 ) tjJa2 • d a2 dau 
o 0 

und hieraus folgt durch die Substitution 
1 

die Gleichung 

tjJ a2 = F a2 + ). J K (a2, ( 3) tjJ a3 • d a3 
o 

1 

tjJ x = F x + ). J K (x, ( 1) F a1 • d a1 

o 
1 1 

+ ).2 J J K(x, ( 1)K(all ( 2)Fa2 ·da2 da 1 
o 0 

1 1 1 

89 

+ ).3 J J J K(x, ( 1)K(al , (2)K(a2, as) tjJ a3 ·d a3 d a2 d al" 
o 0 0 

Da nun der im vorigen Paragraph en erhaltene Ausdruck der Funk­
tion tjJ x zeigt, daB sie zwischen festen Grenzen bleibt, wenn x die 
Strecke von 0 bis 1 durchHiuft und ). auf ein endliches Gebiet 
beschrankt wird, das keine Nullstelle des Nenners f). enthalt, 
z. B. auf einen hinreichend klein en Kreis um den Nullpunkt, so 
zeigt die erhaltene Gleichung und diejenigen, die das eingeschlagene 
Verfahren, wenn man es fortsetzt, ergibt, daB die Koeffizienten in 
der Entwickelung der GroBe tjJ x durch folgende Gleichungen 
definiert werden: 

1 1 

tjJ x = Fo + F1 ). + F 2 ).2 + . . ., 
Fo = Fx, 

Fn = J ... J K(x, ( 1)K(all ( 2) .. • K(a"_l' an)Fan .da ..... da2 d.a1• 

o 0 

Aus diesen Werten der Koeffizienten ergibt sich eine wichtige 
Formel, indem wir 

1 1 

Fm = J ... J K(x, (31)'" K(f3m-l, f3m)F 13m. d 13m •.• d 131 
o 0 

setzen und das Integral 
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als (m + n + 1)faches Integral schreiben, in dem offenbar die 
Reihenfolge der Integrationen gleichgiiltig ist: 

1 

(1) SFmFfldX 
o 

1 1 

= S··· S K(x,tXI) .. ·K(tXn_I'tXn) K(X,f31) .. ·K(f3m-l,f3m)dXdtXI .. ·df3m 
o 0 

1 1 

= S .. · S K({3I' x) K(x, tXI) ... K(tXn_I' tXn) dxdtX1 ... dUn K({311 (32)" 
o 0 

X K({3m-l, (3m) d (32· .. d 13m d 131' 
Da nun offen bar 

1 1 

S .. , J K({311 x) K (x, txl) .. · K( tXn-l, tXn) dx d txl .. • d txn = Ffl t1 {31l 
o 0 

1 I 

.f ... S K({3I' (32)'" K({3m-l, (3m) d {32'" d 13m = Fm- I {311 
o 0 

so erhiilt mau aus der Gleichung (1), wenn m > 0, das Re­
sultat 

1 ;1 

S Fm x . E .... x. dx = S FfI +1 (31' Fm_) {31' d {31 
o 0 

oder kurz 
1 I 

S FmFn dx = J Fm-IFflHdx, 
o 0 

so dan diese Grone nur von der Summe der Zeiger m + n ab­
hiingt und durch Wm+n bezeichnet werden kann" 

Speziell geIten die Gleichungen: 
1 1 

W2n+2 = S F~+I dx, 
o 

lV2n _ 2 = J F;-1 dx, 
o 

I 1 

W 2n = J Fn- IFn+1 dx = SF; dx, 
o 0 

und keine dieser Grimen ist negativ. Dasselbe gilt von dem Inte­
gral 

I 

S (pFn- 1 + qFn)2dx = W2n _ 2p2 + 2 W2n pq + W2nH Q2, 
o 

wenn p, q beliebige reelle Konstante bedeuten; daraus folgt die 
Ungleichung 
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(2) W22" - W2n - 2 W2 ,,+2 :::;; O. 
Die Gro13en W2m mussen hiernach samtlich verschwinden oder 
samtlich positiv sein, denn keine von ihnen ist negativ und W2 .. 

verschwindet sowohl mit W2 ,,-2 wie mit W2 " +2 zugleich. 1st 
also die Gro13e 

von Null verschieden, d. h. verschwindet die Funktion Fx nicht 
identisch, so sind aHe Gro13en W2 .. positiv und die Beziehung (2) 
ergibt 

(3) 

Dies Resultat ist fUr uns deshalb von gro13er Bedeutung, weil 
es zeigt, da13 1/Jx keine ganze Funktion von 1 sein kann, es sei 
denn, da13 F identisch verschwande. Da namlich die Gro13e 11/J x I 
unter einer festen Grenze liegt, wenn 1 auf ein endliches von 
Eigenwerten freies Gebiet beschrankt wird, wahrend x das Inter­
vall von 0 bis 1 durchIauft, so ergibt eine Cauchysche Formel, 
wenn wir das komplexe Argument 1 am Funktionszeichen 1/J 
sichtbar machen und nach z iiber einen Kreis Izl = const. inte­
grieren, 

1/J(x 1) = ~ f 1/J(x, z)dz 
, 2n~ Z-A 

- _1_ ~ 1v f 1/J(x, z)dz + 1,,+1 f 1/J(x, z)dz • 
- 2ni £..J ZV+l 2ni z"+1(z - 1) 

" 
Diese Gleichung zeigt, da13 wenn 1 auf einen Kreis beschrankt 
wird, der mit dem Integrationskreis konzentrisch und kleiner als 
er ist, die Reihe 

1/J(x, 1) = F + Fl1 + F212 + ... 
beziiglich der Variablen x gleichma13ig konvergiert. Dasselbe gilt 
von der Reihe F.1/J x, die man hiernach glied weise integrieren kann: 

1 1 1 

J F.t/Jx.dx = J F 2 dx + 1 J FF1dx + ... 
o -0 0 

= Wo + W11 + W 212 + ... 
Ware also die Reihe 1/J x beziiglich der Variablen 1 bestandig 

konvergent, so mii13te dasselbe von der zuletzt erhaltenen Reihe, 
mithin auch von der in ihr enthaltenen 
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Wo + W 2 A2 + W4 A4 + ... 
geIten. Dem widersprechen aber die Beziehungen (3), die zeigen, 
da.B in der letzten Reihe die Quotienten eines Gliedes durch das 
vorhergehende, d. h. die Gro.Ben 

W 2 '2 W4 , Wo "" W
2 

",2, ••• 

bei angemessener Wahl der GroBe A gro.Ber als Eins sind. 
Damit ist gezeigt, da.B ljJ x keine ganze Funktion von A sein 

kann. Diese GroBe ist aber del' Quotient zweier ganzer Funktionen, 
von denen fAder Nenner ist. Dieser mu.B also mindestens fiir 
einen endlichen Wert von A verschwinden, und del' Kern K (x, ~) 
hat also mindestens einen Eigenwert. 

Der Grundgedanke des durchgefiihrten Beweises HWt sich 
mechanisch einigerma.Ben kennzeichnen, wenn man, wie in § 19 
angedeutet ist, das Sturm-Liouvillesche Problem mit dem del' 
Schwingungen einer hetel'ogenen Saite identifiziert. Dann kann 
man namlich nach § 13 die Gl'o.Be 1/Jx als Amplitude einer er­
zwungenen Schwingung ansehen, wobei die Periode del' wirkenden 
Kraft durch A bestimmt wird. Ware keine Eigenschwingung der 
Saite moglich, so konnten niemals Schwebungen eintreten, ljJx 
also nicht unendlich anwachsen. Nun zeigt abel' die nichthomo­
gene Integralgleichung, deren Losung ljJ x ist, daB diese Gro.Be 
bei gewissen Werten von A unendlich groB wird; also m uB eine 
Eigenschwingung und ein Eigenwert vorhanden sein. 

§ 23. 

Existenz unendlich vieler Eigenwerte. 

Es sei z. B. An ein beliebiger Pol der Funktion ljJ x und mogen 
fiir Zahler und Nenner des Bruches ljJx folgende Entwickelungen 
geIten, in denen durch ~ Potenzreihen bezeichnet sind: 

(1) 
W = M(A - An)m + (A - An)m+l ~ (A - An), 
fA = N(A - An)m+r + (A - An)m+r+l ~1 (A - An). 

Dann ist Meine nicht identisch verschwindende Funktion von x, 
N eine von Null verschiedene Konstante, und die Integralgleichung 

1 

ljJ X = F x + ASK (x, rx.) 1/J rx. • d IX 

o 
ergibt 
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1 1 

W = Fx. p .. + (A. - A.n) J K(x,~) W~.d~ + A.n J K(x,~) WIX.d~, 
o 0 

und weiter, wenn man die Werte (1) einsetzt, durch (A. - A.n)m 
dividiert und A. = A.n setzt, 

1 

M = A.n J K (x, IX) M ~. d IX. 
o 

Die GroBe Mist also eine zu dem Eigenwert A. .. gehorige Losung 
der Randwertaufgabe, und man kann nach § 20 setzen 

M=CV .. , 

wobei C eine von Null verschiedene Konstante bedeutet. 
Kombiniert man jetzt die beiden Differentialgleichungen 

£! Vn + A.n Vn = 0, 
S3W+A.W+fx .fA.=O, 

indem man die erste mit W, die zweite mit Vn multipliziert, 
letztere subtrahiert und das Resultat integriert, so ergibt sich 

1 1 

(A. - A.n) J WVndx + fA. J fx. Vndx = O. 
o 0 

Setzen wir hier die Entwickelungen (1) ein, so erhalten wir die 
in A. identisch bestehende Gleichung 

1 

(A. - A.n)m+l J MVndx + (A. - A.n)m+2~2(A. - A.n) 
o 

1 

+ (A. - A.n)m+rJ Nix. Vndx + (A. - A.n)m+r+l~3(A. - A.n) = O. 
o 

Diese Identitiit kann, da das Glied mit (A. - A.n)m+l wegfallen 
muB, nur bestehen, wenn r = 1; d. h. die Funktion 1jJx hat nur 
einfache Pole, deren Residuen offenbar die GroBen 

haben. 

M CV .. 
N-lr 

Dividieren wir sodann durch (A. - A.n)m+l und setzen A. = A.n, 
so folgt 

1 1 

(2) CJV;dx + NJ fx. Vndx = O. 
o 0 
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1st also An em Pol der Funktion ljJx, so ist die Grone 

von Null verschieden. 
Aus der Gleichung (2) ergibt sich ferner, dan der Pol An das 

Residuum 

1 

f V,f dx 
o 

besitzt; diese Groi3e ist das negativ genommene allgemeine Glied 
der Reihe, die man erhalt, wenn man fx auf die Fouriersche 
Weise nach den Eigenfunktionen Vn zu entwickeln versucht. Bildet 
man daher in der Ebene der komplexen Groi3e A das Integral 

I n = - 2~i f ljJx.dA, 

indem man langs einer geschlossenen Kurve Sf, die die ersten n 
Eigenwerte All A2, ••• An und nur diese umfai3t, im positiven Um­
laufssinne integriert, so ist del' Wert des Integrals einfach 

1 

l,n V. f fx. V. dx 

~ 01 

f V.2 dx 
o 

1st es nun moglich, den Grenzwert zu finden, clem das Inte­
gral I n zustrebt, wenn die Kurve S't' immer mehr und mehr Eigen­
werte umfai3t, so summiert man die nach den Groi3en Vn fort­
Bchreitende Fouriersche Reihe nach cler Methode, die Cauchy 
auf die Fouriersche Reihe im engeren Sinne des W ortes an­
gewandt hat. 

Eine wichtige Folgerung werde noch aus den obigen Resultaten 
gezogen. 

Ware eine stetige Funktion {x so beschaffen, clan alle Glei-
chungen 

(3) 
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bestiinden, so hatte die Funktion 'ljJx keinen Pol, ware ganz, und 
daraus folgt nach dem obigen die Identitat 

fx= o. 
Das hei13t: Eine im Grundgebiet stetige Funktion ver­
schwindet identisch, wenn sie zu allen Eigenfunktionen 
orth'ogonal ist. 

Beilaufig folgt hieraus, da13 unendlich viele Eigenwerte 
An mit zugehorigen Funktionen V" existieren. Ware deren 
Anzahl namlich endlich - sie ist ja mindestens Eins -, so ergabe 
nach § 20 die Gro13e 

(x = K(x, g) - 2: V\x. vng 

n An JV;dx 

° die Gleichungen (~), hatte also den Wert Null. Das ist aber un-
moglich, da K(x, g) eine unstetige Ableitung nach x besitzt, nicht 
aber die in fx auftretende Summe. 

§ 24. 

Asymptotiscbe Darstellung der Eigenfunktionen. 

Wahrend die Resultate des vorigen Paragraphen aus del' 
Integralgleichung gewonnen wurden, mu13 auf die Differential­
gleichung der Funktionen V und das zugehorige Randwertproblem 
zuriickgegangen werden, wenn man die Satze liber die Darstellung 
willkiirlicher Funktionen in so allgemeiner Form erhalten will, 
wie es fiir die Anwendungen notig ist. 

Zu diesem Zweck transformieren wir die Gleichung 

ddx (k ~~) + (A - l) V = 0 

durch die Substitutionen 
1 

u= Vrk, Z= J;; 
und erhalten eine 

(1) 

Gleichung von der Form 

d2 U + (A _ L) U = 0 
dz 2 

und Grenzbedingungen 

o 

(2) ~~ - h'UI O
= ~~ + H' UI Z = 0, 
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in den en h', H' Konstante, aber nicht notwendig positiv und 
mit h, H zugleich endlich sind; der Fall, dafi eine der Grofien 
h, H unendlich sei, werde zunachst ausgeschlossen. Wir notieren 
noch die offen bar richtige Gleichung 

1 Z 

J V 2 dx = J U 2 dz.: 
o 0 

Jetzt beachten wir, daf3 die Gleichung (1), wenn ,1., = Q2 

gesetzt wird, mit jeder der folgenden identisch ist: 

d (sin Q 15 ~ ~ - Q U cos Q z) = L U sin Q z d 15 , 

d (cos Q 15 ~ ~ + Q U sin (l 15) = L U cos Q z d z. 

Integriert man diese Gleichungen und fiihrt, indem man Q will­
kiirlich laf3t, nur die erste der Grenzbedingungen (2) sowie die 
Gleichung 

ein, so ergibt sich 
• 

sin Q Z ~ ~ - Q cos Q x. U = - Q + J L' U' sin Q z' d Zl, 

o 
• 

dU+. U cos Q Z -d Q sm Q z. = 
15 

h' + J L' U' cos (l Z' d z', 
o 

wobei dnrch L', U' die Funktionen L, U, in denen 15 durch 15' 

ersetzt ist, bezeichnet sind. Hieraus folgt 
• 

(3) hi sin QZ 1 J . U = cos (l Z + + - L' U' sm Q (15 - z') dz', 
Q Q 

o 
• 

1 d U . hi cos Q Z 1 J 
(4) - -d = - sm (lz + + - L' U' cos (l(z - zl)dzl. 

Q Z Q Q 
o 

Diese Gleichungen ergeben wichtige Resultate betreffs der 
Werte von U. Zunachst kann diese Funktion von z nach den in 
§ 21 gegebenen Formeln fiir die Integration linearer Differential­
gleichungen durch das ganze Intervall von Z = 0 bis Z = Z 
fortgesetzt werden, wobei sie selbst wie auch ihre Ableitung unter 
einer von Z unabhangigen Schranke liegt, die aber zunachst mog­
licherweise von Q abhangt. Es sei z. B. Q die erste positive 
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ganze Zahl, die von den Werten lUI weder erreicht noch iiber­
schritten wird. Dann ist die rechte Seite der Gleichung (3) ab­
solut kleiner als 

z 

I hi I Q J I 1+ ~ +f(il ILldz, 
o 

die linke Seite wird aber fUr gewisse Werte von z nicht kleiner 
als Q - 1, woraus sich ergibt 

z 

Q - 1 < 1 + I ~ 1+ I~IJIL'I dz', 
o 

• 
Q [1 - I ~ I J I L' I d z' J < 1 + 1 ~ I· 

o 

Da nun die Klammer auf der linken sowie die rechte Seite 
sich bei wachs end en Werten ;. und I Q I der Grenze + 1 annahern, 
so ist klar, daJ3 Q bei diesen Werten nicht unendlich zunimmt, 
sondern unter einer festen von Q unabhangigen Schranke ver­
bleibt. Dasselbe gilt daher von I UI und der Gleichung (4) 
zufolge auch von der GroDe Q-1 d U I dz. 

Weiter ergeben die Gleichungen (3) und (4) die Identitat 

~~ + H'U= (Q - Pi) sin(>z - PcosQz, 

wobei die GroDen P und pi, die leicht zu bilden sind, zwischen 
endLichen, von Q unabhangigen Schranken Hegen. Die Eigenwerte 
;. = Q2 werden daher durch die Gleichung 

(5) 
P 

tang QZ = pi (>-
definiert, die zeigt, daD 

n:n: 
Q = Z + En 

zu setzen ist, wobei n eine positive ganze Zahl bedeutet, die von 
einer gewissen Grenze ab immer um Eins wachst, wenn man zu 
dem nachstgroJ3eren Wert von ;. iibergeht, und die Gleichung 

lim En = 0 

gilt. Schreibt man die Gleichung (5) in den Formen 
K n e 8 er, Integralgleichungen. 7 
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tang (nn + fnZ) = tang EnZ = P , 
nn pI + Z - En 

nEn = t En Z Z [P - (PI + en) tang EnZ], 
nang En 

und beachtet, da13 die rechte Seite der letzten Gleichung zwischen 
endlichen, von n und Q unabhangigen Schranken verbleibt, das 
Verhaltnis n: Q aber einem endlichen Grenzwerte zustrebt, so 
wird klar, da13 man set zen kann: 

B 

(6) 
cn =-, 

Q 

nnz B 
cos QZ = cos z- +-i, . . nnz + B2 

sm Q Z = sm -Z Q ' 

wobei die Gro13en B zwischen festen, von Q unabhangigen Schranken 
verbleiben. 

Hieraus ergibt sich mittels der Gleichung (3) leicht 
z 

f U2dz = Z + Ba 
2 Q' 

o 

wenn Ba eine Gro13e ist, die die Eigenschaften von B o, B J und B2 
besitzt; die normierten Eigenfunktionen haben also, der Glei­
chung (6) zufolge, die Form 

141- 1/2 nnz 1p' 
(7) V k. rp x = r Z cos Z + n' 
wobei del' Buchstabe 1lf hier und fortan eiue Gro13e bedeute, die 
zwischen endlichen von n und x unabhangigen Schranken liegt. 
Dabei ist zwar, streng genommen, nicht bewiesen, da13 rpn x die 
nte Eigenfunktion ist, da erst von einer gewissen Grenze ab dem 
urn Eins wachsenden Werte von n die aufeinanderfolgenden Werte 
von Q oder Jl entsprechen. Das ist aber fiir die Konvergenz­
fragen, die wir jetzt in Angriff nehmen, unwesentlich; man konnte 
au13er del' Reihe rpl' rp2,'" noch eine endliche Anzahl von Eigen­
funktionen hinzufiigen, urn das vollstandige System zu erhalten. 

Analog der Gleichung (7) findet man aus den Gleich ungen (4) 
und (6) 

(8) 
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und del' zugehorige Eigenwert hat die Form 
n2n2 qr 

An = (!2 = Z2 + n ' 
so da.ll 

(9) 

gesetzt werden kann. 

§ 25. 

Die bilineare Formel. 

Fiihren wir nun neben x ein zweites Argument Xl ein und 
bezeichnen aHe Funktionen von X, in denen Xl fiir X gesetzt wird, 
durch den Index 1, so erg eben die Formeln (7) und (9) des 
vorigen Paragraphen unmittelbar: 

Wkk ~ <PnX·<pnxI _ 2Z~..!. nnz nnZI+~ 'IJi' 
V I ..t::::..J il - n2 ..t::::..J n2 cos Z cos Z ..t::::..J n2' 

n n n n 

wobei die Schranken del' Gro.llen "IJf wie von X so auch von Xl 

unabhangig sind. Die Reihe auf del' linken Seite ist zwar nicht 
vollstiindig alB die bilineare Reihe nachgewieBen, da die Funk­
tionen <pn X und cos ( n n Z I Z) einander vielleicht nicht vollig ein­
deutig entsprechen, abel' jene Reihe kann sich von del' bilinearen 
nul' um eine endliche Anzahl von Gliedern unterscheiden. Die 
bilineare Reihe des Kerns K(x, y), d. h. die iiber aIle 
normierten Eigenfunktionen <p .. erstreckte Reihe 

konvergiert also im Grundgebiet absolut und gleich­
ma.llig beziiglich beider Variablen. 

Die Formeln (7), (8) und (9) des § 24 zeigen ferner, da.ll 
die Reihe 

sich von del' Reihe 

7* 
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nur um eine bezliglich beider Argumente im Grundgebiet gleich­
maJ3ig konvergierende Reihe, also eine stetige Funktion beider 
Argumente unterscheidet. Da nun die Groilen k und ki im Grund­
gebiet stetig und positiv bleiben, folgt weiter, dail die Reihe 

in jedem Gebiet der Variablen gleichma13ig konvergiert, in welchem 
dies von der Reihe (1) gilt. Dazu genligt es, Xl an irgend einer 
Stelle des Grundgebietes festzuhalten und X eine Strecke, die 
einen Teil dieses Gebietes bildet und Xl nicht enthalt, durchlaufen 
zu lassen. Dann bleiben die Groilen £ - £1 und £ + £1 liber 
einer positiven Grenze und unter einer Schranke von der Form 
2 Z - c, wobei c eine positive Konstante bedeutet. Daraus aber 
schlieilt man, dail die Reihen auf der rechten Seite der Gleichung (1) 
gleichma/3ig konvergieren, indem man sich der in § 4 entwickelten 
Eigenschaften der Reihe 

erinnert. 
An der Stelle Xl = X, £1 = £ wird der zweite Teil der 

Reihe (1), als Funktion von Xl betmchtet, unstetig j dasselbe gilt 
daher von f Xl' und es gilt dabei offenbar die Gleichung 

(2) f(x - 0) + f(x + 0) = 2fx. 

Aus den erhaltenen Eigenschaften der bilinearen Reihe folgt 
zunachst, dail die Reihe 

1,00 

Q(x, IX) = K(x, IX) - 2.: qJn X;. qJ"IX, 

" " 
multipliziert mit einer stetigen Funktion von IX, gliedweise inte­
griert werden kann. So erhalt man z. B. 

1 

J Q(x, IX)qJm IX • dIX 

o 

JI 1,00 qJnXJ' = K(x, IX)qJmlX.dIX - 2: ----r,;- qJmCLqJnlX.dIX = OJ 
o "0 

damus folgt nach den in § 23 an die Gleichungen (5) gekniipften 
Bemerkungen die Identitat 
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Q(x, oe) ~ 0, 

und die bilineare Formel 
1, '" 

K( ) _ ~ cpnX' CPn oe 
X, oe - ~ A-

n n 

ist bewiesen. 

101 

Aus den auf Konvergenz beziiglichen Eigenschaften der Reihe 

ergibt sich sodann auf Grund des in § 5 benutzten allgemeinen 
Satzes iiber die Moglichkeit, eine Reihe gliedweise zu differen­
zieren, die Formel 

(3) 
1, co , 

K ' ( ) _ ~ CPn X • cpn oe 
x,oe -~ A- ' 

n n 

so bald x und oe verschieden sind. 
Hiermit sind aHe Vorbedingungen erfiiHt, um die Methode 

des § 5 anzuwenden und die dort abgeleiteten Siitze iiber die 
Darstellung willkiirlicher Funktionen auf den vorliegenden Fall 
zu iibertragen. Denn multipliziert man zuniichst die bilineare 
Formel mit der im Grundgebiet stiickweise stetigen Funktion foe, 
so sieht man, dall die quellenmiillige Funktion 

1 J K(x, oe) foe. doe 
o 

durch eine absolut und gleichmiillig im Grundgebiet 
konvergierende Fouriersche Reihe dargestellt werden 
kann. Daraus folgt nach § 13 die· Schmidtsche Formel 
fiir die Grolle t/lx. 

Da ferner der Kern K(x, ~), der an der Stelle x = ~ eine 
unstetige Ableitung nach x besitzt, als Funktion von x mittels 
der biliuearen Formel nach den Eigenfunktionen cpn x entwickelt 
werden kann, so gilt dasselbe von dem Ausdruck 

t,Px + a1K(x, ~I) + a2 K(x, ~2) + ... + umK(x, ~m)' 
in welchem aI' a 2, ..• konstant sind und l/J x quellenmiillig dar­
gestellt werden kann. Wie in § 5 schliellen wir hieraus, dall jede 
Funktion nach den Eigenfunktionen auf die Fouriersche Weise 
entwickelt werden kann, deren Ableitung im Innern des Grund­
gebietes eine endliche Anzahl von Spriingen macht, wiihrend die 
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Funktion selbst im iibrigen die in § 20 angegebenen charakte­
ristischen Eigenschaften der Funktion ([) x besitzt. 

Sodann erhiilt man unstetige, nach den Eigenfunktionen ent­
wickelte Funktionen, wenn man in del' Formel 

~ als die unabhiingige Variable auffaI3t; der Formel (2) zufolge 
ist der Wert del' Reihe in einer Unstetigkeitsstelle das arith­
metische Mittel der beiden Grenzwerte, denen die dargestellte 
Funktion zustrebt, wenn man sich von oben oder unten del' Un­
stetigkeitsstelle annahert. 

Speziell gelten die Formeln 

. 1 /: 
(4) K' (1, n = 2: IPn ;nIPn':J, 

n 

und liefern die Entwickelung einer die Grenzbedingung nicht 
erfiillenden Funktion von~. Denn da z. B. in der GroI3e K' (I,~) 
das zweite Argument das kleinere ist, hat man nach § 20 zu 
setzen: 

X(I,~) = IP~.t/Jl, X'(l,~) = IP~.t/J'l, 

und diese GroI3e erfiillt als Funktion von ~ an der Stelle ~ = 1 
die Grenzbedingung nicht, da sonst die Funktion IP x beide Grenz­
bedingungen erfiillte, was nicht geschieht. Die GroBe, die ver­
moge der Grenzbedingung verschwinden sollte, ist also von Null 
verschieden. 

Die Formeln (3) sind zwar zunachst nur fiir den Fall ab­
geleitet, daB die unter den Funktionszeichen K' stehenden Argu­
mente verschieden sind. Aber z. B. die erste von ihnen gilt auch 
fiir ~ = 1, wenn Bur H nicht unendlich ist. Dann hat man 
namlich die Gleichung 

(5) kK'(x,~) 11 = - HX(l,~) = - H~ IPnlA'lPn~, 
n n 

und zwar auch fiir ~ = 1. Da nun die Eigeniunktionen die 
Grenz bedingung 

kIP~ + HIPn 11 = 0 

erfiillen, kann man die rechte Seite der Gleichung (5) leicht 
in die del' ersten Gleichung (4) iiberfiihren, und letztere ist auch 
fiir die Stelle ~ = 1 erwiesen. Analog gilt die zweite Formel (4) 
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auch fiir g = 0, wenn h nicht unendlich ist; die Formeln (4) 
versagen also nur in solchen Endpunkten des Grundgebiets, in 
denen aHe Eigenfunktionen verschwinden. 

Die erhaltenen Resultate zeigen, da.13 die mit konstanten 
Koeffizienten a, h, a~, hv gebildete Gro£e 

1,nt l,r 

(]I X + 2: a~K (x, g.) + 2: b~K' (1/., x) + a K' (1, x) + h K' (0, x), 
~ ~ 

in eine Fouriersche Reihe nach den Eigenfunktionen entwickelt 
werden kann, also eine Funktion von x, die beliebig viele ge­
gebene Unstetigkeiten an sich selbst und ihrer ersten Ableitung dar­
bietet und der Gro£e, die in den Grenzbedingungen gleich Null 
gesetzt wird; einen beliebigen Wert gibt. Dabei ist der Wert 
der Reihe in einer Unstetigkeitsstelle in derselben Weise wie bei 
der Reihe K' (x, g) oder f Xl zu bestimmen. 

Hieraus erhiilt man wie in § 5 den Satz, da.13 jede Funk­
tion (x, die auf der Strecke von 0 bis 1 mit ihren ersten 
beiden Ableitungen stiickweise stetig ist, in del' Form 

1 

(x = 2: rpn x J (rx . rp .. rx • d rx 
n 0 

dargestellt werden kann; sie braucht dabei keineswegs die 
Randbedingungen der Eigenfunktionen zu erfiillen. In den Un­
stetigkeitssteHen der Funktion (x gibt die Reihe den Wert 

! [((x + 0) + (Cx - O)J; 
in einem Endpunkte des Grundgebiets, in dem die Eigenfunktionen 
verschwinden, gibt die Reihe natiirlich den im allgemeinen un­
richtigen Wert Null. Gleichmii.13ig konvergiert die erhaltene Reihe 
wie die benutzten Reihen K I (x, g) als Funktionen von g auf 
jeder Strecke, die weder einen Unstetigkeitspunkt der dargestellten 
Funktion ellthiilt, noch einen Endpunkt des Grundgebiets, in dem 
diese Funktion die Grenzbedingung der EigEmfunktionen verletzt. 

1st ferner (x eine beliebige von x = 0 bis x = 1 
stetige Funktion, so erhiilt man nach der Methode des 
§ 6 die von Stekloff bewiesene Gleichung: 

1 1 

J ((rx)2drx = ~ [J (rx.rpnrx.drxT 
o n 0 
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§ 26. 

Integralgleichungen und Besselsche Funktionen. 

Beim Problem des schwingenden Seiles (§ 11) und bei anderen 
Problemen der mathematischen Physik tritt das System der Funk­
tionen Jm (Q x) auf, wobei m eine nicht negativl;l ganze oder ge­
brochene Zahl bedeutet, Jmx das an del' Stelle x = 0 von Loga­
rithmen und negativen Potenzen von x freie Integral der Gleichung 

x2y" + xy' + (X2 - m2)y = 0 

ist, und die Zahlen Q durch eine Gleichung von der :Form 

QJ:"Q + HJmQ = 0 

definiert sind, in der durch Heine Konstante bezeichnet wird, 
die nicht negativ istj letztere kann auch den Wert 00 annehmen, 
so da.13 'die Werte Q die W urzeln der Gleichung 

JmQ = 0 
sind. Es handelt sich bei den erwahnten Problemen darum, eine 
auf der Strecke von x = 0 bis x = 1 willklirlich gegebene Funk­
tion nach den Gro.l3en Jm(Qx) zu entwickeln, bei denen man sich, 
da Jmx das Produkt aus Xm und einer geraden Funktion von x ist, 
auf die positiven Werte Q beschranken kann, 

Das System dieser Funktionen ist dem Sturm-Liouvilleschen 
verwandt, was besonders klar wird, wenn wir die Gro.l3en 

y = Jm(QVx) 
betrachten, die von Logarithmen und negativen Potenzen von x 
freie Integrale der Gleichung 

ddx (4X ~~) + (;. - :)y =0, Q2 =;. 

sind und die Grenzbedingung 

(!2 2 ~~ + Hy r = 0 

erfUllen. Diese Differentialgleichung faUt unter den von Sturm 
und Liouville betrachteten Typus mit der Modifikation, da.13 fUr 
die in der allgemeinen Theorie durch k und l bezeichneten Gro.l3en 
die Gleichungen 

kl() = 0, llo = 00 

gelten, Diesel' Umstand beeinflu.l3t die Entwickelungen des § 19 
nul' unwesentlichj insbesondere erkennt man die Gro.l3en Jm(Qx) 
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als zu einander orthogonal, indem man zwei von ihnen durch Vr 
und V" bezeichnet und aus den zugehorigen Differentialgleichungen 
nach der oft gebrauchten Methode die Formel 

1 

4x(Vr V~ - Vr V~)I~ + (J.r - An) IV,. V"dx = 0 
o 

ableitet, in der das vom Integralzeichen freie Glied an der Stelle 
x = 0 wegen des Faktors x verschwindet. 

Dafi ferner die GroBen Jm (Q x) Eigenwerte eines symmetrischen 
Kernes sind, ersieht man dureh Entwickelungen, die den in § 20 
durchgefiihrten sehr ahnlich sind. Abgesehen von dem als aus­
geartet anzusehenden Falle In = H = 0 ist der Kern das von 
Logarithmen und negativen Potenzen von x freie Integral der 
Gleichung 

(2) d ( d y) m2 - 4x- --y=O dx dx x ' 

das an der Stelle x = 1 die Randbedingung (1) erfiillt und an 
der Stelle x = ~ gemaB der Gleichung 

kK'(x, ~)I~-o = 4xK'(x,~) I~-o = 1 
~+o ~+o 

singular wird. 
Diese Kerne sind explizite anzugeben. Bezeichnet man durch 

u den echten der beiden Briiehe 
x g 
I' x' 

so erhiilt man fUr m = 0 die Gleichung 

1 1 xg 
K(x, g) = 2 H - '8 log u' 

fUr m > 0 allgemein 
on 

1 m m (xg)2 
K(x, g) = 4m [u2 - (xg)2] + 2(m + Ii)' 

also Ausdriicke, die offen bar auch fUr den Fall H = OC) einen 
bestimmten Sinn behalten; bei del' Annahme m > 0 kann auch 
H = 0 gesetzt werden. 

Nimmt man in diesen Ansdrlicken fUr die ganze Strecke von 
Obis 1 den Wert 

g 
u=x' 
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so stellen sie das bis auf einen konstanten Faktor bestimmte 
Integral del' Gleichung (2) dar, das eine stetige Ableitung besitzt 
und an del' Stelle x = 1 die Randbedingung erfiillt. Dieses Inte­
gral enthalt an del' Stelle x = 0 negative Potenzen oder Loga­
rithmen. Sollen also diese Singularitaten bei einem die Rand­
bedingung erflillenden ,Integral del' Gleichung (2) ausgeschlossen 
sein, so muI3 dieses identisch verschwinden. 

In dem ausgearteten Falle m = H = 0 sucht man nach dem 
in § 16 gegebenen Ansatz das an del' Stelle x = 0 von Logarithmen 
freie Integral del' Gleichung 

~ (4 x d Y) - 1 = 0 
dx dx ' 

das im librigen dieselben Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen 
erflillt wie die bisher betrachteten Kerne und findet 

K (x ~) = x + ~ _ -.!.. 10'" x ~ _ 3 
, 4 8 '" t( 8' 

wobei die additive Konstante so bestimmt ist, daI3 die Gleichung 
1 

j K(x, ~)dx = 0 
o 

gilt. 
Eine leichte Modifikation erfordert sodann del' Nachweis, daI3 

die del' Randbedingung unterworfene, an del' Stelle x = 0 von 
Logarithmen und negativen Potenzen von x freie Losung del' 
nichthomogenen Gleichung 

/x (4X~~) + (A - :2) y + fx =0 

als Quotient zweier ganzer Funktionen von A dargestellt werden 
kann, dessen N enner, gleich Null gesetzt, die Eigenwerte definiert. 
Urn dies einzusehen, nehmen wir flir das in § 21 benutzte Inte­
gral WI die GroI3e J m (I,> yx), flir W 2 ein beliebiges Integral del' 
Gleichung 

ddX (4X~;) + (1,>2 _ :2) y = 0, 

das an del' Stelle x = 0 den Logarithmus oder negative Potenzen 
von x enthalt, und bringen zum Ausdruck, daI3 das Integral 

1/J x = p + 01 WI + O2 W2 

von den bezeichneten Singularitaten an del' Stelle x = 0 £rei ist. 
Da dies,' wie man leicht sieht, fiir die GroI3e p gilt, und 
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L1=~ 
4x 

zu setzen ist, so braucht man nur O2 = ° zu set zen, urn flir tjJ x 

die gewunschte Gestalt an der Stelle x = 0 zu erreichen. Die 
Randbedingung ergibt dann 

0 1 (2 w~ + Hw1) 11 = 01 {QJ;"Q +HJm'J 1= - 2 pi - Hp 1\ 
und die Gro13en 0 1 und tjJx erhalten den crwunschten Nenner. 
Der Faktor Qm hebt sich, so da13 tjJ x in allen Fallen als mero­
morphe Funktion von A erscheint. 

Hiermit sind die flir die oben durchgeflihrte Argumentation 
wesentlichen Grundeigenschaften der Gro13e t/J x gesichert und man 
erhalt wie fruher das erste Hauptresultat, da13 eine im Grund­
gebiet stetige Funktion f'x identisch verschwindet, wenn 
sie zu allen Eigenfunktionen orthogonal ist, d. h. wenn 
aHe Gleichungen 

1 

J {x.Jm(V An X )dx = 0, n = 1, 2, '" 
o 

bestehen. 

§ 27. 

Die bilineare Formel bei den Besselschen Fllnktionen. 

Wesentlich anders als bei den Sturm-Liouvilleschen Funk­
tionen mu13 bei den Besselschen die bllineare Formel abgeleitet 
werden, wie aus folgenden Erwagungen hervorgeht. 

Es ist bekannt, da13 die Funktion J m x flir gro13e reelle Argu­
mente asymptotisch durch den Ausdruck 

11 ~x cos (: - x + ~1t) 
dargesteHt wird. Daraus ersieht man leicht, daB die oberhalb 
einer gewissen Grenze liegenden Wurzeln der Gleichung 

QJ;"Q +HJmQ = ° 
im wesentlichen in arithmetischer Progression und die Eigenwerte 
An wesentlich wie die Quadrate del' natiirlichen Zahlen fort­
schreiten, so da13 die Reihe 
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konvergiert. Aber andererseits zeigt die angefUhrte asymptotische 
Darstellung, daB 

1 1 

(1) 2 f xJm (Qx)2dx = f Jm(Q yx)dx = ; 
o· 0 

gesetzt werden kann, wobei 'P' zwischen von Q unabhangigen, end­
lichen und positiven Grenzen liegtj die normierten Eigenfunktionen 

_ 1 _1,"l. 

cP"x = Jm(YAn X) [SJm(YAnX)2 dxJ 
o 

bleiben also nicht in dem ganzen Grundgebiet zwischen endlichen 
von n unabhangigen Grenzen, so daB die bilineare Reihe 

2: cpnX' qJnY 

An 
nicht in derselben Weise konvergiert, wie bei den Sturm-Liou­
villeschen Funktionen. 

Nun zeigt die asymptotische Darstellung von Jm, daB VX' Jmx 
zwischen endlichen Schranken liegtj man kann daher setzen, 

indem man Q V1 fUr x schreibt, 

Sobald daher die GroBe g libel' einer beliebig klein festgelegten 
positiven GroBe c verbleibt, kann man auch 

setzen, mithin 

- "I]J' 
Jm(QYO=YQ 

1 

CPng = Jm (Q vI) [f Jm (Q YX')2 dx]_1'2= 'P' 
An Q2 Q2 

o 

und da die GroBe Jm(Q yx) jedenfalls zwischen endlichen Schranken 
bleibt, folgt 

1/- qJn X • cpn g 'P' 
CPn X = 'P'. f Q, An = Q'12' 

Unter der jetzt geltenden Voraussetzung 

(2) g> c 

konvergiert also die bilineare Reihe bezliglich der Variablen x 
gleichmaBig j da ferner bei dieser Annahme K (x, g) endlich ist, 
kann die Reihe 
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Q (X,~) = K(x, ~) _ f; IPn x. IPn~ 
.. An 

mit einer stetigen Funktion von x multipliziert von 0 bis 1 nach 
x gliedweise integriert werden. Offenbar findet man so z. B.: 

1 

S Fx. IPm x .dx = OJ 
o 

nach dem Satze des vorigen Paragraphen folgt also fiir das Grund­
gebiet 

unter der Annahme (2). 
Multipliziert man diese Formel mit der im Grundgebiet stlick-

weise stetigen Funktion {x und setzt 
1 

S K(x, ~)fx.dx = F~, 
o 

so erhalt man die Gleichung 

1,00 ~ fl 
F~ = 2: IPAn fx. IPnX. d x, 

n n o 

d. h. die Fouriersche Entwickelung einer quellenmiilligen Funk­
tion, aber nur fUr positive Werte von ~. 

Unter welchen Bedingungen eine Funktion cP x quellenmli.Big 
dargestellt werden kann, sieht man leicht nach der in § 20 ge­
brauchtenMethode. Setzt man nlimlich aUgemein 

1 

S2y = ix (4X~~) - m;y, Fx = S K(x, a)(a.da, 
o 

so findet man zunlichst durch leichte Rechnung 

S2Fx = - (Xj 

ist sodann cP x eine Funktion mit stetiger crster und stlickweise 
stetiger zweiter Ableitung, die die Randbedingung der Eigen­
funktionen erfiillt, und setzt man 

d m2 c1J 
-d (4xc1J') - -- = S2c1Jx = - (x, x X 

so ist fx im FaIle m> 0 an der Stelle x = 0 nur dann sicher 
endlich, wenn 
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endlich ist. Setzen wir dies voraus, so ist F - cP eine die Rand­
bedingung erfiillende Losung del' Gleichung 

53y = 0, 
deren erste Ableitung stetig ist. Eine solche mu13 nach § 26 
identisch verschwindenj die letzte Gleichung ist ja mit del' dort 
durch (2) bezeichneten identisch. Die Differenz F - t1.J ver­
schwindet also identisch, und damit ist die Funktion cP quellen­
mii13ig dargestellt; die Argumentation braucht in dem ausgearteten 
FaIle nul' unwesentlich modifiziert zu werden. 

Hiermit ist gezeigt, da13 eine J<'unktion von den £iiI' cP x vor­
ausgesetzten Eigenschaften auf die Fouriersche Weise entwickelt 
werden kann bis auf die Stelle x = o. 1st nun zuniichst m > 0, so 
enthalten die Eigenfunktionen den verschwindenden Faktor x'/om j 
die Darstellung von cP x bleibt also an del' Stelle x = 0 giiltig 
odeI' nicht, je nachdem cP 0 verschwindet oder nicht. Wenn abel' 
m = 0 ist, so scheint folgende besondere Betrachtung unvermeid­
lich zu sein. 

Aus del' oben benutzten Gleichung 

vX' Jmx = 'lJf 

'. - 'lJf Va Jm ((I Va) = V (I , 
folgt offenbar 

und wenn die Gro13en a und b dem Grundgebiet angehoren, 
h b b 

f ta.Jm((lVa)da = f fa. ~u '1~ = 1~ f ~a = 1~' 
a u Va y(l y(laVa y(l 

wobei die Gro13e a und b auch in die Grenzen 0 und 1 hinein­
riicken diirfen, die Schranken des Symbols 'lJf aber von a und b 
unabhiingig sind. Da feruer die Gro13e Jm ((I Vx) zwischen zwei 
von (l und x unabhiingigen endlichen Grenzen liegt, so erhiilt 
man aus der Formel (1) die Gleichung 

1 

fP;nx·f fPna·fa.da 
o 

1 1 

= Jm((lVx) r Jm((lVa)fa.da:fJm((lVa)2da = :- . 
(12 J (II. 

o 0 
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Die nach n gebildete Summe dieser Gro.i3en konvergiert also gleich­
miillig beztiglich der Variablen x und ist auf dem Grundgebiet 
mit Einschlu.i3 des Wertes x = 0 stetig. Da nun dasselbe von der 
Funktion t1Jx gilt, so bleibt die Fouriersche Darstellung auch fUr 
den Wert x = 0 richtig. 

Um ferner Siitze tiber die Darstellung unstetiger oder mit 
UDstetiger Ableitung versehener Funktionen zu erhalten, betrachten 
wir wie in § 25 die bilineare Formel als Fouriersche Entwickelung 
einer mit unstetiger Ableitung behafteten Funktion; ehenso die durch 
Differentiation erhaltenen als Darstellung unstetiger Funktionen. 

Man findet nun bei der Annahme x > g im FaIle m = 0: 

K'(x, g) = - 41X' 

und im Falle m > 0 
m m m 

f"i ( m -~-l m ~-1) mf2" x"2-1 
K'(x, g) = -8 - -2 x 2 - -2 X2 + -;-;-"----,----;-;-:-

4(m + H)' 
also entsprechend beiden Fallen: 

K'(l,g) = - !, K'(l,g) = g~ [- ~ -+ 4(m~ B)]. 

und diese Gro.i3en erfiillen als Funktionen von g die auf die Stelle 
g = 1 beziigliche Randbedingung offenbar nicht. 

Hieraus schlie.i3t man nach del' Methode des § 5, indem man 
den Ausdruck 

1,q 1,r 

tyx = tPx + .2:a.K(x,g.) + "Sb.K'(n"x) + cK'(I,x) . 
betrachtet, da.13 eine Funktion nach den Eigenfunktionen 
eines der betrachteten Systeme entwickelt werden kann, 
wenn sie mit ihren ersten beiden Ableitungen im Grund~ 
ge biet stiickweise stetig ist. Eine solche Funktion kann 
namlich immer in die Form tyx gebracht werden, wobei tPx die 
oben geforderten Eigenschaften besitzt. 

Betreffs der Endpunkte des Grundgebiets und der gleich­
mlWigen Konvergenz geiten die Resultate des § 25. 

Nach der Methode des § 7 folgt endlich, wenn fx im Grund­
gebiet stetig ist, die Stekloffsche Formel 

1 1 

J (f a)2d a = ~ [J fa. fPn a. d a T-
o n 0 
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§ 28. 

Die Legendreschen Polynome. 

Die mechanische Bedeutung der Legendreschen Polynome ist 
schon in den §§ 11 und 17 erortert. Dieselben ergeben sich als 
Losungen der Aufgabe, in der Gleichung 

(1) d [ d®] - (1 - X2) - + A ® = ° dx dx 

die Konstante A so zu bestimmen, da.13 ein auf der ganzen Strecke 
von x = - 1 bis x =' + 1 endliches Integral vorhanden ist, 
was bei beliebigen Werten von A mindestens zweifelhaft ist. 
Sind Al und Ai irgend zwei solcher Werte und ®1l ®2 die zu­
gehorigen endlichen Integrale, so findet man unmittelbar: 

®2 :x [(I-X 2) dd~11- ®l ddx [(1-X 2) dd~2] +(A2-A1)®1 ®2 = 0, 

+1 

(1 - X2) ( ®2 dd~1 - ®1 dd~2) I:: + (A2 - AI) J ®l ®2 dx = 0, 
-1 

woraus, wenn Al und A2 verschieden sind, die Gleichung 
+1 

f ®1 ®2 dx = ° 
-1 

folgt. Nimmt man also die Strecke von x = - 1 bis x = + 1 
als Grundgebiet, so sind die zu verschiedenen der gesuchten 
Werte A gehOrigen endlichen Integrale der G lei chung (1) zu 
einander orthogonal. 

Nun lassen sich gewisse der gesuchten Werte von A leicht 
angeben, die Werte ° und n(n + 1) namlich, wenn n wieder 
aine positive ganze Zahl bedeutet, und die zugehOrigen Losungen 
® sind die Legendreschen Polynome 

1 d" 
Pox = 1, P"x = 2"n! dx" [(X2 - 1)"]. 

Zu jedem dieser Werte A gehort keine andere Funktion ®, weil, 
wie man leicht sieht, jedes von Pnx verschiedene Integral der 
Gleichung 

:x [(1 - X2) : ~] + n (n + 1) Y = ° 
an den Stellen x = + 1 unendlich wird. Batte also die Glei-
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chung (1) auBer den Legendreschen Polynomen noch eine Losung 
@ von der gewiinschten Beschaffenheit, so mii£te sie zu allen 
Funktionen Pox, P,.x orthogonal sein: 

+1 +1 

(2) J @dx = J F,.x. @dx = 0. 
-1 -1 

Hieraus lii£t sich aber ableiten, daB @ identisch verschwinden 
miiBte. Durch die Polynome Pox, P,.x lii13t sich niimlich, da sie 
alle von verschiedenem Grade sind, jede ganze positive Potenz 
von x, mithin jedes Polynom des Arguments x linear aus­
driicken, und da nach einem beriihmten Theorem von WeierstraB 
jede stetige Funktion von x in einem endlichen Intervall durch 
ein Polynom mit beliebig hohem Grade der Anniiherung dar­
gestellt werden kann, gibt es ein lineares Aggregat von Legendre­
schen Polynomen, etwa 

1/Jx = ao + a1 P1 x + a2 P2 x + ... + am Pm x, 
von der Beschaffenheit, daB auf dem ganzen Grundgebiet, d. h. 
der Strecke 

die Dngleichung 
(3) I@ - 1/Jxl < E 

gilt, wobei E beliebig klein gegeben sei. Dann findet man 
+1 +1 +1 

J @2dx = J @1/Jx.dx + J @(@ -1/Jx)dx, 
-1 -1 -1 

und hier verschwindet rechts das erste Integral, da @ zu allen 
Legendreschen Polynomen orthogonal ist. Die resultierende Glei­
chung 

+1 +1 
J @2dx = J @(@ - 1/Jx)dx 
-1 -1 

kann aber der Dngleichung (3) zufolge nur bestehen, wenn @ 

auf dem Grundgebiet identisch verschwindet. 
Damit ist gezeigt, daB die Werte A = 0, n (n + 1) in der 

Tat die einzigen sind, die bei dem an die Gleichung (1) ge­
kniipften Randwertproblem zu Losungen der gesuchten Art, eben 
den Legendreschen Polynomen fiihren. Sodann ergibt sich aus 
der durchgefiihrten Argumentation, die nul' von der Gleichung (2) 
Gebrauch macht, daB jede auf dem Grundgebiet stetige 

K n e s e r, Integralgleichungen. 8 
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Funktion, die zu allen Legendreschen Polynomen ortho­
gonal ist, identisch verschwindet. 

Die Funktionen Pnx sind nun schon in § 17 als Eigen­
funktionen eines symmetrischen Kerns dargestellt; ihre dyna­
mische Bedeutung flihrte dazu, den Kern folgendermaBen zu de­
finieren: 

x <~, K(x,~) = - !log[(1 - x) (1 + m -! + log2, 
x >~, K(x,~) = - !log[(1 + x) (1 - ~)J -! + log 2. 

(4) 

Dann bestehen die Gleichungen 

d[(1 - X2) J('(x, m _ 2- _ 0 
dx 2 - , 

[~-O 

K'(x,~)(1-x2)1_ =1, 
~+o 

1 

J K (x, ~) d x = 0 
o 

und die GroBen K (1, n K (- 1, ~) sind endlich. Hieraus folgt, 
indem wir die Differentialgleichung (4) mit Pn multiplizieren 
und von der mit K (x,~) multiplizierten Gleichung (1) sub­
trahieren, in gewohnter Weise 

+1 

Pn~ = n(n + 1) J Pnx.K(x,~) dx. 
-1 

Die normierten Eigenfunktionen sind 

fJJn X = Vn + ! Pnx, 

da durch leichte partielle Integration die Formel 
+1 +1 f 1 1 U dn [(X2 - 1 )nJ}2 
(Pn X)2 dx = 22n (nl)2 J t dxn dx 

-1 -1 

+1 

= (-I)n(2n)l J (X2 - 1)1'dx = 2n ~ 1 
-1 

abgeleitet werden kann. 
Der erhaltene Kern ist nun zwar an den Stell en x = ~ = + 1 

unendlich, abel' offenbar so beschaffen, daB, wenn (x auf dem 
Grundgebiet stlickweise stetig ist, die GroBe 

+1 

Fx = J K(x, rx)(rx.drx 
-J 
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eine stetige Funktion von x ist. Versucht man diese, also eine 
quellenma.Big dargestellte Funktion von x, nach den Eigen­
funktionen rein formal zu entwickeln, so erhalt man die Reihe 

+1 +1 

B = 2: Pn X J Fu.p .. a.aa = 2: ~:x JflX.Pn lX . aa , 
.. -1 n_1 

sobald gezeigt ist, da13 in dem Integral 
+1 +1 +1 

j FIX. pn IX • a IX = j p .. u . a IX j K (a, (3) f {3 • a (3 
-1 -1-1 

die Reihenfolge der Integrationen geandert werden darf. Das 
ist sicher, wenn man die unteren Integrationsgrenzen. durch 
- 1 + c, die oberen durch 1 - c ersetzt und unter c eine be­
liebig kleine positive Gro13e versteht. Die hiermit weggelassenen 
Teile des Integrationsgebiets geben abel' zu dem Integral einen 
mit c verschwinrlenden Beitrag, gleichviel in welcher Reihenfolge 
man integriert. Dies ersieht man unmittelbar aus dem expliziten 
Ausdruck K(x, ~) und daraus, da13 das Integral 

mit c verschwindet, wenn pIX eine im Integrationsgebiet stetige 
Funktion bedeutet. Damit ist die Gleichung 

+1 +1 +1 +1 

(5) f Fa. pn lX . au = f f{3·a J3 f K(IX,{3) Pn lX • alX = Lf f {3. P .. {3 .a{3 
-1 -1 -1 -1 

erwiesen; ersetzt man PnU durch 1, so findet man 
+1 

(6) S FIX. a IX = O. 
-1 

Die Reihe R ist nun leicht als im Grundgebiet gleichma13ig 
konvergent nachzuweisen. Zu diesem Zweck gehen wir von del' 
Laplaceschen Formel 

7t 

P n X = ! f (x + V X2 - 1 cos lX)n d IX 

o 
und der Identitat 

(7) 

8* 
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aus j diese Formeln zeigen, da.3 die Gro.3en 

(1 - X2)P~X 
P"x, (8) 

n 

im Grundgebiet 
Grenzen liegen. 

zwischen festen von n unabhangigen endlichen 

1st nun die Funktion f x zwischen den Stellen x = a und 
x = b stetig und hat sie im ganzen Grundgebiet eine stiickweise 
stetige Ableitung, so kann man setzen: 

b b 

f P"rY.. frY.· drY. = - n(n ~ I)f frY.' adrY. [(1 - rY.2)P~rY.] drY. 
a a 

b 

- {l - rY.2)frY.·P~rY. Ib - O -L 1 ff' ( ) P' = n(n + 1) a+O I n(n + 1) rY.. I-rY.2 "rY..drY.. 
a 

Diese Gleichung zeigt wegen .der abgeleiteten Eigenschaft del' 
Gro.3en (8), da.3 die Gro.3e 

+1 
n J P"rY.. frY.. drY. 

-1 

zwischen endlichen von n unabhangigen Grenzen liegt. Daraus 
folgt weiter, da./l man 

+1 +1 
qJ"Xf t' d (n + ~)PnXfp f d 'ijJ' Tn qJ"rY.. rY.. rY. =n(n + 1) "rY.. rY.. rY. = n2 

-1 -1 

setzen kann, wobei 'ijJ' zwischen endlichen von n unabhangigen 
Grenzen liegt. Damit ist die Reihe R als gleichmii..3ig kon­
vergent erwiesen. 

Hieraus folgen auf Grund der Gleichung (5) die Beziehungen 
+1 
J qJnrY..[RrY. - Fa] drY. = OJ 
-1 

da ferner die Legendresche Differentialgleichung die Gleichungen 
+1 

f qJ"rY..drY. = 0 
-1 

ergibt, so folgt auf Grund der Gleichung (6) 
+1 
fERrY. - FrY.] drY. = O. 
-1 
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Die Differenz R - Fist also zu allen Eigenfunktionen fPl x, 
fP2 X, ... und zur Konstanten orthogonal, also Null: 

100 +1 +1 

Fx = ~ i""x f {a. fP"a. da = 2: fP"x f Fa. fP"a. d a. 
.. -1 ",-1 

Damit ist gezeigt, dan die in der Form F x darstellbaren 
Funktionen sich in eine auf dem Grundgebiet gleichmliI3ig konver­
gente Reihe nach den Legendreschen Polynomen PIX, P2X, ". 
entwickeln lassen. 

Um dies Resultat in eine brauchbare Form zu bringen, 
nehmen wir an, die Funktion (JJx sei im Grundgebiet mit ihren 
ersten Ableitungen stetig, habe eine stlickweise stetige zweite 
und dritte Ableitung und erfiille die Gleichung 

(9) 

setzt man dann 

+1 

J (JJu.da = 0; 
-1 

d 
dx [(1 - X2)(JJ/X] = {x, 

so hat diese Grone die soeben von {x ve-rlangte Be!\chaffenheit. 
Bildet man mit ihr die Grone F x, so findet man leicht 

+1 

(10) 
d 
dx {(I - X2) [(JJ/x - F'x]) = 0, f «(JJa - Fu) da = 0, 

-1 

und die Differenz (JJ - Fist eine mit ihrer ersten Ableitung 
1m Grundgebiet stetige Losung der Gleichung 

d [ dY] dx (1 - X2) dx = O. 

Sie mun also eine Konstante sein, die wegen der zweiten Glei­
chung (10) den Wert 0 hat. Das heillt: eine Funktion (JJx ist 
quellenmliI3ig darstellbar mit einer Funktion {x, deren Ableitung 
von x = - 1 bis x = + 1 stlickweise stetig ist. 

Da endlich die Bedingung (9), wenn sie nicht gilt, edtilit 
werden kann, indem man die Funktion (JJ x um eine Konstante 
vermehrt, so sieht man, dan jede Funktion (JJx, die im Grund­
gebiet mit ihrer ersten Ableitung stetig ist und stlick­
weise stetige Ableitungen zweiter und dritter Ordnung 
besitzt, in eine Reihe von der Form 
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a o + a1P1X + a 2 P2 X + ... 
entwickelt werden kann, die im Grundgebiet gleich­
maBig konvergiert. 

§ 29. 

Die bilineare Formel in Legendreschen Polynomen. 

Aus dem erhaltenen Entwickelungssatze kann die bilineare 
Formel 

K( ) _ ~ IPnx'IPnY_ ~ (n + DP"x.Pny 
X,Y -~ An -~ n(n+l) 

" n 

abgeleitet werden, indem man von der folgenden asymptotischen 
Darstellung Gebrauch macht: 

(1) Pn(cosO) = Ynn ~in{) { cos [en + t) (j - :] + ~). 
In dieser bedeutet 8 einen Winkel, fur den / sin 8/ uber einer 
festen Grenze 9 bleibt, und ~P' eine GroBe, die zwischen festen, 
von n unabhangigen Schranken liegt, sobald die GroBe 9 fest­
gelegt ist. Setzen wir y = cos (), so bleibt diesel' Wert urn ein 
festes Stuck von + 1 und - 1 entfernt, das aber mit 9 belie big 
klein gemacht werden kann. 

Die Formel (1) ergibt nun, da die GroBen Pn im Grund­
gebiete zwischen gewissen von n unabhangigen Grenzen liegen, 
unmittelbar: 

(n + ~) P n X • Pn Y _ ~p'. 
n(n + 1) - n"/2' 

die bilineare Reihe konvergiert also unter del' bezuglich der 
GroBe y aufgestellten Voraussetzung gleichmafiig, wobei die 
GroBe x das ganze Grundgebiet durchlaufen darf. Man kann 
daher die Reihen 

Q(x, y) = K(x, y) - 2: IPn X • IPnY, 
" An 

P [KC ) _ ~ IPn''C' IPn Y] 
mX' x,Y ~ A 

n n 

nach X uber das Grundgebiet gliedweise integrieren und erhalt 
auf Grund der geltenden Integralgleichung 

+1 
j Q(x, y)Pmx.dx = O. 
-1 
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Da ferner auch die Gleichungen 
+1 +1 
J K(x, y)dx = J Pnx.dx = 0 
-1 -1 

gelten, 80 folgt 
+1 
J Q(x, y)dx = O. 
-1 

Die GroBe Q ist also zu allen Legendreschen Polynomen und 
zur Konstanten Pox orthogonal, und muB nach § 28 identisch 
verschwinden. Damit sind die Formeln 

< 11 [( )( +)] 1+1 _~ (n+DPnx.Pny x=y, -"2 og I-x 1 Y -"2 og2-.L..J n(n + 1) 
n 

zunachst unter der Voraussetzung bewiesen, daB die GroBe y von 
+ 1 und - 1 urn ein endliches Stiick verschieden bleibt, also fiir 
jeden von + 1 und - 1 verschiedenen Wert von y, wahrend x 
das ganze Grundgebiet durchlaufen, also auch die Werte + 1 
annehmen darf.· Aus del' Symmetrie der erhaltenen Formeln be­
zuglich der GroBen x und y folgt dann, daB auch y im ganzen 
Grundgebiet beliebig gewahlt werden darf. 

Setzt man demgemaB y = + 1 und beriicksichtigt die Glei­
chungen 

Pn(+I)=I, P .. (-l)=(-I)n, 
so erhli,lt man die Formeln: 

(2) 

_ 11 (1- X) = 1 + ~ (n + ~)p .. x 
2 og 2 2.L..J n (n + 1) , 

n 

_ 1 100' (1 + X) = 1. + ~ (n + V (- 1)" PH X _ 
2 0 2 2.L..J n(n+l) 

" 
Die bilineare Formel kann als Entwickelung einer Funktion, 

deren A bleitung unstetig ist, nach den Eigenfunktionen auf­
gefaJlt werden. Daraus schlieJ3t man nach der in § 5 gebrauchten 
Methode, daJl in derselben Weise auch eine Funktion zu ent­
wickeln ist, deren erste Ableitung eine beliebige endliche An­
zahl von Unstetigkeiten aufweist, z. B. eine Funktion, die geo­
metrisch durch eine polygonale Linie dargestellt wird. N ach del' 



120 Dritter .A. bschnitt. § 29. 

im § 6 benutzten Methode erschlieI3t man hieraus die Gleichung 

+1 1 '" J (fa)2da = a~ + ~ a;, 
-1 n 

III der fa eine beliebige stetige Funktion bedeutet und gesetzt ist 
+1 +1 

ao = ;2 f fa. d a, 
-1 

an =yn + t f fa.Pna.da. 
-1 

Man kann, ohne neue Hilfsmittel zu benutzen, noch einen 
Schritt wei tel' gehen und die Gleichung 

'OK(x, Xl) = ~ tp~X.tpnXl 
'OX n An 

beweisen. Aus del' Formel (1) und del' Identitat (7) des § 28 findet 
man namlich, wenn 

X = cos 8, Xl = cos 01 

gesetzt wird, und 1Jf dieselbe Bedeutung wie oben hat, 
tp~x. tpnx1 

An 
- 2 cos 8 {[ 7C J [ n ] 1Jfl 

= n7C sin28VsinO sin 81 cos (n+l)O-4' cos (n+l)OI-'4 +nJ 

(3)+ n7C sin2() y !nO sin 81 { cos[(n - !)O - ~J cos [(n+ l) 81 - ~J + ~} 
= A sinn(8 + (1 ) + B sinn (0 _ ( 1) + C cosn(O+OI) 

n n n 
D 1Jf 

+-cosn(O - ( 1) + -2' n n 
wobei A, B, C, D von n unabhangig sind und zwischen festen 
von 0 und 81 unabhangigen Grenzen liegen, sobald die Grollen 
0, 01 , 7C - 0, und 7C - 01 tiber belie big klein fixierten posi­
tiven Grenzen verbleiben. 

Nun konvergieren die Reihen 

~ sinnu 
~ n ' 
" 

bekanntlich gleichmallig unter der Voraussetzung 
c < u < 27C - C1 , 

wenn c und C1 belie big kleine positive Werte sind; anderseits 
sind die Winkel () und (}1 in Grenzen von der Form c und 
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n - CI eingeschlossen, so da13 eine Beziehung von der Form 

C < 0 + 01 < 2 n - Cl 

gilt. Setzen wir daher noch fest, da13 I Xl - X lund damit I 0 - Ol I 
liber einer festen, beliebig kleinen positiven Grenze bleibt, so hat 
man auch eine Beziehung von der Form 

C < I 0 - 01 I < 2 n - CI , 

und jetzt konvergieren die Reihen 

2: sin (0 + Ol) n 2: cos n (fJ + Ol) 

n n 
" n 

2: 
sin n (0 - Ol) 2: cos n (0 - Ol) 

n n 
n " 

gleichmli13ig. Mithin gilt, wie die Gleichung (3) zeigt, dasselbe 
von der Reihe 

unter der Annahme 
- 1 + E < X < 1 - E, - 1 + EI < Xl < 1 - Ell I Xl - X I > <2. 

wobei c, EI und C2 beliebig kleine positive Gro13en sind. 
Damit ist die Gleichung 

oK (x, XI) = 2: !p~X.!Pn Xl 

OX An 
n 

erwiesen; explizit hat sie folgende Formen. Flir X < Xl erhlilt man 
1 1,00 + ~ 

2(1 - x) = 2: nCn +\)P~X.PnXlj 
n 

- 1 _ 1,00 n + t ' 
2(1 + x) - ~ n(n + I)P"x.P"xp 

Die rechts erhaltene Reihe stellt also eine unstetige Funktion von 
Xl dar, die an der Stelle Xl = X einen Sprung macht gemii13 der 
Gleichung 

r(x - 0) - {(x + 0) = 2 (1 ~ x) 
-1 1 

2 (1 + x) - 1- x 2 • 

Hieraus ersieht man nach der in § 5 angewandten Methode 
leicht, da13 jede Funktion, die mit ihren ersten drei Ab­
leitungen auf dem Grundgebiete stlickweise stetig ist, 
nach den Legendreschen Polynomen entwickelt werden 
kann. 



Vierter Abschnitt. 

Warmeleitung und Schwingungen in Gebieten von 
zwei oder drei Dimensionen. 

§ 30. 

Die Poissonsclle Gleicllung. 

Wir bezeichnen eine Funktion als stiickweise stetig in einem 
zwei- oder dreidimensionalen Gebiete, wenn dieses in eine end­
liche Anzahl von Teilgebieten zerfiillt, innerhalb deren die Funk­
tion stetig ist, wiihrend sie bestimmten Grenzwerten zustrebt, 
wenn man sich den die Teilgebiete trennenden Linien niihert. 
Sagen wir, eine Funktion sei mit ihren Ableitungen stiickweise 
stetig, so ist dies so zu verstehen, daB die Ableitungen im Innern 
der Teilgebiete existieren und in demselben Sinne wie die Funk­
tion stetig sind; in den Trennungslinien selbst wird die Funktion, 
weil unstetig, keine eindeutig definierten Ableitungen besitzen. 

Wir bezeichnen ferner in diesem Abschnitt die Stellen eines 
Gebietes durch 0, 1, 2, ... ; die Elemente des Raumes, der Fliiche 
und del' Linie seien d "C, d s, d 1. Diese, wie iiberhaupt die we iter 
eingefiihrten von einer oder mehreren Stell en abhiingigen GroBen 
werden mit dem Index der Stelle oder del' Stellen versehen, auf 
die sie sich beziehen, so daB z. B. rOl die Entfernung del' Stell en 
o und 1, d"C1 das Element, in welchem die Stelle 1 liegt, fl 
den Wert der Funktion f in del' Stelle 1 bedeutet usf. Del' 
Index 0 soIl, wo keine Zweideutigkeit entsteht, weggelassen werden, 
so daB d "C, d simmer Elemente sind, die die jeweils betrachtete 
Stelle 0 enthalten. 

Irgend ein Gebiet von zwei oder drei Dimensionen wird als 
Grundge biet bezeichnet und festgehalten und auf dieses beziehe 
sich immer das unbestimmte Integralzeichen. Das Integrations­
element zeigt dann durch die Bezeichnung immer an, wieviel 
Dimensionen das Grundgebiet besitzt; ist es eben, so bezeichnen 
wir es durch ~ und die umgrenzende Linie durch ~; handelt es 
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sich um ein Raumgebiet, so hei13t dasselbe m, und rr ist die ein­
schlie13ende Oberflache. Die auf ~ und rr beziiglichen Gro13en 
wollen wir allgemein iiberstreichen. Die Grenzlinien des Grund­
gebietes und der Teilgebiete, die bei stiickweise stetigen Funk­
tionen eingefiihrt werden, seien insoweit frei von Singularitaten, 
da13 diese Gebiete als Integrationsgebiete vielfacher Integrale 
benutzt werden konnen. 

Vielfach werden wir Potentiale von der Form 

f Q d T: = F 1 , f log ~ d s = W 1 J r01 J rOL 
zu betrachten haben; sie besitzen die gewohnlich in del' Poten­
tialtheorie benutzten Eigenschaften, wenn Q im Integrationsgebiete 
stetig ist und stetige Ableitungen erster Ordnung besitzt. Dann 
sind die Potentiale und ihre ersten A bleitungen im ganzen Raume 
oder in del' ganzen Ebene stetig und ihre Ableitungen konnen 
gebildet werden, indem man das Differentiationszeichen dem Inte­
granden einfiigt, z. B. wenn x, y, z die rechtwinkeligen Koordi­
naten sind, 

oWl f 0 1 --:.-- = Q -;;;- log - d s. 
uX1 uX1 r 01 

Diese Eigenschaften sind schon gesichert, wenn die Dichtigkeit Q 

nur als stetig vorausgesetzt wird. Hat sie auch stetige erste Ab­
leitungen, so existieren die zweiten Ableitungen des Potentials 
und sind im Innern des mit Masse belegten Gebietes sowie III 

jedem von Masse freien Gebiet stetig, so da13 die Gro13e 
o2F o2F o2F 

LllFl =~+~+~ uX1 uYj uZj 
oder auch, wenn FO = F gesetzt wird, die Gro13e 

LlF=LlF=02F +02F +02 F 
o OX2 oy2 OZ2 

gebildet werden kann und stetig ist. Die Gaussische Integral­
transformation erhalt dann im Raume die Form 

f dr:.LlF = f~~ d6, 
tI' 

wobei d 6 das Element der Oberflache rr, N die au13ere Normale 
bedeutet. In der Ebene hat man ahnlich 

f d s . LI W = J d l ~ ;. 
(£ 
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AIle diese Eigensehaften bleiben offenbar erhalten, wenn die 
GroBe (J mit ihren ersten Ableitungeu im betrachteten Gebiete 
stiickweise stetig ist. Dann setzen sich nur die Potentiale aus 
einer endlichen Anzahl solcher, in denen die Dichtigkeit mit ihren 
ersten Ableitungen stetig ist, additiv zusammen. 

Das wichtigste Hilfsmittel unserer ferneren Untersuchungen 
ist nun die Poissonsche Formel: 

f aT: 
.:11 (J - = - 4Tt(JI, 

r OI 

.:11 f (J log C:) d s = - 2 Tt (JI' 

1st (J stiickweise stetig, so verlieren diese Gleichungen nul' in den 
Unstetigkeitslinien ihren Sinn j nahert man sich abel' dies en Linien, 
so streb en beide Seiten diesel' Gleichungen bestimmten endlichen 
Grenzwerten zu. 

Weshalb gerade diese Formeln fiir die folgenden Unter~ 

suchungen von Bedeutung sind, erkennt man leicht, indem man 
das Element des das Potential darstellenden Integrals im Sinne 
del' Theorie del' Warmeleitung deutet. 

1m Raume kann die GroBe 
1 

4 TtrOl ' 

III del' Ebene die GroBe 
1 1 

-log-
2Tt r Ol ' 

multipliziert mit einer beliebigen konstanten C, als die stationare 
Temperatur angesehen werden, die eine an del' Stelle 1 befind­
liche Warmequelle hervorruft j die Konstante C nennen wir die 
Ergiebigkeit del' QuelIe. Setzen wir C = 1, so ist die Warme­
menge, die im ersten Falle durch eine Kugel, im zweiten durch 
einen Kreis vom Radius rOl hindurchtritt, die eine odeI' andere 
der GroBen 

d ( 1) 2 - -- --- .4TtrOl = 1, 
drOl 4 TtrOl 

- dd (-21 log~). 2 TtrOl = 1, r Ol Tt r OI 

multipliziert mit einer Konstanten des leitenden Mittels. Dieselbe 
Warmemenge tritt durch eine beliebige geschlossene, die Quelle 
umschlieBende Flache ~' odeI' Kurve ~', die iiberall stetig ge­
kriimmt seien, und ma~ erhalt so die Gleichungen 
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- J ds d~ (4~roJ = 1, - J dl d~ (21n log r~) = 1, 
~ ~ 

Wir beschranken nun den Punkt 1, indem wir ihn variabel 
machen, auf das Grundgebiet und nehmen an, die dieses um­
schlie13ende Flache u: oder Kurve ~ liege innerhalb der Flache 0:' 
oder Kurve ~'. In beiden Fallen ergibt sich 4urch Integration: 

- J drl J d~ 4:~Ol ds = J Ihd-Cll 

!It Ij' 91 

- J dSl J d~ G)~IOg~~)dl = J l!ldsl" 
(£ (1:' (i 

Da nun rOl in diesen Integralen stets von Nnll verschieden bleibt, 
so kann man die Integrationen vertauschen. Setzt man daher 
entsprechend beiden Fallen eine der Gleichungen 

U = J (hd-Ct, U = J ~ldSllOg(~) 
4 n rOl 2 n rOl 

an, so da13 U Funktion der Stelle 0 ist, so folgt 

(1) J dS~~ = - J l!ld-cll J dl~~ = - f l!ldsl" 
Ij' !It (>' (£ 

Dabei k!tnn die Gro13e U offen bar auch als Temperatur angesehen 
werden, die erhalten wird, wenn das ganze Gebiet m oder ~ mit 
Warmequellen erfiillt ist, deren Ergiebigkeit l!l ist. 

Jetzt gehe die Flache 0:/ stetig in die Flache u: iiber, so da13 
jeder Punkt der ersteren mit seiner Richtuug N stetig in einen 
Punkt der letzteren mit der zugehOrigen au13eren Normale iiber­
geht. Wenn dann die Gro13e l! mit ihren ersten Ableitungen im 
Grundgebiete stiickweise stetig ist, so geht nach den oben er­
wahnten Satzen der Potentialtheorie die Grolle d UldN stetig in 
die auf der Flache u: gebildete d UldN iiber, die ihrerseits eine 
stetige Funktion des Ortes istj daraus folgt, dall der Grenziiber-

gang . dD dU 
hm dN = dN 

auf der ganzen Flache ty gleichma13ig konvergiert, und dall daher 
die Gleichung 

(2) . f dU f dU hm dSdN = ds dN 
Ij' Ij 
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gilt. Analog hat man in der Ebene die Gleichung 

. f dU f riU (3) hm dl dN = dl dN' 

und die Gleichungen (1) ergeben 

(4) f d s ~ ~ = - f Q d?;, f d 1 :~ = - f Q d s. 
is' V! (£ (f 

Die Gleichungen (1) und (4) sind anschaulich evident, wenn 
man U als stationare Temperatur deutet; sie sagen dann aus, dafi 
die durch den Rand des Quellengebietes fliefiende Warmemenge 
dieselbe ist wie diejenige, die durch eine jenes Gebiet umfassende 
Flache odeI' Kune hindurch tritt. 

In den Gleichungen (2) und (3) konnen nun ~ und ~ als die 
Grenzen beliebiger mit Masse oder Quellen erfiillter Gebiete ffi 
und li: betrachtet werden. 

Die Gaussische Integraltransformation lehrt 

f:~ ds = j.d Vd?;, f:~dl = j.d Uds; 
is' VI (f r:r 

hieraus folgt nach den Gleichungen (4) 

red Ud?; = - J Qd?;, J LI Uds = - J Qds. 
VI V! r:r r:r 

Lam man endlich die Gebiete ffi und ~ in einen Punkt zusammen­
schrumpfen, so folgt, da LI U eine stetige Funktion des Ortes im 
Innel'll diesel' Gebiete ist, die Poissonsche Gleichung 

LI U = Llf Q1 d?;1 = - LI U = Llf Q1dsl log ~ = - Il, 
4:n;r01 Q, 2:n; r Ol " 

VI • 

wobei die Zeichen .ohne Index sich stets auf die Stelle 0 beziehen. 
Die Poissonsche Formel bleibt auch, wovon wir spa tel' Gebrauch 

machen, giiltig, wenn Q an del' Stelle 2 im Gebiet ~ unendlich 
wird wie - log r02 , im Gebiet ffi wie 1/ r02' Dann enthalt das 
Potential U z. B. im Falle des eben en Gebietes einen Summanden 
von del' Form 

J = const. dslog - log-, j. 1 1 

r 20 rIO 
r.o<a 

in dem a eine positive beliebig klein gewahlte Konstante und 
kleiner als r l2 sei. Diesel' Ausdruck kann offenbar als Potential 
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einer KreisfHiche angesehen werden, auf der die Dichtigkeit allein 
durch den Abstand vom Mittelpunkt bestimmt ist. Da nun das 
Potential eines unendlich schmalen Kreisrings mit dem Mittel­
punkt 2 und konstanter Dichtigkeit'in der Form const. log (1/ r20) 
geschrieben werden kann, 80 gilt dasselbe vom Potential der 
Kreisflache, wenn die Potentiale der Ringe summiert werden 
konnen, oder die GroBe J endlich ist. Dies folgt leicht, wenn 
wir das Element ds in die Form 

(5) ds = r2o dr20 dl 

bringen, wobei dt ein Element des Kreises mit dem Radius Eins 
ist, del' in der Stelle 2 seinen Mittelpunkt hat; das Integral 

J xlogxdx 

ist ja endlich, auch wenn die untere Grenze x = 0 genommen 
wird und log rIO bleibt im Integrationsgehiet endlich. 

Aus der angegebenen Form der GreWe J folgt unmittelbar 

Lii J = Lii (const. log ~) = O. r2I 

Bildet man also die Grone Al U1, so ergibt die Umgebung der 
Stelle 2 ebensowenig einen Beitrag, wie irgend ein den Punkt 1 
nicht enthaltendes Gebiet, und die Poissonsche Formel bleibt 
an jeder von 2 verschiedenen Stelle richtig. 

Dieselben Schliisse geIten fiir den Fall des Gebietes m, indem 
man die Formel (5) durch die folgende ersetzt: 

ciT: = r22odr20do; 

dabei bedeutet do das Element der Kugeloberflache vom Radius 
Eins, deren Mittelpunkt 2 ist. 

§ 31. 

Die Greensche Funktion als Kern einer Integralgleichung. 

Die Poissonsche Gleichung bildet die Grundlage fiir die 
Theorie der Greenschen Funktion und ihre Anwendung als Kern 
einer Integralgleichung. 

Fur die Flache a: werde die Greensche Funktion K(O, 1) wie 
folgt definiert. Allgemein geIte die Differentialgleichung 

AK(O, 1) = AoK(O, 1) = 0; 
ferner sei 
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K(O, 1) = -21 log ~ + M(O, 1), 
1& rOl 

wobei Meine im ganzen Grundgebiet stetige Funktion von 0 
und 1 bedeutet. Endlich sei an der Randlinie ~ eine Rand­
bedingung von einer der Formen 

(1) K(O, 1) = 0, dK(O, 1) + hK(O 1) - 0 
dN ' -

erfiillt, in der heine positive Konstante und N wie oben die 
au13ere N ormale bedeute. 

Da13 die so definiel'te Funktion zweier Stellen existiert und als 
Funktion der Stelle 0 mit ihren el'sten und zweiten Ableitungen 
au13erhalb del' St311e 1 im Grundgebiet stetig ist, folgt in den 
speziellen Fallen, die wil' untel'suchen, aus dem expliziten Aus­
druck, der jeweils angegeben wird. Fur allgemeinel'e Grund­
gebiete werden diese Tatsachen im fUnften Abschnitt abgeleitet. 

Die Funktion K(O, 1) ist die an der Stelle 0 herrschende 
station are Temperatur, die von einer im Punkte 1 befindlichen 
QueUe herruhrt, wenn die Randlinie entweder auf der konstanten 
Temperatur Null gehalten wird, oder in einer durch h bestimmten 
Weise die Warme ausstrahlt. Man kann die Gro13e K (0, 1) abel' 
auch mechanisch deuten, indem man davon ausgeht, da13 die Glei­
chung 

III der a eine Konstante bedeutet, fiir die Verriickung u gilt, 
wenn wir die Flache ~ als elastische Membran betrachten, und 
die Randbedingung ist einfach 

u= 0, 
wenn die Membran am Rande befestigt i.st. Soll nun die Mem­
bran eine Ruhelage einnehmen, die von der ursprunglichen ver­
schieden ist, also fUr u nicht uberall den Wert Null ergibt, so 
hat man die Gleichungen 

(2) Au = 0, u = 0, 

die nul' dann eine nicht identisch verschwindende Losung haben, 
wenn u an einer Stelle 1 ullstetig ist. Als einfachste Funktion, 
die die erste Gleichung (2) erfullt und unstetig ist, bietet sich 
der Ausdruck 

1 1 
-log-
21& rOt 
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darj versuchen wir, bei der GroBe u diese Unstetigkeit anzubringen, 
so fiihren die Gleichungen (2) genau auf die vorhin definierte 
GroBe K(O, 1). Ais Verriickung konnte sie auftreten, wenn man 
die Membran im Punkte 1 mit einer Nadel aus der urspriinglichen 
Gleichgewichtslage entferntj sie erhlilt dann in der Umgebung 
dieses Punktes eine dornartige Gestalt. J eden falls aber hatte man 
eine Verriickung und eine neue Gleichgewichtslage hergesteUt, die 
zu den in § 9 betrachteten gehort. Es ist also nach den dort 
durchgefiihrten Erwagungen zu erwarten, daB die bei der Schwin­
gung der Membran auftretenden Eigenfunktionen eine homogene 
Integralgleichung erfiillen, deren Kern die Gro13e K (0, 1) ist, und 
das bestatigt sich in der Tat. 

Urn dies einzusehen, erinnern wir daran, da13 zunachst die 
Gro13e K(O, 1) leicht als symmetrisch beziiglich der beiden Stellen ° 
und 1 erkannt wird. Beschreibt man namlich urn die Stell en 1 
und 2 beliebig kleine dem Innern der Flache ~ angehorige Kreis­
linien und wendet auf das Gebiet ~, aus dem diese Kreise aus­
geschieden sind, die Gleichungen 

LfoK(O, 1) = LfoK(O, 2) = 0, 

f ds{ K(O, I)LfK(O, 2) - K(O, 2) LfK(O, I)} = ° 
an, so findet man nach dem Greenschen Satze 

(3) fdl [K(O 1) dK(O, 2) _ K(O 2) dK(O, 1)] - ° 
'dN 'dN -, 

wobei iiber (l: und die beiden Kreislinien zu integrieren ist, und 
an letzteren die Gleichungen 

d d d d 
dN = - drol ' dN - - dr02 

gelten. La13t man die Radien der Kreise unendlich abnehmen, so 
kann man auf ihnen mit immer wachsender Annaherung setzen 

dK(O, 2) __ _ d_ (~ log~) __ 1_ 
dN - dr02 2;,; r02 - 2;,;r02 ' 

dK(O, 1) __ ~ (~ log ~) __ 1_ 
dN - dro1 2;,; rOl - 2;,;r01 ' 

und der Beitrag der Kreislinien zu dem Integral (3) nahert sich 
der Grenze 

(4) K(2, 1) - K(I, 2). 
An der Kurve (l: aber gilt die Gleichung 

K n e s:e r, Integralgleichungen. 9 
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K(O 1) dK(0,2) _ K(O 2) dK(O, 1) - 0 
, dN ' dN - , 

da K(O, 1) und K(O, 2) dieselbe der Grenzbedingungen (1) er­
ftillen. Somit reduziert sich das Integral (3) schlie.l3lich auf die 
Differenz (4) und man findet 

K(I, 2) = K(2, 1). 
Nun sei die Aufgabe vorgelegt, die Wiirmeleitung in der 

Flache ~ oder die Schwingungen der als Membran gedachten 
Flache ~ zu untersuchen. Dann hat man fiir die Temperatur im 
ersten Falle die Gleichung 

(lu 
- = a 2 ,du 
ot ' 

fiir die Verriickung im zweiten FaIle 
(l2u 
ot2 = a 2,dU, 

wobei a2 eine Konstante bedeutet, und es ist eine der Rand­
bedingungen 

U=O, 
du 
dN + hu = 0 (h > 0) 

vorgeschrieben; der Fall h = 0, in dem das Randgebiet adiatherman 
bedeckt ist, erfordert besondere Methoden nach Analogie des § 16 
und werde zunachst ausgeschlossen. 

Versucht man, die an die Gro.l3e ugestellten Forderungen 
zu erfiillen, indem man u in ein Produkt aus einem nur von der 
Zeit und einem nur vom Punkte 0 abhangigen Faktor zerlegt, so 
ergibt sich ftir letzteren die Gleichung 

drp + lrp = 0, 

in der 1 eine unbekannte Konstante ist, und :eine der Rand­
bedingungen 

"ip = 0, 
drp 
dN + hrp = o. 

Versteht man ferner unter K(O, 1) diejenige Greensche 
Funktion, die derselben Randbedingung wie die Gro.l3e rp unter­
liegt, so gilt die Beziehung 

dKCO, 1) _ K(O 1) drp - 0 
rp dN ' dN - . 

Berticksichtigt man daher die Gleichung 



§31. Mehrdimensionale P robleme. 131 

L1 K(O, 1) = ° 
und bildet das Integral 

). J K(O, l)<pds = j[K(O, 1)L1<p - <pAK(O, l)]ds 

(5) = f[K(O, 1) ;; _ <p d~«;; l)]dl 

tiber das Gebiet ~ mit Ausschlu.13 eines Kreises ~ um den Mittel­
punkt 1, indem man durch N stets die auI3ere Normale dieses 
Gebietes bezeichnet, so kann man rechts die Integration auf die 
Kreislinie ~ beschranken. Lii.l3t man ,den Radius derselben ab­
nehmen, so erhiilt man die angeniiherten Gleichungen 

K(O, 1) = J.- log~, dKCfj; 1) = _ d~(O, 1) = -2 1 , 
2:n: r 01 d r01 :n:r01 

und in der Grenze erhiilt man aus der Gleichung (5) 

(6) AJK(0,1)<pO.ds=<p1, 

womit die erwartete Integralgleichung abgeleitet ist. 
1st umgekehrt <p ° irgend eine im Grundgebiet stetige Losung 

dieser Gleichung, so schreiben wir sie in der Form 

(7) <p/ = f~~ lOglr~l ds + f <pO.M(O, l)ds. 

Dann hat zunachst der zweite Summand der rechten Seite stetige 
erste Ableitungen, da dies von M (0, 1) ebenso wie von der 
Greenschen Funktion K (0, 1) auI3erhalb der singuliiren Stelle 
gilt. Der erste Summand der letzten Gleichung hat aber eben­
falls stetige erste Ableitungen, da er als logarithmisches Potential 
mit der Dichtigkeit <p 0/ 2:n: angesehen werden kann, die erst2n 
Ableitungen des Potentials aber, wie in § 30 erwiihnt wurde, 
schon stetig sind, wenn die Dichtigkeit nur als stetig vorausgesetzt 
wird. Da somit die Gro.l3e <p ° stetige erste A bleitungen besitzt, 
kann auf die rechte Seite der Gleichung (7) die Poissonsche 
Formel angewandt werden, und da offenbar die Gleichung 

L1 I M(O, 1) = L11 K(0, 1) = ° 
gilt, erhiilt man aus der Gleichung (7) 

Al <p 1 = - ,1. <p 1, A <p + ). <p = 0. 

Da.13 ferner die Funktion <p dieselbe Randbedingung erftillt, wie die 
Greensche Funktion, zeigen die Gleichungen (6), (7) und die in § 30 
angegebene Form del' ersten Ableitungen des Potentials unmittelbar. 

9* 
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Auf die Gleichung (6) sind nun freilich die allgemeinen im 
ersten Abschnitt aufgestellten Satze tiber Integralgleichungen 
nicht ohne weiteres anzuwenden, weil der Kern im Grund­
gebiet unendlieh wird. Aber eine Haupteigenschaft del' Eigen­
funktionen ist leicht nachzuweisen, daB namlich 7.wei zu ver­
schiedenen Eigenwerten gehorige zu einander orthogonal sind. 
In del' Tat erftillen irgend zwei Eigenfunktionen die Differential­
gleichungen 

Anrpn + Llrpn = 0, A",rp", + Llrp", = 0 

und aus diesen folgt sofort 

(Am - An») rpnrpmds + ) (rpnLl rpm - rpmLlrpn)ds = 0. 

Formt man das letzte Integral nach dem Greenschen Satze um 
und bedenkt, daB wegen del' allen Eigenfunktionen gemeinsamen 
Randbedingung die Gleichung 

gilt, so folgt 

(8) 

d rpm d rpn 
rpn dN - rpm d N = 0 

und, da Am - An nicht verschwindet, 

) rpnrpmds = 0, 

womit das Behauptete bewiesen ist. 
Hieraus kann man weiter ableiten, daB die Eigenwerte ree11 

und positiv sein miissen. Denn ;die Greensche Formel ist auch 
auf komplexe Werte der Funktionen des Ortes anzuwenden, wie 
die Identitat 

) d s [( rp + tP i) Ll (1/J + ~P' i) - (1/J + 'P'i) Ll (rp + Ili i)] 
=) ds(rpLl1/J -1/JLlrp) - ) ds(IliLl'lJf - 'P'LlIli) 

+ i) ds(rpLl'P' - 'P'Llrp) + i) ds(IliLl1/J -1/JLlIli) 

zeigt in Verbindung mit derjenigen, die entsteht, wenn man d s und 
Ll durch dl und dldN ersetzt. Ware nun ein komplexer Eigenwert 
vorhanden, so waren auch die ihm und del' zugehorigen Eigen­
funktion konjugierten GroBen Eigenwert und Eigenfunktionj wendet 
man auf die beiden Eigenfunktionen die obige Argumentation an. 
80 erhalt man wiederum die Gleichung (8), in der f/Jn und rpm 
konjugiert imaginare GroBen sind, und Am von An verschieden ist. 
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Das ist aber unmoglich, wenn die Eigenfunktionen nicht identisch 
verschwinden. Die Eigenwerte sind also reell. 

Benutzt man endlich die aus der Gaussischen Integraltrans­
formation folgende Gleichung 

J ds [(~:/ + (~;y] + J rpArpds = J rp ~; dl, 
Ii, 

indem man fiir rp eine Eigenfunktion nimmt, so folgt aus den 
Gleichungen 

Arp+Arp=O, 
drp 
dN + hrp = 0 

unmittelbar 

woraus, da die Konstante h positiv ist, hervorgeht, daLl A nicht 
negativ sein kann. Die Eigenwerte sind also positiv. 

Die ganze Argumentation dieses Paragraph en iibertragt sich 
ohne weiteres auf das IGebiet m, indem man log IIro1 iiberall 
d urch 1 I r 01 ersetzt. 

§ 32. 

QuellenmiiJ3ige Funktionen; der ausgeartete Fall. 

Wenn fO eine mit ihren ersten Ableitungen im Grundgebiet 
stiickweise stetige Funktion des Ortes ist, so hat die Grofie 

FI = S K (0,1) fO.ds 

den Charakter eines Potentials, ist also mit ihren ersten Ab­
leitungen im Grundgebiet sietig; daLl sie die Randbedingung der 
Greenschen Funktion K (0, 1) erfiillt, zeigt die in § 30 angegebene 
Form der erst en Ableitungen eines Potentials. Wir sagen, FI 
sei quellenmafiig dargestellt odeI' kurz quellenmafiig. 

Zerlegt man diese Grofie auf Grund der Gleichung 
1 1 

K(O, 1) = '> log - + lYI(O, 1), 
_1t r01 

so erg eben die in § 31 an die Gleichung (7) gekniipften Schliisse 

f fO ' 1 J A1F1=AI o-log-ds-AI M(O,l)fO.ds 
• £.1C rOl 

J. fO 1 
= Al 0 log - lis, 

- 1t r"l 
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also, da bei den vorausgesetzten Eigenschaften der Gri:i13e to die 
Poissonsche Gleichung angewandt werden kann, 

LlIFl = - fl 
oder, was dasselbe bedeutet, 

LIFO = - fO. 

Jetzt sei 0 eine im Grundgebiet stetige Funktion des Ortes, 
die stetige erste und stiickweise stetige zweite und dritte Ab­
leitungen besitzt und die Randbedingung del' Greenschen Funk­
tion K(O, 1) erfiillt. Dann ist die Gri:i1.3e 

fO = - L/00 
mit ihren ersten Ableitungen im Grundgebiet stiickweise stetig; 
bildet man also mit ihr die oben eingefiihrte Gri:i1.3e F, so findet 
man 

LIFO = - fO, LI(F - 0) = 0 

und die Gri:i13e F - 0 erfiillt ebenso wie Fund 0 eme der 
Gleichungen 

F - 0 = 0, F _ 0 + h d (E~-;; 0) = o. 

Nun gilt die Transformation 

J uLluds + J dS[(~:y + (~:y] = J u :; dl, 
(i 

in der x, y rechtwinkelige Koordinaten bedeuten, sobald die 
Gri:i1.3e u mit ihren ersten Ableitungen stetig ist, also z. B., wenn 
man u = F - 0 setzt; hieraus folgt je nach der Form der 
geltenden Randbedingung 

(1) J[(0(00~ F)Y + (°(00-;; F)Y] ds = - h J (0- F)2 dl, 
(i 

oder [ [(0 (0 - F))2 (0 (0 - F) 2] _ J ox + ;) Y ) d s - 0, 

also in jedem FaIle fiir das ganze Grundgebiet @ 

(2) 01 = F1 = j K(O, l){O.ds. 

Eine Funktion von den fiir tP vorausgesetzten Eigenschaften 
ist also quellenma1.3ig darstellbar. 
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Wie die durchgeflihrten Betrachtungen zu modifizieren sind, 
wenn die Randbedingung die Form 

du 
dN =0 

hat, ist leicht zu iibersehen. Man findet dann offenbar auch 

dq; 
dN = 0, dq; + },q; = 0, 

und hieraus mittels des Greenschen Satzes. 

f fdq; 
J d q;ds=JI.1N dl =O, 

(I 

also 

(3) J q; ds = O. 

Um den Kern zu bestimmen, setzen wir nach § 16 die Glei-
chung 

d K(O, 1) = a 

an, wobei a eine Konstante bedeutet; denn ein moglicher statio­
narer Zustand wird erhalten, indem man die Temperatur einer 
beliebigen Konstanten gleich setzt; an Singularitaten werde von 
der Gro13e K(O, 1) dasselbe gefordert, wie von der oben eben so 
bezeichneten; au13erdem kann die Gleichung 

J K (0, 1) d s = ° 
angesetzt werden, da in K (0,1) offenbar eine additive Konstante 
verfligbar bleibt. Dann la13t sich die GroBe K (0, 1) ganz ahnlich 
wie oben als symmetrisch erweisen; die Gleichung (5) des § 31 
bleibt richtig und aus ihr folgt wie dort die Integralgleichung (6), 
da das mit dem Faktor a behaftete Glied der Gleichung (3) zu­
folge wegfallt. QuellenmiiJ3ig darstellbar ist ferner jede Funktion 
FO, die stetige erste und stlickweise stetige zweite und dritte 
Ableitungen besitzt, die Randbedingung 

dF 
dN =0 

erflillt und au13erdem der Gleichung 

unterworfen ist. 
J Fds = 0 

Deutet man die Singularitat der Funktion K(O, 1) als Quelle 
im Punkte 1, so ist deren Ergiebigkeit, wenn man liber einen um 
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den Punkt 1 beschriebenen Kreis .~ integriert, 

J d K (0, 1) ,·1 
dN (, 

.11 

wobei die Normale N nach dem Innel'll del' Kurve ~ hingerichtet 
ist; offen bar kann man das Integral uber die Randlinie, an del' 
die GroI3e 

dK(O,l) 
. dN 

verschwindet, hinzufiigen und erhalt so als Ergiebigkeit 

Jd~~ 1) dl + Jd~~ 1) dl = J LlK(O, l)ds, 
R ~ ~ 

wobei rechts uber das Gebiet Q;' integriert wird, das vom Grund­
gebiet ubrig bleibt, wenn die vom Kreise sr umfaI3te Flache aU8-
geschlossen wird; links ist dann durch N uberall die auI3ere 
Normale dieses Gebiet~ bezeichnet. 

LaJ3t man den Kreis ~ zusammenschrumpfen, so erhiilt man 
rechts den Wert 

a J d s. 

1st daher die Ergiebigkeit Eins, so hat man fur a den reziproken 
Wert des Areals der Flache Q; zu setzen. Dann ist - K (0, 1) 
die stationare Temperatul', die von einer im Punkte 1 befindlichen 
QueUe von del' Ergiebigkeit -1 verursacht wird, wenn in jedem 
Element del' Flache Q; eine gewisse konstante Warmemenge etwa 
durch einen galvanischen Strom als Joulesche Warme erzeugt 
wird. 

Die Existenz del'. Greenschen Funktion ist hier wie im Falle 
des vorigen Paragraphen zunachst noch zweifelhaft; sie wird in 
den EinzelfaUen, die wir betrachten, durch besondere Entwicke-· 
lungen erwiesen, kann abel' natiirlich auch aus den allgemeinen 
Existenztheoremen del' Potentialtheorie erschlossen werden, die 
wir im funften Abschnitt beweisen wollen. 

Endlich braucht kaum erwahnt zu werden, daI3 auch die 
Entwickelungen dieses Paragraph en auf das raumliche Problem 
ubertragen werden konnen, indem man die raumlichen Greenschen 
Funktionen benutzt und beim Integrieren an Stelle des Kreises ~ 
eine Kugel aus dem Grundgebiete ausschlieI3t. 
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§ 33. 
Eigenfunktionen und Greensche Funktion des Rechtecks als 

schwingender Membran oder warmeleitender Platte. 

Das Randwertproblem des § 31 ist fiir das Rechteck als 
Grundgebiet leicht zu IOsen. Wir betrachten den Fall, daI3 die 
gesuchte Funktion auf dem Umfange verschwindet, wie es bei 
einer schwingenden Membran selbstverstandlich ist; bei der 
warmeleitenden Platte gilt diese Annahme, wenn der Umfang auf 
der konstanten Tempemtur Null gebalten wird. Das Grundgebiet 
sei begrenzt von den Geraden: 

x=O, x=b, 
y = 0, y = c. 

Man fordert dann die folgenden Gleichungen: 

4rp J- ), rp = 0, rp (0, y) = rp (b, y) = rp (x, 0) = rp (x, c) = 0; 
diese werden durch die Annahme 

[ . mn:x . nn:'IJ 
rp = sm-b- sm ~ 

erflillt, wenn m und n positive ganze Zahlen sind; als zugehOriger 
Eigenwert ergibt sich 

), = n 2 -+- . (m2 n2) 
mn b2 c2 

Integriert man das Quadrat des Ausdrucks rp liber das Grund­
gebiet, so erhalt man 

b c 

J. mn:x J' nn:y bc sm2 -b- dx. sm2 -c-' dy = 4; 
o 0 

als normierte Eigenfunktionen konnen also die Ausdrlicke 

2 . mn:x . nn:y 
rpmn ° = Vbc sm -6- SIn -c-' 

gelten, indem wir, wie bisher, durch 0 den Punkt mit den Koor­
dinaten x, y ohne Index bezeichnen. DaI3 dies System von Eigen­
funktionen vollstandig ist, stellt sich im Laufe der Untersuchung 
hemus, und zwar dadurch, daI3 sich die bilineare Summe 

. 1nn:x . nn:y . mn:x1 . nn:YI 
1.00 0 1 4 1,00 sm ·-b- sm -- smu sm -c-
2: rpmn ),' rpmn = tJ C 2: ----(c-n--:::12--n-c::-2)----
m, Jl mn m, n :7t'2 _ + _ 

62 c2 
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die wir auch durch S bezeichnen wollen, der in § 31 definierten 
Greenschen Funktion K (0, 1) gleich erweist. 

Um diese Summation in einer gewissen Folge der Glieder 
durchzufiihren, gehen wir von der Fourierschen Entwickelung 

(1) n (£of p.oe __ 1_ + ~ (-I» cosvu 
2 p. iGin p. n - 2 p.2 > V2 + p.2 

aus, die, wenn p. eine beliebige reelle Konstante bedeutet, in dem 
Intervall 

-n<uSn 

gilt, und summieren mit ihrer Hilfe einen Bestandteil der bi­
linearen Summe: 

(2) 

1 00 sin _n_1l_Y sin n_n_Y_l cos n n (y - Yl) 

2~ .,'+(~,)" =~ .,+(~c)' 
n% 

(-I)"cos - (c - Yl + y) c 

n% 
1,00 (- l)n cos C (y + Yl - c) 

- >' --------:--;c---

-;" n2 + C~cy 
Rier kann die zweite Summe stets durch die Formel (1) sum­

miert werden, da die Grollen Y und Yl der Strecke von 0 bis c 
angehoren, mithin die Ungleichung 

- % S % (y + 't - c) S + % 

gilt. Die erste Summe kann aber nur dann der Formel (1) sub­
sumiert werden, wenn Yl > Y; denn nur dann ist 

% > n (c - Yl + y) > _ % 
= C = . 

Unter dieser Voraussetzung folgt aus der Formel (2), in der 

me 
P.=T 

gesetzt wird, sofort 
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, nny , nnYl 
1,00 Sln -- sm--22: e e 
.. n2 + (~e'y 

mn 
n~ol b (e - Yl + Y) 

2me fr.::' 'Ynen 
-b- ~tn-b-

«,mn ) n\2.ol-b- (e - y - Y1 

2me @J' mcn 
-b- llt -b-
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und hierans mittels der Additionsformeln der hyperbolischen 
Funktionen 

100 sin nny sin nnYl 2.:t e e 

.. n 2 + (~cy 
tr':.' mn( )fr.::' mny netnT e-f!1l -.;>tn-b-

me ",,",0 men 
b ~tn -b-

Da diese GrO.Be aber in y und Y1 symmetrisch ist, so ergibt sich 
fur den Fall Y1 < Y sofort die weitere Formel 

, nny ,nnYl 1<'::' mn ( ) _, mnYI 
1,x> sm -- sm -- nl;;ltn -b e-y em -b-

2~ e e > 
~ ----------. y = Y1' .. n2 + (~ey - ~e Gin m~n ' 

Hiernach kann die bilineare Summe S bei der Annahme 
Y> YI in folgender Form geschrieben werden: 

rc::.0 mn ( )~. mnYl ' mnx , mnx1 
100 -.;>tn- e - Y em -- sm -b- sm -b-

S=!~ b b 
n _0 men 

m m ~lIl-b-

Diese Summe ist der reelle Teil der GroDe 

, mnx1 ",,0 mn'!h 
I,'" SIn -- em -- ( 

W 2 ~ b b f' mnx~, mn c - y) 
= - ~ lsm -b- ~tn b n ~' mne 

m m~tn-b-

, mnx « .. mn(e - y) I 
- ~ cos -b- \2.0, b f' 

die auf Grund der Beziehungen und Bezeichnungen 

~of x = cos xi, @Jinx = - isinix, z = x + yi, 
.nc 
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auch in den folgenden Formen geschrieben werden kann: 

. W:n;Jl~' 'ln711h m:n; (+ . ) 
2i ~ 8m -b- ~m -(-)'- cos T x zy - Ie 

W=-n"::" ....~, m:n;c-

m mem -b-

m:n; + .) 'Inn ( +. . 1 1,00 cos -7;- (.r1 Y1 t cos ----ri' x yt - c~) 

~2:------------
,. rr:;:' 'Jltnc 

m~m --b-

1nn ( ') m:n; ( +. .) 1 1,00 cos b ,r] - Y1 I cos T x Y~ - cz 

--;::-2:------------,. _, nznc 
m metn -b-

m:n; ( + ' ) + m:n; ( , ) 1 ],00 cos b Z ;2'] - zc cos b Z - Zl - H 

- ~ ---_._----,--------,------
:n; ~ 1lt (q-m _ qm) 

m 

1 00 

1 ~ fJm mn . 
1i L..J 1 _ q2m cos b (z + Zl - 1.c) 

m 
1 00 l' qm m:n; +n 2: 1 _ q~m cos b (z - Zl - ic) 
m 

1 00 
l' qln rnn _ . 

- - "" cos - (z + Zl - Z c) n L..J 1 - q2m b 
m 

1 ~ . 
l' qm m:n; _ . 

- - ~ cos - (z - ;2'1 - t.C). n L..J 1 - q2m b 
m 

§ 34. 

Summierung der erhaltenen Reihe und Verifikation. 

Die Reihe W la.l3t sich summieren mittels einer schon bei 
Jacobi vorkommenden Formel 

10 {t (v ) = Q _ 2 ~ q'" cos 2 112 V n 
go, q L..J 1 _ q2m m ' 

m 

(1) 

in der Q eine von v unabhangige Gro.l3e bedeutet und gesetzt ist 
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.{}-o(v, q) = 1 - 2qcos2vn + 2q4 cos4vn - 2q9 cos6vn + .... 
Die Reihe fiir log &0 (v, q) konvergiert, wenn 

v = ~ +"'1i 
gesetzt wird und ~ und fJ reelle Gro13en sind, unter der Voraus­
setzung 

(2) 

die erfiillt ist, wenn fiir v eine der Gro13en 

(3) 
Z ± Z1 - ic 

2b 
Z + 21 - ic 

2b 
also fiir fJ eine der Gro13en 

Y ± Yl - c 
:!.b 

gesetzt und die Annahme Y > YI _festgehalten wird. Denn es 
ist zu setzen 

log q c 
~ -2b' 

die Gro13en '!I und '!II aber liegen in der Strecke von 0 bis c. 
Bleibt ferner die Differenz '!I - '!II iiber einer festen positiven 

Grenze, so gilt dasselbe von der Differenz beider Seiten der Un­
gleichung (2) und die Reihe log &0 v, mit den Argnmenten (3) 
ge~mmen, konvergiert gleichmallig. Offenbar konvergiert die 
Reilie (1) gleichmii.llig in jedem Gebiete, in dem mindestens eine 
der Stellen 0 und 1 yom Rande um mehr als ein festes endliches 
Wegstiick entfernt bleibt. 

Hiernach kann man setzen 

& (Z + $1 - i C) & ('Z - $1 - i C) 
1 0 2h 0 2b 

W = 2 n log & (Z + ZI - i C) & (Z - ZI - i C) , 
o 2b 0 2b 

oder, indem man die Formeln 

&0 (v + l;;i) = iq_l/'e- iJrv ,f}-1 (v) , log q ci 
2ni = - 2b 

benutzt, 
()- (Z + $1) & (Z - $1) 

1 1 2b 1 2b 
W=-log . 

2 n & (Z + ZI) & (Z - ZI) 
1 2b 1 2b 
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und es ist leicht zu libersehen, da.B die Gro.Be 

K(O, 1) = meW, 
gleichviel ob die bisher geltende Annahme Y > YI festgehalten 
wird oder nicht, die gesuchte Greensche Funktion des Grund­
gebietes ist. 

Zu diesem Zweck gehen wir davon aus, da.B die Funktion 
K(O,I) verschwindet, wenn der Punkt ° auf dem Rande des 
Grundgebietes liegt. Setzt man z. B. Y = 0, so ist 

& (X + Xl - YI i) & (,'1: - Xl + 111 i) 
1 I 2b I 2b 

W = 2 n log & (X + Xl + YI i) & (X - Xl - YI i) , 
I '2b I 2b 

und unter dem Zeichen log steht der Quotient zweier konjugiert 
komplexer Gro.Ben, also eine Gro.Be yom absoluten Betrage 1, 
deren Logarithmus Null oder rein imaginar istj me W verschwindet 
also. Setzt man ferner X = 0, so erhlilt man 

& (Y i + Xl - YI i) & (Y i-xI + Yl i) 
1 I 2b I 26 

W= 2n log & (yi + XI + YJi) & (Yi - Xl - Yli) 
1. 2b I '2b 

und unter dem Zeichen log steht wiederum eine Gro.Be yom ab­
soluten Betrage 1. 

Vermehrt man ferner in dem Ausdruck W die Gro.Be z urn 
b oder ci, d. h. X urn b oder Y urn c, so erhalt man aus den 
Formeln, die die vier Funktionen & ineinander iiberfiihren 

& C + $1) & (Z - $1) 
W(z + b) = ,1~ log • (' ~ e,) '(' ~ ")' 

3'2 26 &2 2b 

& (8 + Zl) 3' (Z - ZI) 
W(z+ic)=J...- Iog 0 26 '0 2b 

2n &0 (Z t/I) &0 (Z 2b ZI ) 
Aus diesen Gleichungen folgt wie oben, da.B der reelle Teil der 
Gro.Ben W(z+b), W(z + ic) verschwindet, wenn man X = ° 
oder Y = ° setztj das bedeutet aber, daB die Gro.Ben me W ver­
schwinden, wenn man X = b oder Y = c setzt, womit die aus-
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gesprochene Behauptung, K(O, 1) verschwinde, wenn der Punkt ° 
dem Rande des Grundgebietes angehort, vollstandig erwiesen ist. 

Was ferner die Singularitat der Gro13e K(O,l) betrifft, die 
auf tritt, wenn die Punkte ° und 1 zusammenriicken, so sieht man 
zunachst, da13 die Gro13e W unendlich wird wie 

1 
- 2n log (z - Zl), 

d. h. sich von dieser Gro13e um eine an der Stelle z = Zl regulare 
analytische Funktion von z unterscheidet. Nun gilt die Gleichung 

fie [- -21 log (z - Zl)] = -21 log 2-; n n r 01 

die Gro13e K (0, 1) = me W hat also genau die von der Greenschen 
Funktion geforderte Singularitat. 

Endlich ist ohne weiteres klar, da13 die Gro13e K(O, 1) als 
reeller Teil einer analytischen Funktion die Laplacesche Gleichung 

LlK(O, 1) = ° 
erfiillt; hieraus und aus den abgeleiteten Singularitaten und 
Randeigenschaften folgt nach § 31 die Symmetriegleichung 

K(O, 1) = K(I, 0) 
und damit auch die Gleichung 

Ll1K(0, 1) = 0. 

Hiermit ist die Gro13e K(O, 1) endgiiltig als die gesuchte 
Greensche Funktion nachgewiesen und die allgemeinen Sat7.e des 
§ 31 zeigen, da13 die Funktionen Cf!mn Losungen der Integral­
gleichung 

sind. 

rpmn i = AmnJ K(O, I)rpmnO.ds 
~ 

Die fiir diese Gro13e geltende Darstellung durch die bilineare 
Doppelreihe 

2.: 2: rpm» ° . rpm» 1 
Amn 

ist zunachst in jedem Gebiete gleichma13ig konvergent, in dem die 
Differenz Y - Yl iiber einer festen positiven Grenze verbleibt. 
Denn unter diesel' Voraussetzung konvergieren die aus der 
Formel (1) abgeleiteten Summen gleichma13ig, wie bei dieser 
schon bemerkt ist; dasselbe gilt stets von den Summen (2) des 
~ 33, die auch beziiglich der Zahl 1n gleichma13ig konvergieren. 
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Stellt man daher die bilineare Ueihe mit leicht verstandlicher 
Symbolik durch die Doppelsumme 

1,00 1,0') I, 00 

2: Em = 2: ~ Amn 
m m n 

dar, so kann zunachst die links stehende Reihe mit vorgeschrie­
benem Grade der Genauigkeit durch 

l,m1 

2: Em 
m 

ersetit werden, wobei ml durch den Genauigkeitsgrad bestimmt 
ist, und ohne die erreichte Genauigkeit wieder zu vermindern, 
vergro.l3ert werden dad. Sodann kann in jedem dieser ml Glieder 
flir Bm die Summe 

n 

gesetzt und n1 so gewahlt werden, da.13 die Differenz 

m m n 

unter einer vorgeschriebenen Grenze liegt und, wenn nl vergro.l3ert 
wird, liegen bleibt. Damit ist erreicht, da.3 flir das ganze be­
trachtete Gebiet die Differenz der Gro.l3an 

1,00 l,ml 1,nl 

2: Em, 2: 2: Amn 
m m n 

absolut genommen unter der Summe zweier vorgeschriebenen posi­
tiven Gro.l3an liegt, also gleichma.l3ig klein bleibt. Die bilineare 
Reihe konvergiert also gleichmii.l3ig in jedem Gebiet, indem die 
Differenz Y - YI liber einer positiven Grenze verbleibt. 

Da nun die Formeln (2) des § 33 in den Stell en 0 und 1 
symmetrisch sind, kann man eine del' durchgefiihrten vollig ana­
loge Schlu.3reihe fiir den Fall Y < YI entwickeln und aus diesel' 
insbesondere das Korollar ableiten, da.13 auch, wenn die Differenz 
Yl - Y liber einer positiven Schranke verbleibt, die bilineare 
Reihe gleichma.l3ig konvergiert. 

Weiter ist aus del' Gestalt der Eigenfunktionen ersichtlich, 
da./3 die Variablen x und Y keine wesentlich verschiedene Rolle 
spielen; die bilineare Reihe konvergiert also auch gleichma.l3ig, 
wenn eine der Differenzen x - Xl und Xl - X liber einer positiven 
Grenze verbleibt. Da in allen endlichen Reihen, die die Gro.l3e 
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K (0, 1) mit gleichma13iger Genauigkeit darstellen, die Zahlen 
mil nl und die ihnen analogen vergro13ert werden diiden, schlie13t 
man aus den erhaltenen Resultaten leicht, da13 die bilineare Reihe 
in jedem Gebiet gleichma13ig konvergiert, in dem der Abstand 
der Stelle 0 von der festen Stelle 1 iiber einer positiven Grenze 
bleibt. 

Dieselben Betrachtungen gelten auch, wie man leicht sieht, fUr 
die Reihen, die aus den unter (1) und in § 33 unter (1) angefiihrten 
entstehen, indem man gliedweise differenziert j handelt es sich 
doch urn analytische Funktionen, die im Kon vergenzgebiete der 
Reihen regular sind. Daraus folgt, da13 die bilineare Reihe in 
Gebieten der bezeichneten Art gliedweise differenziert werden darf. 

§ 35. 

Uberblick tiber einige verwandte FaIle. 

Nach der im vorigen Paragraphen benutzten Methode lassen 
sich noch einige ahnliche Aufgaben behandeln, bei denen nur die 
Randbedingungen andere sind. 

Es seien zunachst die Seiten Y = 0 und Y = e auf der 
Temperatur Null gehalten, die anderen beiden Seiten adiatherman 
bedeckt. Dann gelten fiir die Eigenfunktionen die Bedingungen 

/
Y=o_ /Y=c_ Of/J/x=o---.-"Of/J/X=b_ 

f/J - f/J - 0, 'Ox - ox - 0 

und man findet die normierten Ausdriicke 

2 m'Jtx. n'Jty 
f/JmnO = ,/- cos -b- sm --, 

y be e 
1 . n'JtY 

f/Jon = Vbc sm -c-' 

zu denen die Eigenwerte 
m 2'Jt2 n2:n;2 

)'mn = -;)2 + Gil' 

gehoren. Man erhiilt also folgende bilineare Formel: 
. n'JtY . n'JtYI 

K (0, 1) = b2c ~ sm -e- sm -e-
....::::.. n 2:n;2 

n 
c2 

m:n;x m:n;x1 . n'Jt,1/ . n'JtYl + ~ ~ ~ cos -b- cos -b- sm -e- sm -e-
be. Ilt 2'Jt2 n 2:n;2 

m n b2+C2 
Kn e B e r, Integralgleichungen. 10 
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und vermittelst der oben gebrauchten Formeln, indem man nach 
n summiert, fiir Y > Y1 

K(O, 1) = Y1 (cb--; y) 

mnx mnX1~. mn ) rr:::. 
2 1,«> COS -b- cos -b- em -b- (c - Y om 

+ n .2: . mnc 
m m@3m-b-

und fiir Y < Yl den Ausdruck, der aus dem hingeschriebenen 
entsteht, indem man (x, y) und (xu Y1) vertauscht. 

Hieraus folgt weiter wie oben 

l -3' (Z + Zl) -3'1 (Z - Zl)J K(o,l) = ffie iY1 Z + ~ log 1 2b 2b, b c 2 n -3' (Z - Z1) -3' (Z + Z1) 
1 2b 1 20 

11C 

und in der -3'-Funktion ist wiederum q = e -T zu setzen. 
LliJ3t man ferner drei Seiten des Rechtecks adiatherman 

bedeckt sein und MIt die Seite x = 0 auf der Temperatur Null, 
so haben die Eigenfunktionen die Gestalt 

const. cos m - - - cos --( 1) nx n1lY 
2 b c' 

und fiir die Greensche Funktion findet man 

1 -3'2 (Z t/I) -3'2 (Z 4/1) -3'2 (Z t/1) -3'2 (Z 4U Z1 ) 
- ffie log . 
2n -3'1 (Z t/1) -3'1 (Z 4-li Z1 ) -3'1 (Z tb ~) -3'1 (Z 40 Z1) 

Halt man umgekehrt drei Seiten des Rechtecks auf der Tem­
peratur Null, wahrend die Seite x = 0 adiatherman bedeckt wird, 
so haben die Eigenfunktionen die Form 

const. cos m - - - SIll --( l)nx. nny 
2 b c' 

und man findet die Greensche Funktion 

K(O,l) 

1 ~2 (Z 4 bZ1 ) -3'2 (Zt/1) -3'1 (Z t./1) it1 (Z 4/1) 
= - ffi e log --:--.-:-:---,-=--'----;----,----:----;-_=_:_ 

2n -3'2 (Z t/1) -3'2 (Z 4/1) -3'1 (Z 4/1) -3'1 (Z t Z1} 
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in diesem und dem vorigen Falle ist zu setzen 
no 

q = e-2b• 

Sind endlich die zusammensto13enden Seiten x = 0 und y = 0 
adiatherman bedeckt, die anderen Seiten auf der Temperatur Null, 
so sind die Eigenfunktionen 

const. cos (m - ~) ;:1} cos (n _ ~) n~1J 
und der Kern ist, wenn q denselben Wert hat wie in den beiden 
vorigen Fallen, der reelle Teil des Ausdrucks 

1 4}o (Z tbZI ) 4}3 (Z tZl) ~l (Z t ZI + !) ~2 (Z tbZI + !) 
-log + ... 
:n 4}1 (ztb Z1 ) ~2(ztZI) 4}0 etbzl + !) ~3 (ztZI + !) , 

in welchem drei Glieder hinzuzufiigen sind, die aus dem hin­
geschriebenen entstehen, wenn man Z + Zl durch einen der Aus­
driicke Z - Zl' Z + Zl' Z - Zl ersetzt. 

Auch hier ist es leicht, die Gleichungen 
A ° K (0, 1) = Al K (0, 1) = 0 

zu verifizieren und die Singularitat der Gro13e K(O,l) als Funk­
tion der Stelle 0 an der Stelle 1 zu erkennen. 

Ebenso la13t sich aber auch der ausgeartete Fall behandeln, 
da13 aHe Seiten des Rechtecks adiatherman bedeckt sind. Die 
Eigenfunktionen sind 

2 mnx nny 
qJmn = 1/- cos -b- cos --, 

f be e 
wobei einer der Werte m und n verschwinden darf, nicht aber beide 
zugleichj die Konstante kann zwar als Losung der Randwert­
aufgabe angesehen werden, erfiillt aber nachher nicht dieselbe 
Integralgleichung wie die anderen Gro13en qJmn. 

Mit diesen Ausdriicken erhalt man folgende bilineare Reihe: 
mnx mnXI nny nnYl 

1 I, '" cos -b- cos -b- 1 1, '" COB -- cos --
K(O, 1) = be 2: m2n 2 + be 2: e n2n2 e 

m n 

m n x m n Xl n n Y n n YI 
2 1, '" I, '" cos -b - cos -b- cos -e - cos -e-

+ be 2: 2: (tn2 n2) 
m n n2 _ +_ 

b2 e2 

10* 
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und mittels der friiher benutzten Hilfsmittel erhalt man bis auf 
einen konstanten Summanden, der weggelassen ist, 

K(O, 1) = 2~e (.11 2 + yn 
- 2

1n!ltelOg[fr1(Z ;-/1)fr1(Z 2b Z1 )fr1(Z;-/1){f1(Z 2/1)J 
Offenbar geIten die Gleichungen 

1 
AoK(O, 1) - be = ° 

1 
A 1 K(0, 1) - be = 0; 

aus ihnen geht, da be die FHiche des Grundgebietes ist, nach 
einer in § 32 gemachten Bemerkung hervor, da.B - K (0, 1) als 
Temperatur von einer Warmequelle von der Ergiebigkeit - 1 
herriihrt, wenn gleichzeitig im Grundgebiet iiberall eine fiir die 
Flacheneinheit konstante Warmemenge erzeugt wird. 

Die Formeln, mit den en in allen diesen Fallen die Summation 
del' doppelt unendlichen Reihen gelingt, sind au.Ber den in § 33 
benutzten die folgenden: 

2:1,00 cosn(n - a) 1 n~olf1.a --:-'-,----..,...--'- - - - + (- n < a < + n), n2 + fl.2 - 2 fl.2 2 fI. (Sin fI. n ' 
n 

1,00 cos (2 n _ 1) IX n (Sin fI. (; - a) 
2: (2n - 1)2 + /1 2 = p.n: 

n 4f1.~o\""2 

~ q2n-1 cos(2n - l)n:z _ 10 {fa (~) 
4 ~ 1 _ q2 (2n -1) 2 n - 1 - g (Z ) , 

n fro "2 
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§ 36. 

Greensche Funktionen auf der Kreisftiiche. 

Durch Aufbau aus den Elementen mittels der bilinearen Reihe 
lassen sich auch die Greenschen Funktionen fiir die Kreisflache 
vom Radius Eins einschlieDlich des ausgearteten FaUes bestimmen; 
die Stelle der beim Rechteck benutzten Formeln aus der Theorie 
der elliptischen Funktionen vertreten hier die bilinearen Formeln 
des § 27. 

Transformiert man die Fouriersche Differentialgleichung 
01.' -:cit = a2 L1 1.' 

in Polarkoordinaten, und ftihrt, wie in § 31, die Grenzbedingung 

du 
dN +Hu=O 

ein, so sieht man leicht, daD die Eigenfunktionen 
Jm (f! r) cos m (), Jm (f! r) sin m(} 

sind, wobei Jm die Besselsche Funktion mter Ordnung, m eine 
nicht negative ganze Zahl bedeutet und die Konstante f! durch 
die Gleichung 

definiert ist. Der Fall H = 00 bedeutet nattirlich 
Jmf! = o. 

Die zugehorigen Eigenwerte sind die 002-Werte f!2, so daJl man 
sich auf die positiven Wurzeln beschranken kann. Um die Eigen­
funktionen zu normieren, braucht man die tiber die Kreisfliiche 
erstreckten Integrale 

. Pm .. = f dsJm(f!r)2cos2mfJ 

Pm" = f ds Jm(f!r)2 sin2 m(}; 

da d s = r d r d (), so findet man leicht 
1 

po .. = 2n f aJo(f!o"a)2da, 
o 

1 

Pm .. = Pm .. = n f aJm(Qm"rx.)2drx., (m> 0). 
o 

Die bilineare Reihe unseres Problems hat daher folgende 
Form: 
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In diesem Ausdruck kann jede der Summationen nach n aus­

gefiihrt werden, indem man r und r1 durch V'X und V Xl ersetzt 
und die in § 26 eingefiihrten Greenschen Funktionen nach § 27 
in die bilineare Reihe entwickeltj man erhiilt, indem man unter 

s die kleinere der Gro.f3en .!.... und ~ versteht, bei der Annahme 
r1 r 

H>O 
n K(O, 1) 

(1) __ 1 __ ~1 rrl+~cOSm(()-OI)['m+m-H( )m] 
- 2H 4- og s .L.J 2m s m+H rr1 , 

m 

fiir den Fall H = 0 aber 

nK(O, 1) 

(2) = _~+r~ +r2 -~l rr1 +~cosm(O-()l)[ m+( )mJ 
8 4 4- og s .L.J 2 m s r f1 • 

m 

Die hier erscheinenden Reihen summiert man mittels der 
Formeln 

1, <Xl am COS m fJ 
log V 1 - 2 a cos fJ + a2 = - 2: m ' 

m 

aefJ i 

~ (xm cos mfJ _ In ( -H -8Bif W H - 1 dW) 
.L.J m + H - ilte OG e 1 _ W ' 

m 0 

und findet bei positiven Werten von H 

KeO 1) = _1_ + _1_ 10 1/--::-1--~2::--r-r-1-co-S-:(:-;:-()--~();:-1)~+-r-:-2r--;;-~ 
, 2nH 2n gr r~-2rrlcos(()-(jl)+r2 

(O-O,)i 

+ ! llie [(rrl ei(O-O,»)-B .r~;:dwW], 
o 

wobei das letzte Glied wegzulassen ist, wenn H = C1J gesetzt wird. In 
diesem Falle erhlilt man die in der Theorie des logarithmischen 
Potentials erscheinende Greensche Funktion der KreisHache in 
bekannter Form. In jedem Falle verifiziert man leicht die Glei-
chungen 

LloK(O, 1) = 0 
Lll K(O, 1) = O. 
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Wenn H = ° angenommen wird, ergibt sich ebenso 

- 2~log Vrt" - 2 rr1 cos (8 - 81)+ r2, 

und man erhalt die Differentialgleichungen 

1 
doK(O, 1) - - = 0, 

7r 

die, da 7r die Flache des Grundgebietes bedeutet, unter die in 
§ 32 besondershervorgehobene Form fallen. Daher ist - K(O, 1) 
die station are Temperatur, die von einer Quelle von der Ergiebig­
keit - 1 im Punkte 1 herrlihrt, wenn gleichzeitig auf dem Grund­
gebiet fUr jede Flachen- und Zeiteinheit eine konstante Warme­
menge, etwa als Joulesche Warme eines galvanischen Stroms, er­
zeugt wird. 

Die in den Formeln (1) und (2) auftretenden Reihen kon­
vergieren librigens gleichma13ig in jedem Gebiet der Variablen, 
flir das der Abstand der Punkte ° und 1 liber einer fest en Grenze 
bleibt; denn die Reihen 

~ amcosm{3 
.L.. m ' 

Mnnen als reelle Teile analytischer Funktionen aufgefa13t werden, 
die regular sind, solange a von 1 oder {3 von Null verschieden 
ist und a den Wert 1 nicht liberschreitet. Hieraus folgt auch, 
da13 in solchen Gebieten die Reihen gliedweise differenziert werden 
konnen. Da ferner auch die in § 26 aufgestellten bilinearen Ent­
wickelungen jedenfalls in einem Gebiet, in dem r und r1 nicht 
beide unendlich klein werden konnen, gleichma13ig konvergieren 
und gliedweise differenziert werden konnen, so konvergiert die 
bilineare Reihe 

2: fJJmn ° . fJJmn 1 
Amn 

m, n 

in der Tat gleiehma13ig in einem Gebiet, in dem der Abstand der 
Punkte ° und 1 liber einer festen Grenze bleibt, und kann in 
dies em Gebiet gliedweise differenziert werden. 
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§ 37. 

Die Greensche Funktion auf der KugelfIache. 

Schreibt man die Fouriersche Differentialgleichung del' Warme­
bewegung im Raume 

o U (02U 02U 02U) 
ot = a2 OX2 + oy2 + 0.z2 

in raumlichen Polarkoordinaten, die mit den rechtwinkeligen 
x, y, z durch die Gleichungen 

x = r cosO, 
y = r sin (j cos ro, 
z = r sin 0 sin ro 

verbunden sind, so ergibt sich bekanntlich die Gleichung 

OU = a2 f~(r2 au) + _1_ ~ (sin (J au) + _1_ 02U}. ° t r2 lor 0 r sin U (; 0 00 sin 2 0 0 ro 2 

Nehmen wir an, U sei von r unabhangig, so erhalten wir eine 
Temperaturverteilung, bei del' keine Warme in radialer Richtung 
nach dem Koordinatenanfangspunkte hin odeI' von ihm wegfliel3t; 
innerhalb einer unendlich diinnen Kugelschicht mit dem Zentrum 
r = 0 bewegt sich die Warme also gerade so, wie wenn die 
Schicht von innen und aul3en adiatherman bedeckt ware. Die 
Temperatur in einer solchen Schicht odeI' auf einer isoliert ge­
dachten Kugeloberflache vom Radius 1 und dem Mittelpunkte 
r = 0 erfiillt also die Differentialgleichung 

~~ = a2{si~O aOO (sin(j~;) + Si~2(j ~::2}' 
deren rechte Seite wir auch durch a2.du bezeichnen wollen. 

Nach del' klassischen Methode setzt man 

oT oT 0<P 
u= T.<P, oro = oU =ar; =0 

und findet, indem l eine unbekannte Konstante bedeutet, 

T = e- a2 .lf, 

1 ° (. 0 tP) 1 02tP 
(I) .dq,+lq, = 0, sinO 00 Sll1{JiiiJ +sin2 fj oro2 + l q,=0. 

Dabei ist A so zu bestimmen, dal3 tP eine auf del' Kugelflache 
iiberall endliche, stetig und eindeutig bestimmte Funktion des 
Ortes wird. 
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Aus dieser Forderung ergibt sich zunachst 
2'" 

J' 02 rp 
oco2 dco = OJ 

o 

integriert man also die Gleichung (1) nach co und setzt 
2", 

~=Jrpdco, 
o 

so findet man die Gleichung 

1 d (. 0 d ~) + 1 ~If - 0 
sin {j dfJ sm d (j /I. - , 
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und diese muE eine fur (j = 0 und 0 = n endliche Losung be­
sitzen. Das ist aber genau wieder das Randwertproblem des § 28, 
und man findet sofort 

J.. = n(n + 1), 
wobei n wie immer eine positive ganze Zahl bedeutet. AuEerdem 
kann offen bar noch J.. = 0 und die zugehorige Funktion «P einer 
beliebigen Konstanten gleichgesetzt werden. 

Urn nun zu einer lntegralgleichung uberzugehen, bemerken 
wir zunachst, daE fUr den jetzt durch A f bezeichneten Ausdruck 
die Greensche Gleichung 

(2) J (f A 9 - gLlf)ds = J (f dd~ - 9 :~) dl 

gilt, wenn links uber das lnnere einer geschlossenen, sich selbst 
nicht schneidenden spharischen Kurve <I, rechts uber diese Kurve 
selbst integriert und durch N die auEere Normale bezeichnet 
wird. In del' Tat ist ja der Ausdruck Ll f nichts anderes, als del' 
gewohnlich so bezeichnete Differentialparameter 

02f o2f o2f 
L1 f = 0 X2 + 0 y2 + 0 Z2 ' 

in dem nul' r = 1 gesetzt und ausgedruckt wird, daE f von del' 
Polarkoordinate r unabhangig ist. Man kann daher die Greensche 
Gleichung fUr einen beliebigen Raum in del' Form 

(3) J (fAg - gLlf)d7: = J (f tJ.r - g :~ ) do 

ansetzen, indem man durch d 7: und d s Raum- und Oberflachen­
element bezeichnet. Nimmt man das lntegrationsgebiet begrenzt 
von zwei Kugeln t· = const., von deren Radien del' eine kleiner, 
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der andere grol3er als Eins ist, und einer Kegelflache mit der 
Spitze r = 0, die durch die Kurve C£ geht, so folgt die Glei­
chung (2) unmittelbar aus der Greenschen Formel (3), indem man 
die Integrationen langs der Radien ausfiihrt. 

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir den gesuchten Kern 
bestimmen, und zwar erkHiren wir ihn nach § 32 als die station are 
Temperatur, die durch eine Warmequelle und eine in jedem Ele­
ment des Grundgebietes auftretende, fur die Flachen und Zeit­
einheit konstante Warmemenge hervorgerufen wird. Wir suchen 
dann noeh zu erreichen, dal3 der Durchschnittswert diesel' Tem­
peratur im Grundgebiet verschwindet. Liegt die Quelle speziell 
im Punkte 0 = 0, so finden wir die gesuchte Temperatur bis 
auf einen konstanten Faktor in del' Grol3e K (x,~) des § 28 fur 
den Fall ~ = 1, also, wenn b und c Konstante bedeuten, in dem 
Ausdruck 

b log (1 - cos 0) + c. 

Hierdurch wird man veranlal3t, wenn die Warmequelle im Punkte 1 
liegt und yoder genauer YO! del' Winkelabstand 01 ist, den Ansatz 

K(O, 1) = blog(l- cosy) + c = 2blogsin ~ + c + blog2 

zu machen; dabei ist 

cos y = cos (j cos 01 + sin 0 sin 01 cos (£P - £PI)' 

Setzt man speziell 
1 1 

b = - 4:n:' C = - 4:n: (1-10g2), 

so folgt aus emer der Gleichungen (4) des § 28 

J K(O, l)dso = 0. 

Ferner kann auf einem klein en , um den Punkt 1 beschrie­
benen Kreise st' im wesentliehen gesetzt werden 

1 
K(O, 1) = - 2:n:1og y, 

und wenn man diesen Kreis als Grenze des aul3er ihm liegenden 
Restes der Kugelflache ansieht und die aul3ere N ormale dieses 
Gebietes N nennt, 

dK(O, I) 1 
dN 2:n:1" 

Versteht man daher unter (];I eine beliebige, in der Umgebung 
der Stelle 1 mit ihren Ableitungen stetige Funktion des Ortes, 
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und integriert tiber den Kreis ~, so ergibt sich 

f {IP d~~ 1) - K(O, 1) ~~} dt rv 2 ~Y' 2 ~y.1P 1. 
.It 

Die Greensche Formel, augewandt auf das bezeichnete Rest­
gebiet, ergibt also, wenn m'1n ~ unendlich abnehmen Hi.!3t, in der 
Grenze 
(4) J (IPA K - KAIP) ds = IP 1. 

J etzt werde fiir IP eine Losung der Gleichung (1), d. h. der 
Gleichung 

AIP+llP=O 
genommen. Aus dieser ergibt sich mittels der Greenschen Formel, 
angewandt auf IP und 1 und das mehrfach benutzte Restgebiet 
als Integrationsgebiet, da das Linienintegral verschwindet, 

J AlP d s = 0, l J IP d s = 0, 

also, da l von Null verschieden genommen und die fiir l = 0 
erhaltene Losung beiseite gelassen wird, 

J IPds = O. 

Anderseits findet man leicht 
1 

AK(O, 1) ~ 4~ = OJ 

also folgt aus der Gleichung (4) die Integralgleichung 

(5) IPI = l J K(O, 1)1P0.ds, l = n(n + 1). 

Die Diskussion derselben wird wesentlich dadurch erleichtert, 
daf3 nach der oben fiir K(0,1) gegebenen Formel und nach der 
Gleichung (2) des § 29 gesetzt werden kann 

1 1,00 (n + ~) 
(6) K(O, 1) = 2112: n(n +\) p .. (COSY01), 

n 
wobei die Gleichung 

cos rOl = cos 0 cos 01 + sin (j sin OI cos (!p - !PI) 
gilt. Denkt man nun fiir einen Augenblick den Punkt 0 = 0 
in die Stelle 1 gelegt, so geht die Gro.!3e P n (cos YOI) in P" (cos 0) 
tiber, ist also Losung der Legendreschen Gleichung, die als spe­
zieller Fall der Gleichung 

AlP + n(n + 1)1P = 0 
aufgefaf3t werden kann. Diese ist abel' vom Koordinatensystem 
unabhangigj mithin ist P n (cos YOl) eine ihrer Losungen auch bei 
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beliebiger Lage des Koordinatensystems. Daraus folgt nach dem, 
was soeben gezeigt ist, daD Pn (cos Y01) auch eine Losung der 
Integralgleichung (5) ist, die zu dem Eigenwert n(n + 1) gehort; 
diese GroDe ist also orthogonal zu jeder von der Stelle ° ab­
hangenden Eigenfunktion Ym , die zu einem von n(n + 1) ver­
schiedenen Eigenwert m (m + 1) gehort. 

Multipliziert man nun die Gleichung (6) mit Y m, so ist ihre 
rechte Seite gliedweise tiber das Grundgebiet integrierbar. Denn 
legt man wieder fur den Augenblick den Punkt (j = ° in die 
Stelle 1, so kann man zunachst nach co gliedweise integrieren, 
da diese GroDe in der Reihe (6) gar nicht vorkommt. Dann 
aber kann man aus den Entwickelungssatzen des § 28 die Formel 

+1 100 +1 

r ' n+f. J F 1 =. K (1, rx) f rx • d rx = ~ n (n + \ ) Pn rx • f rx . d rx 
-1 -1 

entnehmen. Daraus folgt, daD die Reihe (6), mit sin (j d(j und 
einer belie big en stetigen Funktion von (j multipliziert, nach () glied­
weise integriert werden kann, womit das Behauptete bewiesen ist. 

Die einzelnen Glieder der rechten Seite der Gleichung (6) 
sind aber zu Y m orthogonal, mit Ausnahme des zu n = m ge­
horigen; somit fallen rechts alle Glieder weg mit einer Ausnahme 
und man erhalt 

(7) 

Y 1 f ( '+ 1) = Ym K(O, l)ds 
111 In 

- 1 (m + t) f 
- 2:n: m(m + 1) YmP",(cosYOl)ds. 

Ware tibrigens der Eigenwert, zu dem Y m gehort, tiberhaupt nicht 
in der Form n (n + 1) enthalten, so erhielte man rechts tiberall 0, 
also die Gleichung 

f K(O, 1) Ymds = 0, 

so daD Y m keine Eigenfunktion des Kerns im Sinne der stets 
geltenden Definition ware. Damit ist gezeigt, daD die Zahlen 
n (n + 1) die einzigen Eigenwerte der Integralgleichung (5) sind. 

Die Gleichung (7) aber zeigt, daD die zu einem bestimmten 
Eigenwert gehorigen Eigenfunktionen der Gleichung (5) Losungen 
einer besonderen Integralgleichung sind und als solche alle zu 
demselben Eigenwert gehoren. Der Kern dieser Gleichung la13t 
sich nach einer elemeutaren Formel aus der Theorie der Legendre-
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schen Polynome, dem sogenannten Additionstheorem der Kugel­
funktionen, in folgender Form darsteUen: 

Pm (COS 1'01) = PmX.PmX1 
~ (m - 11)1, • • + 2 ~ (m + 11)1 Pmx.PmX1.COSll(cp - CPl)' 

dabei ist gesetzt 

P• (1 2)i d' Pmx .• (J d' Pmx mX= -x ~=sm ~. 

Setzt man diesen Wert von Pm (cos 1'01) in die spezieUe Inte­
gralgleichung (7), so sieht man, dan Ym , d. h. die allgemeinste 
zum Eigenwert m (m + 1) gehOrende Eigenfunktion der Glei­
chung (5), als lineares Aggregat der 2 m + 1 Grofien 

(8) Pm X, P;;'x.sinllcp, P;;'X.COSllIP, 11 = 1,2, ... m 

dargestellt werden kann. Diese sind samtlich spezieUe GroBen Y m; 
in der Gleichung 

411 = m(m + l)ftPO.KCO,l)ds 

gehOren also zum Eigenwert m (m+ 1) genau 2 m + 1 linear 
unabhangige Eigenfunktiouen, eben die GroBen (8), die nur noch 
nicht normiert sind. 

Man erbiilt die normierten Ftmktionen mittels der auf ele­
mentarem Wege aus der Legendreschen Differentialgleichung 
folgenden Gleichungen 

+1 

Jp"CX)2 dX = 2 Cn+lI)1 
n 2n+l(n-1I)! 

-1 

und der bekannten Formeln 
2n 2n 

S cos2 VIP d cP = S sin2 11 IP d cP = 'Jr. 

o 0 

Man sieht aus diesen Formeln, daB man setzen kann 

(2n + 1) Pn (COSYOI) _ ~ 0 1 
4% - ~ CP .. , ·cpn, , , 

wenn IPno, IPnI' ... IPn,2n die zum Eigenwerte n(n + 1) gehOrigen 
normierten Eigenfunktionen sind. Dividieren wir beiderseits durch 
An = n(n + 1) und summiereri tiber die Werte n = 1, 2, ... , so 
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erhalten wir die bilineare Formel der Gleichung (6) zufolge in 
folgender Gestalt: 

1 1,00 O,2n ° 1 - 4n [log(l - COSY01) + I-log 2] = ~ ~ ~n(n ;'n;) . 
n • 

§ 38. 

Warmeleitung in der Vollkugel. 

Bei der dreidimensionalen Warmebewegung in einer Vollkugel 
gilt die Randbedingung 

du 
dN + hu = 0, 

wobei N die auI3ere Normale, heine positive Konstante bedeutet. 
Die Fouriersche Differentialgleichung transformiert sich dann in 
die schon in § 37 gebranchte Form 

OU 
- = a2 Llu 'Ot 

a2 { 0 (OU) 1 0 (. 0 U) 1 02U} 
=r2 or r2 ~ + sinO o{) smO o(} + sin2 {) ow2 ' 

wobei r, 0, w wie am angeflihrten Orte die spharischen Polar­
koordinaten bedeuten. Setzen wir 

oV 
N=O, 

so ergibt sich flir V die Gleichung 
LlV+;'V=O 

und die Randbedingung 

Substituieren wir ferner 

dV + hV= 0. 
dr 

x = cos 0, V = R!!' @ , 

wobei jeder Faktor eine Funktion der durch den entsprechenden 
kleinen Buchstaben bezeichneten Variablen allein ist, so erhalt 
man die Gleichungen 

d2 R + ! d R + (;, _ m (m + 1) R = 0 
dr2 r dr r2 ' 
d2 @ d@ ( n 2 ) 

(1 - X2) d X2 - 2 x d x + m (m + 1) - 1 _ x 2 @ = 0, 

d2!!, -- + n2!!, = 0 
dw 2 ' 
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wobei durch m und n Konstante bezeichnet sind. Fur diese aber 
ergibt sich leicht, dail sie eine ganze Zahl sein mussen, die dann 
offenbar positiv genommen werden konnen. FUr n folgt dies 
daraus, daB .Q notwendig nach dem Argument w die Periode 2 % 

haben muB, fUr m daraus, daJ3 die zweite Gleichung, da sie durch 
die Substitution 

n dn 
® = (1 - X2)2 -.J... 

dx" 

aus der Legendreschen abgeleitet werden kann, nur dann ein an 
den Stellen x = + 1 endliches Integral besitzt, wenn n eine ganze 
Zahl ist. Dieses Integral ist dann 

Da nun auch R an der Stelle r = 0 endlich sein muB, 
lehrt die fUr diese GroBe erhaltene Differentialgleichung, daB man 
bis auf einen konstanten Faktor 

R = r- 1/·Jm + '12 (Qr) 

setzen kann, die Eigenwerte Q2 oder A werden durch die Gleichung 

dR Ir=1 dr + hR = 0, QJ;"P.(Q) + (h - ~)Jm +-1J.(Q) = 0 

bestimmt, die positiven Wurzeln dieser Gleichung mogen durch 
A.m+'I., " Am +,/2 , 2, .,. bezeichnet sein. Die Wurzel A = 0 fUhrt 
zu einer identisch verschwindenden Funktion R. 

Die Eigenfunktionen sind also, wenn Q2 = Am + V.,n gesetzt wird, 

P:;' x. r- 112 J,,, + '1. (Q r) cos /'" w, P';;, X .r-1/. Jm +% (Q r) sin /'" W; 

dabei sind fur /'" die W erte 0, 1, ... 2 m zu nehmen, so daB im 
ganzen 2 m + 1 Eigenfunktionen zu einem Eigenwert gehoren. 

Um sie zu normieren, hat man ihr Quadrat mit -r2 drdxdw 
zu multiplizieren, uber den Raum der Kugel zu integrieren und 
durch die Quadratwurzel des erhaltenen Integrals zu dividieren. 
Das auszurechnende Integral ist also 

2Jt 1 +1 

A,u = S dw S rdr S dX[P;:'X.Jm +I/2 (Qr) COS/",W]2, 
o 0 -1 

oder derselbe Ausdruck, in dem cos durch sin ersetzt ist. Be­
rucksichtigen wir die in § 37 gebrauchte Formel 
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+1 

fdX[pU X]2 _ (m + !l)! 2 
m - (m _ ~)! 2 m + 1 ' 

-1 

und setzen WIT 

80 erhalten wir 

I 

J rJmt '/2(Qr)2dr = Nm +'i2,n, 
o 

_ (m + ~)! n 
Au - ( )1 -+ I Nm+"., .. (t-t>0), 

In -t-t. 1112 

2n 
Ao = In + i N m +l!2,n" 

§ 38. 

Dasselbe ergibt sich, wenn sin !l (jJ durch cos U (jJ ersetzt wird. 
Auf Grund dieses Resultats konnen wir die bilineare Reihe 

bilden, deren Glieder vom Typus 

:s fIlO~fIll 
sind, wobei im Zahler iiber aIle zum Eigenwert Jl gehorigen nor­
mierten Eigenfuuktionen summiert wi rd. Man erhalt so den 
Ausdruck 

(rr1)-'/2Jm + '/2 (Q r) J m + 'I. (Q r1) . qJ 
2nQ2Nm + 1J2 ,n --

wobei fIl durch die Gleichung 

fIl = Pm X ' Pm xl·(m + H 
+ ~ (m - !l)! ( + I)P'U p,u ( ) 2 L..J (m + t-t)! m 2 m X • m Xl • cos t-t fIl - <PI 

f' = (m + i) Pm (cos YOl) 

und YOI durch die Gleichung 
,---

cos 1'01 = XXI +V1 - x2V1 - xfcos(fIl - fill) 

definiert ist. Die bilineare Reihe geht hiermit in folgende Ge­
stalt ii bel' : 

~ ~ ~ (rrl )-'/2(m + ~)Pm(COSI'01)Jm+'/2(Qr)Jm+'I2(Qrl). 
2 n m n Jlm+ '/.,nNm + '/.,n 

Nach den Formeln in § 27 ist nun die Summation iiber n 
so fort durchzufiihrell. Man erhalt unter der Voraussetzung 

h - i > 0, r < r1 

die Gleichung 
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l' l' 
1st l' > 1'1' SO ist - durch 2- zu ersetzen. Hiernach wird fiir den 

1'1 l' 

Fall l' < 1'1 die bilineare Reihe folgenden Wert erhalten: 

_ 1 0,,,,[ rm m 2 m + 1 m} 
K(O, 1) - 4n2: \ rm +1 - (1'1'1) + m + h (1'1'1) Pm(COSYOl)' 

m 1 

Diese Reihe summiert sich mit Hilfe del' bekannten Formeln 
0, '" 

1 = 2: Pmx.exm , 
VI - 2 exx + ex 2 m 

0,00 

1 - (,(2 "" (2 + P +2 
( 11 )3 = ~ m 1) mx.exm , 
r 1 - 2 exx + ex 2 m 

" 0 

J (1- ex 2)exh - 1 dex - h i (2m+ l)exm p 
(y 1 _ 2 ex x + ex2)3 - ex m m + h m X. 

o 

Speziell erhalt man fiir den Fall h = 00, also fiir die Rand­
bedingung 

die Gleichung 
K(O,I) 

1 [1 1 ] 
. 4n Yr2 - 2rr1 COSY01 + rf - VI - 21'1'1 COSYOI + 1'21'12 • 

Diesel' Ausdruck ist die in del' Elektrostatik auftretende gewohn­
Hche Greensche Funktion des Vollkugelraumes. 1m Falle eines 
endlichen positiven Wertes von h erscheint noch das Glied 

§ 39. 

Entwickelung der quellenmiiJ3igen Funktionen 
nach Eigenfunktionen. 

Urn bei den in diesem Abschnitt eingefiihrten Integral­
gleichungen die den friiher erhaltenen analogen Satze iiber die 
Darstellung willkiirlicher Funktionen und die bilineare Formel 

K n e. e r, Integralgleichungen. 11 
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abzuleiten, beginnen wir mit der Bemerkung, daB III den bisher 
betrachteten Fallen das Integral 

JK(O,1)2 d s 

existiert und auf dem Grundgebiet eine stetige Funktion der 
Stelle 1 ist. Zunachst namlich sieht man leicht ein, daB die 
Integrale 

flog ~ ds, 
r OI 

f (lOg r~J2 ds 

dem absoluten Werte nach unter endlichen von der ::3telle 1 un­
abhangigen Grenzen liegen. Erstreckt man sie nur tiber die 
Flache eines Kreises rIO = a und ftihrt in dessen Innern r OI und 
einen Winkel m als Polarkoordinaten mit der Stelle 1 als Zentrum 
ein, so hat man 

ds=rOIdrOIdm 

zu setzen und zu berticksichtigen, daB die Integrale 
x 

J x log x dx, 
o 

x 

J x(10gx)2dx, 
o 

in denen x < a ist, unter einer mit a unendlich abnehmenden 
Schranke liegen. Da nun 

K(O, 1) = -21 log ~ + M(O, 1) 
7t r OI 

gesetzt werden kann, wobei M(O, 1) als Funktion der Stelle 0 im 
Grundgebiet ausnahmslos stetig ist, so ist durch die obigen Be­
merkungen die ausgesprochene Behauptung be wiesen. 

Ebenso ist auch in einem dreidimensionalen Grundgebiet das 
Integral 

wenn K(O, 1) wieder eine Greensche Funktion ist, eine stetige 
Funktion der Stelle 1, was leicht daraus folgt, daB man 

dT = rlOdrIOd6 

setzen kann, wenn d 6 das Element einer Kugelflache vom Radius 
Eins ist. 

Wir halten im folgenden die Bezeichnungen des ebenen Grund­
gebietes fest; die Untersuchung ist aber allgemeinen Charakters 
und setzt zunachst nur voraus, daB das Integral 

J K(O, 1)2ds 
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in dem Sinne, wie es soeben fiir die Greenschen Funktionen nach­
gewiesen ist, endlich sei. A fortiori gelten die abzuleitenden 
Resultate fiir stetige und stiickweise stetige Kerne. 

Das wichtigste Werkzeug der Untersuchung ist die Schwarz­
sche Ungleichung, die folgendes aussagt. Die Integrale 

(I) J v2 ds, J vwds, J w2 dsJ 

selen endlich und bestimmt. Dann gilt die Ungleichung 

[J vw dsr < J v2 ds. J w2 dsj 

denn sind p und q reeIle Konstante, so ist die quadratische Form 

p2 J ,v2 d s + 2 P q J v w d s + q2 J w2 d s = J (P v + q W)2 d s 

niernals negativ, woraus jene Ungleichung unmittelbar folgt. 
J etzt sei cpn ein System von normierten zu einander ortho­

gonalen Eigenfunktionen des Kerns K (0, 1) j dabei werde all-
gernein 

ferner 
an = JtO.CPnO.ds, 

v = K(O, 1), 

gesetzt und unter v irgend eine endliche Menge von Werten n 
verstanden. Dann existiert das Integral 

J v2ds = J K(O, 1)2ds 

und ist eine stetige Funktion der Stelle 1. 
Ebenso hat das Integral 

J vwds = ~ ay J K(O, 1)cp.Ods = ~ ayr·1 

einen endlichen Wert und dasselbe gilt offenbar von 

J w2 ds, 

sobald nul' die Koeffizienten a. endlich sind. Dazu reicht es 
hin, daD die Funktion to ~m Grundgebiet stiickweise stetig istj 
nichts hindert abel' auch 
(2) to = K(O, 2) 
zu setzen, da dann die Gleichung 

11* 
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folgen wiirde. Auah ware dann die Gro13e 

endlich. 
S (fO)2ds 

Man kann daher die Schwarzsche Ungleichung anwenden und 
erhalt aus ihr die Beziehung 

U K(O, 1) ~av'PvO.dSr < IK (0,1)2 ds .I (~av'PvO)2ds, 
oder, da die Eigenfunktionen 'P. orthogonal und normiert sind, 
und hieraus die Gleichung 

folgt, 

(3) [fdsK(O, 1) ~av'Pvor::;;: ~ a~ I K(O, 1)2ds, 
v v 

(4) (~avrvlY < ~av2 J K(O, 1)2ds. 

Anderseits gilt offenbal' die Beziehung 

J (to - ~ av'P'oY ds > 0, 

aus del' wiederum auf Grund del' soebeu benutzten Eigenschaften 
del' Funktionen 'P. folgt 

I(tO)2dS > ~a;j 
daraus ergibt sich, da13 die unendliche Reihe 

konvergiert, und zwar auch bei der Annahme (2), und die Un­
gleichungen (3) und (4) ergeben 

II ds K(O, 1) ~ a''Pvol::;;; I (fO)2ds I K(O, 1)2ds, 
v 

(5) 
I~avrv 11::;;: YI (fO)2ds I K(O, 1)2ds. 

Man kann dies Resultat auch in folgender Weise aussprechen. 
Greift man aus einer del' beiden nul' scheinbar verschiedenen un­
endlichen Reihen 
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(6) ~ an f K(O, 1)'11 .. 0 .ds, 
n 

eine beliebige endJiche Anzahl von Gliedern hemus, so liegt die 
Summe dieser Glieder dem absoluten Betrage Darb unter einer 
festen Schranke, die von der Wabl del' herausgegriffenen Glieder 
unabhangig ist. 

Aus dem erhaltenen Resultat folgt zunachst, da.13 die Reihen 
(6) absolut konvel'gieren. Denn man halte die Stelle 1 fest und 
betrachte die' Glieder, die dann positiv ausfallen. Da die Summe 
beJiebig ;vieler von ihnen unter einer festen Schl'anke liegt, so 
bilden sie in ihrer Gesamtheit eine konvergente Reibe. Dasselbe 
gilt aber offenbar von (den negativen Gliedern, mithin auch von 
deren absoluten Betriigen; dam it sind die Reihen (6)~ als absolut 
konvergent e1 wiesen. Flir ihren WeIt el'gibt die Ungleichung (5), 
angewandt auf die Gesamtheit del' positiven und die GeEamtbeit 
der negativen Glieder die Beziehung 

(7) l~an~n11 <2VJ(fO)2dsJK(0,1)2ds. 

Ferner konvergieren die Reihen (6) aber aucb[ gleicbmii.l3ig. 
Denn in den Ungleichungen (3) und (4) kann die Summe 

da die Reihe 

n 
konvergiert, dadurch beliebig klein gemacht werden, da.13 die 
Zeiger v liber einer gewissen Grenze Vo gehalten iwerden; dann 
liegt die Summe belie big vieler positiveI' Glieder der Reihen (6), 
deren Zeiger tiber Vo bleiben, ebenfalls dem (absoluten Betrage 
nach unter einer beliebig klein en, von del' Stelle 1 unabhangigen 
Schranke, eben so !die Summe beliebig vieleI' negativer Glieder; 
damit ist die aufgestellte Behauptung in dem Sinne erwiesen, da.B 
die absoluten Werte der Glieder der Reihen (6) eine gleichmafiig 
konvergente Reihe bilden. 

Bei der Annahme (2) findet man, wie schon bemel'kt, 

'Pv 2 
a. = Tv' 
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und die betreffs der Reihen (6) erhaltenen Resultate zeigen, daB 
unter den geltenden V oraussetzungen die Reihe 

gleichma,l3ig konvergiert, also im besonderen fiir ane in § 31 
definierten Kerne. Ein noch spezielleres Resultat ist offen bar, 
daB diese Reihe bei stetigen Kernen stets 1m Grund­
gebiet gleichmaBig konvergiert. 

Nimmt man ferner an, die Gleichung 

K(O, 1) = :S 'PnO; 'Pn 1 
n " 

sei, wie wir es fiir eine Anzahl wichtiger EinzeWille getan haben, 
bewiesen, und ihre rechte Seite konvergiere absolut und gleich­
maBig, wenn die Stelle 1 festgehalten wird und del' Abstand 1'10 

iiber einer positiven Konstanten a bleibt, so findet man zunachst 

f 1,00 1 f 
(8) K(O, I)fO.ds = ~ 'P;" fO''Pn O.ds. 

rlO>a rlO>a 

Ersetzt man sodann fO auBerhalb des Kreises rIO = a durch 
Null, so erhalt man wiederum eine im Grundgebiet stiickweise 
stetige Funktion; die Reihe 

1,00 1 f 2.: 'PJ..n f ° . 'Pn ° . d s 
n n rlO<a 

(9) 

kann daher als spezieller Fall der Reihen (6) angesehen werden 
und ist absolut konvergent, und die Beziehung (7) ergibt 

I~ 'PAnnI J fO. 'Pn O. dsi < 2 Y J (fO)2ds J K(O, I)2ds. 
rlo<a rlO<a 

Die rechte Seite dieser Ungleichung wird mit a unendlich 
klein; man kann daher aus der Gleichung (8), indem man rechts 
die Reihe (9) hinzufiigt, folgern 

J 1,00 1 J 
K(O, I)fO.ds = ~ ~: fO.'P"O.ds + E, 

rlO>a 

(10) 

wobei 
lim E = 0, 
a=O 
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und das unbestimmte Integralzeichen sich, wie stets, auf das Grund­
gebiet bezieht. Da nun aber auch die Gleichung 

~~f K(O, 1)fO. ds = f K(O, 1)fO. d s 
rlO>a 

gilt, so ergibt die GleichuDg (10) 

f 1,0:> 1 J 
K(O, l)fO.ds = ~qJ;n fO.qJ.,O.ds. 

Damit ist gezeigt, daB unter den jetzt geltenden Voraus­
setzuDgen, also z. B. fiir die in den §§ 33 bis 38 behandelten Falle 
jede quellenmaIEge Funktion nach den Eigenfunktionen 
zu entwickeln ist. Nach § 32 gilt dies also auch von jeder 
Funktion, die im Gruudgebiet mit ihren ersten Ableitungen 
stetig ist, die Randbedingungen der betreffeuden Greenschen 
Funktion erfiillt, uud stiickweise stetige Ableitungen zweiter 
und dritter Ordnung besitzt. 

§ 40. 

Hilfssatze iiber Vertauschung von Integrationen. 

Urn die erhaltenen Resultate auf Grundgebiete von beliebiger 
Gestalt zu iibertragen, werden wir hauptsachlich davou Gebrauch 
machen, daB aus der Integralgleichung 

qJ1 = A j K(O, 1)qJO.ds, 

indern man mit K(l, 2) multipliziert, die Gleichuug 

J qJ2 J" K(1,2)qJ1.ds1 =T = A J K(l, 2)K(0, l)qJO.dsdsu 

folgt, die mit der Bezeichnung 

j K(O, l)K(l, 2)ds1 = K(O, 2) 

auch in der Form 

(1) qJ 2 = A2 j K2 (0, 2) qJ 0. d s 

geschrieben werden kanu; die GroBe K2 bezeichnen wir als den 
iterierten Kern. 

Hier ist aber die Reihenfolge zweier Iutegrationen vertauscht, 
wahrend der Integrand auf dem Iutegrationsgebiet unendlich wird; 
es ist also zu untersuchen, ob die durchgefiihrte Operation be-
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rechtigt ist. Urn dies einzusehen, gehen wir davon aus, daLl bei 
den in § 31 eingeflihrten Kernen die GroLle 

F(O, 1) = K(O, 1) K(I, 2). pO 

unendlich wird, wenn die Stell en ° und 1, die bei der Integration 
das Grundgebiet durchlaufen, zusammenfallen oder eine von ihnen 
in die Stelle 2 rlickt. Diese umgebe man mit einem belie big 
kleinen Kreis t2 ; scheidet man ihn aus dem Grundgebiet @ aus, 
so bleibe (£2 ubrig. Dies Gebiet teile man in Elemente, die nach 
Belieben durch L1 soder d s, bezeichnet werden und deren Aus­
dehnung in jeder Richtung unter einer fest en Grenze u bleibe, 
die belie big ,klein fixiert sei. In jedem Element L1 s werde ein 
Punkt 0, III jedem Element d s, ein Punkt 1 fixiert, und die 
Summen 

2:0 F(O, l)d s, 2:' F(O, 1)L1 s, 

liber aIle Stellen ° oder 1 erstreckt, fUr die die Beziehung 

(2) r01 > a 
gilt. Diese Summen gehen in der Grenze liber in die Integrale 

J F(O, l)ds, J F(O, l)dsll 
~21 ~2" 

in denen durch (£21 und (£20 der Rest des Gebietes @2 bezeichnet 
ist, der ubrig bleibt, wenn ein mit dem Radius a urn 1 oder ° 
beschriebener Kreis ausgeschieden wird; offen bar ist der Integrand 
jedes dieser Integrale im Integrationsgebiet endlich und stetig. 

Nun besteht die GleichungJ 

2:L1S,2:° F(O, l)L1s = SL1s 2:1F(0, l)dsu 
~2 ~2 ~2 (£. 

da beide Seiten die Summe aller Elemente F(O, l)dsds, dar­
stellen, in den en die Beziehung (2) gilt. LiWt man daher die 
Dimensionen del' Elemente L1 abnehmen, so ergibt sich 

(3) J dsd F(O, l)ds = f ds f F(O, l)dsl" 
~2 ~" ~. ~.., 

Hier konnen die inneren Integrationsgebiete durch @2 ersetzt 
werden. Sind inamlich @;o und @;n die um die Mittelpunkte ° 
und 1 mit dem Radius a beschriebenen Kreisflachen, so liegt 
die GroLle 

JF(O,l)ds 
<&:'21 
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unter einer von der speziellen Lage der Stelle 1 unabhangigen 
Grenze, die mit a unendlich abnimmt. Dies geht daraus hervor, 
dafi man 

1 
IF(O, 1)1 < A log-

rOl 

setzen kann, wobei A eine von 0 und 1 unabhangige positive 
Konstante bedeutet; das Integral 

[log ~ ds J rOl 
(£'21 

hat aber offenbar die bezeichnete Eigenschaft, da es leicht durch 
a ausgedriickt werden kann. Dasselbe gilt natiirlich auch von 
dem Integral 

fF(O,l) dSl" 

d,'tl.l 

Hieraus folgt, dafi auch die absoluten Werte der Grofien 

J ds! J F(O, 1) ds, J ds J F(O, 1) dSl 

(£2 (£121 I£. (£120 

mit a unendlich [abnehmen. Addiert man sie zu beiden Seiten 
der Gleichung (3), 80 ergibt sich 

(4) J dS l J F(O, 1) ds = J ds J F(O, 1) dSll 

(£2 (£. (£. (£. 

da beide Seiten dieser Gleichung sich Bur um eine mit a un­
endlich abnehmende Grofie unterscheiden. 

Da ferner die Grosse F (0, 1), wenn eine der Stellen 0 und 1 
in die Lage 2 riickt, wie 10gro2 oder logrl2 unendlich wird, so 
foIgt, dafi auch die Integrale 

J F(O, 1) ds, J F(O, 1) dSl 

12 I. 

mit dem Radius des Kreises t2 unendlich abnehmen. 
Die Integrale 

J F(O, 1) ds, J F(O, 1) dSl 

(£. (£. 

nahern sich daher den endlichen Grenzwerten 

J F(O, 1) ds, J F(O, l)ds ll 

(£ (£ 

wenn der Kreis f2 unendlich abnimmt. Von diesen Werten ist 
als Funktioll del' Stelle 1 del' erste, als Funktion del' Stelle 0 
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der zweite auf dem ganzen Gebiet ~ endlich und stetig, so da6 
auch die Integrale 

f dS l f F(O, 1) ds, J ds f F(O, 1) dS l 

f. (.J f. ~ 

mit dem Radius des Kreises t2 gegen die Grenze Null konver­
gieren. Man kann daher in der Gleichung (4) beiderseits das 
inn ere wie das au.l3ere Integrationsgebiet durch ~ ersetzen, und 
erhalt so die gewiinschte Gleichung 

f dSl J F(O, 1) ds .-:. f ds f F(O, 1) dsp 
(i (.J (i (.t 

Die Bedingungen, unter denen diese Gleichung gilt, konnen 
noch verallgemeinert werden. Zunachst ist die vorausgesetzte 
Produktform del' Gro.l3e F(O, 1) unwesentlichj es kommt nur 
darauf an, da./3 die Singularitaten die vorausgesetzten sind, wobei 
anstatt del' Stelle 2 auch eille endliche Anzahl von Stellen der­
selben Beschaffenheit zugelassen werden konnen. 

Die benutzten Eigenschaften der Funktion log ~ kommen 
r Ol 

ferner auch der Funktion ~ selbst zu, da auch das Integral 
r Ol 

fds 
J r Ol 

rOl<a 

unter eiuer mit a unendlich abnehmenden, von 1 unabhangigen 
Grenze liegt. Daraus folgt, daB z. B. auch, wenn 

F(O, 1) = G(O, 2) (]J(l, 3) 
gesetzt wird und die Faktoren rechts entweder wie log ~ oder 

r 02 

~ und wie log ~ oder ~ unendlich werden, die Integrations-
~2 ru ~3 

folge vertauscht werden kann. 
Wenn ferner das Grundgebiet ein raumliches ist und d s dem­

gemaB durch ein Raumelement dt ersetzt wird, so bleiben die 

durchgefiihrten Betrachtungen giiltig, wenn die GroBen log -.!.. und 
r 

111 
- durch - und -2 ersetzt werden j denn auch die Integrale r r r 

fdt fdt 
J r 01 ' J r~l 

rOl<a rOl<a 

Hegen unter Grenzen, die von 1 unabhangig sind und mit a un­
endlich abnehmen. 
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§ 41. 

Iterationen unstetiger Kerne. 

Auf Grund der erhaltenen Hilfssiitze konnen Wlr zuniichst 
die Gleichung (1) des § 40 

cpl = 12 J K2(0, 1) cpO.ds 

als vollig gerechtfertigt auch fUr die in § 31 eingefiihrten Kerne 
ansehen; sie zeigt, dan die Eigenfunktionen cp 0 auch als solche 
zu dem Kern K2 mit den Eigenwerten 12 gehoren; der Kern K2 
ist aber stetig. Eine weitere Folge der durchgefiihrten Ent­
wickelung ist, daB die in §§ 3 und 8 abgeleiteten Siitze iiber 
Integralgleichungen auf die in § 31 eingefUhrten Kerne iiber­
tragen werden konnen, da die dort vorkommenden Vertauschungen 
von Integrationen jetzt gerechtfertigt sind. Speziell kann man 
auch den Begriff des vollstiindigen Systems auf die bezeichneten 
Kerne iibertragen, und die am Ende des § 39 erhaltenen Entwicke­
lungen willkiirlicher Funktionen sind von der Fourierschen Art. 

1st ferner 1/1 0 eine Eigenfunktion des Kerns K2, so daB 

1/11 = I'J K2(0, 1)1/10.ds, 
wobei I' eine Konstante bedeutet, so ist von den Ausdriicken 

(1) 81 = 1/11 ± V~ J K(O, 1) 1/10.ds 
mindestens einer nicht identisch gleich Null; es sei dies z. B. 
der mit dem positiven Vorzeichen gebildete. Dann folgt die 
Gleichung 

J K(1,2) 81. dSl = JK(1,2)1/11.ds1 + V~HK(1,2)K(0,1) tjlO.dsds1 

= 82 ~ 1/12 + ~ f K2(0, 2) 1/10.ds 

02 
=-=; 

VI' 
die GroBe 8 gehOrt also als Eigenfunktion zum Kern K(O, 1), und 
da dieser nach § 31 nur reelle Eigenfunktionen und Eigenwerte 
besitzt, mun die GroBe I' positiv sein. 

Wenn nun einer der Ausdriicke (1) identisch verschwindet, 
so sieht man, daB tjI auch eine Eigenfunktion des Kerns K(O, 1) 
ist, die zu dem Eigenwert ± ~ gehOrt. 1st dies nicht der Fall, 
so erhiilt man 21/1 1 dargestellt als Summe zweier Eigenfunktionen 
des Kerns K (0,1), die zu den Eigenwerten + V~ und - V~ 
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gehoren. Ein vollstandiges normiertes Orthogonalsystem des Kerns. 
K (0, 1) enthalt also in den linearen Kombinationen der zu dem­
selben oder entgegengesetzten Eigenwerten gehorigen Eigenfunk­
tionen aHe Eigenfunktionen des Kerns K2, und kann daher auch 
als vollstandiges normiertes System dieses Kerns aufgefa13t werden, 
wobei nur die zu entgegengesetzten Eigenwerten gehorigen Eigen­
funktionen als demselben Eigenwert beziiglich des Kerns K2 zu­
gehorig zusammenzufassen sind. 

Damit ist gezeigt, da13 die zu dem Kern K2 gehorige bi­
lineare Reihe einfach die Reihe 

~«p0.'L~ 
...::::.. /l.2 

ist, in der liber die Eigenfunktionen eines vollstandigen Ortho­
gonalsystems des Kerns K summiert wird. Da nun diese Reihe 
nach § 39 gleichma13ig konvergiert, so ergibt die Argumentation 
des § 8 auf Grund des als be wiesen vorausgesetzten Existenz­
theorems des § 45 sofort 

(2) 

Diese an sich bemerkenswerte Gleichung wollen wir zu dem 
Nachweis benutzen, da13 eine im Grundgebiet stetige Funktion fO, 
wenn aHe Gleichungen 

S fO.«pnO.ds = 0 

gelten, auch die Identitat 

(3) SK(0,1)fO.ds =0 

erfiillt. In der Tat folgt aus dieser Annahme auf Grund del' 
Gleichung (2), da man rechts gliedweise integrieren darf, 

oder 
J K2(0, 1)fO.ds = 0 

S fO.ds S K(O, 2)K(2, 1)ds2 = 0 

oder, wenn man die Integrationen vertauscht, was nach § 40 er­
laubt ist, und 

(4) 
setzt, 

F2 = S fO.K(O, 2)ds 

J F2.K(2, 1)ds2 = O. 
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Multipliziert man mit (1 und integriert nochmals, so erhii.lt 
man die Gleichung 

S(l.dsdF2.K(2,1)ds2 = 0, 

in der wiederum nach § 40 die Integrationen vertauscht werden 
konnen i so ergibt sich 

f F2 .ds2S K(2, 1)(I.dsl = S (F2)2ds2 = 0, 

und hiermit ist die behauptete Identitii.t (3) in der Form 

F2 =0 
erwiesen. 

Weiter kann jetzt bewiesen werden, da13 jede quellenmii.13ig 
darstell bare Funktion nach den Eigenfunktionen qJ 0 auf 
die Fouriersche Weise entwickelt werden kann. Denn 
wird eine solche Funktion dllrch die Gleichllng (4) definiert, in 
der sogar aLlgemeiner als in § 32 unter (0 eine beliebige im 
Grundgebiet stetige Fllnktion verstanden werden kann, und ist 

n 

die Fouriersche Entwickelung der Funktion FO, so ist diese nach 
§ 3U im Grundgebiet gleichmii.13ig konvergent. Somit folgt, wenn mail 

setzt, 

1, '" 

0:0 = FO - 2: a"qJ" 0 
"I 

(5) f qJmO.O:O'.ds =J qJm O.FO.d8 - am = 0, 

woraus sich nach dem soeben erhaltenen Satze die Gleichung 

(6) f K(0,1)0:0.ds = 0 
ergibt. 

Die Gleichung (5) flihrt nun zu folgender Transformation: 

f (0: 0)2 d s = f 0: 0 . {J K (0, 1) (1 . d 81 - ~ a" qJ" 0 } d s 

" 
= f dso:o·f K(O, 1)(l.dsl il 

vertauscht man auch hier nach § 40 die Integrationen, so findet 
man auf Grund der Gleichung (6) 

f (0:0)2ds = f dSl .f1j K(O, 1)0: 0 .ds = 0, FO= ~ a"qJ"O, 
" 
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womit das Behauptete erwiesen ist. Die erhaltene Reihe konver­
giert nach § 39 im Grundgebiet gleichma13ig und absolut; aus 
diesen Resultaten kann nach § 13 die Schmidtsche Formel zur 
Auflosung der nicht homogenen Integralgleichung abgeleitet 
werden, da die dort angewandten Schliisse nicht erfordern, da~ 
der Kern endlich sei. 

Die bisherigen Entwickelungen dieses Paragraph en bleiben 
offenbar giiltig, wenn man d s und log (l/r1o) durch dT: und l/rlo, 
das ebene Grundgebiet durch ein raumliches ersetzt; gelten doch 
die Satze des § 40 iiber die Vertauschung der Integrationen fiir beide 
Falle gleichmaI3ig. Aber mehr noch: von den Eigenschaften der 
Greenschen Funktionen sind in diesem Paragraphen nur die Sin­
gularitaten benutzt; die erhaltenen Resultate gelten also fiir aHe 
Kerne, die nul' in derselben Weise wie die Greenschen Funktionen 
unendlich werden unel a fortiori fUr Kerne, die im Grundgebiet 
stetig bleiben. . 

Beschranken wir nns wieder auf die Greenschen Funktionen 
als Kerne, so folgt beilaufig aus der Gleichung (2), daI3 die 
Anzahl del' Eigenfunktionen unendlich ist. Denn ware 
sie endlich, so konnte man auf beide Seiten der erhaltenen Glei­
~hung die Operation.d anwenden. Es ergabe sich dann auf der 
rechten Seite eine im Grundgebiet stetige und endliche Funktion 
der Stell en ° und 1, wahrend man links die GroI3e .d K2 (0, 1) 
erhielte. Nun ist der iterierte Kern K2 von der Natur eines 
Potentials, wie es am Schlusse des § 30 betrachtet ist, und damit, 
obwohl die Dichtigkeit unendlich wird, die Poissonsche Gleichung 
erfUHt. Sieht man daher K(O, 1) als die Dichtigkeit an del' 
Stelle ° an, so findet man die Gleichung 

.d K2(0, 1) = - K(O, 1), 
deren rechte Seite unendlich wird, wenn die Stellen ° und 1 zu­
sammenfallen. Das ware unmoglich, wenn die bilineare Reihe 
des Kerns K2 aus einer endlichen Anzahl von Gliedern bestiinde. 

Weiter sieht man leicht, daI3 eine Funktion fO, die mit ihren 
erst en Ableitungen im Grundgebiet stiickweise stetig und zu allen 
Eigenfunktionen orthogonal ist, identisch verschwindet. Denn 
eine solche Funktion erfiillt die Gleichung (3), auf deren linke 
Seite man nach § 32 die Poissonsche Formel anwenden kann; 
man erhalt so die Gleichung 

.d S K(O, l)fO. d s = - fO _ 0. 
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Sodann sei noch erwahnt, dall auf Grund der Schmidtschen 
Formel fiir eine ebene Membran von beliebiger Gestalt die Theorie 
der erzwungenen Schwingungen in derselben Weise entwickelt 
werden kann, wie es im dritten Abschnitt flir Saiten geschehen ist. 

Endlich wissen wir nach § 32, daB jede Funktion quellenmii6ig 
dargestellt werden kann, die die Randbedingungen der Eigen­
funktionen erfiillt, mit ihren ersten Ableitungen stetig ist und 
stiickweise stetige Ableitungen zweiter und dritter Ordnullg be­
sitztj in den ausgearteten Fallen ist ein konstanter Summand bei­
zufiigen. Eine solche Funktion ist also nach den Eigen­
funktionen auf die Fouriersche Weise entwickelbar, die 
zu einer der Greenschen Funktionen alsKern der Integral­
gleichung gehoren. 

§ 42. 

Entwickelung unstetiger Funktionen. 

Auf Grund des erhaltenen Resultates lassen sich auch Ein­
sichten dariiber gewinnen, inwiefern unstetige Funktionen oder 
solche, die unstetige Ableitungen besitzen, und die Randbedin­
gung der Greenschen Funktion nicht erfiillen, nach den Eigen­
funktionen eines Kerns entwickelt werden konnen. Diese Satze 
sind allerdings von speziellerem Charakter als die bisher erhaltenen 
und beziehen sich nnr auf den Fall, daB die bilineare Formel in 
gewissem Sinne gilt und daB die Eigenfunktionen in Faktoren 
zerfallen, deren jeder nur von einer einzigen Variablen abhangt 
und als Eigenfunktion eines auf ein eindimensionales Grundgebiet 
beziiglichen Kerns angesehen werden kann. 

Wir beschranken uns auf Gebiete von zwei Dimensionen, in 
denen der Kern K(O, I) unstetig wird wie -(1/2n)logrol' 

Sei dZ das Element einer im Grundgebiet verlaufenden Kurve L, 
in welch em· der Punkt ° liegt, N die N ormale, die, wenn die Kurve 
geschlossen ist, nach auBen gerichtet sein solI. Die Richtungen N 
und N' seien einander entgegengesetzt. Dann hat von den Integralen 

wI = f dl. to.K(O, I), ® 1 = f dl.tO. d~~, I) 
L L 

das erste die Eigenschaften des logarithmischen Potentials einer 
einfach belegten Linie, das zweite ist im wesentlichen das Poten­
tial einer doppelt belegten Linie. Dabei mu6 die .Funktion to 
langs der Kurve L mit ihrer ersten Ableitung stetig sein und, 
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falls die Kurve L nicht geschlossen ist, sondern im Hande des 
Grundgebietes endigt, in dies em verschwinden. Das Integral W 
bietet daher, wenn del' Punkt 1 die Kurve L passiert, fiir die in 
llormaler Richtung gebildete Ableitung die aus del' Potential­
theorie bekannte Unstetigkeit dar: 

dw1 + dW1 __ t'l 
dNI dN{ - . 

Das zweite Integral ist selbst in del' Weise unstetig, daLl die Glei-

chung en @i = @1 - ~fl, @a = @1 + tfl 

bestehen j dabei sollen @a und @i die Grenzwerte bedeuten, denen 
sich die GroLle @ annahert, wenn man von del' Seite, nach del' 
die Richtung N hinweist, oder von del' entgegengesetzten Seite 
gegeu den del' Kurve angehorigen Punkt 1 heranriickt. Ferner ist 
ohne weiteres ersichtlich, daLl beide GroLl en q) und @ auLlerhalb 
del' Linie L im ganzen Grundgebiet dieselben Eigenschaften 
besitzen wie die quellenmaLligen Funktionen, insbesondere, daLl sie 
die Randbedingungen del' Greenschen Funktion erfiillen. 

Wenn nun die bilineare Formel gilt und die Reihe 
],00 0 1 :E qJn • qJn 

An 
n 

gleichmaLlig konvergiert, sobald del' Abstand del' Stelle 0 von del' 
festen Stelle 1 iiber einer festen positiven Grenze bleibt, so kann 
man in dem Integral W gliedweise integrieren und erhalt die 
GroLle wI nach den Eigenfunktionen qJn 1 entwickeltj doch gilt 
diese Entwickelung zunachst nul' auLlerhalb del' Unstetigkeitslinie, 
in del' die Punkte 0 und 1 zusammenfallen. Man hat also eine 
spezielle Funktion entwickelt, deren Ableitungen in del' Kurve L 
die oben angedeuteten Unstetigkeiten besitzt. 

In den von uns naher untersuchten Fallen del' §§ 34 und 36 
ist ferner auch die bilineare Reihe gliedweise differenzierbar in 
dem Sinne, daLl die erhaltenen Reihen in demselben Gebiet 
gleichmaLlig konvergieren wie die bilineare Reihe selbst. Man 
kann also auch fiir @ eine Entwickelung nach den Eigenfunk­
tionen erhalten, also fiir eine Funktion, die an del' Kurve L 
selbst unstetig ist. Auch hier bleibt zweifelhaft, ob und in wel­
chern Sinne die Entwickelung in del' Unstetigkeitslinie selbst gilt. 

Es mu13 noch festgestellt werden, ob die erhaltenen Ent­
wickelungen Fouriersche sind in dem friiher definierten Sinne, 
daLl also z. B., wenn 
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" 
gesetzt wird, die Gleichung 

an = S IP ° . lPn ° . d s 

besteht. Davon iiberzeugt man sich leicht auf folgende Weise. 
Man hat zuniichst unmittelbar die Gleichung 

an = .f rO· lP;"O d l. 
L 

Setzt man hier ein 

lP;nO = J K(O, 2) lPn 2.d S2, 

so folgt 
an = S dlof0 . J K(O, 2) lPn 2 .ds2• 

L 

Schlie13t man nun aus dem Grundgebiet einen beliebig schmalen, 
die Kurve L umschlie13enden Streifen aus und bezeichnet den 
Rest durch ~', so kann man setzen 

S K(O, 2)lPn 2•ds2 = S K(O,2)lPn 2 .ds2 + e, 
w 

und e liegt dem absoluten Betrage nach unter einer Grenze, die 
mit der Breite des ausgeschlossenen Streifens unendlich abnimmt 
und von der Stelle ° unabhiingig ist. Hieraus folgt 

an = e' + S dlorO. S K(O, 2)lJ'n 2 . ds2' 

L Go' 

wobei 8' eine Gro13e von derselben Beschaffenheit wie e bedeutet. 
Hier konnen die Integrationen vertauscht werden, so da13 man 
erhiilt 

an = e' +Sds2.lPn2.SfO.K(O,2)dlo, 
Go' L 

und da das Integral 

S rO. K(O, 2)dlo 
L 

den Charakter eines Linienpotentials hat, also als Funktion der 
Stelle 2 im ganzen Grundgebiet stetig ist, so kann man in dem 
letzten fiir a'n gegebenen Ausdruck ~' durch ~ ersetzen, ohn€' 
da13 das Integral sich urn mehr als einen Betrag e" andert, der 
wiederum die Beschaffenheit der Gro13e 8 besitzt. So erhiilt man 
die Gleichung 

Kneser, Integralgleichungen. 12 
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a" = e' + e" + r dsz • cp,,2. j fO .K(O, 2)cllo 
it L 

oder, da e' und e" beliebig klein gemacht werden konnen, 

an =Scls2.cp,,2.jfO.K(O,2)d7o =jCPn 2 .fP2.ds2 , 

L 

womit die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. 

§ 4-2. 

Genau in derselben Weise HU3t sich der entsprechende N ach­
weis fUr die Reihe ® fUhren, indem auch bei Funktionen von der 
Art der GroDe d KI d N die Integrationen vertauscht werden 
konnen. 

Der Nutzen, den man aus den Funktionen c[J und ® ziehen 
kann, wenn man allgemeinere Arten von Funktionen nach den 
Eigenfunktionen entwickeln will, beruht auf folgendel' Erwagung: 
F sei eine beliebige Funktion des Ortes im Grundgebiet, die an 
del' Kurve L eine unstetige normale Ableitung besitzt, so daD die 
Gleichung 

(1) 
dF dF 
clN + dN' = - fO 

besteht. Die Funktion fO sei wie oben mit ihrel' ersten Ab­
leitung langs del' Kurve L stetig und verschwinde am Rande des 
Integrationsgebiete3, wenn diesel' von del' Kurve L erreicht wird. 
1m ubrigen erfiille die Funktion F die Bedingungen, nnter denen 
man sie nach § 41 nach den Eigenfunktionen entwickeln kann. 
Dann hat die Diffel'enz F - c[J, die selbst stetig ist, im ganzen 
Grundgehiet, auch auf del' Kurve L stetige erste Ahleitungen 
und stiickweise stetige zweiter und dritter Ordnung und erfUllt 
ehenso wie die GroDen c[J und ® die Randbedingungen der Gl'een­
schen Funktion. Mithin sind fUr die Differenz F - c[J samtlicbe 
Bedingungen erfiillt, unter den en sie nach § 41 auf die Fouriersche 
Weise entwickelt werden kann. Da nun dassel he, wie gezeigt, von 
c[J gilt, so ist auch die Funktion F in der gewiinschten Weise 
elltwickelbar; nur hleiht das Verhalten der darstellenden Reihe 
in der Unstetigkeitslinie L zweifelhaft. 

Man hat so gewissermaDen der quellenmaDigen Funktion 
F - c[J eine hesondere, auf die Fouriersche Weise entwickelbare 
Funktion c[J angefiigt, welche die gewiinschte Singularitat der 
ersten Ahleitung hervorruft. 

In ahnlicher Weise kann nun mittels der Funktion ® auch 
eine entwickelbare Funktion hergestellt werden, die selbst eine 
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gegebene Unstetigkeit besitzt. Ware Fin der Kurve L unstetig, 
so da13 die Glei<;hung 

(2) Fi - Fa = - fO 

besteht und fO diesel ben Eigenschaften besitzt wie zuvor, so ware 
die Differenz F - ® im Grundgebiet quellenma13ig darstellbar, 
also auf die Fouriersche Weise entwickelbar und dasselbe wiirde 
wie von ® so auch von der gegebenen Funktion F gel ten , wenn 
diese au13erhalb der Kurve L iiberall die Eigenschaften der quell en­
ma13igen Funktionen besitzt. 

Va nun ferner in ahnlicher Weise Unstetigkeiten, die in 
mehreren Kurven L vorhanden sind, durch Subtraktion mehrerer 
entsprechend gebildeter Ausdriicke CP odeI' ® wegzuschaffen sind, 
so ist folgender Satz bewiesen: Die Funktion F sei in be­
liebig vielen Kurven L, die entweder geschlossen sind 
odeI' das Grundgebiet von einem Randpunkte zum anderen 
durchsetzen, sich gegenseitig abel' nicht schneid en, un­
stetig, so da13 Gleichungen von der Form (2) bestehen. 
In einem andere"n System von Kurven L', das dieselben 
Eigenschaften wie das System L aufweise, seien die nor­
malen Ableitungen der Funktion F unstetig, so da13 
Gleich ungen von der Form (1) bestehen. A u13erhalb del' 
Linien L, L' habe die Funktion F stetige erste Ablei­
tungen und stiickweise stetige zweiter und dritter Ord­
nung, und sie ediille die Randbedingung. Alsdann ist 
die Funktion F auf die Fouriersche Weise nach den Eigen­
funktionen entwickelbar, wo bei abel' del' Wert del' erhal­
tenen Reihen in den Kurven Lund L' zweifelhaft bleibt. 

Mit diesem Satze ist das Problem del' Entwickelung nach 
den Eigenfunktionen fUr die Falle erledigt, in den en keine Rand­
kurven vorhanden sind, wie z. B. fiir die in § 37 behandelte 
Warmebewegung auf der Kugelflache; die nach den erhaltenen 
Satzen darstellbaren Funktionen diirften fiir aHe Anwendungen, 
die in del' matbematischen Physik vorkommen, allgemein genug sein. 

§ 43. 

Die Werte Fourierscher Reihen in Unstetigkeitsstellen. 

U m nun festzustellen, wie sich die erhaltenen Fourierschen 
Reihen, insbesondere die fUr CP und ® geltenden, in den Unstetig­
keitslinien selbst verhalten, gehen wir von folgender Voraussetzung 

12* 
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aus, die in .den meisten der oben behandelten Einzelfiille erfiillt 
ist. Jede Eigenfunktion eines zweidimensionalen Grundgebiets 
sei als Produkt von del' Form 

qJmX. qJnY, m, n = 1, 2, ... 

darstellbarj die Funktionen qJmX seien Eigenfunktionen eines auf 
ein lineares Grundgebiet x beziiglichen Kerns und so beschaffen, 
da13 jede in diesem Gebiete mit ihren ersten beiden Ableitungen 
stiickweise stetige Funktion nach den Eigenfunktionen qJmX ent­
wickelt werden kann j die erhaltene Reihe gebe in einer Unstetig­
keitsstelle das arithmetische Mittel der Grenzwerte, denen die 
Funktion zustrebt, wenn man sich dieser Stelle von oben oder 
unten anniihert. Dieselbe Beschaffenheit beziiglich eines linearen 
Gebietes ~) der Gro13e y habe das Funktionensystem qJnY. In­
dem man notigenfalls an Stelle von x eine passend gewahlte 
Funktion dieser Gro13e als Argument einfiihrt, und fiir y die ent­
sprechende Operation vollzieht, sei bewirkt, daB ds = d xdy und 
da13 die Gleichungen 

S (qJm x)2dx = J (qJny)2d y = 1, f ds (qJm X . qJny)2 = 1 
,~ m 

zusammen bestehen, in deren letzter iiber das zweidimensionale 
Grundgebiet integriert wird. Endlich werde noch festgesetzt, da13 
die Unstetigkeitslinie L jeder Linie x = con st. oder y = const. 
nur eine endliche Anzahl von Malen begegne. 

Auf Grund dieser Voraussetzungen kann man die in § 42 ein­
gefiihrte Funktion (];I oder (];I (x, y) in folgender Weise entwickeln. 
Es sei 

amn =f!lJ(x, y)qJmx.qJny.ds =Sdx.qJmxf(];l(x, Y)qJnydyj 
.;: tD 

,dann kann man, da f]J (x, y) im Grundgebiet stetig ist, die Inte­
grationen vertauschen und erhiilt 

(1) amn = f dy qJnY f cD (x, y) qJm x • dx = f cDmy. qJnY· dy, 
~)';: VJ 

wobei gesetzt ist 

(2) cDm Y = f!lJ (x, y) qJmx. dx. 
.;: 

Da nun diese Gro13e eine stetige Funktion von y ist, ihre Ab­
leitungen aber nach der neuen betreffs der Linien L eingefiihrten 
Voraussetzung stiickweise stetig sind, so kann man sie auf die 
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Fouriersche Weise nach den Funktionen rpnY entwickeln und man 
erhalt dann del' Gleichung (1) zufolge die Formel 

(3) f1Jmy = .2: a",n rpnY' 
n 

Da ferner f1J (x, y) als Funktion von x, wenn man Y festhiilt, 
ebenfalls mit den erst en beiden Ableitungen auf dem Gebiete x 
stiickweise stetig ist, so kann man nach den Eigenfunktionen 
rpmX entwickeln und erhiilt auf Grund del' Formeln (2) 

(4) f1J(x, y) =.2: tP",y.rpmx, 
m 

und del' Gleichung (3) zufolge die schon bekannte Gleichung 

(5) 
m n 

Die Reihe (4) stellt nun abel' die Funktion tP auch in den U n­
stetigkeitsstellen del' nach x genommenen Ableitung, also auf del' 
Kurve L richtig dar; dasselbe gilt daher auch von del' Reihe (5). 
Die Fouriersche Entwickelung del' GroBe tP gilt somit 
auch in del' Unstetigkeitslinie L bei einer gewissen An­
ordnung del' Glieder. 

Urn analoge Betrachtungen fUr die in § 42 eingefUhrte GroBe 
® = ® (x, y) anzustellen, setzen wir 

bmn = f ® rpm X . rpnY' ds = f dx. rpm X f ® (x,y) rpnydy, 
.~ ~lJ 

und finden, da ® (x, y) im Grundgebiet stiickweise stetig ist, 

ferner sm 

bmn = f dy. rpnY f ®(x, y) rpm xdx ; 
W .¥ 

®mY = f®(x, y)rpm x .dx. 
3: 

Dann erhiilt man, analog den Formeln (3) und (4), die Gleichungen 

(6) ®",y =.2: bmnrpnY, 
n 

(7) ® (x, y) = .2: rp",x. ®",y. 

Das Verhalten diesel' Reihe auf del' Kurve List leicht zu iiber­
sehen; wird niimlich die Kurve L in irgend einem Punkte von 
del' Linie y = const. durchsetzt, so ist del' Wert del' Reihe nach 
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den geltenden Voraussetzungen auf der Linie L 
@(x-O, Y) + @(x + 0, y) 

2 
oder auch 

(8) 

§ 43. 

diese beiden Ausdrlicke fallen zusammen, weil bei der soeben 
eingefUhrten Voraussetzung eins der Gleichungssysteme 

@(x - 0, Y) = @i' @(x + 0, Y) = @a, 
@(x-O,Y)=@a, @(x+O,y)= @i 

besteht. Da nun die Reihe (7) der Gleichung (6) zufolge der Reihe 

2: /pm X 2: bmn /PnY, 
no n 

d. h. der Fourierschen Reihe fUr die GroI3e @ in einer gewissen 
Anordnung gleich ist, so hat auch letztere auf der Linie L, sofern 
diese sich nicht mit der Linie y = con st. beriihrt, den Wert (8). 

Hieraus schlieI3t man leicht, daI3 auch die im vorigen 
Paragraphen abgeleiteten Fourierschen Reihen fUr un­
stetige Funktionen F in den Unstetigkeitslinien bei 
einer gewissen Anordnung der Glieder den Wert HFi+Fa) 
erge ben, wenn nicht etwa an der betrachteten Stelle liings der 
Linie L das Differential d y verschwindet. Denn die Funktion F' 
wurde, indem man einige Funktionen W und @ von ihr abzog, 
in eine quellenmiiI3ige verwandeIt, so daI3 ihre Fouriersche Ent­
wickelung in den Linien L sich wie die der GroI3en W und @ 

verhiiIt. 
Urn endlich auch Funktionen auf die Fouriersche Art zu ent­

wickeln, die die Randbedingung del' Greenschen Funktion nicht 
erflillen, nehmen wir an, diese Funktion verschwinde liberall am 
Rande des Grundgebietes. Sind dann die Gebiete x und V die 
Strecken von x = Obis x = a und von Y = Obis Y = b, so 
geIten die Gleichungen 

/pm ° = /pm a = /pn ° = /pn b = 0. 
Trotzdem gibt es unter den geItenden Voraussetzungen Reihen 
von der .Form 

tyx = 2: cm/pm x , 

die die Randbedingung nicht erfiillen. Da offenbar die GroI3e ty ° 
stets verschwindet, ist das so zu verstehen, da./3 der Grenzwert ty (+ 0) 
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von Null verschieden istj man denke nur an die bekannte Reihe 
'Jt-x . sin2x 
---SlllX+--+'" 2 - 2 ' 

die das geschilderte paradoxe .v erhalten zeigt. 
Seien also lYl X, lY2 x nach den Funktionen fJJm x entwickelbare 

Funktionen von x, die im Gebiet x mit ihren ersten beiden Ab­
leitungen stetig sind, stiickweise stetige dritte Ableitungen haben 
und die Gleichungen 
(9) lYl(+ 0) = lY2(a - 0) = 1, lYl(a - 0) = lY2(+ 0) = 0 

. erfiillen. Ebenso seien die Funktionen lYl y, lY2 y, fiir die ent­
sprechende Stetigkeitseigenschaften im Gebiet ~ angenommen 
seien, nach den Funktionen fJJn y entwickelbar, und IDogen die 
Gleich un gen 

(10) lYl (+ 0) = lY2(b - 0) = 1, lYl (b - 0) = U2(+ 0) = 0 
bestehen. Dann ist es moglich, eine nach den zweidimensionalen 
Eigenfunktionen fJJmX. gJnY entwickelbare Funktion zu bilden, die 
im Innern des Grundgebietes mit ihren Ableitungen erster und 
zweiter Ordnung stetig ist, stiickweise stetige Ableitungen dritter 
Ordnung besitzt und am Umfang des Grundgebietes gegen eine 
beliebige Funktion des Odes auf del' Umfangslinie konvergiert. 
Diese Funktion sei je nach der Lage des unabhangig verander­
lichen Punktes auf dem einen oder anderen Teil del' Umfangs­
linie etwa 1P'(X, 0), '1Jf(a, y), '1Jf(x, b), '1Jf(0, y). 

Wir setzen dann mit konstanten Koeffizienten a, b folgende 
Gleichungen an: 

(11) 

'IJf(x, 0) = fiX + allYl X + a2lY2X, 
'1Jf (x, b) = f 2 X + bl lYl X + b2 lY2 X , 

'1Jf(0, y) = hy + allYlY + a2lY2Y, 
'1Jf(a, y) = t; Y + bl lYl y + b21j2 y. 

Mit den hierdurch definierten Funktionen r, T bilden Wir den 
Ausdruck 

.Q, (x, y) = tl X ·1Yl Y + T2 X. lY2 Y + t y. lYl X + ~ y. lY2 x 
und suchen nun die Konstan ten a, b so zu bestimmen, daB am 
Rande des Grundgebietes die GroBen 'IJf und .Q iiberall gleich 
werden, d. h. daB die Beziehungen 
(12) 'IJf(x, 0) = .Q(x, + 0), '1Jf(x, b) = .Q(x, b - 0), 
(13) 'IJf(0, y) = .Q(+ 0, Y), 1Jf(a, y) = .Q(a - 0, y) 
gelten. 



184 Vierter Abschnitt. § 43. 

Nun ergeben die Gleichungen (9) und (10) folgende Beziehungen 

.Q(x, + 0) = fIx + h(+O)'UIX + ~(+0).rr2X, 

.!~(x, b - 0) = l2X + "h(b - O)thx + f2(h-O).rr2X·, 

.Q(+ 0, y) = hY + fl(+ O)UJY+f2(+ 0)U2Y' 

.Q(a. - 0, y) = T;y + fl (a. - O)'1Yl Y + f2(a - 0)1J2Y' 
Die Gleichungen (12), (13) sind also erfiillt, wenn diese Ausdriicke 
den Gronen (ll) gleich sind, d. h. wenn folgende Gleichungen be­
stehen 

(14) 

a1=ft(+0), 
b1 = h (b - 0), 
i4 = fl (+ 0), 
~ = fl (a - 0), 

at = t;C+ 0), 

b2 = t;(b - 0), 
ii2=f~(+0), 

b2 = f2(a - 0). 

Die rechten Seiten diesel' Gleichungen kann man abel' aus den 
Beziehungen (11), die als Definitionen del' Funktionen f, T anzu­
sehen sind, bestimmen; beriicksichtigt man die Gleichungen (9) (10), 
so ergibt sich aus dem System (11) 

W(O, 0) = fl (+ 0) + all W(O, h) = T2 (+ 0) + bl , 

W(a, 0) = flea - 0) + a2 , W(a, h) = f2(a - 0) + h2' 
W(O, 0) = t (+ 0) + ((1' qf(O, b) = Tt (b - 0) + (/2' 

qJ(a, 0) = t;(+ 0) + bl! qf(a, b) = t;(b - 0) + b2 • 

Die Gleichungen (14) und damit auch die Gleichungen (12), (13) 
sind also erfiillt, wenn folgende Beziehungen geiten: 

qf(O, 0) = 171 + (/1' qf(O, b) = (/2 + bl , 

W(a, 0) = '[;1 + a2 , qf(a, b) = ~ + b2 , 

W(O, 0) = al + (/1' qf(O, b) = b1 + 1i2 , 

,pea, 0) = az + fir, qf(a, b) = b2 + bz• 

Man erhiilt so nul' vier Bedingungsgleichungen, die offenbar von 
den acht Gro13en a, b immer leicht erfiillt werden konnen, und 
die gewiinschten Gleichungen (12), (13) nach sich ziehen. 

Jetzt nehmen wir an, die Funktionen W(O,y), W(a,y), W(x,O), 
W (x, b) seien, je nachdem x oder Y in ihnen vorkommt, nach 
den Funktionen lPmX odeI' lP"y auf die Fouriersche Weise ent­
wickelbar. Dann gilt dasselbe von fl' f2,' t ,12 und damit auch 
von .Q(x, y). Man hat also auf dem zweidimensionalen Grund­
gebiete eine nach den Eigeniunktionen fortschreitende Reihe, die 
den Randbedingungen del' Greenschen Funktion widerspricht, und 
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sich den Randwerten der sehr allgemeinen Funktion 'IJf(x, y) 
annahert, wenn das unabhangige Wertsystem (x, y) gegen ein dem 
Rande angehoriges heranrlickt. 

Babe nun 'IJf(x, y) die Eigenschaften, die am Schlu13 des 
§ 42 von der dort durch E' bezeichneten mit Ausnahme der auf 
die Randwerte bezliglichen; dann hat die Differenz 'IJf - .Q, voll­
stiindig den Charakter der dort durch F bezeichneten Funktion, 
ist also auf die Fouriersche Weise entwickelbar. Dasselbe gilt 
aber von ,Q wegen der von den Funktionen (},"l} geforderten Stetig­
keitseigenschaften, mithin auch von 'IJf (x, y) selbst. Damit ist 
jedenfalls fUr die in diesem Paragraphen betrachtete spezielle Rand­
bedingung gezeigt, da13 in dem Schlu13resultate des § 42 die 
Forderung, die Funktion F erflille die Randbedingung, 
weggelassen werden kann; die Funktion bleibt dann auf die 
Fouriersche Weise nach den Eigenfunktionen entwickelbar. 

Hat man eine beliebige Randbedingung del' Greenschen Funk­
tion auferlegt, so gilt die durchgefUhrte Argumentation in leicht 
modifizierter Gestalt. 
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Existenztheoreme und das Dirichletsche Problem. 

§ 44. 

A.llgemeine Theorie der Iterationen. 

Wir gehen dazu liber, die allgemeine Theorie der Integral­
gleichungen urn einen wesentlichen Schritt zu fordern und zu 
zeigen, daB jeder stetige symmetrische Kern mindestens eine 
Eigenfunktion besitzt. Dadurch wird die schon einige Male be­
nutzte allgemeine Argumentation des § 8 den noch fehlenden 
festen Grund gewinnen; die mit ihrer Hilfe gewonnenen Resultate 
werden natlirlich im folgenden nicht benutzt. 

Die Buchstaben x, y, a, ... , die als Variable eingefiihrt werden, 
mogen Punkte eines Grundgebietes von beliebig vielen Dimen­
sionen, dx, dy, da ... die Elemente dieses Gebietes bedeuten; 
jedes unbestimmte Integralzeichen bedeute die Integration liber das 
Grundgebiet. Durch K(x, y) werde eine im Grundgebiet stetige, 
in den Stellen x und y symmetrische Funktion derselben bezeichnet; 
rpnX seien die Glieder eines nach § 8 gebildeten vollstlindigen 
normierten Orthogonalsystems des Kerns K(x,y), der, was wir zu­
nlichst einmal annehmen, Eigenfunktionen besitze, und A .. seien die 
zugehorigen, nicht notwendig von einander verschiedenen Eigen­
werte, so daB 

rp .. y = AnS K(x, y)rpn x .dx. 
Wenn dann die bilineare Formel 

gilt und glied weise integriert werden kann, so findet man 

J K(x, y)K(x, z)dx = 2: rpnYttnZ; 
n n 
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die linke Seite ist der iterierte Kern und werde wie friiher durch 
K2 (y, z) bezeichnet. Er ist offenbar in Y und z symmetrisch 
und die Funktionen cpn bilden nach § 41 auch fiir ihn ein voll­
standiges Orthogonalsystem; die Eigenwerte sind A!, also positiv; 
aus einer Eigenfunktion des Kerns K2 kann nach § 41 eine 
solche des Kerns K abgeleitet werden. Wollen wir also iiber­
haupt die Existenz von Eigenfunktionen beweisen, so geniigt es, 
dies fiir den Kern K2 zu tun, also einen Kern, dessen Eigenwerte 
positiv sind und fUr den die GroI3e 

J K(x,x)dx 

positiv ist. Auf diesen Fall wollen wir uns von jetzt an be­
schriinken. 

Setzt man allgemein 

(1) S K"(x,y)K(x, z)dx = Kn+1(y, z), 

so findet man unmittelbar 
Ks (y z) _ ~ cp"y. cP"Z , - .L.J AS , 

n " 
allgemein 

(2) Km(y, z) = 2: rpnY;:!n Z , 

" " 
da diese Gleichung auf Grund der Beziehung (1) durch vollstan-
dige Induktion erschlossen wird. 

Nehmen wir speziell an, die GroI3en A", die ja positiv sind, 
seien nach der GroI3e geordnet, und zu Al gehOren die Eigen­
funktionen CPI' CP2' '" CPk, die bei den geltenden Voraussetzungen 
linear unabhangig und zu einander orthogonal sind. Dann kann 
man die Gleichung (2) schreiben 

1,k 2,·"" (A m 

AT Km (y, z) = 2: CPyy· CPyZ + 2: /) cpny. cpnZ' 
y " " 

Setzt man y = z = x und integriert iiber das Grundgebiet, so 
ergibt sich 

f 2,'" A 
AT Km(x, x)dx = k + ~ (A:r· 

Da nun die GroI3en Ad)." echte Briiche sind, so machen die letzten 
beiden Gleichungen, wenn man m iiber aIle Grenzen wachsen laI3t, 
die folgenden plausibel: 
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[ ] 
1,k 

,l~m<Xl A'{' Km (X, y) = 2: cp,X. cp.y, 
V 

,l~<Xl A~ S Km(x, x)dx = k. 

Die letztere Gleichung kann auch wie folgt ausgesprochen werden. 
Setzt man 

u'n = f Km(x, x) dx, 
so gibt es eine derartige Konstante AI' da13 der Grenzwert 

lim A~ Um 
m==oo 

existiert und eine positive ganze Zahl ist. Man kann hieraus 
auch schlie13en 

1· A~'+l Um + l 1 U 
1m U =, Al = lim -u. m • 

m==co AT m m==OC' m+l 

Diese zunachst rein hypothetischen Resultate lassen sich nun 
in der Tat immer beweisen, ohne da13 von der bilinear en Formel 
Gebrauch gemacht wiirde. Dazu fUhrt eine nahere Untersuchung 
der iterierten Kerne. 

Diese Gro13en sind zunachst alle symmetrisch. Denn ist dies 
bis zu Kn(x, y) hinauf be wiesen, so gilt die Gleichung 

Kn+1 (y, z) = f Kn (x, y) K (x, z) dx 

oder, da man 
= f f Kn-l(x, x)K(n, y)K(x, z)dxdu, 

S Kn-l(u, x)K(x, z)dx = Kn(tl, z) 

einfUhren kann, 

Kn+l(y, z) = S Kn(u, z)K(u, y)du = Kn+1(z, y), 

womit das Behauptete erwiesen ist. 
Ferner gilt die Gleichung 

(3) Kn+r(x, y) = S Kn(rx, x) Kr(rx, y)dc<, 

jedenfalls fUr r = 1; gilt sie abel' fUr irgendeinen Wert von r, 
so gilt sie auch fUr den urn Eins gro13eren. Denn aus ihr folgt, 
da man die Integrationen verlauschen kann, 

f Kn+r(x, y)K(y, z)dy = Sf Kn(c<, x)Kr(rx, y)K(z, y)drxdy, 

odeI' 
](i.+r+l(X, y) = S Kn(rx, x) Kr+l(rx, y)drx, 

wie behauptet wurde. Die Gleichung (3) gilt also allgemein. 
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Aus ihr folgt soiort 

V.,+r = S S Kn(rx, x)K'·(rx, x)drxdx, 

U2t1 = S S Kn(a, x)2drxdx, 

und hieraus, wenn p und q beliebige reelIe GroBen sind, 

V2n p2 + 2Un+r pq + V2r q2 > 0, 
also 

und speziell 

(4) U22n < lhn-2 U2n +2. 
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Ferner Hifit sich zeigen, daB aIle GroBen U2n positiv sind. 
Denn zunachst gilt dies von 

V2 =SK2(a, a)da =SSK(x, a)K(x, a)dxda, 

da K (x, y) nicht identisch verschwindet. Ware nun V2m die 
erste verschwindende der GroBen U4 , U6 , ••• , so hatte man der 
Gleichung (3) zufolge 

U2m = S S Km(x, a)2dxdrx, 

also verschwande Km (x, a) identisch, mithin auch del' Formel (3) 
zufolge Km+l (x, rx). 1st dann 2r die gerade der Zahlen m und 
m + 1, so verschwindet die GroBe 

K2r(x, x) = f Kr(x, rx)2drx, 

mithin auch Kr (x, a) identisch, mithin ist 

Dr = S Kr(a, a)drx = 0, Ur+1 = f Kr+l(rx, rx)drx = o. 
Damit geriete man aber in einen Widerspruch zu der Voraus­
setzung, D2m sei die erste verschwindende in der Reihe del' GroBen 
V4 , U6 , ••• 

Man kann daher in der Beziehung (4) stets durch D2n . D2,.-2· 
dividieren und erhalt 

(5) 0 < ~ < D2n +2• 
U2n - 2 - V2n 

Anderseits ergibt sich mittels der Gleichung (3) aus der offen­
baren Beziehung 
S[p2Km(x, rx)2 + 2pqKm(x, rx)Kr(y, a) + q2Kr(y, a)2]da > 0 

odeI' aus del' allgemeinen Schwarzschen Ungleichung das Resultat 

Km+r(x, y)2 <f Km(x, a)2drx S Kr(y, a)2da, 

und hieraus, indem man libel' das Grundgebiet zweimal integriert, 
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S S Km+,,(x, y)2dxdy < S S Km(x, a)2dxda. S S Kr(y, a)2dyda, 

oder 

(6) 

und speziell 

.U2m + 2 < U2• U2m -

Die positiven GroI3en U2m +2 : U2m , die nach der Relation (5) mit 
116 wachsen, bleiben also unter einer endlichen Schranke, und es 
gibt daher einen positiven Grenzwert c derart, daI3 

1· U2n + 2 _ 
1m -U-- - c, 

n==oo 2n 

U2n + 2 < c' U2n = , 

die letzte Ungleichung kann auch geschrieben werden 

so daI3 die positiven GroI3en U2m : em unter einer endlichen Schranke 
liegen, und sich mit wachsenden Werten von 1n einer nicht nega­
tiven Grenze U annahern. Diese ist positiv; denn schreibt man 
die Ungleichung (6) in del' Form 

D > U2m +2" U. > U2m +2r U2m+2r-2 '" fhm+2 
2r - U2m 2r - U2m+2r-2 U2m+2r-4 U2m ' 

so sind alle einzelnen Briiche auf der rechten Seite del' Be­
ziehung (5) zufolge nicht kleiner als der letzte von ihnen, also 

U. > (U2m+2)'·. 
2 .. = U2m ' 

und da die rechte Seite diesel' Ungleichung sich bei wachsenden 
Werten von 1n del' Grenze er nahert, folgt allgemein 

U2r > 1 cr = , 
und hieraus 

U> 1. 

§ 45. 

Beweis fiir die Existenz einer Eigenfunktion. 

Die zu Anfang des vorigen Paragraph en durchgefiihrten 
heuristischen Betrachtungen fiihren nun zu der V ermutung, daI3 

c = ).}, 
d. h. gleich dem Quadrat des kleinsten Eigenwertes und daI3 ein 
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zugehOriges Aggregat von Eigenfunktionen in der Form 

lim K2m~~, Y) = lim K2m(~, y) 
m='" Ai m='" e 
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darstellbar ist. Jetzt sind wir hinreichend vorbereitet, um zeigen 
zu Mnnen, daJ3 dieser Grenzwert wirklich existiert und eine 
Eigenfunktion des Kerns K2 (x, y) darstellt. Aus der Gleichung (3) 
des § 44 folgt namlich 

K2m+2n (x, y) 
c,,·+n 

K2n(x, y) 
en 

= ~f f K(x OG) K( R) [.K2 m+2n- 2 (lX, ~) _ K:Jn-2 (a, ~)]dOGd II. e ' Y, I' em +n-1 en 1 1', 

und hieraus nach der Schwarzschen Ungleichung 

[K2m:~:~x, y) _ K2n~, y)r ~ ~2 f f K(x, OG)2K(y, ~)2dad{j 

ff dOGd J(K2m+2n-2(OG, ~))2_ 2 K2m+2n-2(OG, {J)K2n-2 (a,~) 
X {J l Cm+n 1 em+2n 2 

( K2"-2 (a, {J))2} + c,,-1 , 

oder, nach der Definition der Gro13en Un 
K2"(X,y)]2<{U4m+,,,_, 2U2m+,n-,+ ~n-4} 

en = e2m+2,,-2 em+2n 2 e2n-2 

X ~ f f K(x, OG)2K(y, (J)2dOGd{J. 

Hier wird die Klammer auf der rechtenSeite, sobald n hin­
reichend gro13 gewahlt ist, so klein wie man will, da dann ihre 
Glieder den Werten U, - 2 U, U belie big nahe liegen; der zweite 
Faktor der rechten Seite liegt unter einer festen Schranke. Die 
Ungleichung zeigt also, da13 der Grenzproze13 

I . K2m(X,y) 
1m ----':.......:....:::...:.. 

m=oo em 
beziiglich der Variablen X, y im Grundgebiet gleichma13ig konver­
giert, und zwar gegen eine stetige Funktion t (x, y), die offenbar 
in x und y symmetrisch ist. Sie ist ferner Eigenfunktion des 

Kerns K2 und gehOrt als solche zum Eigenwert ~, wie die 
e 

Gleichung 
K2.n+2 (x, y) 1 f 2 K2m (y, a) 

m+1 =- K(x,a) m da e e e 
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zeigt. In dieser kann man wegen del' gleichmafiigen Konvergenz 
des Grenzprozesses m beiderseits unendlich wachsen lassen und 
erhalt so 

und ebenso 

{(x, y) = ! J K2(X, a) {(a, y)drx, 

{(x, y) = ~ f K2(y, a){(x, a)da. 

Endlich verschwindet die Funktion {(x, y) nicht identisch, da die 
Grofie 

j {(x, x)dx 

sich, wenn n hinreichend grofi genommen wird, von 

- K2n(x x)dx = ~ IJ U en , en ' 

also auch von U beliebig wenig unterscheidet. Letztere Grofie ist 
aber als positiv erkannt; beilaufig ergibt sich noch 

f {(x, x)dx = U. 

Hiermit ist eine Eigenfunktion des Kern~ K2 konstruiert 
und dadurch nach § 44 gezeigt, dafi ein beliebiger stetiger sym­
metrischer Kern mindestens eine Eigenfunktion besitzt. 

Bemerken wir Boch, dafi in del' ganzen durchgeflihrten 
Argumentation nicht vorausgesetzt wird, dafi das Integrations­
gebiet endlich sei. 1st es unendlich, z. B. die Strecke von - 00 

bis + 00, so braucht man nur zu wissen, dafi die betrachteten 
Integrale, also die iterierten Kerne und die Grofien Um, endliche 
Werte haben, um auch auf ein solches Grundgebiet die erhaltenen 
Satze anwenden zu konnen. 

§ 46. 
Genauere Untersuchung der benutzten Grenzprozesse. 

Da del' Kern K2 dem Eigenwert c entsprechend eine Eigen­
funktion besitzt, kann man nach § 8 ein System normierter und 
zu einander orthogonaler Eigenfunktionen 'PI x, 'P2 X, •.. 'PkX bilden, 
durch die jede zu dies em Eigenwert gehorige Eigenfunktion linear 
mit Koeffizienten, die von x unabhiingig sind, ausgedriickt werden 
kann. Man kann daher setzen 

1, k 

{(x, y) = 2: ¢.y. 'P. x , 
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und wegen der Symmetrie der Funktion {(x, y) folgt 
l,k 

{(x, y) = 2: tP.x.cp.y. 

Aus diesen beiden Gleiehungen ergibt sieh, wenn f" eine der Zahlen 
von 1 bis kist, 

f l,k f 
{(x, y)cp"x.dx = tP"y = ~ cpvy. tJI.x.cp"x.dx. 

Die GroBen tJI" y sind also linear in den Eigenfunktionen cp. y und 
man kann setzeil 

l,k 

{(x, y) =.2: C".cp"x.g;.y, 

wobei dureh C". Konstante bezeiehnet sind. 

(1) 

Hieraus folgt unmittelbar 

f f {(x, y)cp.x.cp.y.dxdy = C .. , 

f f f(x, y)cp,ux.cp.y.dxdy = c.uv. 
Nun ergibt die Gleiehung 

cpx= ~fK2(x,a)cpa.drx., 
indem man mit K2 (x, y) multipliziert und integriert, naeh der 
Formel (3) des § 44 

f K2 (x, y)g;x.dx = ~ f f K2(X, rx.) K2 (x, y)cprx..drx.dx. 

also 
= !f K4 (rx,y)g;rx.da, 

g; x = :2 f K 4 (x, a) cp a d rx.. 

Hieraus folgt dureh dieselbe Operation 

cpx = 1,JK6(X, rx.)g;a.da, 
c" 

und ebenso allgemein 

g;x = ~fK2n(x, rx.)cprx..da. en 

Lii13t man hier n unendlich waehsen und bedenkt, daB der 
Grenzii bergang 
(2) {() _ l' K2n (x, y) _ l' K2n (x, y) 

x, y - 1m n - 1m 12n 
n==co C n==oc .11..1 

K n e 8 e r, Integralgleichungen. 13 
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gleichmii13ig konvergiert, SO erhalt man die Gleichung 

q;,x = Jf'(x, a)q;a.da. 
Setzt man speziell 

q;x = q;.x, 
so erhalt man die Gleichung 

l,k 

q;,x = :::::s G,,,, q;/,x, 
/' 

und hieraus, da die Funktionen q;. x linear unabhangig sind, 

0,,=1, (J,,,, = 0, 
also 

l,k 

f(x, y) =:::::s q;,x.q;.y, 

und aus der letzten Formel des § 45 schlie.l3t man jetzt 

J l,k f 
(3) f(x,x)dx= U= !~~(~nAin) = ~ (q;,x)2dx = k. 

§ 46. 

Hiermit sind die zu Anfang des § 44 aus der bilinearen 
Reihe abgeleiteten Vermutungen vollkommen bestatigt. Ins­
besondere wei.l3 man, da.l3 jeder stetige Kern Eigenfunktionen 
besitzt, und die Argumentation des § 8 zeigt, da.l3 ein solcher 
Kern der bilinearen Reihe gleich ist, wenn diese im Grundgebiete 
gleichma.l3ig beziiglich beider Argumente konvergiert. 

Nach § 41 wei.l3 man ferner, da.l3 durch die Funktionen q;, 
die Gesamtheit aller derjenigen Eigenfunktionen des Kerns K 
linear ausgedriickt werden kann, .die zu dem Eigenwerte Vc odeI' 
- Va gehoren. Der letztere Wert ist abel' ausgeschlossen, da der 
Kern K(x, y) nach Voraussetzung nur positive Eigenwerte haben 

solI. Setzt man demgema.l3 1: Vc = AI' so findet man 

J 1 l,k 1 
K(x, a)f(a, y)da =;:-:::::S q;,x.q;.y =;:-f(x, y), 

1 • 1 

anderseits gilt die Gleichung 

S K(x, a) K2m (a, y)da = K2m+l(x, y), 

mithin auch 

S K(x, a)A;mK2m(a, y)da = K2m+l(x, y).A;m; 

daraus folgt auf Grund der Beziehung (2) 
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m==oo 
und hieraus 

f {(x, x)dx = k = lim (U2m+l.Aim+1). 
m==co 

Die in den Gleichungen (2) und (3) ausgesprochenen Grenziiber­
gange bleiben also ungeandert, wenn man 2 n durch eine unend­
lich wachsende ungerade Zahl ersetzt. 

Erinnert man sich der betreffs des Kerns eingefUhrten V or­
aussetzungen, so ist klar, dan mit unseren Entwickelungen folgender 
Satz bewiesen ist. 

Hat der stetige symmetrische Kern K (x, y) keine 
anderen als positive Eigenwerte, so wird der kleinste 
von ihnen durch die Gleichung 

Af = lim U2n +2 = lim JK2n+2(X, x)dx:fK2n(x, x)dx 
n='" U2n n='" 

bestimmt, wobei die Gronen Kn durch die Gleichungen 

K1(X, y) = K(x, y),Kn(x, y) = f K(x, rx)Kn-1(1X, y)da 

definiert sind. 
Die Eigenwerte eines beliebigen stetigen und symmetrischen 

Kerns sind die Quadratwurzeln aus denen des Kerns K2 (x, y), 
und dieser hat nur positive Eigenwerte. 

Beschranken wir uns, was hiernach ausreicht, auf Kerne mit 
nur positiven Eigenwerten, so ist es leicht, auch fUr die folgenden 
Eigenwerte Grenzprozesse anzugeben, als deren Resultate sie 
erscheinen. 

Sind namlich wie oben CPl' CP2' ... CPk die samtlichen zum 
Eigenwert A1 gehorigen Eigenfunktionen, so wird die Integral­
gleichung 

J 1 l,k ) 
cpx = A (K(x, IX) - r-2: cp.x. cpvlX cplX.dlX 

1 • 

(4) 

zunachst offenbar von allen Losungen der Gleichung 

cP x = A f K (x, IX) cP IX • d IX 

erfiillt, die zu einem von Al verschiedenen Eigenwert gehoren, da 
diese zu CPu cP 2' ... CPk orthogonal sind, und die zugehorigen 
Eigenwerte sind in beiden Gleichungen dieselben. Die Gleichung (4) 
kann aber keine anderen Losungen alB die soeben bezeichneten 
besitzen. Denn nach § 8 und § 41 gilt die Gleichung 

13* 



196 Funfter Abschnitt. §46. 

(5) 

wenn rechts liber ein vollstandiges normiertes System von Eigen­
funktionen des Kerns K summiert wird. Wendet man dieselbe 
Gleichung auf den Kern 

1 1,k 

K(x, y) -;:-2: cp.X.cp,y 
1 • 

an, so tritt an Stelle von K2 (x, y) die Gro13e 
1 1,k 

K2(X, y) -12 2: cp.x.cp.y. 
1 • 

Die Entwiekelung diesel' Gro13e nach der Formel (5) kann also 
keine anderen Glieder enthalten als solche von der Form (cpx. cpY)/A,2, 
in denen cpx eine nieht zu A1 gehOrige Eigenfunktion des Kerns 
K(x, y) bedeutet. Diese bilden somit die Gesamtheit der Eigen­
funktionen des Kerns del' Gleichung (4). 

Unter den zugehorigen Eigenwerten, die ja positiv sein sollen, 
sei nun A2 der kleinste. Dann braucht man, um ihn dureh einen 
Grenzprozel3 darzustellen, nur die oben fUr Ai erhaltene Formel 
anzuwenden und zu bedenken, dal3 allgemein, wenn 

_ 1 1,k 

K(x, y) = K(x, y) -;:-2: cp.x. cp.y 
1 • 

gesetzt wird, die Gleichung 
_ 1 1,k 

K2n(x, y) = K2n(x, y) - A2n ~cpvX.cp.y 
1 • 

gilt. Bezeichnet man ferner dureh Un die den Grol3en Un ana­
logen, die mit dem Kern K gebildet sind, so erhalt man sofort 

also 

k 
Un=Un - F , 

1 

k 
[J. [T2n+2 - A2n+2 

'2 _ 11'm 2n+2 -ll'm ____ ----,-'1 __ • 
1'.2 - -------=- _.. k' 

n==oo U2n n=oo TT 
U2n - A2n 

1 

fUr die Anzahl der zu A2 gehorigen unabhangigen Eigenfunktionen 
ergibt sich analog der Formel (3) 
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Ersetzt man weiter den Kern K durch 

- 1~ K(x, Y) -r ~ ffJx·ffJY, 
2 

indem man iiber ein vollstandiges normiertes System zum Eigen­
wert A2 gehOriger Eigenfunktionen summiert, so erhalt man flir 
den nachst groBeren Eigenwert As des Kerns K nnd die Anzahl ks 
der zngehorigen Eigenfunktionen die Gleichungen 

U ls k2 
2n+2 - A2,,+2 - A2n+ 2 

Ai = lim 1 2 

,,= '" u; kl k2 
2n - A2n - A2n 

1 2 

ka = Ii!? [(V2"+1 - A2~\J - A2:2+1)A~n+lJ, 
n -- '" 1 2 

und iibersieht aus diesen Formeln die allgemeine Regel, nach der 
aIle Eigenwerte durch Grenzprozesse dargestellt werden konnen. 

§ 47. 

Integralgleichungen mit unsymmetrischem Kern. 

In den §§ 39 und 41 ist gezeigt, daB wenn als Kern eine der 
in § 31 eingefiihrten Greenschen Funktionen genommen wird, oder 
iiberhaupt der Kern gewisse Stetigkeitsbedingungen allgemeinen 
Charakters erfiillt, die Reihe 

1.", ffJ Xf 2: +- fa·ffJn a . da , 
n n 

(1) 

in der iiberall durch das Grundgebiet integriert wird und fa in 
diesem eine stetige Funktion der Stelle a bedeutet, gleichmaBig 
und absolut konvergiert und den Wert 

S K(x, a)fa.dx 

hat. Daraus folgt nach § 13 die Schmidtsche Formel, d. h. die 
Reihe 

konvergiert in derselben Weise wie die Reihe (1), sobald A eine 
von den Eigenwerten An verschiedene Konstante bedeutet, und 
erfiillt die Gleichung 

ffJ x = f x + ASK (x, a) ffJ a . d a. 
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Wir wollen den Inhalt dieser Aussage etwas anders aus­
sprechen, indem wir den Faktor A in den Kern hineinziehen. 
Dann konnen wir sagen: es gibt eine im Gl'undgebiet stetige 
Losung der nicht homogenen Integralgleichung 

(2) q;x = fx + f K(x, a)q;a.da 

mit symmetriBchem Kern, sobald dieser keine Nullosung besitzt. 
Darunter verstehen wir eine LOBung der letzten Gleichung, die 
sich ergeben wiirde, wenn fx identisch verschwindet, also eine 
Losung der Gleichung 

q;x = f K(x, a)q;a.da. 

Die Losung der Gleichung (2) kann offenbar nur mit fx zugleich 
identisch verschwinden. 

In dieser Form bleibt das erhaltene Resultat giiltig, wenn 
der Kern K(x, y) nicht mehr als symmetrisch vorausgesetzt wird. 
Versuchen wir namlich jetzt die Gleichung (2) durch den Ansatz 

(3) q;x = tjJx - f K(a, x)tjJa.da 

zu erfiillen, so ergibt sich 

q; a = 1/1 a - f K «(3, a) 1/1 (3 . d (3, 

f K(x, a)q;a.da = f K(x, a)tjJa.da - f daK(x, a). f K«(3, a)tjJ(3.d(3, 

oder, indem die Integrationen im letzten Gliede vertauscht werden, 

f K(x, a)q;a.da = f K(x, a)tjJa.da - f tjJ(3.d(3 f K(x, u)K«(3, a)da 

= f K(x, a) tjJa. d a - f tjJa. da f K(x, (3) K(a, (3) d(3, 

und diese Transformation gilt nach § 40, sobald der Kern K(x, a), 
wie wir annehmen wollen, entweder stetig ist oder nur in der­
Bel ben Weise unendlich wird, wie die Greenschen Funktionen 
des vierten Abschnitts. Zieht man jetzt die Gleichung (3) noch­
mals heran, so folgt 

q;x - f K(x, a)q;ada 

= tjJx - f tjJa [K(a, x) + K(x, a) - f K(x, (3)K(a, (3)d(3] da, 
oder, wenn 

Q(x, u) = K(u, x) + K(x, u) - f K(x, (3),K(u, (3)d(3 
gesetzt wird, 

(4) q;x - f K(x, u)q;u.du = tjJx - f Q(x, a)tjJu.du. 
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Diese Identitat fiihrt die nichthomogene Integralgleichung (2) 
auf eine solche mit dem offen bar symmetrischen Kern Q (x, OG) 
zuriick, dessen Singularitaten wieder keine anderen sind als die 
der Greenschen Funktionen j man erhalt namlich aus der Glei­
chung (2) unmittelbar 

(5) fx = l/Jx - f Q(x, OG) 1/JOG.dOG 

und diese ist zu losen, wenn keine Nullosung existiert. 
Ware dies der Fall, d. h. gabe es eine nicht identisch ver­

schwindende Losung der Gleichung 

l/Jx - f Q(x,OG)l/JOG.dOG = 0, 

so ergabe die Identitat (4), daB 

q;x = l/Jx - f K(OG, x) 1/JOG.dtx 

eine Nullosung des Kerns K (x, OG) ist, vorausgesetzt, daB q; x nicht 
identisch verschwindet. 

In letzterem Falle hatte die Gleichung 

1/Jx - fK(OG,x)l/JOGda = ° 
eine nicht identisch verschwindende Losung, oder der Kern K(OG, x), 
der sich von dem soeben betrachteten durch die SteHung der 
Integrationsvariablen unterscheidet, hatte eine Nullosung. Hat 
also keiner der Kerne K(x,OG) und K(OG, x) eine Nullosung, so 
hat auch der Kern der Gleichung (5) keine solche, und diese ist 
bei beliebiger Wahl der Funktion fx losbar. Damit erhalt man 
das Fredholmsche Theorem, daB die Gleichung 

q; x = f x + f K (x, (X) q; OG • d (X, 

in der fx nicht identisch verschwindet, stets eine stetige 
Losung q;x besi tzt, wenn dies von keiner der G lei­
chung en 

q; x = f K (x, (X) q; (X • d a, q; x = f K «(X, x) q; OG. dOG 

gil tj dabei sei del' Kern K entweder stetig oder so singular, wie 
die Greenschen Funktionen des vierten Abschnitts. 

Losungen del' letzten beiden Gleichungen nennen wir Null­
losungen erster und zweiter Art des Kerns K(x,OG); erster 
Art sind diejenigen, bei den en die Integrationsvariable unter dem 
Zeichen K so steht, wie in der nichthomogenen Gleichung, also 
an zweiter Stelle. 
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§ 48. 

Das Dirichletsche Problem in der Ebene. 

Ais erste wichtige Anwendung des erhaltenen Satzes be­
trachten wir das Dirichletsche Problem in del' Ebene, das wir 
folgendermaI3en aussprechen. Bedeutet IX den Punkt mit den recht­
winkIigen Koordinaten ~, rJ, so wird eine Funktion tP IX gesucht, 
die die Gleichung 

LltP = 0, 

erfUllt und im Innern einer geschlossenen, sich selbst nicht 
schneidenden, liberall stetig gekrlimmten Kurve Q: mit ihren 
ersten und zweiten Ableitungen stetig ist; die ferner, wenn man 
sich del' Kurve Q: nahert, gegen Grenzwerte konvergiert, die auf 
dieser Kurve als Werte einer stetigen Funktion des Ortes ge­
geben sind. Bezeichnen wir allgemein durch die angehefteten 
Buchstaben i und a die Grenzwerte einer GroI3e, denen sie zu­
strebt, wenn man sich von innen oder auI3en del' Kurve 0: nahert, 
durch trberstreichen del' Werte, die auf diesel' Kurve selbst an­
genommen werden, so kann die Grenzbedingung durch die Glei­
chung 

ausgesprochen werden, in del' F eine gegebene Funktion des Ortes 
auf del' Kurve Q: bedeutet. 

Es sei ferner d IX das Bogenelement, N die innere, N' die 
auI3ere Normale del' Kurve Q:, die yom Punkte IX aus gezogen 
sind; die analoge Bedeutung mogen dx, N x , N~ fUr einen Punkt x 
haben usf. Dann setzen wir versuchsweise an 

J d 1 
tP x = 1jJ IX • d N log - . d IX, 

rux 
l\: 

d. h. wir denken uns die Kurve Q: sei als doppeltbelegte Linie im 
Sinne des logarithmischen Potentials wirksam und ergebe das 
Potential tP. Das Potential einer Doppellinie hat nun, wenn wir 
die Kurve 0: stetig gekrlimmt voraussetzen, an diesel' Kurve eine 
Unstetigkeit, die durch die Gleichungen 

(1) tPx = tP;x - n1jJx = tPax + n1jJx 

dargestellt wird. 
Flir die weiteren Untersuchungen ist es wesentlich, dan diese 

Eigenschaft schon abgeleitet werden kann, wenn die Dichtigkeit 
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nur als stetig vorausgesetzt wird, ohne daJ3 Ableitungen zu existieren 
brauchen, wahrend bei den im vierten Abschnitt betrachteten 
Potentialen an manchen Stellen stetige Ableitungen der Dichtig­
keit vorausgesetzt wurden. 

Wir verifizieren die Gleichung (1) fUr den Fall, daJ3 1/J~ = 1 
gesetzt wird. Dann ist das Element des Integrals tP, d. h. 

d~ ddN log ~ = _ d~ dr",a 
r",a r",a dN 

nichts anderes, als die scheinbare Gro.lle des Elements d~, gesehen 
von der Stelle x aus und mit solchem Vorzeichen versehen, daJ3 
die Integration iiber die Kurve ~ das Resultat 2n-, 0 oder 1t ergibt, 
je nachdem der Punkt x im Innern, Au.Ilern oder auf der Kurve ~ 
liegt. Damit sind dann die Gleichungen (1) verifiziert: 

cP = 1t = Wi - 1t = 211: - n- = tPa + 11: = 0 + 11:. 

Setzt man bei beliebiger Gestalt der Kurve ~ fiir tP. iIi der 
ersten Gleichung (1) den Wert Fund fUr tP das Integral 

- J d 1 
c])x = 1/J ~ dN log r:ra d~, 

~ 

so ergibt sich 

tPix - 1I:ljJx = Fx - 1I:1/Jx = tPx, 

(2) 1/Jx = - - - --log - d~. Fx J1/J~ d 1 
11: 11: dN rza 

~ 

Die Funktion 1/J x ist also die Unbekannte in einer Integralgleichung 

fiir die 
1/Jx = fx + J K(x, ~)1/J~.da, 

Fx 
fx=-, 

11: 

1 d 1 
K(x,~) = --dN log -, 

11: ra:a 
zu setzen ist. Das Grundgebiet ist die Kurve ~, und in ihm ist 
der Kern endlich und stetig, da wir die Kurve iiberall stetig ge­
kriimmt voraussetzen. 

Die Integralgleichung (2) hat nun nach dem vorigen Para­
graphen eine auf dem Grundgebiet stetige Losung, wenn ihr Kern 
weder Nullosungen erster noch zweiter Art besitzt. 1st dies gezeigt, 
so gibt die GroI3e 

J d 1 
C])X = 1/J~ dN log rail: d~ 

6: 
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die Losung des Dirichletschen Problems, da sie die Laplacesche 
Differentialgleichung und die Randbedingung 

c])iX = Fx 
vermoge del' Integralgleichung (2) erfiillt. 

Es lam sich abel' in del' Tat zeigen, daLl keine Nullosungen 
vorhanden sind. Ware zunachst eine solche erster Art vorhanden, 
so erfiillte sie die Gleichung 

(3) l/lx - f K(x, u)l/let..du = o. 
G. 

Nimmt man nun (l/lu)/n als Dichtigkeit del' doppelt belegten 
Linie ~, so ergibt sich als Potential allgemein 

lY x = f l/l u ~ log ~ d u 
n dll rax 

(\ 

und speziell auf del' Kurve ~ 

'i§x = - J K(x, et.)l/ludet.. 
(\ 

Da nun aus der allgemeinen Theorie des Potentials die Gleichungen 
- /J!X lYX = lYi - -·n, n 

- f K(x, et.)l/let..du = -l/lx + 75i 
folgen, so ergibt die Gleichung (3) langs del' ganzen Kurve ~ 

(4) lYi = 0, 
und da auch die Gleichung 

LJ75 = 0 

gilt, so folgt, daLl lY im ganzen Innern der Kurve ~ verschwinden 
miiLlte. 

Hieraus ergibt sich unmittelbar 

dlY 
d.N = 0, 

und da die normale Ableitung des Potentials einer Doppellinie 
an dieser selbst stetig ist, wenn sie auf der einen Seite gegen 
endliche Grenzwerte konvergiert, 

dlY 
d.N' = o. 

Umgibt man nun die Kurve ~ mit einer anderen ~", deren 
Linienelement dl" und deren innere Normale .Nil ist, so gilt nach 
der Gaussischen Integraltransformation die Gleichung 
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J d'iJ J ~ "-J !(o'iJ)2. (O'iJ)2l 'iJ dN' dry. + tydN"dl - l o~ + otl Jd~dfj, 
{£ (£" 

wobei rechts tiber die von ~ und ~" eingeschlossene Flache zu 
integrieren ist. Das erste Glied auf der linken Seite dieser Glei­
chung hat aber den Wert Null; das zweite kann beliebig klein 
gemacht werden, indem man die Kurve ~I/ weiter und weiter 
hinausrtickt, da dann die Gronen ty und d 'iJ / d N" in bekannter 
Weise unendlich klein werden; somit folgt fUr den AuI3enraum 
der Kurve ~ 

o'iJ 0 'iJ 
iff = Ofj = 0, 

und da die Grone ~ im Unendlichen verschwindet, 

~=O, 
speziell auch 

(5) ~a = O. 
Nun gibt die Unstetigkeit des Potentials ~ die Gleichung 

1jJx 
~i - ~a = 2:n:- = 21jJx, :n: 

also den Gleichungen (4) und (5) zufolge 

1jJx = 0, 

d. h. eine Nullosung erster Art existiert nicht. 
Dan auch keine Nullosung zweiter Art vorhanden ist, sieht 

man leicht daraus, dan die Grone 
1jJry. d 1 

K(ry.,x)1jJry..dry. = -- dN log - dry. 
:n: rax 

die nach der Richtung Nx wirkende Kraftkomponente ist, die von 
der im Element dry. vorhandenen Masse - 1jJ ry. • d ry./:n: im Sinne des 
logarithmischen Potentials an der Stelle x ausgetibt wird. Man 
kann diese Komponente auch in jedem aunerhalb der Kurve ~ 
liegenden Punkte bilden; integriert man tiber die Kurve ~ nach ry., 
so erhalte man allgemein die Grone M. III den immer gebrauchten 
Bezeichnungen ist dann 

M = f K(ry., x)1jJry..dry., 

und wenn U das logarithmische Potential ist, das von der mit 
der Dichtigkeit - (1jJry.)/:n: belegten Kurve ~ herrtihrt: 

Mi = (~~}, Ma = - (:%')a . 
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Nun gibt die Theorie des Linienpotentials fUr jeden Punkt 
der belegten Kurve ~ die Gleichungen 

(dU) -
dN i = Mi = M + 1jJx, 

(dU) -
- dN' a= Ma = M - 1jJ Xj 

(6) 

ware daher 1jJ x eine N ullosung zweiter Art, so da13 die Gleichung 

1jJx = f K(rx, x) ljJrx.drx = M 

bestlinde, so wlirde folgen 

Die oben flir die Gro13e lJ angewandte Schlufireihe wlirde auch 
hier ergeben, da13 aufierhalb der Kurve ~ liberall die Gleichung 
(7) U = 0 

gilt, mithin auch auf der Kurve ~ selbst, da das Potential U in 
ihr stetig ist. Daraus aber wlirde auf Grund der Gleichung 

LlU=O 

auch fUr den ganzen Innenraum die Gleichung (7) folgen, mithin 
auch 

und wegen der Gleichungen (6) 

21jJx = (~~} + (:x,)a = 0, 

so da13 1jJ x nicht ala Nullosung im eigentlichen Sinne des W ortes 
zu bezeichnen ware. 

Damit ist gezeigt, dafi das Dirichletsche Problem eine Losung 
besitzt, und diese ist einzig, da die Differenz zweier Losungen 
wieder eine Nullosung ergabe. Die erhaltene Losung erscheint 
als Potential einer doppelt belegten KUJ;ve, bei der die Dichtig­
keit stetig ist. Aus dieser Eigenschaft folgen, wie bemerkt, 
gewisse Eigenschaften des Potentials, z. B. die Stetigkeit seiner 
Ableitungen aufierhalb und innerhalb der Kurve ~, sowie die 
Gleichungen (1). Setzt man ferner voraus, Fx habe langs der 
Kurve ~ eine stetige Ableitung, so gilt dasselbe der Integral­
gleichung (2) zufolge auch von 1jJ x, und hieraus folgt, da13 die 
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normal zur Kurve ~ gebildete Ableitung des Potentials gegen 
endliche, auf der Kurve ~ stetig veranderliche Grenzwerle kon­
vergiert, wenn man an die Kurve heranruckt. 

§ 49. 

Vereinfachung des in § 47 erhaltenen Kriteriums. 

Will man das erhaltene Kriterium fUr die Au£losbarkeit einer 
nichthomogenen Integralgleichung auf einzelne Falle anwenden, 
so witd die Tatsache wichtig, dal.3 bei stetigen Kernen N ull­
losungen zweiter Art nul' existieren, wenn auch solche 
erster Art vorhanden sind. 

U m dies einzusehen, gehen wir von del' in § 8 aufgesteUten 
Ungleichung 

(1) k < Ai f f K(x, a)2dadx 

aus, in del' k die Anzahl del' zum Eigenwert ),1 

einander orthogonalen Losungen del' Gleichung 

bedeutet. 
rp x = A J K (x, a) rp a d a 

gehorigen, zu 

Man schliel.3t aus del' Beziehung (1) sofort, dal.3 bei del' All­
nahme 

J J K(x, y)2dxdy < 1 

aHe Eigenwerte del' Kerne K(x, y) und K(y, x) grol.3er als EillS' 
sein mussen j dann existieren also wedel' N ullosungen erster noch 
zweiter Art, da bei diesen offenbar in der Bezeichnung des § 8 
del' Eigenwert 1 auftritt. Die Gleichungen 

rp x = f x + f K (x, a) rp a . d a, 

rp1Y = flY +JK(a, y)rp1 a.da 

sind also bei belie biger Wahl del' stetigen Funktionen f x und ~ y 
stets auflosbar. 8pezieH kann man solche Funktionen rex, y) und 
r 1 (x, y) bestimmen, dal.3 die Gleichungen 

(2) r (x, y) = K(x, y) + J K(x, a)r (a, y)da, 

(3) r 1 (x, y) = K(x, y) + J K(a, y) T1 (x, a) da 

geIten. Multipliziert man die zweite Gleichung mit r(y, z) d y, 
indem man links den nach del' ersten Gleichung diesem Faktor 
gleichen Ausdruck 
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[K(y, z) + J K(y, ~)r(~, z)d~]dy 
einsetzt und integriert nach y, so ergibt sich 

f r 1 (X, y)K(y, z)dy + J J r1(x, y)K(y, a)r(a, z)d~dy 

§49. 

= f r (y, z)K(x, y)dy + J f rl (x, a)K(a, y)r(y, z)dyda, 

und da die Doppelintegrale sich nul' durch die Zeichen del' 
Integrationsvariablen unterscheiden, folgt 

f r 1 (x, y)K(y; z)dy = f r(y, z)K(x, y)dy. 

Diese Gleichung kann auf Grund del' Gleichungen (2) und (3) 
geschrieben werden 

r 1 (x, z) - K(x, z) = rex, z) - K(x, z), 
womit die Identitat 

r l (x, y) = rex, y) 
erwiesen ist. Jede Losung del' Gleichung (7) ist also mit jeder 
del' Gleichung (2) identisch j beide Gleichungen konnen also nul' 
eine gemeinsame Losung besitzen und haben, wenn diese existiert, 
keine weiteren Losungen. 

Die Gleichungen (2) und (3) heWen die Resolventen des 
Kerns K(x, y)j ihre gemeinsame Losung rex, y) del' losende 
Kern. Existiert er, so folgen die Gleichungen 

(4) fx = rpx - f K(x, a)rpa.da, 

'(5) rpx = fx +Jr(x, a)fa.da 

aus einander, wie man sofort erkennt, wenn rp x aus del' zweiten 
Gleichung in die erste oder f x aus del' ersten Gleichung in die 
zweite einsetzt und die Resolventen beriicksichtigtj ebenso folgen 
auch die Gleichungen 

(6) fx = rpx - J K(a, x)rpa.da, 

(7) rpx = fx + f rea, x)fa.da 

aus einanderj die Integralgleichungen (4) und (6) werden also 
durch die Formeln (5) und (7) aufgelost, sobald del' losende Kern 
rex, y) bestimmt ist. 

In einem Spezialfalle ist die Frage nach del' Existenz des 
lOsenden Kerns rein algebraischer Natur, dann namlich, wenn 
man als Kern die Gro13e 

l,k 

Ko (x, y) = 2: ~.x. "IJf.y 
• 
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nimmt und unter tP, -qJ jm Grundgebiete stetige Funktionen des 
Ortes verstanden werden. In diesem Falle folgt aus der Integral­
gleichung 

cpx = fx + J Ko(x, a)cpa.da 
sofort 

l,k 

(8) cp X = fx +.2: Q.tP.x, 

wobei 

(9) Q,u=j'iJl'/-,a.cpa.df/, 

gesetzt ist. Substituiert man den Wert (8) in die Ausdrticke (9), 
so ergeben sich die Gleichungen 

l,k [ J 
Q/-' - + Qv J tP.a. lP-"f/,.da = fa. 'iJI'/-,f/,.da, 

aus denen die Grofien Q zu bestimmen sind. 
Eine Nullasung erster Art ergibt die Bedingungen 

l,k f 
Q,u - -+ Q. tP.a. 'lJf.ua.da = 0, /L = 1,2, ... k. 

Vertauscht man die Rollen der Funktionszeichen tP und 'iJI', so 
erhalt man die Bedingungen fUr eine Nullasung zweiter Art, in­
dem man im Schema der Koeffizienten der GraBen Q. die Hori­
zontal- und Vertikalreihen vertauscht. Dadurch wird ersichtlich, 
daB bei dem Kern Ko (x, y) die Nullasungen erster und 
zweiter Art stets nur zugleich auftreten. 

Jetzt sei K(x, y) wieder ein beliebiger Kern und werde an­
genommen, man kanne den Kern Ko so wahlen, daB fUr die 
Differenz 

die Ungleichung 

(10) 

Kl (x, y) = K(x, y) - Ko (x, y) 

J J Kl (x, y)2clxdy < 1 

gilt, also ein lasender Kern r l (x, y) existiert, der die Gleichungen 

r l (x, y) = Kl (x, y) + J Kl (x, a) r l (a, y)da, 

r l (x, y) = Kl (x, y) + j KI (a, y) r l (x, a)da 
erftillt. Dann nimmt die Gleichung 

(11) cpx = fx + J K(x, a)cpf/,.df/, 
die folgende Form an: 
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fx + fJ cIJ.x. "IJf.a. g)(x.da = gJX - J Kdx, a)gJa.da, 
• 

oder kurz, indem wir die linke Seite F x nennen, 

F x = gJ x - f Kl (x, a) gJ a. 

Aus dieser Gleichung folgt aber, wenn wir sie als Spezialfall der 
Gleichung (11) oder (6) ansehen, 

gJx = Fx + f Tl (x, a)Fa.da. 

Setzen wir hier fUr Fx den expliziten Wert, so verschwindet die 
GroI3e Kl und es ergibt sich die Gleichung 

fx + f Tl (x, a)fa.da 

= gJx - f gJa ~ (cIJ.x + f rl(x, a)cIJ,a.da) "IJf.a.da. 

Damit ist die gegebene Integralgleichung (11) auf eine solche 
zurlickgefUhrt, deren Kern die Gestalt Ko (x, y) hat; speziell also 
folgt, daI3 Nullosungen erster und zweiter Art bei 
stetigen Kernen n ur zugleich auftreten. 

Es bleibt nur noch zu zeigen, daI3 Ko so gewahlt werden 
kann, daI3 Kl die Ungleichung (10) erflillt. Urn dies zu erreichen, 
teile man das Grundgebiet in solche Teilgebiete, daB in jedem 
von ihnen die Differenz zweier Werte des Kerns absolut unter 
einer vorgeschriebenen positiven Konstanten c bleibt. 1m vten 
Teilgebiete liege die Stelle y.; dann sei "IJf. = 0 in allen Teil­
gebieten auI3er dem vten; in diesem sei "IJf. = 1 mit Ausnahme 
eines an die Umgrenzung sich anschlieBenden Randgebiets von 
beliebig kleiner Ausdehnung, in dem <]f, stetig von 1 zu 0 liber­
gehe; allgemein werde cIJ.x = K(x, y.) gesetzt. Dies festgesetzt, 
ist die GroBe Kl im Grundgebiet stetig, und gilt auI3erhalb der 
Randgebiete die Beziehung 

I l,k I I KI (x, y) I = K (x, y) - 2: cIJ.x. "IJf.y < c; 
• 

da nun die Gesamtausdehnung der Randgebiete beliebig 
genommen werden kann, so folgt bei passender Wahl von 
Ungleichung 

klein 
c die 
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§ 50. 

Die Existenz der Greenschen Funktion bei allgemeineren 
Problemen der Warmeleitung. 

Die erhaltenen Resultate gewahren wesentliche Erleichte­
rungen, wenn man die Methoden des § 48 auf diejenigen Probleme 
der Warmeleitung iibertragen will, bei denen an der Grenze des 
Grundgebietes Warme ausgestrahlt wird. 

Es sei etwa das Grundgebiet eben, und es werde in ihm 
eine Funktion des Ortes, die stationiire Temperatur IP, gesucht, 
die die Gleichung 

LlfP = 0 

im Innern des leitenden Gebietes und die Randbedingung 

(1) 
dfP 
dN - hCIJ = F 

an der Randkurve ~ erfiiUt; in dieser bedeute N die innere N or­
male, heine positive Konstante und l!' eine stetige Funktion des 
Ortes auf der Kurve ~. 

Wir versuchen den Ansatz 

fPx =JtJla.1og .-!.... da, 
rxa 

indem wir unter d a ein Element der Kurve ~ verstehen, auf die 
sich auch das unbestimmte Integralzeichen beziehe. Die ge­
suchte Funktion erscheint als Potential der einfach im Sinne des 
logarithmischen Potentials mit Masse belegten Linie ~. 

Setzen wir dann 
dIP 

M=dN 

und geben den Symbolen M, Mi , Ma dieselben Bedeutungen wie 
in § 48, so ergeben die dort benutzten Satze iiber das Linien­
potential die Gleichungen 

(2) M, = M + 11:tJlx, M" = M - 11:tJlx. 
Dabei gilt die Gleichung 

- f' d 1 M = tJla·dN log - da; 
'" r •. ,. 

ist doch das Element des Integrals die Komponente der An­
ziehung des Elementes dOG im Punkte x nach der Richtung N. 

Kneser,Integralgleichungen. 14 
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Kombiniert man diesen Ausdruck mit den Gleichungen (2), so 
ergibt sich 

• d 1 
Mi = - 11:tjJx +J tjJrx.. d J.I log -·drx., 

.Ll x rxu 

und die Randbedingung (1) fUhrt zu der Gleichung 

o = - 11:tjJx - hfPx - Fx +ftjJa.-d-log ~ .da, 
dN", r",u 

und umgekehrt; setzt man fUr fP x den vorausgesetzten Wert, so 
ergibt sich 

(3) 11:tjJx = - Fx +fda.tjJa[ddN log ~ - h log _1]. 
x rxu rxa 

Hiermit ist die Aufgabe, tjJ x zu finden, auf eine Integral­
gleichung mit dem unsymmetrischen Kern 

1 d 1 h 1 
K (x, a) = - -- log - - - log -11: dNx t'xa 11: rxa 

zuruckgefUhrt; das Grundgebiet bildet die Kurve~. Diese Gro.3e 
sowie die symmetrische Funktion 

Q(x, y) = K(x, y) + K(y, x) - J K(x, a)K(y, rx.)drx. 

sind unstetig wie log rxa oder log rxY, so daB die Theorie des 
§ 47 angewandt und geschlossen werden kann, daB die Integral­
gleichung (3) eine stetige Losung tjJx besitzt, sobald man weiB, 
daB keine N ullosung vorhanden ist. 

Eine Nullosung erster Art wurde nun die Gleichung 

(4) - tjJx + J K(x, rx.)tjJa.drx. = 0 

erfUllen, und fiir die zugehorige Gro.3e fP ergaben sich die Be­
ziehungen 

(5) AfP = 0, 
alP 
dN - hfP = O. 

Diese sind abel' nicht miteinander vereinbar. Es gilt namlich 
die Identitat 

f d S [ (00 ~y + (~ :y} = - fda. fP ~ ~ , 
(g 

wenn links uber die leitende Platte integriert und unter G, 1] 

rechtwinklige Koordinaten verstanden werden, und die zweite 
Gleichung (5) ergibt 
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f dS{ (~~y + (~~y} = - h f da.W2, 
(i: 

was offenbar, da h positiv, unmoglich ist. 
Eine belie bige Losung der Gleichung (4) ergibt nun, indem 

man 

einsetzt, 
1/1 a = f K (a, (3) 1/1 {3 • if (3 

1/Ix = f K(x, a) da f K(a, (3)1/I(3.d{3. 

Die Singularitat des Kerns Kist aber so beschaffen, da.f3 die 
Integrationen nach § 40 vertauscht werden konnen; setzt man 
daher 

so findet man 

K2(X, (3) = f K(x, a)K(a, (3)da, 

1/Ix = f K2(X, (3)1/I{3.d{3. 

Eine Nullosung erster Art des Kerns K (x, a) ware also auch 
eine solche des Kerns K2 (x, a), und dieser ist im Grundgebiet 
aus denselben Grunden stetig wie die gleichbezeichnete Gro.f3e in 
§ 40. Ebenso ware eine Nullosung zweiter Art des Kerns K(x,a) 
eine solche des Kerns K2 (x, a). Auf letzteren ist aber die Theorie 
des § 49 anzuwenden; er besitzt nur Nullosungen zweiter Art, 
wenn solche erster Art vorhanden sind. Dasselbe gilt daher auch 
von dem unstetigen Kern K(x, a); da diesel', wie gezeigt, keine 
Nullosung erster Art besitzt, hat er auch keine zweiter Art, und 
damit ist die Existenz der gesuchten Greenschen Funktion fUr 
das vorgelegte Problem der Warmeleitung I erwiesen. In den 
auf allgemeine Gebiete bezuglichen Untersuchungen der §§ 31 
bis 38 war die Existenz einer sol chen Funktion, die dort als 
Kern genommen wurde, vorausgesetzt. 

Die Fun ktion Wx ergibt sich als Potential einer einfach belegten 
Linie (£ mit stetiger Dichtigkeit; hieraus folgt, da.f3 die Gro.f3e Wx 
im Innern des von del' Kurve (£ umschlossenen Grundgebiets des 
urspriinglichen Warmeleitungsproblems stetige erste und :zweite 
Ableitungen besitzt, und daLl an del' Kurve (£ die normalen Ab­
leitungen del' Gro.f3e W x gegen endliche, auf der Kurve sich stetig 
andernde Grenzwerte konvergieren. Dasselbe folgt daher fUr die 
im vierten Abschnitt durch M(0,1) bezeichnete Gro.f3e,. die durch 
ein Handwertproblem von derselben Form wie Wx definiert werden 
kann. 

14* 
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§ 5l. 

Das Diricbletsche Problem im Raume. 

Die Aufgabe, eine Funktion W zu bestimmen, die in dem von 
der Flache rr umschlossenen Gebiet die Gleichung 

LlW = 0 

erfiillt, an der Flache selbst aber gegen gegebene Grenzwerte 
gema13 der Gleichung 

w;=F 
konvergiert, kann in derselben Weise, wie das bei dem Dirichlet­
schen Problem in der Ebene durchgefiihrt ist, auf eine Integral­
gleichung zuriickgefiihrt werden, indem man in den Formeln des 
§ 48 iiberall log (l/rax) durch l/rax ersetzt und durch du ein 
Element der Flache a bezeichnet. Halt man im iibrigen die Be-
7.eichnungen de3 § 48 aufrecht und nimmt an, die Flache ~ sei 
iiberall stetig gekriimmt, so setzt man 

c]Jx = f lP a · d~ (r~J da 

an, wobei wie in allen kommenden unbestimmten Integralzeichen 
iiber die Flache 0: als Grundgebiet zu integrieren ist. Dann 
gelten die Gleichungen 

iPx = w,x - 2nlPx = Wax + 2nlPx, 

und man findet fiir die unbekannte Funktion 1jJ die Integra.l­
gleichung 

Fx f lPX = 2n + K(x, a)1jJa.da, 

wobei gesetzt ist 

(1) K(x, a) = __ 1_ ~ (.~). 
2ndN rax 

Diese GroBe wird auf dem Grundgebiet unendlich, so IdaB die 
Methode des § 48 nicht mehr ohne weiteres angewandt werden 
kann. 

Diese Schwierigkeit iiberwinden wir, wia friiher in ahnlichen 
Fallen, indem wir zu iterierten Kernen iibergehen. 

Sei allgemein die Gleichung 

(2) q;x = tx + J K(x, a)q;a.da 

gegeben und werde 
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K2(X, y) = J K (x, a)K (a, y) d a, 

KS(x, y) = S K2(X, a)K(a, y)da 
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gesetzt; darf :man die lntegrationen vertauschen, was wir in 
diesem Paragraph en liberhaupt voraussetzen woUen, so findet man 
leicht auch die Gleichung 

(3) 
KS(:!, ]1) = fJ K(:t, p)'K({3, a)K(a, y)dad{3 

= JK(x,a)K2(a,y)da. 

Substituiert man nun in del' Gleichung (2) rechts flir g; a den 
Wert, den die Gleichung selbst ergibt, so folgt 

g;x = fx + J K(x, a)fa.da + J K2(X, a)g;a.da, 

und hieraus, indem man nochmals die Gleichung (2) benutzt 

g;x = fx + J K(x, a)fada + J K2(X, a)fa.da 

oder kurz 
+ J K3(X, a)g;a.cla 

g;x = rx + S KS(x, a)g;a.da. 
Wenn also, wie im Falle des Kernes (1) gezeigt werden kann, die 
Grone Ks (x, a) auf dem Grundgebiet stetig bleibt, so ist die 
Integralgleichung mit unstetigem Kern auf eine solche mit stetigem 
Kern zurlickgeflihrt. 

Um diesen Zusammenhang genauer zu verfolgen, untersuchen 
wir[die Eeziehung zwischen den Nullosungen del' Kerne K (x, a) 
und Ks (x, a). Hat ersterer eine Nullosung, so gilt offenbar das­
selbe von K S (x, a); etwas schwieriger ist die umgekehrte :Frage. 
Werde also die Gleichung 

(4) g;x = f K3(X, a)g;a.da 

vorausgesetzt, und seien Q1, Q2, Q3 die drei Werte der dritten 
Einheitswurzel, speziell Q1 = 1. Dann setze man 

30,x = g;x + (I. S K(x, a)g;a.da+Q~ J K2(X, a)g;a.da; 
diese GroDen konnen nicht aUe drei identisch verschwinden, da 
sonst dasselbe von g; x galte. Man findet nun ohne weiteres 

3 J K(x, (3)O,{3.d{3 = S K(x, (j)g;{3.d{3 

+ (I • .rs K(.1', (3) K({3, a) g;a.dad{3 + (I~ SSK(x, (j)K2({3,a)g;a.d ad{J 

30.x - g;x + 2f K 3( ) d = Q. . x, a g; a . a, 
Q. 
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oder auf Grund der Gleichung (4) 

(5) f).x = Q. S K(x, (3) f).(3.d{:J. 

Gerade so wiirde man von einer zum Kern K3(X, a) gehorigen 
N ullosung zweiter Art, also einer Losung der Gleichung 

zu einer Gleichung 
cpx= f K3(rx., x) cp a.drx. 

(6) f).x=Q.SK«(3,x)f).(3.d(3 
gelangen. 

Die durchgefiihrte Untersuchung liiJ3t sich offenbar auf be­
liebige iterierte Kerne Km(x, a) iibertragen, in denen 'In eine un­
gerade Zahl istj aus einer Nullosung eines solchen kann man 
stets eine Nullosung des urspriinglichen Kernes herstellen. Bei 
symmetrischen Kernen erhalt man hieraus und aus den Satzen 
des § 41 das Resultat, daB aus einer Eigenfunktion eines 
iterierten Kernes stets eine solche des urspriinglichen 
abgeleitet werden kann. 

Fiir die gegenwartige Untersuchung bemerken wir nur, daB 
nach § 49 der Kern Ks Nullosungen erster und zweiter Art stets 
nul' zugleich besitztj die Existenz solcher ist also iiberhaupt aus­
geschlossen, wenn entweder die Gleichung (5) oder die Gleichung 
(6) als unmoglich nachgewiesen wird. Das wird uns. beim raum­
lichen Dirichletschen Problem betreffs del' Gleichung (6) in der 
Weise gelingen, daB wir zeigen: sie kann wedel' fiir komplexe 
Werte von Q. erfiillt werden noch fiir den Wert Q. = l. 

Dies vorausgesetzt, kann nach § 47 die Gleichung 

(7) cpx = (x + f K3(X, a)cpa.da 

bei beliebiger Wahl der stetigen Funktion (aufgelOst werden. Um 
aber zu der urspriinglichen Gleichung 

cp x = f x + f K (x, a) cp a . d a 

zuriickzukommen, machen wir von dem in [§ 47 :eingefiihrten 
losenden Kern der Gleichung (7) Gebrauch, der existiert, da keine 
Nullosungen vorhanden sind. Sei rs(x, a) dieser losende Kern, 
so daB die Gleichungen 

(8)'K3(X, y) + f r3(a, y)K:I(X, a)da-= rs(x, y) 

fKS(x, y) + S r3(x, a)K3(a, y)drx. = rs(x, y) 
geIten. 
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Man setze nun 
~(x, y) = K(x, y) + K2(X, y) + K3(X, V), 

rex, y) = ~(x,y) + f T3(a, y)~(x, a)da; 

dann gilt zuniichst die Identitiit 

(9) 
~(x, y) - f ~ (u, y)K(x, a) da 

= K(x,y) - fK3(a,y)K(x,a)da, 

oder auch, indem wir auf das letzte Integral die bei 
chung (3) benutzten Umformungen anwenden, 

.Q (x, y) - f ~ (a, y) K (x, a) d a 

= K(x, y) - f K3CX, a)K(a, y)da. 
(10) 

J etzt bilden wir den A usdruck 

X = T(x, y) - f rCa, y)K(x, a) da 

= ~(x,y) + f.Q(x,u)T3Ca,y)da 
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der Glei-

- f ~(a, y) K(x, a) da - f f .Q Ca, (3) P({3, y)K(x, a) da d (3; 

ziehen wir das erste und dritte Glied gemii13 der Formel (10) zu­
sammen, so ergibt sich 

X~= K(x, y) - f K3(X, a)K(a, y)da 

+ f ~ (x, (3) P ({3, y) d {3 

- f f ~(a, (3)P({3, y)K(x, a)dad{3, 
oder, indem wir die Integrationen im letzten Gliede vertauschen 
und der Formel (9) gemii13 

~(x, (3) - J~.Q(a, (3)K(x, a)da = K(x, (3) - J K(x, a) K3(a, (3)da 

setzen, 

X = K(x, y) + f P({3, y)d{3 {K(x, (3) - J K(x, a) K3 (a, (3)da} 

- J K(x, a)K3(a, y)da 

= K(x, y) + j K(x, a)da { r 3(a, y) - K3(a, y) 

- J r 3({3, y)K3(a, (3)dp}. 

1m letzten der erhaltenen Glieder verschwindet aber der Inte­
grand der Gleichung (8) zufolge; somit ergibt sich . 

(11) X = K(x, y) = rex, y) - f rCa, y)K(x, a)da. 
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Auf Grund dieses Resultats kann die ursprungliche Integral-
gleichung 
(12) cp x = (x + S K (x, a) cp a . d a 

leicht aufgelost werden; setzt man namlich 

(13) cpx = (x + J rex, a)fa.da, 

so findet man 
cpa = fa + f rca, (j)({j.d{j, 

f K(x, a) cpa. da = J K(x, a) (a. da 

+ JS rea, (j) K(x, a)({j. d f3 d a, 

oder, indem man die Integrationen vertauscht und die Gleichung 
(11) oder 

r rea, (3)K(x, a)da = rex, (j) - K(x,{j) 

berucksichtigt, 

S K (x, a) cp a . d a = S K (x, a) fa. d a 

+ S({j.[r(x,{j) - K(x,{j)]d{j 

= cpx - (x, 

womit die Gleichung (12) erwiesen ist. Diese Gleichung hat also 
die Losung (13). 

§ 52. 

Das raumliche Dirichletsche Problem; spezielle Durchfiihrung. 

Urn die allgemeinen Betrachtungen des vorigen Paragraphen 
anwenden zu konnen, mul3 gezeigt werden, dal3 die durchgefUhrten 
Integrationen zu bestimmten Werlen fUhren und in der Weise, 
wie es geschehen ist, vertauscht werden dlirfen. Dies gelingt mit­
tels del' Satze des § 40, sobald wir uns uber die Unstetigkeit von 
K2(X, y) und K3(X, y) klar geworden sind. Flir diese Grol3en ist 
die geschlossene [Flache 15' das Grundgebiet, die das fur die 
Dirichletsche Aufgabe vorgelegte raumliche Gebiet ffi umschliel3t. 

Aus del' im vorigen Paragraph en gegebenen Form der GroBe 
K (a, (j) sieht man zunachst, dal3 dieselbe unstetig wird wie 
cos w/r~fJ' wenn w den Winkel zwischen den Richtungen N 
oder Na und rafJ bedeutet. Da wir nun die Flache ~ stetig ge­
krlimmt voratissetzen, so nahert sich der Bruch cos w / r a (J einer 
endHchen Grenze, wenn die Stellen a und {3 zusammenrlicken. 
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Die Gro13e K(a, fJ) wird also unstetig wie l/ra~, und man kann 
fUr ein die Stelle fJ umfassendes Gebiet U, das hinreichend klein ist, 

A KC a, fJ) = - + M 
r"f/ 

setzen, wobei A gegenliber der Stelle a eine Konstante bedeutet, 
deren absoluter Betrag unter einer von fJ unabhiingigen Grenze 
bleibt, und M im Gebiet U eine stetige Funktion der Stelle a ist. 

Man nehme nun das Gebiet U so klein, da13 es sich auf eine 
gewisse Ebene eindeutig in das schlichte Gebiet Ii projiziert. 
Bezeichnet man in diesem durch ra~ und d ii. die Projektionen 
des A bstandes r a f/ und des Elementes d a, so bleiben die Ver­
hliJtnisse ra(1rja~, dii/drx und dajdCi. zwischen positiven endlichen 
Grenzen. Daraus folgt, da13 man setzen kann 

f J ModCi. 
K(a, fJ)fa.da = -_-, 

• ~f/ 
u ~ 

(1) 

wobei Mo im Gebiet Ii endlich und stetig ist, wenn fa im Gebiet 
U eine stetige Funktion des Ortes bedeutet. Da nun das Integral 

rdCi. 
J raf/' 

erstreckt libel' ein innerhalb fester Schranken liegendes Gebiet, 
absolut unter einer von fJ unabhangigen endlichen Grenze liegt, 
so ist die Gro13e (1) endlich und andert sich stetig mit fJ, wenn 
diese Stelle innerhalb des Gebietes U bleibt. 

Bildet man ferner das Integral 

.f K(a, r)K(r, fJ)dr, 
Il 

in dem die Stellen a ;und fJ zunachst dem Gebiet U angehoren 
mogen, so sieht man aus den durchgefiihrten Betrachtungen, da13 
man das Integral in der Form· 

fM1d r 
. ray r(1y 
IT 

schreiben kann, wobei die iiberstrichenen Gro13en die Projektionen 
der nicht iiberstrichenen sind, und Ml dieselben Stetigkeitseigen­
schaften wie Mo besitzt. Das lctzte Integral ist abel' absolut 
kleiner als das mit einer gewissen positiven Konstanten multi­
plizierte Integral 
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dessen Wert wir untersuchen wollen. 
Zu diesem Zweck nehmen wir an, das Gebiet IT sei die Flache 

einer Ellipse mit den Brennpunkten ii, p; die rechtwinkligen 
Koordinaten des Punktes r in bezug auf die Hauptachsen dieser 
Ellipse seien ~ und '1'/, und die Gleichung der Ellipse, die del' 
bezeichneten konfokal ist und durch den Punkt r geht, seil 

~2 1)2 -+--1 u2 b2 - • 

Setzt man ferner 

a2 - b2 = e2, ~ = u cos 0, 1) = b sin f}, 

so ist e konstant und man findet 

r~y = (a cos (} - e)2 + b2 sin2{j = (e cos rp - a)2, 

r~)' = (e cos f) + a)2, rayrp~' = a2 - e2 cos2 8, 

d- = c(g,1)) dbdO = a2 - c2cos2 f} dbdf} 
y iJ(b,O) a ' 

J r~~n. = f db;rp. 

Hat nun die das Gebiet IT umschlieBende Ellipse die Halb­
achsen Uo und bo, so folgt 

27t bo 

f _d~i =fdrpfv db =-2%10g(+Jog(M+Vb!+e2). 
_ rayrfJy b2 +C2 
1l 0 0 

Diese GroBe wird, da rap = 2 e, unendlich wie - 2 ,dog rap oder 
wie - 2 % log rap, ;wenn die Stellen a und {3 zusammenriicken. 
Dasselbe gilt daher von den Integralen 

r fy·K(a, y)K(y, {3)dy, K2(a, {3) = S K(a, 1')K(y, {3)dr,' 
6 6 

wenn f1' eine beliebige stetige Funktion des Ortes ,im Gebiet tr 
bedeutet. 

In )ntegralen wie 

f fa.K2 «(J, a) da, S fa. K2(a, (J) d~ = S fa.da S K(a, r) K(r,{3) dr, 

kann daher nach § 40 die Reihenfolge der Integrationen nach a 
und r umgekehrt werden. 
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Man ubersieht ferner leicht, dan das mit einer stetigen Funk-
tion f gebildete Integral 

Jlog ray.:dr f(a, (3) 
rpy 

u 

liber ein beliebiges Gebiet U erstreckt endlich bleibt, auch wenn 
die Stellen a und (3 zusammenfallen. Man braucht es nur in die 
Form 

JI - dy M og ray·=-· 
rpy 

it 

zu bringen, wobei die Grone M offen bar im Integrationsgebiet 
stetig ist, und im Gebiete IT Polarkoordinaten mit 73 als Zentrum 
einzufUhren; dann folgt das Behauptete aus del' Tatsache, da13 

flog udu 

endlich ist, auch wenn man an die Grenze u = 0 heranintegriert. 
Hieraus folgt weiter, dan das Integral 

K3(a, (3) = S K(a, r)K2 (r, (3)dr 
\j 

im Grundgebiet u: endlich und stetig ist, und die Satze des § 40 
zeigen, dan im Integral 

ffa.K3(a, (3)da =ffa.dafK(a, r)K2(r, (3)dr 

die Integrationen vertauscht werden durfen. 
Hiermit sind diejenigen Teile des vorigen Paragraphen gerecht­

fertigt, in denen von der Singularitat der Gro13en K, K2, K3 Ge­
brauch gemacht und Integrationen lunstetiger Integranden ver­
tauscht werden. 

§ 53. 

NUllosungen beim raumlichen Dirichletschen Problem. 
) 

U m die Kette der Schlusse vollstandig zu machen, die das 
raumliche Dirichletsche Problem erledigen, bleibt nach § 51 noch 
entweder zu zeigen, da13 die Gleichung 

rpx = c J K(x, a) rpa.da 

weder wenn eden Wert Eins hat, noch wenn c komplex ist, eine 
Losung besitzt; oder diese Behauptungen sind fur die Gleichung 

(1) rpx = c f K(a, x) rpa.da 
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zu beweisen, was nach § 51 dasselbe lei stet. In letzterer Form 
ist der Beweis leichter. 

Dafi zunachst die Gleichung 

rpx = J K(~, x)rpa.da 

keine Losung besitzt, zeigen die Schliisse, durch die in § 48 be­
wiesen wurde, dafi keine Nullosung zweiter Art existiert, wenn 
man nur iiberall log r durch l/r ersetzt. 

Um sodann jdie Gleichung (1) bei komplexen Werten von G 

als unmoglich nachzuweisen, gehen wir von del' Formel 

1 d (1) X (x, a) = - ? d N. -
.>.J1t a raa: 

aus und schliefien aus ihr 

X(a, x)cpa.da = - ~: d~'X (r~)da. 
Diese Grofie ist abel' die im Punkte x nach del' Richtung N,c 
wirkende Komponente der Kraft, die das Element da mit del' 
Masse - d a. rp a /2 '1'l belegte im Punkte x ausiibt. Bilden wir 
daher das Fllichenpotential 

U = -f cpa da, 
2'1'l rax 

B' 

indem wir unter x auch Stellen im Innel'll oder Aufiel'll del' 
Fliiche t} verstehen, und bezeichnen durch N wie bisher die 
innere, durch N' die aufiere Normale dieser Fliiche, so konnen 
wir wie in § 48 die Grofienl 

(2) ~ = (~~);' M" = -(:~')a = (~~\ 
M = f X(a, x)rpa.da 

bilden, und ihre Bedeutung ist folgende. Mi und Ma sind die 
Grenzwerte, denen die in der Richtung N wirkende Kraftkompo­
nente zustrebt, wenn man sich dem auf del' Flache t} liegenden 
Punkte x von innen odeI' aufien annahert, etwa auf einer zur 
Flache normalen Geraden, deren Richtung man, ehe die Flache t} 
erreicht wird, als Richtung N nimmt; M aber ist die nach der 
Richtung N,x; genommene Komponente der Anziehung, wenn der 
Punkt x in der anziehenden Flache t} selbst liegt. Die Theorie 
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des Flachenpotentials gibt, da - rp IX. (2 :n:)-1 die Dichtigkeit ist, 
die Gleichungen 

Mi = M + rp x, Ma = M - rp x, 
oder 

Benutzt man daher die Gleichungen (2), so fiihrt die vorausgesetzte 
Reziehung (1) zu der Gleichung 

oder 
M - M" = c (M; + Ma) 

(3) dU dU (dU dU) 
dN + dN' = c dN - dN' ; 

dabei bedeuten die Briiche mit dem Nenner dN den durch das 
Suffix i bezeichneten Grenzwert, die Briiche mit dem Nenner dN' 
den durch a bezeichneten, was wir fUr die folgenden Formeln 
festhalten. 

Zu der Gleichung (3) kommt man auch, wenn c komplex ist. 
Dann gilt dasselbe von rp IX; da diese Gro.Ge aber iiberall nur 
linear vorkommt, so sind die benutzten Gleichungen der Poten­
tialtheorie auch bei komplexen Werten der Dichtigkeit giiltig, 
und das Potential sowie jede Kraftkomponente faUt dabei kom­
plex aus. 

Es sei z. B. 
U = V + Wi, c = a + bij 

dann zerfallt die Gleichung (3) in die beiden folgenden: 

dY dV [dY dV1 [dW dW] 
dN + dN' - a dN - dN' + b dN - dN' = 0, 

dW dW [dW dWl ldV dV] 
dN+ dN' - a dN - dN'_ - b dN - dNi=O. 

Multipliziert man diese Gleichungen mit W und - V oder mit 
V und W, addiert sie und integriert iiber das Grundgebiet, so 
vereinfacht sich das erhaltene Resultat durch die Gleichungen 

J( dW dV) J( dW dV) V dN - W dN dlX = 0, V dN' - W dN' dlX = 0, 

deren erste unmittelbar aus der Gaussischen lntegraltransformation 
fUr den von der Flache u: umschlossenen Innenraum lJl fcilgt, die 
zweite aus derselben Transformation fiir den Au.Genraum der 
Flache u und den Unendlichkeitseigenschaften der gewohnlichen 
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Potentiale. Mittels dieser Gleichungen findet man durch die 
angegebenen Operation en folgende Gleichungen: 

f dW i dW J dV f d V b W dN da-b. W dN,da+b V dN da - b V dN' da = 0, 

wofiir wir kurz schreiben 
bl'= 0, 

und 

- aT +f V(:~ + ;;,)aa + J W(~~~+ ~;)da = 0. 

Wenn nun c komplex, also b von Null verschieden ist, ergibt 
sich sofort 

(4) T= 0, J[v(~~ + :;) + W(~~ + ~;)Jda = O. 

Diese Gleichung transformieren wir mittels der Identitaten 

f dV f [(0 V)2 (0 V)2 (0 V)2J V dN da = - dT: 13I + ~ + ~ 
1m 

J dV J [oV)2 (OV)2 (0 V)2] V dlV,da = - dT: (13I + &li + ff ' 
91' 

indem wir durch !H' den Aunenraum der Fliiche ty bezeichnen 
und analoge Gleichungen fiir W aufstellen. Die linke Seite der 
zweiten Gleichung (4) geht dann in eine Summe von Integralen 
negativer Quadrate iiber und die Gleichung zeigt, dan die Ab­
leitungen von V und W nach g, 'f/, b im Au.I3enraum !H' wie im 
Innenraum !R verschwinden, die Potentiale V und W im ganzen 
Raume konstant sind, die zugehOrigen Dichtigkeiten also, mit 
denen die Flache ty belegt 1st, d. h. der reelle und imaginare 
Teil der Funktion cp a, verschwinden. 

Damit ist gezeigt, dan keine Losungen der Gleichung (1) bei 
komplexen Werten von c existieren, und die Entwickelungen des 
§ 51 sind soweit erganzt, wie es notig war, urn zu zeigen, dan 
die Dirichletsche Aufgabe durch den dort gegebenen 
A usdruck wirklich gelost wird. 



Sechster Abschnitt. 

Die Fredholmschen Reihen. 

§ 54. 

Formale AufHisung von Integralgleichungen und 
Integralgleichungssystemen. 

Ersetzt man die Integralgleichung 

l/Jx = fx +SK(x,a)l/Ja.da 

durch das System der linearen Gleichungen .. 
~=l 

(! = 1,2, ... n, 
und lOst diese durch Determinanten auf, so wird es plausibel, da.l3 die 
Integralgleichung in folgender Weise durch die Fredholmschen 
Reihen aufgelOst wird: 

1jJ x = f x + ~ J D (x, a) fa. a a, 

D( ) - A ( ) _ Al (x, a) + A2 (x, a) _ ... 
x, a - 0 x, all 21 ' 

D = 1 _ Al + A2 _ As + ... 
11 21 31 . 

In diesen ist gesetzt 

Ao (x, y) = K(x, y), 
K(x,y) K(x,a1 ) ... K(x,a n) 

A ( ) - rs ... fa d d K(al,y) K(al,al ) ... K(al, an) 
n x, y -. • a l a2 • • • an:: : ' 

., . 
K(a,"l/) K(an,al) ... K(an,an ) 

An = J A n- l (a, a) dc<. 
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Offenbar hat man hier mit Determinanten zu tun, deren 
Elemente die Form K(x, a,,), K(am y), K(am, IXn) haben. Diese 
wollen wir kurz durch (xn), (ny), (mn) bezeichnen. Die Deter­
minanten haben ferner die Eigellschaft, da13 das erste Argument 
del' Gro13en (IX (3) in jeder ZeiIe, das zweite in jeder Spalte dassel be 
bleibt; sie sind also durch ihr Diagonalglied vollkommen be­
stimmt. Sie mogen demgemii13 durch das in eckige Klammern 
geschlossene Diagonalglied dargestellt werden. Mit dieser Be­
zeichnungsweise erhiilt man 

An(x,y) = r"Sdal'" dlXn[(xy) (11) (22) ... (nn)]. 

Wir wollen nun die Gro13e An (x, y) dadurch umformen, da13 
wir die in ihr vorkommende Determinante nach den Gliedern ihrer 
ersten Spalte ordnen. Dann finden wir 

[(xy) (11) ... (nn)] = (xy) [(11 )(22) ... (nn)] - (1 y) [(x 1)(22) ... (nn)] 
+ (2y) [(x 1 )(12) (33) ... (nn)] - (3y) [(x 1) (12)(23)(44) ... (nn)] + .... 

Die Determinanten der rechten Seite sind hier nach folgendem 
Gesetz gebildet. Die zweiten Ziffern sind immer die der Reihe 
1, 2, ... n, die ersten Zeichen sind x, 1, 2 ... n, von denen suk­
zessive das erste, zweite, dritte, ... weggelassen wird. Dem ent­
spricht es vollkommen, daB man Determinanten haben will, bei 
denen die Spalten aus den letzten n Spalten der urspriinglichen 
Determinante gebildet sind, wiihrend die Zeilen diejenigen der 
urspriinglichen sind, nachdem man die erste, zweite, dritte Zeile 
weggelassen hat und so fort. Nun erhiilt man, indem man zwei 
Spalten vertauscht, odeI' in den Elementen unserer Determinante 
die an zweiter Stelle stehenden Ziffern vertauscht, die folgen­
den Gleichungen: 

[(x 1)(12)(33) ... (nn)] = - [(x 2)(11)(33) ... (nn)], 
[(xl) (12) (23)(44) ... (nn)] = [(x 3)(11) (22)(44) '" (nn)], 
[(x 1) (12) (23) (34) (55) ... (nn)] =-[(x4) (11) (22) (33) (55) ... (nn)] 

Somit ergibt sich 

An (x, y) = 

f. .. J dlXl ••• dan ((xy)[(l1) (22) ... (nn)] - (ly)[(xl)(22) ... (nn)] 
- (2y) [(x 2) (11) (33) ... (nn)] - (3y)[(x3)(11) (22)(44) ... (nn)]} ... 

Die Integrale der einzelnen rechts auftretenden Glieder au13er 
dem ersten sind aber identisch, da ein mehrfaches Integral von 
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der Bezeichnung der Integrationsvariablen unabhangig ist. Man 
hat z. B., indem man die Bedeutung der Integrationsvariablen 
~l und al vertauscht, die Gleichung 

f. .. Idcel ... dcen (Iy)[(xI)(22) ... (nn)] 

= S- .. I dcel ... dee .. (2y)[(x2)(11)(33) ... (nn)]. 

Der Wert des ersten dieser Integrale, mithin auch der aller 
anderen kann aber offenbar geschrieben werden: 

I dce1K(OCl! y) f. .. I da2 ••• dcen [(x 1)(22) ... (nn)] 

= I K (eel' y) A n - 1 (x, ce1)dcel· 

Da ferner offenbar die Gleichung 

S ... S dce1 ••• dee .. [(11)(22) ... (nn)] = I A"-l (eel! ~l)dal = An 
gilt, so findet man die Rekursionsformel 

(1) An (x, y) = AnK(x, y) - n S K(ce, y) An- 1 (x, ce) dee. 
Operiert man mit den Zeilen, wie hier mit den Spalten geschehen 
ist, so findet man eine entsprechende Rekursionsformel 

(2) An(x,y) = A,.K(x,y) - nSK(x,ce)A .. _l(a,y)da. 

Diese beiden Identitliten geniigen, um zu zeigen, dan die 
Integralgleichung durch den Quotienten D(x, Y)i D erfiillt wird, 
so bald nur feststeht, dall die Reihe D (x, y) beziiglich beider 
Argumente im Grundgebiet gleichmlillig konvergiert. Vnter dieser 
Voraussetzung finden wir nlimlich, indem wir von der Gleichung (1) 
oder 
(_1) .. +1 An (x, y) _A .. K(x, y)(- I)n+l +jK( )An- 1 (a,y) d 

n! - n! x,a (n-I)! a 

ausgehen und iiber n summieren, das folgende Resultat: 

- K(x, y) + D(x, y) = K(x, y)(D -1) + S K(x, ce) D(ce, y)dce 
oder auch 

(3) D(x, y) = D.K(x, y) + I K(x, ce) D (a, y)da. 

Ebenso leicht ergibt sich aus der Formel (2) die Gleichung 

(4) D(x, y) = D.K(x, y) + S K(a, y)D(x, a)da. 

Die Formeln (3) und (4) sind also bewiesen, 80bald die bezeich­
nete Eigenschaft del' Fredholmschen Reihen feststeht. 

K n e 8 e r, Integralgleichungen. 15 
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Bier moge noch beilaufig bemerkt werden, daI3 die Fred­
holmschen Reihen, wenn sie die Integralgleichung mit stiickweiso 
stetigem Kern auflosen, auch dasselbe fiir Systeme von Integral­
gleichungen leisten. 

Seien z. B. die Gleichungen 
1 1 

'PIX = fIX + f Kll (.x, a) !fI a .da + S K 12 (X, a) 'P2 a .da , 
o 0 
1 1 (5) 

'P2 X = f2 X + S Kn (X, a)'PI a .da + f K 22 (X, a)'P2 a .da 
o 0 

vorgelegt, in denen iiber ein lineares Gebiet integriert wird, 
innerhalb dessen die Funktionen K,..p (x, a) beziiglich jedes Argu­
ments stiickweise stetig sind; 'PIX und 'P2X seien die Unbekannten. 
Dann setze man fiir die Gebiete 

1. 0::::;;; x< 1, o <y S 1, 
2. o <x< 1, l<y<2, 
3. 1 <x< 2, o <y< 1, 
4. 1 <x< 2, l<ysl 

die folgenden Definitionen an, deren jede sich auf das gleich 
numerierte Gebiet bezieht: 

1. K(x, y) = Kll (x, y), 
2. K(x, y) = Kl2 (x, y - 1), 
3. K(x, y) = K2I ex - 1, y), 
4. K(x, y) = K22(X -1, Y -1). 

Ferner gelte das erste odeI' zweite der Gleichungssysteme 

'PX = 'PXI' fx = fIX; fx = f2 (x - 1), 'Px = 'P2 (x - 1), 

je nachdem x der Strecke von 0 bis 1 oder von 1 bis 2 an­
gehOrt. Dann konnen die Gleichungen (5) in die eine Gleichung 

2 

'PX = fx + f K(x, a) 'P a . da 
o 

iibergefiihrt werden, deren Kern auf der Strecke von 0 bis 2 
stiickweise stetig ist, wenn dasselbe von den GroI3en K,..p auf der 
Strecke von 0 bis 1 gilt. 

Diese Betrachtung kann offenbar leicht verallgemeinert 
werden. 



§55. Fredholmsche Reihen. 227 

§ 55. 

Der Hadamardsche Determinantensatz. 

Zu den wichtigsten Eigenschaften der Fredholmschen Raihan 
fiihrt folgende algebraische Betrachtung. 

Unter einer orthogonalen Substitution versteht man bekannt­
lich eine lineare Substitution von der Form 

bei welcher die Identitat 
1,ft. 1,. 

2: Y~ = 2: X~ 
besteht. Hat man spezieU n = 2, so lehren die offenbar zu­
sammen bestehenden Gleichungen 

Yl = Xl cos a - X2 sina, 
Y2 = Xl sin a + X 2 cosa, 
X l2 + xi = yl + yi, 

in denen a ein beliebiger Winkel sein kann, da13 es eine ortho­
gonale Substitution gibt, bei dar die Koeffizienten einer Reihe 
sich zu einander verhalten wie gegebene Gro13en, die nicht aUe 
gleich N uIl sind. 

Diesen Satz karin man leicht durch vollstandige Induktion 
auf Substitution en in beliebig vielen Variablen ausdehnen. Sei 
namlich der Satz fur !" - 1 Variable bewiesen, so da./3 in den 
zusammen bestehenden Gleichungen 

I,n -1 

2: av~x~ ~ y., 
(! 

bewirkt werden kann, da./3 

l,n-l 1,,.-1 

2: y~ = 2: X~ 

all = ACl! au = lCi, ••• al,n-l = lCn-l, 

wobei Ct, Ci , .•• Cn-l beliebig gegebene Gro13en sind, die nicht 
aHe verschwinden, und 1 ein endlicher Proportionalitatsfaktor 
ist. Dann fiigen wir das Variablenpaar x .. = Yn hinzu, so da./3 
die Gleichung 

1,,," 1, n 

2: Y~ = 2: X~ 
• • 

15* 
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gilt, und bildet weiter die Substitution 

Zl = Yl cos IX - Y" sin IX, 

ZII = Yl sin IX + Yn cos IX, 

Z2 = Y2' Z3 = Y3' ••• Zn-l = Yn-l' 
Alsdann haben wir offenbar die Gleichung 

l,n l,n 1,n 

2: z; = 2: y; = 2: x; 

und speziell die Beziehung 
1,n-l 

Zl = cos IX 2: au x. - Xn sin OG. 

Die Koeffizienten dieses Ausdrucks sind 

AClCOSOG, Ac2 cosa, ... ACn_lcosOG, -sinOG, 

§ 55. 

und man kann durch passende Wahl des Winkels OG bewirken, dan 

- sinOG = CnA cOSOG, 
wenn Cn eine beliebig vorgeschriebene Gro13e bedeutet. Auf diese 
Weise ist erreicht, dan die Koeffizienten in der ersten Reihe der 
die Variablen x und Z verkniipfenden Substitution den willkiir­
lich gegebenen Gronen Cl, C2, ••• Cn proportional sind. Die Argu­
mentation versagt nur, wenn n - 1 Gronen C verschwindenj dann 
ist aber die gesuchte orthogonale Substitution einfach eine Per­
mutation der Gronen x., bei der Xl und x" sich vertauschen. 

Jetzt seien Xl', X2v, ••• X n ., indem man v = 1, 2, ... n setzt, 
n Wertsysteme des Variablensystems Xl' X 2, ••• Xn , und man wende 
auf dieses eine orthogonale Substitution in der schon oben ge­
brauchten Form an, indem man setzt 

1," 

y. = 2: a·exe· 
Q 

Die jenen n speziellen Wertsystemen entsprechenden Systeme 
del' Gro13en Y seien Yl>, Y2., ... Ynv' Dann kann man nach dem 
oben erhaltenen Resultat die Koeffizienten OG so wahlen, da13 die 
Gleichungen 

Yl2 = Y13 = ... = YIn = 0 

gelten. Denn das gibt die n - 1 homogenen Gleichungen 

15 = 2, 3, ... n, 
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die man immer durch Unbekannte erfiillen kann, deren Werte 
nicht samtlich verschwinden. Diesen Unbekannten konnen dann, 
wie gezeigt, die Gronen all, a12, ••• al n proportional gesetzt werden. 

Weiter transformiere man die Variablen Y2' Ys, ." y.. durch 
eine orthogonale Transformation derart in die neuen Variablen 
Z2, ZS, ••• z,., dan die Gleichungen 

Z2S = Z24 = ... = Z2n = 0 

bestehen, in den en allgemein Z2f, ZS>, ••• Znv das Wertsystem be­
deutet, das dem System Y2., Ys" .. , Ynf entspricht. Die hierzu 
dienende Substitution kann zugleich als eine Transformation der 
n Variablen YH Y2, ••• Yn angesehen werden, indem man die eine 
Gleichung ZI = YI hinzufUgt. Dann kann auch das Variablen­
system z1> Z2, ••• zn als durch orthogonale Transformation aus 
den Variablen x" X 2, ••• Xn hervorgegangen erscheinen und die 
speziellen Werte, die den GroDen X,u v entsprechen, bilden ein 
System von folgender Gestalt: 

Zll 0 0 0 
Z21 Z22 0 0 
ZSI ZS2 ZS3 Zs n 

In dies em enthalten die erste und zweite horizontale Reihe rechts 
von del' Diagonale nur N ullen. Auf diese Weise geht man 
weiter und stellt ein System her, in welchem die drei ersten 
Reihen dieselbe Eigenschaft haben, die soeben fUr die erste und 
zweite erreicht wurde. So fahrt man fort, bis man schlie.l3lich 
erreicht hat, da13 die n - 1 ersten Reihen rechts von der Dia­
gonale nur N ullen enthalt. Sind die letzten Variablen t, so hat 
man dann ein Gro13ensystem von der Form 

til 0 0 0 

t21 t22 0 0 

tn-l,t tn-t,2 tn -I,S 0 
tnl tn2 tns ... t n .. 

erzielt und del' Wert der aus diesem gebildeten Determinante 
ist of£enbar tn t22 ... tn ... 

Nun haben die Determinanten der orthogonalen Substitution 
stets den Wert ± 1; die Determinante des transformierten Gro13en­
systems ist gleich der des urspriinglichen multipliziert mit der 
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Substitutionsdeterminante. Daraus folgt, da.3 die urspriingliche 
Determinante dem absoluten Werte nach gleich dem Produkt 
der n Gro.3en tn ist, die durch orthogonale Substitution aus den 
urspriinglichen Gro.3en X,U~ abgeleitet sind. 

Jetzt werde vorausgesetzt, die Gro.3en x,.~ seien dem abso­
luten Betrage nach nicht gro.3er als 1. Die Gro.3en t seien in 
der Form 

l,n 

t. = :2: b~f! xI! 
II 

angesetzt und es besteht die Gleichung 
l,n l,n 

:2: t; = :2: X;. 
, 

Aus dieser folgen bekanntlich unmittelbar die Gleichungssysteme 
l,n 

:2: b~1;' = 1, 
~ ~ 

1,n 1, n 

:2: b;1! = 1, :2: b"l;'b~1! = 0, Il ~ v. 
I;' II 

Da nun zwischen beliebigen reellen Gro.3en c., x. die allgemeine 
Ungleichung 

(:2: cl;' XI!)2 s:2: c~ . :2: x~ 
I! I!' 

gilt, so folgt, indem man cl;' = b,,1;' setzt, 
l,n 

t; s :2: X; 2: b~I!' 
• • 

Bei der Annahme I x" I s 1 folgt also 

speziell ergibt sich 
It.1 < )In; 

Itnl <)In-
Da ferner fUr die Determinante 

A= 

oben die Gleichung 
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1..1 I = tIl t22 .. , tn n 
abgeleitet ist, so folgt 

und die Hadamardsche Ungleichung ist vollstandig bewiesen. 
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Diese Ungleichung, die zunachst nur fiir den Fall reeller 
Elemente xI' > abgeleitet ist, bleibt richtig, wenn die in einer 
Spalte stehenden Elemente samtlich rein imaginar sind. Hat 
man daher eine Determinante aus komplexen Elementen, die 
samtlich dem absoluten Betrage nach kleiner sind als 1, etwa 
die Determinante der Elemente al'> + ib,u>, wobei die zweiten 
Zeiger in den Spalten, die ersten in den Reihen konstant bleiben, 
und zerlegt man die Determinante entsprechend den beiden in 
jeder Spalte stehenden Summanden in Determinanten, deren 
Spalten entweder aus Gliedern wie al>, a2., ... an. oder aus 
Gliedern wie i bl~' ib2~' '" i bn~ bestehen, so ist die Anzahl dieser 
Summanden 210• Auf jeden einzelnen von ihnen kann die fUr 
reelle Elemente geltende Hadamardsche Ungleichung angewandt 
werden. Die Determinante der komplexen Elemente a,UV + ibl'l' 

ist also absolut kleiner als 2n V nn, wenn die absoluten Betrage 
der Elemente kleiner als 1 sind. 

Hieraus schlieI.3t man sofori, daI.3 der absolute Wert einer 
Determinante mit reellen oder komplexen Elementen, die samtlich 
dem absoluten Betrage nach kleiner als 9 sind, unter der Grenze 

liegt. 
gn (2 ynt 

§ 56. 

Die Konvergenz der Fredholmschen Reihen. 

Das erhaltene ReBultat wenden wir auf die Determinanten 
an, die in den Ausdriicken An (x, y) und An vorkommen. Der 
Kern K(x, y) Bei im Grnndgebiet als Funktion jeder der Stellen 
x und y stiickweise stetig, iibrigens reeU oder komplex. Dann 
gibt es eine solche positive Konstante g, daI.3 die Ungleichung 

I K(x,y) I < 9 
gilt, wenn die Stellen x und y daB Grundgebiet durchlaufen, und 
man findet sofort die Ungleichungen 

I An (x,y) I < gn+1 (2 V n+ 1t+1 en, 

I An 1< gn(2 Vnte", 
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in denen c den Wert des Integrals f d x, erstreckt tiber das Grund­
gebiet, bedeutet. Die einzelnen Glieder der Reihe D (x, y) sind 
daher absolut kleiner, als die entspl'echenden der Reihe 

I, <Xl 

R = 1 + 2: (2g)n+1 (yn+l)n+1 c~. 
n. 

n 

Diese ist aber konvergent. Denn der Quotient zweier auf ein­
ander folgender Glieder ist, wenn man das folgende als Zahler, 
das vorhergehende als N enner nimmt, einfach 

____ n 

2 yn+ 1 (l/n+ 1)" __ C __ = 2gc (1 + ~)2 
9 r n n+1 Vn+l n' 

und da die Gro13e 

dem Grenzwert emit wachs end en Werten von n zustrebt, so ist 
der Wert dieses Quotienten bei hinl'eichend gro13em Wert von n 
beliebig klein. Mit der Reihe R ist aber auch die Reihe D zu 
vergleichen. Auch sie konvergiert jedenfalls nicht schlechter als 
die Reihe R. Da diese ferner von den Stell en x, y giinzlich un­
abhiingig ist, konvergiert die Reihe D(x, y) gleichmii13ig. Damit 
sind die notwendigen Grundlagen gegeben, um aus der Rekursions­
formel des § 54 die Gleichungen 

(1) D(x, y) = DK(x, y) + f K(~, y)D(x, ~)d~, 

(2) D(x, y) = DK(x, y) + f K(x, a)D(a, y)da 

erschlie13en zu konnen, die somit fUr beliebige symmetrische oder 
unsymmetrische Kerne K (x, y) der oben bezeichneten Art be­
wiesen sind. 

1st ferner D von Null verschieden, so Hefert die Formel 

t/Jx = fx + 1 f D(x, a)fa.d~ 
eine Losung der Gleichung 

t/Jx = fx + S K(x, a)t/J~.da. 
Ein besonders wichtiger SpezialfaU ist der, da13 der Kern 

K (x, y) eine ganze rationale Funktion eines Parameters list, 
der auch komplexe Werte annehmen kann. Beschriinkt man diese 
auf ein festes, iibrigens beliebiges Gebiet CS, so liegt die Funktion 
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K(x, y) dem absoluten Betrage nach unter einer von A unab­
hii.ngigen Grenze g, und die Reihen D und D (x, y) konvergieren 
gleichma.6ig auch in bezug auf )., sind also nach dem Theorem von 
Weierstra.B im Gebiete <S reguliire analytisehe .Funktionen von A. 
Da nun diese Folgerung fUr ein beliebiges Gebiet <S gezogen 
werden kann, so sind die Gronen D und D (x, y) ganze tran­
szendente Funktionen von A. 

Enthiilt die Grolle K (x, y) den Parameter 1 als einfachen 
Faktor und bezeichnen wir durch K(x,y) und D(x,y) dieGronen, 
die bisher K(x, y)/). und D(x, y)/). hienen, so :linden wir, dan 
die Funktionalgleichung 

1/Jx = fx + ). S K(x,a)1/Ju.da 

durch einen Quotienten zweier ganzer Funktionen von A, 
also durch eine meromorphe Funktion dieser Grone ge­
lost wird, womit die Schmidtsche Formel verallgemeinert wird. 

Am einfachsten gestaltet sich die Losung, wenn wir f x durch 
K(x, y) ersetzen; dann erhiilt man einfach die Fredholmsche 
Resolvente 

(3) 1/Jx = K(x, y) +). S K(x, u)1/Ju.du, 

aus der man schliellt, dan 1/Jx dem losenden Kern r(x,y) gleich­
zusetzen ist; dieser hat den Wert 

T(x, y) = DC;; Y), 

wie aus der Gleichung (1) hervorgeht. Die Reihen D und D(x,y) 
haben jetzt entsprechend del' geanderten Bezeichnung die folgende 
Gestalt 

).2 
D(x, y) = K(x, y) - )'A1 (x, y) + 1.2 A2 (x, y) - ... , 

A2 
D = 1 - ). Al + - All - ... 1.2 

und aus der Beziehung 

A .. = S A .. _I(u, u)da 
folgt die Gleichung 

f dD 
D(x, x) dx = - d)' . 

Hieraus ergibt sich eine bemerkenswerte Folgerung unter 
der Voraussetzung 
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D 1'=Al= O. 

Man entwickele auch die GroLle D(x, y) nach Potenzen von A-AI 
und es sei etwa 

D(x,y) = D1 (x,y) (A - Al)k + D2 (x,y) (A - Alt+l + .... 
Dann sind D, (x, y) nach der BiIdungsweise der Reihe D (x, y) 
stetige Funktionen von x und y, deren erste nicht identisch ver­
schwindet. Die GroI3e 

f D(x, x)dx 
enthlilt mindestens die Potenz (A - AI)k als Faktor und dasselbe gilt 

von d D / d A; mithin enthlilt D mindestens die Potenz (A _ Adk + 1. 

Die Stelle AI ist also sicher ein Pol fUr den Bruch D (x, y) / D, 
und die Gleichung (1) ergibt 

DI (x, y) = ADK(x, ~) + AJ DI (a,y) K(x, a) da + ''', 
(A - AI) 

wobei rechts nur Glieder weggelassen sind, die eine ganze durch 
A - Al teilbare Funktion von A bilden. Nun ist auch D durch 

(,1. - AI)\ wie gezeigt, teilbar und gibt einen Quotienten, der fiir 
A = Al verschwindet; mithin erhalt man die Gleichung 

Dl (x, y) = ,1.1 f DI (a, y) K(x, a) da, 
und da DI (x, y) nicht identisch verschwindet, kann man y so 
fixieren, daLl eine nicht identisch verschwindende Funktion von x 
herauskommt. Damit hat man eine Losung der homogenen 
Integralgleichung 

cpx = Ad K(x, a) cp a. da 
gewonnen. Eine solche ist vorhanden, wenn D an irgend einer 
Stelle A = Al verschwindet. 

§ 57. 

Die Fredholmschen Reihen und die symmetrischen Kerne. 

DaI3 die Gro.i3e D bei reellen symmetrischen Kernen, also unter 
der V oraussetzung 

K(x, y) = K(y, x), 
immer mindestens einmal verschwindet, kann jetzt auf eine neue 
Weise leicht gezeigt werden. In der Tat versuchen wir den losenden 
Kern rex, y) nach Potenzen von A zu entwickeln, so miiJ3te die 
erhaltene Reihe bestandig konvergieren, wenn der N enner D nir-
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gends verschwinden soUte. Lii13t sich also zeigen, dal3 diese Reihe 
nicht bestandig konvergieren kann, so wird notwendig mindestens 
eine Wurzel der Gleichung D = ° vorhanden sein. 

Aus der Gleichung (3) des § 56 ergibt sich nun, wenn wir 

1jJx = r(x,y) = K(x,y) + ).K2(X,y) + )'2K3(X,y) + ... 
ansetzen, sofort die allgemeine Beziehung 

K n + 1 (x, y) = f K n (a, y) K(x, a) da. 

Die Gro13en K n sind also mit den in § 44 ebenso bezeichneten 
identisch und es besteht wie dort die Gleichung 

K m+n (x, y) = f K m (x, a) K n (y, a) drx. 

Aus dieser folgt unmittelbar, wenn p, q beliebige reelle Kon­
stanten sind, 

oder 

j[pKm(x,y) + qKn(X,y)]2dx > 0, 

p2 f Km(x, y)Km(x,y)dx + 2pqf Km(x, y) K n (x, y)dx 

+ q2 f Kn(x, y)Kn(x, y) dx > 0 

p2K2m (y,y) + 2pqKm+n(y,y) + q2~n(y,y) > o. 
Setzt man speziell n = m + 2 und x fUr y, so ergibt sich hieraus 

(1) K 2m (x, x)~m+4(x, x) - [K 2m+2 (X, X)]2 > O. 

Wenn nun K 2m (x, x) fUr irgend einen Wert von x ver­
schwindet, so wiirde diese Ungleichung sofort dasselbe fUr 

K 2m +2 (x, x) und ebenso fiir aUe folgenden Gro13en K 2r (x,x) er­
geben. Die GroBe 

K2 (x, x) = S K(a, X)2 da 

ist aber offenbar positivj ware K28 (x, x) die erste Gro13e ihrer 
Art, deren Exponent eine Potenz von 2 ist und die verschwindet, 
so ergabe die Identitiit 

K 2S (x,x) =f KS(x,a)2da, 

da13 auch K8 (x, x) verschwande, was der Definition des Zeigers 
2 s widerspricht. Da nun, wenn iiberhaupt eine Gro13e K 2n (x, x) 
den Wert Null hatte, dasselbe auch von einer ebensolchen Gro13e 
gelten mi.il3te, in der fiir 2 n eine Potenz von 2 gesetzt ist, so 
zeigen die erhaltenen Resultate, daB aHe GroBen K 2m (x, x) po­
sitiv sind. 
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J etzt ergibt die erhaltene Ungleichung (1), daB die Reihe 
1,00 

R = '2: K 2n (x, x) A2,,-I 

n 

fiir gewisse Werte von A divergiert; denn der Quotient eines 
Gliedes durch ein vorhergehendes ist 

Q _ K2 n + 2 (x, x) A2 
,,- K 2n (x, x) . 

Nach del' Ungleichung (1) ist abel' 

K 2" + 2 (x, x) < K2 n + 4 (x, x) 

K 2n (x, x) = K 2n + 2 (x, x)' 

und die Nenner sind, wie gezeigt, von Null verschieden. Somit 
folgt, daB del' Quotient Qn mit n anwachst, also bei passender 
Wahl von A immer groBer als Eins ist. Die Reihe R ist also 
divergent; sie ist abel' nul' als Teil in der Taylorschen Reihe 
r (x, x) enthalten; mithin kann diese nicht bestandig konver­
gieren. 

Damit ist gezeigt, daB die GroBe D mindestens eine Null­
stelle als Funktion von A besitzt; jeder stetige symmetrische 
Kern hat also mindestens eine nicht identisch ver­
schwindende Eigenfunktion. 

Sei nun Al irgend ein Pol del' meromorphen Funktion rex, y), 
und gelte in del' Umgebung del' Stelle Al folgende Entwickelung: 

rex y) - D(x,y) _ fk (x,y) + ... + fl (x,y) + m (A _ A). 
, - 1J - (A - AI)k A - AI"'" 1 , 

durch fk seien dabei stetige Funktionen del' Argumente x, y, 
durch \P eine Potenzreihe bezeichnet. Dann gibt die Gleichung (3) 
des § 56: 

fk (x, y) + ... + fl (x,y) + \P (A - AI) 
(A-AI)" A - Al 

= K(X,Y)+A f K(x,a)[(~k~'~jk+···+~(a'i:]da+~\(A-AI) 
oder 

fk (x, y) + (A - AI) fk-l (x, y) + (.t - AI)2 \P2 (A - AI) 

= K(X,Y)(A-A1)k + AS K(x,a)fk(a,y)da 

+ (A-AI)SK(x,a)fk-l(a,y)da + (A-AI)2\PS(A-AI), 

wobei \PI' \P2' \Ps wiederum Potenzreihen bedeuten. Setzt man 
hier A = AI' so findet man 
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(k(X,y) = Ad K(x,a)(k(a,y)da. 

Differenziert man dagegen erst nach A und setzt erst in der 
erhaltenen Gleichung A = All so findet man 

(k-1(X,y) = f K(x,a)(k(a,y)da + Ad K(x,a)(k_1(a,y)da 

= (kr'y) + Al fK (x,a)(k-l(a,y)da. 
1 • 

Kombiniert man die beiden letzten Gleichungen, indem man die 
erste mit (k-1(X, y), die zweite mit (k(X, y) multipliziert, und die 
Differenz beider bildet; integriert man sodann nach x, sO ergibt sich 

0= L f (k(X,y)2dx 

+ At} K(x, a){(k(x, y) (k-1 (a, y) - (k (a, y) (k-l (x, y)} dadx. 

Hier ist das letzte Integral bei symmetrischem Kern gleich Null; 
also mume auch (k (x, y) identisch verschwinden entgegen der 
V oraussetzung. Die Zahl k kann also nicht groBer als Eins sein; 
im FaIle eines symmetrischen Kerns sind aIle Pole des 
losenden Kerns einfach. 

In der Umgebung eines solchen Poles sei diese GroBe III 

der Form 

(2) r(x,y) = D~,y) = _ ~1 (X'i~ + ~(A _ A)) 

entwickelbar. Dann ist die GroBe 

r (x y) _ !!Jx,y) + (1 (x,y) 
l' - D A-AI 

an der Stelle A = Al nicht mehr singular. Beschranken wir uns 
nun, was nach § 44 erlaubt ist, auf symmetrische Kerne, die 
keine anderen als positive Eigenwerte besitzen, so ist einer von 
ihnen der kleinste; er werde durch Al bezeichnet. Dann liegt in 
der Ebene der komplex en GroBe A auf der Kreisfiache mit dem 
Radius I Al I kein anderer Pol als AI' Die Taylorsche Entwicke­
lung der Gro.l3e r 1 (x,y) konvergiert also noch fUr einen Wert 
A = Al + 'l, in welchem 'l eine positive GroBe bedeutet. Diese 
Entwickelung kann explizit in folgender Form angegeben werden: 

r; (x,y) = K(x,y) + ~ K"+1 (x,y) A" + ~1 (x,~ 
(3) n 

= [Jf'Y) + K(x, y) + ~ [Kn +1(X,y) _ (I ~:~)] An. 
1 " Al 
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Da nun diese Reihe konvergiert, wenn man A = Al + 0 setzt, 
so folgt 

oder 

l~oo [(Kn+I(x,y) - f~~~~») (AI + or] = 0 

,,~~ [(A~:t: r (A~ + 1 Kn + 1 (x, Y) - f1 (x, Y) ) ] = 0, 
also a fortiori 

fl==CO 

fl (x, y) = lim [AI" +1 K n +1 (x, Y)1. 
n==co 

Da nun nach dem Obigen fl (x, y) eine Eigenfunktion des Kerns 
ist, so ist wiederum das Verfahren des § 44 abgeleitet, eine Eigen­
funktion durch einen Grenzprozefi herzustellen, sob aid del' zu­
gehorige Eigenwert gefunden ist. 

Aber auch fiir diesen selbst ergibt sich aus der erhaltenen 
Formel ein GrenzprozeI3, durch den man ihn herstellen kann. 
Da namlich die Produkte 

A~ Kn(x,y), At+kKn+k(x,y) 

bei wachsenden Weden von n einander nahezu gleich werden, 
so ergibt sich 

A = lim Kn(x, y)_ 
1 K"+1 ( )' n=oo x, y 

,2 l' K1I(x, y) 
Al = 1m n+ 2 • n=oo K (x, y) 

Diese Ausdriicke werden illusorisch, wenn der Nenner ver­
schwindet. Man vermeidet dies bei dem zweiten nach den oberr 
durchgefiihrten Betrachtungen, indem man n gerade nimmt und 
x = y setzt. Ein spezleller, vielleicht zweckmal.\iger GrenzprozeI3 
wird durch die Formel 

angegeben. 
Beilaufig findet man auch noch leicht eine Formel, durch 

die die Anzahl del' zu dem Eigenwert Al gehOrigen Eigenfunktionen 
bestimmt werden kann. Erinnert man sich namlich del' Formeln 

f dD 
D(x,x)dx = - dr' D~,X) = K(x, x) + i;Kn+l (x, x) An, 

n 

und setzt wie friiher 
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Un = S Kn(x,x)dx, 

so findet man die Taylorsche Entwickelung 

dlogD - dr = VI + U2 A + Vs A2 + ... , 

239 

und der absolut kleinste Pol dieser offenbar meromorphen Funk­
tion ist wiederum AI' 1st nun A = ~ eine q-fache Nullstelle 
der ganzen Funktion D, so kann man in folgender Form ent­
wickeln 

dlogD = _q_ + m(A _ A) 
d A A - AI'" 1 • 

Vergleicht man die beiden flir die linke Seite diesel' Gleichung 
erhaltenen Reihen, so findet man durch die bei den Entwicke­
lungen (2) und (3) gezogenen Schliisse 

q = lim CVnAn. 
n=c:o 

Die rechte Seite diesel' Gleichung gibt abel' nach § 46 die Anzahl 
del' linear unabhangigen Eigenfunktionen, die zum Eigenwert Al 
gehOren. Diese Anzahl ist also, wenn nul' positive Eigenwerte 
vorhanden sind, gleich del' Vielfachheit del' Nullstelle A = Al in 
del' ganzen Funktion D. 
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Definiert man die Hermiteschen Polynome dnrch die Gleichnng 
0,'" 

.-hx+llh _ ~ h" ,n T 
c - ~ ttl 1-',,'" .. 

so sind die Gro.i3en 
-1/2XX 

'I'"X = e !JInx 

auf der Strecke von - 00 bis + 00 die Eigenfunktionen eines symmetri­
schen Kernes K (x, y) mit unstetiger erster Ableitung, del' fiir den Fall x < y 
durch die Gleichung 

1 JX !! 
K (x, y) = - V; e",(xx+ YYJ e- uu d" J e-,~(1 d ~ 

-00 +:1J 
<lefiniert wird, und zwar gilt die Gleichung 

+00 
'P"x = (2 n + 2) S K (x, It) 'P,,". dlt. 
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1 1 21 3! 
-;;- x'+ x·- x'+ .. , 
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