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Yorwort.

In einem fritheren Béndchen dieser Sammlung wurde iiber
die Entstehung der Quantentheorie berichtet; im vorliegenden
sollen einige wichtige Anwendungen derselben auf Gebiete, die
dem der Entstehung fern liegen, besprochen werden. Es kann
daher das vorliegende Béindchen gewissermafen als eine Fortsetzung
von jenem betrachtet werden, wenn es auch ein abgeschlossenes
Ganzes bildet, zu dessen Verstindnis nicht das Studium des ersten
Bindchens notig ist. Der Leserkreis, den sich das Béndchen
wiinscht, ist derselbe wie der, an den sich jenes wandte. Es soll
in elementarer Weise die willbegierigen, naturwissenschaftlich etwas
vorgebildeten Laien dariiber orientieren, zu welchen Vorstellungen
iiber die Warmebewegung in festen Korpern und Gasen man durch
die Quantentheorie gefiihrt worden ist und wo diese Vorstellungen
liickenhaft sind. Mochte es gleichzeitig als Einfithrung dienen
zum Studium der zum Teil tiberaus reizvollen und anregenden
Originalliteratur, oder wenigstens zum Studium umfangreicherer,
zusammenfassender Werke iiber die Quantentheorie und ihre An-
wendungen, wie sie in letzter Zeit schon entstanden sind.

Von mathematischen Entwickelungen wurde, wie in jenem
fritheren Bindchen, im Hinblick auf das Ziel der Darstellung fast
ganz abgesehen; nur von den Zeichen der Differential- und
Integralrechnung muBte bei der Angabe der nur in diesen Zeichen
darstellbaren Resultate ein geringfiigiger Gebrauch gemacht werden,
gewill nicht ausgiebiger, als durch die begleitenden Worte dem
naturwissenschaftlich interessierten Leser verstindlich sein diirfte.

Clausthal, Juli 1914.

S. Valentiner.
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»Das Wenige verschwindet leicht dem Blick,
Der vorwirts sieht, wieviel noch iibrig bleibt.*

(Goethe, Iphigenie I, 1.)
Einleitung.

Da wir uns in diesem Béndchen mit den Anwendungen der
Quantenhypothese in der kinetischen Theorie der festen Korper
und der Gase zu beschiftigen haben, wird es nétig sein, in diesem
einleitenden Abschnitt kurz zu rekapitulieren, was man unter
Energiequanten versteht. Zu dem Zweck wollen wir uns — das
wird das einfachste sein — das Problem und die Behandlung
des Problems ansehen, welches zur Vorstellung der Energie-
quanten gefiihrt hat?).

FEines der schonsten, auch dem Laien meist bekannten und
verstindlichen physikalischen Experimente ist die zuerst von
Newton angegebene Zerlegung des weiflen Sonnenlichtes mittels
eines Prismas in ein Spektrum. Lassen wir das Sonnenlicht
durch einen engen Spalt in ein im iibrigen verdunkeltes Zimmer
eintreten und vereinigen wir die Strahlen durch eine Linse zu
einem Abbild des Spaltes auf einem weillen Schirm, so erscheint
uns dieses ,einfarbig® weil. Bringen wir zwischen Linse und Schirm
an geeigneter Stelle ein Glasprisma, so sehen wir eine unzihlbare
Menge von Spaltbildern in den verschiedensten Farben nebenein-
ander, ein Spektrum (mit den Hauptfarben Rot, Orange, Gelb, Griin,
Blau, Violett). Fangen wir das Spektrum auf einem Fluoreszenz-
schirm auf, so konnen wir dasselbe weit iiber das blaue Ende
hinaus verfolgen, da jenseits des Blau Strahlen vorhanden sind, die
nicht auf unser Auge wirken, wohl aber den Fluoreszenzschirm
zum Leuchten bringen. Auch iiber das rote Ende hinaus reicht
in Wahrheit das Spektrum; wir kénnen diese Strahlen durch ihre
Wirmewirkung mittels empfindlicher Thermometer nachweisen.

1) Ausfiihrlich sind die Grundlagen der Quantentheorie in einem beson-
deren Bindchen dieser Sammlung behandelt.
Valentiner, Die Quantenhypothese. 1



2 Die Energiequantenhypothese.

Alle diese Strahlenarten, die ultraroten oder Wirmestrahlen, die
optisch wahrnehmbaren und die ultravioletten oder chemisch
wirksamen Strahlen, unterscheiden sich prinzipiell nicht vonein-
ander; wir haben es bei ihnen allen mit der Ausbreitung einer
Wellenbewegung elektromagnetischer Natur zu tun; nur die Wellen-
linge und die Intensitdt (Amplitude) ist fiir die verschiedemen
(elektromagnetischen) Strahlungen verschieden.

Verwenden wir an Stelle des Sonnenlichtes bei unserem Ver-
such das Licht, welches von einem glithenden Gliibhlampenfaden
ausgesandt wird, so erhalten wir ein Spektrum, das dem der
Sonne #hnlich ist. Der Unterschied der Spektren liegt nicht in
der Farbenfolge, sondern in der Intensitétsverteilung. Im Sonnen-
spektrum erscheint uns der gelbe Teil heller als die anderen
Teile; im Glithlampenspektrum, besonders, wenn der Faden nicht
zu sehr hoher Temperatur erhitzt ist, iiberwiegt an Helligkeit
der rote Teil die anderen Farben. Erhchen wir die Gliithfaden-
temperatur, so verschiebt sich das Maximum der Intensitdt an
andere und andere Teile des Spektrums (und zwar nach dem
violetten Ende zu). Wir sagen: die Energieverteilung iiber das
Spektrum ist in den verschiedenen Fillen verschieden, sie héngt
ab von der glithenden Substanz, ihrer Oberflichenbeschaffenheit
und ihrer Temperatur.

Es ist das Hauptproblem der Theorie der Warmestrahlung,
die Energieverteilung im Spektrum festzustellen, welches irgend
eine Substanz von bekannter Temperatur und bekannter Ober-
flichenbeschaffenheit aussendet, also mit anderen Worten, festzu-
stellen, wieviel Wirmeenergie wird in jedem einzelnen engen
Wellenldngenbereich von dem Korper in den Raum hinausgesandt.

Fiir einen wichtigen, wenn auch den einfachsten Fall ist das
Problem von Planck theoretisch gelost worden, wie die Uber-
einstimmung seiner Berechnungen mit den Beobachtungen be-
weist, ndmlich fiir den Fall des ,absolut schwarzen“ Korpers.
»Absolut schwarz“ nennen wir einen Korper, der alle Strahlen,
die auf ihn fallen, absorbieren kann, nichts hindurchzulassen oder
zu reflektieren vermag, und der infolge seiner Temperatur (nicht
infolge irgend welcher chemischer oder anderer Einfliisse) Strahlen
aussendet.

Mit dieser Planckschen Losung hat es aber seine eigene
Bewandtnis. ‘Sie ist nicht in dem Sinne eine Losung, daf durch



Boltzmanns Strahlungsgesetz. 3

sie ungeklidrte Erscheinungen auf villig Bekanntes zuriickgefiihrt
werden. Das hat sich als unmoglich erwiesen. Planck mufte
vielmehr von einer Vorstellung ausgehen, die zunédchst als unan-
nehmbar erschien und die erst allméhlich allgemeinere Aufnahme
gefunden hat, als sich herausstellte, daB sie in der Tat mit den
Erfahrungstatsachen in Einklang steht. Es ist das die Vorstel-
lung, die man als Quantentheorie bezeichnet und deren wesent-
lichster Inhalt darin besteht, anzunehmen, dafl bei periodischen
Vorgidngen (vielleicht auch bei den nicht periodischen) Energie
nicht in beliebigen Mengen abgegeben werden kann, sondern nur
in ganzen Vielfachen eines gewissen kleinen Energiequantums von
ganz bestimmter GroBe.

Den Weg, der zu dieser eigenartigen Forderung fiihrt, miissen
wir kurz skizzieren.

Es 1a6t sich zeigen — wir wollen auf den Beweis nicht ein-
gehen —, daB in einem abgeschlossenen, materiefreien Raum mit
Winden, welche Wirmestrahlung nicht durchlassen und die alle
ein und dieselbe absolute Temperatur T' haben, die ,schwarze“
Strahlung herrscht. Das heifit, jedes Raumelement ist von elektro-
magnetischer Strahlung verschiedenster Wellenlinge erfiillt von
solcher Beschaffenheit (Intensitéit), wie sie von einem absolut
schwarzen Korper ausgeht. Die Gesamtenergie der Strahlung in
der Volumeneinheit — man bezeichnet sie als die gesamte rium-
liche Strahlungsdichte oder Gesamtenergiedichte — sei u, sie ist,
wie Boltzmann nachwies, proportional der vierten Potenz der
Temperatur T und nach Planck ist ihr Wert

48w . h rk T\*
w= 108282 <T>’

wenn ¢ die Lichtgeschwindigkeit, 2 und % zwei Konstanten sind,
die wir spiter ndher kennen lernen werden. u setzt sich zu-
sammen aus den Energiebetrigen u;, die den einzelnen Strahlen-
gattungen der verschiedensten Wellenldnge A zukommen, so dafl
wir sie als Summe aller dieser Betrige schreiben konnen, etwa

in der Form: i=oo
U —= E U,
A=0

:oo da.
% ;‘u;l

oder

1*



4 Die Energiequantenhypothese.

Wir wollen uns nun denken, wir hiitten eine Anzahl von Kdrperchen
in dem Raum, die durch die elektromagnetischen Schwingungen
gelbst in Schwingungen versetzt werden konnen, sogenannte Oszilla-
toren; jeder Oszillator mag bestehen ,aus zwei mit gleichen
Elektrizitdtsmengen von entgegengesetztem Vorzeichen geladenen
Polen, welche auf einer festen gerade gerichteten Linie, der Achse
des Oszillators, gegeneinander beweglich sind“?). Darauf, daf
wir hier ideale Gebilde betrachten, kommt es im folgenden gar
nicht an. Wie Planck zeigte, gelten die im folgenden an-
gedeuteten Uberlegungen fiir jede beliebige Art von schwingungs-
fahigen Korpern. Wir greifen von den sehr zahlreichen Oszilla-
toren diejenigen heraus, welche infolge ihrer Beschaffenheit mit
einer Schwingungszahl v in der Sekunde schwingen. Sie werden
nur mit den elektromagnetischen Wellen in Energieaustausch
stehen, deren Wellenldnge 4 bei einer Fortpflanzungsgeschwindig-
keit ¢ der Wellen (Lichtgeschwindigkeit) der Schwingungszahl
v = ¢/A entspricht. Im Gleichgewichtszustand, in dem im Mittel
gleich viel Energie von den Oszillatoren der Schwingungszahl »
von auflen aufgenommen als nach auflen abgegeben wird, mag
diesen Oszillatoren — ihre Anzahl sei N — die Energie E, zu-
kommen. Sie wird in irgend einer Weise auf die N Oszillatoren
verteilt sein, und wir wollen z. B. annehmen, es mogen N; von
diesen N Oszillatoren eine Energie besitzen, deren Wert zwischen
0 und &, liegt, N, mogen eine Energie zwischen & und 2¢, be-
sitzen, N, Oszillatoren eine Energie zwischen (r — 1)&, und re,,
wobei dieses letzte Intervall den grofiten vorkommenden Energie-
wert enthalten mag. Welche N, der N Oszillatoren eine Energie
zwischen 0 und &, besitzen, soll uns gleichgiiltig sein; entsprechen-
des soll von den N,,...N, Oszillaren gelten. Aber jede Ver-
teilung der Energie auf die Oszillatoren, bei der gerade N, Oszilla-
toren Energiewerte zwischen 0 und & haben usw., wollen wir eine
fiir die gegebene Raumverteilung m6gliche Komplexion nennen.
Je grofler die Anzahl der moglichen Komplexionen ist, um so
wahrscheinlicher wird es sein, daf diese Raumverteilung trotz
Auswechselung der verschiedenen Oszillatoren untereinander auf
die Dauer erhalten bleiben wird. Je grofer also die Zahl der

1) Vgl. M. Planck, Vorlesungen iiber die Theorie der Wirmestrahlung.
2. Aufl. Leipzig, Barth, 1913,



Temperatur, Entropie, Wahrscheinlichkeit. 5

Komplexionen, um so grofler die Wahrscheinlichkeit der betreffen-
den Raumverteilung. Planck definiert als Maf der thermo-
dynamischen Wahrscheinlichkeit des Zustandes unseres
Oszillatorensystems die Anzahl der Komplexionen, die der Raum-
verteilung dieses Zustandes entsprechen. Es lafit sich zeigen,
daB dann die Wahrscheinlichkeit fiir die eben angenommene
Raumverteilung den Wert hat:

NI
AR AR AR
Planck definiert nun weiter als Entropie des Systems die
Grofe:

W= N=123..N) - - - (1)

S=FklogW. .. . .- ... - Q)

(k eine ganz bestimmte universelle Konstante, dieselbe, die auf
8.3 vorkam, an deren Stelle wir nach Planck auch schreiben
konnen: R/N,, wenn R die bekannte Gaskonstante und N, die
Molekiilzahl im Grammolekiil unter normalen Bedingungen ist)
und kann zeigen, dafl diese Grofe, abgesehen von einer additiven
Konstante, genau zusammenfillt mit der aus der Thermodynamik
bekannten Entropie. Sie ist mit der Temperatur und der Gesamt-
energie des Systems durch die Gleichung verkniipft:

1 as

T=an G
wenn d S die Anderung der Entropie bedeutet bei Anderung d E,
der Energie des Systems. Es ist kein Zweifel, dal unserem
Oszillatorensystem eine bestimmte Entropie und infolge von (3)
eine bestimmte Temperatur zukommen mufl; denn eine Entropie
hat jedes System, zu dessen Bestimmung unter anderem wenigstens
von einer Grofe Gebrauch gemacht wird, die sich in unkontrol-
lierbarer, also nicht véllig eindeutiger und exakt angebbarer Weise
auf eine grofle Zahl gleichartiger Systemstiicke verteilt (wie die
Energie auf die Oszillatoren). Der stationire Zustand des Systems
ist dadurch charakterisiert, dafl fiir ihn die Entropie des Systems
einen maximalen Wert annimmt. Die Wahrscheinlichkeit des
stationdiren Zustandes ist also nach Gleichung (2) grofler als die
Wahrscheinlichkeit irgend eines anderen Zustandes. Aus dieser
Bedingung gelang es nun, einen Schluf auf die Art der Ver-
teilung der Energie im stationiren Zustand iiber die Oszillatoren
zu ziehen und Planck fand, daB die Anzahl N; der Oszillatoren,
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denen eine Energie zwischen (¢ —1) & und ¢, im Mittel die
Energie (¢ —1/y)¢, zukommt, gleich ist:

— 2 Ne,
Ni: oy mit ¢ — m
— 25, —Ne
Y= 9E £ N&

Die Beziehungen 1, 2, 3 fiilhrten dann weiter zu dem Wert
der Gesamtenergie unserer N Oszillatoren mit der Schwingungs-
zahl v, nimlich zu:

E, = N.g <%+—?1—> ...... (4)

Was die GroBe & anlangt, so 146t sich zeigen, dal & von der
GroBe v abhingen muB, wenn die Theorie mit der Erfahrung in
Einklang stehen soll. Ein Gesetz, welches als Wiensches Ver-
schiebungsgesetz bekannt ist und auf den denkbar sichersten Grund-
lagen ruht (n&mlich dem ersten und zweiten Hauptsatz der
Wirmelehre und der elektromagnetischen Auffassung des Licht-
druckes), lehrt, dal die Energie E, der Strahlung des schwarzen
Korpers eine Funktion des Argumentes v/7 sein muB. Diese
Forderung ist nur erfiillt, wenn &, proportional v und der Pro-
portionalititsfaktor % ebenso wie die GroBe % eine universelle
Konstante ist, d. h. unabhéingig von der speziellen Art und Natur
des Oszillators.

Im Hinblick auf die Betrachtungen in den folgenden Kapiteln
mubl hier sofort auf eine Eigentiimlichkeit der Formel (4) hin-
gewiesen werden, die in dem zitierten Bindchen niher behandelt
worden ist. Fir die Temperatur 7 = 0 besitzen die Oszillatoren
noch eine endliche Energie, die man als Nullpunktsenergie be-

zeichnet und die im Mittel %’ = l;_v betrigt. Das Auftreten dieser

Energie mul} verwunderlich erscheinen und wird im ersten Augen-
blick befremden. Planck sagt aber mit Recht: ,Es scheinen
doch gewisse Tatsachen, wie die Unabhiingigkeit der mitunter
recht bedeutenden Geschwindigkeit sekundirer, durch Réntgen-
strahlen erzeugter Kathodenstrahlen oder auch lichtelektrisch
ausgeloster Elektronen, von der Temperatur des Metalles und
von der Intensitit der erregenden Strahlung, ferner auch die
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Unabhingigkeit der radioaktiven Energien von der Temperatur
darauf hinzudeuten, dal im Inneren der Atome gewisse von der
Temperatur unabhingige, mit betréchtlicher Energie ausgestattete
Schwingungen stattfinden konnen, die nur einer passenden, wenn
auch kleinen Anregung bediirfen, um sich nach aufien bemerklich
zu machen® (L c., S.140).

Durch gewisse Annahmen iiber die Art der Emission und
Absorption von Strahlung durch die Oszillatoren konnte Planck
weiter aus Gleichung (4) fiir die Abhédngigkeit der Energiedichte
der schwarzen Strahlung im Raume von der Schwingungszahl v
und der Temperatur 7' die Formel ableiten:

8xhvd 1

c3 ny
T
¢ —1

v

in sehr guter Ubereinstimmung mit der Erfahrung, wenn den
Konstanten 2 und % die Werte gegeben werden:

h = 6.415.10—% erg. sec,
h=1.34.10-1_ 8
sec? grad

Das Bedeutsame an der Formel (5) ist, daf die Grofie A in
Wirklichkeit einen bestimmten endlichen Wert haben muBl. Nehmen
wir ndmlich » kleiner und kleiner an, so geht die Formel all-
mahlich iiber in:

2
gy == 8%‘3“’_.]011 ()
Nun zeigt das Experiment, dall diese Formel nicht richtig sein
kann (in besonderen Fillen, ndmlich bei hohen Temperaturen 7'
und kleinen Schwingungszahlen v gilt sie allerdings angenéhert).
Daraus folgt, daB in keinem Fall 2 unendlich klein sein darf.
Um die Bedeutung des endlichen Wertes von % zu erkennen,
wollen wir unsere Betrachtungen noch einmal iiberblicken. Einem
endlichen Wert von % entspricht ein endlicher Wert von ¢ = hw,
d. h. ein ganz bestimmter endlicher Wert des Elementarenergie-
quantums, das der Verteilung der Energie auf die Oszillatoren
zugrunde gelegt wurde. Dadurch ist aber weiter auch nach
Gleichung (1) die Wahrscheinlichkeit des Zustandes eindeutig
bestimmt und nach Gleichung (2) hat dann die Entropie eben-
falls einen ganz bestimmten Wert. Da also die Beobachtungen
der schwarzen Strahlung das Plancksche Energieverteilungs-
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gesetz bestétigen, und ein bestimmtes Energieelement ¢, — kv
zu berechnen erlauben, miissen wir die Eindeutigkeit des Entropie-
wertes eines solchen Systems als erwiesen ansehen. Umgekehrt
folgt aus der Annahme, dafl die Entropie einen ganz bestimmt angeb-
baren Wert (ohne willkiirliche Konstante) besitzt, das Plancksche
Strahlungsgesetz und die Hypothese, daf gewisse Energieelemente
(aus denen die Gesamtenergie aufgebaut ist) eine besondere Rolle
in den Naturvorgingen spielen miissen.

Planck schreibt daher in seinem Lehrbuch: Daf wir der
Entropie S eine ganz bestimmte absolute Grofie zuschreiben, ,das
ist ein Schritt von prinzipieller Tragweite, deren Berechtigung
sich nur durch Priifung seiner Konsequenzen erweisen liGt. FEr
fiihrt mit Notwendigkeit zur »>Quantenhypothese« und dadurch
einerseits fiir die strahlende Warme zu einem bestimmten Energie-
verteilungsgesetz der schwarzen Strahlung, andererseits fiir die
Korperwirme zum Nernstschen Wirmetheorem.«

Welche tiefere Bedeutung diesen Energieelementen bei perio-
dischen Vorgingen zukommt, konnen wir einstweilen noch nicht
erkennen. Es hat den Anschein, dal dem Auftreten dieser
Energieatome eine bestimmte Eigenschaft der Materie zugrunde
liegt. So konnte man sich vorstellen, daf von einem Atom oder
Molekiil nur ganze Energiequanten abgegeben werden konnen;
sie konnen z. B. derart organisiert sein, dall sie nur in den
Momenten eine Energieemission beginnen, wenn sie gerade ein
ganzes Vielfaches eines Quantums in sich aufgenommen haben,
und daf sie nach einmal begonnener Energieemission ihre ganze
aufgespeicherte Energie abgeben miissen. Planck hat gezeigt,
daf bei dieser Annahme, ohne Verletzung irgend welcher bisher
als richtig erkannter Gesetze der Thermodynamik und der Max-
wellschen Elektrodynamik, jenes Energieverteilungsgesetz der
schwarzen Strahlung sich ergibt.

Ein sehr wichtiges Resultat hat sich nun sozusagen nebenbei
in dieser Theorie der Wérmestrahlung von Planck ergeben,
ndmlich der Nachweis, dal ein berithmter Satz der statistischen
Mechanik falsch sein muf.

In einem Raum befinde sich ein einatomiges Gas von N Mole-
killen. Die momentane Lage der N Molekiile konnen wir uns
gegeben denken durch je drei Koordinaten x;, y; #; der Molekiil-
schwerpunkte, indem wir uns auf ein dreiachsiges rechtwinkliges
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Koordinatensystem beziehen. Die Bewegungen der N Molekiile
wiirden uns bekannt sein, wenn wir die Koordinaten x;, v, 2; als
Funktionen der Zeit ¢t angeben konnten. Das System der N Mole-
kiille ist somit, da jede Koordinate von der anderen unabhingig
ist, in seiner Lage bzw. seiner Bewegung durch 3 N Bestimmungs-
stiicke definiert, es besitzt, wie man auch sagt, 3 N Bewegungs-
moglichkeiten, 3 N Freiheitsgrade. Infolge der Zusammenstifle
der Molekiile wird die kinetische Energie des einzelnen sich oft
erheblich #ndern. Jener Satz der statistischen Mechanik sagt
nun aus, dafl im stationdren Gleichgewichtszustand der Mittel-
wert, den die kinetische Energie irgend eines einzelnen Molekiils
wahrend einer lingeren Zeit aufweist, genau der gleiche ist wie
der eines jeden anderen Molekiils, und daf sogar der Teilbetrag
dieser Energie, der dem einen der drei Freiheitsgrade zufillt,
genau ein Drittel der ganzen Energie des Molekiils ist. Ja, es war
bisher der noch viel allgemeinere Satz als richtig anerkannt
worden, dall im stationdren (statistischen) Gleichgewicht eines be-
liebigen Systems jedem Freiheitsgrad der gleiche zeitliche Mittel-
wert der kinetischen Energie zukommt. Hat das System die
Temperatur 7 — sie wird bei einem Gas durch die kinetische
Energie des Gases bestimmt —, so ist dieser Mittelwert an kine-
tischer Energie pro Freiheitsgrad 1/,% 7, wo & die schon in Glei-
chung (2) vorkommende Konstante bedeutet.

Dieser Satz hatte in der kinetischen Theorie der Gase und
ebenso der festen Korper eine grofle Bedeutung erlangt. Er er-
laubte, sofort die spezifische Wirme eines Gases und, wie wir
gleich sehen werden, des festen Korpers zu berechnen. Die spezi-
fische Wirme ist die Wirmemenge, die man einer Substanz zu-
fithren muf}, um sie um einen Grad zu erwirmen. Offenbar ist
nun die Wirmemenge, die zur Temperaturerhéhung um 1° pro
Freiheitsgrad nétig ist, nach dem genannten Satz der statistischen
Mechanik %£/2. FEinem Gas mit N Molekiilen und 3 N Freiheits-
graden pro 1g mul} also die spezifische Wérme 3/, k N zukommen,
wofiir auch, da N.m — N, ist, gesetzt werden kann (s.0.): 3/, E/m,
wenn m das Molekulargewicht bedeutet. Bei einem zweiatomigen
Gas besitzt nach den bisherigen Anschauungen der Gastheorie
jedes Molekiil fiinf Freiheitsgrade (infolge der moglichen Rotations-
bewegungen, s. weiter unten) und die spezifische Wirme. aller
zweiatomigen Gase wiirde sich zu 5/, R/m ergeben miissen.
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Die spezifische Wiarme des festen Korpers erhalten wir aus
folgender Uberlegung. Die Gesamtenergie des festen Korpers
setzt sich zusammen aus der kinetischen Energie der Molekiile
des festen Korpers und der gleich groBien potentiellen Energie.
Denn wir miissen uns vorstellen, dafi die Molekiile um ihre Ruhe-
lagen schwingen und durch Krifte in diese zuriickgezogen werden,
so dall wir es beim festen Korper mit Energie der Bewegung
und Energie der Lage zu tun haben. Auch die spezifische Wirme
mul} sich also aus zwei Teilen zusammensetzen, aus dem, der zur
Erh6hung der kinetischen, und dem, der zur Erhéhung der poten-
tiellen Energie notwendig ist. KEnthilt also 1g des festen Korpers
N Molekiile, so sind 3 N Freiheitsgrade vorhanden und als gesamte
spezifische Wirme wird 6 Nk/2 anzusetzen sein. Die spezifische
Wirme des Grammolekiils eines einatomigen festen Korpers
wird somit betragen 6/,k N.m — 3%k N, — 3 R = 5,955 cal, wenn
N, Molekiile vom Molekiilgewicht m im Grammolekil vorhanden
sind. Hat man es mit mehratomigen Stoffen zu tun, so wird ein
Teil der spezifischen Wirme dazu verbraucht, auch die kinetische
und potentielle Energie der Atome im Molekiil zu erhéhen, und
fiir diese Korper wird, wenn fiir jedes weitere Atom im Molekiil
drei Bestimmungsstiicke zur Angabe der kinetischen Energie notig
sind, die auf das Atomgewicht bezogene spezifische Wirme (die
Atomwirme) den gleichen Wert (5,955) annehmen. Diese Gesetz-
mifbigkeit iiber die spezifische Wirme ist als Dulong-Petitsche
Regel bekannt und vielfach angenihert bestéitigt worden.

Wie die Ableitung zeigt, baut sich diese ganze Theorie der
spezifischen Warmen auf dem Satz von der gleichméBigen Energie-
verteilung auf, und wird hinfillig, wenn dieser Satz als ungiiltig
nachgewiesen ist. Und eben das ist das Nebenresultat der Quanten-
theorie. In der Wérmestrahlung nimlich fiihrt die konsequente
Anwendung dieses Satzes nicht zu jenem Energieverteilungs-
gesetz (5) von Planck, sondern dem Grenzgesetz (6), welches
von der Erfahrung nicht bestitigt wird.

Die Quantentheorie, die zu einem brauchbaren Strahlungs-
gesetz gefiihrt hat, steht somit nicht nur in scharfem Gegensatz
zu der bisherigen, allerdings von der Erfahrung nicht bestitigten
Strahlungstheorie, sondern auch zu der bisherigen kinetischen
Theorie der Materie. Nun ist freilich nicht zu leugnen, daf} diese
einfache Theorie der spezifischen Wirmen ebenfalls nicht exakt
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von den Tatsachen Rechenschaft geben kann, z. B. ist nicht ein-
zusehen, wie mit der Theorie die sicher nachgewiesene Temperatur-
abhiingigkeit der spezifischen Wirmen erkliart werden kann. Da
man indessen an dem Satz der statistischen Mechanik zu zweifeln
zunichst keinen stichhaltigen Grund hatte, suchte man sich durch
Hilfshypothesen iiber die Abweichungen hinweg zu helfen. Man
war, wenn auch diese Hilfshypothesen nicht recht befriedigten,
iiberzeugt, wenigstens eine Art Grundrifi einer richtigen Theorie
zu besitzen, und gab sich gern der Hoffnung hin, daf spitere
Forschungsarbeit in der Richtung weiterfilhren werde.

Nun ist man der Grundlagen jener Theorie beraubt und man
ist gezwungen, ganz von vorn anfangend, eine neue kinetische
Theorie der Materie aufzubauen. KEs liegt der Versuch nahe,
gerade diejenigen Resultate auch hier sich zunutze zu machen,
die auf dem Gebiet der Wiarmestrahlung aufgefunden wurden,
also die Quantentheorie selbst: die Annahme quantenhafter Energie-
aufnabme oder -abgabe. 1907 wurde der erste derartige Versuch
von Einstein gemacht und ihm sind weitere gefolgt.

Das Bandchen soll den Versuchen, die Quantentheorie auf
Betrachtungen in anderen Gebieten zu iibertragen, die der Wirme-
strahlung und der Elektronenemission fernliegen, gewidmet sein.
Man wird sehr leicht erkennen, worauf alle diese Versuche im
Grunde hinauslaufen. Es ist das folgende. Man ist bemiiht, die
vorhandenen Probleme, z. B. das der Energieverteilung auf die
einzelnen Molekiile eines Gases, mit dem das Problem der spezi-
fischen Wirme zusammenhingt, so zu drehen und zu fassen,
dall es in Analogie zu dem Problem in der Wirmestrahlung ge-
setzt werden kann. Konnte man z B. die Molekiilbewegungen
als periodische Bewegungen auffassen, konnte man also diesen
Bewegungen eine bestimmte Schwingungszahl » (Frequenz) zu-
schreiben, so liefle sich die Verteilung der Energie iiber die gleich-
artigen schwingenden Gebilde vermutlich auch durch Formel (5)
darstellen, durch die ja die Abhingigkeit der Energie von der
Temperatur, also auch deren Anderung mit der Temperatur oder
die spezifische Wirme der Gebilde bekannt ware. Freilich nur
in seltenen Fillen kann eine solche Analogie einigermafien ein-
deutig angegeben werden, und so haben sich in den wenigen
Jahren seit Schaffung der Quantentheorie schon verschiedene
Theorien der spezifischen Wirmen herausgebildet. Man wird sich
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nicht ganz des wenig befriedigenden Eindruckes erwehren konnen,
daf zuweilen mit gewisser Willkiir bei der Problemstellung und
der Problembeantwortung und den Analogieschliissen verfahren
worden ist; andererseits wird man aber nicht leugnen konnen,
dal die Anwendung der Quantentheorie in den weiter unten be-
handelten Gebieten héufig zu geradezu iiberraschenden Erfolgen
gefiihrt hat.

Durch diese groBen Erfolge ist der Quantentheorie eine ge-
waltige Stiitze geschaffen worden. Mit grofiter Spannung wird
man der weiteren Entwickelung entgegensehen, von der man
eine Aufklirung der tieferen Bedeutung der Energieelemente er-
warten darf.

Erstes Kapitel.
Die Atomwéirme fester Korper.

In dem einleitenden Kapitel wurde darauf hingewiesen, daB
die bisherige Theorie der spezifischen Wirmen, der zufolge die
Atomwirme aller Stoffe etwa 6 cal betragen soll, sich durch das
Experiment nicht bestétigen liel und daB es nahe lag, den Grund
der Abweichung in der Art zu suchen, wie man in der Theorie
die statistische Mechanik verwendete. Im folgenden soll gezeigt
werden, welche Vorstellungen ungefihr an Stelle jener Theorie
treten miissen. Kiner ihrer hervorstechendsten Ziige ist, wie wir
sehen werden, der, daf} sie viel mehr als die frithere Theorie auf
diejenigen Eigentiimlichkeiten des festen Korpers Riicksicht nehmen,
die mit den elastischen Eigenschaften zusammenhingen.

Formulierung des Problems. Wir wollen zunichst ver-
suchen, uns ein Bild von den Wérmevorgingen in einem festen
regulidr kristallisierten, dazu einatomigen Korper zu machen.
Wir stellen uns vor, die N, Atome eines Grammolekiils seien in
den Ecken kleiner, den Korper zusammensetzender, gleich groBer
Wiirfelchen von der Kantenlinge a angeordnet, also als Gitter-
punkte des Raumgitters des reguliren Kristalls. Infolge seines
Wirmeinhaltes sind die Atome in lebhafter Bewegung: sie werden
sich aber nicht unabhéingig voneinander bewegen; infolge der
Atomkrifte werden sie um Gleichgewichtslagen (Ruhelagen) herum-
schwingen und die schwingende Bewegung des einen Atoms wird
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sich auf die Nachbaratome iibertragen. Es werden sich also
Schwingungen durch den ganzen Korper hindurch fortpflanzen.
Diese Schwingungsbewegung ist ,ungeordnet“ insofern, als Wellen-
ziige der verschiedensten Frequenzen und Richtungen mit allen
moglichen Amplituden vorhanden sein werden, die im einzelnen
als unkontrollierbar (siehe Einleitung) angesehen werden miissen.
Dieser Schwingungshewegung, die nicht im einzelnen eindeutig,
exakt gegeben ist, kommt also eine bestimmte Entropie und eine
bestimmte Wahrscheinlichkeit zu, ebenso wie den N Oszillatoren
in der Einleitung, auf die eine bestimmte Energie nach einem
im groflen ganzen (makroskopisch) bekannten Verteilungsgesetz
verteilt werden sollte.

Es mag Nvo,9)dvde
die Anzahl der Wellenziige sein, deren Schwingungszahlen pro
Sekunde zwischen v und v 4 dv liegen, und deren Richtungen
in einen Kegel von der sehr kleinen Offnung d hineinfallen mit
einer Kegelachse, die gegen feste Achsen die Winkel & und g
bilde. Jedem Wellenzug kommt eine bestimmte Schwingungsenergie
bei der Temperatur 7' zu; die Gesamtenergie bei der Temperatur
T erhalten wir, wenn wir jeden Wellenzug mit dieser Schwingungs-
energie multiplizieren und die entstandenen Produkte iiber alle
Schwingungszahlen und alle Richtungen summieren. Die Anderung
der Gesamtenergie mit der Temperatur, bezogen auf einen Grad,
ist nun gerade die spezifische Wiarme des Korpers, die wir kennen
lernen wollen bzw. die Atomwirme (Produkt aus spezifischer
Wirme und Atomgewicht oder die auf das Atomgewicht bezogene
spezifische Wirme).

Um die Quantentheorie einzufiihren, nehmen wir an, die
Abhingigkeit der FEnergie von der Schwingungszahl und der
Temperatur sei durch die Plancksche Spektralgleichung ohne die
Nullpunktsenergie gegeben?), also durch:

DY-V’T prnd h/)} hvl e e s s e e e e (7)

T — 1

1) Daf wir die Nullpunktsenergie hier unterdriicken, ist inkonsequent.
Es scheint indessen die Erfahrung dieses Vorgehen zu rechtfertigen. Man
konnte sich eventuell auch vorstellen, dall die Nullpunktsenergie nur fir die
Strablungsprobleme eine Rolle spielt. Der Schlufi, daf fir den Wert der
Atomwéarme die Nullpunktsenergie nicht in Betracht komme, da die Tempe-
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Wir finden somit fiir die Gesamtenergie:

U:J'jhv 1 N, 9,p)dvdeo . . . . . (8)

hv
vw eﬁ— 1

Die Integrale sind iiber alle v und die ganze Einheitskugel
auszudehnen. Es kommt also das Problem der spezifischen Wérmen
darauf hinaus, die Funktion Ndvd® zu bestimmen.

Die Losung des so gestellten Problems bietet, wenn nicht ver-
einfachende Annahmen gemacht werden, wie es Debye?) getan hat,
groBe Schwierigkeiten. Aber in einer etwas verinderten Fassung
zeigt es sich der allgemeineren Behandlung leichter zugénglich. Auf
sie kommt man, wie Born und v. Kdrmén?) gezeigt haben, wenn
man an Stelle der Schwingungszahl der Wellenziige die Wellen-
linge der Betrachtung zugrunde legt. Wéihrend der erste Weg
sich unmittelbar an das Warmestrahlungsproblem anschliefit, besitzt
der zweite groBere Anschaulichkeit, da er niher auf die Raum-
gittervorstellung eingeht.

Theorie von M. Born und Th. v. K4rman. Die Wellen-
linge A und die Schwingungszahl v des Wellenzuges sind durch
die Beziehung v.1 — ¢ miteinander verkniipft, wenn ¢ die Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit bedeutet. ¢, also auch 4 hingt im
Kristall von der Richtung, in der der Wellenzug verliuft, und im
allgemeinen von der Schwingungszahl v ab. Sie wird durch die
elastischen Konstanten des Kérpers bestimmt. Die Gleichung, die
die Abhingigkeit von der Richtung und von » angibt, nennt man
die Dispersionsgleichung.

Die Wellenliinge in irgend einer Richtung im Kristall konnen
wir nun zuriickfiihren auf die drei zu derselben Schwingungszahl v
gehorenden Wellenldngen in den drei zu den Raumgitterachsen
parallelen Richtungen, die wir mit 4;, 4,, i, bezeichnen wollen.
Es sind die Projektionen der Wellenlingen auf diese Richtungen.
Ihnen entsprechen die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten c,, ¢y, ¢,

ratur nicht darin vorkomme, ist falsch; denn die Schwingungszahl » der
Atome des festen Korpers hingt wesentlich von der Temperatur ab. Daf
man sie nicht beriicksichtigt hat, ist auf den rein duferlichen Grund zuriick-
zufithren, dafl die Nullpunktsenergie in einer fritheren Planckschen Theorie,
die schon zum Ausgangspunkt der Theorie der Atomwéirme wurde, noch
nicht vorkam.

1) P. Debye, Ann. d. Phys. 39, 789 (1912).

2) M. Born und Th. v. Kdrman, Phys. ZS. 13, 297 (1912).
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Die GroBe der 4., 4,, 4, ist bestimmt durch die Phasendifferenzen,
die bei der Schwingungszahl v infolge der elastischen Eigenschaften
des Korpers zwei benachbarte Atome zeigen. Ist nidmlich die zu
Ay gehorende Phasendifferenz der in der z-Richtung benachbart

, Fig. 1.
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Beziehung zwischen Wellenlinge und Phasendifferenz benachbarter Gitterpunkte.

liegenden Atome ¢ (vgl. die Fig. 1), so mufl, da a der Abstand
der Punkte sein sollte, zwischen ¢ und i, die Beziehung gelten:
9
2z
Eine entsprechende Beziehung gilt fiir die Phasendifferenz in den
beiden anderen Richtungen, es ist:

a. . . . . .
= 7 In der Tat wird, wenn 4 = « ist, ¢ — 27 sein miissen.
'z

Qma __2na
3, 0 AT

Y=

Die Phasendifferenzen konnen nur variieren zwischen den
Werten 0 und 2z, und wir werden der Reihe nach alle moglichen
Wellenziige im Kristall erhalten, wenn wir die ¢, v, g alle Werte
zwischen 0 und 2x durchlaufen lassen. Die Gesamtenergie U
des Systems wird sich also auch ergeben, wenn wir fiir alle Werte
von ¢, ¥, g zwischen 0 und 2= die Wellenziige, die in das
Elementargebiet ¢ bis ¢ 4+ d o, ¥ bis ¢ + dy, 7 bis g + d g fallen,
mit der ihnen zukommenden Energie multiplizieren und alle
Produkte summieren, d. h. wenn wir bilden:

U={{[Oz(p,0s1) N(p,¥sx)d@dpdy. . . . (9)
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Unsere Aufgabe lduft also nun darauf hinaus, Nded¢dy,
d. h. die Anzahl der in das Gebiet dpdyp dy fallenden Wellen-
ziige, in ihrer Abhéngigkeit von ¢, ¥, g zu berechnen und die
Energie, die bisher nur als Funktion der Schwingungszahl und
der Temperatur uns bekannt war, in eine Funktion dieser Phasen-
werte ¢, ¥, 7 und der Temperatur iiberzufithren. Fiir den letzten
Teil der Aufgabe wird also gefordert, die Schwingungszahl v als
Funktion von ¢, ¥, y — also der Wellenldnge und der Richtung
— zu bestimmen, mit anderen Worten, die Gleichung der Di-
spersion aufzusuchen.

Was zunichst die erste Forderung betrifft, die Anzahl der
in das Gebiet dgpdydy fallenden Wellenziige anzugeben oder,
wie man auch sagt, die'Eigenschwingungen itber das elastische
oder akustische Spektrum zu verteilen, so konnten Born und
v. KArméan1) den interessanten Satz beweisen: In gleich grofie
Bezirke dpdvydy fallen gleich viel Eigenschwingungen.
Wir konnen diesen wichtigen Satz, wie sich leicht zeigen 148t 1),
in unserem Fall des kubischen Raumgitters auch so aussprechen
— vielleicht anschaulicher —: Die Anzahl der Eigenschwin-
gungen, deren Wellenléinge zwischen 4 und 42 +di und
deren Wellennormale im Winkelelement do liegt, ist

Noas%édG)dm
(N, die Anzahl der Gitterpunkte oder Atome).

Konnten wir — was Debye getan hat — von der Dispersion
absehen, also fiir ¢ einen von der Schwingungszahl v unabhingigen
Wert annehmen, so fiihrt der Satz auf das von Debye fiir isotrope
Korper gewonnene Resultat, demzufolge die Anzahl der Eigen-
frequenzen im Intervall v bis v 4+ dv proportional v2dw ist2).

1) M. Born und Th. v. Kérmén, Phys. ZS. 13, 297 (1912); 14, 15 und
65 (1913).

2) Debye behandelt nach diesem Ergebnis die Gleichung (8) weiter,
in der er das Integral tiber d» von » = 0 bis » = »,,, einem maximalen
Wert von », erstreckte. Das Maximum bestimmte er so, dal die Summe
aller » gerade gleich 8 N, wurde, wenn N, die Anzahl der im betrachteten
Kérper befindlichen Molekiille pro Mol ist. Dieses Vorgehen war, wie er
selbst zugibt, dulerst gewagt. Irgend eine Annahme itber die obere Grenze
mulite er aber machen und da paBte diese noch am besten in seine Be-
trachtungen.
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Den Satz in der ersten Form konnte iibrigens neuerdings
Goldhammer?) als allgemein giiltig fiir beliebige Kristalle nach-
weisen.

Um die Abhingigkeit des v von Wellenlinge und Richtung
zu finden, muBiten Born und v. Karm4n ndher eingehen auf die
zwischen den Gitterpunkten (Atomen) wirksamen Krifte. Sie
nahmen an, dal zwischen je zwei Gitterpunkten den elastischen
ghnliche (quasielastische) Kriifte wirksam seien, welche Null sind,
wenn sich die Atome in
Abstinden befinden, die 1
der Entfernung der Git-
terpunkte in der Ruhe-
lage gleich kommen; bei
Vergroferung der Ent- .
fernung wirken die Krafte B
anziehend, bei Verkleine- A
rung abstofend. Zur '
Vereinfachung der Rech- :
nung und zum Teil auch, ya
um einen eindeutigen / :

Zusammenhang zwischen /' i
den in der Rechnung auf- : '
tretenden  Konstanten Homooe- * ------ Fommmmmm e #

und den Elastizitits-

koeffizienten des Kristalls

gewinnen zu konnen, be- i¥
riicksichtigten Born und
v. Kérmé4n [nach ihnen
auch bei weiteren Untersuchungen Thirring?)] nur die Kraft-
wirkungen der 18 nichsten Nachbarn eines Atoms, vernachlissigten
aber auch dabei noch die Krifte, die bei der Verschiebung zweier
in der Diagonale eines Gitterquadrates liegender Atome senkrecht
zur Diagonale auftreten. (Vgl. die Fig.2; auf den Mittelpunkt A
wirken die 6 nicht besonders gekennzeichneten Nachbareckpunkte,
genau dem angenommenen Kraftgesetz entsprechend proportional
der Anderung des Normalabstandes, bei den 12 mit 3} bezeichneten

Raumgitter des reguldren Kristalls.

) D. A. Goldhammer, Phys. ZS. 14, 1185 (1913).
2) H. Thirring, Ebendaselbst, S.867; 15, 127 u. 180 (1914).
Valentiner, Die Quantenhypothese. 2
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Eckpunkten wurde das Kraftgesetz mit der angefiihrten Vernach-
ldssigung angewandt.) Unter diesen Annahmen konnten sie fiir die
Bewegungen der Atome ein System von Gleichungen aufstellen, das
auflosbar war und in das die Grélen v, @, v, y als Parameter
eintraten. Das System der Lésungen bestand indessen nicht aus
vollig unabhingigen Gleichungen; vielmehr mufite, um ihr gleich-
zeitiges Bestehen mdglich zu machen, eine Beziehung zwischen
den vier Parametern erfiillt sein, die vom dritten Grad in v2 und
80 beschaffen war, dal sich zu jedem reellen Werteaggregat von
@, ¥, 7 stets drei positive Losungen fiir v ergaben. Die Koeffi-
zienten dieser Beziehung liefen sich durch die Elastizititskoeffi-
zienten ausdriicken.

Diese Beziehung zwischen v, ¢, ¥, y ist nichts anderes als
unsere gesuchte Gleichung der Dispersion. Sie versetzt uns in
die Lage, die Grofe v in dem Ausdruck der Energie der Wellen-
ziige durch eine Funktion von ¢, ¥, g zu ersetzen, und die
Gesamtenergie als dreifaches Integral einer Funktion von ¢, v, %
darzustellen, die man wirklich explizit hinschreiben kann. Sie ist:

U= EM(Q i) dpdway

f(’V) = hv Ty
e — 1

‘wenn

ist. Das Summenzeichen vor den Integralzeichen soll andeuten,
daf} fiir jede Kombination von ¢, 49, y drei » existieren und alle
drei Werte zu beriicksichtigen sind. Leider ist es nicht mdglich,
das Integral selbst in endlicher Form auszuwerten.

Theorie von Thirring. Trotzdem ist es gelungen, aus diesem
Ausdruck der Gesamtenergie einen fiir sehr ausgedehnte Tempe-
raturbereiche giiltigen, etwas miihevoll, aber nicht sehr schwierig
auswertbaren Ausdruck fiir die Atomwirme der kristallinischen
Korper zu gewinnen. Thirring hat darauf hingewiesen, daf
man fiir alle nicht ganz niedrigen Werte der Temperatur 7'!)
die unter dem Integralzeichen stehende Funktion in eine Reihe

1) Da es auf die GroBe des Ausdruckes ankommt, héingt die Grenze,

hv
kT
bis zu der die Entwickelung noch ausgefithrt werden kann, von » ab, also
von der Atomwiarme; diese darf nicht kleiner als 3/, R sein.
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entwickeln kann. Durch Differentiation dieser Funktion nach 7' wird
sie integrierbar. Nun mul} man, wie wir sahen, zur Ermittelung der
Atomwiarme den Ausdruck der Gesamtenergie nach 7'differenzieren —
die Atomwirme ist die Energiezunahme pro 1° —, man kann daher
den Wert der Atomwiarme C, direkt hinschreiben. Es ist:

0, = 3R{1-A1 <%>2+A2<@T>4_...};

wir schreiben C,, weil der so gewonnene Ausdruck uns die Atom-
wirme unter der Annahme darstellt, da nichts von der zugefiihrten
Energie zur Volumenvergroferung verwendet wurde. Experimenteil
wird freilich immer die Atomwéirme C, mit VolumenvergroBerung
(ndmlich bei konstantem Druck) bestlmmt aus ihr kann man
nach Griineisen?) C, mittels der Gleichung ableiten:

0, = C,— C3TA4,,
worin A, eine aus Kompressibilitit und Ausdehnungskoeffizient
berechenbare Konstante ist. Die Groflen @, A,, 4,... sind kon-
stante Koeffizienten, die in bekannter Weise von den elastischen
Konstanten des Materials abhdngen. Wahrend indessen ® durchaus
individuellen Charakter tragt, d. h. fiir verschiedene Stoffe sehr
verschiedene Werte besitzen kann, weichen die Koeffizienten A,,
A, ... fir die verschiedenen Stoffe nur verhéltnism#fig wenig von-
einander ab und haben anndhernd die Werte

By 3B ;B

217 412 T 617"
wenn B,, B,, ... die sogenannten Bernoullischen Zahlen sind.

Es spricht sich daher in der von Thirring aufgestellten

Gleichung fiir C, eine allerdings nicht genau erfiillte, aber auch
in ihrer Anndherung interessante Gesetzmiafigkeit aus, die Debye
schon frither fiir isotrope Korper bei seinen oben erwihnten
Untersuchungen iiber diesen Gegenstand aufgefunden hatte. Er
kleidet sie in ‘die Worte: ,Die spezifische Wirme einatomiger
Korper ist eine universelle Funktion des Verhéltnisses @/7%?2).

3

1) E. Griineisen, Ann. d. Phys. 26, 401 (1908); vgl. auch W. Nernst
und F. A. Lindemann, Z8. f. Elektrochem. /17 817 (1911).

8dg 36/T
%) Nach Debye ist: C, = 3R[12( )j 1 eelT—l]. Debye

0
nennt 6 die charakteristische Temperatur des Materials. Ann. d. Phys, 89,
789 (1912).
9%
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Dal dies Gesetz wirklich genau erfiillt sei, konnte kaum erwartet
werden; schon die angendherte Giiltigkeit ist auffallend. Die
groBen Unterschiede im Aufbau auch der isotropen Korper werden
auf die Funktion selbst, nicht nur auf das Argument (®/T) ihren
Einflu geltend machen. Thirring hat iibrigens diese von Born
und v. Karman begriindete Theorie auch auf zwei-, drei- und
mehratomige Kristalle ausgedehnt und, wie gleich hier bemerkt
werden mag, recht befriedigende Ubereinstimmung seiner Resultate
mit den experimentell gefundenen erzielt.

Ts-Gesetz von Debye. Fiir die Atomwirme der Kristalle
bei tiefen Temperaturen 148t sich ebenfalls aus dem obigen Aus-
druck fiir die Gesamtenergie ein wichtiger Schlul ziehen. Bei
tiefen Temperaturen wird der Nenner der Planckschen Energie-
funktion nur im Fall kleiner Schwingungszahlen (grofer Wellen-
léngen) nicht enorm groB, so daf zu dem Wert der Gesamtenergie
nur diejenigen Wellenziige merklich etwas beitragen, die grofe
Wellenléingen besitzen. Fiir grofe Wellenlingen darf man nun
von einer Dispersion absehen. Das lehrt die Erfahrung. Dadurch
vereinfacht sich das Integral der Gesamtenergie derart, dal es
sich berechnen 1dft. Bezieht man die Energie auf die Volumen-
einheit, indem man durch N,a® dividiert, so erhilt man die ein-
fache Beziehung - -

3 48x® 4
w= g = 108235 =0 (T)
ein Ausdruck, der bis auf den Faktor 3/, vollkommen mit dem
oben angegebenen der Energiedichte der schwarzem Strahlung
zusammenfillt, nur daB jetzt an Stelle der Lichtgeschwindigkeit ¢
die mittlere Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢, der elastischen
Wellen im festen Korper tritt. Der hier auftretende Faktor 3/,
mag wohl damit zusammenhéngen, dall man im elastischen Medium
drei Wellenfortpflanzungsgeschwindigkeiten zu beriicksichtigen hat,
im Lichtdther als einem inkompressiblen Medium die eine der
drei unendlich grofi wird ?).

Dieses Gesetz wurde zuerst von Debye fiir isotrope Korper
gefunden; es sagt, wie leicht zu sehen ist, aus, dafl die Atomwirme
der Korper bei tiefen Temperaturen proportional 7’8 ist. Dieses
Gesetz mufl allem Anschein nach fiir alle Korper Giiltigkeit

1) Born und v. Kdrméan, L ¢. 1913, S.17.
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besitzen und ist in der Tat bisher weitgehend bestétigt worden.
Fir einfache Korper gilt bis zu einer oberen Grenze von ungefihr

dem Wert 0,3 der Atomwéarme: 7
3
C, = 4645 @

Theorie von Einstein. Die mitgeteilte Theorie in ihrer
schon recht groflen Vollendung ist durchaus nicht mit einem Schlage
geschaffen worden, vielmebr gehen ihr wesentlich einfachere Vor-
stellungen voraus, die indessen immerhin den Verlauf der Atom-
wirme in ihrer Abhidngigkeit von der Temperatur schon recht
befriedigend zu erkliren vermochten. Unser Bericht wire sehr
unvollstindig, wenn er nicht auch auf diese einfacheren Theorien
eingehen wiirde. Einmal haben sie Formeln geliefert, die infolge
ihrer Einfachheit und ZweckmiBigkeit vielfach noch weiterhin
Anwendung gefunden haben und finden werden; zweitens kniipft
ein neuer Versuch zur Darstellung der Atomwdrme von Nernst
direkt an diese Vorstellungen an; und endlich bildet der erste
Versuch Einsteins, die Quantentheorie zur Erkldrung des Warme-
zustandes fester Korper zu verwenden, doch die Veranlassung zu
allen weiteren Betrachtungen und damit den Beginn einer bedeu-
tungsvollen Epoche, so dal es an sich wiinschenswert erscheint,
auch diese Arbeiten kennen zu lernen.

Einstein?) berechnete die spezifische Wirme der festen
Korper unter der Annahme, dafi die Wirmebewegung der Mole-
kiile aus Schwingungen einer einzigen bestimmten Schwingungs-
zahl bestehe, die die Molekiile unter dem Zwang elastischer Krifte
zwischen ihnen ausfithren. Jedem schwingenden Molekiil sollte
das Dreifache der Energie zukommen, die das Plancksche Gesetz
fiir die Temperatur und Schwingungszahl gerade angibt. Daher
sollte die Gesamtenergie des Systems von N, einatomigen Mole-
kiilen der Schwingungszahl »

U:3N0}W_m1_ e e e e e (10)
T — 1
sein. Der Faktor 3 riihrt daher, daB Schwingungen der Molekiile

in drei zueinander senkrechten Richtungen auftreten, dem ein-
zelnen Molekiil also das Dreifache der Energie der frither be-

") A. Einstein, Ann. d. Phys. 22, 180 (1907).
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trachteten Oszillatoren (mit kinetischer und potentieller Energie)
zuzuschreiben ist.

Hat man es mit mehratomigen Molekiilen zu tun, so kon-
nen auch wohl mehrere verschiedene Schwingungszahlen vertreten
gein. Die Summe aller im Grammolekiil vorhandenen schwin-
gungsfihigen Gebilde, multipliziert mit der ihnen nach Planck
zukommenden Energie lieferte die Gesamtenergie des Systems,
namlich:

U=3N,Shv > —
T — 1
kN, _h e
oder wenn B= B =k (11)
U=3R3fv 5
eT —1

Das X-Zeichen soll andeuten, daf iiber mehrere Glieder von der
hinter ¥ stehenden Form zu summieren ist, von denen sich jedes
auf eine Art schwingungsfihiger Gebilde bezieht. Die Anderung
der Energie pro 1° gibt die spezifische Wiarme des Grammole-
kiils (Molekularwirme)

“(7)
C:,n:”o'ov:gRZ—'ﬁ_y'_-_—g L (12)
eT— 1)

7y sei die Anzahl der Atome im Molekiil und daher C, die mittlere
Atomwérme. Haben wir es nur mit einatomigen Molekiilen und
einer Art von Schwingungen zu tun, so folgt hieraus fiir die
Atomwirme:

e’%(éz)ﬁ

T

01,:31%—5—2 N ¢ &)
el — 1)

Fiir kleine Werte von %77/, also z. B. fiir hohe Temperaturen, geht

diese Formel iiber in den bekannten Ausdruck des Dulong-
Petitschen Gesetzes C, — 8 B. Bei hohen Temperaturen ist also
angeniherte Giiltigkeit des Dulong-Petitschen Gesetzes zu er-
warten.
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Nernst!) hat in sehr anschaulicher Weise diese Formel
plausibel gemacht, indem er auf eine Vorstellung hinweist,
die man sich von der Bedeutung der Energiequanten in der
Theorie der Wirmebewegung der Atome machen kann. Auf
der Abszisse der Fig. 3 denken wir uns die N, Atome des ein-
atomigen Korpers in gleichen Abstéinden, nach der Grofe ihrer
augenblicklichen Energiewerte geordnet, aufgestellt; als Ordinate
sind die Energiewerte aufgetragen. Dann stellt die ausgezogene
Kurve dar, wie die Energie nach dem Maxwellschen Verteilungs-
gesetz auf die Atome verteilt ist; man sieht z. B., dafi verhéltnis-

Fig. 3.

2 NP ]

thy No
Maxwells Energieverteilung.

mifBig wenig Atome eine Energie haben, die sehr viel kleiner ist,
als der mittleren Energie (mit der Ordinate £y —3 §Nl1> entspricht;
0
dann folgt eine groBie Anzahl von Atomen, die eine der mittleren
Energie naheliegende Energie besitzen, und dann wieder wenige
mit abnorm vom Mittel nach oben abweichenden Energiewerten.
‘Wenn nun von Atom zu Atom durch irgend einen uns unbekannten
Mechanismus die Energie nur quantenweise abgegeben werden
kann, so miissen alle die Atome, die nach dem Maxwell-
schen Verteilungsgesetz weniger Energie als das Quantum A» be-
sitzen wiirden, die Energie Null haben, sich also in absoluter
Ruhe befinden. Die Atome, denen nach dem Maxwellschen

1) W. Nernst, ZS. f. Elektrochem. 17, 205 (1911).
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Gesetz die Energie zwischen hv und 2 hv, bzw. zwischen 2 v und
3 hv usf. zukdme, miiiten sdmtlich die Energiebetriige hv, 2 hv usf.
aufweisen. Die Verteilung wiirde durch die treppenférmige Linie
dargestellt. Bei ihr wiirde man fiir die mittlere Energie gerade
den Wert -
1
W; = 3hv hl—
T —1

erhalten, aus der durch Differentiation nach der Temperatur und
Summation iiber alle Atome im Grammatom die Formel von Ein-
stein fiir die Atomwirme folgt.

Uberlegen wir zunichst einmal, von welcher GroBenordnung v,
die den Atomen des betreffenden Korpers eigentiimliche Schwin-
gungszahl (Eigenschwingungszahl) bei einem Korper sein muB
(in dem wir nur eine Art schwingender Gebilde annehmen wollen),
damit die Atomwirme bei Zimmertemperatur 7' — etwa 3000
nicht stark von 3 R, dem von der statistischen Theorie geforderten
Wert, abweicht. Es zeigt sich, dafl v kleiner sein muf} als etwa
6-1012 Schwingungen pro Sekunde. FErst wenn v grofiere Werte
als 6-1012 annimmt, ergibt sich fiir die Atomwirme eine merklich
kleinere Zahl bei Zimmertemperatur als 3 RB. Derartig schnell
schwingende Gebilde miissen aber, wenn sie elektrisch geladen
sind, auf elektromagnetische Wellen von der Wellenldnge << 50 u
reagieren, also auf Wellen, die auch optisch oder als ultrarote
Wirmestrahlung nachweisbar sind. Korper aus solchen Gebilden
werden also ein Gebiet starker Absorption bei einer Wellenlinge
<50 u zeigen. Es tritt somit hier eine Beziehung von hochster
Wichtigkeit zwischen optischen und thermischen Eigenschaften
der Korper hervor, deren Bestitigung zugleich eine wertvolle
Stiitze der mitgeteilten Anschauungen bedeuten wiirde. Sie wiirde
iiberdies in vollig ungezwungener Weise die Beobachtung erklsren,
daf die Elektronen keinen merkbaren Einfluf auf die spezifische
Wirme ausiiben konnen, den die statistische Theorie in Anbetracht
der Freiheitsgrade der Elektronen fordern miiite. Nach Drude
sind ndmlich fiir die ultraroten Eigenschwingungen in einem
Korper die Atomionen verantwortlich zu machen, wihrend die
ultravioletten von den Elektronen ausgefiihrt werden. Den Elek-
tronen entsprechen also ganz besonders hohe v-Werte, so hohe,
dall sie nach der Einsteinschen Formel so gut wie nichts zu
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der Atomwirme beitragen konnen. (Denn fiir sehr grofie Werte
von Bv/T nihert sich der Wert des Bruches in dem Ausdruck
fir C, der Null)

Die Anwendung der Formel von Einstein auf die Atomwéirme
des Diamanten bewies sofort ihre Brauchbarkeit. In dem Tem-
peraturgebiet zwischen — 50 bis 4 1000° nimmt, wie schon Beob-
achtungen von H.F.Weber1) gezeigt haben, die Atomwéirme des
Diamanten von 0,76 bis 5,5 zu; und in der Tat entspricht die
Temperaturabhingigkeit mit aller wiinschenswerten Genauigkeit
der Theorie Einsteins, wenn fiir v die Zahl 28.1022 gew&hlt
wird. Der Diamant miifite danach fiir die Wellenlinge 11,0
eine starke Absorption zeigen, wenn seine Atome nicht elektrisch
neutral waren.

Eine weitere Bestétigung seiner Theorie konnte Einstein in
der leidlichen Ubereinstimmung erblicken, die die wirklich beob-
achteten Wellenlingen metallischer Reflexion einiger Salze mit
den von ihm aus der Atomwirme berechneten zeigten.

Spéter erweiterte Einstein?) seine Theorie, indem er ver-
suchte, das v seiner Formel aus elastischen Konstanten des Korpers
zu berechnen. In erster Anniherung war fiir den Zweck nur
notwendig, die Direktionskraft, die das Atom durch seine 26 Nach-
baratome in Raumgitteranordnuug erfihrt, wenn es seine Ruhe-
lage verldft, mit der Kompressibilitit in Beziehung zu setzen.
Seine Uberlegungen waren auch diesmal erfolgreich. Die Be-
ziehung, die zwischen der Schwingungszahl v, dem Atomgewicht 4,
der Dichte ¢ und der Kompressibilitit » nach seiner Theorie
bestehen mubBte, lautete

v =— 3,3.107 A—"h o= Yoy,

Sie ergab ihm fiir Silber mit dem von Griineisen gefundenen Kom-
pressibilititskoeffizienten die Eigenschwingungszahl » — 3,3.1012,
wihrend Nernst aus den Beobachtungen der Atomwirme 4.1012
ableitete.

Formeln von Nernst und von Nernst und Lindemann.
Weitere experimentelle Untersuchungen ergaben freilich, daf}
nicht immer — speziell bei tiefen Temperaturen nicht — die
Einsteinsche Theorie ganz das wirkliche Verhalten der Korper

1) H.F. Weber, Pogg. Ann. 154, 367 u. 5563 (1875).
2) A.Einstein, Ann. d. Phys. 34, 170 (1911).
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darzustellen vermochte, zuweilen nicht einmal qualitativ den Ver-
lauf der spezifischen Wirmen wiedergab. Besonders die vielen
zur Priifung unternommenen Untersuchungen im Laboratorium
von Nernst?l) haben zu dieser Erkenntnis gefithrt. Nun 148t sich
ja zwar die Einsteinsche Formel fiir die Atomwirme dadurch
leicht erweitern, dafl man mehrere Glieder mit verschiedenen
Schwingungszahlen beriicksichtigt. Diese Art der Erweiterung
erscheint vom Standpunkt der urspriinglichen Theorie auch gerecht-
fertigt, wenn Grund vorhanden ist, anzunehmen, daB verschiedene
schwingungsfihige Gebilde, z. B. verschiedenartige Atome in einem
Molekiil vorhanden sind. Immerhin nimmt dadurch die Gleichung
mehr und mehr den Charakter einer brauchbaren Interpolations-
formel an, biiit also etwas von ihrem urspriinglichen Wert ein.
In manchen Fillen fithrte eine von Nernst und Lindemann ?)
vorgeschlagene Form mit zwei Gliedern, deren v-Werte sich wie
1:2 verhielten, zum Ziel, die also nicht mehr frei verfiighare
Konstanten enthielt als die urspriingliche Form von Einstein:

Sie lautete also:
(B’ e?%( Bry?
T 2T/ |

g 2+ By 2

el — 1) T — 1)

Sie bewihrte sich z. B. sehr gut bei Aluminium, Kupfer, Silber,
Blei, Quecksilber, Zink, Jod, Diamant, ferner bei den von Rubens
auf ihre optischen Eigenschaften (Absorption, Reststrahlen) hin
untersuchten Salzen sogar mit Benutzung des aus den optischen
Messungen gefundenen Wertes fiir ».

Nernst und Lindemann haben auch versucht, die von ihnen
angegebene Erweiterung theoretisch zu begriinden; indessen ge-
lang das nicht ganz ungezwungen. Debye 3) hat spiter gezeigt, dal
sie formal in naher Beziehung zu seiner eigenen gut bestiitigten
Gleichung steht, die auf ganz anderer Grundlage, wie wir sahen,
abgeleitet ist. Entwickelt man beide Formeln nach ganzen Potenzen
von Av/T, welches dem @/T von Debye entspricht, so stimmen
die beiden Reihen in ihren ersten Gliedern sehr nahe iiberein.

3
01)—_-:§R

') Vgl. seine Zusammenstellung in dem Bericht auf dem Solvay-
Kongrel 1911. Abh. d. D. Bunsen-Ges., Nr.7 (Knapp, 1914).

?) W.Nernst und F. A. Lindemann, Z8. f. Elektrochem. 17, 817 (1911).

3) P.Debye, Ann. d. Phys. 89, 789 (1912).
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Die Entwickelung ist aber nur fiir kleine Werte von ®/7 moglich,
fiir groBere Werte (tiefe Temperaturen) ergeben sich in der Tat
zwischen den beiden Funktionen fiir C, stirkere Abweichungen.
Neuerdings hat Nernstt) einen zweifellos besser begriindeten
Weg zur Erweiterung -der Einsteinschen Formel eingeschlagen,
der ihn fiir den reguldr kristallisierenden einatomigen Korper zu
der Beziehung fiir die Gesamtenergie des Korpers fiihrte:

pv
S B ()
U: 3R n —\1—e TVn—1). =5

Bv_ n
Toerin

Aus ihr kann in. bekannter Weise die Atomwirme abgeleitet
werden, und man erhédlt einen Wert, der auch bei tiefen Tem-
peraturen mit dem von Debye gut {ibereinstimmt (allerdings bei
um 10 Proz. grdoferer Schwingungszahl in der letzteren). Der
Formel liegt folgende Uberlegung zugrunde, die von der auf
Seite 23 angefithrten Vorstellung von Nernst iiber die Verteilung
der Energie auf die Atome ausgeht. Die Atome, die dem Ver-
teilungsgesetz entsprechend in Ruhe sind (und das werden, je
niedriger die Temperatur ist, um so mehr Atome sein), hat man
sich mit einem oder zwei oder mehr Nachbaratomen fest verbunden
zu denken; bei den Atomen, die in Bewegung sind, sind dagegen
die sie verbindenden Valenzen gelockert. Nun wird es aber moglich
sein, dall zwei oder mehr Atome starr verbunden schwingen,
wenn nidmlich z. B. die an zwei benachbarte Atome angreifenden
Valenzen ' gelockert sind, wihrend die beiden Atome starr ver-
bunden bleiben. Je tiefer die Temperatur, um so mehr schwin-
gungsfihige Gebilde verschiedener Art konnen auftreten. Die
rechnerische Durchfiihrung dieser Idee fiihrt bei einer nicht un-
plausiblen Annahme iiber die Anzahl der schwingungsfihigen Ge-
bilde verschiedener Art auf die obige Formel fiir U.
Bedeutung der Atomfrequenzen in den neueren
Theorien. Wenn man das Gesagte iiberblickt, so wird man sich
des Eindrucks kaum erwehren konnen, daf eigentlich sich hier
zwei von Grund aus verschiedene Anschauungen dariiber, wie die
Quantentheorie auf die Wirmebewegung der Atome zu iibertragen

') W. Nernst, Vortrige der Wolfskehl-Stiftung 1913 in Géttingen,
8.74 (Teubner, 1914).
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ist, gegeniiberstehen. Einstein und (ihm folgend) Nernst neh-
men an, daf auf die Schwingungen der Atome die Quanten-
hypothese anzuwenden sei etwa in der Weise, dall die Atome
selbst ihre Energie quantenweise abgeben und aufnehmen sollen.
Dagegen fordern Debye, Born und v. Kdrmé4n, Thirring, daBf
den zusammenhé#ngenden Wellenziigen, an denen eine ganze Reihe
von Molekiilen beteiligt sind, eine quantenmiflige Energieauf-
nahme oder -abgabe zuzuschreiben sei. Die Schwierigkeit, die
bei der Warmestrahlung durch die Annahme besonderer Oszillator-
eigentiimlichkeiten behoben wurde, und die bei der Einstein-
Nernstschen Auffassung vielleicht durch die Annahme besonderer
Atomeigenschaften behoben werden kann, — diese Schwierigkeit
der Vorstellung davon, welches die tiefere Bedeutung der Energie-
quanten sei, tritt bei der hier zuerst behandelten neueren Theorie
der spezifischen Warmen von neuem hervor. Ferner wird man auf
den ersten Blick nach der hier gegebenen Darstellung bei der
‘neueren Theorie schmerzlich das Hervortreten der so wichtigen
Atomfrequenzen vermissen, die nach der anderen Theorie die
interessante Beziehung zwischen optischen und thermischen Eigen-
schaften vermittelten. Allem Anschein nach fiihrt aber die
Debye- und Born- und v. Kdrméansche Auffassung zu einer
besseren Darstellung der experimentellen Ergebnisse; es hat auch
die Durchfiihrung mehr den Charakter der Zwangliufigkeit und
es schliefen sich die Grundlagen mehr den Eigenschaften des
wirklichen materiellen Korpers an als bei der #lteren Theorie.
Um zu priifen, ob auch in der neueren Theorie etwa doch aus der
Menge von Frequenzen, die zur Atomwirme Beitrige liefern, sich
einige wenige ungezwungen herausheben lassen, wollen wir noch
einmal zuriickkehren zu der Beziehung, die nach Born und
v. Kdrméan zwischen der Schwingungszahl v, der Wellenlinge 1
und der Richtung des Wellenzuges bestehen mul, zu der Disper-
sionsgleichung. Eine Diskussion dieser Gleichung fiihrt zu dem
Resultat, dafl » nicht iiber einen gewissen Betrag hinaus wachsen
kann. Die Schwingungszahl selbst erweist sich als eine periodische
Funktion der Phasengréfen ¢, ¥, y mit ganz bestimmten Grenz-
werten, und zwar findet man bei ein- und zweiatomigen Kristallen,
zwischen deren Atomen Krifte der frither beschriebenen Art wirk-
sam sind, fiinf Grenzwerte (abgesehen von dem Wert » — 0).
Diese Grenzwerte spielen nun ganz offenbar die Rolle der Atom-
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eigenfrequenzen in der anderen Darstellungsweise. Ihnen ent-
gpricht nimlich eine Art stehender Welle im Korper, und an
den Stellen des elastischen Spektrums, denen diese Frequenzen
angehoren, tritt eine Hiufung von Spektrallinien auf. Sie werden
daher auch in besonders hohem Mafe fiir den Wert der Gesamt-
energie bei der Temperatur I und fiir den Wert der Atomwirme
verantwortlich gemacht werden konnen. Und ihr Auftreten bildet,
wie nun sofort einleuchtet, den tieferen Grund, warum die so
verschiedenen Theorien der Atomwéirme doch zu so nahe iiberein-
stimmenden Ergebnissen fiihren konnten.

Dai in der Tat diese Grenzschwingungen den optischen
Eigenschaften des Kristalls entsprechen, zeigt deutlich die kleine
Tabelle, die Thirring mitteilt. Aus den elastischen Konstanten
des Steinsalzes hat Thirring die Wellenlingen der Grenzschwin-
gungen berechnet; daneben stehen zwei beobachtete Eigenfre-
quenzen, die durch Reststrahlen- und Dispersionsbheobachtungen
gewonnen wurden:

Berechnet Beobachtet
# u
M 83,4 —
2q 54,4 54
g 82,6
VR 66,5 87
2 111
Die Formeln von Thirring fiir die Grenzschwingungen zwei-
atomiger Korper kann man sogar dazu benutzen — was schon
Born und v. KArmén vermuteten — die ultraroten und ultra-

violetten Eigenschwingungen, also nach der Drudeschen Theorie
die Schwingungen der Atomionen und der Elektronen, bei einem
einatomigen Kristall zu berechnen. Man mufl sich dann vor-
stellen, daf in benachbarten Raumgitterpunkten des kubischen
Raumgitters sich abwechselnd ein Atomion und ein Elektron be-
findet. Wenn man die Massenverhiltnisse von Atom und Elektron
beriicksichtigt, so riicken drei Schwingungen ins Ultraviolett,
zwei bleiben im Ultrarot; drei wiirden also dem Elektron, zwei
den Atomionen angehoren.



30 Gultigkeitsgrenzen der Formeln.

Zweites Kapitel.

Zusammenstellung der Formeln fir die
Atomwérmen und ihrer Giltigkeitsgrenzen.

Der vorige Abschnitt hat uns mit einer Reihe von Formeln
bekannt gemacht, durch die die Abhi#ngigkeit der Atomwirmen
von der Temperatur dargestellt werden kann. Threr Ableitung
liegt die Quantenhypothese zugrunde und gewisse Vorstellungen
iiber die Konstitution der festen Korper. Wie schon mehrfach
hervorgehoben, stellen sie im ganzen die Beobachtungen der Atom-
wirme aus allen bisher untersuchten Stoffen recht gut dar, wenig-
stens in groflen Temperaturgebieten. Die Erfahrung bestitigt
also im allgemeinen das wichtige Ergebnis der Theorie, da8 fiir
groBe Gruppen von Korpern, ndmlich fiir reguldre Kristalle sowohl
wie fiir isotrope einatomige Korper, die Temperaturabhéingigkeit
der Atomwirmen genau die gleiche ist.

Indessen, ist dadurch die Grundlage der Theorie, die Quanten-
hypothese erwiesen? Ein Skeptiker wird immer noch die Formeln
fiir gliicklich gewdhlte Interpolationsformeln halten kénnen, wenn
man die Konstanten in den Formeln, durch die die Temperatur-
abhingigkeit der Atomwirme wiedergegeben wird, aus Beobach-
tungen derselben ableiten mufl. Anderen Sinnes wird er werden,
wenn ihm gezeigt werden kann, dali die Konstanten aus anderen
Materialgroflen abgeleitet werden konnen auf Grund derselben
Vorstellungen iiber die Konstitution der Korper, aber ohne direkte
Bezugnahme auf die Quantenhypothese. Wir wissen schon aus
dem vorigen Abschnitt, daB das der Fall ist. Auf die Beziehung
der Zahl v zu den optisch bemerkbaren und tatséchlich beobach-
teten Eigenfrequenzen bei einigen Salzen ist aufmerksam gemacht
worden. Ferner konnte Einstein die dem Material charakteristische
Schwingungszahl v, die als einzige Materialkonstante in seiner
Formel vorkommt, aus der Kompressibilitit berechnen. Auch
Debye hat fiir das v, welches in die ,charakteristische Tempe-
ratur“ ® — fv seiner Formel eingeht, einen Ausdruck gefunden,
der sich aus den Elastizitdtskonstanten berechnen 146t, und hat
gezeigt, dall das Ergebnis dieser Berechnung gut iibereinstimmt
mit dem Wert, der aus der Atomwéirme nach seiner Gleichung
folgt.
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Zur Berechnung von » fiir einatomige feste Korper sind noch
zwei andere Wege angegeben worden, die ebenfalls zu brauch-
baren Werten gefiihrt haben. Lindemannt) hat durch einfache
Uberlegungen und Annahmen, die den Schmelzprozel betreffen,
fiir einatomige feste Korper eine Beziehung zwischen der Schwin-
gungszahl v, dem Atomvolumen ¥, und der Schmelztemperatur 7}
abgeleitet. Und wie Griineisen?) zeigte, 1ait sich v auch aus der
Temperaturabhéngigkeit des Ausdehnungskoeffizienten gewinnen;
denn bei einatomigen Korpern #ndert sich der Ausdehnungs-
koeffizient der Atomwirme proportional.

Einer sehr genauen Priifung dieser Beziehungen stehen frei-
lich einstweilen noch die Unsicherheiten der notwendigen experi-
mentellen Daten im Weg. Gar zu grofle Anspriiche an die Ge-
nauigkeit der Ubereinstimmung wird man aber auch besonders
bei den édlteren Theorien (Einstein usw.) und der von Debye
nicht stellen diirfen, da diese Theorien doch mit manchen Ver-
nachldssigungen und Idealisierungen behaftet sind. Mehr wird
man zweifellos von der Theorie von Born und v.K4rmén und der
Erweiterung derselben durch Thirring erwarten diirfen. Leider
fehlt es an geniigenden Daten, um ihre Formeln an vielen Bei-
spielen priifen zu konnen. Fiir einige wenige Substanzen kann
man aber die Berechnung vollstindig durchfiihren, und in diesen
Fillen zeigte sich eine erstaunliche Ubereinstimmung, wie man
aus den zwei kleinen Tabellen erkennt: In der ersten Spalte ist die
absolute Temperatur, in der zweiten der beobachtete Wert, in der
dritten der von Thirring aus den elastischen Konstanten berechnete
Wert der spezifischen Wirme (bei konstantem Druck) aufgefiihrt.
Die eine Tabelle bezieht sich auf Steinsalz, die andere auf Sylvin.

Na Cl K Cl
T Cp beob. Cyp ber. T Cp beob. Cop ber.
83,4 3,75 8,71 86,0 4,36 4,29
81,4 3,64 3,67 76,6 4,11 3,95
69,0 3,13 3,09 70,0 3,79 3,66
67,5 3,06 3,02 62,9 3,36 3,30
— - — 57,6 3,06 2,99

1) F. A. Lindemann, Phys. ZS. 11, 609 (1910).
?) E. Grineisen, Ann. d. Phys. 89, 257 (1912).
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Sogar bei dem dreiatomigen FluBspat und Pyrit fiihrt die
Rechnung von Thirring ganz offenbar in dem Temperaturgebiet,
fiir das seine Formel iiberhaupt nur gelten soll, auf richtige Werte
der spezifischen Warme.

Der Ubersichtlichkeit halber sind die verschiedenen Formeln
fiir die Atomwéirmen hier unten zusammengestellt, zugleich mit ihren

Fig. 4.
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Nach Einstein (1,1’), nach Nernst-Lindemann (2, 2'), nach Debye (3, 3").

ungefihren Giiltigkeitsgrenzen und ferner die Formeln, die zur
Berechnung von v dienen konnen. Die beigefiigte graphische Dar-

stellung 1), in der als Abszisse der Wert BT;, als Ordinate die Atom-

wirme eingezeichnet ist, 1t deutlich den Unterschied erkennen,
der zwischen den Formeln von Einstein (Kurve 1, und in zehn-
fach vergrollertem MafBstab, um den Verlauf in der Nahe des Null-
punktes besser erkennen zu konnen, Kurve 1'), von Nernst-
Lindemann (Kurve 2 bzw. 2’') und von Debye (Kurve 3 bzw. 3
besteht (Fig.4.).

1) Entnommen aus P. Debye, Ann. d. Phys. 39, 789 (1912).
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Die vermutlich richtigste Darstellung wird besonders im Gebiet
tiefster Temperaturen durch die Debyesche Formel (bzw. die
Formel von Nernst) gegeben; sie gilt angendhert fiir die meisten
itberhaupt untersuchten Korper. Fiir hohere Temperaturen wird
man in der Regel mit der bequemen Einsteinschen Formel (bei
geeigneter Wahl von v aus den Beobachtungen der Atomwirme),
eventuell der Nernst-Lindemannschen Erweiterung aus-
kommen. Bei hoheren Genauigkeitsanspriichen wird man im Gebiet
nicht zu tiefer Temperaturen zur Darstellung der Atomwirmen
von ein-, zwei- und mehratomigen Kristallen die Formeln von
Born-v. KArman-Thirring anwenden.

Molekulargewichtsbestimmung kristallisierter Stoffe.
Es sei hier endlich noch erwihnt, dal Nernst?) zur Darstellung
der Molekularwirme mehratomiger Substanzen eine Kombination
der Einsteinschen Formel und seiner eigenen neuesten (bzw. der
von Debye) vorgeschlagen hat. Dazu wurde er durch folgende
Betrachtung gefithrt. Im Fall mehratomiger Molekiile wird man
die Molekiilschwingungen und die Atomschwingungen im Molekiil
voneinander trennen miissen. Nur auf die ersteren wird man seine
Theorie der Zunahme schwingungsfiahiger Systeme verschiedener
Art mit abnehmender Temperatur anzuwenden haben; die ihnen
zukommende Energie wird also seiner (bzw. der Debyeschen)
Formel entsprechen. Zur Darstellung der Energie der Atom-
schwingungen im Molekiil wird man aber die Einsteinsche Formel
benutzen konnen, der zufolge bei tiefen Temperaturen die Energie
schneller abfillt, als es das Debyesche Gesetz verlangt.

Molekularwarme von Chlorsilber. »; = 21,3.10; »y =— 37,4.1011,

Absolute v Absolute m ~
Temperatur C;)" beob. C;" ber. Temperatur Cp beob. C;" ber.
23,5 2,98 2,95 116 10,34 10,95
26,4 3,44 3,49 207,5 11,81 12,01
32,8 4,79 4,69 330 13,01 13,04
45,6 7,25 6,78 405 13,60 13,59
87,0 9,74 10,00 430 18,72 13,70

Die Gesamtenergie der Molekiilschwingungen ist die Summe
der beiden einzeln berechneten Energiewerte. Es gelang Nernst

1) W. Nernst, Vortrage der Wolfskehl- Stiftung.
Valentiner, Die Quantenhypothese. 3
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in der Tat, an einer Reihe von Beispielen die Zweckmiligkeit
dieser Kombination nachzuweisen. Aus der von ihm unter an-
derem mitgeteilten Tabelle iiber die Molekularwirme von Chlor-
silber, die hier abgedruckt ist, geht das aufs schonste hervor.
Neben den absoluten Temperaturen stehen in Spalte 2 die beob-
achteten, in Spalte 3 die berechneten Molekularwirmen bei
konstantem Druck. Zu ihrer Berechnung diente

or = F, <El—'1’l) 4 F, (%’%}

in ihr ist Cy die Molekularwirme des zweiatomigen Molekiils bei
konstantem Volumen, aus der in bekannter Weise die bei kon-
stantem Druck gewonnen werden kann. F) ist die Funktion von
Debye mit dem aus dem Schmelzpunkt des Salzes nach Linde-
mann berechneten »,-Wert (= 21,3.1011); F, ist die Funktion
von Einstein mit dem v,, das die Atomschwingung zeigt; fiir
sie nahm Nernst die Zahl, welche zu der von Rubens beob-
achteten ultraroten Absorptionsbande gehérte (37,4.1011).

Die Formel bietet, abgesehen davon, dall sie zur Darstellung
der spezifischen Wérme dienen kann, noch ein anderes Interesse;
sie kann dazu benutzt werden, die Zahl der Atome im Molekiil
eines kristallisierten Korpers zu bestimmen, mit anderen Worten:
gie kann das Molekulargewicht liefern. Kennen wir durch irgend
eine Methode die Schwingung des Molekiils, so konnen wir F)
berechnen. F, ist nun bei tiefen Temperaturen (da die Einstein-
sche Funktion schneller nach Null abfillt als die von Debye)
gegen I zu vernachlissigen. Bestimmen wir also bei tiefen
Temperaturen die Atomwirme C, und dividieren F, durch C,, so
werden wir die Anzahl von Atomen im Molekiil erhalten. Nernst?)
hat diese neue, iiberaus wichtige Methode der Molekulargewichts-
bestimmung fester Stoffe schon bei einer ganzen Anzahl von Korpern
mit gutem Erfolg anwenden kdonnen.

Formeln fiir den Energieinhalt U des Grammolekiils bzw.

fiir die mittlere Atomwirme C, — ;&1— dU/dT (n, Atomzahl im
Molekiil): ’

1) W, Nernst, Vortrige der Wolfskehl-Stiftung 1913 in Gottingen.
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1. Einstein (1907):

i h N, h
U=8RS " B="p=1
eT —1

zu summieren iiber alle Gattungen von schwingenden Elementar-
gebilden mit der Schwingungszahl »,,

;17—1

fiir einatomige Korper, fallt bei tiefen Temperaturen zu schnell
gegen Null ab.

2. Nernst-Lindemann (1911):

Bv
SBR[ Bv 2
B\ T
e —1 e2T—1
Bv

stimmt mit der Formel von Debye fir Werte von 7 < 4

nshe iiberein, fallt bei niedrigen Temperaturen zu schnell gegen
Null ab.

U=

3. Nernst (1913):

— 3R2 - n <1 e 1’1/11—-1),'?le,5

ToetVn 1

fir reguldre einatomige Kristalle; zeigt anndhernd den gleichen
Verlauf wie die Formel von Debye, wenn in letzterer fiir »
ein 10 Proz. groferer Wert benutzt wird als in dieser. Der
Exponent 2,5 ist so gewihlt worden, dal bei tiefen Tempe-
raturen der gleiche Abfall vorhanden, wie die Formel von
Debye ihn fordert.

4. Debye (1912):

ﬂr
T

8 d x
U=9RI(, j
0
fir isotrope einatomige Koérper abgeleitet; By = ® nennt Debye

scharakteristische Temperatur®; stellt die Beobachtungen im
ganzen Verlauf recht gut dar; besonders gut bei vielen reguliren

8*
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Kristallen; ergibt fiir tiefe Temperaturen Proportionalitit mit 7*,
und als Wert der Atomwérme:

T. 3 T 3
= . — ) = Al —
C, = 3 R.77,938 ( ﬂv> 464, < ﬂv>

giiltig fir isotrope Koérper mit dem Debyeschen Wert von g»

1
75 <008

(s. u.) fir Werte von

5. Born und v. Kdrmén (1912):

o= (G [ rerseusan

f (») ist die Plancksche Energiefunktion; zwischen », ¢, y, ¥
besteht die Gleichung der Dispersion vom dritten Grade in »2;
vy, Vg, vg 8ind die drei positiven Wurzeln dieser Gleichung; die
Bedeutung von ¢, y, y siehe oben. Die Formel ist fiir Kristalle
abgeleitet und gilt nach Thirring und Goldhammer ganz
allgemein fir beliebige Kristalle. Daraus fiir regulédre Kristalle:

e 8

.13
U= NoaahJjE—%Ld%—dw
N

die Integrale zu nehmen iiber alle Wellenlingen A mit den
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten ¢;, ¢y, ¢ in den drei Achsen
des Raumgitters des reguliren Kristalls, und iiber die Winkel-
elemente dw der Einheitskugel; a Gitterkonstante — Abstand
der Gitterpunkte; die Formel ist abgeleitet fiir regulire Kristalle;
fihrt bei tiefen Temperaturen auf das Gesetz von Debye,
nédmlich zu der Atomwirme:

C, — 274.100™ <£>3
0 \Cm

m Atomgewicht, ¢ Dichte, c,, mittlere Schallgeschwindigkeit,
gegeben durch den Ausdruck

3
1 1 4m
- i —5 d ==
3 jZZ 053 w C;;L
Im isotropen Medium (Debye) gilt:
3 1 1
s T c_ed + C_td )

Cm

wenn ¢, und ¢, die longitudinale und transversale Schallgeschwin-
digkeit ist.
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6. Thirring (1913):
f{_Bsjy (B By, B\
Cu P 3Rll —TJI <—]—,) +T!J2<T> —

B; sind die Bernoullischen Zahlen, J; .J,... aus den Elastizi-
tatskonstanten berechenbare Koeffizienten; die Formel ist aus
der allgemeinen Gleichung von Born und v. Kérmdan fir die
Energie eines kristallinischen Mediums abgeleitet, gilt der Ab-
leitung entsprechend fiir nicht ganz niedrige Temperaturen, fir

die die Reihe stark konvergiert; stimmt annéhernd iberein mit
der Entwickelung der Formel von Debye:

. 12 ﬁ 2 vt B\t ys ﬂ 6 }
0= 3R{1—3(7) + 555 (7) — 114 (7) +-
Formeln fiir die Schwingungszahl » 1):
Y
v =2,56.107(], M2)1/6<—1— n L) * o~¥x—% [Madelung?) 1910].
M, M,
.v=23,6.10" A" g~ s> (Einstein 1911).
.v=3,1.102 4= V;* T2 (Lindemann 1911).
.v=1,68.1011 0}2 " V7" (Griineisen 1912).
v =",4.107 A"Ys o= e x—"2f(6)~"s (Debye 1912).
. 2 1406\ 146 \*
1(0) = 2(51-277) + 3(1——6)> '
6. Grenzschwingungen beim einatomigen kubischen Kristallgitter
(Born und v. Kdirméan 1912).

U QN =

v, =20 1/4::% iﬁ—l—lZ—M
Vz:lVﬁr_Q_fi ” Zl‘/ﬁﬁﬂ
7 M, ST M,

v :lV“ﬂLi‘l 1,.:1‘/3‘*'27’
7 M, ¢ T m M,
o = a(C1; — €13 — Cya)

B = %(644‘—012)

o
Y =y (€ss + €19)-

1) Vgl. die Zusammenstellung von Blom, Ann. d. Phys. 42, 1397 (1913).
— Die Schwingungszahlen der nach dem Atomgewicht geordneten chemischen
Elemente zeigen die Periodizitit des Mendelejeffschen Systems, worauf
W. Biltz hingewiesen hat. ZS. f. Elektrochem. 17, 670 (1911).

?2) Diente E. Madelung zur Berechnung der Frequenz der ultraroten
Eigenschwingungen. Phys. ZS. 11, 898 (1910).
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7. Grenzschwingungen beim zweiatomigen kubischen Kristallgitter
(Thirring 1914).

V3
Vy

va 1
QWVMM
o, B, y wie in Nr.5, 0 =0 + 28 + 4.

In diesen Ausdriicken bedeutet: a Raumgitterkonstante,
A Atomgewicht, ¢,y, ¢y, ¢,4 Elastizititskonstanten der Kristalle, C,
Atomwirme, M,, M, Molekulargewichte (bzw. Atomgewichte in
Formeln 6 und 7), 7, absolute Schmelztemperatur, 7V, Atom-
volumen, o« linearer Ausdehnungskoeffizient, » Kompressibilitit,
¢ Dichte, ¢ Verhiltnis der Querkontraktion zur Langsdilatation.

(M, + M,) (= +2P)
P 2M, M,

v, =0 vy =

—2” = VL + )@ +49) F
VoL +M2)2(6+47)2+4M My {(e—2B— (@ + 47)2} ]
VL, + M)+ V(O DL)20% 4 I, M, (o> 09)

Zwei Beispiele guter Ubereinstimmung der Formeln
von Debye und von Nernst-Lindemann mit der Erfahrung
seien endlich hier noch mitgeteilt. Wir wollen die Beobachtungen
von Eucken und Schwers?) am FluBspat mit der Debyeschen
Formel vergleichen, indem wir fiir » wahlen 97,5.1011, um zu
zeigen, daf} die Debyesche Formel auch auf reguldre mehratomige
Verbindungen zuweilen mit bestem Erfolg angewendet werden
kann; die Tabelle 1 ist der Arbeit der genannten Forscher ent-
nommen; es sind in ihr neben den absoluten Temperaturen die
aus den Beobachtungen erhaltenen Molekularwirmen bei kon-
stantem Volumen und die nach Debye berechneten zusammen-
gestellt. Dem Wert 97,5.1011 fiir » entspricht die Wellenlinge
30,8 u, wihrend aus optischen Untersuchungen die Eigenschwin-
gungen mit einer Wellenlinge von 24y und von 31,6 u sich
ergaben.

Als zweites Beispiel seien die Beobachtunfren am Diamant,
der fiir die ganze Theorie von historischer Bedeutung geworden
ist, mit der in diesem Fall vollig ausreichenden Formel von
Nernst und Lindemann verglichen. Der Diamant hat noch

1) A. Eucken u. F. Schwers, Verh. d. D. Phys. Ges. 15, 578 (1913).
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insofern ein besonderes Interesse, als bei ihm schon lange vor
Erreichung des absoluten Nullpunktes die Atomwirme, also auch
der Energieinhalt verschwindend klein wird. Die Tabelle ist aus
dem Bericht von Nernst auf dem Solvay-Kongref3 1911 iibernommen;
die Berechnung der Atomwirme wurde mit v — 405,5.101! aus-
gefiihrt.

Tabelle 1. Molekularwérme von FluBspat.
(v = 97,5 . 101)
Absolute Ov C,, Absolute C,, CU
Temperatur ‘ (beobachtet) | (berechnet) | Temperatur| (beobachtet) | (berechnet)
17,50 0,0670 0,0700 52,60 1,824 1,902
19,9 0,1028 0,1033 55,1 2,039 2,136
21,5 0,1316 0,1302 57,4 2,253 2,334
23,5 0,1680 0,1710 59,6 2,468 2,526
25,6 0,2180 0,2200 66,5 3,306 3,276
27,6 0,276 0,277 67,9 3,465 3,465
29,2 0,331 0,325 69,7 3,595 3,660
34,0 0,536 0,515 81,6 5,044 5,080
36,8 0,663 0,652 82,2 5,082 5,160
37,5 0,713 0,690 82,7 5,172 5,220
39,8 0,336 0,825 83,9 5,261 5,370
42,0 0,987 0,957 86,0 5,537 5,620
45,2 1,222 1,167 236,5 14,60 14,74
47,9 1,390 1,407 328,0 16,16 16,12
50,3 1,594 1,668
Tabelle 2. Atomwéarme des Diamant.
(v = 405,5.1011)
Absolute c, C,, Absolute C, C,
Temperatur | (beobachtet) | (berechnet) | Temperatur| (beobachtet) | (berechnet)
300 0,00 0,000 2430 0,95 0,97
42 0,00 0,000 262 1,14 1,16
88 0,03 0,006 284 1,35 1,37
92 0,03 0,009 306 1,58 1,59
205 0,62 0,62 331 1,83 1,82
209 0,66 0,65 358 2,11 2,07
220 0,72 0,74 413 2,64 2,53
222 0,76 0,78 1169 5,23 5,19
232 0,86 0,87
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Drittes Kapitel.
Die Zustandsgleichung des festen Korpers.

P. Debye?) hat die Warmevorginge im festen Korper nach
Ausarbeitung seiner Theorie der spezifischen Warme in sehr um-
fassender Weise weiter verfolgt. Er stellte sich die Aufgabe, auf
Grund der Anschauungen, die zum Verstindnis der spezifischen
Wirme gefithrt hatten, eine Gleichung abzuleiten, durch die die
Zustandsinderungen des festen Korpers vollstindig bestimmt sind.
Wir wollen uns jetzt mit dieser neuen, sehr wichtigen Anwendung
der' Quantentheorie, die iibrigens auch von anderer Seite in An-
griff genommen wurde, beschaftigen.

Thermodynamisches Potential. Es wird als eine dullerst
kithne Forderung erscheinen, durch eine Gleichung iiber alle
moglichen Zusténde eines festen Korpers und Zustandsinderungen
desselben Rechenschaft geben zu sollen. Es mufl doch z. B. aus
der betreffenden Gleichung abgelesen werden konnen, wie sich
ein fester Korper verdindert, wenn wir den auf ihm lastenden
Druck &ndern, oder auch, wie sich das Volumen des Kérpers ver-
indert infolge von Temperaturinderungen bei konstant gehaltenem
duflerem Druck usw. Die Thermodynamik hat gliicklicherweise
einen Weg, auf dem wir zu einer solchen Gleichung gelangen
konnen, vorgezeichnet.

Nehmen wir einmal an, wir konnten den Zustand des festen
Korpers durch seine Temperatur 7' und eine grole Anzahl anderer
Zustandsgrofien (Zustandsvariable oder Koordinaten) e, ay,...a,
bestimmen und wir wiilten, um wieviel sich die Variabeln in
dem Zeitelement dt verdndern, wenn irgend welche Krifte (Druck-
krifte, elektrische, magnetische Krifte, innere Krifte usw.) auf
den Korper wirken! Dann wiirden wir angeben konnen, wie sich
der Zustand des Korpers unter dem Einfluf der Krifte dndert.
Es ist sehr wohl moglich, daB manche Krifte auf Anderung von
mehreren der «,...«, hinwirken; es ist aber auch denkbar, daB
die o,...o, so gewiblt sind, dafl von den bekannten Kréften, die
den Zustand des Korpers becinflussen, eine jede nur eine der

1) P. Debye, Vortrige der Wolfskehl-Stiftung 1913 in Gottingen.
(Teubner 1914.)
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Koordinaten zu veréindern strebt, wihrend die iibrigen nicht beriihrt
werden. Wir wollen fiir diesen Fall die Koordinaten mit z,...z,
bezeichnen und die Kraft, die auf die Koordinate z; und nur auf
diese in Richtung ihrer Vergroflerung wirkt, X, nennen. In der
kleinen Zeit d¢ werde durch die Kraft X; die Koordinate z; um
d x; vergrofert, also die Arbeit X;dx; geleistet. Die Summe aller
moglichen Arbeiten, vermehrt um die Anderung der inneren
Energie U des Korpers bei dem Ubergang von einem Zustand in
den anderen, wird nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik
gleich sein miissen der Anderung der Entropie S des Korpers,
multipliziert mit der Temperatur. Es wird also folgende Gleichung
gelten:

AU =TdS8S—Z;Xsdz; . . . . .. . (14)
Wir konnen statt dessen auch schreiben:
d(U——TS):-—SdT——ZZX,de e e e e (14’)

und wollen einmal annehmen, es sei uns auf irgend welche Weise
gelungen, die Grofe:

U—TS8S=H......... (15)
als Funktion von der Temperatur und den Variabeln z,...z, zu
finden. Dann konnen wir offenbar auf rein mathematischem
Wege (durch partielle Differentiation nach den Variabeln) die
Kraft X; und die Gréfle S, die im Korper die Verinderung dz;
und d T hervorrufen, als Funktionen der Variabeln (7, z;...z,)
gewinnen. Es ist in der Tat:

oH_ o oH_
ol To0xi
(bei der Differentiation miissen immer die anderen Variabeln als
konstante Parameter behandelt werden). Aus diesen Gleichungen
kénnen wir ablesen, wie die Kréfte beschaffen sein miissen, um
eine bestimmte Anderung des Korpers zu verursachen, ferner,
welche Anderungen durch Krifte, die auf die Variabeln wirken,
im Korper hervorgerufen werden. Mit der Angabe der Funk-
tion H aller denkbaren Variabeln wiren daher die Zu-
standsinderungen, die an Korpern auftreten konnen,
vollig bestimmt.
Man nennt H ein thermodynamisches Potential; es gibt
mehrere derartig interessante ,thermodynamische Potentiale“, die
alle zur Ableitung der moglichen Zustandsinderungen des Korpers

— X .. ....(6)
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fiihren. Zum Unterschied bezeichnet man H auch nach Helm-
holtz als die freie Energie?).

Die Aufgabe, die sich Debye stellte, mulite also die sein,
eines der thermodynamischen Potentiale des festen Korpers auf-
zusuchen und dabei von der Vorstellung auszugehen, daf der
feste Korper von elastischen Schwingungen durchzogen sei, deren
Energie durch das Plancksche Gesetz bestimmt wird; er wihlte
die freie Energie H.

Statistische Betrachtungen lehren, dafl und wie man die
freie Energie eines Korpers als Funktion der unabhingigen Zu-
standsvariabeln finden kann, sobald man die Energie U des Korpers
als Funktion der seinen Zustand bestimmenden Koordinaten x;
und der sogenannten Impulskoordinaten 2) £; kennt. Der klareren
Vorstellung halber sei die formal einfache Vorschrift hier an-
gegeben. Man bilde:

U
Z={ " dz,...dw, d&...dE,. . . . . (IT)

worin das Integral iiber alle moglichen Werte der #; und £; zu
erstrecken ist und U die Summe der potentiellen und der kine-
tischen Energie des Korpers bedeutet. Die freie Energie H ist dann

zu berechnen aus:
H=—FkTlgZ. ... ..... (18

Somit handelt es sich also nur um das Aufsuchen der Energie
des festen Korpers.

Nun war ja in den beiden vorigen Abschnitten eigentlich
von nichts anderem die Rede als von der Energie des festen
Korpers, und es mochte da auf den ersten Blick scheinen, als
sei die Aufgabe sehr leicht und schnell erledigt. Das ist aber
doch nicht der Fall, weil die Anderungen des Korpers in den
vorigen Abschnitten der Bedingung unterworfen waren, dall sein
Volumen unge#ndert bleiben solle. Energiednderungen, die durch

1) H wird auch isothermes thermodynamisches Potential genannt, weil
bei Berechnung der Krifte X; durch Differentiation die Temperatur konstant
zu halten ist, im Gegensatz zu der Funktion U, die nach Gleichung (14) die
Krifte liefert, wenn bei der Differentiation die Entropie S konstant gehalten
wird. U ist deshalb auch das adiabatische (isentropische) thermodynamische
Potential genannt worden (Gibbs).

2) Oder Bewegungsgrofle (— Masse . Geschwindigkeit) seiner einzelnen
Teile.
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die Volumenidnderungen bedingt werden, konnen dort gar nicht
auftreten, und so kommt auch der Betrag, der mit der Ausdehnung
der Korper zusammenhéngt, in den dortigen Ausdriicken gar nicht
vor. Wollen wir also auch die bei Anderung des Volumens auf-
tretenden Krifte und die Abhingigkeit des Volumens von der
Temperatur aus der freien Energie ablesen kénnen, so miissen
wir durch Einbeziehen dieses Betrages die Energie modifizieren.
Dies erfordert von neuem ein niheres Eingehen auf den Aufbau
des Korpers aus seinen Elementen, den Atomen.
Abweichungen vom Hookeschen Gesetz. Bisher hatten
wir mit Bezug auf die Forderung, daf das Volumen des Korpers
bei allen Temperaturen dasselbe sei, angenommen, dal die Ruhe-
lage der schwingenden Molekiile und Atome immer erhalten
bleibe, auch wenn die Amplituden der Schwingungen gréfere
und grofere Werte annehmen. Jetzt miissen wir, um uns von
der Ausdehnung des Korpers bei Temperaturerh6hung Rechen-
schaft zu geben, annehmen, daf infolge der Temperaturinde-
rungen Verlagerungen der Gleichgewichtslagen eintreten. Das
mull natiirlich durch den inneren Mechanismus geschehen, d. h.
durch dieselben Krifte zwischen den Atomen, die sie in der
Ruhelage zu halten suchen und die Schwingungen um diese
Ruhelagen veranlassen. Rein elastische Krifte, deren GroSe
proportional der Entfernung des Molekiils von der Ruhelage un-
abhiingig vom Vorzeichen ist, konnen nun bei noch so grofien
Ausschwingungen nicht zu einer Anderung der Ruhelage fiihren.
Vielmehr miissen wir, wie Debye nachweist, annehmen, dafl die
rucktreibenden Krifte kleiner sind, wenn sich die Atome in der
einen Richtung bewegen, als in der entgegengesetzten. Es kann
sich hierbei natiirlich nicht um absolute Richtungen im Raume
handeln, sondern nur um die Richtung eines Atoms auf ein
anderes zu, oder von ihm fort. Denn ein Atom wird ja nur
infolge der Kraftwirkung der umliegenden Atome in seiner Ruhe-
lage gehalten. Zwischen den Atomen wird also eine Kraft
wirksam sein, die sich stirker einer Anndherung als
einer Entfernung der Atome widersetzt. Mit anderen Worten:
ein fester Korper striubt sich mehr gegen eine Kompression als
gegen eine Dilatation. Auf den ersten Augenblick scheint diese
Annahme im Widerspruch mit der Erfahrung zu stehen. Denn
das bekannte Hookesche Gesetz sagt aus, daf die absolute Grole
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der relativen Deformation proportional der sie hervorrufenden
Kraft und unabhingig vom Zeichenwechsel der deformierenden
Kraft sei. Und dieses Hookesche Gesetz, von dem bei der Be-
stimmung der elastischen Eigenschaften eines Korpers so hiufig
Gebrauch gemacht wird, hat bisher, allerdings nur in gewissen
Grenzen, experimentell immer gut bestitigt werden konnen. Bei
starkeren relativen Deformationen hat man indessen in der Tat
Abweichungen stets in dem Sinn beobachten kdonnen, wie es die
eben angestellte Uberlegung iiber die Moglichkeit der Ausdehnung
fordert. Es nimmt bei Substanzen mit positiver thermischer Aus-
debnung die Kompressibilitdit mit wachsendem Druck stets ab.
Debye nennt auf Grund dieser Vorstellungen die thermische
Ausdehnung eines Korpers einen direkten Beweis fiir die
Abweichungen vom Hookeschen Gesetz. Unmittelbar ergibt
sich iibrigens aus diesen Betrachtungen der Schluf}, der mehrfach
experimentell bestéitigt werden konnte, dafl bei sehr tiefen Tem-
peraturen von den Abweichungen vom Hookeschen Gesetz wenig
zu merken und die Ausdehnung klein sein mufl, da die Elonga-
tionen bei den Atomschwingungen sehr klein sind gegen die Ent-
fernungen der Atome voneinander.

Behandlung unsymmetrischer Schwingungen. Diese
Eigenart der Krafte, diese Abhingigkeit der Deformationsgrife
vom Vorzeichen ist nun weiter Veranlassung dazu, daf die
Schwingungen unsymmetrisch werden. Und auf diese unsymme-
trischen Schwingungen werden wir nicht mehr die Formeln fiir
die Energieverteilung anwenden konnen, die Planck fir die
symmetrischen Oszillatorschwingungen abgeleitet hat. Es hat
also den Anschein, als ob die bisherige Idealisierung, den Korper
von konstantem Volumen anzunehmen, zu einer fehlerhaften
Energieberechnung fithren mufl, daher dulerst verhangnisvoll ist.
Das ist nun gliicklicherweise indessen nicht der Fall. Debye hat
gezeigt, dall man in guter Anndherung doch von den Planck-
schen Formeln fiir symmetrische Schwingungen im Falle des aus-
dehnungsfihigen Korpers mit unsymmetrischen Schwingungen
seiner Atome Gebrauch machen darf. Man mul nur, statt mit
unsymmetrischen Schwingungen zu rechnen, der Betrachtung
eine neue symmetrische Gleichgewichtslage zugrunde legen, die
von der urspriinglichen bei der absoluten Temperatur 00 um
einen mittleren Betrag abweicht. Dieser Betrag hingt ab von
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der Temperatur und beeinflubt seinerseits die Schwingungszahl
in geringem Grad. In den Ausdruck der Energie miissen wir
also auBer den Energiebetrigen, die auf die freien symmetrischen
Schwingungen kommen, noch einen Betrag aufnehmen, der die
potentielle Energie infolge der Abweichung der neuen Gleich-
gewichtslage von der urspriinglichen darstellt. Um diesen Betrag
zu berechnen, denken wir uns den Korper bei 00 (abs. Skale)
durch &uBere Kréfte auf dasjenige Volumen gedehnt, das er
infolge seines thermischen Ausdehnungsvermdgens bei der Tem-
peratur 7' wirklich einnimmt. Es sei das das Volumen Vy + 4,
wenn V, das Volumen bei 0° ohne Wirkung #uBerer Krifte be-
deutet. Ist », die Kompressibilitit, d.i. das Verhiltnis der relativen
Dichtezunahme zur Druckzunahme, bei 00, so wird die potentielle
Energie, die infolge der VolumvergroBerung 4, also der relativen
Dichteabnahme /¥ durch die Kraft P im Korper aufgespeichert

wird, gleich sein
4

A2 a1
“‘Pdd = on 7, <denn Ky = ﬁ?)

[
Indem Debye diesen Betrag in dem Ausdruck fiir die Energie
des Korpers beriicksichtigt und von den beiden Beziehungen 17
und 18 Gebrauch macht, erhdlt er fiir die freie Energie des
Korpers den Wert: 6,

T
42 T\3 »
H:m+9N0LT(@~1> Jaﬂlog(l—e Ydz . (19)
)

Hierin ist ®, — fv, und v, bedeutet die fiir die Temperatur T
geltende Grenzschwingungszahl, fiir die in erster Anniaherung ge-
schrieben werden kann:
A b a2
v, = V(l—aT/; +§7§>'

Durch diese Gleichung ist v, auf die Grenzschwingungszahl v bei
der Temperatur 7' = 0, und die Zahlenfaktoren @ und & zuriick-
gefiihrt.

Wir begehen bei dieser Rechnung insofern einen kleinen
Fehler, als wir ein gleichm#Biges elastisches Verhalten des Korpers
nach allen Richtungen hin annehmen. Die so gewonnene freie
Energie wird uns also nicht vollig richtigen Aufschlufl geben konnen
iiber alle moglichen Zustandsinderungen des festen Korpers. Zur
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Bestimmung des vollstindigen Zustandes des Korpers gehort die
Angabe von mehr Variablen als von denen (Volumen und Tem-
peratur), die wir bis jetzt eingefiihrt haben. Wir wollen aber
von der Beriicksichtigung der anderen, den Zustand des Korpers
definierenden unabhingigen Variablen absehen und nur auf die
Unvollkommenheit des Ausdruckes in der Beziehung hinweisen.
Wie Debye und nach ihm Ortvay gezeigt haben, gelingt es
wirklich, noch weitere Variablen in die freie Energie einzufiihren,
durch welche verschiedenen elastischen Eigenschaften des Korpers
Rechnung getragen wird. Es ist nicht leicht, in dieser Richtung
noch viel weiter zu kommen.

Thermische Ausdehnung fester Korper. Aus dem Aus-
druck der freien Energie wollen wir nun einige Beziehungen ab-
leiten, die zwischen den Zustandsvariablen bestehen miissen. Die
erste der Gleichungen (16) gibt uns den Ausdruck der Entropie
des Korpers, und Gleichung (15) kann uns dann den Wert der
Energie liefern. Wie wir erwarten miissen, stimmt dieser Wert
in bezug auf seine Temperaturabhingigkeit sehr nahe iiberein mit
dem, den wir in den vorigen Abschnitten als Resultat der Theorie
von Debye angefiihrt haben. (Der Unterschied besteht in der Ab-
hingigkeit der Schwingungszahl v von der Temperatur, die nur gering
ist.) Es werden daher auch die Formeln der spezifischen Wirmen
nach dieser strengeren Theorie nur unwesentlich veréindert.

Differenzieren wir die Funktion H nach der Variablen 4, der
zweiten der Gleichungen (16) entsprechend, so erhalten wir den
Druck, der die Anderung des Volumens hervorruft, also eine
Beziehung zwischen Druck, Volumen und Temperatur, in welche
die Kompressibilitdt und die Variable 4 selbst eingeht, sozusagen
die Zustandsgleichung des festéen Korpers. Setzen wir den Druck

oder also gi; gleich Null, so bleibt eine Gleichung iibrig, welche
%, als Funktion der

0
Temperatur berechnen li(t. In erster Annidherung findet man bis

uns die thermische Volumendehnung, d.i.

auf den Faktor _‘J‘I/ﬂ fiir ;,i denselben Ausdruck, der sich fiir
0 0
die Energie U ergibt; es wird:
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Es muB somit der Ausdehnungskoeffizient o (d. i die Anderung
der GroBe 4/V, mit der Temperatur pro 1°) proportional der
spezifischen Warme sein, oder:

a4 d “ax, a %,

=arv,~ar v, V=7, O
eine Beziehung, die von Griineisen?) schon auf anderem Wege
gefunden war. Das ist natiirlich ein hochst interessantes Ergebnis:
Auch der Ausdehnungskoeffizient nimmt bei abnehmender
Temperatur nach den frither fiir die spezifische Warme
angegebenen Formeln ab, bei sehr tiefen Temperaturen pro-
portional der dritten Potenz der Temperatur. Die Proportionalitét
zwischen spezifischer Wirme und Ausdehnung ist vielfach be-
stitigt worden. Aus der Art der Ableitung wird man iibrigens
leicht ersehen — es sei indessen darauf besonders hingewiesen —,
dal dieses Resultat unabhingig von der Quantentheorie besteht;
eine Folge der Quantenhypothese ist nur die Art der
Temperaturabhingigkeit von spezifischer Wérme und Aus-
dehnung.

Debye konnte aus seinen Gleichungen und aus der erweiterten
Theorie auch einige Schliisse auf die Anderung der elastischen
Konstanten (Kompressibilitat, Kirchhoffsche elastische Kon-
stanten) ziehen. Allem Anschein nach kann der Unterschied
zwischen der Kompressibilitdt beim absoluten Nullpunkt und der
bei gewohnlicher Temperatur nicht groB sein, nicht mehr als
einige Prozente des Gesamtbetrages. Auch das konnte durch die
Erfahrung bestitigt werden. Es ist das von besonderer Wichtig-
keit deswegen, weil diese geringe Temperaturabhiingigkeit im
Widerspruch steht zu den sogenannten Agglomerationshypothesen,
die die Quantentheorie ersetzen sollten. Die Agglomerations-
hypothesen [in neuester Zeit von Ben edicks?) wieder aufgenommen]
laufen darauf hinaus: es sollen sich infolge der abnehmenden
Temperatur mehr und mehr Molekiile zu festen Komplexen zu-
sammenschliefen, wodurch die Gesamtzahl der Freiheitsgrade der
N Molekiile verringert werde; dem wiirde eine Abnahme der
spezifischen Wirme mit abnehmender Temperatur, wie sie beob-
achtet wurde, entsprechen, und die Ablehnung des statistischen

1) E. Griineisen, Ann. d. Phys. 26, 401 (1908).
2) C.Benedicks, Ann, d. Phys. 42, 133 (1913).
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Satzes wire nicht notwendig. Mit einer. solchen Komplexbildung
(Agglomeration) ist aber offenbar die nachgewiesene angenéherte
Unabhéngigkeit der Kompressibilitit von der Temperatur unver-
einbar.

Veridnderlichkeit der Schwingungszahl ». Es reizt nun
sehr, der Frage ein wenig nachzugehen: welcher Art sind die
Atomkréfte, die fiir den Wert der Schwingungszahl v verantwort-
lich gemacht werden miissen? Dariiber kann die Debyesche
Theorie selbstverstindlich nichts aussagen. Es ist ja gerade der
grole Vorzug dieser Theorie, dafl sie ohne bestimmte Hypothese
iiber die Atomkriifte die freie Energie und die Zustandsgleichung
des festen Korpers gewann. Auf diese Frage ist nun Griineisen?)
bereits lange, bevor Debye seine soeben skizzierten Betrachtungen
mitteilte, eingegangen, wobei er von einem ganz bestimmten An-
satz fiir die zwischen den Atomen wirkenden Krifte Gebrauch
machte. Griineisen beabsichtigte, die thermischen und elastischen
Eigenschaften des einatomigen festen Korpers bis in ihren eigent-
lichen Ursprung zu verfolgen, d. h. eine Zustandsgleichung abzu-
leiten, in der auBer Temperatur, Druck und Volumen nur noch
charakteristische Grofen des Atoms selbst vorkommen. Bei diesen
Untersuchungen, die ihn unter anderem auf die Proportionalitst
zwischen Ausdehnungskoeffizient und spezifischer Wirme fiihrten,
gelang es Griineisen, sowohl die Schwingungszahl v der Ein-
steinschen Theorie (bzw. die Grenzschwingungszahl der Debye-
schen Theorie) durch Atomkonstanten auszudriicken, als auch iiber
die Veridnderlichkeit des v durch Heranziehung von Erfahrungs-
tatsachen einige Aufschliisse zu gewinnen. Sehen wir uns im
Hinblick auf die Wichtigkeit der Ergebnisse fiir das v der Quanten-
theorie auch seine Uberlegungen etwas niher an!

In dhnlicher Weise wie Debye trennt Griineisen die Ge-
samtenergie der Atome in Schwingungsenergie um Schwingungs-
mittelpunkte, deren Lagen von Zustandsvariablen des Korpers
(z. B. Temperatur und Druck) abhéngen, und in die potentielle
Energie der in den Schwingungsmittelpunkten ruhend gedachten
Atome, die dadurch zustande kommt, daf} diese Mittelpunkte von

1) E.Griineisen, Ann. d. Phys. 39, 257 (1912) (Zusammenfassung seiner
zum Teil schon frither verdffentlichten Theorie des festen Zustandes einato-
miger Elemente); ferner: E. Griineisen, Molekulartheorie der festen Kérper.
Solvay-Kongrefl 1913 (Briissel 1913).
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der urspriinglichen Ruhelage (bei 7' = 0, p — 0) abweichen. Die
Grolie U, der Schwingungsenergie wird bei bekanntem v-Wert der
Atome durch die Plancksche Funktion bestimmt. Die potentielle
Energie ist eine Funktion des Volumens = F (V7). Als solche
legt Griineisen, um in den Atommechanismus tiefer einzudringen,
mit gutem Erfolg seinen weiteren Rechnungen den Ansatz zu-
grunde: o,
FPV)y=—F+m - (@)

mit den positiven Konstanten C,, Cy, m. Auf diese Form fiihrte ihn
die Vorstellung, dafl zwischen den Atomen sowohl eine Anziehungs-
kraft als eine Abstofungskraft wirksam sein muf}, die nach hohen
Potenzen des reziproken Atomabstandes sich Zndern sollen. An
Stelle einer der drei Konstanten konnen wir das Atomvolumen
V, einfithren (worunter hier das Volumen zu verstehen ist, das
die Gesamtheit der Atome beim absoluten Nullpunkt und ver-
schwindendem #ufleren Druck annehmen). Die Schwingungszahl
140t sich nun leicht aus der Direktionskraft der Atome berechnen,
diese aus dem Ansatz fiir die potentielle Energie. Griineisen
findet dadurch die Beziehung:

worin # ein von Griineisen ndher angegebener Zahlenfaktor und
A das Atomgewicht bedeutet. Sofort kann man aus dieser Glei-
chung den Schlufl ablesen:

Die Volum#inderung ruft eine Frequenzénderung her-
vor derart, dafl die relativen Anderungen einander proportional
sind und der Proportionalititsfaktor allein durch die Konstante m
des Kraftgesetzes bestimmt wird.

Man findet ndmlich:

dv._ 3m+2 dV
w6 7V
oder
dlogv:dlogV:——g—mE;i_E:_y. Y]

Dieser Schluf bietet nicht nur insofern Interesse, als er eine
Angabe iiber die Abhingigkeit der wichtigen Gréle » vom Vo-
lumen enthdlt, die Beziehung liefert uns auch sofort die Zustands-

gleichung des festen Korpers. Wir wollen hier die iibrigens leichte
Valentiner, Die Quantenhypothese. 4
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Rechnung iibergehen und nur angeben, auf welchen Grundlagen
sie beruht, und die Zustandsgleichung selbst hinschreiben; unter
der einzigen Annahme, daf fir die Energie der Schwingungen
im festen Korper die Plancksche Energieverteilung gelten muf,
und auf Grund der von Debye erwiesenen Moglichkeit der Zer-
legung der Atomenergie in potentielle Energie und Energie U,
ungediimpfter (symmetrischer) Schwingungen gilt:

<( +dF(V)>

und daher infolge der vorigen Gleichung und der Beziehung (21)
fir F'(V) die Zustandsgleichung des festen Korpers:

<P+‘1(;1§ G >V—3m+2-Us-

= —dlogv:dlog 7,

'Vm+ 1 6

Es ist interessant, konstatieren zu konnen, daB fiir die Materialien,
fiir die wir p berechnen kénnen, sich Werte von gleicher GrifBen-
ordnung fiir ¢, also auch fiir m ergeben. Die Bestimmung von p
ist verhadltnismibig einfach durchfithrbar. Wie man leicht er-
kennt, wenn man die Gleichung bei konstant gehaltenem ¥ nach
der Temperatur differenziert, ist dazu nur die Kenntnis des Span-
nungskoetfizienten und der Atomwirme bei konstantem Volumen
notig. Dieses Ergebnis fiir die Werte von p spricht dafiir, daB
die Atomkrafte bei allen einatomigen Substanzen denselben
Charakter haben, und die individuellen Verschiedenheiten in den
Werten von C; und C, ihren Ausdruck finden miissen.

Die angefiihrten Beziehungen konnen nun natiirlich dazu be-
nutzt werden, eine Reihe von GesetzmiBigkeiten fiir das Verhalten
der Schwingungszahl v bei Anderung der ZustandsgréBen abzu-
leiten, z. B. iiber die Abh#ngigkeit der Schwingungszahl von Druck,
Volumen und Temperatur. Wir wollen uns mit diesem Hinweis
begniigen, da die Schlulfolgerungen vermutlich doch in der einen
oder anderen Richtung modifiziert werden miissen, wenn sich die
Annahme des Ausdruckes fiir F'(V) als nicht haltbar erweisen
sollte. Manche Schliisse scheinen freilich auf viel allgemeinere
Grundlage gestellt werden zu konnen, wie schon aus Griineisens
Untersuchungen hervorgeht. Ein einziges Resultat sei indessen
angefiihrt, da es mir von besonderem Interesse zu sein scheint:
Fir y findet man, soweit sich das hat priifen lassen, bei mehr-
atomigen Korpern kleinere Werte als bei einatomigen oder solchen
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zweiatomigen Korpern, deren ungefihr gleich schwere Einzelatome
wir uns als positive und negative Ionen in den Gitterpunkten
des kubischen Raumgitters denken konnen. (Im Gegensatz zu
diesen werden im allgemeinen die ganzen Molekiile eines mehr-
atomigen Kristalles in den Gitterpunkten liegen miissen.) Die Grofle
v scheint uns also einen Anhaltspunkt iiber die Konstitution der
Molekiile des festen Korpers geben zu konnen.

Wirme- und Elektrizitdtsleitung. Bevor wir die Be-
trachtungen iiber die kinetische Theorie des festen Korpers be-
schliefien, deren charakteristisches Merkmal die Annahme ist, daf3
die thermischen, elastischen und optischen Erscheinungen durch
die Art der den Korper durchziehenden Wellenziige bestimmt
werden, miissen wir noch einen Blick werfen auf das Gebiet, das
bisher nicht recht dieser Behandlungsweise zuginglich sich er-
erwiesen hat. Eines der bestechendsten Ergebnisse der #lteren
Theorie der Warmebewegung im festen Korper und der daran
ankniipfenden Elektronentheorie war die zwanglose Erklarung des
Wiedemann-Franzschen Gesetzes, demzufolge Wirmeleitung
und Elektrizitdtsleitung fiir alle reinen Metalle im selben Ver-
hiltnis zueinander stehen. Es ist bisher trotz eifrigen und viel-
fachen Bemiihens nicht gelungen, die Warmeleitung und die
Elektrizititsleitung der Metalle ungezwungen aus der Theorie der
elastischen Schwingungen, zu der die Quantentheorie beim festen
Korper gefiihrt hat, so abzuleiten, dafl eine Ubereinstimmung mit
der Erfahrung erzielt worden wire. Was die Elektrizititsleitung
angeht, so konnte Griineisen?) empirisch den bemerkenswerten
Satz aufstellen: Das Verhdltnis von elektrischem Wider-
stand zu absoluter Temperatur wachst im Gebiet tiefer
Temperaturen der Atomwarmenahezu proportional. Danach
scheint es sicher zu sein, dafl auch der elektrische Widerstand
merklich durch die elastischen Schwingungen bestimmt wird.
Wien?) hatte in der Tat schon vorher eine Theorie aufgestellt,
die von der Annahme eines solchen Zusammenhanges ausging und
die im groffen ganzen durch die experimentellen Daten bestitigt
wurde. Sowohl die Anzahl der fir die Leitfahigkeit verantwort-
lichen Elektronen, wie ihre Geschwindigkeit sollte unabhingig

1) E. Griineisen, Verh. d. D. Phys. Ges. 15, 186 (1913).
2) W.Wien, Berl. Ber. 1913, S. 184.
4%
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von der Temperatur sein; aber ihre mittlere Weglinge zwischen
den Zusammenstofen mit den Atomen sollte bei abnehmender
Temperatur zunehmen. Als Grund fiir die Abhingigkeit der Weg-
linge konnte gelten der Umstand, dal die Amplituden der Atom-
schwingungen mit abnehmender Temperatur nach der Theorie der
elastischen Schwingungen kleiner werden, die Elektronen also
bequemer zwischen den Atomen hindurchfliegen konnen. Je grofer
nun die mittlere Wegldnge ist, um so kleiner wird der elektrische
Widerstand sein, so daf mit dem Zusammenhang der mittleren
Weglinge der Elektronen und der Amplitude der Atome auch die
Verbindung zwischen elektrischem Widerstand und Schwingungs-
energie - hergestellt ist.

Leider versagt die Theorie im Gebiet ganz tiefer Tempera-
turen; die Beobachtungen lassen vermuten, dal der Widerstand
in der Niahe des absoluten Nullpunktes der vierten Potenz der
Temperatur proportional sei, wihrend die Wiensche Theorie zu
einer Proportionalitit mit der zweiten Potenz fiihrt. Ferner ver-
mag sie nicht von der experimentell dullerst wahrscheinlich ge-
machten Beziehung zum Warmeleitvermogen Rechenschaft zu geben.

Ebenso wie das Elektrizititsleitvermogen, so hat auch das
Wirmeleitvermégen der Metalle bisher nicht mit besonderem
Erfolg sich auf Grund der neuen Anschauungen iiber die Kon-
stitution der Korper behandeln lassen.

Etwas giinstiger steht es mit dem Warmeleitvermogen der
Kristalle, mit dem sich Debye?) eingehender beschiiftigt hat.
Die elastischen Wellen, die als Wiarmebewegung den festen Korper
durchziehen, transportieren Energie (also Wirme) von einer Stelle
des Korpers zur anderen. Nur durch die Absorption der Energie
der elastischen Schwingungen im Korper 16t sich nun nach
Debye erkliren, dal die Ausbreitung der Energie im Inneren des
Korpers nicht mit unendlich groler Geschwindigkeit stattfindet,
sondern einen endlichen Wert hat. Ohne auf die Frage niher
einzugehen, was die Ursache fiir diese Absorption sein wird,
definiert Debye eine mittlere freie Weglinge der elastischen
Wellen als den reziproken Wert der relativen Abnahme der
Strahlungsintensitdt lings eines kleinen Wegelementes. Dieser
mittleren freien Wegldnge ist das Wirmeleitvermogen im Korper

1) P.Debye, Wolfskehl-Vortrag.
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proportional. Da nun in einem Kristall bei wachsender Tempe-
ratur infolge der zunehmenden Wirmebewegung mehr und mehr
Zerstreuung von Wellenenergie auftreten wird, die Weglinge dlso
abnimmt, so mull das Wirmeleitvermégen ebenfalls abnehmen.
Bei sehr tiefen Temperaturen wird es sehr groB sein, da keine
nennenswerten Unregelméfiigkeiten, die eine Zerstreuung von
Energie veranlassen konnten, im Kristall vorhanden sein werden.
Bei einem amorphen Korper, einem zweifellos sehr unregelmifigen
Gebilde, wird man viel eher eine Absorption auch bei tiefen Tem-
peraturen anzunehmen geneigt sein. Debye kommt bei der Durch-
rechnung und Fortfilhrung der angedeuteten Vorstellungen im
groBen ganzen zu einer Ubereinstimmung mit der Beobachtung.

Viertes Kapitel

Die Energiequantenhypothese in der
kinetischen Theorie der Gase.

Wenn, wie wir gesehen haben, auf die schwingungsfihigen
Atome und Molekiile des festen Kérpers die Energie der Schwin-
gungen in der von der Quantentheorie geforderten Weise verteilt
werden mul}, so ist es nur eine weitere Konsequenz, eine analoge
Verteilung der Energie immer dann vorzunehmen, wenn man es
mit schwingungsfihigen Systemen irgend welcher Art zu tun hat.
Die Molekiile eines idealen Gases kionnen nun auch schwin-
gungsihnliche Bewegungen ausfiihren, auf die wir jetzt die Quanten-
theorie anwenden wollen.

Die Bewegungen der Molekiile sind in erster Linie trans-
latorischer Art. Infolge der ZusammenstoBe &ndern die Mole-
kille sehr hiufig ihre Richtung, und diese translatorische Be-
wegung besteht daher in einem Hin- und Herwandern mit einer
mittleren Geschwindigkeit.

Neben der transiatorischen Bewegung treten Rotations-
bewegungen der Molekiile um verschiedene Achsen im Molekiil
und Schwingungsbewegungen der Atome gegeneinander im
Molekiil auf. Die Gesamtenergie des Gases zerfillt, wenn wir
von Kraftwirkungen zwischen den Molekiilen absehen, daher in
die drei Teile kinetischer Energie: translatorischer, rotatorischer
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Energie der Molekiile, Schwingungsenergie der Atome im Molekiil

und in die potentielle Energie der Atome im Molekiil.
Spezifische Wiarme in der dlteren Gastheorie. Die

dltere Theorie teilt, wie wir wissen, einem jeden Freiheitsgrad

den gleichen Betrag von Energie zu: %T Hat man es nur mit

translatorischer Energie zu tun, so hat die Gesamtenergie von
NMolekiilen bei der Temperatur 7' den Wert 3/, Nk T oder 3/, n B. T,
wenn R die Gaskonstante und » die Anzahl Grammolekiile ist,
die die N Molekiile ausmachen. Die Wirme, die wir dem Gramm-
molekiil zufiihren miissen, um bei konstant gehaltenem Volumen
die Temperatur um 1° zu erhdhen, ist daher 3/, B. Dieser Wert
ist in der Tat fiir die Molwirme einatomiger Gase, bei denen
zur Berechnung der Molwidrme nur die translatorische Energie
beriicksichtigt werden muB?), hiufig gefunden worden (z. B. bei
Argon und Helium bis zu sehr hohen Temperaturen im Institut
von Dorn und in dem von Nernst). Bei mehratomigen Gasen
konnte man nicht erwarten, dafl von der Energie im Molekiil und
der Rotationsenergie abgesehen werden darf. Bei zwei sehr fest
gekoppelten Atomen in einem zweiatomigen Molekiil wird man
freilich die Schwingungsbewegung der Atome unberiicksichtigt
lassen konnen und auch keine merkliche Energie der Rotation um
die Verbindungslinie der Atommittelpunkte als Rotationsachse in

1) Die Energie der Rotationsbewegung eines Korpers (Molekiils) um
eine Achse ist gleich dem halben Produkt des Trigheitsmomentes J in bezug
auf die Drehungsachse in das Quadrat der Winkelgeschwindigkeit, d. h.

= Yy @ur).J,

wenn » die Anzahl Umdrehungen in der Sekunde ist. Sind nun die Mole-
kille kugelfésrmig, homogen und vollkommen elastisch, so kann nach einem
Satz der Mechanik die Rotationsgeschwindigkeit und damit auch die Rotations-
energie durch die ZusammenstoBe nicht verindert werden. Sie kann also,
wenn sie fiberhaupt vorhanden ist, nicht von der Temperatur abhingig sein
und kommt fiir die Molwirme soleher einatomiger Molekiile gar nicht in Be-
tracht. Selbst wenn die einatomigen Molekiile nicht kugelformig und die Stéfe
nicht vollkommen elastische Stdfe sind, spielt die Rotationsenergie gegeniiber
der translatorischen keine wesentliche Rolle fiir den Wert der Molwirme;
denn jedenfalls wird die Rotation nur eine geringe Anderung infolge der
StoBe erfahren, wenn die Temperatur steigt, so da auch die Rotationsenergie
bei Temperaturerhéhung nur wenig zunehmen wird, zumal das Tragheits-
moment in bezug auf eine Achse durch den Schwerpunkt bei einatomigen
Molekiilen sehr klein sein wird.
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Rechnung zu ziehen haben. Um zwei dazu senkrechte Achsen
konnen indessen Rotationen mit merklicher Energie auftreten, so
dal neben den drei Freiheitsgraden der Translationshewegung noch
zwei der Rotationsbewegung im Molekiil vorhanden sind. Dann
wird die Gesamtenergie 5/, R T pro Mol betragen; als Molwirme
folgt daraus fiir solche zweiatomige Gase 5/, R, ein Wert, den
man z. B. bei Wasserstoff gefunden hat. Unbefriedigend ist es, daBl
die Annahme zweier neuer Freiheitsgrade infolge der Rotation
nicht die einzig mdogliche nach der alten Theorie ist, die zu dem
Wert 5/, B der Molwérme fithrt. Es wire z. B. denkbar, daf} eine
merkliche oder eine mit der Temperatur verdnderliche Rotations-
energie nicht vorhanden ist und daf neben den drei Freiheits-
graden der translatorischen Bewegung noch ein Freiheitsgrad
infolge der Atomschwingungen im Molekiil in Anrechnung zu
bringen ist. Auch dann wiirde die Molwirme 5/, R (nicht nur
4/, %) betragen, da der Erhéhung der inneren kinetischen Energie
der Atome eine gleich grofle der potentiellen Energie parallel gehen
muB. Noch viel unzureichender ist die Theorie, wenn es sich um
die Molwidrmen drei- und mehratomiger Gase handelt; hier ist
der Willkiir in der Wahl der Freiheitsgrade weiter Spielraum
gelassen.

Immerhin hat man die nahe Ubereinstimmung der fiir ein-
und zweiatomige Gase berechneten Molwirmen mit den experi-
mentell gefundenen als einen guten Erfolg der Theorie der Gase
(bzw. der Statistik) angesehen, wenn man auch den unleugbar in
manchen Fillen vorhandenen Abweichungen recht ratlos gegen-
iberstand. Auch fiir die Abhéingigkeit der spezifischen Wirmen
von der Temperatur bei mehratomigen Gasen fand man in der
alten Theorie keinen zwingenden Grund.

Wenn wir die Quantenhypothese in die Gastheorie einfiihren
wollen, so tritt uns als erste Frage die entgegen: Was haben wir
als Schwingungszahl, von der die Grofle der Energiequanten ab-
héngt, anzusehen? Ganz besonders ist es schwer, bei der trans-
latorischen Bewegung der Molekiile eine GréBe aufzufinden und
zu definieren, die die Rolle der Schwingungszahl iibernimmt. Von
der Anwendung der Quantenhypothese auf die Energieverteilung
in der translatorischen Bewegung wollen wir zunichst aber ab-
sehen, weil dazu ein unbedingter Zwang noch nicht vorliegt; ein-
mal namlich stimmen die bisherigen statistischen Betrachtungen
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bei einatomigen Gasen infolge der rein translatorischen Bewegung
ihrer Bestandteile noch am ehesten mit der Erfahrung iiberein,
und ferner scheint es nicht notwendig, einen quantenhaften Energie-
austausch bei nicht periodischen Vorgingen zu fordern, wenn ein
solcher auch bei allen periodischen Vorgingen in gleicher Weise
konsequent angenommen werden muf.

Berechnung der Rotationsenergie nach Nernst. Fir
die beiden anderen Bewegungsarten ist es nicht schwer, eine der
Schwingungszahl v dquivalente Grofle anzugeben. Bei den Atom-
schwingungen im Molekiil iibernimmt die Atomschwingungszahl
die Rolle von », wie das schon bei der Behandlung des festen
Zustandes angenommen wurde. Und im Falle der Rotation des
Molekiils um eine Achse wollen wir versuchsweise — nach Nernst?)
— die Umdrehungszahl an Stelle der Schwingungszahl v ein-
fiithren.

Nach dieser Festsetzung ist es nicht schwer, den Wert der
Molekularwidrme eines komplizierten mehratomigen Molekiils formal
hinzuschreiben, wenn man nur annimmt, dafl die kinetische Energie
bei der Temperatur T' eines Gebildes mit der Schwingungszahl v
gleich der Hilfte der Energie ist, die nach Planck dem Oszillator

zuguschreiben ist, also: 1
Yohv —r—-

ek —1
Der Faktor 1/, tritt auf, weil die Oszillatorenenergie aus poten-
tieller und kinetischer besteht. Die Gesamtenergie des Molekiils
bei der Temperatur 7' mull danach gleich sein der Summe von:
1. der mittleren translatorischen Energie: 3/,% T’
2. der mittleren Rotationsenergie um drei Rotationsachsen
durch das Molekiil mit den Umdrehungszahlen »,, v,, v4:
k ﬂ v; h
9 By, (ﬁ = E) )
1,2,8 eT 1

8. der mittleren Schwingungsenergie der Atome gegeneinander
im Molekiill und der gleich grofien potentiellen Energie derselben,
d.i. wenn v;; die Schwingungszahl des ¢ten gegen das jte Atom
bedeutet: Bvi;
N 7
kz B4

Vije T —1

1) W.Nernst, ZS. f. Elektrochem, 17, 265 (1911).
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Die Molekularwdrme des n-atomigen Molekiils ist daher
durch die recht komplizierte Funktion der Temperatur dargestellt,
die durch Summation der mit N multiplizierten Ausdriicke und Diffe-
rentiation nach der Temperatur T’ erhalten wird. Dabei ist noch
zu bedenken, dafl das » der Rotationsbewegung »; von der Tempe-
ratur 7' abhingen kann, und zwar ist es nicht unwahrscheinlich,
daf die Umdrehungsgeschwindigkeit, also auch v;, angenihert
proportional ist der Quadratwurzel aus der Temperatur?). Die
Schwingungszahlen »;; wird man in erster Anniherung als konstant
betrachten diirfen, da die bisherigen Erfahrungen nicht auf eine
merkliche Abh#ngigkeit der Krifte zwischen den Atomen im
Molekiil von der Temperatur hinweisen.

Ohne daB wir den komplizierten Ausdruck hier hinzuschreiben
brauchen, konnen wir uns leicht fiir die wichtigsten Fille von
dem Einflu der verschiedenen Glieder Rechenschaft geben und
uns ein Bild von der Ubereinstimmung mit der Erfahrung machen 2).

a) Einatomiges Gas: Es kommt nur translatorische Energie
in Frage; daher hat die Atomwirme bei konstantem Volumen
unabhingig von 7' den Wert 3/, B = 2,978. In Ubereinstimmung
hiermit wurde fiir Argon bei Temperaturen bis 20000 experimentell
2,98 gefunden [Piers)], fiir Helium noch bei der Temperatur der
fliissigen Luft 2,95 [Scheel und Heuse*)].

b) Zweiatomiges Gas: o) Starre Molekille. In diesem
Fall treten keine Schwingungen im Molekiil auf; von Rotations-
bewegungen kommen in Betracht solche um zwei zur Verbindungs-
linie der Atomzentren senkrechte Achsen mit den Umdrehungs-
zahlen v, »,. Die Rotation um die Verbindungslinie wird aufler
Betracht gelassen werden konnen, weil, worauf schon hingewiesen
war (vgl. die Anmerkung auf S.54), das Trigheitsmoment um diese

1
Ry
T —1

1) Denn es wird die Rotationsenergie, die durch den Ausdruck %

gegeben ist, auch gleich J/2 (27 »)? sein miissen (vgl. die Anmerkung auf
S.54); nehmen wir an, dafl das Trégheitsmoment J eine Konstante ist, so
finden wir durch Gleichsetzen der beiden Ausdriicke die Abhangigkeit des »
von der Temperatur. Sie geht bei héheren Temperaturen in die Pro-
portionalitit zwischen »2 und T iiber.

2) Vgl. auch N, Bjerrum, Z8S. f. Elektrochem. 17, 731 (1911).

3) M. Pier, ebenda 15, 536 (1909).

4) K. Scheel u. W. Heuse, Ann. d. Phys. 40, 473 (1913).
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Achse sehr klein sein wird, daher die Rotation unwahrscheinlich
hohe Umdrehungszahl zeigen mufl, wenn eine merkliche Energie
darin aufgespeichert werden soll. Als Molekularwérme haben wir
fiir solche Molekiile anzunehmen:

R a a? —

8/y R 4= . -+ - eV ]
4{VT<6W-—1) T<eﬁ—1)2 . J
T

lﬁ(e%—ﬂ 1’(&1)_7—1)2 e f

wobei fv; = ayT und Bv, = byT gesetzt worden ist und a
und & konstante Groben sind. Die Klammerausdriicke ndhern
sich mit wachsenden Temperaturen dem Wert 2, so dafl bei hohen
Temperaturen als Molwirme 5/, R zu erwarten ist, der Wert der
fritheren statistischen Theorie. Je tiefer dagegen die Temperatur
ist, um so mehr verschwindet der Kinflul dieser Glieder, so dal
bei ganz niedrigen Temperaturen fiir die Molwdrme der
zweiatomiger Gase der Wert 3/, ! der einatomigen Gase
sich ergeben muf. In der Tat fand Eucken?) fiir Wasserstoff
in der Nahe der Temperatur des fliissigen Wasserstoffs die Mol-
wirme 2,98, bei der Temperatur des schmelzendes Eises war 4,75,
bei 300°C der Wert 5,02 und endlich bei 20000C der. Wert 6,5 ge-
funden worden; bei etwa 200° wird Wasserstoff den von der friitheren
Theorie geforderten Wert 5/, R — 4,96 annehmen. Dal bei hoheren
Temperaturen dieser Wert iiberschritten wird, deutet auf Locke-
rung der beiden Wasserstoffatome im Molekiil hin. Ein &hnliches
Anwachsen der Molekularwirme ist auch bei Stickstoff, Sauerstoff,
Kohlenoxyd u.a. bemerkt worden. Ferner konnten Scheel und
Heuse?) die Andeutung einer Abnahme der Molwérme von Stick-
stoff und Kohlenoxyd bei Temperaturerniedrigung bis zur Tempe-
ratur der fliissigen Luft feststellen. Dafl von diesen Gasen erst
bei noch viel tieferen Temperaturen eine deutlichere Anniherung
an den Zustand der einatomigen Gase erwartet werden kann,
zeigte Eucken $); es ist zu vermuten, daB die Schwingungszahl
(Umdrehungszahl) der Molekiile durch das Produkt von Tempe-

1) A. Eucken, Berl. Ber. 1912, S, 141.
2) K. Scheel u. W. Heuse, a. a. O.
3) A, Eucken, Phys. ZS. 14, 324 (1913).
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ratur und Trigheitsmoment des Molekiils um die Rotationsachse
in fiir alle Molekiile giiltiger Weise bestimmt wirdt): Je grofer
das Trégheitsmoment, um so kleiner wird bei gleicher Temperatur
die Umdrehungszahl sein. Der Linflul der von » abhingenden
Glieder wird aber erst fiir grole Werte von v/7" unerheblich, also bei
derselben Temperatur um so eher zu vernachlissigen sein, je kleiner
das Tragheitsmoment des Molekiils ist. Ohne Zweifel ist das Trag-
heitsmoment des Wasserstoffmolekiils viel kleiner als das der
anderen zweiatomigen Gasmolekiille um analoge Achsen; der Ab-
fall der Molwérme wird mithin am ehesten bei Wasserstoff nach-
weisbar sein.

B) Unstarre Molekiile. Bei Gasen mit unstarren Molekiilen
miissen die Glieder, die sich auf die Atomschwingungen beziehen,
berticksichtigt werden, und wir werden fiir die Molekularwirme
groflere Werte als 4,96 erwarten miissen; nur bei sehr niedrigen
Temperaturen werden sie unter diesen Betrag heruntergehen
konnen. Dementsprechend zeigt Chlor bei Zimmertemperatur
schon den Wert 5,85, bei 12000C den Wert 7,0. Im &ulersten
Fall diirfte der Betrag 7/, R nicht iiberschritten werden, solange
die Rotation um die Verbindungslinie der Atomzentren nicht
merkliche Energiemengen aufnehmen kann.

¢) Dreiatomige Gase: Auch bei diesen wird man zwischen
den starren und unstarren Molekiillen unterscheiden, und bei
ersteren neben den Translationsbewegungen die Rotation um drei
Achsen mit drei verschiedenen Rotationsgeschwindigkeiten, bei den
letzteren auferdem noch Atomschwingungen in Rechnung ziehen
miissen. Als Beispiel der ersten Gruppe kann Wasserdampf an-
gefithrt werden mit einer Molekularwidrme 5,93, die bei héheren
Temperaturen zu viel htheren Werten ansteigt, ein Zeichen dafiir,
daB auch dieses Molekiil bei hoheren Temperaturen unstarr ist.
Schon bei Zimmertemperatur als unstarr haben wir Kohlensiure-
molekiile anzusehen, deren Molwirme bei 0°C 6,80 betrigt.

Mit diesem qualitativ die Theorie bestitigenden Befund darf
man sich nun freilich, so befriedigend er erscheint, doch noch
nicht zufrieden geben. Erfreulicherweise sind die Euckenschen
Beobachtungen an Wasserstoff so zahlreich, daf auch eine quanti-
tative Priifung moglich wurde, ob der beobachtete Abfall der

1) Vgl. Einstein u. Stern, Ann. d. Phys, 40, 551 (1913).
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Molekularwirme durch die Theorie bei geeigneter Wahl der
Schwingungszahlen wirklich dargestellt werden kann. Dabei hat
sich nun leider herausgestellt, daf die Theorie diesem quanti-
tativen Vergleich nicht standhilt. Eine genaue Ubereinstimmung
hatte man freilich von vornherein nicht zu hoffen gewagt; denn
es bedeutete zweifellos eine Idealisierung der wirklichen Vorgéange,
wenn man annahm, daf alle Wasserstoffmolekiile mit der gleichen
Umdrehungsgeschwindigkeit rotieren; in Wirklichkeit wird wohl
eine mittlere Geschwindigkeit eine gewisse, vielleicht vorwiegende
Rolle spielen, groflere und kleinere werden aber auch auftreten,
und diese konnten die Art der Temperaturabhingigkeit noch
wesentlich komplizieren. Man hitte danach vermuten sollen, da8
eine Erweiterung der Formel, dhnlich der durch Nernst und
Lindemann fiir die Atomwérme fester Korper vorgeschlagenen,
fiir die Darstellung von Nutzen sei. Darauf hinzielende Versuche
von Eucken zeigten indessen, dafl dadurch wenig oder gar nichts
gewonnen wurde. Es schienen ihm vielmehr seine Beobachtungen
auf eine einzige Rotationsgeschwindigkeit hinzudeuten, die aber
bei tiefen Temperaturen weniger stark von der Temperatur ab-
héinge, als wie bisher angenommen werden mufite (vgl. die An-
merkung auf S.57). Eine geeignete Modifikation fand er dadurch,
hv
2
also in Anlehnung an Planck auch eine Nullpunktsenergie
der Rotationsbewegung einfilhrte. Es ist eine solche nicht
leicht vorstellbar, ebensowenig wie auch die Annahme einer scharf
ausgepriagten Rotationsgeschwindigkeit mnicht viel Wahrscheinlich-
keit beanspruchen kann. Man mochte daher fast vermuten, dafl
bei der guten Ubereinstimmung zwischen der Beobachtung und
der diesen Annahmen gerecht werdenden Theorie doch der Zufall
etwas mitspielt, und dal die Einfithrung der Quantenhypothese
in die Theorie der Rotationsbewegung in etwas anderer Weise
erfolgen muBl als dadurch, dal man der Umdrehungszahl die
Rolle der Schwingungszahl v in der Planckschen Formel zuteilt.

Theorie von Bjerrum und Ehrenfest. Auf einem Um-

weg ist Bjerrum?!) nun zu einem sehr wertvollen Vorschlag
einer Abinderung der Theorie gelangt, dessen Durchfithrung, wie

dafl er die Rotationsenergie um das additive Glied - vergroBerte,

1) N. Bjerrum, Nernst-Festschrift S.90 (1912). (Halle, Knapp.)
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Ehrenfest?) zeigen konnte, in der Tat zu einer befriedigenden
Darstellung der Beobachtungen von Eucken fiihrt, und dessen
Ausgangspunkt nachtriglich durch schéne Beobachtungen auf ganz
anderem Gebiet #uferst sichergestellt werden konnte. Dieser
Vorschlag ging dahin: man solle annehmen, dafl nicht nur eine,
aber auch nicht alle moglichen Rotationsgeschwindigkeiten vor-
kommen konnen, sondern gerade die, fiir welche die Rotations-
energie des Molekiils ein ganzes Vielfaches des halben Emnergie-
quantums % von Planck ist, wenn v die Umdrehungszahl bedeutet.
Die moglichen Umdrehungszahlen werden also durch die Beziehung

bestimmt: J
) @Qrv)2 = 1ynhv,

wenn J das Trigheitsmoment, also g(2 nv)? die Rotationsenergie

bedeutet (vgl. Anmerkung auf S.54) und fiir » eine ganze Zahl
gesetzt werden mull, Ehrenfest hat durch eine statistische
Betrachtung berechnet, in welcher Weise die Energie auf die
Molekiile zu verteilen ist, um den wahrscheinlichsten Zustand
unter dieser Annahme zu erhalten. Ein Verfahren, welches im all-
gemeinen an das sich anlehnt, das Planck bei Ableitung seines
Energieverteilungsgesetzes eingeschlagen hat, fithrte Ehrenfest
weiter auf die Beziehung zwischen der gesamten Rotationsenergie
aller Molekiile und der Temperatur. Und die Differentiation
dieser Energie nach der Temperatur ergab die Molwirme, die der
Rotationsbewegung entspricht. Wenn man zwei Rotationsachsen
beriicksichtigen mufl und die Trigheitsmomente um die beiden
Achsen gleich gesetzt werden diirfen, so findet man an Stelle des
oben unter b) angefithrten Klammerausdruckes fiir die Molekular-
wirme der Rotationsbewegung:

Rer 1
2Re6 do2 %9 Q(9)
worin 6 — h?
T 8m2JEkT

und Q@0)=14e74e 4"+ e % 4.
bedeutet.

Fir das Trigheitsmoment J von Wasserstoff findet Ehren-
fest, wenn er die Konstante 67 so wihlt, daB die Eukenschen

1) P. Ehrenfest, Verbh. d. D. Phys. Ges. 15, 451 (1913).
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Beobachtungen moglichst gut wiedergegeben werden, die Zahl
0,7.10—%. Die Ubereinstimmung dieser Theorie mit den Beob-
achtungen ist recht befriedigend.

Der Vorschlag von Bjerrum, die Quantenhypothese dadurch
einzufiihren, dal man den Molekiilen die Eigenschaft zuschreiben
solle, nur gewisse Rotationsgeschwindigkeiten als stabile Bewegungs-
art annehmen zu kénnen, mag zweifellos kithn erscheinen, wenn
keine Beobachtungen auf solche ausgesuchte Rotationen hindeuten.
Nun ist letzteres aber in der Tat der Fall. Wenn das Molekiil
selbst oder Teile des Molekiils elektrisch geladen sind, so miissen
sich die Rotationen des Molekiils optisch bemerkbar machen, #hn-
lich wie die linearen Schwingungen elektrischer Ladungen. Die
Molekiile werden eine besonders starke Absorption fiir die Wellen-
linge zeigen, deren Schwingungszahl mit der Rotationszahl zu-
sammenfillt. Man wird also auf Grund der Annahme von
Bjerrum erwarten miissen, dall das Absorptionsspektrum eines
Gases mit rotierenden Molekiilen eine Reihe diskreter Absorp-
tionslinien zeigen wird. Bei Wasserstoff, dessen Atome anscheinend
nicht elektrisch geladen sind, ist dieser Charakter des Absorp-
tionsspektrums nicht nachweisbar. Wohl aber kénnen die zahl-
reichen Untersuchungen des Absorptionsspektrums von Wasser-
dampf als ausgezeichnetes Kriterium fiir die Moglichkeit der
Theorie von Bjerrum gelten. In der Tat fiigen sich die Beob-
achtungen der Absorption von Wasserdampf geradezu glidnzend
in diese Theorie ein. Die auf direktem [von Rubens und Asch-
kinass?)] und indirektem Wege [E. v. Bahr?)] gefundenen Ab-
sorptionslinien im Ultrarot lassen sich in zwei Gruppen teilen,

deren jede durch die Formel
nh

V= (2m)2d
dargestellt werden kann, wenn »n der Reihe nach die Werte der
ganzen Zahlen 1, 2,... annimmt; fiir die eine Gruppe hat man J,
das Tragheitsmoment gleich 0,96 . 10— einzusetzen, fiir die andere
gleich 2,21.10—%8). Dal} zwei solche Gruppen auftreten, ist
durchaus nicht unplausibel; denn das bedeutet nur, dal das

HH.Rubens u. E. Aschkinass, Wied. Ann. 64, 584 (1898); H. Rubens,
Berl. Ber., S. 518 (1913).

2) E. v. Bahr, Verh. d. D. Phys. Ges. 15, 731 (1913).

8) A. Eucken, ebenda, S.1159 (1913).
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Wasserdampfmolekiil in zwei zueinander senkrechten Richtungen
sehr verschiedene Ausdehnung und daher in bezug auf Achsen in
diesen Richtungen sehr verschiedene Trigheitsmomente besitzt.
Sogar das Verhiltnis der Trigheitsmomente, wie es hier errechnet
worden ist, ist nicht unwahrscheinlich: es wird durch andere
Uberlegungen bestitigt. Es scheint also in der Tat die Annahme
ganz bestimmter ausgeprigter Rotationsgeschwindigkeiten und da-
mit der Vorschlag von Bjerrum durchaus berechtigt zu sein.
Die Bestitigung der Theorie durch die Erfahrung ist so iiber-
raschend gut, daf ich mir nicht versagen kann, die beobachteten
und nach der obigen Formel berechneten Werte hier [nach
Eucken?)] nebeneinander zu stellen.

Was die indirekten Bestimmungen durch E. v. Bahr betrifft,
so konnten diese aus ihren Absorptionsmessungen in dem Wellen-
lingengebiet zwischen 5,02 und 7,49 p mit Hilfe einer Methode
abgeleitet werden, die ebenfalls Bjerrum angegeben hat. Sie
griindete sich auf folgende Uberlegung, die eigentlich den Aus-
gangspunkt zu der Annahme diskontinuierlicher Rotationszahlen
bildete.

Es war mitgeteilt worden, dall mit wachsender Temperatur
bei den zwei- und mehratomigen Gasen eine Zunahme der Mole-
kularwidrme beobachtet worden war. Und dieses Anwachsen haben
wir durch das Auftreten von Schwingungen im Molekiil erklirt.
Sobald die Atome im Molekiil elektrisch geladen sind, miissen
auch diese Schwingungen sich optisch durch besonders starke Ab-
sorptionsbanden in denjenigen Wellenldngenbereichen bemerkbar
machen, welche den Eigenschwingungszahlen der Atome entsprechen.
Umgekehrt miissen also die Molwérmen der zweiatomigen Gase bei
hoheren Temperaturen sich durch die obigen Formeln darstellen
lassen, wenn man der Schwingungszahl den Wert gibt, der dem
Gebiet maximaler Absorption zukommt. Die Durchrechnung einiger
Beispiele bewies die Richtigkeit dieser Uberlegung. '

Bjerrum legte sich nun die Frage vor: Was wird geschehen,
wenn das Molekiil, in dem die Atome mit der Eigenschwingungs-
zahl v, um ihre Ruhelagen schwingen, als Ganzes noch eine
Rotationsbewegung mit der Umlaufszahl v, um eine Achse aus-
fithrt, wie wird durch diese Superposition der beiden Bewegungen

1) A. Eucken, Verh. d. D. Phys. Ges. 15, 1159 (1913).
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die optische Beobachtung veréindert? Neben der Absorptionslinie
mit der Schwingungszahl v, werden zwei Nachbarlinien auftreten
miissen mit den Schwingungszahlen v, + », und v, — »,, die unter
Umstédnden selbst optisch nachweisbar sein miissen. Zeigen die
Molekiile nicht alle die gleiche Rotationsgeschwindigkeit, so wird
man eine ganze Reihe von Absorptionslinien bzw. ein ausgedehntes
Band nachweisen kénnen; scharfe Absorptionslinien nur dann,
wenn nur gewisse Rotationszahlen vorkommen. Nun war schon
mehrfach wahrscheinlich gemacht worden, daf das Absorptions-
spektrum der Dimpfe aus einer grofen Zahl diskreter Linien be-
stehe, so dafl Bjerrum sich zu der Annahme der Stabilitit nur
gewisser Rotationsgeschwindigkeiten berechtigt glaubte. Eva
v. Bahr untersuchte sehr sorgfiltiz im Bereich von 5,0 bis 7,5 u
das Absorptionsspektrum des Wasserdampfes und fand in glin-
zender Bestitigung der Theorie eine grofie Anzahl scharfer
Absorptionslinien. Den Schwingungen der Atome im Molekiil
kommt allem Anschein nach die Absorption in der Wellenlinge
6,26 u zu, da an dieser Stelle des Spektrums ein ausgesprochenes
Maximum sich befindet. Auf der einen Seite dieser Absorptions-
linie bis zur Wellenlinge 5,0 konnte E. v. Bahr 21 scharfe
Linien nachweisen, deren Schwingungszahlen N; nach Bjerrum

die Rotationszahlen vy = vo— N,

berechnen lassen; auf der anderen Seite bis zur Wellenlidnge 7,5 u
gelang es, 16 Linien aufzufinden, aus deren Schwingungszahlen N,
sich die Rotationszahlen
Vpy = N, s — Vg

ergaben. In der Tabelle 3 sind in Spalte 2 als indirekt be-
obachtete Absorptionsbanden die aufgenommen, deren Wellen-
lingen 4 zu diesen v,,, v,, gehoren (A = ¢/v). In Spalte 1 stehen
die direkten Beobachtungen von Rubens und Aschkinass und
in Spalte 3 bzw. 4 Werte, die aus den Formeln:

v =mn wh—

bzw. @)’
.‘/N —n _____}i___

2m)y2J”

mit J’ = 0,96.10-* und J” = 2,21.10—4 sich berechnen lassen,
wenn fiir » die Reihe der ganzen Zahlen von 1 bis 16 ein-
gesetzt wird.
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Tabelle 3.
Ultrarote Absorptionsbanden des Wasserdampfes.

2 (beobachtet) in u A (berechnet) in u
direkt | indirekt 1. Serie (J = 0,96 . 10—40) | 2. Serie (/= 2,21 .10—140)
10,9 — [! 10,8 —
11,6 — ! 11,6 —
12,4 — 12,4 —
13,4 — 13,3 —
14,3 — 14,4 —
15,7 — 15,8 —
17,5 — 17,3 —
— — 19,3 —
— — 21,6 —
— 25 24,8 25,0
— 27 — 26,7
- 28 28,9 28,5
— 30 — 30,7
— 33 34,7 33,3
— 36 — 36,6
— 39 — 40,0
— 42 43,3 —
— 45 — 445
50 47—50 — 50,0
ca. b8 54—56 57,8 57,2
66—67 64—69 — 66,6
78—80 79—81 —_ 80,0
— 91—92 87 —
ca. 103 109 — 100
— 124—128 —_ 150
— 170—172 173 —
— 240—250 — 200
— 385—398 — 400

Es unterliegt keinem Zweifel, dafl die optischen Beobach-
tungen am Wasserdampf einerseits und die Beobachtungen der
Atomwirme des Wasserstoffs andererseits die Theorie von Bjerrum
und von Ehrenfest auf das schonste bestitigen, so dall wohl die
von diesen Forschern vorgeschlagene Methode der Einfiihrung der
Quantenhypothese in die Theorie der rotatorischen Bewegungen
der von Nernst und Lindemann empfohlenen vorgezogen wer-

den muB.
Valentiner, Die Quantenhypothese. 5



66 Kinetische Theorie der Gase.

Anwendung der Quantentheorie auf die translato-
rische Bewegung. Zum Schlusse dieses Kapitels miissen wir
nun zu der bisher auBler acht gelassenen Frage Stellung nehmen,
ob es zweckmifBig oder gar notwendig erscheint, auch auf die
translatorische Bewegung der Gasmolekiile die Quantentheorie in
irgend einer Weise auszudehnen.

Den Energieaustausch bei der hin und her gehenden Be-
wegung der Molekiile von vornherein ebenso wie bei der perio-
dischen Bewegung quantenmiflig aufzufassen, dazu liegt zunichst
ein direkter Anlaf noch nicht vor!). Dall aber eine Beziehung
zwischen der Quantentheorie und der Theorie der einatomigen
Gase vorhanden sein mufB, das anzunehmen, zwingt uns die
Grundlage der ganzen Quantenhypothese. Planck forderte —
und das bildete den Ausgangspunkt der Ableitung seines Strah-
lungsgesetzes —, dall die Entropie eines jeden Systems einen
ganz bestimmten Wert haben muf, dal also die in der
Thermodynamik bisher unbestimmt gelassene additive Entropie-
konstante berechenbar ist. Die Forderung eines bestimmten
Entropiewertes fallt aber zusammen mit der eines ganz bestimmten
Wahrscheinlichkeitswertes des Zustandes, in dem sich das System
befindet; denn zwischen der Entropie S und der Wahrscheinlich-
keit W besteht die Beziehung (s. S.5)

S = klogW.

Der Zustand eines idealen Gases wird nun angegeben durch die
Orts- und Geschwindigkeitsverteilung der Gasmolekiile. Es mag
z. B. N, Molekiile geben, deren Ortskoordinaten zwischen z und
z+dz, y und y + dy, 2 und 2+ dz liegen und denen eine Ge-
schwindigkeit zukommt mit Komponenten zwischen v, und v, -+ dv,,
vy und v, + dovy, v, und v, 4 dv,; es fallen, wie wir sagen wollen,
N, Molekiile in das Elementargebiet dzdydz dv,dv, v, des sechs-

1) Man wird infolge des Bestrebens, das Naturgeschehen einheitlich
darzustellen, doch das Bediirfnis empfinden, auch in der Theorie der trans-
latorischen Bewegung, also der Theorie der einatomigen Gase, sich von
jenem unzuverldssigen statistischen Satz der gleichméfigen Energieverteilung
frei zu machen. Das kann man aber nur, wie im ersten Kapitel ausgefihrt
wurde, wenn man Energiequanten von ganz bestimmter Grofe eine wesent-
liche Rolle bei dem Energieaustausch in nicht periodischer Bewegung zu-
schreibt.
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dimensionalen Raumes an der Stelle z,y, 2, v,v,,v,. N, Molekiile
mogen in das Nachbargebiet von gleicher Grifie fallen, N, in
ein drittes usf. Durch diese Angaben definieren wir den augen-
blicklichen Zustand des Gases, ebenso wie wir frither den Zustand
des Oszillatorensystems durch Angabe der Verteilung der Oszilla-
toren auf die Energieelemente O bis ¢, & bis 2&, 2¢& bis 3 & usw.
definierten. Alle Elementargebiete dedydzdv,dv,dv, sind von
vornherein fiir die Lage der Molekiile von gleicher Wahrschein-
lichkeit, d. h. sie kdnnen mit gleicher Wahrscheinlichkeit gleich
viel Molekiile fassen. Die willkiirlich angegebene Verteilung:
N,, N,, ... in die verschiedenen Elementargebiete, wird sich in-
folge der Zusammenstofe im Laufe der Zeit verindern. Wir
nennen die Verteilung stationdr, wenn nur eine Auswechselung
der Molekiile in den Elementargebieten auftritt, aber keine Ver-
anderung der Anzahlen, die in die einzelnen Gebiete fallen. Es
treten dann in jedem Zeitintervall gleich viel Molekiile ein als aus.
Die thermodynamische Wahrscheinlichkeit des Zustandes bei der
angegebenen Verteilung ist nach der frither gegebenen Definition
gleich der Anzahl der moglichen Komplexionen, also

N!
W:m (N= N, + Ny+---+ N,).

Dies gilt zunichst aber nur fiir gleichartige Gebilde, also auch
nur fiir Gase mit gleichartigen Molekillen von der Masse m.
Haben wir ein Gas aus zweierlei Molekiilen mit den Massen m;,
und m,y, so miissen wir daran denken, dafl die Summe der Be-
wegungsgrollen bei den Zusammenstofen konstant bleibt (nach
einem bekannten Satz der Mechanik). Dann hat offenbar das
Elementargebiet dezdydzdv,dv,dv, einen verschiedenen Wahr-
scheinlichkeitswert fiir die beiden Molekiilarten. An dem Ort
,Y, 2, Vgy Uy, v, des Raumes wird das Elementargebiet dz dy dz
dvy dv, dv, nicht ebensoviel von den Molekiilen mit der Masse m,
mit gleicher Wahrscheinlichkeit aufnehmen konnen als von den
Molekiilen mit der Masse m, Wir miissen vielmehr als GroBe der
Wahrscheinlichkeitselemente annehmen: m, dx, dy, de, dv,, dv,, dv,,
= My dxy dy, dz, dvy, dvy, dv,,, d.h. die Geschwindigkeitsgrenzen
oder die Grenzen der Ortskoordinaten fiir die verschiedenen Massen
sind verschieden grof zu wihlen, um gleich grofe Wahrschein-
lichkeitselemente fiir die verschiedenen Massen zu erhalten.
¥
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Die Zahl W, die uns die Wahrscheinlichkeit des Zustandes
angibt, héngt offenbar (wie auch im ersten Kapitel betont wurde)
von der absoluten Grofe des der Verteilung zugrunde gelegten
Elementargebietes ab und die Forderung des bestimmten Entropie-
wertes, des bestimmten Wahrscheinlichkeitswertes, fallt zusammen
mit der Forderung, daf auch fiir das Gas eine bestimmte Grofe
des Elementargebietes eine besondere Rolle spielen mufl. Das
Elementargebiet, dessen Grofie uns zunsichst noch nicht bekannt, sei:

g :jmadxdydzvﬁvyv,,

ein Integral, welches iiber dieses Gebiet zu erstrecken ist und
aus den beliebig kleinen Elementen msdadydzdv,dv,dv, zu
einem endlichen Wert zusammengesetzt ist. Wie in der Strahlungs-
theorie tritt also hier, trotzdem man es bei den Molekiilbewegungen
nicht mit periodischen Vorgéingen zu tun hat, wiederum eine
Grofe von endlichem Wert auf, ohne dal wir dafiir einen inneren
Grund anzugeben vermochten. Wiederum erhebt sich die Frage:
Welche physikalische Bedeutung kommt dem Elementargebiet zu?
Besteht ein Zusammenhang mit dem A der Strahlungstheorie?
Ist das g eine universelle GroBe, oder hat g etwas mit der Be-
schaffenheit der Gasmolekiile zu tun? Wie wir das Auftreten
der endlichen Energieelemente 2v aus ganz bestimmten Oszillator-
eigenschaften heraus zu erkléren versuchten, wird man bemiiht
sein, auch hier wiederum in der Beschaffenheit der Materie, viel-
leicht in der Ausdehnung der Molekiile, in der Art der zwischen
ihnen wirkenden Kriéfte eine innere Begriindung fiir das Hervor-
treten der endlichen Gebiete g zu suchen.

Soviel steht fest, dafl als Konsequenz der Planckschen
Forderung, aus der die Quantenhypothese entsprang, bei der
Betrachtung des idealen Gaszustandes von nun an von gewissen
endlichen Elementargebieten ausgegangen werden muf und daB
insofern eine Beziehung zwischen der Gastheorie und der Quanten-
theorie besteht.

Berechnung des Elementargebietes g. Von groflem
Wert ist es, dal wir die GroBe g fiir manche Gase berechnen
konnen. Aus dem Nernstschen Wirmetheorem folgt, dal man
bei Kenntnis der spezifischen Wérme eines chemisch homogenen
festen oder fliissigen Korpers den Entropiewert angeben kann.
Da wir nun ein Gas uns reversibel in den festen oder fliissigen
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Zustand iiberfithrbar denken konnen, so mul sich auch fiir den
gasformigen Zustand einer Substanz die Entropie absolut?) be-
rechnen lassen, sobald uns die Daten zur Bestimmung der Entropie
des festen oder fliissigen Zustandes der Substanz zur Verfiigung
stehen. Dieser Entropiewert S; mull dem Wert gleich sein, den
die Thermodynamik fiir die Entropie eines Gases liefert:

Sy = C,logT+ Rlog V+ a

mit der bekannten Bedeutung der GréBen C,, T, R, V und mit
der Konstanten a. Diese Konstante a, die man als ,chemische
Konstante“ von Nernst bezeichnet, mull also einen ganz be-
stimmten berechenbaren Wert besitzen. (In der Praxis gelingt
die Bestimmung von @ auf Grund dieser Anschauungen in der Tat
durch die Messung der Dampfspannung bei hinreichend tiefen
Temperaturen.) Diesen Entropiewerten S;, S, mufl nun endlich
auch der Ausdruck S; gleich sein, den man nach Planck aus der
thermodynamischen Wahrscheinlichkeit des Gaszustandes mit Be-
nutzung der endlichen Elementargebiete g berechnen kann, in den
die Grolle g eingeht. Die drei Entropiewerte gestatien o und g¢
einzeln zu berechnen und fithren ferner zu der wichtigen Be-
ziehung ?): o
a= Rlog{—eg(%zm)%},

worin B und % die bekannte Bedeutung haben, m die Molekiil-
masse und e die Basis der natiirlichen Logarithmen ist. Sackurs)
und Tetrode ¢) haben unabhingig voneinander an verschiedenen
einatomigen Gasen die Rechnung durchgefiihrt und sind dabei
zu dem Resultat gekommen, dall g — A3 ist. Das ist ein iiberaus
wichtiges und interessantes Ergebnis, das, falls es allgemein
Giiltigkeit hétte, einen Weg angtbe, die chemische Konstante fiir
Substanzen zu finden, fiir die der sonst iibliche Weg infolge
Mangels von Daten nicht gangbar ist. Auch fiir zwei- und mehr-
atomige Gase, fiir die g einen anderen Wert annimmt, gelang es
Sackur, eine Beziehung zwischen ¢ und % aufzustellen.

1) D. b. ohne unbestimmte additive Entropiekonstante.

2) M. Planck, Theorie d. Warmestrahlung, 2. Aufl., S.131.

8) 0. Sackur, Ann. d. Phys. 36, 958 (1911). Nernst- Festschrift, S. 405
(1912). Ann. d. Phys. 40, 67 u. 87 (1913).

4) H. Tetrode, Ebendaselbst 38, 434 (1912).
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An und fiir sich ist die Beziehung g — h% nicht unwahr-
scheinlich, insofern als das Gebiet g das Produkt dreier ,Wir-
kungen“ ist. mdxzduv, ist seiner Dimension nach gleich dem
Produkt aus Arbeit und Zeit, also eine Wirkung genau so wie h;
das gleiche gilt von mdydv, und von mdzdv, Es sind ,Wirkungs-
elemente“. Angeregt durch die Sommerfeldsche Auffassung der
Quantenhypothese bei nicht periodischen Vorgingen, auf die wir
hier nicht niher eingehen konnen?), der zufolge bei jedem reinen
Molekularprozell von dem Atom nur eine bestimmte, universelle
Wirkungsgrofe (Wirkungselement) aufgenommen und abgegeben
werden soll, fordert Sackur, daf auch bei ZusammenstéBen von
Molekillen immer nur Vielfache solcher Wirkungselemente aus-
gelost werden konnen, und diese Forderung fiithrt ebenfalls auf
g = h3. So interessant diese Hypothese ist, so wollen wir uns
doch nicht verhehlen, daf zur Erkenntnis der tieferen Bedeutung
dieser Wirkungselemente nicht viel gewonnen ist. Auch eine spiter
von Sackur vorgeschlagene Auffassung gibt wenig Aufklirung
tiber den Zusammenhang zwischen dem g und den Eigenschaften
der Molekiile. Fast mochte man es sogar fiir wahrscheinlicher
halten, dal g fiir verschiedene Gase einen vielleicht nicht sehr
stark verschiedenen Wert besitzt; es sprechen dafiir gewisse Ab-
weichungen der mit g = %3 berechneten chemischen Konstanten
von den auf dem anderen Wege gefundenen.

Sommerfelds Gastheorie. Einen #uflerst radikalen Ver-
such, die Quantenhypothese in die Gastheorie einzufiihren, hat
Sommerfeld?) in Gemeinschaft mit Lenz durchgefiibrt. Sie
haben die Betrachtungen, die Debye am festen Korper zur Be-
rechnung des Energieinhaltes anstellte, mit geringen Modifikationen
auf den gasformigen Zustand iibertragen. Wie Debye den festen
Korper, so betrachten Sommerfeld und Lenz das einatomige
Gas als ein von elastischen Wellen durchzogenes Kontinuum und
bestimmen mit der von Planck bei der Warmestrahlung zuerst an-
gewandten Methode die Energieverteilung auf die verschiedenen
Wellenziige. Im Gegensatz zu Debye legen sie ihren Rechnungen
allerdings an Stelle der Schwingungszahl » die Wellenléinge A der ela-
stischen Wellen als unabhingige Veréinderliche zugrunde, was ja

1) Vgl. ,Die Grundlagen der Quantentheorie“ dieser Sammlung.
2) A. Sommerfeld, Vortrige der Wolfskehl- Stiftung in Gottingen 1913
(Teubner 1914).
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auch Born und v. Ka&rman beim festen Korper vorgezogen hatten.
Wihrend nun aber die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢, die mit 4
durch die Dispersionsgleichung verbunden ist, in festen Korpern
durch die zwischen den Molekiilen wirkenden Krifte bestimmt
wird, ist sie beim Gas der Quadratwurzel aus der kinetischen
Energie, die im Gas aufgespeichert ist, proportional. Es gelingt
ihnen, sowohl fiir die Energie wie fiir die Entropie des Gases
Ausdriicke aufzufinden, in denen nur die Temperatur als Variable
auftritt neben den universellen Konstanten 2 und £, der Fortpflan-
zungsgeschwindigkeit, der Molekiilmasse und einer gewissen Grenz-
wellenldnge (die durch Volumen und Molekiilzahl bestimmt wird).
Die Differentiation der Entropie nach der Energie und die der
Entropie nach dem Volumen ergeben bekannte thermodynamische
Beziehungen, aus denen durch Elimination der Temperatur die
Zustandsgleichung des Gases folgt, niamlich:
p V - 2/ 3 Uv

wenn p den Druck, V das Volumen, U die kinetische Energie
bedeutet. Das ist genau die Gleichung, die auch nach der bisher
immer anerkannten kinetischen Gastheorie gilt, in der man von
den Bewegungen der Molekiile selbst ausgeht. Es ist das zweifellos
ein auffallendes, sehr schones Resultat dieser kithnen Betrachtungs-
weise, die einen gewaltigen Gegensatz gegen jene ins Einzelne
gehende ,kinetische“ Theorie bildet. Weniger befriedigend ist
auf den ersten Anblick allerdings das weitere Ergebnis, dal das
Boyle-Mariotte-Gay-Lussacsche Gesetz fiir ideale Gase durch
ein Korrektionsglied abgedndert werden mufl. Bisher hatte man
an der Giiltigkeit der Gleichung
fiir ideale Gase, d. h. fiir solche, bei denen weder die Ausdehnung
der Molekiile noch ihre Anziehungskrifte eine Rolle spielen, nicht
gezweifelt. Jetzt stellt sich heraus, dafl diese Gleichung lauten muf:

pV = RT(l-Al/%i),
worin % eine von der Dichte und der Molekiilmasse abhingende
Funktion bedeutet und A eine fiir das betreffende Gas charakte-
ristische, sehr kleine konstante Zahl ist. Fiir ,hohe“ Temperaturen
allerdings, fiir die = klein gegen 7 ist, gilt die bisher angenommene
Form befriedigend genau. Eine ndhere Priifung lehrt nun, daf
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bei geringer Gasdichte, fiir die 5 einen kleinen Wert hat, ,hohe“
Temperaturen absolut genommen recht niedrig sein kénnen. Wir
werden also zugeben miissen, da auch dieses Resultat nicht
gegen die Theorie spricht, da ausreichende Erfahrungen iiber das
Verhalten der Gase bei sehr tiefen Temperaturen nicht vorliegen.
Untersuchungen, die Sackur jiingst an Wasserstoff und Helium
bei Temperaturen zwischen dem Siedepunkt der fliissigen Luft
und dem des fliissigen Wasserstoffs angestellt hat, deuten in der
Tat auf Abweichungen in der geforderten Richtung hin ).

Natiirlich konnten Sommerfeld und Lenz nun auch die
Sackursche Hypothese ¢ = A% priifen, da ihre Theorie zu einem
Wert der Entropie des Gases fiihrte, der die Grofe %~ enthielt.
In diesem Punkt lief sich Ubereinstimmung einstweilen nicht
erzielen.

Ahnliche Versuche, wie die von Lenz und Sommerfeld,
durch Einfiilhrung der Quantenhypothese in die Gastheorie eine
Zustandsgleichung des nidealen“ Gases und damit alle thermo-
dynamisch wichtigen Groflen zu gewinnen, sind auch von Sackur,
von Tetrode, von Keesom unternommen worden. Keesoms
Betrachtungen 2) fithrten auf die Annahme, dafl die Grofe der
Energieelemente beim Energieaustausch im Gase hv/2 betragen
und eine Nullpunktsenergie von der Grofle hv/4 bestehen miisse.
Kiirzlich verdffentlichte Untersuchungen von Eucken3) iiber die
spezifischen Wirmen von stark komprimierten Gasen (Wasserstoff
und Helium) bei sehr tiefen Temperaturen sind damit indessen
nicht in Einklang zu bringen. Sie machen es wahrscheinlich,
dal die Quantenhypothese in die Theorie der einatomigen Gase
doch in wesentlich anderer Weise eingefiihrt werden miisse, als
es bei den eben angedeuteten Versuchen geschehen ist.

1) Auch Saekur war bei der Verfolgung der Annahme g— %3 zu einer
Gasgleichung &hnlicher Form gekommen. O. Sackur, Ber. d. D. Chem.
Ges., S.1318 (1914).

2) W. H. Keesom, Phys. ZS. 14, 665 (1913).

3) A. Eucken, Berl. Ber. S.682 (1914).
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