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Vorwort.

Die mannigfachen Vorteile, die die Differenzengleichungen bei
ihrer Anwendung auf technische Probleme bieten, und die sich immer
mehr ausbreitende Erkenntnis dieser Tatsache, bringen es mit sich,
dafl sich von Jahr zu Jahr die Fille hiufen, wo in technischen Ab-
handlungen und Biichern von diesem mathematischen Hilfsmittel Ge-
brauch gemacht wird. Da die Lehre von den Differenzengleichungen
noch nicht allgemein in den mathematischen Unterricht der techni-
schen Hochschulen aufgenommen wurde, macht sich das Bediirfnis
nach einem leicht faBlich geschriebenen, ausfithrlichen Lehrbuch, das
die Anwendung der Theorie auf technische Aufgaben unmittelbar
zeigt, immer stirker geltend, denn die &lteren Lehrbiicher der Diffe-
renzenrechnung génnen den Differenzengleichungen nur knappen Raum,
wihrend die beiden einzigen Sonderwerke iiber lineare Differenzen-
gleichungen in deutscher Sprache, die aus der jiingsten Zeit stammen,
in erster Linie fir den Mathematiker bestimmt sind.

Diese Tatsachen, sowie der Wunsch, gerade das fiir die Anwen-
dung so wichtige Gebiet der linearen partiellen Differenzengleichungen,
das in den bekannten Lehrbiichern fast gar nicht behandelt wird, dem
groBen Kreis der Ingenieure im Rahmen eines Lehrbuches zu er-
schlieBen, waren der AnlaB fiir die Niederschrift dieses Buches.

Die Darstellung gliedert sich in zwei Hauptteile: In die Abschnitte I
bis III, die die Theorie der gewdhnlichen linearen Differenzenglei-
chungen und ihre Anwendung auf Aufgaben der Baustatik enthalten;
dieser Teil ist mit Ausnahme des § 6, der die Eigenlosungen behan-
delt, von Dr. Bleich verfaBt, und in den IV. Abschnitt, Theorie und
Anwendung der partiellen Differenzengleichungen, der, sowie der vor-
erwihnte § 6, Dr. Melan zum Verfasser hat.

Uber die Auswahl des dargelegten Stoffes ist folgendes zu be-
merken: FEin eingehendes Verstindnis der Theorie der Differenzen-
gleichungen setzt die Kenntnis der wichtigsten Sitze iiber Differenzen
und Summen voraus, weshalb der Erérterung der Differenzengleichungen
ein erster Abschnitt iiber Differenzen und Summen vorangestellt wurde.
Im zweiten, dem Hauptabschnitt, der die Theorie der gewéhnlichen
linearen Differenzengleichungen umfaBt, wurde die fiir die Anwendung
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wichtigste Gruppe, die Differenzengleichung mit konstanten Koeffi-
zienten, insbesondere die Systeme simultaner Gleichungen, die in den
mathematischen Lehrbiichern sehr stiefmiitterlich abgetan werden, in
der Anwendung aber eine bedeutende Rolle spielen, sehr eingehend
behandelt. An dieser Stelle wurden auch die Eigenlésungen der
linearen Differenzengleichungen mit Riicksicht auf ihre Bedeutung fiir
die Darstellung der Loésungen partieller Differenzengleichungen aus-
fithrlich besprochen. '

Von geringerem Nutzen fiir die unmittelbare Anwendung sind
die in der mathematischen Literatur bisher veréffentlichten Ldsungs-
methoden linearer Differenzengleichungen mit verdnderlichen Ko-
effizienten. Wenn diese Methoden dennoch hier behandelt wurden,
so geschah dies aus dem Grunde, weil erst die Betrachtung derartiger
Gleichungen einen tieferen Einblick in das eigenartige Wesen der
Differenzengleichungen gewihrt. Anderseits soll auch der Ingenieur
die Grenzen, die der Anwendung eines analytischen Hilfsmittels ge-
zogen sind, deutlich erkennen. Die Beschiftigung mit diesem, fiir die
Zwecke der Anwendung noch wenig ausgebauten Gebiete wird viel-
leicht manchen Ingenieur, der iiber die notwendigen mathematischen
Kenntnisse verfiigt, zu weiteren, méglicherweise erfolgreichen Unter-
suchungen anregen. Viel wichtiger fiir den Statiker ist die am Schluf3
dargelegte Niherungsmethode; sie gestattet, lineare Differenzenglei-
chungen oder Systeme linearer Differenzengleichungen mit verinder-
lichen Koeffizienten mittels des Ansatzes einer Niherungsfolge zu losen.

Bei der Auswahl und Anwendung der Beispiele aus der Baustatik
im Abschnitt III war das Bestreben maBgebend, von einfacheren Bei-
spielen zu schwierigeren fortzuschreiten. Die Zahl der Beispiele wurde
mit Riicksicht auf den Umfang des Buches stark beschrinkt, was um so
leichter geschehen konnte, als in der technischen Literatur bereits eine
grofBe Zahl von Aufgaben der Baustatik mittels Differenzengleichungen
gelost wurde. Einen Fingerzeig bietet die Literaturzusammenstellung
im Anhange. An zwei Beispielen wurde auch die Anwendung des
obenerwihnten Niherungsverfahrens dargelegt.

Den partiellen Differenzengleichungen ist der IV. Abschnitt
gewidmet. Hier wurde aus mehrfachen Griinden von einer Trennung
zwischen Theorie und Anwendung abgesehen. Einer kurzen allgemein
gehaltenen Darstellung des Wesentlichen iiber partielle Differenzen-
gleichungen folgt unmittelbar die Behandlung mehrerer praktisch wich-
tiger Probleme der Baustatik, die unseres Wissens bisher noch nicht
gelost wurden. Dabei wurde das Augenmerk darauf gerichtet, Losungs-
methoden zu verwenden, bei welchen die Rechenarbeit noch praktisch
zu bewiltigen ist. Aus diesem Grunde wurden auch die Eigenlosungen
einiger gewohnlicher Differenzengleichungen, welche bei der Behand-
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lung dieser Aufgaben benétigt werden, fiir verschiedene Felderzahlen
berechnet und im Anhang tabellarisch zusammengestellt und so eine
ganz wesentliche Vorarbeit zur Losung dieser Aufgaben vorweg-
genommen.

Die Darstellung des mathematischen Lehrstoffes ist ziemlich breit
und ausfiihrlich. Beweise wurden nur dort gebracht oder nur so weit
gefiibrt, als es zum tieferen Erfassen des Vorgefiihrten unbedingt not-
wendig war. In einfacheren Fillen wurde der Beweis nur angedeutet
und die Durchfilhrung desselben dem Leser iiberlassen. Auf Existenz-
beweise wurde mit Riicksicht auf den Leserkreis nicht eingegangen.
Den richtigen Mittelweg bei der Darstellung zu finden, war nicht
immer leicht, da die Gefahr besteht, daB der Mathematiker die Dar-
stellung zu wenig streng, der Ingenieur aber zu abstrakt finden wird.
Der Abschnitt 27 erfordert zu seinem vollen Verstindnis einige Kennt-
nisse aus der Funktionentheorie, die leider nicht Gemeingut der Sta-
tiker ist. In den anderen Abschnitten wird der Leser mit den von
der Hochschule mitgebrachten mathematischen Kenntnissen das Aus-
langen finden. DaB auch der in der Theorie der Differenzengleichungen
Bewanderte in diesem Buche manches Neue finden wird, sei nur neben-
her noch erwahnt.

Wir hoffen, durch dieses Buch weite Kreise von Ingenieuren mit
einem wichtigen und vorziiglichen Hilfsmittel der mathematischen
Analysis bekannt zu machen. Die Theorie der Differenzengleichungen
ist ein ausgezeichnetes Werkzeug in der Hand des Statikers, das
ihm helfen kann, neue Probleme der Baustatik und Festigkeitslehre
zu erschlieBen.

Wien, im Dezember 1926.

Dr. Bleich. Dr. Melan.
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1. Differenzen und Summen.

Die Theorie der Differenzengleichungen bildet einen Zweig der
Differenzenrechnung. Diese befaBt sich im allgemeinen mit den ge-
setzmiBigen Zusammenhingen, die zwischen den Einzelwerten irgend-
einer Funktion von einer oder mehreren unabhingigen Verinderlichen
bestehen, wenn diese Funktionswerte Werten der unabhingigen Ver-
anderlichen zugeordnet sind, die gleich groBen Abstand voneinander
haben, also eine arithmetische Reihe bilden.

Die Differenzenrechnung umfafit die Lehre von den Differenzen
und Summen, die Theorie der Differenzengleichungen und
die Interpolationsrechnung. Da die Methoden und Ergebnisse der
Interpolationsrechnung fiir die in diesem Buche gegebene Darstellung
der Differenzengleichungen nicht in Frage kommen, so wird auf diesen
Zweig der Differenzenrechnung nicht eingegangen werden. Demgegen-
itber stehen aber Differenzen und Summen in sehr engem Zusammen-
hange mit den Differenzengleichungen, ihre Lehre bildet eine unerlaB-
liche Grundlage fiir die Theorie dieser Gleichungen. Die Verkniipfung
ist eine ganz dbnliche wie zwischen Differentialquotienten, Integralen
und Differentialgleichungen. Wir werden daher in diesem ersten Ab-
schnitte, zunichst in knappster Form, die allgemeinen Begriffe und
Formeln, die die Grundlagen der Differenzenrechnung bilden, ent-
wickeln, um in AnschluB daran jene Regeln und Gleichungen aus der
Lehre von den Differenzen und Summen darzulegen, die fiir das Ver-
stindnis und fiir die Anwendung der Ldsungsmethoden der linearen
Differenzengleichungen notwendig sind.

§ 1. Grundlegende Begriffe.
1. Die Differenzen.

Es sei y=1{(z) eine reelle, stetige oder unstetige, aber in dem
betrachteten Bereich endliche Funktion der verdnderlichen Gréfe z,
welche Funktion wir uns geometrisch in einem rechtwinkeligen Achsen-

Bleich-Melan, Differenzengleichungen. 1



92 Differenzen und Summen.

system als Kurve veranschaulicht denken wollen, Abb. 1. Der De-
finitionsbereich der Funktion f(x) kann hierbei ein stetiger oder un-
stetiger sein, d. h. die Variable x kann stetig verdnderlich, oder nur
beféhigt sein, einzelne aus-

Y gezeichnete Werte, z. B. die
¥7%  ganzen Zahlen x—o, 1,
-2, 3... anzunehmen. Be-
zeichnen...y, 244, Yz—agz,

Yz rdz|Yi+2dx Yor Yotz Ya+2dq --. die

Funktionswerte bzw. Ordi-

x naten an den Stellen

g X-24 X-4x X  I*IX Xtidx .x—24z%, r— Az, x,

x+dx, zt2dx,...,
wobei das Intervall oder
die Spanne 4z durchwegs konstant ist, so heiBt
AdY,=Yar4s—Y,
die Differenz erster Ordnung oder kurzweg die Differenz,
A2yx:Ayx+Ax—“Ayx=yx+2Az_zy;H-A;u_}—y,
die Differenz zweiter Ordnung
und allgemein

Abb. 1.

”

Anya;: A=Yyt gy— AP Ve=—Yz+nda — (1> Yz+in—1)4z
k2 n
+ () vorm-nae— -+ (=10 (") 3, (1)
die Differenz n-ter Ordnung, wobei (7), (:) C:) die Binomial-
koeffizienten bedeuten; # ist eine ganze positive Zahl; x kann voraus-
setzungsgemil jeden reellen positiven oder negativen Wert, der dem
Definitionsbereich der Funktion angehért, annehmen.
Die Quotienten

A4y, Ay, 4"y,

e’ (d=zp 7T (Ao
heilen die Differenzenquotienten erster, zweiter, ...n-ter
Ordnung.

Umgekehrt lassen sich die einzelnen Funktionswerte Voitdas
Yat+2das --- Yaz+ndy durch y_ und die aufeinanderfolgenden Differenzen
4y,, Ay,, ... A"y_ ausdricken.

Man findet

' Yo+ az="Y, 1+ 4y,,
welter

Ye+2d2=="Yr1+ 45 + AdVsras= Yo 2 4y, + 4%y,
und schlieBlich

yx+ndz=y,;+<?>Ayx+<z>A2yz+"'+<:>dnyx' (2)
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Die Richtigkeit der allgemein gliltigen Gleichungen (1) und (2) beweist
man durch den SchluB3 von # auf »-41.

Wir werden bei unseren weiter unten folgenden Entwicklungen
die Spanne in der Regel gleich der Einheit setzen, ohne dal3 durch
diese Annahme die Allgemeinheit unserer Darlegungen gefihrdet wird,
da es immer moglich ist, durch eine einfache lineare Transformation
jede beliebige konstante Spanne gleich der Einheit zu machen. Mit
Az=1 nehmen die Gleichungen (1) und (2) die Gestalt an:

Ay, =Y n— (T) Yo+n—1t (Z) Yorn—z — = (—1)" (:) v (1)

Vera=2+ (1) A+ () 24+ () dma. (2)

Die Bezichungen (1) und(2)bzw.(1') und (2') sind unabhingig von der
besonderen Art der Funktion y=:f(z). Die Ermittlung der aufeinander-
folgenden Differenzen Af(x), A4*f(z)... einer Funktion f(x) ist immer
méglich, sobald die Funktion zumindest fiir eine Gruppe kongruenter
Punkte ...a— Az, a, a-+Adx... definiert ist'). Die Bildung der
aufeinanderfolgenden Differenzenquotienten entspricht der Bildung der
ersten, zweiten usw. Ableitung in der Differentialrechnung.

Gleichung 2’) gestattet eine einfache symbolische Schreibweise.
Wir setzen

yx+n:(1 +A)”yx' (3>

Entwickelt man nidmlich (1 + 4)* nach der Binomialformel, wobei

man 4 wie eine Zahlgr6Be behandelt, so erhidlt man

- dpy,=[1+ () a+ () e+ () o,
und nach Ausfithrung der Multiplikation ‘
oin— ot (1) dy, 4+ (2) ary, 4 (1) Ay,

Diese iiberraschende Ubereinstimmung ist kein zufilliges Zusammen-
treffen, sondern hat seinen tieferen Grund in der Tatsache, daf das
Operationszeichen 4 sich mit sich selbst und mit Zahlgréfien ebenso
verkniipft, wie sich wirkliche GroBensymbole miteinander verkniipfen?).

Wir wollen noch eine von Lagrange herriihrende symbolische
Schreibweise fiir Any_ (Gl 1) ableiten, die auf der Tatsache beruht,
daB auch das Operationszeichen % den gleichen Verkniipfungsge-
setzen unterliegt wie das Zeichen 4.

1) Wir bezeichnen in Anlehnung an den Begriff der Kongruenz in der
Zahlentheorie als kongruente oder kongruent gelegene Punkte solche,
die aufeinander folgend je um die Spanne Az voneinander abstehen.

%) Die Operation 4 ist z. B. distributiv und kommutativ und folgt dem Index-
gesetz wie die Potenzen, ist also auch assoziativ.

l*
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Nach dem Satz von Taylor erhilt man mit =1
Yorr =Yt i1 e Far ot
oder symbolisch geschrieben
Sers== (141 as 2 gt )2

Sieht man nun 4 als Zahlgr6Be an, so stellt die in der Klammer

dz
L
stehende unendliche Reihe nichts anderes als ¢9¢ vor, so daB wir
symbolisch
2
ya:+1=edz ya)
und daher

a _d_
AY,=Ypsy — Y, =%y, —y, =(ed=—1)y,

schreiben konnen. Sonach gilt auch
d

k3
Ary, =(ed=—1) y,. (4)

Von den symbolischen Darstellungen (3) und (4) werden wir gelegent-
lich Gebrauch machen, da sie unter Umstinden die Darlegungen in
aubBerordentlicher Weise vereinfachen.

2. Die Summen.

Gegeben sei der Differenzenquotient 'Aj,gz):y,- Es ist jene Funk-

tion F(z) zu suchen, deren erste Differenz y A= ist!)}- Diese Auf-
gabe erscheint also als die Umkehrung der Differenzenbildung. F(x)
heiBt die Summe von y_. Die Analogie mit dem Vorgang der Inte-
gration als der zur Differentiation inversen Operation springt in die
Augen. Wir setzen bei den nachfolgenden Untersuchungen, um még-
lichst allgemein zu sein, voraus, daB # unbeschrinkt verinderlich ist,
also jeden beliebigen reellen Wert innerhalb des Definitionsbereiches
der Funktion y_ annehmen kann.

Um die gestellte Aufgabe zunichst formal zu 16sen, beschaffen wir
uns eine Funktion F(z), die der Bedingung F (+42)—F(x)=y Az
geniigt. Diese Bedingung wird z. B. durch die unendliche Reihe

F#)=— Slyerrss do+ ] ()

erfiillt. Die GroBen ¢, sind von z unabhingig und stellen eine Funk-

) In der Regel wird Jx = 1 sein.
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tion des Stellenzeigers » dar. Wir denken uns die ¢,, falls das méglich
ist, so bestimmt, daB die Reihe (5) konvergiert!). Wir bilden nun

Fla+dz)=— S[yaroinaz 42+ 0],
und es folgt in der Tat
Fo+dz)—F(x)=y dx.
Man kann aber auch setzen

F@) = Sarssdz+al (5)
und, wie man sich leicht iiberzeugt, erfiillt auch dieser Ansatz die
Bedingungsgleichung F (¢ -} 4x) — F(x)=1y_d4x. Die beiden Ansitze
(5) und (5) unterscheiden sich nur um einen von z unabhingigen
Betrag, also um eine Konstante voneinander.

Die Reihen (5) und (5’) l6sen sonach die gestellte Aufgabe. Hat
wenigstens eine dieser Reihen einen endlichen Grenzwert, so nennen
wir die Funktion y_ summierbar und bezeichnen diesen Grenzwert
als Summe der Funktion y_. Zur Kennzeichnung des durch die
Reihen (5) bzw. (5') dargesteliten Summationsprozesses bedienen
wir uns des Operationszeichens § und schreiben

F(@)=S§y, dx?).

Sy, 4z stellt, wenn die analytische Funktion y,  summierbar ist, eine
durch einen unendlichen ProzeB definierte analytische Funktion vor.
Die vorstehend angegebene Losung ist aber noch nicht vollstindig,
da wir in den Ansitzen (5) und (5’) noch eine periodische Funktion
() mit der Periode Az hitten hinzufiigen konnen. Denn auch dann
wire die Bedingung F(x | dx) — F(z) =y, 4« erfiilllt gewesen, da
wegen der vorausgesetzten Periodizitit w (z -+ 4 z) = w (%) ist, weshalb

1) ¢, ist eine jedem Gliede der unendlichen Reihe beigefiigte Konstante,
die allerdings von Glied zu Glied ihren Wert #ndern kann. ¢, kann auch
Null sein. ¢, stelit eine endliche oder unendlich grofie Konstante vor.

%) In den meisten Lehrbiichern findet man die Bezeichnung Xy, fiir die
,Summe¥. Das oben eingeflihrte Zeichen (Norlund) erweist sich als zweck-
miBiger, da Verwechslungen mit dem gewdhnlichen Summenzeichen vermieden
werden. Selbst in jenen Fillen wo Ax =1, und dies ist die Regel, ist es’
gut, den Faktor A immer mitzufiihren, um die Dimensionen links und rechts
vom Gleichheitszeichen in Einklang zu bringen. F(x) stelit ebenso wie in der
Integralrechnung, geometrisch aufgefafit, eine Fliche vor. Die Notwendigkeit
der Mitftihrung des Faktors Ax erkennt man sofort, wenn man in der Summe
eine Transformation der Verdnderlichen # durchzufithren sucht. Fiir ,Summe*
war friiher der Ausdruck ,Endliches Integral* (franz. Intégral fini) oder kurz
Integral in Gebrauch.
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sich die hinzugesetzte periodische Funktion bei der Differenzenbildung
weghebt. Wir gewinnen daher die vollstindige Losung in der Form

Fl@)=$,45+ (). ©)

Uberblickt man nochmals die vorangehenden Erérterungen, so er-
kennt man, daB der Begriff ,Summe* i1n zweifacher Weise erklart
werden kann. Erstens als inverse Operation zur Differenzenbildung,
zweitens als wirkliche Summe aufeinander folgender Funktionswerte.
Wir erinnern, der Analogie wegen, an die doppelte Betrachtungsweise
des Integralbegriffes in der Infinitesimalrechnung. Auch dort findet
man das Integral einerseits als zum Differentieren inverse Operation,
anderseits als Grenzwert einer Summe erklirt. Die tatsdchliche Be-
rechnung der Summe §y, 42z wird von Fall zu Fall von einer der
beiden Betrachtungsweisen ausgehen miissen. Dieser Berechnung werden
wir aber erst in § 3 ndhertreten.

Man nennt sonach eine Funktion F(x) die Summe von f(z),
wenn sie im vorgelegten Bereich den Differenzenquotien-
ten f(x) hat. Die Funktion F(x) selbst ist bis auf eine willkiirliche
periodische Zusatzfunktion w (x), die auch als periodische Konstante
bezeichnet wird, durch Gl (5) bzw. (5') eindeutig festgelegt.

Ist die Funktion f(z) nur in einzelnen Punkten, z. B. an den Stel
len ...—2, —1, o, 1, 2... definiert, dann hat @(x) im ganzen
Funktionsbereich denselben Wert, ist also eine Konstante. An Stelle
der F(x) definierenden unendlichen Reihe kann jetzt, wenn dies zweck-
maBig erscheint, auch eine Summe mit beschrinkter Gliederzahl treten
Ist auch Az=1, so erhalten wir

Fla)=8y,dv=—[y,+ yor1+- +n%]+C (7)

wenn man sich die auf y, folgenden Glieder der Reihe (5) mit C
vereinigt denkt. Anderseits gilt aber auch gemif Gl (5)

F(x)=5yzdm:yz_1—}~y,_g—j—~-~~{—yk—}—C- (7)

Die Operationen 4 und § sind zueinander invers und heben sich
hintereinander ausgefiihrt auf.
Es ist demnach

ASfx)de=f(x) und §df(x)=f(), (8)

wenn man im letzten Falle die Zusatzfunktion e (x) unterdriickt.
Durch Wiederholung des Summationsprozesses geht aus der Summe
erster Ordnung, die Summe zweiter Ordnung hervor. Setzt man
Y, =S8y, dx, so ist :
Sy, de=§dx Sy, Adx.
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Durch Verallgemeinerung gelangt man zur Summe #-ter Ord-

nung
Sty 4, =8§4x§4x§...§y, dx.

Die Summen § konnen symbolisch auch als Differenzen negativer
Ordnung aufgefaBt werden. So folgt z. B. aus Gl (1), wenn man
n——1 setzt,

A_lyw::y%—dz'kQQ—BAx_F3%—3Ax—F--w
A7 Yo a5=19, + Vo-dat Vo-24z+ - -
Sonach ist wie gefordert
Ay 40— A7y, =Y,.
Es gilt daher gemaB Gl. (4) auch
a

-1
Setzt man z==g und Ax=1, so wird nach Gl. (5')

=0
F@)=8y,42=Ys 1+ Vs - T @ (@)
und mit =a-}- %, wo n eine ganze Zahl ist,

z=a+tn

Fla =8y, 42 =Yarn1-Yaens b Yy b vy oo
+olatn),

w@)=w(a-}n),

z=a+n r=a
Flatn)—F(@)=§8y,42— §y,42==y, ¥ ays T Yatn-1
entsteht. Diese Differenz wird in Analogie zum bestimmten Integral
als bestimmte Summe bezeichnet. Man schreibt dann

at+n

Sy, da—F(a-+1)—F() (10)

woraus, wegen

und nennt a-}-» die obere, a die untere Grenze der Summe.

Somit ist
a+n

§)&‘Ax:::ya—+-ya+1EFH"%_ya+n—11)' (11)

Die Definition (10) wird bei unbeschrinkt verinderlichem  auch
auf den Fall iibertragen, daB obere und untere Grenze sich nicht um
ein ganzes Vielfaches der Spanne Az unterscheiden. Allgemein gilt somit

éyxdx———F(b)—F(a),

wobei 4 und b beliebige Zahlen sind.

1) Man achte darauf, dafi bei der oberen Grenze a-{-n das letzte Glied
der Reihe y,,,_, ist.
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3. Differenzengleichungen.

Eine Gleichung von der Form
F(®, y, 4y, Ay,...dry)=o0, (12)
in der F eine Funktion der unabhingigen Verinderlichen #, der Funk-
tion y, und der aufeinanderfolgenden Differenzen Ay, Ay, ... Ary,

ist, heiit eine Differenzengleichung.
Fihrt man mit Hilfe der Gl (1') an Stelle der Differenzen die

aufeinanderfolgenden Funktionswerte y,, ,,,,...9,,, ein, wobei
die Spanne dx=1 angenommen werde, so nimmt Gl (12) die Form

di(x’ ya:’ Yet1> ym+2’ yx+n)=o (13)
an. Umgekehrt kann mittels der allgemein giiltigen Verkniipfungen (2
aus Gl (13) wieder die Form (12) hergestellt werden. Wir werden in
der Regel die Differenzengleichungen in der Form (13) beniitzen.
Eine Differenzengleichung definiert im allgemeinen eine oder
mehrere Funktionen y =f(x), die wir die Lésungen der Diffe.
renzengleichung nennen, und die die Eigenschaft haben, daB sie,
in die vorgelegte Differenzengleichung eingesetzt, diese identisch (d. h.
unabhingig von x) befriedigen. So hat z. B. die Gleichung

6 Y 5 yz+1 + yx+2: 0
die Losungen y ¥ =22 und 9 ®=—3%. Man iiberzeugt sich, wenn
man zunidchst 2% einfiihrt, daB
6:2% — 5.27+1 4 22+2—=22(6 — 5.2 -}-2%)—o0

ist. Gleiches findet man mit der Losung 3%.

Liegt ein System von 7 Gleichungen mit » Unbekannten, die mit
Ausnahme einer von Fall zu Fall genau bestimmten Zahl von Glei-
chungen alle die gleiche Form

F(k: Vi yk+1; ~--y,‘+n)=0 (k:‘~1, 2,...7-*—”)

haben, vor, so kann die Gesamtheit dieser Gleichungen durch eine
einzige Differenzengleichung F—o0 vertreten werden. Die den Aus-
nahmsgleichungen entsprechend angepaBte Losung y, der Differenzen-
gleichung liefert dann mit =1, 2, ... » die Unbekannten
Yi> Ya» --. ¥, des Gleichungssystems. Die Gleichungen z. B.

ay, +y,=0
yk—g—’“a(k*”yk—x"_yk =(k —2)?
yk—1+ ) aky, +yk+1=<k_1)2
Vi +“Kk+1)yk+1+3’k+2=k2

yr—1+a’yr:0
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mit den 7 Unbekannten
Vis Yasr <00 Ve

konnen ersetzt werden durch die Differenzengleichung
yx+a(x+ 1)ym+1 %ﬂymﬁ-?:x?"

deren allgemeine Lésung y, unter Beriicksichtigung der von der
allgemeinen Form abweichenden ersten und letzten Gleichung mit

x=1, 2, ...7r

die 7 Unbekannten des vorgelegten Gleichungssystems liefert.

In der Auffassung eines derartigen Gleichungssystems als Diffe-
renzengleichung liegt die Bedeutung der Differenzengleichungen fiir
die in diesem Buche in Frage kommenden Anwendungen. Umgekehrt
14Bt sich jede Differenzengleichung, wenn man den Bereich von z nur
auf ganze Zahlen einschrinkt, durch ein Gleichungssystem darstellen.
Von diesem engen Zusammenhang der Theorie der Differenzenglei-
chungen mit der Lehre von den linearen Gleichungen werden wir bei
unseren weiteren Erérterungen auch ausgiebig Gebrauch machen.

Liegt ein System von Differenzengleichungen mit den unbekannten
Funktionen y_, z_, u_ ... vor, wo y_, z_, #_... durchwegs Funktionen
derselben Verinderlichen  sind, und sind die Gleichungen derart be-
schaffen, daB mehrere der unbekannten Funktionen und deren Diffe-
renzen nebeneinander in einer Gleichung vorkommen, so heifit die
Gleichungsgesamtheit ein System simultaner Differenzenglei-
chungen. Die Anzahl der Gleichungen mufB} gleich der Anzahl der
unbekannten Funktionen sein.

4. Differenzen und Summen, sowie Differenzengleichungen bei
Funktionen von mehreren Verdnderlichen.

Die im vorangehenden entwickelten Begriffe lassen sich ohne be-
sondere Schwierigkeiten auch auf Funktionen mit mehreren Verénder-
lichen ausdehnen. Wir begniigen uns damit, den Fall der Funktion
mit zwei Verdnderlichen z_ = f(z,y) zu betrachten, da die in diesem
Buche erérterten Anwendungen nicht iiber zwei unabhingige Variable
hinausgehen. Die Spannen Az und A4y sind .gleich der Einheit an-
genommen.

Wir definieren als partielle Differenzen der Funktion z, ,
nach der Verinderlichen = bzw. y die Differenzen:

szr. vy %zt1,y " %ay bzw. Ayzm,y:zx,y+1 Ty (14)

wobei im ersten Falle y, im zweiten Falle = als unveranderlich anzu-
sehen ist;
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als zweite Differenzen:

Azezz,y=‘dz(dxzz, ) Aa:za:+1 Y A 2 = za:+‘2,y 2r+1 y_,— z, Y’

’
Ay2zz‘,y:Ay(AyZz, ) Ayzx y+1 Ayzzy = Zz,y+2—22a',y+l+zz,y (14)
Ail/ zx,y:;Am(Ayzz,y)"_ (Aar x, y) zz+1, y+1_zx+1, y_za:, y+1 +zm y

usw., Die Reihenfolge, in der bei Berechnung hdoherer Differenzen
die Bildung der Differenzen nach x und y erfolgt, ist hierbei gleich-
giiltig.

Wir erkliren weiter als zweifache Summe der Funktion z,
die zweimal hintereinander ausgefithrte Summation, wobei das erste-
mal z als verdnderlich, y als fest, das zweitemal y als verdnderlich
und z als fest anzusehen sind, oder umgekehrt. Also

$§%,,454y=§dy Sz, ,dv =S 4§, , Ay

Auch hier ist die Rethenfolge gleichgiiltig. In &hnlicher Weise lassen
sich auch Summen héherer Ordnung bilden. Die Beweise und Ver-
allgemeinerungen sind in der gleichen Weise durchzufilhren wie bei
der Berechnung der partiellen Ableitungen und mehrfachen Integrale
in der Infinitesimalrechnung.

Liegt eine Differenzengleichung von der Form

F(z, 9,4 Az 2, p 422, 0 dayz, ,-)=0 (15)

x a: y' “y“z, y’
vor, in der die unbekannte Funktion z, , von den beiden Verdnder-
lichen x, y abhingig ist, so heiBt dlese Gleichung eine partielle
Differenzengleichung. Mittels der Beziehungen (14) und (14') kén-
nen die Differenzen durch die aufeinanderfolgenden Funktionswerte er-
setzt werden, und Gl. (15) erhilt dann die Gestalt

(16)

D@, Y5 2, s Zyir, o %o,y 12 Zat1, y 417 Zopa yor)=0.

Unsere Untersuchungen und Anwendungen werden stets an die
Form (16) ankniipfen.

Jede partielle Differenzengleichung kann ebenso wie eine gewohn-
liche Differenzengleichung aus einem System von Gleichungen hervor-
gehen, das sie dann vertritt. IThre entsprechend angesetzte aligemeine
Losung liefert dann die Wurzeln des Gleichungssystems.

§2. Die Differenzen.
5. Allgemeine Regeln.

Wir wollen zunichst einige einfache Regeln iiber die Bildung der
Differenzen, die sich leicht beweisen lassen, anfiihren.
Sind f, (%), f,(%), fy(%)... Funktionen von «, so gilt:

Af; @)+ fo (@) - fo (=) - 1=4f, @) + Ay @)+ Af, @)+ (1)
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Ist ¢ ein Festwert bzw. w(x) eine periodische Funktion mit der
Periode 1, dann bestehen die Beziehungen

def(m)=cdf(x) baw. do@)f(xr)=ow@)df(x). (2)

Sind ¢ (z) und y(x) zwei Funktionen von z, so ist die Differenz
des Produktes

Alp@) y@]=p@+1)yv@E+1)— @@ y@
=[p@)t+de@]y@E+1)—@@) v @),
oder nach Durchfilhrung der Multiplikation
Alp @)y @) =9 @y @) +yE+1)d9 (). 3)
Ebenso findet man fiir die Differenz des Quotienten zweier Funk-

tionen:

A42@ ekt 9@ _le@FAde@ly @ —o@) [y @)+ Ay @)

v@ yeE+1) y@E y@y@+1)
Sonach ist
A?J_(_x)zéW(w)w(x)*-Aw(x)Mw)_ (@)
y (%) py@)y 1)

6. Differenzen bekannter Funktionen.
a) Die Differenz einer Konstanten ist Null
b) Differenz der Potenz .

Ist # eine ganze positive Zahl, so wird

> n
A =@+ 1)y —a"= 3 (") ar. (5)
rv=1

Die Differenz einer Potenz mit ganzzahligem positiven Exponenten #

ist eine ganze rationale Funktion vom (n — 1)-sten Grade. Sonach ist auch
die Differenz eines Polynoms vom #n-ten Grade wieder ein Polynom,
aber vom Grade n—1. Die #u-te Differenz eines Polynoms vom
n-ten Grade wird eine Konstante, die (n-}- 1)-ste Differenz ist Null.

c) Differenz der Faktorielle.
Mit Faktorielle werden die beiden in der Differenzenrechnung

eine wichtige Rolle spielenden Produkte

F)—z(@—1)@—2)...(c— (n—1))

und

Fn(%)::x(x—{—ﬂ(x—[—z;...(x+n—1)

bezeichnet. # ist eine ganze Zahl, x ist stetig veridnderlich.
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Folgende Formeln sind sehr leicht zu verifizieren:
n n—1
AF(@)=nF(x)=nz(x—1)x—2)...(x — (n — 2)),

SE@=n(— 1) F@)=nl— 12— 1)e—2)-.c—0—3) |

n - J—— !
A F (%) =mn!

sowle

e R O = s R

Man beachte die Analogie der Formeln (6) und (7) mit den Formeln
fiir die Ableitung einer Potenz mit ganzzahligem Exponenten, nimlich:

@) -1 ar(@®)
2 =nan und dxf—n!
sowie (n<0)
1
a (ﬁ) - (1 >n+1
J— = —nl— .
dx x

n n
Die Bedeutung der Funktionen F(z) und F (-;) tiir die Differenzen-
rechnung wird erst in § 3 deutlich hervortreten,
d) Differenz des Binomialkoeffizienten (z) .

Aus
4

erhilt man

x
n

- 0=0z)

)= !

a(7)=(",) ®)

e) Die Funktion 4”.
Bedeutet g eine reelle oder komplexe Zahl, so ist
A4a® =a"*1'—a"=a"(a — 1),
Aa"=a"(a— 1),
U A ©
A?laI:aQ?(a__,l)n‘
Ist allgemeiner @(x) eine Funktion von z, so wird
Aa¥@® —= gr@+1) __ qo0@ — go@) (ade@ — 1). (9’)
f) Die trigonometrischen Funktionen und Hyperbel-
funktionen,

Man berechnet zunichst
dsingzr=sin¢(zr--1)—siner=snaxz(cose —1)J-cosazsine
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Nach Einfiihren des halben Winkels —;—‘ erhdlt man

ASinux:ZSin%COS(x(iz"{—%) (10)

und durch Verallgemeinerung, wenn man
1 . L
cose (x+ -;) = sin (ax -+ 7~>
setzt,
A" sinocx::(z sin“) sin (ax—}— 73(“——7 ) (10"
Auf dieselbe Weise gelangt man zu der Verknilipfung

Acosax—cose (x4 1) —cosex = cosax(cose — 1) —sinezsine,
s o
um nach der Einfilhrung von <

L€ . 1 ;
Acosax:—zsm;sma(x—]——) (11)

2
zu gewinnen. SchlieBlich findet man, wenn man

—sine <x + %) durch cos (oc x4 ﬁ%—j>
ersetzt,

A"cosux:(zsin )cos(ux—}—n(“ n)> (11%)

Auf dhnliche Weise 1aBt sich der allgemeinere Fall
Asing(z) und 4cose(x),

wo ¢ (z) eine Funktion von z ist, erledigen.
Aus

4 sin ¢ (z) = sin [p () 4 4@ (z)] — sin ¢ (2)

4 cos ¢ (x) = cos [p (x) +- 4 (z)] — cos ¢ (2)
erhilt man

A'sin @ (x) == 2 sin— 49 cos [(p (@) +—5

und

Atp(x)
P R

4 cos @ (x) = — 2sin 4 ";(I) sin [zp (=) + A;p{(x)} J
Fir die Hyperbelfunktionen gewinnt man auf dem gleichen
‘Wege adhnliche Formeln:
A
4&in p (&) =2 Sin 222 of [ (2) +- 12 l

@(_x)} l (13)

4 Cof @ (x) = Z@in%@@in [(p (=) +
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§ 3. Die Summen.
7. Allgemeine Regeln.

Wihrend sich die Berechnung der Differenzen bekannter Funk-
tionen sehr einfach gestaltet, gehort die Ermittlung der Summe einer
gegebenen Funktion zu den schwierigeren Aufgaben der Differenzen
rechnung. Selbst in jenen wenigen Fillen, in denen mit den be-
kannten elementaren Funktionen das Auslangen gefunden wird, liegt
der Weg, der zu dem Ergebnis fiihrt, nicht immer klar zutage. Meist
aber definiert die Summe eine neue Transzendente, deren Eigenschaften
erst von Fall zu Fall erforscht werden miissen. Hierdurch wird der
Summationsproze3, dhnlich wie der Vorgang der Integration, zu einer
Quelle neuer Funktionsklassen. Die Anwendung der endlichen Sum-
men in der Mathematik ist eine vielfache. Fiir uns kommt in erster
Linie die Bedeutung der Summation fiir die Lésung linearer Diffe-
renzengleichungen in Frage.

Wie wir in § 1 gesehen haben, stellt die Summation die Umkeh-
rung der Differenzenbildung vor; wir werden daher zunichst den Ver-
such machen, durch Umkehrung der in § 2 gewonnenen Gleichungen,
Summenformeln zu entwickeln. Vorher sollen aber in Einklang mit
dem Vorgang in § 2 einige allgemeine Regeln der Summation klar-
gelegt werden.

Folgende Satze sind ohne jeden Beweis einleuchtend:

SOtz +u+..)dz=8y de+ §z, 424 §u, 4z, (1)

wo y_, z,, u, Funktionen von z bedeuten. Weiter gilt

S @)y, dz=w(2)§ y, 4=, (2)

wenn o (x) eine periodische Funktion mit der Periode 1 ist.
Aus der Formel fiir die Differenz eines Produktes (Gl (3) S.11)
folgt, wenn beiderseits des Gleichheitszeichens summiert wird,

Py @) =Sp@dy@Az+ S y@+1)dp@)dx
und daraus
Se@dy@)de=p @)y @) —SyE+1)dp@)dzs.  (3)
Gl (3) heiBt die Regel der Teilsummation oder partielle Sums
mation.
8. Summenbildung durch Umkehrung.

Wir gehen nun zu den eigentlichen Summenformeln iiber, wo-
bei wir die willkiidiche Zusatzfunktion w(x) der Einfachheit wegen
weglassen,
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a) Die Konstante ¢.

Scdz=cz, (4)
da

clx+1)—cr=c.
b) Die Faktoriellen F(z) und F (1),
Aus Gl (6) S. 12 geht unmittelbar
Sx(x—i_)(x—z)...(x—(n—z))sz%x(x—i)(x~2)...(x—(n—1))

hervor. Wir ersetzen noch # durch # 4 1 und gewinnen so die wich-
tige Summenformel

Se@—1)@—2)...(a—r—1) dz= 7z zle—1)@—2)...@—n). (5)
Gl (7) liefert durch Umkehrung fir #>>o0?)
S ! dg——1 ! . (6)
Izx-+1)xz+2)...x+n nx@t+1)@x+2)...@fn—1)
x kann alle positiven oder negativen Werte, ausgenommen Null

und die negativen ganzen Zahlen < x, annehmen.
Zahlenbeispiel. Mittelst Formel (5) soll die bestimmte Summe
7.

fo(x—1)(x——2)(x—3)Ax

-1
3

ermittelt werden. Wir erhalten nach dieser Gleichung, da »n=4 ist, wenn

. . 7 1 .
wir auf der rechten Seite zuerst T=—, dann T=— einsetzen,

Sl

x(x——1)(x—2)(x——3)Ax 1 (l.i.i._i..__ﬂ 1 (‘1 '—_3.f_5.~_7._9>

. s\z2'22 2 2/ s \2--2 2 2 2
' (s oy 2t
Ts\ o3z 32/l

Zur Probe bestimmen wir die Summe durch unmittelbares Ausrechnen.
7

o

x .
1) Fir n=o0 versagt Gl. (6), es tritt der Ausnahmsfall 84~ ein, der
eine neue Transzendente definiert. (Siehe S, 33) Hier tritt die bereits oben
erwihnte Analogie mit der Funktion z" deutlich hervor. Auch f—— be-

deutet einen Ausnahmsfall.
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1

. 1
Man achte darauf, daf bei der Bildung der Reihe x=—;, 5 %,

o [en

ge-

setzt wurde: Das der oberen Grenze% entsprechende Glied geh6rt nicht
mehr zur Summe, Siehe die Fufinote auf S. 7.
c) Die Summe des Binomialkoeffizienten <z) .

Aus Gl (8) S. 12 liest man ohne weiteres ab:

x x
S () ae=(,1,)- 7)
d) Die Funktion a&”.
Die Gl (9) aus § 2 liefert durch Umkehrung

Serde—=_2_, (8)

a—1

giiltig fiirr alle Werte a==1.

e) Die trigonometrischen Funktionen und Hyperbel-
funktionen.

Aus den Gl (12) S. 13 erhdlt man ohne Schwierigkeit mit
p(e)=az+-p
. . 1
sin(ex - f)=2 smggcos [a(x—]L-;) 4—,3} Az
und

cos (e x —+ f)= ~251n—S sm[ ( )—}—ﬂ]dm

Fihrt man eine neue Verinderliche z=x—]l—~2— ein, so gewinnt

man die Summenformeln

cos[a(z —3) +4]
Ssm(az—[—ﬁ) z__—ﬁzin?wm
und [ ( ) ] . (9)
sin |e z~:~ -+
Scos(uz—f—ﬂ)dz: zsin%

Mit Hilfe der Beziehungen

. 1 1
2 —_ - 2 — !
sin ax—2(1 coszex), cos ax_z(1—1—coszax)
. 1 .
singacosgr=—_sinzax

leiten wir noch die ‘Summenformeln fiir
Ssinffaxdx, §cos?exdxr und §sinexcoscxdz
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ab. Man erhalt:

. 1 1
Ssm‘*’axd:c——*?gAx—;gcoszuxdxz

fﬁsinrx(zx—ﬂ
2 4 sin e
x

8 cos%chw:%SAx—{—%S coszazdr == —[—Sin“(zx_”]. _(10)

4 sin &
cose(2x—1)

. 1 .
singzcosgxdr=—— \ sin2gxdx—=—— -
2 @ 4sing

Damit ergeben sich die hidufig gebrauchten Summenausdriicke

n+1

F

n
. . n—41 sine(z2n -1 sin
Esm"'ax:Ssm"awAw: +1_ sine( _'L )f-sine
2 4 sin o
=0 0
n ntl . .
n 1 Sme(2n 1 Sin r
_S. cos"ungcosgcxzdxz + + (znt1)+sine [(10))
=~ % 2 4 sin

n+t1

n
. . cosa(zn 1) —cose
Esmaxcosax:Ssmocxcosoca:Aar::— (2n A1)
=0 0

4sina

Fiir die Hyperbelfunktionen erhilt man in der gleichen Weise
wie oben:

| ©of |« (s — ) +5]
S@m(az—}—ﬁ)dz: z@inf‘z_ »
11
Ginfe(e—3) +4]
S Gof (wz--p) Az — s ot

9. Ganze rationale Funktionen.

Mit der Wiedergabe der Formeln (5) bis (9) haben wir alle Mog-
lichkeiten erschopft, aus den in § 2 abgeleiteten Differenzen durch
das Verfahren der Umkehrung, Summenformeln zu entwickeln. Dieser
Vorgang versagt bereits bei der Funktion z”. Doch liegt der Ge-
danke nahe, die Potenz durch Faktorielle auszudriicken, um die Sum-
mation durchfithren zu kdnnen.

Jede ganze rationale Funktion

f@)=ay+a, %+ ay2° +--- +a,a" (12)
kann durch Faktorielle in der Form
fle)=A,+ A,z +A,x(x— 1)+ Agz(c—1)(x—2) -
+4,z(z—1)...x—n—1) (13)
eindeutig dargestellt werden, wobei Ag, A,, A, ... A, Festwerte vor-
stellen. Zwecks Berechnung der Beiwerte A4,, 4,, ... 4, aus den
gegebenen Beiwerten g, @, ... a, gehen wir folgendermafien vor:

Bleich-Melan, Differenzengleichungen. 2
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Die k-te Differenz der Funktion f(x) in der Form (13) lautet
Af@)= A kk—1)...21+ 4, k+1Dk...3-22F---
+un—1)...(n—k—1)) A, x(x—1)...(c—(n—k—1)).
Setzt man nun «==0, so verschwinden auf der rechten Seite alle
Glieder bis auf das erste, da sie simtlich den Faktor z enthalten, und
man erhalt daher

k
4, = 2 kf!(O) : (14)

Ermittelt man daher aus der gegebenen Funktion f(x) in der Form (12)
die aufeinanderfolgenden Differenzen 4 f(x), 4*f(x) ... 4" f(x) nach
der Formel (1') von Seite 3, so erhilt man mit =0 der Reihe nach
die Beiwerte

AL PO N

== 1! , = —

2 2! 2T e n!

AuBerdem ist 4, =aq,.
Es ist somit

@) =a-+ =120 LT (1) ...

In dieser Form ist die Summation mittels der Formel (5) leicht
durchfiihrbar,
Wir nehmen als erstes Beispiel

) —=
und gewinnen nach Gleichung (5) mit % =1
8 vz = —x-(xo;“, (15)

die bekannte Summenformel der arithmetischen Reihe.
Mit
fl@) =a®

A1(0) =[x+ 1) —ag=1, _
2 1(0)=[(e 4 2P — 2 @+ 1) oy =2;

daher erhilt man
4, =47y 4, =410

1! 2!

wird

woraus, da A,=o0 ist,
fE)=2=2x+x(x—1)

1) Diese Gleichung stellt eigentlich nichts anderes als die bekannte New-
tonsche Interpolationsformel in Anwendung auf eine ganze rationale Funk-
tion dar.
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und somit

Setds—Fo@—1)+ +o@—1)@— 2)="2=0EI20 (46)
Ebenso leiten wir fiir
f(z)=2a
Af)=[(=+ 1 —2s=0=1,
Af0)=[E+2) —2@+ 1P +2",—0=06
Lf0)=[(+3—3@+2+3(@+ 1)3-w3]z=o=6

ab. Somit ist

41 0) A £ () 4%f(c)
A4,= o =1, 4,= =3 4, = 31 =1, Ad,=o,
womit f(x) in der Form
f@)=2*=z432@@—1)+z(@—1)(x—2)
erscheint. Die Summenbildung liefert schliefilich
] ‘
stsz?x(x~'l)—}—x(x—~1)(90—2)
2 — 2
+lo@e—)e—2)@—)="0 ()

Auf dem gleichen Wege findet man
Sx“dm: z@—1)(2ze— )32 —32—1) )
30
In allen diesen Formeln kann z jeden beliebigen reellen Wert
annehmen.
Beniitzt man die voranstehend entwickelten Summenformeln, um
die bestimmten Summen mit der unteren Grenze 1 und der oberen
Grenze # zu berechnen, so erhilt man folgende Formeln fiir die

Summe der Potenzen der aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen:
n—1

n(n—1)

2w =ttzds 4o t) =75

n—1
nn—1)(2 n:_Q

§x2=12+22+32+,,,+(n_4)e: :

Z—;xs:,ls_*_zs_*_?,s_{_“._}_(n (11,4—-1)2 ('18)

n—1
Dl at =t ot b gt (n 1)
1
_nn—1)(zn—1)(3*—30n—1)
= w0
Im folgenden Absatz 10 werden wir eine zweite Formel fiir die
Berechnung der Summe von z" kennen lernen.

2%
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10. Bernoullische Zahlen und Polynome.

Die Summe §nz?-'dx, wo n eine positive ganze Zahl, ist; wie
wir gesehen haben, ein Polynom #-ten Grades, das wir unter Hinzu-
fiigung einer bestimmten Konstanten mit B,(x) bezeichnen wollen.
Zur Berechnung von B, (x) schlagen wir hier folgenden Weg ein:
Aus der Definition der Summe folgt

B, @ 1)— B, (@)= nan1. (19)

Setzt man nun

Bn(x>::: onn —"-L Alxn_1 + tre —,— An—lx—I_An
und daher
B, (4 1) — Ag& 1)+ A, (6 )01 o 4, (@ 4-1)+ 4,
wo Ay, 4,...4, Konstanten sind, so entsteht, wenn man in der

Gleichung fiir B, (x 1) rechts nach der Binomialformel entwickelt,
die Differenz B, (x-1)— B, (z) bildet und nach Potenzen von z

ordnet,

et [ (1) o] +on= [ () A+ ("7 ] 4
i [(1) o+ (0 2)) 4+ ((2)) 4t
+(" T T A+ () o+<Z::>A1+---

1
+ () Auma] + [0 40+ G20 Ao A
Es muf3 daher, wie die Koefﬁzwntenverglelchung lehrt,
<1> dy=mn oder d,=1

sein, wihrend alle anderen Klammerausdriicke verschwinden. Wir
haben sonach

(Dt (2D A+ ()t + (7T =
t=2,3...1n).

Fithrt man neue Zahlen B, durch die Verkniipfung
A,,=<:L>B,, r=0,1,... n—1)
ein, und beachtet, daB3
n—2z " n T
(i—z) (z)z(z) (z)’
so erhdlt man folgende Gleichungen zur Berechnung der Beiwerte B,

() L) Bt () Bt () Bt +( 2 ,) B =0- (20)
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Damit ist eine Rekursionsformel fiir die Zahlen B, B,, B, usw. ge-
funden, die von # unabhingig ist, weshalb auch die B, von » unab-
héngig sind.

Wir erhalten schlieSlich entsprechend dem obigen Ansatz fiir B, (%)
die gesuchte Funktion in der Form

B, (x)=§o (%) Ban. (21)

B,, B,...B, sind rationale Zahlen, sie heien die Bernoulli-
schen Zahlen, Die Funktionen B, (x)=§#nz"~'4x nennt man
Bernoullische Funktionen?). Fir #=o0 wird B, (xr)=2B8, .

Jede der Zahlen B, kann aus ihren vorangehenden durch die Ver-
kniipfung (20), in knapperer Schreibweise

r—1

2(:)31‘:0’ v=2,3... (20%)

t=0

gefunden werden. Hierbei ist Bj==1 zu setzen.

Man berechnet so:

B,+2B,—=1-+2B,—o, By——~
1 1
Bo+3B1+3Bs=1*‘37+3Bs=°: By=+¢
6
B,+4B,-+ 6B,-}! 433———1—%—%;#433 ==0, B;=0

1
B,+5B,+10B,+10B, +5B,=1— >+
1

+o-+}+5B,=0, B4=_3_0
B,+ 6B, 4 15B,-}20B, + 15B,+ 6 B;
6 13 15
=1ﬁ7+—6—+o—3—0+635=0, B,=o0
In derselben Weise:

1 1 5
Beza, B,=o, BS=_33, B,=0, B,=¢-
Die Bernoullischen Zahlen nehmen bis B, ab, um von da an sehr
rasch zu wachsen.

1) Jakob Bernoulli hat sich um 1680 mit dem Problem der Summation
der Potenzen der ganzen Zahlen beschiftigt und. die allgemeine Form fiir
2" ohne Beweis angegeben. Die Bezeichnung Bernoullische Zahlen
rithrt von Euler her.
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Nach Formel (21) ergeben sich die ersten Polynome wie folgt:

By@=1, B,@=2—+, B[@=2(—1)+=,

Bs(x)=x(x——1)(x——%), B,(x)=2(x — 1) ——,

Der Vollstindigkeit halber mdgen einige kennzeichnende Eigen-
schaften der Bernoullischen Polynome, die in der Differenzen-
rechnung eine wichtige Rolle spielen, aber auch in anderen Teilen
der Mathematik Bedeutung haben, kurz dargelegt werden.

Differentiiert man Gl. (21) nach z, so entsteht

4B, (z) - — s n—1 .

Tdx = Bynan 1+Bn< )xn 3-}—---—%—%(”“1)3"_1,
es gilt daher die einfache Verkniipfung
4B, (@)

dz ’:”Bnﬂ (x) (22}
Umgekehrt folgt aus dieser Formel
z+1
B, (dz— DBt EEN=Ban® _ on

n1

Setzt man bei % >0 der Reihe nach x=0,1,2,...2.—1 und
addiert, so entsteht

123 (A1) = IB (2) dz_L‘S'fi——"—‘i.

x

Damit ist der Zusammenhang zwischen den Bernoullischen Poly-
nomen und den oben abgeleiteten Summenformeln fiir die Potenzen
der ganzen Zahlen aufgedeckt.
Aus der Definition der Summe in Abschnitt 2, GL (5') S. 5 folgt,
wenn wir y =71 setzen,
f@)=@—1)r14 (x — 2)»~ 1 |-
fat=anif@—t)pt oo,
fla1)— fle) =2
folgt; ebenso kann aber angesetzt werden, Gl. (5) S. 4
M@=l ],
fetN—=—I[+ )+ @+,

so daBl wieder

woraus

P+ 1)~ Flg)=an-t

ist.
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Nun kann in unserem Falle f(z) aus f(z) erhalten werden, wenn
man in f(x), « fir 1 —x substituiert. Es wird dann

f(1 ——x)=(1 —F — 1)”‘1+(1 —«xﬁz)n—l_'_...
=(—Dr @ ) 4]
(1 —2) = (—1)" T ().
Ist also B, (x) eine Losung der Gleichung
flet+1)—fl@)=nzr1,

so ist auch (—1)" B, (1 —x) eine Lésung dieser Gleichung, weshalb
die fundamentale Beziehung, der sogenannte Erginzungssatz der
Bernoullischen Funktionen

B, (¢)=(—1)"B,(1 —2) (23)

oder

besteht.
Die Linie B, (x) ist daher fiir gerade = symmetrisch zu

der durch :c=—: gehenden Ordinate und fiir ungerade =

spiegelsymmetrisch zu Punkt x=%.
Filhrt man in Gl (23) =0 ein, so wird fiir ungerade »
B,(0)=—B,(1);
anderseits gilt aber fiir » >>1 auch die Definitionsgleichung
4B, (x)=nz"1,
die mit x=o0 die Bedingung
B,(1)=38,(0)

liefert. Beide Gleichungen kénnen nur erfiillt sein, wenn B, (0) und
B, (1) Null sind. Da B, (0)=B,, so gilt, daB alle Bernoullischen
Zahlen mit ungeradem Index, n>1, Null sein miissen. Bei
geradem Index ist B, (1)=B,,. In Abb. 2 bis 5, S. 24, sind die Poly-
nome B, (z), B,(x), B,(z) und B, (%) dargestellt. Alle Polynome mit
ungeradem Zeiger # >3 haben fir o <x <1 drei Nullstellen bei
=0, 12—, 1.

Zum Schlusse wollen wir noch eine Potenzreihendarstellung der
Funktion

1

et —1

fie)=

vorfilhren, in der die Bernoullischen Zahlen als Koeffizienten auf-
treten, da wir von dieser Entwicklung an anderer Stelle Gebrauch
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machen werden. Fiihrt man in f(¢) die Division wirklich aus, so er-
hilt man zunichst folgende Glieder
1 1

=t P

Wir setzen daher, um die allgemeine Form der Koeffizienten der Ent-
wicklung kennen zu lernen,

it at) @Fat et ao4.)—1,

720

b, (z)
[
{ Byl
| | \ P |
| x 2 I Z
o |§ 4 g \L/ 7
|
Abb. 2. Abb. 3.
7 27]'\ 7 ~4 _}j —
Abb. 4. Abb. 5.

fiihren die Multiplikation aus' und gewinnen, wenn wir die Glieder
mit gleich hohen Potenzen von ¢ zusammenfassen,

(@R e (S
+ti_1(%+€ )v—l'(z_z)'_{— +Ai—l>+ =1.

Zur schrittweisen Bestimmung der Beiwerte 4 haben wir daher die
Gleichungen

+(1_1)!+(1_2)y+ +Ai——: , i:2,3,4...
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wobei Aj=1 ist. Wir setzen jetzt
B,
4,=_3,
und erhalten

a0t

Diese Gleichungen stimmen aber genau mit der oben gewonnenen
Rekursionsformel der Bernoullischen Zahlen, Gl. (20), tiberein. Die
hier eingefithrten Zahlen B, sind daher die Bernoullischen Zahlen.
Es folgt somit fiir £(¢) die Reihendarstellung

1

A - R RS LRS- LR (24)

Die Beiwerte dieser Reihe ;’1 nehmen stetig ab. Es ist

Bzy (z2v—12)! 1

2

lim =
Bay—2 2! 4n*

e

daher konvergiert die Reihe, wenn [¢|<27.

11. Gebrochene rationale Funktionen.

Die zu summierende Funktion habe die Form
n
. 1 G
fE=e@ I, \i=.e rnerawTn
wobei @ () ein Polynom vom m-ten Grade ist, wihrend der Nenner
vom Grade # 41 ist. Drei Fille miissen unterschieden werden:
1. m<m, 2. m=mn, 3. m >n.

Im ersten Fall 1iBt sich die Summe durch rationale Funktionen
darstellen, im Falle 2 und 3 ist dies im allgemeinen nicht mehr mdog-
lich. Wir betrachten zunachst Fall 1, wo m < #n ist.

1. Fall, m<n. Mit Riicksicht auf die Form des Nenners liegt
es nahe, dem Zihler die Gestalt

PO At Al a0
Ao b )@t — k1) 4
A4, )~@+n~m+w
zu geben. Die Ermittlung der Beiwerte A4,, 4,...4,, erfolgt durch
ahnliche Uberlegungen wie oben.

Wir bilden die aufeinanderfolgenden Differenzen der Funktion ¢ (x)
und finden fiir die k-te Differenz, wie auf S. 18 oben,

A*p(x)=A k(k—1)...2- 1+ 4, (k+DEk...3-2@F )+
+mim—1)...;m—k+1) 4, @& +n)...(cn—m-k-F-1).
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Setzt man jetzt x=-—mn, so werden im Ausdruck fir 4*g(z) alle
Glieder bis auf das erste zum Verschwinden gebracht, und man erhalt
fir den Beiwert 4, die Beziehung

A (—mn
4, =220 (25)

Die Differenzen A* ¢ (— #) kénnen wie oben mittels der Formel (1)

S. 3 aus dem Zihler ¢(x)=a,-}a,x|a,2° 4 .- J-a a7 leicht

berechnet werden. 4,—=4,. Man erhil: schlieBlich f(z) in der Gestalt
AO Al

+ =
und daraus
— 4,
gf(x)dx':Tx(x—l—ﬂ (x—}—n—1)+ (n——1)x(x—|—1) (x—}—n—z)jL'“
— 4,
SRR I Yy sy Faarp—— (26)
Beispiel: Es sei
) P31
FO = e et DT
Hier ist n =3 und m=2z. Aus @ () = 2% 4 3 2|1 bestimmt man zun&chst
A28 e dsetn—=—3z| =—2,
z=-3
Lo A laqor i@t —2@t 123+
—|—x2—}-3x} =1..
z=-3
Sonach ist
f@)= e e et e
T DEF)ELy) sEd NG sEtD)

Die Summation ergibt
—2 —1
Sf(a;)dx 3x(x—}—717(—9r::i—2) 2x(z+1)+—x_’
oder nach Zusammenfassung
8_”ﬁiitﬂ 3@ f6a41
et D@t @ty ? 3@t 1)@+ 2)

2. Fall, m=mn. Wir gehen genau so vor, wie vorstehend ge-
schildert, und erhalten, wenn wir m =—#» setzen,

- —4
Sf(x)d-’”—" nx(@—+1)... @fn—1)
— 4,

+ m—x@t1).. (x—{—n——z) Tt 4, 8 ) (27)
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Die im letzten Glied der Reihe enthaltene Summe 148t sich nicht
mehr durch die bekannten Funktionen in geschlossener Form aus-
driicken, sie stellt eine neue Transzendente dar, deren wichtigsten
Figenschaften in 13 und 26 dargelegt werden sollen.

3. Fall, m>#n. In diesem Falle liBt sich f(x) in eine ganze
und in eine gebrochene Funktion zerlegen. Die ganze Funktion wird
nach dem in ¢ angegebenen Regeln summiert. Die gebrochene
Funktion fillt dann unter Fall 1 oder 2.

12. Anwendung der Regel der Teilsummation.

Hat f(x) die Form

fl@)=a"p (),
wo ¢ () eine ganze rationale Funktion vom Grade m und a ecine be-
liebige reelle oder komplexe, von 1 verschiedene Zahl ist, so laBt
sich die Summe unter Anwendung der Gl (3), S. 14, auf folgende
Weise finden. Wir setzen:

a=Ady@x)dz,
somit ist

a®

v (®)=—;

und daher gemiB Gl (3)

a*

Sazqa(x)dx=<p(z)——~———a— aAAAdp)dx.

a—1 a—1
In der rechts vom Gleichheitszeichen stehenden Summe ist 4 ¢ (%)

vom Grade m —1. Wendet man daher den gleichen Summations-
prozeB auf diese Summe an, so erhilt man

Sa’w(w)dx=¢(w);fﬁq—4<p(x)(;“”_—i‘)—g+(a—f—_7)zga”m¢(x)4x.

Nach - maliger Wiederholung dieses Prozesses gelangt man zu
dem Ergebnis

av+1 avte

Saw(p(m)Ax-—:(p(x) il — A () M—HF_*_AQ(p(x)GTi—)ﬁ_."

a—1

a®+m
+ Amp (@) g =i

x

oder nach Herausheben von py—

gaz¢(x)dx=ai1 [(p(x)—ajqA‘P(x)"l“(aiiydg‘?’(x)_”'
N EAICINC

a—1
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Setzt man z. B.
flx)==%a",
so wird:
@ (x) =%, dp@E)=z2z+-1, A*p(x)=2
und daher

S x?awa:;%.[xa_(zx—}—i)aii +2<aii>2]'

GL (28) enthalt auf der rechten Seite innerhalb der Klammer
eine ganze rationale Funktion vom m-ten Grade, falls ¢ (z) vom
Grade m ist. Sie hat daher die Form

Sdp@)de=ad"[Ady+ A, x4, am].
Gibt man nun der Zahl @ komplexe Werte, setzt man also

az = Qw eiaﬁ 5

so wird

Sefdicrp@)de—=geer[A A, x+ -+ 4,2
und ebenso

SE et p(@) dr—geinn[A) + A, at o 4,/

Aus beiden Verkniipfungen konnen durch Addition und Subtraktion
die Formeln

Se°p(@)cosax dx="[R, cosax R, sinex],

S @) sinex dx=¢"[R, sineax — R, cosaz] ,}

(29)

wo R, (x) und R,(x) ganze rationale Funktionen vom m-ten Grade
vorstellen, leicht abgeleitet werden, Ist ¢ (z) gegeben, so konnen die
Koeffizienten in R, und R, mittels des Verfahrens der Koeffizienten-
vergleichung leicht bestimmt werden.

Mit @(z)==1 z B. werden R,=A4, R,— B Funktionen vom
Grade Null.

Es ist daher

Se*cosez dz=9"[A cosax | Bsinez],

und wenn man rechts und links die Differenz bildet,
g cosex=0""*[A cose(x+ 1) Bsina (x4 1)]
— 0" [A cosaz - Bsinax]
="cosax[4 (¢ cose— 1)+ Bgsine]
+ o°sinex[— A gsine 4 B(gpcose —1)].
Zur Ermmittlung der Beiwerte 4 und B verfiigen wir somit iiber die
beiden Gleichungen
A(ocose— 1)+ Bosina=1,
— Agsine--B(gcose—1)=0,
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aus denen

cos o — i
A =7L__a__1__ und B—_—_—_._ﬂn_a__. I
02— zpcos -1 o?—2pcosa—1

hervorgeht. Wir gewinnen damit die Summenformeln:

z (0 cos @ — 1) cos ¢ x -} o sin o sin & 2

e?—z2pcosa-1
« (0 cos ¢ — 1) sin ¢ & — g sin « cos o x

x .: [
SQ sinexdx =g o®—z2gpcos a1

Wir betrachten weiter die Funktion f(¥)==xzcosex. Da ¢ (z)
jetzt eine lineare Funktion darstellt, so miissen auch R, (x)und R, (x)
lineare Funktionen von x sein. Wir gehen daher von dem Ansatze

Szcosexde=(A-}FCx)cosex~+ (B4 Dx)sinex

mit g=1 aus und finden, wenn beiderseits des Gleichheitszeichens
die Differenz gebildet wird
zcosex=(4+4 C@-1))cose(x+ 1)+ (B4 D (x - 1))sina(x -} 1)

— (44 Cx)cosex — (B Da)sinex

=[(A+ C)cose—+ (B -+ D)sine — A] cosacx
~+[—(4 4 C)sine 4 (B+ D)cosae — B]sinax
~+[C(cose¢ —1) 4 Dsina]xcosex -+ [— Csina
+ D(cosee—1)]xsinax.

b

8 g°cosexdx =7
(30)

Die Beiwerte A, B, C und D erhdlt man sonach aus den vier
Gleichungen
C(cose— 1)+ Dsine=1,
Csing — D(cose¢—1)=0,
A(cose — 1)} Bsinae+ Ccose | Dsine=o,
— Asine+-B(cose —1) — Csine Dcose=o0.

Die Auflésung liefert
- 1
T 2(1—cosa)’

1 sin a
C__—;’ T 2(1—cosa)

=0,

und damit die Summenformeln

1 |
xcosuxAx:m [xcosa(xf— 1)—(x— 1)cosuxJ s

S
stinaxdx:—h‘l—— [xsincx(x—d)—(x—— 1)sin¢xx] .

2(1 —cosa)

(31)
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13. Unmittelbare Summation und Euler-Maclaurinsche
Summenformel.

Wir haben im vorangehenden einige Funktionen erértern konnen,
deren Summation sich mit elementaren Hilfsmitteln durchfiihren lieB.
Nun ist aber die Zahl jener Fille, wo die Summe eine elementare
Funktion oder eine bekannte Transzendente darstellt, deren Verlauf
auch durch Tafeln gegeben ist, duBerst gering. Es scheint also zu-
nichst, daB man in jenen Fillen, wo das vorgelegte Problem auf eine
nichtbekannte Summe fiihrt, vor einer Schranke steht, die den An-
wendungsbereich der Differenzengleichungen, und diese erfordern zu
ihrer Lésung vielfach die Durchfiihrung von Summationen, begrenzt.
In Wirklichkeit steht die Sache aber nicht so ungiinstig. Abgesehen
davon, daf3 bei praktischen Aufgaben zum groflen Teil mit den oben
dem SummationsprozeB3 unterworfenen Funktionen das Auslangen ge-
funden werden kann, ist bei der Uberzahl der Anwendungen der
Geltungsbereich der zu suchenden Funktion auf ganzzahlige Werte des
Argumentes eingeschrinkt, wobei dieser unstetige Bereich meist nur
kleine Werte von x umfaBt. In solchen Fillen kann aber der Summen-
wert mit verhiltnismiBig geringem Arbeitsaufwand durch unmittelbare
Summenbildung gewonnen werden, so daB der tafelmiBigen Auf.
stellung der Funktion F(x)=§f(®) 4« innerhalb des in Frage
kommenden Gebietes nichts im Wege steht?).

Wir beniitzen hierzu die auf S. 6 fiir ganzzahhge z aufgestellten
Beziehungen, Gl (7) und (7'),

F(z)=Sf@x)dz=f (x~1)+f(x—2)+-~+f(k)+c’[

fir Werte von x> k;

F@=$ () 4= — [1(&)+ Fla+ 1)+ -+ (8] +-C |
fir Werte von z <k,

wobei es gleichgiiltig ist, bei welchem Gliede man diese Reihen ab-

bricht, da ja die Zusatzkonstante C willkiirlich ist. Man wird sich

hier von ZweckmiBigkeitsgriinden leiten lassen, und vor allem darauf

sehen, daB3 keines der Summenglieder unendlich wird.
Man betrachte z. B. die Summe

F(x)-—~5mdx=(x—1)—}— -+2-4-1-+4o0,firz>o0;

(32)

SxAx——x—(x+1;— c—2—1—o,firz<o.

Hier ist als letztes Glied f (k) ={f(o)=o0 gew#hlt. Man erhilt somit
firr= —¢4 —3 —2 —1 [¢] 1 2 3 4 5
Flx)= 10 6 3 1 o o 1 3 6 10

1) Die Einschrinkung, dafi x ganzzahlig sei, ist natiirlich nicht unbedingt
notwendig. Die unmittelbare Summation ist auch durchfiihrbar, wenn Y, fiir
ein System kongruent gelegener Punkte z vorgegeben ist.
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oder die Summe

F(x)_—_gxsm 4Ax~—(x-—1)sm 1)—f—(x 2)sin'7i(x_f_f)+...
n n
+1sinZ 40, firz>o;
n
F(x):gxsinnxAx:—xsinﬂ—(x+1)i’£9i?2_
e n n "
-—1s1'r1’7f—o,ﬁirx§o.
n
Man erhilt dann z. B.
. . —1
fir x=mn F(x):o+1sxng+--~—{—(n—1)51n(%ﬂ,
. 1 2z
fii = = in = 2 sin ——
rr=3 o+151nn—f~ sin —-,
" ) 1
fiir x =2 =o+1smﬁ,
fiir x =1 =o,
fir z=o0 =o,
fiir x=—1 =—1sin7—z+o,
n
. . 27 .
filr x=—2 =-—2sin——1.sin-—o,
: n n
fiir 2= —n :-—nsinf__...A1sin7_t_o'
n n

Die Summenformel von Euler-Maclaurin.

Wenn auch das eben angegebene Summationsverfahren in den
meisten Fillen geniigen wird, so erscheint es doch erwiinscht, eine
Formel zur Verfiigung haben, die es gestattet, die Summengréfe fiir
groBe Werte von x rasch zu berechnen. Die von Euler und wahr-
scheinlich unabhingig von ihm auch von Maclaurin gefundene Formel
fihrt die Berechnung der Summe §f(z) 4z auf die Auswertung eines
unbestimmten Integrals und auf eine in den ersten Gliedern meist sehr
rasch konvergierende, halbkonvergente Reihe zuriick.

Zur Ableitung der Euler-Maclaurinschen Reihe gehen wir von dem
auf S. 7 angegebenen symbolischen Ausdruck fiir die Summe einer
Funktion y, aus, ndmlich

Sy,ae= (e 1) s, (33)

Unter Beniitzung der Gl (24) auf S. 25 146t sich die rechte Seite
von (33)in folgender Form entwickeln:

a1y, B, B,dy, B,d%y
Syzdz— +1‘yz_}_;g! dz+4! dzz+"’
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Da d—;’y, nur die symbolische Form fiir [y dz ist, so erhalt die linke

Seite der vorstehenden Gl, wenn man noch alle Glieder, die auf das
Glied mit B,,_, folgen, durch das Restglied R,,k ersetzt, folgende
Gestalt, wobei mit Vorteil die Summe als bestimmte Summe mit der
oberen verdnderlichen Grenze x und der unteren willkiirlichen aber festen
Grenze a aufgefaBt werden kann:

x @

Sy dz=Ct [y, ds+ Ly 4 2ty + 2y 4

a a

Byy_ —
+(ZT——‘22)‘-’y-’t(2” 3)+R2n' (34)

Die Konstante C wurde hinzugefiigt, da die untere Grenze des In-
tegrals willkiirlich ist. Das Restglied R,, 1Bt sich in der Gestalt

z

Byn Q . C@n-1)
R“‘”:(zfz)zéyzizl dz. (64

a

darstellen, wobei 1 ein zwischen o und 1 gelegene Zahl ist!), Die
Konstante C hingt von der Wahl der unteren Grenze ab und ist von
Fall zu Fall passend zu bestimmen.

Da sich in den meisten Fillen auch die im Restglied auftretende
Summe nicht in geschlossener Form darstellen 1iBt, so moge hier
noch eine andere Form des Restgliedes angegeben werden, die in
vielen Fillen wenigstens eine Abschitzung desselben ermoglicht.

Bezeichnet man mit M den GroBtwert, den die (2n—1)-ste
Ableitung der Funktion y, im betrachteten Bereich a < z< z an-
nimmt, so ist

T
Syerv<(z—a)u
a
oder, wenn man mit p einen echten Bruch bezeichnet,
Ry, —p 22 (2 — a) M. (34")

Die Reihe (34) konvergiert in der Regel in den ersten Gliedern
sehr rasch, von einem bestimmten Gliede angefangen, kann sie aber
divergieren, da die Bernoullischen Zahlen eine divergente Folge bilden.
Nichtsdestoweniger liefern in vielen Fillen die ersten Glieder bereits
sehr genaue Werte der gesuchten Summe, da der Rest R,, oft kleiner
ist als das letzte Glied der vorausgehenden Folge. Gl. (34) stellt eine
halbkonvergente Reihe dar. Zur bequemeren Benutzung fithren wir

1) Niaheres tiiber das Restglied findet der Leser z. B.in Schlémilch:
Theorie der Differenzen und Summen. Halle 1848.
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noch die Werte der Bernoullischen Zahlen in (34) ein und gewinnen
so die Formel

@ z

1 1 1
SyzdzzC—Il—fyzdz—;yx+i;yx’_}-2;yx”’
@ a

1
- [(:) [ — Y ()
*— 3oz4oy 1209600 Yz + (35)
Beispiele:
x
. 1 .
1. Entwicklung von S Zﬁ Mit y, =- erhilt man fiir die (z»-| 1)-ste
Yz 2
Ableitung
2 1-2-3...2v+1
y;‘)v+1)=_ -———?”—;—2—}_—, (r=o0,1, 2.. .),
daher :

N[k
N

1
= Ot — e Ge T haos T asee T

z
1
- Um zunidchst einen Ndherungswert von C zu bestimmen, setzen wir v =10 .

Man erhilt dann, wenn man links unmittelbar summiert und als untere Grenze
z=1 wihlt,

1+1+...1-_-c+1g1o_ og+

oder, wenn nur so viele Glieder beriicksichtigt werden, als zur Bestlmmung der
sechsten Dezimalstelle notwendig sind

2,8289682 = C -} 2,302 5851 — 0,05 — 0,000833 3 - 0,0000008 ,

1
210 121 120. 104 252«10"+"'

woraus
C 20,577 216

hervorgeht. C heifit die Eulersche Konstante. Den genauen Wert dieser
Konstanten erhilt man, wenn man in der obigen Reihe x> 00 setzt, mit

c=tim (1 42+ 4o 4 3) —er
>

Betrachtet man « als stetig verinderlich, so definiert unsere Reihe eine
im engen Zusammenhang mit der Gammafunktion (siehe S. 125) stehende
eindeutige Funktion, die sich, wie wir in 2§ zeigen werden, in allen Punkten,
ausgenommen die Punkte x =0, —1, —2..., wo sie unendlich wird (ein-
fache Pole), reguldr verhdlt. Sie wird mit 2lf(:v) bezeichnet. Fiir positive x
ist ¥ (x) durchwegs positiv und endlich. Ist x eine ganze Zahl, so besteht die
einfache Entwicklung

F@=—Cc+(+ip. 1)

Fiir beliebige « gilt die Definitionsgleichung
&4
z
T )=—CH S -
1

2. SA—:, wenn p eine ganze Zahl > 1 ist.
2

Bleich-Melan, Differenzengleichungen. 3
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Da die (2 » 4 1)-ste Ableitung jetzt

1 P

ist, so gelangt man zu der Entwicklung

x

Az p—1 1 1 p 1 p@+1)@+2)

N7 = T T el T ¥3 -
" x?— 227 122? 720 z?

Mit p =2 z. B. erhilt man

z

Az 1 1 1 1 1
L= C e —— T b
(;z“‘ x 2z 6x3+3ox5 42x7+

Um C zu bestimmen, setzen wirz=00. Man hat dann
1 1 1
ainn ¥ +-=C

und da die Summe der linksstehenden unendlichen Reihe bekanntlich % ist,

2

so ist C bestimmt, Es gilt sonach

z
Az a1 1 1+1 1+
Q276 ‘'z 2a° 628 3025 4227

1



II. Die gewohnlichen linearen
Differenzengleichungen.

§ 4. Allgemeine Eigenschaften.
14. Einleitung.

Ist z eine beliebig verinderliche GréBe und y_, ¥ .., ¥, ,... die
Werte der Funktion y=f(x) an den Stellen z, 21, 2{-2...,
so haben wir eine Gleichung von der Form

¢(x’ Ve> y;r;+1"'ya:+n):O’ (1)

eine Differenzengleichung genannt. Wir beschrinken unsere Unter-
suchungen ausdriicklich auf den Fall, daB « reell und die Spanne
dr=1 ist.

Stellt die linke Seite der Differenzengleichung eine lineare Funk-

tion von y_, ¥, ,...¥,,, vor, hat also die Gl (1) die Gestalt

Zp; Yetri ™ U:c
=0

oder, ausfiihrlicher geschrieben,

ﬁ:gyx—f'—p:;ym-#l+Piy$+2+"'+p2yx+n:(]m’ (2)

wobei die p, und U_ Funktionen von z oder Festwerte sind, so heiBt
eine solche Gleichung eine lineare Differenzengleichung. Die
GL (2) heiBt eine Differenzengleichung #-ter Ordnung, wenn
sie. mindestens die Glieder y, und y, , enthilt. Ist der kleinste
Zeiger -+ k, wo k positiv oder negativ sein kann, der groBte x - n,
(k und n ganze Zahlen) so ist die Ordnung der Gleichung n —k%.
Durch die Substitution z=2 -} & kann die Gleichung auf die Normal-
form (1) gebracht werden. So geht z. B.

ym—ﬁ‘l’_cy:c—l_yz—}—l:xg g%
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mit z=2a — 2 in die Gleichung dritter Ordnung

! _ 2
Y. +cyz+‘z T Y:+3 —(Z—I— 2)
iiber.
Es sei noch ausdriicklich darauf aufmerksam gemacht, daf bei Differenzen-
gleichungen, die die Differenzen selbst enthalten, also die Form
F(x) Yo s Ay.z-' . 'A"y:c)zo

haben, die Differenz hochster Ordnung keineswegs immer die Ordnung der
Differenzengleichung bestimmt.
Die Differenzengleichung

Ay, 4y, +c=o0
z. B. liefert nach Einfiihrung der aufeinanderfolgenden Funktionswerte eine
Gleichung von der Form
Vots—3¥stre+3Ver1=—20,
die nach den obigen Erdrterungen aber blof von der zweiten Ordnung ist.

Ist die rechte Seite der Gl (2) Null, (U, ==0), so nennt man die
Gleichung homogen, im anderen Falle nichthomogen oder voll.
stindig. Die rechte Seite der Gl (2) bezeichnen wir, falls sie von
Null verschieden ist, auch als Belastungsglied.

Wir werden uns in diesem Buche nur mit den linearen Differen-
zengleichungen beschiftigen, da nur diese Klasse von Gleichungen —
im ibrigen die einzige Klasse von Differenzengleichungen, deren
Theorie einigermaBen ausgebaut ist — in den Anwendungen eine
Rolle spielt.

Eine Funktion #=f(x), die die vorgelegte Differenzengleichung
fiir alle Werte von z identisch befriedigt, heiBt eine Partikularls-
sung der Differenzengleichung. Wir setzen hierbei voraus, daB
eine solche Losung iiberhaupt besteht.

Ist nun 7, eine Partikularlésung einer homogenen linearen Diffe-
renzengleichung

n
285 Yori =10,
=

so ist auch, wenn C ein beliebiger Festwert ist, C7, eine Losung
dieser Gleichung, da

n n
iE:oP; Crpyi= Cg);b; Npii;=0.

Wir kénnen aber noch weiter gehen. Bedeutet w(x) eine willkiir-
liche, aber periodische Funktion mit der Periode 1 (periodische Kon-
stante), so finden wir, daB auch

o (2)1,
eine Lésung der vorgelegten Differenzengleichung darstellt. Denn die
Einfithrung liefert, wenn wir jetzt ausfiihrlicher schreiben,
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Pﬁw(x)’?z“}“ﬁw(‘”’,“1)’7z+1++P:w(x+”)nz+n
= @) [P0, + OL oy P2 ral»

da bei jeder periodischen Funktion mit der Periode 1

o@=0kt+1)=o@+2)==w@tn)
ist.

Eine Partikularlésung einer homogenen linearen Differenzenglei-
chung ist daher durch die Differenzengleichung allein bis auf einen
willkiirlichen Faktor w(z), der eine periodische Funktion von z mit
der Periode 1 ist, definiert. In besonderen Fillen artet die periodische
Funktion zu einer Konstanten aus. Es miissen daher im Einzelfalle
noch weitere Bedingungen vorgegeben sein, um die zunichst will-
kiirlichen Beiwerte w (z) der Partikularlésungen festlegen zu konnen.

Wir wollen nun eine grundlegende Betrachtung, die das Wesen
linearer Differenzengleichungen betrifft, anstellen. Ist die Aufgabe, die
auf eine Differenzengleichung fiihrt, so geartet, daB die Funktion y_
nur einen Sinn an bestimmten ausgezeichneten Stellen hat, z. B. in
den Punkten z=—o0, 1, 2, 3...n, d.h., hat die Variable z einen
unstetigen Bereich, so kann auch die Funktion o (x) nur einen Sinn
in den ausgezeichneten Punkten besitzen. Es geniigt daher, wenn wir
w (x)==C setzen, wo C ein von z unabhingiger, also konstanter Bei-
wert ist, welcher Beiwert so lange willkiirlich bleibt, als nicht noch
weitere aus dem Wesen des vorgelegten Problems flieBende Angaben,
sogenannte Nebenbedingungen hinzutreten, die eine Bestimmung von o
ermoglichen. Ein Beispiel mége das eben Gesagte besser erldutern.

Liegt z. B. die Differenzengleichung erster Ordnung

VYo~ @Yuyp1 =0 (3)
vor, wobei der Bereich der Verinderlichen z auf die Stellen
x=:+—2, —1, 0,1, 2...
beschrinkt sei, und wird diese Gleichung durch die Losung g, be-
friedigt, so folgt, wenn der Wert der Losung fiir irgend einen Punkt,

2. B. fiir den Punktz == 0 mit 5,==c gegeben ist, aus der vorgelegten
Differenzengleichung zunachst

Mo ¢
"71_——__—:—

a a’

der Wert von #,, und damit ebenso
1 ¢
Na =M~ z&»

usw. Die Konstante C hat hier den Wert y,==¢. Durch die Diffe-
renzengleichung und durch den vorgegebenen Wert der Funktion y,
in einem Punkte ist die Funktion y, vollstindig bestimmt.
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Als einfaches Beispiel einer Funktion mit unstetigem Bereich
von z erwihnen wir das folgende:

Die Ermittlung der Stabkrifte in einem Paralleltriger mit gekreuzten
' Streben, Abb. 6, der bei
n Feldern n-fach statisch
unbestimmt ist, fithrt auf
eine lineare Differenzen-
gleichung zweiter Ord-
nung, deren Losung die
unbekannten Strebenkrifte D,, D,... D,...D, liefert. Hier kann
die Verdnderliche z nur die ganzzahligen Werte 1, 2...# annehmen;
da nur Werte der Unbekannten, wie D,, D,... D, einen Sinn haben.
Die GroBen D sind nur fiir einen unstetigen Bereich, der sich auf
die Punkte z==1, 2...# reduziert, definiert,

Nun wollen wir aber den allgemeineren Fall betrachten, wo x alle
moglichen Werte annehmen kann, wo also z in dem in Betracht kom-
menden Bereich eine stetig verdanderliche GroBe ist. Stellen wir uns vor,
daf die Funktion, die durch die oben als Beispiel erwihate Gl. (3) definiert
ist, fiir ein bestimmtes Intervall, z. B, fir die Spanne x =0 bis z=1
(Punkt 1 selbst ausgeschlossen) vorgeschrieben ist. Bezeichnen wir
diese vorgegebenen Werte im Intervalle 0 < o<1 mit 7,, so folgt fiir
— irgend einen Punkt des

7= .
. /'\[/1 nichsten Intervalls aus der

Differenzengleichung (3)

Jr 2 Iz I,

Abb. 6.

l )
\ | 1 << 2: Y, = ’%
7= l Vst } 7z2z und fiir einen Punkt des
! | dritten Intervalls B
7 T ! Jz usw.
fr L , L p | In Abb. 7 ist die ge-
I Abb? ' a gebene Funktion 7, im

Intervalle 0 < <1 durch
eine stetige Linie dargestellt. Geht man von einem beliebigen Punkt
dieses Kurvenstiickes mit der Abszisse  aus, so liefert die Diffe-
renzengleichung
Yp— 4 ya;+1 ==0

den zu diesem Punkt kongruenten Punkt im zweiten Intervall. Damit
ist auch fiir das zweite Intervall, Punkt 2 ausgenommen, der Verlauf
von y_ festgelegt. Mit den Werten des zweiten Intervalles konnen die
zwischen 2 < x < 3 liegenden Werte von y_ bestimmt werden, usw.
Durch die Differenzengleichung (3) und durch den vorgegebenen Verlauf
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im Intervall o << 1 (Randbedingung) ist der gesamte Verlauf
von y_ eindeutig bestimmt. Die Abb. 7, sowie die oben durchgefiihrte
rechnerische Bestimmung von y, 1aBt aber erkennen, daB y, im allge-
meinen keine analytische Funktion von # sein wird. Wir haben uns mit
den voranstehenden Uberlegungen lediglich die Existenz einer Lésung
der vorgelegten Differenzengleichung klar gemacht. Daf3 aber mit einer
solchen nicht analytischen Losung, die in jedem Intervall durch eine
andere Formel definiert ist, nicht viel anzufangen ist, liegt auf der Hand.
Es ist daher die Aufgabe der Theorie der Differenzengleichungen
durch geschickte Wahl von 7,, d.i. der angenommene Verlauf der L6-
sung im Intervall 0 <x <1 (oder in einem andern Intervall), y zu
einer moéglichst einfachen analytischen Funktion zu machen.

Liegt eine homogene lineare Differenzengleichung zweiter, dritter
oder n-ter Ordnung vor, so werden wir spater sehen, daB dann zwei,
drei oder » voneinander unabhingige Partikularlésungen bestehen, die
jede mit einer willkiirlichen Funktion e (x) multipliziert, die Differenzen-
gleichung befriedigt. Zur Bestimmung der (%) ist dann die Vor-
schreibung des Verlaufes von y_ in zwei, drei oder » Intervallen, oder
wenn y, nur auf einzelne Punkte, z. B. x=o0, 1, 2..., beschriankt
ist, die Vorgabe von zwei, drei oder # Werten von y_ notwendig.
Auch hier wird es darauf ankommen, die Funktion in # Intervallen so
vorzuschreiben, daB die Partikularlésungen analytische Funktionen werden.

Als Beispiel fiir den Fall eines stetig verdnderlichen x sei hier
der durchlaufende Balken erwiahnt. Denken wir uns, um das Beispiel

moglichst einfach zu P
gestalten, den Triger, -*e_&(—

wie dies in Abb. 8 T: j‘ 2L
L |
| |
| |
| |

veranschaulicht  ist,

T |
an einem Ende durch x ﬁ [\ | B
das Moment Pe be- L\ 4
lastet. Die Ermitt- e ‘ Il )f
Mp M, M n-1 n

lung der Stiitzenmo-
mente fithrt auf eine
Difterenzengleichung
(Dreimomentengleichung), durch die die Stiitzenmomente M, fiir

—o0,1, 2 ... n bestimmt sind. Beschrinkt man sich nicht nur
auf die ganzzahligen Werte von z, sondern 1Bt man z im Bereiche o
bis # stetig zunehmen, so definiert in diesem besonderen Falle die gleiche
Differenzengleichung im Verein mit den entsprechenden Randbedingungen
auch den Wert von M, fiir Punkte zwischen den Stiitzen, also
die Feldmomente. Die Lésung der Differenzengleichung liefert so-
nach den gesamten Verlauf der in Abb. 8 dargestellten Momenten-
linie, sie hat somit einen viel weiteren Inhalt als die Wurzeln des vor-
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gelegten Systems von Dreimomentengleichungen. Siehe das 1. Beispiel
in Abschnitt 31.

Die idlteren Arbeiten iiber Differenzengleichungen betrachten diese
Gleichungen nur als Rekursionsformeln, sehen also in einer Diffe-
renzengleichung nur ein System linearer Gleichungen. Die unbekannte
Funktion y_ ist auf Werte wie y,, y,, ¥, ... ¥, beschrinkt. Dem-
entsprechend treten in den Lésungen nur willkiirliche Konstanten auf.
Die neuere Theorie faBt die Differenzengleichung als Funktional-
beziehung auf, sieht also die Differenzengleichung, ebenso wie eine
Differentialgleichung, als Definition einer Klasse analytischer Funktionen
an. Die Variable  wird hierbei als stetig veridnderlich betrachtet.
In diesen Fillen treten als willkiirliche Beiwerte in die Lésungen
periodische Funktionen mit der Periode 1 ein.

Wir haben in der vorangehenden Darstellung, sowie bei Erorterung
des Summenbegriffes im wesentlichen den neueren funktionentheore-
tischen Standpunkt eingenommen, weil er, wie wir spater sehen werden,
der zutreffendere ist und auch ohne gréBere Schwierigkeiten fiir den
Anfinger erortert werden kann. Wir bemerken nur noch, ohne an
dieser Stelle ndher darauf eingehen zu konnen, daB der Auffassung
der Differenzengleichung als Funktionalbeziehung eigentlich ein viel
tieferer Sinn zugrunde liegt. Denn erst diese Betrachtungsweise er-
moglicht es, die Losungen eines Systems linearer Gleichungen in einer
neuen zweckmiBigeren Weise darzustellen. Im Abschnitt 30 werden
wir auf diese grundlegende Frage nochmals zuriickkommen.

Ist man sich einmal iiber das Wesen der Differenzengleichungen
von dem hier eingenommenen umfassenderen Standpunkt aus klar
geworden, so steht natiirlich nichts im Wege, dort, wo dies zweck-
maBig erscheint, die engere iltere Auffassung, die ja mit der funk-
tionentheoretischen Betrachtung nicht in Widerspruch steht, — im
Gegenteil, sie macht sogar stillschweigend von ihr Gebrauch — in den
Vordergrund zu riicken, wenn hierdurch eine Vereinfachung der Dar-
stellung erzielt werden kann. Dies ist auch hier der Fall. Fast simt-
liche fiir uns in Betracht kommenden Aufgaben der Mechanik sind
so geartet, daB3 sie auf Systeme linearer Gleichungen fiihren, die wir
als Differenzengleichungen mit unstetigem Bereich der Verinderlichen
x auffassen kénnen. Wir werden uns daher in den weiteren Ent-
wicklungen, soweit es méglich ist, auf die dltere — nennen wir sie
algebraische — Auffassung der Differenzengleichungen stiitzen und nur
dort, wo dies nicht zu umgehen ist, werden wir die Differenzengleichung
als Funktionalbeziehung betrachten?).

') Wer sich in die funktionentheoretische Seite der Theorie der Diffe-
renzengleichungen vertiefen will, sei nach dem Studium dieses Buches auf die
beiden Werke von Wallenberg-Guldberg und von Norlund verwiesen,
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15. Einige Sitze iiber die Losungen linearer
Differenzengleichungen.

Wir betrachten eine homogene Differenzengleichung #-ter Ordnung
n
Q;ggpx"yz+i:0’ (4)

in der die pi gegebene, endliche und eindeutige Funktionen von
sind. Wir ersetzen nun die vorgelegte Differenzengleichung im Inter-
vall von x =g bis #=a -}~ durch ein gleichwertiges System linearer
Gleichungen, z. B.

pgoya—*—i)al ya+1_ll—"'+panya+nzo’
1 |
le‘l Ya+1 +pa+1ya+‘.’ T —I_pg+1 Yat+n+1 =0,

0 1
Pa+r ya+r+pa+f Yot+r+1 '1“ e ‘i‘?zﬂ' Yatr+n=—0-

Die Gesamtzahl der Gleichungen betragt » |+ 1 und sei bedeutend
groBer als #. Die Zahl der Unbekannten, die in diesen r -+ 1 Glei-
chungen auftreten, betrigt sonach n+r-1. Es konnen sonach
n GroBen y beliebig gewihlt werden, so dab die iibrigen y als li
neare Funktionen von n willkiirlichen GréBen erscheinen. Betrachtet
man z B. die n Werte y_, ¥,., -+ Yo4n—1> als gegeben, so kann
aus der ersten Gleichung y,,,, damit aber aus der zweiten Glei-
chung y,, .., aus der dritten y,,, ., USW. errechnet werden.
Folglich hat jede homogene lineare Differenzengleichung
n-ter Ordnung, eine Losung, die n willkiirliche Konstanten
enthilt. Eine solche Lésung nennen wir die allgemeine
Lésung der homogenen Differenzengleichung. Sind

’ ” k
NSy Ny - 7,®

Partikularlésungen der GL (4), siehe S. 36, so ist auch, wie man sich
durch Einsetzen in Gl (4) iiberzeugen kann,

N, = C’ 77:" __l_ c” 17“:" _i_ Ve + C&) nz(k)

eine Losung der Differenzengleichung (4). (Superpositionsgesetz.)
Die C sind hierbei willkiirliche Konstanten?). Ist nun k=n, so wird

ho= C'n) - C7nf e O 0 5)
die allgemeine Losung der homogenen linearen Differenzenglei-
chung n-ter Ordnung, da sie n willkiirliche Beiwerte enthilt.

Nun bestehen bei einer homogenen Differenzengleichung #-ter Ord:
nung gerade n und nicht mehr voneinander unabhingige Partikulur-

1) Die folgenden Sitze gelten auch, wenn man unter C eine periodische
Konstante versteht,
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l6sungen #,. Diese n voneinander linear unabhingigen Partikular-
l6sungen bilden ein sogenanntes Fundamentalsystem. Dieses
System ist dadurch gekennzeichnet, daB die Determinante der Lo-
sungen

o g™ |
) |
D (x) _ Nz+1 ’7;'+1 e ’7(:+1

’ " (n)
Nz+n—1 Ne+n—1-++ Nzin—1

fir beliebiges # einen von Null verschiedenen Wert besitzt, welche
Bedingung die lineare Unabhingigkeit der #-Partikularlésungen
sichert*).

Dafl die » Partikularlésungen voneinander linear unabhingig sein
miissen, geht aus folgender einfachen Uberlegung hervor: Wiirden
z. B. zwei Partikularlésungen voneinander linear abhingig sein, etwa

k E+1_

Aty — Nz o,

so wiirden in der allgemeinen Losung zwei Glieder von der Form
k k+1 k 3
CottatCrratis =(Cy+a Crr1)Mz=C/ 1,

auftreten, wodurch sich die Zahl der willkiirlichen Konstanten auf
n—1 verringern wiirde, was aber im Widerspruch mit dem oben
ausgesprochenen Satz iiber die Zahl der GroBen C steht. Umgekehrt
kann die Zahl der voneinander unabhéngigen Partikularlésungen nicht
groBer als # sein. Denn wire 7, ebenfalls eine Lésung der Gl (4),
dann liefert das Einsetzen der dem Fundamentalsystem angehérenden
Losungen 7./, 5" ... 7, und der Losung 7, in Gl (4) folgende
n -1 Gleichungen:

1) Man bezeichnet ein System von # Losungen als voneinander linear ab-
héngig, wenn zwischen den Ldsungen 7, eine von z unabhingige Gleichung
von der Form

n
2 G 17:(: =0
=1

besteht, wobei die Beiwerte C; nicht simtlich verschwinden diirfen. Wendet
man die vorstehende Gleichung auf die aufeinanderfolgenden Werte
%, 241 ... 24 #n—1 an, so erhdlt man ein System von #» homogenen Glei-
chungen zur Bestimmung der Konstanten C;. Ist die Determinante der 7 VOD
Null verschieden, dann sind sémtliche C; Null, was wir ausgeschlossen haben, Ist
sie Null, dann besteht ein Ldsungssystem ‘der C;, in welchem Falle aber die
Beiwerte 5, linear voneinander abhingig sind. Die Determinante der 7, darf
daher, wenn kein linearer Zusammenhang zwischen diesen Gréfien bestehen
soll, nicht verschwinden,
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pzonx, +px1 77;+1++p n’?é+n—0
on%"+7—"£’7%’+1+'“+1> "né'm—o

£ 1 1 P —o,
pz 77:0 +pl 171:+1+ +Pn;7ac+n 0.

Diese #-}-1 homogenen Gleichungen konnen aber, da die Bei-
werte p_ nicht simtlich Null sind, nur dann bestehen, wenn die De-
terminante

[ r 7 ’ [
Ny No+1 -+ Nztn

"o ”
Ne Nz+1 - Nazt+n

(n) _(n) (n)
Na Nzt+1 - Nat+n
{

inznx+1 "‘?7:::+n i

verschwindet. Dies bedingt aber einen linearen Zusammenhang zwi-
schen 7, und den iibrigen Partikularidsungen von der Form

;71:61771’+C‘znz”—}_“'_}_cnnz(m'
7], ist aber, wie man erkennt, die bereits oben aufgestelite allgemeine
Losung (5).

In Gl (5) sind daher, wenn man den Beiwerten C ihre volle Will-
kiirlichkeit gibt, samtliche Losungen der Gl (4) enthalten.

Eine homogene lineare Differenzengleichung #n-ter Ord-
nung besitzt genau x voneinander unabhingige Partikular-
l6sungen.

Wir betrachten nun die vollstindige Gleichung

é:)p::yz-f-i:Ux' (6)

Sei 50 eine partikulare Losung der Gl (6), wihrend 7, irgendeine
Lésung der zur Gl (6) gehorenden homogenen Gleichung

n .
> P;:y:c +¢=0
i=0
ist, und fithren wir
V=1, —+_ 77:50
in GL (6) ein, so entsteht
n A n ;o
gop;: Ne+i —i— é’op; No+i= U:c’

und diese Gleichung ist fiir alle Werte von z identisch erfiillt, da die
erste Summe verschwindet -—— 7, ist ja eine Losung der homogenen
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Gleichung — und da die zweite Summe voraussetzungsgemil gleich

U, ist

Die allgemeine Lésung y,  der vollstindigen Gleichung,
die n willkiirliche Konstanten enthilt, wird daher gefunden,
wenn man zu einer Partikularlésung 5 °, die die vollstin-
dige Gleichung befriedigt, die allgemeine Lésung der zu-
gehodrigen homogenen Gleichung fiigt. Daher ist

ya: = 7710 + Cl ’71, + C2 na:” + e + Cn ’71(") " (7)

Besteht die rechte Seite der vollstindigen linearen Differenzen-
gleichung aus einer Summe von der Form

k
! ” 7
U,=A,u+Adyu)'+ - 4 A, u®= El,A,,ux("),
V=

i

so hat auch die Partikularlosung der vollstindigen Gleichung die
Gestalt

’ ” ' kj v
nzo;:Al 171:0 +A‘.) nzo _f_—T—Ak nzO(k): %IIAv "7390( )' (8)

%0(7) ist hierbei die Partikularlésung jener inhomogenen Gleichung,
deren rechte Seite nur aus #,” besteht. Auch hier kommt das
die linearen Gleichungen kennzeichnende Superpositionsgesetz
zum Ausdruck.

Reduktion der Ordnung homogener linearer Differenzen-
gleichungen bei Kenntnis partikularer Lésungen. Von der homo-
genen linearen Differenzengleichung

P(yﬁ);::poym+p1yz+l+...+pnya:+n=o (9)

sei eine Partikularlosung 7, bekannt. Fithrt man nun in Gleichung (9)
das Produkt #,’z,, wo 2, eine neue Funktion von z ist, ein, so erhilt
man unter Beriicksichtigung der Beziehung (2) auf S. 3

zx+k=zx+(f>dzz+ (]:)Agzm_,_._*__dkzz’
P(’Ih’ zm)EpO nm,zx_l_Pl 77;:;.;.1(290—*—42‘”) .
+¢’g"7;+2(Zx+2Azx-}—A2zm)+...

+pnné+n(zm+n42w+---—I——Anzx)zo.

Ordnet man die Glieder dieser Gleichung, indem man nach
Zy, Az,...4" z, zusammenfaBt, so erhilt man

P(nr’zx)EPO(nm’)zw+P1(’7x’)dzac+P2(’7xr)Agzx+"'
+ P,(n) 4" z,=0o0, (9"
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wobel

Pk(n;):(:>ﬁk7la’i+k+(k_]i_1> Pr+1 Mo +r+1 +""+(:>pn"7:;+n
(k=1,2...n)

gesetzt wurde. Da P,(n,/)==P(n,/), so verschwindet das erste Glied
in GL (9'). Fiihrt man schlieBlich die neue Funktion

Az,=u,

ein und ersetzt die Differenzen du,, 4% u,... mittels der Formeln (1")
auf S. 3 durch die aufeinanderfolgenden Werte der Funktion #,, so
gewinnt man eine lineare Differenzengleichung (# — 1)-ster Ordnung

Q(1e) = go o+ @3 Yoy + T+ Gus Yy n—g = O~ (10)

Kennt man also eine Partikularlésung #, einer homo-
genen Differenzengleichung #u-ter Ordnung, so 1aBt sich
durch Einfithrung des Produktansatzes z,%, in die vor-
gelegte Differenzengleichung eine neue homogene Diffe-
renzengleichung von der Ordnung #— 1 ableiten. lhre Auf-
16sung liefert nach Durchfilhrung von # einfachen Summa.
tionen die itbrigen #— 1 Elemente des Fundamentalsystems
der vorgelegten Differenzengleichung.

Dieses Verfahren kann fortgesetzt werden. Ist auch fiir Gleichung (10)
eine Partikularlésung 5. bekannt, so 1Bt sich in der gleichen Weise
eine Gleichung (n — 2)-ter Ordnung entwickeln, deren Losungen nach
Durchfiihrung der Summationen im Verein mit der bekannten Losung
y,” ein Fundamentalsystem von (10) liefert. Eine Lésung von (10)
ist aber bekannt, wenn man z.B. von der vorgelegten Differenzen-
gleichung (9) zwei Fundamentall6sungen kennt. Allgemein gilt:

Sind von einer linearen Differenzengleichung #u-ter Ord-
nung k linear unabhingige Losungen bekannt, so lassen
sich die iibrigen durch Auflésung einer Gleichung (n — k)-ter
Ordnung und durch (r — k) k-fache Summationen finden.

Beispiel:

Die Differenzengleichung zweiter Ordnung

@12 Yoy — 2+ 1) @+ 2) Vo +E@EFDE+2)%0=0"
hat die leicht auffindbare Losung
Ne =2
Setzt man das Produkt z z, ein, so entsteht
@41 2p4g— @2+ 1) 2oy, F T2 =0
und nach Einfiihrung der Differenzen

A%z, (x+1)+dzz=o0.

1) N6rlund: Differenzenrechnung. Berlin 1924.
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Setzt man schliefilich
42y =1y, A g =gy — 1y,
so erh#dlt man die Gleichung erster Ordnung
@+ 1)Uy —2u=o0.

Man sieht aber ohne weiteres, daf diese Gleichung die L&sung

Up == —

z
besitzt. Es ist daher

zzzg—;—dxzqf(x) 1

und daher die zweite Losung der urspriinglich gegebenen Differenzengleichung
"=z ¥ (x).

16. Verfahren von Lagrange zur Darstellung der Lésungen
vollstindiger Differenzengleichungen.

Lagrange hat in Anlehnung an sein Verfahren der Variation
der Konstanten zur Losung linearer Differentialgleichungen eine all-
gemeine Methode angegeben, um die Partikularlosung einer linearen
inhomogenen Differenzengleichung aufzufinden, wenn das Fundamental-
system der Losungen der zugehérigen homogenen Gleichung bekannt
ist. Sie wird als die Methode der Variation der Konstanten
bezeichnet.

Da die Methode fiir jede Art linearer Differenzengleichungen gilt,
so wird sie an dieser Stelle erértert?).

Wir gehen von einer Gleichung #-ter Ordnung aus, die wir jetzt
in der Form

Yetn + pn——l Yatn—1 _*— U + PO Ye= Ua: (1 1)

schreiben wollen.

Ist der Beiwert von y_ .. =1, so ist durch Division immer die
Form (11) zu erzielen. Die p sind Funktionen von .

Die zugehorende homogene Gleichung

Yoin + - Yotn— + e + o Ve=0
habe die allgemeine Lésung
Ja==Cun - Con -+ Cym®,

wobei die 7, ein Fundamentalsystem der Losungen der homogenen
Gleichung darstellen.
%) Uber die Funktion ¥ (z) siehe S. 33.

?) Lagrange: Recherches sur les suites récurrentes. Berlin. Akad. 1775.
Oeuvres T. 4, Paris 186g.
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Lagranges Methode besteht nun darin, da3 man der Lésung y,
der vollstindigen Gleichung den gleichen Aufbau wie ¥, gibt, nur daBl an
Stelle der Konstanten C,, C,...C, noch zu bestimmende Funktionen
von x, niamlich ¢, ¢,”...c,™ treten (die Konstanten werden veridnder-
lich gemacht, variiert), so daB y, in der Form

Ve =— c:c, nwl + C:z” 77:c” + e + Cw(n) 77:6(”) (1 2)
erscheint.

Die Eintragung des Ansatzes (12)in GL (11) liefert zunichst eine
einzige  Bedingung zur Ermittlung der » unbekannten Funktionen c,,
weshalb weitere (n — 1) Bedingungen, denen wir die ¢, unterwerfen
wollen, passend gewihlt werden konnen. Wir verfiigen daher iiber
diese Funktionen so, daB neben Gl. (11) folgende (n — 1) Gleichungen
erfiillt werden.

Vor1 :er nzl+1 +c ”"7=’vl+1+ ....... _l_c(n) 77(")
Ye+2 == Cg 7727-}-2_{_6 ’71+2‘+‘ """" +c(n) ’7;’22 (1 3)

Yotn—17=C7 Nztn—1 + 2’ Navn— 1+— —|—C(n) n:ﬁn—l
Diese Bedingungen besagen, daB (» — 1) aufeinanderfolgende Werte
Yesr> Vora+ -+ Vornoy €iRE solche Form haben, als wenn die ¢_ unver-
inderlich wiren. Unter Beriicksichtigung der Relation
Corn=c,4c,
kénnen die Gleichungen (1 3) nur bestehen, wenn die (z— 1) Bedin-
gungsgleichungen

WA+ nti e/ o, de =0
Nzrade, —{'77x+240 T pmdeh=o0 (14)

7];_}.” 1AC +'I]w+n_1AC ”+ —}—’)7;:2”’1110;").—_—0

erfillt sind. Man iberzeugt sich von der Richtigkeit dieser Behaup-
tung, wenn man von GI. (12) ausgehend zunichst y,_,, bildet. Wir
erhalten, wenn wir die Summen nur durch das erste Glied andeuten,

Yar1=Chp1fgpr o= (¢, Mas1 )+ Wz d e/ ).
Die erste der Gleichungen (13) folgt daraus, wenn der zweite Klammer-
ausdruck verschwindet, d.i. aber die erste Bedingung (14). Bildet man
aus y_,, auf gleichem Wege y, ,,, so erhdlt man die zweite der
Gleichungen (13) und die zweite Bedingung in (14) usw. Aus der
letzten der Gleichungen (13) folgt schlieBlich

Yorn="C, Ngin—+ ¢’ "7;:’+n+ 6“‘“7‘”’
+ngindc) 4 nziad g e, (15)
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Setzt man nun die Ausdriicke fir y , y . ...y .  gemiB den
Gleichungen (12), (13), (15) in die vorgelegte Differenzengleichung (11)
ein, so erhilt man
(€ e+ ePum, )+ (arad e + 4 am A"

F bua (& Mmoo A )
+PO (C:z: 7717 + +cg(;n) 17;"))—
oder
cx,(’74+n + p” 1 771{+" 1 + —ll— pO ’79:,)
‘lLC"(nth‘)LPn 10Z4n—11 -+ pom,”) +
+ﬂz+ndc + _|__,7(n) Ac(n)—Ux

Die in Klammern stehenden Beiwerte der ¢, sind Null, da die 7,
voraussetzungsgemafl Losungen der homogenen Gleichung sind, so
daB schlieBlich die n-te Bedingungsgleichung in der Gestalt

Na+ndc, +77z+n40z"+"'“F*’?,é'fﬁndc,ﬁ“’:Um (16)
zuriickbleibt.

Die Gleichungen (14) und (16) bilden ein System von # linearen
Beziehungen, aus denen die #» Unbekannten Ac¢, ermittelt werden
konnen. Zu diesem Zwecke muB aber noch nachgewiesen werden,
daB die Koeffizienten-Determinante des Systems

| mdeanline.on®,
17’ 277” 17(")
D@ 1)=| Tot2lavz-- U5,

’ 14
l Na+n 77z+n'-'77;73.n
von Null verschieden ist. Die Determinante wird in ihrem Werte
nicht geindert, wenn man die erste Zeile mit Py, die zweite mit p, usw.
multipliziert und sodann addiert und die Summe an Stelle der letzten
Zeile schreibt. Man erhilt dann, weil

naﬂ-n _!— pn—l 77;::-}-7;—-1 + Tt + pl 779:+1 = ?0 ’79;’

“i’o’hlhpo’?z”'-' —pon,™ |
Nitr  Ngxr .. 7,

|
I
D(z-}-1)_(_1)n1|! ,,M ,7,.;;2 77;32

77z+n 1 Nain—1- 77;12”_
’ ”
, ’79: na: e nz(") 1
(n)

=(—1)"p,

’ "
Nz+1 Ne+1 77“_1 ‘

| 7}1’:+n—1 "7;:,+n— 77x+n 1
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Das ist aber die mit (— 1)"p, multiplizierte Determinante des
Fundamentalsystems, die gemiB3 den Ausfilhrungen auf S. 42 nicht
verschwindet. Die Gleichungen fiir 4¢, sind sonach lgsbar.

Denkt man sich die d¢, aus den Gleichungen (14) und (16) er-
mittelt, so erscheinen sie als lineare Funktionen der Lésungen 7, und
der rechten Gleichungsseite U .

Bezeichnet man die mit D(x + 1) dividierten Unterdeterminanten .
der letzten Zeile von D (x-1) mit u ®, so ist

A cx(i) == luz(i) Uz

V=8 uU, 424 C,;, (17)
wo die C, willkiirliche Konstanten sind. Man findet schlieBlich ent-
sprechend Gl (12) die allgemeine Lésung in der Form
y:r = Cl 17:;’ + C2 ﬂm” + Tt + Cn 772;(")

+uSu U ot Sp U dz+ -+ 0O pm U, dz. (18)

Der erste Teil ist bereits bekannt, er stellt die allgemeine Losung
der homogenen Gleichung vor. Der zweite Teil ist die Partikularlésung
der vollstindigen Gleichung, die die Durchfiihrung von # Summationen
erfordert, wenn # die Ordnung der vorgelegten Gleichung bedeutet.
Wir werden Gelegenheit haben, die Anwendung des Verfahrens in
19 an Beispielen zu zeigen.

Die Losung (18) gilt auch dann noch, wenn U, keine analytische
Funktion, sondern fir eine Reihe kongruenter Werte von x zahlen-
miBig gegeben ist, da die Operation § auch in diesem Fall ihren
Sinn beibehilt. Das Verfahren von Lagrange gestattet daher auch
die Aufldsung eines Systems von Gleichungen, deren rechte Seiten
beliebige Zahlen sind.

und daher

17. Die Randbedingungen.

Wir haben bereits an mehreren Stellen davon gesprochen, daB die
eindeutige Festlegung der Losung einer Differenzengleichung noch
die Angabe einer fallweise bestimmten Zahl von Nebenbedingungen
notwendig macht, aus denen die Konstanten C der allgemeinen Lo-
sung ermittelt werden kénnen. Diese Nebenbedingungen konnen ent-
weder Randbedingungen sein, d.h.es sind die Anfangs- und End-
werte oder Beziehungen zwischen Anfangs- und Endwerten der ge-
suchten Funktion y, in dem in Frage kommenden Bereich vorgegeben,
oder es sind neben den Randwerten, weitere Bedingungen im Inneren
des Bereiches vorgeschrieben, die wir dann Ubergangsbedin-
gungen nennen werden. Die Losung der Randwertaufgabe, niamlich
die Anpassung der allgemeinen Losung an die vorgegebenen Neben-

Bleich-Melan, Differenzenglei en. 4
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bedingungen, d. i. die Bestimmung der Konstanten C, ist immer ohne
grundsitzliche Schwierigkeiten mdglich, da sie im wesentlichen auf
die Aufldsung eines Systems linearer Gleichungen hinauslauft,

Liegt eine einzige Differenzengleichung vor, so ist die Zahl der
willkiirlichen Beiwerte der allgemeinen Losung gerade so groB als die
Ordnung der Differenzengleichung, es sind daher, wenn x die Ord-
nungszahl ist, gerade » Nebenbedingungen zu erfiillen. Bei Systemen
simultaner Differenzengleichungen, deren Loésungen s willkiirliche Kon-
stanten C enthalten, miissen demgemiaB3 s Nebenbedingungen bekannt
sein, um die GroBten C berechnen zu kénnen.

Die Randbedingungen treten entweder in der Form auf, dal} ein-
zelne Werte der Unbekannten, z. B. y_,, ¥,, ¥,, ¥,+,» ?ahlenmaBig
vorgeschrieben sind, oder die Randbedingungen haben die Form von line-
aren Gleichungen zwischen einzelnen Funktionswerten. Sind alle diese
Gleichungen homogen, so spricht man von homogenen Rand-
bedingungen. Die Bedingungen y,=o0, y, =0 bei einer Glei-
chung zweiter Ordnung z. B, gehoren, da sie homogene Gleichungen
darstellen, zu den homogenen Randbedingungen. Andererseits wiren
Yo =¢, ¥, = c nicht homogene Randbedingungen.

An der Hand eines einfachen Beispieles mogen einige hiufig vor-
kommende Fille kurz erdrtert werden. Wir betrachten zu diesem
Zwecke die Gleichung zweiter Ordnung

ym~1+ayz+ bym+1: U:t
mit der allgemeinen L&sung
Yo=Cyn/ -+ Cyn " +7,,
wobei 7. und 7 die beiden Partikularlosungen der homogenen, 7
die Partikularlésung der vollstindigen Gleichung darstellen.

1. Fall. Gegeben: y,=a,, y,=a,. Zur Bestinmung von C,
und C, stehen dann die beiden nicht homogenen Gleichungen

Cyny + Cang’ + 7, =a,,
’ /4 —
Com'+Con" + 7, =a,
zur Verfiigung.
2. Fall. Gegeben: y,—=o0, y,—o0 (homogene Randbedingungen).

Zur Ermittlung der beiden Konstanten C dienen die nicht homogenen
Gleichungen

Ciny' + Cany” +7p=0,

Cl nn’_l— C?nn”—}—ﬁn:o °

3. Fall. Ringformig geschlossene Systeme. Hier nehmen die
Randbedingungen die Form einer Periodizititshedingung

Yo=¥Yn» N =Van
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an. Sie sind homogen. Demgemil erhalten die Gleichungen fiir C
die Gestalt

Cong 4 Cono” 4 o= Cr 1, + Com,” -+ 7,

Com/ +Con” + 0 =Cynm 3 CoMngs + Tppy-

4. Fall. Die Belastungsglieder U, in den aufeinanderfolgenden
Gleichungen seien durchwegs Null, ausgenommen die Gleichungen
fir den Punkt x= 21,

Yi—1Fay,+b0yir1=U,,

welche Gleichung wir als Ubergangsbedingung betrachten, wihrend wir
die Gruppe der Gleichungen vor A mit den Unbekannten yg, ¥,...y:
und die Gleichungsgruppe nach 1 mit den Unbekannten y;, y;14.-.9,
als homogene Differenzgleichungen mit den Losungen

x-_<—_-.l yxzclnz’+cﬁnx”’ x>}' ym:(".lnw, _i‘ C“Znac”
auffassen. Als Randwerte seien auferdem y,=o0, y, =0 vorge-
schrieben.

Zur Ermittlung der vier Konstanten stehen uns folgende vier
Gleichungen zur Verfiigung:

wegen y,==0: C,yny + Cany' =0,
” Vp=20: 5177n’+ée77n,,:o’
Ubergangsbedingung: . C, 75— 1+ Coni—1+ a(Cy mi' -+ Cy n1”)
+ b((_:l N1t 627)}'+1)= Ui,
» » ¢, ' 4 Cy = Z:1 7+ Cy 7
Die letzte Bedingung besagt, daB beide Losungsansitze y, fir x =41
ubereinstimmen miissen.

5. Fall. Die Belastungsglieder sind wieder Null, ausgenommen in
zwei aufeinanderfolgenden Gleichungen, ndmlich

y1_2+ay;,_1+ byi= Ui-1,
VicrFan+by1="Us-

Wir haben hier wieder zwei Systeme homogener Gleichungen, die
wir als homogene Differenzengleichungen auffassen, und die durch die
nichthomogenen Ausnahmsgleichungen (Ubergangsbedingungen) mit-
einander zusammenhingen. Beide Differenzengleichungen haben die
Losungen
xél yx=C1’7x’+Cz77z"’ mgl—{_'i. yx=C1’7m/+Cz’7x”'
Mit den gleichen Randbedingungen wie im Falle 4 ergeben sich sonach
folgende vier Gleichungen zur Berechnung der Festwerte

£1 7]ol -+ Ee N =0,
C1 171;, —'{- Ce nn” =0,
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(Cymi—1+ Cymi—a)+ a(Cym’ + Cymi”)
+0(Cy 71+ Conis) = Upa,
(Cyn 4 Cym) -+ a(Cy N+1+ Cynity)
+b(C, #hs2 4 Comi0) = Un.
In der hier erérterten Form treten die Ubergangsbedingungen

hiufig dann auf, wenn es sich um die Darstellung der EinfluBlinien
eines aus aneinander gereihten Feldern bestehenden Trigersystems

handelt.
Wir haben vorstehend einen kleinen Ausschnitt gegeben aus der

Mannigfaltigkeit der Randwertaufgaben bei einer Differenzengleichung
zweiter Ordnung. Mit steigender Ordnung, also mit steigender Zahl
der zu bestimmenden Festwerte C nimmt diese Mannigfaltigkeit zu.

Wir betrachten noch als letztes Beispiel den Fall einer Gleichung
vierter Ordnung mit den Randbedingungen y,=y_,=o0, y,=y,,,=—0
unter der Annahme, daB samtliche Belastungsglieder bis auf U,, so
wie im Falle 4, verschwinden. Die Differenzengleichung habe die

Form
Ve—2a +ayz—1 +bym+ayx+1+yz+2 = 0.

Wir setzen ebenso wie bei Fall 4 zwei Losungen an:

4 4 __
x< i y, =2 C,n ", r>A+41: Y, =22C,n ™.
r»=1

v=1
Zur Bestimmnng der 8 Konstanten C und C stehen uns die vier
Randbedingungen

4 4 _
y_1=2C,v7]_1M=o, yl):ZCVnO":O’ y”:Z/’CT 77"(1/):0’

r=1 r=1 v=1

4 __
Ynt1== ZIC" Nyt =0
o

sowie die Ubergangsbedingungen

4 4 _ 4 4 _
ZC’. ni— 1(1') f— ZCV M- 1(") s ‘SCV nl("): ECG'WI(V)y
=1

r=1 r=1 r=1 v

4 4
20, m = 3C,mi ™
r=1 r=1

und die Ausnahmsgleichung mit von Null verschiedener rechter Seite

4 4 4 4 __
2C6m-2"4aSCn b 30+ a 3 C,yy g
v=1 v=1 r=1 rv=1

4 _
+ g'lC,, M4 2 ="U,,

insgesamt also 8 Gleichungen, zur Verfiigung.
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Bei Systemen simultaner Differenzengleichungen muB in jedem Falle
die Zahl der aus dem Wesen der Aufgabe flieBenden Rand- und Uber-
gangsbedingungen in Einklang stehen, mit der Zahl der willkiirlichen
GroBen C. Dieser Zusammenhang bietet ein ausgezeichnetes und oft
sehr erwiinschtes Mittel zur Uberprifung des Ansatzes, bei jenen
Problemen der angewandten Mechanik, die auf ein System simultaner
Differenzengleichungen fiihren.

Mit dem Randwertproblem ist aber noch eine weitere bemerkens-
werte Fragestellung verbunden, d. i. das Problem der Eigenwerte
und Eigenlésungen. Wir werden diesem Problem im § 6 ausfiihr-

lich nahertreten.

§ 5. Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten.

18. Homogene Gleichungen.

Die Darstellung der Losungen linearer Differenzengleichungen
durch einfache analytische Ausdriicke bietet in den meisten Fillen
sehr groBe Schwierigkeiten. Nur fiir wenige einfache Formen linearer
Gleichungen ist die Losung in geschlossener Form bekannt. Voran
stehen die Gleichungen mit konstanten Koeffizienten, die in der Ma-
thematik als die ersten Differenzengleichungen bei der Behandlung
rekurrenter Reihen auftraten. Sie wurden zum ersten Male von

Lagrange systematisch behandelt.
Es liege eine lineare homogene Gleichung mit unverinderlichen

reellen Beiwerten
yx+n+ A1 Yetn—1 +"'+an Y, =20 (an + 0) (1)
vor. Wir versuchen den Lé&sungsansatz
Y. =B u,, (2)
wo B ein Festwert, #_ eine noch zu bestimmende Funktion von z ist.
Beachtet man, daf gemdf Gl. (2) in 1

b5 oo () (1) o e,

(zp:1,2...n),

so gewinnt man nach Eintragen des Ansatzes (2) in GL (1) zunéchst
folgende Beziehung

prenfu, 4 (") du, 4o A"
+a, prn—t r[“x+(n71>duz—’r"'+4‘""l%}+'“
Fa, o (wy+Au) ta, Bru, =0,
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aus der nach Umordnung die Gleichung
Be[p" + a, pri4---4a ,,] Au
+ e 1 4l 1) i e, ] G
e[ — ) 0y (3 — 1) (3 — )
+a, ] G

4 Botnp(n —1).. 1."_1‘3_0

hervorgeht.
Fithrt man die ganze rationale Funktion #-ten Grades

#(B)=B"+ 0, prt 0y fr-2 -,

ein, so erkennt man, daf} die aufeinanderfolgenden Klammerausdriicke
in der vorangehenden Gleichung mit ¢ (8) und den Ableitungen der
Funktion ¢ () iibereinstimmen. Daher nimmt die Bedingungsgleichung
fir g und u_ die Gestalt an:

B¢ (B, B+t g (6) 2 1 g o (B) Lt -
- pringm (g L te o (3)

Diese Gleichung wird ertfiill, wenn g eine Wurzel der Gleichung

pB)=p"~+a "'+ +a,=o0, (4)
und wenn # =1 ist. Denn dann ist wegen @ (f)=o0 das erste Glied
Nulj, wihrend die folgenden wegen Adu, — A%y =---=A"u_=o0
verschwinden.

Gleichung (4) heiBt die charakteristische Gleichung. Sie
besitzt lauter von Null verschiedene Wurzeln, da wir a, == O voraus-
gesetzt haben. In jenen Fillen, in denen sie # voneinander verschie-
dene Wurzeln hat, stehen uns % verschiedene Partikularlésungen von

der Form
r For y, 0 = B,% v=1,2...1)

zur Verfiigung. Die allgemeine Losung der vorgelegten Differenzen-
gleichung hat daher die Gestalt

Clﬂ1z+62ﬂex+“'+cnﬂnw- (5)
Dall die » Losungen f§,2, §,2...8 ¢ wirklich ein Fundamentalsystem
bilden, erkennen wir an der Determinante

B . B B ;
D ﬂlx+1 ﬂg:ﬁﬂl ”_ﬂnz+l

bl

ﬂ1x+n-—l ﬂgaﬂ-n—l .. ﬁnx+n—1 ‘
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denn es ist nach einem Satze von Cauchy?)
1 1 .1
D=[p, By---B.)° ’él /.S‘z ﬂn
Ry K S
n
5n—1),
:('1)2 [:31 ﬁaﬂn]xn(ﬂz“ﬂj)
i,
G=1,2,...0—1; 1=2,3...0;i<7).
Solange B, 4= ﬂj ist, d. h. solange samtliche Wurzeln verschieden
sind, bilden die aus ihnen abgeleiteten Partikularlésungen ein Funda-
mentalsystem, da das Produkt [J(f;— f;) nicht verschwinden kann.
Hat aber die charakteristische Gleichung zwei oder mehrere gleiche
Whurzeln, so liegt kein vollstindiges System von Partikularlésungen
von der Form g% mehr vor, da dann die Determinante der Losungen
verschwindet. Beachtet man aber, daB, im Falle g, eine Z-fache

Wourzel der Gl (4) ist, nach einem bekannten Satze der Algebra neben
@ (f) auch die Ableitungen

o' B), ¢ (B)-- 9“0 (B)

an der Stelle g, verschwinden miissen, so wird Gl (3) auch erfiillt,
wenn u_ eine ganze rationale Funktion von (1 — 1)-stem oder niedri-
gerem Grade ist; weil dann die Glieder bis einschlieBlich

Al-1y
-1 (=1 2
IBZ+ q7( (ﬂ) (1_1)1
verschwinden, da die betreffenden Ableitungen von ¢ (8) fiir f==3,
Null sind, wihrend die folgenden Glieder wegen Verschwindens der
hoheren Differenzen von #, Null werden. Daher sind

B w8y T 2t (6)
4 Lésungen der vorgelegten Differenzengleichung, die mit den iibrigen
aus untereinander verschiedenen Wurzeln 8 entspringenden n — 4 Par-
tikularlosungen ein Fundamentalsystem bilden.
Die allgemeine Losung der vorgelegten Differenzengleichung nimmt
daher, wenn 4 Wurzeln der charakteristischen Gleichung einander gleich
sind, die Form an:

Yo=[C,+2Cy+«* Co+--- 2?1 (3] B,°
+ Cisi e+ CuBE (7)
Sind die Wurzeln der charakteristischen Gleichung zum Teil kom-
plex, so treten die komplexen Wurzeln immer paarweise als konjugiert
komplexe GroBen auf Durch geeignete Zusammenfassung gelingt es

—

1) Pascal, E.: Die Determinanten, S. 128. Leipzig 1900.



56 Die gewdhnlichen linearen Differenzengleichungen,

immer, die Losung in reeller Form — die Koeffizienten der vorgelegten
Differenzengleichung wurden reell vorausgesetzt — darzustellen.

Nehmen wir z. B. an, dall von den # Wurzeln der charakteristischen
Gleichung zwei komplex wiren, z. B.

SRR T P e
Ba=a—bi=p(cosp —ising),
Dann erhilt die allgemeine Lésung folgende Gestalt:

Yo=Ap>+Bpr |- —p*[4 (cos gz isinpx)
+ B(cospx—isingx)]|---.
Die Auflésung der Klammer ergibt

Yo =07 [(A + B)cospx+1i(4A — B)sinpz] -
=C,0%cospax—}C,p*sinpar—----.
Jedes konjugiert-komplexe Wurzelpaar liefert also zwei reelle Parti-
kularlésungen, deren Summe die Form

C,0%°cospzx -+ C,p%sinpx (8)
annimmt. Sind die komplexen Wurzeln mehrfache Wurzeln, so er-
hilt die allgemeine LJsung, wie man leicht nachrechnet, die Form
Y =[Cy+2C, -] e% cos g+ [C' -z C" -] sinpa+ -

Beispiel 1. Wir betrachten die Reihe
o,1,1,2,3,5,8-.-..,
die dadurch gekennzeichnet ist, daf jedes Glied die Summe der beiden un-
mittelbar vorangehenden darstellt. Wie lautet die allgemeine Form eines belie-
bigen Gliedes? Da voraussetzungsgemifs
yz+2=yz+3’x+1:

so liefert die Losung dieser Differenzengleichung zweiter Ordnung die Losung

unserer Aufgabe. Aus
Yaote — Va41— Yz =0

entsteht mit y, = #* die charakteristische Gleichung

, , PB=F—F—1=0
mit den beiden Wurzeln

1 1—Js

= -'_'E und g, = — Is

2
Sonach lautet die allgemeine Losung

y,—c(""“) 1, (1—ls)

Zur Bestimmung der Festwerte C beniitzen wir den Anfang der Reihe. Mit
Yo==0 und y, =1
gewinnt man die beiden Bedingungsgleichungen
C,+C=o,

1+Vs+c 3 1,
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1

aus denen sich Cl=—'/—:— und ng————1— berechnet. Fiir das z-te Glied der
5

Reihe gilt daher die Formel

e [ (B (5],

Derartige Reihen bei denen fiir mehrere aufeinanderfolgende Glieder eine
lineare Relation mit konstanten Koeffizienten besteht, heifien rekurrente
Reihen?).

Beispiel 2, Betrachten wir die homogene Gleichung zweiter Ordnung in
der allgemeinen Form

y1+2+lyx+1+!‘yz=°;
deren charakteristische Gleichung

F+if+u=o
B ) FE
4

die beiden Wurzeln

ﬂ1=—§+ — K, fo=—-—|——n

aufweist. 2 4
i2
Ist :——>y, so sind #, und §, reell.

Durch Einfiihrung der Hyperbelfunktionen konnen wir der Lsung eine neue
oft zweckmifiige Form geben. Wir setzen

pr=ee? und fi=ee %,
woraus sich fiir ¢ und ¢ die Verkniipfungen

ergeben?). Das Vorzecichen von Y i ist so zu wéhlen, daf — positiv wird.

2V
Die allgemeine Losung nimmt daher die Form
yo = (Ju)* (4e™* 4 Be™07)
und nach Einfihrung der Hyperbelfunktionen die Gestalt
an. ye=(Yu)? [C, Gingz -+ C,Cof ]
2
Ist aber i—< u, dann wird g, und B, komplex. Die Losung erscheint dann

in der Gestalt yp==0%[C, sinpz - C, cospa],

wie wir bereits au{ Seite 56 entwickelt haben.

— A

Da wieder g=Ju und cos ¢ = —V: , wie man leicht nachrechnet, so
2yw
gelangt man schlieflich zu
ye =/ [C sinpa - Cycos @ ).

1) Die hier zitierte Reihe ist die erste bekannt gewordene rekurrente
Reihe, die Kaninchenaufgabe des Leonardo von Pisa: Liber abaci, um 1220.
Siehe Cantor: Geschichte der Mathematik, Bd. II, S. 25.

?) Aus B,:,=u folgt o="7Vp und aus B, | f,=—1 berechnet man

Cof p=—.
z2fp




58 Die gewdhnlichen linearen Differenzengleichungen.

2 .
Ist endlich fl:y, so wird B, =p, (Fall der Doppelwurzel), und die
4

Losung lautet
ve=(—2F €€ Ga).
Beispiel 3. Die Differenzengleichung vierter Ordnung,
Yetat Yo ==07

besitzt die charakteristische Gleichung

pH=p-+1=0

mit den zwei Wurzelpaaren

1,9 == 3z :}:zsmi—”

—cos” + 7 sin” und == C0S —
4 4 133 4
Die allgemeine Losung lautet daher

C, cos T —f—C 51n——+C cos

x—}— C, sin EEAN
4
Beispiel 4. Die leferenzenglelchung

Vota— 0 Voqs T 11 Vo — 65y 9o =0
filhrt mit dem Losungsansatz y,=pf% auf eine reziproke Gleichung vierten
Grades zur Ermittelung von f. Nimlich

gpr—6p 4112 —6f11=—0.
Setzt man ﬂ—f—%: 7, so gewinnt die charakteristische Gleichung die ein-

fache Form (y —3)—o.

Aus der Doppelwurzel
r=3
entspringen die beiden Doppelwurzeln

ﬂl'2=§__ll_;lg_ und ﬂ3.4=£"—_’/g'

2

Die allgemeine Losung der vorgelegten Differenzengleichung ist daher
=Gt G (BB o e (A

Symmetrische Differenzengleichungen. Differenzengleichungen
gerader Ordnung mit konstanten Koeffizienten, nach Art der im letzten
Beispiel behandelten, werden wir symmetrische Differenzen-
gleichungen nennen?). Sie spielen in den Anwendungen eine her-
vorragende Rolle, weshalb wir uns mit ihnen noch etwas niher be-
fassen wollen. Ihr Kennzeichen ist die symmetrische Anordnung der
Beiwerte. Die Symmetrie des Gleichungsbildes kommt noch mehr

1) Seliwanoff: Differenzenrechnung.

?) Diese Gleichungen stellen einen Sonderfall der symmetrischen Diffe-
renzengleichung mit veriinderlichen Beiwerten vor, die dadurch gekennzeichnet
ist, daf die Determinante der Beiwerte des durch die Differenzengleichung
dargestellten Gleichungssystems symmetrisch ist.
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zum Vorschein, wenn man das mittelste Glied mit y_ bezeichnet, so
daB eine homogene Gleichung gerader Ordnung, also von der Ord-
nung n=2p die Form

apVetyp + Ay Yetp-1 + T —‘— 2 Yet1 + Ay Yy
annimmt. _’_alya:—l_’_.”+ap—1y:c—p+1+apyx_p:—"0
Wir betrachten zunichst die Gleichung zweiter Ordnung

yz+1+2aya:+yz—1:()'
Setzt man y = B = e*®, so gewinnt die charakteristische Glei-
chung die einfache Gestalt

2(Coje4-a)=o0.
Diese Gleichung liefert zwei Wurzeln ¢, =+ m, «,=—m, so daB
y,=C,em® 4 Cye~m* oder y ==C, Cofmz+ C,Ginma
die allgemeine Lésung der vorgelegten Gleichung zweiter Ordnung
darstellt, Ist 2 < 1, also m, und m, imagindr, so treten an Stelle der

Hyperbelfunktionen trigonometrische Funktionen.
Wir bezeichnen nun die Operation, die zu dem Differenzenausdruck

Voir1 T 289, Your
fihrt, mit (A --24)y, und filhren an diesem Ausdruck nochmals
die Operation (A --2b) durch. Wir schreiben hierfiir symbolisch
(A +2b) (A +2a)y, und erhalten

(A 420 (A 29y,

= (Vpra+28Y,u F )+ 200,20, Y,)

+ (v, 2891 V.0 0
=9y, 1at2(@+b)y, ,+2(2ab + 1)y, +2@+ 8y, 1+ Yoos ity
einen symmetrischen Differenzenausdruck vierter Ordnung.

Da die Beiwerte in (II) symmetrische Funktionen von a und b
sind, so folgt, daB die Reihenfolge, in der die Operationen (A -2 a)
bzw. (A -+ 2b) durchgefiihrt werden, gleichgiiltig ist. Man wire zu
dem gleichen Ergebnis gelangt, wenn man an (A - 2 b) die Operation
(A + 2 a) ausgefiihrt hitte.

Die Wiederholung dieses Prozesses fiihrt zu symmetrischen Dif-
ferenzenausdriicken héherer Ordnung, so da man allgemein eine
symmetrische Differenzengleichung von der Ordnung n=2p sym-
bolisch durch

(A+2a)(Aa+2b0)(A+20)(A+2k)y,=0 (1)
darstellen kann.

Hinsichtlich der Lésungen der durch (IIl) dargestellten Gleichungen
erkennen wir leicht folgendes: Betrachten wir zunéchst die Gleichung
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(A+2a)(A+2b)y,=o. Die linke Seite dieser Gleichung ist in
ausfiihrlicher Schreibweise durch (I) bzw. (Il) gegeben. Nun ist e*<z,
wobei 2 (Cofe+a)=0, eine Loésung dieser Gleichung vierter Ord-
nung, da ja jeder der Klammerausdriicke in (I) durch diese Losung
befriedigt wird. Anderseits kann aber mit z, =y_, . +2by, +y,_,
die Gleichung (I), wie bereits oben erwihnt, auch in der Form

ZeytT2az,+2, ;=0
geschrieben werden, eine Gleichung, die durch ¢=+#% befriedigt wird,
wobei 2 (Gof | b)==o0 ist. Die Gl II' hat demnach die L&sungen
e*?# und ¢*#%, deren kennzeichnende Beiwerte « und g aus der
charakteristischen Gleichung
2% (Gofe+ @) (o] f+-B) =0
entspringen.  Verallgemeinert man die eben an einer Gleichung
vierter Ordnung durchgefiihrte SchluBweise, so erkennt man, daB zu
der symmetrischen Gleichung von der Ordnung n=2zp, Gl (III) die
charakteristische Gleichung
2?2 (Cof & - a) (€of 8+ b) (Cofy 4-¢)-- - (Cof x +- k) =0
gehort. etoz  g*hz otye o¥xs sind dann die Losungen der
Gl (W), wobei a,b,c... die p Wurzeln der zur vorgelegten Differen-
zengleichung gehérenden charakteristischen Gleichung

a,Cofpé+a, ,Cof(p—1)E+---a,Cofé+a,=o0,

mit @of & als Unbekannten, sind.

19. Vollstindige Gleichungen.
In vielen Fillen gelingt es in ziemlich einfacher Weise eine Par.
tikularlésung der vollstindigen Gleichung zu finden, so daB nach Auf-
stellung der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung die voll-

standige Losung bekannt ist.
Es habe zB. die rechte Seite U_ der vollstindigen linearen Diffe-

renzengleichung
P(yx)zyx+n+a1ym+n—1+.“+any:t:Ua' (9)

qz_—::rzgz,

wo g eine ganze rationale Funktion m-ten Grades von xz bedeutet,
wihrend 7 eine reelle oder komplexe Zahl ist, wobei wir zunichst
voraussetzen, dafl r nicht selbst eine Wurzel der zu P(y,)=o0 ge
hérenden charakteristischen Gleichung

pB=p~+ap+ - +a,=o0
Es liegt nun nahe zu versuchen, ob nicht GL (9) durch den Pro-
duktansatz

die Form

ist.

T
11127 uz,
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wo u_ eine ganze rationale Funktion vom gleichen Grade wie g, ist,
befrledlgt wird. Dies ist in der Tat der Fall. Fiihrt man namllch i
. . L . x
in Gl (9) ein, so entsteht nach Division mit 7, die Identitit

™ Uptn +a1 ol Yt n— + U —|— an Mzng .

Da die Potenzen von # Festwerte sind, so erhilt man links vom
Gleichheitszeichen einen rationalen Ausdruck m-ten Grades, der mit
g, identisch gleich sein soll. Die Gleichsetzung der Beiwerte gleich-
hoher Potenzen rechts und links vom Gleichheitszeichen ergibt die
Beiwerte der Funktion #_. Fiigt man zum Schlusse die allgemeine
Losung der homogenen Gleichung hinzu, so erhilt man die voll-
standige Losung der GL (9).

Anders liegt die Sache, wenn r eine Wurzel der charakteristischen
Gleichung ist, die zur homogenen Gleichung P(y )==o0 gehort,

Setzt man wieder den Losungsansatz

n,=ru,

in Gl (9) ein und fihrt man, wie wir das in Abschnitt 18 getan
haben an Stelle der Funktionswerte u,, %, ., ... %, die Differenzen

Au, A%u,...A4" u, ein, so erhdlt man schlieBlich, nachdem mit 7"
gekiirzt wurde, die Identitit (Gl. (3) von S. 54)

"e(r)u, "1 (r) -2 "(7\ ’-{—
()it = (10)

Ist nun » eine Wurzel der charakteristischen Glelchung, so 1ist
@(r)=o0 und man erkennt, daBl u, vom Grade m -1 sein muB, da-
mit links vom Gleichheitszeichen eine Funktion vom Grade m zustande
kommt, denn nur dann ist 4%, vom Grade m. Diese Uberlegung
konnen wir sofort verallgemeinern. Ist 7 eine k-fache Wurzel der
charakteristischen Gleichung, so verschwinden wegen

p(r)=0, ¢ (r)=o0, ...p*V()=o0

die ersten k Glieder der Gl. (10). Das (k- 1)-ste Glied enthalt
A%y, und man ersieht, daB «_ den Grad m -k besitzen muB, damit
die lmke Gleichungsseite ein Polynom m-ten Grades wird. Im
iibrigen wird die Rechnung im Einzelfalle genau so durchgefiihrt, wie
in dem Falle, wo 7 keine Wurzel der Gleichung ¢ (f)=o0 ist, d. h.
die Beiwerte in %, werden durch Koeffizientenvergleichung gewonnen.
Allgemein gilt daher der Satz:

Hat die rechte Seite einer linearen Differenzengleichung
mit konstanten Beiwerten die Form »°g, wo g, eine ganze
rationale Funktion vom Grade m ist, so stellt »"u, eine Parti-
kularlosung der vollstindigen Gleichung vor, wobei u, eine
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ganze rationale Funktion von m-ten Grade bedeutet, so-
lange 7 keine Wurzel der charakteristischen Gleichung
@(B)=o0 ist. Ist aber r eine k-fache Wurzel der charakte-
ristischen Gleichung, so ist #, vom Grade m - k.

Wir fiigen noch eine Bemerkung an, die fiir den zweckmiBigen
Ansatz des Polynoms u_ von Wichtigkeit ist, falls 7 eine k-fache
Waurzel der charakteristischen Gleichung ist. In Gl (10) fallen die
ersten k-Glieder, da diese Null sind, fort, sie hat daher die Form

w0() B g r (NI () —g (1)

Setzt man nun, wenn g_vom m-ten Grade ist, entsprechend der
oben angegebenen Regel,

N, =", =7 (o784 F 7@+ pppp 8™ tE),

so 148t Gl (11) deutlich erkennen, daB fiir y,,7,...y,_, beliebige
Werte gewihlt werden konnen, da die Differenzen d%u_, A%+14y,
dieser Glieder verschwinden. Fiir die Koeffizientenvergleichung
kommen daher nur die restlichen m -1 Glieder von #_ in Betracht,
deren Anzahl gerade mit der Anzahl der Beiwerte einer ganzen ratio.
nalen Funktion m-ten Grades iibereinstimmt. Die Glieder y,, y,
-+ Pp_, 2%~ verschwinden natiirlich nicht, sondern erscheinen in der
vollstindigen Losung der vorgelegten Differenzgleichung als Teil der
allgemeinen Losung der homogenen Gleichung in der Form

(CotCoatCos? 4+ €yt
wo die C willkiirliche GroéBen vorstellen.
Ist daher g. vom Grade m und ist » eine %-fache Wurzel der
charakteristischen Gleichung, so ist #_ in der Form

— I3 PES T m+k
U =9y x x x
anzusetzen. = Yk + Ye+1 —l‘ Vm+%

Aus dem Superpositionsgesetz folgt noch, daB in jenen Fallen,
wo u,_ eine Summe von Gliedern der Form »”g_ darstellt, auch die
Partikularlésung #_ als Summe von nach den vorangegebenen Regeln
gebildeten Einzellosungen auftritt. Insbesondere folgt daraus, daB3
Gleichungen, deren rechte Seiten die Gestalt

g, sinkzx, g coskx, g Ginkx, g Cofkx
annehmen, durch Losungen #_ von der Form
u/sinkx—u"coske  u/Ginkx-+u"Cojka
befriedigt werden. # ' und.w” sind, wie oben, ganze rationale Funk-
tionen, deren Grad nach den angegebenen Regeln mit dem Grad von

g, zusammenhingt.
Trigt man z. B. in die Differenzengleichung

ym+ﬂ_|_al yx+n~1+.'.+anyx=gm5inkx7
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worin
8. =0, +b x40, am
ein Polynom m-ten Grades ist, die Partikularlésung
N,=(0 + 0, x4 -6, am)sinkx (¢, x4, 2™ coskx
“ ’ u ”

x x
ein, so erhilt man zunichst

W, sink(@tn)+a o, sink@4fn—1)4-.-Fa, o sinkz
il c0S (@ A1) 8y Wy, COS R (@A — 1) oo
+a,u’ coskx=g, sinex.

Driickt man sink(x-}#), cosk(x--#) usw. nach dem Additions-
theorem durch sinkxz und coskx aus, so gewinnt man eine Ver-
kniipfung von der Form
ik (fy + fya e @) - coskalfy -+ Fz 47y am)

=sinkz(by+ b,z +4---+0b,2™.

Hierin sind die Beiwerte

for fovees for fueee
lineare Funktionen der in «'_ bzw. u”, vorkommenden Beiwerte 9,
0, --- bezw. g, & ---.
Bildet man die Beziehungen
fo="b¢> fi=b,.-- frn=",>
fo=0, fi=o0... fn=—20;

so stehen 2 (m 1) Gleichungen zur Ermittlung der 2 (m -~ 1) unbe-
kannten Koeffizienten dy, ... und g, & ... zur Verfiigung, die 74,
eindeutig bestimmen.

Beispiel 1.
Vetest 4Yor1 T Ve=2x(®—1).
Hier ist » =1 und g,=uxx -} 1) vom zweiten Grade.

Die Gleichung
v B=FFap-F1=0
hat die beiden Wurzeln

fr=—2-4V3 uwnd fy=—2— V3.
die von =1 verschieden sind.
Wir setzen daher als Partikularldsung das Polynom 2-ten Grades

fe=ax:-Fbxrtc

an und erhalten aus der Differenzengleichung die Beziehung

a4 2 tb@+D)totala@t 02 Fo@t )t tantfoodte

=z(@®—1)
6aa®16(@atbyrt2(sat3btig=ai@—1).
6a=1, .6(2a—|—b)_—:—1, 4a-+3b43c=o0

oder

Aus
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folgt
1 1 5

a=_, b= —_, = 3’

N
-

somit die allgemeine Losung
yom G, (— 2+ V3 + Go(—2— V37 +5 (2 —35+5).
Beispiel 2.
Yotz — T V¥et1 1T 6Vz=1.
Hijer ist g, =1 und r=1, eine Wurzel der charakteristischen Gleichung
e B=F—16+6=@FB—1)(B—2)(+3)=o0.
Die Partikularlosung ist demnach eine lineare Funktion von z, ndmlich
Ny —=—0a%.
Die Einfiihrung in die vorgelegte Differenzengleichung liefert
1
a=—"C

4
und damit die allgemeine Losung

oz
Ve =C+ G 2“’—}—C3(-3)-"——-Z,

Beispiel 3.
yx+2_5yz+1+6yx:7z+k 1)-

Da jetzt g, vom Grade Null ist, so setzen wir, unter der Annahme, daf »
mit keiner der Wurzeln von ¢ (f)=o, d. i. §, =2, f, =23, libereinstimmt,

Ne=0Cr" +E,
Nach dem Einbringen in - die Differenzengleichung gelangt man zu

c(®—5r-t6)=1
oder

Die allgemeine Losung lautet daher
e

Ye=10C, 2"} G, 3x+,z — 5-7_—_*——6 .
Ist aber r=2, so setzen wir

Ne=caxr®tk

crxt2)—s5cr(x41)f6cx=1,

und erhalten

woraus mit 7 =— 2

und die allgemeine Losung
Ve _—:(C1 —2*1 x) 22 L G, 3°
gewonnen wird. Ebenso kann man vorgehen, wenn 7 = 3 ist.

Beispiel 4. )
Yata—0Yz1r+9V-=xr".

eB)=p—68+9=(—3)3,

) Boole: A treatise on the calculus of finit differences.

Hier ist
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sonach B, =pf;=3. Es bestehen daher zwei gleiche Wurzeln. Ist r von 3
verschieden, so nehmen wir
Ne = (a x + b) &

als Partikularlésung an und finden nach Einsetzen in die Differenzengleichung
ax(r—3@-tzar(r—3)+b(r—3)°=x

a(r—3):=1, zar(r—3)4+b(r—3)?¢=o.
Die Auflosung fithrt auf

und daraus

a=r—1—2 und b= — 2 o
(r—3) r—3)

so daf die allgemeine Losung in der Form
z 2y
S S
erhalten wird, r—3* (—3)
Wire aber =3, so hat man, da r eine zweifache Wurzel von ¢ (f)=o
ist, fiir 7, anzusetzen
Ne=(@2®ba%3”.

Man erhilt jetzt, wenn man 7, in die Differenzengleichung einfiihrt, die
Identitat

Pla(e42P04 b2 —6-3[a@+1)*+b @414 9[as’ b =2

oder nach Durchfiihrang der Rechnung

6ax—}—6a—§—2b=§,
woraus
1 1
a = — b—= —
54’ 18

bestimmt werden,
Sonach ist die allgemeine L8sung (siehe S. 62)

z* x“) >
Ve == <Ci+ch—1_g+5—i 3.
Beispiel 5. ]
Vesr AV 1Yz =asinmz.
Wir setzen als Partikularlosung
Ny=Asinmg-| Bcosmz
in die vorgelegte Differenzengleichung ein und gewinnen die Identitit
Alsinm (x4 1)+ Asinmax -4 usinm (x — 1)]
4 Blcosm (z-1) +Acosma | pcosm(z—1)|=asinmz

sinmx {A[(e 4 1) cosm -4 A]4-B(u —1)sinm}
d-cosmz{A(1 —u)sinm -Bl(ut1)cosm--1]} =asinmz.
Sie fiihrt zu den beiden Beziehungen

Al(p-4-1)cosm |- 4]+ B(u—1)sinm=a,

— A —1)sinm +Bl(u+1) cosm-A=o0,

4 (u-+1)cosm--4 o
—a(,u—{—1)“—{—2/1(,u—i—1) cos m — 4 u sin?® m - A%

—(u—1)sinm

B=— R
@F 1 zA(ut 1)cosm —gpusintm |2
berechnet werden.

oder

aus denen

Bleich-Melan, Diiferenzengleichungen. 5
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Die Partikularldsung der vollstindigen Gleichung erscheint schliefilich nach
einfacher Umformung in der Gestalt
sinm (x — 1)+ Asinm x4 psinm (x| 1)
””za(y,—{—ng—]—z A{p—1)cosm —4qpusin® m 722"
Fiigt man die allgemeine Losung fiir die homogene Gleichung aus dem Bei-
spiel 2 Seite 57 hinzu, so erhdlt man die allgemeine Losung der vorgelegten

- Differenzengleichung.

Wir bemerken noch, dafi der Nenner von 7)., von einem Ausnahmefall
abgesehen, nie Null werden kann, solange 1 und u reelle Zahlen sind. Lost
man ndmlich den gleich Null gesetzten Nenner nach einer der Grofen, z. B. i,

auf, so erhdlt man

A= —(u—-1)cosm 4 7 (u—1)sinm.
Da u reell vorausgesetzt wurde, so miiite 1 stets komplex sein, wenn der Nenner
verschwinden sollte. Eine Ausnahme besteht nur fiir den Fall u=1.
In den Anwendungen spielen die symmetrischen Gleichungen eine
hervorragende Rolle. Die Ergebnisse vereinfachen sich dann bedeutend.
Flir die symmetrische Differenzengleichung
Vet1F AV +Ve_y=—asinma
erhdlt man aus der vorher gefundenen Lésung mit u =1
__ asinmzx
Mz=75 cosm 1"
Hier kann der obenerwihnte Ausnahmefall, dafi der Nenmner in 7}, ver-
schwindet, eintreten. Es ist dann

cosm — — —,
2

d. h. sinma und cosmax sind Losungen der homogenen Gleichung (siehe
S. 57 unten).

Der Ansatz fiir 5, hat in diesem Ausnahmsfalle, wenn @ (f)=o0 zwei ver-
schiedene Wurzeln aufweist, zu lauten:-

Ne=Axsinmx 4| Brcosmzx.
Die Einfiihrung in die symmetrische Differenzengleichung liefert
Az[sinm (x4 1) + Asinmx J-sin m (x — 1)) A[sinm (x+ 1) — sinm (v — 1)]
~+ Bwx[cosm (x—+1) 4 cos ma | cos m (x — 1)] 4- Blcos m (x4 1) — cos m (x —1)]

=asinmzx.

Die in Klammern stehenden Beiwerte von z sind Null, so daf zur Be-
stimmung von 4 und B die fiir alle Werte von z giiltige Gleichung

2Acosmasinm —2Bsinmzsinm=asinmz

zuriickbleibt. Die Koeffizientenvergleichung ergibt

a
A=o, B=_— . ,
2sinm
so dafi
axcosmx
Noe=——"FF"—
2sinm

die gesuchte Partikularldsung der vollstandigen Gleichung darstellt.
Schlieflich findet man
axrcosma

Ye==C,sinmax -+ C,cosmag — -
2 sinm
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Wir zeigen noch, wie dieses Ergebnis auch durch einen Grenzilbergang
gewonnen werden kann. Ist sinoxz eine Losung der homogenen Gleichung,
_ asinmz
2= 3 Cos m +2
lange m + «, so ist auch eine lineare Kombination beider eine Losung der
vorgelegten Gleichung. Insbesondere auch

die oben gefundene Losung der vollstdindigen Gleichung, so-

a (sinm x — sin « x)
K 2 cos m |- A !
. . . o
welcher Ausdruck fiir m — « die unbestimmte Form — annimmt, Fiihrt man
o
nun den Grenziibergang m >« durch, so erhidlt man

axrcosmx
Ne=——"""""

2 sinm

in Ubereinstimmung mit der oben gefundenen Ldsung.

Beispiel 6. Die volistindige symmetrische Gleichung vierter Ordnung

yx+s+ﬂyx+1+1yx+ﬂyx_1+y,_2=acosmx
besitzt, im Falle cosm x nicht mit einer der Losungen der homogenen Glei-
chungen tibereinstimmt, die Partikularlésung
Ne=Asinmz{-Bcosmz.
Zwecks Bestimmung von A und B fiihren wir 7, in die gegebene Differenzen-
gleichung ein und finden
A2 cos 2 m 2 g cosm - 4] sin m x -} B[2 cos 2 m— 2y cos m - i) cosmx
=acosmx.
Die Vergleichung der Koeffizienten fiihrt auf

a
=2coszm—f—zycosm—}—l’

A:O, B

so dafi 7, in der Form
acosmx

e == 3 coszm - zucosm— 1

erscheint. Der Fall, daf 5, auch eine Losung der homogenen Gleichung ist,
wird mit dem Ansatz

gy=Axsinmx - Brcosmx

erledigt. Man findet dann

4 B=o.

T 4sinzm —z2yusinm’

Anwendung des Verfahrens von Lagrange.

In allen jenen Fallen, wo die rechte Seite der vorgelegten Diffe-
renzengleichung von der Form /g, Wo g, eine ganze rationale
Funktion von z ist, abweicht, ist es im allgemeinen notwendig, das
Verfahren der Variation der Konstanten, das wir in Abschnitt 16 er-
ortert haben, anzuwenden. Nur in einzelnen Ausnahmsfillen gelingt
es, durch besondere Kunstgriffe, die sich aber nicht in aligemeine

5*
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Regeln fassen lassen, mit Umgehung der Methode von Lagrange
eine Partikularldsung der vollstindigen Gleichung zu gewinnen.

Wir gehen nun dazu iiber, das Verfahren der Variation der Kon-
stanten auf die hier zur Erdrterung stehende Gleichungsform anzu-
wenden. Man ermittelt zu diesem Zwecke zunichst das Fundamental-
system des L.Osungen 7, der homogenen Gleichung und bestimmt
dann # weitere Funktionen ¢’, ¢,” ... ¢, ™, wenn # die Ordnung der
vorgelegten Differenzengleichung ist, aus den # Gleichungen (14)
und (16) in Abschnitt 16, die wir in gedringter Aufschreibung hier
nochmals anfiithren.

Nztv Ac +"7w+vAc ”+ —-{-—77;’2,,46(”)
p=1,2 ... 0—1) (12)

Tornde, +nfinde) + -+ gfp e’ =U,.

Die Auflésung dieser Gleichungen, in der die 7, bekannt sind, liefert
die 4¢,@, aus denen durch Summation die ¢, selbst ermittelt werden.
Da die Losungen #, der homogenen Gleichung bei konstanten Koeffi-
zienten im allgemeinen die Form

0= b/
haben, so nehmen die Gl (12) die Gestalt an:
ﬁ1x+”461’—'—ﬁ2?+"dcx" + . _l_ /3””"“’ Acz(n) =o,
(v=1, 2 ... n—1) (12%)
/3 ztn 4 ¢ '+‘3‘z+ndc ”..,_..._;_/3 ""'“”Ac (n):U ,

wihrend gemdB Gl. (17) und (18) in Abschnitt 16 die Partikularlésung y.°
der vollstindigen Gleichung die Form

v =B/ + B+ B (13)
erhalten. Sind unter den f mehrfache Wurzeln vorhanden, so sind
die diesen mehrfachen Wurzeln entsprechenden Lésungen 7, in die
Gl (12) bzw. (13) einzufiihren. Wire z B. g, — By =7p;, so wiirde
y.? die Form

n
Vo' =b e/ wpTe) 2 By S B (137
erhalten. .
Sind alle Wurzeln voneinander verschieden, dann kénnen die A c.»
ohne von Fall zu Fall die Gleichungen (12') auflésen zu miissen, unmittel-

bar berechnet werden. Wir multiplizieren zu diesem Zwecke die #
Gleichungen der Reihe nach mit den Multiplikatoren

,u';,,ugn-,uf. (,uf,:i) (=1, 2,...n)
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und addieren sodann jedesmal die #» Gleichungen. Wir erhalten

n—1 n-1
+1 N pv ¢ r pT+1 v
de/ By ,,2:’0161;“34%1_5—41%/ gt §0ﬂ2ﬂi+1+"'
n-1 _
+ 4 Ci”’ﬂi“vé; ﬂZﬂiﬂ = Ux
(i=1, 2, 3... n).
Nun wihlen wir der Reihe nach die g so, dafl alle Summen 3, bis

auf die neben 4 ¢ stehende, verschwinden. Bezeichnet f (B) die linke

Seite der charakteristischen Gleichung, so wird dies erreicht, wenn man
n—-1 .
26 .""(:Ll :L_@—:f, B
ry=0 ﬂ ﬂi

setzt. Man gewinnt so

A —_ Uz d (i)__ﬂil,_ < U gy con (1
= garifrgy T = —f’(ﬁng g T i) (14)

Damit haben wir die vollstindige Lésung der vorgelegten inhomo-
genen Differenzengleichung in der Form

N, pa BTG U .
yx—é—/:c,ﬂl +%fr(ﬁ’)gﬂ:Az ('13)

=1

gefunden,
Beispiel 1. Die lineare Differenzengleichung erster Ordnung
Vetr — #Ye="Us

besitzt das aus einer einzigen Ldsung bestehende Fundamentalsystem

Ne = ")
so daB auch nur eine einzige Funktion ¢, zu bestimmen ist. Mit »—=1 redu-
ziert sich auch das Gleichungssystem (12) auf eine einzige Gleichung, némlich

Nx+1 Acy="Ug,

woraus nach Einfthrung von n, =p®

folgt, so dab

x
U,
cng zilAz+Cl
%

wird. Ob diese Summation durchfiihrbar ist oder nicht, hingt ganz von'der
Art der Funktion U, ab. Die allgemeine Losung der vorgelegten Gleichung
lautet daher z

_1QU.
Vo =— 11"'x+‘:“z S“;AZ
o I

1) Wir schreiben hier vorteilhafter die unbestimmte Summe in Form einer
bestimmten Summe mit der oberen verinderlichen Grenze x und einer be-
liebigen unteren Grenze und bezeichnen die Summationsvariable mit z.-



70 Die gewdthnlichen linearen Differenzengleichungen.

Ist z. B.

so wird nach Gl. (8) S. 16

Daher

und daher

Beispiel 2,

yx+$+4ya:+1 +yx=?

Mit Hilfe der beiden Lésungen der homogenen Gleichung
1, =F=(—2413f und nx—ﬂz =(—2—13F
erhiilt man, unter Beachtung, daf

fB)=pF+4p+1 und f'B)=28-+4
nach Gl (14)

c’—_—___ﬂl—l : v " ﬂg—l
= 26, F 2 zﬂzdz+c und c$_2(ﬂ+2) Szﬂ, 4z C,.

Die Summation lifit sich nicht in geschlossener Form durchfiihren. Die all-
gemeine Losung lautet schliefilich

_ x o ﬂlm—l z y?
Y2 =C, "+ C; B, +WSM7A'€ ! z(ﬂg 2) gzﬂz

In den meisten Anwendungsfillen wird y, nur fiir die ganzzahligen
Werte von x definiert sein. Wenn z nicht allzu groBe Werte annimmt,
kann man die Summen § durch unmittelbare Summation fiir die in
Betracht kommenden Werte von x berechnen und in einer Tafel zu-
sammenstellen. Siehe die Ausfiilhrungen auf S. 30.

In § 6 werden wir noch einen weiteren Weg zur zweckmiBigen
Darstellung der Lésungen linearer Differenzengleichungen unter Zuhilfe-
nahme der sogenanuten Eigenlésungen kennen lernen.

20. Systeme simultaner Differenzengleichungen.

Sind Vs 3> %, - .. Funktionen der Verinderlichen z, so bezeichnen
wir das Gleichungssystem
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k 1 "
-‘\gaiym“—f—‘gobizmﬂ+,‘200i“z+,~+ =,
i= i= ie

L4 4 w
'Zailyx+i+~2bi'zx+i+2 )ty = U/ 6
=0 t=0 i=0 (16)

k" 1 .y

,
Syt Dbt 2 i = U,
= =

=0

als System simultaner Differenzengleichungen, wobei die «,
b, c...Festwerte vorstellen. Die Zahl der Gleichungen muf} jeweilig
iibereinstimmen mit der Zahl der unbekannten Funktionen y_, 2z, #,...
Die Zahlen %, k..., I, ! ..., m, m ... usw. nennen wir die Ord-
nungszahlen,

Es liegt natiirlich nahe, durch Elimination der unbekannten Funk-
tionen z_, u_ ... zunichst eine einzige Differenzengleichung mit der un-
bekannten Funktion y_ herzustellen, deren Ordnung, wie eine einfache
Uberlegung lehrt, hochstens vom Grade s = k -+ Z+ m - - - - ist, wenn
k, 1, m...jeweilig die groBten unter den Ordnungszahlenk, ¥...,. V...,
m, m'... usw. bedeuten. Die rechte Seite dieser so gewonnenen
Gleichung ist eine lineare Funktion der Belastungsglieder U, U/,
U/ .... Mity_sind dann im allgemeinen auch die anderen Funktionen
z,, u,..., die ebenfalls von y_linear abhingig sind, ohne daB eine
weitere Differenzengleichung zu l6sen ist, gegeben. Da die Auflésung
des vorgelegten Systems auf eine Gleichung von der Ordnung s,

wobei s ?l; —[——l— ~+m - ist, zuriickgefiihrt erscheint, so enthalten
die allgemeinen Lésungen y_, z, #_ ... s willkiitliche Konstanten.
Der Eliminationsvorgang kann im allgemeinen in folgender Weise
vor sich gehen: Man 16st das vorgelegte System von Differenzen-.
gleichungen nach den Unbekannten y,.,%, 2,47, %z+m--- auf, so daB
auf den rechten Seiten dieser Ausdriicke nur mehr die Funktionen y,_
bis hochstens y,,3_1, 2z, bis hochstens 2,171, %, bis hochstens
Ugim-1 USW. zu stehen kommen. Aus y,,7 bestimmt man nun durch
Erhéhung der FuBzeiger um 1, y,,%+1, dessen rechte Seite jetzt
hochstens die Glieder z,,7, #zim-.. enthalten kann. Diese Glieder
denke man sich durch die erstgefundenen Ausdriicke fiir 2,47, #z+m - - -
ersetzt, wodurch fiir y,,7%,; ein Ausdruck entsteht, der rechts wieder
nur als hochste Glieder ¥,,%, 2z+%—1> %z+m—1 aufweist. Aus y,,%4+1 be-
stimmt man in der gleichen Weise unter nochmaliger Beniitzung der
Ausdriicke fir 2,47, %4 7... einen Ausdruck fir y, z,e, und setzt
dieses Verfahren so lange fort, bis man die Reihe der Funktionen

Yotk Ya+k+l - Yotrk+ltm+ « - -
erhalten hat. Jedes Glied dieser Reihe enthilt auf seiner rechten Seite
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von den Funktionen z nur mehr die z., z ,,...2,47-y, von den
GroBen u nur mehr die u_, u, ,, ... %;4;m-1 usw. Insgesamt verfiigt
man schlieBlich iiber 1 -1 m .- Gleichungen, aus denen die
lm+ﬁ+--- GréBen z, u... auszusondern wiaren. Das Eliminations-
ergebnis ist eine Gleichung in y_ von der Ordnung s =k -4l 4m 4 ---.
In einzelnen Sonderfillen kann diese Gleichung auch von geringerer
Ordnung sein, wenn einzelne Beiwerte Null werden.
Wir betrachten ein ganz einfaches Beispiel:

Yora T 4Ye 2401 —24="U,,

Vet1 ™ Yo T 211 %% =0
Die Ordnungszahlen sind hier k=2, &’ =1, |=1, I'’=1, so daB
s £ 3 wird. Die Auflosung dieser beiden Gleichungen nach y,., und

2 liefert
“t1 yz+2:_—yz+1_3yz"}_zzw+(]w’ (a)

za:+1=yz+l*yz_zm' (b)
Aus (a) bestimmt man y_,, und ersetzt darin z_,, durch (b). Man

erhalt so
Vers=""Ypi2— 3% +1 1T 22,4, 1+ U4y

== Yoro " Var1— 2%, — 22, + U,y (c)
Nun sondert man aus (a) und (c) z_ aus und gelangt zu der Dif-
ferenzengleichung dritter Ordnung in y_

Yers T 2¥ara T2V, 41+ 50, =U,+U,,,.
Wird y, aus dieser Gleichung berechnet, so liefert

1
zx:;(yw+2+ym+1 +3y,— U,

auch die Funktion z_.

Bei Gleichungen mit konstanten Beiwerten laBt sich die Aus-
sonderung der Funktionen z_, #_... viel einfacher durchfiihren. Setzen
wir fiir einen Differenzenausdruck der Funktion y symbolisch D (y},
fiir einen solchen der Funktion z, D(z) usw., so lassen sich die Glei-
chungen, wir nehmen der Einfachheit halber zwei an, in der Form

D,(y)+Dy(2)=U,,

Dy(y)+ Dy ()=,
schreiben. Fithrt man an der ersten Gleichung die Differenzenope-
ration D,, an der zweiten die Operation D, durch, so erhilt man

D, (D, (y)+ D, (D, (2)) =D, (Ux) )
D, (D () + D, (D (2)) =D, V)

und da D, (D, (z))=D, (D, (2)), so gelangt man nach der Subtraktion
zu der Differenzengleichung
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D, (D; () — Dy (Dy ()= D, (U,) — Dy (V,),

die nur mehr die Funktion y enthdlt. Diese Methode 148t sich ohne
Schwierigkeit auch bei drei und mehr Gleichungen anwenden. Falt
man die Symbole D als Koeffizienten eines linearen Gleichungssystems
auf, so erkennt man ohne weiteres, daB rechts die Determinante der
Koeffizienten der beiden Gleichungen, links die zu y gehérenden Unter-
determinanten stehen. Man hat daher, um die Differenzengleichungen
der einzelnen unbekannten Funktionen zu erhalfen, die D, so wie die
Beiwerte eines Systems linearer Gleichungen zu behandeln und Zihler-
und Nennerdeterminagte der Unbekannten z, y, z... je einander gleich
zu setzen.

Sind die Beiwerte der Unbekannten, wie hier vorausgesetzt, Fest-
werte, dann kann man in jenen F illen, wo die Elimination nicht zweck-
miBig erscheint, die Losungen y_, z,, #_... auch unmittelbar aus dem
vorgelegten System von Differenzengleichungen berechnen. Dies setzt
allerdings voraus, daB die Gleichungen homogen sind oder dafl auch
die Partikularlosungen y°, 2%, u,°... der vollstandigen Gleichungen
ohne Elimination leicht gefunden.werden konnen (siehe S.80). Wir haben
dann nur ein Verfahren zur unmittelbaren Ermittlung der Lésungen der
homogenen Gleichungen zu entwickeln.

Wir setzen zu diesem Zwecke als Losungen der homogenen
Gleichungen die Funktionen

y,=Dp% z,=—Ef*, u,=Fp"...
an, wo D, E, F... unabhingig von x sind. Ebenso ist B eine noch
zu bestimmende feste Zahl. Nach Einfiihrung dieser Losungsansitze
in die homogen angenommenen Gleichungen (16) erhdlt man nach
Kiirzung mit p* folgendes System linearer Gleichungen zur Bestim-
mung der Beiwerte D, E, F...

k ! m

DYaf+EXNbf+FYe;f...=0,
i=0 i=0 i=0
¥ r w

DXa/B-+E b/ +FXc/fi+...=0,
i=0 =0 i=0
k'’ i ot

D Sl fH-E S0+ F Selp .. =0
i=0 i=0 i=0

Dieses System homogener Gleichungen hat aber nur dann von Null
verschiedenen Wurzeln D, E, F..., wenn die Determinante

Za.’ﬁi Zbiﬁi Zc’-ﬂi..-
= 2a ﬁz b/ ﬂ‘ Zcinﬁz" . (17)
Sa/ B b8 ey ﬂ' .
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verschwindet. Die Bedingung 4 =0, die die charakteristische Glei-
chung des Simultansystems vorstellt, liefert eine Gleichung fiir § vom
Grade s, aus der s Wurzeln entspringen. Hierbei ist

sThFltm...
k, l—, m,... sind die groBten unter den Ordnungszahlen k,7,m... .
Aus A4 =0 folgt aber weiter, daB D, E, F... nicht mehr linear
unabhingig sind, durch eine von diesen GroBen, die willkiirlich bleibt,
konnen alle anderen ausgedriickt werden. Setzt man also
D=1, E—=—c¢-1, F=¢+1...,
so nehmen die Partikularlgsungen der homogenen Gleichung die Form
y,=pB"% 7, =¢p% u,=0p"...
an. Den s Wurzeln g, die wir zunidchst verschieden voraussetzen,
entsprechen im allgemeinen auch s verschiedene Werte von ¢, § ...1%)
Somit bestimmen die s Werte ﬂlz, ﬂ;. .. das System der Losungen y_,

die s Werte ¢, 8,%, € f,”... das System der Losungen z, usw. Die
allgemeinen Losungen erscheinen sonach in der Gestalt

yz:01/31w+ceﬂez+"'+csﬂsm’ l
zx:Cl€1ﬂ1w+C262ﬂ2z+.” +Cs£sﬂsx‘
u,=C,6,p," 4 C, 9, ﬂzz‘l—""'}"cs 63:3:’

(18)

Man ermittelt daher zundchst aus der charakteristischen Gleichung
A=0 die s Wurzeln 8 und bestinmt zu jeder von ihnen aus dem
System von # — 1 linearen Gleichungen

GZbi ﬂi+520;ﬂi+"'=~2ai'/3i,
e b/ 8 e/ pi = — S/ B, (19)
die #—1 Groben &, é.... Die noch vorhandene n-te Gleichung,

die von den iibrigen Gleichungen linear abhingig ist, kann zur Kon-
trolle der Rechnung dienen.

Beispiel: Wir beniitzen die im letzten Beispiel vorgefiihrten Differenzen-
gleichungen, um auch die Losung derselben auf dem eben geschilderten Wege
zu zeigen. Wir nehmen die Gleichungen jetzt homogen an.

yx+g+4yx +zx+1 —Zy=0,
Yzt1— Yz — Px41 — 2z =0.
!) Es kann auch der Fall eintreten, daB verschiedenen Werten § gleiche
Werte von ¢ oder 4 zugehéren.
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Mit dem Ansatz y,= 8% und z, — ¢f#% erhilt man die zwei Gleichungen
2 +4+4e(f—1)=0,
f—1—e(B-+1)=o0

zur Ermittlung von f und e. Die Determinante dieses Gleichungssystems
liefert die charakteristische Gleichung

p3+z2p2+28F5=o0. (b)
Wie man erkennt, fiihrt das oben erhaltene Eliminationsergebnis, das eine
Gleichung 3-ter Ordnung in y darstellt, zu derselben charakteristischen Glei-
chung, die hier auf viel kiirzerem Wege erhalten wurde. Fiihrt man eine der
Wurzeln g der Gl. (b) in eine der beiden Gleichungen (a), z. B. in die zweite,
ein, so erhdlt man
g—1

AR
Entsprechend den drei Wurzeln f,, f,, f; der charakteristischen Gleichung

erhilt man 3 Werte von &: ¢, &, &, so daf die allgemeinen Losungen der
homogenen Gleichungen die Gestalt

Yo ==Cy b 4 Co Bs” + C3 Bs”
2 =Cre, B,"+ Cota B"+ Cy2s Bi”

(a)

&

gewinnen.

Enthilt die charakteristische Gleichung 4 =0 mehrfache Wur-
zeln, so laBt die Tatsache, daB sich jedes Simultansystem auf eine
einzige lineare Differenzengleichung zuriickfiihren 1aft, erwarten, daB
in solchen Fillen eine der unbekannten Funktionen, z.B. y_, Losungen
von der Form

8.5 zp,% 228,°..., wkt 8.7

besitzt, wenn B, eine k-fache Wurzel der charakteristischen Gleichung be-
deutet, wihrend die iibrigen Funktionen z_, u_ ... mit den Losungen y_
linear zusammenhingen. In der Tat fithrt auch ein solcher Ansatz
zum Ziele. Um nicht zu weitliufig zu werden, untersuchen wir
zunichst den Fall zweier gleicher Wurzeln 8. Wir betrachten daher
als Partikularlésungen, die den beiden gleichen Wurzeln entsprechen,
die Losungen

¥, =B" y, =ep"

Zm'=8‘3m, Zznzsﬁx(x—i—,u);
' =8p% ) =8p" @),

. . .

und haben jetzt nur nachzuweisen, daB y'”, z.” u,” ... Losungen des
vorgelegten Systems darstellen, und zu zeigen, wie die von z unab-
hingigen GroBen u, »... ermittelt werden.

Wir setzen voraus, daB die Gleichung 4 =0 aufgelost und auch
die GroBen &, &... ermittelt wurden. Fithren wir nun die Losungen
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v, 2, u/ ... in die vorgelegten Differenzengleichungen ein, so er-

Jax ?

halten wir nach Kiirzung mit g° folgendes‘ System von Gleichungen:
Stia, e S nt )bp
0 S t-r 4-i)e; fio=o,
Slati)al Bt S et utb p
+8 St r i)/ =0,

Die Auflésung der Summen in Teilsummen fithrt auf ein System
homogener linearer Gleichungen folgender Art:

o[ Sapito S0 403 e+ ]
F[Yiapi+eSpu+0)bpi+ 063 (v+i)epi+---]=o0,
e[Xa/piteIb/pi+403¢ -]

[ Sia/fid-e 3 ()b pid-8 I (r+i)e/pi+---]=o,
die fiir alle Werte von x nur dann befriedigt sein k6nnen, wenn die Bei-
werte von x sowie die von x unabhidngigen Teile jeder Gleichung ver-
schwinden. Die Nullsetzung der Beiwerte von x liefert aber ein System
linearer homogener Gleichungen, die mit denjenigen Gleichungen
identisch sind, aus denen wir oben die Determinante (17) abgeleitet
haben. Die Bedingung fiir das Verschwinden der ersten Klammernaus-
driicke ist sonach voraussetzungsgemif bereits erfiillt, da-wir ja die Groben
B, &, 6 ... als aus der Determinante (17) und aus den Gl.(19) berechnet
angenommen haben. Zur Bestimmung der Groflen u, »... bleiben
uns daher die folgenden # nicht homogenen linearen Gleichungen iibrig:

en b, pi4-6v e, pi4----
=—[Yiapi+e3ib, i 406 Xic, pit---1,
en b/ pi+ov e/ pi----
=—[Jia/pi4-e3ib/pi+06 Tic/pi+t---],

(20)

Aus #—1 dieser Gleichungen konnen die # — 1 Unbekannten
4, v... berechnet werden. Das System selbst besteht aus n Glei-
chungen, wovon aber eine von einem Teil der Gleichungen oder von
allen ibrigen linear abhingig ist. Der Beweis dieser Abhingigkeit
geschieht wie folgt:
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Die Beiwerte der Unbekannten g, »... und die rechten Seiten
dieser n Gleichungen (20) bilden eine quadratische Matrix, deren
Determinante verschwinden muB, wenn die Gleichungen linear zu
sammenhingen. Beachtet man, daB fiir die rechts stehenden Summen
die Beziehungen

Ztaﬂ’—ﬂdza‘ﬂ L b pimp tEUE e,

bestehen, so liBt sich die Determinante 4’ der Gleichungen (20) in
der Form

(AZal e ‘ZZ””"' ) e SbpE B
4= 1 T
ﬂ(dzda;ﬂ + de ,8 +6d20 + > Szbilﬂi 626251;.”

schreiben, Die Zerlegung dieser Determinante in # Determinanten
liefert:

d 3 a Bt . )
_“-;_ZL 82,1)1.,37' 626 ﬂz

y
. |
B _-‘ d{l;ﬁ e b/ Bi 8 S pi.. l

| . .

P LV DTy

' {---.
! sdzd’;ﬂ e b B o3 pi T

Wir ersetzen nun in der zweiten Determinante die zweite Vertikalreihe
durch die Summen aller Reihen mit Ausnahme der ersten, Die
zweite Reihe lautet dann, wenn man die Verkniipfungen (19) beachtet:
— Ya,pt, — Ya/p* usw. Das gleiche machen wir in der dritten
Determinante mit der dritten Reihe und erhalten hier wieder als dritte
Vertikalreihe Glieder von der Form — 3 q;8%. Ebenso verfahren
wir in der vierten Determinante mit der vierten Reihe usw. Weiter
vertauschen wir in der zweiten, dritten ... n-ten Matrix die erste Reihe
der Differentialquotienten mit der zweiten dritten ... #-ten Reihe, wo-
durch das negative Vorzeichen der Glieder der Form J a,f% ver
schwindet. Hebt man schlieBlich die allen Determinanten gemein-
samen Faktoren &, d ... heraus, so erhilt man A’ ausgedriickt durch
eine Summe von # Determinanten, welche Summe iibereinstimmt mit
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dem Differentialquotienten der Determinante (17)!). Da nun gemaB
unserer Voraussetzung die Gleichung 4 =0 Doppelwurzeln aufweist,
dA
ap
auf einen von Null verschiedene Faktor identische Determinante A’,
was wir beweisen wollten.

so mufl verschwinden, daher verschwindet auch die mit ihr bis

Beispiel: Die drei homogenen Differenzengleichungen
Yat1 22 =0,
— 8Y541 + 16 Vst 2 2p4g F ey =0,
Zpyg -tz =0

ergeben nach Einfithrung der Losungen y,=p8% z,=¢§% u,=438" die
charakteristische Gleichung

B 1 o]
8(—p+2) 28 p|=—(F—2)(f*—8=o0
o s 1
mit den 4 Wurzeln g, =g, =z, p’s=—]/§+1,', ,34=—_’/§_z'.

Da Doppelwurzeln auftreten, so miissen die Gleichungen auch die
Lésungen

yxzzﬂxr Zz—:gﬂm(w_""u)’ u‘,=6ﬂ‘”(x+v)

haben. lhre Einfiihrung in die vorgelegten Gleichungen liefert die drei Be-
stimmungsgleichungen

(1) fd-e (@t =o,
— 8@+ 1) fF 162t 2ep @t 24w+ 3B @+ 1+ =0,
eh* @tz tp) 8@t =o,

die nach Ordnen der Glieder in

6+ ¢l 4 (B4 2 u] —o,
[—8B-+16 2684 8f]zt[—8f+228° (ut2) @
+8(+1l=o,
(2624 6] 2 [ 2 (u+2) - 83] =0

!) Sind simtliche Elemente einer Determinante Funktionen einer Verdnder-
lichen z, so gilt

’ 4
U Ygg o ee Uy C Upg o ve Uyp | [ty wfy ooy, |
]
’ 4
d Ugy Ugg o . Uy, ZEum Usg e v Ug L Ugy Ugg - e Ugy A
iz |- . : PR . | S .
Poe . Lol .
' ’ 4
| Y1 Bpee o Yy | Uy g Yy Upy Ygger Upp
’
1“11 LU
| ’
+ ‘ Ugy Mgy v Yyp
!
Junl Uy gee Uhn
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iibergehen. Die Beiwerte von z liefern die drei homogenen Gleichungen

ﬂ+8=°7
(—8p+16) 2%} fo=o0, )
ﬂ28+6=0,

zur Bestimmung von ¢ und 6. Der Kiirze wegen begniigen wir uns hier mit

der zahlenmifigen Verfolgung der zur Doppelwurzel gehdrenden Partikular-

losungen. Aus den beiden ersten der Gleichungen (b) erhilt man mit f=2
E=—2, d=2_8.

Zwecks Ermittlung der Gréfien p und » setzen wir die von z freien Teile
der Gleichungen (a) Null, wobei wegen der Abhingigkeit der Gleichungen die
Beniitzung der ersten zwei Gleichungen genigt. Wir erhalten so

ﬂ + EH=0,
—8ft26p*(ut2)F OB 1)=0.
Nach Einfiihren der Zahlenwerte von f, ¢ und § und Ordnen der Gleichung

gewinnt man p—1—o0,

u—v-4z2=o0,
woraus =1, »=3 hervorgeht.
Man tiberzeugt sich leicht, daf diese eben errechneten Werte auch der
aus der dritten Gleichung (a) zu gewinnenden Bedingung geniigt.
Die allgemeinen Losungen der vorgelegten Differenzengleichungen lauten

daher
yp=C, 2%+ Cyw 2% + Gy B3 + C B
2, =C,(—2)2*+ C(—2) 2" @+ 1)+ GC &3 B3 4+ Cy 8. B%
ty=C,8-27 1 C, 8-27 (x4 3) + G4 63 B."+C 6,87

Liegt eine dreifache Wurzel vor, dann ist der Rechnungsgang
ein ganz dhnlicher. Die Losungen lauten jetzt:

v, =8 ¥ ==p" Yo =B
o) =ef” 2 =@+ p), 2 =ef @@ F2pztp)

Wir setzen voraus, daB §, ¢, 0 ..., ebenso u, » ... in der voran-
stehend geschilderten Weise bestimmt wurden, so daBl es sich nur
noch um die Ermittlung der GroBen g, » ... handelt. Um auch
diese GroBen zu berechnen, denken wir uns die Losungsgruppe
y =%, 2 =ep"(2*t2p z-}-4) ... in die Differenzengleichungen
eingefithrt. Man erhilt dann wie vor ein System homogener linearer
Gleichungen. Die Beiwerte von #? und z in diesen Gleichungen
stimmen mit den Gleichungen, die zur Ermittlung der 8, &, ... und
der u, »... gedient haben, iiberein, sind daher Null. Es bleiben
sonach nur die von gz freien Glieder der n Gleichungen zuriick, die
als Unbekannten die n— 1 GréBen p, » ... enthalten, und die daraus
ermittelt werden konnen. Auch diese n Gleichungen sind voneinander
linear abhingig, derart, daB eine derselben iiberfliissig wird. Der
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Beweis fiir die lineare Abhingigkeit dieser Gleichungen wird in der-
selben Weise gefithrt wie im Falle zweier gleicher Wurzeln. Die
vorangehend durchgefiihrten Erorterungen lassen sich ohne Schwierig-
keiten fiir den Fall einer beliebigen Zahl von gleichen Wurzeln ver-
allgemeinern, doch haben wir uns des leichteren Verstindnisses wegen
und um Raum zu sparen, begniigt, nur den wichtigen Sonderfall 2 = 2
eingehender zu behandeln.

Wir konnen jetzt an der Hand der Determinante (17) leicht er-
kennnen, in welchen Fillen der Grad der charakteristischen Gleichung

unter % -—)—Z—{- m .- sinken kann. Liegen 2 oder mehrere der Zahlen
I;, l, ... in einer Horizontalreihe, so kénnen die zugehorigen Poly-

nome in § vom Grade k£ und / nicht miteinander multipliziert auf-
treten, der Grad der charakteristischen Gleichung ist dann kleiner als
k--l4m---- essei denn, daB J, m ... gleichzeitig in einer anderen
Horizontalreihe vorkommen. Selbstverstindlich konnen auch einzelne
Wurzeln der charakteristischen Gleichungen Null werden, wenn das
eben genannte Kriterium nicht erfiillt ist, dafiir aber besondere Be-
ziehungen zwischen den Beiwerten der Gleichung bestehen. Wir ver-
meiden es aber hierauf niher einzugehen, da, wie bereits auf S. 53
erwihnt, im Anwendungsfalle ein eindeutiger Zusammenhang zwischen
dem Grade s, d. i. also die Anzahl der willkiirlichen Konstanten und
die Zah! der Nebenbedingungen (Randbedingungen) des Problems besteht.

Nichthomogene Gleichungen. Liegt ein System nichthomogener
Gleichungen mit den rechten Seiten U - U, ... vor, so laBt sich die
Ermittlung der Partikularlésungen der vollstindigen Gleichungen y.2
z,%... nach dem Superpositionsgesetz auf den Fall, daB nur eine
der rechten Seiten von Null verschieden ist, zuriickfithren. Wir brauchen
uns daher im folgenden nur mit diesem Falle zu beschiftigen.

In 19 haben wir die Gleichung mit konstanten Koeffizienten be-
handelt, deren rechte Seite die Form

g(x)7”
besaB, wobei g(x) eine ganze rationale Funktion von 2 war. Die dort
gewonnenen Ergebnisse lassen sich ohne weiteres auch auf Systeme
von simultanen Differenzengleichungen iibertragen.
Ist 7 von allen Wurzeln der charakteristischen Gleichung (17) des
Simultansystems verschieden, so befriedigt der Ansatz

yO

wobei u, (), u, (x) ... ganze rationale Funktionen vom gleichen Grade
wie g(z) sind, das System der vorgelegten Differenzengleichungen.
Die Beiwerte in u, (2), %, (%) usw. sind genau wie in 19 durch Koef-
fizientenvergleichung ' zu bestimmen,

= u, (x)7°, 20 =u,(x)?"....,
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Ist aber # eine k-fache Wurzel der charakteristischen Gleichung,
so fiihrt auch hier der Ansatz y,°=u, (x)7", 2,°=u, (x)7"... wieder
zum Ziele, nur muB der Grad von u, (), #,(®)... um % hoher sein
als der von g(z). In Sonderfillen kann es allerdings vorkommen,
daB die Koeffizienten der hochsten Potenzen in u, (%), w,(z)... Null
werden, welcher Fall bei einer einzelnen Gleichung nie eintreten kann.

§ 6. Die Eigenlosungen der Differenzengleichungen.

21. Entstehung der Differenzengleichungen aus dem
Extremalprinzip,

Die Form des Extremalprinzipes. Bei einer groBen Anzahl von
Aufgaben handelt es sich darum, in dem Ausdruck

n n 1 n

]:ig()kg(’);atkyiyk_ié{)l]iyi (1)
bei vorgegebenen Werten 4, und U, die y so zu bestimmen, daBl J
einen ausgezeichneten Wert annimmt'). Unbeschadet der Aligemein-

heit ist a,, ==a,; zu setzen.
Wir fassen fiir den Augenblick J und die y als Koordinaten in
einem (n-}-2) dimensionalen Raum auf. Dann stellt die Gl (1) ein
(n - 1)- dimensionales Gebilde zweiter Ordnung in diesem Raum vor.

Wir finden einen ausgezeichneten Wert von J, wenn wir die partiellen

1) Man betrachte z. B. die Deformationsarbeit in einem # - fach statisch uu-
bestimmten Fachwerk 1 _Ss
A=- 3>
2 2 EF

Setzt manS =35, — S, X, — S, Xp- - -— Sp X, wenn X,, X,...X, die » Uber-
zéhligen sind, so wird

1 s
A_—_;Z(So—lelsg—X,z.. .S,,X,,)2ﬁ-

und man erhilt nach Ausrechnung des Quadrates mit den Abkiirzungen

S; Sk s S0 S;s Sp2s
2 g =k 2 EF T S EFE="

den Ausdruck

n

1 n 1 n 1 n
A=Y -a, X, X+ ‘Z’lzaziX2X,—|—-~~—|—-215a";X,,X,-—Zlu,-Xi—{—uo.
= i= i=

i=1
Schliefilich nach Zusammenfassung der Summen
n n 1
A= 2 2 ;a,-kX;Xk—Zu,X,-—{«uo .
k=1i=1
Der Ausdruck fiir 4 unterscheidet sich nur durch die fiir das Problem be-
deutungslose Konstante %, von dem Ansatz (1).

Bleich-Melan, Differenzengleichungen. 6
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Ableitungen nach den einzelnen unabhéngigen y Null setzen und er-
halten so das System linearer Gleichungen:

n
2> a,y,—U=0 (f=o0,1,2...7) (2)
k=0

Die Koeffizienten dieses linearen Gleichungssystems geniigen immer
der Bedingung

a., —

ik Bpi
Multipliziert man die Gleichungen beiderseits mit y,(1=1,2,3...%)
und addiert, so erhilt man

M=
Ms

n
YV — 2 Uy =0,
=i i=o

und nach FEinsetzen dieses Zusammenhanges in Gl. (1) findet man
den ausgezeichneten Wert von J mit

1 n n 1 n
:‘E,Zggoaikyz'yk:—;iz_oyzyi-
1= = =

Es eriibrigt sich nun noch die Feststellung, welcher Art dieser ausge-
nete: Wert von [ ist.
Die Fliche zweiter Ordnung

n ﬂ1 n
J=23auy;y.— XUy,
i=0F=0 i=0

ist, weil J nur linear vorkommt, vom Typus eines Paraboloides. Die
partiellen Ableitungen von J nach den unabhiingigen Verinderlichen ¥
sind lineare Funktionen der Koordinaten. Das Glied ¥ U,y, ist fir
die Gestalt der Fliche zweiter Ordnung bedeutungslos, es wird die

]

0

Flache J = 22%“;’1&’1‘ ¥, lediglich parallel zu sich verschieben. Es

beeinfluBt, wie auch aus den GIL (2) ersichtlich ist, die Lage des aus-
gezeichneten Wertes von J und diesen selbst, hat aber keinen Ein-
fluB darauf, ob ein Minimum, Maximum oder ein Sattelpunkt vorliegt.
Wir bemerken nun gleich, daB in der Baustatik der Ausdruck N id
die potentielle Energie oder Deformationsarbeit eines Systems, welches
sich im stabilen Gleichgewicht befindet, vorstellt und wie immer wir
die y, auch wihlen, stets positiv sein wird. Ohne auf die Be-
dingungen, denen die a,;, geniligen miissen, niher einzugehen, er-
wahnen wir nur, daB wir J’ in diesem Falle eine positiv definite
Form nennen, und daB es sich also in dem vorliegendem Falle um
ein Minimum von J’ und von J handeln wird,
Die Bedingung, daB der Ausdruck

nj n 1 2
]"':Z/ > Eaikyiyk“.zl Uy
i=0 k=0 i=0

ein Minimum wird, ist gleichwertig mit dem System linearer GL (2).
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Extremalprinzip mit einer Nebenbedingung. Wir stellen uns
nunmehr die Aufgabe, den Extremalwert der quadratischen Form

J=232a,y:¥ 3)

i=0£k=0
n
unter der Bedingung zu bestimmen, da 3’ y?=1 wird, Wir haben
i=0

also nicht schlechtweg den Extremalwert von [ zu bestimmen, der
sich wie aus GL (3) sofort zu ersehen ist, mit y, = 0 ergibt, sondern
haben zu untersuchen, wo J auf dem Schnittgebilde des Paraboloides

n
mit dem Zylinder 3 y,>=1 ausgezeichnete Werte annimmt. Wie
1=0

wir spiter sehen werden, werden wir im allgemeinen # -1 Stellen
erhalten, an denen dies lings des Schnittes eintritt. Nach den Regeln
der Maxima-Minima-Rechnung verfihrt man hierbei so, daB man die
partiellen Ableitungen der Funktion

n n n )

J=233auyy—2% 3y’ - (4)
i=0 k=0 i=0

nach den y zum Verschwinden bringt. 1 bedeutet dabei einen vorder-

hand noch unbestimmten Parameter.

Man gewinnt so das homogene lineare Gleichungssystem

n
Say,—Ay;=0 (@=0,1,2...m). (5)

Multipliziert man diese Gleichungen mit y, und summiert sodann, so
entsteht

n ” n
’ 2
J=23 a5 —42y*=0,
i=0 k=0 i=0
woraus man den Extremalwert

J=i—

1S

E

/ 1. Yi Y
=u 1]

findet.

Aus einem Extremalproblem hervorgehende Differenzen-
gleichungen. Damit das Gleichungssystem (2) bzw. (5) die Gestalt
von Differenzengleichungen erhilt, ist es notwendig, dab unter den
Koeffizienten g, alle jene verschwinden, bei denen die Differenz der
Indizes k — ¢ einen bestimmten absoluten Betrag etwa ‘p| iibersteigt.
Setzt man k—i=—7 und schreibt man fiir ¢ nunmehr %, so kann
man die Gleichungssysteme auch in der Form

+p

2“@,I+rya:+r=Ua: (x:o, 1, 2 ... n) (6)
bzw. r=-p

+p

Zax,x+ryx+7.:1yx (x=0,1,2 ... %) (6a)

j=—p

6*
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aufstellen, Wir sehen also zunichst, daB ein Extremalproblem stets
eine Differenzengleichung von gerader, in dem vorliegenden Falle von
der Ordnung 2z p, ergibt, deren Koeffizienten auflerdem noch der Be-
dingung a, _,,=4,,, , genigen miissen.

Nachdem aber in den Gl (6) und (6a) fir #<p auch y mit
Zeigern kleiner als Null und fiir #>>7—p mit Zeigern grofer als »
vorkommen werden, also 2 neue Unbekannte auftreten, ist es not-
wendig, noch eine weitere Festsetzung zu treffen. Das naheliegendste
wire es, die a, ., fir z-+r< o und «-#2>n verschwinden
zu lassen. Dadurch wiirden aber die GesetzmiBigkeiten der Glei-
chungen am Rande gestort werden. Will man daher, so wie wir
dies tun, die Gleichungen als Differenzengleichungen auffassen, so
diirfen die @y oty nicht Null gesetzt werden, sondern es sind fiir die
2 p iiberzdhligen Unbekannten 2p weitere Gleichungen, die friiher
erwahnten Randbedingungen, aufzustellen. Auf die einfachste Art

laBt sich das erreichen, wenn man fir —pZTz< o und
n<x<n-+p 2p Gleichungen von der Form
Y. =0

vorgibt. Diese Form ist jedoch nicht immer die geeigneteste, wie
wir an einem der folgenden Beispiele sehen werden; jedenfalls bilden
aber die Randbedingungen ein homogenes Gleichungssystem. (Ho-
mogene Randbedingungen.)

22. Homogene Differenzengleichungen mit homogenen
Randbedingungen.
Wir wollen uns im folgenden mit Differenzengleichungen befassen, die
aus einem Extremalwert eines Ausdruckes zweiten Grades entspringen.
Die Losung der Differenzengleichung (6) kann unbeschadet der homo-
genen Randbedingungen auf irgendeine der in den vorhergehenden Ab.
schnitten behandelten Methoden vorgenommen werden. Schwierigkeiten
ergeben sich hingegen bei der Differenzengleichung (6a). Wir konnen
wohl die allgemeine Ldsung fiir ein beliebig gegebenes 1 anschreiben; die
Bestimmung der hierbei auftretenden 2 p Festwerte C, mit denen diese
Losung behaftet ist, gelingt jedoch nicht ohne weiteres, nachdem wir
wegen der homogenen Randbedingungen auf ein homogenes Gleichungs-
system fiir die C gefiihrt werden. Um diese Verhilinisse klarzustellen,
befassen wir uns daher zunichst mit dem Gleichungssystem (35).
Ausfiihrlich angeschrieben lauten diese Gleichungen

(@00 — 4) Yo+ @y 9, + -+ Ayn Yy, =0
a10y0—|—(a11-«}.) ¥+ AGp¥p =0

an0y0+an1y1+ (annv'l)yn:()'
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Man sieht sofort, dal im allgemeinen bei beliebigem 1 das Gleichungs-
system (5) keine Losung aufler y,=y,="---y, =0 besitzt. Wihlen
wir jedoch 1 so, daB es eine Wurzel 1, der Gleichung (n - 1)-ten
Grades, der sogenannten Frequenzgleichung

gy — A Boy -+ Byyp
40 @y —heaayy, =0
2po % Ry — A

wird und setzen wir voraus, da A, eine einfache Wurzel ist, so er-
halten wir fiir jedes 1, ein zugehoriges System von Losungen y,"; es
ist moglich, dah von diesen y, einige fir bestimmte k& verschwinden,
jedoch muf fiir jedes 4 mindestens ein 4 von Null verschieden sein.
Die Werte y,” sind dann bis auf einen willkiirlichen Faktor bestimmt,
so daB auch ¢-y,7 Losungen der vorgelegten Gleichungen sind.

Ist insbesondere auch die Bedingung a,, ==a,;; erfillt, so kann
man leicht zeigen, daB die Losungen y7 und yp, die zu zwei ver-
schiedenen Werten 4, und 1, gehoren, die Eigenschaft besitzen:

n
.Z(;yir Y =0, rs. (7)
=

Der Beweis hierfiir wird so gefiihrt, daB man die einzelnen Glei-
chungen

n
2agyf=4y; (@(=o0,1...m
k=0
der Reihe nach mit y#(i==0, 1... #) multipliziert und dann addiert.

Man erhilt so n

n n
2 Xag vy = /1,_20 vy
i

i=0 =0
Wegen der Beziehung a,,=a,; kann die linke Seite der vorstehen-
den Gleichung auch in der Form

n
VI IL A
k=0
geschrieben werden, denn es ist
n
_Z(;aki yE=1,9s
1=
Man erhilt daher
n n
A S yryE=2k 2%
i=0 k=0
und nachdem die beiden Summen

n n
Sy2ys und kg;) Y Vi

=0
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offenbar identisch sind, folgt hieraus fiir 1 = i,

n
2ylyf=o0.
=0
Wird aber =3, so verschwindet die Summe nicht, da sie sich
dann iiber lauter positive Glieder erstreckt; es wird also

n
2 (yir)e = Nrg .
=0

Wir werden die beliebige Konstante, mit welcher wir die Lésung 4"
multiplizieren, so wihlen, daB N?2=1 wird.

Man nennt die Losungssysteme ., welche der Bedingung (7) ge-
niigen, orthogonal, und wenn insbesondere N?2=1 wird, also

(yir‘)i‘: 1, (8)

n
i=0
normiert orthogonal?).
Diese Ergebnisse konnen wir sofort auf unsere Differenzengleichung
anwenden. Man erhilt also bei einer homogenen Differenzengleichung
mit homogenen Randbedingungen nur fiir bestimmte Werte von 1, die
wir Eigenwerte nengen wollen, von Null verschiedene Losungen.
Diese Losungen sollen die Eigenlésungen heiBen; sie bilden unter
der Bedingung @, ,y;=a,.; . ein Orthogonalsystem, welches
man bei passender Wahl des konstanten Faktors, mit welchem die
Losungen behaftet sind, als normiert ansehen kann.
Wenn wir die Lésung der Differenzengleichung

+p
.Zua:,:c-f-t' yac+i—lym=0
i=—p

fir ein beliebiges 1 gefunden haben, so kénnen wir, um die Eigen-
l6sungen fir homogene Randbedingungen zu erhalten, wie folgt
verfahren.

Die allgemeine Lésung der vorgelegten Differenzengleichung setzt
sich nach fritherem aus 2p voneinander linear unabbingigen Lo-
sungen zusammen, ist also allgemein darstellbar durch einen Ausdruck

von der Form 2y
.= 3 eifi(z )
=

*) Fafit man die Grofien 8, y,5...,8 als die Komponenten des (n -\ 1)-
dimensionalen Vektors ys auf und ebenso y,r, ,7...%," als die Komponenten
des Vektors g7, so nennt man diese beiden Vektoren ,senkrecht* oder ,ortho-

gonal®, wenn die Gleichung
n

Zyryg=o0
=0

besteht. Daher riihrt obige Bezeichnung.
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wobei die ¢; willkiirliche Konstante sind, die erst aus den Randwerten
bestimmt werden konnen. In unserem Falle fiihren die Randbe-
dingungen nun auf ein homogenes Gleichungssystem fiir die ¢; von
der Form

€y €y €y 0y +"'62p"‘1,2p

"1‘“21’*—‘;2‘.”22 +'..C2p‘.x2,‘2p =0 (9)

cl“2p,1+02“2p,2+"'62p“2p,2p=0
Die «;, werden hierbei irgendwelche Funktion von 1 sein. Um von
Null verschiedene Losungen ¢; der Gl (9) zu erhalten, haben wir nur
dafiir Sorge zu tragen, daB die Determinante aus den Koeffizienten
«,, vorstehender Gleichungen verschwindet; wir haben sonach 1 als
Wourzel der Gleichung

‘ %11 %0 <Ky ep
”{21 tx‘:,‘_, % 2p =0

SR : \

o« L0 \

P ey 1%y 2 ey 2p

zu bestimmen. Diese Gleichung liefert im allgemeinen #—-1 und
nie mehr verschiedene Werte 1., welche Eigenlésungen bedingen.
Die ¢, welche zu 4 gehdren, sind bis auf einen willkiirlichen Faktor ¢
bestimmt, so daB unsere Eigenlésungen nunmehr in der Form:

2p
yr=c 3 ulfi ()

i=1
dargestellt sind, wobei die u,/ aber ganz bestimmte Werte bedeuten.
Der Fall, daB alle u bis auf ein einziges verschwinden, ist nicht
ausgeschlossen. ¢ kann mit Vorteil so gewihlt werden, dab die y 7’
normiert sind.

Entwicklung einer Funktion nach Eigenlésungen. Die Auf-
gabe, eine an den #-}1 Stellen z=0,1 ... n— 1, n definierte
Funktion U_ nach Eigenlosungen einer gegebenen Differenzengleichung
zu entwickeln, kann leicht gelést werden, wenn die Eigenlosungen
orthogonal sind, die Beiwerte der Differenzengleichung also die Be-
dingung .

aa;,:c+'i_am+i,:c

erfiillen. Es soll also U_ in der Form
n
Ua: —— Z Mr y.’z:r (1 0)
r=0

dargestellt und die Koeffizienten #, bestimmt werden. Den Fall
gleicher Wurzeln 1, schlieBen wir einstweilen aus und behalten uns
vor, denselben spiter zu erledigen. Wir multiplizieren die Gl. (10)
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beiderseits des Gleichheitszeichen mit y ¢ und erhalten
n
Upye! = 21,9, 9"
r=

Summiert man nun von =0 bis 2=, so erhilt man, wenn
man rechter Hand die Summationsfolge vertauscht,

n n n
22Uy =2u 2y’yr
=0 r=0 z=0

Da die y, als orthogonal vorausgesetzt sind, verschwindet die
innere Summe immer, wenn 7 == s ist, und es reduziert sich daher
die Doppelsumme auf "
4, 3y .

z=
Man hat sonach
n
Z Ua' y@ =u8 NS-‘
=0
und daraus findet man

n
1
us=EZUzy; (11)

S =0

oder, wenn auBerdem noch die 4% normiert sind,
n
uszg(')Umyzs. (11a)

Entwicklung der Lésung einer inhomogenen Differenzen-
gleichung nach Eigenlésungen. Es sei eine inhomogene Diffe-
renzengleichung von gerader Ordnung mit entsprechenden verschwin-

denden Randwerten ip

Zax,aﬂ-i ya:+i=Ua: (12)

i=—p
vorgelegt, deren Koeffizienten der Bedingung
A rti™ Pt o

Geniige leisten. Wir haben bereits eingangs erwihnt, daB alle Diffe-
renzengleichungen, die aus einem Maximum-Miniumproblem abgeleitet
werden kénnen — wie zum Beispiel die der Baustatik, wo es sich um
die Ermittlung der statisch unbestimmten GroBen handelt —, diese
Forderung erfiillen.

Wir wollen die Losung y_ in der Form

n
Vo= 2,9, (13)
r=0

ansetzen, wobei die y " die zu dem Eigenwerte 4_ gehorigen Losungen
jener homogenen Differenzengleichung mit denselben Randbedingungen
wie Gl (12) bedeuten, die man erhilt, wenn man die GroBe U,
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durch 1y_ ersetzt, und deren Lésungen wir nach dem vorhergehenden
als bekannt annehmen wollen. Es handelt sich also um die Be-
stimmung der Koeffizienten ¢,. Wir entwickeln zunichst die Funk-
tion U_, die an den #n -1 Stellen x=0, 1, 2 ... n gegeben ist,
in eine Reihe

n
—— N7 T
Uz - Ztl)uryac
r=

eine Aufgabe, die wir nach dem frilheren ebenfalls 16sen konnen.
Setzen wir nunmehr den Wert fiir y, nach Gl. (13) und den vor-
stehenden Wert fiir U_ in unsere Differenzengleichung ein, so er-
halten wir + ”

» n
2(“1,m+i'2:)cry;+i)= U, yx

t=—p r= r=0

Durch Vertauschung der Summationsfolge auf der linken Seite des
Gleichheitszeichens erhalten wir aber

5’(6 Zaa' x+i” x+,) ;n

und, da die innere Summe sich auf 1 y " reduziert,
n n
A r— Y r
e dy = uy
r=0 r=0

Diese Gleichung muB fiir alle Werte von x gelten. Das wird der
Fall sein, wenn die Koeffizienten ¢, 4, und %, die bei den gleichen
Funktionen 9, stehen, gleich sind, und man erhilt sonach fiir die

gesuchten Koeffizienten .
-

Cr—_—'l—r'- (133,)

Unsere inhomogene Differenzengleichung (12) hat demnach die Losung

n
Uy
=2 T (14)
r=0

oder, wenn wir noch fiir », den Wert gemaB Gl (11a) einsetzén,

Vo= Z(y’” ZU%)

r=0

Bei dieser Gelegenheit sei iibrigens darauf hingewiesen, da8 man
eine Differenzengleichung zweiter Ordnung mit beliebigen Koeffizienten

bz,z—l yz—1+bzx y:c+ ba:,1:+1 Yet1™= Uaz: ( r,x—1 =‘= bx—l,.’z)

durch Multiplikation der einzelnen Gleichungen mit geeigneten Faktoren
C, stets auf die Form

! == S
az,z—l y:t"l—l—azzyz-r_az,z-Fl y:z+1_Vz (aa‘,z+1 am+1,z)
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bringen kann. C_ muB so gewihit werden, daB

Ca:bx z+1 7 Cz+1 x+1,x am,m+1:am+l,x
wird; mithin erhdlt man

b
C.i1=C, brox 1 und  C,_,=C_;"
x+1 x xbx——l’x

Setzt man etwa fiir #=y C,=1, so findet man fiir C,;; den Wert

Copr— bg,x+1'by+1,z+2 b:+k CTrtk—Latk p+t—1,£+z
e N S T H
r+1,z r+2,r+1° r+k,x+k—1 g+z r+i-1
und demzufolge wird
=p bg-{-i—l,g-}-i
Bptk,p+1—1== Op+k—1,5+k n R
r+e,r+t—1

=1
und

b E+$~l §+0
A +k,p+k = Op+k,z+k Zz A
=1 Tt+i,r+i—1

Fir die Gleichung an der Stelle y — % erhilt man ahnlich

p £+1,—1 @
k~]]

=1 E Z,L' 0+1
und die Koeffizienten derselben sind
k+1 b
b t—t+1,r—¢
agk,gkl—rkl,gklzb
=1 &~ $,5—1+1
g i+1, - t
Ut~k = by—k,z-k H
g i, g—8+1

Beispiel. Es sollen die Eigenlésungen der homogenen Differen-
zengleichung mit konstanten Koeffizienten

Yoot T4V F Yors — Ay, =0 (15)
mit den Randbedingungen y,=o0 fir x=0 und z=—n gefunden
werden. Wir l6sen die Gleichung zuniichst fiir ein beliebiges 1 und

erhalten :
y==c,sinex ¢, cosazx,

worin ¢, und ¢, vorldufig willkiiliche Konstante bedeuten. Setzt man
diesen Wert in Gl (15) ein, so erkennt man, daB « der Bedingung

2(cose++2)=1

geniigen mufl. Wegen der Randbedingungen y=o fiir z=o0 folgt
weiter, dal ¢, =0 sein muB, wihrend wegen y=o fiir r==n

sin gm =0
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oder =29  (i=1,2...n—1) (16)
wird. Wir erhalten somit # — 1 verschiedene Werte fiir 4, und ebenso
n — 1 dazu gehérige LoOsungssysteme

. .
Yo -—csmaix.

Wir wollen uns noch iiberzeugen, dall unser Orthogonalsystem auch
vollstindig ist, d. h. daB es keine weiteren Eigenlosungen gibt.
Dazu geniigt es, wenn wir die Nennerdeterminante des Gleichungs-
systemes (15)

l4—2 1 o .--.-0 o0 o |
1 4—4 1 .0 o0 o{
0 1 4—4i--0 O o
A 0T ATRIITY
0 ) o - +14—21 1 |
| o o o -0 1 4— A

betrachten, welche tatsichlich gleich Null gesetzt # — 1 verschiedene
Losungen 1, besitzt. Unser System ist daher vollstandig.
Sollen die Lésungen auBerdem noch normiert sein, so mub

n
P2 —
c 3 sinfg,x=1
i =0
sein. Nun ist aber
n 2 n
2 ___ N7 g "
Ni — stm o r =
=

und die normierten Losungen lauten daher

yj:l/ésin ox (17)

Die Werte von y ¢ sind fir =1 bis n= 6 im Anhang zusammen-
gestellt. Die Beniitzung dieser Tabellen ermoglicht eine rasche und
bequeme Auflésung der zugehérigen inhomogenen Gleichung, die be-
kanntlich in der Baustatik bei der Berechnung eines iiber mehrere
Stiitzen durchlaufenden Trigers eine groBe Rolle spielt.

Als Beispiel fiir die Auflosung der inhomogenen Differenzengleichung
zeigen wir die Berechnung eines Tridgers liber sechs je 8 m lange Felder,
welcher im ersten Felde mit p, — 2,5 t/m, in den folgenden mit p=1,5 t/m
gleichmifiig voll belastet ist.

Die Stiitzenmomente M, geniigen bekanntlich der Differenzengleichung

6
(A+OMy=M, 4 MMy =— g Re=—U:

7 ist dabei die Spannweite der einzelnen Felder und R, der AgflagerdYUCk in
der Stiitze z, den man erhilt, wenn man sich die beiden an c!1e Stiit.ze @ an-
grenzenden Nachbarfelder frei aufliegend denkt und dann mit den in diesen
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beiden Feldern durch die dufieren Kriifte hervorgerufenen Momenten belastet,
Uber den Stiitzen x=—=o0 und x=# moge der Triger frei aufliegen, so daB
also My= M, =o0 wird.

Wir beginnen mit der Berechnung von U, in den einzelnen Stiitzen, und
zwar wird, wie man sich leicht liberzeugen kann, U, fiir den Fall, daf die
beiden angrenzenden Felder mit p, und p, ., pro Lingeneinheit belastet sind,

Uzzﬂﬁle(fx+fz+1)

Mit /=8 m, p, = 2,5 t/m und p, = p3 = p, = p, = 1,5 t/m erhalten wir daher

@ 1 | 2 3 | 4 | s

U, tm]—64 :—48§—48’—481—48

Ferner entnehmen wir der Tabelle (1) im Anhang fiir n = 6 nachstehende Werte
der Eigenldsungen

M | My ] M J Mg M 7

1=1 0,2887 ! 0,5000 0,5773 ' 0,5000 0,2887 5,7320
=== 0,5000 0,5000 o — 0,5000 | — 0,5000 5,0000
1=3| 05773 o —0,5773 o 0,5773 4,0000
i =4 0,5000 | — 0,5000 [¢] 0,5000 | — 0,5000 3,0000
i==3 0;2887 — 0,5000 ] 0,5773 | — 0,5000 i 0,2887 2,2680

Die u; berechnen sich nach Gl (11a). Man hat daher, um u; zu bekommen,

jedes Glied der Tabelle fiir U, mit dem an der gleichen Stelle der Zeile T
stehenden der Tabelle fiir die M,$ zu multiplizieren und dann zu addieren

So bestimmt man

— %, = 64-0,2887 |- 48.0,5000 -}- 48.0,5773 -} 48.0,5000 -} 48.0,2887 = 108,045

~— t, == 64-0,5000 |- 48-0,5000}-48- 0 — 48.0,5000 — 48.0,5000 = 8,000
—U3=164-0,5773 4 48- 0 —48.0,57734-48- o 4 48.05773= 36,947
— #, = 64.0,5000 — 48.0,5000 4- 48- 0 -48.0,5000 — 48.0,5000 = 8,000

— 5 == 64.0,2887 — 48-0,5000 | 48.0,5773 — 48.0,5000 -48.0,2887 = 12,045
Die Koeffizienten ¢; nach der Gl (13a) c,=% berechnet, sind in folgender
4

Tabelle zusammen gestellt :

Ci

— 18,849
— 1,600
— 9,237
— 2,667
— 5,311

m-bwn»ls.l

Man kann nunmehr die verlangten Stiitzenmomente M, angeben, und zwar er-
hdlt man gemdfi Gl. (14) die M,, wenn man jedes Glied der Tabelle fiir ¢; mit
dem an der gleichen Stelle der Kolonne  stehenden der Tabelle fiir die M,
multipliziert und dann addiert. So ergibt sich

M, = — 18,849-0,2887 — 1,600-0,5000 — 9,237-0,5773 — 2,667 -0,5000
- 5,311 -0,2887 = — 14,441 tm,
M, = — 18,849-0,5000 — 1,600:0,5000 — 9,237- 0 - 2,667-0,5000

-+ 5,311-0,5000 = — 6,236 tm,
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My = —18,849-0,5773 4 1,600- 0 —9,237-0.5773 — 2.667- o
— 5,311.0,§773 =— 8,615 tm,

M, = — 18,849-0,5000 -}- 1,600-0,5000 — 9,237- o0 — 2,667.0,5000
-+ 5,311:0,5000 = — 7,302 tm ,

M, — — 18,849-0,2887 -} 1,600-0,5000 — 9,237:0,5773 - 2,667 -0,5000
— 5,311:0,2887 = — 10,174 tm .

Von praktischer Bedeutung ist ferner der Fall, daf die Rand-
bedingungen der Differenzengleichung (13) wie folgt lauten

2Y+Y-1=0, 2¥,+¥,41=0. (18)

Auf diese Randbedingungen fiilhrt nidmlich ein durchlaufender

Trager, dessen Enden eingespannt sind, so daf sich der Winkel, den

die deformierte Stabachse mit der urspriinglichen Lage derselben ein-

schlieBt, mit Null ergibt. Fiir die Stiitze x =0, bzw.  =mn berechnet
sich der in Rede stehende Winkel 7 mit

to— [2My+ M+ S Ry| brw. v, =g [2M,+ M, ,+IR,]

und diese beiden Werte miissen infolge der Einspannhung an den
Enden Null werden. Man schreibt diese Randbedingungen gewohn-
lich in einer anderen Form an, indem man denselben die homogene
Form (18) gibt. Wegen der erfiillten Differenzengleichung ist
M—1+4M0+M1:_2R0 und Mn—1+4Mn+Mz+1=—§Rn
und wenn man aus diesen 2 Gleichungsgruppen R, und R, eliminiert
und statt M, y schreibt, so erhilt man die Randbedingungen in der
oben angeschriebenen Form (18), welcher wir den Vorzug geben. Da
die transzendente Gleichung, deren Wurzeln wir zu bestimmen haben,
in diesem Falle nicht mehr so einfach zu losen ist wie in dem vo-
rigen, wollen wir zunichst, um die Symmetrieverhiltnisse der Losung

besser verwerten zu konnen, an Stelle von z als unabhingige Variable

. fes . . . n
x’=x—§ einfithren, so daB sich jetzt unser Gebiet von &= -—~

bis x’:—l—g erstreckt. Die Losung der homogenen Differenzenglei-
chung lautet wiederum
yi,:c’ sine; 2 4 ¢” cos ;&

und die Koeffizienten ¢/ und ¢” miissen nunmehr den Gleichungen

’ .oom . n-2 ” n nt2]
c [ZSmai;+smu'.———~]—}—c {zcosai;—-[-cosocim——J—O

2 2
, . ., . n-t2 ” n n+_2]__
—c [zsmoc,.;—rsm——z—— +-¢” |2 cos ;- - cos ¢, — — | =0

Geniige leisten. Dieses Gleichungssystem hat aber nur dann fiir we-
nigstens eine von den beiden Grofen ¢’ oder ¢ von Null verschie-
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dene Losungen, wenn eine von den beiden Bedingungen

[2 cos aig—f—cos aiﬁ:l_—f]zzo (19a)
oder R
[2sinai2—|—sinociflztfj=o (19b)

erfilllt ist. Im ersten Falle ist ¢” beliebig, ¢’ gleich Null, im zweiten
Falle umgekehrt.

Die ¢; berechnen sich als Wurzeln der vorstehenden transzendenten
Gleichungen, und zwar liefern die Wurzeln der ersten Gleichung die
., . _
in z’ geraden Losungen yi, = cos & Z,
die der zweiten Gleichung die in 2’ ungeraden Losungen

%, =sin oo .

Die die Eigenlosungen bedingenden Werte von 1, berechnen sich

wie friither aus
;=2 (cose;, - 2).

Um iiber die Zahl der vorhandenen verschiedenen 1, Klarheit zu ge-
winnen, setzen wir die (-}~ 1)-zeilige Determinante, aus der 1 zu be-
stimmen ware, gleich Null:

‘2—2 1 o o .- - o o ) )
1 4—4 1 o - . o o 0 o
0 1 4—41 - - o0 o 0 o}

[ W) o o - - 1 4—i 1 o

l o ) o o - - o0 1 4—2 1

|0 0 0 o - - 0 o 1 2—13

Nachdem diese Gleichung fiir 4 tatsichlich vom # -} 1 -ten Grade ist,
existieren also » -1 Eigenwerte i, und »-}-1 Eigenlésungen. Bei

geradem # hat aber die Gleichung (19a) Z, Gl (19b) 2—1 , beiun-

1 .
reelle verschiedene

geradem # jede der beiden Gleichungen - —
Wurzeln ¢, Die beiden fehlenden Wurzeln sind komplex und werden
gefunden, wenn man ¢, _,=ai+a und &, =a,¢-} 5 setzt, wobei
1= ]/j Dann wird fiir gerade Losungen

Y t=A(— 1) Cofa, x
und fiir ungerade Losungen

y*=B(— 1) Gina,x.

Die Gleichungen (19) nehmen mit diesen Werten die Form an

zgofalg—@ofal(g+1>:o (20a)
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und

2@ina2Z—@ina2<;—l—f—1>xo (20b)

und jede dieser beiden Gleichungen hat tatsdchlich nur eine reelle
Waurzel, welche die fehlenden Lésungen y,“~* und y " liefern. Nun-
mehr erst ist das Orthogonalsystem der y ! vollstindig.

Das Auflosen der Gleichungen (19) und (20) geschieht am einfachsten
durch Versuche. Man bestimmt sich durch eine Skizze, wo der betreffende
Wurzelwert beildufig liegt. Dann logarithmiert man die Gleichung und kann
den Wurzelwert sehr rasch beliebig scharf bestimmen, da der Logarithmus
von sin oder cos selbst in einem Intervall von mehreren Graden sich nahezu
linear #dndert.

Bedeutet also z .B. « eine angendherte Losung der Gl. (1g9a), so gibt sich

n+2a=f

>

log 2| log cosg o« — log cos

n
anstatt Null, und wenn wir die Tafeldifferenz von log cos an der Stelle P

n--2

mit 4,, an der Stelle ——« mit 4, bezeichnen und nunmehr « durch Hin-
zufligen von A« verbessern, so ergibt sich fiir die Korrektur A« der Wert
f

Ado= :
n n 2
— 24, ",

Diese Gleichung gilt auch fiir die GI. (19b), wenn man unter 4,, 4,
die Tafeldifferenzen von log sin versteht. Wie rasch dieses Verfahren zum
Ziele fiihrt, soll an dem Beispiele gezeigt werden, die erste Wurzel fiir n=-g
zu berechnen. Diese Wurzel entspricht einer geraden Ldsung und ist sonach
die kleinste Wurzel der Gleichung

zcosia—}—cos’;a:o.
2

4
Es gelingt uns leicht festzustellen, daf der gesuchte Wurzelwert zwischen-s—

T 7 . . . Py
und - und zwar mehr gegen 3 hin liegen mufi, und wir versuchen zunichst

als erste Approximation a=329°.
Man erhilt mit diesem Wert

= — 0,032 8752.

Die Tafeldifferenzen fiir eine Sekunde betragen an der Stelle g -320=80°

4, =—119,4
und an der Stelle %-32= 1129
Ay =-4352,1.
Die Korrektur A4 e fiir ¢ berechnet sich nach obigem mit
4= — — 328752 = — 683" = — 11"13".

+3 419,44 L 521

2
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Der erste verbesserte Wert von a wird demnach
o« =320— 11" 23" = 31948’ 37”.

Wiederholen wir mit demselben das Verfahren nochmals, so erhalten wir

f=—2894, A,=-—1139, 4;=539.
Die neuerliche Korrektur wird daher
— 28 :
Aa= g___z___g_ﬂ'__ _—_____.6’11”

7
;113917539
und fiir ¢ ergibt sich der abermals verbesserte Wert
o == 31°48 37" — 6,11" = 319 48’ 30,8¢" .
Schliefilich liefert eine dritte Korrektur
o =31748"30,77".

Schirfer ldfit sich a mit 7-stelligen Logarithmen {iberhaupt nicht bestimmen.

Bei der Berechnung der letzten Wurzel und der zu derselben gehoérigen
¥," empfiehlt sich weniger die Beniitzung von Tafeln fiir die hyperbolischen
Funktionen, da dieselben zumeist zu grofie Intervalle des Argumentes auf-
weisen. Es ist besser fiir

caeio )=o)

zu setzen. Wenn man den vorstehenden Wert in die Gl. (20a) einsetzt, er-
hilt man nach einer kleinen Umformung

Qn+1:

und logarithmiert
(n+1)logo-f-log(z—g) —log (1 —z2g)=o0.
Wir bemerken, daf die Wurzeln o dieser Gleichung mit wachsendem # sehr

rasch gegen die obere Grenze g, = 0,5 konvergieren. Man nimmt nun wiederum
als ersten Niherungswert ¢ in der Nihe von o,5 an, berechnet

f=(n-+1)loge+log(z —g) —log (1 —z¢)
und hat, wenn A, 4, 4; die Tafeldifferenzen von der Stelle ¢ bzw. (2 — o)
und (1 — 2 g) bedeuten, die Verbesserung Ag fiir o
dp = i .
(m+1)4,— 4, - 24,

Dabei ist aber auf den Stellenwert der Tafeldifferenzen wohl zu achten.
Ausschlaggebend ist immer 4s.  Auch hjer fiihrt eine einmalige oder
hochstens zweimalige Korrektur zu einer vollstindig ausreichenden Schirfe der
Rechnung.

Die numerische Berechnung der Wurzel ¢ zeigen wir fiir =135, Es
handelt sich also um die Auflosung der Gleichung

6logo|log(z—g —log(1 —29)=o0.
Mit ¢ =0,49 erhilt man bei der Verwendung ;-stelliger Logarithmen

f=-}o0,0191235

88
A, =88, A2=21—0=28,8, 4y = 217-10 = 2170.

Die erste Korrektur betrigt daher
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— 191235 . .
do= 688 28,8 L 22170 = — 39,5 Einheiten der sten Dezimalstelle von p .
Sonach wird der erst verbesserte Wert ¢ = 0,49 — 0,000395 = 0,489 605 ; wieder-

holt man das Verfahren mit diesem Wert, so erhidlt man

f==0,0002869
und 4, — 88, 4,= 28,8, 4; = 2090, sonach die Verbesserung
2869
_——— = — 0,()1
4679 3
Einheiten der gsten Dezimalstelle von o, und es ergibt sich
0 =0,489605 — 0,00000613 = 0,489 59887 .

Eine nochmalige Wiederholung gibt schliefilich den Wert von g so genau, als
er sich iiberhaupt mit 7-stelligen Logarithmen bestimmen ldfit, ndmlich

0=0,48959835.

Hat man die in x ungeraden Eigenldsungen zu bestimmen, so verfihrt man
n--2
2
gelost; fiir die letzte Wurzel hat man natiirlich fiir Sin oy »

. 1 1
Ginagn == - <o” — ;>
2 n

g

ebenso. Die Gleichung 2 sin « 3 ~+sin «- =o0 wird in der gleichen Weise

zu setzen; man hat es dann mit der Bestimmung der reellen Wurzeln der

Gleichung
n+1_ 20—1
2—o

g

zu tun, deren Wurzeln mit wachsendem 7 rasch gegen die untere Grenze
¢ = 0,5 konvergieren.

Hat man die Wurzeln ¢ und ¢ ermittelt, so wird man sowohl gerade als
ungerade Lisungen am einfachsten nach der Gleichung

yz:-l: (—— 1-)1' @l)f a, z = (—_ 1)x' % <9zl + 9_11;’)

! . ) U 1 4 1
Vi = (—1)% Sinaga' = (—1)° 5 <o” — ﬁ7>

berechnen und die Beniitzung von Tabellen fiir die hyperbolischen Funktionen
vermeiden. 1 berechnet sich in diesem Falle mit i =2 (— Cofa | 2).

Fiir den praktischen Gebrauch sind im Anhang unter (2) die normierten Eigen-
losungen der Differenzengleichung

Vo— + 4 Yz +yx+1 =1 Yz
mit den Randbedingungen

29+ Y1 =2Yn 1 Va1 =0
zusammengestellt,

Eine weitere Tabelle enthilt schlieBlich noch die Eigenlésun-
gen dieser Differenzengleichung, wenn y,=2y -4y, ,=0 VOrI-
gegeben ist. Diese Losungen kommen z. B. in Frage, wenn es
sich um einen durchlaufenden Triger handelt, welcher bei z=0 frei
aufliegt, bei #=n aber eingespannt ist. Die Bestimmung der Eigen-
lésungen, deren in diesem Falle » von Null verschiedene existieren,

Bleich-Melan, Differenzengleichungen. 7
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erfolgt ebenso wie in den fritheren Beispielen. Wir finden y f=—sing;2
bzw. y " =(—1)" Gina,x, wobei wir ¢; als Wurzel der transzendenten
Gleichung 2sing;n - sine; (n4-1)=o0
zu ermitteln haben; wir bekommen so (n — 1) verschiedene Werte ¢;
und dementsprechend (n —1) Werte Z;
A =2(cosa;4-2).

Den noch fehlenden nt® Wert 1, erhilt man als reelle Wurzel der
Gleich

clehung 2Binan —Gina(n 4 1)=o.

Die Bestimmung der Wurzeln dieser Gleichung kann so wie in dem

vorigen Beispiel geschehen.
Zum Schlusse erwdhnen wir noch, daB die Eigenlosungen der

Differenzengleichung
ya;—l + 2 7ya; +yz+l Zly:r

unabhingig von y sind, so daB die beigefiigten Tabellen auch zur
Losung dieser Differenzengleichung ohne weiteres verwendet werden
konnen. Lediglich 1 hingt von y ab und betridgt in diesem Falle

A=2(cosa}7y),
so daB es in einfacher Weise durch Hinzufiigen von 2(y —2) aus

den in den Tabellen angegebenen Eigenwerten gefunden werden kann.

Mehrfache Wurzeln der Frequenzgleichung. Wir wollen noch
kurz den Fall erortern, daB die Frequenzgleichung

Ay — 4 a0 Agp o v - - Ay
Aoy an.—l gy w - By —o0
| Ay, a,, Ay« v oo Bpy—A |

eine oder mehrere ‘mehrfache Wurzeln besitzt. Ist 4, eine solche »-
fache Wurzel, dann gehéren nach einem bekannten Satze der Algebra
zu diesem y-fachen Eigenwert 1, » linear voneinander unabhingige

Systeme von Eigenlosungen y’f’j (=1, 2...»—1, »). Es ist dann
auch

eine Losung, worin die ¢; beliebige Konstante bedeuten.

Man erkennt zunichst, daB bei einer Differenzengleichung von der
Ordnung 2 p hochstens 2 p-fache Wurzeln vorkommen kénnen. Denn
in diesem Falle miissen zu diesem 2 p-fachen Eigenwert auch 2 p-
linear voneinander unabhingige Lésungen gehoren, und das ist gerade
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nocp moglich, da die allgemeine Losung der Differenzengleichung 2 p
solcher Losungen besitzt.

Wir wollen uns nun dem einer Behandlung am leichtesten zuging-
lichen und fiir die praktische Anwendung auch hiufigsten Fall zu-
wenden, daB die vorgelegte Differenzengleichung konstante Koeffizien-
ten besitzt, also die Form hat:

+p
2 Yy — Ay, =0 (21)
i=—p

Eine solche Differenzengleichung hat immer Doppelwurzeln, wenn die
Randbedingungen derart beschaffen sind, daB sie eine Periodizitit der
Losungen iiber den Bereich =0 bis x=#—1 erzwingen.

Dazu reicht aus, wenn die Randbedingungen in der Form

y0=yn

y1.= yn+1

Yap—1= VYn+t2p-1
gegeben sind. Schreibt man die Differenzengleichung (21) einmal fiir
die Stelle p, das anderemal fiir die Stelle n—$ an, so erhdlt man

+p
— ! —
izZ_'pai yp+i—a—py0+a—p+1 Vi T8 p+2da +-ra yp+"'“py2p_0
und

+p
'Zaiyp+n+i=a-—pyn+a—p+l Yot1 T - pta Yata T % Vntp
i=—p
+'“apyn+‘.’.p:0'

Subtrahiert man eine Gleichung von der anderen, so erhilt man mit
Beriicksichtigung der Randbedingungen
y‘.’. p:yﬁp'i-n'

Dieses Verfahren kann fortgesetzt werden und fithrt zur Periodizitat
von y.

Auf solche periodische Losungen fiihren z. B. in der Baustatik alle
Systeme, die in sich geschlossen sind; der einfachste Fall ist ein Stab-
zug in der Form eines reguliren geschlossenen Polygons, das in den

Ecken unterstiitzt ist.
Um die Eigenlosungen der Differenzengleichungen (21) zu finden,
schreiben wir sie zunichst in der Form

(A+2tza)(atztag)(8+2+2g)y=1y

an. (Siehe S.59.)
Die Lésung bei willkiirlichem 2 lautet in diesem Falle

y______ e;tax
7*
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wobei ¢ durch die Gleichung

27 (Cof e+ ;) (Cof e+ ¢s) - - - (Cof e+ g, ) =14
gegeben ist. Soll y die Periode » haben, so miissen wir ¢ rein imaginar
annehmen, und wenn wir a4 statt ¢ (7= ]/j1) setzen, erhalten wir fiir

i 4 . | .
¥, die Losung yg == ¢, sina, & -+ ¢, cos ;@ (22)
worin ocizz_f-i bedeutet; ¢, und ¢, sind beide willkiirliche Konstante.

n

Der dazu gehérige Eigenwert 1, wird aber
(=22 (cose, 4 g) (cos ). (coseyt-g).  (23)

Die GroBe ¢ kann hierbei alle ganzzahligen Werte von =10 bis { =g
annehmen. Nachdem aber

2x . 2a E
cos =1 = cos — (n — 1)
n n

ist, fillt offenbar 1, immer mit 1, _, zusammen.

Wenn # eine gerade Zahl ist, reduziert sich die Anzahl der ver-
schiedenen 1, auf Z -+ 1. Es gehért dann zu Ay, fiir welchen sinex=o,

cosqx==1 wird, die Losung
o

yz :C2 s
zu };, wenn

. n. g .
0 <1< y,=c,sinex-c,cosex
und zu in

2 .
Vo= CyCOS @ T==c, (— 1)7.

Sonach sind 4, und i» einfache Eigenwerte, alle anderen A; aber
2
doppelte Eigenwerte.

Ist » aber ungerade, dann wird die Zahl der verschiedenen A ﬁ?;

Ay> zu welchem yg_~.c2 gehort, ist ein einfacher Eigenwert, wihrend
alle iibrigen 1, doppelte Eigenwerte vorstellen, zu denen die Losung
gehiort, Yo =¢,sin e,z +c,cos o,z
Wir haben also in jedem Falle genau # Eigenwerte und # ver
schiedene Losungssysteme gefunden, wenn wir die doppelten Eigenwerte
doppelt zihlen. Nachdem die zu unserer Differenzengleichung gehorige
Determinante #-zeilig ist, fiir 1 daher sich eine Gleichung nten Grades
ergibt, ist unser Orthogonalititssystem vollstdndig.
Setzen wir nun zunichst zur Abkiirzung
sine;x =f/ ()
und
cose, x =f/" (),
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so konnen wir zeigen, daB auch f/(z) und £ (x), selbst fir 1=—~F

orthogonal sind.
Wegen der Orthogonalititseigenschaft der 3¢ muB nimlich

n—1

2yiyt=o,
=0
also auch, wie man durch Einsetzen des Wertes fiir y leicht findet
nt ! ’ not 144 ’ not ” ”
D=2 =2f"f"=o (24)
sein. ) =0 =0 =0
DalB} auch

n—1 )
’

2 fk fk =0

z=0

ist, erkennt man daraus, daB man mittels der Beziehung
gions—f" L if, (1= 1/~ 1)
n—1 n—1 X
S A iR = 3 e
z=0 =0

erhilt. Rechnet man die Summe aus, so findet man

n—1 -
ME__p12 | p it 1) i) SRR
zé;(fk 1P+ zif f) = sin oz
und weiter, da o, n=2xmk und der Sinus daher Null wird,
n-1 n—1
S =231 (252)
=0 =0
und
n—1
Efk’fk”:()' (25b)
z=0
Wir bemerken, daB die erste dieser beiden Gleichungen fiir i==0
und wenn # gerade, auch fiir 1,:? wegen f,/ bzw. fo’=10 nicht gilt.
2

n—-1 :
. . . 2 7 N oeee W
Der Wert N? berechnet sich mit N? — Y sin? —3— = firi=o,bzw.,
)

=

e o n - . . .
wenn # gerade, auch fiirs == 5 Nur fiir s = 0 und, wenn # gerade ist, auch
. o n . .
fiir ¢==—_ergibt sich N?=un.

Entwicklung einer Funktion Uy nach f/(x) und f{'(x). Wir
koénnen jetzt unschwer die Aufgabe l6sen, die Funktion, die an den
Stellen =0, 1...n—1 gegeben ist und dariiber hinaus sich mit
der Periode % fortsetzt, in eine Reihe von der Form

n—1
==y’ =-——, wenn n ungerade

s ' pr = "ot ®

U (4
Um _'2 U; fi +2 U; fq ’ n 7 n
=1 =0 u = 5 1 y == 2’ wenn #» gerade

(26)

zu entwickeln, wobei wir f/ und f; nunmehr normiert ansehen wollen.
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Es ist also
1
fo',:"’/;,
7 1/
fi’:l//f;—z sin «, fi _l 5 cos ow
fiiro <17 < ;—zund n gerade - (27)
und

n—1

firo<s < und # ungerade

1 .
f,_;” :V; (——1)* fiir n gerade

Um den Koeffizienten 1,” dieser Entwicklung zu bestimmen, multipli-
ziert man die Gl (26) beiderseits mit £, und summiert von x =0 bis
z=n—1. Man erhilt so

n—1 n—1[ 2’ "
30,5 @ =5 | S @R @+ 1) 1 @),

Vertauscht man die Summationsfolge und beriicksichtigt die Ortho-
gonalititseigenschaften, so findet man

n—1
4 :20 U1 (@)
=
Ebenso erhilt man (28)
n-—1
Mk’, =2 Ux fk” (x)
=0

und hiermit erscheint unsere Aufgabe gelost.
Es ist nunmehr ein leichtes, die inhomogene Gleichung

(btz+2q)(A+2+2¢). . (At+2+2g)y=U@)

mit der Bedingung U (z)==U (x4 #) zu 16sen. Man verfihrt so wie
frither und setzt also die Losung in Form einer Summe

o a”
Ve "—ZZI ¢/ f! +,20 ¢ (29)
- =

an. Ferner bestinmt man mit Hilfe der Gleichungen (28) die Koeffi-
zienten # und %" der Entwicklung von U nach den Eigenfunktionen
und erhdlt schlieBlich durch Koeffizientenvergleichung

’ ’”

U;

li :

Uu;
’ i ”
C. = =, Ci =

i 1

Ist # gerade, so geht in GI (29) die erste Summe bisz——1, die zweite

S . ..n—1
bis 5 1st n ungerade, so gehen beide Summen bis -
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Verschwindende Eigenwerte. Es kann vorkommen, daB einige
unter den Eigenwerten 1 der Gleichung

+p
2 Oy i Vori Ay,=o (@, 1i= Byiia)
t=—p

verschwinden, Wir wollen annehmen, daf3 4, ein solcher verschwin-
dender Eigenwert, also daB

=0

sei. Dann wird die Determinante aus den a Null, und dem-

®, st+i
zufolge hat das inhomogene Gleichungssystem

1z
_2/ aa:,:z:'i-i Yeri = U:z:
=P
nur dann eine Losung, wenn die U_ einer bestimmten Bedingung
n
geniigen. Damit nidmlich y_ = Y ¢y liberhaupt einen Sinn habe,
i=0

. . . U . .
muB in dieser Summe der Koeffizient cs=-l—‘ einen endlichen Wert
'S

haben, und das ist nur méglich, wenn %, Null ist. Es wird dem-

nach n
us:ZUa:yxs:O' (30)
z=0

Sind noch andere Eigenwerte gleich Null, dann treten noch weitere
Bedingungen fiir die U, hinzu, und es entspricht also jedem ver-
schwindenden Eigenwert 1 eine Bedingung von der Form (30), welcher
die U, geniigen miissen. Mit anderen Worten, es miissen in der
Entwicklung von U nach den Eigenlosungen jene Glieder fehlen,
die zu den verschwindenden Eigenwerten gehéren. In der Losung

n
v, = % ¢,y komnen sie hingegen vorkommen, nachdem der Wert
i=

U, . . .
¢ =— -° bei verschwindendem Zihler und Nenner vorderhand un-

8 }.‘f
bestimmt bleibt,

Bei manchen Aufgaben liegt es in der Natur des betreffenden
Problems, daB solche unbestimmte Losungen ausgeschlossen sind. So
sind z B. in der Baustatik, sofern wir von gewissen indefiniten Pro-
blemen (Knickung, Kippen) absehen, die Losungen immer eindeutig
festgelegt, d. h. zu einem bestimmten Belastungsfall, der durch U,
gegeben ist, gehoren nur ganz bestimmte innere Krifte. Die Ver-
schiebungen hingegen sind im allgemeinen nur bis auf solche, die
bei einem starren Kérper méglich sind, bestimmt. Wir kénnen dann
den Grenzwert csz%’ fir ein verschwindendes 1, und %, auf dem
Umwege iiber die Verschiebungen bestimmen.
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Eigenlosungen der Gleichung Zax,x+, Veti— Afxyx. Wir

1__-_

betrachten im folgenden dieses etwas allgemeinere Gleichungssystem,
das sich von dem bisher behandelten dadurch unterscheidet, daB} auf
der rechten Seite die beliebig gegebenen Koeffizienten f, auftreten,
von denen wir lediglich voraussetzen wollen, daB sie innerhalb des
vorgelegten Bereiches 0 < < stets positiv sind und auch nicht ver-
schwinden sollen. Das eingangs angeschriebene Gleichungssystem ist
ein besonderer Fall des Systems linearer homogener Gleichungen

n
L%’)aj,_,vk——/ifivj f=0,1...m) a,—=a,. (31)

Durch Division mit ]‘]“J. und durch die nachfolgende Substitution
v, V?j=wj geht diese Gleichung in die bereits behandelte Form mit
symmetrischer Determinante

n
S0 =1,
liber, worin
Yy S
Y YR
ist. Die Orthogonalititsbedingung lautet jetzt

n
w ws_
=0

2

> fvf vi=o0 (r=s), (314)

j=0

T

7 B
wahrend sich der Normierung der w; entsprechend die Gleichung

n n
2 (w)*= 2 f;(v7)* =1 (31b)
ergibt.

Bevor wir dieses Ergebnis auf die eingangs genannte Differenzen-
gleichung iibertragen, wollen wir die Frage nach der Entwicklung
einer beliebigen, an den Stellen j==0,1...n gegebenen Funktion
U; in einer Reihe von der Form

=:=Z;Mr UjT (32 3.)
r=

beantworten. Um die Koeffizienten #, zu bestimmen, verfahren wir

so, daB wir zunichst die Funktion Ej‘, wobei @; an den Stellen
Pi
j=0,1,2... n gegebene Werte bedeuten, nach den Losungen w;" ent-

wickeln.  Wir erhalten nach fritherem, Gl. (10) und (11a)

n

of . U;
p =Zk'_wi7 mit k= y-{wj’,
j —o ¢

j=0 "7
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und sonach n
UJ’ =r§0 k" wjr Pj -

2

Vi
n n

U, =r§) k,of  und  w =k, ::j:ZO' ;U (32b)

Wibhlen wir jetzt
Y=

3

so wird

Bei der Auflésung von partiellen Differenzengleichungen werden wir
allenfalls auch vor die Aufgabe gestellt werden, eine Funktion T,
die an den Stellen j==o0, 1 ... gegeben ist, in eine Reihe von der
Form

n
T, :ré',) tof f; (332)
zu entwickeln, Um jetzt die Koeffizienten # zu erhalten, brauchen
wir bloB @, = P?j zu setzen, und es ergibt sich sofort

T—Z’t w’]
mit

{ =—

r

T;
Lwr= T, v (33b)
277, Z

Man kann von der Entwicklung nach den Eigenlosungen der
Gleichung (31) mit Vorteil bei der Losung des inhomogenen Gleichungs-
systems

[Jg

m

3] —
> A V= U;
k=0

Gebrauch machen, wenn sich die Eigenlésungen v/ fiir ein von 1 ver-
schiedenes f; leichter auffinden lassen als fiir den bislang behandelten
Fall f=1.
W111 man also die Lésung nach den Eigenlosungen der Gleichung
,Z(,”“jk”k:“j"j (342)
7:

entwickeln, so kann man sich die notwendigen Beziehungen am ein-
fachsten dadurch beschaffen, daB man durch die vorerwihnte Sub-
stitution das Gleichungssystem zunichst auf die Form

2 “m

bringt. Man erhilt dann dle Losung

m m
r
u U,
= E —w, und daraus 2 T
r=0

r=0 "r r

~
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mit

ur:

E__ gU v, (34b)

7
Diese Ergebnisse lassen ohne weiteres die Anwendung auf Diffe-

renzengleichungen zu.
Es genligen demnach die Eigenldsungen von

+p
2“x,x+iyz=l/;yx (1?:0,1...7],) (35)

i=—p

der Orthogonalititsbedingung

n
Styyr=o0, firr4s, (362)
z=0
wahrend
n
AT (36)
r=
sein soll. Die Losungen der inhomogenen Gleichung
+7
.Zaa:,z-’-iyx:Uz (37)
i=—p

lassen sich in der Form n

.= 2 s (38a)

darstellen, worin sich die #_ aus

n
Mr _ 2 Ux y:z:' (38 b)
berechnen. z=0
Endlich 148t sich eine gegebene Funktion in der Form
n n
Up=2 t,5, mit u=2U,y.f, (39)
r= T=
darstellen. Will man aber nach £,y entwickeln, so daB man also
in der Gleichung "
=24y (402)
r=
die Koeffizienten £, zu bestimmen hat, so ergibt sich fiir dieselben
n
tr:2 Tx ya:" (40b)
&=0

23. Simultane Differenzengleichungen.

Bevor wir uns niher mit den Eigenlosungen eines Systems von
simultanen Differenzengleichungen befassen, betrachten wir das Glei-

chungssystem .
Zajkvk=lf_}vj (]=1,2...n),
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lassen aber jetzt die Einschrinkung, die wir im vorhergehenden Ab-
schnitt gemacht haben, niamlich, daB die f; nicht verschwinden sollen,
fallen. Wir schreiben der Ubersicht halber die Glelchungen in einer
solchen Reihenfolge an, daB zuerst jene kommen, in denen f von
Null verschieden ist, und dann jene, in denen es verschwindet Wir
haben also

Sapu=ify,  G—o t..h—1), (413)
2 e

=0 j=h+1...m). (41Db)

Nachdem die Gleichungen (31a) und (31b) ihren Sinn behalten, wenn
einige der f; verschwinden, liegt die Vermutung nahe, daf3 die Ortho-
gonahtatsbedmgungen jetzt

-1

Sopyf=o (+9 @)

lauten wird. Der Beweis muB jedoch noch erbracht werden, denn
die Substitution s
w,— =
R 7

hat fiir verschwindende f; keinen Sinn. Wir verfahren deshalb so,
daB wir aus den m — h -+ 1 Gleichungen

m
ké,;ajkvk=o (j=h...m
die m—h-41 Werte v, fir hZkZ m berechnen und in den
& Gleichungen -
ké’)ajkvk=ﬂ.fjvj (j=o0,1...h—1)

einsetzen. Dann nehmen diese Gleichungen die Form

Z“kak—*f (j=o0,1...h—1) (43)

an; damit ist, wenn noch bewiesen wird, daB O == O ist, der Fall
hergestellt, von welchem wir in dem vorhergehenden Abschnitt aus-
gegangen sind. Daf tatsichlich die Beziehung

= %xj
besteht, kann man in der einfachsten Weise so zeigen, dal man die
GroBen v, fir h <k <m schrittweise eliminiert. Aus der letzten

Gleichung (41b) ergibt sich ndmlich

i S

%mm
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und dieser Wert in die iibrigen Gleichungen eingesetzt, filhrt zu dem
Gleichungssystem

m—1
2 (ajk —fi’"a”"‘>vk=2f v, (=o0,1...h—1), (443)
k=0
m—1
%jm Om .
< <ajk ——ﬁ>vk=0 (G=h...m—1). (44b)

Wird aus diesem Gleichungssystem (44) nun v, _, eliminiert, so erhalt
man ein System von s — 2 Gleichungen, dessen Determinante eben-
falls symmetrisch ist. Demnach hat auch das Gleichungssystem (43),
welches man nach der Elimination der m--%— 1 Unbekannten
v;(j==h ... m) erhalten wird, eine symmetrische Determinante. Auf
dieses Gleichungssystem lassen sich nun direkt die Ergebnisse des
vorhergehenden Abschnittes iibertragen und wir finden sonach unsere
Vermutung bestitigt. DafBl Gleichung (42) und die folgenden Be-
ziechungen auch fiir den besonderen Fall gelten, wo

fi=1fir o<j<h-—1 und fj=o fir j<h<m

ist, braucht nicht besonders hervorgehoben werden. Es ist auch ohne
weiteres klar, daB wir jetzt nur % im allgemeinen verschiedene
Losungssysteme v/ erhalten, die zu den £ Eigenwerten 1, gehéren.

Bei den spiteren Anwendungen werden wir vor die Aufgabe ge-
stellt werden, eine gegebene Funktion U;in eine Reihe von der Form

zu entwickeln, wobei die »* die Eigenlosungen des Gleichungs-
systems (41) sind.

Diese Aufgabe ist sofort geldst, wenn man beachtet, daB die v;
auch die Eigenlosungen des Gleichungssystems (43) sind. Wir er-
halten : h-1
“rzjgof}”f U;> (45)

und auch diese Gleichung folgt bereits aus der Gleichung (32b) des
vorigen Abschnittes, wenn man beachtet, daB f, fir 1 <j <m ver
schwindet. Natiirlich darf U, entsprechend den % Systemen von Eigen-
16sungen auch nur an den kb Stellen j==0,1... h—1 vorgegeben
sein.
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SchlieBlich sind wir jetzt in der Lage, die inhomogene Gleichung

kZ:’:,’)ajkvk:I} (j=o0,1...h—1)
m (46)
kzZ’Oajkvkzo (f=h...m)
mittels des Ansatzes et
= 37,9 (473)

zu 16sen. Die 7 sollen dabei die Eigenlosungen des Gleichungs-
systems (41) sein. Wir setzen fiir den Augenblick

h—1
) nzf‘;'Uj:ZMTf}vjr’
wobei r=0

h-1 -1
i . . ,r: . ,1._
u, %’GUJvJ ; OI;vJ

Mit dieser Entwicklung fiir TJ und den obigen Ansatz von yf nimmt
das gegebene Gleichungssystem die Form an

m k-1 h—1 .
2 Gt = 27, [0 A= 2 .97 (f=0..h—1),
= r= r=

m h—1 .
2 B 2 7,0 =0, (j=h...m),
. k=0 r=0
so daB sich.
y =2 (47b)
. r i
ergibt. g

Wir iibertragen nun diese vorstehenden allgemeinen Betrachtungen
auf ein Simultansystem von Differenzengleichungen. Dabei wollen wir
uns aber auf zwei abhingige Veridnderliche, y und z beschranken,
so daB wir uns also speziell mit dem System

+» +q
. Za:c,m+iyz+i +2 ba:,a:~'r1'zx+i: Uz
i=—q

t=—p
e oy (x=0,1...n)
i_zqu:t’,z-)-i Vet _hgp‘fac,zi-i Zppi = V:c

befassen werden. Die Randbedingungen setzen wir wieder homogen
voraus und die Determinante aus den Koeffizienten a, b, ¥, ¢ sym-
metrisch. Es gelten also die Beziehungen

! . —
by oti= batias ¢ =¢

Awt+i™ Cgtizd %, &+ s+i, @

Wir konnen die vorstehenden Gleichungen als einen Sonderfall des

Gleichungssystems m
LEajkvk-:Rj (]=0,1...m)
=0



110 Die gewdshnlichen linearen Differenzengleichungen,

auffassen, wobei wegen der eben angeschriebenen Beziehungen zwischen

den Koeffizienten 4. —a
JkT Tkj

ist. Es ware dann mdglich, nach den Eigenlsungen von

Zajkv,czivk,

oder, was auf dasselbe hinauskommt, nach denen von

Zaa:z+1yz+t+2b.rz+z z+i j‘yz

= H;, (x=0,1...7)

) be,xﬂ' y;ﬁi'fﬁ% e
¢ ~p’

zu entwickeln. Hierbei wiirden wir aber dem Umstande, daB wir in
den Differenzengleichungen uns y und z derselben Stelle zugeordnet
denken, nicht gerecht werden. Wir verfahren daher so, dal wir uns
zunidchst die Lésungen des Simultansystems mit V=0 und dann
jene mit U_=o0 beschaffen. Dazu geniigt es, die Eigenlésungen von

+p a4
._-2ax,x+iyx+i+_2/'b.r,x+izx+i=2'yzfa:
- (x=0,1...4) ; (48a)

be,it+© yz+z+20zx+z a: i =0

i=—q
beziehungsweise von

+p +q
,_2 %,Hi%ﬂ"%‘,_z_v by stiZeri=0

(=0, 1. | (48D)
bet x+lyx+z+201‘ a+1i ac+l__~2'z f

i=—q
zu ermitteln. £ muB nicht notwendigerweise eine konstante Grofe sein.
Die beiden zuletzt angeschriebenen Gleichungssysteme sind nur ein

besonderer Fall des Gleichungssystems (41), und zwar haben wir hier-
bei fiir j jetzt # und fiir £ x - i geschrieben. Ferner ist m — 2 (m4+1)
und k=2 -} 1, wihrend wir

ve="9,,,; fir o<kh<h—1
und

V=12, » hZkEZm
gesetzt haben. SchlieBlich ist an Stelle von Ay

firo<j<h—1 ud o<k<Lh—1...a

x, x4
s 0Zj<h—1 , h<k<m  ..b
L RSiZm o, O<E<h 1. bl
35 hg]ém 3 hgkém "’Cm,m+i

geschrieben worden.
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Wir erhalten demnach in diesem Falle zur Bestimmung der Eigen-
werte 4 eine Gleichung (n -~ 1)-ten Grades von 1, aus welcher sich
im allgemeinen # -+ 1 verschiedene Werte J_  ergeben. Zu jedem
dieser Werte gehort ein Losungssystem y7 und z7. Die Orthogonali-
titsbedingung lautet jetzt

n
ZZ)ya:'yxrfa;:O’ (493.)
r=
wihrend es sich immer so einrichten 1aBt, daB
n
, 2 ) =1 (49Db)
wird. z=0

Eine beliebige, an den Stellen xz==0,1...7n gegebene Funktion
U, 1iBt sich nach den Eigenl6sungen y . in der Form

n
U,= Zour v (50a)
r=
entwickeln, wobei die %, durch die Gleichungen

ur:

it

gegeben sind.
Endlich erméglichen die vorangegangenen allgemeinen Betrach-
tungen auch die inhomogenen Gleichungen

+Pp +q
_Zaa‘,m+iy.r+i+2bm,x+izm+i= Um

1=— i=—
4 2 (51)

+q , +_z;
2 bzt yx+s"},‘2/ Cryatifoti™ O
=—q i=—p

als Sonderfall von Gl. (46) mit Hilfe der Eigenlosungen der Gl. (482)
zu 16sen. Wir erhalten jetzt durch Anwendung der Gl (47)

n n
y= 37,93 z2==37,%" (52)
wobei r=0 r=0

n
y, == JU, ] (53)
vorstellt. " e

Beispiel. Wir wollen an einem einfachen Beispiel das Vorhergehende
erldutern, und zwar betrachten wir einen geraden biegungssteifen Stab, der an
den Stellen z=—o0, 1...n—1, n durch gegebene senkrecht zur Stabachse
wirkende Krifte beansprucht ist. Es sollen die Verschiebungen z, welche
unter der Einwirkung dieser Lasten an den Stellen z—o0, 1...2—1, B
auftreten, bestimmt werden.

Wir rechnen z in derselben Richtung positiv wie die P, die Biegungs-
momente mdgen dann positiv sein, wenn der Kriimmungsmittelpunkt des ge-
bogenen Stabes auf der Seite der negativen z gelegen ist.
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Die mathematische Formulierung des Problemes erhilt man am raschesten,
wenn man von den sogenannten Clapeyronschen Gleichungen, die die Mo-
mente an den drei aufeinanderfolgenden Stellen mit den Verschiebungen da-
selbst verkniipfen, ausgeht. Diese Gleichungen lauten bekanntlich

D(@eM)+6D(z)=o,
worin D (¢ M) einen Ausdruck von der Form

g D(pMy=g@; My_, +2(@ot Qop)) Mo+ 9oy Moy,
un
2 —2z Zy — 2,
D (2) = X — 1 x _ Cx x4+ 1
@ L i
bedeutet. Eine weitere Gleichung ergibt sich aus dem Gleichgewicht des Knoten
an der Stelle x gegen Verschiebung in der Richtung der Lasten; die Momente
geben, wie man leicht bestitigt findet, in der Richtung der positiven P den
Beitr
ag D(M):Mx"‘_ri@» My — M, ,

ke N be 44 '

so daffi man die weiteren Gleichungen

D(M)+P=o
erhdlt. Man erhilt sonach das simultane System von Differenzengleichungen
DipM+6D(E=o,
DM)y=—P.
Nachdem dieses Gleichungssystem sowohl in bezug auf M wie auch auf z von
der zweiten Ordnung ist, benétigen wir vier Randbedingungen. Hat der Stab
freie Rinder, so ergibt sich fiir =0 und x =% aus dem Verschwinden des
Biegungsmomentes und der Querkraft
Mx—],: z =0 bzw. Mx=M$+1=0,
. M,— M, _
da die Querkraft durch J—l———””—l dargestellt ist.
x
Man kann jetzt die Lésungen M und z gemaB Gl (51), (52) und (53) nach
den Eigenlsungen des homogenen Gleichungssystems
D(pM)+6D @ =0,
D(M)=4i-z
mit den Randwerten
M=o fir z=—1 und z=o0 bzw. =2 und z=mn-}1
entwickeln und erkennt ohne weiteres, dafi dieses Gleichungssystem die Doppel-
wurzel A==o0 besitzt. Zu diesem Eigenwerte gehiren die Losungen
M,=o,
wihrend die Verschiebung z die Gleichung
D(z):o
erfilllen muf. Wie man sich leicht liberzeugen kann, findet man

x
P =konst; A= 3 Ie s
. g=1
daher ist auch
2=c4+-c, 2t

eine Losung. M, ==o erfiillt, wie es auch sein muf}, die Randbedingungen,
wilhrend die Bestimmung der Koeffizienten ¢, und ¢, nicht méglich ist, da fiir
die Verschiebung z keinerlei Bedingungen vorgegeben sind.
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Entsprechend der Doppelwurzel =0 bestehen aber andrerseits zwei Be-
dingungen, denen die P geniligen miissen, und zwar mufi gemif Gl. (30)

n n
X P,z=0 ud X P.zl=o0
=0 z=0

sein. Diese beiden Gleichungen besagen, dafi die Krifte im Gleichgewicht
sein miissen; die erste Gleichung fordert das Verschwinden der Resultierenden,
die zweite das Verschwinden des Momentes der P. Die unbestimmte Losung
z2=¢,} ¢, 2t, zu welcher die Momente M=o gehoren, und bei der der Stab
gerade bleibt, stellt eine Verschiebung vor, wie sie bei einem starren Korper
moglich ist. In der Entwicklung

n .
M, = 2 ¢ Mxt
=0

fehlen wegen M®=— M=o die Glieder mit =0 und ¢=1. Ist aber der
Stab an zwei Stellen unterstiitzt, ist also z. B. z,=2,=0, so kann der Eigen-
wert A=—o nicht vorkommen; die zu ihm gehdrenden LOsungen

z=cyt0,4
sind nicht méglich, weil sie die Randbedingungen aufler fiir ¢, =o¢;=0 nicht

erfiillen. Damit entfallen naturgemifi auch die Einschridnkungen fiir die P.
Schliefilich bemerken wir noch, dafi unser simultanes Gleichungssystem

fiir konstantes ¢ und !/
Lo (A+6M+46Nz=0,
AM:I-].NZ

lautet. Mit der Substitution /¢ M=H und Py i=w und wenn wir 75 statt z

schreiben, erhalten wir
(N6 HA6An=0,

H=w
mit den Randbedingungen o K

H=n=o0 fir z=o0 und z=mn
bei unterstiitzten Rindern und
H=o fiir x=—1, x=o0 und zx=mn, z=n-4+1

fiir freie Riander. Dieses Gleichungssystem, auf welches auch die Berechnung
rostformiger Tragwerke fiibrt, ist in § 12 ausfiihrlicher behandelt. Die Eigen-
lésungen sind im Anhang fiir verschiedene »n angegeben, so dafi die nu-
merische Aufldsung mit Benutzung dieser Tabellen ganz wesentlich verein-
facht wird.

Schlieflich sei noch darauf hingewiesen, dafi bei diesem Beispiel, welches
wir mit Absicht so einfach und durchsichtig gewihlt haben, alle Fragen bis
auf die der Verschiebungen mit den Grundlehren der Statik starrer Korper
sofort erledigt sind.

§ 7. Lineare Differenzengleichungen mit verdnderlichen
Koeffizienten.
24, Allgemeine Bemerkungen.
So verhiltnismiBig einfach sich die Losung der linearen Diffe-

renzengleichung mit konstanten Koeffizienten gestaltet, so schwierig

erscheint im allgemeinen die Losung in jenen Fillen, in denen die
8

Bleich-Melan, Differenzengleichungen.
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Beiwerte in den Differenzengleichungen sich als Funktion der unab-
hingigen Verianderlichen z darstellen. Die Anzahl der Fille, in denen
die Loésungen in geschlossener Form angebbar sind, ist duBerst gering,
und selbst da wird der Vorteil, den man durch die Darstellung als
Differenzengleichung ansfrebt, hiufig aufgewogen durch die schwer-
fiallige Form der Lésungen. Man mull sich nidmlich dariiber klar
werden, dafl Funktionen, die Differenzengleichungen mit verinderlichen
Koeffizienten befriedigen, naturgemif nicht mehr einfacher Art sein
kénnen, da die durch die Differenzengleichung definierte Funktional-
beziehung schon sehr verwickelter Natur ist. Man halte sich z. B. vor
Augen, daB schon eine Gleichung zweiter Ordnung mit linearen Bei-
werten im allgemeinen fiinf verschiedene Parameter besitzen kann,
und daB daher auch die Lésung diese fiinf Parameter aufweisen muf.
Dieser unbefriedigende Stand der Dinge dringt den Ingenieur von
selbst dazu, nach einem einfachen und tunlichst allgemein anzuwenden-
den Niherungsverfahren zu suchen, das die Darstellung. der Lésungen
linearer Differenzengleichungen mit Hilfe elementarer Funktionen ge-
stattet. Ein solches Niherungsverfahren wird am Schlusse dieses Ab-
schnittes auseinandergesetzt werden.

Die in diesem Paragraphen in den Absitzen 25—28 gegebene
Darstellung kann nur als ein bescheidener Ausschnitt aus der Fiille
der hier auftauchenden Probleme angesehen werden, die allerdings
mehr den Zweck verfolgt, den Leser mit den hier auftretenden eigen-
artigen Fragen und Schwierigkeiten bekannt zu machen als unmittel-
bar fir die Anwendung geeignete Lésungen bzw. Losungsverfahren
bereitzustellen.

Wir werden zunichst einige Gruppen von Differenzengleichungen
betrachten, die durch passende Transformationen in Differenzenglei-
chungen mit konstanten Koeffizienten iibergefilhrt werden konnen.
Thre Losung bietet keine Schwierigkeiten. Leider sind die meisten
derartigen Gleichungen ohne nennenswerte Bedeutung fiir die Anwen-
dung in der Baustatik, da sie entweder keine symmetrische Deter-
minante aufweisenl) oder in ihrem Aufbau so beschrinkt sind, daB
sie sich nur schwer an ein vorgelegtes statisches Problem anpassen
lassen, Ausfiihrlicher werden wir uns mit den linearen Gleichu ngen
erster Ordnung befassen, da die Theorie dieser Gleichungen einen
ersten Einblick in das Wesen der Losungen linearer Gleichungen iiber-
haupt vermittelt und einen Uberblick iiber die Art der hier in Betracht
kommenden Probleme gewihrt. Im Zusammenhange mit diesen Glei-

!) Wobei wir unter Determinante einer Differenzengleichung die Deter-
minante des Systems linearer Gleichungen verstehen, das durch die Differenzen-
gleichung reprisentiert wird.
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chungen werden wir kurz die beiden wichtigsten und am besten be-
kannten Transzendenten aus der Theorie der Differenzengleichungen,
dte Gammafunktion und die Funktion ¥(x) erdrtern, da deren wich-
tigsten Eigenschaften sich am besten aus dem Aufbau der sie defi-
nierenden Differenzengleichungen darlegen lassen.

Der nichste Absatz bezweckt, den Leser an der Hand der Be-
handlung von Gleichungen mit linearen Koeffizienten mit einem sehr
wichtigen Hilfsmittel der Analysis, der Laplaceschen Transformation
vertraut zu machen, die die Riickfilhrung des Ldsungsproblems auf
die Integration einer linearen Differentialgleichung ermdglicht.

In einem weiteren Absatz wird der Versuch gemacht werden, Lo-
sungen fiir Differenzengleichungen, deren Beiwerte gewisse elementar-
transzendente Funktionen sind, aufzustellen, da solche Gleichungsformen
bisher noch nicht behandelt wurden, in der Baustatik aber Anwendung
finden koénnen. Der Schlub dieses Paragraphen wird der Darstellung
eines Approximationsverfahrens gewidmet sein, das als Gegen-
stiick zum Ritzschen Verfahren zur niherungsweisen Auflosung von
linearen Differentialgleichungen betrachtet werden kann und dem weit-
gehende Bedeutung fiir die Anwendung zukommt.

25. Differenzengleichungen, die sich auf solche mit konstanten
Koeffizienten zuriickfiihren lassen.

a) Gleichungen von der Form:

yx+n+A1(p(x)yx+n 1—+ A (p( )(P(il? )yz+n—2+' o
+4,9@).. pe—nt+1)y,~=U, (1)

worin die 4,, 4, ... 4, Festwerte und @ (x) eine gegebene Funktion
von z bedeuten, lassen sich durch die Substitution
Y, —=g@—me@E—n—1)... (1) u (2)

auf Gleichungen mit unverinderlichen Beiwerten zuriickfiihren. Man
erhilt namlich aus (2)

Yotn— @ m)(p(w_ 1) ( )ua:+'n’
Yein—1 ‘P(x_ ’1)(p(€l¢—— 2) (p(/l)uzi—nAl’

yom o — My — 1) p (),

und nach Einfiihren in Gl (1) und Kiirzung durch den gemeinsamen
Faktor ¢ (z)p(x—1)...¢ (1)

Uy
Uyin Aluz+n—1+A2uz+n—‘l+ e +A"um‘= p@eE—1)el)’ (3)

Diese Gleichung besitzt nur mehr konstante Beiwerte. Da zu diesen
8*
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Gleichungen eine nichtsymmetrische Determinante gehort, so sind sie
ohne eigentlichen Nutzen fiir die Baustatik.

b) Eine andere Gleichung mit verdnderlichen Beiwerten,
der viel eher Bedeutung fir die Anwendung zukommt, hat die Form

20 Aty =Uy (4)

kiirzt man durch 4%, so geht (4) in die Gleichung mit konstanten
Koeffizienten

n
U,
Z €A Ypi1v = e (5)
v=0

iiber?), deren Losung, insbesondere wenn U_ eine ganze rationale
Funktion bzw. eine Exponentialfunktion oder eine aus ihr ableitbare
ganze Funktion, wie sinz, cos # usw. darstellt, leicht moglich ist. Die
Anwendungsméglichkeit der Gleichung ist aber durch den Umstand
eingeschrinkt, daBl 4” eine unsymmetrische Funktion ist.
c)Eine groBe Zahl von statischen Aufgaben fiihrt auf Diffe-
renzengleichungen zweiter Ordnung von der Form
@Y t2zle@teE+ 1y, +oE+1)y,,=0U,. (6
Wir stellen nun die Frage: Fiir welche Funktionen 148t sich die
Losung der Gleichung (6) auf die Losung einer Differenzengleichung
zweiter Ordnung mit konstanten Beiwerten zuriickfilhren? Wir setzen

behufs Beantwortung dieser Frage in (6)
— Y=
yz_— €y >
wo w, und ¢, Funktionen von z sind, dividieren mit ¢, und erhalten
sodann

:c—l+2 (x)—)—qz(x )w +m+—1)w —U_z (7)

z Cx Cx4q

‘:x 5.1:—1 z+1 Cx

Die Funktion ¢, wird nun derart bestimmt, daB

@) _e@+1)_ p@ +fp@+1)
€€ T cLc -0 c. 2 —=p,
xYx—3 x “x+1 x

wobei p ein Festwert ist, denn dann geht die GI. (7) in eine Gleichung
mit konstanten Beiwerten iiber, aus der die Funktion w, bestimmt
werden kann. Fiir ¢, selbst gewinnen wir aus

(p(x)_b und 9"(x+1):_c-r+1

Cp? Cp ¢t Cx

!) Derartige Gleichungen hat Dr. Josef Fritsche in seinem Buche: Die
Berechnung der symmetrischen Stockwerkrahmen usw., Berlin 1923, beniitzt.
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zunachst

@ | @+ ey | Copr
PR R B +—&:——P

oder

Coy— Pt Cora =10,
eine Differenzengleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten,
aus der

c,=Ad« 4+ Ba” (8)
bzw. im Ausnahmsfalle fiir p—= + 2
6, = (£ 1) (4 B2) (&)

folgt; damit ist die Funktion @(x) bestimmt. Man erhilt aus
(p(x)=cx—1.cac
% () — (Aa®~1 4 Ba~=) (da” + Ba™) ©)
und im Falle p= +2
9(@)— + [A+B(e—1}[4 + Bz]. @)
Hierin sind A und B sowie ¢ beliebig zu wihlende Parameter.
Da nun p_:a—]——l—, so nimmt die Gl (7) zur Bestimmung der Funk-

tion w_ die Gestalt
1 \ U,
wz—l_Jl_z <OC+—;> wm_'_wz-l-l:f (10)

an, woraus mit den Partikularldsungen B,” und 8,° die Losung der
homogenen Gleichung
w,=C, "+ Gy’

entsteht, wobei $, und B, der charakteristischen Gleichung
1
prt2 (et ) p+1=0

entspringen. Ist w, bekannt, so ist auch die Loésung der vollstindigen
Gleichung (7) mittels Summationen darstellbar.

Wir betrachten jetzt einige Sonderfille der in den Gl (9) bzw.(9)
dargestellten Funktionen.

) Zunichst den einen Ausnahmefall:

p(@)=[4+B(—1)][4+ Ba].

Die zugehorende homogene Differenzengleichung lautet sonach:

(A +B@—1)(4A+ Ba)y,,+4(4 + Bx)?y,
+ (4 -+ Bz)(4 4B 1)) =o.

Da in diesem Falle «—1, so lautet Gl (10)

L +4 wx+ Wery =0,
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daher
w,=C, (—2+V3)"+ Cy(—2z—3);
und schlieBlich
. Cy(—2 + V—g)x + G, (— 2= 7_3)”’
Yo == A+ Bz '

B) Wir setzen in Gl (9) B=o0. Man erhilt dann fiir ¢ (z) die
Exponentialfunktion

p@)=Aa ' a**=ca”

ein Fall, der als Sonderfall zu den bereits unter b) betrachteten Glei-
chungen gehort,
7) Mit A =B geht @(z) iiber in

@ (¥)=44"Cofyx-Cofy (x — 1) (r=1ga).
Da die Gleichung (9) fiir ¢ (#) drei Parameter enthilt, so wird es
vielleicht in Einzelfillen moglich sein, das tatsichlich vorliegende Ge-
setz der Beiwerte mit praktisch ausreichender Anniherung mittelst der
durch Gl, (9) definierten Funktion darzustellen.

26. Lineare Differenzengleichungen erster Ordntung.
Die Gammafunktion und die Funktion ¥ (x).

Wir betrachten zunichst die allgemeinste homogene Gleichung
erster Ordnung

Yat1== Py Vo> (1)
wobei p_ eine eindeutige, im betrachteten Bereiche endlich bleibende
Funktion von x ist. Logarithmiert man beiderseits, so entsteht

lg Vot1 — lg Ve = lg Pm
oder

dlgy . =lgp,.

lgy,=8lgp, 4z +lg o,
wobei o, eine willkiirliche periodische Funktion mit der Periode 1
darstellt (s. S. 5). Aus dieser Gleichung folgt:

yx::ww.eS]gprxzwa?z’ (12)

Somit wird

wenn mit ITp_ das von einem willkiirlichen Anfangswert, z. B. p_, aus-
gehende Produkt p,p,., ... p,_, bezeichnet wird. Solange die Ver-
anderliche ¢ nur auf ganze Zahlen beschrinkt ist, hat das Produkt IT P,
einen bis auf einen willkiirlichen Faktor C bestimmten endlichen Wert.
Die Produktfunktion I7 selbst erscheint uns in diesem Falle als
ein klar definierter Begriff. Ist « stetig verdnderlich, so kann ITp,
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nur dann eine analytische Funktion werden, wenn die Anzahl der Fak-
toren gegen unendlich strebt und das Produkt selbst konvergiert, oder
wenigstens bel passender Bestimmung des willkiirlichen Faktors o,
konvergent wird. Die Konvergenz von w_ [IIp_ist aber gegeben, wenn
$1g p, -+ 1g w, durch eine konvergente Reihe darstellbar ist, d. h. wenn
lg p, summierbar ist.

1. Als einfachstes Beispiel betrachten wir die Gleichung

ym+1 —'_ ¢ ya: =0.
P, ist hier eine Konstante. Es ist nun
lgy, =Slg(—o) 4z =2lg(—c)+-lg o,

und daher
Ve =0, ()"
eine Losung, die wir bereits aus 18 kennen.
2. Weiter untersuchen wir die Differenzengleichung
Yot1 ™ eaxya:: 0.
Man erhilt hier, da

lge**=¢x und Saxdw:g—x(x~—1)—|—lng,

yo—aw,e (13)

Die beiden eben angefilhrten Beispiele von Differenzengleichungen
erster Ordnung stellen zwei von den wenigen Fillen vor, die bei un-
beschrinkt verinderlichem z durch elementare Funktionen geldst werden
konnen.

Die Gammafunktion. Ist p_ eine ganze rationale Funktion, so
fiihrt bereits der einfachste Fall p=ux auf eine neue transzendente
Funktion, auf die in der Analysis schon seit Euler bekannte und von
Legendre so genannte Gammafunktion. Die Differenzengleichung,
deren Losung wir suchen, lautet daher

Yot1 ——.’Eym=0 (14>
und ihre formale Losung gemiB Gl (12)
y,— o, Iez.

Fiir ganzzahlige z liegt die Bedeutung der Losung der Gl (14) auf
der Hand. Es ist mit der unteren Grenze 1 z.B.

ym=C-Hx=C-1-z-3...(x—1)=C‘(m—1)!

Diese Definition von y_ versagt natiirlich, wenn x keine ganze Zahl
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istt. Um nun fiir I/« einen analytischen Ausdruck zu finden, be-
trachten wir die Differenzengleichung

nx
yz+1=x+nyz’ (15>

in der # eine ganze positive Zahl bedeutet, und die fir #— oo in
die vorgelegte Differenzengleichung (14) libergeht. Nun ist
nx x z+1 x+n—1

x+n=nx+1x+2 z+n ’

und da die Differenzengleichungen

x4 v
Yatr1 =z 11 Yo ¢=012...n—1)
wie man sich durch Einsetzen iiberzeugt, die Lésungen
wa:

y“’:x—l—v

(r=o0,1,2...02—1)

besitzen, so hat die Differenzengleichung (15), die wir jetzt in der Form
z x—}-i .. x—f— ”n— 1 .
Yer1 =" 7 52" ‘ EEET L

schreiben wollen, die Lésung
nl‘

yx:wxx(x—i—i) (x+n—1) )

oder, wenn wir den von xz unabhingigen Faktor (n— 1)! hinzufiigen,
(n—1)1n=

Ve = Dty whn_1)"

Geht man zur Grenze n— o0 iiber, so geht (1 5) in (14) iiber, und
die Losung nimmt die Form

¥, =, ') (16)
an, wobei I'(x) durch das konvergente unendliche Produkt
— (n—1)!n® ,
F(m) ,,,lifi z@+1).--(x+n—1) (16)

definiert ist?). I'(x) ist die Gammafunktion. Auf den Konvergenz-
beweis gehen wir nicht ein. Aus (16) folgt fiir ganzzahlige z, da

ri)=1

1) Sind 7,0, 7,2 ... 75, Losungen der Gleichung y,i1= VY, Va1
=08 Yp. . Ypr1= p,(n)yx, so ist, wie man durch Einfithren der Losungen und
Multlplmeren dieser Gleichungen leicht nachpriift, das Produkt N0 3) L L g0
eine Losung der Gleichung y;41= 05, ... p,my,.

?) Von GauB wurde das unendliche Produkt

n! n®

R ey o S P

=I'(x+1)
in die Analysis eingefiihrt. '
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die bereits obenerwihnte Losung der Gl (14)
rp)=@¢—n'

Aus (16’) folgt aber auch weiter, daB I'{x) in allen negativen ganzen
Zahlen und in o einfache Pole aufweist und nirgends verschwindet.
x =— oo ist ein wesentlich singularer Punkt. Abb. 9 zeigt ein Stiick
des Verlaufes von I'(z) im reellen Zahlengebiet. Auf S. 122 ist die

T T
R 1/

Y5 =2 -7 0 71 2 4%
-7

LN

-3

» N

L

Abb, 9.

Gammafunktion fir den Bereich =0 bis = 1,99 tafelmiBig dar-
gestellt. Durch I'(x) erscheint auch die Aufgabe geldst, eine analy-
tische Funktion zu schaffen, die die Zahlenfolge 1, 2, 6, 24, 120 ...
(p — 1)! interpoliert.

Wir gehen nun dazu iber, die wichtigsten Eigenschaften dieser
in der Analysis eine wichtige Rolle spielenden Transzendenten dar-
zulegen. Aus der Differenzengleichung (14) folgt zunachst

e+ 1)==I(x) (17)
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und allgemein, wenn p eine ganze Zahl bedeutet,
rip+o)=z@41)...+p—1) k).
Mittels dieser Formel kann aus F(x), wenn & z. B. zwischen o und 1
liegt, I' (p -+ ) fiir den kongruent gelegenen Punkt (p —4-x) auf ele-
mentarem Wege berechnet werden.
Von Euler wurde bereits der folgende Satz abgeleltet Es ist
zunachst

. (m—)tw (n—)tn—>
(x) FU——:I:)——II x(x+1)< (r4n—1) (1~w)(2—x) L(n—2)
. 1 12 22 (n—1)% n
= Jim R R s R

und da bekanntlich
lim {x (1 —?;) <1 _020—3 e (1 T f“‘i)g)}:sinﬂnx’

n—»x

so folgt, da der Faktor n%é gegen 1 konvergiert, der Erganzungs-

satz der Gammafunktion

I'@) I(1—2)= g~ (18)

sin Jt1

Fiir x =3 ergibt diese Formel
r@E=7ya (18)
Das Multiplikationstheorem der Gammafunktion a6t sich
folgendermaBen darlegen: Es sei p eine ganze Zahl, dann ist

(n — 1)l no*

F(px)_llm e e S T S
(n—1)! nP* 1
= lim . —
. pr 1 n—1
" efoeg) <+*?9

wobei wir voraussetzen wollen, daB » nur durch p teilbare Werte an-

nehmen moge, so daB wir n==p» setzen kénnen. Wir multiplizieren
1

T+—
nun Zihler und Nenner mit den Faktoren (v—1)!v'”, (yv—Nty ?...
p-1
(v—1)! »"" 7 und erhalten dann, wenn wir im Nenner den 1sten,
den (p-+1)ten, den (2p-1)ten usw. Faktor, dann den zten, den
(p-+2)ten, den (2 p-}-2)ten usw. Faktor zusammenfassen, fiir y —o0
auf der rechten Seite das Produkt

F(x)F(x—l__;;) .. p(x_}_P_g_l),
so daB
F(;’)x)zlim (pv— 1! (Pvl)” w+p—_lp(x)p(x+%) e F(x—{—%%

+—
v_)mpvp[(v—i)l]llv“’-vw Py P
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Bezeichnet man den Grenzwert des Bruches in der voranstehenden
Gleichung nach Zusammenfassen und Herausheben des einzigen von z ab-
hingigen Gliedes $?# mit C(p), so gewinnen wir fiir I' (pz) die Gleichung

1 p—1
L(pz) = Cp)pr*T@ T (o+3) ... T(o Lof
Um nun C(p) zu bestimmen, setzen wir x =% und erhalten dann

nach Kiirzung durch I (1)
per()r() T

Erhebt man beiderseits zum Quadrat und faBt man die erste und
letzte Gammafunktion, die zweite und vorletzte usw. im Produkt zu-

sammen, so erhidlt man
sicerr(3) rit—3)rE)ri—2)...r) -t =1

Nach dem Erginzungssatz, Gl. (18) entsteht daher
Pt

T P ) P

sin — .sin——...s
? b

Aus dieser Verkniipfung ergibt sich mit

sin %-sinz—;- . . sin(fl—-—“—’fzzif_1 D)

C(i’)=—1—1—;__7

pr(zm)*
und schlieBlich das Multiplikationstheorem
pz—% . _ .
4 E-I’(w)l”(z—{-—;;)- . -F(x—{—%—1>- (19)

(zx) *

Eine Integraldarstellung fiir I'() werden wir in 27 kennen lernen.
Von allen analytischen Funktionen, die der Differenzengleichung (14)
geniigen und die sich durch periodische Funktionen mit der Periode 1
voneinander unterscheiden, zeichnet sich die /'-Funktion durch beson-
ders einfaches funktionentheoretisches Verhalten aus. Wir haben in 14
bemerkt, daB bei der Aufsuchung der analytischen Losung einer
Differenzengleichung erster Ordnung der Verlauf der Funktion in einem
Intervall zweckmiBig zu wihlen ist. Dies ist hier durch die Produkt-
darstellung stillschweigend geschehen, indem das asymptotische Ver-

T(pe) =

1) Siehe Serret: Differential- und Integralrechnung, Bd. 2, 2. Aufl. Leipzig
1899, S. 149.
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halten der Losung, d. i. gewissermaBen der Verlauf in einem unend-
lich fernen Intervall durch die Grenzbedingung
T e k)

(m—1)tn®

n-»ow
festgelegt wurde, wobei x eine beliebige, zwischen 0 und 1 gelegene
Zahl ist. Die Gammafunktion ist daher jene analytische Losung y,
der Differenzengleichung (14) fiir die limy_, =lim(n—1)!n" ist.
n->w n-—>»w

Die Funktion ¥'(x). Wir haben bereits in 13 die Funktion ¥ (z)
als Summe von % kennen gelernt. Diese Funktion ist enge mit der

Gammafunktion verwandt. Sie geniigt definitionsgemaf3 der nicht-

homogenen Differenzengleichung
1

Yetr — VYo = = (20)

Um die Losung dieser Gleichung fiir unbeschrankt verinderliches

zu finden, greifen wir auf die Differenzengleichung der Gammafunktion

zuriick. Logarithmiert man die Definitionsgleichung der Gammafunk-
tion, d.i. I'(x+1)==21I"(x), so erhilt man

lglx—+41)—1glx) =gz
und durch Differentiation

diglx—+1) dlgl'® 1
dx T T dx T x

Setzt man nun
: dlg I (x)
TELD v,
so erkennt man, daB ¥(z) der Gl (20) geniigt. Es gilt daher die grund-
legende Verkniipfung
_digl'@w __ I'(2)
Damit haben wir aber die Moglichkeit gewonnen, die ¥-Funktion
mit Hilfe der I'-Funktion darzustellen. Wir beniitzen zu diesem Zwecke
das unendliche Produkt
I'(2) = lim (n =1t n”

o @ @a—1)

wir gewinnen daraus
n
Ig I'() = lim {lg(n —)idzign— 3g(® —l—v)}
n->o »=0

und durch Differentiieren
dig I'(x) . 3
— = lim lgn — E

1
n->»o x+"'

=0
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Da nun

n->rw

51

limlgn = E ———C,
1
ot v+

wo C=0,577215..., die Eulersche Konstante bedeutet (s. S. 33), so
erhalten wir schlieBlich fiir ¥ die gleichmiBig konvergente Reihe

yf(x)z—cjtj’(r_’ﬁ—;jﬁ).l) (22)

Fiir x =1 wird Y(1)=—C.
Ist x=29 eine ganze Zahl, so entsteht

1 1
Y’(?)Z_C‘FZTE“ZW C++ + =+ +P—~1
0 0 (22 )
W (p) artet in eine endliche Reihe aus. Aus dem Erginzungssatz fiir
die Gammafunktion Gl (18) leitet man ohne groBe Miihe durch Loga-
rithmieren und Bildung des Differentialquotienten beiderseits des Gleich-
heitszeichens den Ergédnzungssatz der Funktion ¥ (z) in der Gestalt

VY(z)— ¥Y(1 —x) = — n cotgnx (23)
ab. Auch die Funktion ¥(z) hat ebenso wie die Gammafunktion in
den Punkten 0, —1, —2, ..., wie man aus (22 ohne weiteres er-

kennt, einfache Pole und verhilt sich im iibrigen regulir.
Bildet man von (22) die aufeinanderfolgenden Differentialquotienten,

so erhilt man

< N S T
1'5@%@*’ WY () = (—1)-1 zé)'(H,_)a,

(k—1) « . 1
PV (@) = (—1)*k—1)! 3 CE
»=0
Es gelten daher die Summenformeln

4 4 ’
SE=¥@+o, SE=Lveto,
4z (—1)* g 0
Id _(k_1)l ( )

(24)
(k:z’ 3...)

Die Gl (24) gestatten die Summation einer rationalen Funktion nach
Ausscheiden der fallweise enthaltenen ganzen Funktion und Zerlegung
in Partialbriiche.

1) Das erste Glied in der Klammer 5 L stellt das ¢, des allgemeinen

Summenansatzes, siehe S. 4, vor. Dieses Glied ist hier notwendig, um die
Reihe fiir ¥ (z) konvergent zu machen.
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Aus

4 I (x
S?x = ¥ = F((ac))

erhilt man durch Integration
Slgzdax =1gI'(x) (25)
eine Formel fiir die Summe von Igz.

Mit Hilfe der Gammafunktion ist es nun nicht schwer, die Lésung
der homogenen Differenzengleichung
ya:+1 —R (x) yz: =0, (26>
wo R(x) eine rationale Funktion von z ist, darzustellen.
Wir setzen R(x) zweckmiBigerweise in der Form
(x—a) (x—ay) ... & —ay)
R(x)= 4
() @—by) (@—by) ... (x—by)
an und erhalten dann gemiB der in der FuBnote ) auf S. 120 ge-
machten Bemerkung
. e Tx—a)Tz—a)...I&—an)
Y2 = D€ Tl by Fa—by ... I @—b, (27)

Man ersieht aus dieser Losung, daB selbst der einfachste Fall linearer
Differenzengleichungen, die Gleichungen erster Ordnung mit rationalen
Koeffizienten, auf sehr zusammengesetzte Funktionsgebilde fihrt.

Differenzengleichungen erster Ordnung spielen in der Anwendung
unmittelbar keine Rolle. Ihre Bedeutung besteht hauptsichlich darin,
daB es in einem oder dem anderen Fall gelingt, von einer Diffe-
renzengleichung zweiter Ordnung eine Losung aufzufinden, so daB
die Reduktion der vorgelegten Gleichung zweiter Ordnung auf eine
erster Ordnung moglich ist.

Beispiel. Die homogene Differenzengleichung zweiter Ordnung

x? 41
Yeeq — 2 ;t_ 'yx+yx+1=o
hat die Partikularlésung
Nz O = 52,

Um nun die zweite Partikularlosung zu finden, setzen wir gemif den Ausfiih-
rungen auf S. 44 in der vorgelegten Gleichung, die wir jetzt in der Form

@+ 1) 41

Voe— 2 —m—— Yatr+ Vote =0
schreiben wollen,
Ve =222z, Yot =@+ 1)z, =@+ 1) 2z + 4 22),
Verg—= @+ 22 2pip = 4 2)2 (2 42, 4% 22)
ein und erhalten, wenn wir nach z,, Az, und A%z, ordnen,

4@t+1)Adz,+ (x+2)24%2, =0

(- 2)® gy — 32y = O

oder mit 4z, =1u,
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Die Losung dieser Gleichung ist aber nach (27)
[L@E [ @)® 1

T etar e+ ) T@F  #Etnr

Daraus findet man durch Partialbruchzerlegung

ZZS—x—?fxﬁ'—ljﬁz S {_—2—+x T 1+z%+(x-+1-1)”]dx‘

2

Die ersten beiden Glieder in der Klammer geben — —— _ die Summe
z(x41)
davon ist nach Formel 6, S. 15, %; weiter ist
1 1 1 Az
S [;ﬁ(p;m} o=zt
daher ist
2 1 Adr  2x-+1
z:._x_—{—ﬁ—}—zg F:—_xﬁ—_f_z T’ (2) 4wy

Man erhilt schlieillich die zweite Partikularlésung
NP = (221 1)} 22 F' (2) + 22w,
und die GesamtlSsung
Ve=0, 22w, [(22 1)+ 222 ¥ (2)].
Bemerkt sei noch, dafi fiir ganzzahlige x die Funktion &’ () durch

F@ =ttt e

definiert ist. In diesem Fall sind statt der periodischen Funktionen w, (z) und
@, (%), die Festwerte C, und G, in die Losung einzufiihren.

27. Differenzengleichungen mit linearem Koeffizienten.
Die Transformation von Laplace.

Wir betrachten die lineare, homogene Differenzengleichung #-ter

Ordnung
(@2 +8)y, + (2,2 b))y, 1+ - - - F(a,2 D)y, =0. (28)

Die durch derartige Gleichungen definierten Funktionen lassen sich,
wie wir zeigen werden, durch bestimmte Integrale darstellen. Um zu
dieser Integraldarstellung zu gelangen, beniitzen wir eine Transforma-
tion, welche darin besteht, daB fiir die unbekannte Funktion y, eine
neue f(f) durch die Verkniipfung

Y, = pfq t=-1f(5) dt (29)

eingefiihrt wird, wobei die Integrationsgrenzen (oder allgemeiner ge-
sprochen, der Integrationsweg) noch passend zu bestimmen sind. Der
Integralansatz (29) rithrt von Laplace her, weshalb man ihn auch
als Laplacesche Transformation bezeichnet?).

!) Die Bedeutung des in (29) dargestellten bestimmten Integrals fiir die
Losung linearer Differenzengleichungen liegt in dem Umstand begriindet, dag
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Fiithrt man (29) in (28) ein, so erhdlt man zunichst, wenn man
die Glieder, die den Faktor x enthalten, und die von z freien Glieder
je zusammenfal3t,

-’”J. o=t () (ag+ayt =4+ - - +a,t")dt +ftx—lf(t)(bo + bt -

? ?
+b,t")dt=o0
und mit den abkiirzenden Bezeichnungen fiir die Polynome
PO=amtait ol
@(f)=by bt -+b,¢"

q

ftwif <p(tdt+f b1 f () () dt = o

Die partielle Integration liefert fiir das zweite Integral

q q
[ pyas= = o p(e1t — | 92O,
P P

womit die vorangehende Gleichung in

q

[t 7 oty — ¢ G gt (1) w (0] =

»
iibergeht. Diese Gleichung wird befriedigt, wenn jeder der beiden
Summanden, fiir sich genommen, identisch in z verschwindet. Ist der
von z unabhingige Klammerausdruck im linksstehenden Integral fiir
alle Werte von ¢ Null, so wird auch das Integral fiir alle Werte von ¢
verschwinden. Es muf} daher

£) @ (§) — ¢ 2O O), (30)

Weiter sind die Integrationsgrenzen p und ¢ und der Integrationsweg
so zu bestimmen, daB auch

(7 (0 w(O)], =0 (31)

wird.

Wir untersuchen zunidchst die erste Bedingung. Aus (30) folgt,
wenn man rechts die Ableitung des Produktes bildet,
ey __e@0—ty'@®
f ) Lyt 7
diese Integrale durch eine Reihe bemerkenswerter Eigenschaften ausgezeichnet
sind. Die Summe zweier Integrale, ebenso das Produkt zweier Integrale ist
wieder ein Integral der gleichen Art. Der Differentialquotient und ebenso die
Differenz bilden wieder ein Integral gleicher Art. Die Integrale (29) bilden
sonach hinsichtlich der genannten Eigenschaften eine Gruppe.
Bleich-Melan, Differenzengleichungen. 9
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eine Differentialgleichung erster Ordnung fiir f(f), aus der man

1gf(t)=f"’ (’)_zt’)” Y dt—f 2 at—1gy(y

und somit
PE)

)= "

gewinnt. Die Losung der vorgelegten Differenzengleichung wird somit
auf die Integration einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung

zuriickgefiihrt. »
Die Berechnung von f(¢) erfordert die Zerlegung des Bruches

@@ _ by bt byt
@) iagtaid- - - a,t”)

in Partialbriiche. Hat y (f)=o0, die sogenannte charakteristische
Gleichung, lauter verschiedene, nichtverschwindende Wurzeln, o,

¢, ... «, ist also
tp(t) = tl— ) ((—a) ... (t—a,),

+t——¢x + +t—a,,

so wird
‘P(t) ﬂo +
ty(t)

woraus zunichst

RAUA
@Y — o (t— ) (t— ) e . . . (t—a,)fn

l‘—a

und schlieBlich bis auf einen willkiirlichen konstanten Faktor

P
flo)= G e O Y the(t— a)B (f— )L ()P (32)

hervorgeht. Damit ist die Funktion f(¢) festgelegt.

Ist der Zédhler @ (f) ein Polynom gleicher oder héherer Ordnung
als der Nenner ¢y(#), so tritt bei der Partialbruchzerlegung eine ganze
Funktion g(f) auf, die bei der Integration eine ganze rationale Funk-
tion 7(f)=fg(f)d¢ liefert. f(¢) enthdlt dann noch einen weiteren
Faktor von der Form e¢7®. Entspringt der charakteristischen Gleichung
eine k-fache Wurzel o, dann tritt in f(#) ein Faktor

’ r k-1
gttﬂ;;+(tfax)’+ " (t— ﬂax)k 1

auf.
Es eriibrigt noch die Erfiillung der zweiten Bedingung, GI. (31),
d. i die Festlegung der Grenzen p und ¢ derart, daB

[ v O, =o0

wird. Damit wollen wir uns nun niher beschiftigen.
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a) Wir setzen zunichst voraus, dal bei der Partialbruchzerlegung
keine ganze rationale Funktion auftritt und daB alle Wurzeln « der
charakteristischen Gleichung voneinander verschieden sind.

Fiihrt man den Ausdruck (32) in (31) ein, so erhilt man die Be-
dingung
(100t — )P (¢ — et (t— e )]l =0 (33

Die « und g kénnen positiv oder negativ, ganze oder gebrochene,
reelle oder komplexe Zahlen sein, dementsprechend wird auch der
Klammerausdruck, den wir kurz mit K bezeichnen wollen, eine mit ;%
multiplizierte ganze oder gebrochene, rationale oder irrationale Funktion
sein. Die Festlegung der Grenzen p und ¢ und des Integrations-
weges fiir das Integral (29) ist daher ganz von dem funktionentheore-
tischen Verhalten der Funktion K abhingig.

1. Sind die reellen Teile von B, §, ... B, positiv, so besitzt K
(n=-1) verschiedene Nullstellen, namlich =0 oder oo, je nachdem
R (z -+ B,) >0 oder R(x -+ B+ B+ - - +B,)< o ist, sowie die
Nullstellen ¢, , . ..e,') Man wihlt daher als untere Grenze p=0
oder p=oo, als obere Grenze der Reihe nach ¢g=«,, @,...¢,,
wobei der Integrationsweg beliebig ist. K verschwindet dann an beiden
Grenzen, wodurch die Bedingung (33) erfiillt erscheint. Man gewinnt
auf diese Weise n Integrale, die die » voneinander verschiedenen
Partikularlésungen der vorgelegten Differenzengleichung #n-ter Ordnung
vorstellen. Die Losungen lauten somit, wenn o () eine periodische
Konstante vorstellt,

Gy

y =" (m)ftz+ﬂo—1(t — o)t (t—e,)fr—1dt, v=1,2...m) (34)
%o

Sind einzelne Nullstellen wesentlich singuldre Stellen, so empfiehlt es

sich, die unter 2. dargelegten geschlossenen Integrationswege zu ver-

wenden.

2. Treten in (33) einzelne B mit negativen Realteilen auf, d. h. be-
sitzt K nur p Nullstellen o, &, “:%—-1_: wahrend o, &, +1 coea, If.ole
oder wesentlich singulire Unendlicbkeitsstellen von K sind, so wahlt .
man fiir die $ — 1 Losungen, genau wie vor, die unteren Grenzen p =0
oder 0o, (je nachdem % (z+ B,) >0 oder R (x4 B+, +- - 8.0,
sowie die oberen Grenzen ¢==¢,, 6, .. &, 4, wiahrend man zur

1) Dafi nur die Realteile von f fiir das Auftreten von Nullstellen in Frage
kommen, geht daraus hervor, daf (f— o)}f=(f — «)a+déi=(t — e (f — o)be
=(t—a)a-eip, wo ¢=>blg (¢ — ). Der zweite Faktor ist aber eine perio-
dische Funktion, die nirgends verschwindet oder unendlich wird. Das Auftreten

einer Nullstelle in ({— )8 hingt somit nur vom Realteil & der Zahl § ab.
g%
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Aufstellung der restlichen (n —p - 1) Losungen auf geschlossene
Integrationswege, sogenannte Schleifenwege angewiesen ist.
Da eine Nullstelle unbedingt vorhanden ist, nimlich ¢,==0 oder oo,
so gehen wir von dieser Stelle aus, umfahren den Punkt e«,,, und
kehren wieder nach &,=0 oder oo zuriick. Siehe Abb. 10. K ver
schwindet auf diesem Wege, wihrend das Integral (29), da der
Integrationsweg einen singuldren Punkt umschlieBt, im allgemeinen
von Null verschieden ist. Man erhdlt so fiir jedes o,,, zwei Inte
p grale, wovon das eine die Losung fiir

y o0 Werte von > —®(f,), das andere die

7 \1> Lésung fiir Werte von

e — R(Bo+ B+ 1B)

darstellt. Auf diese Weise gelangt man
wieder zu insgesamt # Integralen, die die
n Partikularlésungen der Differenzenglei-
chung vorstellen. Sind aber noch andere
Nullstellen neben ¢, vorhanden, ist also
p>1, so ist es vorteilhafter, die Schleifen
von einer dieser Nullstellen ausgehen und
wieder dahin zuriickkehren zu lassen, da die iiber derartige Schleifen
erstreckten Integrale in der ganzen Zahlenebene gelten. Die Schleifen
sind in allen Fiéllen so zu legen, daB sie keinen der iibrigen Punkte «
einschlieBen bzw. durch keinen derselben hindurchgehen.

Die den f mit negativen Realteilen entsprechenden Lésungen
haben die Form

Y2+ = @+ () [ tr+h-1(t—a Vo, (t—a,)brdt,
C
=12...0—p4+1). (35)

C bedeutet den vorangehend niher erdrterten Schleifenweg.

b) Tritt bei der Partialbruchzerlegung eine %-fache Wurzel auf, so
nimmt das entsprechende Glied in K, zu dem jetzt & Losungen ge-
horen, die Form

Abb. 1o,

) " k=1
(t___as)ﬂetf—a;-'-(—tfw-k.“ (Tf‘is—)kt;r
an. e« ist jetzt ein wesentlich singulirer Punkt der Funktion K. Der
von ¢, abhingige Teil von K bewirkt nun, daB sich um den singu-
liren Punkt herum 2 (k — 1) Sektoren abgrenzen lassen, in dem die
Funktion K bei Anniherung an den singulidren Punkt «, abwechselnd
gegen 0 und oo konvergiert. Dieses Verhalten von K wollen wir uns
zundchst klar machen. Mafgebend fiir die Eigenschaften dieser Funk--
tion in der Umgebung des singuliren Punktes ¢, ist das Verhalten
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gt

=1 . . : .
des Faktors g¢—29" ~. Lauft ¢ in einem Kreise um den singuliren

Punkt «, einmal herum, so wechselt die Funktion 1) =1 2 (k— 1)-mal
— )

ihr Vorzeichen. Es bestehen sonach (k — 1) Sektoren, in denen (—1—,‘—1
t—ag) T
negativ ist, und nihert man sich in einem solchen Sektor dem Punkte ¢,

B (h—1)

. . Fo—
so strebt ; = gegen — oo, demnach ist lim ¢¢~*»"""—o. Ebenso

(t_ Os t—>ag

findet man, daB in den (kK — 1) Sektoren, in denen —1F-—1 positiv
(t+ o)
ist, bei Anniherung an den singuldren Punkt ———1ﬁ—> —+ oo geht,
PIGEY — )
. (t—ag*?
weshalb lim e = 00.
t>»ag

Der Klammerausdruck K konvergiert sonach gegen Null, wenn
man sich innerhalb eines Nullsektors dem singuliren Punkte ¢, nihert.
Wir legen demnach jede Integrations-
schleife derart, da sie in einem Null-
sektor von «_ausgeht, den benachbarten
oo- Sektor durchsetzt und im darauffolgen-
den Nullsektor wieder nach e zuriick-
kehrt. In Abb.11 ist der Fall (k—1)
= 2 dargestellt. Man gewinnt so (k—1)
Integrale, denen (& — 1) Partikularlésun- oo
gen entsprechen. Die k-te zu ¢z, gehdrende
Partikularlosung, die dem bisher nicht
beriicksichtigten Faktor (¢ — e,)f ent-
spricht, bestimmt man wie oben unter Abb. 11.
a)1.oder a)2. angegeben. Die (k—1) Lo-
sungen haben wieder die Form (35), wobei C den hier erdrterten
Integrationsweg darstellt.

c) Tritt in K noch ein Faktor ¢7® auf, wo 7(t) eine ganze rationale
Funktion von ¢ ist (s. S. 130), so kann man durch die Trans-

)

formation t=% den eben behandelten Fall b) herstellen und die zu-

gehoérenden Integrale ermitteln. Ist 7 (f) vom Grade », so erhilt man
» unabhingige Losungen, die aus 7 (f) entspringen.

Wir haben die Integrationswege hier ausfithrlich erortert, um dar-
zulegen, daB in allen Fillen der Bedingung (31) Geniige geleistet
werden kann und daB in allen Fillen ein vollstindiges Fundamental-
system der Lésungen erhalten wird. Im Einzelfalle konnen dort, wo
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dies zweckmiBig ist, auch andere Integrationswege eingeschlagen
werden. Die so ermittelten Losungen hingen mit den auf den hier
erorterten Integrationswegen berechneten Losungen linear zusammen,
wobei aber die Koeffizienten dieser linearen Zusammenhinge perio-
dische Funktionen mit der Periode 1 sind. Haiufig erweist sich auch
eine Variabelntransformation als sehr vorteilhaft.

Auf dem eben dargelegten Wege erhilt man im allgemeinen zwei
Losungssysteme, von denen das eine giiltig ist, fir > — % (B,), das
andere fiir x < — R (8, + B, +- - -+ B,). Jedesdieser beiden Losungs-
systeme kann mittels der durch die Differenzengleichung ausgedriickten
Funktionalbeziehung in das Gebiet des anderen Losungssystems ana-
Iytisch fortgesetzt werden. Durch die Differenzengleichung ist auch
der lineare Zusammenhang zwischen den beiden Losungssystemen
hergestellt.

Mit Hilfe der Laplaceschen Transformation lassen sich auch
Gleichungen mit beliebigen ganzen rationalen Koeffizienten behandeln,
doch gehen wir mit Riicksicht auf die Schwierigkeit des Gegenstandes
nicht niher darauf ein.

Losung der Gleichung yx;1—xyx==0. Wir wollen das eben
geschilderte Verfahren zunichst an einem sehr einfachen Fall, an der
bereits in 26 behandelten Differenzengleichung der I'-Funktion darlegen.

Wenn wir die vorgelegte Gleichung in der Anordnung der Gl. (28)
schreiben,

(—z o)y, 4+ (024 1)y, =0,

so ist
py@l)=—1 und @()=14¢
sonach
@ __t 1
b)) —t ’
17(’7(% reduziert sich hier auf eine ganze rationale Funktion, weshalb
f(t) = —e—t.

Die Integrationsgrenzen sind aus der Bedingung

[t7¢-1]2 =0

P

zu entnehmen. Der Klammerausdruck verschwindet, solange x positiv
ist, fiir £==0. Damit ist die eine Grenze festgelegt. Er verschwindet

aber auch fir £=00, da lim t“¢~t*=o0. Die gesuchte Partikularlgsung
t>®o

der Differenzengleichung lautet daher fiir x > 0

3}I=J.t“”‘1 e~tdt. (36)

0
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Das ist aber bekamntlich das als I'-Funktion bezeichnete zweite
Eulersche Integral. Die allgemeine Losung ist dann

y, = o (@) I'(z). (x>o0)
Das in (26) dargestellte unendliche Produkt fiir die I™-Funktion ist

aligemeiner als die Integraldarstellung (36), da es fiir positive und negative
Werte von z gilt.

Die Differenzengleichung der Zylinderfunktionen. Wir be-
trachten als weiteres Beispiel die Gleichung

ya:—1+2(ax+b)ya:+yz+1:0’ (37)

der wir, um sie in Einklang mit der den allgemeinen Erdrterungen
auf S. 128 zugrunde gelegten Gleichung (28) zu bringen, die Form

yz+2(ax+a+b)yx+1+yx+2:o
geben. Es ist nun

p(t)=2at und @)=142(a-b)t41t%

woraus
o ttz@Fbibe 1, 2@tb) |
ty () 2at? Y [1+ t _(_75]
und
p () 1 1 a+b
fty;(t) dt——z—a(t— t>+ . 18t
folgt. Sonach ist
b
2141
al é‘a(";)
f(t) = 2a -
Damit erhalten wir die Losung
i » 1/ 1
»

wenn der Integrationsweg so gewihlt wird, dab

K == [tﬁg, 32_1;(‘71)}‘1 — o. (38)
»

Wir nehmen zunichst @ <0 an.

Dann verschwindet der Klammeraus-
4
druck fiir =00 wegenlim ¢26==0,

N L . Abb. 12.
da ¢! stirker unendlich wird als jede

Potenz von {. Da {=—o0 ein wesentlich singulidrer Punkt der Funktion
K ist, so wihlen wir den Integrationsweg C so, daB er den Punkt
{ — 0 umschlieBt und an beiden Enden den gleichen Wert, und zwar
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Null hat, die Enden also in f{=--oco liegen?). In Abb. 12 ist
der Integrationsweg dargestellt. Der Weg geht von oo aus,
verlauft oberhalb der positiven reellen Achse, umliuft den Punkt
Null auf dem Einheitskreis und kehrt dann wieder unterhalb der
positiven reellen z-Achse nach oo zuriick. Damit ist die eine
Lésung
b 1 1
yw— L [t ey (39)
¢
gefunden.
Um zu einer zweiten Losung zu gelangen, wihlen wir unter Bezug-
nahme auf die Ausfiihrungen unter b), Seite 132

# den in Abb. 13 dargestellten Schleifenweg. Be-

i 1
achtet man, dal % in dem Faktor ¢ 24¢ zweimal
7T~ | ] sein Vorzeichen wechselt, wenn ¢ im Einheitskreis
; um Null herumliduft, so erkennt man, dafl bei
= Anniherung an den Nullpunkt in der positiven

1
Abb. 13.

Halbebene ¢ 2¢/— oo und bei Anniherung an den
1

Nullpunkt in der negativen Halbebene ¢ 2¢¢ 0 konvergiert (a <<o).
Die Funktion K wird daher Null, wenn wir einen Weg wihlen, der
vom Nullpunkt ausgehend, oberhalb der negativen reellen Achse bis
zum Einheitskreis, von — 1 entlang diesem liuft und unterhalb der
negativen reellen Halbachse wieder in Null zuriickkehrt. Wir be-
zeichnen diesen Weg mit (’. Sonach lautet die zweite Losung

1

b 1
y, @ :J;J'tﬁrleé;(‘—T) dt. (39)

Um nun diese beiden Lésungen durch bekannte Transzendenten
zu definieren, fithren wir eine einfache Variabelntransformation, nimlich

t=—u in (39) und t=% in (39") durch. Die zugehdrigen Inte-

grationswege sind dann die Abbildungen der Wege C und ¢’ auf die
u-Ebene.

Man erhalt so "aus (39) mit {=—u
b
T b LS.
yxm:(:_’z)d [M | ("+F)+‘]g 72 (%) 2 (40)
L

*) Der Integrationsweg umschliefit den von o nach oo gefiihrten Verzwei-
gungsschnitt der Funktion K.
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ot f— L
und aus (39") mit =

b 1
y, @ = :; u ‘[””'*'74'1] ¢ Za (“_"J) du. (49')
j/

Die Abbildungen der Wege C und €’ (Abb. 12 und 13) auf die u-
Ebene liefern in beiden Fillen, wie man sich leicht iiberzeugt, die in
der Abb. 14 veranschaulichte Schleife L, weshalb beide Integrale (40)
und (40’) iiber den gleichen Weg L zu nehmen sind.

Nun ist aber

1 e?( —%) e

271

du

die bekannte Bessel-Funktion J;(z)*) Daher lauten unsere Lo-
sungen

s 4
w_ =Y 7 ) 1
Voo = 4 ]_(x+%)< a) = ]—(x+%) (a>> (41)
@____ @t _1 'y
Ve a ](,;_}.%) ( a)' (41)
n den Funktionen J ist hier die Ordnungszahl mit & verdnderlich, das
Argument aber fest. Wir haben bisher +i

a < 0 vorausgesetzt: Hitte mana > 0
angenommen, so hitte man nach ent-
sprechender Abanderung der Inte-
grationswege (Spiegelung an der ima-
giniren A chse)schlieBlich die gleichen
Losungen erhalten. Die Losungen Abb. 14.

gelten demnach fir jedes a. Die

beiden Losungen sind im allgemeinen, wie aus der Theorie der Bessel
Funktion bekannt ist, voneinander linear unabhingig. Dies trifft aber

: b . . .
nicht mehr zu, wenn 1, also x - eine ganze Zahl ist. In diesem

Falle werden (41) und (41’) miteinander identisch. Man erkennt dies
leicht aus den urspriinglichen Losungen (39) und (39), da in diesem
Falle 0 — oo kein Verzweigungsschnitt mehr ist. Die Integrationswege
C und C’ koénnen einfach auf einen Kreis um den Nullpunkt zu-
sammengezogen werden, womit beide Integrale gleich werden.

Eine zweite Losung kann in diesem Falle durch einen Grenziiber-
gang gewonnen werden, den wir hier nicht niher darlegen. Man ge-

1) Siehe z. B. Courant-Hilbert: Die Methoden der mathematischen Physik,
Bd. 1., S. 391. Berlin 1924.
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winnt hierdurch eine neue Funktion, die Besselsche Funktion
zweiter Art, die fiir beliebige 4 gilt, und die wir nur kurz anfiihren.

Yi(2) == J 4 (2) — cotgda Ji(z). (42)

sindn

Man erkennt ohne weiteres, da} auch (42) eine Losung unserer Diffe-
renzengleichung ist, weil sie aus den beiden Losungen (41) und (41’)

— 1)4 ]
e und cotg Az, die

die Periode 1 besitzen, linear zusammengesetzt ist, da die erste Hilfte

mit Hilfe der beiden periodischen Funktionen

in Y (z) auch in der Form (;i_T:z)%]_;“ (— z) geschrieben werden kann.

Im folgenden Abschnitt 28 werden wir die hier erorterte Differenzen-
gleichung auf einen anderen Weg behandeln, der uns auf die Reihen-
darstellung der Besselschen Funktion fiihren wird.

Nichthomogene Gleichungen. Wir beschrinken unsere Betrach-
tungen auf den Fall, daBl die rechte Seite der Gleichung das Produkt
aus einer ganzen rationalen Funktion von 2 und aus ¢”ist. ¢ ist eine
reelle oder komplexe Konstante. Liegt also eine Gleichung von der Form

ié‘; @x+0)y, ., =—g(®)c (43)

vor, wobei g(#) eine ganze rationale Funktion m-ten Grades von z
ist'), so fiihrt man durch die Substitution

yxz(YO+y1x+ 'ym—lxm—l)cw—*—za:
eine neue unbekannte Funktion z, ein, und man erkennt, ohne auf die
Rechnung selbst einzugehen, daB in Gl. (43) links eine mit ¢ multi-

plizierte rationale Funktion vom Grade # entsteht, die wir mit & G (x)
bezeichnen wollen, so daB Gl (43) die Form

iéi(“i Tb)2, ;46" G (x) =g ()"

annimmt. Da wir s willkiirliche y-Werte angenommen haben, so
koénnen wir diese so wihlen, daB sich die Glieder, die z enthalten, in
G (x) und g(x) wegkiirzen, so daB rechts nur ein Glied xc”, wo x
einen Festwert bedeutet, zuriickbleibt. Wir haben dann die Gleichung

‘é';(aix + b))z, =xc (44)

aufzulésen.
Wir setzen &dhnlich wie bei den homogenen Gleichungen als Par-
tikularlésung der vollstindigen Gleichung

!) Ist die rechte Seite von der Form 3 g (x) ¢, so bestimmt man die Parti-
kularlésung fiir jedes einzelne Summenglied getrennt.
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q
y, =4 [t 1(t) e
V4

an, worin A eine noch zu bestimmende Konstante ist. Die Einfilhrung
dieser Losung in Gl (44) liefert mit den gleichen Bezeichnungen wie
auf S. 129 die Beziehung

] f =1 (109 @) — 1 OO g e @ w ()] = (45)

Es soll nun der erste Teil dieses Ausdrucks, wie frither, Null werden,
woraus sich f(f) in der gleichen Weise wie oben ergibt. Die Inte-
grationsgrenzen p und ¢ sind so zu wihlen, dab

LT F O w (l=x< (46)
wird, Wenn ¢ keine Wurzel der Gleichung o (f)=—o0 ist, wird dies
erreicht, wenn man g==c setzt und fiir p irgend eine der immer vor-
handenen Nullstellen der linken Seite von Gl (46) (siehe die beziig-
lichen Erliuterungen auf S. 131) wihlt. Wir bezeichnen diese Nullstelle
wie frither mit ¢,. Man erhidlt dann

1 @) w (), =4[ FO)w ()] ==

und daraus

Die Partikularlésung heift dann

f(o)w(v)f“ RV (47)

Stimmt ¢ ausnahmsweise mit einer der einfachen Wurzeln der
charakteristischen Gleichung ()= o {iberein, so hat, wie wir gleich
nachweisen werden, die Differenzengleichung (44) die einfache Lé-
sung A¢°. In diesem Falle ist nimlich

v@=a+a oo, =0,
und nach Eintragen der Losung 1¢” in die Differenzengleichung bleibt

(bo4byct b, NA=2nc"

pl)i==x

oder

zuriick, woraus

=50

folgt. Hierbei wurde vorausgesetzt, dab @ (c) selbst nicht verschwindet.
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In allen anderen Ausnahmefillen, wo ¢ eine 7-fache Wurzel von
w(f) und eine s-fache Wurzel von ¢ (Z) ist, gilt folgendes:

1. Ist #>>5, soist 1¢"a’ eine Partikularlésung der Gleichung (44).
Der Festwert 4 ist durch Einsetzen in die Differenzengleichung zu
bestimmen?).

2. Ist y<s, so erhilt man durch Ersetzen von z durch x-}1
eine Gleichung, in der, wie man leicht nachrechnet, an Stelle ¢ (¢) die
Summe @ () -+ o (¢) tritt. Die Summe dieser beiden Funktionen hat
aber nur mehr eine 7-fache Nullstelle, so daB der Fall s> auf den
Fall s =7 zuriickgefiihrt werden kann.

3. Ist aber s ==7, so ist zunidchst eine Umformung der Differenzen-
gleichung notwendig. Durch die Transformation y, = c"u_ schaffen
wir den auf der rechten Seite stehenden Faktor ¢ weg. w(f) und
@(t) haben dann die mehrfache Wurzel 1. Unsere Gleichung hat
also jetzt die Form

n
_%(ai’x+bi’) Uy i =%
4=

Jede ganze Funktion (r —1)-ster Ordnung ist jetzt Lésung der
homogenen Gleichung. Driickt man daher die #_,, durch die Diffe-
renzen 4"y , A*~1u, ... u, aus, so muB es sich zeigen, dal die
Koeffizienten von A7~'u_...u, verschwinden. Fiihrt man nun die
Transformation»Arumzvz durch, so gelangt man zu einer normalen
Gleichung fir v,. Aus v, gewinnt man dann u, bzw. y_.

28. Differenzengleichungen zweiter Ordnung von der Form
Yx—1—@ (X) yx + Yx41==0.

Es ist natiirlich nicht moéglich, eine lineare symmetrische Diffe-
renzengleichung
Yoo = PE) Yyt Vo1 =0 (48)
bei beliebiger Gestaltung des Beiwertes ¢ () allgemein zu I6sen. Wir
wollen daher in diesem Abschnitt einen indirekten Weg einschlagen,
indem wir einen geniigend allgemein gehaltenen Ansatz fiir die Losung
der Gl (48) aufstellen, und erst nachtriglich jene Funktionen ¢ (x) und
damit” jene Differenzengleichungen mit dem mittleren Beiwert g (x)
bestimmen, fiir die dieser Ansatz eine Losung darstellt. Wir werden
finden, daB unsere Differenzengleichung von dem vorgeschlagenen
Losungsansatz in jenen Fillen befriedigt wird, in denen ¢(x) selbst

1) In diesem allgemeineren Fall ist der bereits erorterte Ausnahmefall, wo
¢ eine einfache Wurzel von v (¢) ist, wihrend @ (¢) nicht verschwindet, bereits
enthalten. Es ist der Fall ¥ =1, s=o.
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einer symmetrischen Differenzengleichung zweiter Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten geniigt, d. h. wenn ¢ (x) eine der Funktionen
Ae*® - Be—**, AGofax - BGinax darstellt, wo 4 und B beliebige
Festwerte sind, « reell oder komplex ist').

Wir gehen von der Gleichung

Vo1 —CP @)Yyt Vpp1=0 (49)

aus, wo der Bereich von x zunichst auf eine Folge kongruent ge-
legener Punkte beschrinkt sei. Wir setzen nun eine Partikularlésung
in der Form einer bestimmten Summe

z— x—n—7 f 1:%—1
o= JWTW(H’?“)(%@“)}A” (50
0 A=1

an, wobei die vorerst unbekannte Funktion f(f) so zu bestimmen sein
wird, daB y_ die Gl (49) in z und 7 identisch befriedigt. Uber 7,
das nur so beschaffen sein muf3, daB x — # eine ganze Zahl < o ist,
werden wir spiter verfigen. Die die Losung y, definierende Summe
hat o — % Glieder, siche die Fubnote S. 7, wobei die den ungeraden

» entsprechenden Glieder wegen des Faktors cos% verschwinden.

Der kleinste Wert, den die obere Grenze der Summe annehmen kann,
0

sei voraussetzungsgemiB x — 7= 0; es gilt dann §==o0. Unter dem
(1]

z=n—v
endlichen Produkt [y (4) verstehen wir die Faktorenfolge
A=1

ye—n—r—DyE—g—r—2)...9p1).

1
AuBerdem sei [[=1.
i=1
Die oben vorgeschlagene Form fiir die Losung y, wurde auf fol-
gendem Wege gewonnen: Ermittelt man aus dem Gleichungssystem (49)
durch schrittweise Elimination y_ als Funktion von zwel Ausgangs-
werten y, und y,;y, so erhdlt man y_ in der Gestalt

Yo =Py (@) yy+ P (@) yyt1-

Es ist nun klar, daB die Beiwerte @, und @, Partikularlésungen
der Differenzengleichung (49) darstellen. Gl (50) stellt nun nichts
anderes als einen aus dem allgemeinen Aufbau der Beiwerte @, und
@, des Eliminationsergebnisses abgeleiteten vereinfachten Funktions-
ansatz VvoOr.

1) Die in diesem Abschnitt dargelegte Methode und die Ergebnisse sind
einer unverdffentlichten Arbeit meines Sohnes Hans entnommen. Bleich.



142 Die gewdhnlichen linearen Differenzengleichungen.

Um nun f(¢) zu ermitteln, filhren wir den Lésungsansatz (50)
in die vorgelegte Differenzengleichung (49) ein und gewinnen zu-

nachst
i e F(Z+s
é [cos——— ”_ ( —l—n—f—l) ( 70) )de

z—9 T—p—» f V—}—}.
—c¢(w)§[608~]]6¢( +n+l) (f(l) >Jm (51)

T—7+1 Z—n—r+1 f ”_*_,1
§ [cos— .:1 ( —}-n—f~1) (f(l) )Jdv=o.

Die erste dieser drei Summen formen wir zweckmiBig in der
Weise um, dafl wir die Summenvariable » durch » — 2, also auch
Ay durch 49" ersetzen, schreiben aber wieder v statt »/, und erhalten

somit

v

1 z y—1 fl=——412
§ [cos— : c¢<§+17+1) ——<—;a)—)}dv=

z—n+1 V”x—n—¢'+1 f( +1_1>
— QS [_COST 11 < +n41— ) — ]Aw.

Zerlegt man nun die Summen in Gl (51) in die Teilsummen von y =2
bis y=2-—# und in die restlichen Glieder und-faBt man die drei

. x_n . .
Teilsummen § unter ein Summenzeichen zusammen, so gelangt
2
man, wenn man den Faktor ¢#~%-* heraushebt, zu
v
——}—l—l)

r—n —f7— f(
ot | I oo
2

A=1
)

o 2+ )
2

—<P(x)£¢’< +’7+’1) —~o T H <+’7_H> @ }Av

i
—cost . cho( +”—}—1—1>'(—N)——1‘)‘—0‘P(9¢)]_IC¢’(’7+1)

x—n+1 +},
—}—ch: (n+2)FcosT=" 5. Hc (+n—|—l\ ( o )=o

Von den hinter der Summe stehenden vier Gliedern heben sich das
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1
erste und vierte wegen [[==1, ebenso das zweite und dritte gegen-
A=1
seitig auf. Die rechte Gleichungsseite reduziert sich sonach auf die
z=7
Summe §.
2
Diese Summe stellt ein Polynom der Konstanten ¢ des Mittelgliedes
der Differenzengleichung (49) vor. Soll die Gleichung fiir jedes ¢ er-
fiillt sein, so miissen die Klammerausdriicke als Koeffizienten der ¢
einzeln verschwinden. Dies ist somit die notwendige und hinreichende
Bedingung, daB der Ansatz (50) eine Losung der vorgelegten Differenzen-
gleichung (49) darstellt. Es muf daher der Ausdruck in der geschlun-
genen Klammer, als Funktion von z, # und » betrachtet, identisch in
diesen Variabeln verschwinden. Um diese Bedingung vereinfachen zu
kénnen, formen wir den ersten der drei Summanden um. Wir erhalten
zunachst:

Z—y—r+1 f _”_+1_1
z—np—r+1

z—n—v+1
—— I o(znti—1) 5
i=1

z—n—"

N I 1(Z+4)

o) )

= ( +’7)f(x-— ) ]I"’( +nt4 ) 0]

Jetzt kann aus allen drei Summanden der im allgemeinen nicht ver-
schwindende Faktor

snr F(2+4)
g p(Z47+1) <f(l)

herausgehoben werden, so daB die Bedingungsgleichung

G rle—n—3)_
—'(P( )f(x (p(x)—l——(p(x— > f(a:—n—-v)

zuriickbleibt, die nach Multlphkatlon mit — f(x — 5 — ») die Gestalt

q9(%—}—17> (>i‘¢(‘”)f(m~— —y)— <p(x——>f(x_n__’i)=o (52)
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annimmt. Damit ist eine Funktionalgleichung fiir ¢ (f) und f(¢) ge-
funden, die identisch in z, # und ¥ erfiillt sein muB und die wir jetzt
niher untersuchen werden. Um in diese, beim ersten Anblick voll-
kommen undurchsichtige Funktionalverkniipfung Licht zu bringen, be-
trachten wir vorerst die Gleichung (52) fiir den Sonderfall y =z — 75 —1,
wobei ¥ eine gerade Zahl sei. Die Einfihrung von y=x—n —1
in Gleichung (52) ergibt nach Umordnung

o (IR ) (B o (I ) (1Y) =),

wobei, unbeschadet der Allgemeinheit der Untersuchung, der Faktor
f(1)=1 gesetzt wurde, da unser Lésungsansatz (50) in f(f) homogen
vom Grade Null ist, daher ein Ersetzen von f(t) durch k-f(f) an der
Lésung nichts &dndert.

Vi

Setzt man jetzt x_—z:lzt, woraus x=2¢-}+75-}1 folgt, so

geht die vorstehende Gleichung iiber in
l+n+)CH)—el+n)f@)=o@t+1+1).

Mit F(#)= ¢ (¢ +#)f(¢) erhilt man eine vollstindige Differenzen-
gleichung erster Ordnung fiir F(¢), namlich

F+1)—Ft)=@(t+n+1), (53)

welche fiir ein voraussetzungsgemiB ganzzahliges ¢ eine Losung von
der Form

F))=$9@otn+1)doC (54)
wuliBt. Als Randbedingung haben wir
F()=9(+nf(1)=@n+1),
die C=o0 ergibt. Wir gewinnen somit aus F(t)=g (¢ 7)f(¥)

&
Se(zv4nt1)dv
___F® _ o
fO=cttn= saTo (55)

Wir schlieBen nun folgendermaBen: Wenn iiberhaupt eine Funk-
tion f(f) besteht, die der Funktionalbedingung (52) bei jedem Wert
von y geniigt, so mub sie von der Form (55) sein, und wir haben
nur noch zu untersuchen, welche Bedingungen die Funktion @(t) er
fillen mub, damit f(#) in dieser Form bestehen kann. Zu diesem
Zwecke fihren wir f(f) in die Funktionalbeziehung (52) ein und. er-
halten
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v

p@utr+1)do S paudnt 140
- + o () —
o (3+7)

o
e

S wlvtuatdo
— 0
14
r(s—3)
oder nach Umformung
T—-n—

§ pv4n41)dv  a-n
P (2) — S p(zv+n+41)dv=o.
2

Ow| ¢

o (Z4n)

9 (@ — )

v
Y

px—7») 1

Wir heben jetzt ¢@(x) heraus und setzen in der zweiten Summe
14 . . . . . "
v=v'—}—;, wobei wir nach Durchfiibrung dieser Transformation fiir

, . . ..
v wieder v schreiben. Man erhilt so

T—n—=» xT—n—v

§p@otntnde § geotytrtndo
@) — —|=o.
¢ P @—v) @ (%)

Nun fithren wir die neue Verinderliche {=xz—y—», also x=t-4-y-|»
ein, setzen 5 4-y =17 und gewinnen auf diese Weise

%qv(”—i—’?—i—‘)d” %(2”—{—’7'-{-1)40
P+ ¢t
Es muB daher mit Bezug auf Gl (55)
ft: m)=r@ )

oder mit anderen Worten: f(f) muB unabhingig von # sein. Damit
haben wir aber eine hinreichende Bedingung gewonnen, um die Funk-
tion @ (¢) zu bestimmen.

Wir gehen wieder so vor, daB wir einen Sonderfall betrachten, aus
diesem die notwendigen Bedingungen fiir ¢ (f) ableiten und nachher
zeigen, daB das gefundene Ergebnis allgemein gilt. Wir setzen zu
diesem Zwecke in Gl (55) ¢==2 ein und erhalten zunichst

=0,

2
g¢@u+n+4)4”__¢@+4%+¢@4‘9, dv=1.

———0 ——— g
f(2)= o+ 2) pn+2)

Aus dieser Verkniipfung geht aber mit 5'=# -2 die homogene
Bleich-Melan, Differenzengleichungen. 10
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symmetrische Differenzengleichung zweiter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

oW —1)—fe@H)+ e +1)=0 (56)

hervor, die die Funktion ¢ (¢) definiert. Damit ist auch f(f) gemaB
Gl (55) gegeben.

Die Bedingung (56) ist eine notwendige, aber da sie zunichst nur
fiir den Fall £= 2 abgeleitet wurde, noch nicht hinreichende Bedingung
dafiir, daB die rechte Seite der Gl (55) von x unabhdngig ist. Wir
konnen aber nachtraglich leicht zeigen, daf3 das durch die Differenzen-
gleichung (56) definierte ¢ () auch bei beliebigen Werten ¢ die rechte
Seite der Gl. (55) von # unabhingig macht. Ist nimlich u eine be-
liebige ganze Zahl, so gilt fiir eine Funktion ¢ (¢), die einer homogenen
symmetrisc hen Differenzengleichung zweiter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten geniigt, die leicht ableitbare Beziehung

PlE—w+ o+ pw)=n o),

wobei u4' bloB von u und nicht mehr von ¢ abhingt.

Nun schreiben wir Gl (55) in der Weise, daB wir die rechts
stehende Summe in ihre einzelnen Glieder auflésen und je das erste
und letzte, zweite und vorletzte Glied usw. zusammenfassen. Man
erhalt so

f(t)zq)(n—l—ﬂ+¢(2<t—1)+n+1)

rern C+n+1)+of +n+1)
P2 n 1 pz2t—2)4+n+1 .
+ @ (t+m) T
et —t4+)Ffolttndt—1
T it bty
T —t43) ettt —3
+ P+ +

Nach dem eben zitierten Satz ist aber jeder Zihler der aufeinander-
folgenden Briiche gleich u'-@(¢t-}-%), womit nachgewiesen ist, daB
die durch die Differenzengleichung (56) definierte Funktion @ (t), wie
verlangt, die rechte Seite von Gl (55) unabhingig von # macht.

Wir sind zu folgendem Ergebnis gelangt: Geniigt der Beiwert
@ (x) des mittleren Gliedes der vorgelegten Differenzenglei-
chung (49) einer Differenzengleichung von der Form

Py +¢"P1+¢1+1=0>

wobel p eine beliebige Konstante ist, so lautet eine Partiku-
larlosung der vorgelegten Differenzengleichung, solange
x 21,
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O P e i P

wobei die Funktion f durch (57)
14
Sev-ti)dv

He=e=2_ -

1) ?®

gegeben ist. Da f(f) von % unabhingig ist, haben wir der Verein-

fachung wegen im Ausdruck fiir f(f) y =0 gesetzt.
Damit haben wir aber die Losung gefunden fiir alle jene Glei-
chungen, deren Mittelgliedbeiwert ¢ (x) von der allgemeinen Form

Ae**-Be=** bzw. A+ Bx und <A+Bx)(_1)x

ist, wobel 4, B und « beliebige Festwerte sind. Zu diesen Funk-
tionen gehoren sonach auch die Hyperbelfunktionen Sinax und Cojex
sowie die Kreisfunktionen sin¢x und cosazx.

Wir haben am Eingang dieser Untersuchung & > % vorausgesetzt.
Die Lésung (57) gilt sonach nur fiir einen beschrinkten Bereich. Auf
die gleiche Weise wie vor, kann aber fir  <# die Losung

_S {cos—ﬂ]x]vcfp( *‘)f%ﬁ]m

gefunden werden, wobei f wie vor durch (57"
¢
S¢(vt14dv
v
f(t) - @ (t)

definiert ist.

In den beiden einander erginzenden Losungen (57) und (57'), die
also den ganzen Bereich von z umfassen, ist die Grofe 7, da sie
bisher an keine Bedingung gekniipft wurde, vollstindig willkiirlich.
Sie ist aber nicht iiberfliissig, denn diese GréBe ermdoglicht es, auf
einfachste Weise ein vollstindiges Fundamentalsystem von Losungen
der Gleichung

Vs — CP@) Y, T Ypp1=0

aufzustellen. Wir kénnen namlich zeigen, daB zwei Losungen, die zu
zwei Werten von 7 gehoren, die sich um eine ganze Zahl u vonein-
ander unterscheiden, linear voneinander unabhingig sind, sonach ein
Fundamentalsystem bilden. Anderseits muB aber jede zu einem dritten
n gebildete Losung linear von den beiden Fundamentallésungen ab-
hingen, da zu einer Differenzengleichung zweiter Ordnung nur zwel
linear voneinander unabhingige Losungen gehoren.
10*
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Um die Unabbhéngigkeit der zu zwei verschiedenen sonst beliebigen
Werte von 7, also  und 94 u gehérenden Losungen zu erweisen,
betrachten wir die Determinante der mit 5 und - u gebildeten
Fundamentallosungen y® und y®&+#

y;n) y;ﬂ'i',u)
) m+w|"
x+p yx-l—,u

Setzt man fiir x =1y ein, so erhilt man
y1(717) y’(777+,u)

) (+e |’
7n+p y’l"‘ﬂ

Nun0 ist aber yf]ﬂ)=y,(ﬂt‘#)=o, wie aus den Gl (57) bzw. (57') folgt,
da §=o0 ist. Die Determinante D reduziert sich demnach auf das

0
Produkt
D=3,

das im allgemeinen von Null verschieden ist. Damit ist die lineare
Unabhingigkeit der beiden Losungsansitze mit  und - u bewiesen,
denn zwei Funktionen kénnen nicht mehr voneinander linear abhingig
sein, wenn diese Abhingigkeit auch nur in zwei Punkten (# = und
7 u) gestort ist.

Wir gehen nun dazu iiber, die Funktion f(f) in der Lésung y_ zu
bestimmen. Wir betrachten zunichst den Fall

¢(%)=Ae** 4 Be~cs.

Nach GL (55) ist

pv41)dv
fO="—G—

Berechnet man zunichst die Summe

o/

¢ ea(2t+1)_ea e—a(2t+1)_e—-a
S (Aea(2v+1)_i_Bg—a(2v+1))Av=A
0 e2a_1 g—2a_1
ea(2t+1)_ea eat___e—at
— —at ! - —
= va_, ¢ “[Ae B =——0(),
e“* — 1 e —¢°

so ergibt sich

ot e_at_éinnxt

et
f(t)__ e —e™ T Gine

Da, wie wir schon friher bemerkt haben, f (f) mit einem belie-
bigen Faktor multipliziert werden kann, ohne daB ¥, gedndert wird,

so unterdriicken wir den Faktor g:n—“, und wir gewinnen fiir £(¢) die

einfache Form
f)=GCinet.
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Die Losung lautet daher, wenn wir jetzt ¢ mit @ (%) zusammen-
ziehen,
S Vﬂw_n—v 4 ein‘x(;_}-l)
yx:§ cos— Q)(?—I—?]—}—l)—m[”*' dv fiir z > 9,

. s S (1+ l) (58)
yz=—8 [cos’i;]] ¢(n—;—l)—L~~}Av fiir 2 < 9.
0

i=1 Gina i

Ist ¢ imaginir, d. h. ist ¢ = A sinez-}-Bcosax, so tritt an Stelle
der Hyperbelfunktion Gin die Kreisfunktion sin?).
Die beiden folgenden Fille ¢ (x)=(4 4 Bx)(Z 1)" ergeben fir
f(¢) folgende Formel
2

§[A+B<zv+ 1) (£ 12011

O="ro@n "7

RS D TR SR
T(A+By (£ (£ o
da auch hier mit einer beliebigen Konstanten, d. i. -~ 1 multipliziert
wurde. Fiir die Losung y, im Falle @(2)=4 - Bz erhalten wir
schlieBlich, wenn man

x—n-v(£+z)_ 5 ———1 _(m——n——;———1

*

=

A=1 x—n—v —1 )
einfiihrt,
z—7 B —— — 1\ ZAY
yI=§{coszzf 12 ,1]=]1 {A—{—B(;—{—n—}—l)}}dv
’ fiir x> 7, (59)
=Sz T I sl 2=
° z =1
’ fir x <7.

1y Wenn «=1 o' imaginir ist, so verschwindet die Funktion sine¢’f, wenn

o = %n (p und g ganze Zahlen), in jenen Fillen, wo ¢ ein ganzzahliges Viel-

faches von ¢ ist. Es treten dann im Z#hler und Nenner des Produktes I7 Null-
faktoren auf. Man tberzengt sich aber ohne Miihe, daf jedem im Nenner auf-
tretenden Nullfaktor ein Nullfaktor im Zihler entspricht, wihrend das Umge-
kehrte nicht eintreten muS. Da nun lim _s.lnnh'xs
2> SIDH T
»' ganze Zahlen sind, so kann J7 wohl Null, aber nie unendlich werden.

ﬁ'(— 1)”_”' , wobei » und
"
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In allen diesen Fillen sind fiir 5 zwei Werte anzunehmen und daraus
die beiden Partikularlésungen y (7 und y (+# abzuleiten. Die allgemeine
Lésung lautet dann

ya: = C] ya:“]) + Cl yx("I‘*‘:“)'

Damit sich der Leser ein Bild von dem Aufbau der Losungen
machen kann, wollen wir ein Beispiel niher erértern. Wir unter-
suchen die Gleichung

ym—l - Ceaxy.t—f—yz-Fl:o

und fragen nach den Bedingungen, unter welchen bei den Randwerten
¥o==0 und y, = o Losungen bestehen, wobei wir ¢ als vorderhand
noch unbestimmten Parameter ansehen. Wir fragen also nach den
Eigenwerten des Parameters c.

Nach den Gl. (58) lautet die Losung

fir z > #:
x—7 z—ny—v v, Sin« (j _f_ l)
¥ :g [Cosv_n cea(9+}+l)——,—2»f—~ Adv
z 2 Gin« i
0 =1
) (60)
2=y a 217 Gin« <—+ ;.>
. VI o y—v—1 5 @+ @—g—r—1) o \2
= [cos Pl e ]] Simnal A v,
0 i=1
fiir x < o
n=2 ) nﬂ*x—v m(’7 v_\Ginea (-—— —+ ].)
yw:_g cos- Ll oeet P g4
0 A=1 ’
(60)

b
n—z n—x—v St — 1)
1(a:+77)(71-z~1'—1) Gin “(2 + ]A

v
—_ S coSs ;’75077—:5—"—132 -
2 - Gin el
0 i=1

Bezeichnet man die beiden Partikularlgsungen mit y @ und y @,
so stehen zur Ermittlung der Konstanten C die beiden Gleichungen

¢, yo(l) + Gy =0,
Cl yn(l) + CG y“(ﬁ) =0

zur Verfiigung. Losungen bestehen nur dann, wenn die Determinante
der Gleichungen verschwindet, wenn also

@, @ @) 0 1)
o P — 3Py Y =o.

Nun wihlen wir, um die beiden Lésungen y @ und y,® auf
stellen zu konnen, die Werte 7, und zwar setzen wir mit Vorteil fiir
v, p==0 und fiir y,®, =7 und bestimmen damit die Lésungen
fir =0 und z=mn.
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Setzt man in GL (60) 77:(’ und z=o0, so folgt

(1) S[ ]/_“,:0

und mit x=mn

Ebenso findet man aus Gl (60 mit p=n»n und x=o0

und mit x=mn
0
yn(2):—§[...]dv=o.

Somit reduziert sich die Bedingungsgleichung fiir die Eigenwerte auf

) 1) __.
Yo Y, =0
oder auf
yo(q) —o0 und y"(1) —0

Die beiden Lésungen y,® und y,* sind nun zu berechnen.
Man findet z. B. fiir » = 10 aus GL (60) mit y=10, x=0

10 10—+ Ginw (v —{—1)]

——%[...]sz—Z[eos——c" v ghad— “’)H *@n_zﬂ—

v .. . .
Da cos— fir ungerade » verschwindet, kann » nur die Werte

o, 2, 4, 6, 8 annehmen. Unsere Summe besteht daher aus 5 Glie-
dern und lautet?)

~

o 9 aa__ 1,308 5 95aoin6a©in7a
Yoo = Lce ce ©tna+ Gin ¢ Gin 2 « 61
e 15“611140:@1:150461:160: cesa@insa]‘ ( )
GinaGinzeGin3ea Sin e

Weiter berechnet man mit —o und z= 10 aus Gl (60)

10— Gin o (; -+ l):l

9

—_— 9—v ,5a(3—») P

S [.]1dv= [cos ve 1 Z Cmali
r= 0 i=1

Diese Losung hat aber bis auf das Vorzeichen den gleichen Wert

1) Man beachte, daB ﬁ f(d) das Produkt f(1),.f(2) ... f(r—1) darstellt.

10—»
Der letzte Faktor in JJ ist daher mit A==10—»— 1 zu bilden,
A=1
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wie y,?, so daB Gl 61) ausreicht, um die Eigenwerte ¢ zu be-
stimmen. Man erhdlt aus Gl (61), die eine algebraische Gleichung
9-ten Grades in ¢ vorstellt, g Eigenwerte. Die gestellte Aufgabe
ist damit erledigt.

Die Gleichung 6*y,—1— m 4 yo + 6**1y,,1=0. Diese allgemei-
nere Gleichung, in der m, a, b Konstanten sind, 1iBt sich durch eine
einfache Transformation auf die oben geldste Gleichung

Ye1— Ceazym_!_ya:-!-l:o
zuriickfithren. Wir setzen zu diesem Zwecke

und erhalten

z+1 _z zi1
2 2 ) —
b U,_,—ma*b *u,~b? u,  =o.
z+1
Teilt man durch b 2 , so entsteht
wm sa\%
Uy, 4 _ﬁ’ (3) Uyt 1,4 =0,

und diese Gleichung ist von der Form
u, ,—ce*u ~4u, , A =0,

fir die die Losungen (60) und (60’) gelten. Es ist
—im
L

Analytische L&sung fiir stetig verdnderliches x. Wir haben
bisher den Bereich der Verinderlichen 2 auf eine Schar kongruent
gelegener Punkte beschrinkt, die oben erhaltenen Losungen sind dem-
entsprechend keine analytischen Funktionen, Wir wollen nun den Ver-
such machen, durch passende Umformungen und durch einen Grenz-
iibergang analytische Lésungen herzustellen, die einem stetig ver-
anderlichen # entsprechen, da zu erwarten steht, da wir dann durch
groBere Einfachheit ausgezeichnete Ldsungen erhalten werden. Das
Verfahren soll zunichst an dem einfachsten Fall

ym—1~cxym+yx+1:o (62)

c und e«=—=Iga—Igb.

dargelegt werden.
Auf S. 149 haben wir fir # > » gefunden:

m_n__v__1 zx—n—r

o= § foos e (T T TV AT G )

(SR

wobei 4 =0 und B ==c gesetzt wurde. Wir erinnern nur daran, daB
x — n eine ganze Zahl bedeutet. Aus jedem der x— gy —»—1 Fak-



Lineare Differenzengleichungen mit veridnderlichen Koeffizienten. 28. 153

toren des Produktes IT heben wir zunichst —1 heraus und fassen
(— 1)E=n=*=1 mit ¢#=77*~1 zusammen. Weiter multiplizieren wir
unsere LoOsung mit dem von z und » unabhingigen Faktor

(_ C)ﬂ %—1,

I'(—n)
wo I'(f) die in 26 definierte Gammafunktion vorstellt. # kann alle
Werte, mit Ausnahme der Null und der positiven ganzen Zahlen, an-
nehmen. ‘

Wir gewinnen so

zr— —_— — —— T—n—v
= “on((;(c—w;)lc"s?(*”)”""”“‘ x niz | i (—5—n—1)|4r.
Mit
x—-n——:i——i (x»n—£—1>(x—n—£—2) (x—n—v)
P ()
und
z—n—v

T R
er.1_151t man unter Beachtung, daf3

L= )=(—n—1)(—n—2) .. (—9—2)(—n—2—1)..
G—stt)r(—s+1)

gesetzt werden kann,

yz:zgncosy—;(—c)x—v(x—n-—v) (x—n—v(—i—ﬂ (x—n—;~—1>
0 \?)!

el e
e i 2 L o)

Im letzten Bruch kiirzen sich die Faktoren von (_;—’7*‘ 1) bis

4
(; —x4 1) ; man bekommt sonach

(_ c)z—‘l'

z-7
— Qcos””
R et )

2

(w—n—V)(x—n—H—O--.(x—n—;—1)

(—n—i)(—n—Z)..-(—n—g)



154 Die gewdhnlichen linearen Differenzengleichungen,

Wir betrachten nun als Losung den Grenzwert unserer Summe, wenn
y——oo strebt, denn dann kann die Bedingung, daB #—# eine
ganze Zahl sei, fiir jedes x als erfiillt angesehen werden. Wir be-
rechnen zundchst

(x—ﬂ—1’)(95—7)—7—{—1)...<z-—7;__£_1)

lim —

r>= (—n—1=n—2)...(—n—2)
O e I (e I

AT Y

Sonach ist die erste Partikularlésung

v
e v (._c)fi—" (= ﬂ—v)...(x——n_;- 1)
yx(‘)——lim gcos .
e
7>—o

g Gl o) R

 NTeos?T (T NI (P
e ) S e ®

wenn wir jetzt, was bei der unendlichen Summe erlaubt ist, um die

<

y=

Geradzahligkeit von » zu betonen, » durch 2» und cosv—;—t durch
(— 1) ersetzen. Gleichung (63) stellt aber die bekannte unendliche
Reihe der Bessel-Funktion J_. <— ;) von der Ordnung (—— x) und dem

2
Argument —— dar.

Da >y und  — — 00, so stellt die fiir alle reellen z konvergente
Reihe (63) eine im ganzen Bereiche von x giiltige Losung der Diffe-
renzengleichung (62) dar.

Fithrt man den gleichen Rechnungsgang an der fiir den Bereich
x <7 aufgestellten Losung (59) durch, wobei die rechte Seite mit

¢l
')

zu multiplizieren ist, und filhrt man den Grenzibergang #— -~ oco
durch, so erhdlt man (y hat jetzt einen anderen Wert als vorher) die
zweite Partikularlésung in der Form

— (_ 1)1' —z—2v ,
Zv'r(x+ =) (39
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Diese Losung stellt die fiir alle Werte von x konvergente unendliche
Reihe fiir die Besselsche Funktion J, (%) dar.

Da z <4, so gilt, weil wir #— +-oc gesetzt haben, die Ldsung
im ganzen Bereich von x.

Man bringt die S. 137 erhaltenen Lésungen GL (41) und (41") mit
den hier gewonnenen Losungen in Einklang, wenn man dort ent-
sprechend den Werten der Koeffizienten in der hier vorgelegten Dif-

. 4
ferenzengleichung b=0 und g ==— setzt.

Es ist aus der Reihendarstellung leicht zu erkennen, daB die beiden
Lésungen y @ und y,® miteinander identisch werden, wenn z eine
ganze Zahl wird. Dieses Verhalten haben wir schon an der Hand der
Integraldarstellung der Bessel-Funktion erwahnt. Ist namlich « eine
positive ganze Zahl, so verschwinden in y @ die ersten Glieder der
Reihe solange (¥ —x-+1) < o0 ist, denn fiir solche Werte ist
I' —x41)=co. Die Reihe fir y,® beginnt daher mit den
Gliedern

(1P (=) | (= (=97
4+ -

i1 (@-+1)r1!

. .. .. . . .. (2)
withrend fiir positive ganze x die Reihe fiir y,_
(et | oot
1.2! +T!(x+1)!
lautet. Beide Reihen stimmen aber genau iiberein.

Wir wenden uns nun der Gleichung
yx—l - ceuxyz+yx+1:0

zu. o sei reell und von Null verschieden. Auf S. 150 haben wir fiir
x > gefunden:

Y 4
z—n T—n—v v 6ino¢<————'—l>
X onth
y 28 ’:COS"—JEC"—""‘—1 ” eu(2+”+) 2 Av.
x 2
0 =1

Gined

Wir fithren eine neue Summenvariable » durch die Verkniipfung

p=—=x—n—1—9 ein. Es istdann 4v=—4v', wihrend die untere
Grenze «—7, die obere Grenze o lautet. Kehrt man die Grenzen
um, so tritt der Faktor — 1 hinzu, der sich mit — Ay u 4y er-

ganzt, und man erhilt, wenn man wieder » fiir »' schreibt,

: r—n—v—I1
z—7 v+l pig-v—1 6ma(———r—|—l>
x—q—v—1 o210 2 : ,
Yo S[COS 2 n'cylﬂ_l—e( Ay

Sinel
0
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Wir vertauschen nun die Folge der Faktoren ¢2(:-) in der Weise
daB wir in dem Produkt 1 durch »—-41—1 ersetzen, und er-

halten so

z—7 v+1 s+n+r+1 ; a(?_.____n;”_-l_‘_i) __a(z—-ﬂ—v— +3.)
ez T _
yng[cos S []e 2 TGnad Av,

] a=1

wobei im Zihler die Funktion &in durch die Exponentialfunktion

ausgedriickt wurde. Die Faktoren in II lassen sich jetzt zusammen-

ziehen, so daB

e (e Fr+1-22)
v

v+
. z— 'r; v —1 e*® —
n= S et e I] —Sewar

0

entsteht.
Bezeichnen wir die eben dargestellte Losung nach Multiplikation

mit dem von z unabhingigen Faktor sin’7+” 7 (u eine beliebige

Zahl) mit y 7 und beschaffen wir uns noch eine zweite Lésung, indem
wir in y,7, 5 durch -1 ersetzen, die L&sung heiBe dann y 7+1,
so ist auch ihre Summe eine Losung der vorgegebenen Differenzen-
gleichung, welche Loésung also die Form

S y+1 ax a(n+rv+1-22)
. —_—p—y—1 . -2
=8 sin 1T # 7 cos TN n-c"” ¢ ° dv
5 2 2 ) 2Gin el
z-n-1 v+l azx a{n+v+2—24) (64)
. 1 €r—n—v—2 — ™\ -
+ § st peos T2 T ST J y
5 2 2 Pyt 28inal

erhilt. Als analytische Losung definieren wir nun den Grenzwert des
vorstehenden Ausdruckes (64) fiir 5 — — oo, sonach
. z—-n z-n—1
y, = lim { ST.]dv 4§ [...]Av}.
7—>—o o -0
Wenn ¢*>1, d. h. «>o0, so konvergieren die Faktoren hinter
dem Produktzeichen in beiden Summen gegen

Phtd

2@inad’
so daB wir

yng{ Iim [Sinn¥ﬂ . Cosx___-ii:_t_in
0 \7>»—x®

»+1
ntedtt vzl T e
Fsin cos” E c ; TEnal Ay

erhalten.



Lineare Differenzengleichungen mit veridnderlichen Koeffizienten. 28. 157

Da nun aber

—yp—n—1 . —y — oy —
nn——+”ncos——~—x L | n—l—smn—I_”_'—1 T—r—n—:
2 2 2 2

unabhingig von # ist, so ist, wenn wir die neue Transzendente
mit H, (x| f, «) bezeichnen

_H#(x+ﬂ,a)=_g{cos’”—:+” e ]Av, (65)

Y Bina«l

. C . .
wobe1;=e“ﬂ gesetzt wurde. Der im Zihler auftretende Faktor

2
Differenzengleichung der Funktion H, (z, ) lautet demnach

Hiz—1t,e)—2e**H(@x o) +FH@41,0) =
In der Losung (65) ist die Zahl u noch willkiirlich. Zwischen

je drei Funktionen H mit verschiedenen Parametern u, 4/, u” besteht
die Beziehung

r "
w—u .
n£=* 4. H,+sin

2

c\? . . .
(~.-> = ¢*f” ist mit ¢**” zu ¢**@*# zusammengezogen worden. Die

—_ ’
‘un.H‘u,_}—sin‘u S “ n.H‘un:o.

Wihlt man zwei verschiedene Werte y, die sich nicht um eine
gerade Zahl unterscheiden, z.B. u=o und x=1, so erhdlt man
zwei linear voneinander unabhingige Losungen, also ein
Fundamentalsystem. Sie unterscheiden sich durch den ersten Faktor

¥ 7 lautet.

. . r—v .. . Xr—
in der Summe, der fiir 4= 0:cos 7, fir y==1:sin

Die Reihe (65) wurde zwar unter der Bedingung o« ~> o abgeleitet,
konvergiert jedoch, da das Konvergenzkriterium

ga(V+1)z
»+2
v+1| H Ginal , oz .
%, | eara [@ina v+1),<
»+1
II@in ol

fiir alle Werte von « & 0, bei geniigend groBem » erfiillt ist, fiir jeden
endlichen reellen Wert von x.

Hitte man die zweite unserer fir z <y giiltigen Losungen,
Gl. (60), wie vor unter der Voraussetzung e < o behandelt, so hitte
man mit dem Grenzibergang #—- oo genau die gleiche Losung
(65) erhalten.
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Die Funktion H,, (z, ) ist fiir reelle & == o eine ganze transzendente
Funktion mit einer unendlichen Zahl von Nullstellen, Sie hat nur im
Unendlichen einen wesentlich singuldren Punkt.

Ist « >0, so nahert sich die Funktion fiir negative z asympto-
tisch der Funktion cos> 2 ® 7, woraus man ohne weiters erkennt, dafB
die oben erwihnten Partikularlésungen z. B. fiir y=o0 bzw. 1, von
einander linear unabhingig sind. Entsprechendes gilt auch bei ¢ < 0
fiir positive x.

Geht #— 00, so verhilt sich H, (z, «) so wie die Funktion

(z—1)

o
7z . . . .
K2%¢2 , wobel K eine periodische Konstante ist.
P

29. Niherungsweise Auflésung linearer Differenzengleichungen.

Die vorangehenden Abschnitte haben einen Einblick gewédhrt in
die Schwierigkeiten, die sich der Auflosung linearer Differenzenglei-
chungen mit veridnderlichen Koeffizienten entgegenstellen. Es ist uns
nur in wenigen ganz einfachen Fillen gelungen, die Losungen fiir
Gleichungen zweiter Ordnung aufzustellen. An die Losung von Glei-
chungen héherer Ordnung, insbesondere an die Losung von Simultan-
systemen von Differenzengleichungen, wie sie bei vielen Problemen
der Statik auftreten, ist auf den bisher erérterten Wege derzeit nicht
zu denken. Wir werden daher in diesem Abschnitt ein aligemeines
Niherungsverfahren zur Auflésung linearer Differenzengleichungen ent-
wickeln. Dieses Verfahren besteht im wesentlichen in der Zuriick-
fiihrung der Aufgabe auf ein Extremalproblem, und Lésung des-
selben durch eine Niherungsfolge, dhnlich wie dies beim Ritz-
schen Verfahren in der Variationsrechnung der Fall ist.

Es liege ein System linearer Gleichungen

n
> @ ¥ — ;=0 (i=1, 2...n) 66)
¥=1

vor, mit den Unbekannten y, und den beliebigen Beiwerten a,,,
wobei wir nur voraussetzen wollen, daB3 A, =a,;, d. h, dab die De-
terminante des Systems (66) symmetrisch ist.

Wie wir in 21 bereits ausfilhrlich dargelegt haben, ist die Be-
dingung, daB die Doppelsumme

n n n
F:% Z Zaikyiyk - Z“iyi (67)
=1 k=1 =1

zu einem Extrem werden soll, gleich bedeutend mit dem linearen
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Gleichungssystem (66). Es treten daher an Stelle des vorgelegten
Gleichungssystems die # Gleichungen
oF oF oF
_— N — =0
oy,

= —o0
03’2 ayn

Da wir bei unseren weiteren Untersuchungen von der Form (67)
ausgehen werden, so sei hier zunichst angegeben, wie in jenen
Fillen, wo sie nicht unmittelbar gegeben ist, auf zweckmaiBige Weise
bei vorgelegtem Gleichungssystem (66) die Form (67) angesetst
werden kann. Wir schreiben zu diesem Zwecke die folgende
quadratische Matrix auf,

A Yo Ve Va1
Y1 % Arg - My -y U
Yo | @y Aoy + v+ gy -+ By, — Ug
| e (68)
Vi %1 Rig - g o+ by — Uy
| - . . .
Yn ‘ @1 g Oy v Ay — Uy
| _ - _
1 | —u, Uy oor Uy ooe— U, O

Sie ist symmetrisch zur Hauptdiagonale. Nun setzen wir iiber die
Spalten 1, 2, 3...n die Unbekannten y,, ¥, ...y, und iber die
letzte Spalte 1. Ebenso setzen wir links vor den Zeilen y,, y,...%,
und vor der letzten Zeile 1. Die einzelnen Glieder von F werden
nun in der Weise gebildet, daB man der Reihe pach sidmtliche Bei-
werte a und %, die-auf einer Seite der Diagonale der Matrix stehen,
mit den Werten y, bzw. 1 multipliziert, die am linken Rande der be.
treffenden Zeile bzw. oberhalb der betreffenden Spalte stehen, und das
Produkt mit dem Faktor 2 versieht. Man erhdlt so z. B. 24,,¥;%,,
—2u,y,, usw. Die in der Diagonale stehenden a,, werden mit y,*
bzw. mit 1 multipliziert; also a,; y,%; @y " -+ B V" -

Addiert man die gewonnenen Produkte, so erhdlt man die qua-
dratische Form F.

Betrachten wir nun das Gleichungssystem (66) als Differenzen-
gleichung mit vorgelegten Randbedingungen, die wir jetzt in der
Gestalt

g @y (2) Yty — 1 (%) = 0 (69)

schreiben wollen, wobei p die gerade Ordnung der Differenzenglei-
chung vorstellt, und die Beiwerte a,(x) sowie u (x) Funktionen von z
sind, so kénnen wir den oben genannten Satz wie folgt aussprechen:
Die den vorgegebenen Randbedingungen angepalBten Lo6-
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sungen der Differenzengleichung (69) machen die zu dieser
Differenzengleichung und den Randbedingungen gehdrende
Form F zu einem Extremum. Die Form F selbst kann nach der
oben angegebenen Regel aus der zur Differenzengleichung (69) und
ihren Randbedingungen gehdrenden quadratischen Matrix (68) ermit-
telt werden, wobel alle das gleiche 4, enthaltenden Glieder in eine
Summe zusammengefaBt werden kénnen.

Der eben ausgesprochene Satz soll nun dazu dienen, Niherungs-
werte fir die Losung einer vorgelegten Differenzengleichung zu ent-
wickeln. Wir bezeichnen mit w, (%), w,(*)...w,(r) eine Reihe
zweckmiBig ausgewahlter, voneinander linear unabhingiger Funktionen
von z, die jede fiir sich die Randbedingungen der vorgelegten Diffe-
renzengleichung befriedigt. Bilden wir nun mit Hilfe von Festwerten
fis fy ... der Reihe nach die Vergleichsfunktionen

y (1) f @) (x)
=0, 0, ),

= f ) a’: (x) + f;‘”) wg (x) + + ﬁm w, (z) (70)

Yz (n)__f(n) W, (x)—{-—fg(”) Wy (“")'{“ +f(")w (@),
so konnen wir irgendeine dieser Funktionen y,® wihlen und nach
Einfiihren in die Form (67) die Beiwerte £,®, £, ... f,# so bestim-
men, daB die Form F, die jetzt eine Funktion zweiten Grades der
» Parameter f,™, f,0...£® darstellt, zu einem Extremum wird.
Diese Bedingung liefert ¥ in f lineare Gleichungen zur Bestimmung
dieser Parameter, namlich

oF oF o oF o
— = y = = o ——T = .
afl(v) afg() af’() (71)

Wir betrachten die mit diesen so bestimmten f aufgebaute
Funktion y @

Y =1 0, (@) + 7 0, (@) - - + £ @, (%)

als eine Nidherungslésung der vorgegebenen Differenzen-
gleichung bei den vorgeschriebenen Randbedingungen.

Es kann nun folgende wichtige Eigenschaft der Funktionsreihe (70)
bewiesen werden: Ist F,, der wahre Extremalwert von F, das ist
jener Wert, der durch die genaue Losung y . der Differenzengleichung
erzeugt wird, so ndhern sich die von den aufeinanderfolgenden Nihe-
rungslésungen @, 3 @ ... erzeugten Extrema dem Werte F,,,
schrittweise, in der Art daB fir y=» der Wert F, . genau erreicht

wird, denn in diesem Falle (nimlich » =#) liuft die Einfiihrung der
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Funktion y_ auf nichts anderes als auf eine lineare Transformation der
Koordinaten hinaus. :

Der Beweis selbst ist leicht gefiihrt. Die Extremalbedingung (71)
wihlt aus dem Wertevorrat der f™ in der Vergleichsfunktion y ™
eine ganz bestimmte und eindeutig festgelegte Kombination der
Zahlen £, £, ... £, aus, die dadurch ausgezeichnet ist, daB sie F
zu einem Extremum, sagen wir z. B. zu einem Maximum macht, welches
Maximum in diesem Falle, da y=# ist, mit dem wahren Maximum
iibereinstimmt. Da F eine Funktion zweiten Grades der Variabeln f
ist, so ist nur ein einziges Extremum moglich. Jede andere Zahlen-
kombination der f liefert ein Losungssystem der y_; das einen kleineren
Wert von F erzeugt. Zu diesen anderen Kombinationen gehéren aber
auch die Zahlen f,®=0, fi(a=1 . fn o, die der Vergleichsfunk-
ton y -1 entsprechen. Es folgt daraus, dal y ™~ einen kleineren,
ausnahmsweise gleich groBen Wert von F erzeugen muf} als v, ).
Durch den gleichen SchiuB findet man, daB die y, #~% einen kleineren
Wert von F erzeugen als y_»~1 usw. Die aufeinderfolgenden 7,9,
@ ...y ™ besimmen daher in der #-dimensionalen Mannigfaltg-
keit, die F vorstell, Punkte, die mit wachsendem » immer niher an
den wahren Extremalwert heranriicken, um bei » =# mit dem wirk-
lichen Extremalwert zusammenzufallen, was wir beweisen wollten.

Wie die Anniherung an den richtigen Wert von y,_ erfolgt, d. h.
in welchen Stufen sich die einzelnen Niherungswerte y @, y @ ...
dem wahren yz(") nihern, das hingt ganz von der Art des vorgelegten
Problems und von der Wahl der Funktionen (%) ab. Bei geschickter
Auswahl der o(z) wird in der Regel ein zwei, hochstens dreigliedriger
Ansatz fiir y_ geniigen, um eine praktisch ausreichende Anniherung
zu erzielen. Empfehlenswert erscheint es, die Niherungslésung y,
mit Hilfe eines orthogonalen Funktionensystems aufzubauen, da
sich dann die in der Rechnung auftretenden Summen besonders leicht
bestimmen lassen. Doch muB bei der Auswahl der Funktionen (%)
darauf Bedacht genommen werden, daB eine Darstellung der Summen
in geschlossener Form méglich ist. In den meisten Fallen wird man
daher so vorgehen konnen, daB man das vollstindige System der
Eigenlosungen der zu dem gleichen Problem gehérenden Differenzen-
gleichung mit konstanten Koeffizienten als Ausgangspunkt beniitzt, da
ja diese Eigenlosungen ein der genauen Losung mehr oder weniger
verwandtes orthogonales Funktionensystem darstellen.

Liegen zwei oder mehrere simultane Differenzengleichungen vor,
so ist der Vorgang der gleiche wie bei einer einzigen Gleichung. Man
bildet aus allen Gleichungen unter Beriicksichtigung der Randbe-

1) Dieser Ausnahmefall tritt dann ein, wenn f" =o ist.
Bleich-Melan, Differenzengleichungen. 11
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dingungen eine quadratische Matrix zur Aufstellung von F und hat
nur darauf zu achten, daBl diese symmetrisch ist. Wenn notwendig,
sind einzelne Gleichungen mit passenden Faktoren zu multiplizieren.
Sind y,, z,... die Unbekannten der vorgelegten Differenzenglei-

& .
chungen, so setzt man als Niherungslosungen

Yo=ho, +Hhwy 4+ fLw,
2, =g 0+ gwy 4 - +g o/,

an, wobei die f, g... durch die Extremalbedingungen

a_F_O aF_O é_li_o
ofy 7 ofy of, ’
& F F
:if_:(), "i._:() ...6_:0,
g 08y og,

s s s+ 8 e e . - o . e

bestimmt sind. Die Abschnitte 35 und 39 enthalten Beispiele fiir die
Anwendung des hier erérterten Niherungsverfahrens.

30. SchluBibetrachtungen.

Der Leser, der den Darlegungen bisher gefolgt ist, wird sich an
mancher Stelle die Frage vorgelegt haben, worin sich eigentlich ein
System linearer Gleichungen von der dieses System vertretenden
Differenzengleichung unterscheide. Dieser Unterschied ist, wie wir
sehen werden, ein sehr tiefgehender.

Betrachtet man eine Differenzengleichung nur als gekiirzte Schreib-
weise eines Gleichungssystems, so kann natiirlich aus dieser Auf-
fassung noch keine neue Erkenntnis und damit auch kein neuer
Algorithmus entspringen. Die Differenzengleichung ist dann nichts
anderes als eine Rekursionsformel, die es gestattet, von einer Gruppe
von Anfangswerten ausgehend, der Reihe nach die Unbekannten des
Gleichungssystems zu berechnen. Erinnern wir uns daran, daB schon
bei einer Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten die Lo&-
sung, das sind die Unbekannten des Gleichungssystems, durch eine
Exponentialfunktion, also durch eine transzendente Funktion, darge-
stellt wird, so taucht die Frage auf: Wie hingt diese transzen-
dente Funktion mit der Rekursionsformel zusammen, oder richtiger
gesagt, welche Verkniipfung besteht zwischen der einfachste algebra-
ische Prozesse umfassenden Auflésung des Gleichungssystems, etwa
durch schrittweise Elimination, und zwischen der allgemeinen Losung
der zugehérenden Differenzengleichung?

Die Beantwortung dieser Frage ist nicht schwer. Die Differenzen-
gleichung wird erst in dem Augenblick zu etwas wesentlich Neuem,
in dem wir x als stetig verinderlich betrachten. Im System linearer
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Gleichungen kann die Veranderliche z, die den Zeiger der Unbe-
kannten y,_ darstellt, nur ganzzahlige Werte annehmen. In der Diffe-
renzengleichung haben wir die Unbekannte befahigt, einen stetigen
Bereich zu bestreichen, und haben hierdurch den Inhalt der Gleichung
bedeutend erweitert. Jetzt erst konnen wir mit einer gewissen Be-
rechtigung die Frage stellen, welche analytische Funktion durch die
Differenzengleichung definiert werde, und diese neuartige Frage-
stellung, d. h. die Auffassung der Differenzengleichung als
Funtionalbeziehung ist es, die zu einem wesentlich neuen
Algorithmus fiihrtt Denn die Lésung dieser Aufgabe ist
erst nach Durchfihrung eines Grenziiberganges moglich,
eines unendlichen Prozesses also, der dem Wesen eines
endlichen Systems linearer Gleichungen vollkommen
fremd ist.

Es ist natiirlich klar, daf3 wir in den vorangehenden Abschnitten
auch dort, wo wir uns auf ganzzahlige x beschrankten, wie z. B. bei
den Gleichungen mit konstanten Beiwerten, stillschweigend die Diffe-
renzengleichung als Funktionalbeziehung vorausgesetzt haben. Wir
haben ja dort weiter nichts getan, als den Nachweis erbracht, dal
die Funktion g eine Losung der Differenzengleichung darstelle, und
die Zusammenhinge zwischen dem Parameter § einerseits und den Bei-
werten der Differenzengleichung anderseits klargelegt. Stellen wir uns
nun umgekehrt auf den Standpunkt, daB die losende Funktion §° noch
nicht bekannt sei, so werden wir erkennen, dal genau so wie bei
den in 28 behandelten Gleichungen erst ein Grenziibergang notwendig
ist, um eine analytische Funktion zu bilden, die als Losung der
Differenzengleichung angesprochen werden kann. Ohne diesen Grenz
iibergang wird man nie zu der Funktion ° gelangen konnen.

Wir betrachten, um ein sehr einfaches Beispiel vor Augen zu
fiihren, nur kurz die homogene Gleichung zweiter Ordnung

yz—lﬁcyx+yz+1:0'

Diese Gleichung stellt zunichst nichts anderes als eine Rekursions-
formel vor, die es ermoglicht, von irgend zwei aufeinanderfolgenden
Werten von y,, z B. y, und ¥, .4, ausgehend, durch schrittweise
Elimination v, ,,, wobei k eine ganze Zahl ist, darzustellen. Es
ist leicht einzusehen, daB man durch diese Elimination y, ., in der
Gestalt

yr+k:akyr+bkyr+1’

wo g, und b, Zahlen sind, die von k abhingen, erhalt. y, . stellt

also eine Form der Lésung unserer Differenzengleichung vor. Die

Zahlen y, und y,,, spielen hier die Rolle unserer Konstanten C.
11*



164 Die gewdéhnlichen linearen Differenzengleichungen.

Setzt man y,==0 und y, ., =1, so ist b, der eine Beiwert des
Eliminationsergebnisses, ebenfalls eine L.osung der Differenzengleichung,
die wir als Partikularlésung bezeichnen konnen. Ebenso stellt g, fiir
y,=1 und y,_,, =0 eine Partikularldsung der Gleichung vor.

Von der Gleichung

Ye— Y11 +yr+2=0 (72)
ausgehend, erhilt man also mit y,=o0 und y,,,=1, der Reihe nach
Yrra =60 Ypg=0—1, 9,,=c—zc,

Yops=Cct—3F41, y,,,=c"—443c usw.
und allgemein

yr+k:(k—(;i)ck_l_<k72>ck—3_}_(k;.’s)Ck—s_... (73)

Diese Reihe ist so lange fortzusetzen, bis der Exponent von ¢, 0
oder 1 ist.

Wir setzen jetzt zur Verallgemeinerung x=7-%, womit die
GL (2) die Gestalt

x—r—1 x—1v—2
—_ z—r—1_ _ x—7r—38
ve=(T e T

_;_(x""'_?’)ca;—r—":_... (74)

2

annimmt. Diese ILosungsform gilt fiir  >>#. Die vorstehende Glei-
chung stellt ein Polynom in ¢ vor, das keineswegs als besonders ein-
fache Losung der Differenzengleichung angesehen werden kann. Wir
bemerken ausdriicklich, daB Gl (74) keine analytische Funktion dar-
stell, da sie ihren Sinn verliert, wenn x —7 keine ganze Zahl ist
AuBerdem wechselt y_ mit x die Zahl seiner Glieder. Andererseits
kann aber aus der Differenzengleichung, solange wir sie nur als Re-
kursionsformel betrachten, keine andere Losung als die triviale Lo-
sung (74) abgeleitet werden. Nun vergleichen wir das durch (74) de-
finierte Polynom mit der bekannten analytischen Lgsung e2% der
Gl (72). e*® ist aber eine transzendente Funkton und man erkennt
ohne weiteres, daB von Gl (74) zur Funktion ¢*¢ eine Briicke nur
iiber einen Grenziibergang, &hnlich wie wir ihn in 28 bei der
Untersuchung der Differenzengleichung der Bessel-Funktion erdrtert
haben, fiihrt.

Es ist noch die Frage zu iiberlegen, ob es nur eine beschrinkte
Anzahl analytischer Funktionen gibt, die eine vorgelegte Differenzen-
gleichung befriedigen, oder ob ihre Zahl unbeschrinkt ist. Auch diese
Frage ist leicht beantwortet. Da jede Losung, wie wir gesehen haben,
mit einer periodischen Funktion, die natiirlich auch eine analytische
Funktion sein darf, multipliziert werden kann, auBerdem die einzelnen
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Losungen selbst noch linear kombiniert werden kénnen, so ersieht
man, daB auf diese Weise unendlich viele analytische Losungen zu-
stande kommen konnen. KEs ist daher eine der Hauptaufgaben der
Theorie der Differenzengleichungen, von Fall zu Fall jene analytischen
Losungen ausfindig zu machen, die sich durch besonders einfaches
Verhalten auszeichnen. Man wird derartige Losungen als ausge-
zeichnete Losungen bezeichnen kénnen. Eine solche ausgezeichnete
Losung einer Gleichung mit konstanten Beiwerten stellt z. B. die Funk-
tion ¢*% vor.



III. Aufgaben aus der Baustatik.

§ 8. Statisch unbestimmte Triger.

31. Der durchlaufende Balken auf festen Stiitzen.

1. Beispiel. Die erste Aufgabe der Baustatik, die mittels Diffe-
renzengleichungen geldst wurde, war die Berechnung des durchlaufen-
den Balkens mit gleichen Feldern!). Da sie zu den einfachsten der-
artigen Aufgaben gehért, so mége sie an die Spitze der hier vorge-
filhrten Beispiele gestellt werden. Wir betrachten einen Triger mit
konstantem Trigheitsmoment auf # - 1 frei drehbaren Stiitzen (Abb.1 5).
Die Stiitzweiten der einzelnen Felder seien untereinander gleich. Das
gleiche gelte von der Belastung der einzelnen Felder, die im {ibrigen
beliebig sei.

[T [T [T [T [T AT

0 1 xh-1 xi Zi+1 n
[SSEN SN S g——

Abb. 15.

Wir bezeichnen mit M, das Stiitzenmoment iiber der Stiitze z,
mit 8, und % _,, die Balkenauflagerkraft des Feldes — 1, x an
der rechten bzw. des Feldes z, -1 an der linken Stiitze, herrithrend
von der als Belastung aufgefaiten Momentenfliche des einfachen Bal-
kens von der Stiitzweite . Es besteht dann zwischen drei aufeinander-
folgenden Stiitzenmomenten die bekannte Beziehung (Dreimomentensatz)

6B, 6U.,
Mm—1+4Mz+M:c+1:_ i _—-—ZL - (1)

Bei # Feldern kénnen #-— 1 derartige Gleichungen aufgestellt werden,
die zur Berechnung der »-—1 unbekannten Stitzenmomente aus-
reichen. M, und M, sind voraussetzungsgemil Null

1) Clebsch, A.: Theorie der Elastizitit fester Korper. Leipzig 1862.
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Gl (1) stellt eine Differenzengleichung zweiter Ordnung mit un-
verdnderlichen Beiwerten vor, deren rechte Seite, falls alle Felder
gleich belastet sind, von & unabhingig, also konstant ist. Wir be-
zeichnen dieses Belastungsglied kurz mit N. Die Auffindung der
Losung erfolgt nach den Regeln des § 5. Die charakteristische
Gleichung

B+ 4p+1=0
hat die Wurzeln

ﬁlz——2~{—]/§ und f,=—2— ]/3—.,

womit bereits die Losung der homogenen Gleichung gewonnen ist.
Die Bestimmung der Partikularlosung der nichthomogenen Gl. (1) ist

sehr einfach. Da rechts eine Konstante steht, so muf® auch die Par-
tikularlésung eine Konstante sein, und zwar %" Somit lautet die
Losung, wenn man noch beachtet, dal B,-f,=—1 und wenn man

B.=4p setz,
M,=C, "+ C, " +5. (2)

C, und C, bestimmen sich aus den Randbedingungen M;=o0 und
M,=o0. Diese liefern die beiden Gleichungen

N n —n N
C,+Cf5=0 und C"+Cp -2 =0,
aus denen

C.— —

1

oz

v
A"
folgen. Damit erhidlt man schlieBlich, wenn man fiir N wieder die
rechte Seite von (1) einfiihrt,

A+B ot
M T R
Da = —0,2679... ist, so kann bei groBerem »n, f" gegen 1 ver-

nachlissigt werden. Bei groBer Felderzahl ist auch g"7" und g*
fiir die mittleren Stiitzen nahe bei Null, und fiir diese Stiitzen gilt dann
die einfache Formel

Wir wollen an dieser Stelle eine kurze Untersuchung anschlieBen,
um zu zeigen, daB eine Dreimomentengleichung nicht nur zwischen
den Stiitzenmomenten, sondern auch zwischen den Feldmomenten kon-
gruent gelegener Punkte dreier aufeinanderfolgender Felder besteht,
und daB die oben angesetzte GL (1) nur einen Sonderfall einer allge-
meineren Dreimomentengleichung des durchlaufenden Balkens vor-
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stellt. FaBt man diese allgemeinere Dreimomentengleichung als Diffe-
renzengleichung mit stetig verdnderlichem x auf, so liefert die allge-
meine Losung dieser Gleichung das Biegungsmoment in einem be-
liebigen Punkte des Trigers!). Wir betrachten zu diesem Zwecke
drei kongruent gelegene Punkte mit dem Abstand £! von der jeweilig
links gelegenen Stiitze in den Feldern k—z bis k41 (Abb. 16).
Der Abstand des mittleren Punktes von Punkt o (linke Endstiitze)

[‘—-§ l - bl = e l_)i
oy k-lz # ki-1 f ; A g ](:1
xl =] :
(x+1)l i
Abb. 16.

sei !, so daB die beiden anderen Punkte die Abstinde (x — 1)
bzw. (x4 1)l von o haben. Nun gelten die Beziehungen

M, =M _,(1 —§+ M,_, ¢+ M,
ZM':t:]Wk—l(/l ~~E) +Mk5+§m§;
M, , =M -+ M, E+ M,
wenn $%; das Balkenmoment der in allen Feldern gleichen Belastung
im Punkte &/ bedeutet. Multipliziert man die mittlere Gleichung
mit 4, und addiert die Gleichungen sodann, so entsteht
M, +4M,+M,, = (1 — &) (Mk——2 +4M,_,+M,)
+§(Mk—1+4Mk+ Mk +1)+6§ms-

Die in den Klammern stehenden Dreimomentenausdriicke kénnen mit

Bezug auf Gleichung (1) durch — GTQI — E;—B =N ersetzt werden, so
dab sich die vorstehende Gléichung zu
Mz—1+4Mz+Mz+1:N+6g‘RE (5)

vereinfacht. Das ist aber eine Dreimomentengleichung wie Gl (1)
und unterscheidet sich von dieser nur durch das Zusatzglied 6 9% auf
der rechten Seite. Fiir {=0 und fiir £=1 geht die Gl (5) in (1)
dber. M_ wird dann zum Stiitzenmoment. Hier liegt der in 14 S. 39
erwihnte Fall einer Differenzengleichung vor, die auch bei stetig ver-
anderlichem  statisch ihren Sinn behilt. Das Zusatzglied dndert seinen

1) Derartige Zusammenhiinge zwischen aufeinanderfolgenden kongruent
gelegenen Punkten bestehen ganz allgemein bei allen aus mehreren steifen
Stabfeldern gebildeten Systemen, doch soll hier nicht niher darauf eingegangen
werden.
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Wert nur innerhalb eines Feldes, hat aber sonst in allen Feldern gleiche
Form. Da also

ms:m}x:mx-klzm;c%-‘zz""

so stellt ¢ eine periodische Funktion mit der Periode 1 vor. Geo-
metrisch wird 9, demnach durch eine Kette aneinandergereihter
Balkenmomentenlinien dargestelit. Da N im vorliegenden Falle eine
Konstante ist, so konnen wir sie mit der periodischen Funktion 6 ¢,
zu der periodischen Funktion s (x) zusammenziehen. Unsere Diffe-
renzengleichung lautet sonach

Mz—1+4Mm_|—_Mm+1:n(w) (5,)
und besitzt die Losung
M= w, (&) fr+ o, () 7+ 22, (6)

da eine periodische Funktion mit der Periode 1 auf der rechten Seite
so wie eine Konstante zu behandeln ist. Die periodischen Konstanten
w, (¥) und o,(z) konnen von Fall zu Fall aus dem bekannten Ver-
lauf der Momentenlinien im ersten und letzten Feld errechnet werden.

Wir lassen es mit diesen knappen Andeutungen sein Bewenden
haben, bemerken aber noch, dafl das eben angedeutete Verfahren bei
der Berechnung von Rahmensystemen vielleicht in jenen Fallen Be-
deutung gewinnen kann, wo sich die Funktion s (), die ja unstetig
ist, in analytischer Form, etwa durch eine sehr rasch konvergierende
Fouriersche Reihe darstellen 1a0t.

2. Beispiel. Durchlaufender Balken mit dreieckférmiger Be-
lastung. Es mogen die gleichen Voraussetzungen Wwie im voran-
gehenden Beispiel gelten, nur sei die Belastung stetig und linear ver-

]
i )y Z+1
‘-n:nI]Im I i 4 i

0 -1 X zi+1
- 1 _—

o~

Abb. 17.

inderlich (Wasserdruck). Abb. 17. Zerlegt man die trapezformige
Belastung eines jeden Feldes in eine gleichmiBige und eine dreieck-
formige Belastung, so erhdlt man fiir die erstere nach bekannten
Formeln

r 1 3 ,y 1 3
SBZ —:Px—ll und z+1_zp:cl )
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und fiir die letztere
’ 2 : ’ 7
SB:::’ :'1_5‘ (Pa: _Pa:—-l) » und ‘,""1:@(1)0;4-1 ‘"“Pz)ls.

Bezeichnet man die Gesamtbelastung des durchlaufenden Balkens
mit P, so ist, wie man unschwer nachrechnet,

P;,;:Wx'

Damit findet man vorerst

— ’ nw__ 2PE [-?-—1 i'l
B, = B/ B == | b

i ’ 2Pl Vi

U1 = W1+ Uy = 7?[77%5]

und schliefllich die rechte Seite der Dreimomentengleichung als Funk-

tion von z in der Form
6B, 6%, Pi

N=—F ==
Die Losung der Differenzengleichung
. Pl
Mm-—1+4Mz+Mx+1:—jﬂ—ﬁx (7)

unterscheidet sich von der Losung (2) nur durch das von der rechten
Seite herriihrende Zusatzglied. Mit dem Ansatz y = cz findet man
ohne weiteres die Partikularlosung der nichthomogenen Gleichung zu

— Pl
Vo= T & m®

und damit die vollstindige Losung
Pl oy
M,=C,f*+C,p7"— 52, B=—2+13.

Die Konstanten ermittelt man aus den Randbedingungen

C1+C‘.!:O’
B Pl
C,pr+Cyp ”—g;”-:o
mit
P g
CIZ*—CQZ‘“g‘ﬁTiﬂ?;)

womit fiir das Stiitzenmoment die einfache Formel

M:_E[E_ﬁw (x:o, 1%) (8)

n 1__,9?1[

gefunden ist. Bei praktischen Rechnungen kann im Nenner f2* gegen
1 vernachlissigt werden.
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3. Beispiel. EinfluBlinien der Stiitzenmomente des durchlau-
fenden Balkens. Sind ¢ und i1 die Stiitzen des mit der Last 1
im Abstande 4 von der linken Stiitze belasteten Feldes, so gelten
folgende Gleichungen zur Bestimmung der Stiitzenmomente:

fiir o <72 <s: M, _ 1—*~4M + M,  =o,
n B=1 +’4M + ,+1:~f11,
» T=1 1 M +4M M, =—fsl,
»? 1+1<x<” 1:—1 +4Mw -’_Mz-Fl:O’

wobei bekanntlich

’

2 9
fl——:%—<1—al—2> und ﬂ_,:—[;-<1—%\), mit ¢’ =1—a.
Die Losungen der Differenzengleichung

x—1+4M+ z+1

firo<L2z <L i: M,=C p4C, 77,
y 1S S M,=C/p+C/p~" }

deren Festwerte sich aus den vier Gleichungen, s. Fall 5, S. 51

C,+C,=o,

C, i1 -+ Cy B804 (C, Bint-Cy B9 -H-C) i+1 - € 0=, L,

C, i ik 4(C) B €y B8 )€ - Cy e = — 1oL,

Cl’ A"+ Ce,ﬁ_”:O

sind:

berechnen. Hierin ist § = — 0,2679. Man erhdlt so
C,=—C, C/=—C/'p"
- _;lﬂ_ i pEni i+l BPa~(i+l)
Com b G — P (B )],
’ —1p
C = F D — i+1 __ -G+
O el (A R A )

Die Eintragung dieser Werte in Gl (9) fithrt auf folgende Glei-
chungen fir M,

fir oL <L .
= e

fiir i—‘L—1<x<n

i e G B et

Die erste der Gleichungen (10) gibt die Momente an iiber jenen
Stiitzen, die links vom belasteten Felde liegen, sie dient sonach zur

( (10)
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Berechnung der Ordinaten des rechts von z gelegenen Teiles der
EinfluBlinie von M_,. Denn hilt man z fest, und setzt der Reihe
nach i=z, -} 1 ... n—1, so erhdlt man die einzelnen auf-
einanderfolgenden EinfluBlinienzweige von M von z angefangen bis .
Es ist hierzu nur nétig, den Verlauf von f; und f,, die Linien dritten
Grades vorstellen, fiir eine entsprechende Anzahl von Zwischenpunkten
eines Feldes zu berechnen.

Die zweite der Gleichungen (10) liefert demgemiB die Ordinaten des
links von der Stiitze x gelegenen EinfluBlinienteiles. Da aber der
rechts von x gelegene Abschnitt der EinfluBlinie M, spiegelgleich ist
dem links vom Punkt x gelegenen Abschnitt der EinfluBlinie M, __,
so geniigt die Anwendung einer der beiden Formeln, um den ganzen
Verlauf von M_ darzustellen. Benutzt man z. B. die zweite Formel,
so berechnet man zunichst nach dieser Formel den EinfluBlinien-
abschnitt o bis # und nach Ersetzen von z durch #—« in dieser
Formel den EinfluBlinienabschnitt o bis # — 2, dessen Spiegelbild, an
den ersten Teil in z angeschlossen, die gesamte EinfluBlinie liefert.
Man geht daher so vor, daB man in der zweiten Formel (10) der
Reihe nach =1, 2 ... —1 setzt, und jedesmal bei festgehaltenem
x fir ¢ die Werte 0,1, 2...2— 1 annimmt. Man erhilt so von M,
den EinfluBlinienzweig o bis 1, von M, die EinfluBlinie von o bis
2 usw. bis zu den # — 1 Feldern der EinfluBlinie M, _,. Nun setzt
man die 2 Felder der M -Linie mit dem Spiegelbild der n» —x
Felder der M -Linie zusammen und gewinnt so die ganze EinfluB-
linie fiir M_.

Fiir die Anwendung formen wir die zweite der Gleichungen (10) noch
etwas um, indem wir f~% herausheben und f2# gegen {1 vernachlis-
sigen (bel n==2 ist der Fehler kleiner als 1/,%/). Man erhilt
schlieBlich

. sz C'( z—1 __ﬂ?.n—:c—t)l’
wobei (11)

iy plhBU— B+ £, (1 — pE+D)].

Der Faktor C; niahert sich mit wachsendem ¢ sehr rasch dem
Grenzwert
1> ® ¥ 1 _ﬁg
Fir den Balken mit unendlich vielen Feldern gilt sonach fiir einen

mittleren Stiitzpunkt
”:'i’i_“%fﬂﬁz--' w—i=—1,2... (12)

&»
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32. Der vielstielige Rahmen mit eingespannten Stiitzen.

Das in Abb. 18 dargestellte Rahmentragwerk besitze durchwegs
gleiche Feldweiten und Stinderhohen, bei iiberall gleichen Triger-
und Standerquerschnitt. Weiters nehmen wir an, daB der obere
Endknoten bei Stinder o im wagerechten Sinne unverschieblich fest-
gehalten ist. Der Einflul der Lingeninderung der Stabe soll bei der
nachfolgenden Berechnung vernachlissigt werden. Die Aufstellung
der Elastizititsbedingungen fiir dieses 3 n-fach statisch unbestimmte
Tragwerk ist verhiltnismaBig einfach.

r
% =
J i
", " [
¥ N
u U

Mz~ 7 Nx l

2. 7 7. b 7. Z. 7
17} 1 x-1 x x+1 n-1 n
Abb. 18.

Wir filhren nachfolgende Bezeichnungen ein:

M} und M sind die Momente im linken bzw. rechten Anschiuf3-
punkte des Riegelfeldes « — 1, z.

Mpe und M2, die Momente im oberen AnschluBpunkte bzw. im
unteren Einspannungspunkte des z-ten Stieles. Die Momente werden
positiv gezihlt, wenn sie auf der Unterseite der Riegel bzw. auf der
linken Seite der Stiele Zug erzeugen.

9 und B, die linke und rechte Auflagerreaktion, oder auch Y und
— B, die Querkraft unmittelbar rechts bzw. links von der linken bzw.
rechten Stiitze eines Balkens von der Stitzweite I, der mit der
Momentenfliche seiner Belastung belastet ist. Die Querkrifte werden
positiv gezihlt, wenn sie in einem unmittelbar rechts daneben
gelegenen Punkt ein positives Moment erzeugen.

'tml und 7, sind die Verdrehungen der Enden des Stabes x — 1, 2
7,2 und v % die Verdrehungen der Enden des Stieles =z.

Die Verdrehungen erhalten das Vorzeichen der ihnen proportio-
nalen Querkrifte Y oder — B.

7 und h bezeichnen den Stiitzenabstand bzw. die Hohe der Stiele,
J und J  die Trigheitsmomente des Riegel- bzw. Stielquerschnitts,
bezogen auf eine zur Tragwerksebene senkrechte Achse.

Die elastischen Verdrehungen der Endpunkte eines an beiden
Enden von den Momenten M ! und M.’ ergrifienen Stabes, der aufer-
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dem zwischen den Endpunkten noch irgendwie lotrecht belastet ist,

betragen bekanntlich
14
EJu}=u+ 5 (2 M} +M)), ”
1
- E]Tzr: %x + éf (2 Mzr—{— Mml)'

Ebenso gilt fiir den nur durch die Momente Mp und M ¢ ergriffenen,
aber sonst unbelasteten Stiel

E]v’txo :%(2 Mzo +qu)’ l
5 (2)
- E]vrzu:f(z qu + an)' J
Lost man die Gleichungen (1) nach M’ und M auf, so erhilt man
2 E 2
ui= gt — Ty —9) "
3
2E] 2
Mmr = T (2 Tmr + Trl) 7 (2 %m - er)

und aus (2) unter Beriicksichtigung des Umstandes, daB wegen der
festen Einspannung z ¥=0 ist,

4E]v 2E],,
Mo == und M ¥= — =57 (4)

z x

Wegen der steifen Verbindung in jedem der Knoten z bestehen
aber zwischen den Drehwinkeln 7 die Verkniipfungen

r—go0 ——
T =1, und =10

siehe Abb. 19, die es ermaéglichen, t/ und 7 1 durch 7? auszudriicken.
Die Gleichungen (3) nehmen damit die Form

P 2E]J 2
M= —= (2 z:_1+tg)~7(2 A, — B,)»
: 2EJ, 2 (5)
Mr=—— (2 ) — - (28, —U,)
an. Damit konnen wir simtliche an
einem Knoten angreifenden inneren Mo-
A

M \x 7k, mente als Funktion einer jedem Kno-
ten zugeordneten Grobe 7 ° darstellen.

\> Zu den Elastizititsgleichungen ge-

M., langen wir nun mittels der Gleichge-
wichtsbedingung, daB die Summe der

an einem Knoten angreifenden Momente

U . verschwindet, die also fiir den Knoten o
M.

x T Tl o___
Abb. 19. M, — M, 1 — M, =0
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lautet (Abb. 19). Die Eintragung der Beziehungen (4) und (5) in diese
Bedingungsgleichung liefert mit der Abkiirzung

J

W= h]U

zunichst
R 1
o2 (et re o, =28, 2 0, — 8,5
oder, wenn man 6E Jz, o =Y setz,
Vo2 (2 Yt Yooy —6(%, —28,)+6(2%,,,—9%,,,) ()
rxr=—=1,2...n—1.
Fir die Endknoten findet man auf gleichem Wege die Elastizitits-
bedingungen

2<1+Zl7> Y0+Y1:6(2‘2{1—%1),
Y, \42(1+45) =629,

Die Gleichungen (6) und (6') stellen die (n - 1) Elastizitdtsbedingungen
zur Ermittlung der (# - 1) Unbekannten Y, vor.

Um die EinfluB8linien der Unbekannten Y. zu finden, nehmen
wir das Riegelfeld  — 1, ¢ mit der Last 1 im Abstande 4 von der
linken Stiitze als belastet an. In diesem Falle ist

6%;%0*$ﬁﬂzﬂﬁ 68,— 9 (1— %) P=11
’ a=1l—a.

Alle andern 9 und 9B sind Null.
Die Gleichungen lauten sonach

2&1 Y+Y =0,

(6)

¥)
o w<i—1: Y, 2 (245 V4V, =0,
pemi— s Y, 2(z2g) Vi Y = (w;—@ﬂ
p—ii Y, +2(zdg) Vb Vi ——(2h— )
ica<n Y, A2(24 ) Yot Yo —

A
Yn_1—+~2<1 —1—7/!/" = 0.
Wir setzen als Losung der homogenen Differenzengleichung

it 2 (245 Ve Yo =o
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an:
Firo<ax<i—1:
Yx:C1 ﬂ1w + C2 Ba®, (8)

Y, =GB+ C, 8.5 ®)
wobei §,, B, die Wurzeln der charakteristischen Gleichung
l
ptz(at5)p+1—o0
darstellen. Zur Berechnung der Festwerte C dienen die Randbedingungen
(erste und letzte Gleichung des Systems (7)) sowie die Ubergangs-
bedingungen, d. s. die mittleren Gleichungen mit von Null verschie-

denen rechten Seiten. Die Einfiihrung der Losungsansitze (8) und (8"
in diese vier Gleichungen liefert, mit den Abkiirzungen:

m=2<2+_%>, 2fyi—f)P=D, P, (2f,—f)P=®,P,
(m—2)(C;+ Cy) +C, B, +Cy fy=no,
C1 ﬁ1i_2 + C, '32'5—2 —+m (C1 ﬁ1i_1 + Cs /327;_1) + Cs ﬂ1i+ C4 /327: = 451 2,
Cl ﬂli_1+ CQﬂ‘.'i_l +m(cs ﬂ1i+64 ﬂ?i)+cgﬂ1i+l+c4 ﬁ2i+l = ¢2 l‘z’
G+ Cy Bt - (m—2)(Cy B,* - C, Ba")=o.

Die Auflosung dieser vier Gleichungen fiihrt, unter Beachtung des

Umstandes, daB} g,-g,=1, mit §,=pf, wobei unter g, die Wurzel
mit dem kleineren Absolutwert zu verstehen ist, auf folgende Formeln

fiir die Konstanten C

Co= oy ( B Op i) L@, (55— v-9),

fir i <o < m:

Co=—0bC;
12 . . . .
Co= R (— P~ —bpm0) 4 B, (51— ),
ﬂ?ﬂ
C4=_ 7)‘“ Cs.
Hierin ist:
p2E i
248

und

=3 (8=3) =,

Da f meist eine sehr kleine Zahi ist, b ist stets groBer als 1, so
kann in N, g2 gegen b® vernachlissigt werden. Man erhilt somit
mit den Ausdriicken fiir C, und C4

firie < n:

b— gEn—=) . . 9 2
= Ny LB (P — ) @, — i BB (o)
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Diese Gleichung stellt fiir x =14, i-1...n der Reihe nach die
GroBen Y, Y- Y, dar; sie kann sonach, auf Grund einer dhn-
lichen Uberlegung wie im dritten Beispiel (S. 172) zur Ermittlung der
EinfluBlinienordinaten dienen. Man hat blo x der Reihe nach 1, 2...#%
zu setzen und bei festgehaltenem x, 1=1, 2...x einzufilhren. Man
gewinnt so von Y, den zwischen o und 1 gelegenen Einfluflinienteil,
von Y, die zwischen o und 2 gelegenen Einfluilinienzweige usw.;
schlieBlich von Y, die ganze zwischen o und # verlaufende Einflus-
linie. Durch Zusammensetzen je zweier Zweige erhilt man genau wie
im dritten Beispiel fiir jedes Y, die vollstindige EinfluBlinie.

Mit Hilfe der Y, -Linien konnen leicht alle iibrigen EinfluBlinien
abgeleitet werden. Aus den Gl (5) folgt ohne Schwierigkeit

!
Mi='(2Y, ,+Y)—-®,
1 !
Mi=—52Y, +Y, ) —7%
. . l
Hierin ist das von der Feldbelastung abhingige Glied 3 D,

bzw. %@2 pur beim Zweig x—1 bis z der EinfluBlinie hinzu-
zufiigen.
AuBerdem entsteht aus der Definitionsgleichung von Y,

o2 w1
MP=5Y, wd M= LY (11)

Zahlenbeispiel. Wir untersuchen einen dreifeldrigen Triger mit den Ab-
messungen

l=12m, h=4m, 1:3.
Jo
Mit
l=12m, h’:h—]-:nm

v
ermittelt man zunidchst

m =2 (2 -+ %) =6
und damit aus der charakteristischen Gleichung

F+6p+1=0

— 3,828
By— — o716, o= — 5,8284, b= T t_

T828q — 9%

Man berechnet nun die Potenzen von § und in der gleichen Tafel die Diffe-
renzen b — fB*, wobei f® und h&here Potenzen vernachlidssigt werden.

v = o 1 ‘ 2 \ 3 4 5 =6
pr 1 —0,1716 | 40,0295 | — 0,0051 | 40,0009 | — 0,0002 o
b—p» | —3,0039 | —1,0223 | —2,1234 | — 20889 | —2,0948 | — 2,0937 | — 2,0939

Bleich-Melan, Differenzengleichungen. 12
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Mit
g __ —0,1716
b2 (1 —f%) " 2,09392-0,9705

= — 0,04032

stellt man nun die nachfolgende Tafel nach Gl. (9) unter Benutzung der Werte
von f» und b-— f» aus der vorangefiihrten Tabelle zusammen.

Last 1 im
ersten Feld (5= 1) zweiten Feld (# = 2)
x; ' 10,0844 (— 0,5309 B, —2,1234 B;) 22
1
x; 2 0,0856 (0,0913 P, + 0,3644 P) 22 0,0856 (— 0,3644 @, — 2,0948 B,) I%
2
xr=

3 0,1247 (— 0,0158 &, —0,0626 P,) 2 | 0,1247 (0,0626 P, + 0,3597 D,) {®

Last 1 im

dritten Feld (i = 3)

=1
Yl
xr =2
Y,
x=3

Y,

0,1247 (— 0,3597 P, — 2,0939 B,

Setzt man den ersten Zweig der Y,-Linie mit dem Spiegelbild der beiden er-
rechneten Zweige der Y,-Linie zusammen, so gewinnt man den Gesamtver-
lauf der Y,-Linie. Die Y,-Linie ist ihr Spiegelbild. Die Y;-Linie ist in der
Tafel bereits vollstindig errechnet, ihr Spiegelbild gibt die Y,-Linie.
Nachstehend geben wir noch eine Tabelle der von der Stellung der Last,

a
also von f;- abhédngigen Funktionen @, und &, fiir das Intervall 7= 0,1, mit

deren Hilfe die Ausrechnung der Einflufilinienordinaten rasch vor sich geht.

Funktionen &, und &,.

[

a ‘ t

rle 0,1 0,2 0,3 0,4 ' 0,5 0,6 0,7 ‘J 0,8 0,9 !1,0
|

P, | o 0,243 | 0,384 | 0,441 | 0,432 | 0,375 | 0,288 | 0,189 | 0,096 | 0,027 | ©

@, | o [0,027 | 0,096 | 0,189 | 0,288 0,375 | 0,432 | 0,441 | 0,384 | 0,243 | o

EinfluB einer gleichmiBig verteilten Belastung. Sind simt-
liche Felder mit einer stetigen Last p belastet, so lautet die Differenzen-
gleichung (6) mit der Abkiirzung

m=2 (2—{— %)
Y, FmY, Y, —o, (12)
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da
1
62, —28) +6(Z U, —Bu) = pP+ pP=0,
wozu noch die Randbedingungen (6)

(mwz)yo'*‘Yx:%Pls’

Yot (n—2)Yy=— P

treten. Die allgemeine Losung der homogenen Differenzengleichung (12)
ist wie vor

(13)

Y, — G, /31$+ Ce b7,
wobei C; und C, aus den Gleichungen

. 1
(m— 2)(C1+ Ce) +(C1/31 + Czﬁs)z Zplsi
(Co B G AT+ O —2) (G A"+ Co 8" = — P
zu bestimmen sind. Man berechnet daraus, wenn man beachtet, da3

b:‘zﬂg :31:1—:18’

24-4,’ Pa
wobei f,, wie vor, die kleinere der beiden Wurzeln sein soll,
1 1 1 Br
C.— ppp. 1 LS S A
=iy Gt erRE—y
und damit
1 ﬁz‘_ ﬂn—x
= — l3 ——— e,
=2l erpE—y
Da man fg* gegen b vernachldssigen kann, so erhilt man schiieBlich
_ 1,3 B6°—8"7)
Vy=— PP g2 (14)

Rahmentriger mit FuBgelenken. Die Behandlung des Trigers
mit FuBgelenken erfolgt in gleicher Weise wie die der Triager mit einge-
spannten Stielen. Die Gl (1) und (5) bleiben unveridndert. In den
Gleichungen (2) ist M,“==0 zu setzen, so daB

3EL, _o__ Yo

o——- —_
M, = =75""% =%

besteht, welche Gleichung an Stelle der Beziehungen (4) tritt. Die
gleichen Uberlegungen wie oben, fithren auf ein System von Elastizitits-
bedingungen, das sich von den Gl.(7) nur auf der linken Seite unter-
scheidet. Diese lautet jetzt

e (a2 DT T

12*
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so daB die charakteristische Gleichung die Form
3L
p*+2 (2 ’%";p)ﬂ+1=0

annimmt.  Setzt man den mittleren Beiwert dieser Gleichung
gleich m, so gelten siamtliche oben abgeleiteten Formeln, insbeson-
dere Gl (9), da auch die beiden Endgleichungen, ebenso wie vor, statt
des Beiwertes s, den Beiwert m — 2 enthalten.

33. Rahmentriger.

Das in Abb. 20 dargestellte Tragwerk ist bei » Feldern 3 #-fach
statisch unbestimmt. Seine Berechnung 1liaBt sich aber unter der
Voraussetzung, dalb sich die Trigheitsmomente von Ober- und Unter-
gurt in jedem Felde so verhalten wie die Stablingen, daB also

L:],=o:u,

auf die Auflésung von bloB » Elastizititsbedingungen zuriickfiihren.
o> Sieht man von den meist sehr
7] kleinen Lingenidnderungen der Pfo-
sten ab, so miissen die lotrechten
Verschiebungen zweier iibereinander-
i liegender Punkte einander gleich
S sein. Es muB daher, wenn M° und
Abb- 2. M" die Momente in zwei lotrecht
iibereinanderliegenden Punkten des Ober- und Untergurtes bedeuten,

Me M ‘

EJ,cose  EJ, cosg

sein. Aus diesem Zusammenhange folgt aber

M”_]Lcosa__],,u
M* " ] cospT J,o

und da wir §°:=1 vorausgesetzt haben, so ist

M =M.
Durch diesen einfachen Zusammenhang verringert sich die Zahl der
Elastizititsbedingungen von 34 auf #.

Wir setzen noch voraus, daB die duBeren Krifte in die Richtung
der Pfosten fallen und daB simtliche #uBeren Krifte nur in den
Knotenpunkten angreifen.

Unter Bezugnahme auf die Abb. 21 fithren wir folgende Bezeich-
nungen ein:

M} und M die Gurtmomente unmittelbar links bzw. rechts vom

Knotenpunkt z;
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X _ die wagrechten Schnittkrifte im Ober- bzw. Untergurt fiir
Schnitte links von =z;
die betreffenden Schnittkrifte flir Schnitte rechts von z;
T.°, T.* sowie Ty, T, die lotrechten Schnittkriifte fiir die Schnitte
links bzw. rechts von =z;
M das Moment der links von x gelegenen #uBeren Krifte, be-
zogen auf den Punkt x;
£, die Querkraft fiir einen Schnitt unmittelbar links von z.

In den Abb. 21 sind Schnittkrifte und Schnittmomente mit posi-
tivem Richtungssinn gezeichnet.

Abb. 21.

Aus der Momentengleichung bezogen auf den Obergurtknoten %,
Abb. 21a, folgt

1
M= (W, — X h,)

und ebenso aus Abb. 21b (1)
1

M:cr = 3(%.&‘ - Xa:+1 h:z;) '
Aus der Bedingung, daB fiir jeden Knoten M=o ist, folgt fiir das
AnschluBmoment M? des Pfostens

Mp=(X,,,— X) 2, (2)

wobei M positiv gezihlt wird, wenn auf der linken Pfostenseite Zug
entsteht.

Die Schnittkrifte 7,° und 7" bestimmen sich aus zwei Momenten-
gleichungen mit den “Punkten “z—1 des Ober- bzw. Untergurtes als
Bezugspunkte. Man erhilt so

X
TI":& ! ——(tgax—tgﬁx),

X,
T”—gi——(tgoc —tgh).

@ 2

3)
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Weiter gilt fiir die Gurtléingskr%ifte:

0,—X, [cos:x —}— (tgoc —tgf )]_}_%D,zsinocx,
(4)
U,=X, rcosﬁ I;ﬂ“’ (tge, — tgﬂwﬂ —}—%Qﬁ sinf,

und fiir die Pfostenlingskraft:
Vo= TR (B — 8h) — S (BG— A . (3)

Das —[—-Zelchen gilt, wenn die Knotenlast P, am Obergurt, das
—-Zeichen wenn sie am Untergurt wirkt.

Die Winkel ¢ und g sind positiv zu zdhlen fiir rechts steigende
Obergurte und rechts fallende Untergurte (s. Abb. 21). Hat einer der
Gurte entgegengesetzte Steigung, so ist das Vorzeichen der betreffen-
den Funktionen sin oder tg umzukehren. In den Gleichungen (1) bis (5)
sind die AnschluBmomente, Lings- und Querkrifte durch die Feld-
krafte X ausgedriickt. Zur Bestimmung dieser GroBen dienen die
n-Elastizititsbedingungen?).

X, [ho' ko 2 s,/ (g + by by ~ 1y®) - by by?
+1z(olF,,+u1F,,)}+X B b2
{Em [h ho+s1 (2h0+h1) ‘}‘im 31'(h0+2h)}

Xm_lh;-l h:_l—Xw [h;-lh bz (it z+h )
+hx, hx2+12<oa: z F, u)J+X +1ha: ha:? (6)
= [ z—1 m,(Zh:c 1+h + z'(hz—1+2hm]’

X, hyahii—X, [h,, bz (hith, n+h )
a2 12 (o0 "F,,—,t-u”{:,,)}
= [mn—l sn’ (2 hn—l +h'n) + Wt” (sn (2 hn —{_ hn—l) +hn hn’)] *

Hierin bedeuten
h I ](' h ’ ]c Jc

* ]xv 27 Sa:z‘]?iox ]“Ma:
I I I sind die Trigheitsmiomente des Obergurtes, des Unter-
gurtes und des Pfostens, ], ein beliebiges Trigheitsmoment. F,° und

1) Bleich, F.: Die Berechnung statisch unbestimmter Tragwerke nach der
Methode des Viermomentensatzes, 2. Auflage, Berlin 1925, S. 124,
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F,* die Gurtquerschnitte. In der ersten und letzten Gleichung fehlt
links das erste bzw. letzte Glied; dafiir tritt rechts ein von- M, bzw.
oM, abhingiges Zusatzglied auf.

1. Beispiel. Paralleltrigerbalken mit konstantem Gurt- und
Pfostenquerschnitt, Sind alle Felder gleich lang, so nehmen die
Gleichungen (6) mit der Gurtstablinge s=1, mit J°==J“= ] bei
Vernachlissigung der Stablingeninderungen die einfache Form

Xx—lhﬁ2<1+§h—’l—) Xz+Xz+l:—3hL'}/(g‘Rz—1 —]Lgﬁz) (7>

an. Diese Gleichungen gelten jetzt fir =1, 2, ... n, wobei in der
ersten Gleichung X, in der letzten Gleichung X, =— 0 zu setzen ist

P

7 7 2 -7 4 n-7 n

e ——— Y

Abb. 22.

Der in der allgemeinen Form (6) der Elastizititsbedingungen auftretende
Unterschied in den rechten Seiten der ersten und letzten Gleichung
wird hier belanglos, da beim Balkentriger t,==0 und I, =0 ist.
Um die EinfluBlinien fiir X_ zu berechnen, denken wir uns den
Knoten i mit P=1 belastet (Abb. 22). Es gilt jetzt fir
oLz

m =n_i(x—1)l und smz=”—1

z—1 ”n

xi,
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somit
WM, =" (22— 1)1
fir i<z < m:
Sﬁmﬂ:%(n—x—f—ﬂl und §mx=%(n——z)2,
daher

M,y W, = (2n—zz41)1.

Setzt man noch zur Abkiirzung
A

C—1+h,, ,u:3ﬁ7: (8)
so nehmen die Gleichungen (7) die Gestalt an.
ol L s
n—1
Xm*l—ZCXm+Xx+1:——lu ” (2(11—1);.;
1<z <n:
Xx—l—ZCXz+Xx+1 Au (2”—2$+1)2

Das sind Differenzengleichungen zweiter Ordoung mit linearer rechter
Seite, die durch die folgenden Losungen befriedigt werden:
x<Li:
x z i 22—1
X, =C B+ (B, +:u'—n‘2(5 1)
x>
i 2n—22-F1
X, =Cyp,” +C N Y ) e

wobei f, und B, die Wurzeln der quadratischen Gleichung
pt—z2¢cp+4+1=0,

Bi=c+VP—1 und By—c—YiF—1

bedeuten. Fiihrt man schlieBlich fiir ¢ und u die Werte gemaB Gl. (8)
ein, so gelangt man zu folgenden Gleichungen fir X,

z <L

also

X =C :61 ~|—C ﬁe “{—_——7“‘(2%——1)
x>
szcsﬂ1w+c4ﬁgz+-§—h-:;—(2%-—-2(3—-}—1).
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Die Festwerte C, bis C, bestimmen wir aus den Randbedingungen

Xo=0, Xpp1==0 l

9)
X, =X, sowie X,,,=2X,,, ‘

l

und aus den Ubergangsbedingungen

die zu folgenden vier Gleichungen fiihren:

¢,+C, —»‘__"“’

n

i
GBI C B =5,

(€, — Co) B+ (G — C;)Iget - ;_h ’
(€ — C) B+ (€, — GBI = — 55

Ebenso wie bei den vorangehenden Beispielen gentigt die Darstellung
einer der beiden Lésungen X_ bzw. X,. Wir berechnen daher nur
C, und C, und fiiden dafiir

”*’ﬂn+1+ﬂ +ﬂ1)_ﬂ;‘_i(1+ﬂ2):},

Cl 2h ﬂ'”'l ﬂ”+1) ,:; B — By
i i1 BETHAA8) — BETH( )
3: ﬂn+1 1_ ﬂ"+1 [}: — +1+ B — B, :|

Im Nenner kann gn+! gegen f»+! vernachldssigt werden, wenn man
mit B, die kleinere der beiden Wurzeln bezeichnet. Unter Beriick-
sichtigung von §,-f,=1 und mit =4, erhilt man schlieflich fol.
gende Gleichung fir X

i

X —n{ (prosst — o) - 2 (b praese)
. i_:ﬁ (ﬂi—z __ ﬂi+x _J[_/A;2n—i+x+1 _ ﬂ21l—'£—-:c+1)
+nn—i(2x—1)}, (10)

giiltig fiir 2 <.

Ist aber >4, so denke man sich die Feldkraft X im Felde n—u,
d.i. X, __ fiir die symmetrische Laststellung, also fir P=1 im Punkte
n — ¢ stehend, ermittelt. Das so berechnete X, _ ist gleich dem ge-
suchten X .

GL (1 0) geniigt somit zur Darstellung der EinfluBlinienordinaten,
denn sie gibt die X an in jenen Feldern, die links vom belasteten
Knoten 5 liegen, ergibt also die Ordinate der rechts von z gelegenen
EinfluBlinie, von z bis #. Da nun die EinfluBlinie von X, spiegel-
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bildlich gleich ist der EinfluBlinie von X, _ , so ermittle man auch
diese Linie von # —x bis # und setze aus den so berechneten Hilften
die ganze EinfluBlinie zusammen.

Die EinfluBlinie der X_hat die in Abb. 23 verzeichnete Gestalt.
Es geniigt, die Ordinaten fiir die Punkte ¢ — 2 bis 141 zu berechnen,
da die Linie zwischen 0 und ¢{— 2 und zwischen 14-1 und # nahezu
geradlinig verlduft. Die Abweichung des EinfluBlinienpolygons von
der Geraden ist in den eben hervorgehobenen Teilen so geringfiigig,
daB sie bei der Aufzeichnung der EinfluBlinie nicht zum Ausdruck

kommen wiirde.

Zahlenbeispiel: Der ecinfache Berechnungsgang lift sich am besten an
einem Zahlenbeispiel zeigen. Wir berechnen zu diesem Zwecke die Einflufi-
linie von X, in einem 12-feldrigen Triiger von 36 m Stiitzweite. Die Feldweite 4
sei 3,2m, die Tragerhohe 4 m. Das Trigheitsmoment der Gurte sei zweimal

so grofi als das der Pfosten. Wir haben daher

A= 3,2 m, h’_—_413=8m

und
-o=1+3—.8i3=2,20.

Aus der charakteristischen Gleichung
fr—z22f+1=0

berechnet sich die kleinere der beiden Wurzeln g zu

B=22—}22%—1=o0,2404

und damit
?=0,0578, p%=o00139, B*=0,0033, f%=0,0008,

2 5 ¢4 5 8 — 0,0002 ,

Hohere Potenzen von § sollen ver-
§ N ¥ % nachléssigt werden.

SN oy W Wir setzen jetzt = 4 und 7 der
Reihe nach 4 und 5. Wir gewinnen
auf diese Weise die Ordinaten der
X,-Linie in den Punkten 4 und 5.
Vernachlissigt man 87 und die hé-

Abb. 2. heren Potenzen, so erhdlt man:
i Ordinate in 4:( = 4)
X, =o0y4 iﬂ«s_#ﬁ,{_é_q] = 1,741;
12 1—8 12 SR

Ordinate in 5:(Z=75)

7 1 }
X4=014 [Eﬂ‘i_i—ﬂﬂ2+1_72ﬂ7_| = 1,604 .

Nun wihlen wir 2’ =#%—2=8 und =% —7 =9 bzw. 10 und berechnen:
Ordinate in 3:(z=9)

9 45 1 3 }
X, = Z2gs 1 pge 3 — .
=04 [12’9 TP iz 18] =14705
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Ordinate in 2: (i = 10)

1

10 2 \
Xy=o04 [Tzﬂ"’——i_ﬂﬂ“—!—ﬁ-is] =0,993 . |

In Abb. 23 ist die Einfluflinie X, zur Darstellung gebracht.

Lauter gleiche Knotenlasten, Bei praktischen Rechnungen ist
es sehr zweckmiBig, eine Formel fir die Unbekannte X, fiir den
Fall zur Verfigung zu haben, wo in jedem Knoten ein und dieselbe
Einzellast P einwirkt. Da jetzt

M, = @ — 1) (n— 1)
und

(4

SIR :73’;(”"—%),
so ist

W, M= (200 — 20 (1) (2 4+ 1)]

und die fir unser Problem in Betracht kommende Differenzen-
gleichung lautet:

X, —20X, X, —pl2at—20(n- 1)+ @m1)], (1)

wobei u und ¢ die gleiche Bedeutung wie oben haben. Die Rand-
bedingungen sind wie vor

Xy,=—=0 und X, . ,=0.

Die aligemeine Losung von (11) ist
z P Pi 1 1 1 ]
X, =C8,"+C B, +ﬂ71_5[x2_(”+1)x+ni— eyl (12)

wobei das von der rechten Seite herrithrende Zusatzglied durch Koef-
" fizientenvergleichung mittels eines quadratischen Ansatzes fiir die Par-
tikularlosung der nichthomogenen Gleichung gewonnen wurde.

Aus den Randbedingungen

Cl_}_CQ:_HfiL[E‘i‘_‘__’_],

2 t1t—¢ 2 1—c
Pl 1 [n41 1
Coppop G ppri=—p Bt L ]

ermittelt man

PL 1 [n—{—i__ 1 } prtl__
2 c—1 2 1—¢ Iggn+1_ﬂ‘1n+1’
Pi 1 [’n—}—i_ 1 ] 1 —prt!

2 ¢c—1 2 1—¢ ﬁ:c-}-l__ﬁ;H—l' '

Cy=p

Co=u
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Vernachlidssigt man wieder im Nenner f»+! gegen fr+!, was selbst
bei kleinem # erlaubt ist, so erhdlt man aus (12) folgende Losung

X, = % [(’%1_‘__3}'_;) (Brii-v — gr+ite | gz_ gimiz-z__ 1)
— (@ — 4 1)2)], (13)

wobei die kleinere der beiden Wurzeln g, =7 gesetzt wurde.

2. Beispiel. Nicht so ganz einfach wie im vorangehenden Falle
gestaltet sich die Ermittlung der Uberzihligen beim symmetrischen
Stockwerkrahmen mit konstanter Feldhohe, der in der Abb. 24 zur
Darstellung gebracht ist. Wir werden hier zeigen, wie eine Auf-
gabe, die zunichst auf eine Differenzengleichung mit verdnderlichem
m Koeffizienten fiihrt, durch passende Verein-
/rl fachungen auf die Losung einer Differenzen-
gleichung mit konstanten Koeffizienten zu-
{‘\ riickgefilhrt werden kann, ohne dafl die Ge-
| nauigkeit des Ergebnisses, vom Standpunkt
\ der Anwendung aus, nennenswert beeinfluBt

A

IR

/.:Q:‘ ll Wird.

3 \'1 Hinsichtlich der Abmessungen machen wir
PPl 1§ folgende Voraussetzungen: Die Riegel des

einander. Die Gurtquerschnitte nehmen von

’
unten nach oben ab, derart, daB 7} kon-

stant wird.

Wir wollen hier nur zwei Belastungsfille
| untersuchen, wie sie hdufig bei der Berech-
’ | nung von Briickenjochen oder hohen Leitungs-

; masten aus Eisenbeton in Frage kommen.
xj[ ) X 4. Last P im Punkte # des Rahmens und
Vad & ;

‘{ Rahmens haben gleichen Querschnitt unter-
<
i

2. gleiche Knotenlasten P'.

) | Erster Belastungsfall. Wihlt man [,
ol ;1[___ _J{ als Vergleichstrigheitsmoment [, so ist zu-
b= A\ nichst

Abb. z4. T
’ r___ Jv
h =h,, sx——sx]x.

Wegen der festen Einspannung der Stiele kann in
Jv
ho':]_aho’
J, =00 gesetzt werden, woraus k)= o folgt.
Die Gleichungen (6) S. 182 nehmen daher, wenn wir den von
den Stablingeninderungen abhingigen Teil des Beiwertes der
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mittleren Unbekannten in den Gleichungen vernachlissigen, die Ge-
stalt an

— X, (2.5, (b oy - %) - ) X, by
::—[9)2 s1 (2h0+h)+g~rt S1 "( o+2h)]

X, b X, [h“_1+zs'<h bbby b
+Xx+1 e (14)
- [%m—l x’(th 1+h )—|_mz sac ( x— 1+2h )]

}'{n—1}."£—1_ [kﬁ_1+23'(h2_1+h” 1 n+h 2)+h ]
:—[ n—1 n’(zhn—l_‘—h’n)]’

wobei 9, = o0 gesetzt wurde.
Wir ersetzen nun in jeder dieser Gleichungen %__, und 4, durch

. By + R - . . -
den Mittelwert —"flzu_:hng und gewinnen, da wir jetzt mit h}®

teilen konnen, in
Xy =2 X (1) X == 350 ) (1)
z—1 x ;m*z x—1 .
eine Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten, weil voraus-
setzungsgemab %”—von zunabhingigist. AlsRandbedingungen kommen

die von der allg:meinen Form abweichende erste und letzte Gleichung
1,38/ 3/
— 2 X, (A 2) 4 X = 2 ),
1 1

35 38,
Xn—l’_—ZXn('l‘{— 7 ):——-—~}_l—2-9ﬁn_
n n

in Betracht. Diese Gleichungen konnen, wie man leicht an der Hand
der Differenzengleichung (14’) nachrechnet, auf die einfachere Form

X,—X,=—o0 ud X =0 (15)

gebracht werden. Der Fehler, der durch die vorangehend durchge-
fithrten Vereinfachungen begangen wurde, ist bei groBerer Felderzahl,
und nur solche Tragwerke haben wir hier im Auge, gering.

Es eriibrigt noch, die rechte Seite ausfiihrlicher zu entwickeln. Da

m 1——=P(n—x—}—1)l und sﬁzz_—P(n—~x)l,

. =
so 1st

gﬁx—l_*—ma:zzpl(n_x_l—%)’
und da weiter nach Abb. 24

A _m—z1 h, und h, "
m m

x—1



190 Aufgaben aus der Baustatik.

sonach

1

2= m hy s

so folgt fiir die rechte Seite der Differenzengleichung (14')

1
’ y BT
B L v AL
= 'z 0 z<m—x+—2~
Der Bruch
1
n—x—{—; n— 1
- = 7, wenn ¥=g-t—,
1 m—=x 2
m——x—i——z—

1aBt sich aber mit sehr groBer Anniherung, wenn % etwa zwischen
0 und ?; liegt, durch eine Funktion von der Form
w(@)—a—bt"

darstellen 1). Diese Funktion enthilt drei Parameter ¢,  und ¢, sie

kann daher in drei Punkten mit der Funktion Z:x,

zur Deckung
gebracht werden, Wir wihlen hierzu die Punkte mit den Abszissen
z'=o, x’:% und z’'=# und bezeichnen die zugehdrenden Funk-

tionswerte mit u,, #,,, #,. Da u,=— 0, so erhilt man

n B

3 _ 2
— Yap — 7(140 uﬂ/-z) f— Ve
- —_ ] T oy a2 V¥ (g 4 32
2w, U 2u,, —u (4 Y )
Substituiert man
n n
Uy == m’ u,‘/z = 2‘_m'__ n’

so gelangt man zu

. m _ (m—m)? ___” me
zm—w  "Taemmw = aop OD

Die Parameter @, b und ¢ sind aus den vorgegebenen GréBen m
und # sehr leicht zu bestimmen. # ist immer eine ganze Zahl, s kann
auch gebrochen sein.

Die Differenzengleichung (14') nimmt jetzt mit den Abkiirzungen

’ r
1—f—3_s’”=c und 6Pmiii=/u
h:ﬂ

0 x
die einfache Form

Xa:—l— 26X1+X:c+1: — M (a_btz-{“})

1) Die grofite Abweichung betriigt innerhalb des oben angegebenen Be-
reiches weniger wie 19/,.
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an. Ihre Auflésung ist, da rechts die Summe aus einer Konstanten
und einer Exponentialfunktion steht, sehr einfach. Zur Konstanten
— ua gehort die Partikularlésung

r____ ke
X, = 2(c—1)°
wihrend die Funktion wub tz+% zur Partikularlgsung
wb t:c+%

"___
X, T2 20t

AnlaB gibt. Siehe Abschnitt 19. Die allgemeine L&sung lautet daher

wbs®*

%
Xx:C1ﬂ1z+ceﬂez+ 2(:ii)+t?-—2ot—|—1 ’ (18)

wobei 8, und g, die Wurzeln der charakteristischen Gleichung
BE—z2cpt+t=0
bedeuten.

Die Konstanten C, und C, ermitteln wir aus den Bedingungen (15)

btT (1 —1¢
C(t—B)+ Ca(t —B)+ ey — 2:t+1 0,

ybt”-’-%

ﬂ +14‘C ﬂgn+1+ 2(0_1) +t2—2ct+1 =0.
Mit den Abkiirzungen

A — pbt% (1—9
Tt —2ct41’

I bt”+%

B= 2(0—1) + 12 —2ct-F1
erhilt man schlieBlich aus Gl. (18)
1 [ 4 (ﬂ2n T+2 ’)_B(ﬂn—x+1 _l_ﬁn-l—z)J

Xa: 1—}—ﬁ2"+1
‘ubtx+% .
+z(c—1)+t?—2ct+1’ (19)

wobei f die kleinere der beiden Wurzeln bedeutet. In der Regel
kann im Nenner §2#+1 gegen 1 vernachlissigt werden.

Die Formel (19) wird unbrauchbar, wenn ¢ mit einer der beiden
Wourzeln f zusammenfillt, da die linke Seite dann die unbestimmte

Form % annimmt?). Es tritt der in 19 behandelte Ausnahmefall

1) Da ¢£>1, so kann ¢ nur mit der gréfieren der beiden Wurzeln f wert-
gleich werden.
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ein. Die zu [ubtﬁ-% gehérende Partikularlosung muB jetzt mit dem
Ansatz 9, = ¢” ermittelt werden. Man findet so

ua btx+%
X =C :81 +Cﬂs ! ’6*1)"%_“,9_1’"”'

Ermittelt man C, und C, wie vor, so gelangt man zu der Losung

[iv (/’)’21& z+2 ﬂ“’) — B (ﬂn—x+1+ﬂn+z):’

X:c 1+ﬂ2ﬂ+71
+ wa ,“Z_::_r'x’ <191)

2(c—1) |

wobei aber
% n+i

t2 a N
A=pb  und B:Z(:‘_i) +ub(n1)5— -

2. Belastungsfall. Bei der Belastung aller Knoten durch gleiche
Lasten P’ ist

M, = P'A(n— | 1)

&

M, = P'A(n— )" x+’
woraus sich

M, 1+ W, =P i(n—ax—4 1)
berechnet.

Die rechte Seite der Differenzengleichung nimmt daher die Gestalt

1
n ——x—f——

32 Bt e apr P S a2 (20)

f] @ o x m-—=x
2

an, n':n—}—% Sie unterscheidet sich von Gl. (16), abgesehen von

dem unwesentlichen Zahlenfaktor 3, wesentlich nur durch den weiteren
Faktor (n —x -} 1). Fir den Bruch kann daher wie vor
a— bttt
gesetzt werden, wobei 4, b und ¢ durch die Gleichungen (17) de-
diniert sind; hierbei ist # durch #' zu ersetzen.

Die Differenzengleichung des Problems lautet daher mit den gleichen
Abkiirzungen wie auf S. 19o unten

' (o piet)
Xpmi—2¢X + X, =—Sla—0b¢ (n—2-+1). (21)

Rechts steht jetzt neben einer ganzen rationalen Funktion noch das
Produkt aus einer ganzen rationalen Funktion und einer Exponential-
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funktion. Die Partikularlosung der vollstindigen Gleichung ist daher
nach den Regeln des Absatzes 19 mittels eines Produktansatzes g(z)t”,
wo g () eine lineare Funktion ist, leicht zu finden.
Die allgemeine Losung von (21) lautet, wenn ¢ (¢) =1¢2 —2¢t {1
bedeutet,
X, =G+ Caby + gy n—w 1)
ot ub {t“—1

v 2 (t)—{—n x«}—” (22)

Die Randbedingungen sind dieselben wie vor, sie fithren zu den
beiden Gleichungen

C1('1 —‘ﬁ1)+cz (1 —ﬂ2)=—~—A'
("1/31"'+1 + Czﬂ‘z"H: — B’

mit den abkiirzenden Bezeichnungen

it

. ua | wb ' —1)(—1
A—‘4(c—1>+7¢<t>[ 0 +”“_‘)+1}’

nb t”+%(t2——1)
2 [eo)F
Man gelangt schlieBlich zu der Lésung

X = 1+;3n+1[ (ﬂ2”“w+2—ﬂr) B'(p*- x+1+ﬂn+z)]
2—1

L x+1>+”b;(,§[¢(t)+<n z41)). (23)

Auch Formel (23) wird unbrauchbar, wenn ¢ mit einer der Wurzeln g

B'—

. . . . . . o
wertgleich wird, sie nimmt dann die unbestimmte Form — an. Man

findet in diesem Falle unschwer die Partikularlosung mittels des An-
satzes

X, — uz-v2?)t”

84. Der geschlossene elastisch gestiitzte Stabring.

Haben wir bei den bisher behandelten Aufgaben mit einer einzigen
Differenzengleichung das Auslangen gefunden, so fiihrt das Problem
des elastisch gestiitzten Stabes, wir wollen hier den in der Literatur
noch nicht behandelten Fall des geschlossenen Ringes ndher betrachten,
auf ein System von zwei simultanen Differenzengleichungen. Um nicht
zu weitldufig zu werden, beschrinken wir uns im nachfolgenden auf
den Fall einer radial gerichteten Stiitzpunktbelastung; da es dann leicht
ist, an der Hand der folgenden Entwicklungen, den allgemeineren Fall
einer radialen Feldbelastung zu behandeln.

Bleich-Melan, Differenzengleichungen. 13
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Der biegungssteife Ring (Abb. 25) habe die Form eines regel-
miBigen n-Eckes (n kann gerade oder ungerade sein) und sei in den
Ecken, die wir im Sinne der Uhrzeigerbewegung mit

0,1,2,....,n—1, n (o=mn)

beziffern, in Richtung des Radius elastisch gestiitzt. Zwischen der
p Radialverschiebung y_ des Stiitz-
punktes z und der radial ge-
richteten Stiitzenreaktion C, in
diesem Punkte besteht daher
die Beziehung
C,=4y,. (1)
Wir setzen weiter voraus,
daB3 die Stiitzung derart sei,
daB3 C_ sowohl gegen den Mit-
telpunkt, als auch von ihm weg
gerichtet sein kann. Einer der
Stiitzpunkte sei in tangentialer
Richtung festgehalten, wihrend
alle anderen Stiitzpunkte Ver
schiebungen in dieser Richtung
gestatten. Wie man aber aus
einer einfachen Uberlegung iiber das Gleichgewicht am starren Korper
erkennt, tritt bei Radialbelastung keine Tangentialkraft im festen
Lagerpunkt auf. Es ist daher fiir unsere Untersuchung gleichgiiltig,
welcher der Punkte als festes Lager angesehen wird.

\‘ Die eben dargelegte Art der

: Stiitzung konnen wir uns durch ein
System von Stiitzen etwa nach
Abb. 26 erzeugt denken. Die ein-
gespannten Stiele wollen wir uns
S =~ Dbiegungssteif vorstellen, in Ebenen,
die durch den Ringmittelpunkt ge-
~ hen, wihrend sie’in der darauf senk-
rechten Richtung unendlich grofie
Nachgiebigkeit besitzen sollen.
] Neben der bereits eingefiithrten
Stiitzen unten Bezeichnung fiir die Stiitzkraft C_
emgespannt _l" und die Radialverschiebung y_, die
wir positiv zihlen, wenn sich die
radialen Stiitzstibe verkiirzen, legen wir noch die folgenden Bezeich-
nungen fest.

Abb. 2s.

Abb. 26.
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M, das Biegungsmoment im Stiitzpunkte x, positiv, wenn es auf
der Ringinnenseite Zug erzeugt;

Q, und H, die im Ringfelde konstante Quer- bzw. Langskraft;
Q, ist positiv, wenn es, am rechten festgehaltenen Tragteil wirkend,
nach auBen gerichtet ist; H, ist positiv, wenn es im betreffenden
Ringstab Zug erzeugt;

&, der Winkel, um den sich der Ringstab z—1, z, 9, der
Winkel, um den sich der Stiitzstab Oz verdreht. Die Winkel werden
positiv gezihlt, wenn die Verdrehung im Sinne des Uhrzeigers statt-
findet;

E und ] Elastizititsmodul und Trigheitsmoment des Ringes fiir
Biegung in der Ringebene;

¢ der einem Ringfelde entsprechende Zentriwinkel s=277t.

Um die das vorliegende Problem kennzeichnenden Differenzen-
gleichungen aufzustellen, gehen wir zunichst von der Dreimomenten-
gleichung

1+4M +M 6EJ(03:_0J:+.\):0 (2)

aus. In dieser Form gilt die bekannte Clapeyronsche Gleichung
auch dann, wenn die aufeinanderfolgenden Stab-
felder gegeneinander geneigt sind, was ja beim
Ring der Fall ist!). Da die Differenzengleichung (2)
neben M, noch eine zweite unbekannte Funk
tion enthilt, so sind wir genétigt, uns nach einer
weiteren Verkniipfung zwischen den Momenten
und Forminderungsgré6Ben umzusehen. Wir be-
trachten zu diesem Zwecke das Gleichgewicht am
Knoten z. Die Schnittkrifte fiir Schnitte unend- AbD. 27.

lich nahe dem Knoten sind in Abb. 27 eingetragen, der wir unmittel-
bar die beiden Gleichgewichtsbedingungen

(@241 “Qx)cos§+(ﬂz+1+Hz) sin%‘—— C,=—P,
(Qosr + Q) Sin§ —(H,.,—H) cos%—; 0

entnehmen. Sondert man aus diesen beiden Gleichungen einmal H_,

1) Man leitet diese Gleichung leicht aus der Stetigkeitsbedingung
T+ =Tapr + 041

wo 7, und 7,,, die Verdrehungswinkel der beiden in x zusammenstofienden
Stibe sind, ab, wenn man fiir die ¢ die bereits auf S. 174 angegebenen
Momentenausdriicke beniitzt.

13*
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das zweite Mal H_ , aus, so gelangt man zu den folgenden Be-
ziehungen:
Qpy1 — Q,cose-H, sing— (Cz——Pw)c05?£: o,

Qu4,c08e—Q +H_ ., Sinb‘—(Cz—Pz)cos-:_:o,

Substituiert man in der zweiten Gleichung z —1 fiir £ und subtrahiert
die so transformierte Gleichung von der ersten, so erhidlt man

Qz+1_20m COSS—}—-Q{B_I—(CZ— Cm——l) COS?8=~(PQ—PZ_1)COS§-

und, da
M, — M, _
Q="
so gelangt man schlieBlich unter Beachtung der Verkniipfung (1) zu
der Differenzengleichung

M_1——szcos(s—[—MxH—Alyzcos§=~lecos7€. (3)

&

Es erscheint noch notwendig, in der Gl (2) die Drehwinkel ¢
durch die Verschiebungen y auszudriicken. Wir beniitzen hierzu den
Satz, daB in einem geschlossenen Polygon die Vektorsumme der
Polygonseiten Null sein mu8. Man gelangt so zu den beiden all-
gemein giiltigen, als Winkelgleichungen bezeichneten Beziehungen

n n :
> dl,cosa,+ 3 9,1, sina,=o0,
r=1 y=1

(4)

n n
> 41, sine, — 3 9,1, cosa,=o0,
r»=1 =1
worin 4], die Langeninderung des Stabes J,, positiv, wenn der Stab
gezogen, «, den Neigungswinkel des Stabes I, gegen eine feste Rich-

tung im unverformten Zustande bedeutet?).

!) Man gelangt zu diesen beiden Gleichungen auf folgende Weise: Fiir
das unverformte Stabpolygon mufi nach dem oben ausgesprochenen Satz

Slcosa=o0 und Ylsing=o0
sein, wobei die Winkel &, so wie es in
Abb. 28 angegeben ist, zu zihlen sind,

Variiert man diese beiden Glei-
chungen, indem man annimmt, daf so-
wohl 7 als auch ¢ sich #ndern, so er-
hidlt man

2 (dlcose+!sineg-d@)=o0,
(6! sine—lcose-8x) =0,
welche Gleichungen mit den Beziehungen

(4) genau ibereinstimmen, wenn man
6l = A! und dou =9 setzt.
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Wendet man die Gleichungen (4) auf das aus einer Ringseite und
den beiden Stiitzstiben gebildete Dreieck an, so erhilt man mit
Bezug auf Abb. 29, wobei wir im Einklang mit der Annahme bei
Aufstellung der Gl (3) voraussetzen, daB sich die Stiitzstibe ver-
kiirzen,

&

— (¥,o1 — ¥,) 05 — 7 (951 - 8;) sin - — 19, =0,

&

—(y,_1+v,) sin 72‘3 — (954 —9}) cos — ==0.

Eliminiert man aus beiden Gleichungen einmal ¥;_,, das zweite
Mal ¢, so gelangt man zu

—(y,_, — y, cose) |+ I, sine—-lﬁxcos—:«:o,

—(y,_,c08¢6 — yx)+0;_lsin3_lﬁm cos £ o

2

und nach Vereinigung beider Gleichungen zu
Vo1 —2€08ey, F 9, =1, , —F,)cos . (5).

Fiihrt man die Differenz (¢,,, —¥, in die Dreimomenten-
gleichung (2) ein, so gewinnt man die endgiiltige Form dieser Diffe-
renzengleichung

M,_, +4M,+M +1+

6E]J

7 Wpmr—2y,c086+y, . )=0. (6)

2 cos —
2

Die Gleichungen (3) und (6) reichen zur Erledigung des vorgelegten
Problems, das ist zur Be-
stimmung von # Unbekann-
ten M und n Verschiebungen
y, aus, da gerade 2% Glei-
chungen zur Verfiigung ste-
hen. Als simultane Diffe-
renzengleichungen aufgefaBt,
gestatten sie die Ermittlung

der unbekannten Funktionen L 3
M, und y,. h\y’w‘
Wir

nehmen nun an,
daB nur der Punkto durch Abb. 29.
die Einzellast P belastet sei. Dann sind simtliche rechten Seiten der
Gleichungen (3) Null; eine Ausnahme macht nur eine einzige Glei-
chung, die wir daher spiter als Randbedingung einfithren werden.
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Um das aus den Differenzengleichungen (3) und (6) bestehende
Simultansystem, das wir mit den Abkiirzungen
6EJ

&
lﬁcosé und p==Alcos—
der Ubersichtlichkeit halber nochmals anfithren:
M —2M,cose+ M, —puy,=o, A3)
1+4M + M,y Fe (Vg —29,C08649,,,)=0, (6)

zu losen, machen wir gemiB den Ausfiilhrungen in 20 den Ansatz

Mm:("ﬁm’ yx:Cale
Die Einfilhrung in die beiden Differenzengleichungen liefert die beiden
Gleichungen

B:—az2cose-f+1—uaf=o,
B 441 4ce(p* — 2 cose-f4-1) =
Aus der ersten dieser zwei Gleichungen folgt

a:%(ﬂ—zcose—#ﬁ‘ﬂ (7)

und aus der zweiten Gleichung, wenn man p durch « ausdriickt,
1 2
ag—]—7a—{—;—c(2—{—coss)=o. (8)

Man erhidlt demnach zwei Werte von «, die wir mit o, und e, be-
zeichnen, namlich:

1,2 ey i‘l/“z (2 +-cose), (9)

von denen jeder, da Gleichung (7) eine quadratische Gleichung in g
ist, zwei Werte von g liefertt Wir gewinnen sonach:

aus «,: /31 = (cose—f— ”a‘> + l/(cose—f— ”“‘) — ]
M, OTS
aus o,: ﬁ3,4 (coss—}— ) +’/<cose—f—” “)—~ . ,

Zu beachten ist, daB

ﬂ;ﬂg:'l: BsBy=1.

Die allgemeinen Losungen der homogenen Differenzengleichungen
(3) und (6) lauten demnach:

Mm=C1/311+C~zﬂex+C3/33m+C4ﬁ4m’ } (11)
Yo =10, (Cy ;" + CyB,°) -1 g (C3 85"+ C, B,) -

Da vier Konstanten C festzulegen sind, so haben wir vier Rand-
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bedingungen aufzustellen. Hierzu gehoren die Periodizitatsbedingungen
(siehe auch S. 50 und 99)

M,=M,, (12)
3’0 = yn ’ (1 3)
Mn—l —|_4M0 + M1 + c<yn—1 h 2y0 cose + yl): 9,
sowie die schon friiher erwihnte, durch die von Null verschiedene
rechte Seite gekennzeichnete Gleichung

M, ,—2M,cose +M, —py,=—— Plc05§.
Subtrahiert man von der letzten Randbedingung die Gleichung
v folgt M_,—2M,cose-+-M, —uy,=—o,

Mn_l——M_lz—Plcos—;—, (14)
und wenn man von der dritten Randbedingung die Gleichung
M_ +4My~+ M, +-c(y_,—2y,c0ose | y,)=0

abzieht, so wird

M,_,—M_,+c(y,_,—y-,)=0
oder mit Bezug auf Gl (14)
1 &
Yn—1— Y-1=7 Plcos—. (15)

Die Gleichungen (12) bis (15) stellen die endgiiltige Form unserer
Randbedingungen vor.

Fiithrt man jetzt die Losungen (11) in die Randbedingungen ein,
so gewinnt man die Gleichungen

9 (ﬂ1 _1)+C /32 1)+C (ﬂs —1)+C4(ﬂ4 —1)=o0
LG (B — 1)+ Co (B, — 1]+ [C (8" — 1)+ Cy (B, f1)]—0
C BB ) C B (B — D)4 Co 7 (B" — 1) Cu BT (B —1)
:-fPlcos;,
(BB — 1)+ C Bt (B — 1]+ [CoB (B — 1)
—+—C4ﬁ;1(ﬂ4"—1)]=%Plcos—;—.
Die Auflésung dieser Gleichungen ist wegen ihres regelmabigen Baues
sehr leicht. Man findet:

1 s 1+4ca Ay
C=— g Plcos g = B =)
__ 1 i £
Cy=—,Plcos; wg—ay (1—B5%) B" — 1)’ (16)
C,=— 1_Plcosi1+m1 &
8T ¢ 2 aqg—a (1 =50 B — 1)’
. £ 14ca, Bs H
C4: 7PlC°SZ g — 0y (1“/342)(/94”*1),
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und damit

_ 1 e 1 (1+4c oy (ﬂ1x+1+lg1”_x+l)
M — - Plcos 2 h{ OBy —F9

z g — &y

(-t jﬁl%—ﬂ;“x“)}
(1 — B (1 — ™) ’

1
[o (1 ca) (B 4 pr=ot1) 17
ot 1 1 (=850 —4"

— e <1+ca,>(ﬂ:”+ﬂ§““‘>}

yx:%Plcosg

2 (1 =87 (1 —B3™) ,
wobei wir annehmen, daB g, und B, jeweils jene Wurzeln sind, die

<1 sind.
Die Gleichungen (17) haben aber fiir die Anwendung nur insolange
Bedeutung, als die GréBen ¢ und 8 reell sind. Das ist der Fall, wenn

§>8(2 — cose¢),

ist aber
u
=<8(2-cosg),

so sind sowohl e, «, als auch alle vier Wurzeln f komplex. Die
beiden Gebiete sind durch den Grenzfall

5:— =8 (2 - cose)
getrennt, der durch eine reelle Doppelwurzel in « und sonach durch
je zwei reelle Doppelwurzeln von p gekennzeichnet ist. Der Fall ,, «,
reell, die Wurzeln § aber komplex, kann nicht eintreten.
Wir gehen auf den Fall komplexer Wurzeln iber. Wir setzen:
' o, =a--bi, ty=a—bi, (i=717—1)
weiter:

B1= 7(cosp - ising), ﬂ‘z:%(cosqy—isin(p),

By ==1r(cosp —ising), ,@:%(eos:p—{—isin(p).

Dieser Ansatz fiir die f§ findet seine Begriindung in der Tatsache,
dab einerseits B, .8, =1, B3-B,=1 (siehe Gl 10), auBerdem aber je
zwei Wurzeln konjugiert komplex sein miissen. Fiihrt man die Wurzel-
ausdriicke fiir & und p in die Gleichungen (16) ein, so erhalt man,
wenn man zundchst C, §,°4 C, B, zusammenfaBit, unter Weglassung

des Faktors %Plcos;,
. o 1-c(a—bi) 7+ 1[cos (@ 1) ptisin (@ 1) 9]
Cibl+Gopy = 2bi [t —7(cos2¢ | isinzg)|[r* (cosn | isinnp) — 1]
_t+c(af-b9) r*F1[cos (& - 1) ¢ —isin (x 1 1) ¢]

2bi [1 —72(cos2¢ —isin 2 @)] [+ (cosn g —isinn @) —1] °
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Bringt man die rechte Seite auf gemeinsamen Nenner, so wird

yr+1 [‘

CLBE+Cop" =" [(— ccoslet1)p + 1% sin@w 1))
(—*2cos (n |+ 2)p4 7" cosnp | r*cosz2p—1)
—{—(—csin(x—f—ﬂ(p_ﬁ;ﬂcos (=4 1)99)
(—m*2 sin(n 4 2)p 4 7"sinn @ | 22 sian;)],

wobei

N=(1—2r2cosz @)1 —2¢" cosngp 4 ").

1 . .. .
Setzt man 5 fir » und — ¢ fiir ¢, so gelangt man ohne weiteres zu

y—(®+1)

G+ =" [(—ecostat1)p— = sine+1)0)
(— 7w+ cos(n—t 2) o |-r""cosnp4-r"*cos2¢p —1)
+(esin @+ 1) p — “H 2 cos(@ 1))

. . 7
(r~®+Dsin(n | 2) @ — #" sinn g —r*sin 2 ‘P)J .

Man erhilt schlieBlich, wenn man noch beachtet, daf3 ac:———%, mit
den Abkiirzungen

t,=—+2cos(x—n—1) g —7r"cos(g—n-+1)p—ricos(z—1)p
+cos(z+1)g,
t,=—m+2sin(e—n—1) @ —r"sin(e—n—+|1)p—7r*sin(z—1)p
+sina 1),
3——_cos(x—n—1)rp*r"’cos(x—n—l—1)<p———r"cos(x——1)<p
4 m+2cos(x+1)g,
t4=sin(x-—n—1)¢p—r"’sin(x—n—{—ﬂ(p——r"sin(x—1)<p
+ mt2sin(z4-1) g,
die folgende Gleichung fiir M,

Pl cosi

e = I

Auf die gleiche Weise kann man den Wert fiir y,_ fir den Fall
komplexer Wurzeln finden. Einfacher ist es aber, im Anwendungs-
falle nach Ausrechnung der Momente M, die Verschiebungen y, mittels
Gl (3) zu bestimmen.

Fiir den Fall, daB «, = «, wird, also g, = f;, versagt die GL.(17),

. . o . . .
da sie dann die Form 5 annimmt, Um fiir diesen Ausnahmefall zu
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den Losungen M, und y, zu gelangen, haben wir nach den Regeln
des Absatzes 20 S. 75 vorzugehen und als Partikularlssungen

M,=zf*, y,=af* @ty
anzusetzen. « und die beiden Doppelwurzeln g, =g, ﬂ2=% sind
bekannt; es handelt sich also zunichst darum, die beiden zugehorigen
y-Werte zu bestimmen.

Die Einfithrung der Partikallésungen in eine der vorgelegten Diffe-
renzengleichungen des Simultansystemes, z. B, in Gl (3), fiilhrt auf

2(t —2f cose-f—pap)f(—1--f —pepy)=o,

da der Faktor von z wegen Gl (7) verschwindet, so folgt

1 pr—1
TR
und wenn man fiir 8 jetzst % setzt,
1 1—p2
nie F
so daBl wir y, =y und y,= — y schreiben koénnen.

Die allgemeinen Losungen lauten jetzt

M, =(C,+2C)p"+(C+2CHp~7, } (19)
Yo=0e[(Cr+Cole+ )"+ (Cs + C, (@ +9) 877

Der weitere Rechnungsgang, d. i. der Ermittlung der Konstanten C,
bis C, ist im wesentlichen der gleiche wie vor, weshalb wir uns nur
auf die vorangehenden Andeutungen beschrinken.

Wir kénnen die Formeln (17) und (18) noch dazu beniitzen, um
durch einen einfachen Grenziibergang die Gleichungen fiir Momente
und Verschiebungen fiir den durchlaufenden Balken auf unendlich
vielen elastischen Stiitzen, bei Belastung eines mittleren Knotens, abzu-
leiten. Man hat in den Formeln blo &=—o0 und #— o0 zu setzen.
Man gewinnt so, wobei wir der Kiirze wegen nur die Gleichungen fiir
M, angeben, fiir reelle Wurzeln:

. Pl 1 1-F¢ag) B,%+2 1-+tca)f*+?

Mz = A Wy — 0y [( _{—1 —339:821 T ( +1 —I;f: _J ’ (20)
wobei in den Formeln (9) und (10), die die GroBen « und 8 definieren,
cose==1 zu setzen ist.

Fir komplexe Wurzeln wird:

Ply—v+1
M“":1 —«2r’cosz<p—}-r“{72cos(x+1)‘?“(:05(‘”“1)97

——%(rgsin(x—}« '1)<p—sin(x——1)¢p)} . (21)
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85. Genaue Ermittlung der Durchbiegung einer Hingebriicke.

Hingebriicken mit niedrigem Versteifungstrdger und hochbean-
spruchten Tragketten (Kabeln) weisen in der Regel starke Forminde-
rungen auf, die unter Umstidnden in erheblichem MafBe die GroBe des
Kettenzuges und noch mehr die GroBe der Momente im Versteifungs-
trager beeinflussen. Die genauere Berechnung einer Héangebriicke er-
fordert daher im Gegensatze zu den sonstigen Gepflogenheiten bei der
Berechnung der Tragwerke, die Beriicksichtigung der Forminderungen
bei Einfihrung der Tragwerkabmessungen in die Rechnung?) Wir
werden hier eine fiir die genauere Ermittlung der inneren Krifte
derartiger Tragwerke wichtige, grundlegende Aufgabe, das ist die Er-
mittlung der Durchbiegung des Versteifungsbalkens bei verdnderlichem
Tragheitsmoment des Balkens, behandeln, um die Anwendung des in
29 dargelegten Anniherungsverfahrens an einem Beispiele zu zeigen.

Abb. 30.

Wir wollen die unter dem EinfluB der Verkehrsbelastung hervor-
gerufene Durchbiegung des Versteifungstragers einer Hingebriicke mit
einer Offnung (Abb. 30) unter der Annahme berechnen, daf die blei-
bende Last vom Hingegurt allein getragen wird. Unter dem Einflu
der gleichformig verteilten bleibenden Last werden die Ecken des
Kettenpolygons geniigend genau auf einer Parabel mit dem Pfeil f
liegen. Die von der bleibenden Last herriilhrende wagrechte Kompo-
nente der Kettenkraft sei H , die von der Verkehrsbelastung verur-
sachte Hp; n, sei die Ordinate des Kettenpolygons im Punkte z, y,
die Senkung des Versteifungstrégers in z infolge der Verkehrsbelastung,
wobei die Senkung der Kette und des Versteifungstragers in den Auf-
hingepunkten der Hingestangen gleichgrol angenommen werden.
(Undehnbare Hingestangen.) Die konstante Entfernung der Hénge-

1) Siehe Bleich, F.: Theorie und Berechnung der eisernen Briicken.
Berlin 1924, S. 457.
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stangen werden mit 1 bezeichnet. J ist das in Abschnitt x — 1, z
unverinderliche Trigheitsmoment des Versteifungstrigers.

Im Punkte x des Versteifungstridgers wirkt bei Beriicksichtigung
der Verformung infolge der Verkehrslast das Biegungsmoment (siehe
Abb. 30)

Mx:anm_ Hgy:c - Hp(ﬂm_l_yz)’

wobei 9%, das Biegungsmoment im Versteifungstriger infolge der
Verkehrslast bedeutet, wenn die Verbindung zwischen ihm und den
Tragketten gelost gedacht wird.
Mit
H=H, + H,
nimmt die vorstehende Gleichung die Gestalt

Mm:ma:_(H—Hg)nz*Hyz (1)

an.
Zwischen den Momenten und Durchbiegungen dreier aufeinander
folgender Punkte des Versteifungstrigers besteht nun die bekannte

Beziehung (Clapeyronsche Gleichung)
Ma:-—l la:, _’— 2 Mz(lx/ + l$,+1) + Ma:+1 ::-i—l
6E ],

+—==01 — 2y, F5,-)=0, (2)

wenn

3=
z J
bedeutet und J ein beliebig gewihltes Trigheitsmoment ist. Die
rechte Seite dieser Gleichung ist Null, da wir voraussetzen wollen, daB
die Verkehrslasten nur in den AnschluBpunkten der Hiangestangen
iibertragen werden. Fithrt man M, gemiB Gl (1) ein, so gewinnt

man mit der Abkiirzung g:“jj" folgende Differenzengleichung fiir

die Verschiebungen y,:
Vo1 [H 2 — @]+ 25, [HA 4 1241) + 0] + 3, 1, [H Az1 — o]
= (H - Hg) [la:, 771—-1 + 2 (l:c, + }'f;'*‘l) na: + lz’”ﬁ'l 77:5+1]
T2 My A2 (1) A) M+ Ao M) (3)
Wir nehmen nun an, daB die vom verinderlichen Trigheitsmoment

abhingigen Langen 1' dem Gesetze

/Iz’=u—{—vsin%(x——%)—{—wsin3”(x—%> (=1,2,...02) (4)

n

folgen. Damit ist fiir 1 ein zur Trigermitte symmetrischer Verlauf
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festgesetzt; Gl (4) gestattet ein geniigend genaues Anpassen von 1/
an einem tatsichlich gegebenen Verlauf.

Um einen konkreten Belastungsfall ins Auge zu fassen, nehmen
wir an, daB die Verkehrslast die ganze Briicke gleichmiBig mit $ be-
laste, dann gilt fir M,

W&w:—:—;—pﬁx('n——x} (s)

und das gleiche Parabelgesetz auch fiir #_, niamlich

N ="4La(n—2). (6)
Schreiben wir Gl. (3) iibersichtlicher in der Form
amym—1+bxyx+az+1yz+1:Um’ (7

)

so wird nach Einfiihren von (4), (5) und (6) mit der Abkiirzung ¢=
az=(Hu—g)+Hvsina(x—%)—]—stin3¢x(x—%)
=u’—{—v’sina<x—%> —]—w’sin3a(x——%),
bx——:2(2Hu+g)—l——2HvCOSgsinax—}—2chos%°—‘sin3ocx

o . o .
= ”+2v’cos;smux—}—zw’cos%sm:gax,

o, =(Hu—g)+Hosna(z+L)+Hosinze (a4 1)
— 4 o/sina(o+) f-'sinsa (o1, ®)
U, —z2[2E @ —H) ] [Getn— o —1)
-<u+vcos;—sinax+wcos37sin3ocx)
4 (n—24)(vsin Lcosar+ wsin 3 cos ez

=K[(3z(n—2) — 1)(u—}v,sinex 4w, sin 3 ax)
-+ (n — 22) (v, cos € x - w, cos 3a )] .

Die GroBen o, v, w’, u”, sowie K,uv,,v,, w,, w, wollen wir fiir die
weitere Rechnung als gegebene Festwerte ansehen.

Die Losung der Differenzengleichung (7), die verdnderliche Ko-
effizienten aufweist, werden wir nach dem in 29 angegebenen Nihe-
rungsverfahren durchfiihren. Wir bilden zu diesem Zwecke das
nachfolgende Schema, wobei zu beachten ist, daB y, und y, Null
sind.
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Y1 Ya Vs Y4 Yp—r 1
A b, a, 0 o ... —U,
Ya ay b, ag o ... — U,
A o a, b, a, ... — U,
Vo1 o 0 0 0O ...d,_y b, n—1
1 -vu, -, -0, —-U, ... —U,., o

Die Form F hat daher die Cesta,lt

n—1

n—1 n—1
IT::Agbz%:MFZASax+1me%+1__Ziglaym‘ (9)
=1 =1 =1

Da y, wegen der vorausgesetzten symmetrischen Belastung zur Triger-
mitte symmetrisch ist, so entscheiden wir uns fiir den folgenden, die
Randbedingungen y,=o, ¥,=0 erfiillenden Niherungsansatz

yz:f‘lsingmf}—ﬁzsin%x. (10)
Die Eintragung von y_in die Form F fithrt auf
F—A,f,*+ A, > +2Bf f,—2C,f,—2Cyfa) (11)

mit den Abkiirzungen
n

4,= 3 [b,sin*ex+2a_,,sincz-sina(z+1)],

=0
n
4,= 3 [b,sin*3ex |24, sin3az-sin3a@z41)],
=0
n
B= 3 [b,sinax-sin3ax—a, , (sinez sin3ex-|{ 1)

x

I
)

~Fsine (x -+ 1)-sin3a2)],
n n
C;=23 U,sinax, C,= > U_sin3az,
z=0 =0

wobei wir, ohne an dem Wert der Summen etwas zu indern, die
Grenzen in 0 und # gewandelt haben, da die zu 0 und # gehdrenden
Glieder wegen der Randbedingungen verschwinden. Die Summation
ist dann einfacher durchzufiihren.

Es sind nun fiir 4, b und U die Ausdriicke (8) einzusetzen und
die Summation mit Hilfe der in § 3 angegebenen Regeln durchzu-
fihren. Man kann hierbei mit Vorteil die Orthogonalititseigenschaften
der hier eingefiihrten Funktionensysteme ausniitzen. Man findet:
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2cos2u
4,= (2ucosa+u”) 1——-—~v( +3cosa)
SlnT
zcos”
+— 2w '(1 -+ 2cosa—cos3a);
Slﬂi‘
2
_m , ” sin? 3 &
= (2w cos 3e 4 ) 4 ——— TENEY
2s1n —-sSin —— -S1In ——
2 2 2
2cosz3
v (1 4 cos « | 2 cos 3 &) — ——— w'(1-} 3 cos 3¢);
smT
cotg%g «
B=_.—S;v'<4cos";-smcx—}—sin4o¢)
28ln ——
2 (12)
3,
sin——-sin 3 « 3w
_ w (4 cos? 2—. sma—l—sm4¢x>
7 2

[+4 .
4 sin?% -sin LS sin —
2 2

4

3 3n n'—3
C1=K{ucotg%\:_i_a — j\—{—vl[“inz“—{— n]

3n  sin3e« n n
—_— Vg —COtg & — Wy —————¢;
— U 4 sinc- sm"‘2a+ 22 g 22sinzeaf’

ngK{ucotgéz_“[_i___q_ 3n __ sin3e

v _
REY 1 4 sine«-sin?2¢
2sm‘3T

sin 3 o

3n n3—3n] _ singe
+w1[4sin23a+ v Qgsmoc sin 2 o

n
—+ w, cotg 3 a}.
Aus Gl. (11) erhalten wir auf Grund der Extremalbedingung
oF oF
5",—1 =0 und a—fg‘ =0

die Bestimmungsgleichungen fiir die Beiwerte f, némlich:

A1f1+Bﬂz:C1’
Bf1+A2f‘z=Ce:
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‘woraus
_ C,4,—BG, _ 4,C,—BG,
h=Z4—5 th="4a—p (13)

womit die Aufgabe im wesentlichen gelost ist, da damit die Gleichung

der Durchbiegung y, (GL 10) festgelegt ist.

Zahlenbeispiel. Wir setzen ! =
2o00m, # = 20, daher A= 10 m; weiter
sei f=z20m, p=6tim, J, = Jmite
=2z2,0m*, E=2,10"t/m?, H,=3000t,
H=Hy+Hp=42°° t.

Das Trigheitsmoment der ein-
zelnen 10 m langen Felder sei durch

2 .. & 1 . 3=m 1
lx’=ll"~=~3—[4—2sm7( —7)_5“17( ——2—)} @=1,2...m

Abb. 31.

J
gegeben. Diese Linie ist in Abb. 31 veranschaulicht.
A 22 A
Da u=4T= 13,333 m, v:—7=—6,667 m, w_—_——?—_—-—s,333m
und g:ifi = 24-10% tm, so erhalten wir
w=Hu —g=— 23944-10% tm und u"” = z(2Hu-}g)=48224-10% tm.
Aufierdem berechnet man
v/ = Hy —-—28-10% tm, w' = Hw=—14-10% tm,
und mit a=l=9°:
20
o . O 4
v, =v cos—2-=—6,646m, vg:vsln7=—0,639m,
w1=wc0537a:—3,241 m, w2=wsin§;-=-—0;778 m.

Schliefllich ist noch

2
K=z[£—(H—H i—f—]:nomt.
2 n?

Die Ausrechnung der Beiwerte 4,, 4,, B sowie C, und C, nach den
Formeln (12) liefert tolgende Werte in m und t:
A, = 7883-109%, 4, = 55010 103, B =7538.108,
C, = 3048- 108, Cy = — 262108,
mit welchen Zahlen sich nach Gl (13)
fi=o0,3872m und f,=— — 0,0086 m

ergeben. Somit betrigt die Durchbiegung in m:
Yz = 0,3872 sin %x — 0,0086 sin ég z.

Macht man die Probe mit dieser Formel, indem man drei aufeinander-
folgende Werte y, in Gl (3) einsetzt, so wird diese Gleichung im Rahmen der
Rechnungsgenaunigkeit vollkommen erfiilit. Der gefundene Niherungswert ist
daher vom praktischen Standpunkt aus sehr genau.
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§ 9. Stabilitdtsprobleme der Baustatik.
36. Allgemeine Erérterungen.

Ein Gebiet, das so recht die Vorteile hervortreten laft die die
Auffassung der bei statischen Aufgaben auftretenden Gleichungssysteme
als Differenzengleichungen bietet, umfaBt jene Reihe von Aufgaben, in
denen es darauf ankommt, die Bedingungen festzulegen, unter denen
der im allgemeinen stabile Gleichgewichtszustand eines elastischen
Systems in einen unstabilen Zustand iibergeht, umfafBt also, kurz ge-
sagt, die sogenannten Knickprobleme der Baustatik. Wir wer-
den hier nur ebene Systeme betrachten, die aus einzelnen biegungs-
steifen Stiben zusammengesetzt sind, im wesentlichen also Rahmen-
gebilde vorstellen, wie wir sie im vorangehenden Paragraphen behan-
delt haben.

Wir setzen bei den nachfolgen-
den Untersuchungen stets voraus,
daB die Tragwerksbelastung in jedem
Einzelfalle derart sei, da3l im sta-
bilen Zustande, knapp vor dem
Ubergang zum unstabilen Zustand,
in den Stiben nur Lingskrafte, aber
keine verbiegenden Momente auftreten. Bei einem Stabbagen z. B.
mufB3 daher das Seilpolygon der Lasten P mit dem Achsenpolygon
der Stibe im verformten Zustande zusammenfallen (Abb. 32). Der
Rahmenstab, Abb. 33, sei nur durch die gurtlingsgerichtete Krifte,
aber nicht durch querge-

Abb. 32.

AL
richtete Krifte belastet usw. % ‘
Fiir jeden Stab ist also die 7z P
Stabkraft S bekannt. In sol- Abb. 33.

chen Fillen und unter gewissen Bedingungen kann dann neben dem
biegungsfreien Gleichgewichtszustand, der durch die Stabkrifte S cha-
rakterisiert ist, ein ganz anders gearteter Gleichgewichtszustand be-
stehen (Verzweigung des Gleichgewichtes), der aber, wie wir noch
zeigen werden, nicht mehr stabil ist. Dieser neue Gleichgewichts-
zustand ist durch das Auftreten von Verbiegungen der Stibe deutlich
gekenngeichnet. Die vor dem Auftreten dieses instabilen Zustandes
im Gleichgewichte stehenden inneren und duBeren Krifte bilden im
neuen Zustande keine Gleichgewichtsgruppe mehr, da sich bei der
Verformung die gegenseitige Lage der duBeren Krifte wegen der Ver-
schiebung ihrer Angriffspunkte geiindert hat!). Es treten daher Zusatz-

1) Wir nehmen aber an, dafi sie Gréfe und Richtung beibehalten.
Bleich-Melan, Differenzengleichungen. 14
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=1

krifte: Momente, Querkréifte und Liangskrifte, die wir als Knickkrifte
bezeichnen, auf und die von derselben GroBenordnung sind wie die
Verschiebungen im unstabilen Zustande.

Unter den eingangs gemachten Voraussetzungen ist es nidmlich
méglich, den Gleichgewichtszustand des betrachteten Tragwerkes durch
eine Gruppe linearer homogener Gleichungen zu beschreiben, in denen
die Knickkrifte und Forminderungsgrof3en als Unbekannte auftreten,
wihrend die Beiwerte dieser Unbekannten Funktionen der Abmessungen
des Systems und der durch die dulleren Lasten hervorgerufenen Stab-
krifte S sind. Diese Gleichungen haben entweder die triviale Losung
Null, falls ihre Determinante D von Null verschieden ist, es herrscht
stabiles Gleichgewicht, oder aber wir erhalten, falls D=0, im all-
gemeinen eine Schar von Lésungen, die alle einen oder mehrere
unbestimmte Faktoren enthalten. Diese Losungen kennzeichnen eine
Schar instabiler Gleichgewichtszustinde, wovon einer derselben dem
stabilen Gleichgewichtszustand unmittelbar benachbart ist. Irgendeine
noch so kleine auBere Kraft, die zu den vorhandenen, im Gleich-
gewichte stehenden Kriften hinzutritt, geniigt, um das Gleichgewicht
dauernd zu stéren. Die Gleichungen sind nicht mehr homogen, weil der
hinzutretenden Kraft ein Belastungsglied in den Gleichungen entspricht,
und da die Determinante Null ist, so werden die Lésungen unendlich.
Gleichgewicht ist nicht mehr méglich.

DerUbergang vom stabilen zum unstabilen Gleichgewichts.
zustand, und nur diese Grenze ist bei den Anwendungen von
Wichtigkeit, ist durch die Knickbedingung D=0 gekenn-
zeichnet?),

Betrachtet man die Determinante D als Funktion eines Parameters 4,
so kann dieser Parameter aus der Gleichung D=0 ermittelt werden.
Im allgemeinen erhilt man mehrere Wurzeln 1. Es ist dann von Fall
zu Fall noch zu' entscheiden, welche dieser Wurzeln demjenigen unsta-
bilen Gleichgewichtszustande entspricht, der dem stabilen Zustand un-
mittelbar benachbart ist.

Wir gehen nun dazu iiber, die Verkniipfungen zwischen den Knick-
kriften und den ForminderungsgréBen, die uns von Fall zu Fall die
Knickbedingung D=0 liefern sollen, fiir die hier in Betracht kommen-
den Stabsysteme aufzustellen, wobei wir voraussetzen wollen, daB die

1) Wir begniigen uns hier mit diesen knappen Andeutungen. Niheres iiber
labile Gleichgewichtszustinde elastischer Systeme, insbesondere iiber den Einzel-
stab, findet der Leser in F. Bleich: Theorie und Berechnung der eisernen
Briicken, Kap. III, und sehr Eingehendes iiber Stabnetze in R. v.Mises: Uber
Stabilitdtsprobleme der Elastizitdtstheorie, Ztschr. f. Math. u. Mech. 1923, S. 406,
sowie R. v. Mises und J. Ratzersdorfer: Knicksicherheit von Fachwerken,
a. gl. O, 1925, S. 218.
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Verschiebungsgrofen und damit auch die Knickkrifte so klein sind,
daB3 ihre Produkte und Potenzen vernachlissigt werden kénnen.
1. Die Viermomentengleichungen. Wir betrachten den einem

elastischen System entnommenen Stab 4B, Abb. 34. AuBer der
bereits im stabilen Zu-

stande vorhandenen P Ela
Druckkraft S greifen in <24 (4 v N\sw#
den beiden Anschluf3- ! /ML
punkten 4 und B die a !
Knickmomente M" und = z >

M' und die Knickkrifte ADBb. 34.

Qund H an. Fir das Moment im Punkte z gilt bei Vernachlissigung
des Produktes Hy:

z 1z
Mx:Mr('l——T)—I_M 5 TSy, (1)
womit die Gleichung der elastischen Linie des Stabes die Form
E]y”—f—Sy——{—MT(1 —%}—{—Ml%:o
annimmt. Die den Randbedingungen y=o fiir =0 und z=1 an-
gepaBte Losung erhilt mit der Bezeichnung
'S
o= l/‘ET
die Gestalt
M (sing(}—2x) ® M!/sinax x
= (el i RS- @

sin e ?

Wird vor Erreichen des labilen Gleichgewichtszustandes die Elastizitits-
grenze des Stabmateriales tiberschritten, so ist unter E der Engesser-
Karméansche Knickmodul zu verstehen.

Wir Dbeniitzen diese
Gleichung, um eine soge- / ) /\ .

nannte Stetigkeitsbe- \ *
dingung, d. i die Be-
dingung, daB zwei in ei-

nem Knoten steif ver-
bundene Stibe stets den
gleichen Winkel mitein-
ander einschlieBen miis-
sen, abzuleiten. Bezeich- Abb. 35.

nen ¢, und 9,,, die Drehungswinkel zweier benachbarter Stabe 7,
und I, ,,, 7, und 7., die Verdrehungswinkel der Stabtangenten im
Zusammenhangspunkte &, siehe Abb. 35, so muf3

14*
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— |
9 +1k—19k+1 T T+

sein. Bestimmt man 7, =[yi],=; und 5.y =[yiy],=0 aus GL (2),
so gewinnt man mit den Abkiirzungen

s'=1s(p), ¢’ =1'c(p),
wobei
1
s@=yslamg —1) @)=l —peony), 3)
S ]c
‘P:lfo’ V= l]E’ [

wenn [, ein beliebig gewihltes Trigheitsmoment und E,_ einen beliebig
gewihlten Elastizitdtsmodul bedeuten, die Viermomentengleichung

My Sk’—!— Mlcl cx’ + My ¢4 + Mkl+1 Sk1— Ec]c<0k — 19k+1) =0. (4)

Hierin sind Mj;_; und Mkl die AnschluBmomente des Stabes [, M

und Mj,; die AnschluBmomente des Stabes legi-
Bisher wurde vorausgesetzt, daB die in k verbundenen Stdbe ge-

driickt sind. Ist aber ein Stab gezogen, so sind die auf diesen Stab

beziiglichen Glieder in Gl. (4) wie folgt zu ersetzen:
Wenn der links von % gelegene Stab gezogen ist:

1 @ 1,0 1
Mflf?(1 —@?)—{—M l -(;2—((p@0tg(p~1),]
und wenn der rechts von k gelegene Stab gezogen ist: (5)
T o r 1 ¢ ]
MU L (pGotgp — 1) - M1 (1 ew)

Ist schlieBlich S:o, d. h. ist der Stab spannungslos, so nehmen die
beiden Teile der Viermomentengleichung die Grenzwerte

M ¢+ MY bow, MM (5)

an. Die Anwendung der Gl (4) erfolgt in der Weise, daB fiir jeden
> Knoten, in dem » Stibe steif

: 2
" pa angeschlossensind, » — 1 Vier-
k1 et / momentengleichungen ange-
AN 5 G setzt werden.
k / . . .
4 /\Mk 2. Die Gleichgewichts.
y T bedingungen. Der Stab
Abb. a6 / k —1, k habe sich bei Eintritt
$3 des unstabilen Gleichgewichts-

zustandes aus seiner urspriinglichen Lage verschoben und verformt.
Der Abb. 36 ist ohne Schwierigkeit die Gleichgewichtsbeziehung

_Mk—l_}_sklkﬁk_!—gklk (6)
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zu entnehmen. H,/J ¢, wurde vernachlissigt. Fiir jeden Stab des
Systems kann eine derartige Gleichung angesetzt werden.

3. Die Winkelgleichungen, Als dritte Gruppe fithren wir die
bereits in 84, S. 196 kurz dargelegten Gleichungen

n n
Al cosu, -+ 3,1, sine, = o0,
r=1 y=1

" " (7)
>4l sing, — 3 ¥,1,cos0,=— 0
v=1 v=1

ein. Fiir jedes geschlossene Stabpolygon von » Stiben gelten zwei

solche Gleichungen. Ist das in Betracht kommende Stabpolygon offen,

so kann es immer durch passende SchluBstibe in ein geschlossenes
umgewandelt werden. Fiir die Stabdehnung 4!, die die Dehnung
wihrend der Verformung im unstabilen Gewichtszustande bezeichnet,
gilt
Hi
Al=—5-

In den meisten Fillen ist, da E eine groBe Zahl, das von A4l ab-

hiingige Glied in den Gleichungen (7) klein gegen das zweite Glied

und kann daher vernachlissigt werden. Eine Ausnahme machen nur
jene Stiitzstabe, die an Stelle elastisch nachgiebiger Stiitzpunkte treten

(Stabe mit kleinem E), und jene Stabnetze, deren Dimension in der

einen Richtung die Abmessungen in der darauf senkrechten Richtung

um ein Vielfaches iibertrifft, wie dies z. B. bei Rahmenstiben der

Fall ist.

4. Die Knotenpunktsgleichungen Fiir jeden Knotenpunkt
konnen schlieBlich die drei Gleichgewichtsbedingungen

YX=o0, JSY=o0, XZ=o0, (&)

die das Gleichgewicht der Knickkrifte an dem herausgeschnittenen
Knoten beschreiben, angesetzt werden. Bei » Knotenpunkten stehen
aber, aus bekannten Griinden, insgesamt nur 3 (x — 1) Gleichungen
zur Verfiigung.

Die Gesamtheit der unter 1. bis 4. angefithrten Gleichungen reicht
in allen Fillen aus, um die Unbekannten zu bestimmen. Um dies zu
beweisen, betrachten wir zunichst den einfachsten Fall eines ge-
schlossenen Stabpolygons mit lauter steifen Ecken. Ist n die Anzahl
der Stibe und Knoten, so haben wir an Unbekannten: 2#-Momente,
2n Krifte Q und H, weiter n —1 Drehwinkel, da wir einem Stab
den Drehwinkel Null beilegen, insgesamt also 5# — 1 Unbekannte.
Zu ihrer Berechnung stehen uns zur Verfiigung: fiir jeden Knoten eine
Viermomentengleichung, also 7 Gleichungen, bei n Stiben n Gleich-
gewichtsbedingungen, 2z Winkelgleichungen und 3 (» —1) Knoten-
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punktsgleichungen, insgesamt also 5 #— 1 Gleichungen. Tritt in einem
Knoten an Stelle der steifen Verbindung ein Gelenk, so entfallen als
Unbekannte die beiden AnschluBmomente, und dementsprechend ent-
fallen zwei Gleichungen: eine Viermomentengleichung und die Knoten-
punktsgleichung Z'M=o.

SchlieBt man an das eine Stabpolygon ein zweites mit lauter steifen
Ecken an, Abb. 37, das aus »’ Stiben mit (»’—1) neuen Knoten
besteht, so treten an Unbekannten neu hinzu: 24’ Momente, 2#’
Q- und H-Krifte, n’ Drehwinkel, also 5#'
Unbekannte, denen an neuen Gleichungen
(n’ 4+ 1) Viermomentengleichungen, n’ Gleich.
gewichtsbedingungen, 2 Winkelgleichungen
und 3(n"— 1) Knotenpunktsgleichungen, zu.
sammen also 5 »’ Gleichungen, gegeniiberstehen.
Fiir jedes Gelenk im angeschlossenen Stabzug

Abb. 37 entfallen, genau wie vor bewiesen, zwei Unbe-
kannte und zwei Gleichungen. Da man nun jedes Stabwerk in der
eben angedeuteten Weise aus einzelnen aneinander geschlossenen
Stabpolygonen aufbauen kann, so ist fiir jede Art von Tragwerk das
Gleichgewicht zwischen der Zahl der Unbekannten und der Zahl der
sie bestimmenden Gleichungen erwiesen.

Wir bezeichnen die Gleichungen (4), (6), (7) und (8) als Knick-
gleichungen und die Determinante D==0, wie bereits oben er
wihnt, als Knickbedingung. In den meisten Fillen gelingt es,
durch sehr einfache Eliminationsvorginge die Zahl der Unbekannten
und damit die Zahl der Knickgleichungen bedeutend zu verringern,
womit eine Vereinfachung der Knickbedingung verbunden ist. Haufig
kann es allerdings vorkommen, daB bei dem Eliminationsvorgang
Faktoren unterdriickt werden, die den Parameter i, den wir aus der
Knickdeterminante bestimmen wollen, enthalten. In solchen Fillen
konnen Wurzeln A verloren gehen, und ist von Fall zu Fall durch
entsprechende Untersuchung der Ausgangsgleichungen festzustellen,
ob solche Wurzeln 1 noch vorhanden sind oder nicht.

FaBt man bei gesetzmiBiger Bauart des elastischen Systems die
Knickgleichungen als Differenzengleichungen auf, so liegt die Aufgabe
vor, ein Simultansystem von linearen homogenen Differenzengleichungen
bei homogenen Randbedingungen aufzulsen, denn als Randbedin-
gungen treten wieder nur Knickgleichungen, also homogene Gleichungen,
auf. Mathematisch betrachtet, lauft demnach die Losung einer Stabilitits-
aufgabe auf ein Eigenwertproblem, wie wir es in § 6 behandelt haben,
heraus. Die durch die Knickbedingung D=0 festgelegten Eigen-
werte des Parameters 1 bestimmen Systeme von Eigenlosungen, die
die einzelnen unstabilen Gleichgewichtszustinde definieren, wobei es
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.bei der praktischen Anwendung vornehmlich auf die Ermitdung der
Eigenwerte eines passend gewihlten Parameters A ankommt. Die
Eigenlosungen selbst kommen erst in zweiter Linie in Frage.

87. Zwei einfache Stabilitdtsaufgaben iiber den geraden Stabzug.

1. Der an den Enden eingespannte n-feldrige Stab. Wir
wollen die Reihe der Beispiele in diesem Paragraphen mit zwei
einfachen Beispielen erdffnen, die recht deutlich die Eleganz und
Allgemeinheit des Rechnungsganges bei Auffassung der Problem-
gleichungen als Differenzengleichungen dartun. Wir betrachten als
Erstes einen unter der Druckkraft S stehenden Stab, der an den Enden
fest eingespannt, in den Zwischenpunkten der Quere nach fest gestiitzt
ist (Abb. 38). Die Gesamtheit der Knickgleichungen beschrankt sich
hier auf die Momentengleichungen (GL (4) von S. 212), die bei

7
[ 7 I+ b
i
Abb. 38

durchwegs gleichem ! und J nach Division mit 7’ und s mit der
Abkiirzung r= % die Form
rM,+M =o,
M,_,+2rM,+M,, =0, (1)
Mn—l + 4 Mn =0

annehmen, also zu Dreimomentengleichungen ausarten.

Die erste und letzte Gleichung, die als Randbedingungen des vor-
liegenden Eigenwertproblems auftreten, werden in der Weise erhalten,
daB man sich in 0 und # je einen Stab I, bzw. [ ., mit dem Trag-
heitsmoment J—oo angeschlossen denkt und die Dreimomenten-
gleichung fiir die Punkte 0 bzw. # ansetzt. Man erhilt dann fiir
Punkt o z. B.

M—130,+Mo(co’+cl)+M1s’:°

und da wegen J—oo, s, und ¢, Null sind, gewinnt man so die
erste der Gleichungen des Systems (1) und auf analoge Weise auch
die letzte Gleichung.

Die Losung der homogenen Differenzengleichung (1) setzen wir

in der Form
M_ —C,sinaz | C,cosax (2)
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an, wobei, wie man durch Einsetzen in die Differenzengleichung findet,
cos@g=—ry (3)
ist. Die Einfilhrung der Losung (2) in die Randbedingungen liefert

zwei homogene Gleichungen fiir die Konstanten C, deren Determi-
nante, wenn man die Verkniipfung (3) beachtet, die Bedingung

sin¢ )
sin(#n — 1) ¢ — cosesinne cos (n —1)a—cosecosn « =
liefert. Die Ausrechnung fiihrt auf die Knickbedingung
sing.singpe==0. (4)

Es muf3 daher

14
«=—0,n bzw, w=v_- (v==0,1,2,..., %)

sein, womit die Eigenwerte des Parameters » festgelegt sind. Da die
Werte ¢ =0, & auch in der zweiten Gruppe enthalten sind, so ver-
fiigen wir insgesamt iiber n-1-1 verschiedene Eigenwerte, somit iiber
das vollstindige Orthogonalsystem derselben, da die Betrachtung der
Determinante des Gleichungssystems (1) ohne weiteres erkennen labt,
daB fiir » nur (» --1) Werte in Frage kommen. Aus (3) folgt jetzt,
wenn man fiir » den ausfilhrlichen Wert, niamlich

_ ¢ ofp)  sinp—gpcosy (5)
TTY TS T T gosing
einfiihrt, die Knickbedingung in der allgemeinen Form
sing —gcosp
@ —sing
die jetzt den Parameter ¢ bestimmt.
Denken wir uns die Last S von 0 an wachsend, so wichst auch

=1 Esf‘ MaBgebend fir die Losung der Knickaufgabe ist daher

- )
—Cosy —, v=o0,1,2,..., %) (6)

jener kleinste Wert von ¢, der einem unstabilen Verbiegungszustand
singp — @ cos¢

@ —sing
fir den Bereich ¢ =0 bis @ =275 dargestellt. Beachtet man, daB

entspricht. In Abb. 39 ist der Verlauf der Funktion »=—

E4 . )
—cosy - zwischen —1 und 41 schwankt, so erkennt man, daB

samtliche Wurzeln ¢ zwischen z und 25 liegen, da 7 fiir # genau
-+1 und fiir 2z genau —1 ist. Der Kkleinste Wurzelwert ist daher
zunichst

==,
der » == entspricht, denn dann ist —cosv%:—f—i. Um die Art

des zugehorenden unstabilen Gleichgewichtszustandes zu erkennen,
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filhren wir diesen Wert von ¢ in die Dreimomentengleichungen (1) ein.
Da jetzt r=1, so folgt

und daraus M= —M,,

M, —

1

My+M,=o,
M,-2M,+M,=o,

— M, usw. Dies ist aber nur méglich,

wenn My=M,=--.= M, =o0. M, und M, sind aber wegen der
Einspannung nur dann Null, wenn der Stab gerade bleibt. Die Wurzel

2,0
18
16

-04
-g2
-g8
-1,0

N~

™~

Lcle]

Vi

Wurzel,

bereich

AN

N

N

27 Owrz| 0,67

N\

27| Ng4TT 167

20T
¢

N

N

N

N

Abb. 39.

@ = n entspricht demnach einem trivialen Gleichgewichtsfall, der hier
nicht weiter in Betracht kommt. Wir gehen daher zur nichstgréBeren

Whurzel iiber, die aus cos (n~1)% entspringt. Man erhilt so die

maBgebende Knickbedingung

sinpg —pcosgp

" p—sing

JT

—cos(n—1)m==cos —-.

(7)

Die Auflésung dieser transzendenten Gleichung nach ¢ fiir die Werte
n=1, 2, 3... liefert mittels der Bezichung

EJ
Sy=¢" 3

die Knicklast S,. Fir n—1 z.B. wird cosi;— = —1 und, wie Abb. 39
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aufweist, entspricht dieser Ordinate die Abszisse p=2nz. Es ist daher,
wie bereits bekannt, fiir den beiderseits eingespannten Stab
2

S=4"5l ©
Fir n=2, 3, 4 wird ¢ bzw. 1,430, 1,226, 1,141 n. Mit wachsen-
dem # nihert sich ¢ dem Werte 7z, der Knicklast des an beiden
Enden drehbar gelagerten Stabzuges. Mit zunehmender Felderzahl
nimmt daher der EinfluB der Einspannung auf die Knicklast des
Stabes rasch ab.

2. Der Gelenkstabzug mit elastischer Querstiitzung. Eine
aus » gelenkig aneinander geschlossenen Stiben bestehende Stabkette
sei an den Enden festgehalten, wihrend die Gelenkpunkte elastische
Querstiitzung aufweisen. Der Stabzug sei durch S achsenrecht belastet

S 0 -1 T x+7 n_ S
a & 2 4 R
Y-
'x-7 yz
xr+?
t
e —
Abb. 4o0.

(Abb. 40). Stablinge und Trigheitsmoment seien wie im vorigen
Beispiel konstant. Wir wollen die Bedingungen fiir das Eintreten des
labilen Gleichgewichtszustandes feststellen. Wir setzen hier wie in 34
voraus, da die Stiitzenkraft C, proportional der Verschiebung y_ des
Punktes z ist, daB3 also .
C,=Ay,. (9)

A bezeichnen wir als spezifischen Widerstand, d. i jener Stiitzenwider-
stand, der bei der Verschiebung 1 geweckt wird. Als Knickgleichungen
geniigen uns hier die Gleichgewichtsbedingungen, GL (6) von
S. 212, die, weil samtliche Stitzenmomente Null sind, fiir den Stab
(x—1), 2

Sid,+Q,l=o,
und fiir Stab x, -1

S, 1+ Qpral=0

lauten. Bildet man die Differenz, so gelangt man mit
Qi1 —Q=0C,=A4y,
zur Differenzengleichung des Problems
yz—1_(2—%£>ym+yx+1:0 (10)
mit den Randbedingungen
Yo=Y,=0.
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Setzt man hier wieder die Lésung in der Form

y, == C,sinaxr -} C,cosax, (11)
WO
cosag=1 A1
T 25

an, so erhilt man aus den Randbedingungen
Cy,=0 und C, sinen—-+C,cosan=0
die Knickbedingung
sinan=0, (12)
aus welcher an=ums, 27, ...,(n—1)n entspringt. Damit sind die
n — 41 Eigenwerte von 2 — %— festgelegt. Man erhilt den kleinsten

Wert von S bzw. den groBten Wert von 4, wenn man den gréBten
Eigenwert aussucht, der dann den Ubergang vom stabilen zum un-
stabilen Zustand kennzeichnet, d.i.

aon=(m—1)ma.
Es ist demnach

Al n—1 4
1 —— == COS Jr=——CO0S —,
2S [
daher die Knicklast
2A 7
Sk=7(1+cos;>. (13)
. . A
Wird #=o00, dann vereinfacht sich die Formel zu S, = 24 - Aus

dem Lésungsansatz (11) folgt, da Cy==0 ist,

n—1

y,=C sin -

mg:C(—ﬂ””sinix,
rn

wo C eine willkiirliche Konstante ist. Die Gelenkpunkte liegen daher
im unstabilen Gleich-
gewichtszustand ab-
wechselnd auf beiden

- . a
Seiten der stabilen /l\\\/
\\\

Lage (Abb. 41). Vor-

aussetzung fiir unsere

Untersuchung ist na- Csin%‘m__—
tiirlich, daf} die ein-
zelnen Stibe so steif
sind, daB sie nicht vor Eintreten des hier erdrterten unstabilen Zu-
standes als Einzelstab ausknicken.

Abb. 41.
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38. Stabilitit des elastisch gestiitzten Stabringes.

Wir haben in 84 das stabile Gleichgewicht des regelmifBigen, in
radialer Richtung elastisch gestiitzten Stabringes unter dem Angriff
einer radial gerichteten Einzellast betrachtet. In diesem Abschnitt wollen
wir nun die Bedingungen untersuchen, unter denen der Gleichgewichts-
zustand eines derartigen Ringes unstabil werden kann, wobei wir voraus-
setzen, daB in allen Ringstiben, von irgendeiner Belastung herriihrend,
die gleiche Druckkraft S herrsche. Hinsichtlich der Bezeichnungen sei
auf die Festsetzungen in Absatz 34 verwiesen. Zur Gewinnung der
Knickgleichungen miissen wir uns bei diesem nicht mehr ganz ein-
fachen Problem auf simtliche in 368 aufgestellten Gleichungen, das sind
die Gleichungen (4) bis (8), stiitzen.

Wir beginnen zunichst mit den Viermomentengleichungen, die
hier zu Dreimomentengleichungen ausarten. Fiir jeden der » Punkte
0,1,2,...,n—1, siehe die Abb. 25 auf S. 194, gilt eine Gl (4) von
S. 212, die wir nach Division mit s, da ¢ und s’ in allen Stdben
den gleichen Wert hat, in der Form

' E
Ma;——l+2_:7Mz+lwx+1__5—;](0zwﬁz+l):0 (1)

schreiben. Weiter gilt fir jeden der Ringstibe eine Gleichgewichts-
beziehung
M,—M,_,—Sl¥ —Ql=o0. (2)

Die aus den Winkelgleichungen abgeleitete Beziehung (5) auf S. 197
konnen wir hier unmittelbar iibernehmen, nimlich

ym_l~ZymCOSe—]——y“d—}—lcos—g(ﬁm—ﬂmﬂ)zo. (3)

SchlieBlich stehen uns noch fiir jeden Ringknoten zwei Knotenpunkts-
gleichungen > X =0 und }Y=0 zur Verfigung, die dritte Be-
zichung 3 M == 0 wurde bereits stillschweigend bei Aufschreibung der
Dreimomentengleichung (1) verwertet, da diese Gleichung ja durch die
Beziehung M ! == M "= M, aus der allgemeinen Viermomentengleichung,
Gl (4) auf S. 212 abgeleitet wurde. Auch die hier in Rede stehenden
Knotenpunktsgleichungen wurden bereits in 34 beniitzt, weshalb wir
die dort entwickelte Beziehung

Qz—l_ZQmCOSé+Qx+1+Cos%(cz—lﬁcz)ZO (4)

einfach iibertragen. Da links nur die Knickkrifte stehen, die un-
abhingig von etwaigen Knotenlasten sind, so ist die rechte Seite
Null. Insgesamt verfiigen wir iiber ein System von vier simultanen
Differenzengleichungen mit den vier Unbekannten M_, Q,, y, und 9.
Es ist natiirlich naheliegend, eine Vereinfachung der Knickbedingung
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dadurch anzustreben, daB3 ein Teil der Unbekannten, und zwar die

GroBen Q, und ¢, vor Aufstellung der Determinante D eliminiert
werden.

Aus den Gleichungen (2) folgt, wenn man zwei aufeinanderfolgende
Gleichungen voneinander abzieht,

Ma:—l - 2Mx+Mx+1 +Sl(ﬁz—ﬂz+1) - l(Qm-f—l —Qz):O
oder unter Beniitzung von (3)
S
Mx—l —2 Ma: _{_ Mz+1 —-— _—7(yx—1 —2 Ve cose +yz+l)
Ccos »'2—
_l(Qz-&-l*Qx):O' (5)
Auf dem gleichen Wege erhilt man aus den Gleichungen (4)

(Q,—0Q,-y) —2cose(Quy;— Q)+ (Qrra— Q,41)
&
—COS—Z__(Ca:—l_ZCz—l—CaH—l):O' (6)
Bestimmt man nun aus (5) die Differenzen Q, — Q,_;, Qo1 — s>
Q,.9—Q,., und fihrt sie in (6) ein, so erhilt man, wenn man noch

C,.= Ay, setzt, wobei A der Stiitzenwiderstand fiir die Verschiebung
y,=1 bedeutet, folgende Differenzengleichung

M,_,+ a,M,_,+a, M, +a M, M,
A-b0Yyma T b1 Vo1 +b2ym+b1ym+1_‘_b0ym+2:0’ (7)

wobei
a,——2(1-}cose), a,=2(14-zcose),
by=— Ss, b, = 45 cose—Alcos%,
COS—2— COS? (7')
b2=2< _Ss (1 —{—ZCOSQE)—i—AlCOS—;—).
CcOS —
2

Aus (1) folgt unter Beachtung von (3)
M, MM 6, &Ye & Ye =0 (8)

mit den Abkiirzungen

L T

N & -4
s’lcos — s’lcos —
2 2

Das aus den Gleichungen (7) und (8) bestehende Simultansystem
wiirde nach den in 20 dargelegten Regeln bei der Elimination eine
Differenzengleichung 6. Ordnung ergeben, weshalb die allgemeine
Losung des Systems 6 willkiirliche Konstanten enthalten muB; dem-
entsprechend sind 6 Randbedingungen aufzustellen. Tatsichlich weichen
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auch 6 Gleichungen von den 2 #- Gleichungen (7) und (8) vom normalen
Bau ab. Das sind die Gleichungen:

My oM+ Myt 8 Y02t 81 T8Y=0,

M, My+M A& Y118Vt 8&Y=0,

M, -t a M+ My~ Yyt + by,
~+ g Yo=0,
M, g ag M, +ay My M, -+ b, 9, _,
S R el R S M e S P
M,_o+a, M, +ayMy+---~ My+byy,_o+b v, _,
+bayo by =0,
M, +a, My + My~ y, 10+ by =0.
Aus den ersten 4 Gleichungen folgen, wenn man sie mit der
Differenzengleichung (8) bzw. (7) vergleicht, die Periodizititsbedingungen
My=M,, My=M.,\, Yo=Yur Y1=Yu+1} (9)
aus den beiden letzten Gleichungen:
My — M, 345 (Yo — Ynsa) =0
ay (My — M, o)+ (My— M, 5) + by (3 — Yut0) (9"
409 (Y3 — Yu1g) =0- I
Die Beziehungen (9) und (9’) stellen die Randbedingungen unseres
Problems vor.

Wir setzen nun
Mz.:Cﬂ’ und yzzCaﬂ’

und gewinnen durch Einsetzen in die Differenzengleichungen (7) und (8)
zunichst

St o A s wd 24
T T atabtap (1)
und mit u:ﬂ—{—-% die Gleichung 3. Ordnung fiir «
Au?+Bu*+(C—34)u~(D—3B)=o0, (11)

wobei abkiirzungsweise
A=g1_bo’ B:“1g1+g2—bof_b1’
C=a,g,+a,8+8g —by—bf—by,
D=2a,g +a,8,—2b;, —b,f
eingefiihrt wurde.

Man erhilt somit 3 Wurzeln #, zu jeder derselben gehéren dann
awei Werte § und je ein Wert o, da gemiaB Gl (10) ¢ seinen Wert



Stabilitiitsprobleme der Baustatik. 38. 223

behilt, wenn g durch 8~ ersetzt wird, so daB sich folgendes Schema
ergibt:

Uy ", Ug
-1 -1 —1
ﬂl’ ﬂl ﬂg, /32 ﬁs’ /33
051 “a us

Die allgemeinen Losungen besitzen daher die Gestalt

3
M, :ié; e, (C/B7+C B,
5 (12)
Ve :ig o, (C/B°+C" i),

deren Eintragung in die Randbedingungen (9) und (9’) zu folgendem
Gleichungssystem der C fiihrt:

igs/;[ci'(ﬂin_1)+ci”(ﬁvi_n_ 1)]:0»
Sl )+ B =0,

SCR =)+ B B 1] =0,

,____2371“1' (C/B; (8" — 1)+ Ci"ﬂi—l(ﬂi_n —1)]=o0, (13)

_=Z3’1(1 +e;b,) [C/ B B"— “"I_Ci”ﬂi_g(ﬂ;”—* 1] —o,

531 (C!1B2(ay +e;b,) B2 (1 +a,b)] (B — 1)
- C/ 1B (ay 00, - Bt (1 Feybg)] (B " — 1)} =o0-

Die Determinante D dieses Gleichungssystems liefert die gesuchte
Knickbedingung D=o0. Als Parameter, dessen Eigenwerte festzulegen
sind, betrachten wir den spezifischen Stiitzenwiderstand A, diese Grobe
kommt nur in den Gleichungen (7) vor. Die Gleichung D=0 ist
sonach hinsichtlich A vom Grade %, wir haben daber » Eigenwerte von
A zu erwarten. Betrachten wir nun die Determinante des Systems (13)-
Man erkennt ohne weiteres, daB sich aus dieser Determinante das

3
Produkt JJ (8" —1)(8; ™ — 1) abspalten 1Bit, so daf
i=1 '

D— D’ JI (6 — 1) (" — 1),

=1
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wenn D’ die nach Abspaltung der 6 Faktoren (8,"—1) usw. iibrig-
bleibende Determinante bedeutet. Da nun, wie wir gleich sehen werden,
das Produkt II bereits das vollstindige System der Eigenwerte liefert,
so geniigt die Untersuchung dieses Produktes, da die restliche De-
terminante D’ keine neuen Wurzeln mehr aufweisen kann. Es geniigt
daher, wenn wir uns mit der Knickbedingung

B =) B — 1) B — 1) B " — D) B — 1) (" —1)=0

beschiftigen. Aus der Nullsetzung eines jeden der Faktoren folgt die
gleiche Bedingung g"=1 und daraus

2n .o 2n
B = cosy - isiny— (r=o0,1,2,...,8—1).
Damit findet man
—1 T
u=pf-p =zcoszy (r=0,1,2,...,2—1). (14)

n—2

Es treten bei geradem # Doppelwurzeln und zwei einfache

: n—1 . .
Wurzeln, bei ungeradem # 5 Doppelwurzeln und eine einfache

Wurzel auf.

Durch die Gl (11) sind die Eigenwerte von » mit den anderen,
den Gleichgewichtszustand des Systems bestimmenden GroBen ver-
kniipft, insbesondere mit dem spezifischen Widerstand A, den wir
aus der Knickbedingung bestimmen wollen. Wir fiihren zu diesem
Zwecke die durch Gl. (14) festgelegten Werte von «, die den einzelnen
unstabilen Gleichgewichtszustinden entsprechen, in Gl (11) ein und
erhalten so eine Gleichung, aus der A bestimmt werden kann. Den

—+1 bazw. % verschiedenen Eigenwerten von # entsprechen
ebenso viele verschiedene Werte von A, und es ist daher von Fall
zu Fall » in cos 2‘»% so zu bestimmen, daB A ein GroBtwert wird.

Berechnet man zu diesem Ende die Beiwerte 4, B, ... in Gl (11)
mittels der Formeln (7') und (8') und fithrt man diese Werte in (11)
ein, so erhdlt man folgende Verkniipfung

uS(EJ+Ss'l) -} u? [2 Sl(c’~2$’cose)—]—As'l?cos“‘é—zE]U -+ zcose)]
—l—-u[4E]cose(2+cose)—45lcose(2 ¢’ —s'cose)—2Al? c05??£(s'—-c’)]
+[85c’lcos28—4Ac'l?cos2»; —8E]cos‘3.s]=o.

Nach Umordnung und Eintragung der GroBe ¢ mittels der Beziehung
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2
Si1—=1% f] und nach Einfiihrung von s’=1Is, ¢’ ==l¢, siehe die Gl (3)

von S. 212, gelangt man zu
EJ(1+@?s) (u® — 4u®cose - 4ucos?e)
—(1 —@?c)(2u? —8ucose -8 cos?s)
+ A48 cos?e(uls —2u(s—c)— 4¢)=0,

woraus,
14 ¢?s ( c)
—_—t(u—2 2¢% (1 —_—
A— —S s ( )+ 2o\t + s (u — 2 cose)?
£ ¢ %—2
2] cos? — =
"l cos? — w2 .
ermittelt wird.
Mit
_itets @ - c 1—cosg
a= p's @ —sing’ b_1+7_(pqu—sin¢p

und nach Einfilhrung des Eigenwertes von # nach Gl. (14) kann diese
Gleichung in die endgiiltige Form

2S al—0b (cose4-¢—1)2 7
A= t—b z , (C:i—coszv—l—) (15)

&
lcos? —
2

gebracht werden.

Es eriibrigt nur noch in jedem Einzelfalle jenen Wert von » zu
bestimmen, der aus der Reihe der Werte A den groBten auswihlt.
Da A nur durch die GréBe { mit ¥ zusammenhingt, so geniigt es,

die Bedingung %: 0 zu untersuchen. %: o liefert fiir den maB-
gebenden Wert {, eine Gleichung dritter Ordnung:
ald—a(2b-4cose —1){ 4 b(b4-2cose—2) ¢,
~+b?(cosg — 1) =0, (16)

aus der jener Wert von {, und damit ein Wert », ermittelt werden
kann, der A zu einem Maximum macht, falls » stetig verdnderlich
wire. Da aber » nur ganzzahlige Werte annehmen kann, so ist jener
Wert zu wihlen, der dem aus (16) bestimmten Wert von », am
nichsten kommt. Im Zweifelfalle ist mit den beiden », benachbarten
ganzzahligen » der Widerstand A zu berechnen, der groBere der beiden
so errechneten Werte ist dann der maBgebende.

Der gerade Stabzug mit unendlich vielen Feldern. Setzt
man den Radius des Ringes unendlich groB voraus, die Seitenlingen
des Polygons aber endlich, so wird wegen #=—=00, £¢=0 und die
Formel (15) geht in

2Sal—b
A'=T—E_—b' : (17)

Bleich-Melan, Differenzengleichungen. 15
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iiber, wihrend die Bedingungsgleichung (16) sich auf eine quadratische
Gleichung
all—z2abl,+b=o0

reduziert, aus der der mafigebende Wert
1
50:b<1 + 1—;) (18)

flieit, wobei das Minuszeichen dem Ayax entspricht.

Da #=—o00, so kann { alle Werte von o bis 2 annehmen, man
erhilt daher Amax, wenn man (18) in (17) einfihrt. In Hinsicht auf
die Bedeutung der GroBen ¢ und b findet man schlieBlich fiir

___1—cosgp Slan
50“7’,,)_5,,“,,( l )

2S5 1—cosg g —|sing 1
== - = . 1
AT T o=y 19)

und damit fiir

39. Der gerade Stabzug mit verinderlicher elastischer Stiitzung.

Ein gerader Stab unverinderlichen Querschnitts mit gleichlangen
Feldern sei in den Punkten o und # fest, in den Zwischenpunkten
etwa wie Abb. 42 zeigt, durch verschieden lange biegsame Stibe

5

f 7 x n-7 n
; 1S
b= nl >
hx
1 4 |

1

Abb. 42.

seitlich elastisch gestiitzt. Der Stab stehe unter der Wirkung einer
Achsenkraft S. Wir fragen nach den Bedingungen fiir den Eintritt
eines unstabilen Gleichgewichtszustandes.

Das hier in Angriff genommene Knickproblem kommt bei den so-
genannten offenen Briicken mit gekriimmtem Druckgurt in Frage. Die

1) Die Formel wurde bereits als Grenzfall des geraden n-feldrigen Stabes
abgeleitet. Siehe Bleich: Theorie und Berechnung der eisernen Briicken,
1

ﬂ durch den

Berlin 1924, S. 204. Dort ist allerdings der Faktor q:
—sin @

2
Niherungswert 3 — (Z) ersetzt.
7
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wechselnden Hohen der den Gurt seitlich stiitzenden Querrahmen be-
dingen eine sich von Punkt zu Punkt stark Zndernde Nachgiebigkeit
der Stiitzung, die auch nicht annidherungsweise durch irgendeinen
konstanten Mittelwert ersetzt werden kann.

Zur mathematischen Formulierung des Problems geniigt hier die
Heranziehung der Knickgleichungen (4) und (6) im Abschnitt 36, Be-
zeichnet man mit M, das Moment iiber der Stiitze x, mit y_ die Aus-
biegung dieser Stiitze, mit A  den von Knoten zu Knoten verinder-
lichen spezifischen Stiitzenwiderstand, so gelten fiir jeden der Stiitzen-
punkte 1,2 ... n—1 folgende zwei Gleichungen

Mp—1 “f‘erm_i“Mm+1+9(yx—1h2yx+yx+1):0’
M:z:—l_ZMx+Mm+1“S(ym—l“zym+ym+1) - Agclya::O’
WO (1)

72%:2_(2>2,1) :E,JZS—SEL, tple;i;.

4

Die erste dieser beiden Gleichungen folgt unmittelbar aus der Vier-
momentengleichung (4) in 36, wenn man den Drehwinkel  durch die
Verschiebungen y ausdriickt. Die zweite Gleichung erhilt man aus
der Gleichgewichtsbedingung (6) in 84 auf dem gleichen Wege wie
Gl (5) im vorangehenden Abschnitt. Man braucht in dieser Gleichung
bloB ¢=—o, und die Stiitzenkraft Q__ ,—Q,=4_ 7y, zu setzen.

Da wir an den Enden momentenfreie Lagerung und starre Stiitzung
vorausgesetzt haben, so gelten die Randbedingungen

My=M,=0, yy=Y,=0.

A_ ist hier eine Funktion des Stiitzenzeiger x, und wir denken uns

diese GréBe in der Form

4,=Cla+r@)
dargestellt. ¢ und f(z) seien bekannt, C ist dann der aus der Knick-
bedingung zu bestimmende Parameter.

Die beiden simultanen Differenzengleichungen (1) stellen wegen
der Verinderlichkeit von A Differenzengleichungen mit verianderlichen
Koeffizienten vor. Wir beniitzen daher zu ihrer Losung das in 29
dargelegte Niherungsverfahren.

Die quadratische Matrix, von der wir zwecks Aufstellung der Form F
ausgehen, sieht jetzt, wenn wir die zweite der Gleichungen (1) mit o

D] y:c () :w kann in dem hier in Betracht kommenden
s{9) ¢ —sing

2
Bereich mit grofier Genauigkeit durch 2-(%) ersetzt werden,

15*
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multiplizieren, um die Matrix symmetrisch zu machen, und wenn wir
fir 25— 4,1 zur Abkiirzung u, setzen, folgendermaBen aus:

] M, M, M; M, M, _, el Vs Vs Ve Yn—1
M, 2y 1 o o ..... o —2p0 o o ..... o
M, 1 27 1 o ..... o e —2p o ..... o
M, () 1 27 41 ... [ () e —20 0 ..... [

M,_, o o o o 1 27 (o] o o o e —z2p
Y, |—20 @ o o ..... o ety —Sp o o ..... o
A | e —20 © 0 ..... o —Sp ouy —Sg o ..... o
Y5 | © 0 —200 ..... o o —Sp ou—Sp..... o

Yn-1| © o o o e —2p0 o o 0 o —Sp iny

Da die U,==o0, so wird F eine quadratische Form und zwar:
n—1 n-1 o n-1
F:A\Zz er—‘—Z,;g(ZS——Axl)ym“—}—z%’MmMzH
= = z=
n—1 n—1
+ 2 Zly(_'se)yxyz-!-l_}_z 2;(—' 2 Q)M:vyx
r= r=
n—1 n—1
t2XeM,y. 22 e M, .y
= r=

oder nach Herausheben der von  unabhingigen Faktoren in den
Summen

n—-1 n-1 n—1 n-1
F=2r 3 M®+429S 3y —0l S A,y +23MM,,,
z=1 r=1 z=1 =1
n—1 n—1 n—-1
—28S0 3 Y, Vo1 —40 S My, 20 3IM .9, (2)
=1 z=1 =1
n—1
202 M, Y,

Wir setzen nun als Niherungslésungen, die die Randbedingungen
erfiillen,

yz=flsinw£;—}— f,sin(v -2 ”7“:, l

. X . z
M, =g, suw’%—{—g2 sin (v - z)zn—, ]

an'), wobei » eine spiter noch zu bestimmende ganze Zahl ist, und

3)

: . N £ 2 x o
1) Die Funktionen siny 1 sin -+ 2) itn— gehiren dem auf S. 91 erdrterten

Orthogonalsystem an.
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berechnen damit vorerst die einzelnen Summen:
n—-1

ZMe Z[glesinﬁvﬂ_*_zglggsinv%ZSin(y+2)_’;i”
+g" sin® (’_“Z)ﬂ}:;(gl?—f—g;’),

da
n—1 -1
e X n TX n
DsintrTE =T, Zsm (v+2) =3
z=1 x=1
n—1
N ) . x
sin y — sy 2)—=—0
21 r+2)%
r=

Ebenso erhidlt man, wenn man g mit f vertauscht,

n—1
D=2 415
x=1

In der gleichen Weise findet man bei Beniitzung der oben angefiihrten
Summenformeln
n—1

ZMM Z[glﬂsin’,“xs-n :t(xﬂ
+g1g2<51ny_51n(y+2)”(x+1 +51n(?—+-2) sin f(i{:-‘_ﬂ)
+g2251n(?’+2 —Sln(v+2)n(x }
:?[gliacosw—ﬁ—}—g2 cos (v -+ z);}

und wenn man wieder g mit f vertauscht,

n—1

n o -
Zyxym+1 = [fl‘cosv%—{—feecos v+ z);] )
z=1

Wir berechnen weiter
-1

ZM% 2[ﬂ&Sin"’v%”mggsinﬂ(wz)%”

z=1

(812 81) sinvn?xsin('y—{r-z) 7}7?} =2:‘[f1 & 1 f28)

und
n—1

ZM yx+1—2 ‘rf1glsm1'—~smv”( @4 1)

+f2825in(v+2)—-sin(v +42) 20 7’(96 1)+f2g151nv——sm( +2)n(x+1)
+ﬁ8251n7—' 51n(”+2)nxJ [ﬂglCOsv £, 8, c08(r42)— :I
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weshalb auch

n—1

n 44
_y{Mwﬂ Vo7 {flg1 cos¥ — - fy gy cos (v - z)%] .
xr=

n—1
Um die Summe 3} 4, y, ermitteln zu konnen, miissen wir uns
z=1
zunichst iiber den Verlauf von A_ klar werden. Eine allzu genaue
Anpassung von A_ an den tatsichlichen Verlauf des Rahmenwider-
standes in jedem Einzelfalle hitte nicht viel Zweck, da ja bei prak-
tischen Aufgaben auch die andern GroBen, wie S und J, meist mit
vereinfachten Gesetzen in die Rechnung eingefihrt werden. Viel
wichtiger ist ‘es, flir 4_eine Form zu wahlen, die einerseits geniigend
anpassungsfihig, anderseits aber die Auswertung von 3 A_y_ ein fiir
alle Mal in geschlossener Form ermdglicht.

%TFE%W

A
152 l” ha
N
L4
A
b 7 x -7
Abb. 43. Abb. 44.

Wenn wir hier die eingangs erwihnte Anwendung auf die Berech-
nung der Gurte offener Briicken in erster Linie ins Auge fassen,. so
gilt fir den Rahmenwiderstand A eines offenen Halbrahmens unter
Beachtung der in Abb. 43 eingetragenen Bezeichnungen die Gleichung

1
A=
2EJ, " 3E],
Trigt man bei gegebenen Abmessungen den Rahmenwiderstand A,
in den Punkten 4,2 ...x#-—1 auf, so erhilt man die in Abb. 44 dar-
gestellte kettenartige Linie, deren Verlauf zwischen 1 und # — 1 ge-
niigend genau durch

AZ=C[a—}—(&niy<%—z>} (4)

dargestellt werden kann. Da Gl. (4) drei Parameter enthilt, so kann
bei symmetrischem Gurtverlauf die durch diese Gleichung dargestellte



Stabilititsprobleme der Baustatik. 39. 231

Linie in 5 Punkten mit der wirklichen 4 -Linie zur Deckung gebracht
werden,

Wir erhalten damit:
n—-1

Z’Axy;"-*—ZC[“vL Cojy (g_x)] Yo'
z=1
n—1
—CLal? 1) +€ Y 6oy (5 —a) £, oty
z=1
-}—zﬂf‘zsinv%—xsin(w{—z)%x{—f;" sin? (v |- 2);1”_x}
=t 2o fify oyl (5)

wobei

. 1
_an—§—@m @m7<@oiy—1—@nfy_coszv£>,
n

1 1
9 = Gin =L Gmy — ) ’ ,
’ ((‘50“’—005— (Sofy—cosz(u+1)f> (5)

n

ofy —1

Lo . 1
vs=an+6m1¥@my 5 ——— .
Gofy — cos 2z (v - );‘_
Mit den vorstehend berechneten Summenwerten nimmt F folgende
Gestalt an:

F—rnlgt +&0) FSen(h +5) — Lo (i + 20 fifa +-0, 1)
4-n(g? cosy T4 g cos(r+2) T)
—Son(froosr Z-p2cos(p42)2) —zen(fet g
+20n(f, g cosr X4 fygycos (v +-2) )

gCl

oder
F=1’1g12+72gf—ZS()Slfigl—ZS@s?f,ge

A ~ % -
_}‘52[531_9’7”{} ' +Ss? [932_9%] f? —S*eUnfify
mit den Abkiirzungen:

(6)

Cl
U=155 ,,
11=r+cosw%, 31:1—cosv—;, 7—_—2—(‘—2); o
T T _ sing ( )
7,=7r-cos(v+2), s, ==1—cos(y+2)_, 0= g
_ZVT
P=*tVET"
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Zur Bestimmung der f und g stehen uns jetzt die 4 Extremalbedin-
gungen

%j:ﬂ&—sﬁslfl:o,

%:72g2—5gs2f;:o,

7 SRV N P B
%Z——2s2g2+25[32_glz_vs_]fg__sgtvm:o

zur Verfiigung. Diese vier homogenen Gleichungen haben aber nur
dann Losungen, wenn die Determinante D verschwindet. D ==o0 ist
sonach die Knickbedingung, aus der der Parameter % bestimmt
werden kann, wenn alle anderen GroBen gegeben sind. Die Aus-
rechnung von D liefert die Knickbedingung in der Form

. AR 7, 75 (03 V3 — 0,7
+ 2 U[G (0,1, 5,° +- 07, 5,%) — 7, 79 (v, 5, +-155,)] 8
+4[0%5,° 8" —§5,8, (7, Sa 72 8) 7178155 =0-
Ist ¥ gefunden, so lassen sich die Gleichungen (7) auflésen, wenn

man eine der Unbekannten, z. B. f, = K, willkiirlich annimmt. Man
erhilt so aus den ersten drei Gleichungen

K 2 _
]
2 1 (9)
=5 a3 S 252 _
gl—Kg;;S, gg-—KQ';-:———vzm[zsl————,:Q—HIQIJ.

Fihrt man im Einzelfalle die so berechneten Zahlenwerte der f und
g in die vierte der Gleichungen (7) ein, so muB diese genau erfiillt sein.
Dies kann als Kontrolle fiir die Richtigkeit der Rechnung dienen.

Es eriibrigt noch die Festsetzung der Zahly. Wir haben die Aus-
biegung y_ in der Form

yzzflsinvfnic—]—f2 sin(v—{—z)%x

angesetzt. D. h. wir haben angenommen, daB der #-feldrige Stab im
allgemeinen in » oder »-{- 2 Halbwellen ausknickt, je nachdem sich
f, gréBer als f, oder umgekehrt ergibt. Diesen beiden Fillen ent-
sprechen die zwei Wurzeln der Knickbedingung (8). Wir denken uns
nun » verdnderlich, aber ganzzahlig, dann wird den verschiedenen
Werten von » bei sonst gleichbleibenden Verhaltnissen jeweils ein
anderer Wert von 9 entsprechen. Wir wiahlen daher aus der Gesamt-
heit der Zahlen », die zwischen »=1 und #—1 liegen (» kann nicht
kleiner als 1 und nicht groBer als #-— 1 sein), jenen Wert aus, der
den GréBtwert von 9 liefert. Dieser GroBtwert von 9 entspricht dem
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Ubergang vom stabilen zum instabilen Gleichgewicht, also der ersten
instabilen Gleichgewichtsform des Stabes, die dann auch den tatsich-
lichen Knickfall darstellt.

Die Auflésung der Gleichung (8) hat daher mehrmals mit ver-
schiedenen aufeinanderfolgenden Zahlen » zu erfolgen, um den GroBt-
wert von 9 zu erhalten.

‘ Beispiel: In der Abb. 45 ist der gekriimmte biegungssteife Obergurt eines
Lohsetrédgers aus Flufieisen dargestellt. Die Rahmenhdhen und die Feldweite

sind in der Abbildung eingeschrieben. Gurtquerschnitt und Gurttrigheitsmoment
sind nahezu konstant.. Gurtquerschnitt F = 1070 cm?2, J=103-10* cm?’. Die

o
1) X
1) = ~
el > Q
§\ = ©

§x592=4736m
Abb. 4s.

grofte Gurtdruckkraft betrigt 8so t. Die Quertriger haben 2.10° cm? Trig-
heitsmoment bei b= 18 m Entfernung der Haupttragwinde. Der geforderte
Sicherheitsgrad sei y=3,5.
Man bestimmt zundchst die Gréfie ¢: Die Knicklast betrdgt bei 3,5 facher
Sicherheit S, = 3,5-850 == 2985 t, daher ist die Knickspannung
o) = i(g)—;;cs) = 2,789 t/cm?

und da die Elastizititsgrenze iiberschritten ist, so ist der von oy abhingige
Knickmodul bei Eintritt des unstabilen Gleichgewichtszustandes mit

" §ifﬁ>’L (3»’_—178_9)2_ tlom®
E_._ok< 00358 ) = 2,789 00358 == 210,5 tfcm?,

an Stelle des Elastizititsmoduls E, in Rechnung zu stellen?). Damit erhilt man

2985
. _ 6 — .
@ =592 ]/210,5.103.104 2,19 0,700 7

In der nachfolgenden kleinen Tafel sind die in den einzelnen Pfostenebenen
vorhandenen Rahmenwiderstinde berechnet und zusammengestellt:

Punkt ) b by l i ik, 4z tjem
un m m . m R -
* T 3k zJ, N
1 2,99 18,00 2,15 4010 6770 31,76
2 4,99 18,00 4,05 11230 29680 7,24
3 6,16 18,00 5,10 17080 53920 i 3,99
4 6,45 18,00 5,43 | 19250 63720 337

1) Die Formel fiir E’ rithrt von Engesser her und kann aus der Tetmajer-

1
schen Geradenformel o = 3,1 — 0,0114 3 und aus der Engesser-Karman-Formel

1\2 N l
ox— a2 E' (%) durch Elimination von - gewonnen werden.
k ! D
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Wir setzen nun
"
AIZC[a—}—@Df}’ (‘2-—- )}
und finden, wenn wir 4, so anpassen, daf die Ersatzlinie in den Punkten 1, 2

und 4 mit der tatsichlichen A4-Linie libereinstimmt, aus den drei Gleichungen

Cl@a+Cof3y)=31,76, Cl-+Cof2y)=724, Cla-1)=3,37
C=o01635, a=19,6 und y=1,5.

Somit lautet das fiir 4, einzufiihrende Gesetz, wenn wir den Faktor C un-
bestimmt lassen,

4, = 6[19,6—]—@:05 1,95 <§— )]

Wir berechnen zundchst mit einem versuchsweise angenommenen Wert von
v =3 die Beiwerte der Knickbedingung (8)

i 2
s _sine 0,809 —0,582; ,:_2__(2> =1,51;
@ —sin g 2199—0809 F 4
71=r+cosv;=1,893; slzi—cow—g—:o,én;
—_—r—]—cos(v—}-z)%:mzﬁ s2—_—~1—-cos(7—{—2)%=1,383.
Weiter:

v, =an —{—@inﬁ}@iny(@i;i__ - 1)

T
Gojy —cosz» —
n

! )*8034‘
2,586 4,203/ = 7

v, = Gin 2L Giny R !
2 2z P
(Sjoiy——cos7 @oiy—cosz(v—}%)-;

1 1
= 122093 31443 (2 878 586> — 54373;

va;—an—}—@inz;—@iny@ ! LU —
ofy —1 @Zofy—cosz(v+2)

= 8.19,6 |- 1220,3- 3,443<

1
= 8.19,6 |- 1220,3- 3443(2 556 4293>:803,4.

Man erhdlt somit fiir die Beiwerte in GI. (8)
71 73 (v, U3 — v5%) = 1,893-1,127 (803,42 — 543,3%) = 747000 ;

(U s’ vy 75 5,%—r, 79 (V) Sg vy 5y)

==803,4 [0,582 (1,893 -1,383% | 1,127.0,617 %) — 1,893-1,127 (1,383 -} 0,617)]
222 =—1534,
0757 85" —08) Sy (7y Sg1-7,8) 1, 1y5, 5,

=0,582%.0,617%.1,3852— 0,582.0,617 - 1,383 (1,893 1,383+ 1,127-0,617)

+1,893-1,127-0,617-1,383 = 0,423 .
Die Knickbedingung (8) lautet daher

747300 — 21534 A -} 4-0,423 =0,
woraus der Parameter U
% = 0,0020§3 4 0,001401,
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beziehungsweise

S S
C, = 0,003454-8 7= 0,0276 7 Cy = 0,000625-8 El = 0,005§2 ;

folgen.
Wir fiihren jetzt die gleiche Untersuchung mit » = 2 durch. Es ist jetzt:
7y = 2,217 3 $; = 04293 ;
7 = 1,510 $; = 1,000 ;
v, = 610,6 , v, = 480,7 , vy = 866,0.

Daher lautet die Knickbedingung
996600 A2 | 2-2040 A — 4-0,5567 = O
und hieraus
A = 0,002047 4 0,001384 .
Somit

) S
C;==0,003431-8 7= 0,0274 7, C,= —0,000663 -8 :li =—-o,0053—sl— .

Die C-Werte nehmen etwas ab. Der geringe Unterschied zwischen C, und Cg

148t darauf schliefien, daf der c

Scheitel der C-Linie gerade

zwischen y=—=2 und »=3 (';3//—\ Cy/Grotiwery

liegt, so daf » =3, weil C, s AN

etwas grofier als Gy ist, der / N

fiir uns mafBgebende Wert \

ist. Um dem Leser den Ver- /

lauf der beiden C-Linien (als / N\

Funktion von ») zu zeigen, Ly G N

wurde noch die Knickbe- - ~

dingung fiir y=—=1 und v = 4 ~ A *

aufgeldst. In Abb. 46 sind 0 7 z \

die Linien veranschaulicht. \
v =73 liefert also den \

Grofitwert

—

S
C =0,0276 7 H

. . Abb. 46.
damit berechnet sich der er-

forderliche Rahmenwiderstand im Mittelrahmen
S S 2895
Ap = 0,0276 T (19,6 1) = 0,569 7= 0,569 <90

Der vorhandene Rahmenwiderstand in Briickenmitte ist, wie aus der Tafel
auf S. 233 hervorgeht, 3,37 t/cm, also etwas grofier als erforderlich.
Um das Beispiel noch zu vervolistindigen, berechnen wir mittels der Gl (9)

= 2,869 tjcm.

S
die f- und g-Werte, die dem Grofitwert C:o,oz76—l— oder Y = 0,003454 ent-

sprechen. Man findet
fa=—0945 K, g = 0,190 K-S, g~2:'—°:675'K'5r
wobei K willkiirlich ist. Somit wird mit » =3

V=K (sin 3{ x — 0,945 sini—;—t x) ,

M,=K (0,190 sin 3?”::: — 0,675 sin %T—t 1:> .

Die y,- und M,-Linie ist in Abb. 47 dargestellt.
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Die Verformungslinie des Gurtes im Knickzustande zeigt deutlich die ein-
spannende Wirkung der sehr kurzen und steifen Stiitzen 1 und 7.

Mit Hilfe der vorberechneten y, und M, ist es schlieflich ohne viel Miihe
mdéglich, sich ein Urteil tiber die Genauigkeit der Ergebnisse durch Einsetzen
der Zahlenwerte der %, y, und M, in die Ausgangsgleichungen (1) zu bilden.
Man erh#lt z. B. aus diesen beiden Gleichungen mit x =1 und mit

= 33”3776 0,569 ; 35,36 ;, (Siehe die Kleine Tafel auf S. 233.)
i
0—2.1,51-0,448 -+ 0,611 4+ 0,582 (— 2-0,051-}1,375) = 1,413 — 1,411 = — 0,002
und
0+2.0,448 - 0,611 — (— 2-0,051 + 1,375) — 5,36-0,051 = - 1,600 — 1,648

=—0,039 .
Die Gleichungen (1) werden also recht gut erfiillt, Mit der gleichen Anndhe-

Abb. 47.

rung werden auch die tibrigen Gleichungen fiir x =2, 3 ... befriedigt. Diese
Uberpriifung 146t erkennen, daf die N#herungslosung sich nur um wenige
Hundertteile von der genauen Ldsung unterscheiden kann.

Hitte man unter der Voraussetzung unverinderlichen Rahmenwiderstandes
nach Formel (19) S. 226 gerechnet, so hitte man 4=6,19 t/cm, also einen
mehr als zweimal so grofien Wert wie oben, gefunden.



IV. Partielle lineare Differenzengleichungen.

§ 10. Allgemeines iiber partielle lineare
Differenzengleichungen.

40. Einteilung und Form einiger wichtiger linearer
Differenzengleichungen.

Einleitende Bemerkungen. Wir haben bereits im ersten Kapitel
die allgemeine Form einer partiellen Differenzengleichung kennen ge-
lernt. Wenn wir uns auch in den folgenden Betrachtungen und An-
wendungen stets auf den Fall beschrinken werden, daf3 die abhingige
Veranderliche lediglich eine Funktion zweier Variabeln z und y ist,
so wollen wir doch erwidhnen, daB auch mehr als zwei unabhingige
Veranderliche vorkommen konnen. Jedenfalls miissen aber mindestens
zwel unabhingige Variable vorhanden sein, da wir es sonst mit einer
gewohnlichen Differenzengleichung zu tun haben.

Ist die abhingige Verdnderliche w, deren Ermittlung das Endziel
unserer Betrachtungen ist, lediglich von zwei Variabeln abhingig, etwa
x und y, so konnen wir dieselben als Koordinaten in einer Fliche
deuten. Es ist nicht notwendig, daB im besonderen diese Fliche
eine Ebene ist und daB wir rechtwinkelige Koordinaten voraussetzen.
‘Wir konnen vielmehr auf einer beliebigen krummen Fliche zwei Scharen
von Kurven annehmen und die Kurven der einen Schar mit ... — 2,
—1, 0, +1, +2...x..., die der anderen Schar mit ...—2,
—1,0,+1,+2...y... der Reihe nach beziffert denken. Den
Schnittpunkt der Linie « der einen Schar mit der Linie ¢ der anderen
bezeichnen wir mit (x ), und diesem Punkte (xy) ist dann der Wert
w,, zugeordnet. Wie schon bei den gewohnlichen Differenzenglei-
chungen erortert, konnen wir w auch als eine Funktion der beiden
Veridnderlichen  und y auffassen und schreiben stattw, auchw(zy)
oder auch kurz, wenn kein MiBverstindnis moéglich ist, w.

Im allgemeinen haben wir immer ein bestimmtes, abgegrenztes
Gebiet gegeben, in welchem w einer vorgelegten partiellen Differenzen-
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gleichung geniigen muB. Die Begrenzung dieses Gebietes nennen
wir den Rand. Der Fall, daB der Rand ganz oder teilweise im Un-
endlichen liegt, ist nicht ausgeschlossen. Ebenso ist es méglich, daB
die Fliche, auf der wir x und y als Koordinaten deuten, so zusammen-
hingt, daBl die Kurvenscharen x = konst oder y= konst oder auch
beide zugleich, geschlossene Kurven werden. Im ersteren Falle ist
es moglich, daB der Rand in zwei getrennte, geschlossene Kurven
zerfillt, im anderen verschwindet die Berandung iiberhaupt, wie dies
z. B. bei einer Kugelfliche der Fall ist, auf der wir Meridiane und
Paralielkreise als Koordinaten einfithren, wenn sich unser Gebiet iiber
die ganze Kugelfliche erstreckt.

Abgesehen von diesen Ausnahmsfillen, haben wir es bei den
praktischen Anwendungen, die wir im Auge haben, fast ausschlieBlich
mit viereckigen Gebieten zu tun, also mit Bereichen, die einerseits
durch zwei Kurven der Schar x == konst, anderseits durch zwei Kurven
der Schar y—konst begrenzt sind. Wir kénnen dann immer den
Koordinatenursprung in eine Ecke legen, und unser Gebiet erstreckt
sich in diesem Fall von =0 bis & ==, bzw. von y =0 bis y=m.

Ebenso wie bei den gewéhnlichen Differenzengleichungen wollen wir
auch hier der Funktion F, durch deren Nullsetzen wir eine partielle
Differenzengleichung gewonnen haben, die Beschrinkung auferlegen,
daB dieselbe eine lineare Funktion der abhingigen Variabeln w sei.
Wir wollen also ausschlieBen, da® Potenzen von w oder Produkte von
w mit ungleichen Indizes vorkommen. Man spricht dann von einer
linearen partiellen Differenzengleichung und mit solchen wollen
wir uns ausschliefflich beschiftigen.

Eine lineare partielle Differenzengleichung wird also mehrere be-
nachbarte Werte von w in eine lineare Abhingigkeit bringen. Der
einfachste Fall ist der, daB F die Form

F(w)=;b10 wz+1»y+1bo1 Weyy+1 +p00wxy_ U:cy: o
hat.  $,0.fp01> Poo und U kénnen Funktionen von x und y sein. Die
g+ Gleichung kann leicht auf die Form

quAxw_E_QOlAyw_}_qOOw: Uzy

gebracht werden, in welcher nur erste
2t  Differenzen vorkommen. Jede der durch
sie reprisentierten Gleichungen verkniipft
die Funktion w an den drei in Abb. 48
/ hervorgehobenen Stellen.
S V X Der nichste einfache Fall ist der,
daB w an den vier Stellen (xy), (x -1, y),
Abb. 48. (@y-41), (x+1,y+1), also an den

Yy
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vier Ecken eines Feldes (Abb. 49) durch eine lineare Relation ver-
kniipft ist. Eine solche Gleichung hat im allgemeinen die Form

P10Wst1.y + b0 Wey+1 F P11 9,44, y+1 —+ Poo Wyy=— U,,
Sie kann auch auf die Form
0,4, 4,0 + Q04,0+ G 4,0+ Goow =T,
gebracht werden.

Die Koeffizienten p bzw. g konnen in beiden Fillen mit # und y
verinderlich oder auch konstant sein. Man nennt partielle Differenzen-

i/
/4 j’
X
2

Abb. 49. Abb. 50.

gleichungen wie die beiden vorliegenden von der ersten Ordnung
nach z und y. Uberhaupt bestimmt immer die hochste Differenz in
einer Richtung die Ordnung der Gleichung nach der betreffenden
Richtung. So z B. ist die Differenzengleichung, welche die sechs in
Abb. 50 hervorgehobenen Punkte verbindet, in bezug auf ¢ von der
zweiten Ordnung, in bezug auf y von der ersten Ordnung. Eine par-

tielle Differenzengleichung, die eine lineare Beziehung zwischen den
Werten von w in den neun in der Abb. 51 hervorgehobenen Stellen
herstellt, ist ebenso wie die durch Abb. 52 versinnbildlichte, die fiinf
Stellen miteinander verbindet, von der zweiten Ordnung in bezug auf
« und .
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Sind jedem Punkte (xy) nicht nur eine, sondern mehrere GroBen
w, v, t..., die wir als Funktion der unabhingigen Veranderlichen z
und y betrachten konnen, zugeordnet, so miissen, damit w, v, ... er-
mittelbar sind, so viele Gleichungen

F,(w,v,t...2,9)=0
Fy(w,v,t...2,y)=0
F,(e,v,t...2,9)=0

fiir jede Stelle (zy) gegeben sein, als Unbekannte der Stelle zugeordnet
sind. Man nennt diese Gleichungen ein simultanes System partieller
Differenzengleichungen. Dieses System wird insbesondere linear ge-
nannt, wenn die Funktionen F,, F,, F,, eine lineare Abhingigkeit der
Werte von w, », ¢{ an der Stelle (zy) und deren Umgebung her-
stellen.

Partielle Differenzengleichungen, die aus einem Extremal-
problem folgen. Auch unter den partiellen Differenzengleichungen
sind jene, welche die Folge einer Extremalbedingung einer quadra-
tischen Form sind, fiir die Anwendung die wichtigsten. Wir kénnen
dabei dhnlich vorgehen, wie wir es bei dem analogen linearen Pro-
blem in § 6 getan haben. Die quadratische Form wird hierbei infolge
der zweidimensionalen Ausdehnung unseres Gebietes die Gestalt

n n m
J=2 g,:) kgo Ciri'w Wiw (1)

=0k

)

Lhgs

haben und demgemiB wird das Gleichungssystem

n m i=o0,1... n
2 2 ag iy wyy — Uy =0 ( ) (1a)

¢'=0k'=0 k:0,1...m

mit der Bedingung
Riri'y T Ay ix
lauten.

Damit diese Gleichungen die Form von partiellen Differenzen-
gleichungen haben, ist es notwendig, daB alle 4, mit Aus
nahme jener verschwinden, bei denen die Differenzen der Indizes der
Bedingung

— Zy
E—FkZs
geniigen. Schreiben wir nunmehr wieder « statt ¢ und y statt % und
setzen wir
=z »Zr
und

F=y+t+up uZls,
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so verkniipft unsere Differenzengleichung offenbar alle Werte von w,
die innerhalb des Gebietes

t+7r, z—r, y+s, y—s

(einschlieBlich der Berandung) gelegen sind. Es ist méglich, daB »
und u noch weiter eingeschrinkt sind, so daB nur gewisse Werte-
paare derselben gestattet sind. Dann sind nicht alle Stellen in dem
vorgenannten Bereiche miteinander verkniipft. '

Die Koeffizienten geniigen hierbei selbstverstidndlich der Be-
dingung:
a

Ao, ysat+y, y+u Tatr,ytuiz, y° (2)

Eine partielle Differenzengleichung, die aus einem Extremalproblem
folgt, 14Bt sich demnach in der Form

+r  +8

2 2 ax,y;a:+1',y+,uwz+1'. y+,uzUa;y (3)
Y=—ru=-—8

anschreiben. Aus der Bedingung (2) geht hervor, daf3 die Stellen, an
denen w durch diese Gleichung
verkniipft ist, stets so gruppiert
sind, daB sie eine Figur bilden,
die zur X- und Y-Achse sym-
metrisch ist. Schreibt man die
Koeffizientena, ..., , ., immer
zu den Strecken, deren End-
punkte die Koordinaten x, y und
&,y pu haben, so kann man
an Hand einer solchen Skizze,
wie Abb. 53 ohne Schwierigkeiten
‘das durch die Differenzenglei-
chung reprisentierte Gleichungs-
system aufstellen. Die einfachste
partielle Differenzengleichung, die die Folge eines Extremalproblems
ist, ist in bezug auf # und y von der zweiten Ordnung und hat die
Form

Pm. y:zywzy+ px. y; -1, y¥z-1, y+ 2bm. yi=at+1, y Prtiey
+pz_ yixz,y—1 wm,y—l+1’x,y;z,y+1 Wy y+1— Uauy

wobei also y=s=—1 und auflerdem

Abb. 53.

Pz,y; z—1,y—1 :Pm,y; z+1,y+1 :?m,y; a=1,y+1 " pm.y; cHL,y=17 °

ist Wir werden dieser Differenzengleichung in den folgenden Bei-
spielen ofters begegnen und sie dann kiirzer in der Form

D,(pw)+D,(yw)=U,,

Bleich-Melan, Differenzengleichungen. 16
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schreiben, wobei D_(pw) einen Ausdruck von der Form

D (pw)=g,(@y)w, , ,+ P @y)w,, +o,E+1,9w,,,
und

Dy(’l/} w) = w1(xy)wz,y"l _,_ '/"0 (w y)wzy+w1 (x’y—}_ 1)wz,y+1
vorstellt.  @,, @;,9, und u, sind dabei willkiirliche Funktionen von
x und y.

Wir wollen von der Aufstellung weiterer spezieller Formen von
solchen Differenzengleichungen absehen, die wir an Hand der Gl (3)
unschwer bilden koénnen, und nur noch der Vollstindigkeit halber
darauf aufmerksam machen, daBl wir es immer mit Differenzenglei-
chungen zu tun haben, die sowohl in bezug auf # wie y von gerader
Ordnung sind. So ist die allgemein angeschriebene Gl. (3) in bezug
auf z von der Ordnung 27, in bezug auf y von der Ordnung 2s.

41. Die Randbedingungen linearer partieller
Differenzengleichungen.

Die folgenden Betrachtungen gelten ganz allgemein, also nicht
nur fir solche Gleichungen, die aus einem Extremalproblem folgen.
Ebénso wie bei einer gewdhnlichen Differenzengleichung, ist auch bei
einer partiellen die Losung nicht eindeutig festgelegt, solange lediglich
die Differenzengleichung gegeben ist. Dazu ist es notwendig, daf die
abhingige Variable w, die in einem bestimmten Gebiete einer gege-
benen partiellen Differenzengleichung geniigen soll, noch bestimmten
vorgegebenen Bedingungen am Rande unterworfen wird. Man nennt
diese Bedingungen Randbedingungen und spricht auch von Rand-
werten, die w oder lineare Funktionen von w am Rande und an den
dem Rand benachbarten Stellen annehmen muB. Enthalten diese
Randbedingungen kein von w freies Glied, so bilden sie ein homo-
genes Gleichungssystem, und man bezeichnet die Randbedingungen
dann als ,,homogen*

Wir bemerken, daB die Bedingung, ein Ausdruck wie (1) moge
ein Extrem werden, bereits die Randbedingungen liefert; denn das
Gleichungssystem (1a) enthilt genau so viele Unbekannte w als Glei-
chungen vorhanden sind, und die Unbestimmtheit der Lésung, die
wir im folgenden beseitigen wollen, ist bei der partiellen Differenzen-
gleichung nur dadurch aufgetreten, daB wir eine beliebige, vom
Rande geniigend weit entfernte Stelle (x y) herausgegriffen haben und
auf die abweichende Form dieser Gleichung fiir einen Punkt am
Rande oder in der Nihe desselben nicht Riicksicht genommen haben.

Wir wollen zunichst diese Verhiltnisse bei der Gleichung unter-
suchen, die sowohl in bezug auf 2 als auch y von der ersten Ordnung
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ist. Diese Gleichung verbindet jeweils die vier an den Ecken eines
Feldes zugeordneten Werte von w. Bei einem viereckig begrenzten
Gebiet von n-m Feldern werden wir sonach #z-m Gleichungen haben,
die aber den (n-}-1)-(m —}- 1) Stellen entsprechend, an denen w vor-
kommt, (n -}-1)-(m - 1) Unbekannte enthalten werd<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>