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morwort. 
iIDenn bie 3weite ~uf(age inner~al& eine~ 3a~reß Ilergriffen war, 

trovbem aud) wä~renb bieier geit bie ~o(itifd)en (ireignifie aUe anbern 
3ntereffen 3u a&iorbieren bro~ten, 10 b€weift baß wo~l am befien, baI'! 
ba3 Ilodiegenbe !Bud) feinen ijreunbeßfreiß gefunben ~at. 

3m morwolt aur erften ~u~age fagte id) unter anbetem: ,,~ie 
i)ifferentia~ unb 3ntegralredjnung ~at in ber Imat~ematif unb in ben 
tlaUen 9taturwiifenfd)aften biefe1be mebeutung wie baß IDHtroffov in 
ben befd)reibenben. ~er ~ufbau eineß Q!anoen wirb nur burd) boß 
~tubium ber lteinften teile begreifHd). ~er \SotteU, ben bie ':ted)nil 
nuß biefen IRed)nungßarten 3ie~t, beranlal'!te meine im )ll.linter 1910/11 
uub 1911/12 in ~ortmunb ge~a(tenen \Sorträge über "Q!runb3üge 
ber ~ö~eren IDlat~ematif für 3ngenieure 'I, jene gaben ben ~nfto\'l 311m 
(&fd}einen biefeß !Bänbd)enß. - !Bei ber ~ülle beß uortiegenben eitoffeß 
tunt !Befd)ränlung in materie(!er .\)infidjt geboten. 3d) fud)te aber 
tuenigitenß nad) Imöglid)feit auf ~ntuenbungen in Imedjanif, ~(eltro. 
tedjnif, )ll.lärmele~re, 2uftfa~tt u. bgl. ~in3U\lleifen. ~udj bie ~orm 
ber ~atftellung bemü~te idj min, mög1id)ft falind) ou geitaUen, cft 
fü~tte id) metueile geometrlfdJ, wenn baß algebraifd)e !ßerfa~ren 3U 
umitänbHd} fd)ien •. .I' 
~(ß bie 3weite ~u~age nBtig wurbe, fd}lug mir bie !ßetragßbud). 

~anblung in banfenlwetiem 3nteteffe für baß mlerf bor, eß burd) ein 
iltleiteß \8änbd}en au ergänhcn, wetd)eß !tbungßaufgaben &u ben im 
erften entltlicfelten Säien ent~n(ten fo(!te. 3m Q!ebanfenaußtaufd) fi~er 
bieien ~{nn gelangten wir jebod} 3u ber ~niid)t, baE e~ ~wecfmäliiget 
fei, bie ~ufgaben ltIie bi~~er ber t~eorie unmittelbar anougtiebern, 
i~re 8a~1 aber hU berme~ten unb ben geiamten <stoff auf 3wei in ~dj 
abgeid)loffene !B/inbd}en 3U verteilen. ~a~ erfte be~anbdt bie ~iffe. 
rentialredjnung, ba~ 3tueite ltIirb ber 2ntegralredjnung geltlibmet fein. 
So wurbe eß mögHdj, bie djarafteriftifdjen .süge 3U vertiefen unb 
gfe!djo-eitig ben )ll.lünfcf)en ber Sl'ritif, beren wo~lwonenber !Beurteirung 
bai mud) feinen ~rfolg mit verbanlt, nad} !lJlög!id}feit IRed}uung au 
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IV !llotltJort 

tragen. ~o~ me~r a(ß biß~er fonnte i~ anftreben, ben S!efcr nie in 
ber i~eorie ~eclen au (affen, fonbern i~n aur eigenen !1litarbeit, iur 
l'rattif~en ~uffaffung anauregen unb i~m bie ~reube am flönnen iU 
geben, anbrerfeitß bermo~te i~ au~ einige Qlebide au bertiefen ober 
3u erweitern, o~ne bit !8e~agtidjfeit ber ~arfteUung au gefä~tben. !Bo 
eß mögtidj tuar, tuurbe gtadgt, wie man bie ~rgebniffe ber !Red]nung 
auf berfdjiebene meife ~rüfen fann. 

menu fdjon in ber erften ~uf(age nur bie etementarften mat~e' 
malifd)cn Shnntniffe boraußgefe~t wurben, fo muüte iett befonberß 
barauf müclfid)t genommen werben, baÜ bie te~ten 2a~re eine regtt­
mäfiige ~otbitbung eridjwerten. 9lidjtß ~fIegt aber baß Stubium 
einer mat~ematiid)en ®d)rift unerfreulidjer 3u gertaUen, aIß S!üclen 
in ben Qlrunbtagen. i:lamit bem 2efer 0JeIegen~eit geboten werbe, 
biefe auß~ufüUen, gelegentHd] audj gteitte 0Jegenftiinbe in berfdjiebener 
~eteudjtung 3U fe~en, wurben in ~uünoten ~inlDeife auf bie !8änbdjen 
ber @)ammlung gegeben, we1d)e bie betreffenben 0Jebide ber ~tementar' 
mat~ematif be~anbeln. !natürtid) ift für jemanb, ber jene eä~e fdjon 
be~errfd)t, eine i:lurdjatbeitung jener !8üdjer aum !8erftlinbniß beß bor­
Hegenben nid)t nottuenbig. ~o~t aber fann jebem angeraten tuerben, 
fväter irotua(etußfiß ,,(iinfü~rung in bie 3I1finitefima(rrdjnung"(~9lu0J 
~b.197) au ßubierenj bort finbd fid) eine me~r t~eoretifd) ge~attene 
ftrenge fiormutierung ber 0lrunbtagen. 

~ine angelte~me l.ß~id)t ift eß· mir, tlerrn \ßtof. Dr. 3.\ß(aÜmann 
für bie gütige lBeteitigung am irorrefturtefen meinen berbinblidjften 
~anf aug3uf~red)en, ebenfo aUen, bie mid) auf~rucffe~ler in ben frü~eren 
~uffagen .~intuiefen, befonberß .penn 0lüttge~ in Ovlaben. 

3n ber britten ~uf(age wurben einige Ungenauigfeiten beriditigt, 
bie ~egelfdjnitte etwaß aUßfü~r(jdjer be~anbelt, bai !Reftgtieb ber IDlac, 
~aurinfd)en lRei~e lonnte nodj elementarer enlwideft werben, unb ber 
natürtid)e 2ogarit~mui er~idt bog geidJen Zn ftaU l. 

~ie bierte ~uf(age bringt eine ~arfteUung ber .p~perlJe{funrtionen 
unb i~rer Umte~rungen. 

~udj in ber @eifte~tuelt giot e~ eine ~tt ~ergiegefe'j möge baß 
~erf Me ~reube wieber aUßftra~ten, mit ber ei berfaüt tft. 

IDlünfter i.lID., September 1921. 
lJR. Cinbohl. 
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ir~el ~a~itd. 

~ef Wlult\OltI~egfiff Ilb felue haflaifafle lh:: 
beltlug. 6}u.'if ~e ~afJeUluß bef WuUiouett. 

~ine moberne IDtafel)ine befte~t mei~ etuI uielen teilen, uon benen 
jeber feine brftimmte lufgabe ~at. i)iefe erfüllen ~e ni~t unab~lingig 
boneinanber, fonbern in gegenfeiligem Bufammen~anßI lUie auel) i~re 
ijorm (a.!B. belBa~nrlibern) auf baI Bufammenarbeiten fonnruiert ift. 
3ft eine IDtafel)ine an eine lBelle angefel)toffen, {o ~angt bie SdJnelligfeit 
ber !BelUegung jebel einadnen ilementel uon ber Xouren3a~{ n (Ums 
bre~ungen in ber IDtinute) ber melle ab, fie i~ eine aunmon Uon n. 

Unter einer tunftionalen ~eAie~ung uerfte~t man gana allgemein ein 
!(b~/ingigfeitluer~li!tniI6IDeierBa~{enx unby, berart, bai au jebem mett 
ber "unab~ängigen !Berlinbertiel)en" 11: ein einaigtr beftimmter 
mett ber .,etb~lingigen !8arietbetn" 11 ge~ilrt. 3ebe !8ergröierung 
ober !BerfCeinerung uon 11: lDirb im allgemeinen auel) eine !8er/inberung 
bon y mit fief) bringen, bit aber nief)t g(eiel)er Irt au fein brauef)t. 
3n unferem !Beif~iel ift bie tourenaa~t n bie unab~lingille !Bariable, 
benn man lann fie inner~aUl ber praftifef) au1lifflgen irenaen beliebig 
anne~men. 3~ biel aber einmal gefcf)e~en, {o ift bie iefcf)lUinbtq!eit 
jebel IDlafcflinenteüel babur~ benimmt. 2äuft &0 IB. bon ber IBellt, 
beren i)urel)meffer amm fei, ein UUemen über eine ®cf)eibe Uom ~Ut~, 
mtffer cf1 mm, fo madjt biefe 

"1 = ~n Umbre~ungen in ber !lUnute. 
Wn biefen JSerlinberungen ne~men bie ~urdjmeffer ni~t teit, fie be­
~arten i~re urfprüngtidje iröie. i)erartige Ba~ten lIennt man ston. 
nanten. 

@r~i,t man einen Reffet, ber maffer unb gefättigten ~amPf erit. 
~ä(t, immer lUeiter, fo aeigt bai !J1lanometer ftarfe ~rudfteigerung an. 
~er ~rulf bel gefätligten ~affeibampfel in arfo eine 3unftion feiner 
!temperatur; ~e ift in tecf)nifcf)en tabeaen (~.!B. uon \'t(iegner, .00(, 



J I. !)n 3unftlon'btArlff unb feine telfllllfdle &beatung ufl\). 
6om, ()enning, ~aumonn) niebergelegt. i)ie te~nl~ IUfe jebe albere 
!nObltllJiffenfdJaft, bOtf n~ ndmlicb nl~t mü bem geftdjmen ~ellJuüt­
fein begnIlgen, bap atuif~en atue! G}röüen ein Ub~angigleüllln~d1tnil 
befte~t. fonbem ~e mup el 6a~Ienmdjlg fe~{egen, etwa tn \Jorm einer 
tabelle. 

!no~ lieber ober i~ e' bem, bet au~ t~eotetif~ bie lBiffenf~oft 
erfaffen unb I:Ifellei~t filrbem tuill, tuenn biefe I&~angigfelt, IOle in 
btm tlorigen IBeifplel (!meile unb 9Uemenf~eibe) burd} eine G}{ei. 
djung gegeben ift. luf biere 1ft ber gonae Ipporot ber mot~emati= 
f~en Inall1nl augef~nittenj um I~re r~en ~ltflmittel aur ~e~m. 
fdjung bet maturerf~einunßen benu,en au fönnen, mui mon olfo etft 
oul bet e,perimentell ennittelten tabelle bai Ib~dngigfeit'gefe, in 
iJom einet Qlrei~ng iwff~en ben !8anabeln ~eroul~ben, bie man 
In ben mei~en iJdlle. 11 ... f(tt) 
f~reibt. i)ie iJunltion f(lt) beiei~net botin einen IUlbrncf, ber bur~ 
eine In 6eftlmmtet !!Beife Ilorgenommene ~nlOenbung ber mal~emotifd)en 
Ule~enoperotionen auf bie Qlrilie :t (unb ebentuelle stonftanten) ent. 
ftonben 1ft. BUt Untetf~eibung bet tlerf~iebenen iJunftionen fann 
man 11att ( oudj onbere IBud}ftoben tud~len, olfo ,(tt), F(z), (I)(:JJ), 
(1 (a;) u. bgf. f~rei&en. i)iefe anarl1tif~e i)arftellung bet In ber !natur 
Ilodommenben 3unltionen aufaufudjen, 1ft eine Uufgabe bet t~eorellfdjen 
!1latuttuiffenf~aftenj in bieten iJallen, i.~. bei bem ~tobrem .btl ge­
fdltigten !!Bafferbampfel,lft fie no~ nidjt getört. ~at man 11 abet ein. 
mal in biefer !!Beife batgerteIlt, fo lann man fit ieben &uldrfigen 
!!Bett bon a; ben entfpte~ettben !mert bon y finben. iine !tabelle !ann 
felbftberftänbli~ nut eine &e~immte enblidje, tuenn audj fe~t gtoue 
Ba~l tlon !lBertepaaren ent~alten. finbeterfeitl atulngt uni bie mat~. 
matif~e 30mulierung 6U blltueilen red}t umrtdnbl~en 9li~nungen, 
tud~renb ble !tabelle fofori irgelmiffe liefert unb bo~er in ber !Jka,il, 
lUenn bie lenauig!elt aulreid}t, fe~t beliebt 1ft . 

!Beif~iele fllt 3unUionen qiftieren in un6ä~liger Bnenge. 3n 
ber iJeometrle ift ,.18. bet Umfang einel Sheifel eine 3unltion 
bel ~urdjmefferl d, ber in blefem 3alle bie unob~ängige !8er4nber(i~e t" ndmli~ U .... nel. 

n i~ bie berannte lonftante 3,142. 
itne . aubere 3unftion bel ~u~meffetl i' ber 3n~an I, näm1i~ 

sdl 

1--· , 



&unftionneQtlff. !llelf~tele filr i}unftionm 3 

tt~nifdje oilflbüdjn, tuie bie oiitte, ent~nlten tnbetlen für bitfe 
~ulbrüde, I. SB. 
I 1 2 8 4. 6 8 7 8 11 10 

'114 18,142 6,28S 9,'26 11,1i88 15,708 18,8aO 21,991 25,133 28,274. 81,418 

~f jO,78M S,U18 7,088612,566419,6350128,274888,484650,2655 68,81711 78,5898 

3n ber !Dled)anif {ft ber bon einem frei falJenben Stör~er aurüd' 
gelegte lBeg seine \}unftion ber iJa1l3eit t (s in m, t in sec), 

s .... tgtl ; g .... 9,81 m/secl • 

i)ie t~eoretifdje IUI~uflger~tuinbigfeit einer iJlür~greit tJ = v' 2 9 h, 
~ängt bon ber oö~e h bet iJ(ül~ßreitlrdult ab; ber ~rucf, pAtin, ben eine 
eingefdjroffene @Jalmenge bon 11 cbm aulübt, ift (bei gleidjbleibenber 
temperatur) c 

1'=1]' 
wobei c eine für ieben iJa tl-jelt gegebene GSrllfle, eine fonftante, 1Jor~ 
Pent, lVd~renb tJ bit Ul\ab~änßige, 'P bie ab~ängige tBeTänberIi~e i~. 

3n ber märmele~re umeUnt ~dj bol eben ertud~nte DJlariotte~ 
I~ ~efe, IU bem !I.Jlariotte.Qja~.Suffacldjen 

RT 
1'=-;;-' 

~arin i~ Reine ftonftante, tuä~tenb bie ablolute tent~ratl1r T 
unb bol ~olumen tJ unab~iinßig 'Dolleinanber geänbert tuerben fönnen; 
p i~ ~ier 0110 eine \;unltion 'DOll ituei unab~ängigen !8eränberUdjen, 
bem maum unb ber tem~eratur. 

i)ie (ileftrotedjnif benuit fe~r ~du~g bd ()~ml~e @Jelet 
• 11 .. ==-, w 

in bem i bie etrom~ärle in Im~ere, ~ bie @5~annung in tBolt unb tD 

ben Siberltanb in ()~m angibt. 3~ bie e~annung, lDie I. SB. beim 
1!eitunglne, einer groflen 8enitale, tonftant, 10 ilt bie @5trom~äde nur 
eine iJunflion bel (reguIier&aren) mliberftanbel. E:djaItet man bor 
eine @lü~rampe einen !R~eo~aten, bann leigt lidj, bafl audj bie ßid)tf 

päde, bie !lBärmeabgabe in ber 8eilein~eit u. a. m. \junftionen bel 
unab~dngig bariabeln mib~anbel finb. . 

iin ßaie p~egt beim !aCid in ein tedjnif4Jel 1!e~rbu4J rein oe~{ 
bllraul lU ma4Jen, bai i~n Ijormeln unb 8a~ren nidjt intereflieren. 
tofumenttert er ~ierbur~ feine !8er~änbniß(o~gfeit gegenüber ben 



4 1. !let ijullftlonlk~tlff unb feine tedjnildje !ebeutung ullD. 

6e§llnbdten !problemen, fo mui el allbeterleit~ auffallen, bai er an 
ben Vlb&ilbungen ber !Dlaf~inen ~attma~t unb ~e lid) Illenigften. 
Iln~e~t, Illenn i~m auclj bie '1rt i~rer !midunglllleile unUat ift. !lßd~. 
renb bort ber mat~tmQtii~.te~nif~ ge6iibete !8et~anb in tlitigteit 
treten muite, wirft ~ier bie unmittelbare Vlnicljauung. ®ollte e. nid)t 
milg{id) fein, aud) eine i)arfteUung ber iVunftionen AU ~nben, 
bie fid) aur tabelle unb @(ei~ung \ler~Ii(t, lDie baI faitb aUt faefd)reis 
bung? !1ti~t nut bet 2nie Illitrbe ballon ~ro~tieren. 

i)iel gelingt in ber tnt. iVaft alle iU illeffungen bienenben 3n: 
ftrumente itellen Bn~ltn unter 18enuDung einer Stala all 2ängen bar . 
. i)ie ~nga6en einet 18rieflDnge, eine. ~m~eremeterß, !8oUmeletl, eine. 
manometer., t~ermometer' uflD Cefen Illir ab, inbem Wir bie S!änge 
be~ !mege' (in ®!alenteiCen aUlgebrfidt) beftinllnen, bie ber Beiger 
\lom jellleitigen mull~unft au~ge~enb Aurilcfgetegt ~nt. ~ll einfa~ftet 
lRe~räfentaut ber Ba~(en erld.ldnt ein gernber lD/niftab. !roir (egen 
auf i~m einen !punlt aU !1tull~untt feit unb tragen bon biefem aul eine 
pllffenb gelDli~(te Streife 1111 (iin~eit lllieber~o1t ab. Ii. ift gebrliu~1i~, 
Illeun bie 6etreffenbe @ernbe tullgere~t liegt, bie BQ~{en 0, + 1, + 2, 
+ S uilD. \lon lin!. nnd) te~tl folgen AU lnffen, 0110 tuie bie l8u~. 
j'tllben unb !morte einer 8eite. lMe~t man nun \lon einer bieler BIl~(en, 
i. 18. 6, au. na~ Hnll, fo !ommt mlln, Illenn man eine (iin~eit AUtüd. 
gelegt ~at, auf + 5, bnnn auf + 4 utf. bi. nuf O. fad ber iVortfeDung 
bieie' !8crfn~ren' et'~a(t mau unr. \lom !1tull~unrt bie .8a~{en - 1, 
- 2, - 3 uflll. i)ie (~ofiti\len obet negati\len) ßebto~enen .8a~(en 
entfte~en (ei~t bur~ eine feinere (iinteUung bet 51ala, i. fa. 3,4, 
inbem mau ba',,3ntetllal{" 3 •.. 4 in 10 grei~e tei{e aerCegt unb 
bann \lier teile. \lon + 3 an ßere~net, na~ recljtj abträgt. !1to~ 
feinere teile laffen ~~ f~äVen. 

i)ie 10 ·et~anene @ernbe fall un' bie ~erte bet unab~ängigen !8et: 
änberti~eu It re~rlilentieren, biefe beaeid)nen tuir Q(I 16hiHen, bit 
lMerabe all '1bbiffenacljre. 

@t~ört, tuie e. bei ber iVunltion y .... f(lt) ber 3all i~, &U einem 
tmert \lon It ein ~erl \lon y, fo fann man biefen nid)t ebenfalls Iluf 
ber 1t,I~fe baritdlen, \Dei( bllbur~ !8erlllirrung ent~e~en lll11rbe, fon­
bern man nimmt bie illleite i)imen~on ber (ibene 5U ~ilfe, inbem 
man in jebem !punEte z ber IbfAiifena~re bie ®enfre~te (Otbinate) 
erti~tet unb ~e g(ei~ -= Y ma~tj biefe 8a~1 Illirb na~ oben aufge­
tragen, tuenn ~e ~o~tiU, na~ unten, Illenn ~e negati\l iit. ~ei \Regis 



i)at~eUun9 bet ~unftionen 5 

Il\~ . 1. 

\J\Q. J . 
'tQ~~ifdje ~ufleUun9 dnn tlQUon!Q~tt. 

~rlert~ermometern 3· !8. 6eforgt ble~ fefbftänbig ein 6~reibftift. luf 
ber Ibf61ITenad)!e 1ft, al~ unab~ängige !8eriinberlidie, bie Beit ange< 
geben, bit 3uge~örige Orbinale gibt bie 3ur3eit gemeffene tem~eratut 
an. IDlan bea~te ben Unterf~ieb 3ltlild)en ~iirme' unb R'ältegraben. 
(~ig. 1.) ilie !rümmung ber Orbinalen 1ft mit jJUid[i~tauf bie 
frei~fötmige lBeltlegung be~ Seiger~ angeorbnet. 

Ibf31ITen unb Orbinaten nennt man 3ufammenfaITenb !oorb in aten. 
!!Bill man lielftußgrabe dlUa in bie be~ ~a~ren~eit<X~ermometer~ 

umltlanbdn, fo gilt ble lBe3ie~ung 
g= 32 +~, 

lIIenn a: bie 7em~eratur in lielf!uß., !I In ~a~rtn~eitgraben miit. Bur 
grap~if~en ilarftellung blerer ~unftion legt man IC paffenbe ~erle 
bei unb &ere~net jebdmalg. 60 enlfle~t bie fofgenbe tabelle. 



6 I. !tu ijunftlon.&egriff ullb feine tecf)nifcf)e l8ebentung uflD. 

~0111'lsI8Iwlalulul~I~JHIHI"I~I~ 
,1811185,6189,1I1'2,8148,'150,0,68,6157,216o,sl",4.16s,0171,6176,1I178,s:82,4Is6,0 

a:1-1I1-4.I-sl-sl-l01-1111-u 1-16 
,128,'1114,81111,11117,61 U,O 110,' 1 6;8 I 8,11 
a: 1-181-110 1- 11111 - 11' 1 -116 I -118 1- 80 
,1-0,'1- 4.,01-7,61-11,111- u,81-18,'I-1liI 

3ebel blefet mede~aare ~ellt einen l,J3untt im l~fen!teUA (Sh. 
orbinatenf~ftem) bat; man fie~t fofori, bai fie alle in einet @Je. 

, taben liegen. Um au~ alle mDgli~en 8wifdJen. 
+111 wette &U betiidfi~tigen, brau~t man nut baI 

o 

Sineat an5u(egen. ijiit 1& .... 13 fjnbet malT 5. !n. 
Y = 55,4 (ijig. 3). tl l 

i)ie auf Seite 3 füt I =;- bm~nete illo 
belle liefert bei ber 8ei~nung rine Inaa~l bon 
l,J3unften, bie fi~etli~ nl~t (n getabet· 2inie 
liegen. 9latütli~ fann man I au~ füt eine beo 

..",..,.tI-wr-+.-:r,l~r-Z liebig gtoie Wn6a~( bon 8wif~enwerten betedJ. 
nen, bann f~neien fi~ biele !JJunfte immet engtt 
aufammen unb !ommen enbti~ einet !Utbe be. 
liebig na~e. IDlan er~lI(t biefe ~raftif~ babur~, 

1J19· 5. baB man bie (in genügenber In&a~l) geaei~ 
neten l,J3unfte but~ bol Sbttbenlin~al berbinbet (~ig. 4). 

IDlan bea~te ben beridJiebenen inaiftab auf ben 1~len. ~a bie 
eine cm, bie anbete qcm barftellt unb biele IDlaie wegen iOtet beto 
IdJiebenen ~imenfionen gat nidjt miteinanber berglidjen wetben tön. 
nen, 10 liegt feine 9lot!Denbigfeit bot, 1 cm butdJ bielelbe ßlinge wie 
1 qcm wieber5ugeben. ~ie !8erf~ieben~eit bel !l7lai~abel geftattet 
uni, ein gtöBerel !lBerttgebiet bet ijunr. 
tion anfdJaul~ au modjen, all fon~ mög' 80 iI""I 
lidJ wllre; ein !Betfu~ beweilt el. 70 

iroibem wollten !Dir filt bie 8ufun~ liO 

bOtaUlleien, bai bai iin~eitlmai auf ~o 
bet IbfaiffenadJfe biefelbe 2änge beftie 40 

wie bai auf ber Orbiitatenadjfe, bai bol 70 

bei tyig. 4 angewenbele !Berfa~ten alf 0 : 
nur eine lulna~me {el. c.) 



maliftafl. l80rteUe beI gta~~ildlen ~arftenun9. Qlrunbetgenldlaiten 7 

ilie !aorteile ber gra~~ijdjen ilarfteUung gegenüber Xabel, 
{en unb fiotmdn liegen auf ber .panb. 1. ilie angefttebte Injdjau. 
lidjfeit tft emidjt, be~~a{b Itlh:'o &.~. ein (ä:{eftriDität~ltlett feinen 
91uffdjlUung ben ~ftionären bot lugen fü~ren, tnbem e~ 'oie monate 
alß ~bf3tffen, bie in i~nen an bie sronfumenten abgegebene SHloltlatt. 
nunben3a~1 (eleftrirdje la:nergie) aIß Orbinaten aufträgt. 2. ilie iuf' 
fudjung beß ljunrtionßltlerteß gerdjie~t ebenlo IdjneU Itlie bei ben ta' 
bellen unb baß bei bieren notltlenbige !ältige ~nter~o!ieren fällt 
fOdj ba~ ~at baß ~urben!ineol felbfttätig beforgt, all 'oie einhelnen 
!j!untte verbunben \\lurben. 3. Ijig. 4 geltauet nidjt nur, 3U einem ge. 
gebenen ~reißburdjmeffer ben ~n~alt 3U finben, fonbern audj ben 
~urdjmeffer au ermitteln, \\leIIn ber ~n~alt befannt ilt. ~ft bieler 
3.18. 60 qcm, fo bralldjt man nur auf bet Orbinatcnadjfe ben ~unU 
1 ... 60 aufbufudjen unb, Itlogmdjt lUeiterge~enb (~arQlld 3ur ~b. 
jhiffenadjfe), 'oie 3uge~ötige iblaiffe cl .... 8,74 ab3ulefen. fiig. 3 ift 
eben'ogut 3U gebraudjen, lUenn man (!e!jiuß. in Ija~ren~eitgrabe um­
Illanbetn lUill, alß \\lenn umge!e~tt 'oie tem~eratut nadj ber fia~ren­
beitfta!a vorliegt unb in 'oie ~etfiuleinteilung übergefii~rt lUerben foll. 
~llgemein mu\'l, joba!b g == fIx) ift, audj x eine ljunUion bon y fein, 
x = qJ(Y), 'oie malla!ß inberfe fiunltion 3U bebeidjnen ~~egtj um 
biefe barbuftellen, tlt alfo feine neue srurbe nötig, fobalb man 'oie ur­
fprünglidje Ijunftion einmal gebeidjnet ~at. 

IIß lUejentlidjeß ID!ertmal einer Ijunttion ~aben lUir bie la:in IU ettig. 
feit ~ervot'ge~oben. ~ft noer 5.~. Y == 2 x + y;, jo i~ für x == + 1 
entlUeber 11 = 2 + 1 = 3 ober 2 - 1 = 1, unb baßlelbe gilt für nlle 
anbeten ~erte bon z. ~n fo!djen fiällen ftent 'oie GJleidjung blUei ber' 
jdjiebene Ijunltionen bar. ll.J!an f~ridjt bißlDeUen von einer blUet< 
Itlertigen fiunltion, bodj Illiberj~ridjt biefe luebrucfßlUeife unferer ile­
~nition. 
~it ~Qtten el ferner mit enbHdjen Ijunftionen 3U tun, Illenigftenl 

in bem ge3eidjneten ~nterba\I, benn nie ",urbe eine ~bfaiffe ober ()r. 
binate übet alle ~ren3en 9toP· Y = 2 ~ l1J befitt bagegen für ,; = 2 
leinen enbli~en ~ert, fonbern lUirb (abgefe~en bom !8or3ei~en) be. 
liebig grolj, Illenn man x genügenb na~e an 2 ~eran!ommen täljt. 

~uljetbem lUaren alle ljunUionen ftetig, b. ~. 'oie Iturnen aeigten 
leine Unttrbrrdjungen, man fonnte fie burdj einen aufammen~ängenben, 
nirllenb~ burd)ldjnittenen Ijaben bebecfen. ilie erlllä~nte Ijunftion 



8 I. ~et IJunftlonlbegrijf unb feine ted!nlld!e ~ebentung ull1J. 

g .... 11 ~:e fpringt bagegen, wenn man in ber lRi~tung ber po~tiben 
z-Idjfe ben !}Junft z = 2 paffiert, l10n + 00 auf - 00. 

(inbli~ nd~ert fidj bie st'urlle I=- ":- in t~ren f(einften teilen 
immer me~r einer Qleraben. !IJlan erfennt bie~, wenn man ben !IJlai' 
~ab paffenb llergrlliert (unb babei über~üfjige trite ber .sei~nung 
fDrtfliit). Ii~ gilt ft. 18. für ben ftlUildJen d = 3 unb d = 4 liegellben 
Xei( fo!gellbe tabeUe, bie in 3ig. 5 wiebergegeben ift. 
d I 8 I 3,1 I 3,2 I 3,3 I 8,4 I 3,6 I 8,6 I 8,'1 I 8,8 I 3,9 I 4 

,,:11'1,06917,648\8,04218,66319,07919,621110,1'19110,'162111,841111,94+2,666 
DRan aei~lIe bie ffunftion ~lUif~en 

l~ 

1/' 

II! .... 3,4 unb 3,5, inbem man iebe~mat 
d um 0,01 lUattlen (liit. 

~iefe (iigenlttaft einer ~urlle, in i~ren 
10 l!einften Xeittten gerablinig &11 lein, be: 
: aeittnct man a(~ ~ifferentiierbar' 
1 J fe H. liiue bifferentiierbare 3unftion mui 

I 3,2 3,4 3,6 3,8 flJ a(Io immer flttig fein, IDIi~tenb bie Um, 
gig. G. fel)runn biefeß Sa'e~ nittt immer autrifft. 

ilie eben gefttiCberten bier fMrunbetgenfdJaften etner 3unftion fönnen 
wir, l10n berein~eIten ~ujna~men abgefe~en, bie man mit Ieidjter 
!JJlü~e erlennen fann, bei allen ~unftiDnen boraußfeien, bie in ber 
tedjnif !8erlllenbung ~nben. 

lufBdtn. l ) 

1. 1\ber einem retttlUinfligen 3abrifgrunbftüd beiliegt fitt ein 
Boullran auf ber StranIQ~rba~n unb eitle Bauif* auf bem 2auf. 
fran. tmarum fann biefe WnIage ftur lidliuterung 
bel loorbinatenbegriffj bienen? (3ig. 6.) ~ 

ilie folgenben ~unftionen foUen grap~ildj bar, 
ge~ellt llIerben: 2.y=2+0,5f1l. 3.y=2-0,5f1l. 
4.y ... -2+0,5f1l. 5.y=-2-0,5f1l, 6.y=p+qfll, "'," 
llIenn für p unb q beliebige betannte 8!l~len ge-

!"--_...:l=<j.,JJ;.::.""""-"j 

1) iBeltete lllufQa&en jinbet man In llluerhd!, .. J.afiro. L 

~ie 9ra~~ild)e ~atftenung (i9luCM 1Bb. 437), Ihan~, 
Vlnalqtlld)e Gleomettie bet libme (1ll!nuCM !8b. 504.) llnb 
9l e u en bor ff, !jJtaftijd)e IDlat~ematif (~!nuCM !8b. S41 ). 

&lg ... 



Gltllubelgenldjalteu bet ~tt\onen. In;g!l&en 9 

Dommen werben. Inan Iinbereble!8or6ei~en. 7.y ... 3xl , 8.Y"'+ZI. 
'.y=x'+2. 1O.y=,,'-2. 11.y=t"'-6. 12.y=:13-1,5:I:'. 

1 2-11: 7 2~ 
11.11 = äi' u. y = S +m' 10. y = ml +l' 18. y- 8.1:8 _ 8' 

17.y=yi. 18.y=Y2z+1. 19.y=y;, 20.y==-V::~~, 
21. IDlan wli~le bei ben geaei~nelen sturbeu \lJunfte au., bie bon 

belonberem 3ntereffe AU fein I~einen unb Aei~ne beren Umgebung in 
&e~n' ober ~unberifa~ \lergröpertem IDlaiftabe. !moau 1 

22. lBie tuli~1t man ben 9Jllliftilb, tuenn man \Ion ber ~urbe eine 
allgemeine ft6er~~t ~a&en tuill? 

23. stann man mit !Rt~t ber grap~if~en ~arf1ellung brn !8ortuurf 
ber Ungenauigfeit ma~en? 

24. Inan ermittle ben ijnn!tionltuert y au. ber Bei~nung für lBerte 
bon te, bie Atuif~en ben bei ber Ronftruftion benuiten liegen (gra. 
~~if~e 3nterpollltion). 9la~~er ftelle man bur~ birdte !R~nung ben 
Glenauig!eitßgrab feIt. 

25. me(~e ber obigen ijunltionen fann man (ungenllu) aU me~r. 
roertig be3ei~nen~ 

26. iBerdje fiunltionen werben fir enl)1i~e 2Uerie \lon z unenbti~ 
grop? IDlan {affe in 11 .... 1I:1~ Ii bie @rilie a; ftufentueife bem !Berie 
y'5 = ± 2,286 ... nll~dommrn, einmal \lon unten ~er (2; 2,2; 
2,28; 2,236 .•• ) bann bon oben ~er (S; 2,8; 2,24; 2;237 .•• ) 
Y 0= 00 ift nur eine f~mbolij~e 1&lürAung für grenaenlolei @rilier. 
werben. 

27. fiinbet p~ bei einer Rurbe eine Unterbr~ung ber Stttigfeit? 
28. Segt elne Beldjnung bie !8ermutung na~e, bai eine unlerer 

Ijunflionen ni~t bifferentlierbar tft? 



10 11. ~er iJifferenaenquotient unb ber ~ifferentill!quotient ull\! . 

.sweite~ Sh~ite(. 

~ef ~iffereu~enqulJtient uub bu ~iffueutill1: 
quotient. ~ifferelttilltion eiufll~er iiuuttioueu. 

ilie gra~ijif~e ilarfteUung be~ Xijermometer~ unb !Barometerftanbe~ 
intereffiert uor aUem be~wegen, weH man fofort etfennen fann, ob in 
einem gewiffen .8eit~unU biefe GStöflen fteigenbe ober faUenbe 
tenbena befi~en. illl~felbe gUt uon ber ~tobuftion~furbe dner 
3abrit fonnte man bort meteorologif~e S~lüffe aieijen, fo lommt 
~ier bie \RentabiHtät be~ UnterneijmeM aum 2ru~brud. !Bei ber Unter~ 
fudjung ber 3unftion Y = fex) tritt biefeC6e 3rage an un~ ijeran . 
.8n iijm ~ntf~eibung für einen gegebenen ~unrt, beffen 2r~faiffe x 
unb beffen Drbinate 'U =- fex) ift, laffen wir x um bie ~röfle t::,.x 
auf XI wadjfen, fo baf! t::,.x = Xl - X ift. t::,. ift bie 2rbfftqung für 
ba~ !Bort ilifferena, afjo eilt S~mbol /iijn{j~ wie sin, cos u. bgt., 
nidjt aber ein 3altor, mit bem X mum~n3itrt n>erben foU. GSfei~e~ 
gUt ja uon bem bereit3 benu~ten .8eidjen f, bem 3unltioll~f~mbol. 
3ftr Xl = X + /::"x fann man ben augeijörigen ~ert 

'Ul =0 f(xl ) = fex + /::"x) 
leid)t beted)nen. 31t YI gröter a(~ 'U, alfo 'Ul - Y gröfler ar~ 0, fo 
fteigt bie S[urue. YI - Y fet bet 2rnalogie wegen bur~ t::,.y be3eidjnet. 
31t t::,.y l{einer a(~ 0, [0 f/illt bit S[urue, ift t::,.y = 0, fo bleibt fie 
auf g{ei~er ~öije. 

~~ fei etWa 'U = i Xl in ber Umgebung beß ~unUeß P 3U unterfud)en, 
beffen 2rbfaiffe x= 4 ift. 9Jlanbered)net 3unäd)ft y=i· 41 = 12,57. 
ilann erteilt man zeinen benebigen.suwa~~, a. !B. /::" x = 1, f 0 baüxl = 5 
Witb. Yl = i·5lwirb = 19,64 aIfo t::,.y= 19,64-12,57 = + 7/'7. 
ilie furbe fteigt in bem betradjteten ~untte, mit wad)fenbem ilurdj' 
meffer wirb ber ~reißinijQ(t felbftuerft/inblidj gröÜer. 

~in GSa~ erfülle bei einem ilrud UDn 1 2r tm. unb ber tem~eratur 
15 0 ben \Raum 200 J. ~irb e~ oijne tem~eratutänberung 3ujammen< 
ge~reflt ober au~gebeijnt, fo gUt für ilrucf p unb !8otumen '11 bie !Be' 
3iegung: P'IJ = 200 . 1 = 200 ober p = 200. ~at man bQ~ ~a~ 

11 

auf '11 = 2501 au~gebeijnt unb bet'gröflertbeniRaumno~um t::,. '11= 1,71, 



8uni\~me ullb .bnCl~me. I5ttlgunglhuafl 11 

11 !I 

"---'-_--i._% "-..L-_L--_X 
IJIg. 7. ilIg. S. ilIg· •. 

fo ift p = :~~ =- 0,8 Atm.j 
200 

"1=250+ 1,7 =251,7jPl =2"1 7=0,7946Atm., .6,pc:-0,0054, 
ber i>rucf nimmt ao. 0 , 

Ifl intetef~ert aoer ni~t nur, AU etfaijten, 00 eine (MtöDe au~ ober 
ahimmt, fonbem au~, 00 bieidtnberung relatill ftad ober flfltuadJ 
in. tritt bet er~e 8all bei 1/ = fex) ein, fo lDirb ffir einen Ueinen 
.8ulDadjl fj. x bie Orbinote 11 er~eolidj gröDer lDerben. i)ie $er~ 
binbung'gerabe ber betreffenben brllen~unfte PPl lDirb ~eil gegen 
bie ~olaiffenadjfe gfneigt fein, bai "Steigunglmaü" tg1) a = !! 
lDirb groj fein (~g. 7). !Bei r~lDadjer Steigung ift !: !fein (8ig.8) 
unb bei fallenber tenbena negatill (8{g. 9), ba ber .8ä~{er negotill, 
ber menner ~ofitill ift. Wud) a lDirb im leiten 8aII negatib. .8eidjnet 
man 5. f8. bie Rurlle, lDel~e ber (Mteidjung 11'" :1 -z entrl'ti~t (ijig.10) 
unb lIeroinbet bie ~unfte, beren 1&laiffen x == 5,:J)l = ~ + .6..:J) -= 7 
finb, fo lDirb1/ ... 1,25, 1/1 =5,25, tga= :: = ~= 2, a'" 68° 26'. 

~x=l, x" =3 er~liltman .6.1/'=0, tga=O, a=O; fIIu=-4, 
Zt=- 2 tuirb fj.x=- 2-(-4) .... + 2,1/== 8, 1/1 = 3, .6.1/= -5, 
11110 tg er .... - 2, 5, er = - 68° 12'. 

1) !l1d~eRJ i1&er bte 3un!tlDu tangenJ ~nbet mau in itan., trigono, 
metrie (il!l1u(J ~b. 481 S 6) . 

.... • 7: 11111.'., tl1IntntlaI •• 1Ig, 4.lull- 11 



12 11. iltt iliffetenaenquotient unb bet iliffetentlalquotient ulw. 

ijig. 1 ° aeigt aber au~ gIei~~eitig bie !mlinge( un{erej fBe*~renj, 
el3 rourbe 6i~~er ni~t eigenm~ baj ~teigen unb getllen ber Rurue 

y fd&~ unterru~t, fonbern man be: 
tradjtete bie fBerbinbungl3linie Aroeier 
Shlruenpunfte, eineRuruenf dante, 
unb beren fBedouf gibt ben ber Rurue 
bo~ nur in ro~er~lInli~erung roieber. 
gür Il! = 1, !::.Il! =- 2 fetnben roir 
/::,. y = 0, bie eidante ~eigt bott 
Weber no~ flint ~e, fonbem ~e lliuft 
ber 'll6r4iffena~fe parallel. gür bie 
Si'urue feIbft trifft biej in bem ge, 

--'-'=-'-~r="""""''--:::=-:- nannten 3nteruaa burdjaul3 ni~t au, 
fie flint aunlidjft, bann fteigt ~e wieber. 

\jlg.lO. 'llber roenn 'etU~ Rurue unb ~etante 
quantatib baßre(6e fBer~a(tcn aeigen, wie für a; co 5, ;0 gilt bo~ baß 
oben gefunbene SteigunQßma& für bie Sefante, ni~t für bie Rutbe. 
9limmt man für bie wil'!fürIidje GJröje !::. Il! einen anbeten !!Bett, a.18. 
1 an, fo roirb bort 

/J.y = 8-1,25 = 175 a =- 60015' 
/J.:x; 1 " • 

A _ ° 1 (' f t _/J.J... '"" 1,4026 -1,25 - 1 ~2~' ~60 AI:" 
ull! - , te er A:x; 0,1 - ,v Uj « =- v "v. 

6. x ... 0,01 gi6t !~ = 1,26Ö0250~:,250000 =- 1,5025,« = 56 ° 21'. 

~aß Steigungßmaj ber eiefante ift bemnadj fi~er(idj uon ber )IDa~t 
ber Bufavgrö&e !::. a; ab~ängig. !!Benn man biere fe~r fCein annimmt, 
;0 tft bie ~bweidjung ber ~urbe uon ber eieletnte fdjon fe~r gering, 
fo bai ber aUQe~ötiQe 1lifferenaenquotient !; mit immer aune~menber 
GSenetuigleit all ~teigungl3mai ber Rurbe betradjtet roerben fann, 
je !(einer man /::,. a; \l)1i~1t. Bur St(ärung bel3l,ßroblemß unterbre~en 
roir einen ~ugenblid bie Unterfudjung unrerer RUtbe, um unj ber be-o 
!etnnteften !rummen Slinie, bem Rreire, 5U&utuenben. 

AB in ijig. 11 rei eine eie~ne, bie l8erllingerung B 8 erglinat ~e 
311 einer eielante. Bie~t matt bon A auß eine füraere Se~ne ABl • 

foroirb berBentriwinfel lleiner (Ml < M), !BinfelA gröiet(~ > A), 
bet A = 900-~, AI~ 900- ~I. -9::A nä~ett ii~unbegrenat einem 
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tcdjten mlinfd, wenn B nn~e genug Cln .04. ~ernntücft. (Son bie (Se~ne 
6· \8. fo gebogen werben, bnÜ bie ~bweidjung ~ödjftenl 5° beträgt, fo 
braultt mnn nur ben 8entriwinfel AM B2 =- 10° ~u madjenj für aUe 
6e~nen, bie nodj tteiner finb ClIß ABi' ift ber Untetid}ieb 90° - .04. 
geringer aIß 5°. 

~ft .04. = 90°, fo tritt ftnlt beß ~re& 
ecfß AMB, bie ßinie AM nuf. Uniere 
QSerClbe ~nt bie ~age AT, fie ift feine 
€;etante mel)r, ba fie ben lrreiß nidjt 
me~r in ~wei I.]!llntten bon enblitter 
finlfernung fdjneibet, fonbern nur nodj 
A mit i~m gemeinfam ~at. !mir nennen 
fie jevt Xangente. 
~ann man nlIgemein burdj einen 

gegebenen $unft A einer $fUrbe (bie nidjt gernbe ein lrreiß 3U fein 
braudjt) eine QSerabe ~ie~en, ber fidj bit berfdjiebenen bon A auß. 
ge~enben €;etanten unbegrenat n/i~ern, unb awar um fo mel)r, je !re.iner 
bie entf~redjenbe 6e~ne wirb, fo woUen wir biefe QSren3Iage a{ß Xan· 
gen te beaeidjnenj auß biefer ~efinition ergibt fidj, bnü fie beITer nI~ 
jebe Se~ne baß !8er~aIten ber !turtle in jenem $unfte fennaeidjnetj 
i~n nennen Wi: !8erü~rungß41unft. . 

~ie obigen Ü6erfegungen, weldje unß bie geometrifdje !tonftruftiolt 
ber tangente an einen beliebigen ~untt eineß gegebeneniheiieß lieferten 
- man ~at nur niltig, im !8erii~rungßvunft auf bem 3uge~örigen iRabiuß 
bie Senftedjte 3U erridjten -, getten nut fiit biefe ~urtle, bei jeber 
anberen müüte man tlon tlorn anfangen. ~eßwegen fudjen wir ein 

aU~emeineß !8etfa~ren unb greifen auf unfer!8eif41id (11 = f -x) 
6urücf. 

!mit wiffen, baÜ wir für jebe SeEante, mögen bie finbVuntte ber au. 
Be~örigen Se~ne nQ~e ober weit fein, baß 6teigungßmaü ftnben fönnen. 
fiß läge na~e, baß ber Glren31age 'baburdj bU erawingen, bai man XI 

einfadj gleidj x fe~t. ~ann ltJirb tlon fdbfi 111-= 11 unb ber ~ifferen~en. 
quotient ~! =~ 3m er~en ~ugenb1icf rönnte man bieUeidjt anneljmen, 
baü biefer m3ed gleidj 1 fei. ~ie $rllfung ift leidjt. ~ai 1J .... 3 
ift, beweift man burdj Wußfü~rung ber !lJlult\Vlifittion 3 • 4, bie ben 
Bä~ler beß erften !8rudjtß, 12; ergeben mUß unb audj ergibtj -V = 5 
ift falfdj, benn 5 • 6 ift 30 unb nidjt 23. So fdjeint t = 1 au fein, 



14 11. iln illjferenaenquottent unb bet iliffnent14lquotient ullD. 
benn 1 • 0 .... O. Wbet ber !mett tg"!= 1 entf~rl~t bem IBinlet 
ce = 45°, bet offenbar flr unfere ijigur ni~t ~ait. lutt re~nerifd.l 
fdjeint bet~ifferenaenquotient nidjt ber 8a~11, fonbem 1,6 6u~uftreben, 
b.l wir oben für i~n bie !mette 1,75; 1,625; 1,5025 er~ielten. Sn 

ber ~at fann man 1lU~ t -1,5 feien, 
.~ ." Oß, benn 1,5 • 0 = 0, aber ebenfogut autt 

gTeidj jebet anbern enbfidjen .Ba~r aj 

t i~ an ~~ bUllig unbe~immt. ~iel 
B, 'B, .~ entr~ridjt genau geometrifdjen tat< 

fadjen. !nimmt man fl! .... /1)1' , - "1' 

A fo ~at man iiber~au~tni~t ~ w ei ~un!te 
~----JL-----L_~ __ (bie eine be~mmte ~dante' liefern wilr. 

\JI9.11. ben), fonbern nur einen, unb burd) 
einen~unrtrann man, lUenn man ~dj um feineUmgebuug nittt fümmen, 
eine @erabe in gan~ beliebiger lR~tung Tegen, fo bai i~r SteigungI­
mau, tg ce, bUllig unbe~immt wirb (ijig.12). 

Unfer !8erfa~ren ber[agt ario gerabe ba, 1U0 lUir el brau~en, . el 
greid)t einem meg, ber in ber !nä~e bei3 .8iefel burdj einen ij1lii unter: 
brodjen Wirb. 3n blefern iJall wirb ber IBanberer n~ freuen, einen 
~ardllel laufenben ~fab IU entbeden, ber an ber fritif~en Stelle eine 
!8rilde ~at. ~ie Wufgabe i~ba~er, ben Iulbtud :: fo umauformen, 
bni er nadj wie bor flir jebe Sdante ridjtig bleibt, bai er aber gle~ 
adtig etlennen läfjt, ob ein G}renalDert ba tft, bon bem et beliebig wenig 
ablDeidjt, lDenn b.. z ~inrei~enb fLein gemadjt lUirb. 3~ biel berijall, fo 
gibt bet (Mrenaweri bel ~ifferenaenquotienien ben tangenß bei3 !minlerl, 
lDefdjen bie Sfurbentangenie mit ber ~ofitiben W&faiffrnattfe bilbet, 
benn biefe lUat ja alß (Mrena(age ber Sdanle befinien. Um bol in 
berlBenennungium WUlbtud au bringen, fprl~tman na~ bem Übergang 
aurQSren&enidjtme~r bon~ifferenaen-, fonbern bom~ifferentiaT, 
quotienten unb fdjretbt i~n :: (Wulf~radje: d" nadjdz). i)a er dul 
Y = f(Z) ~erborgegangen ifi, ~eiii er audj bie Wbleitung bleferifunf. 
tion unb wirb, lUenn feine !8erwe~f(ung mögtidj 1ft, burdj " ober 
,'(a;) beaeidjnet. ~ie Wufgabe ber ~iffmntialtedjnunll ift e., 
au jeber gegebenen ijunftion y .... f( z) ben ~lfferentiatquotientPn 6u 
bUben obet (in feUen bodommenben ijällen) ble Unrnöglittfelt biefet 
'ro6eff el nCldjaulDeifen. 
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@io ift tn unferem gaU 

y ... 1.a;t - "'. Y - 1.a: 1- a: • 't 111-' 1 1 U 1 
611 <tmtl-a;)-(v;I_a:) ~11_a; -ia:I+a: 
6x - 1 a; -IIJ - a; - a: 
611 7(a;'-xl)-(I/1-a:) {-(a; -1I:)(a; +1I:)-(a:1-1I:) 
611J = 4) -11: - a;-a: 
6y = Ca; -11:) lhTI +11:)-1] ... 1.(:1; + z) _ 1. 
6x XI -x 'A 

~le~mtn wir 3.11h=5, :1:1,"" 6, fo et~atttn 10ft A~=H6 + 5)-1 
= 1,75; füu=5,a:1-6,1 ~rb :~""1,525, filu=5, 3:1 = 5,01 
refurtiert 1,5025. !nan ~efommt biefel~en !lette wie oben; el mufl 
ja au~ fo fein, ba nur erTaubte aJgebraif~e Umformungen lIorgenommen 
l11urben. 

2afftn lUir je,t:l; immer n4~er an 3: ~eranrüden, fo ftrebt 3:1 + 3: 
bem merte 3:+ 3:= 2 3: 5U, unb ber@renawert bel ilifferenaenquotienten, 
ber ~iffmntiarquotien~ witb 

dy , f'() 1 2 11: u=y= z=,' 3:·-1=2-1. 
gür 3: == 5 ergibt Pd) y' = 1,5, l11ie l11ir el frü~er bermuteten, a wirb 
56° 19'. 

3n ber te~nif beWirft bie enbli~e Strlcflft4de ber BeI~nung, bafl 
fi~ Se!ante unb tangente, iliHerenaen- unb illfferentinfquotlent, fobalb 
ble ~ifferenaen elnigetma\,!en gering pnb, ni~t metflid) untetfdJelben. 

(iine !8eranfd)aulid)ung bel Über. 
gangel bom ~ifferenaen. aum ~iffeten­
tialquotienten liefert für unfer !Beifvid , 
gig. 13. (lier pnb bie mette bon !! 
für :e - 5 unb berfd)iebene !lette bon 1.* <I' ~ M 

6,:t: bete~net unb bann grav~if~ bar: &19.11. 

geßellt 1l10rben. 
6,3: 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

__ !:::..Y 0,31 0,64 0,99 1,36 1,75 
6y 1,55 1,6 1,65 1,7 1,75 
Aa: 

!Bei anbeten gunftionen ~rebt bai aei~nerifd)e !8Ub ber iliffe­
renaenquotienten au~ immer ffir !:::..:t: = 0 bem ilffferentiafquotienten 
au, aber im allgemeinen !rummlinfg. 



J 6 n. ilec iltfftrenaenquottent unb ber iliffmntlldquottent ulm. 
troit untetfu~en je.t bie einaeInen ~un!tionen ~(anmäfiig. 
1. (J)ine ~unftion ~ei§t Uneat ober etnen @tabe., llIenn fie burdj 

bie lM(ri~una 11 = al» + b 
gegeben i~, in ber a unb b berannte !onnant bleibenbe 8a~{en finb. 
(I, ift bann 111 = all1 + b, 
a1fo D.l1 = 111 - Y = aZI - al» = a(1)>1 - 1») "'" a6z 

, ~~ = a. 3ebe l8erbtnbuugtlgetabe 
6weiet!l3unlte bet 2inie ~at geuau batl~ 
felbe Steigung.ma§, ba4et i~ aud) im 
@rena fa Xl ber~iffetentia1quotient ton: 
ftant, näm(j~ d 1/ 

dz'" a. 
4 ~ie Sinie, wet~e bie lineate ~un!s 

tion te~täfmtiett, ~at ftetl biefefbe 
--r-----'--..l-._tI »ti~tung, mufl ba~ereine Gletabe fein. 

WIo· 16. 3~t Winlel gegen bie X,~djfe genilgt 
bet .(ei~ung tg ce = a. 
Hilr ~ = 0 wirb 11 = bj b bebeutet fomit bd Stfilf, tuefdje. bie 
@erabe auf bet Drbinatena~fe Qbf~neibet. 

Bnan lDenbe biefe !8ett~tungen auf bie gr~~if~e i'atftellung 
ber ~un!tionen 
1/ .... 2:1l+ 1; 11= 1,5:1:- S; y=-O,b+ 6; 1I=-1,2z- 3 
uub ä~nndje an, fOlllie auf mg. 3 unb lufgabe 2 biß 6. 

3ft b = 0, fo ge~t bie @erabe bur~ ben Q{nfang.~unft. 3~te Drbi­
noten finb ben mfaiffen ~rD~ortiona(, benn aul 11 =- az folgt füt 
,IOd troett~aare Zl, 111 unb z.' 9. 

11.=- aXs, 111 = az1, 

alro burdj ~i'Oifion 11. : VI = tJXs : aZl =- z~ : ZI' 

(J)in ~eif~iel i~ Y .... "Z, benn bie Umfänge bet treife ftnb i~ten 
~utdJmeffern ~to~otlionat. tgce ift ~ier = 3,142, ce = 72°21'. (5;1l~ 
r~redjenbe JBer~ä(tniffe treten auf, llIenn man BManmut:: in ~erfiu~, 
grabe, IDleter in Hu§ unb fonftige IDtafle ineinanbet umredjnet. ~ei 
bem ~oolefdjen ~e~nungjgefe, in bie ~e~nung bet ~~annung ~ro~ 
~ortiona( un. 

2. i'ie teine quabratifdje ~unftion ift befinied butdj 
y = cz'. 

~iet unb weiter~in finb bie Slonftanten burcf) bie infanglbudjnaben, 
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bit ~QriaY,etn burdj bit inb~ud!ftaY,en bel m~~a~ell ~e6e\~ne~ ~enn 
ni~t QUlbriid(~ bal QSegenteU QUlgemndjt i~. 

61/ 1/1-1/ C(01 I -II:' ) c(01-1I:)(1I:1+z) 
611:= 01-11:=-;:::;-'" 11:1-11: 
6 I 

6:'" 0 (11:1 + 11:). 

S!Ait man ie,t :1;1 immer nii~er an 11: ~erctntteten, fo !Gnn man im 
irenafall 11:1 = z feien unb ~at bann 1/ 

:: ... 2011:. 

~ie 2urlle, beren QSleidjung 11 = CII:1 

i~, be~nteren lUit nl. !JJarn6eL i>u~ 
i>itJi~on erijlilt mnn ~ =- 0:1;, n(fo 

Gd 11 == tga: == 2011: = 2g. 
m z 

ijlg. 15 aeigt, lUie bie. irge~nil aur 
Jon~tuftion ber $nubeUnngente __ --.,;~~~..l.--_ 
PQ R in P benuit tuirb. 3 

Sollen nIe in ber !JJnra6efgleldjung 
Ilorlommenben QSrBienStteden6ebeuten, 

1 
fo mui mnn b.le Ron~ante 0 burd} a 
nfeien, ~at atfo ml 

11=(1; 
G ~elit bet !JJatnmeter. \lIg. n. 

QS feifenfted)t auf P;R. i'nnn ift nnd) bem eö~enfn\) im redjt. 
loinlllgen i>ttied 11:1 

8A. AR _ AQ. SA _.A QI ... .!. ... (l,g -=.!. 
, .AR 11 'g 4. 

!l)et ~unrt 8 ~eiit ber mrenn~unU ber !JJnrn6el. !Beiliegt mnn 
ein Beldjenbreied fo, bai bel: Sd)eltel~unft bel redjten minfet. nuf 
bet ~bf&iffenadjfe fortr~reltet unb ber eine Sdjenfd ftetl burd) ben 
!Brenn~unrt ge~t, bnnn 6ilbet ber nIbele eine !JJnra~eltnngente. lilIe 
genftgenbe ~naQ~t berfef6en fiiit bie lMe~n{t ber turtle fe~r beutfidj 
~nlJortreten (Um~IlUunglronftruUion).l) 

1) !Mmaueni ü~et bie !ßau~el jinbet man in "tan., Vlnal~tifdje tleometrie 
(VlBlu!M !l\b. 604, V .• &f~nttt) •. 



J ~ 11. i)er i'lifferenaenquoHent unb ber i'lifferentialquotient 111111. 

8. ~ie einfa~fte fubif~e gunftion i~ 11 = azs 
II y /Ja;'- alr' IJ (a:I I_a:ll) a (a:I - a:)(:l:II+ a:! a: + a;1) 
llz - a;-a: - 4'1-tJ:'" :r1-tJ: 

-= a (Z,.' + Zr z + zt). 
3m GJren6faII (Zr =- z) hJirb 

:; = Sax'. 
4. Bur ilifferentiatioll ber gunftion nten GJrabel 

11-= az" + bztt-1 + Ca;"-I + ... + kz + l 
braud)t man bie gormd 

11J1" - x"= (Zl- Z)(Zt"-l + Zl,,-IZ + II1n-IZ' + Xln-iX' 
+ ... + Xl' z"-3 + Xl x"-I + xtt-1), 

beren IlUd)tigfeit ~d) feid)t burd) ~ltjmurti~ti~ieren ergibt, ba pd) bann 
bie mittleren (,»(jeber ~aarIDeire auf~cben. 
llg a(a:r-tJ:")tb(zf-I_p-l)tc(xf-'-zn-')+·· .+k(a:I-a:)tl-l 
lltJ: == a; - z 

lly=(a;-a:)[a(at-1fa:t-'a:+ .. +a:"-1)tb(z1-·+··+a;n-I)+CCIt~-8f-.. +a;n-8) .. +k] 
lla: II 11'1 - a; 

ll;'" a (~-l+ ... + z"-1) + b (~-I + ... + zn-,) 
+ C (~-.+ ... + z"-.) ... + k. 

3n ber erften !flammet ~e~en, !Die ftd) burd) Ib,ä~len ber ~~o. 
nenten (g;O, 11J' ••• a;"-I) ergibt, n GJlieber, in ber &ltIeiten n -1 uft. 
3m @ren,fall ne~men in einer strammer alle Summanben benfe!ben 
!Bert an, nämtid) z"- t, z"-t ufm. lil ift 

!!=nt.u;n-l+ (n -1) bx,,-I + (n - 2)Cr'-I+ ... + k. 

!line InhJenbung unferer aormel in bie Ibleitung bel binomi, 
fd)en Saiel für gllnAe ~ofitilJe Ii,~onenten.l) ~e!llnntlid) ift 

(a + z)'= al+ 2az + z· 
(a + Z)3= aSt Sa'z + Su' + '1.1. 

!Bei jeber hJeiteren !l1htfti~lifatioll IUIid)ft ber ~1.I~~e Iqvonent bon 
z, ber "GJrab" ber et~a{tenen gunftion, um 1 j man ~Ilt f~liefllid) 

a) (a + z)" .... .4 +Bz + Oz'+DzI+ ... Lzn-I+Mxn , 

unb el ift unfere Vlufgabe, bit !onnanten ~oeffiaienten 5u benimmen. 
Soll bit ('»leid)ung nld)t nur für einen f~e&teUen, ronbern filr jeben 

1) line IfJleitung biefe' 6~d D~ne ~iffetent!a&td)nun9 pe~t in (I:tQn~, 
9!lgefJta (I9lul,l) 18b.105), V. Vfbld!nttt. ~ort finben lidJ QudJ iigenfdJll!trn 
bcr fJet bet IlnUuldlung auftretenben ,,18inDmlalfoelfiatrnten". 
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IBett 110n rt tidjtig fein, fo gitt fie IlUdj für 6IDei madjbatlDerte :I: unb 
Zt. ~iefe ileidjungen blltt mlln fubtrll~ienn unb bUt~ 6,1& - Xt - z 
bil1ibimn. ~ie linte Seite IDb:b 
(0+ a:S'- (0 + a:)" 

2:1 -:1) 

[(a+a:I)-(o+a:») [(o+xS' -1+ (a+a:1r-'(0+a:H .,,+<0+a:)"-1] 
- ~-a: 

[Ca + Xl) - (a + :1:)] - [a + Xl - a - x] = [Xt - 1&]. 
'llie er{te SUllmmer bel .sä~terl ~elit ~dj gtgen ben !nenner, unb ber 
tliftmnbenquotient lDirb ber 5tuetteu ~lllmmer grei~. ~er ~iffe~ 
rentilllquotient lDitb rintl = n (a + 1&),,-1. tlie re~te Seite ber 
QSfeidjung fann na~ ber obigen megd bifferentiiert lDerben. So er. 
gibt rir(i 

b)n(a+I&),,-1_B+20z+ 3Dx!-t ... +(n-1)Lf&"-t 
+ flMZO-l. 

~ie Ilorigen !8e1ra~tungen laffen ~r(i lDörUidj Iluf bleie neue GJtei. 
dJung Ilntuenben, unb man et~äU burr(i tDieber~ottel ilifferentiieren 
c) n(ft -1) (a + :1:),,-1 ... 20 + 2· 3Dz 

+ ... + (n-l)(n - 2)LZ"-a+ fI(n-l).Mx"-. 
d) n(n -1) (n - 2) (a + :1:)"-8..,. 2 . 3 . D 
+ ... + (n-1)(n-2)(n-3)Lzn-'+ n(n-1)(n- 2)1Jh',-a 

• • • • • • I • • • • • • • • I • • • • 

n(n -1)(n - 2) ... 3·2· (a + 1&) .... (n-1)(n-2) ... 2·1·L 
+n(n-l) ... a· 2M:!: 

n(n-1 )(n-2) ... 3.2.1=n(n-1 ) ... 3. 2 ·1':M. 
3iir ben fpeaietlen mett x == 0 irt 

a) a"=..4· , , 
b) na,,-l=B; 

c) n(n -1)a"-3= 2 . 0i 

d) n(n -1) (n - 2)a,,-I= 2·3 .D; 

I • • • • • • • • I • • • • • I I • • • • ( 

n(n-l)(n-2) ... 3.2.a L-!!..a 
.... (n-l)(n-2) ... 2.1.Lj -1 

n(n - 1) (n - 2) ... 3.2.1 
= n(n -1)(n - 2) ... 3·2 ·1.M; M=l, atlo 



20 H. iler ilifferenAenquotient "nb ber iliffetentil1!quotient ulw. 

(a + x)" = an + ~ a"-I X + ,,(n :-1) an:"': X' 
1 1· 2 

+,,(n-1)(n-2) n-8 It ... t..!!. -,,-1+ n 
1.2.3 a x 1a., x. 

(ij täüt ~~ tei~t aeigen, baÜ bie bor~et für (a t x)'unb (a + x)S 
angegebenen 9lußbrücfe 'S~e~ialfälle biefet allgemeinen \lormel ~nb. 
!Bei ber ~bteitung biefeß 'Sabeß war eine \junftion y .... f( x) gegeben. 
(iß wurbe 3unä~ft i~r ~ifferentiarquotient 1/' = f' (z) gebifbet unb 
biefer bann no~ma{ß bifferentiiert. ~aß (irge6uiß ~eiüt ber 3weite 

~ifferentiatquotient bon y unb wirb y" ober f"(x) obet ~~ 
gef~rieoen. ~Ut~ no~matige ~ifferentiation er~ä!t man ben britten 

~ifferentia{quotienten a 

1/'" = y(8) = f'" (x) = ;; uff. 
!mill man ben !mett beß ~ifferentiafquo­

Uenten für a H e rpunfte einer gegebenen st'urbe 
1/ = fex) barftellen, fo bei~net man &U 'oer urf 
f~rüng1i~en 'oie ,,~bleitungßturbe". rolan 
ltJä~lt auf ber ~bf3iffena~fe eine 9leige \)on 
$unUen (iI1, x2 ' xa, ... x,,) auß (am beften in 
gIeiiVen ~bftänben), erriiVtet in i~nen auf ber 
!iVfe 'Senfre~te, trägt auf biefen 'oie bere~, 
neten !merte 'Oon f' (x) ab un'o berbiubet bie (in'o. 
~unlte bur~ eine st'Utbe. 2u \Sig. 16 ift Q P 

!---!:---+-~p -;- uuter !Benubung ber iangeute A 0 graP9if~ 
~ ~ ~ OB 

1J1g·1S. fonftruiet! [f (a:) = tg a = AB = k = PQ]. 

~uß ber erlten !bleitungßlurbe (1/ = f' (x)) fann man 'oie 3weite 
(y = f"(x) finben uff. 

lufo0'6en. 
29 .. !mie fautet Me@HeiiVung einer @eraben, 'oie 'ocr X'~~fe VaraUd 

läuft unb bon i~r ben ~bftanb b 9at~ 
30 • .pat 1/ ben fonftanten !mett b, 10 ift y' = o. (!BeweHlI) 
IDlan bifferentiiere 31. y = x2; 32. y = 3x'; 33. y ... fixa + 3; 

34. 11 = i\x· + 8xj 35. y = x' + x + 1. 
36. IDlan fteUe bei ber \junftion y = nxl ben Übergang beß ~iffe­

reuben- in ben ~iffereutiarquotienten für einen beliebigen iSert bon 
x, etWa :l: = 2, gtav~if~ bar, inbem man /::,.x 'oie !mette 1,Oj 0,9; 
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0,8; .•• 0,1 beilegt. (iben~J) betedjne mlln ~Üt iebe~ ßX ben~uge~5tigen 
Sefantenlllinfel unb lege audj beten ~et1e in einet !turtle niebet. 

37. (iin !!Bütiel ~abe bit ~antenlänge :l) cm, bann iit lein 2n4alt 
y = XS ccm. man benle ~idj eine (icte feilge4alten unb taffe iebe bet 
brei !tllnten, bie bon i~t au~ge~en, um ß x cm roadjlen (0' \8. burd) 
(!rwiirmung). ~et stöt~et tlcrgtöj3etl lid) bann um brei quabtatild)e 
\UlaUen, brei red)tedige !Ballen unb einen tleinen, bet feftge41lUenen 
('!de gegenftbetliegenben !!Bürfe!. man gebe bie anfe(!aulie(!e !8ebeu~ 
lung bon ß y an unb beweiie, baf! bet ~ifferen3enquotient mit Ilb. 
ne~mcnbem ß x immer me~r bem ~erte 3 x2 nll~efommt. 

38. @iolI an bie Shttbe '!J = 3)3 bie Xangente in einemgcgcbenen 
$unfte gefegt werbeu, fo trägt man, wenn y pofititl ift, entwebet biefe 
[)rbiuate aweimaf auf ber negatiben Y, ~e(!fc Il& unb berbinbet ben 
(inb~unft mit hem Jfurbcnpunft, obet man aedegt bie ~&ihiife :l) in 
brei gfeie(!e Xeife unb bel'&inbet ben paffen ben XeifpunU mit bem ~utbeu. 
~unft. (!8ewei~l) 

39. !!Bie ~at malt bei bem eben ~ere(!riebencn $robrem au betfa~ren, 
wenn y negatib ifi? 

40. Q!ellen bie stDnftruftionen 38 unb 39 aue(! für y = a3)', lVenn 
a eine pofitibe ober negatibe ~onltante ilt1 

41. Q!elten ~e aucf} für bie allgemeine fubifcf}e 3unftion 
11 = axS + bx' + cx + e1 

!!Betd)eß ~nb bie ~ifferentialquotienten ber 3untlionen 
42. y =föxB-lj 43. y =txs + x - 5; 44. '!J "'" - -}x3 + x'; 

46. y = - x3 + x' - 11 
46. !lBere(!en lIDert ~a6en fie füt x = 0, 1/ 2, 3, 4, roetdjen für 

:I: = - 1, - 2, - 3, - 4 ~ 
47. IDlan prüfe bie mie(!tigfeit bct eben er~aftenen 2öiungen bur~ 

bie Seie(!nung unh bUbe fefbftänbig ä~nHe(!e mufgaben. Su beacljlen 
ift aue(! baß auf @i. 15 gefe(!ifbette ml1nii~erung9berfa~ren. 

~ie 3ul1ftionen 48. y = 0/010; 49. Y = O,lx' - 0,2x3j 

50. 11 = :t- - 100:1: uflV. ~nb entf~recf}enb 3u be~al1beln. 
!man belVeifc bie ffiidjtigMt bet ~ormeln 
61. (a + x)'= al + 4as:I: + 6a2x2+ 4axs+ X'j 
52. (a + X)6= a6+ 5a'x + 1OaS3)2 + 10a'x3+ Ijax'+ x5 

einmal burdj mu~murti~n3imn, bann burcf) lVieber~o!te ~ifferentialion 
63. mlie {nutet ber erfte, 3IUcile .•. fee(!fte ~ifferentiarquotient bon 

IJ =x4? 
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54. IDlan föfe biefelbe Vlufgabe für bie 3unftionen bet ~ufga6en 
2-12, 31-35, 4:2-45,48-50, für 11- 2:l;8 __ ~-z6 +bz' unb 
ä~nli~e. 

55. IDlan 6ti~ne füt betf"iebene bu in 53 unb 54 erlDä~nten 
3unftionen bie Ibteitungl!Uttlen. !Benn nottuenbig, ~nb bie Dtbi. 
noten babet 6IDecfmäiio 6n bedleinem. 

i)tittel Ja~ile1. 
In gemeine ~ i fferentilltilllireg eln. 

~ifferentilltion fi(ltuierigerer WndUlllen. 
IlUgemrinr ~i.r. 

S •• 1. i)u i)iffmntiarquotient einet Summe lDirb ge. 
bilbet, tnbem man bie i)ifferentilltquottenten bu SummIlnben abbiert. 
lintf~red)enbel gUt bon bet iliffetentilltion einet i)ifferena. 

!aelDetl: riß fet ,,= f(z), v .... 1]1(a;), , =-" + v. i)ann i~, 
lDenn man ben !Bett, ben bit ~unftion t für a; einnimmt, mit fit, 
1]1 (Zl) mit 111 6eaei~net: 

~Y = u. +vI -(u+") =- "I-U + "1-11 = ~U + All. 
1J.a: a:1-a: a:1 -11: XI-li: ~II: Aa: 
. dy du dv allo tm QSrenafan --- -- .... - + -. da: da: da: 

~üt , =- U - v t~ bet IBetueil gaua anatog, " i~ ,,' - v'. GSeo. 
meldr" er~ält man , ... ,,+ tI, inbem man bidtuTben, =u=f(z) 
unb 11 = v -1]1 (a;) 6eic{lnet unb bie au einem 6eftimmten mert z Ae~öt'en. 
ben Drbinaten abbiert. i)ann tuirb au" bet 8uIDIlc{l' ber Drbinate 
beim Übergang bon z au a;, ~11 = Ö. U + Ö. v. 

"rif~fell. ,= 3a;&+ b' fon nadj so, 1 biffetentiiert lDetben. 
2öfung: U ... 3:I;6; u'=15a:'; fJ=4x'j tI ... 8z; U ... ,,'tv'-15a;'t83l. 

8eif,fd 2. Y .... 10z - 0,4:z5; U = 10x; u'-10; tl- 0,4:1;5; 
v' - 2x'; y' .... ,,' - v' ... 10 - 23:'. 

ea$!. 3jt y=cf(a;), 10 ifty'=cf'(x). (efei einron~antet~aftOt.) 
!aetuei': 

Ay cf(~)-cf(x) c[f(a:I)-f(a:)] ct.f(a:) 
Aa: = ~-a: ==. ~-a: =~, 

• dy df(l1J) fomtt --- == c-· d:ll da: 
iler geometrilc{le 9la~lDeil ift Audj ~iet rin'a~. 
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in, 3. 3ft y = fCx) . tp(x), fo ift y' = f' . rp + tp'. f. 
~ettleU: A. Y f(lt,)' !p(X,) -("x)· !p(x) 

A.x = XI-X • 

!lnan tann bie ~ifferen3 -fex) ''P(~) + (x) ''P(xl ) o~ne ~e~{et 
einfdJalten, ba fie gfeidj !nuU ift 

A. Y (Xl)' rp(x,) -f(x)· !p(xll+ (x), rp(x,) -(x)· !p(x) 
A.x = XI-X 

~J!. = !p(xl)[f(x)-f(x)] + flx)[rp(x,)-!P(x)] 
A.x XI-X XI-X 

~~ = ~~. tp(xl ) + ~: . fex); füt x =- Xl ift 
dy d( d!p f I 
da; = dx'P + dx r- rp + rp f. 

18tifpid3. y=(x't5x)(3-2x3)j u=x·+5xju'=2x+5. 
11 = 3 - 2x8; v' =- 6x'j y'=U'V+ v'u=(2x + 5)(3 - 2x8) 

+ (- 6 Xl) (x' + 5 x) ober aUßmultipHaiert unb 3ufammengefa&t 
y' = - 10 x' - 40 x3 + 6 x + 15. ~a~felbe Q:rgeblli~ er~ii!t man 
natüdid}, llIenn man 3uerft uereinfadJt unb bann biffmntiiett. 
i.,4. mt y= (x), foifty,=f'!P-!p'f. 

!p(x) !pI 
!8etueiß: (x,) (x) 

A. y !p(x,) - !p(x) (x,) , rp(x) - !p(x,) ,(x) 
Ai = x;=:x- = !p(x) , !p(x,) , (x,-x) • 

!mir fd}alten ~ier - ((x) tp (x) + f(x)'Ptx) ein 
A. y _ (x,)rp (x) -f(x)rp(x)t (x) rp(x) - rp(xt)f(x) 
l:J. x - rp(x)· !p(x,J (x,- x) 
l:J.y !p(x)[(x,) -!tx)] -f(x)[rp(xl)-rp(x)J 
l:J. x =- rp(x) , rp(zt) (x,- x) • 

!lIlan fann Sii~rer unb !nenner burd} Xl -x = /::" x bibibiercn 

A.y 
A.x = 

,A.f A.!p 
'l'lX)--(x)-

A.x A.x 

3m QlrenafaU ~at man 
'1'(x). !p(x,) 

dy I f·rp-rp'·( u'v-v'u 
dx- = Y = --~ = -v'-' 

lIeifpid 4. 
x'+22:+1 u 

y=----=-. u'=2x+2' '/)1=1' 
x-o v' " 

, u'v-v'u(2x+2)(x-o)-1(x l +2x+1) x l -10x-ll 
Y = VI = ~-6)1 = - (X-tl)1 • 
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ia$ ö übet ~unftionen bon ~unHionen. ~ß fann borEaU!, 
men, bau 11 ni~t bireft a(~ ~unftion bon f1J gegeben ift, fonbern bon 
einer @rilue ß .... rp (x) a6~/ingt, bit i~rerfeitß eine ijunltion bon x ift. 
BRan ~at bann, wenn bit fllierfe x, 11, o6j f1J1, 111' 061 Aufammenge~ören, 

11 = f(06)=f(rp(x))j Y1 '" feet) = f(rp(a;)) 
l:J.y f(II)-f") 
7::.z=-,~ 
I:J.z ' t -I cp(XI) - cp(x) 
I:J.x = XI-X = -. -XI-X --, 

arlo l:J.y l:J.y I:J.z ((ZI) - fez) cp(xI)- cP (x) 
I:J.x =7ii' I:J.x = '1-1 '~--x-

~; = ~; , ;: = t' (e) 'rp'(x), (n'cttenrcgr!!) 

(JrifVid 5, Y = (2x- q= eS 

1}Jt.=306B=3(2x-l)2, de =2' dY =6(2x-l)', 
dz 'dx 'dx 

®ß' 6 über impHAite ~unttionen, ~ft ber .8ufammen~ang 
3toif~en x unb Y burd) bie ~C3ie~ung rp(x,1I) = 0 feftgdegt (~. \B. 
Xl + 11 - 4 = 0), fo fann man au~ biefer @(eidjung in vielen ~iillen 
y burdj x au~brüden, a(fo ben Bufammenijang in ber bi~ijer grbtäudj' 
lidjen )lBeife 11 = fex) 
angeben, (~n unferem liaU irt 11 == 4 - x'.) 

flliä~renb y urfvrünglidj "imvUaite" nIß liunltion bon x gegeben 
War, ijat man eß ie~t "e~v HaUe" alß ijullftion bon x bargefteIlt. 
~ber aur ~jIbung beß ~ifferentiatquolienten ift biefe Umrecf)nung 
nidjt nottoenbig. ~uß rp(x,y) = ° fotgt, Wenn Xl lInb '!I1 3ufammen, 
geijören, rp(XlIYl)=O unb 4P(X1'Yl)-rp(X,y) = 0, 

cp(a:lI !1ll- cp (X, y) = o. 
XI-X 

-tlier f~aItet man bie 0lröl3e rp (x, 111) - 'P (x, 111) ein, bie feIbftuer, 
ftänbli~ = ° ift, aIlo nicf)t~ änbert 

cp(a;,Yt) - CP(X'YI) + cp(x,Yt) - cp(x,y) = 0 
:l:1- X 

CP(XI'YI)-CP(X'YI) + cp(x,y,) - cP (X. y) = 0 
XI-X XI-X 

CP(XlI YI)-CP(X'YI) + CP(X'Yl)- cp(x,y) , YI- ~ = 0, 
XI-X !l1-Y XI-X 

QSe~t man ie~t aur 0lren3e über, fo wirb Wie biß~et ~I =: ~ = ~~ 
I 



ijunftionen bOn ijunltionen. 3mpliatte ijunltionen. $atU)lfferenltalquot. 25 

3u : ~. flBö~renb im allgemeinen z unb 11 batiimn, i~ ber ~u!brud 
tp(X"y~ = :(X,Jh) fo gebirbet, bau bet flBett bony, nömfidj 1111 !onftant 

1 

bleibt unb nut z fidj änbert. So ift bie !Be3eidjnung ,,~attieller ~ifferen-
3enquotient" unb im &ren3fa{( ,,1' artie({er~ifferentia(quotient" 
einleudjtenb. Bum Unterfdjiebe bon ben bi!~er abgdeiteten "totalen'· 
~ifferel1tialquotienten :! berwenbet man für bie ~artie{(e ~ifferen. 
Halion baI runbe 0. elO wirb otp 

/ltp + iJtpdy ... 0 unb dy ~ _ ~~. 
/la: (ydx da: o~ 

$tif,id 6. (ij fei cp=;+i-- 1=0 ~ oy 

otp 1 orp 1 dy a b 
oa: ... a' oy = 11' da: = -1 ==> - ü' 

~u! ber @(eidjung fofgt 11 
bx + ay = ab, 
y = b - ba: ((;f~p{j3ite ~arfte{(ung) 

a 
b r,' dy b un Ijlerau! -d = - -, a: a 

wa~ baI frü~ere 9lefu(tat beftätigt. 
~a bie gegebene &Ieidjung linear ift, fo ftellt fie eine @erabe bat. 

3ftr z = 0 wirb 11 ... b, für x ... a wirb 11 = 0, alfo finb bie ~bfdjllitte 
auf ben ~djren a unb b, unb wenn aber meigungöwinfel gegen bie 
X,~djfe ift, fo ~at man b b 

tg (1800- a) ... - tg a'" -. tg a = --. 
$dfpitl 7. a l a 

X' yl otp 2x otp 2y dy bla: 
CP=a l +/ii-1=Oj ox=(ii' f}y=1)I; da:=-a1y' 

$tifpid 8. !Ulan biffmntiierell=ar" . .\3öfung: 3ny=az-"ift 
ber negatille ij~ponentl) an unb fiir ftdj ftnnfoß, ba x nidjt - n mal 
alj 3aftor gefevt werben fann; will man audj biefem ~ußbrud eine )Be. 
beutung beilegen, fo Wirb man 3wecfmäüig ~anbe(n, wenn man fie mit ben 
@efeven bet \J!otenaen mit gan33a~Iigen ~ponenten in (iinflanll bringt. 
(\J!ermanen3prin3ipl) ~a belanntric9 a1'· a9 = afJ+!I ift~, fo folgt, baü man 
a-n=;n feien muD, benn burdj IDlurtipfifation mit a,,+1 ergibt fidj 

1) [ran~, Wlge6ra I (W91uGllllb. 120, § 81). 2) Iita'l1., a.ll. D., § 13. 



26 m. I«gemeine ~ifferentlatlonhegeln uftu. 
1 ,,"+1 a-II • a"+1_ r"+11+1 ,;,. 01.,. a .... -. an+1 .... --. = a 

. ~ ~. 

Soll 11=- ar" (n ~olititl garq4Q~n9) biffmntiiert werben, {o lies 
a~te man a 

11 '"".' 1J1J!' -- a, lJl =- 1Jt/' - a .. O. l1J 

a", crp r1g flgr1 "SI 
0$ =n1/:l:11-1; ~y=Zlli da;=-----;;--- -Z=-na:l:-ra-l. 

~ie auf 6.18 für ~ofititle gana6a~(ige lilponenten abgeleitete 
Siegel gilt aIfo aud}, Wenn ber Iilponent negati~ ganuaglig 1ft. 

p 

lldf~id 9. i)ie borigen 18etrad}tungen follen auf 1/ == axq an~ 
I' 

gelVaubt lDerben.1) ßöfung: riß in fCf == jlii. benn mit 18enu~ung 
bel Satel (zm)"= zm" folgt, wenn man beibe Seiten mit q votenaied, 

Cc{)'= z{·g = XII .... (y;;)q == rtP. 

Somit i~ (:y= a;I' 

ro =- .11~ _ zP- o. ~-! = _pzP-1 ., ~.'!. ... ~,,-t . 
.,. a9 ' 0... oy al) 

dll pa!-1 
da; == + ,,-I 

q~ 
I' 

dll P a;P-1'1/.a'=p_.a;fl-l. aa;9..a'l p .t._1 
- = • =-aa;9 
da; q y' q a9a;P !l 

~ie oben etlDä~nte lRege{ barf man ba~er au~ bei gefJrod}enen 
~ofitiuen ~~onenten anlDenben. DRan lDeife bie liünigtdt nad}, 
wenn ft = - ! ift. q 

S8. 7 Aber inuetfe \junftionen. 3~ 11 = ((x), fo gegört im 
aUgemeinen iU iebem !!Bett bon x ein !Bert Qon y unb aud} umgefe~tt 
au einem !Sett y ein vaffenber !Sett x, b. g. x ift bie in~etfe ~unrtion 
Ilon 11; el ift x = rp(y) (llg1 S. 7). x,1I unb Xl' 111 feien aufammen. 
g~örige med~aate. 1/1-11 = _1_. 

"I-li: I~ -11:\ 
\111-1;1 

1) itllUV, 1UgebtG I (Vl!Rui 18b. 120, 186). 
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Q:letl'a~tet man (in!1 9 al' iJunftion f \lon te, n~t. ~ alt \;unftion 
tp \lon tJ, fo folgt A f 1 

Az= t:.,rp' 
t:.y 

df 1 

ili = (:;). 

• u t B llfJ cu. 

(l8g(. Q:leif~leI 9.) 

A. 1lifferentiation \lon Summen, ilifferenaen, !llroburten 
unb Quotienten. 

öG. fij foll bel' i)ifferentialquotient bon tJ .. U - 1/ abgeleitet IUctben. 
67. y = af(te) + b'P (x) foll bifferentHert werben, wenn a unb b 

fon~ante Ba~ren jinb. 
68. u, 1/ unb w feien \;unltionen \lon ~j e' fri 9 = UI/W. !Bie 

groi ift y'Y 
!D1an bifbe biemleitungenllon 69. 2 (x' + 1); 60. 5(~-1)(1t+1); 

61. Hit' + x + 1) (~-1); 82. (3)'- h) (3: - 1) (~- 5) unb 
ä~nti~en Q[u.brllden einmal na~ ben megeln bel fa~. lII, bann, in. 
bem man 5unä~ft bie 'lammern auftöft unb Ilereinfa~t. 

83. man lUeife na~, bai Sa, 2 in fa~. m ein S~eaialfan bel 
fotgenben Satel i~. t 1+2 t8 

!lJlanbiffmntticte 64. y "'" t1ll1 ' 66. 9 = II:tabi 66.!I=~~' II:ltall:tb 11:, 11: 11: -te- , 
67. 9 == II:I+glI:tll' 

i)ie bor~erge~enben ßöfungen rönnen aul lufgabe 67 bul'~ ge­
eignete Speaialijierung lei~t gefunben werben. !lJlan bUbe felbft/inbig 
Q:leifpiele mit ifunftionen ~D~eren' CMrobe •. 

Uall 187: 111 n b 0 IV, tllff"enHal~Rung, (,luII, 8 



28 III. I"gtmeine !i)ifftrtntlation.regdll uflU. 

B. ~un!tionen bon iJunUlonen, im~Uaite ~unftionen, 
$otenaen mit beliebigen (i[~onenten. 

68.1/== (a; + 1)8. 69.11= (a;I + 2:1: + 1)1. 70., ... (a;I + 3:1:1+ 
+ b+l)l. 71.y-(a+ba;+ca;I)". 72. (i'feb:g-al=O, wie 
grofi i~ 1/" (ij milgen bie ~unrtionen 73. y -~, 74. 11 = b:r:-s, 
71i. 11 "'" ca;-f unb ä~n(j~e bifferentiiert werben. 76. y = r;. 
77.y= y;, 78.g=W. 79.11== .~. 80.,= ) .. ' 81.y= .,; . 

va: vII: va:5 

82. y = Ya:I-l. 83.1/ =-V:! ~. 84.11 =ta + ba; + cx' 
!JJlan (ilfe jebt Wufgabe mögfi~~ na~ bet'f~iebenen BJlet~oben. 

~h trig.uaattrlflDea uab a~n81llttriflDeß 
3ulUi.ne •. 

i)er !Bidet wirb in ber ~il~eren IDlat~ematif ~etj Im ~ogenmafi 
angegeben. BRan fonftrlliert um ben ~d}eiter~unrt einen areil mit 

bem tJlabiuJ 1 (beim 0Jrobmafi i~ 
er beliebig). ~fe !länge bel awif~en 
ben ~~enfeln liegenben JBogtnl, in 
berfel6en (iin~eit gtll1effen, gl6t bie 
0Jtilfie bel gegebenen !linle(1 im !lio. 
genmafi an (3ig. 17). i)ie m.\infd. 
gefd}winbigteit einenotierenben 5d}eio 
be 1ft befonntlid} ber mleg, ben einet 
i~rer $unrte, ber bom- !lRitter~unft 1 m 
entfernt i~, in ehler 5dunbe 6utlldo 
(egt. eie gibt aijo ben in einer@lelunbe 
bon einem IRobiu' fl&er~enen min. 

IJIg· 17. !el im !liogenmofi an. ~er mJin!eI, ber 
im <Mrobmafi 360' beträgt, wirb im mogenmofi burd} ben Umfang 
bej (iin~eitlfreirel gemeffen, mit~in gelten bie me,le~nngen 

@Jrobmafi ~ogenmafi 
3600 2" 

10 1:0 - 0,01745 

180°=57296°=57°18' 1 
" ' 
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8. 18. i~ bet Sinfel 43 016' im tBogenmali 43 ~ • 0,017 45 ... 

=43,27.0,01745 ... 0,7551. iJemet 1ft 300=-r' 450-f, 
600 ... .!., 900"'!!..' 1800= •. 

S 11 
!i)el' im ijogenmali gege~ene lBi!lfet a .... 0,42 ijt im QSl'abmai 

0,42·57,296 = 24,064°; 0,064°,.,. 60.0,064'= 3,84'. IRan ~at 
alfo, auf !IJlinuten genau, CI .... 24 ° 4'. 

lBa~tt man ben mabiul eine. streifel = a (ftatt 1), baun lDil'b 
au~ bel' Irei!~ogen, lDet~er \)on ben S~eu!eln bel mlnfell " (ijogen. 
mai) einger~(offen wirb, a mal fo gtoi, alfo 

B .... a". 
!i)er auge~arige Sh'eiJaulftVniit ift (tBogen· !Habiu.: 2) 

a'tp 
A .... - II-· 

IJIs·ts., 

1. (il foa jeit bieijunftion y=sinx biffetentiieri lDerben. !i)aau {teat 
man fie aunli~ft gra~~if~ bar, inbem man ben !Habiul MA bel fiin, 
~eitlfteifel uert/ingeri unb i~n all X,I~re betratVtet. !l)a auf biefer 
bie !liierte bel' minld, bie im !8ogcnmai gegebeu ~nb, abgefefen ",erben 
foaen, fo wiefelt man ben Umfang bel St'reife. auf i§r ab, lubem man 
ABt"" ijogen..4B, ADt ... An m~t un. Sobann f/ilU man \)on 
B, D uftu. ßote auf bie V(&faiffena~fe unb dberir/igt ~e unter ijerdcf. 
PtVtigung i~rtl tBol'aeitVtnl auf bie I)or~er gefunbenen entfpre~en, 
ben ~unrte. So ent~e~en bie ~eraben Bt B" D1 D, uflll. ~e Stnie 
AB.D • ... i~ bie in bet fileftro~niftui~tigc SinulHnte(\Jig.18). 
3§re QSrei~ung tft y ... siu. 8. 18. 1ft in bem re~tlDinf{jgen i>reiecf 
BMNber minfe( M-zi ;; =sinzi BM-t, alfoBN .... siu. 

8' 



80 III. IlUgemetne ~iffetentiQtlonJtegeln U!lD. __ _ 

!irre,t man ~ ... .iB burdj AB, unb BN burdj BIB., waß nadj 
fonftrurtion geftottet ift, ro folgt BI BI"'" ein AB" 

wal au ~ellleiren war. 
(iß fei je,t in Wig.19, 

bie einen ~et( bon WiIl.IB 
bergrUDed barftellt, 

AOI = ZI' alfo 
BI 0l""'Zt,-Z=-!:1a:. 

Wernet i~ 0. L == 0, 01 
"""DI--Ir--w--r-..a..~.-="*--*- - BIBI'" Yl - 11 .;.. 6,:1) 

mit~in A (J. L ; 
&ta. I'. --1 = _1_. 

All BIL 
!lUIABl =.iB unb AOI =AO fotgt AO,-AB, = !:1z=BO, 

6,11 ift nodj fon~uftion = OK, llll OK 
alfo II a: = OB' 

!Begnügt mon ~dj mU einemlnrdjaulidj' 
fdt'~elVeiß, fo fann man fagen, bai, !Denn 
!:1z f(einer wirb, bel' !Bogen OB mit immer 
gröperer GJenouigfeit burdj bie Se~ne OB erfe.t 
!Derben fann. 

1111 lOK 
lla; ~t OB = cosKOB. 

&ta· 10. ~ie mitte bon OB fei 0 (i}lg. 20), rie !Derbe 
mit M Iler~unben, bann i~~KOB .... OMA, lUeiCbie Sdjenfel paar. 
weife aufeinonber fenfredjt fte~en unb burdj eine ~~ung um 90° 
in parallele uRb gteidjger!djtete Sagen lommen. 
:: ~ cosOMA .... 60S (AMB +BMO) =- 60S (z+ t6..z)· 
3m irenafoll !Dirb 6, z unenblidj nein, 

OMA=z unb :: == cos a:. 

8u einet ftrengeren mteitunglJraudjt man ben 
(lilfßra,: 3e Uelnetberim \8ogenmaD an­
gegebene Binfet a i~, um fo me~t na~ett 
fidj bel' aBett 8~" bel' liin~eit. (Wlg.21.) 

1) ~ t, baJ IfIflltaunßladcljen fllr "nllije6u". 
IfIg·l1· 
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lBetuetl: MÄ fei ber !RabiuI belliin~eitllteifel, ~ OMÄ-a, 
BA bie in Ä an ben Streil gelegte tangente. ~ann i~ bai ~tei. 
elf OMA !feiner all ber streißaulfdlnitt OMÄ unb biefer !(einer 
aUbalilteielfBMÄ. ~reiedl)OMÄ .. tOM.MÄ.sina-tsina. 
It· f"" M.A.MA'«(ItI!) «1rI· ... autlaUI ",nitt OMÄ... 11 ...:;/.29 =i' Ntete"BMÄ .... 

=1.BM. MÄ. Bina =-.!.. _1_. 1 . sina = 1. sin«. ila1.n tlll\ 
J • I cos« I cosa ~ "J 

-.1 sin a < 1.. a < 1.,~. ~ibiblert mon alle brei 0}r6ien bur~ bie 
C08« 

9fti~e ~ofitibe .sll~l t sin a, fo witb t~r rtlaü"el 0}rilienber~äftnij 
lIi~t geänbert. 1 <...:- < _1_. 

am« C08a: 

3e ffeiner a tuirb, um fo glöDer wirb cos a, um flir a == 0 f~tieif 

li~ ben IBnt 1 anaune~men. ~ie obere 0}renae fAr -/!-, nämli~ _1_, 
8m «COla: 

wirb in biefem \laUe glet~ 1, unb b bie untere bauemb 1 bleibt, 
fo be~e~t fAr ben alDif~en belben llegenben 0}renatued "Oll -:=- feine 

Ima: 
anbere !m6gn~!eit, afl au~ 1 au werben. libenfo j'ttebt natAdi~ 
fein reai~rorer !!Bett, Bin Ir, je.t ber liin~eit au. 

a:. 

Se,en tuir nun " = sin:e, fo tft . (1Il1 -1Il) (111 + 1Il) I) 
•• hm--COB-

b.1I 111-11 am IIlI-ama: II I 

::=~~ ~I-(:+a:~ 2el
;"') 

tu = ("'1; "') coa -ll-r 
3m IMrenafalle Wirb :e1 - :e, alfo erft red)t !!.i~' fe~r !fein, unb 

ber etfte iJaflor nimmt ben eben ermittelten CMrenawed 1 an. :1:1 ~ :Il 
wirb fdjHeiU~ glei~:e, dy 
alfo da: ... cos :1:. 

2. ilie Ibfeitung bon ,,- COS:1: läit fid) gana entr~re~enb butdj. 
fli~relt, waß aur liin~rägulIß belobigen CMebanfengangel fe~r e~ 

1) ~rll11., tdgonometlie (Vl9bllM ~b. 481 § 158~ 
11) lDlan berglei~e In Irdjnlfdjen ialellbem Me merte bei Sind, !Sogen' 

unb tangent, Me an einem 8enll'hulnfel im fihl~eitjhelle ge~ilren. 
8) liran" trlgollomeßie (~1Il111M ~b. Ul § 16). 
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fe~reuJlVett 1ft. S~neller lommt man 5um Bie(, lDenn man ~~ an 
bie tri90uometrif~e Wonnetl) 

eou - sin (90°- z) 
ober bei ~euu'un9 bel 00genmaf!el 

eosz = sin(i - x) 
erinnert. IiJ fei j - z =- I, ba~er y ... sin I, bann ~at man na~ Saf 5 

auf S. 24 d Y = eos I _ cos (! - z) _ sin z 
d, 11 

d'=_l 
da; 
dy .' 
-=-SlnZ da; 

3. y = tg x biffmntiiert man am bequem'en mit !Benufung bet 
) sinm ( ) Wormel 1 tg z = Coääi bg(. So. 4 auf So 23 

Y ... f~a:»i fez) =- sin xi ,(z) - OOUj 
cp a; r' (:I:) = OO&:l:j 'P' (x) = - sin x 

I coaa:· cosa;-(-sinm). BiD.'/: 
y = cosJm 

@(uJ ber i:rigonomelrie i~ befannt, bau ber im 8ä~rer Quftretenbc 
91n'brud oos'a: + Bin'x ftetl ben !liiert 1 ~at, ba~er ift 

I 1 
Y =-,-' 

cos.'/: cos m 
y .... otgx==-.-81na: 4. 
I (-sin.'/:)·ainm-cosa:·cosa: 1 

y .... sinJa: = - sini3j' 

5. y- are sin x [a.reus sinus] i~ bie iuuetfe Wunftion in Z= sin 11-
~ie 6uge~örige furbe ~nbd man, lVenn man bei ber Sinul(inie 
y = Bin z bie leoorbinoten bmQUf~t, b. ~.bie ~ignr um bie S~mm~ 
tridinie ber ~ofttiben a:~ unb 1/'~~fe bte~t. ~ie .sei~nung te~rt, bap 
bann x in 1/, 'U in a: überßefü~rt lVirb. 

olfo 

dy (d~ da: ... 1: dy) (ug(. S. 7, Soi 26 f·) 
dz ,J -
dy"" eosy =- r I-sin'y =yl-a;', 
dy 1 

dm = ')I1-m" 
1) "ran., lrigonometrie (Ul9luQ! !Bb. 4S1 § 7). 
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6. Y = a.rc cos z i~ bie inllerfe iJunftion 6u z ... cosy 
:; = - smy-= - y1- cos'y =- - y1- i} 

d, 1 
da;=-Yl-a;i'da; 1 

.7. y=arctgz, z=tgy, dll=cos1 , 

"" costlltsinl, == 1 + sinl , =- 1 + P = 1 + Zl 
cosl, cosl , g Y 

d, 1 

da; = 1+a;I' da; 1 sin1y+cos1y 
8. y =-a.rcctgz z=ctgy - .... --. -=---. ---, , dy sml, Sln1y 

- - (1 + Ctgly) = - (1 + Zl) 
dy 1 
I.h=-~ 

!l)ie o~f(ometrif~en iJunftionen (mr.5 &il 8) pnb Ilot allem bei ber 
3ntegta(re~nung wi~tlg. 

I·'oden. 
86. !lBel~er !8ru~tei{ 110m IRabiul mui auf ber \l!eril'~erie eineö 

II'reifel a&gdragen werben, bamit ber auge~ötige .8mttiroinle1 ben 
!lllett a) 1°; b) 1'; c) 1" ~GtY 

86. ~n ber iJunftion y = Bin z fei z bet f~eAielle !Bett 0,3 &ei­
gelegt. ~I foll ber {\&etgang bel i)iffertnaen. in ben !l)iffmntia{~ 
quotienten nadJ bem frü~et entroiifetten !8erfa~rtn (bgLS.15) gra~ijlf~ 
bargeftellt werbtn, wenn ~:& .... 1,0; 0,8; 0,6; 0,4; 0,2 1ft. 

87. IDlan {öfe biefe16e ~uf9a&e, inbem man ~z=0,10j 0,09; 
0,08 •.. 0,01 .nimmt. 

88. ~j roa eine entf~re~enbe i)arfteaung für bie 16teitungen ber 
anbern iJunrtionen gege6en werben, etroa füt cos 0,52 j tg i; ctg 4,&. 

!Inan bifferentiiere: 
89. y = Bin (nz). 90. y = cos (nz). 91. y = tg (nz). 
82. y =- ctg (nz). 93.y = asm (m z) + b cos (nz). 
84. 11 .... asin (ct+ b). 96.y'"'" sin l z 86.y -= cosJz. 

87. y=sin'z+eosJz. 98. y = a.rc Bin (;) '9.y=a.rCCOB(~) 
100. y =- a.re tg (;) 101. y = are ctg (~) 
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102. !Inan ~eidjne bie Stutbe y = are sin a: unb bcrfudje, ben 
!minte{ I'J, ben eiue beHebige Xangente mit ber x~~d)fe bUbet, geo: 
metrir~ 3u lonftruieren. 

mtr h90rit~mUJ unb bie ir~lIutlttilllfunrtillU. 
~~ botf at~ befannt borau~gere~tluerbenl), bafl bedlo 9 arit~m u ~ 

einer .8a~1 a 3Ut !8afi~ b berienige ~~vonent ift, mit bem b polenJiel t 
werben mufl, bamit man bie gegebene .8a~( et~ä{t. mt y = blg a, fo 
fofgt nad) biefer ~e~nition bU = a. ~ie widjtigften !Säte übet 20. 

garitgmen {inb 
(1) blg (uv)=blgu + blgv, 

(2) blg(~) =blgu - blgv, 

(3) 61g (u") = n blg 1.6, 

(4) blg(Vu) =~61gu. 
mt b gröüer ar~ 1, unb bie~ ift bei 

ben gebräudjHd)en 2ogarit~menf~ftemen 
ber ~all, fo gilt 1 

--l--?-~"':-..,.-~~~-.... :# (5) blg 0 ... - 00, benn b-'" =-b'" 
7 lJ2 

-3 

-4 

6ebeutet einen !8ru~, beITen mennet be~ 
liebig grofl, beITen mett alfo beliebig 
fleht unb im @ren3fatl 0 tuirb; 

(6) blg 1 = 0, benn bO = 1, 
IJig.23. (7) 61g b = 1, bennb1 = b, 

(8) blg b'=2, bennb!=b', 
(9) blg b" = n, benn b" = b". 

~ie !futbe y = blg x bedäuft alfo fo, tuie Big. 22 beigt 
Bur lBi1bung be~ ilifferentialquotienten Mn y"" blg x 

lIe~men tuir b 3unädjft beliebig an unb be~arten un~ Uor, im !Bedaufe 
ber lRedjnung für bit IMröpe ben ~trt 3U tuä~ren, ber un~ am paffenb. 
ften erf~eint. ~en Buwadj~ 6,,3; mad)cn tuit au~ Bwecfmäfligfeit~~ 
gfÜnben gleidj bem nlen teife bon x, tuobei n eine beliebige ganaeS) 
.8a~( 6ebeuten foll (in ber ~igur ift $ = 5, n -- 10 geltlä~lt), bie im 
@renafall unenbHdj gtoÜ wirb. 

1) i8gl. [ranv, ~19Cbtll I (~9'ltt@ !8b.120 § 48f.). 
2) ij;~ länt fief) aeigen, ban biefe !8elcflrlinlung beß iBettei n nicljt nol. 

lI1enblg i~. 
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tJ.y blg (a:+tJ.x)_6jgx bjg (1 +tJ.a:X) bjg(l+*) 
tJ.x= tJ.a: ==- --$---= III 

n 

$ $ 

~ir IInterfu~en, ob für (1 + !)" ein enbn~er beftimmler mert 
rciultierl,lIlenn nimmer gröüer lIlirb. menn er e~iftiert, nennen lIlir i~n e. 

!Jla~ bem binomii~en Sate (@S. 1Sf.) ift 
s= (1 + .!)" <= 1 + ~ . ..!. + n(n-t).! = n(n-1)(n-2) ._~ 

n 1 n 1·2 n t 1·2·3 71' + ... n(n-1)(n-2) ... (n- [n-1]).L 
1·2·3 ... n nft 

IDlan billibiere jeut jeben \laftor n, n - 1, n - 2, ... bl1r~ je 
einen ~aflor be~ \"ßrobufte~ n· n • n ... 

8=(1+ .!)"= 1 + 1 + ~'1'(1-.!) +_1 '1(1-~)(1--~) n 1·2 n 1·2·3 n n 

+_1_(1-2.)(1_!)(1_~) 
1·2·3·4 n n n 

+ ... + 1 (1-..!.) (1 _ !)"'(1- n-1) • 
. 1·2·3·4···n n n n 

Seut man bann n = 00, jo lIlirb .!,! U;IIl. = 0, ar;o beginnt n n 

bit mei~e e == 1 + 1 + 1\ + 1.!.3 + 1'2~3'4 +'" 
!nur bie @i~ruugfieber erforbern 1 + 1 + ~ = 2,5000 

eine befonbere Unterfu41ung i ~e aeigt, 1 
baij bie genannte 9leiqe für e tab rr.-a = 0,1667 
fä~n~ böUig ridjtig ift. >8erlllanbert 1 
man bie iBrüdje in'tle3imalbrü~e unb 1-2.:d = 0,0417 
mnbet bie liierte SteUe nadj bem 1 = 00083 
Sfiomma ab, ;0 er~iiU man einen 1·2·34·5' 
!Jl1igerung~lIlert. 1 = 0 0014 

1·2·3·4·6·6 ' 
1 

t:2T.4.6.6.7 = 0,0002 
1 

1.2.3.4.6.6.7.8 = 0,0000 

e =- 2,7183. 
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Wllerbingl t~ feit no~ fraglid1, ob bie fe~tenben IMlieber unb bie 
I6runbungen baß IfrgebnU ntd1t lDefentli~ fälfd1en. ~ie{e ~age lDirb 
f~äter im berneinenben Sinne entfd!teben werben. 

3m GSrtnafall (n = 00) ttfuttiert, lDenn 11'" blg~ i~ 
dy blge 
da:=-;;-' 

lBe{onber' einfad1lUirb bai Ifrgebni', fobmb man 6 felbft aur 8anl 
bei ßogadt~menf~peml nimmt (naUlrHd1e 2ogatit~men). Statt 
bel ~~mboll 'lg f~retbt man einfad! Znj Zne tft na~ (7) == 1, alfo fo(gt 

{u "'" l:~ 
(10) 11 =--. 

a: 
~ie gebtäud1n~fte lBafil i~ 10 {lBriggif~e, gemeine ober fün~' 

li~e 90garit~men). 

{
11 = lOJ.gz tie{ert(unter 8enuiung berßogarü~mentafel) 

(11 ) 11 =- 10Jg e == 0,48429 • 
a: a: 

Ifl fei 11 ber natürn~e unb , ber 8rt99tfd!e ßogarit~mU§ bon z. 
1111 11 == lnz unb , - IOlg z 
ergibt fid1 er == ~ unb 10' ... z, 
nlfo eY .... 10'. 

!Ulan logatit~mierl betbe Seiten nad1 f8otf~rift ber Qlteidjung (s) 
auf ~. 84, inbem man einmal 10, einmal e all IBafll nimmt. 

11 • 10Jg e = , . 10lg 10 ... , 
11' '1ge = 11 = ,. Zn 10. 

{;ieraul ergibt fi~ bur~ !ilnfeien ber merle flir 11 unb I 
'"1g a: 

(12) lnz = l0lg e 

( 3) I " lna: 
1 19z=-· In10 
~et IBett z == 10 liefert in (12) 

1 
Zn 10 = 1Ulge' 

1nl0· tOJge = 1. . 
~a lOJg e nad1 ber 2ogarn~mentafet .... 0,43429 ift, fo ift 'lg 10 
= 2,80259. SRan fann ba~er (12) unb (13) au~ f~i&en 
~14) lnz == IOJg ~ • 'lg 10 = 2,30259 1OJ.g ~ 
.15) 10Jgz = lnz· 10Jge = 0,43429In:e. 
So fann man bequem bie ß09arit~men bel einen in bie bel anberen 
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S~~em~ umlUanbetn. i)ie mi~tigleit ber angegebenen, ben ~afdn 
entnommenen .s1l~lenlU~rte lDitb fpäter (Se~re \)on ben mei~en) be. 
lDiefen werben. 
~ie au~ bel' ~e~nition~9tei~ung für bie 20garit~men ~rr\)orge~t, 

~nb bie ~~p onentialfun Wonen 3U i~nen in\)el'~. ~uß y = er folgt 
d3J 1 dy 

a: = lnll, dy = y' da; = 'U = e~. 
(16) ~ie ~b{eitung \)on e~ ift Qtfo wieber ~. 

y =- a~ gibt, na~ e {oglltitgmiert 
~y dx 1 1 dy 

lny = xlna X = -, - = - . -' d~ = glna = aIKlna. 
, ~a dy lna 'Y' '" 

(17) ~ie ~61eitung bon a~ tft aTlna. 

I·toden. 
1 03. ~~ foll Me ijunltion '0= (1 + .!. ) 11 gravgif~ bargeftellt werben. 
104. BRan 3ei~ne bie !tutben a) '0 == (1 + ~rj b) '01 == 1 j 

C)II =1+~'.!.· d)Y=l+~ . .!.+t1(n-l).~. 
119 1 71 ) S 1 n 1.2 n t ' 

) ==1+~ • .!.+n(t1-1).~+n(n-l)(n-2).~ f .... 
e '04 1 71 1 . 11,.,,1 1 • 11 . 8 nl U 'v. tu 

ba~fdbe ~~fenrreu3 ein unb beai!)te bie immer genauet Illcrbenbe ~n~ 
nngerung. 

105. \man bere~ne bie natütH~en s:logatit~men berganäen .sagten 
'Oon 1 biß 10 nad15orme114 auf IS. 36, inbem man bie fünfHi~en 
Eogarit~men einer tafel entnimmt unb berg{eid1e bie tirgebniffe mit 
einer tabelle (3.18. in bel' ",pütte"). !Benu~t man ben lRecljenf~ieberl), 
fo ift bie !8ere~nung befanbet! bequem, ba bie .sagl 2,303 bauernb 
eingefte«t bleiben fann.~) 

106. IDlan 3eid1ne bie !furben y = lnxj Y == talg Xj '0 = IOIg X, 

beftiiitme für einen beliebigen ~ert bon x, etwa 5, ben i)ifferential­
quotienten unb prüfe, ob bie !turbentangente bie bere~ncte !neigung 
gegen bie ~bf3iffenai!)fe ~at. 

1) IBgI. 1Reuenborlf, !Jlraftijdje \JJ!at~ematif (ll1Ru(M !ab. 841 VI. IBortrag). 
2) ~Üt bie !aertd)nung 110n \jloten3fn ober lHluratln mit beliebigen t4. 

~onenten, fOlllle füt ilogarit~men befiebiger \!lafen ift ber bon lne[tIet in 
ßa~r in ben ~anbel gebrad)te !Red)enjd)leber /lS~ftem !Jlder" ~erbotragenb 
geeignet .. ~ie elementaren ()~elationen laffen fid) burd) i~n lVie mit jebem 
Qnbern 3n~tUment au~lü~ren. 
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107. lUlan tuenbe ba~ auf @). 15 gefdjiCberte !8erfa~ren an. 
108. &ß foU biefefbe Wufgabe für e" unb 10'" gerölt tuerben (x =-

0, 1, 2, 3). 
~it ,,~pedelfuuUillUen unb i§u Umfe~runßen. 

&ng bertuanbt mit bel' ~r~onelltinlfunftion einerleit~ unb ben trt. 
gonometrifdjen ~unftionen anbererleit~ ffnb bie.p ~ ~ erbe! fu n fti on eu. 
!!Ran be~nicrt 
(1) ~in x = t(e" - e-"') (2) ~oi (x) = He" t e- z) 

(3) 19x = ~tnX = i'-e-'" (4) ~Ig (x) = !i:~lx = ~~+6-". 
[01 x e~ + If~ Smx e"'- e-z 

~a eO= 1 ifl, 10 fit @)inO= 0; ~of 0 == 1; rg 0; ~tg 0 = 00. 

!Ulan ergän a1fo biefelben ~erle tuie für bie trigonometrifdjen 
\junttionen. &benfo fft @)in(-x)=t(e-"-d") = -t(e"- e- Z ) 

= - ~in Xi ~of (- x) = + ~of(x); rg (- x) = -lg (x); 
[tg (-x) =- - ~tg x. !!Ran braudjt ~ier tufe bort nur rafdn für ~ o· 
i i ti b e jillerte bon x an31deselt, ba fidj bie ~unUionen, tuenn x negnti\) 
i[t, fafott ~infdjrei6en laffen. ~oldje rabenen ~nbet man in bel' 
,,{>fitte", au~fü9rndj~re merle ftnb ßigotuUi, rafetn ber .p~~erbe!, 
funftionen unb ber srre~fltnftionen unb 18 u rr a u, rafern bel' ~unf. 
Honen ~ofinu~ unb ®inu~. 

®teUt man unter ~enu~ung bie[er rafeln ober nadj biretter ~e' 
redjnung bie .p~~erbeIfunUionen gr~9ifdj bar, 10 lie~t mau, bajj fie, 
bon benfdben m:nfllng~lUetten au~gegeub, gau3 (mber~ ber{aufen al~ 
bie trfgonometrifdjen. @)in x unb ~ol x tuäd)ft bauernb bi~ in~ Uu' 
enbric1je, 19 x unb ~Ig x nägern lid) unbegren3t bem ~erle 1, !g x 
fteigenb, ~tg x fanenb. \jür grojje ~erte bon x fann e-'" unoc' 
rücf[idjtigt bleiben; e~ ift bann @)in x ;:::: ~of x "'" te", rg x;::; Iltg x:::: 1. 
~ä fegU für reelle jillerte bIln x ben .p~~er6erfunftionen bie ~igell' 
[d)aft ber ~eriobi3ität, tuefdje bie trigonometrifcfJen djarafterijiert. 
~ei biefen treten nlimlidj, lDenn man x um bie IMröüe 2 n; luad)jen 
läut, bieje(6en~unftion~lDede auf, a.~. ift sin(xt 2 11; )=sin(x+ 360°) 
= sin x. 

~ie m:bCeitungen ber {>~~erbe{funmonen linb Iei~t au ~nben 
(5) d@iinx rt' f (6) d [01 x r.:,' 

~=\Il<O x -ax=\WItuX 

(7) d%gx = _1_ (8) d[tgx = __ 1_. 
dx [01' x dx @iin'x 
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lufoaien. 
109. gnn ftelle'bie ~~perbolif~en ~unftionen grnp~if~ bnr unb 

~rllfe bie jJU~tigreit ber für bie vtbleUungen gefunbenen merte na~ 
ben ~iß~mgen an~oben nn fpeaiellen tmerten 110n 1:. 

IDlan leite bie ~ormeln 
110. "of I: + Siit a; = e-. 113. Sin (21:) .2 Siu "of a:. 
111. "ofa:-Siu=e-:r. 114,. "0f(2a;) = !lof'a;+ Sin1x. 
112. "olla:- Sin'z= 1. 

nb unb unterfu~e, 06 no~ anbere, ben trigonometrif~en 4~n1i~e auf­
geftellt werben fönnen. 

116. g .... 1,. (a: + ya;' + al ) foll bifferentiiert werben. 
@I fei g = Ir Sina: bieinl1erfe ~unftion au a;=Sin y. lul 

I: == He' - e- r) folgt 2a:t1 = (e')1 - 1, arlo (t1)i_ 2a:e' .. I j 
t1 = a; ± ya;1 + 1. ila e' ~ofitil1 fein mu&, fo i~ bai negatil1e !80l'~ 
~ehf)en 3U unterbrMen, alfo 1/ == Zn (a: + Ya:1 + 1) ober 
(9) Ir Sin a; -1,. (a; + ya;! + 1). 
lul g=vtrSina: ober a;=Sin1/ ergi~t fi~ :; ="011/= Yl + Sinlg 

,/- GY 1 (Iufg· 112) =- r a;1 + 1; T = • .t::rT"'1 $g1. lufg. 115. 
~ "a:I + 1. 

(10) G~tl5tu = _1_. 
d~ YII:I+ 1 

@I {ei y = Ir Q:ol a; bie inllerfe ~unftion au a; = Q:of g. ilann 
i~entfpre~enb a;=t(e'+e-')j 2a:eV=(e')'+1j (t1)1-2a:e'=-1j 
er- a: ± Ya:I -1j 1/= 1,. (a;± Ya:I -1Jj g1 == l,.(a;+ Y:.cI -1) j 

1/, .... In (111 - Y a:1-1) == Z,. [Ca; - y;cr::1) (11: + ~J. ilie 
0:+ YII:'-1 

IUlfiUjrung ber lDMtipIifation im .8ä~ler ergibt 1, arlo iit 
1/. == Zn ( .~) = -/,. (a; - y a:1 -1) '= -1/1' ila "01 y a;+ "a;'-1 
fIlr g = + N1 unb y = -1/1 benlelben mett ~at, fo liefert natur~ 
gemä& bie Ilorfiegenbe CMlei~ung "of g = a; aWei nur burdj bnl $o~ 
i~en Ilerf~iebene ßöiungen. !Inan belloraugt bie ~ofitille unb le~t 
(11) Ir "of 111 = Z,. (a; + y a:1-1). 
3~ 1/ .... VIr!itofa:,a:=!lofY, foi~ :; =- Sing .... y=!lo-:;;'fly----:-l .... Ya:I-l 
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(12) dtlt 1[012: 1 
-da:-" Va:'-l 

1r= ~r ig a: gibt bie GSIei~un9 a: = ig 1/ = ~~r;; ~ierau~ finbet 
man rei~t 
(13) 1 (l+~ Wrißz .... -ln -, 

2 l-a: 
. da: 1 I[Df'g-Siu'g 

irerner 1ft dy =1[01'11 =0 G:ol'g -(~ufß·112)=1-~g'y-1-2:H 
(14) Ut:tg a: = ~_ 

da: 1- a:' 
z muß fteU &wifdjen -1 unb + 1 liegen (Zl< 1), ba i91/ fiir 
ieben teelIen mert bon 11 &wifdjen biefen @Jrenaen eingefdjloffen ift. 

e'+r' 11 = ~r ~t9 Xj fC = e'-rY' man finbet 

(15) ~r"tgz'" ! ln(:~!) 
da: = __ 1 __ Sin'g-I[oj'y = 1- ~t I = 1- • 
"g Siulg Sln'!I 9 1/ (1) 

(16) dWrl[tgm = _1_ 
da: I-ml 

z i~ fteU grUüer aU + 1 ober fCeiner alJ - 1 (1&' > 1), Weil 

~tg 11 = :t: gift unbig 11 &wifdJen + 1 unb - 1 liegt 
~ie inberren i;unttionen rönnen birett ober (6equemer) mit .pilfe 

ber infeln fiit bie ~~verbe1funttionen beredjuet werben. 

!lHerte~ sea~itel. 

IUlUeubuß bn ~fffneutlahe~uIUlß 
auf bh Uuteffu~UIlß te~lif~ "i"tiger aUfbeat. 
~e CMrei~ung einer Sbtrue fei 11 = (2:). (iJig. 23.) 
S~reibt man 11 einen beftimmtcn mert a lIor, fo liefert bit CM{ei~ 

d}ung fex) = a 
bie ~bf3iffen ber $untte, bie bon ber a;:~~re ben mftanb IJ ~aben. 
~iefe $unfte miiffen, wenn 1.1 ~ofitib tft, über, wenn a negatill ift, unter 
ber ibf5iffenad}fe liegen. 3n ijig . .23 ~at 5. !B.g ben lIorgef~riebenen 
!lBett 1.1, Wenn a: = 0 M .... 11:" i~. ~ie negatibe GSrö&e b wirb erreidjt, 
wenn fC == ON = t. ober aud}, tuenn x - 0 Q =- zb, 'witb. ~iit ben 



iurben[e~re 

fveaieatn mJerta=O et~ältmQnbie @3djnUt~unfte mitber x.~djfe, 
bie @(eidjung f(x) -== 0 würbe alfo in unferer ijigur butdj bie ~b, 
faiffen OB, OPunb OH !J • 
befriebigt fein. 

tSd)on auf@3.14wur. 
beerlUä~nt, bnflber~if' 
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feHn ti at q u oU e nt 
y' = f'(x) ... tga .i~, 
tIlen 11 Cl ben 'tangenten. 
tIlinM bebeutd ~~ 1/, 
alfo audj a, ~ofitib, fo 
fteigt bie RUtbe(~unrt 
A, 0); ifty' nrgatib. fo -....HJ--m~~---,,~+----:L-J!L-_. 
jäm fie (\}3unttE,F)j 
ift 1/ = 0, f 0 täuft fie ,.'1.C....::'::.--4 

momentan berlllbfbiffen-
ad)fe ~araUet (~unlt D. 
G). ~ie~ i~ ftet~ bei 
ben ~ödjften unb tiefften 
~unften ber Rurlle ber ijaa. 

6Ig.13. 

G:benfo lVie baß f8or3eidjen bon y unb 1/ ift aud) ba~ ber 3IVeiten 
Illbleitung y" für bieUnterfud)u!1g bon i8ebeutuug. G:~ fei x eine be­
liebige ~bf3iffe, ~ == x + t:" x eine grill'!m. ~teigt bie !eurbe in bem 
'unft, ber 3u xlge~ört, ftader al~ in bem botigtn 9 
(ijig. 24), fo Werben i~re 'l:angtnteulVinfd gtö. 
Der, arfo aud) beren trigonometrifd)e Xangenten 

Yl' - 1/> 0 
" fl ' Yl - Y > 0 ober J> 0 

:1:,-:1: !J.x 

unb im @renofaU d~~) > 0, 1/'>0. 
1)ie Rutbe irt bann in unferem Illd)fenf~ftem --t4-=...--";;P-;;-;:t----,;r 

nad) "oben'4 fontab (l,J3unlt K,J,Gin~ig.23). 619· 24. 

~ft 1/'< 0, fo ififie !onbe~ (l,J3unft L, D, E)j ift 1/' = 0, fo i~ 
fie momentan gan6 g.ernbHniß, man fptidjt bon einem ~enbepunltt 
(ijig. 23, 0 unb F). 

1)ie f8erbinbungßlinie 3IUeier na~et Rurbenpunfte liefert im @ren3= 
iaa bie Xangente. Um eine nod) gröDere Vlnnä~erung mit tinfadjen 



4 2 IV. Vlnroenbußg bn tltffnenttalredlnuug 111m ._--
IDllttdn 6U et~Qlten, juiVt man einen 
~teiß, bet ~IV bet ~UtVe mögntt~ gut 
an~aftt, ben irtihnmunglfreil. Soll 
ein stllr\1enftibf AB all ein SPrei. gelten, 

'D 10 mu& ber IDlittel~unft auf bem Sttnitt. 
punrt 6IUeiet ,,!normalen" (Senfte4Jten 
auf bet tangente im lBera~mngl~unft) 
liegen; lUir wa~len bie (inbpullfte A unb 
B all l8erii~rung'~unttt. ~er mlblfe{ 
3wif~en ben beiben benQ~barten mor: 
maten fri rp. Inl ijig. 25 ge~t ~er\lor, 

:J: x bai tp ... «1 - « 0= ~« i~. 
--+---~!:..I-...o:l:l,I __ --.1:. ~er Streilbogen AB ~at (\lOt. 

3Ig.25. 15. 29) bie 2önge (!rp = (! • b.«. ilit 
Se~ne AB ift 

~8=V(~a:)I+ (~y)I=~a: YI + (:~I. 
maden A unb B na~er unb nli~er, fo werben biefe Glrö&en immer 
me~r gleidj, el i~ nafjr3u 1 / 

y I + (!!f 
(lD.«Rj ~a:-vl+(:!r (!~..:...--~:::.:-

V, + (~)' e:l 
unb im QJrenafall genau (! = (fj;)dZ. 

!nun be~e~t aber bie lBe3ie~ung: tg a = ::' 

0(10 a = arctg (::) 

(bgl. e. 88). 91tan fann ~iet bie ~j{f.grijie ~~ = u eintü~ren unb 

fjat bann a- arctgu (d1r\ 
da 1 1 du d1y da dill 

du = 1 +u· = 1 + (:~r da: == da:·' bafjer da: = 1 + (:;( 

iliefe GSröie fann man in bie QJleittung für (! einle,en 
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a 

[1 +(~)r. 
diy d1y 
ihi dz l 

tiefonbet' einfa~ wirb bie \lormel, lVenn bie lutbe bet ~bf6iffen' 
a~fe momentan pmllel läuft, bann ift näm(i~ :y -0, ber .sä~{er 
wirb 1, unb ß 1 1 11: 

.. 0= d,ly = 11' 
d,1I:1 

lBill man an eine lurbe paralld 3u einet gegebenen Qleraben A. ß 
bie tangente legen, fo 3ie~t man IlVei parallele ~e~nen CD unb E ~'. 
~illbiett fie unb bringt bie !8erbinbungßlinie bet !Witten 3um ~dJnitt '1' 
mit bet iUtbe. (~ig. 26.) ~o et~ä(tmalt, 
lVenn ba. ~utllenftücf nidJt 6u grof! ift, ben y 
l8erll~tung!3~untt ber tangente. ~etll3elDeiJ ~B 
i~ Ieidjt, wenn man ben Stllrben&ugen butdJ 
ben!{ltiimmungälreiß etfe~t, benn fltrbenSfteiJ J; 

ift bai gef~Uberie !8erfa~ten flreng ri~tig. ifla· 16. 

il lAftt fidJ aeigen, baD el au~ fÜt bie anbem fegelfdJnitte (liillipfe, 
!J3arnbef, ~~pttbel) eraft ift, unb ba ~dJ ein $turbenbogen burdJ eine 
biefer mnien mit groDer @enauigfeit annä~emb erfe~en lliit, fo Hefett 
d fnft ftetl feijr gute litgebniffe. 

~ladJ Diefen allgemeinen UnterfudJungen befpredJen wir einaetne 
tedjnifdj lVidjtige fhttben fpeoielL 

1. 1'1e gerabe Siale. 
~ie ~eorie ber geroben mnte lDurbe, fOlVeit fie unä Qnge~t, fdJon auf 

S.16 &e~anbett. iinige l8eifpide folIen iijre groDe l8ebeutung für bie 
!J3rali. aeigen. 3ebe 2öfung möge grQP~ifdJ (g.) QUßgefü~rt werben. 

lufaden. 
116. !BeldJe @efdjlDinbigfeit 1.1 (in m/sec gemeffen) nimmt ein 

aörper, ber frei fällt, nadJ t Sefunben an Y !Bie groü ift fie, lVenn 
er in einer ~allrinne ~erabrollt, bie unter bem lBinfet a gegen bie 
(loriaontale geneigt ift? (g.) 

117. iin tijermoelement tiefert, lVenn bie 2ötflelle um 100° er, 
wArmt lVirb, folgen be ~pannung: iifen-fonftantan 0,0053 ~olti 
hIlfer$fonftantan 0,004!8oll; liifen=micfd 0,0032 !8olti ~upfet$ 
9Hdel 0,0022 !Bolt; iifen'!J3fatin 0,0017 !Bolt. !Wan flrlIe bie ~e$ 

.~luIlI 887: illnbolU. illffmntlaludjauna. 4. "u~. , 
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aie~ung 3tuir~en temperatur unb Evannung 9rav~ir~ bar unb ucr, 
gIeiLte bie ~iagramme. (@;reftrif~e !p~rometer.) 

118. ~ie @röüe be~ iSiberftanbe~ in O~m, roetcf}en ein 2eiter bon 
1 m 2änge unb 1 qmm. OuerfLtnitt befitt, ~eiüt fein fvehi~fdjer m!iber. 
ftanb c. ~iefer iinbert fiLt mit ber temperatur. $ei 15 0 lei er 91d~ 
cl5I bel tO ift er bann c = 11.5 [1 + a (t -15 )J. (g.) 

mnd) ber ,,~ütte" flnb bie $fonftanten 

Stoff 
2rlu, \!lId (filen J!on. 

~u~!er loure!' 
minium ftantan jUbet 

Cu O,OS.Q, O,1I1 0,10-0,14 0,0 0,017-0,0171>1 0,96 

« +0,00S7 +0,0037 +0,0046 -0,00008 +0,1104 1+0,00087 

119. ~er \Raum, ben ein @aß bei 0° einnimll1t, jei VO' ~Ol1n er, 
füllt e~ bei g{ei~bleibenbem ilrucf, roenn bit trnlveratur tO ift, baf 
!8o{umen '11 .. '110(1 + 2~st). (g.) 

IBrifpicI: '110 = 1Z. 
120. ~u~ einer Xabelle finbet man sin 20°30' = O,3502j sin 

20°40'=0,3529. ~ie groB ift sin 20°37'1 ijje{Lter~illle( gc~örtau 
sina=0,35101 (g.) 2. ~ie tparaüer. 

Sdjon auf S. 16 i~ bie @(eic(lung ber einfadjften quabratif~en 
CI: ft' Xl uun ton y = cx2=-

a 
gegeben. ~~re te~nifc{)e }ßebeutung liegt batin, bau in ben matur' 
tuiffenlLtaften fe~r oft eille @röüe bem Ouabrat einer anberen vropor. 
tiona! 1ft. c 1ft bie $rovorlionalität~fol1ftante. 9(uß y = ~ forgt 
y' = lIaX unb y" =-~. iSir ne~men a 3unli~ft aIß vofitiu an. tann 
ift y für alle vo~tiben unb ncgattben ~erte bon x pofitib, bie $fUtbe 
filllt nie unter bie ~bf~iffenaLtfe. 

y' ift für tlofitiue \!Berte bon x ftete t!ofitiu, füt negatiue ftetl nc­
gntiu. ~ie $futUe ~at redjtß Uan ber Otbinatenadjfe ~etl fteigenbe, 
linfl ftetl fnllenbe tenbena. ~ie roeHete ~i~luffion ber erften ?lb, 
reitung ift bereite auf @;. 17 erfcbigt. 

y" ift ftetl t!ofitio, bie !parabel alfo na~ oben fonfall. 

~ = [V1+ CaxrT= ~-(1 +~)1/;-+~~ 
2 2 a l r a' 
a 
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nimmt für z = 0 ben belonberl einfai~en tlBett ion. i)er Irfim~ 
munglrabiul im S~eite{~unft ber jf!araM i~ g(ei~ bem ~amen 'ara, 
meter ober bem bo~~e(ten I8renn~unrtlabftanb. ~a ~dj ber SPtüm~ 
mungl!reil ~iet bet Sl'uf\le gut anf~miegt, fo i~ er eine wertuolle 
(itglinaung ber Um~ülIunßlfonnruftion, bie gerabe (In biefet Stelle 
aeidjnerif~e S~wierigfeiten bietet. 

3ft a nega/ib, fo liegt bie Sl'urbe gana unter~a(6 bet z.ldjfe, ~e 
ift f9mmettif~ au ber eben befdjdebenen GJeftalt 

I'faden• 
121. tlBe(~en tlBeg burdjflillt eine o~ne WnfanglgeldjlUinbig!eit ab. 

geworfene !Bombe in 'Sdunben? (g.) 
122. liin maffet~ra~( fliefjt mit g(eidjbfeibenber GJefdjwinbigfeit 

(c m/sec) aul einer lUogmdjten lRö~re. !lBet~e I8Q~n befdjreibt er 
unter bem liin~ufl ber SdjlUere? 

123. metdje@JejdjlUinbigfeitllm/sec mufl ein GJefdjop bon P-50 kg 
@elUidjt ~aben, bamtt feine tlBudjt 80) SOOOOOmkg, b) 600000mkg, 
c) 900000 mkg i~? (g.) 

124. liin etdtrifdjer Strom burdjfliefjt einen 2eiter, beffen tmiber­
ftanb 120 D~m i~. tlBie ~än9t bie in ber Sdunbe eraeugte Strom­
wärme uon ber e~annunß ab? (g.) 

3. !)h elallih'h 2iah. 
liin rstab, beff en liigengelUidjt uer~ättnilmdflig Uein i~, fei an einem 

linbe in ~oriaontater midjtung feft eingef~4Unt Seine 2änge fei Z cm, 
fein (i{a~iaitätlmobur E kg/qcm, bai träg~eitlmoment feinel Oue~ 
fdjnittl J cm'. tlBirb fein freiel linbe mit Pkg betanet, fo beformied er 
fidj infotge biefer l8e(lnfprudjung auf !Biegung. ilie oberen ~afern 
lUerben gebe~nt, bie unteren uedürat, unb ein teil bet mittleren, bie 
fogtnannte neutrale Sdji~t, be~ä{t iijre 2änge, aber nid)t iijre urfprllng. 
licfJe 2age. ~ie GJ{eidjung tijm neuen @efl(l{t i~ bielme~r nad) ben 
6äien ber IDled)anil Pli (11) 1 /1:1) 

1/ = 'JEJ '-813 ; 
babei ~nb z ultb y oud) in cm gegeben. 

o (Ii{aftifdje 2iniej ~iig, 27.) 
~r z = 0 lUirb 1/ = 0; 
f' l' b 1 Pli 

P ür a; = IUIt 11 = i EJ' 



46 IV. Vlnroenbung btr ~lffmntiQlted)nunß ujru. 

i)iefe &rDije ftellt bie mQ~ima(e ilurdjbiegung bar. 
ijür ein ilo~~el,N~ifen, !JlormQr~ro~l 12, ift J= 328 cm4• !Jlimmt 

man E = 2150000 kg/qcm an, unb ifl l = 1,5 m, P=- 100 kg, fo 
fOlgt 100· 160' 

Ymo. = 8. 2160000 . 328 cm 
Ymo. = 0,16cm == 1,6mm. 

Y'=~ (.!._~~ =~(l-~~)' 2EJ I liJ 2EJ ,I 
(is tuirb für a: = 0 y~ = 2P;~, 
alfo in unfmm !8eifllie! 

, 100·22600 0 0 11 
Yo = 8.2160000. 828 = ,0 16, CI = 5i · 

.Btuifdjen :J; = 0 unb :J; .... l bleibt j fleiß fleiner alß 1, alfo 

1-(jf 
fletß ~o~till unb ebenf 0 y'. i)ie !rurlle fleigt. 

:J; =- I ergibt CI = O. 

i)ie 1tueile Ibleitung ift y" = Pli (_!~ = - ~~. 
o 2EJ lfJ EJ 

6ie berfd}lVinbet für :J; = 0, ba~ freie (Enbe be~ 6tabe~ tuirb 3um 
6djlui getabe. .8lVif~en :J; = 0 unb a: = lift y" nega!ill, bie $furlle 
fonb~. in ber (iinf~annfletle tuirb, ba y' = 0 ift, 

1 EJ 
qo= y;;= -"PT 

~a~ ~or3eidjen gibt bie 9Hd}tung an, in ber ber ~rümmung~mittd' 
4>unft liegt. qo = - 47000 cm = - 470 m. 

}Bei iBerüdfidjtigung be~ liigengetuid}teß G gm, tuenn fonft feine 
~aft (etlVa P) lVirft, eine anbete ~ormel, n/imli~ 

Y= 6~; (j-fFl 
1 m beß eben befdjriebenen ~ov~el.'l',liifenß lViegt 11,15 kg, ba~er 
irl G = 16,7kg, bie anbmn Stonftanten ~nb fd}Dn betannt. 

~ie ili~fuffion ber Stut'bengleidjung tuirb tuie IlOt~et gefii~tt. ilie 
malimale ilurd}biegung ifl 

16,7 ·150' S 
Ymo. = 6.2160000.328'"4 = 0,01 cm = 0,1 mm. 

. . , GIS (1 XI) GII ( XI) 
i)te &röijen y == GEJ ""[ - F = 6EJ 1 - Ti 
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GZ" unb y"=--'l.EJ1 

laffen dbnli~e ~~füffe lUie bor~er au. 
!midt auiJer bcm (iigengewi~t no~ bie Rraft P, fo fummieren ~~ 

natürtid) bie bur~ bie beiben ströfte ~erborgerufenen Vlbwd~ungen y 
bon ber ~nfangl(agej ej i~ 

I· [(Z 11:1) G (11: II:')J Y - lEI PT - als +"3 T - 4.1' • 

~ine fe~r reid)~altige .sulammenfte1tung ber @Ctidjungen für bie 
berf~iebenen ~ormen ber elaftifdjen 2inie ~nbet lidj im 1. !Banbe 
ber "t)ütte". 

4. !Elle glel"feitigc O~~erhl. 
me&en ber birdten !Uro~ortiona1itä~ bie burdj eine QSerabe, unb 

bem quabratifdjen ~b~än9igfeitlber~ö(tnil, bol burdj eine 'ara&el 
bargeftent wirb, tritt in ber Xedjnif am ~äu~g~en bie rt6~rofe !Be~ 
aie~ung auf. ~~r entl\lridjt bie @(ei~ung y",~, b.~. bieOrbinaten 
pnb ben 6uge~ßrigen ~&16iffen umgde~rt ~ro~ortionQl 

'.l)ie Shirue, beren @feidjung biele ~orm 901, nennen wir eine glei~~ 
feitige ~~~erbelj fit ent(te9t 6.!B. bei ber gr~9irdjen tarfteaung bel 
IDlariottefd)en Glelevel (~.1 0). !Seil bei biefer ,ßu~anbldnberung bie 
tem~eratur lonftant bleibt, ~eiflt ~e mot9erme. 

3n ber Sturbengteidjung ift a' ~etl ~oritib. ,ßeidjnung unb me~. 
nung le~ren, bai bie Sturbe au. awei !ongruenten .BlUeigen &e~e~t, 
\)on benen ber eine in bem \Raum awil~en ber + X unb + Y'~~le, ber 
anbete awif~en ber - X unb - y. Vldjle liegt. (tie @}Ceidjung y= - ~I 

11: 
~eat rine gleidjlcltige t)~perbd bar, bie in ben beiben anberen Qua­
brauten uedduft.) 

Sie ift au ben &eiben minfe~arbierenben bel Vldjfenrteuae' f~m. 
metrifdj. !{)a a l t-1 y=-=az 
ift, fo ~at man (» I 

, I t a 11 tg a-y =- a z- =--=--. 
(»I It 

\jig. 28 acigt bie auf biefe \jormel ~dj gtilnbenbe tangentenfo~ 
ftruftion. !{)ie tangente &ilbet mit ben ~djren ein redjtwinUige. !{)rei­
elf, befien Statgeten ... 2:J: unb 2 y finb. tet 3n~alt i~ 

211:· 2y ! F=--=2:J:y=2a. 
'I. 



48 IV. Inluenbung ber iliffenntialredjnung nilD. 
1 

4 

a / 

nig.18. lJig.19. 

mt bon einef gleidjfeitigen ~~»etbe1 aupet bem ~djfenheua eine 
tangente gegeben, fo fann man beliebig biere anbete 3eidjnen, inbem 
man ben ~bfdjnitt auf ber Orbinatenad}fe n mar, ben auf bcr ~bfdiffe~ 
adjfe ~ mal fo gtOa mad)t lUie 3u ~nfang. (3n ijig. 29 ift 3. 18. 

n 1 1 1 1 
n = 2, 3, 4 ... ,-=,,§,. s'"I"') 

n 2al 

1/' = + 2a'x-8= s' x 
18efonberß lUidjtig ift ber Shümmungerabiu~ im Sd)eitet~unft, für 
ben QU~ iE~mmelritgtiinben x = y ift. ~u~ bet St'urbengleid)unll folgt 
3uniid)ft x . x = a' , x "'" ± a. 
g:ü 'r.' 1 " 2al 2 u r x = + a t" y = - , Y = lJ3 = a 

1"(1+1)8 a ,;- ,rn 
~= (~) =2· 2r2 =ar 2=OA 

(ijig. 28). ~abutd} ift bie 2age beß Shümmungßmittet~unfteß 6eftimmL 

0. ~ie Ibfahlt. 
18efiubd fid) ein (Maß in einem abgeldjfoffenen \Raum unb lUirb e~ 

3ufammenge~teat, oQne baa ~iitme entlueidjen fann (~om~refforen), 
fo lUirb fein ~tucf einmal uad) bem IDlatiottefd)eu @efev gröaer, 
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aUBerbem aller aud) nod) baburdj, bai fid) bie me~anifd)e Irbeit tn 
!Bärme umte,t unb. biefe nntet normalen t8er~liCtniffen bol ial 3wins 
geit tuilrbe, dnen grö\'leren lRaum ein3une~men. ~iellUirb lJer~inbed, 
unb fo duielt fid) bie eben erwa~nte mdrmeenergie burd) berme~rten 
~ruc! auf bie iefdÜwänbe. t)ie !8eaie~ung &lUif~en ~rucf unb !aus 
lumen tuitb ~ier burd) bai !p 0 i ff 0 n fd)e iefe~ 

p : Po == vo": CI" geregelt. 
Po unb Vo geben ben Infanglauftanb bel iafe. nad) truef unb 

~Mumenan, k ift für 2uft = 1,41. Ii. i~ 
... 1) A 

p ... !:!L..!... =cv-I 
dp ~ l' 
- ··=-kcri-1=-k­dv v 

.~}I = +k(k+l)crk-'=+ 1:(1:+1)1'. 
dv l v' 

Po' tlo, P unb tI ~nb ~m 9lQtur nadj ~ofitibe 0.lrBÜen, ebenfo t, k, 
tuie angegeben, ~ofitib, aud) tl unb Vo I. 

3ft v fe~r flein, to aud) vt ; P ift bann fe~r gtoi· 
~a :1' ftet. negatib irt, fo fäUt ber ~ruef mit l1lad)fenbem !aorumen. 

~~ i~ ü6erall ~ofitib, biesrurbe atfo (für~ofitibepunbv)immerronfab. 
POl tlo beaeid)ne ben Infang~3uftanb. Ii. ift inteteffant, bon i~m auls 

ge~enb einmo.t bit ifot~erme (P'" Po;,) unb in bemfetben IdjfenfreuA 

bie nbiabatifd)e (p = fJ~~ .suftanb.änberung batiU~eUen. "41 

Steigung.mai ~P Wirb im er~en 3aU = - 1'0:0 - - ~, alfo fit 
.. v ·v d "11; 

ben lu'gangß~unrt = - &.. 3m &weiten 3aU i~:. ~ = - -.h, bit 
~ .. " ~ 

Vlbia6ate lJeträu~ ffeirer al. bie 3fot~erme. 

6. !)h Ilhtellaflne. 
"ie 0.lteid)ung ber \l3otenafurlJe i~ y = cu!'. 3ir" =- 1 er~d{t man 

bie !J3ro~ortionalität.gerabe. n = 2 liefert bie Ißara&et (n = t bie !p~ 
rabel in anberer ,sage), ,,=- -1 bie gteid)feitige ~~~erl1et, n =- - k 
bie lbiabate. "ie !ßoienafurbe umfait alfo faft alle l1il~er l1e~a\tf 
beften Sinien art @i~eAill{fäae. iBei ber ~ilfuffion mui man unte~ 
fd)riben, ob n gan3aa~(ig ober gebrod)en tft, im er~en ~aU fann wieoo 
ber n gerabe ober ungerabe, ~o~tib ober negatib fein. 3m 3weiten 
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iJaU ift ne6en bem !aorieidjen iU 6eadjten, ob ber Bä~ler ober bet 
9'lenner getabe ober nngerabe ift. 3ebeßmal ~at man 

1/' .... nclt'-l =- .', 
a; 

eine iJomet, bie eine teidjte Xangentenfon~ruftion tiefm. 
11' -= n (n - 1) Ca;"-I .... tl(tl;, 1)11' 

ge~attet nnß, ilber bie fonbe~e ober fonfabe (Me~art ber furbe au eId. 
fdjeiben unb ben Irümmungßrabiuß au 6eftimmen. 3ft" gröBer aIß 
2 unb ungerabe, fo ift ~ "'" 0, 11 ... 0 ein !!Be~unft. 

lufoden.') 
12ö. 3n balfeThe !ootbinatenf~~em folIen bie furben 11'" Xj 

!/ = Xl; Y .... x5 ufm. ge3eidjnet Werben. 3n weIdjen !}3unften fd}neiben 
fidj alle? !!Bol ift an i~rer QJenalt gemeinfam, Wal berfdjieben? snan 
bergleidje ben XeU, lDefc(Jet .\lofjtlben !!Berten bon x entfpridjt, mit bem, 
we(d}er negatibe mf~iffen ~at. 

126. ~iefetben ~ufgaben fjnb für y = xl; y .... x'j 11 = x' ufIV. 
6U {öfen. 1 1 1 

127. !!Barum iftMe Untnfudjung bon y -3:';Y= x-8;Y= x-i ufr. 
nadj 2öfung ber borigen I'ufgaben befonberß einfotV? 

128. (iß folly ... ar1; y-rl ; y ... r 5j ••• j y-r'; 
11 = r'j Y ... r 8j ••• be~anbe{t hIerben. 

I 1 1 
129. y .. x-t ; 11'" ~-T; Y = x-, u1ro. 

8 I +1 +1 
130. y -= XTj 11 -= ~-Tj Y =- x- 6-j Y = X-6 u. bgl. I 

131. snan aeidjne bie meilfdje ober femifu&ifc6e !}3arabe( Y= ax-'­
unb bnedjne für einige \Uunfte baI (steigunglmaB ber tangente unb 
ben Slrilmmung3rabiul. !Bei Xrägern b"n gfeidjem !Biber~anb gegen 
!Biegung fann bie !Begreniung bel 2äng3fdjnittej eine femitubifdje 
!}3arabel fein. 

132. (iin Q1al nimmt liei 1 ~tmof.\l~äre ~rulfben 9laumvo= 62iter 
ein. ~er .sufammen~ang amifdjcn ~t'ulf unb !aoIumen foll grap~ifdj 
unfalgt werben a) bei ifat~ermem, b) bei abia6aUfdjem, c) bei .\loI~. 
tropifdjem !aerIauf ber ~om.\lreffian unb @~.\lanfian. ~ie $oI~trove 
unterfdjeibet fidj nur baburdj bon ber Wbiabate, bap ber @lvonent 

1) !Bel ber 2Ujung lDirb ber auf S. 87 ertuB~te !ßotenaredjenfdjie&er 
bit &e~en !i)lenjte !eI~en. 
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nid)t k, fonbm n ilt, Wobei n im aQ!lemeintn aWifdJen 1 unb k liegt 
(~. ~. n ... 1,1; 1.2; 1,3). !Bie ftarf mup in jebem \lall bet ~t'Ucf 
lein, bamit bai !aotumen nur nodJ 1 1 beträgt? 

133. 3ft 110 bai Infangluolumen einel GJafel, To bie (a&folute) 
Wnfatlgltem~eratur unb entlprecf1en v unb T bem <ntbAultnnb, fo gilt 
bei ber ~ot~trD~ifdJen .sußanblg{eidJung bie I8taie~ung 

T= Tu(~r-l. 
!]lan ne~me Vo = 6 1, To = 2900 (= 17 0 0) an unb aeidJne bie 
T'lI~srurbe. 

184. ~er ~rud beß gefättigten lo~lenbio~bbam~fe. i~ 

( T )".,5 P .... 2,967 100 - 1 kg/qcm, \\lobei t bie a&iotute ~em~eratur 
(idliulgrabe + 273) bebeutet. (g.) 

135. \lür abia&atiicf1e .sultanblänberungen bel über~i.ten lBaffet$ 
bam~fel i~ nad] ber ,,~ütte" 
1 = p~; T(lI- 0,001)°,8 =- To(lIo- O,001)o.a; p(lI- 0,001)1,$ 
111 T,I 
== Po (110 - 0,001)1,1. lBeitere l8eil~iete ~nben lid! in ber ~~eorie bei 
tlBörmeübetgangel, bei 9lul~uüformtln für Suft unb. geiättigten maffer, 
bam!>f ulf. 

7. ~ie 'hgelf"aith. 
tlBirb ein feget burd! eine liflene gefdJnitten, 10 entftt~t, ie nadJ ber 

S!age betfdJneibenben liTIene, ein frei', eine ~m~ie, eine ~arabd, 
eine (>lJ~erhl obet eine .nabe. ~tr Seier, wetd!er fidJ für biefe 
ted)niidJ \\lid]tigen lurben interefiiert, \\lirb auf "ran" ~na~tiid]e 
<Meometrie (i9luGJ 501) berlDiefen, ba eine einge~enbe t8ef~edJung 
~ier au \\leit fli~ren \\lürbe. 

~er artil. Segt man burd) ben mitter~unft 0 (Wig. 30a) ein 10$ 
orbinatenf~~em io gilt bie t8eaie~ung Zl + gl ... a'. 

!Ran fann bieie GJleid]ung audJ aerlegen in 
a; =- a COB 9'; 71 = a Bin 91· 

Ii. i~ 5\\ledmäpig, bieie ~ar~ellung, bei ber z unb 71 burdJ ben ber>: 
mittetnben !ßarameter 91 aulgebtildt \\lerben, ber med)nung 5ugrunbe 
AU legen. fj, (fj,y) (fj,aJ) 

~ie fetbftberßänbficije IMleid}ung fj,! = a : t;;" ge~t im Qjrena~ 
d d d) rp rp 

faa über in ~ ... CZ:):(d: . 
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3n unferm ~Ila irt ~~ = acos!Pi :: = - asinq1i ~~ = - ctgIP. 

fllonftruiert mau auf 0 P in P bie \Senfred)te, ltJeld)e bie X,~d)je in T 

unter bem 2llinfe! a trifft, [0 irt tg a ... -tg(1800-a) ... - ~; =- ctg 9" 

~ ie \Sen tred)le 
auf bem mabiu~ 
im ~ert1~rung~' 
rabiu~ ilt arlo ge' 
rabe bie gelud)le 
tangente. 

3n bem redjl' 
tuinfligen ~reied 

t-------;;i~::--~-+--.,..;~.L.-_.~ OPT ift OT·OQ 
= opt; OT.x 

a' 
~al, OT=-. , x 

~a y' = :! 
..., - ctg 9' tfl, 
10 wirb 

dy' 1 "dy' (dY') (dX) .1 ( ') 1 
dq; = sio1cp;Y = dx'= dq; : drp =äin2~: -aSlDq1 =- asins~' 

ijür ben Rrümmung!tabiuß betommt man 

f! .... V[t +;r') ']8 ... y(Itctg' 9' )s:(_~) =_, 1(1 + c?s:rp)8. asin8cp. 
'!I aSlD rp V SlD rp 

n (8iD'~~ C081cp)3 . asin3m = _ ,/( .1, .)8. a sinsm = _ a . 
.. =- SlDrp T V Slncp T 

~er fi'rümmungßrabiuß tft atlo lonrfan!, tuie es beim fi'reife fein muÜ· 

~ie iai'fe. ~ie ~mvfe entfte~t aus bem !heife, wenn man bie 
AU irgenb einer ~bfaiffe x ge~örige Orbinate jeb~mal in einem beltimm' 

ften feften ~er~ällnis (~) berfleinert. ~~rt Glfeidjungen, finb I baijer 
x=a cos9'; y=! . asin cp = b sin 9'. ,tJierauß ergibt fief); + ~ = 1. 

dd--~ = _! ctg cp. a~ie ~Uivfentangente in P jd)neibe bie .i.~d)fe in T. x a 
~s tuirb OT = OQ + QT. mun ift aber OQ = x = a cos cp unb 
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PQ 'Y bainep asio',p 

QT = tg(1800-u) = - tgu = + r-:- = eo.;·· 
-ctn a 

OT + aain'ep /.lCOSt ep + asio'ep Cl a' 
=-= acosep -- =- - - = -. co. ep eos ep C08 lfI It 

~le ~ni~fentnngente tdfft alfo bie X. ~d}fe in bemfelben \'Punlte 
wle bie tangente bel (lQu~t!reifej (mit a um 0), beren !8etü~tUn91. 
~unrl p' biefe(6e ~6f6iffe ~t wie ber merü~run9ß~unft ber (ä:lli~fen. 
tangente; mnn !onftruied ~e leidjt, wenn man auerft bie entf~recfJenbe 
~teißtangente ~inbtid}net. (ijig. SO b.) 

J=dY=_!ctgq,. dy'=~ .~_.d.t ... _asinm' 
fJ da: a 'dlfl a BIO '1/1 , dtp .,., 

, dy' b 1 
11 = da: .... - jii' sinfttp 

.... V[l + (y') I] 1 = 1 /[1 + ~ C?8Iep]3 . (_ ~ ains ep) """ 
f y" Y a'BlD'ep 11 

(aI8io'ep~ b'cos,ep)1 (_ ~ siD~ ) 
a'Sln8 1f1 11 Ip 

q= v(,'sin'lJI + b'COS'ep)3. ~ (- ~ 510'9') = 

= - alb y(a'sin'qJ + b'COS'qJ)3. 



54: IV. Wntuenbung ber ~tfferentiQltfdjnun9 ultu. 

Y (jür ben @j~eiteQJunft A ~at man 

'1'=0, Q=--~, fürBi~cp=90o, 
a' 

Q=-r 
Uml~reibt man ber !iaipfe ein 

!R~ted PQ RB, beffen Seiten bie 
!rurbe in ben S~eitdpunften be. 

CI-~;)-~~-ff--I'::"';~ rü~ren, iie~t in i~m eine ~iago. 
!P nafe Q8 unb fdUt auf fie bon ber 

gegenüberliegenben !ide P aue 
ba~ .\Jot, 10 f~neibet eI bie i~ren 

R A 0 unb B D in benfrümmungis 
millefpunften M (au A ge~öri9) 

lJiQ SOc. unb N (au B ge~örig). ~er ~e. 
wei. Wirb bUt~ !8etglei~ung ber 

ä~nIi~en ~teiede PMA, NBP unb Q8P getietert. 
:r:1 .y' 

~it t~,er.el. ~ie @J{ei~ung ber e~per&e1 fautet (ii - bi ... 1. 

!ll3ä~renb bei ber (iaipfe bie trigonometrir~en 3unftionen eine gute 
\ßarameterba~eaung geben, fann man ~ier mit l80rteif bit .p ~lJ er b e{. 
fun Wonen anwenben; man fe.t 

:z = a a:ol 11', 11 = b @jincp ("gI. lufg. 112 auf (5. 39) 

ddY = dd!l: ddl!: = btiof cp: a@jincp ... !titgcp 
x IJI lJl a 

~it e~perbeUangente in P fcf)neibe bie X.91cf)fe in T unter bem 
!minfel ~. (3ig. 30d.) 

o T "'" 0 Q - Q T = x _ ~ = a tiof 11' _ b SiR lJl = 
.g~ a lr 

1).:.191Jl 

"" a a:of 11' _ aSinSIJl = a "oi' lJl-a5in' lJl = _Cl_ =~~. 
[01 tp lioi Cf liof tp x 

IDlan bel~tet&e um 0 ben Strei' mit 0 A =- a, lobann !onftruiere man 
ben Stteil, lDetcf)er 0 Q ... :z all ~urcf)merrer ~at. !i)ie (Merabe, 1De(cf)e 
bie 6~itittpunfte ber beiben streile berbinbd, fcf)neibet bie ~~fe in bem 
iangentenpunft T. !Betueil: ~eied ORQ ift recf)ttuinfHgi el ~at bie 

eöle RT, fo(glicf) ift OT· OQ = OR'; OT= ~~I =-~. 
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a' miic1Jjt rp in~ Unenbric1Je, jo auclJ x (IS. 38). ~ann tuirb "'i 

unenbliclJ nein; bie an einem unenbHclJ fernen \lSUnft her ~~perbet 
getegte '.tangente mull butd) ben .\)~~erbelmittdpunft 0 gegen. 

1) b e'f! te-rp 
tg CI = - ~!g rp = - . --. 

a a e'f! - e-rp 

~ibibiert man .gti~ler unb !Renner burd) erp, jo er~iiU man 
b Itt- 2rp 

tga =---. 
a 1- e ''I' 

aür !p = 00 wirb e-t'f! gleiclJ 0, alfo tg a =~. ~iel tfi bol @ltei. 
a 

9ung~ma\i ber .\)9per&el!angenten in ber Unenblid)feit, ber ~ f ~ m p tot e n. 
aür ben !1labiu~ bel Jhümmunglfreijel ~nbet man 

(I = ~y(a2@linlrp + b2 Q:oj'tp)3. 

~n bem lRed)led PQRS, beffen @leiten 2 a unh 2 b finb, täfjt jid) ber 
Shümmung~tabiu0 be6 .\)~perbelid)eiter0 wie bei ber ~n'ipje fonfttu, 



56 IV WlIlOenbl:ßQ ber ~if:trenlia(red)RunlJ ultu 

Yf ieren, nur mujj er nad} ber 
entgegengefebten Seite 
abgetragenwerbenjgleid}' 
3eitig finb PR unb QS 
~l~mptoten. (mg. 30e.) 

{Seit man a = b, 10 
9--"-t __ ~K_-ß~,..._e-M,,",x ge~t bit &1lipfe in ben 

!rreiil, bie gewö~n(id}e in 
bie 9{ei~f eHig e ~~pet­
od übet. ~n bem ieit 
gewiig{ten ~d)ienl~ftem 
~at biefe aber eine an­
brre ~age aiß ftü~er 

llig.SO.. (S. 470 

8. ~Ie ftuihbolbutf. 
Um einen !rreie lei ein unbegnbarer ~aben gelegt. &r fei an einem 

~nbe feft, ba~ anbete werbe abgewideH. ~ie !rurbe, bie e~ babei be­
f.iJreibt, nennt man ~rei~ebolbente. &9 wirb boraußge!eot, bajj ber 
~aben ftraff gefpannl wirb, fo bajj ber Abgewidelte teif in jeber einaelnen 
Sage eine @lerabe bUbet. 

~ie X,~d}fe werbe bur~ ben ~reißrabiui gebitbet, ber bai freie 
~nbe bei ~abenß in feiner ~nfangß{nge mit bem !l.nittel\luntt berbinbet. 
ma~ ~ig. 30f irl 

x=MR=MS+ TP, 
MB = acostp, 
TP= QPsintp. 

'l)aß abgewidelte Stüd Q l' 
ilt aber g(ei~ bem ~rei~­
bogen Q U = acp, 
benn ber ~aben ~at, weil un: -l----'Lf-'-'~-!::--~P-r_-­
begnbar, bei ber ~bwid{ung 
feine urlprüngIi~e ~änge 
begatten. 

:/: = a cos cp + a cp sin Ip 

y=PR=QS- QT 
y = asiulp - UIPcos Ip. Ilig.sor. 
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~iet i~ :: = a cos IP - a[l • coslP + IP (- sin 91)] ~ a IP sin; 

:; - - asincp + a[l.sinlp + 91 cos 91] = acpcoscp 

dy = ~in cp ... tg 91. 
da; COBcp d 

~a~ @iteigung~map ber tangente, tg IX, ~ft = a! = tg 91, el mup 
arfo IX =- 91 fein. !i)ie tangente P V mufl bem fttei~rabiul M Q ~at. 
aUd fein unb ba~er auf ber strei~tangente PQ fenhtd}t ~e~en. 

!mietett man ben ~Bben nut 9BU3 lIJenig lIJeHer ab, fo 1ief~reibt P 
na~e3u einen Si'rei~1iogm mit PQ all !Robiuß unb Q BII mlittel~uuft, 
unb bo bie ~eißtangente auf bem j8erü~tI1ugßrabiuß fenfte~t fte~t, 
fo tft bie me~nung geomdrifLV beftätigt. .suglei~ finben lIJit fo ben 
Si'rümmunglrabiul = PQ == acp. !i)ie !Re~nung ergibt 

1 -t y" = 1 + tg!m ... 1 + Binl cp .... sin'rp+CO!~_Cf. = _i_ 
r cos'tp COBtrp co~ttp 

(1 + yll}t == _1_ 
eOB'cp 

d(!I) 1 die 
dP = cos1cp' dtp = UqJ cos 91, 

alfo bur~ ~illifion d(y'): ~~ = d(y') == y" = _._ .. 1 ___ _ 
dtp drp da; 8 arpCOBKcp 

(l+y'l)"i" 
(I = y"-- = alp. 

!i)ie j8enulung ber serümmungßtteife erleid}tert ~iet bie Ron~tur. 
tion fe~r. 

~ntuenbung flnbet 'oie ~reißetlo(tlenle bei !8er3a~nungen. 

9. !)fe uelUö~1Ili" e 8grr.ih. 
~ie !propCe ber .sä~ne bei l8eraa~nungen rönnen au~ .s~f(oibm 

fein. !Rollt dn $freiß auf einer @erabcn oijne AU gleiten, fo .befd}teibt 
ein ~unlt feinet !peri~ijerie eine getuö~nn~e .s~f(oibe. 
~n ~ig. 31 rolle ber Si'reiß mit bem !Rabiuß a auf ber X~ld)ie, 

ber betracf)tete ~unlt bepnbe fi~ aurrft in 0, nad}bem ft~ ber ~eil 
um ben mJäC3ung~lIJinrel rp gebte~t ~at, in P. !i)ann ift -:l: .... OQ = OR-PS= PR- PS= alp - asiu!p 

y == PQ = MR - MS = a - acosqJ 
dy • 2' rp rp -·=asmcp = asm·--cos-dtp 2 2 



58 JV. VtulIlenbllng bu ~iffetcntill(ted)nllng UilU. 

g 

1l18· 31. 

~ = a - acoslJI = a(1- cosrp) = 2asin! rp 
Clrp COB _~ 2 

d!l = ~1: (i:J: = _2 = ctg! = tg (900 __ rp), 
da: drp drp • rp 2 2 

BiBi 

alro a = 900-~. 
i)emna~ ift PT bie.tangente unb PB bie mormare. T unb 11. 

finb bie (inb~unfte bel aur m:&hiffena~fe fenlre~ten i)ur~mefferj. 
3~ nur P, nicfJt bie momentane !lage bei mittd~un!tej M gegeben, 
fo wirb biefer leidjt gefunben, inbem man au 0 X bie $araUde im 916. 
ftanbe a 3ie~t (benn auf biefer bewegt ficfJ ber !D1iUel~unft beim ~6, 
roUen bel Sheijeß) unb um P ben Rreiß mit a bei~tdbt. 

lul 6. T P B ~nbet mnn bie Sänge ber !Rormale PB = 2a sin t· 
d(Y1 1 1 da: . ! lJl ----.--, -=2asm-, 
drp 2. IIJl drp 2 

Bin i 

fomil ~J1Ü. ~~ "'" d(y') = y" = __ 1_. 
d" • drp da: • • t lJl 

,lIBIn i 
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~a bet mennet ftelß ~ofitiu ift, ift bie ~urue ftetß na~ "oben" fOnbet. 

Q=V(l t ctgl~t( __ ~)· 
4aslD t 2" 

~~nli~ Wie auf S. 57 ~nbet man für ben 3ä~ler 
1/(1 + ctgl!)S = _1_, r \I BinB.! 

ba~er, Uom !8or3ei~en a6gefegen, 2. 

~ = _1_:_1_ = 4asin~ = 2PR. 
Bins.! 4a sin'.! 

2 \I 
~er S{lrümmung3mitter~unft N Wirb er~atten, wenn man Me mormQte 
um ftdj fe{bft bedänged. 

fJejfpld 11. ~in fefler ~reiß ga6e ben Blabiui R, auf i~m rolle 
eilt beweglie!)er mit bem Blabiuß r. ~in ~unU ber ~erip~etie beß 
3weiten beie!)reibt eine I,i~ i3 ~ tt 0 i be, wenn bie )8erftgrung äujiedie!), 
eine ~~ p ob~Hoibe, menn fie innedi~ ift. ~egt man bie X.~djfe 
bur~ ben BRitte(~unft beß feften ~reifeß unb bure!) ben eraeugenben 
~unft, wenn biefer gernbe auf bem fefien ~reife Uegt, unb be3eidjnet 
man ben llBär3ungßminfe{ bei 9Mlfreifeß (bgl. ijig. 31) mit fP/ fo tft 
für bie ~pi3~f{oibe 

:J; =(R t r)cos(ifP) - rcos(R:' tp) 
y=(Rtr)sin(itp) -rsin(R1 r tp) 

unb für bie .p~~03~lloibe 
:J; =(R - r)cos (itp) + rcos (R~r tp) 

11 = (R - r) sin (i tp) - r sin (R ;' tp). 
BRan bemeife, baji bie ~urbennormale fteiß bure!) ben momentanen 

!Berü~rungß~unft &eiber ~eife gegt. ~ie l,ipi, unb ~~~o3~f(oibe laffen 
fi~ &efonberß einfae!) "ubieren, menn man ein Ueineß Stüd beß fefien 
~reifeß alß eben anfiegt. 

10. GJeDalll~ftt elf/miaguagea. 
~riugt mlln einen eln~ifdjen ~ör~er IlUß feiner lRuge(Qge, Jo ent, 

ftegen in igm S~nnnungßfräfte, bie ber gemaftfnm ~etbeigefü~rten 
~eformQtion ~ro~ortiona( finb. ~ört bie äntiere srraft auf au mirfen, 

'11l1ull 887: l! I n bUhl, Ilifferentillitediman g, 4. lIufl, 11 



60 IV. ~lltuenbunll ber ~iff,telltiQ{ted)nunß u{w. 
------~~~~~~~~~~~--~~ , \0 berfe§en fie i~n in fd)tuingenbe !BeIne­

gung (angeftri~ene ~ttmmga6e(). !Ulan 
fann biefe l8ewegang fid)t6ar ma~en, 
tnbem man jie burtt einen an bem ~ör~et 
angebra~ten e~reibftift auf eine ~(atte 
überftägt, bie mit gfetd)&Iei&enber @e:: 
fdJlUinbigfeit fortgeaogen tutrb. mlirfte 
nur bie efafiifdJe ~raft, fo tufrrbe bie 
®d)lUingung lief) bauernb in gtei~edlleife 
boUhie~ell. Silie BJled)anil fe~rt, baß bann 

--;--"-\--t----'l:---,--z auf ber Sd)reibnd~e eine 
einu~linie enlfte~en würbe. 

311 mlitfHd)feit fteten !Jlei&ung~wiber< 
ftdnbe auf,-a.lß. an bet 2uft unb an ber 
!8erü~rungßniid)e bon ®~reibfiift unb 
~a~ier, Me bie ed)lUingungen bämvfen. 
!Ulan er~ätt bann, tuenn bie SiläU1vfung~. 
fraft ein getuiffeß BJlal3 nid)t frberf~reitet, 
eine j{'urbe bOIl ber @!et~ung \lIg.82. 

y = ae-bz sin (ex)j 
(J" b unb c rillb .!tonftanteu, bie bur~ bie I8crfudjßanorbnung gege6en 
finb. !!Bir fönnen fie fämtlid) aIß ~ofiti\.1 allne~men. 

2äßt man x bon 0 biß inß UnenbHd)e roacf)len, 10 i~ e-b'" ftet. 
enblid) unb für enbtid)e !!Berte bon x au~ bon 0 Ilerl~ieben; y Iler. 
fd)tuinbel ftet., Wenn ber ~aftDr sin (ex) g(ei~ 0 tuirb, a110 für 
:c = 0, :c =~, 2c" uftu., a6er au~ nur bann. ~ie 8eit, tudcf)e 
&tuifdjen 6tuei ~urcf)gängcn burd) bie !JluijeCage berfliel3t, ift bie ~a(6e 
®d)tuingungßbauer. Sila bie Sd)reib~(atte gteicf)mäjjig fortbelUegt tuerben 
folI, finb bie !mege x ben Beiten t proportiona(i unb tueU biele !mege 

bon einer mu~etage aur anbeten ben gtei~en !mett : beli~en, fo jinb 
bie ~arben, arlo au~ bie ganben ®cf)wingung~aeiten gtetd) grojj. 

1/' tuirb na~ ber ~robuftenregel gefunben.y =- a • UVj U = e-6"', 

u' = - be-b"'j v = sin(ex), v' = ecos (ex) 
y' .... ad~~v) =a(u'v + v'u)=a[- be-bz.sin(cx) 
+ c· cos (ex) e-b"'] 

1/' = ae-bz [e· cos (ex) - b sin (ex)]. 
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~itr x ... 0 lUirb y' ... ac, allo ~o~tib, bie Rutile fteigt. tlBfidj~ ic 
fo nimmt fOlUo~1 r 6:r lUie au~ ber Rlammeraulbrulf a&, Me Rutile 
peig! 1~IUIi~er. ~firc.cos(cz)-hin(cx)-O,lIlfo tg(cz) .... i, 
x = + arctg (T ) "erl~winbet y', bie Rurbe ~at i~ren ~ö~ften ~ullit 
ertei~t. ~on ba an Wirb y' negati", für z - .!. er~ä(t man 

bn Cl 

y'=- ace-:" 
ilie weitere Unterfu~ung tft analog. 

2ft y ber &u ber ~&faiffe z ge~6rige ~u~fdjtag (Orbinate), fo geo 
~ört au h _6.r_'M6 

~ =:1: + 7beriBerlYl- /Je e sin(cx + 271:) 
'n6 !nb 
-- -6.r --

Y1 = e c. ae • sin (cz) == e C y. 
lBä~renb bei ber ~inu~tinie Y = /J sin(C:1:), Me ber ungebli~ftfn 

SI()t1Jingung entfvti~t, bie Drbinatm na~ !8edauf ber Sd)wingungl= 
bauer wieber genau benfelben mert beli.eu, ~nb ~e ~ier im IDlafl­

Inb 

~ab 1: e C berf(einert. Wudj ffir ~ == z + .! ldiit ~~ Yl lei~t er, 
I: 

mitteln. ilie WUlf~{äge werben imntcr !feiner, bie Rurbe nä~ert fidj 
für grGim mette bon :1: immer mc'f)r ber l&f6iffena~{e . 

• utadn. 
138. man ael~ne in bal{el&e Vtdifenheua bie Rutben Y"'/Jsin(CZ)i 

Y=/Jrb:rj y= arb:rsin (cz), berg{ei~e i~re (5e~a(t unb &eftimme 
i~re ~nitt~unlte. 

137. iler !8erlauf ber allgemeinen Sinullinie Y = /J sin (c z) f oll 
untetfu~t werben (Sdjnit~unlte mit ber X.I~fe, Steigunglmai ber 
tangenten, menb~un!te, frflmmunglrabien). 

138. libenlo foll bie Rurbe Y ... ar6:r be~anbe(t werben. 
UD. Y ... /Je+b:r {oU billuttert werben. ( !!.. _-=-) 
140. ilte (5(ei~ung ber Shttenlinie t~ 11 .... T eil + eil, 

wenn fit eine g'fge&eneStretfe i~. !lBe~eJ ~nb ~re lDidjtig~en liigen. 
f~ilrten? 

141. man unterfu~e bie but~ bielM(ei~ung y=ae -b"'(ec:r_re-) 

~ata!teti~erte a~eriobifdje !Bewegung. 
142. ibenfo i~ Y = a:1:r 6:r aB be~anbefn. .-
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ijünlteß Jh~itel. 
Dlet ~ eu. 

fonnte ba~ uolige Ra~itel un~ bie ungemein fruc6t6are ~nregung 
bot ~ugen fü~ren, IVeldje bie ~ e 0 metrie \lon ber ~ifferentiQ(redjnung 
er~ielt, 10 IVenben IVir unß ie~t i~m ijinwidung auf bie ~n al~fi~, 
ben red)nenben ~eil ber \J)lal~ematif, 3U. Unb bieß i~ notlVenbig, benn 
luir ~aben ~ebilbe ber ~eometrie, 3· 18. bie S~f(oibe, anal~tife(! bllre(! 
<i!eidjullgen bargeftellt, famen bnbei aber auf nidjt me~r elementare 
\lunflionen. ilönnen biefe (in unferem i8eifviel bie trigonometri, 
fe(!en) audj nägerungjIVeiie lcidjt beftimmt lUerben unb ~nb fie lelbft 
mit gröBerer ~enauigfeit in Zaliellen niebergelegt, fo barf man ~e(! babti 
natürlidj nie(!t 6eru~igen, [onbern muÜ fu~en, fie auß eigener Sfraft 
6U entIViddn, b. ~. einen )llkg AU ~nben, ber geftattet, fie mit belie, 
biger ~enauigfeit für jeben )illert ber unabgängigen !Seränbetlidjen 
au lieredjnen. mläre bieß nidjt möglidj, ~ätte man teine ganb genaue 
Sl'enntniß ber au~retenben ijunftionen, fo lUdre baß in ~ngtiff ge, 
nommene ~r06(em (a. 18. bie i)ißfuf~on bet IRolllielVegung) butd) bit 
al;a:~tifdje ijinlleibung unffarer gelUorben, unb man ~ätte lieftet ge. 
tan, eß rein geomettifdj 3u 6e~anbern. 

~ie alß notwenbig ertannte ~ufgalie ber mögliiVft einfadjen ~unf. 
tionßbatftellung tö~ bie ~ifferentil11redjnung burdj IRei~enentIVicf, 
Iung, ein ~i1f~mittd, baß IVir [djon bei ber ~lileitung beß binomi, 
fdjen ~ateß unb ber ~eredjnung ber 8a~1 e tennen gelernt ~116en. 
ijine IReilje ift eine \lolge lIon ~röuen, bie nad) einem beftimmten 
lMefet ge6itbetfinb. IDlan fvridjt i.!8.lloneinergeomrtdf~tn IReigel), 
tvenn jebeß ~1ieb auß bem bor~erge~enben burd) IDlnttiVlifation mit 
einem fonftanten \laftor q gebilbet 1ft. 2ft baß ~nfang~gtieb a, fo ~ei&t 
bie IRei~e a, ag, aq', aqs ••. aq" (n + 1 ~(ieber). 

lI3it unterfudjen ben einfa~en ijall, baÜ a = 1 ift, 111[0 bie IRei~e 
1, q, q', gl,." t. 

3ft q .... + 1, fo finb fämttidje ~{ieber so + 1 i ift q = - 1, fo 
IVe~felt fortlUä~renb + 1 unb - 1 ali. lReiljen, in benen bie !Sor. 
iei~en lIon ~lieb in IMlieb IVec()fe1n, ~eiüen alienierenb. 2ft q 
eine ~o~tille 8a~I, bie grilier alllift, fo IVäd)ft q- ülier iebe lIor· 

t) ~ie Ileometrljdje mei~e i~ außfü~didj be~Clnbelt in "tan" 1:1llebta 11. 
(lfutW ~b. 206 § 17-24). ilort ~nbet man auel) 3Q~lttid.Je ftbunllilauflloben 
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gelegte 0Jtö\je ~inaul, toenn nut n genllgenb groi (unb natlitlidj 
~o~tib ganMa~Ug) ge\t1Ii~{t tuirb. 3ft q ein ~o(itiber eef)ter ~rudj, io 
nä~erl ~cf) q" mit l11acf)fenbem n unbegrenat bem !lerte O. IDtan lann 
nämtief) q .... .!. feien; ql muü eine ~o~tibe .sa~r fein, bie gröier a{11 

!l, 

ift. 3n lJ." - .!... l11itb bet ~ennet beliebig gro\j, atfo ber lBert bel 
!l," 

tiebig Uein, l11enn man n genügtltb groB annimmt. BRan fagt in 
biefent ~alIe, q" lonbergiere mit toacf)fenbem n gegen O. 

GSibt man bet GSröüe q ein negntibeß !8or6eidjen, fo bfeiben bie ~es 
trad)tungen biejdben, nur änbern jief) bei ieber 9Jlutli~1ifation bie !8or~ 
Aeid)en. froenn q dn ne ga tibet edjter ~r\ldj ilt, 10 foltbergiert nudj 
~ier q~ gegen O. So ne~men bei ben gebäm~ften Sef)lllingungen 
(S. 59 ,.) bie gtöpten t(ulfd}läge in ~otm einer geomettilcf)en 'iRei~e 

-nb 
(q =- - e-.-) nb unb toetben aUmli~tidj unenbtidj !fein. 

Cil liege ie,t q untet -1, bnnn iiberfd}reüet qft, ab~efe~en bom !80t~ 
aeicf)en, mit toadjlenbem n iebe GSten3e. 

9tn bielet SteUe Illerbe bie 'l)c~nition bel "abfoluten !Betragd" 
eingffü~rt. 'l)aruntet ber~e~en l11it ben !lert einer .sa~{, lOlgdö~ 
bom !Bor6eidjm. !o iP ber abforute !Betrag bon + 3 unb aud} bon 
- 3 gleicf) 3. !i)amit q" mit tundjlenbem n gegen !Rull tonbetgiett, 
muü ber ablolute ~etrag bon q lteinet alß 1 lein. 

!i)ie $umme bet enblidjen geometrijd)en mei~e 
B ... a+ aq+ aqs+ ... + af 

fjnbet man (eief)t, toenn man biele @(eicf)ung mit q murtipliaied unb 
bai er~attene 9leluItat bon B fltbtra~iert. 

sq= aq + aqJ+··· + aq~ + aqn+l 
s-sq = a- aq"+l. 

~e mittleren IMliebet bernid)ten lid) nämlief) gegenleitig. 
s(l-q) .... a(1- q.+l); s = 1 ~q .(1- ~1"+1). 

!i)iefe 30tmd i~ ßetß tid}tig, l11enn 11, a unb q enblid}e 8a~(en 
finb unb n auietbem po(itiu unb ganaaa~ng iit. 3~ a. !B. 

i 1. t a=2, q=3, tI=5, 
o "a man 

s=2 + 2·3 + 2 .31t 2· 33+2.3'+ 2 .3a=1~8(1-38}. 
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ßinfl unb rtdjtl er~iirt Ulan nIl ~unlme 728. 
aür dnen unenblidj groüen ~d bon a ober q bediert bie Summe 

i~re tBebeutulIg. lBädjft n ü~er alle 15reu4en, fo muü mau unter­
fdjeibeu, o~ ber Q~folute \Bettag bon q gtöüer, gltidj ober fldner alll 
ift. !Rur ber lrute %a11 intmf~ert uni ~ierj benn bonn fonbergiert t, 
111[0 oudj qU I gegen O. 9)1nn fdjreibt bafiit oudj 

lim [qft].= .. = 0, 
lUo~ei lim bo.l~fiir3un9~3eicf)en für limes, GJrenAlUert, iP, 

~ir ~nben alfo bai Q;rge~nil: 
2ft q ein ~o~tiber ober ncgotiber edjter ~rudj, fo ~at ble ~umme 

s= ~ + aq t aq'+ ag't "'1 

IUrnn n inl Unenbli~e lUädj~, einen 15renawert, unb biefer i~ 
a 

8=-, 
1-1 

'ufnde. 
l43. !!Bit grap ift bie Summe ber unenbtid)en !Rei~e 

s .... l+t+t+t+ .. ·, 
<iI fei jeit eine idteiigc "e1~e mit rautft' .po~tibtll 6Uirbtrn 

aj,a" a,,'" 
gege~en, beren QJlIeber60~{ u~egrenat fei. ~ami1 i~re Suntme übet~ 
~aupt fon\lergieren lonn, i~ notroenbio, bafl ~dj i~re Ql(jeber immtr 
me~r ber !null nä~ern. aBäre blei nlimUdj nidjt ber ~all, e,iftletle 
eine (wenn audj fe~t ndne) 8a~{ g, bie bon feinem (i)tieb ber !Rei~e 
unterfdjritten lUürbe, fo Illäre 

8 .. =~+a,+Ila+ .. ·a. gr5f1er oll g+g+g"+g=ng, 
unb mit Illotf}fenbem n Illürbe bie le,te Summe, alfo gana fidjer bie 
gegebene lRei~e, ~il {ni llnenblidje Illatf}fen. A'onllergiert aber bai 
(inbg{ieb ber !Rei~e gegen !Run, fo 1ft bamit burdjaul nodj nitf}t ge, 
fagt, boü i~re Summe einem bepimmten enbtidjen 113ert auftrebt. fi. 
töit ~dj a, )8. lei~t uadjlUeifen, bai bie Summe 

8=1 +t+t+t+t+ .. · 
unenb{i~ gtOÜ Illitb. (il ift nämtitf) s = 1 + t + (t + t) + 

+ (i-+ t+ t +t) +ctt ... +t.)+ (fi+ "'-li) +.,. 
i)ie erfte tfammer i~ gröpet all 2· t= t, bie bllldte gröfler all 
4·t=t uff· luß ber \Rei~e laffen ~tf} beliellig "tele Sltmmanben 
a&fpafteu, \Ion benen ieber gtö(jer all t i~. 

<iI gibt biele RrUetien für Me S!olllltfgena bet Summe einer IJO~ 



gelegten mei~e, bon beuen bill wi~ti9rte ber C5:au~~f~e So, i~. 
lit lllutet: 
~ie@)umme 8-a1+fIt+as+"', 

in ber 1.11, a. ufw. lauter ~ofiti\)e 8a~len finb, ift [i~et 
fon \)ugent, weun bieOuotienten ~, ~ urlD. fdmtHIV flehn a1 al 

flub 1111 du be~immter e~ter !Bru~ q. 

Zift a. fleiner all q, ro folgt bClTClUi, bai o. < a1 q i~; Ga < q 

tlefert :: < ~qi /Ja i~ um [0 me~r t(eincr Illi (lItq)' q .... ~~ ufm. 
(ii 'olßt but~ ~bbitiou 
8,. = ~ + a, + a, + ... + all < a1 + a1 q + lIt ql + ". + ~ q"-t 

811 < lIt (1 + q + qS + .... + q"--1). 1 
~ie SfIllmmet i~ abet ~~et !feiner a(1 ber@rtnalDelt-1-,a1fo -q 

SN < -1 ~ • ~nbemleitl ift 8n gtllier afl a,.. -q 
~iefe !Be~Clu~tung gitt ClUd) nu~ bann, wenn bie @lieberaa~( (biß, 

~er n) inl Unenb(i~e fteigt, bie Summe 8 ber lRei~e muü unbebtl1gt 
&mifdjen Ql unb 1 :q liegen. 9)lCln fann i~ren !!Bett Ilber Clu~ mit 
gefteigertcr lMenauig!ett ermitteln. lul 

8=a1+ a,+ /Ja + ... 
foTgt ClU~ s < a,. + a, + a,q + tJs!lt + ... 

8<1It+1~q 
, liegt Cll[o 6wifd)en a,. unb 1.11 + 1 ~ q' 

~er Untetf~ieb ber @renaen für 8 lDar bor~er 
a,. a,.-~(t-q) alt[ 

1- q - ~ .... 1-q = 1 - t[' 

i~t Clber (lit + ~) - 1.1, - ~. l-q l-q 
i'Cl a, n(l~ 180rCl\l~fe.ung !leinet 11(1 Ilt!l ij't, fo ftnb bie @renaen 

nä~er 6ufllmmengerildt. 
ijerner ift 8 <: a,. + fit + ~I 

bie i'ifferena ber QJretl~en ift je»t 

(a,. + ~+ 1~ q) - (1.1, + /Ja)'" t~q' 
bemnlld) !leiner all 1~ ql uno ~ie @renaen fummen fi~ beliebig 

-q 
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na~ei el e;iftiert nur ein gana &e~immtet enbn~er GJrenaltJert ber 
Summe. 

trifft biel Jonuergena.!riterium alDar ni~t ffir bie er~en, ltJoijI 
aber fir aae einem bcftimmten Q}(iebe folgenben Summanben einer 
lReiije au, fo fann man au~ uon i~rbie Jonuergena &e~aupten/ in· 
bem man einfa~ bie erften Q)Iiebrr für fi~ nimmt unb all enblicije 
Summe abfraUe! unb auf ben !Re~ ben [an~~f~en @iaV anltJenbet. 

Sinb bie Q}Iiebet einer IRri~e liimtIi~ negatiu, fo fe,t man nur 
bai !lninulaei~en uor bie Sl'lammer unb ~at in berrdben einen Uul< 
bruif, auf ben bie eben angefleUten !Betra~tungen fofort angeltJanbt 
werben fönnen. 

!Bei einer .Uernirrtnbel Iri'e finbet f~on bann ionuefgcnb 
ftatt, ltJenn bie abf olnten !Betrlige bet einadnen IMfieber fortWäijrenb 
abneijmen unb gegen 9tuß fonuefgieren. !Bei !Jleiijen, beren Q}liebrr 
lauter glei~e !8oraeicijen ijaben, i~, wie lUir fa~en, biefe !Bebingung 
notwenbig, aber aum !BeltJeil ber stonuetgena nid)t aUlreicijenb. ~I fri 

~/ as/ aa'''' 
eine mei~e Uon a&foluten !Betrligen, bie ber genannten ijorberung ge, 
nügen. llBir &eijauplen ble ionuetgena uon 

8 = ~ - a, + t; - a, + fI& =1= •••• 
(gl i~ nur eine formale ~nbetung, wenn man fcijreibt 

1. s .... a1 -(as-aa)-(a,-aö)-() .. • 

2. S = (~- a,) + (as - aJ + () + .... 
9ta~ !Borauefeiung tft jeber SUammerin~Qlt pofitiu, el folgt aul 

1./ bai s Ueinet all ~ unb aul 2., bai 8 gräier all ~ - 0, ifl. 
s liegt alfo &lUif~en &ltJei GSrenaen, bie fi~ um aJ - (al - a,) == aJ 

unterlcijeiben. libenfo i~ 
3. 8'" fil - a, + (aa - a,) + () ... 
4. 8 = al - a~ + aa - (a, - fI&) - ( ) ... 
8 lirgt ba~er AlDif~en ~ - a, unb ~ - aB + aa· ~ie ~ifferen3 bel 
GSrenaen ift (~ - a, + as) - (ßt - 0,) .... aSt 

alfo enger all uor~in. ijli~rt man 10 fott, 10 fommen ftcij bie obere 
nnb untere GStenae fiir s beliebig naije, ba an beliebig "ein lDirb, 
wenn bie GSIieberDa~( tI ijlnreicijenb gro§ getDliijrtltJirb. 

3ft jeber Quotient einer a(ternierellben lRei~e ein (negatiuer) ed)ter 
!Brudj, fo neijmen bie abfoluten !Beträge ber GJlieber ~etl ab, bie 
mei~e fonuergiert. ilal ~aucij~fcije Stonuerßenb"~tterium gllt au~ ijirr. 
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ilie nnat~tif~ wi~tigfte ~orm einer !Rei~e i~ bie 'lItenafri~e 
a + bx+ cxt + exs+ .... 

~3 tft flar, haf! iie mögtid}erweife nur für befUmmte !Berte bon x 
fOIl\1ergiert, bagegcn für nnbere !Bette ber !8arta6e{n i~re (Summe fidJ 
feinem enblief)en @lrenbtuede n1i~ed, baf! bie !Rei~e bann" biber giert". 

~~ feien aunä~ft bie @röf!en a, b, c uf!. fämtlid) vofitib, ebenfo 
x. Sl on\1ergiert bie borgelegte !Rei~e für x == xo' fo befagt ba3, baii 
s = a + bxo + cXo'+ ... +kxo"+ lXO,,+l+ mxo·+' + pxo,,+s + ... 
=a + bxo + cXo'+ .. · +kxo"+R 

fief) mit wad)fenbem n einem beftimmten @ren3wcrt mit beliebiger 
@enauigfeit nägert. ~~ mufl R ber 9MI beliebig na~e fommen. 3ft 

R=XO"+l(l + mxo+ pXo'+ ... ) 
f(einer ale eine .Ba~r 11, fo gitt baefefbe bon 

RI == X"+l(l + mx + px' + ... ), 
tuenn x 3wir~cn 0 unb Xo liegt, ba jebcß @{jeb ie~t f{eil1er o{e ~or~ 
~er tft. ~rfevt man x burd} - x, fo &reibt ber nbjo!ute \Setrag be~ 
~oflod \10t ber strammer berfetbe (nu~ ba~ lUoraeidjen fann fid) önbern), 
ber nbfo{ute \Setrag ber strammer tuirb f!einer, ba fid} info{ge ber 
tue~fe{l1bcn !8Llqeidjen bie @Ueber teiftueife auf~eben, R ift fomit aud;) 
~ier, abforut genommen, fleiller al3 11. 

filonbergiert R für x = .To gegen 0, fo gilt ba~er baefeHie au~, 
tuenn x irgenbeinen ~ert 3tuifef)en - .To unb + Xo nnllimmt, b.~. bic' 
tlorgetegte !Rei~e tOIlIJergiert in biefem ~ntet\)atl für icbeö :co 

-tJaben bie stoeT~Aienten a, b, c uftu. ber ffiei~e a + b:c + c Xl + ... 
uerfdjiebene !8o\'3eidjen, unb fontlergiert 

lai + I b Ixo+ I CI.To'·'" 
tuo~ei I a I ben abfolulen \Setrag bon a bebeutel, I b I ben tlon b uff·, fo 
ift bie urfvrüng!idje !Rei~e feI6ftberftäublidj !onbergent, ba ba3 ffieftgtieb 

R == X00+ 1 (l + mxo+ PX02+ ... ) 
ftef)er fteiner ift al~ baß !Reftglieb ber auß ben abfo!uten \Beträgen ge­
bilbeten mei~e. !lllan &c3eidjnet in bielem ~atle bie ston\1ergell3 ber 
tlorgelegten ffiei~e aIß ablolut. ~udj ~ier ~nbet ~on\1ergen3 ftatt für 
alle !Bette bon x, beren abfotuter \Selrag fIeiner alß Xo ift. 

~ß feien x unb x + 11 Ba~ren inner~al6 beß 3nterbal!c3 ber abfo' 
tuten stonuergen3 ber lRei~e 

fex) = a + bx + CX' + 6X3+ ... , 
bann fonbergiert audj 
f( x + 11) =0 a + b (x + 11) + c (x + h )' + e (x + h)3 + . .. abf oM. 
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fez + h) - a + b:t + bh + cz'+ 2cxh + ch' + ezs+ 3ez'h 
+ 3 ezl,' + ehs + . ". 

~I i~ geftatlet (n)cli ~~, wenn nucfj ni~t gana e{ementnt, nnd" 
weifen lä~t), bie lMiieber bierer unenblicfjen mei~e umiuftrtlen, man 
~at bnnn, wenn mnn na~ fteigcnben !ßolenaen "on h orbnct, 
f(z + 11) .... a + bz + ca;' + er+ ... +h(b -+ 2cz+ 3ez'+ ... ) 

+ll'(c+ 3ez+ .•. )+1,'(e+·,,), 
~ie n&rolute Sl'onbergen! 110n ( (z + h) lUdre a&er nidjt mögticfj, 

Wenn einer ber ~e~nnbteile ber !Rei~e MI anbetl 'Oer~iette, el mu~ 
alro al!~ b + 2cz + Sez~+ .. · 
abfolut fonl1ergimn. 

'llie ~ebeulung bierer 3unftion irt lei~t erritttli~i cl i~ 
(Ca; + 11) = ((z)+ heb +2cz+ Sea;'+ .. ·)+1"(··· )+AS( ... ) + ... 
(x+h)-f(x) '() I ( ) --il-·- .... b+2cz+3ez+ ... +11 ... +11 ... + .... 

lirfe,t man h bUttt Ö. z, fo ~efjt man, bai bel' lintl fte~etlbe !IuiS' 
brnd nicf)tß anberel all ber ~iffet'en3tnquotient : ~ ift. Um i~n in 
ben 'llifferclltialquotienten au Ilerwanbeln, &raudjt man nut' h bem 
!Bert 0 unbrgunat 5U nä~ern, bann i~ 

df , 
dx=b+2cz+3ez + .... 

~et 1)iffmulialquotient einet abfolut !onlletgcnlen 
!ßotenatfifje wirb alro genau fo wie bel' einet ganDen ratio. 
uren 3unftion mit ellbli~el' Q}Heber&n~1 gebilbet. lir 
ttitt relbft tn \jorm einet !ßotenareifje auf, bie in bemrel&en 
3\1terllaH abfo(ut fonl1ergiert, wie bie urfvriingti~e. 

3ü~ri man biefe ~drn~tl!ngen weiter, inbem man bon f' OUßgcfjt, 
ro folgen genau entfvre~enbe SäVe über bie ~ö~eren !Ib(eitungen, a 18. i~ 

("(z)=-2c+ 2·3·ez +"',1''' (z) = 2·3'8 + .... 
3dr ben fVtaielIen mett z =- 0 ergi&t fi~ 

(0) = a 
('(li) = l·b 
f"(0}=1.2·c 
flll (0) = 1 . 2 . 3 . e uft"., 

fo bai man bie !Rei~e f~teiben fann 
f(z) ... ((0) + Tf'(O) + t~f"(O) + 1.~1. ,,/"(0) + "., 
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i)lel 1ft ble IRllr'~llufiuf"r Ißri~r. ilir 30tmelbelgt bie ~ebeu~ 
tung bet stocl~blenten a, b, c ufw. Sie tann aber aul\ ba6u bienen, 
eine 3ullttion In 30rm einet ~ottnbrei~e 6u entwiddn, Inenn man bie 
fpebiellcn !Bette ber 3unttion unb aner i~m !bleitungen füt 3: 0= 0 
r~nnt. 

!8t1f4Jiel12.t ) (14 z)" foll unter ber !Boraujfe,ung entlniddt Wet­
ben, bat n hl ue poiiti\Je ganat .sa~t 1ft. 

Sölul1g. y = (1 + z)"'" ,l'. (!Bgt.~. 24. SIl' 5.) 
liil ilt au, S. 25,. nnl\gewlefen, bnfllüt jebeß n bie VlbleUung 

dy • da dy "'() "cl,- = ns,,-l 1ftj diE = 1; d:c == I :c - n (1 + zln-t. 
liibenfo finbet man ("(:c) =- n (n - 1) (1 + z)'-' ufln.; ((0) ... 1 j 

('(0) = nj t"(O) ... n(n - 1) uff.; 

( x) = (1 + :1:)" == 1 + !! :I: + !1n -1) z'+ n (n-1)(n - 2) :1:3 + _ . 
1 12 123 . 

9}lan er~1irt ben binom ifd}en @ia, fd)einbllr in berft!ben 30rm wie 
für ben ~an ber gauben pofitiben ~&~onenten. ilrr grofle Unterfd)ieb 
liegt aber bnriu, bai. ~ier trille ber /Mtöflen n, n -1, n - 2. n - 3 ... 
Ilerfl\winben fann, tuir er~Qnen einr uneubtid)e mei~e. 3~te Ron. 
bergen3 wirb unter !Benu,ung bel Sl'titetiuml bOn Gtaul\9 (@i. 65) 
unterful\t. 

a, 11, en - 1):C 116 (fi - S) III 
-=":X;'-=--'-=--"I · ", 2' ~ 3 

"k+l fI-k+ 1 ('fI+ 1 ) -=---z- - -1 Z' 
~ k k ' 

n l~ eine feft gegebene @Jtilfle, bie ()rbnung~an~t Te fteig~ tueit bie 
lRei~e unenbtid) tft, über nlle @renaen, ba~er wirb (n + 1): k beliebig 
Urin, bet R{ammerin~alt nd~ett pd) unbcgrenat bcm mette - 1. mt 
z atto ein edjter ~rudj, fo mUD ber abfolute !Betrng beß Quotienten 
ßH 1: a .. bon Irgenb einem @Jtiebe an fleiner a!ß 1 werben, Womit 'oie 
Ronbergena ber \Rei~e tür bie genannten !liierte bon z belViefen i~. 

1) ~1e1: unb lIleitn~in ill angmommen, bau lidj bit an entlllidelnben 
l;unttion~ IIJitnidj bnrdJ !l!otmatei~en bl\t~enen laHtn, IIljo in i~te1: int. 

-" IIlhfCung nldjt etIl!a Qltleber \)on ber iJotm 11 Y:I:, - ober bgI. ent~alteD. :I: 
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li3 ift f* inj'ltuftiu, einen be~itnl1\ten mett fitt n onaune~men unb 
bie Shlrue 1/- (1 + a:)" mit ben 9ld~rrung~furuen 1/- 1 + nz; 

11 .... 1 + flZ + n_{11_-_1)zl 
2 

uff. in bemfd6en sroorbinotenr~~em au aei~nen. 
liine ijnlllcnbung finbet ber 6ab bisweilen aum bequemen luA. 

Aie~en ber !lßltr~e1n. ----c:-

Vl!9 =V27 + 2 .... l!27 (1 + ~) ... SVl + 0,07407 
1 

= S (1 + 0,07407)8; 

1 n{tl-1) (j-)(-D 1 n(" .... I)(n-2) 
"=3i~- 11 =-"9; 1·2·3 

.... G) (-~) (-~) =+~ 
1·11·3 81 

\129 .... 3 (1 + 0,02469 - 0,00061 + 0,000026) .... 3,07231 •. 
S~on biefe bier ($Jfieber ber !Rei~e liefern eine lMenouigfeit, wel~e bit 

Wnforberungen ber !ßroli3 lUeit übertrifft, bie weiteren ~nb für fit 
uöaig bebeutungl(OI. 

)Bel biefer mei~e unb mon~er fo(geRben llilit ~~ ein <Mfieb (ci~t 
ber~nen, wenn mon bo~ uor~ergr~enbe hnnt. Seit mon o&füt6enb 
(1 + zr =01 + A + B + 0 + D + ... , fo ift 

A = "zi B .... "_;_1 a:.Aj 0 = t1_~_2. a:. B uno 
I8dfpid 13. f( a:) -= sin a:. (lii ift 

f'(x) = cosa:, ("(x) = - siu,f"'(a:)= -cosx, (""(a;) =- + sinz 
uH· . 
((O) = 0, "(0) =- 1, ("(0) = 0, ("'(0) = - 1, (""(O) = 0··· 

• X' x& X' 
f(a;) -sma:=:e--1 .-2-. 3 + 1.2. 3.4 6 -1·2.8 ·4·6·6· 7±'" 

Xl Xl 

Ql"" - 9.8' q. = - W 
uff. 9Jlag ber fe~ gegebene Wert a; ou~ no~ fo grof, fein, Uon einem 
befUmmten ~{jebe ob werben bie Ouotlenten i~tem obfoluten ~etrage 
nll~ bouemb Ueinet 013 1 unb nä~em fid! fogar bem Wette O. ~ie 
mei~e !onuergier! für jeben !lßett bon x. !Inan 6el~ne ~ier unb fplilet 
!nd~erung~!ut\)en, um ben lMtab ber lMenouigfcit 9rap~ifd) barauftellen. 
son ein beftimmter Stnu~, a.)B. sin 25°, bered)net werben, fo mni 



trigonometrlldJe unb A~rlometdfd)e 1Re1~t11 7J 

man ba~ GSrabmai aun~d)ft in lBogenma& bermanbeln, benn biere (iitlf 
~eit tuat bei ber (intwicf{ung bel ~ifferentialquotienten l)otauigefe,t 
~U)O ift im IBogenmai = ~~; = 0,4363 

sin 25° ... 0,4363 - 0,0188 ... 0,4225. 
I\di,iel U. f(z) ... cosz. 

(I(Z) = - sinz, {"(z) ... - c.osz, f"'(z) =- + Hinz, (""(z) ... + COSZ 

Uno 
(0) = 1, ('(0) =- 0, ("(0) .... - 1, ("'(0) ... 0, (""(0) =- + 1. 

a;1 a;t a;' 
cosx= 1-"[:2+ 1.2.8.' -1.2.8.'.6.6 ± .... 

Vlu~ biere mei~ fonbergiert für jebtl Z. 

CO! 25°-1 - 0,0952 + 0,0015 ... 0,9063. 
BRan bea~te ~ier wie llIeiter~in bie ISdjlu&bemerfung au lBei­

fpie{ 12. 
!tie 3unffion tg z lait ft~ llIo~1 in \1orm einer '\lJoten&rei~e ent· 

micfeln, bo~ befolgen beren loeffiaienten fein einflld)ellBitbunglgere~ i 
bei ctga: tritt no~ bie ®d)lUierig!eit ~in&u, bai biefe~un!tion füt a: == 0 
unenbti~ grojmirb. mm man biefe \1unrtionen bere~nen, fo be-

• .a; ~a; 
nuit man beffer ble \1ormetn tg a: .... cos 21 unb ctg z = • 111' 

lufaGte •• 
144. i)ie GSlei~ungen ber Ireileboltlente follen in 'oten6rei~en 

entllliddt Illerben. 
140. i)ie Q)lei~ungen ber 8~Uoibe foaen ebenfo be~anbeU merben. 
I\eii,id 15. ((z) ... a.rctga:. 1 

('(a:) =- 1+11/ 

Statt meUere Vl&leitungen au bUben, fann man bie gefu~te !Rei~e 
fllr arctgz (a:) = a + bIIJ + ca:' + ez8+ ... 
bifferentiieren: ('(z) =- b + 2ca: +'3ez'+ ... 
unb bie loeffiaienten mit benen ber !Rei~e 

_1_ -= 1- Zl + a:'- a:'+ ... (bnl 564) 
1+11:1 - D" 

l)erglei~en. 
(ij ift b=1, c=O, e--t urlll. ~a fütz=O au~ ((z) ber, 

fdjtuinbet (tuenig~enl bel.bet gebrliu~tidjen ~e~nition ber 3unftion). 
,foir.a='t> alro ct. 111 111'+11:', I' , ar gZ-T-a 6', .... 
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i)ie 8tei~e fonlnrgtert, weun :r; ein edjtn I8md) t~. 
«~nttdj laffen ~dj bie anbereu 6~!(ometrifdjen Bunfttonen enlwtcfeln. 

1 
Ollt :r; - Vi wirb 

arctg -;: ... - 1--+---_+--+···· ( 1) 1 ( 1 1 1 1 ) 
ya, Va 11·80·91·219·81 

~aüt man bie erften niet @lieber aufammen, fo edennt man, baj3 
ber ilammeraulbmcf griliet all 0,905 iß, bie ~inaufiigun9 bel 
fllnften (e~r~ baf! er !leinet all 0,908 i~, a.retg (~) liegt amitdjeu 
0,522 unb 0,525. 8 

~nbererfeitl muf! arctg (;S) ... i- fein, benn 

tg (!.) = tg 30° - .!.. 
6 Vi -i tiegt atfo Iwifdjen ben genannten .sa~ten, • amifdjen 3,132 

unb 3,150. 
i)afi bie .sa~l " mit ~ilfe btefer (ober einer Ii~ntid)en) mei~e be· 

lieliig geuau 6eredjnet werben !ann, liegt auf bet .oanb. 
lJetf,id 18. 

11 = ~j y' - t', y"- e" un·; f(O) = ((0) == ("(0)·" "" 1. 
Z 11)1 Zl z~ 

~=l+T+1-i+ 1"'S+ l·I·a·, + .... 
i)allriterium bon liaudj~ le~t~ baf! biefe mei~e 'fit jeben lDed 

uon I/: fonbetgied (bgI. !Beif~iet 13). 
\lllt :r; - 1 nimmt ~e bie fdjon auf S. 35 unterfudjte ~orm an • 

• ufoahn. 
146. !Bei bet t~eotie bet SeUrei6ung trilt bie fMröüe ellaauf· 

3~t !Bett !Derbe filr ". .... 0,2; IX ... 10So fe~geftent. 
147. i)ie Bunftionen Sin z unb liof z (ngt. S. 38) forren eilt, 

WilleU werben. 
148. !I1lan ßelle bie GSCeidjung ber 2ettenIinie 1) bllrdj eine un, 

enblidje IRei'e bar. 
149. \Jflt aS foll eine IRei'e angegeben werben. a Jel ~Dfitib. 

1) !Bol. "uloabe 140, e.6h 
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100. !man liitbe bie I&leitungen ber &iß~er &e~onbdten j"ßotwa' 
rei~en unb bergrei~e fie mit ben frilger er~artenen 9lußbrMen. 

lBei'~iel17. ~ß follen bie natürti~en 1!ogaritgmen bur~ fieigen. 
enhuidlungen gffunben tuerben. 

!Ran !önnte berru~en, 11 -Znx in ber lii~gerigen lBeife bur~ bie 
IRrige a + b:I: t ca;' t· .. 
bQrbU~ellen. ~Qnn mil~te olier, ba Zn 0 = - oe tuirb, au~ a biefen 
lBert anne~men. ~eßtuegen '6er~net lHan lieffet fez) -lti (1 + x), 
benn ~ier wirb ((0) = Zn1 ... 0, atfo a = O. 

1 
f(z) - Zn (1 + Z)i fez) "'1+:1:' 

!man fann enttueber bit tueiteren 9l&teitungen bUben, ober, wie in 
!8eifpief 15, 1 ~ Al bur~ eine IRrige barftellen. 3n biefem ~alle gat man 

b + 2cx + 3u' + ... = 1 - Z + z'- z'± ... , 
otfo b = 1, c = - t, e = + t u{f. 

Al All. Q;s 

A) Zn (1 + 11:) .... 1- '2 + -(t .... 
~ie lRei~e fonbergieri, llIenn x ein edjter !8ru~ i~. ilicnfo irt 

B) Zn (1 - 11:) = - ~ - ~ - ~ - ... 
1 2 S ' unb bur~ Su&iraftion 

(1+~ (a: a:B a:6 ) C) Zn 1-m} = 2 1 + "3 + "6 + ... . 
Stit man tn 0) a; -t, fo folgt 

In2 = 2 (~+ /27 + Ö. ~4S + .. } ... 0,69315 . 

.sug(ei~ t~ ieit Zn 4 ... 2ln 2; Zn 8 = B ln 2 uftu. befannt. 
:/! - tergilit in 0 eingefett . 

Zn 3 .... 2 (/11 + B ~ 8 + /82 + ... ) = 1,09861. 

~abur~ i~ Zn9 ... 21n3; Zn27 uno liefUmmt, ferner au~ 
Zn6 -lnB + Zn2 = 1,79176, ln12, ln18 

UrlV· ,n5 ... Zn(6 -1) = ln [6 (1 - -1-)] = Zn6 + In (1 - t) 
(ijormel B) ( 1 1 1 ) 

bI5=1,79176- r:s+1I.61 +S.6B +"· -1,60944. 

ter filr bie UmlVanb{ung ber 1!ogaritgmenr~rteme &ebeutfame na, 
'iit(i~e S!ogaritgmu. IIOU 10 irt 

In 10 - Zn 5 + Zn 2 .... 2,30259. 
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jßDn ben gonaen ,ßal){en 5wiid}en 1 uub 10 fel)lt jeit nur nod) 7. 

Zn1 =ln(8-1)-mz[ 8(l-~)J=11l8+1n[ 1-~]=2,07944-
(111) - 1.8+ 11.8 1 + 8·8S + ... 

Zn 7 -1,94591. 
mun täBt ffd) auel) jeber anbete nntftdid}e 20garitl)muJ {eidjt er­

mitteln, wit gteilen gana tviUfüdid} bie ,sa1)1 6137 l)erauß. 
In6137 = ln (1000 • 6,137) ,.., Zn1000 + 1n6,137 

= 3ln10 + 111[6(1 + 0,~S7)J 
ln6137 =- 31n 10 + Zn6 + [0,137 _ 0,1378 + 0,1871 =+ ... 1 

1·6 2.61 8.61 . 

In6137 = 8,69952 + 0,02258 = 8,72210. 
@$et~flbetftänblid} tiijit ~d} bie G!rnauigfeit ~eliebig ~eigem. 

Sinb alle nntüdiel)en 20gatit9men ~dannt, fo lann man ouß il)nen 
bie titnftrid}en einfad) ermitteln, inbem ulan iie mit 0,43429 mutti1 
pliaiert (bgr. S. 36, \jormel 15). 

~'I Sh~8lieb bu Ihe,hudllflfleu Ihitr. 
~ie ~iß9er ~e9anbetten IReil)en lieferten unß fid)edidj ben tilert ber 

jetvei(ß geiud)ten \junftion um fo genouer, je mel)r @Hieber wit ~t1 
ridiidjtigten. Ibiolute G}enauigfeit fönnen wit auf Meiem iBege nie 
erl)alten, ba uni tatflidjtid} bie t8ereinigung unenblid) bidet SUIll' 
manben unmögtidj ij't. !l90l)1 o~er gibt eß ein IDUttel, b.aß unß ge­
{tattet, ben ~el)ter o~aufel)äien unb in ~ertimmte Gltenaen einaufd}liejen, 
ben wit ~ege~en, wenn wir eine unenblid}e IReil)e nad) bem nten G!(iebe 
Q~~ted}en. n i~ ba~ei eine ~eftimmte, enbtidje Drbnungß5al)t, 5. m. 5. 

!Bit btaud}en baau fotgenben Sav: !menn eine im 3nterball 0 ... a 
ftetß enbtid}e, ftetige unb biffetet\' , 
tiier~are 3unftion f( ~) fftt ~ = 0 ~ 
unb :I:=a IIeridjIDinbet, 10 muj min./" I = =:;S;,_ . 
bej'tenlfiir eine,sal)lawifdjen bieien ~0-:='::-="'=:':. L~ ~====r­
!;Berten, ~ - 8 . a, bie ~bleüung 
f'(~) gfeid} !.nun fein. 8 6ebeutet ' 
l)iet einen ed}ten pofitillen mrud!, I 
mit bem a multi~li6iert werben foll. 0':: -, ... 
~er !Bewd. folgt auß ~ig. 33 fo- .~ I :z 
. fOd burdj gcometrifd)e ~nfdjauung, 1118· .a. 
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wenn man ~~ an 'oie ~efinitionen y Y 
ber (inbHcf)feit unb !Stetigfeit auf ~ 
!S. 7 etinnett. !8erf~iebt man ein I 
2ineal to, bdÜ ej immer ber ~b. . 
fbtffenadjre ~ardtld bleibt, ro mus -f--+~".......;r. - .1. .,'t: 
e~ fdjlieütidj minbeftenj einmal 'oie ~ u 
frurue berü~ren; tg a = (' ift für 
bieren lIDer! bon :x, ben wir mit :Xl 11 11 
bebeidjnd ~aben, = O. ~iß. 34 1l 
beigt, ba" bieie Übedegung nidjt 
me~r bwingenbift, wenn f (~iß. a) : 
ober f' (~ig. b) in bem 3nterllall I 

unftetig ober loenn eine biefer Q}rö. 3J 01! 
Ben unenb(j~ Wirb (~ig. c, d). I d 

~te 3u untertl\~enbe ID'/ac.2au. ~ 511J. 84. -

rinfcf)e lRei~e tei I 1 

f(X) = f(O) + xf'(O) + ~ ("(0) + ... ~ ((o-tl (0) + B 
1·2 (n-l)! 

(n - 1)1, geleien n - 1 5aMtät, bebeutet babei bn~ !l3robuft 
1.2·!3 ... (n-l). 

ijür n lUerbe 3unäcf)fl ein beliebiger .sa~lenwert, etwa 3, angenommen, 
Xl 

a(ru fex) .... (0) + X f' (0) + 1-:2 (" (0) + R gefe~t. 

~ir betrdd)ten bunlid)fl eine anbete ~unttion einer !8etlinberticf)en t. 
1jI (t) = (x) - (t) - x; t (' (t) _ (X~t)1 (" (t) _ (X~t)1 K. 

x ift ~ier alß stonftante aufgefaut, t foll alle iBerte 3wifcf)en 0 u"b :x, 
einf~1ieBIi~ bierer fMrenbwede fdbft, anne~men lönnen. K beftimme 
i~ fo, baB 1/J (t) für t =- 0 llcrf~roinbet. 

!Segt man t = :x, fo wirb 
'IjI(t)=1jI(x)=(:x)-(x)-7f'(:x)- (X;~)I(I/(X)_ (X;~)I K=O. 

'IjI (t) llerf~winbet fitr t ... 0, lUei( K fo beftimmt wurbe, unb für t ... x, 
mie eben na~gewiefen; aifo mUB naclj unferem ~ilfßfoie ljI' (t) für 
einen awif~en 0 unb x tiegcnben !illert Ox glei~ !null lUerben. ~ie 
'llifferentiotion (x fonftaut!) tiefert 

ljI' (t) = - (' (t) - [(-/) f (t) + 3:~t f' Ct) J-
- [-21(~1I-t) f''' (t) + (X~t)' f" (t) ] _ [-8 ~!-t)tJ K. 

t191uQl SS7: 2lnbolll, ~Iffrnnthlfedlnung, 4. tlull. 6 
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2öft man bie !tammern auf, fo aerf!ören pdj alle (M{jeber bil auf bie 
beiben ttiten gtgenfeitigj eI i~ 

'" (e) =0 _ (it~ e)1 r''' (t) + (iIl~t)1 K. 

3e.t ftien !Dir ben tJor~er erlDa~nten 8IDirdjenwert t .... 0:1: ein. 
0= - (Z-I~Z)I (''' (0:1:) + (Z-2~X)1 K . 

.()ieraul folgt K = r''' (0 :1:), alro 
",(t) =(:1:) - (t)- z~tr'(t) _(II);tt)1 f' (t)- (1I)~t)Ir''' (611:) 

Sir beadjten nodjmall, bai K ro gelDa~n lDar, bai", fiir t .... 0 lIet· 
fdjlDinbetj ef ergibt fidj 

11) 11)1 a;-
o -f(:I:) - (CO) - Ir' (0) - irr" (0) - sr t'" (6:c), ober 

(11:)=(0) +ir'(O) +~f"(O) + :; r''' (6:c). 
inan ~elle biefelbe Überlegung fitr n = 4, 5, 6 an unb b~ne fie 
bann auf ein beliebigel gan&&a~1igel n auß; man ~nbet 

(:1:) - (0) +=-(' (0) + ~r"(0) + ... + a!'-1 (C"-I)(O) 
ti' 1 I! (1'-1)1 

+ - (tn,(O:c). 
nl z. 

tal fo gefunbene lReftglieb R ftf (In' (611:) wirb nadj 2agunge 
benannt. Unftte tBetradjtungen pnb 6IDingenb, wenn (mit flimttidjen 
W&1eitungen bil aur n ten in bem 3nlerllall It .... 0 bil :c ... :I: ein, 
fdj(ie&lidj ber Qlrenaen enblidj unb ~etig ift, benn bann giU ber oben 
angefü~rte t;ilflfa., btr ben fern bel tBelDeifel bi(bet 

,,,ulllaag,. lIel !IIgu1IIef4ea .eflgliellel. 
lltif,id 18. HJHt lDeldjer (Menauigfeit Wirb e burdj bie erj'ten 

tilnf Qltieber ber Slei~e bargeftelltY 
11) :EI Zl :1:' Zl 

es .... 1 +11+ 21+81 + ij+ b1«Ö) (O:c) 
f. f' U[ID. ift ~ier 0= es, ((;I(O:l:) - eh. tie (Mröie :c i~ gleidj 1. 

1 1 1 1 1 
t= 1 +rr+ij:+sr+il+6T,e9• 

6 negt 6!Di[~ 0 unb 1. ((:1:) = es i~ ~etl ~ofüil!, bie Ibteitung 
r' (:I:) - eS audj, e'" lDädj~ fOttlDli~renb, e1 ift ba~er ber gröite Illert, 
ben eW in bem 3nterball 0 bill ~aben fann. i)al Sleftgtieb i~ f(einer 
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al~ ~ = 1 ;0' e ifl f!eiuer a{~ 3, wie fi~ bur~ gliebweije ~erglei~ung 
mit ber IRei~e 1 1 1 

1+(1+"2+2.2+2.l!02+ .. )-1+2 

leid)t feftfteUen {äut. ~a~ IReflgHeb B ifl allo Ueiner Ql~ 
S 1 

120 ober 4i.i - 0,025. 

ilas IReftgHeb liegt btuil~en ° 
1 
41 
1 

31 
1 

1+1+2"1 

0,041 

0,166 

2,5 

unb 0,025 

0,042 

0,167 

2,5 
-~~-c:-:--
e Hegt blllijcf)en 2,707 unb 2,734 

!8tii~id 19. !mit welcf)er Q)enauigteit i~ V29 auf (5. 70 beTel!)< 
ret worben? 1. 1 _1. 2 _!>. 
f(x) =(1 +x) 3 j f' (x) = 3(1 + x) s; f"(x) = ,- g(l + x) S, 

H 11 

i'" (x) =~(l + xf':f; flll' (x) = -~(1 + X)--3 

x 4 ( 80) _l! lOx 4 _!! 
B = i1 - Si (1 + 6x) 3 = - -24-3 (1 + 6x) 3. 

1\ y' ---

(1 + 6xfs = (1+~X)IJ' 
~ieler ~Mbrud nimmt mit wacf)fenbem x ab, ifi alfo am grösten, 
wenn 6 =- ° ifi. R liegt 6wi\cf)en ° unb 

10· (~r ~;;;n. ( 2)t - ----m- . 1 = - 0,00000124 .. " Y 29 tft 3 1 + 27 • 

iler mögHcf)e ~e~ter R wirb natüdi~ au~ mit 3 mum~ti3iedj man 
weiS, bas R1 = 3 R bwij~en ° unb - 0,000004 Hegt. ' 

!8df~td 20. !milU ~rüle bie Q)enauigteit bOU sin 25° (l8eil~ie113). 
l8ei ber ~&!eilung finb bie bier erften Q)(jeber ber IDlac,2aurinf~en 
IRei~e benu,t worben; eß tfl R = ~ f(5) (Ox). ~ie fünfte ~&(eitung 
\Jon fex) == sin x ifl (5) (x) = cos x, mit~in 

11:3 

R = 51' cos (Ox). 

/1* 
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~a z - 25° i~, mui 6z alDir~en 0° unb 25° (legen, ber gr6ite 
!Bert für COB (6 z) iß in biefem 3nterllaU cos 00-= 1. 

R«26~'.L 
211. 1 1801 111 1 
180 i~ !feiner oll 0,5 ... ji bie flln~e !tJotena fCeiner oIß Bi' 

1 
R < 32 • 120 < 0,0008. 

~ie IOdieren !8eir~iele !Ulmen entf~n~enb ~e~anbeIt lDerben. I) 
IJdr,id 21. !8erüd~~t\gt mon in ber !lRae-ßaurinf~en lRei~e 

nur bie er~e !J3otena lIon z, fo i~ 

[lnUtdllleriJ ••• ] 
(z) .... (0) + zf (6z) 

~ie geometrif~e i)eutung gi~t gig. 85, in i~r i~ tga =- f (6z). 
ßl1r bie oll enbli~ lIoraulgefeiten metie, lUe{~e f' (:x) in bem Snter' 

11 11011 0 ... 6 z ... z onne~men fann, mui eine 
obere unb untere '~e IMrenae e~iftieren, bie lIon 
feinem betreIben erreilf1t l1Iirb. lDlan ~at nun 
bie ma~{ lIon :I: lIöaig in ber ~anb unb fann 
biefe iröpe fo fCein anne~men lUie man lUill. 

((0) 

--..,.,....-+-~ . (M ~onn nli~ern fi~ bie beiben irenalDerle 
lIon zf'. (6z) mit ~diebiBer ienouigfeit ber 
tnull, alfo ou~ olle Bwifdjenwerle. menn 
ba~er z !(ein genug gewli~lt wirb unb (0) 

;w eine enblid)e von muu lIerfcf)iebene ir6ie tft, 
f 0 ~lingt bd !8or6ei~en ber ~lotenarei~e Wla· 85• 

/J: /1:' /J: 
(z) = 1(0) + rrf' (0) + if f' (0) + ..... r(o) + IT f' (h) 

nur von i~rem erften itiebe (0) ob. 
~le 10.1Ir,,,, 1,IOt. 

~ie lufga~e, (:I:) in eine ~otenarei~e au entwideln, lliit ~~ {ei~t 
nocf1 verallgemeinern. War bil~er z = 0 her IUfgaugßwert, fo lann 
man ftatt beffen oulf! eine ~eliebige anbete Ba~{, a. )8. :x ... a ne~men, 
alfo (a + z) unterfudjen. i)iefel 'ro~{em lliit fidJ aber {ei~t auf 
bai fcf)on getöfte auriidfii~ren. 

1) '" Idftt ~d! nadjllletfen, baft &el AUen Ijunflionen, Illel~e luit in $otenA' 
nt~en entroidelten, inner~Al& ber Angtgebenen auldlfigen Uette I)on It ba'lRe~' 
glieb .R beliebig Uein Illitb, Illenn man geniigenb \ltele Wlleber ~eriidfl~tigt. 
i. ttelen alfo hine Illetteten (Blieb er, etlllll bon ber Worm a V It ober jE obtr 
bgl. auf. 
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~rfe,t man in ber ijunftion (x) bie unab~iingige 18ercinbertidje 
burdj a + x, fo entrte~t eine neue ~unftion F(x) - t (a+ x). ~ann 
irt nadj bem Bnae::2aurinfdjen ~a, 

F(x) = F (0) + TI F' (0) + ;~ F" (0) + .. + (::-:)1 li'tn- 1)(0) 

+ zn 'F<n) (Bx) nl • 

I/t(x) ge~t für x = ° in ( a + 0) .... (Ca) ü~er. 
dF df(a+x) 
dx = dm • 

~ß lDerbe für ben ~ugenb1id a + x = • gefe.t. 
dr(z) _ /,' (,) 
dz 

dF == dre,) = dr(s). dl .... {' (e) 
dx dm dl dm 

dlF d d de, - ... -f' (.) = -f' (s). -"" f (s) uflD. dx l dx ds dm 
!lBirb x = 0, jo toirb e = a, lDirb x =- Bz, jo toirb, = a + Bx 

So er~aUen toir bie ta~lorfdje !Rei~e 
x Xl xn- 1 

(a + x).". (a) + -('Ca) + -("(a) + .. + -_·-f<,,-l)a 11 21 (tI-I)1 

+ ;j(1l)(a + 6x). 
@lie gilt, l1lenn { mit fämtlidjen ~bleitungen ~iß &ur n ten in bem 

3nterbatt a biß a + x (einfdjHefJHdj ber Q}tenAen) enbtidj unb ftetig ift. 
~dfPid 22. (Ca + x) = cos(a + z) 
f' (a + x) =- - sin(a + x), ("(a + x) = - cos(a + x), 

r'" (a + x) =+ sin(a + x) (''''(a + z)=+ cos(a + x) uft. 
m Xl ~ ~ 

cos (a + x)== cosa -rr sin a - 2T cosa+ äT sina + 4Tcos a=F'" 

( mi m') ( l1J Xl ) cos (a + x) = cos a 1 - - + - ... - sin a - - - ± ... . 21 41 11 SI 
~ie ~(ammeraußbtücfe ftetten nadj @l. 70, !Beif~ie! 13 I\nb 71, 

\8eii~iet 14 bie ijunltionen cos x unb sin z bar, man er~ä(t 
cos (a + x) .... cos a cosx - sin a sin x. 

Q}an4 analog ~nbet man 
sin (a + x) = sin a cosx + cos a sin x. 

l)a bie gefunbenen ijormetn fdjon bei ber ,pedeltung beß ~ifferen. 
tiatquotienten bon sin z unb cos x benu,t tourben, fo irt bie eben ge­
gebene I~(eitung nut all 9ladjVrüfuug 6u ~etradjten. 



80 VL IInlDtnbUllBen ber !Jt4C.1'!4Ittlnf~tn unb ta~lotlrf)tn !IeI~ 

. ert~t man bie io~lorf~e lRe~e llO~ bem aweiten @}Iiebe ob, fo 
uj'ultied eine all8t11leinne 38m De' DUtellDedfateJ, nämIi~ 

(a + a:) == fCa) + ~f'(a + 611:) 
ober, Wenn man a + II! = b feit 

f{b) .... (a) + (b - a)f [a + 6(b - a)]. JBgl. \lig. 35. 

Se~~d fn~ite{. 

IUblenbn.gen ber IRIlt=SIlUfiuf~en 
nnb ~a~IOff~en Bhi'e. 

1. lötuUU8'forllltln. 
~ie Inwenbung ber ~otenarei~en aur eraften lBere~lIung ber \lunt­

lionen wurbe f~on berf~iebentli~ erläutert; je,t foll geaeigt werben, 
boi \lormeln bu~ fie wefentli~ bereinfa~t werben fönnen, hJenn 
nur Urine lDerte bon II! auftreten unb ba~er bie lRei~en f~on nad) 
einem her et{ten (J[ieber abgebro~en werben fönnen, o~ne bai ber 
\le~ler, ben man babei bege~t, ~raUif~ merfbar ift. ($gt. bie en~ 
f~re~enbe lBemedung ilber bie IDlac.2aurinJ~e lRei~e auf ei. 74..) 

lBeil,id 23. ~er lineare lujbe~nung~toefNient a eine! !JJlate­
rinI' gi~t an, um wielliel m fi~ 1 m bel betreffenben Stoffel .bei ber 
~el11\JeratUter~D'\IIg 11010° auf 1° nulbe~nt, ber fubif~e beaie~t fi~ 
auf 1 obm; !Die grofJ i~ er~ i)d stubifmeter roitb b~ bie (itwdr. 
mung au einem !lBiirfe{ IIon ber iontenldnge 1 + a !meter, ber 3n~tt, 
urfl!rlingli~ 1 obm, tuirb jett (1 + a)S obm. ~a a fe~t flein ift 
Ca. lB. fir iifen O,000012)l Jo fann mon i~n o~ne ·merflid)en ge~ler 
... 1 + 3 a feien. i)er JBolumenauwn~1 beträgt 3 a iubifmeter, ber 
fubif~e tldbe~nungifoeffiaient i~ breimol fo groi wie ber lineare. 
$gl.lufg46e· 37 auf S. 21. 

lBel".d 24. a fei nur wenig gröier all b, tuie gtoi i~ nä~ef 
runglWeffe ~Y 

b b 1 [(a - b)J-l a = bt(a-b)"'" 1+ (";b) = 1 + -b- . 
~ieli~na~e6u=o1-a; b, iineneue!tmof~~äteift=l kg/qcm, 

eine n{te C = 760 mm Ouedfillierfäule) = 1,033 kg/qom. 1 neue Itmo~ 
fp~are i~ b*r 1 :88 .... 1- 0,033 alte. ~ie S!dnge einet eitQf , 
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~el fei Zn ~ei 0°, fteigt bie ~emperatllt um 1°, fo blli~ft ne um Zoa, 
~ei to um locd, ",irbalfo I ... Zo+locd=Zo(l+ert). 3ft biefe ge­
meffen, "'te el pra!tif~ faft immer gef~ie~t, unb foll bie ßdnge auf 
bie ~emperatut 0° rebu&iett werben, fo ~t mau Zn - 1: cd uub 
lann bafiit in ben meiften \llillen Zo .... 1 (1 - ert) fe,eu. 

2ieft mau 5. 18. ben @Stanb einet Duedfilbethtometetl an einet 
@{alffala a~ (= lmm), fo mus man ~ea~ten,bai biefe sra{a nut 
filt eine ~eftimmte motl\taltempetatut ri~tig ift. i'liefe fei 0°. Untel 
~etilifj'iC§tigung bel linearen Wulbe~nungiloeffialenten fiit @{al 

~l ... '0,000008 
finbet man bie IUlbe~ung A ... Zo~lt == flttl(l- ~lt), nlfo unter 
!Betna~{öffigung be'ableiten @liebelA ... 1~1 t. i'la fi~ bet IDlaBna~ 
um biefen 18ettag ltU!gebe~nt ~at, fo 1ft bie dgetefene Ouednl~et. 
fliule um i~n iU bEi geme\Ten, i~te t1la~te ~ö~e ift 11 - l + Z ~1 t. 

i)al !Bolumen einellötpetl fei "0 ~ei 0°, fein fpe5ifif~el Q)es 
IDi~t fo, IDIi~tenb ~ei f' bie entfpre~enben Q)dpen " unb f feien. 
Sein Q)et1li~t fri p, fein !u~if~et lu'be~nung!foeffi&ient tls. i)ann 

ift fo- !o' f =f .... ". cS,.t) -1 ;p/~ro (1- fltt). mut bei 
Q)afen ift biefe il6rynbung im allgemeinen ni~t me~t geftattet. 

~ei ber bor~er erlDä~nten !Batometera~lefun9 mus man au~ &es 
benfen, bai Duedftl&er''Oon 0° 'Oerlangt lDirb; ~Clt eI bie ~emperao 
tur ,0, fo ift fein i)tud entfpre~enb bem fpeaififdjen @elD~t !teinet. 
(&fe,t man el but~ eine !(einere Duedfi~etfliule 'Don 0°, fo milffen 
bie ~6~en ben fptaifif~en (Met1li~ten umge!e~rt proportional fein, alfo 
lDenn " bie gefu~te ift 

~:ll""f:fo; ~ .. ~ • .!. .... ~(1-~Jt). 
f. 

~I ift bie IUlbe~nung!4a~( bel Ouedfilbed = 0,000181 
It .. Z (1 + ~1 t) (1 - P~t) -1(1- t[P.- ~l])' 

~1 • ~. fanu 'Oerna~{/iffigt \Verben 
Z. - 1(1- 0,000173t) == 1- 0,OO0173zt. 

2ieft man etlDa ~ei 25° bie ~ö~e 1 ... 765,4 mma~, fo ~ettägt Me 
lorreltWn - 0,000178 ·765,4 • 25 ... - S,~"mm. 
unb ber rebuaierte $afomderj'tanb 76t,1 mm. 

!Bei einer !Ref~ngflQla i~ ~l - 0,000019 
unb bltl Rorreftionlglteb - 0,000162 Ze. 



82 VI. 2!nroenbungen bet IDlac,.\!aunn\djen unb ta~!Ot!d)en mel~e 

VlufBden. 
!Inan \t1eife bit iRi~tigleit bet folgenben \llä~ernngßlormeln nn~ 

151. V1+" Rll + -i-j 152. y'1-a Rll - ;; 

1 et 1 et 
153. 1/- Rl 1 - -2-; 164. ;j= Rl1 + "2' 

rI+et r 1 - a 
allgemein 155. (1+a)"Rl1+na. 
~ei nbin&ntildJer Silomvreffion (€5. 461.) ne~me ba~ ~3o!umtn 
v um ben ffeinen ~etrag a a&, bann folgt au~ pv· "'" Pt (v - (1)\ 

pv. 1 

1--
bajj PI = (11 _ a)k =- P' (---;%)t' 
allo PI Rl P (1 + kf}") tuitbj bit (rfeine) ilr:cf3una~me ift p~a. 

156. mJie gro~ ift nä~erung~lUeife sin a, lUenn a in @raben, rolinu. 
ten obet eefunben gegeben ilt1 

157. !mie gro~ ilt nä~erung9\t1eife tg «1 
158. sin 40° ift 0,64279 j eos 40° = 0,76604. mJie groä ift 

sin 41°, eos 41°, sin 39°, eos 39°1 
l8eifpid 25. ~er ~nbaU F eine~ 

Silreieabfdinittce (~ig. 36) tuirb er­
~arten, \t1enn man ben ~n~a{t be~ Siltti91 

riet 
auef~nitteß, ~' (bg1. €5. 29) um beu 

I • 

b (t\ ':l r Bin" • b t. eß .lI.Imeuß, -2 -, bermm cr 
r l '\ F .... T (" - sm al; 

. aB 
sm«="-~ 

r'a' 
lJIg.88. (angenä~ert), alfo F Rl 12 ' 

~ie ~ogen~ö~e 11 ift = I' - ,·eos-i- = I' (1- cos~) 

h~l'[l-C- (tr)J="~r, 
Me €5e~ne [(3:)8J s 
s=2rsin~Rl')1' ,::, __ 2_ =ret-~=ra(l-~\ 

2 ~ 2 al 24 2i) 
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i)ie !8erndd}t&{~gung bon :: liefert bie !rui~erungßformet 
2 

FR;! i 8h. 

iJtrner i'" s'R;! r'CI! 1- _. hlR;l-' bl-"'al, ( Glj ,1 CI' 
I' 12 , 64. , 

• 16 
dlfo b" R:I s' + Ski. 

()ierau~ fann man b dngenä~ett bere~ntn, wenn s unb h gegeben 
tft. l8ei allen biefen iJormetn ift borauigerr~t, bap a, im l80genmaj 
QU!gebtüdt, !tein ifi, ~e gellen bQ~er nOd) für beträdjtlidje mede im 
~rabmap, ba! ja bur~ i)ibifion mit 180 R;l 57,3 in l80genmaj ber-
lIIanbelt wirb. n 

~er S~lIIerpunft be!RreilbogCltI b ~at bomSheilmittelpunU 
" • GI 
~raIn2 

ben ibftanb T == -Cl-' {eine 'intfernung bon ber E5e~ne ift 
2 . GI 

, Blni GI rCl' 11 
-- - r COS - R;l - R:I -h 

GI 11 12 B' 

lufßdtll. 
159. i)ie Q)(et~ung ber ~ettenlinie foll für fCeine !Bette bon :c 

a\lgenä~ett aufgeiteUt werben. 
160. mann berboppelt fidj ein Rapitdl bon a !1Jlad, bd 6U fI % 

~e~t, bei l8ered}nung ber Bin{el3infen Y 
161. mann ift el kmal 10 groB lilie &U infang? 

2. IltflifUIIß UI Ihi4!ungul. 
3ebe @(eidjung mit einer Unbefannten räpt fid) auf bie iJorm 

fez) -- 0 
bringen. 15d}on duf S. 41 lIIurbe eine 2ölung.met~obe angebeutet. 
!nan btaud}t nur bie !turbe y == fez) red}t genau AU &eidjnen, bann 
flnb bie Ibf6iffen ber '5d)nittpunfte mit ber X,~d)fe bie 2öful1gen, 
bie man au~ al. ,,!lBur3eln" ber 0S(tid}ung &rAei~nd. ~ie OuabrQ~, 
Sbbif. unb weiteren !lBuraeln ~nb '5pt3ia1fäUe bieiel allgemeineren 
l8egriffe.; Va ift &. 18. bie 2öfung ber @(ei~ung z" - a .... O. 

!Benn au~ biefe grap~ifd}e ~öfung bon Q)Ieid)ungen iiuier~ an­
f~aulidj t~ unb bei !8ergröfierung be. mQi~abei 3u beliebiger ~e~ 



84 VI. InllIenbungen lIet !Racs1l4udnfcflen .nb tCllJlotfdJen lRri~e 
nauigten ge~eigeri lDerben fann, fo erfotberi ~e bo~ biete um~änbor 
li~e me~nungen, fohlb bie ~unltion f etlUal rom~liaierter ift. .f)at 
man einen mett z "'" G gefunben, ber na~ean ber G}lei~nng genitgt, 
fo f~t man nalilrti~ ni~t nur einen beieten, fonbem einen biel 
befferen 9lö~erungllDert, bie BlDif~enwerte intereffienn ni~t. ~iet 
fü~rt lei~t bit ~a~lorf~e mei~e aum Biet, in i§t bebeute h bai Bus 
fa~glteb, lDel~el, an a obbierl, ben genouen mett ber !lBur3el (jefer~ 
el fei allo f( G + h) - O. ila G felb~ fdjon na~e&u tidjtig ift, rönnen 
lDir h fe~r f{ein anne~men unb bie mei~e nQ~ bem alDeiten IMliebe 
obbre~en. f(G + h) == (a) + hf'(a) - 0, 
bemnodj h __ f(al. 

{'(al 
8df~ld 26. V29 ifl &U b~mmen. a'-!9 
fez) = Zl- 29 = 0; f(z) ... h'j h - - 3(iI' 

G:in 9lö~etungßwert ift a == 3i h Wub 
27-29 2 

... - --s.9 - + i7 =- 0,074 . 

. i)er niidj~e m/i~erungllUert i~ (S1 == 3,074 
k ... _ 3,0741- 29 "'" _ 0,0471 ... _ 000168 

I S • 3,074,1 28,36 ' 
a,= 3,07400 - 0,00168 ... 3,07232. 

iliere G}tl\auigfeit fommt ber auf @5. 70 eneidjten glei~; in ber 
!PtoJjil ~ötle fdjon bie erfte !BerbeRnung bon a genügt. 

8eif~icl 27. iin IugeU,ntlon witb mit ßeu~tgnl ge~ütlt 1 qm 
fBoaon~iUIe wiegt mit bem 9leillletf 0,4 kg. G}onbet, fBnanft, fBt1 
mannung unb Sdjle~~fei( bepien auiammen bai G}ewi~t 500 kg. 
1 ebm bel benuiten 2eudjtgnfelllliegt 0,6 kgj 1 ebm 2uft 1,293 kg. 
f8eibe fngoben pnb auf 0° beaogen nnb folIen, ba bie (ufftiege im 
@5ommet flQttfinben, auf 25° umgeredjnd lUerben. !Bie gro; mui 
ber i)ur~meffet z fein, bomit ber !BnlIon nodj eine Steigfraf! bon 
200 kg ~nt? 

~ie f~eaififdjelt 0Sewidjte pnb bei biefer Xemveratur nCldj f8ei­
i~iel2! (@5. 80) 

1 + U ~':,00866 unb 1 + 2!'~~~0S68 g{eidj 0,550 unb 1,185. 

iler 3n~Qlt i~ ":' ebm, bai iOlgelUidjt Ir: .. 0,550kg. i)ie ~ütIe 
lDiegtnz·· O,Hg, asonbeI ufltl. 600kg. ilieieS!riifte&ie~en ben \Ballon 



nn~ unten, nn~ oben lUidt ber ~ufttieb ber S3u~ mit ":' • 1,185 kg. 
Somit gilt bie @leidjung 

"a;' ,,;a;1 
-8- • 1,185 - T . 0,550 - n:»t. 0,4 - 500 ... 200 

0,332:1:' - 1,26zl - 700 ... 0 
Zl- 3.78:»1- 2106 ... O. 

gur I'onfttuflion bet (turbe y=:»8 - 3,78zl - 2106 fönnen bie 
mede~aare ber folgenben ia&elle bienen 
:1:1 0 1 2 1 4 8 1 8 10 1 12 1 14 1 16 
!I-2108 -111131-21021-20281-1836 -1484 -922 -lOS +1836 

a = 14 ift ein !nd~etunßßWed. . 
f' (:I:) = Szl- 7,56:», 

bQ~et wirb h __ al - 3,78 a"- 2108 
- 3a'-7,66a. 

a =;0 14 tiefett h = + ~~: = 0,21 j a1 = 11,21 m. 

"1 lUirb fc90n ~rafliidj bebeutungßloß. 
8df,id 28. ijin Sh'eiß foll but~ eine Seijne in 6wei I'relßab. 

Icf}nitte getellt IVerben, beten \l{ä~en fi~ Wie 2: 3 ber~atten. ~er 
mnbiuß fel r, ber au bem fleineten ~bf~nilt ge~6tige gentriwinfet It. 

~ann finb bie \J{ddjen (Ilgt \lig. 36) 
~ ~ 

F1 = i(CIl- Binlt); F.=- r' n- F1; F1="2 (2n - It + sina). 

rit gilt bie \1ko~ortiDn 
CIt - sina):~2n - CIl + sinlt) ... 2:3 

3a - 38in« =- 4n - 21t + 28ina 
5a - 5 sin a - 4,,; = 0 

f .... a - sin« - 2,513 .... 0 
~ 1 h ao-ainao-Il,513 
I = - COB a' = - , , 1-cola. 

Wenn «0 ber !nä~etUnßllUert i~. iBir IUd~len 

(alUei (latbfreife) ao =- n 

TI .. - O,~!! = - 0,315. 1t1 = 2,827 ... 162°. 

i)ie nlidjfte Rorreftiou liefert h = - 0,0028; a, =- 161° 50' 
IJdf,tel 29. ~jjr lUddje !lJunrte ber Rutbe y = e-#< sin z (Il0t. 

S. 59 f.) bilbet bie inngente mit ber z:~~fe ben minlet SOO? 



86 VI. Inllltnbungtn lief !IJlac,1!auttnl~ unb ta~lot\d)en IRti~e 
V=e-:1J (cos z- sinz)=tg30o .... 0,5774 

cou - sin 3:= 0,577 4~j f ... cosz- Bin:l: - O,57i 4e' = 0 
f=-sin1.- cou-0,5774e'" TI- C~BQ;-Bina;-0/.'l774~. 

, Blna;+cosz+0,5n4e.o 

~ür z=O wirb y'=l, «==45°. mit 1.=i .... 45° wirb "=0. 

gltJif~en biefen !Betten bon 1. mUß ber gefu~te liegen all nßen 
md~eru\lgjtum ne~men tuir ' 

« .... 22 30'-"i=0,3927. 
TI -0,3139 • 
= 111617 =-0,1402; ~ ... 0,2'75=14011' , 

-0,0150 At-TIMt==- 0,0077; a,==O,2898 ... 13044'. 
I 

S. lUlatiUl' unb !!Riaimo. 
lil {ei tuieber TI eine !reine 01röse, tuä~renb :I: irgenb einelt enb{j~en 

mert bebeute. ffei eine ~nftion, bie nn~ peigenben \}3otenaen enttuiäelt 
Itlerben faun. A' 

f(1. + h)=f(:I:) +1If'(1.)+,/' (:I:) + ... 
f(:I: + TI)==fex) +TI (f(:I:) + if"(x) + .. } 

!lilie in iBeifpie! 21 auf @S. 78 geaeigt tuurbe, fann k fD nein an< 
genommen tuerben, bnfJ baß !8or~eid)en ber \}3oten3rei~e nut uon bem 
anen 01liebe nb~lingt. ~iefe IBemertung wmben tutt ieit auf ben 
I(ammernulbrud an. 3P f' (z) vo~tib, 10 ift el aud) bit stfammer. 
h fel ebenfalljvo~till, b4nn gUt baßle1be bon 11· (f' (z) + .. ')i {(z + TI) 
ift gtöüer all f(1.)j 1(:1: - h) - fez) -h(f'(z) =F"') ifl, ba ba3 Atueile 
@{jeb negntill ift, Heiner all f( z), bie brue y == f( z) ~at im \}3untte 
:1:, y ftelgenbe tenbeu&, wal f~on auf 5. 41 geomdrifdj abgeteitet 
luurbe. 01enau ebenfo 3ei9t man, bai, wenn f' (z) negatiu i~, f( x + li) 
rCdner unb f( Z -11) gröser af' f( x) irt. (h ift ftet' vofitib angenommen.) 
1ft fann aber f (:I:) au~ einmat gteicfj 9lulllein, bann tuirb baß !lief' 
~alten beri;unftion erft burd) bai fofgenbe 01Heb ber~oten3tei~e gefennJ 

3eicfjnet. f(z+ 11),... f(x) +~(f"(Z)+ if'''(x) + .. ) 
t(z-h)=f(:I:) +~(f"(z)-if'''(x) +.-)-

~ucfj ~ier iP bei genügenb f(einem 11 nut bai erne ~1ieb ber SHam. 
mer für i~r !8or6elcfjen bon iBebeutung. menn t"(x) vofitill Ijt, 10 
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i~ fo",o~l f( z + h) toie f( it - h) gröuer oll f( z), ba "t unbebingt 
~o~tiu fein mus. i)ie ijunftion ~ot für biefen fpeaiellen lBert it ein 
!!Riaimum, benn ~e i~ fCeinet oll i~re \)'ladj&arlUerte. 3ft bagegen 
(" (z) negaUb, fo tritt ein lJR'rimum ein, toeil fOlUo~l f( it + h) toie 
f~z - h) lleiner all f(z) ~nb. QSeomeitifd) fogt bieijorberung f'-O, 
(' >0 aul, bau für ben beiteffenben stUtbenpuntt bie tangente ber 
~&f~irrenad)fe parallel laufe unb bie Shümmung fonfab fei (~unft G 
in 3i9' 23, i'S.(1). !Inan fte~t unmittelbar, bai bann ein roUnimum ein. 
tritt. ibenfo leid)t edennt man für f' = 0, f" <0 ein IDla~imum 
(!punlt D). \)'lun fdnn dber duuer f' oud) f" = 0 fein. 

f(z+h)-f(z) +~(t"'(z) +it'",(z)+.-)-

3n bierem ijdll uerfänft bie Unterfudjung toie uor~er, man ~at nur 
6u bead)ten, bau ~d) ~inftd)trid) bel !8oraeid)enl h' toie h, 11' toie h' 
ber~ätt uflU. !8erfd)lUinbet alio (' unb (", aber nid)t (''', fo tritt ",eber 
ein md~imum nod) ein !ninimum ein. ilür 

(' ... 0, (" == 0, f''' .... 0, (''''>0 
~ßI mdn ein IDlinimum, für 

('=0, f"=O, ('''-0, (''''<0 
dn IDla~imum ulf. !Inan fann bur Unterfud)ung bie frü~er be~dn. 
belten ~&leitunglfurben (~. 20) ~eran6i~en. 

eeif~id 30. iin !lBaffergraben ~at einen red)tecfigen Ouerfd)nilt 
Q - 0,5 qm. ~ie ~reile it unb bie tiefe y flnb fo 5U toii~{en, bau 
bie Uom ftdmenben !lBaffer beneite illäd)e mög1id)ft f(ein toirb, ba. 
mit ber Bleibungltoiberfldnb minimd{ 
i~. (ilig. 37.) 0,6 ':: '-=--7-~: - -= --.:.-.:'_-= 
~ul itY =- 0,5 folgt y ... [;' il :. =- . . ----:- . =: =-

foll bie fiunftion . _-=-'::.. -.::= -=- - --= 
( ) 1 =-= =-=-:....= =-=-_-= f z - z + 2y -it + fi --=---=--=-= 

zu einem !ninimum gema..r.t ",erben. =-::::::::::::-=-~-==="' o 1 "'I ,,~, '!>.j" \ " ~. 

('(z) -1 - zr'" 0 6\g.87. 

liefert z .... + 1; bie ~öiung z ... - 1 ~at feine praltifdje $ebeutung. 
Y = 0,6 ",itb ~ier - 0,5; bie !Breite ifl bd~er gleid) ber boppetten tiefe. 

3: " +2 
y-~ 

nimmt für z - + 1 ben po~tiben !lBert 2 dll Sir ~Qben el dlfo 



88 VI. ~ntvenbungen ber !Il1nc,2autlnldJen nnb ta~lotld)en lRel~e 

widlidj mit einem !IJlinimum au tun, nidjt mit einem !IJla~imum 

ober einem inenbe~unlt. (y"< 0) 

QJrii~irl 31. ~in @)tnb fei an einem ~nbe fe~ eingef~annt unb 
lagere mit bem anberen auf einer eitilie. 

!Rad} brn !.le~ren ber !IJledjanit lautet bie <M(eidjung ber !.linie, bie 
feine neutrale ~afer infolge feineß ~igengelUi~teß G kg bilbet, 

G Z' (X 8x' 2X') 
Y = - EJ48 T - 11 + -V . 

I, x unb y (~ig. 38) finb in cm, ber 
&~:::Jii::::::::::~S*~ ~{afti3itäIßmobu( E in kg/qcm unb 

baß ~räg~eitßmoment J in cm' ge, 
geben. ~ür wer~en Wert bon x weidjt 

IJtg. a8.~ bie Einie am meiften bon her .t>ori, 
Glt 30nta(en a&V .Bur ij&für3ung lei bie 

politibe ~on~ante EjTs = c gefeit, allo 
". (SX' 2X4) y=-c z-1'+1' 

( 9x' 8X') ( 18x 24x1) y' = - c 1 - -11 + 1'; y" = - C - jI + 7 . 
,ßum (:fintritt einel !IJla~imumß ober !minimumß ilt erforbet!idj 

9x' 8x' 
1-1'+7=0; 8x8 -9xl l+13=0; 8zs-8x'l-xl l + 18=0 

8xl (x -I) -l(x'- l') = 0; (a: -1)[8x' - ICx + 1)1 = O. 
~ür x == Z tritt ein !IJla~imum ein, bn y' = 0, y" negatib wirb. ~ie 
oweile !IJlöglidjfeit bafftr, bafi y' berfdjlUinbet, er~ä(t man, roenn man 

8x'-I(x + I) = 0 feil 
" I I Zx P I Ix (Z )' Z' ZI sa II 

8x'-lx-l =0; x -"8=8; x -"8+ 16 =S+256=2ii6 

( 1)' SSI' I I ,J- I Z ,rg.; 
x - i6 = 256; x - 1:6'" ± 16 r 33; x ... 16 ± 16 r 33; 

x = ~ (1 + V33). 
~a~ negntibe !8oraeidjen ber \ll.lUtllet tann unberüdjidjtigt bleiben, ba 
negattbe inerte bon x ~ramfdj unmöglidj ~nb. ~~ ergibt ~dj allo 

x = 0,42151. 
y" liefert für biefe3 x ben ~ofitiben inert y" .... + 3,3231; y lUirb 
ein !minimum, beffen <Mröfie relultiert, roenn man ben erredjneten 
m3ert uon x in bie allgemeine ~ormd für y einfe~t. 
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1/mIn == - 0,0054.2 EJ' ~ 

~ie Sbttlle ~nt !lBenbepun!te fiit x = 0 1\2 

{bebeutungßtoß) uub fAt :ll == ~z. ~iet 
lIlitb y" "" O,unb 3ugtei~ mit bem lBor~ 0 

&ei~en biefet Glrö&e änbert bie RUTile bie -(j 

Ylrt i~m Rriimmung. 
~ig. 39 erläutert bit ~ufgnbe grnp~if~. '111 

ilie Orbinnten ber ~bteitungelut\)en finb 
nuß lei~t erfi~tH~en Gltiinben im IDlali~ 

IJIQ. 3'. 

ftnb 1:10 Iledteinert worben. ~ß lIlurbe c = 1=1 gefe~t. 
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8eifpid 32. ~in ~eiß ~nt ben ilur!Vmeffcr d. ~ß foll ein me!Vt. 
eit mit ben Seiten x unb y 9t3eidjnet werben, beffen liden auf ber 
\l!erip~erie liegen unb beilen 6eiten ben ~ußbrud 
xY" 3U einem Ima~imum ober Iminimum ma~en. 
(~ig. 40.) 

Bur 2öfung fü~rt man am beften ben 3wif~en . 
x unb cl liegenben ~i1fßlIlinlel tp ein. 

x = dcosIJI, 11 = dsin tpj 
xy" =- dn+1cos tp sinn tp .... Min. 

iln a- t 1 lonftaut breibt, unterfud)en lIlir bie Ijunttion 
~ß tft f"" cos tp sin" tp. IJIQ. {G. 

(' .... - sintp. sin"tp+ ncos tpsin"-ltp. COstp =sinll-1tp (ncos1tp-sin'tp ) 
(" = (n - 1) cos tp sin-2tp (n cos' tp - sinl IJI) 

+ sin"-ltp (- 2n sin tp cos IJI - 2 sin tp cos tp) 
(,' .... (n -1) cos tp sinn- 2tp (n cos'tp - sin'lJI) -2(n+ 1 )sin"tpcosfJI 
f' llerr~lIlinbet, lIlenn sin tp = 0, nlfo x == d unb y '"'" 0 ift, lIlaß lIlir 
ntß praftif!V &ebeutungß{os aulier lBett'ad)t faffen lIlollen, ober wenn 

sin1tp 
n cos'tp - sin'tp = 0, -.- .... n, tg tp = Yn cos tp 

i~. ilie ~ufgnbe ift ba~et nur für po\itibe n lößbar, aUd} ~at nur 
baß pofitiue ~urie(bor3ei~en !Bebeutung, bn fJI nie negntill ober ftumpf 
lIlerben tann. ~ür ben genannten !mert \)on fJI betf~lUinbet ber er~e 
lBeftanbttil bon ("r ber 311ldte &efi~t bnß negntiue lBoqei!Ven, wit 
~n&en alfo ein Ima~imum. 

a) n ... 1; xyl irt ber ~ladjenin~alt beß mec9tede~, ber ein 
!Jla~mum lIlitb, wenn 
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tg9'=l, 9'=45°, z=Y-d'~f2 
lvirb. @joll dul einem a~(jnbrifdjen 58dumftamm ein ~arren \lon mög' 
1i~ft grouem redjtedigen Ouerfdjnilt gefdjnitten werben (ber mbfaU 
atfo möglidjft gering fein), fo muu ba.lRedjted ein Ouabrat fein. 

b) n = 2; zy' ift bem !lBiberftanblmoment a:t ~ro~orlionaL 
~ie' erreidjt ein 9Ra~lmum, Wenn tg 9' ... Vi, bit .pöije ftdj alfo illt 
!Breite wie y'2: 'Vi' Ilerijlilt. !I.llan ftnbet lel~t 

z == (q/~, y ... d V~· 
~al !miberftanblmoment ift ein IDIai für ben !lBiber~anb, ben ber 
!BaUen ber ~urdjbiegung entgegen feit, wenn bie !BiegungIfraft ~ar, 
allel au y widi. 

c) n ... 3; xy3 tft bem ~tdg~eitlmoment ~roportionaL 3e 
gröier biefel i~, um fo weniger lDeidjt ber etab bei lBiegunglbeanfpru, 
djung Ilon ber ijoriaontaten 2age ab. !I.llan erijlift ein mlalimum, 
wenn tg rp - y: Z .... .,ra ift. 

z ==!!. y-~·ra. 11' \11';) 

Bur tonftruftlon ber allgemeinen 211fllng teire man ben ~urd)meffer 
in n + 1 gleidje ~eire unb midjte im erften ~ei(vuntt baI 20t biß 
aur ~eripijerie. ~ie !Berbinbungltinien feinel ~nb~unltel mit ben 
~nbpunrten beß ~urdjmefferß ftnb bie Seiten bel lRedjtecU. 

Itdf,iel 33. ~9 ift ber gröite Vlulfdjlog ber burdj bie Glteidjung 
y .... a~(tF - e-""') 

gefennaeidjneten aperiobifdjen Sdjwingung au ermitteln. 
y' - - ab~(t!~ - e-oor) + ar"'(ct!'" + ce......, .. ) 
y' .. ar" [ - ht!" + he-a>: + cf!" + ce-c:r] 
y' = a8-"" [(h + c) r:r - (h - c) t!"]. 

~a ber er~e ijaUor für enblidje !!Bette IlDn (I: nidjt berfdjwinbel, 
fD mui ber &weite mulI werben. 

(h - c)e= .... (b + c)e-, 
I b+c 1 (btC) baijer e"- b-c' Z'=2c 'n b-c; h>c. 

~urdj Unterfudjung bon y" ~nbet mdn, bai ein lIla~imum eintritt 
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Siebenteß ~a~iter. 

!prü fu ußlmet~l1ben. 
t)atman bU irgenbeinem Bwed bon einet gegebenen ~n!tion Y= f( x) 

bie ~bltitung f' t:l:) gebitbet, fo wirb man gern bidRitttigleit ber mt'~ 
Rung fontroUieren ltJolIen, e~e man auf ein möglidjerltJeife fa(ftteß (ir~ 
gebniß weitere Unterfud)ungen grünbet. IDlandjer ltJirb nie ein gewilfel 
fj}efü~1 ber Unftd)et~eit im ~ifferentiieten 10ß, ltJeU i~m foltte \j3tüfungäo< 
oerfa~ren unbdannt ftnb. 

'l)ie mei~en iJe~(er lOerben fdjon berntieben, ltJenn bie med)nung mit 
einer gewiffen ~e~agHdjfeit unb groper Sorgfalt auigefü~rt wirb. snan 
geltJöTJne ~d) an eine überfitttlid)e ~norbnung (feine betftreuten 8eltel, 
notiben!), fdjreibe beutlid) unb notiete aud) 8ltJifdjenergebniffe auf. i>te 
gröfJere Sd)reibar&eit ltJirb lUeitaUß burdj bai @efüTJ{ bet Sid)er9eit 
aufgewogenjein beim ,,~o\Jfredjnenu gemadjtet ije~(er ent3ie~t fid) b~ 
fonberß gem bet 9ladjprüfuug, bot atlem, ltJenn eß ft41 nid)t nur um 
8aqlen, ronbern um ijotmeln ~anbelt. 

!Bei bet lufiliTJlung bet wittti9~en \j3tüfun9.me~oben untetfdjeiben 
ltJir !8etfa~reu, bie ~um8iele fü9ren,ltJenn bie gtgebeneijunftion y -f( x) 
4uäer z nur belannte 8a~len, feine !Budjftabengröpen a, b, c u. bgl. 
ent~liIt, bOll ben IDlitteln, weltte anAuwenben finb, ltJenn bie l!unftion 
biefer j8efdjränfung ntcf)t untettiegt. 

3m erften \lUlle bead)te man folgenbe !minte, bie an bem einfalflen 
~eifllier y = Y1- 42;8 erliiutert ltierbenj nid)l, n{~ ob eß nötig 1tJdrt, 
gerabe bieß iU ~rüfen, fonbem um bie lllltttigften l!3erfll~ren bllr~Uregen. 

1. IBnfltie.eue 2iifungßUlögli~feiten. !Ulan fdj{age bei betfel6eu 
~lIf9abe uetf~iebene !!Bege ein. ~ie ?Regeln ü6er ~iffetentiation im, 
~1i3itet itunftionen, über iJunftionen bon ijunftionen ufltJ. fommen ~er 
in !8drllttt. ijür uufer ~eifVie{ ~nb etltJll fo{genbe IDld~oben 3ll1ecf" 
mii&ig: 

a) tI = "'1- 4:1;'. 1 - h ' = ,. fI = ii-· t!~ =t,-t = _2... __ 
If , , If , d. 2 2 Vi 

1 d. dy dy d. 4z = . - c: - 8 z· - = - . -- = - --=.:.:::. 
2Yl-4z.' d:e ' dz d. dz y'1-4Z' 

(Saj 5 auf e. 24). 
b) Cif fann eine ~Hflgröie t einQefü~rt ltJerben, in unferem ijQU 

em~fie~rt e! fid), 2: = sin t 3U feien. 
7 
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11 = y 1 - 4zt "'" y 1 - sint t = cos tj ~~ = - sin t = - 2 xi 

alt = tcOSI-!.Yl-4x" dt=_S_.d!l=tl!l.~=_~. 
dt! I 'dz ]ll-b,'lix tlt rlx VI-b' 

Cl) 11 = V(l + 2:1:) (1- 2:1:) = YI+2z· Yl-=2z=tHI. \1891. 
6. 28, So. 3.) 

, 1, I. '._ , + ' _ V'1-2~ ~ 
U=--=-==jV~ ,Y-!lV vu-

]l1tb ]ll-b Ylt2.z YI-t.t 
, (1-9.z)-(lt2a:) 4a: 

11 =- =---. 
Vl-4ii VI-bi 

d) y2 == 1- b J ; y! + h'-1 = 0; y' =- - (~): (;~). (1891. 
@3. 24, Sn. 6.) 

, 8.1: 'a: 11 =--= ---. 
11" y'1-4z' 

2. ~IIU8tuttlarOn~rufti.n. !lJlnn ae~net bie 1turbe, beren O}(~ 
dJung 11 = fex) ift, auf, rtd)net ffir eine ~n3a~( b011 tlBedcn 4' x" 
xs' .. z. bit 5uge~öl'igen Orbinnten Yl' 11., y.' •• y" unb bie 3uge~örigen 
merte bei Steigungimaiei 1/' au. unb beftimmt (trigonometrifdJ ober 
reiu cicittnerifdJ) bie XaugcntenlDinfe! al , a" a.··· a... ~ierauf Aie~ 
mnn ~ernbe, bie biere !linIe( mit ber ~oiiti\Jcn Xi:~(dJfe bilben, fon, 
ftruiert ~arane( au i~\te\t bie Xangenten (l1g(. 3ig. 26 auf S. 43) IInb 
fic~t 611, ob fie bie furbe in ben bered}neten ~unfttn berü~ren. 

8. l8er8{ei~ mit bem ~iffereu3euqu.titnttu. '!Ulan nimmt A: 
3iemlid) fleht an uub bered)net für, einen beliebigen lIBert :Tl ben Inl­
brull AYt = f(zl + ~z) - f(zl), ebenfo für einen anbern iBert.l'. 
bie (~höie AYt = fCz. + Az) - f(z.) uflD. ~ie ~tfferen6enquotienf 
tell :! müffen ben ~ifferentiQ{quotienten fir biefelben ~ette \Jon :l: 

um fo llii~l'r fommen, je Udner A z lDirb. 9limmt man I. ti. in y 

- y'1- 4:r,tbielbf5iffenZt .... Oix,~0,ljXS-O,2j x,-O,3j :1',-0,4 
tmb modi! 6:r ftet~ gfeidj 0,001, 10 ift 

.-
z 0 0,1 O,l! 0,8 o,~ 

y 1 0,9798 0,9166 0,8000 0,6000 

lly 
-0,02 -0,48 -0,90 -1,64 -2,76 a-Z 

. --
y' 0 -0,41 -0,87 -1.~0 -2,67 
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4. intlDilflullB in 'oteuani.en. !ln4n entlUideU bie gegebene 
ifunftion y .. fex) in eine !on\lergente $oten3rei~e BI' ebenfo bie &e:o 
red)nete ~b{eitung y' - f'(x) in eine 6IUeite \ßolen3tei~e R,. 1)ann 
mui R, audj bie ~&leitung \l(ln BI fein. So 1ft 
-- 1 1"1 - 4x2= (1- 4xl)T = 1- 2z1- 2x4- 4x'-10x8 - ... ; 

_ 1 =(1- h 2)- ~= 1 + 2x'+ 6x'+ 20x6 + · .. (S 69 V1-b' . , 

iöeiipid 12 für 11 = ± t). 
!ille mei~en lon'Oergimn, lUenn 4, Xl tleinet all lift, x allo oloifdjen 
- t unb + t Hegt. ~et ~ifferentialquotient ber eriten Iliei~e 1ft 
- h - 8x3 - 24x5 - 80x' - ... , unb bleier !(u~brud ift genou 
gteidj-4x' 1 • 

Yl-h:' 
311 biden ffäUen genügt eine !nä~erung9formd, bie nur bie erfte 

ober 3IUeite $oten3 &eriidiid)tigt, ~umal bann, lUenn ber !Betbad)t bor­
liegt, bai in bem erredjneten ~ifferentia{quotientm ein fe~ler~aftet fon, 
ftauter ifaflot auftritt. 

mit faffen jebt ben ifall inl m:uge, bai, im ~egenfa, 3u nnleret 
bij~erigen m:nna~me. in f( x) audj S{lonftanlen borlommeu, beren 8a~(en­
lUert man nidjt angeben fann. 

1.lßtrf"itbtllt l!öfllllglmiigHlfJfeiten. ~udj ~Ier tuirb eJ bon gtöi. 
lem !Bortd! fein, lUenn man auf red)t 'Oerldjlebenen tBegen 3um Siet 
5" gelangen 'Oetfud)t. So faUlt 3· 18. bit ifunltton y -1" al - bl xi 
gan3 ebenfo be~anbett lUerben roie ber frü~er belprod)ene Spe3ia1fall. 

~ie grap~ifdjeu !lJlet~obcl1 loerben im allgemeinen 'Oetfagen, e&enfo 
lUitb bie I8mdjnung bon }~ oft SdjlUietigleiten bieten. 

2. intlDiltruug iu !fJoten3rti~en. !ilie Cintloidfung in 'oten3rei~en 
(dilt fi~ audj ijier oft mit ~orteil anlUenben, nur macf)t bit Unterfud)ung 
ber stonbergen& &ißlUeilen SdjlUierigfeiten j aIß r5pebiatfall bet 'oleu&< 
rei~el1 fann man bie ~ii~erungßforme[n ge&raudjen. Soll 3.18. unter< 
iud)t lUerben, ob ber i)ifferentia!quotient bon X"'P gfeidj nx,,-l t''' 
+ x" f/''' irt, fo fann man bie ~~p~lIfUtin{rei~e unbebenflidj Ilntoenben, 
Da fie rtc~ fonbergiert. + 

( a':/:' a!z!) atz" J 
y=x"·t':r~xft Hax+ 1.2 +[:2.3+'" -t'+axn+1+-t -

aSzll+S 

+-6-+'" 
~. 
I 
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~er ~fferentiatquotient biefer. 'otexa~e ift 

y' =- nz"-l + e .. + 1) u"+ n~t a'z"+1 + nt s all/:II+I+ ... 
'Inberfettl 1ft 
.. z"-leU+ z"e""- .. z"-I+naz"+ TII11/:1I+1+ i-a1z"+I+ ... 

a1z"+1 +z"+ az"+I+-t -- -+- ••• 

.. 11:"-1,.. +z"ea" ==nzll-1+e .. l1+ 1}z" +.!(na + 2} z"+l+ 
I I 

+ 1- (nil + 8) 11:"+1 + .. " ein tlulbrulf, ber fidjerlidj nidjt mit 
bem fitt 1/' gefunbenen it~eteinftimmt. 1B4re jebe' Q)lieb bel 6weiten 
~ummanben 11 mal fo gtoi, fo lUäre bie ft6etein~immun9 ~etgeftelIt, 
unb in ber tat i~ bie .~(eitung unferellulbrudl glddj n1l:1I-1ea" + 
+ lIt-ez", benn IVenn man ,.. bifferentiiert, '0 er,alt mGn 116"". 

IRGn ~tte ben \Je~rer audj fdjon ~ InlDenbung einet 9l&~entng" 
formelgefunben. eTRII +11:; 6"'Rll + all:j1/Rlz" + az"-+ liy'Rlnz"-1 
+ ( .. + I) az", lDä~renb ,.11:"-16". + z"6"·R:lU"-1 + nIlI/:" t- 2l" 
+ all:"+1 i~. 

1 .• ~qialiJ"Un8' IRan rann ben lonftanten in f(lI:} dnfa. 
8a~lenlUerte 6eilegen, i.". 0, 1, -1, t UflD., ober man fann fie un. 
enblidj groi lDerben lAffen. !nGn ~~egt bann au' wenig tomllli6ierte 
lulbritde .. fommen, bie oft IlUdj numetildJ ganb ~eftimmt ~nb. @Sie 
(affen ~dj mei~enl 'e't leidjt bifferentiieren. :;)ft bie m(eitung bei 
allgemeinen IUlbtudi tidjtig geliilbet. fo mitffen au. bem angemeinen 
~ifferentiatquotienten bie f!,,,lellen burdJ fiinfeien iener Ilminfadjen. 
ben 8a~lenl1lerte folgen. 3~ ein !l9iberf~rudj ba, fo ~at man an ttgenb' 
einer Stelle einen ~e~(er ~egangen, bie U6ereblftimmungliijt a~er nodj 
ntdJt traft ouf bie UlidJtigfelt bei iU ~rf1fenben allgemeinen /&gdmiffe. 
fdjlieien, bodj mit um fo gtölerer !B*fdjeinlidJleit, ie me~r @Sti~ 
!'toben man madJt. Iif ller'41t ~dJ mit biefern ~tÜfungtllerfll~t'en etlDa 
fe blte mit ber im elementaten StedJnen ge~tQudJten meuner- unb fi(r 
ferj)rolie. 

BtefJmen !Dir ~eif~ielllDeife Gn, iemanb ~abe 1/ - em· sin (h + c) 
'U bifferenUieren. (ir feit bie 2lbfeitung biere' lu.brulfl gle~ 
aea" Bin (bz + c) unb wiU bai IReluttaf bntdj @Sl'eaiaUlierungl'tlifeu. 

Uüt 11 - 0 lVitb y .... e"- Bin c wb 'I' - ae"" sin Co ~fer Sj)eaiall 
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Illert Ilon y' ge~t auß bem gefunbenen l111gemeinell !!.lette bon y' ~er\)l)t, 
Wenn man b = 0 feit. 

lI.lirb aber " = 0 gefeit, fo wirb y = sin (b:c + c); y' = 
beoaCh + c) unb ni!Vt, Wie man aul at':& sin(b:l: t c)fd1tief!enmüflte, 
glei!V 9lull. ~er angegebene iliffmntialquotient i~ alfo uo. bel Q)e­
lingene ber elften \j3tobe fe~ler~aft gebilbet. !lilie man leid1t edennt, 
ift ber otoeite Summllnb, ber bei ber Ißroburtenregel auftrat, betgeHen 
Worben. ilet tid)tige !lilertlft y'- at'zsin(bx+ e)+ be"·r cos(ba: t c). 
~iefet liju~btud be~e~t iebe Ißrüfung. 

Situnae •. 
1. a L t~ bie i&!a1ffe, a A bie Drblll4te In bem JOOtbtnatfnf~~em mit 

ben VldJfen AB unb AE. ~lItdJ paffenbe ma~l ber SPoorbinoien fanit itbet 
~unft ber I!:&ene (ieber Drt bel Wtllnbftlld.) erreld)t tuetben. 2. - 8. iltan 
u~ält Wetabe. 7. -12. Ißlltabdn. \!Bgl. ia,pltellV.) 13. - 2O.l8erldJlebene 
futilen. 21. EoldJe Ißunfte ~nb bie Sdjnitt\lunlte mit ben ~d)ien, jowie 
bit ~öd)ften unb tlef~en ~ullfte. ~e !8ergtil6erllng bet g}taüilabe' et~iI~t 
bit IMenalllgfeit. 22. irein. 28. 9lein. (f8gI. 21.) 2ö. VllIlgabe 17, 18, 90 
Wegen bd boppelten ~ot!Cid]enI einer Ouabtattllurael. 26. lufgabe 18 
Illt z = 0; a fiit z- - 8i 16 Illt :c -1; 20 llit 00- 2,6. 27. 9ln ben 
eben genannten SteUen. 28. 9leln, wenu lIlan ~on ben eben genannten 
SteDen ab~e~t. 29. y- b. SO. t.!f'" O. 81. y' - h:. 82. 6 z. 88. ta;. 
114. tztB. 1JO.1l:.e+l. 86. ijüt t.:c-1 i~ t.y=s, 31-s· 21 ... 16,71. 
~n ~iffefenaenquotient t~ 15,71: 1-16,71, ber @ielantenwinfeI 86'21',6; 
lfit t.x= 0,9 et~iiIt mlln 15,89; 86'17' un. ~er ~ffetentlatquotlent I~ 12,57, 
bet tangentenwinre! 86'27'.87. iJle8una~mebeJ!8otumenji~t.y ... Sx't.:.et 
+ 3x(t.x)'t (t.x)'. i)er ~ifftten3enquotleht I~ 3z' t 8x4x t (4z)'. 
88. tga:=y'-8:c'=By:z-y:ta:. S9. S~mmetrild}. ~. 3a. 41.9ltin. 
~2'1I' ... !o:.eI. i3.txl+l. 44.-tx'+2x. 4,O.-3.:I:'+2z. 4&~e 
Ilerrangten jpe&ieUen Illerte finb a.!8. im ~Ue ber '2. '1ulgabe: 0; O'B; 1,2; 
11,7; 4.,8. 48. tj '" 0,04 Zl. 49. 0,4.x1 - 0,6 a:1• 60. b·-100. öl. uab öll, 
~QL S. 181. 58. y' '" 'z'; y" = 12xl ; V" -1l4.s; y/V -2'; 11 I' _ 11 1'1 

...... =0. M. 3~ y-z", fo i~ !,I' .. ,.z_l; v, ... ,qn-l)z"-I u!f. 
ilet n te illfferentla!quotlmt t~ fon~allt, aUe folgenben uerj'd)lIIinbeu. 66. algl. 
Sa~ 1 auf S. 211. öi. Sa~ l11nb @laV 2liefm y'- af(xH 11,'(.). os. iltan 
!qe utl-tunb bifferentlim nad] Sav S. itge&nIJ: y' -v,' tliltwtl' wt""""· 
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öD.g'='z. 8O.1/' ... 10z. 81.;-:r'. 8!.&Z4_24J:1+9zl +24z-1u, 
.... , ... • 1 1 ... b - fJ -8:1:1-8x+l 
uo.q>(.r.)-C;CP(-l:'=O. Ut'If"'(:I:+l)l' -(:I:+W' 88. (z'-:l:-l)" 

:I:'(g-a)t2a:(h-b)tah-bg I dy I 

67. '(z'+ox+h)' . 88.:1:+1-',,-,; d,=6. = 

a. dy dg d. 
- 6 (:I: + 1) &; dz - 1; alt'" d. 'd:l:- 6 (.:+ 1)8. 8:1:1 + 80,z4+ 6011:'+ 

+ 6U;t:'+ SOz + 6. 00. unb 70. liefrm baJfellle lit\Je~nU; warum' 
71. v- n (b + 2ca:) (a + ba: + ex')fl-l. 7!.1.1!lIfung: cp(x,lI)-a:y-Cl'; 

~ =1/i ~-II:; 1/',.. _!. 2. 1)6j11n6: !J= a'_ a'a:-lj V- - a'lI:-1 
OJ 01/ a: x 

a' 11 v CI' 
--,---' S. 20111ng: 1/-~i v_at; v'.O; II-a:; 11'..,1; y'---, 

.: milli:' 

78." ... _1:-- 91/. U.,'--Bbll:-'. 76.V--7cx--8. 78.t/ .... ....!...:. 
x a: 2~ 

77.y,,,,,,_1_. 78.V--'-. 78. __ 1_. 80.- 8 . 81.-~. 
4~ 6~ 2}-'ii Ifml stil 

82.-':-.81.- 1 .84. b+lca: .86 .• )_1_. 
Va:'-1 (a:-l) Jla: I-l S~(a+ba:+cml)l 61,80l 
I 1 ' 

b) 3488; c) 206800: ~e 9lrnnu fl11b aUf mondjett 9ledjettfdjte&tm burdJ 

Sttidje bearid)net. Elelunbett fommen "egen i~tet flein~rit bel tedjuifdien 
lRed/nungen nUE auJna~mJlDri'e In !Bettad)t. 8G. 

a: z dox Il.y 
Il.:x; 11, 

im ijogeamai imGJEGbmai -.iom-linO,S 1111: 

1,3 14'19' 0,9686 0,8880 1,0 0,688 
1,1 88°1' 0,89L8 0,6968 0,8 0,T4.6 
0,9 61'84' 0,~888 0,4878 0,8 0,818 
0,1 40'8' 0,8441 0,8488- 0,4 0,871, 
0,11 28°89' O,4JS4 0,1839 0,2 

0,9%11 I 
0,8 17'U' 0,1966 0 0 

!Ilez !Iliffctenlillfquotient y' -IIOU: nimmt fOt I: = 0,8 ben !lBett C0811' 11' 
- 0,91164 an. \}ig. 41 aelgt bett ti&ergang beutltdj; auf ber IUIfaiffenAdjle 

~nb bie (Berte bon I1c, auf ber Otbtllatenadjle bte bOn ~1 abgetEagen wb 
d ... 11& 

fllt 11:-0 bu Itlfmntialquotieut d!' 87. ille luElle 'eUt bilf tlntauglltlllf 



~öiungtn (89-122) 97 
----------------~~-~----~. 
ber 5ig. 41 btrgtllSttt bat nnb btdäujt 
M gttnbllnlg. 

SU. fI COS (nx). 00. - n sin (na;), 

\H. _"_. 9\l. ____ fl __ • 
eos'(na;) ain l ('Ix) 

93. ma cos (mx) - nb ein (fiX). 

94. accos(c'ib). 9i. 2 sinx eosx=- sin 11:1:. 
OO.-sin2x. 

97 .O.(sin 'zteo.':J:~atben lon~llll!en!mettl). 
98. 1 . 00. __ 1_. 

J/al_a;1 yal-a:1 Jj, 

100. ~_. 101.- _a_. 
al+a;' al+a:' 619. 41• 

102. 11' - 1_ liefert bei VfnlUenbung be' ~qt~agotll' eine leid)te tan. 
J/t-xl 

gentenfon~tu!tion. 103. !mlln lie~t (ijig.42) tuie ble StUtbe mit tuad.Jien, 

~em n einer lilrenAlnge au, 'r: . / 
[hebt, nä mlid.J bet lilerabell, Mt ' • ,.p. I • . ~ 
im Vfbjtanb e = 11,718 ... ~ur I _ _ t} n J ,.11., 1 

l'I,Vld.Jle ~at(\Uel ge30gtn 1ft. ,t " JU I 2 4 
• aiS. 41. ii;fa· U. 

Um ben lilren3Wtrt Im tnb. 1 .!. 
lid)engQ~lmge&ietautt~Qnm, le~eman 11= -, IIlio y = (1 + plI' ... ~1 + P 

P 
(~ig. 48). 10i>. ßUt \ßliljung bet IftgebniHt IIgt. !Beii~id 17 auf S.73. 
110. liola:+S!u-i-<eZ+e-*) + -~.(eT-r")=eZ. lU-n4 folgen 
IIUd) au' ben ~onnetn 18 unb 19 11\11 S.37. 115. x + ya:'+a'-"j 
dll a: 11:+ IIx'+a l dy dy d" 1 • , --=1+----= ;-_-.-=----.116a."=I/ 
dx J/a:"+al ya;l+al dx d" dz Vx"+a l • , 

b. 11 = gt sin a. 120. 3n bleiem neinen 3nftrIJIIU lDäd.J~ ber Sinu3 fa~ 
gteldJf6tmig. !Jllmmt d um 10' au, fo IJtrgril!irrt fid) bet Sinu!! um 271fln, 
~eitel\ bet le~tm i:t6imllle, wirb d um x !lJlilluten grDjjer, fo mufi ber Sinll~ 
um y - 2,h I)etme~rt Itlttben. (Qlcrabe ~initl) sin 20° 31' = 0,3601 
+ 0,0019 - O,Sö21j er .. 20'38'. !llie grQP~ild)t 3nterporatloll i~ Iftt alle 
1Jullftione.t lIon einigermaßen ttge[mdjjigem $etlauf bann am $la~t, wenn 
lRe~rere Inn)d)almngtn aU'4ufii~tm pnb. 121. s-t gt~= 4,906 t l IDItler. 
122. 3n t Sdunbm hlUegt r.d.J ein iBaHttteild.Jen tuageud]t um bie Sttede 
z=ct WIrtet, In betfelhn Beit föllt d 11m V=tgtJ!Iletet. BlDtfd]euunb" 

I 

bt~e~t ba~tt bit !Be3it~un8 11'" ::1' i'ie !BQ~n i~ eine ~arll&tI, bte POr.tibt 



98 ll&lllngen (12B-1i6) 

IJUdjtung ber Dsbtnllft lDeift lIa4 unten. Beitm &11~ide Aber illlltf. 
. p~ 

Iielllegung gibt jebe. alllfll~di4ere ~~~~!alir~e ße~tblldj. 123. W = ". 

(~Ilraber.) I) 1/ .. 84.8 m/Bec, b) 'S6, c) 1194,. 11M. 3ft bet Sltom i Im. 
~ete ftad, ro &etr4gt ble IBdnnemeDge Q ... O,Ui'w hinm!alorituj I. 
uRlmm iJalI 1ft Q=28,8i l • 196, Sdjuittllllnfte: ... 0, , ... Oi 11:-1, 
, -= 1; :r; .. -1, , ... - 1. ilie 'unen (teIgen betfdjleben !tad IlR, bn 
ben 4!optillen Wrrten bon ja: entfpndjelibe nil 1ft bem Ilnberu l~mmettiI4· 
126. ilic Jeufben ct~ueln bes !j.lara&el. Sdjnittlmllrte:. = 0, , -= 0; :r; ... ± 1, 
11 ... 01. 127. 3nbnje \JIlnf!ionen. 182. iJIlr tI "" 1 (3iot~erme) blitb 
p-Sltm., flIt n ... l,4.1 (lbiabate), ,-11,61; "-1,1, , ... 7,18; "=1,1, 
11'" 8,69; n-I,S, ,-10,17. 188. ~ie ntte futile gibt bte !j.lerioblaltat, 
Me ill/tite bd Il&flingen ber britten blieber. 1S'1. EdjniH41unfte mit ber 

:11 2. 
X.ldj!e: :r; ... o, -, - ... , e Sie ~nb ill91eidj IBenbe4!unfte. ilie tllngente 

in i~nen &i1betbrn lBinM ±i(.;4.6~ 
mit ber X.ldjle. ßAt bit Sdjeltd bn 

1 . 
fl1rbe ih-,· I{{). ~Ilg-

tIl ~f (;) flt,i: ~utte mlln ~dJ GI 

lufgabe 109; ,'- - yg'-m l giti '" . rillt einfadje tangentenfonftruflioll, 
. I 

bet ShilllUllllllglla.blui ift (I ... !., 
I liI 

blll+(y')I ... ~, y,,-g,i~. 
m m 

Seine .l!ctngt illglridj ber !normalen, 
gttedjnd bom htbfn4!nnft bi§ aUt 

----'lIfof~~----"'!N~- X,ldjle. (t}ig.4.4..:, 143. ßJ, 

fiU!9·8=~-I. ~geo, 1--, 
aetrifdje llluQnfdJaulidJung gibt ßig. 4.11, In ber bai lRtdJled ABC D =- t 
in aIDe! gleicJje ~r4d)en Anlegt !Durbe, bte eine DOll i~nen (EE'BC) llIiebn uH. ,I 91' ,I ( 1 ,I 
144 •• =11(1+2"-1.1.' + 1.2-S.408+ 0 .. ); Y-IIIJI' f.8-1.~08.61 

rp4 ) 11 rp' ( 911 91' ) 
+1.2.S.4,.5.7+··· 0 U6.z ... - 6- 1-'.6+4.6.6.7+···; 

11,1 (" cp' 'P' ) . . 
y = -11- 1 '-3.' + 3.4,.6.8 - a.'.5.S.7.S±··· . 146. IItfttm~09eJ1t 
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108 

1I4i= 180 s=0,6 s ... 1,88&;" IX ... O,887; 

a,.. = 1 + Oi877 + 0,011 + 0,009 + 0,001 
• . 111' 

.. 1,468. 14:7. 15ln s- x + 1.2.8 + 

y 

, 1. t:. 

~, s' + 1.'.8.4..6 + ... ; iel,'1: = 1 +j':"i+ 
+ 1.:8.4. + .... illr lRei~rn untn- \1IQ.'b. 

K , 

~lfJtibm fi~ lIon benm fit ein z 1mb COI z nut ba1iul~, bai aUe QJlieber 
,ofitill finb. iltel edl4tl. btt Illalogte ber fri1~er d&oeleitdm iformela. 

. (~ :1:' z' . z' 
U8.y- .. iel--Ift+-111 +1184 '+llIB4!)8 ,+ .... ,. •• ,. ••• 1ft ....... hI 
14:9. il4a~r·in(bQ' e.B4.f.), 1o lDltb4f .. (e",.)x ... j'InIJ;ti'_l+ :z 1 11 

(:zInn)' (:I:/tllI)' • .. . ,,;' 
+~+ 1.1.1 + .... 11)0, iltjfmllthert man a.~.81nz-m-l.2.B 

Zl z' :z'. 
+ 1.2.8.4.6:t· ··,foerfJdltmaal-r:s+ 1.\I.8.4:t···, alfobtelRelfjt 
filr COB:I: .. il'einimmt genau mit bem auf e. 29f· et~lIltfnen (irgebnl., llberein; 
,ieillo i~ e' bei IIUtn anbeten \}unfttouen. löl-163. \!Ran &muit ben 

~ a.0 b.' tI' 
itnomild!en SaD. 106 unb 1Ii7. Iln G'!'tl tg URl II780 - 84S8 .. 206800' , 
löS. fü I~ (na" ~etr"ie' 22) Bin (a + z)RI ein a + :I: COI a; 
COB (a+z) Rl C08 a-,,; sina; a-4rO',,,;,.. ± 1'- ±0,017'6. Illau 
fIlnn geumttdldJ uub ttd)um\:IJ nlUljllleile.u,. baj blefe !nd~enuto,.,ertt 

:zt 
6" grot lluilaUen müflen. 169. !n11~ 1Iull1l1&e a8 in 'V Rl m + 2 fit 
ilte Ihn"f lIIirb allo al1gma~etl bUtdj rine ~ra&el nle.t, bettu· @ilfleitel 
l1uf bet Y.91djle um III \)etl~o&en I,. iler \1!atameter (e. 17) i~ ~ier 11 m, 
ber trümmung.raMul = In (S. UI.', IUCI' mit ber lulo.140 böUig 

i&eretn~lmmt. 100. 3n "311~rell IIIII"~ e.aul G (1 + l:x,r mllltf au 

(ftult, 'IIlQe~tl1ll i 21, ); a (1 + 1~Or ... h; tim (1 +'l~O) .. 'n'; 
11111 In! 89 B .. 

tI· "" ( P ) A:l-( p ; fI A:l-i- ' allo &ti 3 'I., In :13 3a~rm. 
In 1 + 100 100) 

1111 ,,~100 In.!:. 
, p 



100 
11~"9· 

~It lJIel" fiT e. 
lil frl (Ilgt. S. SÖ) 

$ _ (1 + _!..)n = 1 + 1 + _1 .1 (I _~) 
" 1.1" 

+_1_. 1 (1-~) (l-!)+ 1011·8 " " 
+ ... + ____ 1 -(1-~)(1-~) ... (1- tI-1). 

1·2·S···" 91" 11 

3ft tI .... 1, fo er~Qlt Ulan (1 + ~r .,. 2. Wirb n gröper (2, 3, 

4 ..• ), fo ltIä~ft aud] bie Summe, ba bit iJaftoren, aul bellen bie 
Summanbm ber mei~e ge&ilbti ftnb, gröper hJerben. ~r iebe~ enb, 
ti d]e gRnMa~lige n i~ bie Summe 8 ~~tr tllieber !triller ail 

s =1+1+.!.+~_+_1_+ ... +_1_, 
1 2 1.8 1·3.' 1·8"," 

benn ~ier finb bie ~aftortn 1 - ~, 1 - f uflD. burd] ben gröBeren 

!Ben 1 erfeil. 81 i~ lVieber rltiner aCI 

B = 1 + 1 + .!. + _1_ + _1_ + ... + _1_ ullb " fttilltt 
I I S . I 11 oll . I 1,,-1 

all s = 1 + 1 + .!. + ..!.. + ... _1_ + ..!.. + .... I I ,I S"-1 I" 

tie ~ierill ßuftretenbe (unenbtid]e seomdrlld)e) 9trl~ ~at nadj 
So 64, lufs 143 ben Wett 

1 . 
--1 == 2, alfD i~ B. - 1 + 2 - S. 
1- "i 

Wür jebel mbfid]e ", lDetd]eI gröper all 1 ;~, ~at B rlum IBert, 
bel' altlifcijen 2 unb S liegt. 

.Bur engerm liingrenaung fann man s = 1 + 1 + Ef feten, 

11 __ 1 (1_.!)[1+.!.(1_~)+_1 (1-~)(1-!) . 
..... 1·1 " 8 " 8·' 11 11 

+ ... _1 -(1 _~) (1--.!.)'" (1- 91-1)]. 
S·'· .. " tI tI tI 



Jtonllerge114 bu lRet~e fit e 101 
B, ift gröpn 01. 0, bcl iebtt Summanb ~oßtilJ trt, uub fteiner 01' 

1 [ 1 1 1 ] 
r:! 1+ 8 +i7i+ .. ·8 ...... " 

ullb um fo me~r i~ 

1 [ 1 1 ] Rw<r:"i l+ i + ii + .. ·· 
i)ie geomdrir. lei~e in bet flammet ~at bie Summe 

1 8 
--1 --t' 
I-i 

ba~n liegt Rw AlUif~en 0 unb t, , AlUif~en 2 unb 2,75. aon 'Dnnte 
jett entf"re.nb 

s _ I + 1 + _1_ (1 - -~) + » 1011 tJ ~ .. 

i*n unb Ba in llrenaen einf~lieien, lUir fii~n ober bie betreffenbc 
Überlegung glei~ ollgemein bur~, inbem l1Iit' B nQ~ p 'fiebern ab, 
bred)en uub ben Sl* B, nennen. 

,~_1+1+_1 (1-~) 
1·11 t& 

+ ... + 1 (1 _ ~) (1 _!) ... (1- P - 2) !- R .. 
1 ., . 8 ... (P-l) "''' t& I 

B - 1 (1-~) (1-!) ... (1 - !.::.!.) 
'P 1.".'''P "" " 

[1+ P~1 (1-*)+ (P+l)l(p+t) (1-*)(1- '!1) + 

+ ... + (P+l)(P~t) ... " (1-:) (1- 'tl) ... (1- "~t)} 
~4 nur "otmlJe \Jaltoren unb 8lei~gtieber auftreten, * B, gt'llier 

l1(t O. tlnbetfeitJ ~t 11Ion 

1 [1 1 1 J 
BI'< 1.l!.S:-;-.p 1 + , + 1 + (P+ l)(P+t) + ... (p+l)(P+lI)"." 

unb um fo me~r 
1 [ 1 1 1 ] 

Bp< N.s ... p 1 + p+ 1 + (p+l)'+ (p+l)' + .... 



"fr R{Bmmerin~G(t 1ft 
1 lI+t =-- .... -, 

1 __ 1_ I 
p+1 

bG~er liegt B, &tvif~en 0 unb 
p+1 

1.2.8 ... p.p· 

'l)ClI tiemedmllUerte biefer oberen irmac fit bGI Re!lglieb 1ft, bat 
~e non 11 IInllb~lingig ift, Glfo fitt jebe ber .sG~(Cl1 11 = 2, 3, 4 •.. 
gUt, IlClg ffe Clu~ no~ fo ~~ fein, ffe ift Glfo GU~ im irenafaß 
(fi = <Xl) ri~tig. ~nn ge~t 

s =0 1 + 1 + 1\ (1 - i) + 1. ;.8 (1 - ~)(1 - ~) 

+"'+1'1I,,~(P~1)(1-;-)(1-~)' "(1 _.P~II)+B, 
iber in 

111 
c == 1 + 1 + w + 1.11. S + ... + 1.1l. 3 ... (1/-1) + B,. 

"'fir p =r , liegt j. ti. R, aWir~en 0 IInb i\. e 6wif~en 

1 + 1 +t +t ... 2t 
unb 

2i-+i\ "" 2~, 
Glfo alllif~en 2,666 unb 2,719. 

(ij läDt n~ leidjt &eweifen, bClD, je gröDer p gtWä~(t wirb, um 
fo fleiner bai !JteftgHeb B, wirb, um fo mger Glfo bie ~tenaen finb. 
in bie e ringefdlloffen wirb. 

1+! 
_p+1 P 
1· 11·8· .. p.p'" ~i-;-:-:P' 

Sirb p immer gröBer, fo nii~ed fi" ber lteiner lUerbenbe 84~let 
immer Dle~r ber iin~eit, I1lli~renb ber !nennet bdirbig groD wirb. 
tler Sert bei IBrudjel wirb nlfo mit ItICldjfenbem p beliebig flein, 
um fo me~r B" bie 9lei~e fi'lr 11 nli~ert fidj mit ~eigenber 'Heber. 
aCl~l un&egrmat bem !Berte e ... 2,7182818284 • " 



t) y=a, '11'=0 

2) '11 = a~, y' = a 
116) y = 61g~, '11' = z,~. 
i 1"J) y=a-, y' =a·"lna 

0) '1' a ....... -I .. y = ax , '11 - n.... 18) y = Sil {l], y' = (,tol ~ 
4) CI, na 19) 'I' = <t.f (1;, 'I" = Sill Z Y=z,:-, Y =-~ v v 

") ~JI; * 20) '11 =!O (1;, '11' = 10,1, x 
iJ Y = a r (1;- = ax , 

p t 
y' = l!! trq - 1 21) y = <t*O(l;,1I' =- ~ill":B 

q 1 
6) y = sm x, '11' = C4l8 x 22) u=.rtShl{l]; 11'- yx'+1 

1 
7) y=tlOsx,y'=-siux 23) y=llrrG:.fx;yl·1"X1_l 

1 1 
8) y=tgx, '11'= eos'Q) 24-) lI-lfC!ß(I;; 'I/'-I_z1 

1 , 1 
8) y=ctg:r,U=-.in'x 1 26) y-IrtCUgx;1I'-I_it 

1 26) y = U + 11, y' = u' + v' 
lO) '11 =arcsinx,y' ~/-12") MJ-J' 

rl-al' • U=U-11,1I ='u-" 
ll) y = are cos x, 2-8) '11 = "I (x), y' = cl (x) 

I 1 
29) y =111),11' ='U',,+tlu Y = - 1"l-:r;' 

ta, f.. I 1 oß) " , "'tl-V',, ., y=arc"!;x,y =: l+x' uv '11=;;, y = ,,' 

(8) y = are c~ :r:, 
, 1 

Y = -1+11:1 

1 
14) Y = ln.~1 '11' =;; 
15) y = e-, '11' = er! 

si) y = I (qJ (x» = f (~), 
'1/' = f (:I) qJ' (x) 

:J2~ ~~ qJ «(1;, '11) = 0, 10 iP 
.i= i •. ~ " -r;·O'll 



Von Studienrat Dr. M. LindlJfl! erschien femer: 
Integralrechnung. Unter Berücksichtigung der prakt. Anwendungen in d. 
Technik. Mit zahlT. Beispielen u.Aufgaben verseh. 3. Aufl. Mit 43 Fig.imText u. 
200 Aufgaben. [1025.] 8. 1921. (ANuG 673.) Kart. M. 20.-, geb. M. 24.-

..... Der VerfUler hat e. ventudeu, in kllD gecIrlIugtem Raume UUI ein IIberau. klare. 
Bild vou dem Weleu der Dift'ereutia1. und Ialegralrecbuang &U geben und bri.gt .... alle .. 
auch eine groJe Me.ge Beispiele aUI deu vencbiedeDlleu Gebieten der Technik, wodarch 
du Buch heaouden fIlr d"n Praktiker .... ertvoll wird." (Techa. Mitteil. u. Nachr.; 

Differentialgleichungen. Unter Berücksichtigung der praktischen An· 
wendung in der Technik mit zahlreichen Beispielen und Aufgaben versehen. 
Mit 38 Fig. im Text und 160 Aufgaben. [106 S.) 9. 1921. (ANuG Bd. 589.) 
Kart. M. 20.-, geb. M. 24.-

Alo Ergwung IU den beiden bereitl in 3. und + Aullage erschiene.en Bäuden Differe.tial· 
u.d I.tegralrech.ung d.. gleichen Verf .... r. will der vorliegeude gleicbfall. au der Ha.d 
von prakti.che. Beispielen uud Aulgabeu i. die Rech •• ngsart einrübren, die der math .. 
matiocben UUlan.ch •• g der Be .... eguug.vorgänge die"t. 

EinfÜhrung in die Infinitesimalrechnung. VOD Prof. Dr. A. Wittitlg, Ober· 
studienrat am Gymnas. zum Heil. Kreuz in Dresden. Bd. I: Die DiH'erentialrechnuDg. 
3. Au~. Mit! Portrittaf., YielenBeisp. u. Aufgab. u. 33 Fig. i. T. [IVu. 52 S.] 8. J 920. 
Bd. II: DieIntegralrechnung. 2. Auft. Mit [ Porträttaf., 3S Beisp. u. Aufgaben u. mit 
9 Fig. im Text. [50 S.] 8. 1921. (Math. Phys. BibL9 0.41.) Kart.je M. 12.-

.EiDe methodisch puz voniigliche. alllfllhrliche und klare EinführQng, die in ihrer Eigen 
art den erfahreuen Sch.lmanll verrät." (llatur und UnterrIcht.) 

Differential· und Integralrechnung. Von Dr. L. BieIJerllack. Prof. an 
der Univ. Berlin. I. Differentialrechnung. 2., verm. u. verb. Aufi. Mit 34 Fig. 
[VI u. 132 S.l 8. Kart. M.34.- II. Integralrechnung. Mit 25 Fig. [VI u. 
142 S.] (Teubners technische Leitfaden. 4 u. 5.) Kart. M. 38.-

Der GegeDStaDd der einführenden Universitätsvorl .... g Uber Düferential. w,d Integral· 
rechnung wird bier in knapper, aber leichtfaB1lcher Form dargestellt. Die geometri.chen 
Anwenduugen si.d UberaU in gehOriger Weise berl\cUichtigt. 

Lehrbuch der Differential· und Integralrechnung und ihrer An· 
wendungen. Von Geh. Hofrat Dr. R. Frickt. Prof. an der Techn. Hochseh. 
Braunschweig. gr.8. I. Bd.: Differentialrechnung. 2. u. 3. Auf!. Mit 129 in d. Text 
gedr. Fig .• [Samml. v.253 Aufg. u.IFormeltab. [XII u.388 S.][92I.Geh.M. J 20.-, 
geb.M.144.-. I1.Bd.: Integralrechnung. 2. u. 3.Auft. Mit looin d. Text gedr.Fig., 
J Samml. v.242Aufg.u.I Formeltab. [IVu.406S.)1921. Geh. M.[20.-,geb.M.144.-

Das Problem de. Outerrichts in den Groudlagen der höheren Mathematik .. den Tecb· 
niochen Hochschulen in seit mehr als ..... ei Jahnehnteu nicht nDr wiederholt b •• procheo und 
in Monographien heha.delt. IOndern hat aDch die Gestaltung der nen.ren LehrbuchHteralur 
wesentlich beeiuilult. Ancb du vorliegende Lehrhuch ist a .. dieser Bewegung hervorgewachseu. 

Sammlung von Aufgaben zur Anwendung der Differential· und 
Integralrechnung. Von Geh. Hofrat Dr. F. Dingeltity. Prof. an der Tech· 
nischen Hochschule Darmsta4t. r. Teil: Aufgaben zur Anwendung der 
Differentialrechnung. 2. Aufl. Mit 99 Fig. [V u. 202 S.] gr.8. [921. Geb. M.112.-
11. Teil: Aufgaben zur Anwendung der Integralrechnung. 2. Auft. Mit 96 Fig. 
[IVu.382 S.] gr.8. 1920. (TmL 32.) Geb. M. [20.-, geb. M. 144.-

Das Buch berl\ck.ichtigt ader Anwendungen In der Geometrie auch lolche in der Physik 
und Technik. Dabel si.d zur Lösung der den Zweigen der Technik eDtnommeuen A.fgaben 
b ... ndere technische Vorken.toi •• e entweder nicht erforderlich oder, wo sie wün.chenowert 
erscheinen, .ind die nöligen Erläuterungen gegebeu. 
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Teubners Technische Leitfäden 
Die Leltflden wollen zunlchst dem Studierenden, dann aber auch dem Prak. 

tlker In knapper, wllsenschaltlldl elnwandlreler und zUllleldl Obertldltllcher Form 
dal Wesentliche des Tatsachenmaterials an die Hand gebell, das die Grundlage 
seiner theoretlichen Ausbildunll und praktischen TAU"kelt bildet. Sie wollon Ihm 
diese erlelclltem und Ihm die Ansdlaffunll' umfllngllmer und kostspieliger Hand. 
blldler ersparen. Auf killre Ollederung des StoHes audl In der ilur.eren FOrm der 
Anordllung wie aul seine VeransdlllUlidlUng durch einwandfrei ausgeIOhrte Zeldl­
nungen wird besonderer Werl gelegt. - [,Ie einzelnen Blinde, 10r die vom Ver. 
lall die ersten Vertreter der verscbiedenen Fachgebiete gewonnen werden kounten, 
erscheinen In rascher I'olle. Bisher sind erschienen bJ\\'. uater der Presse: 
Analytlsrhe Geometrie. Von Oeh. Hofrat Or. R.l'rlcke, Professor an der 

Tedtn. liodlldlule ZU Braunsdtw. 2. Aun. M. 96 Fig. VI u. 125 S. M.34.-. (Bd. ].1 
Darstellende Oeomelrle. Von Ur. M. Oro.8mftnn, Prol. an der Eldgen. 

Techn. HochSchule zu ZOrich. Bd.l. Mit 134l'lg. u.l00Übungsangaben. 1922. (Bd.2.) 
[Unter der Presse 1922.) 

Darstellende Oeometrle. Von Dr.M. Großmann, Prof. a.d.Eldgen.Tcchn. 
Homsch. z. ZOrldl. Bd. i1.2.,umg. Ann. Mit 144 I'lg.IVI u.l54 5.]1921. (Bd.3.) Kart.M.38.-

Differential- und Integralrechnung. Von Ur. L. Bleberbach, Prol.a.d. 
Unlversltllt Berlln. 1.0iHerentlalrechnunll". 2., vermehrte und verbesserte Aullage. 
Mit 34 Fig. lVI u. 132 5.] 1922. (ßd.4.1 Kart. M. 34.-. 1l.lntegralrechnung. Mit 
25 1'11{. lVI U. 142 5.] 1918. (ßd.5.1 Kart. M. 38.- . 

Funktionentheorie. Von Dr. L. Bleberbach, Prd. an der Unlve1'Sitlit Berlin. 
Mit 80 FIII. IIV u.118 5.] ]922. IBd.I4.) Kart. M. 32.-

Einfilhrungln die Vektoranalysis. Mit Anwendungen al1l dIe mathemat. 
Pbyalk. Von Prol. Dr. R. G ans, Dir. des physlkaUsmen Instituts der Unlvers. 
LaPlata. 4.Aull. Mil39Flg. IVlu.lI8S.] gr.8. 1921. Oeh.M.55.-,geb.M.70.­

Praktische Astronomie. Oeograph. Orts· u.Zeltbest. VonV.Tbelmer, Adjunkt 
a.d. Montan. Rodlsch.zu Leoben. Mlt62Fig. (lVu.I27S.] 1921. (Bd.13.) Kart. M.34.­

Feldbucb lilr geodätische Praktika. Nebst Zusammenatellung d. wldltlglten 
Metb. u. R'geln sowie aU5gef. Musterbeispielen. V. Dr.-Ing O. Israel, Pro!. 11. d. 
Techn. Hodlsd!. In. Dresden. Mit 46 I'lg. IIV u.l60 5.1 1920. (Bd. 11.) M.40.­

Erdbau, Stollen· und Tunnelbau. Von Dlp!..lng.A.8lrk, Prol.a. d.Tecbn. 
Hochlchule zu Prall'. Mit 110 A bh. IV u. t17 5.) 1920. IBd. 7.) Kart. M. 32.­

Landstrll.8enbau einseh!. Trassieren. V.OberbauratW.Eutlng,Stuttgart. Mit 
54 Abb. I. Text u. a. 2 Tal. IIV u. 100 S.l ]920. IBd. 9.) Kart. M. 28.-

Orundrl6 derHydrauilk. Von Holrat Dr. Ph.l'orchhei mer, Prol. a. d. Temn. 
Hochschule In Wien. Mit 114 Flg, im Text. IV U. 1185.11920. IBd.8.) M. 32.­

Hochbau In Stein. Von Geh. Baurat H. Walbe, Prol.a. d. Tecbn. Hodlschule 
zu Darmstadt. Mit 302 FiR. Im Ted. lVI u. 110 5.1 1920. CB<! 10.} Kart. M. 32.­

Leitfaden der Bausto flk u n deo Von Geheimrat Dr.·lng. M. F oe rster, Prol. an 
der Tedln. Rodlsmule In Dresden. Mit 57 Abb. I. T. IU. d. Pr. 22.] (Bd.15.) 

Veranlchlagen, BauleitulI!!, Baupolizei, Heimatscbutzgesetze. Von 
Stadtbaur.Fr.Sc h ultz.Bleleleld. Mit3TaI. (IVu.1!iOS.Jl921. (Bd.ta.) Kart. M.36.­

Mechanische Technologie. Von Dr.R.Bscher, well.Prdessor an der Eid· 
genIIssischen Ttchnlschen HodlSmule zu ZOrich. Mit 4]8 Abt>. Im Text 2. Aun. 
lVI u. 164 S.I 1921. IBd.6.\ Kart. M. 42.-

Maschinenbau. Von Ingenieur O. Stolzenberg , Direktor der Ge­
werbeschuleu.d.gewerbl.Fach-u.FortbildungssdlUlenzuCharlottenburg: 
Bd. J: Werkstoffe des Maschinenbaues und ihre Bearbeitung auf 
warmem Wege. Mit 255 Abbildungen im Text. Oeb. M. f.6.-
Bd.ll: Arbeitsverfahren. Mit 750 Abbildungen im Text. Geb. M.{6.­
Bd.lII: Methodik der Fachkunde U. Fachrechnen. M.30Abb.i.T. Kart.M.38.·--

Fachkunde für Maschinenbauer und verwandte Berufe. Von 
Dir. K. Uhrmann, Gewerbeschulrat der Stadt Köln, Ing. F. Schuth, 
Gewerbelehrer in Köln und Ing. O. Stolzenberg, Direktor der Ge­
werbeschule und der gewerblichen Fach- und Fortbildungschulen zu 
Charlottenburg. Mit 498 Abbildungen. Geb. M. 40.-
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MathematisdJ-PhysikalisdJe Bibliothek 
Gemeinverständliche Darstellungen aus der Mathematik 
u. Physik. Unter Mitwirkung von Fachgenossen hrsg. von 

Dr. W. Lietzmann und Dr. A. Witting 
Oberstud.-Dir.d.OberrealschulezuOötllngen Oberstudienral, Oymnasialpr.I.lJresdeu 
Fast alle Bändchen enthalten zahlreiche Figuren. kl. 8. Kar!. je M. 12.­
DieSammlung, die in einzeln kaulUchen Bändchen in zwangloserFolge herausgegeben wird, 
bezweckl, alten denen, die Inleresse an den malhematisch-physikalischen \\ issenschallea 
haben, es in angenehmer Form zu ermöglichen, sich Ober das lIemeinhin in den Schule. 
Gebolene hinaus zu belehren. Die Bänllchen geben also leils eme Vertiefung solcher ele· 
mentarer Probleme, die allgemeinere kulturelle Bedeutung oder besonderes wissenschaft· 
IichesOewlcht haben, teils sollen sie Dinge behandeln, die den Leser! ohne zu großeAnforde· 
rungen an seine Kenntnisse zu stellen, in neue Oebiete derMathematik und Physik einffihren. 

Bisher sind erschienen (1912/22): 
Der Begrl" der Zahl In seiner logt,eben und Die GlUftdla,en unsem Zettreehnllllg. Von 
hIStorischen EDlwlcklung. Von H. Wie- A. Baruch. (Bd.29.) 
leitn er. 2., durchgeseh. AnlL (BtI.2.) Die mathemaL Grundligen d. Varllllons· a. 

ZtilernandZlnefDlY.lem~. Von B.Ulller. Vererllungslebre. Von P.RiebeselL (24;) 
2., neubearb. Anl!. I: Die Zahlzeichen ~er Mathematik und Biologie. Von M. Schips. 
alten Kultan6\ker. (Bd.l.) 11: Die Z. Im (Bd 42) 
Mittelalter und in der Neuzeit. (Bd.34.) M • . k d T 

DIe 7 Recbaungsarlen IRH allpmetnen Zell- athematl an MalereL 2 eile in Illallde. 
len. VonH.Wleleitner. 2.Ann. (Bd.7.) Voa 0. WolIL (Bd.3)/.11.) 

Elnlßbrung In die Innollellmalrecbauna. Der Golden. Schollt. VouH.B.Tlmerdiag. 
Von A. Witling. 2. AulL I: Die Dille- (Bd. 32.) 
rentlah n,Dle integralrechnuag.(Bd.9 a.41.} Bellpte1e lur GelChlcht.der Matbematlk. VOI 

Würschelnllcbkeillrechnuoa. V. O.Meiß- A. W Itli nll nnd M. üebhard. IBd.I5.) 
ner. 2. ... ul!age. I: Orundlehren. (Bd.4.) Malbemillker-Anekdolea. Von W. Ahreos. 
Il: Anweaduogeu. (Bd.88.) 2. Aaß. (Bd. 18.) 

Vom perlodllchea Dlllmalbrueh IUrZahlen· Die Quadratar d. KreISe •• Von B. Beulel. 
theorie. VJln A. Lem.n. (Bd.19.) 2.Auft. (Bd.I2.) 

Der pvthlgorelsehe Lehnatz mit elnlm Au... Wo IItCkt der Fehler? Von W. L i e 11 m a nI 
bHcti lul da. Fermallcbe Problem. Von IUId V. Trier. 2. Aull. (Bd.lo.) 
W. Li elzmann. 2. AulL (Bd.8.) Gebelmalue der Rechenkßnstter. Von Ph. 

Darstellende Geometrie d.GellndH u.verw. Maennchen. 2. Aall. (Bd.I3.) 
Anwend.d.Metboded. kotlerLProlelllloneD. AbgekGrlte Rechnung. Von A. Witting. 
Von R.Rolhe. 2., verb. Aan. (Bd.35/36.) (Bd.47.) 

Metlloden zur Ulang ,eometrtlcher Aul- Rtnen uad Zwerge Im Zahlenreiche. VOI 
,aben. Von B. Kersl. (Bd.26.) W. Lietzm ana. 2 .• 'ull. (1311.25.) 

EtnfGhnnllln die projektive Geometrie. Von Die malhemallSChen Grundlagea der Lebens· 
Mo Zacharlas. 2. Aun. (l1li.6.) versicherung. Von H. SchOlze. (8d.46.1 

Konstruklloaen ID begrenzter I!btae. Von Die Fallgeletz.. Von H. E. TimerdiDg. 
P.Zßhlke. (Bd.lI.) 2. Aafl. (Bd.5.) 

Nlehleuklldlsehe Geometrie la der Kugel- Alom·und Quantenlheorle. Von P.Klrck· 
tbene. Von W. Dlee k. (Bd.31.) berg er. (Bd.44/45.) 

ElnfOhrung la die Trlgonometrte. Von A. IonendIeorte. Von P. Brlaer. (Bd.3&) 
Wil ti n g (Bd.43.) Oll Relati"ltlllprlnzlp. Leichtlaßlich eil· 

ElnIßhrungl.d.Nomograpble. V.P.Lacke,. wickeil "on A. Anllersbaeb. (Bd.39.) 
LDie FunktioDsleiter (28.) II.DieZelchDIIIIII Drehilich dl.Erde? VonW.Brunner. (17.) 
~Is Rechenmaschine. (37.) theorie der Planetenbewegunll. Von P. 

Theorie und Prols du logarltbm. Rechen- Meth. 2., umg. Aun. (Bd.8.) 
achkbera. V ..... Ro h rb erg. 2. Anlt.(Bd.23.) Benbaehtung d. Himmels mit elnfach.lo81m­

Die ADlertlgUnl mathemaL Mod.Ue. (FtIr meaten. Von Pr. Rusch. 2 .. ~nf\. (Bd.I4.j 
Schaler mfttl. KL) Von 1(.01 e beL (BcLI6.) Matbelll. Strelflflge dureb die Geschichte der 

Kif te und Kroki. Von H. Woll!. (Bd.27.) Altroaomle.VonP.Klrehberger.(Bd.4o.) 
In Vorbereitung bzw. unter der Presse": Doeblemann. Mathematik und Architektur. 
·Kersl, Einftlhrung in die Planimetrie. WInkelmann. Der KreIset. Wollf. Feldmessen und 

Höhenmessen. WIUlng, Oraphische Darslellul1ll. 
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t) d. & •• tc e tf • e oft u a fh., c e f 
.cuttDkarlff. &ec Imll •• I1&ulI, In &ec fltecClluc.tfcfJi4Jt,. 

'tJ.)3101.0r.Ii.( Imal I n gCI. G)cb.lR.56.·,9tl 'llt.72..,lnßal~fr.1n.I90 ... 
'Da DOdlqmh ~D" IDUI Oll O)liIllb6l8dft. IUlIQlal8c1"~tH"'. 1kId1 •• llh.o ... 

flllllllm, Q la4It &ca l'"llft Oll ~"nltl •• aul,,*llIa, 10 dn. l'ePlmllung bct 16110 
Iitm, l1Ii!<tcn. _atll"m 6t11c1 ,a •• &m anO m~t rine 3611e neun IIlnn .. tm aatt 
bfa liIaalllil.en PIOlID unb bu 1)1"tllllt. 

'llon beut,.ct SAtt uab ~unrt 
€me\l)cuij4Jfunbe. ßelnusgegt~en ~on 5tubienlilt Dr.'lU. ß olPattlel •. 

9., vab. :J\ull. 'lltit 42 5:aleln unb 2 starltn. <l'e~. 'lll. 52.50 
'D0.1D'~lhaIll5 Mcfll l'U"15 IItgl bOIIn, baD Q uns bl. Jtlalt unb 'lUnqclt Im :111111< 

lII.fIm !.&ca lebrt. 11. 'riat une ben 'lUtjlln unlll dglaQ "ct" unb ft~n, in f.n~ unb 
'Doqanb \'laD' bll 'D.uII .... ,' (Ollloril~' 8dllcIJrllt.) 

?loH unb 'llofuldnb 
5~Qffen unb ESc\lauen. l5D. I. 4. :J\ull. <l'e~. 'lU. 60.­
:J\u~ In 2 5:eil&änben erbiillli~. I. 'llt. 28.-. 11. 'lll. 95.-

,,'DIeI •. :JItI tl4ctsbüIOllli"nl'lIbulg .tfdldnt al. Oll IOllfuil9fD.II~I'lU.o lUI 111)11' 
'ua. _ al06m 'lIotilJlIOlgclübl ,UIII 'lIl1tjQlaf~lDußllcln." (Ugli~e ~anbl~IIII.) 

~ C t ~ e a f cJ) e a fDe in u a b <tU e t ben 
5~affen unb ES~auen. l5b. 2. 9. ~ufl. <l'eb. 'lU. so . ..:.. 
~u~ in 2 5:eilbllnben erbilltli~. I. 'lR. 24.-, 11. 'lll. 28.-

ijüblt In bft ttelmn 3ulamm.nbang. bel bculldlm glinlg.n 'lUelt blt (!leacRlOall ein, -
'lUllb,n, 'lUden unb :l\ulgabcn unlml Jtultu~ 10ft Ibl' 'llol4u.febungln Im Ilibli<\Jln 
unb grilUgln 'Dalctn b .. 'lltlnidlln oRDcigmb unb ,Ir ,multlt,n fe&m.IGbruno .nlollenb. 

~ie <ßroßmdcJ)te unb bie <tUclthife 
'Uon prol. Or. ')t. st i e 116n. 2. :J\ull. start. 111. 24.·, ge&. 'lR. 30.· 
.ltjcl~ns 'lltrinltld)olt 10 bll IMPpen ~ll1IlIlrinil I~ b.tannt unb fein ."110118111 

IIlallelen IGI b .. 'Xld)t Ibcnlo. 60 IOlrb ba. ncul l'lud) eine 6d)ule bIt ec16n"lennlnIt, 
oblt Gulb k. DillifdleR 'lUUlm.,'· (Stllll\Jrifl für '!)eall~De.) 

. ~ie beu~d)e fijdt in i~ter gef4Ji4Jtl. «ntlOidluug . 
m \'Imll &11 ,UIO)IOlnlOoll. 'llon JlI#I. Dr. iI.lhmotlR8C1. I. tlb. 'llOI Onblt 
&11 ,um :IIa.goao bll 'Xomantlr. I»~. 'llt. 6~.-. 91b. 'l!I. SI .-. 11. tlb. 'llom :l\u.goll 

bn 'JIomonlil bl5 ,ur O)lgmlDact. Q).&. 'l!I. 4S.-, gl'. 'llt. 67.so 
"'Dlr'lIei,,tum 1IIIQ).mütslOlllln beulfdlltu.lcblOll)elllcblr'Dldltung In bat &mlldlc€rll'nll, 

... bIt ftfllm bicfem niecrmübmbcn, 111I1I1I0Rugenbm'llllrlc entnlmml.· ('tIeae aar.alg., 

iIlUt Uleimou 'llumdcf)fnh 
Ei~1Uct.lDodbe u. bOI beutfdJe febenefrogen In unferer flof' 
'menf~~tit6Ibeof. 'non pul. 0. flf~ent)i~tung.'tJon<l'9mnlln"," 
Stl5ornbaufen. (l5D.I.) stad. biretlorprof.t).ES~urI9. (l5b.2.) 
'lU. 25.- stad. 'lll. 97.SO 

~ i e !J\ n ·t U e ~ u lt u t 
In I~ren ßauP!Jügen bnrgeftelfl Don O&erftublenbir. Prof. Dr. 3.Polanb, 
1)lr. prol Or. ~ ')teilingn unD O&errtubicnbil. prof. Or. 'Jt. 'magner. 
'millI 8 :Jlb&. im 5:eJ4 6 ein. u. mebrf. $;af. u. 2 planen. <l'eb. ca. 'lU. 60.· 

~Ictct ein eciom'bUb bel :!taille 01. bIt n.. II ü~IIIId)1t IIntfaltala ••• &teIlenbm 
ft&m5al.aflung ecled)if"'lÖmlfcbin I»l1f1ct 1I 6"ot unb 'I1llrtfcbofl, jll 'lUllIenf""t gab 
JtURP, P~tlof~11 aRb ')I.lIglon, fcben allb 5:rclm. . 

'lJer(aQ DOn lS. ~. 5:eubnn in fetl')ig unb lSnItn 



~ cut".n ... an,nfcffetn,.'.n.n ••• 
UlobQcflr ''''''tc Ddo'nl1llDClfe afta bculfcbet ~ fGtt beutfcbe 0-
'DIIe...I ... nItIIIl"t Der 1OO~1\)ft ltI'ra GI. 'OO><7OCID('D\.60.-),7S><SSCIII 
Oll. 500-), '0\1><41 cm ('lR. :10.-), 60><50 cm ('lR.40.-)" SS><4I CIII .('11. Q5,.), 

.,><90 CIII ('lI. 25.-). ."~,,"oll. "4l1li118 fI. IItraCl 'nIcdlllllt. 

'n c u: ~I. in c oft u n't & lcI tt c C 
IIX" cm I' 'I!L .... f::I,bcl.llIn, 3m pali. PftII$d,:I\_ 'IlI,.r. 6t«CI, U.tCl ... 
• 1... &,anl' unO 'III~ .. $t .. blll.. iltutcl, l!cI 'IIIonbmll!ldn. 'nIetCl J "'lcIlIGtc. 

e"'attcn&ilbcc 
R. "."Iefen". "Per aspera ad astraM• '''''UIII, Die 941t1i. b .. DD(I~. 
'nIanb\dtltl ftII\aulmb "111«111. (201/.><~:1 QIII) 'llI. <10.-. :t,IIMIOct alt 'lIlGIIbfddc 
(4IXIO~m)1c '111.90.-, (11)(1 e cm) ,~,o.-, ".l1li'111111 "" •• :RulG'lo ~~ • 
.,.,BIi •• flug.nb·. I 'Jllapptll. IDU 1110 81d (25'/.><94 cm) Ida. eo.·. 
ItnJCOObCl Ic 'li. $.-. llII$ ,1I4mt In utII .. iIIu'fü'l. ,qa\dl" 
ftlaOnmuflf. IY 81111n (15'1.>04 cm) 11 'l!Iappc '111. SO.', 1I_1G4I 711. $." .m. flul'. lSd)mlOt (to><J5 cm)f,'lII.4.50. :R" glcqllllin utII.I,bcIIa,. ... 
I&'m .. "'."''''- 8IulI ...... rd. ')\eilenl,ld. 'DCI aclu •• 'Der fIt"''''t!. IIn #dI'"n9l" 
~D. 'Die 3 __ 1. 'llct allel an .abn·. :R .... mang.DCI! ••• :R. IIiplncllo lItI. 

'IIId11. Ein 'lII11~. 'llct aleballllllg. 

i' c u & .. U I ~ a nftl ce p 0 ffte 0 c t c n , 
(:Rulf. 'U~III'" 'tJ'dag 111 ~18.) Olk stollt 60 ",. :lItlbt oon 12 stalten 1tI!IaI1.". 
111. 6.·, Ilbeltallt oaltt 11)1 .. mlll.l»olJCI \llaloRu ... ab 6.uul c41g obll ... 1 'lII. '.80, 
'DII mll* '1JIi~ ~ au.ln IIlnlll rialm \'lolllä~m"' .. ('IlL9.- .-. •• 'llI. 10.50, edle 
'llI.8.10), obel I. ltllltU .... m ,tfig obI! 0l)Il1 ('IR.5.1O). :tm6atre ftünflltrllclllJlf4" 
nllllO" ltI '2 ')\ej~... SlIIbllRI stiiafller,,,,ltnlea lI1I&f/llllnna'Oen neutrR 
1Rd11ft. ,. 'lIIaca, 1Rotenltl~ 2.ltillH$. 6onncnlli;!. 9. 8ulltlfo~ &mmCl Im '!lIOOl. 
... 6011-" lIioIllID.llDllk. s. ltübn 11., Olm !DIIDm 31mlllIL iiln Umlc\ll •• 'llI. !lo­
..,1""'lII\Ie ."IIfQI\Otr In 7 ,)\eI~In. (stlab.fmuIlMI'lIL -.60. "eibe 'llI. 6 .. ). 
!Ru .... blrl ..... 6,1tlllln no.lllelMl)rlc\la. Donl)dll3tt'u. '.'DCl9ull 
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