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Die Sammlung
Aus Natur und Ocifteswelt”

nunmebe Gber 800 Binddyen umfaffend, bietet wirtlice ,Einjabrungen”
in die Hauptwifjensgebiete it den Unterridyt oderGelbjtunterridytdes
Laien nad) den heutigen metbodijchen Rnforderungen, jeit threm Entfichen
(1898) den ®cdanten dienend, auf denen die beute fo midtig entwidelte
Boltshodidulbewegung betubt, Sie will jedem geiftig Miindigen die
Magltdyteitichaffen, fich obne befondere Voctermtniffean fiherfies Quelle, mie
fie die Darftellung durdy berufene Vertreter det Wiflenichaft bietet, abet jedes
®cbiet der Wiffen)daft, Runft und Tecdhnil 3u unterrichten, Slewill ibn dabe
sugleidy unmiltelbar fmBeruf fdcdern, den Gefidytstreiserweiternd,
die Ciniidy in die Bedingungen der Berujsatbeit vertiefend. Diejem Bes
diteinis tonnen Stiszen im Charatter von , Russigen” aus grofen Lebrbadern
nle entipredyen, denn foldye fesen eine Verirautbett mitdem Stofieidhonvoraus,

Die Gammlung bietet aber audy dem Sahmann eine vafdhe 3uvets
1&ffige Dberfidyt fiber die fih beute von Tag 3u Tag weitenden Sebiete
des geiftigen Bebens in weiteftem Umfang und vermag fo vor allem audy
dem immer fideter werdenden Bediisinis des Sorfders m dienen, fid
auf den Nadbargebicten anf dem laufenden u erhalten.

3n den Dienft diefer Rufgabe baben iy darum auc) in dantenswerter
Weife von Rnfang an die beften ANamen geftell, gern die Belegenheit
Denudend, ficy an weitefte Keeife yu wenden.

S0 tonnte der Gammiung audy der Erfolg nidt feblen. Webe als die
Dilfte der Bandden liegen, bei jeder Ruflage durchaus new beatbeites,
Bexeits in 2. bis 8, Ruflage vor, insgeioms bat die Sammbung bis jedt cine
Betbreitung von faft 5 Willionen Cremplaren gefumden.

Rlles in atlem find dle {hmuden, gebaltvolien Bande bejonders geeignet,
die Sreude am Budye 3u weden und daran 3u gewdbnen, cinen Bekrag, den
man fir Cridllung torperiiher Bediriniffe nict anpufehen pflegt, audh Fir
die Beftiedigung geiltiger angumenden.

Wenn eine Verteuetung dev Sammlung infolge der auferordentlichen
Giteigerung der Derftellungstolten - find dody die L5bne auf das Rebtzebnfache,
die Waterlalien auf das Sinfundywansigs bis Sinfunddreifigfade (teilmeife
noch weit dariiber) geftiegen ~ auch unvermeidbar gewefen ift, mie bei anderen
LDilligen” Biichemn,3.B. den Reclambeten, fo ift dexVeeis dod entjernt nidhtin
dem gleidyen Bethdlinis geftiegen, und aud fest ift ein Bndhen , Rus Natur
und Ocifteswelt” wobleil, imBegenjasuden meiftenSebraudegegenitinden,

Jedes det meift reicy itluftriesten Binddyen
fft in fd abgejdioflen und eingein faujlid
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Borwort.

Wenn bdie stoeite Auflage innerhalb eined Jahres vergriffen war,
trogbem aud) walrend diefer Jeit die politijden Ereigniffe alle andern
Qutereffen zu abjorbieten drobten, fo betveift das wohl am bejten, dap
ba8 borliegende Bud) feinen Freundestreid gefunden Hat.

m BVorwort uv erjten Auflage jagte i) unter anbevem: ,Die
Differentials und Jntegralrednung Hat in der Mathematif und in den
graften Naturtwifienichaften diejelbe Bedbeutung wie das Mitroftop in
ben bejdhreibenden. Der Aufbau eined Gangen wird nur durd) dad
Studium der Heinjten Teile begreifli). Der Borteil, den die Technit
au3 diefen Rechnungdarten gieht, veranlofite meine im Winter 1910/11
umd 1911/12 in Dortmund gehaltenen Bortrdge fiber , Grunbdyitge
ber hoheren Mathematit fiir Jngenieure”, jene gaben den Anftop zum
Cridheinen diefes Bindchens. — Bei ber Fiille des vorliegenden Stoffed
war Bejdrinfung in materieller Hinfidht geboten. I fuchte aber
wenigftens nacy Miglichleit auf Unroendungen in Medjanit, Cleftro-
technit, Wiirmelehre, Luftfahet u. dal. hinzuieifen. Und) die Form
ber Darftelung bemiihte i) mich mdglichft fofilich gu geftalten, oft
fithete iy Beweife geometrifd), wenn dad algebraijdhe Verfahven ju
umjtandlid) {dyien..."

IS die zweite Auflage ndtig rwurde, jchlug mir die Berlagsbudy
Bandlung in danfendmwertem Sntereffe fitr bas Werk vor, e8 durd) ein
jweites Bindchen zu evgiingen, welcyes Mbungsaufgaben zu den im
erften enttidelten Sagen enthalten follte. Jm Gedantenaustauid) fber
biejen Plan gelangten wir jedod) su der Anficht, dafs e3 ywedmapiger
fei, bie Uufgaben tvie bisher ber Theorie unmittelbar anzuglicdern,
ihre Babl aber zu vermehren und den gefamten Stoff auf svei in fidh
abgefchlofjene Bindchen zu verteilen. Das exfte behanbdelt die Diffes
tentialvecynung, bad sweite wird der Jntegralrednung gewidmet fein.
€0 tourbe e3 mbglid), die davalteriftijhen Biige su vertiefen und
gleichzeitig den Wiinfden der Rritit, deren twohlivollender Beurteilung
bo8 Budy feinen Crfolg mit verdantt, nach Moglichteit Rechnung su

1*



v PBormwort

tragen. RNod) mehr al3 bisher fonnte id) anftreben, den Qefer nie in
ber Theorie fteden su loffen, fondevn ihn juv eigenen Mitarbeit, jur
prattijden Anffaflung anguvegen und ihm die Freude am Kdnnen u
geben, andrerjeits vermodjte i) aud) einige Gebicte su vertiefen ober
gu evweitern, ofne die Behaglichteit der Tavftelung su gefdhrden. Wo
3 miglid) war, tourde geseigt, wie man die Crgebnifje dev Rechnung
auf verjcdhiedene Weife pritfen fann.

Wenn fhon in der erften Auflage nur bdie elementarften matfe:
matijden Renntniffe vovausdgefept wurden, fo mufte jetyt befonders
barauf Ritdficdht genommen werben, daf die fegten Jahre eine vegels
mdfige Borbilbung eridwerten. Nicits pflegt aber dad Studium
einer mathematijden Schrift unerfreulicher su geftalten, ol Qiiden
in den ®rundlagen. Damit dem Lefer Gelegenfeit geboten werde,
biefe audjufiillen, gelegentlid aud) gleidhe Gegenftinde in verjdiebener
Beleudytung su fehen, wurden in Fupnoten Hinweife auf die Bandcen
ber Gammlung gegeben, roeldhe die betreffenden Gebiete dex Clementars
mathematif behanbdeln. Natiivlid) ift filr jemand, dev jene Edpe jhon
beberridht, eine Durdjarbeitung jener Bildjer um Berftindnis des vors
liegenben nidht notwendig. Wohl aber fann jcbem angeraten werden,
fpater Rotoaletostia, Einfithrung in die Jnfinitefimalvechnung” (ANu@
B, 197) ju ftubieren; dort finbet fich eine mehr theovetijdy gehaltene
ftrenge Formulicrung dev Grundlagen.

Eine angenehme Pflicht ift e mir, Herrn Prof. Dr. §. Plafmann
filv bie gittige Beteiligung am Rovrebturlefen meinen verbindlichiten
Dant auszufpredien, ebenfo allen, die mid) auf Drudfehler in den friiheren
Auflagen Dinwiefen, befonders Heren Giittges in Opladen.

Sn der dritten Anflage tourben einige Ungenanigleiten berichtigt,
bie Regelidnitte etwas ausdfilhrlider behanbelt, das Reftglied der Mac-
Sauvinfdyen Reihe fonnte nod) elementaver entiidelt werben, und der
natiiclidge Qogarithmus exbielt dad Jeichen In ftait I

Die vierte Auflage bringt eine Darftellung der Hyperbelfunttionen
und ihrer Umlehrungen.

Auch in der Geiftestvelt gibt ed eine Art Energiegefep; mdge dad
Wert die Freude tvieder ausftrafhlen, mit der e8 verfaft ift.

Miinjter i. W, September 1921.

M. Lindotw,
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Crites Rapitel.
Der Funltionsbegriff und jeine tednijdhe Be:
deutung. GraphijdheDarvitellnng dev Funttionen,

Eine moberne Majdjine befteht meift aus vielen Teilen, von denen
jedev feine beftimmte Anfgabe hat. Diefe exfiillen fie nidt unabhingig
voneinanbder, fondern in gegenfeitigem Sujammenhang, wie aud ihre
Form (3. B. bei Jahnrddern) auf das Jujammenarbeiten fonftruiert ift.
St eine Mafdhine an eine Welle angefdlofien, jo hingt die Schnelligleit
ber Bewegung jebes eingelnen Elemented von der Tourenzafl » (Um-
brefungen in der Minute) dev Welle ab, fie ijt eine Funttion von 2.

Unter einer funttionalen Begiehung verfteht man gany allgemein ein
Ubhangigleitdverhiltnis sweiev Safhlenz undy, devart, daf ju jebem Wert
ber ,unabhangigen BVerdinderlidGen” = ein eingiger beftimmter
Wert der ,,abhangigen Bariabeln” y gehrt. Jede Vergriferung
ober Berfleinerung von z wicd im allgemeinen aud) eine Berdnderung
von y mit fi bringen, bie aber nidt gleidher Uet u fein braudt.
Sn unfevem Beifpiel ift die Tourenzahl # die unabhingige Bariable,
denn man fann fie innerhald der prottijdy suldffigen Grengen beliebig
annehmen. it dies aber einmal gejdjehen, {o ift die Gefchrindisteit
jedes Mafdhinenteiled dadurd) beftimmt. Lauft 3. B. von der Welle,
deren Durdymefier dmm fei, ein Riemen fbex eine Scheibe vom Durdhs
meffer d, mm, fo madht diefe

n, = in Umbrehungen in der Minute.

Un bdiefen %et&nberungen nehmen die Durdmefjer nidt teil, fie be-

Balten ifre urfpriinglihe Grofe. Devartige Jahlen nennt man Kon-
antemn.

" Crhipt man einen Reffel, dev Waffer unbd gefittigten Dampf ent-

Béft, immer teiter, {o zeigt bas Manometer ftarfe Deudfteigerung an.

Der Drud des gefdttigten Wafferbampfes ift aljo eine Funftion feiney

Temperatur; fie ift in tedynijhen Tabellen (3. B. von Fliegner, Hols



2 I Der Funitionabeqrifi und feine tedinifde Bebeutung nftv.

born, Henning, Baumann) niedergelegt. Die Tedynit, toie jede anbere

Raturwiffenidjaft, darf fih namlich nicht mit dem geficherten Bewufts

fein begnitgen, daf stoifden stvei Grifen ein AbHangigleitdverhltnis

;eftef)tirfunbem fie muf e8 ahlenmafig feftlegen, ettva in Form einer
abelle.

Nod) lieber aber ift 8 bem, ber aud) theoretijh) bie Wiffenfdhaft
etfaffen und vielleidht fordern twill, wenn bdiefe Abhangigleit, wie in
bem vorigen Beifpiel (Welle und Riemenjdyeibe) duvd) eine Glei-
dung gegeben ift. Auf diefe ift ber ganze Upparat ber mathemati
fden Unalyfis sugefdnitten; um ihre veiden Hilfdmittel sur Behere:
{dung der Naturerjdeinungen benupen zu tonnen, mup man alfo erft
aud der experimentell ermittelten Tabelle bas AbDingigleitdgefel in
Form einer Gleidung swijden den Variabeln hevausfinden, die man
in ben meiften Fllen y = f(x)
fjreibt. Die Funttion f(z) begeidyuet davin einen Ausdrud, der durd)
eine in Beftimmter Weife vorgenommene Antwendung der mathematijden
Redenoperationen auf die Grofe z (und eventuelle Ronftanten) ent:
ftanden ift. Bur Unterfdeidung der ver{djiecbenen Funftionen fann
man ftatt /7 aud) andere Buchftaben wablen, alfo p(z), F\z), D(z),
f,(2) u. bgl. {djreiben. Diefe analytifche Darftellung der in der Natur
votfommenben Junttionen aufzujuden, ift eine Aufgabe dex theoretifden
Naturwiffenidaften; in vielen Fdllen, 3.9B. bei dem Problem ded ge-
fattigten Wafferbampfes, it fie nod) nicht geldft. Hat man y aber ein-
mal in diefer Weife dargeftellt, fo Yann man fiic jeden zuldffigen
Wert von = den entfpredjenden Wert von y finden. Eine Tabelle tann
felbitverftandlid) nuc eine beftimmte endlide, wenn aud) fehr grofe
Babl von Wertepaaren enthalten. Anbdererfeitd swingt und die mathe:
matifde Formulierung ju bidtweilen redit umitindliden Rechnungen,
wibrend die Tabelle fofort Ergebniffe liefert und daher in der Prayis,
wenn die Genauigleit ausreidyt, fehr beliebt ift.

Beifpiele fitr Funttionen exiftieren in unzdhliger Menge. Jn
ber Geometrie ift 3 B. der Umfang eined Rreifes eine Funltion
bes Durdymeffers d, der in diefem Falle die unabhingige Verdnbderliche
ift, namlid U= nd.

m ift bie befannte Qonftante 3,142.

Cine anbeve Funftion des Durdmefjers ift der Jnhalt I, nimlid

nd?

I=—-

4
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Tedynifdye Hiljsbildjer, wie die Hiltte, enthalten Tabellen fitr diefe
Yusdriide, 3. B.
2 | 3| 4 3 8 1 8 9 10

' 1
xd l3,14'2 6,283 19,425 (12,666 (15,708 |18,850 (21,991 (25,133 28,274 (31,416

1
?f. (17854(3,1416/7,0086/12,666419,6350

28,2743(38,4845/50,2655/63,6173(78,5398

I

Jn der Medyanit ift dev von einem frei fallenden Korper juriids
gelegte Weg s eine Funftion dev Fallzeit £ (s in m, ¢ in sec),

s=1gt% g =981m/sec’,

Die theoretifche Ausflupgeidroindigleit einer Fiiffigleit v =298,
hiingt von der Hohe h dev Fliffigleitajaule ab; der Drud, p Atm, den eine
eingefdloffene Gadmenge von v cbm ausiibt, ift (bei gleidbleibender
Temperatur) ¢

b=
wobei ¢ eine fiit jeden Fall fejt gegebene Grie, eine Ronftante, vor-
ftellt, w&hrend v die unabhingige, » bie abhangige Verdnberliche ift.

Jn der Warmelehre erweitert fid) bad eben ertvdhnte Mariotte:
jbe Gefeh su dem Mariotte-Bay-Lufjaciden

RT
==

Darin ift R eine Konftante, wihrend die abjolute Temperatur T
und das BVolumen v unabhingig voneinander gedndbert werden Yonnen;
p ift Dier alfo eine Funttion von jiwei unabhingigen Berdnderlicen,
bemt Raum und der Temperatur. :

Die Elettrotednif benupt fehr haufig dad Ohmide Gefep

=,

in dbem ¢ bie Stromftarfe in Ampere, ¢ die Spannung in Bolt und w
ben Wiberftand in Ohm angibt. Jft die Spannung, wie 3. B. beim
Qeitungsneb einer grofien Sentvale, fonftant, fo ift die Stromjtarte nur
eine Funftion des (vegulierbaven) Wibderftandes. Edjaltet man vor
eine Gliihlampe einen Rheoftaten, dann zeigt fich, dap aud) die Lidt-
ftacfe, die Warmeabgabe in ber Beiteinbeit u. a. m. Funitionen des
unabfdngig variabeln Widerftandes find.

Gin Laie pflegt beim Blid in ein tednijdhes Lehrbud) fein Heb!
baraud zu madjen, daf ifn Formeln und Jahlen nidyt intereffieren.
Dotumentiert er Bierburd) jeine Berftandnislofigleit gegeniiber ben
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behandelten Problemen, fo muf ed andererfeitd auffallen, dah er an
den Ubbildbungen ber Majdjinen Haltmadyt und fie fih) wenigftens
anfieht, twenn ihm aud) die Art ihrer Wirkungsrveife untlav ift. Wah:
vend dort Der mathematijch-technijch gebilbete Berftand in Tdtigleit
treten mufte, twirtt hier bie unmittelbave Anjhauung. Sollte e3 nidt
moglich fein, aud) eine Darftellung der Funliionen zu finben,
die fid) sur Tabelle und Gleidung verhdlt, wie das Bild zur Befdrei-
bung? Nidt nur der Laie wiirde davon profitieven.

Dies gelingt in der Tat. Faft alle zu Meffungen dienenden Jn-
fteumente ftellen Bafhlen unter Benupung einer €lala al3 Langen dar.
Die Angaben einer Briejwage, eines Umpevemeters, BVoltmeters, eined
Manometers, Thermometers uftv -lefen tvir ab, indem tvir bie Lnge
bes Weges (in Glalenteilen ausgedriidt) beftimmen, die ber Jeiger
vom jeweiligen Nullpuntt ausgebend zuviidgelegt hat. WS einfachiter
Reprifentant der Jahlen erfdeint ein gerader Mafiftab. Wir legen
auf ifm einen Puntt ald Nullpuntt feft und tragen von diefem aus eine
paffend gewdfite Strede ald Einbeit wiederholt ab, €3 ift gebraudlich,
roenn bie betreffende Gerade twagevedt liegt, die Jahlen O, + 1, + 2,
+ 3 ufw. von finf3 nach redyts jolgen zu lafjen, alfo wie die Bud)-
{taben und Worte einer Jeile. Geht man nun von einer diefer Jahlen,
3 B. 6, aus nad finf3, fo fommt man, wenn man eine Cinbeit juriid-
gelegt Bat, auf + 5, dann auf + 4 uff. bid auf 0. Bei ber Fortjepung
biefes Berfahrend erhilt man linkd vom Nullpuntt die Bahlen —1,
— 2, — 3 ufw. Die (pofitiven ober negativen) gebrodenen Jahlen
entftehen leidht durd) eine feinere Einteilung ber Stala, 3. B. 34,
inbem man ba3 , Jntervall” 3...4 in 10 gleide Teile zerlegt und
dann vier Teile, bon + 3 an gevedhnet, nad) vedhtd abtrdgt. Nodh
feineve Teile laffen fid {hdpen.

Die jo erhaltene Gerade joll ung die Werte der unabfhingigen Ber-
dnberliden « reprdfentieren, diefe begeichnen wiv als Ab{ziffen, die
Gerade ald Adfifienadie.

®ehirt, wie es bei der Funttion y = f(z) der Fal ift, u einem
BWert von z ein Wert von y, jo tann man diefen nidht ebenfalld ouf
ber 2:Udhfe darftellen, teil dadurd) Bertvirrung enttehen twiirde, jons
bern man nimmt die gweite Dimenfion dev Ehene gu Hilfe, indem
man in jedbem Puntte z der Abf3ifienadyfe die Sentrecjte (Ordinate)
ecvidytet und fie gleid) = y madyt; diefe Sahl wird nady oben aufges
tragen, wenn fie pofitiv, nad) unten, wenn fie negativ ift. Bei Regis
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EE

Sraphijde mmem?ug e’hm: Ballonfafet.
ftriecthermometern 3. 9. beforgt died felbftdndig ein Schreibjtift. Anf
ber Abfsiffenadife ift, al8 unabhingige Verdnderliche, die Jeit ange-
geben, bie sugehorige Ordinate gibt die jurzeit gemefjene Temperatur
an. Man beadjte den Unteridied swijchen Wirme: und Raltegrabden.
(Fig. 1.) Die Reiimmung der Ordinaten ift mit Ritdficht auf die
freisfdrmige Bewegung des Heigers angeordnet.

Abf3iffen und Ordinaten nennt man sufammenfaffend Roordinaten.
Wil man Celfiusgrade etwa in die ded Fahrenfeit-Thermometers
umtandeln, fo gilt die Begichung
y =32+ s,
wenn = die Temperatur in Celfiuds, y in Fahrenheitgraden mifit. Jur
graphijchen Darftellung diefer Funftion legt man = paffende Werte
bei und berednet jedesmal y. ©o entfteht die folgende Tabelle.
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z/0] 2|4 |6|8]10]12]14]|16]18]20|22]24]26]28]30
y|82]35,6/39,2142,8/46,4(50,0,53,6]57,2|60,8[64,4/68,0]71,6[75,2|78,8)82,4]86,0
z|-2|-4]-6|—8|-10]—12]|—14]|-16
y|284|2e8[21,2]17,6] 14,0 [ 104 | 68 | 3,2
x|-18|—20|—22| —24 | —26 | —98 |—30
y|—04|=40[—17,6|—11,2|-148|—184|— 22

Sedes diefer Wertepaave ftellt einen Puntt im Adfentrens (Ro-

ordinatenfyjtem) dar; man fieht jofort, daf fie alle in einer Ge-
vaben liegen. Um aud) alle mdglichen Jwijden:

:) terte su beriidficdhtigen, broud)t man nur bad
o Qineal angulegen. Filv =13 f'mbet man 3. B.
+ y =554 (Fig. 3).

+604

Die auf Geite 3 fiie I = — bered)nete Zas

554 % pelle Liefext Bei bev Seubmmg eine Anzahl von
Punften, die fiderlih nidht in geraber Linie
liegen. Matiiclich fann man I aud) filv eine be-
coTprmw - liebig grofie Unzahl von Swijdentverten beredh:
- nen, bann {dliefen fic) biefe Punkte immer enger
' sufommen und fommen endlich einev Surve be:
ot liebig nafe. Man erhlt diefe praftijd) dadurd),
&ig. 3. baf man die (in geniigender Anzahl) geseidy

neten Puntte duvd) dad RKuvvenlineal verbindet (Fig. 4).

Man beachte den verjdhiedenen MaBftab auf den Udfen. Da die
eine cm, bie anbdeve qem darftellt und diefe Mae wegen ifrer ver:
fchiedenen Dimenfionen gar nidht miteinander vergliden werben tins
nen, o liegt feine Notwenbigleit bor, 1 cm durd) diejelbe Linge twie
1 gem miedersugeben. Die Verfchiedenbeit des Mafiftabes gejtatiet
ung, ein grofeves Wertegebiet ber Funt:
tiont anjdaulid) su madjen, al3 jonft mdg: s0
lidh) toice; ein Berjud) beweift es. 0

Zropdem wollten wir fitv die Jubunit «0
vorausjegen, daf dad Einbeitdmaf auf %
ber Abfjiffenachie diefelbe Lange befige #
wie bas auf der Ordinatenadyfe, daf das *
bet %tg 4 angewendete Berfahren alfo )
nur eine Ausnahme fei.

J o)

dicn)

1334561782910
Fig. 4
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Die Borteile ber graphijhen Darftellung gegeniiber Tabel:
Ten und Formeln legen auf der Hand. 1. Die angeftrebte Anjdau-
lidTeit ijt evreicht, deshald wird 3 B. ein Elelirizitatdwer? feinen
Uuficdhwung den Uttiondren vor Uugen fihren, indem e3 die Wonate
al3 Abfziffen, die in ihnen an die Konjumenten abgegebene Kilowatt:
flundengaBl (elettrijdhe Cnergie) ald Ordinaten auftragt. 2. Die Auf:.
fudung des Funttionswerted gejdhieht ebenfo jhnell wie bei den Ta-
bellen und bas Dei biefen notwendige (Gjtige Interpolieren fallt
fort; a3 Hat dad Rurvenlineal jelbitttig beforgt, ald die einelnen
Puntte verbunben wurben. 3. Fig. 4 geftattet nicht nur, ju einem ge-
gebenen Rreisburdymeffer den Jnbalt zu finden, jondern auch ben
Durdymeffer su ermitteln, twenn der Jnhalt befannt ift. Jft diefer
3 8. 60 qem, fo braudit man nur auf ber Ordinatenadje den Puntt
1= 60 anfjujudjen und, wagerecht tweitergehend (parallel zur Y6-
friffenadhie), die sugehdrige Ublzifie d = 8,74 abjulejen. Fig. 3 ijt
cbenfogut zu gebraudjen, wenn man Celfiug: in Fahrenheitgrade um-
wanbeln will, af3 wenn umgelehet die Temperatur nad) der Fahren-
beititala vorliegt und in die Celfiuseinteilung ibergefiihet terden joll.
Ullgemein mup, fobald y = fiz) ift, and) = eine Funttion von y fein,
¢ = @(y), bie man al3 inverje Funttion su beseidhnen pflegt; um
biefe barguftellen, ift aljo Teine neue Surve ndtig, jobald man bdie uv-
fpriingliche Funttion einmal gezeichnet Hat.

A3 wefentliched Mertmal einer Funttion haben wit dieCintwertig:-
teit Dervorgefoben. Sft aber 3.9, y =22+ Yz, foiftfir z=+1
entroeber y=2 + 1 =23 ober 2 — 1 = 1, un dasjelbe gilt fiiv alle
anderen Werte von 2. Jn folden Fallen ftellt die Gleidhung wwei ver-
[dyicbene Funitionen bar. Man fpricht bisweilen von einer wei:
ft:;ertigen Sunktion, dod) widerfpricht diefe Ausdrudawweife unferer De-

inition.

Wiv Hatten e3 ferner mit endlidhen Funttionen u tun, wenigftens
in bem gezeidhneéten Jntervall, denn nie roucde eine Abfsiffe oder Or:

binate fiber alle Grenzen grog. y = 2—_’—‘—5 befigt dagegen fiir 2 = 2

Yeinen endlidjen Wert, fondern wird (abgefeben vom Borzeidhen) be:
liebig grofs, wenn man z genfigend nahe an 2 Heranfommen Iaft.

Auperdem waren alle Funttionen ftetig, d. §. bie Qurven geigten
feine Untetbredyungen, man fonnte fie durdy einen sujammenhangenden,
nirgend3 durd)jdnittenen Faden bededen. Die erwifute Funttion
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Y= —x— fpringt bagegen, twenn man in dev micl;tung ber pofitiven
:c:%!cbfe ben Punlt z = 2 paffiert, von + oo auf —

Cndlidh ndhert fidh die Rurve I = —d— in ifren tlemften Teilen
immer mehr einer Gevaden. Man erfennt bies, wenn man den Maf-
ftab paffend vergrifert (und babei ﬁberffﬁﬁige Zeile der Zeidnung
fortl@ft). €3 gilt 3 B. fiic ben swifdjen d =3 und d=4 liegenden
Teil folgende Tabelle, bie in Fig. 5 toiedergegeben ift.
d| 8 |81|82|33|34(35) 8687|388 ]|39]|4

7,069‘7,548%8,042]8,553{9,079‘9,621]1o,179,1o,752]11,341]11,946’12,566
Man zeidyne die Funftion wijden
z =384 und 3,5, indem man jedesmal

d um 0,01 wadyfen laft.
Diefe Cigenfdyaft einer Rurve, inifren
Heinften Teilden gerablinig zu fein, be:
geichnet mon al3 Differentiterbar:
feit Gine bifferentiierbave Funttion muf
3 32 84 35 35 so olfo immer fletig fein, wihrend die Um-
ig. 5. Tehrung biefes Sated nidt immer gutrifft.
Die eben gefdilberten biev Grundeigenidhaiten einer Funttion finnen
tit, von vereingelten Ausnahmen abgefehen, bie man mit leichter
Miihe erfennen fann, bei allen Funitionen vorausfehen, die in der

Technit Berwendung finven.

Aufgaben.”)

1, fQber einem rechiwinfligen Fabrifgrunditid bewegt fich ein
Lauffran auf der Rranfohrbahn und eine Lwujfape auf dem Lauf:
fran. Warum Yann dieje Anlage sur Crlduterung
be3 Roordinatenbeqriffs bienen? (Fig. 6.)

Die folgenden Funttionen follen graphifd dar:
geftellt werden: 2,y=24+0,5z. 83,y=2-05z.
4,9y=—240,52.5,y=-2-05%. 6, y=p+qz,
wenn fiit p und g belichige befannte Jahlen ge-

Ky

)

Lanfkatze i

1) Weitere Aufgaben findet man in Auerbad, Laufiren ©
Die graphijdhe Darftellung ARuG Bb. 437), Cranf,
Unalytijcge Geometrie der Chene (ANuG Bd. 504) und
Reuendorff, Prattijhe Mathematit ANRuGBH.341). w4l

ig. 8.

Kranfakrbahn
2
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nommen tverben. Man dnbdere bie Borgeichen. 7,y=34" 8, y=12
0.9=x'+2. 10,y=2"—2. 11,y=232"—6. 12,y=13—152".

1 2—-z 7 ——2$.
ls.y"‘:;' 14.y=3_+_5. 15.y=z.—+1' 16. y=338_3'

0.9=ya 18.y=Y2e+1 19.9=Va 20.y=]/22L

21, Man wdble bei den geseichneten Kurven Puntte aus, die von
befonderem Jntereffe su fein fdeinen und jeichne deren Umgebung in
jebn= ober Hundertfad) vergrogectem Mafitabe. Wosu?

22, Wie wihlt man den Mafitab, wenu man von der Rurve eine
allgemeine Tiberfidht Haben will?

23, Qann man mit Redht der graphijden Darftelung den Borwurf
ber Ungenanigleit madyen?

24, Man ermittle den Funltionstoert y aus der Jeidynung fitr Werte
von z, bie swijden den bei der Ronftruftion benupten liegen (gra-
phifdye Jnterpolation). Nachher ftelle man durch dizette Rehnung den
Genauigteitagrad fejt.

25. Weldye ber obigen Funftionen fann man (ungenau) al3 mehr-
wertig Degeichnen?

26, Welde Funttionen toerden fiic endliche Werte von 2 unendlich
goB? Man Laffe in y = 1 bie Grdfe o fufenreife dem Werte
V5 =+ 2,286... nafefommen, einmal von unten Ger (25 2,25
2,23; 2,286...) bann won oben Der (3; 2,3; 2,24; 2,237...)
y= oo ift nuv eine jymbolijde Abkitczung fiv grenzenlofes Grofer:
werben.

27, Gindet fich bei einer Rurve eine Unterbrechung e Stetigleit?

28, Segt eine Beidmung die BVermutung nabe, daf eine unfever
Gunttionen nidgt Differentiierbar ift?




10 II. Der Differenenquotient und der Differentialquotient ujw.

Steites Rapitel.

Der Differengenguotient und der diffevential:
quotient. Differentintion einfadjer Fuultionen.

Die graphifde Darftelung des Thermometer- unb Bavometerjtanbes
inteceffiert vor allem besregen, tveil man fofort exfennen fann, ob in
einem gewifjen Beitpuntt diefe Grofen fteigende oder fallende
Tenbdeny befisen. Dasfelbe gilt von der Produtionsturve ciner
Fabrif. Ronnte man dort meteorologijdhe Schliiffe siehen, fo fommt
Bier bic Rentabilitdt des Unternehmens sum Ausbrud. Bei dev Unter-
fudjung der Funttion y = f(x) tritt diefelbe Frage an und Hevan.
8u ifrer Entjdheidung fiir einen gegebenen Puntt, deffen Abfsiffe 2
und deffen Otdinate y = £(2) ift, loffen wir = um die Grdge A=
auf 2, wadyien, fo daf Az ==, — z ift. A it bie Abkiivzung fitv
bas Wort Differens, alfo ein Symbol dhnlid) wie sin, cos u. del,
nidht aber ein Jaltor, mit dem = multipliziert werden foll. Gleiches
gilt ja von dem Dereits benupten Beidyen £, dem Funktionsfymbol.
Fiir 2, =2 + Az fann man den zugehorigen Wert

9 =f(z) =z + A2)
leicht bevechnen. St y, grifer a8 y, alfo y, — y grofer al3 O, fo
fteigt die Qurve. y, — y fei der Unalogie wegen durd) Ay begeichnet.
St Ay Heiner alg 0, fo fallt die Rurve, ift Ay =0, fo bleibt fie
auf gleidher Hibe.

Cafeictivay = i’— #*in der Umgebung des Punttes Pzu unterfuchen,

beffen Mofsiffe 2= 4 ift. Manberechnet gunidift y =7 - 47 =12,57.
Dann ecteilt man zeinenbeliebigen Juwad3, 3. B. A z=1, fodafiz, =5
witd. y, =%-5'mirb =19,64 alfo Ay=19,64—12,57=+17,07.
Die Rurve fteigt in dem betrachteten Puntte, mit wadyjendem Durdy:
meffer wird der Rreidinhalt felbtverftandlidy groer.

Gin Gas exfiille bei einem Drud von 1 Atm. und der Temperatur

15° ben Raum 2001 Wird e ofne Temperaturinderung sufammen-
geprefit ober ausgedehut, jo gilt fiir Deud p und Volumen v die Be-

jiehung: pv = 200 - 1 = 200 oder p = 2—2—0- $at man ba3 Gas
auf v = 2501 ausgedehut und vergroBertden Raumnodum A v=1,71,
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) Y y
E/
U, a2
p 9 }i,_ a )
z T4z i
T x X
Tig. 7. Fig. 8. Fig. 9.
foift p =X _ 0,8 Atm.;
260 200

0,=250 +1,7=251,7;, =g~ =0,7946 Atm, Ap=—0,0054,
ber Druct nimmt ab.

@3 intereffiert aber nicht nur, su erfahren, ob eine Groge ju- oder
abnimmt, fondern aud, ob dieje %nberung relativ ftarfoder fhwadh
ift. ZTritt bet erfte Fall bei y = £(x) ein, o wird fiiv einen Feinen
Buwad)d Az die Orbinate y erheblidy grifier werben. Die Ber:
binbungagerade ber betreffenden Kuvvenpuntte PP, wird fteil gegen
bie Abjsiflenadife geneigt fein, dasd ,Steigungdmap” tg') e = —2—2
toitb grofs fein (Fig. 7). Bei Gwadjer Steigung ift 3 éﬂ Hein (Fig.8)

und bei fallenber Tenbens negativ (%tg 9), da ber 8a[)Iet negativ,
ber Menner pojitiv ift. Aud o witd im Iegtetlt Fall negativ. Seichnet

man 3.9B. die Rurve, toeldje der Gleidungy = T — zentfpridt (Fig. 10)
unbd verbindet die Puntte, deven Abfiffen z = 5, 7, = 2+ Az =7
f, fo toied y=1,25, y, = 5,25, tgu—%——i—?z a=63°26".

e s=1, 7, = 3 erfilt man Ay=0, tg =0, a=0; firz =—4,
o=—2 mirbAx=—2—(—4)-=-+2,y==8,y1=3,Ay==——5,
alfo tga = — 2, 5, @ = — 68°12",

1) Naheres iber die Funftion Tangens findet man in Crany, Trigono-
metrie (UNuG Bd. 481 § 5).
URu® 887: Sindow, Differentialeednung, 4 Aufl. 2
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§ig. 10 seigt aber aud) gleidyeitig die Mangel unferes Verfabrens,
e8 tourde bisher nidjt eigentlicy das Gteigen und Fallen dev Kurve
Y felbft untefucht, fondern man be:

tradtete die Berbindungslinie sweier
Rurvenpuntte, eineRurvenjetante,
@ unbd deren Berlauf gibt ben der Kurve
dod) nur in voher Unndherung wieder.
it 2 =1, Az =2 fanben tir
Ay =0, die Selante fteigt dort
toeder nod) fallt fie, jonbern fie luft
der Ubfzifienadfe pavallel. Filv die
dx 1 38 /e Rurve felbft trift dies in bem ge-

4 —3 22]7 5 17 nannten Sntervall durdjaus nicht zu,

fie fallt sundchft, bann fteigt fie wieder.
Big.10. Aber wenn aud) Qurve und Setante
qualitativ Dasdfelbe Berbalten zeigen, tvie fiiv 2 = 5, fo gilt dod das
oben gefunbene Steigungdmaf fiiv bie Selante, nidt fitr die Kurve.
Nimmt man fiir die willtirlide Grofe A 2 einen anderen Wert, 3. B.

1 an, {o tird dort
Ay  8-1,95

Az 1
.. Ay 1,402—125 )
A =0 liefrt 3 = =0~ = 1,525; o« = 56945,

o A 1,265025 — 1,250000
Az=0,01gibt 58 =" — 15025, 0= 56021

Das Steigungsmafp dex Gelante ijt demnadh fidjerlich von der Wah!
der Bufapgrofe Az abhingig. Wenn man diefe fehr Hlein annimmt,
fo ift bie Ubweidung der Kurve von der Selante {Gon fehr gering,

{0 Daf der zugehorige Differengenquotient 2% mit immer junehmender

Genauigleit o3 Steigungdmaf der RKurve betradjtet werben famm,
je tleiner man Az wiflt. Suv Klirung des Problems unterbredyen
wiv einen Augenblid die Unterfudung unferer Rurve, um und der be-
Tannteften frummen Qinie, dem Rreife, suzmvenden.

AB in §ig. 11 fei eine Sehne, die Berlangerung BS erghingt fie
3u ecinev Gefante. Jieht man von A aus eine firzere Sehne AB,,
1otvitd ber Sentritvintel Heiner (M, < M), Wintel A gedfier (4, > 4),

ba 4=90"— %[, 4= 90°—%~ <X 4 ndbert fich unbegrenst einem

=1,75, « = 60°15",
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techten Wintel, wenn B nafe genug an A4 hevanviidt. Soll die Sefne
3 B. fo gejogen werden, dafy die Wbweidung hichitens 5° betrdgt, o
Braud)t man nuv den Jentrivwintel 4 M B, = 10° ju madjen; filv alle
©ehnen, die nod) Heiner find ald A B,, ift der Unterjdyied 90° — A
geringer a3 5°

St A =900, o tritt ftatt bed Drei-
ed8 A M B, bie Linie AM auf. Unfere
Gerade Hat die Qage AT, fie ift feine
Getante mehr, da fie den Rreid nidt
mehr in zwei Punlten von endlicher
Cnifernung jdhneidet, jondern nur nod)

A mit ifm gemeinfam hat. Wiv nennen
fie jept Tangente. Uiy

Rann man allgemein duvd) einen son 7
gegebenen Puntt A einer Rurve (bie nicht gerade ein Rreid gu fein
braudyt) eine Gerade giehen, dev fid) die veridhicdenen bon A aus-
gehenben Setanten unbegenst nihern, und wav um jo mehr, je Heiner
bie entfprecjende Sefhne witd, jo wollen wiv diefe Grenslage ald Tan-
gente beseidynen; au diejer Definition ergibt fich, daf fie beffer ald
jebe Sehne das Berhalten dev Rurve in jenem Puntte Tennzeidynet;
ihn nennen wiv Berdhrungspunit.

Die obigen Nberlegungen, weldje und die geometrijde Ronftrution
ber Tangente an einen belicbigen Punkt einesd gegebenen Kreifes lieferten
— man hat nur nbtig, im Berifrungspuntt auf dem gugehdrigen Rabius
bie Sentrechte 3u exriditen —, gelten nur file diefe Qurve, bei jeder
anberen miifte man von vorn anfangen. Dedwegen fuden wiv ein

2
allgemeines Berfahren und greifen auf unfer Beifpiel (y = % - a:)
uriid.

BWiv wiffen, daf wit fiiv jede Selante, mbgen die Endpuntte der ju-
geborigen Sehne nahe oder weit fein, bad Steigungsmaf finden tnmen.
©8 lage nafe, das der Grenglage dadurd) ju erzwingen, daf man 2z,
¢infach gleid) = feht. Dann witd von felbft y, =y und der Differensen
quotient %=% Sm evften Augenblic Hnnte man vielleidt annehmen,
baf diejer Wert gleidh 1 fei. Die Prlifung ift leidt. Daf F=3
ift, beweift man durd) Uusfihrung der Multiplifation 3 - 4, die den
Biifler des erften Brudjes, 12, ergeben muf und aud ergibt; F=5
ift faljch, denn 5 - 6 ift 30 und nicht 23. ©o fdheint =1 u fein,

Qs

C]
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benit 1.0 ==0, Aber ber Wert tg « =1 entfpridht dem Winkel
« = 45° ber offenbar fitv unfeve Figur nidht paft. Aud) redynerijch
[deint ber Differensenquotient nicht der Gahl 1, jondern 1,5 juzuftreben,
ba wir oben {iiv ihn die Werte 1,75; 1,525 1,5025 erbielten. Sn
ber Tat fann man aud) § = 1,5 fepen,
denn 1,5 - 0=0, aber ebenjogut audh
gleid) jeber andern endlidjen Sabl a;
+ ift an fid) vdllig unbeftimmt, Dies
entfpriit gemau geometrijen Zat-
fachen. RNimmt manz =12, y=1y,,
1o Bat man fiberhaupt nicht 3w ei Puntte
(bie eine beftimmte Sefante liefern tite-

Big. 12. den), fondern nur einen, und durd
einen Punkt Fann man, wwenn man fich um feineUmgebung nicht Eiimmert,
eine Gerade in gany beliebiger Richtung legen, fo dafi ihr Steigungs-
maf, tg e, vllig unbeftimmt wid (Fig. 12).

Unfer Berfahren verjagt alio gerade da, wo wir e8 braudjen, e3
gleicht einem Weg, der in ber Naihe des Jieles durd) einen Flup unter:
brodjen wirh. §n diefem Fall wird ber Wanberer fich freuen, einen
parallel laufenden Pfad su entdeden, der an ber Iritifden Stelle eine

Britde hot. Die Anujgabe ift daher, den Ansdrud %% fo umzuformen,

baf er nach wie vor fiir jede Sefante ridhtig bleibt, dap er aber gleid)-
geitig erfennen [Gft, ob ein Grengtvert da ift, von dem e beliebig wenig
abroeidyt, wwenn A z hinceichend Hlein gemadyt wird. Jft biesd ber Fall, jo
gibt der Grentvert bes Differenzenquotienten dben Tangens des Wintels,
weldjen die Kurventangente mit der pofitiven Abfiffenachfe bilbet,
bennt diefe war ja al3 Grenzlage der Sefante befiniert. Um dag in
ber Benennunggum Auadrud ju bringen, fprichtman nadj bem {ibergang
jut Grengenicht mehr vonDiffevenzen-, jondern vomDdifferential-
quotienten und jdreidt ibn% (Yusfpradie: dy nad)dz). Daer aus
y=f() hervorgegangen ift, heiBt ev audh die Ableitung diefer Funt:
tion unbd toird, wenn feine BVerwedjlung mglic) ift, durd) y' oder
f'(x) Begeidhmet. Die Aufgabe der Differentialrednung ijt e,
31t jeber gegebenen Funttion y = f(z) den Differentialquotienten su
bilben ober (in felten vorfommenden Fallen) die Unmdglichlert diejes
Prozeffes nachzutweifen.
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@o 1ft in unferem %au
Y= 4” — 7y 4= 1o "wn
(-’—a:l zl) ( ) —:-a'., —a, —fa't 2

Aa; 1 T, —2

M - a(z, —x') (“1 ”) (‘”1 —2) (‘”1 +2)— (2, —2)
Az xl—w T —x

2: (z:—z)&;(i‘xjﬂ-l] (s, +z)—1

Nehmen mtt3$x=5 #,= 6, fo ett)atten m\r—=l(6+5)—1
=1,75; fitt o =5, », = 5,1 wird Am=1 525, filvx =5, #, = 5,01

refultzert 1,5025, TMan belommt diefelben Werte wie oben; ed muf
ia aud fo fem ba nur erlaubte algebraijdhe Umformungen vorgenommen
tourden.

Laffen twiv jeht #, immer ndher an  heranrilden, fo fteebt z, + =
bem Werte 24 z=24z 31, und der Grenswert des Differenzenquotienten,
ber Differentialquotient, twitd

ga=y'=16)=} 22 -1=F-1
i}li: z = 5 ergibt fi) y'=1,5, mte toiv e3 friiber nermuteten, o Wwird
56°19'.

Jn ber Technit betwirtt die endliche Strichftarle der Jeidhnung, dah
fich Selante und Tangente, Diffevenzen und Differentialquotient, jobald
bie Differengen einigermafen gering find, nicht mer¥fid) unterjdeiden.

Gine Beranfdaulichung des {lber
ganged bom Differensen- sum Diffeven:
tialquotienten lefert fiiv unfer Beifpiel ,,

Fig. 18. Gier finb bie Berte von ¥ ¥
fitv = 5 und verjdhicdene Werte von & S——
Az beredinet und dann graphijd dar- * um. 14: v

gejtellt yoorden,
Az 0,2 04 0,6 0,8 1,0
Ay 0,31 0,64 0,99 1,36 1,75

Ay 155 16 165 1,7 1,75

Bei anbeten Funltionen ftrebt dad geihnerifhe Bild der Diffe-
renzenquotienten audh immer fiiv Az =0 dem Differentialquotienten
3w, aber im allgemeinen frummlinig.
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BWir unterfudjen fept die eingelnen Funttionen planmdfig.
1. Gine Funltion heift linear oder erften Grabdes, wenn fie durdy

bie Gleidung y=ar+b
gegeben ift, in ber a und b befannte fonftant bleibende Sahlen find.
€s ift bann yy=az+Db,

o Ay=y—y=az —az=a(z,—2)=a/Az
ﬁ% = a. Jede Berbindungsgerade

ptoeier Punkte der Siniehat genau basd-
" felbe Steigungamaf, dahev ijt aud im

T Grenfallber Differentialquotientfon:
ftant, ndmlid) dy
1 2 =a,
’ Die Linie, weldje die lineare Funt=
tion veprdfentiert, ot ftetd Diefelbe

“ Ridhtung, muf daber eine Gerabe fein.
Bg. 14 St Winkel gegen die X-Acbfe genitgt
der Gleichung tge =a.

§it =0 witdb y=b; b bebeutet fomit da3 Stitd, welcjes bdie
®erade auf der Ordinatenad)fe abidhneidet.

Man twende diefe BVetradjtungen auf die graphijhe Darftellung
ber Funttionen
y=2z4+1; y=152—-3; y=—04246; y=—122—3
und &hnlide an, jowie auf Fig. 3 und Aufgabe 2 bi3 6.

St 5=0, jo geht die Gerade durd) den Unfangspuntt. Jhre Ordi-
tiaten find den Ubfsiffen proportional, denn aud y = ax folgt fite
jwet Wertepaave x,, y, und g, v,

Yg=aly, Y = az,
affo durd) Divifion y,:y, = axy:az, = z,:7,.

Cin Beifpiel ift y = mz, denn bie llmfcmge bet Rreife find ihren
Durdymefiecnt proportional, tge ift hier = 3,142, « =172021", Gut-
{precdjende Berhaltnife treten auf, wenn man &Remmur in Celfina-
grabe, Meter in Fup und fonftige Mafe ineinander umvednet, Bei
vem Hootejdhen Dehnungdgefep ift die Defhmuing der Spannung pro-
portional uff.

2. Die veine quadratifde %unf’tion ift definiert durdh

y = cz’,
Hier und teiterhin find die Ronftanten dburd) die Unfangdbuditaben,
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die Bariabeln durd) die Endbudftaben des Alphabets beseidynet, wenn
nidt audbeiidlic) dbas Gegenteil audgemadt ift.
Ay _y—y_clwt-a) _c@-2+3)

ﬁ * -z - -
"A_z: = ¢ (z, + 2).
Qaft man jept z, immer nifer an z Hecantreten, fo lann man im
@rengfall z, = fegen und hat bann 7
:—;—3 = 2cx.
&x

Die Kurve, deren Gleidhung y = ca?
ift, befinieren wiv al3 Pavabel, Durd)
Divifion echalt man £ = ¢z, alfo

d 2
7;!= tgo= 2“:7;!'

Tig. 15 eigt, tie died Crgebnid sur

Ronfteuftion der Parabeltangente

Uy Cod

PQR in P benupt wird.
©ollen alle in ber Parabelgleidung
vorfommenben Grdfen Stredenbedeuten,

fo muf man die Konftante ¢ durd %
erfegen, ot olfo
y=123
a Beigt der Pavameter, ig. 15.
QS fei fentrecit auf PR. Dann ift nadj dem Hifenfay im vedt-
winfligen Dreied g %’
2 = — = — =3 a——y = gv
S4-AR=AQ, SA=5p = =10=7

Der Puntt S heifit der Brennpuntt dber Parabel. Bewegt man
¢in Seidjendreied fo, daf der Scheitelpuntt des vedjten Winteld auf
ber Abfifienachie fortichreitet und bev eine Scentel ftets durd) den
Brennpuntt geht, dann bildet der anbere eine Pavabeltangente, Eine
genitgende Unzahl derfelben (aft die Geftalt der Rurve fehr beutlich
Bervortveten (UmBiillungatonftruttion).t)

1) @enaueres fiber bie Parabe! findet man in Cranp, Analhtijde Geometrie
(UNuG Bb. 504, V. Adfdmitt)..

QE
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3. Die einfachite fubijde Junttion ift y = as’

Ay axzl-—az' a(z,’-2) a(r,—2) (@ tzzta)

Az" Tx—z | x-z -
=a (2 + 2,2 4+ 2%

Sm Grengfall (2, = x) tgirb

d_z =3az
4. Bur Differentiation ber Funttion nten Grades
y=az*+ bz 4 ca*~ 2+ -+ kz + 1
braudt man die Formel
xlu_ ot = (“’1 _ E) ($1"_1 + zl"—’:c + xln—sxl + z‘n—4xl
+ e + wlﬂ xu—s + A xn—! + xu—l)'
veren Ridtigleit fich leicht durch Ansmultiplizieven ergibt, da fich bann
bie mittleven Gfieder paariweife auffcben.
by _ a(al-2n)tbaf—1-ant)4e(e]—1—an2)+ - +h(z,—2)+1-1
Az x;

S _
e T . e e s )

A Y -1 -fl -7 -2 n—32
Ay =a (gt t @) + b (4 2%
+e(@@34-+ 28+ k
Sn der exften Rlammer ftehen, twie fidh durd) Abzihlen der Erpos
nenten (2°, 2'... 2*~) ergibt, n ®fieber, in Der jweiten » — 1 uff.
Sm Grengfall nehmen in einer Rlammer alle Summanden denfelben
Wert an, namlidy) 2*—1, 2*~2 ujw. €8 ift
g—Z=nax"—1+ (n—1)ba"=+ (n — 2)ca" 3+ oo + k.
Cine Anwenbdung unferer Formel ift die Ableitung ded binomi-
f{dhen ©apes fiir ganze pojitive Erponenten’) Befanntlid) ift
(a+ 2)*=a'+ 2az + o*
(e + z)*=0a*+ 3a’z + Baz*+ 2°
Bei jeber weiteven Multiplifation wadft der hodte Exponent von
x, ber ,Grad” der erhaltenen Funftion, um 15 man hat |dlieflid)
a) (a+2)'=4+Bz+ C2*+Da*+ .- La—1 + Mz,
und e3 ift unfeve Aufgabe, die Fonftanten Roeffisienten su beftinmen.
©oll die Gleidjung nid)t nuv fiiv einen {peziellen, jondern fiir jeben

1) Gine Ablettung diefes Sapes ohne Differentialredhnung fteht in Cranp,
Algebra (ANRuG Bh. 205), V. Abjdynitt, Dort finden fid) and) Eigenfchaiten
ber bei der Cntwidlung auftvetenden , Binomialloeffizienten”.
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Wert von x ridhtig Jein, o gilt fie aud filr swei Nadbarwerte z und
z,. Diefe Gleidhungen darf man jubtrabieven und durh Az =2, — =
bividieren. Die linte Seite wird

@+z)—(@+a"

2, -

_leta)—etalleta) 't @te) ettt @tar]
Xy =2

[(a+2)—(@+9)]=[a +2—a—s]=[z~a]
Die erjte Rlammer desd Jahlerd hebt fich gegen den Nenner, und der
Differenzenquotient wird ber tveiten RKlammer glei). Der DViffe:
ventialquotient wird (infs = n(a + 2)*—1. Die redte Seite der
Gleidung fann nad) der obigen Regel differentiiert twerben. So ex-
gibt fidh

b) n(a+z)*—'=B + 20z + 3Da* 4 (n—1) Lan-*

+ nMar—1,

Die vorigen Vetradjtungen loffen fidh wirtlich) auf diefe neue Glei
dung antenden, und man erhilt durd) wiederholtes Differentiteren
c)n(n—1)(a+2yr-*=20+2.3Dz

4.4 (8—1)(n—2)La" %+ n(n—1) M2—*
dnn—-1)(n—2)(a+2zr—3=2.3.D
+ + (n 1) (n 2) (n— 3)Lm""“+ n(n 1) (n 2)1!19:"—3

n(n——l)(n—-ﬂ) a+x) (n 1)(n 2) 21L
+n(n—1)...35-2Mz
n(n—1)(n—2)...3:2-1=n(n—1)...3-2.1. 1.
Fiir ben fpesiellen Wert z = 0 it

a) a"=A4; Ad=a
b) na"—'!=B; B= _l'iau-—l
¢)n(n—1)a""1=2.(, C—M" 1) g3
1 -2
d)n(n—1)(n—2)a"*=2.3.D; D= (”l g(n ) g3

n(n—l)(n—2) .3'2.(1' .

—-(n—l)(n-—2) .2.1-L;
n(n—-l)(n—2) 2.1

n(n-—l)(n—-2) .3-2-1.M; M=1, affo

n
L—-Ta
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(a+ap=0a+ —:l-a""la: + f_(f‘_;.g =gt

+ "("1—.1;_(’;—2) an-szs+...+_’l'_”n—1 + am

&3 [aft fich leicht geigen, Dafs bie vorber fiiv (a +2)*und (a + 2)°
angegebenen Ausbriide Spezialfille biefer allgemeinen Formel find.
Bet der Ableitung diefes Gapes war eine Funttion y=f(x) gegeben.
©8 wurbe unddft ifr Diffeentialquotient y' = f'(z) gebilbet und
biefer dann nodymal8 biffeentiiert. Das Crgebnid heift der 3mei£e

Differentialquotient von y und wird y" ober "(z) ober %f,

gejricoen. Durd) nodmalige Differentiation erhilt man den dritten
Diffeventialquotienten

8

’ F =y =" (0) = 7z
f /' Wil man ben Wert des Diffeventialquos
s 7T tienten filv alle Punlte einer gegebenen Rurve
% y = f(x) barftellen, fo zeinet man 3u dev ues
p 'Y fpringlichen die , Ubleitungsturve”. Man
wihlt auf der Ubfjiffenachfe eine Reihe von
P Puntten (z,, 2;, %, . . . 2n) aus (am beften in
gleiden Abftanden), ervidhtet in ihnen auf der
: / Udje Gentrechte, trdgt auf diefen die bered):
) 1 neten Wevte von f' () ab und verbinbdet die End-
b | puntte durd) eine Qurve. Jn Fig. 16 it QP
s—k 2L unter Benupung der Tangente AC graphijdh

gig- 10 ' Tonfteniert [f'(z) =tge = g—% =k="Pg).
WAus der erften Ubleitungdlurve (y = f'(2)) tann man die jeite
(y=1r"(2)) finben uff.

Aufgaben.

29, Wie lautet die Gleidung einer Gevaben, die der X-Uchje pavallel
[Guft und von ify den Ubftand b Hat?

80. Hat y den tonftanten Wert b, fo ift y' = 0. (Beweis))

Man differentitere 31, y = 2?; 82, y = 327 83,y = L2°+ 3;
8. y=>12"+ 8285, y=2"+2 + 1

36. Tan ftelle bei der Funftion y = ma® ben Nbergang bed Diffe-
rengen= in ben Diffeentialquotienten fite einen beliebigen Wext von
7, etiva = = 2, graphifd) dar, indbem man Az die Werte 1,0; 0,9;
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0383 ...0,1 beilegt. Ebenfo berechne man fiir jeded Az den jugehdrigen
Gefantenwintel und lege aud) deven Werte in einer Kurve nieder.

37, Cin Wilrfel hobe die Rantenlinge x cm, dann ift fein Juhalt
y = 2% ccm. Man dente fich eine Ccle feftgehalten und laffe jede ber
brei Ranten, die von ifr audgehen, um Az cm wadjfen (3 B. durd)
Crwdrmung). Der Rorper vergrfert fid) dann um drei quadratijdhe
PRlatten, drei vedjtedige Ballen und einen Eeinen, der feftgehaltenen
Gde gegenitberliegenden Wiirfel. Man gebe die anfdhaulide Bedeus
tung von Ay an und beroeife, dafs der Diffevensenquotient mit ab-
nehmendem Az immer mefhr bem Werte 32° nahefommt.

38. ©oll an bie Kurve y = #® bie Tangente in einem-gegebenen
Puntte gelegt werden, fo frgt man, wenn y pofitiv ift, entweber biefe
Drdinate zwweimal auf der negativen Y-UAdhfe ab und verbindet den
Cndpuntt mit dem Kurvenpuntt, oder man gerlegt die Ubfsiffe « in
brei gleidye Teile und verbinet den paffenden Teilpuntt mit dem Rurven-
puntt. (Beweis!)

39. BWie Hat man bei dem eben Lefjchricbenen Problem ju verfahren,
toenn y negativ ijt?

40, Gelten die Qonftruttionen 38 und 39 aud fitv y = ax®, wenn
a cine pofitive ober negative Qonftante ift?

41, Gelten fie oud) fiiv die allgemeine Iubijde Funktion
y=azd 4 ba?+ ez + €?

Weldesd find die Differentialquotienten der Funttionen

42, y=52"—1; 43, y=10%+ o —5; 44,y = — P+ 2%
46, y = — 2%+ 2'— 12

46. Welden Wert haben fie fiir =0, 1, 2, 3, 4, welden fiir
g=—1—2 —3 —43%

47. Man priife die Richtigheit der eben erhaltenen Lofjungen durch
bie Seichnung und bilde felbftindig ahnliche Aufgaben. Ju beadjten
ift audy bad auf ©. 15 gejdhitberte Anniherungdverfafheen.

Die Funftionen 48, y=0012%; 49, y=01z*— 0,22%
B0, y = a* — 100z ufw. find entfprechend zu Hehanbeln.

Man Betveife die Ridtigheit der Formeln

b1, (a + 2)*=d'+ 4a’z + 64°2* + 4as’ + 2

52, (a + )= d*+ 5atz + 10a’z* + 10a%2® + 5azt + 2°
einmal durc) Yusmultiplizieren, bann durd) wiederholte Differentiation

53z.A Wie lautet der exfte, sroeite . . . fecjite Differentialquotient von
y=a'?
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54, Man [dfe diefelbe Aufgabe fite die Funttionen der Aufgaben
2—13, 81—35, 49—45, 48—50, fiir y = 225 — 12° + L% umbd
dfnlide.

55, Man zeidine filv verjhiedene der in 53 und 54 erwihnten
Sunttionen die Ableitungsfurven. Wenn nottendig, find die Ordis
naten dabei zwedmdfig su verfleinern.

Drittes Kapitel.
Allgemeine Differentintionsregeln.
Diffeventiation {dhwierigerer Funttionen.

Allgemeine Sage.

Sa 1. Der Differentialquotient einer Summe wird ge:
bilbet, indem man die Differentialquotienten der Summanden addiert.
Enifprechendes gilt bon der Diffeventiation einer Differeny

Beweis: €3 fei u=1(x), v=9(), y=u-+0v. Dann ift,
wenn man den Wert, den die Funttion f fiiv z; einnimmt, mit vy,
@(x,) mit v, Beseidynet:

Ay _ wto—(@t0) w—u , v—0v Au , Av
= 2z Tz bz T Az

A—E &, —& i n—-x  r-—-z
: d d
alfo im Grengfall d: - E’é + E%'

Fiir y=u — v ift der Beweid gany analog, y' ift w' —o'. Geo-
metrifd) erhalt man y =u + v, indem man die Rurven y = u ={(z)
und y =v =g () seidnet und die ju einem beftimmten Wext z gehiren-
ben Ordinaten addiert. Dann wird and) der Sutvad)s der Ordinate
beim Qlbergang von = 31 2, Ay =Au+ Av.

Beifpicl 1, y=32°+ 42? joll nad) Safy 1 diffeventiiert werden.
Lojung: u=32% w'=152%; v=42% v'=8z; y/=u'+v'=152"4 82,

Beijpiel 2. y =10z — 0,42% u = 10z; u'=10; v =10,42%
v'e= 224 y' =u'— 0 =10 — 224

©ah 2, Jity=cf(z) foift y’=cf'(). (cfei eintonanter Faktor.)

Betweis:

Ay _ cftm)—cf@) _ elflm)=f@] _ cAfl®)

Az o—2 o om—zx Az
inmit d_y_ ___cd_f(_.'li_.
dx dz

Der geometvijde Nadweis ift aud) hier einfach.
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€ag 3. Jty=1(2)-9() o ifty'=r-9+9¢' 1
Beweis: fiz) o) —f2)- o),

-

Dan fann die Differeny —£(2) - p(2,) + £(2) - p(2,) ohne Fehler

cinfdalten, da fie gleich Null ijt

Ay _ f@) 9@)—1@) o) +/2) 9@) &) 9@)

A——!{:
Az

Ax T -z

Ay _9@)lfe)-1@] | f)lve)-o@)]
Ax T - z,—z

A A A \ .
o= ;’;-w(xl) + 3%« f(a); file 2 =z, ift
dy _ df

w9t g;“’f=f’¢ +¢'f.

Beifpicl 8, y=(2"+52)(3—22"); u=2"+ 52,4/ =22 +5,
v=238—22% v'=—62" y'=u'v+v'u=(20+5)(3 - 249
+ (— 62%) (z*+ 52) ober ausmultipliziert und jujammengefaft
y'=—102"— 4025+ 62 + 15. Dasfelbe Ergebnis erhilt man
natiieliy, wenn man juerft vereinfacht und dann differentiiect.

Suf 4. Shy="LT iy L2220

Beweis:  flz)_ 1)

Ay _9@#) 9@ _ @) 9 —9) 1)
Az -z 9(2) - 9(z,) - (¢, —2)
Biv {daiten hier — f(z)p(z) + f(2)p() ein
Ay _ )9 ~f@e() + (@) p(z) - 9(z)f(z)

Az ?(2) - @(z,) (z,—2)
Ay _ 9@)f(z) - fz)] = f(2)[piz,) — 9(z)]
Az 9(2)- 9(z,) (2, —2)

Man fann Jahler und Nenner durd) 2, —z = Az bividieren
wAf Ag

Az 9(2) - p(z,)
Jm @renzfall Hot man
by __[o=—9'-f wo—v'u
dz =Yy = qa’ - 0!
Beifpicl 4 e
== 1_1—5-*'—=1:—; w'=2z+42; o'=1;
y = wv—o'u _ (242 @-b)—1(z*+22+1)  2'-102— 11

v’ @—0)" @—=5)*
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Sab b6 fiber Funttionen von Funftionen, €8 fann vorfom:
men, daf y nidht divelt al8 Funltion von » gegeben ift, fondern von
einer Grife £ = g (z) abhéingt, die ifrerfeitd eine Funttion von z ift.
Man hat dann, wenn die Werte «, y, £; 2,, y,, 2, jujammengehoren,

y= f(’) =f(p®)); y, = 1(2) = f(p(z,))

_f@) =1
AZ 7, —2
Az _Ah—F_ (P(xx) ( )
A'I: w —x .’ﬂ -z '
o Av_ A4y, Be _ f)=1(0) p)-pl)
A e
2
é = .% rimil '(2) - @'(2). (Rettenvegell)
Beifpiel 5. y= (20— 1= s
a3 dz d
d_'l_‘ 321 =38(22-1)% F ikl d%:(;(g,;_ 1)

Sag 6 itber implijite Funttionen. Jft der Jujammenhang
soifden z und y durd) die Begiehung o (z,y) = 0 fejtgelegt (3. B.
22+ y — 4 =0), fo fann man qus diejer Gleidhung in vielen Filen
y durd) x ausdbdriiden, alfo ben Jufammenhang in der bidher gebraudy:
lihen BWeife y=[(z)
angebent. (Jn unferem Fall ift y = 4 — 2%)

Wihrend y mefpritnglich , implizite” als Funttion bon z gegeben
war, Hat man e3 jet ,explizite” a3 Fuuftion von = dargeftelt.
Uber sur Bildbung bes Differentialquotienten ift diefe Umredhnung
nidt notwendig. Aus ¢ (z,y) = 0 folgt, wenn 2, und y, sufammen:

BN o (2,9)=0 und o(z,9)— g (55)=0,
(”u.’/x)“(l’(xr!l) _
—z — =0.
Hier jdaltet man die @tdﬁe o (2,9,) — 9 (2,,) ¢in, die felbjiver-
jtindlih = O ift, aljo nidtd dnbdert
(@, 9) —9@%) + 9@ y) - 9@y _
T, —x
¢p(:t,,y,) oz, !/1) _L‘P(xr?ll) P(x.9) =0
- z,—2
(‘cnyl) 9(z,9) + o, yl.) Q’(x Y -y _ 0.
o - Y- z - .z

®eht man jept sur Grenge itber, fo nnrb ie btﬁbet

_Ay
—z Az
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L dy Wihrend im allgemeinen = und y vaviieven, ift bex Ausdrud

LICT Nl 1) (r,,y;) 9 (.9, fo gebilbet, daf er Wext vony, ndmlich y,, tonftant

Bleibt unbd mu: z fidy dnbert. So ift die Beseichnung, partieller Diffeven-
genquotient” und im Grengfall , partieller Differentialquotient”
einfenchtend. Bum Unterfdjiede bon den bisher abgeleiteten , totalen”

Differentialquotienten gg verwenbet man fiiv bie partielle Differen:

tiation ba3 nmbe 9. ©o witd ; %tg
dgdy y z
+ Tyds = =0 und iz~ " 7g
Belfpiel 6, Gsfig=2+Y—1-0 ,
o9 _ 1 3¢_1 dy__a_ b
dr a' 9y b' dz 1 a
Aus der Gleichung folgt b
bz + ay = ab,
=bh— Eaf (Grplizite Darftellung)
. dy b
und Dievaus =

was bad friihere Refultat bejtatigt.

Da die gegebene Gleichung linear ift, o ftellt fie eine Gerade bar.
Filr z =0 witd y =1, fiit 2= a wird y =0, alfo find die Abjdnitte
auf den Adfen @ und b, und wenn « der Neigungstintel gegen bie
X:Udyje 1ff fo bat man

(180°-—a)==—tga==— tgo=——_-

Bciipicl 7.
_.+__1 —0. J9_2= op_2%y dy_ b=z
all ! ' 9z e Jy b dz a'y
’Bciipic[ 8. Man diffeventiiere y=az—" Lojung: Jny=az—"ijt
ber negative Grponent?) an und fiiv fich finulos, da z nidgt — » mal
al8 Faktor gefept twerben Fann; will man aud) diefem Ausbdrud eine Be:
beutung beilegen, jo wird man swedmafig handeln, twenn man fie mit dben
efepren der Potenzen mit gangzahligen Crponenten in Cintlang bringt.
(Permanenspringipl) Da befanntlic) a?- a?=a?+1ift?) fo folgt, baf man

a"'=51; feten muf, denn durc) Multiplifation mit a"+* ergibt fidh
1) Crang, Algebral (ANuG Bd. 120, §81).  2) Cranp, a.0. D, §13.
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n4-1
af"'-a"‘*’lz artrtl = gl g = _l;_l,an-H: j‘__u,, = q.

a a
©oll y = az—" (n pofitiv ganzzahlig) differentiiert werben, fo be-
adjte man o

y=- yo"=a, @=yr"—a=0.
x
o 1, o dy ny " ny -
—a—x——nya;" "a—g=)?”, az‘=———,’—-———;=—-nam“" .

Die auf €. 18 fiir pofitive ganua'[ﬂige Eyponenten abgeleitete
Regel gilt alfo aud), wenn der Crponent negativ ganzzahlig ift.
P

Beifpiel 9. Die vorigen Betracditungen follen auf y = az? an:

2 —_
getwandt werden.!) Lojung: €3 ift 22 = f/xﬂ, bean mit Benupung
bed Saped (2™ =a™" folgt, wenn man beide Seiten mit g potengiert,

ALY 3
(w«) =29 =P= (q i3 L xP.
Somit it (%)q= zP
0 2 2 =1
Q= y; — P = 0; 3.7‘: i —p.’l}?—x; 3? o QL_.,
) Y a?
dy _ o p2"”
dz 9—1
oL
@
§)
é‘g 1_,_ mP“l.y (ﬂ_g_ xP—l amﬂ.a‘l__eax%—l
dx ¢ ! q al P q

Die oben erwifhnte Regel darf man daber aud) bei gebrodenen
pofitiven Grponenten anwenbden. Man weife die Giiltigleit nady,
wenn n = — £ ift

©ap 7 diber inverfe Funftionen, Sft y = f(2), fo gehort im
allgemeinen zu jebem Wert von = ein Wert von y und and) umgelehrt
3t einem Wert y ein paffender Wert 2, b. Y. « ift die inverfe Funktion
bon y; e ift z = p(y) (vgl ©. 7). , y und 2,, y, feien sujommens
gehovige Wertepaare, %~y __ 1 |

- (m,—a:)
h—Yy

1) Crang, Wigebra I (ANuG Bb. 120, § 36).
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Betrachtet man linkd y al3 Funition £ von z, rehts = ald Funition

@ von g, fo folgt Af 1
Az~ Ay’
Yy
af _ 1 |
dz 9
(@)
Beifpiel 10,

2 =ZE; z=y3(= p(y))
er 09 __ 9,0 3
dy ~ dy 3y 3Vz_

dy df 1 1 1 2 .
(@)
Hufgaben.

A. Differentiation von SGummen, Differenzen, Produlten
und Quotienten.

56. €3 joll ber Differentialquotient bon y = u — v abgeleitet twerden.
- b7, y=af(z) + bo(z) foll bifferentiiert werben, wenn a und b
fonftante Sablen find.

b8. w, v unbd w feien Funltionen von z; e fei y =uvw. Wie
grof ift y'?

Man bilbe bie Ableitungen von 59, 2(a*+ 1); 60,5 (z—1) (z+1);
61, (@ + 24 1) (z—1); 62. (2°— 22) (z — 1) (z — 5) und
Ghnlichen Ausdritden einmal nad) den Regeln ded Rap. IIT, dann, in-
bem man gunddit die Klammern aufldft und vereinacyt.

63.b ?Jhg weife nad), dap Sap 2 in Kap. I ein Spegialfall des
folgenben Sates ift. tLopls

anbifecestics 64,y = -, 65 =2t 60y
67. Y= m

Die vorbergehenden Lfungen Ionnen aud Aujgabe 67 durch ge-
eignete ©pesialifierung leicht gefunden twerden. Man bilbe felbftdndig
Beifpiele mit Funttionen hiheren Grabdes.

UNu® 887: Bindbow, DifferentialveGnung, 4. Anfl. ]
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B. Funttionen bon Funttionen, implizite Funltionen,
Potenzen mit beliebigen Erponenten.

68.y=(z+ 1) 60.y=(a"+ 22 +1)". 70.y=(2"+82"+
+3z+1)% 1.y=(a+ bz +ca?)" 72, @éfet:vy—a’ 0, ie

grof ift y'? €3 migen die Funttionen 73, y== 5 74, y=Dbz—3,
75, y = cz~" und dfnlicge biffeventiiert merben 76, y = }/—

77.y=f/;.78.y=w.79.y=%- 80.y= 8Ly *’V
xd

82. y=72"—1. 83.y |/m+1- 84.y=Va+bz+cz’

Man [Bfe jede Aufgabe mdglichit nad) verjdhiedenen Methoden.

Die trigonometrijhen und jytlometrijdhen
Funttionen,

Der Winkel wich in der hoheren Mathematif ftetd im Bogenmah

angegeben, Man fonfteuiert um den Scheitelpuntt einen Kreid mit

pem Radiug 1 (beim Gradmaf ijt

2 er beliebig). Die Linge des zwifden

ben ©denfeln liegenden Bogens, in

berfelben Cinbeit gemeffen, gibt bdie

Grife des gegebenen Wintels im Bo-

genmaf an (Fig. 17). Die Winkel-

geidroindigleit einer votierenden Scei-

be ift befanntlidy der Weg, den einer

ihrer Puntte, der bom Mittelpuntt 1 m

entfernt ift, in einer Gefunde suriid-

Tegt. &ie gibt alfo den in einer Setunde

pon einem Rabius itberftrichenen Win-

Big 10, Yel im Bogenmaf an. Der Wintel, der

im Gradbmap 360° betrigt, wird im Bogenmaf durd) ben Umfang
bes CinDeitstreifes gemefien, mithin gelten die Besichungen

Gradmaf Bogenmap
860° 2 b3
0
1 1_85 = 0,01745
180°

— =57 296°=5718"' 1



Bogenmaf. Stnuslinie 29
8. B. ift ber Wintel 43°16' im Bogenmaf 43%3-0,01745 =

= 43,27-001745 = 0,7651. Ferner ift 30° ==, 45°= T,
600= 3, 90°= 7, 180°=1,

Der im Bogenmaf gegebene Winkel « = 0,42 ift im Gradmap
0,42.57,296 = 24,064"; 0,064°=60-0,064'= 384!, Man hat
alfo, auf Minuten genaw,  _ 2494,

BWahlt man den Radiug cined Rreifes = a (ftatt 1), dann wird

aud) dev Rreisbogen, welder von den Schenteln des Wintels o (Bogen-
maf) eingefdhlofien twird, & mal fo grof, alfo

B =ag.
Dev gugehdrige Rreisausfdnitt ift (Bogen - Rabiug: 2)
4=29,
2
D,
y:A
l\b 6 _m J
9 B &
G & ¢/
A
Sig- 18.

1. €3 foll jept bie Funttion y=sin diffeventiiert terden, Dagu ftellt
man fie sunddft graphifch dar, indem man den Radiug M A des Gin-
Beitdtreifes verlingert und ifn al3 X-Adfe betrachtet. Da auf diefer
bie Werte der Winkel, die im Bogenmaf gegeben find, abgelefen wetden
follen, o tvidelt man ben Umfang e3 RQreifes auf ifr ab, indem man
AB, = Bogen AB, AD, = AD madjt uff. Sodann filt man von
B, D ujt. Sote auf die Abfjifjenachfe und iibertrdgt fie unter Berid-
fidtigung ihres Bovseidhend auf die vorfer gefundenen entfprechen:
ben Puntte. So entftehen die Geraden B, By, D, D, ujw. Die Linie
AB; D, ...ift bie in ber Clettrotedynil widitige Sinuslinie (Fig. 18).
Jhre Gleidung ift y = sinz. §.9B. ift in dem redttwintligen Dreied

BMN bder Binkel M = z; % =sinz; BM=1, aljo BN=sinz.
3¢
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Grjest man z = AB durdy AB, und BN burd) B,B,, wad nad
Ronftrultion geftattet ift, fo folgt B, B,=sin AB,,
a3 3u beteifen twar.
€3 fei jept in Fig. 19,
¢ 1 ¢ bie einen Teil von Fig. 18
K A vergrfert darftellt,
AC,=z, alfo
z
B,Ci=z,—z=A®
. 4 Serner ift G L =Gy C,
-7[ TN 4 & o —BBi=th—y=Ay
mithin g
Fig- 19. Ay = CL.I‘.
= = Az  B,L .
Au8 AB,=ABund AC,=AC folgt AC,—AB,= Az=BC,
Ay it nad) Konfteuttion = CK,

Ay CK
\L‘ 0“0 Az = -07‘5.
x| Begniigt man {fid) mit einem An{daulids
feitsbetveis, fo fann man faggn, bafs, tenn
Az Heiner wird, der Bogen CB mit immer
grofever Genauigleit burdy die Sefne CB erfept
toerden fann.
P + ﬁ-—z N‘)%IEI = cos KCB.
g, 30. Die Mitte von OB fei O (Fig. 20), fie toerde

mit M verbunbden, dann ift X K CB = 0 M A, weil bie Schenlel paar-
weife aufeinanber fenfredt ftehen und durdy eine Deehung um 90°
in pavallele unbd gleidhgeridhtete Sagen Fommen.

2—;’: RS cos OMA = cos (AM B + BMO) = cos (z+ + Az
Sm Grenzfall wird Az unendlid) Hein,
OMA=z unb%=cosz.

Bu einer ftrengeven Ableitung braudyt man den
ilfsfap: Jetleinerberim Bogenmagan-
gegebene BWinfel « ift, um fo mehr nahert

o B
fidj ber Mert = ver Einbeit. (Fig. 21.) A
1) & ift bas Abllirzungszeidhen filr ,, nahezu”. 4

4
Fig. 2.
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Beweid: MA fei ber Radius des Cinbeitslreifes, L C M A =¢,
BA bie in A an den Rreid gelegte Tangente. Dann ift dad Drei-
eof CIMA Heiner al3 der RKreifausjdnitt CMA und diefer Heiner
al3bag Dreied BMA. Dreied") CM A=3CM M A sina="Lsine.

freidausdidnitt CMA= ﬂﬂﬁﬂ;ﬁ (©. 29)=;—, Dueied BMA=

=1BM.MA sng=1.—1 .1.sine=2"08, i
=1BM -MA su;:a T ooeq " 1 sine=1 - Daberift’)

tsine<te<i :—os—“ Dividiert man alle drei Grofjen durd) bie
gleidhe pofitive Bahl 1 sin e, fo wird ihr velatived Grofenverhilinia
nidt gedinbert, 1<% <L.

sin o Ccose
Je Heiner o twird, um fo grifer wird cos e, um fiiv =0 {chlie
fih ben Tert 1 angumefmen. Die obere Grenge fie ——— nimlich 551;;'
witd in diefem Falle gleih) 1, und da die untere danernd 1 Hleibt,
fo bejtebt fiix den swifdjen beiden liegenden Grengtoert von é‘ feine
andeve Miglichleit, a3 audy 1 su werden. Ebenfo frrebt natiivlidy
fein veiproter Wert, 5?‘,' fet der EinBeit zu.

Seen toir nun y =sing, fo ift . (:,, _ m) o (¢1+ x) )

Ay y—y _sing-sing 2 2

Az x -z -z T —%
sin(i_—z) 2 ———)

Ay _ 2 7 oos ("+z)-

Az %, —% 2

2
Jm Grengfalle witd z, — =, alfo exjt vedt ﬂ;j, febr Elein, und
ber erjte Faltor nimmt den eben ermittelten Grenziert 1 an. ﬂ_}f
wird {dlieflid) gleiy =, 4,
alfo g = Cosa.
2. Die Ableitung von y = cos z 1ft fidh gany entfpredend duvchs
filbren, tvad sur Ginpragung bed obigen Gedanfenganged jehr emp-

1) Crany, Trigonometrie (ANuG BD. 481 § 156)

2) Man vergleide in technifcen Kalendern die Werte des Ginus, Bogens
und Tangens, die u einem Jentriwinlel im Cinfeitstreife gehoren.

3) Crang, Trigonometrie (ANuG Bd. 431 § 26).
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feblengwert ift. Sdneller fommt man jum Jiel, wenn man fidh) an
die trigonometrifhe Formel®)
cos ¢ == sin (90°— )
ober bei Benubung ded Bogenmafies
¢os & = sin (; — )
erinnert. €3 fei 5 % — 2=, baber y = sin s, bann ot man nad) Sah 5

auf &. 24 ﬂ/___ (E_ )=-
gﬂ €08 2 = COS 3 sy
z
ds =1
dy .
L—c=-=—smx

3. y = tg = biffeventiiert man am bequemften mit Benugung ber
sinz

Jovmel) tgz = —— (vgl. Saf 4 auf &. 28)
Y= f((z))’ f(z) = sin z; q;(z) = 008 2;
f'(z) = cosz; @'(z) = —sinz
) Cosz: cosx —(—sinz) - sinz
cos’z

Yus der Trigonometrie ift befannt, daf ber im [ahler auftretende
Yusdbrud cos’z + sin’z ftetd ben Wert 1 Bat, daher ift
1

'
Y= ca’
. e conz 08
. - = -
y g sin
(—sm:c) sinx—COBZL - COSZ 1
sin’z T sin'y

5. y=arc sin & [arcus sinus] ift die inverfe Funftion ju z=siny.
Die jugehorige Kurve findet mant, twenn man Bei der Sinuslinie
y=sin 2 die Roordinaten vertaufdt, d.9. die Figur um die Symme:
teielinie dev pofitiven 2 und y-Adhfe dreht. Die Beidhnung lehrt, dafh
dann z in g, y in o fibergefiihet twird.

d f
L (ﬁ) (vgl. ©. 7, Gaf 26§

dz
d
T;n cosy =V 1 —sin’y =y1—4,
dy 1
W %ty

1) Crany, Trigonometrie (ANuG Bb. 431 § 7).
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6. y = arc cos z ift bie inverfe Funktion 3u z = cosy
g—z= —siny=—}1—costy=—y1—2a!
ay 1
1 y-—arct::, z-!/:gyf F 1,
Y = Cos’y
=cosy-|-smy=1+sm y 1+tgy-—1+a:’

cos’y cos'y
dy _ 1
az_ 1tz 1 sin? ?
y 4 cos’y
8. y=arcctgs, T=ctgy, dy TEn'y . sin'y

== (1 +oghy) =~ (1 + &
ay _ 1

iz~ 1tz
Die ytlonetrijen Funttionen (Nv.5 bis 8) find vor allem bei ber
Sntegralrednung widtig.

Anfgaben,

85, Weldjer Brudjteil vom Radiud mup auf der Pevipherie eines
freifes abgetragen werben, damit der jugehdrige Jentritvintel den
Wert a) 1% b) 1'; ¢) 1" Jat?

86. Jn bet %unftwn y=sinz fei  dex ipemelle Wext 0,3 beis
gelegt. €8 foll dev {bergang des Diffevenen- in den mtﬁerenttal’
quotienten nad) bem frithec entwidelten Berfahren (vgl. &.15) graphijd
vargeftellt toerden, wenn Az = 1,0; 0,8; 0,6; 0,4; 0,2 ift.

87. Man [ofe dicfelbe Uufgabe, indem man Az =0,10; 0,09
0,08 ... 0,01 nimmt.

88. €3 foll eine entfpredjende Darftellung filr die %ibleitungen der

anbern Funtionen gegeben werben, etwa filt cos 0,52; tg 7 7 ctg 4,6.
Man differentiiere:
89.y =sin (nz). 90,y = cos (nz). 91,y = tg (nz).
92,y =ctg (nz).  93.y= asin (m2) + bcos (nz).
94,y = asin (ct+b). 95,y =sin’z 96,y = cos’z.

97, y=sin?z+ cos’s. 98,y = arc sin (2) 99.y=arccos(§)
100.y = #rc tg (%) 101.y = arc ctg (%)
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102, Man geidine die Kurve y = arc sin 2 und verfude, den
Wintel o, den eine belichige Tangente mit dev z-Adfe bildet, geo:
meteifd) su fonftruieren.

Der Logarithmus und dbie Erponentiolfunttion.

©3 barf al8 befannt boraudgefelit werden?), daf der Logarithmus
einer Babl o suv Bafis b derjenige Crponent ift, mit bem b potensiert
werden muf, damit man die gegebene Safl erblt. Jit y =2lga, fo

jolgt nad) diefer Definition b¥=a. Die widitigiten Sife iber Lo-
¥

garithmen find
(1) g (wv)="lgu + g,
(2 Y (—3) =Ygu —lgv,
(3) g (w)=n'lgu,
@) g(Yu)=>gu.
Qit b grofer al3 1, und died ift bei
ben gebraudylien Cogarithmeniyitemen
ber Fall, fo gilt

L4 4L

>z (5)%g0=—00,benn b’”=§.5

bebeutet einen Brud), deffen Nenner be-
liebig grof, beffen Wert alfo beliehig
Hein und im Grengfall 0 wird;
(6) Yg1=0, dennbd®= 1,
Fig. 3. (1) ®gb=1, dennb'= b,
(8) Ugdi=2, benmd?=0?
(9) Ygtr=mn, demnbr= D"
Die Rurve y ="'lgz verlauft alfo fo, wie Fig. 22 seigt.
Bur Bildbung des Ddifferentialquotienten ton y="1lge
nehmen wir b sunddft beliebig an und behalten uns vor, im Berlanfe
der Recynung filv die Grofe den Wert ju wahlen, der uns am paffend:
jten erjcjeint. Den Juwads Az madjen wir aus Jwedmapigheits-
geiinden gleid) bem mten Teile von z, wobei n eine belichige gange?)
Bayt bedeuten foll (in der Figur ift 2 = 5, n = 10 getwdhlt), die im
Grenzfall unendlich grop wird.
1) Bgl. Cranfy, Algebra I (UNu® Bd, 120 § 48F.).

m:%[ f%ﬂI'ﬁBt fic) geigen, daf diefe Befchrantung des Werted n nidjt not-

7 203 4 5 6 1H
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Ay _Ygle+Ae)-Yga _ ”lg(1+ézf)=blg(l+%)
Az Az -

] i1

n
® z .
Bir unterfudjen, ob fiir (1 + —”—) ein endlider beftimmter Wert
refultiect, wenn n immer grofer ird. Wenn e eyiftiert, nennen wivihne.
RNady dem binomijen Sape (S. 18f.) ift

]
n

L _1_"== n 1 n(n-—l)i__n(n-—l)(n—?)._l_
b_(1'*' n) Tt 2 w113 n
+.”n(n—1)(n-—2)...(n—[n—l]) 1

1.2.8...n F

TMan dividieve jet jeden Faltor #, n — 1, n — 2, ... durd je
einen Falftor des Produbted nen n ...

(e -t ) b))
sl =D
oot (i o 3

©ept man dann n = oo, o wird %,—} ufw, = 0, alfo beginnt

s 1 1 1
bie Reihe e=1+ 1+ 5+ m+m+--l-.
RNur die Schlufiglieder erfordern 1+1 45 =25000
eine bejondeve Unterfudjung; fie seigt, 1
baf die genannte Reibe file ¢ tat: 133 = 01667
fadylich vollig ridhtig ift. Berwanbdelt 1 00417
man die Briide in Dejimalbride und 1.2.34°
vunbet die bierte Stelle nad) dem ! 00083
fomma ab, o erhilt man einen 12345
Aherun t. =
Riberungser 13305 00014
1884567 00002
1
13345678~ 20000

e = 2,7183.
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Allerdings ift jebt nod) fraglich, ob die fehlenden Glicder und bdie
Ubrundungen dad Ergebnis nicht twefentlich falichen. Diefe Frage wird
fpiter im verneinenben Ginne entdhieden werben.

Sm Grengfall (n = oo) vefultiert, wenn y = Ylgz ift

dy  lige

dz T
Befonderd einfad) tird dad Ergebnis, jobald man e felbft sur Bafis
bes Sogarithmenfyftems nimmt (natfirlide Cogarithmen). Sttt
bes Symbol8 g {dreibt man einfad) In; Ineift nady (7) =1, alfo folgt
y =Inx
(10 1
x
Die gebraudylichite Bafis ift 10 (Briggifdye, gemeine vder fiinft-
lige Sogarithmen).

y = Vg lieert (unter Benupung der Logarithmentafel)
(11) {y’= Mlge _ 048429
& X
€3 fei y ber natiiclide und 2 der Briggijde Logarithmus von z.
UYus y=Mhz und 2="gz
ergibt fich e¢/=z und 10°=g,
alfo e/ =10°

Man logarithmiert beide Seiten nach Vorfdrift der Gleidjung (5)
auf ©. 34, indem man einmal 10, einmal ¢ a3 Bafid nimmt.
y-Vge=2-Ygl0=2
y-lge=y=2¢-mn10,
Hievaus ergibt fidh durdh) Cinfepen b}et Werte fiiv y und 2
10 g x

(12) lnx == —1—0_1?&
. Inz
(13) Mgz =55
Der Wert = = 10 liefert in (12)
1
10 -Vge=1.

Da Vlge nad) der Logarithmentafel = 0,43429 ift, fo ift g 10
= 2,30259. Tan fann dafer (12) und (13) aud jdreiben

$14) Inz = Vigg.g 10 = 2,30259 Vg

{15) Wige=Inz-Ylge = 043429 Ina

©o fann man bequem die Sogavithmen des einen in die ded anderen
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Shitems umwandeln. Die Nidtigleit dber angegebenen, den Tafeln
entnommenen Sahlentverte wird fpdter (Lehre von den Reifen) be-
wicfen werben.

Wie aud ver Definitiondgleiung fiie die Logarithmen hervorgeht,
find die @gponentia[fnnf;ionen u ignen inperd. usy = e~ folgt

z 1
z =Iny, W=y a%=y=e’.

(16) Die Ableitung von ¢ ift alfo wieder e

y = a® gibt, nad e logarithmiert
Iny dz 1 1 dy

== = — _— s —¢ —_— = = a%
Iny = zlna, &=y Iy—ma'y ds ylna = aina.

(17) Die Ableitung von a* ift a’lna.

Aufgaben.

108. G4 oll bie Gunltion y=(1+ ;)" grapSife bargefielt werben.
104, Man zeidne die Kuwven a) y = (1 + %)"; b) y,=1;

n 1 n 1  ah-1) 1

Ohp=1+77 Ohp=1+7 -+ (1.2 = H

1, nn-1) 1  «anr-1)n-2) 1 .

Du=1+7 5 +250 5+ G i in
bagjelbe Achientreus ein und beadjte die immer genauer werdende An-
niherung.

105. Man berechne dienatiirlidhen Logarithmen der gangen Jahlen
von 1 i3 10 nad) Formel 14 auf &. 36, indem man die tinftliden
Qogarithmen einer Tafel entnimmt und vergleidhe die Crgebniffe mit
einer Tabelle (3. B. in ber , Hiitte"). Benubt man den Redjenfdhieder?),
fo ift bie Beredynung bejonders bequem, da die Jahl 2,303 bauernd
eingefte(t bleiben fann.?)

106, Man geidyne die Kurven y = Inx; y = Clgz; y = *lgz,
beftimme file einen Beliebigen Wert von z, etta 5, den Differentials
quotientent und priife, ob die Kurventangente die bevedynete Neigung
gegen die Abfsiffenadife hat.

1) BgL. Reuendorff, Bualtiide Mathematit (ANuG B5. 341 VL Bortrag).

2) Fiir bie Beredjnung von Potengen oder Wurgeln mit beliebigen Eps
ponenten, fotvie fiir Qogarithmen beliebiger Bafen it ber yon Neftler in
Sahe in ben Hanbdel gebradite Rechenfdhieber ,Srftem Peter” hervorragend
geeignet. Die elementaren Dperationen laffen fid) durd) thn wie mit jedem
anbern Jnftrument ausfiihven.
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107, Man wende dasd auf ©. 15 gefdjilderte Verfahren an.

108. @)3 foll biefelbe Aufgabe fitr ¢ und 107 geldjt werden (x =
0,1, 2 3).

Die Hyperbelfunttionen und ihre Umfehrungen.

€ng verwandt mit der Cponentialfunttion einerfeitd und den tri-
gontometrifdhen Funttionenandererfeits find bie Hyperbelfunttionen.
Man definiert
ens-je—r) , @FIE={eten

e €—e® i
@) Wr=r=rs WM =gr=a"r
Da e®=1 ift, jo ift Sin 0 = 0; Cof 0 =1; Tg0; Ctg 0 = oo.
Man exhilt alfo diefelben Werte wie filr die trtgonometrtfd)en
Junttionen. Cbenfo ift Cin (—z) =1(e*— 8 =—4(f—e?)
= — Gin z; Cof (— 2) = + Cof (a;), 25 (— 2) = — g (v);
Gtg (—=) = — Ctg z. Man braudyt Hier wie dort nur Tafeln fitv po-
fitive Werte bon z angulegen, da fid) die Funttionen, wenn = negatw
ift, fofort Binfdjreiben lafjen. ©oldje Tabellen findet man in ber
SDitte”, ausfithrlichere Werte find Ligotwati, Tafeln der Hhperbel:
funftionen und der Kreisfunttionen und Burrau, Tafeln der Funk:
tionen Cofinug und Sinus,

Stellt man unter BVenupung diejer Iafe!n ober nad) divefter Be:
rednung die Hhperbelfunttionen grophifd) dar, fo fieht man, daf fie,
pont benfelben Anfangdroerten audgehend, gany anderd ner[aufen al$
bie trigonometrijden. Sinz und Cof z wadft dauernd bi3 ind Un-
endliche, Tgz und Ctgz nihern fich unbegrenst dem Werte 1, Tgz
fteigend, Ctg = fallend. Fiir grofe Werte von » fann e~ unbe:
riidfichtigt bleiben; e ift dann Sin z = Cof z = L¢*, Tgo=Cgx=1.
©3 feblt fir veelle Werte von = ben Hyperbelfunttionen die Cigens
fhaft Der Periodizitdt, welde die trigonometrijden davatterifiert.
Bei diefen treten nimlid), wenn man 2 um die @rnﬁe 27 wadjfen
Laft, diefelben Junttionswerte auf, 3. B.ift sin (£ + 2 ) =sin (x4 360°)
= gin 2.

Die Ableitungen der Hyperbelfuntiionen find leicgt su finden

dGinz dGofz .
©)) 7o = iz (6) d:ci =Ginz
dTgx 1 atige 1
(M) dz  Gopa ®) dz Gz
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Aufgaben.

109. Man ftelle die Hyperbolijdhen Funttionen graphifd) dbav und
priife bie Ridjtigleit der filv bie Wbleitungen gefundenen Werte nadh
ben bisheérigen Methoben an fpesiellen Werten von 2.

Man leite die Formeln

110, Gofz +Ginz=¢. 113, Gin (22) =2 Ginz Cofz.

111. Cof 2 —Ginz=¢% 114, Cof (22) = Cof*z + Sin®x.

112, Gof*z— Gin%z=1.
ab und unterjude, 06 nod anbete, den trigonometrijden dhuliche auf-
gejtellt terden ¥onnen,

116, y = In (z + Y+ &) fol biffecentiiert werden.

€8 fei y = Ur Ginz bie inverfe Fun'tion ju 2=Ciny. Aus
£=1(e" — eY) folgt 2cer = (&) — 1, alfo ()2 — 2ae¥=1;
¢=zx+V2 '+ 1. Da ¢ pofitiv fein mup, fo ift dbas negative Bor-
seidhen gu untetbrﬁden, alfo y = in (z + Va*+1) ober
9 %t@mw=ln(z+]/ +1).

Aus y=UrSinz ober w=@my ergibt itdE) —@oi y=)1+Sin’y

3 1
(Yufg. 112) = V¥ +1 +1, dz = %gr. Yufg. 115.

dWGing 1
10 = .
(10) e e

€2 fei y = Ur Cof = bie inverfe Funttion ju z = Cofy. Damn
ift entfprecjend s=3(eV4¢7); 2z =(e¥)2 +1; (¢)*—2we?=—1;

=2+ VP —1;y=1n(2+V2'—1); g, = in(e+ Va1 —1);
yy=1n(z— V' —1) = l”[(x—l/a:’— 1)(:::-]-]/::;’—1)]' Die

z4Yar—1
Yusfithrung der Multiplifation im Jahler ergibt 1, alfo ift

y’=m(r1/;‘T1) =—n(z— Vi —1)=—y,. Da Cofy

fiv y =+, und y = —y, denfelben Wext Yat, fo liefert natur-
gemdf bie vorliegende Gleichung Cofy == swwei nur durd) dad Bor:
seidben verjchiedene Lofungen. Man bevorsugt die pofitive und jeht

(11) UAr Cof a:=ln(x+|/:c— ).
3ft y=Ur Cofz,z=Cofy, fmftd = Giny =) Coffy—1=)2'—
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d¥% Cojx 1
(1 2) dz = Y — 1
y="Ur Tgx gibt die Gleidung 2=Tgy= ,, + e,,, hieraus findet
man Teidht
(13) ?Ir‘lgx=—-ln(1+x>
Ferner lft dy =z 0?, Ll é oi’@{n y(qufg.l12)=1—5‘Cg”g,/=1——x2
14 dMeTgzx 1
(14) iz 1—2

x mufl ftetd swifden — 1 und + 1 Viegen (2* < 1), ba Tg y fiir
jeben veellen Wert von y swifhen diefen Grengen eingefdhloffen ift.

Y Yy
y=UeClgx; 2= :Tf———::y, man findet

(15) Ur @tgxsém (%i—)

de 1 Gin*y —Cof*y 1, T
dy~ Gy Gn'y =1-Qgly=1-2
16 dlrBtgz 1

(16) dz 11—zt

z ift ftetd griBer ald + 1 vder Heiner als — 1 (2* > 1), tveil
Ctgy = L 1& und Tg y swijhen + 1 und — 1 Viegt.

Die mberien Funttionen fonnen direlt ober (bequemer) mit Hilfe
ber Tafeln fite die Hyperbelfunttionen Herechnet werden.

Biertes Kapitel.

Wuwendung der Diffeventinlvedunug

anf die Unterfudung tednijd widtiger Knvven.

Die Gleichung einer Rueve fei y = f(z). (Fig. 28.)

©dyreibt man y einen beftimmien Wert o vor, fo lefert die Glei-
dhung fx)=a
bie Ubfiffen der Puntte, die von dex z-Achie den Abftand a Haben.
Diefe Puntte mitffen, wenn a pofitiv ift, iber, wenn a negati ift, unter
ber Ubfsiffenachfe Yiegen. Jn Fig. 23 Hat 3. B. y den vorgejdhriebenen
Bert @, wenn 2= O0M =z, ift. Die negative Grofe b witd erveidt,
wenn « = ON =gz, ober aud), wenn z= 0@ =wg, "tird. Fitr den
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oesiellen Wert a=0 exhilt mandie Schnittpuntte mitder z-Achfe,
die Gleidung fz) = O wiitde alfo in unfever Figur durd) die AH:
fsifien OB, OPund OH v )
befriedigt fein.

€don aufS.14 wur:
beeviodhnt, bafi der Dif-
ferentialquotient
?I' = f'(Z) = tga -if,
wenn o den Tangenten:
wint:( bedeutet ¢/,
alfo aud) «, pofitiv, fo
fteigt bie Rurve(Puntt

Y=/ (z)

4, 0); ifty negativ, fo v Q
fallt fie (Puntt E, F);
ity =0, fo lauft fie 1% b
momentan dev Abfifjens
adfe parallel (Puntt D, ' z
G). Dies ift ftets bei )¢

[

ben hochften unbd tiefften g 18
Buntten der Kurve der Fall. o=

@benfo twie das Borzeidhen von y und y' ift aud) dasd der jweiten
UAbleitung y” filr die Unterfudung von Beveutung. €3 fei z eine be=
liebige Ablsiffe, z, =2+ Az eine grdfere. Steigt die Rurve in dem
Bunkt, dex su 2, gehort, ftirter ald in dbem borigen

¥
(ig.24), fo werden ihre Tangententwinkel gro-
fer, aljo aud) deren trigonometrijde Tangenten
9 —9y>0 A

w-y y

Py >0 ober 2z 0
und im Grengfall ?) >0, y'>0.

z @ 1|

v

Die Qurve ift bann in unferem Achfenfyftem T dz
nad, oben” fontay (Punkt K, J, G inFig. 23). Big .

Sft 4"< 0, fo ift fie tonvey (Bunit L, D, E); ifty" = 0, fo ift
fie momentan gany geradlinig, man fpridt bon einem Wendepuntte
(Fig- 23, C und F).

Die Berbindbungslinie sweicr naher Lurvenpuntte liefert im Greng=
fall bie Tangente. Um eine nody grifere Anndherung mit einfachen
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y Mitteln su erhalten, jucht man einen
Rreid, der fidh der Kurve midglichft gut
anpafit, den Rritmmungstreis. Soll

v ein Quevenitiid A B al8 ein Rreis gelten,

& p Jomup der Mittelpuntt auf dem Schnitts

puntt iveier, Rormalen” (Sentredten
1y auf der Tangente im Beriijrungspuntt)
liegen; wir todflen die Endpuntte 4 und

dx| B a8 Beriihrungspunite. Der Winlel
sroifcen den beiden benacdybarten Nor:
malen fei . Und Fig. 25 geht Hervor,

x| =z , baff 9 = ¢, — e = Aec ift.
Der Rreigbogen 4B hat (vgl.
&g- 25. ©. 29) die Linge pp =¢ + A, Die

©elhne AB ijt

— 3
As=Y{BaFF (Byr=0e)/14(3)"
Riiden A und B ndher und néiber, jo werden diefe Grofen immer
mebhr gleidh, es ift nabesu —
b 8 Cb, f J Vl + Ay)’

ener A1+ (50 %—E%KE_
Vo)

und im Grengfall genau ¢ = ———=——
(&)

Run befteht aber die Begiehung: tga= %/,

x

d
alfo ¢ = arctg ( d:)
(vgl. ©. 88). Man fann bier die .bx(f&gtoﬁe == =y einfilhren und
Bat dann «=arctgu (ﬂ)
de 1 1 du _dYy Dafer do _ \da?)
TTat = Jay\ az dz* dz = |, [dy\*
TG 1+ (Z)

Diefe Grofie tann man in die Gleidung fiiv o einfegen
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3
dy\* dy\? dy\h?
[+ V6 [+E)]
d'y - dy
dz? dz?

Befonders einfad) wird die Formel, wenn die urve der Abfziffen-
adjfe momentan parallel luft, bann ift ndmlich g% = 0, ber Bafler
witd 1, und _ 1 1

0= iy~
da’

Bill man an eine Surve pavallel ju einer gegebenen Geraden AB
bie Tangente legen, o icht man jwei parallele Sehnen CD und EF,
halbiert fie und bringt die Berbindbungslinie der Mitten jum Schnitt T
mit ber Rurve. (Fig. 26.) ©So erhdlt man,

wenn dad Lurvenftiid nidht ju grof ift, den
Berithrungapuntt der Tangente. Der Beweis 4 b
ift leicht, yoenn man ben Qurvenbogen durd /

den Reitmmungalreis erfept, benn fiirden Kreis !
ift bag gejdhilderte Berfahren fireng ridjtig. g %6.
@8 [aft fidh geigen, daf ed aud) fiiv die andbern Regelichnitte (EWipfe,
Parabel, Hyperbel) eralt ift, und da fich ein Kurvendogen durd) eine
biefer Qinien mit grofer Genauigleit anndhernd erfepen ligt, fo liefert
e5 fajt ftetd fehr gute Ergebniffe.

Nod) diefen allgemeinen Unterjudjungen befpredhen wir eingelne
tednifdh widjtige Rurven fpesiell.

1, Die gerade Linie.

Die Theorie der geraden Linie wurde, jomweit fie unsd angeht, jchon auf
©. 16 bepanbelt. Einige Beifpiele follen ifre grofe Bebeutung filv bie
Prazis seigen. Jede Lofung mige graphifd) (g.) audgefiihrt werden.

Aufgaben.

116, BWelde Gefdwindigheit v (in m/sec gemeffen) nimmt ein
firper, der feei fallt, nad) ¢ Sefunden an? Wie grop ift fie, wenn
ev in einer Fallvinne Herabrollt, die unter dem Winkel « gegen die
orizontale geneigt ift? (g.)

117, Gin Thermoelement liefert, wenn die Ltjtelle um 100° er
wirmt wird, folgende Spannung: CifensRonftantan 0,0053 Bolt;
Qupjer-Ronftantan 0,004 Bolt; Eifen-Nidel 0,0032 Volt; Kupfers
Ridel 0,0022 Bolt; Cifen-Platin 0,0017 Bolt. Man ftelle die Be-

ANu@ 387: Sindow, Diffeventialvednung, 4. Yujl. 4

gﬁ.



44 IV. Yntwendung der Differentialredhnung ujw.

siehung swifden Temperatur und Epannung graphifd) dav und ver:
gleiche die Diagramme. (Eleftrijdye EBt)tometer)

118, Die Grife des Wiberftandes in Ofm, weldjen ein Leiter von
1m Qénge und 1 gmm Duerfdinitt befiht, Heift fein fpesifiidher Wiber:
ftand c. Etefer dndert fidy mit der Temperatur. Bei 15° fei er gleidh
¢, beit'iftecdann e=c; [1+e(t—15)]. (g.)

Nod) der , Pitte" find bie Konftanten

Alu- Kon- Outedt:
Stoff minium Blel Gjen ftantan Rupfer filber

¢ | 0,082 | 021 [0,10—0,14] 05 [0,007—0,0175 0,9
o« [40,0087]+0,0037| 40,0045 {—0,00008] 0,004 [+0,00087

119, Der Roum, den ein Gas bei 0° einnimmt, fei v, Dann ers
fiillt es bei gleidhbleibendem Drud, twenn die Temperatur 0 ift, das
Bolumen v = 0,(1 + 0. (g.)

Beifpicl: vy=11.

120, Aus einer Tabelle ﬁnbet man sin 20°30' = 0,3502; sin
20°40'=0,3529. Wie grof ift sin 20°37'? Weldjer Wintel gebﬁrtau

sina=-03510? @) 9 pie Parabel.
©don auf ©.16 ift die Gleidung der einfachften quabratijden

Sunttion y = cat= ﬁa

gegeben. Shre te(bmid;e Bedeutung liegt batm, baf in den Natur:
wiffenfdaften fehr oft eine Grife dem Duadrat einer anderen propor:

tional ift. ¢ tft bie Proportionalititsfonftante. Yus y= = fofgl
y'=— 2z — unb Y= Z Wir nehmen a sunddft ald pofitiv an. Tnnn

ity fﬁr alle yofitiven und negativen Werte von z pofitiv, bie Kurbe
falt nie untev die Ubfzi{fenacyfe.

y' ift filr pofitive Werte von z ftetd pofitiv, fiiv negative ftetd ne-
gativ. Die Kurve Hat vedhtd von der Orbinatenadfe fetd fteigende,
lint3 ftetd fallende Tendens. Die weitere Vistujfion der erften Ub-
leitung ift bereitd auf ©. 17 erledigt.

y" ift ftets pofitiv, die Rarabel aljo nad) oben fonfav.

P ET sy

e = ‘_.___2—_______ —

a



Pavadel. Claftijche Linie 45
nimmt fiiv = 0 bden Dejonderd einfachen Wert -; on. Der Keitm:

mungdradius im Scheitelpuntt der Parabel ift gleid) bem alben Para-
meter ober dem doppelten Brennpunitdabitand. Da fih der Kuiim:
mung3treid iev der Rurve gut anjdmiegt, fo ift ev eine wertvolle
Crgangung der Umbiillungstonftruttion, die gerade an diefer Stelle
geichnerifde Sdrierigleiten bietet.

Jft a negativ, fo Liegt die Rurve gang unterhalb der 2-Adpfe, fie
ift fymmetrifd su der eben bejdhricbenen Geftalt.

Unfgaben.

121, BWeldyen Weg durd)fillt eine ofne Anfangdgeldhwindigleit ab-
geworfene Bombe in ¢ Sefunden? (g.)

122, Gin BWafferftrall flieBt mit gleichbleibender Gejhrwindigleit
(¢ m/sec) aus einer wageredyten Rofhre. Welde Bahn befchreibt er
unter dem Einflup der Edyoere?

123, BWelde Gejdywindigleitvm/sec muf ein Gejdjof von P=50kg
Gewidt haben, bamit feine Wudjt a) 300000 mkg, b) 600000 mkg,
¢) 900000 mkg ift? (g.) :

124, Gin eleftrijdher Strom durdiffieRt einen Qeiter, deffen Wider-
ftand 120 Ofm ift. Wie hingt die in der Sefunde erzeugte Strom-
wivme von der Spannung ab? (g.) '

3. Die elaftijde nie,

Ein Stab, vefjen Cigengerwicht verhiltnismafig Heinift, fei an einem
@nbe in Horizontaler Ridtung feft eingefpannt. Seine Yinge fei I cm,
fein Elaftisitatsmodul Ekg/qem, dag Trdgheitdmoment feines Duer:
fenittd Jem*, Wird fein freie Ende mit Pkg beloftet, fo deformiert ex
fidy infolge diefer Beanfprudyung auf Biegung. Die oberen Fafern
werden gedehnt, die unteren verfirst, und ein Teil der mittleren, die
fogenannte neutrale Scjicht, behalt ifre Sange, aber nidjt ifre urfpriing-
lihe Sage. Die Gleidyung ihrer neuen Geftalt ift vielmehr nach ben

Gigen der WMeedyanit Pz 12
! 7 = m(rw)i
7/ dabei find 2 und y aud) in cm gegeben.
0 z 1Y / (Cloftijhe Linie; Fig. 27.)
/ Fitr = 0 witd y = 0; !
p _— 0 v a=1midy= 3o

"
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Diefe Grife ftellt die magimale Durchbiegung dar.

Fite ein Doppel-T-Cifen, Rormalprofit 12, ift J= 328 cm®, Nimmt
man E = 2150000 kg/qem an, und ift I =1,5m, P=100kg, fo
folgt 100 150%

Ymax = 373150000 - 328
Ymax = 0,16 cm = 1,6 mm,

_ PP (1 a\_ PP ot
Y=3Ej I—F)=m( "’Tf)'
1

€3 witd filv =0 Y=
alfo in unferem Beifpiel 1EJ
' 100 . 22600 -

%= 53150006 528 ~ 00016, @ =53
Bivifien £ = 0 unb z =1 Bleibt 7 ftets Heiner ol3 1, alfo

x 2

1-(7)
ftet pofitiv und ebenfo y'. Die Rurve feigt.
z=1 ergilt «=0.

. . . e 2 Py
Die goeite Ableitung it y"= 7 (- _l.ﬁ) - -5
Sie verfdwindet fiir « = 0, s freie Ende bes Stabesd wird sum

Shluf gerade. Jwifdhen 2 =0 und z=1 ift y" negativ, die Kurve
fonver. Un der Einfpannitelle wird, haEg{I' =0 ift,
1
W=y =T
Das Borzeidien gibt die Richtung an, in der der Kefimmungdmittel
puntt liegt. 0= — 47000 cm = — 470 m.
Bei Beriidfidtigung des Cigengewidtes G gilt, wenn fonft leine
Rraft (etwa P) witkt, eine andere Formel, nimlicy
Gtz 1z
y=aﬁG‘zﬂ'
1m be3 eben befdhricbenen Doppel-T- Cifens wiegt 11,15 kg, daher
it G = 16,7 kg, die anbeven Ronftanten find jdhon betannt.
Die Distuffion der Rurvengleihung wird wie vorfer gefiihet. Die
mogimale Durdibiegung ift
16,7-150° 3
Ymex = §72150000- 328 "4

Die Grifen y'= %G - i;;) = gEI—; (1 - -";;)

= 0,01 cm = 0,1 mm,
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Gz®
und y = —3ETi
loffen dBnlidhe Sclitffe wie vorher zu.
Wirlt aufger dem Cigengerwicht nod) die Kraft P, fo fummieren fid
natiirlid) die durd) die beiden Rrdfte hervorgerufenen Ubweidungen
von der Unfangslage; 3 ift

1 z Gz 2o
v=55 27— ) +3 (T— )
Eine fehr reidhaltige Sujammenjtellung dev Gleidungen fitv die

verfdjiedenen Formen bev elaftijen Linie findet fih im 1. Banbe
ber , Hiitte.

4, Die gleidfeitige Hyperbel.
MNeben der diveften Proportionalitdt, bie durd) eine Gerade, und
bem quabvatifdien AbBangigleitdverhilinia, das durd) eine Parabel
bargeftellt tird, tritt in der Technit am bﬁuﬁgfte'n bie reziprole Be-

siehung auf. Ihv entipridt die Gleidjung y = %, b.5. bieOrdinaten

find den zugehorigen Abfsiffen umgelehet proportional.

Die Rurve, deren Gleidhung diefe Form Bat, nennen wiv eine gleidy:
feitige Dyperbel; fie entiteht 3. B. bei der graphijdhen Darftellung des
Mariottejden Gefepes (6.10). Weil bei diefer Juftandaindberung die
Temperatur fonftant bleidt, Beift fie Jfotherme.

Jn der Qurbengtmbung ift o? ftet3 pofitiv. Beidhnung und Rech-
nung lehren, daf die Qurve aud zwei tongruenten Groeigen bejteht,
von denen det eine in dem Raum giwifden dec + Xund + Y-Adyfe, der

anbeve gtvifdjen bev — X und — Y=Uchfe liegt. (Die Gleichung y= —%’

ftellt eine gleidhfcitige Hyperbel bar, die in dben beiden anbderen Dutar
dranten verlduft.)
Sie ift su den beiden Winfelhalbierenden ded Adfentreuzed fym:

nfxtet;ticg ti)a =%=az_1
ift, o hat man
tga=y'=—dlz~ ’——g—:=—-l-

Big. 28 geigt bie auf dieje Fovmel fich grilndende Tangentenfon:
fteuttion. Die Tangente bilbet mit den Achien ein vedtwinkliges Dreis
ed, befjen Katheten = 2z und 2y find. Der Jnbalt ift

F= 2z- 2y

= 2zy = 2a%
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g

%1 2 3 4

ig. 88. Fig. 29.

St von einer gleidfeitigen Hyperbel aufier dem Uchfentvens eine
Tangente gegeben, fo Tann man beliebig viele andere geichnen, indem
man ben Abfdnitt auf dex Ordinatenadfe » mal, den auf der Abfsiffen-
adjfe % mal o grop madht wie gu Unfang. (Jn Fig. 29 ift 3 B.

1
n=2, 3,4...,;=—;—,%‘,—1‘...

"=+ 24223 = 20
m!

Befonders widtig ift der Keiimmungsradiug im Scheitelpuntt, fiie
ben aus Symmetriegrinden z =1y ift. Au3 der Rurvengleidung folgt

junddhit z.z=a z=+a
Sirz=tail y'=—1 y'=j5=7

]/ 3 —

0 =—(l-j2-L)-=%'21/2 = a}/§= 0A

(1]
(Gig- 28). Dabdurd) ift bie Sage des Reiimmungamittelpunttes beftimmt.

5. Die Adiabate.
Befindet fid) ein Gas in einem abgefdloffenen Raum und wird ed
sufammengepreft, ohne dafy Wiirme entreidyen fann (Rompreforen),
fo witd fein Drud einmal nad) dem Mariottejdhen Gefeh gedper,
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anfierdem aber aud) nod) dadburdh, daf fich die medjanijche Arbeit in
Wiarme umfeht und. biefe unter normalen Berhilinifien dad Gas ztvin-
gen twitrbe, etnen groperen Raum eingunehmen. Dies wird verhinbert,
und fo Gufert fid) die eben erwihnte Warmeenergie durc) vermefhrten
Drud auf die Gefifwande. Die Begiehung stoijden Drud und BVo-
Tumen itd Hier durd) das Poiffonidhe Gefes
PPy =0gt: ot geregelt.
Do und v, geben den Anfangssujtand ded Gafed nach) Drudt und
Bolumen on, & ift fiiv it =1 41 €3 ift

p_Po ot
P kcv—"—‘—--—kp

dv
O Lk Dottt "___(":;‘)P.

Do Y P und v find ihrer Natur nadh) pofitive Grdfen, ebenfo ift %,
toie angegeben, pofitio, aud) o* und vk
Qjt v fehr Hein, jo aud) v*; p ift dann fehr grop.
@a dp ftetﬁ negativ ift, fo fallt dev Deud mit wadyfendem Bolumen.
17* uﬁeralI pofitiv, dieRurve alfo (file pofitivepundv) immer fontav.
p,, v, begeidyne ben Anfangdzuitand. €83 ift inteveffont, von ihm aus:
gefend einmal die ifotherme (p = p"”") und in demfelben Achfentveuy
bie abiabatijde (p = ."5) Buftandadnderung barauftellem Da3

= cv—*

Steigungdmaf = % 2 wird tm erften Fall = — —'-,% 0‘70 fite
den Ausgangspuntt =—Lo. Sm jveiten Fall 11‘t- A Po , bie

Adiabate verlduft fteiler nté die Jfotherme.

6. Die Potenslurde,

Die Gleidhung der Potenzurve ift y =caz®. Fiiv n=1 erhalt man
bie Proportionalitdtsgerade. n=2 liefert bie Parabel (n = die Pa
rabel in anberer Sage), n=—1 bdie gleichfeitige Hhperbe!, n——k
bie Udiabate, Die Potenzfurve umfaht alfo faft alle bidher behan-
belten Qinien al3 Spesialfalle. Bei der SDusfuﬂwn muf man unter:
fdheiden, ob n gangzaflig oder gebroden ift, im erften Fall tann wie-
ber n gerabe ober ungerabe, pofitiv ober negativ jein. Jm gweiten
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Fall ift neben dem Borzeidhen su beadyten, ob der Sahler oder Her
Nenner gerade oder ungerade ift. Jebesmal hat man
y' =neca"l= ”—}:
eine Formel, bie eine leichte Tangentenfonfteuttion liefert.
Y'=n(n—1)c" 2= (" l)y

geftattet ung, ftbevr die fonvere ober fonfave @eftalt ber Qurbe ju ent-
{cheiden und den Rriimmungaradiug su beftimmen. it » grofer al3
2 und ungerade, fo ift 2 =10, y = 0 ein Wenbdepuntkt.

Aufgaben.’)

126, $n basfelbe Roordinatenfyjtem follen die Lurven y = z;
y=2% y =25 uftw. geseichnet twerden. n welden Puntten fdhneiden
fich alle? Was ift an ihrer Geftalt gemeinjam, twad verjdhicden? Man
vergleide den Teil, weldher pofitiven Werten von z entfpridht, mit dem,
welder negative Abfziffen Hat.

126, Diefelben Aufgaben find fir y = 2% y = a4} y = 2° ufw.
au Tofen. 1 n

127, Warum ift bie Unterjudung von y = a% iy=2z%;y=a¢uff.
nad) Lofung der vorigen Anufgaben befonders cmfad)?

128, €3 foll y=ar:—l y=2"% y=a5 ... y=0"%
y=a"4y= r‘ bef)anbelt merben

129, y=z "y=z S,y-—x O ufio.

_3 +2 13

130, y=:c4 Y=z 4;y=12z"5 y==:c~ 1. bgl. .

181. Man zeidne bie éﬂetlfd)e ober 1e1mtubt$che Parabel y=az?
und bevedyne fiic einige Punfte dad Steigungsmaf der Tangente und
ben Rritmmungdradius. Bei Trdgern von gleidhem Widerftand gegen
Biegung fann die Begrenyung ded Lingsjdnitted eine femifubijde
Parabel fein.

132, Gin ®as nimmt bei 1 Atmofphare Drud ben Raunt v,= 6 Liter
ein. Der Jufammenhang swifden Drud und Volumen foll graphifd
verfolgt twerben a) bei ifothermem, b) bei adiabatifchem, c) bei polhs
tropifdiem Berlauf der Kompreffion und Erpanfion. Die Polhtrope
unterfdjeidet fich nur dadurd) von der Udiabate, daf der Erponent

1) Bet ber dfung wird der auf S. 87 erwdfhnte Potenzredjenjchieber
bie beften Dienfte leiften.
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nidyt %, fondbern # ift, wobei » im allgemeinen jtijden 1 und & legt
(3B n=11;12;13). BWie ftarf mup in jedem Fall der Druc
fein, damit ba3 Bolumen miv nod) 11 betrdgt?

133, 3t v, bas Unfangdvolumen eined Gafes, T, die (abfolute)
Unfangdtemperatur und entfpredyen v und 7 dem Endyujtand, fo gilt
bei der polytropifden Juftandagleidung die Besiehung

T=T, (l’vf-)""
Man nefhme v,=61 I)=290°(=17°C) an und zeidyne bdie
T-v-Qurbe.
134, @etT Qru64 Bﬁeé gefattigten  Roflendioghddampfes ift
5
» = 2,967 (ﬁ - 1) kg/qem, twobei ¢ die abjolute Temperatur
(Celfiusgrade + 273) bebeutet. (g.)

185, Fiir adiabatijde Juftandddnderungen des iiberhisten Waffer:

bampfed ift nady der ,Hiitte"

B =D, T(v—0,001)%8 = T, (2,— 0,001)°3; p(v —0,001)"3

1= 18
a )

3 .
= p,(v, = 0,001)t3, Weitere Beifpiele finden fidh in der Theorie dea
Wirmeitberganges, bei Ausflupformeln fiir Suft und. gefattigten Waffer-

damyf uff. 7. Die RegeliGnitte.

Pird ein Regel durd) eine Ehene gefdnitten, fo entiteht, je nach der
Qage bex j@neidenden Chene, ein Rreis, eine E1lipje, eine Parabel,
cine Hyperdel oder eine Gerabde. Der Jefer, welder fidy filv diefe
tecgnifch wichtigen Rurven intereffiert, wird auf Cran, Unalytijce
Geometrie (ANu® 501) vertviefen, da eine eingehende Befpredyung
Bier su tweit fithren tiirde.

Der Rreis, Leqt man durd) den Mittelpunkt O (Fig. 30a) ein Ko-
orbinatenfpftem fo gilt die Begiehung 2®+ y* = o’

Man fann diefe Gleidung audy gerlegen in

z=g0cosp; Y= asing.
©3 ift swedmipig, biefe Darftellung, bei ber z und y durd) den ber-
mittelnben Parameter o audgedriidt werden, ber Rechnung zugrunde

u Tegen. Au\ /A '
Die felbftverftndlice Gleidung ‘% = (K%)‘(A-:) gebt im Greng-

fall ftber in 3’% - (gz)(g)
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Sn unferm Fall it g’—;=acosqz; %= — asing; gy = — ctgo.

Sonftruiert man auf O P in P die Gentredjte, welde die X-Udpfe in T
unter dem Bintel o teifft, fo ift tg e=-tg(180°-a) =~ O—P—— ctg .

‘Dte Genfred;te
auf bem Radins
im Beriihrungs:
rabiud ift alfo ge
rabe bie gefudite
Tangente.

y Sn bem redht:
tinfligen Dreied
OPTift0T-0Q
q = @ 7 T = 0P 01’ -

=a*; OT—
d
Da o =d—£
= — ctg ¢ ift,
fo wird

dy 1 v dy dy'\ (dx\ 1 ©N_ 1
dg sm’cp’y (dcp)(q)) éin’;p'(—asmq))__asin’&a'

Fiir den Rriimmungdradiud betommt man

VIt et 'l/ cos’g\S .
o= o =]/(1 +etg'p) '(_asin'q:) =- (] + ain’q:) - asin’p.
=— l/ (sm ::;08 ‘P - asin q’__stn' -asindp = —a.

Der Rrimmungsradiug ift aljo Lonftant, wie e3 beim Reeife fein mup.

Die Gllipje. Die Elliple entfteht aus dem Rreife, wenn man die
3u irgend einer Abfsifle = gehivige Ordinate jededmal in einem beftimm:

Jten feften Berhilinis (b) verfleinert. Jhre @Imbungcn fmb bn!)et
‘aI: acosq:,y-— b, - asin @ = bsin p. Hieraus ergibt ftd) +% =1
dz =—— ctg . ue Cllipjentangente in P jdhneide die Xf%ld)ie inT,
167] mub 0T = 0Q + QT. Nun ift aber 0Q = z = a cos g und

A9

)
ys

Gig 80a
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PQ Y bsing _ asin’p
O = o=~ g™ -

cos @
2et
Paad
asin’p  acos?p 4 asin’p a at
0T =acosp + cosp c0s sy &z

Die Cllipjentangente trifft alfo die X-Adfe in demfelben Punite
wie bie Tangente des Houptlreifed (mit @ um 0), deren Berithrungs:
puntt P' biefelbe Abfsiffe Hot tvie ber Beriihrungspuntt dber Ellipfen-
tangente; man fonftruiert fie leicht, twenn man zuerjt die entjprecjende
Rreeistangente Gingeidynet. (Fig. 30b.)

aY

9,1_’_[_1%3!_2].!=V[1 +EM]3. (—%sin’w):

a’sin’g

LY (8 )

a®sin®o

- 1 a’
e=YV("sin’p + b'cos’p)* « prre (— 3 sm’q)) =

=— 513 ¥ (a¥sin? @ + b?cos® g)*
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y Fiir den Gceitelpuntt 4 ot man
2
(p=0,9=—[—;—,fl'itBiﬁq:=90°,
a‘l

--3

Umjdjreibt man der Ellipfe emn
Redited PO RS, deflen Seiten die
b Qurbe in den Sceitelpuntten be:
—-e A_> viifren, 3ieft in ihm eine Diago-

0 # nafe @S unb fillt auf fie von der
b gegeniibetliegenden Ede P aus
[ a3 Qot, fo fdyneidet es die Adyfen

7 7y ) A Cund BD in den Rritmmungss
¥ mittelpuntten M (ju A gehorig)
Fig 0. und N (ju B gehirig). Der Be-
1eis toitd durch BVergleidjung der

dhnlichen Dreiede P A, NBP und QSP geliefert.

Die Yhperbel. Die Gleidung der Hyperbel [autet - -—— =1

Wabrend bei ber Ellipfe die trigonometrijden 8unftmnen eme gute
Parameterdarftelung geben, fann man hier mit Borteil die Hyperbel-
funttionen antenden; man fept

z=aCofp, y=">Cing (vgl. Anfg. 112 auf &.39)
=t —-b(&oiq: aémq;=—(8,tgq>

1, [ B @ P

Die Hyperbeltangente in P f[dyneibe die X-Udfe in T unter dem
Wintel o (Fig. 30d.)

0T =0Q - QT =2~ % = aGifo UL
3%t
: _a@in’(p_aﬁoi'(p—aein’qa a al
=a(§°i¢ @D‘¢ = @0‘@ =¢DT¢=—¢-.

Man befdyreibe um O den Kreid mit 0.A=aq, fodann Yonjtruiere man
ben Qreis, welder 0Q =z al3 Durdymeffer hat. Die Gerade, welde
bie Scnittpuntte der beiden Kreife verbindet, jhneidet die Adhfe in bem
Tangentenpuntt T. Bereis: Dreied O RQ ift redhtwintlig; es hat die

Hihe BT, folglid it 0T - 0 = ORY, 0T =25 - 2.
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Widgft @ ind Unendlidge, fo aud) 2 (&. 38). Dann mirb%’
unendlidy Flein; bie an einem unendlicy fernen Punkt dev Hyperbel
gelegte Tangente muf duch) den Hyperbelmittelpuntt O gehen.

) b e?4e?
o=y e =g s
17}
R
B
i
0 Ti/a_ A 0 7&‘
S
Fig. 30d.

Dividiert man Jahler und Nenner durd) e¥, jo erhilt man
b1+ e""_
Tail—e '?
Fiir @ = 0o wird e~ gleid) 0, alfo tge = %- Dies ift bas Stei
gungamaBber Hyperbeltangenten inder Unendlichleit, der Afymptoten.
Siir den Rabdiug ded KriimmungsFreifes findet man

o=/ (@&n’y + UG},
Jn dem Rected PQRS, deffen Seiten 2 a und 2 find, (gt fid) der
Ruitmmungseadiug des Hyperbeljdeiteld wie bei dber Elipfe fonftru-

tg o
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/) feven, nu muf er nad) der
entgegengefepten  Geite
) P abgetragenwerden;gleidh:
jeitig find PR und @S
Ufymptoten. (Fig. 30e.)
¥ et man a=1b, fo
oo% gebt die Clliple in den
Rreid, bie gewohnlide in
biegleidhfeitige Hyper:
bel iiber. Qn dem jept
R $ gewdhlten Uchienfyitem
Bat biefe aber eine an-
bere Qage al8 frither
Fig. 80e. (@. 47f)

)
=)
o

i
(]

8, Die Rreidevolvente.

Um einen Rreid fei ein unbdehnbarer Faden gelegt. Er fei an einem
Gnbe feft, das anbere twerde abgewidelt. Die Rurve, die es dabei be:
{reibt, nennt man Qveidevolvente. €3 wird vorausgefept, daf ber
gaben fteaff gefpannt twird, fo daf der abgetvidelte Teil in jeder eingelnen
Sage eine Gerade bilbet.

Die X-Udfe werde durd) den Rreisradiug gebildet, ber das freie
@nbe dea Fabens in feiner Anfangslage mit dem Mittelpuntt verbinbet.

RNady Fig. 30f ift .

#= MR = M8+ TP,
M8 = acosg,
TP=(QPsing.

Da3 abgemwidelte Stiid QP NP
ift aber gleidy dem Rreis- 1 A

bogen QU=ag, A

P
€

denn der Faben hat, toeil un: : z
defhnbar, bei ber Abtwidlung
feine urfpriinglihe Qénge
befalten.
z=acosp +apsing
y=PR=Q8—QT
Y = asingp — ap cos .

Tig. SO1.
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Dier ift g—g=acos¢p—a[1-cos¢+q:(~sin¢p)]=aq>sin¢p

3—:=—asinq>+a[1-sinq)+q>cos<p]=aq:coszp
dy—lﬂzt

dz  cosg g 9- d

Dad Steigungdmap der Tangente, tg o, ift = % =tg ¢, 8 muf
affo & = @ fein. Die Tangente PV muf dem Freidradiud MQ pav-
aflel fein und daher auf der Kreidtangente PQ fentrecht ftehen.

Widelt man den Faden nur gany wenig teiter ab, jo bejchreibt P
nabezu einen Kreisbogen mit PQ al3 Rabdiug und @ ald Mittelpuntt,
und da bie Rreidtangente auf dem Beriihrungsradiug jentvecht fteht,
fo ift bie Redynung geometrijc) beftatigt. Bugleic) finden wix fo den
Sriimmungsrading = PQ = ap. Die Redhnung ergibt

n_ ' sin g - sin‘ptcos’p 1
14 y%=1 +tg @ 14 0309,9’ s’y = cos' g
1y
(1 +y )2 cos’y

) _ 1 z

—&Tp-.-::cos'q’, a;= agcos g,

v 8W) de_dly) o, i

affo durd) Divifion iy ‘dp = dz ~Y " apop
t+yny
Q= —‘.'_/”—_ =agp.

Die Benupung dev Rritmmungtveife erleidhtert Yier die Ronfteut:
tion fehr.
Antvendung findet die Rreidevolvente bei Versahnungen.

9. Die getwvdhulide Zytloide.

Die Profile der Jahne bei BVerzahnungen fonnen audy Jytloiden
fein. Rollt cin Kreid auf einer Geraden ofne gu gleiten, jo bejdyreiot
ein Puntt feiner Peripherie eine getwofhnlide Jytloide.

Ju Fig. 31 volle der Kreid mit bem Radiud o auf der X-Adle,
bev betachtete Puntt befinde fich suexft in O, nadibem fich der Kveid
um den Wilzungtoinkel o gedredht Hat, in P. Dann ijt

g=0Q=0R—PS=PR—PS=ap—asing
Yy=PQ=MR— MS=a—acosg
? .9

%Y — asing = 2asin 2 cos 2
iy asin @ 2asm2c052
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y
|

N
Fig. 81.

=a—acosg=a(l—cosg)= 2asm’¢

alfo =900 2.

Demnad) ift PT die Tangente und PR die Normale. T und R
find die Cndpuntte ded zur Ubfsiffenadhfe fenfrechten Durcymefiers.
it nue P, nidt die momentane Sage des Mittelpuntted M gegeben,
fo toird biefer leicht gefunbden, indem man ju 0 X bdie Parallele im Ab:
ftande a zieht (benn auf diefer bewegt fid) der Mittelpuntt beim Ab-
rollen bed Rreijes) und um P den Kreis mit o bejdyveibt.

Aus A TPR findet man die Linge der Normale PR = 2asin 35—-

et = f-tes'}
sin?—=
2
.I) dx d(y’) "n_ 1
fomit qo dp—dg —¥ ="

9P
4asin -
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Da dev Nenner jtetd pofitiv ift, ift die Surve ftets nad) ,oben” fonvey.
- 39\, /_ 1\,
¢ "V(l T otg 2) ' .9

4qsint 3
Hhnlid) tie auf ©. 57 findet man fiir den Bihler
V(I + ctg’%)s -1,
gin* 2

daber, vom Borzeidien abgejehen, 2
! LI 4a sin% = 2PR.

sin’g da sin‘%
Der Refimmungdmittelpuntt N wird echalten, wenn man die Novmale
um fidy felbft verlangert.

Beifpiel 11, Cin fefter Rreis Habe den Radiug R, auf ihm rolle
¢in beweglider mit Dem Radius r. Gin Puntt der Pevipherie des
groeiten befdhreibt eine Epizytloide, roenn die BVerfihrung duperlid),
eine Pypozytloide, wenn fie innerlich ift. egt man die X-Adhje
burd) den Mittelpuntt des feften Rreifes und durd) ben erzeugenden
Puntt, wenn diefer gerade auf dem feften Rreife liegt, und begeichnet
man den Wilsungéwinfel des Rollfreifes (vgl. Fig. 31) mit o, fo ift
fitc die Epigytloide

2 =(R+r)cos (—1%9’) — r o8 (%ﬁq;)

y=(R+r)sin (%(p) — rsin (Tq:)
und fiiv die Hyposykloide
2 =(R—r)ecos (—I%qa) + 7 cos (Tj-rlp)
y=(R—1r)sin (59) —fsin (22" o).
Man betveife, daf die Rurvennormale ftetd durd) den momentanen
Berithrungspunit beider Rreife geht. Die Epi- und Hypozytloive laffen

fich befonders einfach fludieren, wenn man ein Heined Stitdt des feften
Rreifed al3 eben anfieht.

10. Gedimpite Shwingungen,

Bringt man einen eloftijhen Rorper aus feiner Rubelage, fo ent:
fteben in ihm Spannungsfrdfte, bie dber gewaltjam Berbeigefiihrien
Deformation proportional find. it die dufere Sraft auf zu wirlen,

URu® 387: Lindomw, Diferentialredinung, 4. Wufl ]
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4 fo verfegen fie ijn in jhmwingende Bewe-
gung (angeftricgene Stimmgabel). Man
fann bdieje Bewegung fidhtbar madhen,
indem man fic durd) einen an dem Kdrper
angebradyten ©creibitift auf eine Platte
iihertedgt, bie mit gleichbleibenber e-
{dwindigleit fortgesogen twird. Wirlte
nur bie elaftifhe Rraft, fo twitrde die
Sdwingung fidauernd in gleicher Weife
pollzichen. Die Mechanit lehrt, baf dann

+ ouf ber Screibilade eine

£

\/ ©inuslinie entftehen wiirbe.
Jn BWirklichleit treten Reibungswider-
ftinbde auf,-3. B. an der Luft und an der
Beriihrungsflide von Schreibftijt und
Papier, die die Schwingungen dampfen.
Man echilt dann, twenn die Dimpfungs:
Feaft ein getviffes Maf nicht iiberfchreitet,

eine Qurbe von der Gleichung

= a¢~%%sin (cz);
a, b unb ¢ find Ronftanten, die durd) die Berfudhdanordnung gegeben

find. Wir tonnen fie famtlich al8 pofitiv annehmen.

Lafit man 2 von 0 bid ind Unendlide wacjfen, fo ift €= fetd
endlidy unb fiir endliche BWerte von z aud) von 0 veridicen; y ver:
fywindet ftets, wenn ber Fattor sin (cz) gleidh O wird, alfo filr

2=0, 2= % 27” uftv., aber audj nur danm. Die Yeit, welde
3mifcb.en soei Durdigdngen durd) die Rubelage verfliept, ift die halbe
@d)mmgun_gcbauer. Dadie Schreibplatte gleidmifig fortbewegt werden
foll, find bie Wege = den Jeiten ¢ proportional; und tweil diefe Wege
von einer Rubelage jur anbderen den gleiden Wert % Befigen, fo find
bie halben, alfo aud) die ganjen Shwingungsseiten gleidy grof.
y' tird nadj der Rrodutenvegel gefunden, y = a - uv; u=e-22,
w'= ——dbe—“; v = sin(cx), v' = ccos (cz)
y' = a‘(i'—:’) =a(u'v + v'u)=a[— be—?*-sin (c2)
+ ¢+ cos (cz) e—t2]
y' =ae~**[c- cos (cz) — bsin (cz)].

Flg. 82
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gitt z = 0 wird y' = ac, alfo pofitiv, die Rurve fteigt. Whdft =
fo nimmt forwoBl e—°= wie aud) der Rlammerausdrud ab, die Kurve

feigt {dwadger. Fiie c- cos (cz) — bsin (cz) =0, alfo tg (cz)==~'
g=1 5 arctg ( 3 ) verjwindet o', die Kurve Hat tbren hochften Punkt
trt‘ﬂd)t Bon da an wird y' negativ, fﬁt g=— erbatt man

y'=—ace. °
Die weitere Unterjudjung ijt analog.

Qit y dex ju bev Abfjifie = gehdrige ‘llusfcbtag (Drbinate), fo ges
port 3u SR L

-—:c+7ber28etty1=ae ¢ sm(co;+ 21)

L L
yp=¢ °-.a¢ -sin(cz)=¢e °y.

Wihrend bei der Sinuslinie y = asin (cz), die bev ungedbampften
Sdywingung entjpridht, die Ocbinatin nad) BVerlauf der Schwingungs:
bauer mi’eb:t genau denfelben Wert befigen, find fie Hier tm Mak-

n

ftab 1:¢ ¢ vertfeinert. Wudh filv 2, =z + —:—Iﬁfst fid y, leidt ex:

mitteln. Die Ausjdidge twerden immey Heiner, die Qurve nafert fidy
fite grifeve Werte bon z immer mehr ber Adfjiffenachfe.

Aunfgaben.

136. Man geidyne in dasfelbe Adfentreus die Purven y=asin(cz);
y=ae—b%; y=ae~"*sin (cz), vergleidhe ifre Geftalt und beftimme
ibre @d)mttpun!te

137. Der Berlauf der allgemeinen Sinuslinie y = a sin (cz) foll
untetfudht twerden (Schnittpuntte mit der X-Udjfe, Steigungdmap dex
Tangenten, Wendepuntte, Rriimmungsradien).

138. Ebenfo joll bie Kurve y = ae—>* behanbdelt werden.

139. y = aetb= foll bigtutiert wecben. "

140, Die Gleidung der Rettenlinieift y —-(e"‘ +e "'),

toenn m eine gegebene Strede ift. Weldjes find ihre widhtigiten Gtge‘n-

{daften?
141, Man unterfudie die burd) die Gleidhung y=ae ->*(e=—e~ ")

daratierifievte aperiodijde Bewegung.
142, Gbenfo ift y = aze=1= gu behanbdeln.
5.
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Tilnjtes Rapitel.
Reihen.

Rounte dad vorige Rapitel uns die ungemein fruditbave Anvegung
vor Augen filheen, weldje die Geometrie von der Differentialredynung
erhielt, o wenden wir uns jept ihrec Cinwirtung auf die Analyfis,
ben redynenden Teil ber Mathematit, su. Und died ift notwendig, benn
wir Gaben Gebilde der Geometrie, 3. B. die Bytloide, analytifd durdy
@leichungen dargeftellt, tamen dabei aber auf nicht mefr elementare
Sunttionen. Konnen bdiefe (in unferem Beifpiel die trigonometris
fden) auch niferungdmweife leicjt beftimmt werden unbd finbd fie feloit
wit groferer Genauigleit in Tabellen niedergelegt, fo darf man fidh dabei
natiielidy nicht Berubigen, fondern mufi fuden, fie aus eigener Rraft
gu entwideln, d. §. einen Weg su finden, der geftattet, fie mit belie:
biger @enauigleit fitv jeden Wert der unabhingigen Verdnderlichen
au berehnen. Wire died nidht mdglidy, Hitte man feine gang genaue
Renntnid der auftretenden Funftionen, fo twive dad in Ungriff ge-
nommene Problem (3. B. die Distuffion dec Rollbewegung) durd) die
ava'ytije Gintleibung untlarer geworben, und man hatte beffer ges
tan, 3 rein geometrifch u behanbeln.

Die als nofwendig erfannte Aufgabe der miglichit einfachen Funks
tionabarftellung 16}t die Differentialredynung durd) Reibenentwid:
lung, ein Hilfsmittel, bad wir jdhon bei ber Ubleitung ded binomi:
fdben Sapes und ver Berechnung der [ahl e tennen gelernt faben.
Gine Reihe ift eine Folge von Grifen, die nadh einem beftimmten
®efety gebilbet find. Man fpricht .. von einer geometrijden Reibe Y,
wenn jedes Glic aus dem vorhergehenden durd) Multiplitation mit
einem fonftanten Faktor ¢ gebildet ift. Sft das Unfangaglied a, fo beift
bie Reibe g, ag, ag?, ag®.. . ag" (n + 1 Olicder).
© Wi unterfudien den einfacjen Fall, daf a = 1 ift, alfo die Reibe

1,4 q,y ¢y g

Sft g=+1, fo find jamtliche Glicder =+ 1; ift g =—1, fo
wedhfelt foriwdhrend + L und — 1 ab. Reiben, in denen die Vo
seidien von Glied su Glied wedfeln, heifen alternierend. Jit ¢
¢ine pofitive Safl, die grdfiev ald 1 ift, jo widit ¢» fiber jede vor:

"1) Die geometriidhe Reibe ift ausfiihelidy behandelt in Crang, Algebra IL
(UNu® Bd. 206 §17—24). Dort findet man aud) gahlreiche ftbungsaufgaben
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gelegte GrdBe Hinaus, wenn nur » genfigend grof (und nativlid
pofitiv gangzahlig) gewdhlt wirh. it ¢ ein pofitiver edhter Brudh, fo
nihert fich ¢ mit wadjendem » unbegrenst dem Werte 0. Man fann

nimlid) ¢ = ql fegen; g, mufs eine pofitive Jahl fein, die grifer al3 1
1

ift. Sngr= % tirh e Nenner beliebig grof, alfo der BWert be:

liebig Hlein, wenn man n genitgend grof annimmt. Man fagt in
biefem Falle, ¢ Lonvergieve mit wadfendem n gegen O.

@ibt man dex Grdfe ¢ ein negatives BVorzeidjen, fo bleiben die Be-
tradjtungen biejelben, nur dnbern fid) bei jeder Multiplifation bie Bor-
seidgen. Wenn ¢ ein negativer edter Brud ift, jo tonvergiert aud
bier ¢" gegen 0. o nehmen bei den geddmyjten Sdtvingungen
(©.59f.) bdie grofiten Audichlage in Form einev geometrifchen Reife

—7bh

(=— €< ) ab und werden almahlic) unendlich ¥lein.

&8 Tiege jebt g unter — 1, bann fiberfhreitet ¢*, abgefehen vom Bor-
seidhen, mit wadjjendem # jede Grenge.

An diefer Stelle werbe die Definition bes ,,abioluten Betrages”
eingefithrt. Darunter verftehen wiv den Wert einer Jahl, lozgeldit
vom Borzeidjen. €o ift der abjolute Betrag von + 3 und aud) von
~ 3 gleid) 3. Damit ¢ mit wad)fendem » gegen Rull tonvergiere,
muf der abjolute Betrag von g Heiner ald 1 fein.

Die Summe der endlichen geometrijdhen Reife

s=a+ag+ag’+--+ag
finbet man leidyt, wenn man biefe Gleidung mit ¢ multipliziert und
bag erfaltene Refultat von s fubtrabiert.
sqg=aq+ aq3+ coodag 4 aqn+1
s—sqg=a—aq"tL
Die mittleren Glicder vernichten i) ndmlich gegenfeitig.
s(l-—q)=a(1—q"+1); sg.lz_q.(l_qn+l)_

Diefe Formel ift ftetd ridhtig, wenn #, a und g endliche Jahlen

find und » auferdem pofitiv und gangzablig ift. it 3. B.

fo Hat man 6=2¢=3n=5
2

s=2+2-3+2-3’-{-2-33+2-3‘+2-35=1—_§(l—3°).
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Linf3 und redjts erhilt man af3 Summe 728.

it einen unendlich) grofen Wert von a oder ¢ verliert bie Summe
ihre Bebeutung, Wachft » itber alle Grengen, fo mup man unter:
fdheiben, ob der abjolute Beirag von g grifer, gleid) oder Heiner als 1
ift. Fur der lepte Fall inteveffievt und fier; denn dann fonvergiert ¢°
atfo aud) g"*! gegen 0. Man jdreibt dafiir audy

lim [¢"}=w=0,

wobei lim bag Abkiirzungzzeiden fitr limes, Grengivert, ift.

Wir haben alfo dag Crgebnis:

Qft g ein pofitiver ober negativer echter Brudh, fo Yat die Summe

s=a+ag+ag’+ag*t -,
wenn 2 ing Unendliche wacyft, einen Grengwert, und dicfer ift
a

§=

1-¢

Hufgabe.
148, DBie grop ift die Summe der unendlicdhen Reide

s=1+i+i+14

)
@3 fei jept eine Beliebige Reife mit lonter pofitiven Glicdern

ay, g g, °"*
gegeben, beren Gliedersahl unbegrenst fei. Damit ihre Summe siber-
Boupt fonvergieren fann, ift notwendig, daf fich ihre Glieder immer
mebr der Nul nihern. Wive died nimlic) nicht dev Fal, egiftiexte
eine (wenn aud fehr Heine) Gabl g, bie von feinem Glich der Reile
unterjdritten ritcde, fo wire
sa=0,+a,+ 03+ -0, grifer a8 g+ g+g--+g=ng,
und mit wadjendem » toiirde die legte Summe, alfo gan fiher die
gegebene Reife, bi8 ind Unendlide wadfen. Ronvergiert aber dad
Gnbglicd der Reibe gegen Null, fo ift damit durdjaus nody nicht ge-
fagt, baf ifre Gumme einem beftimmecn endlicjen Wert jujtvedt. €3
(Rt fid) 3 B. leiht nachroeifen, daf die Summe
s=1+3+5+3+3+
unendlidh grof wird. € ift nimlih s=14+++ G+ D+
+E DG DGR

Die erfte Klammer ift grofer ald 2.1=13, die gwrite grifper ald
4.1=1 uff. %us der Reibe laffen fich beliebig viele Summanben
abipalten, von denen jeder grofer als 1 ift.

®8 gibt viele Rriterien fiir die Ronvergen dev Summe einer vor-
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gelegten Reibe, von bdenen das widtigfte der Candjyfde Sap ift.
Cr Yautet:

Die Gumme s=a,+ a;+ ag+ -
in ber a,, a, ufw. lauter pniltwe Ba!)Ien jind, ift fider
fonvergent, mennbteﬁuottenten uim famtlichEeiner
find aIS ein beftimmter echter SBrud; q

\sit Heiner af g, fo folgt baraus, daff a;<a, g 1ft

l

liefext ay < a,q; ag ift um fo mehe Heincr ald (a,9) - ¢ = a,q ufm.
8 folgt durdy Addition
sm=a;+ ag+ a3+ +an<al+dﬂ+G1Q+'"+Gﬂ"'l
sm<a(l+ g+ ¢+ -+
Die RIammet ift aber ficher Heiner af8 der Grenzwert —, alfo
$n < __E Unbdercrfeits ift s, grofer a8 a,.
Diefe Behouptung gilt aud) nodh dann, wenn die Gliedersahl (bis:
Ber #) ing Unendlide fleigt, die Summe s der Reife muf unbebingt
ywijden a, und I—?‘E liegen. Man tann ihren Wert aber audh mit
gefteigerter Genauigleit ermilteln. Yus
s==a1+ a,-{- as+ oes

folgt audy §<ay+ ag+ ayq + a50' + o
s<a+ é—q

8 liegt alfo swvijden a, und a, + %q-

Der Unter{dhied der Grengen filv s war vorfer
b, W (1-0 ag
1-¢ 1—g¢ 1-¢'

jett aber (a, + -1—%) —a= l_lf_q-

Da a, nad) Borausfepung Eeiner ald a, g ift, fo find die Grengen
niiher sujommengeriidt.

Terner ift s<a,+ a3+ 1—?}3,
bie Differen; der Gren;en ift jept

(a,-l- a*+ 1~ ) (o, + ag) =
bemnach Heiner aIG uﬁ Die Grengen fnmmen fidh Deliebig

a
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nafe; ed exiftiert nur ein gany beftimmter endlicher Grengtvert der
Summe.

rifft dies Konvergens-Rriterium war nidt fiir die erften, wohl
aber fiic alle einem beftimmien Gliede folgenden Suntmanden einer
Reibe g1, fo fann man aud) von e die Ronvergeny behaupten, in-
bem man einfad) bie erften @lieder fiiv fidh nimmt und al3 enbdliche
©umme obfpaltet und auf den Reft den Canchhfhen Safy antvendet.

Gind die Glicber einer Reife familid) negativ, fo fest man nur
ba3 Minusdzeidhen vor die Klamner und Hat in derfelben einen Aus-
brud, auf den die eben angeftellten Betradjtungen jofort angewandt
toerben fonnen.

Bei einer alternierenden Reife findet jhon dann Ronvergen;
{tatt, wenn bie abfoluten Betvige der eingelnen Glieder fortiwihrend
abnefmen und gegen Null fonvergieren. Bei Reihen, deren Glieder
louter gleidje Borzeichen Haben, ift, wie wiv fahen, diefe Bedingung
notwendig, aber sum Betweid der Ronvergens nid)t audveidend. €3 fei

Gy Gy, g, ***
eine Reibe bon abjoluten Betrigen, die der genannten Forberung ge-
nilgen. Wir behaupten die Lonvergen; von
§=0a,— 0+ q—a,+aF .-

@8 ift nur eine formale Unbderung, wenn man fcﬁreibt
1. 8 =a,— (a;— a;) — (8, — 6;)— () -

2. s=(—a)+(@—a)+()+-

Nad) Borausjehung ift jeder Klammerinalt !poittm e8 folgt aus
1, bafi s Heiner al3 a, und aud 2., daf s grofer al3 a, — 4, ift.
5 hegt alfo gwijden zwei Grengen, bie fi um @, — (a, — a;) =,
unterjdjeiden. Ebenfo ift
3. s=dy—ay+ (ag—a)+():-

4 s=a—a,+a5— (o, —a)— ()

s liegt daber 3wijden a, — ag und a, — a; + as. SDte Differens der
Gremgen ift (2, — gy + @) — (8, — &) = a,

alfo enger al8 vorhin. Fahrt man fo fort, o fommen fich die obere
und untere Grenge fiiv s beliebig nabe, da a, beliebig Hein wird,
wenn bdie Gliederzahl » Hinreidend grof gemaf)lt toirh.

Jit feber Quotient einer alternierenden Reife ein (negativer) ecyter
Brud), fo nehmen die abfoluten Betrdge der Glicder ftetd ab, die
Reibe tonvergiert. Dag Caudyyicye Ronvergens-Rriterium gilt au) hier.
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Die analytifdy widtigite Form einer Reibe ift die Potenjreihe
a+ bz cat+ exP+ .o

8 iit tar, baf fie mbglicdhertveife nur fite beftimmte Werte von z
Yonvergiert, dagegen fiic andere Werte der Bariabeln ihre Summe fid)
feinem endlidjen Grenzwerte ndfhert, dafs bie Reifedbann, divergiert”

G3 feien zunddijt die Grdfen a, b, ¢ uff. jimilich pofitiv, ebenfo
z. Sonvergiert die vorgelegte Reihe filr z = z,, fo befagt a3, daf
s=a+bzy+ cai+ - +hz "+ Iz, + ma 4 prtS 4.

=g+ by +cxt+ - + k2" + R
fih mit wachiendem # einem Deftimmten Grengwert mit beliebiger
®enanigleit nibert. €3 muf B der Null beliebig nahe fommen. Jit
R=1at( + mzy+ pai+-++)
Feiner al3 eine Babl o, fo gilt basfelbe von
B=at (1 +mz+pait-),
wenn 2 wifden O unbd z, legt, da jeded Glied jeht Heiner ald vor-
ber ift. Grfest man z durd) — 2, jo bleibt der abjolute Betrag des
Fattors vor der Rlammer derfelbe (nur dasd Borseidyen fann fich Gndern),
ber abfolute Betrag der Rlammer wird teiner, da fidh infolge der
wedjfelnden Borzeidyen die Glieder teilweife auffeben, R ift jomit audy
bier, abjolut genommen, fleiner al3 o.

Ronvergiert B fitt z = o gegen O, fo gilt daher dasfelbe audy,
wenn z irgenbeinen Wert zwifden — 2o und + 2, annimmt, . h. die’
vorgelegte Reihe Touvergicrt in diefem Jntervall fiiv jedes 2.

Paben die Koeffizienten @, b, ¢ ufw. der Reibe a + bz + ca*+ -+
verdhiedene Borzeichen, und fonvergiext

o]+ 0|2+ | c] 7"+,
wobei | a | ben abjoluten Betrag von a bedeutet, | 5| ben bon b uff,, o
ift bie urfpriingliche Reibe felbitverftaudlic) fonvergent, ba bas Reftglied
B=gy"*1 (14 may+ pg’ +-+°)
fidher Heiner ift a8 bas Reftglied der aus den abjoluten Betvdgen ge-
bilbeten Reife. Man beseichnet in biefem Falle die Ronvergeny der
vorgelegten Reile als abfolut. And) ier findet Ronvergeny ftatt fite
alle Werte von z, deven abjoluter Betrag Hleiner ald z, ift.

€3 feien z und z + & Bahlen innerhalb ded Intervalles der abfo-

{uten Ronvergens der Reibe
f(z)=a+ bz +ca*+ ea®+-.-,
bann fonvergiert aud
flz+h)=a+b(z+h)+ec(z+r)?+e(z+h)>+-- abfolut.
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fz+h)=a+bz+ bh+ ca*+ 2czh + ch? + ex®+ 3ea’h
+ Sezh? - ehd ...

€3 ift geftottet (t0ad fich, wenn audy nidt gang elementar, nad:
weifen 16fit), die Glieder biefer unendlidhen Reifhe umpuitellen, man
Bat dann, wenn man nad) fteigenden Potenzen von h ordnet,
fle4+h)=a+bz+ca®+ e+t h(d+ 2¢cz+ Beax?+--)

+ 1 (c+ Bex+--)+ 18 (e+--)

Die abfolute Ronvergens von f (2 + &) wire aber nidjt mdglid),
wenn einer der Beftanbteile der Reibe fid) anderd verhielte, e3 mup
alfo audy b+ 2z + 3ez+--
abfolut fonvergieren.

Die Bedeutung diefer Funbtion ift leidht erfichtlich; es ift

@+ W) =f(2)+ b0 +2cz+ e+ )+ 13(- ) +A3(-+-) -
MEAMT 2 b4 200 4 Beat oo b h () + M(-) 4o

(Etiebt man b durd) Az, fo fieht man, daf der linf3 ftehende Aus-

veud nidts andered ald der ﬁtﬁerenaenquottent a7 & it Um ihn in

ven Differentialquotienten su vertwandeln, Btaud;t man nur & dem
Wert O unbegrenst su ndhern, dann ift
%:. b+ 2cx+ 3ea? .-

Der Differentialquotient einer abjolut fonvergenten
Potenzreibe wird aljo genan fo wie ber einer gangen ratio:
nafen Funftion mit endlider Gliederzahl gebildet G
tritt felbftin Form einer Potensreihe auf, die in dbemfelben
Jutervall abfolut fonvergiert, wie die uripriingliche.

Fithet man viefe Betradtungen tweiter, indem man von £’ audgeht,
fo folgen genan entfpreciende Sate iiber die hoheren %Ib[ettungen, 3 B.ift

f"(z)=2¢c+2-3-ex++-, f"(c) =2-83-¢ 4+

Tiie den fpesiellen Wext (a: =0 ergxbt fidy

f(0

=0
f'(v)=1-d
M0y =1-2-¢

f"(0)=1-2-3-¢ uft.,
fo baB man die meif;e fcbreiben tann

&) = F0) + Z7(0) + Z51(0) + g 1(0) 4o
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Died ift die Mac=Laurinjde Reife. Die Formel zeigt die Bedeu:
tung ber Qocffizienten a, b, ¢ ufw. Sie fann aber aud) dazu dienen,
eine Funttion in Foem ciner Potengreihe su enttoideln, roenn man die
fpeziellen Werte ber Funttion und aller ifrer Ableitungen fiic 2=10
fonnt.

Beijpicl 12,7) (14 2 oll unter der Borausjeung entroidelt wevs
ven, DaB » feine pofitive gange Jabhl ift.

Qfung. y = (1 4 z)"= 2" (Byl. 8. 24, Sap 5.)

€8 ift auf ©. 25§, nadjgerviefen, daf fitr jedes n die Ableitung
o A

5—‘3— =nz""t it d:: =1; %3—1 =/'(&)=n (142"

Ebenfo finbet man /() =2 (n— 1) (1 + 2)**ufw.; £ (0) =1;
f'(0) = n; 1"(0) = n(n — 1) uff;
)=+ oy =14 fet P M0y

Pan erhilt den binomifhen Sal Jdheinbar in derjelben Form wie
filv ben Fall der gangen pofitiven Crponenten. Der grofe Unter{dicd
liegt aber barin, dafj hier feine der Brofenn,n—1,2—2, n—3...
verfchiwinden fann, wir erhalten eine unendlidje Reife. Jhre Kon-
vergeny tith unter Benupung ded Rviteriums von Caudyy (. 65)
unterfudht.

a, * ay 2 3

O 41 n—-k+41 n+1 i

it aat il G -1)5
n ift eine feft gegebene Grofe, die Ordnungdjafl & fteigt, weil die
Reihe unendlic) ift, iiber alle Grengen, daber wirh (n + 1):% beliebig
tlein, Dex Rlammerinhalt nahert fid) unbegrenst bem Werte — 1. Jjt
z alfo ein edjtec Brud), fo muf der abfolute Betrag ded Quotienten

g 41 0z on irgend einem Gliede an fleiner al3 1 werden, womit die
Ronvergen; der Reibe fiir die genannten Werte von 2 bewiefen ift.

ne: a, =(n—1)a:‘ a_4=(n—2)z

1) Hler und toeiterhin ift angenommen, daf fid) die su entwidelnden
Tunftionen wictlidy durd) Potengreihen durftellen laffen, aljo in ihrer Ent-

widlung nidt etwa Glicder von der Form aVz, % ober bgl. enthalten.
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€3 ift febr infteuttiv, einen beftimmten Wert fitv » anzunehmen und
bie Qurve y = (1 4 )" mit den Niberungsfurven y = 1 + na;
y=14+nz+ n(—né——l)z’
uff. in demfelben Roordinatenfyftem su jeichnen.
Cine Anwendung findet der Sap bidweilen zum bequemen Ans-
sieBen der Wurgeln.

Voo =Vor+ 2 =1/27(1 + ;7)=3 1+ 0,07407

=3 (1 + 0,07407)7;

1 nm—1) _ (%)(—‘:)=_ 1, n(n—1)(n—2

=312 g 9 1.2.3
() (=3)(-3)
3/\"3/\" 3 5

=~"133  —Tal

Y28 = 3 (1 + 0,02469 — 0,00061 + 0,00002,) = 3,07231,.

©djon bieje vier Glieder der Reifie liefern eine Genauigleit, weldje die

Unforderungen der Prayis toeit dbertrifft, die weiteren find fiiv fie
villig Bebeutungslos.

Bei diefer Reife und mandyer folgenden 1t fich ein Glied leicht
bevechnen, wenn man ba3 vorbergehende fennt. Seht man abEiiczend
(1+2p=1+44+B+C+D+-, in;ft

A=ng; B=""10.4;0="""2- B uff.

Beifpiel 13, f(z) = sinz. €3 ijt

f'ga;) = cos, f"(z) = — sinz, f" (£) = — cosw, " (z) = + sinz

uff. .
f(0) =0, {0) = 1, £"(0) =0, f"(0) = — 1, f""(0) = 0---
3 xb . z1

. x
/(x)=5m‘”=“"1.2.3+1.2.3.4 5—1-‘2-3-4-5-6-7i
3

x? x
h=—"33 BT " 1.5
uff. Mag der feft gegebene Wert z aud) nod) o grop fein, von einem
beftimmten Gliebe ab werden bie Quotienten ihrem abjoluten Betrage
nad) banernd Heiner al8 1 und ndhern fich jogar dem Werte 0. Die
Reibe Tonvergiert fiic jeden Wert von . Man zeidhne hier und fpiter
Niiherungsurven, um den Grad der Genanigleit graphifd) darsuftellen.
Soll ein beftimmter Sinug, 3.B. sin 25°, berechnet roecden, fo mup
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man da3 Gradbmaf sunddit in Bogenmaf vertwandeln, denn diefe Ein-
Beit oar bei der @ntmd(ung e Diffeventialquotienten vovausgejest.

25° ift im Bogenmaf = — 1so =0,4363

sin 250= 0,4363 — 0,0138 = 0,4225.
Beijpiel 14, f(z) = cosz.

'(z) = — sing, {"(z) = — cosz, () =+ sinz, f"'(x) =+ cosz

f(O) — 1 f'(O) 0 f"(O) 1' f"l(o) :.0' fm!(o) _ + 1

cosz=1— +

1 2 54 128456 L "

Aud) dicfe Eﬁetbe !onbergtert fiir jebesd =

cos 25%= 1 — 0,0952 + 0,0015 = 0,9063.

Man beadhte hier wie mweiterhin die Shlufbemerfung su Beir
fpiel 12.

Qie Funttion tgz 16kt fid wohl in Form einer Potenzreihe ent:
wideln, dod) befolgen beren Koeffizienten fein einfacies Bilbungagefes;
bei ctgx tritt nod) bie Sdywierigleit hingu, daf biefe Funttion fiiv z=0
unendlih grof wird. BWill man biefe ‘{sunfﬁnnm betechnen, fo e

mubt man beffer bie Formeln tg & = —— unb ctg 2= %

uuignhcu.

144, Die Gleidungen der Rreidevolvente jollen in Potensreihen
entividelt terden.

145. Die Gleidhungen der Gytoide jollen ebenfo behanbdelt werben.

Beijpicl 15, f(z) = arctgz. |

f(&) =

©tatt teitere Ableitungen zu bilden, fann man bte gejuchte Reibe
fiiv arctgz  f(2) =a + bz + ca®+ es} +
bifferentiieren: £’ (z) =b+ 22+ 3eat+-.
und bie Loeffizienten mit. denen der Reibe

vecgleidhen.
Csift b=1, ¢c=0, e=—1 ufw. Da fiir 2=0 aud /() ver:
fdhtoinbet (wemgftcnﬁ bet Der gebx&ud;hd)en SDefmttwn ber Funttion),

fo ift a =, alfo arctg 2 =____+
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Die Reibe tonvergiert, wenn 2 ein ehter Breudh ift.
9Gulid) laffen fich Die anderen jo¥ometrijden Junttionen entiwideln.

1
Titr 2= ﬁ titd

1 1 1 1 1 1
“’“tg(ﬁ)=7§(“n+m-m+ raT)
Sapt man die ecften vier Glieder sujammen, o erfennt man, dafs

per Rfammerausdrud grdfer ald 0,905 ift, die DHingufiigung ded
fiinjten lehrt, daf ev fleiner al3 0,908 ift, arctg (——) Giegt gtwifden
0,522 und 0,525. . Ve
Unbeverfeitd mup arctg (ﬁ)
7\ e 300= L.
] tg () =1tg 30 7
< legt aljo swifhen den gemannten Jaflen, x wijden 3,132
und 3,150.
Daf die Jahl = mit Hilfe diefer (oder einer dhnlichen) Reibe be-
Tiebig genou Devehnet yoerden fann, liegt anf der Hand.
Beijpiel 16
y=¢5y'=¢, y te= e uff; £(0) = £(0) = £"(0) -
x? zt

F-lty +1 2+1-2-3+F§Tﬁ+

Dad Kriterium von Caudyy lehut, dap dieje Reife fiir jeden Wert
von z tonvergiert (bgl. Beifpiel 13).
Tiiv 2 =1 nimmt fie die jdhon auf &. 35 unterfudyte Form an.

= 5 lein, benn

Hufgaben,
146. Bei der Theorie der Seilveibung tritt die Grdfe er* auf.
Qhr Wert wetde fiit p = 0,25 « = 108° feftgeftellt.
147, Die Funftionen Sinz und Cof 2 (ogl. &. 38) follen ent:
tidelt werben.

148, Tan flelle bie Gleidung der Rettenlinie’) durd) eine un:
endlicge Reife dar.

149, Fite a® foll eine Reibe angegeben twerden. a jei pofitiv.

1) Bgl. Aufgabe 140, &. 61,



Gyponentialreihe. Logarithmifde Reifen 13

150, Man bilde die Ableitungen der bisher behandelten Potens-
reifen und vergleidje fie mit den friihev erhaltenen Auddriiden.

Beifpiel 17, €8 follen die natiiclicen Sogarithmen durc) Reihen-
entividlungen gefunden wecben.

Man tonnte verjudjen, y =nz in dev bisherigen Weife durdy die
Reibe a+ bz +catt -
vbarzujtellen. Dann miifite aber, da In 0 = — oo wird, aud) a diefen
Wert annehmen. Dedtoegen berechnet man beffer £(2) = (1 + z),
benn Bier wird £(0) =1 =0, alfo a = 0.

) = (1 + 2 F(a) = 1o

Man fann enttneber bie weiteven Ubleitungen bilden, oder, wie in

Beifpiel 15, —— + burd) eine mett)e barftellen. Jn diefem Falle bat man
b+ 2cx 4 3eat+ - 1—a:+:c’ B4

aljo b—lc———e— uﬁ
A) m@+@=———+ ;
Die Reibhe fonvergiert, wenn z ein ed;ter SBtud) it. Ebenfo ift
B) m(l—g)=-2-2_2_.,
und durd) Subtraltion Lo
142 z z
%) (1 w) (T+?+Ts“+"')'
©ept man in C) z =14, o folgt
1, 1 1
2 =2(3+5g + 55 + ) = 069815,

Bug!eid; ift iegt Ind=21n2;n8 =32 ufw. befannt.
z =% ergibt in C eingefept -
1 1
ma—s( +55 gt ) = 109861

Dadurd ift 9 = 2ln3 27 uff. beftimmt, fecner aud
] lnﬁ-ln3+m2—179176 n12, In18

" 105 = (6 — 1) = ln[6(1 —~ —)]—ms (1 —1)
(Formel B) ;

In5 =1,79176 — ( T T ) = 1,60944.

Der fite die ummanbtung ber Qogarithmenfyfteme bedeutjame nas
tiiclige Qogarithmus von 10 ift
10 =15 + In2 = 2,30259.
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DBon den gangen Jahlen gwifden 1 und 10 fehlt jept nur nod 7,
ln7=ln(8—1)-hz[8(l—%)]=ln8+ln[1-—%:l=2,07944—

1,01 1
~(pstewtagt )
InT=194591,
Nun (@Rt fich auch jeder andeve natiiclidhe Qogarithmus leidht exs
mitteln, wiv greifen gang rwillfiiclid) die Safhl 6137 Heraus,
n6137 = in (1000 6,137) == in1000 + 16,137

— 3010 + ln[G(l +9—‘63—7)]
106137 = 3110 + In6 +[ +°_é‘_%77’ ]

0,137 0,1372
1.6 2.67
n6137 = 8,69952 + 0,02258 = 8,72210.
Gelbjtoerftandlid) [aft fich die Genauigleit beliebig fteigern.
©ind alle natiivliden Logarithmen befannt, fo fann man aud ihnen
bie Hinftliden einfach evmitteln, indem man fie mit 0,43429 multi:
pliziert (vgl. ©. 36, Formel 15).

Das Reftglied ber Mac:Laurinjden Reije.

Die bisher behanbdelten Reihen lieferten uns fidjeclich dben Wert ber
jeteil gefucten Funttion um fo genauer, je mehr Glieder rir bes
vitdfitigten. WAbfolute Genanigleit thunen toir auf diejem Wege nie
erhalten, da und tatfaclid) bdie Beveinigung unendlidy vieler Sum:
manden unmiglidy ift. Wohl aber gibt 3 ein Mittel, das und ges
flattet, Den Fehler abzufchiyen und in beftimmte Grengen eingufdliefen,
ben twir begefen, wenn wir eine unendlidhe Reibe nady bem nten Gliede
abbredjen. = ift Dabei eine beftimmte, enblihe Orbnungssafy, 3 %.5.

Wiv brauden dazu folgenden Sapy: Wenn eine im Jnterval 0...0
fteta endlidje, ftetige und bifferens ,
tiierbave Funttion f(z) fiic =0
und z=averjdwindet, jo muf mins S
beftens fitv eine Jahl zwifdhen diefen 3,80

Werten, 2, = 0 a, bie Ableitung
f'(z,) gleidh Null fein. O bebeutet [
Dier einen editen pofitiven Brud, . |

mit dem a multipliziert werden foll. o|_z<6s 1.

Der Betweid jolgt ausd Fig. 38 fo- ]/

“fort durd) geometrifche Unfhauung, ig. 8.
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wenn man fid) an die Definitionen  y Y
ber Endlichleit und Stetigleit auf |
©.7 erinnert. Berfdiebt man ein ‘
Lineal fo, daff 8 immer der Ab- ; - i \ . x
fsiflenadyje parallef bleibt, fo muf v

2

1

i

I

!

¢8 {d)lieflich minbeftens einmal bie
Qurve Beritfren; tge = ift fite
biefen Wert von z, ben wirmitz, Y
beseidynet Haben, = 0. Fig. 34
seigt, Daf diefe Uoerlequng nidt
mefe sroingend ift, wenn f (Fig. a)
ober ' (Fig. b) in dem Jntervall
unftetig oder fvenn eine biefer Gr- __| 2 — 2
fien unendlid) wird (Fig. ¢, d). I

Die ju unterfuchende Mac-Lan-
tinfge Reibe fei 2 _—

f(2)=1(0) +2f'(0) + 5 f"(0) + - (n—l)lf(n-“ 0 +R
(n — 1)1, gelefen # — 1 Falultdt, edeutet dabei das Probult

1:2:3.+(n—1).

Fiix » werde sunddit ein BeIiebigerablenmert, elioa 3, angenommen,
alfo £(z) = £(0) + 2f' (0) + 15" (0) + B geleft.

BWir betradyten junidyt eine anbere Funttion einer Bevinderlicgen .

z—1 (&—1)* (x—t)*

vO) =@ —fO) -1 1O -S5O —=— &
z ift Bier al8 Ronjtante aufgefaft, ¢ foll alle Werte jwijden O und ,
einjchlieBlicy diefer Grenzwerte jelbft, annehmen Lunen. XK bejtimme
i) fo, daf o (¢) fiir ¢ = 0 verfdwindet.

Geft man ¢ =z, o wird , o

XX, X~

)= (&)= @) ~10)~ 272 () - &L " )-S5 E=0.
v (t) veridhtoindet fiir ¢ = O, weil K fo beftimmt tourde, unbd filv ¢ =z,
toie eben nadigemiefen; alfo muf nady unferem Giffefage ¢/ (¢) fite
tinen zwifden O und z legenden Wert Oz gleic) Null werden. Die
Diffeventiation (z fonftant!) Liefert

YO=—rO-[[FDro+5ro)-
—_ [— 21(:";— ) " o+ (z;lt)! i (t)] _ [:l%;f)_’] K

ANuG 387: Lindow, Difierentinlrednung, 4. Anfl. 6

o ggn d
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Lift man die Rlammern auf, fo jerftoven fid) alle Glieder bis auf bie
beiben lepten gegenfeitig; es ift .
- »— 13
Qept fepen tir den bort)cé ertoifnten Swifdentvert { = Oz ein.
—_ 2 —0x)?
0= (= ﬂ-’ﬁ) £ (0z) +(¢ - x) K
Hieraus folgt K={"(0z), aﬂn’ _
v()=1@)-rO-27r0 -5 O-E5% M (s
BWir beadhten nodymals, daf K fo gerodhlt war, daf v fiir £ = 0 ver-
jdrinbet; ed ergibt fidy .
3
0= (2) - [(0) — T1'(0) = 571" (0) — 57 1" (B=), sbex
F@&)=FO)+ 2 O +51"(0) + & 1" (0).
Man ftelle diefelbe Nberlegung fiiv n=4,5, 6 an und dehne fie
bann auf ein beliebiged gangzahliged » aud; man ﬁut;et
f(@) = fn(()) + %f’ 0) + ;—!f" ©) 4+ (:_1)!f(n—1)(0)
+5 1 (Ba). .
Dag fo gefundene Reftglied R% ™ (6z) tird nad) Lagrange

benannt. Unfeve Betrachtungen find wingend, yoenn £ mit jamilicen
Wbleitungen bid gur nten in dem Jntervall £ = 0 big 2 = x ein:
{dytieflicy der Grenzen endlich und ftetig ift, enn dann gilt bev oben
angefiihrte Hilfajap, der den RKern bes Betweifes bilbet

Anwendungen ded Lagrangeifhen Reftgliedes,
Beijpicl 18, Mit welder Genanigleit wird e durd die erjten
filnf Glieder dev Reibe dargeftellt?

2 3 4 5
e=1+7+5+5 0t a009)
f, f ujw. it Gier = e, fO) (0z) = = Die Grifie = ift gleidy 1.
1 1 1 1 1
e=1 +ﬁ+ﬁ+§j+4—l+ﬁ'eo-
 Tiegt ymifiben O umb 1. f(z) = ¢ it ftets pofit, bie Tbleituny

f' (z) = ¢* aud), e= wadft fortwdhrend, ¢! ift daher dev grofte Wert,
ben ¢ in bem Jntervall O bis 1 haben tann. Dag Reftglied ift Eleiner
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1
g £ = - e ift Heiner als 3, wie fid) bued) gliedmedfe Bergleichung
mit dex Reihe {1 ;
14+(1 +§+ﬁ+m+ e)=142
leidht feftitelen 1aGt. Dad Reftglied R ift alfo Heiner ald

3 1
120 oder i 0,025.

Daj EReftg}ieb liegt gwijhen O und 0,025

T s 0,041 s 0,042

i 0,166 . 0,167
1+14y - - 2,5 . 2,5

e liegt swijgen 2,707 und 2,784

Beifpiel 19, Mit weldher Benauigleit ijt ¥/29 auf ©.70 beredy
ret toorden?

'aL 1 *';‘ J 2 ““:
f@)=1+2)° (@)= +2) %" @)=~ 5 +2) ¥

i} _n
fm (x) =;_(7)(1 + 50) 3; f"" (I) —_ _gg(l + Z) S
4 80 -1 1024 =1
R=§T(—§i)(l +642 ‘*= ——2{%(—1 + 0z) 3.
- Kl 1
(1 + Gx) 8 =-‘/W'
Diefer Ausdrud nimmt mit wadfendem = ab, ift aljo am grdften,
wenn 6 =0 Eft. R liegt zwifdhen O und
2
o (3 i
27) {4 _ _ 3/5a ; _2__ 5
2 1= - 0,00000124.. s (1+g)

Der mbgliche Fehler R wird natiielich audy mit 3 multipliziert; man

toei, baf R, = 3 R jwiien O und — 0,000004 Tiegt.
Beijpiel 20, Man pritfe die Genauigheit von sin 25° (Veifpiel 13).

Bei der Ubleitung find die vier erften Gficder der Mac-Sanvinen

Reihe benupt worden; ed ift B =§:— f® (6z). Die fiinfte Ableitung
von £(z) = sin z ift /) (z) = c0s 7, mithin
R= ‘% cos (0z).

6*
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Da z =25 ift, muf Oz swifdhen 0° und 25° liegen, der grofite
Wert fiir cos (02) ift in diejem Jntervall cos 0° = 1.

267\ 1
25= B< (1—80 B 1
Tao (it Heiner ol8 0,5 = = bie filnfte Poteny Heiner al3 &

1
R < g5 < 0,008,

Die weiteren Beifpiele rnen entfpredend behandelt werden. !)
Beifjpiel 21, Beridfidtigt man in der Mac-Laurinjdhen Reihe
nux die exfte Poteny von z, fo ift

(Dittelnertiag | (O o7 69

Die geometrijde Deutung gibt Fig. 35, in ihr ift tge = (0z).
Sitv bie ald endlich vorausgefepten Werte, welde £ () in bem Jnter:
Y pall0...0z... z annehmen fann, mufs cine
. obere unbunteve fefte @renze exiftieren, bievon
Teinem derfelben erreicht twird. Man Hat nun
é bie Wah! von = villig in der Hand unbd fann

biefe Grife jo Elein annehmen twie man will.

d _x — Dann nibern fidh die Heiden Grengwerte
(=) von zf' (0z) mit beliebiger Genauigleit der

f (o) Rull, alfo audy alle Jwifdenwerte. Wenn
ox x baber = Hein genug gewdhlt tid und £(0)

#la. 35 eine endliche von Null veridhiedene Grifpe ift,

fo I;('m(’;t bas Bovseiden der Potenzveihe
@) =1+ (0 +57"(0)+ = £(0) + {71 (82)
nur von ifrem erften Gfiede £(0) ab.

Die Tayloride Reibe.

Die Unfgabe, £(z) in eine Potenzreihe su entivideln, (EHt fid) leicht
nod) verallgemeinern. War bisher = = 0 ber Uudgangdiert, jo tann
man ftatt deffen aud eine beliebige andere Babl, 3. B. = = a nefhmen,
alfo f(a + z) unterfuchen. Diefes Problem (aft fid) aber leidht anf
bad fdon geldfte suriicfithren.

1) @3 (it fid) nadjwetfen, daf bel allen Funltionen, welde wir in Poteny:
teibe)n entm%&gtm, icr?ncd;alb der angegebenen guldffigen Werte von x dad Reft:
glied R beliebig Hein wird, wenn man genfigend viele @liebetjexﬁdﬁ;bzigt,
@3 treten alfo fiine weiteren Glicber, etwa von de Fomm aVz ober -, ober
bgl. auf.
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Grjept man in der Funttion f(z) die unabhingige %erﬁnber[id;;
dburd) a + z, fo entfieht eine neue Funktion F(z) = f (a + 2). Dann
ift nad) bem Mac-Lawrinjchen Eaf

3 —1
FE=FO+ [ ©) + 5 F" O+ + 75 Fr-2(0)
+ 2 P (0a).
r et fiit z=0in 4+ 0) = iitber.
() geht | [Ha df)(a +5‘0)(11) r
49z dz
©3 wexbde fiir ben Uugenblid a + = = 2 gefept.
are) _ o
dz =1'(s)

dF df(z) adf(s) dz
o 5 gm0
= na @=g® 'a‘%“’f"(’) uftv.
BWird z =0, fo with 2 = a, Witz =02, forwitbz =0 + 02
©o erhalten wir die Taylorfde Reibe
1

fat+a) = 1@+ 57 @ + 5@+ + gy

+ :—’;f(") (a+ 02).
Sie gilt, wenn £ mit famtliden Ableitungen 68 zur nien in bem
Sntervall a bis a + = (einjdlieRlich der Grengen) endlich unb ftetig ift.
Beijpiel 22.  f(a + 2) =cos(a + 2)
fl(a+2)=—sin(@+2z), f'(6+2)=-—cos(a+2),
! (a + 2) =+ sin(a + 2) ’f’"’(a+z’)=+ cos‘(a+z) uff.
cos (a+:c)=cosa—%sina—:—,cosa+:—lsina+%cosa:|:...
] 4 S
cos (a + z) =cosa (1 —gl—+f—l ) — sina (%—%‘Ti )
Die Rlammerausdriide ftellen nad) ©.70, Beifpiel 13 nnd 71,
Beifpiel 14 bie Junltionen cosz und sin z dar, man erhlt
c08 (& + &) == cos a cos & — sina sin 2.
®any analog finbet man
sin (@ + z) = sina cosz + cosasin 2,
Da die gefundenen Formeln fchon bei der Herleitung des Diffevens
tialquotienten bon sinz und cos 2 benupt twurden, o ift die eben ges
gebene Ableitung nur ald Nadypriffung zu beteadten.
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Bridt man die Taylorihe Reibe nad) dem sweiten Glicde ab, fo
vefultiert eine allgemeinere Fovm bes Mittelwertjages, nimlid
f(a+2)=£(a) + of (a + 02)

ober, wenn man ¢ + = = b fept
f(®)=1(6)+ @ —a)f'[a+0(b—a)]. Bl Fig. 35.

Sedftes Rapitel.

Anwendungen der MWac-Laurinjden
und Taplorihen Reibe.

1. Rahecrungsformeln,

Die Antvendung dev Potenzreihen jur exatten Berednung der Funk:
tionen wurde jdhon verjdjiedentlich erliiutert; jeht foll gegeigt werben,
bap Jormeln durd) fie wefentlich vereinfacht toerben Iounen, twenn
nue Heine Werte von z auftreten und daher die Reifen jdon nad
cinem Der erften Glieder abgebrodjen tverden tonmen, ohne dag ber
Febler, den man babei begeht, praftifd) mertbar ift. (Bgl die ent
fpredjende Bemertung iiber die Mac-Laurinfhe Reibe auf ©.74.)

Beiipiel 23. Der lineave Ausbehnungsfoeffizient « eined Mate-
rial3 gitt an, um twieviel m fid) 1 m des befreffenden Stoffes bei bev
Temperaturerhihung von 0° auf 1° ausdefnt, der tubifde besieht fich
auf 1 cbm wie geof ift ec? Das Kubitmeter wicd durd) die Crivdr:
mung ju einem Wiirfel von der Rantenldnge 1 + o Meter, der Jnhalt,
utfpriinglidy 1 cbm, wird jest (1+ «)® cbm. Da e fehr Hein ift
(3 B. fiir Eifen 0,000012), fo fann man ifn ohne merklidien Fehler
=1+ 3« jegen. Der Bolumenzuwad)3 betrigt 3« Qubitmeter, der
fubifche Ausbdehnungsloeffizient ift dreimal fo grof twie der lineave.
Bgl. Aufgabe 37 auf ©. 21.

Beifpiel 24. a fei nur wenig grofer als b, wie grof ift ndhes

rungsoeife %’!
b b 1 @ — b\7—1
7=b+<a—b>=,+(a_-_b)=[‘+(—r)] '
b
Died ift nafesu =1 —-g—;—b- Eine neue Atmofphare ift=1 kg/qem,

eine alte (=760 mm Quedfilberfiule) = 1,033 kg/qem. 1 neueAtmos
fpbice ift ba[;etﬁﬁ == 1— 0,033 alte. Die Sange eines Sta:
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bes fei 7 bei 0°, fteigt die Tempevatur um 1°, fo wichft fie um J,e,
bet £, um lyet, wird alfo I =1+ lyat=1,(1+ at). it dicfe ges
meffen, toie e3 prattifd) foft immer gefdyieht, und joll bie Qinge auf
bie Temperatur 0° vebuziert terden, jo Hat man l"-T:I-Tt und
Yann bafiic in den meiften Fallen 3y =1 (1 — of) fepen.

Lieft man 3 B. den Stand eined Quedfilberbarometers an einer
Glasjfala ab (= Imm), jo muff man beacjten, daf diefe Stala nur
fite eine beftimmte Normaltempevatur vidtig ift. Diefe fei 0% Unter
Beritdfihtigung des linearen Ausdehnungsloeffizienten fitv Glas

B, = 0,000008
finbet man die Ausdehnung A = 1B, = B, 11 (1 — B, £), alfo unter
Bernadliffigung des sveiten Gliedes 4 =16,¢. Da fich ber Mafitab
um biefen Betvag ausgedehnt Bat, fo ift die abgelefene Duediilbers
fdule um ifn gu fury gemeffen, ifre wafre Hobe ift I, =1 4+ 16,1,

Dag Bolumen eined Rbrpers fei v, bei 0°, fein fpeifijdes Ge-
widt y,, wibrend bei ¢° bie entfprechenden Grofen v und y feien.
©ein Gewidt fei p, fein tubijher Ausdehnungstoeffizient f;. Dann
: . » » Yo ~uu (1— :
o= 7 = = na iy~ 13 A7 (1~ At). Fw bei
®afen ift diefe Abrundung im allgemeinen nicht mehr geftattet.

Bei et vorher ervihuten Bavometerablefung muff man aud be
denten, daff Duedfilber von 0° verlangt wird; hat 8 die Temperos
tur £, fo ift fein Dend entfpredend dem fpesifiiden Geridyt Heiner.
Grfest man e8 durd) eine Heinere Duedfilberfaule von 0F fo mitffen
die Hohen den fpesififchen Gewidjten umgefefrt proportional jein, aljo
tenn Iy bie gefudte ift y

lily=1pin Ia=l1';;=ll(1"ﬁ:t)-
B, ift bie Musdehnungszahl des Ouedfilbers = 0,000181
h=1(144) (1 — 1) =11 — t[6,— B.]).
B, - By Yorn vernadfiffigt werben
l, = 1(1—0,000173{) =1 — 0,0001731.

Qieft man etoa bei 25° die Hohe I = 7654 mm ab, fo betedgt bie
forreltion  — 0,000173 - 7654 + 25 = — 3,3 mm
unb der vebugierte Bavometerftand 762,1 mm,

Bei einer Meffingflala ift B, = 0,000019
und dag Rorveftionagliec — 0,00016214
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Aufgaben.
Man teife die Ridtigleit der folgenden NaGerungdformeln nad
151. V1+—«~1 +§; 152, Yi—arsl — 53
1 o
153, V+ 11— lﬁ‘l.v‘t—&wl-{-—iv
allgemein 155. (1 + a)"ss 1+ ne.

Bei adiabatifder Rompreffion (. 46f) nehme bas ﬂio[umvn
v um den Heinen Betvag e ab, dann folgt ausd pvt=p, (v —
ba% = p?zk =P !

P TP e

alfo p, & p(l + ) tird; bie (Fleine) @rud&unabme lft

156. BWie grof ift niherungsteife sin ¢, wenn e in @raben, Minus
ten ober Sefunben gegeben ift?
157, Wie grop ift ndberungstoeife tga?
158, sin 40° ift 0,64279; cos 40°=0,76604. Wie grof ift
sin 41° cos 41" sin 39°, cos 39°%
% [N Betimcl 25. Der Snhalt F eines

Rreidabjdnittes (Fig. 36) wird er:
Balten, wenn mcm den Jnhalt bes Rreid:

Q? uueid)mties ) (ngt ©. 29) um den
bed %retedé 0% permindert.

l
F=? (e — sinaa);
Sing = —
1-2-8

g 36, (angen&bert), afo F = '—:—g—
[*4
Die Bogenhihe & ift =r—rcos 2 (1 — cos 2)

ol

bie Sehne ,: _a_z)ail
ool & \2 ro® o
8§=2rsin - 29 ?—-T ==fa—T_.ra(l—--2—:)-

NR
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Die Bernad)lajfigung von gz’ fiefert bie Niherungsformel

Fa —; sh.

b} 3,4
Teener ift o'y r’a’(l - :‘—2), h’aa%; b= 1o,
affo b st l,;h’.

Dieraus fann man b angendhert bevednen, wenn s und h gegeben
ift. Bei allen diejen Formeln ift vorausgefest, baf o, im Bogenmaf
audgedriidt, Hein ift, fie gelten daher nody fiir betrdchiliche Wexte im
Gradmaf, dad ja durd) Divifion mit 129 & 57,3 in Bogenmaf ver:
wanbelt wird.

Der Schwerpunttdesd Rreisbogens b hat vom Rreidmittelpuntt

2rsin%
» feine Gntfernung von der Sehne ijt

ben Abftand 555 =
2r sing—

~——————rcos5~m’;¥ 2h
« 2712 3™

o

Hufgaben.
159. Die Gleidung der Kettenlinie foll fir Heine Werte von z
angendfert aufgejtellt werben.
160. Wann verdoppelt fich ein Rapital von a Mart, dad 3u p%,
fteht, bei Bevedmung ber Jinfessinfen?
161. Wann ift e3 kmal fo grof wie ju Anfang?

2, Uuflofjung von Gleidungen.
Qedbe Gleidjung mit einer Unbefannten 16ft fid) auf die Form
fle)=0

bringen. €djon auf &. 41 mut%e eine Qofungdmethode angedentet.
TMan broudyt nur die Rurve y = () recht genau su seichnen, dann
find die Wbfsifien der Schnittpuntte mit der X-Adyfe die Lofungen,
bie man audy al3 , Wurzeln” der Gleidjung beseichnet. Die Duadrats,
Rubit- unb” weiteren BWurzeln find Spegialfille diefes allgemeineren
Begriffes; V' a ift 5 B. bie Lfung der Gleidhung 2" — g = 0.

Wenn audy diefe graphifde Lifung von leidungen Guferft an
fdaulicy ift und bei Bergriferung des Makftabes zu beliebiger Ges
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nauigleit gefteigert twevden fann, o erfordert fie dod) viele umftinds
lihe Redynungen, jobald die Funition f etwad fomplizierter ift. Hat
man einen Wert © = a gefunden, der nabesu der Gleidung geniigt,
fo fud)t man natfielich nicht nuv einen befjeven, jonbern einen viel
Defferen Niberungdtoert, die Swijdentverte interejfieren nidgt. Hier
fithet leicht die Taylorfdhe Reibe sum Jiel, in ihr bebeute & das Ju-
fagglied, weldes, ;u a abbdiert, den genanen Wert der Wurgel liefert,
e3 fei alfo f(a + k) = 0. Da a felbft {hon nabezu ridtig ift, Hunen
toiv 7 fefr Hein annehmen und die Reibe nad) dem sweiten Gliede
abbredjen. f(a + k) = f(a) + kf'(a) = 0,

a
demnady h= 7@

Beijpicl 26, V29 ift #ut Beftimmen. 19
f($)=zs_29=0; f'(z)=3z7; h=—_'3—aT'
Gin Niberungdrert ift a = 3; h wird
2729 2
<5 =t g =0074
Der nidjjte Nihevungsiert ift o, = 3,074
3,0

74°— 29 0,0477
hy=— 3.3,014" 2836 0,00168

a5 = 3,07400 — 0,00168 = 3,07232.

Diefe Genanigheit tommt dev auf ©. 70 erveichten gleid); in der
Prazis Hitte jdon die erfte Berbeffecung von a geniigt.

Beifpiel 27. Cin Rugelballon wic mit Ludhtgasd gefiillt. 1 qm
Ballonhiille wiegt mit bem Neprert 0,4 kg. Gondel, Ballaft, Be:
mannung und Schleppfeil befigen jufammen das Gewidt 500 kg.
1 cbm bed benupten Senchtgafes wiegt 0,6 kg; 1 cbm Luft 1,293 kg.
Beide Angaben find auf 0° bezogen und follen, da die Aufitiege im
Gommer ftattfinden, auf 25° umgeredynet terden. Wie grof muf
ber Durdymefier « fein, damit der Ballon nod) eine Steiglraft von
200 kg fat?

Die fpesifijden Gewichte find bei diefer Tempevatur nad) Beis
fpiel 24 (©.80)

0,6 1,293

1125 0,00366 1425.0,00368

Der Jnflt i 2 cbum, bos Gasgeimidt == - 0,550kg. Die Hille
wiegtwa! - 0,4 kg, Gonbdel ujiw. 500 kg. Diefe Rrdfte zichen den Ballon

und gleith 0,550 und 1,185,
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3
tiad) unten, nad) oben ittt der Auftried der Suft mit ”—:—— 1,185 kg.
Gomit gift die Gleidhung
wa® xx? 9
- 1,185 — - 0,550 — maz*- 0,4 — 500 = 200
0,3822% — 1,262 — 700 = 0
2’ — 3,782% — 2106 = 0.
Bur Ronfteuttion der Rurve y=2® — 3,782 — 2106 fonnen die
Wertepaare der folgenden Tabelle bienen
€ 0 | 2 | 4 | 6 | 8 | 10 |12 ] 14 ] 16
y|—2106]— 2113|— 2102|— 2026 | — 1836 | — 1484 |— 922|— 103 I 1836
a =14 ift ¢in Niherungsioert.
f'(x) = 32— 7,56z,
. a®— 3,78 a?— 2106
dafer wird h=—— e Ts6a,

6= 14 Gidfert b=+ 300=021;6,=1121m.

by wird {Gon praftijd bebeutungalod.

Beifpicl 28. Gin Rreid joll durdy eine Sehne in groei Kreisabs
fdnitte geteilt werden, deven Fldden fi) wie 2:3 verhalten. Dev
Rabius fei 7, ber u dem Heineren Abfdnitt gehdrige Bentrirvinkel .
Dann find die Flacgen (vgl. Fig. 36) :
F1=%'(a——ina); Fy=rn—F; F,=r—2(2n:—a+sina).
@3 gilt bie Proportion

(¢ —sine): (2% — e+ sine) =2:3
30— 3sine = 4w — 20 4 2sine
be — Hsine —4x =0
f=0—sine—2513=0

. o, —sine, — 2,513
f’=1—-cosa, ="‘—-—1'—_—m;‘-"

wenn o, der Niberungatert ift. Wir roaflen
(3twei §alblreife) %= T
=015 g=2827-162"
Die nidjite Rorreftion liefert # = — 0,0028; oy = 161° 50’

Beifpiel 29, Fite welde Puntte der Kurve y = == sin z (vgl
©. 591.) bifbet bie Tangente mit ber z:Achfe den Wintel 30°?
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y'=¢"*(cos 2 — sin z) =tg 30°= 0,5774
cosz—sinz=0,5774¢%; f==coss—sinz—0,5774¢"=0

cosx—Binz— 05774 ez
sinz-cosz+0,577d ez
Fitr =0 with ' =1, e =45% Fiir x=;= 45% wird ¢ = 0.
Buwifden diejen Werten von z muf der gefuchte liegen, als erfien
RNiabecungsert nehmen wic

a=22 30'=F=03927.

—0,1452;  a,=0,2475=14°11"

=-—ginz—cosx~—05774¢e*;, h=

-03189
21617

~0,0150
=g =~ 00077;  4=02398 = 13°44.

h=

8. Magima und Rinima.
3 fei wieber h eine Heine Grofe, wifrend < irgend einen enblidjen
TWert bedeute. ffei eine Funftion, bie nad) fteigenden Potenzen entidelt

twerden tanu, Bt
fz + 1) =f(z)+ hf' (z)+ gif" (@) 4+

o+ B)=1@) (1@ + 55" @)+ )

Wie in Beifpiel 21 auf . 78 geseigt wurbde, tann & fo Hein an-
genommen werden, dap das Borgeiden der Potengreibe nur von dem
erften Glicde abhingt. Diefe Vemerfung wenbden roic jegt auf den
Rfammerausvrud an. St 7' (z) pofitiv, fo ift e8 aud) die RKlammer.
h fei ebenfall3 pofitiv, dann gitt dasjelbe von k- (7' (z) + - +-); /(z +)
it grofer ald f(z); Az — h) = f(2) —h(f' (z) F -+-) ilt, ba ba3 jiveite
®fied negativ ift, Heiner ald f(z), die Rurve y = f(2) hat im Puntte
@, y fteigende Tendens, wwad jhon auf ©. 41 geometrifd) abgeleitet
turde. Genau ebenfo zeigt man, daf, wenn ' (z) negativ ift, flz+h)
Fleiner und f(z — i) grofer aldf(z) ift. (hift ftetd pofitiv angenomumen.)
@8 fann aber [ (z) aud einmal gleich RNull fein, dann wird das Jer:
Balten der FJunttion erft durd) ad folgende Glied devPotenzreihe gefenns

seidynet. fe+ 1) =f(2) + %:(f"(x) + —gﬂ"(x)+°‘)
f(a:—h)=f(:v)+l;—’(f"(:c)—-§f""(a:)+")'

Undy Bier ift Bei geniigend Heinem  nuv dad erfle Glied der flam:
met fiic ift Boreichen von Bedentung. Wenn £ (z) pofitiv 1t fo
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ift ool f(z+ k) wie f(z—h) gedfer ald f(z), da h? unbedingt
pofitio fein mup. Die Funktion hat fir diefen fpesicllen Wert = ein
Mintmum, denn fie ift Heiner al3 ihre Nad)bariwerte. Jft dagegen
f"(2) negativ, fo tritt ein Magimum ein, weil fowohl £ (2 + 7) wie
f(z — ) Yeiner af8 f(z) find. @eomemid; fagt bie Forberung f'=0,
>0 aus, daf fitr den betreffenden Rurvenpunit die Tangente ber
?Ibfatﬁenucbfe parallel laufe und die Rriimmung fonfav jei (‘Bunft G
in §ig. 28, ©.41), Man fieht unmittelbar, baf dann ein Minimum ein-
tritt. Ebenfo leicht erfennt man fiix /'=0, £'<0 ein Magimum
(Bunft D). Run fann abev aufer f' aud f” =0 fein.
3
fle+0)=1) + (") +"@) +--)-

S diefem Fall verkiuft die Unterfudjung tie vorher, man Hat nur
31 beadhten, baf fih hinfichtlich des BVorseidhensd A® tie , A* wie A?
verhalt ujw. Berdwindet aljo 7' und 7", aber nidt /1, fo tritt weber
ein Magimum nod) ein Minimum ein.  Fiiv

f'=01 f"=01 f'"=07 f"">0
bat man ein Minimum, fiic

f’=0, f"=0' f"==0, flm<0
¢in Magimum uff. Man fann zur Unterfudung die frither behane
belten Ableitungsfurven (S. 20) Hevaniehen.

Beijpiel 30, Cin Wafjergraben Hat einen rehtedigen Duerjdnitt
@=05qm. Die Breite z und die Tiefe y find fo su vodhlen, daf
bie bom ftrdmenden Waffer benepte Flade moglidft Llein twird, ba
mit der Reibungswiderftand minimal ;I i :
ift. (%ig. 37.) '

Aug zy = 0,5 folgt y== - J
foll bie %unthon W=

f(a:)-.'c+2y=z+— =
gu einem Minimum gemad;t merben 1 ST
f@)=1-2=0 wn
liefert 2= 1; bie Lofung = = — 1 Hat Leine praftijhe Bedeutung.

y= %';é witd Bier = 0,5; die Breite ift daker gleich der doppelten Tiefe.

n

nimmt filv 2 =+ 1 ben pofitiven Wert 2 an. Wir Haben €3 alfo



88 VI Ynwendungen der Mac-Lauvinjdhen und Tayloridhen Reihe
wirklid mit einem WMinimum 31: tun, nidit mit einem Magimum

ober einem Wendepunit. (" <0)

Beifpicl 31, Cin Stab fei an einem Ende feft eingefpannt und
lagere mil dem andeven auf einer Stige.

Nach den Lehren der Mechanif lautet die Gleihung der inie, die

feine neutvale Fafer infolge feines Qitgengemtd)tee G kg bilbet,
(a: 32%  2z* )

y=- 'JTJ;‘s 1T TTH
I, « und y (Fig. 38) find in cm, ber
Elaftisititamodul E in kg/gem und
bag Trigheitsmoment J in em? ge:
geben. Fiir weldjen Wert von z weidt
bie Qinie am meiften von der Hori:
on jontalen ab? Bur Ubkirzung fei die
pofitive Konftante 7 By geie@;wglio 2t
y=—cfe= 7 +75)
9z 8 18z |, 24
o S e I e e
,8um Gintritt eined Magimums oder Minimums ift erforderlic)
] L]

1224 8 05 808 — 9204 P=0; 80 — 82l —aMl + 18=0
82} (s —1) —1(a* =M =0; (z—17)[82'—1(z+17]=0.
Tite z = 1 tritt ein Magimum em bay' =0, y" negativ wicd, Die
stoeite Miglichleit dafiir, daf y' verfdroindet, erhilt man, wenn man

I 4
.

y/

Fig. 88.

N§§§§&ﬁ§§

822 —1(z+17)=0 fetit.

lz 12 lx 1\* 1? [A 174

—_ —’n 2 _ . Bl ) = —
82’ —lz—P=0; o' —F =g 2 8+(16) 8 T 256 256

1\t 83 1 = l 1
(x—ﬁ)=256’ ”'_”1161/33' 2=ty V35
2= 35 (1+7/39).

Dasd negative Borzeichen der Wurzel Tann unberitdfichtigt bleiben, ba
negative Werte von z praltifd unmdglich find. €3 ergibt fidh alfo

z = 0,42151.
y" liefert fiiv diefes = den poﬁtmen Bert y" = + 8 323 R )

ein Minimum, deflen Grofe refultiert, wenn man den ctred)neten
Weet von z in die allgemeine Formel fiie y einfept.
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G

Die Kurve Hat Wendepuntte fiir z =0
(bedeutungdlos) und fiic z = %l. Hier
0|

with y"" = 0, und sugleid mit dem Bor:
seiden diejer Grdfe anvect die Rurve die -
At ihrer Relimmung.

Fig- 39 erliutert bie Aufgabe graphijd. ¢
Die Drdinaten ber Ableitungdlurven find
aud leicht exfichtlichen Griinden im Maf-
ftab 1:10 vertleinert worden. €3 twurbe ¢ =1 =1 gefept.

Beifpicl 32. Ein Rreis Hot ben Durdymefier d. €3 Joll ein Redit-
ed mit den Seiten z und y gezeichnet werden, deffen Ecden auf der
Peripherie liegen und deffen Seiten den Ausdrud
zy® ju einem Magimum oder Minimum maden.
(Fig. 40.)

Bur LWjung fiihrt man am beften den jvifden.
z unb d fiegenben $Hilfawintel o ein.

% =dcosp, Yy = dsin p;
zy" = d**1cos g sin® g = Min.

Da d*+* fonftant bleibt, unterfuden toiv die Funttion
G ift f=cos @ sin" .
f! =— sin - sin"p+ ncos psin® g - cos p=sin""1p (ncos’p—sin’p)
"= (n — 1) cos psin"2p (n cos® g — sin’ p)

+ sin"1¢p (— 2nsin g cosp — 2 sin p cos p)
f!'= (n —1) cos g sin" 2 ( cos’p — sin’g) — 2 (m 4 1)sin"pcosp
f' verjdwindet, wenn sin @ = 0, alfo z = d unb y = 0 ift, was wir
alg praltij) Gedeutungdlos aufier Betradt loffen toollen, oder twenn

noosly —sitp =0, P tgo=Vn
9 P=Y st WBP=YH
ift. Die Aufgabe ift daher nur fitr pofitive » 18bar, audy hat nur
bag pofitive Wurzeloorzeidhen Bedentung, da ¢ nie negativ obev fumpf
werben fann. Filr den genannten Wert von @ verjdoindet der erjte
Beftandteil von 77, ber gioeite befipt das negative Borzeiden, wic
Baben alfo ein Magimum.
a) n =15 zy' ift vev Fladeninfalt bes Recytedes, ber ein
Magimum wird, wenn

ig. 40.



90 VL Ynwendungen der Mac-Lautiniden und Tayloridhen Reife

tgp=1, ¢=145 x=y=d-%1/§
wirh. Soll aus einem zylindrijhen Baumftamm ein Balfen von mog:
(idyft grofiem rechtedigen Querjdnitt gejdnitten twerben (ber Abfall
aljo mglidft gering fein), fo mup das Rechted ein Duadrat fein.

b) n = 2; 2* ift bem Widerftandbsmoment ?-é’—' proportional.
Died erveidt ein Magimum, toenn tgp = V2, bie Hobe fich alfo gue
Breite wie ¥'2: /1 verhilt. Man findet leicht

L
Dag Riderftanddmoment ift ein Maf fiiv den Widerftand, den bder
Ballen der Durcybiegung entgegenfest, wenn die Biegungstraft par:
allel u y wirlt.
¢) n=23; zy® ift bem Trdgheitdmoment proportional. Je
griBer diefed ift, um fo weniger weidjt der Stab bei BViegungabean{pru:
dhung von ber Horizontalen Qage ab. Man erhilt ein Magimum,

enn tg g = y:2 = V3 ift.

d d
9! y=3 3
8ur Ronfteuttion der allgemeinen Lojung teile man den Duvdymefjer
in n 4 1 gleidge Teile und ecridyte im erjten Teilpuntt dag Lot bis
jur Peripherie. Die Berbindungdlinien feined Cndpuntted mit den
Cndpuntten des Durchmefjers find die Seiten bed Rechted.
Beifpiel 33, ©3 ift der grifte Ausfdjlag der durd) die Gleidung
y = ae% (= — %)
gefenngeichneten aperiodijdhen Scwingung su ermitieln.
y = — abe (¢ — =) + ae~ (ce™ + ce™)
y' =ac=[— be* + be~* + ce* + ce ]
y' =ae[(b+c)e=— (b —c)e=].
Da der erjte Fattor fiiv endliche Werte von  nidht verfdjiwindet,
fo muf der gweite Null weden.
(d—c)er= (b +c)e,
baBer e"”-=-:—i%, x=§1?ln(%); b>e.

Durd) Unterjudung von y" findet man, daf ein Magimum eintritt

r =
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Siebentes Kapitel.
Prijungsmethoden.

Patman ju irgendeinem Jwed von einer gegebenen Funttion y=f(z)
die Ableitung f' (z) gebilbet, fo wird man gern die Richtigheit der Reche
nung fontrollieren toollen, ehe man auf ein mogliderteife faljdhes Cr-
gebni3 weitere Unterfudpungen gritndet. Mandjer wird nie ein gewijjes
Gefithl der Unfichecheit im Differentiteren (08, weil ihm foldhe Pritfungs
verfafren unbefannt find.

Die meiften Fehler werden fhon vermieden, wenn die Rednung mit
einer getwifjen Behaglidfeit und grofer Sorgfalt ausdgefithrt wird. Man
gewdhne fid) an eine iiverfidhtliche Unordnung (Yeine verftreuten Settel:
notizen!), {dreibe beutlich und notiere aud) Jwijdjenevgebnifie auf. Die
grofere ©djreibarbeit wird yeitaud durd) bas Gefihl ber Sicherheit
aufgewogen; ein beim ,Ropfredjnen” gemaditer Fehler entzieht fich be-
fonberd gern der Nadpritfung, vor allem, wenn e3 fich nicht nur um
Bablen, jondern um Fovmeln Hanbelt.

Bei der Anfzdhlung der widtigiten Pritfungmethoden unterjdeiden
wic Berfafren, bie jum Jiele fiihren, wenn die gegebene Funttiony=F(z)
aufier  nur befannte Jablen, feine Budiftabengrifen a, b, ¢ u. dgl.
enthalt, von ben Mitteln, yweldhe anzutvenden find, wenn die Funktion
biefer Befdjrantung nidyt unterliegt.

Sm erften Falle beachte man folgende Winte, die an bem cinfadien
Beifpiel y=17/1— 42" exldutert werben; nidt, al8 ob e ndtig whre,
gerade bies gu pritfen, fondern um die widitigften Verfahren darzulegen.

1. Berjdyiedene Lojungsmoglidhfeiten. Man {hlage bei derfelben
Uufgabe verjchiebene Wege ein. Dic Hegeln diber Differentiation tme
pliziter Funttionen, iiber Funttionen von Funttionen uftv. tommen fier
in Beteadyt. Fir unjer Beifpiel find etwa folgende Methoden wed:
mifig: .

11

1 dy
a)y=y1—42%1—42'=y¢; y=5!;d-‘—=~§<5

1 ds
S Wit ds
(Saty 5 auf &. 24).
b) €3 faun eine Hilfagrope ¢ eingefiihet werden, in unjerem Fall
empfiehlt e3 fid), 2z =sin ¢ zu fegen.
ARu® 387: Sindow, Differentialeediuung, 4 Aufl 7
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dy
y=y1—42' = )1 —sm‘t—cosf, 4p = —snt=—2g
2 dy dy dt 4

d 1 2 _____
?ﬁ’?m’ V142 ’dz Victdz atdr Yo

&) y=V(1+22)(1—22)=y1422-Y1—2z=u-v. (VgL

©. 23, Gaf 3.
S S 1 i, V1=25 Y1t
V= T Ty T T T v
,=(1 22)— (l+2x)=__ (LA
Yi—azt Vi-iz
d) yP==1—4a% g2+ 48— 1=0; y' = — (3’) ( ) (Bg.
©. 24, ap 6.)
Q'=_.8_.£.==___4L.
2y Vi—iz?

2. Tangentenfonftruttion. Man jeidnet die Kurve, deven Gleis
dung y = f(z) ift, auf, vednet fitc eine Anzahl von Werten z,, 1,
xy-«+ 2 Die gugehbrigen Ovdinaten yy, 4y, ys- « - ¥ und die jugehdrigen
Terte bes Steigungdmafes y' aus unbd bejtimmt (trigonometrifdy ober
rein jeidinerifd)) bie Tangentenwintel o, ap, oy« -+ a,. DHievauf zieht
man Secade, die diefe Winfel mit der pojitiven X-Achfe bilben, fon:
fieuiert pavallel gu ifunen die Tangenten (vgl. Fig. 26 auf &.43) und
fieht su, ob fie die Rurve in den bevedmeten Puntten beviihren.

3. Berglei) mit dem Differenyenquotienten. WMan nimmt Az
siemlid) flein an und bevedynet fiir, cinen beliebigen Wext o, den Aus:
drud Ay, =f (2, + Az) — f(z,), chenfo fiir einen andern Wert z,
bie Grofe Ayy = f (23 + Az) — f(2,) uftv. Die Diffevenzenquotiens

tent 2—% miifien den Diffeventialquotienten fitv diefelben Werte von z
um fo ndfer fommen, je Heiner Az wirh. Nimmt man 3. B. iny
=1 — 4obieAbfiffenz, = 0;2,=0,1;2,=0,2; 7,==0,3; 1, =04
und madit A ftetd gleidy 0,001, fo ift

z | 0 01 02 0,3 0,4

v | 1 0,9798| 0,9165| 0,8000] 0,600
%L; ~002|-048 [—000 [—184 [—276

J | 0 |—041 [—087T |—1.40 |—267
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4, Entwidlung in Potengreifen. Man entwidelt die gegebene
Funttion y = f(z) in eine Tonvergente Potenzreife R,, ebenfo die bes
redinete bleitung y' = f'(z) in eine jweite Potensreibe R, Dann
mufi- R, aud) die Ableitung von R, fein. So ift

PR, 1
Y1—4f=(1-42) ¥ =1- 22" 204 — 425~ 1028 — ...,
1

)

]—/T—_4~*=(1 — 42" T=1+ 22"+ 62* + 202°+ .- (.69,
—4z

Beifpiel 12 fiiv n = + 3).

Die Reifen fonvergieven, wenn 42* Heiner ald 1 ift, z alfo zwifden
— 1 und + § Gegt. Dev Differentialquotiont der erjten Reibe ift
— 4z — 823 — 2425— 802" — ..., und diejer Ansdrud ift genau

. 1
glei) — 4z Vi

Qn vielen Fallen geniigt eine Niherungsformel, die nur die evjte
ober jteite Poteny beriidiidtigt, sumal dbann, wenn der BVerdadht vor-
liegt, Daf in dem excedyneten Diffeventialquotienten ein fehlerhafter fon-
ftanter Fattor anftritt,

Rir. faffen jest den Fall ind Auge, daf, im Gegenfab su unferer
bisherigen Annahme, in £() aud) Ronjtanten borfommen, deren Jahlen-
wert man nidjt angeben fann.

1.Berjdiedene Lajungsmaglidfeiten. Aud Hier wird es von grof:
tem Borteil fein, wenn man auj recht veridyicdenen Wegen jum Biel
s gelangen verfudt, So famn 3 B. die Funttion y =ya?— 72!
gan ebenfo beandelt werben wie der friiher bejprocdhene Spegialfall.

Die graphifden Methoden wevden im allgemeinen verjagen, ebenfo
with die Beredynung von 2—':/; oft Sdywierigleiten bieten.

2, Gutwidlung in Potengreifen. Die Cntwidlung in Potenzreijen
(&t fich audh hier oft mit Borteil antwenden, nur madht die Unterjudjung
der Ronvergeny bistveilen Schwierigleiten; ald Spegialfall der Potens:
reifen fann man die RaGerungsformeln gebrauden. Soll 3.B. unters
judyt terden, 0b der Differentialquotient von 2" e* gleid) nan—1 e
+ z7e2=ift, o fann man die Erpancentialreihe unbedentlid) antwenden,
da fie ftesd Fonvergiert. v e st
yman o= (L4 0 T+ gt )= aan 42

atz't3
3




94 VIL Pritfungdmethoden:
Der Differentialquotient biefer. Potenzreihe ift
Y =na-14 (»+ 1) az"+4 ﬁ—gt!azzﬂ'l + ’—'—1——3 alar ...
Unbderfeits ift
na"lert et e mat =l a4 g ater 4 Tatart

atz"t?

+a"+axrti 4
m:"';‘e" +arez=nz""14(na+1)a" +%(na +2)amti4
+ % (ha+8)e"H ..., ein Unsdrud, dev fiderlid) micht mit

bem fite y' gefunbenen iibereinftimmt, Wire jebes Glied bes jweiten
Summanben a mal fo grof, fo wéve bie bereinftimmung fergeftellt
unb in der Tat ift die Ableitung unferes Ausdruds gleid) nz*1e22 4
+ az®e= benn wenn man €= differentiiert, fo exhilt mon ae*=,

Man Hatte den Fehler audy jdhon bei Anwendung einer Niferungse
formel gefunben. e 1425 9181 4 az;ysan + aa*+1yy'enan—1
+ (n+ 1) az®, wilrend na*—1e** 4 2" et nz" ' + naz™ |2
+ azrt1ift,

-3, Spegialifierung. Man tann den Qonftanten in £ (z) einface
Bablentwerte beilegen, 3.8.0, 1, —1, 1 ufto., ober man fann fie un-
endli) grop werben lafen. Man pilegt dann auf wenig Lomplizierte
Uusdriide ju fommen, die oft aud) numerifdy gang beftimumt find. Sie
laffen fid) meiftens fehr leicht diffeventiieren. Jft die Ableitung bes
allgemeinen Husdvuds riditig gebildet, jo miiffen aus dem allgemeinen
Differentialquotienten die fpesielen durch Einfepen jener vereinfadjen
ben Sablenwerte folgen. Sit ein %ibetfﬁrud) ba, fo hat man an irgenbds
einer Stelle einen Fehler begangen, die Ubereinftimmung lat aber nod
nidt epatt anf die Richtigleit des su priifenden allgemeinen Crgebuifjes
|dlicBen, dod) mit um jo grbfever Wabhrideinlichleit, je mehr Stidy:
proben man macht. €3 verhalt fich mit diefem Priifungdverfahren etra
fo wie mit ber im elementaven Rechnen gebraudyten Neuner- und €l
ferprobe,

Rebmen wir beifpielsweife an, jemand Hobe y = e2*sin (bz + ¢)
gu differentiicven. @r fept die Udleitung diefed Ausdrudd gleidy
ae*sin (bz + ¢) und will bas Refultat durd) Spegialifiernng pritfen.

Fite b =0 wird y = e**gin ¢ umd y' = ae**sin c. Diefer Spesiaks
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wert von y' geht aus dem gefunbdenen aligemeinen Werte von y’ ervor,
wenn man b = 0 fept.

Bitd aber « =0 gefegt, fo witd y=sin (bz+¢); ¥ =
beos(bz + c) und nidyt, toie man ausd ae** sin (b + ¢) {hliefen mifte,
gleid) Null. Der angegebene Differentialquotient ift aljo trop des Ge-
lingen3 bev erjten Probe fehlechaft gebildet. Wie man leidht exlennt,
ift der 3weite Summand, dex bei der Produttenregel auftrat, vergeflen
worben. Dev ridhtige Wert ift y'= ae2sin(bz+ ¢)+ b2 cos (b2 + ¢).
Diefer Ansdrud befteht jede Pritfung.

Safungen.

1. CL ift bie Abfsifie, C A bie Ordinate in dem Roordinatenfyjtem mit
ben Adyfen 4B und AE. Durdy paffende Wahl ber Roorbinaten tann jeder
Buntt der Chene (jeder et ded Grunditilds) erveicht werden. 2.—6. Man
erhilt Gerade. 7.—12, Parabeln. (Bgl. KapitelIV)) 13, — 20, Ber{djiedene
furven. 21, €olde Punlte find die Schnittpuntte mit den Adyjen, jowie
be hadhften und tiefften Puntte. Die BVergrdferung des Mafitabed erhoht
bie Genauigleit. 22, Rlein. 23, Netn. (Vgl. 21.) 25, Anfgabe 17, 18, 20
wegen ded doppelten Borzeichend einer Duabdratiwurzel. 26. Aufgabe 18
flit 2=0; 14 fiit 2=—8; 16 fiit =15 20 filr z=2,6. 27, Un den
eben genannten Stellen. 28, MNein, wenn wan von den eben gemannten
Gtellen abfiebt. 20, y=>. 80, Ay=0. 81, y=22 82.6z. 83,1z
84, 1248 85 2241 86, Fir Az=1ift Ay=x.3"— = 2'=15TL
Der Differenzenquotient it 15,71: 1= 15,71, ber Selantentvintel 86°21',5;
fite Az =0,9 exhdlt man 15,39 86°17" uff. Der Differentialquotient ift 12,57,
ber Tangententvinlel 85°27°. 37, DieJunahmedes Bolumensift Ay=32'Azt
+3z(Az)*+ (Az)®. Der Diffevengenquotient ift 32+ 3z Az 4 (Az)'
38 tga=y'=8z'=8y:x=y: -;—:c 89. Gymmetrijd). 40, Ja. 41, Rein.
2. y=3a 8. 32041 4 - 127120 46.—32"} 22 46, Die
verlangten fpeziellen Werte find 3. B. tm Falle ber 42, Aufgabe: 05 0,3; 1,25
27;4,8. 48,y =0042% 49, 042°—062" 50, 4z°—100. 51, und52.
Bgl. ©. 18f. 58, ¥ =4z’; ¥’ =122% y" =Uz; yTT = 24; y =y"’
=...=0 54 3ft y=2" fo it y'=n2""; y'=n(n—1)z"" uji
Der nte Differentialquotient ift tonftant, alle folgenden verjdiwindeu. 56, Bgl.,
©ap 1 auf©. 22. 57. Gay 1 und Gap 2 Hefert y'= af"(2) + bg'(2). 58, Man
fege wo==tund differentiiere nadh Safs 3. Ergebnis: v’ mu’ v+ uov' wtuvw'.



96 Qbfungen (69—87) )
bY. y'=4z. 60,y'=102. 6L y'ma’ 62.5x*— 24x°f 927 242 —10.
. PR , 1 - b—a —3:: —81+1
63. g () =c;9'(x)=0. 6L ¢ EESIL 60'(z+b)’ "T—z=1)
z}g—a)+22x(k—0)+ah-byg . dy
@ g B tlmsy=sty g =0
.=6(x+1)"‘,d =1; :; g” g;-=6(z+1)°- 62° 4 30244 6025+
+ 60224+ 80x+6. 69, und 70, fiefern basfelbe Ergebnis; warum?
Mo y=n(b+2cz)(a+be ezt 7 ISMung 9(z, y):-xy-—a'
é )
3.‘2 a.g,.z ya_g.. 2. Ldjung: y——-=a Ly -—
a! . 1, o ‘ a’
=_?=—E- 3. 8dfung: y-:;; u=a'; W'm0; v=2; v'=1; y’s:—-;;-
Bym-tga- 20 74.y'—-8bz—‘. Bos g m—T ez, 76.y’=-2~—1—_—:-

1. Ja—l—. 78.y’- ! —_— 80.-—--—-—3— 81, — ——

oz 5V 123 2y/z* 5 ?
x 83 — 84, b+ 2cz )l
V-1 (z—1) ;/.ZT-— sViafbzfea 57,3(»

1 1 " )
b) Py ¢) 205500° Die Nenner {ind auf mandjen Hedenjdhiebern durdy

Stride beseidynet. Sefunden Fommen tegen ifrer RKleinheit bei tedjnijden
Rednungen nur ausnahmsweife in Betradt. 86,

@

82.

z z sinx | Ay . Az by
im Bogenmaf| im Gradmaf =ginz—8in0,3 Az
13 74°29’ 0,9635 0,6680 1,0 | 0,668
1,1 63°2' 0,8913 0,6958 08 | 0,745
0,9 51°84' | 0,:838 04878 06 | 0818
0,7 40°¢' 0,6441 0,3486 - 04 | 0871,
05 28°89' 04794 0,1839 02 | 0,919
03 17°11' | 0,296 0 0 2

Der Differentialquotient yf = eosz nimmt filre = 0,3 den Wert cos 17° 11’
=0,9854 an, Jig. 41 geigt den fibergang deutlid); auf der Ubfsifjenadsie

find die Werte von Az, auf der Ordinatenadyfe die bon %i:: abgetragen unbd
fitt =0 ber Qtﬁmﬁa!qubtieut%’- 87, Dle Surve ftelt dad Anfangsftiid



‘Lojungen (89—122) 97

ber $ig. 41 veegrdfert dar und verldnjt i
fat gerablinig. 1
89.m cos (nz). 90, — n sin (nz). \
1] . 9 _ n . us)
o. cos?(nz) 9. sin? (nx)
93, ma cos (mz) — nb sin (nx). o4
94.accos(ct4b). 95 28inx co8x == sin 22,
96, —sin2z,
97.0.(sin? +co-'a;1;at den fonftanten%ettl)
98, —— 8.—
Va’—a:' }/a - &
a
100. P 101 — i + s Bl 41,
102, y -}Tl_' fiefert Bel Ynmwenbung ded Bytfagoras eine leidyte Tan:
z
gentenfonftrutiion, 103, Man jieht (Fig. 42) wie die Kurve mit wadjen:
tem n einer Grenglage zu- 2 e
ftrebt, nimlid) ber Geraben, die K’f ol C 3
tm Nbftande=2,718 .., gur 183 P I
.2 i 2 i [ [] 0 1 23 ¢
n=Udjje parallel gejogen ift. Fig. 8. Fig. 8,

Um ben Grengwert im enbds 1 '
lidhenBahlengebiet uerhalten, fepe man n= 7' ajoy=(1+p)* =}14p
(Fig. 43). 105. Bur Pefifung ber Ergebniffe vgl. Beifpiel 17 auf &. 73.
110, Cofz + Ginz =3 (" + e—%) + L (€*~e~9) =%, 111114 folgen
audh aud den Formeln 18 und 19 auj S. 87. 115. « 4+ Yatfat=0;
do z z+ V:u’+a' dy da/ dv
=1 —— 1162, n=g',

dz Vzifa® VYaifa? ‘dr T dvdz Va:’-f—a'

b. v=gtsina. 120. Jn diefem fleinen Jutervall wad)ft der Sinus faft
gleidyjdrmig. RNimmt d um 10 3u, jo vergrofert fid) der Sinus um 27 Ein-
beiten ber leten Tezimale, wird d um = Minuten grofer, fo muf ber Sinus
um y=2Tx vermehrt werden, (@erade Qiniel) sin 20° 87 =0,3502
+0,0019 =0,3521; a=20°38', Die graphifdie Juterpolation ift fliv alle
Fuuttiones on einigermafen vegelmafiigem Verlauf darn am Plage, wenn
mehrere Cinjdaltungen audgufiihren find, 121, s= % git=4,905 t* Peter.
122, Jn ¢ Selunden bewegt fidy ein &Baﬁerteitrbm wageredit um die Strede
w=ct WMeter, in derfelben Jeit fﬁut ¢8 um y=1 gt*Meter. JroijGenzundy

befteht daber die Besiehung y -=—— Die Bahn ift eine Pavabel, die pofitive




98 Lofungen (128—146)

Ridtung der Ordinate weift nad) unten. Weitere Belipiele fiber Wurf:
. 1

bewegung gibt jedes ausfithrlidere phyfitalijde Sehroud). 123. W= %-

(Parabel) a) v=13848 m/sec, b) 485, c) 594, 124. Jft der Strom ¢ Am.
pere ftarl, fo betrdgt die Whrmemenge Q=0,24 s*w Grammlalorien; in
unferem Fall if @ =28,84% 125. Cdmittpunlte: 2 =0, y=0; z=1,
y=1; z=—1 y=—1, Die Kurven fieigen verjhleden ftart an, der
ben pofitiven Werten von z entjpredyeside Teil ift dem andern fymmetriid.
126, Dic Kurven dhneln der Parabel, Sdnittpuntte: 2=0, y=0j2=+1,
y=1 127, Gnverfe Funftionen. 132, Fiir =1 (Jiotherme) wird
p="6 Utm,, ffir n=141 (Adiabote), p=12,51; n=1,1, p=7,18; n=12,
p=8059; n=138 p=1027, 136. Die erfte Rurve gibt die Periodizitat,
bie jweite bas ﬁbﬂingen der britten wieder, 187. Cdnittpunite mit der

X-Udjfe: x=0, —, —- .- Sie find jugleid) Wenbdepuntte, Die Stangmte
in ihnen Bildetden Wink: I+—(= 45%
mit der X-Adhfe. Fiir die Gd}eite[_bn
Ruroe if o= —; 140, Day =
z\ _G¢
m Cof (~) ift, jo mm:m man fich an
Yufgabe 109; y'= — Vy m? gibt
eine einfadye S:angenten!onﬂruhiol.‘,

ber mﬁmmungsmt:\us it o= %'.
ba 14 @)= ,y.._y_'ﬁ,

Geine Linge ift g[nd) ber Wormalen,
getecynet vom Survenpuntt 6i8 jur

0 i X-Adyie. (Fig.44.) 143, Lo«
Fig. 44 {uug‘s=]—l—l~-ﬂ. Die geo-
)

metrijhe Beranjdaulichung gibt Fig. 46, in der das Redjted ABCD =2

in 3mwei gleide i'ymd)en gerlegt wurbe, die elne von ifnen (EFBC) wieder ujf.
l ‘pc . 1 (P.

. e=a(+ T-p ot rperst k=09 (T5 gt

9% = ). agt(_9' 9o .

tiemaea T ) 145, 2= =~ (1 15 tiseq :F"')’

2

L899, e ¢ iR
=3 (1 3175168 3.4.5-6.7.81”')' 148, aift im Bogew
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108 e . . v
= 155 #0671 =1885; p a=0,887;

-—1+os'z'1+oo'z1+ooos+ooo1

=1468. 147, Ginz= m+193 ! % % ‘/.
”l

+m+...; an.’c=1+l_'_g.+

4
+ 1—;3—4 4 - ... Die Reihen unter- fig. 4.

fdheiden fidh von demen fiir sin 2 und cos z nur dadurd, daf alle Glicder

pofitiv find. - Died ertllt. ble ﬁnatogle ber frither abgcle\teten Formeln.
zt

18, y=m€ni( )“"'+1 Tm T2 3w T 128 4 5 Gm‘.flna
149, Daa=e"ift (gl &.34F.), o wwird a®= (¢"9) =¢*"2; a’=1+-—

maf
Cua

KK

(zina)®  (xina) =z
+—————1.2‘ + 5 8+ . 150, Differentiiert man 3B, sin =2 R
z

l
gt oabiltment— 1,3+1“4+ -, alfo bie Reife

filr cos . D'ed ftimmt genau mit dem auf &.29{. erfaltenen Crgebnis itberein;
tbenfo iff es bei allen anberen Funftiomen. 151— 15::. Man bmuet ben

1
5y
binomijdyen Sap. 156 und 157, sin atg aasm 50~ 3435 — 20&300

158. @3 ift (nad) Deifpiel 22) sin (a + z) &Y sin a + 2 cos a3
cos (a4 2) RS cos a—z sinay a=40° 2 = 4 1°= +0,01745. Man
fann geometrifdy und vedmeriid md;mnien, baf diefe mbcnmgemtte

at grop oudfalien mifien. 159, Nad) Aufgabe 148 it y =3 m+———

S)ie Rfurve witd alfo angendhert durd) eine Parabel exjept, deren- @d)e\tel
auf ber YsUdje um m verjchoben if. Der Pavameter (S. 17) i}t Hier 2m,
ber Sriimmungdradiud = m (S. 44§, wad mit der Anufgabe 140 villig

fbereinftimmt. 160, Sn » Safren widit e auf o (1+L)" Dart an

(€zanp, Agehrall §21,); a (1+ 2 0) =2a; nin (1+ 100)-17;2;

n2 ne ,msg%, alfo bet 3%, in 23 Safren.

TR P
(i) ()
161, nrsloomk-




100 ﬁonﬁtmeng ber Reibe filr e

Anbhang.
Die Reihe filr e
&3 fei (vl ©. 35)
s==(1+»,17)"=1+1 +-‘—-1(1 —-‘-)
Frket (- 2)(-2)+
tetpmaa () (1-2) - (-2
Qjt 2.=1, fo erhalt man (1 + %)”== 2. BWird n grofer (2, 3,

4...), fo widft aud) die Summe, da die Faltoren, aus denen die
Summanbden der Reihe gebilbet find, grofer werden. Fitv jedes end:
fidye gangiablige n ijt die Summe s fider rwicder Heiner al

1 1 1 1
s=l+1+gtsgtenat "tz

benn Bier find die Fattoren 1 —%, 1—;’:— ufto. durd) ben groferen
Wert 1 erfept. s, ift mieber Heincr afg
sp=1+14 +2 3 T 2 st t pr ‘mtbs,ﬂemer

aI§s3=1+l+-§+?+...F+F+

Die Bierin auftretende (unendlide geometrijdye) Reibe hat nady
©. 64, Unufg 143 den Wert
l . .
— =2 aljo ift s, =1+ 2 = 3.
1 ——
2
Fiir jedes endliche n, tweldjes grisBer a3 1 ift, Dat s einen Wert,
bder zwifden 2 und 3 liegt.
Bur engeren Eingrengung fann man s =141+ R, fegen,

= (=) 30 - ) -2

oD ) (- 2]
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R, ijt griger al3 0, da jeber Summand pofitiv ift, und Weiner als

1 1 1 1
St et v
und um fo mebr ift
1 1 1
R<pg[t+s+a+]

Die geometrije Reife in der Rlammer hat die Summe
1 3

—_—

1 2
1-3

daber liegt Ry swifden O und 3, s swifden 2 und 2,75. Man onnte
fept entfpredjend

s=1+ 1+ 5(1- )+ B

jeen und Ry in Grenzen einfdlicen, twir fubreu aber bie betrefjende
Uberlegung gleid) alligemein duvd), inbem wir s nach p Gfiedern ab-
brechen und ben Reft B, nennen.

s=1+1+5(1- )
ot
B= cpymp(t= ) (0 3) - (- 25)
(14 530 (=3 + Gragrn (-0 (-5 +
+'“+mm7.‘.7(‘“%)(’“%‘l) (‘”‘"fl)]

Da nut pofitive Fattoren und Reifenglicder aufteeten, ift B, grofer
a(8 0. Anbderfeitd Hat man
1
1.2.83.. '1){1 +
und um fo mebr

1 1 1 1
<y et et

'R[l<

1
p+1+<p+l>(p+s) "<p+n(p+2>---n]




102 Sonvergeny der Relhe ffic o
Der Rlammerinhalt ift

1 p+1
T
r+1
baber liegt R, pwifdhen O und
p+t |
1.2.8... Py
Das Bemerlenswerte diefer oberen Grenze filr das Reftglied ift, dap
fie von n unabhdngig ift, alfo fiiv jede ber Jahlen n=2, 3, 4 ...
gilt, mag fie aud) nod) jo fod fein, fie ift alfo oudy im Grengfall
(n = oo) ridtig. Dann geht

R

T N
ilber in
e=14l+ g+t Frrsm t B

Fiir p = 4 liegt 3 B. Ry gwifden 0 und 3, ¢ jwijden
14144 44-0¢
234520
alfo wifden 2,666 und 2,719,
&2 [aft fid) Teicht berveifen, baf, je grbfer p gewdfit wird, um

fo teiner dag Reftglied R, wird, um fo enger alfo die Grengen find.
in die e eingefchloffen wird,

1
p+1 1+p

].2.3...p.p 1.2.3...p

Wicd p immer grofer, fo nihert fid) dev Heiner werbende Jahler

immer mehr dec Einbeit, wabrend der Nenner Beliebig grof wird.

Der Wert ded Brudies wirh alfo mit wadyfendem p beliebig Hein,

um fo mehr B,, die Reife filr e ndfert fih mit fteigender Glieder.
3050 unbegrenst dem Werte e = 2,7182818284 ...

und




Die widtighen Diffeventialquotienten.

)y=a, y'=0
Jy=ax, y=a
3) y=ax", y'=nax"!

a na
4) J—F’ y'— mn{'l
N y= av ..-cw ’
a5
y' 7 &x

6) y=sinax, y'=cos x
T y=cosx,y'=—sinx

1
B y=1tga, y=mz

1
) y=clga,y'=— g

. 1
10) y =aresinx,y’ =V1

-

1) y =are cos x,
1
!

N —

Vi___il
1?) y =aretgux, y' =1+w,
13) y =are ctg x,
v "—i"—*
14) y=ilna, y ==

1B) y=es, y'=e"

16) y ="lgw, ¥' ==
1) y=a%, y' =a*lna
18) y=6Gin «, y' = Goj x
19) y = Goj , y'—-@ia.t
) y=2x, y'= mnp
R1) y =Giga,y' =—

22) y=UrSina; y'=——=

elll x
V—;-H
Vai=1
24) y=Uingw; y' =7 _}x,
R5) y=WUrcCtgar;y'= 1—__1—5,1
R60) y=utv,y=u+v
N y=u—v,y=u =
28) y=cf (@), =cf' (x)
29) y=uv,y =w'v4vu
30) y___ y'= v;‘v'u
3 y=r(p @) =5@),

V= ¢'@)
32) Jit ¢ (@, ) =0, jo it

23) y=MNrcCojcx; y'=
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Von Studienrat Dr. M. Lindow erschien ferner:
Integralrechnung. Unter Beriicksichtigung der prakt. Anwendungen in d.
Technik, Mit zahlr. Beispielen u. Aufgaben verseh, 3.Aufl, Mit43Fig.imTextu.
200 Aufgaben. [1025.] 8. 1921. (ANuG 673.) Kart. M. 20.—, geb. M., 24—

weeoDer Verfasser hat es verstanden, in kurz gedringtem Raume uns ein iiberaus klares
Bild von dem Wesen der Differential- und Integralrechnung zu geben und bringt vor allem
auch eine groBe Menge Beispiele aus den verschiedensten Gebieten der Technik, wodurch
das Buch besonders fir den Praktiker wertvoll wird.“ (Techn, Mitteil. u. Nachr,
Differentialgleichungen. Unter Beriicksichtigung der praktischen An-
wendung in der Technik mit zahlreichen Beispielen und Aufgaben versehen,
Mit 38 Fig. im Text und 160 Aufgaben. [106 S.] 9. 1921. (ANuG Bd. 589,
Kart. M. 20.—, geb. M. 24.—
Als Ergénzung zu den beiden bereits in 3. und 4. Auflage erschienenen Binden Differential-
und Integralrechnung des gleichen Verfassers will der vorliegende gleichfalls an der Hand
von praktischen Beispielen und Aufgaben in die Rechsungsart einfiihren, die der mathe
matischen Untersuchung der Bewegungsvorginge dient.
Einfthrung in die Infinitesimalrechnung.Von Prof. Dr. 4. Witting, Ober-
studienrat am Gymnas. zum Heil. Kreuz in Dresden. Bd.I: Die Differentialrechnung,
2, Aufl. Mit 1 Portriittaf., vielen Beisp, u, Aufgab. u. 33 Fig.i.T. [IVu.52S.] 8. 1920.
Bd.II: DieIntegralrechnung. 2,Aufl. Mit 1 Portriittaf., 35 Beisp. u. Aufgaben u, mit
9 Fig. im Text. [50 S.] 8. 1921. (Math, Phys, BibL. 9 u, 41.) Kart.je M, 12,—

»Eine methodisch ganz vorziigliche, ausfiibrliche und klare Einfiihrung, die in ihrer Eigen
art den erfahrenen Schulmann verrit.* (Natur und Unterricht.)

Differential- und Integralrechnung. Von Dr. L. Bieberback, Prof. an
der Univ. Berlin. I Differentialrechnung. 2., verm. u. verb. Aufl. Mit 34 Fig.
[VI u. 132 S.L 8. Kart. M. 34.— IL Integralrechnung. Mit 25 Fig. [VIu.

142 S.] (Teubners technische Leitfiden, 4 u. 5.) Kart. M. 38.—

Der Gegenstand der einfiihrenden Universititsvorlesung iiber Differential- und Integral-
rechnung wird hier in knapper, aber leichtfaBlicher Form dargestellt. Die geometrischen
Anwendungen sind @iberall in gehdriger Weise beriicksichtigt,

Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung und ihrer An-
wendungen. Von Geh. Hofrat Dr. R. Fricke, Prof. an der Techn. Hochsch.
Braunschweig. gr.8. I. Bd.: Differentialrechnung. 2. u. 3. Aufl. Mit 129 in d. Text
gedr. Fig., 1 Samml.v.253 Aufg. u. iIFormeltab. [XIIu. 388 S.]1921.Geh. M.120.—,
geb.M. 144.—. 1L Bd.: Integralrechnung. 2.u. 3. Aufl. Mit 100 in d. Text gedr. Fig.,

15amml. v.242Aufg.u.1Formeltab. [IVu.406S.]1921. Geh. M.120.~,geb.M.144.~

Das Problem des Unterrichts in den Grundlagen der hdheren Mathematik an den Tech-
nischen Hochschulen ist seit mehr als zwei Jahrzehnten nicht nur wiederholt besprochen und
in Monographien behandelt, sondern hat auch die Gestaltung der neueren Lehrbuchliteratur
wesentlich beeinflut, Auch das vorliegende Lehrbuch ist aus dieser Bewegung hervorgewachsen.

Sammlung von Aufgaben zur Anwendung der Differential- und
Integralrechnung. Von Geh. Hofrat Dr. 7. Dingeldey, Prof. an der Tech-
nischen Hochschule Darmstadt. I Teil: Aufgaben zur Anwendung der
Differentialrechnung. 2. Aufl. Mit g9 Fig. [V u.2025,] gr.8. 1921. Geb.M.112.—
II Teil: Aufgaben zur Anwendung der Integralrechnung. 2. Aufl. Mit g6 Fig.

[IVu.382 8. gr.8. 1920. (TmL 32.) Geh. M. 120.—, geb. M. 144.—

Das Buch beriicksichtigt auBer A dungen in der G trie auch solche in der Physik
und Technik. Dabei sind zur Lsung der den Zweigen der Technik entnommenen Aufgaben
hesondere technische Vork isse entweder nicht erforderlich oder, wo sie wiinschenswert
erscheinen, sind die ndtigen Erlduterungen gegeben.
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Teubners Technische Leitfaden

Die Leltfiden wollen zunichst dem Studierenden, dann aber auch dem Prak-
tiker in knapper, wissenschaftiich einwandfreier und zugleich Qbersichtlicher Form
das Wesentliche des Tatsachenmaterials an die Hand geben, das die Grundiage
seiner theoretischen Ausbildung und praktischen Tatigkeit bildet. Sie wollen ibm
diese erleichtern und ihm die Anschaffung umféinglicher und kostspieliger Hand-
bicher ersparen. Auf kiare Gliederung des Stoffes auch in der &uBeren Form der
Ancorduung wie auf seine Veranschaulichung durch einwandirei ausgetithrte Zeich-
pungen wird besonderer Wert gclc:ft. ~ Lje einzeluen Biinde, 10v die vom Ver-
{ag die ersten Vertreter der verschiedenen Fuchgebiete gewonnen werden konnten,
erscheinen in rascher Folge, Bisher sind erschienen bzw. unter der Presse:
Analytische Geometrie. Von Geh. Hofrat Dr. R, Fricke, Prolessor an der

Techn. Hodhschule zu Braunschw. 2. Aufl. M. 9 Fig. Vlu. 125 S, M. 34.—. (Bd.1)
Darstellende Geometrie. Von Ur. M. GroSmann, Prof. an der Eidgen.
Techn. Hochschule zu Zirich. Bd. 1. Mit 134 Fig.u.100 Obungsangaben. 1922, (Bd.2)
[Unter der Presse 1022
Darstellende Geometrie. Von Dr. M, GroBmann, Prof. a. d. Eidgen. Techn.
Hochsch, z. Zoirich. Bd.11.2.,,umg. Aufl. Mit 144 Fig, [V1u.154S.] 1921. (Bd.3.) Kart.M.38.-
Differential- und Integralrechnung. Von Dr. L. Bieberbach, Prol.a.d.
Universitédt Berlin. 1. Differentialrechnung. 2., vermehrte und verbesserte Auflage.
Mit 34 Fig. [VI u.132 S.] 1022. (Bd.4.) Kart.M.34.—. lL.integralrechnung. Mit
25 Flg. [VIu. 142 S.] 1918. (Bd.5.) Kart. M, 38.— .
Funktionentheorie. Von Dr. L. Bieberbach, Prd. an der Universitit Berlin.
Mit 80Fig. [IV u.118 S 1922. (Bd.14) Kart. M.32—

EBinfithrung in die Vektoranalysis. Mit Anwendungen aut die mathemat.
Physik. Von Prof. Dr. R. Gans, Dir. des physikalischen Instituts der Univers.
LaPlata. 4. Aufl. Mit30Fig. |VIu.118S.] gr.8. 1921, Geh. M. 55.—, geb. M. 70.—

Praktische Astronomie. Geograph. Orts- u. Zeitbest. Von V.Theimer, Adjunkt

a.d. Montan. Hochsch.zu Leoben. Mit62Fig. [V u.127S.] 1621, (Bd. 13.) Kart. M.34.—
feldbuch fiirgeod#tische Praktika. Nebst Zusammenstellung d. wichtigsten
Meth. u, Regeln sowie ausgef. Musterbeispielen. V.Dr-Ing O.1srael, Prol. a. d.
Techn, Hochsch. In. Dresden. Mit 46 Fig. (IV u.160S.] 1920. (Bd.11.) M.40.—
Erdbau, Stollen- und Tunnelbau. Von Dipl-Ing. A.Birk, Prof. a. d. Techn.
Hochschule zu Prag. Mit 110 Abb. [V u. 117 S.] 1620. (Bd.7.) Kart. M. 32.—
LandstraBenbau einschl. Trassieren. V.Oberbaurat W.Euting, Stuttgart. Mit
54 Abb. 1. Text u. a.2 Tal. [IV u. 100 S.} 1920. (Bd. 8.) Kart. M. 28.—
Grundrit derHydraulik. VonHotrat Dr. Ph. Forchheimer, Prol. a. d. Techn.
Hochschule in Wien. Mit 114 Fig, im Text. [V u. 118 S.] 1920, (Bd, 8.) M. 32.—
Hochbau in Stein. Von Geh. Baurat H. Walbe, Prof. a. d. Techn. Hochschuie
zu Darmstadt. Mit 302 Fig. im Text. [VIu. 110 S.] 120. (Bd. 10.) Kart. M. 32—

Leitfaden der Baustoffkunde. Von Geheimrat Dr.-Ing. M.Foerster, Prol. an
der Techn. Hochschule in Dresden. Mit 57 Abb.i. T. [U.d.Pr.22)] (Bd.15)

Veranschlagen, Bauleitung, Baupolizel, Heimatschutzgesetze. Von

Stadtbaur. Fr.Schultz, Blelefeld. Mit3Tal. {IVu.1508.]1921. (Bd. 12.) Kart. M. 36.—

Mechanische Technologie. Von Dr.R.Escher, weil. Prolessor an der Eid-

endssischen Technischen Hochschule zu Zfivich. Mit 418 Abb. im Text. 2. Aufl.

1ng u. 164 S.| 1921, (Bd.6.) Kart. M. 42.—

Maschinenbau. Von Ingenieur O. Stolzenberg, Direktor der Ge-
werbeschuleu.d.gewerbl.Fach-u.Fortbildungsschulen zuCharlottenburg:
Bd. I: Werkstoffe des Maschinenbaues und ihre Bearbeitung auf
warmem Wege. Mit 255 Abbildungen im Text. Geb. M. 56.—

Bd.Ii: Arbeitsverfahren. Mit 750 Abbildungen im Text. Geb. M. £6.—
Bd.lII:Methodikder Fachkunde u.Fachrechnen. M.30Abb.i.T. Kart.M.38.—
Fachkunde fiir Maschinenbauer und verwandte Berufe. Von
Dir. K. Uhrmann, Gewerbeschulrat der Stadt Koln, Ing. F. Schuth,
Gewerbelehrer in Koln und Ing. O. Stolzenberg, Direktor der Ge-
werbeschule und der gewerblichen Fach- und Fortbildungschulen zu
Charlottenburg. Mit 408 Abbildungen. Geb. M. 40.—
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Mathematisch-Physikalische Bibliothek

Gemeinverstindliche Darstellungen aus der Mathematik
u. Physik. Unter Mitwirkung von Fachgenossen hrsg. von

Dr.W. Lietzmann Dr. A.Witting
Oberstud.-Dir.d.Oberrealschule zuGottingen Oberstudienrat, Gymnasialpr.i.Dresden
Fast alle Bandchen enthalten zahireiche Figuren. kL 8. Kart, je M. 12.—

DieSammlung, diein einzeln kauflichen Bandchenin zwangloserFolge herausgegebenwird,
bezweckt, allen denen, die Interesse an den mathematisch-physikalischen wissenschaften
haben, es in angenehmer Form zu erméglichen, sich tber das gemeinhin in den Schulea
(iebotene hinaus zu belehren. Die Bandchen geben also teils eine Vertiefung solcher ele-
mentarer Probleme, die aligemeinere kulturelle Bedeutung oder besonderes wissenschaft-
tichesGewicht haben, teils sollen sie Dinge behandeln, die den Leser, ohne zugroBeAnforde-
rungen an seine Kenninisse zu stellen, in neue Gebiete derMathematik und Physik einfahren.

Bisher sind erschienen (1912/22):

und

Der Begrifi der Zahl in seiner logischen und
historischen Entwicklung. Von H. Wie-
teitner, 2, durchgeseh. Aufl. (Bd.2)

Ziffern und Ziffernsysteme. Von E.Ld{{ler.
2,, neubearb, Aufl, 1: Die Zahizeichen der
ailen Kultarvdiker. (Bd. 1) Il: Die Z. im
Mittelalter und in der Neuzeit. (Bd.34.)

Die? Reehnmwuﬂen mit aligemeinen Zah-
len. Von H.Wieleitner. 2.Anfl. (Bd.7.)

Einfthrung in die Infinitesimalrechnung.
Von A, Witting. 2. Aufl. I: Die Diffe-
rential-, [I:DieIntegralrechnung.(Bd9u.41.)

Wahrscheiniichkeitsrechnung, V. 0, Meif -
ner. 2.Auflage, I: Grundiehren, (Bd.4.)
H: Aawendungen, (Bd.83.)

Vom periodischen Dezimalbruch zur Zahlen-
theorie. Von A.Leman. (Bd.19.)

Der pythafomuhe Lehrsatz mit einem Aus-
blick auf das Fermatsche Problem. Von
W. Lietzmann. 2. Aufl. (Bd.3)

Darstellende Geometrie d. Gelindes u. verw.
Anwend. d. Methode d. kotiert. Projektionen.
Von R.Rothe. 2., verb. Aufl. (Bd.35/36.)
Methoden zur LOsung geometrischer Auf-

aben. Von B.Kerst, (Bd.26.)
filhrung in die projektive Geometrie. Von
M.Zacharias, 2. Aufl. (Bd.6)

Konstruktionen in begrenzter Ebeme. Von
P.Zahlke. (Bd.11.

Nichteuklidische Geometrie in der Kugel-
cbhene. Von W.Dieck. (Bd.3L.)

Einfihrung in die Trigonometrie. Von A.
Witting 5Bd. 43)

Einftihrungl.d. Nomographie. V.P.Luckey.
L.Die Funktionsleiter (28.) Il.Die Zeichnung
als Rechenmaschine. (37.)

Theorie und Praxis des logarithm, Rechen-
achiebers.V.A.Rohrberg, 2.Aufl.(Bd.23.)

Die Anfertigung mathemat. Modelle. (Fir
Schiler mittl. KL) VonK.Giebel (Bd.16.)

Karte und Krokl. Von H. Wolff. (Bd.27.)

Die Grundlagen unserer Zeitrecknung. Von
A.Baruch. (Bd.29)

Die mathemat. Grundlagen d. Variations- a.
Vererbungslehre, Von P.Riebesell (24)
L}Etgeza)ﬂk und Biologle. Yon M. Schips.

Mathematik und Malerel, 2Teile in | Bande.
Von G. Wolfl. (Bd.20/21)
Der g.og.e)ne Schnitt. VonH.E.Timerding.

Bellwele gur Geschichte der Mathematik.Yon
A. Witting ond M. Gebhard. (Bd. 15)
Mathematiker-Anekdoten. Von W. Ahrens.
2. Aufl. (Bd. 18.)
Die Quadratur d. Kreises. Von B. Beatel.
2. Aofl. (Bd.12)
Wo steckt der Fehler? Von W.Lietzmanu
und V. Trier. 2. Aufl. (Bd. 10,
Geheimnisse der Rechenkinstier. Von Ph.
Macunchen, 2. Anfl ‘}Bd. 13,
on A. Witting.

Abgekiirzte Rechnung.
(Bd. 47.)

Riesen und Zwerge im Zahlenreiche. Voa
W.Lietzmann. 2 Aoft. (Bd.25)

Die mathematischen Grundlagea der Lebens-
versicherung. Von H. Schitze. (Bd. 46.)
Die Faligesetze. Von H. E. Timerding.
2. Aufl. (Bd. 8)

Atom- und Quantentheorie. Von P.Kirch-
berger. (Bd. 44/45.)

lonentheorle. Von P. Briuer. (Bd.38)
Das Relativitatsprinzip. LeichttaSlich ent-
wickelt von A. Angersbach. (Bd.39)

Drehtsich dieErde? VonW.Branner. (17)

Theorle der Planetenbeweguug. Von P.
Meth, 2., umg. Aufl. (Bd.8)

Beobachtung d. Himmels mit einfach. lustru-
menten. Von Pr. Rusch. 2. Aafl. (Bd.14)

Mathem. Streifzfige durch die Geschichte der
Amnomle.VonP.Kirchberger.(Bd,do.)

InVorbereitung bzw. unter der Presse*: Doehlemann, Mathematik und Architektur.
*Kerst, Einfithrung in die Planimetrie. Winkelmann, Der Kreisel. Wolff, Feldmessen und
Hoéhenmessen. Witting, Graphische Darstellung.
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Seubners
tleine Sadyworterbiidher

acben tafh umd suveridifig Rustunft auf jedem Speriagediete und laffen
fid je nady den Intereffen und den Witteln des eimpelnen nadh und
nad) 3u einet Cnptiopddie aller Wiffensymeige erweitern,

G . Gl . (e Ompeor o Rt 2
{{ ¢ ipre L] 0 R
wethen geot) geoflen Ratlang finden, (Die Warte)

We fn bet tenere B ebil tanfrn? Wie vicle aus den Nefben

gn %mmmu# mhum.:zgugc b?ﬁ“m’l:m Me das Gtudium det Ratues

Reswiffenfhafien cemdptichen. Die Eetlicungen ﬁu) fadlidy nmc!:-b und fo tun

l m&ubw i® an‘lnb((b i, das Wefentliche becildtfidtigt, Die
Mb« fi Grodnzung der Dindden ,,Rus Natur und Geifesmelt’® des

Wﬂ ld IR dem mcamm 171 'mlllukboft Mnag

mn.“
li bleten 'n ud
i st ot G e o
Bidtter fie 'nomuuiom)
Bishee «Wmt
m:lmb 2. Aufl.V.Gtudientat Dr.p.Thormepet.

( o ‘o) 'm.
Plodologifdies ‘mmbu(b von Privatdozent Dr. Seip Glefe.
(Bd. 7.) geb. M, 92~
i(ﬂg;m:;lwt mﬁécu Literatur von Studientat Dr. §. RapL
. )
%ﬁ!ﬂi{bn%mﬁ:«b von Privatdoy. Dr. J.9. Wofer. (Bd.12.)
*Waeterbud sur Kunjtgefdidte von Dr. §. Vollmer.
Phofitalijdes Warterbud v.Brof.Dr. . Beendt.(Bd.S.)geb. M.36,~
*Chemijdhes Wartecbud) von Privatdoyent Dr.§. Remp. (Bd.10.)
*Rjteonomifdyes Whrterbudy v, Obfervator Dr.H Naumann. (Bd.11.)
O(g;ogl)lb-l:m?gii@a Waeterbud von Dr. €. W. CGhmidt.
. 6.) geb. M, 36.—
Geographijdes Wieterbudy v.Brof.Dr.O. K ende. L RIlgem. Exdbunbde,
(30 6.) g¢b. M. 36.—, *I1. Whattesbud) d.Landets u. Wit haftstunde. (13.)
; }oolztbu ‘mmlm(b von Dit. Dr. Tp. Kuottnetuss Wehet.
2.) g¢
Betanijdhes ’mmbub von Dr. ©. ®este, (B, ).) geb. W, 92.~
ﬂ%ﬁfﬁ?n& det Warentunde von Prof. Dr. M. Piet{d. (B, 9.
¢ 36.—~
b‘mbclo Setecbud von Handelsiduldic, Dr, V. Sittel u. Juftiseat
Dr. M. Gteaud Jugleidy finfipracbiges Whrterbud), yufammengeitel
von B. Rrmpaus, verpil. Dolmetider. (Bd. 9.) geb. W, 36~
* ix Vorbeceitung bym. untee dex Pucfle (1922)
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Das didtecifde Ruunftwert
Grundbegriffe dev Unteilsbildung in der Literatur, [gei idyte.
'Uptnf Dr. €.Crmatinger. ®eh. W.56.-,0¢0. M. 72.-,in Halbfr. 1.130.-
uaam:n:'suaa "m»:.“ &:mﬁ' mmmmwuw m&waw,ﬂgz
mm' i dramatifdyen e Ju geben und enthilt due 5ﬁu¢ mmﬁom ibet
tﬂnﬁ[m[tm Prozef) und das Didtwert,

Von deutfder Act und Kunit
Cine Deutjdlunde. Herausgegeben von Studientat Dr. . H of ftactter.
3., veth, Aufl, Wit 42 Zafeln und 2 Karten. Seb. W. 52.50
'Das ®cheimnis diefes Budyes liegt datin, daf) es uns die Kraft und Weishelt im M(m
ften feben lebet, @s yeigt uns den Weg in unfer cigenes Reidy und Eeben, in Sand u
'Doli und Haus det Deutfhen.” (Diftorijiye Bdff‘bﬂ"-)

Bolt und Vaterland
Gdaffen und Sdauen. Bd. 1. 4. Rufl. Seb. M. 60.—
Aud in 2 Zeilbinden ethaltlih. I W, 28.—. IL W, 35.—

»Dicfe At ﬂaatsbﬁmlhdm BUWna erfdyeint als det mixtungnollflt Weg 3ut Enyies
fung vom bloflen N gefiibl jum Uationalbemufitiein'  (Tdgliche Rundjdau.)

Des Menfdhen Seinund Werden
Gdaffen und Sdauen. Bd. 2. 9. Rufl. Seb, W, 50.—
Rudy in 2 Teilbdnden erhiltlip. L M. 29.—, 1. M. 28.—
St in die tieferen Jufammenbdnge der deutdhen geiftigen ‘mzn der Gegenmat ein, ~
Werden, Wefen und Rufgaben unferer Kultur, wie ihre Vorausfepungen im leiblidyen
und geiftigen Dafein des Menjdyen aufzeigend und yus vestiefteten Ecbensfihrung anleitend,

Die Groffmdacdhte und die Welttrije

Bon Brof. Dr. R, Kjellén, 2, Rufl, Kart, M. 24.~, geb. MW, 30.~
»SKjelléns Weifterichaft in de tnappen Charatteriftit ift betannt und fein unbeugfomes
Glntuuu fiie das Redyt zbcn{o o witd das neue Bud) eine Schule der Selbtertenntnis,
bet audy des viltifjden Willens.* (3eitjdrift file Deutfdtunde.)

: @ue deutjdye Erit in ihrer gejdyichtl, Entwicklung |

von Hetder bis juc Gegenwart, Von Prof. Dr. €& Crmatinger, 1. Bd, Von Herder

bis jum Rusgang der Romantit, Geh, W, 63,~, a¢b, W, 83.=, ll 8b 'Bom Rusgang
det Romantit bis jur Gegenwart, Geb, M, 46,=,

»DeReidytum anGemiitswerten deutfder u.fcbwdmlldm’md:mnutuw(%mlidttdmb

das des Eefer aus dicfem nie ermiidenden, immerantegendenWeete entnimmt,” (Neue Jiie. 3!@.;

Aus Weimars Vermdadtnis
Cdyiller, Goethe 1. das bmtitge Lebensfragen in unfever €lafs
Wenjdheitsideal. Von Prof. jijdyen OItbhmg . Bon Gjmnafials

K. Bornbaufen. (Bd.1.) Kart. hlntml)roib durig. (B.2))
m. 95— RKart. M. 37.50

Diec Antite Kultue
in fhren Hauptsiigen dargeftellt von Oberftudiendic. Prof. Dr. §.Boland,
Dir. Prof Dr. €& Reifinger und Oberftudiendic, Prof. Dr. R. Wagner.

Wit 118 AbD. im Text, 6 eins u. mebef, Zaf. u. 2 Planen, Geb. ca. W. 60.-

Bietet cin Gefamibild de Rntite als dex i in dbereelcher Entfaltung ausbeeitenden
Sebensgeflaltung griechifdersmifden Gaftes (n Stoat und Wittfdaft, in Wiffenfdaft und
Kunft, Philofopbie und Religion, Leben und Treibens
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Teubners Kinftleefteinseidnungen
Wobljele futbige Originalmerte erfies deutider Rinflee fies deutide Das

Die Semmiung enthlls jeit Sbet 200 Bildet in den Stdfen 100><70 cm (W.60.-), 75><5S em
(. 50.-), 103>¢4) cm (M. 30.=), 60><30 cm (7M. 40,), . $9><42 ¢m (T, 95,-),
41><30 cm (T, 25.-), Odmadnlle Rabmung aus cigenet Weethltte,

Reu: Klcine Kunftblatter

18><24 cm je ‘M. 8.~, Eicbermann, Im Part, Prenbel, Am Wehr. Heder, Untee det
alten Kejanie und Weipnadisabend, Treuter, Bei Wondenjdein. ‘m?b«, “Rofelslte,

EChattenbilder

R. BW. Diefenbady ,,Per aspera ad astra®. Rpum um:au ves »ua.
Wanditidfes fortlaufond mredery, (20%/5 <85 ¢m) MW, 80—, fd

(42><80 cm) e M. 0., (35><1 & cm) jeA2R, 10s-, atich gerabmt in oerfch. Slmmr. «MW:.
«Odttlide Jugend®. 2 Mappen, mit je 20 Blatt (25Y,5<39 cm) f¢ W, &0,-,
Cinyelbildes je M, 5., aud gevabme fn oetfch. Rusfiibe. erdiltlidy.

SKindermufit. v diater (251],>¢34 cm) in Wappe W, 50.-, Empelblagt M, .-,

Gerda Luife Shmidt (205¢15 cm)je M. 4,50, Rud lmnﬂu vetibicdenes Russ

Iﬂbmuublulm. Blumenoratel. Reffenfpicl. Dee Bejud, Der Licbesbrief. Ein Srblings~

fleaufl. Die Sreunde, Der Brief an ,Ihn®, Anndderungsveriud, Rm Cpinett, BVeim
Wein, Ch ’th Det Gedurtelag,

Teubners KRiinftlerpofttarten.

(Rusf, Beryeidms 0, Berlag in Leipsig,) Jede Karte 60 Pf, Refbe von 12 Karten in Umfdlag
TR, 6., jede Karte unter Glas mit fdwarzer Einfoffung and Shuur edig odet oval W, 3,80,
Die mit* beyeidyneten Reien andy in feinen ovalen Holyihmben gm.o = byw, W, 10,50, edig
M, 8,30), odet in Kettentabmen edtig oder oval (7R.5.30). Seu ners RKinftierjteingeid
nungen in 12 Reihen.  Teubners Kinftlerpofttarten 3ah Gemdlden neuerer
Weifter. 1, Macco, Watenyeit. 2, Kofells, Sonnenblid, 3. Butterfad, Sommer {m Moot.
4, Dartmann, Commermeide, S. Kibn je., Im weiffen 3lmmn. 511 Umfdlog W, % —
efenbacdys @dattendilder in 7 Relben, (Rindeemujie, je W, ~.60, Reihe M. 6.-).
Rus dem Kinderleben, 6 Kacten nady Bleiftifneidn, von 6:!4 Betets. 1. Det gute
Beuder. 2 Det 5j¢ Bruder, 3. Wo delidt dex Ehuh? 49, Edmeideltdsden, 5. Pippden,
aufgepafit! 6. Grofe Wiie, Sn Umfdyiag M. 4.50. *Schattenrifitarten von M Luife
Sdmidt: 1. Reibe: Spiel und Tam, SRt im Garten, Blumenotatel, 'me tleine Scbferin,
Belaufdter Didter, Rattenfinger von Hameln, 2, Reibes DieSreunde, Dee Befud,Im Griiten,
Reffenfpiel, Ein Sriblingsitrauf), Der Sicbesbrief, 3, Reibe: Der Belef an ,36n”, Anndherungss
verfud, Rem Spinett, Beim Wein, Gin Wirdyen, Dec Gebuctsiag, JedeReibein unwum -

Rudolf Sdydjers Bilder nadh der Heiligen Scyrift

Der baembenige Samariter (W, 50.-), Jefus der Kinderfreund (W, 40.~), Das Rbendmahl
(M. 50.), s Kana ('2% 40,-), 'mdbnatbuu (72:.1)50.-), Die Becgpredigt (M.40-)

augsescim Bilifde Bilber b3
(Rud ols ,Kishlide Oedentdldtter” und als . Glidwunihs n, Einfadungstacten” ubﬂlﬂb.)

Ratl Bauers Sederseidhnungen
sibm und Pelden im Woll!elcg. Cingelne Blitter (26><36 cm) W. 3.-
2 Mappen, emthaltend fe 10 Bldtter, fe . . . . . . .. o o0 o0 M, 124
ﬂntdglz.! ”m C?::icbcu Gefhichte. Mappe, 32 Bl. (26><36 cm) M, 43';

1”2 - ClmpelbIdtter . . . . . . .. ... e
Rus wmm grofler Seit 1913, 3n Wappe, 16 Bl (285><36 cm) W, *m’..:u )

..........................

DBollftindiger Natalog 45, tinfil, Wandjdmud mit jach. Wi von Gibet 200 Bldttern
.t:ﬂw ﬂalm{.:'nm.soob«uwu au.’(.;&‘.'lo‘:)oi.a'!ldu(u nvp;:.s.@a!m

Berlag von B, Q.Ieubuct in Seip3ig und Betlin

Peeisdnderung vorbefalten






