


<Die @5ammIung 

,,9lU5 <natut nub ~eifteswelt" 
nunme~r fiber 800 ~anbe umfafTenb, blelel wlrtlfc!Je ,,<£Infii~rungen" 
In abgefc!Jloffene'UllfTenegeblele fur ben Unterrlc!Jt ober €ielbftunter. 
rlc!Jt btl> falen nac!J ben ~eutigen mtt~oblfc!Jtn Anforberungen unb er. 
fullen fo e1n ~eburfnle, bern weber umfangrelc!Je 'fmijtlopiiblen noc!J 
ftl"en~afle ~brlfTe entfprec!Jen tonnen. 'Die ~iinbe wollen jebem geiftig 
'lnunblgen ble 'moglid)telt fc!Jaffen, fl~ olme befonbete 'Uortenntniffe an 
fic(lerfter Quelfe, wle fie ble'Darfteliung burc(l berufene 'Uertretet ber 'Ullffen. 
fc(laft bletet, uber jebee ~ebiet ber Wlffenfd)aft, Jtunft unb !ec!Jnif ,u unter. 
rlc(lten. €ile wolfen Ibn babel ,ug(e1~ unmlttelbarlm~eruf forbertt, ben 
~eflc(ltshele tfweltttnb, bie <£Inflc(lt In bit ~ebingungen bet 
~erufs(lf&ell Derlldenb. 

'Die €iamm(ung &lelel aber aud) bem $a~mann elne rafc!Je ~UDer, 
(iifflge U&erfjd)t uber ble flc!J ~eute Don !ag ~u !ag weitenben ~e&lete 
bes gciftigen febene In welteftem Umfang unb Dermag fo Dor aUem auc!J 
bern Immer ftlirter wtrbenben l3eburfnle bes ,8 orf c!Jue 'U bienen, fic(l 
auf ben 'Rad)&argebieten auf bem (aufenben ~u trl>alten. gn ben 
'Dlenfl blefer ~ufga&en baben fid) barum auc(lln bantenswerter 'Ulelre Don 
~nfang an bie beften 7lamen geftelft, gem ble ~elegeniJelt &enu~enb, 
fic(l an wellefte Jtrelfe ~u wenben. 

€ielt f)er&ft 1925 1ft eine 7leuerung Inrofem eingelrelen, als neben ben 
l'Siinbtn im biebetigen Umfange fo(~e In erwelterlem, ttwa anbertlJa(bfac(lem 
'U ,1/. fad) em )3relfe ausgegc&en werben, wei! abgefc!J(ofTene 'l)arfte[(ungen 
gr50erer ~ebfete auf &efc!Jrlintterem 'Jiaume lJeute fc!Jwer mogUd) finb. 
'Dlefe niinbe, ble bie 7lummern Don '00' a& tragen. erfc!Jelnen, urn 
bie 'flnbeltlicbteU ber €iamm(ung ,U wabren, in ber g(eid)en :.AueflaUung 
wle ble u&rlgen l3linbe. €ile finb nut auf bem '){udentltel burc(l je 
eln 0ternc(len iiber unb unter ber 'Rummer beionber& gerenn~eic!Jnel. 

~[(e& In aUem finb bie fd)mu<len, ge~aItDo[(en ~ilnbe befonbele geelgnet, 
bie ,8reube am l3ud)e ~u we<fen unb baran ~u gewolJnen, tinen ~elrag, 
ben man fur 'frfiiUung £orperUd)er l3ebulfnlffe nlc!J1 an~ufelJm pnegt, au~ 

fiir ble 13efrieblgung getrliger an~uwenben. 

{Jeber bet melft teic(l fIIurttier/en l3linbe 

1ft In fid) abgefd)loffen unb ein,eln £liufUc(l 

~. <f>. Xeubner 

Cia DolIJlaablgt. noc(l 'llllffmflfJafl.gtl>fdm gtorbnclte 'lJtr1ri~ale DnJeabd Auf 
'llluaJ4I bn 'lJnlClIJ. eriPJig. POJtftrCljJt 3/5 



SUt «m4f~em4fif uab SRfftoaomh 
finb &fe ~et etfq,fenen: 
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6}tometrie. 
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'3m SBottuod ~Ut erften ~uflage fagte id} unter anbmm: ,,~ie 
tifferential< unb 3ntegralred}nung ~at in bet IDlat~ematif unb in ben 
exnften ~atuttuiffenid}aften biefe!be 58ebeutung tuie ba~ Bniftoifo\, in 
ben befd}teibenben. ~et mUfbau eine~ ~an3en tuirb nur burd} ba~ 
Stubium bet fleinften XeiIe begreifHd}. ~er SBortei1, ben bie Xed}ni! 
au~ biefen ~ed}nung~arten 3ie~t, beraulaute meineim [Sinter 1910/11 
nub 1911/12 in ~ot1munb ge~altenen SBotirlige uber ,,@runb3uge 
bet ~o~eten IDlat~ematif fur 3ngenieute", iene gaben ben ~nftou ~um 
lhfd)einen biefe~ 58linbd}en~. - lBei bet ~ulle be~ tJotliegenben ®toffe~ 
lUar 58efd}tCinfung in materieller .pinfid}t geboten. ~d} fucf.lte abet 
lUenigften~ uad} IDlog!id}feit aUf 2lntuenbungen in !lRed}anit, (ildtto< 
ted)nif, ~Citmde~te, 2uftfa~tt u. bgt ~in3utueifen. 2lucf.l bie ~otm 
bet ~arftellung bemu~te id) mid}I moglid}ft faUIid} 3U geftatten, oft 
fli~rte idj ~etueife geometrifd}, Itlenn ba~ algebraifd}e !8erfa~ten bU 
IImftiinbCidj fdjien ••. " 
~l~ bie btueite 2luflage noUg tuurbe, fd}lug mit: bie !8edag~budj. 

~nnblung in banfen~ltletiem 3ntereffe fut ba~ [Sed bOT, e~ burd} ein 
3lUeite~ 58iinbdjen 3u etglin3en, 1tle1d}e~ fibung~aufgaben 3u ben im 
erften enttuicfelten Sliien ent~alten follte. 3m &ebanfenau~taufd} il6el' 
biejen ~{an gdangten tuir iebocf.l 3u bet ~nfid)t, bau e~ 31tlecfmliuiger 
jei, bie ~ufgaben Itlie bi~~et ber X~eotie unmiltelbat an3ugliebetn, 
i~re ga~l abet 3U berme~ren unb ben gefamten ®toff auf 31tlei in fidj 
abgeld}loffene 58iinbd}en 3u betieilen. ~a~ erfte be~anbe1t bie ~iffe. 
rentialted}nung, ba~ 31tleite ift bet 3ntegTalred}nung geltlibmet. 
So tuurbe e~ mogfid}, bie Itlefentlid}eit gilge 3U tJertiefen unb 
gretli)3eiti9 ben ~iinfd)en bet SMm, beren tuolllltlollenber lBeurteilung 
bill lBud) feinen ~rTo{q mit berbantt. nam IDlilqHcfJfdt ffiecfmung ~u 
tragen. ~odj me~t al~ bi~~et fonnte idj anftteben, ben 2efer nie in 
ber X~eotie ftecfen 3U laffen, fonbern ilJn but eigenen Bnitarbeit, 3Ut 
~raUifd}en ~uffaffung an3uregen unb i~m bie ~reuhe am Stilnnen oU 
geben, anbtetfeit9 tJermod}te iii) aud} einige ~ebiete 3U tJertiefen ober 

1* 



IV ~ortuort 

5u erttJeitern, oljne bie \BefjagHdjfeU ber ~arfteUung 5U gefiifjrben. 
m30 eiS mogfidj ttJar, Itlurbe ge&eigt, wie man bie &rgeoniffe ber lRecfj. 
nung aUf tlerfdjiebel1e ~eife ~riifen fann. 

~5 werben nut bie einradJften matljematifcfjen ~odenntniffe bor. 
aU5gefe~t. ~amit bem 2efer @efegenljeit geooten Itlerbe, gefegentlidj 
audj gfeidje ®egenftlinbe in berfdjiebener \Befeudjtung 3u fefjen, werben 
in %u\3noten .\)inltleife aUf bie IBiiubdjen bet Eiammfung gegeoen, 
wefdje bie oetreffenben ®eoiete ber &fementarmatljematif oel)anbefn. 
m3er Hefer in ben Eitoff ein3ubringen Itlunfdjt unb cine ftrengere ~k 
tuei5riigrung fennenfernen modjte, a15 fie bie aUgemeintlerftiinblicfje 
~atfteUung5ltleife 5ufliut, ftubiere forgenbe~erte: S'r 0 tv a few 5 fi, ~in. 
ful)rung in bie ~nfinife\imafredjnung (%r!)1u® \Bb. 197) nnb lR 0 t fj e; 
.\)ogere W1atgematit fur WCatljematifer, 1.J3()~fHer unb Sngenieure 
(%euoneriS tcdjni\dje 2eitfiiben). ~in grouereiS ~ert, eoenfo burdj 
Eitrenge tuie burdj SHarljeit aUiSge&eicljnet, ift tl. [l1an 9 0 1 bt, ~in: 
fiifjrung in bie ljoljere [l1atl)ematif. jiller an ber %r n wen bun 9 ber 
W1atfjematif @efaUen finbd, negme auclj tl. EianbeuiS "WCatl)emaU. 
fdjeiS \l3raftHlIm" 3ur .\)anb. 

~ine angeneljme \1.lflicI)t ift e5 mir, aUen meincn beroinbHdjften 
~anf aU5hu\1Jrecljen, bie midj auf SDrucrief)ler in ben friifjeren SUuf. 
fagen gintuiefcn, oe\onber5 .perrn @uttgeiS in D1Jlaben. 

Sn ber britten Illuffage tuurben einige Ungellalligfciten oericfjtigt, 
bie stegclfdjnitte ehoa5 aU5fiif)rHcfjer oeljanbeft, baiS lReftglieb ber 
WCod3anrin\cljen lRei~e tonnte nocfj eillfacljer entltlicreft werben, nub 
ber notiirlidje 2ogarit9ulU5 ergieH b05 3eicljen In fiatt l. 

~ie bierte 2htflage oringt eine SDarfteUllng ber .\)~1Jeroeffunftionen 
nnb igrer Umfel)ruugclt, ilt ber fiil1ften tvurben bcrfcljiebene 1Serfel)en 
an£igemer5t. 3n grullbfegenben 1it11berllngelt grauote icfj midj nicljt 
oerecfjtigt, tuei! bas \Buclj in ber oi£ll)erigelt ®eftaU io bide 'Brennbe 
gettJol1nen f) at. 

SUndj iIt ber ®eifte5tvcft giot e£i eiIte 2frt &nergiegelc~; moge ba9 
jillerf bie %rellbe tvicber aniSftrafjlel1, mit ber e5 tlerfaf3t ift. 

W1iinfter i. $., Illuguft 1927. 
1m. ~innolU. 



~nt;\tIt. 
!Selte 

T. ~et: ijunftiou~~cgtiff UUD feine te~nif~e lBeDeutung. 
Gltn~ijifdje ~ntpcrrung net ijunftioncu.. .. 1-9 

~unUionen, ~eranberliclie unb ~onftanten. ~eftlegung bet 
~unftionen burd) %abellen unb @Ieid)ungen. meif1Jiele iiit 
~unftionen au£! bet @eomettie nnb ben 91aturttJifjen\d)aften. 
~a£! \BHb bet ~unftion fm IJ!dJjenfreua. ~ie ~orteiIe bet 
gtap1)ifclien ~atfteUung. ~inttJerttgfeit, 0:nbHclifeit, 6tetig' 
feit, ~iffetentiietbadeit. 

II. ~et ~iffeten3euquotient nnll het fi)ifiercutialquotient. 
~iffetcntiatton einiadjct ijunI'Hortert.. • . . 10-22 

~ie stenbena einet ~unmon. ~a£! 6teigun\J£!ma\3. ~et 
fibetgang Don bet .\turlJenjefante aUt %angente, bet ~iffeten' 
tia!quotient. ~ie lineate ~unftion unb bie @erabe. S)ie 
teine quabtatiidJe ~llnftion unb !>ie \13atavel. ~ie teine 
fubifd)e %unftion. S)ie ~llnftion n ten @rabc£l. ~er vino, 
mf\d)e 6a~ fiit gan3e 1JojitilJe ~nonenten. ~i.lf)ete ~ifferen, 
tialquotienten. IJ!bIeitung£lfurlJen. 

III. 2ll!gemeine ~ifferrntintion~tegcln. 
~ifferentintton fdjlnierigetet ijnnftionen. 22-40 

~er ~iffetentiarquotient einet 611mme, ciner ~iffeten3, 
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btgen \l3tobuftes, eines Onotienten. ~unftionen bon ~unf, 
Honen unb im1J!iJite ~unltionen. \l3artieUe ~ifferentiaI' 
qnotienten. ~ifferentiation einet beliebigen jjSotena Don x. 
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ten~ furDen unb \llo!~tto1Jcn, steger! d)nittc, strei£lelJoItJentc, 
3~noibe, gebiiml1fte 6cl}ttJingllngen. mleitere j8ei!~ierc .. 
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~rfte~ ~a~itel. 

~ef ~uufthu~begfiff uub feiue tedjuif~e ~e:: 
beutuug. ($jflt~ ~if dj e ~ltfftenuugb er ~uuUi(lueu. 

~ine moberne ill1afd)ine befteljt meift au~ !:lie!en %eiIen, !:lon benen 
iebet feine bcftimmte ~ufgaoe ljat. ~iefe erfiillen fie nid)t unaoljiingig 
boneinanber, fonbetn in gegenfeitigem .8ufammenljang, l1.1ie aud) iljre 
jjorm Cb.~. bei .8agnriibern) aUf ba~ .8ufammenaroeiten fonftruiert ift. 
~ft tine ID'lafcf)ine an dne Iillelle ongefef){oifen, fo ljiingt bie 15d)nelligfeit 
ber )Betoegung iebe~ einbelnen ~(ement~ !:lon ber %ouren30lj!n (Um­
breljungen in ber Wlinute) ber !melle ab, fie ift eine ~unltion bon n. 

Unter ciner fUllttiona!en )Behiegung uerftcljt man ganb allgemein ein 
~&ljiingigteit~betljii!tni~ &ltJeiet8alj!enx unby, beratt, bOU3U iebem Wert 
ber "unabljiingigen !8etiinbedief)en" x ein ein3iger oeftimmtet 
!met! ber .,abgiillgigen !Bariaoein" 'Y geljort. ~ebe !Bergriij3erung 
obet !Berffeinerung bon x l1.1irb im allgemeinen auclj dne !8eriinberung 
bon y mit fief) vtingen, bie abet nidJt gfeicljer ~t! 3u fein oraudJt. 
~n unferem ~eifVie! ift bie %ouren3aljl 12 bie unobljiingige !BoriaMe, 
benn man fann fie innerga!v ber ~tattif clj 3u1iiHigen @ren5en veHevig 
nnneljmen. ~ft bie~ abet einmol gefdJeljen, fo ift bie @efr.ljroinbbfeit 
iebes ID'lafcf)inenteifes baburclj beftimmt. 2iiuft 3. )B. bon bet We1le, 
beren SDuref)meffet dmm fei, ein ffiiemen ubet eine@5cljeive bom ~urc9. 
meffet dt mID, fo mad)t biefe 

n1 = :1 n Umbreljungen in ber IDHnute. 
~n biefen meriinbetungen neljmen bie ~urcljmeffet nid)t teU, fie b~ 
~n!ten iljte utfvtiingHclje @roj3e. ~erattige .8alj!en nennt man ~on. 
ftanten. 

~rf)i~t man einen ~effer, ber !maffer unb gefiittigten ~amvf ent: 
~a(t, immer lUetter, fo 3ci9t bo~ ill1anometer ftorte ~rudfteigerung an. 
~er ~rucf bes gefattigten Iillnfferbam~fe~ ift a(fo eine ~unflion feiner 
%eml'eratur; fie ift in tecljnifdJen %abe1len (b.)B. bon ~Hegner, .\Jot. 



2 1. ~et ~unftlon~begtiff nnb feine tec1inifc1ie !l3ebeutung ufl'll. 

born, .t>enning, ~aumann) niebergelegt. ~ie %ecljnif, tuie iebe anbere 
maturlUiffenfdJaft, barf fief) nlimlid} nicljt mit bem gejicljerten 5BelUuj3~ 
fein begnugen, baj3 3toifcljen 3IUei @lrBj3en ein 5llb~iingigleit~ber~liitni~ 
befte~t, fonbem fie mua e~ 3a~renmlij3ig feftregen, ettua in %orm dnet 
%abeUe. 

modj Heber aber ift e~ bem, ber auclj t~eoretifclj bie m3iffenfdjafl 
erYaff en unb bielleicljt forbern tuill, tuenn biefe 5llb~iingigleit, tuie in 
belli borigen 5Beifviei ()illelle unb gUemenfcljeibe) buref) eine @I re i­
djung gegeben ift. ~l\f biefe ift ber gan3e ~vvarat ber mat~emati­
fdjen 5llnai~fi~ 3ugefcljnitten; um i~re reief)en .t>Hf~mitter 3ur 5Be~err. 
fdjung ber maturerfcljeinungen benu~en 3U lBnnen, mull man alfo erft 
au~ ber burdj j8erfuclje ermitteHen %abelle ba~ ~b~lingigleit~gefe~ in 
~orm einer @feicljung 3toifdjen ben j8eriinberfidjen ~erau~finben, bie 
man in ben meiften giillen '!! = {(x) 
fef)reibt. ~ie gunftion (x) be3eidjnet barin einen ~ullbrucf, ber burclj 
eine in beftimmter )illeije borgenommene ~ntoenbung ber mat~emath 
fcf)en ~edjenarten aUf bie @lrBj3e x (unb ebentueUe S'ronftanten) ent. 
ftanben ift. .sur Untetfdjeibung bertJerfcljiebenen gunm~nen fann 
man ftatt f auef) anDere ~udjftalien mii~len, aifo cp(x), F(x), w(x), 
f1 (x) u. bgt fcljreiben. ~iefe anai~tifdje ~arftellung ber inber matur 
bodommenben ~unftionen auf3ufudjen, ift cine ~ufgabebert~eoretifcgen 
!J1aturlUiflenfcljaftenj in tliefen· %liUen, 3. ~. fur ben ~rucf be~ g~ 
jlittigten m3aff erbamvfe~, ift fie nodj nidjt geroft. .pat man '!I aber ein. 
mar in biefer )illeife bargeftellt. fa fann man fur ieben 3ufiiffigen 
lIDert bon x ben entfvrecljenben m!ert bon y finben. ~ine %alielle fann 
fe1bftberftiinbliclj nur eine beftimmte enbliclje, menn audj fegr groj3e 
8a~{ bon lIDettevaaren ent~aUen. 5llnbererfeit~ otoingt un~ bie matl}e. 
matifdje ~arftellung 3U bi~lUei!en recljt umftiinbHcljen ~edjnungen, 
ltJiiljrenb bie %alielle fofort ~rgeliniffe Hefert; fie ift bciljer in ber 
I.j3ra~i~, lUenn bie @enauigfeit aUllreicljt, fe~r lieliebt. 

5Beifviefe fur gunHionen e~iftieren in un3ii~1iger ID1enge. ~n 
ber @leometrie ift D.!B. ber Umfang eine~ ~reife~ eine %unltion 
be~ i:lurcljmeffer£l d, ber in biefem ~alle bie unali~iingige j8eriinberliclje 
ift, niimHdj U = nd. 

n ift Die liefannte ~onftante 3,14 2. 
~ine anbere gunftion be~ i:lurdjmeffed ift ber ~n~art I, nlimtidj 

nd2 

I=-4-' 
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Xedjnifdje .pi1T~liiidjer, tuie bie ~iitte, ent~alten Xa'fJellen fur biefe 
~u~briide; 5. ~; 

d 1 2 8 4 5 6 7 8 9 10 

nd 3,142 6,288 9,425 12,566 15,708 18,850 21,991 25,183 28,274 31,416 

nd l 
T 0,78543,14167,068612,566419,635028,274888,4845 50,2655 68,6178 78,5398 

~n ber rot e dj a n if ift ber bon einem frei fallenben ~ijr~er 3urfr(f. 
geiegte m3eg 8 eine ~unltion ber ~a1l5eit t (8 in m, t in sec), 

8 =tgt9; g = 9,81 m/sees• 
~ie t~eoretifdje \llu~flungefdjltJinbigteit dner ~1iiffigteit '11= Y 2 g" 

~lingt bon ber .po~e h ber ~mHigteit~f1iu{e all; ber ~rutf,p Atm, ben eine 
eingefdjIoffene @a!3menge bon v chm au!3ii'flt, ift (bei g{eidjDleilienber 
tem~erotur) c 

P=v' 
wobei c eine fur ieben ~nll feft gegebene @roue, eine ~onftante, 11or::: 
ftellt, \t)1i~renb '/) bie unnb~lingige, p bie ob~1ingige !BeriinberHdje ift. 
~n ber m31irme1e~re erltJeitert fidj ba!3 eben erltJli~nte Bnatiotte. 

fdje @jefe~ 5u bem Bnariotte.@n~.2uffacfdjen 
RT p=--;-. 

~nrin ift R dne ~onftante, ItJligrenb bie obfolute Xem~etatur T 
unb bas )8o(umcn v unnbglingig lIoneinanber ge1inbert tuetben fonnenj 
p ift ljier olfo eine ~unltion lion 3tuei unaog1ingigen !Berlinbetlidjen, 
bem ffioum unb bet Xemlmntut. 
~ie @;{eftrotedjnif bcnu~t fegr lj1iufig ba~ £)~mfdje @efe~ 

. e 
~=w, 

in bem i bie IEttomftlirfe in \llm~ere, e bie @$~annung in lSort unb w 
ben ~iberftanb in £)gm angi6t. mt bie lE~annung, tuie 3. 58. lieim 
2eitungsne~ einet gronen .Bentrale, fonftant, fo ift bie €5tromftlirfe nur 
eine %unltion be~ (reguHetbnten) ~ibetftnnbe!3. €5djanet man bor 
eine @fiiljrom~e einen ffigeoftnten, bann ijeigt fidj, ban audj bie £icf)t~ 
ftlitfe, bie ~1irmeabgabe in bet .Beiteingeit u. n. m. ~unftionen bes 
unablj1ingig ber1inberlidjen !illiberftanbe!3 finb. 

@;in 20ie ~jlegt beim 58rief in ein tedjnifdjes 2egrbudj lein .peg! 
bataus ijU madjen, hajj ign ~orme!n unb .Bagien nidjt interet" 
fimn. Beigt er gierburdj feine lSerftiinbnis{ofigfeit gegenu6er ben 
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beqanbeHen I.l3roblemen,fo mua es anbererjeits auffallen. baa er an 
ben ~bbi1bungen ber IDlafef)inen ~aUmad)t unb lie fid} wenigftens 
anfie~t, Wenn i~m audj bie ~rt i~rer ~irfungslUeife unflar ift. !lBii~. 
renb bort ber mat~ematiid).ted)nifd) gebHbete merltanb in Xiitigfeit 
treten muate, wirft ~ier bie unmittelbare 2{nld)auung. Sollte es nidit 
mogHd) fein, audj eine ~ arfte((ung ber iJunftionen 3u finben, 
bie fief) 3ur Xabelle unb @leief)ung berqiilt lUie bas lBilb 3ur lBefd)tei< 
bung'? 9Hdjt nur ber 2aie IUfrrbe babon 91u~en qaben. 

~ies geUngt in ber Xat. iJaft alle oU IDleffungen bienenben Snftru. 
mente ftellen Saqlen Imter lBenu~ung dner stala als 2iingen bar. ~ie 
2{ngaben einerlBrieftllage, cines ~mperemeters.lBoltmeters. eines mano. 
meters. Xqermometers uftll. lefen wir ab, inbem lUit bie 2iinge bes m3eges 
(in Efalenteifen ausgebrucft) beftimmen, bie ber Seiger bom jelUeifigen 
Wullpunft ausgeqenb ourucfgelegt qat. ~m einfadjften benu~en wir 
our meranfdjaulidjung ber Saglen cinen geraben IDlaflftab. m3ir legen 
auf igm einen l.l3unft alS lnuUpunft feft unb tragen bon biefem au~ eine 
vaffenb gelUii~(te 6trecfe (lls ~in~eit lUieberf)olt abo ij;s ift gebriiud)lidj, 
lUenn bie betreffenbe @erabe wageted)t liegt, bie Sa~len 0, + I, + 2, 
+ 3 uflU. bon ling nad) reef)tsfolgen lIu lalfen, aljo lUie bie lBud). 
Itaben unb ~orte einer 8eile. <Mef)t man nun bon eiuer hieler Saglen, 
lI. lB. 6, aus nadj Hnts, fo fommt man, lUenn man eiue ~ingeit 3urfrcf. 
ge{egt gat, aUf + 5, bonn aUf + 4 ulf. bis aUf O. !Bei ber iJortfe~ung 
biefe5 merfaqrens erf)iilt man HnEs bom lnullpunft bie Saglen - I, 
- 2, - 3 uflu. ~ie (pofitiben ober negatiben) gebrodjenen Saglen 
entftegen leidjt burdj eine feinere ~inteilung ber GfaIa, 3. lB. 3,4, 
inbem man bas lI~nterban" 3 •.. 4 in 10 gleidje XeHe 3erfegt unb 
bann bier Xeik bon + 3 an geredjnet, nadj redjts abtriigt. modj 
feinere Xeile lalfen fidj fdjii~en. 

~ie fo ergaltene @erebe foU un~ bie llBerte ber unebf}iingigen mer' 
iinberlidjen x barfteUen, biefe be3cid)nen wir als ~bfoil1en, bie 
@erabe als ~bfhiffenadjfe. 

@egort, lUie es bei ber ~un!tion '!I = f( x) ber ~all ift,. 3u einem 
!ISert bon x ein ~ert bon '!I, fo fann man bielen nidjt ebenfalls auf 
bet x.~ef)fe barftellen, tIleH baburd) mmoirrung ent[tegen wfrrbe. ion. 
bern man nimmt bie 31tleite ~imenfion ber ij;bene 3U .t>ilfe, inbem 
man in jebem l.l3uufie x ber ~bfhiffeltadjfe bie @Senfred)te (Orbinate) 
errid)tet unb fie g!eidj y madjtj biefe Sa!)! wirb nad) oben aufge­
tragt'n. wenn fie ~ofitib, nad) unten, Wenn fie negatitl ift. mei ~egi' 
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\jig. 1. 

\jig. 2. 
I!!rap~ild)e ~Qtftenung einer !!.\anonfa~rt. 

ftriett~ermometern ~. ~. beforgt bie~ felbftiinbig ein i,Scfjreibftift. ~uf 
bet ~{bf5iffenacf)fe ift, al~ unab~iingige Q3eriinberHcf)e, bie 3eit ange~ 
geben, bie 3ugdjorige Orbinate gibt bie 3uqeit gemeffene Xem\.leratur 
an. man beacf)te ben Unterfcfjieb 31Ui[cf)en [garme, unb Sl'iiltegraben. 
(\jig. 1.) ~ie Shiimmung bet Otbinaten ift mit ffiiicfiicfjt aUf bie 
frei~formige ~eltltgung be~ 3eiger~ angeotbnet. 

~bf5iffen unb Otbinaten nennt man 5ufammenfaffenb ~ ootb ina ten. 
mill man ~e1ihl~grabe etlUa in bie be~ ~af}renf}eit'l~ermometer~ 

umltlanbeln, f 0 gilt bie ~ehief}ung 
y = 32 + tx, 

lUenn x bie ~eml'erotut in [erfiu~., y in ~a~renf}eitgraben mif;t. gur 
gravqifd}en ~arftenung bieler ~l\nftion fegt man x vaffenbe m3erte 
bei unb bered}net iebe~mal y. @)o entfte~t bie folgenbe labelle. 



6 I. ~er 'iYunmon~begriff unb feine tecf)nifcf)e !Bebeutung ujlD. 

xl 0 I 2 I 4 I 6 I 8 110112 114 116 1181 20 122\24\ 26 I 28 Iso 

yIS2135,6139/2142,sI46,4\50,0:63,6\57,2\60,S\64,4\68,0\71/6\75,2\78,8\82,4186,0 

x \- 2\- 4\- 61- 8 I - 10 \- 121- 141- 16 

y\28,4\24,S\21,2\17,6\14,0 \10,4\ 6,8 \ 3,2 

x \- 18\- 20 \- 22 I - 24 \ - 26 \ - 28 \- SO 

y \-0,4\-4,0\-7,6\-11,2\-14,81-18,41- 22 

3ebes biefer lffiede~aare ftellt einen $untt im m:cf)ienfreu3 (~o. 
orb ina ten f ~ ft em) bar; man fie~t f ofod, bajj fie aIle in einet @e' 

II taben liegen. Um auef) aIle milglief)en Btvifdjen. 

II~O 

merie 3U l)etucffief)tigen, braucf)t man nut ba~ 
Sineal an3ulegen. ~Ut x = 13 finbet man 3. m. 
y = 55,4 (~ig. 3). ell 

~ie auf (Sette 3 fut I =;- beredjnete Xa. 
belle liefed bei bet .3eicf)nung dne m:n3atjl bon 
~unUen, bie ficf)etlicf) nicf)t in gerabet mnie 
Hegen. ~atutlief) fann man I auef) fut eine be< 

..,."....""t...,o"----J...,....",J.....,,,.+._" Hebig gtoue m:noatjl bon .3mifcf)entveden beteef). 
nen, bann fdjliejjen fief) biefe ~unUe immet enget 
3ufammen unb lommen enblicf) dnet $tIUtbe lic' 
Hebig natje. IDlan erqiirt biefe ~raltifef) babutef), 

\Jig. 3. bau man bie (in gcnugenber m:n3a~1) ge3eicf}. 
neten \l3unfte buref) ba~ ~utben1ineal berliinbet (~ig. 4) . 

.su lieaef)ten ift ber berfef)iebene IDlauftali auf ben m:ef)fen. ~a 
bie eine em, hie anDere qem barftellt unb biefe ID1aj3e tvegen iljret 
betfdjiebenen m:d gar nictjt miteinanber betgHcf)en tuerben filnnen, 
fo negt feine mottuenbigfeit bot, 1 em burcfJ biefellie SCinge tuie 
1 qem tuieber3ugelien. ~ie ~eridjiebenljeit bes ID1aj3ftabes geftattet 
uns, ein gtoj3eres lffiertegeliiet bet ~unr. J 
tion anfcfJaulicf) nU macf)en, a16 fonftmog. 80 (-

lief) tuCitej ein !8etfucf) liemeift es. 70 

Xto~bem tuollen mir fur bie Bufunft 60 

\)Otausfe~en, bajj bas ~intjeitsmau aUf 50 

bet m:lif3iffcnacf)fe bicfeloe 2Cinge befibe 40 

tuie bas aUf bet Dtbinatenactjfe, baU bas 30 

liei ~ig. 4 angetucnbete !8etfaljten alfo 2: 
nut eine m:u511atjme fei. 1 ~=-________ -......_._c1(cmj 

123456789IO 
\jig. 4. 
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ilie morteHe ber gra~gi~d)en ~arfteUung gegeniiber Xa'6el­
{en unb ~ormetn liegen aUf ber ,\)anb. 1. ~ie angeftrebte ~ n f dj au. 
Hd)teit ift erreid)t, be!:!f)alb tuitb 3. m. ein @leftri3itlit!:!lDerf feinen 
~uffdjtuung ben ~ftionliren bor ~ugen fuf)ren, inbem e!:! bie ID10nate 
ot!:! ~'6~3iffen, bie in il)nen an bie lBeroraudjer abgegebene Smotuatt. 
ftunben3aT;)1 (eleltri~d)e @nergie) al~ Drbinaten aUftrligt. 2. ilie 5l{uf' 
~ud)ung be~ ~unmon~tuerte6 ge~d)ief)t eoenfo fd)nell tuie bei ben Xa. 
beUett nnb ba~ bei bie~en nottuenbige lliftige ~nter~oHeren fliUt 
fott; bas ~at ba~ ~urbennnenl felbfttlitig '6e~orgt, n16 bie ein3elnen 
~unfte ber'6unben tuurben. 3. ~ig. 4 geftattet nid)t nur, 3u einem ge. 
gebenen ~rei~burd)meffer ben ~ngalt 3u finben, fonbern audj ben 
~urdjmeffer 3U ermitteln, IDenn ber ~ngalt Manui ift. ~ft biefer 
3. lB. 60 qcm, fo braud)t man nur aUf ber Drbinatenacf)~e ben ~unlt 
J == 60 auf3ufud)eu uub, wageredji tueitergcgenb (~ara((er 3ur ~.ui. 
~oiffenadjfe), bie 3ugegorige mb13iffe d = 8,74 nb3ule~en. ~ig. 3 ift 
ebeufogut 5u gebrnud)en, tuenn man @:elfiu~. in ~al)renl)eitgrabe um. 
IDan'oeln tuill, als tuenn umgetef)rt bie Xem~eratur uncf) ber ~a9ren. 
geitffala bodiegt unb in bie [elfiu~eintei1ung ubetgefitl)d tuerben foU. 
~Ugemein mUfl, fobnlb 'II = (x) ift, unb bie 3ugel)orige ~urbe ftefS 
fteigt obcr ftet~ fliUt, and) x eine ~unftion bon'll fein, x = gJ ('II), 
bie man ag inberfe tJunftion 5u oe3eidjnen .)Jffegt; il)re ~arftel. 
lung erforbert feine neue .8eid)nung. 

~rs tuefentriclje!3 IDlerfmaf einer ~unftion gaben tuir bie ~i n$ 
tuertigfeit l)erborgel)ooen. ~ft aoer 3·~. ('II-2x)2=x, fo ift fur 
x = + 1 enttueber'Y = 2 + 1 = 3 ober 2 -1 = 1, unb @ntfpredjenbes 
gin fur ane anberen ~erte bon x aufler x = O. ~n fofd)en ~lmen 
ftem bie @leicljung 3tuei berfcljiebene ~unftionen bar. IDlan f.)Jrid)t 
bi!:!tuei!en bon einer 3tueituertigen ~unmon, boclj tuiberf.)Jridjt biefe 
~usbrucf~ltieife unferer @rHlirung. 

!mir qatten e!3 ferner mit enbHdjen ~unttionen 3U tun, tuenigften~ 
in 'oem ge3eicfjneten ~nterbaU, benn nie tuurbe eiue.8af)l itber aUe@ren3en 
gtoj3. '11= 2 x x oefi~t bagegen fitr x = 2 feinen ~ert (eine ~ibifion 
burdj 0 ift nidjt aU6fitl)ronr), fonbern tuirb (aogefel)en born lBor3eidjen) 
befieliig grofl, tuenn man x geniigenb nalje an 2 ljeranfommen Hiflt. 

~ine ~un~~ion 'Y = (x) l)eiflt fur einen ~ert Xo ftetig, tuenn 
eine ffeine 5l{nberung biefe!3 ~ertes audj bie @ro~e bon 'II nur 
IDenig lieeinffupt; fe~t man (xo = 0) = f(xo) + E, fo ift oet einer 



13 

12 

11 

10 

9 

8 I. ~et ~unition5begriff unb ieine tedjniidje \Bebeutung ufw. 

ft e ti 9 e n ~unftion E fJe1ieoig frein, ttJenn a ljinreidjenb fiein gemadjt 

ttJirb. '!J = -2 x ift fur Xo = 2 unftetig. -x 

(tnbHdj niiljert fidj bie ~urtJe I = 71: t in iljren rreinften ~ei1en 
immer meljr einer @eraben. man edennt bies, ttJenn man ben WCa13: 
flab .)Jaffcnb bergroj3crt (unb bafJd ufJer~uHige steife ber Seidjnung 
fortriint). @l3 gift 5. lS. fur ben 5ttJifdjen d = 3 unO d = 4 Hegenben 
~eiI fofgenbe stabeUe, bie in ~ig. I) ttJiebergegefJen ift. . 
d I 3 I 3,1 I 3,2 I 3,3 I 3,4 I 3,5 I 3,6 I 3,7 I 3,8 I 3,9 I 4 

71::'17,06917,54818,04218,55319,07919,621110,179110, 752111,341111, 946'/12,566 

J WCan creidjnebie~urbeottJifcI)cnx = 3,4 
unb 3,5, inbem man jebcl3maf d um 0,01 
ttJadjfen faat. 1liefe @igenfdjaft dner 
~urbe, in iljren Heinftcn steildjen gerab. 
finig oU fein, fJc5eidjnet man afs 1liffe. 
rentiieroadcit. 1) @ine bifferentiier. 

8 
7 bare ~unttion mua alf 0 immer ftetig 

3 3,2 3,4 3,6 3,8 ;t f ein, ttJiiljrenb Die Umteljrung bier cl3 
l\'ig. 5. '6a~es nidjt immer 3utrijit. 

~ie eoen gefdjilberten bier @runbeigenldjajten ciner ~unmon lonnen 
ttJir, tJon tJerein5eften 2lusnagmen aogeleljen, bie man mit feidjter 
WCiige erfennen fonn, bei allen ~unftionen borau~fe~en, hie in ber 
%edjnif ~erttJenbung ~l1ben. 

!l! u fg Illi en. 2) 
1. floer einem redjtlUinUigen ~aoritgrunbftiicf oettJegt fid) ein 

2aufhan aUf ber ~ranfof)rbaljn unb eine Bauffa~e aUf bern 2auf. 
fran. jffiarum fann bielc Il{nfage 511r @r1iiuterung 
bes ~oorbinatenfJegriffs bienen '? (~ig. 6.) 

~ie fofgenben ~ul1Wonen foUen gra~f)ildj bar. 
geftcUt ttJerben: 2.y=2+0,5x. 3.y=2-0,5x. 
4.y=-2+0,5x. 5.y=-2-0,5x, 6.y=p+qx, ~ 
toenn fur p unb q fJeHcbige befanllte Saf)len ge· 1 

§ C Lau[lwfze D 
::: r--IA.lif<r---'.~=¥L """-£j 1) ~nr. b Mangofot, \Bn. II, 6.3. 

2) fffieitere %tfgalien ~ltbet man in Wuerbadj 
~e gr~.lJr)ild)e ~arfterrultg (~9(u@5 5Bb. 437), ~ran~: 
~nall)ttlcf)e @5eometrie ber l!:ocne (W91u@5 \Bo. 504) uno A B 

9(euennorfL \l.lrartijdjc mlatqematif(W~u@5)8n.341). ~-___ .1!J 
\Jig. 6. 



Qlrunbetgenfd)aften bet ~ntttonen. ~ulgaben 9 

nom men ttlerben. ID1an !inbere bid8oqeicf)en. 7. y= 3x2• 8. y=txl!. 
9.y=x ll +2. 10.y=x2-2. 11.y=fxs-6. 12.y=13-1,5x2• 

1 2-x 7 2Xl 
13.y=~. 14.y=3+X· 15'Y=X'+1' 16. y=3xs-S· 

17. y=yX": 18. y=V2x +1.' 19. y=yx. 20. Y= v::~~· 
21. man roiig!e oet ben 9C3eidjneten ~Urbelt ~unUe au£l, bie bon 

~elonberem ~ntereffe 3U Ie in Icf)einen unb 3eief)ne beren Umgeoung in 
3egn- ober ~unbertfacf} b~rgriiuertem ID'laUftabe. ~03U~ , 

22. Wte roiigH man ben IDlaurtao, roenn man bon bet st'urbe cine 
allgemeine Uoerlicf)t gaoen roiII1 ' 

23. stann man mit 9lecf)t ber gra~~ilcf)en i)arftellung ben !8orttlurf 
ber Ungenauigfeit macf}en 1 

24. man ermittre ben ~ttnmon£lroert y au£l ber .8eief)nung fih: m!erte 
bon x, bie 3roilcf)en ben bet ber ~onftruftion bemt~ten Hegen (gt'a~ 
~1jifcge ~nterl'oration). 9ladjIjer ftelle man burdj birdte 9leef)nung ben 
0ienauigteit!3grab feft. 

25. Welcf)e ber obigen ~unftionen fann man (ungenau) a!£! me~r~ 
wenig be3etcf)nen~ 

26. !llie!dje ~unftionen ltIerben fur enblidje mJerte bon x unenbHdj 

Broa 1 ID'lan raffe in y = x'~ 5 hie @rtiue It ftufenltleile bem Werle 
y'5 = + 2,236 ... naljefommen, einma! bon unfen ljer (2; 2,2j 
2,23; 2,236 ... ), bann bon oben ljer (3; 2,3; 2,24; 2,237 ... ). 
11 = 00 ift nur eine f~mooIifdje m:bliir3ung flir gren3en!ofe£l @rti~er. 
lUerben. 

27. ~inbet fief) bei einer st'urbe eine Unterbrecf)ung ber @5tetigfem 
28. 2egt eine 3eicf}nung bie !8ermutung na~e, bai eine unferer 

~unftionen nicf)t biffmntiierhr if!? 



10 n. ~er 5Differeu3enquotient uub ber ~iffereutialquotieut U;tD . 

.3tueites Sh~itet 
S)erS)iffereu3enquotient nnb ber ~ifferentilll= 
quotient. S)tfferentilltion einfndjer ~nnUionen. 

i)ie gra~fyifcf)e ~arfteUung bes %fyermometer. unb ~arometerftanbe!5 
intereffiert bor aUem be!5tuegen, tucH man fofort erfennen fann, ob 
in einem ge\1.Jiffen 8eit~unft biefe @r5jjen fteigen ober faI1en. 
i)asfeIue gUt bon ber jJ3robuUion!3furlJe ciner ~aurif. ~onnte 
man bort 6cf)!ftffe aUf bie )ffiitterung 5iefyen, fo lommt ijier bie 
~nttuicffung be!3 Unterneijmens ~um ~u$brucf. ~ei ber Unter. 
fudjung ber ~unftion y = (Cx) !ritt biefeI&e ~rage an uns qeran . 
.8u ifyrer ~ntfdjeibung fur einen gege&enen jJ3unft, beffeu m&f3iffe x 
unb beffen Drbinate y = (Cx) ift, Iaffen \1.Jir x um bie @rojje /::,x 
aUf XI tuadjfeu, fo bajj /::,x = Xl - X ift. /::, ift bie mbfiirijung fur 
bas )ffiort ~ifferen3, alfo ein @)~mlioI iif)nIidj tuie sin, cos u. bg1., 
nidjt auer ein ~attor, mit bem x mu1ti~Hcriert tuerben foIL @Ieicf}e!5 
gift ja bon bem bereit~ uenu~ten .8eicf)en (, bem ~unUioni3f~rnbor. 
~iir Xl = x + /::,x fann man ben 3ugefyorigen m3ert 

Yt = ((Xl) = (Cx + /::,x) 
Iddjt ueredjnen. Yt - Y fei burdj /::,y be3eicf)net. STt /::,y grojier 
a15 0, f 0 ift bie neue Drbinate, 'lit, grojjer aI!3 bie aHe (y); ift 
6y = 0, fo finb &eibe gleidj, ift .6.y Ueiner ag ~urr, fo ift 
Yt <yo 

@sfei ettuay = ~ x!in ber Umgeliung bes ~unftc!5P 3u ulltcrfudjen, 

beffen mbf3iffe x = 4 ift. ~anlieredjllet 3uniicf)ft Y = ~ .42 = 12,57. 

~ann erteiItman xeinenbeHeuigen.8utuacf)!5, 3.~.!:,. X= 1, fo bajixl =5 

tuirb. '!Il = ~ .52 \1.Jitb = 19,64 affo /::, Y= 19,64-12,57 = + 7,07. 

IDCi! tuacf)fenbem ~urdjmeffer tuirb bet ~rei!3inija'(t fefbftberftiinbIidj 
grojjer. 

@ill @as erfiiUe bei einem ~rucf bon 1 ~tm. unb ber %em~eratut 
15 0 ben maurn 2001. m3irb es oijne %em~eraturiinbcrung 3ufammen< 
ge~rejit ober aU!3gebef)nt, fo gift fur ~rucf p unb molumcn v Me me. 
llie'f]ung: p1i = 200 . 1 = 200 ober p = 2~O. ~at man bas @a~ 
aUf v = 2501 aU!3gebefynt unb bergroflertben iRaumnodjum /::, v = 1,71, 



,8unnI)me unb llUinn~me. <5teigung~mna 11 
y 11 y 

I----L. __ --'-_X 

~ig. 7. \yig. 8. \yig. 9. 

fo ift p = :~~ = 0,8 Atm.; 
200 

"1=250+ 1,7 =251,7jP1 =2517=0,7946.Atm.,~p=-0,0054, 
bet ~rucf nimmt abo ' 
~ir ttJiinfdjen aber nicf)t nur 3U erfafjren, ob eine @rii13e 3U~ ober 

aonimmt, fonbern aucf), ob bieie 5itnberung ftad ober fdjttJadj 
ift. Xritt ber erfte ~all bei 11 = rex) ein, fo wirb fur einen f!einen 
.8uwadjs !::,. x bie Orbinate 11 erfjebHdj grii~er werben. ~ie mer~ 
binbung~gerabe ber betreffenben Stutbenvunfte PP1 witb fteit gegen 
bie 2rbf3iffenadjfe geneigt fein, ba£! ,,@)teigung~maB" tg IX = ~y 
Itlirb gron fein (~ig. 7). mei fdjwacf)er @)teiguug ift ~~ fiein (~ig. 8) 
nnb bei fallenber ~enben3 negatib (~ig. 9), ba ber .8ii~rer negatib, 
bet 91enner ~ofitib ift. 5llucf) IX wirb im leliten ~all negatill. .8eidjnet 
man 3.~. Me ~urbe, wetcf)e ber@!eicf)ung 11 = ~! -:v entfvricf)t (~ig.1 0) 

nnb Ilerliinbet Die \l!unfte, beren 5llbfoiffen x = 5, Xl = r, + ~:v = 7 

fiub, fo ttJirb 11 = 1,25,111 = 5,25, tg 0:= ~Y = ! = 2, IX= 63° 26'. 
I-J.X ~ 

~iirx= 1, Xl = 3 et~iirt man ~1I=0, tg 0:=0, IX= OJ furx=-4, 
Xl = - 2 ttJith . . 

6.x = - 2 - (- 4) = + 2, Y = 8, 111 = 3, ~y = - 5, 

afio tg 0: = - 2, 5, IX = - 68° 12'. 

~\l1uW 387: ilinbotu, ~iffetentiarredjllung, 5. ~{uil. 2 



12 II. :J)er :J)ifferen&enquotieut nub bet :J)ifferentialqnotient uittJ. 

g:ig. 10 bei9t aber aucf) gleidneitig bie WUingel unfere~ IBerral)rens, 
e~ ttlurbe bg~er nid)t eigentHc!) ba~ @3teigen unb g:aUen bet ~urbe 

y fdoft unterfUl:(Jt, fonbern man be-
trad)tete hie ~erbinbung~1inie 5ttleier 
sturben\Junfte, dne Sl' u t ben f e fan t e, 
unb beren ~erfaur gibt ben ber sturbe 
bod) nur in ro~er mnnli~erung ttlieber. 
g:iir x = 1, 6 x = 2 fanben toir 
t::,. y = 0, bie @3elante fteigt bort 
ttlebernod) flim fie, fonbern fie lliuft 
ber mbfhiffenacf)ie lJaraUe!. g:iir bie 
sturbe feIbft trifft bies in bem ge' 

---'-==:..-l..---'h--:;=:-r;~=--:'::-- nannten ~nterbaU burc!)au~ nicf)t bU, 

fie fliUt 5unlid)ft, bann fteigt fie ttlieber. 
iJlg.l0. moer ttlenn aud) ~utbe unb 6efante 

fic!) im aUgemeinen agnlicf) bct1)aHen, toie filt x = 5, fo gilt boc!) bas 
ooen gefunbene @3teigunA~maa rur bie @3efante, nicf)t. fur Oie sturbc. 
mimmt man fur bie toiUfiirHcf)e @roae 6 x einen anbeten lillert, 5. j8. 
1 an, fo toirb bort 

?y = 3-1,25 = 175 = 60015' 
b,.a; 1 " a • 

t::,.x = 0,1 Hefert ~-~ = 1,402~,~ 1,25 = 1,525; a = 56°45'. 

t::,. X = 0,01 giot ~~ = 1,2650250~:,250000 = 1,5025, a = 56 0 21'. 

~as @3tcigllngsmaj3 bet @5efante ift bemnacf) fidjerHcf) bon bet miaI)! 
bet .8ufa~groj3e 6 x aoglingig. lillenn man hiefe fegr ffein annimmt, 
fo ift bie I!!btoeid)lIng bet st'utl.1e \JOn ber @3efante fcf)on legr gering, 

fo baa ber 3uge~orige ~iffeten5enquotient ~; mit immer 5uneljmenber 
@enauiglcit ols @3teigllng~maa ber ~urtJe betradjtet ttlerben fann, 
je Heiner man 6 x toi:iglt. Sur mlitUng bes \l3roblems untetbrecf)en 
ttlir einen \!!ugenbHcf hie Untetfud)ung unfercr ~urbe, um un~ ber be­
fannteften frummen mnie, bem ~reife, bU5utoenben. 

A B in g:ig. 11 fei cine @5ef,Jne, bie ~erllingetUng B S erglin3t fie 
3U dnet @3cfante. Bid}t man bon A aus cine filtDere 6egne ABu 
fo ttlirb ber Bentritoillfei Heinet (1J11 < M), lillintel A groaet (Al > A), 

ba A = 90°- ~I, Ai ~ 900 --.n:1 • -}::A lIlilJert fidj unI.iegten5t einem 



@5efante nnb ::tang cnte 13 

redjten mJinfel, tnenn B nage genug an A gerantfrdt. 601I bie 6e~ne 
I. \8. f 0 9Cbogen tnerben, baa bie ~btneid)ung giid)ften~ 5° oetriigt, fo 
braud)t man nur ben 8entrituinfef AMB2 = 10° bU mad)enj fur aUe 
Segnen, bie nod) Heiner finb ars AB2, ift ber Unterfd)ieb 90° - A 
geringer als 5° . 
. mt A = 90°, fo tritt ftatt bes ~rei< 

ecfs AMB2 bie mnie AM aUf. Unfere 
®erabe ~at hie £age AT, fie ift feine 
Sefante megr, ba fie ben ~reis nid)t 
megr in ~ttJei \l3unften \.Jon enbHcf)er 
@ntfernung fd)neibet, fonbern nur nod) 
A mit t9m gemeiniam fjat. jillir nennen 
lie je~t %angente. 
~ann man aUgemein bUl:d) cinen 

8 

B'ig. 11. 

gegelienen ~unft A dner SturlJe (bie nid)t gerabe cin st'reis bU fein 
braud)t) eine ®erabe &iefjen, ber fid) bie \.JerfcfJiebenen bon A aus­
ge"fjenben ®etanten unbegren5t niifjern, unb 5tnar um fo megr, je ffetner 
bie entftJtec1jenbe @iegne tuirb, fo tnollen tnir biefe ®ren3fage ais % an ~ 
gente oe5cid)nenj aus biefer Q;dliirung ergibt fid), baa lie oeHer ag 
jebe 6e~ne bas gsergaften ber ~ur\.Je in jenem \l3unftc fenn3eic1jnetj 
ifjn nennen tnir 18erufjrungs~unH. 
~ie Ubedegungen, tnefd)e uns bie geometrifd)e ~onftruftion ber 

%angente an dnen oefiebigen \l3unft cines gegebenen ~eifes liefeden 
- man qat nur niitig, im 18eriiqrung5tJuuf! aUf bem &uge~iirigen mabius 
hie 6enfrec1jte bU errid)ten -, getten nur fur biele $l:urIJe, bei jeber 
anberen mUf3te man bon born anfangen. ~estuegen fud)en tnir ein 

aH.~ emein es gserfagren unb greifen auf unfer 18eif~ief (Y = :2 - x) 
Gurncf. 

jillir rutHen, baa tuir fur jebe @iefante, mogen hie ~nb~uufte ber bU< 
gegorigen 6e1)ne nafje ober tueit fein, bas @iteigungsma13 finben fiinnen. 
~s Iiige nafje, bas ber ®ren3Iage babntd) bU er3tuingen, bajj man Xl 

einfad) gleic1j x fe~t. ~ann tuirb \.Jon feIoft Yl = Y unb ber ~ifferen3en-
quotient ~; =~. ~m erften 2IugenbHcf ronnte man biefieidjt annegmen. 

baa biefer m3ert gieid) 1 fei. ~ie \l3riifung ift leid)t. ~af3 ¥ = 3 
ift, betneift man burd) ~usliigrung ber 9JCuHi~mation 3 • 4, bie ben 
.8iifjfer bes erften \8rudjes, 12, ergeoen mlt~ unb aud) ergifltj ¥ = 5 
ift falfc1j, benn 5 . 6 ift 30 unb nidjt 23. @io fd)eint % = 1 crU fein, 

2* 



14 II. ~er ~ifferen3enquotient unb ber ~ifferentialquotient ulro. 

berm 1 • 0 = O. moer ber ~ert tg I't = 1 entf~rid)t bem ~infef 
I't = 45°, ber offenoar fur unfete IT;igur nid)t ~ajit. ~ud) red)nerifd) 
fdjeint ber~ifferenllel1quotient nid)t ber .8alJ11, fonbern 1,5 lIulJuftreoen, 
b-l tuir ooen fur i1)n bie ~erte 1,75; 1,525j 1,5025 erlJieUen. ~n 

A 

ber %ot rann man aud) % = 1,5 fe~en, 
B, 'B, oB, 'B, benn 1,5 . 0 = 0, aoet eoenfogut aud) 

011, 

a, 
A 

gfeidj jeber anbern enbHdjen .8alJf aj 

If ift an fid) boUig unbeftimmt. ~ies 
'4 entf~ridjt genau geometrifdjen %at~ 

"B, fadjen. ~Hmmt man x = Xli 'U = 'Uil 
~ fo lJat man uoerljau~tnidjt 3tu ei \l3unUe 

'---_...L._---1._~L ___ (bie eine beftimmte itlefante Hefern tuiir~ 
\}ig.19. ben), fonbern nur einen, unb burd) 

einen \l3unmann man, ltJenn man fid) um feineUmgeoung nidjt fummert, 
eine @erabe in ganij oeHeoiget ffiid)tung fegen, fo baji iljr itlteigungs~ 
maB, tg (x, boUig ltnocftimmt tuitb (IT;ig. 12). 

Un fer merfaljren berfagt affo gerabe ba, wo wir es otaudjen, es 
gleidjt einem lIDeg, ber in ber 9UilJe bes .8ides burd) einen IT;fun unter~ 
orodjen tuirb. ~n biefem ~aU tuitb bet lillanberet fid) freuen, einen 
neoenlJer Iaufenben jj5fab lIu entbecfen, ber an ber fritifd)en 6teUe eine 

mriicfe ljat. ~ie ~ufgaoe ift bager, ben ~u~brucf ~; fo um5uformen, 
ban et nadj wie bor fur jcbe @5etante tid)tig Meiot, baji et aoer gfeid). 
5eiti9 errcnnen fajit, 00 cin @ten3tuert bo ift, bon bem er oeHeoig tuenig 
aotueid)t, tuenn l::,. x lJiureid)enb ffeill gemad)t witb. mt bie5 betIT;aU, fo 
giot ber @renbwcrt be5 :tlifferenbenquotienten ben %angeni3 be5 lIDinfe15, 
tuefdjen bie ~1'url1elltangente mit bet ~ofitiben ~ofhiffenadjfe oHbet, 
benn bie %angcnte ttJarja af5 @ren3fageberitlefantcbeftniert. Um bas in 
ber mcnennung bum mU5btucf 5u IJringen, f~rid)tman nnd) bem Ubergang 
3ur@renbenid)t melJr bon~ i ffeten3en~, fonbern bom ~i ffetentiaf~ 

quotienten unb fd)reibt if)n ~; (~u5f~rad)e: dy nad) dx). ~a er aU5 

y = (ex) gerlJorgegangen ift, l)eij3t et aud) bie ~ofeitung biefetIT;ttnt 
tion unb wirb, ttJenn feine )Berwedjffttng mogHd) ift, btttdj y' obet 
f'(x) oC5cid)net. ~ie mttfgaoe bet ~ifferentia!redjnung ift es, 
5u jeber gegeoenen ~ullftion y = f( x) ben ~ifferentiarqttotientl'n ott 
oHben ober (in fcItcn 1.10rrommenben ~aUen) bie UnmogHdjfett biefe~ 
\l3rolleffes llad)huttJcifcn. 



iliffeteU3euquotient unb i)iffetentialquotient 15 
®o ift in unferem i5all 

y =tx2 - x; Yl = tX12 - Xl; 
A (1 2 ) (1! ) 1 I 1 t+ .... y "4XI -Xl - TX -It ,It I -It I --;rx III 

l!:..X=l Xl-It =1 Xl-X 
l!:..y ,(Xt S - xi) -(Xt -Ill) "4 (Itt -x) (Xl + X) -(Xl -x) 
l!:..X= Xt-X = Xt-It 

l!:..y = (Xl-X) [{-CXt +x)-l] = l(x + x)-1 
l!:..x Xt -x 4. 1 I::.. • 

91e1)men wit; 3. 18. X = 5, Xl = 6, fo et~aIten wit I::..~ =t(6 + 5)-1 
= 1,75; fut x = 5, Xl == 5,1tuitb ~~ = 1,525, fut x = 5, Xl = 5,01 
reiultiett 1,5025. IDlan befommt biefel6en ~erte wie oben; e15 mn~ 
ia aud) fo fein, ba nut etlaufite algebtai,djeUmformungen\)otgenommen 
lUurben. 

2affen wit ie~t Xl immer nli1)er an X 1)etantiiden, fo ftteM Xl + It 
bem ~ette x + x= 2 x aU, unb bet@ten3wett be15 ~ifferen3enquotienten, 
ber ~iffetentialquotient, tuitb 

;; = Y' = f'(x) = t . 2 x-I =- ~ - 1. 

\Yur x = 5 etgibt fiel) y' = 1,5, wie wir e15 ftu1)er \)ermuteten, IX witb 
56° 19'. 

3n bet ~edjnil betuirft bie enhtidje ®tridjftlirfe ber Beidjnung, bau 
lidj @5efante unb Xangente, ~iffeten&en" unb ~ifferentialquotient, fooalb 
bie ~iffeten3en einigermaj3en gerinq finb, nidjt metfHdj unterfdjeiben. 

~ine ~etanfdjaufidjung bes fibet- y 

gange15 I:)om ~iffeten3en. 3um ~ifferell" 
tialquotienten tiefed fur unfer !8eif~iel '7 
\yig. 13. .pier finb bie ~erte \)on ~; : 

fur x = 5 nnb \)erfdjiebene ~erte bon t.~ d,2 0:1- ~fi ~ l/J~ 
6,x bered)net unb bann grav1)ifdj bar· Wig.1S. 

geftellt w otben. 
6. x 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

___ 6.Y 0,31 0,64 0,99 1,36 1,75 

l!:.. 'Y 1,55 1,6 1,65 1,7 1,75 
l!:..x 

!8ei an'oeren i5unftionen fftebt bas 3eidjnerifdje !BUb bet ~iffe" 
ren&enqnotienten audj immer fut 6. x = 0 'oem ~ifferentialquotienten 
3U, abet im allgemeinen frummHnig. 



16 II. ~er ~tffeten3enquotient unb bet ~tffetentt(llquottent uflll. 

~ir unterfudJen je~t hie ein3e1nen ~unltionen .)llanmCifiig. 
1. ~ine ~unftion ~eifH Unear ober erften ®rabe~, ttJenn fie burd) 

bie ~leid)ung Y = ax + b 
gegelien ift, in ber a unb b liefannte fonftant lileilienbe .8a!Jfen finb. 
~s ift bann Yl = aXt + b, 
alfo 6.Y = Yl - 11 = aXl - ax = a(xi - 11:) = a6.x 

g ~ ~ = a. 3ebe !8erliinbungsgerabe 

3ig·14. 

3ttJeier\j3untte ber mnte !Jat genau ba~~ 
fellie 6teigung~mau, bager ift aud) im 
®ren3 fa U ber '!ltfferentialquotient fon­
ftant, niimHd) d y 

dx=a. 

'!lie £inie, ttJeld)e bie Hneare ~un~ 
tion re.)lriifentiett, !Jat ftet~ biefe1be 

:z ffiid)tung, muu ba~er cine ®erabe fein. 
3gr ~infel gcgen bie X.511d)fe geniigt 

ber ~leid)ung tg IX = a. 
~iir aJ = 0 ttJirb Y = b; b bebeutet fomit bas 6tiicf, ttJeld)e~ bie 
~erabe aUf ber Dtbinatenadjfe aliid)neibet. 

rolan ttJenbe biefe !8etradjtungen aUf bie gra.)l1)ifdJe '!larfteUung 
ber ~unftionen 
Y = 2x + 1; Y= 1,5x- 3; Y= - 0,4x+ 6; y=-1,211:- 3 
unb CiljnHdJe an fO\lJie aUf ~ig. 3 unb 2l:ufgalie 2 liis 6. 

3ft b = 0, fo geg! bie ®erabe burd) ben 2l:nfang£l.)lunft. ~!Jre Drbie 
naten finb ben 2l:bfhiffen .)lrOl'odional, benn aus y = ax folgt fiir 
3ttJei ~edevaare Xli 111 unb Xl!, Y2 

Yl! = aXl!' Yl = aXlI 
alfo burdj '!lib if ton '112: Yl = aX2 : aXt = X~: Xl' 

~in ~cifviel ift y = 'J'GX, benn bie Umfiinge ber ~reife finb ilJren 
'!lurd)meffern .)lrOlJortiona1. tgIX ift giet = 3,142, ,,= 72°21'. ~ltt~ 
f.)lredjenbe !8etgiiftniffe treten auf, ttJenn man ffienumur::: in ~e1fiu{;::: 
grabe, roleter in ~ttu unb fonftige mafie il1einanber umredjnet. ~ei 
bem ~ootcfcf)en 'l)er)nung£lgcfe~ ift bie 'l)e~ttltng ber G.)lannung l'ro~ 
l'ortional uif· 

2. '!lie retnc quabratifdje ~ltnttion ift be~niert burdj 
Y = cx9. 

~ier unb ttJettergin finb bie sronftanten burdJ bie 2(nfangsliud)ftalien, 
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bie maria'6etn burdj bie @nboudjfiaoen bes ll(rlJ~abets be&eidjnet, ttlenn 
nidjt ansbrucUidj bas @egentei1 ausgemadj1 ift. 

t::. Y Yl - Y C (Xl '- x') C (Xl - X) (Xl + X) 
t::. x = Xl - X = -Xl - X = Xl - X 

~~ = e (Xl + X). 
20.\31 man je~t Xl immer no.ger an X ljeraniteten, fo etf)o.ti man 

im @ren~faU (Xl -+ X): lJ 
dy 
dx = 2 ex. 

$£lie ~urtle, bmn @leidjnng '!J = ex2 

ift, oe3eicf)nen ttlit als \l3atabel. '!lurcf) 
~ibiiion er1)ii1t man JL = ex, alfo 

x 
ely 'l.y 
dx = tg IX = 2 ex = x' 

~ig. 15 ~eigt. roie hies @rgebnis 5ur 
!ronfltuftion bet \l3araodtangen1e 
PQ R in P venu~t roitb. -----=::,-,H~~--'---x 

€;ioUen aUe in bet \l3atavefgfeidJung 
borfommenben @rojien ~tteCfen oebeuten, 

10 muf3 man hie ~onfiante c burdj .!. 
erfe§en, 1)at alfo. a R 

x 
Y=-;; 

a ~eij3t bet q3arametet. !rig. 15. 
QS lei fenfredjt aUf PRo $£lann ift nae!} bern ~of)enfa~ int rcd)t~ 

ltJinffigen '!lreiecf x' 

SA.AR=AQ2 SA=~Q' =~=ay=!!... 
, .A.R y 4y 4 

'!let I.l)unft S f)eij3t 'oct ~rennlJunft bet \l3araoeL mell1egt man 
ein .8eicf)enbreiecf fo, baj3 ber €5djeiteflJullft bes redjten jIDinfefs auf 
ber 2lbfhiffenadjie fortfdjreitet unb ber eine €;idjenfef flets bure!} ben 
mrennlJunlt gel)t. bann bilbet 'ocr anbere eine \l3araoeItangente. ~ine 
genugenbe 2lujaf)1 berfe10en ffi.j3t hie @eftaft ber ~urbe fef)r beutne!} 
gerbottreten (ll mf) iiHung!Jfon ftru fti 0 n).1) 

1) 0.lenaueres tiver bie $aravel ~nbet man in tii:rant, ~nal~tild)e 0.leometrie 
(~l91u0.l !5b. 504, V ~Jjldmitt). 
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3. ~ie einfad)fte fubifege ~ltnftion ift y = ax3 

6. y ax\s- ax' a (Xl 8_ X') a (Xl - X) (Xl 't Xl x + X') 
6. X = Xl - X - Xl - X Xl - X --

= a (X12 + Xl X + x2). 

Sm ilirenhfaU (Xl --+x) tlJirb 
:~ = 3 ax2. 

4 . .Bur ~ifferentiation ber ~unftion nten @lrabes 
y = axn t bxn - 1 + cxn- 2 + ... + kx + l 

brauegt man bie ijorme! 
x1n - xn = (Xl - x) (X1n - 1 + X1n - 2X + Xl n - S X2 + X1n - 4 XS 

+ ... + Xl' xn - 3 + Xl Xn - 2 + Xn - l ), 

beren ~Hegtigfeit fid) leid)t bureg mu!5mum~!iijieren ergibt, nil fieg bann 
bie mittleren @lHeber ~aartlJeife lluffJeben. _ 
6.y a (xf-xn)tb(xr-l_xn-l)+c(xr-2-xn-2)+ . . ·tk(XI-X)tl-l 
6.x= Xl-X 

6.y (Xl-X) [a(x~-ltx~-2 x+--+x"-1)tb(x~-2+-_+x"-2Hc(x~-S+_-+xn-3)_·+k] 

t.x 6. Xl-X 6.; = a (x~-l +oo.+ WZ-1) + b (X~-2 +oo.+ X n- 2) 

+ C (X~-S + ... + Xn - S) ... + k. 
Sn ber erften SHammer ftef)en, tlJie fid) burd) ~b3ii1jren ber ~t~o, 

nenten (XO, Xl ••• xn - 1) ergibt, n ilifieber, in ber 3tueiten n - 1 uff. 
Sm iliren3faU nef)men in einer SHammer aUe Gummanben benfeHien 
~ed an, niimlid) xn-t, xn - 2 uftu. @:!5 ift 

dy 
dx = naxn - l + (n -1) bxn - 2 + (n - 2) cx,,-s + ... + k. 

Q:ine 2{ntuenbung llltferer ~ormel ift bie 5llbleitung be!5 binomi< 
fegen @:la~e!5 fur gan~e ~ofitibe @:~~onenten.l) ~efanntHeg ift 

(a + x)'= a2 + 2ax + x2 

(a + X)5= as + 3a'x + 3ax2 + XS. 

~ei jeber tueiteren [lMti1J!ifation tuiid)ft ber 1jiid)fte @:t1Jonent bon 
x, ber "ilirab" ber erljaftenen ~unftion, um 1j man flat fd)HefiHd) 

a) (a+x)n=A+Bx+ Cx2+DxS+ ... Lxn-l+lffxn, 
unb e!5 ift unfere ~ufgabe, bie lonftanten Sl'oef~3ienten 311 beftimmen. 
@:loU bie@(eid)ung nic9t nur fur cinen ein3efnen, fonbem fur jenen 

1) ~ine ~!)leitung bie\c{l @laue£! oline ~iffmntiaIreef;nung fte"fJt in @;ranu, 
2Uge!)ra (~~\I® ~b. 205), V. W!)\cfJnitt. ~ort ~nben fief; aucl)~igenfcl)aften 
ber !)ei bet (!;nttllicUung aufttetenben ,,5Binomialfoef~3ienten ". 
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med \)on x tid)tig fein, fo gUt fie aud) filt 3IUei Wad)bcltluerte x unb 
Xl" ~iefe @(eid)ungen batf man fuottagimlt unb butc!.J 6,.x = X t - x 
biIJibieten. ~ie linle \Sette lUitb 
(a t xt)n- (a + x)n 

Xl-X 
[Ca+xt)-(atx)] [(atxS·-lt (a+xt)n-'(atx)+ · .. t(a+x)n-l] 

:t't- X 

[(a + Xl) - (a + X)] = [a + Xl "'- a - X] = [Xt - xl 
~ie erfte ~fammet be~ .8/i~(er~ geot fidj gegen ben Wenner, unb ber 
~iffeten3eltquotient lUitb bet 3IUeiten ~fammet g!eid). ~et ~iffe~ 
rentia!quotient lUirb linf~ = n (a + x)n-l. ~ie tedjte \Seite bet 
@(eidjung fann nadj bet ooigen mege! bifferentiiert lUerben. So et. 
giot ficfj 

b) n(a + x)n-l=B J. 20x -+ 3Dx2 + ... + (n-1) Lxn- II 

+ nMxn-l. 
~ie \)otigen 5Betradjtungen laffen fid) lUortHd) aUf bieie neue @rei~ 

diung anlUenben, unb man erg/ilt burd) lUieber'f)one~ ~ifferentiieren 
c) n(n -1) (a + x)n-2= 20 + 2 ·3Dx 

+ ... + (n-1) (n - 2)Lxn-s+ n(n-1)Mxn-2 
d) n(n -1)'(n - 2) (a + x)n-S = 2 ·3 . D 
t··· + (n-1)(n-2) (n-3)Lxn-'+ n(n-l)(n- 2)Mxn-S 
• • • • • • • I • • • • • • • 

n (n - 1) (n - 2) ... 3 . 2 . (a t x) = (n -1) (n - 2) ... 2 ·1· L 
+n(n-1) ... 3.2Mx 

n(n-1) (n-2) ... 3 ·2·1=n(n-1) ... 3·2 ·1·M. 
~ilt ben fpe3iellen !mer! x = 0 ift 

a) an=.A.j .A = an 

b) nan-1=Bj 

c) n(n _1)an - 2 = 2· OJ 

d) n(n -1) (n - 2)an - S = 2·3 .Dj 

B = ~an-l 
1 

0 =1I(n-1) n-II 
1.2 a . 

D = n (n-l) (n-2) a n - 3 

1·2·3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , 
n(n-l)(n-2) ... 3.2.a L-.!!....a 

= (n -1)(n - 2) ... 2 ·1· Lj - 1 
l1(n - 1) (n - 2) ... 3·2 ·1 

= n(n -1) (n - 2) ... 3·2 ·1 . Mj M = 1, afYo 
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(a + x)" = a" + .!: an- 1 x + n (n -1) a,,-a Xl 
1 1·2 
n(n-1)(n-2) • s n 1 + a"-vx -j- ••• +-axn - + xn. 

1· 2·3 1 
@~ lout fic!) leic!)t 3eigen, bau bie bOt~et fut (a + X)2 unb (a +X)8 

Ilngegebenen llIu~britcfe l50nbetfCiUe bieiet aUgemeinen ~otme1 finb. 
mei bet IlIb!eitung biefeH5a~eiS toat eine ~unftion y = (Cx) gegeben. 
@~ toutbe 3unac!)ft i'~r ~iffetentill{quotient y' = ('(x) geliHbet unb 
biefet bann noc!)ma(~ biffmntiiett. ~aill @:rgeoniill ~eiut bet 3toeite 
~iffetentill!quotient bon y unb lVitb y" obet ("(x) obet ~~ 
gefdjtieoen. ~Utdj nocf)malige ~iffetentiation et~iirt man ben btitten 

4 

~iffetentialquotienten . 
d3 y 

y'" = y(8) = fl// (x) = dx 3 uff. 

~iU man ben )illett beill ~iffetentialquo' 
tienten fut aHe ~untte einet gegebenen St'Utbe 
y = {(x) batfteUen, fo 3eicf)net man 3u bet Ut, 
f~tunglidjen Die "llIb!eitung~tutbelf. illlan 
lVii~1t aUf bet IlIlif3iffenacf)fe eine ffiei~e bon 
\l3unften (Xli x2 ' xs, •.. x,,) auill (am beften in 
gleidjen IlIbftanben), Cttic!)tet in i~nen aUf bet 
l!(C!)fe @5enfredjte, trligt auf bicfen bie lierecf). 
neten m3ctte bon f' (x) ab unb betbinbet bie @:nb. 
~unlte burdj eine ~l1tbe. 3n ~ig. 16 ift QP 

o • .!:--~----:~-!!--:!-x untet menu~ung ber %angente AO gratJ~iidj 
~ "'. Z. 4 eB 

ijig. 16. etmittelt if' (x) = tg IX = .A B = k = P Q]. 
llIulll bet etften I!(b!eitungillfutbe (y = (' (x») fann man bie 3toeite 
(y = {" (x») finben uif. 

m: u fg ali cu. 
29. m3ie Iautet bie (MIeic!)ung dnet @etaben, bie bet X,llIdjie l'ataUel 

Iauft unb bon i~t ben I!(bftanb b gat? 
30. ~at y ben fonftanten m3ert b, fo iit y' = O. (l8etoeillll) 
illlan biffctentiiere S1. y = x2 ; 32. y = 3x2; SSe y = fsx2 + 3; 

34. y = i\x2 + 3x; S5. y = x! + X + 1. 
36. illlun iteUe bei bet ~unmon y = nx2 ben fibergang beiS ~iffe. 

ten3cn. in ben ~iffercntialquot!enten fut cinen beHcbigen ~ett bon 
x, etlVll x = 2, gta~~ifC!) bat, inbem man D,. x bie ~e.tte 1,0; 0,9; 
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0,8; ... O,loeHegt. ~oenio oeredjne man fur jebc5!::,.x ben 5ugeqiitigen 
ElelantenUJinrel unb lege audj beren m3erte in einer ~urtJe nieber. 

37. @in m3ur\el qaoe bie ~anten!iiltge x em, bann ift fein ~nqalt 
y = X S cern. i'J.Ran benle fidj cine @cfe fcftgeqaften unb (affe jebe ber 
brei st'anten, bie !Jon iqr aU5gegen, urn !::,. x em ttladjien (3. \B. burd) 
(!;rtuiirmung). ~er ~iir~er !Jcrgrii\3ert fid) bann um brei quabratifd)e 
\Ilfatten, brei redjtecftge \BaHen unb einen ffeinen, ber fcftgcqaftenen 
(!;de gegenfrocrliegenben lffiurteL ID1an geoe bie anfdjaulidje \Bcbeu.: 
tung !Jon /::,.. y an unb oettleile, ba~ ber ~iTferen5enquotient mit ao" 
neqmenbem /::,.. x immer meqr bern [Berte 3 Xi nagefommt. 

38. @SoU an bie ~ur!Je y = ;VS bie %angente in einem gegeoenen 
~unfte ge1egt ttlerben, fo tragt man, UJenn Y lJoiiti!J ift, enitucber biefe 
Orbinate 5UJeima! aUf bet ncgati!Jen y= ~djle ao unb tJerfJinbet ben 
(!;nb~unft mit bem ~urtJenlJuntt, ober man 3erfegt bie ~ol3tffe x in 
brei gleid)e %eife unb tJeroinbet ben lJaffenben ~eiflJunft mit bern Sl'ur!Jcn< 
~unft. (~e ttl ei s1) 

39. ~ie mu\3 man oei bem eoen oefd)rieoenen \l3roolcm !Jerfaqren, 
lUenn y negati!J ift1 

40. ®eHen bie ~onftrumonen 38 unb 39 auc9 fitr y = axs, ttJenn 
a cine lJofiti!Je ober negatitJe ~onftante ift 1 

41. ®eften fie auc9 fitr bie aUgemeinefuoifd)e ~unmon 
y = axs + bx2 + ex + e1 

lffiefcfyes finb bie ~iffercntiafquotienten bet ~unftionen 
42. Y =fox3 -1j 43. Y =tx3+ x - 5; 44. y = -txs+ x~; 

45. Y = - x3 + x! - 1? 
46. m5e1d)en jffieri qaoen fie fur x = 0, 1, 2, 3, 4, tuefd)en fur 

x = - 1, - 2, - 3, - 41 
47. man lJtufe hie midjti~feit ber eoen erqartenen £iijungen burcfJ. 

bie 2eid)nung unb oUbe feffJIlanbig iiI)nHd)e ~ufgaoen. Bu bead)ten 
ift aud) bas aUf 6. 15 gefd)i!berte mllniiqerung5tJerfagrcn. 
~ie ~unftionen 48. y = 0,01 X4; 49. Y = 0,1 X4 - 0,2 x3; 

50. Y = X4 - lOOx ultu. finb entl1Jred)enb oU oeqanbeln. 
IDIan oeUJeife bie lRidjligfeit ber %ormcfn 
51. (a + X)4 = a4 + 4 as x + 6 a2 x2 + 4 a xS + X4; 

52. (a + X)5 = a5 + 5a4x + 10asx2 + 10a2xS + 5ax4 + x5 

einma! butd) ~usmuHi~n.Jieren, bann bl1rdj ttlieberqofte 'tJijfercntiation 
53. m3ie {antet ber erfte, IJllJeite ... fed)ltc ~ifferel1tiafquotient !Jon 

y = x41 
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54. mean lOre biefeloe ~ufgabe fur bie lYUllftionen bcr ~ufgaben 
2-12,31-35,42-45,48-50, fur y = 2X8 __ ~_X6+bx4 unb 
iiflnlicf)e. 

55. Wlan 3eicf)ne fur bcrfcfJiebene ber in 53 unb 54 erttJiiqnten 
lYunftionen bie ~oleitungsfut\)en. ~enn notttJenbig, finb bie Orbi. 
uaten baod 3ttJecfmiij3ig 3u berfleinetn. 

~rittes ~a~itel. 

~nrg emeine ~ i fferentintion~reg du. 
S)iffercntintion fdjlUiedgerer 1Yunftinuen. 

~ n gem d n e (5 ii 4 c. 
Sil~ 1. stler stlifferentialquotient cinet 6umme ttJirb ge. 

oUbet, inbem man bie :tlifferentialquotienten ber Summanben abbiett. 
@ntf~recf)enbes gilt bon bet ~iflerentiation dnct ~ifferen3. 

~ettJeis: @3 fei u = ((x), v = cp(x), y = u + v. ~anlt ift, 
ttJenn man ben ~ert, ben bie ~unWon t fur Xl einnimmt, mit Ull 
91(x1 ) mit Vi be5eicf)net: 

f:.. y = U I t VI - (u t V) = U I - U + VI - V = f:.. u + f:.. V • 

f:..x Xl-X Xl-X XI-X AX f:..x 

a1[0 im ®rentfall dy = du + rlv. 
o dx dx dx 

~Ut y=u-v ift bet )BettJeis ga1l3 ii~IlHcf), y' ift u'-v'. ®eo. 
metrifdj etl)iiU mall y = u + v, inbem man bie S'rurben y = u = ((x) 
unb y = V = cp (x) 3cicf)net uno bie 3u eillem beftimmtcn ~crt x gef)oren. 
ben Orbinaten abbiert. ~anlt ttJirb aucf) ber 3ultJacf)s bet Orbinate 
oeim fibergang bon x 3u Xv .6,.y = 6.u + 6.v. 

IBcif.picll. Y= 3x5+ 4x2 foil nael) 6a~ 1 bifferentiiert ttJetben. 
~ofung: u=3x5 j u'=15x4 ; V=4X2j v'=8xj y'=u'tv'=15x4t8x. 

l8eifllicf 2. y = lOx - 0,4x5 ; U = lOx; u'= 10; v = 0,4x5; 

v'= 2X4; y'=u'-v'= 10 - 2X4. 

~a4 2. Sit y=cf(x), fo ift y'=cf'(x). (c rei ein ton~antet ~aftor.) 
)BcttJciS: 

[omit 

A y C ((XI) - C ((x) C [((XI) - ((a:)] c tJ. ((x) 
AX = XI-X Xl-X =-zs;:x, 

dy d{(x) 
dx = c-d- x-' 

~Ct geometri[cf)e ~acf)ttJeis ift audj l)iet cittfacf). 
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511$ 3. mt y = ((x) 'Ip(x), fo ift y' = f' . Ip + Ip'. f· 
lBetueU: Ay {(xl)·rp(x1)-fux).rp(x) 

Ax= Xl-X • 

IDIan fann bie tlifferen3 - f(x) • <p(a;.) + ((x). lp(xI ) o~ne ~e~let 
einid)alien, ba fie gieid) mull ift 

A y f(xl )· rp(xl ) -{(x)· rp(xl ) + f(x). rp(Zl) -f(x)· rp(x) 
Ax = WI-X 
Ay = rp(Xl)[f(a:l)-{(x)] + f(X)[CP(Xl)-rp(X)] 
Aw Xl-X W1 -Z 

~ ~ = ~~ . lp(xI ) + ~: .-(x); fur Xl - X ift 

dy df drp f' + 'f. 
dw = dx Ip + dJ = Ip <p. 

lBeiflJiel3. y=(x2+5x)(3-2x3)j u,,=x2+5xi u'=2x+5j 
fI= 3 - 2xs; v'=-6x2; y'=u'v+ v'u=(2x+5)(3-2xS) 

+ (- 6 XII) (XII + 5 x) ober au~multil'li3iert unb 3uiammengefa~t 
y' = - 10 x' - 40 XS + 6 x + 15. ~a~feUie ~tgeoni~ er~ii{t man 
natiirIid}, tuenn man ouerft bereinfadjt unb bann biffetentiiert. 

511# 4: 3ft y = f(x), fo ift y' = f' cp - rp'f. 
• rp (x) cpt 

lBetueHI: f(xl) f(x) 
A y rp(xl) -rp(x) f(Zl) . cp(x) - rp(xl )· fez) 
A x = ~x = cp (x) . cp (Xl) . (Zl - z) • 

~it fdjalten giet - f(x)Ip(X) + ((x)lp(x) ein 
A y l(Zl)rp(Z) -f(z)cp(x) + l(x)cp(x) - cp(xl)f(x) 
Are= cp(x).cp(XlJ(Xl-Z) 
Ay rp(z)[f{xl ) -Itx)] -f(re)[cp(rel)-rp(x)] 
Are= rp(x).rp(rel )(re1 -re) • 

!IJlan fann Siigler unb menner burd) Xl -x = /::;.x bibibiercn 

Ay 
Ax= 

,Af Arp 
rp\z)- - f(re)-

Ax Ax 

3m @.Sren5fall gat man 
cp(x) . cp (Xl) 

dy , f'·rp-cp'·f u'V-V't£ 
--=Y= =--. dz rp2 '112 

I8cif.picl 4. 
re'+2x+l u , , 

y=----=-. ~t =2x+2' '11=1' 
x-a v, " 

, t£'V-v'u (2x+2)(z-a)-1(re 2+2x+l) x'-lOx-ll 
y = '112 = (x-o)' = (x-5)' • 
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@;?n~ I) tiber ~unftionen bon ~unhtonen. Gl:!5 fann bodom­
men, baB Y nid)t fofort al!5 ~unmon bon x gegeven ift, lonbern bon 
einer @rofje z = cp (x) aOl)iingt, Die i~rerfeit!5 eine ~ltnftion bon x ift. 
ffiCan lJot bann, ttJenn bie 9J3erte x, V, z; Xli YI' ZI 5nfammenge~oren, 

y = f(z)=f(rp(X»)i YI = f(zl) = ((cp(xI» 
/::.y fez,) - (lZ) 

7::,.-; Zl-Z 

/::.z ZI-Z cp(xl)-cp(x) 
I1x=x1 -x= X't- X ' 

arlo 
/::.y /::.Y /::.z (zI)-f(z) • cp(xl)-_cp(x) 
""/i.-x = b:i . 7::,. x = Zl - Z Xl - X 

~-~ = ~; . ~~ = f' (z) . cp' (x). (~ettenrege{J) 
I!JdftJicl 5. y=(2X-1)3=Z3 

:; = 3z2 = 3(2x- 1)2; :: =2; :~= 6(2x-l)2. 

®nt 6 tiver im~1ibite %unUioncn. ~ft ber 3ufammen~ang 
5-ttJiid)en x unb y burd) bie ~Jcbicl)ung cP (x, y) = 0 feftge1egt (5. !l3. 
x 2 + y - 4 = 0), fo flllm man au!5 Diefer @leicqUllg in biefen ~iiUen 
Y burd) x au<3briicren, affo ben 3nfammenf;ang inber vi!3ljer georiiud)< 
Hd)en Weife y = ((x) 
angeocn. (~n unfercm ~aU ift y = 4 - xS.) 

$iiljrenD y urf~riitlgHd) "i m 13 lib He" a1<3 ~unftion bon x gegeoen 
roar, gat man es je~t "e);13fibite" afs ~unftion bon x bargefteUt. 
moer aur !l3HDung Des ~ifferentiafquotienten ift biefe Umred)nung 
nid)t l1otttJenDig. mus cp (x, y) = 0 fofgt, ttJenn Xl unb YI 5ufammen< 
gef)Oren, cp (Xl/Yl) = 0 unb qJ (Xl' VI) - rp (x,y) = 0, 

CP(XlIYl) - cp(x,y) = O. 
Xl-X 

.\)ier fd)aHet man Die @rofle rp (x, Yl) - cp (x, Yl) ein, Die ie!vftber< 
ftiinbIid) = 0 ift, affo nicf)b3 iinklert 

cp (Xli Yl) - rp(X,Y,) + cp(X,Y, ) - cp(X,Y) = 0 
X,-X 

CP(XlIY,)-CP(X'Yl) + cp(X,Y,)-cP(x,y) = 0 
Xl-X Xl-X 

CP(XlIy,)-rp(X'YI) + CP(X'YI)- cp(X,y) • Jit - y = 0. 
Xl - X YI - Y X, - X 

CMegt man jc~t jur @ren5c tioer, io luirb ttJie bisqer Yl - Y = ~Y 
Xl - X L.lX 
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3u :~. ~(H)renb im aUgemeinen x nnb y I:lariieten, ift ber ~u~brucl 
cp(XllY~ =:(X,Yt) fo geliHbet, baa ber ~ert \:Jony, nnmficij Yll lonftant 

1 

Meilit unb nur x ficij anbed. eo ift bie ~e3eiet}nung ,,~artieller ~ifferen~ 
3enquotient" unb imQ)ren3rall /I~artieUer~iHerentia{quotient" 
einleud}tenb. Sum Unterfd)iebe \:Jon ben lii~t}erabgereiteten "totalen" 
5l)ifferentialquotienten :~ \:Jertuenbet man fur bie -\larticlle ~ifferen. 
tiation ba~ runbe o. @So tuitb 0 cp 

ocp + ocpdy = 0 unb dy = _ ox. 
ox cydx dx ocp 

lteiflJiel6. ~~feilJ1=~+t-l=O 1 oy 
ocp 1 ocp 1 dy a b 
ox=a-' oy=b"' dx=-T=-a-· 

~n~ ber @{eiet}ung forgt b" 
bx + ay = ab, 

y = b - bx (~~-\lnoite ~arfteUung) 
a 

unb ""ierau~ dd y = - !!.., 
'oJ x a 

tua6 ba~ frut}ere ffiefurtat bcftatigt. 
~a bie gegeliene Q)leid)ulIg linear ift, fo ftem fie eine 0lerabe bar. 

~ur x = 0 tuirb y = b, fur x = a tuirb y = 0, alio finb bie mbfd)nitte 
aUf ben ~et}fen a unb b, unb ttJenn " ber meigungstuinfel gegen bie 
X,~d}fe ift, fo !jat man b b 

tg (180°- a) = - tg" = -. tg a = --. 
m ·f . 1 a' a ",u.pte 7. 

x' yl orp 2x orp 2y dy bix 
lJ1=a2 +1ji-l=0; ox="(i"i' oy=1Ji"j dx=-a·y· 

lteif.piel8. rolanbifferentiierey=ax-n. 2iifung:~lIy=ax-nift 
ber negatitJe @tponent1) an unb fur fid} finnlo~, ba x nid)t - n mal 
al~ ~aftor gefe~t tuerben fannj tuill man aud) biefem m:u~brucl dne ~e. 
beutung beilegen, fo tuirb man 3tuecfmaaig t}anbeln, tuenn man fie mit ben 
0lefe~en ber ~oten3en mit gan33aI)ligcn ~~ponenten in ~intfang bringt. 
(\l3ermaneno-\ltin3i-\l1) 5l)a lielanntriet} a"· a2 = aP+ q ift2), fo folgt, baf! man 
a- n = ~ii fe~en mua, benn buret} murtipIifation mit an+ 1 ergibt fid) 

1) Q:ran~, m:rgebrn I (m:mu@.l !8b. 120, § 31). 2) Q:rnn~, n. n. 0., § 13. 
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1 an+1 
a-no an+1 = a-n+n+1 = a1 = a = -. an+1 = -- = a. 

an an 

@5oU y = ax- n (n l'ofiti!:l gan33d~ng) bifferentiiert tued)en, fo li~ 
ad)te man y =~, '!IXn~ a, cp = yxn- a = O. 

:r," 

~=n'!lxn-1. orp =;2;n. dy =_ ny:r,n-1 =_ ny =-=-nax-n-1 ox 'oy' dx :r,..:r, . 

~ie aUf @5.18 fiir l'ofiti!:le gan33a~lige ~~vonenten abgefeitete 
9lege1 girt alfo audj, lUenn ber ~~l'onent negatib gan33a91i9 ift. 

p 

tBeifl1id 9. ~ie borigen ~etrad)tungen forren aUf '!I = axq an­
I' 

getuanbt tuerben.1) ~6fung: Q;~ ift xq = Y'xP, benn mit l8enu~ung 
be~ @5alJe13 (xm)n = xm .. folgt, tuenn man lieibe @5eiten mit q l'oten3iert, 

( l'...)q 1!... 2 q 
xq = X2 = xl'= (VxP)q=xp. 

@5omit ift ( ~ Y= xP 

Yq om orp qyq-l 
cp = aq - xP= OJ 0; = - pxP-1 j oy =----;:;q-i 

dy = + pa:1'-1 
dx yq-1 

q--;;,q 
I' 

dy =!!.... xp-1.y. aq =!!.... #-1. axq . aq = !!...ax f-1. 
dx q yq q aq:r,P q 

~ie oben erlUii9nte IRegel barf man bager audj lid gelirod)enen 
-\' 0 f i ti!:l e n ~~l'one\tten antuenben. man lUeife bie @ii1tigteit nad), 
tuenn n = - l!.. iit. 

q 
($Ilit '1 iiber inberfe ijunftionen. ~ft y = ((x), fo gegort im 

aUgemeinen 3U iebem lillert \lon x ein lillert \Jon y nub aud) nmgde9rt 
3U einem !ffiert y ein vaffenber !ffiert x, b. 9. II! ift bie iUberfe ijunttion 
!:lon Yj es ift x = rp(y) (\lg1. @5. 7). x, y nnb Xli '!I1 feien 3ufammen. 
geljorige !ffiertevaare. '!It - '!I = _1_. 

XI-X (XI-X) 
'!II-Y 

1) ~rnn~, ~lgerJtIl I (2r:Ru@ 58l1. 120, § 35). 
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fBetradytet man linfs y a1s ~unmon f bon x, red)ts x ar~ ~unmon 
rp bon Y, 10 10r9t A f 1 

Ax = Ap' 
[:,.y 

df 1 

dx= C::)O 
~tifl1id 10. 

-ilr y = y xi x = y3(= rp(y)) 

a x = a p = 3 y2 = 3 V? 
ay ay 
a y af 1 1 1 -~ (m. r en 'f . 1 ) -=-=-=--=-x 3 ;og.l{)etpte 9. 
dx dx (:;) sf/x! 3 . 

!1{ufgahuo 
A. ~iHet"entiation bon @iummen, SDifferenoen, \l3robulten 

nnb Ollotienten. 
56. @:5 foIl ber ~iffere\1tialquotient bon y = u - v alige1eitet werben. 
57. y = af(x) + brp(x) foil bifferentiiert werben, ttJenn a nnb b 

fonftante .8ag1en finb. 
58. u, v nnb w feien ~llnmonen bOn Xi e5 fei y = uvw. ~ie 

gro13 ift y' '? 
sman liilbe hie ~bfeitungen tlOn 59. 2 (x2 + l)i 60.5 (x-1) (x + 1); 

61. t(X2 + x + 1) (x -1); 62. (x3 - 2x) (x -1) (x - 5) nnb 
ii~nHcf)en 5l!u£!brucrcn einmaf tlady ben ffiege!n be£! Sl'ap. III, bann, in::: 
bem man 3uniidyft hie SHammern aufHi)t unb bereinfadyt. 

63. WCan tueife nady, ba13 @ia~ 2 in S'rap. III ein @ionberfaU bes 
jofgenben @5a~es ift. t!t + 

smanbifferentiicre64.y= tXl.65.y=xtab,66.y x. 2x 13• 
x'+axtb x, x, x -x- , 

67. Y = x"+gxth' 
~ie lJorgergegenben £jjfungen fonnen au£! ~ufgalie 67 bttrdy ge::: 

eignete el'c3ialifierung feidjt gejunben tuerben. illCan bUne fefbftiinbig 
~eiipiefe mit ~unftionen giigeten @rabes. 

wmuGll 387: 1!inbol11, :ilifjmntia(tec!Jnung, 5. mult. 3 
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B. ijunUionen bon ijunltionen, iml'H~ite ijunfiionen, 
$otenbcn mit oerieoigen @~l'onenten. 

68. y=(x+ 1)6. 69.11 = (x2 + 2x + 1)8. 70. Y = (x8 + 3x2 + 
+ 3x+ 1)2, 71.y=(a+ bx + cx2)n. 72. @sfeixy-a2 =O,lUie 
gtoj3 ift y'? @s miigen hie ijunttionen 73. y = a., 74. y = bx-s, x 
75. y = cx-~ unb /i~nlidje biffetentiiert lUetben. 76. '!J = V"'X. 
77.y=1I;. 78,y=}1X4. 79.y=,::'-. 80,Y=,/1 a' 81.y=8 IC , 

y X Y IC if x· 

82. y=y'x2 -1. 83. y= V:!~· 84.y=Ya+bx+cxl 

IDlan lofe jebe Illufgaoe mogHdJft na~ \letfdJiebenen IDlet~oben. 

~ie tdgonomeififdjen unb 3lJUomeir{fdjen 
ijuuttionen. 

~et mJinlelltJitb in bet ~o~eten ID1at~emam ftets im \Bogenmafl 
angegeocn. ID1an fOllfttuieti um ben @ld)eUcltJunft einen Sl'teis mit 

bem !Rabius 1 (~eim @tabmafl ift 
et oeliebig). ilie £/inge bes 3wifd)en 
ben @5d)enfetn Hegenben \Bogens, in 
betfelben @in~eit gemeffen, giot bie 
@tiifle bes gege~enen mJinfefS im \Bo. 
genmafl an (g:ig. 17). ~ie !minfer. 
gef~ltJinbigfeit einerrotietenben@5d)ei. 
oe ift ~eranntfi~ bet !meg, ben dnet 
i~ret $unfte, ber \lom IDHtteI-\Junlt 1 m 
entfetnt ift, in dnet €5dunbe 3Utiicf­
legt. @lie gibt alfo ben in einet €5dunbe 
\lon cinem !Rabius iiberfttid)encn mJin-

\Jig. 11. fel im lBogenmaj3 an. ~et !minteI, bet 
im @rabmafl 360 0 oeftagt, witb im lBogenmafl burd) ben Umfang 
bes @in~eitsfrcifes gemeffen, mit~in geUen bie lBebie~ungen 

@rabmaj3 58ogenmaj3 
3600 2% 

n 
180 = 0,01745 
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.8.18. iii ber !lliinfel 43°16' im !8ogenmau 43 ~~ ·0,01745 = 

= 43,27 ·0,01745 = 0,7551. ~etner iit 30° = :' 45°= :' 
n n 

60 o=a-' 90°=2"' 1800 =n. 

~er im !8ogenmau gegebene !lliinleI III = 0,42 iit int ®rabmafj 
0,42.57,296=24,064°; 0,064°= 60.0,064'=3,84'. IDlan ~at 
alfo, aUf IDlinuten genau, a = 24°4'. 

!lliiil)1t man ben \Rabilt~ eines Sl'reif es = a (ftatt 1), bann lUirb 
audj ber ~reisliogen, ltJeldjer bon ben Scl)cnleln bes !lliinfe(~ rp (!8ogen= 
mau) eingefdjloffen ttlirb, a ntal fo groU, alfo 

B = acp. 
~er 3uge~orige Sl'rei~altsfdjnitt ift (!8ogen. \Rabius: 2) 

a2 cp 
A =-2-' 

lJig. 18. 

1. &s foU ie~t bie~unftion y=sinx bifferentiiert ttlerben. ~a3U ftellt 
man fie 3unlicl)ft gr!l.\'~ifdj bar, inbem man ben \RaMus MA bes ~in: 
~eitSfreifes betIiingert unb i~n als X<~cl)fe lietradjtet. ~a auf MeIer 
hie Werte ber Winld, bie im ~ogenmau gegelien finb, aogelefen tuetben 
follen, fo tuMe!t man ben Untfang bes Sl'teifes aUf il)r ao, inbem man 
ABI = !8ogen AB, ADI = In madjt uff. Sobann flillt man bon 
B, Duftu. S!ote aUf bie 2lbf3iffenadjfe unb ubertrligt fie unter !8erM. 
fidjtigung il)res !8or3eidjenIJ aUf bie borger gefunbenen entfprecl)en. 
ben ~ltnlte. So entfte~en bie ®eraben Bl B 2 , Dl D2 ufltJ. ~ie S!inie 
AB2D2 •. , ift biein ber &feftrotedjnif ttlicl)tige @linuslinie (~ig.18). 
~~re @(eicl)ung ift y = sinx. .8.18. ift in bent redjtltJinffigen ~reiecf 
BMN ber Win Ie! M=xj ;~ = sin x; BM;""l, alfoBN=sinx. 

s· 
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@rlcl,}t man x =AB burd} ABI unb BN burdj B J B2, ttJa~ nadj 
~onftruUion geftattet ilt, fo folgt Bl B2 = sin .tiB1 , 

. was 5u bellJeifen war. 
~s fei ie~t in %ig.19, 

bie einen ~eH \.lon %ig. 18 
bergrii13ert barftelIt, 

A01 = Xl' alfo 
B J 01 = Xl - X = 6 x. 

%ernet ift 02 L = 02 01 
S ~ BE A -.:rl----;';--;!r---J'---"'---+'B1-='-O';;--r,- - 2 1 = Yl - Y = DV 

1 mit~in 
ll'ig.19. f1y O,L 

f1x = B.L· 

j}lu~ ABI =AB unb A 01 =.tiC forgt AO! -ABl = I::"x=B~O, 
I::"y ift nadj ~onftruftion = OK, f1y OK 

f1x = OB' c 
alfo 

\Begniigt man fidj mit einem l1lnfd}auHdj. 
feitsbettJeis, fo fann man fagen, ba~, wenn 
6,X ffeinet witb, bet \Bogen 'OB mit immer 
griij3eter @enauigfeit burdj bie 6e~ne OB erfe~t 
werben fann. 

f1y OK 
l::.x ~1) OB = cosKOB. 

\jig. 20. 
~ie mUte bon OB lei 0 (~ig. 20), fie ttJerbe 

mit lIi tlcrbunben, bann ift -9: KOB= 01JiA, wei( bie 6d}enfe1 t>aar< 
weife aufeinanber fenfrecf)t ftegen unb butdj eine ~re~ung um 90° 
in t>araUere unb gfeid)geridjtete £agen lommen. 

~ ~ f:::: cos OMA = cos (AlIiB + BllIO) = cos ex + + I::" x)· 

~m @renhfaff witb 6x oeliebig Hein, 
OMA=x unb dd y = cos x. 

·x 
,8u ciner ftrengeren ~b(eitung oraudjt man ben 

.pi! f s f a~: S e Heiner b er i m \B 0 genma13 an-
9 eg e bene m3infd a ift, u m f 0 megr lt1i()ert 
fid} bet m3ert sina ber @in~eit. (%ig.21.) 

a 

,II 

IJig. 11. 
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!8eltJei~: MA fei ber mabius bes ~in~eitslteifes, 1:: OMA = a, 
B A bie in A au beu Sl'teis gdegte ~angente. S!:lauu ift bas :tlrei" 
eel OMA flciner aIS ber S'tretsausid}nitt OMA unb biefer Heiner 
aIs bas ~reiec'f BMA. S!:lteieel1) OMA =t OM· MA· sina =tsin a. 

streisau~fd)nitt OMA = MA· ~A. a (6. 29)=i, S!:lreieelBMA= 

=1...BM. MA. sin a = 1... _1_. 1 . sin a = 1... sina, S!:la"'er ift 2) 
2 • 2 C08 a 2 COB a '1 

.} sin a <.1..2 a < 1...2 8lll a. S!:li\.1ibiert man aIle brei@riiuenburd)bie • cosa 
gIeid)e lJofitibe .8a~I t sin a, fo ltJirb i~r relatibes @riiuenber~aftnls 
nid)t geanbet!. 1 < -/!.- < _1 __ 

8111 a C08a 

~e freiner a witb, um fo griif>er ltJirb cos a, um fur a -+ 0 fd)Hef>' 
lid) ben ~ert 1 an3une~meu. S!:lie ovm ®ren3e fur --/!- ,uiimIid) _1_, 

Bin a cosa 
witb in biefem i}aUe gIeid) 1, unb ba bie untm bauernb 1 OfeiOt, 

fo vefte"'t fur ben 3wifd)en veiben Hegenbcn ®ren3wert bon -/!.- feine 
'1 Sin a 

anbere ID1ogHd)teit, aIS aud) 1 3u ltJerben. ~vellfo ftrelit natiidid) 
feiu re31lJroler mJert, sin a, jc§t ber ~inlJeit 5u. 

a 

~el,}en ttlir nuu y=sinx, 10 ift . (Xl-X) (Xl+X) 3) 
. . 28m -- COB --

fj, Y VI - Y 8111 Xl - 8111 IX 2 2 

fj, X = ~l -(~I _ X) Xl - X = 2 (~l ; X) 
fj,y = 8m -2- cos (Xl+X). 
fj, X (Xl; X) 2 

~m ®ren3TaUe witb Xl - X, allo erft red)t Xl; x, legr nein, unb 
ber erfte %a£tor uimmt ben even ermitteIten ®renbwert 1 an. Xl t X 

Wirb fd)Hef>Hd) gIde!} X, dy 
arfo dx = cos x. 

2. :tlie ~Ofeituug bon y = cos X 1iif>t fid} gan5 eutltJree!}enb burd). 
fiigren, ttlM 3ur ~iutJriiguug bes ovtgen ®ebanlenganges felJr emlJ" 

1) (£rankJ, %rigonometrie (mlnu® ~b. 431 § 156). 
2) man Imgleid)e in ted)nijd)en Si'nlenbern !lie mlerte bei3 Sinus, lBogeni3 

unb %nngens, l>ie ou einem 3entrhuinfe! im Q;in~eiti3freije gel)iJren. 
3} (£ran~, %rigonometrie (~mu® ~b. 431 § 26). 
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fel)fcnsttJctt ift. @)djneUer fommt man hum Sier, ttJenn man fie£) an 
bie trigonomettifdje %ormel 

cos x = sin (90 0 - x) 
ober bei iBenu~ung bes iBogenmajies 

cos x = sin (i - x) 
erinnert. ~s fei ~ - a; = $, bager y = sin z, bonn 1)at man nae£) 6a~ 5 

aUf 6. 24 dy = cos $ = cos (~- x) = sin x 
d Z 2 

dZ=_l 
dx 
dy .' 
-=- SIn x dx 

3. y = tg x biffetentHert man am bequemften mit \Benu~ung bet 
sin x ( ) ijormel tg x = - tJgL 6a~ 4 auf @). 23 cosx 

y=fiX»; f(x)=sina;; <p(x)=cosx; 
cp x /' (x) = cosx; <p'(x) = - sin x 

, cosx·cosx-(-sinx).sinx 
Y = cos2x 

mus ber ~rigonomettie ift befannt, baa ber im Sagfet auftretenbc 
Illusbrucf cos2 x + sin2x ftets ben mlcrt 1 9at, bal)er ift 

4. 

, I 
Y = cos'x' 

cosx 
y = ctg a; = sin x 
, (-sinx)· sinx-cosx· cosx 1 

y = sin • x = - sin' x • 
5. y= arc sin a; [arcus sinus] iftDie intJetfe%lInttion 3u X= siny. 

1)ie 5119cgiitige SfllttJe \lnbet man, l1Jenn man oei ber 6inusfinie 
y = sin x bie sroorbinaten tJertaufcI)t, b. g. bie %igur um bie 6~mme< 
triefinie bet pofititJcn (1;< unb y,llle£)fe bte1)t. 1)ie Seie£)nung fegd, baa 
bonn x in y, y in x iloctgefilgtt ttJitb. 

0110 

~JL _ • (d X) ( ') ) dx - 1. dy tJgL @). 7, @)a~ ~6 f· 
dx ,/. 2 ,/--'" d Y = cos Y = y 1 - sm Y = y 1 - X" , 

dy 1 

dx = VI-x' 
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6. Y = arc cos x ift bie in\Jetfe %unttion 3u x = cos Y 
dx = _ siny= --Vl-cos2y = _~X2 
dy 
dy 1 

dX=-Yl-X" dx 1 

7 . Y = arc tg x, x = tg y, d Y = cos' y 

= cos 2 Y + sin' y = 1 + sin 2 y = 1 + t 2 = 1 + x2 
cOS'y cos' Y g Y 

dy 1 

dx = l+x" dx 1 sin'y+cos'y 
8. y=arcctgx, x=ctgy, dy=-sin'y=--8i~' 

= - (1 + ctg2 y) = - (1 + x2) 

dy 1 . 
dx=-l+x' 

~ie crt)ffometdfdjen ~unftionen (!nr.5 bi£l 8) flnb bot nlIem bei ber 
;sntegra(red)nung l1Jidjtig. 

9luf 9 all en. 
85. ~e1d)er 18tudjteil \Jom mabiu5 mu~ aUf bem Umfang eine5 

Sheife£l abgettagen l1Jerben, bamit ber cruge1)odge .8entril1Jtnfef ben 
jillert a) 1°; b) 1'; c) I" 9at? 

86. ~n bet ~unftion y = sin x fei x bet jillert 0,3 oeige1egt. 
@:5 f oU bt't Uoetgang be~ ~iffercn5en~ in ben ~ifferentiafquotienten 
nad) bem fruget entttJicfeften merfa1)ren (bgL 6. 15) gra~f)ifd) bar. 
gefteUt ttJerben, l1Jenn 6.x = 1,0; 0,8; 0,6; 0,4; 0,2 ift. 

87. wean rofe biefefoe \llufgaoe, inbem man 6.x = 0,10; 0,09; 
0,08 ... 0,01 nimmt. 

88. Q;£I fou dne entf~redjenbe ~arfterrullg fur bie 2llifeitungen ber 

anbern %unftionen gegeoen l1Jerben, etma flir cos 0,52; tg Ii ctg 4,6 
9J(an bifferentiim: 

89. y = sin (nx). 90. y = cos (nx). 91. y = tg (nx). 
92. y = ctg (nx). 93. y = a sin (m x) + b cos (nx). 
94.y=asin(ct+b). 95.y=sin2 x 96.y=cos 2 x. 

97. y=sin2x+ cos2x. 98. y = arc sin (~). 99.y=arccos(~) 

lOO. y = arc tg (~). 101. Y = arc ctg (~)-
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34 III. IJlllgemeine ~ifferentiationilregern ujto. 

102. [)Can 3eidjne bie 5rurbe y = arc sin X unb berfudje, ben 
~infcI ct, ben eine oeiieoige ~angente mit ber x-~djfe oUbet, geo, 
mcttifdj jU fonftruieren. 

~ cr ~ 0 g n rit~ mu ~ U 1l n bit IiH 0 11 ell tin lfu nft i 0 11. 
(5;5 barf aHl oefauut borau;? gefe~ttl)erbenl), baj3 bed3 0 gar it q mu 5 

eiltCr Sa~r a jur $a[i5 b berienige ~6vonent ift, mit bern b -\Joten3iert 
Itmben muj3, bamit man bie gegeocne .8a~r er~aU. mt y = bIg a, fo 
forgt und) bicfer :Dc~nition bY = a. :Die toidjtigften ®a~e noer 20-

garitgmen finb 
(1) bIg (uv)=blgu + bIg v, 

(2) bIg(:)=blgu_blgv, 

(3) bIg (un) = n bIg u, 

(4) bIg (}Iu) = ~ bIg u. 
n 

~ft b groj3er a15 1, unb bies ift oei 
ben gebriiud)lidjcn 20garit~menf~ftel1lcn 

'ocr (YoU, fo giH 
---t--+--<:"~--+--I-..L.;----<--L--__ :r (5) bIg 0 = - 00, 

bena 

roenn x unocgrenjt toadjftj 
ell) bIg 1 =0, bennbo= 1, 

ljiu.22. (7) bl g b = 1, benn b1 = b, 
(8) bIg b2 = 2, benn b2 = b2, 

(9) bIg bn = n, bcnn bn = bn• 

~ie StUtbe y = bIg X berIiiuft allo fo, roie mg. 22 bci9t. 
Sur 5Bifbllng Des ~ifferentiarquotiellten bon y = bIg x 

nel)men roir b 5uniidjft oeHeoig an unb be~nUeu un5 bor, im merIaufe 
ber mCcf)nllug fur 'oie @Jroj3e ben ~ett 3u luagren, ber UltS om vaffcnb. 
ften crlcf)cint. ~'cn .8uluacf)s 6,.x lllod)Clt toir ous 3toecfmii\3igfeit~. 
flrunben gIcidj belll nlen :tcife bon x, luooei n cine oeliebige gau3e2) 
Sal)I oebelltcn IoU (in bcr (Yigur ift x = 5, n = 10 gettJagft), Die luit 
gr6f,er lInb GroBer luerDen loff Cll. 

1) Q3gL [ran\i, ~(fgcura I (\lI9lual j5b.120 § 48f.) 
2) <i">3 In\3t jid) 5cigcn, bali 'oieic j5cid;runfnng bC5 lllierteil n nid)t not, 

wenD ig iit. 
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aJ aJ 

m:!it untetfucgen, ob fur (1 + ~) n ein enDHcger beftimmter lillert ~er. 
ausfommt, ltJenn n immer grojier ltJirb. lillenn er e~;iftiert,nennen Wit i~n e. 

mad} bem binomifcgen !Eave (!S. 18f.) ift 
s= (1 + ~)n = 1 + ~.~ + n(n-1) ~ + n(n-1)Jn-2).~ 

n in 1·2 nl 1·2·3 n 3 

+ ... n(n-1) (n- 2) .•. (n-[n-1]) .~. 
1·2·3 ••. n n" 

man Dibibiere ievt ieben ~aftor n, n - 1, n - 2, . • . Durd) ie 
einen ijatlor bes I.l3robuftes n· n . n ... 

s= (1+ ~)n,;"" 1 + 1 +...!....1.(1-~) +_1_'1(1-~)(1-.!) 
n 1·2 n 1·2·3 n n 

+ 1,/3,4 (1 - :).(1 - !) (1 - :) 

+ ... + 1 (1-~) (1 _ '!) ... (1 _ n-l). 
1·2·3·4···n n n . n 

llBirb n immer groner, fo Ivirb ~, .! uflu. 4- 0, alfo oeginnt n n 

hie 9lei"ge e == 1 + 1 + /2 + 1.!.3 + 1,2\,4 -/--". 

mur bie <Sd){ujigHeber erforbern 1 + 1 + ~ = 2,5000 
eine bef onDere Unterfue!)ultg; fie 3ei9t, 1 
ban Die genannte ffieige fur e tat~ 1.2.3 = 0,1667 
fiic9Hd} boUig ridJtig ift. ~erltJanbe1t 1 
man Die ~riidJe in 'tlc3imalbrue!)e unb 1· 2.3.4 = 0,0417 
runbet Die bicrie @:ileae nae!) bem 1 = 00083 
~omma ab, fo er9iift man einen 1·2·3·4·5" 
9liigerungSltJert. 1 = 0 0014 

1·2·3·4·6·6 ' 
1 

1.2.3.4-1).6.7 = 0,0002 

___ 1_----, = 0,0000 
1·2·3·4·6·6·7·8 

e == 2,7183. 



36 III. %Ulgemeine ~ifferentiation(lregeln ulm. 
2Ulerbing~ ift je~t nod) ~roglid), 00 hie fe~lenben @Heber unb hie 

Illorunbungen ba~ G:rgeong nicf)t wefentlid) fiilfd)en. ~iefe ~roge Wirb 
f~ater im Ilerneinenben @5inne entfdJieben werben. 
~m @renl!fall (n -.. 00) refultiert, wenn y = blgx ift, 

dy blge 
dx=-X' 

\Befonbers einfod) witb bas @rgeonis, fobalb man e feloft bur \Bafis 
bes 20garitf)menf~1tems nimmt (natiirHd)e 2ogaritf)men). @5tatt 
bes @5~mbog BIg fd)reibt man einfadJ lnj me ift nod) (7) = 1, a110 To!!!t 

{
y = lnx 

(10) y' =-.!:.. 
x 

~ie georiiud)Hd)fte ~afis ift 10 (\Bdggif d)e, gemeine ober fUnft, 
lid)e 20garitgmen). 

{
y = 10lgx Hefer! (unter \8enu~ung ber 53ogoritf)mentafel) 

(11) , lOlge 0,43429 
y=-x-= x • 

@~ fei y ber natiitfid)e nnb z ber 18riggifdJe 530garitgmus bon x. 
Illus y = lnx nnb z = 1°1g x 
ergiot fid) eY = x nnb 10' = x, 
alfo eY = 10'. 

mean logoritf)miert beibe @5eiten nod) ~orfd)rift ber @leid)uug (3) 
aUf @5. 34, inbem man einmol 10, einmal e af5 18afis nimmt. 

y • 101g e = z . lOlg 10 = z 
Y • BIg e = y = z . In 10. 

~ierau~ ergibi fid) burd) ~infe~en ber mlerie fiir y uub z 
lIllg x 

(12) lnx = lOlcr e 

(13) 1"1 a; = Zn~ • 
g 1n10 

~er )liert x = 10 Hefert in (12) 
1 

In 10 = --W---I ' ge 
In 10 . 101g e = 1. 

1)0 lOIg e nod) ber 53ogoritgmentafel = 0,43429 ift, fo ift BIg 10 
= 2,30259. wean fann bager (12) unb (13) aud) fd)reioen 
(14) lnx = lOIg x • BIg 10 = 2,30259 lUIg a; 
(15) lOlgx = Ina;· lOlge = O,434291nx. 
@50 fann man bcquem bie 2ogaritf)men bes einen in bie be~ anbereu 
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6~ftems umwanbefn. ~ie \JHdjtigteit ber angegebellen, ben s.:afefn 
elltnommenen .8a~tellwette witb f~iiter (Be~te bon ben ffiei~en) be~ 
lUiejen ttlerben. 

jffiie nus bet ~e~nition5gfeidjung fur bie 20gatit~men ~erborge~t, 
jinb bie @~lJ 0 nentia{funftio n en 3U iljnen inoer~. ~ui3 y = eX f01gt 

dx 1 dy 
x = lny, dy = y' dx = Y = eX. 

(16) ~ie ~b{eitung bon eX ift alfo wieber eX. 
y = aX gibt, nodj e logarit~miert 

lny dx 1 1 dy 
lny = xlna, x = -Z' -d = -Z - • -j d~ =ylna = aXlna. na· y na y ~ 

(17) ~ ie ~b r eitun goon aX ift aXlna. 

Vlufgalien. 

lOS. @5 joll bie ~unmon Y= (1 + ~ r gra~gifdj bargeftellt werben. 
104. Wlan 5eidjne bie Sl'uttlen a) y = (1 + ~rj b) Yl = 1 j 

n 1 n 1 n(n-1) 1 
c) Y2 = 1 + 1 . n; d) Ys = 1 + 1 . n -I- iT . n: ; 

) !1:..~+n(n-1).~+n(n-1)(n-2).~ f . 
e Y4. = 1 + 1 n 1.2 n2 1.2.3· nS U ttl. tn 

bai3fe!6e 2!d)fenfreu3 ein unb beadjte bie immer genauer lUerbenbe 2!n. 
na~erung. 

105. Wlan oeredjne bie n atiirH d) en Bogaritljmen ber gan3en .8aljlen 
bon lois 10 nad)~orme114 aUf 6. 36, inbem man bie fiinftfidjen 
\3ogaritljmen ciner Xafe1 entnimmt unb oerg1eidje bie @rgebniffe mit 
einer s.:noelle (5. \8. in ber ",putte"). lBenu~t man ben ffiedjenfdjieoerl), 
fo ift hie lBeredjnung befonber~ oequem, ba bie .8a~t 2,303 bauernb 
eingefteUt bfdoen fann. ") 

1 06. Wlan 3eidjne bie sturben y = lnxj Y = lOlg Xj Y = 2°1g x, 
fJeftiinme fiir einen oefiebigen ~ert bon x, etwa 5, ben ~ifferential. 
quotienten unb ~rufe, ob bie Sl'urbentangente hie beredjnete \neigung 
gegen bie 2!6f"ifjenadjje ~at. 

1) mg1. 91euenbotff, I$taftijd)e 9J(at~cmatif (mWu® Q3b.341 VI. lBOttrag). 
2) i)'iit bie lBered)nung bon \j3oten3en obet IDJut3eln mit beliebigen Q;~. 

~onenten joltJie fiir .\3ogarit~men beIiebiger majen ii! bet bon WeiHer in 
Ea~t in ben ~anber gebtad)te ffied)cnidJieber ,,@5~ftem \j3eter" ~etoorragenb 
geeignet. SDic elementaren .o~erationen laffen fid) burd) i~n tlJie mit jcbcm 
nnbem 3nftrument aU5jii~ren. 
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107. wean tlJenbe bas our @I. 15 gefef)Hberte ~erfal)ren an. 
108. ~s foIl biefefoe 2{urgave fur eX unb 10'" gefOrt ttJerben (x = 

0, 1, 2, 3). 
;!) i e ~ ~ 11 ct~ e {fun ftin It en unD i§ re Um fe §ftt u g eu. 

~ng !JertlJanbt mit ber ~);t>onentiaffunmon einerfeits unb ben tri~ 
gonometrifd)en 'Bunftionen onbeterfeits finb bie S) ~ ~ er ve 1 fU n Hio n en. 
wean bejinicri 
(1) @)in x = He"'- e- x) (2) [o1(x) = He'" + e- x) 

(3) ~g x = ®inx = e'" - eX (4) [tg (x) = [of x = e: + e=:. 
[oj x eX + e x ®in x e - e 

'!la eO = 1 ift, fo ift !Sin 0 = OJ ~of 0 = 1; ~g 0 = 0; ~tg 0 = 00. 

wealt erl)iilt al\o biefelven )IDerie tlJie fur bie trigonomettifef)en 
%ultftionen. ~oeufo ift @lin (-x)={-(e- X - e"') = -Hex - e- X) 

= - @lilt x; [of (- x) = + [of ex); ~g (- x) = - %g (x); 
~tg ( - x) = - [tg x; wealt vrauef)t l)ier tlJie bort nnr %afe1n fur ~ 0 ~ 
f i ti!J e ~erte bou x ancrufegen, bo fief) bie 'Bunttiol1en, tlJenn x negatib 
ift, fofort ljil1fef)reioel1 laffen. @)ofef)e ~aoeIlen jinbet man in ber 
".putte", ousfiiljrfidjere ~erfe finb mgotlJsH, ~afefn ber .p~tleroel~ 
funftionen unb ber srreistunftiouen unb \auHau, ~afeln ber %unf~ 
Honen ~ofinus unb !Sinus. 

@)teUt man unter \aenttiJung biefer ~afeln ober nadj birdtet \ae~ 
recI)nung bie S)~t>eroeffunttionen gratlljifef) bar, fo fie!)t man, bOB fie, 
!Jon benfeU.ien 2{nfangstlJerien ausgeljenb, gan5 anbers berfoufen ag 
bie trigonometri)ef)en. @lin x unb [of x \tJiidjft bauernb vg in5 Un~ 
cnb1id)e, ~g x unb [tg x ltagent fidj unoegren5t bem ~erte 1, ~g x 
fteigenb, [tg x fallenb. %ur 9 r 0 f3 e ~erte bon x fann e-:X: unoe~ 
rucfficI)tigt Ofeioenj e5 ift bann @lilt x;:::: [of x = te"', ~g x=~tg x=1. 
~s fcl)ft fur mile ~ertc !Jon x ben S)~t>eroeffunftionen bie ~igen~ 
f djaft ber \13 e ri 0 b i5 it at, ttJe1d)c bie trigonomettifdjen tenn5eicI)net. 
~ei bicfClt treten numlidj, ttJenn man x um bie ®roBe 2 n; ttJadjfen 
mat, biefelocn'BunHions\uerte auf, 3.\s.ift sin(x+2n:)=sin(x+3600) 
= sin x. 

~ie 2{vleitnngen ber .p~t>eroeffunttionen finb feidjt 31t linben 
( 5) d®inx rr \ (6) d [0\ x r.:=. dx- = ~Ol X ax- = '=-Itn X 

() d %g x 1 d [Ig x 1 
7 dx=[oj2x (8) ax-=-®in'x· 
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~ufgnben. 

109. ffiCan iteUe bie lJ~~erbofiid)en ~unttionen gra~lJiid) bar unb 
~rufe hie ffiid)tigfcit ber fur bie mb1eitungen gefnnbenen ~crte nad) 
ben oii3lJerigen [)Cet1)oben an berid)iebenen ~erten bon x. 

ffiCan 1eite bie ~orme1n 
110. Q:oix+@linx=e'" 113. @5in(2x)=26inxQ:oix 
111. Q:oi x - @lin x = e-:' 114. Q:oi (2x) = ~Of2 x + @5in2x 
112. Q:012x-@lin2x= 1 

ab unb unterfud)e, 00 nod) anbere, ben trigonometrifd)en iilJnli4Je auf­
geiterrt toerben fonnen. 

115. y = In (x + y x2 + a2) ioU bifferentiiert ttJerben. 
~i3 iei y = ~r 6in x bie inberfe ~unftion 3U x=@lin y. mus 

x = teeY - e- Y) foigt 2xe!l = (ey )2 - 1, affo (eY)2 - 2 xeY = 1; 
eY = x ± Y x2 + 1. ~a e!l ~ofitib iein mu~, ]0 iit bas negatilJe lBor-
3eid)en au unterbrucren, a1fo y = In (x + -V x2 + 1) ober 
(9) ~r @lilt x = In ex + yx2 + 1). 
~ui3 y=mr@linxober x=@lilty ergibtii4J~;=~ofY=-V1+@lin2y 

-V-- dy 1 
(~ufg· 112) = x2 + 1; Ii = ,~. j8gL ~ufg. 115. 

x yx'+ 1 
(10) d ~h6in x = 1 

dx yX'+l 
~i3 fei y = ~r ~of x bie iltlJerfe ~unftiolt 3U x = ~of y. :Daltn 

iitentf.):Jred)eltb x=t(e!l+e-Y); 2xeY=(cY)2+1i (eY)2-2xeY=-1; 
eY=x+Yx2 -1jy=ln(x±Yx2 1)iYl=ln(x+Yx2 1)i 

Y2 = In (x - -V x2 1) = In [ex - -vx'=l) (x + YXC1)J. ~ie 
x+yx'-l 

~ui3fii1)rung ber WMti~mation im ,8ii1)ler ergibt 1, a1io ift 

Y2=ln( ,~)=-ln(x-Yx2_1)=-Yl.:Da Q:olY 
x+ VX'-l 

fur y =+ Yl ultb Y = - Yl beltfe1ben ~ert lJat, fo Hefert natur­
gemii~ bie borHegenbe @feidjung ~of y = x 3ltJei nur burd) bai3 lBw 
3eid)en lJerid)iebene £ofungen. [)Can oelJoqugt bie lJofitibe unb fe~t 
(11) ~r ~of x = In (x + Y x2 - 1). 
~ft y=-= mr~ofx,x=~ofy, fo ift ddX =@lilty= y=@:-"Of"-2y---1= Y x 2 1 

y 
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(12) d~r_~o\J; = _1_ 
dx VX'-l 

y = ~r %g x giot bie @fei~ung x = %g y = e:y+e~:; {jieraus finbet 

man fei~t 
(13) mr %g x = ~ In (1 + X) . 

2 l-x 
. dx 1 ~o"Y-Elin'Y()f f' ) n- 2 2 

~ernertftdY=~OI'Y ~oj2y ,«ug.112 =l-~gy=l-x 

(14) d mr %9 x = _1_ 
dx l-x' 

x mu~ fteg 5IUifc1jen - 1 unb + 1 negen (X2 < 1), ba %g y fur 
ieben reeUen m3ert bon Y 5ttJifdjen biefen ®ren5ett eingefd)foffen ift. eY+ e-Y 

y = mr@:tg;c·,x= y y, man finbet e -e 

(15) mr Q:tg x = ~ In (~~ ~) 
dX= __ l_=Sin'y-~o['Y=l_Q] 21 =1-x2 
d y Elin' y Elin' Y g Y 

(16) d mr ~tg x = _1_ 
dx l-x' 

X ift ftet§ gri.i~er aIS + 1 ober Heiner aiS - 1 (x2 > 1), wei! 
Q:tg y = ""l ift unb %g y 5ttJifdjen + 1 unb - 1 negt. 

""9 y 
~ie inberfen ~unftionen liinnen bireH ober (oequemer) mit ~i!fe 

ber %afe!n fur bie ~~~eroe!funltionen oeredjnet lUerben. 

5Biertes sra~iter. 
'1htlUenbuug ner ~ifferelttinlredjnnng 

n ttf bh ltnhrf It dJ It n g te If) n if If) lU i If) tig er ~ltt bell. 
~ie ®feidjung dner sturbe fei y = ((x). (~ig. 23.) 
E1~reiOt man y cinen oeftimmten lillert a bor, fo nerert bie ®let< 

djung (Cx) = a 
bie mOf5iffen ber jj3unfte, Die bon ber x,~djfe ben ~uftanb a '£;aocn. 
~iefe \j3unfte mUffcn, lUenn a tJofitib ift, 1ioer, lUenn a negatib ift, unter 
ber ~{of5iffenodjfe Hegen. S'n ~ig. 23 {jot 5. jS. y ben borgefdjrieoenen 
lffiert a, luemt x = OM = Xa iff. ~ie negotibe ®ri.ine b Wirh erreidjt, 
lucnn x = 0 N = Xb ober au~, Wenn x = 0 Q = Xb, Wirb. gur ben oe< 



.I'hlttJenIe~re 41 

\onberen lffiert a=O er~iiltman bie @ld) n itt~ un fte mit ber x~ ~ d) fe, 
bie @leid)ung ((x) = 0 lUutbe alto in unferer ~igur burd) Die ~o~ 
f3iffen OB, OPuub OH !J 
befriebigt ·fein. 

@ld)onauf@l.14IUUr" 
be ertuii~nt, ba§ ber~if= 
ferentialquotient 
y' = f'Cx) = tgCt. ift, 
lUenn ex ben %angeuten< 
lUiuM bebeutet :;:srt y', 
alfo aud) Ct., ~olitib, fo 
ftdgt bie sturbe(\l3unlt 
A, 0); ift y' ncgatib, fo --7'f-nJ--!~--I.!...--rlI---!jL--4-..j!.L-­
fant fie (l.j3unft E, F); 
ift y' = 0, fo Hiuft fie Lt.. ""---""'-----I 

momentan ber ~b\hiffcn-
acljfe .paraUel (\l3unlt D, 
G). ~iei3 ift fteti3 bei 
ben gocf)ften nub tiefften 
\l3unften ber ~ur\)e ber ~aU. 

filg. 23. 

@;oenfo tuie bai3 !Bor3eicljen bon y unb y' ift auclj ba~ ber 3 tu e it e u 
~oleitung y" fur bieUuterfud)ung bon ~ebeutung. ~6 fei x cine oe­
liebige ~Of3iff e, XI = X + !:::. x eine gro§ere. ®teigt bie ~urbe in bem 
$unft, ber 3u Xl gegort, fiiider a1i3 in bem borigen 9 
mig.24), fo tuetbeu igre %angentenlUinfe1 gro: 
aer, alfo aud) beren trigonometrifd)e %angenten 

y/ - y'> 0 
" fj, • 

Yl - Y > 0 ober .-JL > 0 
Xl-X fj,x 

unb im @renbfaU dd~') > 0, y"> o. 
':Die St'urbe ift bann in unferem ~{cf)fenf~ftem 

naclj "ooen" fonfab (\l3unft K,J, G in ~ig. 23). 
mt y" < 0, fo ift fie f 0 n bet (\l3unft L, D, E). %ritt fie bon eilter 

Seite ber %angente auf bie anbere uber (~ig. 23, C unb F), fo 1)at 
fie dnen jffienbe~unft. ~ie nottuenbige (aber nicljt giurdcf)enbe) 
~ebingung bafUr ift y" = O. 

':Die meroinbuugsfinie 5IUeier uager sturben~unfte liefert im ®ren3" 
faU bie %angente. Um cine nod) groj3cre ~(nniigerung mit einfacf)en 
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~itteln 3u erqaUen, jud)t man £inen 
srreis, ber jid) ber Sfurbe mogHd)ft gut 
onlJa}3t, ben ~riimmungsfreis. 60U 
ein srurbenftiicf AB als ein srreis geHen, 

B jo mUf3 ber 9J1itter~unft aUT bem 6d)nitt­
lJuntt 5hJeier "Wormalen" (6enfrcd)ten 
aUf ber 'langentc im lBerii~rungslJunft) 

Y Iiegcnj hJir ttJCif;jIen bie 0:nblJunfte A unb 
B a(s lBeriif;jrungs~unfte. ~er ~infel 
5ttJijd)en ben beiben benacljbarten Wor~ 
malen jei rp. 5llus mg. 25 gc~t ~erbor, 

--t----_--'x,£' ...L-LX'41-____ -:r. baf3 rp = a1 - a = D:. a ift. 
~er ~rei;?bogen AB 1)at (bg1. 

\Jig. 25. 6. 29) bie 2Cinge Qrp = (! • D:.a. ~ic 

6e1)ne AB ift 

L\S=Y(6 X)" + (L\y)2=6 x Vi + (~~r 
lRiicren A unb B nager uub uCif;jcr, fo werben Q rp unb D:.s Cbg!. 6. 30) 
immer mel)r gIeidj, es ift uagc311 

Vi +(~~r 
nL\a:;::J 6x1/l + (~xy)2 n"'--"--:'-

, V u '~(~:) 
Vi + (~~r 

unb im ®renhTaU genau (! = (~)dX. 

mun belte!)t aber bie lBebie~l1ng: tg a = ~~, 

a!f 0 ex = arctg (:;) 

(bgt 6. 33). Wlan fann gier hie ~ilT~gri:if3e :~ = u einfiigren unb 

gat bann a = arctg U (dO Y) 
de;: 1 1 dtb d'y de;: dX2 
(fu = 1 +U! = 1+ (~~)" dx = dx" ba!)er ax = 1 + (!~( 

~iefe ®rof3e fann man in Die ®Ieidjung fur Q ehlie~en 
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d2~ d2 y 
dx' dx' 

!8efonber~ einfadj ltJirb bie ~ormel, lUenn bie SfutIJe bet Iltbf&iHen. 
acfjie momentan parallel Hiuft, bann ift niimlidj :y = 0, ber 2ii~ret 
tuitb 1, unb 1 1 x 

(>0= d2y = y'" 

dx' 
)IDilI man an eine SfurlJe Vatalle! 5U ciner gegebenen @erabcn AB 

hie ~angente leg en, fo hie!)t man blUei varallele @5e!)nen CD unb EF, 
garbiert fie unb bringt bie merbinbung~linie bet WHtten bum @5~uitt T 
mit bet ~ur\)e. (~ig. 26.) @50 erl)aft man, 
Itlenn ba~ ~urIJenftiicf nidjt ou gtOn ift, ben "~ 
~erugrung~vunft ber %angente. ~etlBelUei~ ~'T B 

ift {ei~t, lUenn man ben ~UtIJenougen bur~ 
benstrummung~frei~ er\e~t, benn fiirbenSfrei5 ~ 
ift ba5 gef~ilberte merfagren ftreng ti~tig. \liB· 26. 

~~ Iiint fief) 5eigen, ban e~ audj fur hie anbem stegelfdjnitte (~1lipfe, 
~arnoel, ~~veroel) genau ift, unb ba fief) ein ~ur\Jenbogen bur~ eine 
bieier 53inien mit gro§er @enauigfeit annagernb erfe~en lii§t, fo liefert 
es faft ftet5 fegr gute &rgebniife. 

!.Tlnef) Mefen aUgcmeinen Unterfu~ungen beivredjen ltJir ein3etne 
tedjnifef) ttJi~tige SfurIJen flJebieU. 

1. s:lie oetaile 2inie. 
~ie stl)eorie ber geraben mnie ltJurbe, fOlUeit fie un5 angegt, f~on auf 

6.16 oe'l)anbelt. &inige IBeiivie!e follen il)te grone IBebelltung fur bie 
~rari5 3eigen. Sebe £ofung moge grapf)i fef) (g.) ausgefiigrt ttJetben. 

m 11 f 9 a fl en. 
116. ~er~e @efdjltJinbigfeit v (in m/sec gemeffen) nimmt ein 

~6r\Jer, ber frei faUt, nadj t Elefllnben an? )IDie gro§ ift fie, ttJenn 
er in einer ~allrinne Ijeraorollt, bie unter bem )IDinfe{ IX gegen bie 
~oribontare geneigt ift? (g.) , 

117. @in ~germoe{ement Hefert, lUenn bie £iitfteUe um 100 0 et. 
Itlarmt UJirb, fofgenoe @5Vannung: @ifen.Sl'onftantan 0,0053 jBolt; 
!rllVfer~~onftantan 0,004 moft; ~ifen~9Cicfe( 0,0032 mort; Sl'ulJfer. 
91icfe1 0,0022 mou; &i1en,~ratin 0,0017 mort. IDlan ftelle bie Ilk. 

!lmuG 387: Binboro, 5Difjrnntia[tc<l)nung, 5 lIluil. 
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biefJung 5ltJifdjen %emlJeratur unb 6lJtmnung gralJf)ifdj bar unb ber. 
gfeidje bie ~iagramme. (~reftrifdje \l3~rometer.) 

118. ~ie @rB13e beS3 ~iberftanbeS3in Of)m, roefdjen ein Beiter bon 
1 m ~ange unb 1 qmm Ouerfdjnitt Iieii~t, fJei13t fein flJe5ifiidjer lIDiber~ 
ftallb c. ~iefer Cinber! jidj mit ber %emlJeratur. mei 15 U jei er gleidj 
CI5' Iiei to ift er bann c = C15 [1 + a (t -15 )J. (g.) 

mad) ber ,.~iitte" fiub bie sronftanten 

I mIu, Stoff minium jl3Iei I ~ifen ~on. I 
ftantan ~ulJfet I Ouecf, 

fUlier 
C'6 I 0,03&. 0,21 1°,10-0,14 0,5 1°,017-0,01751 0,95 

IX 1+0,0037 +0,00371 +0,0045 -0,000031 +0,U04 1+0,00087 

119. ~er 9taum, ben em ®aS3 bel 0° etnntmmt, let VO' ~ann er­
funt e~ lid gfeidjbfeiliellbem ~rucr, roenn bie %emlJeratur to ift, balJ 
~Mumen v = vo(l + 2ht). (g.) 

~df~ir{: Vo= 1l. 
120. \2!uS3 einer %alieUe finbet man sin 20° 30' = 0,3502; sin 

20°40'=0,3529. lillie gro]3 ift sin 20 0 37'? lillefdjedffiinfel gefJBrt5u 
sin a = 0,3510? (g.) 2. ~ ie !pam 6 d. 

6djon auf 6. 16 ift bie ®leidjung ber einfadjften quabratifdjen 
~unttion y = cx2 = xt 

a 
gegelien. ~f)re tedjnifdje Q3ebeutung liegt barin, ba]3 in ben matur. 
wiffenfdjaften fegr oft dne ®rii13e bem Ouabrat ciner anberen 1'rolJor-
tiona! ift. c ift bie \l3roi'ortiona1itiittlfonftante. \2!uS3 y = xt f01gt a 
y' = 2x unb y" =!. ~ir negmen a 3uniidjft afS3 lJofitib an. ~ann a a 
ift y fur aUe lJofitiben unb negatiben lillerte bon x lJofitib, bie srurbe 
fallt nie unter bie m&[3iffenadjfe. 

y' ift fur lJofitibe ?merte bon x fids lJofitib, filr negatibe ftetS3 ne­
gatitJ. ~ie Sfurbe got redjtS3 bon bcr Orbinatenadjfe ftetS3 fteigenbe, 
linfs ftet5 fallenbe %cnbcn3. ~ie rocHere Unter[ud)ung ber erften m:&. 
leHung ift omits aUf 6. 17 erlebigt. 

y" ift fteh3 po[ith,. hie ~araoe{ alfo nadj olien fonfatJ. 

~ = [V1 + (~)]3 = ~(1 + 4:x:~)-V1 + 4x' 
2 2 a- a' 
a 
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nimmt fur a; = 0 ben beionber~ einfadjen jillet! ian. i)er ~rum~ 
mung~rabtu~ tm <Sdjeitelpunft ber $arabe1 ift gteidj bem ~areen ~ara. 
meter cber bem boppe1ten 18rennpunft~aliftanb. i)a fidj ber ~rum~ 
mung~frei~ ~ier ber ~urbe gut anfdjmiegt, fo ift er eine tveribolle 
~g/in3ung ber Um~iillung~fonftrumon, bie geraoe an biefer Stelle 
3eidjnerif dje @ldjttJietigfeiteu liietet. 

mt a negatib, fo liegt bie ~urbe gan3 unter~alb ber x.~djfe, fie 
ift ft)mmettifdj 3U ber eben befdjriebenen @eftatt. 

!!lnfgdeno 
121. m!etdjen jilleg burdjf/illt eine o~ne ~nfang~gefdjtvinbigfeit ab~ 

getvorfene 180mbe in t <Selunben? (g.) 
122. ~in jillaiferftra91 fHent mit gleidjbteibenoer ~efdjtvinbigfeit 

(c m/see) au~ einer ttJageredjten ffio9re. jille{dje 18a9n befdjreibt et 
linter bern @influfl ber ®djtvere? 

123. m!e1dje@ejdjttJinbigfeitvm/seemuflein@efdjonbonP=50kg 
@letvidjt galien, bamit feine jilludjt a) 300000 mkg, b) 600000 mkg, 
c) 900000 mkg ift? (g.) 

124. ~in e1efttifdjer <Strom burdjflieflt einen 2eitet, beifen mJiber~ 
ftanb 120 D9m ift. jillie ~1in9t bie in bet Sefunbe er3eugte ®trDm~ 
tviitme non ber <Svannung ab? (g.) 

S. ~ie elnfiifdje 2inie. 
@in ®tali, beifen ~igengetuidjt ber~iiltni~miinig ffein ift, fei an einem 

@nbe in ~ori30ntaler ffiidjtung feft eingefvannt.· <Seine £iinge fei l em, 
fein @lafti3itiit~mobul Ekg/qcm, bas Xr/igljeit~moment feine~ Ouer< 
fdjnitt~ J em'. lIDirb fein freie~ ~nbe mit Pkg lieIaftet, fo iin'oed er feine 
ijorm infolge biefer 18eanfprudjung auf l8ieguug. i)ie olieren ~afern 
tuerben geoe~ut, bie uuteren berfur3t, unb ein Xeil bet mittleren, bie 
fogenannte neutrale <Sdjidjt, begiiH igre 2/inge, aber nidjtiljre utfvriing. 
IidJe 2age. i)ie @leidjung i9m neuen &eftaU ift bie!me1jr nadj ben 
GiiiJen bet 9Red)anif p .~ 
'~.M. ~ 

Pl! (a: 1 X S) 
'!I=2EJ T-3P; 

ba'fJei finb IlJ unb y audj in em gegeben 
(@Iaftifdje mnie; ~ig. 27.) 

~iir IlJ = 0 ttJirb '!J = OJ 
f" l' I. 1 Pls ur a: = ttJttv '!J == a EJ' 
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~iefe @rBl3e ftellt bie gtBl3te ~ur~oiegung bar. 
~iir ein i)ovveI~N~if en,mormarvro~r 12, ift J = 328 em'. mimmt 

man E = 2150000 kg/qem an, unb ift Z = 1,5 m, Po;=> 100 kg, fo 
folgt 100· 160 8 

Yma;x = S . 2160000. 828 em 
Ymax == 0,16 em = 1,6 mm. 

I PIS (1 a:~ PI' ( a:~ 
Y=2EJ Y-ZS}=2EJ 1-1')" 

rr:. • '0 fii 0 ' Pl' \2i~ IVtr r a: = Yo = 2 EJ' 
aifo in unferem ~eifviel 

I 100· 22500 000 11 
YO=S.2150000.328 = , 16, a-= 5T • 

.8lVif~en a: = 0 unb a: == Z liIeibt .yftetfJ Heiner alfJ 1, alfo 

1- (Tf 
ftetfJ vofitib unb eoenjo y'. ~ie ~urbe fteigt. 

a: = Z ergilit a = O. 
~ie ~lVeite ~breitung ift y" = Pit (_ ~~) """ _ P a:. 

Q 2 EJ I' EJ 
@iie berfcglUinbet fiir a: = 0, bafJ freie (!n'oe be~ @StaliefJ lUitb 3um 

@icgIuji gerabe. .8tuifc(Jen a: = 0 unb a: = Z ift y" negatib, bie ~utbe 
tonbe~. ~n bet @:infVannfteUe lVitb, ba yl = 0 ift, 

1 EJ 
€!o=y"=-pz' 

~afJ mot3eicgen gibt bie ffiicljtung an, in bet ber ~riimmung~mitte{-
vunlt liegt. €!o = - 47000 em = - 470 m. 

Q3ei Q3eriicffi~tigung be~ &ig eng elUi~tefJ G gilt, lUenn fonft feine 
~taft (etlVa P) lUirli, eine anbete ~ormer, niimlid} 

Y = GIS (!!!.. _.!. 11)4). 
6EJ I 4 14 

1 m be~ elien lief~rieoenen ~ovve1~T' @:ifenfJ lUiegt 11,15 kg, ba~et 
ift G = 16,7 kg, bie anbeten stonftanten finb fd}on befannt. 

~ie UntetfudJung ber ~urbengIei~ung lUitb lUie bOt~er gefii'9rt. 
SDie griij3te i)ur~liiegllng ift 

167.1508 S 
Ymax = 6. 21~OOOO . 3:!8 '"4 = 0,01 em = 0,1 mm. 

SDie @riifjen y' = GZS (1 _ a:") = Gzt (1 _ ~') 
6E.T l Z' 6EJ /: 
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b "Gx' 
un y = -2EJI 

laffen iibnHdje ®djfiiffe ltJie l)or~er ~u. 
!fiirH au~er bem @igengcltJidjt nodj bie st>raft P, fo fummieren fidj 

natiirlid) bie burdj bie beiben Sl'riifte gerl)orgerufenen WbttJeidjungen y 
bon ber ~nfang£Hage; es ift 

ZS [(X X8) G (X X
4)J 

Y=2EJ P T-Sl" +3 T-4/<· 

@:ine legr reidjt)altige BufammenfteUung ber ®leidjungen fiir bie 
berfdjiebenen ~ormen ber elaftifd)en mnie finbet fidj im 1. }Banbe 
ber /I .piitte". 

4. ~it OIei ~feiti 0 e .p ~~ t tb cl. 
meben ber bireften ~rovortionalitiit, bie burd) eine @lerabe, unb 

bem quabratifd)ell Wb~iingigfeigl)ergii{tni~, bas burdj eine ~arabel 
bargefteUt witb, tritt in ber %ed)nif am giiufigften bie rC3ivrofe }Be. 
5iegung aUf. ~gr entfvridjt bie @!eidjung y = ai, b.g. bie Orbinaten 

x 
linb ben 5ugegorigen 2(blhiffen umgefegrt ~rovortionar. 

~ie S'turl)e, beren ®leidjullg biefe ~orm gat, nennen ttJir eine gleid). 
feitige ~t)~erbe1; fie ent\tegt 5.~. bei ber gra~lJifdjen ~arfteUung be~ 
ID1atiottefdjen @efc~es (®.10). !fidl bei biefer Buftanb~iinberung bie 
%em~eratur {onftant Meibt, geij3t fie m ot1)erme. 
~n ber Sl'utl)engleidjullg ift a2 ftets ~ofitil). Beicfinung unb ffiedj" 

nung lelJrcu, baj3 bie Sl'url)e aus 5wei fongruenten BttJeigen bcftelJt, 
bon benenber cindn bem jRaum 3ltJifdjen ber +< X.unD +. Y.'!lldjf e, ber 
anbere 3wifdjen ber-,X· unb-, Y,'!lld)fe ficgt. (:tlie®leidjung y=-~' 
fteat eine gleidjfeiiige 4>t)verbe! bar, Me in ben beiben anbmn Oua. 
brantcn uetliiuft.) 

®ie ift 3U ben 'beiben llliinfellJalbicrenbcn bes 2(dj[enfreu3e~ ft)m. 
metrifd). ~a y = a2 = a2x- 1 

ift, fo gat man x • 'Y 
tg a = y' = - a2x-2 = - ~ = --. 

x' x 
~ig. 28 3ei9t bie aUf bie[e ~ormel fidj griinbenbe %angentenfon. 

ftruftion. :tlie %angente bUbet mit ben '!lldjfen ein recfitltJinUige~ ~rei. 
eel, befr en Sl'atlJeten = 2 x unb 2 y finb. :tler ~nlJa(t ift 

2x'2y 
F= -2- = 2xy = 2a2 • 
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!! 

3 

trig. 28. trig. 29. 

mt bon einet gfeicf)feitigen ~~~etoef auaer bem ~djfenlteU3 dne 
%angcnte gegeoen, fo fann man oelieoig tJiele anbete 3eidjnen, inbem 
man ben ~bfd)nitt aUf bet Otbinatenad)fe n mal, ben aUf bet ~bfoiffen. 

adjfe ~ maf fo groji madjt Itlie 3u ~nfang. (~n ~ig. 29 ift 3. !S. 
n 1 1 1 1 

n= 2,3, 4",,-='2'8''4''') 
n 2a! 

y"= + 2a2x-S=-s· x 
!Befonbets ltJidjtig ift bet ~riimmllngstabius im @)d)eite!\mnU, fiit 
ben aus S~mmetriegtiinben x = y ift. ~rus bet srurtJcngleidjung folgt 
31lnad)ft x· x = a2, x = ± a. 
ct·· 'rt' 1 II 2az 2 uUt x = + a tl-.:L..= - , Y = a> = a: 

V(l + 1)3 a ,;- ,in 
(! = (~= '2.2 y 2 = a y 2 = OA 

(mg. 28). ~aburd) ift bie 2age bes srriimmungsmitte!~ttnftes oeftimmt. 

o. ~i e 21h in Ii n teo 
!Befinbet fidj ein @as in einem aogeid)(offenen ffiattm unb Itlitb es 

5ttfammenge~rejit, ognc baa m3arme entlueicf)en fann (~om\Jrefforen), 
fo wirb fein ~rucf einmal nadj bem !mariottefdjen @efe~ grofler, 
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auuerbem aoer aud) nod) baburd), bau fief} bie medjanifdje Wroeit in 
~ii1;me umfe~t un)) biefe unter normalen Q3er~ii{tniffen ba~ @a!5 lJtoin< 
gen tofrrbe, einen groneren ffiaum einlJune~men. SDie!5 mhb Iler~inbert, 
un)) fo auuert fidj bie eoen ermii~nte Iffiiirmeenetgie burdj berme~rten 
~rucf auy bie @clii\3miinbe. SDie 18elJie~ung 5mifdjen 1lrucf unb Q30< 
(umen toirb ~iet butdj ba!5 I.l3 0 i H 0 n fef}e @efe~ 

p : Po = vo·: vk geregdt. 
Po unb Vo geoen ben ~nTang!55uftanb be!5 ®afe!5 nadj 1lrucf unb 

fSofumen an, k ift fur Quft = 1,41. ~sift 
P v k 

p=~=CV-k 
d vk 
- ~ = - kCV- k - 1 = - k'f 
dv v 

dip = + k(k+ 1)cv- k - 2 = + k(k+1)p. 
dv 2 v 2 

Po' vo, P unb v finb i~rer matnt naef) ~ofitille ®to\3en, eoenfo ift k, 
mie angegeoen, ~ofitib, audj vk unb vo·' 

~ft v fe~r fIcin, io audj Vk; p ift bann feljr grofl. 
SDa ~ p ftet!5 negatib ift. fo fliUt bet SDrucf mit mad)fenbem Q3ofumen. 

::. ift fr6etall ~ofitill, biesrurbe a(fo (fur ~ofitibepunbv) immer fonlall. 
Po, Vo oe3cief}ne ben ~nfang!55uftanb. ~!5 ift intereffant, bon iljm au~< 

ge~enb einma! bie HotfJetm~ (p = Po;o) unb in bemfdoen~ef}fenlreulJ 
bie abiaoatifdje (p = P~~o) 2uftanMiinberung bar5uftellen. ~M 

~teigungsmau :P mirb im erften ~all = - Po~o = - E., affo fur 
v p v dp v k 

ben mu~gang5~unft = -~. ~m 3meiten ~all ift -d - = - J!.2., bie 
~ v ~ 

~biaoate bediiuyt ftd(cr af~ bie mot~erme. 

a. ~ie IIJoten3futbe. 
SDie @feief}ung ber 1.l30tenbhtrlle ift y = cxn. ~ur n = 1 erljiirt man 

bie ~ro~ortionalitlitsgerabe. n = 2 riefert bie l.l3araoe( (n = t bie ~a. 
raoel in anbmr Qage), n = - 1 bie gleief}feitige ~~\leroe(, n = - k 
bie ~roiaoate. 1lie l.l3oten3furlle umlaut alfo faft aUe oi!5lJer beljan. 
belten Binien ag E1~e3ia(liiUe. 18ei ber Untcrfudjung mull man unter" 
fdjeiben, ob n ganMaglig ober georodjcn ift, tm erften gaU fann tote. 
ber n gerabe ober ungerabe, ~ofitib obcr negatill fein. ~m 3toeiten 
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gaU ift neb en bem ~otjeidjen 3u oeadjten, 00 bet .8ii9!er obet ber 
91ennet getabe obet ungerabe ift. ~ebesmar ljat man 

y' = ncxn- 1 = ny, 
II; 

eine g:otmet, bie eine teidjte %angentenfonftruftion tiefed. 
y'=n(n-l)cxn-2 = n(n~l)Y 

geftattet uns, lioer bie fonbe~e ober fonfabe @eftaa ber ~urbe 3u ent. 
fdjeiben unb ben ~riimmungsrabius jU oeftimmen. ~ft n gro13er ars 
2 unb ungcrabe, fo ift x = 0, Y = 0 eilt m3enbevuntt. 

sn: U fIJ ali en. l ) 

125. ~n basfeloe ~oorbinatenf~ftem foUen bie sturben y = x; 
y = XSj Y = x5 ufw. gejeidjnet werben. ~n ll1e!djcn ~un!ten fdjnciben 
ridj aUe~ m3as ift an iljtet @eftaIt gemeinfam, Was betfdjieben ~ IDlan 
bergteidje ben ~eU, werdjer .pofitiben !lBeden bon x entfvridjt, mit bem, 
ll1elcf)er negatibe 2lbf3iffen ljat. 

126. ~iefe{oen 2lufgaben finb flir y = x!j Y = x'j Y = x6 ufw. 
3U lofen. I 1 I . 

127. !lBatum iftbie Unterfud}ung bon Y = xTj y= X3 j Y= X4 uff. 
nad) 20fung ber borigeu ~ufgaoen oefonbers ciniadj? 

128. ~5 foil y = x-1; Y = X-Sj Y = X-5j .,. j Y = X-2; 

Y = X-"'j Y = X-Gj ••• oeIjanbeU werben. 
1 I I 

129. Y = X-Tj Y = x-s; Y = x-4 uno. 
S S 2 S 

130. Y = X4j Y = X-4 j Y = X±-5-j Y = x±5" u. bg!. 8 

131. IDlan jeidjne bie 91eilfdje ober femifuoifdje ~araoe( Y = ax 2 
unb oeredjne fiir einige \l3ultfte bas I5teigungsmaj3 ber ~augeute uub 
belt Sl'riimmungsrabiu5. IBei %tiigeru bDn gleidjclll !lBiberftattb gegen 
IBieguttg fann bie lBegrettjung bes 2iingsfdjllittes eiue femituoifcf)e 
~atabel feiu. 

132. ~iu @asuilllmtoei 1 ~tmofpr)iire ~rud ben maum Vo= 62iter 
du. S!)et .8ufammcngang jluifdjen ~rucf unb !Borum en foU gralJIjifdj 
betforgt werben a) bei ifotljermem. b) oei abiaoatifdjem. c) oei .por~. 
trolJifd)em Q3erlauf ber ~oml'teffiou unb Q;~panfion. S!)ie ~ott)ttope 
ulltetfdjeibet fidj nur baburdj bon ber 2lbiaoate, baj3 ber ~~lJonent 

1) ~ei ber .\3iJillnQ witb bet allf @:L 37 erttJii~nte jpotclt3tedjenicf.Jieber 
bie beften ~ienfte {eiftell. 
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ni~t k, fonbern n ift, tuooei n im aUgemeinen 3tuif~en 1 unb k liegt 
(n. m. n = 1,1; 1,2j l,S). jffiie ftart muu in jebem ~aa ber ~rud 
fein, bamit ba~ fSolumen nur nodj 1 1 betriigt? 

133. 3ft '110 ba~ jl(nfang~IJolumen eine~ @afe~, To bie (aofolute) 
~nfang~temperatur unb entil'redjen v unb T bem @:nb3uftanb, fo gUt 
'£lei ber pol~tropif~en .8uftanb~gleid}ung bie !8e3ie~ung 

T=To(~r-\ 
!man ne~me '110 = 6 I, To = 290 ° (= 17 ° C) an unb 3eidjne bie 
~bv~~urbe. 

134. ~er ~rucf be~ gefiittigten S{lo~lenbio~~bbampfe~ ift 
( T ),,5l15 

'P = 2,967 100 - 1 kg/qcm, tuobei t bie abfolute %emperatur 
(~e1fiu~grabe + 27S) bebeutet. (g.) 

135. ~iir abiabatijdje .8uftanb~iinberungen be~ uber~i~ten ~affer~ 
bampfe£l ift nacg ber lI~utte" 
~s = p~s· T(v-O,OOl)O,s=To(vo-O,OOl)o,Sj p(v-O,OO1)l,S 
TS Tos' 
= Po (\,0 - 0,001 )1,8. jffieitere !8eif:piele finben fidj in ber 2e~re bom 
mJiirmeiioergang, '£lei ~u~fluuformeln fur 2uft unb geflittigten ~affer" 
bampf uff· . 

7. ~ie Reoell~nitte. 
~irb ein ~egel burdj dne @:iJene gefdjnitten, fo entfte~t, ie nad} ber 

5.lage ber fd}neibenben @:liene, ein serei~, eine @:i1il'fe, eine \j3arabel, 
eine .\)t)perbel ober eine @erabe. ~er £efer, tuelcger fidi fur Mefe 
tedJnifd} tuid}tigen seurIJen interefjiert, tuirb aUf (£ran~, ~na{t)tifdje 
&eomeirie (~nnu& 504) IJcrtuiefen, ba cine einge~enbe !8efptedjung 
~ier 3u tueit fii~ren tuiirbe. 
~cr ~rei!l. 2egt man burcg ben IDlittelpunft 0 (~ig. SO) ein Si'o. 

orbinatenf~ftem, fo gift bie !Be3ie9Ltn9 Xli + y' = all. 
IDlan fann bieje @lei~ullg audj 3erlegen in 

x = a cos 'Pi Y = a sin 'P' 
~s ift 5tuedmiiuig, biefe ~arfteaung, bet ber a; unb y burdj ben ber:: 
mittelnben \j3arameter 'P au~gebriidt tuerben, ber medJllung 3ugruitbe 

bU legen. l:l. (A) (A ) ~ie felliftoerftiinblidje@!eidJung l:l.~ = A~ : A: ge~tim @ren3~ 
f « .. "" . dy (dY) (dX) au uuer tn dx = alp : dip • 
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~n unferm ~an: ift :~ = acos9'j :: = - asin'P; :~ = - ctgcp. 

$t'onftruiert man aUf 0 P in P bie ®enfredjte, llJetdje bie X~~djfe in T 

unter bem )ffiinfel IX trifft, fo ift tg a=-tg(1800-ct)=- ~~=-ctg 'P' 

g ~ie ®enfredjte 
aUf bem ffiabiuil 
im 58erii~rung~~ 
rabiu~ ifi alfo ge. 
robe bie gefudjte 
~angente. 
~n bem redjt. 

llJiuWgen ~reiecf 
~----__ ~~~~_~ ____ ~~ __ ~% OPTinOT·OQ 

\Yig. so. 

= OP2; OT.x 
a' 

=a2 j OT= 'i" 

~(l y' = ;~ 
"'" - ctg 9' ift, 
fo wirb 

dy' 1 "dy' (d y') (dx) 1 ( .) 1 
d<p-=sin'qJiY =di= dq; : dcp =BIn2~: -asln9' =- usinscp' 

~iir ben Si'riimmung~rabius befommt man 

V(Sin'cp+COB 2cp)3 -V-( 1 )8 f! = - . • . aSiD 89' = - -'-2-' a sin3 9' = - a. 
BID rp sIn rp 

~er R'riimmungsrabius ift alfo fonftant, llJie es beim Si'reife fein mut}. 

~ie (ilH~fe. ~ie &aillfe entfte~t au~ bem Si'reife, wenn man bie 
3u irgenb dnet ~bfoiffe x ge~orige Dtbinate iebesmal in einem beftimm. 
ten feften ~erI)iHtni9 (~) tJetfleinert. ~I)re @teidjungen, finb ,baI)et 
x = a cos 9'; y =!!. . a SiD 9' = b sin 9' . .pieraus etgibt fid} x, + ~, = 1. 

~; = - * ctg 'P. a~ie &Uillfentangente in P fdjneibe bie .i~~djfe in T. 

~s witb OT = OQ + QT. mun ift abet OQ = x = a cos 9' uub 
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QT= PQ -_1-_ + bainfjl_asin'fjl 
tD'(1800-a) - tga - b - cosrp 
'" -ctgfjl 

a 
OT + asin'fjl acoa'fjl+ asin'fjl a a' 

= a cos rp cos ~ = cos cp """ cos rp = x· 
~ie G:fli4lfentangente ttifft a1fo bie Xdlldjfe in bemfelben jj3unfte 

wie bie ~angente bes .pauvtlreife~ (mit a um 0), beren f8erii~rung~. 
~unlt p' biefe1be ~bf3iffe ~at tuie ber !Berii~rungS4lunft ber ~fli4lfen~ 
tangente; man fonftruiert fie {eidjt, tuenn man 3uerft bie entf4lrecf)enbe 
~rei~tangente 9il13eidjnet. (ffig. 31) 

~ 
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R 

'9 'Bur ben (5djeite1punft .A ~at man 
tp=O,(J=-~, fiirBiftlp=90o. 

at a 

\Jig. 82. 

(J=-l)' 

Umfdjreibt man ber ~lIipfe etn 
IRedjted PQ RS, beffen Seiten bie 
S'rurbe in ben (5djeitelpunften be. 
rii~ren, 3ie~t in i~m eine 'l)iago. 

g; na(e QS unb fliUt auf fie bon ber 
gegenuberliegenben ~de P auiS 
baiS £ot, fo fdjneibet es hie ~djlen 
A a unb B D in ben S'rriimmungiS. 
mittefpunften M (3U A ge~orig) 
unb N (3u B ge~orig). 'l)et !Be. 
lUetS mirb burdj lBergleidjung bet 

lignlidjen ~reiecfe PM A, N B P unb Q S P gelietert. 

$ie ~~pel'6d, ~ie @{eidjung ber .p~perbel (autet :: ~ ~: = 1. 

~ligrenb bei ber &Uipfe bie trigonometrifcf;Jen 'Bunftionen eine gute 
~arametetbarfteffung geben, fann man giermit lBorteH bie ,pLJpetbe(. 
funttionen anmenbenj man fe~t 

x = a (£01 rp. y = b Sin Ip (bgt ~ufg. 112 aUf S. 39) 

d Y = d Y : d x = b Q:o\ Ip : a Gin Ip = !!. (£tg cp 
dx d~ d~ a 

'l)ie ,pLJperbeUangente in P fdjneibe bie X.2lcf;J\e in T untet bem 
~infef 0:. (~ig. 30d.) 

o T = 0 Q - Q T = x _ .JL = a (£0\ cp _ b @Sin IP = 
tga b 

-[lglP 
a 

= a (£of _ a6in2 !p = a [oprp-a@S!n'~ = __ a_= at, 
rp [oj !p [of rp [oj!p x 

iman befdjreibe urn 0 ben S'rreis mitO.A=a, fob ann lonftruiere man 
ben Sheis, mefdjer OQ = x aIS ~urdjrneffer ~at. ~ie @erabe, tve(dje 
bie Scf;Jnittpunfte ber beil)en R'reife berbinbet, fdjneibet bie 2!cf;Jfe in bem 
%angentenpunft T. !8eltJeis: 'l)reied ORQ ift redjtltJinmg; es ~at bie 
.poge RT, fo(gfidj ift OT, OQ = OR'; OT= ~~2 = :1, 
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m3Cid)ft rp in~ UnenbHdje, fo aud) x (@5. 38). ~ann Witb :2 
unenbHdj f1einj bie an einem unenbHd) femen \l3unft bet tJ~l'etbe{ 
gc(egte 'l:angente mUB burdj ben oPt)perbelmittefpunft 0 ge~en. 

b b e<P + e-<P 
tga =-(£Ig rp = - • --. 

a a e<P _ e-'I' 

~ibibiett man .8ii~ler unb !Renner bute£] e'l', fo erfJiilt man 
bl+e- 2 <p 

tg a = - --'--;;-
a 1_e- 2 '1' 

3ftr cp - 00 witb e- 2.p gleidj 0, alfo tg« =!:. ~ies ift bas (Std. 
a 

Qungsman bet ~t)perbe!tangenten in bet UnenbHdjfeit, ber ~ f t)m l' tot en. 
~iit ben mabius bes ~riimmungstreifes ~nbet man 

(! = ~ YCa!@5ins rp + b2 (£0[2 rp )3. 

3n bem mee£]tecf PQRS, befien @5eiten 2 a unb 2 b finb, raBt fie£] ber 
~riimmungstabius bes oPtJperoclfe£]eite{s wie bei ber tEUipfe lonfttll. 



56 IV. 2fntuenbung ber 'lltffmntin(red)nung ufro 

Y ieren, nur mUll er nadj bet 
entgegengefe§ten E5eite 
abgetragen ltJel:bcn; 9 leidj' 
3eiti9 finb P R unb QS 
2(f~m~toten. (~ig. 34.) 

E5e~t man a = b, fo 
~~'-:;:"'I-__ --":;¥E--i2!'---.!!..!----tM~z gegt bie@;UitJfeinben 

Stteis, bie geltJogntidje in 
bie 9 rei cf) i ei ti 9 e $)9per, 
be! iiber. ~n bem je§t 
geltJtigUen ~cf)jenftlftem 
gat biefe aber eine an, 
bere £age aH! friiger 

1\'ig. 34. (E). 47 f.) 

8. ~ie ~teit!ebolbente. 

Um einen Streis lei ein unbeqnoarer ~a'oen getegt. @;r jei an einem 
@;nbe feft, bas anbere ltJerbe aogeltJicfeU. ~ie Sturbe, bie es baoei oe, 
jC£)reibt, nennt man ~reiSelJoI\Jente. ~s ltJirb bDrausgeie~t, baf! ber 
~aben ftraff gelpannt lUitb, fo baa ber abgcltJicfeUe Xei! in jeber ein3e1nen 
£age cine ®erabe bitbet. 

~ie X,2(cf)fe ltJerbe burd} ben Sheisrabius gebitbet, ber bas freie 
~nbe bes ~aben5 in feiucr ~nfang5fage mit bern IDIitteIpunft berbinbet. 

madj ~ig. 35 ift F 
x = lJfR = MS + TP, 

lliS = a cos q;, 
TP= QPsin!p. 

~as abgeltJicfe(te @)tiicf Q P 
ift abet gIeicf) bern st'reis~ 
bogen Q U = aq;, 

!--~_~-L.. __ W 

benn ber ~aben gat, tuei! un, -+-----P-"--:':,---+~_+--­
begnbm:, bei ber 2(btuicffung 
jeine urlpriinglicf)e £tinge 
beljalten. 

x = a cos !p + a q; sin !p 

y=PR=QS-Q.T 
'Y = a sin!p - aq; cos !po 

trig. 85. 
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~iet ift :: = acos rp -a[l. cos rp + q>(-sinrp)] = a q> sin q> 

dda: == - a sin rp + a[l • sin q> + rp cos rp] = a q> cos q> 
rp • 

dy _ sm rp = t 
da: - cos rp g q>. 

'l)as @5teigungsmau bet %angente, tg IX, ift = :! = tg q>, es muu 
alfo IX = q> iein. ilie %angente P V mufj bem Sfreisrabius M Q \,at~ 
and fein unb ba~er auf ber Sfreistangente PQ fenfreef)t ftefJen. 

jIDiddt man ben ~aben nur gano toenig toeiter ab, fo befdjreibt P 
nafJe3u einen Sfreisbogen mit PQ ars ffiabius unb Q af~ IDlittet~unft, 
unb ba bie srreistangente auf bem meriifJrungsrabius fenftedjt fte!)t, 
fo ift bie ffiecf)nung geometrifef) beftiitigt. 8ugleidj ~nben toir f 0 ben 
Striimmungsrabius = PQ = aq>. ilie ffiecf)nung ergibt 

1 '2= 1 + t 2 == 1 + sin"rp = sin"rp+cos'rp = _1_ + y g rp cos'rp cos'rp cos'cp 

(1 + 'll)'!' 1 Y 1I = cossrp 
dey') 1 da: 
drp = eos 2 ep' dcp = acp cos fIJ, 

afio burdj 'l)ilJifion d(y'). da: _ dey') _ ,,_ 1 
drp 'drp- da: -~ -arpcossrp 

(1 + Y"fi I!=y"- =arp. 

'l)ie menuiung ber St'riimmungslreife erteidjtert fJier bie sronftruf< 
tion fefJr. 

Illntoenl>ung finbet bie St'reiselJofbente bei meroafJnungen. 

9. ~ie getuiiijnHdj e 8~noiDe. 
'l)ie I.l3ro~fe ber 8ii~lle bei merhagnungen fiinnen auef) Bt}ffoiben 

fein. moUt ein srreis auf einer @eraben o~ne 3u gfeiten, fo befdjteibt 
ein l.l3unft reiner I.l!eri~gerie eine getoii~nHd)e B~t(oibe. 
~n ~ig. 36 rolle ber Si'reiiil mit bem ffiabhts a aUf ber X~llldjfe, 

ber betrad)tete \l3untt be~llbe fidj ouerft in 0, nadjbem fief) bet srreis 
um ben jIDaf3ungsttJinfel rp gebrefJt liat, in P. ilann ift 

a; = OQ = OR - PS = FE - PS = arp - a sin q> 
y = PQ = ]JIR - MS = a - a cos rp 

dy . 2' rp rp 
drp = aSlllq> = asm"2cos"2 
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y 

ffig. 36. 

d X = a _ a cos rp = a (1 - cos rp) = 2 a sin 2 !E 
dqJ 2 

cos !E 
dy = ~!l: dx = __ 2 = ctg.P. = tcr (900 _ :E.), 
dx dcp dcp sin:E. 2 '" 2 

2 
a!fo a = 90 0 - ~. 

~emnac9 ift PT hie ~angente unb PR bie 91ormare. T unb R 
finb Me ~nblmntte be~ 3ur mbfbiffenaef)fe ienfrecI)ten ~utc9meffers. 
~ft nut P, nic9t bie llugenbHcfUcf)e £age bes ID1itter~unftes M gegeoen, 
fo ltJitb bieier Teief)t gefunben, inbem man 3U 0 X bie ~ataUe1e im \2(0< 
ftanbe a 5ie9t (benu auf biefet oeltJegt fief) ber IDHtter~untt oeim mo< 
toUen be5 Sl'reife1l) unb um P ben Sl'rei1l mit a oefef)teiOt. 

mU5 t:. T P R ~nbet man bie £iinge ber 910rmale P R = 2 a sin ~ . 

fomit 

d(y') 1 1 dx . 2 cp -=--'--, -=2asm-, 
dqJ 2 sin::E. dqJ 2 

2 
d(y'). dx d(y')" 1 
dcp • dqJ = dx .= Y = - . 4 qJ 

4a Blll "2 
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~a bet 91ennet fteg ~olitib ilt, ift bie ~Utbe ftets nadj "oven" fonbe~. 

(! =11(1 + ctgStr :(- ~ ~). 
4asm'-

2, 
2i:~nnLV wie aUf @). 57 finbet man fut ben .8cff)!er 

V(1 + ctg! P")3 = _1_/ 
2 sin8~ 

baget, born }8or3eidjen abgefegen, 2 

(/=_1_: 1 =4asm~=2PR. 
sins:E 4asin'~ 2 

2 2 
~er ~riimmung~mitter~unlt N mitb ergarten, menn man bie mormale 
um fiLV fetbft bedanged. 

I8cifl1id 11. ~in fefter ~reis ga6e ben !Rabius R, aUf igm to lIe 
ehl belUeglidjer mit bem !Rabius r. ~in ~unU ber 113eri~gerie bes 
3ltJeiten oefdjreibt dne ~~i3~Uoibe, lUenn bie IBetligrung aul3erlicf), 
eine .p~P03~Uoibe, menn iie innerHcf) ift. £legt man bie x~mcf)fe 
burcf) ben ID1i1tel~untt bes feften ~reiies unb burdj ben er3eugenben 
113unft, wenn bieier gerabe aUf bem feften ~reife liegt, unb be3eicf)net 
man ben m3ar3ung~minfel be~ !Rollfreifes (bg!. ~ig. 36) mit cp/ fo ift 
flir bie ij3Vi3~t(oibe 

x = (R + r) cos (~ 9') - t' cos (R: r 9') 
Y = (R + r) sin (~ 9') - t' sin (R: r 97) 

unb fur bie .p~~o3~t!oibe 
X=(R-t')cos(~ 9') +rcos(R;r 97) 
Y=(R-t')sin(~ 9') _t'sin(R;r 97)' 

IDlan liemeife, bafl bie ~ur\)ennormale ftets burdj ben momentanen 
~erugrungspunft beiber ~reile gegt. ~ie ~pi< unb .p~~o3~f(oibe laffen 
fidj befonbers einfadj ftubieren, menn man ein f!eines @)tlicf bes feften 
streifes ar~ eben anfiegt. 

10. 6ltlliim~ftt elcfJtuingunoen. 
!aringt man cinen daftifdjen Sl'orpcr aus feiner !Rugc!age, fo ent~ 

ftc~en in igm @).\lannung~frafte/ bie ber gemaltiam ~erbeigefugtten 
meqerrung proportional finb. .port bie auflere ~aft auf 3U widen, 

iI!1luai S87: Sinbotu, llli\ierentfalreclll1ung, 5. [lujL 5 
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v fo l.1erje~en fie ign in jd)l1Jingenbe 58el1Je· 

gung (angeftrid)ene @5timmgaoer). IDean 
fann biefe IBel1Jegung ;id)tbar mad)en, 
inbem man lie burd) dnen an bem St'iirlJer 
angeoradjten @5d)reioftirt aUf eine ~Iatte 
iibertriigt, bie mit gIeid)01eioenber @e' 
fd)roinbigfeit fortge30gen roirb. ~irfte 
nut bie efaflifd)e ~raft, ;0 rourbe bie 
@)d)l1Jingung lid) bauernb in gteid}er~eife 
boUhiegen. ~ie IDeedjanif Iegrt, ban bann 

__ ;--"---\-__ f-_-\-_-,-___ Z aUf bet @5d)rciofliid)e eine 
6inusHnie entftelJen l1Jurbe. 

lJ'ig. S7. 

Sn ~irmdjteit treten ffieioung{ll1Jiber' 
ftiinbe auf, 1i.58. an ber 2uft unb an ber 
58etlilJrungsfliidje bon 6d)reioftift unb 
~alJier, Die bie @5djl1Jingungen biimlJfen. 
IDean ergiiIt bann, l1Jenn bie ~iimlJfung6' 
fraft ein gel1Jiffes IDean nid)t iioerfd)reitet, 
cine sturl.1e bon bet @(eid)ung 

y = ae-bxsin(ex); 
a, b unb e finb Sfonftanten, bie burd) bie jz5erfudjsanotbnung gegeoen 
finb. ~it fOnnen lie ;iimt!idj aI{l lJofitil.1 annegmen. 

2iint man x bon 0 an unliegrenbt l1Jad)fen, fo ift e- bx ftet!3 
enbIidj unb flir enbHdje ~erte bon x audj bon 0 berfd)iebenj y ber­
fcf)l1Jinbet fteg, toenn bet ~aftor sin (ex) gfeid) 0 l1Jirb, aIfo fur 
x = 0, x = ~, 2:1t ufro., aoer aud) nur bann. ~ie Beit, roeIdje 

c c 
1iroifdjen 311Jei ~urdjgiingcn burd) bie ffiugefage berTfient, ift bie gallie 
@)d)roingung{lbauer. ~a bie6d)reiolJfatte gfeid)mii%ig Tortlieroegt roerben 
foU, finb hie )!Bege x ben Beiten t lJrolJortionaI; unb roei1 biefe ~ege 

bon einer ffiuge!age our anberen ben gfeidjen )!Bert ~ oefi~en, fo ;inb c 
bie lJafoen, aIfo audj bie ganben 6djl1Jingungs5citen gfeidj gron. 

y' roirb !tad) ber ~robuftenregeI gefunben. y = a . uv j U = e-b%, 
u' = - be-bXj v = sin (ex), v' = ecos (ex) 
y' = a d~~v) = a (u'v + V'~b) = a[- be-bx • sin (ex) 

+ c· cos (ex) e-bx] 

y' = ae- bx [e· cos (ex) - b sin (ex)]. 
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~ur x = 0 Illirb y' = ae, alfo lJOfitib, bie ~urbe fteigt. m3lidjft x, 
fo nimmt fotuo~l e-h'" Illie audj ber ~lammerau13brucf ao, Me ~ur\)e 
fteigt fdjtuiidjer. ~ur e· cos (ex) - b sin (ex) = 0, alfo tg (ex) = i, 
x = ~ arctg ( ~ ) berfdjll.linbet y', bie !rurtle gat i~ren ~odjften ~unlt 
erreidjt. mon ba an tuirb y' negatib, flir x = ~ ergiilt man 

b1t c 
y'=- aee-:·· 

~ie tueitere Unterfu41ung ift gleidjartig. 
mt y ber 3u ber IlUif3iffe x ge'fjorige IlfU!5f41fag (Orbinate), fo ge. 

god 3u 2:1f -b",-21th 

Xl = X + c bedmertYI = ae C sin (ex + 2n) 
21tb 21tb 

-- -b", --
Yl = eO. ae . sin (ex) = e ° y. 

m3ii~renb bei ber @5inu13linie Y = a sin (ex), bie ber ungebii~ften 
@5djtuingung eutfl>ri41t, bie Orbinatcn nadj merlauf ber @5d}tuingung~. 
bauer wieber genau benfe1ben m3ert liefiien, fiub fie gier im 9.Raj3-

21tb 

ftab 1: e-o- tlerlfeinert. llIu41 fur Xl = X + ~ fiillt fi41 Yl leidjt er. c 
mitteln. ~ie IlIU13f41liige Il.lerben immer Ueiner, hie srUtbe nii~ert fidj 
fur grouere m3ede bon x immer megr ber IlIbf3iifena41fe. 

9lufonlien. 
136. IDlan 3ei41ne in ba13feloellIdjfenfreu3bidrurbeny=asin(ex)i 

y=ae- b",; Y= ae- b", sin (ex), bergleidjeigre@eftaltunb beftimme 
i~re @5djnittlJunfte. 

137. ~er merlauf ber allgemeinen @5inu~Hnie Y = a sin (ex) foll 
unterfudjt tuerben (@541nittl>unfte mit ber X=llIdjfe, @5teigung~mQf3 bet 
Xangenten, m3enbel>unfte, srrummungsrabien). 

138. ~benl0 foll hie ~urtle Y = arb", lie~anbeU Illerben. 
139. y = ae+b", foll bi13tutied tuerben. ( ..!. -=-) 
140. ~ie @{ei41ung ber srettenHnie ift Y = ~ em + em, 

Illenn m eine gegebeue @5trecfe ift. m3eldjes finb igre Illidjtigften ~igen= 
f41aften? 

141. IDean unterfuctje bie burdj hie@{eidjung y=ae - b"'( eC"'- e-o*) 
gefenn3eidjnete alJeriobif41e !Setuegung. 

142. ~oenfo ift y = axe- b", 3u lieOanbeln. 
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~frnftes ~a~iter. 

9hi ~ eu. 
~onnte bas borige ~a~itel uns bie nngcmein frndJt'Oare Illntegnng 

bor Illugen fiigrcn, roelcf)e bie ® eometrie I)on ber llifferentialredjnung 
erqielt, f 0 wen'oen wir nns je~t igrer ~inroirfung anf bie III n a 1 ~ f is, 
ben redjnen'oen %eil 'oer IDCatgemam, 5u. Unb 'oies ift notwenbig; benn 
wir gaben ®ebiI'oe 'oCt @)eomeh;ie, 3. lB. bic B~f(oibe, anaI~tifdj burd} 
®1eidjungen bargefteUt, famen ba'Oei aber aUf nicf)t megr ganl! einfad}e 
~uuttionen. Sl'iinnen biefe (in unferem IBeif~ie1 bie . trfgonometri' 
fdjen) au4J niiljetungsroeife teidjt beftimmt werben unb finb fie fe1bft 
mit griiaerer@cnauigfeit in %a'Oellen niebergelegt, fo barf man fidj babei 
natfrrlidj nid}t beruljigen, foubern muj3 fucf)en, fie aus eigener ~raft 
3U entwicreln, b. g. einen m3eg lIU finben, bet geftattet, fie mit 'Oelie. 
oiger @lenanigfeit fur ieben m3ert 'oer unabgongigen meriinbedid}en 
3lt beredjnen. !roore bies nidjt miigHd}, ljotte man teine gaul! genane 
~enntnis ber auftretenben ~unftionen, fo wore bie in Illngriff ge. 
nommene Illufgabe (5. lB. hie 'l:lisfuHion ber ffiollberoegung) burdj bie 
ana(t)tiidje ~in{{eibnng unffaret geroorben, unb man qiitte oeffer ge. 
tan, fie rein geometrifd} l!u began'oeln. 

'l:lie als notwenbig erfannte Illufgaoebcr m6gHd}ft einfadjen ~untf 
tionsbarftellung 16ft hie 'l:lifferentlalred}nung 'ourd} ffiei 1) e n en t w iet. 
I un g, ein 4>i1fsmittd, bas tuit fdjon oei 'ocr Illbleitnng bes oinomi. 
fdjen @)a~es nn'o 'ocr IBeredjnung ber Bag! e tennen gelernt ga'Oen. 
~ine lReige ift eine ~oIge bon @r5aen, bie nad} einem oeftimmten 
®efe~ geoHbet finb. ffi1an fpridjt 3. 18. I)on einer gcollltidfcf)cn lReige l ), 

wenn jebes ®1ie'o aus 'oem borgergegenben burd} IDMHpIifation mit 
einem fOllftanten ~aftor q geoilbet ift. Sft bas Illnfang~g1ieb a, fo geiat 
hie lRcilJe a, aq, aq2, aq3 • .. aqn en + 1 ®Heber). 

m3it unterfud}en ben einfad;en ~all, baj3 a = 1 ift, alio 'oie ffieige 
1, fl, q2, gS, ••. qn. 

Sft q = + 1, fo finb fiimtHdje ®Heber = + 1; ift q = -1, fo 
tuedjfdt fortwogrenb + 1 un'o - 1 abo ffieigen, in benen bie mor. 
5eidjen bott ®lieb 5u ®1ieb tued}feln, ljeiaett aUerttierenb. Sft q 
cine ~ofitibe Bagl, hie grii13er als 1 ift, fo wod}ft qn froer iebe I)or. 

1) ~ie geomcttijcf)e mei~e ift ausiii~tlidj bc~nnbc1t in [rnnt\, ~lgebrn II. 
(~9lu@ lBo. 205 § 17-24). ~ort finbet man nudj 5(1)ltcicf)e ftbungsnuTBnben. 



geIegte @rone 1)inau~, l1.1enn nur n geniigenb gron (unb natiirUd) 
~ofitib gan33ag1i9) geltJtil)U l1.1irb. ~it q ein ~ofitiber e~ter 5Brud), fo 
nligert fid) qn mit l1.1a~fenbem n unbegrcn3t bem m3etie O. man fann 
niimlid) q = .!.. fe~en; ql mun eine ~oiitibe .8ag! fein, bie groner a!s 1 

ql 

ift. ~n qn = ..!,; l1.1irb ber menner betiebig gron. alio bel' m!ettbes 
ql 

Q3rud)es beHeoig frein, ltJenn man n geniigenb groB annimmt. man 
fagt in biefem ~aUe, qn fonbergiere mit ltJadJfenbem n gegen O. 

~ibt man ber @rii\3e q ein negatibes IBor3eidJen, fo breioen bie me~ 
tradJfungen biefeIoen, nur linbern fid) oei jebel' llnum~mation bie IBor~ 
neid}en. m!enn q ein negatiber ed)ter 5Brml} ift, fo ton\lergied aud) 
'£jicr q" gegen o. @So ne1)men bei ben gebtim~ften @SdJwingungen 
(®. 69 f.) bie griiaten musidJ!tige in ~orm cinet geomeitifdJen IRei'~e 

-" b (q = - e-c-) ao unb werben aUmtigHd) unenbHdJ Uein. 
~s Hege je~t q unter -1, bann iiberfd)reitet qn, aogefc1)en bom mOt~ 

3eid}en, mit wadJienbem n jebe ~ren3e. 
mn biefer @itelle l1.1erbe bie ~cfinition bes "abf oluten metrages ll 

eingefiif)rt. ~arunter \lerfte1)en wir ben m3ert einer B(1)!, losge1oft 
\lom mor3eidJen. @So ifi bel' aofolute metrag bon + 3 unb aud) bon 
- 3 gleid) 3. ~amit qn mit wadJfenbem n gegen mull fonbergiere, 
muu bet abfo!ute Q3etrag \lon q fteinet aIs 1 fein. 

~ie ®umme ber enblidJen geomettiidJen IRef1)e 
s =a+aq+ aq2+ ... + aqn 

~nbet man leidJt, l1.1enn man biefe ~feid)ung mit q muIti~H3iert unb 
bas ergaUene mefuUat \lon s fubtragiert. 

sq=aq+ aq2+ ... + aqn+ aqn+l 
s-sq = a - aqn+l. 

tlie mittleren ~Hieber berni~ten fidJ namIidJ gegenfeitig. 
s(l-q) =a(1_qn+l); s= 1 ~q .(1-q"+1). 

~iefe ~ormel ift ftets ridJUg, hJenn n, a unb q en'olidJe .8aglen 
finb unb n auaerbem ~ofitib unb ganMaglig ift. mt 3. m. 

f f, t a = 2, q = 3, n = 5, 
o "a man 

s = 2 + 2·3 + 2.32+ 2.33+ 2 . 34 + 2 .35= 1~3 (1- 36). 
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mnf~ unb red)t5 erqiiIt man aLs 6umme 728. 
!!Biid)ft n iioer aUe @lren5en, fo mujJ man unterfd)eiben, 00 ber 

aOlolute \8etrag bon q grojJer, gleid) ober Heiner 015 1 ifi. mur ber 
Ie~te ~aU intereffiert un~ gier; benn bonn fonbergiert qn, alfo aud) 
qn + 1 gegen o. WCan fdJreiot bafiir aud) 

lim q" = 0, 
n-+'" 

wooei lim ba~ ~ofiit5ungs3eicf)en fiir limes, @lren3ItJert, ift. 
!!Bit gaoen alf 0 bas ~rgeoni~: 
~ft q ein pofiliber ober negatiber edJter \8rud), fo qat bie @5umme 

s=a+ aq+ aq2+ all+ "', 
Wenn n ins UnenbHdJe ltJiicf)ft, einen @lrenhltJert, unb biefer if! 

a 
s= l-q' 

~ u fg abe. 143. jillie gtof> ift hie 6umme ber unenb!icf)en lReif}e 
s=l+t+t+t+···~ 

~~ fei jett cine bcHcliige mei~e mit lauier ~o~tibcn 6Hiebcrn 
aI' a2, as,'·' 

gegeoen, beren @lfieber3af}1 unoegren3t fei. ~amit iqre @5umme iioer. 
gaupt fonbergieren fann, ift notwenbia, bajJ fid) iqre @Hieber immer 
megr bet mua niigern. jffiiire bie~ niim(id) nid}t ber ~aa, e~iftierte 
eine (wcnn audj feqr Heine) .Bag! g, Die bon feinem @Hieb ber lReiqe 
untetfcf)ritten Witrbe, fo ltJiire 

Sn = at + a 2 + as + ... an groner ar~ g + g + g .• + g = ng, 
unb mit wad}fenbem n llJiirbe bie {e~te 6umme, aIfo ganh ficf)er bie 
gegeoene lReil)e, oi~ ins UnenbHdje llJadJfen. Stonbergiert aoer bas 
~nbgHeb ber lRei~e gegen muu, fo ift bamU burd)aus nod} nidjt ge. 
fagt, baf> iqre @511mme einem oeftimmten enbHd)en jillert ouf1reot. ~s 
liij3t fidj o· \8. leid}t nadJllJeifen, ban bie 6um111e 

s= 1 +-~- +-t +t+t··· 
unenbfidj groj3 luirb. 0:s ift niimfidj 

s = 1 + t + (+ + -}) + (t + + + + + t) + 
+ (t + ... + 16) + (~ + ... j,) + ... 

1:lie erfle Strammer if! groj3er aIS 2· t=t, bie 51ueite grouer af5 
4· t + t ujf. ~u!J ber lReige laffen fid) oefieoig bide @5um111anben 
aofpaIten, bon benen jeber groj3er als t if!. 
~s giOi bide Stenn3eidJen fiir bie stonbergenh ber 6u111111e einer bw 
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ge!egten ffiei~e, bon benen bas ttJidjtigfte ber (£audjgidje 6a4 ift. 
Wr !autet: 
~ i e @? u m m e s = a1 + a2 + as + ... , 

in ber all a2 ulttJ. !auter tJofitit.Je .8a~!en finb, ift fidjer 
fonbergent, ttJennbieOuotienten a~, ~~ufttJ. fiimtHdj Heiner 

a1 a2 

finb als tin beftimmter edjter mrudj q. 

mt ~~ Ueiner a!s q, fo folgt barans, bali a2 < a1 q ift; as < q 
a 1 a. 

liefert as < a2qi as ift um 10 me~r Heiner aIs (alq)· q = alq2 ulttJ. 
Ws fo!gt burdj ~bbition 
Sn = al + a2 + as + ... + an < a1 + al q + a1 q2 + ... + al qn-l 

Sn < a1 (1 + q + q2 + ... + qn-l). 
~ie Stlammer ift aber lid)er feeiner ag ber@renhltJert-1 1 , 01\0 -q 

Sn < 1 a 1 • ~nbererfeits ilt sn grof3er afs aI • -q 
~iele me~auvtung gilt aud) noc!) hann, ttJenn bie @Heber5a~r (bis~ 

ger n) unoegrenht ItJiid)lt, bie 6umme S ber ffiei~e mun unoebingt 
3ltJifd)en al unb -1 a l _ liegen. man fann i~ren ~ert aber aud) mit -q 
gefteigerter ®enauigfeit ermitte!n. ~us 

S = al + a2 +- as + ... 
folgt aud) S < al + a2 + a2 q + a2 q2 + ... 

s<a +~L 
1 l-q 

8 negt allo 3ttJifd)en a1 unb al + 1 a. . -q 
~er Unterfdjieb her ®ren5en fur s war bor~er 

a1 al - a l (1 - q) at q --a1 = =--
1-q l-q 1-q' 

ie~t aber (a1 + ~) - a1 = ~. 
l-q l-q 

~a a2 nadj 1B0rau§le~ung Ueiner ag al q ift, 10 fiub bie ®renben 
nii~er 3ulammengeriicIt. 

~erner ift s < a1 + a2 + 1 ~ , 

Me ~ifferen3 ber ®re115en ift ie~t q 

(a1 + at + 1 ~s q) - (al + a2) = 1 ~ q' 
bemnad) Heiner aIs :~: uff· ~ie ®ren3en fommen fidj be!icbig 
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nagej es giot nur einen ganh oeftimmten enblidjen ®ren5ttJert ber: 
®umme. 

%ri\1t biefer sronbergenbfa~ 5ttJar nidjt fur bie erften, ttJog! aoer 
fur aUe einem oeftimmten ®1iebe folgenben 6ummanben einer lReige 
hU, fo fann malt audj bon igr bie sronbergenb oegau~ten, inbem man 
einfadj bie erften @lieber fur fidj nimmt unb als enbHdje 6umme 
aoflJaltet unb auf ben lReft ben ~audj~jdjen 6a~ anttJenbet. 

®inb bie @lieber einer lReige fiimtlidj negatib, fo fe~t man nur 
ba~ IDHnu~3eidjen bor bie ~fammer unb gat in berfeloen einen llrus< 
brucf, aUf ben bie eoen angefteUten laetradjtungen f ofod angettJanbt 
ttJerben tiinnen. 

mei ciner nltetnimntlen lJleilje finbet fdjon Dann ~onbergen3 
ftatt, ttJenn bie aofoluteu metriige ber einhefnen @lieber fortltJafJrenb 
alinegmen unb gegen 91uU lonbergieren. lad lReigen, Deren ®Heber 
fauter gleidje moqeidjen gaoen, ift, lUie lUir fagen, biefe mebingung 
notltJenbig, aber hum laeltJeis ber ~onbergen5 nidjt ausreidjenb. ~s fei 

a l , a2 , as, .•• 
eine lReige bon aofoluten metragen, bie ber genannten ~orberung ge~ 
nugen. jffiir oegau~ten hie sronbergen5 bon 

s = a] - a2 + as - a4 + a5 + .. '. 
~s ift nur eine formate litnberullg, lUenn man fdjreilit 

1. s = al - (a2 - as) - (a4 - au) - ( ) .. . 
2. s = (al - a~) + (as - a4) + ( ) + ... . 

91adj morausfe~ung ift feber SHammeringort ~ofitib, es forgt aus 
1., ba~ s Heiner als al unb aus 2., baa s groaer als al - a2 ift. 
s negt alfo 5IUifdjen 5tuei ®ren3en, bie fidj urn al - (al - a2) = a~ 
unterfdjeiben. ~oenfo ift 
3. s = al - a2 + (as - a4) + ( ) ... 
4. s = al - at + as - (a4 - a5) - ( ) ... 

s negt hager 3tuifdjen al - a2 unb al - a2 + as. ~ie ~ifferen5 ber 
®ren3en ift (al - a2 + as) - (al - a2) = as, 
alfo enger alS borqin. ~aljrt man fo fort, fo fommen fidj hie ooere 
unb untere @ren3e fur S oeHebig naqe, ba an oeHeoig t!ein tuirb, 
ltJenn hie ®lieber50ql n ginreidjenb groa gemiiqrt ltJirh. 

~ft ieber Ouotient einer a!ternierenben lReiqe ein (negath.Jer) edjter 
IBrudj, fo neqmen bie. abfoluten laetriige ber @lieber ftets 00, bie 
lReige fonbergiert. ~aS3 ~audj~fdje sronbergen5<srriterium gUt audj gier. 
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~ie anal~tifdj tuidjtigfte ~otm dner ffieige ift bie lPtlten3fd~e 
a + bx+ ex2 + ex3+ .... 

~i3 ift frat, ban fie miigHdjettueife nut fUr oeftimmte }IDette bon x 
fonbergiert, bagegen fur anbere }IDette bet !Bariaoeln igre @)umme fidj 
leinem enblidjen@renatuerteringed, bau bie lReifJe bann" b ib er gi ert". 
~s feien 3unndjft bie @r.iinen a, b, e uff. fnmtHdj lJofitib, eoenfo 

re. Slonbetgiert bie borge!egte lReige fiir x = Xo, fo befagt ba~, ban 
s = a + bxo' + CX02 + ... +kxo"+ lXO,,+l +mxo,,+2+ p'xo"+s + ... 

= a + bxo + CX02 + ... +kxo"+.R 
fidj mit wadjfenbem n einem oeftimmten @ren3tuert mit beHebiger 
@enauigleit nngert. Q;s mun .R bet 91uU oeliebig nage lommen. ~ft 

R = xo"+l(l + mxo + PX02 + ... ) 
Ueiner aIi3 eine .8al)l (i, fo gilt basfeloe bon 

Rl = ren+1 (l + mx + px2 + ... ), 
Wenn x 3wifdjen 0 unb Xo Hegt, ba jebes @fieb jett Heiner ar~ bor" 
ger ift. ~tfe~t man x burdj - x, fo bleiot ber abfo!ute IBetrag bes 
~aftor~ bor ber sr!ammer berfeloe (nur ba~ !Bor3eidjen fann fidj linberu), 
ber abfotute \8etrag ber srfammer witb fieiner, ba fidj infolge ber 
wedjfetnben !Boroeidjen bie@Heber teilweife aufgeben, Rift fomit audj 
~ier, aofolut genommen, Ueiner aI~ cr. 

~onlJergiert R fUr x = Xo gegen 0, fo gilt ba~er ba~fetbe audj, 
wenn x itgenbeinen m3ert 3tuifdjen - Xo unb + Xo annimmt, b.l). bie 
lJorgelegte lReige fonbergiett in biefem~nterbaU fur iebe~ :c • 

.paben bie sroef~3ienten a, h, e ufw. ber ffieil)e a + bx + ex! + ... 
berfdjiebene !Bot3eidjen, unb fon'Oergiert 

I a I + I b I xo+ I e I X02 ... , 

wotiei I a I ben atifolnten \8etrag bon a bebentet, I b I ben bon buff., fo . 
ift bie utfvrunglidje lReil)e felbftberftlinMidj fonbergent, ba ba~ meftgtieb 

R = xon+1(l + mxo + pX02 + ... ) 
\idjer !feiner ift ar~ bas ffieftglieb ber nus ben atifolnten IBetrligen ge­
bilbeten ffieil)e. !man oe3eidjnet in biefem ~arre bie sronbergena ber 
borgelegten ffieil)e atg abfolut. 5l{udj lJier linbet ~onbergena ftatt fur 
aUe ~ede bon x, beren aofolnter IBetrag Ueiner aIS Xo ift. 

~i3 feten x unb x + h .8al)len innerl)alo bes ~ltterbaUei3 ber aofo< 
{uten ~onbergen3 ber ffiei~e 

((x) = a+ hx + ex2 + exs+ ... , 
bann fon'Oergiert aud) 
f(x + h) = a + b (x +71) + e(x + h)'J+ e (x +h)3+ •.• abfo!ut. 
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((x + h) = a + bx + bh + ex2 + 2exh + Ch2+ exS + 3ex2h 

+ 3 exh2 + ehs + .... 
~s ift geftattet (\Vas fidj, tuenn audj nidjt gan3 elementat, nad')~ 

tueifen 1aflt), bie @1iebet biefet unenbIicljen ffiei~e um3ufteUen, man 
~at bann, !Venn man nadj fteigenben $otennen tJon h orbnet, 
(Cx + h) = a + bx + ex2 + exs+",+ h (b + 2ex + 3ex2+ ••• ) 

+ h2 (c + 3 ex + ... ) + hS (e + ... ). 
~ie aof01ute $fontJergen3 bon f (x + h) !Vare aoer nidjt mog!hfJ, 

tuenn einer ber l8eftanbteile ber 9M~e ficlj anbers tJer~ielte, es mua 
alfoaudj b+2ex+3ex2 + ... 
abfo!ut fonbergieren. 

~ie \Bebeutung biefer ~unltion ift 1eicljt erficljtHdji es ift 
f(x + h)=f(x) +h(b+2 ex + 3ex2+ ... )+h2( •• ·)+hS ( ••• )+ ... 
f(x+h)-f(x) 2· () 2 ( ) h = b + 2cx + Sex + .. ·+h ... + h .•. + .... 

~rfe~t man h burclj 6"x, fo fiegt man, baa ber Huls fte~enbe ~us. 
brucf nidjts anberes a!s ber ~ifferen3enquotient ~~ ift. Um ign in 
ben ~ifferentialquotienten 3u ber!Vanbe1n, braucljt man nur h bem 
ID3ert 0 unoegrenot 3U nagern, bann ift 

df 
dx= b + 2ex + 3ea:2 + .... 

~er ~ifferentia1quotient einer aofolut fonbergenten 
~oten3rei~e !Virb a!fo genau fo \Vie ber etuer gan3en ratio. 
na1en i'Junftion mit enblidjer @1iebeqa~l gebilbet. ~r 
tritt feloft in i'Jorm dner ~oten3rei~e auf, bie in bemfetoen 
3nterbaH aOl01ut fonbergiert, !Vie bie urflJriingHdje. 

~ii~rt man biefe lBetradjtungen !Veiter, inbem man bon f' ausgegt, 
fO folgen genau entflJredjenbe@5ii~e iiber bie qOlJeren ~oreitungen, 3.l8. ift 

f"(x) = 2e + 2·3· ex + "', (''' (x) = 2·3· e + .... 
~frr ben flJe3ielIen ~ert x = 0 crgiOt fidj 

((0) = a 
f'(O) = l·b 
(" (0) = 1 . 2 . c 
fIll (0) = 1 ·2·3· e UfIU., 

fo ban man bie 9lei~e fdjreiben fan11 

((x) = f(O) + Tf'(O) + 1~t2f"(0) + 1.~s.3f"'(0) + .... 
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~ie~ ift bie lDlat~~autil1fdje mci~e. ~ie ~orme1 3ei9t hie 58ebeu~ 
tung ber $£'oef~3ienten a, b, c uflU. Sie fann aber auclj bahu bienen, 
dne ~unftion in ~orm einer \l3oten3rei~e 3U entlUicte1n, lUenn man bie 
fpe3ieUen ~erte ber ~unttion unb aUer i~m Illbleitungen fur x = ° 
fenni. 

l8eif.pid 12.1) (1 + x)" foll unter ber ~orausfe~ung entlUicfelt lUet= 
ben, baj3 n f e i n e vofitille gan3e .8a~l ift. 

£ofung. y = (1 + x)n= zn. (~gt S. 24, lSa~ 5.) 

~~ ift aUf IS. 25f. nocljgelUiefen, bap fur iebes n bie 2'(bIeitung 

dy = nz .. -1 ift. d~ = 1- dy = {'(x) = n (1 + x)n-l. 
ds ! dx ' dx 

~lienfo finbetmanf"(x)=n(n-1) (1 + x)n-9 uflU.; reO) = 1 i 
f'CO) = n; (",O) = n(n - 1) ufT.; 

f(x) = (1 + x)n =1 + j x + n~-;1) X2+ n(n;~(1~- 2) x3+ '. 

ID'lan et~1i1t ben binomifdjen @5a~ fcfjeinbor in berfe1ben ~orm lUie 
fur ben ~all ber gan3en Vofitiben ~);ponenten. ~er grojie Unterfdjieb 
liegt aber barin, baji ~ier feine 'oer @roijen n, n-1, n- 2, n - 3 ... 
Ilerfd)tvinben fann, lUir et~a1ten eine iinenbtidje ffiei~e. ~~re Si'on~ 
bergen3 tuirb unter ~enu§ung be~ So§ei!! bon [oucfjt) (S. 65) 
ttnterf ud)t. 

a2 a. (n - 1) x a. (n - 2) I1J 
-=nx' -= . -=--
a1 • at 2' as 3 

ak+1 n-k+l (n+l ) 
-= x= -- -1 x' 

elk k k ' 

n ift eine feft gegebene GJriijie, bie Drbnunge3a~1 k fteigt, tveil bie 
lRei~e unenbHdj ift, uber alle @ren3en, ba~er lUirb (n + 1): k lie1ieliig 
Hein, ber srlammerin~Q1t n1i~ert ficfj unbegren3t bem !IDerte - 1. tsft 
x alfD ein edjter ~rud), fo muji ber alifolute ~etrQg bei!! Ouotienten 
ak + 1: all bon irgen!> einem GJHebe an fleiner ale 1 lDerben, tuomit bie 
Si'onbergenh ber ffiei~e fur bie genannten ~erte bon x lietuiefen ifi. 

1) ~ier unb ltJeiter~in ift angenommen, baa lid) bie 3U enimicfeInben 
~unftion!!n ltJirflid) burd) !jlolen3rei~en bnrfleUen lanen, alio in H)rel: IEnt= 
ltJicflung nid)t etlDa @IIieber bon ber ~orm a Vx, ~ obet bgl. ent~alten. 

:x; 
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~~ ift fef)r Ief)rreidj, einen lieftimmten m3ert fur n an~unef)men unb 
bie ~urbe Y = (1 + x)" mit ben !)1lif)erung~furt1en Y = 1 + nXj 

1 + + n(n-l) 2 
Y= nx -2- X 

uff. in bemfelflen ~oorbinatenf~ftem ~u 3eidjnen. 
~ine ~n\tJenbung finbet ber @ill~ oi~ltJeilen 3um bequemen ~u~~ 

3ief)en ber ~ur3etn. s ____" . 

V29 = Y27 + 2 = V 27 (1 + 227) = 3 y-1-+-0,-0-7 4-0-7 
1 

= 3 (1 + 0,07407)8; 

1 n(n-1) (~) (-~) 1 n(n-1)(n-2) 
n=3j~= 2 =-"9; 1·2·3 

= (~) (-~) (-~) =+~ 
1·2·3 81 

j!29 = 3 (1 + 0,02469 - 0,00061 + 0,000020) = 3,07231&. 
€ldjon Mefe bier &1ieber ber ffieif)e 1iefern eine &enauigfeit, ltJeldje bie 

mnforberungen ber \l3ra~i~ ltJeit iioertrifft, bie ltJeiteren finb fur fie 
boUig bebeutung~ro~. 

j8ei Dicfer ffieif)e unb mandjer folgenben lliat fii(J ein @Ueb leidjt 
lieredjnen, ltJenn man ba~ borf)ergegenbe fennt. @ie~t man aofiir3enb 
(1 + x)"= 1 +.A + B + 0 + D + ... , fo ift 

A = nx; B = n -; 1 x. A; 0 = n; 2 • x • Buff. 

18eifpid 13. fCx) = sinx. ~~ ift 
f'(x) = cosx, f"(x) = - sinx, fill (x) = - cosx, f""(x) = + sinx 
ulf· 
reO) = 0, f'(O) = 1, f"(O) = 0, f"'(O) = - 1, f""(O) = 0··· 

X S x 5 x' 
f (x) = sin x = x - 1 . 2 . S + 1 • 2 . 8 . 4 . 6 - 1 . 2 • 3 • 4 . 6 . 6 . 7 ± ... 

Xi X2 
ql= -N' Q2=-W 

uff. !mag ber feft gegebene ~ert x audj noi(J fo grofl fein, bon einem 
liefiimmten @Hebe ab IverDen Die Ouotienten il)rem aoroluten j8etrage 
nai(J bauernb Heiner ril~ 1 unb niif)ern fief) fogat bern ~erte O. ~ie 
ffieif)e fonbergiert fur jeben m3ert \Jon x. !man 3eii(Jne ~ier unb f~litet 
91af)erungsfurben, um ben Q}rab ber @jenauigfeit gra~l)irdj bar3ufteUcn. 
€loU ein beftimmter €linu~, 3. j8. sin 25°, omdjnet ltJerben, fo mufl 
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man bas ®rabma\3 3unncf}ft in lBogenmaf3 bettoanbe1n, benn Mefe ~in. 
ljeit war bei bet ~nttoicr[llng bes ~ifferentia1quotienten borausgefe~t. 

25° ift im \Bogenma\3 = ~~~ = 0,4363 

sin 25° = 0,4363 - 0,0138 = 0,4225. 
lBciil1iel 14. f(x) = cosx. 

f'(x) = - sinx, t"(x) = - cosx, I"'(x) = + sin x, f""(x) = + cosx 
uft· 
f(O) = 1, f'(O) = 0, f"(O) = - 1, ("'(O) = 0, f""{O) = + 1. 

x' x' x 6 

cos X = 1 - t:2 + 1. 2 . 3 . 4 - 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 + .. '. 
IJ(ucf} Mefe ffieilje lonbetgiert flir iebes x. 

cos 25°= 1 - 0,0952 + 0,0015 = 0,9063. 
IDlan beadjtc ljier toie ttJeitetljin bie @:Idjfu\3flemerfung 3U \Bet­

fpiel 12. 
~ie ~unmon tg x In\3t fid) toog1 in ~orm cinet \j3oten5reige ent· 

toide1n, bodj flef01gen beren @1ieber tein einfadjes \BiIbungsgefe~j bei 
ctg x tritt nod) bie @:IdjttJierigfcit ginilu, ba\3 bicfe lYunltion flir x = 0 
unenMicf} gro\3 toi.b. [iliU man biefe lYunftionen fleted)nen, fo be< 

. ~x ~x 
nu~t man beHet ble lYorme1n tg x = - unb ctg x = -. -. cos·;c am x 

~ u f g Il 'b c u. 
144. ~ie @leidjungen ber St'reisebolbente follen in l.l3oten3reiljen 

enhtJicfeH toerben. 
145. ~ie @)(eidjungen ber .8~Uoibe follen ebenfo beljanbeft werben. 
lScifl1icl 15. f(x) = arctgx. 1 

f'(x) = l+x~· 
@:Itatt meUm ~Meitultgen bU bHben, fann man bie gefucf}te ffieilje 
rlir arctgx f(x) = a + bx + cx2 + ex3 + .. . 
btfferentiieren: f'(x) = b + 2cx + 3ex2+ .. . 
1mb bie sroem5iellten mit benen ber ffieil)e 

1 
-- = 1 - x2 + x'" - x6 + ..• (bgl @; 64) l+x" -' . 

bergfeicfjen. 
@s ift b=l, c=O, e=--} ufto. 1)a flir x=o aucfj (Cx) ber, 

fdjtoinbet Ctoenigftens flei ber georaudjfidjen 1)e~ltitiolt ber ~unftion), 
fo ift a = 0 aIfo x x, x 6 -, arctg x = T - '8 + 6' + .. '. 
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~ie mei~e lonbergiert, tuenn x ein ecljter IBruclj ift. 
~gnlidj !affen ficlj hie anberen h~f(ometrifcljen ~unftionen entttlicIeln. 
"1:" 1. b uur x = v'S ttltr 

arctg (~) = ~ (1 __ 1_ + _1 ___ 1_ + _1_ + ... ) . v'S Vii 3 . 3 5 . 9 7 . 27 9 . 81 

~a13t man bie eriten bier @1ieber 3ufammen, [0 edennt man, baa 
ber ~rammerausbrucf grB\3erals 0,905 ift, bie .\;lin3ufiigung bes 

fiinften !egrt, bafJ er ffeiner (lis 0,908 ift, arctg (:a) Hegt &ttlifdjen 
0,522 unb 0,525. 

2lnbererfeits mua arctg (:'3) = : fein, benn 

tg (!!..) = tg 30 0 =~. 
6 vs 

~ negt arfo &tvifcljen ben genannten Saglen, n; &ttlifdjen 3,132 

unb 3,150. 
~a\3 bie Sag! n; mit .\;lUfe biefer (ober einer agnHdjen) mei~e oe· 

fieoig genau oerecljnet ttJerben fann, negt aUf ber .\;lanb. 
lBcifpicl16. 

y = eXj Y' = eX, y" = eX uff.; reO) = f'(O) = f"(O) ... = 1. 
x x' x· x' 

eX = 1 + T + f:2 + ~ + 1 .. 2.3.4 + .. '. 
~er Sa~ bon [audj~ !egrt, ba13 Mefe meige fur ieben )illert bon x 

fontJergiert (bg1. lBeif~iel 13). 
~iir x = 1 uimmt fie bie fdjou aUf S. 35 unterfudjte ~orm an. 

III u fg ali en. 
146. \Bei ber ~georie ber Seifreioung trttt bie @Jro\3e ella auf. 

~~r )illert ttlerbe fur [.t = 0,2; a = 1080 feftgeftcUt. 
147. ~ie ~unftioncn @5in x unb [of X (bg1. 6. 38) forren ent. 

ttlicfelt ttlerben. 
148. fiCan fterre bie @Jreidjung ber Sfettcnlinie 1) burdj eine un. 

enbIidJe mei~e bar. 
149. ~iir aX fDa ciue meige (lngegcoen tverben. a fei l'ofiHtJ. 

1) !Bgt WUfgave 140, S. 61. 
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150. 9.Ran liHbe Die ~bleitungen ber 1Ji~~er be~anbe!ten ~oten3. 
rei~en unb tJergfeidje fie mit ben frii~er er~artenen ~u~briicfen. 

IBcif~id 17. &~ forren bie natiir!idjen £ogarit~men burdj mei~en~ 
enhuicf(ungen gefunben werben. 

9.Ran fonnte tJerfndjen, 'Y = lnx in ber bi6~erigen )IDeife burdj bie 
lReif;je a + bx + ex! + ... 
bar3ufteUen. ~ann miiflte aber, ba In 0 -+ - 00, audj a biefen 
~ert annegmen. ~e~wegen lieredjnet man f(x) = In (1 + x), 
benn ~ier ttJirb f(O) = lnl = 0, alfo a = O. 

1 
f(x) = In (1 + x); f'(x) = 1+x' 

!IRan fann entweber bie weiteren \l(bleitungen bilben, ober, ttJie in 

~eifl'ier 15, 1 ~ x burdj eine lRei~e barfteUen. ~n biefem ~arre ~at man 
b + 2 ex + 3 exl + ... = 1 - x + x2 - XU ± ... , 

alfo b = 1, e = - i, e = + tuff· 
X x! X S 

A) In (1 + x) = 1 - "2 + "3 +. ". 
'Ilie mei~e tontJergiert, wenn x ein ecf)ter ~rudj ift. ~bcnfo ift 

x a· 2 X S 

B) In(l-x)=-l-·i--S-···' 
unb burdj @)ufJiraftion 

(ItX) (X XS x' ) C) lnl_X=21+g+6+ .. ·· 
@)e~t man in C) x = t, fo foIgt 

1n2 = 2 (~+ 3.127 + 1>. ~43 + ... ) = 0,69315. 

,8ugleidj ift ie~t In 4 = 21n 2; In 8 = 31n 2 uiw. bcfannt. 
x = i ergibt ill C eingefebt 

In3 = 2 (/2 + 3\ + I> \2 + ".) = 1,09861. 

'Ilaburdj ift 1n 9 = 21n 3; In 27 uH. beftimmt, fcrner auel) 
1n6 = In3 + ln2 = 1,79176, 1n12, 1n18 

ufm. 1n5 = In(6 -1) = In[6(1 - t)J = In6 + In(1- t) 
(~orme( B) ( 1 1 1 ) 

in 5 = 1,79176 - N + 2.62 + 3. 6s + ". = 1,60944. 

'l)cr fur bie Umwanbfung ber 2ogaritgmenf~fteme bebeutfame na· 
liirtidje £ogarit~mu~ tJon 10 ift 

lnl0 = 1n5 + ln2 = 2,30259. 
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Q30n ben ganjen Baglen 3ltJifd)en 1 nnb 10 fegrt iett nut nod) 7. 

In 7 = In(8-1) =In[ s( 1-~)J=ln8 + In[ 1-~J=2,07944-
( 1 1 1 ) 

- 1.8+2.8'+3.8'+'·' 
In 7 = 1,94591. 

l.l1un lii~t fief) aud) ieber anbere natiirHd)e £ogatitgmus {eid)t et$ 
mittern, ltJir greifen ganj ltJiUfiidief) hie 3ag! 6137 gerauS. 

In 6137 = In(1000. 6,137) = ln 1000 + ln6,137 

= 31n10 + In[6(1 + 0,~37)J 
ln6137= 31n10 + ln6 + (0,137 _ 0,1372 + 0,137"+ ••• 1 

1·6 2.6' 3·6" . 
ln6137 = 8,69952 + 0,02258 = 8,72210. 

Se!bftoerftiinbHd) flil3t fid) bie @3cuauigfeit beiiebig fteigem. 
Siub aile ltatiirHd)en £ogaritgmen befannt, fo tann man aus iljnen 

bie fiinftHef)en einfacfJ ermittcln, inbem man fie mit 0,43429 multi. 
tJlijiert (ogI. 6. 36, ~otme! 15). 

~d lJlcflgIicb ber IDlacd3autinfdjcn md~e. 
:£lie bisljer beganbeften iReigen Heferten nns ficf)etfid) ben ~ert bet 

iet1Jeifs gefuef)ten ~l1nftion um fo genauer, ie megr @lieber loir be. 
riicffief)tigten. Q36Uige @lenauigfeit f6nnen lUir aUf bicfem jffiege uie 
erl)aIten, ba uns tatfiidj!icf) bie Q3ereinigung unenbHcf) oie!er Sum. 
manhen unmogIicf) ift. !mog! aber gibt es ein Wlitte!, bas nns ge. 
ftattet, ben ~egfer ab311fdjii§en unb in beftimmte @ren3en einjufd)fie~en, 
ben ltJir begeljen, lUenn Ioir eine unenbiid)e iReilje nad) bem n ten @31iebe 
abbred)en. n ift babei cine ocftimmte, enbfid)e DrbnungsjaI)f, 3.58. 5. 
~ir bral1cf)en baou forgenben Sa~: !menn cine im ~nteroall O ... a 

ftds enbIid)e, ftetige unb bifferen. 
tiierbare ~uuttion f (x) fur x = 0 
un'o x=a oerfcf)lUinbet, fo mUB min­
beftens fur ei n e3agI oloifd)en biefen 
jfficrten, Xi = e . a, bie \llbIeitung 
f' (Xl) g(eief) !null fein. e bebeutet 
liier cinclt cef)ten tJofitiben \8rud), 
mit 'oem a m u Iti~ Ii~iert Ioerben foil. Ok--':ror..::'-::29~n -..,.. ___ -.",,!-...., ... 

:£ler \8Ct1JetS forgt alts ~ig. 38 fo­
fort buref) geometrifef)e \llnfdjauung, ffig. S8. 
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lUenn man fidj an bie ~tWitungen y Y 
ber ~nb1idjfeit unb 6tetigteit auf 14-
@i. 7 erinned. ~etfdjiebt man ein 
£ineal fo, baU es immer ber ~b< 
f3iffenacf}fe l'arallel breibt, fa mul3 --i~-+---,:::---.a: _I.:r: 
es fdjrieuHcf} minbeftens einmal bie u 
$ilurbe lieruljren; tga = f ift fiir 
biefen ~ed bon x, ben tuir mit Xl Y. 
be3eidjnet 1jaben, = O. fiig. 39 
3ei9t, baU biefe UberIegung nidjt 
me~r 3tuingenb ift, tuenn f (fiig. a) 
nber f' (iYig. b) in bem ~nterbaa 

11 

unftetig ober tuenn eine biefer @lro~ :;c --,i'!---L~ __ ;l) 
fien nnenbridj tuirb (fiig. a, d). . 

S)ie 3u unterfudjenbe mae'£au< E Il'ig. 39. ~ 
rinfdje ~ei1je fei I 1 

f(x)=f(O)+xf'(O)+~f"(O)+ ••. Ill"- f(n-l)(O)+,R 
1·2 (n-l)l 

(n - 1) 1, getefen n - 1 fiaMtiit, liebeutet bctbei bas 113robult 
1 . 2 . 3 ... (n - 1). 

fiiir n tuerbe 3uniidjft ein beriebiger.8aljtentuert, ettua 3, angenommen, 
x 2 

nlfo f(x) = fCO) + X f' (0) + t:2 f" (0) + R gefe~t. 
mir lietradjten 3uniidjft eine anbere iYunftion einer ~eriinberridjen t. 
1fJ (t) = f(x) - f(t) - x; t f' (t) - (X~t)2 f" (t) _ (x~t)B K. 

x ift ljier aIs ~onftante aufgefaat, t faa aae mede 3tuifel}en ° unb x, 
einfdjlieuHdj biefer @lren3tuerte felbft, anne1jmen fonnen. K beftimme 
iel) fa, bau 'l/J (t) fiir t = 0 berfdjroinbet. 

6e~t man t = x, fa tuirb 
( )

:I)-X , (X_X)I " (:1)-:1))8 
1fJ t)='l/J(x)=f(X -f(x)--l f (x)--21-f (x)--S-l-K=O. 

1/1 (t) berfdjtuinbet fiir t = 0, tuei{ K fa beftimmt tunrbe, nub fur t = x, 
lUie elien nadjgetuiefen; alfo mua nadj unferem ~ilfsfQ~e 'l/J' (t) fur 
einen 3tuifdjen 0 nub x liegenben mert ex gteidj mua ltJerben. SDie 
~iffmntiation (x fouftantl) liefert 

'l/J' (t) = - f' (t) - [C-;.t) f' (t) + x~t f" (t)J-

- [- 21(~2-t) t" (t) + (X~t)i fill (t) ] - [- 3 ~-t)'J K. 

VllnulilS 387: .I! i n b 0 hi, ilif!ttentlalret!lnung, 5. llIulI. 6 
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£oft man bie st'tammern aUT, 10 ijerft5ren iid) aUe @Hieber lii!3 aUf hie 
beiben re~ten gegenieitigj es ift 

'ljI/ (t) = - (X;1 t)2 (/II (t) + (;I; ~t)2 K. 

~e~t fe~en ttlir ben borger erttJii'f)nten Sttliid)enttlert t = 8 x ein. 
0= - (X_2~X)2 (/1/ (ex) + (X-2~X)' K. 

~ieraus forgt K = (/1/ (e x), alfo 
'ljJ (t) = ((x) - ((t)- x~t (' (t) - (X;/)2(1I (t)- (x~t)S ('" (ex) 

m!it liead)ten nod)mag, baB K io gettliigU ttlar, bali 'ljI fur t = 0 ber' 
fd]ttJinbet; es ergibt fid) 

x Xi x3 

o = ((x) - ((0) -1 (/ (0) - 2T f" (0) - Sf fm (ex), ober 

((x) = ((0) + -i- f' (0) +;; t" (0) + :ls f'" (ex). 
ffiCan fteUe bieielbe iiberlegung fur n = 4, 5, 6 an unb bef;ne fie 
bann aUf fin beHebigeil gan55afyHges n ausi man finbet 

• n-l 

((x) = (50) + -i f' (0) + ~! (" (0) + ... + (:-1)! ((n-l) (0) 

+; f ln) (ex). 
n. n 

~as fo gefunbeneffieftglieb R=;fln)(()x) ttlirb nad) £agrange n. 
lienannt. Unfere 5Setrad)tungen finb ~ltJingenb, ltJenn f mit fiimtrid)en 
mlileitungcn hiS 3ur nten in bern ~nterbaU x = 0 his x = x ein' 
fd]iieflfid] ber @renijen enblid] unb ftetig ift, benn bann girt ber oben 
angefugrte .pi1fsia~,ber ben Si'ctn bes 5SeltJeifes bitbet 

mntucnllunoen 'ileG !!Illltllnllcflf)en lIlejigIie'ileG. 
lBciipic1 18. \mit ltJe1cf)er @enauigfcit ttlirb e hurd] hie erften 

lUnf @lieber ber ffieige bargefteUt'? 
x Xi x 3 X4 x 5 

~=l+TI+~+~+~+~~~~ 
f. t' ufttJ. ift 'f)ier = eX, ((5) (8x) = e6x• )Die @r5lie x ift gIeid) 1. 

1 1 1 1 1 e 
e = 1 TTI+ 2! +31+41+ 6!·e • 

e Hegt 3ltJifdien 0 nnb 1. ((x) = eX ift ftets ~oiitib, bie mb!eitung 
f' (x) = eX audi, eX !tJiid)ft fortttJiil)renb, e1 ift boger ber groflte m!ert, 
ben ex in bem ~l1tertJalI 0 his 1 lJahen fann. )Das ffieftgHeb ift l1einer 
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Ql~ ~ = 1;0' e ift tfeiner atij 3, lUie fid;) burd;) gUeblUeife !8ergteicf)ung 

mit ber ~ei~e 1 1 1 

1 + (1 + 2 + 2'2 + 2.2.2 + ... ) = 1 + 2 

leidjt feftftetten tliUt. ila15 ffieftglieb Rift atfo lteiner at~ 
3 1 

120 ober 40 = 0,025. 

~n15 ~eitgneb liegt 3lUifd)enO 
1 

41 
1 

31 
1 

1+1+ 21 

0,041 

0,166 

2,5 

unb 0,025 

0,042 

0,167 

2,5 

e liegt 3lUifd)en 2,707 unb 2,734 

IBtifl1td 19. !mit lUe1cfJer @enauigteit ift V29 aUf e.70 bered). 
Ilet lUorben '?.l. 1 _.! 2 _ A, 

((x) =(1 +x) 3; {' (x) = '3(1 + x) s; (" (x) = - 9(1 + x) H, 
8 11 

fill (x) = ~~ (1 + X)--3 j f/l" (x) = - ~ (1 + x)-'3 

X4 ( 80) _11 lOx. _!1 
R=41 -81 (1 + Ox) 3=--24-3 (1 + Ox) 3. 

(1 + Ox)-li = V~~~. 
~iefer ~usbrucf nimmt mit lUad)fenbem x aD, ift alfo am groaten, 
lUenn 0 = 0 ift. R {iegt 3IUifdjen 0 unb 

10 ' (~)4 ( 2.1-
_.-:.2.,,-7-=- . 1 = _ 000000124 .•. .tI129 ift 3 1 + _) 3 • 

243 ' , V ~i1 27 

~er moglid)e ijegler R lUith nntiirHcf) aud) mit 3 multiv1i3ied; man 
lUeifj, baa Rl = 3 R 3IUifdjen 0 unb - 0,000004 liegt. 

lBeifl1iel 20. !man vriife bie@enauigfeit bon sin 25° (IBeifvid 13). 
!Bei ber mbleitung finb bie Ilier erften ®fieber ber !mnc<2aurinfcf)en 
9lei1)e benuit tuorbenj eij ift R = :; f(5) (Ox). ilie fiinfte ~b(eitung 
\lon ((x) = sin x ift {(5) (x) = cos x, mitgin 

x' 
R = 6T cos (Ox). 

6* 



fro) 

78 v. lRet~en 
~a x = 25° ift, mu\'3 ex 3wiidjen 0° unb 25° Hegen, bet griifite 
)ffiert fiir cos (ex) ift in biefem Snterball cos 0°= 1. 

( 2501:)6 1 R< - .-. 
25,.; 1 1i!0 01 1 
1"80 ift f(einer ag 0,5 = 2"; bie fiinfte \l3oten3 Ueiner ar~ 32' 

1 
R < 32 . 120 < 0,0003. 

~ie weiteren meij~iere filnnen entflmdjenb be~anbert Werben. 1) 
I8dil1id 21. meriicfjidjtigt man in ber IDlne:=£aurinfdjen 91eiije 

nur bie erfte \l3oteu3 bon x, f 0 ift 

[!JJlittdtuedf a#.] 
{(x) = (CO) + x{' (ex) 

~ie geometrifdje ~eutung gibt ~ig. 40, in i~r ift tga = (' (ex). 
~iir bie aH! enbIidj bornusgefe§ten )ffierte, weidje (' (x) in bem Snter­

baU 0 ..• ex ... z anne~nteu fann, muU eine 
obete unb untere fefte @reu3e ej;iftieren, bie bon 
feinem beriefbeu erreidjt WirD. IDlan ~at nun 
bie ~a~! bon z bolIig in ber .f.)anb unb fann 
Mefe @Sro\'3e fo l(ein anne~men wie man will. 

j)'ig. 40. 

. ((x) ~ann na~ern fidj hie beiben @ren3werte 
bon x(' (ex) mit beliebiger @enauigfeit ber 
muu, alio audj alIe .8wiidjenwerte. )ffienn 
ba~et x ffein genug gewii~rt wirb unb ((0) 

ru eine enbridje bon !J1ulI beridjiebene @rilfie ift, 
fo ~lingt bas ~or3eidjen ber \l3oten3rei~e 

{(x) = ((0) + IT f' (0) + ~; {" (0) + ... ...,. ((0) + 1~ (' (ex) 
nut bon i~rem erften @(iebe ((0) abo 

~ie ~a~lorf~e lJleiije. 
~ie Illufgabe, fez) in cine \l3oten3rei~e 3U entwicfe!n, liifit fidj ieidjt 

nod) beralIgemeinern. !fior bisger x = 0 ber lllu~gal1gswert, fo faun 
man ftatt beffen audj eine beliebige anbere .8af)!, 3. m. z = a negmen, 
alfo ((a + z) unterfudjen. ~iefes \l3robiem {ii\'3t fidj aber {eidjt auf 
ba~ fdjon gefiifte 3uriicfiiifJren. 

1) ~l! Hilit ficIJ nacI)tueijen, baU oei allen ~unft!onen, tueTdje lUir in $oteni\< 
teil)en entmicfelten inner~nlfi bet ongegeoemn &uliilfigen !lilerte bon a: bn!! lReft< 
gHeb R beHeliig dein Itlitb, lUenlt man geniigenb bieIe ®lieber!etiicfii!'tigt. 
~9 treten oljo feine Itleitcren @.Sneber, etltla bon bet ~oIm a Va: ober:i ober 
bgl. allf. 
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@rfe~t man in ber %unftion f(x) hie unalifjiingige lBeriinberHd)e 
burc9 a + x, fo entftefjt cine neue %unftion F(x) = t (a+ x). ~ann 
if! nad) bem Wlae::2aurinfcgen @;a~ 

F(x) = F (0) + ~ F' (0) + ~: F" (0) + .. + (:~:)I F(n-l) (0) 

+ xn F(n) (Ox). 
nl 

F(x) ge1jt fur x = 0 in f(a + 0) = f(a) ufier. 
dF df(a+x) 
dx = dx • 

@;s lUerbe fiir ben mugenfificf a + x = zgefe~t. 

dJ~Z) = f' (z) 

dF = dr(z) = dr(z) • ds = f' (z) 
dx dx ds dx 

diP d f' ( ) d, () dz "e) f dx2 = dx z = ds ( z • dx = ( z u w. 
jffiirb x = 0, fo wirb z = a, wirb x = ex, fo Wirb z = a + ex 

@io erf)aUen lUir bie %a~lotfcge lJteif)e 
x x' xn-l 

f(a + x) = fCa) + TIf' (a) + 2ff"(a) + .. + (n-I)I «n-l) a 

+ ~ f(n) (a + ex). 
@lie gift, lUenn f mit fiimtHc9en mfifeitungen Ms 3ur n ten in bem 

~ntcrbaU a fiis a + x (einfc9IieaHc9 bet @hen3cn) enbHc9 unb ftetig ift. 
18eif.pid 22. f(a + x) = cos (a + x) 
f' (a + x) = - sin (a + x), ("(a + x) = - cos (a + x), 

t" (a + x) =+ sin (a + x) ("" (a + x)=+ cos (a + x) uH. 
x x' X S X4 

cos (a + x) = cos a - iT sin a - 2f cos a + ar sin a + 4T cos a + ... 
cos (a + x) = cos a (1 - x2 + x' ... ) - sin a (..::.- - ~ + ... ). 

2141 1131-
SDie srrammerauilbriicfe fteUen nac9 6.70, meifpie! 13 1lnb 71, 

lBeifvief 14 bie %unftionen cos x unb sin x bar, man erqii1t 
cos (a + x) = cos a cos x - sin a sin x. 

@an~ analog finbet man 
sin (a + x) = sin a cos x + cos a sin x. 

1)a bie gefunbenen %ormefn fc90n oei ber 5)erfeitung be5 :tli.fferen::: 
tiafquotienten bon sin x unb cos x fienu~t tuurben, fo ift bie eli en ge. 
gebene 2l6feitung nur a15 ~ac9vrufung 3U oetrac9ten. 
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$ridjt man bie ~a~{orfdje ffieige nadj bem ijlUeiten @1iebe ali, fo 
entftegt eine IlUgemeincre ~tlrm De! lDlittdlUertfn~e!, nlimli~ 

f(a + x) = f(a) + xf' (a + ex) 
ober, lUenn man a + x = b fe~t 

feb) = fCa) + (b - a)f' [a + e(h - a)]. !8gr. ~ig. 40. 

®edjfte~ sea~itel. 

~nltleubungelt bet rolne::2tlutiufdjen 
uub ~1ll.Jlotfdjeu 9leiije. 

1. Dlii~unng!f1l1'meIn. 
~ie ~nlUenbung ber \l3oten3reigen ijur e~aUen !Beredjnung ber ~unY. 

Honen lUurbe f~on berfdjiebentlidj erHiutertj ie~t foIl geheigt lUerben, 
ban ~ormeln burd) fie lUefentlidj bereinfadjt ltJerben fonnen, lUenn 
nut fleine troerte bon x auftreten unb bager bie ffieigen fdjon nad; 
einem ber erften @lUeber aogelirodjen ltJerben tonnen, ogne ban ber 
~eljler, ben man babei liegeljt, -\lraftifdj merfliar ift. (j8gL bie ent· 
f-\lredjenbe )8emerfung iiliet bie 9.Rac<£laurinfdje ffieilje aUf ®. 74.) 

~eif-llid 23. ~ie nneate ~usbegnung~3alj{ ct eines 9.Raterials 
gibt an, um lUiebiel m fief) 1 m bes lietreffenben ®toffe~ li~i ber 
~em-\leraturer1jo1jung bon 0° auf 1° ausbegnt, bie fuliifdje lie3ief;Jt fi~ 
aUf 1 cbm j lUie gron ift fie '? ~a~ Sl'ubifmeter ltJirb burdj bie ~rlUlir. 
mung 3u einem jilliirfel bon bet Sl'antenlange 1 +' ct meter, ber ~n1)a(t, 
urfl>riingHdj 1 cbm, lUirb ie~t (1 + ct)S cbm. ~a IX fegr flein ift 
(3. )8. fur @;ifen 0,000012), fo fann man ign ogne medfidjen ~egfer 
= 1 + 3 IX fe~en. ~er ~So!umen3ulUad)s betragt 3 IX Sl'uliilmeter, bie 
luliifdje ~usbegnungs3agl ift breimal fo gronlUie bie liueate. !8gf. 
~ufgalie 37 auf G. 21. 

~eif-llid 24. a fei nur lUenig groner ais h, lUie gton ift niigC:l 

rungslUeife : '? 

b b 1 [(a - b)J-t 
a=b+(a-b)=l+C~b)= 1+ -b- . 

~ie~ ift nal)ehu = 1-a ~ b. ~ine neue ~tmof~glire ift= 1 kg/qcm, 

eine aHe (=760 mm o,uecffHlierfiiu{e) = 1,033 kg/qcm. 1 neue ~tmo. 

f-\lgiire ift bal)er 1~3a = 1- 0,033 aUe. ~ie £liinge eine~ ®ta~ , 
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o e!3 fei lo liei 0°, fteigt bie XemlJetatut um 1°, fo 1tllid)ft fie um lo a, 
oei to um loat, 1tlitb alfo l = lo + loat = lo (1 + at). ~ft biefe ge. 
meffen, ttJie es lJtaftiid) faft immer gefdjiegt, unb foU bie 2iinge aUf 
bie ~emlJeratur 0° rebu3iert 1tlerben, fo gat man lo = 1: at unb 
fann bafnt in ben meiften ~aUen lo = l (1- at) feven. 

meft man o'~' ben @ltanb eines Ouecffi1oetoarometets an dner 
~tasitala ali (= l mm), fo mua man lieadjten, ban biefe @llala nut 
fur dne lieftimmte WotmartemlJeratut tidjtig ift. ilieie iei 0 o. Untet 
~eriicffidjtigung bet lineaten m:usbegnungs3a9I .fur ~las 

PI = 0,000008 
~nbet man bie ~usbegnung A = lopIt = pItl(l- ~It), alfo untet 
j8ernadjliiffigung bes 31tleiten ~liebes.A = lPI t. ila fid) ber ill'laaftab 
um biefen 58ettag· au~gebeljnt got, fo ift bie abgelefene OuedfHber. 
faule um ign oU luro gemeffen, iljre ttJaljre ,polje ift II = Z + Z PI t. 

ilet ffiaumingalt eine~ ~orl:Jets iei 'Vo bel 0°, fein ~igenge. 
lUidjt 1'0' ttJiigrenb oei to bie entWtedjenben @ronen v unb l' ieien. 
@ltin @ettJidjt fei p, feine lubifdje ~usbegnungs3agl ~2' ~ann 

ift 1'0= !o' l' =! = Vo (SPit) = 1 :p,tr:::3ro (1- Pst). mur liei 
~afen ift biefe \llotunbung im aUgemeinen nidjt megr geftattet. 

58ei bet borger erlUaljnten ~arometerab!efung mua man audj be­
benren, baa Ouedfi!&er bon 0° bedangt 1tlirb; 1)at e~ bie Xeml:Jera. 
tur to, fo ift fein ·~tud enti1Jredjenb bem ~igenge1tlid)t fteinet. @r= 
fe~t man e!5 burd) eine ffeinere Ouedfitlierfiiule bon 0°, fo miiffen 
bie ,poljen ben flJe3i~fd)en ~elUid)ten umgelegrt lJrolJortionat fein, atfo 
lUenn ls bie gefud)te ift 

l2: II = r:1'o; ls = ~ . .1.:::::lI (1- Pst). 
10 

~2 ift bie ~usbeljnungs3aljt bes Ouecffilbers = 0,000181 
~ = l(1 + ~lt)(I- P~t)::::: l(l- t[P2 - ~I])' 

PI . Pi fann bernadjlafligt lUerben 
l2 = l (1- 0,000173 t) = 1 - 0,000173 li. 

meft man etlUa bet 25° bie ,polje l = 765,4 mm ao, fo liettiigt bie 
j8erlieffetung - 0 000173·7654·25 = - 3 3 mm , , , 
unb bet rebu3ierte ~arometerftanb 762,1 mm. 

58ei dner ID1effingffala ift PI = 0,000019 
unb bas ~otteftionsgneb - 0,000162 Zt. 
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!}( u f9 a li eli. 
rolan weife bie \JUc9tigteit bet fo!genben miffJerungsformeln nQ~ 

1/- a ,~ a 
151. y1+aRl1+"2; 152. r1-a~1--2j 

1 a 1 a 
153. ,/- Rl 1 - -2 ; 154. ,/- ~ 1 + "2' 

vita vi-a 
affgemein 155. (1 + a)n~ 1 + na. 
58ei abiabatif~er framl'teffion (~. 46 f.) negme bet ffiaum 
v urn ben ffeinen laetrag a ao, bann foigt au~ pv~ == PI (v - aye, 

pvk 1 
baj3 PI = (v _ Cl)k = P • ( a)t' 

1--

alfo PI R1 P (1 + k,,") who; bie (ffeine) ~r:cf3UnQgme ift p!a. 
156. IDJie gron ift niigerungsweife sin a, menn " in @raben, rolinu~ 

ten abet Sefunben gegeoen iff? 
157. IDJie gron ift nagerungsmeife tg,,~ 
158. sin 40° ift 0,64279; cos 40° = 0,76604. IDJie gro13 ift 

sin 41°, cos 41°, sin 39°, cos 39°1 
18eiflJid 25. ~er ~n~a1t F eines 

!heisaofdjnitte~ (rs:ig. 41) wirb et~ 
~anen, menn man ben ~ngalt bei3 frrei~' 

ria 
au~fdjnitte~, 2' (bg!, S. 29) um ben 

t . 
b "C!'\ • cf r sm" . b t e", ""rete ~, -2-' bermtn er . 

ri ."\ 
F = - (a - sm a)' 

2 s ' . a 
sma=a-~ 

r~as 
\rig. 41. (angenagert), alfo F ~ 12"' 

~ie 58 ogengoge h ifi = " - reDS ~ = ,. (1- cos.::..) 
2 2 

h ~ l' [1 - (1 - (:r) ] = a~r, 
bie Segne [(!:.)8] 
s=2"sm-~21' ---- =ra--=ra 1--. . a a 2 raa ( a0 

2 2 31 24 24 
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ilie !8ernad)tliHigung \lon ;~ liefed bie mli~erung6formet 
2 

FR:la she 

. 2 2 2( o:!) 2 rIo:' S' J ~erner tft s R:l r IX 1 - 12; h R:l 64; b = r IX , 

16 
atfo b2 R:l s' + ah2 . 

.f.)ierau~ fann man b angeniiljert liered)nen, wenn s unb h gegeben 
ift. ~ei aUen biefen ~orme!n ift borau~gefe~t, baj3 IX, im ~ogenmaj3 
au!3gebrucft, ftein ift, fie geUen baljer nod) fur betriidjt1idje m3erte im 
Glrabmaa, ba!3 ja burd) ilibifionrnit 180 R:l 57,3 in !8ogenmaj3 ber~ 
wanbert wirb. n 

~er ®d)wertJunft be~~rei6bogen!3 b ljat bomShei~mittettJunU 
• 0: 

2rslU2" 
ben ~6ftanb rbB = -0:-' feine ~ntfernung bon ber 5 e lj n e ift 

• IX 

2r sm 2 0: rlXl 2 
IX - r cos "2 R:l12 ~ sh. 

!1l u fgllli e u. 
159. ~ie Glleidjung ber ~ettenUnie foU fur fCeine m3ede bon x 

angeniiljed aufgeftellt werben. 
160. m3ann berbotJtJeft fidj ein ~atJitat bon a !marl, ba~ oU p % 

fteljt, bei ~eredjnung ber Binfe!3oinfen? 
161. m3ann ift e~ kmal fo groj3 wie 5u ~nfang? 

2. !1luf{orung bon &leidjuugen. 
Sebe ®teid)ung mit dner Unbelannten tlij3t fid) aUf bie ~orm 

(Cx) = 0 
6ringen. 5d)on aUf S. 41 ttJurhe ein £iifungsbcrfnljren angebeutet. 
!man braud)t nur bie ~urbe y = (Cx) redjt genau oU 3eidjnen, bann 
finb bie ~bfoiffen ber 5djnitttJunfte mit ber X.Wdjfe hie £jjfungen, 
hie man audj 015 "mluroe!n" ber Glteidjung be3eidjnct. ilie Ouabra~, 
~ubil~ unb tveiteren m3ur3eln finb ®tJeoiatfiille biefe~ aUgemeineren 
!8egriffe~; -va ift 5. ~. bie .l3JJfung ber ®leicf)ung xn - a = O. 

m3enn audj biefe gratJljifdje £jjfung bon Glleidjungen iiuaerft an~ 
fdjauHdj ift unb bei lBergriij3erung be!3 IDlaj3ftabe!3 aU 6enebiger &e. 
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nauigfeit gefteigert wetben fann, fo etforbert fie bocf) biele umftanb. 
Hcf)e mecf)nungen, folia!b bie ~unftion f etwa§ fom~HDierter ift. ~at 
man einen ~ert x = a gefunben, ber na~ebu ber ~Heid)ung geniigt, 
fo fucf)t man natiirHd) nid)t nur einen liefferen, fonbern einen biet 
befferen maljerung§tnftt, bie 3IUifd)entnerte interelfieren nid)t. ,pier 
fiiljrt !eid)t bie %a~fotfdJe meige 5um Bid, in i1)r liebeute h ba§ Bu­
fa~gneb, lUefcf)e§, bU a abbied, ben genauen ~ert ber [Sur3et liefert, 
e§ fei affo f(a + h) = O. ~a a fetlift fdJon na~e5u ricf)tig ift, fiinnen 
lUir h fegr fCein anne~men unb bie meifJe nacf) bem blUeiten @!iebe 
ablired)en. fCa + h) = fCa) + Itf' (a) = 0, 
bemnad) h = _ f(a). 

3 f'(a) 
IBcif~icl 26. f!29 ift 5u beftimmen. 
f(x) = XS - 29 = OJ f'Cx) = 3x~; 

@in maljerung§wert ift a = 3; h tnirb 
27-29 2 

= - ----a:!) = + 27 = 0,074. 

~er nacf)fte magerung§lUert ift a1 = 3,074 
3,074'- 29 0,0477 

h1=- 3.3074' =- 2835 =-0,00168 , , 
a2 = 3,07400 - 0,00168 = 3,07232. 

~iefe @enauigfeit fommt ber auf 6. 70 erreid)ten gleid); in ber 
\l3ra~i§ gatte fd)on bie erfte lBerbefferung !Jon a genligt. 

18cifl1icl 27. a:in ~ugelbaUon lUirb mit .l3eucf)tga§ gefliUt. 1 qm 
~arron1jiirre wiegt mit bem 9Cet2IUerf 0,4 kg. @onbel, ~arraft, ~e­
mannung unb 6cIJle~~feil befit2en 3ufammen ba§ @clUid)t 500 kg. 
1 cbm be§ liettu~ten 2eud)tgafes lUiegt 0,6 kg; 1 chm .l3uft 1,293 kg. 
~eibe 5llngabcn finb aUf 0° oe30gen unb foUen, ba bie 2{uTftiege im 
®ommer ftattfinben, auf 25° umgered)net wetben. [Sie gro~ mua 
ber ~urcIJmeffer x fein, bandt ber ~arron nod) cine 6teigfraft bon 
200 kg gat? 
. ~ie @igengcwicI)te finb bei bicfer %ent~eratur nod) ~eiflJief 24 
(®.80) 

(1,6 b 1,293 f 'rr; 
1 + 25. O,OU366 un 1 + 25. O~00366 9 etu.) 0,550 unb 1,185 . 

. nx' . nx' 
~er :;JnljaH tft -6- chm, bas@a§gC\lJldJt-s-' 0,550kg. ~ie ~ii11e 

lUiegt 'It x 2 • 0,4 kg, @onDef uftu. 500 kg. 'l)iefe ~tafte bief) en ben )Barron 
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nadj unten, nadj oben lUid! ber ~uftrieb ber 2u!t mit :n::" • 1,185 kg. 
@)omit gilt bie @leicf)ung 

%X 8 :n:xs 
-6- . 1,185 - -6- . 0,550 - nx2 • 0,4 - 500 = 200 

O,332xs - l,26x2 - 700 = 0 
XS - 3,78x2 - 2106 = O. 

Sur sronftruftion ber $ruroe y = XS - 3,78x2 - 2106 fonnen bie 
?lliertelJaare ber folgenben %abeUe bienen 
xl 0 1 2 1 4 1 6 1 8 1 10 1 12 1 14 1 16 
Y 1- 2106 1- 2113 1- 21021- 20261-18361- 14841- 9221- 1031 + 1836 

a = 14 ift ein ~ii~erung£llUert. 
f' (x) = 3x2 - 7,56x, 

baljcr witb h=_a3 -3,78a 2 -2106 
3a·-7,56a. 

a = 14 Hefert h = + :~:= 0,21; a1 = 14,21 m. 

hI wirb fdjon praWfdj bebeutungs!os. 

lBcifpiel 28. Q;in $rreis foU burd) cine @)el)ne in blUet st'reisab. 
fdjnitte geteiU lUerben, beren %liidjen fid) wie 2: 3 tJer~aHen. '.tier 
ffiabius fei r, ber bU bem ffeineren ~ofdjnift gef)orige ,8entriwinfei a. 
'.tIann finb bie %liidjen (og1. %ig. 41) 

r j r~ 
Fl = 2'(a - sin a); F2 =1·2n - F l ; F 2 =2' (2n- a + sin a). 

~s girt hie l13roportion 
. (a - sin a) : (2 n - a + sin a) = 2 : 3 

3 a - 3 sin a = 4 n - 2 a + 2 sin a 
5a-5sina-4n=0 

f= a - sin a - 2,513 = 0 

f - 1 • Z __ a o-sina,,-2,513 
- - cos a, ! - 1 ' 

- COB (;(0 

lUenn a o ber mii~erung~lUert ift. ID3ir wii~len 

(5wei ~arofreife) a o = n 
0,629 

h = - 2- = - 0,315. a l = 2,827 = 162°. 

~ie nadjfte lBerbefferung liefert h = - 0,0028; (\'2 = 161 ° 50'. 
lBciflltcl 29. %iir lUeldje l13unfte ber fturtJe y = e-X sin X (og1. 

@). 59 T.) oUbet Die %an~ettte mit ber x,Wdj[e ben Wittlel SOO? 



86 VI. lJlnlDenbnngen bet IDlac.2anrin;cI)en nub %a~rotjcl)eu mei~e' 

y'= e-x (cos x- sin x) =tg 30°= 0,5774 
cos X - sin X= 0,5774eX j f= cos x- sin x - 0,5774e"= O. 

f'= - sin x - cosx-O 5774 e"'· h= c08x-sinx-O,577411":. 
, , sinxtc08xtO,5774e'" 

INr x = 0 wirb y'= 1, Ct= 45°. ~iir x=~= 45° toirb Ct = O. 
Btoifcf)en biefen mJeden bon x muu ber gefudjte liegen, a1s erften 
!niigerungstoert neljmen lUir 

Ct = 22'30' = ~ = 0,3927. 
_ -0,3139 _, 8 0 , 

h- 21617 -0,1402; a1=0,2475=1411 , 
-0,0150 

hl= 19541 -0,0077; a,=0,2398 =13°44'. , 
3. 91lntiutll uub IDlinimn. 

l¥:s ,ei mieber h dne Heine ®roue, miiljren'o x itgen'o einen enblicf)en 
~ert bebeute. ffei eine ~unftion, bie nacf) fteigen'oen ~oten3en enttoicMt 
toerben fann. h' 

f(x + h) = (x) + hf' (x) + 2/" (x) + ... 
f(x + h) = (x) + h (f'(x) + ~/' (x) + .. } 

m!ie in ~eifl'ier 21 aUf ®. 78 ge3eigt tourbe, fann h fo nein an" 
genommen merben, bau bas ~or3eicf)en ber ~oten3reige nur bon bem 
erften ®1iebe aogiingt. 'iliefe ~emerfung toen'oen lUir ie~t aUf ben 
~(alltmeraus'orucf on. ~ft f' (x) -\,ofitib, fo ift es oudj bie ~fammer. 
11 lei ebenfolls.politib, 'oann gilt bosfeloe bon It· (f'(x) + . _.); f( x + h) 
ift grouer 01s f(x); f( x - h) = f(x) - h(f' (x) += _. -) ift, '00 bas 3meite 
@Hieb negatib ift, fleiner OLS f(x), bie $furtle y = f(x) gat int ~unUe 
x, y ffeigenbe %en'oen3, 1U0S fcf)on aUf @l. 41 geontetrilcf) abgeleitet 
toutbe. ®enau ebenfo 3eigt man, baU, toenn f' (x) negatib ift, f(x + h) 
Heiner unb f( x - 11) griijier afs f( x) ift. (It iit ftets l'olitib angenommen.) 
~s fann aoer f'(x) oudjeinmal gleicf) !null fein, bonn toirb bas mer: 
ganen ber~unftion erft 'ourdj bas fofgenbe @Hieb ber~oten3reilje gefenn~ 
3eicf)net. h! ( h ) f(x+h)=f(x) +"2 f"(x)+:/"(x)+--

h'( h \ t(x- 11) = (x) + 2' f" (x) -s(", (x) + .. ). 
2Iucf) ljier ift bei genugenb ffcinem It nur bas erite @1ic'o bet ~lam" 
mer fur iljr l8or3eidjen bon ~ebeutung. ~enn {" (x) l'ojitib ift, fo 
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ift fotuo~1 f(x+h) lDie f(x-h) groaer (tl~ f(x), bn h2 unoebingt 
l'ofitiu fein mu\3. ~ie ~unmon ~(tt fur biefen fl'e3iellen m3ert x ein 
IDHnimum, benn fie 1ft l(einer (tIs i~re mnd)linrlDerte. mt bagegen 
f" (x) negatiu, fo tritt ein !mn~imum ein, lDei! fOlDo~l fex +h) wie 
f~x - h) ffeiner nl~ f(x) finb. @eometrifcf} fagt bie ~orberung f' = 0, 
f' > 0 aus, bnn fur ben lietreffenben ~urbenl'unft bie Xnngente ber 
~ofoiffenacf}fe I'nrnlleI lnufe unb bie ~riimmung fonlntJ fei (jj3unft G 
in iJig. 23, @S.41). lmnn fie~t unmitteIlinr, bnf! hann ein lminimum ein. 
tritl. ~oenfo leiciJt erfennt man fur f' = 0, f" <0 ein IDla1;imum 
(jj3unlt D). mun fann alier auf!er f' (tud) f" = 0 fein. 

f(x+h)= f(x) + :~(f"'(x) +i,'III(x) +.-)-
~n biefem ~nll tJerHiuft bie Unterfucf}ung lDie bor~er, man ijat nur 

3U oeacf)ten, baf! ficiJ ~infid)tticiJ be~ Q3oqeiciJen~ hS lDie h, hI. tuie h2 

berijliIt uftu. !Berfd)lDinbet alfo f' unb f", alier nicf}t f"', fo tritt tueher 
ein IDla);imum nociJ ein lminimum ein. iJur 

f' = 0, f" = 0, fill = 0, f"">O 
~at man ein minimum, fur 

f'=O, f"=O, ('''=0, f""<O 
ein IDla);imum uff. man fann 3ur' UnterfuciJung bie fru~er lie~an~ 
belten ~OIeitung~rnrtJen (@). 20) ijeran3iegen. 

I8cifl1id 30. &in mJaffergralien ~at einen reciJtecfigen Ouerfcf)nitt 
Q = P,5 qm. ~ie !8reite x nnb bie Xiefe y finb fo aU 1D1i~len, haf! 
bie bom ftromenben maffer liene~te iJ(iicf}e mogUcf}ft ftein tuirb, ha. 
mit ber ffieiliung~lDiberftanb recf}t ge. 
ring ift. (iJig. 42.) 05 

2(uS3 xy = 0,5 folgt y =...l...-. ~~ 

foll bie iJunftion ~ 
f(x) = x + 2y = x + -x 

aU einem IDlinimum gemnciJt werben. 
f'(x) =0 1 - -\ = 0 x 

fiig. 42. 

liefert x = + 1; bie 20fung x = - 1 gat feine ~rnftifciJe mebeutung. 
Y = O~5 wirb ~ier = 0,5; bie!8reite ift bnger gIeiciJ ber bO~l'elten ~iefe. 

" +2 y =-;s 
nimmt fur x=-+ 1 ben l'ofitiben mJert 2 nn. mJir gnlien e~ alfo 
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ttJidHdj mit einem WHnimum 5u tun, ni~t mit einem IDCa~imum 

ober einem ~enbe1Juntt. (y" < 0) 

18cifllid 31. @in 6tno fei an einem @nbe feft eingef~annt unb 
iagere mit bem anberen aUf ciner 6tu~e. 

91adj ben £eqren ber 9nedjanil iautet hie @fei~ung ber mnie, Me 
feine neutrale t1a1er infolge feine£l @igengetui~tei3 G kg bUbet, 

G IS (X ax' 2X4) 
I-------"z----Y y = - EJ48 1- -V + 7 . 

l, x unb y (t1ig. 43) finb in em. ber 
@;fafti5itati3mobuf E in kg/qem unb 
ba£l %rag(Jeiti3moment J in em{ ge~ 
geoen. t1ftr tUeI~en m:lert bon x ttJeidjt 

\Jig. 43. ~ hie mnie am meiftcn bon ber ~ori< 
. Glt 30ntalen ao? .sur ~bfftrDung fei bie 
Vofitibe Sl'onftante }'J-48 = 0 geie~t, alio 

!- • a" 2' 
y=-o(x- ~ + l~) 

, (9Xt 8X') " (18X 24X') Y =-0 1--r,-+p; y =-c --y.-+----p-. 
Sum @intritt einei3 9na~imum£l ober 9ninimumi3 ift erforberHdj 

9x' 8x" 
1-- + -=0' 8x3 - 9x2 l +l3=0' 8x3-8x21-x2 1 + 13=0 l' l" ' , 
8x2(x -l) -1(x2 _12) = 0; (x -1)[8x2 - lex + I)] = O. 

t1iir x = l tritt ein 9na~imum ein, ba y' = 0, y" negatib ttJirb. ~ie 
5ttJeite mcogIi~teit baitir, baj3 y' tJerfdjttJinbet, er~aIt man, ttJenn man 

8x 2 - lex + I) = 0 fe~t. 

8X'l_lx-l2=0' x2_lx=£:. x2_IX+(~)!=~+~=33P 
, 8 8' 8 16 8 256 256 

( Z ) 2 331' Z I - I I 
x - 16 = \!56; x - 16 = + 16 Y33; x = 16 + 16 -y33j 

X = 1Z6 (1 + yI33). 
~a<3 negatibe j8ot3ei~en ber ~ur5el fann unoerftcfficljtigt o!eioen. ba 
ncgatitJe jillerte \.1on x ~rnftifdj unmogn~ finb. @i3 ergiot fid) £lIfo 

x = 0,4215Z. 
y" Hefert fur biefei3 x ben ~ofititJen ~ert y" = + 3,323 f; y ttJirb 
eilt ffi1inimulU, beffen @roj3e refumed, tuenn man ben erred)neten 
~ed bon x in bie allgemeine gorme1 fftr y einie~t. 



IDla~!ma unb minima 

GZS Y 
Ymin = - 0,0054.2 EJ' q4 

mie S'rurl.1e ljat jillenbevunfte fur x = 0 <\2 

(oebeutungsfos) unb fur x = ~ l. .pier 
wirb y" = 0, unb 3ugfeidj mit bem Q5ot~ 
5eidjen biefet @roj3e anbert bie Sf'urbe bie -a 
Urt iqret Sf'rummung. 

~ig. 44 erfautert bie UUfgaoe gtavljifdj. -/¥ 

~ie Dtbinaten ber U&feitung~futben finb "If. 

aus feidjt erfidjtHdjen @riinben im mcaj3~ 
~ig. 4-1. 

ftab 1: 10 berffeinert worben. @s wurbe c = l = 1 gefe~t. 
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IBcifl1iel 32. @in .\rreis ljat ben 1:lutdjmeffer d. @s foil ein medjt~ 
eef mit ben @ieiten x unb y gC5eidjnet werben, beffen ~efen auf bem 
Umfang Hegen unb beffen 6eiten ben ~usbruef 
xyn ~u einem ffi1o~imum ober ffi1inimum madjen. 
(~ig. 45.) 

.sur £ofung fugd man am oeften ben &wifdjen 
x unb a liegenben .pHjswinfel rp ein. 

x = d cos rp, y = d sin rp; 
xyn = dn+1 cos rp sinn rp = Min. 

~a an + 1 £onltont Meilit. nntcr\udjen wit bie ~unftion 

~s ift 
f = cos rp sinn rp. ~i9. 45. 

f' = -sin q:>' sinnrp + ncos rpsinn- 1rp. cos q:> =sinn- 1rp (ncos 2 rp-sin!q:> ) 
f"= (n - 1) cos psinn- 2 p (ncos 2 q:> - sin2 p) 

+ sinn- 1 p (- 2 n sin rp cos p - 2 sin q:> cos q:> ) 
r" = (n - 1) cos rp sinn- 2 rp Cn cos2rp - sin2 rp) ~ 2 en + 1) sin"'q:> cos rp 
f' berfd)Winbet, wenn sin rp = 0, alfo x = a unb y = 0 ift, Was Wit 
(\15 vraftifdj oebeutnngiHos auj3er jSetradjt faffen wollen, ober Wenn 

2 • • sin'cp ,1":: 
n cos q:> - sm-p = 0, -.- = n, tg rp = V n cos cp 

ift. 1:lie 2Iufgaoe ift bager nur fur vofitilJe n lOsbor, aUd) ~at nur 
bas vofitilJe !lBuqeflJoqeidjen ~ebeutung, ba rp nie negotilJ ober ftumvf 
tuerben fann. ~iir ben genanntcn Wert lJon q:> berfdjlUinbet ber erffe 
~effanbtei! bon f", ber 3weife oefi~t bas negatilJe Q3oqcidjen, wir 
~aben aff 0 ein ffi1a~ill1um. 

a) n = 1; xyl ift ber ~!adjeltinqa1t bes lRedjtecfcs, ber ein 
!lJIa~imum wirb, wenn , 
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tg qJ = I, fP = 45°, x = Y = d • ~ i2 
witb. @loU aU5 einem 3~Hnbtiidjen !Baumftamm ein !BaHen bon mog< 
Hdjft gronem redjtecfigen Ouerfdjnitt gefdjnitten lUerben (ber \llofaU 
alfo moglidjft gering fein), fo mu~ ba5 ffiedjtecf ein Ouabrat fein. 

b) n = 2; xy9 ift 'oem lilliberftanb5moment :rt lJrOlJortional. 
~ie£l erreidjt ein WCa~imum, ttJenn tg qJ = Y2, bie ~of)e fidj alfo 3ur 
IBreite wie Y2: yi berf)uft. ID1an finbet leidjt 

-V1 ,/2" 
x = d 3' Y = d V 3' 

~a£l jilliberftanb5moment ift ein [)Caa fur ben ~iberftanb, ben ber 
IBalfen ber ~urdjoiegung entgegenfe~t, lUenn bie !Biegung£lftaft lJar< 
aUel ou y wirft. 

c) n = 3; xys ift bem Xragfjeit5moment lJrOlJortiona1. ~e 
groner biefe5 ift, um fo weniger weidjt ber @;tao oei !Biegung£loeanflJru< 
djung bon ber fjori30ntalen £age ao. IDCan er9nft ein ID1a1;imum, 
wenn tg fP = y: x = y'3 ift. 

d d y'3 
X=- Y=- 3· 

2' 2 
Sur ~onftrumon ber aUgemeinen .2ofung teHe man ben ~urdjmefier 
in n + 1 gfeidje Xeife unb erridjte im erften XeHlJunft ba£l .2ot oi£l 
oum srrei£lumfang. ~ie 1Ueroinbung51inien feine5@nblJunfte£l mit ben 
@nblJunften be~ ~urdjmeffer£l finb bie @leiten bes ffiedjtecf£l. 

j3ciil1id 33. @~ ift ber groate 2{u5fdjlag ber burdj bie @leidjung 
y = ae-bx (eex _ e-cx) 

gefenn3cidjneten alJeriobifdjen @ldjwingung 3u ermiite!n. 
y' ~ _ abe-bx(eex - e-ex) + ae-bx(ceex + ce-C%) 
y' = ae--bx [_ beex + be-ex + ceCX + ce-cx] 
y' = ae-bx [(b + c) e-CX - (b - c) eCx]. 

~a ber erfte jJaftor fur enbHdje jillerte bon x nidjt berfdjwinbet, 
fo mu~ ber &weite \Run: werben. 

(b - c) eC"'= (b + c) e-cx, 

bager b+c 1 (btC) e2cx = --, x = -In -' b > c. 
b-c 2c b-c' 

~urdj Unterfudjung bon y" Tinbet man, ba~ ein lma~imum eintriti 
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Siebente~ ~a1Jitel. 

qJdt fu nil ~m et~ 0 ben. 
~at man 3U irgenbeinem BlUed bon einer gegelienen ~unftion Y= f( x) 

bie mli1eltung f' (x) gebilbet, fo wirh man gern bie 9Udjtigleit ber ffie~~ 
nung feftfteUen wollen, e~e man auf ein mog1i~erweife fa{fdje~ @r" 
gelini~ ttJeitere Unterfucf)ungen griinbet. IDlandjer wirb nie ein gettJiffe~ 
@eiu!)! ber Unfidjer~eit im ilifferentiieren lo~, wei! i~m foldje ~rfifungs" 
berfafJren unbelannt finb. 
~ie meiften ~e~ler werben fdjon bermieben, wenn bie medjnung mit 

einer gettJiffen ~e~ag1idjleit unb groj3er Sorgfart ausgefiigrt lUirb. IDlan 
gewo~ne fid) an eine iiberficf)tHdje mnorbnung (feine berftreuten Bette!. 
noti3enl). fd)reilie belltHdj lInb notiere audj BWifdjenergebniffe aUf. ~ie 
groaere 6d)reiliarbeit wirb lUeitau~ bur~ bas @efii~l ber 6icf)er~eit 
Qufgetuogen; ein beim "srOlJiredjnen" gemadjter g:e~!er ent3ie~t fid) be.. 
fonbers gern ber 9ladjprftfllng, bor aUem, tuenn eg fidj nidjt nur _um 
.8a~{en, fonbern um ~orme!n ~anbelt. 

~ei ber &ufffli~lung ber lUidjtigften ~rftfunggmet~Dben unterfcf}eiben 
tnir ~erfa~ren, bie 3um.8iele fiigren, Wenn bie gegebene g:unftiony= f ( x) 
auucr x nm befannte .8ag{en, feine >8udjftnbengriiuen a, b, c u. bgL 
entgiilt, bon ben Rnittefn. toe{cf)e an3utuenben finb, Wenn bie g:unftitm 
hiefer mefdjriinlung nidjt utlterliegt. 
~m erften ~alle lieadjte man folgenhe ~infe, bie an bem einfadien 

!8eif~iel y = -VI - 4x2 erriiutert tuerhenj ni#, nIs 00 e~ notig ttJlire, 
gerabe bies DU lJriifetl, fonbern um hie ttJicf)tigften ~erfQgren barbulegen. 

1. IDcr;djienene 2ij;1tn!l~mil!llid)tciten. IDlan fcf)fage bei berfelben 
~(ufgaoe berfcf)ieoene lillege ein. ~ie ffiegcln fiber ~ifferentiation im" 
~li3iter ~unttionen, iiber ~lInltil.1nen uon ~unttionen ullU. tommen 1)iet 
in ~etradjt. ~ftr unlet \8eif~iel ;inb etwa 101genbe Rnetgoben bttJet'f. 
miiuig: 

.J----- 1 ay 1 1 
a) y=yl-4x2 j 1-4x2 =Zj Y=Z2iaz=i-e-2=2y2' 

1 • dz =_ 8x. t!~ = dy. dz =_ 4x 
2lll-4x" ax 'ax dz dx Vl- 4 x! 

(@5a~ 5 aUf 6. 24). 
b) @s faltn eine ~HfSlgtoj3e t eiltgerftljrt roerben, in unferem g:alI 

ell1lJj1ef)ft es ficf), 2 x = sin t All f e~en. 
~!llu<.ll 387: .Il i n b Q Ill. ili[inentialredjnung. 5. ~ujL '1 
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!I = t 1 - 4 XS """ VI - sin ~ t = cos tj ~ ~ = - sin t = - 2 Xj 

dx =lcost=1..,/1-4x2 • dt 2 .dy = dy. dt 4x 
dt 2 2 r 'dx Y1-4x,'dx dt dx ")Il-:-4x! 

C) Y = Y(l + ~x) (1- 2x) =Yl+2x.y'1-2a;=u ovo (mgt 
S. 23, 6av 3.) 

1 1 1I1-2x ./l+2x 
u'=--=o v'=--=o y'=u'v+v'u=--=-~; 

")Il+2x' YI-2x' Yl+2x ")Il-:lX 
, (1-2x)-(1+2x) 4x 

!I = YI-4x2 = - ")I1_4x 2° 

d) y2=1-4x2jy2+4x2-1=OjY'=-(~~):(;;). (mgt 
So ~4, ®a~ 6.) 

, 8x 4x 
y = -2y:=- Yl-4x~ 

20 ~nn9CJlteJlfnn~ruftion. IDlan 3eid)net bie sturtle, beren @}lei. 
djung y = (Cx) ifi, auf, red)net fur eine WI13a~( bon )llieden Xl' x,, 
xs· 0 0 xn bie 3uge~origen Orbina1ett!lll Y2' Ys· .. Yn unb bie ougenorigen 
~erte bes 6teigung~maBes y' aus unb beftnnmt (trigollometriid) obet 
~ein oeid)nerifd) bie ~angententuil1fe1 a1• a2, as· 0 0 an. ~ierauf 3ie~t 
man @erabe, bie bieie )lliinfe1 mit ber .po[ititlen X.Wd]fe bilben, fon­
ftruiert .paraUeL 311 i~nen bie Xangenten (tlg!. irig. 26 auf @i 43) unb 
fie~t 3u, ob fie bie sturtle in ben bered)netell \l3ullften beru~ren. 

3. mcrgicid) mit bem $iffercIl3cnqullticllten. IDlan llimmt Ax 
~iem1idj fleill an unb bered]net fur einell beHebigen )lliert Xl ben \llu~. 
bruel A.Y1 = {(Xl + Ax) - ((Xl)' ebenfo fur einen anbern )lliett .cl 
bie @tOne AY2 = {(x.,. + Ax) - ((xs) uftu. ~ie ~ifferen3enquotiell' 

ten ~! mUffen ben ~ifferentia{quotienten fur biefelben Werte bon x 

um fo niif)er fommen, ie Ueiner A X tuirb. !nimmt man 3. 58. in y 

~ VI - 4 x2bie Wbf3iffen Xl =Ojxs=O,l ;xs=0,2; x,=0,3j ~=0,4 
unb mad)t tl X fiet~ g{eicf) 0,001, fo iit 

x ° 0,1 0,2 0,8 0,4 

Y 1 0,9798 0,916.'\ 0,8000 0,6000 

l:;.y 
-0,02 -0,43 -0,90 -1,04 -2,76 

l:;.:t; 

y' ° -0,41 - 0,87 -l.flO -2,67 
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4. 6:uilnidlung in lpotctl3rei~eu. 9Ran entltJicfeit bie gegebene 
ffunftion y = (x) in dne fonllergente l.lSotenijrei~e Rt , eoenio Die be. 
redjnete 'Hbleitung y' = (' (x) in eine 3IUeite ~oten&rd~e R2• :tlann 
muj3 ~ audj bie ~o(eitung Ilon Rl fein. @50 ift 

1 Y 1 - 4 x2 = (1 - 4 x') ~ = 1 - 2 x2 - 2 X4 - 4 x6 - 10 x8 - ... i 

1 = (1 - 4x2r-f= 1 + 2X2+ 6x4 + 20x6+ '" (15.69, 
Vl - 4 x' 
\8eiflJiel 12 fiir n = ± -}). 
~ie ffiei1jen fonllergieren, ltJenn 4x2 f{einer ats 1 ift, x alfo blUif~en 
- t un'o + t Iiegt. 1)er s)ifferentialquotient ber erften mei1je 1ft 
- 4 x - 8 x3 - 24 x6 - 80 x7 - ••• , unb Me fer ~u~brucf ift gettau 
gfeidj - 4 x • 1 • 

Vl-4x' 
~n nie1en %iilIen geniigt eine 9laljerung§5formel, hie nur bie erfie 

obcr 5meite ~oten5 oeriicfiid)tigt, buma! bann, Mnn bcr l8erbad)t bor. 
!iegt, bafJ in 'oem emdjneten S)ifferentialquotienten ein feg(er~after Ion: 
ftanter %aftor auftritt. 

Wir faffen ie~t 'oeu 'BaU ins ~uge, baU, im ®egenfa~ 3u unferer 
bi~gerigen 'Hnna~me, in f( x) audj~onftanten Ilorfommen, beren .8a1)len~ 
IDed man nicf)t angeben fann. 

i. !.nerfdjicbcllc 2iiiuttg~miigndjfeitett. mudj ~ier ItJhb es non groj3. 
tern )BorteH fein. IDenn man aUT redjt berfcf)iebenen ~egen num Sid 
iju gefangen Ilerfucljt. 150 fann 5. 18. bie %unttion y = ia-~ - b2 xj 

gan5 ebenfo be~anbeft ltJerben ltJie ber frfr~er oef.\.n:odjene @5onberfaU. 
:tlie gra.pfJifdjen ilRetgoben ltJerben im allgemeinen nerfagen, cuenfo 

IDirb 'oie l8erecf)uung Ilon ~; oft @5d)lUierigfeiten oiden. 

2. 6:utlUidbtng itt !potcn3rci~eu. :tlie @ntltJicffungin \l3oten3reigen 
faat fid) aud) gier oft mit morteH anmen'oen, nur macf)t bie Unterfud)ung 
ber ~onnergen3 bi§5ltJeilen @5djltJierigfeiten; ats @5lJebia1faU ber ~oten3. 
reigen fann man 'oie mafJerungsforme1n georaucf)en. @5oU 3.18. unter~ 
iudjt merben, 00 ber S)inereutialquotient bon x» eax gleidj nx»-l eU 

+ xn eax ift, fo fann man hie ~~ponentialrei~e unocbenflidj anmenben, 
Do iie ftd~ fonllergiert. 

( a'x' a"x") a'xn+J 
y=xn ·eax=xll l+ax+-+--+ ... ~x"+axn+l+_-

1·2 1.2·3 2 
as x,,+3 + 6 + ... 

7* 
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i)er i)ifferentiafquotient biefer ~oten3tei~e ift 

y' = nx,,-1+ (n + 1) ax" + nt 2 a2x"+1 + n;3 a3x,,+2+ .•• 

~nbetfeit~ ift 
nX"-1e""'+ x"e""'=nx,,-1+ nax"+ ; a2 x"+1+ : a3 x .. + 2 + ... 

a2x"+2 
+x"+ ax"+l+~_+ ... 

nx,,-l e"'" + x"&'" = nx .. - 1 + (na+ 1) x" +~ (na + 2) xn+1 + 
~ 2 

+ ~ (na + 3) xn+2 + ... , ein lJIusbrucf, ber fidjerHcf} nicf}t mit 

bem fiir y' gefunbenen iibereinftimmt. jill~.re jebes @Heb bei3 3IUeiten 
@iummanben a mal fo gro~, fo lUiire bie Ubereinftimmung ~ergefteUt, 
unb in ber %at ift bie IJIbfeitung unfereslJIusbrucfs gfeicf} nx .. - 1 e"'" + 
+ ax"efU, benn lVenn man e"'''' bifferentHert, fo erqiilt man ac""'. 

IDlan ~iitte ben ~e~fet aud} fdjon bei IJInlUenbung einer 91ii~erungs~ 
forme! gefunben. e:tR:!I+x; eU Rll +axjYRlx"+ax"+ I jy 'Rln:tn - 1 

+ (n+ 1) ax", tuii~renb nx .. - 1 e""' + xnc""~nx .. -l + nax" + x· 
+ ax,,+l ifi. 

3. ($.\lt3inHfieruul1. IDlan fann ben srimftanten in f (x) einfadJc 
gaqfenltJerte beilegen, 3.~. 0, 1, - 1, t uftu., obet man fann fie un­
enMicf} gron tuerben faff en. IDlan 1'11egt bonn auf einfacf}e ~us< 
briicre 5U fommen, bie oft aucf} numerifd) gan5 oeftimmt finb. Sie 
raff en fief) meiftens fe~r reicf}t bifferentiieren. mt bie ~oreitung bes 
aUgemeinen lJIusbrucfs ricf}tig geoilbet, fo miiffeu aus bem aUge. 
lUeinen SDifferentiafqnotienten bie oefonberen burdj ~infet?en iener 
bereinfacf}enbcn ga~renltJerte fofgen. ~ft ein m3iberf1'rudj ba, io ~at 
lUan an irgenbeiner @lteUe elnen ~e~fer begangen, bie fibereinftim' 
mung riint aber nod) llidjt beftimmt aUf bie ffiid)tigfeit be~ 3U 1'riifen< 
ben aUgemeinen ~rgebniffe£l fcljfienen, bod) mit urn fo gronerer jIDagr< 
fcf}einfidjfeit, ie megr Sticf}1'roben man madjt. ~£l ber~iiIt fidj mit 
biefem ~riifungsberfagren etltJa fo tuie mit ber im .geltJo~nHdjen 
ffiecf}nen georalldjten 91euner::: unb ~ffer1'robe. 

~le~men luir oeiflJie1i3ltJeife an, iemanb f)aoe y = eart: sin (bx + c) 
5u bifferentiieren ~t fe~t bie IJIbfeitung biefes lJIusbrucf£l gIfid) 
a cax sin (bx + c) unb tuill ba6 ffiefuitat burdj e1'ehiaHfierung lJriifen. 

~iir b = 0 tuirb y = eax sin c ltnb y' = aea", sin c. ~iefer jillert 
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bon y' gel)t aU5 bem gefunbenen aUgemeinen ~erte \Jon y' l)ertJor, 
lVenn man b = 0 1e~t. 

~irb aber FJ, = 0 gefe~t, 10 \Virb Y = sin (bx + c); y' = 
beDs (b x + c) unb nic£)t, luie man aU5 aeax sin (bx + c)1c£)He\3en mii\3te, 
gleicf) 91uU. i)er angegebene ~ifferentialquotient ift alfo tro~ be~ @e< 
lingen5 ber erften jJ3robe fef)lerf)aft geoHbet. ~ie man Ieic£)t edennt, 
ift ber 3toeite Summanb, ber oei ber jJ3roDuftenregel Quftrat, tJergeffen 
\VorDen. i)er ricfJtige ~ert ift y'= ae''''sin(bx+ c)+ beaxcDs(bx + c). 
~iefer 2fu5brucf beftegt jebe jJ3riifung. 

2iiiungen. 
1. 0 L if! Die mbW[fe, 0 A bie Orbinate in bem Sfoorbinatenft)ftem mit 

ben mcI)fen AB unb AE. :Ilure!) ~aHenbe !ffia~l bet Sfootbinaten fann jebel: 
~unft bet @;bene (ieber :Ott bes @tunbftiicf9) erreie!)t tlJerben. 2.-6. IDlan 
et1)iilt @crabe. 7. -12. ~arabeln. (j3g1. oiralJitellV.) 13. -20. j3erjcI)iebene 
fi:utoen. 21. eolcf)e ~unfte finb bie 6e!)nitt~unfle mit ben me!)(en jottJie 
bie ~ilcI)ften unb tiefften jj3unfle. :Ilie j3etgtof3etung be9 SJRa!iftabe9 er~il~t 
bie @enaulgfeit. 22. mein. 23. meln. (j3gl. 21.) 25. mein; beiOuabratitJur. 
5eln (mufg. 17,18,20) nlmmt man nut ba9 ~ofitilJcj3or3eie!)en. 26. mufgafJe13 
jiirx=O; 14 fiirx=-3j16 fiitx=lj 20fiirx=2,o. 27.llln ben 
eben genannlen 6teUen. 28. meln, itJenn man lJon ben eben genannten 
eleUen abfie~t. 29. Y= b. 30. lly;"" o. 31. Y= 2x. 32.6x. 33. tx. 
34. tx + 3. 35.2x+1. 36. iYiit llx= 1 ift lly=n. 3~- n· 2'= 15,71. 
~et ~ifferen5enquotient ift 15,71: 1 = 15,71, ber 6efantcntlJinfel 86°21',5; 
fiir llx= 0,9 et1)iilt man 15,39; 86°17' uH. ~et :Ilifferentialquotient ift 12,57, 
ber %angententtJinfe1850 27'. 37. :Ilie.3una~me be9j3o(umen~iftlly=3x2.llx+ 
+ 3x(.llx}% + (llx)'. :Ilet :Iliffeten3enquotient tft 3x' + 3x Ax + (Ax)'. 
38. tgo:=y'=3x'=3y:x=y:ix. 39. 6~mmettiicf). 40.~a. 41.lJ~ctn. 
!l2. y' = fox'. 43. tx'+ 1. 44:. - tx' + 2x. 4/). - 3x'+ 2x. 46. ~ie 
IJcr1angten befonberen }!Berte finb 3. \5. im g:aUe bet 42. mufAaoe: 0; 0,3; 1,2j 
2,7 j 4,8. 48. y' = 0,04 x'. 49. 0,4x'- 0,6 x'. 50. 4x'-100. 51. unb 52. 
lBgl. 6. 18f. 53. y' =4x'; y" = 12x%j y'" = 24xj ylY =24; yV =yVl 
= ... =0. M. ~ft y=xn, fo ift y'=nx,,-l; y"=n(n-l)x,,-2 u\!. 
:Ilet n te ~ifferentia(quotient ift fonftant, aUe folgenben lJerjcf)tlJinben. 56. j3nt 
@iatl1 aUf 6. 22. 57. @iaul unb 6nU2 liefert y' = af{x) + bq>'{x). 58. ID1an 
fe~e uv=tunb bifferentiiere nadi 6nU3. @;tgebni9: y' -u' vw+uv' w+uvw'. 



96 26iungen (59-87) 

1>9.y'=4X. 60.y'=10x. 61.y'=a·'. 6:!.5x'-24x 5+9x'+24x-l0. 
• ,., 1 • b-a -3x'-8x+l 

63.cp(x)=C;'P (x)=O. 6!.y =(X+l)' 6il'(x+b)" 66. (x:&-x-l)" 

"7 x'(g-a)+2x(h-b)+ah-bg . . 68 +1= = 6. dY=6 5= 
.. • (X'+gxt h)' .x z,y z, dz z 

dz dy dy dz 
~6(X+l)6; dx=l; dx= dz 'dx=6(xt 1)5=6x6 +30X'+60X5+ 

+ 60x'+ 30x + 6. 69. nnb 70. Iiefetn ba~jelbe ~gebng; ltJatllm¥ 
71. y' = n (b + 2cx) (at bx + cx·)n-1. 72.1..I3iijung: 'P(x,y)=xy-a'; 

o cp c'P , Y 2 0 " I a'. -1, • -! ox=y; oy=x; y=-;; . . ""u nng: y=X-=a x ;y=-a x 

a" y u", a' 
=--=--. 3. Bolung: y=-; u=a'; u=Oj II=X; 11=1; y=--. 

x· x v x' 
"3' 2a 2y ~." 3b -( 7~' 7 -8 76' 1 I .y=---=---' i"t.y=- X • u.y=- ex . • y=--=. 

X S x 2Vx 
7M , 1 4 1 3 2 

•• Y =--. 78.y'= ~ _. ';9.---=· 80. ---=. 81. ---. 41x' IiVx 2y'x 5 2y'x' avx' 

82. ~ . 83. _ 1 . 84. b + 2cx . 80. a) _1_. 
Vx2-1 (x -1) y'x'-1 ilV(a+bxtcx')' 57,30' 

b) 34138; c) 206~00' ~ie lRenner linb aUf mnndJen medJenldJiebern burdJ 

6ttidje beijeidjnet. Selunben fommen ltJegen igrer ~leingeit bei tedjnijdjen 
ffiedjnungen nur ausnaqm£1ltJeiie in !8etrarut. 86. 

x I x sin x =Sin:~ino,31 /:;.x 

I 
/:;.y 

tm !8ogenmal3 im @rabmal3 /:;.x 

1,3 74 "2~' I O,!J635 U,6680 1,0 0,668 
1,1 63"2' 0,8913 0,5958 0,8 0,745 
0,9 51 °34' 0,'1833 0,4878 0,6 0,813 
0,7 40°6' 0,6441 0,3486 0,4 0,871, 
0,5 28°39' 0,4794 0,1839 0,2 O,9~ 9. 

! 0,3 17°11' 0,2955 0 0 I 0 I 

~et ~iffercntiarquotient y' = coax nimmt fur a: = 0,3 ben m:lert COB 17° 11' 
= 0,9554 an. ~ig. 41 oeigt ben frbergcmg beutlid); aUf ber&bf5iffenad1je 

finb bie Werte bon /:;.x, auf ber Drbinatenad1ie bie bon /:;. Y abgetragen unb 
d /:;.x 

fUr x = 0 bet ~ifferentinrquotient d ~. S7. ~ie ~urbe IteUt bas Ilrnfang5~ii.:r 



~iI\ungen (89-122) 

tet tylg. 46 uetgrilliert bat unb betlliuft 
faft getablinig. 

89. n COB (nx). 96. - n Bin (na:). 
91. __ n __ . 92. _ n • 

COB' (na:) Bin! (nx) 
93. 'In a COB (ma:) - n b Bin (nx). 

1t4. a c COS (c t{b). 96. 2 Bin x cos a: =- sin 2 a:. 
9S. - sin 2 a:. 

97 .O.(ain 'x+cos!a:~atben fonj'tanten$ertl). 

97 

98. 1 . 99. _ 1 . 
Vat-a:" Va 2-a: 1 Jk 

a a 
100. x-+----'. 101. -1""+--1" "" •• a x a a: u.9· ..... 

102. y' = _1_ liefett bet ~ntuenbung be" $t)t~agotall eine leid)te ~an. 
V1-a:! 

gentenfonfttuttion. 103. man fie~t (tyig. 47) wie bie ~rbe mit tuad)fen. 
bem n einer ~ren3Iage au, '~ ~. 
j'trebt,niimli.d)ber~eraben,bie 2 ,-(1+-4f 
1m !llbftcmb e = 2,718 ••. aUt 1_ n J 1/=(1+1'). 

n.!lld)\e lllltanel ge30 gen ift. 2 4. 6 8 10 1 ~ 3 4 
. b \Jtg. 47. \JIg. 018. 

Um ben ~ten3tuert tm en • 1 1 

!id)en811'fJlengebiet3Uet~1l1ten,le~eman n= -, alio y= (1 + pip = ii1 + P 
P 

(5ig. 48). 106. SUt $tiifung bet ~tgebnifie bgI. !8etjl1ie1 17 auf 6. 73. 

110. ~ofx+6ina:=-t(ez+e-Z) + t(e"'-e-",)=ez• 111-114 folgen 
nnd) au£l ben tyotme1n 1 unb 2 aUf 6. 38. 116. a: + Va:' + a" = 'I); 

d~=l+ x x+V;Zta\dy=dy.d,,= 1 .11Sa.1'=gt, 
dx . Vx"+a' Va: 2 + a' d:c dv dx YX'+a' 
b. 'I) = gt sin a. 120. ~n blejem Ueinen ~nterban tuiiel)ft ber ~inus iafl 
gIeid]formig. !JUmmt dum 10' 3u, fo· bergroliert fid) bet @linnll um 27 G:in. 
~eiten bet lettrn iJe3imale, tuitb d 11m x IDlinllten gtillier, 10 mnu ber 6inlls 
11m y ~ 2,7 x berme~rt tuerben. (~erabe mnie I) Bin 20· 37' = 0,3502 
+ 0,0019 = 0,3521; cx= 20·33'. ilie grapfJifdle ~nterpo!ation tft fiit ane 
511ultionen bon einigermalien regelmiijiigem ~edauf bann am $ra~e, menn 
me'fJtere G:inldlaltungen a~3nfi1~ren finb. 121. s =t gt2 = 4,905 t l IDleter. 
122. 3n t 6efunben betuegt ftel) ein !illctfferteiIel)en wagered)t urn bie 6trecfe 
x=ct ~.neter, in berfelben Seit flInt es 11m y=i-gtSIDleter . .8tui\d)enxlInby 

! 

befte'fJt bct'fJer bie !8e3iequng Y = ;~s· ilie !8afJn ift eine $arabel, bie .pofitibe 



98 25fungen (128-146) 

ffiicf)tung bet £lrbinate welft nad) unten. !meUm !8eiflJiele fiber lmutf· 

beroegung gibt iebe~ au~fii~rlicf)ete tl~~fifalijdJe 2e~rbuel). 123. W = ~ ;1. 
($arabel.) a) 1) = 343 m/sec, b) 485, c) 594. 124. 3~ bet Sttom i 12Im. 
tlere ftarI, jo betragt bie !mdrmemenge Q = 0,24 i 2w @lrammfalotienj in 
unferem ~an ift Q = 28,8 i 2• 125. SdJnttt\lunfte: :x; = 0, y = 0; 11: = 1, 
Y = 1; 11: = - 1, Y = - 1. ilie ~urben fteigen betfel)ieben ftnd an, ber 
ben tlofitiben !metten bon 11: entjprecf)enbe :leil ift bern nnbern f~mmetrijel). 
12(;. ilie ~Utben a~neln bet \j3arabeI. Sel)nitt\1unfte::x; = 0, Y = 0; 11: = + 1, 
11 = 1. 127. 3nberje ~unftionen. 132. ~ilt n = 1 (motT)erme) witl> 
p=6 12Itm., fUt n=1,41 (12Ibiabate), 1'=12,51; n=1,1, p=7,18; n=1,2, 
p=8,59j n=1,3, p=10,27. 136. ilie erfie ~urne gibt bie \j3eriobiaitiit, 
bie 3weite ba~ ~bf!ingen bet britten wieber. 137. 6el)nitt\1unUe mtt b~r 

:II: 2n X.\2Idjje: 11:=0, -, _ ••• 
c c 

Sie finb 3ug1eiel) !lBenbe\1unfte. ilie Xangente 

in i~nen bilbetben!lBinM + i(=450) 

mit ber X.12Iel)je. ~iir bie 6djeitel bet 

!eUtbe ift () = -\. 140. ~a y ... 

m [of (~) ift,i~ eri~ner_e m_a_.n_fidj an 
Vlufgabe 109; y' = - Vyl- m l gibl 

'" eine einfael)e %angentenfonftruftion, 
I 

bet !etilmmung9Iablu9 ift () = JL, 
I m 

ba 1 + (y')" = ~, y" _ Ys ift. 
m tit 

Seine .\lange ift gletel) bet !notmalen, 
geteel)net born .!furben\1unU biS aur 

-----;;H::..I.~'*----~;:--- X.2IdJ\e. (~ig. 49.) 143. £iJ. 

lJig. 49. fung 8 = ~ = 2. i)ie geD' 
1-"2 

metrlfdje !8etanfel)aulidJung gibt ~ig. 50, in bet batt medJtecf ABOD=2 
in j\wei gleilte ~llidJen aedegt rourbe, bie eine bon i~nen (EE'B 0) roieber-ulf. 

cp' cp' cpo ( 1 cpt 1«. l1:=a (1+ 2"--1.-2-.4 + 1.2 .3.4.6+" .)j y=acps -1'-3--1,-:!-,S-'-5+ 

cp4 ) a cpl ( cpl cp4 ) 
+ 1.2.8.4.5.7 + .... 145. 11:= -6- 1- -4.-5 + 4.6.6.7 + ... j 

a cp' ( cpt!p' cps ) • • 
Y= -2- 1-3.4+ 3.4.1).6 - 3 .4.5.6.7.8±··· . 146. a:tlhmlBogen. 



£B\ungen (147-161) 
108 

mau = 180 n=0,6n=1,885j/Loc=0,377; DC 
eJ"" = 1+ 0,377 + 0,071 + 0,009 + 0,001 

x· 
=1,458. 147. Sin x=x+ 1.2 .3 + J 

x· X· + 1 . 2 . 3 .4.5 + ... j [oj x = 1 + 1-2 + 
't. 

4 A + ,x + .. '. Slie ffieif)en unter- [lig. 50. 
1·2·3·4 

F 

9!t 

0 N 

r. '/, 

H KM [j 

fdJeiben fidj tlon benen filr sin x unb COB x nut ba'outdJ, bali aUe @S1ieber 
lJofititl finb. Slie5 erfliirt bie W~nHcl)feit ber fruf)er aogeleiteten tyorme1n. 

( X) x' - X4 x6 
148. y=m[oj m =m+ 1.2.m + 1.2.3.4m'+ 1.2.g.4.5.6m4 + '/'" 

x na 
149. ~a a=e1na ift (tlgl 6. 34f·), jo wito a"'= (e1na)"=e",ln. j a"'=I+-1 -

+ (xlna)2 + (:dna)"t. ". 150. ~ifferentiiert man 3.jE.Binx=x-~ 
1·2 1·2·3 1·2·& 

+ x· + . .. jo erfjlilt man 1 _ ~ + __ X4_ +. .. allo bie ffieif)e 
1·2.3·4·5' 1·2 1·2·3·4, , 

filr COB x. ~ie5 ftimmt genau mit bem aUf 6. 29 f. erfJaltenen (!;rgeoni5 iiberein; 
ebenlo ift e5 oei aUen anberen tyunftionen. 151-150. man benutlt ben 

0:0 ex' a" 
binomijdjen 6a~. 166 unb 167. sin ex ~ tg "R::l 57 30 = 3438 = 206300' , 
108. (2;5 ift (nadj jEeijlJiel 22) sin (a + x) R::l sin a + x cos at 
cos (a+x) R::l cos a-x sin a; a=40·, x = ± 1°= ±0,01745. ID(an 
fann geometrijdJ unb redJneriid) nacl)weijen, bali bieie \niif)emng5werte 

au gro13 au~faUen miifjen. 109. !]lad} lllufgaoe 148 ijt Y R:l m + 2X2 
• 

In 

Slie srurtlt witb nljo nngeniifjert 'curd} cine l.l3araoe1 etje~t, bmn 6djeitef 
nuf bet: ¥.llldJie um m tlcrjdjooen ift. ~er \lSarameter (S.17) ift 'f)ier 2 m, 
ber ~riimmungsrabiu~ = m (6. 44 f. " wa£l mit bet lRufgaoe 140 bollig. 

iibereinftimmt. 160. ~n n ~nf)ten wlid}ft e£l aUf a (1 + 1~Or i.1Jlarf an 

«han~, lRIgebrnIl§212); a(1+1~Or=2aj nln(1+1~0)=ln2; 
In 2 In 2 69 g • 

n = ~ --; n R::: -' I alio bet 3 % in 23 ~afJren. 

In ( 1 + 1~0) (too) P 

161. n ~ 100 Ink. 
p 



100 .!tonbergen3 bet ffieiqe filr e 

&n~nng. 

~ie md~e flir e. 
~!! lei Cogt. @i. 35) 

$ = (1 + ~)" = 1 + 1 + _1 • 1 (1 -~) 
'It 1.2 n 

+ _1_ . 1 (1 - ~-) (1 -~) + 
1.2·3 'It n 

+ ... + 1 (1- ~) (1 _ ~) ... (1 _ n - 1) . 
1·2.3···n n n n 

~ft n = 1, fo et~iiU man (1 + ! r = 2. llliitb n gto~er (2, 3, 

4 •.. ), ;0 wiidjft nucg bie 6umme, bn bie iJaftoten, au~ benen bie 
€5ummanben bet lReige gebi!bet finb, gr5~et werben. iJiit ietes enb· 
Hd}e ganMa~tige n ift bie €5umme s fidjer wieber tfeiner al~ 

1 1 1 1 
81 = 1 + 1 + 2" + 2.3 + 2 oil. 4, + ... + 2.3 .•. n' 

benn ~iet finb bie iJnttoren 1 - ~ , .1 - ~ ujw. burd] ben gto13eten 

m3ed 1 etfe~t. 81 ift wieber ffeinet af~ 
1 1 1 1 . 

811 = 1 + 1 + 2 + N + 2.2.2 + ... + 2,,-1 unb 82 ffetner 

1 1 1 1 
Qr~ 83 = 1 + 1 + - + - + ... - + - + .... 

2 2' 2"-1 2" 

1:lie ljierin aufttetenb.e (unenbHdje geometriidje) lReilje gat nnd) 
€i. 64, 2l:ufg. 143 ben Wed 

_1-1- = 2, allo ift 83 = 1 + 2 = 3. 
1- 2 

%iit iebe~ enhHdje n, wefd}es groiler ag 1 ift, ~at s einen m3ert, 
bet 5tuifcqen 2 unb 3 Hegt. 

Sur engeten GHngrenhung fann man 8 = 1 + 1 + ~ fe~en, 
R2 = _1 (1 _ ~)' [1 + .!. (1 _ 2) + _1 (1 _ ~) (1 _ 2-) . 

1·2 n 3 n 3·4 n n 

+ ... 1 (1 - .!.) (1 - ~) ... (1 - ~)J. 
3·4···n n n n 



§eonUetgen3 bet !Reilje fiit e 101 

R! tft groj3er a{~ 0, ba ieber @SummanD ~ofitt\) i~, unb freinet al~ 

1[ 1 1 1 ] W 1+i+s:4+···S.4 ... n 

unb UUt }O me~r ifi 

1 [ 1 1 ] R~<w l+ s + 3i +···· 
i)ie geomettifdje \Rei~e in ber ~{ammer ~ai bie e1umme 

1 g 
--1-="2' 
1- 3 

ba~et Hegt R2 3wifdjen 0 unb t, s 3IUifdjen 2 unb 2,75. IDCan tonnie 
ie~t entf~redjenb 

s = 1 + 1 + _1_ (1 - ~) + R 
1.2 n 3 

fe~en unb Rs in @ren3en ein[djliej3en, lUir fii~ren aber bie lietteffenbe 
Ulierlegung gleidj aUgemein burdj, inbem ltJir s nac9 p @Hebern abo 
brecf)en unb ben \Reft Rp nennen. 

s - 1 + 1 + _1_ (1 - ~) 
1· 2 n 

+ ... + 1 (1 _ ~) (1 _~) ... (1 _ P - 2) + R , 
1.2.g ... (p-l) n n n P 

R = 1 (1- ~) (1-~) ... (1 _ P -1) 
p 1.2.S ... p n n n 

'[1+P~1 (l-!)+ (Pt1)1(pt2) (1- ~)(1- P~l)+ 
+"'+(Pt1)(P~2) ... n(1- ~)(l_P~l) "'(1- n:-l)J 

i)a nut ~ofiti\)e ~aftoren unb \Rei~engHeber auftreten, ift Rp gtouer 
a{~ O. 5lI:nberfeits ~at man 

R < 1 [1 + _1_ + 1 + ... 1 ] 
p 1.2.g ... p ptl wt1)(Pt2) (Ptl)(p+2) •.• n 

unb um fo me~r 

1 [ 1 1 1 ] 
R p <1.2.g .•. p 1+ Jlt1 + (Pt1)i + wtlY'+ ..•. 



102 Si'onuergenlJ ber ffieif)e fur e 

'{)er $t'{ammeringaH ift 
1 p+t 

1 =p' 
1---

p+l 

bager Hegt Rp &ttlifel)en 0 unb 
p+l 

1·2.3·· .p.p 

llas ~emerfen5ttlerte biefer ooeren @Sren3e fur ba5 meftgHeb ift, baa 
fie bon n unaogiingig ift, alfo fur iebe ber .8af){en n = 2, 3, 4 ... 
gUt, mag fie auel) noel) fo l)odj fein, fie ift a!fo auel) tm @Sren3faU 
(n -+ (0) riel)Ug. llann gel)t 

s = 1 + 1 + __ 1_ (1 _ ~) + _1_ (1 - 2-) (1 _ ~) 
1·2 n 1·2·3 n n 

+ ... + 1 (1-~)(1-~) ... (l_P-2)+R 
1.2···(p-1) n n n P 

ii&er in 
1+1,+1+ 1, + 1 +R e = W 1.2.3 -t- • . • 1.2.3 ... (P-1) p. 

%iir p = 4 Hegt O. m. Rp 3tuifdjen 0 unb Is, e 3ltlifel)en 

1 + 1 + t + t = 2f 

unb 

a{fo 3tuifdjen 2,666 unb 2,719. 
~5 lii~t fiel) !eiel)t bettleifen, bl'lU, ie groner p geltliif)U ttl!rb, um 

fo Heiner bas lReftgHeb Rp ttlirb, um fo enger alfo bie @lren3en finb, 
in bie e eingefel)!offen Itlirb. 

1 
p+1 l+p 

1·2·3 .•. p.p 1·2·3 .. . p. 

m3irb.p immer groaer, fo niiljert fid) ber lleiner Itlerbenbe Baljler 
immer megr ber Q:inl)eit, ttliigrenb ber !Renner oeHebig gro~ tuitb. 
ller m3ert bes IBruel)e~ Itlirb alio mit ttlael)fenbem p beHeoig frein, 
um fo megr Bp, hie lReil)e fur e nagert fiel) mit fteigenber @SHeber-
5ag! unoegrenht bem !llierte e = 2,7182818284 ..• 



1) y=a, y'=O 

2) y = ax, y' = a 

3) y = axn, y'=:: naxn- 1 

4 a, na 
) y = 00#&' Y = - wn+i 

q !! 
5) y=aU =axq , 

a !!-l 
y' = .L x q 

q 

6) y = sin x, y' = cos x 

7) y = cos x, y'=-sinx 
1 

8) y = tg x, y'= coS'x . 
1 

9) y = ctgx,y'=-sin'x 

to) y = arc sin x, y' ,/ 1 
yl-x:! 

U) y = arc cos x, 
, 1 

y=--= 
y'1-x1 

1 
12) y = arc tg x, y'= 1+00. 

13) y = arc ctg x, 
, 1 

Y = -1 +00' 
1 

14:) y=lnx, y'=x 
15) y = eW , y' = eOO 

1 
16) y = blgx, y' = roZnb 

17) y = a oo, y' = a.rlna 

18) y = Sin x, y' = (toi x 
19) y = (toi x, y' = Sin x 

., l' 
20) y = ~g x, y = (top 00 

21) y = (ttgx,Y'=-6i!'X 

22)y=~tcSiltx;y' ~ 
1 

23) y=2Itt(t01X; y' 
y'x"-l 

1 
24:) y=~tt:tg x; y' = 1- 002 

1 
25) y=~tc(ttgx;Y'=1_x2 

26) y = u + v, y' = u' + v' 
27) y=u-v, y'=.u'-v' 

2-8) y = cl{x),y' = cl' (x) 

29) y = uv,y'=u'v+v'u 
u , u'v-v'u 

30) y = v' y = v' 

31) y = f (p (x) = I (z), 

y' = I' (z) q/ (x) 

32) ~ft cp (x, y) = 0, io if! 
, OfP.oqJ 

y =-ox'Oy 



Von ~em!efEen Verfaffer er!cpienen fernel': 
jntegTaITed}nung. Unter Berucffid}t1gung ber llraft. Rnwenbung in ber 
liedjnif. mit 3afllreidjen Bei!llielen unb aufgaben verfeI)en. 3. auf!. mit 43 Sig. 
im Ire);t unb 200 aufgaben. (anu<D Bb. 673.) <Deb. :JUt 2.-

Ditferentialgleid}ungen unter Berud!id}tigung ber llrafti[d}en anmenbung 
in ber Iredjnif. mit 3afllr. Bei!pielen unb aufgaben verfeI)en. mit 38 Sig. im 
lie);t uno 160 aufgaben. (anu(]j Bb. 589'.) (]jeb.:Jl.Jt 2.-

ffiewollnUcl}e DifferentiaIgleicl}ungen. Don Stubienrat Dr. l:C. SIab:t. 
mit 8 Siguren im [eet. (matfl .• pfll]f. BibI. Bb. 72.) Hart. :Jut 1.20 

UnenbIicl}e tteillen. Don Stubienrat Dr. K Slab!. (matIj.·pfll]f. BibI. 
Bb. 61.) Kart. :Jut 1.20 

Differential- unb :Jntegralre'lllnung. Don prof. Dr. £. B i e b e r b adj. 
I. Differentialredjnung. 2., verm. u. verb. aUf!. mit 34 5ig. Kart . .7l.Jt 3.40. 
II. Jntegralredjnung. 2., oerm. u. verb. aUf I. mit 25 Sig. Hart . .7l.Jt 4.-. 
([eubners tedjn. £eitf., Bb. 4 u. 5.) 

felld)ud} ber Differential. unb .:integralredjnung. Ur!prungIidj 
Uberfetung bes £eflrbudjes Don J. a. Send, feit ber 3. aUfl. 9iin3Iid) neu 
bearbeitet tJon (]jelj. Reg .• Rat prof. Dr. <D. Sdjeffers. I. Bb.: Differential. 
redjnung. 8. aUf I. mit 70 Sig. i. [. (]jeb . .7l.Jt 22.-. II. Eb.: JntegraIred}nung. 
6. u. 7. aUfl. mit 108 5ig. i. [. (]jel) . .7l.Jt 17.60, geb.:Jl.Jt 20.-. III. BO.: Diffe. 
rentiaIClldd)ungen unb Dariationsredjnungen. 6. aUf I. mit 64 Sig. im [ett. 
aieb. :JlJC 24.-

mat~ematifd}es praktihum 
Don prof. Dr. fj. von Sllnben 

(lreubners tedjni!dje £eitfiiben Bb. 27) 

(h!d]eint September 1927 

Sur Jngenieure, £anbmef!er, Stati!tifer, meteorologen, £el)rer unb Stubenten 
ber matI)ematif unb ber naturwiffenfdjaften ift neben ber ausbUbung in 
[l)ftemaHfdjer matl)ematif eine !oIdje im praftifdjen 3al)Ienredjnen Ijeute un­
entbeIjrUdj. Wer bas vorIiegenbe "matflematifdje praftifum" burdjarbettet, 
llJirb fid) nidi! nur eine grofle (]jewanbtIjeit im 3aljIenred)nen Clneignen, fonbern 
audj einen tieferen Q;inblicf in bas Wefen ber matljematif unb Me prafti!dje 
Bebeutung iIjrer aUgemeinen Derfaflren geminnen. 

t>erlag von 13.0;. 'a:eubner in i:eip3ig unb Berlin 



<Elemental'matl)ematil unb Uedlnif. a:ine Sammlung elementarmatqe, 
matifd)er flufgaben mit Be3iequngen 3ur U::edjnit. 1)on prof. Dr. R. Rotqe. 
(matq .• pqt)fif. BibI. Bb. 54.) mit 70 flbb. Kart . .:JUt 1.20 

matl}ematiid}e aufgaben aus bel' 11:edlnif. 89 flufgaben mit 350 
Unteraufgaben unb £iifllngen. Von Stuoienrat Dr. m. fjauptmann. mit 
115 flbb. Kart.51.Jt 3.60 

~l)eol'ie unb pl'a~is bes Iogal'itl)mifd'len ltedlenjtabes. non 
<Dberftubienbireftor fl. R 0 q r be r g. 3. flufl. mit 2 flbb. (matqem .• Plj~!i!. 
BibIiotqef Bb. 23.) Kart . . 7Ut 1.20 

'\!:edlniid).p!}qiifaiiid)e Runbblide. flusgeroaqlte Beifpiele aus ber pra~is 
ber ted)nif djen Pqt)fit. qerausg. von <Dberftubienbireftor Dr. J. (!j elf er t. (K.l1aljn, 
pql1fifal. Unterridjtsroerf.) mit 196 flbb. (!jeb. 5l.JC 4.80 
Wettel'funl. Bilbyun!. 1Ieleuiiion. (Dral)tlofes 5ernfeqen.) 1)on Dr. 
,ill. <Eid)qorn. mit 36 flbb. Kart . .JUt 3.20 

U::edlniidle Plllliif fUr ted}nifd)e £eqranftaIten unb 3um (!jebraud) in ber 
pra~is. Don Stubienoir. prof. Dr. (!j. UHegn er uno Regierungsbaumeifter 'Dip!., 
3ng. prof. p. Stepqan. I. Banb: medjanif ber feiten, fliiffigen uno lult. 
formigen Karper einfdjlieBIid) m~BtedjnH unb materialprufung. mit 
3aqlreid)en mufterbeifpieIen unb Ubungsaufgaben. 4., neubearb. unb erroeit. 
flufI. mit 335 flbb. i. U:. (!jeb • .7l.JC 8.-. ll.l?,anb: Warme, <Dptif, a:Iel, 
tri 3 it ii 1. mit 3aqlreidjen mufterbeifpielen unb Ubungsaufgaben. 3., neubearb. 
fluf!. mit 352 5ig. (!jeb. :Jl..Jt 8.80 
Seitigteitslel)l'e fUl' mefaUgewel'bUd}e Sd}ulen unb 3um SeIb!!, 
unterrtd)t. £eidjtoerftCinbIid) bargefteIIt .. non (!jemerbeoberleqrer 3ngenieur 
€. S d)n a cr. mit 240 flbb. unb vielen Ubungsbeifpielen [In 1) orb. 1927.] 

lttaidlinenbau. 1)Olt Stubienbirefior:Jng. ill. Sto!3enberg. I. U::eU: Wet!, 
ftoffe bes mafdjinenbaues u. iqre Bearbeitung aUf roarmem Wege. 
2., erm. u. verb. flufI. mit 336 flbb. (!jeb. 5l.JC 9.-. II. U::ei[: flrbeits, 
verfaI}ren. 2., nerb. flufI. mit 794 flbb. (!jeb . .:JUt 14.-. III. U::eil: me· 
i:qobif ber Sadjfunoe unb Sad)redjnen. mit 30 flbb. Hart. 5l.Jt 2.40 

Sad}!'unbe flif lliaidlinettbauel' unb uel'wanMe Bel'ufe. 1)on (Jie' 
merbefd)ulrat K. Uqrmann. Direftor :Jng. S. Sdjutq unb Stubien1lir. :lng. 
{D. SioI3cnberg. 5. u. 6. flufI. mit 642 flbb. Gieli . . fUC 6.40 

pro!pelte: 
(fjrunolegenoe Werle aUf oem 0ebiete oer matgematil nebft 0ren3geoieten, 
£egrmittel uno ljilfsbiidjer fiir g5gerc (jjewerOeJdju[en, maJdjinenoau­

!djulen, 13augewerf/djulen uno verwanote tec§niJdje £egran/ta[ten; 
£egrmittel uno ljilfsbiidjer fiir gewerolic§e 13erufs/djulen uno anoere ge' 

werolidj~fedjniMe £egran!talten 
um/on!f uno po/tfrei Dam Verlag, £eiP3ig, po/tftr. 3 ergiiltlidj. 

Verlag uon 13. ffi. tIeubner in .teiV3i9 nub BerHn 



Mathematisch~Physikalische Bibliothek 
Unter Mitwirkung von Fachgenossen hrsg. v. Oberstudiendir.Dr. W. Lietz~ 
mann u. Oberstudienrat Dr.A. Witting. Kart.jeJUt1.20, Doppelbd . .1lJt'2.40 

Mit zahlreichen Abbildungen 
Auswahl von Bandchen fur gewerbl. Lehranstalten und die gewerbl. Praxis: 

Der Gegenstand d. Mathematik im 
Lichte ihrer Entwicklung.von Ober­
studiendir. Prof. Dr. 11. Wieleitner. (Bd.50.) 

Die 7 Recimungsarten mit allgem. 
Zahlen. Von Oberstudiendir. Prof. Dr; 
H. WieZeitner. 2. Aufl.. .. . .. (Bd. 7.) 

Abgekiirzte Rechnung. Nebst einer 
Einfilhr. i. d. Redmung mit Logarithmen. 
Von Oberstud.-Rat Prof. Dr. A. Witting. 

. Mit zahlreichen Aufg. ' , . . . . (Bd. 47.) 

Finanzmathematik. (Zinseszills-, An­
leihe- und Kursrechnung.) Von Privat­
dozent Dr. 1(. Herold .. . .. (Bd.56.) 

Wahrscheinlichkeitsrechnung. Von 
O. Mei{3ner. 2. Auflage I: Grundlehren. 
II: Anwendungen.. .., (Bd. 4 u. 33.) 

Einfilhrung in die Infinitesimal~ 
remnung. Von Oberstud.-Rat Prof. Dr. 
A. Witting. 2. Aufl. I: Die Differential­
rechnung. II: Die Integralrechn. (9 u. 41.) 

Gewohnl. Differentialgleichungen. 
Von Studienrat Dr. K. Fladt. (Bd.72.) 

Konforme Abbildungen. VonStudien­
Rat E. Wicke. IU. d. Pro 1927.] (Bd.73.) 

Vektoranalysis. Von Studicnrat Dr. 
L. Peters . .............. (Bd 57.) 

Ebene Geometrie. Von Studienrat 
B. Kerst. .. ". . . . . . . . . .. (Bd. 10.) 

Methoden zur Losung geometr.Auf~ 
gahen.Von Stud.-RatB.Kerst.2.Aufl. (26.) 

Einfilhrung in die Trigonometrie. 
Eine elementare DarsteIIung ohne Lo­
garithmen. Von Oberstudienrat Prof. 
Dr. A. Witting. Mit zahlr. Aufgaben (43.) 

Sphiir. Trigonometrie, KugeIgeo~ 
metrie in konstrukt. Behandlung. 
Von Oberstudienrat L. Balser. (Bd.69.) 

Der Goldene Schnitt. Von Prof. Dr. 
H. E. Timerding. 2. Auf!.. . .. (Bd. 32.) 

Einfilhrun« i. d. darstell. Geometrie. 
Von Dr. W.7?ramer. Teil I: Senkr. Projekt. 
a.l Tal. Mit 71 Fig. i. T. Teil II: Grund- U. 
AuftiBverlahr. AIIgem. ParaIIelprojekt. 
Perspektive. [In Vorb. 1927.] (Bd.66/67.) 

DarsteIIende Geometrie des Ge­
Hindes und verwandte Anwendungen der 
Methode der kotier/en Projektianen. Von 
Prof. Dr. R. Rothe. 2" verb.Auf!. (Bd.35/36.) 

Einfiihrung in d.projekt.Geometrie. 
Von Prof. Dr. M. Zacharias. 2.Aufl. (Bd.6.) 

Feldmessen und Hohenmessen.Von 
Studienrat Dr. 11. WOlff. [In Vorb. 1927.] 

Mathematik u. Malerei. Von Studien­
direktor Dr. G. Wolff. 2. Auf!. (Bd.20;21.) 

Wo steckt der Fehler? Von Ober­
studiendirektor Dr. W. Lietzmann und 
Mag. scient. V. Trier. 3. Aul!. (Bd. 52.) 

Trugschliisse. Gesammelt von Ober­
studiendir. Dr. W. Lietzmann. 3. Auf!. des 
1. Teiles von: Wo stecktd.Fehler? (Bd.53.) 

Theorie und Praxis des logarith-
mischen Rechenstabes. Von Ober­
studiendirektor A. Rohrberg. 3.Auf!. (23.) 

Funktionen,Schaubilder und Funk­
tionentafeln. Eine elementare EinfUh­
rung in die graphiscbe Darstellung und 
in die Interpolation. Von Oberstud.-R. 
Prol. Dr. A. Witting. Mit zahlr. Au/g. (48.) 

Einfiihrung in die Nomographie. 
Von Studienrat P.Luckey.2.Aufl. (Bd.28.) 

Nomographie. Praktische Anleitung 
zum Entwerfen graph. Rechentafeln mit 
durchgeflihrten Heispielen aus Wissen­
schaft u.Technik. V. Studienrat P. Luckey. 
2., neubearb. u. crw. Aun. (Bd. 59;60.) 

Die Fallgesetze. Von Prof. Dr. H. E. 
Timerding. 2. Aun. , . . . . . .. (Bd.5.) 

Kreisel. Von Prof. Dr. M. Winkelmann. 
lIn Vorb. 1927.] 

Atom-und Quantentheorie. Von Prof. 
Dr. P. Kirchberger. 2 Biinde. (Bd. 44 u. 45.) 

Ionentheorie. Von Prof.Dr.P.Brliuer. (38.) 
Das Relativitlitsprinzip. LeichtfaBIich 

entwick. v. StudienratA.Angersbach. (39.) 
Drahtlose Telegraphie u. Telepho­

nie in ihren physik. Grundlagen. 
Von Dr. W. Ilberg . .. • ... (Bd. 62.) 

VERLAG VON B. G. TEUBNER IN LEIPZIG UND BERLIN 
anum. 387: I: i II b 0 Ill, Dif!erentfa{redjnung. 5. aUf I. 



Teubners Technische Leitfaden 
Analytlsche tieometrle. Von Geh. Hofrat Prol. Dr. R. Fricke. 2. Auf!. Mit 96 Fig. IVI u. 

125 S.] 1922. (Ed.!.) Kart. .7Ut 3.60 
Dantellende Geometrle. Von Dr. M. Grofimann, Prol an der Eidgen. Techn. Hochschule 

zu Zilrich. Bd. I. 2., durchges. Aun. Mit 134 Fig. und 100 Obungsaufgaben im Text. 
[IV u. 81 S.] 1922. (Bd.2.) Kart.'w.A' 2.20. Bd. II. 2., umg. AufL Mit 144 Fig. IVI u. 154 S.] 
1921. (Bd.3.) Kart . .1I.A' 4.-

Differential- und Integralreehnung. Von Dr. L. Bieberbach, Prof. a d. Universitat Berlin. 
I. Dilferentialrechnung. 2., verm. u. verb. Auf!. Mil 34 Fig. (VI u. 132 S.] 1922. (Bd.4.) 
Kart. .1I.Jt 3.40. II. Inte~ralrechnung. 2., verb. u. verm. Aun. Mit 25 Fig. [IV u. 152 S.( 
1923. (Bd.5.) Kart..1I.A' 4.-

Funktlonentheorle. Von Dr. L. Bieberbach, Prof. an der Universital Berlin. Mit 34 Fig. 
IIV u. 118 5.] 1922. (Bd. 14.) Kart..1I.Jt 3.20 

ElnfUhrung In die Vektoranalysis. Mit Anwend. auf die mathem. Physik. Von Dr. R. Gans, 
Prof. a. d. Univ. KOnigsberg. 5. Aun. Mit 39 Fig. [VI u. 118 S.I 1923. (Bd. 16.) Kart . .1I.A' 3.-

Hilhere Mathematik far Mathematlker, Physlker und Ingenleure. Von Dr. R. Rothe, Prof.an 
der Techn. Hochschule Berlin. Bd. I: Dilferentialrechnung und Grundformelu der Integral­
rechnung nebst Anwendungen. 2. Aufl. Mit 155 Fig. i. Text. IVIll u. 192 S.] 1927. (Bd.21.) 
Kart..1I.Jt 5.-. Bd. II: Integralrechn., Unendliche Reihen, Vektorrechnungnebst Anwendungen. 
(Bd.22.) Bd.lll: Raumkurven u. FUlchen, Linienintegra1e u. mehrfache Integrale, Gewtihnl. 
und pactielle Difierenlialgleichungen nebst Anwendungen. (Bd.23.) IBd. II u. III in Vorh.1927.] 

Mathematlsches Praktlkum. Von Dr. H. v. Sanden, Prof. an der technischen Hochschule in 
Hannover. (Bd.27.) [Erscheint September 1927.1 

Praktische Astronomle. Geographische Orts- und Zeitbestimmung. Von V. Th e i m er, Adjunktan 
der Montan. Hochschule zu Leoben. Mit 62 Fig.IIV u. 127 S.] 1921. (Bd.13.) Kart..1I.A' 3.40 

Feldbuch fUr geodHtlsche Praktika. Nebst Zusammenstellung der wichtigsten Methoden und 
Regeln sowie ausgefuhrten Musterbeispielen. Von Dr.-Ina. O. Is rae 1, Prof. an der 
Techn. Hochschule Dresden. Mit 46 Fig. [IV u. 160 S.] 1920. (Bd. 11.) Kart..1I.A' 4.­

Ausglelchsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate ill ihrer Anwendung auf Physik, I 
Maschinenbau, Elektrotechnik und Geodllsie. Von Obering. V. Happach, Oranienburg 
bei Berlin. Mit 7 Fig. IIV u. 74 S.I 1923. (Bd.18.) Kart..1I.Jt 2.-

Mechanlk. 2 Bde. Von Dr.-Ing. A. Pro II, Prof. an der Techn. Hochschule in Hannover. 
(Bd.25/26.) Bd.l: Dynamik. Bd. II: Technische Statik. [In Vorb. 1927.] 

(JrundzUge der Festigkeltslehre. Von Geh. Hofrat Dr. Dr.-Ing. A. F /) P pI, wei!. Prof. an der 
:rechn. Hochsc.hule .in Munchen, und Dr.-Ing. O. Fop pi, Prof. an der Techn. Hochschule 
10 BraunschweIg. Mltl41 Abb. im Text u. auf 1 Tal. [IV u. 2905.] 1923. (Bd.17.) Geb . .1I.Jt 7.60 

(Jrundrl6 der Hydraullk. Von Hofrat Prof_ Dr. Ph. Forchheimer, Wien. 2. Auf!. Mit 
117 Fig. im Text. [VI u. 134 S.] 1926. (Bd.8.) Kart..1I.It 5.-

Dampfturblnen und Turbokompressoren. Von Dr.-Ing. H. Baer, Prof. an der Techn. Hoch· 
schule in Breslau. Mit 130 Abb. [IV u. 153 S.] 1924. (Sd.20.) Kart..1i.Jt 4.-

Die elektrischen Maschlnen. Von Dr.-ln\!'. M. Liwschitz,Charlottenburg. Bd. I: Einfilhrung 
in ihre Theorie. Mit 284 Abb. u. 13 Tafeln. [X u.337 S.] 1926. Geb . .1I.Jf. 14.- (Bd.24.) 
Bd. ll: Die Konstruktion und IsolierUl,g. 

Erdbau. Stollen- und Tunnclbau. Von Dipl.-Ing. A. Sirk, Prol. an der Techn. Hochschule 
zu Prag. Mit 110 Abb. IV u. 117 S.] 1920. (Bd.7.) Kart..1I.Jt 3.-

LandstraOenbau cinschl. Trassleren. Von Oberbaurat W. Eu ti ng, Stuttgart. Mit 54 Abb. 
im Text und auf 2 Taleln. [IV u. 100 S.) 1920. (Bd.9.) Kart..1i.Jt 2.80 

Eisenbetonbau. Von H. Kay s e r, Prof. an der Techn. Hochschule zu Darmstadt. Mit 209 AbO. 
im Text. [IV u. 129 5.) 19n. (Bd. 19.) Kart..1I.Jt 3.40 

Hochbau In Stein. Von Geh. Baurat H. W a I be, Prol. an der Techn. Hochschule zu Darm­
stadt. Mit 302 Fi~. im Text. [VI u. 110 S.] 1920. (Bd. 10.) Kart..1i.Jt 2.80 

Veranschlagcn, Bauleltung, Baupo!lzcl. Helmatschutzgesctze. Von Stadtbaurat Fr. Schultz, 
Bielefeld. Mit 3 Tafeln. IIV u. ISO S.I 1921. (fld. 12.) Kart..1I.Jt 4.-

Leftfaden der Bausloflkunde. Von Geh.-Rat Dr.-Ing. M. Foerster, Prof. an der Techn. Hoch­
schule Dresden. Mit 57 Abb. im Text. IV u. 220 5.) 1922. (Bd. IS.) Kart..1I.A' 6.­

Mechanlsche Technologic. Von Dr. R. Escher, wei I. Prof. an der Eidgeniiss. Techn. Hoch­
schule zu Zilrich. 2. AufL Mit 418 Abb. im Text. [Vl u. 164 S.I 1921. (Bd.6.) Kart . .1I.A' 4.-

Verlag von B.G. Teubner in Leipzig und Berlin 



••• (fine glalflicJ)e ~tgdn;ung bet ~amm(ung 
.. 91u~ <l1atut unb ~eifteetl)dt'· ••• finb: 

~eubnets 
tteine g44Jtuotterbu({)et 
eiie g~()en rard) unb JUDtrlilf~g ~uslunfl IlItf febem GpeJlalgebiete unb 
laften fid) Ie nad) ben antttefjen unll ben 'mltleln bes elnJelnen nad) 

unb nad) ,U tlner ~m6tlopiibte allee 'nllftensJIDeige etIDe\tern . 
• 'lllit biefm Ildnen ~acl)m'lI.tbii,\)Ctn ~at bet 'l:ler!ag X<ubn.t mi.b,t rin.n f.~t gliidlid)on 
~rill getan. 010 trf.~en tatflid)lidJ fiit ibI< (Sonbetgebitt, tin !tonuerlatio .. r./ilon nnb 
m.tb.n 0,..,;0 gfoD.n :nnllang fjnb.n.· (~.utl~' WAde.) 

13ifbet etf<\limen: 

P."ofo,.ifcJ)e. 'tlJ6rtetbud) oon 5tubienrat Dr. P. 5:botmeOu. 
9. :Rufl. (13b. 4.) G>eb • .1l.Jl 4.-

Pf.,djologifcJ)e. 'tlJ6rterbucJ) oon J3rloalboJenl Dr. 8. Q)ier e. 7lltt 
,ablr. ~fg. (5b. 7.) (an 'tlor&. '927.) 

'UJ6derliucJ) ,ur beutfcJ)en fiterotur lion O&erflubfenrQI Dr. t}.'JUbl. 
(l3b. J 4.) G>eb • .1l.Jl 9.60 

'mufitalifd)e. 'UJ6derbud) lion prof. Dr. t}. U. 'lllorer. (13b. '2.) 
~eb • .7l.J( 9.20 

~unft9efcr,icr,tIId)e. 'UJ6dtcbucJ) lion Dr. 6. 'no 11m er. (13b. '9.) 
(~rfd)einl ~nbe Sommer '927.) 

p~.,fifalifcr,e. 'UJ6rterbuif) oon Prof. Dr. 0.:5unbl. 'lllit $' .8lg. 
(:511. s.) G>eb • .1l.Jl 9.60 

ctf)emifdje. 'UJorterliucr, oon prof. Dr. 6. ')tem!). 'lllil ,5"&b. u. 
S XobeIlm. (13b.l0/JJ.) G>eb • .1Ul S.60, In tjalbln. U '0.60 

~eo!1rQ,"bifcr,es 'UJoderbucr, DOll prof. Dr. O. Jtenbe. "Ugemeine 
<frblunbe. 2. "ufl. 7llil Ja~lr. ~&&. (Db. s.) (ll. b. )Jr. '927.) 

Soolo8i'd)ef 'UliderbucJ) oon Dr. X b. st no It n er us. 'lll e 0 tr. 
(:5b. 2.) G>eb . .?l.It 4.-

8otanifd)e. 'U16derbuc{l oon ptof. Dr. O. G>uh. 'lll11'09 ~bb. 
(~b. ,.) G>eb • .?l.It 4.-

'UJ6der"uc{l bet 'lUormeun/)c Don J3rof. Dr. 7ll. )3 i elf lb. (13b. 9.) 
~e". .7l.J( 4.60 

OQnbIi!1.1U6rter&u~ Don t}anbe!sff(luillfretfor Dr. 'n. Gillel unb 
Oufu,ratDr. 7ll. 61r a u I). 3uglticb fiinffptalblges 'IDonetbud), Jufammm. 
gefteIlt lI. 'n. "rmbaue, oerpjl.1)olmetfd)tr. (13b.9.) 0eb • .?l.It 4.60 

Wdter~in 6.finben jid} ill 'l:lot6ertilung 1927: 

'lloltstunblid]ee 'UJ6der"u~ oon J3rof. Dr. ~ • .8 e ~d e. 
~ftrcnomifc{lttl 'UJorterbud) oon Dr. U. 'nl e & n. 



GltuabJiige bet faabeteuabe 
'l'Jon prof. Dr.,..t}tftner. I.: (furopa. 4.:Aun. 'm1t4:taf., 269Jtan~en 
u • .s10.1.:t. ~e~. ca.,u, , .-, oeb. JUt, 9.-. II.: 'Dleauf)ereuroplilf~en 
(frbleile. 9., oerb. :Auf!. 'lnll' 97 stlirtd)en unb 'Dlagrammm 1m :teJf. 

~e~ . .7U( '4.-, In ~an,ltlnen JUt '6.-
.~Ier ~olmt 11)11 bot, 11)0. au gef~lt ~~ dll lIuci) 0011 'mdPer~ollb gej'ci)riehn, 

fiir ble II)dtm Jttelfe btr c&ebllbetm. 'Do. Wctf If! mel! all nellell 0rball!m. Ifln 13raci)p 
flii4 If! ,.1I. ber gloil<lttlge nberbllcf fiber ble pofillfci)e ~efci)lci)te ~U~Qf oom geogMPblfci)m 
6tollbpulI!t gefe~.· (Siia4l_lRug .... ",u lRbeabJdtua,.) 

!Allgemdae cmfdfcf)afte- u. enede~ttgeogt4p~ie 
'l'J.~e~.'Xeg •• ')talprof.Dr.$t.6 aJ per. 'ln1t70rartogr.'Darrt.~eb • .1Ul'2.-

.lfln elflaunflci)et 'l1Jctfl - Ifr!lounllci) bulci) ble ~alfe bet borin gebotmm llllifeno 
fci)oftllci)m 9n~tes, III bma dn lellmer 'Xeici)tum doeller Ifrfobmllgm bee IllritgemPm 
'lIerfafTeet oe!ll)ebt III unb ber noel) bu~ dlle ullgell)o6111ici) umfangrelel)e unb lIIertoolfc 
fltemtumngoh erglin,t .. lib. • • 60ppm .~Ifgmadlle 'l1Jlrtfci)o!tt. unb 'lIecte~gge"C:~e' 
mul) leI)leci)t6ln alt erfci)opfmb beyriel)nel ,"Iben.· ('!Inee.) 

!Aat~topologh 
Unler 'lltitarbelt ~tn1orragenber ~a~oele~rter ~erausgeg. oon ~e~. 'lneb._ 
'Xal )Jrof. Dr. ~. 6d)walbe u. )Jrof. Dr. 1i • .Jlfd)tr. 'In. 29~b& •• :ta'. 
u. 98 :Abb.I.:t. ('DleStultur b,(f)eoenw., ~t5g. o. ~rof. Dr. p. t) Inn e & erg. 

:tell III, :Abl. V.) .1l.J( 26.-, geb. ,u29.-, In t}albL .1Ul 94.­
<fllle ~elomtbotflel!un9 ber Urgefci)Ici)1f, 'mmlci)m. uRb 'llOlferhmbe. 

p~ij'fe 
Unler 'milar&elt ~eroorragmber ~a~gelebrter berausgegeben oon t)ofral prof. 
Dr. (f. fed)er. 2., Der". u. \)erm~ :Au~ 'mit "6 :A"". ('DIe $tultur ber 
~egenwart, brsg. D.prof. Dr.)J. t)lnne&ulJ, XtlllII, :A&I.III, l5~. ,.) 

C»eb • .7Ul94.-, oe& • .1Ul96.-, In t)al"leber JUt 40.-
.<f, III nun ge!UlIgl1l, rin bo. llltite 0eblt! ber p~Opr umfofJenbes Wert ,u Ief)ajfen, 

ba, 101ll0bl tar ble p~OPler o.om .ia~ or. ouef) tal ble ~emerPebenben oon unlel)a~barem 
Well III.' (~Ie 'Welt bee 5:'4Ialt.) 

Gltuabtf)) bet SJ\fttop~;ffe 
(fIne alloemelnDerrflinbll~e (flnffibrung In ben 6fanb unferer stmntnilJe fiber 
ble pbiififd)e lSefd)affen~eit bet t)lmmelsfilrper. 'tJon )lrof. Dr • .st. ~tQff. 
:tell I: 'DIe lI)ifjenld}allL ~mnblogcn ber IIIlfTmlci)aftl. ~rfef)ung. (~lfef). <fllbe ~ug. '927.) 
!tei! II: 'Die 'ltlertrotptl bee 6ollnenfijf!cmf. 
:trillll: 'Die ~11~eme, 'lIeb,lfle4,n unb 6Itm~ufm. (~I'" unb III jolgen 1m ~trbf! '927.) 

';eubnett ~dtUt"'fffea'~dftli~e 15fblfot~ee 
• 'DIe l5anbe blefn oo"Dgllci) gdritetm 61mmlung pe~ II)lfJmlci)aftllci) 10 ~oci) unb 

finb III bel ~olm 10 uepflegt ullb fo anfpreef)enb, baD pe mit ,um ~ellm gereci)net lIIerbm 
biirfen, lI)a. III Dollfliimliel!er 'lIatut!unbe omjfcnrllef)1 1I)0lbell If!: ('Ifataf.) 

t}ll4t~emdti'4J-p~ijfiedif4Je afbUot~ee 
t)erauegeg. oon 'm. fit.mann u. ,.. 'miffing. Oeber lSanb.1Ul '.20, 

'DoPlld&anb JUt 2.40 
.Oebe b. dn,elnm'Da!jlellulIgm If! muf!ergaltlg f.I~ICI~1I u. oermag bm 3m.4 0011 ,a "" 

fiillen, In lelel)toc!jl';lIblld}er u. an9m.~m.r Welfe ,ul'lI,ttle!ollg b. ma~maatllci)m l5l1bung &d­
,ulragm. 'DIe eammlung II)IIb auf bo, oallemael)btacfllef)fte cmpfo~lm.· (~f. Quelle.) 

'lIe"elci)lIffJe 0.1<11&11. 'lIal.l5ibl. u. b. 'mat~ .. 13601.1IIbl. D. 'lIerlallt feI..,lg, 130ttflr, 9 ~ltllef). 



~OnftletifcJ)et 'l\l4nbf~muce 
fit t)eaut u,,~ e.ule 

S; e u b " e t t ~ i at ffl e t ft e i " , e i • a u at 9 e" 
UJo~lfeile fat&lge Otlglnall1lnte etfler beutfd)er Jtiinj'tltt fi\r& beutfcbef.)au5 
1>Ie eamml. m~lIle_1 8M \!CO ~11bcr la bm G)16t)ea 100><70 em (91.L 10.-), 15:><55 em 
(91.1l9.-), 109><41 em ~', 99><41 em '(91.1l6.-), 60><5,0 em (U e.-), 55><42 em 
(91.1l 6.-), 41><90 em (U 4.-). 1 Jtiriac :Jtlmltlll4l1tr: 24X/8 em It 91.L 1.-. "'~1II_0U. !JIo .......... rigmer 'lDtriflillt •. 

~hUeff.d"u"ge,,: 
Stud Sei~n4~t."ilbee Ullb ,.et Cftee""bee oon ". Acimmeeee. 
I. 'lllorgm Jtinb.r, .. Irb'. tiki. gthn. 2. 'tIem Olmmd.~ bIi romm 141 ~er. - 1.0flll8, 
Opem lit co ~al·. !!. O!ltr~lt 1c\llrid)1 ..... 60a.. (41)<90 em] lim. It 91.L 9.-. 
,oftfCll:tenClueocllIe It 91.L -.15. 8110. em,tla ,""bml la IllriDeaa ~mell aaler 
G)[oe It.f/.Il e.25, bl. "'CUllmmg~irlam ~Ub.. 015 'lDoabfri.. grr4ml I. 91.L 18.50. 
,oftfCldm ualtr 4!l11lf mil lc\ltIkIl)er tlnfollaag, mil 'lllfbinge(c\Iaar I. 91.L -.65. 

In fc\ltlklr, polftrleaa '}\o~mta mil G)la. Ie 91.L -.85 

~.eatte"&il~et 
It. S. !Df"en"4~ "Per Aspera ad astra". 'llhm, bI. 94 5:'du,. bee Deilit. 
'lDoabfri.fco fort[oulmb .. lebftO. (25X20'/. em) 91.1l 15.-. ![efU,11bcr ale 'IIlanbfrl.f. 
(80X42 em je 91.L 5.-. (95X18 em) Ie U-,,9.5. 'oa41 gm~mlf. Otrlc\l. :J\ufiibr. erbillll4l • 
• 6Jittlf~e Sugenb: II 'l!lappen mil 'e S!O ~roll (94X25 1/. em) 'e 91.L 1.50. 
tla,dbilber Ie 91.L -.60, oac\l 8ftIIbmi In D.rlc\llebmm :J\u'fiibmaam ~[lIlc\1. 
ltinbeemufft. '2 ~1I11tr (94X25 1/. em) la'mappe 91.1l6.-, tl.,tl&lol1 91.1l-.60 
6Jeebo fluife ecJ)mibt. e~lltten,eic()nungen. (20XIS em) Ie 91.L -.50 • 

. 'luc\l 8em~lIIlla IItrlc\ll.bmm :J\"fii~rungm ~1t1l4l. ~Iummomrel. ')Ilifmfpld. '.!ler~efu4l. 
'Dcr £Ielltollrtcj. Ifln 3riibllngellmllD. 1>Ie 3rcanbe. 'Der ~dcj on .3~n·. :J\ftni~mugs-

ocrfu4l. :J\m 6p(atlf. ~m 'lDefa. tin ,'lltar4ltn. 'Drr Q)e6udtlClg. 

Sdefe ,Ut !Auf.mfi'ung 00" ~inbeqlmmem 
'R e u : ,!Die 'Ul4nbecf4~rt bee llrei Sid)telmctnncJ)ea." 3111ri farbigt 
'lDanbfriie DOD 'l!I. ')IlIIer. I. :J\6f~leb - Jtul)e ':110ft. 2. 6~dl- :tan,. Ueber 3rt" 

mil ~Ilbern (J09X41 em) 91.L 6.-. lebell ~11b efa,.la 910A 9.-
.inner linb erlc\llmm \)emrumn: .:J\I~bd· a. .':IIotripP41m·, ~oumfeinb: .'Dle ,"lim 
~4I ... lIm·1 ')IIbm.'tIlctor: .4Scblomtftnlt ... • •• S4llomlfmlonb· .~aglefn ,Ilt 'IIla41I· unb 

.tngllin ,. \)UI· (109)<41 em, Ie 91.1l 6.-). 

~u~ol; fD.a'ftt tJflbft "ea", ~"t)eflfgen ~.dft 
'Der "rm~e.,lge &mortlCf, Oe(.. be! Jtlnbetfmaab, 'Du 'l"'bmo~~ \)oc\IJefl ,. stano, 
'lDdbnacblln. 'DIe ~ergprebl91 (15)<55 ~1D. 6OX50 em). 91.L 9.- ~. 910A 8.-. 

6 lSliIlltrln 3ormol ~i'lifAt. .. ~il"'''. In 'llloppr 91.L 4.50, 01. 
s6X28 unite bcm 5:11,1 -U" ,'..".. ..,"'... tlll)el&loll 'e 91.L -.15 

ftQ~1 tJeauect le~e~,ef •• unge. 
a: •• offnf6pfe JUI oeuCf~eII G)"41f~te. ...... SSI ~r. (96)<!!6 em) 91.1l5.-

12 lSI.. • • • . . • . . • . • • • • • • • • • . . • • . . •.. 91.L 2.-
!Rue 'Dcutf4lloaOe O~.,. Sdl lSI'. la .. """. 16 lSI. (96)<28 em) 91.1l2.50 
30.l:ft unb OelOcn 1m 'lD.Ufricg. "!!Jer., lSlilttft (96x28 em) 91.L -.50 

511 'mappen, mlbolltllb II III ~lilltf, 'e . • • • • • • • • ••••• J1.1lI.-

5:eu&nett CiHi.('J ....... " ..... , ... -
Oebe storte J1.L. 

Oebe ')Idbe oad 
!Jlu.fillielf~ft'W.uOf .. 

1.ledea9 oon ts. 




