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Die Sammlung
,, Aus Natur und Geijteswelt'

nunmebr iber 800 Bdande umfaffend, bietet wirtliche ,,Einfihrungen®
in abgefdloffene Wifjensgebiete fiir den Unterridt oder Selbftunter=
tidht des aien nad den heutigen methodifhen Anforderungen und er-
filllen fo ein Bediirfnis, dem weder umfangreide EnsHtlopddien nod
ftizzenbafte RNbriffe entfpreden tonnen. Die Binde wollen jedem geiltia
Wiindigen die Woglidyteit {daffen, {ich obne bejondere Vortenntniffe an
fidyerfter Quelle, wie fie die Darftellung durd) berufene Vertreter der Wiffen-
{daft bietet, fiber jedes Gebiet der Wiffenfdhaft, Kunft und Tedynit 3u unter-
tidten. Sie wollen ibn dabei ugleich unmittelbar im Beruf fordern, den
Gefidytstreis erweiternd, die Cinfidt in die Bedingungen der
Berufsarbeit vertiefend.

Die Sammlung bictet aber audy dem Sacbmann eine rafdhe 3uver-
laffige Uberfidt dber die fidy beute von Tag 3u Tag weitenden Bebiete
des geiftigen Cebens in weiteftem Umfang und vermag fo vor allem audy
dem immer ftarter werdenden Bedittfnis des Sorfdiers 3u dienen, fidh
auf den Wadbargebieten auf dem laufenden 3u erbalten. Sn den
Dienft diefer Aufgaben baben fidh darum audy in dantenswerter Weife von
RAnfang an die beften Uamen geftellt, gern die Gelegenbeit benusend,
fih an weitefte Kreife 3u wenden.

Seit Derbft 1925 ift eine Neuerung infofern eingetreten, als neben den
Biinden im bisherigen Umfange folhe in erweitertem, etwa anderthalbfadyem
3u 3 Y,fadem Preife ausgegeben werden, weil abgefdloffene Darfrellungen
groferer Gebiete auf befdrintterem Raume beute jhwer méglidy find.
Dieje Bande, die die Aummern von 1001 ab tragen, erfdeinen, um
die Cinbeitlidleit der Sammlung 3u wabren, in der gleidhen Rusftattung
wie die ibrigen Bande. Sie find nur auf dem Ridentitel durdy je
ein Sterndyen dber und unter der Nummer bejonders gebennzeidhnet.

Rlles tn allem find die fhmuden, gebaltvollen Binde befonders geeignet,
die Srcude am Budbe 3u weden und daran 3u gewshnen, einen Betrag,
bden man fiir Crfillung Eseperlicher Beditrfnife nicht anzufeben pilegt, audy

fiir die Befriedigung geiftiger anzuwenden.

Jeder der meift veidy illuftrierten Bande
ift in fid abgeidloffen und eingeln tauflich

Leip3ig, im Ruguft 1927, Bo ®. (ZQUBI‘CI

€in vollftandiges nad Wiffenjdajtsgebieten geordnetes Verzeidnis verfendet auf
Wunjd der Verlag, Leipsig, Pojtitrajie 3/5
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Vorwort.

Am BVorwort jur erften Auflage jagte i unter anderem: , Die
Qifferentialz und Jntegralredinung hat in der Mathematif und in den
ezaften Naturwiffenidaften diefelbe Bedeutung wie bad Mitroftop in
ven Dejchreibenden. Der Aujbau eined Gangen wird nur durd) basd
Gtudium der Ileinften Teile begreiflich). Der Vorteil, den die Tedhnil
onj diefen Redynungsdarten sieht, veranlafte meine im Winter 1910/11
unh 1911/12 in Dortmund gehaltenen Bortrége iiber ,Grundziige
ber hsheren Mathematit fiir Jngenieure”, jene gaben den Anftoh sum
Critgeinen diefes Bindchens. — Bei der Fiille des vorliegenden Stoffesd
war Befdhrantung in materieller Hinfidht geboten. Jd) judhte abexr
wenigitend nady Wiglicheit auf Anwendungen in Mechanit, Elettro-
fednif, Warmelehre, Lujtfahet u. dgl. Hinzuweifen. Aud) die Form
ber Darftelung bemiihte i) midh), moglichyt faBlich zu geftalten, oft
fithete ich Betveife geometrifd), wenn das algebraijde BVerfahren zu
umftdndlich {chien..."

A3 bie zweite Auflage ndtig twurbe, jhlug mir die BVerlagsbudy-
bandlung in danfendwertem Jntereffe fitr dasd Werk vor, 8 dburd) ein
joeites Bindhen zu evgingen, welhed Mbungsanfgaben ju den im
erften entivicdelten Sdgen enthalten jollte. Jm Gedantenausdtauid) iiber
biefen Plan gelangten wir jedod) su ber Anficht, daf ed zwedmafiger
fei, bie Uufgaben wie bisher ber Theorie unmittelbar anjugliedern,
ihre Bahl aber su vermehren und den gefamten Stoff auf zwei in ficdh
abgefhInffene Béanddjen zu verteilen. Das erfte behandelt die Diffe-
tentialvechnung, dad sweite ift der Jutegralvedmung gewidmet.
€0 wurde e3 mbgli), bdie wefentlichen Biige zu vertiefen und
gleihzeitig ben Wiinfden der Rritif, beren woblwollender Beurteilung
bas Buch feinen Grfolg mit verdantt, nach Moqlichteit Rechnung zu
tragen. o) mehr al3 bisher fonnte i) anjtreben, den Lefer nie in
ber Theorie fteden gu laffen, fondern ihn zur eigenen Mitarbeit, gur
praftijchen Auffaffung anguregen unbd ihm die Freude am Konnen 3u
geben, andrerfeitd vermodite id) aud einige Gebiete ju verticfen oder

1%



v Borwort

sut ermweitern, ohne die Behaglichleit der Darjtellung zu gefihrben.
o ed mbglidh) war, twurbe geeigt, wie man die Crgebniffe ber Redh-
nung auf verfdiedene Weife priifen fann.

©3 werben nur die einfadyften mathematifhen Borfenntniffe vor-
audgefebt. Damit dem Lefer Gelegenheit geboten werde, gelegentlic)
and gleiche Gegenftinde in verfchiebener BVeleudhtung su {ehen, werben
in Fufnoten Hinweife auf die Vdubdden der Sammliung gegeben,
weldje die betreffenden Gebiete der Elementarmathematif Hehanbeln.
Ler tiefer in ben Stoff eingudringen twitnjdt und eine firengere Be-
weisfithrung fennenlernen michte, al8 fie die allgemeinverftandliche
Darftellungsweife suldft, ftudiere jolgendeWerke: Rowalewsti, Cin:
fithrung in bie Jnfinitefimalrenung (ANu® Bd. 197) und Rothe,
Higere Mathematit fiir Mathematifer, Phyfifer und Jngenienre
(Teubners tedynifdje Leitfaden). Cin groferes Werk, ebenfo durd
©trenge wie durd) Klarheit andgezeidnet, ift v. Mangoldt, Ein:
fithrung in die hoheve Mathematif. LWer an der Anwendung der
Mathematif Gefallen findet, nehme aud) v. Sandens ,Mathematiz
fhes Praftifum” zur Hand.

Gine angenefue Biliht ift e3 mir, allen meinen verbindlichjten
Danf audzuipreden, die midh) auf Drudiehler in den fritheren Wuf-
lagen Hiniviefen, bejonders Herrn Giittges in Opladen.

Sn ber Dritten Uuflage wurben einige Ungenanigleiten beridhtigt,
bie Regelfduitte ettvas ausfithrlidher behandelt, dasd Rejtglied bder
Mac-Lauriniden Reibe fonnte nod) einfacder entiwidelt twerden, und
der natiivlide Logarithmus erhielt dad Jeidhen in ftatt 7.

Die pierte Auflage bringt eine Darftellung der Hyperbelfunitionen
und ihrer Umiehrungen, in der fiinjten wirden verfdiecdene BVerfehen
audgemerzt. Bu grundlegenden Anderungen glaubte i) mid) nidt
bevedjtigt, weil dag Bud) in der bHisherigen Geftalt jo viele Freunde
gelonnen fHat.

Auch in der Geiftestvelt gibt e3 eine Art Energiegefel; mbge das
Wert die Freude tvieder ausftrahlen, mit der 3 verfaht ijt.

Piinjter 1. W, Auguft 1927

M. Qinbdow.
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Crites Rapitel.
Der Fuuftionsbegrifi uud jeine tednijde Be:
bentung. GraphijdeDarvitellungder Fuuftionen,

Cine moderne Majdjine befteht meift aud vielen Teilen, von benen
jeber feine bejtimmie Aufgabe hat. Diefe exfitllen fie nidht unabhingig
voneinander, Jondern in gegenfeitigem Bujammenhang, wie aud) ihre
Form (3. B. bei Bahurddern) auf bag Bujammenarbeiten fonftruiert ift.
it eine Majchine an eine Welle angejchloffen, jo hangt die Schnelligteit
ber Betwegung jedesd eingelnen Elementes von der Tourenzahln (Um-
brehungen in der Minute) der Welle ab, fie ift eine Funftion von x.

Unter einer funftionalen Begiehung verfteht man gany allgemein ein
Abhiangigleitdverhiltnis sweier Jahlenwundy, berart, daf ju jedem Wert
ber ,unabhdangigen Verdnderliden” z ein eingiger befimmier
Wert ver ,,abhiangigen Bariabeln" y gehirt. Jebe BVergroBerung
ober Berfleinerung von 2 wird im allgemeinen and) eine Bevinderung
von y mit fid) bringen, die aber nidht gleicher Art zu jein braudht.
Sn unferem Beifpiel ift die Tourengahl » bdie unabhingige Bariable,
benn man fann fie innerhalb der praftifd) juldifigen Grenzen beliebig
annehmien. it died aber einmal gejchehen, jo ift die Gejd)windiateit
jeves Majchinenteiled dadurd) befrimmt. Liuft 5 B. von der Welle,
beren Durcdhmeffer dmm fei, ein Riemen {iber eine Scheibe vom Durch-
meffec d, mm, jo madt diefe

7y =g—n Umbrehungen in der Minute.

Un biefen %et&nbemﬁgen nehmen die Durdymefier nidt teil, fie be-
falten ihre urfpriinglihe Grdfe. Derartige Bahlen nennt man Kon-
ftanten.

Crhipt man einen RKeffel, der Waffer und gefattigten Dampf ent-
hilt, immer iveiter, jo zeigt dad Manometer {tarfe Drudfteigerung an.
Der Drud des gefdttigten Wafferdampies ift aljo eine Funition feiner
Temperatur; fie ift in tedynijden Tabellen (3.B. von Fliegner, Hol=



2 I. Der Funttionsbeqriff und feine tedhnifche Bebeutung ujiv.

born, Penning, Baumann) niedergelegt. Die Technif, wwie jede andere
RNaturwiflenidaft, darf fich ndmlich nidht mit dbem gefidherten Beroufts
fein begniigen, baf swifden zwei Grifen ein Abhdngigteitdverhilinis
befteht, jondern fie muf e8 zahlenmdfpig feftlegen, etwa in Form einer
Tabelle.

Nod) lieber aber ift e3 Dem, Der aud) theoretij die Wifjenjdaft
ecfaffen und bielleidht fordern will, wenn diefe Abfhdngigleit, toie in
vem vorigen Beifpiel (Welle und Riemenjdeibe) dburd) eine Glei-
dung gegeben ift, Auf biefe it der ganze Upparat ber mathematis
fhen Analyfis ugefdnitten; um ihre veiden Hilfdmittel zur Beherr:
fhung ber Naturerjdeinungen benupen zu Hnnen, muf man alfo exft
aud der durch) Berfude evmittelten Tabelle dad AbYingigteitagefes in
Form einer Gletdhung stijden den Verdnderlichen herausfinden, die
man in ben meiften Fillen  y = 7 (x)
fchreibt. Die Funftion f(x) begeichnet darin einen Ausdrud, der durd
eine in beftimmter Weife vorgenomuene nwendung der mathemati:
jen Redjenarten auf die Grife x (und eventuelle Ronftanten) ent
ftanden ijt. Bur Unterfdeidbung ber verfhicdenen Funitionen fann
man _ftatt / aud) andere Buchitaben wahlen, aljo p(z), F(x), @ (),
fi(x) u. bgl. {chreiben. Diefe analytifhe Darftellung der in der Natur
vorfommenben Funitionen aufzujuchen, ift eine Aufgabe dex theoretifchen
Naturwiffeni@aften; in vielen Falen, 3 B. fiir den Drud des ge-
fattigten Wafferbampfes, ift fie nodh nidt geldft. Hat man y aber ein-
mal in biefer Weife dorgeftellt, fo fann man fiir feden zuldffigen
Wert pon « den entjpredenden Wert von y finden. Eine Tabelle fann
jelbftverftandlich nur eine beftimmte enblicge, twenn aud) jehr grofe
Bahl von Wertepaaren enthalten. Unbdererfeits zivingt ung die mathe-
matije Darftellung su bisweilen rvedt umftandliden Rechnungen,
dhrend bie Tabelle fofort Crgebniffe fiefert; fie ift dabher in der
Prayis, wenn die Genanigfeit ausveidt, jehr beliebt.

Beifpiele fitv Funttionen eriftieren in unzahliger Menge. [n
ber Geometrie ift 7 B. dber Umfang eined RKreifes eine Funttion
bes Durcdhmeffers d, ber in diefem Falle die unabhingige Verdnderlide
ift, namlid U= nd.

7 ift die befannte Ronftante 3,142.

Cine andere Funltion ded Durdymefierd ift der Jnhalt Z, ndmlid

I— ad’.
4




Junttionsbegriff. Beifpiele fiir Funitionen 3

Tednifche Hilisbiiher, wie die Hiitte, enthalten Tabellen fiir diefe
Yusdriide; 3. B.

d 1 2 3 4 b (] ki 8 9 10
=d (3,142 16,283 |9,425 |12,666 {15,708 |18,850 |21,991 |25,133 |28,274 |31,416
nd?

e 0,785413,1416|7,0686(12,5664|19,6350|28,2743|38,4845|50,2655(63,6173(78,56398

In der Medhanit ift der bon einem frei jallenben Kbrper guriict:
gelegte Weg s eine Funftion ber Fallzeit ¢ (s in m, ¢ in sec),

s=21g8% ¢g=9,81m/sec’

Die theoretifche Ausflubgefdhvindigleit einer Fliiffigleit v=72gn
hingt von der Hihe k der Flitffigieitafaule ab; der Deud, p Atm, ben eine
eingefchloffene Gadmenge von v chm ausiibt, ift (bei gleigbleibender
Temperatur) c

b=
wobei ¢ eine fiir jeden Fall feft gegebene Grivfe, eine Konftante, vor=
ftellt, odhrend v die unabhingige, p die abhingige Verdnderliche ift.

Sn ber Warmelehre erweitert fih) dad eben ertahnte Mariotte-
e ®efeh zu dem Mariotte-Gay-LufjaciGen

RT
r==

Darin ift B eine Lonftante, wéhrend die abiolute Temperatur T
und bad BVolumen v unabhingig voneinander gedndert werben Hnnen;
p it Hier alfo eine Funftion von jwei unablingigen BVerdnderlichen,

tem Raum und der Temperatur.
Die Clefivotednif benupt fehr Haufig dag Ohmide Gefess

i='—,

in dem ¢ bie Stromftdrfe in Ampeve, e bie Spannung in Volt und w
den Wiberftand in Ohm angibt. Jft die Spannung, wie 3. B. beim
Litungdnep einer grofen Bentvale, fonftant, fo ift bie Stromitarfe nux
tine Funition ded (vegulierbaren) Wiberftandesd. Sdjaltet man vor
eine Glithlampe einen Rheoftaten, bann zeigt fid), dak and) die Licht=
ftirfe, bie Wdrmeabgabe in der Beiteinheit u. a. m. Funftionen des
unabhingig verdnberliden Widerjtandes find.

€in Laie pflegt beim Bld in ein tedhnifdes Lehrbud) fein Hehy
baraus zu maden, baB ihn Formeln und Bahlen nidht interej-
fieven. Beigt er hievburd) feine BVerftandnislofigheit gegeniiber den
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behanbdelten Problemen, jo mup e anbererfeitd auffallen, daf er an
den ULbildbungen der Mafdjinen PHaltmadt und fie fid) twenigftens
anfieht, wenn ihm aud) die vt ihrer Wirtungsiveife unflav ift. Wah:
rend Dort ber mathematijdh-tedhnifdh gebilbete Berftand in Tdtigleit
treten mufte, wirft hier die unmittelbare Anjchauung. Sollte ed nidt
mbglich jein, aud) eine Darftellung der Funtftionen zu finden,
bie fid) sur Tabelle und Gleihung verhalt wie dbas Bild sur Bejdjreis
bung? Nidht nur der Laie twiirde davon Nupen Haben.

Dies gelingt in der Tat. Faft alle ju Meffungen dienenden JInftru-
mente ftellen Bahlen unter Benupung einer Skala a8 Langen dar. Die
Angaben einer Brieftoage, eined Wmperemeters, Boltmeters, eines Mano-
meters, Thermometers ufiw. lejen wir ab, inbem vir bie Linge bes Weges
(in E¥alenteilen ausdgedriidt) beftimmen, bie ber Beiger bom jeweiligen
Rullpunft ausgehend zuriidgelegt hat. Um einfadften benupen twir
sur Beranjdaulidjung der Zahlen einen geraden Mahftab. Wir legen
auf ihm einen Puntt ald Nullpuntt feft und tragen von diefem aus eine
pafjend gewdhite Strede ald Einbeit wiederholt ab. €3 ift gebraudlich,
tenn die betreffende Gerade wageredht liegt, die Jahlen 0, 4+ 1, + 2,
+ 3 ujw. von (inf3 nad) rechtd folgen zu lafjen, alfo tvie die Bud-
ftaben und Worte einer Jeile. Geht man nun von einer diefer Jahlen,
3. B. 6, aud nad linfs, fo fommt man, wenn man eine Cinheit juriid:
gelegt Hat, auf + 5, bann auf + 4 uff. bis auf 0. Bei ber Fortjepung
biefed BVerfahrens erhilt man (inf3 vom Nullpuntt die Bahlen — 1,
— 2, — 3 ufw. Die (pofitiven ober negativen) gebrodjenen Bahlen
entftefen leicht burd) eine feineve Einteilung der Stala, 3. B. 3,4,
inbem man a3 , Jntervall” 3...4 in 10 gleidhe Teile erlegt und
bann vier Teile, von + 3 an gerednet, nad) red)td abirdgt. Nod
feinere Teile laffen fih {Haben.

Die jo exhaltene Gevade foll uns bie Werte ber unabfhingigen Ber:
dnberlidhen « Ddarftellen, biefe Dezeidinen wir ald8 Abjzijjen, bie
®erabe ald Abfsiffenade.

®ehirt, wie e3 bei dber Funttion y = f(x) der Fall ift, zu einem
Wert von z ein Wert von g, jo fann man diefen nidht ebenfals auf
der 2-Adhfe darftellen, weil badburd) BVerwirrung entftehen wiirde, jon:
bern man nimmt die zweite Dimenfion der Ebene ju Hilfe, indem
man in jedem Puntte z dev Abfziffenadfe die Sentredhte (Ordinate)
errichtet und fie gleih y madyt; diefe Babl tird nacdh) oben aufge-
tragen, wenn fie pofitiv, nad) unten, wenn fie negativ ift. Bei Regi:




Darftellung der Funttionen 5

-H'f i / PUCrr ";_; : I,' )ff .. T /‘//f

®raphifde Mrftelhﬁt‘g ' eﬁiﬁet Lallonfahet.
frievthermometern 3 B. beforgt dies Jelbftandig ein Schreibitift. Wuf
ber AbJsiffenadie ift, ald unabhangige Bevdnderliche, die Jeit ange-
geben, die zugehirige Ordinate gibt die zurseit gemeflene Tempervatur
an. FMan beadyte dben Unteridied zwifden Warme- und Réltegrabden.
(Fig. 1.) Die RKriimmung der Ordinaten ift mil Ridjiht auf die
freisformige Bewegung des Jeigerd angeordnet.

Abfziffen und Orbinaten nennt man zufammenfafjend Roordinaten.

BWill man Celfiudgrade etwa in die ded Fahrenheit-Thermometersd
umwanbdeln, o gilt die Beichung

y=32+ Lo,

tvenn x die Temperatur in Celfiug-, y in Fahrenheitgraden mift. Jur
graphijhen Darftellung diefer Funftion legt man =z pafjende Werte
bei und beredhnet jebedmal y. So entjteht die jolgende Tabelle.
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slo] 2| 4]6|8]10]12]14]|16]18|20]22]24]26]|28]30
y|32/35,6[39,2/42,8/46,4]50,0 53,6]57,2|60,8|64,4/68,0|71,6(75,2|78,8|82,4|86,0
z|—2|—4|—6|—8|—10|—12]|—14|—16
y|28,4|248|21,2]17,6] 140|104 | 6,3 | 3,2
w|—18]—20|—22| —24 | —26 | —23 |—30
y|—04|—40]—7,6|—11,2]-148|—184]|—22

Sebes diefer Wertepaare ftellt einmen Puntt im A D enfreuz, (Ro-
nrbtnateni hitem) dar; man fieht fofort, baf fie alle in einer e
raben liegen. Um aud) alle miglichen Broifden:
werte zu Dberitdfidhtigen, braudt man nur das
Lineal anzulegen. Fiir z =13 fmbet man 3. B.
y =554 (Jig. 3).

Die au’f Seite 3 fiit I = —— berecﬁnete Tas

554 " pelle liefert bei bev Betcf)mmg eine Anzahl vbon
Punftenr, die fiderlih nidht in geraber Linie
liegen. Natiiclidh) fann man I qud) fiiv eine be-
s liebig groBe Anzahl von Bwijdenterten beredh:
nen, dann {dhlieBen fich biefe Puntte immer enger
sujommen und fommen enbdlid) einer Qurve be:
liebig nahe. Man erhilt diefe praftifh dadurd,

Fig- 3. bah man die (in geniigender Anzahl) gezeich:
neten Puntte durd) dad Kurvenlineal verbinbdet (Fig. 4).

Bu beadten ift der veridiedene Mafitab auf den %[cf)fen. Da
bie eine cm, die anbere qem darftellt und diefe Mafe wegen ifhrer
verjdhiedenen Art gar nidht miteinander verglicgen werden finnen,
fo Tliegt feine Motwendigfeit vor, 1 em durd) diefelbe Lénge wie
1 qem tviedersugeben. Die %erfcf)tebenbett be3 Mafftabes geftattet
uns, ein grofered Wertegebiet der Funt:
tion anfdautid) su maden, al3 jonft mig: s
lid) wive; ein BVerfud) beweift es. 70

Tropdem twollen twiv fiir die Butunft o
voraudfepen, daff dag Cinbeitdmaf auf %
ber Abf3iffenadhfe diefelbe Linge Beﬁge 40
twie dad auf der Ordbinatenachie, daf baé [
bet {"ytg 4 angetenbdete Berfahren aIfo

nur eine Ausnahme fei. — dier)

133 456 7 8 9 I0
Fig. 4.
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Die Borteile der graphifden Darjtellung gegeniiber Tabel:
len und Formeln liegen auf der Hand. 1. Die angeftredte AnjHhau-
lidgfeit ift erreicht, Dedhalb wird 3 B. ein Clefivizitatswert Jeinen
Yufihoung den Uftiondren vor Augen fiihren, indem es die Monate
al3 Abziffen, die in ihuen an die Verbraudjer abgegebene Kilowatt:
fundenzahl (eleftrijhe Energie) ald Ordinaten auftriigt. 2. Die Anf:
fudung des Funttionsivertes gejdhieht ebenfo jhnell wie bei ben Ta-
bellen und das bei diefen notwendige (Gftige Jnterpolieren fallt
fort; Das BHat das RKurvenlineal felbittdtig beforgt, al3 die einzelnen
Punite verbunden wurden. 3. Fig. 4 geftattet nidht nur, ju einem ge-
gebenen Qreisdurdymefier ben JInbalt zu finden, fonbdern aud) den
Durdhmeffer zu ermitteln, wenn der Jnhalt Lefannt ift. Jft diefer
3 B. 60 qem, fo braudit moen nur auf der Ordinatenadfe dben Punit
J= 60 aufufudjen und, wageredht weitergehend (parallel zur Ab-
{siffenadgie), bie jugehirige Abjsifle d = 8,74 absulefen. Fig. 3 ift
ebenfogut zu gebranden, wenn man Celfins- in Fahrenheitgrade um-
wandeln will, al8 wenn umgetehrt die Temperatur nad) ber Fahren-
beitjfala borliegt und in die Celfiudeinteilung ibergefithrt werden joll.
Allgemein muf, fobald y = f(x) ift, und die jugehsrige Yurve ftets
fteigt oder ftets filt, aud) « eine Funftion von y fein, z = ¢ (y),
bie man al3 inverfe Funttion zu begeihnen pilegt; ihre Darftel=
Tung erforbert feine neue Beidhnung.

AL wefentlidhes Mertmal einer Funftion Haben wir die Ein=
wertigfeit Hervorgehoben. Jjt aber 3. B. (y — 22)* =2, o ift fitr
z= 41 entiwedery =2 4+1 =3 oder 2 —1 =1, und Cntjprechendes
gilt fitr alle andeven Werte von 2 aufler z=0. Sn folhen Fallen
ftellt bie Gleidjung swei verfdjicdene Funftionen dar. Man fpricht
bigteilen von einev gweiwertigen Funftion, dod) widerfpricht diefe
Yusdrudsieife unjerer Crldrung.

Bir Hatten 3 ferner mit endliden Funitionen zu tun, wenigitens
indemt gegeidyneten Jntervall, benn nie wurde eine Jahl itber alle Grenzen
qrof. ¥y =3 f - Defibt Dagegen fiir & = 2 Feinen Wert (eine Divifion
burd) O ift nicht ausfithrbar), fondern wird (abgefehen vom Borzeichen)
beliebig grof, wenn man x geniigend nahe an 2 Heranfommen (aft.

Cine Funftion y = f£(x) Heift fiir cinen Wert «, ftetig, wenn
eine fleine Wnderung diefes Werted auc) bie Grofe bon y nur
wenig beeinfluft; fest man f(xy= 6) = f(z,) + ¢, fo ift bei einer
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ftetigen Funftion ¢ beliebig flein, tvenn ¢ Hinveidend Fein gemadht

wird. y = 2—_00_——:” ift fiiv #, = 2 unjtetig.

Endlid) néibert fih die Rurve I = %d—a in ithren fleinften Teilen
tmmer mehr einer Geraben. Man erfennt dies, wenn man den Maf:
ftab paffend vergriifert (und dabei itberflitflige Teile der Beidynung
fortlédBt). €8 gilt 3 B. fiiv den zwifden d= 3 und d= 4 liegenden

Teil folgende Tabelle, bie in Fig. 5 toiebergegeben ift.

d| 3 |31]382|383|34[35]| 36 |37]38]389]| 4

: |

4

7,069

l

7,548,8,042‘8,553-9,079!9,621’10,179'10,752,11,341l11,946’12,566

Man zeiGunedieRurbezwifdenzr=3,4
und 3,5, indem man jededmal d um 0,01
wadfen lit. Diefe Cigenjdaft einer
Qurbe, in thren Heinften Teildhen gerad-
linig u fein, bezeihnet man afs Diffe-
rentiterbarfeit.!) Gine bdifferentiier

bare Funftion muB alfo immer fjtetig

3 33 34 36 38 4,;‘? fein, wihrend die Umbehrung bdiefes
Fig. 5. Sapesd nidht tmmer utrift.

Die eben gejdilberten bier Srundeigenidaften einer Funttion fonnen

wir, bon vereingelten Ausnahmen abgefehen, die man mit leichter

Mithe erfennen fann, bei allen Funitionen vorausfepen, die in ber

Tednit Berwendung finden.
Hufgaben.?)

1. Qiber einem rechtwinfligen Fabrifgrunditiid bewegt fich ein
Lauffran auf der Kranfahrbahn und eine Lauffage auf dem Lanf:

fran. Warum fann diefe Anlage zur Crlduterung

be3 Roordinatenbegriffddienen? (Fig. 6.)

Die folgenden Funttionen jollen graphijd dar-
geftellt twerden: 2,y9=2+052. 3.y=2-0,5z.
4. y=—240,52. 5,y=—-2—0,5x. 6. y=p-+qz,
wenn fitr p und ¢ belichige befanute Jahlen ge-

Kranfahrbahn

C.

F|

Laufkatze p

1) Bgl. v. Mangoldt, Bd. I, &. 3.

_2) Weitere Aufgaben findet man in Auerbady,
Die graphijdie Darftellung (ANu® Bd. 437), Cransp,
Unalptijdje Geometrie ber Chene (ANuG BD. 504) und

Leuferan L

Neuendorff, Prattijde Mathematit (UNuG Bd. 341).

Fig. 6.
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nontmen toerden. Man anberebte%or&exc{)en 7.y=32% 8, y=1a2
9. y=x"+2. 10,y=2"—2. 11, y=342"— 6 12.9y=13—1, 5ac2

1 2~ 2x2
13. =~5 14.y=3+w- 15.y— 2+1° 16. y==§;,;__—3'

1N.y=va 18.y=y2s+1. 19.y=V= 20.y= VZ:::;

21, Man wdfhle bei den gezeichneten KSurven Puntte aus, dbie von
befonberem Jntereffe su fein {deinen und geidyne deren ngebung in
pehn- odber Hunbdertfad) vergrofertem Mafitabe. Wozu?

22, Wie wahlt man den Mafftad, wenn man von der Rurbe eine
allgemeine Uberficht Haben will?

23. Qann man mit Recdyt der graphifGen Darftellung den BVormwurf
ber Ungenauigfeit madjen?

24, Man ermittle den Funftionstwert y aus der Jeidnung fiix Werte
bon x, dbie zwifden den bei der Konftruftion benupten liegen (gra-
phifche Jnterpolation). Nadjher ftelle man durdh dirette Redhnung ben
enanigteitsgrad feft.

25, Weldye der obigen Funitionen fann man (ungenau) als mehr-
wertig Dezeichnen?

26. Welde Funitionen tverden fite endliche Werte von 2 unendlidh

V5 =+ 2,236.. nabefommen, einmal bon unten her (25 2,2
223; 2,236...) bann o oben ber (3; 2,3; 2,24; 2,237.. )
y = oo ift nur eine jymbolijde Abkirzung fur grengenloieé @ro%er—
werbemn.
27, Findet fidh) bei einer Qurve eine Unterbrehung der Stetigleit?
28, Legt eine Jeidnung die BVermutung nahe, daf eine unferer
Funitionen nidht bdiffeventiierbar ift?
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Bweites Rapitel.

Der Diffevengenquotient und der Diffevential:
quotient. Differentiation einfoder Funftionen.

Die graphifhe Darftellung desd Thermometer= und Barometerftandes
intereffiert vor allem bedwegen, tveil man fofort erfenmen fanm, ob
in einem gewiffen Beitpunft diefe ®rdfen jteigen oder fallen
Dasfelbe gilt von der Produftionsfurve eimer Fabrif. Konnte
man dort Sdliifle auf die Witterung ziehen, fo fommt Bier bdie
Entwidlung de3 Unternehmensd zum Wusdbrud. Vet der Unter-
fudjung der Funition y = f(x) tritt diefelbe Frage an uns Peran.
Bu threr Ent{deidung fiir einen gegebenen Punkt, deffen Abfsifje «
und beffen Orbinate y = f(x) ift, laffen wir z um die GSrdfe Az
auf #, wadfen, o bafp Azx =z, — = ijt. A it bie Ubkiirzung fiir
bag Wort Differeny, alfo ein Shmbol dfhnlih tie sin, cos 1. dgl,
nicht aber ein Faltor, mit dem 2 multipliziert werden foll. Gleiches
gilt ja bon dem bereits benubten Beiden £, dem Funftionsjymbol.
Fitr @, = & 4 Awx fann man den gugehovigen Wert

h=f(z) = f(z + Ax)
leicht berechnen. y, —y fei durd) Ay beseihnet. Ift Ay grofer
ald 0, fo ift die neue Ordinate, y,, grofer als die alte (y); ift
Ay =0, fo find beide gleidh, ift Ay EFeiner a3 Null, jo ift
% <y.

Csjeietivay = %w’ in ber Umgebung des Punttes Pau unterjuden,
beflen Wbjziffe # = 4 ift. Manberechnet junidit y=% -47=12,57.
Dann erteilt man zeinenbeliebigen Buwad, 3.B. A 2=1, {obaBx, =5
wird. y, —7-5° with = 19,64 alfo Ay=19,64—12,57 =+ 17,07

Mit wadfendem Durdmefler wird der Rreidinfalt jelbitverftindlid
grifer.

Gin Gas erfiille bei einem Drud von 1 Wtm. und der Temperatur
15° pen Raum 2001 BWird e3 ofhne Temperaturinderung sufammens

gepreft oder audgebehnt, fo gilt fitr Deud p und Bolumen v die Bes

siehung: py = 2001 = 200 ober p = g?’_o. Hat man a3 Ga3

aufv==2501audgebehnt und vergriBertben Raumnodum A »=1,71,
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4 y
p/

Ay P gz

P Py "7y
e S N

@ x X
Sig- 7. Fig. 8. Fig. 9.
fotftp—Z%g_osmm,
=2504-1,7=251,7;p,= 225” 0,7946 Atm., A p=—0,0054,

ber Drud nimmt ab.

Bir witnfden aber nidht nur su erfahren, ob eine Grofe su- oder
abnimmt, fondern aud), ob bdiefe Fnderung ftarf oder {hmwad
ift. Tritt der erfte Fall bei y = f(x) ein, fo wird fiir einen Ieinen
Buwachs A bdie Ordinate y erheblich grifer werden. Die Ber-
bindungsgerabe der betreffenden Kurvenpuntte PP, wird fteil gegen
bie Abfziffenachfe geneigt fein, bas ,, Steigun gémaf;” tg o= 23
witd grof fein (Fig. 7). Bei jhwadjer Steigung 1it erm (%ig. 8)

und bei fallender Tendens negativ (Fig. 9), da ber BaI)Ier negatiy,
ber Nenner pofitiv iff. Aud) o wird im lepten Fall negativ. Jeidhnet
2
man 3. 5B. bie Qurve, melde ber Gleidhung y — - —  entfpricht (Fig. 10)
und verbindet die Punite, deren Ubjsiffen v = 5,5, =2+ Aax="7
fiud, fo 10ird y = 1,25, y,— 5,25, tg a = —ﬁ—g=-_z «=63926".
Bire=1, z, =3 erhilt man Ay=0, tg«=0, «=0; fira=—4,
7 = — 2 ird

Ax=—2—(—4)=+4+2, y=28, 9y, =3 Ay=—25,
alfp tg ¢« =— 2, 5, a=— 68°12".

ANuG 387: Linboiv, Differentialrednung, 5. Anjl. 2

)p.
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Fig. 10 zeigt aber aud gleidjzeitig die Mangel unferes Berfahrens,
e3 twurde bisher nidt eigentlich dbas Steigen und Fallen der Kurve
Y felbft unterfucht, jonbern man be:

tradytete die Berbindbungslinie zieier
Rurvenpuntte, eineRurvenfefante,
@ und deren BVerlauf gibt ben der Kurve
bod) nur in rofer Anndherung toieder.
Fiir ¢ = 1, Az =2 fanden toir
Ay=0, die SGefante fteigt dort
yoeder nodh fallt fie, fonbern fie léuft

(4 der Ubfziffenadyfe parallel. Fiir die

Ax 1 38 /4. Qurve felbft trifft died in dem ge-
4 2 dx 5 7 nannten Jntervall durdjaus nidt ju,
fie falit undchit, bann fteigt fie wicder.

Fig. 10. Aber twenn and) Kurve und Sefante

fich im allgemeinen dhnlich berhalten, wie fiix « = 5, {o gilt bodh das
oben gefundene Steigungédmap fitv die Sefante, nicht fitr die Kurve.
Nimmt man fiir die willtiivliche Grife A« einen anderen Wert, 3. B.
1 an, fo ird dort

Ay 38—125

AL 2= 475, @ = 60015/,
Ax=0,1 Itefett——y— —1—‘—1-9-2—3—1—1—?1-5--— 1,525; « = 56°45'.
Az =001 git 2= 265“2507) L2000 15025, 0= 56021,

Das Gteigungema% ber Sefante ift vemnad) fiderlid) von ber Way!
ber Bufabgrife A« abhingig. LWenn man diefe fehr Eein annimmt,
fo ijt bie Abweicdhung der Kurve von der Selante jdhon fehr gering,

fo daf ber jugehirige Differenzenquotient %—%mit immer junehmender

Genauigleit als Steigungdmap der Rurve betradtet fwerden Eann,
fe Ileiner man Aw wihlt. Bur Kldrung ded Problems unterbredjen
wir einen Augenblid die Unterfudhung unferer Rurve, um ung der be-
faxmteftcn frummen finie, dem RKreife, uzuwenden.

A B in $ig. 11 fei eine Sehne, die SBerIcmgerung BS ergdnst fie
gu einer Gefante. Bieht man von A aus eine firzere Sehne AB,,
jotoird ber Bentrtmutfel Heiner (31, < M), Winkel 4 griger (4, > 4),

ba 4=90—=, A a=90°— M © X Andbert fid) unbegrenst einem
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rechten Wintel, wenn B nafe genug an A heranviidt. Soll bie Sehne
3 B. fo gezogen merden, daff die Abweidung Hodftens 5° betrdgt, jo
braucht man nur ben Sentriwinfel 4 M B, = 10° 3u macjen; fiiv alle
©ehnen, bie nod) Heiner {ind als 4By, ift der Unter|dhicd 90° — 4
geringer ald 50

3t A =90, jo tritt ftatt bed Drei-
¢f8 A M B, die Linie AM auf. Unfeve
Berade Hat die Lage AT, fie ift feine
Gefante mefhr, da fie den RKreis nidt
mehr in zwet Punften von endlider
Entfernung jduneidet, fondern nur nod)
A mit ifhm gemeinjam hat. Wir nennen [

fie jebt Tangente. e

Rann man aligemein durd) einen 8
gegebenen Punit 4 einer Rurve (die nidht gerabe ein Rreid ju fein
braucht) eine Gevade siefen, ber fih die ver{djiedenen von 4 aus:
gehenden Sefanten unbegrenst nihern, und zwar um jo melr, je Heiner
bie entjprechende Sehne twird, o wollen wir biefe @renaIage al3 Tan-
gente begeichnen; au diefer Erilirung ergibt fid), daf fie beffer al3
jee Sehne das Verhalten der Qurve in jemem Puntte fennzeidhnet;
ihn nennen toir Veriihrungdpuntt.

Die uBerIegungen weldge und die geometrijhe Ronftruftion der
Tangente an einen beliebigen Punlt eined gegebenen Kreifes lieferten
— man hat nur ndtig, im Berithrungspuntt aufdem gugehirigen Radiug
bie Genfrechte ju ervidten —, gelten nur filr diefe Surve, bei jeder
anberen miite man von vorn anfangen. Dedwegen fuden it ein

allgemeined Berfahren und greifen anf unfer Beifpiel (y = x)
uriid.

‘Wir wiffen, daf wiv fiir jede Selante, mbgen die Endpunite dber zu-
gehorigen Sehne nafe ober tweit fein, das Steigungdmaf finden nnen.
€3 lage nabe, das der Grenzlage badurd) zu erzwingen, bafy man x,
einfach gleich « febt. Dann twird von felbjt y, =y und ber Differenzen=
quotient é—gz 9 + Sm exften Augenblid fonnte man vielleidht annehmen,
baf Diefer iSett gleiy 1 fei. Die Pritfung ift leiht. Daff 2 =3
ift, beweift man dburd) Ausfihrung der Multiplifation 3 - 4, bte ben

Bépler Des erften Brudes, 12, ergeben muf und aud ergxbb 28—
ift faljch, denn 5 - 6 ijt 30 b nidgt 23. o jdeint 2 =1 z,u fein,

9%
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bean 1 - 0 =0, Uber der Wert tg e« =1 entjpricht dem Wintel
o = 45° ber offenbar fiir unfere Figur nidht paft. Aud rednerijch
fdheint der Differengenquotient nicht der Jahl 1, jondbern 1,5 juzuftreben,
da wir oben fiiv ihn die Werte 1,75; 1,56253 1,5025 erhielten. Sn
der Tat fann man aud) F=1,5 fepen,
5| 3, 5 benn 1,5 -0=0, aber ebenjogut aud
gleid) jeder anbern endlidhen Sahl a;
+ ift an fid) vollig unbeftimmt, Dies
°2 / H 1 "2 entfpricht genau geometrifhen ZTat:
Lz}
A

s By By fachen. Nimmt man z = z,, y = y,,
fo Hat man itberhaupt nidht 3t ei Punfte
(bie eine beftimmte Sefante liefern iir-

Big. 12. pen), fonbdern nur einen, und durd
einten Punttfann man, wenn man fich um feinemgebung nicht fitmmert,
eine Gerade in gang beliebiger RNidhtung legen, fo baf ihr Steigungs-
maP, tg o, vdlig unbeftimmt wird (Fig. 12).

Unfer BVerfahren verfagt alfo gerade ba, wo wir e3 brauden, 3
gleicht einem Weg, der in der Nahe des Jielesd durd) einen Flup unter-
brochen wird. Ju diefem Fall wird der Wandever fich freuen, einen
nebenBer laufenden Piad su entdeden, der an der kitijdhen Stelle eine

Briide hat. Die Aufgabe ift daher, dben Ansdrud —g—z fo umguformen,

daf er nad) wie vor fitr jebe Sefante riditig bleibt, baf er aber gleidy
geitig evfennen 1akt, ob ein Grenztvert da ift, von dem ev beliebig wenig
abweidyt, wenn A z hinreidend Elein gemadyt wird. Fft died der Fall, fo
gibt der Grengivert des Differenzenquotienten den Tangens des Wintels,
welden die Kurventangente mit der pofitiven Abfzifienachie Hilbet,
Denn bie Tangente war jo ald Grenslage der Sefante definiert. Um dasin
der Benenmung gum Ausdrud ju bringen, fpridht man nad) dbem Ubergang
sur Grengenid)t mehr vyonDiffevengen:, jondernvomDifferentialz

quotienten und {Greibt ibn% (Ausfprade: dy nad) dz). Da er aus

y = f(x) hervorgegangen ift, heifst er aud) die Ableitung diefer Funt:
tion und iird, wenn feine Vermwed)jlung moglhid) ift, durdh y’ oder
f'(x) begeidynet. Die Uufgabe der Differentialrednung ift es,
#ut jeber gegebenen Funftion y = f(z) ben Differentialquotienten zu
bilben ober (in felten borfommenden Fallen) die Unmiglichert diefes
Progefles nadzuteifen.
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G ift in unferem %aII

y=4a? — @y y = 0% — w3 .
Ay (4"”1 "‘xl)_('xfx — ) —wl —xl —a:’+a:
A:L 1 X, —X
Ay (x,® _mz) (‘31"‘”) (xl—x)(xl +m>—(w1_x)
Ax T —x T, -2
A L — & (x, +2)—1
AZ )[a:_lx-l-) ] l(xl_l_w)_l

Rehmen it 3. B.ow = 5 %, = 6, jo erhalten mu:é————L(G +5)—1
=1,75; fitt x =5, 1, = 5,1 wird 2 =1,525, fiixw =5, z;, = 5,01
rejultiert 1,5025. Man befommt diefelben Werte wie oben; e83 mup
joaud jo ein, da nur erlaubte algebraijge Umformungen vorgenommen
wutden.

Laffen wir jept =, immer niher an & Yevanviiden, fo jtrebt o, + «
vem Werte z+ z=2z3u, und der Grenzivert des Differenzenquotienten,
ber Differentialquotient, wird

=y =fla)=1-20—1=5—1
Fiiv = 5 ergibt fih y'= 1,5, wie twir e3 frither vermuteten, o wird
56919'.

Sn der Technif betirtt die endliche Stridhftdrte der BeiGnung, daf
fih) Sefante und Tangente, @tﬁereng,en— und Differentialquotient, jobald
bie Differengen einigermafen gering find, nidht mevklich untericdheiden.

Cine Beranjauliung de3 [lbers ;
ganged bom Differengen- sum Differen=
tialquotienten liefert fiiv unjer Beifpiel

L7

Fig. 13. Hier find die Werte von -i—z, ﬁ
fiit « = 5 und verjdhicdene Werte von el e &8
Ax beredhnet und dann graphifdh dar- Fig. 15.
geftellt yworden,

Az 02 0,4 0,6 0,8 1,0

Ay 0,31 0,64 0,99 1,36 1,75

‘Z?’ 155 1,6 1,65 1,7 1,75

Bei anbderen Funftionen flvebt das jeidnerijhe Bild der Diffe-
renzenquotienten aud) immer fitr Az =0 dbem Differentialquotienten
3, aber im allgemeinen frummlinig.
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Wir unterfudjen jeht die einzelnen Funftionen planméHig.
1. Gine Funftion feift (inear oder erften Grabes, wenn fie durd

bie Gleidung y=azr-+b

gegeben ift, in der @ und b befannte fonftant bleibende Jahlen find.
€3 ift bann Yy = ax; + b,

afo Ay =t—y=az,— as=a(s;— 1) = aAz

y Ay

Ay = @ Jebe Berbindungdgerade

zweter Punite der Linie hat genau das-

/ felbe Steigungdmaf, daher ift audy im

T Grengfall ber Diffeventialquotient fon-
ftant, ndmlich dy

1 ——=a

dx
$ Die Linie, welde die lineare Funk-
tion repraienttert Hat {tet3 biefelbe

) * Sﬁid)hmg,muﬁbaﬁeteine@iembeiein.
Tig. 14. bt Winkel gegen bie X-Achie geniigt
ber Gleidung tg ¢ = a.

Fiir =0 with y=15; b bebeutet fomit Das Stild, weldes bdie
Gerade auf ber Drbmatenacf)fe abjdneidet. _

Man wenbe dieje Betradytungen auf die graphijde Darftellung
ber Funitionen
y=2z-+1; y=15z—3; y=—042+6; y=—125—3
und dhulide an fowie auf Fig. 3 und Anfgabe 2 big 6.

it b=0, {o geht die Gerabe durd) den Unfangdpuntt. IJhre Ordis
naten find ben Ubfsifien proportional, denn aus y = ax folgt fiiv
3tvei Wertepaare x,, y, und =y, 7,

Yg= a%y, Y, = a%,
affo burd) Divifion g1y, = aw,:aw, = z,: 2,

Cin Beifpiel ift y = we, denn die Umfinge ber Rreife find thren
Durchmeffern proportional. tge ift hier =8,142, « =72°21". Cui-
fprechende Berbiltniffe treten auf, twenn man é}iéaumurs in Celfiug=
grade, Meter in Fup und {onjtige Make incinander umrednet. Bei
dem Hoofefden Dehnungdgefey ift die Dehnung der Spannung pro-
portional ujf.

2. Die veine quadratifge i}unf“tion ift befiniert burd

Yy = cz’
Hier und weiterhin find die Konjtanten durd) die Unfangsbudftaben,
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bie Bariabeln durd) die Endbudftaben bed Alphabets beseichnet, wenn
nidt auddritdlich das Gegenteil ausdgemadt ift.
Ay _ W=y ¢ (x, *—x?) — ¢ (x, — x) (x, + )
Az~ z—xz  z—a z, —x
‘i—g = ¢ (z, + ).
Lkt man jebt », immer ndher an x Herantreten, fo erhilt man
im Grenzfall (z, > x): 3
ay
iz 2 cx.
Die Rurve, deven Gleidung y = cac*
ift, begeichnen wir al3 Parabel. Durch
Divifion erhalt man % = ¢z, alfo

a 2
E% =tga=2cw=7y-
Big. 15 zeigt, wie bied Crgebnis sur
fonjtruftion der Parabeltangente

PQR in P benupt wicd.
Sollen alle in ber Parabelgleihung
porfommenden Srifen Stredenbedenten,

fo muB man bie Ronftante ¢ durd -:7
erfeben, Hat alfo 2

e bty e

)
a heifit ber Pavameter. ig. 15.

Q8 fei fentredit auf PR. Daun ift nach dem Hihenfah im redht-
winfligen Dreied x?

AQ* %
. E—1 2 _—— = — == —— ==
SA-AR=AQ, §4=5% =2

Der Punit S heifit der Brennpuntt der Pavabel. BVewegt man
ein Beichendreied fo, dah ber Scheitelpuntt des rechten Wintels auf
ber Abjziffenadfe fortidreitet und ber eine Schentel ftets durc) den
Brennpuntt geht, bann bildet der anbdere eine Parabeltangente, Sine
geniigende Anzahl derfelben Bt die Geftalt Der Rurve fehr deutlich
bervortreten (Umpitllungstonftruttion).t)

1) Genaueres itber die Parabel finbet man in Crany, Unalytijhe Geometrie
(ANu® Bd. 504, V Abjchnitt).
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3. Die einfadhjte fubifdhe Funftion ijt y = ax®

Ay az’—a2®  a(x’—2) a@—2) @ x4
Az~  z—z | x—w z—
=a(z?+ oz + 2?).
Sm Grengfall (z, »2) wird
Y _ 3q4
dx -
4. Bur Differentiation der Funition nten Grades
y=oax"+bar— 14 cxn = 4. .+ Lz + 1
braudjt man die Formel
xln —_— gt = (‘”1 _ 93) (wln——l + xln—-2x + xln--?:xz + $1“_4a)3
+ e 'I‘ xlﬁ an—3 + Zy an—2 + xn-—l)’
beren Richtigleit fich leicht durch Ausmultiplizieren ergibt, da fidh) dann
die mittleren Glieder panriveife aufheben. ;
By __a(@i—am)4b@i—t—ar—1)te(@f—2—an—2)4. . .t k(2 —2)+1-1]
Ax x, —x
By_ @ —)[a@] 1t af 2ot o)L b(@]—2--fan—2)4e(af—34-an—3)--+]
Az Ay T —x
Aa= 0@ ek ) b (e 2nY)
+c (q;il—s.{_..._l— a;”—3)...+ k.

3 dex erften Rlammer ftehen, tie fich durd) Abzahlen der Erpos
nenten (29, «'... 2"1) ergibt, » Glieder, in der zweiten » — 1 ujf.
Jm Grengfall nehmen in einer Rlammer alle Summanden denfelben
BWert an, namlid 2”1, 27—2 ujw. €3 ijt

% =naz" 14 (n—1) ba*~2+ (n — 2)er" 34 oot L.

Cine Anwendung unferer Formel ift die Ableitung des binomi-
fden Gagpes fitr gange pofitive Crponentent) Befanntlid) ift

(a +2)'=a?+ 2ax + o
(¢ + 2)*= a®+ 8a%x + 3ax?+ 25

Bei jeder weiteren Multiplifation widft der hodhite Crponent von

, ber ,@rad" ber erhaltenen Funftion, um 15 man Hat Hliehlicy
a) (a+2)*=4 + Bz + Ca®+Da®+-..Lan—1 4 Man,
unbd 3 ift unfere Aufgabe, die fonftanten Roeffizienten zu beftimmen.
Soll bie Gleidjung nidt nur fiir einen eingelnen, jondern fiir jeben

1) Cine Ableitung bdiefed Satres ofne Differentialredhnung fteht in Crang,
Algebra (ANuG BO. 205), V. Abjdynitt. Dort finden fich aud) Cigenjdajten
Der bei der Entwidlung auftretenden ,, Binomialfoeffizienten .
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Wert von x ridhtig fein, jo gilt fie aud fiir ziwei Nad)barwerte x und
7. Diefe Gleichungen darf man jubtrahieren und durd) Az ==z, —
bividieren. Die linfe Seite wird

(@+=z)"—@+a)"
y— X
=[<aiw‘)—<a+x>] [a+e) 4 @+z)" " ata) 4@t

rH—a
[(@+a)—(a+2)]= [a + @ —a— a] =[x, — x].

Die exrfte Klammer ded Jdhlers hebt fich gegen den Nenner, und der
Differengenquotient Wit der sweiten Klammer gleid. Der Diffes
rentialquotient wird linf3 = n(a + 2)*—* Die rede Seite der
®leidung fann nad) der obigen Regel bifferentiiert merben So er:
ibt fich

g b)in(a +2)—'=B + 20z + 8Da®+++++ (n—1) La»—*2

+ nMan—1,

Die vorigen Betradtungen laffen fid) wortlid) auf diefe neue Glei:
dung anenden, und man erhilt durd) wiederholtes Diffeventiieven
¢) n(n —1) (a+a;)" ?=2C+ 2 3Dz

+(n—1)(n— 2)L:1:" S+n(n—1)Mxr—32
d) n(n —1)'(n— 2) (a + 23 = -D
—(— (n —1) (n— 2) (n 3)Lx""4+ n(n 1) (n - 2)M an—3

n(n—l) (n—2) (a«l—w) (n—l) (n—2)
+n(m—1).. 2Ma:
n(n—1)(n—2)...83-2-1=n(n—1)...8-2-1. 1.
Fitr den fpeziellen Wert 2 = 0 ift

a) a"=A; A=aq
b) na*—1=B; B — % a1

_ n—2 __ o . (1 __nm— 1)
¢) n(n —1)a"—2=2. 0, C=——

1) (n—2

Hnr—1)n—2)a*—3=2-3.D; D—ﬁ(ﬁ—l——;(g ) a3
nn—1)(n—2)...83-2.a L

—(n—l)(n—2) 2.1.L; “T1°
nn—1)(m—2).. 2.1

—n(n—l)(n—-2) 3-2-1-M; M=1, afjo
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” R n(n—1)

(a + z)yr=a +5a 1x+——~——1.2
+ %(%;‘—.12) (1;—2) an_gws _*_ "°+ 11‘_ ax”—l + ",

€3 (aft fid Leidht seigen, daf die vorber fiiv (¢ + z)* und (a + )
angegebenen Yusdritde Sonberidle diefer allgemeinen Formel find.
Bei der Ubleitung diefes Sapes war eine Funition y = f(x) gegeben.
€3 wurbe zunddft ifr Differentialquotient y' = f'(2) gebilbet und
biefer dann nodymald differentitert. Das Crgebunis Heift der zweite

Differentialquotient von y und witd y” ober ' (z) oder %

gefdrieben. Durc) nodmalige Differentiation erhalt man den dritten
Differentialquotienten

ar—2 wz

7] s
I y'" = y® = " (a) = T uff.
K| | Wi man den Wert des Differentialquos

? tienten fitr alle Punite einer gegebenen Qurve
y = (%) barftellen, fo zeihnet man zu der urs
foriinglichen die , Ableitungsinrve”. Man
wihlt auf ber Ubjjiflenadije eine MReihe von
Puntten (x,, 2y, 7, . . . ©,) aus (am beften in
gleichen Abftéanden), ervidtet in ihnen auf der
Achie Senfredhte, tragt auf diefen die bered):
neten Werte von £ (x) ab und verbinbdet die End-
punfte durd) eine Qurve. Jn Fig. 16 ift QP
— L unter Benupung dber Tangente AC graphijd

Gig. 16. eemittelt [ (2) =tg o = g—% =k=Pgq].

Aus der erften Wbleitungsfurve (y = f'(2)) fann man die iweite
(y =" (@) finden uff.

%

Aufgaben.

29, Wie lautet die Gleihung einer Geraben, die ver X-Achie parallel
Tduft und voun ihr den Abjtand b Hat?

30. Dat y den fonftanten Wert b, fo ift y' = 0. (BVeweis!)

Pan bifferentiiere 31, y = 2?; 82, y = 347 33, y = L2% + 3;
34, y =50’ + 32,35, y =2+ o+ 1.

86. Man ftelle bei ber Funftion y = mx? den {bergang des Diffe-
rengen= in den Differentialquotienten fiiv einen beficbigen Wert von
«, etiva z = 2, graphifd) bar, tnbem man A x die Werte 1,0; 0,9;
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0,8; ... 0,1 beilegt. Cbenjo berecdhne man fiir jedes Az ben jugehdrigen
Gefantemwintel und fege aud) deren Werte in einer Qurve nieber.

37. Cin Wiirfel Habe die Rantenldnge « cm, danu ift fein Jnhalt
y= 2% ccm. Man denfe i) eine Cce feftgehalten und lafje jede der
vrei Ranten, die von ihr ausdgehen, um A x em wadfen (3. B. burd
Grodrmung). Der Kirper vergrofert fich bann um drei quadratifde
Plattenr, drei redhtecdige Balten unbd einen Eleinen, der feftgehaltenen
Gde gegeniiberliegenben LWiirfel. Mean gebe die anjdhauliche Bedeu=
tung von Ay an und beweife, daf der Differensenquotient mit ab=
nehmendem Az immer mehr bem Werte 3 2* nahefommt.

38. Soll an bie Kurve y = «® die Tangente in einem gegebenen
Puntte gelegt werben, o triigt man, twenn y pofitiv ift, enttoeder diefe
Drbinate gweimal auf der negativen Y:-Ucdhfe ab und verbindet den
Eudpuntt mit dem Rurvenpuntt, odber man zerlegt die Abfsifie z in
brei gleiche Teile und verbindet den paffenden Teilpuntt mitdem Kurven-
punft. (Betweisl)

39. Wie muf man bei dem eben bejdhriebenen Problem verfahren,
wenn y megativ ift?

40. Gelten die Ronftruftionen 38 und 39 aud filr y = az® twenn
a eine pofitive oder negative Qonftante ift?

41, Gelten fie oud) fiir bdie allgemeine fubijde Funktion
y=azx® 4+ ba?+ cx + e?

Welhes find die Differentialquotienten der Funttionen

42, y =42 —1; 48, y=1a%+ 2 —5; 44, y = — Fa® + 2%
45, y = — 2%+ m’—l?

46. TWelchen Wert haben fie fiir z = 0, 1, 2, 3, 4, welden fiir

=—1, —2, —38, —4?

47. Man prufe bte Ridhtigkeit der eben erfaltenen Lojungen durd
bie Beidhnung und bilbe felbftandbig dhnliche Wufgaben. Bu beacdhten
ift auch bas auf &. 15 gefdilderte Wnndherungsverfahren.

Die Funftionen 48, y =0,01z*; 49, y = 012* — 0,247
50, y = 2* — 100z ufw. find entjprecdjend zu Hehanbeln.

Man betveife die Ridtigheit dexr %ormcfn

51. (a + 2)*=a'+ 4a’z + 6a%2® + dai® + oty

52. (a + 2)’=a®+ 5a'z + 10a%2? + 104® xs-l- 5azt 4+ 28
einmal durd) Yudmultiplizteren, bann burd) wiederholte Differentiation.

53.4 Wie lautet der erfte, zweite . . . fedite SDiﬁerentianuotient von
y=ua*?
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54, Man 6fe diefelbe Wufgabe fiiv die Funltionen der Aufgaben
2—12, 81—35, 42—45, 48—50, fitr y = 22% — L% 4 La* und
ahntice.

55. Man zeidne fiir ver{dhiedbene der in 53 und 54 ertvdhnten
Kunftionen die Ubleitungdfurven. Wenn nottwendig, find die Ordis
naten dabei ywedmdpig su vertleinern.

Drittes Kapitel.
Allgemeine Diffeventintiondvegeln.
Differentintion jhwievigerer Funftionen.

Allgemeine Sage,

@a 1. Der Differentialquotient einer Summe wird ges
bilbet, indbem man die Differentialquotienten ber Summanden addiert.
Entiprechenbes gilt bon der Differentiation einer Differens.

Bemweis: €3 fei u=/f(2), v=19(), y=u+ov. Dann if,
wenn man den Wert, ben bie Funition f fiiv «, einnimmt, mit u,,
o () mit v, Beg,etd)net

Ay _wto—who) _w-w w-v_Au Av
Ax T - d w—w+x—x“Aw+Aa:'
' 1

alfo im Grenzfall dz d:c L :1:;

Fiir y = u — o ift der Betweid gang dhulich, y' ift w'—o'. Seo-
metrijd exhilt many =w -+ v, indbem man die Rurven y = u=7(z)
und y=v =g () geichnet und die su einem beftimmten Wert x gehbren-
ben Ordinaten addiert. Dann wird aud) der Buwadhd der Ordinate
beim bergang von z ju =, Ay =Au+ Av.

Beifpiel 1, y= 3x5+ 4% {oll nad @ag 1 btﬁerenfuert twerden.
Lifung: u=32% u'=152%; v=427 v'=8z; y/=u'+v'=152*4}8x.

Beifpiel 2 J— 10:0— 0491;5 ° = 10x u'= 105 v =0,42%
v'=2z y'=u'—v '—10 — 244,

Sug 2 Sjt y=cf(z), o ift y'"=cf'(z). (c{ei ein Tonftanter Fattor.)

Beweis:

Ay _ cflw)—cf@) _ clfl@)—f@)] _ cAf(x)

Az z, —x z—a Az '
: dy df(ac)
TDmIt dz dw

Der geometrijhe Nadweisd ift aud) Hier einfadh
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Gof 8. Jty=1(2)-0() ity =19+ f
Beweis: Ay _ @) @) —f@) 9@)

Ax z,—x
Man fann die Differeny — f(z) - q;(xl) + f(z) - p(x,) ohne Fehler
einfhalten, dba fie gleid) JNull ift
Ay _ @) 9@)—f@) o)+ () 9@)—fk) 9

Ax x, —x

Ay _ o@)[flx)—f() ]+ f@) [9 (=) — @]
Ax L —x & —x

A A

Ay 2L q)(wl) + 52 f(w), fite @, a it
dy df

Beijpicl 3. y= (x”—{- 5z)(3—— 2x"), u=x”+ 5ayu'=2z-+5;
v=38— 22% v'=—62% y'=u'v+v u—(2m+5 (3—2@3)
+ (— 62%) (x2—|— 5z) ober audmultipliziert und zujammengefaft
y'=— 102*— 402°+ 62 + 15. Dasfelbe Crgebnis erhilt man
natiiclid), wenn man 3uerit neremfad)t und dann differentiiert.

Gaty 4. Sfty= ( o ift 4 = L2 =2,

Beweis:  f f@) v
Ay 9’(“"’1) ‘P(x) f("&) ‘P(x) o(x,) - f(x)
% — P (z,) - (¢, — )
BWir ‘ic@alten Dier —f(.’l:)lp(w) + f(:l:)(p z) ein
Ay _ =)o) — f(x)q>(x)+f(x)q>(x) 9 (z,)f ()

A x P(@) - p(2,) (v, —2)
Ay _ o@)[f(x) - f(x)] f(x)[w(wl)-fp(w)]
Ax P (@) P(x,) (@, —
Man fann Zahler und Nenner durd) «, —w = A=z bdividieren

Ay P AL~ fa) 3T

Az 9@ 9@)
Jm Grengfall f)at man

Beijpicl 4 ot
Y = ix{)—l— _%; w'=2z42; v =1;
,__u’v—v'u (ez+2)(x—5)—1(z* t2x41) _ 2'—10z—11
y= v? (x—5)* (x—5)% ‘
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@ab b fiber Funitionen von Funftionen, €3 fann vorfom:
men, daf y nidht fofort af3 Funftion von x gegeben ift, jondern von
einer ®rijfe 2z = ¢ (x) abhdngt, die ifhrerfeits eine Funftion von « ift.
Man Hot Dann, wenn die Werte x, y, 2; #,, ¥y, 2, yufammengehdren,

Y= f(Z) f(o@); ¥, = f(zl) = f(q’(ml))

f(z1)"' %)
Az 2, —2z
Az _z—z tp(v'vl)—tp(m)
Ax  z,—zx T -
aio Ay _ Ay Rz _ &) —10) m(wl) @)
Az _dAz dAx Y T -
d |
Zl::/c d?.: . Zl.i.c = f"(2) - 9'(2). (Rettenregell)
Beifpicl 5. y=(2z—1)=2"
dy dz dy
T =384=3(2—1)% go=2; S =6(2o— 1)

Sab 6 iiber implizite Funttionen. Jft der Jujammenhang
swifden = und y durd) die Bejichung ¢ (z,y) = O feftgelegt (3. B.
2%+ y — 4 = 0), {o fann man and diefer Gleichung in vielen Fillen
y durch x ausddriiden, alfo den Bujammenfang in der bisher gebraud:
ligen Weife y =[(z)
angeben. (§n unferem Fall ift y = 4 — 2%)

LWihrend y urfpriinglich ,, imyplizite” als Junition bon z gegeben
war, Hhat man ed jebt ,erplizite” al3 Funftion von x dargejtellt.
leer sur Bildung des Differentialquotienten ift diefe Umredynung
nicgt notwendig. Aus ¢ (z, y) = O folgt, wenn z, und y, sujammen:

gef)dxen, @ (zuyl) =0 und o (331, Jl) - (xl 3/) OI
(@, Y,) —e@y) = 0.

x, —x
Hier {daltet man die Srife ¢ (z,y,) — ¢ (z,y,) ein, die felbftver-
ftandlid) = O ift, alfo nicht8 dnbert
@y, Y,) — o(x,y,) + o@y)—9@y) =0

T, —x

tp(mi,y,) qJ(xlyx) +§0(-70;"/1)—‘P(x ?/) =0
T, —x T, —x

(p(xllyl (T yl) + cp(a:,y,) 97(5”/./) Y—Y =0
T — Y-y @ = )

®eht man jept sur Grenge iiber, jo wird wie bisher %—:—Z = %%
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ju %' Wiahrend im allgemeinen z und y variieven, ift dber WUusdrud

9,91 — 9(2,%) {0 gebildet, a3 der Wert vony, ndmlid) y,, Tonjtant

T, —x
Bleibt und mut & itd) indert. ©oift die Bezeidhnung , partieller Differen=
senquotient” und tm Grenzjall ,partiellerDifferentialquotient”
einlenchtend. Bum Unteridjiede von ben bisher abgeleiteten , totalen”

Differentialquotienten %?—; vettvendet man fiiv die particlle Differen-

tiation dad rutatbe a.a@o tird g_tg
9, Spdy _ dy _ _ 9=,
o T Tyds = 0 und —= 79
Belfpiel 6. Gfeig—24L—1=0 ; ¥
dp 1 Jp 1 dy=_z__ b
ox o' dy b' dz 1- 74
Aug der Gleidhung folgt 3
bx + ay = abd,
y="b— z’f (Cyplizite Darftellung)
dy b
und Hhieraus de= " a

twas das frithere Refultat Hejtétigt.

Da die gegebene Gleidhung linear ift, {o jtellt fie eine Gerabe bar.
Fiir z = 0 wird y=1>, fiiv = a wird y =0, alfo find bie Ab{hnitte
auf den Udhfen a und b, und wenn o der Neigungdwintel gegen die
XAGfe ift, o hat man b

tg(1800~a)==——-tga=— tgo=—-—-

?Bctimcl 7.

L 0p__22 09 _2y dy_ b=z
p—Z+%i-1-0; 222 7y 0% do- aty
Beifpiel 8. Man diffeventiiere y=aa—". Lijung: Jny=az—"ijt

ber negative Grponent') an und fitr fi) finulos, dba & nidht — » mal
al8 Faltor gefept werden fann; will man aud) biefem WAnsddrud eine Be:
deutung beilegen, fo wird man swedmdhig handeln, wennman fie mit den
Gefepsen der Potengen mit gangzahligen Erponenten in Cintlang bringt.

(Permanenzpringip!) Dabefanntlid) a?- a?=0r*1ift2), fo folgt, baf man
"= gﬁ feben muf, denn durch Multiplifation mit a®*1 exgibt fid

1) Crang, Wlgebra I (ANuG Bb. 120, § 31). 2) Crang, a.a. O., § 13.



26 IIL. Allgemeine Differentiationsregeln ujw.

n+1
a—"eqrtl = g—ntntl— gl — a__l_n an+1=,_ o = a.

©oll y = az—" (n pofitiv ganzzahlig) biﬁerentiiert merben, {o De-

adyte man -’/=fn' yat=a, @ =yi"—a=0.

a_=nywn—1; T=wn. il AN AT S —=4-naa:—"—1.

Die auf . 18 fiix pojitive ganzzahlige Crponenten abgeleitete
Regel gilt alfo aud), wenn dber Crponent negativ ganjzzahlig ift.
V4

Beifpicl 9. Die vorigen Betradjtungen jollen auf y — ax? an:

E —
gewandt werden.!) Lijung: €3 ift 2?2 = f/xl’, penn mit Benubung
ve3 Sapes (a™)*=qa™" folgt, wwenn man beide Seiten mit g potensiert,

2\1? p
(66)= 5 ' oo (Yo = 0

Somit ift (%)_.
=y_q__ —o 29 opn, 09 _ gy’
T P=05 gy = TP y et
dy _ | pe”
dxz g1
q i
2 2
n—1 .. 49 p—1, 9. 42 £
dy gw y-o! _p & az?-al _ P . 1
dx I q al 2P

Die pben erm&f)nte Regel darf man daher aud) bei gebrodhenen
pofitiven Grponenten antvenden. Man teife die Giiltigleit nad,

wenn n = — L ijt.

Sap 7 iiber inverfe Funitionen, It y = f(x), o gehort im
allgemeinen 3u jebem Wert von @ ein Wert von y und audh umgetehrt
gu einem Wert y ein paffender Wert «, d. §. x ift die inverfe Funttion
von y; 3 ift 2 = p(y) (vgl. &. 7). x,_/unb %y, 9, feien gufammens
gehorige Wertepaave, %h—Y _

x —x (xl—a)'
h—y

1) Cranf, Algebra I (ANuG Bbd. 120, § 35).
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Betrachtet man (infs y of3 Funttion £ von z, redhi3 = al3 Funftion

pvon g, o Tolgt N
Az~ Ag'
Ay
o _ 1
dz dg
(@)

Beijniel 10,
dy =it;/x; z =1 (= p(y))
x_dop .4 o8

dy df 1 1 1 2 -
== @ = m = 5o 5. (Bgl Beifpiel 9.)
dy
Hufgaben.

A Differentiation von Summen, Differengen, Produlten
und Quotienten.

56. €2 {oll ber Differentialquotient bon y = w — v abgeleitet werden.

57. y = af () + by (x) foll differentiiert werden, wenn @ und d
fonftante Bahlen find.

b8. u, v und w feien Funitionen bon z; ed fei y = wow. Wie
grof ift y'?

Man bilde die Ableitungen von 59, 2 (a®+1); 60.5 (z—1) (z+1);
6. 2 (z*+ 2+ 1) (a—1); 62. (2®— 22)(z — 1) (z— 5) umd
at)nhcf)en Nusdriiden einmal nad) den Regeln des Kap. III, bann, in-
bem man zunddit die Rlammern auflbft und vereinfadht.

63. Man teife nad), dap Sah 2 in Rap. 1T ein Sonderfall Desd
folgenben Sapes ift.

x+a _a*2z+38
illtanbtwﬁzergztfgﬂ -I- 1585,y =13, 60.y="2
0.y = ety

Die vorhergehenden LWjungen finnen ausd Aufgabe 67 durd) ge-
tignete Spezialifierung leid)t gefunben werben. Man bilde felbftindig
Beifpiele mit Funitionen hoheren Grades.

UNu@ 887: Linbotw, Differentialrednung, 5. Aufl. 3
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B. Junftionen bon Funktionen, implizite Funttionen,
Potenzen mit beliebigen Erponenten.

68.y=(z+1)% 69.y=(a%+ 224 1) 70.y=(2>+ 822+
+38z+1)% TLy=(a+ bz + ca®)" 72, €3 feizy — a®= 0, wie

grof ift ¥'? €3 mibgen bie Funttionen 73, y = g—g, 74, y=">ba—?
75. y == cz—" und dhnliche bifferentiiert werden. 76. y = Yz

¥ YA 1. 1. -z
77.9=V2 18.y=V2% 79.y e 80.y e 81.y T

82. y=Vo—1. 88.y=J/21L 84 y=Vat vs + o

Man [ofe jede Aufgabe midglidft nadh verjchiedenen Methoden.

Die trigonometrifhen und jyilometrifden
Funitionen,
Der Winfel toird in der hoheren Mathematit jtetd im Bogenmaf
angegeben, Man fonftruiert um den Sceitelpunit einen Kreid mit
pem Rabdiug 1 (beim Gradmaf ift
4 er beliebig). Die Linge ded 3wijchen
ben Sdenteln liegenden Bogens, in
derfelben Einheit gemefjen, gibt bie
®rige ded gegebenen Wintels im Bo-
genmaff an (Fig. 17). Die Winkel
gefdmindigfeit einer rotierenden Schei-
be ift befanntlid) der Weg, den einer
ifrer Punlte, der vom Mittelpuntt 1m
enifernt ift, in einer Sefunde Furiid-
legt. &ie gibt alfo den in einer Sefunbe
von einem RNadiug iiberftridenen Win-
Fig. 1. fel im Bogenmaf an. Der Winkel, der
im Gradbmaf 860° betrdgt, twird im Bogenmaf durd) den Umfang
bed Cinbeitsireifed gemefjen, mithin gelten die Beziehungen

®radmaf Bogenmaf
360° 2w
) T
1 180 — 0,01745
180°

—=57,296°=57°18' 1



Bogenmap. Sinuslinie 29
8. B. ift ber MWinfel 43016’ im Bogenmaf 43 ;0 -0,01745 —

T

= 43,27 -0,01745 = 0,7551. Qerner ift 300 = %, 45°= 7,
600— 2, 90°= 2, 180°=m,

Der im Bogenmaf gegebene Winfel « = 0,42 ift im Gradmap
0,42 57,296 = 24,064 0,064°= 60-0,064'=3,84'. Man Hat
alfo, auf Minuten genaw, | _ 94041

Wihit man ben Radiug eined Rreifed = a (ftatt 1), bann wird

aud) der Rreidbogen, tweldjer von den Schenteln des Wintels ¢ (Bogen-
mafy) eingefchloffen twird, a mal jo grof, alfo

B =ag.
Der zugehdrige Rreidausidnitt ift (Bogen - Rabdius: 2)
4-%2,
2
D Dy
E T, )
I'L/ u/ v B__ 6 H
3 b B A
G»
G 3
s He

ig. 18.

1. €3 foll jebt die Funftion y=sinz differentiiert werden. Dagu ftellt
man fie unddit graphijdh dar, indem man den Radiug M A des Ein:
Deitatreifes verfangert und ihn ald X-Ad)fe betrachtet. Da auf diefer
bie Werte ber Wintel, bie im Bogenmaf gegeben find, abgelefen twerden
follen, fo widelt man den Umfang bed Rreifes auf ihr ab, indem man
AB, = Bogen AB, AD, = AD madht uff. Sodann fillt man von
B, D -uft. Qote auf die Abfsifjenacdhfe und itbertragt fie unter Beriid-
figtigung ifhred Borzeidhend auf die vorher gefundenen entfprechen:
ben Puntte. So entftehen die Geraden B; B,, D, D, ufw. Die Linie
4B, D, ... it bie in der Eleftrotedinit widtige Sinuslinie (Fig. 18).
Jhre Gleidung ift y = sinz. §.B. ift in dem rehtwintligen Dreied

BM N ber Binkel I = z; I—E% =sinz; BM=1, alfo BN=sinz.

3‘
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Griest man z = AB durdh AB, und BN burd)y B; By, wa3 nad
Qonijteuttion geftattet ift, fo folgt B,B,=sin AB,,

wad zu Deweifen war.
c €3 fei jept in Fig. 19,
L — 24:/ 2 bie einen Teil von Fig. 18
4 2z 17 vergrifert darftellt,
. AC,=uw, alfp
B, 0=z, —ax=Am.
. P Fetner ift G, L = C; G,
T E ¥ 4 5 G o —BB=n—y=»A
within
ig. 19. Ay _GL,
~ R Az~ B,L
Aug AB,=ABund AC;,=AC folgt AC,—AB,= Az=BC,
Ay ift nad) Qonftruftion = CK,
I ey Sovfiation = 0% 2y _ ox,
¢, Az (B
K| Begniigt man fid) mit einem An{daulid-

feitgbetveis, fo faun man jagen, daf, wenn
Az feiner twird, der Bogen CB mit immer
grierer Genauigleit durd) die Sefhne CB erfeprt

werden fann.

A CK

x y A_g QI)E—B— = cos KCB.

Big. 20. Die Mitte von CB fei O (Fig. 20), fie werbe

mit I verbunbden, bann ift ST K CB'= 0 M 4, teil bie Schentel paar:

weife aufeinander fenfrecht ftehen und durd) eine Drehung um 90°
in pavallele und gleidgeridtete Lagen fommen.

29 5 cos 014 = cos (AILB + BIO) = cos (z+ + Ag)y
Jm Grenzfall wird Az beliebig fein,

OMA=z unbg—g————-cos z.
. ax

Bt einer ftrengeren Ableitung braudt man den
Dilfsfap:Jetleinerderim Bogenmafan:
gegebene Winfel « ift, um fo mehr nihert ¢

fidh) ber Wert = der Ginfeit. (Jig. 21.) 1

1) 3 ift bag Abliivzungszeichen fiir , nabesu’. = 1
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Beweis: A jei ber Radiug des Cinbeitstreifes, L CM A = ¢,
BA die in A an den Rreid gelegte Tangente. Dann ijft bas Drei:
ef CILA ftleiner al3 der Rreidausidhnitt CMA und diejer Heiner
al30a3 Dreted BMA. Dreied ) CMA=LCM - MA- sing=-1sin e

freisausfinitt CarA= LA ML (g 90y & g Bara—

. 1 . sin e .
=LBM- -MA. s13:a=% “oose - 1 sine = ——. Daber ift?)
ysine <Fe<j__— Dividiert man alle drei Grofen durc) die
gleiche pofitive Bahl 4 sine, fo wird ihr relatives Grofenverhalinia
nidt gednbdert. 1< 1.

gine >~ cosc

Je fleiner o wird, um fo grofer wird cos o, um fiit «— 0 jhlie:

li) Dert Wert 1 angunehmen. Die obere Grenge fiic EI%E ynamlidh c—;—a,

witd in diefem Falle gleid) 1, und dba die untere dauernd 1 Hleibt,

fo befteht fitr Den iwijchen beiden liegenden Grengtwert von 51:—“ feine

andere Mbglichteit, ald and) 1 su werden. Cbenfo ftrebt natiirlich
8in ¢«

fein regiprofer Wert, ——, jeht der Cinbeit zu.

Seben wir nun y = sina, fo ift 2 — 1 2,+7) %)
e o (5% o (552)
Ay _y,—y_ sing—sinz 2 2

Ax -2 T, —x 2, —
. (x‘—a:) 2 ) )
sin (——

Ay 2 cos (xl—{-x).

Az (a:l—x 2

2 z,—x

Jm Grenzfalle wird z, — z, alfo erft recht R febr Hein, und

ber erfte Faftor nimmt ben eben ermittelten Grengert 1 an. x’—:x
tird fchlieBlicy gleiy =, g4,
affo z

e == COS .

2. Die Ubleitung von y = cos z (aft fich gany entfprecdhend durdy-
filjren, a3 zur Cinpragung des obigen Gedanfenganges fehr emp-

1) Crant;, Trigonometrie (ANuG Bd. 431 § 156).

2) Man vergleidje in technifdien RKalendern die Werte des Sinus, Bogens
und “Tangens, die gu einem Fentriwinfel im Cinheitstreije gehoren.

8) Crang, Trigonometrie (ANuG Bd. 431 § 26).
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fehlensivert ift. Scneller tommt man jum Biel, wenn man fih an
die trigonometrijde Formel

cos = sin (90°— z)
ober bei Benupung desd Bogenmafpes

. T
COSQJ=SID(—— )

2
erinnert. €8 fei % — =2z, dafer y =sinz, dann hat man nad) Sap 5
auf . 24 %=cosz=cos(g— )=sinx
dz
=71
g—z = — sin z
3. y = tg« biffeventiiert man am bequemiten mit BVenupung der
Formel tgz = % (vgl. Sap 4 auf ©. 23)
Y= :7%)); f(z) = sinz; @(z) = cosz;
' (z) = cosz; ¢'(z) = — sinz
y__ cosz- cosx—(—sing) - sinx
- cos’z

Aua der Trigonometrie ift befannt, daff der im Bahler auftretende
Ausdrud cos®z + sin?z {tetd ben Wert 1 Hat, daber ijt
/ 1

= costz
4 =ctgr = n
. y g sin
__ (—sinz)-sing—cosz - cosz 1
y= gin?x T siniz

5. y=arc sin z [arcus sinus] ift bie inverfe Funftion 1 = siny.
Die gugehirvige Rurve findet man, wenn man bet der Sinuslinie
y==sin z bie Koorbinaten vertaufdt, b.9. die Figur um die Symme:
trielinie der pofitiven 2= und y-Adhfe dreht. Die Jeihnung lehrt, daf
bann x in y, y in @ iibergefiihrt wird.

a d
Gr=1:(77) (vt ©.7, Gap 261)

dy
d : 3
aljo dy ____1

dz— YT _g¢
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6. y == arc cosz ift bie inverfe Funftion zu = = cosy
f}:—:=—siny=—'y1—cos2 =—71—2?
dy 1

da Vi-at dx

1
7. y=arctgz, z=1tgy, @=m
. cos?y 4 siny _ sin’y_ . .
= ey Ty T ltEy=1+e
dy 1 .
dz  1+a° iz . int .
y + cos?y
8. y=—arcctgs, z=clgy, dy _sin*y sin?y

—— (o) == (@ + )

dz = 1¥a*
Die zytlometrijhen Funftionen (Nr. 5 bis 8) find vor allem bei der
Sntegralredinung widtig.

NAufgaben.

85. Weldjer Bruditeil vom Rabdiug mufl auf dem Umfang eines
freifed abgetragen werben, damit der zugehorige Bentritvinfel den
Wert a) 1% b) 1’5 ¢) 17 hat?

86. In bder Funftion y = sin x fei x der Wert 0,3 beigelegt.
€3 foll ber Ubergang des Differenzen- in den Differentialquotienten
nad) dem frither entwidelten Berfahren (vgl. &. 15) graphifd) bdar-
geftellt mwerden, wenn Az = 1,05 0,8; 0,65 0,4; 0,2 ift.

87. Man Ibfe diefelbe Aufgabe, indem man A z=0,10; 0,09;
0,08 ... 0,01 nimmt.

88. €3 foll eine entfprechende Darftellung fitw bie Ableitungen der

anbern Funitionen gegeben werben, etwa fiir cos 0,52; tgg; ctg 4,6
Plan bdifferentiiere:

89. y = sin (na). 90.y = cos (nzx). 91,y =tg (nz).
92, y = ctg (nz). 93.y = asin (m z) + b cos (na).
94.y = asin (ct+d). 95.y = sin’z 96.y = cos®z.

97. y'=Sin2(I}+0082x_ 98.y = gre sin (.z_). 99.y=arccos(§)

100y = are tg (7): 101y = arc ctg (),
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102, Man zeidue die Kurve y = arc sin z und verfuche, den
Winfel o, den eine beliebige Tangente mit ber z-Adfe bilbet, geo:
metrijch zu Lonftruieren.

Der Cogarithmus und dbie Crponcutinlfunttion,
€3 barf als befannt voraudgefehst werden'), daff der Logarithmus
einer Bahl a sur Bafid b derjenige Crponent ift, mit dem b potensiert
toerden muf, damit man die gegebene Jahl exhilt. Ity =?1ga, jo
folgt nad) dicfer Definition b¥ = a. Die widtigten Sipe iiber Lo-
y garithmen find
(1)  blg (wo)="lgu + ®lgv,

(2) g (-’;—) =gy — g,

5
. 6)) g (") = nlgu,
o (Hm) L5
5 1) g(Yu)=Ygu
Y St b groBer ald 1, und bdied ift bei
~ ben gebraudliden Qogarithmeniyitenten
1 ber Fall, fo gilt
o~ b —
AT R R AT ) had
-z benn ¥ = 7= 0,
-2
g wenn z unbegrengt wadit;
» (6) Yg1=0, dennd®= 1,

ig. 22, (7) bgb=1, denndl= b,
(8) Ygdi=2, bennd?= b2

(9) Ygbr=m, denndn= bn

Die Kurve y = ‘lgz verlduft alfo fo, wie Fig. 22 zeigt.

Bur Bildbung bes Differentialquotienten von y ="llga
nefmen wir b unddft beliecbig an und behalten ung vor, im Berlauje
ver Nedynung fitr die Grife den Wert u wihlen, bev und am paffend-
ften evidjeint. Den Buwad)s Az miaden wir aud Swedmdhigleits:
qriinden gleid) dem nten Teile von =, wobei » eine beliebige ganze?)
Baphl bebeuten foll (in ber Figur ift z=>5, =10 gewdhlt), die i
grofer und grofer werden lafjen.

1) Vgl. Crants, Nlgebra I (ANu® Bd. 120 § 48f.)

2) G2 1a{t fih zeigen, DaB Ddiefe Vejdhrintung desd Werted » nid)t not:
wendig ijt.
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A

Az Ax x z
wul(i)]0+3)]

o x x
Wir unterjuden, ob fiir (1 +%)" ein endlider bejtimmter Wert Hers

audfommt, tennnimmer grofer wird. Wenn er exiftiert, nennenivic ifue.
Nad) dem binomiid)en Sate (S. 181.) ijt

n n

'n('n—l)l nm—1)n—2) 1

—(1+ )_1+—“+ wT T Tes W
nm—1)(n—2).. (n—[n—l]) 1
T 123...n n

Tan dividiere jeht jeben Faftor #, » — 1, n — 2, ... durd je
einen Faftor des Produfted n-n-n ..

(A=t (i ) bk ) ()
+L%m(1—%)(1‘%)(1“§) 1
ot rrma (U w) (0 ) ()

Wird 2 immer grifer, fo wird —41—, % ufin. — 0, alfo Deginnt
1 1
bw%ﬁﬂf)e 8=1+1+ﬁ m-} 12—3—4'}"1'.
Rur die Sdhlufiglieder erfordern 1+1+5=25000
eine befondere Unterfudung; fie zeigt, 1
baf bie genannte Reibe fiiv e tat: 193 = 01667
jadlich vollig ridjtig ift. BVerwanbelt 1
man bie Briide in Dejimalbriiche und T334 00417
nundet bie vierte Stelle nad) dem 1
fomma ab, fo erhilt man einen 1. 213 = 0,0083
Niherungsivert. ] —_
ferung 123456 0014
1
1232567 00002
! — 0,0000

1-2-3.4.5-6.7.8
€ = 2,7183.
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Allerdings ift jest nod) fraglich, ob die fehlenden Glicder und bie
Abrundungen dad Crgebnis nicht wefentlid falichen. Diefe Frage wird
fpiter im verneinenden Sinne entjdhieden werben.

Sm Grenzfall (v - 00) refultiert, wenn y = blga ift,

dy _ Plge

dx - x|
Befonbdersd einfad witd dasd Ergebnis, jobald man e felbit zur Bajia
bes Qogarithmeniyitems nimmt (natiixlide Logarithmen). Statt
es Symbols elg jchreibt man einfach In;neift nad) (7) =1, alfo folgt

y = lnx
(10) {

1
y = =
Die gebraudlidite Bafis ift 10 (Briggijde, gemeine oder Liinjt:
licge Qogarithmen).
{y = gy (iefert (unter Benupung der Logarithmentafel)

11 Wge  0,43429
(11) y =50 = 2
&8 fei y der natiirlihe und £ der Briggijdhe Logarithmus von z.
Aus y=1Imhz ud =gz
ergibt fidh =2 und 10°=g,
alio e = 10°.

Man logarithmiert beive Seiten nad) Bor{dhrift ber Gleicdhung (3)
auf &. 34, indem man einmal 10, einmal ¢ al3 Bafiz nimmt.
y-Vlge=12¢-"gl0=2¢
yrlge=y==z-In10.
Hieraus ergibt {id) durd) Einfesen xb]er Werte fiiv y und 2
() g x

(12) Inw =

g ¢
Inx
10 e
(13) lgz = n10
Der Wert z = 10 liefert in (12)
n10 = T‘Tg—é’

10 - Vige =1,
Da Vige nad) der Logarithmentafel = 0,43429 ift, fo ift ‘lg 10
= 2,30259. Man tann daber (12) und (13) aud) fdjreiben
(14) ng =Ygz - g 10 = 2,30259 gz
(15) Vgy=1Inz-Vge =043429 nz.
©po fann man bequem die Qogarithmen Des einen in die Ded anberen
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Syftems ummwandeln. Die Ridhtigleit der angegebenen, dben Tafeln
entnommenen Sahlenwerte wird fpiter (Lehre von den Reihen) be
twiefen toerden.
Wie aud der Definitionsdgleiung fiir die Logarithmen Hervorgeht,
find die €zrponentialfunitionen su ihnen inverd. Au3dy = e* folgt
z = Iny, doe _ 1 dy
"dy y' dz
(16) Die Ableitung von e* ift alfo wieber &=
y = a® gibt, nad) e logarithmiert
“md Ay ma Ty da JME= @Rk
(17) Die Ableitung von a* ift aina.

=y = €%,
lny = zlna, <

Uufgaben.

103. €3 {oll bie Funftion y= (1 + %)" graphifd dargeftellt erben.
104. Man jeidne die Rurven a) y = (1 + %)"; b) y, = 1;

1 nn—1) 1

R B A e R ar T

—1 1 nn—1)n—2) 1

e) ?/4.‘=1 +%.%+n(?.2 ) “E +_("}_I"‘2)(T”)’—§ ujiv. in
basfelbe Achfentrens ein und beachte die immer genauer werdende An-
ndherung.

105, Man berechne die natiirlidhen Logarithmen der ganzen Jahlen
pon 1 big 10 nad) Formel 14 auf S. 36, inbem man die fiinftliden
Qogarithnten einer Tafel entnimmt und vergleide die Crgebniffe mit
einer Tabelle (3. B. in der, Hiitte"). BVenupt man den Redjenfdjieber?),
fo ift die Beredynung bejondersd bequem, da die Bah!l 2,303 dauernd
eingeftef(t Bleiben fann.*)

106. Man zidne die Kurven y = lnx; y = Plgz; y = Plgz,
beftimme fiiv einen beliebigen Wert von z, etwa 5, ben Differential=
quotienten und priife, 0b die Qurventangente die bevednete Neigung
gegent Die Ubfsiffenadhie Hat.

1) Bgl. Neuendorff, Pralftijde Mathematit (ANu® Bb. 341 VI. Vortrag).

2) it bie Beredinung von Potengen oder Wurgeln mit beliebigen Cr=
ponenten {omwie fiit Qogarithmen beliebiger Bajen iit der von Neftler in
Rahr in den Danbel gebrachte Redjenjchieber , Syitem Peter” hervvrragend

geeignet. Die elementaren Operationen laffen fid) durd) ihn wie mit jedem
anbern Jnftrument ausfithren.
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107. Man wende dad auf &. 15 gefhilderte Berfahren an.

108. €3 foll biefelbe Aufgabe fiiv ¢* und 107 gelbft werden (x =
0, 1,2 3).

Die Hyperbelfuntitionen und ifre Umfehrungen.

Eng verwandt mit dex Erponentialfunttion einerfeitd und ben tris
gonometrijden Funttionen andeverfeitd {ind die Hyperbelfunttionen
Pean beﬁnicttl )

1) Ging = (F—e® 2) Coj(2) =3(e*+ ¢ 7
Wemeie—g) . OHO-jere)
( gx*@:oix—ez—i-e-‘” ©) g(x)_(%inxﬁe’”—e""
Da =1 ift, |0 ift Gin 0 =0; Cof0=1; Tg0=0; Ctg 0 = o0.
Man erhilt alfo diefelben Werte twie filv die trigonometrijden
Sunttionen. Cbenfo ift Sin (— ) =1(e*— &) = — (¢ — €77
= — Bin z; Cof (— 2) = + Cof (v); Tg(— ) = — g (x);
Ctg (—a) = — Ctg z. Man braudht hier wie dort mir Tafeln fiir po-
fitive Werte von = angulegen, da ficdh die Funftionen, wenn x negativ
ift, fofort Binjdreiben laffen. Soldje Tabellen findet man in ber
pHittte’, ausfithelichere Werfe find Ligowsfi, Tafeln ber Hyperbel:
funftionen und der Kreidfunftionen und Burrvau, Tafeln der Funt:
tionen Cofinug und Sinus. ’

Stellt man unter Benupung diefer Tafeln oder nad) divefter Be:
redynung die Hyperbelfunttionen graphifd dar, fo fieht man, daf fie,
von denfelben Unfangdwerten ausdgehend, gany anderd verlaufen als
bie trigonometrijen. &in 2z und Cof # toddhjt dauernd bis in3 Un-
endlide, Tgz und Ctgz ndYern {id) unbegrenzt bem Werte 1, Tgx
ftetgend, Ctg « fallend.  Fiir grofie Werte von 2 fann e~* unbe:
ritdficdhtigt bleiben; e3 ift bann Ginz = Cofz =4 ¢*, Tgx=Ctg x=1.
€3 fehlt fiir rveelle Werte bon = den Hyperbelfunitionen die Eigen-
ihaft der Periodizitat, weldje die trigonometrijchen fennzeichnet.
Bei diefen treten nimlich, wenn man x um die Grofe 27 wachien
Lift, diefelben Funttionswerte auf, 3. %.ift sin (x+ 27 ) =sin (#+ 360°)
= Sin &.

Die Ableitungen der Hyperbelfuntiionen find leicht zu finden

dGing d Cofx .
(5) — = Cofz (6) e Binz
d%gz 1 dGige 1
(M “dx ~ Goi’z (®) dz ~ Ginlz
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Nufgaben.
109. Man ftelle die Hyperbolijdhen Funttionen graphijd) dar und
pritfe die Richtigheit der fiv die Ubleitungen gefundenen Werte nad

ben bisherigen Methoden an verjdjiedbenen Werten von .
Pan leite die Formeln

110. Cojz + Ginz=¢* 113. Gin(22) =26inz Cojx
111. Gojz —Ginz=¢* 114, Cof (22) =Cof’z + Sin’x
112. Goj?z—Bin%r=1
ab und unterfude, 0b nod) andere, den trigonometrijchen dhuliche auf-
geftellt tverden fdnnen.
115, y = In(z + Va* + a®) foll biffeventiert werden.
€8 fei y = Ar Gin x die inverfe JFunftion ju 2=Cin y. Aus
z=1(e — ¢¥) folgt 22¢/ = (&)° — 1, alfo (&) — 20¢! = 1;
&= + Va?+ 1. Da ¢ pofitiv fein muf, fo ijt bad negative BVor=
seidgen zu unterdriiden, alfo y = In (a: + Va4 1) oder
9) We Ging =In (z + Va2 +1).
Yug y—UrBing oder z=BGiny ergibt fich gi;=(§oiy= V14 &in’y

(ufg. 112) = Y +1; W =L . Bgl. Aufg. 115.
dx

Va4 1
dArGinx 1
(10) dx = 22 1 ’

€3 jei y = Ur Cof 2 die inverfe Funftion su » = Cojy. Damn
ift entfprechend x=1(c¢+¢7¥); 2ze? =(e& P+ 1; (¢)*—2ze? =—1;

¢=x+VE—1;y=In(z+Va"—1);y,= n(o+Yat—1);
5 (2 —Var=1) (e +VYa*—1) .
Yo=1n(z—V2*—1)=1n . Die

x4 Yai—1
Yusfithrung der Multiplifation im Jédhler ergibt 1, alfo ift

y,=ln(m+_l/%>=——ln(x—— Vw2-—1) =—y. Da Cofy

fiit ¥ =+ y, und y = — y, denfelben Wert Hat, fo liefert natur-
gemdp die porliegende Gleidhung Cof y =« woei nuv durd) dbag Bor-
seidhen verjchiedene Lofungen. Man bevorzugt die pofitive und jept
(11) Wr Cof = In (z + V22— 1).

§ft y = Ux Cof,z=Eofy, fo it j—j — Giny=)Cofy—1=Va"—1
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dAr Cojr 1
(12) e
Yy __e-Y
y=Nr Tgz gibt die Eleihung z= %gy=2yﬁ; hieraus findet
man feidt

(13) U Tg o — 5 In (112)-
dr 1 Gofty —8inty 0 . 2]
Ferner ift Iy =Ty o'y (Aufg.112)=1—Tg%y=1—2x
14> dArTgx 1
( dz = 1—z®

z muf jteté wifden — 1 und + 1 legen (2® < 1), da Tg y fiir
jeben veellen Wert von y g,mifyd)en diefen Grengen eingejdlofien ift.

Y
y = Ur Ctg w; v = jy:l'_—g_g, man findet

(15) e (Stgx=%ln(§ii)

dx 1 @in’y——(&oi’y= s 9
iy = " Ewy—  en'y 1—-CgPy=1—2
16) dAr Ctgr 1

( dx T 1—g?

z ift ftet3 gofer ald 4 1 oder Fleimer als —1 (22 > 1), tweil
Ctgy = %y ift und Tg y 3wifden + 1 und — 1 liegt.

Die inverfen Funftionen Eonnen diveft ober (bequemer) mit Hilfe
der Tafeln fitr die Hyperbelfunttionen berechnet werden.

Bierted Lapitel
Anwendung der Differentinlveduung
aunf die Muteriudung tednijd widgtiger Kuvven.

Die Gleidung einer Kurve fei y = f(z). (Fig. 28.)

Sdyreibt man y einen beftimmten Wert a vor, fo liefert die Gleir
dung f@)=a
bie Abfsiffen der Punfte, die vou der £-Achfe den Ubftand a Haben.
Diefe Puntte miiffen, wenn a pofitiv ift, iiber, wenn a negativ ift, unter
per Abfziffenadfe liegen. Jn Fig. 28 Jat 3. B. y den vorgefdriebenen
Bert a, wennt o = 0M =z, ift. Die negative Grofe b wird erreicht,
wenn £ = 0 N=ug; oder aud), wenn z=0Q =z, wird. Fiir den bes
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fonderen Wert a=0erhiltmandie Shnittpunitemitder z-ADfe,
bie Gleichung f() = 0 wirtbe alfo in unfever Figur durd) die Wb-
fsiffen OB, OPund OH v

befriedigt jein.

Sgon aujS.14 wur-
beerwihnt, bapderDif-
ferentialquotient
¥ =f'(z) =tge i, D
wenn o den Tangentens
winfel bebeutet ity
alfo aud) «, pofitiv, o olel &1
fteigt bie Qurve(Puntt 2, 0

Y= (2)

%3

4, 0); ifty' negativ, fo Z

f&IIC?fie gt 2,1 M F

ifty' =0, fo linjt fie 4L F\ b b

momentan der Ubjjifjens

adfe parallel (Punit D, zp 3,

G). Dies ift ftets bei e 74

ben Hichiten und tiefjten gig3s. @

Buntten der Kurve ber Fall. e
Gbenfo twie das BVorzeiden von y und o' ift aud) a3 der zweiten

Ableitung y" fiir die Unterfudhung vbon Bebeutung. €3 jei « eine bes

liebige Abjzifle, 2, =2 + Az eine grofere. Steigt die Rurve in bem

Bunft, ber juz, gehort, ftarferald indbem borigen g

(Tig. 24), fo werden ihre Tangententvintel gri-

fier, alfo and) deren trigonometrifdje Tangenten

y-y>0

i —Y Y

xlj>(? Dher Aa >0

und im Grenzfall ) >0, y'>o0.

dx 4 by

|

Die Qurve ift bann in unferem Achfenfyftem T I
nad ,,0ben’ fontay (Puntt K, J, & in Fig. 23). Big- 24.

St ¥” <0, fo ift fie Fonvey (Punit L, D, E). Tritt fie von einer
Geite dev Tangente auf die andbere iiber (Fig. 23, Cund F), fo Hat
fie einen Wenbdepuntt. Die notwenbdige (aber nidht hinreidende)
Bedingung dafiir ift y”'=0.

Die BVerbindungalinie jweier naher Kurbenpuntte Lefert im Grengs
fall die Tangente. Um eine nod) griBere Anndherung mit einfachen
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4 Mitteln zu erbalten, judt man einen
Rreid, ber fid) ber Kurve mbglichit gut
anpafit, den Qritmmungsiveis. Soll

P e ein Rurvenjtiid 4 B al8 ein Rreis gelten,

€ |; fomuf der Mittelpuntt auf dem Schnitts

puntt yweier, Rormalen” (Senfredhten
1y auf der Tangente im Beriihrungspuntt)
liegen; wir odhlen dbie Endpuntte A und

Jx B a1 Berithrungspunfte. Der Wintel

sifden den beidben benachbarten Nor-

malen fei p. Aus Fig. 25 geht Hervor,

z) = b o= —a= A« it
Der Qreidbogen A B Hat (vgl.
Fig. 2. ©. 29) bie Qinge op =@ - Acw. Die

Sehne AB ijt

As=VBar+ (A -be)/1+(5Y)"

Riien A und B niher und niber, jo werden o und As (vgl. &. 30)
immer melr gleid), ed ift nahezu —_—

Aa~AzV1+ Ay QQV__I_Z@_'%.)_:
V1 oy )
(%)

Stun befteht aber bie Begiehung: 4o, gy,
x

und im Grenzfall genau o =

d
alfo o = arctg ((TZ)
(vgl. ©. 83). Man fann Hier die Hilfsgroge % = einfithren und
Hat dann o= arctg % aty
da 1 1 du bafer de (dw‘> .
du = IFur ,, (dy\* dz da:" dz dy\?
* 1 ( ) L+ (dx)

Diefe Grofe fann man in die Gleidung filr ¢ einfepen
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3
dy\® dy\? dip\ 12
[+ (@@ TV+ G [+
dty = %y ¢
dz? dz?

Befonbers einfad) wird die Forme!, wenn die Qurve der Ab{3iffen-
adyfe momentan pavallel (iuft, dann ift ndmlich g_y =0, ber Baphler
wird 1, und .1 1 @

@ %y
dax?

Will man an eine Qurve pavallel zu einer gegebenen Geraben AB
bie Tangente Yegen, {o 3ieht man zivei parallele Sehnen CD und EF,
halbiert fie und bringt die Verbindbungslinie der Mitten jum Schnitt T
mit der Rurve. (Fig. 26.) So erhalt man,

enn dag Rurvenitiid nidt su grop ift, den
Berithrungdpunit ber Tangente. Der Betweisd Lo F b
ift {eicht, wenn man den Rurvenbogen durd /

ben Rritmmungafreis ecfest, benn fiir den Rreis yr
ift bag gejchilberte Berfafren ftreng richtig. Big. 26.
8 (aft fich zeigen, bap e3 aud) fiix die andern Qegelfdnitte (Elipe,
Parabel, Hyperbel) genau ift, und da fich ein Rurvenbogen durd eine
biefer Linien mit grofer Genauigleit anndhernd exfehen Ept, jo liefert
¢5 faft ftets fehr gute Grgebuiffe.

Nad) diefen allgemeinen Unterfudjungen befpredjen wiv eingelne
tednifch toidhtige Rurven jpesiell.

1. Die gerade Linie.

Die Theorie ber geraden Linie wurde, fotveit fie und angeht, jhon auf
©.16 behanbdelt. Cinige Beifpiele jollen ihre grope Bedeutung fiir die
Pragis zeigen. Jede Lofung mbge graphiid (g.) ausgefihrt werben.

Hufgaben,

116, Welde Gefdwindigleit v (in m/sec gemeffen) nimmt ein
Rorper, der frei fallt, nac) ¢ Sefunden an? Wie grof ift fie, wenn
er in einer Fallvinne herabrollt, die unter dem Winkel o gegen die
porizontale geneigt ift? (g.) '

117. Gin Thermoelement [iefert, wenn bdie LWotftelle um 100° ex-
wirmt 1ird, folgendbe Spannung: Cifen=Ronftantan 0,0053 Bolt;
Qupfer= Ronftantan 0,004 Bolt; Eifen=RNidel 0,0032 Volt; Kupfer-
Ridel 0,0022 Bolt; Eifen-Platin 0,0017 Volt. Man ftelle die Be-

ANuG 387: Lindbow, Differentialrednung, 5 Auil. 4

?—Iﬁ.
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sichung swwifden Temperatur und Spannung graphij) dar und ver:
gleiche die Diagramme. (Cletirijde Pyrometer.)

118. Die Grofe bes Wiberftandesd in Ohm, welden ein Leiter von
1m RQénge und 1 qmm Duerfchnitt befipt, Heift fein Tpesifijdher Wider-
ftand c. SDtefet inbert fih mit der Temperatur., Bei 15" fei er gleid
¢ys, Deit0ifterdann c=rc;5 [1 4+ (t—15)]. (g.)

Nad) der , Hiitte” find die Ronftanten

Qued:-

Alu- : Kon-
Stoff| pinium | Bt Gifen | fonten Supfer filber

e, | 0032 o2t [o,10—0,14] 05 |0,017—0,0175 0,95
e |+40,0037|40,0037| 40,0045 |—0,00003] 0,004 [40,00087
119. Der Raum, den ein Gas bei 0° einnimmt, fei v, Dann ers
fiillt es bei gleidhbleibendem Drud, wenn die Temperatur ¢° ift, dasd
Bolumen v = v(1 + 7550). (g.)

Beijpicl: v,= 1L

120, Aus einer Tabelle fmbet man sin 20°80' = 0,8502; sin
20°40'=0,3529. BWie grof ﬂt sin 20°37'? Weldjer Wintel gebnrt P

@d)on auf ©. 16 tft bte (Sj{etcbung ber einfacdhften quabdratijden
Funition

y=cat=2 7

gegebent.  Jhre techuifhe Bebeutung liegt darin, daf in Den Natur:
wiffenidaften jehr oft eine Grdfe bem Duadrat einer anbdeven propors
tional ift. ¢ ift die Proportionalitétsfonftante. Aus y = % folgt
y'= 27:6 und y" = % Wir nehmen o junddft ald pofitiv an. Dann

ift y fiic alle pofitiven 1und negativen Werte bon = pofitiv, die Qurbe
fallt nie unter die Abfziffenadyie.

y' it fite pofitive Werte von = {tetd pofitiv, filv negative jtets nes
gativ. Die Kurve hat redht3 von der Ordinatenadfe ftetd fteigende,
linf3 ftets fallenbe Tendenz. Die weitere Unterjuchung der erften Ab-
leitung ift Dereits auf &. 17 erledigt.

y" ift ftetd pofitiv, die Pavabel alfo nad) oben fontav.

[]/ +(”)] 1+4:c V N

E
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nimmt fiiv z = 0 den befonderd einfachen Wert % an. Der Kriim:

mungdrabiusg im Sheitelpuntt der Parabel ijt gleid) dem halben Para-
meter ober Dem Doppelten Brennpunitdabftand. Da fih der Kriim-
mung3freis Hier der Kurve gut anfdymiegt, o ift er eine tvertvolle
Crgangung der Umbiillungslonfteultion, die gerade an diejer Stelle
seichnerijge Sdpwierigleiten bietet.

Jft @ negativ, jo liegt die Qurve gang unterhalb der z-Udhfe, fie
it fymmetrifd zu der eben bejhriebenen Geftalt.

Nufgaben.

121, Welden Weg durdyfallt eine ohne Anfangsgefhiwindigleit ab-
getoorfene Bombe in ¢ Sefunden? (g.)

122, Cin Wafferftrahl flieht mit gleichbleibender Gejdhmwindigleit
(¢ m/sec) aus einer wageredten Rihre. Welde Bahn befchreibt ex
unter dem Einflufy der Shivere?

123, Welde Gejdwindigleitvm/sec muf ein Gefdoh von P=50kg
Getoicht Haben, bamit feine Wudjt a) 300000 mkg, b) 600000 mkg,
¢) 900000 mkg ift? (g.)

124, Gin eleftrijder Strom durchflielt einen LQeiter, defjen Wibder-
ftand 120 Obhm ijt. Wie hangt die in der Sefunbe ersengte Strom-
wirme von ber Spannung ab? (g.)

8. Die elaftifde Linie.

Cin Stab, veffen Cigengetwidht verhaltnismapig tein ift, fei an einem
€nbe in horizontaler Ridytung feft eingefpannt.” Seine Linge fei I cm,
{ein Claftizitatdmodul Ekg/qem, das Trdgheitamoment feines Quer:
fnittd J cm®, Wird jein freied Ende mit Pkg belaftet, fo dnbdert er feine
Form infolge diefer Beanjprudung auf Biegung. Die oberen Fafern
fverden gedefut, die unteven verfiirzt, und ein Teil der mittleren, die
fogenannte neutvale Schicht, behalt ihre Sénge, aber nidt ihre urfpriing-
liche Rage. Die GleiGung ihrer neuen Seftalt ift vielmehr nach den

Sdpen der Medpanit P e 18
! 7 Y=3m7 (T 3 F)5
¢/ dabei find 2 und y aud) in cm gegeben
) z_1Y (Claftifche Linie; Fig. 27.)
it @ = 0 wird y = Oy \
P o 71 0 i s=1 wihy =22l

4.



46 IV. Ynwendung der Differentialredinung ujw.

Diefe Grife ftellt die grofte Durdybiegung dar.

Fitr ein Doppel-T-Cifert, Normalprofil 12, ift J= 328 cm?, Nimmt
man E = 2150000 kg/qem an, und ift = 1,5m, P=100kg, fo
folgt 100 - 1503

Ymex = 375150000 - 328 °
Ymax = 0,16 cm = 1,6 mm,

P (l. 53__ P (1__33.
Y=em\T — ) " aEs 5
- Pi
€3 wird fiir 2=0

alfo in unferem Beifpiel

100 - 22500
y__ _ 100-22500 — 51l
Y% = 372150000 328 — 00016, e=357.

Bwifden = 0 und z = 1 Hleibt -”lf'ftets Heiner al3 1, alfo

2
1—(3)
ftet3 pofitiv und ebenfo y'. Die Kurve fteigt.
z=1 ergtﬁt la—O. P
s . . . prix 2x x
Die zweite Ableitung ift y"= ST (— —Z,-) -— %7
Sie verjdindet fiir = 0, bad freie Ende bes Stabes wird sum
Sguf gerade. Jwifden £ =0 und z=1 ift y" negativ, die Kurbe
fonveg. An ber Einfpannitelle wird, baE g{,' =0 ift,
1

=9EJ

90 = —57 == e— 0
Y Pl
Da3 Borzeidhen gibt die Nidhtung an, in der der Rriimmungdmittels
puntt fegt. g=— 47000 cm = — 470 m.

Bet Beritdfichtigung ded Eigengewidtes G gilt, wenn fonit feine
Rraft (ettva P) wirlt, eine andere Formel, ndmlidy

Gl (x 1 z*
Y=%E7 (T s 77) ’
1m bed eben befdhriebenen Doppel-T: Eifens wiegt 11,15 kg, daher
ift G = 16,7 kg, die anderen Konftanten find jdon befannt.
Die llntemfud)ung ber Qurvengleidung twird twie vorfer gefiihet.
Die gropte Durdhbiequng ift
16,7 - 1503 3

./max=6_.2'15—0(%0 39871 = 0,01 cm = 0,1 mm.

. e _Ge x Gi* 3
Die Grofen y GEJ( T) GTJ( T=')
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" Gx*
und V'=—377
loffen dhnlide Sdiifle wie vorher ju.

Wirkt auBer dem Eigengewicht nod) die Kraft P, o fummieren fich
natitrlich bie burd die beiben Rrafte hervorgerufenen Ubweihungen y
von ber Unfangsdlage; e3 ift

A x ? G (z zt
v=5572(7 ~50) T3 (7~ 1))
Cine jehr reidhhaltige Bufammenitellung der Gleidungen fitr die

verfdhiedenen Formen der elaftifhen Linde findet fih im 1. Banbe
ber , Hiitte".

4. Die gleidgfeitige Ohperbel.
Neben der diveften Proportionalitdt, die dburd) eine Gerabe, und
bem quabdratifden %Bbanqtgfettéberba[tm«z bag durd) eine Parabel
bargeftellt twird, tritt in der Technit am I)auﬁgften die veziprofe Be-

siehung auf. Jhr entfpridht die Gleidung y = —, .}. bieDrdinaten

find den zugehrigen AUbjziffen umgelehret proportwnaI

Die Qurve, deren Gleidhung diefe Form Hat, nennen wir eine gleich-
feitige Dyperbel; fie entlteht 3. B. bet der graphijden Darftellung des
Mariottejchen Gefetes (S.10). Weil bei diefer Juftandsinderung die
Temperatur fonftant bleibt, eift fie Jjotherme.

Qn der Rurvengleidung ift o? ftetd pofitiv. Beidnung und Red-
nung lehren, bafs bic Qurbe aus jiwei fongruenten Jweigen befteht,
von Denen dex eine in dem Raum ziwifdhen der 4= X=-und - Y=AGje, ber

anbere 3ivifden dev—-X= und —- Y=Achie liegt. (Die Gleichjung 3 J——-——

ftellt eine gleidfeitige Hypecbel dar, die in den beiden anberen Quaf
branten verlduft.)

©ie 1ift zu ben beiden ?IBmfeIf)abeerenben ves Uchfentreuzes fyms
metrifd). Da

itt, jo hat man
tga=y =—a,2 _2_—2_2:_..1.
Fig. 28 geigt die-auf diefe Formel fich griindende Tangententon-
ftruttion. Die Tangente bildet mit den Achien ein redytwintliges Drei-
ed, deffen Katheten = 2z und 2y find. Der Jnhalt ift

_ 2z-2y
==

a?
=% grp—1
&

= 2y = 2a2,



48 IV. Yntvendung der Differentialvednung ujmw

4
¢
4 3
Y P
U= <a WA
¢
!
g
%% ) 3 4
Sig. 28. Fig. 29.

St von einer gleidjeitigen Hyperbel aufer dem Adhfentreus eine
Tangente gegeben, fo fann man beliebig viele andere seidynen, inbem
man den Adbjdnitt auf ber Ordinatenadsie » mal, den auf ber WAbfjifjen-

ad)fe ;1; mal {o grof madht wie ju Unfang. (Jn Fig. 29 ift 3 B.
1
n=2,3,4. 7—%‘,%,% ) -
= +4 2a x—s—— -—{;3
Befonders widtig 1ft ber Rruiimmungsradiug im Sdeitelpuntt, fiir

ben aus Symmetriegriinden z = y ift. Aus der Rurvengleihung folgt

sunddit z-z = a?, a:=—12-a
2 2
Fitr ¢ = + a it y=—1 y’—-a——

V(1<+) 2 .2Y2=0a)2=04
(§ig. 28). Dadurd ift die Sage bed Rriimmungsmittelpunttes beftimmt.
5. Die Ubiabate.
Befindet {id) ein Ga3 in einem abgejdiloffenen Raum und toird e3

sufammengeprefit, ohue daf Wavme entweiden fann (Romprefioren),
{o wird fein Drud einmal nad)y dem Mariottejden Gefety groger,
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auferbem aber aud) nod) dadurd), baf fidh) die medjanijde Arbeit in
Wirme umfept und diefe unter normalen BVerhilinifien dad Bas iwins
gen toiirde, einen grogeren Raum einjunehmen. Dies wird verhinbert,
und jo duBert fid) die eben ermifhnte Warmeenergie durd) vermehrien
Drud auf die Gefabwinde. Die Beziehung zwifden Drud und Bo-
lumen toird Hier durd) das3 Poifjonide Sefey

PP, = vk v* geregelt.
Do und v, geben den Unfangdzuitand ded Gafed nad) Druc und
Bolumen an, & ift fiir Luft = 1 41 €3 ift

fjlp==—kcv—’“"1=——7010

dv
_fd_,l’__i_ k(k-l— 1)00——7:—2.._____‘_%.1_)_1).

Do Vor P UMD 1mb ihrer Natur nacI) pofitive Grofen, ebenfo it %,
wie angegeben, pofitiv, aud) oF und v *
Qit v jehr flein, jo aud) 0¥ p it bann fehr grof.
SDa dp Tteté negativ ift, jo jallt der Druc mit wad)jendem Bolumen.
1ft ubetaII pofitiv, bie Rurve alfo (fiir pofitivepundv) immer fonkay.
po, v, begeidhne den %Infangéz,ufianb ©3 ift intereffant, bon i)m aus:
gehend einmal die ifotherme (p = ) und in bemfelben Achjentreus

bie abiabatifdhe (p _M) Buftanbéanberung barguiteﬁen Das

@tetgungé‘sma% nnrb im erften Fall = 1%172 -—;, aI‘fo fiie
bent Slluégangépunft =—% Sm gteiten Fall 1ft oL p -2 bie

Udiabate verlduft fteiler a!é pie Jfotherme.

6. Die Potenzlure,

Die Gleicdhung der Potengturve ift y =ca” Fiirn=1 er[)aIt man
bie Proportionalititagerade. n=2 liefert die Parabel (n = die Pa-
tabel in anderer Qage), n=—1 die gleidfeitige Hyperbel, n =—Fk
bie Adiabate. Die Potenzfurve umfaft alfo faft alle bidher Hehan-
beften Qinien al3 Spesialfille. Bei der Unterfudhung muf man unter=
fdeiben, ob n ganzzahlig oder gebrodjen ift, im erften Fall fann wie-
ber ~ gerade ober ungerabe, pofitiv ober negativ fein. Jm zweiten
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Fall ift neben bem Borzeidhen zu beachten, ob der Bahler oder der
Nenner gerade oder ungerade ift. Jededmal Hat man
Yy = ncar = %’i'
eine Formel, die eine leidhte Tangententonftrultion liefert.
Y'=n(n—1)car = M—{E‘.ﬁg

geftattet uns, fiber die fonvere oder fonfave Eeftalt der Rurve zu ent:
fcheiden und den Rriimmungsdradiug zu beftimmen. it » grofer al3
2 und ungerade, {o ift =0, y = 0 ein Wenbepunit.

Hufgaben.?)

125, Ju basfelbe Roordinatenfyjtem jollen die Kurven y = z;
y =% y =25 ujw. geseichnet twerden. Jn welden Puntten fchneiden
fid alle? Was ift an hrer Geftalt gemeinjam, was verjdhieden? Wan
pergleiche ben Teil, welder pofitiven Werten von  entfpricht, mit dem,
welder negative Abfsiffen Hat.

126, Diefelben Uufgaben find fiiv y = 2 y = 2*; y = 2° ufw.
gu Idfen. 1 1 1

127, Warum ift die Unterfudyung von y =22y =23;y = x+¢ ufj.
nad) Lofung der vorigen Aufgaben bejonbders cinjach?

128, €3 foll y=2—1 y=2"% y=2a"% ,..; y=12"%
y=a % y=a25... behandelt werden.

1

1 1 _1
129, y=m52;y=x 3;y=9524 ufi.

-

8 3
180, y=2a4;y=2 4;y= xi'-’f; y=2t% u dgl. s

131. Man zeidhne die Neilfche oder femifubifde Parabel y =az?
und Dberedjue fitr einige Punfte dad Steigungsdmaf der Tangente und
pen Rritmmungsdrading. BVei Trdgern von gleidem Wiberftand gegen
Biegung fann die BVegrenzung desd Lings{dhunitted eine jemifubijde
Parabel fein.

182, Gin Gas nimmt bei 1 Atmofphare Drud den Raum vy = 6 Liter
ein. Der Jufjammenhang zwifdGen Drud und BVolumen joll graphifd
verfolgt werben a) bei ifothermem, b) bei adiabatifhem, c) bei poly:
tropifhem Berlauf der Kompreffion und Crpanfion. Die Polytrope
unterjdeidet fidh nur dadurd) von der Adiabate, baf der Erponent

1) Bei ber Ljung wird der auf &. 37 erwdhnte Potenzvedhenjchieber
bie Deften Dienfte leiften.
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nidht %, Jondern » ift, twobei » im allgemeinen zwijden 1 und & liegt
(5: B.n =113 12; 1,3). BWie {tarf muf in jedem Fall der Drud
fein, damit dag BVolumen nur nod) 1 1 betrdgt?

183. Jit v, dbas Unfangsvolumen eined Gafed, T, bie (abjolute)
QIt}fangéstemperatur und entfpredjen v und 7 bem Cudsuftand, fo gilt
bei der polhtropifden Buftandegleichung bie Begiehung

T=1,(%)"
Man nehme v,=161, Ty=290° (= 17°C) an und eihne bie
Tv-Rurpe.

134. SDerT &Druct“;es”s gefattigten  Rohlendioghddampfes ift
p=2967 (Io_o - 1) " kg/qem, toobei ¢ bie abfolute Temperatur
(Celfiusgrade + 273) bedeutet. (g.)

185. Fiir adiabatifhe Juftandsdnberungen des iiberhipten Waffer-
bampfes ift nad) der ,Hiitte”

% = ?p%-?; T (v — 0,001)%8 = T}, (v, — 0,001)°3; p(»v— 0,001)13
. 0

= po(bo — 0,001)43. Weitere Beifpiele finden fid) in der Cehre bom

Wiarmeitbergang, bei Ausflupformeln fitr Suft und geféttigten Waffer=

dampf uff.
pf uff 7. Die Kegeliduitte

Wird ein Regel durd) eine Coene gefdinitten, fo entiteht, je nach dev
age der fhneidenden Ehene, ein Rreis, eine Ellipfe, eine Parab el,
eine Hyperbel ober eine Gerade. Der Lefer, weldyer fich fiir diefe
tedhnifc) mwichtigen Qurven intereffiert, wird auf Cranp, Analhtijde
Geometrie (UANuG 504) verwiefen, ba eine eingehende Befprechung
Bier zu teit fithren tvitrde.

Der RKreis. Legt man durd) den Mittelpuntt O (Fig. 30) ein Ko-
ordinatenfyftem, fo gilt die Besiehung 2 4 y* = a®

Man fann dieje Gleidung aud) zerlegen in

Z=acosp;, Y= asing.

©3 ift zwedmipig, diefe Darftellung, bei der z und y durd) den ver=
mitte(nden Parameter  ausgedriict werden, der Recjnung zugrunve
s legen.

Die jelbitoerftandlide Gleidhung ZA\%L' (Ay):(%f) geht im Grens=

Lg/"\bg
" . dy _ (dy\ (dz\
falI iiber in dz = (‘i(;)'(dtp)
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Snounferm Fall it %=

dx
acosg; o— = —

asing; Z—Z= — ctgo.

RKonftruiert man auf OP in P die Gentredhte, weldje die X-Adfe in T
unter dem Wintel o trifft, fo ift tg a=—tg(180°— &)=~ 9P __ ctg .

A9

L Ad

dy' _ 1
do sinlg’

Fig. 30.

=t (M

dz
do

)=gin’a: -
Fiir ben Rriimmungdradbius befommt man

PT
Die Senfredhte
auf dem Radiug
im Berithrungs:
radiud ift alfo ge«
rabe die gefudhte
Tangente.

S demt redht-
winfligen Dreied
OPTit0T-0Q
= 0P2’ OT L¥ 1

o= VO oo () = 15 -asin

sin*g

. -'/ sin?qp 4 cos®p)\3 .3 V 1 \3 3
0= (—SW) s asm ey = — m) casimmep = — qa.

Der Kritmmungsradius ift alfo Lonftant, wie e8 beim Kreife fein mufp.

Die Elipfe. Die Cllipfe entfteht aus dem Kreife, wenn man bdie
3u irgend einer Abfziffe x gehirige Ordinate jedesmal in einem beftimms-

ten feften Berhiltnis (b) verfleinert. Jfre Gleidungen iinb baf;er
2
T=acosp;y=- 5. sin @ = bsin . Hieraus ergibt fld) +

dy

b
iz ="z ‘tso »ue Clipfentangente in P {dneide die X&Idﬁe in 7.

(6] mirb OT = 0Q 4+ QT. Nun ift aber 0Q = & = a cos g und
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PQ y being  asin’p
QT = ——F— = — 27— = + — .
1800 —
tg (180° — @) tge gctgcp cos g
a

in2 2 in? 2
oT acosg ' asin’g acos’p -} asin’g a a*,
cos @ cos @ cos @ x

Die Ellipfentangente trifft alfo die X-Adfe in demfelben Punfte
wie die Tangente bes Hauptlreifed (mit a um 0), beren Verithrungs:
puntt P' biefelbe Abfsifie hat wie der BVerithrungspunit ber Ellipfen-
tangente; man fonfteuiert fie leidht, wenn man juerjt die entfprechenbde
Rreistangente hingeidynet. (Fig. 81)

Ay

x
Fig. 81
dy b dy' b 1 dx
'—————-:—-——- v — —_ b = —
¥ =az aCtgq)' do a sinlg'de asin @3
,,=d_y' b L1
dz a® sin'g
_VO+T V b cos’ (_1’ ind )
(a*sin®@ 4 bicos® )3 a® .
= absin @ D sin’ o

- 1 a’
o="1V (a*sin’p + b?cos?p)® - Py (— 5 sm“go) =

1 ;
=- V (a*sin? @ + b2cos®p)®
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y Fiir den Sceitelpuntt A hat man
2
g=0,0=—" fiix Biftp=90"
a?

= e— e

b
et P Unjceeibt man bet Gllipfe et
I3 Redted PQRS, deffen Seiten die
b Rurpe in den Scheitelpuntten be
¢ ° A, riihren, zieht in ihm eine Diago-
0 ¥ Z nale @S und fallt auf fie bon der
] gegenitberfiegenden Cde P aud
bas Qot, {o jdneidet e3 die Udhfen
R oy 8 A Cund B D in den Rriimmungs-
¥ mittelpuntten M (3u 4 gehirig)
Sig. 52, und N (3u B gefirig). Dex Be-

weis wird durd) BVergleidjung der
dfnlichen Dreiede PU A, NBP und QSP geliefert.

Die Pyperbel. Die Gleihung der Hyperbel lautet S—: - Z—; =1

Wahrend bei ber Cllipfe die trigonometrifden Funftionen eine gute
Parameterdarftellung geben, fann man Hier mit Borteil die Hyperbel-
funftionen anwenden; man fept

z=aCofp, y=D0Ging (vgl. Aufg. 112 auf &. 39)
Tz = a9 d—cp—b(ioigo a@mqn=—(§tgq>

Die Hyperbeltangente in P fdneide die X-Udfe in 7 unter dem
Wintel « (Fig. 304.)

0T=0Q—-QT=:¢;-——;§—Q=a@oiq>—Zemq’=
) 7o
o aGin?p aCof*p-— aGintp a a?
=aColp — g = Gl “Coe =

Man befdreibe um O dben Kreid mit 0 A=a, {obann Yonjtruiere man
ben Kreis, welder 0Q =z al3 Durdymeffer Hat. Die Gerabe, me[cf)e
bie ©dnittpunite der beiden Kreife verbindet, jdhneidvet die Udhfe in dem
Zangentenpuntt I. Beweis: Dreied ORQ ift redjtwinilig; e3 Hat die

Hohe RT, folglid) ift 0T - 0Q = ORY OT—%_IZ?=__
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Wadhft o ind Unendliche, fo aud) 2z (S. 38). Dann wird %;
unendlid) flein; die an einem unendlich) fermen Punit der Hyperbel
gelegte Tangente muf dburd) den Hyperbelmittelpuntt O gehen.

b b e? e ?
tga—;(«\:tgq1=;- .

¥ — =9
YA
R
E
)
0 714 \a Q 2

Fig. 83.,

Dividiert man Bahler und Nenner durd) e?, jo erhilt man
b14e??

- al— e_s"’.

giit @ — oo wird e~7 gleid) 0, aljo tg o« = %- Died ift bas Steiz

gungsmaf der Hyperbeltangenten inder Unendlicheit, ber Afymptoten.
Tiir den Rabdiug ded Rrimmungstreifes findet man

= ~/(@Cp + 6°Coj' )"
Jn bem Rechted PQRS, defjen Seiten 2 ¢ und 2b find, 1dBt fich Der
friimmungsradiug des Hyperbelicheitels wie bei der Ellipfe fonftru-

tg e
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n ieven, nur muf ex nad der
entgegengefepten  Geite
0 P abgetragenwerden; gleidy:
seitig find PR und @8
Ufymptoten. (Fig. 84.)

et man a =">, fo
oL % Al M et vie Gllipfe in den
Rreis, die gerwdhnlidhe in
biegleid)feitige Hyper:
bel iiber. Jn bem jebt
R § gemihlten Achfeniyftem
Hat diefe aber eine an-
bere Qage al3 friiber
Fig. 34, (8. 471).

8, Die Qreisevolvente.

Um einen Rreis fei ein unbehnbaver Faden gelegt. Er fei an einem
Enbe feft, bas anbere wwerbe abgemwidelt. Die Kurve, die ed dbabei be-
{chreibt, nennt man Rreidevolvente. €3 wird vorausgefesst, baf ber
Faben ftraff gefpannt twird, fo dak der abgerwidelte Teil in jeder eingelnen
LQage eine Gerade Hildet.

Die X-Adjfe werbe durd) den Rreisrabius gebildet, der das freie
Cnbe des Fabens in feiner Anfangslage mit bem Mittelpuntt verbindet.

Nady Fig. 35 ift ,

© = MR— MS+ TP,
MS = acos g,
TP = QPsing. <
Da3 abgewidelte Stiid @ P ER~2P
ift aber gleid) dem Rreis- 1 A

bogen QU =ayg,

e

denn der Faden hat, weil un- ' p
dehnbar, bei der btvidlung
feine urfpriinglide Linge
behalten.
z=acosp +apsing
y=PR=QS—QT
Y = asingp — agcos @.

ig. 85.
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Hier ift Z—g=acos¢ —a[l-cosp+op(—sing)|=agpsing
dx

Tp= asing + a[1-sing + pcosg|=a@pcosgp
dy __sing
ﬂ_coup_tglp' dy

Das Steigungdmah der Tangente, tg e, ift = 7o =g e3 mup

aljo @ = @ fein. Die Tangente PV mup dem Kreisradiug M Q par-
allel fein und bafer auf der Kreistangente PQ fenfrecdit ftehen.

Widelt man den Faben nur gany wenig toeiter ab, jo bejdhreibt P
nahezu einen Kreidbogen mit PQ al3 Radiug und Q ald Mittelpunit,
und da die RKreistangente auf dem Beriihrungsradiug fenfrecht fteht,
fo ift die Redhnung geometrijdh) beftdtigt. Bugleid finden wir {o den
Qritmmungsdradiug = PQ = aep. i:)ie med)nzung ergibt

sin*@  sin’gp cos’y 1
1+y =1+t =14 o = — o = vy

(1 + y'z)% =

cos’p
aw 1 dz
———-dq) = cOB’m' ’d—95 = @@ CosS @,
s Q) da dly) gy i
alfo burd Divifion do ‘dp = dz — z!/’ = apoos’p
149372
S CE T R,

<

Die Benupung der Kritmmungsireife exleihtert hier die RLonftruf-
tion febr.
Anwendung findet die Kreigevolbente bei BVevzahnungen.

9. Die getwdhulidge Fytloide.

Die Profile der Bifhue bei Verzahnungen fonnen aud) Jytloiden
fein. NRollt ein Kreid auf einer Geraden ohne gu gleiten, jo bejchreibt
ein Puntt feiner Peripherie eine gewdhnliche ByEloide.

Jn Fig. 36 rvolle der freid mit dem Radbiud a auf der X=Wdhfe,
ber betrachtete Punft befinde fich suerft in O, nachdem fich der Kreis
um den Walzungdwinfel o gedreht hat, in P. Dann ift

€= 0Q=0R—PS=PR— PS=ap—asing
y=PQ=MR — MS=a—acosgp
P .9

y_ . .
d‘p—asmgo 2asm2 €08 5
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Y
|
——
a /
- M
p s
a
0 y: T
N
Fig. 36.
4o _ 0 — acos = a(1 — cos @) = 2asin® 2
do P P 2
dy dy dx cos% @ @
=gl = 2 ot 2 —tg(90°— F),
dzr do'dg sin% 2 S 2
alfo ¢ = 90°-—%’-

Demnad) ift PT die Tangente und PR die Normale. T und R
find die Cndpuntte ded zur Ub{ziffenadife fentredten Durdymeijers.
it nue P, nidyt die augenblidlide Sage ded Mittelpunttes 7 gegeben,
fo tuird diefer leid)t gefunden, indem man zu O X bie Paralele im Ab-
ftanbe a 3ieht (benn auf diefer bewegt fich) der Mittelpuntt beim Ab-
tollen ded Rveifed) und um P den Rreid mit a bejdhreibt.

Au3 A TPR findet man die Linge der Normale PR = 2asin %—'

' 1 .
dd(?/)=__l._, gg=2asm2%,
P sin?2 ?
fomit ady),de __dly) _ PL——

¢ a9 z 4asin‘%
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Da der Nenner ftetd pofitiv ift, ift die Rurve {tets nad) ,o0ben” fonver.

e

n4-L
4asin 9

figntich wie auf ©. 57 findet man fitr den Bihler

3
V(l + Gtg‘x %) = ! '
sins 2
baher, bom %oraeid)en abgefef)en, 2
0= L —4asin?=2PR

‘P
B 8 4
in%2 4asin 5

Der .@rﬁmmungémttterpunft N wird erfalten, wenn man die Normale
um fich felbjt verlangert.

Beijpiel 11. Cin fefter Rreid habe den Radius R, auf ihm rolle
ein beweglider mit dem Radiug ». Ein Punft der Peripherie ded
gweiten bejdhreibt eine Epizytloide, wenn die BVeriihrung dugerlid,
eine Hypozytioide, wenn fie innerlidh) ift. Legt man bie X-AUdhfe
burd) den Mittelpunitt des feften Kreifed und durd) den ergeugenden
Punkt, wenn diefer gevabe auf bem feften Kreife liegt, und begeichnet
man den Wilzungswintel ded Rollfreifes (vgl. Fig. 36) mit g, {o ift
fiiv bie Epizytloide )

w——(R—l—r)cos(ﬁ )—rcos(
=(R+r)sm ) rsm( )
9)

und fiiv bie Hypozytloide
z=(R— r)cos(R go) +rcos(
y=(R-—r)sm(ja— ) -—rsm( % q>)-
Man betweife, baf die Rurvennormale Jtetd durd) dben momentanen
Berithrungspuntt beider Kreife geht. Die Epi- und Hypozytloide laffen

fih befonders einfach ftudieven, wenn man ein Heined Stiid des feften
freifes al3 eben anfieht.

+h3

| @

10. Gedimpfite SHwingungen.

Bringt man einen elaftifden Rorper aus feiner Rubelage, fo ent:
fefen in ihm Spannungefrdfte, die der gewaltfam Berbeigefiihrten
Berzervung proportional find. Hort die dufere Rraft auf su wirken,

ANuG 887: Sindbotw, Differentialredinung, 5. Wufl. 5
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v fo verfeten fie ihn in fhwingende Berve-
gung (angeftrichene Stimmgabel). Dan
fann diefe %emegung fitbar madyen,
indem man fte durd) einen an dem Kirper
angebradyten Sdreibtift auf eine Platte
itbertrdgt, die mit gleibleibender Ge:
fhindigleit fortgesogen toird. Wirtte
nur die eloftife Rraft, o tviirde bdie
Sdywingung fich) dauernd in gleicher Weife
bolIgw[)en Die Mechanit lehrt, baf dann
= auf ber Sdreibflache eine

Ginuslinie entftehen twiirde.
Jn Wirklidgleit treten Reibungsdivider:
ftande auf, 3 B. an der Luft und an dber
Berithrungsfladge von Sdhreidjtift und
Papier, die die Shwingungen dampfen.
Man erhilt bann, wenn die Dampfungs-
Eraft ein getifies Maf nidht iiber{dreitet,
eine Kurve von der Gleichung
Y= ae"*sin(cx);
a, b und c find Qonftanten, die durd die BVerfudsanordnung gegeben
find. Wi tonnen fie {dmilidh ald pofitiv annehmen.
LaBt man » von O an unbegrenst wadfen, fo ift e~ ftets
endlid) und fiir endlide Werte von z aud) von O verfdjieden; y vers
{dhoindet ftetd, wenn der Faftor sin(cz) gleih O wird, alfo fiir

=0, 2= %' 27“ ufw., aber aud) nur dann. Die JBeit, welde
swifden gwei Durdjgingen durd) die Rubelage verflieht, ijt die Halbe
Sdwingungsdauer. Da bie Schreibplatte gleichmdfig jortbemwegt werben
foll, {ind bie Wege = den Jeiten ¢ proportional; und tweil diefe Wege

bon einer Rubelage jur anderen den gleiden Wert % befiben, fo find

bie I)aIBen alfo aud) bie gangen Sdwingungsseiten gleich) grof.
y' wird uacb der Produttenregel gefunben Y=a-uv; u=e"’%

Fig. 87,

u'=—0eb%; v = sin (ca), v —ccos(ca:)
y' = a%g)=a(u v 4 v'u) =a[—be—?*-sin (cx)

+ ¢ cos (cx) e—07]
y' = aet*[c- cos (cm) — bsin (cz)].
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Fiir z = 0 wird y' = ac, alfo pofitiv, die Rurve fleigt. WaDft x,
fo nimmt fotwohl €% wie aud) der Kammerausdrud ab, die @uwe

fteigt fchwddher. Fiir ¢+ cos (cz) — Y sin (cz) =0, alfo tg (cx) ——:
T= i arctg ( 5 ) ver{windet y', die Rurbve Hat 1[)ren hidften SBunft
erretd)t Bon ba an wird y' negativ, fiiv z = ? erhdlt man

b

y'=—ace. ©

Die toeitere Unterjudung ift gleidhartig.

it v der zu der Ubf3iffe = gehirige Qtunfcf)fag (Orbdinate), jo ges
oot 511 =z + —ber?&ertyl = ae —he— ¢ sin (cz + 2m)

‘iﬁé —bz A

yy=e¢ °.ae -sin(cx)=e¢e °y.

Wiahrend bei ber Sinuslinie y = a sin (¢), die der ungeddmpiten
Sdwingung entfpridgt, die Ordinaten nad) Berlauf ber Sdhwingungs-
dauer tvise’?:r genau denfelben Wert befipen, find fie hier im Mak-

ftab 1:e © verfleinert. Anch fiir o, = +%I(x’f3t fig y, leidht er-

mitteln. Die Uusjdlage werden immer einer, die Kurve néhert fih
fiiv gripere Werte vou = immer mebhr der Ubfziffenadyfe.

Nufgaben.

136. Man zeidne in dasjelbe Achjenfreus die Rurven y=asin (cz);
y=ae—%% y=ae"%sin (cz), vergleide ifre Geftalt und beftimme
ihre Sdnittpunite.

137. Der BVerlauf der allgemeinen Sinuslinie y = asin (cz) joll
unterfucht werden (Shnittpuntte mit der X-Adhfe, Steigungdmaf der
Tangenten, Wenbdepuntte, Rriimmungsradien).

138. Gbenfo foll die Qurve y = ae—>= behandelt werden.

139. y = aet?= joll distutiert tverden.

140. Die Gleidung der Kettenlinie ift y = —(e"‘ +e "‘),

wenn m eine gegebene Strede ijt. Welches {ind ihre widtigiten Cigen=
{daften?

141, Man unterfudje die burd) die Gleidungy=ae-2#(e=—e—<*)
gefennzeidnete aperiodife Bewegung.

142. @benfo ift y = aze=®* ju behandeln.



62 V. Rethen

Fiinftes KRapitel.
Reifen.

Ronnte bad vorige Rapitel unsd die ungemein jruditbare Anregung
vor Yugen fiihren, welde die G eometrie von der Differentialredhnung
erhielt, o wenben wir uns jetst ihrer Cinwirfung auf die Unalyjis,
bent rechnenden Teil ber Mathematif, su. Und bies ift notwendig, denn
wir Haben Gebilde der Geometrie, 3 B. die Jyklvide, analytijd) duvd
®leichungen dargeftellt, famen dabei aber auf nidt mefhr gany einfade
Funttionen. Kiunen diefe (in unferem Beifpiel bdie - trigonometriz
jen) aud) ndherungdweife leicht beftimmt werden und find fie felbjt
‘mit grdBerer Genauigleit in Tabellen niebergelegt, fodarf man {ich dabei
natiivlid) nidh)t beruhigen, fondern muf fuchen, fie aus eigener Srajt
su entioideln, d. . einen Weg zu finben, der geftattet, fie mit belie:
biger Genauigleit fiiv jeben LWert der unabhdngigen Verdnderlichen
3u berechnen. Wiive died nicht miglih, Hitte man feine gany genaue
Qenntnid der auftretenden Funitionen, fo wdrve die in Wngriff ge-
nommene Aufgabe (3. B. die Distuffion der Rollbetvegung) durd die
analytijge Cinfleidung unflarer getvorden, und man Hatte befjer ge
tan, fie rein geometrij) zu behanbdeln.

Die ald notwendig exfannte Anfgabe ber moglihit einfachen Funts
tionsbarftellung (6ft die Differentialredhnung durd) Reihenentwid-
lung, ein Hilfdmittel, bad wir {dhon bei der Ableitung des binomi-
fden Saked und der Beredhnung der Jahl e fennen gelernt Haben.
Gine Reihe ift eine Folge von Grifen, die nad) einem beftimmten
®efety gebilbet find. Man Jpricht 3.B.von einer geometrijhen Reife?),
wenn jebed Glied aus dem vorhergehenden durd) Multiplitation mit
einem Tonftanten Faftor g gebilbet ift. Jit bad Unfangéglied @, o Heifst
bie Reibe 4, ag, ag®, ag®...aq" (n + 1 Gfieder).

Wir unterfucen den einfachen Fall, daB a = 1 ift, aljo die Reihe

1, ¢, 9 &...0"

St g=-+1, jo find famtlidge Gliecver = +1;ift g = —1, o
wedfelt forttvdhrend + L und — 1 ab. Reifen, in denen die Bor-
seidgen von Glied zu Glied wedfeln, Heifen alternierend. it ¢
eine pofitive Bahl, die griBer al3 1 ift, jo widft ¢» itber jede vor-

1) Die geometrijde Reihe ift ausfithrlid) behandelt in Crany, Algebra IL
(ANuG Bd.2056 §17—24). Dort findet man aud) gahlreidhe {tbungdaujgaben.
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geﬂ'egte ®rofe hinaus, wenn nur » geniigend grof (und natiirlid
pofitiv gangzahlig) gewdhlt wird. it ¢ ein pofitiver edter Brudh, o
nihert fidh ¢» mit wadfendem 2 unbegrenst dem Werte 0. Man fann

nimlidy g = ql fetien; g, mufs eine pofitive Jahl jein, die grofer alz 1
1

ift. Sn o gn= % wird der Menner beliebig grof, aljo der Wert des

Brudjes Heliebig flein, wenn man » geniigend grof annimmt. Man
fagt in biefem Falle, ¢" fonvergiere mit wadfendem » gegen O.

®ibt man der Grofe g ein negatives Borzeidjen, fo bleiben die Be-
tracdhtungen diefelben, nur dnbern fich bei jeder Multiplifation die Bor-
seicgen. Wenn ¢ ein negativer echter Brud) ift, jo fonvergiert aud
ier ¢* gegen 0. ©p nehmen bei den gedampften Schwingungen
(©.591) vie griften Ausidhlige in Form einer geometrijdhen Reihe

—7Th

(= — € < ) ab und werden allmdhlich unendlic) flein.

&3 liege feft g unter — 1, bann itberidreitet g», abgejehen vom Bor=
seidgen, mit wadfendem 7 jede GSrenze.

An diefer Stelle werde die Definition ded ,abjoluten Betrages”
eingefithrt. Darunter verftehen wir den Wert einer Jahl, lodgeldit
vom Borjeiden. So ift der abjolute Betrag von 4 3 und aud) von
— 3 gleid) 3. Damit ¢ mit wad)fendem »n gegen Null fonvergiere,
mufy ber abjolute Betrag von g fleiner al3 1 fein.

Die Summe der endlidhen geometrijden Reihe

=a+tag+ag®+---+ag”
finbet man leicht, wenn man diefe Gleichung mit ¢ multipliziert und
ba3 erfhaltene Refultat von s jubtrabiert.
sg=agq+ag’+---+ag*+ag*?
s—sq=a—ag*tL
Die mittleren Glicber vernidhten fih namlid gegenfeitig.
sA—g=a(1—g+Y);  s=gZ_(1—g+).

Diefe Formel ift ftetd ridtig, wenn =, a und ¢ endlichge [ahlen

find und » auferdem pofitiv und gangzafhlig ift. Jit 3 B.

fo Hat man 9=2g=3 n=5,

s—2+42:.34+2.842.304 2.3 4 2.8=" (139,
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Qnfs und rvedhts erhalt man ald Summe 728.

Widhjt » itber alle Grengen, fo mup man unterfdeiden, ob der
abiolute Betrag von g groBer, gleich oder fleiner als 1 ift. Nur ber
lepte Fall interejfiert ung Hier; dbenn dann fonvergiert ¢*, alfo aud
g+t gegen 0. Man {Greibt dafilr aud

litin> q" =0,
foobei lim dad Ubfiirjungdzeichen fiiv limes, Grengwert, ift.
Wit haben alfo dag Crgebnis:
Sit g ein pofitiver ober negativer echter Brud), fo Yat die Summe
s=a+ag+ag®tag®+---,
wenn 2 ind Unendlide widft, einen Grengwert, und diefer ijt
a

§=——

1—g

Aufgabe. 143, Wie grof ift die Summe der unendlichen Reife
s=1+3+4+5+-2
€3 fei jet eine belichige Feife mit lauter pofitiven Glicdern
Ay, gy Gg,° -

gegeben, deren Gliedersahl unbegrenst fei. Damit ihre Summe {iber-
haupt fonvergieren fann, ift notwenbdig, da fich ihre Glieder immer
mehr Der Null ndhern. Wire died namlid) nicdht der Fall, eriftierte
eine (tvenn aud) fehr Heine) Bafhl g, die von feinem Glicd der Reibe
unterjdritten iirde, jo wire

Sn=ay+a,+as+--a, grofer ald g+g+g--4g=nyg,
und mit wadjjendem » wiirbe die lepte Summe, alfo ganz jicher die
gegebene Neibe, bi3 ind Unendlidge wadfen. RKonvergiert aber das
@nbglied ber Reibe gegen Null, fo ift damit durdhaud nod) nicht ge-
fagt, dafs ihre Summe einem beftimmten endlichen Wert zuftrebt. €3
1dBt fich 3. B. leidt nadjweifen, bak die Summe

s=14+i4+i4ifio
unendlidh grof with. €3 ift namlid
s=1+E+G+D+E R+
+(%+"'+1_16)+(1%+'“3“12)+”'

Die erfle Rlammer ift grofer ald 2. £=1 bdie jweite grofer al3
4.4+ uff. Aus der Reihe Laffen fich beliebig vicle Summanden
abipalten, von benen jeder grofer afs - ift.

€3 gibt viele Renngeiden fiir die Ronvergeny der Summe einer vor:
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gelegten Feihe, von denen bas widptigite der Coudihjhe Sat ift.
€r lautet:

Die Summe s=a,+ a;+ a3+ -
in der a;, a, ufw. lauter pofxtwe Baf)fen find, ift fider
fonyergent, mennbteﬁuottenten -2 g—nfm famtlic) Eleiner
find al8 ein beftimmter edhter §Bruc£) q

th % Heiner al3 g, fo folgt bavaus, baf a, <a;q ift; -——(q
liefext a3 < ayq; ag ift um fo mehr Eeiner ald (a,q) - ¢ = a,4* ufm
€3 folgt burd) Addition
sn=a,+ ag+ a;+ - +a,,<a1+a1q+a1q +"-+a1q"‘1

sn<ay(1+ g+ @+ -+ 4 g™
Die Klammer ift aber fider Heiner alé ber Grengwert T— 7' alfo

8n < ‘_li 7 Undererfeitd ift s, griBer al3 a,.

1
Diefe Behauptung gilt auc) noch) dann, wenn die Gliederzahl (bis-
ber ») unbegrenyt wadyjt, die Summe s der Reihe muf unbedingt

yoijdhen a; und 1—‘11;} liegen. Man fann ihren Wert aber aud) mit

gefteigerter Genanigleit ermitteln. Aus
S=a;+a, + ag+ ---

folgt aud s<ay+ag+ g+ agg®+ -+
s < al + 'l_j‘_,—q

8 Tiegt alfo zwifden a;, und a, + 1‘1’q~

Der Unterfdyied der Grengen fiir s war vorher
Y g =UT% -9 _ aq
1—g 1 1—gq 1—¢q
] a, a,
jebt aber (al+ 1_’q) —a,= 1_’q.

Da a, nach) Boraudfebung Heiner ald a,q ijt, jo find die Grengen
niher zujammengeriidt.

Terner ift s<a,+ a, +
bie Differens der Grengen ift jebt
O =%
(a+at) - @+~ 127
bemnad) Heiner af8 lﬁ‘_iq uff. Die Grengen fommen fih) belichig

%
1—gq’



66 V. Reifen

nabe; e3 gibt nur einen gang beftimmten endlihen Grengvert dex
Summe.

Trifft diefer Ronvergenziap stwar nidt fitr die erften, twohl aber
fitr alle einem Deftimmten Gliede folgenden Summanden einer Reihe
31, {o fann man aud) bon ihr die Lonvergeny behaupten, indem man
einfach Die erften Glicder fitr fih nimmt und ald endlidhe Summe
abpaltet und auf den Reft den Caudyjden Sap antwendet.

Sind die Glieder einer Reibe famtlich negativ, fo feht man nur
pa3 Minuszeiden vor die Klammer und Jat in derfelben einen Aus-
drud, auf den die eben angejtellten Betradhtungen jofort angetvandt
werden fdunen.

Bei einer alternierenden Peifje findet jhon dann Konvergens
ftatt, wenn die abjoluten Betrdge der eingelnen Glieder fortwahrend
abunehmen und gegen Null fonvergieren. Bei Reifen, deren Glieder
lauter gleidye Borzeihen Haben, ift, wie wir jahen, diefe Bedbingung
notwendig, aber jum Betweid der Ronvergens nidht ausreidgend. €3 fei

Ay Qg Gg,
eine Reihe von abjoluten Betrdagen, die der genannten Forderung ge:
niigen. Wir behaupten die Konvergens von
s=a—ay+ag—a,+ a;F -

G3 ift nur eine formafe Ynderung, wenn man fc{)retbt
1. s=a,— (ag— az) —(a,— a;))—() -+
2. s=(q—ay) +(ag—a)+()+--

Nah) Borausfepung ift jeber Klammerinhalt poftttb e8 folgt aus
1., baff s IHeiner al8 o, und aus 2, baf s grofer al3 @, — a ift.
s Itegt alfo zwifden zvet Grengen, bie fih um a, — (@, — ag) = a,
unterjdjeidben. Ebenfo ift
3. s=a—ag+ (ag—a)+ ()

4. s=a—a,+ ag— (%"“5)“&)

s liegt daber jwifden a; — a, und al — ag+ a, @te Differeny der
Grengen it (4, — a5+ a5) — (8, — @) = a,

alfo enger al8 vorhin. Fahrt man jo fort, jo Tommen fich die obere
und untere Grenge fiiv s beliebig nahe, da a, beliebig flein twird,
wenn bdie Gliederzahl » Hinveidgend grof gemafﬂt tird.

it jeber Duotient einer alternierenden Reife ein (negativer) echter
Brud), fo nehuen die abjoluten Betrdge der Glieder jtetd ab, die
Reibe fonvergiert. Das Caudhyfce Konvergeng-Rriterinm gilt aud Hier.
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Die analytifd) widjtigite Form einer Reibe ift die Wotenzreife

a+bx+ cax?+ ex®+ .-,

€3 ift tlar, daf fie mbgliderweife nur fiir beftimmte Lerte von
fonvergiert, bagegen fiir andere Werte der Variabeln ihre Summe fich
feinem enblicjen Grengterte nifhert, baf die Reibe dann, bivergiert”

€3 feien zunadft bie Grifen @, b, c uff. jamtlic) pofitiv, ebenfo
z. Konvergiert die vorgelegte Reibe fiir z = z,, fo befagt Da3, daf
s=a -+ bay+ ca i+ o +hay+ Lzt + ma 24 pr S 4 .

=a+bzy+czi+ - +Ekz+ R
fih mit wadfenbem » einem Dbeftimmten Grengwert mit beliebiger
®enauigfeit nédbert. €3 muf B der Null beliebig nafhe fommen. Jjt
B =g (I + ma, + pa+ )
fleiner al3 eine 8ahl ¢, fo gilt dasdfelbe von
R = ac"+1(l + mz+ pa®+ -
wenn z wijden O und -z, liegt, ba jedes Glied Iegt fleiner af8 bor-
ber ift. Crfet man = durd) — x, jo bleibt der abfolute Betrag des
Faftors vor der Rlammer derfelbe (mur bas Bovzeichen fann fich dndern),
ber abfolute Betrag der Rlammer twird fleiner, da fih infolge Der
wedjelnben Borzeiden die Glieder teiliveife auf[)cben R ift jomit audy
hier, abfolut genommen, Heiner al3 o.

Qonvergiert R fiir 2 = 2, gegen O, fo gilt dafer dasfelbe aud,
wenn « irgenbeinen Wert swifden — gy und + zp annimmt, d. 9. die
vorgelegte Reile fonvergiert in diefem Jntervall filv jedes .

Haben die Roeffizienten a, b, ¢ ufw. der Reihe a +-da + ca® +---
verjdhiedene Borzeidjen, und fonvergiert

@]+ |5 zo+ | o] 2%, |
toobei | a| den abjoluten Betrag von a bedeutet, | b | ben von b uff, fo
ift bie urfpriingliche Reife felbftverftandlid fonbergent badas Reftglied

B=o*1 (1 4+ may+ pa,® +
fidger Fleiner ift al3 dad Rejtglied Der ausd den ubioiuten Betragen ge
bilbeten Heihe. Man beseidhnet in diefem Falle die Ronvergeny der
vorgelegten Reife af abjolut. Audh Hier findet Ronvergeny ftatt fiir
alle Werte von =, deren abfofutcr Betrag Heiner ald x, ift.

€3 feien = unb z -+ h Babhlen innerhalb des Jutervalled der abfo-
[uten Ronvergeny dev Reie

f(z) =a+ bz + ca®+ ea®+-,
bann fonvergiert aud
flz +h)=a+b(@+h)+c(z+nR)>*+e(z+h)>+--- abfolut.
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fle+n)y=a+0bz+ bl + cz+ 2¢azh + ci®+ ex®+ 3ea?h
+ 8exlt4 ehd 4

@3 ift geftattet (wad fich, wenn aud) nidht gany elementar, nad-
weifen (dft), die Glicder diefer unendlichen Reihe umzuftellen, man
hat dann, wenn man nad) fteigenden Potenzen von kb orduet,
flz+h)=a+bz+ ca®+ ea®+-- -+ 1 (b+ 2cx+ Bea®+--+)

+ B (c+ Bex+--) + 13 (e+F--+)

Die abjolute Ronvergenz von f (z + k) wdre aber nicht mbglich,
twenn einer der Beftandteile der Reibe {id) anders verhielte, e3 muf
alfo aud b+ 2cx+ 3ex®+---
abiolut fonvergieven.

Die Bedeutung diefer Funftion ift leidgt erfihtlich; es ift
f(z+n)y=f(z)+hb+2cz+ Bea®+-- )—l—h”( D+R(- )+

et 1) g 4 90 4 Bea oot (o) F B (o) -

Criept man 2 durd) Az, fo fieht man, baf dev linfs fiehende %ué:
brud nidts anberes als ber Differenzenquotient %: ift. Um ihn in

ben Differentialquotienten zu verwandeln, braudt man nur & dbem
Wert O unbegrenzt su ndhern, dann ijt

gg= b+ 2cx + Sezt+

Der Differentialquotient einer abfolut fonvergenten
Potenzreihe wird aljo genau fo wieder einer ganzen ratios
nalen Fuuftion mit endlider Gliederjahl gebildet Gr
tritt jelbit in Form einer Potenzreihe auf, diein bemfelben
JSntervall abjolut fonvergiert, wie die urfpringlide.

Fithrt man diefe Betradhtungen weiter, indem man von 7' ausdgeht,
fo folgen genau entfprechenve Sabe itber die hiheren Ableitungen, 3. B.ift

f"(z) =2c+2-3.ex+---, fM"(z)=2-8:¢+4---.
it den fpeziellen Wert = = O ergibt fid)
f

0)=a
1(0)=1-d
f'(0)=1-2-¢

f7(0)=1-2-3-¢ uf.,
fo daf man bie EReiI)e icf)reiben fann

7(2) = £(0) + £'(0) + {25£"(0) + =os " (0) + -+~
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Dies ift die MacLaurinide Reife. Die Formel zeigt die Bebeu-
tung der RKoeffizienten a, b, ¢ ujw. Sie fann aber aud) dbazu dienen,
eine Funftion in Form einer Potengreihe su entwideln, wenn man die
{peziellen Werte ber Funttion und aller threr Ableitungen fitr 2 =0
fennt.

Beifpiel 12.Y) (14 2)» {oll unter der Borausfepung entridelt wer-
bett, bap % feine pofitive gange Bahl ijt.

Lofung. y = (1 + z)"= 2" (BVgl. ©. 24, Sap 5.)

@3 ift auf &. 25§. nadjgewiefen, daf fiir jedes » bie Ableitung
W =1ty 2 =1, 2 = () = (1 4 2P,

Ebenfo findet man f”(x) =n (n—— 1) (1 4+ 2" ?ufw.; £(0)=1;
f1(0) = n; f"(0) = n(n — 1) uff

@)=+ =1+a+05 y S s

NMan erhilt den binomijden Sal ic[)embar in derfelben Form toie
fitv Den Fall ber gangen pofitiven Erponenten. Der grofe Unter{dhied
liegt aber barin, daf Hier teine der Grigen n, n—1,0—2, n—3...
verfchinden fann, wir ehalten eine nnendlidhe Reihe. Jhre Kon-
vergeny ivird unter Benubung ded Saked von Caudy (S. 65)
unterfudt.

a, a (n—1Nzx a, -2z
&:-:n ;(;2-= 2 3 ;’—:_—-————3
ak+1=n—7€+1xm('ﬂ+1 B )x
a, k k !

n ijt eine feft gegebene Grife, die Ordnungszafl % fteigt, weil die
Reihe unendlid) ift, itber alle Grengen, daber wird (n + 1):% beliebig
flein, ber RKlammerinhalt ndbert fich) unbegrenst dem Werte — 1. Jit
z alfo ein edjter Brud), fo mufy der abjolute Betrag bed Quotienten
ax 4 13 az Yon irgend einem Gliede an Heiner ald 1 werden, womit bdie
Ronvergeny der Reibe fiir die genannten Werte von = bemiefen ijt.

1) Dier und tweiterhin ift angenommen, daf fid) die su entwidelnden
Funttionen wirllid) durd) Potenzreihen darftellen !aﬁen alio in ifrexr Cnt-

widlung nidt etiva Glieder von der Form aV:c, z ober bgl. enthalten.
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€3 ift fehr lehrreid), einen Deftimmten Wert fiiv % anzunehmen und
die Rurve y = (1 + 2)* mit den Niherungshurven y = 1 + na;
y=1+nz+ 'n(n2—1)x2
uff. in bemfelben Qoordinatenfyjtem zu zeichnen.
Gine Unwendung findbet der Saly Dbidtveilen zum bequemen Uus-
siehen der Wurzeln.

ber Y
V29 =V271 + 2 =]/27 (1+ %) = 3Y/1 + 0,07207
— 3 (1 4 0,07407)F;
1

1, nn—1) 3, (_g)

1 nn—1)(n—2)
”=31’ 1-22 = ] 2 =T 9T 1.2.3
_GEDEs_ s
- 1.2.3 sl

%29 = 3 (1 + 0,02469 — 0,00061 4 0,00002,) = 3,07231,.

©don biefe bier Glieder ber Reibe liefern eine Genauigkeit, welde die

Unforderungen ber Pragis tveit dfibertrifft, die weiteren find fiiv fie
pollig bebeutungslos.

Bei diefer Reihe und mandger folgenden laft fid) ein Glied leicht
berednen, wenn man dad vorergehende fennt. Sept man abfiirzend
A+2=14+A4+B+C+ D+, foift

A = nz; B=n—1x-A; 0=ﬁ—g—g-x-B uff.

Beifpicl 13, f(z) = sinz. ©8 ift
f'(z) = cosz, f"(z) = — sinz, f"'(z) = — cosz, "' (¢) = + sinz

uff.
£(0) =0, £1(0) = 1, (0) = 0, {"(0) = —1, ""(0) = 0.
f(z) =sing =g ——>— + 2 d Foee

1.2.8 '1.2.3.4.6 1-2.83-4-5-6.7—
x? x?
h=—"3573 ®T " 13

uff. Mag der fejt gegebene Wert = aud) nod) fo grof fein, von einem
beftimmten Gliede ab twerden die Quotienten ihrem abjoluten Betrage
nad) bauernd Eleiner al3 1 und ndhern fih) jogar bem Werte 0. Die
Reibe fonvergiert fitv jeben Wert von 2. Man geidne Hier und jpdter
Niherungsturven, um den Srad der Genanigleit graphifch darzuftelen.
©oll ein beftimmter Ginus, 3. B. sin 259, beredynet werben, fo mup
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man dag Gradmaf junddit in Bogenmap vermandeln, denn diefe Eine
Deit war bei der @ntmtcﬂung bes Differentialquotienten vorausgefest.

25° ift im Bogenmap = T% = 0,4363
sin 25%= 0,4363 — 0,0138 = 0,4225.
Beijpiel 14, f(z) = cosz.

(a:) = — sing, {"(2) = — cosz, f"'(x) =+ sinz, f"(2) = + cosz

f(O) =1, /'(0) =0, £"(0) = — 1, f"(0) = 0, f"(0) = + 1
x? x* z®
cost=1—go+13 31 1235456
Audh diefe Reibe fonvergiert fiir jeded a.
cos 259 =1 — 0,0952 + 0,0015 = 0,9063.
Man beadhte Biev twie weiterhin die Sdhlupbemerfung zu Bei-
ipteI 12.

Die Funttion tgz Gt fih wohl in Form einer Potenzreihe ent
wideln, dod) befolgen deren Glieder fein einfaches Bilbungsdgefes; bei
ctg ¢ tritt nod) bie Schwierigfeit Hingu, dah diefe Funftion fiir =0
unendlic) grof wird. Will man diefe Junttionen berehnen, fo bes

. sinx cosx
nupt man beffer die Formeln tg 2 = _—— und efg 2= ——-

Hufgaben.
144, Die Gleidhungen der Rreisevolvente jollen in Potengreihen
entwidelt werben.
145. Die Gleidjungen der Sytloide Jollen ebenjo behandelt werden.
Beijpicl 15. f(z) = arctgx 1
(z) = oo
©tatt weitere Ableitungen zu bilden, fann man bte gefudhte RNeibe
fiiv arctgz f(x)y=a+ bz + ca®+ ex®4 .-
bifferentiteren:  f'(z) =b + 2cz + Bex®+ -
und bdie Roeffisienten mit benen der Reihe
ljx,_1—z=+x4—x6 -+ (vgl. ©.64)
vergleichen.
€3 ift b=1, ¢c=0, e=—% uf. Da fiiv =0 audy /' (z) ver:
{hwinbet (memgftenﬁ bel ber gebraudjhd)en SDeftmhon ber Funition),
iD tfta=0 GHD a.rctga:=-———-———+ :F
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Die Reibe fonvergiert, wenn z ein edhter Brud) ift.
Hhnlich laffen fich die anderen zytlometrijden Funttionen entwideln.

1
it £ = — itd
i i

1 1 1 1 1 1
mtg(ﬁ):ﬁ(l“s—.ﬁm—réﬁ raT)
Tapt man die erjten vier Glieder zujammen, jo erfennt man, daf

per Rlammerausdrud grofer -als 0,905 ift, die Hinzufitgung des

fitnften lehrt, dap er feiner al3 0,908 ift, arctg (——) legt 3twijden

0,522 und 0,525. V3
Andererfeits muf arctg 175—) = ? fein, denn

£ 1

] tg (?)= tg 30°= -

& liegt alfo gwifdhen den genannten Zahlen, = swifden 3,132
und 8,150.

Daf die Jahl = mit Hilfe diefer (odev einer dhnlidhen) Reihe be:
liebig genau berechnet werben Fann, fegt auf der Hanbd.

Beifpiel 16

y=e5y' =c, y —e”’ uff; £(0) =£'(0) = £"(0) --

a3 xt

_'1+ tis 1 stiestigsat
Der Saty von @aud)t) lehrt, daf biefe Reihe fiir jeben Wert von
fonvergiert (vgl. Beifpiel 13).
Fiiv z =1 nimmt fie die {Gon auf &. 35 unterjudhte Form an.

Aufgaben,
146, Bei der Theorie der Seilreibung fritt bie Grofe e#* auf.
Shr Wert twerde fiir p= 0,23 o« = 1087 fejtgeftellt.
147. Die Funitionen Sinz und Cof 2 (vgl. €. 38) ollen ent:
widelt twerden.

148. Man ftelle die Gleidung der Nettenlinie?) durd) eine un-
endlidye Reibe bar.

149. Fiiv a® oll cine Reihe angegeben werben. @ fei pofitiv.

1) Bgl. Anfgabe 140, &. 61.
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150. Man bilde die Ableitungen der bidher behandelten LPotens
reiben und vergleidje fie mit ben friiher erhaltenen Ausdriicden.

Beifpiel 17. €3 follen die natiivlichen Logarithmen durd) Reifen-
entidlungen gefunben terden.

Man tonnte verfuden, y = nx in der bi@berigen Weife durc) die
Reibe a-+ bz + ca? 4 -
barzuftellen. Dann mithte aber, da an—»— oo, aud) a diefen
Wert annehmen. Desdwegen berechnet man f(x) n (14 =),
penn Hier wird £(0)=1r1 =0, alfo a = 0.

(@) = (1 + 0 '(2) = 15
Man fann entmeber die mweiteren UAbleitungen bilden, odber, wie in
Beifpiel 15 durd) eine Reibe darjtellen. Jn biefem Falle bat man

11+
b+2cx+3ex2+ =1—x+x2_x3__|__
alfo b=1,c=——%,eg— uﬁ
4) Zn(1+x)=£-— +Z +
Die Reihe fonvergiert, wenn  ein ecf)ter SBruc{) ift. Gbenfo it
x 22
B) Zn(l—x)=-—-f—~_2__g_...’
und durd) Subtraftion .
14« z |, x ab
C) (—x>_ (—+—+-—5—+-..).
@ept man in 0) z =%, o folgt
2 =2(3+; 127 + 5y + o) = 0,69315.

SugIetd) ift Iegt Ind=2In2; n8 = 32 ujw. befannt.

z = % ergibt in C eingefebt
1 1

m3_2( L = 8+m+--~)=1,09861.
Dadurd) ift 9 = 2ln3 1227 uif. beftimmt, ferner aud
n6=1Imn3 + ln2 =1,79176, 112, n18
ufro. n5=1Imn(6—1)= ln[6(1 — l)] =6 +m(l—%)
(Formel B) 1
75 =1,79176 — ( T ) = 1,60944,

Ter fiir bie Hmmanbfung ber Qogarithmeniyjteme bedeutjame nas
tiitliche Qogarithmus von 10 ift
10 =mmb + n2 = 2,30259.
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Bon den gangen Jahlen ztwifden 1 und 10 fehlt feht nur nod) 7.
In7=1n(8— 1)=Zn[8 (1— %)]=ln8+ ln[l —%]= 2,07944 —
1 1 1
~(mstzetrgt )
In7T=1,94591.

Peun LGt fidh aud) jeder andere natiirlide Logarithmus leidht ers
mitteln, wir greifen gany twillfirlich) die Jahl 6137 Heraus.
n6137 = In(1000 - 6 137) = I1n1000 + 126,137

— 31010 + ln[b‘ (1+28
m6137 = 31010 + 16 -+ [" 187 a8, onare ]

567 T 568
n6137 = 8,69952 4 O, 02258 = 8,72210.
Selbftverftandlid) laft fih die @cuauigfeit beliebig fteigern.
Sind alle natiivliden Qogarithmen befannt, fo Tann man aud thnen
bie fiinftlichen einfadh ermitteln, indbem man fie mit 0,43429 multis
pliziert (bgl. ©. 36, Formel 15).

Das Rejtglied der PWac=Laurinfden Reije.

Die bisher behanbelten Reihen licferten uns ficgerlich den Wert bey
jetveil3 gefudjten Funftion um fo genauer, je mehr Glieder wir be:
viidfidtigten. Billige Genauigfeit fonnen twir auf diejem Lege nie
erhalten, ba uns tatjidlidh die Bereinigung unendlid) vieler Sum:-
manben unmiglid) ift. Wohl aber gibt es ein Mittel, das ung ge-
ftattet, den Fehler abjujdagen und in beftintmte Grengen einguidliefen,
Den toir begeBen, twenn wir eine unendlidhe Reihe nad) dem nten Gliede
abbredjen. # ift dabei eine beftimmte, enbdlicdhe Ordbnung2zahl, 3. B. 5.

Wir braudjen dagu folgenden Saty: Wenn eine im Jntervall 0...a
ftetd enblidje, ftetige und differen-

titerbare Funition f(z) fiiv £=0 ?

und x=a ver{hivindet, jo mup mins S
deftens fiir eine Sabl zifden diefen =03

Werten, z, = 0 - a, die Ubleitung
f'(z,) glei) Null fein. O bedeutet
hier einen edyen pofitiven Brud,
mit dem @ multipliziert werben {oll. ,|__==6a | .
Der Betweis folgt aus Fig. 38 o=
fort burd) geometrijde Anjdhanung, Sig. 8.
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wennt man fid) an die Crfldrungen gy

Yy
ber Endlichleit und Stetigleit auf
6.7 erinnert. Ber{dhiebt man ein !
Lineal fo, daf e3 immer der Ub- !
5
¥

fsiffenachfe parallel bleibt, fo muf X &

¢3 {hlieRlich minbeftens einmal bie
Ruroe beriihren; tge = £ ift fii
diefen Wert von z, den wirmita, ¥
begeichnet Haben, = 0. Fig. 39
seigt, Daf bdiefe Uberlegung nidht
mehr stoingend ift, wenn £ (Fig. a)
oder ' (Fig. b) in dem Jntervall
unftetig ober wenn eine diefer Gri=
fen umendlid) wird (Fig. ¢, d). I

Die gu unterfudjende Mac-Lau-
rinfge Reibe fei 2 et

(2) =1(0) +af'(0) +151"(0) + ++- g5y "D (0) + R
(n — 1)1, gelefen » — 1 Fafultit, bedeutet dabei das Produft

1-2:3..-(n—1).

Fiir » werbe gunddit ein belicbiger Saphlentwert, ettva 3, angenommen,

2
alfo £(z) = £(0) + ' (0) + %f" (0) + R gefept.
Wir betradgten sunddit eine andere Funttion einer BVerdnderlicdgen £
T—1 4 (z—1)* (z—1)®

YO =f@)—fO) -1 O -S5O &

o ift hier af8 Lonftante aufgefaft, ¢ joll alle Werte zwifden O und «,
einfdlieB (i diefer Grenzwerte jelbft, annehmen fHnnen. K beftimme
id) o, DaB  (¢) fiit t = O verjhwindet.

Gept man ¢ = z, fo wird . \
()= (@)= @) — )~ 52 (&) -5 1 (e) - Eg 2 K—0.
(1) verjdwindet fitv ¢ =0, weil K jo beftimmt wwurde, und fiir £ = z,
wie eben nadjgewiefen; alfo muf nad) unferem Hilfsfape 4’ (¢) fite
einen 3wifchen O und « liegenden Wert O« gleih) Null werden. Die
Diffeventiation (z Ionftant!) liefert

—1 —t
W O=—O-[F)F O+ 0]-
— 2 (x—1) , —1)* — 3 (x—1)*
__[ 1(:’”2 )’rl(t)+(x2l ) £ (t)]—[ (3-70] )]K.

UNu® 887: Lindow, Differentialredynung, 5. Aufl, 6

.p\'“

™ S

1
|
}
. !
e Fig. 39. d
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Lwft man bdie Klammern auf, {o gerjtoren fidh alle Glieder bi3 auf bdie
beiden lepiten gegenfeitig; es ijt

¥ (1) = _(x—t) £ (8) _{_(‘”21'5) K
Qept fepen twiv den vorfer ermaf)nten Bwifdentvert { = Oz ein.
0= =0 i (gg) 4 €0 g
Hieraus folgt K " (0), alfo
p (O =f@)—FO-57r @ - E5F ” ) —E5 2 (0s)

Wir beadhten nodymal3, daf K fo gemaf)ft war, daf ¢ fur t = O ver:
{dmwindet; e3 ergibt fih

0 =f(z) —(0) — %f’ ©) —'gf" (0) —;;f"’ (0z), oder
F(&)=FO)+£1(0) + 5 1"(0) + & ' (92).

Man ftelle diefelbe ﬁbertegung fiitt n =4, 5, 6 an und dehne fie
dann auf ein be[tebtgeé gangaabhgeé n aud; man ftnbet

f (x) — O +7 2110 + 51(0) 4+ gy 1" (0)
f () (ﬂx)
Das 10 geiunbene Reftglied B =— f(")(Bx) fird nad) Lagrange

benannt. Unfere Betracdytungen imb mmgenb wenn f mit famt[tcf)en
Ableitungen bid zur nten in dem Jntervall x = 0 big x = = ein-
fhlieRlich) der Grengen endlich und ftetig ift, denn dann gilt der oben
angefithrte Dilfsfap, der ben Kern bes Betveifes bilbet

Unwendungen ded Lagrangeiden Refigliedes,

Beijpicl 18. Mit welder Genanigleit witd e durdy die erften
fiinf Glieder der Neibe bargeiteﬂt?

=1+11+2|+3|+41+5|f(5)(6“’)
f, ' ufw. ift Hier = ¢z, f(°)(6a:) = e"’ ‘E)ie @ro%e z ift gleid 1.
C=1+ + +3l+4'+6‘ 69

0 liegt 3twijden O und 1 f (:v) = ¢% {ft ftet3 pofitiv, die Wbleitung
f' (z) = e audy, ¢* wichft fortwdhrend, ' ift daher der grofte Wert,
ben e in dem Jutervall O big 1 Haben fann. Das Rejtglied ift fleiner
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1 .
als {% = 1%)- e ift teiner al3 3, wie fich dburd gliedweife Bergleichung

mit ber Reibe 1

1+(1+ -+ +2‘,2 4+ )=1+4+2
leidht fejtftellen fdft. Das Eﬂeitgheb R ijt afjo Heiner al8
125 0ber 1 = 0,025.

D3 éRefthieb liegt 3mtilé)gn 0 und 0,025

i B P 0,041 = 0,042

31, : : 0,166 : 0,167
145 - 2.5 : 2,5

e [iegt 3wvifhen 2,707 ~und 2,734

Beijpiel 19. Mit weldper Genauigeit ift /29 auf €70 beredy
net worben? ) s . 5.
(@ =+2) % @ =50+ 5/ @=—50+n) »

10 -5 80 -3
f"'(x)-———(l—l— ) 8; Hn() __~(1+ ) 3
1

= xd( 81)(1+6) E_*1204§ (]+9“)
(t+02) V(1 Fom

Ddiefer Ausdrud nimmt mit wadfendem = ab, ift alfo am groften,
wenn 6 = 0 tft R Tliegt zwijdgen O und

1 2%9)7) — - 0,00000124 ..., /29 ift 3 (1 + 227)%.

Der mdgliche Fehler R wird natitrlidh) aud) mit 3 multipliziert; man
weif, bap R, = 8 R jwifden 0 und — 0,000004 [liegt.

Beijpiel 20. Man priife bie Genaunigleit bon sin 25° (BVeifpiel 13).
Bei der Ableitung find die vier erften Glieder der Mac-Laurinjden

b
Reibe benubt worden; e3 ift R =-—§—!f(5> (0x). Die fiinjte Ableitung
von f(z) = sin z ift /® (2) = cos z, mithin
I = cos (O).

6¥
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Da z = 25° ift, mup Oz wifden 0° und 25° liegen, der grifte
Wert fitr cos (0z) ift in diefem Jntervall cos 00= 1.
R< (25_"")6 L
B . . 1 \1807 sl 1
Tgo Ut Heiner ald 05 = o bie fiinfte Poteny Heiner al3
R< 35120 < 0,0003.

Die tweiteren Beifpiele Ionnen entfpredend behanbdelt werden. ¥)

Beijpiel 21, Beridfidhtigt man in der Mac-Laurinjden Reibe
nur die erfte Potens von =z, {o ijt

Mittetmertiagy | — 1O+l 02)

Die geometrijdhe Dentung gibt Fig. 40, in ihr ift tge = ' (02).
Fiir die al8 endlid) voransgefepsten Werte, welde /' () in dem Jnter:
¥ vall 0 ... 0z... = annefuen fann, muf eine
.. Dbere und unteve fejte Grenze exiftieren, dievon
feinem berfelben erreidht wird. Man Hat nun
E bie Wahl von = villig in der Hand und fann

diefe ®rife fo fein annehmen wie man will.

i/ —r 1w Dann ndhern {id) die heiben Srenztverte
von zf' (0z) mit beliebiger Genauigleit der

f (o) Rull, alfo aud) alle Swijdenwerte. Wenn
6x baher = Hein genug gewdhlt wird und £(0)

Sig. 40. eine enbdlidje von Null verihiedbene Grife ift,

fo );&n%t bas Borzeiden der Potenzreihe
F@=F©O)+ 57 (0)+ 57" (0)+ -+ = F(0) + 11 ()
nue von ihrem erften Gliede £ (0) ab.

Diec Taploride Reife.

Die Aufgabe, £(z) in eine Potenzreihe su entwideln, YaHt fich leidht
nod) verallgemeinern. War bidher = 0 der Ausgangsdwert, fo fann
man jtatt deffen aud) eine beliebige anbere Babl, 3. B. 2 = a nehmen,
alfo f(a + z) unterfudjen. Diefes Problem [Aft fich aber leicht auf
ba3 fdon gelbfte zuridfiihren.

1) €3 [aft {ih nadjtveifen, daf bei allen Funitionen, welde tir in Poteny:

teiljen entwidelten, innerhalb der angegebenen uldffigen Berte vont w"bu_'é Rejt=
glied R beliebig tlein wird, twenn man geniigend biele ®lieder beriidiichtigt.

— a
©3 treten alfo feine tweiteren Glieber, etiwa von der Form ayz ober; ober
bgl. auf.
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Crfest man in der Funftion f(z) die unabhingige %etanberhcbe
burd) @ + =, fo entitelt eine neue Junttion F () = f (a+ z). Dann
iit nach bem Mac-Laurinfden Cag

F(2)=F(0)+ 1 F'(0) + 2114’" (0)+ - + (;”” 1) F—1)(0)
+ 5 FO (0a).
F(z) geht fiir 2 =0 in f(a + 0) = f(a) iiber.
F__ (a-l—x
dz  dx
©3 werbe fiir ben ugenblid a + = = 2z gefebt.
df(z) f’( )

dF df(z) df(z) dz f'(z)

a*F :
=il O= 5l @) o= 1" v,
Witd o = 0, jo with 2 = a, with 2 = Oz, fo wirtbz=10a + Oz
G exhalten tvir die Tayloride E}Eeibe
f(@+ @) = 7@ + 311" @) + 57" (@) + -+

+ 251 (a + 0a).
Bie gift, wenn f mit jamtliden Wbleitungen big sur nten in dem
Sutervall a bi8 a + = (einfdlieflich der Grengen) endlich unbd ftetig ift.
?Betimel 22, f(a+z)=rcos(a+ z)
4+ 2)=—sin(a+2), §(a+ 2)=—cos(a+ z),
I (a + ) =+ sin (a + ) f”" (a + x) -+ cos (a + z) uff.

cos (@ + @) =rcosa —

—1)
1)1 fra

1[sma 2|cosa—}- sma+ cosa—i—--

2 H
cos (@ 4+ &) = cosa (1——926—1+H ) sin @ (1’7'; ;c—l—_f- )
Die Klammerausdriide ftellen nad) &.70, Beifpiel 13 und 71,
Beifpiel 14 bdie Funftionen cosz und sinz dar, man erhilt
cos (a + &) = cos @ cos © — sin a sin .
®ang analog findet man
sin (@ 4 «) = sina cos z + cos @ sin z.
Da die gefunbenen Formeln jdyon bei der Herleitung desd Differen=
tialquotienten von sinz und cosz benubt wurben, jo ijt die eben ge-
gebene Ableitung nur al3 Nadypriifung zu betradten.
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Bridht man die Tayloridhe Reife nac) dem zweiten Gliede ab, fo
entjteht eine allgemeinere Forvm des Mittclwertfages, namlid
fla+ 2) =f(a) + zf' (a + 02)

ober, wenn man a + x =Db feht

f)=r(@+@®—a)f'[a+0(0—a)] Bal Fig. 40.

Sedhiftes Rapitel.

Unwendungen der Mac-Lauriniden
und Taphloviden Reile.

1. RaGerungsformeln.

Die Univendung der Potenzreihen zur epatten Bevedynung der Funt-
tionen twurbe {Gon verjdyiedentlid) ecldutert; jest joll geseigt werben,
bap Formeln durd) fie wefentlich) vereinfacdht twerden fomnen, wenn
nur fleine LWerte von z auftreten und daher die Reihen jHon nad
einemt Der erften ®lieber abgebroden werben fonnen, ohne daf der
Fehler, ben man babei begeht, praftifh merfbar ift. (BVgl. die ent:
fprechende Bemerfung iiber die Mac-Laurinfhe Reihe auf S. 74.)

Beifjpiel 23, Die lineare Wusdehnungdzall o eined Materiald
gibt an, um iwieviel m fich 1 m Dbes betreffenden Sioffed bei der
Temperaturerhohung bon 0° auf 1° ausdehnt, die fubijde bezieht fidh
auf 1 cbm; twie grof ift fie? Das Kubifmeter fird durd) die Crivdr-
mung zu einem Witrfel bon der Kantenldnge 1 + o Meter, der Jubalt,
urfpriinglid) 1 cbm, wird jept (1 + «)® chm. Da o« fehr Elein ift
(3 B. fitr Cifen 0,000012), {o faun man ihn ohne merklichen Fehler
=1 3« fepen. Der BVolumenzuwahsd betrdgt 3« Qubitmeter, die
fubijhe Ausdehnungdzahl ift dreimal jo grof twie die linearve. Bgl.
Aufgabe 37 auf &. 21.

Beifpiel 24, a fei nur wenig grdfer als b, wie grop ift nibes

rung3ieife %?

b b 1 a—b\1—1
—=b+(a—b) 1+< ) [1+( )] )
Dies ift nahegu =1 ——5—- Eine neue Atmofphdre ift=1 kg/qem,
eine alte (=760 mm D.uccfiﬁberiaufe) =1,038 kg/qem. 1 neue Atmo:
fphére ijt daher — 1033 — 0,033 alte. Die Linge einel Stas
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besd fei 7, bei 0°, fteigt bie Temperatur um 1°, jo widit fie um e,
bet ¢, um fyet, wird alfo I=10+ lhet=1,(1 + «t). it diefe ge-
meffen, tie e3 praftijd) foft immer gejdhieht, und foll die Ldnge auf

bie Temperatur 0° rebusiert werden, jo Hat man l°=m— und

t
fann dafiiv in den meiften Fallen I, = 7 (1 — ) fepen.

Qieft man 3 B. den Stand eine3 Quedfilberbarometerd an einer
®lasffala ab (= Imm), fo muf man beachten, daf diefe Stala nur
fiiv eine beftimmte Normaltemperatur ridhtig ijt. Diefe fei 0% Unter
Beriidfichtigung der linearen Yusdehnungdzah!l fiir Glag

B, = 0,000008
finbet man die Anusdehnung 4 = 1,8,¢ = B,¢1(1 — B,7), alfo unter
Bernadliffigung desd zweiten Glieded A =18,t. Da fic) der Mafpitab
um diefen Betrag ausdgedehut Hat, fo ift die abgelefene Quedijilbers
fiule um ihn su fury gemefjen, ihre wabhre Hohe ift i =1 4 16, ¢.

Der Rauminhalt eined Kirpers fei v, bei 0°, fein Cigenge:
widt p,, wibhrend bei :° die entiprechenden Grdfen v und ¢ feien.
Gein Gewidt fei p, feine fubijhe Wusdehnungszahl f,. Dann
: p » » Yo ~ :
ift Yo="p' 7 =v7=vo(1+ﬁ,t)=1+ﬁ,t“’y° (1 —Byt). Mux bei
Gafen ijt diefe Abrunbung im allgemeinen nidht mehr gejtattet.

Bei der vorher erwdhnten Barometerablefung mup man aud) be-
penfen, bafy Quedfilber von 0° verlangt wird; hat e3 die Tempera-
tur 2, o ift fein Drud entfpredend bem Cigengewid)t fleiner. Gr-
febt man es durd) eine einere Quedfilberfaule von 0° {o miiffen
die Hihen den ipesififhen Gewichten umgetehrt proportional jein, alfo
enn I, die gefudhte ijt

lytly=ypi9} Zﬂ=ll":,’;'- 1 (1= By).
B, ift bie Ausdehnungszahl ves Duedfilbers = 0,000181
L=1(1+ 1) (1— ﬁzt) = l(l —t[B— ﬁx])
B, By Tann vernadldffigt werden
l,=1(1— 0,000173¢) = I — 0,0001731,

Lieft man etwa bei 25° die Hihe I = 765,4 mm ab, fo betrdgt die
Berbefferung  —0,000173-765,4 - 25 = — 3,3 mm
und der redugierte Barometerftand 762,1 mm.

Bei einer Meffingffala ijt p;, = 0,000019
und pas Korreftionsglies — 0,00016217%.
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Nufjgabe.
Man tweife die Ridtigleit der folgenden %&f)erungéformetn nad
151, Vitenl+ 55 152, 1/1—0,,\, t— o
1 «
153. mml——g, 154, V_awl-l-?r
allgemein 155, (1 + o)" 1+ ne.
Bet adiabatifder Rompreffion (S. 46 ) nehme der Raum
v um ben Ieinen Betrag o« ab, dbann folgt aug po* = p, (v — ¥,

__ puk — . 1
baf = (v — )k b . %

o

alfo p, 2 p (1 + ) wird; die (Eleine) fDrucfz,una[)me it p z.

156. Wie grof ift ndGerungsweife sin o, foenn  in @raben, Minu-
ten pder Sefunben gegeben ift?
157, Wie grof ift ndherungsiveife tg«?
158. sin 40° ift 0,64279; cos 40°=0,76604. Wie grof ijt
sin 419 cos 41°, sin 39° cos 3992

%[O Beifpicl 25, Der Inhalt F eines
Rreigabjdnittes (Fig. 41) wird er-
Balten, wwenn man den Jnhalt des Rreis-
3
@? ausfdnittes, ’T“, (bgl. ©. 29) um ben

1mn o .
¢ bermindert.

F==- (o:— sin ozj,

sm o= — 1. 2 3
- . ried
Sig. 41, (angendBert), aljo F =3 T

Die Bogenhdhe & ijt =» — rcos§=r (l—cosi)

2
«\?
h%r[l -(1 -—(;22;2)]=5;—r/

bie Sefhne (ﬁ 8
e onan @ Lo @ 2 7o o
3—215111?:\;29 'E‘—‘;sT =1’C{—T=TCI(1'—*:)
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2
Die BVernadldffigung von % liefert die MNdaherungsformel
Fs ; sh.
2 2,4
Ferner ift s?as r2a2(1 — %2')’ ey bl=itdd,
aljo UESELES 1—361&2.

Hierausd fann man b angendhert berechuen, tenn s und kb gegeben
ift. Bei allen diefen Formeln ift vorausdgefest, daf ¢, im Bogenmaf
audgedriidt, Hein ift, fie gelten daher nod) fiiv betvichtlihe Werte im
®radmaf, dbas ja burd) Divifion mit 180 o 57,3 in Bogenmaf ver=
wandelt ird. i

Der Schwerpuntt bes Kreigbogens b hat vom Rreismittelpuntt

. o
27 8in—
pen Abjtand %-: —— feine Entfernung von ber Gebhue ift
.
2rsm§— "‘N""’Nzh
= ,rCOS'EN—E'Ng .
Aufgaben.

159. Die Gleidung der Rettenlinie joll fiir Heine Werte von »
angendfert aufgeftellt werben.

160. Wann verdoppelt fid) ein Rapital von a Mark, vas zu p Y,
fteht, bet Berecdinung der Binfesszinfen?

161. Wann ift es kmal fo grof twie zu Anfang?

2, Auflojung pon Gleidungen.
Sede Gleidjung mit einer llztbetannten [aft i auf bie Form
f(z) =0

bringen. Sdon auf &. 41 wurde ein Lojungdverfahren angebeutet.
Man braudyt nur die Rurve y = £(z) redht genau u seidnen, dann
find bie Ubjsiffen der Sdhnittpuntte mit der X-Adyfe die Lojungen,
vie man aud) ald , Wurzeln” dber Gleidjung begeidhnet. Die Quadrats,
Rubit- unbn weiteren Wurzeln find Spesialfalle diefes allgemeineren
Begriffed; ¥ a ift 3. B. dbie Ljung der Gleihung 2" — 4 = 0.

Wenn aud) diefe graphije Lofung von Gleidungen duferft an
faulicy ift und bei Vergrofierung des Mafftabes su beliehiger Ge-
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nauigteit gejteigert twerben fanm, fo erforbert fie dod) viele nmftdnds
liche Rechnungen, jobald die Funttion fetwas fomplizterter ift. Hat
man einen Wert z = o gefunden, der nahesu der Gleidhung geniigt,
fo fudpt man natiirlih nicdht nur einen beffeven, jondern einen viel
befieren Niherungdwert, die Bivijdentverte intereffieren nidht. Hier
fithrt Yeicht die Taplorihe Reibe gum Biel, in ihr bedente A das Bu-
fabglied, weldjes, su a adbdiert, den genauen Wert ber Wursel liefert,
e3 fet alio f(a + 1) =0. Da a felbt {hon nahezu richtig ijt, onnen
it » fefr Elein annefmen und bdie Reihe nad) dem zweiten Gliede
abbredjen. fla + ) = f(a) + hf' (a) =0,

vemnady h=— L2,

Beifpicl 26, 7/29 ift 3u beftimmen.

S
f@)—ad—29=0; fla)=3a5 h=—%"2
Cin Naherungswert it @ = 35 A wird
27—29 2
Der nddte Naherungstvert ift a, = 3,074
s_
y— — 3,074%— 29 00477 000168

3.8,0047 2835
ay — 3,07400 — 0,00168 = 3,07232.

Diefe Genauigleit Tommt der auf &. 70 erveidten gleidh; in der
Pragis hitte {hon die erfte Berbefferung von a geniigt.

Beifpiel 27. Cin Qugelballon wird mit Leudtgas gefiillt. 1 qm
Balonhiille wiegt mit bem Nepwert 0,4 kg. Gondel, Balaft, Be-
mannung und Sdleppfeil befisen zujammen dasd Gewidht 500 kg.
1 cbm Ded benuften Leudhtgafes wiegt 0,6 kg; 1 cbm Luft 1,293 kg.
Beide Angaben {ind auf 0° bezogen und follen, dba bie Aufjtiege im
©ommer jtattfinden, auf 25° umgeredhnet werden. Wie grof mup
der Durdymefjer z fein, dbamit dber Ballon nod) eine Steigfraft von
200 kg hat?
~ Die Cigengewidte find bet diefer Temperatur nad) Beifpiel 24
(&. 80)

0,6 1,293 .
1795 0,00866 unb 25+ 0,00366 gleid) 0,550 und 1,185,

8
Der Juhalt ift ”—:— ¢bm, pa3 (niiiassgclvid)t-”—?:—3 -0,550kg. Die Hiille
tiegt wa?- 0,4 kg, Gonbdel ufrw. 500 kg. Diefe Krifte sichen den Ballon
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- 1,185 kg.

nad) unten, nad) oben twirtt der Auftrieb der Qujt mtt
Somit gtIt bie @Ietcf)ung
T -1,185 — T - 0,550 — ma?- 0,4 — 500 = 200
0,3322% — 1,262 — 700 = 0
28— 8,782%* — 2106 = 0.

Bur Konfjtruftion der Rurve y=12a® — 3,782 — 2106 fonnen die
LWertepaare der folgenden Tabelle dienen
x| 0 | 2 | 4 | 6 | 8 | 10 | 12| 14 | 16
y|—2106|—2113]|— 2102|— 2026 | — 1836 | — 1484 |— 922|— 103 | J- 1836
a = 14 ift ein Niherungsivert.

f'(x) = 3a®— 7,56z,

dafer wird = — =818 a%— 2106

3a ’—756(1
=14 fiefert b= 00=021; ¢, = 1421 m.

hy wird jdhon praftifd bedeutungslos.

Beijpiel 28, Cin Qreis joll durd) eine Sehue in swei Rreisdabhs
{dnitte geteilt werben, deren Flachen fih) wie 2:3 verhalten. Der
Rabdiua fei r, der ju bem Heineren Abjdhnitt gehirige Jentrimwintel e
Dann ﬁnb bie Sléden (vgl. Fig. 41) i

—(a sine); Fy=rin—F; 14’2=%(27t—¢x+sina).

(_&6 gilt die Proportion
(¢ —sine): (27 — &« + sine) = 2:3
3¢ — 3sine=4mw — 2¢ + 2sinc
S50 —bsine —4x =0
f=a—sine— 2,513=0
o, — sin e, — 2,513
1—cose,
wenn e, der Niherungstvert ift. Wir wdhlen

(3wet Halblreife) “=7
n=—2 0315,  =2827=162".
Die nidite Berbefferung lefert 2 = — 0,0028; ¢y =161° 50",
Beifpiel 29, Fiir welde Punfte der Rurve y = e~ sin z (gl
©. 591.) bilbet die Tangente mit der z-Adpfe den Winfel 30°?

fl=1—cose; h=—
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y'=¢"%(cos z — sin z) =1tg 30°=0,5774

cosx — sin £==0,5774¢*; f=cosx—sinz—0,5774¢*=0.
he cosx—sinz—0,5774 ex

" sinztcosz0,577der
Fitt 2=0 with y'=1, «=45°% Fiiv o =7 =45 with «— 0.
Bwifden bdiefen Werten von = muf ber gefudite liegen, al3 erflen
Ndaferungsivert nehmen wir

¢ =22"30' =% —0,3927.

203 0,1459; 2475 =14°11'

51607 523 a;=0,2475=14"11

—0,0150
h=Tgsar =—00077;  4,—0,2398 =13°44".

=—sinz— cosz—0,5774 ¢

h=

3. Magima und Minima. .
©3 fei toicder kb eine Eleine GrdBe, wihrend irgend einen ean{cf)en
Wert bedeute. £ fei eine Funftion, die nad) fteigenden Potenzen entiwidelt

werden fanu, A
f@+ k) ={(@) + 2f' (@) + 531" (@) + -+

fo+1)=f(@) + 1 (/@) + 5" @+ -+

Tie in Beifpiel 21 auf ©. 78 geseigt wurde, fannt fo flein an=
genommen terden, daf dad Borgeichen der Potenzreihe nur von bem
erjten ®licde abhingt. Diefe Bemerfung wenden tiv jept auf den
Rlammerausdrud an. St 7/ (x) pofitiv, fo ift s and) die Klammer.
I fei ebenfall3 pofitiv, bann gilt dasfelbe von &+ (' (2)+-+-); f(z+ h)
ift grofier als £(z); Ao — k) = f(z) — (' (z) F -++) ift, ba bas jiveite
®lied negativ ift, Heiner als (=), bie Rurve y = f(x) hat im Puntte
x, y fteigende Tendenz, wad {hon auf ©. 41 geometrijd abgeleitet
wirbe. Genau ebenfo zeigt man, daf, wenn £ (z) negativ ift, f(z+ k)
Fleiner und £(z — k) grifer al £() ift. (R iftftets pofitiv angenommen.)
€3 tann aber f'(z) audeinmal gleid) Null fein, dann titd bas Ber=
Balten dex Funftion eft burd) bas folgende Glied der Potengreihe gefenns

seidynet. f(o+ 1) =f(a) —{-%2()‘"(:1:) + _gfm (2) ++ )
Ho—1)=f@) + 5 (1" (@) —5" @) ++)-

Audh Hier ift bei genitgend Eleinem kb nur bag erfte Blicd der Klam-
mer fiiv ihr Vorzeihen von Bedeutung. Wenn 7" (z) pofitiv ift, fo
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ift fowohl f(z +h) wie f(x—k) grifer ald f(z), da 1? unbedingt
pofitiv fein muf. Die Funftion hat fiir diefen jpeziellen Wert = ein
Minimum, denn fie ift Heiner ald thre Nadhbarwerte. Jjt dagegen
f" () negativ, fo tritt ein Mayimum ein, weil jowoh! f(z 4 7) wie
fg:c — h) Heiner a8 f() find. Geometrifd) jagt bie Forderung =0,
f'>0 aus, vaf fiiv den betreffenden Kurvenpuntt die Tangente der
Abfzifjenadyfe parallel Yaufe und die Kritmmung Lonfay fei (Punit ¢
in Fig. 23, ©.41). Man fieht unmittelbar, bah dann ein MWinimum ein-
tritt. Gbenjo leidht erfennt man fiir /=0, ' <0 ein Magimum
(Puntt D). RNun fann aber aufer £’ aud) 1= 0 fein.
hd h

Fla+1)=1()+5;(7"(@) +5" @) +-)-

Sn diefem Fall verliuft bie Unterfudhung wie vorher, man Hat nur
s beachten, baB fid) hinfidilich de3 Vorzeidens 1 wie &, A* wie A2
verhalt ufr. BVerjdhwindet alfo £/ und f”, aber nichgt £, jo tritt webder
ein Magimum nod) ein Minimum ein.  Fiiv

f!= 0 f"= 0 f,"==' 0 f"">0
hat man ein Minimum, fiix

f!= O, f"= 0’ f!" —_ 0, fHH <0
ein Marimum uff. Wan fann jur Unterfudung die friher behan-
beften Ableitungsturven (. 20) Heranziehen.

Beijpicl 80. Cin Waffergraben Hat einen redjtedigen Duerfdhnitt
Q@=0,5qm. Die Breite z und die Tiefe y find fo ju wihlen, daf
bie bom ftromenden Waffer benepte Flahe moglichft Hein twird, da-
mit Der Reibungswiderftand recht ge- %
ting ift. (Fig. 42.) 0.5 >

Aus zy = 0,5 folgt y = - ©8 :
{oll bie Funition :

f(m)=:c+2y=m+;
st einem Minimum gemadjt werden.
1
f@=1-45=0
liefert 2= 1; bie Lojung = — 1 Hat feine pratiijdhe Bedeutung.
y= %?5 wird fier = 0,5; die Breite it daher gleid) ber doppelten Tiefe.
" 2

nimmt fiir @ = + 1 ben pofitiven Wert 2 an.  Wir Haben e3 alfo
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wirflid) it einem Minimum u tun, nidt mit einem Magimum

n

pber einemr Wendepuntt. (y"<0)

Beifpicl 31, Cin Stab fei an einem Cnbe feft eingefpannt und
lagere mil dem anderen auf einer ©tiife.

Nac) den Lehren der Mechanif Yautet die Gleidhung der Linie, die
feine neutvale Fafer infolge jeined @tgengemtd)teé G kg bildet,

B /x 38x® 2934

- z y=- EJ48( - 14)
i I, z und y (Fig. 48) find in cm, der
Glajtizitatsmodul E in kg/qem und
bas Tragheitdmoment J in cm? ge-
geben. Fiir weldjen Wert von = weidht
bie Qinie am meiften bon ber Hori-
sontalen ab? Bur Abkirzung fet bdie

3 —

(o)

&ig. 43.

: \\\\\\\\x\\\\\

pofttme Ronftante L gefept, alfo
EJ- 48 325 24
y=—c(e= 3+ )
9x? 8x8 18z | 24x?
"=—0(1——13‘+'ZT); y"=—0(——p—+T)‘

8um2 Gintritt eined Marimums ober Minimums ift erforberlid)

9 8 .

1— 2 4 2 0; 87— 94%1 4+ 1P =0; 84° — 82l — 2l + B =
82z — 1) — (e — 1) =0; (z—N[B82"—I(z+1)]=

it = = 1 tritt ein Magimum ein, da y' = 0, y" negativ wird, Die

soeite Mbglichkeit dafiir, daff y' ver{diwindet, erhilt man, wenn man

82— l(z 4+ 1) =0 febt.

o le 12 la 7\ 12 12 3313
T 72 2 _ v . 2___ % 2y = =77
82" —lz —V'=0; 2 —g =33 2" —3 +(16) NI

1\? 3312 l U _oe
(m—ﬁ)=256’ x_E'_‘—RV‘%; &= 6—1b' i
l
— 5 (1 +7/33).
Las negative Borzeidjen der Wurzel fann unberiidfidtigt bleiben, ba
negative Werte von z praftijd) unmiglid) find. €3 ergibt i alfo
z = 0,42151,
y" Tiefert fitr biefes z den pofitiven Wert 3 = + 3,323 = 75 Y tird

et Minimum, deffen Grofe vefultiert, twenn man den erred)neten
Wert von o in bie allgemeine Formel fiir y einjeht.
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0,00542 &&

Ymin = — Y, E“f‘ G4
Die Rurve hat Wendepuntte fiir 2=0

(bedeutungdlod) und fiir z = —i—l. Hier v g et

wird y' = 0, und sugleid) mit dbem Bor=
seichen Diefer ®rife dndert die Rurve die w7 7 o
Art threr Kritmmung. : <
ig. 44 erldutert die Aufgabe graphifd. ¢ S
Die Orbinaten der Ableitungeturven find _ | Fig. 44
aug Yeicht erfichtlidhen Griinden im Mafpz
ftab 1:10 perfleinert worben. €3 wurbe ¢ =1 =1 gefett.
Beifpicl 32. Gin Rreis hat den Durdymeffer d. €5 joll ein Redjt=
ed mit Den Seiten z und y gezeihuet werben, deffen Eden auf bem
Umfang fiegen und deffen Seiten den Wusdrud
zy" 3u einem Magimum odber Minimum maden.
(Fig. 45.)
Bur Lojung fiihrt man am beften Den zwijden
z und d liegenden Hilfgwinkel ¢ ein.
z=dcosg, y=dsin p;
zy" = d*tlcos g sin® @ = Min.
Da d*+1 fonftant bleibt, unterfudien wir bie Funttion
G5 ift f= cos @ sin” . ig. 45.

f'=—sin g-sin"p +ncos psin™ 1 - cos p =sin""1p (ncos’p — sin®p)
"= (n — 1) cos g sin"2p (n cos® p — sin® @) '

+ sin" g (— 27 sin ¢ cos o — 2sin @ cos @)
f'= (n — 1) cos g sin" 2 ¢ (n cos’p — sin’g) —2(n+1)sin"p cos
f verjdyvindet, wenn sinp = 0, alfp £ = 4 und y = 0 ift, was wir
al8 praftifd bedeutungslos aufer Betracht laffen wollen, oder wenn

.9 sin?
n cos’p — sin*p =0, c—“—;’z:n, tgp=Vn

ift. Die Uufgabe ift daher nur fitr pofitive » 1osbar, aud) hat nur
bas pofitive Wurgelvorzeichen Bedeutung, da @ nie negativ oder jtumpf
werden fann. Fiir den genannten Wert von ¢ verfdwindet der erfte
Beftandteil von 7", der jweite befist bad negative Borzeiden, wiv
Baben alfo ein Magimum.

a) m=1; zy' ift ber Fladgeninhalt des Redtedes, der ein
Magimum toird, wenn ,
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tgp=1, ¢—145° z=y=d-3V3
wird. Soll aus einem hlindrifhen Baumftamm ein Balfen von mog:
lihjt groBem redjtedigen Duerfdnitt gejdnitten werden (der Abfall
aljo moglidit gering fein), fo muf das Redhted ein D;uabrat fein.
b) n = 2; zy® ift bem Widerftandamoment ?61 proportional.
Dies evreidt ein Magimum, tenn tg o = /2, die Hohe fich alfo zur
Breite wie Y/2:7/1 verhilt. Man findet leicht

1 2
e=al/5 y=a)/3
Dad Wiberftanddmoment ift ein Maf fiiv den Widerftand, den der
Balfen ver Durdhbiegung entgegenfept, wenn die Biegungskraft par:
allel zu y ikt
c) n=3; zy® ift bem Trdgheitdmoment proportional. e
groBer diefes ift, um fo weniger weidyt ber Stab bei Biegungsbeanfpru-
dung bon der Yorizontalen Lage ab. Man erhilt ein Mayimum,
wenn tgp = y:2o =3 ift.
T = % ’ Y= g'l/g'
Bur Ronftruftion der allgemeinen Lofung teile man ven Durdymefier
in 7 + 1 gleidje Teile und evridhte im erften Teilpuntt basd Lot big
sum Rreisumfang. Die Berbindungslinien feined Endpunttes mit den
Endpuntten ded Durdjmeffers find die Seiten des Rechteds.
Beiipicl 83. €3 ift ber griofte Ausidlag der durd) die Gleidhung
. y _— ae’-—»bx (ecz — e-—-c:c)
gefennzeidneten aperiodijfen Sdwingung ju ermitteln.
y’ = — glet* (eca: . e-—cz) + ae—t% (cecx + Ce——cx)
y' = ae*[— be® 4 be~" 4 ce* + cem7]
y'=ae™[(b + c) e—*— (b — ¢) e~].
Da der erfte Fattor fiir endlidhe Werte von o nidht ver{dwindet,
fo muf der ziveite Null werden.
(b—c)e== (b+ c)e=,
b 1 b+c
bajer e = btc' x=2—cln(bi—c); b>ec.
Durd) Unterfudung von y" findet man, daf ein Wagimum eintritt.
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Giebentes Rapitel
Priifungdmethoden.

Hatman zu irgendeinem Jwed von einer gegebenen Funttion y=7£(x)
bie Ableitung ' (z) gebilbet, fo wirh man gern die Ridtigleit ber Rechs
nung feftftellen wollen, ehe man auf ein migliderweife falides Cr-
gebnis teitere Unterfudjungen griindet. Mandjer wird nie ein getwiffes
@efithl der Unficgerheit im Differentiieren o3, weil ihm jolde Pritfungs-
verfahren unbefannt find.

Die meiften Fehler werden jhon vermieden, wenn die Redynung mit
einer geiffen Behaglichleit und grofer Sorgfalt audgefithrt wird. Man
getodhne fich) an eine iiberfidhtliche Anordbnung (feine verfirenten Bettel-
notizen!), fchreibe deutlid) und notiere audy Swijdenergebnifie auf. Die
grofere Schreibarbeit wird weitaus durd) dbag Gefiihl der Sicherheit
aufgetwogen; ein beim ,Ropijrednen” gemadhter Fehler entsieht fich be-
jonbers gern der Nadypriifung, vor allem, wenn e3 fidh) nidht nur um
Bahlen, fondbern um Formeln Handelt.

Bei der Yufsahlung der widgtigiten Priifungsmethoden unterfdyeiven
wir Berfahren, die sum Jiele fithren, wenn die gegebene Funttiony=f ()
auficr # nur befannte Bahlen, feine Bud)ftabengrifen a, b, ¢ u. dgl.
enthdlt, von denMitteln, welde angutvenden find, wenn die Funftion
biefer Bejdhrinfung nidht unterliegt.

Jm erften Falle beachte man folgende Winte, die an dem einfachen
Beifpiel y = }'1 — 42 erldutert werden; nidt, als ob 3 nitig wére,
gevade died zu pritfen, fondern um die widhgtigiten Verfahren barzulegen.

1. Berjhicdene Lsjungdmoglidhieiten. Man {Hlage bei Derjelben
Uufgabe veridicdene Wege ein. Die Regeln itber Diffeventiation im:
pliziter Funitionen, iiber Funitionen von Funitionen ujw. fommen Hier
in fs%ettacf)t. Fiir unfer Beifpiel find etwa folgende Methoden zwed:
mépig:

— s 5 1 d 1 1
A y=Y1—dol l—dat=z;y=107; 2 =172 =_—_
) V b )J Ydz 2 2 P
—_ ' 4z g . dy_dy dz__ 4z

T 2Y/1—4z? dT Ydx dz dz Yi_4gxt

(Gap 5 auf &. 24).

b) €3 faun eine Hilfsgrife £ eingefiifrt twerden, in unferem Fall
empfiehlt es fid), 22 = sin ¢ ju jepen.

TRu@ 387: Bindow, Differentialrednung, 5. Aufle 7
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y=)1—4a’= )1 —sin*t = cost; %?—t/=—-sint-——2z;
dy d 4
ﬂc==—cost==——]/1 e AL gy_dy at_ _ 4x

dat Ydz 1= 4xz’dx at dx VYi—4z?

¢) y=V(QA+22) (1 —2z)=y1+2z-Y1—2z=u-v. (Bgl
©. 23, Gap 3.)

1 1 1—2x 1+2x
W= U T T i y'”’”““”'“%‘f;‘%{%*
x —aZ 1 x —2Z
,  (1—2x)—(1422) 4z
Vi—4x? Vl el

d) y¥?=1—42% 2+ 422 —1=0; y'=-—(g—';) ( > (Bgl.
©. 24, Sap 6.)

' 8z 4z .
, 2y . Yi—iax®

2. Tangenteufonftruftion. Man zeidnet die Kurve, beren Gleis
dung y = £ (x) ift, auf, vedhnet fitr eine Anzahl von Werten z,, z,,
@g- + - T, Die gugehirigen Ordinaten yy, yy, s+ -+ ¥ unbd die jugehivrigen
Werte bes Steigungdmafes y' aus und beftunmt (trigonometrifd) ober
rein jeidynerifd)) die Tangentenwinfel ey, oy, oy« + . Dierauf zieht
man Gerade, die diefe Wintel mit der pofitiven X-Achfe bilben, fon:
fteuiert parallel zu ifnen die Tangenten (vgl. Fig. 26 auf S.43) und
fiebt zu, ob fie die Qurve in den beredyneten Punften beriihren.

8. Beryleid) mit dem Differengenquotienten. Man nimmt Az
gtemlich Elein an und berecdynet fiiv einen beliebigen Wert , den Yug-
orud Ay, = f (z, + Az) — f(z,), ebenfo fitr einen andern Wert «,
die Grife Ay, =f (2, + Az) — f(a,) uilw. Die Differengenquotien=

ten K% miiffen den Differentialquotienten fiir diefelben LWerte von «
um jo ndfer fommen, je Hleiner Az wird. Nimmt man 3. B. in y

~V'1 — 4atbieUbiffens, = 0;2,=0,1;0,=0,2; 2,==0,3; 7= 0,4
und madt Az ftets gleich 0,001, o iit

z 0 0,1 0,2 0,3 0,4
y 1 0,9798 | 0,9165| 0,8000| 0,6000
%% —0,02|—0,43 |—0,90 |—154 |—276
v 0 |—041 |—087 [—150 |—267
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4, Gutwidlung in !Bntengrcti)en. Man entvidelt die gegebene
Funftion y =f(z) i m eine fnnnergente PBotenzreihe R,, ebenfo die be-
renete Ableitung y' = f'(x) in eine weite Potengreihe B,. Dann
muf B, aud) bie leleltmltg von R, fein. Gp it
V1i—422=(1-— 4z2)? 1—22%— 22* — 425—102%— ...
Viir= (1 — 42" T=1+ 22°+ 624+ 2020+ --- (&.69,

— 4%
Beifpiel 12 fitx n =+ ).

Die S{etf)en fonvergieren, wenn 42 fleiner ald 1 ift, z alfo jwifden
— 1 und + § legt. Der ‘.Dtﬁerenharquottent ber erften deihe ijt
—dg— 82°— 2445 — 80g7— - , und biefer Ausdrud ift genau
feid) — 4+ — !

§ V1i—4z®

In vielen Fallen geniigt eine Naherungsformel, die nur die erfte
ober gweite Poteny beriidiidtigt, sumal dann, wenn dber BVerdadht vor-
liegt, Dafs in bemerrechneten Differentialquotienten ein fehlerhafter fon-
ftanter Faftor auitritt.

Wir faffen jest den Fal ind Auge, dbaf, im Gegenfapy su unferer
pigherigen Unnahme, in f(z) aud) Ronftanten borfommen, dberen Jafhlen=
wert man nidt angeben fann.

1. Beridicdene Lojungdmoglideiten. Yud) hier wird ed von grif:
tem Borteil fein, wenn man auf recht verjchiebenen Wegen um Biel
st gelangen verfudt. ©o fann 3 B. die Funftion y = =VYa?— bio?
ganz ebenfo behanbelt werben tie der frither befprodene Sonberfall.

Die graphifden Methoden twerden im allgemeinen verfogen, ebenjo
witd die Beredynung von —2—% oft Schioierigleiten bieten.

2. Guiwidlung in Potengreifen. Die Entwidlungin Potengreihen
(&t fich aud hier oft mit BVorteil anmwenden, mir madht die Unterfuchung
ber Ronvergen; bisteilen Sdwierigleiten; ald Spezialfall der Potenyg=
reifen fann man die Naherungsformeln gebraudjen. Soll 3. B. unter=
judht werden, ob der Differentialquotient von x* 2= gleid) nan—1 e
+ zme*< ift, {o fann man die Crponentialreihe unbebentlid) anwenbden,
da jie ftet3 Fouvergiert. .
y=2"- e”=a:"(1—l—a:c+a ad +1 3. 3+" )==-:c"+ax"+’+

as xn—{-—s
6

:xn-l—’

7#



94 VII. Pritfungdmethoben
Der Differentialquotient diefer Potensreihe ift

y'=na"—1+4 (n +1) az” +”;‘2azzn+1+”i‘3 aSar ...
Wnbderfeits ift
zn—leax_l___ zneax__nxn—l_J_naxn__*_ 02$"+1+ asxn+2+

+2
+ "+ aznt?l +ﬂ~— +
nsc"—l e+ arer* =na 14 (na+1)a" + - (na + 2)an T4
(na + 8) a"t® 4 - - -, ein Yusbrud, ber fiderlih nicht mit

bem fitr y' gefunbenen uBetemfhmmt Wiire jedes Glied desd zveiten
Summanben a mal fo grof, jo wire die {Ibereinftimmung Hergeftelt,
und in ber Tat ift die Ubleitung unfered Ausbruds gleid) nante* +
+ az"e®=, penn wemn man e bdifferentiiert, jo erhilt man ae*=,

SUtan hitte den Fehler aud) {hon bei Unwendung einer Naherungs-
formel gefunben. e*s1+ 25 €21 +azsyLat+az+ 1y e pan—1
+ (n+ 1) az”, wihrend na"—1e** + 2" er*nx" 1 + nax™ + a
+ azmt1ift,

3. Spejinlifierung. Man fann den Ronftanten in £ (z) einfache
Baflentwerte beilegen, 3.8B. 0, 1, — 1, I ufw., ober man fann fie un:
endlid) grof twerden laffen. Man pflegt dann auf einfacdhe Wus-
britde zu fommen, die oft aud) numerifd) gans beftimmt find. Sie
Laffen fich meiftend fehr leicht Differentiteven. Gft bie Ableitung ded
a[Igemeinen Ausdruds ridhtig gebildet, fo miiffen aus bem aﬁgez
meinen Differentialquotientent die beionbeten burd) Einfepen jener
vereinfadjenden Sahleniverte foIgen Jft ein Wiverfprud) da, fo Hat
wman an irgendeiner Gtelle einen Fehler begangen, bdie U.Beremfttm
mung [aft aber nod) nicdht beftimmt auf die Ridhtigleit ved zu priifen-
den allgeneinen Grgebnifies jhliefen, dod) mit um jo griBerer Wahr-
jdeinlicyfeit, je mehr Stidproben man macht. €3 verhdlt fidh mit
biefem Pritffungsverfahren ettva jo twie mit der im gewshnlichen
Redhnen gebraudyten Neuner= und Glferprobe.

Nehmen tvir beifpieldweife an,- jemand Habe y = e*®sin (b 4+ ¢)
au Differentiieren Gv felt die Ubleitung bdiefes Wusdruds gleid
ac*®sin (bx + ¢) und will dad Refultat durd) Spezialifierung priifen.

it b =0 wird y=e*Tsinc und y'=ae*"sinc. Diefer Wert
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pont o' gelt aus dem gejunbdenen allgemeinen Werte von 3 BHervor,
wenn man b = 0 febt.

Wird aber 2 = 0 gefest, fo wird y=sin bz +c); ¥’ =
beos (b + ¢) und nidt, wie man ausd ae** sin (b + c)jdliegen miipte,
gleich Null. Der angegebene Differentialquotient ift alfo trob ded Ge-
lingens ber erften Probe fehlerhaft gebildet. Wie man leicht extennt,
ift ber jiweite Summand, der bei der Produltenvegel auftrat, vergefjen
worben. Der richtige Wert ift y'= ae*Zsin (bz+ c)+ bes*cos(bx + ¢).
Diefer Ausdrud befteht jede Pritfung.

Qijungen.

1. CL ift die Ubjsiffe, C A die Orbinate in bem RKoordinatenjhftem mit
ben Achien 4B und AE. Durd) pafjende Wahl der Koordinaten fann jeder
Punlt der Cbene (jeber Ort ded Grunditiida) exveidht werben. 2.—6. Man
erhdlt Gerade. 7.—12, Parabeln. (Bgl. Kapitel IV.) 13.—20. Beridjiedene
furven. 21. Solde Punite find die Schnittpuntte mif den Adhien forvie
bie hochiten und tiefiten Puntte. Die BVergroferung ded Mafhitabes erhht

bie Genauigleit. 22. Klein. 23. Nein. (Vgl. 21.) 25. Nein; beiDuadrativur-
seln (Aufg. 17,18,20) nimmt man nur dasd pofitive Borzeiden. 26, Anfjgabe13

jiic =103 14 fiit x=—3; 16 fiivr z=1; 20 fiir £=26. 27. An den
eben genannten Gtellen. 28, Nein, wenn man bvon den eben genannten
Gtellen abfieht. 29, y=>b. 80, Ay=0. 81, y'=2z 32 6z 33. La.
34. Lz +38. 35 2241 86. Jiir Aw=1ift Ay==.3"—=-27=157L
Der Differengenquotient ift 15,71:1 = 15,71, der Sefantenwinfel 86°21",55
fiit Ax=0,9 exhilt man 15,39; 86°17' ujf. Der Differentialquotient ift 12,57,
ber Tangententvintel 86°27". 37, Die Junafme des BolumensiftAy=32?Ax}
+3x(Ax)? 4 (Ax)S. Der Differenzenquotient it 3z?4 3z dx 4 (Ax)?,
38, tga=y'=38a’=3y:x=y: 1z 89. Symmetrijd. 40. Ja. 41. Netn.
42, ' = i%a:’. 43, %x’-{— 1. 44, — —;—:c’ +2z. 46, —32'f 22 46. Die
perlangten bejondeven Werte find 3.%B. im Falle der 42. Aufqabe: 05 0,33 1,25
2,75 4,8. 48,y =0,042% 49, 0,4x3— 0,6 2 50, 4z°—100. 51, und 52
Bgl. ©. 18], 53. ¢ =42% y' =122%; y" =24z; y =24 y'= y"?
=...=0. b Sft y=2" jo it ¥’=na""1; y'=nmn—1)2""? uji.
Der nte Differentialquotient ift tonftant, alle folgenden verjdvinden. 56. Vgl
Sap 1 auf &. 22. 57. Gaf 1 und Gap 2 liefert y' = af (z) + b¢'(z). 58. Man
febe wv=tunb differentiiere nad) Gap 3. Ergebnisd: y' =v'vw+uv wtuvw'.



96 2Bjungen (59—87)

b9. y'=42. 60,y'=10z. 61.y =2 62.52*— 242} 92>} 242 —10.
1 . b—a —82*—8z41

63. p(x) =c; ¢’ (x)=0. 6%, y'= @F 60'(a:+b)’ 6. @—w=1)
x¥(g—a)+2x(h—b)+ ahk —dg 8. BY s

67. (x"-{—gx-}-h)” 68.x+1=2y=2% dz_6z
—_—= = 5 5 4 3
=6 (x+41)° ’dx a7z az 6 (x+1)°=62°+302*+ 60+
+60x%*4-80x46. 6, und 70. liefern basjelbe Ergebnid; mwarum?
Ly =n(b+2cx)(at+bz+ca?)" . 72.1.86fung: o(z,y)=xy—a%;

0 , a’ —
B—Z_y; 52=w, y""%" 2. 8bjung: y=—a;-=a’a: 1;y’= atr?

a* _ y . ¥, : R _a’
—— = 3. 8ofung: Y= u=a% W=0; v=x; v'=1; y'= =
- 2a 2y . —1 —8 1

cy=— 202 g e 6. y'=—Tew 8. T6.y =L .

3.y e - 4.y 3bx Y cx 76.y s
1 1 3 2

Ty =—— Beym—— 79——— 80.——> . 8 —_2_.

4z’ 51/90 2)/x® 2y x5 3y/zt

82. % . 3. _ 4. 0+ 2T g5y L

Vai—1 (x—1) ]/ac’— 1 3i/(a+b:c+cw’)’ 57,30

1 1 . . s
b) EYETY c) 5300 Die Nenner {ind auf manden Redjenjdiebern durd

Gtridje bezeicdynet. Setunden fommen wegen ifrer RKleinheit bei tedynijden
Redmungen nur oudnafmsweife in Betradit. 86.

z ® sin & 3 Ay X Ax Ay
im Bogenmaf| im Gradmaf =ginr—=<in0,3 Az
1,3 7492y 0,9635 0,6680 1,0 0,668
1,1 6302 0,8913 0,5958 0,8 0,745
0,9 51034/ 0,7833 0,48178 0,6 0,813
0,7 40°¢' 0,6441 0,3486 0,4 0,871,
0,5 23°39" 0,4794 0,1839 0,2 0,919,
0,3 1711’ 0,2955 0 0 2

Der Differentialquotient 4 = cosz nimmt fiivx = 0,3 den Wert cos 17° 11/
=0,9554 an, Fig. 41 zeigt den fibergang deutlid); auf der Abjsifjenadie

find bie Werte von Az, auj der Ordinatenadyie die non%_ abgetragen unb
filr =0 ber SDtﬁerenttanuohent -‘z— 87. Die Kurve jtellt das aniang:ft
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ter Fig. 46 vergrofert dar und verlduft
faft geradlinig.
89. n cos (nx), 90, — nsin (nx).
n n
e 92, — .
cos?(nx) gin* (nx)
93. ma cos (mx) — nbsin (nx).
94, accos(ct+b). 95. 2 sinx cosx = sin 2,

96. —sin22,
97.0.(sin®x-}-cos®rHat ben fonftanten Wert1).
M= .
a a w7 o9 a8 G5 up
100, ooy W0l— s . 46
102. y'= 171—1-;— Tiefert bei Ymwendung ded Pythagorad eine leichte Tans

gentenfonfteuition, 103. Man ftebt {Tig. 47) wie die Kurve tmt mwadfen-
bem » einer ®renzlage zu-

ftrebt, ndmich der Geraben, die 2/—': ooy 3
= 1

im Abftand e =2,718 , .. gur ' n y=(ri)F
3 2 4 6 8 10 1 2 3 ¢
n=Achfe parallel gezogen ift. %ig M g, 15,

Um Den Grenzivert im enb-
lidyenBahlengebiet zuerhalten, jehe man n= —, alipy=(1+ p)? 14p
(Fig. 48). 105. Bur Priifung der Ergebniffe pgl. Beifpiel 17 auf &. 73.
110. Cofz + Ginz =4 (¢*+ e~ + L (2 — e %) =¢%. 111—114 folgen
and) aus dben Formelm 1 und 2 auf &. 38. 115, :r-]—]/x’+ a®=wv;
d_p=1 x a:-i-l/w’-{-a? dy_c_i_‘{.ﬂ_
dx T Va*fat  VYaitad Ydr dv dx sz_l_a
b, v=gtsina. 120. Jn diefem ¥einen Jntervall wid)ft der Sinusd faft
gleidhfdrmig. Nimmt d um 10’ gu, fo vergrdfert fid) der Sinug um 27 Ein-
heiten der lepten Dezimale, wird d um = Minuten grifer, jo muf der Sinua
um y =27z vermefrt werden. (Gerade Liniel) sin20°37'=0,3502
40,0019 = 0,3521; a=20°33". Die graphifde Jnterpolation ift fiir alle
Funftionen pon einigermafen regelmdfigem Berlauf dann am Plage, wenn
mefrere Cinjdaltungen andufithren find. 121, s——gt2 4,905 t* Meter.
122, 3n ¢ Gelunden bewegt fid) ein %aﬁerteild)en mwageredjt um die Strede
z=ct WMeter, in derjelben Jeit fi\'ﬂt e um y=1- gt*Meter. Juijden zundy

befteht Dafer bie Beziehung y ——— - Die Bahn ift eine Parabel, die pofitive

-116a.n=gt,




98 RWfungen (128—146)

Ridtung der Ordinate weift nach unten. Weitere BVeijpiele iiber Wmf:
P'v

bewegung gibt jeded ausfiifrlichere phyfitalijde Lehrbudy. 123. W—

(Parabel.) a) v=343m/fsec, b) 485, c) 594, 124. I}t der Strom ¢ S)Im»
pere ftarf, fo Detrigt die Warmemenge @ =0,2442w Grammlalorien; in
unferem Fall ift @=2884% 125. Sdnmittpuntte: =0, y=0; z=1,
y=1; x=—1, y=—1, Die KQurven fieigen veridhieden ftart an, bder
ben pofitiven Werten vou & entjpredjende Teil 1t bem andern jymmetrijd.
126. Die Rurven dhneln der Parabel. Sdhnittpuntte: 2=0, y=0;x=11,
y=1, 127, Jnverfe Funftionen. 132, Fir n=1 (Jiotherme) iwird
p==6 Atm., fiit n=141 (Udiabate), p=1251; n=11, p="7,18; n=12,
p=28,59; n=13, p=10,27. 136. Die erfte Kurve gibt die Periodizitdt,
bie zweite dag Abllingen der dritten vieder. 137. Shnittpuntte mit der

X-Adfe: 2=0, 3 27” Sie find zugleid) Wendepuntte, Die Tangente

in ihnen bildetven Wintel 4- %(= 45
mit der X-Achfe. Fiir die Scheitel Der
RKurve ift e—ic;- 140, Da y =
m Cof ( ift, jo etmnere man {id) an
ufgabe 1095 y'= — Vy s m? gibt
eine einfade SEangentenfonftmfttm;,
der Rrﬁmmungéwziué ift ¢ = %
ba 14 (y)= ry-—y—lft
Geine Qinge tjt gleid) bexr é)?ormalen,
m gerechnet bom Kurvenpuntt bis zur

] ¥ X-Adyfe. (Fig. 49.) 143. Lo-
Fig. 49. fung s= i~ 2. Die geo-
2

metrijde Beranfdaulidung gibt Fig. 50, in der daz Redted A BCD =2
in 3tei gleide Fladen 3erregt mwurde, die einte bon ihuen (EFBC) wiederaif.

144 7 2 9
cz=a(lty 124""12346¢ diy=ayp (13 1255

___JP__—- MP 9t :
tresasa T ) 145. == ( _+4567¢“)'

4

ag?/ o* P ®° -
y=— (1 3113156 3_4_5_6'7'8;1:..-) 146. aift im Bogens




Loiungen (147—161) 99

maﬁ-%n 0,6 w=1,886; 1 c=0,377; £ a 'f
et —1J—0377+oo71+0009+0001
=1,458.  147. Gin :c-ac-l—l = 3+ 2 koo % %
x5
+i*'2‘m -5 Cof = 1+—+
ot 4 ; K H05
+ 1253 + - ... Die Reihen unter- 8ig. 50.

fdheiden fich von denen filr sinz und cos & nur dadburd, dafy alle Slieder
pofitiv find. Dies erflirt bie %bnhcf)fett per frither abgeIetteten Soruteln.

x* z*
148. y = ’”@"f( )""""1 2 m+1 S5 ams TT 2845 6mi

l
149. Da a=e"%1ft (bg!l ©.34}.), jo wird a°= (o) =e"e, o _1+w ne
(xlna)? | (xlna)® = .'x:”
+ 1 25 + 1_2'3-}- . 150, Differentiiert man 3. B.sinx=2x 30
x

4
tiesas T ioerba[tmanl—ﬁ+m+...,aqobwmmbe

fitr cos . Dies ftimmt genan mit dem auf &. 29 . exfhaltenen Crgebnis itberein;
ebenfo ift e3 bei allen anberen Funitionmen. 181— 150. SJhm Benugt beu

a
binomijchen Sap. 156 und 157, sin e L tg a3 o, 30—@_ m—o-.

158. @3 ijt (nach DBeifpiel 22) sin (¢ 4 z) 3 sin a + x cos a3
cos (a4-2) &3 cos a—x sina; a=40° z =+ 1°= +0,01745. Man
tann geometrijd) und ted)nertid) nacbtvenen baf biefe %aberungémerte

su grof audfallen mitfien. 159. MNac) Anfgabe 148 ijt 2m

Die Kurve wird aljo angendhert durd) eine Parabel erjepht, deren Scheitel
auf der Y-Achfe um m verjdhoben ift. Der Parameter (€. 17) it Hier 2m,
per Sritmmungsradiug = m (S. 44§, was mit der Anfgabe 140 vdllig

itbereinftimmt. 160. Ju n Jahren widit es auf a ( —I-l’—) Mart an

100

: 2N _oa: LY _me;
(Crany, Wgebrall §21,); a (1+100) =2a; nin (1-}-100) In2;
m2  In2 693

= [aS] n
2\ (pY 2
n (1 + 100) (100)
161, n e~ 100 lnk.

, alfjp bel 3% in 238 Jahren.




100 fonvergens der Reihe filr e

Anhang.
Die RNeile fiir e.
@3 fei (vgl. ©. 35)
1

s=-(1+%)”=1+1 + %-1(1--”-)
N [
bt k(- 3) - 2) - (1= 250,

St 2 =1, fo erhilt man (1 + —i-)"== 2. Wird n grofer (2, 3,

4...), o widft aud bie Gumtme, da die Fattoren, aud demen die
Sumumanbden der Reie gebildet find, grofer werden. Fiir jeded end-
{idye gangzablige » ift die Summe s fider twieder teiner als

1 1 1 1
31=1+1+§+’2‘7§+2.3.4+"'+2.3.-.n'

benn Yier {ind die Faltoren 1 — —i—, 1 ""72'{ ufiw. burd) den griBeren
Wert 1 erfept. s, ift wieder leiner afs

1 1 1
ss=1+1l+g5+55+t533

+ et é-”lt; und s, fleiner
al ss=1+1+%+§1;+"’ 2’,71_.'1"';;"*'""

Die Dierin auftretende (unendlide geometrijhe) Reihe Hat nach
©. 64, Aufg. 143 den Wert

=2, alfp ift 5=14+2=3.

11
~ 9

Fiir jebes endlidie », weldjed grisher ald 1 ift, Hat s einen Wert,
der zwifden 2 unbd 3 liegt.
Bur engeren (&ing;engung fann man s =141+ R, fepen,

R dylo- Dk e 2) - 2) (- )

b i D) (-2 - (- 5]




Ronvergens der Reibe filr e 101
R, ijt grifer al3 0, da jeber Summand pofitiv ift, und Heiner ald

1 1 1 1
it teat s
und wm fo mehr ift
1 1,1
B<rslttstmto]

Die geometrifhe Reife in der Rlammer Hat die Summe
1

1
3
baher liegt B, 3wifden O und 2, s siwifden 2 und 2,75. Man fonnte
jept entfpredjend

s=14+1+ 51— )+ B

fepen und Ry in Grengen einjdliegen, wir fﬁbren aber die betreffende
liberlegung gleid) allgemein durd), indem wir s nad) p Gliedern ab-
brecgen und ben Reft R, nennen.

s-1+1+1—1.—§(1——;-)

tot e (- 3) (1= 2) - (1= 257) + B,
By= g (i) (=) o (1= 50)
[t g (-3 Groers (-5 -5+
ot e () (-5 - (=)

Da nur pofitive Fattoven und Reifenglieder auftreten, ift R, groper
al3 0. Anbderfeitd hat man

1 1
B <ims [1+ PF1 (p+1><p+2>+ TSy ETIPR =]
und um fo mehr

1 1 1
B<irssiteriter et )

—
= 1
1




102 Ronvergeny ber Neihe fiir e
Der Rlammerinhalt ift

_ _p+1
==
p+1
baber liegt R, 3wifden O und
p+1

1.2.8.-. pep
Das Bemerfenswerte diefer obeven Srenge fiir bas Reftglied ift, dah
fie von n unabhingig ift, alfo fiir jede der Bafhlen n=2, 3, 4 ...
gilt, mag fie aud) nod) jo Hodh fein, fie ift alfo aud) im Grenzfall
(n — oo) ridtig. Dann geht

-t (- D6

£t (= DD (-5 4 n
itber in

. 1 1 R 1
e=1+1+m+m+"’+m+Rp.

Sitr p = 4 liegt 3. B. Rp 3wifden 0 und 3, e swijdhen
14 dbd=2l

unb 2} 4 — 28,
aljo zwijden 2,666 und 2,719.

€3 Lapt ficd) leidyt beweifen, daf, je grifer p gewdhlt wird, um
fo Heiner bas Rejtglied B, wird, um fo enger alfo die Grengen find,
in bie e eingefd)lofien wird.

1

pt1 - "t )

1.2.3...p.p 1.2.3...p
BWird p immer grofer, o ndhert fid) der Heiner werdende [apler
immer melhr ber Cinbeit, wihrend der Nenner beliebig grof wird.
Der Wert ded Brudjes wird aljo mit wadfendem p beliebig Hein,
um fo mehr R,, die Reibe fiiv e ndhert fih mit jteigender Gliedere

3abl unbegrenzt dem Werte e = 2,7182818284 ...




Die widtigiten Differentinlquotienten.

HNy=a, y'=0
D y=awx, y'=a
3) uzaw", y'=naa"!

4) y= na

mn"l' 1

q
5) y—-al/_ ax’,

—_1
ra
= —a?
Y q

6) y =sina, y'=cos x

w,g’ y

T y=cosx, y'=—sinwx
1
— |
B y=tgw, =gz
1
) y=ctga,y'=—g

10) y = aresina,y'= ]/l-l-aa’
1) y = arc cos w,
y— — L
Yi-x? )
— -
12) y=aretga, y'= 7o
13) y = are ctg x,
y = - 1 + m:
14) y=1lnx, y' —-1-

15) y=e~, y'=e*

—

16) y= *lge, y' =xinbd

17) y=a%, y' =a"lna
18) y=@8in x, y' = Coj
19) y =Coj x, y' =Cin x

. 1
20) y=2Zg «, y'=m

1
1) y =Ctyw,y'=—gxrz
1
Y 1 . '=
22) y=UrcCinw;y Vil

1
v ° L
23) y=HrcCoix; y'= V=1

24) y=UreTgoc; y' =

1—a?

25) y=UrcClgu;y'= iil&_”

R6) y=wutv,y=u'+

_7) y=~_u—v,y'=u'-—v’
28) y = cf (%), y' = cf" (%)
29) y = uv,y =w'v-vu
30) y___ y wv-—v'

) y=7 (g @) =1
Y =1 o' (@

32) Jit ¢ (x,y) =0, fo it

" g, 09
Y =—=5x "7y



Don demfelben Derfaffer erfdjienen ferner.:

Integralvedynung. Unter Beriidliditigung der pralt. Anwendung in der
Tednif. it 3aflreichen Beifpielen und Aufgaben verfehen. 3. Aufl. NTit 43 Sig.
im Tegt und 200 Aufgaben. (AYu® BO. 673.) Geb. BA 2.—

Differentialgleidiungen unter Beriidfiqitigung der prattijden Anwendung
in dber Tedimif. 1lit 3aflr. Beifpielen und Aufgaben verjehen. it 38 Sig. im
Tert und 160 Aufgaben. (AYu® Bd. 589.) Geb. LA 2.—

GewdShnlidhe Differentialgleichungen. Don Studienrat Dr. K. Sladt.
Mit 8 Siguren im Tert. (Math.-Phyf. Bibl. Bo. 72.) Kart. AA 1.20

Unendlidhe Reihen. Don Studienrat Dr. K. Sladt. (Math.-Phyf. Bibl
Bb. 61.) KHart. B/ 1.20

Differential: und Integralveshnung. Don Prof. Dr. £. Bieberbad.
L. Differentialredynung. 2., verm. u. verb. Aufl. Nlit 34 Sig. Xart. BA 3.40.
I 3ntegralrednung. 2., verm. u. verb. Aufl. Mit 25 §ig. Xart. BA 4.—.
(Teubners tedn. Leitf., Bo. 4 u. 5.)

fehrbudh der Differential: und Integralrednung. Urfpriinglid)
Uberfeung des Lehrbudies von J. A. Serxet, feit der 3. Aufl. gdnzlid) nen
bearbeitet pon (Gelh. Reg.-Rat Prof. Dr. ®. Sdheffers. L Bd.: Differentials
tedynung. 8. Aufl. Nt 70 §Sig. i. T. Geb. B/ 22.—. 11 Bb.: Integralrednung.
6. u. 7. Aufl. NMit 108 §ig. i. T Geh. LA 17.60, geb. AA 20.—. III. Bd.: Diffe-
rentialaletchungen und Dariationsredynungen. 6. Aufl. Mit 64 Sig. im Text.
Geb. BH 24.—

Hiathematifches Praktikum

Don Prof. Dr. B. vont Sanden

(Teubners tedqnifde Leitfdden Bb. 27)
Eridjeint September 1927

Siir Ingenieure, Candmeffer, Statiftifer, NMeteorologen, Lehrer und Studenten
der Nathematif und der IHaturwiffenfdiaften ijt neben der Ausbildung in
fnitematifdjer athematit eine folde im praitijhen Safhlenredynen Heute un-
entbehrlid). MWer das vorliegende ,Nathematifdhe Prattifum” durdjarbettet,
wird {id) nidyt nur eine grofe Gewandtheit im Sahlenredinen aneignen, fondern
audy einen tieferen Einblid in das MWefen der Mathematit und die prattijde
Bedeutung ifrer allgemeinen Derfafren gewinnen.
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Glementarmathematit und Tedinit. Eine Sammlung elementarmathes
matifder Aufgaben mit Begiehungen jur Tednif. Don Prof. Dr. R. Rothe,
(IMath.-Phyfif. Bibl. Bd. 54.) Niit 70 Abb. Hart. A 1.20

Nathematijfhe Aufgaben aus der Tednif. 89 Aufgaben mit 350
Unteraufgaben und £oéjungen. Von Studienrat Dr. M. Rauptmann. Wit
115 abb. Xart. A 3.60

Theorie und Praris des Yogarithmijden Redenjtades. Do
Oberftudiendireftor A. Rohrberg. 3. Aufl. it 2 AbD. (NMathem.-Phyjit.
Bibliothet Bb. 23.) Hart. B4 1.20

Ee&)nii&hpﬁniifaliid}e Rundblide. Ausgewdflte Beifpiele aus der Pragis
der tedinifdjen Phyfit. Rerausg. von Oberftudiendirettor Dr. 3. G elfert. (K.Haln,
Phyfital. Unterriditswert.) NTit 196 Abb. Geb. LA 4.80

Wetterfunt. Bildfunt. Televifion. (Drafhtlofes Sernfehen) Don Dr.
®. Eidhorn. Wit 36 AbL. Hart. AL 3.20

Tedinijche Phnfit ficr tednifde Cehranftalten und jum Gebraud) in da
Prayis. Don Studtendir. Prof. Dr. G. Wiegner und Regierungsbaumeifter Dipl.
3ng. Prof. P. Stephan. 1. Band: Nledanif oder fejten, fliiffigen und Iuft
formigen Korper einfdliefli) NTeftednif und MMaterialpriifung. it
3ahlreichen Mufterbeifpielen und Ubungsaufgaben. 4., neubearb. und erweit.
Aufl. NTit 335 Abb. i. T. Geb. A/ 8.—. I Band: Wirme, Optit, Elel
trizitat. Nt saflreidien Nufterbeifpielen und Ubungsaujgaben. 3., neubearh.
Aufl. it 352 §ig. Geb. B4 8.80

Sejtigleitslefre filr metallgewerblidie Shulen und 3jum Selbjt
unterricht. Leidtverftindlidy Odargeftellt von Gewerbeoberlehrer Ingenieur
€. Sqnad. Nt 240 Abb. und oielen Ubungsbeifpielen [In Dorb. 1927

iajdhinenbau. Don Studiendireftor Ing. . Stolzenberg. I Teil: Werk:
ftoffe des Mafdyinenbaues u. ihre Bearbeitung auf warmem Wege
2., erm. u. verb. Aufl. Wlit 336 Abb. Geb. AA 9.—. Il Teil: Arbeits:
verfafren. 2., verb. Aufl. Uit 794 Abb. Geb. AL 14.—. 1L Teil: Nle-
thooif der Sadfunde und Sadrednen. Mit 30 Abb. Kart. B 2.40

Sahiunde fiir Blajdhinenbaier und verwandie Berufe. Don Ge
werbejdquirat K. Uhrmann, Diveftor Ing. §. SHuth und Studiendir. Ing.
©. Stolzenberg. 5.u. 6. Aufl. it 642 Abb. Geb. BZA 6.40

DProfpette:

Grundlegende Werfe auf dem Gebiete der MMatfematif nebft Grenzgebieten,

Lehrmittel und Giljsbiicher fiir phofere Gewerbefdjulen, Utajdjinenbaus
[dulen, Baugewerfidulen und vermandte tednifde Lehranftalten;

£e§rmitte[_ und Hilfsbidjer fiir gewerblidie Berufsfdjulen und andere ge:
werblidj=teginijdje Lehranftalten

umfonft und pofifrei vom Derlag, Leipzig, Pojtitr. 3 erhaltlicy.
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Mathematisch-Physikalische Bibliothek

Unter Mitwirkung von Fachgenossen hrsg.v. Oberstudiendir.Dr. W’ Lietz-

mann u. Oberstudienrat Dr. 4. Witting. Kart.je /.41.20, Doppelbd..Z/ 2.40
Mit zahlreichen Abbildungen

Auswahl von Bdndchen fiir gewerbl. Lehranstalten und die gewerbl. Praxis:

Der Gegenstand d. Mathematik im

Lichte ihrer Entwicklung.von ober-
studiendir. Prof. Dr. H. Wieleitner.(Bd.50.)
Die 7 Rechnungsarten mit allgem.
Zahlen. von Oberstudiendir. Prof. Dr.
H. Wieleitner. 2. Aufl.. .. ...(Bd.7.)
Abgekiirzte Rechnung. Nebst einer
Einfiihr.i. d. Rechnung mitLogarithmen.
Von Oberstud.-Rat Prof, Dr. A. Witting.
" Mit zahlreichen Aufg.. ... .. (Bd. 47.)
Finanzmathematik. (Zinseszins-, An-
leihe- und Kursrechnung.) Von Privat-
dozent Dr. K. Herold .. ... (Bd.56.)
Wahrscheinlichkeitsrechnung. von
0. Meifiner. 2. Auflage 1: Grundlehren.
II: Anwendungen. . ... (Bd.4u.33)
Einfiihrung in die Infinitesimal-
rechnung. Von Oberstud.-Rat Prof. Dr.
A. Witting. 2. Aufl. I: Die Differential~
rechnung. II: Die Integralrechn. (9 u. 41.)
Gewghnl. Differentialgleichungen.
Von Studienrat Dr. K, Fladt, (Bd.72.)
Konforme Abbildungen. vonStudien-
Rat E. Wicke. [U. d. Pr.1927.] (Bd.73.)
Vektoranalysis. von Studienrat Dr.
L. Peters (Bd 57.)
Ebene Geometrie. von Studienrat
B. Kerst. N (Bd. 10.)
Methoden zurLsung geometr. Aui-
gaben.von Stud.-RatB.Kerst.2.Aufl. (26.)
Einfithrung in die Trigonometrie.
Eine elementare Darstellung ohne Lo~
garithmen. Von Oberstudienrat Prof.
Dr. A. Witting. Mit zahlr. Aufgaben (43.)
Sphédr. Trigonometrie, Kugelgeo-~
metrie in konstrukt. Behandlung.
Voun Oberstudienrat L. Balser. (Bd. 69.)
Der Goldene Schnitt. von Prof. Dr.
H.E. Timerding. 2. Aufl.. ... (Bd.32.)
Einfithrung i. d. darstell. Geometrie.
Von Dr.W.Kramer. Teil I: Senkr. Projekt.
a.1Taf. Mit 71 Fig.i.T. Teil II: Grund- u.
AufiiBverfahr. Allgem. Parallelprojekt.
Perspektive. [InVorb.1927.] (Bd. 66/67.)

Darstellende Geometrie des Ge~
ldndes und verwandte Anwendungen der
Methode der kotierten Projektionen. Von
Prof. Dr. R. Rothe. 2., verb. Aufl. (Bd.35/36.)

Einfiihrung in d.projekt.Geometrie.
Von Prof. Dr. M. Zacharias. 2.Aufl. (Bd.6.)

Feldmessen und Hohenmessen.von
Studienrat Dr. H. Wolff. [In Vorb.1927.]
Mathematik u. Malerei. von Studien-
direktor Dr. G. Wolff. 2, Aufl. (Bd. 20/21.)
Wo steckt der Fehler? von Ober-

studiendirektor Dr. W, Lietzmmann und
Mag. scient. V. Trier. 3. Aufl. (Bd. 52)

Trugschliisse. Gesammelt von Ober-
studiendir. Dr. W, Lietzmann. 3. Aufl. des
1.Teilesvon: Wostecktd.Fehler? (Bd.53.)

Theorie und Praxis des logarith-

mischen Rechenstabes. von Ober-
studiendirektor 4, Rohrberg. 3.Aufl. (23.)

Funktionen, Schaubilder und Funk-
tionentafeln. Eine elementare Einfiih-
rung in die graphische Darstellung und
in die Interpolation. Von Oberstud.-R.
Prof. Dr. A. Witting. Mit zahlr. Aufg. (48.)

Einfithrung in die Nomographie.
Von Studienrat P. Luckey.2.Auil. (Bd.28.)

Nomographie. Ppraktische Anleitung
zum Entwerfen graph. Rechentafeln mit
durchgefiihrten Beispielen aus Wissen~
schaft u.Technik.V. Studienrat P. Luckey.
2., neubearb. u. erw. Aufl. (Bd. 59/60.)

Die Fallgesetze. von Prof. Dr. A. E.
Timerding, 2. Auil.. . . . . ... (Bd.5)

Kreisel. Von Prof. Dr. M. Winkelmann.
[In Vorb. 1027}

Atom-und Quantentheorie. von Pro.
Dr. P. Kirchberger. 2Bénde. (Bd.44u.45.)

Ionentheorie.vonProf.Dr.P.Brauer. (38)
Das Relativitétsprinzip. Leichtfaslich

entwick. v. Studienrat A.Angersbach. (39.)
Drahtlose Telegraphie u. Telepho-

nie in ihren physik. Grundlagen.
Von Dr. W. llberg ... ... . (Bd.62)
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Teubners Technische Leitiaden

Analytische veometrie. Von Geh. Hofrat Prof. Dr. R. Fricke, 2.Aufl. Mit 96 Fig. [VI u.
125 S.] 1922. (Bd.1.) Kart. ZH 3.60

Darstellende Geometrie, Von Dr. M. Grofimann, Prof. an der Eidgen. Techn. Hochschule
zu Zirich. Bd. . 2., durchges. Aufl. Mit 134 Fig. und 100 Ubungsaufgaben im Text.
[IV u.81 S.] 1922, (Bd.2.) Kart. #4 2.20. Bd. IL 2., umg. Aufl. Mit 144 Fig. [VIu. 154 8]
1921. (Bd.3.) Kart. #4 4.—

Differential- und Integralrechnung. Von Dr. L. Bieberbach, Prof. a. d. Universitat Berlin,
I. Differentialrechnung. 2., verm. u. verb. Aufl. Mit 34 Fig. {VI u. 132 S.] 1922, (Bd.4)
Kart. 24 3.40. Il Integralrechnung. 2., verb. u. verm, Aufl. Mit 25 Fig. [IV u. 152 §]
1923. (Bd.5.) Kart. B4 4.— N

Funktionentheorie. Von Dr. L. Bieberbach, Prof. an der Universitat Berlin. Mit 34 Fig.
IV u. 118 S.] 1922, (Bd. 14.) Kart. 2.4 3.20

Einfiihrung in die Vektoranalysis. Mit Anwend. auf die mathem. Physik. Von Dr. R. Gans,
Prof. a. d. Univ. Kénigsberg. 5. Aufl. Mit 39 Fig. [VIu. 118S.} 1923. (Bd. 16.) Kart. Z43.—

Hohere Mathematik fiir Mathematiker, Physiker und Ingenieure. Von Dr. R. Rothe, Prof.an
der Techn. Hochschule Berlin. Bd. I: Differentialrechnung und Grundformeln der Integral-
rechnung nebst Anwendungen. 2. Aufl. Mit 155 Fig. i. Text. [VIII u. 192 S.] 1927. (Bd.2l.)
Kart.Z45.—.Bd. Il : Integralrechn., Unendliche Reihen, Vektorrechnung nebst Anwendungen.
(Bd.22.) Bd.IlI: Raumkurven u. Flachen, Linienintegrale u. mehrfache Integrale, Gewdhal.
und partielle Differentialgleichungen nebst Anwendungen. (Bd.23.) [Bd. 11 u. 11l in Vorb.1927]

Mathematisches Praktikum, Von Dr. H. v. Sanden, Prof. an der technischen Hochschule in
Hannover. (Bd.27.) [Erscheint September 1927.]

Praktische Astronomie. Geographische Orts- und Zeitbestimmung. VonV. Theimer, Adjunkian
der Montan, Hochschule zu Leoben. Mit 62 Fig. [IV u. 127 S.] 1921. (Bd. 13.) Kart. 2.4 3.40

Feldbuch ftir geoditische Praktika. Nebst Zusammenstellung der wichtigsten Methoden und
Regeln sowie ausgefihrten Musterbeispiclen. Von Dr.-Ing. O. Israel, Prof. an der
Techn. Hochschule Dresden. Mit 46 Fig. [IV u. 160 S.] 1920. (Bd. 11.) Kart. 24 4.—

Ausgleichsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate in ihrer Anwendung auf Physik, |
Maschinenbau, Elekirotechnik und Geodisie. Von Obering. V. Happach, Oranienburg
bei Berlin. Mit 7 Fig. [IV u. 74 S.] 1923. (Bd.18.) Kart. Z.4 2.—

Mechanik. 2 Bde. Von Dr.-Ing. A. Préll, Prof. an der Techn. Hochschule in Hannover.
(Bd. 25/26.) Bd.I:Dynamik, Bd. II: Technische Statik. [In Vorb. 1927.]

Grundziige der Festigkeitslehre. Von Geh. Hofrat Dr. Dr.-Ing. A. Foppl, weil. Prof. an der
Techn. Hochschule in Minchen, und Dr.-Ing. O. Fépp!, Prof. an der Techn. Hochschule
in Braunschweig. Mit141 Abb.im Text u. auf 1 Taf. {IVu.290S.] 1923. (Bd.17.) Geb. A4 7.60

GrundriB der Hydraulik. Von Hofrat Prof., Dr. Ph, Forchheimer, Wien. 2. Aufl. Mit
117 Fig. im Text. [VIu. 134 S.] 1926. (Bd.8.) Kart. A4 5.—

Dampfiturbinen und Turbokompressoren. Von Dr.-Ing. H. Baer, Prof. an der Techn. Hoch-
schule in Breslau. Mit 130 Abb. [IV u. 153 S.] 1924. (Bd.20.) Kart. 4 4.—

Die elektrischen Maschinen. Von Dr.-Ing. M. Liwschitz, Charlottenburg. Bd. I: Einfithrung
in ihre Theorie. Mit 284 Abb. u. 13 Tafeln. [X u.337 S.] 1926. Geb. B4 14.— (Bd.24)
Bd. II: Die Konstruktion und Isolierung.

Erdbau, Stollen- und Tunnclbau. Von Dipl-Ing. A. Birk, Prof. an der Techn. Hochschule
zu Prag. Mit 110 Abb. [V u. 117 S.] 1920. (Bd.7.) Kart. .4 3.—

Landstrafienbau einschl. Trassieren. Von Oberbaurat W. Euting, Stuttgart. Mit 54 Abb.
im Text und auf 2 Tafeln. [IV u. 100 S.] 1920. (Bd.9.) Kart. 24 2.80

Eisenbetonbau. Von H. Kayser, Prof. an der Techn. Hochschule zu Darmstadt. Mit 209 Abb.
im Text. [IV u. 129 S.] 1923. (Bd. 19.) Kart. £4 3.40

Hochbau in Stein. Von Geh. Baurat H. Walbe, Prof. an der Techn. Hochschule zu Darm-
stadt. Mit 302 Fie. im Text. [VI u. 110 S.] 1920. (Bd.10.) Kart. 24 2.80

Veranschlagen, Bauleltung, Baupolizei, Heimatschutzgesctze, Von Stadtbaurat Fr. Schultz,
Bielefeld. Mit 3 Tafeln. [IV u. 150 S.] 1921, (Bd.12.) Kart. 24 4.—

Leitiaden der Baustoffkunde. Von Geh.-Rat Dr.-Ing. M. Foerster, Prof. an der Techn. Hoch-
schule Dresden. Mit 57 Abb. im Text. [V u. 220 S.] 1922. (Bd. 15.) Kart. A4 6.—

Mechanische Technologie. Von Dr. R. Escher, weil. Prof. an der Eidgenéss. Techn. Hoch-
schule zu Zirich. 2. Aufl. Mit 418 Abb. im Text. [Vl u. 164 S.] 1921. (Bd. 6.) Kart. A4 4.—
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... Cine glidlide Crginzung der Sammiung
»Aus Ratur und Geifteswelt”. .. find:

Seubners
Eleine Sadworterbiider

Sie geben tafdy und uverdjfip Rustunft auf jedem Spesialgediete und
laflen fidy je nad den Intereflen und den Witteln des eingelnen nach
und nad 3u ciner Enshtlopadie allec Wiffenssweige erweitecn.

it diefen tleinen Sadwdrterbiidiern hat der Verlag Teubner wicder efnen febr gliictlichen
@r1iff getan. Sie erfehen tatfidlidy fiiv ihre Sondergebiete ein Konverjationslepiton und
werden gewif} groffen RAntlang finden.” (Deutjhe Warte.)

Bisher etjdienen:

Philofophijdes Wdrterhud von Studientat Dr. B, Thormefher.
3. Rufl. (Bd. 4.) Geb. BL 4.—

PBiodhologifdhes Wdrterbud) von Brivatdozent Dr. §. Giefe. Wit
3able. Sig. (Bd.7.) (In Vorb. 1927.)

Wdrterbud ‘gu: deutjdhen Literatur von Oberjtudientat Dr.H. R 3L,
BD. 14.) Geb. AH 3.60

Mujitalijdies Wirterbud von Prof. Dr. H. J. Wojer. (Bd. 12.)
®eb. AA 3.20

RKunftgejdidtlides Worterbud) von Dr. . Bollmer. (Bd. 13.)
[Crjcheint Ende Sommer 1927.)

Phyfitalijdhes Warterbudy von Prof. Dr. G. Berndt. Mit 81 Sig.
(Bd. 5.) Geb. ZA 3.60

Chemifdyes Wirterbud) von Prof. Dr. H. Remp. Mit 15 Abb. u.
S Tabellen. (Bd. 10/11.) Gcb. BA 8.60, in Halbln, ZA 10.60

Seographijdes Warterbud von Brof. Dr. O. Kende. Rllgemeine
Grdtunde. 2. Aufl. Mit 3able. A6D. (Bd. 8.) (L. d. Pr. 1927.)

Boologifhes Worterbud) von Dr. Th. Knottnerus, WeHer.
(Bd. 2.) Oc¢b. ZK 9.—

Botanijdes Warterbudy von Prof. Dr. O. Gerte. Wit 103 RN6H.
(Bd.1.) Ocb. Bk 9.—

Wdrterbud) der Warentunde von Prof. Dr. WM. Pietid. (Bd. 3.)
®eb. LA 4.60

Handelswdrterbud) von Handelsfhuldivettor Dr. B. Sittel und
JuftizratDr. M. Strauf. Sugleid finfjpradiges Wortetbud), sufammens
geftellt v. B. Rrmbaus, verpfl. Dolmetidher. (Bd.9.) Geb. Lk 4.60

Weiterhin befinden fid in Vorbereitung 1927:

Volestundlidies Warterbudy von Prof. Dr. €. Sebhrle,

Aftronomijdhes Whrterbud) von Dr. J. Weber.




Grundjsiige der Edndertunde
Bon Prof. Dr. A. Hettner. L. :Curopa. 4. Rufl. Wit 4 Taf., 269 Kdrtden
. §ig.i. &, ©ebh. ca. BMA1).—,8e0. ZM 13— IL.: 'Dieaubermtoa&lfd)en
GCrdteile. 3., verh. Rufl. Wit 197 Karthen und 'Dmgtammen fm ext.

&eb. AH 19.—, in Gansleinen AH 16.—

.Dier haben wir das, was uns gefebﬂ bat, ein Bud) von Meifterhand gefdrieben,
fiir die weiten Kreife der éebn[betm. Das Wert ift reidh an neuen Gedanten, Cin Pradts
ftic ift 3. B, der gwﬁatﬁge Nberblict {iber die politijhe Gefdhidhte Curopas vom geographifden
Standpuntt gefehen.” (Miinden-Augsburger Abendszeitung.)

RAllgemeine Wirt)dafts u. Vertehrsgeographie

B.Beb.Reg.-Rat Brof.Dr.K.S ap per. Mit 70 tartogr.Darft. Oeb. LA 1 2.~
#&in erftaunlides Wert! — Crftaunlidhy durh die Sille des darin gebotenen wiffens
{daftliden Inbaltes, in dem ein feltener Reidytum cigener Crfahrungen des weitgerciften
Berfaffers vermebt ift und der nody durd) eine ungewdhnlidy umfangreide und wertvolle
Literatutangabe ergdnjt witd . . . Sappers ,‘Jlllgemcinc Wirtidafts: und BVertebrsgeographie
muf) fdledthin als cricbopfenb be;eld)u:t wetden,” (Qeues Eand.)

Antbropologie
Unter Witarbeit hetvorragender Sadhgelebrter herausgeg. von Seh. Med.s
Rat Prof. Dr. ®, Ghwalbe u. Prof. Dr. €. §ijder. W. 20 Rbb.-Zaf.
u. 98 Abb. 1. K. (DieKultur d. Segenw., hrsg. v. Prof, Dr. B. ijinnebeta.

Keil I, bt V) BA 26.~, geb. BM 29.-, in Halbl. Bk 34.~
Qine Gefamtdarftellung det llrgefd)id;tc, ‘Illmfd)m- und Viltertunde.

hhjit
unter ‘mxtatbent bervorragender Sachgelebtter herausgegeben von ofrat Prof,
Ledyer. 2., verb. u. verm, Rufl. Wit 116 Rbb. (Die Kultur der
®egenmaﬂ, brsg. o PBrof. Dr. B. Hinneberg. ZTeil IIL, Rbe. 111, Bd. 1.)

®Beb. M 34.~, geb. BM 36.~, in Dalbleder .92//{ 40,—
»&s ift nun gelungen, eiu das weite thiet der Bhifit umfaffendes Wert 3u fdaffen,
das fomobl fiir die Pbhfiter vom Sach als audy fiic die Semeritebmbm on uuid)a!;hatem
Wert § (Die Welt der Tedmnit.)

fﬁtuubnﬁ Der Rftrophijfit

Cine allgemeinverftindlide Cinfiibrung in den Stand unferer KRenntniffe iber

die pbififbe Befdaffenbeit der Himmelstorper. Von Prof. Dr. K. Sraff.
Tefl 1: Die wiffenfdaftl, Grundlagen der wiffenjdaftl. Sorfdhung. (Erich. Ende Rug. 1927.)

Feil I1: Die Welttsrper des Sonnenfiiftems.

Sefl1Il: Die §igfterne, Nebelfleten und Sternbaufen. (Tefl I und I folgen im Herbft 1927.)

Teubners ‘Itatutwiﬁenitbafﬂid)e Bibliothet

»Die Bande diefer figlich [ung fteben wiffenfdaftlidh fo bod und
find in der Sorm fo gepflegt und fo nnipmbcnb, daf) fie mit pum_ Beften gerechnet wetden
biitfen, was in voltstimlidher Waturtunde verdfentlidt worden ift.” (Ratur.)

WMathematifd-Phfitalijde Bibliothet

Herausgeg. vont W, Eiesmann u. A, Witting. Jeder Band ZA 1.20,
Dopvelband BA 2.90
[nen Darftell ift muftergiiltig i. ibrer Ret u, vermag den Swed voll 3u ets

T

8 ']
fiillen, in Iud)tnerﬁanblicbet u, angenchmer Weife sur BVertiefung d, matbemaﬁid)m Bildung beis
sutragen, Die Sammlung witd auf das allernadydriidlidfte empfoblen,” (Die Quelle.)

Begeidniffe v, Teubn. Nat, Bibl, u. d. MWath.-Bhdf. Bibl. v, Betlag, Leipzig, Poftfte, 3 exhiltlich.
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Rinjtlerifder Wandfdmud
fiir Haus und Sdule

Teubners KRiinjtlerfteinzeidhnungen

Woblfeile farbige Originalwerte erfter deutider Kinftler fiirs deutidhe Haus
Die Samml. enthilt jest fiber 200 Bilder in den Groffen 100><70 cm (A 10.-), 75><55 cm
(AL 9. )s’ 103><4) cm bjw, 93><4) cm (B 6.-), 60><50 cm (AL 8.-), 5592 cm
(RHK 6.~), 415<30 cm (AKX 4.-), 7 Kleine Kunftblitter: 24><18 cm je AHM 1. —
Gefhmadoolle Rahmung aus cigener Wertjtdtte,

Aeuerjdheinungen:

3wei Weihnadtsbilder und 3wei Oftexbilder von R. NRimmerer.

. Morgen Kinder, witd’s was geben. 2, Vom Himmel hody da tomm idy her, — 1. Oftern,

Dﬂem ift es beut’. 2. Oftethafe icb[eld)t ums Haus. [4)><30 cm] Preis je Sk 3.—.

Poftlartenausgabe je AL —.15. Bilder einyeln gerahmt in weiffem Rahmen unter

®las je RK 8,25, die )ufammmgebﬁ:iam Bilder als Wandfries gerabmt je LA 38,50,

Pojtlarten uum ®las mit {dwarer Cinfaffung, mit ﬁnib&ng:{@nnt je Rk —.65,
in {dwary poliettem Rabmen mit Glas je KK

@tbattenbi!bet

R. W. Diefenbady ,Per Aspera ad astra“. nrpum, die 34 Tellb, des vollit.
Wanbdfriefes fortlaufend wicderg, (25><20'/, cm) K 15.~, Leilbilder als Wandfriefe
(80><42 cm je BH 5.-, (35><)8 cm) fe 1:25, aud gtmbmt {. vetjd. Rusfiibe, echaltlich.
~Obttlide Jugend.” o Mappen mit je 20 Blate (39><e5Y), cm) je A4 7.50.
@inzelbilder je Ah -.60, aud) gerahmt in verfdhiedenen Rusfiibrungen erhdltlidy,
RKindermufit. 1o Blatter (39><25, cm) in Mappe AL 6.-, Cinpelblatt L -
Gerda Euife Shmidts Shattenzeidhnungen. (eox)s cm) je RK - so.
' RAud gembmt in micbicbenen ﬁusfﬁbtungm ubﬁ!tlid) Blumenoratel, Reifenfpicl, Der Befudy.
Der Liebesbrief. Cin Sriibli Die Der Brief an Ihn", RAnndherungs~
oerfncb. Slm Cpinett, Beim Wein, Gin- “Wiardhen, Der @cbummg

Srieje 3ur RAusjdmii€ung von .@mbec;xmmem

Neu: ,,Die Wanderjabet der drei Widitelmanndien.* Iwei farbige
Wanbdfriefe von W Ritter, 1. Nbjdied ~ Kuze Raft. 2. Hodyzeit ~ Tanz. Jeder Sties
mit Bildern (103><41 cm) LK 6.~, fedes Bild einzeln AX 3.~
etner find erfdienen Derrmann: ,Ridyenbrddel” u, .m dppden”; Baumfeind: ,Die ficben
dwaben”; Rehm-Victor: ,Sdlataffenleben”, .Sd)lataﬁmlanb ,Q‘nalein sut Wadt” und
LEnglein 3. Hut” (103><4) cm, je AL 6.~).

Rudolf Sddfers Bilder nady der ﬁeiligcu Sdrift
Det barmbersige Samatiter, Jefus der Kinderfreund, Das 'Jlbmbmabl, 50@7&! 3 Rana,
Weibnadyten, Die Bergpredigt (75><S§ bhw, 60><50 cm). R4 9.— hw, A

it ome Biblifde Bilder 5,70 ﬁ‘y}’i“.‘;':
Rarl Bauers Sederzeidnungen
tSl)omtz!settoyfe sur deutjden Gefdidte. Wappe, 32 Bl. (36><06 cm) LA 5 -

.............................. A
Rus Deutjdlands grofjer Seit 1833, In WMappe, 16 Bl (36><28 cm) AL 2.50
Siihrer und Helden im Welttrieg. Einzelne Bl’ﬁtt« (sé><szs cm) AKX —.50

2 MWMappen, enthaltend je 12 Blitter, je . . . . Ay —
Seubners @ﬁﬁ‘f'ovnn“’nn‘on
Jede Karte B4 -
Jede Reibe aud
Rusfiibriidher Wandfdme

Berlag von B.






