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Vorwort.

Das Jahr 1930—31 verbrachte ich in Amerika, indem ich einer
freundlichen Einladung zufolge an verschiedenen Universititen der
Vereinigten Staaten Vorlesungen und Vortrige hielt. So trug ich
anter anderem in Stanford, Berkeley und Princeton iiber die Theorie
der fastperiodischen Funktionen vor. Von verschiedener Seite wurde
ich aufgefordert, die betreffende kleine Vorlesungsreihe zu veréffent-
lichen, und ich kam daher einer freundlichen Aufforderung des Heraus-
gebers und des Verlages Julius Springer, sie in der Sammlung ,,Ergebnisse
der -Mathematik® erscheinen zu lassen, mit groBer Freude nach. Den
eigentlichen Vorlesungen, die als eine mdglichst bequeme Einfithrung
in die Theorie gedacht sind, und welche ausfiihrlich und elementar
dargestellt sind, habe ich bei der vorliegenden Ausarbeitung zwei
kleinere erginzende Anhinge von skizzenhaftem Charakter hinzu-
gefiigt.

Indem ich hiermit diese Vorlesungen herausgebe, habe ich wieder
an die schéne und bereichernde Zeit in Amerika sowie an die mir von
allen Seiten erwiesene groBe Liebenswiirdigkeit zuriickdenken miissen,
und ich erlaube mir die Gelegenheit zu benutzen, meinen amerikanischen
Kollegen und Freunden nochmals meinen herzlichsten Dank aus-
zusprechen.

Bei der endgiiltigen Bearbeitung und Fertigstellung des Manuskriptes
in einer Zeit, wo ich selbst krank lag, hat mein Freund und Mitarbeiter,
Dr. BORGE JESSEN, mir in der sorgfiltigsten Weise geholfen und dabei
auch verschiedene Vereinfachungen und Verbesserungen vorgeschlagen;
fiir all seine Hilfe méchte ich ihm auch an dieser Stelle aufrichtig danken.

Fynshav, August 1932. HARALD BOHR.
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Einleitung.

1. Bei der Planlegung der Vorlesungen, welche den Inhalt dieses
kleinen Buches ausmachen, wurde ich vor eine Wahl gestellt, welche
mir zunichst eine gewisse Schwierigkeit darbot. Da nidmlich die mir
zur Verfiigung stehende Vorlesungszeit eine recht beschrinkte war,
muBte ich von vornherein die Entscheidung treffen, ob ich einen mehr
iibersichtsmBigen Bericht iiber die gesamte Theorie geben wollte oder
nur einen, jedoch wesentlichen Teil der Theorie bringen sollte, dann aber
in aller Ausfiihrlichkeit und mit vollstindigen Beweisen. Ich entschlof
mich zu der letzteren Alternative, indem ich doch der Meinung bin,
daB der Gewinn aus einer Vorlesung wohl am besten dadurch gesichert
wird, daB den Horern Gelegenheit geboten wird, sich in den Stoff ruhig
einzuleben, wenn auch dadurch der Umfang des Stoffes etwas ein-
geschrinkt werden muB. Die Beschrinkung des Stoffes bestand vor
allem darin, daB ich mich auf die Betrachtung von Funktionen einer
reellen Verinderlichen und auBerdem noch von durchweg stefigen
Funktionen beschrinkte.

2. Um der genannten Beschrinkung des Stoffes bei der vorliegenden
Ausarbeitung der Vorlesungen einigermaBen abzuhelfen, habe ich, wie
schon im Vorwort erwihnt, den eigentlichen Vorlesungen zwei Anhinge
hinzugefiigt. Von diesen wird der erste die Verallgemeinerungen der
Theorie der fastperiodischen Funktionen (nach den Richtlinien der
LeBESGUEschen Integraltheorie) behandeln, wihrend der zweite iiber
die Theorie der fastperiodischen Funktionen einer komplexen Verander-
lichen berichtet. Diese letztere Theorie, welche aus der Theorie der
DiricHLETschen Reihen herausgewachsen ist, bildete iibrigens fiir den
Verfasser den urspriinglichen Ausgangspunkt fiir die ganzen Unter-
suchungen.

Fiir den Leser, der in die Theorie weiter einzudringen wiinscht, ist
am SchluB noch ein kurzes Literaturverzeichnis {iber einige der ein-
schligigen Arbeiten zusammengestellt.

8. Bevor ich an die eigentliche Darstellung der Theorie heran-
gehe, seien zunichst einige Bemerkungen iiber die Probleme voraus-
geschickt, welche in der Theorie der fastperiodischen Funktionen be-
handelt werden; spaterhin wird natiirlich eine ausfiihrliche und genaue
Formulierung dieser Probleme gegeben werden. Allgemein gesprochen
konnen wir sagen, daB das Hauptproblem der Theorie darin besteht, die-
jeriigen fiir —oo < x < oo definierten Funktionen /(x) der reellen

Ergebnisse der Mathematik. I. Bohr.



2 Einleitung. [422

Variablen x aufzusuchen, die in reine Schwingungen aufgeldst
werden.konnen. Diese Aussage enthilt mehrere Worte, deren Be-
deutung zunichst festzulegen ist. Was sind ,reine Schwingungen‘,
und was soll unter dem Wort ,,aufgel6st** verstanden werden? An dieser
Stelle werde ich auf den mit dem ganzen Aufbau der Theorie aufs engste
zusammenhingenden Begriff der Auflésung nicht niher eingehen; da-
gegen werde ich schon jetzt genau erkliren, was unter einer reinen
Schwingung zu verstehen ist.

4. Solange man nur reelle Funktionen betrachtet, bezeichnet man
als reine Schwingungen solche Funktionen wie cosx, sinx oder all-
gemeiner «cosx + fBsinx; diese Funktionen sind periodisch mit der
Periode 27; wenn man beliebige Perioden zuliBt, so wird man unter
einer reinen Schwingung eine Funktion der Form «cosix 4 fsindx
verstehen. Fiir das Folgende wird es aus formalen Griinden bequemer
sein, nicht reelle, sondern komplexe Funktionen der reellen Variablen x
zu betrachten. Als reine Schwingung bezeichnet man alsdann jede
Funktion der Form a¢*® = a(cosix + isindx), wo a eine beiiebige
komplexe Zahl und 1 eine beliebige reelle Zahl bedeutet. Schreibt man
a in der Form a = |a|¢'®, so erhilt die Funktion die Form |a|e'® ¢i*%;
dabei gibt |a| die Amplitude, v die Phase und 1 die Frequenz der Schwin-
gung an [die Periode der Schwingung ist (fiir 4 5 0) 27/|4]]. Von diesen
Zahlen sind |z| und 4 die wichtigsten; hiufig betrachtet man ||% an
Stelle von |a| selbst.

5. Die Theorie der fastperiodischen Funktionen handelt nun von dem
folgenden Problem: Welche Funktionen f(x) konnen fiir —oo <x <<oo
in retne Schwingungen aufgelost werden, d. h. sind ,,darstellbar* durch
eine trigonometrische Reihe der Form > A, é1»*? [Dabei ist nur von
Reihen mit hochstens abzihlbar vielen Gliedern die Rede oder, physi-
kalisch- gesprochen, von Funktionen, deren ,,Spektrum‘ ein reines

Linienspektrum ist; die Theorie der Fourierintegrale f a(l)e**di, d. h.

der kontinuierlichen Spektren, wird also von unserem Problem prinzipiell
nicht umfaBt.]

In dem klassischen Fall, wo nur harmonische Schwingungen, d. h.
Schwingungen der Form a¢i"*%, n = 0, 4-1, 42, . . . betrachtet werden,
fihrt die entsprechende Fragestellung zur Theorie der gewdhnlichen

trigonometrischen Reihen D) 4, ¢"*%: jede beliebige periodische Funktion

der Periode p = 27/|| liBt sich bekanntlich in eine solche Reihe, die
Fourierreihe der Funktion, entwickeln. Der wesentliche Unterschied
zwischen diesem Fall und dem obigen Fall, wo beliebige Schwingungen
ae***, — oo < ) < oo betrachtet werden, besteht darin, daB im letzteren
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Fall die Menge der zu beriicksichtigenden Frequenzen nicht abzihlbar
ist, wihrend wir es in dem ersten Fall von vornherein nur mit abzihlbar
vielen Frequenzen zu tun haben.

Die Vorlesungen sind in zwei Teile geteilt. In dem ersten Teil be-
handeln wir den klassischen Fall der harmonischen Schwingungen
aet™** wobei wir der Einfachheit halber x = 1 wihlen, so daB es sich
um die Theorie der gewohnlichen Fourierreihen von periodischen Funk-
tionen der Periode 27 handelt. Dieser Teil ist wesentlich von einfiihren-
dem Charakter und soll vor allem zum leichteren und tieferen Ver-
stindnis des Folgenden dienen; die Darstellung weicht deshalb in ver-
schiedener Hinsicht von der sonst iiblichen ab.

Im zwesten Teil folgt sodann die Behandlung der beliebigen Schwin-
gungen a¢i*®, die zu der allgemeinen Theorie der fastperiodischen
Funktionen und deren Fourierreihen fiihrt.

6. Eine Zwischenstellung zwischen der Theorie der periodischen und
der fastperiodischen Funktionen nimmt die &ltere Theorie der ,,im
weiteren Sinne periodischen‘‘ Funktionen von BoHL ein. Diese Theorie ent-
spricht dem Fall, wo nur Schwingungen der Form gt (™ @ + 2%+ -+ nman)z
betrachtet werden, wobei «,, «,,..., &, vorgegebene linear unab-
hingige Konstanten bedeuten, wahrend #,, #,, . . ., #,, unabhingig von-
einander alle ganzen Zahlen 0, 4-1, 4-2,... durchlaufen; jede im
weiteren Sinne periodische Funktion mit den ,,Perioden‘ p, = 27/| &, |,
po=27[|&,), ..., p = 27/|xy| 148t sich in eine Fourierreihe der Form

Za" n ”mei('nnan+":a:+---+nm0‘m)z
M2y,

entwickeln. Die schonen Untersuchungen von BOHL weisen manche
Berithrungspunkte mit der Theorie der fastperiodischen Funktionen
auf; in einer gewissen Hinsicht stehen jedoch diese BoHLschen Funk-
tionen den reinperiodischen Funktionen niher als den fastperiodischen,
was wesentlich daran liegt, daB das zugrunde gelegte System von Fre-
quenzen hier wieder ein abzihlbares ist.

7. Im Laufe des Aufbaus der Theorie der allgemeinen fastperiodischen
Funktionen bot sich von selbst neben der Klasse der soeben erwihnten
BonLschen Funktionen noch eine andere einfache und wichtige Unter-
klasse dar, nimlich die der gremzperiodischen Funktionen. Es sind dies
die Funktionen, welche in trigonometrische Reihen der Form Da, ¢i"*®
entwickelt werden koénnen, wo 7. die Menge aller rationalen Zahlen
durchlduft. In den gegenwirtigen Vorlesungen konnte ich jedoch der
Kiirze halber weder auf die Bonrschen Funktionen noch auf die grenz-
periodischen Funktionen eingehen.

Auch muBlten solche Untersuchungen wie die von FRANKLIN und
BocHNER herriihrenden iiber fastperiodische Funktionen von mehreren
— sogar abzdhlbar vielen — Verinderlichen, die Untersuchungen iiber

1%
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das Werteverteilungsproblem, welches nach verschiedenen Richtungen
hin von WINTNER und JESSEN behandelt wurde, sowie die insbesondere
von FAVARD (im AnschluB an BonL) ausgefilhrten Untersuchungen
iiber Differentialgleichungen mit fastperiodischen Koeffizienten bei der
vorliegenden Veréffentlichung leider ganz auBer Acht gelassen werden.

8. Die Theorie der fastperiodischen Funktionen wurde in ihren
Hauptziigen vom Verfasser in drei groBeren Abhandlungen in den Acta
Mathematica (Bd. 45, 46 und 47) unter dem gemeinsamen Titel ,Zur
Theorie der fastperiodischen Funktionen entwickelt, von denen die
beiden ersten die fastperiodischen Funktionen einer reellen Verinder-
lichen, die dritte aber den Fall einer komplexen Verinderlichen behandeln.

Beim Aufbau der Theorie stellte sich eine besondere, in der Natur
der Sache liegende Schwierigkeit ein, nimlich die der Entscheidung der
. Vollstindigkeit“ des betreffenden Systems aller Funktionen ette,
Der urspriingliche Beweis, dafl dieses System tatsichlich ein vollstindiges
ist (in einem spiter genau zu prizisierenden Sinne), war sehr kompliziert
und vielschliissig; seine leitende Idee war jedoch eine recht einfache,
nimlich allgemein gesprochen die, daf3 die Menge aller reinperiodischen
Funktionen (mit beliebigen Perioden) in einem gewissen Sinne inner-
halb der allgemeinen Klasse der fastperiodischen.Funktionen als ,,{iber-
all dicht liegend”“ angesehen werden kann, so daB von vornherein die
Moglichkeit nicht ausgeschlossen erschien, das Bestehen des Voll-
stindigkeitssatzes fiir fastperiodische Funktionen aus seiner bekannten
Giiltigkeit fiir reinperiodische Funktionen (mit einer vorgegebenen
Periode, d. h. fiir das System der harmonischen Schwingungen ¢i"*%)
durch einen Grenziibergang abzuleiten.

Einen neuen Beweis dieses Fundamentalsatzés gelang es WIENER
zu finden, welcher wesentlich kiirzer als der meinige war, andererseits
aber Hilfsmittel aus der LEBESGUEschen Integraltheorie und der Theorie
der Fourierintegrale benutzte, wihrend der urspriingliche Beweis nur
mit ganz elementaren Mitteln operierte; dieser Beweis von WIENER
bekam ‘dadurch ein besonderes Interesse, daB er einen wichtigen Aus-
gangspunkt fiir seine schonen und vielversprechenden Untersuchungen
iber kombinierte Fourierreihen und Fourierintegrale bildete.

Ein wichtiger und interessanter Gesichtspunkt, welcher ebenfalls
zu einer neuen Begriindung des Fundamentalsatzes fiihrte, wurde von
WEYL eingefiihrt durch seinen Nachweis der Beziehungen der Theorie
der fastperiodischen Funktionen zur Theorie der Integralgleichungen
oder vielmehr Mittelwertgleichungen; charakteristisch fiir die WevLsche
Methode, die spiter von HAMMERSTEIN etwas vereinfacht wurde, ist
auch die Heranziehung gruppentheoretischer Betrachtungen.

Der Beweis, den ich in diesen Vorlesungen bringen werde, ist aller-
dings weder der WiENERsche noch der WEvLsche, sondern ein dritter
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von DE LA VALLEE PoussiN, welcher sich im Prinzip dem meinigen
nahe anschlieBt — obwohl auch WEyLsche Gedankenginge wesentlich
benutzt werden — jedoch unvergleichlich viel einfacher ist und an Kiirze
und Eleganz kaum ijbertroffen werden kann; auch dieser DE LA VALLEE
Poussinsche Beweis geht von der Giiltigkeit des Vollstindigkeitssatzes
fiir reinperiodische Funktionen aus, welcher (leicht beweisbare) Satz
in dem ersten Teil der Vorlesungen ausfiihrlich besprochen wird.

9. Obwohl der Fundamentalsatz den entscheidenden Satz der ganzen
Theorie bildet, ist er jedoch nicht als der eigentliche ,,Hauptsatz* anzu-
sehen; dieser ist vielmehr der sog. Approximationssatz — das Analogon
des klassischen WEIERSTRASSschen Approximationssatzes fiir rein-
periodische Funktionen — welcher die genau charakteristischén Auflos-
barkeitseigenschaften der fastperiodischen Funktionen in reine Schwin-
gungen angibt.

Die vorhandenen Beweise dieses Approximationssatzes beruhen alle
prinzipiell auf dem Fundamentalsatz. Seit meinem urspriinglichen
Beweis, welcher auf einer fiir gewisse Probleme wesentlichen Beziehung
der Theorie der fastperiodischen Funktionen zu der Theorie der grenz-
periodischen Funktionen von unendlich vielen Verinderlichen basiert,
sind auch hier bedeutende Vereinfachungen und Neugestaltungen er-
reicht, vor allem durch BocHNER und WEYL.

In den Vorlesungen schlieBe ich mich dem Beweisgang von BOCHNER
an, welcher sich dadurch auszeichnet, daB er eine schéne und natiirliche
Verallgemeinerung der FEjERschen Summierbarkeitsmethode fiir Fourier-
reihen reinperiodischer Funktionen darstellt (auf welche letztere in dem
ersten Teil ndher eingegangen wird).

10. Zum SchluB seien noch einige Bemerkungen iiber gewisse Einzel-
heiten in der vorliegenden Darstellung hinzugefiigt.

Der tiefsinnige Beweis des Satzes iiber die Integration einer fast-
periodischen Funktion geht schon auf BoHL zuriick; in der Tat konnte
dieser Beweis — sowie der Satz selbst — fast wortlich von den BoHL-
schen Funktionen auf den allgemeinen Fall der fastperiodischen Funk-
tionen iibertragen werden.

Der allerletzte Satz der ganzen Vorlesungsreihe, welcher eine be-
sondere Einfachheit des Verhaltens einer Fourierreihe >4, ¢'“*% mit
linear unabhingigen Exponenten, zum Ausdruck bringt, wurde
urspriinglich unter Verwendung von Sitzen iiber Diophantische Approxi-
mationen bewiesen; den hier gebrachten &uBerst einfachen Beweis,
welcher auf Ansitzen von BOCHNER und SzZIDON beruht, verdanke ich
einer freundlichen Mitteilung von Herrn FEKETE.



Reinperiodische Funktionen und ihre
Fourierreihen.

Allgemeines Orthogonalsystem.

11. Es seien @(x) und y(x) zwei in @ <x < b definierte stetige
Funktionen, von denen keine identisch verschwindet.

In dem Falle, wo ¢(x) und y(x) beide reelle Funktionen sind,
werden sie zuetnander orthogomal genannt, wenn

b
[p@v@az=o.

So sind z. B., wenn 7 und # positive ganze Zahlen bedeuten und m + »
ist, die beiden Funktionen cosmx und coszx. orthogonal zueinander
in 0<x=<2m, weil
2n 2n
fcosmx cosnx dx =/}{cos(m + n)x + cos(m — n)x}dx
0 0

__ A [sin(m 4 n)x  sin(m — n)x]Zﬂ_
- E[ m+n m—n 0

Falls ¢ (%) und y(x) komplexe Funktionen sind, werden sie zu-
einander orthogonal in ¢ < x < b genannt, wenn

b b
/(})(i)w_(ﬁdx:O »<oder f«;—(;)tp(x)dx=0).

Dabei bedeutet das Uberstreichen einer GréBe den Ubergang zu der
komplex konjugierten GroBe. So sind z. B., wenn m und 7 beliebige
ganze Zahlen bedeuten und m 3 # ist, die beiden Funktionen ¢™* und
€** orthogonal zueinander in 0 < x < 27, weil

27

2n
/eimze—inzdx =/ei(m—n)zdx _ [
0 0

e‘(n—n)z 2
i(m —n) ]o -

In den beiden genannten Beispielen sind die betrachteten Funktionen
periodisch mit der Periode 27; aus der Orthogonalitit in dem Intervalle
0 =< x < 2w folgt deshalb die Orthogonalitit in einem beliebigen Inter-
vall a < x <a + 2n der Linge 27. ‘

Im Folgenden sind, wo das Gegenteil nicht ausdriicklich hervor-
gehoben wird, die betrachteten Funktionen immer komplex.
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b
12. Oft ist es bequem, an Stelle des Integrales / ... den Mittelwert
b a

5 1 - f ... zu betrachten. Ist ¢(x) irgendeine in a=x=<1"b defi-

a
nierte stetige Funktion, so benutzen wir die Bezeichnung

b
s o) dx = M{p()} = M{g).

Die Funktion ¢(x) wird in a < x < b normiert genannt, wenn - der
Mittelwert

b b
blﬂ/q)(x)mdx=bia/|(p(x)[’dx= 1.

a a

So ist z. B., wenn # eine beliebige ganze Zahl bedeutet, die Funktion
&'"* normiert in 0 < x < 27, ja allgemeiner sogar in jedem Intervall
a=x=b, weil

b
/eim:e—w'nzdx =f1dx=b—a.
a a

Dagegen ist die Funktion cosnx, wo # eine positive ganze Zahl bedeutet,
in dem Intervall 0 =< x < 2x nicht normiert, weil

"1+ cos2nx 1 sin2nx]2n 1
0 2°

2x
1 1
—_— 2 _ — = —
2“fcos nxdx an > dx v [x + om
0 0

Ist die Funktion ¢ (x) nicht normiert, so 148t sie sich (sofern sie nicht
identisch verschwindet) immer durch Multiplikation mit einer passenden
Konstanten in eine normierte Funktion iiberfiihren. Der Mittelwert

b
s [lo@rax = M{lpp

ist nimlich in diesem Fall sicher reell und >0. Also existiert die

Funktion @ ()

YM{|o %}
und ist offenbar normiert. So ist z. B., wenn # eine positive ganze Zahl

bedeutet, }/Ecosnx eine normierte Funktion in 0 < x < 27 und all-
gemeiner ‘in jedem Intervall ¢ < x <a + 2m.

13. Eine (endliche oder unendliche) Menge von in @ < x < b stetigen

Funktionen Px), v,

heiBt ein Orthogonalsystem, wenn je zwei der Funktionen zueinander
orthogonal sind. Es wird auBerdem normiert genannt, wenn jede Funk-
tion des Systems im obigen Sinne normiert ist.
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Ein normiertes Orthogonalsystem ist somit ein Funktionensystem,
fiir welches die Relation _
Mipy}=o0

fiir zwei beliebige verschiedene Funktionen des Systems und die Relation

Mipe} = M{lp[F} =1
fiir jede einzelne Funktion des Systems besteht.
Beispiel. Das Funktionensystem
ens, n=0, +1, +2, ...
ist ein normiertes Orthogonalsystem in 0 << x < 27z oder allgemeiner
in jedem Intervall a<x=<a + 27 der Linge 2x. In der Tat gilt
M{grze-ims} =0 fiir n = m
M{grze "%} = M{1} =1 fiir jedes n.
Jede Teilmenge des betrachteten Systems ist offenbar wieder ein nor-
miertes Orthogonalsystem; das ganze System ist aber ,,vollstindig*
in dem Sinne, daB es nicht als Teilsystem in einem umfassenderen nor-

mierten Orthogonalsystem enthalten ist. Auf diese wichtige Eigenschaft
des Systems wird spiter ausfiihrlich eingegangen.

und

Fourierkonstanten beziiglich eines normierten Orthogonal-
systems. Ihre Minimaleigenschaft. BEesseLsche Formel und
BesseLsche Ungleichung.

14. Es bezeichne {p(x)} ein in @ < x < b normiertes Orthogonal-
system und F (x) = U(x) 4+ +V (x) eine beliebige in @ < x < b stetige
Funktion. Als die Fourierkonstante von F (x) beziiglich einer der Funk-
tionen @ (x) unseres Orthogonalsystems bezeichnen wir die Zahl

-b
F,=M{F#®) 9@} = biafF(x)qT(?)dx.

Dem System {p(x)} entnehmen wir nun eine gewisse endliche Anzahl
von Funktionen @, (x), @4(%), . . ., @a (%), und unter Benutzung beliebiger
komplexer Konstanten ¢, ¢,, . . ., ¢, bilden wir die Summe

S(x) = ¢,y (%) + c33(%) + -+ + Tupa(¥) .
Nunmehr stellen wir das folgende
Problem. Es sind die Konstanten ¢,, ¢,, . . ., ¢, so zu wihlen, daB
die Summe S(x) die gegebene Funktion F(x) #m Sinme der Methode
dey kleinsten Quadrate moglichst gut annihert, d. h. so, daB der Mittel-
wert

. b
M{F() — S@IY =51 [IF @) — S |2ax
moglichst klein ausfillt. ¢
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Es wird sich zeigen, daB dieses Problem eine und nur eine Losung
besitzt.

Durch direktes Ausrechnen (unter Verwendung der Identitit
|A|* = AA) erhalten wir

M{F — S} = M{(F(x) Zc, @ (x)) (F ® Zc, . )}
= M{FF} — zc‘,M{Faz - éc,M{Ftp,}

+2 ZC,‘ Cyy M {¢Vl P a}

) ;=1 v,_
also wegen
— 0 fiir », 4=,
M v, Pref —
P {1 fiir », =,
M{F —SP) = M{|FI} = 35 F,, — 30 Fp + 305
1 1 yu=]
3, = & =
= M{|F|%} + %(c, F,) (e —F,)— ZI,F%F%.
Somit erhalten wir die einfache Formel

M{F@ = S} = MIF @R} - 3IF,p + 3o —

Diese Formel gibt' uns nun die L&sung des gestellten Problems;‘
sie zeigt nimlich, daB der Mittelwert

M{|F(x) — S(») |}

moglichst klein ausfillt, wemn als Konstanien ¢y, cs, . . ., ¢, gerade die
Fourierkonstanten F, ,F, , ..., F, gewdihit werden. In diesem Fall
und nur in diesem erhilt namhch das letzte Glied der Formel (das
einzige, in das die Konstanten ¢, eingehen) seinen kleinstmdglichen
Wert 0.

Diese Minimaleigenschaft zeigt deutlich die Bedeutung der Fourier-
konstanten. Bemerkenswert ist, daB die Losung des Problems eindeutig
ist, und daB der Wert, den man der einzelnen Konstanten c, geben mus,
nur von der zugehorigen Funktion @, (x) abhingt und nicht von den

iibrigen Funktionen des Systems.

15. Werden in dem obigen Resultat fiir die Konstanten c, gerade
die Fourierkonstanten Fy, eingesetzt, ergibt sich die BessELsche Formel

mliFe) - SF,, g0} = M{F@P - ZIFe P
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Da hier det Ausdruck auf der linken Seite offenbar ;>0 ist, erhalten wir
als Corollar die BEssELsche Ungleichung

SIF, = MF.

Dies gilt also fiir eine beliebige Anzahl beliebig ausgewéhlter Funktionen
@, (x) unseres Systems.

Fourierreihen periodischer Funktienen.

16. Wir gehen nun dazu iiber, das wichtigste aller Orthogonal-
systeme, ndmlich das schon erwidhnte im Intervalle 0 < x << 2z nor-
mierte Orthogonalsystem

ens n=0, 1, +2 ...
niher zu studieren.

Mit P(x) (sowie spiter P;(x),...) bezeichnen wir eine beliebige
stetige Funktion der Periode 27. Als nten Fourierkoeffizient von P (x)
bezeichnen wir die Zahl

2n
ay = M{P(x) e~ "%} = %;/P(x) e~"dy,
0

und die mit diesen Koeffizienten a, gebildete trigonometrische Reihe

o0
> a,¢'** bezeichnen wir als die Fourierrethe von P(x). Wir benutzen
-—00

hierfiir die kurze Schreibweise
P(x) o Dl a, é"*.

Wir betonen ausdriicklich, daB es sich vorliufig um eine rein formale
Zuordnung handelt; von einer Ordnung der Glieder; geschwejge denn
von Konvergenz der Reihe od. dgl., ist zunichst keine Rede.

17. Als Begriindung dafiir, gerade diese Zahlen a, als Koeffizienten
zu, wihlen, kénnen wir folgendes anfiihren:

1°. Die Minimaleigenschaft von § 14, nach welclier jede endliche
Summe 2 '*a,¢*** von Gliedern aus der Fourierreihe die Funktion P(x)
»im Mittel” besser approximiert als irgendeine andere lineare Kom-
bination >*c,e'** von denselben Funktionen ¢**, in dem Sinne, daB

M{] P(x) — 2# an el'nz[z} < M{Ip(x) _ Zm Cn einz[z} ,
sobald nicht ¢, = a, fir alle betrefienden Werte von #.

Im folgenden soll stets >°* . ... fiir endliche Summen vorbehalten sein.
2° Wenn wir formal

P(x) = 22' by ein®
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ansetzen, so erhalten wir nach Multiplikation mit e *** und Mittel-

wertbildung eben
M{P(x)e """} = b,.

Es gibt aber einen besonders wichtigen Fall, wo diese formale Rechnung
zulissig ist; dies lehrt folgender

Spezieller Satz. Falls P(x) in eine trigonometrische Reihe
>'b,e"" entwickelt werden kann, welche (in irgendeiner Ordnung ihrer
Glieder) fir alle x gleichmaifig konvergiert, so mu3 diese Reihe gerade
die Fourierreihe von P (x) sein.

In diesem Fall ist ndamlich auch die durch Multiplikation mit e
entstehende Reihe gleichmiBig konvergent; die gliedweise Integration
ist somit erlaubt und ergibt eben a, == b, fiir jedes #.

Aus spiteren Griinden sprechen wir diesen Satz auch in der folgenden
Form aus: Falls eine trigonometrische Reihe > 'b,¢'"* (in irgendeiner
Ordnung ihrer Glieder) gleichmiBig konvergiert mit der Summe S(x),
so ist sie gerade die Fourierreih® dieser Summe S (x).

Z. B. ist ein , trigonometrisches Polynom* >* b, ¢'"* die Fourierreihe
ihrer Summe S (x).

-inz

Das Rechnen mit Fourierreihen.

18. Wir gehen nun dazu iber, die Beziehung zwischen Funktionen
P(x) und ihren Fourierreihen zu untersuchen, zunidchst von einem
ziemlich formalen Standpunkt. Wir wollen namlich zeigen, daB einfache
Operationen mit Funktionen P (x) zu entsprechenden formalen Opera-
tionen mit 1hren Fourierreihen parallel laufen.

Aus P (%) ~ X a,é"* folgen zunichst die einfachen Formeln

1) EP(x) o Dkay -e"'”,
wo k eine beliebige komplexe Konstante bedeutet In der Tat ist
M{kP(x) e~ "%} = kM{P(x) e~ &"‘} =ka,.

2) EmEP(x) o a0z, d h. Dla,_pm et
Denn ]

' M{em2 P(x)e "%} == M{P(x) e """ = a,_,,.
3) P(x+ k) Da, en@th  d h. Dla,eink.gin,

wo k eine beliebige reelle Konstante bedéutet._ Denn
M{P(x + k) e~} = "  M{P(x + k) e~in@+h}
also, indem wir x + k2 = x’ setzen,

— einkM{P(x’) e‘-inz’} = ¢ink, ay .
4) P(x) ~ Xa,e-inz, d.h. Ja_, e
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Denn
M{P(x -1} = M{P (%) 6" = a_,.

Aus P (%) o D' a,ei™® und P,(x) o D'b, €% folgt ferner
(5) Py (%) + Py(x) o > (a, + by) €=
Denn
M{(P,(x) + P,(x)) e *"*} = M{P;(x) e"*"%} 4+ M{Py(x)e~*"*} = a, + b,,.

[Aus den Formeln (1) und (5) folgt z. B., daB die Fourierreihe der Diffe-
renz P;(x) — Py(x) durch formale Subtraktion der Fourierreihen von
P, (x) und P,(x) entsteht.]

19. Von den obigen Formeln behandeln zwei, nimlich (1) und (2),
die Multiplikation einer beliebigen periodischen Funktion P (x) mit einer
ganz speziellen solchen Funktion. Wesentlich tiefer als diese beiden
Satze liegt der folgende allgemeine Multiplikationssatz

(8) Py (x) Py(x) ~ Dca €"® mit ¢, = Xa,b,

ut+v=n

Diese Formel ist richtig, kann aber erst spiter (in §§ 27—29} bewiesen
werden.

20. Einfach und wichtig fiir eine spitere Anwendung ist es, die
Fourierreihe der sog. ,.gefalteten Funktion'

Q) = M{Py(x +1) Py () fp (x + ) Py (t) dt

zu finden. Diese Funktion Q (x) ist offenbar wieder.eine stetige periodi-
sche Funktion der Periode 27, und es gilt die Formel

)] Q(x) M{P (x + t)P (t)} o Zan -n ene

Dies folgt sofort durch einfache Vertauschung der Integrationsreihen-
folge. In der Tat ergibt sich

M{Q(x) &7} = M{M{P, (x + &) Py ()} e~}
= M{PyOM{Py (s + 0 =) = M{P, () )
= “nltl{Pg(t) ey =anb_,.
Besonders wichtig -fiir die Anwendungen ist ein spezieller Fall. Fir

Py (x) = P(x) ~ X ae™* und P,(x) = P(x)ee' T a_, ¢ ergibt sich die
Formel -

®) Q(x):.rtf{P(ert)th)}Nza,,E;;ei". d.h. Xla,pein=.
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Die beiden Formeln (7) und (8) sind deshalb besonders interessant,
weil man zu ihrer formalen Herleitung des Multiplikationssatzes be-
darf [Aufstellung der Fourierreihe fiir die Funktion F () = Py (x + )P, ()
bzw. P(x + £) P(f)]. Man hitteé dahér erwarten diirfen, daB die Formeln
(7) und (8) ebenso tief liegen wiirden wie (8). Dies ist also, wie wir
gesehen haben, nicht der Fall. Ubrigens werden wir spiterhin einen
Beweis des Multiplikationssatzes eben auf Grund der Formel (7) fiihren.

21. Ist eine Folge von periodischen Funktionen
P, (x) oo D aim ein=
gegeben, die fiir m — oo gleichmiBig fiir alle x einer Grenzfunktion P (x)

zustrebt, so ist
9) P(x) = imPy,(x) > lim> ai ¢i**

m - oo m->» oo
Dies ist so zu verstehen, daB, wenn P (x)c > a,¢™* ist, bei jedem #

a, = lima™
m-—>oo

gilt, iibrigens gleichmiBig fiir alle .
Der Beweis ergibt sich ségleich aus der Formel

a, — a" = M{(P(x) — Pp(x))e~i"}.

Wird & > 0 beliebig gegeben, so-gibt es dazu ein M = M(¢), so daB,

sobald m>M, \py _ p.(x)| <e fir alle x.
Hieraus folgt aber, daB

|a, — a®| < M{e-1} =¢ fir m > M und alle ».

22. Es sei P(x) o~ a,€"* und
Pi(x) = j-P(x) dx

ein beliebiges unbestimmies Integral von P(x). Da bei beliebigem x
T+27

P,(x + 27) — P,(x) =[P(s)d5 =2na,,

so wird P, () periodisch mit der Periode 27 dann und nur dann sein,
wenn a4, =0 ist. In diesem Fall gilt die Formel

(10) P(x) ~C+ 21 x gine

Bei partieller Integration ergibt sich nimlich fiir # & O

M{P,(x)e "7} = 2—1:—:‘/‘P1 (x)e-i"*dx

tn

=—‘[P (x)e MTT-I-—.L-igji’(x)e"'”dx=o+;f;;-,
0
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Zwei fundamentale Siatze. Der Eindeutigkeitssatz und die
PARrsevALsche Gleichung.

23. Bei der niheren Untersuchung des Zusammenhangs einer Funk-
tion P (x) mit ihrer Fourierreihe erhébt sich zunichst die fundamentale
Frage, ob eine Funktion durch thre Fourierrethe eindeutig bestimmt ist,
d. h. ob zu zwei verschiedenen Funktionen P,(x) und P,(x) immer ver-
schiedene Fourierreihen gehdren. Die (bejahende] Antwort auf diese
Frage wird durch den weiter unten zu beweisenden Eindeutigkeitssatz
gegeben. An dieser Stelle begniigen wir uns damit, eine andere Formu-
lierung des Satzes zu geben. Hierzu sei

, Pl (x) ~ Zb,,' enz und . _P2 (x) oo ZC" gine :
dann ist, wie frither bemerkt,
P(x) = Py (x) — Py(%) ~ 3 (b — cp) &2,

Die beiden Funktionen P, (x) und P,(x) haben also dann und nur dann
dieselbe Fourierreihe, wenn fiir die Funktion P(x) = P;(x) — P,(x)
alle Fourierkonstanten gleich Null sind. Hiernach 148t sich der Ein-
deutigkeitssatz auch so formulieren: Es gibt keine nicht identisch ver-
schwindende Funktion P(x), fiir welche alle Fourierkonstanten a,, gleich 0
sitnd. Mit anderen Worten (da man jede nicht identisch verschwindende
Funktion P(x) durch Multiplikation mit einer passenden Komstanten
normieren kann), es gibt keine Funktion P(x), welche den folgenden
beiden Bedingungen geniigt

M{P(x)e-""*} =0, =n=0,+1,+2,...,

M{P@x)|}=1.
In dieser Form besagt der Eindeutigkeitssatz einfach, da das nor-
mierte Orthogonalsystem {¢'"*} nicht durch Hinzufiigung neuer periodi-

scher Funktionen der Periode 27 erweitert werden kann; es ist voll-
standig.

24. Es bezeichne wiederAP(x)xZa,, ¢ eine beliebige (stetige)
periodische Funktion der Periode 27.
Aus der BesseLschen Formel

M{P(x) — X*a,eins?) = M{P(x)p} — S*a, 2

(wo >* ... die Summe einer beliebigen endlichen Anzahl von Gliedern
bezeichnet) ergibt sich die BesseLsche Ungleichung

S*|a, 2= M{P(x) ).

Also muB die unendliche Rethe (mit nichtnegativen Gliedern)

wr
2 af?
—oo
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konvergent sein, und zwar mit einer Summe
=M{|P(x)[3}.

[Speziell gilt also a,— 0 fiir |#n| —o0.] Wir schreiben

o0

D = M{PE)Y — 3la 0.

Von fundamentaler Bedeutung ist dann die Frage, ob D > 0 oder
D = 0 ust.
1°. Ist D = 0, so kénnen wir zu jedem & > 0 eine endliche Summe

. 00
2*[:1,,[2 von Gliedern aus der Reihe Z]a,.]’ so wihlen, daf3
M{P(x)} — 2*|an* <e,
M{;’P(x) ___2* a, einz!z} <e,
und P (x) 148t sich somit durch trigonometrische Polynome mit
beliebiger Genauigkeit im Mittel approximieren.
2° Ist aber D > 0, so gilt fiir jedes trigonometrische Polynom

D%, ¢ mit beliebigen Koeffizienten nach der Minimaleigenschaft der
Fourierkonstanten

M{{P(x) — Z*c,c" 3} 2 M{{P(x) — Z*a, e},
und also nach der Besserschen Formel
M{P(x) — Z*cpem*l} = M{P(x)F} — 2* [a,

= M{P@H ~ 3 |ay* = Do,

d. h.

so daB in diesem Falle P(x) nicht mit beliebiger Genauigkeit durch
trigonometrische Polynome im Mittel angenihert werden kann (in der
Tat nicht mit einem Fehler kleiner als D).

Wir werden unten den Beweis dafiir erbringen, daf immer D =0
ist, d.h. daB fiir jede Funktion P(x) die ,,PARSEVALsche Gleichung'

S lap2 = M{P(x)}})

besteht. Nach dem oben Gesagten ist Qieser Satz mit dem folgenden
aquivalent: Jede stetige Funktion P (x) der Periode 27 laft sich im Mattel
beliebig gut durch trigonometrische Polvnome ke, e approximieren.

25. Bevor wir die beiden genannten fundameritalen Sitze beweisen,
wollen wir zunichst thre gegenseitige Beziehung diskutieren. Die beiden
Sitze zeigen sich in der Tat als dquivalent. Um dies cinzuschen, be-
weisen wir zunichst:

1°. Aus der PARSEVALschen Gleichung folgt der Eindeutigkeitssata.

Aus diesem Grund wird die Parsevaische Gleichung auch hiufig
als ,,Vollstindigkeitsrelation'* bezeichnet.
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Bewess. Es seien fiir eine Funktion P(x) alle Fourierkonstanten &,
gleich 0; dann folgt aus der PARsEvaLschen Gleichung

M(PEPY =3 |,

daB M{|P(x)|2} = 0 ist, so daB offenbar P(x) identisch verschwinden
muB.

Ebenso leicht (aber weniger trivial) ist der Beweis fiir die Um-
kehrung:

2°. Aus dem Eindeutigkeitssatz folgt die PARSEVALsche Gleichung.

Beweis. Ausgehend von P (x) ~ > a,¢'** bilden wir (nach Formel (8)
in §20) die Funktion ‘

Q(x)=ltl{P(x+t)I-Tt)} Zla”|zeinz.

Da nun die Reihe 3|4, |2 konvergent ist (mit einer Summe < M{| P (x) |%}),
so ist dieletzte Reihe 2|4, |2¢*"* (in jeder Ordnung der Glieder) gleich-
miBig konvergent fiir alle x und ist deshalb die Fourierreihe ihrer
Summe S(x). Die beiden Funktionen Q(x) und S(x) haben somit
dieselbe Fourierreihe (nimlich 3|4, [2¢*%); also ist, nach dem Ein-
deutigkeitssatz, Q(x¥) = S(x), d. h.

Q(x) =D |ay 2.
Wéhlen wir in dieser Gleichung speziell x = 0, so ergibt sich

0(0) = Jy{P(t) P@)} = M{P@®)5} =3 |a,l,

d. h. die PArsevaLsche Gleichung.

Der LeBEsGuEsche Beweis des Eindeutigkeitssatzes.

26. Um die beiden Hauptsitze zu beweisen, geniigt es nach dem
Obigen die Richtigkeit eines von ihnen darzutun. Wir geben hier einen
von LEBESGUE herrithrenden Beweis fiir den Eindeutigkeitssatz.

Fir den Gang der Entwicklungen ware es nicht nétig gewesen, diesen
Beweis zu bringen; in der Tat folgen die beiden Hauptsitze auch aus dem
unten zu beweisenden FEjtrschen Satz. Ubrigens gibt es in der allgemeinen
Theorie der fastperiodischen Funktionen keinen diesem einfachen LEBESGUE-
schen Beweis entsprechenden Beweis des dortigen Eindeutigkeitssatzes.

Es seien fiir eine stetige Funktion P (x) der Periode 27 alle Fourier-
koeffizienten gleich Null, d. h. es sei

M{P(x)e“i”"} = 0 fiir alle ».
Es ist zu beweisen, daB dann P (x) identisch Null ist.

Es ist keine Beschrinkung der Allgemeinheit, P (x) reell anzuneh-
men; wenn namlich alle Fourierkonstanten von P (x) gleich Null sind,
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so gilt dasselbe fiir die konjugierte Funktion P(x) und somit auch fiir
die beiden Funktionen —(P () + P(x)) und —(P (x) — P(x)), die
den reellen und imaginiren Teil von P(x) darstellen. Diese beiden
Funktionen konnen aber nur dann identisch verschwinden, wenn P (x)
identisch Null ist.

Wir fithren den Beweis indirekt und nehmen also an, daB P(x)
nicht identisch Null ist; es sei etwa P(x,) &= 0. Es ist keine Beschrin-
kung der Allgemeinheit, xy = 0 und P(0) > 0 anzunehmen; sonst er-
setze man P(x) durch P(x + x,) oder —P(x + x,). Es sei nun d(<m)
so klein gewihlt, daB P(x) >c¢> 0 fir —d <x <d. Wir wollen
dann ein trigonometrisches Polynom Q (x) = *,¢*"* konstruieren, das
nur reelle Werte annimmt, und das die Umgebung von ¥ = 0 besonders
hervorhebt. Hierzu betrachten wir
zunichst die Funktion @ F—— A

y(x) = cosx + (1 — cosd). % S 4
Diese Funktion erfiillt die folgenden 'Z————“““L‘
Bedingungen:

1°. Es ist p(d) = p(—d) =1.
2°. Esist |p(x)| <1 fir -t <r< —d und d <z < 7.
3°. Es ist p(x) > 1 fir —d <x < d und also speziell

po) >g>1 fir —2 <<l

Wir wihlen nunmehr Q(x) = (y(x))¥, wobei N irgendeine positive
ganze Zahl bedeutet. Wegen cosx =} (¢* 4- ¢~ *%) ist (y(x))" ein trigono-
metrisches Polynom, also (p(%))¥ =2 *c,¢'"*. Hieraus folgt aber, da
P(x) nach Voraussetzung zu allen Funktionen ¢'"* orthogonal ist, daB
P(x) auch zu (p(x))¥ orthogonal ist, d. h. (da beide Funktionen reell
sind) daB

fP (@) dx =0

ist. Dies fiihrt aber fiir hinreichend gro8e N zu einem Wider-
spruch. Bezeichnen wir namlich mit K die obere Grenze von |P (x)|,
so gilt fiir jeden Wert von N+

d
fP x) (px)¥dx —f—{— f f—l—fP(x) (@)Y dx
_a d

NIR.

—n —d 1
2

>—(r—d)K+0+dcg" +0—(n—d)K>dcg¥ —2aK.
In dieser Ungleichung ist aber die rechte Seite dcg” — 27K sicher >0,

sobald N hinreichend groB ist (sie strebt ja sogar gegen - oo fiir N> ).
Hiermit ist also der Eindeutigkeitssatz bewiesen.

Ergebnisse der Mathematik. I. Bohr. 2
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Der Multiplikationssatz.

27. Nachdem wir den Eindeutigkeitssatz und damit auch die PARSEVAL-
sche Gleichung bewiesen haben, werden wir jetzt den allgemeinen Multipli-
kationssatz (8) aus § 19 beweisen, und zwar wollen wir zeigen, daB dieser
Satz mit den beiden (untereinander dquivalenten) Hauptsitzen vollstindig
dquivalent ist.

Der allgemeine Multiplikationssatz besagt: Wenn P, (¥) ~ X a,¢'** und
Py(x) > X b,ei", so ist
(é) Py(x)Py(x)co X c et mit ¢, = X aub,,

Ht+rv=n
d.h. es gilt fiir jeden Wert von =
0o
M{Py(x) Py(%) e~'"%} =+2 aub, = 2 Auba_p.
12

Hierzu sei zunichst bemerkt, daB fiir jeden‘ Wert von 7 die auftretende
oo
Reihe X a,b, = ¥ auby_, absolut konvergent ist. Dies ergibt sich

ptr=n ft=—0c0
sofort aus der elementaren Ungleichung {abj<4(|a]* 4 |b|?), indem man
oo (o] oo

die Konvergenz der beiden Reihen X [a,[* und X |5,' = X [by—p[?
beriicksichtigt. p=—c0 Y= —co ‘p=—c0

Ferner bemerken wir, da8 es hinreichend ist, den speziellen Fall #» = 0
zu betrachten, wo es sich um das konstante Glied der Fourierreihe, also
um die Gleichung

* M{P,(x) P,(»)} = ¥ a,b, = Ja,b_,
u+v=0 u

handelt. Wenn namlich diese Gleichung richtig ist, so kénnen wir einfach
P, (x) durch die Funktion P,(x)e~in%co X by ,ei# ersetzen und erhalten
dann die allgemeinere Gleichung #

M{P,(x) Py(x) e~ "= =_§ auby_p.

28. Wir gehen nunmehr zu dem eigentlichen Beweis iiber.
1°. Aus dem Multiplikationssatz folgt die PARSEVALsche Gleickung (und
somit auch der Eindeutigkeitssatz).

Wahlt man namlich speziell P,(x) = P, (¥) ~ Xa_,e'"*, so ergibt sich
aus (*) die Gleichung

M{P, () Py(»)} = PRI

d. h. gerade die PArRsEvarsche Gleichung
M{IPl(x)P} = Zia,nl’
“"

2°. Aus dem Eindeutigkeitssatz (und somit auch aus der PARsEvaLschen
Gleichung) folgt der Multiplikationssatz

Der Beweis ist véllig analog zu einem fritheren Beweis. Wir bilden (nach
Formel (7) in § 20) die Funktion

Q) = th{Px (* +8) Py(t)} oo Za,, bt

Da nun (wie oben bemerkt) die Reihe Z a, b, absolut konvergent ist, so ist

die Reihe Z,a,‘ b_peir? (in jeder Ordnung der Glieder) gleichm#Big konvergent
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und ist deshalb die Fourierreihe ihrer Summe S({x). Andererseits ist sie
die Fourierreihe von Q(¥); also ergibt sich, nach dem Eindeutigkeitssatz,
daB Q(x) = S(x) ist, d. h. es gilt die Gleichung

M{Py(x + t)Py(t)} = Xa,b_,er.
t m A

Wahlt man hierin ¥ = 0, so ergibt sich die gewiinschte Relation (*).

29. Zum SchluB wollen wir noch zeigen, wie man mit Hilfe eines ein-
fachen Kunstgriffs den Multiplikationssatz auch aus der (spezielleren)
Parsevarschen Gleichung ableiten kann (ohne den Weg iiber den Ein-
deutigkeitssatz zu nehmen). Man hat dazu nur die elementare Identitit

uv =Hu+72— u—0PF+ilut+i0)? —dju—iT%}
heranzuziehen. Wendet man diese auf das Produkt P, (x) P,(#) an, so er-
gibt sich
M{P, P3}

= HM{ P+ B[} — M{P, — Py} + iM{ Py + 9 B,[Y} — iM{| P, — i P,[}].
Wendet man nunmehr die PArsEvaLsche ( (_}leichung auf die Funktionen
P, (%) + Py (%), Py(%) = Py(x), Py(%) + iP3(#) und P,(x) — iPy(#) an,
deren Fourierreihen nach den Formeln (1), (4) und (5) von § 18 bekannt
sind, so ergibt sich, daB in der obigen Relation die rechte Seite

oo

—_ oo . oo . oo I
=} 2t b aff —Zlan—b nP +i X iaa+ b WP — 1 3 [ay—ib_,
— > —o0 —co

ist. Hier kénnen wir nun Wieder dieselbe Identitit anwenden, jetzt aber
in der entgegengesetzten Richtung, und érhalten dann

oo *
M{P,P)}=Ya,b_,.
-—c0
Das ist aber eben die gewiinschte Relation (*).

Summabilitit der Fourjerreihe. Der FEJERsche Satz.

80. Wir haben gesehen, daf3 die Fourierreihe > a, 6" einer Funktion
P(x) diese Funktion eindeutig bestimmt. Diese Tatsache legt die
Frage nahe, ob man von der Fourierreihe aus die zugehorige Funktion
auch berechnen kann. Indem wir zu der Behandlung dieser Frage iiber-
gehen, wird es notwendig sein, zunichst eine bestimmte Ordnung
der Glieder zu wihlen(was fiir die bisherigen Entwicklungen entbehrlich
war). Wir nehmen die ,,natiirliche” Ordnung

Gy + (@6 + a_ie®) 4 - 4 (2,677 eI 4
Als nter Abschnitt der Reihe soll demnach die Summe

1
Sn (x) — Zav eive
-n

gelten. Das Naheliegendste wire nun, an Konvergenz zu denken. Diese
Maoglichkeit ist aber zu verwerfen; in der Tat gibt es, wie zuerst pu Bors-
REYMOND gezeigt hat, Funktionen P(x), deren Fourierreihe (in der
angegebénen Ordnung der Glieder) in einigen Punkten x divergent ist.

:‘k
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Dagegen erhilt man nach FEJER alles, was man wiinschen kann, wenn
man nicht nach Konvergenz, sondern nach Summierbarkeit fragt.

31. Wir erinnern an die Definition der Summierbarkeit (worunter
wir hier einfach die Summierbarkeit von der ersten Ordnung im CESARro-

schen Sinne verstehen) Es sei Zu,. eine gegebene unendliche Reihe,
und es sei s, —-Zu der nte Abschmtt der Reihe. Wird nun der Mittel-

wert »=0 :
So=t ot st ta) = S = - 2

v=0 r=0

gebildet, so heit die gegebene Reihe summierbar mit der Summe U,
falls S, — U fiir n->00.
Bemerkung. Summierbarkeit ist ein allgemeinerer Begriff als Konver-

genz, d. h. wenn eine Reihe D>'u, konvergent ist mit der Summe U, so

0
ist sie auch summierbar mit derselben Summe U. Andererseits gibt es
aber summierbare Reihen, die nicht konvergent sind.

32. Der FEjERsche Satz besagt nun das Folgende:
Die Fourierreihe

(=)
St =0+ (@67 + a6 41 4 (a6 4 a_emine) +
0

einer stetigen Funktion P (x) der Periode 27 ist immer summierbar, und
sogar gleichmdfig summierbar, mit der Summe P (x), d. h. der Mittelwert

n

(s0(0) + 510) 4 oo 4 504 (1) = - DT (n— [v) @i

r=—n

Sn(x) =

1
n

strebt fiir n— oo gleichmapig fiir alle x gegen P (x).
Der Beweis beruht auf einer Umformung des Ausdrucks fiir den
Mittelwert S,(x). Da fiir einen festen Wert von x

P(x +t) oo X a, ein® . eint,

haben wir zunjchst fiir den Abschnitt sa (x)

S‘u,(x) = za, erT — Z ‘M{P(x + t) e“i"‘}

y=—n rv==—nt

- M{P(x +y Ve —nt} M{P(x+ 1 D, )},

l——n
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wobei der DiricuLETsche Kern D, (t) durch
2” Fm+Dt_ iyt Sin (” + %)t cosnt— cos (n+1)t
Dn (t) = e—l”t = n i = =

: .t . ¢
ry sin — 2sin® —
e “ —e 2

——

y=—n

gegeben ist. Entsprechend ergibt sich fiir den Mittelwert S, (x), daB

n

Splx) = 2(1 — lZL)a €rr = M{P x +t) K, ()},

y=—n

wobei der FEJERsche Kern K, (¢) durch

K, :Z”(i 120) pmive = Z(n—[vl)e‘”‘

y=—n y=—n
=2 (Do®) + Dy(t) + -+ + Dy (1)
sin ni\2
1 1—cosnt__ 1 i 2
Tm .t om\ .t
2 sin? 2 sin —-
gegeben ist. Von diesen Ausdriicken fir K, (¢)
sind der erste und (Besonders) der letzte wichtig. ﬂ
Aus dem ersten geht hervor, daB
M{K,(t)} =

(weil das konstante Glied gleich 1 ist); aus dem
letzten Ausdruck geht hetvor, daB — im Gegen-
satz zu D, () —

K,(t)=0

fiir alle ¢. [Ist ¢ ein ganzes Multiplum

von 27, so ist K, (f) =#; ist nt, aber
nicht ¢, ein Multiplum von 27, so
ist K, () = 0.] — Z! Z S !! -
Es sei nunmehr ein & > 0 beliebig -5 - ) 7T
gegeben. Wir haben zu beweisen, daf3 Fig. 2.

b |Sa(x) — P(x)| < e
fiir alle x, sobald » > N = N (s). Fir e'i;‘:beliebiges festes x gilt
Sa(x) — P(x) = M{P(x + K, ()} — P )124 {Ka ()}

= M{{P(x + ) — P) K, ().
t

Nun.ist P (x) stetig und periodisch; also ist P (x) beschriankt und gleich-
miBig stetig, d. h. es ist
|[P(x)l = C fir alle x

und [P(x) — Pxy) =< fir |2 — 2l <8 =0(n).
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Bezeichnen wir also mit () die obere Grenze von |P(x,) — P (xp)]
fiir |, — x,| = 9, so gilt w () - 0 fiir 6 > 0. Indem wir die genannten
Eigenschaften von K, (f) ausnutzen, erhalten wir nun fiir ein beliebiges
5 (<em)

1S.(x) — P(x)| < E’;]!P(x + 1) — P(x)| K, (t) dt

r ] -0 T
1 . 1
=2z ,[+f+ﬂ P(x +1t) — P(x)| K, () d¢
r 3
-3—2—1; a>(6)fK..(t)d&+ 2w — 8)2C -~ ‘ 1 -
| ¢ smz—z—
[ ; 2C
< —|w(d) |[K.(t)dt 4 2l
2" —:{ v sm‘*%}
) + 125
sin? — 2

Wir wihlen nun zunichst ein festes d so klein, dal w(d) <¢/2,

und danach ein N so groB, daB 57 L ——3— < . Dann gilt fir n >N

(und alle %) sz

ls”(x) - P(x){ <‘5‘ + -2— = g
womit der Satz bewiesen ist.

83. Es sei- ausdriicklich hervorgehoben, daB der Beweis des FEJER-
schen Satzes unabhingig von den friitheren Hauptsitzen gefiihrt wurde;
bei den entsprechenden Sitzen in der Theorie der fastperiodischen
Funktionen liegen die Verhéltnisse anders. Es ist deshalb von Interesse,
die genannte Unabhingigkeit zu betonen, weil andererseits aus dem
FEeJErschen Satz die beiden Hauptsitze direkt gefolgert werden konnen.

DaB der Eindeutigkeitssatz in dem FEjErschen Satz -enthalten ist,
leuchtet ein, wenn man bemerkt, daf dieser Satz sogar einen Algorithmus
angibt, um von der Fourierreihe von P () aus zu der Funktion P (x) zu
gelangen.

. DaB die PARsEVALsche Gleichung in dem Satz enthalten ist, soll
sofort gezeigt werden.

Der WEIERSTRASSsche . Satz.

~ 84. In dem FEjErschert Satz ist speziell ein klassischer Satz vom
WEIERSTRASS enthalten, der als der eigentliche Hauptsatz der Theorie
der (stetigen) periodisghen Funktionen gelten kann.
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Jede stetige Funktion P (x) der Periode 27 kann gleichmdfig fiir alle x
durch trigonometrische Polynome >*c, &** approximiert werden, d.h. zu
einem gegebenen & > 0 1Bt sich eine Summe 3*c, ¢'"* so angeben, daB

|P(x) — D*c,eim?| <&
fiir alle «.

Dieser Satz ist unmittelbar in dem FEj£Rschen Satz enthalten und
ergibt sich aus diesem, indem man einfach den speziellen Charakter der
trigonometrischen Polynome S, (x) nicht mehr beriicksichtigt. Er be-
sagt auch viel weniger als dieser; so sei z. B. erwihnt, daB aus derh
FEjErschen Satz unmittelbar hervorgeht, da man in die approxi-
mierenden Summen Z*c '™ nur solche Schwingungen ¢*"# aufzunehmen
braucht, welche tatsichlich in der Fourierreihe von P(x) auftreten,
d. h. deren Fourierkoeffizienten a, von Null verschieden sind. Der
WEIERSTRASSsche Satz enthilt aber schon die PARSEVALsche Gleichung,
die ja nur die Moglichkeit einer Approximation von P(x) im Mittel
durch trigonometrische Polynome behauptet. Damit ‘

M{P(x) — D*cpe** B} < ¢
sein soll, geniigt es offenbar, daB fiir alle x

|P(x) — Z*caei?| < Ve
ist.

35. Fiir spitere Zwecke empfiehlt es sich, den Satz von WEIERSTRASS
in einer unwesentlich verschiedenen Formulierung zur Verfiigung zu
haben.

Wir betrachten die Menge aller endlichen Summen der Form
S(x) = X*cy et

{mit beliebigen komplexen Koeffizienten) und erweitern diese Klasse,
indem wir zu ihr alle Funktionen f(x) hinzufiigen, welche durch solche
Summen S (x) gleichmapig approximiert werden kénnen; die so erweiterte
Funktionenklasse wollen wir die abgeschlossene Hi illle von {S (x)} nennen
und mit H{S{x)} bezeichnen.
* Dann ist diese Funktionenmenge H{S (x)} identisch mit der Klasse alter
stetigen periodischen Funktionen P (x) der Periode 2.

Denn einerseits muB offenbar jede zu H{S (x)} gehérige Funktion
stetig und periodisch der Periode 27 sein, weil jede Funktion S (x), und
somit auch jede gleichmiBige Grenzfunktion von Funktionen S(x),
diese Eigenschaften besitzt; und daB amdererseits jede stetige, mit der
Periode 2z periodische Funktion P (x) zu H{S (x)} gehort; ist ja gerade
der Inhalt des WEIERSTRASSschen Satzes.

- 36. Miermit schlieBen wir die Theorie der stetlgen periodischen
Funktionen. Es sei bemerkt,“daB man den WEIERSTRASSschen Satz
auch ohne den Umweg iber die Fourierreihen beweisen kann, und daB
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dieser Satz dann vielleicht den einfachsten Zugang zu den Hauptsitzen
der Fourierreihentheorie bildet. Wenn die hier gegebene Darstellung
gewihlt wuede, so geschah es darum, weil uns die Theorie der rein-
periodischen Fumktionen als Vorbild fiir die jetzt zu entwickelnde
Theorie der fastperiodischen Funktionen dienen soll. Dort ist nimlich
der Weg iiber die Theorie der Fourierreihen der natiirliche (und bisher
einzig gangbare), weil diese Theorie die in den approximierenden Summen
>'*c,¢** zu verwendenden Exponenten 4, in einfacher Weise liefert.

Zwei Bemerkungen.

87. Wir haben bisher in diesem ersten Teil nur stetige periodische
‘Funktionen P (x) betrachtet, und zwar weil wir schon vom Anfang an
den Satz von WEIERSTRASS vor Augen gehabt haben, der ja gerade fiir
diese Funktionenklasse eigentiimlich ist. Wenn man sich aber nur um
die Hauptsitze der Fourierreihentheorie kiimmert, so ist zu be-
merken, daB diese Sitze auch fiir allgemeinere Funktionenklassen ihre
Giiltigkeit behalten; ein einziges hierher gehériges Ergebnis wird fiir
eine spitere Anwendung innerhalb der Theorie der fastperiodischen
Funktionen nétig sein.

Es sei P(x) periodisch mit der Periode 2u und stetig iiberall ms?
Ausnahme von den Pumkien 0, 427, 447, ..., wo P(x) ,Spriinge

-2 0 o '
Fig. 3.

aufweist (d. h. wo Grenzwerte von links und reclits existieren, aber
voneinander versghieden sind). Ferner sei

o 2%
Za,.e‘" mit a, = 2% /P(x)e“""dx
s 0

die Fourierreihe von P(x). Wir wollen zeigen, daB unter diesen Um-
stinden die PARSEVALsche Gleichung .

*) 2 [IP@Rdz = Dja,f
0 —00

richiig dlesbt, und daB dariiber hinaus auch die etwas mehr dussagende

Gleichung 2= o
1 i .
2”‘[P(x + HPEdt= D |ay[tein
h) —o©

ihre Giiltigkeit behilt.
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Bewess. Genau wie in § 24 beweist man, daB die Reihe >’ |, |2 kon-
vergent ist (iibrigens mit einer Summe < M{| P(x)?}), und es konver-
giert somit auch die Reihe |a, [2¢"*, und zwar gleichmiBig fiir alle x;

ferner ergibt sich, genau wie in § 20, daB die gefaltete Funktion
27
Q@) = 5= [P(x+ 0 POt
0

(die wieder periodisch mit der Periode 2 ist) als Fourierreihe gerade
diese Reihe 2, |as [26'"* besitzt. Nun ist aber die Funktion Q (x) (trotz

der Unstetlgkelten des Integranden P(x + #) P(t)) eine iiberall
stetige Funktion von x; also 148t sich der Eindeutigkeitssatz (fiir stetige
Funktionen) ohne weiteres verwenden und ergibt die gewiinschte

Gleichung oo
Q(x) = Z J:anlz e‘”z ’

welche fiir x = 0 in die PARSEVALsche Gleichung (*) iibergeht.

38. SchlieBlich bemerken wir noch, daB es durch die einfache Variabel-
transformation

offenbar erméglicht wird, ohne neue Uberlegungen auch periodische
Funktionen zu behandeln, deren Periode nicht gerade 27, sondern
eine beliebige positive Zahl T ist. Es sei F(x) eine solche Funktion,
welche in den Punkten mT (m = 0, £+1, 42, ...) Spriinge aufweisen
mag; dann wird ihre Fourierreihe von der Form

2n
—Z

F(x) o Xa, &' T

sein, wo
T

tn {F(x) e } / Fx)e

und’ es gilt wiederum die PArRsEvALsche Gleichung

’TﬁF(x)izdx = S’ |y 2
s <=

sowie ihre Verallgemeinerung

7 had .23
Gl = A [Fa+0Far = Dape" T
0

-0



Die Theorie der fastperiodischen
Funktionen.

Das Hauptproblem der Theorie.

39. Wir betrachten die Menge aller endlichen Summen

~
s(x) = Za”eilnl, —w<x<w,
n=1

wo die Koeffizienten a, beliebige komplexe GréBen und die Exponenten
/, beliebige reelle GréBen sind. Die Menge dieser Funktionen s ()
,,schliefen wir ab‘’, indem wir zu ihr alle Funktionen f (x) = u(x) + v (x)
hinzufiigen, welche gleichmdfig fiir alle x durch solche Summen s(x)
approximiert werden kénnen, d. h. fiir welche es bei jedem &> 0 ein
s(x) derart gibt, daB3

[f(x) —s(x)|=e fir —oo<x<oo;

[diese Funktionen f(x) sind offenbar stetige Funktionen von x]. Die so
erweiterte Funktionenklasse nennen wir die abgeschlossene Hiille der
Menge {s(x)} und bezeichnen sie mit H{s(x)}.
"~ Das Hauptproblem der Theorie besteht darin, die Funktionen f(x)
dieser Klasse H{s(x)} durch ,,Struktureigenschaften zu charakteri-
sieren, also durch Eigenschaften, welche in keiner direkten Beziehung
zu den bei der Definition von H{s(x)} verwendeten Begriffen stehen.
Bemerkung. Ein fundamentaler Unterschied zwischen diesem Pro-
blem und dem entsprechenden (von WEIERSTRASS geldsten) fiir den
Fall harmonischer Summen >*a,¢** ist, daB 'im jetzigen Falle die
Exponenten 4, aus der iberabzihlbaren Menge aller reellen Zahlen
— 00 < 4 < oo und nicht nur aus der abzihlbaren Menge A=n (=0, +1,
42,...) gewdhlt werden. Spiter werden wir sehen, daB die zu der
Klasse H{s(x)} gehorigen Funktionen f(x) uns dadurch iiber diese
Schwierigkeit hinweghelfen, daB sie selbst verschiedene abzihlbare

Exponentenmengen 4,, 25, 45, . . . herauspicken, welche die harmonische
Exponentenmenge 0, 41, 42, ... ersetzen.
Verschiebungszahlen.

40. Um einen Ausgangspunkt zu finden, betrachten wir zunichst
als einfachstes Beispiel einer Funktion der Klasse H{s(x)} die Funktion

s(x) = eihz | gtz

wobei 4; und 1, reelle von Null verschiedene Zahlen bedeuten. Die
beiden Glieder ¢'* und ¢i%* sind je fiir sich periodisch bzw. mit den
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Perioden p, = 2a/|4;| und p, == 27/|1,| (gleichzeitig mit diesen Zahlen
sind natiirlich auch beliebige ganzzahlige Vielfache davon Perioden
von %% und €*%). Zwei Fille sind nun zu unterscheiden:

1°. A4/Ay ist rational, d. h. p,/p, ist rational oder n,p, = nyp, fiir
zwei von Null verschiedene ganze Zahlen », und #,. In diesem (trivialen)
Fall haben die zwei Glieder ¢4 und ¢** die gemeinsame Periode
P = n,p, = n,p,, und die Summe s(x) ist reinperiodisch mit dieser
Periode P.

2°. AyfAy ist drvational, d. h. p,/p, ist irrational. In diesem Fall ist
kein Multiplum von p, gleich einem Multiplum von p,, d. h. die beiden
arithmetischen Progressionen (0, 4-p,, 4-2#,,...) und (0, 4-p,, +2p,,...)
haben den Anfangspunkt als einzigen gemeinsamen Punkt. In diesem
Fall ist die Funktion s(x) nicht periodisch; z. B. hat sie den Wert 2
fiir ¥ = 0 und fiir keinen anderen Wert von x.

Dagegen gibt es hier, wie leicht zu beweisen, zu einem gegebenen
0 > 0 Paare von beliebig groBen ganzen Zahlen #, und #,, so daB

|13y — ngps| < O

(es ist dies ein Spezialfall eines allgemeinen Satzes iiber Diophantische
Approximationen). Es sei T eine Zahl, die ,,nahe” an #,p, und n,p,
liegt (etwa eine Zahl zwischen #,p, und #n,p,); dann ist 7 ,fast” eine
Periode sowohl fiir %% als fiir ¢*% und also eine ,,Fastperiode‘
fiir ihre Summe s(x), d. h. die Differenz s(x 4 7) — s(x) ist sehr klein
fir alle x.

41. Durch diese Uberlegungen werden wir auf die formale Definition
einer ,,Verschiebungszahl“ gefithrt. Es sei f(x¥) = #(x) 4+ v (x) eine
beliebig gegebene, fiir —oo << x << oo stetige Funktion. Die reelle
Zahl v wird alsdann eine zu & gehdrige Verschicbungszahl von f(x) ge-
nannt (und mit 7(¢) oder 7,(¢) bezeichnet), falls

[fx+17) —flx)| e fir —oo<x<oo.

Bemerkung. Offenbar wird eine zu & gehorige Verschiebungszahl
von f(x) a fortiori zu jeder GroBe & > ¢ gehdren, und gleichzeitig mit =
wird auch —7 eine zu ¢ gehorige Verschiebungszahl von f(x) sein  Ferner
gilt 7(e;) + T (&) = T(&; + &) (und (&) — T(e) = T(e; + &5)), d. h. die
Summe (oder die Differenz) zweier zu &, bzw. &, gehériger V- rschiebungs-
zahlen wird jedenfalls eine zu ¢, -+ &, gehorige Verschiebungszahl sein.

Definition der Fastperiodizitit.

42. Durch das oben studierte spezielle Beispiel wird es uns nahe-
gelegt, die Klasse der Funktionen f (x) zu betrachten, welche die folgende
Eigenschaft besitzen: Zu jedem & >0 gibt es Verschiebungszahlen
T = 7(€) von f(x) und unter diesen Zahlen 7 () beliebig groBe. Dieser
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Ansatz wire aber kein gliicklicher; nicht nur ist die Klasse dieser Funk-
tionen f(x) weit davon entfernt, die gewiinschte Klasse H{s(x)} zu
sein, sondern es l4Bt sich sogar durch passend konstruierte Beispiele
zeigen, daB sie nicht einmal der einfachen Operation der gewdhnlichen
Addition” gegeniiber invariant bleibt, d.h. falls f(x) und g(x) zwei
Funktionen dieser Klasse sind, braucht ihre Summe f(x) + g(x) nicht
wieder zu der Klasse zu gehdéren.

43. Um zu erreichen, daB f(x) zu H{s(x)} gehort, muB in der Tat
mehr von f(x) gefordert werden, als daB sie bei jedem & > 0 beliebig
groBe Verschiebungszahlen besitzen soll. Zu diesem Zwecke fithren
wir den Begriff der ,relativen Dichte’ ein. Eine Menge E von reellen
Zahlen T wird als relativ dicht bezeichnet, falls nirgends beliebig grofle
Liicken zwischen den Zahlen 7 vorhanden sind; genau gesprochen, falls
eine Ldinge L derart existiert, daB jedes Intervall x <x <o + L
dieser Linge mindestens eine Zahl 7 der Menge E enthilt.

Beispiele. Die Zahlen np (n = 0, 41, 42, . . .; p > 0) einer arithme-
tischen Progression bilden eine relativ dichte Menge, und zwar die
einfachst mogliche. Die Menge der Zahlen +#%(n = 0,1, 2,...) da-
gegen ist keine relativ dichte (weil (# 4 1)2 — #% = 2# 4+ 1 —> oo fiir
n — o0). Allgemein gesprochen mag eine relativ dichte Menge als eine
solche beschrieben werden, die ,,ebenso dicht‘‘ ist wie eine arithmetische
Progression.

44. Nunmehr gehen wir zu der eigentlichen Definition einer ,,fast-
periodischen” Funktion iiber.

HAUPTDEFINITION. Eine fiir —oa << x < oo stetige Funktion wird
fastperiodisch genannt, falls es zu jedem &> 0 eine relativ dichte
Menge von zu € gehdrigenw Verschiebungszahlen der Funkiion f(x) gibt.
Es soll mit anderen Worten zu jedem &> 0 eine Linge L = L ()
derart geben, daBl jedes Intervall & <<x << & + L dieser Linge L (¢)
mindestens eine Verschiebungszahl 7 = 7(¢) enthilt.

Beispiele. "Eine stetige reinperiodische Funktion f(x) der Periode ¢
ist offenbar ein spezieller Fall einer fastperiodischen Funktion; in der
Tat konnen wir hier bei jedem ¢ die Perioden np (n = 0, +1, +2,...)
als Verschiebungszahlen 7 (¢) verwenden. — Ferner ist klar: Wenn f (x)
fastperiodisch ist, so gilt dasselbe von f(x + ¢) (c eine beliebige reelle
Konstante), von ¢f(%) (c eine beliebige komplexe Konstante), von f(x)
und auch von |f(x)| (weil |if(x + 7)| — [f(x)!| = |F(x + 7) — f()]).

Falls f(#) nicht gerade reinperiodisch ist, mu8 notwendig jede brauch-
bare Léinge L () beliebig gro sein, wenn nur ¢ hinreichend klein gewihilt
wird. Sonst wiirde es namlich offenbar moglich sein, fiir alle ¢ eine und
dieselbe Lange L zu verwenden; also lige z. B. im Intervall L <& =Z2L
ein Haufungspunkt von beliebig feinen (d. h. zu beliebig kleinen ¢ ge-

hoérigen) Verschiebungszahlen 7z, und ein solcher Hiufungspunkt wiirde, im
Gegensatz zur Annahme, eine Periode von f(x) darstellen.
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Der Hauptsatz der Theorie der fastperiodischen Funktionen {der erst
am Ende dieser Vorlesungen bewiesen werden kann) besagt, daB die
Klasse der fastperiodischen Funktionen mit der Klasse H {s(x)} identisch
ist. Die Fastperiodizitit ist somit gerade die gewiinschte Struktur-
eigenschaft, welche die zu H{s(x)} gehorigen Funktionen f(x) charak-
terisiert.

Zwei einfache Eigenschaften fastperiodischer Funktionen.

45. Wir wollen .die Theorie der fastperiodischen Funktionen in
recht genauer Analogie mit der Theorie der reinperiodischen Funk-
tionen entwickeln; dabei ist aber zu bemerken, daB mehrere Sitze, die
fiir reinperiodische Funktionen so trivial sind, daB wir sie gar nicht
genannt haben, fiir fastperiodische Funktionen schon nicht mehr trivial
sind. Dies gilt z. B. von den beiden Sitzen, die wir zunichst beweisen
wollen, wonach jede fastperiodische Funktion beschrinkt und gleich-
miBig stetig ist. Die entsprechenden Sitze fiir reinperiodische Funk-
tionen sind deshalb trivial, weil man sich bei der Untersuchung einer
solchen Funktion auf die Betrachtung der Funktion in einemendlichen
Intervall beschrinken kann. Fiir fastperiodische Funktionen beruhen
die (sehr einfachen) Beweise auf einer dhnlichen Bemerkung, die jedoch
erst durch die in der Definition der Fastperiodizitit geforderte Existenz
der Linge L = L (¢) ermoglicht wird. Aus der Eigenschaft dieser Zahl

= I (£) folgt ndmlich sofort, dal, wenn wir ein festes Intervall J
derLang» L =L (¢) betrachten, z. B. das Intervall 0 < x < L, wir imstande
sind, zu jeder beliebig gegebenen Zahl x, eine Verschiebungszahl 7 =7 (¢)
(= 7 (e, xo)) so zu finden, daB x, bei einer Verschiebung um 7 in einen

4

€ ——

T s + —

/ Xy L Zp
Fig. 4.

Punkt %, = x4, 4 7 dieses Intervalles J iibergeht — wir haben ja nur
die Verschiebungszahl 7(¢) so zu wihlen, daB sie dem Intervalle
—%9 <% < —%, + L der Liange L angehdrt —, wodurch es auch in
diesem Fall bei den Beweisen ermoéglicht wird, die Betrachtungen sozu-
sagen auf ein festes, endliches Intervall zu beschrinken.

46. Wir gehen nun zu den genannten Sitzen iiber.
Sarz 1. Eine fastperiodische Funktion f[(x) ist beschrinkt, d.h. es
gibt eine Konstante C = C(f), so daB3

fr)i-"C fir —oo<x<oo.

Beweis. Zunichst bestimmen wir, z. B. zue = 1, die Linge L = L (1).
In dem abgeschlossenen Intervall 0: 7 x =5 L(1) ist die Funktion f(x)
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beschrinkt, etwa |f(x)| =< c. Dann wird in jedem Punkt x, die Un-
gleichung |f(x,)|=c + 1 = C stattfinden. In der Tat konnen wir
zu einem beliebig gegebenen x, eine Verschiebungszahl 7 = t(1) so
finden, daBl 0 < xy + 7 << L(1), und erhalten somit

)| =[f(x + )|+ [F(x) — flxo +7)|=c+1.
Corollar. Mit f(x) ist auch (f(x))? fastperiodisch. In der Tat gilt
| ()2 — ()] = [f(r-+7) +1(2)] - | F(x+7) — ()] == 2C | f(x+7) — ()]

und es ist somit jede zu &/2C gehérige Verschlebungszahl von f(x) zu-
gleich eine zu & gehorige Verschiebungszahl von (f(x))2.
Insbesondere ist |/(x)|? eine fastperiodische Funktion.

Als eine adhnliche einfache Anwendung des Satzes I sei die folgende ge-
nannt. Ist die fastperiodische Funktion f(x) + 0 fiir alle », so ist es, damit
1/f(x) wieder fastperiodisch sei, notwendig, dal die untere Grenze y von
|f(#)| fir — 00 < x < 0o gréBer als Null ist (eine Bedingung, die nicht von
selbst erfiillt ist). Diese Bedingung y > 0 ist aber auch hinreichend; denn
aus der bei jedem r giiltigen Ungleichung

4|0 —fw)
fx+1 )

lf(x+f)-—l(x)!

1) fx +7)

ergibt sich ja alsdann, daB jede zu y%¢ gehérige Verschlebungszahl von f(x)
zugleich eine zu ¢ gehérige Verschiebungszahl von 1/f(#) ist.

Satz I1. Eine fastperiodische Funktion f(x) ist gleichmiPig stetig
fiir — o0 << x < oo (und nicht nur in jedem endlichen Intervall), d. h.
zu einem beliebig gegebenen & > 0 gibt es ein 6 = d(¢) derart, daB

fx) — FHxg)| = e fiir % — X% = 0.

Beweis. Zu dem gegebenen & bestimmen wir zunichst die Linge
L=1L ( £ ) und betrachten das endliche abgeschlossene Intervall
— =x= L( )—{— 1. Danach bestimmen wir ein d(<1), so daB die
Ungleichung |/(y;) — f (v,) < ;« fiir jedes Punktepaar (y,, ¥,) imInter-
Valle(—1,‘ L (%) + 1) besteht, fiir welches |y, — y,| < 6. Dann wird

dieses & die gewiinschte Eigenschaft haben. In der Tat, es sei (¥;, ,)
ein beliebiges Punktepaar mit |x; — %,| < J, und es sei die Ver-

schiebungszahl v = ‘r(%) so gewdhlt, dal der Punkty, = x; + 7 in das

Intervall 0 <x < L( )zu liegen kommt; dann wird der Punkt

Vs = %, + T offenbar mnerhalb des Intervalles (—1 L( ) + 1) liegen,
und wir erhalten somit die Ungleichung

(xl)—fxz) =|f (%) "fY1|+lf9’1 — fya) i + [f(yg) — F(xp)!

e
— 3 3 3 €
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Bemerkung. Der Satz II ist mit der folgenden Aussage dquivalent:
Zu jedem ¢ gibt es ein J, so daB jede Zahl T mit |7| = ¢ eine zu ¢ ge-
hérige Verschiebungszahl 7(g) darstellt.

47. Aus dem Satze II folgt sofort das in der Folge mehrmals zu
benutzende

Corollar. Zu jedem ¢ gibt es ein L und ein d, so daB jedes Intervall
& <x <o+ L der Linge L nicht nur eine einzige Verschiebungs-
zahl 7 (¢), sondern ein ganzes Intervall der Linge 0 enthilt, dessen Punkte
alle Verschiebungszahlen 7(¢) sind.

Beweis. Es seien L(;) und (3(
Fastperiodizitit und nach dem Satze II gewihlt. Dann erfiillen die
beiden Zahlen L = L(;) + 26(—;) und § = 26(%) die Bedingungen
des Corrolars. In der Tat liegt in jedem Intervall der Linge L(;) eine

L(3)
-~

x P o+l

~:—\) bzw. nach der Definition der

Verschiebungszahl ;), und ferner ist jede Zahl der Form ‘r(-;—) + B
mit |f < 6(;) eine Verschiebungszahl 7(e), weil nach dem Satze II
die Zahl f eine Verschiebungszahl 7’ | ist. Also liegt in jedem Inter-

vall der Linge L(—Z—) +2 6(%) ein Intervall der Linge 26( ;), dessen
Zahlen alle Verschiebungszahlen 7 (¢) sind.

Eine etwas weniger aussagende, aber fiir die Anwendungen be-
quemere Form des Corollars, ist die folgende: Zu jedem ¢ gibt es ein L
und ein 4, so daB bei einer beliebig gewihlten positiven GroBe 3 = 6
jedes Intervall & << x << & + L der Linge L eine Verschiebungszahl
T () enthilt, welche ein ganzes Vielfaches von 7 ist.

Die Invarianz der Fastperiodizitit gegeniiber einfachen
Rechenoperationen.

48. Nunmehr gehen wir zu einem schwierigeren Satze iiber.

Satz III. Die Summe f(x) + g(x) zweier fastperiodischer Funktionen
f(x) und g(x) ist wiederum eine fastperiodische Funktion.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB es 'zu jedem & > 0 eine relativ
dichte Menge von gemeinsamen Verschiebungszahlen 7{¢) der beiden
Funktionen f(x) und g(x) gibt; in der Tat wird offenbar jede. solche
Zahl 7 = 7,(¢) = 7,(¢) eine Verschiebungszahl 7, +g (2€) sein, weil

{fx-Fr)+gx+1) — () +g@)] . - flx+1)—f(x) + glx+1)—g(%) =2e.



32 Die Theorie der fastperiodischen Funktionen. [452

Wir benutzen das Corollar von § 47 in der letzten Form und be-
stimmen nach diesem Corollar zu der gegebenen Zahl &/2 entsprechende
Zahlen Ly, §,und L,, §,. Esseien L, = Max(L,, L,) und 7 = Min (J,, 4,
gesetzt; dann enthilt jedes Intervall « <x < & + L, der Linge L,
sowohl eine Verschiebungszahl 'rf( ) als eine Verschiebungszahl

( ) die beide Vielfache von % sind (s. Fig. 6).

& oy gl)mr o

Fig. 6.

Wir betrachten alle Paare von solchen Verschiebungszahlen, d. h.
alle Paare (r,(%), rg(%)) mit 7, =77, T, =7"7n und |7, — 7, | < L,;
fiir jedes Paar dieser Art ist 7, — 7, = (' — n’’) ) = n7, wobei # eine
ganze Zahl ist. Wegen |nn| < L0 kommen sicher nur endlich viele
verschiedene Werte von n# vor; es seien diese mit 7,7, #y7, . . ., ngn
bezeichnet, und sie seien durch die (beliebig gewihlten, aber danach
festgehaltenen) Punktepaare (7{V, 7'V), (1‘2) ), ..., (79, 7)) , repra-
sentiert’. Ferner sei

Max || =1
q=1,2....,Q
gesetzt. Wir werden dann zeigen, daB jedes Intervall der Linge L, + 21
mindestens eine gemeinsame Verschiebungszahl v = v4(e) = 7,,(e) enthils.

Es sei « <x <&+ L,+ 2! ein beliebiges Intervall der Linge

Ly+2l. In dem Intervall « +!<x<a& + L,+ ! der Linge L,
./_l\/d_n—_éa.\/-z‘\x

¥

x© ol z (_Zé) 5 (?6) oty ety 2l

Fig. 7.

wihlen wir (s. Fig. 7) zwei Verschiebungszahlen 1,(%) =n'n und
rg(f;—) =n"n. Es sei n,n dasjenige der obigen Multipla von 7, fiir

welches 7, — 7, = "y ist, und es sei 7%, 7/ das vorhin gewihlte feste
»Reprisentantenpaar dieses #,7. Dann 1st =T, =179 — 70, d.h.
7 — 7 =17, — 79, und dlese letztere Zahl

‘l’=‘tf-‘r(?)=1,' _1(9)

wird unsere Wiinsche erfiillen. In der Tat ist sie erstens, als Differenz
zweier zu ¢/2 gehdriger Verschiebungszahlen, eine zu & gehérige Ver-
schiebungszahl sowohl von /(x) als von g(x), und zweitens liegt sie im
Intervall («, & + L, + 21), weil 7, dem Intervall (x + I, x + Ly + /)
angehért und |7i?| < 1.
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N
Corollar. Die Summe f(x) = > p,(x) einer endlichen Anzahl von
1

stetigen periodischen Funktionen p,(x) (mit beliebigen Perioden) ist
fastperiodisch. Insbesondere ist jedes trigonometrische Polynom

N .
s (%) = D agettn®
1
etne fastperiodische Funktion.

[Da —g(x) fastperiodisch ist gleichzeitig mit g(x), folgt aus dem
Satze III z. B., daB auch die Differenz f(x) — g(x) eine fastperiodische
Funktion ist.]

Satz IV. Das Produkt f(x)g(x) zweier fastperiodischer Funktionen
f(x) und g(x) ist wieder fastperiodisch.

Bewers. Es ist frither bewiesen worden, daB8 das Quadrat einer
beliebigen fastperiodischen Funktion wieder fastperiodisch ist. - Der
Satz folgt deshalb aus Satz III wegen der Identitit

f(0) g(x) = H(F(x) + g(*)* — (f(x) — g()¥.

49. Ganz leicht ist schlieBlich der folgende Satz.

Sa1z V. Die Grenzfunktion f(x) einer fiir —oo < x << oo gleich-
mdfig konvergenten Folge von fastperiodischen Funktionen f, (x), f,(x)
fa(%), ... ist wieder fastperiodisch.

3ty

Beweis. Wir bemerken zunichst, daB f(x) stetig ist. Es sei nun
&> 0 beliebig gegeben, und es sei N = N (¢) so groB gewihlt, dafl

lf(x)"—/zv(x)<‘“ fir —oo<x<<oo.

Dann ist jede Verschiebungszahl v = 'r,‘v(%) sicher eine Verschiebungs-
zahl 7;(¢); denn es ist

[fx 4 7) —f@) =[x+ ) — fylx+ 7))+ |[vx + 7) — fxlx)] +
|Fx (%) —f(x)lé—;-{-%'-i-%:e

Da die Verschiebungszahlen T,A.(—:;—) relativ dicht liegen, gilt also das-
selbe von den Verschiebungszahlen 7,().
Corollar. Jede Funktion f(x), welche gleichmiBig fiir alle x durch
N

endliche Summen s(x) = Za,, ¢'*»% angenihert werden kann, ist fast-

periodisch; mit anderen Worten: Jede Funktion der Klasse H{s(x)} ist
eine fastperiodische Funktion. Somit haben wir die eine Hilfte unseres
Hauptsatzes bewiesen; es ist aber der Beweis der anderen Hilfte,
welcher die elgenthchen Schwierigkeiten bietet.

2

Ergebnisse der Mathematik. T Rohr
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Der Mittelwertsatz.

50. Unsere nichste Aufgabe wird sein, fiir fastperiodische Funk-
tionen eine Fourierreihentheorie zu begriinden. Dazu gibt uns, zu-
sammen mit dem Satze IV, der folgende Satz den Schliissel.

MITTELWERTSATZ. Fiir jede fastperiodische Funktion f(x) existiert der
Mittelwert P
lim / () dx = M{f(x)},

T—>o00 3

T
d. h. der Ausdruck -;—, / f(x)dx strebt fiir T — o0 gegen einen bestimmien

0
endlichen Grenzwert, den wir mit M{f(x)} bezeichnen werden.

Im Falle einer reinperiodischen Funktion f (%), etwa mit der Periode
p, ist der Satz trivial, und der Mittelwert stimmt hier mit dem fritheren
Mittelwert

M{f(x)} = —; j'f (v) dx

iilberein. In der Tat ergibt sich, wenn T = mp + 7 (0 =7 < p) gesetzt
wird; daB

ff(x) dr = m]/(x) dx V/‘]‘(x) ar,

mp

. . 1.
woraus sich, wegen der fiir T — oo giiltigen Grenzgleichung %z: - ? in Ver-

bindung mit der Beschrinktheit von f(x), die gewiinschte Relation
T 14
.1 1
Jim Tﬁ/ flx)dx = ;-/ f(x)dx
0 0
sofort ergibt.
Beweis. Wir wenden das allgemeine Konvergenzprinzip an. Es sei
also ¢ > 0 beliebig gegeben ; wir haben die Existenz einer Zahl Ty = T (¢)
derart zu zeigen, daB fir T, > T, T, > T, die Ungleichung

\ T, T, .
1--]1_—16/f(x)dx -~ %;()jf(x)dxj <2¢

besteht. Der Beweis hierfiir wird in mehreren Schritten gefiihrt.
1°. Es bezeichne /, die zu der gegebenen Zahl & > 0 gehorige Linge

L(%) Fiir eine beliebig gegebene feste Zahl T > 0 und eine beliebige

verinderliche Zahl « wollen wir die Differenz
a+q

T
.’T_//(x)dx — -}f/(x)dx
0 «
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abschitzen. Dies geschieht auf Grund der Fastperiodizitit von f(x)
folgendermaBen.

In dem Intervall (x, « + ;) wihlen wir eine Verschiebungszahl

T = T,(-%) und schreiben die betrachtete Differenz in der Form

T 1¥+T . T 4+ T
{5 [10ax — % [1max} — & [10dx + 4 [1)dx
0 T o a:fiT
Hier ist nun das erste Glied {...} numerisch g-;, weil |f(x+7)—f (x)| =

und jedes der zwei iibrigen Glieder ist numerisch éf}‘ l,I', indem wir

mit I" die (endliche) obere Grenze von |f(x)| in —oo < x < 0o be-
zeichnen. Also ergibt sich, daB

() ]Tff Tff(x)dx;’g-;JrJ;I.

2° Unsere nichste Aufgabe wird sein, fiir ein gegebenes T > 0
und eine beliebige natiirliche Zahl # die Differenz

T nT
—’T—/f(x)dx— ;;Tff(x)dx
0 0

abzuschitzen. Nun ist diese Differenz nichts anderes als das arithmeti-
sche Mittel der » Differenzen

T »T

1 [ 1

ij(x)dx—ij(x)dx, y=1,2,...,n;
0 (-7 LT

jede dieser Differenzen ist nach (1) numerisch < é— + 2—}; also gilt

dasselbe fiir das arithmetische Mittel dieser Differenzen, d. h. es besteht

die Ungleichung

@ H,—/T/(x)dx jf(x)dx1_-+2“"
0

3°. Es seien nunmehr T; > 0 und T, > 0 gegebene Zahlen, deren
Verhiltnis T,/T, wir zunichst rational annehmen. Dann gibt es

also zwei natiirliche Zahlen #, und #,, so daB »#,T, = #,T,. Nun ist
aber nach (2)

mT,

iw-—ff )dx — —= [j(x)dx' 21"1['

und
n T,

l—-— /f(x)dx»-— ,]i(x)dx\ <2+l

3*
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Aus n,T, = n,T, ergibt sich deshalb, da8

T, T,
6 | [fwar — 1 [10)ax < e+ 20D (3 + 1)
3 | T, oy = ol\7; + 1)

Diese zunichst nur fiir rationale Verhiltnisse T,/T, bewiesene Relation
(3) iibertrigt sich nun aus Stetigkeitsgriinden unmittelbar auf be-
liebige (positive) Werte von T, und T,.
Nach diesen Vorbereitungen ist nun der Beweis des Mittelwertsatzes
s 4T L(’Z‘)
unmittelbar zu fiihren. Wahlen wir namlich Ty = ——=——"%,
so gilt offenbar fir Ty > T,, T, > T,, daB

1 1
e+ 20, (5 + ) <26,
und somit nach (3), daB3

'

7, T,
!%;Jf(x)dx — —;—gnj/(x)dxi < 2e.

Bemerkung. Fiir spitere Anwendungen wird es von Bedeutung sein,
explizit zu wissen, wie grof wir T wihlen miissen, um sicher zu sein,

T
dafB3 der ,,endliche‘‘ Mittelwert % f f(x)dx den ,,wirklichen‘ Mittelwert
0

M{f(x)} bis auf einen vorgegebenen Fehler approximiert. Eine solche
Angabe ist unmittelbar dem obigen Beweise zu entnehmen. Wir
brauchen nur (nachdem die Existenz des Mittelwertes M{f(x)} jetzt
festgestellt ist) in der Ungleichung (2) den Grenziibergang # —oc vor-
zunehmen und erhalten

T
7 [1ds — Mif} = 5 + 225
0

und daraus weiter das gewiinschte Resultat
' [, | ) 4I‘L(—;-)
(4) *f/f(x)dx—M{f(x)}‘<e fir T> Ty = —27.
o i

Zum SchluB sei noch erwidhnt, daB man mit Mittelwerten fiir fast-
periodische Funktionen nach den iiblichen Regeln rechnen kann. Z. B.
ist M{cf(x)} = cM{f(x)} (c eine beliebige komplexe Konstante) und
M{(t,(x) + f,(0))} = M{f,(x)} + M{f,(x)}. Wichtig fiir die Anwendun-
gen ist noch die Bemerkvng, da3, wenn f, (), f3(%), . . ., fa(¥), . . . eine
Folge von fastperiodischen Funktionen bezeichnet, welche gleichmiBig
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gegen die (eo ipso fastperiodische) Grenzfunktion f(x) konvergiert, die

Grenzgleichung gilt
M{f(x)} = imM{f,(x)}.

n->oc

Dies folgt unmittelbar daraus, daB fiir ein beliebiges n
M{f(x)} — M{jy (%)} = M{(f(x) — fu(x))}

ist, und demnach

| MA{f (%)} — M{fa(®)}| = M{|{(x) — fu(x)] }<oberiGrenze [1(x%) — fa(®)],
ol B

wo die letzte GroBe fiir » — oo gegen Null konvergiert.

51. Als eine erste Anwendung der Ungleichung (4) betrachten wir
die Menge aller Funktionen f(x + 4), wobei a eine beliebige reelle
Konstante bedeutet. Jede dieser Funktionen ist fastperiodisch und
besitzt also einen Mittelwert

(5) hm—/fx+adx—-M{fx+ )}

T-> 00

Wir wollen beweisen, dal diese Limesgleichung gleichmdifig in a gilt,
d. h. daB fiir ein gegebenes € > 0 ein entsprechendes Ty = T, (¢) un-
abhingig von a derart gewahlt werden kann, daB gleichzeitig fiir alle a
die Ungleichung

T
17

iT—/f(x—i—a)dwa{f(x—}-a)} <e fir T>T,
0

besteht. Dies ist aber eine unmittelbare Folge des obigen Ergebnisses;

ATL (->
in \der Tat ist ja die Zahl Ty == - . 2/ dieselbe fiir alle Funktionen
/(x + a), weil die obere Grenze von |f(x + a)| gleich I ist, und weil
f(x 4+ a) genau, dieselben Verschiebungszahlen besitzt wie f(x) selbst.

52. Das Ergebnis von § 51 14t sich auch in einer anderen Form
aussprechen. Hierzu bemerken wir zunichst, dafl bei konstantem a
offenbar

M{f(x + a)} = M{{(x)}
ist; in der Tat ist ja
a+T a+T

0
T_/f(x—}-a)dx—rjf x)dx—T—/ dx-{—T[/ x)dx-{—»—ff(’x)dx,
a T

wo fir T — oo das zweite Glied rechts gegen M{f(x)} strebt, wihrend
die beiden anderen Glieder gegen Null konvergieren (weil jedes numerisch
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gTilal I'ist). Es liBt sich daher die obige, gleichméBig in a giltige

Grenzgleichung (5) auch in der Form

hm — f(x + a)dx = M{f(x)}

T-» 00
oder a+T

hm -Tff(x)dx = M{f(x)}

schreiben, und wir haben somit den folgenden Satz erhalten:
VERSCHARFTER MITTELWERTSATZ. Es gilt gleichmifig in a die Limes-

gleichung
a+T

Jim ] f(®) dx = M{j (%)}

Dieser verschirfte Mittelwertsatz ist ein im Folgenden mehrmals
zu verwendender Satz, welcher uns lehrt, daB der Mittelwert von f(x)
iiber ein beliebiges endliches Intervall ,,nahe‘“ an dem wirklichen Mittel-
wert M{f(x)} liegt, falls nur das Intervall hinreichend groB gewihlt
ist, unabhingig von seiner Lage. Als triviale Anwendungen seien er-
wihnt, daB

T
lim T/f )dx = M{j(®} und lim ’Tff(x) dx = M{j(x)}.
-7

53. Um bei einer spiteren Gelegenheit den Gang der Entwicklungen
nicht abbrechen zu miissen, geben wir an dieser Stelle noch eine An-
wendung der Ungleichung (4).

Wir betrachten, bei einer beliebig gegebenen fastperiodischen Funk-
tion f(x), die Menge aller Funktionen F,(¢) = f(x + #)/(), wobei x
eine beliebige reelle Konstante bedeutet. Nach dem Satze IV ist jede dieser
Funktionen f(x + £)f(f) eine fastperiodische Funktion von ¢ und be-
sitzt also einen Mittelwert

Jim -_//x+t ) (@ dt = M{f(x+ 70}

Wir wollen beweisen, daB diese leesglelchung gleichmapig in x gilt,
daB also fiir ein gegebenes ¢ > 0 ein entsprechendes T, = T, (¢) derart
gewdhlt werden kann, daB gleichzeitig fiir alle x die Ungleichung

T .
(©) {%[f(x+t)~}I5dt—Ag{f(x+t)f75}§<e fisr 7> T,
0

besteht.
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Der Beweis ist dem obigen analog. Nach der Ungleichung (4) be-
steht fiir jedes x die Ungleichung

T
l%u[f("+’)f_(‘—)dt—1}4{/(x+t)f—(ﬁ}!<s fir T>Ty,=— 2/,
0

wenn mit I, und L, (;) die zu der Funktion F,(f) =f(x +#)f(!) ge-
horigen Zahlen bezeichnet werden. Nun ist immer
i+ 00 |=T";
also gilt bei jedem x, daB I'; =< I'?. Ferner ist fiir eine beliebige Zahl ©
F.(t+7v) —F,()
=[6+t+0/C+0—fx+0]0
=[fx+t+1) —fx+0]- €+ + fx + 0 [[C +7) — [0
und also
| Fo(t + 7) — F,(t) |
=lfe+t+0—fe+0|-T+I-|fe+0—7F0)]
=I{{fx+t+1)—fx+9|+|/t+1—f0O]}.

so daB jede zu ¢/41" gehorige Verschiebungszahl z von f(x) eine zu ¢/2
gehorige Verschiebungszahl von F; (¢) sein muB; also 148t sich als Linge

L,( ;) die zu der Funktion f(x) gehérige Zahl L ({7) benutzen: Hiermit

/
ist aber bewiesen, daBl die Ungleichung (6) fiir

wr (&
41 L(‘?L)

T>T,=
gilt, wo Ty = T (¢) von x unabhingig ist.

54. Zum SchluB wollen wir noch, einer spiteren Anwendung wegen,
den Mittelwert

g(x)=1tt4{r(x+t>/”<?>}

als Funktion von x niher untersuchen. Wir wollen beweisen, daBl g(x)
etne fastperiodische Funktion ist. Hierzu ist zunichst zu beweisen, dafl
g(x) stetig ist; dies ergibt sich aber unmittelbar aus der gleichméBigen
Stetigkeit von f(x). In der Tat folgt aus

[Fx) — fxp) | =6 fiir |2, — x| =0 =0(e),
daB fiir |4|=6
lex+h) —gx) | = lzy{[/(x+ h+t)—fx+0]-fO} <el
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sein muB. DaB g(x) fastperiodisch ist, ergibt sich daraus, daB jede
zu ¢/I" gehorige Verschiebungszahl z von f(x) eine zu & gehorige Ver-
schiebungszahl von g(x) ist, weil

lux+n—gun=lyﬂy +r+t)—fx+9]-F@) k«-F=s

ist. — In genau derselben Weise ergibt sich das noch einfachere Resultat,
daB bei jedem T > 0 die Funktion

T
— 1 [t + oGt
0

eine fastperiodische Funktion ist.

Den Mittelwert M{g(x)} von g(x) berechnet man in der folgenden
Weise. Da nach dem Ergebnis von § 53 fir 7— oo die Funktion gp(x)
gleichmiBig gegen g(x) konvergiert, ist nach einer fritheren Bemerkung

M{g(x)} =TlimM {er(x)}.

Nun ist aber bei jedem festen T
X X, T
.1 . 1 T
M{gr@)} = lim & [gr(x)dx = lim ?f Tff(x + () dt)dx,
X> oo b X>o0“ S s

also nach Vertauschung der Integrationsreihenfolge

T/ X o T/ X o
iliji%o/ (%Jf(x + 970 dx) at =}}Er1m-}()f<;()f/(x + t)dx)f(t) dt.

X
In dem letzten Integral strebt aber die GroBe ;{— j flx + t)dx fir X >o0

gegen den Mittelwert M {fx + 0} = M {t (x)} und zwar (nach dem

verschartten Mlttelwertsatz) glelchmaBlg in — oo < ¢ < 00, also um so
mehr gleichmaBig in dem endlichen Integratlonsmtervall o=t=T.

Hieraus folgt aber (da der: .beschrankte Faktor f() die GleichmiBigkeit

nicht stort), daB wir den Grenziibergang X —»oco unter dem Zeichen
T

f - dt ausfithren konnen, woraus sich ergibt, daB

M{gr(x)} = ——/ M0} [t = M ()} T/f(t)dt

Hieraus ergibt sich schhethh, daB

M{g(x)} = lim M{gr(x)} = M{f ()} M{ )},
also e * ‘
*) Mig(x)} = | M{f(x)}*.

Diese Relation wird spiterhin angewendet.
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Bemerkung. Formal ergibt sich unmittelbar
M{ge)} = MiMif(x + 0 fO)} = M{M{rx + R
= {70 M{f(x + 0} = MA@ Mt} = M} - M{T@}.

Dabei haben wir aber die beiden Mittelwertbildungen M und M ver-

z t
tauscht, was im Allgemeinen nicht erlaubt ist (weil von Mittelwerten
iber ein unendliches Intervall die Rede ist). Der obige Beweis zeigt
nun, daB in dem hier vorliegenden Fall die Vertauschung erlaubt ist,
d. k. daB wirklich

Iy{fy{f(x +0fof = ng{fy{f(x +070};

es beruht aber wesentlich auf den benutzten GleichmaBigkeitssitzen,
daB wir diese Relation aus der trivialen Relation

X T T P. ¢
X‘—f(%ff(x +1) @dt)dx = %f(%/f(x + t)/“(t‘)dx)dt
0 0 0 (1]

ableiten konnten.

Der Begriff der Fourierreihe einer fastperiodischen
Funktion. Aufstellung der PArRsevaLschen Gleichung.

55. Wir betrachten das System aller reinen Schwingungen ¢'*%, wobei
A eine beliebige reelle Zahl bedeutet. Jede Funktion ¢**# aus diesem nicht
abzihlbaren System ist periodisch, aber die Perioden sind verschieden.
Im Gegensatz zu- dem Fall der harmonischen Schwingungen ¢i"%
(n=0,41,+2,...), wo wir uns auf die Betrachtung des endlichen
Intervalls 0 = x =< 27 beschrinken konnten (weil die Funktionen ¢i"#
alle die Zahl 27 als gemeinsame Periode haben), miissen wir hier das
ganze unendliche Intervall — oo << x << o betrachten. In diesem Inter-
vall — o0 < x < 0o ist unser iiberabzihlbares System {¢!’%} ein nor-
miertes Orthogonalsystem in dem Sinne, daB

T .e
M{eihz =it} = lim A [ iz pmitaz gy — 0 fir 2,72
i ) To 1' fﬁr 11 = 12 .
Dies folgt unmittelbar daraus, daB
T 1(‘-1 AT .
feu.z e—ihT gy — /em,—x.n dx — [_7(_21_—_1.) - fir A, F 4
0 0 T fir 1, =1,.

56. Es sei nun f(x) eine beliebige fastperiodische Funktion; dann ist
bei jedem reellen 1 die Funktion g(x)=f(x)e~*** als Produkt der fast-
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periodischen Funktion f(r) und der reinperiodischen Fynktion e
wieder eine fastperiodische Funktion, und es existiert somit der Mittel-

wert
T

M{f(x) =45} = lim iTO/ flx)e-idzdx,

Wir bezeichnen diese Zahl M{f(x)e=**?} mit a(i), wodurch also eine
zu der gegebenen fastperiodischen Funktion f(x) gehorige Funktion a(l),
—o00 < A < 0o definiert wird.

Von fundamentaler Bedeutung fiir die Theorie ist nun-der folgende
(unten zu beweisende) Satz:

Die Funktion a(h) = M{f(x)e**%} ist Null fir alle Werte von A
mit Ausnalne eimer hichstens abzihlbaren Menge von Zahlen ..

Diese Tatsache ist es, welche es uns ermdgli¢cht, den Begriff der
Fourierreihe auf den Bereich der fastperiodischen Fuaktionen zu iiber-
tragen.

57. Wir leiten zuerst, genau wie in § 14, die folgende Formel ab.
Es seien 4;,4,, ..., Ay beliebige, untereinander verschiedene reelle
Zahlen und ¢, ¢,, .. ., cy beliebige komplexe Zahlen. Dann gilt

N N N
(1) M{lf(x) ——;0,. e“’“l*} = M{|{(») |} —;’ |a(d,) 2 +§Icn—a(la)l’-
Bewets. Wir bemerken zunichst, daB die beiden in dieser Formel
auftretenden Mittelwerte einen Sinn haben; denn die beiden Funktionen
N
f(x) und f(x) — D¢, e***? (und daher auch die Quadrate ihrer absoluten
1

Betrige) sind ja fastperiodische Funktionen. Es folgt nunmehr die
Formel durch die folgende Rechnung:

M{]/(x) —Zjv'c,,e“ﬂ”[*} = M{(f(k) v—zxc.g“-‘)([(x) A,c e"“-’)}
. N N .
= MY T} — &M () eihe) — 3y M{jia) o)

-{-Z Zcmcn M {¢itn 3¢~ iln}

ny=1 ny=1

N

=M{]/(x)]2} cha(} cha(ln) -*—;{C,‘—L‘:

T

= M{f()) +;<c, — alh) (& — aUD) —ﬁau.) )

N N
= M{|f(x)[%} —-%ﬂla(ln)l2 +§|cn — a(ky) ]2
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58. Werden in der Formel (1) die Konstanten c, speziell gleich den
Zahlen a(4,) gewiahlt, so ergibt sich die Formel

N o N
@ M{mx) ~ ) 6“"’1’} = M{f — laG.

Da die auf der linken Seite dieser Fotmel (2) stehende Grée — als
Mittelwert einer reellen, nichtnegativen Funktion — offenbar eine
reelle, nichtnegative Zahl ist, ergibt uns die Formel sofort die Un-

leich
gleichung .

(3) : a(da) P = M{|f(x)[3}.

Es sei M{|f(x)|?} mit C bezeichnet. Dann kann es offenbar fiir jedes
positive d hichstens endlich viele Werte von A geben, fiir welche |a (1)| >4
(ndmlich weniger als C/d?). Wir betrachten nun zunichst die Menge
der Zahlen 4, fiir welche |a(2)| > 1, und bezeichnen diese Zahlen etwa

mit
Y S PO

sodann betrachten wir die Menge derjenigen Zahlen A, fiir welche
1= |a(d)| > 4, und bezeichnen sie mit

Aﬂ.,+l! J'11,4-2.: sy J'n.;

alsdann betrachten wir die Menge der Zahlen i mit = [a(})|> %
usw. In dieser Weise erhalten wir die Menge der simtlichen Werte von A,
fiir welche |a(A)| > 0, d. h. fiir welche a(A) + 0, in der Form einer ge-
ordneten Folge, und somit haben wir bewiesen, daf3 a(2) gleich Null ist
fiir alle 2 mit Ausnahme einer héchstens abzihlbaren Menge von Zahlen 4.
Diese letzteren Werte von 4 (in einer beliebigen Weise geordnet) be-
zeichnen wir mit

A4,, 4,, 44, ...
und nennen sie die Fourierexponenten der Funktion f(x). Die ent-
sprechenden Mittelwerte

a(d,) =A4,, a(dy)=A4,, a(dy) =A4,,

nennen wir die Fourierkoeffizienten von f(x), und wir verkniipfen mit
f(x) die (endliché oder unendliche) Reihe > A,¢i4** als ihre Fourier-
rethe und schreiben

f(x) e Z'A,, gidn®

Zuweilen empfiehlt es sich, eine andere Schreibweise zu verwenden, ndm-
lich f(x) oo Ya(4,)ei4nz, oder gar f(x) o> Xa(d)eitz, ohne ausdriickliche
Angabe der Exponenten 4,; bei dieser letzteren Schreibweise erscheint also
die Reihe formal als eine Summe iiber die nicht abzihlbare Menge aller
Zahlen — o0 <1 < 00.

59. In dem speziellen Fall, wo f(x) reinperiodisch ist mit der
Periode 27, reduziert sich die neue Definition der Fourierreihe auf die
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frithere (abgesehen von trivialen Unterschieden beziiglich der Ordnung
der Glieder und Weglassung von Gliedern mit dem Koeffizienten Null).
Dies ist keine Trivialitit, obwohl es wegen der Periodizitit von f (x)e~"®
sofort klar ist, daB, wenn 4 gleich der ganzen Zahl % ist,

m2n

a(d) = hm //(x)e ingdy = hm ———/f (x)e~i32dy ——‘———[f e~y

ist. Zu beweisen ist namlich iiberdies, daB, wenn A keine ganze Zahl ist,
a(d) = M{f(x)e~**2} =0

sein muB. Dies ergibt sich wohl am einfachsten aus dem WEIERSTRASS-
schen Satz, wonach fiir ein gegebenes ¢ > 0 die Funktion /(x) in der

Form
f(x) = 2*bpe"® + R(%)

geschrieben werden kann, wobei |R(x)|= ¢ fiir alle x. Hieraus folgt
ndmlich, daB
M{f(x) e—t lz} —_ Z* bnM{ei(n—;.)z} + M{R (x) e—ilz} — M{R (x) e‘“’} R
so daB3

|a()| = |[M{R(x) e~ i*2}| <
wird. Da dies bei jedem &> 0 gelten soll, muB a(4) = 0 sein.

Es sei bemerkt, daBl man den letzten Beweis auch ohne Heranziehung
des WEIERSTRASSschen Satzes durch eine ganz primitive SchluBweise fithren

kann. Wenn 2 keine ganze Zahl ist, ist ja e”**2™ + 1; also ist
m2n 27 4n m2zx

o L N e (ST
0

2n (m—1)2=n

2n
_ 1 —ii2a —it(m—1)2xy 1 —ilz
= ke g Yo [ 1w e iras
0

_ ,—iAm2n
~11=e ff(x)e"“dx

m g ——1.127! 2”

und folglich
m2n
. 1 $i
1 —_ ~3AZ
a(4) —-mhm man f(x)a dx =0

0

60. Zur weiteren Verdeutlichung des Begriffes der Fourierreihe
einer fastperiodischen Funktion fiihren wir noch den folgenden Satz an.
SPEZIELLER SATz. Es sei die Rethe D a, €*** (mit reellen, voneinander
verschiedenen Exponenten iy, 45, 4, ... und von Null verschiedenen
Koeffizienten) gleichmipig konvergent fiir —oo < x < oc (oder sie bestehe
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aus nur endlich vielen Gliedern). Dann ist diese Rethe die Fourierrethe
threr Summe f(x).

Beweis. -Wir wissen schon, daB die Sunmme f(x) eine fastperiodische
Funktion ist; zu beweisen ist, daB
' ay fir A =1
D = M{f(x) e=t*\ = M{Na, cttnzeg—ital — | " "
al) = M{f(x) =%} = M{Za, L P

Dies folgt aber sofort daraus, daB auch die Reihe > a,¢e!*%¢=%#2 (falls
sie iberhaupt unendlich viele Glieder enthalt) gleichmaBig fiir
—oo < ¥ << oo konvergiert, und daf deshalb die Mittelwertbildung
gliedweise ausgefiihrt werden darf.

Corollar.. Es sei A,,4,,...,4,,... eine vollig beliebige (endliche
oder unendliche) Folge von reellen Zahlen. Dann 148t sich eine fast-
periodischeé Funktion konstruieren, welche gerade die Zahlen A, als
Fourierexponenten besitzt. [Es kann also z. B. die Exponentenfolge
{4,} sehr wohl Haufungspunkte im Endlichen besitzen oder sogar im
ganzen Intervall —oo << 1 < oo iiberall dicht liegen.]

Falls niamlich zu den gegebenen Exponenten A, die Koeffizienten

a, 4 0 so gewahlt werden, daB >|a, | konvergiert (was z.B. fiir a, = gn
der Fallist), so wird ja die Reihe > a,¢i“** gewi eine Fourierreihe sein,

niamlich die Fourierreihe ihrer Summe f(x).

61. Nach dieser Einschaltung nehmen wir den Faden der Ent-
wicklung wieder auf, d. h. wir betrachten nunmehr wieder eine beliebige
fastperiodische Funktion f (¥) ~ > 4, ¢'“!»*. Wir wenden die Ungleichung
(3) von § 58 an und finden bei der Wahl 4, = A4,, daB bei jedem N

N

S, = M{{(0)[3.
T
Also ist die Reihe (mit positiven Gliedern)

2[4n
konvergent (falls sie {iberhaupt unendlich viele Glieder enthalt), und

thre Summe 1st
=M{f(x 3}

Es wird sich spiter die fundamentale Tatsache ergeben, daB}, genau
wie in dem Fall der reinperiodischen Funktionen, in dieser Relation
stets das Gleichheitszeichen besteht, d. h. atch fiir eine beliebige
fastperiodische Funktion gilt die PArRs~vaLsche Gleichung

2 At =M}

62. Ganz wie bei den gewdhnlichen Fourierreihen reinperiodischer
Funktionen konnen wir auch hier diesem Satz cine andersartige I'ormu-



46 Die Theorie der fastperiodischen Funktionen. [466

lierung geben, aus welcher seine zentrale Stellung in der Theorie deut-
licher hervorgeht. In der Tat ersicht man aus der Formel

N o N
M) — Sagetsr) = 2/ - Slank,

welche aus der Formel (2) von § 58 bei der Wahl 4, = A, hervorgeht,
daB der Inhalt der ParsevaLschen Gleichung in dem Fall, wo die
Fourierreihe nur endlich viele, etwa N, Glieder enthélt, mit der Gleichung

M{lf(x) - ﬁA, e*Ml’} o,

und in dem allgemeinen Fall, wo die Fourierreihe unendlich viele Glieder
enthilt, mit der Limesgleichung

Jimdt{)/6) — 34, s} = o

gleichbedeutend ist, welche letztere besagt, daB die Abschnitte der
Fourierreihe 1m Mittel gegen f(x) konvergieren.

68. Wir bemerken noch, daB man — ganz unabhingig von der tief-
liegenden PArseEvaLschen Gleichung, welche die Frage erledigt, ob es mog-
lich ist, eine fastperiodische Funktion mit beliebiger Genauigkeit durch
die Abschnitte ihrer Fourierreihe im Mittel zu approximieren — aus der
Formel (1) von § 57 sofort schlieBen kann, daf man, wenn man eine fast-

b
periodische Funktion f (x) durch eine endliche trigonometrische Summe 3, c, eiin®

1
im Mittel zu approximieven wiinscht, die Glieder c, e’ unter den Gliedern
der Fourierreihe der Fumktion wdhlen muf. Denn einerseits zeigt ja die
Formel (1), daBmandie Exponenten 4,unter den Fourierexponenten
4, zu wihlen hat, weil man eine bessere Approximation, d. h. einen kleine-
ren mittleren Fehler erhilt, wenn etwaige Glieder c,ei’sz, fiir welche 4,
keiner der Fourierexponenten ist, einfach aus der Summe weggelassen
werden, und andererseits besagt sie, daB man, nachdem die Exponenten
4, alle unter den Fourierexponenten 4, gewahlt sind, die Koeffizienten
¢, gleich den entsprechenden Fourierkoeffizienten 4, wahlen
muB, weil jede andere Wahl der Zahlen c, offenbar ein schlechteres Approxi-

mationsresultat ergibt.
Das Rechnen mit Fourierreihen.

64. Die meisten Sitze i{iber das Rechnen mit Fourierreihen sind
fir fastperiodische Funktionen ganz analog zu den entsprechenden
Sidtzen fiir reinperiodische Funktionen.

Aus f(x) ~ X A,¢ei4n* folgen zunichst die einfachen Formeln
(1) Rf(x) o ShAy-eitnz
(% eine beliebige komplexe Konstante). Denn
M{kf(x) emit2} = kM {f(x) e—i22}.
@ 42 f(x) co 3 A, i+ 4wz
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Denn M{eiAz /(x) e—ilz — M{f(x) él'(A—l)Z} .

@8 fx+ &) NZAn idnk , gidnz
(k eine beliebige reelle Konstante). Denn
M{f(x + k) e~i45} = ek M {f(x + k) emid+h} = itk M {f (x) e~143).

(4) 7—(_;) o Z/-i-; e—i4nz
Denn L -
M{f (x) e=it%} = M{f(x) e+i*2}.
Aus f,(¥) o D 4, 4% und f,(x) ~ > B, ¢Mz folgt ferner
6 f(x) + fo(x) o D CpeiNnz,

wo die letzte Reihe durch formale Addition der beiden Reihen > A, i 4n*
und D B, ¢!Mx# entsteht. In der Tat gilt

M{(f,(x) + fo(x)) 6727} = M{f, (x) e~*%} + M {f,(x) e~i42}.
[Aus den Formeln (1) und (5) folgt z. B., daB die Fourierreihe der Diffe-

renz f,(x) — fy(x) durch formale Subtraktion der Fourierreihen von
fi(x) und f,(x) entsteht.]

85. Im Gegensatz zu den bisher genannten Satzen, die ja ganz auf
der Oberfliche liegen, ist der folgende allgemeine Multiplikatioyssatz ein
tiefliegender Satz.

Die Fourierreihe des Produktes f,{¥) f,(x) entsteht durch formale
Multiplikation der beiden Reihen D A,¢4*% und X B, ¢M*%, d. h. es
gilt die Formel
(6) h(®) f,(x) = 2 Dyeiz mit Dy= 3> A,B,.

Ap+Me=1Ik
Mit anderen Worten: Der Exponent I7, durchlduft die Zahlen der Form
A, 4+ M,, und der entsprechende Koeffizient ‘D, ist durch die an-
gegebene Summe gegeben, wo die Reihe, falls sie unendlich viele Glieder
enthilt, absolut konvergiert (und wo natiirlich eventuelle Glieder
D, ¢i* mit D, = 0 weggelassen werden sollen).
Wit wollen diesen.Satz erst spiter (in §§ 74—76) beweisen.

66. Wichtig. fiir eine spitere Anwendung ist es, bei gegebenem
f(x) = D Aaei4r% die Fourierreihé der ;gefalteten Funktion'

gw) = M{i(x + 1 f)}
zu finden. Wir wissen nach § 54, dal diese Funktion g(x) eine fast-
periodische Funktion ist. Es.soll nun bewiesen werden, daf3

(7) g(x)NZiA”]2 ei'/l,,x’
d.h. daB bei jedem 1 der Mittelwert
M{g(x) e~ 2}y = |la()[2 = "M{f(x)e=i*7} 2
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ist. Fir 4 = 0 ist dies die schon in § 54 bewiesene Relation

* Mg} = |M{ @)}
Hieraus ergibt sich aber sofort die allgemeinere Relation; ersetzt man
nimlich in der Gleichung (*) f(x) durch die Funktion f(x)e ~%*%, so ist
gleichzeitig g(x) durch die gefaltete Funktion

M{f(x + ) e-mz+¢)mgm} =gx)e—itz
t .

zu ersetzen, und die Relation (*) geht in die allgemeine Relation

M{g(x) e= 47} = | M{f(x) e~ i35} 2

iiber. : '
Bemerkung. Genau wie in dem Fall der reinperiodischen Funktionen

ist die Formel (7) ein Spezialfall einer allgemeineren Formel, wonach,

wenn f,(¥) > X Apet4r® und f,(x) ~ D BaeiMr? zwei beliebige fast-

periodische Funktionen bedeuten, die Funktion

glx) = It{{ﬁ(x + 1) f; ()}
wieder fastperiodisch ist und als Fourierreihe d'e Reihe

@® g(%) o D E, ¢iPrz

besitzt, wo P, diejenigen der Zahlen A, durchliuft, fiir welche —A4,
unter den Zahlen M, vorkommt, und wo E, = A4,B,, wenn P,= 4,
= —M, ist. Der Beweis dieser Formel ist ein wenig umstindlicher
als der Beweis der (im Folgenden allein zu verwendenden) Formel (7).

87. Es sei eine Folge von fastperiodischen Funktionen
i A™
(@) Z AP

gegeben, die fiir m — oo gleichmiBig fiir alle x einer Grenzfunktion f (x)
zustrebt. Dann ist

9 F(3) = im f(3) o lim 3 4g0 ¢

m-—=>» oo m—> oo

z

)z

Dies ist so zu verstehen, dal bei jedem festen 1 die Limesgleichung
M{f(x) e ~i*2} = lim M{f,,(x) e~ i*2}
m—> oo

gilt, sogar gleichmiBig fiir alle 4.
Der Beweis ergibt sich unmittelbar daraus, daB3
M{f(x) e~} — M{fn(x) e =145} = M{[f (%) — fn(x)] e~ i*3}

ist. Wird & > 0 beliebig gegeben, so gibt es dazu ein M = M (¢) so
daB, sobald m > M,
[ (%) — fn(x) <& fiir alle x.

Hieraus folgt aber, dal
| M{f(x)e=i*2} — M{f,,(x)e~i*2}| <¢ fiir m > M und alle 2.

b
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68. Zum Schlul behandeln wir noch die Frage nach dem unbestimm-
ten Integral F (x) einer fastperiodischen Funktion f(x) ~ > 4,e'4**. Da
sich die verschiedenen unbestimmten Integrale nur um eine additive
Konstante unterscheiden, ist es gleichgiiltig, welches unter ihnen wir
betrachten, z. B.

F(x) = [f(§)dé.
0

Wir wollen die Frage erortern, wann diese Funktion F (x) fastperiodisch
wird, und welche Fourierreihe sie in diesem Fall besitzt.

An dieser Stelle hért die unmittelbare Analogie mit den reinperiodi-
schen Funktionen auf. Man wiirde erwarten, daB3 F(x) fastperiodisch
wire, dann und nur dann, wenn die Fourierreihe von f(x) kein konstantes
Glied enthilt, d. h. wenn M{f(x)} = 0 ist, und daB in diesem Fall die
Formel

(10) F(x)~C +2

Au itz C = const.
14,
bestiinde. Es zeigt sich aber, daB die Bedingung M{f(x)} = 0 zwar
notwendig, aber nicht mehr hinreichend fir die Fastperiodizitit
von F(x) ist. Wenn aber F(x) fastperiodisch ist (und hierfiir wird
in §69 eine #duBerst einfache notwendige und hinreichende
Bedingung angegeben), so gilt die Formel (10).

Beweis. Man sieht unmittelbar, daB es zur Fastperiodizitit von
F(x) notwendig ist, daB

M{f(x)} =0
ist. In der Tat folgt aus M{f(x)} =c & 0, d. h. aus
T
Jim p[1dx = im S =e.
0

daB F (x) nicht einmal beschrinkt bleibt. Und daB ferner, wenn das
Integral F (x) fastperiodisch ist, seine Fourierreihe durch die Formel (10)
gegeben wird, ergibt sich sofort durch partielle Integration. In der
Tat findet man bei jedem 2 == 0
T
M{F (x) =2} = lim [Fx) e-it=dx

T o0 0-

= lim %([F(x) ”—;lﬂ: + ;I./T'/(x) e-w.,dx)

T >0 o

= — L tim B o L ey = | M ey,

" T >0

Ergebnisse der Mathematik. I. Bohr. 4
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da ja nach dem soeben Bemerkten die vorausgesetzte Fastperiodizitit

. . . F(T
von F () dieGleichung M{/ (x)}=0,d.h. die Limesgleichung lim —LT—) =0

zur Folge hat. T>oe

Es bleibt noch iibrig, zu beweisen, daB die Bedingung M {f(x)} = o
fiir die Fastperiodizitat von F () nicht hinreichend ist. Dies ergibt
sich aber sofort aus dem soeben Bewiesenen, Wihlt man namlich eine
Folge von Koeffizienten 4, = 0 und eine Folge von (verschiedenen)

Exponenten A, = 0, so daB die Reihe >'|4, | konvergiert und gleich-
- 1
zeitig die Reihe 2

Fall ist), so erfiillt die durch die gleichmaBig konvergente Reihe > 4, ¢i!»#
dargestellte Funktion

: divergiert (was z. B.-fir 4,=1,= -217 der

f(_x) :TZ A,, ei-Inz

offenbar (wegen A, = 0 fiir alle ) die Bedingung M{f(x)} = 0 und
hat ferner als Fourierreihe eben die Reihe > 4, ¢/»2, Thr Integral F(x)
ist aber sicher keine fastperiodische Funktion; wire sie nimlich fast-
periodisch, so hitten wir nach dem Obigen

: An itz
F(x)~C + E Y AR
die hier auf der rechten Seite auftretende Reihe ist aber wegen der
, SIEAE o L
Divergenz von E iz— iiberhaupt nicht die Fourierreihe einer fast-
1 n
periodischen Funktion.

69. Wir beweisen noch einen sehr interessanten Satz, welcher eine
,notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Fastperiodizitit des
Integrales F(x) liefert. Diese Bedingung besagt, daB die bloBe Forderung
der Beschranktheit von F(#) fir die Fastperiodizitit dieser Funkfion
geniigt, d. h. daB der folgende Satz richtig ist:

Sarz. Fir die Fastperiodizitdt des Integrals F(x) ist nicht nur notwendig,
sondern auch hinreichend, daf F(x) beschrinkt bleibt.

Beweis. Es darf offenbar f(#) und also auch F(#x) reell angenommen
werden. Nach Voraussetzung ist die Funktion F (#) beschrankt; wir be-
zeichnen ihre untere und obere Grenze mit %, bzw. &, (wo #, < k, angenom-
men werden kann, da im Falle k, = k, das Integral F(x) konstant ist).

Es sei ¢ > 0 beliebig gegeben. Der Beweis wird dadurch erbracht, dag
eine Zahl &, = &, (¢, f()) so angegeben wird, dap jede zu ¢, gehovige Verschie-
bungszahl der gegebenen Fumktion f(x) auch eine zu & gehovige Verschiebungs-
2ahl des Integvales F(x) ist.

Zu diesem Zwecke wahlen wir zwei feste Werte #, und #, (wir werden
im Folgenden den kleineren unter ihnen mit ¢ und ihren Abstand |#, — #|
mit d bezeichnen) derart, daB

F(x) <k +—

-6’ und F(x,)>k,—g
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ist, und bestimmen danach die Linge /y =L (6 d) derart, daB in jedem Inter-

vall dieser Lange mindestens eine zu ¢/6d gehorige Verschiebungszahl r der
Funktion f(x) gelegen ist. Wir werden zunichst nur beweisen, daB die
Schwingungen von F(x) eine gewisse ,,RegelmaBigkeit’* aufweisen, nimlich,
daf sich in jedem Intervall (x, « + L) der Lange Ly =1, + d zwei Werte
2, und z, so finden lassen, daf

(1) F(z,)<kl+% und F(z,)>k,-—%

ist. In der Tat konnen wir nac.h'der Definition der Linge /, eine Verschie-
bungszahl ¢ = ¢ (57) der Funktion f(¥) so wihlen, daB die Zahl ¢ + z in
das Intervall (x, « +. /) fallt und daher die beiden Zahlen #, 4+ 7z = 2z, und
%y + v = 2z, in das gr6Bere Intervall (x, x + L,) zu liegen kommen; dann
gilt die Relation

F(2,)~F(#)) = F(%,)~ F(x,) +[/(y dy—f/(y dy=F(x)- F(xx)+f(f(y+t) fondy

k2% £

und also die Unglexchung
F(2)) — F(z) = F (%) — F (%) —

2¢ £ €
dga>h—h-G-g=h-h=-7;

diese Ungleichung F(z,) — F(z,) > ky — k; — -;— ist aber nach der Bedeutung

von &, und &, nur méglich, wenn F(z,) und F(z,) die gewiinschten Ungleichun-
gen (1) erfillen,
Wir behaupten nun, da8 die ,,kleine’* Zahl ¢, = 2—L— die oben erwahnte

Eigenschaft besitzt, daB also jede ,,feine*’, d. h. zu ¢, gehonge Verschiebungs-
zahl ¢ der Funktion f(#) eine zu ¢ gehorige Verschiebungszahl der Funktion
F(#) ist, d. h. die Ungleichung

() [Fx+7) —F@)|=-
fur alle » befriedigt. Hierzu bedienen wir uns eines einfachen Kunstgriffes,

indem wir den Beweis der Ungleichung (2) dadurch erbringen, daB die beiden
,,einseitigen’* Abschatzungen

(3a)  F+t)—F(%) =—¢
und
(3b) Fx4+11) —F(@x) =«

je fur sich abgeleitet werden.

a) Zum Beweise der Ungleichung (3a) wahlen wir zu dem beliebig
gegebenen x eine Zahl z, aus dem Intervalle (x, x + L,), fiir welche
F(z) <k + % ist. Dann ist

Tt 2+t

Fx+1)—F@) =F(y+1) — F(z) +/f(y)dy -—ff(y)dy
2zt

F(z+ 1) — F(z) +ff(y dy — [f(y)dy
x4+t

>k —(k + ;)— U(/(y+z)—f(y>)dy.i>—-;— —‘Lo;_;Lo = —s.
J

4%
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b) Der Beweis der Ungleichung (3b) verlauft ebenso, nur daB3 wir hier

einen Punkt z, im Intervalle (¥, ¥ 4+ L;) benutzen, in welchem F(z,) >k, — c

ist. Wir erhalten dann in analoger Weise: 2
z:+T

Flrt0) — F() = F(sa+ 9 — Fla) + [f(3) dy — [1(3) dy
T z+T
<k --(kz - —;-)+ /.(/(y +0— f(y))dyl <+ L°2—20 =.

x

Hiermit ist der Beweis zu Ende.

Der Eindeutigkeitssatz. Seine Aquivalenz mit der
PArsEvALschen Gleichung.

70. Wie wir spiter beweisen werden, gilt fiir fastperiodische Funk-
tionen derselbe fundamentale Satz wie fiir reinperiodische Funktionen:
Eine fastperiodische Funktion ist tmmer eindeutig durch thre Fourierrethe
bestimmt, d. h. zwei verschiedenen Funktionen £, (¥) und f,(x) entsprechen
immer zwei verschiedene Fourierreihen. Genau wie in dem Fall der
reinperiodischen Funktionen 14Bt sich auch hier dieser Eindeutigkestssatz
in einer anderen Weise aussprechen. Hierzu betrachten wir die Funktion
f(x) = fi(x) — fa(x); wie frither bemerkt, entsteht die Fourierreihe
dieser Funktion f(x¥) durch formale Subtraktion der beiden zu f,(x)
und /,(x) gehorigen Fourierreihen. Die beiden Funktionen f,(x) und
f2(x) haben also dann und nur dann dieselbe Fourierreihe, wenn fiir die
Funktion f(x) die zugehorige Fourierreihe kein einziges' Glied enthilt,
d. h. wenn

a(l) = M{f(x)e~i*7} =0
wst fiir alle 2. Der Eindeutigkeitssatz 148t sich also auch so formulieren:
Es gibt keine nicht identisch verschwindende fastperiodische Funktion f(x),
fiir welche a(R) = 0 st fiir alle 7.

Unter Verwendung einer dhnlichen Terminologie wie bei den harmonischen
Schwingungen ¢'** konnen wir auch hier bei dem iiberabzéihlbaren System
aller Schwingungen ei%z die Aussage des Eindeutigkeitssatzes — also die
Aussage, daB es keine (nicht identisch verschwindende) fastperiodische Funk-
tion f(x) gibt, welche fiir jedes 2 die Orthogonalititsbeziehung

M{f(x)e=i**} =0

erfilllt — dahin aussprechen, daB das im Intervall —oo < x < oo orthogo-
nale System {ei42} innerhalb der Klasse dev fastperiodischen Funktionen ,voll-
standig'* ist. [Auch hier hitten wir uns auf die Betrachtung ,,normierter‘‘
Funktionen beschranken konnen; denn wie wir in § 72 zeigen werden, 148t
sich fiir eine beliebige, nicht identisch verschwindende, fastperiodische
Funktion immer durch Multiplikation mit einer passend gewihlten Kon-
stanten erreichen, daB3 der Mittelwert ihres absoluten Quadrates gleich 1
wird. ]

Es muB3 aber ausdriicklich hervorgehoben werden, da3 es in der voran-
gehenden Aussage durchaus unzulidssig wire, die Worte ,,innerhalb der
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Klasse der fastperiodischen Funktionen‘ zu streichen. Es gibt namlich
sogar sehr einfache, nicht-fastperiodische Funktionen f(x), welche fiir
jedes i die Orthogonalitatsbedingung

a+T

im o [f(x) e *%dx =0
e T

(sogar gleichmaBig in a) erfiillen, ohne identisch Null zu sein. Dies gilt nicht
nur in solchen trivialen Fillen, wo etwa f(x) — 0 fiir | > 00, sondern
auch, wie durch einfache Abschitzungen einzusehen ist, fur Funktionen wie

¢4 oder ef b (von denen die erste fiir |#| — 00 ,,sehr schnelle, die zweite
,,sehr langsame‘‘ Schwingungen ausfiihrt), und fiir welche der absolute Be-
trag sogar konstant gleich 1 ist.

Beispiel. Wird eine reinperiodische Funktion f(x) der Periode 27 als
fastperiodische Funktion aufgefa3t, so wissen wir (nach § 59), daB ihre
Fourierexponenten 4, alle ganz sind. Aus dem Eindeutigkeitssatz folgt
nun umgekehrt, daB eine fastperiodische Funktion f(x) o 3'4,¢i!»*
mit lauter ganzzahligen Exponenten notwendig reinperiodisch der
Periode 27 sein muB; in der Tat ist ja die Fourierreihe der Funktion
f(x + 27), welche (nach Formel (3) in § 64) einfach aus der Fourier-
reihe von f(x) durch Ersetzung von x mit x +2x entsteht, mit dieser
Reihe >4, ¢ =% identisch.

71. Der Eindeutigkeitssatz ist ein wirklich tiefliegender Satz, dessen
Beweis wir erst spiter fithren konnen. Vorlaufig wollen wir uns damit
begniigen, zu zeigen, daBl er mit dem anderen fundamentalen Satz der
Theorie, der PARSEVALschen Gleichung, vollig dquivalent ist, welche
besagt, daB fiir eine beliebige fastperiodische Funktion f(x) ~ A, e 1%

die Relation ,
2 [4alr = M{|{(x) 3}

besteht. Der Beweis dieser Aquivalenz ist zu dem entsprechenden Beweis
fiir periodische Funktionen vollig analog.

1°. Aus der PARSEVALschen Gleichung folgt der Eindeutigkeitssatz.

Beweis. Es sei f(x) eine fastperiodische Funktion, deren Fourierreihe
kein einziges Glied enthilt. Dann folgt aus der PARSEvVALschen Gleichung
M{f(x)|%} = D |4a[*, daB M{|f(x)% = 0 ist; unsere Aufgabe ist,
auf Grund dieser Gleichung M{!f(x)|?} = 0 zu schlieBen, daB f(x)
identisch verschwindet. Fiir reinperiodische Funktionen ist der ent-
sprechende SchluB trivial, und zwar weil der Mittelwert einer nicht-
negativen stetigen Funktion -iiber ein endliches Intervall nur dann
Null sein kann, wenn die Funktion identisch gleich Null ist. Fiir fast-
periodische Funktionen, wo es sich um den Mittelwert uber ein unend-
liches Intervall handelt, ist der Schluf (gliicklicherweise) ebenfalls
richtig, aber nicht so unmittelbar. Wir ziehen vor, den Beweis etwas
hinauszuschieben, um dann in demselben Zusammenhang einige weitere
Sitze zu beweisen, die fiir das Folgende notwendig sind.
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2°. Aus dem Eindeutigkeitssatz folgt die PARSEVALsche Gleichung.
Beweis. Es sei f(x) 2 A,e'1»% eine beliebige fastperiodische Funk-
tion. Wir bilden (nach Formel (7) in § 66) die, wiederum fastperiodische,

Funktion g(x) = ]y{f(x + 1) fﬁ)} ~ DA, Beidnz,

Da nun die Reihe 2| 4,2 konvergent ist (mit einer Summe < M{|f(x) 2},
s. § 61), so ist die letzte Reihe > |d,2¢i1n% fiir alle x gleichmifig
konvergent — falls sie iiberhaupt unendlich viele Glieder enthilt —
und ist deshalb (nach dem Satz von § 60) die Fourierreihe ihrer, eo ipso
fastperiodischen, Summe s(x). Die beiden fastperiodischen Funktionen
g(x) und s(x) haben somit dieselbe Fourierreihe (ndmlichD)|4, 2 ¢i4r2);
also ist nach dem Eindeutigkeitssatz g(x) = s(x), d. h.

g(x) =D | A, 2ci4n7,
Wihlen wir in dieser Gleichung speziell x = 0, so ergibt sich

gm=yMMW=Mwwm=zmm,

d. h. die ParsevaLsche Gleichung.

72. Zur Vervollstindigung des obigen Beweises bleibt es noch iibrig,
den folgenden Satz zu beweisen:

Satz. Eine fastperiodische Funktion f(x), fiir welche M{|f(x)|?} = 0
ist, muf identisch, d. h. fir alle x, gleich Null sein.

Bewers. Wir fiihren den Beweis indirekt, d. h. wir nehmen an, es
sei f(x) nicht identisch Null; dann ist zu beweisen, daB M {jf(x)[2} > o
ist. Nach unserer Annahme muB es eine positive Zahl & geben, so da3
in irgendeinem Punkt, etwa x,, die Ungleichung |f(x,)| = & besteht.

Nun gibt es zu der Zahl ¢ = % nach einer fritheren Bemerkung (s. § 47)
eine Linge L(g) = L(%) und eine positive Zahl d(g) :6(%), so daB
jedes Intervall der Linge L auf der x-Achse ein ganzes Intervall der

Linge d enthilt, dessen Punkte 7 alle Verschiebungszahlen 1 (¢) = 7, (%)

sind, und somit der Ungleichung
& &

i+ 0] = [f0)| = |5 +0) — ()| 22— 2 = %
geniigen. Also ist das Integral von [/ (x) |2 erstreckt iiber ein beliebiges
Intervall der Linge L (%) sicher = é (%) . (%)2, und der Mittelwert
M{|f(x)[?} geniigt der Ungleichung
mi(3)

|1(%)] 6(
— (x)2dx = ,
mL(-z—)o ' L(—:—)

und ist somit sicher positiv, im Gegensatz zu unserer Annahme.

M{{(x)[%} = lim
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Bemerkung. Von einer Menge {@(x)} von fastperiodischen Funk-
tionen doll gesagt werden, daB sie von der fastperiodischen Funktion
f (%) majorisiert wird, oder daB sie majorisierbar ist mit der Majo-
rante f(x), wenn jede zu einer beliebigen Zahl ¢ > 0 gehirige Verschie-
bungszahl v = 17(8) der Funktion f(x) zugleich eine 2u & gehorige Ver-
schiebungszahl T, (€) féir jede Funktion @ (x) unserer Menge 1st. Dann zeigt
der obige Beweis die Richtigkeit der folgenden Behauptung:

. Es sei {g(x)} eine Menge von fastperiodischen Funktionen, die
von der fastperiodischen Funktion f(x) majorisiert wird. Dann gibt es
zu jedéem & > o eine Zahl 8 = f(«) > 0, so daB die Ungleichung

M{lgx) % = p
fiir jede Funktion ¢(x) unserer Menge erfiillt ist, fiir welche
obere Grenze |@(x), > & .
—oo 20
In der Tat konnen wir fiir die Zahl 8 = f#(x) den oben gefundenen Wert

x

benutzen, wobei L(f—z—) und 6(—;) zu der Majorante f(x) der Menge

gehoren und also um so mehr fiir jede Funktion ¢ (x) dieser Menge benutzt
werden koénnen.

73.. Ein unmittelbares Corollar der letzten Bemerkung ist der
folgende Satz: Es sei ¢,(x), @5(%), ..., @a(x), ... eine majorisierbare
Folge von fastperiodischen Funktioren (majorisiert von einer fast-
periodischen Funktion f(x)), und es sei nur vorausgesetzt, daB

M{gu(x)% >0 fir n->oo;
d“n” kopvergiert ‘pn(x) gegen 0 fur n —> 00, und zwar glﬁChma‘ﬂ1g /ur
—o00 <L x < oo, d h

obere Grenze |g,(x)| >0 fir n—>oo.
—o0< x< 00 :

In der Tat kénnen wir ja zu einem beliebig gegebenen & > 0 eine

Zahl B = f(«) > 0 so finden, daB
obere Grenze |@,(x)| = &, sobald M{g@,(x)}3} <p
—oa< xr< oo

ist; und die letzte Ungleichung M {|@,(x) 2} < B ist sicher fiir alle
hinreichend groBen Werte von » erfiillt.

‘Wir werden spéter diese Bemerkung in der folgenden Form anwenden:
Es sei f,(%), fo(%), . . .. fa(x), . . . eine Folge von fastperiodischen Funk-
tionen, welche von der fastperiodischen Funktion f(x) majorisiert wird.
Dann 148t sich folgern, daB / (x) fiir #n — 0o gleichmdifig gegen f(x)
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konvergiert, falls wir nur wissen, daB fa(x) fiir #n = oo ¢m Miltel gegen
f(x) konvergiert, d. h. daB

M{f(x) — fx(®»)[F} >0 fir #-—>oo.

Zum Beweis hat man nur f(x) — f»(¥) = @a(x) zu setzen. Dann ist
die Folge @;(x), a(%), ..., @,(%), ... offenbar majorisierbar, niamlich
mit der Majorante 2f(x) (denn 7,,(e) =17,(¢/2) =7,(£/2) = T;_1,(€)),
und also folgt aus der Voraussetzung M{|@,(x)[2} > 0 fiir # — oo,
daB ¢, (x) fir n - co gleichmiBig gegen 0 konvergiert.

Der Multiplikationssatz.

74. Bevor wir den Eindeutigkeitssatz, und damit die ParsevaLsche
Gleichung, beweisen, wollen wir noch auf Grund dieser Sitze den Beweis
des allgemeinen Multiplikationssatzes (6) in § 65 erbringen. In der Tat
wollen wir beweisen, daB dieser Satz mit der ParsevaLschen Gleichung
vollstindig dquivalent ist.

Der allgemeine Multlphkatlonssatz besagt: Wenn f, (¥) o 3 4, ei4sz.und
fa(#) oo X B, eiMnz zwei beliebige fastperiodische Funktlonen sind, so ist

(8) H®) f2(%) > 3D, % mit D, = ¥ A4,B,.
Ap+Mg=1In

Dies ist, wie schon erwihnt, so zu verstehen, daB der Exponent I7, alle
Zahlen der Form 4, 4+ M, durchlduft, und daB8 ferner der entsprechende
Koeffizient D, durch die angegebene Summe gegeben ist, wo die Reihe,
falls sie unendlich viele Glieder enthalt, absolut konvergiert. (Dabei sind
natiirlich eventuelle Glieder D,etlIsz mit D, = 0 wegzulassen.)

Es handelt sich also darum, zu beweisen, daB bei jedem reellen »
die Gleichung

Mt @) e~ = 3 A,B,
Ap ="
besteht (wo die rechte Seite die Zahl 0 bedeutet, falls die Summe leer ist),
und daB die Reihe rechts absolut konvergiert, falls sie unendlich viele
Glieder enthalt. Hierzu bemerken wir zunichst, da8 dieser letzte Teil des
Satzes auf Grund der elementaren Ungleichung |ab|<<3}(|a|* + |b[?) trivial
ist; nach dieser Ungleichung wird namlich die Reihe > |4, B,| effen-
Ap+Mg=»
bar durch die Reihe % > (lA4,* + |B,|*) majorisiert, und daB diese Reihe
=¥

konvergent ist, folgt unr:uttelbar aus der Konvergenz der beiden Reihen
2|44 und X|B,[’, da (wegen der Bedingung 4, + M, =») derselbe
Koeffizient 4, oder B, niemals in zwei verschiedenen der Produkte A,B,
auftreten k‘ann. :

Ferner bemerken wir, daB es geniigt, den speziellen Fall » = 0 zu be-
trachten, wo es sich um das konstante Glied der Fourierreihe, also um
die Gleichung

0! M{f (%) f(0)} = % 4,B,

handelt. Wenn nimlich diese Gleichung nchtlg ist, so kénnen wir einfach
fa{#) durch die Funktion f;(#)e~i*% co 3 B, ¢i(Ma—z ersetzen und erhalten
dann die allgemeinere Gleichung

M{ll(x)f:(x)e“"}= S 4,B,= ¥ A4,B,.
‘Mg—i')"o AP+M'-? .



477] §§ 74—76. Der Multiplikationssatz 57

75. Wir gehen nunmehr zu dem eigentlichen Beweis iiber und beweisen
zuniachst
1°. Aus dem Multiplikationssatz folgt die PARSEVALsche Gleichung.
Wihlt man nimlich speziell fy(%) = f, (#) ~ X 4, e—i4xz, so ergibt sich
aus (*) die Gleichung’
2 4,4,

M{f, () (7f§}A

(p+(S4g =0
d. h. nichts anderes als die PArRsevaLsche Gleichung
M{HF [} =214

2°. Awus der PARSEVALSchen Gleichung folgt der Multiplikationssatz.

Der Beweis beruht auf demselben einfachen Kunstgriff, den wir an der
analogen Stelle in der Theorie der reinperiodischen Funktionen verwendet
haben, namlich auf der Heranziehung der elementaren Identitat

uv=H|u+0 —|u—0P+|utiv—i|u—iv|%.
Wenden wir diese auf das Produkt f,(#) fa(¥) an, so ergibt sich, daB
M{fif} = HM{f + % — M{fh— LB +iM{f+ihS — iM{fi—if. %)

ist. Wendet man nun die ParsevarLsche Gleichung auf die Funktionen

h(®) + fa(®, h(#).— f1(3), h(2) + /() und f,(x) = ifs(#) an, deren
Fourierreihen nach den Formeln (1), (4) und -(5) von § 64 bekannt sind,
so ergibt sich, wenn fiir einen Augenblick

a@) = M{f;(x) =%} und  b@) = M{fs(x) 7%}

gesetzt wird, daB in der obigen Relation di€¢ rechte Seite

=HZ|a®) + b(—DP—X|a@) — B=DP + i Z|a(® +ib(=A *

—iX|a@) —sb (=2
ist, wobei in jeder Summe iiber diejenigen Werte i zu summieren ist, fiir
welche der Summand positiv ist. Hier kénnen wir nun wieder dieselbe Iden-
titit anwenden, jetzt in der entgegengesetzten Richtung, und erhalten dann,
daB
M{fifa} =Za@)b(-1),

wobei das Summenzeichen zhnlich zu verstehen ist. Das ist aber eben die
gewiinschte Relation (*).

78. SchlieBlich bemerken wir noch, daB man, genau wie es fiir rein-
periodische Funktionen der Fall ist, den Multiplikationssatz auch ohne An-
wendung des obigen Kunstgriffes beweisen kann, und zwar, indem man
von dem Eindeutigkeitssatz ausgeht. Man hat dann die in § 66 genannte
Formel (8) heranzuziehen, wonach die (fastperiodische) Funktion

glx) = ]‘ll{fl(x + 1) f2(8)}

als Fourierreihe die Reihe )
g (%) o ZE" £iPnz

besitzt, wo P, diejenigen der Zahlen A4, durchliuft, fir welche — 4, unter
den Zahlen M, vorkommt, und wo E,= A4_B,, wenn P; = A, = —M, ist.
Da diese Reihe gleichmiBig konvergiert (die Reihe Y E, ist ja nichts anderes

als die absolut konvergente Reihe > A_B,), muB ihre Summe eine fast-
Ap+Mg=0
periodische Funktion s(x) dargtell'en, deren Fourierreihe gerade die
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Reihe 3 E,eiPrz ist, und die also nach dem Eindeutigkeitssatz mit der
Funktion g(#) iibereinstimmen muB. Setzt man nun in der so erhaltenen
Relation .
g(x) = S E, é6Pr®
fiir » den Wert » = 0 ein, so ergibt sich, daB
0) = M{f,(9) f,()} = X E.= ¥ 4,B,,

g(0) (h@ )} =2 Ap+§¢-=0' ¢

also wieder die gewiinschte Relation (*).

Einleitende Bemerkungen zu dem Beweis der beiden
fundamentalen Sitze.

77. Wir sind jetzt zu dem schwierigsten Punkt der Theorie gelangt,
nimlich zu dem Beweis der beiden (iquivalenten) Hauptsitze, des
Eindeutigkeitssatzes und der PARsevALschen Gleichung. In der
urspriinglichen Darstellung der Theorie wurde dieser Beweis als ein
Beweis der PArsEvaLschen Gleichung

M{|{()[}} = | 4uP?

gefithrt, was damals das gegebene war, weil die einfache Herleitung
dieser Gleichung auf Grund des Eindeutigkeitssatzes dem Verfasser
unbekannt war. Nachdem die vollstindige Aquivalenz der beiden
Hauptsitze bewiesen ist, empfiehlt es sich natiirlich, den Beweis als
einen Beweis fiir den Eindeutigkeitssatz zu fiithren, was nach dem
Obigen damit gleichbedeutend ist, die PARsEVALsche Gleichung nur fiir
den #uBerst speziellen Fall zu beweisen, wo die Fourierreihe der fast-
periodischen Funktion f(x) kein einziges Glied enthilt und wo es sich
also um die Gleichung

*) M{|f(x)[} =0

handelt. Aus dieser Gleichung folgt ja, wie es in § 72 bewiesen wurde,
daB f(x) identisch verschwindet.

Die Gleichung (*), d. h. der Eindeutigkeitssatz, 148t sich auf ver-
schiedene Weisen beweisen. Ein Beweis ergibt sich natiirlich durch
Spezialisierung des urspriinglichen . Beweises des Verfassers fiir die
allgemeine PARrsEvaLsche Gleichung; dieser Beweis ist aber sehr um-
stindlich. Ein anderer Beweis, der auf demselben Grundgedanken beruht,
aber erheblich einfacher ist, wurde von DE LA VALLEE PoussIN gegeben;
dieser Beweis soll hier gegeben werden. Um den sinnreichen und daher
etwas kiinstlich erscheinenden Gedankengang des Beweises so deutlich
wie moglich hervortreten zu lassen, skizzieren wir zunichst kurz den
Ausgangspunkt des urspriinglichen Beweises. Wir werden dann von
selbst Gelegenheit bekommen, darzulegen, worin die prinzipielle Verein-
fachung des neuen Beweises gegeniiber dem #lteren besteht.
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78. Gegeben sei eine fastperiodische Funktion f(x), fiir welche bei
jedem 2
a(d) = M{f(x)e~i*2} =0

ist. Dann ist zu beweisen, daf3
r
M{f(x} =lim % [|f@)[dx =0
| T >0 6,

ist. Da die Voraussetzung a(4) = 0 fiir alle 4 erst zum SchluB} zur An-
wendung gelangt, empfiehlt es sich, diese Voraussetzung vorliufig
gar nicht zu machen; unsere Betrachtungen beziehen sich also zunichst
auf eine beliebige fastperiodische Funktion f(x). -

Der Gedanke des Beweises besteht darin, gleichzeitig mit der Funk-
tion f(x) die reinperiodische Funktion F (x) = Fr(x) mit der Periode T

l’\

-7 0 7 or
Fig. 8.

zu betrachten, welche im Periodenintervall 0 < x << T gleich der gegebenen
Funktion f(x) ist; also
Fp(x) =f(x) fir 0<x<T, Fr(x+T)=Fr(x),

und in der Anwendyng der PARSEVALschen Gleichung auf diese Funktion.
Die Funktion Fr(x) braucht nicht stetig zu sein, sondern wird im all-
gemeinen in den Punkten mT (m = 0, 4-1, 4-2, . . .) Spriinge aufweisen.
Dies schadet aber nicht, denn wir haben ja in §§ 37—38, eben im Hin-
blick auf diese Anwendung, periodische Funktionen dieser Art betrachtet

und haben u. a. bewiesen, daB fiir sie die PARsEvALsche Gleichung be-
steht. Schreiben wir also die Fourierreihe von Fr(x) in der Form

ad iz—:'nx
Fp(x) ~ —Zjac,,e T
—00

(wobei nicht nur die Exponenten % n, sondern auch die Koeffizienten

2
i

T T 27
—_ —-—t—nz
dn= g [Frle” T dx = L [t e T dx
0 0
von dem Parameter T abhingen), so gilt die Relation

- T - T
Sliar= ’ngFT(x)gzdx - —1T—f|/(x)]2dx,
—oo 0 0
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Nun strebt in dieser Relatioh fiir T — oo die rechte Seite gegen M {| f(x)|2};
also gilt dasselbe fiir die linke Seite, d. h. wir haben fiir den Mittelwert
M{|f(x)|%} den neuen Ausdruck

M{|1®)} = lim ZI“ [

gefunden.

Bisher war bei dieser Betrachtung von einer beliebigen fastperiodi-
schen Funktion die Rede; nunmehr kehren wir zu unserer am Anfang
gestellten Aufgabe zuriick; diese Aufgabe 148t sich dann folgendermafBen
aussprechen: Es ist zu beweisen, daf aus der Voraussetzung a(l) = 0
fibr alle A die Grenzgleichung

lim Z |oen 2 =
T>00 —o0

gefolgert werden kamn, oder mit anderen Worten, daB fiir groBe T die

Quadratsumme > |6,[? sehr klein ausfillt,

79. Auf diesem Wege 148t sich der Beweis des Eindeutigkeitssatzes
tatsichlich erbringen. Der direkte Beweis der angegebenen Grenz-
gleichung ist aber sehr schwierig. Dagegen ist es, wie wir sehr bald
zeigen werden, nicht mit besonderen Schwierigkeiten verbunden, zu
zeigen, daB fiir groBe T die obere Grenze der Zahlen |«,| sehr klein
ausfillt, d. h. daB aus der Voraussetzung a(A) = 0 fiir alle A die Grenz-
gleichung
(*) lim obere Grenze |«,|= 0

T > oo —ooLn<oo
folgt. Sehr interessant ist es nun, daB sich schon aus dieser viel weniger
aussagenden Grenzgleichung der Eindeutigkeitssatz ergibt; dazu muB
man aber mit DE LA VALLEE PoussIN den Ausgangspunkt des Beweises
etwas abindern, indem man nimlich nicht wie oben die beiden Funk-
tionen f(x) und Fp(x), sondem die beiden gefalteten Funktionen

£ =Mjx+ 9@} und Grle) = ~[FT(x+t>FT(t>
0
miteinander vergleicht. Bevor wir dazu iibergehen, dies niaher zu er-
ortern, geben wir zunichst den Beweis der Grenzgleichung (*).

Vorbereitungen fiir den Beweis des Eindeutigkeitssatzes.

80. Zunichst wollen wir einige Hilfssitze ableiten.

Satz 1. Es sei f(x) eine beliebige fastperiodische Funktion und € eine
beliebige positive Grofe. Dann lassen sich die Zahlen A und T, so grof
wahlen, dap fir jedes |A| > A und jedes T > T,

l—%—/’;(x) =itz gy | <e.
P4 :
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Beweis. Von vornherein ist es klar, daB wir die Konstante A4 so
wihlen konnen, daB fiir [1| > A die Ungleichung

T
la(d)| = Igiinw%-off(x) ethrdy| <e

besteht; denn bei gegebenem & > 0 gibt es ja nur eine endliche Anzahl
von Zahlen 2, fiir welche |a(1)| = ¢ ist. Hieraus folgt aber die zu be-
weisende Ungleichung nur mit eirem von 4 abhingigen T,. Um zu
zeigen, daB T, unabhingig von 4 gewihlt werden kann, miissen wir
anders verfahren. Der Beweis ergibt sich auf Grund der gleichmiBigen
Stetigkeit und der Beschrinktheit von f(x); wir kénnen sogar Ty = 1
wiahlen.

Zunichst bemerken wir, daB fiir ein gegebenes 4 &= 0 die Funktion
e~ periodisch ist mit der Periode 27/|4|, und daB ferner das Integral
dieser Funktion iiber ein beliebiges Intervall der Linge 27/|4| gleich
Null ist. Hieraus ergibt sich fiir ein beliebiges x, die Gleichung
Ill fﬂ

ff(x) e~irdy =-/‘(]‘(x) — flxp) e~itzdx.

In+

Bezeichnen wir also fiir ein gegebenes 6 > 0 mit w (d) die obere Grenze
von [f (%) — f(xg)]| fiir %, — x,| =< 0, so gilt die Abschitzung

zl+|”
2n

jf(x)e "’dxi = w(lﬁ) ik

Es sei nun T > 0 beliebig gegeben und es sei T = »n |—1|_ + o, wobei

n eine ganze Zahl ist und 0 < & < 2% Dann ist

[4]
27 47 ’-r
Y ;; T
[f(xe Hedy = [+ [+ |+ [fetiedy,
() I_)*z (n‘l)'l:’.-_; nlgl

und es gilt somit, wenn mit I" die obere Grenze von |f(x)| bezeichnet
wird, die Abschitzung

7. . .
|/f(-f)€‘i;"d.ri = n 0)(2;-) 2; +I'x=<T. (:)(%:—T) + FIZ;I—
0

Also ergibt sich schlieBlich, daB fir 77> T, =

2n

T ] r. "
_,1
o3 )+ T "(m)“" m

H: /‘f(x)e‘”--'dx

0
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Hiermit ist aber der Beweis vollendet. Denn nach der gleichmiBigen
Stetigkeit von f(x) gilt w(d) - 0 fiir d - 0; es 1Bt sich deshalb ein
A = A(g) so wahlen, daB fiir |[2| > A die Ungleichung
2x 2r
() (m) + I Il <e
stattfindet.

SAtz I1. Es sei f(x) eine fastperiodische Funktion, und es sei A, eine
reelle Zahl, fiir welche a(Aq) = M{f(x)e=* %} = 0 (d. h. A, sei keiner der
Fourierexponenten von f(x)). Dann lassen sich zu einem gegebenen € > 0
die positiven Grofen 6 und Ty so bestimmen, daf fiir jedes A des Inter-
valles (Ag — 8, Ay + 0) und jedes T > T,

, T
‘—lT—/f(x)e‘“-” dx! <.
0

Bewess. Ahnlich wie oben ist es von vornherein klar, daB wir die
Konstante d so wihlen konnen, daB fiir |1 — 4,| < 0 die Ungleichung
. r :
la(d)] = l lim }—/l(x)e‘“‘dx, <e

T ->co 0

besteht. Hieraus folgt aber die zu beweisende Ungleichung nur mit einem
von 4 abhingigen T,. Um zu zeigen, daB T, unabhingig von 4 gewihlt
werden kann, miissen wir anders verfahren. Der Beweis beruht auf
dem verschirften Mittelwertsatz fiir fastperiodische Funktionen.

Zunichst bemerken wir, daB wir ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit 1, = 0 annehmen kénnen (sonst haben wir nur die Funktion
f1(®) = f(x) e7"* an Stelle von f(x) selbst zu betrachten). Unsere
Annahme ist also, da8

a(0) = M{f(x)} =0,

und wir haben zu beweisen, daB
T 1
!%ff(x)e~ilzdx‘ <e fir [A<¢, T>T,.
0

In dieser Formulierung hat der Satz eine groBe Ahnlichkeit mit dem
Satze I; da handelte es sich um die sehr ,,schnellen” Schwingungen
¢~ (nimlich um die groBen Werte von |2]), und der Beweis beruhte
darauf, daB sich der Faktor f(x) im Laufe einer vollen Schwingung von
€72 kaum inderte. In dem jetzt zu beweisenden Satz ist es genau
umgekehrt; hier handelt es sich um die sehr ,,]Jangsamen‘‘ Schwingungen
¢~"2 (nimlich um die kleinen Werte von |1f), und der Beweis wird
darauf beruhen, daB sich der Faktor ¢~%* zu langsam dndert, um den
(in der Bedingung M{f(x)} = 0 liegenden) Ausgleich der Schwingungen
von f(x) zu storen. Genau liBt sich dieser Gedanke so ausfiihren:
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Da (nach dem verschirften Mittelwertsatz von § 52) der Mittelwert
a+T

+[1max

fiir T — oo gleichmaBig in @ gegen M{f (%)}, also in diesem Fall gegen
Null, konvergier{, konnen wir zunichst T, so groB wiahlen, daB fiir
H > T, und jedes a

a+H

.\—;I-ff(x)dx < %

Dieses T, wird das T, unseres Satzes sein. Es sei nun mit I" die obere
Grenze von |f(x)| bezeichnet, und es sei zunichst die Zahl > 0 so
klein gewihlt, daB

obere Grenze ;€% — it < i[

10 ] 2

(was nach der gleichmiBigen Stetigkeit von ¢'* méglich ist). Wird dann
8 = 02T, gewihlt, so gilt also bei jedem |1| < 4, daB
&

obere Grenze e~i*n — g~itn < -

i —x ' <<2T,
ist. Dieses 0 wird das 6 unseres Satzes sein. Nun ist immer

a+H a+H at+H
,Hijf(x)e—“‘dx = %—/f(x) e~itady 4 %j f(x) (emi4* — e—ita)dx;

aus dem Obigen ergibt sich also, daB fiir |1| < é und T, < H <27,
bei jedem a die Ungleichung
a+H
1 wirz g
g [1meriindn) <

[

&

p—1 £
?. e 1la|_{_['.__

ar=F%
besteht.

Hiernach ist nun der Beweis unseres Satzes in wenigen Worten voll-
endet. Es dei nimlich T eine beliebige Zahl >T,; wir konnen dann

4 b
T

7 LA 2 ' T=nt "
Fig. 9.

eine positive ganze Zahl » so wihlen, daB die Zahl T'/n = H in das Inter-
vall Tg< H=<2T, zu liegen kommt (wir haben nur diejenige ganze
Zahl k= 0 zu bestimmen, fiir welche 2¥ Ty < T < 2¥+!T,; dann laBt
sich # = 2* wihlen). Dann erscheint der Mittelwert
. r
-11.—_ /f(x)e“"—‘dx
0
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als das arithmetische Mittel der » Mittelwerte

vH
r[fweitdx, y=1,2,...n
“(-1H
und ist also fiir |4| < é numerisch kleiner als e.

81. Mit Hilfe der Sitze I und II beweisen wir jetzt den folgenden
HAUPTHILFsSATZ. Es sei f(x) eine fastperiodische Funktion, fiir welche
a(A) = M{f(x)e=*%} = 0 fiir alle A. Dann besteht die Gremzgleichung

T
lim %f{(x)e'“‘dx =0
T—>o $

gleichmapig fiir —oo < A< 0o, d.h. zu einem gegebenen € > 0 lipt sich
ein Ty = T,(€) so wihlen, dap fiir T > T, und alle A

T
'—%off(x) e—iiz dx] <e.

Beweis. Wir wihlen zunichst nach Satz I die Zahl A so groB, daB
fiir jedes || > 4 und jedes T > 1
T

‘—;.off(x)e‘“”dx) <e.

Danach bestimmen wir nach Satz II zu einem beliebigen festen 4, im
Intervalle —4 < 4, < A positive Zahlen & = 6(4,) und T, = Ty(4,),
so daB fiir jedes 4 des Intervalles (i, — 0(4,), 4o + 6(4;) und jedes
T > Tyo(h)

T
i%ff(x)e‘“-zdx! <e.
0

Das Intervall (A, — d(4y), 4o + 0(4,)) bezeichnen wir der Kiirze
halber mit ¢(4,); dann sind offenbar dugch die Bestimmung dieser Inter-
valle 4 (4,) die Bedingungen fiir die Anwendung des HEINE-BORELSchen
Uberdeckungssatzes erfiillt ; denn fiir jeden Punkt 4, des abgeschlosse-
nen Intervalles —A4 <4 =<4 enthilt ja das entsprechende Intervall
i(4,) den Punkt 4, in seinem Innern (4, ist ja sogar der Mittelpunkt
von #(Ag)). Also ergibt sich aus dem genannten Satz, daB es moglich
ist, eine endliche Anzahl von Punkten des Intervalls —4 <1< 4,
etwa A, 4,, ..., Ay, so auszuwihlen, daB die entsprechenden Intervalle
t(4),%(A), ..., 4(dy) schon das ganze Intervall —A <1< A iiber-
decken. Dann wird die Zahl

Ty = Max (1, Ty(4y), Ty(dy), ... To(in)

die gewiinschte Eigenschaft haben. In der Tat, ist 4 eine véllig beliebige
reelle Zahl, so wird sie entweder auBerhalb des Intervalles —A =1=4
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liegen (d.h. die Ungleichung |A| > A erfiillen), oder sie wird mindestens
einem der Intervalle #(4,), ¢(4,), . . ., #(Ax) angehéren, und es gilt somit
in jedem Fall die Ungleichung

T
l%ff(x)e'“’dx‘ <e fir T>T,.
0

82. Um dieses Ergebnis auf die fiir die folgende Anwendung be-
quemste Form zu bringen, betrachten wir die oben eingefiihrte rein-
periodische Funktion F(x) der Periode T, welche im Periodenintervall

2

0 < x < T mit /() iibereinstimmt. Es sei > &, e T die gewohnliche
— o0

Fourierreihe dieser Funktion Fp(x), d. h. es sei

2n

T 2= T _2a
a,,:%.—jFT(x)e 'T"dx-——-—;.—f/(x)e T gy,
0 0

Dann folgt aus dem Obigen unmittelbar der folgende Satz: Zu einem
gegebenen € > 0 konnen wir ein Ty = Ty(¢) so bestimmen, daB fiir
T > T, die simtlichen Fourierkonstanten &, von Fp(x) der Un-
gleichung |&,| < & geniigen; oder mit anderen Worten: Wenn fiir die
Funktion f(x) die Bedingung a(}) = 0 fiir alle X erfiillt ist, so gilt die
Grenzgleichung
lim obere Grenze [&,| = 0.
T>00 —ocoln< oo

Hiermit haben wir die in § 79 genannte, dort mit (*) bezeichnete,
Grenzgleichung bewiesen, auf welcher der DE LA VALLEE Poussinsche
Beweis des Eindeutigkeitssatzes beruht. Aus dieser Grenzgleichung
148t sich nicht schlieBen, da3 -

lim X |ax,2=

T>o00 —o0
ist, d. h. daB D’|x4|® klein ist fiir groBe T, was fiir einen direkten Be-

weis des Eindeutigkeitssatzes auf Grund der Einfithrung der Funktionen
Frp(x) das Bequemste gewesen wire. Indem wir aber die einfache Tat-

sache benutzen, daB > '|&,[? jedenfalls beschrankt bleibt, nimlich

oo T ?'
Zlan|2 = _;__.[A|Fr(x):2dx = ;_] f(x)2dx < T2,
Lo § J

wo I" wie immer die obere Grenze von |f(x)| in —oo < x < oo bezeich-
net, kénnen wir schlieBen, daB z. B. die Summe der vierten Potenzen

0

| xa|* fiir groBe Werte von T klein ausfillt. In der Tat gilt ja

—00

o0 [end
| xa|* < (obere Grenze |&,[?) - | &, ' < (obere Grenze |«,()2- I'?,
—00 —oco n<C oo —0o0

Ergebnisse der Mathematik. I. Bohr. 5
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wo die letzte GroBe fir T — oo gegen Null konvergiert. Mit anderen
Worten, es gilt der Satz, daB, wenn fiir die Funktion f(x) die Bedingung
a(X) = 0 fir alle A erfiillt ist, so gilt die Grenzgleichung

lim Dlaat=0.

T-+»o00 —o0

Auf diesem Satz wird der nun folgende Beweis des Eindeutigkeits-
satzes basieren.

Beweis des Eindeutigkeitssatzes.

83. Es sei f(x) eine fastperiodische Funktion, iiber die wir vorldufig
keine Voraussetzung machen. Wir fithren wie oben die Funktion F(x)
ein und betrachten alsdann die beiden gefalteten Funktionen

T
g =M{{x+070} wnd  Gr(x) = 7 [Falx + O FrBdt.
0

Dabei ist, wie wir wissen, g(x) wieder eine fastperiodische Funktion,
und Gp(x) ist eine (stetige) reinperiodische Funktion der Periode T,
deren Fourierreihe durch '

Gp(x) o 2 ; D‘ni
gegeben ist. Hieraus folgt, daB bei jedem T

2
T nr
2, T

(o]

T
7 [1626dx = 3 an
0

ist.

Die Funktion Gp(x) braucht natiirlich nicht im Periodenintervall
0 <x < T mit der Funktion g(x) iibereinzustimmen; sie entsteht ja
nicht in derselben Weise aus g(x) wie F,(x) aus f(x). Dies ist aber auch
nicht entscheidend; es wiirde geniigen, wenn G (x) im Periodenintervall
0 < x < T eine ,,gute Anndherung* von g(x) lieferte, aber auch dies ist
fiir beliebige Werte von T im Allgemeinen nicht der Fall. Wie wir nach
§ 53 wissen, gilt fiir 7 — oo die Grenzgleichung

T
Jim 7 [ 1+ 070 4t = Mtz + ) 0}
0

gleichmaBig in x. Ein Vergleich der beiden Funktionen g(x) und Gr(x)
in dem Intervalle 0 < x < T l4uft also im Wesentlichen auf einen Ver-
gleich der beiden Funktionen

r
gr(x) = | f(x + 0 ] @) a
und 0.1,~

Gr(x) = [ Falx + ) Fr(@) at
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hinaus. Diese beiden Funktionen g,(x) und G4 (x) sind nun keineswegs
identisch in 0 < x << T. Es gilt wohl im ganzen Integrationsintervall
0 <t < T die Gleichung f(f) = F(f) und somit f(f) = F,(f), aber die
anderen Faktoren f(x 4-¢) und Fp(x + ¢) stimmen nicht im ganzen
Intervall 0 <¢ << T iiberein, weil x 4 ¢ fiir 0 <t < T teilweise in

das Intervall T < x + ¢t < 2T zu liegen kommt (s. Fig. 10).

Fig. 10.

Wir wenden nun den Kunstgriff an, fiir den ,,Schnitt’ T nicht eine
beliebige Zahl, sondern gerade eine Verschiebungszahl, etwa T = 7,(g),
zu benutzen. Dann gilt fir T <z < 2T

1(2) — Fr(d)| = |f() — f( = T)| = e,

und es besteht daher, bei jedem festen x in 0 <x < T, im ganzen
Intervalle 0 <<¢ < T die Ungleichung

/(2 + 1) — Fp(x + )] <.
Somit erhalten wir (bei der genannten Wahl T = t,(¢)) fiir jedes x
in 0 <% < T die Ungleichung
gr(x) — Gp(x)| =e-T.
Es sei nunmehr die Zahlenfolge &, > &, > -+ > ¢&, > --- — 0 beliebig
gewihlt (z. B. & = 1/n), und es sei T, T,, ..., Ty, ... eine Folge von
zugehorigen Verschiebungszahlen (d. h. T, = 7¢(ey)), fiir welche T,,—oco.
Dann gilt fiir jeden Wert von #»
?ng(x) _GTn(x)| é:eﬂr in 0<x< Tn»
und somit ergibt sich, daB

obere Grenze ‘gp,(x) — Gp,(x)] >0 fiir # —>oc.
0<2< Tn
Nun konvergiert aber fiir n oo die Folge von Funktionen gp, (%)
gleichmiBig in —oo < x < oo gegen g(x); insbesondere gilt also, daf3
obere Grenze ig(x) — gr,(*)| >0 fir #n —>oo.
0<z<Tx
Also erhalten wir schlieflich als Resultat der Vergleichung der Funk-
tionen g(x) und G (x), daf es eine Folge von Zahlen Ty, Ty, ..., Ty, ...
mit Tp—> oo derart gibt, daf
obere Grenze 'g(x) — Gp,(x)] > 0 fir n - oco;
0<z< Tn
mit anderen Worten, die Funktionen Gy, (x) stellen in ihren (mit # ins
Unendliche wachsenden) Periodenintervallen 0 <x << T, eine immer
bessere Anniherung von_g(x) dar.

5*
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Hieraus 148t sich nun ohne Schwierigkeit schlieBen, daf3

T
*) M{lg( % = lim o [|Gr, () dx
n->00 lO
sein mul. -
Denn fiir ein gegebenes # ist ja im Intervall 0 <x < T,
gt = |Gr. (| = |le@®] — |Gr. @] - (e(®)] + Gr @)
= obere Grenze |g(x) — Gr, (x)|-21.

0<z<Tn
Also ist

1T f|g(x Izdx—~-—f|GT,, (x)[2 dx‘<

= obere Grenze |g(x) — GT,_ (x)|-21%.
0<2<Tn

(%) |2 — iGT”(x)izldx

Hieraus folgt aber die obige Grenzgleichung (*), denn fiir » - oo kon-
vergiert ja die letzte GroBe gegen Null; da ferner die GréBe TL [ lg(x)|2dx

0
gegen den Mittelwert M{ g (x)[?} konvergiert, muB also auch die GroBe
Tn
/ |Gr,(¥)|2dx gegen diesen Grenzwert M{|g(x)|%} streben.

o
‘Nach diesen Vorbereitungen ist nun der Beweis des Eindeutigkeits-

satzes sehr leicht zu fithren. Es sei fiir f(r) die Voraussetzung
a(i) = M{f(x)e~*2} = 0
fiir alle 4 erfiillt. Zu beweisen ist, daB f(x) identisch verschwindet.

Zunichst folgt aus der Voraussetzung a (1) = 0 fiir alle 1, wie in
§ 82 bewiesen, daB

lim Z,a,,“——

T>00 —o0

ist. Da nun bei jedem T

T 00
—;r—f]GT(x);?dx =2|a”]4
0 —o0

ist, folgt also, daf3
T

lim —/ |Gp(x)2dx =0
0

7' > 00

ist, womit nach'dem Obigen insbesondere bewiesen ist, daB
Ta
M{g(x)?} = lim - Gr,(x)%dx =0

n->o0

7!
0
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sein muB. Aus dieser Eigenschaft M{|g(x)|%} = 0 der fastperiodischen
Funktion g(x) folgt aber, daB g(x) identisch verschwindet; also ergibt
sich speziell, daf

g = M{io @} = M{i )3 =

ist. Aus dieser Gleichung M{|/(f)|%} = 0 folgt dann weiter, daB f(x)
selbst identisch verschwinden muB3, womit der Beweis vollendet ist.

Der Hauptsatz.

84. Nachdem der Eindeutigkeitssatz und somit auch die PARSEVAL-
sche Gleichung bewiesen ist, wenden wir uns jetzt zu dem Beweis des
eigentlichen Hauptsatzes der Theorie: Dze abgeschlossene Hiille H{s (x)}

der Klasse aller endlichen Summen s(x) = \ a, €% ist identisch mit der
Klasse der fasti:enodzschen Funktionen.

Wir wissen schon (§ 49), daB die Klasse H{s(x)} in der Klasse der
fastperiodischen Funktionen enthalten ist. Zu beweisen ist, daB auch
umgekehrt die Klasse der fastperiodischen Funktionen in der Klasse
H{s(x)} enthalten ist, d. h. daB8 der folgende Satz besteht.

APPROXIMATIONSSATZ. ]ede fastperiodische Funktion f(x) lift sich

durch endliche Summen s(x Za e gleichmifig fiir —oo<<x<<oo

approximieren, d. h. zu 7edem £ > 0 gibt es eine Summe s(x) derart, daf
l/(x) — s(x)| =& fiir alle x.

Dabei sollen als Exponenten 4, in den auftretenden Approximations-
summen s (¥) gerade die Fourierexponenten A, von f (x) verwendet werden.

Es geniigt im Folgenden den Fall zu betrachten, wo die Fourierreihe
von f(x) unendlich viele Glieder enthilt, da ja die Funktion sonst
(nach dem Eindeutigkeitssatz) selbst eine endliche Summe s (x) ist.

Wenn irgendeine endliche Summe s(x) die Funktion f(¥) mit der Ge-
nauigkeit ¢ approximiert, d. h. |f(¥) — s(#)| = ¢ fiir alle ¥, so ist es Klar,
daB ein , fremder* (d. h. von den Fourierexponenten 4, verschiedener)
Exponent 4, nur in Verbindung mit einem Koeffizienten a, vom absoluten
Betrage =< ¢ auftreten kann, weil

|an] = | M {s(z) e~} | = | M {(s (@) — f(xi)e‘-“ﬁ‘}} <Mfe-1)=¢.

Fiir verschiedene Anwendungen des Approximationssatzes ist es aber von
ausschlaggebender Bedeutung, daB man — wie im Fall der reinperiodi-
schen Funktionen — solche fremde Exponenten Ay vollstindig vermeiden
kann.

Andererseits muB bei einer hinreichend feinen Approximation jeder
vorgegebene Fourierexponent 4, tatsichlich in der approximierenden
Summe s (v) auftreten, nimlich'sobald die Genauigkeit ¢ kleiner als |4,] ist.

85. In allen bisherigen Betrachtungen iiber die Fourierreihe einer
fastperiodischen Funktion war kein AnlaB vorhanden, irgendeine be-
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sondere Ordnung der Glieder zu wihlen. Wie an der entsprechenden
Stelle in der Theorie der Fourierreihen reinperiodischer Funktionen
haben wir bei dem Beweis des Approximationssatzes zunichst die Frage
nach einer solchen Ordnung der Glieder zu erértern, und zwar wollen
wir, um moglichst genauen AnschluB an die klassische Fourierreihen-
theorie zu bekommen, bei dieser Ordnung nur die Fourierexponenten
Ay (und nicht die Koeffizienten A,) beriicksichtigen.

Da als Exponentenmenge {,} einer fastperiodischen Funktion eine
vollig beliebige abzihlbare Menge von reellen Zahlen vorkommen
kann, konnte es zunichst recht aussichtslos erscheinen, ein allgemeines
Prinzip anzugeben, das bei jeder fastperiodischen Funktion f(x) zur
sukzessiven Entleerung ihrer Exponentenmenge verwendet werden kann.
Durch Heranziehung eines arithmetischen Gesichtspunktes gelingt dies
doch in sehr einfacher Weise, und zwar durch die Einfiihrung des Be-
griffes einer, ,,Basis’ der reellen Zahlenmenge {4,}.

Fiir den Fall endlich vieler Zahlen 4,, ..., 4y ist der Begriff einer
Basis ein sehr geldufiger, und zwar versteht man darunter eine endliche
Menge von Zahlen By, ..., Bx derart, daB jede der gegebenen Zahlen 4,
auf eine und nur eine Weise in der Form-

4, = 8m1 Bt -+ gn:llﬂll

mit ganzen Koeffizienten g.m dargestellt werden kann. Bei dem Uber-
gang zu einer abzihlbaren Menge 4;, 4, ... muB der Begriff der
Basis dahin erweitert werden, daB die Basis ebenfalls abzihlbar viele
Zahlen B, P,, ... enthalten darf. Dariiber hinaus erweist es sich aber als
nétig, um den Begriff der Basis fiir eine beliebige abzihlbare Zahlenmenge
einfithren zu koénnen, fiir die Koeffizienten g, » nicht nur ganze, sondern
beliebige rationale Zahlen zu erlauben.

86. Es sei 4,,4,,4,,... irgendeine Menge von abzihlbar vielen
reellen Zahlen. Unter einer Basis

B ={81Buhs - }
dleser Menge verstehen wir eine (héchstens) abzihlbare Menge von
reellen Zahlen f, mit den folgenden Eigenschaften.
1°. Die Zahlen B, B, s, . .. sind linear unabhingig, d.h. es be-,
steht bei keinem.m eine Relation der Form

Rl,Bl + Rz,Bg + -+ Rmﬁm =0
mit rationalen, nicht simtlich verschwindenden Koeffizienten R;, R,,
.o R
2°. m]ede unserer Zahlen A, 148t sich fiir h1nre1chend groBe m in
der Form
An=np+1fs+ - + 7ibBm
mit rationalen Koeffizienten r,, 7, . .., 7,, darstellen. Hierbei ist offen-
bar, nach 1°, die Darstellung jedes A, (blS auf Glieder mit Nullkoeffizien-
ten) eine elndeutlge
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Beispiele. Die aus allen rationalen Zahlen bestehende Menge {4,}
besitzt die Basis {1}. Die Folge A, =logn (n =1,2,3,...) besitzt
als Basis die Menge {logp,}, wo p, die Folge der Primzahlen 2, 3,5, . ..
durchliuft.

87. Wir wollen nun beweisen, daf jede Folge A,, A,, A;, ... eine
Basis B = {f,, By, Bs, ...} besitzt und sogar eine, deren Zahlen f,
alle zu der Folge {4,} gehoren. Hierzu verfahren wir folgendermaBen:

Als erste Basiszahl §, nehmen wir die erste Zahl A, der Folge
A,,A,,4,, ..., welche von 0 verschieden ist (also entweder A1 oder 4,),
und strelchen 'danach jede Zahl A, der Folge Ay iy, Apsa, - .., fir
die eine Relation der Form 7, 8; + 734, =0 in rationalen Zahlen 7, 7,
mit 7, + 0 besteht. Es sei A, die erste Zahl der Folge A, ,;, 4, 42, ...,
die hierbei nicht ausgestrichen wird. Dann setzen wir f, = 4, und
streichen jede (noch nicht ausgestrichene) Zahl A, der Folge 4,,,,,
A, 4o, ..., fir die eine Relation der Form 7,8, 4 7,8, + 734, =0
in rationalen Zahlen 7, +,, #; mit 7, + 0 besteht. Danach setzen wir
Bs=4,, wo A, die erste nicht ausgestrichene Zahl der Folge
Ay 1,4, 40, . .. bedeutet, usw. Nun gibt es zwei verschiedene Mog-
lichkeiten. Entweder bricht dieses Verfahren nach einer endlichen An-
zahl von Schritten, etwa nach p Schritten, dadurch ab, da8 die simt-
lichen Zahlen A, .,, Ay 12, ... gestrichen sind (und somit keine 4
iibrig sind); in diesem Fall bildet die endliche Menge

{ﬂl'ﬂ2' ERE lgp} = {AnuAnv R /1,,,,}

offenbar eine Basis. Oder das Verfahren bricht niemals ab; in diesem
Fall wird offenbar eine Basis durch die abzihlbare Folge

. {B1.B2.Bs, .- .} ={dn,, Ap,, Ap,, . . .}
gegeben.

88. Wir wihlen eine beliebige, aber-im Folgenden festzuhaltende
Basis B = {fy, By, s, ..} fiér die Exponentenfolge A,,4,,4,,...
unserer gegebenen fastperiodischen Funktion f(x). Der Bequemlichkeit
halber wollen wir annehmen, daB jede Zahl aus der (abzihlbaren) Menge
von Zahlen

nh+7b+ -+ "nbm

(wobei m beliebig ist und 7, 7,, . . ., 7,, beliebige rationale Zahlen sind)
unter den Exponenten A, vorkommt. Sonst brauchen wir nur in der.
Reihe >'4, ¢'4n% die etwa fehlenden Glieder 4, ¢*4** mit dem Koeffizienten
A, = 0 aufzunechmen. Wir fijhren den Beweis des Approximationssatzes
fur den Fall, wo die Basis {8,, B,, Bs, . . .} abzahlbar ist; die Verein-
fachungen, die im Fall einer endlichen Basis vorzunehmen sind, liegen
auf der Hand. [Ubngens konnte man diesen letzten Fall auch unmittel-
bar in dem allgemeinen Fall aufgehen lassen, da jede endliche Basis



72 Die, Theorie der fastpexiodischen Funktionen. [492

immer durch sukzessive Hinzufiigung neuer Zahlen zu einer unendlichen
Basis erweitert werden kann.]

Es sei nun g eine beliebige natiirliche Zahl,und es sei g+=1:2:3::-¢
mit Q bezeichnet; ferner sei mit P die Zahl P = ¢Q (= ¢ - ¢!) bezeichnet,

so daB also £ —» oo fiir g —>oo. Mit E; wollen wir dann die endliche

Menge bezeichnen, welche aus allen Zahlen A, besteht, die mit Hilfe
unserer Basis in der Form

:%ﬂx+gﬂz+ +”,Qlﬂq

geschrieben werden koénnen, wobei »;,%,,...,%, ganze Zahlen be-
deuten, die alle numerisch < P (= ¢(Q) sind. Schreiben wir eine be-
liebige der Zahlen A, in der Form

An=np+ 7+ - +’Mﬂm:%ﬂl+%ﬂs+ +i—:ﬂm.

wobei wir annehmen wollen, daB die Briiche s,/4,, sy/ty, . . ., S,/t, gekiirzt
und die Nenner ¢, £,, . . ., t,, positiv sind, so gehért diese Zahl A, sicher
der Menge E, an, falls di¢ ganzen Zahlen m,#,,¢,,...,¢, alle =g¢
sind und die rationalen Zahlen 7,,7,, ..., 7, alle numerisch < ¢ sind.

Jede der Mengen E, enthalt offenbar die vorhergehende Menge

E d. h. es ist

g1
EicEc---cEc--;

ferner ist, nach dem soeben Bemerkten, jedes feste
An=1f1+ 7B+ - + TnBm =:—:ﬂ1+ j—:ﬂx'*' et j—:ﬂm

sicher fiir hinreichend groBe Werte von ¢, d. h. fiir ¢ = g, = ¢o,(»),
in der Menge E, enthalten; man kann ja nach dem Obigen fiir ¢, z. B.
die Zahl

Go=Max{m,t,, by, ..., tw, |71], |7a], - . -, |7}
benutzen.

89. Wir betrachten nun eine Folge von endlichen Summen (die wir
der Bequemlichkeit halber als unendliche Reihen schreiben) von der

Form so(%) = D kP A, eidnz, 79=1,2,3,...,

wobei diejenigen Exponenten A,, die in der Summe s o (%) wirklich auf-
treten (d. h. fiir welche der vor dem Glied A4, ¢*4»* gesetzte Faktor £ von
Null verschieden ist), alle zu der Menge Eq gehoren sollen, und wo wir
vorldufig nur die beiden weiteren Voraussetzungen machen, daB
0=A2 <1 fiir alle #» und ¢, und daB %@ — 1 fiir » fest und ¢ - co.

Es ist leicht zu beweisen, mit Hilfe der PARSEVALschen Gleichung,
daf jede solche Folge von endlichen Summen s ¢ (%) im Miitel gegen f(x)
konvergieren mup, d. h. daB

M{|f(x) — s;(x)|t} >0 fiir ¢ - o0.
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In der Tat folgt aus f(x) 2 Anei4n* und s, (x) = X RO A, ¢4%*, daB

F(x) — sq(x) 0 (1 — k) Ay eidnz;
aus der Parsevalschen Gleichung folgt also, daB

M{f(x) — s, (%) [t} = z:'?u — KO | 4,2,

Es sei nun zu einem gegebenen & > 0 die Zahl N so gro8 gewihlt, daB
D4ar< £ ist; dann ist offenbar
i 2

N
M{(x) = s,(0) [} < 301 — BOR | 4]t + >

und es gilt somit fiir hinreichend groBe Werte von ¢ die Ungleichung
M{f(x) — s (%) [P} <e,

da ja nach Voraussetzung fiir ¢ >oc die N Zahlen @, 22, ..., k9
alle gegen 1 konvergieren.

90. Es ist nun friiher (in § 73) bewiesen worden: Wenn eine Folge
L), fs®), ..., fa(x), ... von fastperiodischen Funktionen im Mittel
gegen die fastperiodische Funktion f(x) konvergiert, so geniigt es, um
schlieBen zu konnen, daB die Konvergenz gleschmdfig fiir —oo < x < 00
stattfindet, zu wissen, daB die Folge f,(x), f3(%), ..., fa(%), . . . von der
Funktion f(x) majorisiert wird. Hiernach wird also die oben kon-
struierte Folge von endlichen Summen ‘s (¥) sicher fir
g —~ oo gleichmiBig gegen f(x) konvergieren, wenn es gelingt,
die Konstanten %9 so zu wihlen, daB die Folge von Funk-
tionen s,(x) von f(x) majorisiert wird.

91. Zu diesem Zwecke filhren wir wieder den FEjErschen Kern

K, () = 2(1 — I_;"_I) e—ivt

ry=—n

ein, welcher schon in der Theorie der reinperiodischen Funktionen eine
fundamentale Rolle spielte, und konstruieren nach dem Vorgang von
BoOCHNER den ,,zusammengesetzten Kern

w0~ o3 2o o)

=3 3 S5 o e i

"w==P vy=-P vg=-P

Wegen der l_mearen Uhabhéngigkeit .der Zahlen B,,f,,...,H;
konnen keine zwei Glieder in dieser endlichen. Summe zusammengefaf3t
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werden (d. h. sie kénnen nicht denselben Faktor ¢'* enthalten); ferner
sind die Zahlen ’ v v
6.81 + 'Q‘.Ba + -+ Q"ﬂq»

die in den Exponenten auftreten, genau die Zahlen A,, welche der
oben definierten Menge E, angehdren.

Wir schreiben K®(f) in der Form

KOt = 3 k@ g—idat

(wobei k¥ = 0 ist, sobald A, nicht der Menge E, angehért). Dann
erfilllen die so definierten Zahlen %, wie leicht zu zeigen, die obigen
Bedingungen 0 < A% <1 fiir alle # und ¢, und A9 —> 1 fiir n fest
und g - oo, Die erste ist einleuchtend; die zweite ergibt sich folgender-
maBen: Es sei # fest und

Aﬂ:’lﬂl+'!ﬂl+"'+'ﬂlﬂm=51ﬁl+ ﬂl '+;fﬂm-

Dann gehort, wie oben (in § 88) bemerkt, fur g = go = go(n), wo
go=Max{m, t,,ts,...,t,,|7| |72, ..., |7m|}, die Zahl A, der Menge E,
an, und es wird offenbar

=GR+ Ght o+ 5Bt Ofmis+ oo + 0By,

wo ¥, =7,0,v=170,...,¥m = 7nQ. Nun ist

k‘,g>='(1—111#)(1—%;1)...(1—"7")-1...1,

und also ergibt 51ch die Grenzgleichung &% — 1 fiir ¢ - o0, da jede der
m Zahlen

l"ll |'1'Q |”s| l 2|Q4 o, Iy.l_l'»l[_p
fir ¢ —» o0 gegen Null konverglert (weil Q/P = 1/g - 0 fiir ¢ - o0).

82. Wir wollen nun beweisen, da} die mit Hilfe der gewihlten Kon-
stanten %@ gebildete Folge von Funktionen

$g(%) = D kP A, ei4nz
von der Funktion f(x) majorisiert wird, d.h. daB jede zu einem beliebig
gegebenen & > 0 gehdrige Verschiebungszahl 7 = 7;(¢) zugleich eine
zu ¢ gehorige Verschiebungszahl jeder der Funktionen s,(x) ist. Da-
nach wird es nach dem Obigen bewiesen sein, daB diese Folge von
endlichen Summen s, (x) fiir ¢ —» oo gleichmapig gegen f(x) konvergiert.
Der Beweis beruht darauf, daB fiir ein beliebiges ¢

() = M{f(x + D KO (),

wobei K@ () den obigen zusa_mmengwetzten Kern bezeichnet. Diese
.Formel ist sehr leicht zu bestitigen. In der Tat folgt aus

fx + ) oo T A, eidnz . gidnt,
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daB Sg(%) = D RD Ap itz = DRI M{f(x + t) e~i-Int}
t
= M{f(x + t) kP e~i4nty = M{f(x + ) K9 (8)}.
t t

Nun besitzt aber der zusammengesetzte Kern KO (t) dieselben wichtigen
Edgenschaften wie der FEJERsche Kern K, (t) selbst, nimlich erstens, daB

K9@) =0

fiir alle ¢, was nach der Deﬁnition von K@ (¢) als Produkt von einfachen
FEjérschen Kernen einleuchtend ist, und zweitens, daf3

M{K9 @)} =1,

was ebenfalls einleuchtend ist, wenn man bemerkt, daB der Mittelwert
M{K® (t)} gleich dem konstanten Glied von K@ (¢) ist, das gerade 1 ist.

Durch Anwendung dieser beiden Eigenschaften von K@(f) folgt
nun leicht, daB jede beliebige zu einem gegebenen & > 0 gehérige Ver-
schiebungszahl T von f(x) zugleich eine zu & gehorige Verschiebungszahl
fiir die endliche Summe s, (%) ist. In der Tat finden wir fiir ein beliebiges x

St + 1) = 5,(8) = M{f(x + 7+ ) KO@) — M{f(x + ) KO())
= M{{f(x+ 7+ 0) — [z + 0]- KO},

Nun ist |f(x + T + ) — f(x + #)| =< ¢ fiir alle ¢; also ergibt sich (da
K@) = 0), daB

(% + 7).— 5o(%)| = e M{K@O ()} = ¢,

womit gezeigt ist, daB v tatsichlich ein 7, (¢) ist.

Also konvergiert die Folge der endlichen Summen sq(x) fiér q— oo
gleschmapig gegen f(x), und der Beweis des Hauptsatzes ist vollendet.

Ein wichtiges Beispiel.

98. Als Spezialfall der fastperiodischen Funktionen haben wir bisher
nur (und zwar sehr ausfiihrlich) die reinperiodischen Funktionen der
Periode 27 betrachtet. Diese Funktionen sind innerhalb .der Klasse
der fastperiodischen Funktionen dadurch charakterisiert, 'daB ihre
Fourierexponenten alle ganzzahlig sind; die Exponenten sind also in.
diesem Falle, von einem arithmetischen Gesichtspunkt, besonders stark
miteinander verkniipft, was auch dadurch zum Ausdruck gebracht
wird, daB die Schwingungen ¢'"* harmonisch genannt werden.

Im Gegensatz hierzu wollen wir nun den Fall vollig disharmoni-
scher Schwingungen betrachten, d. h. den Fall, wo die Exponenten 4,
lineay unabhingig sind, wo also gar keine lineare Relation

g1A1 + ngz + .- + gmAm =0
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mit ganzen, nicht simtlich verschwindenden Koeffizienten g,, g, . . ., gn
besteht. Es ‘bildet mit anderen Worten die Exponentenmenge {A,}
hier selbst eine Basis. [Insbesondere ist also kein 4, gleich 0.]

Dieser Fall mag in einem gewissen Sinne als der ,,allgemeine Fall**
angesehen werden, nimlich wenn man sich die Fourierexponenten durch
sukzessives zufilliges Herausgreifen gewahlt denkt. In der Tat, wenn
schon die # ersten Fourierexponenten 4;, 4,, ..., 4, festgelegt sind, gibt
es nur abzihlbar viele Zahlen, welche von diesen linear abhingen, wih-
rend uns die ganze iiberabzdhlbare Menge aller reellen Zahlen 4 bei der
Wahl von 4,4, zur Verfiigung steht.

In diesem Fall der linearen Unabhingigkeit liegen die Verhiltnisse
so einfach wie nur denkbar; es gilt nimlich der folgende

KONVERGENZSATZ. Fiir eine fastperiodische Funktion f(x) mit linear
unabhdngigen Fourierexponenten kowvergiert die Fourierreihe > A, gidnz
(bes beliebiger Ordnung der Glieder) gleichmifig fiir alle x, indem sogar
die von den absoluten Betrigen gebildete Reihe D) |A,| komvergemt ist.
Nach dem Eindeutigkeitssatz kann also in diesem Falle einfach

1) = 3 Apeitns
geschrieben werden.
Zum Beweis dieses Satzes betrachten wir wieder den FEjERschen
Kern K,(?), und zwar nur in dem einfachsten Fall # = 2, also

K() =143+ 6 (=1 + cost).

Es sei nun v, die ,,Phase’* des # ten Koeffizienten 4,,, also 4, = | 4,,|¢*».
Wir bilden fiir irgendeinen Wert von N einen ,,zusammengesetzten‘*
Kern, jedoch nicht einfach das Produkt der Kerne K,(4,?), sondern
der durch Phasenverschiebung entstehenden Kerne K,(A4,¢ + v,), also
den Kern

Ky(t) = Ky(Ayt + vy) « Ky (Ayt + v,) ... Kp(Ayt + vy).

Beim Ausmultiplizieren erhalten wir
KN(I) =14+ %{e—iv, e—iit + e—ivtzg—idat + .. 4 e—iv_ve—iA_vt} + R'(l) ,

wobei R (f) eine endliche trigonometrische Summe > a,¢i*t ist, derén
Exponenten 4, (wegen der linearen Unabhingigkeit der Zahlen 4,)
von dén simtlichen Zahlen 0, —4,, —4,,...,—4,,... ver-
schieden sind.

Wir bilden wie beim Beweis des Approximationssatzes die gefaltete
Funktion M{f(x 4+ {)Ky (2)}, jedoch nur fiir x = 0, also den Mittelwert

MKy ().

Wegen
A, fir A=4,,

—iay
MUOTIE=1 0 fir 14 4,
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ergibt sich

M{{(t)Ky(t)} = {A ein 4+ Aye~int ... + Aye~iva}

t

= {4, + |4} + -+ + |4x]}.
Nun ist aber wieder Ky () = 0 fiir alle ¢ sowie M{Ky ()} = 1. Also ist
die linke Seite M {/(¢)Ky ()}, wenn mit I" die obere Grenze von |f({)|
bezeichnet wird, héchstens gleich I', und wir erhalten somit die Un-
gleichung (
|4y + (o] + - + | 4x] =2T,

womit die absolute Konvergenz der Reihe > 4, dargetan ist.

Zur Orientierung sei noch bemerkt, daB in der gewonnenen Relation
X |Aa| =< 2I' der Faktor 2 keine sachliche Bedeutung hat, sondern nur
davon herriihrt, daB8 wir beim Beweis gerade Kerne zweiter Ordnung be-
nutzt haben. Haitten wir an Stelle von K,(¢) den Kern

K =1+ 25 e 1o

zugrundegelegt, wiren wir in genau derselben Weise zu der Relation
. = -PJL{I' gelangt, und daraus weiter (durch den Grenziibergang

p —00) zu der Relation X |4.|<TI. In dieser Relation gilt tat-
sdchlich das Gleichheitszeichen, da offenbar die obere Grenze
von |3 A, ei47| nicht gréBer als X |A44| sein kann.

Nachdem die Konvergenz von 3 |4,| zunichst festgestellt war, hitte,
wir iibrigens die zuletzt gewonnene Relation

obere Grenze |f(x)| = X | 4.,]
—ooL z< 0
auch aus einem bekannten KRONECKERschen Satz iiber Diophantische.

Approximationen herleiten konnen, welcher letzterer Satz urspriinglich zum
Beweise des Konvergenzsatzes selbst verwendet wurde.



Anhang L

Verallgemeinerungen fastperiodischer Funktionen.

94. An die ersten Arbeiten iiber fastperiodische Funktionen hat sich
eine Reihe von weiteren Arbeiten angeschlossen. Unter anderem sind
mehrere Verallgemeinerungen dieser Funktionenklasse angegeben worden.
Die ersten solchen Verallgemeinerungen rithren von STEPANOFF her;
unabhingig von ihm wurde auch WIENER bei seinen bedeutsamen
Untersuchungen iiber Fourierintegrale auf eine der STEPANOFFschen
Funktionenklassen gefiihrt. Eine sehr weitgehende Verallgemeinerung
wurde nachher von BEsicoviTcH angegeben. SchlieBlich hat WEvYL
am Ende seiner interessanten Arbeit , Integralgleichungen und fast-
periodische Funktionen®, in welcher eine neue Begriindung der Haupt-
sitze der Theorie der eigentlichen fastperiodischen Funktionen gegeben
wurde, eine von den obenerwihnten verschiedene Verallgemeinerung
des Begriffes der Fastperiodizitit aufgestellt und die so verallgemeinerte
Funktionenklasse mit Hilfe seiner Methoden untersucht. Ferner sind
einige interessante Beitrige zur Theorie der Verallgemeinerungen von
R. ScumipT, KowaNKO, FRANKLIN und .URSELL zu erwihnen.

Diese verschiedenen Verallgemeinerungen und andere damit zu-
sammenhingende sind neuerdings von BEsicovITCH und dem Verfasser
einer eingehenden Untersuchung unterworfen worden. Essind vor allem
die allgemeinen Gesichtspunkte, die wir dabei zugrunde gelegt haben,
um zu einer einheitlichen Behandlung des ganzen Fragenkomplexes zu
gelangen, welche in diesem Anhange kurz besprochen -werden sollen.

95. Zunichst, zur Einfitlhrung in das Thema, ein paar Worte iiber
die (in den vorangehenden Vorlesungen ausfiihrlich dargestellte) Theorie
der ,.eigentlichen’ fastperiodischen Funktionen.

Unter der abgeschlossenen Hiille einer Menge @ von Funktionen
f(x) (— oo < x <o) wollen wir diejenige Funktionenmenge H(®)
verstehen, welche aus der gegebenen Menge @ entsteht, wenn diese durch
Hinzufiigung aller solcher Funktionen erweitert wird, die gleichmdpig fiir
alle x durch Funktionen der Menge @ approximiert werden kénnen.

Es bezeichne iiberall im Folgenden E die Menge aller endlichen Sum-
men von reinen Schwingungen

¥
T s(x) = D apetinz,
n=1

Ferner bezeichne F die Menge der fastperiodischen Funktionen, also
die Menge aller stetigen Funktionen f(x) mit der Eigenschaft, daB es zu
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jedem & > 0 eine relativ dicht liegende Menge von Zahlen (Verschiebungs-
zahlen) 7 = 7(¢) gibt mit
x4+ —fx)|=e, = —o<x<oo.

Der Hauptsatz der Theorie der fastperiodischen Funktionen (der
Approximationssatz) besagt alsdann, daf die Menge F gerade die ab-
geschlossene Hiille von E 1ist, also

) F=H(E).

Durch diese Gleichung wird (wie in den Vorlesungen hervorgehoben)
unsere Funktionenklasse von zwei verschiedenen Gesichtspunkten aus
charakterisiert: einerseits durch Schwsngungseigenschajien als ab-
geschlossene Hiille von endlichen Summen reiner Schwingungen und
andererseits durch Verschiebungseigenschaften (Struktureigenschaften)
als fastperiodische Funktionen.

Zu jeder fastperiodischen Funktion f(x) gehort eine Fourierreihe
>'A, €%, welche ihrerseits die Funktion f(x) eindeutig bestimmt. Der
Summationssatz von BOCHNER, der den FEJERschen Summationssatz
fiir Fourierreihen reinperiodischer Funktionen auf fastperiodische Funk-
tionen iibertrigt, liefert einen Algorithmus, welcher von der Fourierreihe
aus zu gleichmiBig approximierenden Summen s(x) fiihrt.

96. Bei der Aufgabe, die Theorie der fastperiodischen Funktionen
zu verallgemeinern, wird es sich vor allem darum handeln, den Ap-
proximationssatz, d.h. die obige Gleichung (1), zu verallgemeinern.
Dabei kann man in zwei verschiedenen Weisen vorgehen. Entweder
kann man von der linken Seite der Gleichung ausgehen, d.h. direkt
versuchen, die Definition der Fastperiodizitit zu erweitern, vor allem
dadurch, daB man die Forderung der Stetigkeit aufgibt und zu Funk-
tionen iibergeht, die nur solchen Bedingungen unterworfen sind wie
etwa der der MeBbarkeit oder Integrierbarkeit im LEBESGUEschen
Sinne. So ist z. B. STEPANOFF, der als erster und mit groBem Erfolg
das Problem der Verallgemeinerung in Angriff genommen hat, vor-
gegangen. Die Aufgabe wird dann sein, die Schwingungseigenschaften
der so definierten verallgemeinerten fastperiodischen Funktionen zu
studieren. Oder man kann umgekehrt von der rechten Seite der
Gleichung (1) (also von den Schwingungseigenschaften) ausgehen, indem
man den Begriff der abgeschlossenen Hiille der Klasse E verallgemeinert,
d. h. einen anderen Limesbegriff als den der iiberall gleichmaBigen
Konvergenz zugrunde legt. Man wird hier vor die umgekehrte Aufgabe
gestellt, ndmlich fiir die so definierte abgeschlossene Hiille der Menge
aller endlichen Summen s(x) die zugehorigen verallgemeinerten fast-
periodischen Eigenschaften zu erforschen. In dieser Weise ist vor allem
BESICOVITCH vorgegangen. Fiir eine systematische Behandlung der
Theorie der Verallgemeinerungen fastperiodischer Funktionen bietet
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sich, unserer Ansicht nach, der letzte Gesichtspunkt als der natiirlichere
dar. Die Aufgabe ist hier eine ganz klare und eindeutige; man betrachte
nach und nach verschiedene Grenzprozesse G, bilde jedesmal die ent-
sprechende abgeschlossene Hiille Hg(E) und suche danach diese Funk-
tionenklasse durch Verschiebungseigenschaften zu charakterisieren.

97. Im Folgenden werde ich mich, der Kiirze halber, auf Funktionen
der Klasse L beschrinken, d.h. der Klasse aller Funktionen f(x)
(—o0 < x < ), die in jedem endlichen Intervall im LEBESGUEschen
Sinne integrierbar sind. [BEsicovitcH und ich haben iibrigens alle
Klassen L?, wo p eine beliebige Zahl =:1 ist, untersucht.]

In der Theorie der reinperiodischen Funktionen der Klasse L,
wo es sich um ein endliches Intervall («, ) handelt, wird bekanntlich
der folgende Limesbegriff zugrunde gelegt: Es soll limf,(x) = f(x)
bedeuten, daB3 der Mittelwert

b
s 1106 = fa() | dx

a

fiir n — oo gegen O strebt. Oder anders ausgedriickt, indem wir in der
bekannten Weise einen Entfernungsbegriff zweier Funktionen ein-
‘fithren: Es wird die Entfernung (Distanz) von f(x) und g(x) durch

1

b
s [1760) — ()

definiert und danach der Limesbegriff limf,(x¥) = f(x) einfach durch
D[f(x), fa(x)]>0 fiir n->o0

D[f(x),g(x)] =

erkldrt.

In der Theorie der fastperiodischen Funktionen handelt es sich
prinzipiell um das wunendliche Intervall —oo < x << co. Wenn man
den obigen Limesbegriff, oder besser den obigen Entfernungsbegriff,
von einem endlichen auf ein unendliches Intervall zu iibertragen wiinscht,
wird man vor die Wahl mehrerer verschiedener Méglichkeiten
gestellt, von denen jede ihre besonderen Eigentiimlichkeiten und ihr
besonderes Interesse darbietet. Wir fiihren drei solcher Entfernungs-
begriffe ein, die wir mit Dg[f(x), g(x)], Dg[f(*), g (x)] und Dy[f(x), g(*)]
bezeichnen, weil sie auf das engste mit den Verallgemeinerungen der
fastperiodischen Funktionen von STEPANOFF, BESicoviTCH und WEYL
verkniipft sind.

Der STEPANOFFsche Emntfernungsbegriff ist durch

z+L

Ds[f(x). g(x)] = obere Grenze - [|(¢) — g(&)|d¢

—oo L g0

gegeben. Hierbei ist L eine feste positive Zahl; ihr Wert ist gleichgiiltig
(sie kann z. B. gleich 1 angenommen werden), weil der Grenzbegriff,
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welcher durch diesen Entfernungsbegriff festgelegt wird, wie leicht zu
sehen, von dem speziellen Werte von L nicht abhingt.

Bei dem BEesicovitcHschen Entfernungsbegriff Dg(f (%), g (x)] wird der
Mittelwert sogleich iiber das ganze Intervall —oo << x << oo erstreckt:

T
D[/ (x), g(x)] = lim sup ,_)—’T-_ /T |F(x) — g(x)|dx.

Der WEYLsche Entfernungsbegriff ist schlieBlich ein , Mittelding*
zwischen den beiden obigen; eés wird hier zunichst, wie bei STEPANOFF,
eine feste Linge L betrachtet, die man aber danach iiber alle Grenzen

wachsen 1d8t:
z+ L

Dw(f(x), g(x)] = lim obere Grenze —;— /j/(g) —g(&)lde.
L>oo —colzlxo .

DaB dabei fiir L — oo der Grenzwert wirklich vorhanden ist; 1Bt sich
leicht beweisen.

Bei jedem der drei Entfernungsbegriffe wird der entsprechende Limes-
begriff

S-lim fp(x) = f(x), B-limf,(x) = f(x), W-limf,(x) = f(»)
durch die Relation

Ds[f(x),f,,(x)]»o, DBU(x)’fn(x)]_’O’ DW[f(x):/n(x)]‘*O

erklirt. Und jedesmal wird mit Hilfe des zugrunde gelegten Limes-
begriffes die abgeschlossene Hiille der Menge E gebildet, also beziehungs-

weise H4(E), Hgy(E), Hy(E).
Hierbei ist, wie leicht zu sehen,
Hg(E) c Hy(E) c Hg(E).

98. Unsere Aufgabe ist nun, die somit definierten drei Funktionen-
klassen Hg(E), Hp(E), Hy(E) durch Verschiebungseigenschaften 'zu
charakterisieren, also genau dieselbe Aufgabe, welche fiir die mit Hilfe
gleichmiBiger Konvergenz abgeschlossene Hiille H(E) durch die
Gleichung
(1) H(E)=F
gelost wurde.

Durch eine duBerst einfache, aber prinzipiell wichtige Betrachtung
148t sich nun dieses Problem auf das entsprechende, durch die Gleichung
(1) geloste Problem in der urspriinglichen Theorie zuriickfiihren. Indem
wir die Tatsache beriicksichtigen, da die gleichmaBige Konvergenz
der engste aller betrachteten Grenzprozesse ist — d. h. daf dic mit
Hilfe gleichmdifiger Konvergenz abgeschlossene Hiille H(E) die engste
aller Hiillen H (E) ist —, kénnen wir nimlich den Approximationssatz (1)
der urspriinglichen Theorie beim Aufbau der verallgemeinerten Theorien

Ergebnisse der Mathematik. I. Bohr. 6



82 Anhang 1. [602

direkt als fertiges Resultat benutzen, ohne nochmals auf den
Beweis dieses Satzes zuriickzukommen. Aus der Ungleichung

Ec HE)c Hy(E),.

wo G irgendeinen der drei obigen Grenzprozesse S-, B- oder W-lim be-
deutet, folgt nimlich unmittelbar, daB Hg(E) € Ho[H(E)]c Hg[Hg(E)],
also, unter Verwendung von Hy[Hg(...)] = Hg(...), daB

Hg(E) = Hg[H(E)];
dies bedeutet aber, wegen H(E) = F, daB
(2) Hgy(E) = Hy(F).

Diese letzte Gleichung zeigt aber, dafi das Problem der fastperiodischen
Charakterisierung der Funktionenklasse Hg(E) einfach damat gleich-
bedeutend ist, die Wirkung zu untersuchen, welche der betrachtete Grenz-
prozef G hervorbringt, wenn er auf die eigentlichen fastperiodischen Funk-
tionen der urspriinglichen Klasse F ausgeiibt wird. Wir brauchen uns
also gar nicht mehr mit der Klasse E, d. h. mit der Theorie der Schwin-
gungen, zu befassen; die Verbindung zwischen Schwingungen und
Verschiebungseigenschaften ist ein fiir allemal durch die urspriingliche
Gleichung (1) zustande gebracht; was zu untersuchen iibrig bleibt, hat
nur noch mit reinen Verschiebungseigenschaften zu tun.

99. Was die erhaltenen Resultate anbelangt, also die tatsich-
liche Charakterisierung der obigen drei Funktionenklassen Hs (E), Hg (E),
Hy, (E) durch Verschiebungseigenschaften, wollen wir uns in-dieser kurzen
Ubersicht auf die Betrachtung der STEPANOFFschen Klasse Hg(E) be-
schrianken ; fiir die beiden anderen Funktionenklassen sind die Resultate
von wesentlich komplizierterer Natur (und auch die Beweise, vor allem
im Fall der BesicoviTcHschen Klasse, wesentlich schwieriger).

Unter Verwendung des oben eingefithrten Entfernungsbegriffes
Dg[f(x), g(x)] 14Bt sich das Hauptresultat der STEPANOFFschen Theorie
in iiberaus einfacher Weise angeben, und zwar in engster Analogie zu
dem durch die Gleichung (1) ausgedriickten Hauptresultat der Theorie
der eigentlichen fastperiodischen Funktionen. Es 148t sich nimlich
unschwer zeigen, da8 diese Gleichung (1) ohne weiteres ihre Giiltigkeit
behilt, wenn auf den beiden Seiten der Gleichung der (implizite ein-
gehende) primitive Entfernungsbegriff

D[f(x), g(x)] = obere Grenze f(x) — g(x)!,
—oclr< 00
welcher dem Limesbegriff der iiberall gleichméBigen Konvergenz
entspricht, durch den STEPANOFFschen Entfernungsbegriff Dg[f (x), g (x)]
ersetzt wird. Genau gesprochen ist dies folgendermaflen zu verstehen:
Bezeichnen wir als eine zu & gehérige STEPANOFFsche Verschiebungszahl
einer Funktion f(x) (der Klasse L) jede Zahl 7 = 7,(¢), fiir welche

Ds[{(x + 1), f(x)] = e
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ist, und nennen wir jede Funktion f(x), welche fiir jedes € > 0 eine
relativ dichte Menge von STEPANOFFschen Verschiebungszahlen 7,(e)
besitzt, fastperiodisch im STEPANOFFschen Sinne, so wird die Menge Fg
aller dieser Funktionen einfach gleich der obigen abgeschlossenen Hiille
Hg(E), d.h. es gilt, in vollstindiger Analogie zur Gleichung (1), die funda-
mentale Gleichung

Fg= Hg(E).

100. Bisher haben wir bei der Besprechung der verallgemeinerten
fastperiodischen Funktionen iiberhaupt kein Wort iiber den Begriff
der ,Fourierreihe’ der betreffenden Funktionen gesprochen, welcher
Begriff in der Theorie der eigentlichen fastperiodischéen Funktionen.
die Grundlage des ganzen Beweises des dortigen Hauptsatzes, d. h. der
obigen Gleichung (1), bildete. DaB eine véllige Vermeidung dieses
Begriffes bei den vorangehenden Betrachtungen méglich war, ist aufs
engste mit der leitenden Idee der ganzen Untersuchungen verkniipft,
welche ja gerade darin bestand, Sitze aus der urspriinglichen Theorie
in fertiger Form (ohne Eingehen auf ihre Beweise) auf die. verall-
gemeinerten Funktionenklassen zu {ibertragen.

Bei der weiteren Entwicklung der Theorie der verallgemeinerten
fastperiodischen Funktionen kommt aber der Begriff der Fourierreihe,
und zwar nun in der natiirlichsten Weise, wieder zur Geltung, namlich
sobald es sich darum handelt, einen .4/gorithmus zu finden, welcher fiir
eine gegebene, im verallgemeinerten Sinne fastperiodische Funktion
f(x) endliche trigonometrische Summen s(x) anzugeben vermag, die
gegen die Funktion f(x), im Sinne des zugrunde gelegten Entfernungs-
begriffes, konvergieren.

Fiir den Zweck, einen solchen Algorithmus zu erhalten, zeigen sich
die Fourierreihen in der denkbar besten Weise geeignet. Zunichst ergibt
sich, daB jeder Funktion irgendeiner der betrachteten verallgemeinerten
Funktionenklassen tatsichlich eine Fourierreihe D A4, e'"'** zugeordnet
werden kann; dies folgt einfach daraus, daBl der Mittelwertsatz der
Theorie der eigentlichen fastperiodischen Funktionen auf die ver-
allgemeinerten fastperiodischen Funktionen iibertragen werden kann.
Weiter ergibt sich nun — immer noch fiir eine beliebige I'unktion f(x)
irgendeiner der verallgemeinerten Funktionenklassen —, daf3 die FEJER-
BoCHNERsche Summnationsmethode auch hier genau dasselbe leistet wie
in der Theorie der eigentlichen fastperiodischen Funktionen, nimlich
daB sie von der Fourierreshe der Funktion f(x) aus, endliche Summen s (x)
liefert, welche gerade im Sinne des zugrunde gelegten Entferniungsbegriffes
gegen die gégebene Funktion f(x) streben

101. Nach der soeben angefiihrten Tatsache, dall es méglich ist,
einen Algorithmus anzugeben, welcher von der Fourierrcihe > .4, e/ !»*
irgendeiner der verallgemeinerten fastperiodischen Funktionen f(x) aus

o*
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zu approximierenden Summen s (x) fiilhrt, konnte es zunichst scheinen,
als ob daraus — wie im Fall der eigentlichen fastperiodischen Funk-
tionen — sofort gefolgert werden konnte, daB auch in jedem der ver-
allgemeinerten Fille die Funktion f(r) eindeutig durch ihre Fourier-
reihe bestimmt sei. Einen Eindeutigkeitssatz in dieser scharfen Form
gibt es jedoch (wie schon bei den im LEBESGUEschen Sinne integrier-
baren, reinperiodischen Funktionen) nicht fiir die verallgemeinerten
fastperiodischen Funktionen. In der Tat ist bei den Grenziibergingen
S-lim, W-lim, B-lim (im Gegensatz zu dem gewdhnlichen Grenziiber-
gang) die Grenzfunktion f(x) einer Folge von approximierenden Funktionen
fn (%) nicht im scharfen Sinne eindeutig bestimmt, sondern nur eindeutig
bestimmt bis auf eine ,Nullfunktion'', d.h. eine Funktion k(x), fiir
welche die Entfernung Dg[f(x), 0], Dy[f(x), 0] bzw. Dg[f(x), 0] gleich
Null ist. Nur wenn solche Funktionen f(x), g (%), . . ., die sich nur um
Nullfunktionen unterscheiden, jedesmal als ,,identisch* aufgefaBt wer-
den, so gilt wiederum der ,,strenge’* Eindeutigkeitssatz.

Bei dem StEPANOFFschen Entfernungsbegriff ist eine Funktion
h(x), wie leicht zu sehen, nur dann eine Nullfunktion, wenn sie bis auf
eine Menge vom LEBESGUEschen Mafl Null verschwindet; eine im
STEPANOFFschen Sinne fastperiodische Funktion f(x) ist somit durch thre
Fourierreshe ,,fast siberall’ bestsimmi. In den beiden anderen Fillen ist
der Bereich der Nullfunktionen wesentlich mehr umfassend, so daB hier
kein so starker Eindeutigkeitssatz besteht.

102. Zum SchluB sei noch eine wichtige Bemerkung iiber die BEsIco-
VITCHSche Verallgemeinerung der fastperiodischen Funktionen hinzu-
gefiigt. Betrachten wir statt Funktionen der Klasse L Funktionen
der Klasse L2 (d. h. die Klasse aller Funktionen f(x), die samt ihrem
Quadrat in jedem endlichem Intervall im LEBESGUEschen Sinne inte-
grierbar sind), so gilt fiir die BesicoviTcuschen Funktionen das
Analogon des klassischen R1ESz-FISCHERschen Satzes fiir reinperiodische
Funktionen der Klasse L2. Der Besicovitcusche Satz lautet, daf die
notwendige und hinreichende Bedingung, damit eine beliebig hingeschriebene
trigonometrische Reihe D, a, ¢’* als Fourierreihe zu einer im BESICOVITCH-
schen Sinne fastperiodischen Funktion gehort, einfach darin besteht, daf
die Reihe D) |a,|? konvergiert. Mit diesem Satze ist die Theorie der
Veerallgemeinerungen fastperiodischer Funktionen zu einem gewissen
AbschluB gelangt.

Der Leser, welcher in die in diesem Anhang besprochenen Probleme
nidher einzudringen wiinscht, sei z. B. auf das soeben erschienene Buch
von BESICOVITCH ,,Almost perlodic functions” hingewiesen, wo gerade
die Verallgemeinerungen der fastperiodischen Funktionen eingehend
behandelt werden.



Anhang IIL.

Fastperiodische Funktionen einer komplexen Verinderlichen.

103. In diesem Anhang soll iiber die (in meiner dritten Acta-Arbeit
entwickelte) Theorie der analytischen fastperiodischen Funktionen kurz
berichtet werden.

Wir gehen hier von einer komplexen Variablen z = 7¢i® aus und
betrachten die kontinuierlich vielen Potenzen z* = r*¢i%®, wo 1 alle
reellen Werte von —oo bis 400 durchlduft, und zwar betrachten wir
sie auf der unendlichblittrigen RiEMANNschen Fliche L: 0 < 7 < o0,
—o00 < f§ < oo, d.h. auf der Fliche des Logarithmus mit den beiden
Verzweigungspunkten unendlich hoher Ordnung z =0 und z = .
Unsere Fragestellung lautet:

Wie muf eine in einem unendlichblittrigen Kreisringe v, <r <r,,
— 00 < O < oo der Fliche L regulire analytische Funktion f(z) beschaffen
sein, damit sie im ganzen Kreisringe (also in allen Blittern zugleich
und nicht nur in jedem endlichblittrigen Teilgebiet) awus abzihlbar
vielen Potenzen z** additiv aufgebaut werden kann, d. h. eine sinnvolle
Darstellung der Form

>a, 2
2uldft?

Besonderes Interesse bietet der Fall », = 0 (oder der entsprechende
Fall 7, = o0), wo unsere Fragestellung darauf hinausliuft, zu unter-
suchen, welches Funktionsverhalten in einem logarithmischen Windungs-
punkt durch eine , irregulire’ Laurentreihe > a, z* bewiltigt werden
kann.

Um moglichst direkten AnschluB an die in den vorarngehenden Vor-
lesungen dargestellte Theorie der fastperiodischen Funktionen einer
reellen Variablen zu bekommen — welche Theorie auch fiir die hier zu
entwickelnde die eigentliche Grundlage bildet — wird es im Folgenden
bequem sein, durch die einfache Transformation z=e¢* (oder s =logz) von
der RiEMaNNschen Fliche L zu der schlichten Ebene der Variablen
s = ¢ + 1t iiberzugehen. Die Frage lautet dann:

Welche in einem Streifen o, < 0 < o, reguliren analytischen Funk-
tionen f(s) lassen sich in eine Rethe der Form

4 cne,

also in eine sog. ,,DIRICHLETsche Reihe', entwickeln?

Dem obigen Falle r, = 0 (bzw. 7, = o0) entspricht hier der Fall
0, = —oo (bzw. 0, = +o0), wo der Streifen 0, < 0 < 6, zu einer
ganzen linken (bzw. rechten) Halbebene erweitert ist.
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Wir heben sogleich hervor, daB unser Begriff einer ,, DIRICHLETschen
Reihe’* sich von dem sonst iiblichen in zwei wesen lichen Hinsichten
unterscheidet. Erstens gehen wir nicht von einer beliebig hingeschriebe-
nen Reihe aus, sondern lassen nur solche Reihen zu, welche von einer
Funktion erzeugt werden, und zweitens sind bei uns den reellen Ex-
ponenten J, gar keine Bedingungen auferlegt, wihrend man sonst
nur solche Exponentenfolgen betrachtet, die sich nicht im Endlichen
haufen. Dieser letzte Punkt ist, wie im Fall einer reellen Variablen,
fiir die ganze Theorie von entscheidender Bedeutung, erst durch das
Fallenlassen jedweder Einschriankungen fiir die Exponentenfolgen ent-
steht die Moglichkeit einer einfachen und iibersichtlichen Charakteri-
sierung der Klasse von Funktionen, welche in DiriCcHLETsche Reihen
entwickelt werden koénnen.

104. Wie wir sehen werden, hat die Theorie der fastperiodischen
Funktionen einer komplexen Verinderlichen wesentliche Hauptziige
mit der Theorie der fastperiodischen Funktionen einer reellen Variablen
gemein. Ein Teil der neuen Theorie verlduft aber in ganz anderen
Bahnen, indem er erst durch die hinzukommende Voraussetzung des
analytischen Charakters der Funktionen bedingt ist.

-Die zugrunde gelegte Definition lautet hier:

Eine in einem Streifen x < 0 < f(—o00 < & < f = 4o00) regulire
analytische Funktion soll , fastperiodisch in (x, B)‘ heifen, wenn es zu
jedem & eine Linge | =1(g) so gibt, daf jedes Intervall a <t <<a +1 der
Linge | auf der imaginiren Achse mindestens eine zu € gehirige Ver-
schiebungszahl v = v (€) enthdlt, d. h. esne Zahl v, welche fiir alle s im
ganzen Streifen & < o < f der Ungleichung

fls+1dt)—f(s) e
geniigt.

Man sieht, daB von der Funktion verlangt wird, erstens daB sie auf
jeder vertikalen Geraden o = o, des Streifens « < ¢ < f eine fastperio-
dische Funktion der (reellen) Ordinate ¢ ist, und zweitens daB die Fast-
periodizitit auf den verschiedenen Geraden ,,gleichartig* stattfindet.

Wie durch ein etwas kompliziertes. Konstruktionsverfahren gezeigt
werden kann, gibt es tatsdchlich analytische Funktionen f(s). welche auf
jeder Geraden eines vertikalen Streifens fastperiodisch sind. ohne auf
den verschiedenen Geraden des Streifens die erwihnte .. gleichartige"
Fastperiodizitat zu besitzen. FEine eingehende Untersuchung dieser recht
eigenartigen Funktionen wird demnéachst von dem dinischen Mathematiker
R. PETERSEN veroffentlicht.

Jede in einem Streifen (x, f) reinperiodische Funktion f(s) wird
natiirlich daselbst auch fastperiodisch sein. Speziell ist also jede ,reine
Schwingung' ae**, wo 7 eine beliebige reelle Zahl bedeutet, fastperiodisch
in der ganzén Ebene (—oo, +o0).
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Es ist fiir die Darstellung bequem, auBer dem obigen Begriff , fast-
periodisch in («, f)“ auch einen Begriff ,fastperiodisch in [«, #]°“ ein-
zufiihren; hierunter soll einfach verstanden werden, daB f(s) bei jedem
6 > 0 im Teilstreifen (x + 6, f§ — 0) fastperiodisch ist.

105. Wie bei den fastperiodischen Funktionen einer reellen Variablen
gilt auch hier der Satz, daB jede in [«, f] fastperiodische Furktion f(s)
in [«, $]°(d. h. in jedem Teilstreifen) beschrinkt ist. Von wesentlicher
Bedeutung ist nun der folgende Satz, welcher eine Art von Umkehrung
besagt: Wenn von einer im Streifen («, f) reguliren Funktion f(s) nur
bekannt ist, daB sie auf eimner einzigen Geraden o = o, des Streifens
fastperiodisch ist (d.h. die Funktion f(o, + #f) = F(t) ist eine fast-
periodische Funktion von #), dann ist f(s) von selbst fastperiodisch im
ganzen Streifen [, ], falls sie nur in [«, 8] beschrinkt bleibt. Dieser
Satz erlaubt den Begriff eines ,,Maximalstreifens der Fastperiodizi-
tdt einer Funktion f(s) einzufiihren, d. h. des groBten Streifens [a*, §*],
welcher den gegebenen Fastperiodizititsstreifen [x, ] enthilt, und in
welchem f(s) noch beschrinkt (und daher auch fastperiodisch) bleibt.

Der erwihnte Satz liefert uns auch eine sehr bequeme Handhabe,
fertige Sitze aus der Theorie der fastperiodischen Funktionen einer
reellen Variablen direkt auf komplexe Variable zu iibertragen, ohne
nochmals auf Beweise einzugehen. So beweist man z. B. mit seiner
Hilfe sofort den Satz, da die Summe zweier in einem Streifen [«, ]
fastperiodischen Funktionen wieder in [«, 8] fastperiodisch ist. Denn
f(s) und g(s), und daher auch f(s) + g(s), sind beschrinkt in [«, f],
und auf einer beliebig gewihlten festen Geraden ¢ = o, sind j (o, + 7¢)
und g(o, + 7¢) und also auch f(g, + ¢¢) + g(o, + ¢¢t) fastperiodische
Funktionen von ¢. Auch das Produkt und die Gremzfunktion einer
gleichmiBig konvergenten Folge von fastperiodischen Funktionen ist
wieder fastperiodisch; insbesondere stellt also jede in [«, B] gleichmiBig
konvergente Reihe der Form

Z a” e).n 8

durch ihre Summe eine in [«, ] fastperiodische Funktion dar. Ferner
gilt — wie bei den reellen Variablen — der Satz, daB das Infegral einer
fastperiodischen Funktion wieder fastperiodisch ausfillt, wenn es iiber-
haupt beschrinkt bleibt. Neuartig, ohne Analogon bei den reellen
Variablen, sind jedoch hier die beiden folgenden Sitze: Der Differential-
quotient einer fastperiodischen Funktion ist wieder fastperiodisch, und
(was fiir verschiedene Untersuchungen wesentlich ist) der Quotient
f(s)/g(s) zweier fastperiodischen Funktionen ist immer fastperiodisch,
wenn der Nenner g(s) nur keine Nullstellen im Streifen besitzt; man
braucht also hier nur g(s) # 0 und nicht |g(s)| > % > 0 vorauszusetzen;
iibrigens ist es eine charakteristische Eigenschaft einer analytischen
fastperiodischen Funktion g(s), daB, falls sie in (x, ) von O verschieden
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ist, ihr absoluter Betrag |g(s)| von selbst in jedem Teilstreifen eine
positive untere Schranke haben muB.

Ubrigens 148t sich zeigen, daB es fiir die Fastperiodizitit des Quotienten
h(s) = f(s)/g(s) zweier fastperiodischer Funktionen f(s) und g(s) sogar ge-
niigt, daB die Funktion A (s) im betreffenden Streifen regulér ist; es darf
mit anderen Worten der Nenner g(s) sehr wohl in gewissen Punkten ver-
schwinden, wenn nur der Zihler f(s) in denselben Punkten Nullstellen
(und zwar mindestens von derselben Multiplizitit) besitzt.

Dieser Satz, welcher offenbar einen Ausgangspunkt fiir den Aufbau
einer Theorie der meromorphen fastperiodischen Funktionen darbietet
148t sich als Verallgemeinerung eines schénen Satzes von Rirt iiber Ex-
ponentialpolynome auffassen.

106. Um zu der Dirichletentwicklung > A, e'»* einer in («, f) fast-
periodischen Funktion f(s) zu gelangen, verfahren wir folgendermaBen.
Auf jeder festen Geraden R(s) = o des Streifens ist f(o + ¢t) = F, ()
fastperiodisch in ¢ und hat also eine Fourierreihe

; (o)
F t) ~ APt

Nun 148t sich aber mit Hilfe des CaucHyschen Integralsatzes leicht
zeigen, erstens daB die Exponenten 4{” von ¢ unabhingig sind, und
zweitens daB die Koeffizienten A{ in der , richtigen” Weise von o ab-
hiangen, d.h. 4/ = A4, e*°, wo A, eine Konstante ist, die nicht von o ab-
hiangt. Die Fourierreihen auf den kontinuierlich vielen Geraden R (s) = o
schliefen sich also zu einer einzigen Entwicklung der Form

ZAne.l,.a . ei‘l,.t — ZAne.l,.s

zusammen, und diese Entwicklung ist es, die wir als die ,,DIRICHLETsche
Reshe'* der Funktion f(s) itm Streifen (x, f) bezeichnen. Wir schreiben

auch hier
f(s) oo D Apetns.

Im Spezialfalle einer reinperiodischen Funktion der Periode 272
(oder, wenn wir zu der z-Ebene zuriickkehren, einer Funktion im
schlichten Kreisringe r, < | z | < 7,) geht unsere DIRICHLETsche Reihe
in die gewohnliche Laurentreihe der Funktion f(s) tiber.

107. Aus der Theorie fiir den Fall einer reellen Variablen iibertragt sich
unmittelbar der Etndeutigkeitssatz, daB zu zwei verschiedenen in einem
gemeinsamen Streifen fastperiodischen Funktionen zwei verschiedene
DiricHLETsche Reihen gehéren, und der Satz von der Konvergenz im
Mittel, d. h. die PARSEVALsche Gleichung

M{|f(o+it) 2 = 3| An[er-ln, x<a<p.

Auch die Rechenregeln fiir das Operieren mit den Reihenentwick-
lungen iibertragen sich sofort: Die Dirichletentwicklung einer Summe,
eines Produktes, einer Grenzfunktion, eines Integrales (falls es be-
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schrinkt bleibt) und eines Differentialquotienten entsteht durch
formales Rechnen mit den Dirichletreihen der vorgelegten Funk-
tionen.

Der Approximationssatz 1aBt sich ebenfalls unschwer iibertragen und
liefert den folgenden Hauptsatz der ganzen Theorie: Damit eine in
(&, B] analytische Funktion fastperiodisch ist, ist notwendig und hin-
reichend, daf sie sich gleichmdfig in [«, ] durch Exponentialpolynome

N

Sa, e anndhern lipt. Approximierende Exponentialpolynome- lassen
1

sich wieder durch das BoCHNERsche Summationsverfahren angeben.

Beispiele von Dirichletreihen, die im Streifen [«, 8] gleichmadfBig kon-
vergieren, liefert der Fall linear unabhdngiger Exponenten. Weitere ein-
fache Beispiele erhalten wir durch den folgenden Satz, der eine Briicke
zu der Theorie der gewéhnlichen DiricHLETschen Reihen mit sich nicht im
Endlichen hiufenden Exponentenfolgen schligt: Falls bei jedem d>0
die Reihe

—1 1] é
Zem

konvergiert, ist die Dirichletentwicklung ¥ 4,e'!»$ im ganzen Fastperio-
dizitatsstreifen («, f) absolut konvergent. Hierunter subsumiert sich die

2.7
n—-:sa

gewohnliche Laurententwicklung Y a,e * reinperiodischer Funktionen.

108. Ebenso wie bei den gewohnlichen Laurentreihen ianz” der
spezielle Fall lauter positiver Exponenten, d. h. der Fall einer iiblichen
Potenzreihe > a,z", eine besondere Rolle spielt, so bietet éuch hier

0

der Fall, wo die Dirichletexponenten A, unserer fastperiodischen Funk-
tion f(s) alle dasselbe Vorzeichen haben, ein besonderes Interesse dar.
Wir gehen daher zur Betrachtung solcher Funktionen iiber.

Man gelangt hier zu Resultaten, die einen fast ebenso abgerundeten
Charakter tragen wie die im klassischen Spezialfalle der eigentlichen

oC o o]
Potenzreihen > a,2" = Xa,e"* (nur daB in unserem allgemeinen Falle
0 0

natiirlich keine gewchnliche Konvergenz stattzufinden braucht). Wir
beginnen mit einem wichtigen Randwertsatz, dessen Beweis auf
dem obigen Approximationssatz, unter Heranziehung des klassischen
PHRAGMEN-LINDELOFschen Prinzips, basiert.
Es sei
F(f_);\’ZAnei""t

eine ganz beliebige (d.h. nicht etwa analytisch vorausgesetzte) fast-
periodische Funktion mit lauter positiven Exponenten 4,. Dann
ist sie die Randfunktion einer in der Halbebene o < 0 reguliren
analytischen Funktion, d. h. es gibt eine in ¢ < 0 regulére, fiir 6 =70
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stetige Funktion f(s), welche auf der imagindren Achse ¢ = 0 der
Randbedingung

f(it) = F(2)
geniigt; und diese Funktion f(s) ist fastperiodisch in (— oo, 0),
strebt fiir 6 > — oo gleichmifBig in ¢ gegen 0, und ihre Dirichlet-
entwicklung entsteht aus der Fourierentwicklung von F (), indem it
durch o 4 7¢# = s ersetzt wird, d. h.

f(s) o D Apedns,

Aus diesem Randwertsatz folgt das zunichst wohl iiberraschend er-
scheinende Resultat iiber fastperiodische Funktionen einer reellen Vari-
ablen, daB eine solche Funktion, falls sie lauter positive (oder lauter negative)
Fourierexponenten besitzt, durch ihven Verlauf auf einem beliebig Rleinen
Intervall schon vollstindig bestimmt ist.

Aus dem obigen Randwertsatz konnen wir sofort den folgenden
wichtigen Satz ableiten.

Falls eine in [o, B] fastperiodische Funktion f(s) co 3 A e** lauter
positive Dirvichletexponenten besitzt, so ist sie tiber die ganze linke Halb-
ebene 0 =< x analytisch fortsetzbar und liefert eine in (—oc, f] fast-
periodische Funktion [(s), welche fiir 0 — — oo gleichmifig in t gegen O
strebt.

In der Tat brauchen wir nur bei einem festen ¢, im Intervalle
x < o< f die fastperiodische Funktion F(f) = f(o,+ 7¢) zu be-
trachten. Ihre Fourierreihe ist durch D A, en%¢i4xt gegeben und hat
daher lauter positive Exponenten; also ist sie die Randfunktion einer
in der ganzen linken Halbebene ¢ < o, analytischen fastperiodischen
Funktion, die aber mit der gegebenen Funktion f(s) zusammenfallen
muB, weil sie mit ihr auf der Geraden ¢ = o, iibereinstimmt.

Corollar. Jede in einem Streifen («, /) fastperiodische Funktion
f(s) > > A,e'%, deren Exponenten 4, beschriankt sind, |4, | < K,
muB eine ganze Transzendente sein. Denn f(s) ¢** hat lauter positive
Exponenten und ist daher nach links fortsetzbar, und f (s) e ~%* hat lauter
negative Exponenten und ist folglich nach rechts fortsetzbar. Solche
Funktionen mit beschrankten Exponenten (die aber in einem endlichen
Intervall iiberall dicht liegen kénnen) spielen in unserer Theorie eine
dhnliche Rolle wie die Polynome in der Theorie der analytischen
Funktionen eines schlichten Kreisringes.

Wenn man statt der Voraussetzung ,lauter positiver’* Exponenten
nur die Voraussetzung lauter nichtnegativer Exponenten macht,
also ein konstantes Glied ¢ in der Entwicklung f(s) ~ > A,e4* erlaubt,
gilt der obige Satz natiirlich ebenso, nur daB f(s) fir 6 - —oo gegen
eben dieses konstante Glied (statt gerade gegen 0) konvergiert. Anderer-
seits sieht man sofort, daB, wenn in der Dirichletentwicklung einer in
einer linken Halbebene [— oo, ] fastperiodischen Funktion f(s) minde-
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stens ein negativer Exponent A, vorkommt, so kann f(s) fiir ¢ - — oo
nicht einmal beschrinkt bleiben; denn bei festem o ist ja
obere Grenze |f(o + it), = M{f(o + if)e~i4nt}| = [ 4, edn?|,
—oco<t< o0

wo die rechte Seite wegen /1, < 0, fiir 0 - —oo gegen oo strebt. Also
konnen wir schlieBen: Wenn eine in [— oo, ] fastperiodische Funktion
fiir 0 > —oo beschriankt bleibt, muB sie lauter nichtnegative Exponenten
haben und daher sogar einem bestimmten Grenzwerte zustreben.

109. Aus dem Vorangehenden folgt, daBl fiir eine beliebige, in
einer Halbebene [— oo, f] fastperiodische Funktion f(s) bei der
Anndherung an den unendlich fernen ,,Punkt ¢ = —oo nur dres Moglich-
keiten bestehen, ganz wie es nach dem Satze von WEIERSTRASS fiir eine
reinperiodische Funktion (d. h., wenn wir zur 2-Ebene zuriickkehren,
fiir eine in einer Umgebung eines Punktes der schlichten Ebene regulire
Funktion) der Fall ist, nimlich:

A. f(s) strebt gegen einen endlichen Gremzwert (regulirer Fall).

B. |f(s)| strebt gegen oo (polarer Fall).

C. Die Werte von [(s) liegen in jeder Halbebene o < o diberall dicht
(wesentlich singulirer Fall).

In der Tat konnen wir wortlich wie beim Beweise des WEIERSTRASS-
schen Satzes so schlieBen: Wenn f(s) nicht dem Falle C angehért, wenn
es also eine Zahl @ mit |f(s) — a| > k > 0 gibt, muB der Fall A oder B
vorliegen, weil die Funktion g(s) =1/(f(s) — a) in einer linken Halbebene
fastperiodisch und beschriankt ist. und also nach dem Obigen einem
bestimmten Grenzwert zustreben muB; ist dieser Grenzwert =£ 0, tritt
der Fall A, ist er = 0 der Fall B ein.

Im Falle C gilt sogar auch der PICARDsche Satz, d. h. es nimmt die Funk-
tion f (s) in jeder linken Halbebene alle Werte, bis auf hochstens einen, an.

Wie 14Bt sich aber an der Reihenentwicklung der Funktion er-
kennen, ob Fall A, B oder C eintritt? Die Antwort ist sehr einfach
(der Beweis jedoch nicht ganz leicht):

a. Das regulire Verhalten A entspricht dem Fall, wo alle 4, = 0 sind.

b. Das polare Verhalten B entspricht dem Fall, wo es negative
Exponenten gibt, und unter ihnen einen numerisch gréB8ten.

c. Das wesentlich singulire Verhalten C entspricht dem Falle, wo
es negative Exponenten gibt, unter ihnen aber keinen numerisch
groBten. Es gehoren also hierher sowohl die Funktionen, deren Ex-
ponenten sich gegen —oo hiufen, als auch diejenigen, deren Exponen-
ten sich gegen eine endliche negative Zahl A* als untere Grenze hiufen,
die aber nicht selbst zur Menge der 4, gehért. Durch eine verfeinerte
Analyse lassen sich jedoch Unterschiede zwischen diesen beiden Klassen'
von Funktionen aufweisen; so 148t sich zeigen, daB bei einer Funktion
f(s) der zweiten Klasse iiberhaupt kein PicArDscher Ausnahmewert
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vorhanden sein kann, d. h. daB8 f(s) in jeder linken Halbebene sogar
siamtliche Werte annimmt.

110. Nachdem jetzt solche fastperiodische Funktionen besprochen
sind, deren Definitionsbereich eine ganze Halbebene ausmacht, kehren
wir wieder zur Betrachtung der in einem beliebigen vertikalen Streifen
definierten fastperiodischen Funktionen zuriick. Unser Ziel ist jetzt
die Behandlung der Frage nach der Laurenttrennung fastperiodischer
Funktionen. Der klassische LAURENTsche Satz fiir eine in einem schlich-
ten Kreisringe 7, < |z| < 7, analytische Funktion, oder in unserer
Sprachweise fiir eine in einem Streifen ¢, < 0 < 0, reinperiodische
Funktion f(s), besagt, daB f(s) in zwei reinperiodische Summanden

1(s) = fi(s) + f2(s)
zerlegt werden kann, von denen f,(s) in der linken Halbebene ¢ < o,,
und f,(s) in der rechten Halbebene ¢ > ¢, analytisch ist, und f,(s) und
f2(s) in den ,,Punkten’ ¢ = —oo bzw. ¢ = 400 noch regulir sind.
Nach den vorangehenden Resultaten iiber fastperiodische Funktionen,
deren Exponenten alle dasselbe Vorzeichen haben, konnte es zunichst
scheinen, als ob die Laurenttrennung unmittelbar auf eine beliebige in
einem Streifen 0, < ¢ < 0, fastperiodische Funktion f(s) ~ > 4, e»*
iibertragbar, und zwar einfach dadurch zu erhalten wire, dal man die
beiden Teilreihen
> Adyetrs und > A, elne
A3>0 ey
mit lauter positiven bzw. negativen Exponenten bildete, welche dann
fastperiodische Funktionen f,(s) und f,(s) darstellten, von denen f,(s)
nach links, f, (s) nach rechts analytisch fortsetzbar wire. Dieses Verfahren
ist aber deshalb nicht unmittelbar erlaubt, weil man ja nicht weiB,

ob die beiden Teilreihen > und > je fiir sich Dirichletentwicklungen
A0 R0
von fastperiodischen Funktionen sind. Und in der Tat ist es nicht nur

dieser Beweisansatz, sondern die Laurenttrennung selbst, welche ver-
sagen kann. Durch passend konstruierte Beispiele 148t sich namlich
zeigen, dafl tatsichlich fastperiodische Funktionen existieren, welche
eine Laurenttrennung nicht zulassen. Dies scheint zunichst recht ent-
mutigend, weil eine Laurenttrennung nicht nur an und fiir sich von
Interesse wire, sondern vor allem ein kriftiges Mittel zu weiterem Vor-
dringen in die Theorie darb6te. Gliicklicherweise 148t sich aber durch
eine kleine Gedankenwendung dieser Ubelstand iiberwinden. Man kann
namlich zeigen, daB, wenn auch eine fastperiodische Funktion f(s)
nicht immer selbst eine Laurenttrennung gestattet, so doch immer ihr
Differentialquotient f’(s). Dies hat seinen analytischen Grund in
der CaucHyschen Darstellung
/ / (Z
= 271 (z— Z,
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wo die zweite Potenz im Nénner es ermoglicht, den Integrationsweg
ins Unendliche zu erstrecken, wihrend das entsprechende bei der Dar-
stellung von f(s) selbst

16) = 5o [ a2

im Allgemeinen nicht méglich ist. Auch von einem rein formalen Gesichts-
punkte aus, bei oberflichlicher Betrachtung der Dirichletentwicklungen
von f(s) und f'(s), ist es leicht verstdndlich, daB /' (s) in Bezug auf eine
Trennung bei 1 =0 ein viel angenehmeres Verhalten als f(s) selbst
aufweist; denn bei dem Ubergang von der Reihenentwicklung > 4, e*
fir f(s) zu der Entwicklung > 4,4,e4** fiir f(s) treten ja zu den
Gliedern A,e** Faktoren A, hinzu, welche gerade in der Nihe von
/ = 0 sehr klein sind.

Mit Hilfe der Laurenttrennung des Differentialquotienten kann man
nun tatsichlich in vielen Fillen dasselbe erreichen, was uns eine (nicht
immer mogliche) Trennung von f(s) selbst liefern wiirde. Wir fiithren
z. B. den erweiterten Eindeutigkeitssatz an, welcher besagt, daB, falls
f(s) in einem Streifen («, f), und g(s) in einem Streifen (y, d) fast-
periodisch sind, und die Dirichletentwicklung von f(s) in (x, f) mit der
Dirichletentwicklung von g(s) in (y, d) formal identisch ist, f(s) und
g(s) dieselbe analytische Funktion sind, auch in dem Falle, wo die
beiden Streifen ganz auperhalb einander liegen, etwa & < f <y < 6;
es gibt dann eine im ganzen Streifen & < o << § fastperiodische Funk-
tion, welche in («, ) mit f(s), in (y, d) mit g(s) libereinstimmt. Der
Beweis verlduft ganz parallel dem Beweise des entsprechenden Satzes
iiber gewohnliche Laurentreihen, nur daB in unserem Falle zunichst
durch Laurenttrennung die Identitit der Differentialquotienten
7' (s) und g’(s) nachgewiesen und dann nachher durch Integration zu
den gegebenen Funktionen f(s) und g(s) selbst iibergegangen wird.
[Ubrigens ist spiter ein mehr direkter Beweis dieses erweiterten Ein-
deutigkeitssatzes gefunden worden.]

111. Wir betrachten wieder den Fall, wo f(s) in einer ganzen
Halbebene gegeben ist, und zwar wollen wir den sog. Umkehrsatz der
Theorie besprechen, welchem ‘schon deshalb ein besonderes Interesse
zukommt, weil er in eigenartiger Weise zum Ausdruck bringt, wie
,,abgerundet“ die Klasse der fastperiodischen Funktionen erscheint.
Um die Analogie mit dem entsprechenden Satz fiir den Spezialfall
einer gewohnlichen Potenzreihe (und den, jedoch nur scheinbar all-
gemeineren Fall einer algebraischen Singularitat) deutlich hervortreten
zu lassen, zichen wir vor, in der z-Ebene statt in der s-Ebene zu
operieren (also die anfangs genannte Variabeltransformation s = logz
auszufiithren), so daB wir es — statt mit einer in einer linken Halb-
ebene gegebenen Funktion f(s) — mit einer Funktion ¢ (z) = f(logz)
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zu tun haben, welche in einer gewissen kreisférmigen Umgebung des
unendlichblittrigen Windungspunktes z = 0 analytisch und in
Bezug auf die Winkel 0 fastperiodisch ist, und deren Dirichletentwicklung
oder hier vielleicht besser ,,verallgemeinerte Laurententwicklung®‘, mit

DA,z

bezeichnet wird. Wir nehmen an, daB die Exponenten A, alle positiv
sind (reguldrer Fall) und auBerdem noch, daB es unter ihnen einen
kleinsten gibt. Es ist dann leicht zu sehen, daB durch unsere Funktion
w ='@(2) eine hinreichend kleine Umgebung des unendlichblittrigen
Windungspunktes z = 0 auf eine gewisse volle Umgebung des unend-
hchblattngen Windungspunktes w = 0 abgebildet wird, so daB wir in
einer Umgebung dieses letzteren Windungspunktes w = 0 von der zu
w = @(2) nversen Funktion z = p(w) sprechen konnen. Weiter 148t
sich nun zeigen — und dies ist der Umkehrsatz —, dafB diese inverse
Funktion z = p(w) wiederum eine fastperiodische Funktion ist.

Aus diesem Satze folgt z. B., daB die inverse Funktion der RIEMANN-
schen Zetafunktion {(s) = E :T' sowie ‘anderer wichtigen zahlentheore-

tischen Funktionen (wenn ditase erst einer harmlosen Variabeltransforma-
tion unterworfen werden) wiederum fastperiodische Funktionen sind. Es
ware vielleicht eine Aufgabe von Interesse, diese fastperiodischen Umkehr-
funktionen und insbesondere ihre Dirichletentwicklungen nidher zu unter-
suchen.

112. Ich schlieBe diese kurze Skizze der Theorie der fastpenodJschen
Funktionen einer komplexen Verinderlichen mit der Besprechung einiger
interessanten, noch nicht veréffentlichten Resultate von JESSEN iiber
die Werteverteslung einer fastperiodischen Funktion. Indem ich mich
hier wieder der Sprache der s-Ebene bediene, betrachten wir eine be-
liebige, in einem Streifen [«, f] fastperiodische Funktion f(s). Es sei a
ein fester Wert, welcher von f(s) in diesem Streifen angenommen wird.
Wir fragennachder Verteilungallera-Stellenunseres Streifens.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf @ = 0 angenommen werden,
5o daB wir es gerade mit den Nullstellen von f(s) zu tun haben. Es
sei (y, 0) ein Teilstreifen von («,f), welcher mindestens eine von den
Nullstellen von /(s) im Innern enthilt. Mit N(T) bezeichnen wir die
Anzahl der Nullstellen in demjenigen Teil des Streifens (, 9), dessen
Ordinaten zwischen —T und T gelegen sind. Aus der Fastperiodizitit
von f(s) ergibt sich unschwer, daB diese Anzahl N(T) fiir T — oo ins
Unendliche wichst, und zwar wie im reinperiodischen Fall von der
Ordnung T in dem Sinne, daB der Quotient N (T)/2T fiir hinreichend
groBe Werte von T zwischen zwei positiven Konstanten bleibt. Es
erhebt sich nun"von selbst die weitere Frage, ob die Verteilung der Null-
stellen in (y, 6) auch (wie in dem reinperiodischen Fall) eine so regel-
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méBige ist, daB der obige Quotient N (T)/2T fiir T — oo sogar einem
bestimmten Grenzwert G = G(y, ) zustrebt, also ob man von
einer bestimmten ,,relativen Hiufigkeit* der Nullstellen in (y, 6) reden
kann. Die Antwort lautet, daB bei einer gegebenen fastperiodischen
Funktion f(s) dies wohl nicht immer, sondern ,fast immer” der
Fall ist, in dem Sinne, dafB es hichstens abzihlbar viele Wertepaare v, 6
im Intervalle & < o < f gibt, fiir welche der Gremzwert G(y, 0) nicht
existiert. Die kritischen etwaigen Ausnahmewerte von  und é sowie
der Grenzwert G (y, d) fiir alle andere Wertepaare y, é lassen sich nach
JESSEN in der folgenden einfachen Weise charakterisieren: Bei jedem
festen o des Intervalles & < 0 < f§ bildet man den Mittelwert

@(0) = Atl{log!/(a+ itl},

dessen Existenz aus der Fastperiodizitit von f(s) gefolgert werden kann.
Die in dieser Weise unserer analytischen Funktion f(s) zugeordnete
reelle Funktion ¢ (o) des Intervalles & < ¢ < f8 zeigt sich als stetig
und konvex, so daB die durch ¢ = @(0) bestimmte Kurve bis auf
hochstens abzihlbar viele Punkte, wo sie Knicke aufweist, eine be-
stimmte Tangente besitzt. Diese konvexe Kurve ¢ = ¢(0) beherrscht
nun die Nullstellenverteilung von f(s) in der einfachen Weise, daB8 die
den Knickpunkten der Kurve entsprechenden Abszissen o gerade die
obenerwihnten etwaigen Ausnahmewerte von y und 4 sind, wihrend
fiir jedes andere Wertepaar ¥, d, fiir welche also die Ableitungen ¢'(y)
und ¢’ (8) beide vorhanden sind, der obige Grenzwert G (y, d) existiert
und einfach durch die Formel

G(.8) =52 {90 — ¢’ )}
bestimmt wird.

Durch diesen Satz, welcher sich. bei niherer Betrachtung als eine
natiirliche Verallgemeinerung einer klassischen JENSENschen Formel auf
fastperiodische Funktionen erweist, ist das Problem der Werteverteilung
fastperiodischer Funktionen im Allgemeinen klargestellt. Wenn es sich
aber darum handelt, fiir eine bestimmte vorgelegte fastperiodische
Funktion die Werteverteilung zu untersuchen und vor allem den obigen
Grenzwert G(y, ) .niher zu bestimmen, muB man gewdhnlich die
Dirichletentwicklung der Funktion heranziehen. Fiir den Fall
der RiEMANNschen Zetafunktion und einiger verwandter Funktionen
liegen schon seit mehreren Jahren eingehende Untersuchungen dieser
Art vor (die iibrigens neuerdings von JESSEN und dem Verfasser wesent-
lich verfeinert wurden). Auf diese spezielleren Untersuchungen, die den
Ausgangspunkt der ganzen Theorie der fastperiodischen Funktionen
gebildet haben, soll aber hier nicht niher eingegangen werden.
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