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- Das vorliegende Buch ist eine freie Bearbeitung meiner im
Jahre 1900 erschienenen Schrift ,,Das elektromagnetische Feld.
Vorlesungen iiber die Maxwellsche Theorie.” Diese erste Auflage
ist an einigen Stellen als ,,Elm. Feld 1° angefiihrt.

Herr Professor Emde hat seine Freundschaft fiir das alte
Buch auf das werdende neue iibertragen; ich verdanke ihm
eine grofle Zahl wertvoller Hinweise. Die Herren Dr. Rossmann
und Dipl.-Ing. Kiimmich haben vollstindige Korrekturen ge-
lesen. Herr cand. rer. nat. Schotzky hat die Vorlagen fiir die
Abbildungen gezeichnet. Ihnen allen-auch an dieser Stelle meinen
Dank aussprechen zu konnen, ist mir eine Freude.

Freiburg im Breisgau, Weihnachten 1926,
E. Cohn.
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Ein Riickblick auf die bisherige Entwicklung der Elektrizitats-
lehre 14Bt drei deutlich getrennte Abschnitte erkennen. Der
erste schlieBt mit den Arbeiten von Wilhelm Weber und Franz
Neumann; der zweite mit den Entdeckungen von Heinrich
Hertz; dem dritten gehért noch die Forschung der Gegenwart
an. Sie lassen sich kurz so kennzeichnen: Auf der ersten Stufe
erscheinen alle Vorgdnge bestimmt durch Lage und Bewegung
von Elektrizitdtsmengen; von diesen gehen die Wirkungen zeit-
los aus. Auf der zweiten wird jedes Geschehen in einem bestimmten
Raum- und Zeitpunkt abgeleitet aus dem Zustand in unendlich
benachbarten Raum- und Zeitpunkten; die Elektrizitdtsmengen
sind zu mathematischen Symbolen von untergeordneter Bedeu-
tung herabgesunken. Auf der dritten Stufe sind sie wieder in die
Grundlagen des Lehrgebidudes aufgenommen ; aber die Wirkungen
breiten sich von ihnen mit endlicher Geschwindigkeit aus. — Die
Grundannahmen des ersten Zeitabschnitts diirfen wir als endgiiltig
widerlegt ansehen. Die dritte Entwicklungsstufe hat als Elektronen-
theorie und Quantentheorie wesentlich atomistische Form ange-
nommen. In diesem Lehrbuch sollen die Tatsachen dargestellt
werden, die sich aus den Grundannahmen der zweiten Periode —
der Maxwell-Hertzschen Theorie des kontinuierlichen elektro-
magnetischen Feldes — ableiten lassen. Es soll dann aufgezeigt
werden, wo diese Theorie versagt, und es soll die weitere Ent-
wicklung in derjenigen Richtung verfolgt werden, in welcher sie
eine Fortbildung der Kontinuumstheorie bildet.

,,Die Maxwellsche Theorie ist das System der Maxwellschen
Gleichungen‘‘ nach einem Ausspruch von Heinrich Hertz. Es
kann demnach fiir eine geordnete Darstellung dieser Theorie
kein besserer Weg gefunden werden, als der der Ableitung aus
den Maxwellschen Gleichungen. Aber diese Gleichungen sind ge-
schichtlich das Ergebnis weitgehender Abstraktion, und die an-
gedeutete Behandlung wiirde daher bei dem Leser eine Fiille von
Vorkenntnissen verlangen, die hier nicht vorausgesetzt werden
soll. Es werden deshalb im folgenden die Begriffe, deren sich die
Maxwellsche Theorie bedient, aus den Erfahrungen abgeleitet
werden, die tatsichlich zu jhrer Ausbildung gefithrt haben.

Cohn, Das elektromagnetische Feld. 2. A. 1



Erstes Kapitel.

Das stationiire elektrische Feld.
§ 1. Das Coulombsche Gesetz.

Auf mannigfache Weise — durch Reibung, durch Beriihrung
mit den Polen einer galvanischen Kette — lassen sich Kérper in
einen Zustand versetzen, in dem man sie als elektrisiert bezeichnet.
Das MaB} solcher Elektrisierung sind die Elektrizititsmengen, die
man ihnen — genauer: ihren einzelnen Teilchen — zuschreibt.
Das Messungsmittel haben zuerst die mechanischen Krifte ge-
bildet, die von ihnen ausgehen, und die sie erleiden. Von diesen
sagt das Coulombsche Gesetz aus: Zwei elektrisierte Korper
stoBen sich ab oder ziehen sich an mit einer Kraft, die dem Pro-
dukt der beiden Elektrizititsmengen direkt und dem Quadrat
der Entfernung umgekehrt proportional ist; es gilt das erste
oder zweite, je nachdem die Elektrizitdtsmengen gleichartig oder
ungleichartig sind. Wir wollen den Inhalt dieses Gesetzes erlautern.
Vorausgesetzt ist zuniichst, dafl die Korper ruhen, und daB der
elektrische Zustand unverdndert bleibt ohne &duflere Einwirkung.
Man spricht dann von einem elektrostatischen Zustand. Es
bleibt nun tatsichlich die gesamte Elektrizitdtsmenge eines
Koérpers unveridndert, wenn er vollstindig von einem Isolator um-
geben ist. Ein Isolator ist u. a. das Vakuum und — mit gewissen
Einschrinkungen, auf die hier nicht eingegangen werden soll —
die atmosphéarische Luft. Den Gegensatz bilden die Leiter der
Elektrizitdt. Von einem Isolator also sollen die elektrisierten
Korper umgeben sein; bei Coulombs Versuchen war es Luft. Die
elektrisierten Koérper selbst konnten an sich Leiter oder Isolatoren
sein. Im TIsolator wiirde aber eine einmal willkiirlich hervor-
gerufene Elektrisierung seiner einzelnen Teilchen unveridndert
fortbestehen ; im Leiter besteht nur die gesamte Elektrizitétsmenge
fort, ihre Verteilung im Beharrungszustand ist durch ein Gesetz,
das wir kennenlernen werden, geregelt. Die Elektrisierung des
Leiters ist also durch eine Grofile gekennzeichnet; er ist da-
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durch der geeignetere Versuchsgegenstand. Damit ferner das
Coulombsche Gesetz etwas Bestimmtes aussage, muf3 die Ent-
fernung der Elektrizitdtsmengen groB sein gegen die Ausmessungen
des Raumes, in dem jede von ihnen verbreitet ist. Dies trifft
allgemein zu, wenn wir das Gesetz als Elementargesetz fiir die
Elektrizitdtsmengen unendlich kleiner Korperelemente betrachten,
aus welchem die beobachtbaren Krifte auf ausgedehnte Korper
nach den Gesetzen der Statik abgeleitet werden konnen. So
wollen wir es also verstehen. — Das Coulombsche Gesetz, soweit
es bisher besprochen wurde, wiirde uns beféhigen, anzugeben, wie
sich die Kréafte zwischen zwei kleinen durch Luft voneinander
isolierten elektrisierten Korpern é&ndern, wenn wir ihren Abstand
indern, und es wiirde uns ferner — indem wir etwa den einen
Versuchskérper unveréndert aufbewahrt denken — ein relatives
Maf fiir die Elektrizitdtsmenge des jeweils zweiten Versuchs-
korpers liefern. — Der volle Inhalt des Gesetzes aber ergibt sich
erst, wenn wir in solcher Weise die Elektrizitdtsmengen von Kor-
pern bestimmen zu verschiedenen Zeitpunkten, zwischen welchen
sie nicht dauernd isoliert waren. Wir bezeichnen die Elektrizi-
tiatsmenge eines willkiirlich herausgegriffenen elektrisierten Kor-
pers als positiv — man wéahlt herkémmlich ein mit Harz gerie-
benes Glasstiick oder gleichwertig einen mit dem Kupferpol eines
Daniellschen Elements in Berithrung gebrachten Leiter —; wir
nennen gleicherweise positiv geladen alle Korper, die sich nach
Definition des Coulombschen Gesetzes als gleichartig, negativ
geladen alle Kérper, die sich als ungleichartig mit dem ersten
erweisen. Dann zeigt der Versuch: wie immer sich die Elektrizi-
titsmengen von Korpern édndern mdgen, — die algebraische
Summe der Elektrizitdtsmengen aller beteiligten Korper bleibt
stets unverandert. Insbesondere also: wie immer Elektrisierung
hervorgerufen wird, — es entstehen dabei stets entgegengesetzt
gleiche Elektrizitatsmengen. Den GréBen, von denen das Coulomb-
sche Gesetz als Elektrizitdtsmengen spricht, kommt somit als
Grundeigenschaft Unzerstoérbarkeit zu.

Im vorstehenden ist das Gesetz zergliedert, und es sind Be-
dingungen fiir seine Giiltigkeit angegeben. Eine wesentliche Be-
dingung fehlt noch: denken wir uns geladene Leiter einmal in Luft,
dann, mit unverénderten Ladungen, in einem andern Isolator
einander gegeniiber gestellt; dann haben sich alle Krifte im

1*
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gleichen Verhiltnis geindert. Wurde aber nur in einem Teil des
umgebenden Raumes ein Isolator mit einem andern vertauscht,
dann gilt ein Kraftgesetz von der Form des Coulombschen iiber
haupt nicht mehr. — Wir fassen zusammen: in dem ganzen in
Betracht kommenden Raum befinde sich auBer Leitern ein ein-
ziger homogener Isolator; dann wirkt zwischen je zwei Korper-
elementen im Abstand r, auf denen sich die Elektrizititsmengen
e; und e, befinden, eine abstofende Kraft vom Betrage
€16

=g e (1)
Hier bezeichnet ¢ eine positive Konstante, die durch das Mate-
rial des Isolators bestimmt ist und dessen Dielektrizitats-
konstante heilit.

Gemdfl (1) kann durch Messungen das Verhiltnis zweier e
oder zweier & festgestellt werden. Da ferner f in absolutem
mechanischem Mal bestimmt werden kann, so ergibt sich das
gleiche fiir e (und, wie sich zeigen wird, fiir alle noch einzufiihrenden
elektrischen GréBen), sobald iiber den Wert, den man der Dielek-
trizitdtskonstante ¢, des® Vakuums (praktisch gleichbedeutend:
der Luft) beilegen will, eine Verfiigung getroffen ist. Erlaubt
ist jede Verfiigung, und in den verschiedenen sog. absoluten
MaBsystemen sind verschiedene getroffen worden. Wir wollen
hier und kiinftig unsere Formeln so allgemein halten, daB je nach
Bedarf jedes absolute MaBsystem in sie eingefithrt werden
kann. Eine zusammenfassende Ubersicht wird in Kap. I1I, § 5

1 o .
gegeben werden. Der Faktor in den wir in unsere Formel ein-

gefiihrt haben, erscheint hier als Ballast; tatséchlich vereinfachen
sich hierdurch andere und wichtigere Gleichungen.

Wir haben eine Reihe von Folgerungen aus dem Kraftgesetz (1)
zu entwickeln. Zunéchst fragen wir nach der Kraft, welche auf
den Tréager einer Elektrizititsmenge e von der Gesamtheit der
iibrigen ausgeiibt wird, von denen eine willkiirliche e; sei im Ab-
stande 7, von e. Wir schreiben diese resultierende Kraft

f=eE. (1a)
Es ist dann offenbar ¢ die Kraft, welche auf den Triiger
einer an der gleichen Stelle gedachten Elektrizititsmenge Eins
ausgeiibt werden wiirde. € heillt die elektrische Feldstiarke
in dem betrachteten Punkt p.
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Ist vt der Radiusvektor von p, t; der Vektor, der von p;
nach p fithrt, und T; der Einheitsvektor in gleicher Richtung,
so wird

E=36, GCi=g,. - (1b)

T dmsery

Fir diesen Wert finden wir eine andre Darstellung, indem wir
bilden (vgl. Abb. 1)

6, dl=G6-dv = 3(C,-dv) = (|| -dr)=—a{ 3] Pt

oder

wo
_ i
¢= i (3)
V' bedeutet: Gradient. Gleichbedeutend mit (2) ist [s. (y)]:
a ’ : .
@z=—-£- (2) po e & p ddrz

pheifit das elektrostatische
Potential der Elektrizitdtsmen-
gen ¢; im Punkt (Feldpunkt) p.
(Vielfach Aufpunkt genannt).
Es stellt sich dar als Funktion der Koordinaten des Feldpunkts.
Sein Gefalle ist die Feldstirke €. Das bedeutet: € ist normal
zu den Flichen ¢ = const und weist zu abnehmenden @; sein
Betrag ist gleich der Abnahme von ¢ auf der Léngeneinheit der
Flachennormale.

Aus (2) folgt:

Abb. 1.

”
[G di=g(p)—o@). (2a)
¥4

Die linke Seite ist das Linienintegral der elektrischen Feldstérke
iiber den Weg I. Man bezeichnet dieses allgemein als die elektri-
sche Spannung auf dem Wege L

Die Gleichung (2a) nun sagt aus, daf} diese Spannung in unserm
Fall nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges abhingt, ndm-
lich der Potentialdifferenz zwischen Anfangs- und Endpunkt
gleich ist.

Physikalisch bedeutet die linke Seite die Arbeit, welche die
Kraft € bei der Verschiebung ihres Angriffspunkts von p iiber
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den Weg ! nach 9’ leistet. Es ist somit ¢ (p) — ¢ (p”) die Ar-
beit, welche die elektrischen Kriifte leisten, wenn im Felde der
Elektrizititsverteilung e, der Trager einer Elektrizitdtsmenge
Eins aus dem Punkte p zum Punkte p” verschoben wird. Der Weg,
auf welchem die Uberfithrung erfolgt, ist dabei gleichgiiltig. Ist
im besondern im Punkt p’ das Potential Null, so bedeutet das
Potential in einem beliebigen Punkt p die Arbeit bei der Uber-
fithrung von p nach jenem Punkt p”.

Es mégen nun die Triger aller Elektrizitdtsmengen, — von
denen e; und e, zwei beliebige bezeichnen sollen —, beliebige
unendlich kleine Verschiebungen erfahren. Die Arbeit, die hier-
bei geleistet wird, ist

4= 3 (dy=—za{ o,

dre-r;p

wo die Summe iiber alle Kombinationen zweier verschiedener e
zu erstrecken ist.

Oder
Ae :—dWe:
wo
Y s 1 N1 (N e
Weﬁ 2/47’5'_';;»— 2 ‘% e (% 4.7l€~7'ih> (4)
oder
1
We=5 2er@a- (4a)

W, ist eine GréBe, die durch die Elektrizitatsverteilung ein-
deutig bestimmt ist. Diese moge jedesmal eine elektrostatische
sein in zwei verschiedenen Lagen der Korper, d. h. sie mége der-
artig sein, daB sie dauernd bestehen kann ohne duleren Eingriff,
oder wie wir jetzt genauer sagen wollen, ohne Energiezufuhr von
auBen. Auch die Uberfiihrung aus der ersten in die zweite Lage
moge so geschehen, daBl der Zustand einem -elektrostatischen
zum mindesten stets unendlich nahe bleibt. Dann gibt das System
nach aullen Energie nur in der Form mechanischer Arbeit ab,
und diese Arbeit stellt sich dar als die Abnahme der Funktion W,.
Es wird deshalb W, als die elektrostatische Energie des
Systems bezeichnet.

€, ¢, W, waren nach (2), (3), (4) zu berechnen, wenn
die e, durchweg gegeben wiren. Aber fiir einen Leiter kann nur
die gesamte Elektrizititsmenge e, vorgeschrieben werden, ihre Ver-
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teilung iiber den Leiter ist bestimmt durch die Gleichgewichts-
bedingung. Diese lautet: innerhalb jedes homogenen Leiters ist

€ =0 oder ¢ = const. (8a)

Mit den so entstehenden Aufgaben beschiftigt sich die Poten-
tialtheorie. Diese Theorie kehrt zunichst die Aufgabe um; sie
lehrt die Elektrizititsverteilung aus € (oder ¢) berechnen. In-
dem wir diesem Vorgehen folgen, gelangen wir gleichzeitig zu
Gleichungen, die einen viel weiteren Giiltigkeitsbereich haben
als das Coulombsche Gesetz.

§ 2. Die Differentialgleichungen des elektrostatischen
Feldes.

Wir bilden das Oberflichenintegral
JeCu-as

iiber die vollstindige Begrenzung eines beliebigen Raumes 7.
(N die d4uBlere Normale) Es ist (vgl. Abb. 2)

1 1
e€y-dS= in 2;;%'— cos (1, N)dS ==+ EZeh-dah,

wenn da, den koérperlichen Winkel bezeichnet, unter dem das
Flachenelement dS vom Ort p, der Elektrizititsmenge e; aus
erscheint, und -+ (—) gilt, wo der Leitstrahl 1, aus 7 austritt
(in 7 eintritt). Nun ist aber

f-l_—da.h=4n oder =0,

je nachdem p, innerhalb oder auBerhalb 7 liegt. Demnach ist
das vorgelegte Integral gleich der algebraischen Summe aller
von der Fliche S eingeschlos-

senen Elektrizitat Ye.

Oder: w 3
Jowds=Ze, 0 —

wo D=¢€ (6) P
die sog. elektrische Erre- Abb. 2.
gung bezeichnet.

Die Ableitung von (5) setzt voraus, dafl keine Elektrizitats-
menge e, einem Element von S unendlich nahe liegt. Diese Be-
dingung miiBite tatsichlich gestellt werden, wenn, unserer Be-
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zeichnung entsprechend, endliche Elektrizitatsmengen in Punkten
zusammengedringt waren. In Wirklichkeit kennen wir hingegen
nur Elektrizititsverteilungen mit endlicher Raumdichte o oder
endlicher Flichendichte w. Dann aber ist, wie in der Potential-
theorie gezeigt wird, € iiberall endlich, und das vorliegende
Integral hat daher stets einen bestimmten endlichen Wert, auch
wenn die Fliche § dieser Verteilung unendlich nahe kommt1).
Wenden wir nun (5) an auf eine Fliche, innerhalb deren die un-
endlich kleine Elektrizitdtsmenge de = g -dt oder de =@ -dS
liegt, so ergibt sich [vgl. (¢)]
lim {}bf@zv-ds}:div@ —o, (52)
=0
?Dnl +f®n2=divs® =@. (5b)
Zu (5b) vgl. Abb. 3 und (¢g,).
Y Aus dem Coulombschen Gesetz folgt also,
‘ daB die elektrische Dichte gleich der Divergenz
der elektrischen Erregung ist.
Wir kénnen und werden die Verteilung eines
7 7z Vektors ¥ im Raum — ein Vektorfeld B —
geometrisch in folgender Weise darstellen:
Wir ziehen Kurven, deren Tangenten iiberail
S die Richtung von B haben — B-Linien —,
und zwar in solcher Dichte, dafi |B|-dX
Linien durch ein zu B normales Flichen-
element d2 gehen. Dann folgt schrittweise: Durch ein be-
liebiges Flichenelement 4S8 mit der positiven Normalen N
gehen in positiver Richtung B, - d8 Linien. Durch eine beliebige
Fliche S gehen f By - dS Linien. Fiir eine geschlossene Fliche
mit der &uBeren Normalen N gibt f% v+ dS den UberschuB
(¢}

Abb. 3.

der austretenden iiber die eintretenden Linien an. div® ist,
positiv

wenn .
negativ

}, dem Betrage nach die Anzahl von Linien, die in

entspringen
miinden

der (unendlich kleinen) Volumeneinheit { } div, B die

1) Zum Wert des Potentials im Punkte p liefern die zu p unendlich
benachbarten Elektrizitdtsmengen nicht nur keinen unendlich groBen, son-
dern vielmehr einen unendlich kleinen Beitrag.
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gleiche Anzahl fiir die (unendlich kleine) Flacheneinheit. Wo
div®® = 0 ist, kénnen wohl B-Linien bestehen, aber sie konnen
dort keine Endpunkte besitzen. — Ein Vektor %, fir den
durchweg div 8 = 0 ist, heilt quellenfrei.

Die Linien, welche unsern Vektor © darstellen, werden her-
kémmlich, wenn auch nicht ganz zutreffend, als elektrische

Kraftlinien bezeichnet.
Wir baben demnach: f Dy-dS=e gibt den Uberschuf der
o

aus S austretenden iiber die eintretenden Kraftlinien an. Oder:
Jede elektrische Kraftlinie entspringt (miindet) am Ort einer
positiven (negativen) Elektrizitdtsmenge Eins. -— Bezeichnen
wir ferner mit e; die gesamte Elektrizitdtsmenge eines Leiters,
mit Sy, eine Fliache, die sich seiner Oberfliche von auBen an-
schmiegt (also die Elektrizitat auf seiner Oberfliche mit umfaft),
unter N deren duflere Normale, so ergibt (5):

f Dy-dSg =eyg. (5c)
5

In der Beziehung zwischen Feld (Erregung) und Elektrizitéts-
verteilung, die wir soeben besprochen haben, ist auf das Potential
kein Bezug genommen. Auch dem Inhalt der Gleichung (2a)
konnen wir eine entsprechende Fassung geben. Sie sagt aus, dal3
das Linienintegral von ¢ Null ist, wenn Anfangs- und Endpunkt
des Weges zusammenfallen, also fiir jeden in sich zuriicklaufenden
Weg. Das wollen wir bezeichnen durch

[ @, dl=0. (7)
h 9

Die Gleichung (7) gilt unabhingig von dem Wert der Funktion
@, unter der einzigen Bedingung, dal ¢ einwertige Funktion
der Lage von p ist.

Folgen wir einer elektrischen Kraftlinie in der Richtung vom
Ursprung zur Miindung, so ist ®;, also auch €;, stdndig positiv;
das Linienintegral, iiber ein beliebiges Stiick der Kraftlinie er-
streckt, kann also niemals den Betrag Null ergeben. Aus (7) folgt
daher, daB es in einem elektrostatischen Felde keine in sich zurtick-
laufenden Kraftlinien geben kann.

Es kann auch keine Kraftlinie, ohne sich zu schliellen, endlos
einen begrenzten Raum durchlaufen. Denn dann wiirde sie, ge-
niigend lange verfolgt, ihrem Ausgangspunkt wieder beliebig
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nahe kommen; es miiite also das Linienintegral, iiber eine be-
liebig kurze Strecke genommen, einen beliebig groBen positiven
Wert zu Null erginzen; d. h. die Feldstirke miifite an der betrach-
teten Stelle unendlich sein. Es soll daher kiinftig nur zwischen
Kraftlinien mit Endpunkten, geschlossenen Kraftlinien und sich
ins Unendliche erstreckenden Kraftlinien unterschieden werden.

Betrachten wir ferner eine beliebige Flidche S, legen wir den
Weg 1 beliebig entlang der Fliche auf ihrer einen Seite, und
zuriick lings der gleichen Linie auf der andern Seite, so folgt aus
(7): beim Durchgang durch eine beliebige Fliche kann sich die
tangentiale Komponente von € nie sprungweise éndern.

Die Gleichungen (5), (6), (7) haben wir abgeleitet aus den
Gleichungen (2), (3). Bedingung fiir die Giiltigkeit der Gleichungs-
gruppe (2), (3) war, daB nur ein homogener Isolator vorhanden
sei, und somit ¢ ein und denselben Wert iiberall habe. Die neuen
Gleichungen (5), (6), (7) aber gelten tatséchlich allgemein, wie auch
die Isolatoren und somit die e-Werte im Raum verteilt sein
mogen. Vorausgesetzt bleibt lediglich — fiir die Giiltigkeit von
(6) —, daB die Isolatoren isotrop sind.

Auch die Leiter mégen jetzt beliebig inhomogen sein. Dann
bedarf die Gleichgewichtsbedingung, die im Leiter erfiillt sein
muB, einer Erweiterung. Bilden wir einen zusammenhidngenden
Leiter aus Schichten verschiedener Substanzen, wie in den gal-
vanischen Elementen oder Ketten von solchen, dann zeigt die Er-
fahrung, daB das Potential in den beiden Endschichten ver-
schiedene Werte besitzt. Es mufBl also das Linienintegral von
€, durch eine Trennungsschicht hindurch erstreckt, einen von
Null verschiedenen Wert haben; oder: es mufl innerhalb einer ge-
wissen diinnen Ubergangsschicht € von Null verschieden und
normal zur Trennungsfliche gerichtet sein. Es liegt nahe, den
Satz dahin zu erweitern, daB iiberall, wo die Eigenschaften eines
Leiters sich &rtlich #ndern, € einem vorgeschriebenen Vektor
& gleich sei:

C=g. (8)

Wo von einer bestimmten Schichtung nicht gesprochen werden
kann — man denke etwa an eine Salzlésung, in der die Flichen
gleicher Konzentration nicht zusammenfallen mit den Flichen
gleicher Temperatur — da 1aBt sich iiber die Richtung von &
von vornherein nichts aussagen. Den Vektor — & bezeichnet
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man als eingeprégte elektrische Feldstidrke. Fiir einen
homogenen Leiter geht (8) in die frither aufgestellte Bedingung
(8a): € = 0 iiber.

Den Gleichungen (5), (6), (7) schreiben wir Giiltigkeit auch
innerhalb der Leiter zu. Es folgt dann aus (7) und (8), daB in einem
elektrischen Felde Gleichgewicht nur bestehen kann, wenn

[ @, di=0
) 23]
ist, oder ®——Py, 9
wo g eine einwertige Ortsfunktion.
Dies ist eine Bedingung fiir die Verteilung der &; sie ist stets
erfiilllt, wenn jeder Weg, der im Leiter von p nach o’ verliuft,
geometrisch notwendig die gleichen Schichten durchsetzt.

Es folgt ferner aus (5), (6), (8) fiir jede geschlossene Fliche,
die im Innern des Leiters verlduft,

[eQy-d8 = Je.
(@] 7

Fir einen homogenen Leiter, in welchem & = € = 0 ist,
bedeutet das, dafl sein Inneres frei von Elektrizitat ist. Eine ihm
mitgeteilte Ladung kann sich demnach im statischen Zustand
nur auf seiner Oberfliche befinden. Bei diesem Schluf} ist freilich
vorausgesetzt, daBl das ¢ des Leiters eine endliche Grofle ist,
wahrend man doch — weil dieses ¢ nur mit dem Faktor € = 0
in den Gleichungen auftritt — aus elektrostatischen Messungen
nichts iiber seinen Wert erfahren kann. Es ist aber durch Be-
obachtung verénderlicher Zustinde mdglich gewesen, die
Dielektrizitdtskonstanten mancher Leiter zu bestimmen. (Die
Methoden sind in § 6 B, C und in Kap. IV § 7 besprochen.) Da-
bei haben sich stets endliche Werte ergeben, und als endlich wer-
den wir sie daher allgemein voraussetzen. — Ein inhomogener
Leiter enthalt im statischen Zustand Elektrizitit auch in seinem
Innern. Thre Verteilung kann angegeben werden, sofern man
die &- und die &- Werte der Leiterelemente kennt. Handle es sich
im besondern um die sehr diinne Ubergangsschicht zwischen
den homogenen Leitern I und 2, und sei das durch die Schicht

erstreckte Integral
2

[ 8-di=9.

1
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AuBerhalb der Ubergangsschicht ist auf beiden Seiten § = 0.
Andrerseits ist, wenn wir etwa die Schichtnormale, von I nach 2
gerechnet, zur z-Achse nehmen, fiir die Gesamtdicke der Schicht
nach (g,):

J'Q.dxzfa(;-i)~dx=82@2x—sl.@u, also=0.
i i 9%

Die Verteilung von p und & iiber die Schichtdicke ist nicht er-
kennbar. Das einfachste Bild gibt die Annahme zweier entgegen-
gesetzt gleicher Flichenladungen von der Dichte w im kleinen
Abstand d, mit einer Zwischenschicht von gleichmaBiger Di-
elektrizititskonstante ¢. Da in der Schicht

— ?’1““%_2
€, = d ~— d

ist, so mull nach (5b) o
w==1¢ (6d)

sein. Die angenommene Elektrizitatsverteilung heiit elektrische
Doppelschicht, @ ihr Moment oder ihre Starke. Uber die
Werte ¢, d, o konnen, sofern sie nur der Gleichung (5d) ge-
niigen, willkiirliche Annahmen gemacht werden. Unzuldssig aber
ist es, d = 0 zu setzen und @ als Potentialsprung im strengen
Wortsinn zu betrachten. Denn, wie wir sehen werden [Glei-
chung (11)], entfallt auf ein Stiick der Ubergangsschicht vom
Querschnitt Eins ein Energiebetrag
% eC2d= %‘%()2,

er wiirde also fiir d = 0 unendlich werden.

Im vorstehenden sind die allgemeinsten Annahmen fiir ein
elektrostatisches Feld enthalten. Wir bezeichnen als vollstan-
diges Feld ein Feld, durch dessen Grenzen keine Kraftlinien
hindurchtreten. Ein solches kann sich ins Unendliche erstrecken;
es wird aber bei allen messenden Versuchen durch Umbhiillung
mit einem homogenen Leiter nach aulen abgegrenzt. Soll diese
Art der Begrenzung hervorgehoben werden, so wollen wir von
einem geschlossenen Feld sprechen. Bei einem geschlossenen
Feld ist notwendig auch die Gesamtzahl der durch die (hier
endliche) Grenzfliche hindurchtretenden Kraftlinien, oder nach
(5) die gesamte in ihm enthaltene Elektrizititsmenge Null. — Es
ist ferner das Linienintegral von §, erstreckt iiber eine beliebige
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Linie auf der endlichen duBeren Grenzfliche, gleich Null — oder:
das Potential ist auf der ganzen Grenzfliche konstant.

Beide Sitze sind bei unendlich ausgedehnter Grenzfliche nicht
selbstverstindlich; wir wollen sie aber auch fiir diesen Fall, und
somit fiir jedes vollstindige Feld als giltig ansehen. Es ist haufig
bequem, den konstanten Wert des Potentials auf der duBeren
Grenzfliche des Feldes Null zu setzen, und wir werden dies, wie
iiblich, im allgemeinen tun. Da nur Potential-Differenzen
eine physikalische Bedeutung zukommt, so ist diese willkiir-
liche Festsetzung durchaus unbedenklich.

Es gilt nun der Satz: Bei gegebenen Korpern (und folglich
gegebenen &- und ®-Werten) ist jedes vollstéindige elektro-
statische Feld durch seine Elektrizititsverteilung eindeutig be-
stimmt. Eindeutigkeitssitze von mathematisch gleicher Wesens-
art werden uns wiederholt begegnen. Der Beweis soll nur dieses
eine Mal ausfiihrlich gegeben werden.

Unser Satz folgt aus dem andern, den er als Sonderfall ein-
schlieft: Ein vollstindiges elektrostatisches Feld ohne Elektrizi-
titsverteilung und ohne inhomogene Leiter ist durchweg Null.
Denken wir uns zuniichst, es seien im Feld nur Isolatoren vor-
handen, und demnach die Lage jeder einzelnen unendlich kleinen
Elektrizititsmenge gegeben. Sind diese Mengen durchweg Null,
80 gibt es also nirgends im Felde Endpunkte von Kraftlinien.
Jede vorhandene Kraftlinie mufl also entweder in sich zuriick-
laufen, oder aus dem Felde heraustreten. Das erste ist ausgeschlos-
sen in einem elektrostatischen, das zweite in einem vollstdndigen
Felde. Es kann also keine Kraftlinien in unserm Raum geben.

Sind auch Leiter im Felde vorhanden, so hat jeder vonihnen,
da er homogen ist, in seiner ganzen Ausdehnung ein konstantes
Potential. Sei L, derjenige, dessen Potential von allen einschlief3-
lich der Hiille den groften Wert hat. Dann koénnen auf S§; nur
Kraftlinien entspringen, nicht miinden. Es wire dann e, positiv,
wahrend es Null sein soll. Auf S, befinden sich also itiberhaupt
keine Endpunkte von Kraftlinien. Das gleiche folgt jetzt fiir
den Leiter L,, dessen Potential das zweithdchste ist, und so fort
bis zum letzten. Es gibt also auch jetzt nirgends Endpunkte
von Kraftlinien, und wir schlieBen wie zuvor.

Rechnerisch ergibt sich der Beweis so: Es ist, wenn U ein-
wertig und stetig,
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—JVU.8.dr=[U-divB-dv+ [ U (B, + B,,)dS,,
+JU§Bn-dS

[siehe (#), mit Erginzung fiir Unstetigkeiten von %B].

Nimmt man nun fiir r den Raum des Isolators, so wird S von
den Oberflichen S; der Leiter des Feldes und von der Innenfliche
Sy der Hiille gebildet, und # ist identisch mit der #uBeren Nor-
male N dieser Leiter. Setzen wir weiter

U=¢, B=9,

so kommt:

f%jdrzf@@-dr:——fmeb-dr:qu-div‘D-dr
+[o @n+20) a8+ [0, a8, + [pa D, dsa

8 Sy

(10)

und hierin ist
div®=p=0, D, + Dy,=w=0,
@;=const und [ D, dS;=e,=0,
Sl

¢ =0, epositiv.

D==0.

[In Wahrheit ist die Hiillenoberfliche vor den iibrigen Leiter-
flichen nicht ausgezeichnet: es ist auf ihr lediglich ¢z = const,

dafiir aber [®,+d Sz = ez=0, weil einerseits Y'e; + ez =0 ist
s

Folglich

(vollstindigéis Feld), andrerseits aber jedes e, == 0 sein soll.
Hier liegt ein Beispiel fiir die Bequemlichkeit der Festsetzung
@z = 0 vor.]

Sei nun die Elektrizitatsverteilung gegeben: in 7 die g, w;
auf den §; die e;; ferner im Isolator die e-Werte, in den Leitern
die ®-Werte. Dann ist, wenn ¢, sich auf einen variablen, g@,,
auf einen festen Punkt eines Leiters bezieht,

P =@;010,
P
o=—f &, dl
Do

WO

eine gegebene Grofle bezeichnet. Es moégen nun diesen Bedin-
gungen zwei Felder mit den Werten ¥, ¢/ bzw. ®”, ¢’ geniigen.
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Wir bilden dann ®' —®"” =9, ¢’ —¢”’ = ¢, und erhalten wiederum
die Gleichung (10) mit den gleichen Bedingungen wie oben, also
wiederum ® =0. Die beiden als verschieden angenommenen
Felder sind also tatséchlich identisch, das Feld ist eindeutig be-
stimmt. Das gleiche folgt, wenn an Stelle der e; auf jedem Leiter
der Potentialwert g,, eines Punktes (fiir homogene Leiter ein-
facher: das Potential ¢, des Leiters) gegeben ist. Und endlich
auch, wenn fiir jeden Leiter entweder e; oder ¢;¢ gegeben ist.
Bei den Coulombschen Versuchen waren die e; gegeben. Im
allgemeinen aber handelt es sich bei Messungen um einen zusam-
menhingenden Leiter (von dem auch die Hiille einen Teil bildet),
so daf} also die ¢; jedes Leiterstiicks gegeben sind.

Wir schreiben kiinftig statt (10) kiirzer: fiir ein vollstén-
diges Feld ist

[ED-dr= Ype; (10a)
fir ein beliebiges Feld ist
[6Ddr= Sge+ [¢D,-dS; (10b)
o

wo jedes Summenglied durch ein Element des Isolators oder durch
ein homogenes Stiick der Leiteroberflichen gebildet wird.

Die Grundlage dieser Beweise bildet der noch héufig zu be-
nutzende Satz: Wenn in einem vollstindigen Felde 7 fiir jede ge-
schlossene Kurve s:

f%[s-ds =0,
0

und fir jede geschlossene Fliche S:
[ By -dS=0
e}

ist, so ist fus-dr=o0.

Er ist in anderer Schreibweise im Anhang unter (u, ©) aufgefiihrt.

Es mogen ferner zu einem Felde €, die Wertesysteme e, und
®, und zu einem Felde G, die Wertesysteme e, und &, gehoren.
Dann gehért zu dem Felde € = €, + €, das Wertesystem
e=¢e +e, =8 + RK,. Also nach dem Eindeutigkeitssatz
auch umgekehrt: Uberlagert man zwei Elektrizitdtsverteilungen
und eingepragte Feldstirken, so iiberlagern sich die zugehérigen
Felder. Zu beachten ist, daB zu der Elektrizitatsverteilung, die
ein geschlossenes Feld bestimmt, die Elektrizitditsmenge der lei-
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tenden Hiille ebensowenig gehort, wie die etwaigen Ladungen
auBerhalb gelegener Korper. Wir setzen der Einfachheit wegen
diese Hiille als homogen voraus; dann ist Elektrizitit nur auf
ihrer inperen und &dufleren Oberfliche vorhanden. Die Ladung
der Innenfliche gehdrt zum Felde; aber sie ist durch die Ladungen
der eingeschlossenen Korper, die sie zu Null ergiinzen muf}, be-
reits mitgegeben. Der Rest der willkiirlich bestimmten Gesamt-
ladung befindet sich auf der Auflenfliche; aber diese gehort
nicht dem geschlossenen Felde, sondern einem davon vollig un-
abhingigen dufleren Felde an. Die Ladung der AuBenfliche aber
ist offenbar gleich der algebraischen Summe der Elektrizitéts-
mengen der Hiille und aller von ihr eingeschlossener Korper.
So ergeben sich die beiden folgenden Sitze:

Einerseits: Durch eine leitende Hiille wird der Innenraum
vollstindig geschiitzt gegen die elektrostatischen Wirkungen
irgendwelcher im Auflenraum vorhandenen Kérper. — Andrer-
seits: Fir den AuBlenraum kommt nur die Gesamtelektrizitits-
menge von Hiille und eingeschlossenen Koérpern in Betracht, ihre
Verteilung auf alle diese Koérper ist vollkommen gleichgiiltig. Das
dubere Feld ist also stets dasselbe, als wenn sich die gesamte
Elektrizitatsmenge auf der Hiille befinde. Tatsache ist nun, dafl
das duflere Feld durch keinerlei Vorginge, die innerhalb der
Hiille verlaufen, dauernd verdndert wird, und hierin liegt der
Beweis fiir den frither angefithrten Satz, daB wir nur die Elek-
trizititsverteilung, niemals aber die Gesamtmenge der Elek-
trizitdt verdindern kénnen.

Wir werden im folgenden Paragraphen fiir einige wichtige Félle
das Feld aus seinen Bestimmungsstiicken tatséchlich ableiten.

Die physikalische Bedeutung der Feldstirke € beruht nach
dem bisher Besprochenen ausschlieBlich darauf, daB sich aus ihr
die mechanischen Kréfte ableiten lassen. Der Zusammenhang ist,
unter Voraussetzung des Coulombschen Gesetzes, gleich-
wertig durch den Kraftausdruck (1a) oder durch den Energie-
ausdruck (4a) [mit (2)] gegeben. Wir wollen annehmen, dafi
unter unsern jetzigen allgemeineren Voraussetzungen
der Ausdruck (4a)

W,=131>eop

nach wie vor die elektrostatische Energie angibt, d. h. die
GroBe, deren Abnahme die bei einer Verschiebung geleistete Arbeit
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bedeutet. Es wird sich zeigen, dal} die Kréfte dann nicht mehr
aligemein durch (1a) dargestellt werden. Dies wird in § 4 B aus-
gefithrt werden. Hier soll noch ein zweiter Ausdruck fir W,
abgeleitet werden. W, hat eine Bedeutung nur fiir ein voll-
stindiges Feld; fiir ein solches aber folgt aus (10a) unmittelbar:

W,=[16D dr. (11

Wir werden spéter elektrische Felder kennenlernen, die kein
Potential besitzen und nicht durch Elektrizitdtsmengen bestimmt
sind, und fiir die also der Energieausdruck (4a) nicht bestehen
kann; der Ausdruck (11) aber bleibt auch fiir diese Felder giiltig.
In ihm erscheint die Energie als eine Summe, zu der jedes Volum-
element des Feldes einen bestimmten Beitrag liefert, so dafl auch
einem beliebigen Raum, der kein vollstéindiges Feld bildet, ein
bestimmter Energiewert zugeschrieben werden kann. Es wird
sich zeigen, dal} dieser, zunéchst rein mathematischen, Zerlegung
eine physikalische Bedeutung zukommt.

Es seien ferner in demselben Raum, also bei vorgeschrie-
benen &-Werten, zwei vollstindige Felder gegeben mit den
Werten ¢,&,D, ¢, W, bzw. e,€,D,p, W,. Dann ist [vgl. (10a)]

R=[eG,6,-dt=[6,D,-dv=[6,D,-dv=e,0,= e, p,. (12)

Besteht das System 1 aus einer Elektrizititsmenge e; = 1
im Punkte p; oder auf dem Leiter L,, und das System2 aus einer
Elektrizitatsmenge e, = 1 im Punkte p, oder auf dem Leiter L,,
so folgt

@1 (P2) = @2 (P1)-
D. b.: Eine Elektrizitdtsmenge 1 im Punkt p; (auf dem Leiter L,)
rufe im Punkt p, (auf dem Leiter L,) das Potential o hervor;
dann ruft auch die Elektrizitéitsmenge 1 im Punkt p, (auf dem
Leiter L,) im Punkt p, (auf dem Leiter L,) das Potential «
hervor. (Das Potential 0 und die Elektrizititsmenge — 1 be-
finden sich jedesmal auf der #uBeren Grenze.)

Sei ferner
e =c¢€, ea=-¢e -+ e;
dann ist
Xetoe)p = Ye(p+dp),
also

2prde= e -dgp.
Cohn, Das elektromagnetische Feld. 2. A. 2
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Weiter ist die Energiednderung:
OW,=3{2(e+0e)(p+09)— Jeg)

und daraus fiir unendlich kleine §e und folglich auch unendlich
kleine ¢ nach der vorstehenden Gleichung:

AW, =3 {Xg-de+ Se-dop}= Sg-de= Se-dp. (13)

Es folgt, wenn wir W, als Funktion der e ausgedriickt denken,

ow,
de; Pis (14a)
und wenn W, als Funktion der ¢ ausgedriickt ist,
ow,
Frmt (14b)

Nach (14a) ist @, die Energie, die dem Felde zugefiihrt
werden muf, um dem Punkte p, (dem Leiter L;) die Elektrizi-
tatsmenge Eins von der Grenze des Feldes her zuzufithren. Aber
es ist nicht mehr die mechanische Arbeit, die zur Uberfiihrung
eines Kgrpers mit der Ladung Eins aufzuwenden ist. Dem
ersten Teil des Satzes entspricht es, wenn € = — P ¢ als die
Kraft auf die Elektrizitdtsmenge Eins bezeichnet wird;
aber e ist nicht mehr allgemein die mechanische Kraft auf
den Tréager der Elektrizititsmenge e; denn dieser kann jetzt im
allgemeinen nicht mehr verschoben werden, ohne daB die Ver-
teilung der ¢ sich éndert (siehe § 4 B).

Die physikalische Bedeutung von R ergibt sich, wenn wir uns
in 7 zunichst die Felder €, und €, (Energie W, bzw. W,)
einzeln, und dann das Feld € = €, + §, mit der Energie W,
denken. Es ist dann

W=t [ €+ G (D, + D) A=W, + W, + R.  (13)

Die Abnahme von W, (W, W,) ergibt die Arbeit der innern
Krifte des Feldes 1 (des Feldes 2, des Gesamtfeldes). Die Ab-
nahme von R ist also die Arbeit der wechselseitigen Krifte von
1 und 2. R soll dementsprechend die wechselseitige Energie der
Felder 1 und 2 heiflen.

§ 3. Das Feld in besonderen Fillen.

A. Bei allen Anordnungen, die zu Messungen dienen, befindet
sich Elektrizitat nicht im Innern des Isolators, sondern aus-
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schlieBlich auf den Leitern. Diese mégen bestehen aus einer
endlichen Zahl in sich homogener Leiterstiicke, die zum Teil unter
sich und mit der Hiille verbunden sein kénnen. Die Potentiale
der einzelnen Stiicke seien ¢;, ihre Elektrizititsmengen e;.
Wir wissen bereits, daBl das Feld eindeutig bestimmt ist,
sobald fiir jedes Stiick entweder ¢, oder e; gegeben ist. Wir
wissen ferner, daf die Felder und somit die Leiterpotentiale ¢,
die verschiedenen gegebenen e,-Systemen zugehéren, sich zu-
gleich mit diesen iiberlagern. Das heilit aber: die ¢; sind linear-
homogene Funktionen der e;, also auch umgekehrt. Wir schreiben

ei:ail¢1+ai2¢2+'"+“z‘n(pn' (18)
Die Werte der «;, sind durch die Gestalt der Korper — Leiter
und Isolatoren — bestimmt. In (16) ist nach (14b):

_Oe  0*W, _ dex _
aik_m”_alpi,a(pk—m_aki' (17)

Die Energie ist
1 1 9 1
w, 272%‘__/ %k Pr =5 %P1t e Py Pyt E“nn@%- (18)

Die Verwertung der Messungen beruht auf der Kenntnis der
Koeffizienten ;.

Statt (16) kann man auch schreiben, indem man das Potential
der Hiille (bisher = 0 gesetzt) mit ¢, bezeichnet:

6, =q;0(@i— o)+ 41 (Pi— @)+ + Cin(P:— Pa),
n
qz’o:k_z?“ik; gir=—0; (kF0,k=F1).

WO

(16a)

In (16a) hat jedes Summenglied eine anschauliche Bedeutung.
Es sei erstens @,> ¢, aber jedes @, = @, (k=14). Dann ist
&= (Qio+ i1+ + ¢%n) (@: — @) und ep=—q;;(p;—@,). Es
entspringen aber in diesem Fall alle Kraftlinien auf L, und
sie miinden auf den iibrigen Leitern einschliefllich der Hiille;
d. h. e, ist positiv, alle e, sind negativ. Also: alle g sind positive
Gr6Ben und nach (16a), (17)

Qi = Qrs (17a)

Ferner: ¢, (p;— @,) ist die Zahl der Kraftlinien, die unter
den obigen Voraussetzungen von L; nach L, fithren. — Ist jetzt
DA
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zweitens nur @, = @, so gehen ¢, (pr — @,) Kraftlinien von
L;nach L;.—Und ist endlich nur ¢, == ¢,, wo k #+14, k= k, so
verlaufen keine Kraftlinien zwischen L, und L,. Uberlagern
wir alle diese Felder (% soll alle zulissigen Werte durchlaufen),
so entsteht das allgemeinste Feld, dem die Gleichungen (16a) ent-
sprechen, und in diesem laufen von L, nach L,:

Qir (P — ®o) — Lk (P — Po) = Lz (P: — P1)

Kraftlinien. Somit ist jedes Summenglied in (16a) geometrisch
gedeutet.

Unter den Gleichungen (16a) denke man auch den Wert von
¢y hingeschrieben, welcher die Ladung auf der Innenseite der
Hiille bedeuten soll. Sie ergeben dann

n

2.7 €; = 03
i=0

wie es sein muf}, und
n
1 1 7
Wez'j_%]ei%: 2’%‘lik(%—'9’k)2: (18a)
ik

also wesentlich positiv, wie es nach der Form (11) ebenfalls
sein muB. Die Vergleichung von (16) und (16a) ergibt noch,
daf

% = Gio T i1t T Cin

stets positiv und
“ir=—q k=0, k=1

stets negativ ist. o, ist nach (16) die Elektrizitdtsmenge, die man
dem Leiter L, zufithren muf, damit sein Potential um Eins steigt,
wahrend die Potentiale der iibrigen Leiter unveréndert bleiben.
o;; wird demgemil als elektrostatische Kapazitdt von
L, bezeichnet; es ist aber zu beachten, da8 o«;; von Form und
Material des Isolators, nicht aber vom Material von L; abhingt.
Die einzelnen Glieder, deren Summe o ,; ist, und deren geometri-
sche Bedeutung soeben erldutert wurde, heiflen die Teilkapazi-
titen von L,

Die Bedingungen fiir das Feld € lauten in unserm Fall:
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11 i
allgemeln f@z'dl=0§
O
f e€y-dS =0, wenn sich innerhalb § nur Isolatoren
o
befinden ;
’ 19
fe@N'dSZ‘:ei, ( )
L :
¢ =0 im homogenen Leiter; € endlich; und in der
Grenzfliche = 0.
Die erste Gleichung liefert
E=—r¢, wo ¢ einwertig (19a)

und die iibrigen Gleichungen liefern als Bedingungen fiir ¢:
09 19—
éf e v dS=0,

wenn sich innerhalb 8 nur Isolatoren befinden;
(%48 —e.
Jeigasi=e, (191)
L;

@ = @, = const fir jeden homogenen Leiter; ¢ stetig,
und in der Grenzfliche gleich einer Konstanten, die wir
== ( setzen.

Die Leiter mogen unter sich und mit der Hille zusammen-
hingen; dann sind die ¢, gegeben; — oder sie mégen voneinander
isoliert und homogen sein; dann seien die e; gegeben. Im einen
wie im andern Fall ist das Feld, wie oben gezeigt, eindeutig be-
stimmt. Allgemein kann man bemerken: wenn der Isolator
homogen ist, so fallt bei gegebenen ¢; der konstante Wert ¢ seiner
Dielektrizitdtskonstante aus den Bestimmungsgleichungen des
Feldes heraus, und somit wird jedes e, proportional mit &; d. h.
alle Koeffizienten « und ¢ sind in diesem Fall proportional mit
&. — Aus den Gleichungen (19) folgt, daB fiir jede Flache, welche
L;, aber keinen andern Leiter einschlief3t,

[eGy-dS=e, (19¢)
ist. ©
Betrachten wir insbesondere ein geschlossenes Feld, das in
der Hiille nur einen Leiter enthélt. Dann haben wir eine Glei-
chung von der Form (16a) mit einem Koeffizienten. Sie werde

e, =0C(p,— ‘Po)
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geschrieben. Hierin ist

N

0
elzfiDN-dSl und q)l——(p(,:fé—'dl.
i

Als Beispiele wahlen wir einige praktisch .wichtige Fille; in
den drei ersten soll der Isolator homogen sein.

1. Kugel vom Radius r,, Potential ¢,, Ladung e,, in Hiille
vom innern Radius r,. Die Entfernung eines willkiirlichen
Punkts vom Mittelpunkt sei . Es ist dann aus Symmetriegriinden
von vornherein klar, da8 ¢ nur Funktion von 7 ist. Wahlen wir
als Fliche 8 der Gleichung (19c) eine konzentrische Kugel-
flache, so kommt
op

‘dmri=e
ar 1

—e
fiir jedes r zwischem r; und 7,. Demnach

.
P=dmer -+ const,

und wenn das Potential der Hiille = 0 gesetzt wird,
e (1 1
17 4e <z - 7) -

ror
0:47t€2—;.

a7y

Es ist

C wird sehr groB, wenn der Abstand der Leiterflichen sehr
klein wird. Eine solche Anordnung heifit ein Kondensator,
C seine Kapazitdt. Die gleichen Bezeichnungen sind auch iiblich
im Fall von zwei Leitern von kleinem Abstand und groBier Ober-
fliche, von denen nicht einer die Hiille des andern ist. Es liegt
dann ein drei-Leiter-Problem vor, bei dem jedesmal vorausgesetzt
wird, daf§ die Koeffizienten ¢;, und g¢,, sehr klein sind gegen
g1 =C. (Den dritten Leiter bildet die gemeinsame Hiille,
bzw. eine im Unendlichen gedachte Fléche.) Im Gegensatz zu
solchen, bei fehlender Hiille schlecht definierten, Kondensatoren
soll der zuerst genannte ein geschlossener heifilen. (Bei einem
geschlossenen Kondensator ist notwendig der innere Leiter un-
zugénglich; den experimentellen Ausweg zeigt das Beispiel 2.)

Wichst in unserem Beispiel umgekehrt der dulere Radius un-
begrenzt, so wird die Kapazitit: Cy = 4mer,. Von diesem
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untern Grenzwert ist C' durch ein sehr kleines, angebbares Inter-
vall getrennt, wenn r, einen bestimmten sehr groBen Wert hat.
Nun kann man allgemein zeigen, daf die Kapazitit eines Konden-
sators sich vergréfert, wenn irgend ein Teil des Feldes durch
einen ungeladenen Leiter ausgefiillt wird. Es mégen also auBer
der Kugel vom Radius r; irgendwelche willkiirlich geformten
Leiter vorhanden sein. IThre Ladungen seien Null, die Ladung
der Kugel sei C'pp,. LaBt sich dann um die Kugel eine zweite
vom Radius r, legen, welche alle sonst vorhandenen Leiter aus-
schlieflt, so liegt ¢” zwischen C und (. Es hat demnach einen
guten Sinn, von der Kapazitit einer einzelnen Kugel zu sprechen.

Den benutzten Hilfssatz kann man sich in folgender Weise
klarmachen: Besteht die Oberfliche des eingebrachten Leiters
aus Aquipotentialflichen des Feldes, so wird in dem vom Leiter
eingenommenen Raum € =0, aullen aber bleibt das Feld
unveréndert, da die ihm neu auferlegte Bedingung bereits erfiillt
ist. Die Energie hat sich um den Betrag vermindert, der auf
den Leiterraum entfiel. Besteht die Leiteroberfliche nicht
aus Aquipotentialflichen, so geniigt auch das duBere Feld nicht
den Bedingungen des Gleichgewichts. Dieses stellt sich her
durch eine Neuverteilung der Ladung auf der Leiteroberfliche,
d. h. durch elektrische Strémung, und diese verbraucht Wirme.
Die Energie sinkt um einen weiteren Betrag. Nun ist in unserm
Fall 1 1€}

We :‘Q‘eltplz‘?ﬁl'

Da W, bei festgehaltenem e, gesunken ist, so ist C gestiegen.

2. Unendlich langer Kreiszylinder vom Radius R, und La-
dung e, auf der Léngeneinheit, in koaxialer zylindrischer Hiille
mit dem Innenradius R,. ¢ kann nur Funktion des Abstandes
R von der Achse A4 sein. Als Flache S der Gleichung (19c¢)
nehmen wir die Oberfliche eines Zylinders vom Radius R und
der Hohe Eins. Die Grundflichen tragen nichts zum Integral bei;
die Mantelflache ergibt

—2aReP—0, fir R, < R <Ry
folglich

—2me @ =e lg B+ const; ¢, li(m—>=el.

gR1
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Also ist o
4
(2] -
R,
die Kapazitat der Langeneinheit. Fur einen endlichen Zylinder
variiert ¢ in der Néhe der Enden auch mit dem Abstand von
diesen; der gefundene Wert gilt also nur in den von den Enden
weit entfernten Raumteilen, und die physikalische Bedeutung
von y ist demnach: der Betrag, um den die Kapazitét eines bereits
sehr langen Zylinderkondensators wichst, wenn seine Lange um
Eins zunimmt. — Fir unbegrenzt wachsendes R, wird ¢, = co.
Von dem Felde eines einzelnen geladenen Zylinders kann man
daher nicht sprechen. Fiir die Kapazitit eines von unregelmafig
geformten Korpern umgebenen Zylinders 148t sich nur eine obere,
aber keine untere Grenze angeben; er kann bei gegebener Ladung
ein unberechenbar hohes Potential besitzen.
3. Wir bezeichnen mit R’ den Abstand von einer zweiten,
zu A parallelen Achse A’, setzen

+2meqp’ = e, 1g R’ + const

und bilden »
= L U P
P=9+o¢' =g, 1t5
Es gilt immer noch
[el0as=o0
o}

fir jede Fliche, welche keine der beiden Achsen umschlief3t,
denn das gilt fiirr jeden der beiden Summanden. Fiir eine zylin-
drische Flache von beliebiger Basiskurve und der Hohe Eins,
die A von A’ trennt, wird das Integral = — e;, wenn N in der Rich-
tung von A nach 4’ weist. @ ist endlich und stetig iiberall, auller
in den Achsen 4 und A’. Im Unendlichen wird
. a
D =0 wie 7

wenn 2a der Abstand der Achsen ist. Wiahlt man also eine Fliche
8;, auf der

Rl

F=h= const,
und eine Fliache §,, auf der

Rf

B=%= const



Kapitel I. §3. A. 25

ist, als Leiteroberflichen mit den Ladungen -+ e¢ bzw. —e¢ auf
der Langeneinheit, so geniigt @ auf ihnen und im Zwischenraum
allen Bedingungen, und es ist folglich das Potential fiir diese An.-
ordnung,.

Es sei auf S;:
auf S,:

Dann ist
€

€
Oy=5. 0805 Py=51gq;

also die Kapazitidt der Langeneinheit

P B LA y
7 D, —PD, g ( @ > .
92
Nun ist der Querschnitt jeder A A
Flache a a i -
7 A A
R = const

ein Kreis, der die Spuren der Abb. 4.

Achsen 4 und A’ harmonisch trennt. Rechnerisch: Bei der
Koordinatenwahl der Abb. 4 ist

RI
-4

gleichbedeutend mit:
(—aP+y?=qi{{xt+a?2+y?), oder: (v+h)?2+y>=0],

241
wo hl=a3%i—l, of="hi—a?.
Entsprechend fiir die Flache:
RI
B 1

Wir wollen nur den Fall zweier gleicher Zylinder durchrechnen.
Es mufl dann die Fliche S, zu A’ liegen wie §; zu 4, d.h.es
muf

42:';;

sein.
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Demnach
hy = —hy; @ = 0}

Der Achsenabstand der beiden Leiter wird also

und der Radius g, wo g2 = A%—a?. Nun sind tatsichlich A
und ¢ die gegebenen Grofen. Aus ihnen berechnet sich
hta_ @ _ (h+a)?
h—a  (h—a)2 g2 °

at=h2—o% ¢i=

weiter
5 h+a
lgt=1gq2 =21 :
ng 295 g 0
also ist
. e -
4 lgh+y7{2:_gf (20a)
4

die Kapazitat der Langeneinheit fiir zwei entgegengesetzt geladene
parallele Kreiszylinder vom Radius g und dem Achsenabstand 2 k.
Ist o <R, so wird

LT (20b)

3a. Die Mittelebene zwischen den beiden Drihten ist eine
Flache von konstantem Potential

D, + &
@, =272,

Wird diese statt der zweiten Zylinderfliche zur Leiteroberfliche
gemacht, so bleibt, bei unverindertem e,, das Feld zwischen
ihr und der ersten Zylinderfliche unverindert. Es ist aber

D, —D
D, — B, =12,
folglich ist
yzm,%ﬁf_ ,,,,,
gh et (20¢)
[4
bzw.
2ne

y:g% (20d)
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die Kapazitit der Lingeneinheit fiir einen Draht vom Radius g,
der im Abstand % einem unendlich ausgedehnten ebenen Leiter
gegeniibersteht.

Das in 3. eingeschlagene Verfahren ist vielfacher Anwendung
fahig. Die Gleichung (19b):

fa"’ds 0,

welche fiir jedes Volumelement des Isolators gilt, ist fiir ¢ = const
gleichbedeutend mit:

Adp =0.

Zu irgend einer Losung dieser Differentialgleichung bestimmt
man Flichen ¢ = const = ¢,;, welche §; heilen mégen, und
zugleich die Werte

e

Die Flachen 8§,, zu Leiteroberflaichen gemacht, und mit den Elek-
trizitdtsmengen e; geladen, ergeben ein Feld mit dem Potential ¢,
und insbesondere den Leiterpotentialen ¢,. Man erhilt also fiir
diese Leiteranordnung die Losung der elektrostatischen Aufgabe,
— Im besonderen: Losungen von A¢ = 0, die (wie die unsrige
in 3.) nur von zwei Koordinaten x und y abhéngen, erhdlt man,
indem man von einer beliebigen Funktion w = % + v der kom-
plexen Variablen z = x -+ 1y (1 = }/—71) den reellen oder den
imaginéren Teil nimmt. Die Linien % = const stehen senkrecht
auf den Linien v = const. Sind also die einen als Linien konstan-
ten Potentials gewihlt, so ergeben die andern die Kraftlinien.
4. Zwei unendlich ausgedehnte ebene parallele Leiterflachen,
zwischen denen sich in planparallelen Schichten von den Dicken d;
Isolatoren von den Konstanten &; befinden. Das Feld ist im
Endlichen offenbar normal zu den Schichten. HeiBle es €; in
einer Schicht, so ist
¢ — ¢, = 3€}ld;

und zugleich

__a

'S‘ ’

wenn e, die Ladung auf der Fliche S bezeichnet. Also
ey = C (91— @a),

_El@l_szl@‘_ W,
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WO C :d1 N ; -
€1 & T
Fiir eine Schicht ist
esS
= 2
C 4 (21)

Wird in einen Luftkondensator (g,) von der Dicke d eine Platte
von der Konstante ¢ und der Dicke d, eingeschoben, so steigt
die Kapazitit von

_ &8 _ 8
CO = —d‘~ auf C= CL “i @ .

€ &1
Wird ein Leiter von der Dicke d, eingeschoben, so steigt sie auf
&S
R
Der Leiter verhilt sich also wie ein Isolator von der Konstante oo.
(s. unter C.)

B. Spiaterer Anwendungen wegen betrachten wir folgenden
Fall: Es sei der ganze unendliche Raum von einem homogenen
Isolator mit der Konstante & erfiillt. In ihm befinde sich Elektri-
zitdt von der Dichte ¢, . Dann ist im Punkte p das Potential

4; | Je,elz + f@;ﬁﬁ}, (22a)

wo r den Abstand zwischen p und dv, bzw. p und d8 bezeich-
net. Dies 148t sich unmittelbar aus (3) ablesen. Von unserm jetzi-
gen Standpunkt aus aber ist der Wert von ¢ so begrindet. Es
muB sein: E=—V ¢, und ¢div€ =9, ediv,E=0w, € end-
lich, und = 0 im Unendlichen.
Also gilt fir ¢:
e dp——g, o204 07)_

dn;  On,

@ (221)
@ stetig, und = const =0 im Unendlichen,
und diese Bedingungen bestimmen ¢ eindeutig. Der hingeschrie-
bene Wert aber geniigt ihnen, wie die Ableitungen am Anfang des
§ 2 zeigen. [Man setze in (5a, b), (6) ein: € =—F @ nach (2).]
Zur Berechnung kénnen nach Willkiir der Integralausdruck oder
die Gleichungen (22b) dienen.
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Es sei nun durchweg @ = 0; im Raum 7: g = ¢ = const,
auBerhalb: p =0. ¢ sei in diesem Fall =g gesetzt und als
Newtonsches Potential des Raumes v bezeichnet. Es wird

dr
9= 4mr (23)
und dieses g ist bestimmt durch die Bedingungen:
Na — {— 1 innerhalb =
97\ 0auBerhalb 7’
g stetig, Vg stetig, g, = 0.

Ist 7 eine Kugel vom Radius a, so ist g offenbar nur Funk-

tion des Abstandes 7, vom Mittelpunkt, und es wird nach ({3):
Ag== 1.9 <r‘2 89) :{_1 fir ry<sa;

72 drg\ 0 ary 0
g und %Q stetig tiberall, auch fiir ro=a; g¢,=0.
[}

Also firrg<<a:

3
N a%‘%-:——%—i—c,
wo ¢=0 sein muB, damit g fiir » =0 endlich bleibt; folglich
99 _ 7o N
are - 3 g=—% 1t
tirry>a:
rﬁ%zcz, folglich g:~j—z+c3, wo ¢;=0 wegen g, =0.

Die Bedingungen fiir 7, = a ergeben:
a c n? c
—3=g wd —gdo=—7.
Also ist:
s g . a’ .
fiir r0<a:g:%—v—6£; fir 7> a: 9=3,- (24a)
Fiir das Newtonsche Potential des Ellipsoids sei auf die
Lehrbiicher der Potentialtheorie (auch Elm. Feld 1., S. 50ff.)
verwiesen. Hier soll lediglich der Wert von g im Innern des
Ellipsoids ohne Beweis angegeben werden. Sei die Gleichung der
Oberflache:

22 2 L2
% %2,,+_c?:1, wo a>b>c.
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Dann ist innerhalb
g == const —% (Aa?+ By + Cz22),

wo A, B, C Konstanten bezeichnen, die von den Achsenverhalt-
nissen abhéngen, und fir die allgemein gilt:

0<A<B<C<]l; A+B+C=1;

[ [
A=0, Wenn;mo; C=1, wenn ?WO.

Im besonderen: wenn

—p=
yf'l o2
(abgeflachtes Rotationsellipsoid), so ist (24D)
A=B=-=- {!L:—arcsme lgziz}, C=1—24;

wenn
b=c=a}l—e?
(verlaingertes Rotationsellipsoid), so ist

A=1"(Leite1), B=0=;(1-4).

e?

(Fir e = 0 ergeben die einen, wie die andern Ausdriicke:
A=B=C= ?

in Ubereinstimmung mit (24a).

C. Es liegt hiufig folgende Aufgabe vor: Ein Feld &, ist
gegeben. In dieses wird entweder a) ein homogener ungeladener
Isolator von der Dielektrizitatskonstante ¢; oder b) ein ungelade-
ner Leiter gebracht. Gefragt wird nach dem neuen Feld €, oder
gleichbedeutend nach dem Zusatzfeld

3 =C€—E; oder
3=—V {=¢p— o
Der Fall b) 1aBit sich allgemein auf den Fall a) zuriickfithren.
Der eingebrachte Korper erfiille den Raum 7 mit der Oberfliche S,
den Normalen n nach innen, N nach auflen. Das Feld € ist
dann bestimmt durch folgende Bedingungen, wenn ¢ die Di-
elektrizitdtskonstante auf der AuBlenseite von § bezeichnet.
Im Fall a) in7: div€ =0, an 8: €, + €y =0,
im Fall b) in 7: €=0, an S:fs(&N-dS =0,
o}

(25)
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wozu beiden Fillen gemeinsam die Daten im AuBenraum ent-
sprechend den dort gegebenen g, w, ez, und die Bedingung

JG,-dl=0
A2
kommen.
Aus den Bedingungen unter a) folgt nach (7,):
f c€ N* d8=0.
e
Setzt man nun
&
— =0 s
31

so folgt weiter aus der zweiten Gleichung:
¢,=0,

und hieraus zusammen mit der ersten Gleichung nach (10Db):
f e@2-dr = 0, folglich in 7: € = 0, — also die Gleichungen des
Falles b).

Somit ergibt sich: Ist das Feld gefunden fiir den Fall, daf =
von einem homogenen Isolator erfiillt ist, so erhilt man das Feld
fiir den Fall, daBl v von einem homogenen Leiter erfiillt ist, indem

man
& _
. =

o @)

setzt.

Entsprechend den Verhédltnissen, die bei den Versuchen
vorausgesetzt werden (vgl. § 5 und Kap. IT, §9, A), nehmen wir
an, es sei bis auf grofe Entfernungen von dem Raum 7, und somit
iberall da, wo 8 von merklichem Betrage ist, der gleiche homo-
gene Isolator von der Dielektrizitdtskonstante &, vorhanden,
der zuvor auch den Raum 7 ausfiillte. Dannistin 7:

div € = 0; div ¢, = 0.
Im Auflenraum, soweit er fiir 8§ in Betracht kommt:
g div € = g div G, = p.
An der Oberfliche S von 7:
€, +6Cy=0; E,+Cnry=0.
Daraus folgt fir §:
innen wie auBen: div 8 = 0; im Unendlichen: § = 0;

an 8: &8, + ¢o3x=(e1—&) Con } (252)



32 Kapitel I. §3. C.

oder fiir ¢:
innen wie auBen AC =0; im Unendlichen: £ =0

29

, (25b)
anS:elan—i—snaN — (e, — &) Cym - }

Wir geben die Losung fiir einige Fille. Jedesmal soll das ur-
spriingliche Feld im Raum 7 gleichféormig, d.h.konstant
nach GréBe und Richtung sein, so daB in der Gleichung

Cyx = Cyy-cos (Na)+ €y,-cos (Ny) + €y, cos (Nz) (25¢)
die GroBen €., €y, €,, Konstanten bedeuten. In dieses Feld
werde

1. eine Kugel vom Radius a gebracht. Wir nehmen die
Feldrichtung zur z-Achse, nennen # den Winkel (N z), und be-
trachten die Funktion

WO

9= f4nr

das Newtonsche Potential der Kugel bezeichnen soll. Dann ist
nach (24a):

. L 1 1 9

innen: g, = — 5 & = — 5-7¢" cos

(ro = Abstand vom Mittelpunkt);

aullen: g¢,=— %— x <%>3 =— ; @ cos 9
also an §:
oS tens. it fums
und innen wie aullen:
Ag, =0,
im Unendlichen:
g, =0.

Wir konnen daher den Bedingungen (25b) geniigen, indem wir
§ =cg, setzen. Die Konstante ¢ ergibt sich durch Einsetzen
in die letzte der Gleichungen (25b) als

c=—3"

(-'Oac

81428
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Im Innern der Kugel wird

_ agm_ €1 — &
’87:8220, 81*_06‘5——“81+m@0w’
also
3&,
@y:@zzo, @3281—*—% ox * (26)

Das neue Feld bleibt in der Kugel gleichférmig und dem ur-
spriinglichen gleichgerichtet, ist aber, wenn das umgebende
Medium Luft ist, geschwicht.

Wir betrachten jetzt die Funktion g, fiir einen beliebigen
Raum 7. Es ist, wenn z’y’2’ laufende Koordinaten in 7 be-
zeichnen,

J‘a ! P
_ 7 dr f7_dt_ fcos(Nx) )
90=) Gp dn= " G am— ) gmr @5 Pach (9,

d.h. g, ist das Potential einer Oberflichenverteilung von der
Dichte w = — cos (Nx). Es ist demnach:

innen wie aulen Ag, = 0; im Unendlichen: g, =0;

¢, | 09,
an S: In §N=cos(Nx).

(27)

Dies gilt allgemein; ist aber 7 eine Kugel, so ist jede der
beiden Gréfen
09, 09,
%- und 51—\7
fir sich proportional mit cos (N x). Eben deshalb befriedigt
eine in g, lineare Funktion { auch die Gleichungen (25D, c).
Dal} aber

%‘qn’ <und folglich auch g%)

diese Eigenschaft hat, ist dadurch bedingt, daB g, im Innern
der Kugel lineare, g quadratische Funktion von =z ist.
Wir fithren noch ein

gy:a—g und 29

ay 9. = 9z °
deren bestimmende Eigenschaften aus (27) unmittelbar abgelesen
werden koénnen, und erkennen: wenn fiir einen bestimmten Raum
T das Potential g im Innern quadratische Funktion von z, y, z ist,
Cohn, Das elektromagnetische Feld. 2. A. 3
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so geniigt man den Gleichungen (25b,¢), indem man fiir ¢ einen
in g, 9,, g, linearen Ausdruck nimmt.
Einen solchen Raum bildet
2. das Ellipsoid, fiir welches die Funktion g im Innenraum
in (24b) angegeben ist. Es folgt aus ihrem Wert:
gm:—Ax> gy:_By> 9. =—0Cgz,
also

%ﬁ = A cos (N x) usw.,

und folglich nach (27):

g‘;}; (1— A) cos (N z) usw.

Setzen wir also an:

C:“gm+ )Bgy_i_ygz:
so wird
g—i:o'.Acos(Nx)—l—ﬂBcos(Ny)—f—yC’cos(Nz),
und

g—%zo{(l———fl)cos(Nx)+ﬂ(l—B)cos(Ny)+y(l—C’)cos(Nz).

Mit diesen Werten wird (25b, ¢) erfiillt, wenn
g A+ e (1—A) =—(&;,— &) €,
ist, usw. Setzt man noch zur Abkiirzung

af_ (28a)
&
50 ergibt sich nach (25): im Innern ist

_ Gy, —_Coy — S0z p
@ *1*_:}_‘1?;7 @y— 1 +B17 > @ 1 +C (28b)
Das Feld im Innern bleibt also auch hier gleichférmig, es ist
aber im allgemeinen gegen das urspriingliche Feld gedreht.

Das Zusatzpotential ist im ganzen Raum:

& v @ z
C: { G 1 gac"l_ % 1 gy+ ot gz}
A+= B+- o+~
1 n Ui
Um einfache Ausdriicke zu erhalten, nehmen wir €, parallel zu
z an, und betrachten eine Stelle auf der verlingerten a-Achse

in groBem Abstand 7, von 7.
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Dort ist 1
- e & T 7
9 47ry’ 4 1 4x 0z °

8 parallel zu 2, und
3 __ 0t G T
* w1 2anp

Aus der Beobachtung dieser Feldinderung laBt sich also 4,
d. h.
€1
o

. . €
finden, aber bei groen Werten von 8—1 nur dann, wenn A sehr
0

klein, also die Achse 2a sehr grof} gegen wenigstens eine der ande-
ren Achsen ist.

3. Hohlkugel mit den Radien a,; und a, > @, im gleich-
formigen Feld €,, dessen Richtung wir wieder als 2-Achse nehmen.
Die letzte der Bedingungen (25b) liefert jetzt zwei Gleichungen,
némlich, wenn wir die Werte von { im Hohlraum, in der Kugel-
schale, im AuBenraum bzw. mit {,, {;, {, bezeichnen und wieder
(N z) =  setzen,

9L, 9%k

fir ry=a,: —6067,0-%61570=+(81—80)®0100s19,
. 9 9Ca
fir ro=a,: —ela—i:—kso aroz—-(e]—so) 4y cos 9.

Die Rechnung unter 1. zeigt, daB man allen Bedingungen
(25Db, c¢) geniigen kann durch einen Ansatz von der Form:

=101+ ¢, 0,

wo  fir ry <ay: {;=rycosg, fiir ry <ay: &, = rycos P

3 3
. af " a}
fir ry> a,: Zl:_f‘g cosd,  fiir1y>ay: Zz=ﬁcosz9.

Einsetzen in die vorangehenden Gleichungen ergibt zur Bestim-
mung von ¢, und ¢,:

— &g (¢ +¢y) + & (—2¢+¢) =+ (—¢g) €ya,
— &y (—2¢,8+0,) + &y (—20,f—2¢,) = — (& —&) Cya»
a;\3
wo ﬂ=<&—2) .

3*
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Wir wollen nur das Feld im Hohlraum hinschreiben ; es ist dort
C=1{;=(c;+ ) 7 cost = (c; -+ ¢y) 2,
also § parallel z, und
Be=—I(c1+ ¢);
weiter § parallel «, und

@w = ®0m_ (cl + 62)'

Das ergibt:
Cox ay\3
€, = - g= <~> . (29)
x 2 (8,—¢€)? > s
1+ 5 e 1—8

Das Feld im Hohlraum ist also auf einen bestimmten Bruchteil
abgeschwiicht. Dieser hingt bei gegebener Form von dem Ver-
héltnis

&

o

ab, und hat bei gegebenem Wert dieses Quotienten eine bestimmte
untere Grenze. Null wird das Feld nur fiir

21—,

€9

dann aber bei beliebig dtinner Kugelschale. Dies ist das bekannte
Verhalten im Hohlraum eines Leiters.

§ 4. Die mechanischen Krifte im elektrostatischen Feld.

A. Wir betrachten zunéichst ein Feld, in welchem sich Elektrizi-
tit ausschliefllich auf Leitern befindet. Die Kréfte, welche auf
die Leiter wirken, kénnen dann angegeben werden, sobald
die Koeffizienten o der Gleichungen (16) [oder die ¢ der Glei-
chungen (16a)] bekannt sind. Wir erhalten nimlich den all-
gemeinsten Ausdruck der Krifte, wenn wir die Arbeit A, berech-
nen konnen, welche von ihnen bei beliebigen virtuellen Lagen-
und Forménderungen der Leiter geleistet wird. Wie wir in § 6
(S.68) zeigen werden, fordert das Energieprinzip, die Arbeit
gleich der Abnahme zu setzen, welche bei diesen Anderungen der
Wert von W, erleidet, berechnet unter der Annahme, daB jeder
homogene Leiter L; seine Ladung e, behilt.

[Diese Annahme trifft bei tatséchlichen Verschiebungen nicht
immer zu: sind mehrere solche L, miteinander verbunden, so be-
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bestehen zwischen ihnen Potentialdifferenzen, die durch die Art
der Verbindung gegeben sind; diese bleiben bei den Verschie-
bungen erhalten, die ¢, aber &ndern sich. In solchem Fall aber
ist die Arbeit A4, nicht die einzige abgegebene Energie; es finden
andere Energieumsetzungen von gleicher Gréfienordnung statt,
die mit der Anderung der Elektrizititsverteilung auf den Leitern
(der Stromung) verkniipft sind.]

Denken wir also die Gleichungen (16) nach den g, aufgelost:

¢i:ﬂilel+ﬂizez+"'+ﬂinen; (30)

wo
Bir= B (31)

Dann ist
1 1 9

We“—_?lgne%‘i‘ﬂlzelez'i””'+§ﬂnnei (32)

und
Ae:_{%e?'aﬂll+elez'5512+' . } (33)

Gewohnlich sind nicht die e; und f;;, sondern die @; und o
(oder g,;) unmittelbar gegeben. Mittels (16) und (30) kann man
diese in (33) einfithren. Es ergibt sich zunichst durch zweimalige
Benutzung von (30):

1 1
AF*@"Z*EM% "’?Z‘Pi'aei‘ (33a)
Weiter durch zweimalige Benutzung von (16):
1
Ae:+{§ ‘P%"S“n‘i“plq’z'é“m_{_"'}: (33Db)
oder:
1 /
4,= ?Z\‘Pi — )% 0,3 (33¢)
ik

Die Ausdriicke (33) bis (33¢) sind, wie die Herleitung zeigt,
identisch gleich; jeder von ihnen ist giiltig, gleichviel ob bei
den tatsdchlichen Verschiebungen die @, oder die ¢; sich &ndern.
Fir den einfachsten Fall eines Leiters ist
1

€ =0y P15 = PBu4, wo /311=a_u:
1

1 1 ;
We=—2—ﬂuef=?el ‘p1=§°’~u¢%’

1 1 1
Aez'—‘gef'6/311:_561'5991‘{"5‘7’1'631=“2—‘P%'5°‘11 .
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Vorrichtungen, durch welche elektrostatische Krafte gemessen,
und damit Potentialdifferenzen bestimmt werden, heiBen Elektro-
meter. Hier einige Formen.

Zylinderelektrometer. Ein Zylinder vom Radius R, und
Potential ¢, sei umgeben von zwei koaxialen Zylindern vom glei-
chen Radius B, und den Potentialen ¢, und ¢;. Seine Enden seien
von den Enden der dufleren Zylinder sehr weit entfernt (im Verhalt-
nis zum Abstand B, — R,). Das ganze mége von einer leitenden
Hiille (Potential gy) umgeben sein. Es gilt dann der Wert o der Glei-
chung (20) fiir die von den Enden weit entfernten Teile der Zylinder-
paare 1, 2 und 1, 3 (s. Abb. 5). An den Enden ist die Verteilung

der Kraftlinien nicht be-

e g kannt; ebensowenig der
1 ——szx Verlauf der XKraftlinien
e 3 zwischen 2 und 3, und
Abb. 5. zwischen 1, 2, 3 und der

Hiille. Aber alle diese un-
bekannten Kraftlinien bleiben offenbar unverindert bei einer
Parallelverschiebung dz des inneren Zylinders, wihrend

0¢y3=—0g, =y 0%
ist. Es wirkt also auf ihn eine Kraft

fm=~;y{((])l—(p3)2—(¢1—(p2)2}, :'I_R','- (34)

Aus dieser Anordnung entsteht der Quadrantelektrometer
durch folgende Anderungen: Man denke das gestreckte Leiter-
system der Abb. 5 zum Halbkreis gebogen, durch ein gleiches zur
kreisformigen Anordnung ergénzt, je zwei diametral gegen-
iiberliegende Leiter leitend verbunden, endlich die Form der Leiter
verdndert unter Aufrechterhaltung der Symmetrieverhaltnisse
und der Bedingung beziiglich der Rinder. Es wirkt dann auf den
innern Leiter 1, die Nadel des Quadrantelektrometers, ein Dreh-
moment im Sinn der von 2 nach 3 wachsenden Winkel §:

1
0 :?k{(q’l_(p:s)z—(‘pl_‘pz)z}, (34a)
WO
_0%s___0qn
k=% = %0
eine experimentell zu ermittelnde positive Konstante bedeutet.



Kapitel I. §4. A. 39

Wird, durch Verbindung mittels eines homogenen Leiters, ¢, = ¢,
gemacht, (Doppelschaltung), so hat man

0 = k(g,— ). (34b)

Wird dagegen, etwa mittels einer vielgliedrigen galvanischen
Kette,

Pr—F=4a
konstant gehalten und sehr grofl gegen das zu messende
P2— P3 = @,
so hat man
O = kax, (34c)

k enthalt neben geometrischen Daten als Faktor die Dielek-
trizititskonstante des Isolators, der das Elektrometer erfiillt.
Es konnen also durch Kraftmessungen die Dielektrizitdtskonstan-
ten verschiedener Fliissigkeiten und Gase verglichen werden.
Nach (34b) miBit man ¢,— @; in einem willkiirlichen, aber
fir das Instrument unverédnderlichen Maf}. Nach (34c¢) ist die
Empfindlichkeit abhéngig von der willkiirlichen Hilfsspannunga.
Dafiir aber ist sie bei dieser Schaltung unabhingig von der
zu messenden Spannung, wihrend sie in der Schaltung von
(34b) zugleich mit dieser sich dem Wert Null nihert. Nach (34)
kann ferner am Zylinderelektrometer in Doppelschaltung die Gré8e
€ (py — @3)? in absolutem mechanischem Mal gemessen werden,
also ¢, — @, in unveréinderlichem MaB, sobald man fiir das ¢, der
Luft einen bestimmten Wert willkiirlich festsetzt. (Im sog. ab-
soluten elektrostatischen MaBsystem setzt man
dieses MaBsystem hat aber nur noch geschichtliche Bedeutung.
Weiteres in Kap. II1, §5.) -

Die absoluten Messungen werden tatsichlich fast stets mittels
des Schutzringelektrometers ausgefithrt. Zweiebene parallele
Leiter sind durch eine Luftschicht von der Dicke d getrennt.
Aus dem einen Leiter ist ein vom Rande weit entferntes Stiick
von der Flache § durch einen sehr engen Schnitt von dem Rest
abgetrennt. Die Kraft, welche auf dieses bewegliche Stiick wirkt
und die Richtung nach der gegeniiberstehenden Platte hat, kann
auf dem hier angegebenen Wege nicht einwandfrei berechnet
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werden. Aus den in B zu entwickelnden Sitzen aber folgt, daB
sie den Wert

fzj'%eo@mdS

hat, und dies ist, sofern man das Feld fiir die ganze Ausdehnung
von S als gleichférmig betrachten darf:

1 S -
Y (pr— @) ‘Egzl 1. (35)

Goldblattelektroskop. Indem bei der bekannten Anord-
nung die Blattchen sich spreizen, nahern sie sich der Hiille, und
wichst somit ihre Kapazitit. Sie spreizen sich also tatsichlich,
entgegen der Schwerkraft, um so starker, je grofiler die Potential-
differenz zwischen Blittchen und Hiille ist. Das Instrument kann
empirisch geeicht und so zu einem absoluten Elektrometer gemacht
werden. (Abgednderte Formen von Exner und Braun.) Aber die
Lage der Hiille ist wesentlich, und beim Fehlen einer leitenden
Hiille sind die Angaben des Instruments ohne Bedeutung. Es ist
irrefiihrend, wenn die Wirkung auf eine gegenseitige AbstoBung
der Blattchen zuriickgefiihrt wird; denn in dem Raum zwischen
den Blattchen ist kein Feld vorhanden.

Die wirksamen Teile eines Elektrometers bestehen aus dem
gleichen Metall. Verbindet man mit ihnen die beiden Teile eines
Kondensators, die ebenfalls aus gleichem Metall bestehen mégen,
8o ist zwischen diesen dieselbe Potentialdifferenz vorhanden, die am
Elektrometer gemessen wird. Das gleiche gilt beziiglich der aus
gleichen Metallen bestehenden Endglieder einer galva-
nischen Kette. Von der Messung der Potentialdifferenz zwischen
verschiedenen Leitern soll spiter die Rede sein.

In zweiter Linie kann das Elektrometer zur Vergleichung von
Kapazititen C; und C, und somit wiederum von Dielektrizitats-
konstanten dienen: Das Elektrometer werde mittels einer unver-
dnderlichen galvanischen Kette von der Spannung ¥V, zunichst
unmittelbar geladen. In einem zweiten Versuch werde die gleiche
Spannung an einen Kondensator (C,) angelegt, der dadurch die
Ladung e = C, V, erhilt. Trennt man den Kondensator nun von
der Kette ab und verbindet ihn mit dem vorher ungeladenen Elek-

!) Die Korrektion wegen des Schlitzes bei G. Kirchhoff, Ges.
Abhdlgn., Seite 113.
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trometer, so erhilt dieses eine Spannung V,, die gegeben ist durch
e=(0,+ Cp) V,, wo C, die Kapazitit des Elektrometers be-

deutet. Indem man
"

miBt, bestimmt man also

und mittels einer weiteren Messung
0y
0, "

B. Es sollen jetzt die Elementarkrifte in einem elektrosta-
tischen Feld allgemein abgeleitet werden. Die Grundlage bildet
der Ansatz, daB die Arbeit dieser Krafte bei irgend welchen un-
endlich kleinen Verschiebungen der Korperelemente gleich der
Abnahme ist, welche die Energie W, bei diesen Verschiebungen
erfihrt unter der Annahme, daf3 sowohl die Dielektrizitatskon-
stanten wie die elementaren Elektrizitatsmengen an den Kdérper-
elementen haften. Die erste dieser Annahmen laBt die kleinen
Anderungen auBer Acht, welche die Dielektrizititskonstante
durch Forménderungen des Mediums erfahrt. Beziiglich der zwei-
ten Annahme vgl. S.36 und S.68. Wenn die Elektrizitédtsverteilung
und iiberall der Wert von & gegeben ist, so ist dadurch das Feld
und somit auch W, bestimmt. Wir haben zu berechnen, wie sich
W, verindert durch willkiirlich vorgeschriebene unendlich kleine
Verschiebungen der Kérperelemente, die ihre de und ihre ¢ mit
sich tragen. Wir werden zunichst voraussetzen, daB die Uber-
gange zwischen den Korpern und ebenso diejenigen der elektri-
schen Dichte ¢ durchweg stetig sind, d. h. wir setzen

de
¢ und o= iz
als stetige Funktionen der Koordinaten voraus (wodurch zugleich
Elektriztidgtsverteilung mit endlicher Flachendichte ausgeschlos-
sen ist). Wir sind dann sicher, dafl unendlich kleine Verschie-
bungen der Materie in einem bestimmten Raumpunkt stets nur
unendlich kleine Anderungen dp und é& hervorbringen, und dafl
die Veranderungen von W,, welche den dg einerseits und den
d¢ andrerseits entsprechen, sich einfach iiberlagern; also

SW, =08, W,+ 6, W,.
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Es seien nun in einem vollstandigen Felde a) zwei unendlich wenig
verschiedene Elektrizitatsverteilungen e und e -+ de bei gleicher
Verteilung der & gegeben. Es ist dann nach Gleichung (13):

69We=ftp-6g-d1.
Es seien  b) zwei verschiedene Verteilungen ¢ und ¢, der Dielek-

trizitdtskonstanten gegeben bei gleicher Verteilung der e. Es
ist dann

1 1
W=y pedr, Weo=[5 @oo-d,
WO
C=—Teo, C=—Vg,, o=div(e€)=div(gGC);
also nach (10a)
Wo— [5G eCpdr,  W,o=[1 656G dr,
We-Weoz—fé(e—ao)@@o-dr. (36)

Sind nun die & und &, und somit auch € und &, unendlich
wenig verschieden, so wird daraus:

aWo=—[5 8e-62.dr.
Unser Ansatz:

Ae:*éwe:——éewe——&W@=f{~tp'6g+%@2-6e}dr

verlangt nun, die dp und d¢ durch die unendlich kleinen Ver-
schiebungen u ihrer materiellen Triger auszudriicken. Die Ver-
schiebung u fiihrt durch ein Flichenelement .S mit der Normalen N
diejenige Elektrizitatsmenge in der Richtung der positiven N,
die in einem Parallelepiped von der Grundfliche dS und der
Hohe uy enthalten ist, d.h. guy-dS. Somit ist, wenn e die
Elektrizitatsmenge in 7 bezeichnet, nach (z):

— [do-dt=—3de= [ouy-dS= [div(ou)-d7.
e}
Also
—dp=div (ou).
Fiihre die Verschiebung u vom Punkte »’ zum Punkte p; seien

¢ und ¢ die Werte in p’ und p vor der Verschiebung. Dann be-
steht nach der Verschiebung in p der Wert ¢ = ¢ -+ d¢. Also ist,
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wenn ! die Richtung von u bezeichnet:
, oe,
de=e(p) —e(p) = — 7|u]

oder nach (y):
de=—VFe-u [vgl. auch (1)1
Somit wird

4, :f{qa - div (gu) — @2-Ve-u}dz
und nach (#), da das Oberflachenintegral verschwindet?):
Ae-—-‘r{(@gu—;- @2-|7€-u}d7:

oder:
A,= [fu-dv,
WO

f=eC—, 62V, (37)

Nach Ausweis der vorangehenden Gleichung ist dieses | die
Kraft, welche auf die Materie in der Volumeinheit wirkt.

Sie ist an allen Stellen, wo die Dielektrizitatskonstante sich
rdumlich nicht #ndert, = 9€; an solchen Stellen also hat die
Feldstiarke noch die urspriingliche Bedeutung der Kraft auf den
Triager der Elektrizititsmenge Eins. Im allgemeinen aber hat die
mechanische Kraft noch einen zweiten Bestandteil; sie treibt
auch ein ungeladenes Teilchen in der Richtung abnehmender
e-Werte.

Der Ausdruck (37) wird unbrauchbar an allen Stellen, wo ¢
sich sprunghaft édndert oder Elektrizitit mit Flachendichte ver-
breitet ist, somit fiir die Oberflichen von Isolatoren sowohl wie
von Leitern. Wir wollen ihn umformen. Die rechtwinkligen
Komponenten von f sind

1 ., 0¢
fw:Q@m_'2'“(&:25;.’ .

__0(eC,) | 0(s6,) | 9(cC.)
9_8x+6y+6z’

62 = 62 62+ G2.

1) Wie stets, wenn es sich um ein vollstandiges Feld handelt. Es
wird bei den noch vielfach wiederkehrenden Umformungen von Raum-
integralen im allgemeinen nicht mehr erwihnt werden.
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Das lafB3t sich schreiben, da
€, 0d*¢ _ 0G,

9y O0z-dy Oz

ist: suf  au¥ B
_0py  9p}  Opf
fo= dx + dy " oz
0 ) 9
nebst  f,= ””+ ””+ ”“ (38)
fm ap; tm
=%, T2, T 3:
pk:pi, (38&)
WO

1
pr=—5¢eC+eC, pj=p;=¢C,C,

1
py=——5¢C+ €, pi=p;=eCE, (39)
202:—%8@52'{‘8@?, Pg=27f1=8@1;@'z
Aus den 2% bilden wir noch:
pY = pZcos (N z) + p¥cos (Ny) -+ pZ cos (N z)
pY=pf ., +p . +0 : (40)

pY=pf . +P , +B
Dies sind, wie die Bezeichnungen andeuten und wie sich leicht zei-
gen laBt, die Komponenten eines vom gewéhlten Koordinaten-
system unabhingigen Vektors p”.

Die physikalische Bedeutung der pi und p" ergibt sich aus
folgendem: Man bilde die Arbeit der Krifte j, die an einem be-
liebigen Volumen angreifen, bei den unendlich kleinen Verschie-
bungen u. Sie ist

A:f{fm'um+fy'uy’*‘fz'uz}dr-
Setzt man die Werte aus (38) ein und beriicksichtigt (38a), (40),
so folgt durch partielle Integration mittels (3,):

a=—[lwGs Ty u e (f’u~+au«>l
o2 Gz + 5+ (G2 5) Lar ' (41)
+f{pm uw'}-pu u, -+ p; uz}dS.
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Die Faktoren der p. im Raumintegral sind die 6 GroBen, welche
die Deformation (Forménderung) des Korpers bestimmen.
Nimmt man fiir 7 das ganze Feld, so verschwindet das Ober-
flichenintegral, und es zeigt sich: Wenn die Krifte in der
Form (38), (38a) dargestellt sind, so hingt die Gesamtarbeit
lediglich von den Deformationen ab; die Spannungskompo-
nenten g, sind die Faktoren der Deformationskomponenten
im Ausdruck der (fiir das Volumen Eins berechneten) Arbeit. —
Andrerseits: es sei 7 ein beliebiger Raum; dieser aber sei von
einem starren Korper erfilllt. Dann sind alle Deformations-
groBen Null; die Arbeit driickt sich also durch das Oberflichen-
integral allein aus. Sie ist, wenn wir noch den Vektor p" ein-
fithren, dessen Komponenten pY, p¥, p¥ sind:

A:J pYu-ds. (41a)

D. h.: an einem beliebigen starren Korper leisten die Ober-
flichenkrifte p¥ und die Volumkrifte f die gleiche Arbeit.
Mit anderen Worten: Fiir ein beliebig begrenztes Volumen liefern
die beiden Kraftsysteme dieselbe resultierende Kraft & und
dasselbe resultierende Drehmoment . (Man kann auch unmittel-
bar zeigen, da@

X =f’f-dr=g'pN-dS und 92=f[rf]d1:=f[rpN]dS (41b)

ist.) Also: Wenn die Kréfte in der Form (38), (38a) dargestellt
sind, so sind fiir das vollstdndige System Impuls und Impuls-
moment unverdnderlich. Zerlegt man das vollstindige System
durch eine beliebige Fliche in zwei Teile, so lassen sich Impuls
und Impulsmoment der beiden auffassen als GroBen, welche sie
durch die Elemente der Trennungsfliche hindurch in angebbarer
Weise austauschen.

Bestimmten Verzerrungen eines im Gleichgewicht befindlichen
elastischen Kérpers entsprechen bestimmte Oberflichenkrifte p¥
mit den durch (40), (38a) ausgedriickten Eigenschaften. Sie
heiflen elastische Spannungen. Man hat die Bezeichnung
Spannungen dann auf alle Oberflichenkréfte tibertragen, die den
gleichen Bildungsgesetzen folgen. Man darf sich aber durch diese
Bezeichnung nicht zu der Annahme verleiten lassen, daf irgend
welche Spannungen — etwa die unsrigen — die Gleichgewichts-
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figur des elastischen Korpers bestimmen, auf den sie wirken.
Vielmehr: die elastischen Spannungen sind dadurch bestimmt,
daB ihre Resultante zusammen mit der Resultante | unsrer p¥
(und etwaiger sonstiger Krifte) an jedem Volumteilchen Gleich-
gewicht ergibt; die so gefundenen elastischen Spannungen
bestimmen dann die Verzerrungen. Um das angefiihrte Miver-
p stdndnis auszuschlieBen, werden nicht-

elastische p¥ vielfach als fiktive Span-

& nungen bezeichnet.

Allgemein ist gemaf der Ableitung

1 nve von (41) p¥ die, fiir die Fliche Eins be-

rechnete, Kraft an einem Oberflichenele-

S ment mit der Normale N; genauer: die

ApD. 6. Kraft, welche der Kdérper zur Seite der

positiven N auf den Korper zur Seite der negativen N ausiibt.

Ein positives py bedeutet also einen Zug, ein negatives einen
Druck.

Die besonderen Spannungen (39) unseres Feldes, welche von
Maxwell angegeben sind und nach ihm benannt werden, lassen
sich einfach beschreiben (vgl. Abb. 6): Der Winkel zwischen dem
Feld € und der Flichennormale N sei . Man nehme voriiber-

gehend die Richtung von N zur z-Achse, die Ebene NG zur
xzy-Ebene. Dann wird

pgzﬂ%g(ﬂ + eE2 - cos2 =é-8@2'008219‘;

¥ yJ

pE=¢cE2cos ¥ -sin =»;:s@f2~sin 29;
p;=0.
D. h. die Spannung " hat an jeder beliebig gestellten Fliche

den gleichen Betrag %s@z; sie liegt in der Ebene NG und ihr
Pfeil bildet das Spiegelbild von N beziiglich des €-Pfeils. —

T
2
den Kraftlinien normale Flacheneinheit wirkt ein normaler Zug

%8@2, und auf jede zu den Kraftlinien parallele Fldcheneinheit

Indem man & =0 und @ = -;-setzt, erhilt man: auf jede zu

ein normaler Druck von gleichem Betrage. Durch diese Angabe
sind zugleich die Spannungen an einer beliebig gestellten Flachen-
einheit bestimmt gemafl (40).
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Rechnerisch ergibt sich aus (39) und (40):
plzv :—“%chzﬁm_*_ eC, (@w'ﬁm + @w'ﬁy+ (gz'ﬁz) s

wo durch 1 der Vektor mit den Komponenten 1, = cos (Nx), . . .
d. h. der Einheitsvektor in der Richtung von N bezeichnet ist.
Also driicken sich die Spannungen, frei von der Bezugnahme auf
ein Koordinatensystem aus:

pN:_,%,s@z.ﬁ+ (€n) £C. (39a)

Die Spannungskomponenten (39) enthalten die Differential-
quotienten von ¢ und € nicht mehr; sie sind daher geeignet, uns
auch an Unstetigkeitsflichen die Krafte zu liefern. Sei v in (41b)
ein unendlich flacher Zylinder mit den Grundflichen dS; = d S,
(= d8), und weise N normal von §; nach S,. Dann wird

§ = (o8 —pi)-45.

Nunliege in dem Zylinder parallel zur Grundfliche das Element
d8 einer Unstetigkeitsfliche, und zwar zunéchst der Oberfliche
eines homogenen Leiters. Dann ist auf der Innenseite € = 0,
also alle pi = 0. Auf der AuBenseite ist € parallel der Normale,
also p" normal nach auBlen gerichtet und = ?158@2. Dieser nor-

male Zug wirkt an jeder Oberflicheneinheit eines Leiters.

Betrachten wir weiter einen ungeladenen homogenen Isolator,
fir den also g =0, w=0, & =¢, = const ist. Im Innern ist
nach (37): f = 0. Fiir die Oberfliche gilt, wenn aulen ¢ = ¢,
ist, und wir  normal nach auBen wihlen [s. (5b) und S. 10]:

6C€ =66, =D,; €,=C6,=C; €, =6, =G,
also
Ty =15 PL.=0D2s
folglich
&y =3&.=0.

Die Kraft ist also wiederum normal zur Fliche, und zwar ist
1
o= (pg.x~pa1uz)d‘g: §{£2 (@gm_‘ gy‘ @gz)—'s,l (@%w_ @%w—@%z) } ds

=20 -2+ - @+ ) as:

&
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oder, unabhingig von der Koordinatenwahl: auf den Kérper
wirkt normal nach auflen eine Kraft

oot val-igree,

€189

wo Eg die in der Fliche S liegende Komponente bedeutet.

C. Wir wollen noch die Krifte auf einen ungeladenen Korper
berechnen, der in ein gegebenes Feld €, eingebracht wird, und
dieses Feld in € verwandelt. Sei zunéchst der Kérper ein Isolator.
Nach Gleichung (36) #ndert sich durch seine Einfithrung die
Energie um

J.2 o) €€, -dr.

Bei einer virtuellen Verschiebung des Korpers wird also eine
Arbeit geleistet 1
Ae:a{ *é—(s—eo)@@o-dr}. (43)

In diesem Ausdruck kommt das Feld nur in dem Raum vor, den
der eingebrachte Kérper erfiillt; denn nur dort ist &-—¢gy = 0.
Ist der Korper ein Leiter, so erhdlt man nach dem Satz in
§ 3C, S.31 das Feld & und somit auch die Energie und die
Krifte, indem man c
== 00
Eo
setzt. Aus dieser bloBen Rechnungsregel ist die irrige Meinung
entstanden, die Dielektrizitdtskonstante eines Leiters sei unend-
lich. Wir wenden (43) auf die in § 3 C behandelten Fille der Kugel
und des Ellipsoids an.

1. Kugel. Die Gleichungen (26) gelten gendhert, wenn
€, sich in der Kugel sehr langsam #ndert. Bezeichnet dann €,
etwa den Wert im Mittelpunkt, so ergibt sich als Kraft auf die
Kugel (Konstante ¢,) genihert:

380 81 —8 _ (rc2
§=p i (). (44)

Es wird also die Kugel zu Stellen stirkeren oder schwicheren
Feldes (groBerer oder kleinerer Kraftliniendichte) getrieben, je
nachdem &, gréfler oder kleiner als g, ist. Die Kraft & auf eine
gleich grolle ungeladene leitende Kugel erhalten wir nach dem
angefithrten Satz, indem wir

&

&
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setzen. Es wird daher das Verhaltnis

woraus
e _1+2¢ (45)

So hat Boltzmann Dielektrizititskonstanten fester Korper ge-
messen, d.h. mit der Dielektrizititskonstante der Luft ver-
glichen. — Besitzt die Kugel die Ladung e, so tritt zu § die Kraft
%, = ¢E, hinzu. Sie ist allein vorhanden, wenn das Feld in
Strenge gleichférmig ist, und sie iiberwiegt stets bei geniigend
groBer Ladung und geniigend kleinem Volumen der Kugel.

2. Ellipsoid. Es wird nach (28a, b)

&7/ 6. €3y &3
T St
Y 1 n
Da A< B < (, so hat die Klammergroe ihren gréften Wert,
wenn die x-Achse, d. h. die grofte Achse des Ellipsoids, parallel
zum Felde liegt. Dieser Stellung also strebt es zu bei freier Be-
weglichkeit. Ist es drehbar nur um die, vertikal gedachte, c-Achse,
ist H die Horizontalkomponente von §,, und (Hx) =&, so wird

Azé{%lH“’( ! ————1—)00520+const }

1 1
A+— B4 —
+o Bty

d. h. das Drehmoment zu wachsenden & ist:

. __ T B—4 )
2] 5 H2<—__—AA+%><B+%>sm2z9 (46)

Dieses @ ist fiir spitze Winkel ¢ stets negativ, es treibt also stets
die lingere Achse in die Feldrichtung, gleichviel ob ¢, gréBer
oder kleiner als ¢, ist. Aus Messungen von @ an sehr gestreckten
Ellipsoiden wiirde man wieder

&1

2
bestimmen kénnen, wenn man ein gleichformiges Feld von ge-
niigender Ausdehnung herstellen konnte, ohne die Bedingungen
unsres Ansatzes: ,,alle Leiter sehr entfernt von dem Kérper in
7°‘ zu verletzen.

Cohn, Das elektromagnetische Feld. 2. A. 4
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Allgemein kann man noch bemerken: wenn
&1
By
sehr wenig von Eins verschieden ist, dann ist auch € sehr wenig
von §, verschieden, und man erhilt statt (43) als brauchbare
Niherung

A= a{f%(sl—eo) (&%-dr}. (47)
Dieses 4, ist die Arbeit von Elementarkriften f- dr, wo

f=5200 (). (48)

Es wird daher in diesem Fall jedes Volumteilchen fiir sich —
unabhéngig von der Korperform — zu Stellen stirkeren oder
schwiicheren Feldes getrieben, je nachdem &, gréBer oder kleiner
als ¢, ist.

§ 5. Andere Darstellung von Feld und Kriften.

Wir haben im Anfang den einfachen Fall eines einzigen homo-
genen Isolators behandelt, und die Gleichungen fiir Feld und Krafte
in zwei Formen aufgestellt, die wir als Fernwirkungs- und Nah-
wirkungsgleichungen bezeichnen koénnen. In §2 erweiterten
wir dann, dem Gedankengang der Maxwellschen Theorie folgend,
die Bedeutung der Nahwirkungsgleichungen auf den Fall beliebig
verteilter Isolatoren. Die dltere Theorie verfuhr anders: sie blieb
auch fir diesen allgemeinen Fall bei der Form der Fernwirkungs-
gleichungen, die Feld und Krifte durch die Lage der Elektrizitéits-
mengen bestimmen; und die neue Elektronentheorie hat an
diese Form wieder angekniipft. Dafl auf dem bisher behandelten
Gebiet die Maxwellsche Theorie die Tatsachen richtig wiedergibt,
ist auBer Zweifel. Es mul} also untersucht werden, ob oder
wie weit die andere Theorie mit der Maxwellschen iibereinstimmt.

Zundchst das Feld. Wir verlangen jetzt, daBl allgemein die
folgenden Gleichungen gelten:

E=—Veo, (49)

1 2 oder ¢=4;£ {jel-:lz+jw1;d8}. (50)
(1}

?= 4me, r

WO

Hierin bedeutet ¢, eine Konstante, deren Wert unwesentlich ist,
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aber das MaBsystem bestimmt. Wir nehmen andrerseits als er-
wiesen an, daBl unsre bisherigen Gleichungen gelten:

f@fl-dl=0 (7), oder: €C=—Vg, @ einwertig (2)
O
[eCy-dS=3e (5), oder: div(e€)=p; div,(¢€)=w. (5a)
O T

Als beiden Theorien gemeinsame Forderung kommt hinzu, da8 in
einem Leiter das Feld einen vorgeschriebenen Wert, in homo-
genen Leitern den Wert Null habe.

Offenbar sind die e,p,, der Gleichungen (50) verschieden
von den egw der Gleichungen (5), (5a). Wir nennen sie freie
Elektrizitat (Dichte), und, sofern es zur Unterscheidung nétig
ist, die ep o jetzt wahre Elektrizitdt (Dichte). Es handelt sich
darum, welche Bedeutung den e, zukommt. Aus (49), (50) folgt,
wie in § 1 gezeigt wurde, div (g,&) = p,, also in Verbindung

mit (5a):
or=e¢+ 0, (51)
wo o = —div (e — &) G (52)
und, entsprechend definiert,
w’:_{(el_so) @"1 +(ea— &) @112}- (52a)

Die freie Elektrizitit e, setzt sich nach (51) zusammen aus
der wahren Elektrizitit e¢ und der induzierten Elektrizitit
¢/, deren Dichte in (52), (62a) dargestellt ist. Dieses ¢’w’ kann
nur vorhanden sein in Medien, fiir welche ¢ == ¢, ist. Als Normal-
medium mit der Konstante ¢, wihlt man das Vakuum ; dann kann
es induzierte Elektrizitdit nur in ponderablen Kérpern geben.
Wir betrachten einen beliebigen (auch beliebig zusammengesetzten)
Koérper, der von Vakuum umgeben ist. Fiir den ganzen Kérper
ergibt sich nach (#,):

d=[g-dr+ [0 d8,=—[(e—e)Cy-dS=0, (53)

da ja an der Aullenseite von § bereits ¢ = ¢, sein soll.
Gleichungen (52) und (53) sagen aus: Die induzierte Elektrizi-

tat hingt vom Felde ab. Sie kann in jedem ponderablen Isola-

tor erzeugt werden ; aber auch in dem kleinsten Stiick eines solchen,

das wir von der iibrigen Materie abtrennen, ist sie stets im Gesamt-

betrage Null vorhanden. Das filhrt zu folgender Vorstellung:

Ein von wahrer Elektrizitat freier Isolator enthilt elektrisch

4%
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polarisierte Teilchen, deren jedes zwei entgegengesetzt gleiche
Mengen induzierter Elektrizitit besitzt. Ein beliebiges Teilchen
moge die Mengen -- |e,/| haben; I; sei der Vektor, der von — |e//|
zu -} | ¢/ | fithrt; es werde

Gitirte -t =|e|l=p, (54)
gesetzt, und es mogen z; Teilchen dieser Art ihren Mittelpunkt in
der Volumeinheit haben. Wir fragen nach der Gesamtmenge der
¢’;, die sich innerhalb einer geschlossenen (mathematischen)

Fliche befinden. Sie riihrt nur her von den Teilchen, die S
schneiden. Jedes Teilchen der i-Gruppe, welches § schneidet,

' .t
liefert den Beitrag F |ei|, wenn der Winkel (I,N) {Zf;nzlpf}

ist. Durch d8 treten hindurch - z,I; cos ([;N)-dS Teilchen,

wenn ([;N) {spltz } ist. Die 4-Gruppe liefert also durch das
stumpf
Fliachenelement dS den Beitrag — z,p,; 5 - dS.
Sezten wir

Z(zmi)=2p=%Ze’r=ﬂS, (55)
=1 T

so wird der Gesamtbeitrag von dS: — By -dS; also die inner-
halb 8 vorhandene induzierte Elektrizitét:

e’=—J‘BN-dS oder: o =—divP, o'=—div,B. (56)

Wir erhalten Ubereinstimmung mit (52), indem wir

B=(e—2¢) € (67)
setzen.

Das ergibt folgendes Bild: Durch das Feld € werden in
jedem Teilchen freie Elektrizititen e’ geschieden, so daf ein solches
Teilchen nun polarisiert ist mit dem elektrischen Moment p;
oder auch: bereits als solche vorhandene, aber unregelmafig ohne
Vorzugsrichtung polarisierte Teilchen werden gerichtet; so
in jedem Fall, daB das resultierende Moment der Volumeinheit,
oder kiirzer die elektrische Polarisation P, dem Felde €
parallel und proportional ist.

Es sei nun ein homogener Isolator von der Konstante &,
gegeben, der frei von wahrer Elektrizitdt sei. Dann ist in ihm
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0=2¢-divE=0 und o =—(¢—¢g)divE,
also auch o' =0. (58)
Die freie Elektrizitit befindet sich also ausschlieflich auf der
Oberfliche, wo
o =—FP,=—(e,—2)€, (58a)
ihre Fliachendichte ist.
Wir kénnen ¢ zerlegen in den Anteil
1 e
Po= 4_”_8; 7
der der wahren Elektrizitit entspricht, und der der tatsiichliche

Potentialwert wire, wenn nirgends sich polarisierbare Korper
befinden, und den Anteil

(59)

’

p 1 e
00—;‘,;;,27’ (60)

der der induzierten Elektrizitit oder der Polarisation der Isola-
toren entspricht: @ = @, -+ ¢’. Das Teilpotential ¢’ der Glei-
chung (60) ist identisch mit dem Zusatzpotential { der Gleichung
(25), wenn wir einerseits  bilden fiir die Gesamtheit der Korper,
deren & von dem normalen Wert ¢, verschieden ist, und wenn
andrerseits die ¢ der Gleichung (59) sich ausschlieflich an fest
gegebenen Orten, also nicht auf Leiteroberflichen, in einem
Medium von der Konstante ¢, befinden. Das sind Bedingungen,
die sich in Strenge nicht erfiillen lassen, die wir aber in den Bei-
spielen des §3, C als ausreichend erfiillt angenommen haben
(s. S. 31,
Die Ausfithrung von (60) ergibt mittels (56):

4mo.¢'=—fi“-i-‘$is dr—f%ds, (61a)
o
wo etwaige @' im Innern in den div P einbegriffen sein sollen,

die o' der Oberfliche aber das zweite Integral liefern. Oder
nach (9):

smey g/ = [B-7' (&) -dr, (61Db)
wo durch V’ angedeutet werden soll, dafl bei der Bildung von
4 G) nicht der Feldpunkt p, fiir welchen ¢’ gesucht wird, sondern
der Punkt p’ des Integrationsraums als veréinderlich gedacht ist.
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Fiir einen homogenen Isolator ist nach (58) ganz allgemein
divp =0, also
ameygf =— [22as5. 62)

o

Aus dieser Gleichung folgt:
Ag¢’ = Oiiberall, auBer an S; im unendlichen ¢” = 0;

(63)
an S: <6¢p ) B,
Das sind, da
0 0
%n:(ﬁ—‘so) €, wd €,=€C,— ‘%Z—‘@ol\f_ 3(:;

ist, in andrer Schreibweise die Gleichungen (25b) fiir .

Bisher war nur von dem Felde die Rede; wir fanden fir dieses
eine neue, auf bestimmten molekularen Vorstellungen beruhende,
aber der fritheren mathematisch vollig gleichwertige Darstellung.
Wir fragen jetzt nach einer entsprechenden Darstellung der
Krifte. Setzen wir auch jetzt die Arbeit gleich der Abnahme
der Funktion W, so erhalten wir natiirlich das gleiche, wie oben

in § 4, nur kénnen wir )
W= 2 eQ

jetzt in andrer Form schreiben namlich

X e,
= ey > (e D7) (64)
Es entsteht aber die Frage, ob etwa die Krifte sich allgemein
durch die freie Elektrizitit so ausdriicken lassen, wie sie im
Sonderfall ¢ = const sich durch die wahre Elektrizitit aus-
driicken, alse ob etwa allgemein die Kraft auf die Volumeinheit

fi=0,€
ist. Wir vergleichen damit die tatsichliche Kraft, die nach (37):
f= 06— G2.Ve
ist, indem wir die Differenz bilden. Es wird
y , 1
f=f—fh=—0¢C—5CVe
oder, da g, = const, auch

=div{(s—eo)(5}- @—%(S?-V(e—so).
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Dies kann genau wie Gleichung (37) umgeformt werden in

a 0 2
fo= ?pﬁ”——i— £“——l——a~z— usw.,

wo die p’ sich von den p der Gleichungen (39) nur dadurch unter-
scheiden, daB ¢ durch &-—g¢, ersetzt ist. Es ergeben sich daher
aus den |’ die resultierenden Krafte und Drehmomente

§F=[p¥a8, ®=[[tp¥]ds,
O [¢]

in denen jedes p'M den Faktor & —g, enthalt. ¥’ und N sind
also Null, wenn die Fliche S im Vakuum verlduft. D. h.: die
Bewegung eines starren Korpers, der von Vakuum (praktisch
gleichbedeutend : von Luft) umgeben ist, erfolgt unter der Wirkung
der Krafte f, genau so, wie unter der Wirkung der Krafte f.
In diesem Umfang also sind die f; den f gleichwertig, oder,
was dasselbe bedeutet, sind sie richtig. — Das einfachste Gegen-
beispiel bildet ein System von Leitern, eingebettet in eine homogene
isolierende Fliissigkeit von der Konstante ¢;,. Hier stehen Lei ge-
gebenen Leiterpotentialen die e, zu den e in dem Verhéltnis ¢, zu
£,, wihrend die Felder die gleiéhen sind ; also ist

1Bl _

I3

§ 6. Elektrische Stromung.

Als elektrische Strémung bezeichnet man die Erscheinungen,
die in einem Leiter auftreten, wenn dort die Bedingung des Gleich-
gewichts, Gleichung (8), verletzt ist. Die Stromung 148t sich dar-
stellen durch einen Vektor, den wir als Stromdichte & bezeich-
nen wollen. Es gilt von ihr ganz allgemein:

1. Zwischen dem Elektrizititsinhalt e eines Raumes 7 und
der elektrischen Stromung durch seine Oberfliche S besteht die-
selbe Beziehung, welche auch zwischen dem Fliissigkeitsinhalt
und der Fliissigkeitsstromung besteht und als Kontinuitats-
gleichung bezeichnet wird. Also

de
fSN-dS=-m (65)
o
oder
. do adivd
. %0 ___ 9
div J = 3t = T (65a)
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Durch diese Beziehung ist die Messung der § grundsétzlich
an die Messung der e angeschlossen. Von der so definierten Strom-
dichte gilt weiter:

2. Sie ist an jeder Stelle proportional dem Uberschuf8 der
Feldstérke iiber ihren Gleichgewichtswert. Also

J=0(€—8), (66)

wo ¢ eine positive Konstante bezeichnet, die das Leitermaterial
kennzeichnet und sein (spezifisches) elektrisches Leitver-
mogen heilt. In homogenen Leitern wird

J=0€C. (66a)

In Isolatoren ist ¢ = 0. Gleichung (66) ist das Ohmsche Ge-
setz in seiner umfassendsten Form. (Dabei ist vorausgesetzt, daf
der Leiter isotrop sei.)

3. In dem Leiter entsteht Energie in der Form von Warme und
chemischer Energie, und zwar in der Zeiteinheit im Betrage

Y= [E3 dr. 67)
Es entfdllt also auf dv der Beitrag
d¥Y =dJ+dP,

2=Yar,  aP=g8-dr. (68)

Das erste Glied ist wesentlich positiv; es bedeutet stets ent-
standene Wirme und wird als Joulesche Warme bezeichnet.
Das Vorzeichen des zweiten Glieds wechselt mit der Richtung der
Strémung; es tritt auf, wo der Leiter inhomogen ist. Handelt
es sich um Metalle, so bedeutet es entstandene oder verschwundene
Wiarme, Peltiersche Wiarme genannt. Handelt es sich um
Elektrolyte oder die Grenze zwischen Elektrolyten und Metallen,
so enthilt es — im allgemeinen neben Wérme — entstandene
oder verschwundene chemische Energie.

4. An einer Fliche 8, welche die Grenze eines Elektrolyten
bildet, wird in der Zeit ¢ die Masse

M=tyo [y ds (69)

eines Tons ausgeschieden, wo « das Aquivalentgewicht des Ions
und 7 eine konstante, lediglich von der Wahl der MaBeinheiten
abhingige Zahl bedeutet (Faradays Gesetz).
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A. Das bisherige gilt fiir jede Strémung. Im folgenden be-
handeln wir Vorginge, bei denen der elektrische Zustand zeitlich
unverénderlich, stationdr ist, und alle Kérper in unverédnder-
licher Lage sind. Aus der ersten Voraussetzung folgt, dafl in
Gleichung (65) die rechte Seite Null ist; es muB} also allgemein sein

z! Jn-dS=0 (70)
oder divg=0. (702)
Fiir die Grenzfliche zweier Leiter nimmt dies die Form an:
S, + I, =0 (70b)
und fiir die Grenzfliche eines Leiters gegen einen Isolator:
Jn=0, (70c)

wo n» in den Leiter weist.

Wir werden alsbald sehen, dafl wie im statischen Feld, so auch
hier die tangentialen Komponenten von € sich an jeder Fliche
stetig andern. Nach (66a) gilt an der Grenzfliche zweier homo-

(o
gener Leiter das gleiche fiir (—‘7-5. Nach (70b) aber ist die normale

Komponente von  stetig. Das ergibt das Brechungsgesetz der
Stromlinien: sie liegen zu beiden Seiten in der gleichen Ebene
mit der Flachennormale, und die Tangenten ihrer Winkel mit der
Normalen verhalten sich wie die Leitvermégen. Ist also ¢, > 0y,
so verlaufen die Stromlinien entweder in dem ersten Leiter merk-
lich tangential, oder in dem zweiten Leiter merklich normal zur
Grenzfliche. — Ist der zweite Korper ein vollkommener Nicht-
leiter, so bleibt nur die erste Moglichkeit; dies spricht Glei-
chung (70¢) aus.

Da der elektrische Zustand stationir sein soll, so mu8 weiter
auch die Energie des Feldes konstant, die gesamte Energieabgabe
also Null sein. Aus der zweiten Voraussetzung (Ruhe) aber
folgt, dal keine mechanische Arbeit geleistet wird, und dann ist
die gesamte Leistung durch die Grofe ¥ der Gleichung (67)
gegeben. Diese also muB, fiir das vollstindige Stromgebiet be-
rechnet, den Betrag Null ergeben. Dies trifft tatsichlich zu
dank der folgenden Beziehung: Es ist allgemein fiir jedes statio-
nére Feld ebenso, wie wir dies fiir statische Felder bereits wissen,

[ 6, di=o, (7)
O
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so daf also auch hier stets eine einwertige Ortsfunktion ¢ existiert
mit der Eigenschaft
! g E=—"Vgp. @)

Fihren wir dies und (70a) in (67) ein, und beachten, daB an
der Oberfliche des Gebietes (70¢) gilt, so folgt nach (#): ¥ = 0.

[Aus (7) folgt wieder, wie S. 10, was oben benutzt wurde:
€; stetig.]

Ist 7 ein beliebiger von Leitern erfiillter Raum, S, der Teil
seiner Oberfldche, der an Isolatoren grenzt, so erhalten wir aus
der Vereinigung von (66) mit (7) und aus (70a, c¢) folgendes
Gleichungssystem fiir §:

in 7 %‘—dlz——fﬁl-dl, divy=0; an S, §,=0. (71)
© €
Sei nun 8§, die vollstdndige Begrenzung von 7; dann folgt in
bekannter Weise (siche das Muster S. 14): wenn die Anordnung
der Leiter derartig ist, daB fiir jede in ihnen verlaufende Kurve

[ &,-di=0
0

ist, so ist § = 0 durchweg, d. h. das Feld ist statisch. (Als not-
wendige Bedingung des statischen Feldes haben wir die vor-
stehende Gleichung fiir & schon in §2 Gleichung (9) kennen ge-
lernt.) Und weiter: wenn

[ ®,-a1

©

fiir jede geschlossene Kurve im Leiter gegeben ist, so ist dadurch
die Stromung eindeutig bestimmdt.

Von Bedeutung ist wesentlich nur der Fall, daf3 die Leiter,
soweit sie nicht homogen sind, in eine Folge von Schichten von je
gleichartiger Beschaffenheit sich zerlegen lassen. Wir sprechen
dann von galvanischen Elementen, und zwar von solchen im
engeren Sinn, wenn sie zersetzbare Leiter (Elektrolyte) ent-
halten; von Thermoelementen, wenn sie nur metallische Leiter
enthalten. Das Integral

—[Q,-dl=E, (72)
durch die Reihenfolge der Schichten in bestimmter Richtung er-
streckt, heifit die (eingeprégte) elektromotorische Kraft der
Kombination, der Kette. Handelt es sich um eine Folge von
Metallen von gleichméfBiger Temperatur, so ist nach dem Gesetz
der Spannungsreihe stets B == 0, sobald die Endglieder der
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Reihe identisch sind; eine wirksame rein-metallische Kette be-
sitzt daher stets ungleichméBige Temperatur.

Der Raum 7 soll eine Folge von Schichten enthalten, die mit
zwei homogenen Schichten in 8, und 8§, endigt. Dann durch-
liuft jede geschlossene Kurve in 7 notwendig dieselben Schichten
zweimal in entgegengesetzter Richtung, und es ist daher

f@l-dl stets =0.
&)

Wenn also 7 iiberall an Isolatoren grenzte, so konnte in jhm kein
Strom zustande kommen. Wir nehmen daher an, daf 7 nur
einen Teil eines Leitersystems bildet (Abb. 7): nur an 8§, sollen
Isolatoren grenzen, an S, und §, aber

Leiter. Uber den Rest des Leitersystems o
machen wir nur die eine Voraussetzung,

dafl die Strémung durch S, und 8, nor-

mal in 7 eintritt, bzw. aus 7 austritt; das

koénnen wir durch grofles Leitvermégen ° Abb. 7

der zundchst anliegenden Leiterteile er- .
reichen, Fihren wir durch v zwei beliebige Querschnitte S
und §’, und wenden wir (70) auf das zwischen ihnen liegende
Leiterstiick an, so folgt, dal3

S Sy-ds=i (73)
(wo N stets von 8, nach S, weisen soll) einen von der besonderen
Wahl des Querschnitts unabhingigen Wert hat. Wir nennen
ihn den Strom von 8, nach 8, . Da auf diesen beiden Flichen
sowohl & wie  normal ist, so gilt das nach (66) auch fir €; es
hat also auf ihnen das Potential je einen konstanten Wert: ¢,
und g@,, so dafl

a
J&rdi=g.—g..

Auch & 148t sich [ebenso wie in (9)] fiir unsern Raum 7 darstellen
als & = —Vy, wodann y, —y, = — E ist.
Wir haben daher fiir § das Gleichungssystem:

In 7:divy=0|an §,:J3,=0 von 8, nach 8, :

o~
[Bra1=0an 8, wnd 8,: ,\ys—Of‘”dl—tpe o, +E[ Y
©

S
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Wir erhalten ferner fiir die thermisch-chemische Leistung und
ihre Teile mittels (#):

P=[ 6 dv=[ 93, d5= (.~ pJi,

J=¥—P=[Sdr=(9,— g, +B)i.

Die letzte dieser Gleichungen zeigt, dal J =0 ist, wenn
@.— Qo+ E = 0 ist, und aus (74) folgt dann, dal J, und somit
nach (73) auch ¢ proportional ist mit ¢, — @, - E. Wir haben

also
iw:‘pe—(pa+ E: (76)

wo w eine GroBe bezeichnet, die nur von der Form des Leiters und
den Werten von ¢ abhiingt, und fiir einen homogenen Leiter
(o = const) mit ¢ umgekehrt proportional ist. w heiflt der
Widerstand des Leiters. Die Gleichung spricht das Ohmsche
Gesetz in der iiblichen Fassung aus. Es ist dabei vorausgesetzt,
daB der Leiter aus einer einfachen Schichtenfolge besteht (oder
im Sonderfall homogen ist): nur dann hat £ eine bestimmte Be-
deutung ; — und dab seine Oberfliche zerfallt in zwei Stiicke von
je gleichférmiger Beschaffenheit, durch welche der Strom normal
ein- und austritt, und ein drittes Stiick, welches an Isolatoren
grenzt: nur dann hat w einen bestimmten Sinn.

Die Joulesche Wirme ergibt sich aus (75), (76):
J=1i*w,  die Gesamtleistung: ¥ = 2w —iE (77)

Denken wir nun den Leiter zum Ring gebogen derartig, da8 die
Flichen 8, und S, zusammenfallen, dann ist ¢, = ¢,; folglich
erhalten wir

tw=2=FE (764a)

als Ausdruck des Ohmschen Gesetzes fiir einen vollstindigen
Stromkreis. Es bleibt die Bedingung, da der Leiter einfach ge-
schichtet sei.

Der andere Sonderfall eines Leiterstiicks ohne innere
elektromotorische Krifte ergibt

W= @, — Pq. (76D)
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Sind endlich S, und S, weder untereinander, noch mit ande-
ren Leitern in Beriihrung, ist die Kette offen, so ist ¢ = 0, also

Qo— Q. =H. (76¢)
Wir behandeln zwei einfache Beispiele:

1. Ein aus homogenen Scheiben geschichteter Zylinder von
der Grundfliche ¢ und der Hohe I, lings des Mantels von Isola-
toren begrenzt. Wir geniigen allen Bedingungen in (74), wenn
wir & parallel der Erzeugenden und konstant ansetzen, und seinen
Betrag I bestimmen aus:

i
d
ij:¢e_¢a+E'
0

Da zugleich ¢ = Ig, so wird

7
1 (dz

gJ o’
0
2. Ein Hohlzylinder von der Hohe % aus koaxialen zylindrischen
Schichten, mit den Grundflichen an Isolatoren grenzend. Setzen
wir an: & radial und A 27 RI = ¢ = const (R Abstand von der

Achse), und bestimmen die Konstante aus:
r I
f;dR=¢e—¢a+E:
e

80 ist allen Bedingungen geniigt. Es folgt:

1 1 R
v=gr S\ 7}
wo mit RB; und R, je der innere und &duBlere Radius einer Schicht
bezeichnet und iiber alle Schichten zu summieren ist.

Wir kniipfen daran zwei Bemerkungen. An Stelle des Zylinders
in 1. denken wir uns einen Leiter, der durch Deformation aus ihm
hervorgegangen ist, aber noch solche Form besitzt, da man
itherall von einem bestimmten Querschnitt ¢ und einem bestimm-
ten Abstand dl zweier benachbarter Querschnitte mit ausreichen-
der Genauigkeit sprechen kann. Es ist dann den vier ersten
Bedingungen geniigt durch den Ansatz: § normal zum Quer-
schnitt und ¢ = ¢I = constans, und der letzten durch:

dl
§;=¢e—%+E,
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was ergibt: w= % (78)
g0’
Diese Behandlung verzichtet auf die Angabe der Strémung im
einzelnen; sie hat Wert, wo nur der Gesamtstrom % in Frage
kommt. Man spricht in solchen Fillen von einem linearen
Leiter und Strom. Fiir einen Draht aus homogenem Material
wird 1
w=—.
qo
Ferner: Mit der Stromungsaufgabe in 2. vergleichen wir die
elektrostatische Aufgabe, die in Gleichung (20) gelost ist. Man
erhilt Erregung ®, Elektrizititsmenge e, Kapazitit C, bzw.

aus Stromdichte §, Strom 4, reziproken Widerstand l, indem
w

man das Leitvermégen ¢ durch die Dielektrizititskonstante ¢
ersetzt. Das gilt allgemein; ein elektrostatisches Feld und ein
Stromungsfeld mogen geometrisch identisch sein, so da8 den
Leiteroberflichen des ersten die Stromeintrittsflichen S, und

S, des zweiten entsprechen, und es mége durchweg ¢ = ko sein,

wo k eine Konstante bedeutet, dann ist Cw = % .

Der Fall 1aBt sich freilich streng nie verwirklichen. Es gibt
keine Korper, fiir die ¢ = 0 ist, und es fehlt daher das elektro-
statische Giegenstiick zu den Flachen S, des Stromfeldes. Dem ent-
spricht, dal bei dem Zylinderkondensator die Endflichen sehr
fern von den betrachteten Feldteil angenommen werden mufBten.
Vollstandige Ubereinstimmung ist also nur zu erreichen, indem
man S, und S8, zur vollstdndigen Begrenzung macht, was
in Strenge nicht ausfiithrbar ist.

Verzweigung. Es mogen jetzt Leiter der bisher betrachteten
Art zu einem Netzwerk vereinigt sein, in der Weise, da — bei
im tbrigen beliebiger Leitergestalt — die Verbindungen durch
lineare Leiter (Driahte) hergestellt sind, so da man von Knoten-
punkten und Umldufen als wohldefinierten Begriffen sprechen
kann. Dann gelten die folgenden beiden Kirchhoffschen
Satze:

a) nach (70) ist fiir jeden Knotenpunkt

2i=0, (794)
wobei die zufliefenden und die abflieBenden Strome mit ent-
gegengesetztem Vorzeichen zu nehmen sind;
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b) nach (76) ist fiir jeden Umlauf
Diw=E, (79b)

wobei die in verschiedenem Umlaufsinn gerechneten ¢ und F
mit entgegengesetztem Vorzeichen zu neh- 2

men sind. L ;
Hiervon zwei Anwendungen: FEine ;

Leitung sei verzweigt nach Abb. 8; in t
den Zweigen I und 2 sollen sich keine Abb. 8.
elektromotorischen Krifte befinden. Dann ist
nach a) i, +4,=1

und } (80)
nach b) 4w, = t,w,.

Abb. 9 zeigt die Anordnung der Wheatstoneschen Briicke;
eine elektromotorische Kraft ist nur an a
der eingezeichneten Stelle vorhanden. -
Damit ¢,— @, =0 oder 7, =0 sei, muf
a) iy = i,, i3 =1,, und b) i, w,; = f3w,,
TaW, = G,Wy,

also wy__ Wy (81)

sein.

B. Messungen. Indem man die Po-
tentialdifferenz zwischen den Polen einer offenen Kette miBt,
bestimmt man nach (76c¢) deren elektromotorische Kraft. Die
Ausfithrung der Messung ist in § 4 A besprochen. Es kann so die
elektromotorische Kraft einer gut definierten Anordnung ein fiir
allemal in absolutem MaB bestimmt werden, und dann durch
bloBe Vergleichung diejenige eines beliebigen andern Elements.
Als Normale ist gegenwirtig in Anwendung das Weston-Ele-
ment (Hg, Hg,S0,, CdSO,, CdAmalgam, Hg). Seine elektro-
motorische Kraft E,, ist bei 20° C gegeben durch

Abb. 9.

B, V4me,~ 1—"%}38% gr'zem'z sec . (82)
Das gleiche bedeutet (s. Kap. III, § 5 C) die Aussage: es ist
B, = 1,0184 Volt. (82a)

Was man in solcher Weise bestimmt, das ist stets das E einer
Schichtenfolge, deren beide Endglieder identisch sind. Es sind
auch ausschlieBlich solche E, welche die Strémung bestimmen ;
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denn diese héngt nach (71) nur von den Werten der f ®;-dl iber
geschlossene Kurven ab. Das einzelne Summenglied, etwa die
sog. elektrische Differenz

2
[8.di=0
1

zwischen zwei sich berithrenden homogenen Leitern tritt ledig-
lich in dem umkehrbaren Anteil der hier erzeugten Leistung zu-
tage. Dieser ist: P = -4-41®. Die elektrischen Differenzen
zwischen Metallen sind in solcher Weise tatsichlich bestimmt
worden. Sie betragen der GréBenordnung nach einige Tausendstel
des oben angegebenen E,,. — Ganz andere Werte, von der Gréfen-
ordnung des E,, selbst, hat man durch eine besondere Art elektro-
metrischer Messungen gefunden, und als elektrische Differenzen
E,, zwischen den Metallen, etwa Kupfer und Zink, angesprochen.
Die Messungen sind, mit gleichem Ergebnis, in zwei Formen aus-
gefiihrt:

1. Sogenannter Voltascher Fundamentalversuch. Ein
Kondensator ist gebildet aus einer Kupfer- und einer Zink-
platte. Sie sind durch einen Kupferdraht verbunden und haben
eine Ladung + CE,,. Jede ist mit einem Teil eines Elektrometers
verbunden. Dann wird die Verbindung zwischen den Platten auf-
gehoben; die Platten werden in gréfere Entfernung voneinander
gebracht: die Kapazitit sinkt, die Potentialdifferenz steigt also,
und das Elektrometer zeigt einen mit dem urspriinglichen Wert
E,, proportionalen Ausschlag. Der Versuch wird wiederholt,
indem jetzt in die Verbindung der Kondensatorplatten etwa noch
ein Weston-Element eingeschaltet wird, so daf an Stelle von
E, jetzt E,-+ E, tritt. Beide Versuche zusammen geben

Em
E,’

2. Lord Kelvins Anordnung. Der Kondensator ist in das
Elektrometer selbst verlegt, in welchem zwei Teile — etwa die
beiden Quadrantenpaare eines Quadrantelektrometers — aus
Kupfer und aus Zink bestehen. Wenn die Nadel auf eine bestimmte
Potentialdifferenz gegen das erste Paar geladen wird, erfihrt sie
einen mit E,, proportionalen Ausschlag. Wieder wird der Ver-
such wiederholt, nachdem E,, durch E, -+ E, ersetzt ist.

Der Widerspruch zwischen dem Ergebnis dieser Versuche und
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der Folgerung aus den Peltierschen Wérmen verschwindet, sobald
man annimmt, daf in der Schichtenfolge: Luft, Zink, Kupfer,
Luft auch an den Grenzen Luft—Zink und Kupfer—Luft elek-
trische Differenzen vorhanden sind, und dafB sie die gesuchte
Differenz Zink—Kupfer weit ibertreffen. Denn nur das Feld
inder Luft und seine Verdnderungen bilden bei beiden Methoden
das Messungsobjekt. Die Annahme wird durch alle sonstigen
Erfahrungen bestatigt.

Ferner: An den Stellen ¢ und o eines stromdurchflossenen
Leiters moge sich die gleiche Substanz befinden (wiahrend zwischen
ihnen eine willkiirliche Schichtenfolge mit beliebigem E liegen
mag). Von ihnen aus fithre man Drihte aus homogenem Material
zum Elektrometer. Da in diesen Drihten kein Strom flieBt, so
miBt man als Potentialdifferenz der beiden Elektrometerteile
zugleich ¢, — @,

Bei der Messung der E und der ¢, — ¢, sind die Gesetze der
Stromung nicht zur Anwendung gekommen. Die genauesten
Messungen der iibrigen GroSen beruhen auf Beobachtungen an
stationéren Stromen. Hier aber versagt die definierende
Gleichung (65):

de
o’ . _— e——
J“SN a8 at’
o

sie liefert nur noch (70):
[Sx-d8=0.
el

Trotzdem fiihrt die Kontinuitédtsgleichung zum Ziel: Der Strom ¢
wird verzweigt in ¢; und 4,. Die Kontinuititsgleichung liefert:
1 =1y + 1.

In alle drei Zweige werden Voltameter eingefiihrt; sie mogen die

Mengen
uoM My
a’  wy oy
ausgeschiedener Aquivalente liefern. Der Versuch zeigt, daB
M_ My M,

o o oy
ist. Also sind die i den 2 proportional. Damit ist auch das
o

stationdre ¢ zu einer meBbaren GroBe geworden. Es kann also
Cohn, Das elektromagnetische Feld. 2. A. 5
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durch den Versuch erhértet werden, daBl in der Gleichung (76):
W= Pe— Pa + B
die Gréfle w eine Konstante fiir den Leiter ist.
Nachdem dies feststeht, konnen gemi8 (76b):
W=, — ¢,

einerseits Stromstérken ¢ verglichen werden, indem man denselben
homogenen Leiter in verschiedene Stromkreise einfiigt und seine
Enden jedesmal mit dem Elektrometer verbindet, — andrerseits
Widerstinde homogener Leiter, indem man diese in den gleichen
Stromkreis einfiigt. — Ist nach dieser Methode ein Widerstands-
satz einmal hergestellt, so kann man nun z. B. mit der Null-
methode der Wheatstoneschen Briicke Widerstdnde mittels eines
bloBen Elektroskops vergleichen.

Indem man zugleich die Joulesche Wéarme J in mechanischem
MaB und ¢, — @, in absolutem elektrischem Mal mifit, kénnte
man mittels

(77): J=142w und (76b): ‘w=¢,—@,

einen Widerstand absolut bestimmen. Durch bloBe Vergleichung
kénnte dann spéter jeder Widerstand in absolutem MaB bestimmt
werden. LieBe man ferner den Strom, fiir welchen J und ¢, — ¢,
gemessen wurden, zugleich durch ein Voltameter gehen, so erhielte
man ein fiir allemal die Konstante # des Faradayschen Gesetzes
in absolutem elektrischem MaB, und von da an jedes ¢ absolut
mit Hilfe des Voltameters. Tatséchlich sind diese beiden Grund-
lagen fiir absolute Messungen auf einem andern Weg gewonnen
worden.

Es hat sich ergeben: der Widerstand einer Quecksilbersaule
von 100 em Linge und 1 gmm Querschnitt bei 0° C, die Siemens-

Einheit, ist: 1
Wy = IO-G—:} Ohm. (83)
Das bedeutet (s. Kap. I1I, § 5 C): es ist
10° 1  sec
ws'47t80="1"0_6§'———-9.1020 aﬁ (833)

oder: das Leitvermdgen des Quecksilbers bei 0° C ist
g = 4me,-1,063-10-5.9-1020sec1. (83b)
Ferner: 1 Grammiquivalent eines Ions wird ausgeschieden

durch 96500 = Coulomb.

1
0,00001036



Kapitel I. §6. B. 67

Das bedeutet: die Konstante s des Faradayschen Gesetzes ist
gegeben durch:

w-ne Ydme, = O’—go—;}% gr'zem =" sec’, (84)
wobei fir Sauerstoff « = 8 gesetzt ist (oder fiir Wasserstoff
o = 1,008). Die Faktoren weisen auf die Einzelmessungen hin;
s. Kap. ITI, Gleichungen (46), (44), (47).

Das dullere Feld. Wir haben gesehen, da8 allgemein die
Stromdichte § durch die Kérperkonstanten o, & bestimmt ist.
Aug ihr folgt sofort das elektrische Feld im Leiter nach dem
Ohmschen Gesetz (66):

el S
E=+3.

Die Tangentialkomponenten €; von € sind durchweg stetig.
Also sind auch fiir den AuBenraum (den Isolator) die &, an der
ganzen Oberfliche bestimmt. Diese Werte zusammen mit den
Korperkonstanten ¢ und der Elektrizititsverteilung im AuBen-
raum bestimmen das duBere Feld, — wie sich in bekannter Weise
ergibt.

Wir haben bisher angenommen, daf alle Leiter ruhen, und daB
der elektrische Zustand stationir ist. Jetzt mége er sich verindern
durch Bewegung der Leiter; es mégen aber die Verschiebungen
so klein sein und so langsam erfolgen, da8 der Zustand einem
stationdren stets unendlich nahe bleibt. Dann gilt noch in jedem
Augenblick

f@,-dl=0 oder E=—Vg;
©

nur dndert sich die Funktion ¢ langsam um sehr kleine Betrige,
und das gleiche gilt von der Elektrizitatsverteilung. Es ist daher
die thermisch-chemische Leistung

T:f@ﬁ}'df=f¢'div«°s-df=—f¢p%—fdr=—2¢p%%,

oder die wiahrend dt entstandene Wirme und chemische Energie:

VYV.dt=—13e¢-de.
Die Vermehrung der elektrischen Energie W, =% 2 pe ist:

dWez—;-thde—l—%Ze-d(p.
5*
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Das Energieprinzip verlangt, wenn wir mit 4, die bei den Ver-
schiebungen geleistete Arbeit bezeichnen:

A,+V.-dt=—dW,.
fod . 1 1
Also ist: Ae=~2—2¢'de—§2€'d¢-

Dasg ist der gleiche Ausdruck, den wir in (33a) fanden.

Dadurch rechtfertigt sich zunéchst der Ansatz, den wir am An-
fang des §4 bei der Berechnung der Arbeit gemacht haben. Dort
lag die besondere Annahme zugrunde, dafl das Feld bei ruhenden
Korpern statisch sei. Das einfachste Beispiel ist ein durch eine
Kette dauernd auf die Potentialdifferenz ¢, geladener Konden-
sator, dessen Platten gendhert werden :die Kapazitét wichstum dC,
und damit die elektrische Energie um § ¢ 2- dC; Arbeit wird
abgegeben im gleichen Betrage, vgl.a.a.O.; die Summe ¢, - de
= ¢%- dC wird von der Kette geliefert.

Bei der Ableitung der Elementarkrifte des elektrostatischen
Feldes in § 4 B haben wir eine weitergehende Vorschrift gemacht:
es soll 4, = — 6 W, so berechnet werden, als wenn nicht nur jedes
Leiterstiick von konstantem ¢-Wert als Ganzes, sondern jedes
Leiterelement (und somit allgemein jedes Korperelement) bei
der Verschiebung seine Elektrizitdtsmenge mit sich fiihrte. Tat-
sdchlich wiirde dies nach eingetretener unendlich kleiner Ver-
schiebung keine neue Gleichgewichtsverteilung ergeben. Aber das
Gleichgewicht wiirde sich herstellen durch eine Stromung, bei der
unendlich kleine Elektrizitditsmengen einen unendlich kleinen
Potentialfall durchlaufen. Diesem Vorgang entspricht eine
Energieabgabe, die noch gegeniiber der in Rechnung gezogenen
unendlich klein ist.

Unsere Betrachtung zeigt aber weiter, dal wir auch bei durch-
stromten Leiterndie Arbeit derelektrischen Krafte aus (33 a)richtig
erhalten. Es sei nun ein Elektrometer mit einer leitenden Fliissig-
keit gefiillt, deren Leitvermdgen aber verschwindend klein sei
gegeniiber dem der metallischen Elektrometerteile. Dann ist
das Potential jedes Elektrometerteils eine Konstante; es gelten
die Beziehungen (16) und (30) zwischen Elektrizitdtsmengen und
Potentialen, und es folgt wie a.a. O. aus (33a) rein rechnerisch
die Gleichung (33c¢):

1
Ae:EZ(‘Pi— @) 0 s
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die wir in §4 A fiir die elektrometrischen Kraftmessungen benutzt
haben. D.h. man miBft am Elektrometer Potentialdifferenzen
und Dielektrizitdtskonstanten der das Elektrometer fiillenden
Fliissigkeit in der gleichen Weise, ob diese Fliissigkeit nun ein
Isolator oder ein Leiter ist. So sind tatséchlich zuerst Dielektrizi-
titskonstanten leitender Fliissigkeiten bestimmt worden?). Voraus-
gesetzt ist lediglich, daf} die in Kap. IT zu besprechenden magne-
tischen, Kréfte gegeniiber den elektrischen nicht ins Gewicht
fallen.

C. Zerfallendes Feld. Ineinem ruhenden stationdren Strom-
kreis ist, wie wir sahen, die gesamte Leistung Null. In den Ele-
menten wird Energie zugefiihrt; in den iibrigen Teilen der Strom-
bahn wird sie verausgabt. Der elektrische Strom erscheint also als
ein Mittel, Energie von Ort zu Ort zu schaffen. Uber die Einzel-
heiten dieser Energieiibertragung werden wir in Kapitel IV Auf-
schluB erhalten. Hier soll noch ein Fall nicht-stationdrer
Strémung behandelt werden, bei dem die Energieumsetzungen
einfacher verlaufen. Zwischen den Belegungen eines Konden-
sators sei durch eine Kette die Potentialdifferenz ¢, hergestellt;
dann werde die Verbindung zwischen Kette und Kondensator
unterbrochen. Ist das Zwischenmedium des Kondensators ein
vollkommener Isolator, so bleibt die Spannung ¢,, die Ladung e,
und die Energie

W, =J‘—;~e@z-d‘r=%etpl

unverindert bestehen. Es sei nun aber das Medium ein homo-
gener Leiter. Dann entsteht, da & ==0, Strémung. Ihr ent-
spricht eine Leistung, die, weil Energiezufuhr von auflen nicht
moglich ist, nur auf Kosten der Energie des Feldes geschehen
kann. Also ist

ow,

V=—"3
Daraus folgt:

Wo ?I’:af@z-d-r:—iiWe.

_ 2ot
We: Weoe £
wo € die Basis der natiirlichen Logarithmen bezeichnet. Die
Energie muB also im ganzen exponentiell zu Null abfallen. Es

1) E. Cohn und L. Arons; Wiedemanns Ann. Bd. 33. 1888.
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zeigt sich aber ferner, daf dabei das Feld sich dhnlich bleibt,
d. h. dauernd die Gestalt eines stationdren Feldes behilt. Es
ist also dauernd
ool le
e 9 ‘P1 - 9 C°
und somit &ndern sich die Elektrizititsmenge e, die Spannung ¢
ot
und das Feld an jeder Stelle proportional mit e *¢°
Der Quotient

&
t=r, (85)

der als Relaxationszeit der Substanz bezeichnet wird, kann
gemessen werden, indem man etwa an einem Elektrometer den
zeitlichen Abfall von ¢, verfolgt. Das ist méglich gewesen fiir
Leiter, deren 7'-Werte bis zu etwa 107% sec herabgehen. Da man

das Leitvermégen ¢, oder genauer gesprochen [s. oben (83b)]~q'

stets bestimmen kann, so erhilt man also fiir Leiter dieser Art -

Die Ergebnisse sind in Ubereinstimmung mit denen der fruher
erwihnten Kraftmessungen.

Das soeben dargelegte zeigt anschaulich das, was eine Grund-
vorstellung der Maxwellschen Theorie bildet: Im Leiter ist eben-
sowohl wie im Isolator eine elektrische Erregung méglich, beide
sind Dielektrika; der Unterschied besteht darin, daB im Iso-
lator die einmal erzeugten Kraftlinien unbegrenzt fortbestehen
ohne andauernde Energiezufuhr, wihrend sie im Leiter ohne
duBeres Zutun zerfallen; dieser Zerfall ist elektrische Stromung.
Es dringt sich dann die Vorstellung auf, die stationare Stromung
komme dadurch zustande, daB die von sich aus zerfallenden
Kraftlinien dauernd durch neu entstehende ersetzt werden. Wir
werden auf diese Vorstellung in Kapitel IV zuriickkommen.

Zweites Kapitel.
Das stationdre magnetische Feld.
§ 1. Das Biot-Savartsche Gesetz.

Dem Coulombschen Gesetz fiir die Krifte zwischen den
Trigern ruhender Elektrizitit kann man ein zweites Elementar-
gesetz gegeniiberstellen, welches die Krifte zwischen den Trigern
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bewegter Elektrizitdt oder elektrischer Stréme angibt. Dieses
erhdlt eine iibersichtliche Form, wenn man wiederum einen
Hilfsvektor einfiihrt, der einerseits in jedem Feldpunkt durch
das erste Stromelement bestimmt wird, und andererseits die
Wirkung auf ein in diesem Feldpunkt befindliches zweites Strom-
element bestimmt. Der geschichtlichen Entwicklung entsprechend
heiBt das Feld ein magnetisches Feld und der Vektor die
magnetische Induktion. Wir werden ihn durch % bezeichnen.
Das Biot-Savartsche Gesetz sagt nun aus, daBl das Element dt’
eines stationédren linearen Stromes ¢’ im Abstand 7 eine elementare
Induktion d % erzeugt, welche dem Vektorprodukt aus 4"« dt” und
dem vom Ort p’ des Stromelements nach dem Feldpunkt p”
weisenden Einheitsvektor t direkt, und dem Quadrat des Ab-
stands r umgekehrt proportional ist. Wir schreiben:
i-dt T
ag=to [AT L] (1)

[

Hierin ist y, eine Kérperkonstante, von deren Bedeutung als-
bald die Rede sein wird. Unter ¢ ist eine allgemeine Konstante
verstanden, deren Einfithrung neben u, dazu dient, die Wahl
der beiden Einheiten fiir ¥ und fiir ¢ offen zu halten. Ist die
Induktion in p”” nach (1) bestimmt, so erhdlt man die Kraft df
auf ein in p” befindliches Stromelement i”dt”’ als das durch
¢ geteilte Vektorprodukt beider GroBen:

rill . d r’l
ai= """ ). 2)
Die Kraft heiflt elektrodynamische Kraft oder Kraft magne-
tischen Ursprungs. Sie treibt das stromfithrende Element quer
durch die Induktionslinien.

Wir vergleichen (1) und (2) mit dem Ausdruck des Coulomb-
schen Gesetzes Kap.I (1b, la). Auf elementare Elektrizitats-

mengen de’, de’” bezogen, lauten diese Gleichungen:

de’ -t
4mer?’

d€= df=de’ €.

Die beiden Gleichungsgruppen entsprechen sich vollkommen;
es sind, abgesehen von den konstanten Faktoren, lediglich
an Stelle der gewohnlichen Produkte, welche die Elektrizitéts-
mengen als Faktor enthalten, die Vektorprodukte mit den Strom-
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elementen als Faktor getreten. Durch einen Skalar (de’ bzw.de’)
und einen Vektor (v bzw. €) ist einzig eine Richtung geome-
trisch bestimmt, die Richtung des Vektors; durch einen Vektor
(¢ - dt’ bzw. i - dt”) und einen zweiten (r bzw. B) einzig eine
Ebene (und somit deren Normale). Auch gilt das Gesetz (1)
nur unter einer Bedingung, die ganz gleichartig derjenigen ist,
die die Giiltigkeit des Coulombschen Gesetzes eingrenzt; das den
Raum erfiillende Medium muB, wie dort in elektrischer, so hier
in magnetischer Beziehung homogen sein. Durch die
Wahl des Mediums ist der Wert der Konstanten y bestimmt,
welche magnetische Durchléssigkeit oder Permeabilitat
heifit. Wir nehmen in diesem Paragraphen an, dafl sich nur solche
Korper im Felde befinden, deren y-Wert von dem des Vakuums
(4o) micht merklich verschieden ist.

Ein wesentlicher Unterschied aber besteht zwischen den
beiden Elementargesetzen. Eine einzelne Elektrizitdtsmenge —
zusammen mit einer zweiten, die sich in sehr groBer Entfernung
befinden kann und dann nicht in Betracht kommt — ist etwas
physikalisch mégliches. Ein einzelnes Stromelement aber ist
nicht mdoglich bei stationdrem Strom; denn die Strombahnen
miissen notwendig geschlossen sein. Die Bedeutung des Ge-
setzes (1) kann also nur sein, daB es die richtigen Integral-
werte B fiir jede geschlossene Strombahn liefert; — und offenbar
gibt es dann andere Elementargesetze, die dasselbe leisten. Dem
entspricht geschichtlich, da das Coulombsche Gesetz unmittel-
bares Versuchsergebnis war, wihrend das Biot-Savartsche Gesetz
erst durch Nebenannahmen gefolgert werden konnte.

Von der mathematischen Abstraktion des linearen Stromes ¢
gehen wir iiber zu dem, was physikalisch stets vorliegt: der
rdumlichen Stromung §. Es ist

und somit

d% = [ 47 ”] (); df=

¢ 72

| orr d‘[”

SBi (2)

Aus (1’) erhalten wir fiir die gesamte Induktlon, da Vr=rx:

oo =l (7).

oder nach (g), da § von der Lage des Feldpunkts unabhéngig
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und folglich rot&’ = 0 ist:
:frot (i;i)-d’l:’= rotf%’—-d‘t’;
B =rot A, (3)
o
ar:ﬂ‘jg-df. (@)

47mc

oder

Der Vektor U ist aus der rdumlichen Verteilung des Vektors &', der
Stromdichte, abgeleitet, wie das skalare Newtonsche Potential
aus der Verteilung der skalaren Dichte. Er heiit daher das
Vektorpotential (der Stromung). Als Rotation oder Wirbel
dieses Vektorpotentials also 1a8t sich die Induktion B darstellen,
und aus dieser Form folgt nach (4,) sofort:

div®8=0. (5)
Aus den Kraften df 148t sich die Arbeit 4,, berechnen, die

sie bei einer Verschiebung der durchstrémten Leiter leisten. Die
Verschiebungen u seien unendlich klein; dann ist

A, =[u-df.
Wir fithren die Integration zunéchst fiir einen vollstindigen
linearen Strom aus. Dieser Begriff versagt, sobald es sich um
Feldpunkte in unendlicher N#he der Strombahn handelt; wir
diirfen also unter ¥ nur die Induktion verstehen, die von frem-

den Strémen herriihrt, und erhalten dann aus (1) und (2) die
Arbeit der wechselseitigen Krifte zwi-

schen diesen und unserm Strom, der
jetzt ¢ heillen moége. Es wird nach («): l
Ap=[u[" 9] =% flwas. P ™
m ¢ T ) %
Nun ist (s. Abb.10) [u-dr] dem Be- \

trage nach die von dem Stromkurven-
element dr bei seiner Verschiebung
iiberstrichene Flache F, und [u-dt] B
ist das Produkt aus dieser Fliche und der zu ihr normalen
Komponente B, von B, wenn wir fiir » die Achse der Rechts-
schrauben-Drehung von u nach dr wihlen. Konstruiert man nun
eine Fliche, auf der sowohl die urspriingliche Stromkurve s, wie
die neue s liegt, nennt den von s, (s) begrenzten Teil der Fliche:
S, (8), und ihre beziiglich s positive Normale: N, so ist N mit »

S
Abb. 10.

<

4
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gleich (entgegengesetzt) gerichtet an der Stelle a (b) der Abb. 10.
Es liefern also zu 4,, Beitrige By F (—ByF) diejenigen F,
die eine VergroBerung (Verkleinerung) von 8 darstellen. Folg-
lich ist [
(3
A=t [By-ds— [ By,
s So

Der Ableitung nach ist S eine Fliche, die durch Hinzufiigung
der 4 F aus 8§, hervorgeht. Nun ist aber nach (5):

[By-ds = 0;
O

folglich hat I%N-dS den gleichen Wert fiir alle Flichen, die
die gleiche Randkurve besitzen. Wenn also S eine beliebige
von s umrandete Fliche bezeichnet, so kann der Wert in { . }
ohne Einschréinkung als die Vermehrung @ bezeichnet werden,
welche das Integral

Q=/By-ds (6)
durch Verschiebung und Gestaltsinderung der Stromkurve er-
fahrt. Somit: ;

A, =

Loq. (7)
@ bedeutet die Anzahl von Induktionslinien, welche in positiver
Richtung durch die Stromkurve hindurchtritt; es wird als der
InduktionsfluB durch die Kurve bezeichnet.

Aus (7) folgt, daB der Stromtrager sich unter der Wirkung
des fremden Feldes im stabilen Gleichgewicht befindet, sobald @
gegeniiber allen virtuellen Verschiebungen und Gestaltsinde-
rungen ein Maximum ist. Der Stromkreis ,,sucht moéglichst viele
Induktionslinien zu umspannen. Wird in einer solchen Lage
die Stromrichtung umgekehrt, so wechselt auch N seine Rich-
tung; der Stromtriger ist jetzt in labilem Gleichgewicht.

Aus (3) folgt nach dem Stokesschen Satz (4) als eine zweite
Form von @:

Q=/U-dr, )

©
wo U den in (4) definierten Vektor bedeutet und das Integral
{iber die Stromkurve zu erstrecken ist. — Riihrt insbesondere

die Induktion von einem linearen Strom ¢, her, so wird

_ Mo, fdn
91_4:'50@1 r
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Die Arbeit, welche bei der Verschiebung eines Stromtrigers im
Felde eines zweiten Stromes geleistet wird, 148t sich daher in
jeder der folgenden Formen schreiben:

Am:%'anz z2 0@y = (ll (sle"'"l2 5Q21>—7'17'z 0Ly,, (9)
wo

mzf%m-dslzfﬂg-drl; Qm:f%m-(lszz{[ﬁ)ll-drz, (6a)

Ly = 47!02 f.[dtl - ’ (10)

@), bedeutet den InduktionsfluBl, den der Strom ¢, durch die
Leiterkurve von ¢; sendet, ¢),,; das entsprechende. Es ist

G _ n (11)
2 1
L, wird als wechselseitiger Induktionskoeffizient oder
Gegeninduktivitdt der beiden Stromkreise bezeichnet. Die
@ und L sind geniigend scharf definiert, wenn die Abstinde der
beiden Leiter durchweg sehr grofl sind gegen die Abmessungen
ihrer Querschnitte.
Die Erweiterung auf eine beliebige Zahl linearer Strome liegt
auf der Hand. Geht man zu den unendlich diinnen Stromfiden
einer beliebigen stationdren Strémung & iiber, so ergibt sich

(o4 l (23
A4,=06U, wo U——-—ﬂf\g .dv ‘}dr’:é—f‘fﬁ-dr. (12)

Bei der Ausfithrung von dU sind die Stromfiden als an den
materiellen Faden haftend zu denken. Bei der Berechnung von

,‘\”yd-rjsgr’

braucht jetzt im Integral der Stromfaden, der dt enthélt, nicht
mehr ausgeschlossen zu werden, denn dieser trigt, wie aus der
Potentialtheorie bekannt ist, zum Wert des Integrals nichts end-
liches bei (vgl. in Kap. I die Anmerkung S. 8).

Es besteht also eine durch die Verteilung der Strémung be-
stimmte Funktion U, deren Vermehrung bei beliebiger, un-
endlich kleiner oder auch endlicher Verlagerung der Materie
(und an dieser fest haftender Strémung) die Arbeit der elektro-
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dynamischen oder magnetischen Kréfte angibt. Wir wollen sie
dem entsprechend als magnetische Kréaftefunktion be-
zeichnen.

Zerlegt man den Raum in eine willkiirliche Anzahl (n) von
Ringen, deren Bagrenzungen von Stromlinien gebildet werden
und bezeichnet den Gesamtstrom in einem Ring mit ¢, 4,...,
so nimmt U die Form an

1 . .. 1 .
U:§L11@%+L127'122+' v +_2‘Lmﬂz- (13)

Ist die Anordnung derartig, dafl eine Zerfillung in ,lineare*
Stromringe entsteht, so fallt L,, mit der gleichbezeichneten
GroBe der Gleichung (10) zusammen. Die hier neu auftretenden
Ly, heiBen Selbstinduktionskoeffizienten oder Selbst-
induktivitdten. In der Form (10), mit zusammenfallenden
Integrationslinien, lassen sie sich nicht berechnen; das wiirde
oo ergeben, als mathematisches Kennzeichen dafiir, daf der
B griff ,linearer Strom‘ hier nicht verwendbar ist. Allgemein
konnen, bei beliebigen geometrischen Verhiltnissen, die Koef-
fizienten der Gleichung (13) als Induktionskoeffizienten be-
zeichnet werden. Ihre physikalische Bedeutung beruht auf eben
dieser Gleichung; aber es ist zu beachten, dafl sie bestimmte
Werte erst annehmen, wenn die Verteilung der Strémung in
den Ringen gegeben ist (s. Kap. ITI, §6).

§ 2. Die Differentialgleichungen des stationiiren
magnetischen Feldes.

Im vorigen Paragraphen sind das magnetische Feld und dann
weiter mechanische Kréfte und Arbeit ausgedriickt durch die
Stromung. Wie in Kapitel I, §2 kehren wir die Aufgabe um:
das Feld werde als gegeben betrachtet. Wir fragen zunichst
nach der Stromung. Aus (3) folgt

rot®B = rot rot A, oder nach (o)
— PV divi — A9,
wenn wir mit 4 ¥ einen Vektor bezeichnen, dessen Komponenten

sind :
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Nun ist nach (x), da I’ von der Lage des Feldpunkts un-
abhingig und somit divd” =0 ist
4me . (o 1 ,.
?o—dlv%[—f,\s -V <T>’df 5
oder, wenn wir durch ¥’ und div’ andeuten, dafl nicht die
Koordinaten des Feldpunkts p, sondern die des Punkts p’ in
dv’ als verdnderlich gelten sollen,

—fy L
oder nach (%) und (%):
d. ’ o , %4
=j——5’~8—-dt —J%—N-ds’.

In dem letzten Ausdruck aber ist Jj = 0, da J’ nur innerhalb
7/ von Null verschizdsn ist, und ferner div’'{ = 0 gemall der
notwendigen Eigenschaft der stationéiren Stromung. Es wird also
div ¥ = 0. Andrerseits ist als Folge von (4):

—Aw="3 " [8 Kap.1, (22aD)]
Also folgt als Umkehrung von (3), (4):

(&3
rot SBZMOT‘S.

Die Gleichung ist abgeleitet mit Hilfe der Beziehung:
divy = 0; sie kann aber auch nur bestehen, wenn diese Be-
ziehung gilt [s. (4,)].

Wir fithren einen neuen Vektor, die magnetische Feld-
stirke » ein durch die Gleichung

B = 169 (14)
Fiir ihn gilt dann: o
rot 9 =“—c’, (15)

oder nach (1) gleichbedeutend, wenn ! die Randkurve von L ist:
— (3~
Jovai=[3raL. (16)
©

D. h.: das Umlaufsintegral der magnetischen Feldstirke ist gleich
der durch ¢ geteilten Gesamtstromung, die durch die Umlaufs-
kurve I (oder durch eine beliebige von ibr umrandete Fliche L)
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in positiver Richtung hindurchtritt, — gleich der Durchflutung
von I oder L nach der Bezeichnung der Technik.

Die Stromlinien mégen ein ringartiges Gebilde erfiillen, der
Gesamtstrom durch jeden Ringquerschnitt mége ¢ sein, und
der Weg ! den Ringkdrper nicht schneiden. Dann kann er ihn
nmal (in positivem Sinn beziiglich der Strémungsrichtung) um-
zingeln, wo # eine beliebige positive oder negative ganze Zahl

oder Null ist, und die rechte Seite von (16) wird n—; Betrachten

wir nun einen linearen Stromkreis. Der Ausdruck bedeutet,
dafl die Verteilung der Stromung iitber den Querschnitt nicht
definiert ist; es hat demnach fiir Wege I, die den Leiter schneiden,
die rechte Seite von (16) keinen angebbaren Wert. Wir miissen
uns also auf die soeben betrachteten Wege ! beschréinken, und
erhalten fiir diese

Jora=", (17)
©

wenn der Integrationsweg den linearen Strom mn-mal positiv
umkreist. Liege eine Umkreisung vor, dann sind der Weg 1
und die Stromkurve s verschlungen wie
zwei Kettenglieder, und die Abb. 11 zeigt:
wenn ! ein positiver Umlauf um s ist,
so0 ist auch s ein positiver Umlauf um 1.

7 Betrachten wir ausschliellich den
Raum 7, in dem keine Strémung vor-

S handen ist. In ihm ist durchweg
Abb. 11. rot = 0. @)

Nehmen wir nun in 7 eine geschlossene Kurve ! an, und legen
in sie eine Fliche L, die von I vollstindig umrandet wird. So-
bald fiir jedes Element von L die Gleichung (a) gilt, folgt nach
dem Stokesschen Satz:

Of@ldzzo. (b)

In unserm Fall aber gilt das nicht allgemein. Es 148t sich eben
nicht in jeder geschlossenen Kurve I, die ganz in 7 liegt, eine
Fliche L ausspannen, die auch ganz in 7 liegt: unser 7 ist
mehrfach zusammenhéngend. Am einfachsten liegen die Ver-
héltnisse bei einem ringartigen Stromungsgebiet. Fir eine mit
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dem Ring nicht verkettete Kurve I gilt (b), fir eine mit dem
Ring verkettete gilt (b) nicht. Denken wir aber in 7 einen
Querschnitt gefithrt — er hat die Form einer dem Ring an-
gehefteten Membran —, so entsteht ein neuer Raum 7/, der
auBler der Ringoberfliche noch die
beiden Seiten S, und S_ der Mem-
bran als Begrenzung hat (s. Abb. 12).
Dieser Raum besitzt keine ge-
schlossenen Kurven der zweiten Art
mehr, er ist einfach zusammen-
héngend. Der urspriingliche
Raum 7, aus dem er durch einen
Querschnitt entstand, heifit danach
zweifach zusammenhéngend.
Seien in 7 zwei verschiedene positive Umlédufe um den Ring vor-
gelegt, I, und l,, Wir verbinden sie durch zwei sich deckende
Linien s, und s_ zu beiden Seiten des Querschnitts und er-
halten so einen vollstindigen Umlauf in 77:

ll S— l2 S+,

S|
5T

Abb. 12.

fur den (b) gilt. Die Beitrdge von s_ und s, heben sich auf,
und es bleibt:

Integral {iber Z = Integral iiber _l:

[Auch die Erginzung von 7, der Ring selbst, ist zweifach zu
sammenhingend, und fir ihn folgt das gleiche.]

Ohne Einfithrung des Querschnitts (oder der Sperrfldche) 8
und des Raums 7’ spricht sich das Vorstehende so aus. Ist in
7 durchweg: rot = 0, und bildet I die vollstindige Be-
grenzung einer in 7 ausgespannten Fliche L, so ist stets

[ $r-ai=o;
besteht dabei I aus mehreren getrennten geschlossenen Kurven,
so sind diese in solcher Richtung zu durchlaufen, dal L stets zur
gleichen (etwa rechten) Seite der wachsenden [ liegt. (In un-
serem Fall setzt sich ! zusammen aus dem in positiver Richtung
durchlaufenen I, und dem in negativer Richtung durchlaufenen
l,; zwischen beiden laBt sich eine Fliche L ausspannen, in der
(a) gilt.) — In dieser Form entspricht der Satz genau dem fol-
genden: Ist in 7 durchweg div® = 0, und bildet § die voll-
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stdndige Begrenzung eines in 7 liegenden Raumes 7,, so ist stets
[ By-ds=0;

besteht dabei S aus mehreren getrennten geschlossenen Flichen,
so0 sind die Normalen N so zu wihlen, daf sie 7, stets zur gleichen
Seite haben (etwa durchweg die d4ufBeren Normalen bilden).
Man denke etwa an eine Hohlkugel.

Also rein geometrisch ergibt sich: Wenn in einem zweifach
zusammenhédngenden ringartigen Raum

rot § =0
J9di=np, (c)
R

ist, so ist

wo p eine Konstante, der Periodizitdtsmodul, ist und = eine
ganze Zahl, die die Anzahl der positiven Umlédufe um den Ring

angibt. Der Periodizitdtsmodul unsres Vektors ist %

Man kann diesen Sitzen eine andere Fassung geben: In ¢’
gilt aligemein (b); also folgt

H=—Vy, (18a)
wo o’ eine einwertige Skalarfunktion; aber fiir zwei unendlich

benachbarte Punkte auf entgegengesetzten Seiten des Quer-
schnitts wird

ph—yl =[9dl=1. (18b)
+©O

y’ ist also an dem Querschnitt unstetig. Aus ¢’ konnen wir die

durchweg stetige, dafiir aber unendlich vieldeutige Funktion
, )
y=¢ +n-

bilden, mit der Eigenschaft, daBl durchweg in 7 gilt:

o=—"Fy.

Der Raum, der K lineare Stréme 7, umgibt, wird durch
K Querschnitte oder Sperrflichen §, einfach zusammenhéngend,
die je eine Stromkurve zur Randkurve haben. Es ist an §,:

Yi—ypl =, (18c)
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und die durchweg stetige Funktion y driickt sich aus als
K

p=v + Dnm 2, (18d)
1

wo die n, beliebige ganze Zahlen bedeuten. Wenn o’ im Un-
endlichen = 0 gesetzt wird, so ist der Wert von ¢’ im Punkt p
bestimmt als

¥ ()= [ 9,41,
V4

sobald fiir die Lage der Sperrflichen eine bestimmte Wahl
getroffen ist. Aber ¢’(p) geht in einen andern Zweig der Funk-
tion (p) iiber, sobald eine Sperrfliche derart verzerrt wird,
daB sie dabei den Punkt p tiberstreicht.

Zu der Differentialgleichung (15) [oder gleichwertig (16)],
die sich auf die Rotation [oder das Umlaufsintegral] von $
bezieht, gesellt sich die weitere (5):

div 8 =0 [oder gleichbedeutend: f By-dS=0],
o)
die die Divergenz [oder das Oberflichenintegral] von B be-
trifft. Beide Vektoren sind verkniipft durch die Gleichung (14):
B = D.
Auch die Funktion U der Gleichung (12), deren Zunahme

uns die Arbeit bei Verlagerungen der Leiter liefert, kénnen wir
jetzt durch die Feldvektoren ausdriicken. Es wird nach (15):

U =[5rot§ A-de.

Der Integrand hat endliche Werte nur, soweit die Stromung reicht.
Wir diirfen und wollen aber das Integrationsgebiet ausdehnen
bis in unendliche Entfernung. Dann verschwindet an der Grenze

[HA] wie ria, und wir erhalten durch partielle Integration [s. (0)]:

U=J‘—;—rot‘2[-:§)-d1

oder nach (3): U =f—;~ BH-dr. (19)
Die Gleichungen (5), (14), (15), (19)
div$=0,  B=pm9, rotH=>, U=[1B9ds

Cohn, Das elektromagnetische Feld. 2. A. 6
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sind vollkommen gleichwertig den urspriinglichen Gleichungen (3),
(4), (12)
B=rot %, A= (Var,  U=[]gudr.

Die beiden Gleichungssysteme entsprechen genau den beiden Dar-
stellungen, die wir in Kap.I, §§1 und 2 fiir die Gesetze des
stationdren elektrischen Feldes fanden. Genau wie dort ist ihr
Geltungsbereich beschrinkt auf den Fall magnetisch homogener
Raumerfiilllung. Und wie dort erweitert sich der Geltungsbereich
des ersten auf den Fall beliebiger Raumerfilllung, sobald wir
nur die Verkniipfung zwischen den beiden Feldvektoren durch
eine allgemeinere Beziehung ersetzen.

Diese ist freilich jetzt weniger einfach, als in dem Fall der
elektrischen Vektoren. Fiir die ganz iiberwiegende Mehrzahl aller
Kérper besteht zwar die Anderung von (14) nur darin, daB

B=up9 ist, wo ﬂi einen von Eins wenig abweichenden Wert
0

hat (u, gilt fiir das Vakuum). In der Uberzahl sind die Kérper,
fiir die ,':L <C 1 ist; sie heilen diamagnetisch. Die Korper,
0

fur welche ,—"u—>1 ist, heilen paramagnetisch. Alle dia-

0
magnetischen Korper sind magnetisch sehr wenig vom Vakuum
unterschieden. Den kleinsten Wert besitzt Wismut; fiir dieses ist
£ —1—0,0002.
Ho
Unter den paramagnetischen Kérpern aber befindet sich eine
ausgezeichnete Gruppe, der vor allem das Eisen in seinen ver-
schiedenen Abarten, sodann Nickel, Kobalt und einige Verbin-
dungen und Legierungen dieser und einiger verwandten Metalle
angehoéren. Sie heillen ferromagnetisch; wir werden sie auch
als Eisenkérper bezeichnen. Fir diese kann zunéchst der
Wert von ‘uﬁ einige Tausend betragen, wenn wir unter u jedes-
0

mal das Verhiltnis 5 verstehen. Aber dieses Verhaltnis ist

nicht konstant. Man erhalt eine unter Umstdnden ausreichende
Annéherung an die Tatsachen, wenn man g als Funktion von H
(oder von B) behandelt. Allgemein geniigt auch das nicht. Viel-
mehr lehrt die Erfahrung folgendes: Wenn, bei unveranderter
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Richtung, H von Null aus ansteigt, so wichst auch B, und zwar
zundchst beschleunigt, dann verzdgert, bis endlich, bei un-

begrenzt wachsendem H, g sich dem Wert u, unbegrenzt
nihert. LaBt man aber, von einem beliebigen Wert ausgehend,
H wieder abnehmen, so durchlauft B nicht

die frithere Wertfolge, sondern eine Reihe ho- 5

herer Werte, so daB8 es fiir H = 0 noch den

Wert M besitzt (s. Abb. 13). Dieser heilit Re- P
manenz. Um B = 0 zu erzielen, bedarf es 7

eines H von entgegengesetzter Richtung, der Abb. 13.

Koerzitivkraft K. Lafit man H eine Folge

von Werten wiederholt zyklisch durchlaufen, so stellt sich auch
fir B eine zyklische Wertfolge ein, wie es, fiir entgegengesetzt
gleiche Endwerte von H, die Abb. 14 an-

deutet. Stets bleibt (bei gleichem H) der &
spatere B-Wert gegen den fritheren im Sinn
der zwischenliegenden Werte zuriickl). Das
beschriebene Verhalten heilt Hysteresis, die H
Abb. 14 Hysteresisschleife. Die Induktion
in einem Eisenkérper ist also nicht durch den
gegenwirtigen Wert der Feldstdrke bestimmt;
sie hingt von seiner magnetischen Vorgeschichte
ab. Dies ist nur eine Erscheinungsform Abb. 14.
einer ganz allgemeinen Eigenschaft der Eisen-

korper: ihr Zustand 148t sich durch diejenigen Verdnderlichen,
die den Zustand anderer Korper eindeutig bestimmen, nicht
beschreiben?). Eine allgemeingiiltige Einordnung der magne-
tischen Hysteresis in die elektromagnetische Theorie ist nicht
moglich. Einer fir die meisten praktischen Bediirfnisse aus-
reichenden Darstellung aber kommen zwei Tatsachen zustatten.
Erstens: fiir gewisse Arten weichen Eisens ist die Hysteresis
sehr gering; die beiden Aste der Hysteresisschleife fallen nahezu
zusammen. Aus diesem Grunde bildet solches Eisen das bevor-

1) Zahlenwerte z. B. bei Strecker: Hilfsbuch fiir die Elektrotechnik.
10. Aufl., Starkstromausgabe, Nr. 39.

2) Die Erscheinung der Hysteresis im allgemeineren Wortsinn wurde
zuerst beobachtet an der Beziehung der thermoelektrischen Kraft zur Deh-
nung (E. Cohn, Wiedemanns Ann. Bd. 6. 1879).

6*
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zugte Material der Wechselstromtechnik (s. Kap. I1I). Man darf
dann mit ausreichender Néherung

B=uH (20a)

setzen, wo u eine Funktion von H (oder von B) ist. Zweitens:
wenn bharter Stahl, der einmal in einem starken Feld die Rema-
nenz M erhalten hat, spiter in Felder § von méiBiger Grofie ge-
bracht wird, so wird dadurch zu dem Remanenzwert It der Induk-
tion ein mit § proportionaler Beitrag hinzugefiigt. Man nennt
in diesem Fall den Vektor @ permanente Magnetisierung.

% heilt auch eingeprigte magnetische Feldstarke. Harter

Stahl bildet das bevorzugte Material fiir die physikalische Mef-
technik. Man darf fiir ihn ansetzen:

B=uH+ M, pu=const, M = const. (20b)

Beiden Sonderfillen, die zwar nur Grenzfille darstellen, aber
bei fast allen wissenschaftlichen und technischen Anordnungen
erstrebt und sehr nahe erreicht werden!), wird man gerecht, wenn
man als allgemeingiiltig annimmt:

B=u+M; M=const; pu=7f(H)pos, (-s-(é'l%!—)pos;

fir M 4= 0: © = const.

(20)

Dieser Ansatz umfaft zugleich die nicht-ferromagnetischen
Korper.

In iibersichtlicher bildlicher Darstellung : Wir nehmen den Zu-
sammenhang zwischen B und H fiir permanent magnetisierte

i‘/ Bl E\/
H K H
15a 15b 15¢
Abb. 15a—c.

Korper gemaB Abb. 15a, fiir nicht permanent magnetische Eisen-
koérper geméB Abb. 15b, fiir alle iibrigen Korper gemd Abb.15¢ an.

1) Beziiglich der Gleichung (20a) siehe z. B. Strecker, a.a.0.: gegliihtes
Elektrolyteisen, beziiglich (20b) siehe H. Laub: Arch. f. Elektrot. Bd. 16.
1926.
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Die Kurven Abb. 15b verlaufen zunichst angenidhert geradlinig,
um dann sich scharf zu kriimmen. Den ersten Bereich bezeichnen
die Techniker als den schwacher magnetischer Sattigung.

Die Gleichungen (20) zusammen mit (5) und (15) sollen von
jetzt an die Grundgleichungen fiir das Feld bilden. Zu ihnen
mufl der Ausdruck fiir die Kraftefunktion hinzukommen. Wir
wihlen dafiir die folgende Verallgemeinerung von (19), zu der
uns (s. Kap. ITT, §1) das Energieprinzip notigt, und die durch
die Erfahrung gerechtfertigt wird:

9
U=[dr [®-d9, (21)
0

mit dem Zusatz: bei der Berechnung der Arbeit aus der Ver-
mehrung von U ist anzunehmen, daf der Skalar x und die
Vektoren 9 und & an der Materie haften. Also:

A,,=0U; dpu=0 fiir konstantes H; df&)ﬁN-dS'=0;
af Jy-ds =0;

wo 8 eine in der Materie festliegende Fliche bezeichnet. Be-
ziiglich y bedeutet dieser Ansatz eine Vernachlassigung der kleinen
Anderungen, die y durch die Gestaltsinderung eines Korper-
elements erfahrt, und damit der geringen Krafte der sog. Magneto-
striktion (vgl. elektrische Krifte in Kap.I, §4B). Beziiglich IR ist
es, wie wir annehmen diirfen, der Ausdruck einer Tatsache.
Beziiglich § ist es eine Rechnungsregel: der tatséchliche Vor-
gang kann in zwei Teile zerlegt werden, Verschiebung der Materie
mit an ihr haftender Stromung und Verschiebung der Strémung
gegen die Materie; nur die Anderung von U bei dem ersten
Teilvorgang ist in Rechnung zu ziehen (vgl. die Regel fiir die
Elektrizitatsmengen bei der Berechnung von A4, in Kap. I, §4B).

Denkt man sich die Lage aller Korperteilchen (mit ihren u)
durch eine endliche Zahl allgemeiner Koordinaten &,, und das
magnetische Feld dann durch eine endliche Zahl von linearen
Stromen 4, und magnetischen Mengen m; (oder Momenten K,)?)
bestimmt, und ist @, die zu ¢, gehérende verallgemeinerte
Kraftkomponente, d. h.

Am =2 (@n : dﬁn),

} (22)

1) Siehe 8. 87.
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so wird U eine Funktion der Verinderlichen ,, ¢, m; (oder
H,), und Gleichung (22,) nebst Zusatzen driickt sich einfacher
aus durch: -
a
@n = ﬁ: ) (22 a)
wo das Zeichen der partiellen Differentiation bedeutet, dal nicht
nur alle ¢ auBer #,, sondern auch alle ¢ und m (oder K) un-

veriandert bleiben sollen.

§ 3. Allgemeine Eigenschaften des Feldes.

Als gegeben betrachten wir: die Magnetisierung I, die
Durchléssigkeit p als Funktion von H, und die Strémung .
Es muB zunichst gezeigt werden, dafl dann durch die Glei-
chungen (5), (15), (20) das Feld $ und somit auch ¥ eindeutig
bestimmt ist. Um § zu bestimmen, geniigen tatséchlich we-
niger als die soeben genannten Angaben. Man sieht sofort:
sobald nur § und die Divergenz von I iiberall Null sind,
gibt es kein Feld . Denn dann ist nach (15): rot § = 0, nach
(8), (20): divu = 0; also nach (u, 9): f‘u 92-drv =0, folg-
lich = 0. Aber B =M kann 3= 0 sein. — Weiter: es seien
& und divIR vorgeschrieben und es werde angenommen, daf
ihnen zwei Felder $’ und 9’ entsprechen. Es werde gesetzt:

fH)Y=w, [H")=p"
Dann ist nach (15):
rot (9’ — ) = 0,
div (4§ —p” §7) = 0,
folglich nach (u, 9):
J & =9 W —n'g"dr=0,
Aber nach (20) wichst u H bestindig mit H, also:
(H'—H")(WH' —p"H") 2 0,
und um so mehr:
(' —9") (WY —u'9") 20.
Also kann das Produkt nur = 0 sein; d. h. " = 9”.

An den Eindeutigkeitssatz fiir das elektrostatische Feld
(Kap.I, §2) schloB sich sogleich der Satz von der Uberlagerung der

nach (5), (20):
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Felder an. Der Zusammenhang zwischen beiden Sitzen war da-
durch gegeben, daBl die Beziehung zwischen den Feldvektoren
linear war. Die Gleichung (20) des stationfiren magnetischen
Feldes aber ist, sofern Eisenkorper vorhanden sind, also u = f (H)
ist, nicht linear. Die Felder also, die zwei gegebenen Verteilungen
von Stromen und magnetischen Mengen entsprechen, iiberlagern
sich im allgemeinen nicht.

Zwei Sonderfille treten hervor. 1. Es sei durchweg I = 0.
Das gilt streng, wenn keine Eisenk¢rper vorhanden sind, und
genihert, wenn nur sehr weiches Eisen vorhanden ist. In diesem
Fall ist das Feld durch & bestimmt, und wir sprechen von dem
magnetischen Feld elektrischer Strome. 2. HEs sei durchweg
§=0. Dann ist das Feld 9 durch divIR bestimmt. Die
Korper, in denen 9% vorhanden ist, heilen permanente
Magnete, und das Feld bezeichnen wir als das Feld dieser
Magnete. Felder dieser Art sind zuerst bekannt geworden und
quantitativ untersucht worden. Die Grofe

—div R = Oms (23)

auf die es fiir das Feld § allein ankommt, wurde als magne-
tische Dichte,

f@m'dr:m

als die magnetische Menge im Volumen 7 bezeichnet. Fiir
jeden vollstindigen Magneten ist, da jenseits seiner Oberfliche
S notwendig I = 0 ist,

m=— [ My-dS=0. (24)

Das gilt, wie klein auch der Magnet sein mag; es gilt fiir jeden
herstellbaren Splitter eines vorgelegten Magneten. Die GréBen
on diirfen also nicht willkiirlich gegeben werden. Das letzte
physikalische Element ist nicht eine einzelne magnetische Menge,
sondern die Zusammenfassung zweier entgegengesetzt gleicher
Mengen -+ m, getrennt durch eine von — nach - fithrende
Strecke I. Den Vektor |m|l = m,t, 4 m_t_ nennt man das
magnetische Moment dieses Elements, die Summe X|m|l,
erstreckt iber das Volumen eines Magneten, dessen magne-
tisches Moment. Die Magnetisierung I ist [vgl. den Vektor P
in Kap.I, §5 (54), (55)] nichts anderes, als das magnetische
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Moment der Volumeneinheit:
M= m|l=3mr. (23a)
=1 =1

Wir wollen jetzt den Vektor 8 zur Darstellung des Feldes
benutzen. Fithren wir in (15) den Wert von § aus (20) ein, so
werden die Grundgleichungen des Feldes:

R . 3_3 =
div8=0 (5); rot'u— c~+rotlu
mit dem Zusatz: u = const, wo M=F0; u=F (B), (oder
= const), wo I = 0. Diese Gleichungen bestimmen, wenn
und I gegeben sind, eindeutig B. Aus B folgt dann nach (20):
_%-m
="
Aus (25) ersieht man: Die Induktion 8 ist die gleiche fiir ein
Magnetsystem IR und fiir ein Stromsystem &', falls durchweg
o

S
c

(25)

m
= rot n (26)
ist.

Man nennt in diesem Fall die beiden Systeme dquivalent.
Was die Gleichung bedeutet, ergibt sich aus der Betrachtung eines
Elementarmagneten. Als solchen bezeichnen wir einen beliebig
kleinen Magneten von der Form eines geraden Zylinders, in dem
u konstant und 9% konstant und parallel zu den Erzeugenden

1+ des Zylinders ist. Im Innern des

== @ Zylinders ist sowohl div M wie
T rot% gleich Null. Die magnetische
L lich auf seiner Oberfliche. Es ist

< w ) (s.Abb. 16 und 17)

'/‘_?52—{\ Verteilung wie die dquivalente Stré-
v - “n
[ My-dS=+MZ
)

E

mung befinden sich also ausschlief3-

Abb. 16. Abb. 17.

fiir jede geschlossene Fliche, die ein Stiick 2 einer Grundfliche
umfalt, dagegen = 0 fiir jede Fliche, die ein Stiick der Zylinder-
fliche umfafit. D.h. die magnetische Verteilung befindet sich
mit der Flachendichte

Wy =+ M, bzw. w,=—M
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auf den beiden Grundflichen. — Andrerseits ist
[Regs =20
u u
©

tir jede Kurve, die im Sinn der Pfeile in Abb. 16 ein Stiick I
einer Erzeugenden umliuft; dagegen = 0 fir jede Kurve, die
eine Strecke in einer Grundfliche umlduft. D.h. der Strom
kreist auf der Mantelfliche, rechtslaufiz um I, und mit der
Stéarke

i, M

T W
fir jede Langeneinheit der Hohe.

Denkt man sich den Zylinder sehr flach und nennt seine
Grundfliche F, so kommt man zu folgender Fassung: ein Strom
4/, der die kleine Fliche F' umkreist, ist d4quivalent einem schei-
benférmigen Magneten, dessen Moment

T M=K

normal zu F, in der beziiglich ¢ positiven Richtung N, liegt
und den Betrag

&
o F

hat. Oder, wenn durch 7 ein Einheitsvektor in der Richtung
von N bezeichnet wird,

K=Lurw . 27

Daraus sogleich: Kin linearer Strom ¢’ in der Kurve s ist dqui-
valent einer quermagnetisierten Scheibe von der sehr kleinen
Dicke d und der Durchlassigkeit x4, deren Moment fiir die
Fliacheneinheit den Wert .

ui

©
hat und die von s umrandet wird, im ibrigen aber beliebige
Form haben kann. Man nennt die Schale eine magnetische
Doppelschicht, da man sie kennzeichnen kann durch die
Flachendichte

On= £ M=15° 28)

der magnetischen Verteilung, die sich auf ihren beiden Seiten
befindet. Thr Feld hidngt nur von der Stirke der Doppel-
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schicht om|d_ 4

ab; vgl. Kap.I §2 bei (5d).

Fiigt man andrerseits Elementarmagnete von gleichem M
der Léange nach in beliebiger Leitkurve aneinander, so erhélt man
einen fadenférmigen Magneten, der nur an seinen Enden magne-
tische Mengen von der Flachendichte - M besitzt; die dqui-
valente Stromung hingegen ist iiber die ganze Oberfliche des
Fadens verbreitet.

Die Lage aller Korper sei gegeben und in ihnen die Ver-

teilung der Stromung § und der Magnetisierung 9. Wir fragen
o 9

nach der Anderung ¢ U, welche die Funktion U = [dv [ B - d9
0

bei einer unendlich kleinen Verdnderung dieser Verteilung er-
fahrt. Bei festem & ist

0B = oM,
somit U=X147%7, (a)
wo X=[dz 869, Y=[dr-éM-9.

Nach (5) und (») kann B = rot A gesetzt werden; daher nach
(0’) und (15):

X = [dz- % rot (9) = [dz- A+ (rot ) = [dr-A- 5%.

Wir zerlegen 7 in die geschlossenen Stromfiden von der Leit-
linie s und dem Querschnitt dg, sodal dv=dq-ds, A-0J=U,-01
wird, und die Stromstirke di =I-dgq konstant lings s ist.

Dann wird '
e g 0= [0
q O
wo Q=[¥,-ds= [By-d8
O

den Induktionsflufl durch die Stromschleife s von di bedeutet.
Oder mit etwas geéinderter Bezeichnung, indem wir die Strom-
fiden in eine endliche Zahl linearer Strome 7, von geniigend
kleinem Querschnitt zusammenfassen:

x=ol (b)
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Entsprechend kann Y geschrieben werden, indem man durch

1{}, ngﬁ ‘dT

das Moment eines geniigend kleinen Elementarmagneten vom
Volumen 7, bezeichnet:

Y = Z@h - 0Ky- (¢’)

Will man, wie es iiblich ist, statt der Magnetisierung M die
magnetischen Mengen dm einfiihren,

dm = g, dt, Wwo g, =—dviR,

so mull man voraussetzen, daf die Stromung & und die Magneti-
sierung M nirgends zusammenfallen, und daBl Magnete und
Stromfidden auch nicht miteinander verkettet sind. Dann a8t
sich mittels einer endlichen Zahl von Sperrflichen ein einfach
zusammenhingender Raum 7’ so abgrenzen, dafl IN-Werte nur
in seinem Innern, nicht auf seiner Oberfliche, vorhanden sind,
und in ihm § sich darstellt als = —Vy’, o’ einwertig. Es
wird also dann nach (9):

Y =[dv-div (6M)- ' = — [dT- 80, ¥ = — S vh-0m,. (c)
Aus (a) mit (b), (c) (¢’), folgt:

oU & oU ’ ou 4
U _ (29); = Vh (30); it = O (30))

01 €
(Der Index k deutet auf eine bestimmte Kurve s,, der Index %
auf einen bestimmten Punkt p,, der Index ! auf eine bestimmte
Komponentenrichtung.) Gleichung (30) scheint unbestimmt zu
sein, da der Wert von )} von der Wahl der Sperrflichen abhingt.
Es gibt aber keine einzelne magnetische Menge m,; die Be-
deutung von (30) ist daher, daB zugleich mit dm;, in p, eine
Menge — 9m,,, die dem gleichen Magneten angehért, im Un-
endlichen entsteht, d. h. daB 9m, auf einem Wege, der die
Sperrflichen nicht schneidet, aus dem Unendlichen nach ¢,
gebracht wird. Dadurch wird (30) zu einer eindeutigen Bezie-
hung.

Aus den vorstehenden Gleichungen folgen sogleich die wechsel-
seitigen Beziehungen zwischen Induktionsflissen und Poten-
tialen (bzw. Feldstirken):
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1 ’
. ZYA."‘EL12:L21, (31)

Omy-0m,  Omg Jrn—IEPm:Pﬂ’ (32)
02U 0@ _  9ya__
9y Omn Gmy 0 a5, — Lkns (33)
02U Qv 09w ’
0t 0Fa: C dip (33)
In (33) ist sowohl 2Qx ap’
Bm;. alk

nur bis auf eine additive ganze Zahl bestimmt. Die Gleichheit
setzt voraus, dafl fiir beide GroBen dieselben Sperrflichen
zugrunde liegen. — In dem Sonderfall B =y, gehen die
Ly der Gleichung (31) in die konstanten Induktionskoeffizienten
der Gleichung (13) iiber; im allgemeinen Fall sind sie keine
Konstanten. Uber die Ly, gilt das bei Gleichung (13) Gesagte.

Weiter: Nach den Festsetzungen unter (20) ist das Produkt

O(u) 09 stets positiv (oder im Grenzfall Null). Also gilt das
gleiche fir

fdz-a(m)-a@:jdr-a%-a@—jdr-aém-a@
= [dz-0%-83 — [dz-6(@ivaw)- 59/
= 5@ 22+ Moy, om,
+ %’{m,,- (5% b, + %:’n—amk)}

)
oder nach (33), (31), (32):
= (Ly;+ 092+ 2Ly5- 09,8ty + -+ +)
4 (Pyy-0mE + 2P ,-dmy-dmy+ - ).
Damit aber diese Summe positiv sei fiir willkiirliche Werte der
6t und dém, miissen alle L,, und alle P,, positiv sein, und

ebenso alle symmetrischen Determinanten sowohl der L wie der
P. Insbesondere also mufl sein

L, 20;  LyL,—IL%>0. (34)
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Da die letzte Beziehung sich als wichtig erweisen wird, sei fiir
sie der elementare Beweis beigefiigt: Man setze alle dm = 0,
und ebenso alle §¢ auBer 87,; dann ergibt sich, daB L,; =0
sein mufB. Man setze alle dm = 0; &¢, willkiirlich,

L

11 »
F— 01
L12 6 1

alle iibrigen 6:¢ = 0; dann ergibt sich, dafl
2
88 (Lyy— 2Ly + P L) >0
12

67:2=——

sein muf}, oder
L, (—L% + Ly Ly,) =>0.
Endlich: Aus der Verbindung von (22a) und (29) folgt
00, _ 0 __ 10,
iy 00,01, ¢ 0B,

Dies ist in allgemeingiiltiger Form die Beziehung zwi-
schen mechanischen Kriaften und Induktionsfliissen. Sie ist
grundlegend fiir die Wirkungsweise aller Maschinen, die mittels
elektrischer Stréme Arbeit erzeugen: der Elektromotoren, —
oder mittels mechanischer Arbeit elektrische Stréme erzeugen:
der Generatoren; — zusammen nach der iiblichen Bezeich-
nungsweise: der Dynamomaschinen,

(35)

§ 4. Die mechanischen Krifte im stationiren
magnetischen Feld.

Die Arbeit, die bei einer Lagenénderung der Korper geleistet
wird, ist allgemein als A, =0dU nach Anweisung der Glei-
chungen (21), (22) zu berechnen. Wir beachten, daB in einem
festen Raumelement dz sich y auch bei festem § infolge der
Verschiebungen éndert, daf also bei festem § diesmal

a%zagn+aﬂﬂ=comt'@
ist, und erhalten: A, —X+Y+Z,
wo, wie in §3:
X=[dv-9-09=[dv-u-°3,  ¥=[dr-p-om

und ferner "
z=fdrofaMH=me-aH
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ist. Bezeichnen wir nun eine unendlich kleine Verschiebung
durch u, die Verdnderung im festen Raumpunkt durch 0, und
die Verinderung im festen substantiellen Punkt durch d, so
ergibt sich rein geometrisch [s. () und (v’)] fiir einen Skalar a:

da=0a+u-Va
fiir einen Vektor ¥:
lim d{ [ Uydi8y = (@ Ay

WO

=20+ div¥-u—rot [uA].
Also ist nach (22) und wegen divd = 0:
0=0u—+u-Vyu fir H=const; 0F = rot[uJ]
oM = rot [uM] — div WM - u.
So ergibt sich mittels ( 0’) und (x )-
x =[ar-%-rot[uB|=[ar-8[ud|=[aru[S 9],
Y — J dv(rot [uM]- —divit-u ) = [ dr(uM S —divik-up)
= [ar-u(—[3m]—divan-9),

z:-fdz-ufw-ﬂ-aﬂ,
0

und durch Addition:

3 :4
Ap=Jui-dz, wo i=[S 0]+ ono—[Vu-H-0H- (30

f ist die Kraft auf die Volumeinheit. Sie setzt sich aus drei
Teilen zusammen:
&
a) der uns bereits bekannten Kraft auf Stromtriger [% ,ui)} ,

in der lediglich an Stelle der allgemeinen Konstante y, der értliche
Wert p getreten ist?);

b) einer Kraft auf die Triger magnetischer Mengen o, 9
= Menge X Feldstérke;

1) Es sei darauf hingewiesen, daB dieser Kraftanteil nicht [’%58]
(mit dem Wert B = u 9 + M) ist.
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¢) einer Kraft, welche auch auf nicht durchstrémte und nicht
permanent magnetische Koérper wirkt, die sich in ihrem magne-
tischen Verhalten von ihrer Umgebung unterscheiden; falls u

nicht von H abhingt, ist dieser Anteil ——;~H 2 Vu.

Die Anteile b) und c¢) bilden das genaue Seitenstiick zu den
Kriften des stationiren elektrischen Feldes.

Die Krifte unter a) ergeben fiir einen linearen Strom ¢, der
die sehr kleine starre Fliche F mit der Normalen N umkreist, im
gleichférmigen Feld $ nach (7) die Arbeit

'%5Q=%F-yﬂ-6cos(©1\7) ,

d. h. ein Drehmoment i
[7 Fup @} :
wenn man unter 7 einen Einheitsvektor in der Richtung N ver-
steht. Die Krifte unter b) ergeben im gleichen Feld fiir ein
starres Teilchen vom magnetischen Moment X = |m |l ein
Kriftepaar -+ |m|$ vom Moment |m|[{9H]=[K$].

Die virtuelle Arbeit ist also in beiden Fillen die gleiche, falls

K= % uFun

ist, d. h. nach (27): falls elementarer Strom und elementarer Magnet
dquivalent sind. Also: die Trager eines Systems starrer elemen-
tarer Str6me und eines Systems starrer elementarer Magnete, welche
im AuBenraum das gleiche 8B-Feld erzeugen, erfahren auch im
gleichen duBeren Feld die gleichen Kréfte. Sie sind also in keiner
Weise unterscheidbar (s. dazu auch den Schlufl des Paragraphen).
Das hat dazu gefiihrt, einen permanenten Magneten anzusehen
nicht als einen Kdorper, in dem magnetische Mengen gemif83 (23)
verteilt sind, sondern als einen Korper, in dem Molekular-
stréme von der durch (26) gegebenen Verteilung dauernd be-
stehen (Ampére). Tatsichlich stehen die beiden Darstellungen
nicht im Widerspruch: Das Feld kann nur durch zwei Vek-
toren (B und § oder irgendwelche Verbindungen dieser zwei)
vollstindig beschrieben werden. Der Korper seinerseits ist
gekennzeichnet durch die u- und IR-Werte seiner einzelnen
Elemente. Es ist gleich zulissig, in erster Linie § mittels divik,

oder B mittels rot %2 darzustellen.
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(Entweder: divuH=—divilt=g,, rotH=0;

oder: rot% =rot

Den hypothetischen J" muB freilich die Eigenschaft beigelegt
werden, dauernd zu bestehen ohne Energieverbrauch; aber diese
Annahme kann nicht mehr als physikalisch unzuléssig bezeichnet
werden, seit wir wissen, dafl bei sehr tiefen Temperaturen der
Widerstand bestimmter Metalle unter jede angebbare Grenze
sinkt.

Nach dem frither (S. 89f.) Gesagten wird ein gleichférmig
laingsmagnetisierter Stab entweder durch zwei magnetische
Mengen an seinen Enden, oder durch eine Stromverteilung tiber
die ganze Seitenfliche, — eine gleichférmig quermagnetisierte
Scheibe entweder durch einen Strom um ihren Rand, oder durch
eine magnetische Verteilung iiber die ganze Fliche gekennzeichnet.
Im ersten Fall ist die magnetische Darstellung die einfachere,
im zweiten Fall die Darstellung durch Stréme. Das entsprechende
gilt sehr nahe fiir alle in der Richtung von It gestreckten bzw.
fiir alle flachen Formen. Aber aus spiter auszufiihrenden Griin-
den haben Magnete in der Regel gestreckte Form; man ist daher
praktisch stets dabei geblieben, die Wirkungen, die sie ausiiben
und erleiden, mittels ihrer magnetischen Verteilung darzu-
stellen. — Der hiufig anzutreffende Satz: ,es gibt keinen wahren
Magnetismus“ driickt keine Tatsache der Erfahrung aus. FEr
besagt nur, da man zur Darstellung des Feldes den Vektor B
wihlen will, und die Beziehung zwischen ihm und dem zweiten
Vektor (die nicht zu entbehren ist) dahingestellt sein 1a8t.

Zur Veranschaulichung des allgemeinsten magnetischen Feldes
haben zwei Arten von Linien gedient: solche, welche die In-
duktion B darstellen, Induktionslinien, — und solche, welche
die magnetische Erregung u$ darstellen, Kraftlinien.
Von den Induktionslinien gilt allgemein: sie verlaufen in ge-
schlossenen Bahnen. Von den Kraftlinien gilt: sie verlaufen teils
in geschlossenen Bahnen, teils besitzen sie Endpunkte; an diesen
Endpunkten befinden sich magnetische Mengen. Uberall auBer-
halb permanenter Magnete fallen Induktionslinien und Kraft-
linien zusammen. Wenn dem oben angefiihrten Satz, wie dies
haufig geschieht, die Fassung gegeben wird: ,,Es gibt keine
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magnetischen Kraftlinien mit Endpunkten‘, so wird dadurch
eine weitere Unklarheit herbeigefiihrt.

Die Krifte j der Gleichung (36) lassen sich durch Spannungen
darstellen. Das kann einfach durch Umformung des in (36) ge-
gebenen Ausdrucks geschehen. Wir wollen aber, zum Zweck
spaterer Benutzung, die Spannungen unmittelbar aus dem An-
satz (22) ableiten. Dazu schreiben wir zunichst, indem wir in (21)
partiell integrieren:

Amzafdr-és@—afdzf@-d%,
9=0

und formen den ersten Anteil mittels der oben schon benutzten
Hilfsmittel um. Er wird

=[dr(B-09+9-08)=[dr (ot A-3H + H-69B)
—fdr (9234 §-6%)=fd(A-rot [u D]+ rot[u B1+9-'B)

=fde(B[ud |+ 3 uB+9-a8)=[dr-p-09.

Also

Am=fdr-$)-d’%~afdrﬁ§)-d§8. (37)
T H=0

In diesen Integralen wollen wir nun, was wir diirfen, unter dz
ein bestimmtes substantielles Volumen d7’ verstehen. Nach
(22) ist: d’'B=d'(u9), und nach (20): dB=d(u9). In dv’
andern sich die Parameter 4 und IR der Funktion § = f(B)
nicht. Aber dz’ ist verdnderlich, es ist ndmlich [s. (¢)] 2 (d7’)
=divu-d7’; und &'U ist jetzt zu berechnen nach der Regel

&A= dA + A-divu— (AV)
[s. (v")]. Es wird:

Jiv-9-d%=[dv-9-d'(n9)

= Jav-9{dw9) + pd- divu— (uoP)u)

und

9
afdg_fosg-dsﬁ =[dv-9-d(up)+ [ av- divu-bfi)-d(y.i)),

Cohn, Das elektromagnetische Feld. 2. A. 7
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also

-4
A= [ {[ pH-dH-divu—9 - (uHV)u} (38)
0
oder ausgeschrieben nach (0):

6u¢

Am:—fdr { J‘[LLH dH+u.§)2)

+ 0.9, (G + %‘;)Jr .

Dies ist die Arbeit von Spannungen p} wo

H
pg=—0fuﬂ-dﬂ+y@§; co D= =099, .. (38a)

[s. Kap.I, (41)]. Aus diesen Spannungen berechnen sich die
Krifte | als s gt o
pz x x
fo= 9z + dy +‘8z USw.
Man erhilt, unter Beriicksichtigung von (15), (20), (23) die Kom-
ponenten des Vektors | in (36), wie es sein muf.
Die Spannungen lassen sich so beschreiben: Auf jede zum
Felde $ normale Flicheneinheit wirkt ein normaler Zug vom
Betrage

H H
C=,uH2——f,uH-dH=6fH-d(MH),
0

und auf jede zum Felde parallele Flicheneinheit ein normaler
Druck vom Betrage

H
6=[uH-dH.
0
Uberall, wo u vom Felde unabhingig — eine reine Material-
konstante - ist, wird
{=6= é« uH?.

Hier sind die magnetischen Spannungen das genaue Seitenstiick
der elektrischen.

Gleichgewicht und Bewegung eines starren Korpers sind
durch die resultierende Kraft

F=Jf-dv

und das resultierende Drehmoment

% =[[zf]dv
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bestimmt. Diese ergeben sich aus den Spannungen p¥ an seiner
Oberflache als

§=[p"-ds, w=[[:p"]-d5 [ Kap. L, (41b)]

Dabei sind im Fall der Unstetigkeit die pY-Werte auf der
duBeren Seite zu nehmen.

Es sei nun der starre Korper ein Magnet. Seine Magneti-
sierung werde durch die dquivalente Strémung ersetzt. Dann
bleibt das B-Feld ungeindert. Im AuBenraum, wo I = O ist,
heift das, daB das $-Feld ungeéndert bleibt. GemiB den Werten
der p" sind also ¥ und 9 ungeéindert geblieben. D. h.: Gleich-
gewicht und Bewegung starrer Magnete — und alle tatséich-
lichen Magnete sind, praktisch gesprochen, starre Koérper —
sind in gleicher Weise durch die Magnetisierung und durch
die dquivalente Stromung bestimmt.

§ 5. Das Feld im Fall 3 =0.

Wir setzen im folgenden voraus, da8 sich keine permanenten
Magnete im Felde befinden, von Eisenkérpern also nur solche von
unmerklicher Remanenz. Es ist dann % =y 9 — Induktions-
linien und Kraftlinien sind identisch — und folglich nach (5)
durchweg div (4 ) = 0. Das bedeutet nach (g,) fiir jede Grenz-
flache Stetigkeit der Normalkomponente von y . Andrerseits er-
gibt Gleichung (16), da $ endlich sein muB?): Das Umlaufsintegral
von § um eine beliebige Linie in der Grenzfliche ist stets Null;
d.h. die Tangentialkomponente von § ist stetig. Aus beiden
Sitzen zusammen folgt das Brechungsgesetz der Kraftlinien:
Sie liegen beiderseits in der gleichen Ebene mit derFlichennormale;
und wenn yx und y, die beiden Werte der Durchlissigkeit, und
o und o, die Winkel zwischen Kraftlinien und Fléchennormale
bezeichnen, so ist

g p

tgoy  Ho

(vgl. Brechung der Stromlinien Kap.I, §6, A). Bezieht sich
nun g4 auf Eisen und u, auf Luft (oder einen beliebigen

1) Die Flachenstrémung ist, bei endlichem Leitvermogen, lediglich
eine — héufig bequeme — mathematische Abstraktion; sie wiirde un-
endlich grofle Joulesche Wirme bedeuten.

*
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nicht ferromagnetischen Korper), so ist u> u, Also: ent-
weder verlaufen die Kraftlinien im Eisen parallel der Ober-
fliche und treten in die Luft gar nicht aus; oder sie verlaufen
in der Luft sehr nahe normal zur Grenzfliche, auch wenn sie im
Eisen einen groBen Winkel mit der Normale bil-
Luff leiser,  den. Das bedeutet (s. Abb. 18), daB die Kraft-
linien sich beim Ubergang von der Luft ins
Eisen im allgemeinen sehr stark zusammen-
dringen. Es ist also méglich, durch Verwen-
dung von Eisen die {iberwiegende Zahl der Kraft-
linien in vorgeschriebene Bahnen zu zwingen.
Die Ausfithrung fiir technische Zwecke nimmt eine der beiden
folgenden Formen an, je nachdem es sich um durchweg ruhende
Kérper handelt oder eine Bewegung verlangt wird.
Erster Fall. Ein ringartiger Eisenkérper von unregelmiBiger
Gestalt sei in N unregelmifBig verteilten Windungen von einem
Draht mit dem Strom ¢ umgeben. Man erhiilt das Feld in erster

£ — 0 annimmt. Dann treten keine

Abb. 18.

Naherung, wenn man
Kraftlinien in die Umgebung aus; der ganze Induktionsflu ver-
lduft im Eisenring. Sein Wert fiir irgend einen Ringquerschnitt S:

g=/Byds (39a)

ist unabhingig von der Wahl des Querschnitts.
Das Feld ist vollstindig bestimmt durch folgende Bedin-
gungen : fiir jeden (einmaligen positiven) Umlauf im Ringkdorper ist

[Bra =2t (39b)
u ¢
©

fir jede andere geschlossene Kurve ist das Integral gleich Null.
Es ist durchweg div =0, (39)

und diese Gleichung nimmt an der Ringoberfliche die Form an:
B, = 0. (39d)

Die Aufgabe fillt formal zusammen mit der Strémungsaufgabe
tiir den ringartigen geschichteten Leiter in Kap. I, Gleichung (71),
(72), (73). Es entsprechen den

iSo E
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des Strémungsfeldes die
Ni
q%Bp

des magnetischen Feldes.

Ein Unterschied besteht aber insofern, als ¢ eine Material-
konstante, u aber eine Funktion von B ist:

u=F(B). (39%)

Mit einem geeigneten mittleren Wert von B und dem zugeord-
neten Wert von g und mit einem mittleren Wert der Umlaufs-
lange ! und einer zu B normalen Fliche S kann man schreiben:

ﬂz? und ¢=BS.

u
Das ergibt: )
Rg=7, (399
we Rl _ 1
“ s (g) w8

Die Gleichungen (39 £, g) haben die duflere Form des Ohmschen
Gesetzes. Die Anordnung wird deshalb als magnetischer
Kreis, R als magnetischer Widerstand bezeichnet. Dieses
R ist zwar von N¢ unabhingig, aber von ¢ abhéngig, wihrend
sein elektrisches Gegenbild nur von Form und Material des
Ringes abhingt. Eine erweiterte Form von (39g) ist:

R=3R,= o

S”'F<I§Lh>’ (39h)

wo sich die einzelnen Summenglieder auf geeignet begrenzte Ab-
schnitte des Ringkdorpers beziehen, und die einzelnen [, und S,
mehr oder weniger scharf eingegrenzte Mittelwerte fiir eben diese
Abschnitte bedeuten. Mittels (39f) und (39h) kann man fir

ein gegebenes ¢ die notwendige Durchflutung % berechnen. Aber

das Ergebnis bleibt eine blofe Néherung; denn %0 ist nicht Null,

sondern nur sehr klein; das wirkliche elektrische Gegenstiick
ist nicht der von Luft umgebene, sondern etwa der in einen
Elektrolyten eingebettete metallische Stromleiter. Daraus folgt
im allgemeinen, daBl der Induktionsflul ¢ von Querschnitt zu
Querschnitt wechselt. Nur in dem besonderen Fall, dafl es sich
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um einen Umdrehungskorper handelt, dessen Oberfliche mit
den stromfithrenden Windungen gleichmé&8ig bedeckt ist, erhilt
man aus (39f), (39g) den richtigen Wert. — Die Anordnung
dieses ersten Falls liegt bei der Drosselspule vor (s. Kap. I11, § 2).

Zweiter Fall. Der Ring sei aufgeschnitten und durch einen

schmalen Luftspalt unterbrochen. Der Ansatz ’% =0, der im

vorigen Fall eine erste Niaherung lieferte, wiirde jetzt B = 0
ergeben. (Wie sich unter gleichen Bedingungen fiir das Stro-
mungsfeld =0 ergibt.) Wir erhalten jetzt eine erste Nihe-
rung, indem wir bedenken, daB mit Kraftlinienwegen im Eisen
hauptsichlich nur sehr viel kiirzere Luftwege in Wettbewerb
treten konnen. Demnach setzen wir an: aus der Ringoberflache
S, treten keine Kraftlinien aus, aus den Stirnflichen des
Schlitzes treten sie normal aus (vgl. oben). Denken wir uns
noch den Luftzwischenraum, in dem wir u = y, == 0 ansetzen,
seitlich durch eine Fliche S, begrenzt, die S, zu einer vollstin-
digen Ringfliche erginzt, so gelten wieder die Gleichungen
(39b, c, d) fiir den so vervollstindigten Ring, und wir erhalten

(By+ XR)g="", (391)

wo R, den magnetischen Widerstand des Luftzwischenraums
bezeichnet. Ist dessen Breite (I,) sehr klein gegen die Abmes-
sungen der Stirnflichen, so héngt R, nicht merklich von der
willkiirlichen Wahl von S, ab und ist also eine praktisch wohl-

bestimmte Grofe. Betrigt ferner 'ui etwa Tausend, so ist R,
0

das ausschlaggebende Glied der Summe, auch wenn I, sehr
klein ist gegen X1,. Die R, brauchen also nur angenihert be-
kannt zu sein. — Die zweite Naherung erhilt man, indem man
den seitlichen Austritt der Kraftlinien durch die Ringoberfliche
beriicksichtigt. Das geschieht durch einen Ansatz, dessen elek-
trisches Gegenstiick die Kirchhoffschen Gleichungen fir ein
Netzwerk linearer Stréme bilden wiirden: man nimmt an, daf
nur von den Enden der einzelnen Ringabschnitte aus Kraft-
linien in die Luft gestreut werden (s. Abb. 19). Zwischen dem
InduktionsfluB ¢, im Schlitz, der ausgenutzt werden soll, und
den ¢, der einzelnen Abschnitte bestehen dann Beziehungen
von der Form ¢, =7v,q,, wo die Streuungsfaktoren v,
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unechte Briiche sind. Die Gleichung des magnetischen Haupt-
kreises nimmt die Form an:

(By+ SnR)ay="0 (30k),  wo  Ry= " . (30))

» v

#(%e) s
Um die Werte der Faktoren v, oder, anders ausgedriickt, die Ver-
hiltnisse der einzelnen sich abzweigenden Streufliisse zu dem
HauptfluB angeben zu kénnen, muBl man
die magnetischen Widerstinde der Streu-
bahnen abschétzen. Dies ist mit ausreichen-
der Genauigkeit moglich; die tatsdchliche
Unsicherheit in der Berechnung von N¢ ent-
springt der ungeniigenden Kenntnis der
Funktion u = F (B). Die Wirkung dieser
Unsicherheit wird gemildert durch den Ein-
fluB} des Luftspalts. Sobald im magnetischen
Kreise der Widerstand der Luftstrecke stark
iberwiegt, kommt man auch mit der Annahme einer konstan-
ten Durchlissigkeit aus.

Die Anordnung ist ein Elektromagnet. Wenn auch g¢,
stets kleiner ist als der Induktionsflufl innerhalb der felderzeugen-
den Stromwindungen, so kann doch, durch Verjiingung des Eisen-
querschnitts gegen den Schlitz hin, die Dichte des Induktions-
flusses, d. h. die Induktion B, selbst, in kleinen Teilen des Luft-
raums auBerordentlich hoch getrieben werden. Eine Vorstellung
geben folgende Zahlen: Die Horizontalkomponente des magne-
tischen Feldes der Erde ist in absolutem magnetischen Maf3
(s. Kap. ITI, §5) etwa 0,2; das Feld zwischen den Polen eines
Elektromagneten kann iiber 50000 betragen.

Wir gehen iiber zu einem Felde, das durch zwei lineare Strome
erzeugt wird. Es liege ein Ring im weiteren Wortsinn — Um-
drehungskérper von beliebiger Querschnittsform —vor. Wir denken
ihn gleichméaBig bewickelt mit zwei Spulen von N, und N, Win-
dungen, die die Stréme ¢, und 4, fiilhren. Die Kraftlinien ver-

laufen in Kreisen um die Ringachse, und es ist fiir jede von ihnen
B 1 . .
7:?(N1"1+N2%)>

wo | die Lange der Kraftlinie bedeutet.
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Der Induktionsflull ¢ ist also der gleiche fiir alle Ringquer-
schnitte und er ist nur Funktion des einen Arguments N,¢,42N,i,

q = [ (Nyiy 4 Nyiy). (40)
Die gesamte Induktion — der Spulenflufl — fiir die Strom-
kurve von ¢, ist:

Q, = Nig,
diejenige fiir die Stromkurve von i,:
@, = Nygq.

Daraus folgt:
'CL12= an _?ﬁQz :N].Nz']";

FITA
oLy =GR —Nnf; oLy =TSR Ny

folglich

Ly Ly, = L (41)
Es liegt also der Grenzfall vollkommener Kopplung vor. Die
Beziehung (41) ist kennzeichnend fiir die besondere Anordnung
der Leiter, die zur Folge hat, dafl jede Kraftlinie mit jeder Win-
dung beider Leiter verkettet ist. Hat der Ringkérper nicht die
hier vorausgesetzte Umdrehungsform oder sind die Wicklungen
nicht gleichmiBig iiber ihn verteilt, so tritt wieder Streuung ein,
und an Stelle von Gleichung (41) tritt die Ungleichung:

Ly Ly > Ly
[s. (34)]. Die Anordnung heiit entsprechend ihrer Verwendung
ein Transformator (s. Kap. III, §2).

§ 6. Die Krifte im Fall 3% =0.
Unter unserer Voraussetzung ist die Kraft auf die Volum-
einheit nach (36):

=S up|—[vuman. (362)

A. Wir setzen zunéchst weiter voraus, dal an den betrachteten
Stellen ¥y = 0 ist. Das ergibt bis auf unmerklich kleine Gréfen
die Kriafte auf stromfiithrende, nicht ferromagnetische Leiter,
etwa Kupferdrihte, in Luft. (Im Felde konnen dabei Eisen-
korper in beliebiger Anordnung und auch permanente Magnete
vorhanden sein.) Wir erhalten dann in Ubereinstimmung mit
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Gleichung (2) eine Kraft
o .
df= [%u{{_)} dt oder df= [’—;—l—r‘ugﬂ ,
welche das stromfiihrende Leiterteilchen quer durch die Kraft-
linien des Feldes treibt.

Betrachten wir zuerst Vorrichtungen, die zur Messung sehr
schwacher Stréme bestimmt sind. Der Stromleiter wird in ein
starkes dufleres Feld § gebracht, gegen welches das Feld des
Stromes verschwindend klein ist.

a) Saitengalvanometer. Ein Stiick des Leitungsdrahtes
ist im Felde normal zu § ausgespannt; seine Durchbiegung ist
ein MaB fiir 7. Der bewegliche Teil hat eine sehr kleine Masse;
die Anordnung ist daher ausgezeichnet durch schnelle Einstellung.

b) Drehspulgalvanometer. Ein fast geschlossener magne-
tischer Kreis (Abb. 20) enthilt einen Luftspalt, der einem Teil
eines Hohlzylinders bildet. In diesem
verlduft, abgesehen von den Réndern,
das Feld radial und ist von konstantem
Betrage. Die dort befindlichen strom-
fithrenden Windungen erfahren daher ein
Drehmoment, welches dem Strom pro-
portional und in einem betréchtlichen
Winkelbereich konstant ist. Es wird
durch die elastische Torsion der Aufhingevorrichtung gemessen.
Der Ablenkungswinkel ist der Stromstérke proportional.

Die beiden genannten Instrumente messen Strome in einem
ihnen eigentiimlichen MaB. Die Methoden, durch welche Stréme
in unverdnderlichem (,,absolutem®) MaB3 gemessen werden,
s. §8C.

Die betrachteten Krifte dienen ferner zur Arbeitsleistung in
den Elektromotoren. In einem nahezu geschlossenen Kreis
wird ein magnetisches Feld erzeugt. Der Feldmagnet ist fast
stets ein Elektromagnet; er kann aber grundsétzlich ebensowohl
ein permanenter Magnet sein. Der durch den Luftspalt ab-
getrennte drehrunde Teil, der Anker, ist mit stromfiihrenden
Windungen belegt. Er dreht sich relativ zum Feldmagneten.
Welcher der beiden Teile sich absolut — d. h. gegen die Erde —
bewegt, ist unwesentlich; in der Darstellung wollen wir den Anker
als rotierend behandeln. Der Induktionsflufl kann einheitlich im

Abb. 20.
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Durchmesser den Anker durchsetzen : zweipolige Magchine ; oder in
mehreren iiber den Ankerumfang verteilten Schleifen: vier-, sechs-
und mehrpolige Maschine. Wir nehmen die erstgenannte Form an.
Die Ankerwicklung kann entweder einen Ringkérper umschlieBen :
dltere Form, Grammesche Ringwicklung, — oder auf der Mantel-
fliche eines Zylinders (oder & uBeren Mantelflache eines Hohlzylin-
ders) liegen: heutige Form, Trommelwicklung. Liegen die Strom-
windungen in einer schmalen Spule auf dem Zylinder, so haben
wir die Anordnung des Drehspulgalvanometers; denn da der
Zylinder aus Symmetriegriinden kein Drehmoment erfihrt, ist
es ohne Bedeutung, ob er feststeht, wie dort, oder sich mitdreht,
wie hier. Ein wesentlicher Unterschied aber besteht darin, daB
der Ankerstrom selbst ein Feld erzeugt — das Ankerfeld —,
das gegeniiber demjenigen des Feldmagneten keineswegs zu ver-
nachléssigen ist. Das Drehmoment wiirde Null sein, wenn die
Normale der Windungsebene sich in der Symmetrieebene des
Feldmagneten, Stellung 44’ der Abb. 20, befindet, und die
Richtung wechseln beim Durchgang durch diese Stellung, falls
der Magnet allein das Feld bestimmte. Durch die Mitwir-
kung des Ankerfeldes aber wird die Nullstellung oder neutrale
Zone gegen den Sinn der Drehung verschoben, um einen Winkel,
der von der Stirke des Ankerstroms abhingt, etwa nach BB’
Damit das Drehmoment dauernd gleiche Richtung hat, muf3 der
Ankerstrom in der Stellung B B’ seine Richtung wechseln. — Dies
kann auf zweierlei Weise geschehen.

Entweder, indem die Ankerwindungen durch Schleifringe
dauernd in gleicher Weise mit dem &ufleren Stromkreis verbunden
bleiben, und in diesem jeweils im richtigen Augenblick die Stromrich-
tung umgekehrt wird: synchroner Wechselstrommotor —
oder, indem beim Durchtritt durch die neutrale Zone die Verbindun-
gen der Ankerleitung mit dem &duBeren Stromkreis selbsttétig,
durch einen Kommutator vertauscht werden, wihrend im
dulleren Kreis dauernd ein Strom von konstanter Richtung
flieBt: Gleichstrommotor.

Auf diese zweite Anordnung wollen wir hier etwas niher
eingehen. Wenn, wie bisher angenommen wurde, eine schmale
Ankerspule vorhanden ist, so bleibt das Drehmoment an-
nahernd konstant, solange diese sich nicht in der Niahe der
neutralen Zone befindet; es sinkt dann schnell ab zum Wert
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Null, steigt in gleicher Weise wieder an, und so fort. HEs
sei nun aber der ganze Zylinder gleichm#Big mit einer Folge
solcher schmalen Spulen bedeckt, die zusammen eine in sich
geschlossene Leitung bilden; von den Verbindungsstellen je
zweier Spulen mogen Ansatzdrihte zu einem Kommutator
fiilhren, der nun stets diejenigen Spulen, die zunichst der
Nullstellung liegen, mit der #ufleren Leitung verbindet. Dann
addieren sich die Drehmomente sémtlicher Spulen, das gesamte
Drehmoment aber schwankt nur um die Betrige, die auf eine
einzelne Spule beim Durchgang durch die neutrale Zone ent-
fallen. Bei grofler Spulenzahl erhélt man also ein Drehmoment
von nicht nur konstanter Richtung, sondern auch anndhernd
konstantem Betrage.

Das Ankerfeld hat jetzt eine feste Lage im Raum; es kann
daher fiir den ganzen Ankerumfang aufgehoben werden durch
eine geeignete Anordnung von Spulen, die ebenfalls vom Anker-
strom durchflossen werden, die aber auf dem feststehenden
Magnetgestell angebracht sind (Kompensationsspulen). Die
neutrale Zone verbleibt dann — und zwar fiir jede Stirke des
Ankerstroms — in der Symmetrieebene des Feldmagneten, und
der Anker dreht sich gegen das unverdnderliche ruhende Feld des
Magneten. Unter diesen Umsténden 138t sich die Arbeit

Amzfu-dfz%fu[dr-%],
©
die bei der Verschiebung eines linearen Leiters geleistet wird
(vgl. den Anfang des Kapitels), in der Form

(3
~-6Q

ausdriicken, wo @ den InduktionsfluB des fremden Feldes durch
die Stromkurve bezeichnet. D.h. Gleichung (35) nimmt die
Sonderform an:

o="09 (35a)

wo @ das Drehmoment, ¢ den Drehwinkel bedeutet.

Es sei nun @ der InduktionsfluBl, den der Feldmagnet durch
den Korper des Ankers sendet. Dann wichst @ fiir jede Strom-
schleife wahrend eines vollen Umlaufs zweimal von — @ bis + @;
denn die positive Seite der Schleife wechselt jedesmal beim Wenden
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des Stroms. Der Strom in der Schleife aber ist die Hilfte des
Stromes ¢,, der dem Anker zugefiihrt wird. Daher ist, wenn sich
p Schleifen auf dem Anker befinden, die gesamte Arbeit bei einem

Umlauf: ;
A,=p2D —c—“ ,
und somit das mittlere Drehmoment:

=22,

@_ch 1, D. (42)
Wir haben hier die geometrisch einfachsten Verhiltnisse voraus-
gesetzt. Fiir jede Ausfiihrungsform der Maschine bleibt bestehen,

daB das Drehmoment dem Produkt aus Ankerstrom und In-
duktionsflufl des Feldmagneten proportional ist:

0 = ki, d, (42a)
wo k eine Konstante der Maschine bezeichnet.

Einen véllig konstanten Betrag wiirde man fiir das Dreh-
moment erhalten, wenn es moglich wire, die Elemente der Strom-
bahn in stetiger Folge mit dem Kom-
mutator zu verbinden. Das geschieht bei
folgender Anordnung. (Vorbild des Bar-
lowschen Rades.) Eine Stromquelle
. werde (Abb. 21) einerseits mit dem festen
Punkt 4 eines kreisformigen Leiters, andrer-
seits mit der Achse C verbunden, von der
aus ein drehbarer radialer Leiter zu dem
verdnderlichen Punkt B des Kreises filhrt. Lings BCDA
flieBt dann ein Strom 4, der sich zwischen 4 und B in
¢, und i, gabelt. Das ganze befinde sich in einem gleichfor-
migen Felde B, das senkrecht zur Kreisebene von vorn nach
hinten verlaufen mége. An welcher Stelle sich nun auch der
radiale Leiter befinden mag, stets wirkt auf jede Lingeneinheit

die Kraft %, und stets im Sinn des Doppelpfeils der Abbildung.

Der Leiter wird also dauernd im gleichen Sinn herumgetrieben,
und das Drehmoment hat dauernd den gleichen Wert. — Aus
diesem Vorlesungsapparat 148t sich durch stufenweise Umfor-
mung die sog. Unipolarmaschine entwickeln. Thr Name ist
geschichtlich begriindet. Ihre wesentliche Eigentiimlichkeit ist,
daB sich mit dem Anker nicht eine Reihe geschlossener Strom-

Abb. 21.
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schleifen dreht, sondern in der einfachsten Anordnung (s. Abb. 22)
ein zur Drehachse paralleler Leiter ab , der von den radial ver-
laufenden Kraftlinien® durchweg und in jeder Lage im gleichen
Sinn geschnitten wird. Der Rest
a Al Bb des Ankerstromkreises steht
fest; die Verbindung zwischen beiden
Teilen wird durch zwei Schleifringe

hergestellt.
Der Ubergang eines endlichen
Leiterstiicks — einer oder mehrerer

Windungen der Ankerwicklung —
von der einen Halfte des Stromlaufs
in die andere hat weitere Folgen,
die erst an spéterer Stelle besprochen
werden konnen (Kap. ITI, §3). Die
hier gegebene Darstellung ist also,
soweit sie nicht die Unipolarmaschine Abb. 22.
betrifft, unvollstandig.

B. Wir setzen jetzt voraus, daBl an den betrachteten Stellen
& = 0 ist, behandeln also Korper, die weder permanent magne-
tisch, noch von Stromen durchflossen sind. Die Kraft auf dz
ist dann

df=—dz [Vu-H-dH.

Krafte sind also nur vorhanden, wo p sich ortlich &ndert. Von
Belang sind nur die Fille, in denen verschiedene Kérper mit un-
stetigem Ubergang aneinander grenzen. Wir ersetzen daher die
Krifte durch die dquivalenten Spannungen (38a), und nehmen
zundchst an, dal a) ein nicht ferromagnetischer Korper (u==const)
sich in ebensolcher Umgebung (u,, im allgemeinen Luft) befindet.
Dann erhalten wir eine zur Oberfliche normale, nach auflen ge-
richtete Kraft, die [vgl. Kap. I §4 B (42)] auf die Flicheneinheit
berechnet den Wert hat:

F=t5( 1 g1). (43)

Die Beobachtung dieser Krafte dient zur Ausmessung starker
horizontaler magnetischer Felder: Steighéhenmethode. An
die fragliche Stelle wird die Oberfliche einer Fliissigkeit gebracht,

fir die 5 bekannt und wenig von Eins verschieden ist. Fiir das
0
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tatsichliche Feld darf wegen des Faktors (u — o) in ausreichen-
der Niaherung das Feld gesetzt werden, das vor Einbringung der
Fliissigkeit vorhanden war, und um dessen Messung es geht.
By ist Null; die Kraft wird

S = ‘%%oﬂq Ho HE,
&y wird als hydrostatischer Druck gemessen. Also wird u,H?
in absolutem mechanischen Maf bestimmt.

Fiir die Technik ist allein wichtig der Fall, daB b) der
bewegliche Kérper ein Eisenkorper ist, und folglich u > u, ist.
Indem man voriibergehend etwa die #uBere Normale N als
z-Achse wihlt, erkennt man leicht, dafl auch jetzt die tangen-
tialen Spannungskomponenten stetig, und folglich die tangen-
tialen Kraftkomponenten Null sind, und dafB die Normalkom-
ponente der Kraft, fiir die Flicheneinheit berechnet, den Wert hat

Sy=(ful-aH—poy)— (B —p93),  (44)
oder wenn man einen Mittelwert u definiert durch

Pgr=fuH-aH,

Sr=D 95— (n—5) 93— 08+ Shv.
Bedenkt man nun, daf

Dos=9s, teDov=pSy, ©>fyp

und daB p von gleicher GroBenordnung wie u ist, so sieht
man, daB stets das dritte Glied gegen das erste und das zweite
gegen das vierte verschwindet. Also gilt allgemein

Sy =4 0%+ 5 Oly, (44a)

d. h. die Kraft ist allgemein so groB, wie wenn das Feld im
Eisen parallel, in der Luft normal zur Grenzfliche wire. Das
Verhiltnis dieser beiden Glieder aber hiangt von der tatséchlichen
Richtung der Kraftlinien ab. Es sei der Winkel zwischen Kraft-
linie und Flichennormale im Eisen mit «, in der Luft mit «,
bezeichnet, so daB

—9s —
tga—QN, tgo,

s tgx_tgo

Dow ’ um Ho
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ist. Dann verhilt sich das erste zum zweiten Glied wie

7 ()2
ﬁ;<7> tg?a zul,

oder der GroBenordnung nach wie
Ko
— tg? 1.
gia zu

Ist also tg2?e nicht sehr groB, so verschwindet das erste Glied
gegen das zweite; es wird

m
%Nzgo@(zuv-

Dies ist der hiufig als allgemeingiiltig angefiihrte Ausdruck. Ist
aber tg?« groB, — nicht dagegen tga-tga, =%tg2a, so sind

beide Glieder von gleicher Gréfenordnung; und wenn endlich
auch tgo-tga, sehr groB ist, so wird

Jv =5 93.
Diese Krifte finden Anwendung ih den Hubmagneten
(Liiftung von Bremsen). — Sie dienen ferner zur Messung der

Strome, die das Feld hervorrufen: Weicheiseninstrumente.
Da die Krifte nur von den Quadraten der Feldkomponenten ab-
héingen, sind sie von der Stromrichtung unabhéngig und in erster
Niherung dem Quadrat der Stromstérke proportional.

C. Beide Anteile der Kraft (36a) treten auf an den Nuten-
ankern von Dynamomaschinen. Die Ankerdrahte liegen meistens
nicht auf der Oberfliche eines glatten Ankerkérpers, wie wir
unter A annahmen, sondern sie sind in offene oder geschlossene
Lingsnuten des Zylinders versenkt. Die Kraftlinien des &uflern
(fremden) Feldes $; dringen dann nur zum Teil in den Luft-
raum ein, der die Drihte umgibt, und die Krifte auf diese sind
daher wesentlich abgeschwiicht. Dafiir aber wirken Krifte der
unter B behandelten Art auf die Eisenwiinde der Nuten, die mit
den erstgenannten gleichsinnig wirken. In welchem Maf# dieser
Austausch stattfindet, hingt von der Gestalt der Nut ab. Wir
wollen den Grenzfall betrachten. Die Nut sei ein zu den Kraft-
linien von §, paralleler unendlich enger Spalt von der Lange .
Sie befinde sich gegeniiber einem Polschuh. In der Nut liege ein
Leiter mit dem Strom ¢ (vgl. Abb. 23). Der Einfachheit wegen
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soll ferner die Durchlassigkeit des Eisens als konstant angenom-
men werden, so dafl sich das fremde Feld §, und das Eigenfeld
9. der Stromwindung iiberlagern (vgl. Anfang von § 3). Die
Kraftlinien des Feldes $,; durchsetzen den

£ Luftraum zwischen Anker 4 wund Feld-
pp— - magnet F normal, wahrend sie an der
A I ( Grenzfliche Eisen - Nut tangential verlaufen.
# \i H Es geht also zwischen Anker und Feldmagnet

Abb. 23, die Induktion %B;, zwischen Eisen und Nut

aber die Feldstirke §, stetig iiber. Mit $;

sei das Feld im Eisen bezeichnet, so daB also y §; die Induktion
im Eisen, wie auch in der Luft zwischen Anker und Feldmagnet,
dagegen %, die Induktion in der Nut ist. In der Richtung
des Doppelpfeils wirkende Krifte mogen positiv gezihlt werden.
Auf die Langeneinheit des Drahtes wirkt dann nach (2) die Kraft:

X

7
f1:?:uon .

Auf einen Streifen des rechten Spaltrandes von der Breite Eins
wirkt nach (43) die Kraft:
:
Bt (o2 B5) 4y
? {(ﬁs +Mﬂo>R al;

auf den Streifen des linken Spaltrandes:
I

_MEFOI(®§ _*_I%’)L.dl.

0

Hierin ist ! die Spaltlinge,
@S:('@I+ ‘be)s: %Nz %eN: 'be:vbfL:CODStl,
SBeR:'_%eL: i)eRz—‘@eL-

Also ergibt sich fir die beiden Spaltridnder zusammen:

I
fo=(—uo) Of 91(Der—Der) dl=(u—p,) Hfg 9.-dt,

wo die geschlossene Kurve mit dem Element dr die der Ab-
bildung ist. Es ist aber, da sie den Strom ¢ rechtsliufig umkreist,

[foar="1.
©
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Demnach
fa == (n—po) Hy.

Bei glattem Anker wiirde auf die Lingeneinheit des Leiters die
Kraft:
7

f:_Bf:%'”Hf:f1+f2

[

wirken. Durch die Verlegung des Leiters in die Nut ist sie in
zwei Anteile gespalten, von denen nur einer am Stromleiter, der
andere am Ankereisen angreift. In dem hier behandelten Fall
einer sehr engen spaltartigen Nut ist der zweite Anteil weitaus
iiberwiegend; die wenig widerstandsfdhige Wicklung ist fast
vollstindig entlastet.

§ 7. Der Sonderfall u = const.

Es soll jetzt vorausgesetzt werden, daf der Wert von g nicht
von der Feldstirke abhingt. Damit sind alle Kérper aufler den
ferromagnetischen zugelassen, ferner permanente Magnete, andere
Eisenkorper nur mit genidherter Geltung im Zustand schwacher
magnetischer Sattigung; (s. aber auch 8.103). In den Dif-
ferentialgleichungen des Feldes, welche sich zusammenziehen
lagsen in

rot = % , div () =—divik (45)
oder 8 o -
rot ;z;-{—rot?‘—, div8=0 (45a)

[mit der Verkniipfung
B=puH+M, pu=const, IM=-const (46)]

sind jetzt die u-Werte fir jeden Punkt des Feldes gegebene
Grofen. Die Gleichungen sind demnach linear in $ bzw. B,
und es folgt (vgl. Kap. I, § 2), daB die Felder verschiedener magne-
tischer und Strom-Verteilungen sich einfach iiberlagern. In leicht
verstdndlicher Bezeichnung:

P=09RQ+OM; HG1+IJ)=9C)+ Qs } (47)
@(%1"‘%2): @(m1)+@(9ﬁ2)

und ebenso fiir B.
Cohn, Das elektromagnetische Feld. 2. A. 8
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D (J) ist bestimmt durch die Bedingungen:
(&3
rot 9 (=3,  div(H (@) =0;
wegen der zweiten dieser Bedingungen ist es darstellbar in der
Form [s. (v)]
HE= 71[ rot . (47 a)

H (M) ist bestimmt durch die Gleichungen:
rot § (M) =0, div(u H (M) = — divIM;
wegen der ersten dieser Gleichungen ist es darstellbar in der Form :
H M) = —Vyp, wo p einwertig und stetig. (47b)
Die Kraftefunktion U in (21) wird :
U=[dvy (B+M)9.
Fithrt man hier
P=9R@+HM), B=BQ+BM
ein, und beachtet, daf3 nach (y, ) sowohl
fdr@(im)-%, Wlefdr “HM)-uHS), Wiefdr';{)(im)-%(im)

Null ist, weil jedesmal der erste Faktor keine Rotation, der zweite
keine Divergenz besitzt, so folgt:

U=U@+UM+UJM (48)

WO

= [ae-u(o@)
— [av-5 M5 @) = — [dr- g uip M)y (419)
=[ir-9(@)-BM) = [dr-5()-Mm

Fiithren wir wieder wie in § 3 lineare Stréme ¢, mit ihren
Sperrflichen S, und Induktionsflissen @,, magnetische Mengen
my,, und das einwertige, an den S, unstetige Potential ¢’ ein,
und bezeichnen die Herkunft der @, und ¢’ entsprechend dem
Vorstehenden, so wird

Qlc - Qk (/L) + Qk (m): 1)0/ = 1/), (z)+wl (m)7
Y () = kZ Y(in); Y (m)= % ¥ (my).
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Die Unstetigkeit 161 von ¢’ an der Fliche §; entfillt auf den

Summanden 9’ (¢;); alle iibrigen Summenglieder sind dort
stetig; o’ (m) ist identisch mit dem ¢ der Gleichung (47b).

Durch die bekannten Umformungen mittels (47a) und (o’),
bzw. (47b) und (#) (s. §3) ergibt sich:

U(S) =5 > 2-Qu(i); U(m)=—%2mh-wz(m>;l
U300 =" Qum) = — Xy y4(3)
=2 D Qum) — 5 D mu i)

Also mit Benutzung des letzten Ausdrucks:
1 ) 1 Y
D LRSS

Die @ (i) und y, (i) sind jetzt homogen-lineare Funktionen der
iy, die Q@ (m) und g, (m) ebensolche Funktionen der m,, und
die Gleichungen (31), (32), (33) S. 92 gehen iiber in

(49a)

1Qi(5) __ 1 @y(iy)
T T =l (312),
%TL) - _1@”%» V=P, (32a)
—Q%:'mzclﬂi%zlzkh, (33a)

wo die L, P, R jetzt konstante, d. h. von den ¢ und m un-
abhingige GroBen bedeuten, die durch die Lage und Art (u-Werte)
der Korper bestimmt sind.

Der Induktionskoeffizient L,, bedeutet den InduktionsfluB,

den ein in der Kurve s, fliefender Strom von der Stirke %

durch die Kurve s, hindurchsendet, — und zugleich den FluB,
den derselbe Strom in s, durch s, sendet.

P,, bedeutet das Potential, das eine im Punkt p, befindliche
magnetische Menge Eins im Punkt p, erzeugt, — und zugleich
das Potential, das die gleiche in p, befindliche Menge in p,
erzeugt.

8*



116 Kapitel II. §7.

R, bedeutet den InduktionsfluB, den eine im Punkt p,
gelegene magnetische Menge Eins durch s; von der positiven
zur negativen Seite hindurchsendet, — und zugleich das Potential,
das ein in der Kurve s, flieBender Strom von der Stirke ¢ im
Punkt p, erzeugt.

Die Teilfunktionen U (§).. lassen sich darstellen in der Form

1 ; ..
UR) :‘Q‘L11’%+L127’1@2+ Tt

U =— {3 Pyt + Pgmym, + -}

U(S’W&) :_Z<Rkh—zc_k_mh) .
Bk
Entsprechend der Bedeutung von U zerfillt die Arbeit bei
Verschiebung der Korper in

und das entsprechende gilt von den Kraften. Die aus dem ersten,
zweiten und dritten Ausdruck sich ergebenden Krifte sind be-
dingt durch die Stromung — durch die Magnetisierung —
durch das gleichzeitige Bestehen von Strémung und Magneti-
sierung. Um die Bedeutung der einzelnen Glieder klarzustellen,
wollen wir drei Sonderfille betrachten: 1. Es sei ein Stromkreis
(¢, L) vorhanden und keine Magnete. Dann wird

(49Db)

Ap=08U(3) = i*-L.

L #ndert sich, wenn die Stromkurve verzerrt wird; es adndert
sich aber auch bei Bewegung einer starren Stromkurve relativ
zu Eisenkorpern. — Ebenso 2.: 4, = 46U (M) ist von Null
verschieden, nicht nur wenn (bei Abwesenheit von Stromen) ein
starrer Magnet gegen einen andern, sondern auch, wenn ein ein-
zelner starrer Magnet relativ zu weichem Eisen bewegt wird. —
Endlich 3.: Ein einzelner starrer Magnet werde relativ zu einem ein-
zelnen starren Stromleiter bewegt, bei Abwesenheit fremder
Eisenkorper. Dann ist nicht nur 4,, (§, M), sondern auch 4,,(3)
von Null verschieden; denn der Magnet ist — ganz abgesehen
von seiner Magnetisierung Mt — ein Korper, dessen y von dem
der umgebenden Luft verschieden ist, und dessen Lage daher
den Wert von L édndert (vgl. 1.).
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§ 8. Der Sonderfall u =y,

In diesem Paragraphen machen wir die Annahme, daf der Wert
von y an keiner Stelle des Feldes von dem Vakuumswert u,
merklich verschieden sei. Damit ist das Bestehen elektrischer
Stréme sehr wohl vereinbar, — es sei denn, daB sie etwa in
Eisendréhten fliefen; denn es ist z. B. fiir Kupfer

£ _1~10-5.

Ho
Mit der Anwesenheit von Magneten ist die Annahme tatsichlich
nicht vertraglich. Wir wollen aber auch diese hier zulassen. Die
Lehre vom magnetischen Felde geht nidmlich, geschichtlich be-
trachtet, von der Beobachtung der Krifte zwischen perma-
nenten Magneten aus, und sie wurde zunéchst entwickelt unter
der — stillschweigenden — Annahme, daB das Material dieser
Magnete sich von der umgebenden Luft magnetisch nicht unter-
scheide. Erst spiter wurde dann das neben den Magneten etwa
vorhandene Eisen als ein Material von wesentlich anderem Ver-
halten der Theorie angegliedert. Aber auch abgesehen von seiner
geschichtlichen Bedeutung bildet der Ansatz: ,u =g, in
permanenten Magneten®, der sich z. B. noch bei Heinrich
Hertz findet, eine gut brauchbare Naherung fiir die Theorie
mancher magnetischen Messungsmethoden, wie in § 9 gezeigt

werden soll.
Die Feldgleichungen (15), (5), (20), (23) ergeben jetzt:

rot§ =5,  pdivh=—divii=p,. (51)

Diese Gleichungen koénnen allgemein integriert werden. Sie
liefern:

A_Legedr L redd

A
.b—rot”—o—V'cp, no  4dme r 4y

(52)

Inder Tat: es ist fiir jedes % und y: divroty =0, rot 'y =0,
und es ist ferner fiir unsere Funktionen:

rot rot%—z% (s. den Anfang von § 2),
0

und
—divPy=—Adyp= ﬁ;—': (vgl. Kap. I, (22a,b)).
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In (52) ist der erste Anteil

A
XYy — had
H(F) =rot P
das Feld der Strémung §, das wir in § 1 behandelt haben.

Die Umformung, die von (1) zu (4) fiihrte, ergibt, in um-
gekehrter Folge durchlaufen: von einem im Punkt p, gelegenen
Stromelement ¢,dr, rithrt in p, ein Feld

9, (6,d1,) = =2 [d1, 1] (52a)

mer?
her, wenn T den Einheitsvektor in der Richtung p,p, und r
den Abstand beider Punkte bezeichnet.

Zu 9 () gesellt sich das Feld der Magnete $ (M) = — V.
Dieses hat vollkommen die Form des stationdren elektrischen
Feldes, welches fiir ¢ = const —=¢, gilt [s. Kap. I, §1, (2) (3)].
Wir haben nur €, ¢, g, o, ¢ durch 9, ¥, py, pm m zU
ersetzen. Von jeder magnetischen Menge dm, in p, rithrt in p,
ein Feld

_ dmyx p
D (dmy) = 0 -5 (52D)
her.

Die Krifte im Felde, fiir die Volumeinheit berechnet, sind

nach (36):

wo =91+ H ). (54)

Das erste Glied in (53) ergibt eine Kraft auf ein Stromelement
i,d1, in p,, die sich nach (54) additiv zusammensetzt aus der
Kraft, die von Strémen herriithrt, und der Kraft, die von Magneten
herrithrt. Der erste Anteil liefert nach (52a) als Beitrag eines
im Punkt p, gelegenen Stromelements ¢,dx,:

af, = o2 (v [, 7). (55)

Zu dem zweiten liefert eine in p, gelegene magnetische Menge
dm, nach (52b) den Beitrag:

dfy = oMt gy 4 (56)

" dmc 2
Das zweite Glied in (53) ergibt die Kraft auf eine magnetische
Menge dm, in p,, die sich zusammensetzt aus § (3)- dm, und
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D (M) -dm,. Zu dem ersten Anteil liefert das Stromelement
1,dt; in p, den Beitrag:
_ 1 4-dm,
df3_~47zc" 72

[dr,-x]. (57)

Zu dem zweiten liefert die magnetische Menge dm; in p, den
Beitrag:

1L dmy-dm, -
dj, = dmp L (58)

Die hier zusammengestellten Elementargesetze erhalten die
einfachste Form, wenn man 4zap,=1, 47c =1 setzt. Das
hat Veranlassung gegeben, diese Festsetzungen als Grundlage
eines MaBsystems zu wahlen, welches absolutes magnetisches
Mafisystem heit. Mit der weiteren Festsetzung, daB Zenti-
meter (c¢), Gramm (g), Sekunde (s) als Einheiten der Linge,
Masse und Zeit gelten sollen, wird es auch als (absolutes magne-
tisches) c-g-s-System bezeichnet.

Zu den Kriften ist noch folgendes zu bemerken. Zunéchst:
Die Wechselwirkung zwischen dm, in p; und 4,dt, in p, erhal-
ten wir einerseits nach (56) als Kraft df, auf i,dr,; andrerseits
als Kraft auf dm,, indem wir in (57) die Indizes 1 und 2 ver-
tauschen, und demgemiB t durch — t ersetzen, was — df, er-
gibt. Die beiden entgegengesetzt gleichen Kriifte bilden ein Krifte-
paar; aber das resultierende Drehmoment aller zwischen dm,
und den Elementen der geschlossenen Strombahn s, wirkenden
Krafte ist Null, wie es sein muf. Beweis: Wir wihlen p, als An-
fangspunkt der t, und haben dann zu zeigen, daB

N=[[r-df,] Null ist,
wo 1=T1,, und folglich
diy,=dr=d{@r-x)=1t dr+r-dr.
Es ist bis auf den konstanten Faktor:
af, =9 __[EdD)

r2 r

also

dft=—[t[r-drll=dx nach (f),
da t2=1, und t-dr =0 ist. Folglich
N=[dn=[dr=0,

RSEN ©
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Ferner: Nach (53) ist die Feldstirke §, die wohl als Kraft
auf die magnetische Menge Eins bezeichnet wird, unter
unsern jetzigen Bedingungen tatséchlich die Kraft auf den
Triger dieser magnetischen Menge.

Die Elementarkraft df, stellt das bekannte Coulombsche
Gesetz dar. Coulomb erschloB es aus Beobachtungen an langen
diinnen, in bestimmter Weise magnetisierten Stahlstiben; er
fand, dal3 den beiden Enden jedes Stabes entgegengesetzt gleiche
m, bzw. m, zuzuschreiben waren. Gaul} zeigte dann, dafl man
die Krifte zwischen beliebigen Magneten darstellen kann,
wenn man das Coulombsche Gesetz als Elementargesetz be-
trachtet und jedem Magneten eine geeignete Verteilung der m
zuschreibt, derart jedoch, daB stets 2'm = 0 ist. Was Gaufl
fand, spricht sich mit andern Worten so aus (vgl. Kap. I, §5):
Jeder Magnet ist gekennzeichnet durch eine bestimmte Ver-
teilung eines Vektors — der Magnetisierung I —, mit der
die magnetische Dichte gemafl der Beziehung

o= = _div iR
zusammenhangt. [Geschichtlich ist hier die in Kap. I, §5 vor-
getragene Auffassung der elektrischen Polarisation entsprungen,
und ebensodie Einfithrung desquellenfreien Vektors 8 = u $ + M.]
Fiihrt man dieses 9 in (52) ein, so wird nach ():

4wo-w(p):—f9ﬂﬁdr’ f%m V’() 7, (59)

wo das Zeichen ’ bedeutet, daBl bei der Ausfithrung der Opera-
tionen div und V' nicht der Feldpunkt p, sondern der Punkt
p’ in d1’ als verdnderlich behandelt werden soll.

Die Koeffizienten L P R der Gleichungen (31a), (32a), (33a)
lassen sich jetzt explizit darstellen. Fir die L ist dies schon in
§ 1 ausgefithrt; es ist

L, = g [ [ 252 (10)

©8;©8;

Aus (52) ergibt sich

! 1 m
Y1 (mz) - dnpy 7
und somit

1
Pro= i (60)
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Zur Berechnung von R;;, haben wir gemaB (33a) zwei Wege:
Aus (52b) ergibt sich

Quma) = [ 1 ® (ma)uy- 48, =72 [ <2

Nun ist, je nach der Lage von p,,
—_— Ny)-dS
T cos (N r) &

r2

cos( N 1)

s, .

positive |
negative |
von p, aus gesehen wird. (In Abb. 24
gilt + und negativ.) Rechnet man die
Winkel der ersten Art positiv, die der zwei-
ten Art negativ, und bezeichnet ihre al-
gebraische Summe — die kurz bezeichnet
zu werden pflegt als der korperliche Win-
kel, unter dem §; von p, aus erscheint —
mit «, so ist also

der korperliche Winkel, unter dem die {

Seite von d8,

My &
Qk(mh):— ;‘n ’

d. h.

o
in
Oder so: Das Potential v’ (¢;) ist dasjenige der dquivalenten
in S, ausgespannten magnetischen Doppelschicht von der sehr
kleinen Dicke d und der Flidchendichte

Ho’hc

Ryp= (61)

Dieses ist nach (

GRS (( ) 4;’;J %>';@dsk

S

a(L)
g \ T _ i (cos(N 1) o i
mf g A8 == g [ AS=t e

+

also R
kh

wie oben. )
[In sachlicher Ubereinstimmung mit dem oben Gesagten ist
folgende Definition: o ist der koérperliche Winkel, unter dem
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die Stromkurve s; von p, aus erscheint, — positiv (negativ)
zu nehmen, wenn der im Sinn von ¢, erfolgende Umlauf des
Fahrstrahls r ein negativer (positiver) Umlauf um N ist.]

Wir behandeln

A. das Feld von Strémen fiir einige Einzelfille. Die zu
erfilllenden Gleichungen sind:

o~
rot = “65 div = 0. (62)

Aus ihnen oder aus den gleichwertigen Formeln des §1 ist das
Feld zu berechnen.

1. Ein Stromkreis mit dem Strom ¢ enthalte u. a. einen sehr
langen geraden Draht vom Radius a. Die Strémung ist in ihm,
wie wir wissen, gleichmaBig iiber den Querschnitt verteilt. Das
Feld hat in der Nachbarschaft dieses Leiterstiicks axiale Sym-
metrie; die Kraftlinien sind daher Kreise um die Drahtachse.
Der Betrag von $ im Abstand R von der Achse ergibt sich,
indem man das Umlaufsintegral von § fiir den Kreis mit diesem
Halbmesser bildet: c¢-2x R - H = Strémung durch die Kreis-

fliche. Diese ist fiir jeden auBerhalb des Drahtes verlaufenden
Kreis = 4, fiir einen im Draht verlaufenden Kreis = @gj , also

3 1
auBen: H = -

¢ 2aR’ (63)

innen: H=%~27d'2.

2. Um einen Ringkorper von beliebiger Querschnittsform sei
in N engen gleichméfig verteilten Windungen ein Draht mit dem
Strom ¢ gewunden. Fiir jeden Feldpunkt, dessen Abstand vom
Draht gro8 ist gegen den Radius des Drahtes und gegen den
Abstand der Windungen, kann man diesen Strom ersetzen durch
eine gleichm&Big iber den Ringumfang verteilte Strémung.
Das Feld hat dann Symmetrie um die Ringachse; jede Kraft-
linie bildet einen Kreis um sie, und lings jedes Kreises ist H
konstant. Ist I die Lénge einer solchen Kreisbahn, L die Kreis-
fliche, so muB

¢c-lH=N-[3y-dL

sein, also
= N1 fiir jede Kreislinie, die innerhalb des Ringkérpers verlauft,
= O 3 3 3 3 auBerhalb » 2 2

Das Feld beschriankt sich also auf den Ringkérper, und dort ist
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im Abstand R von der Achse
Ni
H=5Rc
3. Ein sehr langer Zylinder sei in gleicher Weise umwickelt,
mit » Windungen auf der Léangeneinheit. In den von den Enden
sehr weit entfernten Teilen des Feldes kann man ihn ersetzt

denken durch einen Ring von sehr groBem Halbmesser. Das

(64)

27iN"R =n setzt. Aullen
ist kein Feld, innen ist das Feld gleichférmig, parallel der Er-
zeugenden des Zylinders, und vom Betrage

Feld folgt also dort aus 2., wenn man

H="" (65)

c

Genauer erhilt man § mittels des Aquivalenzsatzes. Jede Strom-
windung kann beziiglich der Induktion B ersetzt werden durch

eine magnetische Doppelschicht von der Dicke d =~11b - und folg-

lich nach (28) einer magnetischen Flichendichte w,, = - pon ic

auf beiden Seitenflichen. Diese Flidchenbelegungen zerstoren
sich in ihrer Wirkung gegenseitig, bis auf die Belegungen. an
den Endlfsichen 8 der Spule. Das Feld $ (M) dieser Be-

legungen 148t sich berechnen als
S =—Vy, y

Mit ihm ist das Feld § des gegebenen Stromes identisch im
AuBenraum; innerhalb der Stromspule aber ist
B N
wo IR parallel der Spulenachse und
1 _né

Ho ¢’

1 (on-dS

:4n,u;, r

H ist kleiner als %

4. In einem Kreise vom Halbmesser a flieBe der lineare
Strom 7; wir suchen das Feld auf der Achse des Kreises im Ab-
stand z von der Kreisebene. Das Biot-Savartsche Gesetz liefert
als Beitrag des Bahnelements ds:

dH — i-ds

dmer?”’
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wo 7?2 = 22 a?, und als Richtung von 4§ die Normale zu t
in der durch tr und die Achse gelegten Ebene. Die Resultante
ist parallel der Achse. Wird die zur i-Richtung positive Normale
der Kreisebene als 4 x-Achse gewihlt, so ist

a . 2ma?
d9,=dH~ und H=9,= "
Insbesondere im Mittelpunkt des Kreises:
i 2x
H= . (66)

Wir wollen noch fiir einige Fille die Induktivititen L be-
rechnen. Sie sind fiir y = constz nach (49), (49b) allgemein
definiert durch die Gleichung:

1 1 . ..
U= {5 pH2dv =5 Ly + Lyyiyip+ -+ -,
wo § das Feld der Strome ¢ bedeutet; und nach (31la) 8. 115 ist
. 1
Lyyiy = 7_[ By -dS; .
Im Fall y =y, wird nach (12):

o’ d
U= é:‘;ocgfs.d-,f«f__ i

und dementsprechend nach (10):

cos (ds1 d52
Ly, = 4'7_1'0_2‘ 1085 -
© 0

Die Stromkurven seien nun zwei Kreise von den Radien A4
und @, welche in parallelen Ebenen vom Abstand z liegen und
deren Mittelpunkte sich auf der gleichen Normalen dieser Ebenen
befinden. Dann wird

Ly=".P, wo P=2a f Aocosddd
2 dmer 7 Ja? - A2+ a2 —2A4acosd
Setzt man
44a
= —_— 2=4-
d=n—2n, k Alaf s

so wird cos? = 2sin2y — 1
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und @
2 gin? 1
P=4xny4a- chy =T gy

k2sin2q

oder

P=4x' 4% (e F—2m},

WO
T ;T
2 2

F fu_kzsmz E=fV1—k2§nTn-dn
0 0

die vollstindigen elliptischen Integrale erster bzw. zweiter Gat-
tung zum Modul % bezeichnen.

Es mogen insbesondere die beiden Kreise einander sehr nahe
liegen, d.h. A—a und = sehr klein gegen A4 sein. Dann wird
k2 sehr nahe gleich Eins. Setzt man dann

g A—a?ta
S

Pi(f)  Hult) 1 e

pore L ld) s

In erster Naherung wird

so istl)

=0

24’

wo b den kiirzesten Abstand der beiden Kreislinien bezeichnet,
und

Icl

P=4nA{F_2E}=4nA{1g8—;‘!—2}. (67)

(P ist der Wert von L, im sog. absoluten magnetischen Maf3-
system.)

Um eine Selbstinduktivitat L aus
1 1
sz?%@dr=?Lz2

zu berechnen, zerlegen wir 7 (s. Abb. 25) in einen ringférmigen
Raum 7., der den Stromkoérper enthélt, und den AuBenraum t,,

1) S. z. B. Schlémilch: Hohere Analysis Bd. IT, Seite 3221.
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und schreiben entsprechend: U = U, + U,. Die Grenzfliche F
beider Rdume koénnen und wollen wir aus magnetischen Kraft-
- . linien bilden. Eine beliebige an F

F

s angeheftete Membran S8, macht 1,

6 % | iﬂ~ zum einfach zusammenhingenden 7s.
" - s In 74 gilt:

div8=0; an F: 9B,=0;
9=—Vvy', v einwertig;

Abb. 25.

an S;: y)ﬁ,_—tp'_=%.

Es wird nach (9):
U= 5 ¥'%,-d8,
wo S aus Sy, Sy, und F besteht; folglich
U,= ucé‘fsBN-dsO . (68)

Erstes Beispiel. Der Strom fliefe in zwei unendlich langen
parallelen Drihten vom Radius R im Abstand d, die wir uns
beiderseits in unendlicher Entfernung verbunden und so zur
geschlossenen Bahn ergénzt denken. Wir fragen nach dem
Wert von U fiir den Raum 7, der von zwei zu den Drahtachsen
normalen Ebenen im Abstand % begrenzt wird. Ist durchweg
w = g, s0 erhalten wir das Feld durch Uberlagerung der beiden
Felder, die sich gemaf (63) fir die einzelnen Driahte ergeben.

Ist % sehr grof, so ist in jedem Draht und an seiner Oberfliche

das Feld dasselbe, als wenn nur in ihm ein Strom flosse. In
diesem Fall nun bleibt, wie im Anfang des folgenden Paragraphen
gezeigt wird, die Feldstirke § iiberall unverdndert, wenn im
Draht y,, im Auflenraum g, an die Stelle von g, tritt. Diese
Verhiltnisse wollen wir voraussetzen.

Die beiden Drahtoberflichen werden von Kraftlinien gebildet;
wir wahlen sie zur Fliche F, und den Teil der durch die Draht-
achsen gehenden Ebene, welcher zwischen den Dridhten liegt,
zur Fliche 8, Es wird

T 2akE

R
Uy=2h[5 mH?270-dg, wo H=-¢
0
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also
_h
Ui=% dne
i—R
o7 1 i 1
Uy=2hy, [m9x-do, wo $y—=H g
R
also
hopy ... d—R
T =" By ey M
U, 2 me2! Ig R
Demnach

72 —_—
U(T):571+U2:%é§{ﬂ1+ﬂ241g%§}-

Die physikalische Bedeutung dieses Ausdrucks liegt darin,
daB der Wert von U um U (zr) wichst, wenn die Paralleldrihte
um h verlingert werden; der Faktor von A ist daher die Kraft,
mit welcher ein beliebig geformter Biigel, der die Verbindung
zwischen den Drihten herstellt, nach auBen getrieben wird. Da
dieser Faktor positiv ist, so wirkt die Kraft tatsdchlich stets
nach auBen, im Sinn einer Ausweitung des Stromkreises.

oL 1 d—R

ah :;‘n?z"{/"l'{'luz‘ﬂg“} (69)
ist als Selbstinduktivitat der Léngeneinheit der Doppeldréhte zu
bezeichnen. Falls es sich um Kupferdrahte in Luft handelt, ist
U1 = Uy = po; dann iiberwiegt der zweite, vom duleren Feld
herrithrende Beitrag. Bestehen aber die Drahte aus Eisen, so

iiberwiegt, selbst bei sehr groflen Werten von %, das erste Glied,

das den Beitrag der Dréhte darstellt.

Zweites Beispiel. Der Stromtréiger sei ein Draht vom Ra-
dius R, der zu einem Kreise vom Radius A gebogen ist; A soll
sehr grofl gegen R sein; im Draht soll wieder y;, im Auflen-
raum p, gelten. Das Feld § im Draht und auf seiner Oberfliche
ist wieder dasselbe wie das eines geraden Drahtes, und somit
(s. oben) von den u-Werten unabhingig. Die Drahtoberfliche
wird von Kraftlinien gebildet. Wir bilden eine mit dem Draht-
kreis koaxiale Ringfliche 2, die durch Umdrehung eines mit
dem Drahtquerschnitt konzentrischen Kreises vom Radius «
entstehen soll. o kann und soll sehr grofl gegen R, aber sehr
klein gegen A4 gewihlt werden. Wegen der ersten Bedingung
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ist auBerhalb X das Feld dasselbe, als wenn der ganze Strom
in der Drahtachse flosse. Wegen der zweiten Bedingung ist
innerhalb X das Feld dasselbe, als wenn der Draht gerade aus-
gestreckt wire; dann aber ist es nach (63) auBerhalb des Drahtes
ebenfalls dasselbe, als ob der Strom in der Drahtachse zusammen-
gedréngt wire. Zusammengefalit: iiberall auflerhalb des Drahtes
ist das Feld dasjenige eines in der Drahtachse flieBenden Stro-
mes 1. Wir nehmen fiir F die Oberfliche des Drahtes. Dann

ist das Integral
[ By-ds,

der Gleichung (68) identisch mit der Gréfle
¢ Lyt =£6Pi

der Gleichung (67), sofern man in dieser b = R, u, = u, setzt.
Also 1
U=+ 47:62/12471A{1g———2}
Fiir das Drahtinnere aber erhalten wir, wie in dem vorigen Bei-
spiel (an Stelle von 2k tritt 27 4):
142

Ui=75 gzatm4

Also

1 .. w4 84
UZ?L@Z, WO L=Hc—2{,ul+‘u24<lgf—2>}. (70)

B. Das Feld von Magneten in Einzelfillen.

1. Der Magnet sei gleichf6rmig magnetisiert, d.h. IR’ = const
in 7/. Dann folgt aus (59), wenn wir jetzt bei der Operation I
den Feldpunkt als verdnderlich behandeln und demgemif

r()=—r(2

y=—207g, (71)

9= f4m'

das Newtonsche Potential des Raums 7’ bezeichnet.

2. Es sei in 7/: divi’ =0 (unter welcher Annahme der
Fall 1. als Sonderfall einbegriffen ist); dann folgt aus (59):
wl-d8

schreiben:

wo, wie friiher,

4wy, -y = (72)
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WO w;n = m;z
die Oberflichendichte der magnetischen Verteilung bedeutet.
Ist im besondern der Magnet fadenférmig gestaltet, und ist I
parallel dem Faden und von konstantem Betrag, so wird ¢ das
Potential zweier entgegengesetzt gleicher Mengen, die sich an
den Fadenenden befinden.

3. Die Magnetisierung sei willkiirlich, der betrachtete Feld-
punkt aber weit vom Magneten entfernt. Setzt man dann fir

V’(%) einen konstanten mittleren Wert, so folgt aus (59) als
erste Naherung:

sy y =" (L)1, (73)

K=[W.dv (74)

das magnetische Moment des Magneten bezeichnet.

4. Fiir MeBzwecke pflegt man Magnete aus Stiben von kleinem
Querschnitt oder aus gestreckten Umdrehungskérpern herzu-
stellen, und es so einzurichten, daf die magnetische Verteilung in
gleichen Absténden von den beiden Enden entgegengesetzt gleich
ist, und im zweiten Fall auBlerdem Rotationssymmetrie besitzt.
Unter diesen Bedingungen kann man eine weitgehende zweite
Naherung erzielen, indem man zwei bestimmten Punkten be-
stimmte entgegengesetzt gleiche magnetische Mengen zuschreibt.
Sind - m diese Mengen, ist | die Strecke von — |m| nach
4+ |m|, und ist das Moment dieser fingierten Verteilung |m|{ =X,
so ergibt also eine bestimmte Wahl von K die erste, eine be-
stimmte Wahl der beiden Faktoren die zweite Naherung. Man
spricht dann von den zwei Polen des Magneten mit der Pol-
stirke m und dem Polabstand I. Es ist aber zu beachten, dafl
solche Pole sich nicht fiir jeden Magneten angeben lassen, und
daB} sie, wo sie vorhanden sind, den wirklichen Magneten nicht
allgemein ersetzen. Kine Ausnahme bildet nur der unter 2.
erwahnte Sonderfall. Nahere Ausfiihrung z. B. Elm. Feld 1.,
S. 181ff. — In einem allgemeineren Sinn wird der Ausdruck
Pol fiir diejenigen Oberflachenstiicke eines Magneten gebraucht,
aus denen die Kraftlinien in verhéltnisméBig grofer Dichte aus-
treten. Die gleiche Bezeichnung wird dann auch auf Elektro-
magnete angewandt; so haben wir, im Anschlul an die

Cohn, Das elektromagnetische Feld. 2. A. 9
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Ausdrucksweise der Elektrotechnik, von 2-, 4-, ...poligen Dy-
namomaschinen und von ihren Polschuhen gesprochen.

C. Die Kriafte zerfallen nach dem oben Ausgefiihrten in vier
Gruppen, aus denen wir Einzelfédlle betrachten wollen. Es wird
sich jedesmal um starre Korper handeln. Nun kann man all-
gemein bemerken: Unter unserer Voraussetzung u = u, ver-
schiebt sich das Feld eines starren Stromleiters oder Magneten
mit ihm; die Kraftefunktion U dieses Feldes dndert sich dabei
nicht; d.h. die innern Kréfte leisten bei dieser Verschiebung
keine Arbeit. GemiB dem Satz von der Uberlagerung der Felder
bedeutet dies, daB bei der Berechnung der Arbeit nur das dulere
Feld in Betracht zu ziehen ist.

Fiir einen starren linearen Stromkreis ist die Arbeit

Ap=2060,, (75)

wo @, den vom fremden Feld herrithrenden Induktionsflufl durch
die Stromkurve bedeutet. [Das gleiche gilt mit groBer Annéhe-
rung auch, wenn der Stromleiter bei der Bewegung in dauernd
gleicher Weise von REisen umgeben bleibt; denn auch dann
fithrt er nahezu vollkommen sein Feld mit sich. Vorausgesetzt
ist aber dabei, dal man auch jetzt Eigenfeld und fremdes Feld
iiberlagern, d. h. g wie eine Konstante behandeln darf.]
Fir einen starren Magneten ist die Arbeit:

Ay =—[oy,-dm, (76)

wo 9, das Potential des fremden Feldes $, am Ort von dm
bezeichnet, und dv, die Anderung, welche dieses durch die Ver-
schiebung von dm erfihrt.

Aus dem Kraftwert f = p,§, leitet man dies so ab: u sei
die unendlich kleine Verschiebung; dann ist

A,,,=fuf~dr=fu@a-dm. Aber u9,=—u-Vy,=—2ady,.

Gleichbedeutend mit (76) ist, da die dm sich bei der Ver-
schiebung nicht &ndern,

Ap=—0fvy-dm=—0[p,0m-dr=05[ 9, M-dv.  (17)

Einzelfille. 1. Eine sehr lange Spule mit dem Strom ¢,
und 7, Windungen auf der Lingeneinheit, von denen jede die
Flache S; umschlieBt, rage in eine ebensolche parallele Spule
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mit dem Strom ¢, und n, Windungen auf der Langeneinheit
so weit hinein, daB alle Enden sehr weit voneinander entfernt
sind; beide Strome mogen gleichsinnig flieBen. Sinkt dann die
innere Spule um Jx weiter in die duBere ein, so wichst @, um
8Q, =n,-0x-ugH,8;, wo nach (65):

Pat2

Hy==2;
es ist daher nach (75):
i 0Q 8
fo=-tS2 =Bt 8, . (78)

Sind die vier Spulenenden nicht geniigend weit voneinander ent-
fernt, so ist (vgl. A. 3) deren dquivalente magnetische Belegung
zu beriicksichtigen. Stromwage.

2. Ein um eine vertikale Achse drehbarer Leiter, Strom ¢,
befinde sich in einem gleichférmigen Feld mit der horizontalen
Komponente H. Die maximale Projektion einer vom Strom
umrandeten Fliche auf eine passend gewéhlte Vertikalebene
sei 8, die positive Normale von §; sei N, der Winkel (HN) =4,.
Dann ist @, = ueH S, cos #;, und es wirkt folglich zu wachsen-
den ¥, ein Drehmoment

= —:;1— o H 8y sin 9. (79)

2a. Betrachten wir (in erster Nédherung) das Feld eines
vertikalen Kreisstroms i, von groBem Radius @ in der néchsten
Umgebung seines Mittelpunkts als gleichformig, so wird (bei
entsprechend kleiner Fliache 8;) das Drehmoment nach (66):
O= M2 g in,, (80)
wo ¢, jetzt den Winkel zwischen den positiven Normalen der
beiden Stromflichen bedeutet. Grundlage von Wilhelm Webers
Elektrodynamometer.
2b. Ein auf grofle Strecken gleichformiges Feld haben wir
davernd iiberall da, wo sich keine Eisenkérper in der Nihe be-
finden. Es heilt das erdmagnetische Feld, die Vertikal-
ebene durch seine Richtung der magnetische Meridian.
Seine Horizontalkomponente weist ungefahr von Siid nach Nord.
Verstehen wir diese unter H, so erfihrt also ohne unser
Zutun jede um eine vertikale Achse drehbare Strombahn das
g*
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Drehmoment @ der Gleichung (79). W. Webers Bilifargal-
vanometer. Richtung und Pfeil von H kénnen wir uns durch
diese Anordnung eindeutig festgestellt (d.h. auf die willkiirlich
festgesetzte positive Stromrichtung bezogen) denken.

3. Ein Magnet befinde sich in einem gleichférmigen Feld 9.
Dann wird nach (77):

Apm=0(9K) = HK - dcos (9K), (81)

wo H= f M-dr das Moment des Magneten bedeutet. Der
Magnet ist also im stabilen Gleichgewicht, wenn die Richtung
von K, die magnetische Achse, mit der Richtung des fremden
Feldes zusammenfillt. Ist er um eine vertikale Achse drehbar,
und bezeichnen wir jetzt und im folgenden durch K die hori-
zontale Komponente des Moments (die in den Versuchen tat-
sichlich das Moment selbst ist), durch H wieder die Horizontal-
komponente des Feldes, und durch ¢ den Winkel zwischen
beiden, so ergibt sich ein Drehmoment

O =—HK - sind (81a)

zu wachsenden ¢. Es ist nach (79) gleich dem Drehmoment auf
den Triger des dquivalenten Stroms, der gemif (27) durch
Mol K
c
gegeben ist.

Gleichung (81) findet Anwendung auf einen im Erdfeld be-
findlichen Magneten (Bussole). Die Richtung von K, d. h. die
Richtung von dem — im weiteren Wortsinn — negativen Pol
zum positiven Pol, stellt sich also im Gleichgewicht in die Sid-
Nord-Richtung ein. Danach heiBit der positive Pol auch Nord-
pol, der negative Siidpol. Mittels eines bekannten Magneten ist
dann die Pfeilrichtung jedes Feldes festzulegen, und weiter das
Vorzeichen jeder magnetischen Menge.

4. Ein kleiner Magnet befinde sich im Mittelpunkt des Kreis-
stromes ¢ der Anordnung 2a, der im magnetischen Meridian
stehe. Das Drehmoment um die Vertikale ist dann nach (66)
oder nach (80) und (27):

01=~4%?§smﬁl (82)
zu wachsenden 9,.
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Unter H in (8la) werde die Horizontalkomponente des Erd-
feldes verstanden; dann ist

7T
19 + 191 = —2— N
und der Magnet ist im Gleichgewicht, wenn @ = @, oder

1 12n
ted=gm .

ist. Hier bedeutet ¥ die durch den Strom 7 hervorgerufene Ab-
lenkung des Magneten aus dem magnetischen Meridian. Tan-
gentenbussole. (Das entsprechende gilt fiir das Elektrodyna-
mometer.)

Bei beliebiger Form der Stromwindungen tritt an Stelle
von (66):

(83)

7
H = "Cﬁ g s
wo ¢, eine reziproke Linge, durch Vergleichung mit einer Tan-
gentenbussole experimentell bestimmt werden kann. Es wird dann

tgﬁ—?—ﬁ (83a)

5. Es sei § das Feld, welches am Ort unseres Magneten ein
anderer Magnet vom Moment K’ erzeugt, der sich in der groBen
Entfernung » befindet. Wenn wir es (in erster Néaherung) als
gleichférmig ansehen, so kénnen wir (81) anwenden, und haben

YK=—Vyp-K, wo p aus (73) zu entnehmen ist; also
47ty @1{#47( (—-)K’) K (84a)
oder \ 1
{ () () }
=Koy, 5 + KTy 55 ay'+
KK’

=—— {COb (KK') — 3 cos (Kx) cos (K1)} . (84Db)

Es befinde sich etwa K’ magnetisch ostlich von K und seine
Achse liege in &stlicher Richtung, so daB8 (K'r) =0 ist (sog.
erste Hauptlage). Dann ist

dmp,-HH = g%]—{— cos (Kr),
und es ergibt sich ein Drehmoment

2KK’ .
@] = — _475—#073 sm (Kr)
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zu wachsenden Winkeln (¥t), wo wiederum
T
(Kx) ='2———19

ist. Also besteht Gleichgewicht mit der Wirkung des Erdfeldes,
wenn X
ey ?7‘3 tgd. (85)

Um den Winkel ¢ wird ein beliebiger Magnet (X) durch den
Magneten H’ aus der Richtung abgelenkt, die ihm das Erdfeld
anweist.

Aus Messungen von f, in (78) oder von @ in (80) ergibt sich,
wenn derselbe Strom ¢ durch beide Leiter flie3t,

4mpu,

(dme)? 3

in mechanischem MaB, oder was [s. oben bei (58)] dasselbe be-
deutet, 2 in absolutem magnetischem MaBl (W. Weber). — In

gleichem Ma8 folgt aus (79) ¢;H und aus (83) %, also, wenn

derselbe Strom ¢ durch Bifilargalvanometer und Tangenten-
bussole flieBit, einzeln ¢ und H (W. Weber) — In gleichem

Mas folgt aus (8la) H K, und aus (85) *. Es fithre nun in einem

ersten Versuch der Magnet K’ unter der Wirkung des Erdfeldes
Schwingungen um seine Gleichgewichtslage aus; dann ergibt sich
aus Schwingungsdauer und Trigheitsmoment das Direktions-
moment, und somit nach (8la): HK’. In einem zweiten Ver-
such lenke derselbe Magnet K’ den Magneten K ab; dann er-

gibt sich nach (85): . Aus beiden Versuchen zusammen folgen

also K’ und H elnzeln (GauB). Eine Korrektion ergibt sich
daraus, daB das x4 des Magneten tatsichlich nicht = u, ist;
s. im folgenden Paragraphen.

Wie wir in Kap.I (s. dort §6) die Messung von Strémen
und Widerstdnden auf die von Potentialdifferenzen zuriickfithren
konnten, so jetzt die Messung von Widerstinden und Potential-
differenzen auf die von Strémen. Insbesondere: Widerstands-
vergleichungen geschehen z. B. in der Wheatstoneschen Briicke
(Abb. 9), indem das Ausbleiben des Stromes in der Briicke
festgestellt wird. — Potentialdifferenzen ¢, — @, = w? inner-
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halb eines Stromkreises werden gemessen, indem zwischen «
und b eine Zweigleitung angelegt wird, die durch einen Strom-
messer fiihrt: Ist ihr Widerstand w,, der Strom in ihr ¢;, so
ist @,— @, = wyt;. Bei festgehaltenem w; kann also jeder
Strommesser auch als Spannungsmesser geeicht werden. Damit
die gemessene Spannung gleich derjenigen ist, die vor An-
legung der Abzweigung bestand, mufl 7, < ¢ also w;> w sein.

§ 9. Der allgemeine Fall. Das Zusatzfeld.

In der folgenden Behandlung des allgemeinen Falls wird
dieser an den Sonderfall y =y, angeschlossen. Es wird die
Frage gestellt: wie dndert sich das Feld, wenn in bestimmten
Raumteilen der Kérper von der Konstante p, durch einen be-
stimmten anderen Korper ersetzt wird, in dem x entweder einen
gegebenen konstanten Wert besitzt oder eine gegebene Funktion
der Feldstarke ist.

Das urspriingliche Feld heille $,, das neue $. Sie sind be-
stimmt durch die Gleichungen:

rot g?u:%? div (1, 9,) =—div I, (86)
rot = ‘?, div(p9) =—divik. (87)

Fiihrt man das Zusatzfeld 3 ein durch
3=9—"9 (88)

und setzt noch
(H—uo) & =R, (89)

so ergibt sich:
rot § =0; pydiv § = —divR. (90)

Die erste dieser Gleichungen zeigt, dall das Zusatzfeld niemals
einer Stromung entspricht; die zweite zeigt, dal es einer Magneti-
sierung R zugeschrieben werden kann, und daf es aus dieser
so abzuleiten ist, als wenn der Wert y, iiberall erhalten geblieben
wiare. Diese Magnetisierung ist nur in den Kérpern vorhanden,
fir welche u =& u, ist. Nehmen wir als das urspriingliche ho-
mogene Medium das Vakuum an, so sind dies alle ponderabeln
Korper. Diese werden als magnetisch polarisierbar bezeichnet,
R als induzierte oder temporére Magnetisierung. (Zahlen-
méBig macht es keinen merkbaren Unterschied, wenn wir fiir
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,,Vakuum‘ | Luft setzen.) R ist abhiingig vom Felde § und
verschwindet zugleich mit diesem (vgl. das elektrische Gegen-
stiick Kap. I, § 5). — Aus (90) folgt [vgl. (51), (62), (59)]
3=—Ve; dapyt=—[T"Far=[w.p(])ar. o)
Fiir groBe Entfernungen von dem polarisierten Kérper gilt [vel.

(73), (74)]: dmpy-E= V' e) ,J‘m'.d,g (92)

wo das Integral dasinduzierte oder temporire magnétische
Moment des Korpers bedeutet. Ergibt sich die induzierte
Magnetisierung als gleichférmig, so gilt [vgl. (71)]:

R dz’
CZ-—EVQ, wo g= Zn7' (93)

Um aber diese Ausdriicke benutzen zu kénnen, mull man R,
d. h. § bereits kennen. Man bleibt darauf angewiesen, die Glei-
chungen (87) zu integrieren, — oder solche, die aufler 3 nur
gegebene Gréfen enthalten.

Zunichst eine Anordnung, bei der sich die Berechnung des
Feldes 9 besonders einfach gestaltet. Das Feld soll ausschlieB-
lich von Strémen, nicht von Magneten herrithren. Dann ist es
moglich, im Felde $, ein System von Kraftlinien herauszu-
greifen, welches eine geschlossene Flache S ausfiillt. Wir setzen
noch voraus, dafl in dem Innenraum 7; von 8 lings jeder Kraft-
linie H, einen konstanten Wert hat. Jetzt soll 7; von einem
homogenen Korper mit der Durchlissigkeit x4 erfiillt werden,
wiahrend auflen (in 7,) u =y, bleibt. Dann ist das neue Feld $
im ganzen Raum identisch mit §, Beweis:

Es war

in 7, und 7;: rotg(,:%’ div §,=0;

in 7;: 9-VHy,=0; an S: Don=Pon=0.
Es soll sein
(o3
in 7, und 7;: TOt :%;
in 7,: div=0; an 8: u9,+ 95 =0;
in 7;: divep =0, wnurf(H); (nicht explizite Ortsfunktion).
Wenn aber £, seinen Bestimmungsgleichungen geniigt, so
geniigt auch § = 9, den seinigen. Diese Behauptung ist be-
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wiesen, sobald gezeigt ist, daB in 7; gilt: divu § = 0 fir H =9,.
Es ist aber nach (7): divu 9 =pu-div 9 + 9 Vu. Hierin ist
Vu=i-VH, wo A=f (H) ein Skalar; es verschwinden also beide
Glieder einzeln fir $ = 9,. Die Forderung, daB H, konstant
sein soll lings jeder Kraftlinie, ist, wie man sieht, nur dann
wesentlich, wenn Vu == 0 ist, d. h. fiir Eisenkérper.

Die Anwendung auf die in § 8, A unter 1., 2., 3. behandelten
Fille ergibt: Das Feld § &ndert sich nicht, 1. wenn ein strom-
fithrender langer gerader Draht mit einem koaxialen Eisenrohr
umgeben wird, oder wenn in ihm selbst das Kupfer durch Eisen
ersetzt wird; 2. wenn eine Ringspule ganz oder zum Teil durch
einen koaxialen Eisenring ausgefiillt wird. 3. Wenn in eine sehr
lange gerade Spule ein sehr langer Eisenstab von beliebigem
Querschnitt eingeschoben wird, so dndert sich das Feld nicht
merklich an den Stellen, die von den Spulenenden wie von den
Stabenden weit entfernt sind.

Jedesmal aber &ndert sich im Eisen die Induktion:

aus By=pHy wird B =pu,

Die allgemeinere Aufgabe teilen wir.

A. Es sollen im Felde keine Magnete vorhanden sein. Wir
erhalten aus (86), (87), (88):

rot 3 =0; divpd = —div (t — o) Do (94)
Insbesondere: Der Raum t; mit der Oberfliche S soll einen
homogenen Korper von der Durchlissigkeit y enthalten; aufler-
halb 7; soll p =gy, sein. Es ist divup D =pdivd + 9-Vu.
Wir nehmen p zunichst als Konstante an. Ergibt sich bei diesem
Ansatz, daBl 9 ein konstanter Vektor oder VH | § wird, so
ist (vgl. oben) - Vpu =0, und die Losung gilt daher auch fiir
Eisenkorper. Wir erhalten aus (94):

tiberall: rot 8§ =0,
iberall, aufler an S: div 8§ =0, (94a)

an S: uB, + 1By = (4 —po) Hon:

Die vorliegende Aufgabe stimmt mathematisch iiberein mit
der in Kap. I, §3C. behandelten elektrostatischen, sofern man
durchweg u fiir ¢ setzen darf; s. Kap. I, (25), (25a). Die dort
behandelten Félle: Kugel, Ellipsoid, Hohlkugel im gleichfr-
migen Feld, hatten zur Voraussetzung, daB bis auf sehr grofe
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Entfernungen von dem betrachteten Kérper sich ein homogener
Isolator erstrecke. Das ist tatséchlich nicht ausfiihrbar, da man
ein gleichférmiges elektrisches Feld nur zwischen einander nahen
Leitern herstellen kann. Im Gegensatz dazu koénnen wir durch
Stréme ein starkes gleichférmiges magnetisches Feld herstellen,
ohne die Bedingung eines im Auflenraum homogenen Mediums
zu verletzen. Andrerseits aber wurde in dem Korper selbst &
als konstant vorausgesetzt, wihrend y in Eisen nicht konstant
ist. Nach dem soeben Gesagten kénnen wir gleichwohl die Er-
gebnisse fiir Kugel und Ellipsoid iibertragen, — die fiir die Hohl-
kugel erhaltenen aber nur unter der Voraussetzung eines schwa-
chen 3duBeren Feldes, wie es z. B. das Erdfeld ist. '
Fiir ein Ellipsoid im homogenen Feld gilt, wenn wir noch

bt _ (95)
Mo
setzen: % % %
— Yoz — Yoy POz
‘b”_l—[-Au’ ®”—1+Bx’ g32_1-1-0”’ (96)

wo A, B, C die in Kap. I (24b) behandelten Konstanten bedeuten
[s. Kap. I (28a, b)]. Daraus findet sich bei gegebenem £, der Be-
trag H = F (u). Hierzu kommt die das Material kennzeichnende
Gleichung x4 = f (H). Beide zusammen bestimmen g, und dann
folgen aus (95), (96) die Komponenten von §. Umgekehrt er-
geben sich aus unsern Gleichungen die Mittel zur experimentellen
Bestimmung der Funktion f (H). Die induzierte Magnetisierung ist

R N L (97)
PR % T8 PR

und aus ihr ergeben sich in einfacher Weise sowohl die Fern-
wirkungen des polarisierten Ellipsoids, wie die Drehkrifte, die
es in einem gleichférmigen Felde erfihrt [s. oben Gleichung (93)
bzw. am Ende dieses Abschnitts Gleichung (104)]. Indem man
die einen oder die andern bei gegebenem £, beobachtet, erhilt
man % oder y zunichst als Funktion von H, [in (104) mit H
bezeichnet], und somit nach (96) als Funktion von H.

Die Zahl :—n wird als magnetisches Aufnahmevermdégen

(Suszeptibilitédt) bezeichnet; sie ist positiv fir paramagne-
tische, negativ fiir diamagnetische Koérper. — Falls $ parallel
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Ho wird, so heiit die durch die Gleichung
Hy=H (1 -+ xf) (98)

definierte Grofe 4mf Entmagnetisierungsfaktor. Es ist
danach f= 0 im Fall des Ringkérpers (und in den beiden Féllen
der endlosen Zylinder), f = A (oder C) im Fall eines Ellipsoids,
wenn es mit seiner gréBten (oder kleinsten) Achse parallel der
Feldrichtung liegt. Fiir Eisenkorper ist » eine grofle Zahl; es
wird daher im allgemeinen bei gegebenem &#uBeren Felde die
induzierte Magnetisierung R = xpuy$ sehr nahe proportional

l, und unabhéngig von x; nur bei Kérperformen, fiir welche f

nahezu Null ist, wird ® anndhernd proportional ». Nur bei
solchen Formen also kann man aus dem beobachteten Wert

der induzierten Magnetisierung auf den Wert von x oder

1.20)
schlieBen. Unter diesen scheidet der Ringkérper aus; seine in-

duzierte Magnetisierung hat keine Divergenz, und er erzeugt
daher itberhaupt kein Zusatzfeld § (vgl. Kap. III §5 B).

Wir sind deshalb auf das Ellipsoid angewiesen. Nun folgt
aus den Eigenschaften der Konstanten 4, B, C, daB f nur dann
klein ist, wenn §, der grolten Achse parallel ist, und wenn
diese sehr groB ist mindestens gegen eine der andern Achsen.
Qualitativ ergibt sich also: Um bei gegebenem &uBerm Feld und
groBer Durchlissigkeit einen temporiren Magneten von grofler
Fernwirkung zu erhalten, muf man dem Korper gestreckte
Form geben und das Feld in der Lingsrichtung wirken lassen.
Soll aus der Fernwirkung auf den Wert von £ geschlossen

Ho
werden, so muf} diese Form ein Ellipsoid sein.

Fir eine Hohlkugel aus Eisen in einem gleichférmigen und
schwachen Feld gilt: das Feld im Hohiraum bleibt gleichférmig,
ist aber geschwicht im Verhdltnis

1 — 1 2wy (e
1: q’ wo g=1-+ 9 u-py {1 (a) }’
wo @, und a, die Kugelradien bedeuten. Ahnliches gilt fiir das
Innere eines polarisierten Hohlzylinders. Man benutzt beide

Anordnungen, um den Innenraum gegen die Einwirkung des
Erdfeldes zu schiitzen (Panzerung eines Galvanometers).
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Die Ausdriicke dndern sich nicht, wenn 4 und g, vertauscht
werden (s. die vorstehende Formel). Auch ein Eisenzylinder
wird durch einen Luftring gegen ein Feld im ihn umgebenden
Eisen abgeschirmt. In den Dynamomaschinen mufl diese un-
erwiinschte Wirkung durch mdoglichst geringen Abstand zwischen
Magnetgestell und Anker herabgedriickt werden. (Der Satz:
,,der magnetische Widerstand des Kreises mufl mdglichst gering
gemacht werden‘’, ist ein andrer Ausdruck fiir die gleiche Sache.)

Eine gendherte Loésung der Feldgleichungen kann man
stets erhalten, sobald yx sehr wenig von g, verschieden ist, also
fir alle nicht ferromagnetischen Kérper. Es ist dann auch 9
wenig von §, verschieden, und in erster Ndherung also

R = (p— o) Do, (99)

d. h. die induzierte Magnetisierung ist einzig durch das duBere
Feld bestimmt, unabhingig von der Kérperform.

B. Die bisher bebandelten Lésungen der Gleichungen (87)
hatten das Gemeinsame, dafl der Korper, in dem wir u == u,
anzunehmen hatten, keine permanente Magnetisierung besaB8.
Geben wir diese Einschrinkung auf, so diirfen wir die Glei-
chungen (86), (87) nicht mehr so verstehen, dafl sie zwei Felder
bestimmen, die durch eine tatsichliche Veréinderung aus-
einander hervorgehen koénnen; denn wir koénnen nicht zwei
Magnete mit den Durchléssigkeiten u, und g und mit der gleichen
Magnetisierung 9t herstellen. Die Gleichungen (87) allein stellen
einen wirklichen Fall dar. Die Gleichungen (86) bestimmen
lediglich das Feld, das bestehen wiirde, wenn u.a. auch der
Magnet die Durchlassigkeit u, besdBe. Sind die Gleichungen (87)
gelost, so bedeutet R = (u—uo)  die induzierte Magneti-
sierung, die man zu der permanenten I hinzufiigen muBl, um die
sog. freie Magnetisierung M, zu erhalten. Dieses

My =M+ (p—po) (100)
ist diejenige Magnetisierung, aus der man das Feld richtig erhilt,
wenn man dem Magneten die Durchlissigkeit u, zuschreibt.

Im besonderen also: Was wir aus den Fernwirkungen des Magne-
ten nach den Gleichungen von § 8, B berechnen, das ist tatséchlich
nicht das M unsrer allgemeinen Gleichungen, sondern die freie
Magnetisierung I, des Magneten in einem Felde £’, das nur
von ihm selbst herriihrt (und das durch keine Eisenkérper be-
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einflult ist). Dieses Feld ist bestimmt durch die Gleichungen
rot " = 0; divpy ' = —div k. (101)

Vergleichen wir hiermit die Gleichungen (94), die das Zusatzfeld
eines polarisierbaren, aber nicht permanent magnetischen Korpers
bestimmen, so zeigt sich: bei gleichem 7 und u folgt das §’
der Gleichungen (101) aus dem J der Gleichungen (94) und (90),
wenn wir

(u— o) Do durch I, und R = (u—pue)  durch M,
also g) ’z durch 9’;%5 usw.

ersetzen. Fir ein gleichférmig permanent magnetisiertes Ellip-

soid erhilt man daher durch Ubertragung von (96):

gﬁ$ wt” mez

S'mlav:ﬁf%’ wlﬂzﬁB—n’ 9Rlz=1—+0,‘-
Einer bestimmten Stahlsorte 148t sich eine bestimmte maxi-
male wirkliche Magnetisierung I aufzwingen. Die scheinbare
Magnetisierung R,, die in dem erzeugten &uBlern Felde zur
Geltung kommt, ist jener nahezu gleich bei einem gestreckten
laingsmagnetisierten Ellipsoid, — aber nur ein kleiner Bruchteil
von ihr bei einem flachen quermagnetisierten. Qualitativ das
gleiche findet allgemein statt bei gestreckten bzw. flachen Formen.
Dieser selbstinduzierten Magnetisierung iiberlagert sich eine
weitere in jedem fremden Feld. Diese entspricht fiir die Be-
obachtung dem, was wir bei unmagnetischem weichem Eisen als
die induzierte Magnetisierung schlechthin messen, und kann also
aus Fernwirkungen — magnetometrisch — bestimmt werden.
So ergibt sich z.B. bei Ellipsoidgestalt und gleichférmigem
fremden Feld der Wert von u. Bei der am Ende von §8 be-
sprochenen GauBschen Methode liegt die Achse des — ge-
streckten und lingsmagnetisierten — Magneten sehr nahe parallel
dem Erdfeld H bei den Schwingungsbeobachtungen, die K- H
bestimmen, dagegen normal zu H bei den Ablenkungsbeobach-

(102)

tungen, aus denen g— berechnet wird. K bedeutet daher in den

beiden Ausdriicken tatséchlich nicht das gleiche. Die Korrektion
kann ausgefithrt werden, sobald fiir beide Lagen die durch ein

bekanntes Feld induzierte Magnetisierung experimentell gefunden
ist. (Néher ausgefiihrt z. B. Elm. Feld 1., S. 217ff.)
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C. Krifte auf starre Korper. Bei der soeben nochmals er-
wihnten GauBschen Methode haben wir in § 8, C die Krifte auf
den Magneten so berechnet, als ob sein u gleich dem der um-
gebenden Luft und seine scheinbare Magnetisierung die wahre
wire. Dal dieser zunichst unbegriindete Ansatz zum richtigen
Ergebnis fiihrt, soll jetzt in allgemeinerer Form gezeigt werden.

Es ist divI = —divu §, also nach (100):

div M, = —divp, 9.
Der Ausdruck fiir die Kraft auf die Volumeinheit war unter den
Bedingungen des § 8 [s. (53)]:

71:{*?’/10@}'{_91175@, wo 91m=—diV§m1=diV,uO$)

Die dort vorausgesetzten Bedingungen sind im allgemeinen nicht
erfiillt, insbesondere gelten sie tatsichlich nicht fiir Magnete.
Der richtige Ausdruck ist allgemein nach (36):

fz[%”@} +Qm@—jVH'H'dH, Wo g, =—diviR =divu.
Wir bilden
F=f—f= [‘f (P‘“ﬂo)@} +diV(w—uo)@)—fl?(u—uo)ﬂ-dﬂ

(da Vu,=0).
f unterscheidet sich von { nur dadurch, dal u—py, an die
Stelle von yu getreten ist. Es 1a8t sich daher in der Form
fgc:a}i;-}—@y_{_égz_ usw.

durch Spannungen p’ darstellen, die aus den p der Gleichun-
gen (38a) durch die gleiche Vertauschung hervorgehen. Die p’
enthalten alle den Faktor x4 —u, und verschwinden folglich an
der Oberfliche der polarisierten Korper. D.h. (vgl. Kap.I, §5
am Ende): starre polarisierbare Korper, insbesondere Magnete,
bewegen sich unter dem EinfluBl der Kréfte f, ebenso wie unter
dem der Krifte f.

Die Arbeit bei der Verschiebung eines stromlosen, aber be-
liebig permanent oder (und) temporér magnetisierten starren
Kérpers in einem fremden Feld $, ist demnach gemafl (76):

Ap=—[ 6y, dm,= [69, M,-dz, (103)
(aber nicht, entsprechend (77),
=—08 [ yordmy =0 [ 9,M, dr;
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denn nur die m und I sind konstante, die m, und M, aber
vom Feld §, abhingige Grofien).

Wir betrachten im einzelnen noch die Krifte auf starre po-
larisierbare, aber nicht permanent magnetisierte Korper. Esist
dann 9, identisch mit R, und das fremde Feld §, identisch
mit dem Feld, das ohne die induzierte Magnetisierung besteht,
d. h. mit demjenigen, das unter A. mit §, bezeichnet wurde.
Also ist fiir ein Ellipsoid im gleichférmigen Feld nach (97):

Ist etwa das Ellipsoid drehbar um seine c-Achse, und
Doe=H:cosd, Doy = H - sind,
so wird das Drehmoment zu wachsenden :

@ = 0eeThe b 000y Vs o _Moppy B4 Gnog. (104)
(B4, )(4+5)

Die Gleichung hitte aus Kap. I (46) iibertragen werden kénnen

durch einfache Vertauschung von ¢ und yu; sie ist hier auf an-

derem Wege gewonnen. Sie zeigt, daB stets die lingere Achse

in die Feldrichtung getrieben wird, gleichviel ob y gréBer oder

kleiner als u, ist. Ist aber ;:{ wenig von Eins verschieden, also
0

% sehr klein, so wird @ proportional mit »2. Daher erfahren dia-
magnetische und paramagnetische, aber nicht der Eisenklasse
angehérende Korper in einem gleichformigen Feld iiberhaupt
keine wahrnehmbaren Richtkrifte. Zum Nachweis ihrer —
negativen oder positiven — x-Werte dienen ausschlieBlich nicht-
gleichférmige Felder.

Erstens: fiir Kugelgestalt und beliebiges » ergibt sich [vgl.
Kap. I (44)] die Kraft

3po B—py
%27‘5_}_2#;7'[7(15[3). (105)

Der Kérper wird daher ins Feld oder aus dem Feld getrieben,
je nachdem

w>pe (>0), oder u <<p, (x <O0) ist.
Zweitens: Ist x<1, so folgt aus (103) mit M, =R = (u— o) 9,

A =[5 8(0%) v,
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d. h. auf jede Volumeinheit wirkt, unabhingig von der Gestalt
des Korpers, eine Kraft

f=EoR (). (106)

Sie ist proportional mit der ersten Potenz von %, und kann in
Feldern von starkem Gefélle auch fiir sehr kleine »-Werte wahr-
nehmbar und mefbar gemacht werden. Der einzige allgemein-
giiltige Inhalt von (106) ist, da} jedes Teilchen des Kérpers zu
Stellen groBerer oder kleinerer Feldstirke getrieben wird, je
nachdem x positiv oder negativ ist. Wie sich ein linglicher dreh-
barer Korper einstellt, hingt von der Gestalt des Feldes ab.
Irrig ist die vielfach aufgestellte Behauptung, ein paramagneti-
scher Stab stelle sich in die Richtung der Kraftlinien, ein dia-
magnetischer normal zu ihnen. Das gilt tatsichlich nur fiir die
besondere Gestalt, die das Feld zwischen zwei zugespitzten Polen
besitzt.

Drittes Kapitel.

Das quasistationiire elektromagnetische Feld.

§ 1. Das Faradaysche Induktionsgesetz.
Das quasistationiare Feld und seine Energie.

Wir haben bisher nur unverénderliche Zustinde in ruhenden
Korpern betrachtet. Wenn wir einmal Verdnderungen der
elektrischen Verteilung, der Strémung, der Lage von Kérpern
einfiihrten, so waren dies stets Anderungen, die wir als unend-
lich klein und unendlich langsam verlaufend voraussetzen
durften. Unter diesen Bedingungen sind elektrische Stréme nur
in Kérpern mit inneren (eingeprégten) elektromotorischen Kréiften
moglich. Faraday hat gefunden, da auch in durchweg homo-
genen Korpern Strome entstehen kénnen. In einem geschlossenen
linearen Leiter entsteht ein Strom, wenn in benachbarten Leitern
der Strom sich #ndert, oder wenn benachbarte stromfiihrende
Leiter oder Magnete ihre Lage gegen ihn #indern. Das gemeinsame
aller Falle ist, daB der magnetische Induktionsflufl @, welcher
die Stromkurve durchsetzt, sich éndert. Man nennt einen so ent-
standenen Strom Induktionsstrom. Seine Stéirke ist in jedem
Zeitpunkt der Anderungsgeschwindigkeit von @ direkt und dem
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Widerstand w des Leiters umgekehrt proportional; von anderen
GroBen hangt sie nicht ab. Es ist ndmlich

d
101——7Eg, (1)
wo
Q=/By-d8

ist, und ¢ die bereits in Kap. II eingefiihrte allgemeine Konstante

bezeichnet. Durch die Wahl von 4 N ist in der Stromkurve die

Richtung der wachsenden s festgelegt; das Minuszeichen be-

deutet, dal ¢ in der Richtung der abnehmenden s fliefit,

wenn @ zunimmt. Gleichung (1) hat die Form des Ohmschen

Gesetzes; fiir die innere elektromotorische Kraft E ist die GréBe
1d@

c dt

eingetreten. Ist in dem Kreise ein F vorhanden, so tritt an Stelle
von (1):

. 149
In der Stromgleichung erscheint also die Induktionsénderung als
etwas der elektromotorischen Kraft gleichwertiges; man be-
zeichnet daher allgemein

(1a)

1d@
e dt
als induzierte elektromotorische Kraft. Gleichwohl trifft
diese Bezeichnung das Wesen der Sache nicht.

Wir wollen auf die Elementarform des Ohmschen Gesetzes
zuriickgehen. Sie lautet [siche Kap. I, (66)]:

J=0(€—9)

oder fiir einen linearen Leiter mit dem Strom 4, der Leitlinie s
und dem Querschnitt g¢:
= E,—Q,.
g0
Diese Beziehung zwischen Stromung und Feldstéirke besteht nicht
nur fiir stationdre Zustdnde, sondern gilt ganz allgemein. [DaB
sie eine Beziehung zwischen GréBen darstellt, die unabhéngig von-
einander meBbar sind, ist in Kap. I ausgefiihrt, s. S. 65£.] Sind
p, und p, zwei Punkte auf der Stromkurve s, und setzen wir
Cohn, Das elektromagnetische Feld. 2. A. 10



146 Kapitel ITT. § 1.
wieder [vgl. Kap. I (78) und (72)]
2 Dy
ds
se=w, —[Reds=E,
Y4 y 4
8o ergibt sich wie frither:

y23
wi=E+ [ 6, ds (2)
41

und fiir eine geschlossene Kurve:

wi=E+ [ G,-ds. (3)
©

Nun galt fiir stationére Zustdnde und ruhende Korper die grund-

legende Beziehung:
éf €,-ds=0.

So ergab sich fir den vollstindigen geschlossenen Kreis:
wi = E [Kap.I (76a)]. An Stelle dieser Gleichung ist jetzt die
Gleichung (la) getreten. Beide stimmen tatséchlich iiberein,

sobald %(‘7)=0 ist. Allgemein aber sind der Ohmsche und der

Faradaysche Erfahrungssatz nur dann vertriglich, wenn man
annimmt, daf
1d@Q

[Crds=— 5 (4)
©

ist: Die Umlaufsspannung des elektrischen Feldes ist gleich
der Abnahme des magnetischen Induktionsflusses durch den
Umlauf in der Zeiteinheit, geteilt durch ec.

Das ist die zweite Fassung des Induktionsgesetzes; sie ist
zugleich einwandfreier und umfassender als die erste. Einwand-
freier: die innere elektromotorische Kraft ist eine bestimmte
GroBe fir jeden einzelnen Abschnitt des Leiters. Die sog. in-
duzierte elektromotorische Kraft kann nur fiir den vollen Um-
lauf angegeben werden; sie ist gleich der Umlaufspannung. —
Umfassender: Die Gleichung (la) hat nur fiir einen linearen
leitenden Kreis und nur fir die Strémung in ihm einen Inhalt.
Die Gleichung (4) dagegen driickt eine Eigenschaft des Feldes
aus. — Wir geben ihr einen erweiterten, von der Erfahrung
bestitigten Inhalt, indem wir annehmen: sie gilt fiir jede ge-
schlossene Kurve, mag diese nun in beliebig geformten Leitern,
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oder mag sie ganz oder zum Teil in Isolatoren verlaufen. Wir
konnen sie fiir ruhende Korper gemif der Bedeutung von @
auch schreiben: 5%

c-rot@=——5t—. (4a)
Fiir den Fall der Bewegung ist der geschlossene Weg s der Glei-
chung (4) eine durch feste substantielle Punkte gehende
Kurve, und wir miissen folglich unter 8 eine substantielle
Fliache verstehen. Die Verallgemeinerung lautet daher jetzt, nach
(v’) und unter Beriicksichtigung von div$8 = 0:

a’'B 0B

c-rot@f=——dt =—€t—+rot[m%], (4b)

wenn v die Geschwindigkeit der Materie bezeichnet.

Gleichung (4) geniigt zur Bestimmung des linearen Stromes 4
der Gleichung (3). Bei der Ableitung von (3) wurde angenommen,
daB 7 lings der Kurve s konstant sei. Das muBte der Fall sein,
so lange wir den Zustand als stationir voraussetzten [vgl. Kap. I,
(70), (73)]. Jetzt aber liegt in dieser Annahme eine Beschriankung.
Sie lautet, in allgemeinster Form ausgesprochen: Die Strémung
soll keine Divergenz haben. Eine Strémung, welche nicht statio-
nér ist, aber diese Eigenschaft mit der stationdren Stromung teilt,
nennen wir quasis tationdr. Die Vereinigung der drei Gleichun-
gen:

F=0(€E—8) (Ohmsches Gesetz),

divg=0 (quasistationdre Strémung),
c-rot E=— id-t% (Induktionsgesetz)
ergibt in bekannter Weise : Die Str6mung & ist eindeutig bestimmt,
sobald neben den Kérperkonstanten ¢ und ® jederzeit der
Vektor 8 (und die Bewegung der Kérper) bekannt ist.

Wir setzen nun weiter voraus, da8 das Feld § und die In-
duktion B in jedem Zeitpunkt iiberall die Werte haben, die der
gegenwartigen Lage der Stromtriger und Magnete und den gegen-
wirtigen Werten der Strémung entsprechen, geradeso, wie wenn
dieser Zustand stationadr wire. D. h. nach Kap. II, (15), (5),
(20): wir nehmen als giiltig an:

rot § = %; divB8=0; B=puH+M.
10*
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Wir setzen endlich voraus, da8 die mechanischen Krifte magne-
tischen Ursprungs sich aus diesem Felde so berechnen, wie es
uns fiir ein stationdres Feld bekannt ist.

Auch das elektrische Feld ist uns bisher nur bekannt, soweit
es stationdr ist und alle Korper ruhen. Dann ist rot € = 0, es
gibt keine geschlossenen elektrischen Kraftlinien, und aus dieser
Eigenschaft folgt, da das Feld durch die Endpunkte der Kraft-
linien, die Elektrizitdtsmengen, eindeutig bestimmt ist. Diese

Eigenschaft besteht nicht mehr, sobald ‘%4:0 ist. Es iiberlagert

sich dann einem System elektrischer Kraftlinien, welche in Elek-
trizitdtsmengen enden, ein zweites System geschlossener Kraft-
linien (s. die Bemerkung in Kap. I, S. 9{.).

Wir wollen aber die zeitlichen Anderungen als so langsam
voraussetzen, dafl die Energie noch mit hinlinglicher Genauigkeit
durch den ersten Anteil bestimmt ist. Wir wollen ferner annehmen,
daf auch die Krifte elektrischen Ursprungs die gleichen sind wie
im stationdren Feld.

Sofern die hier zusammengestellten Annahmen erlaubt sind,
sprechen wir von einem quasistationidren elektromagne-
tischen Feld. Den Grad der durch sie erreichten Néherung
konnen wir erst beurteilen, wenn wir die streng giiltigen Glei-
chungen fiir Feld und Kréfte kennen (Kap.IV, §1 bzw. IV, §9
und V, §4 C).

Von der Energie des magnetischen Feldes ist bisher nicht
die Rede gewesen. Wir konnen sie angeben, sobald wir zu den bis-
herigen Annahmen noch die folgenden, in aller Strenge bewdhrten
hinzufiigen: die Gesamtenergie des Feldes setzt sich additiv
aus der bereits bekannten elektrischen

We=J‘% ED-dr
und der magnetischen W, zusammen; die chemisch-thermische
Leistung hat allgemein den Wert

¥ =[€Z-dr;

sie ist bei ruhenden Korpern die einzige Energieabgabe.
Die Feldgleichungen fiir ruhende Korper lauten:

F=c-rot 9,

0B
W———c-rot@.
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Wir multiplizieren die erste mit € - dz, die zweite mit § - d,
addieren, integrieren iiber den Raum 7 und erhalten mittels
(0"):

2%
¥t [dr-9 57 =—[c1€HIv-ds,
o

folglich fiir das vollstidndige Feld:
V.dt-+[dr-9-dB=0.

Das erste Glied stellt die in d¢ nach auflen abgegebene Energie
dar; das zweite mul} daher die Zunahme der inneren Energie des
Feldes sein. Die elektrische Energie dndert sich bei ruhenden
Korpern nicht, da — wegen divJ = 0 — die Verteilung der Elek-
trizitdt sich nicht dndert. Also kommt die Zunahme ausschlieB3-
lich auf Rechnung der magnetischen Energie. Diese haben
wir daher zu setzen:

Wo=fdo[H dB (5)
oder, da M ein konstanter Vektor,

= [arf9-d(u9).
Als untere Grenze des Integrals nehmen wir § = 0.

Jetzt mogen unendlich kleine Verschiebungen der Korper-
elemente stattfinden; dann sind die Feldgleichungen:

S=e-rot 9,
a9

und aus ihnen folgt fiir das vollstéindige Feld:
V.di=—[dr-9-d'B.

Fiigen wir hinzu
AW, =d{[dc[9-dB}
nach (5), und die Arbeit der magnetischen Kréfte
Ap=[dv-9-dB—d{fdz[9 -dB}
nach Kap. II (37), so ergibt sich:
VY-dt+ 4, +dW, =0. (6)

Es ist ferner, gemif unsern obigen Annahmen, 4,--dW,= 0,
wo A, die Arbeit der elektrischen Krifte bedeutet; und somit,
wenn wir mit A = 4, A4,, die gesamte geleistete Arbeit, und
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mit W=W,+ W, )
die gesamte elektromagnetische Energie bezeichnen,
V-dt+ A4 dW =0. (8)

Unsere Annahmen im Verein befriedigen also das Energie-
prinzip [vgl. Kap. II, bei Gleichung (21)].
[Am Ende des Kapitel I wurde abgeleitet, dafl

Yedtd 4,4 dW, =0

ist. Halt man diese Gleichung mit der vorstehenden Gleichung (6)
zusammen, so kann es scheinen, als ob der Betrag ¥-dt zweimal
in die Energiebilanz aufgenommen sei. Das trifft jedoch nicht
zu: Der Posten in Kap.I bezieht sich ausschliefllich auf un-
geschlossene Stréme, die durch Bewegung von Leitern ent-
stehen, der Posten in Gleichung (6) bezieht sich ausschlieBlich auf
geschlossene Stréme.]
In (6) ist [siehe Kap. IT (21), (22)]

A,=dU, U=/[dc[B-d9

(a. a. O. die bei der Bildung von d U zu beachtenden Bedingungen).
Zwischen den Funktionen U und W,, besteht eine bemerkens-
werte allgemeine Beziehung. Es ist zunichst

U+ W,=[dr-89. (9)

Man setze B = rot A, forme das Integral um nach (0’), und
benutze, dafl

le2

rot =

[
ist; dann kommt (vgl. Kap. II, §3 8. 90 bei X):
di
U+Wa=[20,
wo @ den InduktionsfluB durch die Schleife von di bezeichnet.

Oder in andrer Schreibweise (Zusammenfassung der Strom-
fiden in eine endliche Anzahl linearer Strome 7;):

UtW,= 32,
Dies ist nach Kap. IT (29):

:—Zikg—g.
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U
Also Wm:—U—%sz-b-@.—k. (10)

Diese Gleichung entspricht vollkommen einer allgemeinen Be-
ziehung der Mechanik. Versteht man unter den ¢, die verall-
gemeinerten Geschwindigkeitskomponenten — d. h. die nach
der Zeit genommenen Differentialquotienten derjenigen geome-
trischen GréBen, die die Lage des Systems bestimmen —, unter
W, die Energie des mechanischen Systems, so ist U die sog.
Lagrangesche Funktion (bei Helmholtz heiBit ihr negativ
genommener Wert das kinetische Potential).

Zwei Sonderfille treten hervor: 1. Das Feld rithre ausschlie3-
lich von Magneten her. Dann ist nach (10) W,, = — U. Also
wird A, =—dW, (dasselbe kann auch unmittelbar aus (6)
abgelesen werden: ¥ ist Null). Die Arbeit wird auf Kosten der
magnetischen Energie geleistet. — 2. Das Feld rithre ausschlieB-
lich von Strémen her. Es ist

M=0, also B=u;
daher U= fdv[pu9-d9, wihrend W,,=[dz[9-d(up)
ist. Ist aber weiter x von H unabhingig, so wird
U=W,=[dv 3 p9® und folglich A,=-+aW,.

[Ebenso aus (10): U ist homogene quadratische Funktion der 7;
folglich nach dem Eulerschen Satz

. oU

Die Arbeit ist gleich der Zunahme der Energie.

Nun ist die Lagrangesche Funktion gleich kinetische minus po-
tentielle Energie. Halt man die Ubertragung der mechanischen Be-
griffe auf das magnetische Feld fiir zuléssig, so folgt also: Ist
die gesamte Energie potentiell, so ist dU = —dW,. Ist die
gesamte Energie kinetisch, so ist dU =4 dW,. Aus der
Gegeniiberstellung der beiden Fille kann man versucht sein zu
folgern, daBl die verschiedenen Auffassungen iiber permanente
Magnete, die nach dem Aquivalenzsatz moglich sind, bedingt
seien durch die Auffassung der Energie ihres Feldes, sei es als
potentieller, sei es als kinetischer Energie. Dabei wiirde man
aber auBer acht lassen, dal} der Satz unter 2. nur unter der Be-
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dingung u = const, gilt, und daB diese Bedingung nicht erfiill
ist, sobald sich Eisenkérper im Felde befinden.

In diesem Kapitel wird uns vorzugsweise die Strémung,
also das elektrische Feld in den Leitern, beschiftigen. Das all-
gemeine hieriiber ist bereits gesagt. Ehe wir auf Einzelfille ein-
gehen, sei das elektrische Feld im Isolator kurz besprochen
(vgl. den Sonderfall des stationdren Feldes in Kap. I, §6 B).
Nehmen wir an, das Feld in den Leitern sei bekannt. Dann kennt
man auch die tangentiale Komponente des Feldes an den Leiter-
oberflichen. Damit ist sogleich die tangentiale Komponente
auf der Seite des Isolators gegeben. Denn nach (4b) ist

rot {@—%[m 58]} eine endliche GroéBe, also die tangentiale Kom-

ponente von @—% [tv B] durchweg stetig. (Fiir ruhende

Korper einfach nach (4a): €, setzt sich stetig durch die Ober-
fliche fort.) Gegeben sind ferner die Gesamtelektrizititsmenge
jedes Leiters und eine etwaige Elektrizititsverteilung im Iso-
lator; gegeben ist ferner iiberall die Dielektrizitdtskonstante des
Isolators. Durch diege Daten aber und durch die Gleichung (4b)

ist das Feld im Isolator bestimmt, sobald wir d?t%— als bekannt

voraugsetzen diirfen.

Die magnetische Induktion ¥ hat keine Divergenz; sie ist
quellenfrei. Der einfachste Fall, und zugleich ein sehr
wichtiger, liegt vor, wenn die B-Linien ein einziges Ring-
gebiet erfiillen; vgl. Kap. II, § 5. Dann ist auBerhalb des
Ringes der Wirbel von € gleich Null, nicht aber € selbst.
— In dem besonderen Fall, wo das Ringgebiet axiale Sym-
metrie, besitzt, (diinner Kreisring, unendlich langer XKreis-
zylinder), ist in der Achse € = 0. — Allgemein: Nicht das
elektrische Feld, sondern sein Wirbel ist an dag Vorhandensein

verdnderlicher magnetischer Induktion gekniipft. Das elek-

trische Feld selbst kann stark sein, wo dd% = 0 ist; es kann Null

sein, wo —— d groBe Werte hat.

d? ist genau der
gleiche, wie der zwischen dem stationiren magnetischen Feld $
und der stationiren Stromung J, der in Kap. IT behandelt ist.

[Der Zusammenhang zwischen — € und
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Der soeben angefiihrte Sonderfall entspricht der Strémung im
unendlich langen Draht. Wihrend aber keine Darstellung einen
Zweifel dariiber 1a6t, daBl das magnetische Feld auch auBerhalb
der durchstromten Leiter vorhanden ist, verleitet die Behandlung
der ,,induzierten elektromotorischen Kraft* vielfach zu der Vor-
stellung, das induzierte Feld (nicht sein Wirbel) sei an eine am
gleichen Ort stattfindende Induktionsschwankung gebunden.]

§ 2. Ruhende Korper.

Wir setzen eine beliebige Zahl ruhender linearer Stromkreise
voraus. Fir jeden von ihnen gilt eine Gleichung von der Form (1a):

10Q,

Multipliziert man mit ¢, und addiert, so folgt die Energiegleichung
(fir die Zeiteinheit):

' ) ) i 90,
Z(Ekzk——wkz,%)=216— ?t . (11)

Dies ist, auf unsern Fall angewandt, die Gleichung (6). A4, ist
= 0. Die linke Seite ist nach Kap.I, (77) = — ¥, d. h. gleich
dem UberschuB der von den Stromquellen gelieferten iiber die als
Joulesche Wirme verbrauchte Energie. Die rechte Seite ist, wie
sich durch die bekannten Umformungen leicht ergibt, = i?;—’" .

1. Es sei zunédchst ein Stromkreis vorhanden. Dann ist

100_10Qoi _yoi
¢c 0t ¢ 91 0t " 0t°
also

. 0t
wi=HE—L. (12)

L ist [s. Kap. II (34)] eine positive GroBle, bei Gegenwart
von Eisenkorpern eine Funktion von 4, sonst eine Konstante.
Die Energiegleichung wird:
. 95 OW,
Ez—wﬂszﬁ——at—. (13)
a) Der bisher offene Stromkreis werde zur Zeit ¢ = 0 geschlos-

sen. Dann ist.nach (12) Z—: =0, solange zgg ist. Der Strom

steigt also von 0 zu seinem stationidren Endwert ¢, =, an.
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Wihrend des Anstiegs entsteht die magnetische Energie W,,;
die Elemente haben sie neben der Jouleschen Warme zu liefern.
b) In dem Stromkreis mit dem stationéren Strom ¢, werde zur
Zeit t =0 die Stromquelle mit der elektromotorischen Kraft E
ausgeschaltet. Die Stromgleichung wird
. 74
wi=—0L Py
mit der Bedingung: ¢ =+¢; fiir { = 0. Der Strom sinkt von ¢,
zu 0 ab. Dabei verschwindet die magnetische Energie, indem
sie sich in Joulesche Wiarme verwandelt.
Wir setzen L = const, so da W, = { L42 wird. Dann ist
das Integral von (12) im Fall a):

wi
i=Z <l—e—_f>,
w
im Fall b):
wt
i=ie L

Die Konstante % , die jedesmal den zeitlichen Verlauf bestimmt,

heiBt die Zeitkonstante des Stromkreises ; sie hat die Dimension
einer Zeit.

2. Man denke sich einen (ersten) Strom, welcher zwei gleich groBe,
parallele und unmittelbar benachbarte Flichen von geringer Aus-
dehnung in entgegengesetzter Richtung umfliet. Der Induktions-
fluB, welchen ein zweiter Strom durch die Stromkurve des ersten
hindurchsendet, ist dann verschwindend klein, und dasselbe gilt (da
L,y = Ly,) fiir den Induktionsflul, den der erste Strom durch die
Kurve des zweiten sendet. Eine verdrillte Hin- und Riickleitung
kann angesehen werden als aus Stromschleifen der gedachten
Art zusammengefiigt. Indem man zwei entfernte aufgeschnittene
Stromschleifen I und II durch zwei verdrillte Drahte miteinander
verbindet, erreicht man, daB8 der InduktionsfluB @ durch die
gesamte Strombahn in zwei Anteile ' und @ zerfillt, die
durch zwei sich nicht durchdringende Felder bestimmt sind. Wir
teilen die ganze Strombahn in zwei Stiicke — im folgenden durch
die oberen Indizes unterschieden — von denen (siche Abb. 26)
das eine, die Schleife II umfassende, im Punkt @ beginnen und
in dem unmittelbar benachbarten Punkt b enden mége. Die
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Gleichung (1a) kann dann geschrieben werden
re o, 1AQN " 10@7__
——<w t—F ?5?) = - <w z~—E"+—c—~al—)——V. (14)
Die durch diese Gleichung definierte GréBe V heiflt die

an den Kreis 11 angelegte elektrische Spannung. Sie verhilt sich

fiir diesen Kreis wie eine in der .
Stromrichtung wirkende elektro- * s af , ‘
motorische Kraft (und fir den B b B

Kreis I wie eine gegen die Strom-
richtung wirkende). Thre Kennt-
nis ersetzt fiir 17 alle Kenntnisse iiber die GroBen, die den Rest
des Stromkreises kennzeichnen. — Es ist nach dem Ohmschen
Gesetz

Abb. 26.

\@s-ds,

w'i— B — _J'g,,
b

und nach dem Faradayschen Gesetz

10Q" 3 ,
¢ 8t +fz") @s'ds>

also nach (14):
b

V=[G, ds, (15)
a
wo als Integrationsweg die gerade Verbindung der beiden un-
mittelbar benachbarten Punkte zu verstehen ist. Diese zweite
Bedeutung der Spannung kennzeichnet sie gegeniiber dem Isolator;
sie darf dessen Durchschlagsfestigkeit nicht iibersteigen.
Multiplizieren wir (14) mit ¢, so entsteht

(g 2y — (g 2T iy, (16)

Hiernach ist 1 V die Energie, die in der Zeiteinheit von I nach I7
ibertragen wird.

In der hier behandelten Art einen Stromkreis zu zerlegen,
sind wir hiufig genotigt: Bei der Ausfiihrung von Messungen
milssen wir den unverdnderlichen Stromkreis des MeBgeréts
von dem Induktionsfluf des wechselnden duBleren Stromkreises
frei halten. — Wenn wir eine von uns zu benutzende Leitung
an das Netz einer elektrischen Zentrale anschlieffen, so kennen
wir die bestimmenden Gréfen in der Zentrale und der Zuleitung



156 Kapitel ITI. §2.

nicht; gegeben ist uns nichts weiter als die Spannung zwischen
den Enden der Zuleitung.

Fiir praktische Zwecke geniigt es meist, die Verbindungs-
drihte unverdrillt nahe nebeneinander zu fiithren.

Von einer elektrischen Spannung zwischen zwei in endlicher
Entfernung liegenden Punkten kann man im allgemeinen nicht
reden; denn da die Umlaufsspannung bei verénderlichen Zu-
sténden nicht Null ist, so héngt das Linienintegral der Gleichung
(15) vom Wege ab. Ist aber in II eine enggewickelte, etwa noch
mit Eisen gefiillte, Spule enthalten, so ist € und somit ¥ auch
dann noch mit praktisch ausreichender Schirfe definiert, wenn
die Punkte ¢ und b nicht in unmittelbarer Nihe liegen. Denn
die verhaltnism#aBige Anderung von @ bleibt sehr gering
bei Verlagerung des Verbindungsweges ab, solange dieser nur nicht
in die Spule eindringt. In diesem Sinn spricht man von den
wechselseitigen und dem Selbstinduktionskoeffizienten einer
offenen Spule, und von der Spannung zwischen ihren Enden.

3. Im folgenden lassen wir den Index */ fort und setzen den
Leiter als homogen voraus (£ = 0). Es sei V' als einfach harmo-
nische Funktion der Zeit von der (Kreis-)Frequenz v oder

der Wechselzahl % gegeben:
V="V,sin (t—a),
so daB
wi+ L5 =V, sin (vi—a) (17)

wird. Wir nehmen zunéchst L = const an. Ist dann fiir {=0: ¢=0
vorgeschrieben, so ist das vollsténdige Integral:

wi
. Ve :
)

= {sin (a+@)e L + sin (vt — (oc—i—tp))},

wo (18)
W= FOD?, tgp="Y, 0<g<2.

i setzt sich zusammen aus einem Glied, das mit wachsender Zeit

zu Null abklingt, und einem rein periodischen, das den Beharrungs-

zustand darstellt. Wir betrachten zuerst dieses, nehmen also

iZ;I;—(,’—sin(vt—(oc—!— ®)) (19)
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an. Die Energiegleichung
T T T
wfi2-dt+ [Li-di= [ Vi-dt (20)
0 0 0

liefert, wenn wir fiir 7 ein ganzes Vielfaches der Periode 2Tn

(oder eine beliebige, aber gegen die Periode sehr groBle Zeit)
wihlen:
wid. o=V (20a)
Die rechte Seite gibt die dem Leiter von auBen zugefiihrte
Energie, die linke die daraus entstandene Joulesche Warme an.
Die magnetische Energie hat als periodische Funktion der Zeit
keinen (oder einen verschwindenden) Anteil an der Energie-
bilanz. Wihrend also das Verhiltnis von Spannungsamplitude
zu Stromamplitude durch den Scheinwiderstand (die Impe-
danz) w’ ausgedriickt wird, entscheidet iiber den Energiever-
brauch der Ohmsche oder Wirkwiderstand w, den wir weiter
wie bisher als Widerstand schlechthin bezeichnen werden. Fiir
eine Spule mit Eisenkern — Drosselspule, siehe Kap. II, § 5 —
ist bei den in der Technik benutzten Wechselzahlen

w w T
E<<1, also 7<<1, PR

sie setzt die Stromstérke herab, wie ein groBer Widerstand es tun
wiirde, aber ohne dessen Energieverbrauch. — Fassen wir jetzt
den Ausgleichsvorgang ins Auge, der vom Stromschlu$l
(t = 0) zum Beharrungszustand hiniiberleitet. Es sei wieder

w
<.
Dann ergibt (18) fiir die ersten Schwingungsperioden:
v’ L ’

i=vLL°{cosa—-cos(vt—~oc)}, (21)
wihrend der Beharrungszustand gegeben ist durch
. 14
z=——rL°cos(vt—oc). (22)

’ ~

Fir o= 5 schwingt daher ¢ zuerst zwischen o+ 9, fiir

&~
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o« = 0 aber zwischen 0 und 2 %, wahrend es im Beharrungs-

zustand stets im Intervall f_;/ liegt. Da der Wert von «, d. h.

die Spannungsphase im Zeitpunkt des Stromschlusses, dem Zu-
fall iiberlassen ist, mull daher die Leitung fiir eine groBere, als
die dauernd beabsichtigte Stromstidrke bemessen sein.

Dies gilt in erhéhtem MaB, wenn man die Eigenschaften des
Eisens beriicksichtigt, denen zufolge L eine Funktion von 1 ist.
Die verschiedene Gréflenordnung von w und » L machte sich
unter unsern bisherigen Annahmen dadurch geltend, dafl w¢ ver-
schwand gegeniiber .

di _1dg.
dt ¢ dt’
denn (21) ist die strenge Losung der Gleichung
Lg—:-—z Vysin (v —a), (17a)

die aus (17) durch diese Vernachldssigung entsteht. Das GroBen-
ordnungsverhéltnis besteht auch jetzt noch. Wenn wir dem-
gemiB als giiltig fur die ersten Schwingungen ansetzen:

1d@

w71 = Vosin(vi—a), (17b)

und beachten, daB fir ¢ =0 auch @ = 0 ist, so ergibt sich
zunichst 0

c
Je nach der Phase von V, in welcher der StromschluBl erfolgt,

schwankt also der Héchstwert von l%l zwischen l} und 2 %

:-?{cosoc—cos(vt—oc)}. (23)

Denken wir uns nun, um iibersichtliche Verhaltnisse zu haben,
wieder wie in Kap. I, §5 einen gleichméBig bewickelten diinnen
Eisenring. Dann ist mit den dortigen Bezeichnungen

: g
=" Q=NBS, B=pH, foglich Q=p5 "

Also ist, bei entsprechend gewdhltem MaBstab, die @, ¢-Kurve
identisch mit der B, H-Kurve des Eisens, aus dem der Ring be-
steht. Sie wird etwa durch Abb. 27 dargestellt. Man entnimmt
aus ihr, daB, wenn @ auf den doppelten Wert wichst, ¢ auf ein
hohes Vielfaches steigen kann. [Da wir die Vernachlissigung
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von w bereits in die Differentialgleichung eingefiihrt haben, 148t
sich natiirlich der Grad der Anndherung fiir ein bestimmtes,
wenn auch beliebig kleines w aus unsrer Darstellung nicht ent-
nehmen.]

Was den Dauerzustand bei eisengefiillten Spulen betrifft,
80 1aBt sich allgemein nur sagen: der Strom ist auch jetzt ein
rein periodischer Wechselstrom, s
aber kein einfach harmonischer, — oder
gemidfl der Fourierschen Entwicklung
einer beliebigen periodischen Funk-
tion: der Grundschwingung sind harmo-
nische Oberschwingungen iiberlagert.

Wir haben bisher angenommen, Abb. 27.
daBl B eindeutige Funktion von H,
also @ oder L eindeutige Funktion von ¢ ist. Dann ist in

(20) Li-di= ~Z— d@ das vollstindige Differential einer Funktion

von %, — der magnetischen Energie. Diese hat nach Ablauf einer
Periode wieder den Anfangswert. Beriicksichtigen wir aber die
Hysteresis (s. Kap. II, §2), so gilt dies nicht. Allgemein ist

LiQ=[dv-9-d%

(und in dem soeben betrachteten Sonderfall einfach = 79 - dB).
Von der dem Stromkreis zugefiithrten und nicht in Joulesche Wérme
umgesetzten Energie

T
[Li-di
0

entfillt also auf die Volumeinheit der Betrag

T
Of@-dss.

Dies ist, wenn wir fiir 7' eine volle Periode nehmen, der Flichen-
inhalt der Hysteresisschleife der Abb. 14. Diese Energie tritt als
Wirme auf; sie ist im technischen Sinn vergeudet. Der Satz ist
von Warburg gefunden!). Er bezieht sich auf einen vollen Kreis-
prozel}; welcher Betrag von Wirme bei den einzelnen Verénde-
rungen dB auftritt, ist unbekannt.

1) Wiedemanns Ann. Bd. 13. 1881.
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Wir haben ferner angenommen, dafl nur in unserm linearen
Leiter ein Strom (i) auftritt. Auch das trifft nicht zu, wenn eine
stromfiithrende Spule mit Eisen gefiillt ist. Denn die magnetischen
Kraftlinien des von ¢ erzeugten Feldes durchsetzen das Eisen,
und indem die Feldstérke sich éndert, entstehen im Eisen Induk-
tionsstrome entsprechend Gleichung (4). Man schrénkt die mog-
lichen Bahnen fiir diese Wirbelstréme ein, indem man das Eisen
unterteilt, d. h. es aus diinnen Blattern schichtet, in denen die
Kraftlinien verlaufen; — und man vermindert ihre Stirke, indem
man Eisen von niedrigem elektrischen Leitvermogen — bei gleich-
zeitiger hoher magnetischer Durchléssigkeit und geringer Hystere-
sis — wihlt. (Eisen mit Siliziumzusatz, sog. legiertes Eisen.)
Auch die Joulesche Wirme der Wirbelstrome ist vergeudete
Energie.

Hysteresiswirme und Wirbelstromwéirme zusammen werden
in der Technik als Eisenverluste bezeichnet.

4. Wechselstromtransformator. (Vgl. Kap. I1, § 5). Zwei
Spulen (Windungszahlen N, und N, Widerstinde w; und w,)
seien eng und gleichm#Big auf einen Ringksrper (Querschnitt S,
mittlere Umfanglinie I) aus unterteiltem Eisen (Durchlissig-
keit u) gewickelt. An den Enden der einen, der priméren, liege
die gegebene Wechselspannung

Vi=Vysinvt. (24)

Die andere, sekundére, sei durch eine gegebene Nutzleitung
geschlossen. Gefragt wird nach dem Induktionsflufl ¢ durch den
Ringquerschnitt, dem priméren Strom ¢;, dem sekundéaren Strom
15, der sekundéren Spannung V, an den Enden der Nutzleitung.
t; und ¢, sollen im gleichen Umlaufssinn positiv gerechnet werden,
V, soll einer positiven elektromotorischen Kraft in der primé-
ren Spule, V, einer solchen in der Nutzleitung gleichwertig
sein. Durch die zu Anfang hervorgehobenen Voraussetzungen
sollen einerseits Streuung, andrerseits Wirbelstréme als aus-
geschlossen gelten. Dann ist (s. fiir das folgende Kap. I, §5):

1 . . !
?(N111+N21/2)=Rqa Wwo q::“HS, R:“—IST (25)
(Hier ist der AusschluB der Wirbelstréme zur Geltung ge-
kommen.)
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Ferner nach (14) gem&fl unsern Richtungsfestsetzungen:

., Nyaq
V=i + 25
v . N, dq (25)
A T

Endlich, wenn w und L sich auf die Nutzleitung beziehen:

V2=wig+Lat. (25)
Aus den drei ersten Gleichungen folgt:
Ir Jr s T e 9 *_T
Vit — sz.z:wlz%—{—wﬂ%—{—l?qg%, (26)

wo die Striche zeitliche Mittelwerte bedeuten sollen.

Vi, ist die der priméren Spule zugefiihrte, V,¢, die an die
Nutzleitung abgegebene Leistung, die rechte Seite also der Eigen-
verbrauch des Transformators. Er besteht aus der Jouleschen
Wirme in den beiden Spulen und der Hysteresiswérme,

(denn es ist Rq%lt= lSSQ%?).

Die Wirbelstromwéarme ist durch den Ansatz bereits ausgeschlossen.

Zur Abschitzung der Gréenordnungsverhéltnisse nehmen wir
4 als konstant an, und dementsprechend auch L. Dann werden
die Gleichungen (25) linear-homogen; ¢, V,, i,, i, werden Sinus-
Funktionen der Zeit.

In solchen Fillen, die uns noch hiufig begegnen werden, ist
es rechnerisch bequem, alle Grofen in der Form f - €*¢ anzusetzen
(t = Y — 1), wo die f dann unabhingig von ¢, — im allgemeinsten
Fall reine Funktionen der Koordinaten sind. Hat man diese ge-
funden, so bilden alle reellen — und ebenso alle imagindren —
Anteile der f-e*”? eine Losung der Aufgabe. Wir werden in Zu-
kunft oft so verfahren. Bei hingeschriebenen komplexen Aus-
driicken sind dann stets ihre reellen (oder imaginéren) Anteile ge-
meint. Ergibt sich also irgend eine Gréfle in der Form 4 e¢¢—7),
wo A und ¢ reelle Funktionen der Koordinaten bezeichnen sollen,
so bedeutet das eine Amplitude 4 und eine Phase ¢. — Es ist
aber zu beachten, daB dieses Verfahren nur bei solchen Gleichungen
moglich ist, in denen die abhéngig Verinderlichen linear-homogen
enthalten sind. Fiir uns bedeutet das, daB3 wir es nur auf die Feld-
gleichungen, nicht auf die Energiegleichung anwenden diirfen,

Cohn, Das elektromagnetische Feld. 2. A. 11
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und auch auf die Feldgleichungen nur, sofern wir u als konstant
behandeln.

Hier setzen wir an: V, = const €”?, und erhalten dann:
1. . ) N N
~(Nyi+ Nyiy)=Rq, wo R=const = &L, = aL

T )
Vy=wi+—uvg, (254)
— » N2

Vy=—w,i,——*1vq
Vy=(w+ tvL)i,.

<Die Funktion f(x) der Gleichung Kap. IT (40) ist = cx_R> .

Nun ist zunéchst bei jedem technischen Transformator nach
seiner Bauart

w; <v Ly, (a) (und w, K€ v Ly,).

Der Transformator kann ferner nicht niitzlich verwandt werden
bei zu hohem Widerstand der Nutzleitung (Grenzfall: offene
Sekundérspule), und ebensowenig bei zu niedrigem (Grenzfall:
KurzschluB der Sekundarspule); in den beiden Grenzfillen
wiirde die gesamte zugefiihrte Leistung im Transformator selbst
verbraucht werden. Das Gebiet bester Ausnutzung ist dadurch
abgegrenzt, dafBl einerseits
wt oLl <rly  (b)

andrerseits
2

) Y%
lw+ wL|>w, (c); und >>w11vfi— (d)

ist. Diese Bedingungen seien erfiillt. Dann ergeben die Glei-
chungen (25a), daB

‘ Cwyty

Nyvg

Sy c By
N,vq Nyi, 1
sehr klein gegen Eins sind. Man erhélt also, von kleinen Korrek-
tionen abgesehen, fiir den gekennzeichneten Nutzungsbereich des
Transformators: y_ M aq
1 ¢ dt’
Ny 04
c dt’
. a1
Wiy —I— L —‘672 = V2 ,
N, .
by = — W; Ty .

’ ’

V,=—
(25b)
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DaB heit: 1. Durch das vorgeschriebene V, ist unmittelbar
— unabhiingig von der Belastung des Transformators (den
Werten von w und L) — der Induktionsflufl ¢ und die sekundére
Spannung V, bestimmt. Die beiden Stromstirken und die
Leistung richten sich nach der Belastung. 2. Die beiden Spannun-
gen verhalten sich wie die Windungszahlen. 3. Die beiden Strom-
stirken verhalten sich umgekehrt wie die Windungszahlen. 4. Von
den geringen Eisenverlusten und der noch geringeren Jouleschen
Wirme in den Drahtwicklungen abgesehen, verwandelt daher
der Transformator lediglich die zugefiihrte Energie, und zwar

derart, daf3 nicht nur, wie (26) zeigt, V,i; = V,i,, sondern auch
in jedem Augenblick

Vo, _ & N,

2N A
ist. Man iibersieht nun leicht, was die Abgrenzungen (b), (c), (d)
physikalisch bedeuten. Es ist nach (25b):

ty(w+vL)= <%>2V1 .

Bei offener Sekundirleitung aber ist der Leerlaufstrom (i;)
gegeben durch:
2
(i)evLy, =7V, oder: (i)tvLy= (j—%) V,.

Die Ungleichung (b) bedeutet also, daB der Leerlaufstrom sehr
klein ist gegen den Primé#rstrom bei normaler Inanspruchnahme
des Transformators. — (c¢) sagt fiir den Sekundérkreis aus, daB
bei normaler Inanspruchnahme die Klemmspannung V,
sehr groB ist gegen den Ohmschen Spannungsverlust w,i,
im Transformator. — (d) besagt das gleiche fiir den Primérkreis.

Die von uns vernachlissigten Wirbelstréme wirken wie ein
Nebenschlul der Sekundirleitung, — die Streuung wie ein
NebenschluB des Induktionsflusses.

5. Betrachten wir jetzt ein Netzwerk von N linearen Leitern
(vgl. Kap. I, § 6 A). Fiir jeden Zweig khaben wir wieder als Aus-
druck des Ohmschen Gesetzes:

wyiy— By =[G, ds.
(k)

Addieren wir alle diejenigen Gleichungen, die sich auf eine Schleife
11*
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h beziehen, so erhalten wir:
. 10
Z(wkzk—Ek)=———?—a%'. (274a)
3

Dazu kommen die Gleichungen, die fiir die p Verzweigungs-
punkte aussagen, dafl die Summe der dort zuflielenden Strome
Null ist:

2= 0. (27D)

Kirchhoff hat gezeigtl), dafl es p—1 unabhingige Glei-
chungen (27b) und N — (p — 1) unabhéngige Gleichungen (27a)
gibt. Die Gleichungen (27b) driicken also alle N Grofen ¢ aus
als Summe einer Anzahl » = N — (p — 1) von Strémen ', die
in geschlossenen Bahnen flieflen, und sich in den einzelnen
Zweigen iiberlagern. Man fithre auf der linken Seite von (27a)
diese - ein. Auch die @, driicken sich durch die ¢’ aus, und zwar
fiir 4 = const linear. Man hat also » (lineare) Gleichungen fiir
die n Gréflen . — So ist die Aufgabe allgemein zu lésen
(Helmholtz?2)). Praktisch gestaltet sie sich in der Regel einfacher.
Enthalten einzelne Zweige eng gewundene, und etwa noch mit
Eisen gefiillte, Spulen, so sind (s. unter 2.) die @, im wesentlichen
durch Form und gegenseitige Lage dieser Spulen und durch die
Stromstéirken in ihnen bestimmt. Die Gleichungen (27a) nehmen
dann die Form an:

, 10

S wyin— B+~ 2% ) —o, (27¢)

2
wo @, eine — fiir y = const lineare — Funktion der i, ist. Die
Gleichungen (27b, ¢) haben die Form der Kirchhoffschen Satze
fir stationdre Stréme, siehe Kap. I (79a, b). Findet insbesondere
eine wechselseitige Induktion zwischen den Spulen nicht statt,
so ist

Q .
;‘k =t Ly,
wo Ly, die Selbstinduktivitit. Sei z. B. ein Strom ¢ in zwei

Leiter mit Selbstinduktion, aber ohne wechselseitige Induktion

1) Poggendorfs Ann. Bd. 72. 1847; auch Ges. Abhdlgn. S. 22.
%) Poggendorfs Ann. Bd. 83. 1851; auch Wiss. Abhdlgn. Bd. 1, S. 435.
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und ohne innere elektromotorische Krafte, verzweigt; dann ist

i ti,=1,
. di . i (28)
w17/1+L117d71=w2$2+L227d_:' }

Ist 2~ e'*? so wird
1y (w1 + v Lyy) = tg (wy + v Ly,) . (28a)

Die Stromstédrken stehen also im umgekehrten Verhiltnis der
Scheinwiderstinde, nicht der Ohmschen Widerstinde.

§ 3. Induktion durch Bewegung.

Wir wollen jetzt Induktionsstréme betrachten, die durch Be-
wegung entstehen. Zunichst: gegen ein unverdnderliches
Feld bewege sich ein homogener Leiter. Es sei also innerhalb
des Leiters erstens, bezogen auf ein ruhendes Koordinaten-

system,
Y B

5= 0

zweitens
J=0€C.

Dann ist nach (4b):
w ol v
rot(S,‘:rot[?%J, also (§=[7§B]—V¢p,
wo 1 die Geschwindigkeit und ¢ eine einwertige Ortsfunktion
bedeutet. In dem Leiter soll keine permanente Magnetisierung
vorhanden sein, und er soll sich beziiglich seiner Durchléssigkeit

von seiner Umgebung nicht unterscheiden (etwa Kupfer in Luft).
Dann ist nach Kap. II, (36) die Kraft auf die Volumeinheit

— [
f= [c %} )
Also wird in der Zeiteinheit eine Arbeit geleistet
N P ) — [ 1o
A,m —‘I‘ml—? SB:I dt——f% Y ?B:I dt.
Da div{ = 0 ist, ist

[3Ve-dr=0 folglich 4 =—f°@-d1=—f&dt

’\s (p ’ g m J '\S P ’

d. h. stets eine negative GroéBe. Unsere Voraussetzungen be-
sagen, daf einerseits die Krifte nur von der Strémung herriihren,
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und dafl andrerseits die Strémung nur durch die Bewegung ent-
steht. Wir haben also den Satz: Wenn durch Bewegung von Leitern
in ihnen Induktionsstréme entstehen, so entstehen zugleich
Krifte auf den durchstrémten Leiter, welche der Bewegung ent-
gegenwirken. (Lenzsche Regel) Nach dem Grundgesetz
der Induktion (4) kommt es nur auf die relative Bewegung von
Feld und Leiter an; ob das unverinderliche Feld (das oben als
ruhend bezeichnete Koordinatensystem) gegen die Erde ruht
oder eine beliebige Bewegung hat, ist ohne Bedeutung. — Auf
einen linearen Stromkreis angewandt, lautet der Satz: Die
Richtung des Induktionsstroms ist stets so, daB die Krafte auf
den Stromtrager seine Bewegung hemmen.

Bezeichnen wir die in einem geschlossenen linearen Leiter indu-
zierte elektromotorische Kraft mit E’, so ist allgemein nach (4):

E=—2

@ andert sich periodisch, wenn eine Leiterschleife sich in einem
Magnetfeld um eine feste Achse dreht. Durch diese Drehung
wird daher ein Wechselstrom in der Schleife erzeugt, und somit
auch in einem #ufleren Leiter, der ohne Kommutator mit ihr
verbunden ist: Wechselstromgenerator.

Bewegt sich ein Leiter mit konstantem Strom gegen ein
unverdnderliches Feld, und ist seine jeweilige Lage durch den
Wert von ¢ bestimmt, so wird

p=_100d9
¢ 09 dt -’
Zugleich ist nach Kap. I1, (35a) die Kraftkomponente 6, die zur
Koordinate @& gehort, gegeben durch:

1 0Q
Wir kénnen also fiir diesen Fall die Ergebnisse von Kap. IT iiber-
tragen. So folgt: Jeder Gleichstrommotor kann auch als Gleich-
stromgenerator dienen. Eine Maschine, die, mit dem Strom 4
gespeist, dem Anker das konstante Drehmoment
O ="Fkid (29a)

erteilt [s. Kap. II (42a)], ergibt umgekehrt, durch mechanische
Kraft angetrieben, im Anker die elektromotorische Kraft

b =—Ekdo, (29b)



Kapitel IT1. § 3. 167

ad
4
die als konstant vorausgesetzte Winkelgeschwindigkeit bezeichnet.
Der hingeschriebene Wert von @ ist tatsichlich ein Mittelwert;
um diesen finden Schwankungen statt mit der Periode: Winkel-
abstand der Spulen geteilt durch w. Das gleiche gilt fiir E’. Nur
bei der Unipolarmaschine ist @ und ebenso E’ konstant.

Die Schwankungen von @ und E’kommen dadurch zustande,
daB jeweils eine Ankerspule aus dem einen Schliefungsbogen des
#ulleren Stromkreises in kiirzester Zeit in den andern iibergeht.
Wihrend des Ubergangs ist sie durch den Kommutator kurz ge-
schlossen. Damit nicht in ihr ein starker Induktionsstrom ent-
steht, der zu Funken oder Flammenbogen zwischen Biirste und
Kommutator fithren wiirde, mufl die Wirkung der Selbstinduktion
durch ein duBeres Feld herabgedriickt werden, welches die Spule
im Augenblick des Kurzschlusses durchschreitet. Dieses Feld
erzeugen Wendepole, welche, ebenso wie die Kompensations-
spulen (sieche Kap.II, §6 A), an dem festen Gestell angebracht
sind und durch den Ankerstrom erregt werden.

Es sei w der Widerstand der Ankerleitung, V die Spannung
zwischen ihren Enden, so gerechnet, daf ¢V die dem Anker
zugefiihrte elektrische Leistung ist. Dann tritt zu (29a, b)
hinzu:

WO w

wi— B =V (29¢)
[wegen des Vorzeichens s. bei (14) und (16).]

(29a, b, ¢) sind die Gleichungen, welche die Wirkungsweise
der Gleichstrommaschine bestimmen. Sie bestehen gleichzeitig;
man kann willkiirlich den Strom als Ursache, die mechanische
Kraft als Folge ansehen, oder umgekehrt.

w1? ist die im Anker verbrauchte Wiarme, Ow = k®@iw = — E'1
die abgegebene mechanische Leistung. Die Energiegleichung ist:

Pw=1V+iE.

Wir wollen unter ¢ stets den absoluten Betrag verstehen.

Dann ist

fiir den Motor: V>0, E<O0, |V|>|E|;

fir den Generator: V <0, B >0 |V| < |B'.
Die Maschine arbeitet zweckm#Big nur dann, wenn die Joulesche
Wirme sehr klein ist gegen die aufgenommene oder abgegebene
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Leistung, also wenn ¢w < |E’| ist. Im Beharrungszustand ist &
eine vorgeschriebene GroBe: das zu iiberwindende bzw. das an-
treibende Drehmoment der &duBleren Kréifte. Der Induktions-
fluB @ kann unmittelbar gegeben sein: Fremderregung des
Magnetfeldes; — oder durch den Strom i selbst hervorgerufen
werden, der Anker- und Magnetwicklungen hintereinander durch-
flieft: HauptschluBmaschine; — oder durch einen Zweig-
strom von %: NebenschluBmaschine.

Die Maschine laufe als Motor. @ sei fest gegeben (Fremd-
erregung). Eine bestimmte Spannung V werde aufrecht er-
halten. Die Belastung @ werde geiindert, doch so, daB3 die Gren-
zen guter Ausnutzung der Maschine gewahrt bleiben. Dann ist
nach (29¢): w+4d¢ =0 L', und zugleich

’ |
wi<|E'|, also [6$i>>\6EE, , oder nach (29b): ‘>>}%)9]
Nach (29a) aber ist:

5 80 L o] 60

GroBe verhéltnisméBige Anderungen der Belastung bringen also
nur kleine verhéltnismiBige Anderungen der Umlaufsgeschwindig-
keit hervor. Das gleiche gilt fiir die NebenschluBmaschine, —
nicht aber fiir die HauptschluBmaschine.

Die Gegeniiberstellung der Gleichungen (29a) und (29b) er-
gibt noch: da die Versenkung der Ankerdrihte in Nuten das
Drehmoment nicht é4ndert, so andert sie auch die induzierte
elektromotorische Kraft nicht.

Aus wirtschaftlichen Griinden ist es angezeigt, eine grofle
Zahl von Stromverbrauchern aus einer Zentrale zu versorgen.
Ist der Strom ¢, die Spannung an der Zentrale V,, an der Ver-
brauchsstelle V, der Widerstand der Zuleitung w, so ist Vi die
erzeugte, Vi die genutzte, Vy¢— Vi = wi? die vergeudete
Leistung. Um diese unter einer bestimmten Grenze zu halten bei
vorgeschriebener Nutzleistung und vorgeschriebener Kupfermenge
der Zuleitung, also gegebenem w, muf ¢ unter, und demnach
V iiber einer bestimmten Grenze gehalten werden. Da aber die
wirkliche Verbrauchsspannung aus Griinden der Betriebssicher-
heit ein gewisses HochstmaB V', nicht iiberschreiten darf, so mul3
V auf V, herabgesetzt werden. Das kann auch bei Gleichstrom
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geschehen, indem der ankommende Strom einen Motor treibt, der
in einem — auf der gleichen Welle sitzenden — Generator den
Strom von der Spannung V, erzeugt: rotierender Umformer.
Das gleiche Ziel 148t sich bei Wechselstrom durch einenruhenden
Transformator erreichen, der keiner Wartung bedarf (s. § 2).
Solange der Energieverbrauch selbst in ruhenden Kérpern statt-
findet — Beleuchtung —, ist daher die Energieiibertragung
durch Wechselstrom derjenigen durch Gleichstrom iiberlegen.
— Soll aber an der Verbrauchsstelle durch Wechselstrom mecha-
nische Arbeit geleistet, d. h. ein Elektromotor angetrieben werden,
so verlangt dies nach Kap. II, §6, A. eine bestimmte Umlaufs-
geschwindigkeit. Der Synchronmotor geht nicht von selbst
an; wenn er einmal durch plétzliche Verdnderung der Belastung
auller Tritt geraten ist, so entstehen Drehmomente von wechselnder
Richtung, und es kommt zum Stillstand.

Wir verweisen fiir die Theorie der Synchronmotoren auf die
Lehrbiicher der Elektrotechnik und behandeln nur noch kurz
den asynchronen Wechselstrommotor oder Induktions-
motor. Er ist allgemein dadurch gekennzeichnet, dafl die rotie-
rende Ankerleitung nicht mit der Fernleitung verbunden, son-
dern in sich geschlossen ist (KurzschluBanker).

Eine bewegliche lineare geschlossene Strombahn s, mdége sich
in einem ruhenden Wechselfeld befinden. Das Wechselfeld werde
durch die Spannung V,cosvf erzeugt, die zwischen den Enden
einer benachbarten Leitung s, wirksam ist. Die Stromgleichun-
gen sind dann mit den stets benutzten Bezeichnungen:

. o (L o (L

wy —|~ altlm + 81:12) =7V, cos vt,
. ) 0 (Ly,t

Wiy + 2 (L;:%) + (1;'; a) =0.

Wir wollen die Durchléssigkeiten aller Korper als Konstanten
Dann folgt bei Ruhe des

beweglichen Lelters :

. Li\ 01 L
Wty + (L22 L”) aZ: —szo cos vi,

oder, mit Fortlassung des Index 2 und kiirzer geschrieben:

. 10 . :
wl:__zgg, wo %:L@—}—g-smvt
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ist, und L und ¢ abhingig von der Lage des Leiters, aber
unabhingig von ¢ sind. Die (stationdre) Losung unserer Diffe-
rentialgeichung ist [vgl. (17) (18)]:
i=——%—cos (vi—e@), wo w2=w?+ (vL)2,
sintpz%?, 0< @ <%.

Die Lage des Leiters sei durch die allgemeinen Koordinaten

#, A... bestimmt; die entsprechenden Komponenten der auf

ihn wirkenden Krifte seien @, A ..., d.h. die Arbeit:
A=0-dd+A-dA+ ...

Dann ist nach Kap. IT (35):

96 _ 149

i  ¢o0d’
und @ = 0 fir ¢ = 0; folglich

oL

AL, aq
O=Zg 5T sinvi—o
und der zeitliche Mittelwert:
6= 2L v  0dgviql
O=3G5 tws 95 2w =009
v sei so grof}, daB die Bewegung des Leiters nur von den Zeit-

mitteln O, A, . . . abhiingt. Bs ist
g=— LOL 10q
21).(1——_,1619.(1619 .

b kann also gegen a vernachlissigt werden, wenn bei den mog-
lichen Bewegungen die verhiltnismiBige Anderung von L ver-
schwindend klein ist gegen diejenige von ¢. Diese Bedingung
wird dadurch erfiillt, daf der Stromleiter bei den méglichen Be-
wegungen stets in gleicher Weise von Eisen umgeben bleibt. [Bei
den bekannten Vorlesungsversuchen : Verschiebung langs der Achse
eines Eisendrahtbiindels; Drehung im Schlitz eines nahezu ge-
schlossenen Eisenringkérpers, vgl. die Bemerkung bei Kap. II
(75)]. Setzen wir dementsprechend

o v:L ¢

O=—"4u LI
so folgt: der Leiter ist im stabilen Gleichgewicht, wenn g2, d. h.
lg| ein Minimum ist. Ein frei verschiebbarer Leiter wird also
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aus dem Feld herausgetrieben, ein drehbarer stellt sich im
gleichférmigen Feld mit seiner Fliche parallel zu den Kraft-
linien.

Nun bestehe der drehbare Leiter aus drei unter 60 Grad
gegeneinander geneigten Spulen; von denen werde selbsttatig
stets eine kurz geschlossen, ndmlich diejenige, die fiir einen
bestimmten Drehungssinn (der positiv heilen soll) innerhalb
eines Winkels von 60 Grad vor der Parallelstellung mit dem
Felde sich befindet. Dann muB sich der Anker in positivem
Sinn drehen. Einfachste Form eines Repulsionsmotors.

Auch ein einzelner dauernd geschlossener Stromkreis dreht
sich in einem Wechselfeld dauernd im gleichen Sinn, wenn ihm
einmal eine gewisse Drehgeschwindigkeit erteilt ist. Es sei
etwa das duBlere Feld gleichférmig, und in ihm rotiere der

Leiter mit der Winkelgeschwindigkeit e = 13 . Es sei, wie soeben,

vorausgesetzt, dall L weder von ¢ noch von ¢ merklich ab-
héngt. Dann ist
f?-ZLi%-ZAsinvt-cosﬁ.

Also einerseits:

1d@_ Lﬂ-—A{(v— Ycos (vy—w)t+ (v + w)cos (v + w)t},

W=TdE dt

folglich im stationiren Zustand:

——A{ cos(( t—tp)+ cOS((V—l-w)t”_‘P”)}’

Iw’2=w2+(”_w)2L2 costp—%>
WO P ! z
1w'2=w2+(”+w)2L2 cos¢p’ e
Andrerseits:
90 _129 _ 5 dsinvi-sind,
o1 ¢ ot
folglich :

O=—4 {cos (v—o)t—cos (v +w)t}-i.
Somit der Mittelwert:
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@ ist positiv, und die Anordnung wirkt also als Motor, solange
w\2 w \2
e<(§)<1-(7)
ist. Asynchroner Einphasenmotor.

Die meistbenutzte Form des Induktionsmotors ist der Drei-
phasen- oderDrehstrommotor. Ein aus Eisenscheiben geschich-
teter Hohlzylinder, der Sténder, tragt, gleichméfBig iiber den
Umfang der Innenfliche verteilt, drei zur Fliche parallele Draht-
wicklungen, deren Winkelabstand mit ¢ bezeichnet sei. In jeder
von ihnen flieBe der gleiche Wechselstrom, jedoch zeitlich um je
ein Drittel der Periode verschoben. Dann besteht nach einem
Drittel der Periode das gleiche Feld wie zu Anfang, nur um den
Winkel ¢ gedreht. Die Wicklungen und die Eisenmassen sind
so angeordnet, daB das Feld auch in den Zwischenlagen an-
nahernd seine Gestalt bewahrt, d. h. also mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit — sie heile @ — sich um die Zylinderachse
dreht. Im Innern des Stidnders befindet sich der Lé&ufer; er
ist ein, ebenfalls geblitterter, Eisenzylinder und trigt eine be-
liebige Zahl in sich geschlossener Drahtwindungen, die je in
einer zur Achse parallelen Ebene verlaufen. In jeder schwankt der
Induktionsflufl und entsteht sonach ein Strom, und auf die Win-
dungen wirken nach der Lenzschen Regel Krifte, welche die
relative Bewegung von Feld und Stromleiter zu hemmen suchen.
Mit andern Worten: es wirkt auf den Laufer ein Drehmoment im
Sinn des rotierenden Feldes; dieses Drehmoment wird erst Null,
wenn der Laufer synchron mit dem Felde rotiert.

Der Léufer habe die konstante Winkelgeschwindigkeibt o.
Die auf die Wicklung wirkenden Kréfte sind durch das Feld ein-
deutig bestimmt. Man denke sich nun das umlaufende Feld durch
ein mit der Geschwindigkeit » umlaufendes Magnetsystem her-
vorgebracht. Dann sind die Kréfte auf den Magneten den ge-
suchten Kréaften entgegengesetzt gleich. Sei, auf die Zeiteinheit
bezogen, A, die dem Laufer zugefiihrte, 4 die vom Laufer ab-
gegebene Arbeit. Dann driickt sich das Drehmoment, d.h. die

auf die Winkeleinheit bezogene Arbeit aus als
o_Ai_4

w o’

Es ist aber A; — A gleich der im Liufer verbrauchten Energie V.
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So folgt: V=2"%4.
o ?

die in der Lauferwicklung vergeudete Energie verhilt sich zur
genutzten Energie, wie die Schliipfung w —a zur Liufer-
geschwindigkeit «. — Der Betrag der Leistung selbst als Funk-
tion der Drehgeschwindigkeit ergibt sich erst aus einer ein-
gehenden Behandlung des tatsdchlichen Vorgangs. Aus ihr
folgt u.a., daB das Drehmoment bei stillstehendem Laufer nur
ein kleiner Bruchteil des maximalen Drehmoments ist. Zum
Anlassen des Motors mufl deshalb bei gré8eren Motoren in den
Kreis der Lauferwicklung voriibergehend ein Widerstand ein-
geschaltet werden.

Drehstromgenerator. Um die zur Herstellung des Dreh-
feldes erforderlichen phasenverschobenen Stréme zu er-
zeugen, konnen zwei Arten von Maschinen dienen. Erstens:
Der Stander ist dem des Drehstrommotors genau gleich;
den Léufer bildet ein Magnetsystem, dessen abwechselnde Pole

den Winkelabstand %‘B haben. Wihrend der Laufer sich um

3 ¢ dreht, hat dann der Induktionsflul in jeder Wicklung des
Standers eine volle Periode durchlaufen, und die in den Wick-
lungen induzierten elektromotorischen Krifte sind um je ein
Drittel der Periode gegeneinander verschoben. Der gewiinschte
Drehstrom im Sténder des Motors wird also erzielt, wenn je
eine Wicklung des Generator-Stinders mit einer des Motors zu
einem geschlossenen Stromkreis verbunden wird. — Zweitens:
Wir denken uns zunéichst einen nicht véllig geschlossenen magne-
tischen Kreis, wie wir ihn in Kap. II, § 5 betrachtet haben.
Die Induktion, die durch gegebene (primire) Stromwindungen
im Kreise erzeugt wird, hingt wesentlich von der Weite des Luft-
spalts ab. Wird also durch diesen ein Eisenstiick hindurch-
gefiihrt, so wird in einer zweiten (sekundéiren) um den Eisen-
ring geschlungenen Spule eine elektromotorische Kraft induziert,
die ihre Richtung wechselt, wihrend das Eisenstiick den Spalt
zunéchst schliellt, dann wieder freigibt. Befinden sich drei gleiche
magnetische Kreise nebeneinander, so wird das durch die drei
Schlitze hindurchgefiihrte Eisenstiick in den drei sekundiren
Spulen die gleichen elektromotorischen Krifte nacheinander er-
zeugen. Die Anordnung sei n-mal lings einer Kreislinie wiederholt,
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die 1., 4., 7. Sekundirwicklung, ebenso die 2., 5., 8. ..., ebenso
die 3., 6., 9.... zu einer Leitung verbunden; dann entstehen
die phasenverschobenen Wechselstréme wie oben. Es ist diesem
Generator eigentiimlich, dall — ebenso wie bei dem zugehérigen
Motor — der rotierende Teil keine elektrische Verbindung mit dem
feststehenden hat. Beide Maschinen bediirfen daher keiner
Schleifkontakte (s. aber beziiglich des Motors die SchluB3be-
merkung).

§ 4. Kondensatorkreis.

Bisher war ausschliefilich von Strémen die Rede, die in ge-
schlossenen Bahnen verlaufen. Wir betrachten jetzt eine lineare
offene Bahn, die in zwei einander nahe gegeniiberstehenden
Leitern, einem Kondensator, endet. Wir wollen nach wie vor
voraussetzen, daf in jedem Zeitpunkt die Stromstirke langs der
ganzen linearen Bahn s denselben Wert ¢ hat. Sind ey, e, (vgl.

c Abb. 28) die Elektrizititsmengen auf den bei-

&le, den Leitern, so ist gemafB der Kontinuitdts-
gleichung [Kap. I, (65)]

ol e

i ot ot~

Wir wollen die Energiegleichung aufstellen.

w& Sind, wie wir annehmen wollen, innere elek-

Abb. 28. tromotorische Krifte in der Strombahn nicht

vorhanden und finden keine Bewegungen statt,

so lautet sie: die Abnahme der elektromagnetischen Energie ist

gleich der Jouleschen Wérme. Beziiglich der elektrischen Energie

haben wir bereits in §1 die Annahme gemacht, dafl sie sich in

jedem Augenblick aus der vorhandenen Elektrizitatsverteilung

so berechnet, wie wenn diese stationdr wire. Verdnderlich sind

in unserm Fall ausschlieBlich die Elektrizitdtsmengen auf den

Kondensatorplatten. Der verdnderliche Teil der -elektrischen

Energie ist also:

(30)

QL%

b

Nv\»—-

wo C die Kapazitit des Kondensators bedeutet. — Die magne-
tische Energie ist bisher nur fiir geschlossene Stromlinien defi-
niert, da das magnetische Feld nur fir solche bestimmt ist; sie ist
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W, = [dt[9-d%.

Riihrt das Feld von einem Strom ¢ her, und ist x unabhingig
von H, so ist

allgemein :

—U-—fd'c THDT= Lzz
und diese Grofe konnen wir im Fall y = u, gemifl Kap. II,

(12) in der Form
o [gedr [Sav

schreiben. Demnach kann man versuchsweise W, in gleicher
Art auch fiir unsern Fall berechnen, indem man entweder nur
die Strémung im leitenden Draht in Rechnung zieht, oder diese
in irgendeiner Weise durch den Kondensator hindurch zur ge-
schlossenen erginzt. Es hat sich nun gezeigt, dafl eine experi-
mentelle Entscheidung zwischen den verschiedenen Ansitzen
nicht gefunden werden kann. Wir erweitern dies auf den Fall
beliebig verteilter, aber von H wunabhingiger u-Werte, und
konnen dann sagen: Wenn wir

W=y Li?

setzen, so ist L auch in unserm Fall eine ausreichend scharf defi-
nierte Konstante.
Die Energiegleichung lautet also:

0

. Li?
wit == (20+ > (31)
Es folgt mit Benutzung von (30):
o1 . e
L 51 +wi+ o=
und weiter:
1.
Lat2+ +U t=0. (32)
Die Losung ist:
1=ae™, wenn Locz—l—woc-i-%:(),
—
also i=a,-emi+ a6t gg}=—%iV(-2%) — oz (33
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Ist 4 L << Cw?, soist ¢ aperiodisch. Istinsbesondere 4 L < Cw?,

i 1 |
sowird g — s ==, laf<l,
und folglich nach gewisser Zeit
¢
i—ae 0, (332)

Von demselben Zeitpunkt an wird
Wm < We ’

und die Energiegleichung vereinfacht sich zu

oW,
ot °

wi? =—

Ist 4 L > Cw?, so wird
. . w 1
it=ae#f!sin (vt — @), wo B=51> V%+’32:E’f’ (33Db)
wéihrend ¢ und ¢ von den Anfangsbedingungen abhidngen. Die
Gleichung stellt eine geddmpfte Schwingung von der Frequenzv,
dar. Die Zeit zwischen zwei gleichsinnigen Durchgingen durch
den Nullwert, oder zwischen zwei Extremwerten von gleichem
Vorzeichen ist 9
_ AT,
=50

das Verhiltnis dieser Extremwerte ist

pex
e
oder — was dasselbe bedeutet — das logarithimsche Dekrement
ist
B2=
=5

Die Periode 7 heifile die Eigenperiode des Kondensatorkreises,
v, seine Kigenfrequenz.

Ist insbesondere 4 L > Cw?, so wird § < »,, d. h. die Schwin-
gungen werden merklich ungeddmpft. Aber schon bei miBiger

4L .
Grofe von &, , wird merklich
1

5T (33c)

3=

(sog. Thomsonsche Formel).
Fiir ein Netzwerk linearer Leiter, deren einige durch Kon-
densatoren (Kapazitit C;) unterbrochen sind, erhélt man durch
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die gleichen Uberlegungen, die zu (27¢) gefiihrt haben, fiir jeden
Umlauf:
Slwii—8 +—-”Q’€+O) 0, wo i . (34)

[ ot

Insbesondere also, wenn nur Selbstinduktion in Betracht kommt,
die E;, = 0, und die Stréome proportional mit €**% sind:

iy (wy 4+ v L+ LTlo‘,,) —0. (34a)

Es gelten dann also die Kirchhoffschen Regeln; nur tritt an
Stelle des Ohmschen Widerstandes w;, jetzt der Scheinwiderstand

’ 1 ?
wk:Vw’%+<va-v—Ok> .
Bei endlichem C; wird w, = oo fiir » = 0, wihrend fiir sehr
grofles » der Kondensator sehr geringen EinfluB auf w, hat.
Bei groBem L; wird w, groB fiir groBes », wihrend fiir v = 0
die Selbstinduktion keinen Einflul hat. Eine Verzweigung zwi-
schen Kondensator und Drosselspule 148t also konstanten Strom
ausschlieBlich durch die eine, schnell oszillierenden Strom so gut
wie ausschlieBlich durch die andre Leitung gehen.
Wir denken uns jetzt einen aufgeschnittenen Kondensatorkreis,
zwischen dessen Enden eine gegebene Spannung

V="V,sinvt
besteht (vgl. § 2 unter 3). Es wird jetzt

01 ., e .
Lﬂ—f—wz—f—a—— Vosin vt

oder

at2+ —{-%i:vVocosvt. (35)

Der stationére Teil der Losung ist

i =iy sin (vt — @),

. Vo ’9 2 1 \2
wo  gg=o5, wi=wli vL—v—C , tgp=

w

Bei Verinderung von » erhilt 7, seinen Hochstwert % fiir

1
vzzf—é=v§+ﬂ2:

Cohn, Das elektromagnetische Feld. 2. A. 12
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d. h. wenn die aufgezwungene Periode iibereinstimmt mit der
Eigenperiode, die dem Kondensatorkreis bei verschwindender
Dampfung (verschwindendem Widerstand) zukommen wiirde:
Resonanz. In allen Fillen ausgepriagter Resonanz ist das
logarithmische Dekrement so klein, dafl die Resonanzbedingung
praktisch lautet:

yY=1,.

Bisher haben wir L als Konstante betrachtet, also einen eisen-
freien Kreis vorausgesetzt. Moge der Kreis jetzt einen gleich-
miBig bewickelten Eisenring enthalten. Es tritt dann an Stelle
von Lt die Summe aus dem Induktionsflufl im Ring @, geteilt
durch ¢, und einem Betrage Lyi, der sich auf den ibrigen Teil
des Kreises bezieht. @ ist proportional mit B, 4 ist proportional
mit H, und somit die ¢, i-Kurve bei entsprechenden MaBstaben
identisch mit der B, H-Kurve des Ringmaterials. Diese 148t sich
fiir hysteresisfreies Eisen — das hier einzig in Betracht kommt —
durch empirische Formeln gut darstellen. Wir wollen uns auf
eine qualitative Darstellung beschrianken!). Die stationdre Strom-
stirke wird auch jetzt eine periodische Funktion der Zeit mit
der Frequenz ». Sie laBt sich also durch eine Fouriersche Reihe
darstellen, die nach sinund cos der Vielfachen von » ¢ fortschreitet.
Liegt nun ¥ nahe an der Eigenfrequenz »,, die einem mittleren
konstanten Wert von L entsprechen wiirde, so werden die Ampli-
tuden aller Oberschwingungen sehr klein gegen die der Grund-
schwingung. Man erhilt deshalb eine gute Naherung, wenn man
auch jetzt ¢ in der Form 4, sin »¢ ansetzt. Dann ergibt sich i,
wieder in der Form (36), nur ist darin L keine Konstante, son-
dern eine Funktion von ¢,. Und zwar ist, da B verlangsamt
mit H wichst (vgl. Abb. 15b), L offenbar um so kleiner, ein je
groBerer Bereich von B-Werten bei der Schwingung durchlaufen
wird, d. h.: L nimmt ab mit wachsendem ¢,, Wenn also bei
sehr kleinen Stromamplituden

1
v L——

1’10=0’

und folglich ;—0 ein Maximum wird fiir » = »,, so tritt das gleiche
0

fiir groBeres ¢ ein bei » > v, : die Resonanzfrequenz hangt von der

1) Ausfiihrlicher bei Schunck und Zenneck: Jahrb.{. drahtlose Tel.
Bd. 19. 1922.
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Stromstirke ab. Weiter : Bei festgehaltenem » (> »,) ist V, = 0 fiir
to=0, und V,=wi, fiir dasjenige ¢, zu welchem » als Resonanz-
frequenz gehért. Im iibrigen liegt die V,, ¢,-Kurve oberhalb
der durch diese beiden Punkte gehen-
den Geraden; sie ist bei entsprechen-
den Daten des Stromkreises von der
Art der Abb. 29. Die Strecke bc, auf
der der Strom steigt bei abnehmender

PR

123

Q.____.~444A

C
!
1
|
c
Abb. 20.

of — —-—-

|
Spannung, stellt labile und daher , i,

nicht herstellbare Zustinde dar.
Wenn daher die Spannungsampli-
tude V, aufsteigend den Wert O B’ iiberschreitet, so springt die
Stromamplitude von OB auf OD. Wenn V, sinkend den
Wert OC’ unterschreitet, so springt i, von OC auf 04: Kipp-
erscheinung.

§ 5. MeBmethoden. — MaBsysteme.

Wir kehren noch einmal zur Ausgangsgleichung dieses Kapitels
zuriick. Es liege ein geschlossener linearer Leiter mit der Leit-
kurve s ohne innere elektromotorische Kréafte vor. Dann gilt
fir ihn:

_14dQ
(] _?W’
und daraus folgt:
. ¢
wI=1 @), wo I=fiar. G
0

Bis zur Zeit ¢ =0 mégen nun alle Kérper ruhen, und alle
Stréme stationdir, insbesondere unser ¢ gleich Null sein. Dann
mégen wihrend eines gewissen Zeitabschnitts beliebige Ver-
anderungen in der Lage der Korper, den Widerstinden und den
elektromotorischen Kriften der Stromkreise stattfinden, danach
aber wieder neue stationire Bedingungen eintreten. Streng nach
unendlicher Zeit, und mit jeder gewiinschten Anniherung von
einem bestimmten Zeitpunkt ¢ =7 an, werden dann alle Strome
ihre neuen stationiren Werte angenommen haben, und ins-
besondere ¢ wieder den Wert Null. Der Integralstrom

J=fi-dt (38)
0
12*
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miBt also die Gesamténderung, welche der Induktionsflufl des
aubBeren Feldes durch s erfahren hat, — wihrend natiirlich der
zeitliche Verlauf von ¢ wesentlich auch durch das Eigenfeld
von ¢ beeinfluBt wird.

Es mége nun der Integralstrom — oder der Stromstof}, wie er
unter diesen Verhdltnissen auch genannt wird — durch ein Gal-
vanometer fliefen, dessen Schwingungsdauer 7 sehr groB ist
gegen 7. Dann befindet sich der bewegliche Teil (Drehspule
bzw. Magnetnadel, s. Kap. I, §6, A und § 8, C) wihrend der ganzen
Zeit des Stromstofes in der Ruhelage. Das Drehmoment der
elektromagnetischen Kréfte ist proportional mit ¢; es sei in der
Ruhelage, und ist dann auch fiir alle nahe benachbarten La-

gen, #; das Trigheitsmoment sei D, der Drehwinkel . Dann
gilt wihrend 7:

also erhilt der Korper eine Winkelgeschwindigkeit
w="%4

¢c D~
Das riicktreibende Drehmoment (herrithrend von der Torsion der
Aufhingung bzw. dem Erdfeld) ist fiir kleine & bei beiden Arten
von Instrumenten proportional mit ¢#; es sei Dp® &. Dazu

kommt ein mit %‘% proportionales Glied; es riihrt bei offenem

Leiterkreis von mechanischen dampfenden Kréften her, bei ge-
schlossenem Kreis auBlerdem von den Kriften, welche der Lenz-
schen Regel gemif die durch die Bewegung induzierten Stréme
begleiten; es sei D2q%‘f~ .

Dann ist die Bewegungsgleichung:

dzd dd
an = TP 20

mit den Bedingungen:
. _ a9
firt=1: 9=0, T
Die Losung ist, wenn ¢2 < p2:

Tw -Zt—) . a(t—r) ® 2 52
P=-—¢e1 SIn~_T_1 wo Tzq: _TTZPZ



Kapitel III. §5. 181

Daraus folgt die (kleine) Schwingungsweite ¥,,, als:

To | -t
Vgt © '

FlieBt durch dasselbe Instrument ein konstanter Strom i,

so erfolgt eine (kleine) Ablenkung f, die gegeben ist durch:

)

~A=Dp*p.
Folglich v .
o e T el
*B B yrrfx?

Die Messung von Stromst6Ben ist also auf die Messung kon-
stanter Strome am gleichen Instrument zuriickgefiihrt; es bedarf
noch der Bzobachtung der Schwingungsdauer und des Dekrements,
sowie der Vergleichung zweier Ablenkungen. Fiir ein Nadelgal-
vanometer mit der Konstante g im Erdfeld H ist nach Kap. II,
(83a):

J= (39)

also , P =
T BT o = Tm el (40)
c g }R+ %

Die Augenblickswerte wechselnder Stromstérken kénnen
mit Vorrichtungen nach der Art des Saitengalvanometers (s.
Kap. II, § 6 A) — Oszillographen — beobachtet werden. Diese
Apparate versagen bei zunehmender Frequenz des Stromes. Ein
viel weiter reichendes Beobachtungsmittel liefern infolge ihrer
duBerst geringen Triagheit die freien Elektronen der Kathoden-
strahlrohren; sie konnen erst an spiterer Stelle behandelt
werden (s. Kap. V, §1C).

Bei periodischen Stromen besitzt die groBite praktische Be-
deutung das mittlere Stromstérkenquadrat:

T
= [i2dt.
0

Von ihm hingt der innere Energieverbrauch, die Joulesche Wirme,
ab. Er wird auch vorwiegend durch diese gemessen: Hitzdraht-
instrumente, Bolometer, Thermoelemente. Daneben
kommen die Elektrodynamometer (Kap.II, §8, C) in Be-
tracht; da diese aber notwendig betrichtliche Selbstinduktion be-
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sitzen, so schwichen sie einen Strom von hoher Wechselzahl in
einem MaB3, der ihre Verwendbarkeit ausschlieBen kann. — Die

Quadratwurzel aus i? heiBt effektive Stromstéarke ; fiir sinus-
formigen Wechselstrom ¢ = i,sinv¢ ist

, )

2 eﬁ = % .

Spannung (vgl. § 2). Fiir einen stationdren Strom ist die

elektrische Spannung von b nach a eine eindeutig bestimmte
Gréfle, namlich die Differenz ¢, —¢,, wo ¢ das — einwertige —
Potential des Feldes bedeutet. Als das Linienintegral

f@s-ds
b

langs der Stromkurve s berechnet sie sich nach dem Ohmschen
Gesetz zu wi— E (s. Kap. I, §6). Den gleichen Wert besitzt
das Integral fir jede von b nach a filhrende Kurve. — Haben
wir es nun aber mit nicht-stationirem Felde zu tun, so gilt
das nicht mehr. Das Linienintegral lings s ist noch immer
V,=wi— E. Das Integral V, langs des duBeren Weges [ aber
ist dadurch bestimmt, da8

1dQ 14

Vs— Vi :_EE"W_“MEEEI%N'(ZS

ist, wo S die von s und — ! zusammen berandete Fliche bedeutet.
V, ist praktisch von der Wahl des dulleren Weges unabhingig
unter den in § 2 unter 2. besprochenen Bedingungen. Das negativ
genommene V; — welches im folgenden wieder wie in §2 die
Spannung zwischen a und & heilen und mit ¥ bezeichnet werden
soll — ist es, was iiber alle Vorgénge in den dufieren Strombahnen
entscheidet, die mit s die Endpunkte @ und b gemein haben.
Wenn @ lediglich von Selbstinduktion herriihrt, ist

. di
V=E—-wz—LEZ.

Fir E =0 und etwa eine Drosselspule in s (v L > w) gilt also:
die dulBere Spannung V hingt wesentlich von dem L der Drossel-
spule ab, die Verteilung der Spannung lings der Strombahn s
selbst aber hingt nur von der Verteilung der w ab; auf die Drossel-
spule wird unter den gewdhnlichen Bedingungen nur ein ver-
schwindend kleiner Anteil entfallen.
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Zur Messung von V dient, wie bei stationirem Strom, eine
zwischen ¢ und b angebrachte Abzweigung, die entweder einen
Strommesser oder ein Elektrometer enthélt (s.
Abb. 30). Das Instrument muf in einer Leitung
von der in § 2 unter 2. geforderten Beschaffen-
heit enthalten sein. Die Konstanten dieser Lei- &
tung mégen w,L,C,; heilen, der Strom in ihr ¢,,
und gegebenenfalls die Spannung zwischen den
Elektrometerteilen ¥V, (bei Strommessung ist o,
C, = o zu setzen). Es sei wieder / =0 und

1%

Q!

a8

@ _ Li. Wir wollen ferner ¢ und somit auch v, Abb. 30.
[

7; und ¥V, als sinusférmig voraussetzen, und die Amplituden
durch den Index O bezeichnen. Gesucht ist dann

_— 'V2
2 9
14 g -

Es ist . _ -
w2it = V2 =u{2i= (w,vC))? V2,
wo
w2 =w?2 4 y2L2, w2 =w’+ (vL1—~1—>2.
v(C,

Die Messung von 4; ist soeben besprochen; V2 wird in der
sog. Doppelschaltung des Elektrometers bestimmt, s. Kap. I, (34b).
Damit als ¥V die Spannung gemessen werde, die vor Anlegung
des Instruments bestand, muB8 ¢ merklich gleich dem unver-
zweigten Strom, d. h.

t10 L tg, also w] >w

sein. — Bei elektrometrischer Messung wird praktisch stets
wy =;é— , also ﬁz_V_f sein. — Da ein Strommesser un-
1

mittelbar die Werte von ¢ anzeigt, w{ aber von » abhingt, so
gilt die Spannungsskala eines solchen Instruments nur fiir eine
bestimmte Frequenz. Der Einflufl der Frequenz bei sinusfoérmigem
Strom, und damit allgemein die Abhingigkeit von der Strom-
form, kann aber beliebig vermindert werden durch Einschaltung
eines groffen induktionsfreien Widerstandes vor dem Strom-
messer. o

Die von dem Leiter s abgegebene Leistung ist ¢ V. Sie kann
gemessen werden, indem der Strom ¢ durch die eine, der Strom ¢,
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durch die andre Spule eines Elektrodynamometers geleitet wird.
Das Drehmoment, das auf die bewegliche Spule wirkt, ist (s.
Kap. I, §8, C) bei kleinen Ausschligen proportional mit 41,,
und diese Grofe ist bei Sinusstrom und gegebenem » ihrerseits

proportional mit ¢V. Die Vorschaltung eines induktionsfreien
Widerstandes vor die Spannungsspule hat wieder die soeben
besprochenen Wirkungen.

Wir wollen nun eine Ubersicht der hauptsichlichsten Methoden
geben, nach denen die in Kap. II und IIT auftretenden GroBen
gemessen werden konnen.

A. Vergleichende Messungen. Widerstdnde werden ver-
glichen mit der Anordnung der Wheatstoneschen Briicke, die in
Kap. I, § 6 besprochen ist [Gl (81)]. Als Nullinstrument dient
nur bei sehr groBen Widerstinden das Elektroskop, sonst ein
Stromanzeiger. Als fester Vergleichswert (Normale) kann der
Widerstand der Siemens-Einheit w, dienen. Definition bei Kap. I,
(83). Ein Widerstandssatz sei hiernach hergestellt.

Ein Galvanometer wird mittels konstanten Stroms geeicht,
indem der Strom gleichzeitig durch eine Zersetzungszelle geleitet
wird ; Faradays Gesetz, Kap. I, (69). Als Normale dient demnach
der Strom, der in 1 Sekunde ein Gramm-Aquivalent ausscheiden
wiirde, die elektrochemische Stromeinheit. Mittels eines
geeichten Instruments kann jeder andere Strommesser geeicht
werden, indem er — bei gleichem MeBbereich unmittelbar, bei
ungleichem MeBbereich unter Abzweigung — in den gleichen
Stromkreis mit jenem eingefiihrt wird. Im zweiten Fall wird eine
Widerstandsvergleichung erfordert.

Spannungen und elektromotorische Krafte kénnen ent-
weder nach Kap. I unmittelbar — elektrometrisch — oder mittels
konstanten Stroms als Produkte aus Stromstirke und Wider-
stand — galvanometrisch — verglichen werden. Als Normale
kann die elektromotorische Kraft des Weston-Elements [s. Kap. I,
bei (82)] dienen.

Induktionsfliisse werden nach (37) und (39) verglichen

mittels Widerstand- und Stromvergleichung. Die Normale fiir g

ist durch die Normalen von w und ¢ mitgegeben.
Aus den @ und den Stromstérken folgen — fiir 4 = const, —
definitionsméBig die konstanten Induktivitdten L; s. Kap. II,
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(31a) S.115. Die Vergleichung zweier L kann aber genauer durch
Nullmethoden nach Art der Wheatstoneschen Briicke (Abb. 9) aus-
gefithrt werden. Als B:ispiel die Vergleichung zweier Selbst-
induktivititen: Die Zweige 1 und 2 der Anordnung mégen
Spulen mit den Koeffizienten L., und L,, enthalten, wihrend
die Selbstinduktivititen der Zweige 3 und 4, und ebenso
die Gegeninduktivitdten der verschiedenen Zweige zu vernach-
lassigen seien. Dann sind die Bedingungen fiir Stromlosig-
keit der Briicke:
wyt, + L

—w3z3; Wyt 4+ L, =W, by,

11 at 22 gt

Zeigt sich also die Briicke stromlos sowohl fiir stationdren wie
fir verdnderlichen Strom, so ist
Ly _wi__ws
Ly, wy  wy’ (41)

In genau derselben Weise lassen sich Kapazitdten C ver-
gleichen.

Da fir y=py, die L durch die Gestalt (und gegen-
seitige Lage) der linearen Leiter bestimmt sind, lassen sich ver-
vielfaltigungsfahige Normalen fiir sie herstellen. Das gleiche gilt
fir ¢ =¢, beziiglich der C. — Hinsichtlich der Selbstinduktivi-
téten ist aber zu beachten, dafl ihr Wert von der Verteilung
der Stromféden abhidngt. Diese ist in einem Draht bei stationirem
Strom gleichférmig iiber den Drahtquerschnitt, und unter dieser
Voraussetzung ist z. B. das L der Gleichungen Kap. IT (69) und
(70) berechnet. Bei verdnderlichem Strom aber ist die Verteilung
ungleichformig, und der Wert von L daher ein andrer. Das
gleiche gilt in noch weit héherem Grade beziiglich der w. (S. den
folgenden Paragraphen). In (41) sind geniigend langsame
Stroménderungen vorausgesetzt.

Auch die Vergleichung von Durchléssigkeiten y laft sich
auf die Vergleichung von Induktionsflissen @ zuriickfithren: Im
Innern einer langen vom Strom ¢ durchflossenen Spule mit
nWindungen auf der Léingeneinheit besteht, wenn durchweg
1 = Wy ist [s. Kap.II (65)], ein gleichformiges Feld von der Stirke

ni
H,=—.
0 ¢
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In dieses werde ein Ellipsoid (abcu) gebracht; die a-Achse liege
parallel zum Feld. Dann ist [s. Kap. II (96)] in seinem Innern

3 1
. H=""——
.‘b“@ound ¢ 1L 4Bt
Ho
Folglich fiir eine Drahtschleife, die den Querschnitt § des Ellipsoids
umschlingt, 0= ni_ uS
C1pabh
Ho
Ohne das Ellipsoid ist der Induktionsflufl
Qo= 7? MoS.
Also, wenn wir
g—@ L=
schreiben
) _@a—4) :
(lu) - _ﬁ(Q)A . (42)

Der so gefundene Wert von (u) gilt fiir die Feldstarke H. A ist
durch die Achsenverhiltnisse des Ellipsoids bestimmt und fiir
ein sehr gestrecktes Ellipsoid sehr klein gegen Eins. — Es gilt
in Strenge " Q

Mo @
fiir eine gleichmiBig gewickelte, von einem homogenen Korper
ausgefiillte Ringspule. Hier aber 1a8t sich offenbar ¢, nicht

experimentell ermitteln.
Induktion B. Ein linearer Leiter umrande eine hinreichend

kleine Fliche, deren Maximalprojektion S sei; er werde schnell
aus dem Felde herausgezogen (oder in ihm um 180° gedreht).

Dann ist 0Q = —ByS (bzw. = 4 2By AS).

Es kann also die Richtung von % bestimmt und B mit Hilfe
der Strom- und Widerstandsnormalen in unverinderlichem MaB
ausgedriickt werden. — Als Anwendung der Erdinduktor: Der
Leiter befinde sich im Erdfelde mit der

horizontalen K b H
vertikalen Omponente q ;-

Er werde um 180° gedreht, und zwar so, daf3 die Normale von S

aus der Richtung von {g} in die entgegengesetzte ilibergeht.
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Dann ist

(6@); =—2p, HS, (0Q) =—2p ZS; (43)
©0Q)s__ Z _

also (6 Q)l —H tg *.
o ist die erdmagnetische Inklination, die also auf diese Weise
bestimmt werden kann. — Die B-Werte konnen ferner bei kon-
stantem y = u, mittels der Drehmomente verglichen werden, die
auf durchstrémte Leiter von kleiner Fliche wirken; s. Kap. IT (79).
Dieselben Methoden liefern bei konstantem u = pu, zugleich

die Verhéltnisse von Feldstéarken 9.

b
Magnetische Spannung. H:f’i! 9,ds. Ein diinner bieg-

samer Streifen von der Lange ! und dem konstanten Querschnitt S
ist eng und gleichmafig mit einer Spule umwickelt, die n Win-
dungen auf der Liangeneinheit hat. (Spannungsmesser). Liegt
er in der Kurve [ (in Luft), so ist der Induktionsflu8 in der Spule:
Q= pnSII

Jede Anderung von @ und somit jedes entstehende 7 kann durch
den Ausschlag eines (Galvanometers, das mit den Enden der
Spule verbunden ist, in willkiirlichem, aber — bei gegebener
MeBvorrichtung — unverédnderlichem MalB gemessen werden.
a) Es sei | eine geschlossene Kurve [;; sie umschlinge N, mal
einen Leiter mit dem Strom ¢,. Dann ist

Il,= N,
b) Es sei I eine offene Kurve I,: dann kann der zugehorige
(7
C
c¢) Es moge I, zusammen mit einer Kurve l,, die zwischen zwei
Punkten auf der Oberfliche eines Eisenkérpers — Transformator,
Dynamomaschine — verlduft, eine geschlossene Kurve bilden.

Diese umschlinge in positiver Richtung N Windungen eines
Magnetisierungsstromes ¢. Dann ist

m=¥—m.

Wert I1, als ein bestimmtes Vielfaches von N, gemessen werden.

Da das Verhaltnis li\’v% angegeben werden kann, so erhilt man
0°0

aus a), b), ¢) das Verhaltnis %—2 der Spannungen auf dem Eisen-
1

wege und auf dem Luftwege.
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Beziiglich der Messung von magnetischen Momenten, sowie
der Feldmessungen mit Hilfe von permamenten Magneten sei
auf Kap. II, § 8, C verwiesen.

B. Absolute Messungen. Eine MaBeinheit ist absolut,
wenn sie in einer von Ort und Zeit unabhéngigen Weise definiert ist.
So sind die Siemens- Einheit des Widerstandes, die elektrochemische
Stromeinheit, die elektromotorische Kraft des Weston-Elements
absolute Einheiten. Ihre Definitionen sind an bestimmte Stoffe
gekniipft: das Quecksilber fiir die Siemens-Einheit, — den Sauer-
stoff (Aquivalentgewicht = 8) fiir die elektrochemische Strom-
einheit, — die Substanzenfolge im Weston-Element. — Fiir jede
Art physikalischer Groflen ist eine besondere, unabhingige ab-
solute Einheit zuldssig. ZweckmiBig aber sind nur solche Ver-
bindungen von Einheiten, durch welche die Beziehungen zwischen
den verschiedenen Gréfen nach Méglichkeit von Zahlenfaktoren
frei werden. Da elektromagnetische Vorgénge sich auch im
Vakuum abspielen, ist es moglich, die Definitionen von der Bezug-
nahme auf willkiirlich gewéhlte Stoffe frei zu halten. — In den
Gleichungen von Kap. IT und III, welche Beziehungen der elektro-
magnetischen Gr6Ben untereinander und — in der Kréftefunktion
— zu mechanischen GroBen enthalten, treten zwei Konstanten
auf, iiber die bisher nicht verfiigt ist: gy und ¢. Durch sie und
durch Langen, Zeiten und Krifte miissen sich daher die Normalen
ausdriicken lassen.

Wert der elektrochemischen Stromeinheit. Bereits in
Kap. IT ist gezeigt worden, wie fiir einen bestimmten Strom i

2
die GréBe ”60; als eine Kraft gemessen werden kann. Wenn

dies einmal fiir einen Strom geschehen ist, der zugleich eine ge-
messene Silbermenge in gemessener Zeit ausgeschieden hat, kann

Veoi

—5~ fiir die elektrochemische Stromeinheit festgelegt werden. Es

hat sich ergeben: fiir den Strom i,,, der in 1 Sekunde 1 Gramm-
dquivalent ausscheidet, ist
l%f:ﬂ = 9650 cm'/z gr'/z sec™ ! (44)
(7en = 96500 Ampére)
oder umgekehrt: es ist
2-4mpty

(47ec)? =1 Dyn
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fiir den Strom, der 1,036 - 10~¢ Gramméquivalent oder 1,118 - 102
Gramm Silber in 1 Sekunde ausscheidet (10 Ampére)?l).

Wert der Siemens-Einheit. Der Erdinduktor werde aus
der Lage im magnetischen Meridian um 180° um eine vertikale
Achse gedreht; dann entsteht in der Leitung ein Stromstofl .,
der nach (37) und (43) gegeben ist durch:

T — M2HS
=

Er werde durch ein Galvanometer von der Konstante g geleitet;
dann ist nach (40):

J_H T
c g @
. 2w _2nSg

g ist eine meBbare reziproke Lé,nge S eine Fliache, 7 eine Zeit,
« eine reine Zahl; also wird 7 als eine Geschwindigkeit ge-

messen. Wenn dies fiir einen beliebigen Widerstand einmal ge-
schehen ist, kann dieselbe GroBe fiir die Siemens-Einheit fest-
gelegt werden. Es hat sich ergeben:
(4mc)®w, _ 10° cm <
dmp, 1,063 sec \WYs T 1063

oder, was dasselbe bedeutet:

Ampo o — 106310

(dmc)2 OH
Es mége nun wihrend ¢ Sekunden der Strom ¢ in einem homogenen
Leiter vom Widerstand w flieBen.
Es sei gemessen

Cw_ LM ng M pe g

Ho  sec c2 cm

Ohm) (46)

sec
5 >2).

(46a)

Dann folgt, wenn ¢ in Sekunden gemessen wird:
wi?t = ab?t erg.
Es kann aber zugleich w¢%t = Jt als eine Wiarmemenge in Ka-

lorien gemessen werden. Der Vergleich ergibt somit das mecha-
nische Warmedquivalent.

1) Die zur Zeit wahrscheinlichsten Zahlen sind: 9649,4; 1,0363; 1,1180.
%) Die zur Zeit wahrscheinlichste Zahl ist 1,06246.
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Weiter folgt aus dem Ohmschen Gesetz:

c® . c? erg cm
“ 2 — (g —@ 2=

2w (Qo— @a)2 =a?b? ——~
Ho Ho sec

Es werde nun zugleich ¢,— ¢, mit der elektromotorischen Kraft
eines Weston-Elements [s. Kap. I, (82)] verglichen; dann findet
man: org
cm

&0 (Qe—@o)2=d?

Der Vergleich ergibt: _¢* _ a?h? em?
aoﬂo_ d* sec” ’

Es ist also —— eine bestimmte Geschwindigkeit, die in der an-
Eolbo
gegebenen Weise festgelegt werden kann. Sie ist tatséchlich nach

einer groBen Zahl verschiedener Methoden gemessen worden, zuerst
von W.Weberund R. Kohlrausch?). Es hat sich ergeben, daf} sie
genau gleich der Lichtgeschwindigkeitim leeren Raum ist:

¢ . cm , -
y%—ﬂzzao:&lol";&—), (47)
Die Feststellung dieser Gleichheit ist von entscheidendem Einfluf3
auf die Entwicklung der Elektrizititslehre gewesen.
Eisenuntersuchung. Ein dinner Eisenring (Umfang I,
Querschnitt S) sei von einer gleichméiBigen engen Drahtwicklung
von N Windungen umgeben, in der der Strom ¢ hergestellt werden
kann. Den Ring umschliefe ferner an beliebiger Stelle eng eine
Spule von N; Windungen, die mit einem Galvanometer ver-
bunden sei; der Widerstand dieses MeBkreises sei w,;. Das Feld

im Ring ist: Ni
[
Der Induktionsflu durch den MeBkreis ist:
Q@ = N,SB;

folglich entsteht bei Anderung von ¢ in ihm ein Stromsto8
1
J,=—-—N,8:6B.
wy e
Also ist
9B _ _dw L A
Ho OH g NN.SO:-

1) Poggendorfs Ann. Bd. 99. 1856; auch in Ostwalds Klassiker Nr. 142,
%) Die zur Zeit wahrscheinlichste Zahl ist 2,9986 - 1010,
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1

c—;w— ist nach (46) eine meBbare Geschwindigkeit, gi nach (39)
0

eine melBbare Zeit, é eine reziproke Lénge; also ergibt sich
65701311) als reine Zahl. Indem man den Magnetisierungstrom ¢
stufenweise verstirkt oder schwicht, wiirde man also, von einem
bekannten Wertepaar ausgehend, B als Funktion von yyH erhal-
ten. — Es bleibt aber bei dieser Anordnung der Ausgangswert von B
notwendig unbekannt. Hat jedoch der Eisenkérper Stabform, so
kann man magnetometrisch feststellen, daBl dem Anfangswert
t = 0 auch der Anfangswert B = 0 entspricht. Bei einem tech-
nisch vielfach verwendeten Verfahren wird das von den Win-
dungen des MeQBkreises umschlungene Probestiick als diinner Stab
einem magnetischen Kreise eingefiigt, dessen iibriger Teil aus einem
gedrungenen Kisenstiick von viel grofferem Querschnitt besteht.
Dann liegt der magnetische Widerstand des Kreises noch immer
zum ganz iiberwiegenden Teil in dem Probestiick [s. Kap. IT,
(39h)], und der Wert von H im Probestiick kann daher mit
praktisch ausreichender Genauigkeit abgeschitzt werden. — Das
einzige fiir genaue Berechnung taugliche Verfahren beruht auf
der Verwendung gestreckter Ellipsoide.

C. Absolute MaBsysteme. Um ein einheitliches MaBsystem
fiir das Gesamtgebiet der elektromagnetischen Erscheinungen fest-
zulegen, muB schliefilich noch iiber zwei der GréBen &y u, ¢ ver-
fiigt werden; die dritte ist dann durch Gleichung (47) bestimmt.
Man wird die Verfiigung so zu treffen haben, da8 die grund-
legenden Beziehungen zwischen elektrischen, magnetischen und
mechanischen GréBen eine moglichst einfache Form erhalten. Wir
erfilllen die Forderung, indem wir ¢, = 1, yy = 1, ¢ = a, setzen.
Dieses MaBlsystem, welches die mathematische Enzyklopidie an-
genommen hat, wollen wir als das rationelle bezeichnen. Wir
habe