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Vorwort. 
Es fehlt in der mathematischen Literatur ein Werk, das dem Lehrer' 

insbesondere dem jiingeren, den elemen tarma thema tischen, d. h' 
den heute in den hoheren Schulen Deutschlands behandelten mathema
tisch en L e h r s t 0 f f in wissenschaftIich einwandfreier und zugleich 
didaktisch verarbeiteter Form darbietet, und dazu die angewandte 
Mat hem a t i k nach ihrem allgemeinen Verfahren und ihrer Anwendung 
auf die verschiedenen Gebiete ausfUhrlich und gleichmaBig beriick
sichtigt. In unserer an Pflichtstunden und Korrekturen reichen Zeit 
wird es nicht jedem Fachgenossen moglich sein, die Fortschritte der 
mathematischen Wissenschaft und ihrer Anwendungen zu verfolgen 
und sie zugleich fiir den Unterricht nutzbar zu machen. Hier will 
die "Elementarmathematik" helfend eingreifen. iiber deren drei, wieder in 
Teile von maBigem Umfang zerlegte Bande die Ankiindigung am Ende 
des Buches naheren AufschluB gibt. Danach handelt es sich also nich t 
urn eine Methodik des mathematischen Un terrich ts, welche den 
Stoff nur als ein Problem neben anderen behandeln kann; im Gegen
satz zu den Werken ahnlicher Richtung von Weber-Wellstein, Klein, 
Netto-Farber-Thieme u. a. steht aber die Didaktik des eigen tli chen 
Schullehrstoffs im Vordergrund. Erganzt wird diese ,;Elementar
mathematik" durch eine ihr im Aufbau genau entsprechende Sammlung 
von "Quellenheften", die aus den Originalwerken eine Auswahl der 
wichtigsten Belege fUr solche Dinge der reinen un,d angewandten Mathe
matik mit den notigen Erlauterungen bringen soIl, die im heutigen 
Unterricht noch lebendig sind oder erst lebendig werden sollen. Zu
nachst erscheinen von der "Elementarmathematik" die zwei ersten Teile 
der "Elementargeometrie" 1), denen die entsprechenden der "Elementar
analysis" bald folgen sollen. -

Die Methodik der Geometrie hat sich im Laufe der letzten fUnfzig 
Jahre griindlich geandert. Hat man einst den Bildungswert des geo
metrischen Unterrichts in seiner formal-Iogischen Seite gesehen und 
daher schon von Tertianern als Hauptleistung das Verstandnis geome
trischer Beweise (auch fiir Satze, die unmittelbar einleuchten) verlangt, 
so ist man heute von der UnausfUhrbarkeit dieser Forderung iiberzeugt, 

I) Das Wort Elementargeometrie bezeichne entsprechend dem Wort Elementar
mathematik den Begriff derjenigen Teile der Geometrie, die den heutigen Inhalt 
des geometrischen Schulunterrichts in Deutschland bilden. also nicht bloB Plani
metrie. Stereometrie und Trigonometrie, sondem auch darstellende und analytische 
Geometrie. 

a* 
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ohne darum unglucklich zu sein. Denn der H au p t b i 1 dun g s w e r t der 
Geometrie liegt in der We c k u n gun d Au s b il dun g de rAn s c h a u
ung und der sch6pferischen Vorstellungskraft. Dazu kommt 
der stoffliche Bildungswert, der Nutzen der Geometrie fUr die 
Wirklichkeit. Daher sollen die geometrischen Aufgaben weithin in 
wirklichkeitsnahen Anwendungen bestehen. 

Trotzdem solI die logische Seite im Unterricht nicht zu kurz kommen. 
Nur solI sie erst ganz alImahlich an den Schiller herangebracht werden. 
Aber selbst wenn man vom Schiller schon fruhe logisches Verstandnis der 
Geometrie verlangen wurde, so ware es doch ganz anderer Art als das vor 
fUnfzig J ahren geforderte. Denn die wissenschaftliche Durchforschung 
derGrundlagen der Geometrie hat zueinerganzanderenEinstellungin be
zug auf die Logik in der Geometrie gefUhrt, als sie in N achahmung Euklids 
die Mehrzahl der Schulbucher bis weit ins 19. Jahrhundert hinein hatte. 
Wieviel methodische Arbeit in bezug auf die Grundbegriffe und Grund
satze der Geometrie - ich erinnere nur an die Parallelenfrage -, ge
leistet von einer Reihe der tuchtigsten Schulmanner des 19. J ahrhunderts, 
hat sich als wissenschaftlich nicht einwandfrei und darum als unn6tige 
Kraftverschwendung erwiesen! Es ist darum Zeit, daB auch die Schul
biicher sich die Ergebnisse der wissenschaftlichen Forschung zunutze 
machen. GewiB hat der Lehrer nicht wie einst die Aufgabe, seinen 
'Untertertianern gegenuber die Gilltigkeit der Geometrie zu rechtfertigen. 
Gleichwohl kann und solI er seinen Unterricht so einrichten, daB dieser 
trotz aller Zugestandnisse an die Anschauung wissenschaftlich "in 
Ordnung" ist.1) 

Der vorliegende zwei te Teil der "Elementargeometrie" sucht gerade die 
Grundlagenforschung der letzten fUnfzig Jahre fUr den Unterricht nutz
bar zu machen und so eine Aufgabe der L6sung naherzubringen, die sich 
dem Verfasser immer wieder aufgedrangt hat. Er umfaBt einerseits den 
Lehrgang, wie er sich dem Verfasser in seiner Unterrichtstatigkeit 
herauskristallisiert hat. Andererseits verknupft er mit diesem eine 
wissenschaftliche Darstell ung der Haupt pro bleme der 
Elementargeometrie der Unterstufe. 

Daraus, daB die Logik nur allmahlich in den Lehrgang eingefuhrt 
werden kann, ergibt sich, daB Lehrgang und wissenschaftliche Dar
stellung besonders in den Anfangsabschnitten getrennt verlaufen mussen. 
Diese solI dem Lehrer zeigen, was an Voraussetzungen undErganzungen 

1) Vgl. die Vorrede zu Veronese. Grundziige der Geometrie. Leipzig 1894. 
S. XXXV: .. Das wissenschaftliche und das didaktische Problem werden [hll.ufig] von 
verschiedenen Gesichtspunkten aus behandelt; die beste Losung des zweiten hll.ngt 
aber von derjenigen des ersten ab; denn. wenn auch die didaktischen Anforderun
gen ihren gebiihrenden EinfluB haben miissen. so will es doch in einer wissenschaft
lich vorher festgestellten Anordnung gelost werden. wll.hrend das wissenschaftliche 
Problem derart bearbeitet werden muB. daB es bei der LOsung des andem mog
lichst behilflich ist." 
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zum Schullehrgang hinzukommen muB, darnit er ein wissenschaftlicher 
Lehrgang werde. Sie enthalt dabei jeweils nur das Notwendige und 
verweist das Vbrige auf die spateren Teile, urn so mehr, als vieles von 
beidem auch in der Schule, doch erst auf der Oberstufe, zur Sprache 
kommen wird. Die wissenschaftliche Darstellung ist ziemlich ausffihrlich 
gehalten, der Lehrgang dagegen ganz kurz und biindig, aber doch so, daB 
er jedem verstandlich ist, der sich von einer hoheren Warte aus einen 
Vberblick iiber Wesen und Aufbau der Elementargeometrie verschaffen 
mochte. Nebenbei mag der Lehrgang auch zeigen, daB sich vieles in 
der Elementargeometrie heute einfacher darstellen laBt, als manche 
durch Jahrzehnte weitergeschleppte, umstandliche Entwicklungen der 
Schullehrbiicher vermuten lassen. 

Der Lehrgang setzt einen mindestens einjiihrigen v 0 rwisse n s ch a ft
Ii c hen (nicht unwissenschaftlichen) geometrischen Vo r be r e it u n g s
un t errich t voraus, wie er etwa fUr die Quarta (KlasseIII) vorgesehen 
ist, in dem die SchUler mit den wichtigsten geometrischen Gestalten be
kannt gemacht und im Gebrauch der Zeichenwerkzeuge geiibt worden sind. 

1m ersten Teil dieser "Elementargeometrie" wird Herr Dr. Schumacher, 
Wetzlar, einen methodischen Lehrgang eines solchen Vorbereitungs
unterrichts darstellen. Er wird da im Sinne der preuBischen Richtlinien 
absichtlich etwas ausfUhrlicher zu Werke gehen. Denn der Zeitpunkt 
des Vbergangs yom Vorbereitungsunterricht zum "wissenschaftlichen" 
Geometrieunterricht ist streng gar nicht festzustellen. Dieser 'Ober
gang vollzieht sich fiberhaupt nicht zu einem bestimmten Zeitpunkt. 
Er bildet vielmehr eine mehr oder weniger breite G r e n z s chi c h t, in 
der die anscha uliche Behandl ung der Geometrie ganz all
m ahlich in die log ische ii ber g eh t. Der Lehrgang des ersten Teils 
und der im gegenwartigen zweiten Teil gegebene werden sich in der Weise 
erganzen, daB fUr jenen die Anschauung, ffir diesen die Logik das 
Hauptproblem ist, daB also dort die Grenzschicht den AbschluB, hier 
den Anfang des Lehrgangs bildet. 

Dem Verfasser lag es am nachsten, flir den Lehrgang etwa von der 
Stoffverteilung auszugehen, wie sie seit 1912 bei den wiirttembergischen 
Oberrealschulen besteht und durch die Lehrplanreform von 1926/27 
nirgends wesentlich geandert ist. Er ist wie der preuBische ein Maxi
mallehrgang, stimmt weitgehend mit diesem sowie den iibrigen Lehr
planen im Reiche iiberein und gestattet fUr die verschiedenen Schul
gattungen unschwer die Umstellung und Ausscheidung beliebig vieler 
Teile. Wegen aller Einzelheiten sei auf das ausfiihrliche Inhaltsver
zeichnis verwiesen. N ur folgende Bemerkungen seien noch hinzugefUgt: 

Der Lehrgang betont nachdrUcklich die g eo met ri s c hen Ve r
wandtschaften und damit die funktionalen Zusammenhange 
in der Geometrie (vgl. dazu Kap. I, § 6). Es lag femer nicht in 
der Absicht des Verfassers, auch die geometrischen Aufgaben einer 
kritischen Durchsicht zu unterziehen. Die in den Lehrgang eingefiigten 
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Aufgaben sind nach seinem personlichen Geschmack ausgewahlt. "An
gewandte" Aufgaben sind nicht urn ihrer selbst willen behande1t. Dies 
konnte urn so eher unterbleiben, als Band III dieser "Elementarmathe
matik" ausfUhrlich auf Einzelaufgaben, Aufgabengruppen oder ganze 
Aufgabengebiete der angewandten Geometrie eingehen wird. Dbrigens 
ware eine Sammlung der "rein theoretischen", nicht bloG didaktisch 
brauchbaren. sondern auch wissenschaftlich interessanten und weiter
fiihrenden unterden Geometrieaufgaben, etwain der Art von Sch werings 
,,100 Aufgaben" ein dankenswertes Unternehtnen, damit hier einmal die 
Spreu yom Weizen gesondert wiirde. 

LehrplanmaBig geh6rt zur Unterstufe auch noch ein einfiihrender Ab
schnitt in die ebene Trigonometrie. Aus Griinden der Systematik 
ist er auf den dritten Teil verschoben. Dafiir werden einige der Ober
stufe angeh6rige Reste der Stereometrie hier schon behandelt, so daB 
der vorliegende Teil die ganze Planimetrie und Stereometrie 
umfaBt. 

Den SchluB bildet ein Kapitel iiber die elementargeometrische Li tera
tur, soweit sie fiir die Unterstufe in Betracht kommt. Der Leser solI 
dabei auf eine Reihe besonders wertvoller, namentlich alterer Darstellun
gen der Elementargeometrie hingewiesen werden. 1m iibrigen streben 
wissenschaftliche Darstellung und Lehrgang in erster Linie danach. den 
Zusammenhang zwischen Schule und Hochsch ule zu wahren 
und damit die noch immer bestehende Kluft zwischen beiden in ihrem 
Teile auszufiillen. So kann vielleicht das vorliegende Buch den Zugang 
zu den Ergebnissen der Wissenschaft und ihre Verarbeitung fUr den 
Unterricht erleichtern und zugleich dem Liebhaber der Mathematik 
zeigen, wie heute das Gebaude der elementaren Planimetrie und Stereo
metrie aussieht. 

Stu ttgart- Vaihingen a. F., I. Januar 1928. 
K. Fladt. 
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Erstes Kapitel. 

Grundbegriffe und Grundsatze 
der Geometrie. 

§ 1. Die Axiomatik der Geometrie. 

1. Wir haben in diesem Kapitel zunachst von Dingen zu reden, die 
in dem in Untertertia einsetzenden wissenschaftlichen 1) Geometrieunter. 
richt noch nicht zur Sprache kommen k6nnen. Urn so mehr muB der 
Lehrer dariiber Bescheid wissen. Und auch derjenige, der in einem Riick
blick sich ein klares Bild vom Wesen und Aufbau der Elementargeome
trie machen will, muB dariiber Klarheit haben. 

Es handelt sich urn die Grundlagen der Geometrie. Was man der 
Mathematik gegeniiber allen anderen Wissenschaften nachriihmt, ist, daB 
ihre Satze und Behauptungen beweisbar sind. Das bedeutet, daB man 
irgendeinen mathematischen Satz logisch aus anderen, friiheren Satzen 
herleiten kann, wozu noch kommt, daB auch die in jenem Satz vor
kommenden Begriffe logisch aus anderen, friiheren Begriffen gewonnen 
werden k6nnen. Und jene friiheren Satze und Begriffe beziehen sich 
auf noch weiter zurUckliegende. Da man aber diesen Riickgang nicht 
unendlich oft ausfiihren kann, so muB man einmal an Begriffe kom
men, die man nicht weiter logisch erklaren kann, Gr1mdbegrijje, und an 
Satze, die man nicht weiter logisch beweisen kann, Grundsatze. 

2. Das gilt besonders von der Geometrie, und das Verdienst, erstmals 
ein System der Geometrie, d. h. die Begriffe und Satze der Geometrie in 
einer logischen Kette dargestellt zu haben, gebiihrt dem groBen Alexan
driner EUKLID (urn 325 v. Chr.).2) Seine Elemente galten iiber zwei Jahr
tausende als das unerreichte Muster einer wissenschaftlichen Darstellung. 
Erst das 19. Jahrhundert hat gezeigt, daB Euklid noch lange nicht den 
Gipfellogischer Strenge bedeutet. Seine Grundsatze, die Axiome und 
Postulate 3), sind keineswegs vollstandig, d. h. er entnimmt wahrend des 
Aufbaues der Geometrie stillschweigend noch manches der Anschauung, 

I) Wir setzen einen mindestens einjahrigen vorwissenschaftlichen (nicht un
wissenschaftlichen) geometrischen Vorbereitungsunterricht voraus, in dem die 
Schuler mit den wichtigsten geometrischen Gestalten bekannt gemacht und im Ge
brauch der Zeichenwerkzeuge geubt sind. 

2) Ausfuhrlicher behandelt ihn und sein Werk K. Fladt, Euklid, Ma-Na-Te
Bucherei Nr. 8, Berlin 1927. 

3) Vgl. den Anhang. 
F 1 a d t, Elementarmathematik I : Geometrie 2 



2 Grundbegriffe und Grunds!i.tze der Geometrie 

was er als Grundsatz hatte fassen mussen. Er versucht ferner, die Grund
begriffe selbst zu definieren.1) Diese Definitionen braucht er aber spater 
nirgends als Beweismittel. Nirgends heiBt es z. B. in einem Beweis: 
"Well der Punkt etwas ist, dessen Tell nichts ist, so ... " Das zeigt, daB 
jene Definitionen fur den Aufbau der Geometrie ganz und gar unnotig 
sind und daB man sich, bis in die neueste Zeit hinein, unnotig abgequalt 
hat, fur die Grundbegriffe der Geometrie einwandfreie logische Defini
tionen zu gewinnen. Die Grundbegriffe der Geometrie lassen sieh nieht 
logisch definieren, "keine Erklarung ist imstande, dasjenige Mittel zu 
ersetzen, welches allein das Verstandnis jener einfachen, auf andere nieht 
zuruckfuhrbaren Begriffe erschlieBt, namlich den Hinweis auf geeignete 
Naturgegenstande".2) Fur den Aufbau der Geometrie sind also nieht 
die Definitionen der Grundbegriffe, sondern nur die Grundsatze, d. h. 
die Grundbeziehungen zwischen den Grundbegriffen wesentlich.3) 

3. Dabei fragt sieh aber immer noch, welche geometrischen Begriffe 
man als unerklarbare Begriffe, Grundbegrille, welche geometrischen Satze 
man als unbeweisbare Satze, Grundsiitze, annehmen solI. Die Auswahl 
ist durchaus nicht eindeutig. Die Satze der Geometrie lassen sieh nieht 
nur auf eine einzige Art in einer logischen Reihe anordnen, sie gleiehen 
vielmehr den Knotenpunkten eines Netzes, zwischen denen mannigfache 
Faden hin- und herlaufen. Und die Ausgangsknotenpunkte, die den 
Grundsatzen entsprechen, sind durchaus nieht eindeutig bestimmt. 1m 
Laufe der letzten funfzig Jahre sind vielmehr eine ganze Reihe von 
Axiomensystemen 4) aufgestellt worden, die jeweils verschiedene geome
trische Begriffe als Grundbegriffe benutzen und alle gleich berechtigt sind. 
Jedes von ihnen hat seine besonderen Vorzuge. Doch zeigt es sieh, daB 
die einzelnen Axiome sieh in gewisse Gruppen zusammenfassen lassen. 
Der Unterschied der einzelnen Axiomensysteme besteht dann in der Frei
heit, mit der man die Axiome zu Gruppen zusammenfassen kann, und in 
der verschiedenen Reihenfolge der Axiomgruppen. 

4. Aber, wie man auch die Axiome und ihre Gruppen auswahlen mag, 
immer mussen sie vier Bedingungen erfullen, drei logische und eine psy
chologische: (1) Sie mussen widerspruchslos sein und diese Widerspruchs
losigkeit muB bewiesen werden. (2) Sie mussen voneinander unabhiingig 
sein: keines von ihnen dad aus den friiheren erschlieBbar sein. (3) Sie 

I) Vgl. den Anhang. 
2) Pasch-Dehn, Vorlesungen iiber neuere Geometrie, 2. Aufl., Berlin 1926, 

S. IS. 
3) Das hat zur Folge, daB, wenn man z. B. die Grundbegriffe Punkt, Gerade, 

Ebene durch die Begrif£e Punkt, Kreis durch den festen Punkt 0, Kugel durch 
den festen Punkt ° ersetzt, die ebenfalls die Grundsatze erfiillen, man mit einem 
Schlag eine ganze Geometrie dieser neuen Begriffe erhalt (vgl. Weber-Wellstein, 
Enzyklopadie der Elementarmathematik, 2. Bd., Leipzig 1907, S.33££.). 

4) 1m Gegensatz zu Euklid gebrauchen wiI die Ausdriicke Grundsatz, Axiom 
und Postulat durchaus synonym. 
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miissen vollziihlig sein: man muB die ganze Geometrie aus ihnen logisch 
ableiten k6nnen. (4) Sie miissen einfache Tatsachen der Anschauung be
schreiben. 

Auf eine nahere Er6rterung und Priifung dieser Bedingungen einzu
gehen, ist erst im zweiten und dritten Heft dieser Elementargeometrie 
der richtige Ort. Nur folgendes sei bemerkt: Die drei ersten Bedingun
gen sind durchaus logischer Natur. So scheint in der Geometrie die Logik 
den Ausschlag zu geben, die Geometrie in erster Linie ein logisches Pro
blem zu sein. DaB dem nicht so ist, zeigt schon die Bedingung (4). Sie 
weist darauf hin, daB die Axiome nicht logischen Ursprungs sind, daB 
ohne Anschauung keine Geometrie vorhanden ware. Freilich nicht die 
mit Fehlern behaftete Sinneswahrnehmung k6nnen wir der Geometrie 
zugrunde legen. Nach FELIX KLEIN (I848-I926) 1) setzen wir vielmehr 
durch die Axiome an die Stelle von stets ungenauen Tatsachen der An
schauung Aussagen von unbedingter Genauigkeit und Allgemeinheit, wir 
idealisieren die Ergebnisse von Beobachtungen. 

Aber auch beim weiteren Aufbau der Geometrie sind nicht etwa die 
Axiome die einzige Quelle, wie man aus der dritten an sie gestellten Be
dingung irrtiimlicherweise folgern k6nnte. Die Voraussetzungen und 
Konstruktionen der Geometrie entspringen vielmehr ganz der freien 
Wahl der von der Anschauung befruchteten Einbildungskraft. Die Logik 
sorgt nur dafiir, daB sie zu den Axiomen in keinem Widerspruch stehen, 
"logisch aus ihnen ableitbar sind". So steIIt iiberhaupt die Logik nur die 
mathematische Schutzpolizei dar, nicht die mathematische Sch6pfer
kraft, sonst ware ja die ganze Mathematik eine einzige groBe Tautologie. 

§ 2. Die graphischen Axiome. 
1. Man kann die Axiome zunachst in zwei Gruppen teilen: die Axiome 

der Lagebeziehungen und die der MaBbeziehungen. Die Axiome der 
Lagebeziehungen, Axiome der Lage oder graphischen A xiome, dienen dem
jenigen Teil der Geometrie als Grundlage, der die Lagebeziehungen zwi
schen den drei geometrischen Gebilden Punkt, Gerade und Ebene zum 
Gegenstand hat. Er enthaIt lauterTatsachen, die der geometrische Unter
richt zunachst vollstandig und jeweils da, wo er sie gerade braucht, aus 
der Anschauung entnehmen wird. Er liegt stiIIschweigend dem ganzen 
planimetrischen Lehrgang und dem stereometrischen Lehrgang der 
Untersekunda zugrunde. Aber es ist Pflicht wenigstens des Lehrers, iiber 
den axiomatischen Aufbau dieses Teils im klaren zu sein, urn so mehr, 
als eine Reihe wertvoller Schullehrbiicher der Elementargeometrie des 
19. Jahrhunderts ehrlich, aber, weil unbekannt mit den Forschungs
ergebnissen, erfolglos mit ihm gerungen haben. Darum solI er hier eine 
Stelle finden. 

I) F. Klein, Gesammelte mathematische Abhandlungen, 1. Bd., Berlin 1921, 

S·385· 
1* 
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2. Man kann mit HILBERT (geb. r862, Prof. a. d. Univ. Gottingen) 1) 
Punkt, Gerade und Ebene zu nicht erkHirbaren und darum nicht erklarten 
Begriffen, Grundbegriffen, machen und die graphischen Axiome in zwei 
Gruppen teilen, von denen die erste sich auf die Verknupfung der Grund
gebilde bezieht, die zweite diejenigen Grundtatsachen feststeilt, welche 
die gegenseitige A nordnung der Grundelemente betreffen. Oder man kann 
mit PASCH (geb. r843, Prof. a. d. Univ. GieBen)2), PEANO (geb. r858), 
und SCHUR (geb. r856, Prof. a. d. Univ. Breslau) 3) Punkt und Strecke 
als Grundbegriffe wahlen und die Gerade und Ebene vermoge geeigneter 
Axiome aus ihnen aufbauen. Das soIl hier geschehen, weil so der Be
dingung (4), die wir den Axiomen vorschrieben, besser genligt wird. Wir 
erhalten so, wenn wir gleich die ersten geometrischen Lehrsatze hinzu
fligen: 

Die graphischen Axiome. 

I a. Axiom des Punkts. 

[1] ') Es gibt unbegrenzt viele Elemente, die man Punkte heiBt. 

lb. Axiome der Strecke. 

[2] Irgend zwei voneinander verschiedene Punkte A, B bestimmen 
eine unbegrenzte Menge von Punkten, die man Strecke AB heiBt. 

[3] Die Punkte A, B bestimmen die gleiche Strecke wie die Punktc 
B,A. 

[4] Die Punkte A, B selbst gehOren nicht der Strecke AB an. 

Die Punkte sind also nur als unbestimmte Elemente, die Strecken als 
Punktmengen eingeflihrt. Jetzt werden die Beziehungen zwischen den 
Punkten einer Strecke dadurch festgesetzt, daB als dritter Grundbegriff 
der Begriff zwischen oder auf eingefiihrt wird. Dieser Begriff ist ebenso
wenig wie die Begriffe Punkt und Strecke logisch erfaBbar, sondem nur 
anschaulich aufzuzeigen. 

[5] Liegt C auf AB (oder zwischen A und B), D auf AC oder CB, so 
liegt D auch auf AB. 

[6] (r. Umkehrung von [5]). Liegen C und D auf AB, so liegtD ent
weder auf AC oder auf CB (d. h. nie sowohl auf AC als auch auf CB 
und nie weder auf AC noch auf CB). 

I) Hilbert, Grundlagen der Geometrie, 6. Auf!. Leipzig 1923. 

2) Pasch-Dehn a. a. O. 

3) Schur, Grundlagen der Geometrie, Leipzig 1909, S. 5-14. 

4) Die Axiome sind durchnumeriert und mit in eckige Klammern geschlossenen 
Ziffern bezeichnet. 
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Daraus ergibt sich der 

I. Satz. Liegt C auf A B, so liegt weder B auf A C noch A 

auf C B. 
Bew. Liegt D auf CB, so liegt es auch auf AB [5]. Lage nun B auf AC, so lage 

auch D auf AC [5]. Aber D kann nicht auf AC und CB zugleich liegen [6]. 

Damit ist gezeigt, daB es Strecken AC und Punkte B gibt, so daB C 
auf AB, nicht aber B auf AC liegt. Nicht aber ist gezeigt, daB zu jedem 
AC mindestens ein soIches B vorhanden sein muB. Das solI auch nicht 
gefordert werden, sondern wir geben nur die 
I. Def. Die Menge der Punkte D, die mit A solche Strecken be-

- -
stimmt, daB B auf AD (A auf BD) liegt, heiBt die Veyliingeyung 

- ~~ +---
von AB fiber B (BA fiber A) hinaus und wird mit AB (BA oder AB) 
bezeichnet. 

~ 

Der I. Satz lautet damit: EinPunkt vonAB kann nicht zugleichAB 
+---

oder AB angehoren. 
[7] (2. Umkehrung von [5]). Liegt D auf AB und .ftc, so liegt ent
weder C auf AB oder B auf AC. 

~ 

[8] (Erweiterung von [5]). Liegt C auf AB, D auf CB, so liegt D 
~ ~ ~ 

auf AB oder: liegt C auf AB, so fallt CB mit AB zusammen. 

Umgekehrt gilt der 
~ 

2. Satz. Liegt C auf AB, so besteht AC aus CB, Punkt B 
~ 

und AB. 
~ 

Bew. 1st D ein Punkt von AC, d. h. liegt C auf AD, so liegt entweder B auf AD, 
~ -

d. h. D auf AB, oder D auf AB [7]. 1m zweiten Fall muB D auf CB liegen [6]. 

Nun folgt die 
-- ~ +---

2. Def. DieGesamtheitderPunkteA,B,A B,A BundA B heiBtGeradeA B. 

und der 

3. Satz. Eine Gerade ist durch irgend zwei ihrer Punkte 
bestimmt. 

Bew. Sind C und D zwei Punkte von AB, so hat man zu beweisen, daB jeder Punkt 
von CD zugleich Punkt von A B und umgekehrt jeder Punkt von A B zugleich 
Punkt von CD ist. Das folgt durch zweimalige Anwendung des einfacheren 
Satzes: 1st C ein Punkt von AB, so fallen AB und AC zusammen. Dieses aber 
ergibt sich unmittelbar aus [8] und dem 2. Satz. 

Der 3. Satz, den man auch so aussprechen kann: Zwei Geraden haben 
hochstens einen Schnittpunkt, erscheint also bei unserem Aufbau als be
weisbarer Lehrsatz, wahrend er bei HILBERT Axiom ist. 
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Dbrigens sei noch darauf hingewiesen, daB wir nicht verlangt haben, 
jede Strecke k6nne verliingert werden. Das bedeutet praktisch, daB wir 
unsere Betrachtungen auf ein endliches SHick unseres Raumes be
schriinken. 

Ie. Axiome der Ebene. 

[9] AuBerhalb einer Geraden gibt es Punkte. 

[10] Sind A, B, C drei nicht in einer Geraden liegende Punkte, liegt 
D auf BC, E auf AD, so gibt es einen Punkt F auf AC, so daB E auf 
BF liegt. (Axiom von PASCH.) 1) 
Daraus folgt der 

4. Satz. (1. U mkehrung von [ro].) Sind A, B, C drei nich t 
in einer Geraden liegende Punkte, liegt D auf BC, 
F auf A C, so gibt es einen gemeinsamen Punkt Evon 
AD und BF. 

Bew. (Fig. I.) IstPeinPunkt von AD, so existiert nach [1o]QaufACim.6.ABCI). 

Dann liegt nach [6] Q entweder auf AF oder auf FC. 1m ersten Fall (Ql) existiert 

nach [10] Eauf BFim .6.ABF. 1m zweiten Fall (Qa) existiert nach [10] RaufBF 

im .6. FBC, so daB P 2 auf CR liegt, und S auf AB im .6. ABC, so daB R auf 

CS liegt. Dann liegt nach [5] P 2 

auf CS, also nach [6] R auf CPs 

oderP2S. DaaberP.aufCRliegt, 
kann nach dem 2. Satz R nicht auf 

CP.liegen. Also liegt es auf P.S. 
Daher existiert nach [10] E auf 
AP. im .6. AB p. und nach [5] 

liegt E auf AD. 

Wir haben diesen ersten um-
fangreicheren Beweis ganz aus-
fiihrlich dargestellt, um dem F' 19. I. 
Leser ein Beispiel zu geben, in 
dem alles in die kleinsten logischen Schritte zerlegt ist. Bei den folgen
den Siitzen dieses Paragraphen versuche der Leser die ausfiihrlichen Be
weise selbst oder studiere sie bei SCHUR a. a. O. 

Wir kommen jetzt zur 
3. Def. Die Menge der Strecken (oder Geraden), welche drei nicht in 

einer Geraden liegende Punkte mit den Punkten der je durch die 

I) Es ist interessant, daB die zweite mogliche Umkehrung von [10] das Parallelen
axiom der sog. elliptischen Geometrie darstellt, nach dem zwei beliebige Geraden 
stets einen Schnittpunkt haben. 

2) Der Kiirze halber ist schon hier der Begriff Dreieck verwendet. 
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beiden and ern Punkte bestimmten Strecken verbinden, heiSt 

- --
Dreieck (oder Ebene) ABC. BC, CA, AB heiBen Dreiecksseiten. 

Daraus folgt der 

5. Satz. Eine Ebene ist durch irgend drei ihrer Punkte, 
die nicht in einer Geraden liegen, bestimmt. 

Der Beweis dieses Satzes ist umfangreich. Sind A, B, C die Bestimmungs
punkte der Ebene, D, E, F irgend drei weitere ihrer Punkte u~d liegt D etwa auf 
der Geraden, die A mit einem Punkt U von BC verbindet, so zeigt man der Reihe 
nach, daB die Ebenen ABC, ABU, ABD, DEB, DEF identisch sind. 

Dann ergibt sich sofort der 

6. Satz. Jede Gerade, die zwei Punkte einer Ebene ent
halt, ist ganz in dieser enthalten. 

Man braucht nur die zwei Bestimmungspunkte der Geraden zu neuen Bestim
mungspunkten der Ebene zu machen. 

Dieser Satz ist zeitweise (ROBERT SIMSON, 1687-1768, aber auchschon 
HERON, 200 n. Chr.) als Definition der Ebene angesehen worden. Aber 
schon GAUSS (1777-1855)1) hat darauf hingewiesen, daB er einen be
weisbaren Kern enthiilt. 

Weiter folgt der 

7. Satz. Eine Ebene wird durch jede ihrer Geraden so in 
zwei Teile geteilt, daB die Strecke von einem Punkt 
des einen Teiles nach einem Punkt des and ern stets 
einen Punkt der Geraden enthalt, dieStrecke von einem 
Punkt eines Teils nach einem ..A 

Punkt desselbenTeils aber keinen. 

Wir geben hier nochmals einen ausfuhrlicheren 

Bew. (Fig. 2.) Man nimmt zweiPunkte B, C der Ge
raden und einen weiteren Punkt A der Ebene zu 
ihren Bestimmungspunkten. Sie zerfaIJ.t in 7 Teile, 
das 6. ABC, die 3 Teile (BC), (CA), (AB), die 
von je einer Seite und den an sie stoBenden Ver
langerungen der beiden andern begrenzt werden 
und die 3 Teile (A), (B), (C), die von den Ver
langerungen von je zwei Seiten uber die Ecken 
hinaus begrenztwerden. Nun enthalt jede Strecke, 
die A mit einem Punkte P der Teile (BC), (B) 

Fig. 2. 

oder (C) verbindet, einen Punkt von BC. Fur den Teil (BC) folgt das aus der 
Definition der Ebene. Fur die Teile (B) und (C) folgt es aus [roJ durch Be-

I) GauB' Werke Bd. VIII, S. 162,194 und 200 (Brief an Bessel vom 27. Jan. 
1829). 
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trachtung der Dreiecke A PC und A P B. Enthll.lt unigekehrt A P einen Punkt Q 
von BC, so gehOrt P einem der Teile (BC), (B) oder (C) an. FUr (BC) folgt das 
wieder aus der Dreiecksdefinition. Fur (B) und (C) folgt aus [10] durch Betrach
tung der Dreiecke APC und APB die Existenz eines Punktes R, die beweist, 
daB P dem Teil (B) oder (C) angehort. Liegt daher P in einem der andem 4 Teile 
der Ebene, so kann A P keinen Punkt von BC enthalten. 

4. Def. Zwei solche Teile der Ebene, wie sie im 7. Satz nachgewiesen 
sind, heiBen Halbebenen. 

I d. Axiome des Raumes. 

[11) AuBerhalb einer Ebene gibt es Punkte. 

J etzt kann man erkHi.ren: 

s. Def. Die Menge der Strecken oder Geraden, die (I) jeden von vier 
nicht in einet' Ebene gelegenen Punkten mit den Punkten des durch 
die drei and ern bestimmten Dreiecks und (2) die Punkte der 
durch je zwei der vier Punkte bestimmten Strecken mit denjeni
gen der durch die beiden andern bestimmten Strecke verbinden, 
heiBt ein (nicht det'!) Raum. 

Nunmehr ergeben sich die dem 5. und 7. Satz entsprechenden Satze 8 
und 9 fUr einen Raum, der Begriff Halbraum (6.Def.) und der 

10. Satz. Zwei Ebenen eines Raumes, die einen Punkt ge
mein haben, haben auch eine Gerade gemein, 

Satze, auf die wir erst in der Stereometrie zuruckkommen werden. 
J etzt erst fordern wir als letztes graphisches Axiom 

[12) AuBerhalb eines Raumes gibt es keine Punkte. 

Dieses Axiom spricht die Einzigkeit "des" Raumes und damit die Drei
dimensionalitat unseres Raumes aus. Diese ist keine logische N otwendig
keit. Lassen wir [12] weg, so k6nnen wir rein logisch eine vier- und mehr
dimensionale Geometrie aufbauen. 

3. Damit sind die zwischen den nichtdefinierten Begriffen Punkt, Strecke 
und zwischen bestehenden Axiome der Lage und die unmittelbar aus 
ihnen folgenden Satze aufgezahlt. Mit ihrer Hilfe sind funf weitere 
Begriffe: Gerade, Ebene, Halbebene, Raum und Halbraum erklarbar 
geworden. Es ist sehr merkwurdig, daB zu den vier "Zwischen"axiomen 
der Strecke [5] bis [8] nur noch ein solches Axiom [10] der Ebene hinzu
kommen muB, urn nicht nur die Geometrie der Ebene, sondern sogar die 
eines Raumes beliebiger Dimension sicherzustellen. 

Als zwei weitere lagegeometrische Begriffe fUgen wir noch die H alb
gerade und den Winkel hinzu mit der 

7. Def. Halbget'aden oder Stt'ahlen heiBen die beiden Teile, in die 
eine Gerade durch einen ihrer Punkte zerlegt wird, und der 
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8 Def. Winkel heiBt ein "von einem Punkt, dem Scheitel, ausgehen

des" Paar von Strahlen, die weder identisch sind. noch eine Ge
rade bilden. I ) 

In dieser Definition ist der Nullwinkel und der flache Winkel nicht 
mit enthalten. Sie sind notigenfalls besonders zu erklaren. 

§ 3. Die Umwendungsaxiome. 

1. Nun gehen wir zu den Axiomen der MaBbeziehungen oder Ma/3-
axiomen liber. Auch hier gibt es nicht nur eine Moglichkeit, die Axiome 
auszuwahlen. Zwei Systeme von MaBaxiomen sind besonders wichtig. 
Das eine stammt von HILBERT. 2) Er wahlt als weiteren Grundbegriff den 
Begriff der Kongruenz. Sein System von MaBaxiomen zerfallt in die 
Axiome der Kongruenz, das Parallelenaxiom und die Stetigkeitsaxiome. 
Es ist nichts anderes als die feinere Ausgestaltung der entsprechenden 
Euklidischen Grund- und Lehrsatze. 

Der starre Euklidische Begriff der Kongruenz hat aber je langer desto 
mehr die Unzufriedenheit der geometrischen Methodiker hervorgerufen 
und sie verlangten seinen Ersatz durch den Begriff der Bewegung, d. h. 
sie forderten als Grundbegriff den Bewegungsbegriff.3) Nun zeigte sich 
aber, daB flir die Begrlindung der elementaren Geometrie eine besonders 
einfache Art der Bewegung hinreicht, die axiale Spiegelung oder Um
wendung. In jlingster Zeit hat H. WILLERS4) die Lehre von der Um
wendung ebenfalls "auf Axiome gebracht". Sie gibt so AniaB zu einem 
zweiten System von MaBaxiomen, das ebenfalls in drei Gruppen zerfallt, 
die eigentlichen Axiome der Umwendung, das sog. Gruppenaxiom, das 
an Stelle des Parallelenaxioms tritt, und das Dedekindsche Stetigkeits
axiom, das den beiden Hilbertschen gleichwertig ist. 

Da indes das Axiomensystem, das den Kongruenzbegriff als Grund
begriff benlitzt, in vielen Teilen der Geometrie ein einfacheres Hilfs
mittel abgibt als dasjenige, das den Begriff der Bewegung zum Grund-

I) Max Simon (1844-1918) definiert in seiner Methodik des Rechnens und det' 
Alathematik, 2. Aufl., Mfinchen 1908, den Winkel als die Grenze des Kreissektors 
bei fiber jedes MaB wachsendem Radius und vereinigt damit die beiden klassischen 
Anschauungen fiber den Winkel, die von L. Bertrand "(1731-1812), wonach er 
eine FlachengroBe ist, und die von B. Thibaut (1775-1832), welcher ihn als 
DrehungsgroBe auffal3t. Heute begnfigt man sich mit der oben angegebenen viel 
anspruchsloseren Definition des Winkels. 

2) Hilbert a. a. 0., S. 9ff. 

3) Schon Euklid war fibrigens nicht ganz ohne den Bewegungsbegriff ausge
kommen. Er braucht ihn zum Beweis seiner beiden ersten Kongruenzsatze. Sonst 
aber vermeidet er ihn peinlich in den planimetrischen Bfichern. 

4) H. Willers, Die Spiegelung als primitiver Begriff im Unterricht, ZMNU 53. 
1922. S. 68 u. 109. 
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begriff macht, so wollen wir im folgenden beide Systeme von MaB
axiomen in gleicher Weise berticksiehtigen. 

2. Wir beginnen mit der Lehre von der Umwendung und haben dann 
samt den unmittelbaren Folgerungen die folgenden 

MaBaxiome. 
IIa. Axiome der Umwendung.1) 

[13] Jede Gerade g einer Ebene ordnet jedem Punkt P der einen durch 
sie bestimmten Halbebene einen Punkt P' der andern Halbebene zu. 
[14] Diese Zuordnung ist eindeutig, d. h. dem Punkt P entspricht nur 
ein Punkt P'. 
[15] Jede Gerade einer Ebene ordnet jedem Punkt auf ihr ihn selbst 
zu. 
[16] Auch dieser Grenzfall der Zuordnung ist eindeutig. (Infolge von 
[IS] ist er sogar umkehrbar eindeutig oder ein-eindeutig.) 

I. Def. Die durch die Axiome [13]-[16] geforderte, aber noch nicht 
bestimmte Punktverwandtschaft heiBt axiale Symmetl'ie, axiale 
Spiegelung oder Umwendung U. Die Gerade g heiBt die Achse der 
Umwendung. Der Punkt p' heiBt der zu Pin bezug auf g symme
trische Punkt. 

DaB P durch die Umwendung U urn g in P' tibergeht, bezeiehnet 
man mit 

oder auch, wenn es auf die Achse g nicht ankommt, kurz mit P ..;- P'. 
Wird P der Reihe nach an gl' g2' g3' ... gespiegelt und ist P' der zu

letzt erhaltene Punkt, so schreibt man 

P {Ugi Ug;Ug3 ••• } P'. 

Urn die Eineindeutigkeit der Umwendung allgemein zu beweisen und 
sie von anderen eineindeutigen Punktverwandtschaften unterscheiden 
zu konnen, brauchen wir noch drei weitere Axiome [17], [IS] und [I9J. 

[17] Gehen durch eine Folge von Umwendungen drei nieht auf einer 
Geraden liegende Punkte A, B, C einer Ebene in Punkte A', B ', C' 
derselben Ebene tiber derart, daB A mit A I zusammenHillt und B mit 
B' auf derselben von A ausgehenden Halbgeraden liegt, so faUt ent
weder jeder Punkt P der Ebene mit P' zusammen oder liegt symme
trisch zu P' in bezug auf AB. 
Nach [17] und [IS] faUt auch B mit B' zusammen. 

Nun folgt als 
I. Satz. Die Umwendung ist eine ein-eindeutige Zuord

nung. 

I} Willers a. a. O. S. III. 
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Bew. Sind A und B zwei Punkte der Achse g, so geht nach [17] durch zwei auf
einanderfolgende Umwendungen um g P entweder in sich selbst oder in p' fiber. 
Das Zweite ist unmoglich, denn sonst wiirde die zweite Umwendung p' unver
andert lassen, also miiEte p' auf g liegen. 

Es ist also 

Die "Transformation" {Ug Ug } laBt also die ganze Ebene ungeandert. 
Sie heiBt I dentitiit und werde mit 3 bezeichnet (2. Def.). 

2. Satz. J ede Gerade h geht durch Umwendung urn eine 
Achse g in eine Gerade h' tiber. 

Bew. SindA, B, C verschiedene Punkte von h, so gehen sieindreiPunkteA', B', 
C' fiber, die nach dem l. Satz ebenfalls verschieden sind. Wir spiegeln jetzt der 
Reihe nach an g, A'B' und nochmals an g. Dann geht A in A und B in B iiber. 
Nach [17] muE ferner C in C fibergehen. Da die Umwendung um g ein-eindeutig 
ist, so ist das nach dem I. Satz nur moglich, wenn C' auf A' B' liegt. 

3. Satz. Der Schnittpunkt einer Geraden h mit ihrem 
Bild h' liegt auf der Achse g. 

Bew. Dem Schnittpunkt von h mit g entspricht ein Punkt von k (2. Satz) und die
ser Punkt ist er selbst ([IS] und [16]). 

4. Satz. Der Geraden P P' entspricht die Gerade P' P, 
aber nicht punktweise. 

Bew. Der Geraden P p' entspricht eine Gerade (2. Satz) und die Punkte p', P 
bestimmen diese Gerade. 

5. Satz. Liegen A und B nich t auf g, und liegt B nich t 
auf AA', so haben AA' und BB' keinen gemeinsamen 
Punkt. 

Bew. (Fig. 3.) Wegen des I. Satzes kiinnen wir A und B auf derselben Seite vong an
nehmen. Dann ist nach dem 2. Satz A' B -;- A B'. Der Schnittpunkt S von A B' 
mit g existiert (§ 2, 7. Satz). Durch S geht auch A' B (3. Satz). S liegt zwischen A 
und B' und zwischen A' und B (§ 2, 7. Satz). B und B' liegen also mit S auf der-

selben Seite von AA', AA' und BB' treffen sich nicht. 

6. Satz. Liegt B auf A G, so liegt B' auf A'G': A BG 
-;- A'B'C'. 

Bew. Nach dem 5. Satz liegt ein Punktepaar A. A' stets auf derselben Seite in 
bezug auf eine Gerade B B'. 

7. Satz. 1st h {Ugl h, d. h. h die Verbindungsgerade zweier 
entsprechender Punkte P und pi, schneiden sich g 
und h in S und geht der nicht auf h liegende Punkt A 
durch die aufeinanderfolgenden Umwendungen urn h 
und g in A" ii ber, so liegen A, S, A" in einer Geraden. 
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Bew. (Fig. 4.) Sei A { U/i } A' und A { u" } A. p p' und A' A" schneiden sich nicht 
(5. Satz) : A' und A" liegen auf derselben Seite von h. A und A' geh5ren verschiede-

nen Seiten von h an[13], also auchA undA" (§2, 7. Satz). Also trifftAA" die Achse 
h in einem Punkt C. h geht durch die aufeinanderfolgenden Umwendungen urn 

g, k, g in sich selbst uber, A" in A. Nach [17] ist dann A" {U/i } A. Die aufein-
-- ~~ 

anderfolgenden Umwendungen urn h und g fUhren die Strecke ACA" in A'CA 

undA"CA uber, wo C {U" LC ist. C muB also auf AA" liegen und daher mit C 

zusammenfallen. Also ist C = C _ S. 

A 

Fig. 3. 

8. Satz.Ist h{Ug}h, so ist g{U/i}g. 

A 

p 

P' 

Fig. 4. 

Bew. Man braucht den Punkt A des 7. Satzes nur auf g anzunehmen, dann folgt, 
daB, weil A SA" eine Gerade ist, auch A" auf g liegt. 

Dieser Satz gibt AnlaB zu der 
3. Def. Raben die Geraden g und h die Eigenschaft, daB jede in be

zug auf die andere zu sich selbst symmetrisch ist, so heiBen die 
beiden Geraden senkl'echt aufeinander: g -.L h. 

9. Satz. Zwei Geraden g und h stehen dann und nur dann 
senkrech t a ufeinander, wenn die Reihenfolge der U m
wendungen urn g und h ohne EinfluB auf ihr Ergeb
nis ist: {U"U/i} = {UIIU,,}. 

4. Def. Zwei solche Umwendungen heiBen vertauschbal'. 

Bew. des 9. Satzes. 1m 7. Satz geht auch A'A durch S. Daraus folgt die Ver
tauschbarkeit. Umgekehrt: es gelte die Vertauschbarkeit. Dann ergibt sich 
der gleiche Punkt C", ob man C zuerst an h und dann an g oder zuerst an g und 
dann an h spiegelt. (Fig. 5.) Fuhrt man also der Reihe nach die vier Umwendungen 
urn h, g, h, g aus, so bleibt nach [17] jeder Punkt in Ruhe. Geht bei der ersten 

Umwendung der Schnittpunkt A von CC mit g in einen Punkt A', dieser bei 
der zweiten Umwendung in einen Punkt A" uber, so muB A" bei der dritten 
Umwendung wieder in A ubergehen, da bei der vierten Umwendung nur dann 
wieder A entsteht, wenn dieses schon vor ihr der Fall ist. Dem Punkt A k5nnen 
aber nicht zwei Punkt" A' und A" zugeordnet sein. Darum muss en A' und A" 
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in einem Punkt von g zusammenfallen, d. h. es ist g (Uk) g. Ebenso zeigt 
man h {U g l h. 

10. Satz. Von einem Punkt P gibt es nur ezn Lot auf ellle 
Gerade g. 

Bew. Das Lot ist P P', wo P {U g } P' ist. 

[18] Zwei Punkte einer Ebene haben eine in der Ebene gelegene Um
wendungsachse. 1) 

[19] Zwei von einem Punkte ausgehende Halbgeraden, die nicht eine 
Gerade bilden, haben eine Umwendungsachse. 1) . 

e 0' 

h 

..A 9 ~ 

0 e" 

Fig·S· Fig. 6. 

Der 3. Satz HiBt sich jetzt so aussprechen: 

Die Achse in [19J geht durch den Scheitel der Halbgeraden. 

II. Satz. Zwei Punkte der Ebene haben nur eine Achse. 

Bew. (Fig. 6.) Hll.tten die Punkte A, B deren zwei , gl und g2' so mogen diese 
AB in Sf und S2schneiden. Dabei seiAS1S 2B die Reihenfolge der Punkte. Die 

Aufeinanderfolge der Umwendungen an gl und g2 fiihre AS1B in AS1B iiber, wo 

nun AS2S 1B die Reihenfolge der Punkte ist. Nach [17] und [IS] miissen aber 

Sl und Sl zusammenfallen. Dann muE aber nach dem 6. Satz auch Sl mit S2' 
gl mit g2 zusammenfallen. 

12. Satz. Zwei von einem Punkt S ausgehende Halbge
r aden, die nicht eine Gerade bilden, haben nur eine 
Achse. 

Bew. Angenommen es gll.be zwei Achsen 51 und 52' Sie gehen beide durch 5 
(3. Satz). Durch die zwei Umwendungen urn 51 und 51 geht ein Punkt A von g 
wieder in einen Punkt A von g uber. Well dabei 5 in sich selbst ubergeht ([IS] 

und [I6]),fll.llt nach [17] Ii mitA zusammen. IstA {UB1 } A,somuEalsoA' {US2 } A 
sein. Nach dem II. Satz besitzen aber A und A' nur eine Achse, d. h. es ist 
52 =51, 

I) Setzt man indes die Gultigkeit des Stetigkeitsaxioms [20'] (5. u. S. 57) 
voraus, so sind [IS] und [19] beweisbar und fallen somit weg. 
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13. Satz. Zwei einander schneidende Geraden haben zwei 
Umwendungsachsen, die aufeinander senkrecht stehen. 

Bew. Nach dem 12. Satz haben die zwei Geraden zwei und nur zwei Achsen. Die 
beiden Umwendungen urn diese Achsen sind vertauschbar. Nach dem 9. Satz 
stehen die Achsen also senkrecht aufeinander. 

14. Satz. In einer Ebene gibt es in einem Punkt A einer 
Geraden g nur ein Lot auf ihr. 

Bew. Sei B in derselben Ebene nicht auf g gelegen. Dann ist B B' .1 g. Geht B B' 
durch A, so ist es nach dem 10. Satz das eine Lot. Andernfalls ist g eine der 
beiden Achsen von A B und A B'. Die andere steht nach dem 13. Satz in A 
senkrecht auf g. 

IS. Satz. 1st g.l h und gehen g und h durch eine Reihe 
von Umwendungen in g' und h' tiber, so ist auchg'.l h'. 

Bew. Sei {US1US2USS"'}= {~}, { ... USSUS2U81} = {~}, g {~} g', h {~} h', 
soistg' {~}g,h'{15:}h. Nunistnach[I7] {~Ug~} =Ug,und{~Uh~} =Uh' 

- - - I 
Ferner ist { Ug,Uh,} = {~Ug~ ~ Uh~} = {~UgUh~} und {Uh,Ug,} = 
{ ~ UhUg~ }. Da aber g.l h, so ist nach dem 9. Satz {UgUh } = {Uh Ug }. 
Also ist auch {Ug,Uh'} = {Uh'Ug,}, d. h. g'.l h'. Man erkennt die Zweck
mll.Bigkeit und Notwendigkeit der eingefiihrten Symbolik, wenn man den Beweis 
in Worten wiederzugeben versucht, was geradezu unmoglich ist. 

3. Damit sind wir mit der Lehre von den Umwendungen an dem 
Punkte angelangt, wo der Kongruenzbegriff aus ihr herauswachst. Ehe 
wir weitergehen, wollen wir aber auch die Kongruenzlehre selbstandig 
entwickeln, und zwar bis zu dem Punkte, wo umgekehrt der Bewegungs
begriff an sie angeschlossen werden kann. 

Doch zuvor eine Bemerkung. Die Axiomatik der Umwendungen, wie 
wir sie vorfiihrten, zeigt ganz besonders deutlich, wie wenig die Axiome 
eigentlich das in der Anschauung Gegebene erfassen. Die Punktver
wandtschaft der axialen Spiegelung ist durch die Axiome [13] bis [19] 
zwar begrifflich vollkommen erfaBt, denn sonst konnten wir nicht alles 
Weitere aus diesen Axiomen folgern. Aber wer vermochte sich aus dem 
Wortlaut dieser Axiome allein eine wirkliche Vorstellung der durch sie 
geforderten Punktverwandtschaft zu machen, aus ihnen das wieder zu 
erkennen, was er anschaulich als Umwendung vor seinem Geiste sieht? 
Daher ist die I. Definition auch eine reine Worterklarung. Der Begriff 
Umwendung bleibt durchaus unerklart, er wird nicht auf andere zUrUck
gefiihrt, er ist ein Grundbegritt. 
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§ 4. Die Kongruenzaxiome. 

1. Betrachtet man den Kongruenzbegriff als Grundbegriff, so hat man 
andere MaBaxiome zu wahlen. Wir geben sie hier nach HILBERT und be 
ginnen l ), indem wir den Wortlaut etwas kiirzen, mit den 

II'a. Kongruenzaxiomen. 

II' al' Axiome der Streckenkongruenz. 

[13'] Liegt AB auf g, A' auf g', so kann man auf g' auf jeder der bei
den durch A' bestimmten Halbgeraden stets einen und nur einen 
Punkt B' finden, so daB A'B' = AB2) (A'B' kongruent AB) ist. Es 
ist stets AB = AB = BA. 

[14'] 1st AB = A' B' und A B = AN BN, so ist auch A' B'= AN BN. 
[Hi'] Sind A B und BC zwei Strecken ohne gemeinsame Punkte auf 
g, A'B' und B'C' ebensolche auf g' und ist A'B' = AB, B'C' = BC, 
,so ist auch A'C' = AC. 

II' a2' Axiome der Winkelkongruenz. 

[16'] Es sei ein -9: (h, k) in einer Ebene a und eine Gerade g' in einer 
Ebene a', sowie eine der beiden durch g' bestimmten Halbebenen ge
geben. Es bedeute h' eine Halbgerade von g', die von 0' ausgeht. Dann 
gibt es in a' in der gegebenen Halbebene eine und nur eine von 0' aus
gehende Halbgerade k', so daB -9: (h, k) = -9: (h', k') ist. Es ist stets 
-9: (h, k) = -9: (h, k) = -9: (k, h). 

[17'] 1st -9: (h, k) = -9: (h', k') und -9: (h, k) = -9: (h", k"), so ist auch 
-9: (h', k') = -9: (h", kIf). 

II' as. Axiom der Dreieckskongruenz. 

[18'] Gelten in zwei Dreiecken ABC und A'B'C' die Kongruenzen 
AB = A' B', AC = A'C', -9: BAC = -9: B'A'C', so sind auch dieKon
gruenzen -9: ABC = -9: A'B'C' und -9: ACB = -9: A'C'B' erfiillt. 

2. Wiederum ist durch diese Axiome in Keiner Weise gesagt, was kon
gruent ist. Sie enthalten keine Erzeugungsweise der Kongruenz. 1m 
Unterricht wird man ruhig die Bewegung zu Hille nehmen. Man kann 
aber in der Wissenschaft ganz ohne die Bewegung auskommen, d. h. die 
Kongruenzaxiome ohne Bewegung des Zirkels, ja iiberhaupt ohne Zirkel 
verwirklichen, wenn man nur voraussetzt, daB alle Punkte, Geraden und 

I) Hilbert, a. a. 0., S.9-12. 
2) Bei Strecken und Winkeln ben1itzt man als Kongxuenzzeichen das Gleich

heitszeichen, bei allen anderen Figuren schreibt man ::::::. 
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Kreise, wo immer man sie wiinscht, vorhanden sind. I) Davon solI aber 
erst im 2. und 3. Heft dieser Elementargeometrie die Rede sein. 

3. Wir wollen an die Kongruenzaxiome nun diejenigen Satze anschlie
Ben, deren Beweise man vor nicht allzulanger Zeit schon dem durchaus 
konkret denkenden Tertianer zugemutet hat, wahrend man heute viele 
von ihnen, vor allem die Kongruenzsatze als Tatsachen der Anschauung 
oder Folgen von Konstruktionen ohne Beweis gelten laBt.2) 1m wissen
schaftlichen Aufbau der Geometrie bediirfen sie natiirlich alle eines Be
weises und auch diese sollen, wenn notig, wenigstens angedeutet werden. 

Es handelt sich urn folgende Sa tze: 3) 
(I) Der erste Kongruenzsatz. (Zwei Seiten und der eingeschlossene 

Winkel: SWS.)4) 

Bew. Sei AB = A'B', AC- = A'C', <}: A = <}: A', so ist nach [18'] <}: B = <}: B', 

<}: C = ~C'. Ware nun BC =l= B'C', so sei BC = B'D'. Dann ware nach 
[18'] <}: B'A'D' = <}: BAC < B'A'C', was [16'] widerspricht. 

(2) Der zweite Kongruenzsatz. (Eine Seite und die zwei anliegenden 
Winkel: wsw.) 

Bew. indirekt wie bei (I). 

(3) Die Gleichheit der Basiswinkel im gleich
schenkligen Dreieck samt Umkehrung. 

~~ 
C SAC' S' A' 

Fig·7a . Fig·7 b . 

Bew. /'::, ABC = /'::, ACB. 

s 

Fig. 8. 

(4) Der erste Nebenwinkelsatz. (Sind zwei Winkel gleich, so sind es 
auch ihre Nebenwinkel.) 

Bew. aus Fig. 7 mittels kongruenter Dreiecke. 

(5) Der Scheitelwinkelsatz. 

Bew. Scheitelwinkel haben gleiche Nebenwinkel. 

(6) Der dem Axiom [IS'] entsprechende Satz tiber Winkel. 
(7) Das Addieren, Subtrahieren und Vervielfachen von Strecken und 

Winkeln. 

I) Vgl. dazu Weber-Wellstein a. a. o. S. 18 und Euklid, Elemente, Buch J, 
Satz 1-3. 

2) Vgl. dazu unten S. 28. 
3) Vgl. dazu auch Thieme, Die Elemente der Geometrie, Leipzig 1909, S. 21 Jf. 
4) Bezeichnung nach Worpitzky, Elemente der Mathematik, 3. Heft, Plani

metrie, Berlin 1874, S. 23 und 24. 
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(8) Die Existenz des rechten Winkels (Definition: Ein Winkel, der sei

nem Nebenwinkel kongruent ist, heiJ3t ein rechter Winkel). 

Bew. (Fig. 8.) Sei.q: ASB =.q: A'SB, SA = SA', dann ist l:::,. ASB - l:::,. A'SB, 
also .q: ABS = .q: A' BS, d. h. jeder ein Rechter. 

(9) Der Satz von der Gleichheit aller rechten Winkel. (Euklids 4. For
derung, von Hilbert mittels [4J und [16'J indirekt bewiesen.)1) 

(10) Der zweite Nebenwinkelsatz. (Die Summe zweier Nebenwinkel ist 
gleich der Summe zweier rechten Winkel.) 

(II) Die Eindeutigkeit des Lotes von P auf g. 

Bew. (Fig.9.) Gabe es deren zwei, PP und PG, so sei pp' = PP auf pp, dann 
ist l:::,. PPG - l:::,. P'PG, also.q: P'GP =..q: PGP = I R, PGP' eine Gerade. 
Das ist unmoglich, da P und p' nur e i n e Gerade bestimmen. 

c 

7.>' Fig. 9. Fig. 10. Fig. II. 

(12) Die Existenz der Mitte einer Strecke (des Mittellotes einer Strecke, 
der Achse zweier Punkte). 

Bew. (Fig. 10.) Sei C ein beliebiger Punkt,..q: C'BA =.q: CAB, C'B = CA. Dann 
ist der Reihe nachl:::,. CAB = l:::,. C'BA, l:::,. CAC' =C'BC, l:::,. CAM =:: b, C'BM 

und daraus folgt AM = M B. 

(13) Die Existenz der Halbierungslinie eines Winkels (der Achse zweier 
Halbgeraden). 

Bew. (Fig. II.) SeiSA = SA', SB= SB', soistderReihenachl:::,.SAB'=:: b,SA'B, 

.q: SAB' =.q: SA'B, ..q: PAA' =.q: PA'A, PA = PA', l:::,. SAP 0:;;: b,SA' P, 

..q: ASP = .q: A'S P. 

(14) Die vier Satze fiber die Achse des gleichschenkligen Dreiecks (Fig. 8, 
wenn SA = SA', AE = EA' gemacht ist). 

(IS) Der dritte Kon ruenzsatz (drei Seiten: sss). 

Bew. mittels eines zu einer Seite des einen Dreieclhs symmetrischen Dreiecks, 
(3) und (I). 

I) Hilbert a. a. 0., S.I7. 
F 1 a d t, Elementarmathematik I: GeometIie 2 2 
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(16) Der sog. erste AufJenwinkelsatz, der nach EUKLID, Buch I 16 
lautet: In jedem Dreieck ist, wenn eine Seite verlangert wird, der 
Winkel auBerhalb des Dreiecks groBer als jeder der beiden inneren 
ihm entgegengesetzten. 

Bew. (Fig. 12.) SeiAD=DG, DE= BD, dann ist,0.DAB = ,0.DGE, also.q: GAB 
=.q: AGE, .q: AGU>.q: GAB. Voraussetzung dabei ist, die Gerade BU 
treffe BE nicht vor E ein zweites Mal. Das ist der E 
Fall, da infolge der graphischen Axiome zwei Ge
rade nur einen Schnittpunkt haben. 

(17) Der sog. erste Dreieckswinkelsatz (Euklid, 
Buch I 17). In jedem Dreieck sind zwei 
Winkel zusammen kleiner als zwei Rechte.1) 

Bew. (Fig. 12). Es ist .q: BGA + .q: GAB = .q: BGA 
+ -1: AGE = -1: BGE < 2 R. 

Aus diesem Satz ergibt sich unabhiingig vom 
Fig. 12. 

Parallelenaxiom die Einteilung der Dreiecke in spitzwinklige, recht
winklige und stumpfwinklige. 
(18) Der vierte Kongruenzsatz. (Eine Seite, ein anliegender Winkel und 

der Gegenwinkel: sww.) 
Bew. indirekt.l) 
(19) Der ffinfte Kongruenzsatz. (Zwei Seiten und ein Gegenwinkel: 

ssw. Er fehlt bei Euklid.) 
Bew. indirekt oder direkt wie bei (15). 

(20) 1m Dreieck liegt der groBeren Seite der groBere Winkel gegenfiber 

IT 

und umgekehrt. JJ 
(21) Von allen Strecken von einemPunkt c 

nach einer Geraden ist der Abstand ~ 

Bew. ~~i:'l;;~s~e~Ch (17) ist -1: ABG spitz. 

(22) IdI? DSreieck idst ein~dSeite kdleiner als • 
Ie umme er bel en an ern. A JJ JJ~----:' 

Bew. aus Fig. 14 mittels (20). Fig. 13. Fig. 14. 

Die Umkehrungvon (22), namlich der Satz: Zwei Kreise, deren Mittel
punktsabstand kleiner als die Summe der Radien ist, haben mindestens 
einen Schnittpunkt, ist ohne die beiden Hilbertschen Stetigkeits
axiome nicht beweisbar.3) 

I) Die Umkehrung dieses Satzes ist das Parallelenaxiom in der Euklidischen 
Fassung, vgl. Simon-Flad t, nichteuklidische Geometrie in elementarer Behand
lung, Leipzig 1925, S. 2. 

2) Wahrend der Beweis dieses Satzes yom Parallelenaxiom unabhangig ist, 
setzt die Konstruktion der zugehorigen Dreiecksaufgabe es voraus (vgl. unten 
II. Kap., 3. Abschn. § 2, (21). 

3) Vgl. unten S. 48. 
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§ 5. Die Gleichwertigkeit der Kongruenzaxiome 
mit den Umwendungsaxiomen. 

1. Es ist leicht zu zeigen, wie aus der Kongruenzlehre die Umwen
dungslehre folgt. Wir definieren: 

I. Def. Fallt man von einem Punkt P das Lot PF auf eine Gerade g 

und macht man FP'= PF auf PF, so heiBt P' symmetrisch zu Pin 
bezug auf g oder an g. 

DaB man zu dieser Definition berechtigt ist, folgt daraus, daB die Um
wendungsaxiome [13] bis [16] sicher erfiillt sind, ebenso, auf Grund der 
Siitze (12) und (13) im § 4 die Axiome [IS] und [19]. Fraglich bleibt nur 
noch die Giiltigkeit des wichtigsten Umwendungsaxioms: [17]. DaB es 
ebenfalls erfiillt ist, wird sich im sechsten Abschnitt des zweiten Kapitels 
ergeben, wenn wir auf die Zusammensetzung der Umwendungen niiher 
eingehen. 

2. Umgekehrt liiBt sich aber auch zeigen, daB man die Kongruenzlehre 
auf die Umwendungslehre aufbauen kann. Wir definieren: 
2. Def. Strecken und Winkel, wie iiberhaupt Figuren, die durch eine 

Folge von Umwendungen ineinander iibergefiihrt werden konnen, 
heiBen kongruent.1) 

Urn die Berechtigung dieser Definition nachzuweisen, haben wir nur 
zu zeigen, daB auf Grund von ihr die Kongruenzaxiome erfiillt sind. Wir 
haben der Reihe nach die Siitze: 

1. Satz. Es ist AB = AB (2. Teil von [13']). 

Bew. WahleAB alsAchse. 

2. Satz. Es ist AB = BA (2. Teil von [13']). 

Bew. Axiom [18]. 

3· Satz. [14']· 
Bew. A"B" geht ausA'B' durch zwei Umwendungen hervor. 

4. Satz. [IS']. 

Bew. Er folgt aus dem 2. und 6. Satz von § 3. 

5. Satz. Es ist <}: (h, k) = <}: (h, k). (2. Teil von [16'].) 

Bew. 1st g irgendeine Gerade, so geht durch zwei Umwendungen an ihr h in h 
und k in k iiber. 

6. Satz. Es ist <}: (h, k) = <}: (k, h). (2. Teil von [I6'].) 

Bew. Axiom [19]. 

7. Satz. [17']. 

Bew. wie beim 3. Satz. 

I) H. Willers a. a. O. S. II4. 

2* 
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DaB auch die ersten Teile von [I3'J und [I6'J erfiillt sind, wird sich in 
dem Abschnitt iiber die Zusammensetzung der Bewegungen ergeben, 
ebenso die Giiltigkeit von [I8'J. 

3. Mit diesen Liicken (es fehlen der Beweis von [17J auf Grund der 
Kongruenzaxiome, die Beweise der ersten Teile von [131 und [16'J und 
der von [18'J auf Grund der Umwendungsaxiome) schlieBen wir vor
Hiufig die Betrachtungen iiber die Axiomatik, indem wir die Besprechung 
der noch fehlenden MaBaxiome aufschieben, bis wir sie erstmals brauchen. 
Wir gehen vielmehr zu zwei andem Fragen der Elementargeometrie iiber, 
der wichtigen Frage ihres Aufbaues und - anhangsweise - der Frage 
der geometrischen Konstruktionen. Zuvor aber bemerken wir nochmals 
ausdriicklich, daB von den bisher betrachteten Axiomen auf der Unter
stufe nirgends die Rede sein solI. 

§ 6. Die Architektonik der Geometrie. 

1. Mit der Grundlegung der Geometrie allein ist es nicht getan. Zwar 
reicht der EinfluB der A xiomatik bis in die hOheren und hOchsten Teile der 
Geometrie. Auch wissen wir, daB man hinsichtlich der Satze und Begriffe 
der Geometrie, die man zu Grundsatzen und Grundbegriffen machen will, 
noch weithin freie Hand hat. Aber sind sie einmal gewahlt, so erhebt sich 
die Frage nach dem A ufbau der Geometrie und seiner Architektonik. Be
sieht man siehz. B. die EuklidischenElemente, sowirdmanenttauschtsein. 
Statt eines planvollen Aufbaus nach groBen Gesichtspunkten erblickt man 
eine bunteund wirre Sammlung einzelner Satzeund Satzchen. Erst naheres 
ZusehenlaBt erkennen, daB doch ein Gedanke das Ganze zusammenhaIt: 
die Logik hat den Satzen ihre Stelle angewiesen, jeder Satz steht dort, 
wo die Mittel zu seinem Beweis vorhanden sind. Diese Vorherrschaft er
schwert das Studium der Elemente bedeutend, weil sie sachlich Zu
sammengehoriges um des logischen Ge£iiges willen trennt. Aber selbst, 
wenn man auf das Euklidische Ideal verzichtet, die Geometrie als"eine 
logische Kette darzustellen, braucht darum doch der logische Zusammen
hang nicht zu kurz zu kommen. Man kann doch auch an mehreren Stellen 
zugleieh mit dem Bau beginnen und die ragenden Pfeiler nachher doch 
einen Bau tragen lassen. 

2. Man konnte die Geometrie nun zunachst nach den moglichen geo
metrischen Gestalten gliedem, beginnend mit den einfachsten, sie dann 
kombinierend, um so zu den zusammengesetzten fortzuschreiten. Diese 
kombinatorische Gliederung der Geometrie wird besonders im Anfang 
auch im Unterricht gute Dienste leisten. Man betrachtet zunachst einen 
Punkt, dann zwei und drei Punkte, zunachst eine Gerade, dann zwei, 
dann drei, vier Geraden, ebenso einen Kreis, dann zwei und drei Kreise. 
SchlieBlich miiBte sich so das ganze Gebaude der Planimetrie durch Kom
bination der drei Grundgebilde Punkt, Gerade, Kreis errichten lassen. 
Doch gerade da zeigt sieh, daB die Gliederung der Geometrie nach Ge-
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stalten ein iiuBerlich an die Geometrie herangebrachtes Verfahren ist, 
das den zutage tretenden Eigenschaften der geometrischen Gebilde kaum 
gerecht wird. In diesen Eigenschaften iiuBert sich der Zusammenhang und 
die Verwandtschaft der geometrischen Gebilde. Man wird daher die Geo
metrie nach diesem Zusammenhang zwischen ihren Gebilden gliedern. 
Dabei stellt sich heraus, daB die "Eigenschaften" eines Gebildes solche 
Tatsachen sind, die beim Obergang von ihm zu einem verwandten Ge
bilde unveriindert bleiben. So sind z. B. zwei Vielecke iihnlich, wenn das 
eine durch iihnliche Abbildung in das andere iibergeht, und bei diesem 
Obergang bleiben Winkel und Seitenverhiiltnisse ungeiindert, bilden also 
die "Eigenschaften" iihnlicher Vielecke. 

Allgemein ist der Obergang von einem geometrischen Gebilde zu einem 
andern eine Transformation, die z. B. jedem Punkt des einen Gebildes 
einen solchen des andern zuordnet (Punkttransformation). Die Eigen
schaften des betreffenden Gebildes sind invariant gegeniiber dieser Trans
formation. 

Dieser Aufbau der Geometrie unter dem Gesichtspunkt der Trans
formationen und ihrer Invarianten hat sich als der natiirliche heraus
gestellt gegeniiber den kiinstlichen Arten nach logischen und kombina
torischen Gesichtspunkten. Er hat im Lebenswerk FELIX KLEINS seine 
reifste Ausgestaltung erfahren. 

3. Auch schon fiir den Unterricht auf der Unterstufe kann ein solcher 
Aufbau durchgefiihrt werden. Allerdings muB man sich gerade in der 
Geometrie besonders hiiten, einen bestimmten Gedanken mit starrer 
Folgerichtigkeit durchfiihren zu wollen. Wenn wir auch in der Haupt
sache nach Verwandtschaften gliedern, so fordert doch an manchen Stel
len logische oder kombinatorische Gliederung dringend Riicksicht. Dar
urn ist zwar die Haupteinteilung unseres Lehrgangs die nach Verwandt
schaften (Umwendung, Kongruenz, Umdrehung, Bewegung, Ahnlichkeit, 
Affinitiit). Aber sie wird teils von Abschnitten unterbrochen, welche die 
Logik fordert (Parallelentheorie, Proportionenlehre, Lehre vom Fliichen
und Rauminhalt), teils von solchen, in denen ein bestimmtes geome
trisches Gebilde und seine Kombination mit andern die Hauptrolle spielt 
(Kreislehre, regelmiiBige Vielecke, Lehre von den Vielflachen), teils end
lich von solchen, welche den praktischen Ursprung der Geometrie und 
ihre Beziehungen zum praktischen Leben verraten (Lehre vom Fliichen
und Rauminhalt, insbesondere Kreis- und Kugelberechnung). 

Rein nach praktischen Gesichtspunkten gliedern zu wollen, hieBe den 
Begriff der Wissenschaft aufheben. Aber gerade in der Schule sind solche 
aus praktischen Gesichtspunkten entsprungene Abschnitte besonders 
wichtig, damit das Interesse des SchUlers an der Wissenschaft nicht er
lahmt. Obrigens kann der Inhalt eines solchen Abschnitts durchaus 
theoretischen Charakter haben (Kreis- und Kugelberechnung). 
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§ 7. Die geometrischen Konstruktionen. 
1. Die Betrachtung der geometrischen Konstruktionen gibt zu vier Fragestel

lungen AnlaB. Die erste Frage bezieht sich auf die zu beniitzenden Zeickeninstru
mente, die zweite auf die Einfackkeit, die dritte auf die Genauigkeit der Konstruk
tionen, die vierte auf ihre Durchfiihrung bei ungwnstigen Lageverkaltnissen. 

Die klassischen Zeicheninstrumente der elementaren Geometrie sind seit den 
Zeiten PLATOS (429-348) Zirkel und Lineal. Man hat die Elementargeometrie 
geradezu als die Geometrie des Zirkels und Lineals bezeichnet. Seit LORENZO 
MASOHERONI (1750--1800) weill man aber, daB man sll.mtliche Konstruktionen, die 
man mit Zirkel und Lineal durchzufiihren pflegt, auch allein mit Hilfe des Zirkels 
ausfiihren kann, wenn man sich nur jede Gerade als durch zwei ihrer Punkte be
stimmt denkt. JAKOB STEINER (1796--1863) hat umgekehrt gezeigt, daB das 
Lineal allein dazu hinreicht, wenn irgendwo in der Ebene ein einziger Kreis gezeich
net vorliegt. Ja, auch wenn man ganz auf den Zirkel verzichtet, sondert sich aus 
der Geometrie ein Gebiet ab, nll.mlich ihr von den graphischen Axiomen allein ab
hangiger Tell, in dem alle Konstruktionen mit alleiniger Beniitzung des Lineals 
ausfiihrbar sind. Doch 5011 von diesen Dingen im Zusammenhang erst im 2. und 3. 
Heft dieser Elementargeometrie die Rede sein. . 

2. Seitdem die geometrischen Figuren nicht mehr allein zur Veranschaulichung 
oder (in den Konstruktionsaufgaben) zur Einiibung der geometrischen Lehrsatze 
dienen, sondem, wie die Figuren der darstellenden Geometrie oder der graphischen 
Statik praktische Zwecke erfiillen, hat man auch noch andere Instrumente zuge
lassen. Fiir die Unterstufe der Geometrie sind das in erster Linie die Zeickendreiecke, 
die das Ziehen von Parallelen und Loten sowie das Anlegen von Winkeln von 30°. 
600 und 45° ermaglichen. Und zwar braucht man zur Konstruktion eines rechten 
Winkels oder eines solchen von 300, 60° und 45° nur ein Zeichendreieck, zur Kon
struktion von Parallelen beide Zeichendreiecke (auch zum Anlegen der aufgezahl
ten besonderen Winkel kann und wird man haufig beide Dreiecke verwenden). 
Wir wollen in unserem Lehrgang Zirkel, Lineal und dazu fiir die angegebenen 
Zwecke die Zeichendreiecke zulassen, und die Frage, ob man eine Konstruktion und 
welche Konstruktionen man auch unter Beschrankung dieser Zeichenwerkzeuge 
oder Beniitzung noch anderer lasen kann, der Oberstufe zuweisen und erst im 2. und 
3. Heft dieser Elementargeometrie behandeln. 

3. Aber gerade beim freien Gebrauch der Zeichenwerkzeuge kann eine Aufgabe 
mehrere Konstruktionen zulassen, und es erhebt sich die zweite Frage, welche von 
den Konstruktionen die .. einfackste" seL Diese Frage hat in umfassender Weise zu
erst der Franzose LEMOINE (1840--1912) zu beantworten versucht, indem er nicht 
nur die Anzahl der in einer bestimmten Konstruktion vorkommenden Geraden und 
Kreise zahlte, also das Zieken von Geraden (Elementaroperation Ls) und Kreisen 
(Elementaroperation Za) als geometrische Elementaroperationen betrachtete, son
dem diesen das Anlegen des Lineals an einen bestimmten Punkt (Elementaroperation 
Lt), das Einsetzen einer (nicht derl) Zirkelspitze in einem bestimmten Punkt (Elemen
taroperation Zl') oder in einem beUebigen Punkt Biner l..inie (Elementaroperation Zl") 
als weitere Elementaroperationen hinzufiigte. 

Hat man in einer Konstruktion Pl mal die Operation Lt, PB mal die Operation L B, 
q'lmal die Operation Z'l' q"lmal die OperationZ/', q.mal die Operation ZJ aus
zufiihren, so heiBt der Ausdruck 

P1Lt + PaL. + ql'Z/ + qt"Zl" + qaZs . 
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das Symbol der Konstruktion. Die Zahl 

E = PI + Pa + ql' + ql" + qa 

nennt Lemoine den Einfachheitsgrad der Konstruktion. 
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Lemoine selbst und zahlreiche Forscher haben auf Grund seines Systems die 
geometrischen Konstruktionsaufgaben durchmusterl, und es zeigte sich, daB viele 
der klassischen Konstruktionen durch bedeutend einfachere ersetzt werden k6nnen. 
Aus dem Suchen nach der "einfachsten" Konstruktion hat sich so ein ganz neuer 
Zweig der Geometrie entwickelt, den Lemoine Geometrographie genannt hat. 

Gegen die Lemoinesche Bestimmung des Einfachheitsgrads bestehen aber Be
denken. Es hat sich aus logischen und psychologischen Grunden als notwendig 
herausgestellt, die Elementaroperationen LI und Zl" doppelt zu werten und als 
weitere und einfach zu werlende Elementaroperationen den Wechsel W des Zeichen
instruments hinzuzufugen. l ) Das Symbol einer Konstruktion ist dann 

PILI + PaLa + ql'ZI + ql"ZI" + qaZ. + r W, 

ihr Einfachheitsgrad E = 2PI + P. + q/ + 2ql" + q. + r. 
Ais Elementarkonstruktionen, aus denen sich jede Konstruktion zusammen

setzt, haben wir nun anzusehen: 

(I) Eine beliebige Gerade zu ziehen: L., E = I. 
(2) Durch einen gegebenen Punkt eine beliebige Gerade zu ziehen: ~ + La, 

E=3· 
(3) Die Verbindungsgerade zweier Punkte zu ziehen: 2 LI + La, E = 5. 
(4) Einen beliebigen Kreis zu ziehen: Z., E = 1. 

(5) Urn einen gegebenen Punkt einen beliebigen Kreis zu ziehen: Zl' + Za, 
E=2. 

(6) Urn einen gegebenen Punkt den Kreis zu beschreiben, der durch einen ge
gebenen Punkt geht: 2Z/ + Za, E = 3. 

(7) Urn einen beliebigen Punkt mit gegebenem Radius den Kreis zu beschreiben: 
2Z/ +Z2' E= 3. 

(8) Urn einen gegebenen Punkt mit gegebenem Radius den Kreis zu beschreiben: 
3 Zl' + Z 2' E = 4. 

(g) Auf einer gegebenen Geraden von einem beliebigen Punkt aus eine gegebene 
Strecke abzutragen: 2 Zl' + Zl" + Z2' E = 5. 

Beschrankt man sich nicht, wie Lemoine, auf Zirkel und Lineal, sondern nimmt 
man die Zeichendreiecke zur Konstruktion der Winkel von 30°, 45°, 60°, goO und 
zum Ziehen von Parallelen hinzu, so hat man als weitere und einfach zu werlende 
Elementaroperationen das Verschieben V des einen Zeichendreiecks langs des 
andern einzufuhren.2) Man erhalt so die weiteren Elementarkonstruktionen: 

I) Vgl. die nahere, sorgfaltige Begrundung bei Gruttner, Die Grundlagen der 
Geometrographie, Leipzig 1912. Die meisten der Geometrographen halten sich 
freilich an das ursprungliche System Lemoines. Praktisch macht das sehr wenig 
aus und ihre Ergebnisse behalten ihre Bedeutung fur das Gruttnersche System, 
dem wir uns aus den Grunden anschlieBen, die Gru ttner zu seiner Aufstellung ver
anlaBten. 

2) Gruttner bewerlet einer gutigen schriftlichen Mitteilung zufolge das Ver
schieben des Zeichendreiecks nicht besonders. 



Lehrstof£ der Untertertia (Klasse IV) 

(10) Einen beliebigen Winkel von 30°, 45°, 60°. 900 zu zeichnen: 2Ll + 2Lz• 
E=6. 

(II) Durch einen gegebenen Punkt eine Gerade unter 30°,45°,60°.90° gegen eine 
gegebene Gerade zu ziehen: 3 Lx + L z + V. E = 8. 

(12) Zwei beliebige Parallelen zu ziehen: 2 L2 + V, E = 3. 
(13) Zu einer gegebenen Geraden eine beliebige Parallele zu ziehen: 2Ll + L2 + V, 

E=6. 
(14) Durch einen gegebenen Punkt zu einer gegebenen Geraden die Parallele zu 

ziehen:. 3 Lx+Lz+ V, E= 8. 

Aus diesen Konstruktionen setzen sich nun aIle andern zusammen. Als gleich
einfach gelten solche mit gleichem E. a1s einfachste die mit kleinstem E. Freilich 
fehIt es an einem Mittel, die .. einfachste" Konstruktion wirklich aufzufinden. Doch 
ist schon sehr viel geleistet.1) In unserem Lehrgang milssen wir aber die Bestim
mung von E bei den einzelnen Konstruktionsaufgaben dem Leser selbst ilberIassen. 
Wir wollten ihm hier nur die Grundlagen dazu mitteilen. 

4. Die dritte Frage bei einer geometrischen Konstruktion bezieht sich auf die 
Genauigkeit der Zeichnung. Lemoine hat als MaB dafilr die AnzahI der Operationen 
Lx, ZI' und ZI" angegeben. Hat schon sein MaB fur die Einfachheit die Kritik 
hervorgerufen. so ist sein MaB fur den Genauigkeitsgrad ganz zuruckzuweisen. 
Denn die Genauigkeit einer Konstruktion h1l.ngt noch von ganz anderen Dingen 
ab als von den Operationen Lx. Zx' und Zx". Neuere Untersuchungen haben auch 
darilber AufschIuB gebracht. doch ist erst im 2. und 3. Heft dieser Elementar
geometrie der Ort. darauf einzugehen. Was endlich die Durchfuhrung der Kon
struktion bei ungunstigen Lageverhaltnissen anbelangt. so soIl auch sie in unserem 
Lehrgang erst auf der Oberstufe im Zusammenhang besprochen werden. wenn der 
Schiller einen Dberblick ilber die Hilfsmittel bei geometrischen Konstruktionen hat. 

Zweites Kapitel. 

Der Lehrstoff der U ntertertia (Klasse IV). 
Erster Abschnitt. 

Axiale Symmetrie, axiale Spiegelung oder Umwendung. 

Lehrgang. 
O(r) Geg. g und P. Ges. P' -:- P an g.D) 
°(2) Geg. g und PQ. Ges. P'Q' -:- PQ an g. 
(3) Geg. g und!::' ABC. Ges.!::' A'B'C' -:- !::, ABC an g. 
(4) Geg. g und h, g nicht parallel h. Ges. h' -:- han g. (Zwei Konstruk

tionen, die zweite mittels des Schnittpunkts von g und h.) 

I) Vgl. Reusch. Planimetrische Konstruktionen in geometrographischer Aus
iilhrung. Leipzig 1904. und zahlreiche Abhandlungen in der ZMNU. 

2) Diese schulgemaBe Schreibweise tritt an die Stelle der wissenschaftlichen 
P {Ug } P'. Ein 0 an einer Nummer bedeutet. daB sie dem Schuler in Fleisch und 
Blut ubergehen muB. also .. einzupauken" ist. 
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°(5) Geg. g und 0 (M, r), der g nicht schneidet. Ges. 0 (M,' r') 
-;- 0 (M, r) an g. 

*(6) Geg. g und 0 (M, r), der g beruhrt. Ges. derselbe 0 wie in (5).1) 
*(7) Satz von der Kreistangente. (Der Halbmesser zum Beriihrungs

punkt steht senkrecht auf der Tangente.) 

°(8) Geg. g und 0 (M, r), der g in 51 und 52 schneidet. Ges. 0 (M', r') 
-;- 0 (M, r) an g. (Zwei Konstruktionen, die eine ohne, die andere 
mit Benutzung von 51 und 52.) 

Der Symmetriebegriff ist schon im geometrischen Vorbereitungs
unterricht anschauungsmaBig erarbeitet worden. Fur die Ebene wird 
er auch hier noch ganz der Anschauung ent
nommen und die Symmetrie wird mittels eines 
Spiegels aufgezeigt, dessen Glas mit seinem 
unteren Rand auf die Horizontalebene aufge
setzt werden kann. Jetzt ist die Aufgabe die 
zeichnerische Herstellung symmetrischer Figu- ___ ~\ 
reno Dazu benotigt man ein Zeichendreieck 9 
mit einem rechten Winkel, mit dem man nach Fig. 15. 
dem Befehl: "Innen anlegen,auBen zeichnen!" 
Lote falIt und errichtet (Fig. IS). So erfolgt die Losung der Aufgaben 
(1)-(6) und die erste L6sung der Aufgabe (8). DaB man die Aufgaben 
(2) und (3) auch mit Hilfe des Lineals allein 16sen kann, falls nur 
e in Paar symmetrischer Punkte gegeben ist, mag den "Obungen vor
behalten bleiben. Besonders wichtig aber ist die zweite L6sung von 
(8). Die entstehende Vierkreisfigur enthii.lt alIe nun folgende Fun
damentalkonstruktionen, und schon diese Tatsache allein rechtfertigt 
die Forderung, den Geometrielehrgang mit der axialen Symmetrie zu 
beginnen. (Fig. 16.) 

°(9) Geg. P und g. Ges. das Lot von P auf g mittels des Zirkels. 
°(10) Geg. P und P'. Ges. die Achse, an der P' -;- P ist. 
O(II) I. geometrischer Ort.l) Das Mittellot. 

°(12) Geg. PQ. Ges. die Mitte M (*Erweiterung auf die 2"-Teilung). 
(13) Geg. P, Q, R, nicht in einer Geraden. Ges. der Punkt M, der von 

den drei Punkten gleiche Entfemungen hat. (Zwei Konstruktionen, 
die eine mit vier, die andere mit drei Kreisen.) 

(14) Geg. 1::,. ABC. Ges. sein Umkreis. (Drei Figuren, je nachdem 
1::,. ABC spitz-, recht- oder stumpfwinklig.) 

I) Ein * an einer Nummer bedeutet, daB sie einstweilen oder ganz weggelassen 
werden kann. 

2) Es empfiehlt sieh, statt "Ort" den Ausdruck "Bestimmungslinie" zu ge
brauchen. 
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°(15) Zusammenfassende Betrachtung der Vierkreisligur oder Raute. 
Satz von der Raute: Eigenschaften der Seiten, Winkel und Eeken
linien. 

Aus der Vierkreisfigur entnimmt man die Fundamentalkonstrllk
tionen (9), (IO), (12), aus denen dann (II) folgt und als erste umfang
reiehere und ganz piinktlieh zu behandelnde Aufgaben sich (13) und (I4) 
ergeben. In (IS) werden der Figur 16 die Seiten hinzugefiigt, und daraus 
ergibt sich die L6sung der jetzt folgenden Aufgaben. 

Fig. 16. 

0(16) Geg. g und g', g nieht parallel g'. Ges. die Aehsen. 
0(17) Geg. ~ (g, h). Ges. die Winkelhalbierenden. (Zwei Konstruktionen, 

die eine mit zwei konzentrisehen Kreisen, vgl. I.Kap., § 4, (13); 
*Erweiterung auf die 2"-Teilung.) 

*(18) Satz von den Winkelhalbierenden. (Sie stehen senkreeht aufein
ander.) 

0(19) Abstand oder senkreehte Entfemung eines Punktes von einer Ge
raden. 

°(20) 2. geometriseher Ort. Winkelhalbierende. 
(21) Geg. b. ABC. Ges. sein Inkreis. 

*(22) Geg. g, h, k. Ges. die Punkte, die von den drei Geraden gleiehe Ab
stande haben. (Diese Aufgahe iibersteigt im allgemeinen die Krafte 
des Anfangers.) 

(23) Abanderung von (9). 0 (P, r), aber nieht 0 (51) r), sondem 
o (51' 1 =F r). Das Drachenviereck oder ein Winkel samt Spiegel
bild. 

(24) Geg. g, P auf g. Ges. das Lot in P auf g mittels des Zirkels. 
0(25) M erke: In einem Punkt auf einer Geraden das Lot errichten. 

Von einem Punkt auf eine Gerade das Lot fallen. 
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Damit sind die aus der axialen Symmetrie ableitbaren Fundamental
konstruktionen beendet. Ais Anwendung folgt die Lehre vom gleich
schenkligen Dreieck oder Achsendreieck. 

(26) Definition des Achsendreiecks. 
(27) Satz von der Achse des gleichschenkligen Dreiecks. (Ein zu

sammenfassender Satz.) 
(28) Aufgaben, I. Reihe: Achsendreieck aus b, a; a, b; a, h; b, h; 

h, a. I ) 

In (28) tritt zum erstenmal die A nalysisfigur als "Uberlegungsfigur" 
auf. 

(29) Satz von den Basiswinkeln des Achsendreiecks.2) 

(30) Umkehrung von (29). Das gleichgeneigte Dreieck. 
(31) Aufgaben, 2. Reihe: Achsendreieck aus a, {J; b, {J. 
(32) Definition des gleichseitigen Dreiecks. 
(33) Gleichseitiges Dreieck aus a. 
(34) Satz vom gleichseitigen Dreieck. Das gleichseitige Dreieck und 

n u r die s e s besitzt einen Mittelpunkt. 
(35) Gleichseitiges Dreieck aus h. 
(36) Einen rechten Winkel zu dritteln. 

Der Begriff "Mittelpunkt eines Dreiecks" ist sorgfaltig zu klaren. Die 
Aufgaben (35) und (36), bei denen aus der Anschauung zu entnehmen ist, 
daB die Winkel des gleichseitigen Dreiecks 60° sind, fiigen sich am zwang
losesten hier ein. 

Wir schlieBen diesen ersten Abschnitt mit einer Bemerkung tiber die 
sprachliche Fassung der geometrischen Tatsachen. 1m ganzen erst en und 
ebenso im zweiten Abschnitt dieses Kapitels solI der Schiiler auBer dem 
Stoff selbst lemen, wie man eine Konstruktion sprachlich darstellt. Die 
Mathematik und in ihr die Geometrie haben ihre eigene Sprache. Haufig 
hat der Schiiler alles verstanden und kann eine Konstruktionsfigur treff
lich zeichnen, aber es fehlt ihm der sprachliche Ausdruck dafiir, ein Zei
chen, daB dieser genau so zu tiben ist wie das kleine Einmaleins. Eine 
Analysis tritt dagegen vorerst nur in Gestalt der Analysisfigur, ein Be
weis bei A ufgaben tiberhaupt noch nicht auf. Hingegen ist es auBer
ordentlich bildend und darum notwendig, tiberall schon eine ausfuhr
liche mundliche Determination zu machen, d. h. in allen Aufgaben die Ab
hangigkeit des Ergebnisses von der Lage und GroBe der als veranderlich 
gedachten gegebenen Stucke zu besprechen und dabei Grenzfalle be
sonders zu beachten. Dann tritt auch in der Geometrie der Funktions-

I} Stets (rationale \) MaGe angeben \ 
2} Vgl. dazu Flad t, Quellenhefte zur Elementargeometrie, I. Heft, Leipzig 

1927, Nr. II (kiinftig kurz zitiert: Q. Nr. II). 
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begriff sofort in seine Rechte. Die Beweise von Lehrsatzen sind im I. und 
2. Abschnitt dieses Kapitels, wenn uberhaupt, so nur mundlich zu 
geben, denn auch nach dem Vorbereitungsunterricht darf nur ganz all
mahlich die logische Strenge einsetzen. 

Zweiter Abschnitt. 

Kongruenz, Dreieck, Viereck. 
Lehrgang. 

(I) Definition des Dreiecks. Ein Dreieck ist die Figur aus drei nicht in 
e i n e r Geraden liegenden Punkten und ihren Verbindungsstrecken. 
Ein Dreieck hat sechs Hauptstucke: a, b, c, a, p, y. 

(2) Streckenubertragung, Dreiecks-, Winkel- und Vielecksubertragung. 
Der Begriff kongruent. Das Zeichen :::::. 

°(3) I. Kongruenzsatz 1): 3 Seiten, sss. 
°(4) /::,. aus a, b, c. Umlaufsinn eines Dreiecks. Determination; aus ihr 

di S··t D' {Summe} . D . k 't . {groBer (»} e a ze: Ie D'ff zweler relec ssel en 1st kl . () 1 erenz emer < 
als die dritte. 

°(5) 2. Kongruenzsatz: 2 Seiten und der eingeschlossene Winkel, sws. 
°(6) /::,. aus b, c, a. Determination. 
°(7) 3· Kongruenzsatz: 1 Seite und die anliegenden Winkel, wsw. 
°(8) /::,. aus a, p, y. Determination. 
(9) Zusammenfassung der drei ersten Kongruenzsatze. 

Der Begriff der Kongruenz ergibt sich anschaulich aus der Aufgabe der 
Figurenubertragung. Nun drangt sich die Frage auf, auf wieviel Arten 
man die einfachste Figur, das Dreieck, ubertragen kann. Das fiihrt auf 
die Kongruenzsatze. Merkwiirdig is.t, daB auch die Winkelubertragung 
in Wahrheit eine Dreiecksubertragung ist. 

Statt ein gezeichnet vorliegendes Dreieck zu ubertragen, kann man es 
aber auch aus gegebenen Stucken aufbauen. Das fiihrt auf die ent
sprechenden Dreiecksaufgaben. Wichtig ist die Determination bei (4) 
und (8).2) Bei (8) kann man auf den Fall p + y = 1800 ruhig in vorlaufi
ger Weise eingehen, da die Schiller ja im Vorbereitungsunterricht den 
Parallelenbegriff kennengelern t haben. 
0(10) /::,. aus a, b, a. 

Man wird zuerst jeden der 9 moglichen Faile mit bestimmten MaBen 
einzeln behandeln, dann erst fur jeden Hauptfall eine zusammenfassende 
Konstruktion herausarbeiten. 

I) Die Zil.hlung der KongruenzsMze ist hier eine andere als in § 4 des I. Ka
pitels. 

2) Ein Verfahren, die gegebenen Seiten dem Schuler sichtbar zu veril.ndem. be
schreibt E b ne r in der Abh.: Das Bewegungsprinzip in den geometrischen Dreiecks
aufgaben der Quarta und Untertertia. ZMNU 56, 1925, S. 264. 
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(I. HauptfaIl: a spitz. 

Konstruktion und Determination. Zeichne -1: UA V = a. 0 (A, b) schneidet 
A V in C. 0 (C, a) trifft AU 

i entweder nicht } 
i oder in einem Punkt • 
\ oder in zwei Punkten 

1m ersten Fall giht es keine, im zweiten Fall eine LOsung. Der dritte Fall teilt sich 
wieder in drei UnterfaIle: 

a < b. 2 Losungen. a = b. I LOsung. a> b. I Losung. 

II. Hauptfall: a = 90°. a:::;; b. Keine Losung. a> b. Eine Losung (zwei sym
metrische Losungen). 

III. Hauptfall: a stumpf. Eine Losung.) 

O(n) Satz. Wenn zwei Seiten eines Dreiecks und der Gegenwinkel der 
groBeren von beiden gegeben sind, so kann man daraus der GroBe 
nach nur ein Dreieck konstruieren. Sind aber zwei Seiten und der 
Gegenwinkel der kleineren gegeben, so gibt es der GroBe nach zwei 
Dreiecke aus ihnen. 

°(12) 4. Kongruenzsatz: 2 Seiten und der Gegenwinkel der gro13eren, 
ssw. 

°(13) Satz. Zwei Dreiecke, die in zwei Seiten und dem Gegenwinkel der 
kleineren iibereinstimmen, brauchen nicht kongruent zu sein. Sie 
sind es nur, wenn die Gegenwinkel der grOBeren Seiten gleich
artig sind. 

(14) Beispiel zu (12) und (13): Zwei Kreissekanten, die mit ihrer Achse 
gleiche Winkel bilden, sind gleich. 

(IS) Zahlreiche Dreieckskonstruktionen aus Hauptstiicken, den Fall 
swwausgenommen. 

0(16) Ein Dreieck hat drei Hohen ha' hb' he und einen Hohenschnitt
punkt H. (Spitz-, recht-, stumpfwinkliges, gleichschenkliges und 
gleichseitiges Dreieck!) 

(17) Aufgaben, z. B. 6. aus ha' b, c; hb' b, c; he, a, y. 
0(18) Ein Dreieck hat drei Seitenhalbierende oder Schwerlinien Sa' Sb' Sc 

und e i n e n Schwerpunkt S. 
(19) Aufgabenz.B.6.aus'a,b,sa; b,y,Sb; he,se,b; ha,sa,a. 

° (20) Ein Dreieck hat drei W inkelhalbierende wa ' W iJ' W y und e i n e n 
Inkreismittelpunkt O. Beweis. j 

(21) Aufgaben,z.B.6.ausa,wa ,b; a,y,w~; he,wy,a. 
°(22) Ein Dreieck hat drei Seitenmittellote und einen Umkreismittel

punkt M. Beweis. 

Die Existenz des Hohenschnittpunkts und des Schwerpunkts wird 
hier nur entdeckt, die des Inkreismittelpunkts und als Wiederholung die 
des Umkreismittelpunkts aber vorausgesagt und bewiesen. Der Schiiler 
sieht gut ein, daB diese Existenz nicht selbstverstandlich ist. Bei den 
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Nebenstucken ha, hb' he; Sa' Sb' Se; W a ' W(J' Wy ist der Schiller besonders 
darauf hinzuweisen, daB jedes von ihnen nicht nur eine bestimmte GroBe, 
sondern auch eine bestimmte "Funktion" hat: ha ist -'- BG, Sb halbiert 
AG, Wy den <}: BGA, daB es also, wie EBNER a. a. O. sich ausdriickt, eine 
Beziehung mitbestimmt. 
(23) Definition des Vierecks. (Ein Viereck ist eine Figur, die aus vier 

in einer Ebene liegenden Punkten, von denen keine drei in einer 
Geraden liegen, und ihren aufeinanderfolgenden Verbindungs
streck en gebildet wird.) Ein Viereck hat elf Hauptstiicke: a, b, c, 
d, e, f,; a, p, r, d; e. 

(24) Zahlreiche Viereckskonstruktionen aus Hauptstiicken. 
Bei (23) ist ausdriicklich auf die drei moglichen Gestalten eines Vier

ecksl) (das einfache Viereck mit lauter hohlen Winkeln, das Viereck mit 
einem erhabenen Winkel und das uberschlagene Viereck) einzugehen, da 
sie alle bei den Aufgaben (24) auftreten konnen. Doch soIl im Folgenden, 
wenn nichts Besonderes bemerkt ist, bei Viereckssiitzen immer nur das 
einfache Viereck gemeint sein. 1m iibrigen solI der Schiller in (24) noch
mals griindlich in der zeichnerischen und sprachlichen Wiedergabe der 
Konstruktion geiibt werden. 

Dritter Abschnitt. 

Die Parallelenlehre.2) 

§ 1. Das Parallelenaxiom. 
1. Von den MafJaxiomen sind bis jetzt einerseits die Umwendungs

axiome, andererseits die Kongruenzaxiome besprochen worden. An letz
tere schlieBt sich bei HILBERT a. a. O. das Parallelenaxiom an: 

[19'] Durch einen Punkt gibt es zu einer Geraden eine und nur eine 
Parallele. 
Dabei sind gemiiB der 23. Euklidischen Definition 3) Parallelen als 

Gerade definiert, "welche in derselben Ebene liegen, und auf jedem der 
beiden Teile ins Unendliche ausgezogen, auf keinem von beiden einander 
treffen". 

Wir konnen auf eine ausfiihrliche Geschichte des mehr als 2000jiihrigen 
Ringens mit dem Parallelenaxiom und die aus ihm erwachsenen nicht
euklidischen Geometrien hier nicht eingehen.") Das Problem solI uns viel
mehr in erster Linie als didaktisches beschiiftigen. 

1) Vgl. dazu die Abh. von Pugehl, die Behandlung der Viereckslehre, ZMNU 
48, 1917, S. 49 u. 95 und Gottschalk, zur Gruppierung der Vierecke, ZMNU 53, 
1922, S. 259, deren Inhalt aber fiir den he uti g e n Unterricht viel zu weit geht. 

2) Vgl. auch Q. Nr. 13-16. 
3) S. Anhang. 
4) Vgl. dazu Simon-Fladt, Nichteuklidische Geometrie in elementarer Be

handlung, 10. Beiheft zur ZMNU, Leipzig 1925. 
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Als Lehrer sind wir heute in einer gliicklicheren Lage als unsere Vor
ganger vor IOO Jahren. Konnen wir doch die Ergebnisse einer grund
lichen Durchforschung des Parallelenaxioms, die Arbeit des 19. J ahr
hunderts von GAUSS bis HILBERT, beniitzen. Wir wissen, wie nutzlos 
alle Versuche waren (und sind), das Parallelenaxiom zu "beweisen", d. h. 
aus den anderen Axiomen logisch abzuleiten. Wir wissen aber auch, daB 
man dieses rein logische Problem nicht mit dem psychologisch-erkennt
nistheoretischen der Geltung des Parallelenaxioms im physikalischen 
Raurn verwechseln darf. 

2. Wir sahen, daB Auswahl und Reihenfolge der Axiome weithin will
kiirlich sind. So hat auch die Parallelenlehre keine feste Stelle innerhalb 
der Geometrie. Gerade bei ihr kann man sich fragen, solI sie moglichst 
fruh oder moglichst spat angesetzt werden. Als weit hinausgeschobenes 
Ziel, als Hohepunkt der Entwicklung erscheint sie im ersten Buch der 
Euklidischen Elemente. EUKLID nimmt, was irgend geht, voraus.1) Urn 
so mehr wirkt das Paralle1enaxiom als der richtige deus ex machina, und 
dieser Aufbau der Elemente hat, wie PROCLUS (412-85) berichtet, sofort 
zur Kritik herausgefordert. Man kann auch heute noch dieses Hinaus
schieben der Parallelenlehre als das erkenntnistheoretisch befriedigendste 
Verfahren bezeichnen, weil nur so das Wesen und die Bedeutung des 
Parallelenaxioms ganz klar hervortritt. 

3. Die Parallelenlehre zerfallt in drei Teile: (I) die Definition des 
Parallelseins, (2) die Fassung des Paralle1enaxioms, (3) die nachsten 
Folgerungen. Wir beginnen mit den Erklarungen des Parallelseins. Es 
sind deren fiinf vorhanden. Parallel solI bedeuten: (I) gleichgerichtet, 
(2) nichtschneidend, (3) gleichabstandig, (4) im Unendlichen schneidend, 
(5) gleichgeneigt. 

Davon scheidet die erste Definition: Zwei Geraden heiBen parallel, 
wenn sie gleiche Richtung haben, sofort aus. Denn der Begriff der Rich
tung setzt den des Parallelismus voraus. Die Definition "parallel 
= gleichgerichtet" war und ist heute noch in vielen Lehrbiichem ver
breitet. Schon im geometrischen Vorbereitungsunterricht ist aber der 
Platz, darauf hinzuweisen, daB "parallel" und "gleichgerichtet" nur ver
schiedene N amen fUr das Gleiche sind. 

Die Euklidische Definition "parallel = nichtschneidend" haben wir 
schon oben erwahnt. Seit den Elementen der Geometrie von LEGENDRE 
(1752-1833), deren erste Auflage 1794 erschien, wird sie wieder am mei
sten gebrauchf. Schon friiher war sie von der an dritter Stelle genannten 
"parallel = gleichabstandig" abgelost worden. Nach des Proklus 
Euklidkommentar ist POSIDONIUS (urn 90 V. Chr.) ihr Urheber, und von 
diesem bis auf LEGENDRE ist sie vorherrschend. PTOLEMAUS (urn 140), 
NIKOLAUS VON CUSA (1401-64), PETRUS RAMUS (1515-72), CLAVIUS 
(1537-1612), der Verfasser des beruhmten Kommentars zu Euklids 

I) Die ersten 26 Satze sind vom Parallelenbegriff unabhangig. 
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Elementen in seiner Euklidausgabe von 1572, haben sie. CHR. VON WOLFF 
(1679-1754) in seinem Lehrbuch,. den Anfangsgrunden von 1710, 
CLAIRAUT (1713-65) in seinen Etemens de geometrie von 1741, 
PESTALOZZI (1746 -1827) in seinem A Be der A nschauung von 1803 halten 
sie fUr ganz selbstverst1indlich. Sie ist zweifellos die anschaulichste, aber 
sie birgt eine Schwierigkeit. Sie scheint anschaulich-notwendig zu sein, 
enth1ilt aber eine ganz und gar nicht denknotwendige Voraussetzung, n1im
Iich die, daB aIle Punkte, die von einer Geraden g nach derselben Seite 
gleich weit abstehen, eine Gerade h bilden, oder daB die Abstandslinie 
eine Gerade sei. Und diese Voraussetzung ist gleichwertig dem Paral
lelenaxiom. Ja es geniigt schon die einfachere, daB drei Punkte von h 
gleiche Abst1inde von g habeli.1) 

Hinsichtlich der Definition "parallel = im Unendlichen schneidend" 
konnen wir uns wie bei der ersten Definition kurz fassen. Der Begriff 
des "unendlich femen Punkts" tritt zum erstenmal auf bei KEPLER 
(1571-1630) als Redensart 2) 1604, dann 1639 bei dem Vater der pro
jektiven Geometrie, DESARGUES (1593-1661), als der unendlichferne 
Punkt 8), 1832 bei JAKOB STEINER (1796-1863) als eine Richtung4), bei 
REYE (1838-1919) endlich als das, was er "eigentlich" ist, n1imlich als 
"uneigentlicher", adjungierter, idealer Punkt. Von dieser Auffassung des 
Parallelismus zu reden, hat erstmals Sinn bei der harmonischen Teilung. 
Die Besprechung der im Vergleich zu den iibrigen ganz anders gearteten 
Definition "parallel = gleichgeneigt" endlich verschieben wir, bis wir 
die verschiedenen Fassungen des Parallelenaxioms betrachtet haben. 

4. Die 1ilteste ist die Euklidische des fUnften Postulats.5) Nur eine 
andere Form desselben Postulats ist die Hilbertsche, [19']. Geht man 
von der Definition "parallel = nichtschneidend" aus, so ist [19'] die 
naturgem1iBe Fassung. Fiigen wir gleich die paar grundlegenden Par
allelens1itze in der klassischen Entwicklung Euklids hinzu: 

I. Satz. Werden zwei Geraden von einer dritten unter 
gleichen Winkeln geschnitten, so sind die geschnitte
nen Geraden parallel. 
Der Beweis kann verschieden gefiihrt werden. Entweder man beniitzt wie 

EukIid den Satz vom AuBenwinkel. Oder man beweist mittels des dritten Kon
gruenzsatzes wsw, daB ein Schnittpunkt der Geraden auf der einen Seite einen 
so1chen auf der andern Seite zur Folge h!l.tte. Oder man verwendet hier schon 
den Begriff der zentrischen Symmetrie. 

I) Wegen des Beweises s. Simon-Fladt, a. a. 0., S. 18. 

2) Kepleri opera, ed. Frisch II S. 186. 
3) Desargues, brouillon projet ... , deutsch in Ostwalds Klassikern Nr. 197 

S.IO. 
4) Steiner, Systematische Entwicklung ••• , I. Teil, S. 2. Berlin 1832. 

5) S. Anhang. 
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2. Satz (Umkehrung). Parallelen bilden mit jeder Schnei

denden gleiche Wechselwinkel. 

Bew. Er folgt unmittelbar aus dem I. Satz und [19']. 

Dieselben zwei Satze zu gewinnen ist aber auch die Aufgabe derjenigen, 
die von der 3. Definition ,.parallel = gleichabsHindig" ausgehen. Wir 
sahen, daB sie eine Voraussetzung einschlieBt, die dem Parallelenaxiom 
gleichwertig ist. Man beweist etwa zuerst: 1st g 1. h, so steht es auch 
senkrecht auf jeder Parallelen zu h. Dann folgt der 2. Satz und dann der 
1. Satz der vorigen Entwicklung. An sie schlieBen sich bei beiden Ent
wicklungen der 2. (groBe) Satz vom AuBenwinkel und der von der Drei
eckswinkelsumme an. Der Beweis ist der klassische mittels der Parallelen 
durch die Spitze. 

5. l1ber die didaktische Verwendbarkeit des Bisherigen ist zu sagen: 
Man kann beide Definitionen, (2) und (3) samt dem Parallelenaxiom in 
der Fassung[I9'] und samt den beiden Parallelensatzen, ganz aus der An
schauung entnehmen. Dieses Vorgehen empfiehlt namentlich LIETZMANN 

im zweiten Teil seiner Methodik des mathematischen Unterrichts.1) Allein 
es ist doch notig, daB in den Schiilem allmahlich gerade bei Dingen, die 
anschaulich notwendig zu sein scheinen, logische Bedurfnisse geweckt 
werden. Da ergibt sieh allerdings, wenn man von der Definition (2) aus
geht, eine psychologische Schwierigkeit. Diese entsteht beim Beweis des 
1. Satzes, der Existenz von Parallelen. Er ist indirekt. Man muB der An
schauung Gewalt antun und die Geraden zusammenbiegen. Diese 
Schwierigkeit umgeht man, wenn man von der Definition "parallel 
= gleichabstandig" ausgeht. Dann muB man aber entweder eine uber
bestimmte Definition in Kauf nehmen oder das Parallelenaxiom so 
fassen: Wenn zwei Punkte von h gleichenAbstand von g haben, so hat 
j eder Punkt von h denselben Abstand von g. Allein, es gibt eine didak
tisch noch befriedigendere Moglichkeit. 

Das Parallelenaxiom hat eine Proteusnatur, es vermag in den mannig
fachsten Gestalten aufzutreten, in harmlosen und gefahrlichen. Euklids 
Fassung war gefahrlich, und sie ist darum schuld an der niehteuklidischen 
Geometrie. Denn jeder emsthafte Mathematiker glaubte, dieser Satz 
kann kein Axiom sein. Dnd doch ist er eines. Andere Fassungen sind 
harmlos, unauffallig, mehr oder weniger selbstverstandlieh. DaB sie es 
waren, ist der Grund fUr die zahllosen miBgluckten Beweisversuche.2) 

Die Definition" parallel = gleiehabstandig" ist unmittelbar einleuchtend. 
Sie taugt darum sieher fur den geometrischen Vorbereitungsunterricht, 
fur die Weckung logischer Bedurfnisse erscheint sie weniger zweckmaBig. 
Es ist dabei die Frage, ob sieh das Parallelenaxiom so fassen laBt, daB es 

r) 2. Aufl. Leipzig 1923. S. 98 u. !I8. 
2) Ein beriichtigtes Beispiel ist der immer noch beliebte "Drehungsbeweis" von 

Thibaut. . 

F 1 a d t. Elementarmathematik I : Geometrie 2 3 



34 Lehrstoff der Untertertia (Klasse IV) 

wie bei Euklid nich t einleuchtend, daB aber bei den daraus gezogenen 
Folgerungen die Schwierigkeiten des Unendlichkeitsbegriffs wegfallen. 
Das ist moglich, wenn man der Parallelenlehre den ganz andern Aus
gangspunkt gibt, den ihr LEGENDRE (1752-1833) in der 1. bis 8. Auflage 
seiner Elemente zu geben versuchte, indem er von dem Satz von der 
Dreieckswinkelsumme ausging. 

6. Dann muB man aber auch von einer andern Definition des Parallelis
mus ausgehen. Das ist die noch ausstehende Definition (5) "parallel 
= gleichgeneigt", d. h. etwa "gleiche Stufenwinkel bildend". Hier ist nun 
freilich die Definition verfUhrerisch, nicht wie oben das Axiom, und sie 
hat sogar dazu verleitet, das Parallelenaxiom als entbehrlich wegzu
lassen.1) Man darf nicht vergessen, daB es notig ist zu zeigen, daB die 
schneidende Gerade belie big gewahlt werden darf, d. h. daB, wenn eine 
Gerade unter gleichen Stufenwinkeln schneidet, jede Schnittgerade dies 
tut. Von heutigen Darstellungen folgen dieser Definition KILLING und 
HOVESTADT in ihrem Handbuch des mathematischen Unterrichts 2) und 
der Fuhrer und Ratgeber fur den mathematischen Unterricht von KOHLER.3) 

Dieser fUhrt zwei Grfinde fUr die Wahl der Definition an: 1. solIe der Un
endlichkeitsbegriff wegfallen, 2. sei es, zumal fur den Anfangsunterricht, 
eine unerlaBliche Forderung, daB man ein Gebilde auf Grund seiner Defi
nition auch wirklich herstellen konne, - also dieselbe Forderung, die 
LEOPOLD KRONECKER (1832-92) fUr die ganze Mathematik als bindend 
angesehen wissen wollte. 

Spricht man nun mit Killing-Hovestadt den Grundsatz aus: 

In j edem Dreieck betragt die Winkelsumme 180°, 
so schlieBt sich diesem folgender Lehrgang an, der in Stichworten kurz 
angegeben sei: Winkelsumme im Viereck; Definition "parallel = gleich
geneigt" (Parallelenziehen mittels der Zeichendreiecke 1) ; Beweis der 
Willkurlichkeit der Schneidenden; Parallelogramm; Rechteck; parallel 
= gleichabstandig; parallel = nichtschneidend.4) Mit diesem Lehrgang 
solI aber, so meinen Killing und Hovestadt, die Entwicklung nicht 
abgeschlossen sein. Auf der Oberstufe soIl dem SchUler die eng ere Fassung 
des obigen Grundsatzes vorgelegt werden: 

In einem einzigen Dreieck betragt die Winkelsumme 180°. 
DaB sie dann in jedem Dreieck soviel betragt, ist ein grundlegender 

Satz der nichteuklidischen Geometrie.6) 

r) Vgl. z. B. van Swinden- Jacobi, Elemente der Geometrie, 1834, S. 12. 
2) Leipzig 1910, I. Teil, § 14. 
3) Stettin 1919, 2~ Teil, § 5. 
4) DaB der Satz von der Dreieckswinkelsumme und das Axiom [19'] nicht 

schlechthin gleichwertig sind, und wie letzteres aus dem ersteren hergeleitet werden 
kann, s. Simon-Fladt, a. a. 0., S. 5. 

5) S. Simon-Fladt, a. a. 0., S. 6. 
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7. Halt man den Satz von der Dreieckswinkelsumme als Grundsatz 

fiir al1zuwenig einleuchtend - obwohl das gerade ein Vorzug ist - so 
kann man das Verfahren von Killing und Hovestadt folgendermaBen 
abschwachen. Man fiihrt den Satz von der Winkelsumme im beliebigen 
Dreieck auf den von der Winkelsumme im rechtwinkligen Dreieck zu
ruck und diesen wieder auf den Satz von der Winkelsumme im Rechteck. 
Dann wiirde also an Stelle des Parallelenaxioms oder des Dreieckswinkel
summensatzes derjenige Satz treten, den schon CLAIRAUT (1713-65) an 
die Spitze seiner Elemente von 1741 stellte, der bei JOHANN HEINRIOH 
LAMBERT (1728-77) die Grundlage bildet,fiirdenMAx SIMON (1844-1918) 
so begeistert war, namlich der 

Satz von der Rechtecksexistenz [19"]. Sind in einem Viereck 
drei Winkel mit unserem Willen Rechte (d. h. durch 
Konstruktion), so ist es der vierte ohne unsern Willen 
(d. h. von selbst). 

Von ihm wollen wir im folgenden Lehrgang ausgehen. Auf der Ober
stufe ist dann zu zeigen, daB sagar die Existenz eines einzigen Rechtecks 
geniigt, urn die Euklidische Geometrie sicherzustellen. 

§ 2. Lehrgang. 
Winkelsumme. 

°(1) 1. Satz vom Rechteck (unbeweisbarer Satz, Grundsatz) [19"]. 
0(2) 2. Satz vom Rechteck. Ein Rechteck besitzt zwei Symmetrie

achsen. 
0(3) 3. Satz vom Rechteck. 1m Rechteck sind je zwei Gegenseiten gleich. 

Der I. Satz vom Rechteck ist das erste Axiom, das wir im Unterricht 
wirklich aussprechen, wahrend wir die graphischen Axiome, die Um
wendungsaxiome und die Kongruenzaxiome mit Stillschweigen iiber
gehen. Man kann natiirlich auch den 2. und 3. Satz der Anschauung 
entnehmen, wird aber jedenfalls V oraussetzung und Behauptung scharf 
aussprechen und die Behauptung mit Zeichendreieck und Zirkel nach
priifen. Fiir den Schiller gelte namlich auf dieser Stufe: Die V oraus
setzung enthalt das nicht etwa bloB in Gedanken, sondem tatsachlich mit 
den Zeicheninstrumenten Konstruierte, die Behauptung das von selbst 
Gewordene, mit den Zeicheninstrnmenten Nachzuprufende. Mit gu ten 
Klassen kann man aber sehr wahl die Beweise des 2. und 3. Satzes mittels 
der Kongruenzsatze wenigstens durchsprechen: niederschreiben und 
wiederverlangen wird man sie nicht. 

0(4) Satz von der Winke1summe im Rechteck. 
0(5) Satz von der Winkelsumme im rechtwinkligen Dreieck. Beweis 

schriftlich. 
Folgerung: 1m rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der spitzen 
Winkel 900. 

3* 
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0(6) Satz von der Winkelsumme im Dreieck. Beweis schriftlich. (Spitz
und stumpfwinkliges Dreieck.) 

°(7) Satz von der Winkelsumme im Viereck. Beweis schriftlich. 
*(8) Satz von der Winkelsumme im n-Eck. 

(9) Aufgaben. tJ. aus a, a, f3 (I. Konstruktion mittels der Winkel
summe); 0 aus a, b, a, y, ~. 

(IO) Satz vom AufJenwinkel im Dreieck. Beweis schriftlich. 
(II) Satz vom AuBenwinkel im gleichschenkligen Dreieck. Beweis 

schriftlich. 
Die Satze von der Winkelsumme sind, wei! sie, abgesehen von (4), un

anschaulich und doch logisch durchsichtig sind, sehr geeignet ffir die 
erstmalige schriftliche Wiedergabe des Beweises. 

Parallelenlehre. 
0(I2) Erklarung des Parallelseins. Zwei Lote auf derselben Geraden 

he i Ben parallel. (Parallelen sind also zunachst mit e i n e m 
Zeichendreieck zu zeichnen.) 

0(I3) I. Satz von den Parallelen (andere Form des 3. Rechtecksatzes). 
Parallelen haben liberall gleiche Abstande. 

0(I4) 2. Satz von den Parallelen (Umkehrung des I. Satzes). Haben 
zwei Punkte gleiche Abstande von einer Geraden, so ist ihre Ver
bindungsgerade parallel zu dieser. 

Man kann den I. und 2. Satz vQn den Parallelen, wie oben den 2. und 
3. Satz vom Rechteck, natlirlich aus der Anschauung entnehmen. Doch 
sind jedenfalls Voraussetzung und Behauptung "mit den Zeicheninstru
menten in der Hand" genau zu fassen. Zugleich sind die beiden Satze 
das erste Beispiel eines Satzpaares (eines Satzes und seiner Umkehrung). 
Es ist also Gelegenheit, erstmals den Begriff des Umkehrungssatzes durch 
mannigfache sprachliche Beispiele zu erlautern. 
0(I5) 3. geometrischer Ort. Abstandsparallelen. (Die Abstandslinie ist 

ein Parallelenpaar.) 
(I6) Geg. g und h. Ges. em Punkt, der von g den Abstand a, von h den 

Abstand b hat. 

a) Nachbarwinkel. b) Stufenwinkel. c) Wechselwinkel. 
Fig. 17. 

0(I7) 3.Satz von den Parallelen (Fig. I7). Werden zwei Parallelen von 
einer dritten Geraden geschnitten, so sind (a) je zwei N achbarwinkel 
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zusammen ISOO, (b) je zwei Stufenwinkel gleich groB, (c) je zwei 
Wechselwinkel gleich groB. 

0(18) 4. Satz von den Parallelen. Umkehrung des 3. Satzes. (Fig. IS.) 
Der Beweis jedenfalls des ersten Telles von (17) und (IS) mittels des 

Satzes (7) ist schriftlich zu machen. Wahrend der Schiller im I. und 2. 
Abschnitt das Konstruieren zu lernen hatte, solI er im 3. Abschnitt erst
mals das Beweisen lernen. Die Namen Nachbar-
winkel und Stufenwinkel empfehlen sich durch ihre p 
Kfirze. Andere als die in der Fig. 17 bezeichneten -"'-+--,.---;;;1'-
Winkel brauchen und sollen nicht betrachtet werden. 
Der Name Gegenwinkel sollte unbedingt wirklichem 
Gegenfiberliegen vorbehalten bleiben (Seite und -""'o+-.L---l-f--
Gegenwinkelim 3-,5-, ... , 2n+I-Eck; Winkel und 
Gegenwinkel im 4-, 6-, ... , 2n-Eck). Die Namen . 
gleichliegende, halbgleichliegende und ungleich- Fig. IS. 

liegende Winkel, die W. DIECK an mehreren Stellen gebraucht, sind 
gewiB von logischer Feinheit, aber warum so viel Systematik bei einer 
so einfachen Sache? 

(19) Konstruktion von Parallelen mittels Stufen- und Wechselwinkeln. 
(a) mit dem Zirkel, (b) mit den Zeichendreiecken. 

(20) Aufgaben zur Anwendung von (15) und (19), z. B. 6. aus a, fl, ha 
(zwei Konstruktionen). 6. aus a, ha' hb ; fl, ha' Sa. 

°(21) 6. aus a, a, p. Zwei Konstruktionen mittels Parallelen. 
°(22) 5. Kongruenzsatz. Eine Seite, ein anliegender und der Gegen

winkel, sww. 
(23) Wiederholende Obersicht fiber die Kongruenzsiitze. Anordnung 

nach dem Dualitiitsprinzip. Der Fall www. 
(22) und (23) bringen den AbschluB der Kongruenzlehre. DaB dieser 

jetzt erst erfolgt, ist wirklich kein Nachtell. 1m Gegentei1: zeigt er doch 
deutlich, daB die Siitze der Geometrie nicht in einer Kette, sondern in 
einem Netz zusammenhangen. 

Wahrend der wissenschaftliche Beweis des 5. Kongruenzsatzes (s. o. 
I. Kap. § 4 (19)) vom Parallelenaxiom unabhangig ist, beruht die Kon
struktion der entsprechenden Dreiecksaufgabe (21) auf dem Parallelen
axiom. Ein Beweis, daB dies notwendig ist, steht noch aus. 

Trapez, erster Teil. 
(24) Definition des Trapezes. 
(25) Zahlreiche Konstruktionen des Trapezes aus Hauptstficken. 
(26) Das gleichschenklige Trapez, Achsentrapez oder Giebelviereck. 
(27) Aufgaben hieriiber. 

Der 3. Abschnitt schlieBt mit leichter Kost. Vor Beginn des 4. Ab
schnitts empfiehlt sich im Unterricht eine griindliche zusammenhiingende 
Wiederholung der drei bisherigen Abschnitte. 
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§ 3. SchluBbemerkungen. 

Uberblickt man den Lehrgang des § 2, so erkennt man, daB vom Nicht
schneiden oder im Unendlichen Schneiden zweier Parallelen iiberhaupt 
nicht die Rede zu sein brauchte. Ferner sind die Beweise der vier Par
allelensatze bei diesem Aufbau der Parallelenlehre viel einfacher als bei 
irgendeinem andern. Zur systematischen Vollstandigkeit der Parallelen
lehre gehort allerdings noch (1) die Einschrankung von [19"] auf ein ein
ziges Rechteck, d. h. der Beweis des Satzes: 1st die Winkelsumme in 
einem einzigen Rechteck 360°, so ist sie es in jedem, und (2) der Beweis 
des Euklidischen oder Hilbertschen Parallelenaxioms auf Grund von 
[19"]. Beides solI aber der Oberstufe vorbehalten bleiben, urn so mehr, 
als (2) die Giiltigkeit eines weiteren Axioms, des sog. Eudoxischen (s. u. 
S. 57) voraussetzt. 

Vierter Abschnitt. 

Zentrische Symmetrie, zentrische Spiegelung oder 
U mdrehung. Para11elogramm, Trapez. 

1m AnschluB an den 7. Satz von § 3 des 1. Kapitels, d. h. an die Um
wendungsaxiome, ergibt sich die Existenz einer Zuordnung P N P' zwi
schen zwei Punkten P und P', die sich aus zwei Umwendungen an zwei 
zueinander senkrechten Geraden mit dem Schnittpunkt Z zusammen
setzt, die zentrische Symmetrie oder zentrische Spiegelung am Zentrum Z 
oder die Umdrehung 1) urn den Punkt Z. 

Andererseits ist sie eine selbstverstandliche Folge des Kongruenz
axioms [13']. 

Lehrgang. 

Zentrische Symmetrie, Parallelogramm. 

°(1) Geg. Z und P. Ges. P'NP. 
°(2) Geg. Z und PQ. Ges. P'Q'NPQ (Z auBerhalb oder auf PQ). 
(3) Geg. Z und t:.. ABC. Ges. t:.. A'B'C'N t:.. ABC. (Z auBerhalb 

~ -
t:.. ABC, auf BC, auf BC, in B, innerhalb t:.. ABC.) 

(4) Geg. Z und g. Ges. g' N g. Zwei Konstruktionen, die zweite mit
tels des Lotes von Z auf g. Folgerung: g U g'. 

°(5) Geg. P und P'. Ges. Z. 
(6) Geg. g und g'. Ges. Z. 

°(7) Satz. 1st g H g', so besitzen g und g' unendlich viele Umdrehungs
zentren. Diese bilden die Umwendungsachse von g tt g'. 

I) Urndrehung bedeutet also hier nicht Drehung urn 360°, sondern urn 180°. 
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0(8) Definition. Die Figur zweier Parallelen heiBt Streiten, ihre Achse 
Streifenachse (Mittelparallele) , ihre Breite Streitenbreite, eine be
liebige Strecke, deren Endpunkte auf den Parallelen liegen, Quer
strecke. 

0(9) Besonderer Fall des 2. geometrischen Ortes: Mittelparallele. 
(10) Geg. Z und ein Vieleck. Ges. das anZ zentrisch-symmetrische Viel

eck. Wie muB das Vieleck beschaffen sein, daB es mit seinem Bild 
zusammenfallt ? 

O(II) Einfachster Fall. Das zentrisch-symmetrische Viereck oder Par
allelogramm (Pgr.) (Spateck, Streifeneck). 
Erklarung: Das Schnittviereck zweier Streifen heiBt Parallelo
gramm. 

°(12) I. Satz vom Pgr. Das Pgr. besitzt ein Symmetriezentrum. 
°(13) 2. Satz vom Pgr. Eigenschaft der Nachbar- und Gegen(!)winkel. 

Folgerung: Winkel mit parallelen und zwei Paar gleichsinnigen 
oder zwei Paar gegensinnigen Schenkeln sind gleich, solche mit 
parallelen und einem Paar gegensinnigen Schenkeln erganzen 
sich zu 180°. 

°(14) 3. Satz vom Pgr. Eigenschaft der Seiten. Folgerung: Parallelen 
zwischen Parallelen sind gleich. 

°(15) 4. Satz vom Pgr. Eigenschaft der Eckenlinien. 

Durch die Erklarung (II) tritt die wesentliche Eigenschaft des Par
allelogramms in den Vordergrund. Aus ihr ergeben sich mit einem Schlag 
die in den vier Pgr.-Satzen ausgesprochenen Pgr.-Eigenschaften. Es 
empfiehlt sich, die Beweise nur miindlich durchzusprechen. 

(16) Pgr. aus a, b, {J; a, b, e. Zwei Konstruktionen: a) nach (II), 
b) nach (14). 

°(17) 5. Satz vom Pgr. Umkehrung des 3. Satzes. Beweis schriftlich. 
(18) Pgr. aus e, t, 8; a, e, t. Konstruktion nach (15). 

°(19) 6. Satz vom Pgr. Umkehrung des 4. Satzes. Beweis schriftlich. 
(20) Pgr. aus a, e, a. Konstruktion: AD parallel undgleich BG. 

°(21) 7. Satz vom Pgr. Ein Viereck, in dem zwei Gegenseiten parallel 
und gleich sind, ist ein Parallelogramm. Beweis schriftlich. 

Wahrend die direkten Satze sich alle auf einmal aus der Definition (II) 
ergeben, sind die Umkehrungen mittels der Kongruenzsatze zu beweisen. 
Zuvor sind aber jeweils Voraussetzung und Behauptung genau anzu
geben und mit ihrer Hilfe ist das Wesen der Umkehrung eines Satzes 
aufs neue eindringlich klarzustellen.1) Zugleich zeigt sich, daB fiir die 
Anwendungen die Umkehrungssatze viel wichtiger sind, als die direkten 
Siitze. 

I) Man wird z. B. (I.4.) und (17) ausffihrlich so aussprechen: Ein Viereck, in 
dem je zwei Gegenseiten parallel sind, hat je zwei gleiche Gegenseiten. In einem 
Viereck, das je zwei gleiche Gegenseiten hat, sind je zwei Gegenseiten parallel. 
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Besondere Parallelogramme. 

°(22) Das Rechteck als besonderer Fall des Pgr. Die Streifen bilden vier 
gleiche, d.h.rechteWinkelmiteinander. Wiederholung derRecht
ecksatze (I), (2), (3) des 3. Abschnittes. Der zweite wird jetzt so 
ausgesprochen: 

°(23) 2. Satz vom Rechteck. Das Rechteck besitzt zwei Achsen, die 
Achsen seiner Streifen, seine Mittelparallelen. 

Der dritte wird als uberflussig getilgt. An seine Stelle tritt der 
°(24) 3. Satz vom Rechteck. 1m Rechteck sind die Eckenlinien gleich. 

Es besitzt einen Umkreis. 
(25) Rechteck aus e, e; a, e. 

0(26) 4. Satz vom Rechteck. Umkehrung des 3. Satzes. Sind in einem 
Pgr. die Eckenlinien gleich, so ist es ein Rechteck. 
*Oder: Der Winkel im Halbkreis ist ein Rechter. 

Der aus dem 2. Satz yom Rechteck entspringende 5. Satz yom Rechteck: 
1m Rechteck stehen die Mittelparallelen auf je zwei Gegenseiten senkrecht. 
und seine Umkehrung, der 6. Satz yom Rechteck: Steht in einem Pgr. eine 
Mittelparallele auf einer Seite senkrecht, so ist es ein Rechteck, ki:innen im 
Gegensatz zu den dual entsprechenden Satzen (33) und (35) von der Raute 
wegbleiben. 

°(27) Die Raute als besonderer Fall des Pgr. Die vier Streifenbreiten
halften sind gleich, die Streifen kongruent. Wiederholung des 
Rautensatzes (15) des ersten Abschnitts. Er wird zerlegt in folgende 
Satze: 

0(28) I. Satz von der Raute. Die Raute besitzt vier gleiche Seiten. 
°(29) 2. Satz von der Raute. Die Raute besitzt zwei Achsen, ihre Ecken· 

linien. 
°(30) 3. Satz von der Raute. In der Raute sind die Eckenlinienwinkel 

gleich, d. h. die Eckenlinien stehen senkrecht aufeinander. 
(31) Raute aus e, j; a, e. 

°(32) 4. Satz von der Raute. Umkehrung des 3. Satzes. Stehen in einem 
Pgr. die Eckenlinien senkrecht aufeinander, so ist es eine Raute. 

°(33) 5. Satz von der Raute. In der Raute halbiert jede Eckenlinie zwei 
Gegenwinkel. 

(34) Raute aus p, j. 
°(35) 6. Satz von der Raute. Umkehrung des 5. Satzes. Halbiert in einem 

Parallelogramm eine Eckenlinie einen Winkel, so ist es eine 
Raute. 

Man erkennt die vollkommene Dualitiit zwischen Rechteck und Raute. 
Vereinigen sich beide, so entsteht ein Quadrat. 
°(36) Satz vom Quadrat. Das Quadrat besitzt vier Achsen. 
(37) Quadrat aus a; e. 
(38) Stammbaum der Vierecke auf Grund der axialen Symmetrie. 
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Allgemeines Viereck 

/ '" Achsentrapez Drachenviereck 
I 

Rechteck Raute 

'" / Quadrat 

Hier ordnen sich Achsentrapez und Drachenviereck in das System 
der besonderen Vierecke ein. Damit ist zugleich die Lehre vom Pgr. zum 
AbschluB gebracht. Sie stellt ein ganz ausgezeichnetes Beispiel eines 
logisch in sich abgeschlossenen Begriffsystems dar. 

Wie der 3., so dient auch der 4. Abschnitt dazu, den Schiller in die 
logische Seite der Geometrie einzufiihren. Ein geometrischer Satz ist 
dabei fiir diese Stufe als eine Prophezeiung hinzustellen, deren Eintreffen 
als notwendig zu erweisen ist. So Hi.Bt sich verhaItnismaBig leicht das 
logische Bediirfnis des Schiilers wecken. Sollten sich aber irgendwelche 
ungeahnte Schwierigkeiten ergeben, so ist es immer moglich, die Beweise 
ganz oder teilweise aus der Anschauung zu entnehmen. Das entbindet 
aber nicht von der Aufgabe, dem Schiller die Satze selbst und ihren Zu
sammenhang eindri'nglich klarzumachen. 

Trapez, zweiter Teil. 

1'(39) 1. Satz vom Trapez. 1m Trapez halbiert die Achse des von den 
Grundlinien gebildeten Streifens beide Schenkel, und umgekehrt: 
die Verbindungsgerade der Schenkelmitten ist die Achse des Strei
fens der Grundlinien. 

°(4°) 2. Satz vom Trapez. Die GroBe der Mittelparallelen. 
°(41) Satz von der Mittelparallelen im Dreieck. Das Mittendreieck. 
*(42) Beweis der Existenz des Hohenschnittpunkts nach GAUSS.1) Er 

ist der Umkreismittelpunkt des Dreiecks, dessen Mittendreieck das 
gegebene ist. 

*(43) Satz. Verbindet man in einem Viereck die Seitenmitten, so ent
steht ein Parallelogramm. Wie muB das Viereck beschaffen sein, 
daB ein Rechteck, eine Raute, ein Quadrat entsteht? 

(44) Geg. ~ A und P innerhalb. Die Strecke X PY so zwischen den 
Schenkeln zu ziehen, daB XP = PY wird. 

°(45) Der Schwerpunktsatz. (Beweis der Existenz des Schwerpunkts.) 
(46) Aufgaben: !::,. aus a, Sb, s:; a, Sa' Sb; Sa' Sb, Sc; *Sa, Sb, hb• 

*(47) Der Feuerbachsche Kreis und andere merkwiirdige Eigenschaften 
des Dreiecks.2) 

I) S. Q. Nr. 21. 

2) Vgl. z. B. Pflieger, Elementare Planimetrie. I. Auflage des 2. jetzt von 
Bohnert verfaBten Bandes der Sammlung Schubert, Leipzig 1901, § 35 S. 190. 
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Der Schwerpunkt und die aus ihm folgenden Dreieckseigenschaften 
gehOren niche in das Kapitel yom Streckenverhaltnis. Das hieBe mit Ka
nonen nach Spatzen schieBen. 
°(48) Der Satz von der Streifenschar. Eine Schar aneinander grenzender 

Streifen gleicher Breite teilt jede Quergerade in dieselbe Anzahl 
gleicher Querstrecken. 

°(49) Die Teilungsaufgabe. Eine Strecke in eine Anzahl gleicher Teile 
zu teilen. 

Ftinfter Abschnitt. 

Die geometrische Aufgabe. 
Am Stoff der vier vorangehenden Abschnitte muB der Schiller die 

zeichnerische und sprachliche Darstellung von Konstruktionen griind
lich gelernt haben. Von der Analysis ist nur die Figur als sog. "Ober
legungsfigur aufgetreten. Jetzt ist es Zeit, daB der Schiller die Analysis 
selbst kennen Ierne und erfahre, daB diese stets das Geheimnis einer geo
metrischen Aufgabe enthtillt, daB aus ihr hervorgehen muB, wie man zur 
Losung der Aufgabe kommt. Zur Analysis hinzu tritt noch die sie er
ganzende Determination, welche die Moglichkeit der Aufgabe und die 
Frage nach der Zahl der Losungen erortert. Bei den meisten Aufgaben 
der folgenden Abschnitte sind Analysis und Determination zu verlangen. 
Doch gibt es tatsachlich Aufgaben, wie Z. B. die tiber Flachenverwand
lung und Teilung, bei denen manzweckmaBigerdie Konstruktion, dann aber 
auch den Beweis verlangt. Von den Aufgaben des gegenwartigen Ab
schnitts aber sollen einige vollstandig erledigt werden, d. h. es soIl bei 
ihnen Analysis, Determination, Konstruktion und Beweis durchgeftihrt 
werden. Der Schiller muS also auch noch lemen, wie man bei einer Auf
gabe den Beweis verfaBt. Dabei ist die einzelne Aufgabe Selbstzweck. 
Ein Zusammenfassen verschiedener Aufgaben unter dem Gesichtspunkt 
der gleichen Losungsart, d. h. eine Methodik der geometrischen Aufgabe, 
kommt hier noch nicht in Frage. Ferner geben wir nur einige wenige 
Beispiele an, die sich zur vollstandigen Durchftihrung besonders gut 
eignen. Der Leser wird ihre Zahlleicht vervielfachen. 

Aufgaben. 

6 aus (I) b, c, Sa' 

(2) ha,sb,a. 

(3) ha,Sb'C. 

(4) ha , Sb, p. 
(5) C, Sa' a. 
(6) Sa' Sb, he· 

(7) a + b = s, p, he. 

(8) a - b = d, p, he. 

(9) a + b, c, a. 
(10) a - b, c, a. 
(II) a + c, b, ha• 

(12) a - c, b, ha• 

(13) b + c, a, a. 
(14) b - c, a, a. 
(15) a + b, a, y. 
(16) a-b,a,y. 
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Trapez aus (17) a, b, c, d. 
(IS) b, c, d, {3. 
(19) b, d, {3, y. 
(20) b, d, e, I. 

Viereck aus *(21) a, b, c, a, c5. 
*(22) b, d, e, I, B. 

* Sechs ter A bschni t t. 

Die Bewegungen. 
§ 1. Zusammensetzung der Umwendungen. 
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Mit dem vorigen Abschnitt ist der Pflichtstoff der Klasse IV erledigt. 
Indessen bliebe die wissenschaftliche Darstellung des Untertertiastoffes 
unvollstandig, wenn wir die in § 3-5 des 1. Kapitels begonnene Unter
suchung der Umwendungen einerseits, 
der Kongruenz andererseits nicht zu 
einem gewissen AbschluB bringen 
wiirden. Wir wollen zunachst wieder 
an die Umwendungen ankniipfen. 

I. Satz. Es gibt eine eindeutige 
Foige von Umwendungen, 
die eine gegebene Gerade g 
in eine andere Gerade g', 
den Punkt A auf g in den 
Punkt A' auf g', eine der 
durch A bestimmten HaIb
geraden, g, von g in eine der 
durch A' bestimmten HaIb-
geraden, g', von g', und eine 

9 
A/ 

Ii 

Fig. 19. 

der durch g bestimmten Halbebenen, e, in eine 
durch g' bestimmten Halbebenen, e', iiberfiihrt. 

der 

Bew. (Fig. 19.) IstA +A', so ist die erste Umwendungsachse~ dasMittellotvonAA' 
(Ist A = A', so ist hi - g). Geht C durch die Umwendung um ~ in Co fiber, so 
ist die Halbierende des .g: Cgr, Co) die zweite Umwendungsachse h •. Geht dabei "8 
nicht in "8' fiber, so ist g' die dritte Umwendungsachse ha• 

Daraus folgt sofort 
2. Satz. Axiom [13']. 

3. Satz. Axiom [16']. 

4. Satz. Axiom [18']. 

5. Satz. Jede Foige von Umwendungen kann durch eine 
solche von zwei oder drei Umwendungen ersetzt wer
den. 
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Die Eindeutigkeit folgt fur aIle flinf Satze aus dem Axiom [17J. Wir 
erklaren nun 

I. Def. J ede Folge von Umwend ungen heiBt Bewegung 

und haben den 

6. Satz. Die Bewegungen bilden eine: Gruppe. 

Das bedeutet: Die Zusammensetzung zweier Bewegungen ist wieder 
eine Bewegung. 

Unter diesen Zusammensetzungen kommt die Jdentitiit S vor, d. h. die 
Bewegung, die aIle Punkte der Ebene in Ruhe IaJ3t. Zu jeder Bewegung 
~ gibt es eine inverse, ~-l, d. h. eine soIche, die mit ~ zusammengesetzt 
S ergibt. 

Eine erste besondere Bewegung erhalt man, wenn man die Umwen
dungen an zwei Achsen hl und h2' die beide zur selben Geraden g senk
recht sind, zusammensetzt. 

:l.Def. 1st hLlg, h 2 ..lg, so nennt man die aus den Umwendungen 
um hI und h g zusammengesetzte Bewegung eine Schiebung It) 
langs g. 

Eine zweite besondere Bewegung entsteht, wenn man die Umwendun
gen an den Schenkeln hl und h2 eines Winkels zusammensetzt. 

3. Def. Die aus den Umwendungen an den Schenkeln hI und hg 

eines Winkels mit dem Scheitel 5 zusammengesetzte Be
wegung heiBt Drehung '1) um S. 

Wir haben dann noch die beiden folgenden Satze, die wir ohne Beweis 
mitteilen. 

7. Satz. Fiihrt eine Schiebung die Gerade g in sich iiber, 
und die Punkte A und B auf g in A' und B', so ist 
-~ --
AB=A'B'. 

8. Satz. Fiihrt eine~ Drehung urn 5 die von 5 ausgehenden 
Halbgeraden h und k in die Halbgeraden h' undk'iiber, 
so ist <}: (h, k) = <}: (h', k'). 

§ 2. Das Gruppenaxiom. 

Es war in der Lehre von den Umwendungen nirgends von Parallelen 
die Rede, auch nicht bei der Erklarung des Begriffes Schiebung. Aber ge
rade dieser Begriff - das sagt schon sein Name - ist flir unsere Anschau
ung scheinbar vom Begriff des Parallelismus nicht zu trennen. Galte in
dessen das Euklidische Parallelenaxiom nicht, so ware der Ort der 
Punkte gleichen Abstands von einer Geraden keine Gerade. Wie die 
Bahnkurven der Drehung keine Geraden, sondem Kreise sind, so waren 
die Bahnkurven der Schiebung keine Geraden, sondem ebenfalls Kurven 
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zweiter Ordnung, die sog. Abstandslinien. Ferner ware die Zusammen
setzung zweier Schiebungen nicht wieder eine Schiebung. Dagegen ist in 
der Euklidischen Geometrie die Zusammensetzung zweier Schiebungen 
stets wieder eine soIche. Wir k6nnen die Euklidische Geometrie gerade
zu durch diese Eigenschaft definieren. Das Hilbertsche Parallelen
axiom [19'] laJ3t sich also ersetzen durch das sog. 

Gruppenaxiom [20] .1) Zwei Schiebungen setzen sich zu einer Schiebung 
zusammen. 

Wir haben zunachst die 
4. Def. Zwei Geraden einer Ebene ohne gemeinsamen Punkt 

heiBen parallel. 

9. Satz. Geht durch eine Schiebung 6 die Gerade k in die 
Gerade k' tiber, so steht jede Senkrechte 
auf k auch senkrecht auf k'. Oder: Ein .Pa 
Lot auf der einen von zwei Parallelen ----"!r-~-7i~ 
steht auch senkrecht auf der andern. 

Bew. (Fig. 20.) Es sei PeinPunkt vonh und P {@)} Pl' 1st P P a ---='"f'-'------.".. 
das Lot in P auf h, so sei @)' die Schiebung, die h' in sich selbst 1t, 

und P a in PI iiberfiihrt, und @)" die Schiebung, die P P a 
in sich selbst und P a in P iiberfiihrt. Nach [20] ist @)'@)-l Fig. 20. 
eine Schiebung. Sie fiihrt h' in h und PaP in sich selbst 
iiber. Nach [17] ist sie @)", da @)' @)-l @)"-l = 3 ist, und nach Kap. I. § 3, 
IS. Satz, ist dann P P z 1. h'. 

Daraus folgt sofort der 
10. Satz. Geht durch eine Schiebung die Gerade k in die 

Gerade k' tiber, so faUt entweder k' auf k oder k und 
k' haben keinen Punkt gemeinsam. 

Als letzten Satz erwahnen wir noch ohne Beweis den 
II. Satz. Die Schiebungen bilden eine sog. A belscheGruppe, 

d. h. zwei Schiebungen sind miteinander vertauschbar. 

§ 3. Lehrgang. 

Kommt man nicht von der Lehre von den Umwendungen, sondem von 
der Kongruenzlehre her, so kann man die Lehre von den Bewegungen 
mit noch geringerer Miihe aufbauen. Wir haben schon im § 5 des 1. Ka
pitels die Umwendungsaxiome bis auf das Axiom [17] auf Grund der Kon
gruenzaxiome bewiesen. [17] ist eine unmittelbare Folge der Eindeutig
keit der Bewegungen, wie sie sich auf Grund der Kongruenzaxiome im 
folgenden Lehrgang ohne wei teres ergibt. Dieser Lehrgang bildet - ganz 

I) Vgl. H.Willers a. a. O. 
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oder mit Auswahl - einen trefflichen Vbungsstoff ffir Klasse IV und 
tragt jedenfalls mehr zur mathematischen Ausbildung bei als eine Ver
mehrung der kfinstlichen Dreiecks- und Vierecksaufgaben. 

(I) Die Umwendung. Wiederholung. 
(2) Zusammensetzung zweier Umwendungen urn zwei paralleleAchsen: 

Schiebung. 
(3) Die Schiebung selbstandig. 

Satz. Bei einer Schiebung beschreiben alle Punkte parallele und 
gleiche Strecken. 

(4) Zerlegung einer Schiebung in zwei Umwendungen. 
(5) Zusammensetzung zweier Schiebungen. 

Satz. Die Schiebungen bilden eine vertauschbare Gruppe. 
(6) Zusammensetzung zweier Umwendungen urn zwei zueinander senk-

rechte Achsen: Umdrehung. 
(7) Die Umdrehung selbstandig. 
(8) Zerlegung einer Umdrehung in zwei Umwendungen. 
(9) Zusammensetzung zweier Umdrehungen urn zwei verschiedene 

Punkte: Schiebung. 
(10) Zusammensetzung einer Schiebung und einer Umdrehung: Um

drehung. 
(II) Zusammensetzung zweier Umwendungen urn Achsen, die einen be

liebigen Winkel miteinander bilden: Drehung. 
(12) Die Drehung selbstandig. 

1. Satz von der Drehung. Bei einer Drehung wird jeder Punkt urn 
den gleichen Winkel gedreht. Die Achse eines Punkts und seines 
Bildpunkts geht durch den Drehpunkt. 

(13) 2. Satz von der Drehung. Bei einer Drehung bleibt der Abstand 
einer Geraden vom Drehpunkt unverandert. 

(14) 3. Satz von der Drehung. Bei einer Drehung wird jede Gerade urn 
den gleichen Winkel gedreht. Gibt man der Geraden einen be
stimmten Durchlaufsinn, so besitzt auch die Bildgerade einen 
solchen. Die Achse des Nebenwinkels einer Geraden mit Durch
laufsinn (eines SPeeres) und ihrer Bildgeraden geht durch den 
Drehpunkt. 

(IS) Zerlegung einer Drehung in zwei Umwendungen. 
(16) Geg. A und A'. Ges. der Drehpunkt. Neue Bedeutung der Achse 

zweier Punkte. 
(17) Geg. g und g', beide mit einem bestimmten Durchlaufsinn. Ges. 

der Drehpunkt. Neue Bedeutung der Achse zweier Geraden. Be-
sondere FaIle: g U g' und g tt g'. . 

(18) Geg. A auf g, A I auf g', g und g' mit bestimmtem Durchlaufsinn. 
Ges. der Drehpunkt. Besondere FaIle: g U g', g tt g'. 

(19) Geg. zwei gleiche Strecken a und a' ohne Durchlaufsinn. Ges. 
der Drehpunkt. (Zwei Losungenl) Besonderer Fall: a II a'. 
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(20) Geg. zwei gleiche Winkel mit gleichem Drehsinn 1) (zwei gleich

wendige Winkel). Ges. der Drehpunkt. (Eine Losung.) 
(21) Geg. zwei beliebige kongruente Figuren der Ebene mit gleichem 

Umlaufsinn (zwei gleichwendige Figuren). Durch welche Bewe
gung kann man sie ineinander uberfiihren ? 

(22) Zusammensetzung einer Drehung und einer Schiebung. (Nicht 
vertauschbar !) 

(23) Zusammensetzung zweier Drehungen. (Nicht vertauschbar!) 
Besondere FaIle: Drehung und Umdrehung; gleiche und entgegen
gesetzte Drehungen urn zwei verschiedene Punkte. 

(24) Geg. zwei beliebige kongruente Figuren mit entgegengesetztem 
Umlaufsinn (zwei gegenwendige Figuren). Durch welche Bewe
gung2) kann man sie ineinander iiberfiihren? Eine solche Bewe
gung heiBe Umlegung. 

(25) Geg. zwei gleiche gegenwendige Winkel. Die Umlegung des einen 
in den andern. Ihre Zerlegung in eine 
Drehung und eine Umwendung. 

(26) Zerlegung einer Umlegung in eine Um
wendung und eine Schiebung parallel 
zur Umwendungsachse. (Vertauschbar!) 
Beniitzung der Mittelgeraden. (Fig. 21.) 

(27) Zusammensetzung einer Umwendung 
und einer beliebigen Schiebung. 

(28) Zusammensetzung einer Umwendung 
und einer Umdrehung. 

A 

Fig. 21. . 
(29) Zusammensetzung einer Umwendung JJ' 

und einer Drehung. Bei (27), (28) und (29) ist Zuriickfiihrung auf 
(26) verlangt. 

(30) Haupt- und SchluBsatz. Jede ebene Bewegung laBt sich aus hoch
stens drei Umwendungen zusammensetzen. 

* Siebenter Abschnitt. 

Geometrische Konstruktionen von Kurven. 
Der Schiiler hat es im ganzen bisherigen Lehrgang immer nur mit Ge

raden und Kreisen zu tun gehabt. Ihre Wichtigkeit in allen Ehren, aber 
die Beschrankung auf sie ist ganz einseitig. Der SchUler soIlte schon im 
Geometrieunterricht der Klasse IV wenigstens eine Ahnung davon be
kommen, wie groB die Zahl der geometrischen Gebilde ist, die den Raum 

r) Man beachte, daB sich ein Drehsinn fiir die ganze Ebene eindeutig festsetzen 
HiBt. 

2) Wir bezeichnen also mit dem Wort "Bewegung" die allgemeinste Transfor
mation, die Figuren in kongruente iiberfiihrt. 
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oder hier die Ebene bevo1kern. Er soll durch geometrische Konstruktion 
eine Auswah1 aus den wichtigsten und interessantesten Kurven h6heren 
Grades kennen1ernen und sich an ihnen erfreuen. Dazu gehoren die fo1-
genden: 

(I) Die Kege1schnitte auf Grund der Brennpunktsdefinitionen. 
(2) Die Kissoide des Diok1es. 
(3) Die Konchoide des Nikomedes. 
(4) Die Pasca1sche Schnecke und Kardioide. 
(5) Die Strophoide. 
(6) Die Astroide. 

Drittes Kapitel. 

Der Lehrstoff der Obertertia (Klasse V). 
Erster Abschnitt. 

Erster Teil der Kreislehre: Sehne. 
Wahrend die drei Themen der K1asse IV 5 ymmetrie , Kongruenz und 

Parallelismus waren, beschaftigen wir uns in K1asse V mit den drei 
Themen Kreis, Flacheninhalt und Verhiiltnisgleichheit. Wir beginnen mit 
der Kreis1ehre. Um sie 10gisch sicherzustellen, sind noch zwei Voraus·· 
setzungen ausdriicklich in Worte zu fassen, die im fo1genden Lehrgang 
stillschweigend a1s aus der Anschauung entnommene Axiome gelten 
sollen. 

I. Voraussetzung. Liegt von einer Geraden ein Punkt innerha1b und 
einer auBerha1b eines Kreises, so trifft sie den Kreis in mindestens 
einem Punkt.. 

2. Vora ussetzung. Liegt von einem Kreis ein Punkt innerhalb und 
einer auBerhalb eines anderen Kreises, so trifft er diesen in mindestens 
einem Punkt. 

Von dies en beiden Voraussetzungen 1aBt sich die erste auf Grund der 
beiden Hilbertschen oder des Dedekindschen Stetigkeitsaxioms1) be
weisen, die zweite auf die erste zuriickfiihren.2) 1st die Gerade Kreis
durchmesser, so steht die Existenz ihrer Schnittpunkte mit dem Kreis 
schon gemaB [13'] fest. 

I) Vgl. dazu unten S. 57 und 70. 
2) Wegen des Beweises sei auf We ber- Wellstein, Enzyklopadie der Elementar

mathematik, Bd. I, Leipzig 1907, S. 235-238, Killing-Hovestadt, Hand
buch des mathematischen Unterrichts, Bd. I, Leipzig 1910, S.270-275 und 
Thieme, Die Elemente der Geometrie, Leipzig 1909, S.41-43, 49-50 und 61 
verwiesen. 
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Lehrgang. 

°(1) 4. geometrischer Ort. Der Kreis. 
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0(2) Satz. Zu einem Bogen gehort eine Sehne, zu einem Mittelpunkts
winkel gehort e i n e Sehne, zu einer Sehne gehoren z wei Bogen 
und z wei Mittelpunktswinkel. 

°(3) Satz vom Sehnenlot. Die von einem Kreis und einer Sehne ge
bildete Figur besitzt eine Achse. Diese geht durch den Kreis-, den 
Sehnen- und die Bogenmittelpunkte, steht senkrecht auf der Sehne 
und halbiert die zur Sehne gehOrigen Mittelpunktswinkel. 

(4) Andere Bedeutung des 1. geometrischen Ortes: Ort der Mittelpunkte 
aller Kreise, die durch zwei gegebene Punkte gehen. 

(5) 0 aus P, Q, e. 
(6) 0 aus P, Q, R. Vgl. II. Kapitel, I. Abschnitt (13). 
(7) Satz. Die drei Seitenmittellote eines Dreiecks gehen durch einen 

Punkt, den Umkreismittelpunkt. Vgl. II. Kapitel, 2. Abschnitt (22). 
(8) Satz. Die drei Hohen eines Dreiecks gehen durch e i n e n Punkt. 

Vgl. II. Kapitel, 4. Abschnitt (42). 
(9) Satz. Zu gleichen Sehnen gehOren gleiche Mittelpunktsabstande und 

umgekehrt. 
(10) Der Kreis als Umhiillungskurve gleicher Sehnen. 
(II) Geg. 0 (M, r) und P. Durch Peine Sekante zu ziehen, die aus dem 

Kreis eine Sehne von der Lange s ausschneidet. (Losung durch 
Drehung des Punktes P.) 

Zweiter Abschnitt. 

Zweiter Teil der Kreislehre: U mfangswinkel. 

Die Lehre vom Um/angswinkel ist von verschiedenen Ausgangspunkten 
aus behandelt worden. Stellt man an die Beweise die Forderung der 
Leichtverstandlichkeit und der Einfachheit, wobei die zweite das Ver
meiden von Fallunterscheidungen bedeuten solI, so ergibt sich folgende 
Anordnung nach wachsenden Vorziigen. 

1. EUKLID beweist zuerst den Satz, daB der Umfangswinkel die HaUte 
des Mittelpunktswinkels ist und unterscheidet dabei die bekannten drei 
Falle, von denen der dritte, wo der Umfangswinkel als Differenz er
scheint, dem Verstandnis des Schiilers Schwierigkeiten bereitet, die durch 
Beniitzung der formalen (!) Algebra nur noch groBer werden. 

2. Do BRINER 1) und THAER-LONY 2) beweisenzuerst den Satz vom Sehnen
viereck, wobei sie ebenfalls drei Falle unterscheiden miissen, von denen 

I) Leitfaden der Geometrie, Leipzig 1898. 
2) Lehrbuch der Mathematik, Ausgabe B, I, Breslau 1915. 
F iadt, ElementarmathematikI: Geometrie 2 4 



50 Lehrstoff der Obertertia (Klasse V) 

der dritte - der Kreis
mittelpunkt liegt auBer
halb des Vierecks -
leichter verstandlich ist 
als der E uklidische dri tte 
Fall. (In Figur 22 sind 
nur zwei Falle gezeich
net.) 

(a + {J) + (I' + 0) 
= (a + 0) + (I' +,8) 

3. BEINHORN 1) beweist 
(a + ,8) + (I' - 0) auf Grund des Satzes: 

= (a - 0) + (I' + ,8) Bogen zwischen paral-
Fig. 22a. 

I 
I 
I 

c' M'~ 
Fig. 23. 

Fig. 24. 

Fig. 22 b. lelen Sehnen sind gleich, 
und seiner Umkehrung 

den Satz vonder Gleichheit der Um
fangswinkel tiber einem gegebenen Bogen. 

(Es ist (Fig. 23) AA' = A'7JJ = BE' = cr' 
= ! AD, also a' = a; ferner A' B' II DB, 
A'C'IIDC, also a' = ~.) Er hat keine 
Fallunterscheidungen notig, moB aber 
die zwei Hilfssatze vorausnehmen. 

4. WORPITZKy 2), HUBERT MULLER 3) 
und MILINOWSKI 4) beweisen zuerst den 
Satz, daB der Halbtangentensehnen
winkel gleich der Halfte des Mittel
punktswinkels sei (2 Falle und ein Grenz-

Fig. 25. 

fall) und dann die Gleich
heit von Umfangswin
kel und halbem Mittel
punktswinkel. (<}: BAC 
= <}: BAT - <}: CAT 
=! <}: BMA [Bogen 
...--.. 
BCA] - ! <}: CMA = 
! <}: BMC). Der Beweis 
erfordert drei Figuren, 
aber nur einen Text. (In 
Fig. 24 ist nur ein Fall 
gezeichnet.) 

I) Lehrbuch der Mathematik, Ausgabe A, 1. Teil, Unterstufe I, Berlin 1915. 

2) Elemente der Mathematik, 3. Heft, Planimetrie, Berlin 1874. 

3) Die Elemente der Planimetrie, Metz 1888. 

4) Die Geometrie fiir Gymnasien und Realschulen, I. Teil, Planimetrie, Leipzig 
1881. 
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5. HENRICI-TREUTLEIN 1) beginnen wie die vorigen, beweisen aber den 
zweiten Satz, indem sie die ganze Tangente ziehen. Auch sie brauchen 
drei Figuren, aber nur einen Text. (In Fig. 25 ist nur ein Fall gezeichnet.) 

6. KONIG und FREISE 2) machen den ersten Satz von Nr.4 dadurch 
iiberfliissig, daB sie auch noch in B und C die Tangenten ziehen. Sie 
brauchen nur noch eineFigur und der Beweis kann ganz in Worten, d.h. 
('hne algebraische Zeichen dargestellt werden. Ihnen schlieBt sich unser 
Lehrgang an. 

Lehrgang. 

°(1) Satz von der Tangente. (II. Kapitel, I. Abschnitt (7).) 
°(2) Begriff des Halbtangentensehnenwinkels. Satz. Jede Sehne be

stimmt vier paarweise gleiche Halbtangentensehnenwinkel (Fig.26). 

lla 

Fig. 26. Fig. 27. 

(3) Satz. Ein Sehnendreieck bestimmt sechs paarweise gleiche Halb
tangentensehnenwinkel. Jedes Paar ist gleich dem nicht anliegen
den Dreieckswinkel. 

Bew. (Fig.27) Die Summe aller 9 bezeichneten Winkel ist 6 R. Nimmt man die 
Dreieckswinkel fort, so bleibt 2a' + 2P' + 2')1' = 4 Roder a' + P' + ')I' =·2 R. 
Aber es ist auch a + P' + ')I' = 2 R. 
Daraus folgt a' = a. 

°(4) Begriff des Umfangswinkels. Satz. Zu einem Umfangswinkel ge
hart ein Bogen, iiber dem er steht, und eine Sehne. Zu einem 
Bogen gehOren beliebig viele Umfangswinkel, die iiber ihm stehen. 
Zu einer Sehne geha.ren zweimal beliebig viele Umfangswinkel. 

°(5) I. Satz vom Umfangswinkel. Andere Form von (3). Satz vom 
Halbtangentensehnenwinkel. Der Winkel zwischen einer Sehne 
und einer Halbtangente ist gleich dem Umfangswinkel iiber dem 
zwischen ihnen liegenden Bogen. 

I) Lehrbuch der Elementargeometrie, 1. TeiJ, Leipzig 1910. 
2) ZMNU 52, 1921, S. 73 u. 260. 
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°(6) 2. Satz vom Umfangswinkel. Gleichheit der Umfangswinkel tiber 
einem Bogen. 

(7) Sehnenvieleck mit allen moglichen Umfangswinkeln. 
°(8) 3. Satz vom Umfangswinkel. Umfangswinkel = ! Mittelpunkts

winkel. 
°(9) 4· Satz vom Umfangswinkel. Satz des Thales. 

°(10) 5. Satz vom Umfangswinkel. Satz vom Sehnenviereck. Zwei Fas
sungen. Zweite Fassung: 1m Sehnenviereck ist ein AuBenwinkel 
gleich dem Gegenwinkel seines Innenwinkels. 

( ) S t E · W· kId S h· 1 { innerhalb }. K· II a z. m me, essen c eite auBerhalb emes reises 

liegt, ist gleich der { DS~fmf me } der Umfangswinkel tiber den I erenz 

B d· { ~hm und seinem Scheitelwinkel } ausgeschnitten ogen, Ie von Ihm 

werden. (Verschiedene Figuren.) 
°(12) 6. Satz vom Umfangswinkel. Umkehrung des zweiten Satzes. In

direkter Beweis auf Grund von (II). 5. geometrischer Ort. FafJ
kreisbogen. 

°(13) Konstruktion des FaBkreisbogens. 
°(14) 7· Satz vom Umfangswinkel. Umkehrung des 5. Satzes. 

Bew.1) (Fig.28.) ImDABCDseia+y JJ 
= {J + o. Wir tragen an A B in A den 
.q:{J,anDCinDden.q:yan. Dannent
stehen die gleichschenkligen Dreiecke 
EAB und FCD, deren Achsen die 
.q: E und F halbieren. Nun folgt aus 
a - {J = 0 -I', daB auch D,. GAD 
gleichschenklig ist. Seine Achse hal
biert den .q: G. Die drei Achsen sind 
die Winkelhalbierenden des D,. EFG, 
schneiden sich somit in e i n em Punkt 

M, fur den MA = MB = MC a+y={J+O a-{J=o-y 
= M D ist. Fig. 28. 

(IS) Welche besonderen Vierecke sind Sehnenvierecke? 
0(16) 8. Satz vom Umfangswinkel. Zu gleichen Umfangswinkeln gehoren 

gleiche Sehnen. 
°(17) 9. Satz vom Umfangswinkel. Zusammenfassung. 

(a) Zu einem Kreis und einer Sehne gehOren der GroBe nach z wei 
Umfangswinkel, deren Summe 2 R ist. 
(b) Zu einem Kreis und einem Umfangswinkel gehort der GroBe 
nach e i n e Sehne. 

I) Thaer-Lony a. a. O. S.60. 
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(c) Zu einem Umfangswinkel und einer Sehne gehort der GroBe 
nach e i n Kreis. 

Wir unterlassen es hier, Aufgaben anzugeben. Unter den zahlreichen 
im Unterricht zu losenden darf aber jedenfalls die Snelliussche nicht 
fehlen (Viereck aus a, b, p, <1: (c, f), <1: (d, f)). 

Dritter Abschnitt. 

Dritter Teil der Kreislehre: Berilhrung. 
Lehrgang. 

Ein Kreis. 
°(1) 1 SatzvonderBeriihrung. Satz von der Tangente. (2. Abschnitt (I).) 

Die von einem Kreis und einer Tangente gebildete Figur hat eine 
Achse. Diese geht durch den Kreismittelpunkt und den Beriih
rungspunkt und steht senkrecht auf der Tangente. 

°(2) I. Grundaufgabe. Tangente in einem Kreispunkt. 
(3) Aufgaben. Tangenten parallel und senkrecht zu einer Geraden. 

°(4) Umkehrung der I. Grundaufgabe. 6. geometrischer Ort. Ort der 
Mittelpunkte alIer Kreise, die eine Gerade g oder einen 0 (M, r) 
im Punkt B beriihren. 

(5) 0 aus P auf g und Q. 
(6) 0 aus P auf 0 (M, r) und Q. 

*(7) 0 aus P, 0 (M, r) und 0 (M', r). 
*(8) 0 aus P, 0 (M, r) und 0 (M', r/). 
*(9) 0 aus P auf g und 0 (M, r). 

*(10) Einen Kreis zu beschreiben, der drei gleiche Kreise beriihrt, deren 
Mittelpunkte ein gleichseitiges Dreieck bilden. (Besonders schOner 
Fall des Kreisberiihrungsproblems, 3 Figuren.) 

°(11) 7. geometrischer Ort. Ort der Mittelpunkte alIer Kreise yom Ra
dius fl, die (a) durch einen Punkt gehen, (b) eine Gerade beriihren, 
(c) einen Kreis beriihren. 

(12) Problem. 0 aus fl, 0 (M, r) und 0 (M', r' ). 

Dieses Problem, das reichlichen Stoff fiir das Linearzeichnen liefert 
und sehr einfach zu sein scheint, gibt in Wahrheit zu einer langwierigen 
Determination AnlaB, vollends, wenn man die GrenzfaIle hinzunimmt, 
in denen einer oder beide Kreise zu Punkten oder Geraden werden. 

°(13) 2. Grundaufgabe. Tangenten von einem Punkt an einen Kreis. 

Flir diese Aufgabe gibt es vier Losungsarten. Der Zeichner wird die 
Tangenten stets durch Anlegen des Lineals an den Kreis, ihre Beriihrungs
punkte durch Lote yom Kreismittelpunkt auf die Tangente finden. 



54 Lehrstoff der Obertertia (Klasse V) 

EUKLID hat im 3. Buch seiner Elemente, Satz I7, eine Konstruktion an
gegeben, die nur auf der Dreieckskongruenz beruht, also auch in den bei
den nichteuklidischen Geometrien gilt (Fig. 29). Sie ist fast vollstandig 
verdrangt worden von der Konstruktion des CLAVIUS (IS37-I6I2) mit
tels des Thaleskreises (Fig. 30), die nur in der Euklidischen Geometrie 

c 

r-----~~----~p 

Fig. 29. 

gilt, da nur in ihr der Satz des Thales richtig ist. Eine weitere Kon
struktion, die wiederum in allen drei Geometrien gilt, hat A. TELLKAMPF 
in seiner Vorschule der Mathematik, Berlin I829, angegeben (Fig. 3I). 

0(I4) 2. Satz von der Beriih-
rung. Tangentenab
schnitte von einem 
Punkt. 

O(IS) Andere Form des 2. geo
metrischen Orts. Ort 
der Mittelpunkte aller 
Kreise, die zwei Gerade 
g und h beriihren. Be
sonderer Fall: gil h. 

(I6) 0 aus P auf g, h. 
*(I7) 0 aus P auf 0 (M, r), 

undg. 

l' 
~----+---~~-----+-----1--~ 

(I8) Dreiecksaufgaben, die 
(IS) beniitzen, z. B. l:, 
aus b, a, e; a, hb' ea; 
p, he, ea' 

(I9) Tangentenvierecksaufgaben, die (21) nicht beniitzen, z. B. Tan
gentenviereck aus a, b, a, p; a, e, e, a; e, a, p, y. 

°(20) 3. Satz von der Beriihrung. Tangentenviereck. 
*Drei Figuren und zwei Satze, je nachdem das Viereck ein gewohn
liches, eines mit einem erhabenen Winkel oder ein iiberschlagenes 
ist. 

°(21) 4. Satz von der Beriihrung. Umkehrung des 3. Satzes. 
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Bew. i ) (Fig.3z.) 1m D ABCD sei a + c = b + d. Wir tragen auf BC die Strecke 

13 E = a und auf DC die Strecke DF = d ab und erhalten die gleichschenkligen Drei
ecke BA E und DAF, deren Achsen die 

- -
SeitenAF undA E halbieren. Nun folgt aus 
c-d=b-a, daB auch 6. CEF gleich-

schenklig ist. Seine Achse halbiert EF. 
Die drei Achsen sind also die Mittellote 
des 6. AEF, schneiden sich somit in 
einem Punkte M, der von allen vier 
Seiten gleiche Abstande hat. 

(22) Welche besonderen Viereckesind 
Tangentenvierecke? 

(23) Tangentenvierecksaufgaben, die 
(21) beniitzen, z. B. Tangenten
viereck aus a, b, c, a; a, d, e, b. 

Zwei Kreise. 
(24) Lage zweier Kreise zueinander. 

Satz. Die von zwei Kreisen gebildete Figur besitzt (mindestens) 
eine Achse. 

*(25) 3. Grundaufgabe. Gemeinsame auBere Tangenten zweier Kreise. 
*(26) 4. Grundaufgabe. Gemeinsame innere Tangenten zweier Kreise. 

Bei (25) und (26) konnen die Konstruktionen mit Zirkel und Lineal 
auch iibergangen werden, da man in der Praxis die Tangenten stets durch 
Anlegen des Lineals zeichnen wird. 

(27) 5. Satz von der Beriihrung. Tangentenabschnitte der auBeren Tan
genten oder der inneren Tangenten zwischen den Beriihrungs
punkten oder zwischen den Schnittpunkten. 

(28) 6. Satz von der Beriihrung. Die Abschnitte der auBeren Tangenten 
zwischen den Beriihrungspunkten sind gleich den Abschnitten der 
inneren Tangenten zwischen den Schnittpunkten. 

*(29) 7. Satz von der Beriihrung. AuBere Abschnitte einer inneren Tan
gente. 

*(30) 8. Satz von der Beriihrung. Die Abschnitte der inneren Tangenten 
zwischen den Beriihrungspunkten sind gleich den Abschnitten der 
auBeren Tangenten zwischen den Schnittpunkten. 

(31) In- und Ankreise eines Dreiecks. Besonderer Fall: Einend (Dreieck 
mit einer unendlich femen Ecke). 

(32) Der 6. Satz von der Beriihrung als Dreieckssatz. Eine Dreiecks
seite ist gleich den Tangentenabschnitten auf den beiden andem 
Seiten zwischen den Beriihrungspunkten des Inkreises und des 
zur ersten Seite geh6rigen Ankreises. 

I) Thaer-Lony a. a. O. S.69. 
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(33) Dreiecksaufgaben, welche die Satze (27) bis (30) bentitzen, z. B. 
b. aus a, e, ea; a, a, e; * a, eo, eo' 

(34) 9· Satz von der Kreisbertihrung. Die Tangentenabschnitte von 
den Dreiecksecken an die gegentiberliegenden Ankreise sind aIle 
gleich S = a + : + C • A 

(35) 10. Satz von der Kreisbertihrung. Tan
gentenabschnitte an den Inkreis. 

I. Bew. Aus (32) und (34). 

2. Bew. (Fig. 33.) Dreieck als Grenzfall des Tangenten-
u 

vierecks 1): AF + BC = BF + AC = - = 5, 
- 2 JJ C 
AF=s-a. 

Tangentenviereck F Be A 
3. Bew. Algebraisch aus dem System ,,+ z = a, F' 

z + ~ = h, ~ + ,,= c. 19·33· 

(36) Dreiecksaufgaben, welche die Satze (34) und (35) bentitzen, z. B. 
b.auss,a,e; s,wa,a; ha,s,a. 

Vierter Abschnitt. 

Erster Teil der FUi.chenlehre: Allgemeine FUi.chensatze. 

§ 1. Der Begriff FUicheninhalt. 

1. EUKLID hat den Begriff Flacheninhalt als einen GroBenbegriff auf
gefaBt, der, an sich klar, nur den ftinf Euklidischen Axiomen 2) gentigen 
muS. Unter diesen Axiomen sagt das letztere: "Und das Ganze ist 
groBer als sein Teil" gegentiber den Axiomen eines heutigen Axiomen
systems etwas N eues aus und es wird dadurch der Anschein erweckt, als 
sei zur Begrtindung der Lehre vom Flacheninhalt ein weiteres Axiom 
notig. DaB das nicht der Fall ist, gehOrt zu den wichtigsten Ergebnissen 
der modernen Axiomatik. 

2. Die erste Frage ist: Wann sagen wir von zwei Flachen, sie seien 
flachengteich? Zwei FaIle erscheinen unmittelbar klar: (a) Kongruente 
Flachen sind flachengleich. (b) Flachen, die in paarweise kongruente zer
legbar sind, sind flachengleich. Somit ware alles auf die Aufgabe zUrUck
geftihrt, zwei Flachen, deren Gleichheit man nachweisen will, in paar
weise kongruente Stucke zu zerlegen. Da erhebt sich aber die zweite 
;Frage: 1st das moglich? Die Antwort lautet: Wenn man die Axiome 
der Lage und die bis jetzt verwendeten Axiome des MaBes voraussetzt, 
ist es nicht moglich. Es muB vielmehr noch ein weiteres MaBaxiom dazu
kommen, das erste der Hilbertschen Stetigkeitsaxiome, das falschlicher-

I) Worpitzky a. a. O. S. 222. 

2) S. Anhang. 
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weise den Namen des ARCHIMEDES (z87-ZIZ) tragt und statt seiner den 
Namen des EUDOXUS VON KNIDOS (4IO? -356?) tragen solIte. Es lautet 
in der Fassung von HILBERT:I) 

[20'] Es sei A I ein Punkt auf einer Geraden zwischen den Punkten 
A und B. Liegt Al zwischen A und A 2, A2 zwischen Al und As, 
As zwischen A2 und A4 u. s. w., so daB AAI = A I A-2 = A~s = ... 
ist, dann gibt es einen Punkt A n' daB B zwischen A und An liegt. 

Man kann aber sogar ohne [zo'] auskommen, wenn man den Begriff der 
Flachengleichheit etwas erweitert. Nennt man mit Hilbert zwei Fla
chen, die in paarweise kongruente Stucke zerlegt werden konnen, zer
legungsgleich, so wird man zwei Flachen auch dann noch flachengleich 
nennen, wenn sie zwar nicht selbst zerlegungsgleich sind, sich aber wenig
stens als Ditferenzen zerlegungsgleicher Flachen darstellen lassen. Das 
tut schon Euklid, wenn erbeim Beweise seines ersten Flachensatzes 
(Buch I der Elemente, Satz 35) die Flachengleichheit zweier Parallelo
gramme dadurch nachweist, daB er von beiden dasselbe Flachenstuck 
wegnimmt. Hilbert beschrankt 2). den Ausdruck flachengleich auf zwei 
zerlegungsgleiche Flachen und nennt solche Flachen, die sich als Diffe
renz zerlegungsgleicher Flachen darstellen lassen, inhaltsgleich. Wir wollen 
die Begriffe zerlegungsgleich und inhaltsgleich in der Bezeichnung flachen
gleich zusammenfassen. 

3. Nun erhebt sich aber eine dritte Frage. Da es, wie Beispiele zeigen, 
moglich ist, zerlegungsgleiche Vielecke nicht bloB auf eine Art in kon
gruente Teilc zu zerschneiden, ist dann der "Flacheninhalt" der auf ver
schiedene Weise zetlegten Figuren stets derselbe? Derjenige, der den 
Begriff "Flacheninhalt" als etwas in aller seiner Veranderungsfahigkeit 
doch Handgreifliches betrachtet, wird das als selbstverstandlich bezeich
nen. Aber fur uns ist der Begriff Flacheninhalt so lange noch etwas "Un
begriffenes", als er nicht durch eine scharfe Definition an die vorhandenen 
geometrischen Begriffe angeschlossen ist. Das gelingt nun folgender
maBen: Man ordnet einem Dreieck das halbe Produkt aus einer Seite und 
der zugehorigen Hohe fils InhaltsmaB zu und beweist der Reihe nach: 
(a) Zerlegt man ein Dreieck in eine endliche Anzahl von Teildreiecken, so 
ist die Summe von deren InhaltsmaBen gleich dem InhaltsmaB des Drei
ecks. (b) Die Summe der InhaltsmaBe endlich vieler Dreiecke, in die man 
ein Vieleck zerlegen kann, ist von der Art der Zerlegung unabhangig. 
Man definiert dann das InhaltsmaB eines Vielecks als Summe der Inhalts
maBe der Dreiecke, in die das Vieleck bei einer beliebigen Zerlegung zer
falIt, und beweist weiter: (c) Inhaltsgleiche Vielecke haben gleiches In
haltsmaB, und die Umkehrung: (d) Zwei Vielecke von gleichem Inhalts
maB sind inhaltsgleich. Damit ist gezeigt, daB der mathematische Be-

I) Grundlagen der Geometrie, 3. Auf!. 1909, S. 22. 
2) a. a. O. S.57. 
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griff I nhaltsmap den naiven Begriff Fliicheninhalt in allen mathematischen 
Fragen ersetzen kann und muB, und damit ist die Flachenlehre ohne ein 
neues Axiom, ja selbst ohne ein Stetigkeitsaxiom begriindet, - falls noch 
eine vierte Frage beantwortet ist: 

4. Das 1nhaltsmaB eines Dreiecks war als halbes Produkt seiner Grund
linie und Hohe erklart. Was versteht man unter dem "Produkt zweier 
Strecken"? Die naive Antwort lautet: das Produkt ihrer MaBzahlen. 
Dann setzt der Begriff des Streckenprodukts aber die Theorie des Messens 
von Strecken voraus. Diese wird uns erst im 6. Abschnitt beschaftigen. 
Dort werden wir sehen, daB zwar die schulgemaBe Art des Messens das 
Eudoxische Postulat voraussetzt, daB sich aber auch ohne dieses Postu
lat eine Theorie des Messens aufbauen laBt. Erst dann ist erwiesen, daB 
die Flachenlehre unabhiingig von jedem Stetigkeitsaxiom ist. Darum 
werden wir auch das Flachenproblem im 6. Abschnitt nochmals auf
nehmen. 

1m Lehrgang des 4. und 5. Abschnitts verstehen wir unter dem Pro
dukt zweier Strecken das Produkt ihrer MaBzahlen. Dabei sind, wie im 
ganzen seitherigen Lehrgang, die vorkommenden Strecken gewohnlich 
durch ihre rational angenommenen MaBzahlen gegeben. 1st aber eine ge
zeichnet vorliegende Strecke zu messen, so soll das ebenfalls wie seither 
in naiver Weise, d. h. mit einer gewissen Genauigkeit geschehen, so daB 
sich die MaBzahl als eine rationale Naherungszahl ergibt. 

Theoretisch betrachtet brauchte ja im seitherigen Lehrgang nirgends 
von einer MaBzahl die Rede zu sein, wahrend im folgenden Lehrgang 
auch theoretisch MaBzahlen unvermeidlich sind. Theoretisch sollte also 
die Lehre yom Flacheninhalt erst hinter der Lehre von der Verhiiltnis
gleichheit der Strecken kommen. Aber praktisch ist sie leichter als diese 
und wird mit Recht vor ihr durchgenommen. 

§ 2. Lehrgang. 

°(1) Erklarung. Eine Flache messen heiBt angeben, wie oft eineFHichen
einheit in ihr enthalten i'St. 

°(2) Flacheninhalt des Quadrats. 

°(3) Flacheninhalt des Rechtecks. 

Bei (2) und (3) ist sorgfaltig auf den Fall einzugehen, wo die MaBzahlen 
der Seiten Brfiche, insbesondere endliche Dezimalbrfiche sind. 

°(4) Flacheninhalt des rechtwinkligen Dreiecks. 

Wahrend man die Flache des Quadrats und Rechtecks auf Grund der 
Erklarung (1) bestimmen konnte, ist das bei der Flache des rechtwink
ligen Dreiecks nicht mehr moglich. Die Losung des Ratsels - ein Ei des 
Kolumbus - besteht darin, daB das Rechteck durch eine Eckenlinie hal
biert wird. 
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(5) FHicheninhalt eines beliebigen Dreiecks } 

durch Zerlegung in 
(6) Fliicheninhalt eines beliebigen Vielecks 

rechtwinklige Dreiecke. 
°(7) I. Satz von der FHichengleichheit. Trapeze von gleichen Mittel

parallelen und Hohen sind flii
chengleich. 

Bew. Man legt die Mittelparallelen aufein
ander, dann fallen die Trapeze in den 
gleichen Streifen. 

Es ist fUr den Schiiler lehrreich, ein- F' 
mal an einem hinreichend einfachen Ig·34· 
Beispiel, wie den Satzen von der Flachengleichheit, den allgemeinsten Satz 
zuerst bewiesen und aus ihm die andem Satze als besondere FaIle ab
geleitet zu bekommen (Fig. 34 gibt nur den einfachsten Fall an). 

°(8) 2. Satz von der Flachengleichheit. Parallelogramme von gleichen 
Grundlinien und Hohen sind flachengleich. 

°(9) 3. Satz von der Flachengleichheit. Dreiecke von gleicher Grund
linie und Hohe sind flachengleich (Beispiele: 35 a u. b). 

Fig·3sa. Fig.3S h . 

(ro) Ein Trapez in ein Rechteck zu verwandeln. 
O(II) Flacheninhalt des Trapezes. 
(r2) Ein Parallelogramm in ein Rechteck zu verwandeln. 

0(r3) Flacheninhalt des Parallelogramms. 
(r4) Ein Dreieck in ein Rechteck zu verwandeln. 

0(r5) Flacheninhalt des Dreiecks. Allgemeine Formel. 
0(r6) 4. Satz von der Flachen

gleichheit. f::, = t Pgr. 
*(r7) Dreiecksinhalt F = (! • s 

= (!a(s-a). 
Zwei Beweise; der zweite 
nach Fig. 36 gehort der 
Ahnlichkeitslehre an. 

..., - - - - - - - :-- ~ ~ ~ q: ~ ~ ~ ~ ~- - - - - - - - - '>-
2s 

Fig. 36. 

0(r8) Der Gnomonsatz. (Satz von den Erganzungsparallelogrammen.)l) 
Dieser beriihmte und fUr den weiteren Aufbau der Geometrie (s. u. 

s. 93) so wichtige Satz darf nicht fehlen. 

I) S.Q. Nr.27. 
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°(19) Umkehrung des 3. Satzes von der Flachengleichheit. 8. geometri
scher Ort: Ort der Spitzen flachengleicher Dreiecke iiber derselben 
Grundlinie. 

Es ist zweckmii13ig, (9) und (19) auch in der Form auszusprechen: Von 
den drei GraBen, Flacheninhalt, Grundlinie und Hahe eines Dreiecks ist 
je eine durch die beiden andern bestimmt. 

*(20) Zerlegung von Parallelogrammen, Dreiecken und beliebigen Vier
ecken in paarweise kongruente Teile. 

Der Leser findet reichlich Stoff bei GERWIEN, Zerschneidung jeder beliebigen 
Anzahl von gleichen geradlinigen Figuren in dieselben Stiicke, J oumal fiir die reine 
und angewandte Math. Bd. X, 1833, S. 228. GOPEL, "Ober Teilung und Verwand
lung einiger ebener Figuren, Archiv der Mathematik und Physik (I), 4, 1844, S. 237. 
SCHONEMANN, Die mechanische Verwandlung der Polygone, Progr. Soest 1884. 
GUSSEROW, Leitfaden fiir den Unterricht in der Stereometrie, Berlin 1885. SCHONE
MANN, "Ober die gegenseitige mechanische Verwandlung gleicher Dreiecke und Par
allelogramme mittels unmittelbarer Konstruktionen, Progr. Soest 1888. DOBRINER, 
Leitfaden der Geometrie, Leipzig 1898. 

Verwandlungsaufgaben. 

0(21) Dreieck in Dreieck mit b. Zwei verschiedene Konstruktionen. 

0(22) Dreieck in Dreieck mit a, b. 

(23) Viereck in Dreieck. 

°(24) Viereck in Rechteck. 

(25) Vieleck in Rechteck. 

(26) Dreieck in Dreieck mit ha• Zwei verschiedene Konstruktionen. 

°(27) Parallelogramm in Parallelogramm mit a. Zwei verschiedene Kon
struktionen, vgl. (21). 

0(28) Parallelogramm in Parallelogramm mit a, b. 

Zahlreiche weitere Aufgaben. 

Teilungsaufgaben. 

(29) Ein Dreieck von der Ecke A aus (a) zu halbieren, (b) zu dritteln. 

(30) Ein Dreieck von P auf AB aus (a) zu halbieren, (b) zu dritteln. 

(31) Ein Viereck von A aus (a) zu halbieren, (b) zu dritteln. 

(32) Ein Viereck von P auf AB aus (a) zu halbieren, (b) zu dritteln. 

(33) Ein Dreieck von P im Innern aus zu halbieren, so daB P A 
(PQ, Q auf AB) Stiick der Teilungslinie ist. 

Weitere Aufgaben. 
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Fiinfter Abschnitt. 

Zweiter Teil der Flachenlehre: 
Flachensatze beim rechtwinkligen Dreieck und beim Kreis. 

Lehrgang. 

Die Satzgruppe des Pythagoras.1) 

0(1) Wortlaut des Pythagoras. 
0(2) Besonderer Fall des gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks mit 

Beweis. 
0(3) Besonderer Fall des Dreiecks mit den Seiten 3, 4, 5 mit Beweis. 
(4) Pythagoreische Zahlen.2) 

Hypotenuse 5 13 17 25 29 37 41 53 
kl. Kathete 3 5 8 7 20 12 9 28 
gr. Kathete 4 12 15 24 21 35 40 45 
Hypotenuse 61 65 65 73 85 85 89 97 
kl. Kathete II 16 33 48 13 36 39 65 
gr. Kathete 60 63 56 55 84 77 80 72 

(5) Beweise des Pythagoras.3) 

Der pythagoreische Lehrsatz, kurz der Pythagoras, ist als wichtigster 
Satz der Elementargeometrie im Laufe der Zeiten auf sehr viel ver
schiedene Arten bewiesen worden, die neueste Zusammenstellung solcher 
Beweise fiihrt deren 96 auf.') Sieht man sie aber kritisch durch, so findet 
man, daB nur wenige von ihnen wesen tlich verschieden sind. Die 
wesentlich verschiedenen aber lassen sich in folgende vier Gruppen 
einteilen, wobei wir wegen der Beweise selbst gemaB dem "Siehe!" der 
Inder auf die Figuren verweisen.5) 

I. Gruppe. Beweise mittels Flachenvergleichung (Verwandlungsbe
weise8»). 

I) Vgl. auch Q. Nr. 28. 
2) Nli.heres bei H. Rath. Die rationalen Dreiecke, Archiv d. Math. u. Phys. (I). 

56, 1874, S. 188-224 und F. GauB, Ober die pythagoreischen Zahlen, Progr. 
Bunzlau 1894. 

3) Vgl. zum Pythagoras auch das hiibsche Bli.ndchen von W. Lietzmann, Der 
pythagoreische Lehrsatz, Math.-phys. Bibl. Nr.3, 3. Aufl. 1926 und Bottcher, 
ZMNU 52, 1921, S. 153. 

4) Versluys. Zes en negentig bewijzen voor het theorema van Pythagoras, 
Amsterdam 1914. 

5) Vgl. iibrigens auch die Bemerkungen zum Pythagoras in drei Abh. von 
Ernst Miiller im 10. u. 12. Band der Ann. der Naturphilosophie. 

6) Nach Bottcher a. a. O. 
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0I. Beweis. Erster indischer Beweis. Der "Stuhl der Braut". Fig. 37. 
Kiirzester Verwandlungsbeweis, der zu der Dberdeckung Fig. 38 der 
Ebene AniaB gibt. Durch zwei Viertelsdrehungen um B und C' folgt 
DC"BCC' = SechseckA"'A "BAA 'C' = DA"'DA'C' + DDA"BA. 

02. Beweis. Zweiter indischer Beweis. Fig. 39. 

*3. Beweis. TEMPELHOFF 1769. Fig. 40. Folgt aus dem 2. Beweis. 

4. Beweis. Auf Grund des Kathetensatzes (6). Fig. 41. 

2. Gru ppe. Beweise mittels Fliichenzerlegung (Zerschneid- oder Mosaik
beweise l ) ). 

OS. Beweis. ANNAIRIZI goo n. Chr. Zerschneidung der Figur des I. Be
weises. Fig. 42. Zerlegt man in Fig. 42 die Vierecke 2 und S 
noch in Dreiecke, so zerfiillt das Hypotenusenquadrat in Drei
ecke. DaB dies die kleinste Zahl von Dreiecken ist, die bei einem 
Zerlegungsbeweis des Pythagoras vorkommen kann, hat H. BRANDES 
bewiesen.2) Er hat dazu den Begriff der axiomatischen Einfachheit 
eingefiihrt. Wird bei einem Beweise oder bei einer Aufgabe aI-mal 
das Axiom AI' a2-mal das Axiom A 2 , ••• an-mal das Axiom An 

n n 
verwendet, so ist Saj' Ai das Symbol, Sa; der Einfachheitsgrad 

;=1 ;=1 

des Beweises oder der Aufgabe. 

*6. Beweis. EpSTEIN Ig06.3) Fig.43. Zerschneidung der Figur des 3. Be
weises in Dreiecke. 

*7.Beweis. GUTHEIL Ig14.') Fig. 44. Verallgemeinerung von (2). 

*8. Beweis. PERIGAL 1830. Fig. 4S. 

3. Gruppe. Beweise mittels Berechnung. 

*g.Beweis. BHASKARA, geb. II 14. Fig. 46. 

= b2 + c2• 

be 
a2 = (b - C)2 + 4-

2 

*10. Beweis. HAWKINS 1909.5) Fig. 47. Viereck B'BC'C = /:,. BC'B' 

+ /:,. CB'C' =lBD· a + l DC, a = as oder = /:"AC'C + /:"AB'B 
2 

b2 c2 =-+-. 
2 2 

I) Nach Bottcher a. a. O. 
2) H. Brandes. tJber die axiomatische Einfachheit mit besonderer Berlick

sichtigung der auf Addition beruhenden Zerlegungsbeweise des pythagoreischen 
Lehrsatzes. Diss. Halle 1908. VgI. auch Bernstein, ZMNU 55.192:4.8.2:04. 

3) ZMNU 37. 190 6, S.27· 
4) ZMNU 45, 1914, S·564· 
5) Math. Gaz. Okt. 1909. 



Die Satzgruppe des Pythagoras 

Fig. 37. Fig. 38. 

Fig·4za. Fig·4Zb. 
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, " , I 
, I 

........... \ I -.., 
Fig. 43. 

Fig. 48a. 

Fig. 49. 

Fig. 44. 

Fig. 46. 

Fig. 48b. 

11' 

Fig. 47. 
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.A~' 

A''=------=;.-/1. 

Fig. 50. 

Fig. 51. 

1" 

F~ 
E:ttE:<S:f" 

.E JJJI C 

Fig. 54. 

~F 
JJ ]) C 

Fig. 55. 

Fig.5za. 

A~ 

~ 
JJ JI C -..-----a------ ... 

Fig. 53· 

Fig. 56. 

Flad t, Elementarmathematik I: Geometrie 2 
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Fig·5Zb. 

~ 
It .... q----- p __ -__ ~C 

Fig. 57. 

5 
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II. Beweis. Auf Grund des Tangenten- oder Halbsehnensatzes, vgl. (20) 
und (24), Fig. 48a: AC2 = DC, EC oder b2 = (a - c) (Ii + c), 
Fig. 48b: AC2 = AD· AE oder b2 = (a - c) (a + c). 

4. Gruppe. Beweis mittels Ahnlichkeit. 
12. Beweis. Euklid, Elemente Buch VI, Satz 8. Fig. 49. Genialer 

Beweis: eine Hilfslinie. 6. : 6.1 : 6.2 = a2 : b2 : c2, 6.: (6.1 + 6. 2) 

= a2 : (b 2 + c2). Von diesen Beweisen wird man den I., 2. und 5. an 
dieser Stelle, den 4., II. und 12. an spaterer Stelle sicher bringen. 

(6) Der Kathetensatz. Seine Beweise zerfallen in drei Gruppen, wozu 
noch (19) kommt. 

I. Gruppe. Verwandlungsbeweise. 
01. Beweis. Fig. 50. Quadrat = Parallelogramm = Rechteck. 
*2. Beweis. Euklids Elemente I 47. Fig. 51. 

2. Gru ppe. Zerlegungsbeweise. 
*3. Beweis. Gopel 1844. Fig. 52. 
Wahrend die Zerlegungsbeweise des Pythagoras sich als vom Eudo

xischen Axiom unabhangig erwiesen haben, laBt Fig. 52b die Tatsache 
vermuten, daB beim Kathetensatz der Zerlegungsbeweis ffir das kleinere 
Kathetenquadrat nicht ohne das Eudoxische Axiom durchgeflihrt werden 
kann. 

b r 
In diesem Fall sei e < b, c = n + c (Eudoxisches Axiom!). Dann ist 

- - -- - -- -- be - - ---
AB = A'B = A"B" = e, AD = A'D' = A"D" = h = -, BD = BD' = B"D" 

a 
c' - e l - - - ---- c l 

= -, BE: - = a: b, BE = BE' = JG = J'G' = -b' A E : c = a: b, A E 
a a 
-- -- -- ac BA c b r KA r 

=A'E'=JK =J'K'=-. Ferner ist ==-=-=n+ -, ___ =-. 
b B E' ~ c c BE' c 

b 
- - rc - re - ra - rc - ., 
KA=FG =1)' GH:Z;=a:e, GH=Z;' HF:/i =b:c, HF=r. Welter 1St 

BB" =~=~= n+"----, G"H" ="----. G"H"=ar =GH, H"F"=HF, F"G" 
AE ac c c AE c b 

=FG, H'P- HA- und G'H' = a- (nK+ A"D")- (n-l) A'E' = a-n. abC 

b-r ac ra -
=a---·-=--=GH. 

c b b 

3. Gru ppe. Beweis mittels Ahnlichkeit. 
4. Beweis. BHASKARA, geb. II14, Fig. 53. a: b = b: p, b2 = a . p. 
(7) Der Hohensatz. Wir unterscheiden zwei Beweisgruppen, wozu noch 

(23) kommt. 
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I. Gruppe. Verwandlungsbeweise. 
01. Beweis. Fig. 54. Quadrat = Parallelogramm = Parallelogramm 

= Rechteck. 
z. Beweis. Fig. 55. Mittels Gnomonsatzes. 

*3. Beweis. Fig. 56. Mittels des Pythagoras und des Kathetensatzes. 
2. Gru ppe. Beweis mittels Ahnlichkeit. 

4. Beweis. Fig. 57. p: h = h: q, h2 = P . q. 

0(8) Grundaufgabe. Ein Rechteck in ein Quadrat zu verwandeln. 
1. Konstruktion, mittels Kathetensatzes. 

°(9) Dieselbe Aufgabe. 2. Konstruktion, mittels H6hensatzes. 
(10) Ein Vieleck in ein Quadrat zu verwandeln. Bemerkung fiber die 

"Quadratur" des Kreises. 
(II) Ein Quadrat zu ver-n-fachen. 
(12) Ein Quadrat zu n-teln. 

Die geometrische Entdeckung des Irrationalen. 
(13) Die pythagoreische Entdeckung: Vz. 

°(14) Geometrische KQnstruktionen von Quadratwurzeln. (a) mittels 
H6hen-, (b) mittels Kathetensatzes, (c) mittels Pythagoras. 

°(15) Das gleichschenklig-rechtwinklige Dreieck. a = b vz, b = ; yz. 
0(16) Das gleichseitige Dreieck. h = ~ vi F = as vi 

2 4 

Die Satzgruppe des Sekantensatzes. 
(17) Der Sekantensatz. FHichenbeweis nach Fig. 58. 

Esist1':. B'PD' - 1':. BPD,ABDC undB'PD'G sindSehnenvierecke. 
Daher ist ~ A = ~ D = ~ D' = ~ B'G P und ~ C = ~ B = ~ B' 
= ~ D'GP. Also sind FAPG und HCPG Parallelogramme. Nunmehr 
ist Rechteck EAPB' = Pgr. FAPG = Pgr. HCPG = Rechteck ]CPD'. 

5* 
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(18) Der Tangentensatz als besonderer Fall des Sekantensatzes. 
(19) Der Kathetensatz als besonderer Fall des Tangentensatzes. Fig. 59. 
(20) Der Pythagoras als besonderer Fall des Tangentensatzes. Siehe (5), 

II. Beweis. 
(21) Der Sehnensatz. Beweis entweder nach einer Figur analog der 

Fig. 58 oder nach Fig. 60 durch ZuriickfUhrung auf (17): AB'D'C 
Sehnenviereck. ..A~ __ 

_ -_A 

c 

.B----~ 

Fig. 59. 

(22) Der Halbsehnensatz als besonderer Fall des 
Sehnensatzes. Fig. 61. PA2 = PC . PD. 

(23) Der H6hensatz als besonderer Fall des 
Halbsehnensatzes. 

(24) Der Pythagoras als besonderer Fall des 
Halbsehnensatzes. Siehe (5), II. Beweis. 

(25) Ein Rechteck in ein Quadrat zu verwan
deln. 3. Konstruktion, mittels 
des Tangenten-, 4. Konstruktion, 
mittels des Halbsehnensatzes. 

Die Satzgruppe des Sekantensatzes 

Fig. 60. 

Fig. 61. 

wird gew6hnlich erst in der Ahnlich- ~;:::--------~ 
keitslehre bewiesen, obwohl sie dem 
Wortlaut nach nur FHichensatze ent
halt. KOMMERELL hat fUr den Tan
gentensatz einen Flachenbeweis ge
gebenl), von dem der Beweis in (17) 
die Verallgemeinerung ist. Die Satzgruppe 
des Sekantensatzes riickt dadurch an die ihr 
zukommende Stelle. Sie bildet zusammen 
mit der Satzgruppe des Pythagoras, die sie 
als besonderen Fall in sich enthalt, ein aus
gezeichnetes Beispiel einer in sich abge
schlossenen Theorie. Der Lehrer kann, wenn 

I) 6. Beiheft zur ZMNU, S. 52. Fig. 62. 

.B 



Die Proportionenlehre Euklids 69 
er will, fUr das konstante Sekanten- oder Sehnenprodukt den Namen 
Potenz einfUhren. Doch gehort dieser Begriff m. E. erst auf die Ober
stufe an die Stelle, wo aus der elementaren Geometrie die Inversions
geometrie entspringt. 

Der Projektionssatz. 

*(26) Der Proiektionssatz (Fig. 62.) Sein Beweis ist die Erweiterung des 
Euklidischen Beweises des Kathetensatzes. 

*(27) Der erweiterte Pythagoras oder Kosinussatz. Er folgt durch drei
malige Anwendung des Projektionssatzes.1) 

Natiirlich kann man den Projektionssatz auch an die Spitze des ganzen 
Abschnitts stellen, daraus den Kathetensatz und aus diesem erst den 
Pythagoras ableiten. Auf eine weitere Verallgemeinerung des pythago
reischen Satzes, den Lehrsatz des PAPPUS (Ende des 3. Jahrhunderts). 
gehen wir nicht ein. 

Sechster Abschnitt. 

Die Verhaltnisgleichheit der Strecken. 

§ 1. Die Proportionenlehre Euklids. 

1. Die unheimlichste und folgenschwerste Entdeckung der pytha
goreischen Schule ist das Irrationale: die Tatsache, daB es Streckenpaare 
ohne gemeinsames MaB, inkommensurable Streckenpaare gibt. Sie ist den 
Pythagoreem zuerst bei der Seite und Eckenlinie des Quadrats entgegen
getreten als unmittelbare Folge des pythagoreischen Lehrsatzes. Bis da
hin war es ja gerade der Kempunkt ihrer Lehre gewesen, daB alle Dinge 
im Himmel und auf Erden sich durch die ganzen Zahlen messen lassen, 
einfache rationale Zahlenverhaltnisse aufweisen. Sie hatten das auch bei 
den Strecken vorausgesetzt und darauf eine Lehre von den Streckenver
haltnissen, eine Proportionenlehre gegrtindet, deren Abbild das VII. Buch 
der Euklidischen Elemente ist. Mittels dieser Proportionenlehre hatten 
sie geometrisches Neuland erobert und die Flachensatze beim recbtwink-
ligen Dreieck bewiesen. Mit der Entdeckung der Vz aber waren alle 
diese Beweise hinfallig, und es bedurfte neuer eindringender Gedanken
arbeit, urn die Gtiltigkeit der Satze sicherzustellen. Es wird berichtet, 
EUDOXUS VON KNIDOS (410 ?-356?) habe diese Arbeit, wohl die tief
sinnigste mathematische Leistung der Griechen, vollbracht, und Euklid 
habe des Eudoxus Theorie der Proportionen sorgfaltig ausgearbeitet und 
erganzt als V. Buch in seine Elemente aufgenommen. 

I) Man kann den erweiterten Pythagoras auch durch Verallgemeinerung der 
Figuren des 1. und 2. Beweises in (5) gewinnen. Vgl. dazu A. Witting, ZMNU 42, 
19II, S.158, R. Hunger, ZMNU 44, 1913, S. 379 und ZMNU 52, 1921, S.160, 
E. Staiger-Klein, ZMNU 49, 1918, S. 347. 
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2. Von den Definitionen dieses Buehes enthiilt die vierte ein nicht 
besonders ausgesproehenes Axiom: daB es uberhaupt moglich ist, ,daB 
das Vielfache einer GroBe eine andere ubertrifft. Dieses Axiom, das 
Eudoxische, haben wir in der HiIbertschen Fassung schon oben S. 58 
angegeben.1) Die fiinfte Definition des V. Buches der EIemente ist die 
wichtigste. In modernen Zeichen Iautet sie: 

Zwei gIeiehartige GroBen A und B haben das gieiche Verhaltnis wie 
zwei (unter sieh, aber nieht notwendig mit A und B) gieichartige GroBen 
C und D, wenn der Beziehung mA ~ nB die Beziehung mC ~ nD fiir 
jedes Paar von ganzen Zahien m und n entspricht. 

Das ist niehts anderes als die Dedekindsche Definition der irrationalen 
Zahl. Gebraucht man zur Bezeichnung des Verhiiltnisses den Bruch-

strieh, so ist sowohl die Zeichenverbindung ~ als die "Proportion" 

~ = ~ erklart durch die Forderung, daB fiir ~ ~ ~ stets ~ ~ ~ sein 

soIl, wo ~ irgendeine rationale Zahl ist. Fur aIle rationalen Zahlen ~, 
n n 

f ·· 1 hAm. t . t h C m F" 11 t' 1 Z hI m ur we c e B > n IS ,IS auc jj > n' ur a e ra lOna en a en n' 
f ·· 1 hAm . t . t h C m D' Z hI "A d C f ur we c e B < n IS ,IS auc jj < n' Ie" a en B un jj ru en 
also unter den rationalen Zahlen dieselbe Klasseneinteilung, denselben 
Dedekindschen Schnitt hervor.2) Gilt das Gieichheitszeichen, so ist das 

Verhiiltnis ~ gleich der rationalen Zahl ~, also das, was man sich ge

wohnlich unter einem GroBenverhiiltnis vorstellt. Die GroBen A und B 

haben dann das gemeinsame MaB ~ = !!.. Da es aber GroBen ohne ge-m n 
meinsames MaB gibt, so ist ihr Verhiiltnis nicht immer als eine rationale 
Zahl erklarbar. Eudoxus hat erstmals erkannt, wie die Definition des 
Verhaltnisses zweier GroBen zu erweitern ist, damit sie auch inkommen
surable GroBen umfaBt. 

1) Dazu kommt bei Hilbert (a.a.O. S.22) als letztes MaBaxiom noch das sog. 
Vollstiindigkeitsaxiom: [21']. Zu dem System der Punkte. Geraden, Ebenen ist es 
nicht m6glich. ein anderes System von Dingen hinzuzufiigen. so daB in dem durch 
Zusammensetzung entstehenden System s1!.mtliche bis jetzt aufgefiihrten Axiome 
erfiillt sind. - Statt der beiden Hilbertschen Stetigkeitsaxiome zusammen kann 
man auch das eine Dedekindsche Stetigkeitsaxiom w1!.hlen. das bei Willers (a.a. 0.) 

das letzteMaBaxiom ist: [21]. Zerfallen diePunkte einer StreckeAB in zwei Klassen 
CI • C2 • Ca •... und DI • Ds. Da • ... derart. daB jeder Punkt Ci auf jeder Strecke 

ADk und jeder PunktD i auf jeder StreckeCkB liegt. so existiert ein Punkt X 

derart. daB j eder Punkt Cider Strecke AX. kein Punkt Cider Strecke X B. j eder 

Punkt D.. der Strecke X B. kein Punkt D i der Strecke A X angeh6rt. 
2) Vgl. dazu das Dedekindsche Stetigkeitsaxiom der vorigen Anm. 
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3. Die Satze des V. Buches der Elemente sind aIle in einer fast ungenieB
baren Sprache abgefaBU) Beschranken wir uns auf die GroBenklasse der 
Strecken, so k6nnen wir die fUr uns wichtigen unter diesen Satzen zu
sammen mit dem sog. Proportionallehrsatz, den Euklid erst im VI. Buch 
derElemente mit einem ganz andern Beweis bringt, nach SCHUR 2) in der 
heutigen mathematischen Sprache folgendermaBen darsteIlen: 

1. Satz. Liegen auf den Schenkeln eines Winkels je vier 
Punkte A, B, C,D und A', B', C',D' so, daB AA'II BB'II CC' 
und AB = CD ist, so folgt aus DD'II AA', daB A'B' = C'D' 
ist, und umgekehrt. 

2. Satz. Liegen auf zwei Strahlen durch S j e zwei Punkte 
A, B und A', B' so, daB A A'II B B' ist, so ist erstens, wenn 

SA ~ SB ist, auch SA'~ SB' und zweitens, wenn 
SA~SA'ist, auch SB~SB'. 

Bew. Das Erstefolgt daraus, daB sich sonst nach 

Kap. I, § 2, Satz 4 AA' und BB' schneiden 
rniiBten. Urn das Zweite zu beweisen, tragen 

wir SA und SB als SA" und SB" auf dern 
zweiten Strahl auf, dann sind AA' und BB" 
als Lote zur Achse des ..q:: A SA' parallel. J e 

nachdern SA" ~ SA', d. h . ..q:: SAA" ~ 
..q:: SAA', ist auch ..q:: SBB" ~..q:: SBB', d. h. 

SB" ~SB'. 

Aus dem 1. Satz folgt sofort der 

3. Satz. 1st im 2. Satz SB = nSA, 

8 

wo n eine natiirliche Zahl ist, SO ist auch SB' = nSA' 
und umgekehrt der 

4. Satz. Liegen auf zwei Strahlen d urch S j e zwei Punkte 
A, Bund A', B' so, daB SB = nSA und SB' = nSA' ist, 
wo n eine natiirliche Zahl ist, so ist AA'II BB'. 
Aus dem 4. Satz folgt der 

5. Satz. Sind auf zwei Strahlen d urch S j e vier Punkte 
A,B, G,D und A',B',C',D' so gewahlt, daB AA'IIBB', 
SC = mSA, SD = nSB, SC' = mSA', SD' = nSB' ist, 
wo m und n natiirliche Zahlen sind, so ist CC'il DD'. 

r) Naheres uber sie bringt Enriques, Fragen der Elernentargeornetrie, Ed. I, 
Leipzig 1910, S. 203-213. 

2) Lehrbuch der analytischen Geornetrie, Leipzig 1912. 
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Aus dem 5. und 2. Satz ergibt sich der 

6. Satz. (Proportionallehrsatz). Sind auf zwei Strahlen 
durch S je zwei Punkte A, B und A', B' so angenom
men, daB AA'II BB' ist, so ist, wenn m und n irgend-
welche naturlichen Zahlen sind, fur mSA ~ nSB auch 
mSA'~nSB'. 

Von grundlegender Wichtigkeit ist nun aber die Umkehrung des 
6. Satzes. Sie lautet: 

7. Satz (U mkehrung des Proportionallehrsa tzes). Liegen 
auf zwei Strahlen durch S je zwei Strecken SA, SB 
und SA', SB' so, daB fur mSA ~nSB auch mSA'~nSB' 
ist, was fur naturliche Zahlen auch m und n sein mogen, 
so ist AA'II BB'. 

Bew. Sind SA und SB kommensurabel, d. h. gilt mSA = 'fiSB und damit auch 

mSA' = nSB', so folgt der Satz aus der Einzigkeit der Parallelen durch B zu 

AA'. Sind SA und S Baber inkommensurabel, so beweisen wir den Satz so: 
Angenommen, die Parallele durch B zu AA' schn~ide AA' in C' und es sei etwa 

SB i < SC', so sei SA' gem!l.B dem Eudoxischen Axiom und mit Beniitzung 
des 3. Satzes (der Teilungsaufgabe) so in n gleiche S 

SA' - -
Teile geteilt, daB jeder Teil n = SN' ~ B'C' ist. 

Dann gibt es nach demselben Axiom eine Zahl m so, 
m- -

daB mSN' = -SA' = SD';:::: SB', dagegen (m- I) 
n 

SN' < S B' ist, wobei der Fall der Gleichheit schon 

erledigt ist. Dann folgt wegen S B' > (m - I) SN' 
und B'C';;;;: SN' aus SC' = SB' + B'C' sofort 

SC'> mSN' oder SC'> SD'. Schneidet daher die 
Parallele durch D' zu A'A II C'B den ersten Strahl II, 

in D, so ist nach dem 2. Satz SD ~ SB. Da aber 
m

nach dem 6. Satz SD = n SA sein muB, so w!i.Ie 

gegendieVoraussetzungmSA ~nSB, mSA'> nSB'. 

Ebenso beweist man, daB die Annahme S B' > SC' auf einen Widerspruch 

fiihrt. Also muE S B' = SC', B B' II AA' sein. 

Wir sehen - und das ist das Wesentliche - daB der Beweis des Satzes 
und damit der Satz von der GroBe des ~ ASA' ganz unabhangig ist. 

4. Jetzt ist es moglich, folgende rein geometrische Definition aufzu
stellen: 
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LDef. SA hat zu SB dasselbe Vet'hiiltnis, wie SA' zu SB', wenn 

die zweimal zwei Strecken auf zwei Strahlen durch S abge
t rag e n z u r F 0 I g e h abe n, daB A A' II B B' is t. 

DaB diese Definition erlaubt ist, folgt daraus, daB sie, wenn fur eine be
stimmte, so fUr jede GroBe des <}:: ASA' besteht. Gilt sie namlich fur 
einen bestimmten Winkel, so folgt nach dem 6. Satz aus AA' II BB' so-
fort: mSA ~ nS B und mSA' ~ nS B' gelten gleichzeitig. Andert man 
die GroBe des Winkels, so bleiben die letzten Beziehungen bestehen und 
aus ihnen folgt nach dem 7. Satz wiederum AA' II BB'. 

Wir bezeichnen das Verhaltnis "SA zu S B" zunachst mit (SA, S B), 
urn zu vermeiden, daB sich mit der ublichen Bezeichnung SA : S B der 
Gedanke an einen Rechenausdruck verbindet. Die Verhiiltnisgleichheit 
oder Proportion (SA, S B) = (SA', S B') bedeutet nur die in der 1. Defi
nition ausgesprochene geometrische Tatsache AA' II BB'. 

5. Jetzt ergeben sich sofort folgende Eigenschaften der Proportionen 

(I) IstSA =SA'undSB =SB',soist (SA,SB) = (SA',SB'). 

(II) Ist (SA, SB) = (SA', SB') und (SA, SB) = (SAil ,SB"), so ist 
auch (SA', SB') = (S4", SB"). 

(I) ist selbstverstandlich, 

(II) folgt aus dem 6. und 7. Satz. 

(III) Vertauschungssatz. Aus(SA,SB) = (SA', SB') folgt (SA, SA') 
= (SB, SB'). 

Bew. Aus (SA, SB) = (SA', SB') folgt, da nach dem 5. Satz (SA, SB) 

= (mSA, mSB) und (SA', SB') = (nSA', nSB') ist, nach (II) (mSA, mSB) 

= (nSA', nSB'). Das bedeutet aber nach dem 2. Satz, daB gleichzeitig 

mSA ~ nSA' und mSB ~ nSB' ist. Aber nach dem 7. Satz folgt daraus, daB, 

wenn man SA, SA' und S B. S B' je auf einem Strahl durch S abtragt, A B II A' B' 

wird. Das bedeutet aber (SA, SA') = (SB, SB'). 

(IV) Ist (SA, SB) = (SA', SBt), so ist auch (SA + SB, SB) 
= (SA' + SF:SB'). 

Der Beweis folgt aus dem 1. Satz. 

Unter der Addition der Strecken ist dabei ihr Aneinanderlegen zu ver
stehen gemaB der 

2.Def. Es ist SC = SA + S B, wenn AC = S B ist. 
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Aus dem Kongruenzaxiom [I3'J folgt 5 B = CA und BA = AB, also 
nach [IS'] und [I3'] SA = CB = BC. Man hat daher entweder SC = SA 

+ AC = SA + 5 B oder SC = SB + BC = SB + SA, d. h. 

(I) :SA + 5 B = 5 B + SA. 

Die Streckenaddition gehorcht also dem Vertauschungsgesetz. Ebenso 
leicht zeigt man, daB sie auch dem Ver
schmelzungsgesetz 

(2) (SA + 5 B) + sc = SA + (5 B + SC) 

I 
S 

I I 
JJ A c 

Fig. 65. 

geniigt. Damit erfiillt sie die zwei Additionsgesetze der Arithmetik.1) Man 
ist daher ohne wei teres geneigt, die Strecken als Bilder der Zahlen aufzu
fassen. 

6. Wir k6nnen nun aber auch auf Grund unserer Proportionenlehre die 
M ultiplikation und Division der Strecken erklaren. Wir wahlen eine 
Langeneinheit 5 E und definieren: 

3, Def. Die Prod uktstrecke oder das Produkt SC der Strecken SA 

und S B, in Zeichen SC = SA • S B heiBt die Strecke SC, fiir welche 

(SC, SB) = (SA, SE) ist.l) 

Diese Erklarung ist rein geometrisch und hat mit der arithmetischen 
Erklarung eines Produktes nichts gemein. Darum ist ihr Erfolg, die Giil
tigkeit der Multiplikationsgesetze, urn so merkwiirdiger. Das Multiplika
tionszeichen ist also nur das Zeichen fiir eine geometrische Konstruktion. 
DaB es aber alle Eigenschaften des arithmetischen Multiplikationszeichens 
besitzt, ergibt sich folgendermaBen: 

Aus (III) folgt sofort (SC, SA) = (SB, SE). Das bedeutet aber 
SC = SB . SA. Also gilt 

(3) SA . 5 B = 5 B . SA, 

d. h. das Vertauschungsgesetz. Zugleich liefert (III) einen sehr wichtigen 
Satz. 

Nimmt man (Fig. 66) auf zwei Strahlen durchS die PunkteA, B, E und A', B', E' 
so an, daB AA' II BB'IIEE' ist, und schneidet die Parallele durch A' zu E'B den an-

dern Strahl in C, so ist (SC, SB)= (SA', SE') = (SA, SE), also SC=SA' SB. 

Da aber auch nach (III) (SC, SA) = (SB, SE) = (nach Konstruktion) (SE', SE') 
ist, so ist auch CB'II AE'. Das gibt den 

I) Auf die Subtraktion gehen wir der Kiirze halber nicht besonders ein. 

2) Das Produkt zweier Strecken ist also wieder als Strecke, nicht als Flache dar
gestellt. 
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SatzvonPascal1): Liegen die Ecken einesSechsecksAA' BC'BE' 

abwechselnd auf zwei Geraden, so daB zwei Paar Ge
genseiten parallel sind (AA'II B'B und A'C II BE'), so 
ist auch das dritte Paar parallel (CB'II E'A).I 

Seine Umkehrung folgt durch indirekten Beweis. Konnte man ihn 
statt mittels (III) anderweitig beweisen, so lieBe sich umgekehrt aus ihm 
(III) folgern (s. weiter unten) und damit s 
das Vertauschungsgesetz der Strecken
multiplikation. Zunachst folgt aus ihm 
der Satz, der die Verhrutnisgleichheit der 
Strecken mit ihrer Multiplikation ver
kniipft: 

(V) 1st (SA,SB) = (SA', SB'), so ist 
SA . S B' = SA' . S B und umgekehrt. 

Bew. Sei SA' SB' = SA'· SB = SC, so gilt 

(SC, SB') = (SA, SE) und (SC,SB) = (SA', JJ.'"'_::-_----~~ 
SE). Wahlt man in Fig.66 SE' = SE, so . -

zeigt sie unmittelbar, daB (SA, SB) = (SA', 

S B') ist. Die Umkehrung folgt indirekt. Fig. 66. 

Aus (V) folgt weiter das Verschmelzungsgesetz 

(4) (SA' SB) . SC = SA· (SB' SC). 

Bew. Sei SA' SB = SA', SB' SC = SC', so ist (SA', SB) = (SA, SE) oder 

(SAl, SA) = (SB, SE) und (SCi, SC) = (SB, SE). Daraus folgt (SA', SA) 
= (SCi, SC), d. h. SA'· SC = SA • SC'. 

Endlich gilt das Verteilungsgesetz 

(5) (SA + SB)' SC = SA· SC + SB· SC. 

Bew. Sei SA, SC = SA' und SB· SC = SB', so daB (Sc. SE) = (SA', SA) 
= (SB', SB), also (SA', SB')= (SA, SB), so ist nach (IV) (SA'+SB', SB') 

= (SA + SB, SB) oder (SA' + SB', SA + SB) = (SB', SB) = (Sc, SE), 

d. h. SA' + SB' = (SA + SB)' SC. 

Hat sich so die Giiltigkeit der Multiplikationsgesetze ergeben, so zeigt 
sich damit zugleich, daB man statt des Zeichens (SC, SA) auch das Zei-

chen SC: SA oder SC beniitzen darf, oder daB das "Verhrutnis" zweier 
SA 

Strecken gleich ihrem "Quotienten" ist: 

I) Er heiBt so, weil er der Grenzfall des Pascalschen Satzes der Kegelschnitts
lehre ist, wenn I. der Kegelschnitt in zwei Gerade (SE und SE') zerfaIlt und 2. die 
Pascalsche Gerade mit der unendlich fernen Geraden zusammenfallt. 
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sc 
4. Def. = oder SC: SA bedeutet diejenige Strecke SB, die mit der 

SA 
Einheitsstrecke SE zusammen die Figur (SC, SA) = (SB, SE) her

SC 
vorruft. Danach ist -==- gleich SC selbst zu setzen. 

SE 

Das Divisionszeichen oder der Bruchstrich hat also wie das Multiplika
tionszeichen hier nicht die gewohnliche arithmetische, sondem rein geo
metrische Bedeutung. Aber die Gesetze (1) bis (5) zeigen, daB zwischen 
den auf Grund der Definitionen 1 bis 4 hergestellten Strecken die arithme
tischen Gesetze bestehen. Wir haben also eine "formale", rein geome
trische Streckenrechnung begriindeU) Das ist ein groBer Gewinn. Denn 
in unserer Streckenrechnung treten nirgends die irrationalen Zahlen auf, 
die auftreten mussen, sobald man die Proportionenlehre auf das Messen 
grundet. Das wird sich aber fur die Schule nie vermeiden lassen, da hier 
schon wegen der Anwendungen die M afJzahl einer Strecke ihr wichtigstes 
Merkmal ist. Die Eudoxische Proportionenlehre ist aber keineswegs un
abhangig yom Begriff des MaBes. Denn der Beweis der Umkehrung des 
Proportionallehrsatzes (7. Satz) erforderte das erste Hilbertsche Stetig
keitsaxiom oder EudoxischeAxiom [201. Man kann nun aber noch einen 
Schritt weitergehen und verlangen, daB auch bei der Begriindung jeder 
MaBbegriff vermieden werde. Diese Forderung hat die modeme Axio
matik erfiillt und eine auch von jedem Stetigkeitsaxiom freie, d. h. rein 
geometrische Proportionenlehre geschaffen. Von ihr solI jetzt die Rede 
sein. 

§ 2. Die "stetigkeitsfreie" Proportionenlehre. 
1. Wir gehen aus von der ersten Definition des vorigen Paragraphen, 

die wir aber enger fassen: 

I.Def. l ) SA hat zu SB dasselbe Verhaltnis wie SA' zu SB', in Zeichen 

(SA, SB) = (SAi , SB'), wenn die zweimal zwei Strecken auf zwei 
zueinander senkrechten Geraden durch S liegend zur Folge haben, 
daB AA'II B B' ist. 

Nun ergeben sich der Reihe nach der 

I. Satz. Aus (SA, SB) = (SA', SB') folgt (SB, SA) = (SB', 
SA') und (SA', SB') = (SA, SB). 

2. Satz. 1st SA = SA' und SB = SB' und liegen A und B 
einerseits, A' und B' andererseits auf derselben Seite 
oder auf verschiedenen Seiten von S, so ist (SA, S B) 
= (SA', SB'). 

Bew. AA' und B B' sind parallel als Lote der Winkelhalbierenden. 

I) Der einzige arithmetische Rest liegt in dem Auftreten der ganzen Zahlen m 
und n im 6. und 7. Satz. 

2) Vgl. dazu Schur, Die Grundlagen der Geometrie, Leipzig 1909, S. 135· 
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3. Satz. J edes Dreieck besitzt einen Hohenschnittpunkt, 
Bew. s. II. Kap., 4. Abschn. (42). 

4. Satz. (Pascalscher Satz fur einen besonderen Fall). Lie
gen auf zwei Laten durch S je drei Punkte A,B,C und 
A',B',C' so, daB AB'IIBA',BC'IIC B', 
so ist auch CA'IIAC. C' 

Bew. (Fig. 67.) Trifft das Lot von B auf C' A das 
zweite gegebene Lot in D', so ist B Hohenschnitt- JJ' 
punkt von 6. C' D' A, also C' B 1- D' A. Nun ist 
B' C II c' B, also auch B' C 1- D' A. Daher ist 
C Hohenschnittpunkt des 6. A B' D'. Also ist 
D'C 1- B'A. Nun ist aber A'BII B'A, also 
auch D'C 1- A'B. C ist also Hohenschnitt

\ 
\ 

\ 
\ 

punkt des 6. A' D' B, d. h. es ist A' C .l D' B. _nr.l.--7k-:~;----~:.:
Da aber auch A C' 1- D' B ist, so folgt CA' II A C' . 

s. Satz. (V erta usch ungssa tz). 
(SA, SB) = (SA', SB') folgt 
SA') = (SB, SB'). 

Aus 
(SA, 

J)' Fig. 67. 

Bew. (Fig.68.) Sei SC= SA',SC' = SB, so istnachdem 2.Satz CA'IIBC'. Da aber 
nach Voraussetzung AA'II BB' ist, so ist nach dem 4. Satz auch AC' II CB'. Das 

bedeutet aber (SA, SC) = (SC', Sif) oder (SA, SA') = (SB, Sif). 

JI' 

Fig. 68. Fig. 69. 

6. Satz. Ist (SA, S B) = (SA', S B') und (SA, SC) = (SA', SC'), 
so ist (S B, SC) = (SB', -SO). 

Bew. aus der Definition I. (Fig. 69.) 

7. Satz. Ist (SA, S B) = (SA', S B') und (SA, S B) -:- (SA", S B"), 
so ist auch (SA', SB') = (SA", SB"). 

Bew. Aus (SA, SB) = (SA!, Sif) und (SA, SB) = (SA", SB") folgt nach dem 

5. Satz (SA, SA') = (SB, S B') und (SA, SA") = (SB, S B"), und daraus nach 
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dem 6. Satz (SA', SA") = (S B'; S B") und wieder nach dem 5. Satz (SA', SB') 
= (SA", S B"). 

8. Satz. Aus (SA, SB) = .(SA', SB') folgt (SA + SB, SB) 
= (SA' + SB', SB'). 

Bew. wie in § 1. 

Nun folgt als 
2. Def. Zwei Dreiecke, die in zwei Winkeln ubereinstimmen, heiBen 

iihnlich. 

Dann gilt der 

9. Satz. In zwei ahnlichen rechtwinkligen Dreiecken ver
halten sich die Katheten des einen wie die des an
dern. 

Bew. aus dem 5. Satz. 

10. Satz. In zwei ahnlichen Dreiecken verhalten sich j e 
zwei Seiten des einen wie die entsprechenden des 
andern. 

Bew. (Fig.70.) Zeichne in beiden Dreiecken die Inkreismittelpunkte 0 und 0' und die 

Lote OD = OE = OF und O'D' = (J'E' = O'F' auf die Seiten. Dann ist 

in rechtwinkligen Dreiecken (AF, OF) = (A'F', 
O'F') und (FB, OF) = (F'B', O'F'), also ist 
nach dem 6. Satz (AF, F B) ___ (A'pi, F'-iii). Dar-

aus folgt nach dem 8. Satz (A B, F B) = (A' B', 
FiB'), femer nach dem 5. Satz (AB, A' B') 
= (FB, F'B') = (OF; O'F'). Ebensoist (AG,A'G') 
= (OE~ O'E') = (OF, O'F'). Daher ist nach dem 

7. Satz (AB, A'B') = (AG, A'G') und nach dem 

5. Satz (AB, AG) = (A'B', A'G'). 
Fig. 70. 

II. Satz. (Umkehrung des 10. Satzes.) Liegen A, B einer
seits, A', B' andererseits mit S so in gerader Linie, 
daB sie gleichzeitig entweder auf derselben Seite oder 
auf verschiedenen Seiten von S liegen, und ist 
(SA, SB) = (SA', SB'), so ist AA'[[ BB'. 

Bew. indirekt auf Grund des 10. Satzes. 

Damit ist die urspriingliche Definition des Streckenverhaltnisses in 
§ I wieder herstellbar: Der ~ ASA' ist beliebig. Zugleich folgt die Giil
tigkeit aller iibrigen Satze des vorigen Paragraphen, insbesondere die 
Streckenrechnung, was der Leser selbst im einzelnen nachweisen mag. 
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2. Dies ist der SCHuRsche Aufbau der "stetigkeitsfreien" Proportionen

lehre. Noch kurzer ist der HILBERTsche.1) Wir ersetzen die I. Definition 
wieder durch die allgemeinere des § I. Dann bleiben die Satze lund 2 

unverandert. Satz 3 fallt weg. An die Stelle des 4. Satzes tritt der all
gemeine Fall des Pascalschen Satzes. Liegen auf zwei Geraden durch 5 
je die Punkte A, B, C und A', B', C' so, daB AB'II BA' und BC'II CB' 
ist, so ist auch CA' Ii A C'. 
Bew. (Fig. 71.) Wir ziehen durch A dieGeradeAD' so, daB 1: SD'A = 1: S BC' ist. 

Dann ist C'BAD' Sehnenviereck, also (1) 1: SAC'=1: SD'B. Da aber 1:SBC' 
= 1: SCB', so ist auch 1: SD'A 
= 1: SCB', also auch B'ACD' 
Sehnenviereck. Daher ist 1: SCD' 
= 1: SB'A. Da aber 1: SB'A 
= 1: SA'B, so ist auch 1: SCD' 
=1:SA'B, also auch A'BCD' 
Sehnenviereck. Dabei ist (z) 
1: SCA' = 1: SD'B. Aus (1) und 
(z) folgt 1: SAC' = 1: SCA', d. h. 
CA' II A C'. (Der Fall, daB D' mit 
einem der Punkte A', B', C' zu
sammenfallt, muB besonders er
ortert werden.) 

Die Satze 5 und 8 bleiben fur 
den Fall, daB 1: ASA' beliebig 
ist, wi:irtlich bestehen, ebenso die 

JJ' 

1: S D' A = 1: S B C' 
Fig. 71. 

c 

2. Definition. Der 10. Satz ist dann eine unmittelbare Folge des 5. Satzes. 
Der II. Satz bleibt bestehen. 

Ubrigens kann man den 10. Satz jetzt auch so aussprechen, daB man die z. Defi
nition gar nicht braucht. 

3. Der Unterschied der Methoden in § lund § 2 ist folgender: In § I 
wird auf Grund des Eudoxischen Axioms zuerst der 7. Satz, die Um
kehrung des Proportionallehrsatzes, bewiesen und aus ihm der Pascal
sche Satz gefolgert. In § 2 wird auf Grund der graphischen Axiome, der 
Kongruenzaxiome und des Parallelenaxioms, d. h. ohne ein Stetigkeits
axiom zuerst der Pascalsche Satz bewiesen und aus ihm dann der Pro
portionallehrsatz samt Umkehrung (10. und II. Satz) hergeleitet. 

Allerdings ist dieso gewonnene"stetigkeitsfreie"Proportionenlehre noch 
nicht elementar genug, urn etwa auf der Oberstufe den Schillern ver
standlich zu sein, besonders deshalb, weil sie mit einer Streckenrechnung 
verquickt ist. DaB man sie ganz auf elementaren Boden verpflanzen 
kann, hat zuerst KOMMERELL gezeigt.2) Wir werden sie in einer noch ein-

1) Hilbert a. a. O. S.44. 

z) Math. Ann. 66, 1909, S. 558 und Jahresbericht der Deutschen Math.-Ver. 21, 

1912, S. 173. 
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facheren Form dem Abschnitt tiber die perspektive Ahnlichkeit anfiigen 
(s. u. S.91). Unsern in § 4 folgenden Lehrgang griinden wir dagegen ganz 
auf den MaBbegriff. Zuvor aber mtissen wir noch die "stetigkeitsfreie" 
Begrundung der Lehre yom Flacheninhalt nachholen, die in § 1 des 
4. Abschn. dieses Kapitels versprochen wurde. 

§ 3. Die "stetigkeitsfreie" Lehre vom FUicheninhalt. 

Wir haben in § 2 schon ahnliche Dreiecke definiert. Aus dem 10. Satz 
ergibt sich sofort, daB in einem Dreieck mit den Seiten a, b und den zu
gehOrigen Hohen ha' hb die Proportion (a, hb) = (b, ha) gilt, aus der 
aha = bhb folgt. aha ist dabei nach § 1 eine bestimmte Produktstrecke, 
also frei von jedem MaBzahlbegriff. Wir nennen ! aha das InhaltsmafJ 
des Dreiecks. Dann ergibt sich der 

I. Satz. Wird ein 6. ABC durch eine Ecktransversale AD in 
zwei Dreiecke zerlegt, so ist sein 1nhaltsmaB J gleich 
der Summe der 1nhaltsmaBe J1 und J2 seiner beiden 
Teile. 

Bew. Es ist fl =! BD • ha• fa = I DC, ha• fl + fa = ! BD • ha + I DC· ka• 
also nach dem Verteilungsgesetz = !(BD + DC) ha = taka. 

2. Satz. Zerlegt man ein Dreieck durch Ecktransversalen 
in eine endliche Zahl von Teildreiecken, so ist die 
Summe von deren 1nhaltsmaBen gleich dem 1nhalts
maB des Dreiecks. 

Durch eine umstandliche Betrachtung1) zeigt man, daB eine beliebige 
Zedegung eines Dreiecks einer Zerlegung durch Ecktransversalen gleich
wertig ist. 

Daher gilt allgemein der 
3. Satz. Zerlegt man ein Dreieck in eine endliche Zahl 

von Teildreiecken, so ist die Summe von deren 1n
haltsmaBen gleich dem 1nhaltsmaB des Dreiecks. 

Dataus folgt weiter der 
4. Satz~ Die Summe der 1nhaltsmaBe endlich vieler Drei

ecke, in die man ein Vieleck zerlegen kann, ist von 
der Zerlegung una bhlingig. 

Nennt man sie das InhaltsmafJ des Vielecks, so ergibt sich als 
5.Satz. Sowohl zerlegungsgleiche als auch inhaltsgleiche, 

d. h. fllichengleiche Vielecke ha ben gleiches 1nhalts
maB. 

I) Hilbert a. a. O. S. 63 u. 64. 
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Es gilt aber auch der 

6. Satz. Ha ben zwei fHichengleiche Dreiecke gleiche Grund
linien, so haben sie auch gleiche Hohen. 

Bew. Flachengleiche Dreiecke haben gleiches InhaltsmaB. 1st a die Grundlinie 
beider Dreiecke und sind h und h' die Hohen, so ist t ah = t ah'. Dafiir konnen 
wir auf Grund der "stetigkeitsfreien" Proportionenlehre auch schreiben 
h' : h = a : a und das bedeutet h' = h. 

Daraus ergibt sich endlich die Umkehrung des 5. Satzes, der 

7. Satz. Vielecke von gleichem InhaltsmaB sind flachen
gleich. 

Bew. Wir verwandeln die Vielecke in zwei Dreiecke von gleichen Grundlinien. 
Dann haben diese nach dem 5. Satz gleiches InhaltsmaB, nach dem 6. Satz also 
gleiche Hohen. Die Dreiecke und damit auch die Vielecke sind daher flachen
gleich. 

§ 4. Lehrgang. 

1m Gegensatz zur Euklidischen und modernen Proportionenlehre 
grtinden wir unsern Lehrgang nach dem Vorbilde von LEGENDRE (1752 
bis 1833), der es in seinenElements de geometrie zum erstenmal durchgeftihrt 
hat, ganz auf den MaBbegriff, wobei wir aber bewuBt auf den Fall in
kommensurabler Streckenpaare und irrationaler Streckenverhaltnisse 
eingehen.1) 

(1) Erklarung.Streifen heiBt die Figur zweier Parallelen. Jeder Strei
fen besitzt eine bestimmte Breite. 

(2) Erklarung. Streifenschar heiBt eine Schar aneinandergrenzender 
Streifen g 1 e i c her Breite. 

(3) I. Satz von der Streifenschar. Eine Streifenschar (von n Streifen) 
teilt jede Querstrecke in (n) gleiche Teile. 

(4) Erklarung. Eine Strecke m, die in zwei anderen Strecken a und b 
gleichzeitigenthaltenist,heiBt ein gemeinsamesMaB dieser Strecken. 
1st sie in der ersten Strecke p-mal, in der zweiten q-mal enthalten, 

m = ; = ~-. so sagt man, die beiden Strecken a und b verhalten 

sich wie p zu q, schreibt a: b = p: q oder : = : und liest dies 

"a zubwie p zuq" oder "adurch b gleich p durchq". Der Streckenbruch 

~ • der durch den Zahlenbruch : erklart ist, heiBt das Verhiiltnis 

der beiden Streck en a und b. 

I) Fiir eine ganz strenge BegIiindung der Lehre vom MaB vgl. die Abh. von 
O. Holder, Die Axiome der Quantitat und die Lehre vom MaB, Leipziger Ber., 
Math.-phys. Kl. 1901. 

Fladt, Elementarmathematik I; Geometriez 6 
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(5) 2. Satz von der Streifenschar. Drei Parallelen einer Streifenschar 
bestimmen auf jeder Quergeraden zwei Strecken, die ein gemein
sames MaB besitzen. Das Verhaltnis der beiden Strecken ist fUr 
jede Lage der Quergeraden dasselbe: es ist konstant oder invariant 
in bezug auf die Wahl der Quergeraden. Das gemeinsame MaB 
dagegen ist fUr jede Lage der Quergeraden wieder ein anderes. 

(6) Aufgaben. (a) Zeichne ein Streckenpaar des Zahlenverhaltnisses 
p: q. (b) Teile die Strecke 1 im Zahlenverhaltnis p: q durch Ein
spannen in eine Streifenschar. 

(7) I Hauptfrage. Besitzen zwei Strecken ein gemeinsames MaB ? 

°(8) I. Satz vom gemeinsamenMaB. Zwei Strecken konnen ein gemein
sames MaB besitzen. Sie heiBen dann kommensurabel. Ihr Verhalt
nis ist eine rationale Zahl, d. h. eine ganze Zahl oder ein Bruch. 
Beispiele. Die Streckenpaare des 2. Satzes der Streifenschar. 

(9) I.Bestimmung eines gemeinsamen MaBes zweier Strecken. Das 
Euklidische Verfahren. Es beruht auf dem Eudoxischen Axiom.1) 

°(10) 2. Satz vom gemeinsamen MaB. Zwei Strecken brauchen kein 
gemeinsames MaB zu besitzen. Es ist denkbar, daB sie keines 
haben. 

O(n) 3. Satz vom gemeinsamen MaB. Besitzen zwei Strecken ein gemein
sames MaB, so besitzen sie auch ein gro{ltes gemeinsames Ma{l oder 
Hauptma{l. AIle andern gemeinsamen MaBe sind Teiler des groBten. 
1st das HauptmaB in der ersten Strecke p-mal, in der zweiten q-mal 
enthalten, so sind p und q teilerfremde Zahlen. Umgekehrt: sind 
p und q teilerfremd, so ist das gemeinsame MaB HauptmaB. Wel
ches gemeinsame MaB man aber auch nehmen moge, stets hat der 

Bruch L denselben Wert. Sein Wert ist das Verhaltnis der beiden 
q 

Strecken. Das Euklidische Verfahren liefert, wenn uberhaupt ein 
gemeinsames MaB, so das HauptmaB. 

°(12) 4. Satz vom gemeinsamen MaB. Die Entdeckung der Pythagoreer. 
Es gibt Strecken ohne gemeinsames MaB. Sie heiBen inkommen
surabel. 

Beispiele. (a) Seite und Eckenlinie des Quadrats (Fig. 72). Zuerst muE CA auf 

CB abgetragen werden: d = a + al. Jetzt muE AlB auf CAl abgetragen wer

den. Nun ist aber CAl = CA == AB und ebenso AlB == AlGI == ACIo Man kann 

also auch ACI auf AB abtragen: a = 2al + as. Drittens muE A2B auf CIA. 
abgetragen werden. Das ist aber eine Wiederholung des zweiten Schrittes, und 

I) Vgl. dazu Kommerell, Der Begriff des Grenzwerts in der Elementar
mathematik, Leipzig 1922, S. 35-45. 
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diese Wiederholung hort nie auf. Es kommt also nie ein gemeinsames MaB zu
stande. Man hat die Gleichungen d = a + ai' a = 2al + a., al = 2a. + as, 

did 1 
a.= 2a.+ a" ... , -a= 1 +----1--' -(;-1 =-(d--)' 

2+--- 2+ --I 
2+'" a 

(~--I)(~ +1)=1, (~r=2' ~ =yz. 
* (b) Seite und Rohe des gleichseitigen Dreiecks (Fig. 73). Es ist 2a = h + ai' 
a = 2hl + ao, 2al = hi + a •. Eliminiert man aus den beiden letzten Gleichun
gen hi' so folgt a = 4al - a •. Ebenso ist al = 4a. - a., a. = 4as - a" ... , 

h 1 h 1 
h=2a-al , -a,-=z- I' -a+ 2=4--h---, 

4--- --+2 
4-'" a 

(-~--2)C +2)=1, (~-r=3' ~ =V3. ~ 
Der einfachste Fall, Basis und Schenkel des 
goldenen Dreiecks, konnen hier noch nicht ge
bracht werden. 

, 

I 

\ 
\ 

\ 

\ 

~ ------llL-------~ 

Fig. 72. Fig. 73. I-< - - -2llz- --, 

O(I3) 2. Bestimmung eines gemeinsamen MaGes zweier Strecken. Prak
tisches Verfahren. Um ein gemeinsames MaG der Streck en a und b, 
a > b, zu bestimmen, verfahrt man so: b sei in a no-mal enthalten. 
Bleibt kein Rest, so ist b selbst gemeinsames MaG, und es ist a = nob. 
Bleibt ein Rest, so ist dieser, 11> < b und man hat a = no' b + 11. 

Nun vergleichen wir den Rest mit einem Tell von b, etwa ~. Es sei 
10 

'-1 = nl _b_ + r2 • 1st 1 2= 0, so ist ~ gemeinsames MaG. 1st r2 9=0, 
10 10 

• . b dB b Fh so messen wrr es mlt 2' so a 12 = n. 2 + 1a. a rt man so 
10 10 

6* 
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b b b 
fort,sokommta =no· b +n1 -+ n2 ----;. + ... + np - + 'I'M+l, wo 

10 10· lOP' 

r HI < I~P ist. Praktisch wird ein r HI = o. Dann nimmt man 

b M als gemeinsames MaO. Schreibt man statt der Summe no + n1 
lOY 10 

+ nz np d D . 
102 + ... + 10" + . .. en ezunalbruch no, n1 n2 ... np . .. , 

a 
SO hat man b = no, n1n 2 • •• np . .. 

°(14) Satze. (a) Ist der Dezimalbruch no, n 1n 2 ••• np ... endUeh oder 
periodiseh unendlieh (unter Umstanden mit einer Vorperiode), so 
sind a und b kommensurabel. Das Verhaltnis ist rational. 

(b) Ist der Dezimalbruch no, n 1n 2 • •• np ... unperiodiseh unend
lieh, so sind a und b inkommensurabel. Ihr Verhaltnis, die Zahl 

: = no, nl n 2 ••• existiert trotzdem und ist irrational. 

°(15) 5. Satz vom gemeinsamen MaO. Besitzen zwei Strecken ein ge
meinsames MaO, so ist ihr Verhaltnis eine rationale Zahl. Besitzen 
sie kein gemeinsames MaO, so ist ihr Verhaltnis trotzdem vorhanden, 
aber eine irrationale Zahl. 

(16) 2. Hauptfrage. Durch wie viele Parallelen ist eine Streifenschar be
stimmt? 

(17) 3. Satz von der Streifenschar. 
Durch drei Parallelen ist eine und nur eine Streifenschar be
stimmt, wenn die Streifenbreiten der durch die drei Parallelen be
stimmten aneinandergrenzenden Streifen kommensurabel sind, 
und wenn man als Seharbreite das HauptmaO dieser beiden Streifen
breiten nimmt. 
Durch drei Parallelen sind unendlich viele Streifenscharen mit 
immer kleiner werdender Scharbreite und immer kleiner werden
dem Reststreifen bestimmt, wenn die Streifenbreiten der durch die 
drei Parallelen bestimmten aneinandergrenzenden Streifen in
kommensurabel sind. 

(18) Erklarung. Zwei Reihen von Strecken heiOen proportional, wenn 
das Verhaltnis zweier beliebiger Strecken a und b der ersten Reihe 
gleich dem Verhaltnis der zwei entsprechenden Strecken a' und b' 

der zweiten Reihe ist. Man schreibt a: b = a': b' oder i = ~, 
und liest "azub wiea' zub'" oder "adurch bgleicha' durchb'''. Eine 
solche Gleichung zwischen zwei Verhaltnissen heiOt VeThaltnis
gleiehung oder Proportion. Sind a, b, e, •.. die Strecken der einen, 
ai, b' , e' ... die der andern Reihe, so schreibt man kurz a: b: c:·· . 
= a/ : b': e/ : ... , und nennt dies eine fortlaufende Proportion. 
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(I9) Der Proportionallehrsatz. 1. Form. Zweistreifensatz. Werden drei 
Parallelen von zwei Geraden geschnitten, so sind die Abschnitte 
der einen Geraden proportional denen der andem. 

Bew. (a) Die Abschnitte seien kommensurabel. 
(b) Sie seien inkommensurabel. Es sei (Fig. 74) 

AB = no, "tn •... np' BC + Bp+1B,A'B' = no, "tn •... np' B'C' + B'P+1B'. 

AB -- A'B' 
Dann ist no. n1n •. .. n M < -= < no. n1n •. .. n M + I, no. n1n •. .. np<-==-

~ BC ~ B'C' 

-- lAB A'B'I !Bp+1B B'P+1B'\ < no. "tn • ... np + lund -B C- - -B' C' = i B C - ~ B~ C' < 8. 

*(20) Der Proportionallehrsatz. 2. Form. Vielstreifensatz. Wird eine Par
allelenscharvon einerGeradenschar geschnitten,so sind die Strecken
reihen, die auf den Geraden entstehen, 
proportional, oder: 
Die Streckenverhiiltnisse auf einer Ge
raden werden durch Parallelprojektion 
nicht geandert. 

*(2I) Der Proportionallehrsatz. 3. Form. Strah
lensatz. Wird eine Parallelenschar von 
einem Strahlenbiischel geschnitten, so 
sind die Streckenreihen, die von den 

A 

C' 

Fig. 74. 

Parallelen und dem Scheitel des Strahlenbiischels auf den Strah
len erzeugt werden, proportional. 
Zwei Figuren. Besonderer Fall: Scheitel im Unendlichen. 

°(22) Der Proportionallehrsatz. 4. Form. Winkelsatz. Werden die Schen
kel eines Winkels oder eines Winkels und seines Scheitelwinkels 
von zwei Parallelen geschnitten, so sind die von den beiden Par-· 
allelen und dem Scheite1 des Winkels auf den Schenkeln be~ 
stimmten Abschnitte proportional, oder: 
Werden die Schenkel eines Winkels oder eines Winkels und sei
nes Scheitelwinkels von zwei Parallelen geschnitten, so verhalten 
sich je zwei Abschnitte des einen Schenkels wie die entsprechenden 
des andem. 

Mit diesem Satz sind zugleich die Siitze iiber korrespondierende Addi
tion und Subtraktion fiir Streckenproportionen bewiesen. 
0(23) Umkehrung des Winkelsatzes. Die GroBe des Winkels ist also be

liebig. 

O(24) Der Proportionallehrsatz. Ergiinzung zum Winkelsatz. Werden die 
Schenkel eines Winkels oder eines Winkels und seines Scheitel
winkels von zwei Parallelen geschnitten, so verhalten sich die Ab
schnitte der Parallelen zwischen den Schenkeln wie die vom Schei
tel aus gemessenen Abschnitte eines Schenkels. 
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0(25) Der Vertauschungssatz. Aus SA : SB = SA': SB' folgt SA : SA' 
-- -

= SB: SB'. 

Bew. (a) Arithmetisch. Selbstverstandlich, aber unbefriedigend. 

(b) Geometrisch. Man wahle <9:: ASA' = 90°. Dann hat man den 5. Satz von § 2. 

Folg. Sind zwei Streckenreihen proportional, so HiBt sich jede Strecke 
der ersten Reihe als Produkt der entsprechenden Strecke der zweiten 
Reihe mit einem konstanten Faktor, dem Proportionalitiitsfaktor, dar
stellen. Aus a: b:c ... =a':b':c' ... folgt a =).a',b =).b',c=).c', ... 

*(26) Der Proportionallehrsatz. Satz vom Dreistrahl. Wird ein Strahlen-
biischel von drei Strahlen, ein Dreistrahl, von zwei Parallelen ge
schnitten, so verhalten sich je zwei Abschnitte der einen Parallelen 
wie die entsprechenden der andern. 

*(27) Der Proportionallehrsatz. Ergiinzung zum Strahlensatz. Wird eine 
Parallelenschar von einem Strahlenbiischel geschnitten, so sind die 
Streckenreihen, die auf den Parallelen entstehen, proportional, 
oder: 
Die Streckenverhaltnisse auf einer Geraden werden durch Zen
tralprojektion auf parallele Geraden nicht geandert. 

0(28) r. Grundaufgabe. Vierte Proportionale. Besonderer Fall: Dritte 
Proportionale. Algebraische Form: ax = bc und ax = b2 , d. h. 
die Konstruktion der vierten Proportionalen ist gleichwertig der 
Aufl6sung der allgemeinen Gleichung ersten Grades (a kann auch 
negativ sein!). Zwei Konstruktionsarten, die zweite mittels (26). 

0(29) 2. Grundaufgabe. Eine Strecke I im Verhaltnis (a) zweier Zahlen 
p und q, (b) zweier Strecken a und b zu teilen. Drei Konstruktions
arten, die dritte mittels (26). 

Lehrreiche Beispiele. Eine Strecke in den Verhaltnissen PI; ql und pz; qs zu 
I 

teilen, wo Plql-Psql = 1 ist. Der Abstand der Teilpunkte ist (PI +ql) (PS+q2) 

der Strecke. 

Beispiel. PI = 4, ql = 7; Ps = 7, ql = 12. 

(30) Weitere Aufgaben zur Anwendung des Proportionallehrsatzes. 
(3r) 9. geometrischer Ort. Ort aller Punkte, deren Abstande von zwei 

gegebenen Geraden sich wie p : q verhalten. 
(32) Begriff der auBeren Teilung und der harmonischen Punkte. 
(33) Satz von den Winkelhalbierenden eines Dreieckswinkels und seines 

Nebenwinkels. (Man findet ihn, wenn man a im Verhaltnis b: c 
teilt.) 

(34) ro. geometrischer Ort. Der Kreis des Apollonius.1) 

(35) Aufgaben dariiber. 

I) Vgl. dazu Lipken, ZMNU 53, 1922, S. 20. 



Lehrstoff der Untersekunda: Freie Ahnlichkeit 

Viertes Kapitel. 

Der Planimetrielehrstoff der Untersekunda 
(Klasse VI). 

Erster Abschnitt. 

Freie Ahnlichkeit. 

Lehrgang. 

Dreiecke. 
0(1) ErkHirung. Zwei Dreiecke helien ahnlich, wenn zwei Winkel im 

einen so groB sind wie im andern. Das Zeichen "'. 
(2) Geg. zwei ahnliche Dreiecke. Ges. die Figur des Winkelsatzes mit

tels der zwei Dreiecke. 
(3) Der Vertauschungssatz bei einer Proportion. Beweis s. III. Kap., 

6.Abschn. § 4 (25)· 
°(4) Satz. Die Seiten ahnlicher Dreiecke sind proportional. 
°(5) Satz. 1m Dreieck ist durch zwei Seitenverhaltnisse das dritte be-

stimmt. 

{ (6) Zeichne ein Dreieck aus a, b, c und eines aus Aa, A.b, AC. 
(7) I..Ahnlichkeitssatz.(UmkehrungvonW)·ZweiDreieckesindahnlich, 

wenn die Seiten des einen denen des andern proportional sind. 

{ (8) Zeichne ein Dreieck aus b, c, 0; und eines aus Ab, A.C, 0;. 

(9) 2 . .Ahnlichkeitssatz. Zwei Dreiecke sind ahnlich, wenn das Ver
haltnis zweier Seiten und der von ihnen eingeschlossene Winkel im 
einen so groB sind wie im andern. 

(10) 3 . .Ahnlichkeitssatz. Erklarung (I) der .Ahnlichkeit. 

{ (II) Zeichne ein Dreieck aus a, b, 0; und eines aus A.a, Ab, 0; (a > b). 
(12) 4. Ahnlichkeitssatz. Zwei Dreiecke sind ahnlich, wenn das Ver

haltnis zweier Seiten und der Gegenwinkel der groBeren von funen 
im einen so groB ist wie im andern. 

°(13) Anderer Ausdruck flir die Ahnlichkeitssatze. Die Gestalt eines 
Dreiecks ist bestimmt (a) durch die Verhiiltnisse der drei Seiten, 
(b) durch das Verhiiltnis zweier Seiten und den eingeschlossenen 
Winkel, (c) durch zwei Winkel, (d) durch das Verhaltnis zweier 
Seiten und den Gegenwinkel der groBeren. 

(14) Wodurch ist die Gestalt eines rechtwinkligen und die eines gleich
schenkligen Dreiecks bestimmt ? 

(IS) Was ist tiber das gleichschenklig-rechtwinklige und das gleich
seitige Dreieck zu sagen? 
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(I6) Aligemeiner Dreiecksiihnlichkeitssatz. In zwei iihnlichen Drei
ecken verhalten sich je zwei entsprechende "Strecken" wie ein Paar 
entsprechender Seiten. Beispiel: die Umfiinge. 

0(I7) I. Satz von den Hohen eines beliebigen Dreiecks (nicht "Hohen
satz" I). Zwei Hohen eines Dreiecks verhalten sich umgekehrt wie 
die zugehOrigen Seiten. 

(IS) 2. Satz von den Hohen eines beliebigen Dreiecks. Durch das Ver
MUnis einer DreieckshOhe zu einer nicht zu ihr gehOrigen Seite ist 
ein Dreieckswinkel bestimmt. 

0(I9) Die Fliichen iihnlicher Dreiecke verhalten sich wie die Quadrate 
entsprechender Seiten. 

Vielecke. 
°(20) Erkliirung. Zwei Vielecke heiBen iihnlich, wenn sie sich von zwei 

entsprechenden Ecken aus in dieselbe Anzahl iihnlicher Dreiecke 
zerlegen lassen. 

0(2I) Aufgabe. Dber einer gegebenen Seite (Eckenlinie) ein Vieleck zu 
zeichnen, das einem gegebenen iihnlich ist. 

(22) Geg. zwei iihnliche Vielecke. Ges. die verallgemeinerte Figur des 
Winkelsatzes. 

°(23) Satz. Die Seiten und Eckenlinien zweier iihnlicher Vielecke sind 
proportional, entsprechende Winkel gleich. 

(24) Satz. Iniihnlichen Vielecken verhaltensich entsprechende"Stiicke", 
z. B. die Umfange, wie entsprechende Seiten. 

(25) Die Fliichen iihnlicher Vielecke verhalten sich wie die Quadrate 
entsprechender Seiten. 

Die Lehre von der freien Ahnlichkeit ist gewiB von kleinerem geome
trischem Bildungswert als die von der perspektiven Ahnlichkeit. Aber 
schon urn der Trigonometrie willen, deren Grundlage sie bildet, muG sie 
einen Platz im Unterricht finden. Bemerkenswert ist, daB die Lehre von 
der Ahnlichkeit neben dem Winkelsatz wesentlich auf dem Vertauschungs
satz (3) beruht. Bei der Erkliirung der Ahnlichkeit der Dreiecke und Viel
ecke sind Dberbestimmungen absichtlich vermieden. Zudem sind sie 
rein geometrisch, d. h. ohne den Begriff des Verhiiltnisses abgefaBt. 

Zweiter Abschnitt. 

Perspektive Ahnlichkeit. 

§ 1. Lehrgang. 

*(I) Satz von der Drehstreckung.1) Sind die Dreiecke SAB und SA'B' 
iihnlich, so sind es auch die Dreiecke SAA' und S B B'. 

Bew. nach Fig. 75 auf Grund der Sll.tze vom Umfangswinkel. Die Umkebrung 
dieses Satzes fll.1lt mit ihm selbst zusammen. 

I) Vgl. unten (18). 
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*(2) 2.Satzvonder Drehstreckung. 1st 65AB",,/:::"5A'B',65BC 

"" 65 B'C',soistauch65CA ",,65C'A' und 6 ABC"" 6A'B'C'. 

Bew. Aus 6 SAB"" 6 SA'B' foIgt/:::" SAA' "" 6 SB B'. Aus 6 SBe "" 6 SB'C" 
foIgt 6 S B B' "" 6 see'. Also ist auch 6 SAA' ,...., 6 see' und damit 
6 SA e "" /:::,. SA' e', endlich durch WinkeIvergIeichung 6A Be ,...., /:::,. A' B' e'. 

°(3) 1. Satz von der perspektiven 
Ahnlichkeit. 

Sa tz des DESARGUES. Tref
fen sich die Geraden AA', 
BB', CC'in einem Punkt 5 
undistABIIA'B', BCIIB'C', 
so ist auch CA II C'A' (tt 
oder t~) oder: 

Gehen die Verbindungsge
raden entsprechender Ecken 
zweier Dreiecke durch e i n en 
Punkt und sind zwei Paare 
entsprechender Seiten par
allel, so ist auch das dritte 
Paar parallel. Fig. 75. 

*1. Bew. Er foIgt sofort aus (2), wenn man die Figur SA'B'e' um S dreht, bis 
SA' auf SA fallt. Dieser Beweis ist unabhangig vom Begriff des Verhaltnisses, 
aber auch unabhangig von irgend einer geometrischen Streckenrechnung. Zu
grunde liegen ihm die graphischen Axiome, die Kongruenzaxiome und das 
Parallelenaxiom. Natiirlich ist es moglich, ihn auch auf Grund des Verhaltnis
begriffs zu erbringen. Dann wird er sogar viel kiirzer, was aber nicht ver
wunderlich ist, da die ganze Arbeit dann schon im Proportionallehrsatz ge
Ieistet ist. 

°(4) 2. Beweis des Satzes von Desargues. Mittels der Umkehrung des 
Winkelsatzes. 

°(5) 2. Satz von der perspektiven Ahnlichkeit. Umkehrung des Satzes 
von Desargues. Sind die Seiten zweier Dreiecke paarweise parallel 
(tt oder t~), so gehen die Verbindungslinien entsprechender Ecken 
durch einen Punkt. 

°(6) ErkHirung. Zwei Dreiecke, wie die im Satz des Desargues, nennt 
man iihnliche Dreiecke in iihnlicher Lage oder perspektiv iihnliche 
Dreiecke.! 

°(7) Herstellung der iihnlichen Lage zweier freier ahnlicher Dreiecke. 
AIle moglichen Falle. Au/3erer und innerer Ahnlichkeitspunkt S. 
Ahnlichkeitsstrahlen. Ahnlichkeitsverhiiltnis oder -ma/3stab m, positiv 
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oder negativ. Die iihnliche Abbildung oder zentrische Streckung. 
Die besonderen Fa.lle m = ± 1.1) 

(8) Losung von Aufgaben mittels der Ahnlichkeitsmethode, z. B. 
/::,. aus a: b: c, e; (J, y, Sa; a: r, b, y und viele andere. 

*(9) Erweiterung des 2. Satzes von der Drehstreckung auf Vielecke. 
(10) Erweiterung des Desarguesschen Satzes auf Vielecke. Zwei Be

weise, der erste mittels (9), der zweite mittels der Umkehrung des 
Winkelsatzes. 

(II) Erklarung perspektiv ahnlicher Vielecke. 
(12) Herstellung der ahnlichen Lage zweier ahnlicher Vielecke. AIle 

moglichen Falle. 
(13) Wie mtissen zwei Vielecke beschaffen sein, damit sie sowohl einen 

auBeren als einen inneren Ahnlichkeitspunkt besitzen ? 
(14) Zwei Kreise besitzen einen auBeren und einen inneren Ahnlich

keitspunkt. Alle moglichen Falle. 
(IS) Weitere mittels der Ahnlichkeitsmethode zu losende Aufgaben, be

sonders auch Einbeschreibaufgaben, z. B. : Einem Dreieck ein Qua
drat einzubeschreiben. 2) 

(16) 0 aus P,Q,g} . 1 . A"h l' hk . 
() P h Losung mItte s perspekhver n IC elt. 
17 0 aus ,g, 

*(18) Nahere Behandlung der Drehstreckung. Die Verwandtschaft zwi
schen /::,. SABund /::,. SA' B' in (I) heiBtDrehstreckung, -9: ASA' =a, 

Winkel der Drehstreckung, SA' = m, ihr MaBstab. Daran schlieBen 
SA 

sich nun die reizvollen Aufgaben: 1. Geg. 5, a, m, P. Ges. P'. 
2. Geg. 5, a, m, PQ. Ges. P'Q'. 3. Geg. 5, a, m, /::,. ABC. Ges. 
/::,. A' B'C'. 4. Geg. 5, a, m, g. Ges. g'. S. Geg. a, m, P, P'. 
Ges. 5 (Kreis des Apollonius !). 6. Geg. m, g, g'. Ges. 5 (Ort 
von 5 ?). 7. Geg. Pauf g, P' auf g'. Ges.S (Ort von 5 ?). 8. Geg. PQ 
und P'Q'. Ges. S. 

I) Man kann die Lehre von der zentrischen Streckung wie die von der axialen 
und zentrischen Symmetrie (I. Kap., I. u. 4. Abschn.) natiirlich auch auf Grund 
von Aufgaben Schritt fiir Schritt aufbauen, namlich (I) Geg. S, m, P. Ges. P'. 

(2) Geg. S, m, PQ. Ges. P'Q'. (3) Geg. S, m, /::,. ABC. Ges. /::,. A'B'C'. (4) Geg. 
S, m, g. Ges. g'. (5) Geg. P, P', m. Ges. S. (Neue Deutung der Teilungsaufgabe.) 
(6) Geg. gil g', m. Ges. S. An diese wiirden sich dann noch (7) Geg. S, m, 0 (M, r). 
Ges. 0 (M', ,,') und (8) Geg. 0 (M, r) und 0 (M', r'). Ges. S und m anschlieJ3en. 
Die Aufgabe (3) wiirde dann von selbst zum Satz von Desargues fiihren. 

2) VgI. dazu Fr. W. Franken bach, Das dem Dreieck einbeschriebene Quadrat. 
Progr. Liegnitz 1889. 
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§ 2. Die elementare "stetigkeitsfreie" Proportionenlehre. 

1. Wir wollen jetzt noch einiges liber die elementare "stetigkeitsfreie" 
Proportionenlehre anfligen, die KOMMERELL 1) gegeben hat, die wir aber 
noch mehr vereinfachen. l ) 

Zunachst sind die Nr. (r) des 1. Abschnitts und (r), (2), (3), (5) des 
vorigen Paragraph en zu wiederholen. Dann folgen die 

I. Def. Lie g end i e Pun k t rei hen A. B. C... u n d A'. B', C' ... auf z wei 
S t r a hIe n d u r c h S so. daB A A' II B B' II C c' . .. i s t, soh e i Ben die 
Punktreihen ahnlich: S. A. B. C ... ,....., S. A'. B', C'. und in par
allelperspektivischer Lage befindlich. Die beiden Strahlen 
heiBen die Trager der Punktreihen. 

2. Def. Au eh die Stree kenreihen SA. SB. SC ... u nd SA'. S B', SC' . .. 

heiBen ahnlich: SA. SB. SC ... ,....., SA', SB'. SC' ... und in parallel
perspektivischer Lage befindlich. 

Nr. (r) des vorigen Paragraphen flihrt sofort zum 
-- --

I. Satz. (Verta usch ungssa tz.) A us SA, SB ,....., SA', SB' folgt 
SA, SA-',....., SB, SB'. 

Bew. 1st S. A. B,....., S. A'. B'. so drehe man /':, SAA' urn S urn einen beliebigen 
-1: ASB. Dann gilt § I. (I). Man kann also das /':, SA'B' urn S urn den <1: ASA' 
drehen. so daB SA' auf SA fant. Dann wird A B 1\ A' B'. Das bedeutet aber 

SA. SA',....., SB. SB'. 

Wir konnen nun aber eine weitere wiehtige Folgerung aus § I (I) ziehen: 1st 
S. A. B,....., S. A', B'. so drehen wir wiederum /':, SAA' urn S urn einen beliebigen 
-1: AS B. Dann gilt § I (I). d. h. es ist /':, SAB,....., /':, SA' B'. ]etzt drehen wir 
/':, SA'B' urn S urn einen weiteren Winkel in eine neue Lage. Dann bleibt nattir
lieh /':, SAB,.....,/':, SA'B'. Naeh § I (I) ist wieder /':, SAA',.....,/':, SBB'. nur ist 
-1: ASA' jetzt ein anderer als vorher. Dreht man dann /':, SAA' urn S so lange. bis 
SA' auf SA fant. so erhalt man wieder AA' 1\ B B'. Das bedeutet den 

2. Satz. (Fundamentalsatz.) Zwei ahnliche Punktreihen 
in paraUelperspekti vischer Lage blei ben in par
allel-perspektivischer Lage, wenn man den Winkel 
ihrer Trager verandert. 

Jetzt k6nnen wir wieder die 1. Definition yom Kap. III, Abschn.6, 
§ r anschlieBen, diesmal in der Form der 

3·Def. SA hat zu SB dasselbe Verhaltnis wie SAizu SB', in Zeiehen 

(SA.SB) = (SA',SB'), wenn SA. SB,.....,SA'. SB' ist. 

I) S. o. S. 74, Anm. 2. 
2) Vgl. K. Flad t, tiber eine elementare. rein geometrisehe Proportionenlerue. 

Sitz.-Ber. d. Ber!. Math.-Ges. XXVI, 1927. 
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DaB sie erlaubt ist, folgt eben daraus, daB sie fiir jede GroBe des 
~ASA' besteht, oder, andersausgedriickt,daBaus (SA,S B) = (SA',S B') 
wieder SA, S B ,..... SA', S B' folgt. 

Von den Satzen iiber Proportionen in Kap. III, Abschn.6, § r sind 
(I) und (IV) wie dort zu beweisen, (II) ist nur eine andere Ausdrucks
weise fiir den Desarguesschen Satz, (III) die Proportionsform unseres 
I. Satzes. 

2. Urn nun eine wirklich element are Proportionenlehre zu haben, 
miissen wir die Streckenrechnung, vor a11em die :J;>roduktgleichung (V) 
jenes Paragraphen vermeiden. Es diirfen nur Proportionen verwendet 
werden. Daher miissen den Satzen (I) bis (IV) iiber Proportionen noch 
a11e diejenigen hinzugefiigt werden, die aus (I) bis (IV) mittels (V) folgen. 
Diese Satze findet man folgendermaBen: 

So11 ein Beweis mittels Proportionen durchgefiihrt werden, so miissen 
immer zwei Streckenproportionen eine dritte zur Folge haben. So11 aus 
den beiden in der iiblichen Form geschriebenen Streckenproportionen 
a : b = a' : b' und c: d = c' : d' eine neue folgen, so miissen sie in zwei 
Gliedem iibereinstimmen. Dies fiihrt unter Beniitzung von (III) auf die 
zwei allein moglichen Falle 

(ra) {a: b = a' : b/} 
a: b =c': d' 

(za) {a: b = a' : b'} 
a: c = c' : b' 

mit den Folgerungen 

(rb) a' : b' = c' : d' (2b) b: c = c' : a'. 

(ra) und (rb) bedeuten nichts anderes als Proportionssatz (II), d. h. den 
Lehrsatz des Desargues. (2a) und (2b) dagegen ergeben die Figur des 
Pascalschen Satzes. 

(2b) folgt aus (2a) seither durch Vermittlung von (V). So11 (V) ver
mieden werden, so muB diese Folgerung selbstandig bewiesen werden, 
d. h. es muB den Proportionssatzen (I) bis (IV) noch s 
der Satz hinzugefiigt werden 

3.Satz. (Pascalscher Satz.) Aus (SA, S B) 
= (SA I, S B') und (SA, SC) = (SC', S J3i) folgt 
(S B, SC) = (SC', SA'). 

KOMMERELL gibt a. a. O. einen rein geometrischen 
Beweis des Pascalschen Satzes. Kiirzer ist der Hil
bertsche [s.o. Kap. III, Abschn.6, §2, (2)]. Oder aber, 
und das ist am kiirzesten, man beweist ihn unmittel
bar auf Grund von (III) (Fig. 76). 

Man zieht A'DII B'C. Dann ist (SA, SB) = (SA', SB') 
Voraussetzung), (SA', SB') = (SD, SC) (Konstruktion). 

\ . 
'. 

------- A' 

Fig. 76. 



Die Satzgruppe des Sekantensatzes 93 
Daraus folgt (SA, SB) = (SD, SC) unddaraus nach (III) (SA, SD) = (SB, SC). 
Nun ist (SA, SD) = (SC'. SA') (Konstruktion), also (SB, SC) = (SC', SA'). d. h. 
BC'II CA'. 

Nun konnen alle Aufgaben und Siitze der Geometrie, die auf Pro
portionen fUhren, wortlich unveriindert ausdergewohnlichenProportionen
lehre iibertragen werden. Nur bedeutet a: b = e : d nicht mehr eine MaB
bezeichnung. sondem nur noch die rein geometrische Lagebeziehung 
(a, b) = (e, d) der 3. Definition. Freilich ist diese abstrakter als die MaB
beziehung, und fUr Klasse VI kaum brauchbar. Aber vielleicht kann auf 
der Oberstufe davon die Rede sein. 

Dritter Abschnitt. 

ProportionaliUit beim rechtwinkligen Dreieck 
und beim Kreis. 

Die Satzgruppe des Sekantensatzes. 

§ 1. Lehrgang. 
Dieser Abschnitt ist im Grunde genommen eine Wiederholung des 

5. Abschnitts von Kap. III. Nur bildete dort die Flaekengleickkeit den 
Beweisgrund, wiihrend ihn hier die Aknlichkeit liefert. Die Satzgruppe 
des Sekantensatzes, die ja die Satzgruppe des Pythagoras in sich ent
hiilt, bildet die Grundlage (I) der Anwendung der Algebra auf die Geo
metrie, (2) der geometrischen Losung aller quadratischen Aufgaben, d. h. 
der quadratischen Gleichung (§ 2) und (3) der Kreis- oder Inversions
geometrie. Daher umfaBt sie die wichtigsten Siitze der Geometrie. 

°(1) Der Produktsatz. Aus a : b = e: d folgt ad = be. 
1. Beweis: durch Rechnung. 2. Beweis: geometrischgemiiB Fig. 77. 
Die Fig. 77 verbindet den Winkelsatz (a: b = e: d) mit dem 
Gnomonsatz (a d = be) ver
mittels des Desarguesschen 
Satzes (.6 EAC,.....,. .6FBD). 
Fur den Unterricht bedeutet 
a d den Fliicheninhalt des 
Rechtecks aus a und d in 
Form des Produkts derMaB
zahlen von a und d. Dabei 
sind die SchUler jetzt darauf 
hinzuweisen, daB a, d und F' 19·77· 
ad nicht, wie im 4. und 5. Ab-
schnitt des III. Kap .• nur rationale, sondem gemiiB dem 6. Abschn. 
des III. Kap. auch irrationale MaBzahlen haben konnen. 

Der Satz (I) und die Fig. 77 behalten aber auch rein geometrisch, d. h. unab
Mngig von jedem MaBbegriff, ihre Bedeutung. Die Proportion a: b = c : a oder 
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(a, b) = (e, d), wie wir jetzt lieber schreiben, bedeutet rein geometrisch, daB die 
vier Strecken a, b, e, d wie in Fig. 77 liegen. Auf Grund des Desarguesschen 
Satzes folgt hieraus die Flachengleichheit der Rechtecke aus a, d und b, c. Fiihrt 
man fiir den Flacheninhalt (das "InhaltsmaB") des Rechtecks aus a, d das Symbol 
a· d oder ad ein, so ist ad = be der Ausdruck der Flachengleichheit. DaB ad den 
Charakter eines Produkts hat, folgt aus der Giiltigkeit der beiden geometrisch ein
leuchtenden Gesetze ad = d a, a (d + e) = ad + ae. Nirgends aber braucht im "Pro
dukt" ad von MaBzahlen die Rede zu sein. Da umgekehrt aus ad = be vermoge 
des Desarguesschen Satzes (a, b) = (e, d) folgt, so bedeutet ad = ae dasselbe 
wie (a, a) = (e, d). Daraus folgt aber e = d, d. h. der Satz: Flachengleiche Recht
ecke von gleichen Grundlinien haben gleiche Hohen. Damit ist die Lehre vom Fla
cheninhaIt der Rechtecke ohne Streckenrechnung begrilndet. 

°(2) ErkHirung der mittleren Proportionalen, des geometrischen Mittels. 
Vergleich mit dem arithmetischen und harmonischen Mittel. 

Satz. Es ist p2~ qq < V pq < p;- q (Fig. 78). 

°(3) Kathetensatz. 
°(4) Hohensatz. 
°(5) Konstruktion der mittleren Proportionalen mit dem Kathetensatz. 

, 
y 

-+ ------ -]5--- --.-. --q--~ 

Fig. 78. 

, 
--- 't-P-----.". 

~ - - - - - - - -+--g --:. 
p 

Fig. 79. 

0(6) Desgl. mit dem H6hensatz. 

°(7) Ktirzeste Konstruktion der mittleren Proportionalen nach THOMAS 
STRODE (3. II. 1684) mittels zweier ahnlicher gleichschenkliger 
Dreiecke (Fig. 79). 

0(8) Konstruktion der dritten Proportionalen mit Katheten- oder 
H6hensatz. 

*(9) Satz.lm rechtwinkligen Dreieck verhalten sich die Katheten
quadrate wie die Hypotenusenabschnitte. 

*(1o) 

*(n) 

*(I2) 

Der Sehnenquadratsatz. Die Quadrate der Sehnen durch einen 
Kreispunkt verhalten sich wie die Projektionen der Sehnen auf den 
Durchmesser durch den Kreispunkt. 

Zeichne Strecken, die sich wie VI : V:Z : Y3 : ... und solche, die 
sich wie I : 4 : 9 : ... verhalten. 

Eine gegebene Strecke so zu teilen, daB sich die Abschnitte wie 
pz : q2 verhalten. 
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*(13) Eine gegebene Strecke so zu teilen, daB sich die Quadrate der Ab

schnitte wie q : p verhalten. 
0(14) Ktirzester Beweis des Pythagoras. (5·Abschnitt (5), 12.Beweis.) 
0(15) Allgemeiner Pythagoras. 

(16) Aufgaben dartiber. 
0(17 a) Sekantensatz. 0(17b) Sehnensatz. 

~ ~ 
O(18a) Tangentensatz. 0(18b) Halbsehnensatz. 

~ ~ 
O(lga) Kathetensatz. O(lgb) H6hensatz. 

Zusammenfassung der Satzgruppen (17) bis (lg) des Sekantensatzes 
zum sog. zweiten Strahlensatz (der erste S 
Strahlensatz ist die 3. Form des Proportional
lehrsatzes) [III. Kap. 6. Abschn. § 4 (21)]: 

°(20) Wird ein Kreis von einem Strahlen-
btischel geschnitten, so ist das Produkt 
der beiden yom Scheitel des Btischels 
aus gemessenenAbschnitte jedes Strahls 
konstant. 

(21) Konstruktion der mittleren Propor-
tionale mit dem Tangenten- oder Halb- c 
sehnensatz.1) Fig. 80. 

(22) 0 aus P, Q, g } L6sung mittels einer mittleren Proportionale 
(23) 0 aus P, g, h (vgl. (16) und (17), 2. Abschn. § I). 
(24) Weitere Aufgaben tiber die mittlere Proportionale. 

*(25) Stimmen zwei Dreiecke in einer Seiteund einem anliegenden Win
kel tiberein, so verhalten sich ihre Flacheninhalte wie die andern 
den Winkel einschlieBenden Seiten. 

*(26) Die Flacheninhalte zweier Dreiecke mit einem gleichen Winkel ver
halten sich wie die Rechtecke aus den diesen Winkel einschlieBen
den Seiten. 

*(27) Ein Dreieck in ein anderes mit gleichem a und neuem f3 zu ver
wandeln. 

*(28) Ein Dreieck in ein anderes zu verwandeln, das einem gegebenen 
ahnlich ist. 

I) Eine besondere Form dieser Konstruktion, bei der keine Lote zu ziehen sind, 
gibt Schneider in den UnterrichtsblMtern f. Math. u. Nat. XXIV, 1918, S. 89: 

In einen beliebigen Kreis wird SA = SA' = P einbeschrieben und darauf 

S B = S B' = q abgetragen. B B' trifft den Kreis in X, wo SX! = SC . S D = 
SA . S B ist (Fig. 80). 
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*(29) Ein Dreieck in ein gleichschenkliges mit a an der Spitze zu ver
wandeln. 

*(30) Ein Dreieck in ein gleichseitiges zu verwandeln. 
*(3I ) Ein Dreieck in ein gleichschenklig-rechtwinkliges zu verwandeln. 
*(32) Ein Dreieck durch Parallelen zur Grund-

linie in n gleiche Teile zu teilen. 
*(33) Desgl. ein Trapez. 
*(34) Einen Kreis durch konzentrische Kreise 

in n gleiche Teile zu teilen. 
*(35) Desgl. einen Kreisring. 

Bem. Zum Schlusse sei noch auf die Abh. von c 
H. DORRIE, der Schenkeltransversalensatz, ZMNU 
53, 1922, S. 8 und die Schrift von K. HAGGE, Die 

B 

Fig. 81. 

Kunst mathematischer Schonheit und Einfachheit .. Geometrographie", 1. Heft, 
Kiel 1922, S. -22 hingewiesen, wo die methodische Bedeutung und Verwend-

barkeit des durch die Beziehung BC2 = BAl2 + CAl' CA 2 in der Fig. 81 
ausgedruckten Satzes dargelegt wird. 

* § 2. Die elementargeometrische Auflosung der gemischt
quadratischen Gleichung. 

1. Die Bezeichnung "elementar-geometrisch" solI besagen, daB in den zu 
beniitzenden Figuren nur Gerade und Kreise, nicht auch andere Kurven, 
z. B. die iibrigen Kegelschnitte, vorkommen sollen. Damit ist eine Schran
ke gegeniiber der analytischen Geometrie errichtet, deren Hilfe grundsatz
lich erst bei der geometrischen Losung der kubischen und biquadra
tischen Gleichungen in Anspruch genommen werden muB. In einem an
dem Punkt jedoch ist die Grenze nicht so scharf. Die Mathematik des 
Altertums und die abendlandische Mathematik des Mittelalters kennt 
keine negativen und noch viel weniger imaginare Wurzeln. Die elemen
targeometrischen Losungen der quadratischen Gleichung kennen also zu
nachst nur positive Wurzeln. Es stellte sich aber als moglich heraus, qua
dratische Gleichungen elementargeometrisch zu los en und dabei die Vor
zeichen zu berucksichtigen, ohne eigentlich analytische Geometrie zu 
treiben. DemgemaB zerfallen die Losungsmethoden in zwei Gruppen, je 
nachdern nur die absoluten oder die mit Vorzeichen versehenen Werte 
der Wurzeln genornmen werden. 

2. Die erste Gruppe umfaBt zwei verschiedene Verfahren, von denen 
das erste unverdientermaBen in Vergessenheit geraten zu sein scheint. 
Dies erste Verfahren heiBe das Euklidische, weil es bei EUKLID organisch 
in den Aufbau der Elementarmathematik eingefiigt ist, bei ihm die Lo
sungsmethode der quadratischen Gleichung schlechthin bildet. N ach dem 
Zeugnis des EUDEMUS (urn 320 v. Chr.) starnmt es aber schon aus der 
Schule des Pythagoras (urn 550 v. Chr.). Es ist die pythagoreischeFliichen-
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anlegung. Bei Euklid kommt sie in einfaehster Form im II. Bueh der 
Elemente vor, eine Erganzung dazu enthalten die Data, in ausfiihr
lieher Darstellung erseheint sie im 
VI. Bueh der Elemente. Der 5. und 
6. Satz des II. Buehes lauten in 
mathematisehen Zeichen (Fig. 82): 

,"",-- -- ---- nf---,~~-~-='::~ 
A .M Y J) 
r<-~------- ,s - - '1" -x 

A .M J) 

Fig. 8n, b. 

-"1 
Y 

115. AY· YD + MY2 = AM2 oder (s-x)x + C -xf= cr 
II 6. A Y . YD + AM2 = MY2 oder (s + x) x + C f = (: + x t 
Die Beweise erfolgen mittels des Gnomonbegriffs. In den Fig. 83 

ist ABXY = A BNM + MNXY = MNCD + XA'B'C 

= GnomonMNXA'B'D = ± (MSB'D-NSA'X). 

Sehreiben wir die beiden Gleiehungen in der Form 

s x - x2 = ( ~f- C - x r 
sx + x2 = (+ + xf- Cr. 

so sehen wir, daB mit ihnen die "quadratisehe Erganzung" auf geome
trisehe Weise gewonnen ist. 

II ff • , , 
X , 

I 
Y 
A 

, , , 
" , , , , " Fig. 83 a. 

8 A' ll' Fig. 83 b. 
8 JJ' A 

Eine erste Anwendung gibt der II. Satz des II. Buehes der Elemente, 
wo die "goldene" Teilung als Flaehenau£gabe gelOst wird. Die Konstruk-

tion erfolgt mittels der Gleichung (~ + xr = S2 + (+ r. die naeh II 6 

in der Form (s + x) x + C f = S2 + C r gesehrieben werden kann, 

woraus (s + x) x = S2 oder x2 = s (s - x) folgt. 
Die eigentliehe und zugleich allgemeinste Form der Aufl6sung der 

quadratisehen Gleiehung aber bringt Bueh VI mit seinen Nummern 28 
F 1 a d t. Elementarmathematik I: Geometrie 2 7 
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und 29.1) Wir wollen hier aber nur den einfachsten Fall durchfuhren, zu 
dessen Beweis die Satze II 5 und II 6 hinreichen, da seine Behandlung im 
Unterricht auch heute noch wertvoll ist. Fur diesen Falliauten die Num
mem 28 und 29 des VI. Buches folgendermaJ3en: 

VI 28. An eine Strecke AD = s ein Rechteck A B X Y gleich einem ge
gebenen Quadrat m 2 so anzulegen, daJ3 das fehlende Flachenstuck Y XeD 
ein Quadrat wird. 

VI 29. An eine Strecke AD = s ein Rechteck A B X Y gleich einem ge
gebenen Quadrat m 2 so anzulegen, daJ3 das uberschiefJende Flachen
stuck DC X Y ein Quadrat wird. 

Das sind die beiden beruhmten Aufgaben der elliptischen (e;';'ettpt~ 
= Mangel) und der hyperbolischen (vneefJoMJ = UberschuJ3) Fliichen
anlegung. Man erkennt, daJ3 es sich urn die Losung der beiden quadrati-
schen Gleichungen VI 28. (s - x) x = m2 

VI 29. (s + x) x = m2 

handelt. Mittels der Figur des Gnomonsatzes treten an ihre Stelle die 
Gleichungen 

VI 28. 

und damit wird in beiden Fallen die gesuchte Strecke x schlie13lich mit 
Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes gefunden (Fig. 83). 

Aus Satz 85 der Euklidischen Data geht hervor, daJ3 Euklid die Tat-

sache zweier Losungen bei derersten Gleichung -zweiteLosung ~ - x 
2 

- wohl gekannt hat. Dieser Satz lautet in die heutige Zeichensprache 
ubersetzt namlich x + y ---:- s, xy = m2 • 

Bringen wir unsere beiden quadratischen Gleichungen auf die Normal
form x2 -sx + m2 = 0 und x2 + sx-m2 = 0, 

so sehen wir, daJ3 noch zwei andere Formen der quadratischen Gleichung 
moglich sind, namlich 

x2 + sx + m2 = ° und x2 -sx-m2 = 0. 

Die erste war fUr die Griechen uberhaupt nicht vorhanden, da sie zwei 
negative Losungen hat. Die Losung der zweiten beruht auf der Um-

formung x (x - s) = (x - : r -c r. die durch die Gnomonfigur 84 dar

gestelltwerdenkann, inder DCXY = GnomonM PSRN'Y = MQN'Y 
- P Q R 5 ist. x wird dann wieder mit Hilfe des Pythagoras konstruiert. 

1) Naheres bei K. Fladt, Euklid. Ma-Na-Te-Biicherei Nr. 8. Berlin 1927. 
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3. Die Euklidische Methode ist geometrisch und geschichtlich gleich 
wertvoll. Sie verkniipft die wichtigsten Satze der Flachenlehre, Gnomon
satz und Pythagoras, miteinander. Sie ist unmittelbar in die Algebra 
iibersetzbar und liefert so einen anschau- A.. s .. JJ Y 
lichen Auflosungsweg fiir diese, anders aus- ... 

-- --
X-f- , 

gedriickt: die algebraische Losung ist aus 
ihr in der Zeit zwischen EUKLID (urn 325 

I 
I 

\ 
I / 

, 

I 
I 

v. Chr.) und HERON (urn 200 n. Chr.) her- x 
vorgegangen. Sie zeigt deutlich das Ringen 

I 

I 
I 

mit dem Stoff und ist so ein gutes Gegen
gewicht gegen die rein algebraische Methode, JJ 
wo die Formel, wie jede Formel, sehr bald .M' 
den Eindruck der miihelosen Beherrschung 

I , 
I 
I 

I 

/ , 
",// {! 

' , 
' " ' , 
m -' , , 
' / ' , 
~// 

,8 f" / 

des Stoffes macht. SchlieBlich ist sie sehr lJeA:. N (J 

weittragend, denn sie steht an der Eingangs- F· 8 

I / 

I 

pforte in die Theorie der Kegelschnitt~. 19. 4· 

/ 

X=JJ 

4. Das zweite Verfahren, die quadratische Gleichung aufzulosen, 
griindet sich auf die Satzgruppe des Sekantensatzes. Wir nehmen wieder 
unsere drei Gleichungen 

X2-SX + m2 = 0, X2 + sx-m2 = 0, x2-sx-m2 = 0 

und schreiben sie jetzt in der Form 

X(s-X) = m2 { x(x + s) = m 2 

x(x -s) = m2. 

Wir beginnen mit den speziellsten Satzen unserer Satzgruppe und losen 
die linke Gleichung mit dem die rechten Gleichungen mit dem 
Hohensatz. Tangentensatz in der besonderen 

Form, bei der die Sekante Durch
messer ist. 

Fig.8sa. 

Die Figuren 85 a und b liefem 

Xl XI! = m2, Xl + X 2 = S 

Xl-X. d Xii-Xl V( S )2 ~-2 --0 er--= --m 
2 2 2 

Fig.8sb. 

xl x\I=m2, x l -x2 0derx\I-xI =s 

Xl t XI = V ( : r + m2 

7* 

fl' 

7fT' 

, 
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und damit sofort wieder die algebraische Losung der Gleichungen. In 
die Sprache der Geometrie iibersetzt lauten die Gleichungen: 

Ein Quadrat in ein Rechteck zu verwandeln, dessen Seiten die Summe 
oder die Differenz s haben. 

Fig. 86a. Fig. 86 h. 

Wir konnen die Losungsfiguren etwas verallgemeinem, wenn wir statt 
des 

Hohensatzes den Halbsehnensatz Tangentensatzes in der besonderen, 
den T angentensatz in der aUgemei
nenForm 

verwenden. Der Hilfskreis ist dann ganz beliebig (Fig.86a und b). 
Wir m iissen die Losungsfiguren verallgemeinem, wenn in unsem Glei

chungen nicht ein Quadrat m2, sondem ein Rechteck pq gegeben ist. 
Die Gleichungen lauten dann 

x(s-x) =pq { 
x(x + s) = pq 
x(x - s) = pq 

und die I.osungsfiguren ergeben sich mittels des 

Sehnensatzes. Sekantensatzes (Fig. 87a und b). 

Wir konnen unser zweites Verfahren in merkwiirdiger Weise umge
stalten. Dabei vertauschen die einander entsprechenden Satze unserer 
Satzgruppe den Platz. Wir losen jetzt die Gleichungen 

{ 
x(x + s) = m2 

x(s- x) = m2 

x(x - s) = m 2 

mittels des Hohensatzes. mittels des Tangentensatzes in der 
besonderenForm. (Fig. 88a und b. 



Elementargeometrische Auflosung der gemischtquadratischen Gleichung 101 

, , , 

______ ___ x, __ __________ _ 
------------ S -------

- _ - - _______ _ X1 _:... __________ _ 
- - - - - - - - -- S - - - - -- - - - --

Fig. BSa. 

- - - - - - - - - - - X3.- - - - --

Fig.8ga. 

, , 
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, , 

-------------(£1.-

Fig·90a. 
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// I 

/ P, 
/ 

/ I 
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________ _ X...LL~ __ : _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ I 

------7'----8- --------
I 
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/ 

Fig.9U • 

/ 
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/ 

" " 

Fig.9za. 
Xz 

Fig.90b. 

/ 
./ 

-------B - - ----

Fig.9Ib. 

? • 

Fig.9zb. 
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Man kann die Losungsfiguren wieder verallgemeinern, wenn man den 

H albsehnensatz T angentensatz in der allgemeinen 
Form 

beniitzt (Fig. 8ga und b). 

Man muB sie verallgemeinern, wenn die Gleichungen in der Form 

{
X (x + s) = pq 
x(x - s) = pq 

gegeben sind (Fig. goa und b). 

x(s-x) =pq 

Die letzten Figuren werden besonders praktisch, wenn man dafiir 
sorgt, daJ3 die beiden Sekanten aufeinander senkrecht stehen, und wenn 
man den einen Abschnitt der gegebenen Sekante in die zum Sehnenlot 
auf s symmetrische Lage bringt (Fig. 9Ia und b).I) 

Wir schlieJ3en die erste Gruppe von Auflosungsverfahren mit der in 
Fig.9za dargestellten Auflosung der Gleichung x (s - x) = m2• Eine 
entsprechende Auflosung der beiden andern Gleichungen scheint nicht 
moglich zu sein (Fig.9zb). 

5. Wir kommen zu der zweiten Gruppe von Auflosungsverfahren. 1st 
es moglich, fUr quadratische Gleichungen ein solches geometrisches Lo
sungsverfahren zu ermitteln, das auch die Vorzeichen der Losungen lie
fert? Ein derartiges Verfahren hat v. STAUDT (I7g8-I867) anliiJ3lich 
der Konstruktion des regelmiiJ3igen I7-Ecks mittels eines einzigen festen 
Kreises angegeben. 2) Diese Konstruktion der Losungen einer quadrati
schen Gleichung ist auf sehr verschiedene Weise, aber immer sehr um
stiindlich bewiesen worden. Vgl. z. B. ADLER, an dem in FuJ3n. 1) a. O. 
S. 175, wo der Beweis trigonometrisch gefiihrt ist, ENRIQUES, Fragen der 
Elementargeometrie, z. Bd., Leipzig Ig07, S. 180, wo er analytisch 
geometrisch, MITZSCHERLING, Das Problem der Kreisteilung, Leipzig IgI3, 
S. 35, wo er mittels der Polarentheorie, GOLDENRING, Die elementar
geometrischen Konstruktionen des regelmaBigen I7-Ecks, Leipzig IgI5, 
S. g, wo er mittels der Ahnlichkeitssiitze und des Sekantensatzes ge
geben ist. Wir fiihren hier einen sehr kurzen, elementaren Beweis. Die 
v. Staudtsche Konstruktion lautet (Fig. 93): 

Auf den parallelen und gleichgerichteten Tangenten AD und BC des 

festen Kreises (0, 4) seien von den Beriihrungspunkten A und B aus 

die Strecken AD = ± a und BC = ± bin der durch ihr Vorzeichen be-

I) Vgl. Heis und Eschweiler, Lehrbuch der Planimetrie, Koln 1881 und Bein
horn, Lehrbuch der Mathematik, Ausgabe A, 2. Teil, Unterstufe II, S.40, Berlin 
1915. Bei Adler, Theorie der geometrischen Konstruktionen, Leipzig 1906, S. 177, 
ist diese L6sung als diejenige angefiihrl, die auBer dem Lineal nur noch den rechten 
Winkel als Zeicheninstrument erforderl. 

2) Journal fiir die reine und angew. Math. 24, 1842. 
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Fig. 93. 

Fig. 94. 

I 
I 

7Th I 
I 

_______ I_X1 ______ 1 

x2-sx=-m2 

xl>o, xz>o 

Fig. 95a. 

Fig. 95c. 

x3-sx=+m2 

Xl>O, x.<o 

(pJ 

7Th 
I 

_______ IXZ ______ I 

x2+sx=-m2 

Xl <0, x 2 <0 

Fig. 95b. 

Fig. 95d. 

___________ x _________ _ 

xl+sx=+ml 

Xl <0, X.>O 
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stimmten Richtung abgetragen. CD schneide den Kreis in P und Q. 
B P und BQ treffen AD in R und S. Dann sind AR und AS nach GroBe 
und Richtung die Losungen der quadratischen Gleichung 

± bX2-h2x ± h 2a = o. 

AR2 PR DR AR-AD 
Bew. Da <9:: APB = goO <9:: BAR = goO, so ist -==-==-==--==-----

, AB2 BP BC BC 
x 2 x-a 

oder h2 =-b-' d.h. bx2 -h2 x+h2 a=0. 

Man erkennt, daB die vier moglichen Zeichenzusammenstellungen von 
a und b die vier moglichen Formen der quadratischen Gleichung hervor
rufen. Lautet die quadratische Gleichung z. B. X2 - S X + m2 = 0, so 

h 2 bm2 m 2 
ist b = -, a = -h2 = -. Daraus folgt bei gegebenem h, s, m sofort die 

s s 
Konstruktion von a und b (Fig. 94). Es ist nattirlich zweckmaBig, h = s 

I 

zu wahlen, dann wird b = s und man braucht nur a = ~- zu zeichnen. 
s 

In diesem Fall ist auch die Determination sehr lehrreich. 

6. Neben dieses erste, v. Staudtsche Verfahren, das zu den beiden 
Verfahren der ersten Gruppe als selbstandiges drittes hinzukommt, tritt 
noch ein zweites, das aber nichts anderes ist als eine zweckmaBige Um
bildung des zweiten Verfahrens der ersten Gruppe. 

Herr BRUES hat im 46. Band der ZMNU, 1915, S.208 folgende Lo
sung angegeben (Fig. 95a, b, c, d): Urn die Gleichung X2 + ux = v, 
u = ± s, v = ± m2 zu losen, trage man auf einer Geraden, deren positiver 
Richtungssinn vorher festgelegt ist, unter Berucksichtigung des Vor-
zeichens die Strecke AB = u ab und beschreibe uber AB als Durchmesser 
den Kreis. Alsdann suche man auf der Geraden einen der beiden Punkte P 
auf, deren Potenz in bezug auf den Kreis gleich v ist. (Fur v = + m 2 ist 
also die von P ausgehende Tangente gleich m; fur v = - m2 ist die in P 
senkrecht auf AB stehende Sehne gleich 2 m.) Die Losungen der Glei-

-+ 
chung werden dann mit ihren Vorzeichen dargesteIlt durch Xl = P A 

-+ -+ -+ 
und X 2 = B P. Denn fur jede Lage der Punkte A, B, P gilt AB + B P 

-+ -+ -+ + PA = 0, d. h. es ist Xl + x2 = - u. Ebenso ist PA . P B = v, d. h. 
X I X 2 =-v. 
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Vierter Abschnitt. 

Die regelmaBigen Vielecke. 

Lehrgang. 

Allgemeines. 

(1) Definition. RegelmaBiger Streckenzug heiBt eine Reihe gleicher 
Strecken, die unter gleichen, gleichsinnigen Winkeln aneinander~ 
grenzen. 

(2) Satz vom regelmaBigen Streckenzug. Jeder regelmaBige Strecken
zug besitzt einen Mittelpunkt. Urn und in jeden regelmaBigen 
Streckenzug laBt sich ein Kreis beschreiben, dessen Mittelpunkt 
der Mittelpunkt des Streckenzugs ist. 

(3) Definition des einfachen Vielecks. Ein Vieleck heiBt einfach, wenn 
seine Ecken verschieden sind, keine drei von ihnen in einer Ge
raden liegen und je zwei nicht zusammenstoBende Seiten keinen 
Punkt gemein haben. 

(4) Definition des (einfachen) regelmaBigen n-Ecks. (Einfaches) 
regelmafJiges n-Eck heiBt ein (einfaches) Vieleck mit gleichen Seiten 
und gleichen, gleichsinnigen Winkeln. Seine Existenz fUr ein be
liebiges n setzen wir voraus. 

(5) 1. Satz vom regelmaBigen n-Eck. Jedes (einfache) regelmaBige 
n-Eck besitzt einen Mittelpunkt. Urn und in jedes (einfache) regel
maBige n-Eck laBt sich ein Kreis beschreiben, dessen Mittelpunkt 
der des n-Ecks ist. 

(6) 2. Satz vom regelmaBigen n-Eck. Ein einfaches, regelmaBiges 
n-Eck laBt sich in kongruente gleichschenklige Dreiecke mit ge
meinsamer Spitze, dem Mittelpunkt des n-Ecks, zerlegen. 

0(7) 3. Satz vom regelmaBigen n-Eck. Der Mittelpunktswinkel des ein

fachen regelmaBigen n-Ecks ist 3600 • 
n 

°(8) 4. Satz vom regelmaBigen n-Eck. Der Eckenwinkel des einfachen 

regelmaBigen n-Ecks ist n - 2 • 1800 • 
n 

(9) 5· Satz vom regelmaBigen n-Eck. Ein einfaches regelmaBiges 
2n-Eck besitzt 2n Symmetrieachsen, die n Verbindungsgeraden 
der Gegenecken und die n Verbindungsgeraden der Gegenseiten
mitten. Ein einfaches regelmaBiges (2n - 1) -Eck hat 2n - 1 

Symmetrieachsen, die Verbindungslinien der Ecken mit den Gegen
seitenmitten. 
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Die Sechsecksreihe. 

0(10) Geg. der Umkreisradius r. Ges. das einbeschriebene regelmaBige 
Sechseck. Satz: S6 = r.1) Was ist Fs? 

O(II) Geg. r. Ges. das einbeschriebene regelmaBige Dreieck. 

0(12) Geg. r. Ges. S3 und F 3 • 

0(13) Geg. r. Ges. das einbeschriebene regelmaBige 12-Eck. 

(14) Geg. r. Ges. S12 undF12• (Es ist OAED = OFAECD = 4..6. OCD 

= 4 ~~2.' F12 = 3r2) (Fig. 96).2) 1. IJrc::::"-=::::-----::::;;~ 
(IS) Geg. r. Zeichne das regelmaBige Sterri

zw6lfeck und berechne seine Seite. 

0(16) Zeichne die Sechsecksreihe: Ein- und um
beschriebenes regelmaBiges Drei-, Sechs
und Zw6lfeck. 

Die Vierecksreihe. 

0(17) Geg. r. Ges. das einbeschriebene Quadrat. 
o 

, 

, 
I 

I 

I 1/ 
I .... 1 

0(18) Geg. r. Ges. S4 und F 4 • Fig. 96. 

0(19) Geg. r. Ges. das einbeschriebene regelmaBige Achteck. 

(20) Geg. r.: Ges. S8 und F 8' 

A 

(21) Geg. r. Zeichne das regelmaBige Sternachteck und berechne seine 
Seite. 

0(22) Zeichne die Vierecksreihe: Ein- und umbeschriebenes regelmaBiges 
Vier-, Acht- und Sechzehneck. 

Die Berecl;mung der Seiten und Flachen der umbeschriebenen ein
fachen regelmaBigen Vielecke bleibe den Ubungen vorbehalten. 

Die Zehnecksreihe. 

(23) Das regelmaBige Zehneck und sein "goldenes" Dreieck. 

(24) 1. SatzvomgoldenenDreieck (Fig.97). AusAB: BC =A'B' :B'C' 
folgt mit AB = AC, BC = BC' = A"C'sofort AC: AC' = AC': C'C. 

0(25) Erklarung der "goldenen" Teilung. Der maior und minor. 

(26) 2. Satz yom goldenen Schnitt. Umkehrung des 1. Satzes. 

I) S n und F n sind Seite und Flacheninhalt des einbeschriebenen regelmaBigen 
n-Ecks. 

2) Andere Figuren bei Kiirschak ,Math.-nat. Ber. aus Ungarn IS, 1897, S. 196, 
Csillag, ebd. 19, Ig01, S.70 und in der ZMNU 56, 1925, S.228. 
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Bew.(Fig.97.)EsistAC :AC'=AC":C'C, AB AC,BC-AC'. DarausfolgtAB :BC 

= A'B': B'C'. Nun ist -t ABC= -t A'B'C', also t:,. ABC,......, t:,. A'B'C', d. h. 

A'C'=A'B'. Sei a=x, so ist P=2X,y=2x,a+p+Y=SX=I800, 

X= 36°. 

0(27) Die quadratische Gleichung der goldenen Teilung. Es ist 

(1) r:z=z:(r-z}, (2) z2+ rz - r2=o, (3) z(z+r}=r2. 

Die Konstruktion ihrer positiven Losung z = Vs - I r mit Hilfe 
2 

des Tangentensatzes oder: Geg. eine Strecke r, ges. ihr maior. 

Die Konstruktion der goldenen Teilung ist durchaus als Konstruktion 
der Losung einer quadratischen Gleichung aufzufassen. Die in den Geo
metrielehrbiichern vorkommenden "geometrischen" Beweise sind nur 
Umschreibungen davon. 

0(28} Geg. r. Ges. das einbeschriebene regelmaBige Zehneck. 

(29) Geg. r. Ges. S10 und FlO. 

(30) Geg. die Seite S'5 des regelmaBigen Sternfiinfecks. Ges. das Stern
fiinfeck (Pentagramm, DrudenfuB). 

0(31} Diestetige Teilung. Satze. (Fig.98au.b.) (a) Verlangert man eine 
Strecke urn ihren maior, so erhalt man wieder eine golden geteilte 
Strecke. (b) Verkiirzt man den maior einer Strecke urn ihren minor, 

so erhalt man wieder 
eine golden geteilte 
Strecke. (c) Strecke 

A und maior haben 

Fig. 97. Fig. 98a. 

ein irrationales Ver
Mltnis. 

+--b-- ----- - - d- -- - ... 
!. ______ 1_ b+d------J 

+--b·-- .. 
~~---I-d----J 

Fig. 98b. 

(32) Konstruktion des goldenen Dreiecks aus seiner Grundlinie. 

(33) Geg. S10. Ges. das regelmaBige Zehneck. 

(34) Geg. S5. Ges. das regelmaBige Fiinfeck. 

(35) Herstellung des regelmaBigen Fiinfecks durch Knotung eines 
Streifens. 
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(36) Zusammenhang der Zehneckseite mit der Funfeckseite. Die 

Figur des Ptolemaus. (Fig. gga u. b.) Es ist t 2 = r(r- s1O) = S102, 

t = S10' S102 + S62 = S52• 

Dieselbe Beziehung gilt zwischen 56' der Sternfiinfeckseite 5~ und der Sternzehneck-

3eite 5~0: Aus lihnlichenDreiecken (Fig.lOo) folgtAOI=AD·AC und CB2= CD·CA 
und daraus durch Addition 5~ + 5:~ = 5'~. 
(Vgl. den Beweis des Euklid fiir 5~ + 5120 = 52, 

Elemente XIII 10.) 

.---------)00 
S:JI) 

Fig. 99a. 

B 

Fig. 100. Fig. 99b. 

Geg. r. Ges. S5 und die Sternflinfeckseite s~. 
Geg. r. Zeichne das regelmaBige Sternzehn
eek und berechne seine Seite s~o = s10 + r. 
Goldene Teilung mittels des einbesehriebe
nen regelmaBigen Dreieeks1) (Fig. 101). 

Der maior der Einheitsstreeke ist Wurzel 
der Gleiehung Z2 = I - z. Daraus folgt 
Z3=Z-Z2=2Z-I, Z4=2-3z, z5=5z-3, 
z6=5-8z, Z7=I3z-8, Z8=I3-2IZ, 

Z9 = 34z-2I, ZlO = 34-55 z , ... und 
Fig. 101. 

d - 1 2 3 5 8 13 21 34 T·I d .. B d· araus Z - I, "2, 5' 5' 8' 13' 21' 34' 55'. .. el e emgema Ie 
Streeke a = 10 em der Reihe naeh im Verhaltnis I : 2, 2 : 3, 3 : 5, 
5: 8,8: 13, ... und bereehne, urn wieviel jedesmal der Teilpunkt 
von dem Punkt entfernt ist, der sie golden teilt. 

I) Wegen der daraus folgenden geometrographischen Konstruktion der beiden 
regelmliBigen Fiinfecke vgl. die am Schlusse des 3. Abschnitts, § I angegebene 
Schrift von K. Hagge, 5.20. 
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Weitere Aufgaben zur goldenen Teilung 1). 

Zeichne die Zehnecksreihe: Ein- und umbeschriebenes regelmaBiges 
Ffinf-, Zehn- und Zwanzigeck. 

Weiteres fiber die regelmaBigen Vielecke.2) 

Geg. r. Ges. das regelmiiBige In-15-Eck. Es ist 3600 _ 3600 = 3600 • 
6 10 15 

Geg. r. Ges. das regelmiiBige einbeschriebene Sieben- und Stern
siebeneck (Fig. 102). 

N"h t sa ( ,. I. a erungswer S7 = 2" HERON). 2. Niiherungswert S7 =S10 + "4 
(ESTREMOFF). 

Sonne 

Fig. 102. Fig. 103. 

(45) Geg. r. Ges. das regelmiiBige Neuneck. Niiherung von Albrecht 
Diirer (Fig. 103). 

(46) Mitteilungen fiber die Geschichte der regelmiiBigen Vielecke, ins
besondere der konstruierbaren. 

Fur eine eingehendere und einheitliche Behandlung der regelmaBigen Vielecke, 
von der sich vieles fUr freiwiIlige Arbeiten schon auf der Unterstufe trefflich eignet, 
vgl. (I) BOCHOW, Eine einheitliche Theorie der regelmaBigen Vielecke, 2 TeiIe, 
Progr. Magdeburg 1895/96. (2) WIERNSBERGER, Recherches diverses sur les poly
gones reguliers et les radicaux superposees. Lyon 1904. (3) BOCHOW, Die Funk
tionen rationaler Winkel, besonders die numerische Berechnung der Winkel
funktionen ohne Benutzung der trigonometrischen Reihen und ohne Kenntnis der 
Zahl n, Progr. Magdeburg 1905. (4) BOCHOW, Einfachste Berechnung des regel
maBigen 20-Ecks, ZMNU 35, 1904, S.497 u. 36, 1905, S·330. (5) BOCHOW, Ketten
wurzeln und Winkelfunktionen, ZMNU 41, 1910, S.16I. 

Der Zusammenhang der Theorie der regelmiiBigen Vielecke mit der 
Algebra, insbesondere die Konstruktion des regelmiiBigen 17-Ecks, muB 
der Oberstufe vorbehalten bleiben. 

Il Vgl. zur goldenen TeiIung auch W. Weber, ZMNU 49, 1918, S.174 und 
Timerding, Der goldene Schnitt. Math.-phys. Bibl. Nr.32, 2. Aufi., 1925. 

2) Vgl. Q. Nr.41 u. 42. 



Die verschiedenen Methoden der Kreisberechnung III 

Fiinfter Abschnitt. 

Die Berechnung des Kreises.1) 

§ 1. Die verschiedenen Methoden der Kreisberechnung. 

1. Die Kreisberechnung ist der H6hepunkt der Elementarplanimetrie 
der Mittelstufe. "Sie ist die erste und vielleicht einzige in sich abge
schlossene Untersuchung iiber eine bedeutende mathematische Frage, 
die an der Schule dargeboten wird. "2) Liefert sie doch die eine der beiden 
wichtigsten Irrationalzahlen der Mathematik. Die dabei beniitzten Ver
fahren geh6ren durchaus der elementaren Planimetrie selbst an und sind 
darum dem Verstandnis des Schiilers durchaus zuganglich. Sie zerfallen 
in zwei Gruppen. Die Verfahren der einen Gruppe beniitzen die dem Kreis 
einbeschriebenen und umbeschriebenen regelmaBigen Vielecke. Sie 
stellen seit ARCHIMEDES (287-212) die Methode der Kreisberechnung 
schlechtweg dar, d. h. sie sind beim Kreis und nur bei diesem anwendbar, 
also nicht verallgemeinerungsfahig. Man hat ihnen das zum Vorwurf 
gemacht und als bessere Methode diejenige der Zerschneidung des 
Kreises in Trapeze empfohlen3), die sofori auf jede andere Kurve in 
gleicher Weise anwendbar ist. Wir m6chten indes den Vorrang der 
"Vielecksmethoden" vor der "Trapezmethode" gewahrt wissen, wei! 
ihnen zugleich ein hoher kulturgeschichtlicher Bildungswert zukommt. 
Wo geniigend Zeit vorhanden ist, kann aber auch die Trapezmethode zu 
ihrem Rechte kommen.4) Fiir groBere Hausarbeiten eignet sie sich treff
lich. 

2. Die Gruppe der Vielecksmethoden umfaBt deren vier. Man kann 
(I) den Umfang eines gegebenen Kreises als Grenze der Vielecksumfange 
bestimmen. Das bezweckt auch das urspriingliche Archimedische Verfah
ren5). GREGORY (1638 ?-75) hat alsersterdieentsprechendeAufgabedurch
gefiihrt, (2) den Inhalt eines gegebenen Kreises als Grenze der Vielecks
inhalte zu berechnen. NIKOLAUS VON CUSA (1401-64), DESCARTES (1596 
bis 1650) und die Franzosen im Anfang des 19. Jahrhunderts haben um
gekehrt die Aufgabe gestellt und ge16st, (3) ein gegebenes Vieleck in 
einen Kreis gleichen Umfangs zu verwandeln, und LEGENDRE (1752 bis 
1833) hat alsletzte Aufgabe hinzugefiigt, (4) ein gegebenes Vieleck in 
einen Kreis gleichen Inhalts zu verwandeln. Von diesen vier Aufgaben 
ist heute die dritte am einfachsten darzustellen, und sie sei daher zur 

I) Vgl. dazu Q. Nr. 43-50. 
2) Dieck, Stoffwahl und Lehrkunst, Leipzig 1918, S. 87. 
3) Deutsch, ZMNU 46, 1915, S.319 u. 362 und Flechsenhaar, ebd. 

S·329 u. 564. 
4) Man wird sie iibrigens zweckml!.Big schon am SchluB des 5. Abschn. von 

Kap. III einfiigen. 
5) Vgl. Q. Nr. 44, beachte indes den SchluBsatz dieser Nummer. 



II2 PlanimetrielehrstoH der Untersekunda (Klasse VI) 

Behandlung im Unterricht besonders empfohlen, da fUr ihre Durch
fUhrung uberdies Logarithmen nicht notwendig sind. Ganz unterdruckt 
haben wir das in einer groBen Zahl deutscher Geometrielehrbucher heute 
noch ubliche ursprungliche Archimedische Verfahren, die Aufgabe (r) 
auf die umstandliche Berechnung der Seite des regelmaBigen 2n-Ecks 
aus der des n-Ecks mit Hilfe des Pythagoras zu grunden. 

§ 2. Lehrgang. 

°(1) Erklarung. Einen Kreis rektijizieren heiBt eine Strecke konstruieren 
(oder berechnen), die (genau) gleich dem Kreisumfang ist. Eine 
Strecke arkujizieren heiBt einen Kreis konstruieren (oder berechnen), 
dessen Umfang (genau) gleich der Strecke ist. 

°(2) Erklarung. Einen Kreis ("Zirkel") quadrieren heiBt ein Quadrat 
konstruieren (oder berechnen), das (genau) gleich dem Kreisinhalt ist. 

°(3) 1. Satz. Das Verhaltnis zwischen Umfang u und Durchmesser 2r 

eines Kreises hat fUr aIle Kreise denselben Wert und wird mit 
n bezeichnet (WILLIAM JONES 1706). Es ist also u = 2n r. 

°(4) 2. Satz. Der Inhalt J eines 
Kreises vom Radius r ist 
J = n r2. Die Zahl n ist 
also auch gleich dem Ver
Mltnis des Kreisinhalts 
zum Halbmesserquadrat. 

Diese beiden Satze sind hier 
zunachst experimentell (Faden 
urn Scheibe!) und anschaulich 
(Fig. 104) herzuleiten. Ihr Be
weis ergibt sich aus der gleich 
folgenden Kreisberechnung. 

Fig. I04a. 

Fig. I04b. 

C 

Fig. 105. 
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(S) Geschichtliches zur elementargeometrischen Bestimmung von n.1) 

(6) Berechnung von n nach dem Verfahren von CUSANUS-DESOARTES
KOMMERELL.2) 

Wir gehen aus von einem beliebigen regelmaBigen n-Eck, dessen Um
kreisradius Tn' dessen Inkreisradius en sei und dessen Umfang Un heiBe. 
In ihm konstruieren wir gemaB Fig. lOS das umfangsgleiche regelmaBige 
zn-Eck, dessen entsprechende Radien T2n und e2n seien. Dann ist 

- - (-- -) rn+Qn 
0ZB2 = ! 02 Bl = ! °2°1 + 0IBl , d. h. (I) (>2n - -,-, 

OtA~ = 02C • OaBl> (ZT2n)2= ZTn' zen, d. h. (II) r2n-Yrn (>2n' 

Da en < Tn ist, SO folgt aus (I): e2n > en' Da ebenso e2n < Tan ist, aus 
(II): T2n < Tn' Wiederholt man also das Verfahren, so erhalt man zwei 
Reihen von Kreisradien, 

eine aufsteigende: en < ean < e4n < ... < !?aPn 

und eine absteigende: Tn> T2n > T4n > ... > TaP". 

Dberdies ist jedes Glied der aufsteigenden Reihe kleiner als jedes Glied 
der absteigenden. Aus den Dreiecken OlAlBI und 02AlBl folgt femer 

AIB~ = 0lAi-OlB~ = O,Ai- 0 2Bi 
oder 
Es ist also 

2_ 2_~('_ ') 2_ 2_ 1 (9_ ') Tin e2ll- 4 T,. e", T4" e4,,- 42'" en,'" 

" _ 9 _-=--(2_ 2) 
,P,. !?2 P,,- 4P Tn e" . 

Daraus folgt, daB '~Pn - e;p,. fUr wachsende p dem Grenzwert 0 zu
strebt. 

Die beiden Reihen von Kreisradien streben also einem gemeinsamen 
Grenzwert R zu: 

(III) R= lim 'aP" = lim eaPn. 
P~'" P~'" 

Nun ist aber ZnT2Pn > un> zneaPn 3) und daraus ergibt sich fiir p-..oo 
znR = Un' d. h. 

(IV) U" n=-· 2R 

I) S. Q.Nr.43 bis 50 und Beutel, Quadratur des Kreises, Math.-phys. Bib!. 
Nr.12, 2. Auf!. 1920. 

2) Kommerell, Der Begriff des Grenzwerts in der Elementarmathematik. 
6. Beiheft zur ZMNU, Leipzig 1922, S.14. 

3) Diese Beziehung kann man hier ruhig der Anschauung entnehmen. Vgl. 
indes (7). 

Fladt, Elementarmathematik I: Geometrie 2 8 
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Berechnung. Sei'n ='0 = 2, dann ist en = eo = V3 = 1,732050, 

2+ 1,732050 e12 = = 1,866025, 
2 

€?24= 1,931851 ~ 1,866025 1,898938 

'12· €?24 = 1,931851 . 1,898938 

1,545481 
I73 867 
15455 

1739 
58 
IS 

'12 = V2. 1,866025 

=V3,1731 20 150 = 1,931851 
I 

212 7(3 
2 6 I 

38 1122(0 
1149 

386 17 15(0 
386 I 

386132891 
3 08 8 Abgekiirzte 

391 20 I Division. 
I95 

41-6-

rn=V3,166184166=I,9153241) €?4S= 1,915324+1,898938 = 1,90713I 
2 

I 

212 6(6 
2 6 I 

381 58(4 
38 I 

3821 20 36(6 
19 12 5 

3831 I 24 I 
I 149 

38f92 
7 6 

4TI6 

1,723792 
13407 

192 

57 
2 

3,652774 

'4s=V3, 1651 27174= 1,9II223 1) 

I 

212 6(5 
2 6 I 

38 1 427 
381 

382 1 4674 
3821 

382 1 853 
764 

38\89 
76 

41I3 
Von jetzt an kann man statt des geometrischen Mittels das arithmetische 
nehmen uod erhaIt so der Reihe oach: 

I) Das arithmetische Mittel von "18 und l!.4 ist = 1,915394, das von "8& und l!u 

= I,9II227, also sind beide noch zu groB. (Vgl. dann die letzte Zelle dieser Seite). 
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eG8 = "'8 + eu = 1,909177 
2 

em = ~-+ eG8 = 1,909688 
2 

eaSt = "192 + en2 = 1,909816 
2 

eS072 = "1538 + em6 = 1,909858 
2 

1'96 = "'82 e98 = 1,910200 
2 

1'192 = ~ + em = 1,909944 
2 

1'a84 = "192 + e38& = 1,909880 
2 

1'1536 = "788 + e1686 = 1,909860 
2 

Nun muB sein U6 U8 --- < 1& < --, 
2 "3072 2 e3072 

d. h. 
6 6 

-----:;0-:- < 1& < ----
1,9°9860 1,909 858 

oder 

d. h. auf 5 Dezimalstellen richtig 

1& = 3,14159 ... 

'" Man kann indes die ganze Rechnung noch betrlichtlich vereinfachen.2) Aus (II) 

folgt " < "n + e2 n Addiert man dazu (I), so erhlilt man 
2n 2' 

2"on + eon < 2"n + en' 

Die Zahlen 2"sPn + eoPn bilden also eine absteigende Reihe mit dem Grenzwert 
lim (usP n + esPn) = 2 R + R = 3 R. (V) Es ist also fiir jedes n 
p-+oo 

R< 2"n+~. 
3 

Es fehlt uns jetzt noch eine aufsteigende Reihe von Ungleichungen mit dem Grenz
wert R. Wir suchen sie durch lineare Kombination der Umkreisradien "n und "2n 
allein zu erhalten. Die allgemeinste soIche ist A"2n + 1;I"n' Da aber der Wert dieses 
Ausdrucks nicht zwischen "n und "2n' sondern womoglich weit unter "on liegen solI, 
so miissen A und B verschiedenes Vorzeichen haben. Wir setzen also die Unglei
chung an 

(I) 

I) Genauere Rechnung liefert hier die zwei letzten Stellen 60. 

2) Vgl. auch H. Dorrie, ZMNU 49, 1918, S'41 und O. Eckhardt, ebda 51, 
1920, S. 20 u. 58, 1927, S.96, wo noch eine in "n' en' "2n' e2n quadratische Un
gleichung hergeleitet wird. 

8* 
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Nun folgt aus 

"211 = y'''n(1ul, "'n = y'''zn(14n und (14n = .,H"8n + (18n) 

durch Elimination von (1ln und (1'n die Gleichung zwischen "n' ".n und ",,, 

(2) "n (21':n - "in) = "~n' 
Weiter folgt aus (I) A ("2n - "'n) < B' (" n - "2n) . 

Mit (2) kommt A (".n - "'n)(2":n - "~n) < 2B'''zn (";n - "~n) 

oder, da "In > "'n ist, nach Absondem des Faktors "zn - "'n 
(J) A (2":nn) -": - 2B'''zn(''zn + "'n) < o. 

Der positive Faktor "In - "4n Ill.J3t sich aus der linken Seite dieser Ungleichung 
nocbmals ausscheiden, wenn sie fUr "In = "'n verschwindet, d. h. A - 4B' = 0, 
B' = I, A = 4 ist. Dann wird (3) zu 8"!n - 2",n"4n - 6";n < 0 oder 
(4"'n + 3"8n) ("'n - "In) < o. 
Diese Ungleichung ist aber tatsll.chlich erffillt. Also gilt 

4"'n - "2n> 4"2n - "n' 

Die Zahlen 4"Spn-".P-ln bilden also eine au/steigende Reihe mit dem Grenzwert 

lim (4".Pn-"aP-ln) = 4R - R = 3 R. 
1'-+00 

Es ist also ffir jedes n 

(VI) 

Die Ungleichungen (V) und (VI) lassen sich zusammenfassen in 

4"sn-"n <R<2""+(1,, 
3 3 

oder, was ffir die numerische Rechnung bequemer ist 

(VII) 

WlI.hlt man n = 96, so erhll.lt man daraus 

1.909944 - 0,000086 < R < 1,910200 - 0,000340 

oder 1,909858 < R < 1,909860, 

also n schon auf 5 Dezimalstellen richtig. was man oben erst mit n = 3072 er
reichte. 

Auch mittels (1n und (1sn allein Ill.J3t sich noch eine Ungleichung gewinnen. Ent
sprechend (I) setzen wir an 

(4) A (1&n- B(1ln ~ A (1ln- B(1". 

Aus "n + (1n ".n + (12" '1/--
(1."=--2-' (1&n= --2--' ''In='''n(1a,, 

folgt durch Elimination von "n und "." die Gleichung zwischen €In' (1." und (1,,, 

(5) (1n(1zn = (1~n + 4 (1:111 (1&n - 4€l~". 
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Nun ergibt sich aus (4) A ((!'n - €IBn) ~ B ((!2n - €In) . 

Mit (5) wird daraus A €IBn ((!4n - €lIn) ~ 4 B (!4n ((!'n - €lIn) 

oder nach Absondern des positiven Faktors (!4n - €lIn 

(6) 4B(!4n - A €lIn S o. 

Da (!4n> €lIn ist, so ist fiir 4 B ;;;;;; A diese Ungleichung fiir das untere Zeichen> er
fiillt. Man erhalt also fiir A = 4, B = I die Ungleichung 

4(!'n - €IBn < 4(!2n - €In' 

Die Zahlen 4(!2n - €In bilden also eine absteigende Reihe mit dem Grenzwert R. 
Man hat fiir jedes n die Ungleichung 

(VIII) 

Anm. Aus (I) folgt (!2n> V1'n(!n' Multiplikation mit (II) gibt (!2n1'in> (!n1'nz. 
Die Zahlen (!2Pn' 1';Pn bilden also eine aufsteigende Reihe mit dem Grenzwert 

3--
lim (!2 Pn 1'~Pn= R' R2 = R3, d. h. esiststets R> f(!n1'n2• Diese Ungleichungist 
aber wegen der dritten Wurzel nur bei logarithmischer Rechnung bequem. 

*(7) Berechnung von 1t nach dem Verfahren von SNELLIUS-GREGORY

HUYGENS. 

(a) Mittels der Umfiinge Un und Under einbeschriebenen und umbe
schriebenen regelmiiBigen Vielecke (Fig. 106). 

Es ist C'B': C'C = AiV: AD oder C'B': AC' = AB': AD. 

Daraus folgt (AC' + C'B') : AC' = (AD + AB') : AD oder 

AB' : AC' = (A: + AB') : A2B. 
Nun ist aber AB = Sn = un, AC = S2n 

n 

AB' = Sn = Un AC' = S2~ 
2 2n' 2 

Also kommt 

Un : l:l2n = (~+ Un):~ U _--=~nun 
2n 4n 2n 2n 2n' 2n- un +Un 

oder 

(I a) 

Ferner ist AC': AE = AC : AD oder 

oder 

(II a) 
vr-;-I I I 

-- -.--
U 2n - Un U 2n ' 

71' 

oder 
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(b) Mittels der Inhalte in und 1 n der einbeschriebenen und umbeschrie
benen regelmaBigen Vielecke. 

Wie in (a) ist AB': AC' = (AD + AB'): AD oder 

(OA . AB'): (OA . AC') = (OC· AD + OA . AB'): (OC. AD) 

oder 

(Ib) 

Ferner ist 

OD: OA = OA: OB' oder OD: OC = OC: OB' 

oder (AD' OD) : (AD. oc) = (AD· oc) : (AD· OB') 

oder 

(lIb) 

in . i~n i sn . In . '/-;--1 
-.-=-.-, ~2n="~n n n n n n 

oder 

oder 

Nun folgen aus der Anschauung die ubrigens auch auf Grund der 
Gleichungen (I) u. (II) beweisbaren Ungleichungen 

u2n > un' U 2n < Un, i 2n > in' 12n < 1 n' 
------- Ss 

Da ferner AB': AD = OA : OD oder ~: ~ = R: en 
2 2 

d S Sn (R - en) . flU (S) o er n - Sn = 1St, SO 0 gt aus n - Un = n n - Sn 
en 

sofort Un - Un = ~n (R - en). Wahlt man hier statt Un den von 
en 

keinem Un erreichten Wert 8 R, fur en den kleinsten Wert R, so wird 
2 

Un - Un < 16 (R - en). Die Differenz Un - Un wird also mit 
wachsendem n beliebig klein. Dasselbe gilt fur die Differenz 

In - in = t(RUn - enun) = l[R(Un - Un) + (R - en) un] 
R < - (Un -Un) + 4R(R- en)· 
2 

Die Zahlenreihen der Un und Un einerseits, der in und In anderer
seits streben also mit wachsendem n je demselben Grenzwert zu. 

Definiert man so hat man 

n-+oo 

Die Berechnung von 11: erfolgt auf Grund der Formeln (a) oder (b). 
Man erkennt die Ahnlichkeit der Formeln (1a) und (IIa) mit den 
Formeln (I) und (II) in Nr. (6). 
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Der dortigen Doppelungleichung (VII) entsprechen hier die Doppelunglei

chungen 

(III a) 

(III b) 

die auf gleiche Weise wie dort herzuleiten sind und von Huygens (1629-95) 
stammen, der sie in seiner Schrift De circuli magnitudine inventa 1654 auf 
andere Weise hergeleitet haUl 

*(8) Berechnung von:n; nach dem Verfahren von LEGENDRE.2) 

(Zirkulation des Quadrats.) 

Wir gehen wieder aus von einem beliebigen regelmaBigen n-Eck, dessen 
U mkreisradius r n' dessen Inkreisradius en und dessen Inhalt J n sei. In 
ihm konstruieren wir gemaB Fig. 107 das inhaltsgleiche regelmaBige 
2n-Eck, dessen entsprechende Radien r 2n und e2n seien. Dann ist 
-2 -- -- --. -- -_. 
OA 2 =OBl ·OCV d.h. (I) r 2n =Vrnen' Ferner 1st ClD:DBl = 
OCl : OBI' Daraus folgt ClD: ClBI = OCl : (OCI + ojj~). Nun ist 
aber C]D: ClBI = 6 OC]D : 6 OClBl = 6 OCID: 60A 2B 2 

-2 --2 . --2 --2 = 6 OCID: 26 OA 2C2 = OCI : 20C2 • Also 1st OCl : 20C 2 = 
OCl : (OC~ + OBI) oder 0(;,/ =! Ot;.(OCl + OBI)' d. h. 

(II) e2 n = vt en (r n + en) = vt (rin + e!)· 

Mit wachsender Seitenzahl nahern sich bei Wiederholung des Verfahrens 
die Vielecke immer mehr dem Kreis, d. h. es ist lim rln = lim e2P" = R 

P-+"" p-+"" 

und damit :n; = ~~. Fur die Berechnung setzt man r! = r n' r~n = r 2n ' 

e! = en, e:n = e2n' R2 = R und erhalt 

(I') - ~(- - ) d ] n (II') e2n = "2" rz,,+e .. un :n; = =. 
R 

Man erkennt die Ahnlichkeit der Formeln (I') und (II') mit den Formeln 
(b) in Nr. (7). Die Herleitung der entsprechenden Abschatzungsgleichun
gen sei dem Leser uberlassen. 

*(9) Berechnung von:n; durch Zerlegung des Kreises in Trapeze. 

Vgl. dazu DEUTSCH, ZMNU 46, 1915, S.319 und 362 und FLECHSEN
HAAR, ebenda S. 329 und 564. 

I) Abgedruckt in Rudio, Archimedes, Huygens, Lambert, Legendre, 4Ab
handlungen fiber die Kreismessung, Leipzig 1892. 

2) Elements de geometrie. 8. ed., p. 127-130. Auf dasselbe Verfahren kommt 
wieder A. Flechsenhaar, ZMNU 57, 1926, S.247. 
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(IO) I. Naherungskonstruktion fUr den Kreisumfang. Bestimme geo
metrisch die Umfange des ein- und umbeschriebenen 3-, 4-, 5-, 
6-,7-,8-,10-,12-,14-,15-,16-,18-,20- und 24-Ecks (vgl. dazu (16). 
(22) und (42) des vorigen Abschnitts). 

(II) 2. Naherungskonstruktion fUr den Kreisumfang (Fig. I08): KOPPE, 
2. I. 1918. 

o 

Fig. lOS. 

B=B' M 
Bc=zCD=4DE 

A 

Fig. 107. 

A 

Fig. 109. 

°(12) 3. Naherungskonstruktion fUr den Kreisumfang: KOCHANSKI 1685· 

Es ist r2 = OD2-DB2=3DB2, DB =!.-Vi BE = 3r -!.-vi 
3 3 

A£2 = A132 + Bif2 = 4r2 + (3r-fV3r = (13~ -2V3) r 2, 

AE = r -V IJ! - 2Y3 = r . 3,14153 . . . Der Fehler ist also 
kleiner als 0,0001 r (Fig. 109). 

(13) Von einem Kreis mit dem Halbmesser 1 mist Umfang und Flache 
zu berechnen. Wie groB ist der Fehler, wenn man n = 3,14; 
3,142; 3,1416 setzt ? 

(14) Der Kreisring. Er kann als Trapez angesehen werden. 
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0(15) Berechnung des Bogens und Kreisausschnitts bei gegebenem Mittel
punktswinkel. 

(16) Bestimmung des Erdumfangs. 

(17) Der Bogen eines Kreisausschnitts ist gleich dem Halbmesser. Wie 
groB sind Mittelpunktswinkel und Ausschnitt ? 

(18) Die Flache eines Kreisausschnitts ist gleich dem Halbmesserqua-
drat. Wie groB sind Mittelpunktswinkel und Bogen? 

(19) Der Arbelos. 

(20) Das Salinon. 

(21) In einen Kreis sollen n gleiche Kreise einbeschrieben werden, die 
zu je zwei einander und alle den Kreis beriihren. Berechne den Um
fang und Inhalt des entstehenden n-Passes. 

(22) Die (wahren) Lunulae Hippokratis.1) 

(23) Konstruktion der Zykloide. 

(24) Konstruktion von Epi- und Hypozykloiden. 

(25) Konstruktion der Kreisevolvente. 

(26) Konstruktion der Quadratrix des Hippias. 

1(, nach Shanks auf 707 Dezimalen genau. 

1(,= 3,14159 26535 89793 23848 26433 83279 50288 41971 69399 
37510 58209 74944 59 230 78164 06286 20899 86280 34825 

34211 70679 82148 08651 32823 06647 09384 46095 50582 
23 172 53594 08128 48111 74502 84102 70193 85 211 05559 
14462 29489 54930 38196 44288 10975 66593 34461 28475 
64 823 37867 83165 27120 19091 45648 56692 34603 48610 

45432 66482 13393 60726 02 491 41273 72458 70060 06315 
58817 48815 20920 96282 92540 91715 36436 78925 90360 
01133 05305 48820 46652 13841 46951 94 151 16094 33 057 
27036 57595 91953 09218 61173 81932 61179 31051 18 548 

07446 23799 62 749 56 735 18857 52724 89 122 79381 83 011 

94912 98336 73362 44065 66430 86021 39501 60924 48077 

23 094 36285 53096 62027 55 693 97986 95 022 24749 96206 

07497 03041 23 668 86199 51100 89 202 38377 02131 41694 
11902 98858 25446 81639 79990 46597 00081 70021 63123 

77381 342084130791451 183980570985 ... 

1) VgI. auch StiIlcke, Der Lehrsatz des Hippokrates und die Geometrie kIumm
liniger Figuren des Leonardo da Vinci. ZMNU 41, 1910, S. 203. 
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(28) Weitere Werte auf 20 Dezimalen: 

1 n = 0,31830 98861 83790 67 153 ••• , 

yn = 1,77245 38509 05516 02729 •.• , 
s-Vn = 1,{6459 18875 61 523 26 302 ••. , 

1 
-;;s- = 0, 10132 11836 42 337 77144···, 

-V~= 0,56 418 95 835 47756 28694 ... , 

fI-r n 2 = 2,14502 93971 11025 60007 ... 

Sechster Abschnitt. 

Die AffiniUit. 

Dieser Abschnitt ist erst im AnschluB an den stereometrischen Lehr
gang zu behandeln. 

Lehrgang. 

O(r) Die senkrechte und schiele axiale Streckung oder Allinitiit. Affinitats

achse g, Affinitatsrichtung P PPg', AffinitatsmaBstab m = ~Pf/. 
PPg 

0(2) Geg. g; P, pI; Q (PQ -It- g und nicht auf P PI). Ges. Q'. Oder geg. 
g; P, pI; PQ (-It- g und -II- P PI). Ges. PIQ'. Vier Figuren. 

°(3) Geg. g; P, P';QR (-It-gund-ll- P p'). Ges.Q'R' (Fig.Iro). DerSatz 
des DESARGUES fur affine Dreiecke. Beweis stereometrisch. 

°(4) Geg. g; P, P'; PQ II g. Ges. P'Q'. 

°(5) Geg.g;P,P'; QRllg. Ges.Q'R'. 

°(6) -r. Satz von der axialen Streckung. 
Strecken parallel zur Affinitats
achse werden kongruent abgebildet. 

0(7) Geg. g; P, P'; QRI! PP', R auf Qa 

g. Ges. Q'R'. 

°(8) Geg. g; P, P'; QRII PP', R be
liebig. Ges. Q'R'. 

0(9) 2. Satz von der axial en Streckung. R' Fig. IIO. 

Streck en parallel zur Affinitatsrichtung werden im AffinitatsmaB
stab verandert. 

O(ro) 3. Satz von der axialen Streckung. 
Irgendein Teilverhaltnis einer Strecke ist invariant. 
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O(II) Geg. g; P, pI; h. Ges. hi. Besondere Fane: hll g und hll P P'. 

O(IZ) Geg. g; P, pI; h, k. Ges. h', k'. Besonderer Fall: h II k. 

°(13) 4. Satz von der axialen Streckung. Geraden gehen in Geraden, 
Parallelen in Parallelen fiber. 

In den Nr.(I4) -(23) sei die Affinitatsrichtung senkrecht g. 

°(14) Geg. g, 0 (M, a), M auf g, m =~. Ges. das Kreisbild. 
a 

Hauptkreiskonstruktion der Ellipse. 

(IS) Konjugierte Durchmesser der Ellipse. 

(16) Konstruktion der Ellipsenachsen aus konjugierten Durchmessern. 

°(17) Konstruktion der Tangente in einem Ellipsenpunkt. 

(IS) Konstruktion der Ellipsentangenten parallel zu einer Geraden. 

(19) Konstruktion der Ellipsentangenten von einem Punkt auBerhalb 
der Ellipse. 

(20) Konstruktion der Schnittpunkte einer Geraden mit einer Ellipse. 

(21) Geg. g, 0 (M,a), der g nicht trifft, M ', m =~. Ges. das Kreisbild. 
a 

(22) Geg. g, 0 (M, a), der g beriihrt, M ', m =~. Ges. das Kreisbild. 
a 

(23) Geg. g, 0 (M, a), der g schneidet, M nicht auf g, M ', m =~. Ges. 
a 

das Kreisbild. 

(24)-(27) Die Aufgaben (14), (21)-(23) bei schiefer Affinitat. 

(2S) Konstruktion der Ellipsenachsen in den Aufgaben (25)-(27). 

(29) -(32) Die Aufgaben (17) -(20) bei schiefer Affinitat. 

(33) Die allgemeine Affinitat oder axiale Drehstreckung. 
Affinitatsachse g, Affinitatsrichtungen P P g und 

pi Pg , AffinitatsmaBstab m = pI P II • Zwei Falle. 
PPII :Fd 

(a) P pi +g (Fig. III a). Dann ist die allgemeine Affi
nitat sofort auf die schiefe oder senkrechte Affinitat 
zurfickffihrbar: Affinitatsrichtung P pi P II' Affini-

Fig. IlIa. 

tatsmaBstab m = pi Pg • 
PPg 

(b) P P/llg (Fig. IIIb). Attingleichheitoder 
Scheerung. 

3 4) -(44)· Die Aufgaben (2) -(14) bei Attin
gleichheit. Fig. Illb. 

p 
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°(45) Geg. g; P, P'; Q auf g. Satz. 6. P'Q Pg : 6. PQ P 9 = ffi. 

°(46) Geg. g; P, P'; Q. Satz. Trapez P'PgQyQ': Trapez P PgQ"Q = m. 

°(47) Geg. g; P, P'; Q, R. Satz. 6. P'Q'R': 6. PQ R = m. 

°(48) 5. Satz von der axialen Streckung. Flacheninhalte werden im 
AffinitatsmaBstab verandert. 

(49) Flacheninhalt der Ellipse. 

(50) Satz. Bei Affingleichheit bleiben die Flacheninhalte unverandert. 

Siebenter Abschnitt. 

Die geometrischen Konstruktionsaufgaben. 

1. Die Zeit der Dreieckskonstruktionen aus maglichst unzweckmaBi
gen Stucken ist hoffentlich fUr immer voruber. Dafur sorgt schon der Um
stand, daB sie nicht mehr, wie im Gymnasium noch vor 30 Jahren, der 
Gipfel mathematischer Weisheit sind. Trotzdem wird man auf geometri
sche Konstruktionsaufgaben nicht verzichten kannen. Und damit er
hebt sich doch wieder die Frage: Wie groB darf die Schwierigkeit einer 
geometrischen Aufgabe sein? W 0 ist die Grenze anzusetzen zwischen 
Aufgaben, die der SchUler "herausbringen" muB, und solchen, die man 
ihm nicht abverlangt? "Die Lasung aller geometrischen Aufgaben be
ruht auf der unmittelbaren Gegenwart der einschlagenden Satze und Be
ziehungen im BewuBtsein"l). Man wird zweierlei Aufgaben unterschei
den kannen: solche, deren Lasung unmittelbar klar ist, da sie nur die je
weiligen gerade behandelten Satze voraussetzt. Von solchen "Ubungs
aufgaben" muB jeder Lehrgang durchsetzt sein. Aber dazu kommen doch 
noch schwierigere Aufgaben, "Probleme", deren Lasung nicht sofort auf 
der Hand liegt. Will man auch da einiges yom SchUler verlangen, so 
wird man ihm eine Ubersicht uber die wichtigsten Hilfsmittel zur Lasung 
geometrischer Aufgaben an die Hand geben mussen. Wie weit man gehen 
will, hiingt von vielem abo 1m folgenden sind nur diejenigen Hilfsmittel 
zusammengestellt, die sich im Laufe des Unterrichts von selbst ergeben 
haben, und die man vielleicht gerade beim AbschluB des planimetrischen 
Lehrgangs nochmals zusammenfassen wird. Der Leser erwarte aber 
keinerlei Vollstandigkeit. 

2. Man kann drei Hauptmethoden zur Lasung geometrischer Kon
struktionsaufgaben unterscheiden, die aber mannigfach ineinander uber
greifen. 

I) Simon, Didaktik u. Methodik des Rechnens u. der Mathematik, Miinchen 
1908, S.125. 
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1. Die Methode der geometrischen (jrter. 

Sie ist die leiehteste, weil das betreffende Satzpaar (der Satz und seine 
Umkehrung) im BewuBtsein des Schiilers vorhanden sein muB. In Be
tracht kommen die zehn Crter, die sieh im Laufe des Lehrgangs eingestellt 
haben (Mittellot; Winkelhalbierende und Mittelparallele; Abstands
parallelen; Kreis; FaBkreisbogen; Mittelpunktslinie der Kreise, die g 
oder 0 (M, r) in B beriihren; Mittelpunktslinie der Kreise vom Radius e, 
die g oder 0 (M, r) beriihren oder durch P p 
gehen; Ort der Spitzen flachengleieher Drei
ecke; Ort der Punkte, deren Abstande von 
zwei Geraden ein konstantes Abstandsverhalt
nis haben; Kreis des Apollonius). Ais weiteren 
geometrischen Ort fiihren wir noch an: 

II. geometrischer Ort. Ort der Punkte, deren 
Entfernung von zwei gegebenen Punkten A, B 
konstante Differenz der Quadrate haben. Fig. II2. 

Es ist AP2_PB2=l2=AC2_CB2=(AC+CB)(AC-CB) 

=a(AC-CB), also AC+CB=a, AC_CB=~,AC=aB+IB, 
a 2a 

- ai-II e B = --. Die Konstruktion des Punktes C bei gegebenem lund a 
2a 

ist aus Fig. II2 ersichtlich. 

II. Die Methode der mittelbaren Auflosung. 

Man sucht eine Nebenfigur, deren Stiicke durch die der Hauptfigur 
bestimmt sind. Fiir die Herstellung der Nebenfigur lassen sieh unfehl
bare Regeln nieht angeben. Entweder ist die Nebenfigur sofort ersieht
lich (Beispiel: Teildreiecke bei Dreiecks- und Vierecksaufgaben), oder sie 
muB durch eine geometrische Transformation erst hergestellt werden, 
z. B. durch Parallelverschiebung (Beispiel: Trapez aus a, b, c, d, /'). aus 
Sa, Sb' So), Spiegelung (Beispiel: Billardaufgaben), Drehung (Beispiel: 
Tangenten von einem Punkt an einen Kreis), A.hnlichkeitstransformation 
(die im 2. Abschnitt ausfiihrlich behandelte A.hnlichkeitsmethode). 

III. Die Methode der algebraischen Berechnung. 

Man fiihrt die Aufgabe auf die Ermittlung einer unbekannten Strecke x 
zuriick, fiir die man eine Gleichung sucht. 1st diese vom zweiten Grad 
oder auf lauter Gleiehungen zweiten Grades zuriickfiihrbar, so ist x mit 
Zirkel und Lineal konstruierbar (vgl. IV.Kap., 3.Abschnitt, § 2). Die 
Methode ist einerseits die einzige, die bei jeder Aufgabe sicher zum Ziel 
fiihrt. Denn nur mit ihrer Hilfe IaBt sieh sieher entscheiden, ob eine Auf
gabe iiberhaupt lOsbar ist und mit welchen Hilfsmitteln. Andererseits 



126 Stereometrielehrstoff der Untersekunda (Klasse VI) 

muB man die Unbekannte x auf Grund eines aus bekannten GroBen auf
gebauten algebraischen Ausdrucks konstruieren, und dabei ist haufig ein 
geometrischer Zusammenhang der gesuchten Strecken mit den Daten der 
Aufgabe nicht oder nicht mehr zu erkennen, so daB die Losung unnatiir
lich erscheint. Urn so wertvoller sind daher diejenigen FaUe, bei denen 
sich die algebraische Losung nachtraglich in eine durchsichtige geome
trische verwandeln laBt. 

Die Konstruktion algebraischer Ausdriicke als Selbstzweck vollends 
hat ganz geringen mathematischen Bildungswert und soUte auf das Not
wendigste beschrankt werden. 

Wir verzichten auf die Angabe besonderer Beispiele und verweisen 
den Leser auf das Verzeichnis von Aufgabenmethodiken und Aufgaben
sammlungen in Kap. VI § 5, dazu noch auf die Abhandlung von 
R. v. FISCHER-BENZON, Die geometrische Konstruktionsautgabe, Progr. 
Kie11884, und die von TIMERDING, Fur und wider die Dreieckskonstruk
tionen, ZMNU 42, 19II, S. I. 

Fiinftes Kapitel. 

Der Stereometrielehrstoff der U ntersekunda 
(Klasse VI). 

§ 1. Der Inhalt der Schulstereometrie. 

1. Schon in den vierziger Jahren des vorigen Jahrhunderts (vgl. VI. 
Kap., § 4) war das Bestreben vorhanden, die Stereometrie enger mit der 
Planimetrie zu verschmelzen. Oberwogen damals auch Grunde der 
wissenschaftlichen Systematik, so spielte doch auch schon der didak
tische Gedanke herein, daB der jahrelang nur mit Planimetrie beschaftigte 
SchUler geradezu zur Raumblindheit erzogen werde. In Italien fuhrten 
dann beide Arten von Grunden zu einer weitgehenden "Fusion" zwischen 
Planimetrie und Stereometrie. Aber der Ruckschlag blieb nicht aus. Die 
zu fruhe und zu ausgedehnte Beschaftigung mit Stereometrie erwies sich 
als viel zu schwer. Das schlieBt aber nicht aus, daB man einerseits im 
geometrischen Vorbereitungsunterricht die planimetrischen Gebilde zu
erst an K6rpern aufzeigt, urn sie von ihnen zu abstrahieren, und daB man 
andererseits umgekehrt in der Planimetrie bei neuen Figuren jeweils wie
der die Korper heranzieht und bespricht, an denen sie vorkommen. Man 
treibt dann eine gemaBigte Fusion, wie sie jetzt auch in den neuen wiirt
tembergischen Lehrplanen von 1926/1927 vorgeschrieben ist. Da es sich 
dabei aber nur urn Anwendungen der Planimetrie auf stereometrische 
Dinge handelt, so ist in unserem Lehrgang bisher nirgends ausdriicklich 
darauf eingegangen worden. Art und Umfang dieser Anwendungen bleibe 
ganz dem Lehrer uberlassen. Zeichnerisch wird man sich dabei auf 
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GrundriB, AufriB und Netz der betrachteten Korper beschranken 
konnen.1) 

2. Erfahrt so der Schtiler immer wieder von stereometrischen Dingen, 
so ist doch eine zusammenfassende planmaBige Behandlung der Stereo
metrie dringend notwendig. Sie ist in den wurttembergischen Oberreal
schulen der Untersekunda zugewiesen. Freilich handelt es sich dabei zu
nachst wiederum nicht urn eine systematische Stereometrie, die mit den 
Beziehungen zwischen Punkten, Geraden und Ebenen beginnen muBte. 
Die Satze uber diese drei Grundgebilde sollen vielmehr auf ein Minimum 
beschrankt werden und sie sollen sich ganz von selbst bei der Betrachtung 
und zeichnerischen Wiedergabe der verschiedenen Korper ergeben. Die 
zeichnerische Darstellung begrenzter Figuren und einfacher Korper in 
GrundriB, AufriB und SchragriB, die Losung von Konstruktionsauf
gaben, namentlich einfacher Schnittaufgaben bilden den ersten und wich
tigsten Teil der Stereometrie. Ihr zweiter Teil umfaBt die Berechnungs
aufgaben: die Bestimmung von Rauminhalt und Oberflache der Korper. 
Bei unserem Lehrgang haben wir aus didaktischen Grunden beide Teile 
vollstandig verschmolzen. Dem eigentlichen Lehrgang schicken wir indes 
eine kurze Betrachtung eben jener systematischen Stereometrie voraus, 
da sie jedenfalls in einer wissenschaftlichen Darstellung der Stereometrie 
die notwendige Grundlage bildet, wenn sie auch, wie wir oben ausfiihrten, 
in der Schulstereometrie nur stuckweise und an geeigneten Stellen zur 
Sprache kommen soIl. 

I) Man vgl. z. B. MaIsch, Raum und Zahl, 3.Heft: Maey, Geometrie, I. Teil, 
Leipzig 1926 und Reidt- Wolff-Kerst, Die Elemente der Mathematik, Band II: 
Geometrie (Unterstufe), Berlin 1926. 

In unserem planimetrischen Lehrgang waren etwa folgende Erganzungsnummern 
hinzuzufiigen: 

II. Kap., I. Abschnitt, S. 27: (37) Axiale Symmetrie im Raum. (a) Symmetrie 
an einer Ebene. (b) Symmetrie an einer Geraden. Symmetrieebenen und -achsen 
an den im geometrischen Vorbereitungsunterricht betrachteten Karpern. 

II. Kap., 2. Abschn., S. 30: (25) Betrachtung von Pyramiden. Grund- und Auf
riB. Konstruktion des Netzes bei gegebenen Kanten oder gegebener Spitze. Senk
rechtstehen von Geraden und Ebenen. 

II. Kap., 3. Abschn., § 2, S. 37: (28) Parallelismus im Raum. Parallele Geraden 
und Ebenen. 

II. Kap., 4. Abschn., S. 42: (50) Betrachtung von geraden und schiefen Prismen. 
Grund- und AufriB. Netz. (51) Zentrische Symmetrie im Raum. Karper mit Mittel
punkt. 

III. Kap., 4. Abschn., § 2, S. 60: (34) Erganzungsgleichheit und Rauminhalt ge
rader und schiefer Prismen. Rauminhalt einer Pyramide (Angabe der Formel ohne 
Beweis!!). 

IV. Kap., 2. Abschn., § I, S. 90: (19) Ahnliche Schnitte bei Pyramiden und 
Pyramidenstumpfen. 

IV. Kap., 5. Abschn., § 2, S. 122: (30) Zylinder und Kegel. Grund- und AufriB. 
Abwicklung. Berechnung. 
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§ 2. Lagebeziehungen im Raum.1) 

1. Wir haben in § 2 des I. Kapitels im AnschluB an die graphischen 
Axiome einige der wichtigsten Lagebeziehungen zwischen Punkten, Ge
raden und Ebenen kennengelernt. Wir wollen sie jetzt erganzen, ohne 
darum Vollstandigkeit zu erstreben. 

Wie in der Planimetrie wirkt auch in der Stereometrie das Parallelen
axiom als das Scheidewasser, das die Satze in zwei Gruppen zerlegt. Es 
ist ja in der Schulstereometrie ublich, den Parallelismus moglichst fruhe 
einzufUhren. Zweifellos wird ·dadurch die Behandlung sehr vereinfacht. 
Aber ebenso wichtig ist die Erkenntnis, daB eine ganze Reihe mit Hilfe 
des Euklidischen Parallelenaxioms bewiesener Satze von diesem vollig 
unabhangig ist, vor all em die Reihe der Satze uber das Senkrechtstehen 
von Geraden und Ebenen. 

2. Nennt man eine Gerade g, die eine Ebene 8 schneidet, senkrecht auf 
dieser Ebene, wenn sie auf allen durch ihren Schnittpunkt gezogenen Ge
raden der Ebene senkrecht steht, so erweist die Berechtigung dieser Er
klarung der 

I. Satz. Steht eine Gerade g, die eine Ebene 8 im Punkt F 
schneidet, auf zwei durch F gehenden Geraden von 8 

senkrecht, so steht sie auf 8 senkrecht. 

Der gewohnliche Kongruenzbeweis (s. u. S. 145) stammt von CAUCHY 
(1789-1857), EUKLID (Elemente, Buch XI 4) benutzt die Symmetric 
in andrer Weise. 

Die Umkehrung, namlich den 

2. Satz. AIle Geraden, die in einem Punkt F senkrecht 
auf einer Geraden g stehen, liegen in einer Ebene 

beweist man indirekt. 

Nicht bloB fur die Stereometrie, sondern auch fUr die darstellende Geo
metrie grundlegend ist der 

3. Satz. 1st PF senkrecht zur Ebene der drei PunkteF,A, 
B, PA 1. AB, so ist FA 1. AB. 

Bew. (Fig. Il3.)B sei so gewahlt, daBAB= PFwird. Es istPF J..FB, alsoL,PFB 

=L, PAB, d.h. PA =FB. Daraus folgt weiter L, PFA =:::.L,FAB (3 Seitenl) 
und daraus, da PF 1. FA ist, <9: FAB = <9: PFA = goo. 

Die Umkehrung, der 

4. Satz. 1st PF senkrecht zur Ebene der drei Punkte 
F, A, B, FA 1. AB, so ist PA 1. AB, 

r) Vgl. dazu Q. Nr.s!.· 
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wird ebenso bewiesen. Der 4. Satz liefert uns weiter den besonders wich 
tigen 

5. Satz. Zwei Lote auf derselben Ebene bestimmen stets 
eine Ebene. 

Bew.(Fig.II4.) SeienP1F1 undP2F a senkrechte,F2A..lF1F2ine. Nachdem4.Satz ist 
auch PIFs..l FaA. Somit stehen F1F 2, P1F 2 und PaFa aIle drei in Fa senkrecht 
aufAFa, gehoren so mit nach dem 2. Satz einer Ebene an, in der auchP1F1 liegt. 

p 

Fig. II3. Fig. II4. 

Da P 2F 2 irgend ein Lot in einem Punkt von F 1 F 2 auf 8 ist, so liegen aIle 
Lote auf 8, die FIF2 treffen. in derselbenEbene. Umgekehrt gilt, und in
direkt beweist man den 

6. Satz. Fallt man von einem Punkt der im 5. Satz be
stimmten Ebene das Lot auf F1F 2 , so steht es senk
rechtaufe. 

Jetzt ist man berechtigt, von zueinander senkrechten Ebenen zu reden 
undzusagen 

7. Satz. Ist PF ..18, so steht jede durch PF gehendeEbene 
gleichfalls senkrecht 8. 

Umgekehrt gilt der 

8. Satz. Sind die einander schneidenden Ebenen a und fJ 
beide senkrecht 8, so ist ihre Schnittlinie senkrecht 8. 

Beweis iridirekt. 
Wir sprachen eben von zueinander senkrechten 

Ebenen. Wir sind aber berechtigt, zwei beliebigen 
sich schneidenden Ebenen einen Winkel zuzuordnen 
und zu sagen: Errichtet man in einem Punkte der 
Schnittlinie zweier sich schneidender Ebenen in 
beiden Ebenen die Lote, so bestimmen diese den 
Winkel der beiden Ebenen. 

Denn es gilt der 

9. Satz. AIle auf 
gleich. 

Fig. 1I5. 

solche Weise bestimmten Winkel sind 

F I a d t. Elemen tarma thema tik I: Geometrie 2 9 
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~in yom Parallelenaxiom unabhll.ngiger Beweis ist folgender (Fig. lIS): Sei 

P1F1 = P sF,. QIF 1= Q.F ,. Die Schnittpunkte R und S existieren. Aus kongruenten 

Dreiecken folgt F1R=F.R. F1S FIS. Also ist b.R F1S=b. R F.S. d.h.-9:: R F1S 

= -9:: R FIS. Daraus weiter 6 P,Q.F1= b. P1Q1F •• d.h. P1QI p.Q.. Daraus 
endlich b. P1F1QI = b. P.F.Q •• d. h. -9:: P1F1Ql = -9:: P.F.Q •. 

3. Jetzt solI das Euklidische Parallelenaxiom [19'] gelten, d. h. es 
solI auch im Raum durch einen Punkt P zu einer Geraden g eine und nur 
eine ParalJele geben, die dann in der durch P und g bestimmten Ebene 
liegt. 

Nennt man eine Gerade g parallel zu einer Ebene, wenn sie mit dieser 
keinen Punkt gemein hat, so folgt die Berechtigung dieser Definition aus 
dem indirekt zu beweisenden 

10. Satz. 1st eine Gerade g parallel zu irgendeiner Ge
raden in der Ebene B, so ist sie parallel zu B. 

Daraus folgt sofort der 

II. Satz. Legt man durch zwei Parallelen g und h je eine 
Ebene, so ist deren etwaige Schnittlinie parallel zu g 
und h. 

Seine Umkehrung, den 

12. Satz. Sind zwei Geraden einer dritten parallel, so sind 
sie selbst parallel, 

beweist man indirekt. 
Nennt man ferner eine Ebene parallel zu einer andern, wenn sie mit 

dieser keinen Punkt gemeinsam hat, so erweist sich diese Definition als 
berechtigt durch den indirekt zu beweisenden 

13. Satz. Sind die Schenkel zweier Winkel paarweise par
allel und gleichgerichtet, so sind die Ebenen der Win
kel parallel und die Winkel gleich. 

Umgekehrt gilt der 

14. Satz. Werden zwei parallele Ebenen von einer drit
ten geschnitten, so sind die Schnittlinien parallel. 

Endlich hat man noch den 

IS. Satz. Sind zwei Ebenen einer dritten parallel, so sind 
sie selbst parallel. 

Damit sind die wichtigsten Satze iiber parallele Geraden und Ebenen 
aufgezahlt. Mit ihrer Hilfe lassen sich die Beweise des 5. und 6. Satzes 
vereinfachen, was der Leser seIber durchfiihre. Die Satze selbst kann man 
jetzt so aussprechen: 
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5'. Satz. Zwei Lote auf derselben Ebene sind parallel. 

6'. Satz. Steht die eine von zwei Parallelen senkrecht 
auf einer Ebene, so steht auch die andere senkrecht 
auf ihr. 

Dazu kommt endlich noeh der 

16. Satz. Steht eine Gerade auf zwei Ebenen senkrecht, 
so sind sie parallel. 

Mit Hilfe dieser und der Satze von Kap. I, § 2 kann nun die gegen
seitige Lage von Punkten, Geraden und Ebenen vollstandig erortert 
werden, was aber dem Leser iiberlassen sei, da es uns nur urn die grund
legenden Dinge zu tun war. 

§ 3. Das Schragbild der Grundebene. 

1. Wir stellen das dureh Fig. II6a veransehaulichte Modell her: 

Zwei aufeinander senkreehte Ebenen, die Horizontalebene, Grundri/3-
ebene oder Grundebene;7l;1 und die Vertikalebene, Aujri/3ebene oder Bild
ebene ;71;2 sehneiden einander im Grundsehnitt x. Dureh die Punkte 
I, 2, 3, 4, ... der Grundebene ziehen wir die Profektionsstrahlen (Striek
nadeln) in einer gegebenen Rich-
tung. Sie treffen die Bildebene in 
den Bildpunkten, Schriigbildern 
1",2",3", 4", ... Sehneiden die 
Grundlote von I, 2, 3, 4, ... auf 
den Grundsehnitt diesen in I .. , 

2 .. , 3 .. , 4 .. , ... , so ist II .. II 22 .. 11 

33 .. 11 44 .. 11 . . .. Die Ebenen der 
ProfektionsdreieckeII .. I", 22 .. 2", 
33 .. 3", 44 .. 4", ... sind also paral
lel und treffen die Bildebene in 
den parallelen Geraden I .. I", 

2 .. 2",3 .. 3",4 .. 4", .. , deren Rich
tung die Verzerrungsrichtung heiBe. 
Die Verzerrungswinkel.q:(I"I .. , x), 

3p 

Fig. II6a. 

<1: (2,,2 .. , x),.q: (3,,3 .. , x), .q: (4,,4 .. , x), ... haben daher die gleiche 
GroBe, die wir mit a bezeiehnen. Die Dreieeke II .. I", 22 .. 2", 33 .. 3", 

. d '''h 1· h D· V 1,,1 .. 2,,2.. 3,,3.. 4,,4 .. 44 .. 4", ... SIn ia n Ie. Ie erzerrungen =, =, --=--=-, =, ... 
I I.. 22.. 33.. 44 .. 

haben somit die gleiche GroBe, die wir den Verzerrungsma/3stab m nennen. 
]eder gegebenen Projektionsstrahlenriehtung entsprieht ein bestimmtes 
Wertepaar (a, m) und umgekehrt jedem Wertepaar (a, m) eine bestimmte 
Proj ektionsrieh tung. 

9* 
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2. Drehen wir jetzt die Grundebene urn goO nach unten, bis sie mit der 
Bildebene zusammenfallt, so bleibt die A.hnlichkeit der Dreiecke II a: Ijl, 
22a:2jl' 33a:3jl,44a:4jl, ... erhalten. Jedem Punkt 1,2,3,4, ..• derBildebene 
entspricht eindeutig ein Punkt 12>' 22>' 32>,42>' .•. in ihr (Fig. II6 b). Diese 
Zuordnung oder Verwandtschaft von Punkten nennt man nach EULER 

lp 

Fig. n6b. 

(1707-83) Ajjinitiit. Man kann sie ganz un-
x abhangig vom Raum selbstandig betrachten, 

wie dies im 6. Abschnitt des Kap. IV durch
gefiihrt ist. Man wird diese abstrakte, rein 
planimetrische Behandlung der Affinitat, die 
aber sehr niitzlich und lehrreich ist, jedoch 
erst durchfiihren, wenn die Gesetze der Affini
tat durch die nun folgenden raumlichen Be
trachtungen anschaulich gewonnen sind.I ) 

Im folgenden sind die GroBen a und m moglichst mannigfaltig zu 
wahlen. Der SchUler solI selbst entscheiden, welche Werte zu guten Bil
dern fiihren. Ebenso solI er iiberlegen, wie man im Einzelfalle die Kon
struktion moglichst einfach ausfiihrt. 

Lehrgang. 

(I) Schragbild A2> eines Punktes A. 

(2) Schragbild einer Strecke AB parallel zum Grundschnitt. 
I. Satz der Parallelprojektion. Strecken parallel zum Grundschnitt 
werden parallel zum Grundschnitt abgebildet. 

(3) Schragbild einer Strecke AB senkrecht zum Grundschnitt. 
2. Satz der Parallelprojektion. Strecken senkrecht zum Grund
schnitt (zur Bildebene) werden parallel zur Verzerrungsrichtung ab
gebildet und im VerzerrungsmaBstabe verandert. 

(4) Schragbild einer beliebigen Strecke. 

(5) Schragbild eines Quadrats in der ersten Lage (eine Seite II x). 

(6) Schragbild eines Quadrats in der zweiten Lage (eine Eckenlinie 
auf x). 

(7) Schragbild eines gleichseitigen Dreiecks in der ersten Lage (eine 
Seite II x). 

r) 1st a + 900 und + 2700, so liegt die allgemeine Affinitat oder Drehstreckunt 
I 

vor. Fiir sin a + - ist sie sofort durch die schiefe Affinitat oder schiefe axiale 
m 

I . 
Streckung mit Affinitatsrichtung I1jl ersetzbar, fiir sin a = m hat man die Afftn-

gleichheit oder Scheerung. 1st a = goO oder 2700, so liegt die senkrechte Affinitat 
oder senkrechte axiale Streckung vor. 
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(8) Schragbild eines gleichseitigen Dreiecks in der zweiten Lage (eine 

Rohe auf x). 
(9) Schragbild eines regelmaBigen Sechsecks in der ersten Lage (eine 

Achse durch zwei Gegenecken auf x). 
(10) Schragbild eines regelmaBigen Sechsecks in der zweiten Lage (eine 

Achse durch zwei Gegenseitenmitten auf x). 
(II) Schragbild eines beliebigen Vielecks. 
(12) Schragbild einer Strecke mit Teilpunkt. 

3. Satz von der Patallelprojektion. Irgendein Teilverhaltnis einer 
Strecke ist invariant,1) 

(13) Schragbild eines Dreiecks mit Schwerlinien und Schwerpunkt. 
(14) Schragbild zweier Geraden. 

4. Satz von der Parallelprojektion. Parallelen werden als Parallelen 
abgebildet,1) 

Weitere Aufgaben.2) 
Rieran schlieBt sich nun der 6. Abschnitt des IV. Kapitels. Doch wird 

man ihn zweckmaBig erst nach § 7 behandeln und jetzt gleich zu den 
Korpern tibergehen. 

§ 4. Das Schragbild von Prismen und Pyramiden. 
Rauminhalt eines Prismas. Streckenberechnungen. 

(1) Schragbild einer Figur parallel zur Bildebene, insbesondere einer 
Strecke senkrecht zur Grundebene. 
Verallgemeinerung des 1. Satzes der Parallelprojektion: Figuren 
parallel zur Bildebene (insbesondere Strecken senkrecht zur Grund
ebene) werden parallel zu sich selbst (senkrecht zum Grundschnitt) 
und in wahrer GroBe abgebildet. 

Damit kann die Parallelprojektion jedes Vielflaches gezeichnet werden. 
Man fallt von allen seinen Ecken die Projektionslote (Koten) auf die Grund
ebene, d. h. man zeichnet seinen GrundrifJ. Dann konstruiert man zu 
diesem das Schragbild, faUt von den Ecken des Schragbilds die Lote auf 
den Grundschnitt und tragt auf diesen von den Ecken aus die Koten ab. 

N attirlich laBt sich das Verfahren beim einzelnen Beispiel oft merklich 
abktirzen, besonders, wenn Korperflachen parallel zur Bildebene vor
handen oder Korperabschnitte parallel zur Bildebene leicht zu zeichnen 
sind. Der A utrifJ braucht gewohnlich gar nicht bentitzt, und darum auch 
nicht gezeichnet zu werden. Trotzdem solI er urn seiner selbst willen ver
langt werden. 

I) Man kann gleich die Allgemeingiiltigkeit dieses Satzes zeigen. 
2) SchOner Ubungsstoff ist bei Ric h t e r, Uber die Einfiihrung in die Stereo

metrie mid das stereometrische Zeichnen, Leipzig 1910, zu finden. 
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(2) Schragbild eines Wurlels in der ersten Lage. [§ 3 (5).] } All .. 
(3) Schragbild eines Wiirfels in der zweiten Lage. [§ 3 (6).] e mog-

lichen Werte von a und m. 
(4) Schragbild eines Wiirfels, wenn seine Grundflache beliebig in der 

Grundebene liegt. 
(5) Die Flachen- und Korperdiagonale eines Wiirfels. Zeichnung in 

wahrer GroBe und Berechnung. 

(6) Rauminhalt und Oberflache des Wiirfels. 

(7) Schragbild eines Wiirfels, von dem eine Flachendiagonale senkrecht 
zur Grundebene steht. 

(8) Schragbild eines Wiirfels, von dem eine Korperdiagonale senkrecht 
zur Grundebene steht. 

(9) Schragbild einer quadratischen Saule oder Platte. 
(10) Berechnung der quadratischen SauIe. (Diagonalen, Rauminhalt, 

Oberflache.) 
(II) Schragbild des Quaders. 

(12) Berechnung des Quaders. 
(13) Schragbild eines senkrechten, regelmaBigen, dreiseitigen Prismas. 

(14) Berechnung dieses Prismas. 
(IS) Schragbild eines senkrechten, regelmaBigen, sechsseitigen Prismas. 
(16) Berechnung dieses Prismas. 
(17) GrundriB, AufriB und Schragbild eines beliebigen senkrechten 

Prismas. 
(18) GrundriB, AufriB und Schragbild eines beliebigen schiefen Prismas. 
(19) Rauminhalt eines beliebigen senkrechten oder schiefen Prismas 

(Fig. II7). 

Rauminhalt des Prismas = Grundflache mal Hohe. 

(20) Schragbild und Netz, (21) Mantel 
und Oberflache einer senkrechten 
quadratischen Pyramide aus Grund
kante a und Hohe h. 

(22) Schragbild und Netz, (23) Mantel 
und Oberflache einer senkrechten 
regelmaBigen dreiseitigen Pyramide 
aus Grundkante a und Hohe h. 

(z4) Schragbild und N etz, (25) Mantel 
und Oberflache einer senkrechten 
regelmaBigen sechsseitigen Pyra
mide aus Grundkante a und Hohe h. 

, 
.", , 
I , , , 

-~- '--------, ' '1 ________ _ 

Fig. II7. 
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(26)-(31) Dieselben Aufgaben aus Grundkante a und Seitenkante s. 
(32)-(37) Dieselben Aufgaben aus Seitenkante s und Hohe h. 
(38) Schragbild und Netz einer beliebigen dreiseitigen Pyramide, eines 

Vier/lachs, aus den sechs Kanten. 
(39) Umkehrung von (38). 

Zahlreiche weitere Aufgaben. 

§ 5. Der Rauminhalt der Pyramide und des Pyramidenstumpfs. 

1. Wahrend die Rauminhaltsbestimmung beim Prism a fast selbstver
standlich ist, stellt sich mit der Rauminhaltsbestimmung der Pyramide 
plotzlich wieder einmal ein ganz schwieriges geometrisches Problem ein. 
Schon fruhe machten die Griechen die Erfahrung, daB es dabei ohne Un
endlichkeitsbetrachtungen nicht abgehe. EUDOXUS VON KNIDUS (etwa 
4IO-356) lehrte da.nn, diese und andere Aufgaben nach einer einheit
lichen Methode, der sog. Exhaustionsmethode, zu losen. EUKLID (urn 
325 V. Chr.) hat des EUDOXUS Betrachtung vervollstandigt und in allen 
Einzelheiten ausgearbeitet in das zwolfte Buch seiner Elemente aufge
nommen.1) Freilich sucht man bei Euklid vergebens eine Flachen- oder 
Rauminhaltsformel. Eine solche aufzustellen war Aufgabe der "ange
wandten", nicht der "reinen" Mathematik. Euklid beweist im Buch 
XII, Satz 3-5 mittels der Exhaustionsmethode nur, daB sich die Raum
inhalte von Pyramiden mit gleichen Hohen wie die Grundflachen ver
halten. Man kann indes mit WIELEITNER2) das Euklidische Verfahren 
zu einer 1. Methode der Pyramideninhaltsbestimmung selbst umge
stalten. DaB dabei eine geometrische und keine arithmetische Reihe auf
tritt, ist ein Vorzug der Methode, dem der Nachteil einer nicht ganz ein
fachen geometrischen Konstruktion gegenubersteht. 

2. Eine arithmetische Reihe, namlich die Reihe der aufeinanderfol
genden Quadratzahlen hat man bei einer 2., der bekannten Methode, 
zu summieren, bei der man die Pyramidenhohe durch Parallelschnitte 
zur Grundflache in n gleiche Teile teilt, den Pyramideninhalt durch eine 
inn ere oder auBere Treppe von Prismen ersetzt und die Grenzwerte ihrer 
Stufensummen fUr n ~ 00 sucht. 

Es ist auffallend, daB Euklid nicht diese geometrisch viel einfachere Methode 
beniitzt hat. JUNGE8) hat dafiir einen sehr einleuchtenden Grund angegeben. 

3. Wahrend man bei den bis jetzt aufgezahlten beiden Methoden den 
Pyramideninhalt als Grenzwert wirklich berechnet, d. h. das auftretende 

I) Naheres bei Flad t, Euklid, Berlin 1927. 
2) Wieleitner, trber den Rauminhalt der Pyramide, Unterrichtsblatter fiir 

Math. u. Naturwiss. 1925, S.91. 
3) Junge, Nochmals der Rauminhalt der Pyramide, Unterrichtsblatter 1926, 

S.240 • 



I36 Stereometrielehrstoff der Untersekunda (Klasse VI) 

"Integral" wirklich auswertet, sind bei den beiden folgenden Methoden 
Grenzwertberechnungen nicht notwendig. Es genugen anschauliche 
"Oberlegungen. Man benutzt entweder (3.Methode) das sog. Cavalierische 
Prinzip, besser den Cavalierischen Grundsatz oder man sttitzt sich (4. Me
thode) auf den ebenfalls anschaulich klarzumachenden Satz, daB sich 
die Rauminhalte iihnlicher Korper wie die Kuben entsprechender Streck en 

B=B' 

8=8' verhalten.1) Bei der 

e" 
Fig. lISa. 

3. Methode genugt 
es dabei, den Cava
lierischen Satz fUr 
Pyramiden auszu
sprechen und mit 
seiner Hilfe zu be
weisen, daB Pyra
miden von gleichen 
GrundfHichen und 
Hohen raumgleich 
sind. Man braucht 

c dann nur noch den 
beruhmten 7. Satz 
aus Buch XII der 

Fig. !ISb. 

Euklidischen Elemente, daB sich jedes dreiseitige Prisma in drei raum
gleiche Pyramiden zerlegen HiBt, urn sofort die PyramideninhaltsformeI 
zu haben. 

Die 4.Methode ist die bei weitem kurzeste. Fur die Herleitung der 
Pyramideninhaltsformel genugt die Figur zum 3. Satze des XII. Buches 
der Elemente (Fig.IISa). 

(I a) I. Methode. Lehrgang. 

Man zerlegt die gegebene dreiseitigePyramide 5 (ABC) mit der Grund
Wiche G und der Hohe h in zwei ihr iihnliche und einander gleiche Pyra
miden 5' (A' B'C') und 5" (A" B"C") und zwei gleiche Prismen 
(AA"D, A'B'C') und (B'A"C", C'D;C). Der Inhalt der Prismen zusam
men ist 

G h 1 
V 1 = 2 .-. -= -Gh. 

4 2 4 

J etzt wiederholt man das Verfahren der Zerlegung mit jeder der beiden 
Pyramiden 5' (A' B'C') und 5" (A" B"C") und dann immer aufs neue 
(Fig.IISb). Bei der erst en Wiederholung erhiilt man 2·2= 4 neue Prismen, 
deren Inhalt zusammen 

V2 = 4 . E_. ~ = (:,)2 Gh 
16 4 4 

I) Weitbrecht, Zur Berechnung des Pyramideninhalts, Unterrichtsblatter 
1926, S. 244. 
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ist, bei der zweiten Wiederholung 2 • 4 = 8 neue Prismen, deren Inhalt 

G h (1)3 V3= 8· 64 ·8= 4 Gh 
zusammen 

betriigt. Der Inhalt der Pyramide erscheint so als die Summe der un
endlichen geometrischen Reihe 

V=V1+V2+V3+ ... =~Gh(I+~+(~)2+ ... )= t Gh =~Gh, 
4 4 4 I-t 3 

d. h. es ist 
Rauminhalt der Pyramide = 1 mal Grundfliiche mal Hohe. 

(Ib) 2. Methode. 
Man macht bei der gegebenen Pyramide die Treppenkonstruktion 

der Fig. IIga und b.1) Der gesuchte Rauminhalt V liegt zwischen den 
beiden Treppenfiguren. Der Fehler, den man macht, wenn man statt V 

eine der Stufensummennimmt, 
ist kleiner als die Differenz der 
Treppen, d. h. wie die Figuren 
zeigen, kleiner als die unterste 
Stufe der iiuBeren Treppe, d. h. 

kleiner als ~ . G h, kann also 
n 

beliebig klein gemacht werden. 
Jetzt braucht man den 

Hilfssatz: Schneidet man eine 
Fig. II9a. Pyramide von der Hohe h Fig. IIgb. 

parallel zur Grundfliiche G im Abstand x von der Spitze, so ist der 

Fliicheninhalt des Querschnitts Q = G . ~:. Dann ist die iiuBere Treppe 

h 11 h Zl h 31 'h n 2 II+ zl+ 31+ ... + nl 

Ta=n· naG+n· nsG+n· n2G+···+n· naG= n B Gh, 

die innere Treppe T T Gh 
.= --. • a n 

Nun braucht man die Summe der Quadratzahlen III + 22 + ... + nil 
= n (n + I~(zn + I), die man auf verschiedene Arten herleiten kann 

oder am besten schon vorher im Arithmetikunterricht an geeigneter 
Stelle hergeleitet hat.2)" Dann wird 

T .. = HI+~) (I+ zln)Gh 

T· = ~(I+~) (I+~)Gh -~ Gh = ~ (I -~) (I - ~)Gh 
• 3 n zn n 3 n zn ' 

I) Nur der Einfachheit wegen sind dreiseitige Pyramiden gezeichnet. 
2) Vgl. dazu Bochow, Bildliche Darstellungen gewisser Summenformeln, 

ZMNU 51, 1920, S.198. 
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und daraus folgt lim T a = lim T j = V = i Gh. Man kann diesen Grenz-
n~oo n....:,.oo 

iibergang mit den Schiilern nicht langsam und deutlich genug durch
fiihren. Man zeige insbesondere, daB To mit wachsendem n zunimmt, 
T a abnimmt. Sehr lehrreich ist es auch, wenn man vor der Bestimmung 
des Pyramideninhalts nach derselben Methode die des Dreiecksinhalts 
durchfiihrt, die formalleichter ist, weil der einfachere Grenzwert 

ll'm I + 2 + 3 + ... + n = ~ 
n-+" n l 2 

auftritt. 

(1 c) 3. Methode. 
Man kann den C avalierischen Grundsatz: "Werden zwei Korper, die sich 

zwischen denselben Parallelebenen befinden, von ieder Ebene parallel zu die
sen nach fliichengleichen Figuren geschnitten, so sind sie raumgleich", na
tiirlich sogleich fUr beliebige, sogar krummlinig begrenzte Korper be
haupten und durch aufeinandergeschichtete Scheiben plausibel machen. 
Eine etwas strengere Behandlung schadet indes gar nicht. Dann be
schrankt man sich aber zweckmaBig zunachst auf zwei Pyramiden. Man 
beginnt wie bei der zweiten Methode und baut urn und in die beiden Pyra
miden je eine auBere und innere Treppe. Nach dem Hilfssatz bei der 
2. Methode sind je zwei entsprechende Grundflachen der Treppenstufen 
gleich, die Voraussetzungen des Cavalierischen Grundsatzes also er
fUllt. Damit ist aber auch die auBere Treppe gleich der auBeren, die in
nere gleich der inneren. Andererseits ist jede der Pyramiden ihren Trep
pen bis auf einen beliebig kleinen Fehler gleich. Die Pyramiden miissen 
also selbst gleich sein. Damit ist der Cavalierische Grundsatz fUr Pyra
miden bewiesen und zudem gezeigt, daB Pyramiden von gleichen Grund
flachen und Hohen raumgleich sind. J etzt braucht man nur die Eukli
dische Zerlegung eines dreiseitige~ Prismas in drei raumgleiche Pyra
miden (Elemente XII 7), urn die Inhaltsformel fUr dreiseitige Pyramiden 
zu haben. Die Verallgemeinerung auf beliebige Pyramiden ist selbst
verstandlich. 

(1 d) 4. Methode. 
Man macht den Satz "Die Rauminhalte iihnlicher Korper verhalten sich 

wie die Kuben entsprechender Strecken" anschaulich klar. Zu diesem 
Zweck denkt man sich einen Korper durch raumgleiche Wiirfel ausgefUllt. 
An seiner Oberflache werden nur Bruchteile von Wiirfeln innerhalb des 
Korpers liegen. J e nachdem diese Wiirfel mitzahlen oder nicht, erhalten 
wir eine obere oder untere Grenze des Rauminhalts. Durch Verkleine
rung der Wiirfel kann man diesen in immer engere Grenzen schlieBen. 
Erteilt man jetzt dem Korper eine lineare VergroBerung im Verhaltnis 
1 : n, so vergroBern sich die Wiirfel und damit die Grenzen fUr den Raum
inhalt im Verhaltnis 1: n3• Trotzdem kann die Differenz der Grenzen 
durch Verkleinerung der Wiirfel wieder beliebig klein gemacht werden. 
Der Rauminhalt selbst also hat sich im Verhaltnis I : n3 vergroBert. 
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Zerlegt man jetzt die gegebene Pyramide gemaB der Euklidischen 
Figur lIS a, ist V der gesuchte Inhalt, G ihre Grundflache, h ihre Hohe, 
so haben nach dem vorausgehenden Satz die Pyramiden S' (A' B'C') und 

SIt (A" B"C") je den Rauminhalt ~. Man hat somit die Gleichung 

V Gh Gh 
2 • -8 + - = V, woraus sofort V = - folgt. 

4 3 
Welche der vier Methoden man auch durchfUhren mag, auch dem 

Schiller wird sich die Frage aufdrangen, ob denn zur Ermittlung des 
Pyramideninhalts wirklich so neuartige Hilfsmittel notwendig sind, wah
rend die Bestimmung des Dreiecksinhalts eine so einfache Sache ist. Man 
wird ihm zeigen, daB die letztere Aufgabe deswegen so einfach ist, weil 
man sofort ein Parallelogramm angeben kann, dem das gegebene Dreieck 
zerlegungsgleich ist. Und es wird sein Erstaunen hervorrufen, wenn man 
ihm erzahlt, daB man dagegen nicht zu jeder Pyramide ein zerlegungs
gleiches Prisma angeben kann, ebensowenig ein erganzungsgleiches. Nach 
den Untersuchungen von MAX DEHN 1) gibt es vielmehr eine dritte Mog
lichkeit, die Grenzgleichheit, die unendlich mal haufiger vorkommt als 
die Endlichgleichheit, mittels welches Begriffes man die Zerlegungsgleich
heit und die Erganzungsgleichheit zusammenfaBt. Zwei Pyramiden von 
gleichen Grundflachen und Hohen sind im allgemeinen nicht endlichgleich, 
sondern nur grenzgleich, d. h. ihr Rauminhalt kann nur mittels eines un
endlich oft wiederholt en Verfahrens gefunden werden. Die griechische 
Exhaustionsmethode ist also nicht kunstlich, sondern sogar notwendig. 
Ohne Grenzubergange kommt man nicht aus. Doch konnen wir an dieser 
Stelle nicht naher darauf eingehen 2), da das Problem noch nicht hin
reichend elementar dargestellt werden kann. Dberdies ist es noch gar 
nicht vollstandig gelost. 

(2) Rauminhalt V des Pyramidenstumpfs mit der Grundflache G, der 
Deckflache G' und der Hohe h. 

Man gewinnt ihn am einfachsten in bekannter Weise als Differenz 
GVG G'VG' zweier Pyramiden unter Verwendung der Umformung -

VG-VG' 
= G + VGG' + G'. Eine zweite, zunachst nur fUr dreiseitige Stumpfe 
geltende Herleitung, die Verallgemeinerung von (rd), S. bei WEITBRECHT 
a.a.O. 

Eine dritte, zunachst auch nur fUr dreiseitige Stiimpfe gultige Her-

leitung setzt die Formel V = !!.. (G + VGG' + G') aus ihren drei Teilen 
3 

I) Nachr. der Ges. der Wiss. zu Gottingen 1902 und Math. Ann. 55, 1902 

S·465· 
2) Vgl. dazu die schOne Abhandlung von H. Vogt, Dber Gleichheit und End

lichkeit von Prismen und Pyramiden, Progr. Breslau 1904, und den Bericht von 
H. Keferstein, ZMNU 35, 1904, S. II I. 
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zusammen. Es ist (Fig. 120) Pyramide B' (A B C) = P = G n , Pyramide 
3 

C (A'B'C') =p' = G'n. 
3 

Femerist Pyramide C(A'AB'): Pyramide C(BAB') == P": P 

= /::,. A'AB': /::,. BAB' = A'B': AB, 

Pyramide B'(C'A'C): Pyramide B'(AA'C) 

== P': P" 

= h. C'A'C: h. AA'C = A'C': AC = A'B': AB. 

Daraus folgt 

P" : P = P' : P", P" = -V P P' = "JIG G' . n . 
3 

A~---' 

11 
Fig. 120. 

Sind die Grundfliichen Vielecke, so zerlege man den Stumpf in lauter 
dreiseitige. Zerfiillt die Grundfliiche in Dreiecke G1 , G2 , ••• , die Deck-

fliiche in die Dreiecke G;, G;, ... , so ist V = !!.. (G + G' + -VG1G; 
3 

+ -VG2G; + ... ). IstnunG' = aG, soistauchG~=a G1 , G; =a'G2 , ••• , 

also YG1G; = -Va· G1 , -VG2G; = -Va· G2 , ••• , -VG1G; + -VG2G; + ... 
= ya(GI + G2 + ... ) = -VaG = -VGG'. 

§ 6. Zeichnung und Berechnung weiterer Korper. 

Mit der Bestimmung des Pyramideninhalts ist der Weg zu weiteren 
Aufgaben frei. Es sollen aber hier keine Einzelaufgaben mehr, sondem 
nur noch einige umfassendere Aufgabengruppen aufgeziihlt und zur Be
handlung vorgeschlagen werden. 

(I) Die regularen Korper, 
Lehrgang. 

insbesondere Tetraeder und Oktaeder mit ihren Beziehungen zu
einander und zum Wiirfel. Auch Ikosaeder und Dodekaeder geh6ren 
ganz wohl auf diese Stufe. l ) Doch wird man sich bei ihnen auf Grund
riB und AufriB in besonders einfacher Lage beschriinken und das 
Schriigbild hinzufiigen, von Berechnungen aber vielleicht ganz ab
sehen. Dagegen wird man den einfachen Euklidischen Beweis, daB 
nur ffinf reguliire K6rper m6glich sind (letzter Satz der Elemente, 

I) Vgl. dazu Huebner-Reim, Das regelm~Bige Dodekaeder und Ikosaeder, 
Progr. Schweidnitz 1907. 
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XIII 18), den Schtilern nicht vorenthalten. Ob der Eulersche Poly
edersatz ebenfalls herangezogen werden soll, wird von der zur Ver
fiigung stehenden Zeit abhangen. Er ragt in der Schulmathematik 
als einsame Saule und will nirgends recht hineinpassen, wenn man 
nicht geradeswegs einen AbriB der Polyedertheorie geben will, wozu 
aber heute die Zeit kaum mehr vorhanden ist. Eine zweckmaBige 
Ubung ist auch das Einzeichnen der Symmetrieebenen und Symme
trieachsen in die Schragbilder der regularen Karper. 

(2) Die halbregelmafJigen Korper 

auf Grund der schanen Abhandlung von A. LEMAN, Uber halbregu
lare Karper, ZMNU 47, 1916, S.105 und 291 (Bemerkung von 
J. E. BaTToHER) insbesondere 
(a) die zueinander dualen Karper Kuboktaeder und Rhombendodeka
eder, 
(b) der aus dem Tetraeder nach Entecken urn i der Kante entstehende 
von 4 gleichseitigen Dreiecken und 4 regelmaBigen Sechsecken be
grenzte Karper, 
(c) der ebenso aus dem Oktaeder entstehende, von 6 Quadraten und 
8 regelmaBigen Sechsecken begrenzte Karper, 
(d) der durch Entecken des Wtirfels urn so viel entstehende Karper, 
daB als Seitenflachen 8 gleichseitige Dreiecke und 6 regelmaBige Acht
ecke auftreten, 
(e) das senkrechte regelmaBige Prisma, dessen Seitenflachen Quadrate 
sind und 
(f) das entsprechende Antiprisma, dessen Seitenflachen gleichseitige 
Dreiecke sind. 

(3) Die kristallographischen Korper. 

RUSKA beklagt es in seiner Methodik des mineralogisch-geologischen 
Unterrichts, Stuttgart 1920, auBerordentlich, daB sich der geome
trische Unterricht so wenig der Kristallographie annehme, die ihm 
doch eine Ftille der schansten Aufgaben liefere. Man lese selbst, was 
RUSKA auf S.72-94, S.199-21O und S.249-295 tiber die Kri
stallographie zu sagen hat, und behandle danach ausgewahlte Bei
spiele im Stereometrieunterricht. 

(4) Weitere Vielflache. 

Wir sagten oben schon, daB heute kaum mel)r Zeit zu einer eigent
lichen Polyedertheorie in der Schule ist. Trotzdem wird man noch 
manchen weiteren ebenflachigen Karper zeichnen und berechnen 
lassen. Sehr schane Beispiele findet man bei W. THIENEMANN, Die 
von Quadraten und gleichseitigen Dreiecken begrenzten Eulerschen V iel
flache, deren Ecken dieselbe Anzahl Kanten besitzen, Progr. Essen 1903, 
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ferner in einigen Aufsatzen der ZMNU.1) 1m fibrigen sei auf das um
fassende Werk von M. BRUCKNER, Vielecke und Vielflache, Leipzig. 
1900, hingewiesen, wo der Leser fiber aIle Fragen der Polyederlehre 
AufschluB findet. 

(5) Das Prismatoid mit Anwendungen. 

Die Herleitung der Prismatoidformel V = : (G + 4 M + G'), wo V 

der Rauminhalt, h die Hohe, G die Grundflache, G' die Deckflache, 
M der Mittelschnitt des Prismatoids ist, entnehme man etwa aus. 
BOHNERT, Elementare Stereometrie, Leipzig 1910, S.58. Das Pris
matoid, der ebenflachige Simpsonsche Korper, verdient auch heute 
noch eine Behandlung im Unterricht. 
Eine schone Anwendung bilden die verschiedenen Arten von Dachern~ 

(6) Allerlei praktische und technische Korper. 

Man findet reiches Material bei HECKER-GAGEL, Das Zeichnen der 
konstruierenden Berufe, Leipzig 1926. Auch sei hier schon auf 
G. HAUCK, trbungsstoff ffir den praktischen Unterricht in der Pro
jektionslehre, 2 Hefte, Berlin, Springer, und E.MULLER, Technische 
trbungsaufgaben fUr darstellende Geometrie, 6 Hefte, Wien, Deu
ticke, hingewiesen. 

§ 7. Lehrsatze und Grundaufgaben der Stereometrie. 
Schnittaufgaben. 

1. Wir haben bisher, wie einst im propadeutischen Unterricht, aIle 
stereometrischen Tatsachen und Begriffe ruhig aus der Anschauung ent
nommen und ohne Zogern z. B. von parallelen Geraden und Ebenen,. 
senkrechten Geraden und Ebenen, Winkeln zwischen Geraden und Ebe
nen gesprochen. Es ist sehr wohl moglich - was wir nicht ausdrficklich 
getan haben -, die stereometrischen Begriffe und Tatsachen schon je
weils bei ihrem ersten Auftreten in Definitionen und Satze zu fassen. Es. 
ist aber auch sehr ntitzlich, der sog. systematischen Stereometrie noch einen 
besonderen Abschnitt zu widmen. Das braucht durchaus nicht in ab
schreckender Form zu geschehen. Der Stoff verliert fUr den SchUler viet 
von seiner Abstraktheit, wenn man zu jeder Definition und zu jedem Satz 
eine parallelperspektivische Zeichnung anfertigen IaBt. Damit verbinden 
sich noch zwei weitere Vorteile. Einmal kommen jetzt auch unbegrenzte· 

I) Rausen berger, Konvexe pseudoregulare Polyeder, ZMNU 46, 1915, S.135,· 
250 (Bemerkungen von J.E.Bottcher) und 477; Kerst, 'Ober Polyeder, deren 
Netze durch konvexe Polygone gebildet werden, ZMNU 47, 1916, S. II; Bottcher. 
Dreiflachk6rper-Dreiecksk6rper, ZMNU 47. 1916. S.322 und aufsteigende Poly
ederliste, ebd. S.322. 
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Gebilde, Geraden und Ebenen, zur Darstellung, und dann geh6ren die ent
stehenden Figuren, soweit keine rechten Winkel in Frage kommen, der 
sog.lreien Parallelperspektive an, d. h. sie sind fUr jedes beliebige Werte
paar (a, m) Bilder wirklicher raumlicher Gegenstande. 

2. Von Axiomen braucht, wie wir schon in Kap. I ausfUhrten, nirgends 
die Rede zu sein. Man betrachtet Punkt, Gerade und Ebene einfach als 
Grundbegriffe und entnimmt der Anschauung zunachst ihre Verknfip
fung und gegenseitige Lage. Dann geht man zum Parallelismus fiber 
und schlieBlich zur Orthogonalitat, wobei man sich auf die wichtigsten 
der in § 2 aufgezahlten Satze beschranken mag. An diese Grundlagen 
schlieBen sich dann noch Aufgaben fiber Schnitte an. 1m einzelnen sieht 
das Ganze etwa folgendermaBen aus: 

Lehrgang. 

Lagebeziehungen und Parallelismus. 

(I) In der Zeichnung ist ein Punkt des Raumes durch sein Schragbild 
P 1) und das seines Grundrisses P' bestimmt: Punkt (P, P').2) 

(2) In der Zeichnung ist eine Gerade des Raumes durch ihre Schrag
bild g und das ihres Grundrisses g' bestimmt: Gerade (g, g'). 1st 
g II g', so ist die Gerade parallel zur Grundebene, ist g = g', so liegt 
sie in der Grundebene. 

(3) Satz. Eine Gerade ist durch zwei Punkte bestimmt. 

(4) In der Zeichnung ist eine Gerade also 
(a) durch zwei Punkte (P, P') und 
(Q,Q'), 
(b) durch einen 
Punkt (P, P') 
und ihren Spur
punkt (5, 5' 
= 5) bestimmt 
(Fig. 121). P' 

(5) Aufgabe. Durch 
Fig. 121. 

.P 

.P' 
Fig. 122. 

einen gegebenen Punkt eine Gerade zu ziehen, die (a) eine ge
gebene Gerade schneidet, (b) zu ihr parallel ist (Fig. 122). 

(6) Satz. Eine Ebene ist entweder durch 3 Punkte, oder durch einen 
Punkt und eine Gerade, oder durch zwei sich schneidende Geraden. 
oder durch zwei parallele Geraden bestimmt. 

I) Wir lassen den Index p jetzt weg. 
2) Damit ist die Richtung der Projektionslote gegeben. DaB Projektions"lote" 

vorkommen, ist kein Widerspruch dagegen, daB die Aufgaben (1)-(21) der "freien" 
Parallelperspektive angehoren. Denn das "Senkrecht"stehen zur Grundebene 
spielt bei den Konstruktionen gar keine Rolle. Vgl. auch die Anm. zu (20). 
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(7) In der Zeichnung ist eine Ebene am einfachsten durch das Schrag
bild s ihrer Spurgeraden und einen Punkt (P, P') bestimmt: Ebene 
(s, P, P'). (Fig. I23.) 1st die Ebene parallel zur Grundebene, so ge
nfigt die Angabe (P, P'); liegt P' auf s, so hat man eine proiizierende 
Ebene, d. h. eine Ebene senkrecht zur Grundebene. 

A. 

p 

s __ L-..t<~P" 

Fig. 123. Fig. 124. 

(8) Aufgabe. Die Spurgerade einer Ebene zu zeichnen, von der (a) zwei 
sich schneidende Geraden, (b) ein Punkt und eine Gerade, (c) drei 
Punkte gegeben sind. Bei (c) stellt sich der affine Fall des Desargues
schen Satzes ein, dessen Gfiltigkeit in der Ebene eine unmittelbare 
Folge seiner Gfiltigkeit im Raume ist und die genaueste Besprechung 
verdient. 

(9) Aufgabe. In einer Ebene (s, P, P') (a) Punkte (A, A'), (b) Geraden 
(g, g') zu zeichnen. Dabei sei entweder A oder A', g oder g' gegeben. 
Besonders wichtiger Fall: Spur
parallelen 1) (Fig. I24). 

p 
s 

s 

Fig. 125. 

A 

s 

Fig. 126. 

(IO) Aufgabe. Den Schnittpunkt einer proiizierenden Ebene mit einer 
Parallelen zur Grundebene zu zeichnen (Fig. I25). 

(II) Aufgabe. Den Schnittpunkt 5 einer Geraden (g, g') mit einer Ebene 
(s, A, A') zu zeichnen. 

I) Alle in dieser und den folgenden Aufgaben auftretenden Uberbestimmungen 
lost der Satz des Desargues in Wohlgefallen auf. 
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Losung (Fig. 126). g' schneide S in D. Lege dutch (g, g') die proji
zierende Ebene, zeichne ihren Schnittpunkt B mit der Spurparallelen 
durch A zu s, dann trifft BD die Gerade g in S. 

{ § 2, IO. Satz. Figur und Beweis. 
(I2) Aufgabe. Durch einen gegebenen Punkt P irgend eine Parallele zu 

einer Ebene (s, A, A') zu zeichnen. 
(13) § 2, II. Satz. Figur und Beweis. 
(14) Aufgabe. Die SchnittliniezweierEbenen (s1,A l ,A l ') und (s2,A 2,A2') 

zu zeichnen. 
Losung. Sie geht durch den Schnittpunkt D von Sl und S2 und durch 

den Punkt E l , in dem die Spurparallele durch Al ZU S1 die zweite Ebene 
trifft. 

{ § 2, 13. Satz. Figur und Beweis. 
(IS) Aufgabe. Durch einen gegebenen Punkt die Ebene parallel zu einer 

gegebenen Ebene zu legen. 
(16) § 2, 14. Satz. Figur und Beweis. 
(I7) Aufgabe. Den Schnittpunkt dreier Ebenen (Sl' AI' AI'), (S2' A 2,A 2') 

und (Sa, Aa, Aa') zu zeichnen. Eine sehr schone Aufgabe! 
(18) § 2, IS. Satz. Figur und Beweis. 
(19) Aufgabe. Einen Wiirfel durch eine Ebene zu schneiden, von der 

drei Punkte auf dtei zueinander windschiefen Wiitfelkanten liegen. 
(Besondete Falle!) 

(20) Aufgabe. Ein schiefes vierseitiges Prisma durch eine Ebene zu 
schneiden, die durch einen Punkt der Deckflache und je einen 
Punkt zweier Seitenkanten geht. l ) 

(2I) Aufgabe. Eine unregelmaBige vierseitige Pyramide nach einem 
Parallelogramm zu schneiden, von dem eine Ecke auf einer Seiten
kante gegeben ist. 

Die Aufgaben (19) -(21) und weitere niitzliche Schnittaufgaben findet 
der Leser bei RICHTER a. a. O. 

Orthogonalitat. 

(22) § 2, I. Satz. Fundamentalsatz. Beweis nach 
CAUCHY aus Fig. 127. 

(23) § 2, 2. Satz. 
(24) § 2, 3. Satz. Fig. II3. 

(25) § 2, 5'. und 6'. Satz. 
(26) § 2, 7. und 8. Satz. 

p 

a x 

e Fig. 127. 

I) Die Uisung dieser Aufgabe zeigt, daB die Projektionslote gar nicht gegeben 
zu sein brauchen. Sie sind hier durch die Seitenkanten des Prism as ersetzt. Anders 
ausgedriickt: Was bei den bisherigen Aufgaben als Projektionslot gegeben war, 
kann, aber muB nicht senkrecht zur Grundebene sein. Vgl. auch die Anm. zu (I). 

Fladt, Elementarmathematik I: Geometrle 2 10 



146 Stereometrielehrstoff der Untersekunda (Klasse VI) 

Kommen Lote, die nicht Projektionslote sind, ins Spiel, so ist der 
Ruckgang vom Schragbild zum GrundriB unvermeidlich. 
(27) Schragbild eines Dreiecks der Grundebene mit seinen Hohen. 
(28) Geg. das Schragbild eines Dreiecks ABC der Grundebene. Ges. 

das Schragbild desjenigen Punktes P, der mit den Ecken A, B, C 
ein dreirechtwinkliges Dreikant bestimmt. 

(29) Geg. die Punkte (B, B') und (C, C). Ges. der Punkt A der Grund
ebene, der mit B und C ein gleichseitiges Dreieck bestimmt. 

J etzt wird man den 6. Abschnitt des IV. Kapitels einfugen, insbeson
dere seine Nummern 14, 21-23, 24-27. 

§ 8. Zylinder, Kegel, Kegelstumpf. 

Lehrgang. 

(I) Schragbild eines Kreises der Grundebene, wenn a =1= 900 ist. 
(2) Schragbild eines Kreises der Grundebene, wenn a = 900 ist. 
(3) Schragbild eines senkrechten Kreiszylinders, kurz Zylinders. 
(4) Berechnung des Zylinders (Rauminhalt, Mantel). 
(5) Schragbild eines senkrechten Kreiskegels, kurz Kegels. 
(6) Berechnung des Kegels (Rauminhalt, Mantel). 

Zylinder und Kegel durfen vom SchUler zunachst ruhig als Prisma 
und Pyramide aufgefaBt und ihre Mantel durfen vor der Berechnung 
ruhig in eine Ebene abgewickelt werden. Das schlieBt aber nicht aus, 
beides nachtraglich naher zu begrunden, urn so den Grenzwertcharakter 
von Rauminhalt und Mantel deutlich herauszuheben. 
(7) Schragbild des Kegelstumpfs. 
(8) Berechnung des Kegelstumpfs (Raum-

inhalt, Mantel). 
Der Kegelstumpj ist fUr den SchUler zu

nachst ein Pyramidenstumpf. Sein Mantel 
M =n(rl + r2)s, wo r1 der Grundkreisradius, ~==IL-_-lI_~~id--..l 
r 2 der Deckkreisradius, s die Mantellinie des : 
Stumpfes ist, ergibt sich als Differenz zweier I 

Kegelmantel. N achher ist dann vermoge der Fig. 128. 

in Fig. 128 schraffierten rechtwinkligen Dreiecke die fast noch wich
tigere zweite Mantelformel M = 2nph herzuleiten, in der h die Hohe 
des Kegelstumpfes, p der Abstand seines Umkugelmittelpunktes von 
seiner Mantellinie ist. 
(9) Weitere Aufgaben, bei denen z. B. auch der Offnungswinkel eines 

Kegels in Betracht zu ziehen ist.i) 

J) Vgl. Richter a.a.O. 
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§ 9. Die Kugel und ihre Teile. 

Der AbschluB des stereometrischen Lehrgangs entspricht dem des 
planimetrischen, der Kreisberechnung dort die Kugelberechnung hier, 
beides unsterbliche Leistungen des ARCHIMEDES (287-212).1) Hat 
Archimedes bei der Kreisberechnung das Wesen der "Archimedischen" 
Zahl, die man nach WILLIAM JONES 1706 heute mit n bezeichnet, erstmals 
ganz klar erfaBt und ihren Wert mit einer praktisch meist hinreichenden 
Genauigkeit berechnet, so gelang es ihm bei der Kugelberechnung, zu 
zeigen, daB Inhalt und OberfHi.che der Kugel keine neue "Irrationalzahl" 
erfordern, daB also mit der Bestimmung vonn das Wesentliche schon ge
leistet ist. 

Archimedes fiihrt die Bestimmung des Rauminhalts V der Kugel mit 
Radius R auf die ihrer OberfHiche 0 zuruck. Er beweist mit der weit-

Hi.ufigen, aber scharfen Methode der Exhaustion, daB V = R .0, der 
3 

Kugelinhalt also gleich dem eines Kegels mit der GrundfHiche 0 und der 
Hohe R ist. Die Oberflache 0 aber gewinnt er als "Grenzwert" einer 
Summe von Kegelstumpfmanteln. Wir werden in (I) und (3) seine 
Gedanken in der heute moglichen, viel einfacheren Form darstellen. 

Ein zweites Verfahren, V zu berechnen, stammt von CHR. VON WOLFF 
(1679-1754)2) und J. VON SEGNER (1704-77).3) Diese beniitzten das 
Cavalierische Prinzip und gelangten so zu der bekannten Fig. 134.1 

Lehrgang. 

(I) Berechnung der Kugelobertlache 0, der Kugelzone und der Kugel
haube. 

Die Kugel entstehe durch Rotation des Halbkreises vom Radius R um 
seinen Durchmesser. Gleichzeitig rotiere ein dem Halbkreis einbeschrie
bener regelmaBiger Streckenzug (Fig. 129). Er beschreibt 
eine Drehflache, die aus einer Anzahl Kegelstumpf- und zwei 
Kegelmanteln zusammengesetzt ist, die man aile nach der 
zweiten Kegelstumpfmantelformel M = 2nph berechnet. 
Der hOchst merkwiirdige Gliicksfall ist nun, daB P fUr alle 
Stiimpfe denselben Wert hat. Es ist gleich dem Radius des 
Streckenzuginkreises. Man erhii.lt so die Summe aller Kegel
stumpfmantel = 2n(l mal Summe aller Hohen. Die Summe 
aller Hohen aber ist einfach gleich dem Kugeldurchmesser 
2 R. Daher ist die Summe aller Kegelstumpfmantel = 4n R (l. Fig. 129. 

I) Archimedes, Kugel und Zylinder, fibers. von Czwalina, Ostwalds Klas
siker Nr.202. 

2) Elementa Matheseos universae, 1. Bd., Halle 1717, § 490, 5.169. 
3) Vorlesungen fiber Rechenkunst und Geometrie, 1747, 5.561. 

10· 
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In diesem Ausdruck sind die Hohen der einzelnen Sttimpfe ganz ver
schwunden. Er hangt auBer von R nur noch von e abo Geht man zur 
Grenze lim e = R tiber, so wird aus der Summe aller Kegelstumpfmantel 
die Kugeloberflache 0 = 4nR2. 

Nach dem gleichen Verfahren ergibt sich als Oberflache einer Kugel
zone oder einer Kugelhaube der Ausdruck 

Kugelzone oder Kugelhaube = 2nR· h, 

wo h die auf der Symmetrieachse zu messende 
Hohe der Zone oder Haube ist. 

Da die Kugelzone 2:re R h gleich dem Mantel des zwi
schen den gleichen Parallelebenen liegenden Teiles des 
umbeschriebenen Zylinders der Kugel ist, so laBt sich 
die Kugelflache nach LAMBERT (1728-77) fliichentreu 
auf den umschriebenen Zylinder abbilden (Lamberts 
flachentreue Zylinderprojektion). Da nach Fig. 130 
2Rh = a2, also die Kugelhaube gleich :rea! ist, so laBt 
sich die Kugeloberflache wiederum nach Lam bert flachen
treu auf eine beriihrende Ebene abbilden (Lamberts 
flachentreue azimutale Projektion). 

\ 211 
\ 
\ : 

\ I 
\ I 

\ ' 
\' 
\ 

Fig. 130. 

(2) 1. Berechnung des Kugelinhalts V, unstrenges Verfahren. 
Man macht den Schtilern anschaulich klar (vgl. die Berechnung des 

Kreisinhalts bei bekanntem Kreisumfang), daB V = RO ist. 
3 

(3) 2. Berechnung des Kugelinhalts V, strenges Verfahren. 
Man beginnt mit dem Hilfssatz: 

Rotiert ein DreieckA B C urn eine in seiner Ebene liegende und durch 
A gehende Achse, die BC nicht trifft, so hat der entstehende kegel

stumpfartige (oder trichterformige) Korper den Inhalt J = (B C) • P , 
3 

wo (B C) den Mantel des von der Seite BC beschriebenen Kegelstumpfs, 
p die Hohe von A auf B C bezeichnet. 

Bew. (Fig. 131).1) Der Inhalt des durch Rotation des DreiecksA M B entstehenden 
:re -

Doppelkegels ist (A M B) = - • ri . AM. Aus den ahnlichen Dreiecken A M D 
3 

- - :rep -- p 
und BME folgt r1·AM= p. BM. Also ist (AM B) = -. r1 BM = - (BM), 

3 3 
wo (B M) der Mantel des von BM beschriebenen Kegels ist. Ebenso wird 

(AMC)=t (CM) und damit]= t (BC). 
3 3 

I) Der Schiiler beweise die Richtigkeit des Ergebnisses auch fiir die anderen 
moglichen Lagen des Dreiecks ABC in bezug auf die Drehachse. 
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Jetzt rotiere mit dem Halbkreis, der die Kugel beschreibt, wieder der 

einbeschriebene regelmaBige Streckenzug (Fig. 129). Sein Rauminhalt 
setzt sich aus einer Anzahl kegelstumpfartiger oder trichterfarmiger Kar
per zusammen, die man nach der eben erhaltenen Formel berechnet. Der 
Glficksfall besteht wiederum darin, daB p fUr alle Karper denselben Wert 

hat. Man erhalt somit die Summe aller Karper =.f . Summe aller zu 
3 

den Strecken des Streckenzugs beschriebenen Kegelmantel, d. h. 
4nR 2 

=-(!. 
3 

Man erkennt, daB jetzt die unstrengeBetrachtung in (2) auf eine strenge 
Grundlage gestellt ist. Geht man zur Grenze lim (! = R fiber, so ergibt 
sich der K ugelinhalt 

Fig. 131. Fig. 132. Fig. 133. 

(4) Berechnung der fibrigen Teile der Kugel.1) 
Genau nach dem gleichen Verfahren wie V erhalt man den Rauminhalt 

des zu einer Kugelzone geharigen Kugeltrichters, der durch Rotation 
des Kreisausschnittes MAB urn die Achse der Kugelzone entsteht 
(Fig. 132): 

. 2nRlh 
Kugeltnchter = -- . 

3 

Den gleichen Rauminhalt hat auch der zu einer Kugelhaube geharige 
Kugelausschnitt (Fig. 133): 

. 2nRS h 
Kugelausschmtt = --. 

3 

Der Rauminhalt des von einer Kugelhaube umschlossenen Kugelab
schnitts wird (Fig. 133) 

J = 2nRa~ _ n"~(R-h). 
3 3 

I) Die Berechnung der Kugelteile gehort in Wiirttemberg zum Lehrstoff der 
o II. 
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Nun ist r2 = h(2R- h). Also wird J = nh [2R2- (R - h) (2R - h)] 
3 

nha nh nh = 3 (3 R - h) oder = 6 (6Rh - 2h2) = 6 (3r2 + 3h2 - 2h2) 

= n: (3r2 + h2), d. h. 

Kugelabschnitt = ~ h2 (3R - h) = : h (3 r2 + h2). 

Weiter erhalt man fUr den Rauminhalt der von einer Kugelzone umschlos

senen K ugelschicht (Fig. I32) J = !!..- h~ (3 R - hI) - !!..- h~ (3 R - h2) 
3 3 

= n: [3 R (h1 + h2) - (h~ + hlh2 +h~)] = n6h [6Rhl + 6Rh2- 3h~- 3h; 

+ h~ - 2hlhz+ hi] = n6h [3hl (2R - hI) + 3h2 (zR - h2) + (hl-h2)2] 

= n6h (3r~ + 3r~ + h2), d. h. 

Kugelschicht = n6h (3r~ + 3r~ + h2).1) 
..--... 

SchlieBlich ergibt sich als Rauminhalt der durch Rotation des von AB 
und s in Fig. I32 begrenzten Kreisabschnittes entstehenden Kugelrinde 

nh nh 2 nh . J = 6 (3r~ + 3r~ + h2) - 3 (r~ + r 2 +r1r2) = 6 [(r1 - r2)2 + h2] 

nhs· 
=-6-' d.h. . nhs2 

Kugelrmde = -- . 
6 

(5) 2. Berechnung des Kugelinhalts V und des Kugelabschnitts. 

Der Inhalt des Parallelkreises im Abstand x vom Aquatoristn (R2 - x2). 

Er kann gedeutet werden als Flacheninhalt eines Kreisrings mit dem 
auBeren Radius R und dem inneren 
Radius x. Dieser Kreisring kann 
aber gefunden werden (Fig. I34). 
Er wird von der Ebene des Parallel
kreises aus dem Restk6rper ausge
schnitten, der entsteht, wenn man 
zu dem der Halbkugel umschriebenen 
Zylinder den Kegel gleicher Grund-

F · flacheundH6hemit Spitze im Kugel-19. I34· 
mittelpunkt herausbohrt. Nach 

dem Cavalierischen Grundsatz, der an dieser Stelle auf einen allgemeine
ren Fall als bei der Pyramide angewendet wird und darum nochmals ein
gehend zu besprechen (nicht aber wie dort zu beweisen) ist, hat eine 
Kugelschicht zwischen den Abstanden Xl und x2 vom Aquator den glei-

r) Zwischen r1 und r2 besteht die Gleichung [(rl + r2)2 + h2] [(rl - r2)2 + h2] 

= 4h2 R2, die sich zusammen mit der Gleichung (rl + r2)s = zhe ergibt [§ 8 (8)]. 
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chen Rauminhalt wie der zwischen den gleichen Parallelebenen ent
haltene Teil des Restk6rpers. Nun ist die 

Kugelschicht = 'JtR2h - nh (x~ + x~ + X 1 X 2) 
3 

nh(6R2 • 2 ) = -6 - 2 X;: - 2%2 - 2X1 X2 

nk nh , 
= 6 [3 (R2 - x~) + 3 (R2 - x~) + (Xl - X2)2] = 6 (3r~ + 3r~ + h2). 

Damit ist der Inhalt der Kugelschicht aufs neue gewonnen und aus ihr 
folgen samtliche weiteren Inhaltsformeln und durch Vermittlung von (2) 
die Flachenformeln. Insbesondere folgt mit r 1 = R, r 2 = 0, h = R 

21£ 
Halbkugel = -- R3 

3 

und damit der Archimedische Lehrsatz 

Zylinder: Halbkugel: Kegel = 3: 2: 1. 

Sechstes Kapitel. 

Die elementargeometrische Literatur (1. Teil). 

§ 1. Gliederung dieser Literatur. 

1. Der Zweck des folgenden sechsten Kapitels ist eine kurze Einfiih
rung in denjenigen Teil der elementargeometrischen Literatur, der fUr die 
Unterstufe in Betracht kommt. Der Leser erwarte daher nur eine Aus
wahl, nicht aber eine auch nur einigermaJ3en vollstandige Bibliographie 
elementargeometrischer Schriften. Denn abgesehen davon, daJ3 ein Ver
such in dieser Hinsicht die Arbeitskraft eines einzelnen ganzlich iibersteigt 
- ein Beweis dafiir ist der iiberaus wertvolle, aber in vielem unzulangliche 
Bericht MAX SIMONS [so u. § 3 (I)] -, wurde die Fiille des Stoffes er
driickend und entmutigend wirken. Zudem ist eine kritische Sichtung 
notwendig. Damit kommt freilich die subjektive Meinung des Verfassers 
zum Ausdruck. Da es aber z. B. bei den alteren nicht mehr im Gebrauch 
befindlichen Schulbiichem wenig oder gar keinen Zweck hat, die ver
fehlten Teile zu kritisieren, so konnte sich der Verfasser in den meisten 
Fallen darauf beschranken, auch heute noch beachtenswerte Teile der 
alteren Biicher hervorzuheben, wie er es iiberhaupt in diesem Kapitel 
als einen Teil seiner Aufgabe betrachtete, wertvolle altere Werke des 
19. Jahrhunderts vor unverdienter Vergessenheit zu bewahren und auf 
i hre methodischen Leistungen hinzuweisen. 

2. Wir wollen die zu betrachtenden Schriften in fiinf Gruppen glie
dem. Dieerste GruppeumfassediewissenschaftlicheLiteratur. Inihr 
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wird der elementargeometrische Stoff vom rein wissenschaftlichen Stand
punkt aus ohne Riicksicht auf seine Verwendbarkeit im Unterricht be
handelt. Die zweite Gruppe enthalte die didaktische Literatur. In ihr 
wird der Stoff mehr oder weniger ausfiihrlich im Hinblick auf seine Be
handlung in der Schule durchgenommen. Zu ihr zahlen die Werke iiber 
die Methodik des matheinatischen Unterrichts, die freilich die Frage des 
geometrischen Lehrstoffs nur als eine unter vielen behandeln konnen. 
Die dritte Gruppe bestehe aus alteren, vor der mathematischen Unter
richtsreform erschienenen Schulbiichern, zu denen wir auch einige 
wenige auslandische hinzunehmen. Die vierte Gruppe mogen die vor der 
Reform erschienenen Aufgabenmethodiken und Aufgabensamm
lung en bilden. Anhangsweise enthalte endlich eine fiinfte Gruppe eine 
Zusammenstellung der seit der Reform erschienenen Schulbiicher, so
weit sie der Verfasser bis jetzt einsehen konnte. Das ganze Kapitel aber 
mochte der Verfasser - urn das nochmals zu betonen - als einen Ver
such betrachtet wissen, eine Obersicht iiberdie etwas zerstreute Literatur 
des geometrischen Stoffes der Unterstufe zu gewinnen, wie er sie zu 
seiner eigenen Weiterbildung als wiinschenswert empfand.1) 

§ 2. Die wissenschaftliche Literatur der Elementargeometrie 
(1. Teil). 

Wir haben es in den vorangehenden Kapiteln als eine unserer Haupt
aufgaben betrachtet, den geometrischen Lehrgang mit einer Darstellung 
der wissenschaftlichen Grundlagen der Geometrie zu verbinden. Diese 
Darstellung der Ergebnisse der modemen Grundlagenforschung war aber 
nicht Selbstzweck. Sie ging nur so weit, als der Lehrgang es erforderte, 
und jeder Lehrer iiber sie Bescheid wissen sollte, damit sein Unterricht 
auch vor der strengen Wissenschaft bestehen kann. Darum werden wir 
auch in diesem Paragraphen auf die wissenschaftliche Literatur nur in
soweit eingehen, als sie in erster Linie zur Vertiefung, nicht bloB zur 
Vermehrung des Mitgeteilten dienen kann. Erst zusammen mit den 
Literaturangaben in den spateren Heften dieser Elementargeometrie 
wird sie ein Gesamtbild iiber den Stand der Grundlagenforschung geben. 
Wir beschranken uns also hier auf die folgenden Werke: 

(1) E.PABOAL, Repertorium der hOheren Mathematik. 2.Aufl.3.Bd. 
Repertorium der hoheren Geometrie, hrsg. von H. TIMERDING. I. Halfte. 
Grundlagen und ebene Geometrie. Leipzig 1910. 

Dieses Werk enthiilt einen Oberblick iiber die Ergebnisse und die Lite
ratur der hoheren Geometrie, nicht in einer trockenen Aufziihlung, son
dem so, daB die leitenden Gedanken in einer kurzen, aber fliissigen Dar-

I) Die Abhandlungen in Zeitschriften und Programmen sind, soweit sie dem Ver
fasser bekannt geworden und filr unsere Darstellung wichtig sind, in den vorher
gehenden Kapiteln jeweils dort aufgefilhrt, wo ihr Inhalt in Betracht kommt. 
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stellung entwickelt werden. Fur uns kommt zunachst nur das 1. Kapitel 
in Betracht, in dem J. MOLLERUP die Grundlagen der Elementargeome
trie behandelt. 

(2) D.HILBERT, Grundlagen der Geometrie. 6.Aufl. Leipzig 1923. 
Diese erstmals 1899 in einer Festschrift der Universitat Gottingen er

schienene Arbeit des GroBmeisters der modernen Axiomatik enthalt in 
ihrem 1.Kapitel dasjenige Axiomensystem mit seinen nachsten Folge
rungen, das vermoge seiner einfachen Gliederung und des stofflich weit
gehenden Anschlusses an Euklid auch dem Fernerstehenden einen klaren 
Einblick in das von der Wissenschaft in bezug auf die Grundlagen der 
Geometrie Erreichte ermoglicht. Ihre Hauptbedeutung liegt aber in 
den spateren Kapiteln, in denen neben der Widerspruchslosigkeit des 
Axiomensystems die Tragweite und gegenseitige Abhangigkeit beson
ders wichtiger Folgerungen aus ihm (Proportionenlehre, Pascalscher 
Satz, Flachenlehre, Satz des Desargues, Theorie der geometrischen 
Konstruktionen) untersucht werden. Jeder, der tiefer in die Grundlagen
forschung eindringen will, muB dieses Werk grundlich studieren. 

(3) H. WEBER und J. WELLSTEIN, Enzyklopadie der Elementarmathe
matik. 2. Band. Enzyklopadie der elementaren Geometrie. 3. Aufl. 
Leipzig 1915. 

Dieses Werk enthalt in seinen drei Abschnitten aus der Feder des in
zwischen hingegangenen J. Well stein eine Darstellung der Grundlagen 
der Geometrie. 1m 1.Abschnitt will sie im Leser das Gefiihl dafur er
wecken, daB die Grundlegung der Geometrie ein ebenso schwieriges wie 
wichtiges Problem ist. Der 2. Abschnitt fiihrt an Hand der "Geometrie" 
des Kugelgebusches tief hinein in das mathematische und philosophische 
Wesen der Geometrie, der 3. bringt den Aufbau der projektiven Geo
metrie. Der 4. Abschnitt bespricht die wichtigsten Teile der Planimetrie, 
der 8. und 9. diejenigen der Stereometrie. Wie ernst der Verfasser seine 
Aufgabe auffaBt, zeigen die Worte der Vorrede: "Verfasser weill es aus 
eigener Erfahrung, wie deplaziert sich der eben von der Universitat ge
kommene junge Lehrer fuhlt, wenn er, der sich bis dahin mit den hochsten 
und neuesten Fragen der hoheren Mathematik beschaftigt hat, sich in die 
Lage versetzt sieht, Quartanern die Anfangsgriinde der Geometrie bei
bringen zu mussen. DaB dies in Wirklichkeit eine schwere, verantwor
tungsvolle Aufgabe ist, die nicht nur grundliche wissenschaftliche 
Bildung, sondern auch padagogische Kunst erfordert, das vermag nur 
derjenige vollstandig zu wiirdigen, der sich bemuht hat, in die erkennt
nistheoretische Grundlegung der Geometrie einzudringen. Nichts ist so 
geeignet, den Lehrer innerlich zu heben und mit dem Gefiihl der GroBe 
seines Berufs zu erfiillen, als die klare Einsicht, daB die Grundlegung der 
Geometrie eine beinahe unuberwindlich schwere Aufgabe ist, mit deren 
Losung er sein ganzes Leben hindurch ringen muB, fortwahrend vermit
teInd zwischen den Forderungen der strengen Logik und der Rucksicht auf 
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die erst zu erschlieBende Auffassungsfahigkeit der SchUler, zwischen wis
senschaftlicher Strenge und naiver Anschauung, deren Belebung und 
Starkung nach dem Urteil padagogisch und wissenschaftlich erfahrener 
Schulmanner das erste Ziel des geometrischen Unterrichts sein muB." 

(4) F. SCHUR, Grundlagen der Geometrie. Leipzig 1909. 
Dieses Werk, an das wir uns in unserer Darstellung (>fters angeschlos

sen haben, bringt auf Grund eines von dem Hilbertschen ganz ver
schiedenen Axiomensystems in der Form eines Lehrbuchs einen nur die 
notwendigen Bestandteile enthaltenden und doch in sich abgeschlossenen, 
abgerundeten Aufbau der Geometrie, bei dem der Gegensatz zwischen 
elementarer (Euklidischer) und neuerer (projektiver) Geometrie in einer 
h6heren Einheit aufgehoben ist. 

(5) A. FINZEL, Die Lehre vom Flacheninhalt in der allgemeinen Geo
met-rie. Leipzig 1912. 

1m AnschluB an das Schursche Buch (4) wird in dieser Schrift gezeigt, 
daB die Lehre vom Flacheninhalt ohne irgendein raumliches Axiom, ohne 
irgendein Stetigkeitsaxiom und ohne irgendein Parallelenaxiom aufge
baut werden kann. 

(6) H. THIEME, Die Elemente der Geometrie. Leipzig 1909. 
Die Mannigfaltigkeit des geschichtlich iiberlieferten Stoffes der Ele

mente wird in dieser Darstellung beibehalten, aber auf die durch die 
neuere Forschung gewonnenen neuen Grundlagen gestellt. Der Inhalt 
des Buches ist darum reich an Einzelheiten, die groBen Linien des Auf
baues der Geometrie treten zugunsten der Stoffmenge zuriick, und die 
Art der Darstellung ist im Interesse der Kiirze die iiberlieferte Eukli
dische. 

(7) F. ENRIQUES, Fragen der Elementargeometrie. 1. Teil. Die Grund
lagen der Geometrie. Leipzig 19II. 

Dieses Werk behandelt in getrennten, von verschiedenen italienischen 
Mathematikern verfaBten Artikeln unter besonderer Beriicksichtigung 
der geschichtlichen Entwicklung - das ist besonders wertvoll - die 
grundlegenden Abschnitte der Geometrie (Gerade und Ebene, Kon
gruenz und Bewegung, Stetigkeit, Flachengleichheit, Verhaltnisgleich
heit, Parallelentheorie). 

(8) M. PASCH, Vorlesungen iiber neuere Geometrie. 2. Auf I. Mit einem 
Anhang: Die Grundlagen der Geometrie in historischer Entwicklung von 
M. DEHN, Berlin 1926. 

Der 1., zwei Drittel des Buches umfassende Teil gibt die erstmals 1882 
erschienenen Vorlesungen desjenigen Forschers wieder, der es seinerzeit, 
nachdem die Parallelenfrage und ihre Stellung in der Geometrie von der 
Wissenschaft im wesentlichen geklart war, als erster unternommen hat, 
das Problem der Grundlegung der Geometrie als Ganzes an seiner 
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Wurzel anzupacken und die Geometrie ganz "auf Axiome zu bringen". 
Das letzte Drittel des Werks bringt einen "Oberblick iiber die in der Zwi
schenzeit gewonnenen Ergebnisse der Grundlagenforschung. Es gibt ein 
Bild von ihrer iiberraschenden Vielgestaltigkeit und der Menge und 
GroBe des dabei aufgewendeten Scharfsinns. 

(9) M. ZAOHARIAS, Elementargeometrie und element are nichteukli
dische Geometrie in synthetischer Behandlung. Enzyklopadie der math. 
Wiss. III. AB 9. 

Dieser Artikel gibt yom Standpunkt der Wissenschaft aus einen wunder
vollen "Oberblick iiber alle Teile der Elementargeometrie. 

§ 3. Die didaktische Literatur der Elementargeometrie (1. Teil). 

Zu den eigentlichen Werken der mathematischen Didaktik nehmen wir 
noch einige andere Biicher hinzu, die entweder wie Baltzer (2) den Stand 
der Wissenschaft vor der Axiomatik darstellen und darum heute nur 
noch didaktisch interessieren, oder wie Pflieger (13a), ohne eigentliche 
Schulbiicher zu sein, doch didaktisch angelegt sind, aber stofflich weiter
gehen. Wir beginnen mit den ersteren. 

(1) M. SIMON, "Ober die Entwicklung der Elementargeometrie im 
19. Jahrhundert. Leipzig 1906. 

Dieser Bericht gibt mit seinen vielen Einzelheiten ein ungemein reiches 
Bild von dem Anwachsen der Elementargeometrie im 19. Jahrhundert. 
Es ist erstaunlich, wieviel Stoff ein einziger Mann in fiinfzehnjahriger 
Arbeit angehauft hat. Darum darf man aber auch die sachlichen Un
genauigkeiten und Liicken des Berichts nicht tragisch nehmen. J eden
falls sind die einigermaBen wichtigen elementargeometrischen Schriften 
zwischen 1800 und 1900 aIle darin zu finden, und so bildet der Bericht 
mit den geistvollen Simonschen Bemerkungen die notwendige Erganzung 
und Erweiterung der vorliegenden Literaturiibersicht. Wir verweisen 
den Leser nachdriicklichst auf ihn. 

(2) R. BALTZER, Die Elemente der Mathematik. 2. Band. Planimetrie, 
Stereometrie, Trigonometrie. 6. Aufl. Leipzig 1883. 

Dies Buch hat noch vor einem Menschenalter den mathematischen 
"Oberlehrern" ausgezeichnete Dienste getan. In seinen grundlegenden 
Teilen ist es zwar veraltet. Die spateren Teile sind aber wegen ihres 
Stoffreichtums und der wertvollen geschichtlichen Bemerkungen auch 
heute noch lesenswert. 

(3) 0. RAUSENBERGER, Die Elementargeometrie des Punktes, der Ge
raden und der Ebene. Leipzig 1887. 

1m Gegensatz zu Baltzer (2) ist es Rausenberger nicht urn eine Stoff
sammlung, sondern um einen nur Notwendiges enthaltenden harmo
nischen Aufbau der Elementargeometrie zu tun, der den Gegensatz 
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zwischen "Euklidischer" und "neuerer" Geometrie aufheben solI, "urn 
eine einheitliche und systematische Behandlung der allgerneineren Ge
bilde, welche·durch die Zusamrnenstellung einer endlichen Zahl von Punk
ten, Geraden uncL Ebenen erzeugt werden". Die Darstellung der Grund
lagen, namentlich die auf das Parallelenaxiom bezfiglichen Ausfiihrungen 
sind heute unbrauchbar. Der im Gegensatz dazu auch heute noch be
achtenswerte Aufbau erfolgt nach kombinatorischen Gesichtspunkten. 
Besonders wertvoll ist der Abschnitt fiber die metrischen Relationen 
(S.62 und 63,71-74,76-81). 

(4) H. SCHOTTEN, Inhalt und Methode des planimetrischen Unter
richts. Eine vergleichende Planimetrie. 1. Bd. Leipzig 1890. 2. Bd. 
Leipzig 1893. 

Dieses leider unvollendete Werk gibt jeweils im AnschluB an eine zu
sammenfassende Betrachtung der wichtigsten Begriffe (im 1. Bd.: Raum, 
Geometrie, Raurngebilde, Gerade; im 2. Bd. : Richtung, Abstand, Lagen
und MaBuntersuchungen, Winkel, Parallelismus, Anwendungen zur 
Winkel- und Parallelenlehre) eine Zusammenstellung von Zitaten zu 
diesen Begriffen aus einer sehr groBen Zahl von Schriften des 19. J ahr
hunderts. Es gehort der Zeit an, wo noch nichts von der wissenschaft
lichen Erforschung der Grundlagen der Geometrie in die hohere Schule 
gedrungen war, und zeigt deutlich, mit welch geringem Erfolg manchmal 
auch bedeutende Methodiker mit der Grundlegung der Geometrie ge
rungen haben. Trotzdem aber ist es wert, auch jetzt noch gelesen zu 
werden, nicht nur, weil es zeigt, welch gewaltigen Schritt wir mit der 
Axiomatik nach vorwarts getan haben, sondern auch, weil von den in 
ihm aufbewahrten Gedanken mancher noch in der Gegenwart gilt. 

(5) K. SCHWERING, Handbuch der Elementannathematik. Leipzig 1907. 
Karl Schwering (1846-1926) hat es immer als eine besonders wich

tige Aufgabe des hoheren Lehrers betrachtet, Wissenschaft und Schule 
miteinander zu versohnen. In diesem Sinne sind seine Schulbficher (s. u.) 
abgefaBt, demselben Zwecke dient sein Handbuch, das in seinem plani
metrischen und stereometrischen Teil vielfach, wenn auch auf anderem 
Wege, dasselbe erstrebt wie wir und zur Erganzung unserer Ausffihrungen 
dienen kann. Wir verweisen besonders auf die §§ 5, 7, 8 und 10 des 
2. Teils. 

(6) M. SIMON, Didaktik und Methodik des Rechnens und der Mathe
matik. 2. Auf I. Munchen 1908. 

Max Simon hat alle Teile des mathematischen Unterrichts methodisch 
gefordert, seine besondere Liebe gehorte der Elementargeometrie. Das 
laBt auch seine Methodik deutlich erkennen, die in ihrem VI. und VII.Kap. 
eigentlich ein ganzes Lehrbuch der Geometrie in nuce enthalt. Dem 
Leser seien aber nicht nur diese, sondern samtliche Kapitel des Werkes 
dringend empfohlen. Es ist heute gerade noch so aktuell, wie vor der 
mathematischen Unterrichtsreform. 
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(7) W. KILLING und H. HOVESTADT, Handbuch des mathematischen 
Unterrichts. I. Band. Leipzig I9IO. 2. Band. Leipzig 1913. 

Der Inhalt dieses Werkes betrifft nur die Geometrie. Sein I. Band be
handelt die Grundiegung der Geometrie in der Ebene und im Raume und 
bringt eine eingehende Darstellung der Planimetrie aufaxiomatischer 
Grundlage, sein 2. Band die entsprechende Darstellung der Stereometrie 
und Trigonometrie. Es sei dem Leser nachdriicklich zum Studium emp
fohien. Yom I. Band. sind am wichtigsten die §§ I, 5, 7, 13-19, vom 
2. die §§ 6, 7, 13 und 14. 

(8) A.HoFLER, Didaktik des mathematischen Unterrichts. Leipzig 
1910. 

(9) W. LIETZMANN, Methodik des mathematischen Unterrichts. 2. Teil. 
Didaktik der einzelnen Gebiete des mathematischen Unterrichts. 2. Aufl. 
Leipzig 1923. 

Wer sich mit Elementargeometrie beschaitigt, muB sich stets bewuBt 
bleiben, daB sie einen Teil des ganzen, groBen Reiches der Mathematik 
bildet, daB er sie also als Teil in ein Ganzes harmonisch einfugen muB. 
Darum sind fUr ihn auch die auf sie bezuglichen AusfUhrungen derjenigen 
Werke von Wichtigkeit, welche die gesamte mathematische Didaktik 
zum Inhalte haben. 

Das HOFLERsche Werk hat die Forderungen der mathematischen 
Unterrichtsreform erstmals zusammengefaBt und ausfuhrlich mit ins 
einzelne gehenden Beispielen aus dem Unterricht begrundet, wiihrend 
das LIETzMANNsche Werk gleichsam den AbschluB der Reform bildet, 
ihre Wirkung schildert und das Bleibende von ihr von dem Zufiilligen und 
Unwesentlichen scheidet. Beide Werke haben auch in bezug auf die Ele
mentargeometrie viel zu sagen: Hofler greift nur einzelnes Typische 
heraus und betont besonders die Wichtigkeit der Anschauung, Lietz
mann gibt eine ziemlich ausfUhrliche Dbersicht tiber das Ganze der Geo
metrie. Bei letzterem sind fur uns besonders wichtig die Abschnitte uber 
die Definitionen im Unterricht, die Axiome im Unterricht und das Be
weisen geometrischer Lehrsatze. 

(IO) W. DIECK, Stoffwahl und Lehrkunst im mathematischen Unter
richt. Leipzig 1918. 

Dieses temperamentvolle Buch enthiilt u. a. eine Skizze eines voIl
standigen Lehrgangs der Planimetrie und Stereometrie. Die modeme 
Axiomatik kommt beim Parallelenaxiom zur Sprache. 

(II) A. KOHLER, Methodischer Fuhrer und Ratgeber fUr den mathe
matischen Unterricht. Teil II. Planimetrie, Trigonometrie und Stereo
metrie. Stettin 1919. 

Der Verfasser schlieBt seine methodischen Ausffihrungen jeweils als 
Bemerkungen an die einzelnen Teile eines vollstandigen Lehrgangs an. 
AuBerordentIich dankenswert ist - und darin besteht die Eigenart des 
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Werkes -, daB er auf die sprachliche Seite des geometrischen Unter
richts besonders eingeht. Von der modernen Axiomatik ist nirgends die 
Rede. 

(12) F. KLEIN, Elementarmathematik vom h6heren Standpunkte aus. 
2.Band. Geometrie. 3.Aufl. Berlin 1925. 

Zu dem Sch6nsten, was F. Klein uns Lehrern an den h6heren Schulen 
geschenkt hat, geh6rt seine Elementarmathematik vom h6heren Stand
punkte aus. J edervon uns soUte sich grfindlich miHhr auseinandersetzen. 
Schon fUr die Unterstufe wichtig sind vom 2. Band die Ausffihrungen des 
3. Teils fiber die Grundlagen der Geometrie. 

(13 a) W. PFLIEGER, Elementare Planimetrie. Leipzig I90r. 
(13 b) F. BOHNERT, Grundzfige der ebenen Geometrie. Leipzig 1915. 

Sammlung Schubert Nr.2. 
Von diesen beiden Bearbeitungen der Planimetrie ist die altere des 

frfihverstorbenen W.PFLIEGER ganz eigenartig, vom Herk6mmlichen ab
weichend und ungemein reichhaltig. Zwar ist auch sie noch auf keine 
Axiomatik gegrfindet, aber methodisch laBt sich aus ihr sehr vieles lernen. 
Der Verfasser hat die methodischen Gedanken seines Lehrers M. SIMON 
mitbenfitzen k6nnen. Besonders zu erwahnen sind die Abschnitte fiber 
den Streifen (Kap. VIII), fiber den Umfangswinkel (§ 29) und fiber die 
merkwfirdigen Punkte des Dreiecks (§§ 33 und 35). 

1m Gegensatz zu Pflieger gibt und will BOHNERT nur eine fUr den 
Anfanger bestimmte Einffihrung in die Planimetrie geben. Er verzichtet 
ausdrficklich auf jede Axiomatik. Methodisch beachtenswert ist der Ab
schnitt fiber die Konstruktionsaufgaben (Abschn. IV), wie fiberhaupt die 
Art und Auswahl der Dbungsaufgaben. 

(14) F.BoHNERT, Elementare Stereometrie. Leipzig 1910. Samm
lung Schubert Nr. 4. 

Auch dieses Buch will ein Elementarbuch sein. Besonders hervorzu· 
heben sind der kurze Abschnitt fiber die systematische Stereometrie 
(Abschn. I), der Abschnitt fiber die regelmaBigen K6rper (Abschn. V), 
der fiber die Simpsonsche Regel (Abschn. VII) und der fiber den Schwer
punkt (Abschn. VIII). 

(IS) G. HOLZMULLER, Elemente der Stereometrie. 4 Teile. Leipzig 
1900-1902. 

Dieses umfassende Werk fiber Stereometrie, dem es in erster Linie 
darum zu tun ist, dem Leser eine FfiUe von Kenntnissen zu vermitteln, 
darf hier nicht unerwahnt bleiben, da es als Stoffsammlung von unglaub
lichem Reichtum ein wahrer Schatz ist. 

(16) M. RICHTER, Dber die EinfUhrung in die Stereometrie und in das 
stereometrische Zeichnen. Leipzig 1910. 

Ein didaktisch fiberaus wertvolles Schriftchen mit zahlreichen brauch
baren Aufgaben, besonders stereometrischen Konstruktionsaufgaben. 
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§ 4. Die alteren Schulbiicher der elementaren Planimetrie 
und Stereometrie. 

(I) A. C. CLAIRAUT, Elements de geometrie. 1741. Neue Ausgabe in 
zwei Teilen. Paris 1920. 

Diese Schrift ist so modem wie nur irgendein Lehrbuch der Geometrie 
im Zeichen der mathematischen Unterrichtsreform. Clairaut (1713 bis 
I765) hatte die Kiihnheit, Euklid als nicht vorhanden zu betrachten und 
die Geometrie anschaulich und an der Hand der Anwendungen zu ent
wickeln, ohne aber irgendwie oberfHi.chlich zu werden. 

(2) A. M. LEG ENDRE, Elements de geometrie. 8. Aufl. Paris 1809. 
Man hat Legendre (1752-1833) einen zweiten Euklid genannt, und 

in der Tat hat kein Lehrbuch der Geometrie nach Euklid eine so tief
gehende und nachhaltige Wirkung ausgeiibt wie seine Elements. Die Ab
sicht ihres Verfassers war, im Gegensatz etwa zu Clairaut die Geome
trie mit moglichster Strenge zu begriinden und "alle Flecken am Leibe 
Euklids" auszutilgen. So hat er zeitlebens an der Parallelentheorie ge
arbeitet. Doch war er von der allseitigen Richtigkeit seiner Darstellung 
wohl selbst nicht immer iiberzeugt, sonst hatte er sie nicht immer wieder 
abgeandert. In der 9.-11.Auflage kehrte er sogar zur Euklidischen 
Fassung zuriick. Seine Arbeit galt femer der Durchdringung der Geo
metrie mit dem Zahlbegriff, urn z. B. die geometrische Proportionenlehre 
Euklids iiberfliissig zu machen. Rein auBerlich unterscheiden sich Le
gendres Elemente gar nicht von denen des Euklid, und alles, was man 
gegen den Stil Eukli ds vorzubringen hat, ~rifft in gleicherWeise Legendre. 

(3) G.PAUCKER, Die ebene Geometrie der geraden Linie und des 
Kreises oder die Elemente. Konigsberg 1823. 

"Der Hauptzweck dieses Werkes ist, aIle Lehrwahrheiten der Elemen
targeometrie in moglichster Vollstandigkeit zu sammeln." Das Ganze ist 
also eine Lehrsatz- und Aufgabensammlung. Die Beweise sind nur an
gedeutet. Besonders wertvoll ist der Abschnitt iiber die Kreisberech
nung. 

(4 a) J.H.VAN SWINDEN-C.F.J AKOBI, Elemente derGeometrie.Jena1834. 

(4b) DE NIEM, Beweise und Auflosungen samtlicher Lehrsatze und 
Aufgaben der Anhange des Herm Professors C. F. A. Jacobi zu den sie
ben ersten Biichem der Elemente der Geometrie van Swindens. 2. Teil. 
Halle 1868. 

Das Werk des Hollanders van Swinden bringt in der mit deutscher 
Griindlichkeit besorgten Bearbeitung von Jacobi vor allem einen Reich
tum geometrischer Aufgaben, die durch die ausnahmsweise hier schon er
wahnte Schrift (4 b) erst recht zuganglich gemacht werden. Sie enthalten 
z. B. schon in weitem Umfang die sog. Dreiec~sgeometrie. 
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(5) C. A. BRETSCHNEIDER, Lehrgebaude der niederen Geometrie. J ena 
1844. 

Dieses Werk ist eines der bedeutendsten Lehrbticher der Geometrie in 
der ersten Halfte des 19. Jahrhunderts. Zusammen mit (7) hat es zum 
erstenmal die "Fusion" zwischen Planimetrie und Stereometrie durch
geftihrt. Die im Vorwort gegebene Begrtindung zu diesem Schritt, wie 
tiberhaupt die in ihm enthaltenen Gedanken des Verfassers muten ganz 
modern an und sind heute ebenso beherzigenswert wie vor 80 J ahren. 
GewiJ3 ist die Grundlegung des Buches unzureichend, aber seine Archi
tektonik ist eine methodische Glanzleistung. 

(6) A. J. H. VINCENT-M. BOURDON, Cours de geometrie elementaire. 
Paris 1844. 

Dieses Werk entspricht hinsichtlich seines Reichtums den deutschen 
Werken (4a) und (5), und enthalt vielen noch heute wertvollen Stoff. 

(7) J. H. T. MULLER, Lehrbuch der Geometrie. 1. Abteilung. Die 
Grundeigenschaften der unbegrenzten Gebilde im Raume und die ge
samte Planimetrie enthaltend. Halle 1844. 

Auch dieses ausgezeichnete und ganz moderne Lehrbuch fiihrt die 
"Fusion" durch und kann dadurch seine besondere Aufmerksamkeit auf 
den sachlichen Zusammenhang der Satze und Aufgaben richten. Der 
Verfasser ordnet den 1. und 2. Abschnitt nach kombinatorischen Gesichts
punkten, die tibrigen Abschnitte nach den geometrischen Verwandt
schaften. Sein Werk, gleichfalls eine methodische Musterleistung, sei 
dringend zum Studium empfohlen.1) 

(;') CHR.PAULUS, Zeichnend~ Geometrie zum Schulunterricht und 
zum Privatstudium. Stuttgart 1866. 

Dies Btichlein, dessen,Verfasser einer der ersten Vorkampfer der neue
ren Geometrie gewesen ist, ware wohl wert, der Vergangenheit entrissen 
zu werden. 2) Es ist das erste Werk des 19. J ahrhunderts, das die Geo
metrie mit einem ausftihrlichen Abschnitt tiber die axiale und zentrische 
Symmetrie beginnt und zeigt, welch groJ3er Teil des herkommlichen Geo
metrielehrstoffs auf sie gegrtindet und aufgebaut werden kann. AuJ3er
dem liefert es einen vortrefflichen Zeichenstoff. 

(8) E. CATALAN, Elements de geometrie. 2. Auf I. Paris 1866. 
Hier gilt dasselbe wie bei (6). 

(9) E. HEIS und TH. J. ESCHWEILER, Lehrbuch der Geometrie. 1. TeiI. 
Planimetrie. 5. Auf I. Koln 1870. 2. TeiI. Stereometrie. 4. Aufl. Koln 1881. 

Dieses Buch zeichnet sich durch Grtindlichkeit und Reichhaltigkeit 
aus. Im ersten Teil sind die Proportionenlehre und die Kreisberechnung, 

I) tiber J. H. T.Miiller vgl. die Abh. von Karl H. Miiller in ZMNU 42, 19II, 
S. 265· 

2) Vgl. Q. Nr. 7 u. 17. 
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im zweiten Teile die Abschnitte uber Zylinder, Kegel und Kugel, und 
uber den Rauminhalt, sowie die Anhange von besonderem Wert. 

(10) C.L.A.KuNZE, Lehrbuch der Geometrie. 1. (einziger) Band. Pla
nimetrie. 3. Aufl. Jena 1873. 

Ein stofflich und methodisch ganz hervorragendes Buch! 

(II) J.HELMEs, Die Elementarmathematik nach den Bedurfnissen des 
Unterrichts streng wissenschaftlich dargesteIlt. 2. Band. Die Planimetrie. 
2 Abteilungen. 2.Aufl. Hannover 1874/76. 4. Band. Die Stereometrie 
und spharische Trigonometrie. 2. Aufl. Hannover 1876. 

Die Elementarmathematik von Helmes verkorpert inhaltlich den Be
griff der Elementarmathematik vor einem halben Jahrhundert. Es ist 
ein weites und schones Feld, das damals beackert wurde, und, wenn man 
die grundlegenden Teile des Helmesschen oder der andern bis jetzt auf
gezahlten Werke mit den Forderungen der Axiomatik in Einklang brin
gen wurde, so ware jedenfalls wissenschaftlich nichts gegen jenen Begriff 
der Elementarmathematik einzuwenden. Aber inzwischen ist er durch 
einen viel weiteren ersetzt worden. Die Elementargeometrie besteht nicht 
mehr bloB aus Planimetrie, Stereometrie und Trigonometrie, zu der in 
Prima noch etwas analytische Geometrie kommt. Die Begriffe der Ver
anderlichkeit und der Grenze, deren Eindringen in die Elementar
mathematik Helmes im Vorwort zur 2. Abteilung seiner Planimetrie als 
eine "nach Aonen zahlende Entwicklungshypothese" (!!) bezeichnet, 
haben den Begriff Elementarmathematik in kaum zwanzig Jahren grund
lich umgestaltet. N aturlich sind ihre einstigen Anfangsteile dem Inhalt 
nach, wenn auch methodisch anders, heute noch im Unterricht zu be
handeln. Aber von dem Stoff, der die spateren Kapitel jener Elementar
mathematik fUIlt, namentlich von dem Dbungsstoff, hat sehr vieles heute 
Wichtigerem Platz gemacht. Trotzdem sind auch in diesem noch Perlen 
enthalten, die in veranderter Fassung auch heute noch wertvoll sind. 
Daher ist die Kenntnis der alteren Darstellungen der Geometrie fUr den 
Mathematiker der hoherenSchule nicht bloB aus geschichtlichen Grunden 
nutzlich. 

(12) J. WORPITZKY, Elemente der Mathematik. 3. und 4. Heft. Plani
metrie. Berlin 1874. 

Worpitzkys Bemuhungen galten in erster Linie der Grundlegung der 
Geometrie, und er ist der modernen Axiomatik naher gekommen als 
irgendein anderer Schulmathematiker vor ihm und zu seiner Zeit. Frei
lich ist darum seine Darstellung als Schulbuch in ihren Anfangsteilen 
nicht zu gebrauchen, aber sie fesselt den Liebhaber der Axiomatik. Be
sonders bemerkenswert sind die Parallelenlehre, die Lehre von der Ahn
lichkeit und die Kreisberechnung. 

(13) F.KRUSE, Elemente der Geometrie. 1. (einzige) Abteilung. Geo
metrie der Ebene. Berlin r875. 

FI ad t, Elementarmathematik I: Geometrie z II 
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Das Bemuhen, die Geometrie der Alten mit der "neueren", der pro
jektiven Geometrie wissenschaftlich zu vers6hnen, ist der modemen 
Grundlagenforschung unter der Fuhrung von Felix Klein vollstandig 
gelungen. Ein gleicher allgemein anerkannter Erfolg ist fur die ent
sprechende didaktische Aufgabe bis jetzt noch nicht erreicht. DaB die 
Bemuhungen darum schon alt sind, zeigt das vorliegende Werk, das in 
der reinen Geometrie (Geometrie der Lage, Thesimetrie) wie J. H. T. 
Muller (7) die geometrischen Gebilde nach kombinat oris chen Gesichts
punkten, ihre "Eigenschaften" dagegen nach den geometrischen Ver
wandtschaften der Kongruenz, Affingleichheit, Affinitat, Ahnlichkeit 
und Kollineation gliedert. Es sei der Beachtung aufs dringendste em
pfohlen. 

(14) V. SCHLEGEL, Lehrbuch der elementaren Mathematik. 2. Teil. 
Geometrie. Wolfenbiittel 1877. 4. Teil. Stereometrie und spharische 
Trigonometrie. Wolfenbuttel1880. 

Der Vorkampfer der GraBmannschen Gedanken ist naturlich der Eukli
dischen Geometrie wenig hold. Er baut wie Kruse (13) die Geometrie 
auf den Begriff der geometrischen Verwandtschaften auf. Auch sein 
Werk mutet ganz modem an und sollte heute wieder beachtet werden. 

(IS) A. MILINOWSKI, Die Geometrie fUr Gymnasien und Realschulen. 
1. Teil. Planimetrie. 2. Teil. Stereometrie. Leipzig 1881. 

Das Bild der Geometriebucher andert sich allmahlich. Auf die nach 
streng Euklidischem Muster, aber in behaglicher Breite abgefaBten [z. B. 
(4a), (6), (9), (II)] folgen die methodisch reformerischen [zum Teil schon 
(7), dann (13), (14)]. Diese werden abgelost durch die revolutionaren, 
die Euklid, ja uberhaupt jede strenge Logik verwerfen und ihr Heil in 
der Anschauung einerseits und den geometrischen Aufgaben anderer
seits suchen. Zu ihnen gehort das vorliegende Buch, dessen Verfasser 
in ihm neben der Inversion eine besondere Art der Kollineation, die 
harmonische Verwandtschaft, besonders pflegte. 

(16a) HUBERT MULLER, Die Elemente der Planimetrie. 3. Aufl. Metz 
1888. S. Aufl. 1892. 

(16b) Derselbe, Die Elemente der Stereometrie. Metz 1883. 
Von diesen methodischen Leitfaden gilt dasselbe wie von (IS): Be

schrankung der Lehrsatze auf ein moglichst anschaulich zu beweisendes 
Minimum - Verwendung der Symmetrie -, Betonung der Konstruk
tionsaufgaben. 

(17) H. BENSEMANN, Lehrbuch der ebenen Geometrie. Dessau 1892. 
In diesem Buche ist die Konstruktion an die Spitze der Betrachtung 

gestellt. Sie liefert den Existenzbeweis einer jeden Figur und aus ihr 
werden die Satze der Geometrie logisch abgeleitet. Das Buch will keine 
Revolution, sondem nur einen maBvollen Fortschritt. Es ist methodisch 
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ausgezeichnet geschrieben, namentlich in bezug auf die auBere Form der 
Darstellung. Wichtig ist auch die Stellung des Verfassers zum indirekten 
Beweis. 

(18) J. CASEY, The first six books of the elements of Euklid and pro
positions I-XXI of book XI. 2. Aufl. Dublin 1884. 

Es tut gut, einmal ein englisches Geometriebuch zur Hand zu nehmen. 
AuBerlich herrscht hier Euklid, aber seine Macht ist durch zahlreiche 
Zusatze und Aufgaben etwas gemildert. 

(r9a) K. FINK, Die elementare systematische und darstellende Geo
metrie der Ebene in der Mittelschule fur die Hand des Lehrers. Tubingen 
r896. 

(r9b) Derselbe, Sammlung von Satzen und Aufgaben dazu fur die 
Hand des Schiilers. Mit ro Figurentafeln und 84 Blattern, Tubingen 
1896. 

Auch in diesen eigenartigen Heften tritt die konstruktive Seite der 
Geometrie durchaus in den V ordergrund. Sie solI zu einem Ausgleich 
zwischen der Euklidischen Geometrie einerseits, der projektiven und 
analytischen andererseits fuhren. Sehr ansprechend ist der kurze AbriB 
der Entwicklung der Elementargeometrie. 

(20) M. KROGER, Die Planimetrie in ausfiihrlicher Darstellung und 
mit besonderer Beriicksichtigung neuerer Theorien. Hamburg r896. 

Ein klares und gediegenes Werk, das aber mehr das Konnen als das Er
kennen des Schiilers fordern mochte. Die Symmetrie tritt in den Vorder
grund. Die geometrischen Aufgaben erfahren an der Hand zahlreicher 
und darunter fesselnder Beispiele eine liebevolle Behandlung. 

(2r) H. DOBRINER, Leitfaden der Geometrie. Leipzig r898. 
Dieses Buch zeigt in einem Abschnitt schon die Einwirkung der Grund

lagenforschung: die Flachenlehre mit ihren zum Teil mehrfarbigen Fi
guren war das wissenschaftliche Arbeitsgebiet des Verfassers. 1m ubrigen 
sei der Leser auf das Vorwort verwiesen, das auch die sonstigen Besonder
heiten des Leitfadens begrundet, der besonderer Beachtung empfohlen 
sei. 

(22) B. NIEWENGLOWSKI et L. GERARD, Cours de geometrie eIemen
taire. I. Geometrie plane. Paris r898. II. Geometrie dans l' espace. Paris 
1899. 

Wie alle franz6sischen Werke der Elementarmathematik zeichnet sich 
auch dieses durch groBen Stoffreichtum und einen klaren, eleganten Stil 
aus. 

(23) H. S. HALL, and F. H. STEVENS, A text-book of Euklid's Ele
ments. Books I -VI and XI. London 1899. 

Hier gilt in noch hOherem MaBe das von (18) Gesagte. 
II * 
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(24) F. ENRIQUES e U. AMALDI, Elementi di geometria. Bologna 1903. 
(25) G. VERONESE e P. GAZZANIGA, Elementi di geometria. Verona 

19°4· 
Bei den italienischen Schullehrbiichem kommt zum erstenmal die 

volle Strenge zur Geltung. Sie sind Euklidischer als Euklid. Nach un
serer heutigen Meinung iibersteigt das die Fassungskraft der Schiller. 
Aber lehrreich ist es fUr den Lehrer trotzdem, die Axiomensysteme in den 
Schullehrbiichem der beriihmten Mathematiker Enriques und Veronese 
anzusehen. 

(26) J.MACKAY, Plane geometry practical and theoretical. London 
1906. 

Mackay schickt dem Buche eine Art kurzen "Vorbereitungskurs" 
voraus. Seine Schreibweise ist zwar die Euklidische, im Aufbau hat er 
sich aber von Euklid befreit und seine Dbungen enthalten originelle Ge
danken. Interessant ist die von ihm durchgefiihrte Dualitat zwischen 
Ahnlichkeit und Inversion. 

(27) CH. MERAY, Nouveaux elements de geometrie. 3. ed. Dijon1906 
(I. ed. 1874). 

Meray griindet erstmals die Geometrie ganz auf den Bewegungs
begriff. Er fUhrt die Fusion durch. Dabei geht er von einem iibrigens viel 
zu umfangreichen Axiomensystem aus und schreitet immer vom AlI
gemeinen zum Besonderen. Fiir den Schiller ist das Buch unbrauchbar, 
desto interessanter ist es aber fiir den Lehrer. 

(28) J. HENRICI und P. TREUTLEIN, Lehrbuch der Elementargeome
trie. I. Teil: Gleichheit der Gebilde in einer Ebene und deren Abbildung 
ohne MaBanderung. 4.Aufl. Leipzig IglO. 2. Teil: Ahnliche und per
spektive Abbildung in der Ebene (Kegelschnitte), Berechnungen der 
ebenen Geometrie (Trigonometrie). 3. Aufl. Leipzig Ig07. 3. Teil: Die Ge
bilde des korperlichen Raumes, Abbildung von einer Ebene auf eine 
zweite (Kegelschnitte). 2. Aufl. Leipzig IgOI. 

Dieses dreibandige Geometriebuch gehOrt in die Linie der Werke (7), 
(13)-(16). Es griindet die ganze Geometrie auf den Abbildungsbegriff. 
Damit ist der Aufbau von eindringlicher SchOnheit, und die "neuere" 
Geometrie erscheint organisch mit der Euklidischen verbunden. Das 
Werk ist eingehenden Studiums wert. 

(2g) G. B. HALSTED, Geometrie rationnelle. Traduction fran~aise. 
Paris IgII. 

Halsted hat mit seiner Rational Geometry nichts mehr und nichts 
weniger beabsichtigt, als Hilberts Grundlagen der Geometrie in ein 
Schulbuch zu verwandeln. Mag dabei vieles wissenschaftlich in die Briiche 
gegangen sein - vgl. die Besprechung durch M. DEHN im Jahresber. der 
Deutschen Math.-Ver.I3, Ig04, S.5g2 - und mogen wir vom Stand-
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punkt der Didaktik aus vielleicht geradezu entsetzt daruber sein, jeden
falls enthalt das Buch so viel des Eigenartigen und Neuen, daB sich eine 
Durchsieht reichlich lohnt. 

(30) G. LAZZERI und A. BAZZANI, Elemente der Geometrie. Dbersetzt 
von P. Treutlein. Leipzig 19II. 

Dieses erstmals r891 erschienene Buch fUhrt die in Italien inzwischen 
wieder aufgegebene "Fusion" von Planimetrie und Stereometrie durch 
und ist, wie die italienischen Geometriebucher alle, streng axiomatisch 
aufgebaut. Zudem fUhrt es die seit Legendre (2) beliebte, sorglose Ver
wendung der Arithmetik in der Geometrie auf ein Minimum zuruck. 
Eigenartig ist daher z. B. die rein geometrische Behandlung der Inver
sion und der Flachenlehre. 

(31) E. ROUCHE et CH. DE COMBEROUSSE, Traite de geometrie. 8. ed. 
1. Geometrie plane. II. Geometrie dans l'espace. Paris 1912. 

Wohl das umfangreichste franzosische geometrische Lehrbuch mit 
zahlreichen Anhangen, die besonderen Fragen gewidmet sind. Das Buch 
sucht in erster Linie ein moglichst vollstandiges geometrisches Wissen 
und Konnen zu vermitteln und spannt daher auch den Rahmen fUr die 
elementare Planimetrie und Stereometrie sehr weit. Grundlagenforschung 
und Aufbaumethodik (Axiomatik und Architektonik) der Geometrie 
kommen daher wenig zur Sprache. Aber als Stoffsammlung ist es urn so 
wertvoller. 

(32) H. FENKNER, Lehrbuch der Geometrie. Ausgabe A. 1. 1. Teil: 
Ebene Geometrie. 7. Auf I. Berlin 19r6. 

Dieses Buch strebt in erster Linie an, daB der SchUler nieht die Be
weise, sondern das Beweisen Ierne. Es stellt daher besondere Beweismittel 
zusammen. 

(33) M. SCHUSTER, Geometrische Aufgaben und Lehrbuch der Geo
metrie. 1.Teil. Planimetrie. 5.AufI. 1921. 3.Teil. Stereometrie. 3.Aufl. 1918. 

Das Buch steht mit (IS), (16), (17) in einer Linie, indem es die geome
trische Aufgabe in den Mittelpunkt des Unterriehts stellt. 

(34) C.BOURLET, Cours abrege de geometrie. 1. Geometrie plane. 8. ed. 
Paris 1922. II. Geometrie dans l'espace. 6. ed. Paris 1920. 

Bourlet nimmt die Gedanken Merays (27) wieder auf und vereinfacht 
sie wesentlich. Freilich ist das Buch logisch nicht ganz einwandfrei. Dafur 
wird der Leser durch die eingehende Pflege der Anwendungen entschadigt. 

(35 a) K. SCHWERING und W. KRIMPHOFF, Ebene Geometrie. 9. und 
10. Aufl. Freiburg i. Br. 1917. 

(35 b) K. SCHWERING, Stereometrie. 9. und 10. Aufl. Freiburg i. Br. 1917. 
Zwei methodisch ausgezeichnete, knappe Leitfaden voll wissenschaft

lichen Geistes, die nicht der Vergessenheit anheimfallen duden. 
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(36) J. HADAMARD, Leltons de geometrie eIementaire. I. Geometrie 
plane. 8. ed. Paris 1922. II. Geometrie dans l'espace. 5. ed. Paris 1925. 

Obwohl diese Vorlesungen des beriihmten Mathematikers nur in einem 
Anhang ausdriicklich auf Axiomatisches, namlich auf das Parallelen
axiom eingehen, bilden sie doch eine kritische Darstellung der Elementar
geometrie vom h6heren Standpunkt aus, die man gerne liest. 

Das Gleiche gilt von 

(37) C. GUICHARD, Traite de geometrie. 2 Bande. 9. bzw. 5. Aufl. 
Paris 1924/25. 

(38) P. SAUERBECK, Lehrbuch der Stereometrie mit einem Abschnitt 
iiber Kristallographie. Stuttgart 1900. 

Der Verfasser sieht die Hauptaufgabe des stereometrischen Unterrichts 
in der Pflege der Raumanschauung und des Zeichnens und wehrt sich da
her gegen das Dbergewicht der stereometrischen Berechnungsaufgabe. 
Daher betont er besonders die Konstruktionsaufgaben. Trefflich ist der 
kristallographische Abschnitt. 

(39) F. KOMMERELL und G. HA UCK, Lehrbuch der Stereometrie. 8. Aufl. 
Tiibingen 1900. 10., umgearbeitete Auf I. Tiibingen 1909. 

Das von Guido Hauck bearbeitete Lehrbuch brachte in den aufein
anderfolgenden Auflagen immer mehr Stoff, namentlich nach der kon
struktiven Seite. In der von V. Kommerell-Tiibingen besorgten 10. Aufl. 
ist es wesentlich gekiirzt worden. Es steht noch auf Euklidischer Grund
lage und betont die "systematische" Stereometrie. Die zahlreichen Kon
struktionsaufgaben setzen freilich zu ihrer Durchfiihrung die darstellende 
Geometrie voraus. 

Ahnlichen Charakter hat 
(40) F.BuTZBERGER und W. BENZ, Lehrbuch del Stereometrie. 4 Auf I. 

Ziirich 1924. 
(41) C.H.MuLLER und O.PRESLER, Leitfaden der Projektionslehre. 

Leipzig 1903. 
Dber dies allgemein bekannte, ausgezeichnete Buch braucht hier nichts 

weiter gesagt zu werden. 

§ 5. Die ilteren Aufgabenmethodiken und Aufgabensammlungen 
der Planimetrie und Stereometrie. 

Wir beschranken uns hier auf die vor der mathematischen Unterrichts
reform erschienenen Werke. Der Leser wird leicht bemerken, daB die 
theoretischen Aufgaben in ihnen den ersten Platz einnehmen. "Ange
wandte" Aufgaben findet man in reicher Auswahl in den im nachsten 
Paragraphen aufgezahlten, modernenmathematischen Unterrichtswerken. 

(1) v. HOLLEBEN und P. GERWIEN, Geometrische Analysis. 2 Bde. 
Berlin 1831/32. 
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Dieses leider unvollendet gebliebene Werk - es fehlt die algebraische 
Analysis - stellt den ersten Versuch groBeren Umfangs dar, fUr die geo
metrischenAufgaben eineMethodik zu schaffen und zugleich den Urwald 
dieser Aufgaben systematisch auszuroden. Da die geometrischen Kon
struktionsaufgaben heute nicht mehr die gleiche Rolle spielen, wie vor 
roo Jahren, so kommt dem Werke heute nicht mehr die Bedeutung zu, 
die es vor roo J ahren beanspruchte. Aber eine wertvolle Fundgrube ist 
es immer noch. 

(2) C.ADAMS, Geometrische Aufgaben mit besonderer Riicksicht auf 
die geometrischen Konstruktionen. Winterthur r849. 

Diese Schrift enthalt roo Aufgaben mit vollstandig ausgefiihrten Lo
sungen, 55 davon behandeln ein- und umbeschriebene Figuren, 45 Tei
lungen und Verwandtes. Unter den Losungen befinden sich besonders 
schone algebraische. 

(3) C. H. NAGEL, Geometrische Analysis. Ulm r850. 
Eine nach unserem Gefiihl etwas weitlaufige, aber behaglich geschrie

bene Methodik planimetrischer Aufgaben. 

(4) M. BLAND, Geometrische Aufgaben. Deutsch bearbeitet von 
A. WIEGAND. Halle r850. 

Eine Sammlung von 474 planimetrischen Aufgaben englischen Ur
sprungs. 

(5) E.CATALAN, Theoremes et problemes de geometrie eiementaire. 
6. Auf!. Paris r879.1) 

Diese beriihmte franzosische Sammlung beriicksichtigt die Ebene 
doppelt so stark wie den Raum. 

(6) H.LIEBER und F. V.LUHMANN, Geometrische Konstruktionsauf
gaben. LAufl. Berlin r870. r4.Aufl. o. J. 

Eine ungemein reiche Sammlung, die aber neben vielem Brauchbaren 
leider sehr viel Kiinstliches und Unbrauchbares enthiilt. 

(7) C.MUSEBECK, Aufgaben fUr den Unterricht in der Planimetrie. 
Berlin I908. 

Diese Sammlung ist ein urn eine Reihe weiterer Aufgaben vermehrter 
Auszug aus (6). 

(8) J. O. G ANDTNER und K. F. J UNG HANS, Sammlung von Lehrsiitzen 
und Aufgaben aus der Planimetrie. L Tell. 4. Aufl. Berlin r878. 2. Teil. 
3. Aufl. Berlin r882. 

Von diesem Werke gilt das Gleiche wie von (6). 

I) Zur 2. Auf!. gibt es eine 1862 in Stuttgart erschienene deutsche Ausgabe 
von C. G. Reuschle. 
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(g) J. PETERSEN, Methoden und Theorien zur Auflosung geometrischer 
Konstruktionsaufgaben. Kopenhagen 187g. 

Es ist sehr schade, daB von diesem Hingst vergriffenen, einzigartigen, 
grundlegenden Buche tiber die Methodik der geometrischen Konstruk
tionsaufgaben keine Neuausgabe existiert. Sie wurde gerade heute, wo 
die Frage der Begrenzung und des Schwierigkeitsgrades der geotnetri
schen Aufgaben erneut zur Diskussion steht, viel Gutes stiften. Besser 
noch ware eine Neubearbeitung, die Veraltetes ausscheiden und die neue
ren Fortschritte berucksichtigen wurde. 

(10) J. ALEXANDROFF, Aufgaben aus der niederen Geometrie. Deutsch 
hrsg. von M. Schuster. Leipzig Ig03. 

Eine sehr empfehlenswerte, im wesentlichen auf (g) fuBende Aufgaben
methodik, deren Wert die mathematische Unterrichtsreform nicht ver
mindert hat. 

(II) F. ENRIQUES, Fragen der Elementargeometrie. 2. TeiI. Die geo
metrischen Aufgaben, ihre Losung und Losbarkeit. Leipzig Ig07. 

Von diesem 2. Teil des schon § 2 (7) erwahnten Werkes kommt fUr die 
Unterstufe zunachst nur der erste Artikel in Betracht. 

(12) G.HOFFMANN, Anleitung zur Losung planimetrischer Aufgaben. 
6.AufI. Leipzig IgIO. 

1st noch ganz darauf eingestellt, daB die geometrischen Konstruktions
aufgaben den Gipfel der Elementarmathematik darstellen. 

Das Gleiche gilt von 
(13) E.F.BoRTH, Die geometrischen Konstruktionsaufgaben mit einer 

Anleitung zum Auflosen derselben. 22. Aufl. Leipzig IgIg. 

(14) E. R. MULLER, Lehrbuch der planimetrischen Konstruktionsauf
gaben. 3 Teile. Bremerhaven IgII. 

Dieses nach System Kleyer bearbeitete Buch ist elementar und sehr 
weitlaufig. 

(IS) F. G.M., Exercices de geometrie. 7. Auf I. Tours und Paris o. ]. 
Auf dieses 1300 (!) Seiten umfassende Werk, das neben einer voll

standigen Methodik eine uberreiche Sammlung von Aufgaben und Lehr
satzen enthalt, sei der deutsche Leser besonders hingewiesen. Die ebene 
und die raumliche Geometrie sind gleichermaBen vertreten. Ein erster 
Anhang behandelt die Dreiecksgeometrie, ein zweiter bringt Verzeich
nisse der termini technici und der historisch bedeutsamen Aufgaben und 
Satze (besonders wertvoll!), ein Verzeichnis von nicht elementar kon
struierbaren Aufgaben und ein Literaturverzeichnis. Das Buch ist in 
jeder Hinsicht ein Schatz. 

(16) B. KERST, Methoden zur Losung geometrischer Aufgaben. 
Math.-Phys. BibI. Nr. 26. Leipzig IgI6. 
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Eine reizende, kleine Methodik, die alles fUr den heutigen Unterricht 
brauchbare Material aus der Lehre von den geometrischen Konstruk
tionsaufgaben sammelt und durch Beispiele erlautert. 

(17) H. THIEME, Sammlung von Lehrsatzen und Aufgabeu aus der 
Stereometrie. Leipzig 1885. 

Diese Sammlung dient nicht der Ausbildung der Rechenfertigkeit, son
dem der Raumanschauung. Die in ihr enthaltenen Satze und Aufgaben 
bilden noch heute trefflichen Stoff fUr die Projektionslehre. 

(18) H. LIEBER, Stereometrische Aufgaben. Berlin 1888. 
Eine Sammlung von Berechnungsaufgaben, uber die das bei (6) Ge

sagte zu wiederholen ist. 
(19) C. MUSEBECK, Aufgaben fur den Unterricht in der Stereometrie 

und spharischen Trigonometrie. Berlin 1908. 
Ein urn weitere Aufgaben vermehrter Auszug von (18). 
(20) F.REIDT, Sammlung von Aufgaben und Beispielen aus der Tri

gonometrie und Stereometrie. 2. TeiI. Stereometrie. 5. Auf I. Leipzig 1914. 
Berucksichtigt in gleicher Weise Berechnungs- und Konstruktionsauf

gaben. 

§ 6. Die seit der mathematischen Unterrichtsreform erschienenen 
Schulbiicher der Planimetrie und Stereometrie. 

Wir begnugen uns hier mit einer Aufzahlung der Bucher. Wegen ihrer 
Charakterisierung verweisen wir auf die Besprechungen teils in cl.er 
ZMNU, teils in der Wurttembergischen Schulwarte, der Monatsschrift 
der wurttembergischen Landesanstalt fUr Erziehung und Unterricht. 
1m folgenden sind immer nur die Ausgaben fUr realistische Anstalten 
gemeint. 

(I) O. LORCHER und E. LOFFLER, Methodischer Leitfaden und Auf
gabensammlung der Geometrie nebst einer Vorschule der Trigonometrie. 
6. Auf I. Leipzig 1927. 

(2) K. SCHWAB und O. LESSER, Mathematisches Unterrichtswerk 
2. Band. Geometrie. I2.AufI. Leipzig 1927. 

(3a) W. LIETZMANN, Mathematisches Unterrichtswerk. Geometrische 
Aufgabensammlung. Unterstufe. 7. Aufl. Leipzig 1927. 

(3 b) Dasselbe. Leitfaden der Mathematik. Unterstufe. 7. Auf I. Leip
zig 1927. 

(4) K. REINHARDT und M. ZEISBERG, Math. Unterrichtswerk. Geo
metrie. 2 Teile. 6. bzw. 4- Auf I. Frankfurt a. M. 1926. 

(5) Ph. LOTZBEYER und W. SCHMIEDEBERG, Mathematik fur h6here 
Schulen. Mittelstufe II. 

(6) A. THAER und G. LONY, Lehrbuch der Mathematik. I. Band. 
Unterstufe. Breslau 1915. 
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(7) H. BEINHORN, Lehrbuch der Mathematik. Unterstufe I und II. 
Oberstufe I. Berlin 1915. 

(8) E. BOREL und P. STAECKEL, Die Elemente der Mathematik. 2. Band. 
Geometrie. 2. Auf I. Leipzig 1920. 

(9) O. BEHRENDSEN und E. GOTTING, Lehrbuch der Mathematik. 
Hrsg. von A. Harnack. Unterstufe, Teill. 7. Aufl. Leipzig 1927. 

(IO) F. MALscH, E. MAEY und H. SCHWERDT, Zahl und Raum. 3. und 
4. Heft. Geometrie. Leipzig 1926. 

(IIa) A. SCHULKE und W.DREETZ, Aufgabensammlung aus derreinen 
und angewandten Mathematik. Teill. Unterstufe. 6. Auf I. Leipzig 1928. 

(II b) Dieselben. Leitfaden der Mathematik. Teill. Unterstufe. 2. Auff. 
Leipzig 1928. 

(12) F.REIDT-G.WOLFF-B.KERST, Die Elemente der Mathematik. 
Band II. Geometrie (Unterstufe). B~rlin 1926. 

(13) W.BAuER und E. v. HANXLEDEN, Lehrbuch der Mathematik fur 
Realanstalten. Unterstufe der Geometrie. 7. Auf I. Braunschweig 1927. 

(q) KAMBLY-THAER, Mathematisches Unterrichtswerk I. Neubear
beitung von A. CZWALINA und H. DORRIE. 2. Heft. Planimetrie. 3. Heft. 
Stereometrie. 9. Heft. Abbildungen. Breslau 1925/26. 

(15) MEHLER-SCHULTE- TIGGES, Hauptsatze der Elementarmathe
matik. Unterstufe. Berlin 1923. 

(16) H. FENKNER, Mathematisches Unterrichtswerk. Neubearbeitet 
von K. HOLZMULLER. Geometrie. I. TeiI. Berlin 1926. 

(17) G. SCHEFFERS und W. KRAMER, Leitfaden der darstellenden und 
raumlichen Geometrie. 2 Teile. Leipzig 1924/25. 

Die Verfasser empfehlen als zeitlich erste Projektionsart fUr die Schule 
die senkrechte Projektion auf ein e Tafel mit beigefugtem HohenmaBstab, 
also die kotierte Projektion und fuhren sie in einem vollstanriigen, sehr 
lehrreichen und sehr schonen Lehrgang durch. Wir haben in unserem 
Lehrgang vorlaufig von der Eintafelprojektion abgesehen, da uns immer 
noch die Parallelprojektion als erste Projektionsart fur die Schule am 
geeignetsten erscheint. 

(18 a) H. MULLERs mathematisches Unterrichtswerk. Teil3. E. KULL
RICH und C. TIETZE, Lehr- und Obungsbuch der Geometrie. Unterstufe. 
14. Auff. Leipzig 1928. 

(18b) Dasselbe Teil7 M.-KuTNEWSKI und P. B. FISCHER. Aufgaben
sammlung der Geometrie. 14. Auf I. Leipzig 1927. 

(19) CRANTZ-KuNDT-HEINEMANN, Mathematisches Unterrichtswerk 
fur hOhere Madchenbildungsanstalten. II. Teil, 12. Auf I. Leipzig 1927 
und III. Teil, II. Auf I. Leipzig 1927. 

(20) MOHLE-KNooHENDoPPEL, Mathematik fUr Lyceen und h6here 
Madchenschulen. Ausgabe A. Teil II. Breslau 1926. 

(21) FENKNER-HESSENRBUCH, Lehr- und Obungsbuch der Mathematik 
fur hOhere Schulen. Teil I und II. Berlin 1926. 



RUckblick. 
... in neuerer Zeit ... verlangt man als Resultat des Unter
richts nicht nur mathematisches Wissen, bestehend in einer 
Summe von Einzelkenntnissen und mathematisches Kennen, 
bestehend in der Tatigkeit, eine Anzahl von Methoden auf 
mathematische Aufgaben anzuwenden, sondem mathemati
sche Bildung, bestehend in klarer Erkenntnis des inneren Zu
sammenhangs und der Bedeutung der mathematischen Wahr
heiten, in Ubersicht fiber das Ganze und Einsicht in die ein
zelnen Teile. . .. 

V. SCHLEGEL, Lehrbuch der elementaren Mathe
matik. 2. Teil. Geometrie. Vorwort. 

Ein iiberaus buntes Bild ist am Leser, dessen Geduld bis jetzt durch
gehalten hat, vorubergezogen. Eine Fiille von geometrischen Tatsachen 
und Problemen ergieBt sich wahrend der drei Schuljahre, fUr die unser 
Lehrgang bestimmt ist, auf Augen und Ohren unserer SchUler, und sie 
k6nnte, selbst wenn man nur die im VI. Kapitel aufgefiihrte Literatur 
beriicksichtigen wlirde, ins Ungemessene vergroBert werden. So um
fassend und mannigfaltig ist der "elementare" geometrische Lehrstoff, 
daB er sich der vorangesetzten Forderung V. SCHLEGELS zunachst ganz 
und gar nicht fligen will. Und doch scheint es dem Verfasser auch schon 
fUr die Unterstufe notwendig, nicht bloB zu fordern, daB der mathema
tische, insbesondere der geometrische Unterricht Verstand und Vor
stellungskraft bilde, daB er niitzliche Kenntnisse flirs Leben vermittle, 
sondern auch zu verlangen, daB der Eigenwert der Geometrie, der er
kenntnistheoretische und asthetische Wert geometrischer Untersuchun
gen deutlich werde: Nicht am Alltag - an dem solI tlichtig gearbeitet 
werden -, nicht zu frlih - erst dann, Wenn die SchUler sich eine erkleck
Hche Summe von Einzelkenntnissen erworben haben. Erst dann, wenn 
der jugendliche Geist zum erstenmal Erkenntnisse zu gewinnen vermag, 
in Feierstunden flir Lehrer und SchUler, etwas ausfiihrlicher vielleicht am 
Ende der UII bei einem Riickblick auf das in dreijahriger Arbeit Ge
leistete (und wohl nur, wenn der Lehrer die SchUler wirklich die ganzen 
drei Jahre unterrichtete). 

Auch da mliBte zunachst yom Stoffe die Rede sein, von den geometri
schen Gebilden, die untersucht wurden und durch deren Kombination 
sich Satze und Aufgaben eingestellt haben. Aber man mliBte doch schon 
etwas iiber das rein Stoffliche hinauskommen und die SchUler daran er
innern, daB neue Tatsachen am ungezwungensten aus der Durchfiihrung 
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geometrischer Verwandtschaften entsprungen sind. Damit verbindet 
sich dann von selbst ein Ausblick auf den kunftigen Inhalt der Geometrie, 
insbesondere der Raumgeometrie, in welcher bis jetzt der Stoff, die ein
zelnen geometrischen Gebilde, die Aufmerksamkeit fast v6llig auf sich 
gezogen haben, wiihrend der Gedanke einer geometrischen Verwandt
schaft (der Affinitiit) nur als Mittel zum Zweck (der ebenen Darstellung 
riiumlicher Gebilde) aufgetreten ist. Von der Axiomatik aber war und 
sollte, mit der einen Ausnahme des Parallelenaxioms, im seitherigen 
Unterricht nirgends die Rede sein, auch nicht in der systematischen 
Stereometrie. Sie sei der Oberstufe vorbehalten. Auf dieser kann und 
soIl dann die Schlegelsche Forderung das ideale Ziel des geometrischen 
Unterrichts bezeichnen: 

Geometrisches Wissen, gewonnen an der unersch6pflichen Fillie geo
metrischer Gestalten, geometrisches K6nnen, erprobt an der unendlichen 
Zahl der theoretischen und praktischen geometrischen Aufgaben, geo
metrisches Erkennen, gesch6pft aus der axiomatischen Grundlegung der 
Geometrie und aus ihrem nach den geometrischen Verwandtschaften ge
gliederten Aufbau. 



Anhang. 
Die sieben ersten und die letzte (23.) Euklidische Definition. 

1. Der Punkt ist das, dessen Teil nichts ist. 
2. Die Linie aber breitenlose Lange. 
3. Der Linie AuBerstes sind Punkte. 
4. Die Gerade ist die Linie, welche gleichmaBig durch ihre Punkte ge-

setzt ist. 
5. Die Flache ist das Raumgebilde, das nur Lange und Breite hat. 
6. Der Flache AuBerstes sind Linien. 
7. Die Ebene ist die Flache, welche gleichmaBig durch ihre Geraden ge

setzt ist. 
23. Parallel sind Gerade, welche in derselben Ebene liegen und, auf jedem 

von beiden Teilen ins Unendliche ausgezogen, auf keinem von beiden 
einander treffen. 

Die Euklidischen Postulate. 
Es solI gefordert werden, daB 

1. von jedem Punkt bis zu jedem Punkt sich eine und nur eine Strecke 
flihren lasse; 

2. und diese Strecke sich kontinuierlich auf ihrer Geraden ausziehen 
lasse; 

3. urn jedes Zentrum sich mit jedem Abstand ein und nur ein Kreis 
zeichnen lasse; 

4. und aIle rechten Winkel einander gleich seien; 
5. und, wenn eine zwei Geraden schneidende Gerade mit ihnen innere an 

derselben Seite liegende Winkel bildet, die zusammen kleiner sind 
als zwei Rechte, sich die beiden geschnittenen Geraden bei unbe
grenzter Verlangerung auf der Seite schneiden, auf der diese Winkel 
liegen. 

Die Euklidischen Axiome. 
1. Was demselben Dritten gleich ist, ist unter sich gleich; 
2. und wird Gleiches zu Gleichem zugesetzt, so sind die Ganzen gleich; 
3. und wird Gleiches von Gleichem weggenommen, so sind die Reste 

gleich; 
7. und einander Deckendes ist gleich; 
8. und das Ganze ist gr6Ber als sein Teil. 
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VORANZEIGE 
Die naehstehend angezeigte Elemenlarmathematik riickt den elementar

mathematisehen Lehrstoff in den Vordergrund - im Gegensatz zu 
einer Methodik des mathematisehen Un t e rr i c h t s, welche den Stoff nur als 
Problem neben anderen behandeln kann. Ihr Hauptziel ist in Band lund II, 
mehr als bisher die Fortschritte der mathematisehen Wissen
schaft fiir den Unterrieht nutzbar zu machen und neueren mathe
matisehen Gedanken den Eingang in die Schule zu erleiehtem. In Band IIi 
soll die angewandte Mathematik nach ihren allgemeinen Verfahren 
und ihrer Anwendung auf die verschiedenen Gebiete in dem heute fUr 
die Schule so dringend notigen Umfang dargestellt werden. In allen drei 
Banden soll der eigentliche fiir den Unterricht bestimmte Lehr
stoff in wissenschaftlich eiuwandfreier Form dargeboten und 
jeweils durch Einleitungen und Zusatze soweit erganzt werden, da6 der 
Leser ein klares Bild vom Wesen der Elementarmathematik, zu der jetzt 
auch die .Anfangsgriinde der Infinitesimalrechnung gehoren, als einem 
organischen Glied der Gesamtmathematik erhalt. 1m Gegensatz zu den 
Werken ahnlicher Richtung von Weber-Wellstein, Klein, Netto-Farber
Thieme u. a. steht also die Didaktik delil eigentlichen Schullehrstoffs 
im V ordergrund. Die Vor- und llnterstufinteile der beiden ersten Bande 
enthalten den Stoff der "reinen Mathematik" bis zur sog. mittleren 
Reife, die Obers/ufintez'le den zwischen mittlerer Reife und Maturitat, 
wahrend den tibergangsteilen jene mannigfachen Ansatze und Obergange 
von der elementaren zur hoheren Mathematik zugewiesen sind, die den 
Leser davor bewahren, die Elementarmathematik als etwas Fertiges. 
Unveranderliches zu betrachten. Die Obergangsteile sollen namentlich 
auch den freien Arbeitsgemeinsehaften der Primen Anregung geben. 
Band ill soll der "angewandten Mathematik" gewidmet und so ab
gefaSt sein, daB sich diese jeweils miihelos in die Kapitel der "reinen Mathe
matik" einordnen la6t. Natiirlich werden aber auch schon in den dieser 
gewidmeten Banden die Anwendungen entsprechend in Betracht gezogen. 

Die Quellenhifte soIl en zunachst eine Art Urkundensammlung zu den 
Lehrstoffteilen der Elementarmathematik sein, indem sie aus den Original
werken eine Auswahl der wichtigsten Belege fiir soIche Satze 
und Aufgaben mit den notigen Erlauterungen bringen, die im heutigen 
Unterricht lebendig sind. Da sie aber von den Lehrstoffheften ganz 
unabhiingig sind, so wenden sie sich an jeden, der sich fUr die geschicht
liehe Entwicklung bis zum heutigen Stand der reinen und angewandten 
Mathematik interessiert. Insbesondere sind sie fiir die Lehrer und 
S ch ii I e r unserer hoheren Schulen bestimmt, denen sie die Kulturbedeutung 
der Mathematik zum BewuBtsein bringen mogen. - 1m iibrigen solI das 
ganze Werk zunachst den Lehrern an den hoheren Schulen -
insbesondere den angehenden - aber auch den Hochschuldozenten 
dienen, sofern sie sich fiir die mathematische Didaktik der hoheren 
Schulen interessieren, und allgemeineinen Oberblick iiber die heutige 
Elementarmathematik geben. 



UBERSICHTSPLAN 

E LEME NTAR MATHEMATIK 
Herausgegeben von Dr. K. F I a d t 

BAND I. ELEMENTARGEOMETRIE 
I. Teil. Vontufe. Der geometrische Vorbereitungsunterricht von Dr. H. S c hum a c her, 

Studienrat in Wetzlar. 
2. Teil. Unterstufe. Der Lehrstoff bis zur Untersekunda von Dr. K. Fladt, Studien

rat in Stuttgart. 
3. Teil. Oberstufe. Der Lehrstoff der Obersekunda und Prima von Dr. K. Fladt. 
4. Teil. Ubergangsstufe. Vertiefung und Erweiterung des Lehrstoffs der Oberstufe 

von Dr. K. Fladt. 

BAND II. ELEMENTARANALYSIS 
I. Teil. Vorstufe. Der Rechenunterricht. 
2. Tei!. Unterstufe. Der Lehrstoff bis zur Untersekunda von H. Willers, Studienrat 

in Gottingen. 
3. Teil. Oberstufe. Der Lehrstoff der Obersekunda und Prima von H. Willers. 
4. Teil. Ubergangsstufe. Vertiefung und Erweiterung des Lehrstoffs der Oberstufe 

von H. Willers. 

BAND III. ANGEWANDTE ELEMENTARMATHEMATIK 
I. Teil. Die numerischen, graphischen und instrumentellen Methoden 

der angewandten Mathematik. 
2. Tei!. Die Anwendung der Mathematik in den verschiedenen Gebieten. 

a) Astronomie (mit Kartographie und Nautik), Vermessungslehre. - Physik 
(mit Meteorologie und Geophysik). 

b) Chemie, Mineralogie (Kristallographie), Geologie, Biologie. 
c) Technik. 
d) Staat und Wirtscbaft (Geldwesen, Kaufmannisches Rechnen, Versicherungs

rechnung, Statistik, Wirtschaftslehre). 
e) Kunst. 
j) Leibesiibungen (Sport). 

Anhang. Die Mathematik und ihre Anwendungen in philosophischer 
Betrachtung. 

QUELLENHEFTE 
Z U R E L E M E·N TAR MAT HEM A T I K 
BAND I. QUELLENHEFTE ZUR ELEMENTARGEOMETRIE 
I. Heft. Vor- und Unterstufe. Der Lehrstoff bis zur Untersekunda von Dr. K. Fladt. 
2. Heft. Ooer- und Uoergangsstufe. Der Lehrstoff der Obersekunda und Prima von 

Dr. K. Fladt. 

BAND II. QUELLENHEFTE ZUR ELEMENTARANALYSIS 
I. Heft. Vor- und Unterstufe. Der LehrstoIT bis zur Untersekunda von H. Willers. 
2. Heft. Ober- und Ubergangsstufe. Der Lehrstoff der Obersekunda und Prima von 

H. Willers. 

BAND III.. QUELLENHEFTE ZUR ANGEWANDTEN 
ELEMENTARMATHEMATIK 

I. Heft. Naturwissenschaften. 
2. Heft. Technik, Staat und Wirtschaft, Philosophie und Kunst, Sport. 



Grundlagen der Geometrie. Von Geh. Reg.-Rat Dr. D. Hilbert, Prof. 
a. d. Univ. Gottingen. 6. Auf!. Mit zahlr. Fig. [VI u. 256 S.] S. 1923. 
(Wiss. u. Hyp. Bd. VII.) Geb . .1l.Jt 7.So 

Die Grundbegriffe der reinen Geometrie in ihrem VerhlUtnis 
zur Anschauung. Untersuchungen zur psychologischen Vorgeschichte 
der Definitionen, Axiome und Postulate. Von Dr. R. Strohal, Privatdoz. 
a. d. Univ. Innsbruck. Mit 13 Fig. im Text. [IV u. 137 S.] S. 1925. (Wiss. 
u. Hyp. Bd. XXVII.) Geb . .1l.Jt 6.40 

Grundlagen der Geometrie. Von Geh. Hofrat Dr. F. Schur, Prof. a. d. 
Univ.Breslau. Mit 63 Fig. [Xu.192S.1 gr.S. 1909. Geh . .1l.Jt7.-,geb . .1l.JtS.60 

Elemente der Geometrie. (Unter Verschmelzung von ebener und rlium
licher Geometrie.) Von G. Lazzeri und A. Bassani. Mit Genehmigung 
der Verfasser ins Deutsche iibertragen von weil. Geh. Hofrat Dir. P. 
Treutlein. Mit 336 Fig. [XVI U. 491 S.] gr. 8. 191 I. Geb . .1l.Jt 18.-

Grundlagen und ebene Geometrie. Von Dr. H. E. Timerding, Prof. 
a. d. Techn. Hochschule in Braunschweig. Mit 54 Fig. rXVIII u. 534 S.] 
8. 1910. (Pascals Repertorium der hoheren Mathematik. Herausg. von 
E. Salkowski u. H. E. Tt'merding, II. Band: Geometrie, I. Hii.lfte.) 
Geb . .1l.1t 18.-

Fragen der Elementargeometrie. Aufslitze von U. Amaldt~ E. BaY01li, 
R. Bonola, B. CaiO, G. Castelnuovo, A. Contt: E. Daniele, F. Enriques, 
A. Giacomini, A. Guarducci, G. Vailali, G. Vitali. Gesammelt und zu
sammengestellt von Dr. F. Enriques, Prof. a. d. Univ. Rom. 2., verb. Auf!. 
gr. 8. 1923. I. Teil: Die Grundlagen der Geometrie. Mit 144 Fig. [X u. 
366 S.] II. Teil: Die geometrischen Aufgaben, ihre Losung und ihre 
Losbarkeit. Mit 142 Fig. [XII u. 358 S.] Geb. je .1l.Jt 14.-

Nichteuklidische Geometrie in elementarer Behandlung. Von weil. 
Prof. Dr. M. Simon. Herausg. von Studienrat Dr. K. Fladt, Stuttgart. Mit 
125 Fig. im Text u. 1 Titelbild. [XVIII u. 115 S.] gr.8. 1925. (Zeitschrift flir 
math. und naturw. Unterricht, Beiheft 10.) Geh . .1l.Jt 8.- . 

Elemente der Mathematik. Von J. Tannery, Prof. a. d. Univ. Paris. 
Mit einem geschichtlichen Anhang von P. Tannery. Autoris. deutsche 
Ausgabe von Prof. Dr. P. KlaejJ, Echtemach. Mit einem Einflihrungs
wort von Geh. Reg.-Rat Dr. F. Klein, weil. Prof. a. d. Univ. Gottingen. 
2. Auf!. Mit 184 Fig. [XII u. 339 S.] gr. 8. 1921. Geb . .1l.Jt 13.-

Elemente der Mathematik. Von Dr. E. Borel, Prof. a. d. Sorbonne in 
Paris. Vom Verfasser genehmigte deutsche Ausgabe besorgt von Geh. 
Hofrat Dr. P. Stiickel, weil. Prof. a. d. Univ. Heidelberg. I. Band. Arith
metik und Algebra nebst den Elementen der Differentialrechnung. 2. Auf!. 
Mit 56 Textfig. u.3Taf. [XVlu. 404 S.] 8. 1919. Geh . .1l.Jt 12.-,geb . .1l.Jt 14.-. 
II. Band. Geometrie. Mit einer Eintlihrung in die ebene Trigonometrie. 
2. Auf!. Mit 442 Textfig. u. 2 Taf. [XVI u. 380 S.] 8. 1920. Geh . .1l.Jt II.-, 
geb . .1l.Jt 13.-
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Grundlehren der Mathematik. Fiir Studierende und Lehrer. 
I. Teil. Die Grundlehren der Arithmetik und Algebra. I. Band. Arith
metik. Von C. Farber. Mit 9 Fig. [XV U. 410 S.l gr. 8. 191 I. Geb . . jut 14.-. 
II. Band. Algebra. VonE.Netto. [XII U. 232S.] gr. 8. 1915. Geb. Ji'Jt 7.80 
II. Teil. Die Grundlehren d. Geometrie. I. Band. Die Elemente d. Geometrie. 
Bearb. v. H. Thieme. Mit 323 Fig. [XII u. 394 S.] gr.8. 1909. Geb. Ji'Jt 14.-

Enzyklop~die der Elementar-Mathematik. Ein Handbuch flir Lehrer 
und Studlerende. Von Dr. H. Weber u. Dr.I Wellstein, weil. Proff. a. d. 
UllIV. StraSburg. I. Band. Elementare Algebra und Analysis. 4. Aufi. 
Mit 26 Fig. im Text. [XVI u. 5685.1 gr. 8. 1922. Geb. Ji'Jt 18.-. II. Band. 
Elemente der Geometrie. 3. Aufi. [XII u. 596 S.] gr.8. 1915. Geb. Ji'Jt 19.-. 
III. Band. Angewandte Elementar-Mathematik. In 2 Teilen. I. Teil. 
Mathematische Physik. 3. Aufi. Mit 254 Fig. im Text. [X u. 536 S.] gr. 8. 
1923. Geb. Ji'Jt 17.-. II. Teil. Darstellende Geometrie, graphische Statik, 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, politische Arithmetik und Astronomie. 
3. Aufi. Mit 271 Fig. im Text. [X u. 671 S.] gr. 8. 1924. Geb. Ji'.Jt 22.-

Handhuch der Elementarmathematik fUr Lehrer. Von wei!. Geheim
rat Dir. Prof. Dr. K .)dzwering, Koln. Mit 193 Fig. [VIII u. 407 S.] 
gr. 8. 1907. Geb . .fl.Jt 13.-

Handbuch des mathematischen Unterrichts. Von Geh. Reg .. Rat Dr. 
W. KiIlmg, wei!. Prof. a. d. Univ. Munster i. W., u. weil. Prof. Dr. H. Hove
stadt, Munster i. W. 
I. Band. Mit 32 Fig. [VIIIu. 456 S.] gr.8. 1910. Geh.Ji'.lt I 5.-, geb.Ji'.Jt 17.

II. Band. Mit 9 Fig. [X U. 472 S.] gr. 8. 1913. Geh. Ji'Jt 15.-, geb . .fl.Jt 17.-

Ober den Bildungswert der Mathematik. Ein Beitrag zur philo
sophischen padagogik. Von Dr. W. Birkemeier, Berlin. [VI u. 191 S.] 8. 
1923. (Wiss. u. Hyp. Bd. XXV.) Geb. Ji'Jt 5.60 

Die Schulung des Geistes durch den Mathematik- und Rechen
unterricht. Eine psychologische Analyse. Von Studienrat Dr. G. Rose, 
Hagen. Mit 22 Fig. [VI u. 183 S.] gr. 8 1927. (Zeitschrift fur math. u. 
naturwiss. Unterricht, Beiheft I I). Geh. Ji'.Jt 6.80 

Psychologie und mathematischer Unterricht. Von Dr. D. Katz, 
Prof. a. d. Univ. Rostock i. M. Mit 12 Abb. [VI U. 120 S.l gr. 8. 1913. 
(Schriften des Deutschen Unterausschusses der Internationalen Math. 
Unterrichtskommission A. Ill. Band. Heft 8.) Geh. Ji'.Jt 3.20 

Betrachtungen tiber mathematische Erziehung yom Kindergarten 
bis zur Dniversitat. Von B. Branford, Divisionsinspektor am Londoner 
County Council. Deutsche Bearbeitung von R. Schimmack, weir. Privat
doz. in Gottingen, und Studienrat Dr. H. Weinreich, Gottingen. Mit 
114 Fig. im Text, I TlteIfig. u. I Taf. [VIII u. 403 S.] gr. 8. 1913. Geh. 
Ji'Jt I I. -, geb. Ji'.ft 13.-

Die Mathematik an den deutschen h6heren Schulen. Von Real
schuldirektor Fr. Grundel, Oberkirch i. B. Teil I. Von der Zeit Karls 
des GroBen bis zum Ende des 17. Jahrhunderts. Teil II. Vom Anfang des 
18. bis zum Ende des 18. Jahrhunderts. (Beihefte 12/13 der Zeitschrift 
fur math. u. naturw. Unterncht.) [D. d. Pro 1928]. 
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Vortr~ge Uber den mathematischen Unterricht an den hBheren 
Schulen. Von Geh. Reg.-Rat Dr. F. Klein, wei!. Prof. a. d. Univ. Got
tingen. Bearbeitet von Dr. R. Scltimmack, wei!. Privatdoz. a. d. Univ. 
Gottingen. A. u. d. T.: Mathematische Vorlesungen an der Universitat 
Gottingen I. I. Teil: Von derOrganisation des mathematischen Unterrichts. 
Mit 8 zum Teil farb. Textfig. [IX u. 2365.] gr.8. 1907. Geb. JUt 9.-

Stoff und Methode des Rechenunterrichtes in Deutschland. Ein 
Literaturbericht. Von Oberstudiendirektor Dr. W. Lietzmann, Gottingen. 
Mit 20 Fig. [VIIu. 125 5.] gr.8. 1912. (Schriftend.Deutschen Unterausschuss. 
d. Internat. Math. Unterrichtskommission A. V. Bd. Heft 1.) Geh. JUt 3.60 

Stoff und Methode im mathematischen Unterricht der nord
deutschen h5heren Schulen. Auf Grund der vorhandenen Lehr
bucher. Von Oberstudiendirektor Dr. W. Lietzmann, Gottingen. [XII 
u. 1025.] gr. 8. 1909. (Schriften des Deutschen Unterauschusses der Inter
nationalen Math. Unterrichtskommission A. 1. Bd. Heft 1.) Geh. JUt 3.-

Der mathematische Unterricht an den h5heren Knabenschulen 
nach dem Kriege. Von Dr. H. E. Timerding, Prof. a. d. Techn. Hoch
schule in Braunschweig. (Schriften des Deutschen Ausschusses f. d. math. 
u. naturw. Unterricht, B. II. Folge, Heft4.) [225.] gr.8. 1918. Geh.$..1{ -.40 

Geometrische Experimente. Von Dr. J. Hjelmslev, Prof. a. d. Univ. 
Kopenhagen. Deutsch von Oberstudiendirektor A. Rohrberg, Berlin
Kopenick. Mit 56 Fig. [IV u. 69 S.] gr. 8. 1915. (Zeitschr. f. math. u. 
naturw. Unterr. Beiheft 5.) Geh. $..1{ 1.80 

Der Gruppenbegriff als Ordnungsprinzip des geometrischen 
Unterrichts. Ein Beitrag zur Methodik des mathematischen Unterrichts. 
Von Dr. E. Salkowskz: Prof. a. d. Techn. Hochschule in Berlin. Mit 
74 Fig. im Text. [IVu. 59 S.] gr. 8. 1924. (Zeitschr. flir math. u. naturwiss. 
Unterricht, Beiheft 7.) Geh. $..1{ 2.80 

AusfUhrliche Stoffauswahl fUr die Lehrpl~ne im wissenschaft
lichen Zeichnen an den hBheren Lehranstalten. Mit Literatur
angaben. Bearb. von Studienrat M. Ebner, Berlin. [VI u. 17 S.] gr. 8. 1924. 
(Zeitschrift fiir math. u. naturwiss. Unterricht, Beiheft 8.) Geh. $.Jt 1.20 

Lehrbuch der Elementargeometrie. Von j. Henrid und P. Treutlein. 
I. Teil flir Tertia. 4. Aufi. Mit 192 Fig. [VIII u. 1395.] 1910. Kart. $.J{ 2.40. 
II. Teil fUr Sekunda. 4. Aufi. Mit 185 Fig. u. I Kartchen. [VIII u. 240 S.] 
1921. Geb. $.J{ 4.-. III. Teil flir Prima vergriffen 

Leitfaden der Projektionslehre. Von C. H. Muller und O. Preslct. 
Ausg. A fiir Realgymnasien und Oberrealschulen. Mit 233 Fig. i. T. [VIlT U. 

3205.] 1903. Geb. $.Jt 5.- [Best.-Nr.7203J. Ausg. B fur Gymnasien 
und Realschulen. Mit 122 Fig. i. T. [VI u. 138 5.] 1903. Geb. $.J{ 3.
[Best.-Nr·7204J 
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Aufgabensammlungen und Lehrbucher fur den Geome!rie
unterrzcht aUf der Unterstufe aus den Unterrichtswerken: 
Lietzmann, Mathematisches Unterrichtswerk fUr htlhere Knaben

schulen 
Geometrische Aufgabensammlung mit Leitfaden. Von W. Lietzmann, 
P. Zuhlke und P. B. Fischer. Unterstufe. Ausg. A. 5. Aufl Mit 333 Fig. 
i. T. lVI, 233 U. 61 S] 1927 . .7l.Jt 480 [Best.-Nr.7104j. Ausg. B. 8. Aufl. 
Mit 386 Fig. i. T. [VI, 276 u. 80 S.] 1928 . .7l.Jt 5.80 [!-ies! -Nr. 7 I06 J. Die
selben ohne Leitfaden ca . .7l.Jt 1.- billiger. Ausg. C. Kurzausgabe. 2. Aufl. 
MIt 151 Fig. i. T. [IV, 177 S. u. IT.] 1926 . .7l.Jt 3.20 [Best.-Nr.7IOoj 

SchUlke-Dreetz, Aufgabensammlung aus der reinen und an
gewandten Mathematik. Leitfaden der Mathematik 
Aufgabensammlung. Unterstufe (Geometrie und Anthmetik). 6. Aufl. 1928. 
Ausg.A. MIt III Fig. I. T. [V III U. 2IOS] .7lJ{ 4.- [Rest.-Nr.7285j. Ausg.B 
(mitTrigonometrie). Mit r 13 FIg i.T. [VlII u. 224S.].7l.Jt4.20[ Best.-Nr.7287}. 
Leitfaden. Unterstufe (Geometrie und Arithmetik). 2. Aufl. 1928. Ausg. A. 
Mit 192 Fig. i. T. [Vll u 114 S.] .7l.Jt 2.- [Oest.- Vr 7289J. Ausg. B (mit 
Trigonometrie). Mit 200 Fig.i.T. [VlIu 122S.J .7l.Jt2.20 [Best.-Nr.7290j 

Behrendsen - Gtltting -Harnack, Lehrbuch der Mathematik mit 
Aufgaben 
Geometrie. Unterstufe (fiir IV bis U II). Ausg. A. 8. Aufl. Mit 294 Fig. i. T. 
[VI U. 182 S.1 1928 . .7l.K 3.20 [Best.-Ny. 702J]' Ausg. B (mit Trigonometrie). 
8. Aufl. Mit 3 t6 Fig. i. T. [VI u. 216 S.] 1928 . .7l.Jt 3.80 [Best.-Nr.7026j 

H. MUller, Mathematisches Unterrichtswerk, neubearbeitete Ein
heitsausgabe fUr htlhere Lehranstalten aller Art 
Lehr- und Ubungsbuch der Geometrie: Unterstufe. Bearb von E. Ku'lrich 
und C. Tetze 13. Aufl. Mit 212 Fig. i. T. [VI U. 151 S.] 1927 . .7l.Jt 3.20 
[Best.-Nr 7215j. Ausgabe mit Trigonometrie. 13.Aufl. Mit225 Fig.i. T. 
[VI u. 177 S.] 1927 . .7l.Jt 3.60 [Best.-NY.7216j 
Aufgabensammlung zur Geometrie M ut,'er-K utnewsky.' Unterstufe Bearb. 
von P. B. Fischer. 14. Aufl Mit 196 FIg. i. T. [VII u. 178 S.] 1926 . .7l.Jt 3.60 
[Best.-Nr.72Joj. Ausgabe mit Trigonometrie. 14. Aufl. Mit 196 Fig. i. T. 
[VII u. 196 S.] 1926 . .7l.Jt 4.- [Rest .. Nr.72Jlj 

Lietzmann, Mathematisches Unterrichtswerk fUr htlh. Madchen
bildungsanstalten 
Aufgabensammlung und Leitfaden der Geornetrie fUr die Unter- und 
Mittelstufe. 5. Aufl. Mit 238 Fig. i. T. u. auf 2 Tafeln. [VI, 183 u. 69 S.] 
1928 . .7l.Jl 4·40 [Rest.-Nt'. 7151 j 

Crantz-Kundt-Heinemann, Mathematisches Unterrichtswerk fUr 
htlhere Madchenbildungsanstalten 
Leitfaden der Geometrie fUr die Klassen IV bis U II. 13. Aufl. Mit 158 Fig. 
i. T. [VI u. 97 S] 1928 . .7l.Jt 2.- [Best.-Nr.704Jj 
Geometrische Aufgaben fUr die Klassen IV bis U II. 12. Aufl. Mit 78 Fig. 
i. T. u. 1 I afel. [VII u. 132 S.] 1928 . .7l.Jt 2.40. (Leitfaden und Aufgaben
sammlung zusammengebunden .7l.lt 4.20 [Best.-Nr.7044j 

LOrcher-Ltlffler, Methodischer Leitfaden und Aufgabensammlung 
der Geometrie. 6. Aufl. Mit 185 Fig. i. T. u. 3 Zahlentafeln. [VIII u. 
200 S.] 8. 1927 . .7l.Jt 3.40 [Best.-Nr.7190j 
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Mathematische Bande 
der Mathematisch -Physikalischen Bibliothek 

Unter Mitwlrkung von Fachgenossen herausgegeben von 

Dr. W. Lielzmann und Dr. A. Wittt"ng 
Oberstudiendir. in Gilttingen Oberstudienrat in Dresden 

Mit zablreichen Fig. kL 8. Kart. je //lAl.20, Doppelbandchen //lA'.40 

Der Gegenstand der Mathematik 1m Lichte Einf'Uhrung in die darstellende Geometrle. 
ihrer Entwicklung. Von H. Wiele.lner. Von fV. Kramer. Teil 1: Senkr. Projekt. 
(Rd. 50.) auf eine Tafel. Teil H: Grund· u. Aufrill· 

Beispiele zur Geschichte d. Mathematik. verfahren. Allgem. Parallelprojektion. Per· 
V.A. WitNn;r u. M. Gebhardt. 1. Teil. [U. d. spektive. [Teil II u. d. Pro l'l28.J rEd. 66/67.) 
Pro I'l28.J II. Teil. 2. Autl. (Rd. 82 u. 15.) Darstellende Geometrle d. GeHindes u. 

Zift'ern u. Zift'ernsysteme. Von P.. LOffler. verw. Anwendung d. Methode d. kot. 
1.: Die Zahlzeichen der alten Kulturvolker. Projektionen. Von R. Rothe. 2., verb. Autl. 
J. Autl. [In Vorb.l'l28.J II: Die Zahlzeichen (Rd. 35136) 
1m Mittelalter und in der Neuzeit. '. Autl. Einf'Uhrung in die projektive Geometrie. 
(Rd 1 u. 34.) Von ,11. L:acharias. 2. Autl. (Rd. 6.) 

Der Begrift' der Zahl in seiner logischen Karte und Kroki. Von H. Wotff. (Rd. 27.) 
und historischen Entwlcklung. Von H. Konstruktionen in begrenzter Ebene. Von 
Wtdednn-. 2., durchgesehene Autl. (Ed. 2.) P. Zuhlke. (Rd. [I.) 

Wie man einstens rechnete. V.I!.: Fetlwei.. Funktionen,Schaubilder,Funktionstafeln. 
(Rd. 4<).1 Von A. Wilting. (Be. 48.) 

Archimedes. Von A. Czwalina. (Rd. 64.) EinfUhrung in die Nomographie. Von P. 
Die sieben Rechnungsarten mit aJlgem. Luckey. 2. Autl. (Bd. 28.) 

Zahlen. Von H. Wteleifner. 2. Autl. (Bd.7·) Nomographie. Praktische Anleitung zum 
Abgekiirzte Rechnung. Von A. Wittinr. Entwerfen graph. Rechentaf. m. durchgefiihrt. 

(Rd. 47.1 Beisp. aus Wissenschaft u. Technik .. Von P. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. V. O. Meij!- Luckey. '., neub. u. erweit. Autl (Rd. 5'l,60.) 

nero 2. Autl. 1. Grundlehr. n. Anwendung. Theorie und Praxis des IOl!arithmlachen 
(Rd. 4 u .. 11.) Rechenstabes. Von A. R, hrbe'g, 3. Autl. 

Korrelationsrechnung. Von F. Baur. [In (Bd.23.) 
V~rb. [928.] (Rd. 7,) Die Anfertigung mathem. Modelle. (Fur 

Interpolationsrechnung. Von B. Heyne. [In SchUler mitt!. Kl.) von K. GIebel. 2. Auf!. ([6.) 
Vorb. [928.] Il:ld.79·) Mathematiku. Logik. V.H.Benmann. (Rd.71.) 

Die Determinanten. Von L. Peters. (Bd. 65·) Mathematik u. Biologie. V.M. Scnt/s. (Bd.42.) 
Mengenlehre. Von K. Gy.lling. IBd·58.) Mathematik und Sport. Von E. Lampe. 
Einfiihrung in die Infiniteslmalrechnung. [In Vorb.1928.] (Rd. 74.) 

Von A. Witlmg. 2. Autl. I: Die Differential- Die mathematischen und physikalischen 
rr. Die Integralrechnung. (Rd. 'l u. 41.) Grundlagen der Musik. Von :7. Peters. 

Gewiihnliche Dift'erentialgleichungen. V. (Rd. 55.) 
K. Fladt. tRd. 72.) Mathematik und Malerei. 2 Bde. in [ Bd. 

Unendliche Reihen. Von K. Fladt. (Rd. 61.) Von G. Wolff. 2., verb. Autl .• Bd .• 0/2[.) 
Kreisevolventen und ganze algebraische Elementarmathematik und Technik. Eine 

Funktionen. Von fL Onnen. (Hd.51.) Samml. elementarmath. Aufgaben m. Re-
Konforme Abbildungen. Von E. ~Vicke. (73.) ziehung~n zur Technik. Von R. Rothe. (Rd. 54.) 
Vektoranalysis. Von L. Peters. (Rd. 57.) Finanz·Mathematik. (Zinseszinzen-, Anleihe 
Ebene Geometrie. Von B. Kerst. (Bd. [0.) u. Knrsrechnung.) Von K. Herold. (Rd. 56.) 

Die mathemahschen Grundl. d. Lebens-
Der pythal!;oreische Lehrsatz mit einem versicherung. Von H. Schutze. (Rd. 46.) 

Ausblick auf das Fermatsche Problem. 
Von W. Lz'elzmann. 3" durchges. n. Yermo Riesen und Zwerge im Zahlenreicbe. Von 
Autl. (Rd. 3.) W. Lz'elzmann. 2. Autl. ( Bd. 25·) 

Der Goldene Schnitt. Von H. E. r.merding. Geheimnisse der Rechenkiinstler. Von 
2. Antl. (Bd.32 .) Ph. Maenncnen. 3· Anti. (Rd. [3·) 

Einfiihrung in die Trigonometrie. Von Wo steckt der Fehler? Von ,v, Lieizmann 
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