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Zerlegung der Kreisscheibe in drei Gebiete mit demselben Rand (zu S. 120) 

Kerekjart6, Topologle Verlag von Julius Springer In Berlin 
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Zeile 33 
Zeile 24 

"Man nehme urn A" statt "Man nehme". 
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"rp = ± tg T" statt "rp = ± tg (r Jf) ". 
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"cp' = cp + tg -" statt "cp' = tp + tg (r n)". 2 
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Seite 251, Zeile 24 "Polygon" statt "Poligon". 
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Einleitung. 
Die Topologie oder Analysis Situs ist derjenige Teil der Geometrie, 

der die bei stetigen Transformationen ungeandert bleibenden Eigen­
schaften der Gebilde untersucht. Diese sind Zusammenhangs- und 
Lagenverhaltnisse, sozusagen Eigenschaften von qualitativer Natur_ 

Seit langem liegen Probleme dieser Art in Spielen wie auch in 
der Wissenschaft vor; ich erinnere an den bekannten Vierfarben­
satz, der die Vermutung ausspricht, daB bei jeder Einteilung der 
Kugelftache in Gebiete dieselben mit vier Farben so gefarbt werden 
konnen, daB immer zwei benachbarte Gebiete verschiedene Farben 
haben. Offenbar ist es fUr das Bestehen dieses Satzes belanglos, ob 
die Rander der Gebiete aus geradlinigen Stiicken aufgebaut sind, oder 
aus denselben durch hinreichend kleine Abanderungen zu krumm­
linigen Berandungen gemacht werden. 

Ais ein anderes Beispiel erwahnen wir das in der Geschichte 
erste zu unserem Gebiet gehorige wissenschaftliche Resultat, den 
Eulerschen Polyedersatz. Er besagt, daB bei einer konvexen Polyeder­
ftache die gesamte Anzahl der Seitenftachen und der Eckpunkte der 
urn zwei vermehrten Anzahl der Kanten gleich ist. Deformiert man 
die Flache stetig und betrachtet auf der dadurch entstehenden Flache 
diejenige Einteilung, die durch diese Deformation aus den Kanten 
hervorgeht, so besteht dieselbe Beziehung zwischen den Anzahlen der 
Flachenstiicke, Eckpunkte und Kanten. 

Wir erwahnen noch den anschaulichen Satz, daB die Kugelftache 
durch eine auf ihr gezogene einfache geschlossene Kurve in zwei 
Teile zerlegt wird. Wenn man eine Kreislinie urn eine in ihrer Ebene 
liegende, sie nicht treffende Gerade im Raume rotieren laBt, bekommt 
man eine Ringftache; ein Meridian auf derselben, etwa die Kreislinie 
in der urspriinglichen Lage, bildet eine einfache geschlossene Kurve 
auf der Ringftache, die sie nicht zerlegt. 

Die genannten Eigenschaften sind offenbar unabhangig von der 
metrischen Natur, die das spezielle Gebilde hat. So sind z. B. eine 
Kugel und ein Ellipsoid fUr die Analysis Situs aquivalent, da die erste 
Flache sich durch eine stetige Deformation in die zweite iiberfUhren laBt, 
bei welcher kein Flachenteil zerrissen wird und auch keine neuen Ver· 
einigungen von vorher verschiedenen Flachenteilen eintreten. Die 
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2 Einleitung. 

Kugelflache ist aber nicht der vorhin erwahnten Ringflache aquivalent, 
wie man einstweilen aus den vergeblichen Versuchen, die eine in die 
andere zu iiberfiihren, folgern konnte. 

Die eben erwahnte Aquivalenz ist nur eine Art der in der Ana­
lysis Situs zur Geltung kommenden Beziehungen. Eine andere Art 
von Aquivalenz ist die, laut deren eine Ringflache aquivalent ist der 
aus derselben auf die Weise entstehenden Flache, daB man die Ring­
flache langs eines Meridians aufschneidet, dann in die so entstehende 
Flache einen Knoten schlingt und schlieBlich wieder die beiden Kon­
turen, die durch das Aufschneiden der Ringflache entstanden sind, 
miteinander vereinigt, so daB je zwei urspriinglich zusammenfallende 
Punkte wieder zur Deckung kommen. Diese Flache laBt sich nicht 
durch eine stetige Deformation im Raume ohne Selbstdurchdringung 
in die urspriingliche Gestalt der gewohnlichen Ringflache bringen. 

Von dieser Art sind die ersten Tatsachen, denen rein qualitative 
Eigenschaften zugrunde liegen. 

Erst durch die Untersuchungen von Riemann, bei denen die Zu­
sammenhangsverhaltnisse von Flachen ihre tiefe Bedeutung fiir die 
Funktionentheorie zeiglen, hat die Topologie Bedeutung fiir die iibrige 
Mathematik gewonnen. 

Die Untersuchungen von Mobius, Listing und Riemann wurden 
von C. Neumann, Clilford, Klein, v. Dyck und anderen weiler gefOrdert. 

Die Melhoden, die bei diesen Untersuchungen angewandt wurden, 
sind zumeist die der Anschauung. Die Flachen (urn welche es sich 
insbesondere handelt) werden als Papier- oder Kautschukflachen an­
genommen, dann aufgeblasen, zerschnitten, mit Nadeln durchstochen usw. 
Es liegt eine Art Experimentalwissenschaft vor, die jedoch der Mathe­
matik niitzliche Dienste leistet. 

Eine andere Betrachtungsweise best and darin, die zu untersuchen­
den Flachen durch analytische Formeln darzustellen und dann die aus 
analytischen Untersuchungen gezogenen Schliisse auf die Topologie 
anzuwenden (z. B. v. Dyck, Hurwitz). Gegen diese Methode ist einzu­
wenden, daB den Gebilden der Natur der Fragen nicht angemessene 
Bedingungen auferlegt werden, wodurch eine unnotige Einschrankung 
erreicht wird, und daB sie gegen das Prinzip der Methodenreinheit 
verstoBt. 

Die von Cantor begriindete Mengenlehre ergab die Mittel fiir einen 
exakten Aufbau der Topologie. Jordan erreichte das erste grund­
legende Resultat in dieser Hinsicht, indem er die Notwendigkeit eines 
strengen Beweises fiir den einleuchtenden Satz, daB eine einfache ge­
schlossene Kurve die Ebene in zwei Teile zeriegt, erkannte und einen 
solchen Beweis angab. 



Einleitung. 3 

Der Schoenfliessche Bericht tiber die Entwicklung der Mengen­
lehre gab eine systematische Darstellung nebst einer Reihe von neuen 
Resultaten tiber die gestaltlichen Invarianten. 

Eine neue Periode beginnt mit den Untersuchungen von Brouwer. 
Mehrere grundlegende Satze werden von ihm bewiesen und eine Reihe 
von ungeahnten gestaltlichen Moglichkeiten entwickelt. 

Eine systematische, exakte Betrachtung der Flachentopologie, 
allerdings nur in dem MaBe wie dies in der Funktionentheorie notig 
ist, wird erst in Weyls "Idee der Riemannschen Flache" gegeben. 

Die Betrachtungen tiber mehrdimensionale Gebilde wurden bereits 
von Riemann und Betti begonnen und von Poincare durch wertvolle 
Ergebnisse bereichert. Diese Untersuchungen betreffen die Zusammen· 
hangsverhhltnisse im GroBen; die Methoden, die gebraucht werden, 
und zu diesem Zwecke geniigen, konnen als analytisch bezeichnet 
werden. 

Eine andere Begriindung der Topologie wurde von Dehn und 
Heegaard in ihrem Enzyklopiidieartikel entwickelt und von Tietze und 
Veblen weitergefiihrt. Dies ist eine kombinatorische Betrachtungsweise. 
Eine Polyederfliiche wird etwa als ein kombinatorisches Schema be· 
schrieben, durch die Eckpunkte, durch die Kanten, welche durch ihre 
Endpunkte gekennzeichnet werden, und durch die Seitenfliichen, die 
durch die Angabe der anschlieBenden Kanten ausgedriickt werden. 
Wenn man die Polyederfliiche einer Transformation unterwirft, indem 
man etwa auf einer Kante einen neuen Eckpunkt annimmt, und statt 
der einen Kante die beiden durch den neu angenommenen Eckpunkt 
bestimmten Teile als Kanten einfiihrt, oder wenn man ahnlich auf 
einer Seitenfliiche eine neue Kante zieht, und dadurch die Seitenfliiche 
in zwei zerlegt, so entspricht dieser Operation eine bestimmte Ab­
anderung des kombinatorischen Schemas. Die Untersuchung einer 
Fliiche geht somit zurUck auf die kombinatorische Untersuchung gewisser 
Schemata und bestimmter Abiinderungen dieser Schemata. 

Die kombinatorische Methode bietet bei gewissen Untersuchungen 
groBe Vorteile; der oben erwiihnte Vierfarbensatz ist von rein kom­
binatorischer Natur, ebenso die Zusammenhangsverhaltnisse von 
Fliichen usw. Andererseits gehen dabei viele Feinheiten verloren, die 
bei der mengentheoretischen Betrachtung groBes Interesse haben, so 
etwa der oben genannte Jordansche Kurvensatz. 

Dehn und Heegaard geben eine Einteilung der kombinatorischen 
Topologie in drei Teile: Complexus, Nexus, Connexus. 1m ersten 
kommen solche Eigenschaften zur Betrachtung, die einem gegebenen 
Schema seIber zukommen (z. B. Vierfarbensatz). 1m zweiten werden die 
von der Darstellung unabhangigen Eigenschaften untersucht, dabei 
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4 Einleitung. 

werden also gewisse Abanderungen des Schemas zugelassen (z. B. 
Geschlecht der Flache). 1m dritten werden die Gebilde als Teile von 
anderen Gebilden untersucht; dabei werden solche Abanderungen zuge­
lassen, die das Teilgebilde in ein anderes Teilgebilde desselben ent· 
haltenden Gebildes iiberfiihren (z. B. Lage von Flachen im Raume). 

Unsere Darstellung wird auf die Theorie der Punktmengen ge­
griindet. Der zugrunde gelegte Begriff der reellen Zahl konnte noch 
vermieden werden, d. h. wir konnten statt der Zahlenebene bzw. Zahlen­
raume die abstrakten Raume zum Ausgangspunkt wahlen. Die Grund­
lage dafiir bildet die Frechetsche Begriindung der abstrakten Mengen­
lehre und besonders ein ebenfalls von Frechet herriihrender Funda­
mentalsatz, der die Moglichkeit einer Abstandsdefinition in gewissen 
nur mit Konvergenzeigenschaften behafteten abstrakten Mengen aus­
sagt. Es ist dann nur noch notig die . Zahlenmannigfaltigkeiten unter 
den mit Abstandserklarungen versehenen abstrakten Mengen zu charak­
tenSIeren. lch habe neuestens (Vortrag in der Gottinger Mathern. 
Gesellschaft, 14. Nov. 1922) eine solche, rekurrente Definition gegeben, 
die uns in den Stand setzt, die Topologie ohne den Begritt der reellen 
Zahl aulzubauen. - Der ZweckmaBigkeit halber wird man aber auch 
dann besser die abstrakte Topologie in zwei Schritten angreifen; zu­
erst definiert man die Zahlenmannigfaltigkeiten unter den abstrakten 
Mengen und legt dann dieselben der weiteren Betrachtung zugrunde, 
zumal wegen ihrer leichteren Zuganglichkeit. 

Das Hauptproblem der Topologie bildet das sogenannte Homoo­
morphieproblem. - Urn die Frage allgemein formulieren zu konnen, 
nehmen wir eine Menge von Elementen, fiir welche Konvergenzeigen­
schaften im folgenden Sinne erklart werden: 1. Zu jeder unendlichen 
Folge PI' P2 , • •• von Elementen der Menge gibt es entweder ein 
Limeselement (gegen welches diese Folge konvergiert) oder keines. 
2. Wenn die Elemente der Folge samtlich einander identisch sind, 
so hat sie einen Limes, und zwar dieses einzige Element. 3. Wenn 
eine Folge einen Limes hat, so hat auch jede unendliche Teilfolge 
einen Limes und zwar denselben wie die urspriingliche Folge. - Auf 
diese Weise ist die Menge als ein Frechetscher L-Raum (dasse L) 
erklart. - Seien nUfi zwei solche, mit Konvergenzerklarungen ver­
sehene Mengen gegeben. Eine topologische (d. h. eineindeutige und 
beiderseits stetige) Beziehung (oder Abbildung) wird durch eine Vor­
schrift erklart, die jedem Element der einen Menge ein und nur ein 
Element der anderen zuordnet und zwar so, daB, wenn die Elemente 
PI' P2 , ••• der einen Menge gegen ein Element P derselben konvergieren, 
auch die Folge der entsprechenden Elemente P/, P2', • •• der anderen 
Menge konvergiert und ihr Limes das dem Element P entsprechende 
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Element P' ist. lwei Mengen, zwischen denen eine topologische Be­
ziehung moglich ist, heiBen homoomorph. Es handelt sich nun darum, 
notwendige und hinreichende Bedingungen dafur aufzustellen, daB zwei 
Mengen homoomorph sind. 

In dieser Aligemeinheit gibt es ziemlich geringe Ergebnisse, die 
das erwiihnte Problem betreffen. Wir beschriinken uns auf die Unter· 
suchung von Zahlenmanniglaltigkeiten. - Die Menge der reellen 
laWen entsteht aus der Menge der rationalen laWen durch Hinzu­
fiigung samtlicher Folgen ineinander enthaltener Intervalle, die jede 
rationale lahl auslassen. AuBer den auf der Hand liegenden Kon­
vergenzeigenschaften werden hier zugleich Abstande (d. h. Diffe· 
renzen) definiert. Die Menge der reellen lahlen bezeichnen wir als 
Gerade und iibertragen auf sie unsere anschaulichen Ausdrucks­
weisen. - Die Ebene und ebenso der n-dimensionale Raum wird als 
die Gesamtheit der reellen lahlenpaare (x, y), bzw_ der reellen lahlen­
komplexe (Xl' X 2 ' ••• , Xn) erklart. In diesen Riiumen definieren wir 
den Abstand von zwei Punkten (Xl' X~!' •.. , xn) und (x/' x2', ... , X • .') 

in ublicher Weise als V(XI - Xl? + ... + (xn - xn? und bezeichnen 
dies en metrischen Raum als n-dimensionalen euklidischen Raum. Das 
Innere der n-dimensionalen Einheitskugel, das von den vom Koordi­
natenanfangspunkt einen Abstand < 1 besitzenden Punkten gebildet 
wird, dient uns als Vorbild fur die zu betrachtenden Mannigfaltigkeiten. 

Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit erkIaren wir nun folgender­
maBen. Sei eine Menge M von Elementen gegeben, fur welche Vm­
gebungen definiert sind, im folgenden Sinne: 1. Jedem Element P 
von M werden gewisse, als Umgebung en von P zu bezeichnende Teil­
mengen V p von M zugeordnet, die P enthalten. 2. lu je zwei Urn­
gebungen V p und Vp von P gibt es eine Umgebung Wp von P, die 
in beiden enthalten ist. 3. Liegt ein Element Q in V p, so gibt 
es eine Umgebung Vo von Q, die Teilmenge von V p ist. 4. Fur je 
zwei verschiedene Elemente P und Q gibt es je eine Umgebung V p, 

Vo ohne gemeinsames Element. - So ist M zuniichst als ein topo­
logischer Raum im Hausdorllschen Sinne erkliirt. - Wir setzen weiter 
voraus, daB jede Umgebung auf das Innere der n-dimensionalen Ein­
heitskugel topologisch abgebildet werden kann; die Konvergenz ist 
dabei naturlich schon durch die Umgebungsdefinition begrundet: eine 
Folge PI' P'J' ... konvergiert dann und nur dann gegen P, wenn jede 
Umgebung V p von P siimtliche Elemente der Folge bis auf endlich 
viele enthiilt. - Ferner setzen wir voraus, daB es eine Folge VI' V 2 , •.• 

von Umgebungen gibt, die siimtliche Elemente der betrachteten Menge M 
enthalten. Endlich nehmen wir an, daB die Menge M zusammen­
hiingend ist, in dem Sinne, daB es unmoglich ist, die Menge M zu 
zerlegen in zwei fremde (d. h. keine gemeinsamen Elemente besitzende) 
Teilmengen ohne gemeinsame Grenzpunkte, die zusammen M· er-
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schopfen. - Auf diese Weise wird die Menge M als eine n -dimen· 
sionale Zahlenmannigfaltigkeit, oder kurz: Mannigfaltigkeit definiert; 
ihre Elemente nennen wir Punkte. Wenn es eine endliche Anzahl 
von Umgebungen VI' V 9 , ••• , Vr gibt, die samtliche Elemente von M 
enthalten, so heiBt die Mannigfaltigkeit M geschlossen, sonst offen. 

Das Homoomorphieproblem der Mannigfaltigkeiten ist schon viel 
zuganglicher. Ein erstes, grundlegendes Resultat ist der Brouwersche 
Satz von der Invarianz der Dimensionenzahl, der aussagt, daB zwei Man· 
nigfaltigkeiten von verschiedener Dimensionenzahl nicht homoomorph 
sein konnen. - Es handelt sich nun darum, die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen dafiir anzugeben, daB zwei Mannigfaltig. 
keiten gleicher Dimensionenzahl einander homoomorph sind, m. a. \V. 
ein vollstiindiges Invariantensystem fUr dieselben aufzustellen. Viele 
wertvolle Resultate von Poincare haben das Problem nur teilweise 
gelost, indem er Invarianten, deren Obereinstimmung zur Homoo­
morphie notwendig ist, angegeben hat. Es zeigte sich jedoch, daB 
dieselben zur Charakterisierung noch nicht hinreichen, indem zwei 
topologisch verschiedene (d. h. nicht homoomorphe) Mannigfaltigkeiten 
in den angegebenen Invarianten iibereinstimmen konnen. - Fiir den 
Fall der zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten, die Fliichen genannt 
werden, ist das Problem erledigt. 

Bevor wir naher auf das Wesen dieser Invarianten bzw. Losungen 
eingehen, erwahnen wir die weiteren Grundprobleme der Topologie. 
Wahrend bei den bisherigen Fragestellungen die Gebilde fUr sich 
selbst in Betracht kamen und also ihre absoluten Eigenschaften unter­
sucht wurden, werden bei dieser zweiten Gruppe von Problemen die 
Gebilde als Teile von anderen, sie enthaltenden Gebilden betrachtet 
und so ihre relativen Eigenschaften zu dem sie enthaltenden Gebilde 
untersucht. Als enthaltendes Gebilde nehmen wir eine n-dimensionale 
Mannigfaltigkeit (insbesondere auch den n· dimensionalen Raum) und 
als die zu untersuchenden Teilgebilde zumeist in ihr gelegene modi· 
mensionale Mannigfaltigkeiten, dann die Mengen, die aus denselben 
durch Hinzufiigung ihrer Grenzpunkte (d. h. der Limespunkte ihrer 
konvergierenden Folgen) entstehen, femer diejenigen Mengen, die aus 
den eben genannten erstens durch eine topologische Abbildung, 
zweitens durch eine (nur in einem Sinn e) eindeutige stetige Abbildung 
entstehen. - Ein grundlegender, allgemeiner Satz von Brouwer iiber 
die Gebietsinvarianz besagt, daB das topologische Bild eines in einer 
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit liegenden Gebietes (d. h. einer zu­
sammenhangenden Menge, die zu jedem Punkt eine n-dimensionalc 
Umgebung enthalt) in einer n·dimensionalen Mannigfaltigkeit wieder 
ein Gebiet ist. - Es handelt sich weiter urn Probleme der folgenden Art: 
wenn Meine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, PI und p'J zwei in ihr 
gelegene Mengen sind, die durch eine topologische Abbildung auf-
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einander bezogen sind, unter welch en Bedingungen laBt sich diese 
Beziehung zu einer topologischen Abbildung von M auf sich selbst, 
oder einer in M liegenden n· dimensionalen Umgebung von fll auf 
eine ebensolche Umgebung von P-2 erweitem; diese Fragestellung 
wurde besonders von A ntoine in den Vordergrund des Interesses 
gestellt und durch einige unerwartete Ergebnisse fUr die mehrdimen­
sionalen Fa.lle belebt. In mancher Hinsicht gehoren auch die Zer­
legungssatze, so wie der ] ordansche Kurvensatz und sein von Brouwer 
bewiesenes Analogon flir die mehrdimensionalen Raume, zu den Satzen 
der eben genannten Art. -

Weitere relative Eigenschaften ergeben sich aus der Betrachtung 
der Deformationen einer Menge in der sie enthaltenden Mannigfaltig­
keit. - Wir erklaren eine topologische Deformation der Menge P-l 
in M folgendermaBen: Jedem Punkt P von P-l und jedem Wert t 
des Parameters (0 < t < 1) wird ein bestimmter Punkt Pt : die Lage 
des Punktes P im Zeitpunkt t zugeordnet, so daB fUr jeden Zeit­
punkt t die Beziehung zwischen den Punkten P von P-l und den 
Punkten Pt eineindeutig und beiderseits stetig ist; femer sei die Ab­
hangigkeit des PUllktes Pt vom Parameter t stetig in dem Sinne, daB 
den gegen to konvergierenden Parameterwe;ten t1 , t2 , ". solche Lagen 
Pt ' Pt ' • •• von P entsprechen, die gegen den dem Zeitpunkt to ent-

I • 

sprechenden Punkt Pt konvergieren. - Zwei Mengen P-l und P-'J' die 
• sich in M durch eine topologische Deformation ineinander liberfiihren 

lassen, so daB also jedem Punkt P' von fl2 ein (und nur ein). Punkt P 
von P-l entspricht, der sich bei t = 1 in P' befindet, heiBen isotop 
in M. Je zwei isotope Mengen sind zugleich homoomorph, nicht 
aber umgekehrt. 

Eine stetige Deformation von P-l in M wird analog erklart, mit dem 
Unterschied, daB zwei urspriinglich verschiedene Punkte im Laufe der 
Zeit zusammenfallen konnen. Zwei Mengen, von denen sich die eine 
durch eine stetige Deformation in M in die andere liberflihren laBt, 
heiBen homo top in M. 

Das Isotopieproblem, d. h. die Frage, wann zwei Mengen P-l und 
fl2 in M isotop sind, hat besonders flir den Fall Interesse, wo P-l 
und P-2 in der Mannigfaltigkeit M liegende Mannigfaltigkeiten sind; 
liber dieses Problem hat man jedoch sehr wenige Ergebnisse, selbst 
in den einfachsten Hillen. - Bei dem Homotopieproblem betrachtet 
man zumeist den Fall, daB PI und P2 eindeutige stetige Bilder von 
zwei Mannigfaltigkeiten P-l' und P-2' sind und daB eine stetige De· 
formation von P-l jedem Punkte von fll' in jedem Zeitpunkt t ein­
deutig einen Punkt, aber auch einem einzigen Punkt von P-l' der 
Bild von zwei verschiedenen Punkten von P-l' ist, in einem Zeitpunkt 
mehrere Punkte entsprechen laBt, so daB vielmehr eine stetige De· 
formation der Bildmenge von p-/ als der Menge P-l selbst betrachtet 
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wird. - In der von uns dargestellten Topologie der FHi.chen kommt 
es insbesondere auf die Isotopie von einfachen geschlossenen Kurven 
(das sind topologische Biider der Kreislinie) und auf die Homotopie 
von geschlossenen stetigen Kurven (das sind eindeutige stetige Bilder 
der Kreislinie) auf FHi.chen an. 

Ein weiterer zur Theorie der relativen Eigenschaften gehoriger 
Begriff ist der der H omologie. Zur Entwicklung dieses und der an­
knupfenden Begriffe erscheint die Anwendung einiger zur kombi· 
natorischen Topologie gehorigen Methoden vorteilhaft, sogar fast un­
vermeidlich. Zu diesem Zweeke nehmen wir eine simpliziale Zerlegung 
der MannigfaItigkeit vor (es ist umstandlich, aber im Grunde nieht schwer 
zu beweisen, daB jede Mannigfaltigkeit einer solchen simplizialen Zer­
legung fahig ist). Wir erklaren nach Brouwer eine in einer simpli­
ziaIen Zerlegung vorliegende MannigfaItigkeit folgendermaBen. Vnter 
einem n-dimensionalen Simplex mit den Eckpunkten (x', x2', ••• , Xi) 

. 1 fi 

(i = 1, 2, ... , n, n + 1), die nicht in einem n - k-dimensionalen 
(k > 0) Raum Iiegen soIlen, verstehen wir die Menge derjenigen Punkte 
des n-dimensionalen Raumes, deren Koordinaten sieh durch die 
Formeln 

(k = 1, 2, ... , n) 

darstellen lassen, wobei t1 , t2 , •.. , t .. +l nichtnegative reelle GroBen 
mit der Summe 1 bedeuten. Diejenigen Punkte des Simplexes, fur 
we1chedieselben n - k + 1 unter den Schwerpunktskoordinaten ti 
verschwinden, bilden je ein k-dimensionales Simplex, welches aIs eine 
k-dimensionale Seite des n-dimensionalen Simplexes bezeichnet wird; 
die nicht zu den Seiten gehorigen Punkte des Simplexes heiBen seine 
inneren Punkte. - Unter einem Simplexstern des n-dimensionaIen 
Raumes verstehen wir eine endliche Menge von nieht in das Innere 
voneinander eindringenden, einen Punkt 0 als Eckpunkt besitzenden 
Simplexen, die samdiehe in einer Umgebung von 0 liegenden Punkte 
des Raumes enthaIten und von denen je zwei eine k-dimensionaIe Seite 
(0 < k < n - 1), sonst aber keinen Punkt gemeinsam haben. - Vnter 
einem n-dimensionalen Element E verstehen wir das topologische Bild 
eines n-dimensionalen Simplexes S; aIs Eckpunkte bzw. k-dimensionale 
Seiten des Elementes E werden die Bilder der Eckpunkte bzw. der 
k-dimensionalen Seiten von S bezeichnet. - Wir bilden nun aus 
n-dimensionalen Elementen eine so1che zusammenhangende Menge M, 
daB je zwei dieser Elemente entweder keinen gemeinsamen Punkt be­
sitzen oder eine k-dimensionale Seite (und dann zugleich aIle in ihr 
liegenden Seiten geringerer Dimensionenzahl) gemeinsam haben, sonst 
aber keinen weiteren gemeinsamen Punkt besitzen, wahrend in jedem 
Eckpunkt die daselbst zusammenstoBenden Elemente sich wie die 
Simplexe eines Simplexsternes des n-dimensionaIen Raumes anein-
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anderschlieBen. - Auf diese Weise ist eine in einer simplizialen 
Zerlegung vorliegende n-dimensionale Mannigfaltigkeit erkhirt. 

Die Mannigfaltigkeit ist geschlossen bzw. ollen, je nachdem sie 
aus einer endlichen oder unendlichen Anzahl von Elementen zusammen­
gesetzt ist. Eine geschlossene Mannigfaltigkeit bildet eine kompakte 
Punktmenge, d. h. jede unendliche Folge von Punkten der Mannig­
faltigkeit hat mindestens einen Grenzpunkt (gegen welchen eine Teil­
folge derselben konvergiert); eine offene Mannigfaltigkeit bildet eine 
nicht-kompakte Punktmenge. 

Unter einer Unterteilung der gegebenen simplizialen Zerlegung 1; 
verstehen wir eine solche simpliziale Zerlegung 1;' der Mannigfaltig­
keit, bei welcher jeder innere Punkt eines Elementes von 1;' auch 
innerer Punkt eines Elementes von 1; ist. Eine interne Transformation 
besteht im Ubergang von einer simplizialen Zerlegung 1;1 zu einer 
solchen 1;2' die beide eine gemeinsame Unterteilung 1;' haben; femer 
in einer endlichen Anzahl von Wiederholungen desselben Schrittes. 

Ais Indikatrix eines Elementes bezeichnen wir eine gewisse 
Reihenfolge seiner Eckpunkte, wobei solche Reihenfolgen, die durch 
eine gerade Anzahl von Vertauschungen zweier Eckpunkte auseinander 
hervorgehen, als aquivalent betrachtet werden. Somit sind nur zwei 
Indikatrizes des Elementes moglich, von denen wir eine als die positive, 
die andere als die negative bezeichnen. Durch die Wahl der positiven 
Indikatrix des Elementes ist die positive Indikatrix jedes in dem­
selben enthaltenen Elementes bestimmt. 

Wir betrachten eine geschlossene Kette von verschiedenen Ele­
menten der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit Mn , bei der je zwei 
aufeinanderfolgende Elemente n Eckpunkte gemeinsam haben, und 
nehmen fur eines dieser Elemente eine positive Indikatrix an. Mittels 
dieser bestimmen wir die negative Indikatrix des folgenden Elementes, 
indem wir den fur dieses Element neu auftretenden Eckpunkt an die 
Stelle des fur ihn in Fortfall gekommenen setzen. Auf diese Weise 
fortfahrend bestimmen wir fur jedes Element der Folge eine positive 
Indikatrix und bekommen schlieBlich zum Anfangselement zuruck­
kehrend fur dieses eine neue positive Indikatrix. Wenn fur jede 
geschlossene Kette diese neue Indikatrix mit derjenigen, von der 
wir ausgegangen sind, identisch ist, heiBt die Mannigfaltigkeit orien­
tierbar, im entgegengesetzten Fall nichtorientierbar. Wenn eine Man· 
nigfaltigkeit in einer gewissen simplizialen Zerlegung orientierbar 
ist, so ist sie orientierbar auch in jeder anderen simplizialen Zer­
legung. Die Orientierbarkeit bzw. Nichtorientierbarkeit ist somit eine 
topologische Invariante der Mannigfaltigkeit in dem Sinne, daB zwei 
homoomorphe Mannigfaltigkeiten entweder beide orientierbar oder 
beide nichtorientierbar sind. -
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In den nunmehr zu bespreehenden kombinatorisehen Betraehtungen 
behandeln wir gesehlossene Mannigfaltigkeiten, die also aus einer end­
lichen Anzahl von Elementen bestehen, ferner aus einer ebenfalls 
endliehen Anzahl von 'Element en zusammengesetzte Gebilde, die wir 
als berandete M annigfaltigkeiten bezeiehnen und folgendermaBen erklaren. 
Wir bilden aus n·dimensionalen Elementen eine solche zusammen· 
hangende Menge M .. , daB je zwei dieser Elemente entweder keinen 
gemeinsamen Punkt besitzen oder eine k -dimensionale Seite (und dann 
zugleieh aIle in ihr liegenden Seiten geringerer Dimensionenzahl) gemein· 
sam haben, sonst aber keinen weiteren gemeinsamen Punkt besitzen; 
diejenigen n - 1· dimensional en Elemente, die nur zu je einem n·dimen­
sionalen Element gehoren, sollen einander nieht treffende gesehlossene 
n - 1· dimensionale Mannigfaltigkeiten bilden, die wir als Riinder von 
Mn bezeiehnen; in jedem nieht auf den Randern liegenden Eekpunkt 
sollen sieh die daselbst zusammenstoBenden Elemente wie die Sim­
plexe eines Simplexstemes des n·dimensionalen Raumes aneinander 
sehlieBen. Die simplizial zerIegten berandeten und gesehlossenen Mannig· 
faltigkeiten nennen wir Po1yedra1mannigfaltigkeiten. 

Sei M n eine n- dimensionale und ftk eine k -dimensionale (k < n) 
Polyedralmannigfaltigkeit. Wir bilden ,Uk auf eine Teilmenge fik von Mn 
eindeutig und stetig ab, so daB jedem 1- dimensionalen (1 < k) Element 
von ftk ein und nur ein 1- dimensionales Element (der gegebenen Zer­
legung) von M .. entsprieht; dabei kann mehreren Elementen von ftk 
dasselbe Element von fik entspreehen; wir bezeiehnen fik als eine 
in M n mit Singularitiiten 1iegende M annigfaltigkeit. 

Seien ft~~l' ft~~l> ... , ft~~l orientierbare k + 1-dimensionale Mannig 

faltigkeiten und /Aic~l' ;r~l> ... , ;a~l ihre in der (gewohnliehen) n­
dimensionalen iMannigfaltigkeit M n mit oder ohne Singularita.ten liegen­
den Bilder, von denen keine zwei ein k + 1- oder k -dimensionales 
Element gemeinsam haben. Wenn Ek ein k-dimensionales, mit einer 
positiven Indikatrix versehenes Element bedeutet und jeder Mannig-

faltigkeit fti'~l eine positive Indikatrix erteilt wird, so sagen wir, daB Ek 

in der Berandung von (Pi~l' ftic~l"'" pt~t) a-mal (a=ganze Zabl, 

~ 0) vorkommt.. wenn a + f3 (~ 0) k- dimensionale Elemente der Be 

d (1) (2) (r)· E hId I d'k . ran ungen von /Ak+l, ftk+1"'" /Ak+l mIt r a tung er n 1 atnx, 
und f3 (~ 0) solche Elemente mit Umkehrung der Indikatrix auf Ek 

abgebildet werden. 
S . (1) (2) (l) 1 .. b k d' . elen nun mk , mk , ... , mk gesch ossene onentur are - ImenslO-

nale Mannigfaltigkeiten in Mn (mit oder ohne Singularitaten); jeder 
derselben erteilen wir eine positive Indikatrix. Wenn die Berandung von 
( (1)- (~) 'r) ) . d I (1) (2) '11 ft"+l, ftk+l, ... , ftk+l sieh aus en E ementen von mk , mk , ... , mk 

zusammensetzt und dabei jedes k- dimensionale Element von mici ) III 
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( (1) (2) (.) ) I k der Berandung von /Ak+l, /Ak+1> ... , /Ak+1 Yi-ma vor ommt, sagen 
wir, daB die bzw_ Y1' Y 9 , ... , YI-mal mit der gegebenen Indikatrix 

M . fl' k . (I) (2) (l) • genommenen anmg a tlg elten m", m" , ... t mk zusammen elnen 
'1' 'l 'A" (.. I' h (ij + (2) + + (r) ) b d d d f> .lel von 1Y.l n nam IC 11"+1 /A"+1 ... /Ak+1 eran en, 0 er au 

Y 1 • mk1) + Y 2 • mf) + ... + Y t • mfl,,", 0 

homolog 0 ist. Die M aximalzahl der in M n zusammen nicht beranden­
den orientierbaren k-dimensionalen Mannigfaltigkeiten (jede von ihnen 
mit der richtigen Multiplizitat gezahlt) bezeichnen wir mit P" - 1 und 
nennen Pk die k- dimension ale Zusammenhangszahl (oder die k- te 
Bettische Zahl) der Mannigfaltigkeit M n' 

Wenn 
(1) + (2) + (I) 

Y 1 • m" Y 2 ' m" +... Y! . m" . 
nicht homolog 0 ist, so heiBt die kleinste ganze Zabl <5 (> 1) fiir die 

J1. (I) J1. (2) + J1. (l) 
uY1 . m" + uY2 ' mk ... + uY! . m" 

homolog 0 ist, eine k-dimensionale Torsionszahl der Mannigfaltigkeit 
Mn' - Wenn man jedem k- bzw. k + 1-dimensionalen Element 13; 
bzw. 13tH von M n je eine positive Indikatrix zuweist und dann in einer 
Matrix an die i-te Stelle der i·ten Zeile die Zahl 0 bzw. + 1 bzw. - 1 
selzt, je nachdem 13; nicht zur Berandung von 13tH gehort bzw. zu 
deren Berandung gehort und ihre Indikatrizes iibereinstimmen bzw. 
verschieden sind, so sind die k-dimensionalen Torsionszahlen die Ele­
mentarteiler dieser Matrix (welche man als die von 0, + 1, - 1 ver­
schiedenen Elemente der auf die Normalform reduzierten, d. h. auBer­
halb der Hauptdiagonale nur Elemente 0 enthaltenden Matrix bekommt). 

Die obigen Invarianten, . namlich die Zusammenhangs- und Tor­
sionszahlen wurden von Poincare eingefiihrt, der auch ihre grund­
legenden Eigenschaften untersucht hat. Er zeigte ferner, daB die­
selben zur Charakterisierung der Mannigfaltigkeiten in Hinsicht auf 
ihre Homoomorphie nicht hinreichen. 

Wie es scheint, sind die Zusammenhangs- und Torsionszahlen im 
wesentlichen die einzigen Invarianten, die aus dem Begriff der Homo­
logie entstehen. Eine weitere, viel wichtigere Invariante, die eben· 
falls von Poincare eingeftihrte Fundamentalgruppe entsteht aus Be­
trachtungen tiber Homotopie von Kurven. "Vir betrachten die ge­
richteten (d. h. mit einem Umlaufssinn versehenen) geschlossenen 
stetigen Kurven in der Mannigfaltigkeit M, die durch einen Punkt 0 
von M gehen; zwei soIche Kurven Y1 : pel), 0 <1< 1, P(O) = P (1) = 0 
und Y2: Q(l),O < 1 < 1, Q(O) = Q(l) = 0 heiBen homotop in M, 
wenn Y1 durch eine stetige Deformation in M in die Kurve Y2 tiber­
geht, wobei der Anfangs- und Endpunkt ungeandert bleiben; sei also 
zu jedem Parameterwert 1 der Kurve Y1 und zu jedem Wert t des Zeit-
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parameters eindeutig ein Punkt P (l, t) zugeordnet, der von lund t stetig 
abhangt; fur den Zeitpunkt t = 1 sei die Kurve P(l, t) (0< l < 1) mit 
der gerichteten Kurve Y2 identisch und fur jedes t sei P (0, t) = P 
(l, t) = O. Eine Kurve Y heiBt homotop 0, wenn sie durch eine stetige 
Deformation in M in einen einzigen Punkt ubergefuhrt werden kann. -
Wenn Y1 und Y2 zwei von 0 ausgehende und dahin zuri.ickkehrende 
gerichtete stetige Kurven sind, so erklaren wir die aus Y1 und Y2 ge­
bildete Zusammensetzung Y1 Y2 als diejenige gerichtete stetige Kurve, die 
entsteht, indem man zuerst die Kurve Y1 in dem angegebenen Sinne 
von 0 bis zum selben Punkt zuruck und dann die Kurve Y2 im an­
gegebenen Sinne umlauft. Die mit dem entgegengesetzten Umlaufs­
sinn versehene Kurve Y bezeichnen wir mit y- 1 ; alsdann besteht die 
Homotopie yy- 1 ~ y- 1 Y~O. 

Die durch 0 gehenden gerichteten Kurven Y ftihren zu einer 
Gruppe G von Operationen; jeder Kurve y entspricht eine Operation c; 

der Zusammensetzung Y1 Y2 von Y1 und Y2 entspricht das Produkt 
c1 c2 der entsprechenden Operationen c1 und c2 ; jeder Kurve Y, die 
homotop 0 ist, entspricht die Identitat von G und also entspricht 
zwei Kurven Y1 und Y2 dann und nur dann dieselbe Operation von 
G, wenn sie homo top sind. Die Gruppe G heiBt Fundamentalgruppe 
der M annigfaltigkeit M. Sie ist offenbar unabhangig yom speziell 
gewahlten Punkt O. Ferner ist sie eine topologische Invariante der 
Mannigfaltigkeit in dem Sinne, daB die zu zwei homoomorphen 
Mannigfaltigkeiten gehorigen Fundamentalgruppen holoedrisch iso­
morph sind. - Die Umkehrung davon besteht, selbst wenn beide 
MannigfaItigkeiten geschlossen sind, nicht mehr, wie Alexander an 
einem Beispiel gezeigt hat: es gibt zwei topologisch verschiedene ge­
schlossene Mannigfaltigkeiten mit derselben Fundamentalgruppe. 

Das Innere einer dreidimensionalen Kugel und ebenso die Ober­
flache einer vierdimensionalen Kugel sind dreidimensionale (offene bzw. 
geschlossene) Mannigfaltigkeiten mit nur aus der Identitat bestehen­
den Fundamentalgruppe. Eine Vermutung von Poincare besagt die 
Umkehrung davon: jede geschlossene dreidimensionale Mannigfaltig­
keit mit der Identitat als Fundamentalgruppe ist der vierdimensionalen 
Kugeloberflache homoomorph. - Unter der Annamhe, daB diese Be­
hauptung zutrifft, gab neuestens H. Kneser einige Beispiele von ein­
fachen Gruppenkonstitutionen die als FundamentaIgruppen die zu­
gehorigen (geschlossenen) dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten charak­
terisieren. Unter den weiteren sich an den Begriff der Fundamental­
gruppe anschlieBenden Untersuchungen seien noch insbesondere die 
von Dehn und ]. Nielsen tiber die Abbildungstypen geschlossener 
Flachen genannt. 

Vielleicht sind die folgenden Ansatze geeignet uns der Losung 
des Homoomorphieproblems naher zu bringen. Ich denke an die 
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Betrachtung von Operationsklassen, denen die mehrdimensionalen 
Homotopien zugrunde liegen, ahnlich wie die Homotopien von ein· 
dimensional en Gebilden (namlich von geschlossenen stetigen Kurven) 
der Fundamentalgruppe; dies werde ich hier fiir den einfachsten Fall 
erlautem. - Vnter einem Ring e in der Mannigfaltigkeit !vI verstehen 
wir ein in M liegendes eindeutiges stetiges Bild e der mit einer 
positiven Indikatrix versehenen Torusflache. Wenn man auf der 
Torusflache eine nicht auf einen Punkt auf der Flache zusammenzieh­
bare, gerichtete, einfache geschlossene Kurve, etwa den Meridian 
qJ = 0, 0 < V' < 2.n annimmt und seine Ufer als positiv bzw. negativ 
bezeichnet (was auf Grund der Indikatrix des Torus und des Um­
laufssinnes der Kurve eindeutig festgesetzt ist), so entspricht derselben 
eine gerichtete geschlossene stetige Kurve r auf e. Den Ring e, 
auf dem diese Kurve r angegeben ist, bezeichnen wir als einen 
signierten Ring ey und r als seine Signatur. Seien nun ey und er' 
zwei zur selben Signatur r gehorige signierte Ringe; ihre Kompo­
sition eyer' wird erklart als derjenige signierte Ring, der entsteht, 
indem man das positive Ufer r+ von r auf ey mit dem negativen 
Ufer r- von r auf er' vereinigt und umgekehrt, und als Signatur 
des so entstehenden Ringes die den vereinigten Ufem r+ von 
ey und r- von er' entsprechende geschlossene stetige Kurve be­
trachtet. Der Inverse des signierten Ringes ey ist derjenige mit der­
selben gerichteten Kurve r signierte Ring e-l, der aus ey durch 

y 
Umkehrung der Indikatrix von e (d. h. derjenigen der reprasentieren-
den Torusflache) entsteht. - Wenn nun ey und er' zwei signierte 
Ringe sind, deren Signaturen (das sind die gerichteten Kurven r und 
rJ homotop sind, deformieren wir r' in r und gleichzeitig e~' . in 
einen Ring er' vermoge einer stetigen Deformation in der Mannig­
faltigkeit M. - Zwei signierte Ringe ey und er', die durch eine 
stetige Deformation in M ineinander iibergefiihrt werden konnen, so 
daB ihre kongruenten Punkte (die namlich demselben Punkt der re­
prasentierenden Torusflache entsprechen) zusammenfallen, betrachten 
wir als iiquivalent. 

Jedem Element c der Fundamentalgruppe G von M entspricht eine 
und bis auf Homotopie nur eine gerichtete geschlossene stetige Kurve r; 
dieser Kurve r entspricht eine Gesamtheit von mit r signierten Ringen ey, 
die zusammen eine abstrakte Gruppe definieren. Der Identitiit dieser 
Gruppe entsprechen diejenigen signierten Ringe ey, die in M auf eine 
Kurve zusammenziehbar sind, und nur diese; so entspricht dem Pro­
dukt irgendeines Elementes ey mit seinem Inversen die Identitat: 

e e-1 == e-1e == 1. y y y y 

Die aufgezahlten Begriffe sind offenbar topologische Invarianten 
der Mannigfaltigkeit. So sind zur Homoomorphie von zwei Mannig­
faitigkeiten M und M' die folgenden Bedingungen notwendig: 
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1. Jedem Element " der Fundamentalgruppe von M entspricht 
ein und nur ein Element y' der Fundamentalgruppe von M' und um­
gekehrt, von der Art, daB dem Produkt YIY2 von zwei beliebigen Ele­
menten Yl und "2 das analoge Produkt Yl' Y2' der i4nen entsprechen­
den Elemente entspricht. 

2. Jedem signierten Ring Qy in M entspricht ein und bis auf 
Aquivalenz nur ein signierter Ring e/ in M' und umgekehrt, so daB 
ihre Signaturen " und Y' laut der Beziehung der Fundamentalgruppen 
einander entsprechen. 

3. Der Komposition eyijy von zwei zur se1ben Signatur " ge­
horigen signierten Ringen ey und ey in M entspricht das Produkt 
e;' e~' der den signierten Ringen ey, ey beziehungsweise entsprechen­
den signierten Ringe e'r" ij'y' in M'. 

4. Einem signierten Ring ey in M, der in M auf eine gerichtete 
geschlossene stetige Kurve x zusammenziehbar ist, entspricht ein 
Ring e~' in M', die auf eine der Kurve x laut 1. entsprechende ge­
schlossene stetige Kurve x' in M' zusammenziehbar ist. 

Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, sagen wir, daB die zwei­
dimensionalen Operationsklassen der Mannigfaltigkeiten M und M' 
aquivalent sind. 

Die erste Aufgabe ware nun die mannigfachen Beziehungen, die 
zwischen der Fundamentalgruppe und der zweidimensionalen Ope­
rationsklasse bestehen, naher zu untersuchen und insbesondere ent­
scheiden. ob zwei geschlos.sene Mannigfaltigkeiten mit derse1ben Funda­
mentalgruppe noch verschiedene Operationsklassen haben konnen. 
Auch wenn dies der Fall ware, reicht die Obereinstimmung der Ope· 
rationsklassen nicht zur Homoomorphie von zwei dreidimensionalen ge­
schlossenen Mannigfaltigkeiten hin, wie das Alexandersche Beispiel zeigt. 

Die oben dargestellten Grundprobleme der Topologie betreffen 
nur einen ersten Schritt zur Entwicklung dieser Wissenschaft. deren 
Bedeutung vie! weiter tragt. Zum weiteren Ausbau sind bereits einige 
Resultate vorhanden; vor aHem denke ich an die Brouwerschen Unter­
suchungen tiber Abbildungen von Mannigfaltigkeiten und tiber stetige 
Vektorfelder. 

An einem Beispiel mochte ich noch erlautern, wie vielerlei noch 
von der Topologie zu erwarten ist. Betrachten wir die Abbildungen 
von Flachen. Das geloste Problem der Homoomorphie gibt eine 
erste, primitive Obersicht derselben. Der Einfachheit halber nehmen 
wir die Abbildungen von Flachen auf sich selbst. Wie man bei kon­
formen Abbildungen von Flachen tiber die Natur derselben mehr und 
mehr ins klare kommt, so muB dies auch bei den nur als stetig 
vorausgesetzten Abbildungen erstrebt werden. Die Existenz von Fix­
punkten bei solchen Abbildungen und Satze tiber Deformationen sind 
zwar beim heutigen Stand der Topologie oft nur schwierig Zl1 er-
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reichende und gerade deshalb wertvolle Ergebnisse; bei der weiteren 
Entwicklung muB man jedoch tiber die Natur der Abbildungen ge­
nauere Obersicht haben. Aus dem Verhalten der iterierten Bilder eines 
Punktes kann man in den Gesamtverlauf der Abbildung Einsicht ge 
winnen, ahnlich wie bei dem (allerdings unvergleichbar leichteren) ge­
lasten Problem tiber die maglichen Abbildungen der Linie auf sich. 

Brouwer stellte die Aufgabe, die konformen Abbildungen topo­
logisch zu charakterisieren. lur Betrachtung des Problems liegen 
bereits einige, jedenfalls schwer zu handhabende Hilfsmittel vor: die 
Betrachtung der iterierten Bilder und die gruppentheoretische Behand­
lung. Die Lasung des Problems wiirde bedeuten, daB die Theorie 
der analytischen Funktionen ohne metrische Begriffe aufzubauen ist 
und also nur von Stetigkeitseigenschaften abhangt. Diese heute viel­
leicht noch etwas paradox klingende Behauptung findet ihre Rechtfer­
tigung durch den Hinweis auf das analoge Vorkommnis in der pro­
jektiven Geometrie. -

Diese Fortschritte wiirden sowohl prinzipiell wie auch praktisch 
der Gesamtmathematik wichtige Dienste leisten. Man denke zum 
Beispiel an die Betrachtungen von Poincare und Birkhotf tiber das 
beschriinkte Dreikorperproblem; ein gewisser Fixpunktsatz wird hier 
verwertet, aus der Existenz eines Fixpunktes schlieBt man auf da" 
Vorhandensein einer periodischen Bahnkurve. Wiirde man die Natur 
der Abbildungen von Flachen auf sich genau kennen, so hatte man 
auch eine Obersicht tiber den Gesamtverlauf aller. Lasungen des Pro­
blems, welches mit den Methoden der klassischen Analysis - wie 
Poincare gezeigt hat - nieht angreifbar ist. 

Viele andere Beispiele kannten noch das Gesagte unterstiitzen, 
aueh wenn man von den Fragen absieht, die eigentlich von topo­
logischer Natur, aber aucb durch andere Tbeorien zu las en sind und 
die insbesondere in der Funktionentheorie und in der Theorie der 
Differentialgleichungen 1) zahlreieh vorkommen, und nur die Probleme 
betraehtet, deren Lasung gegenwartig ohne die Topologie unmaglich 
erscbeint. 

Ich will noch kurz tiber die Anlage meiner Darstellung berichten. 
Der vorliegende erste Band ist der Topologie der Flachen gewidmet. 
Die drei ersten Abschnitte behandeln die Topologie der Ebene, die 
zwei darauf folgenden die allgemeine Topologie der Flachen, die zwei 
letzten enthalten speziellere Untersuchungen iiber Flachentopologie. 

1) Vnter den vielen Siitzen iihnlicher Natur seien hier etwa folgende er­
wiihnt: die Ordnung einer eIliptischen Funktion ist mindestens gleich 2; eine 
rationale Transformation einer algebraischen Kurve vom Geschlecht > 1 auf 
eine Kurve gleichen Geschlechtes ist notwendig birational; innerhalb einer 
geschlossenen Integralkurve einer Differentialgleichung erster Ordnung gibt 
es wenigstens einen singuliiren Punkt; usw. 
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Der erste Abschnitt entwickelt die punktmengentheoretischen 
Grundlagen, hat einen vorbereitenden Charakter und bringt unter 
den vielen vorhandenen Satzen ahnlicher Natur nur diejenigen, die 
fUr die spateren Betrachtungen von Nutzen sind. - In § 1 werden 
einige Hilfssatze aus der elementaren Geometrie der Ebene erbracht, 
wie z. B. der Satz, daB ein einfaches Polygon die Ebene in zwei 
Teile zerlegt. §§ 2 und 3 geben die Grundbegriffe tiber Punktmengen 
und Abbildungen wieder, nebst einigen Hilfssatzen. In § 4 werden 
die abzahlbaren, in sich dichten Mengen behandelt. § 5 entwickelt 
die Brouwerschen Resultate tiber die Struktur der abgeschlossenen 
Mengen; die in diesem und im folgenden Paragraph en (§ 6) iiber 
approximierende Polygonfolgen aufgestellten Betrachtungene bilden 
die Grundlagen fiir die Untersuchungen iiber ebene Gebiete (III § 4) 
und iiber offene Flachen (V § 1). § 7 gibt einen ersten Schritt 
zur Losung des Homoomorphieproblems in bezug auf nirgends zu­
sammenhangende abgeschlossene Mengen; Zweck der daselbst dar­
gestellten Betrachtungen ist nur festzustellen. daB topologisch ver­
schiedene Mengen der genannten Art in der Machtigkeit des Kon­
tinuums vorhanden sind, was sodann das analoge Ergebnis fiir Gebiete 
(III § 4) und fiir offene Flachen (V § 1) ergibt. An anderer Stelle werde 
ich auseinandersetzen, wie die Losung des genannten Homoomorphie' 
problems auf die Theorie der transfiniten Zahlen zuriickzufiihren ist. 

Der zweite Abschnitt betrachtet die Kurven in der Ebene. In 
§ 1 wird der fiir unsere Darstellung besonders grundlegende Jordansche 
Kurvensatz nebst den von Schoen/lies herriihrenden Erweiterungen und 
einigeo Satzen iiber Kurvenbogen bewiesen. In § 2 wird der aus der 
Funktionentheorie bekannte Satz erbracht, laut dessen sich das Innere 
einer einfachen geschlossenen Kurve nebst dem Rand auf eine abo 
geschlossene Kreisscheibe topologisch abgebildet werden kann; dieser 
Satz ist fiir die ganze spatere Entwicklung sehr ntitzlich. In § 3 
werden die Invarianz der Dimensionenzahl und die Gebietsinvarianz 
fiir den zweidimensionalen Fall aus dem Jordanschen Kurvensatz her­
geleitet. In § 4 wird die Schoen/liessche Umkehrung des Jordanschen 
Kurvensatzes erbracht. In § 5 werden einige Hilfssatze iiber Kurven 
und Kurvenbogen besprochen. Schliel3lich werden die geschlossenen 
Kurven (§ 6) und die stetigen Kurven (§ 7) behandelt. 

1m dritten Abschnitt findet man zuerst die verschiedenen gebrauch­
lichen Erklarungen fUr einfach zusammenhangende Gebiete (§ 1); in 
§ 2 werden Caratheodorys Resultate iiber die Struktur des Randes 
eines einfach zusammenhangenden Gebietes dargestellt; in §§ 3 und 4 
werden die endlich bzw. unendlich vielfach zusammenhangenden Ge· 
biete in Hinsicht auf ihre Homoomorphie, in § 5 die in einem Gebiet 
liegenden geschlossenen stetigen Kurven nach ihrer Homotopie hin 
untersucht. In § 6 befindet sich der Brouwersche Beweis fur den 
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Schoenlliesschen Satz von der Invarianz der geschlossenen Kurve (dieser 
eigentlich zum InhaIt des zweiten Abschnittes gehorige Satz wird mit 
Hilfe einiger in III § 5 angestellten Betrachtungen und deshalb erst 
hier bewiesen). 

1m vierten Abschnitt wird die Topologie der Polyederflachen (die 
aus einer endlichen Anzahl von Dreiecken zusammengesetzt sind) ent­
wickelt. In § 1 findet man die Erklarung der Flache, in § 2 den 
Begriff der Orientierbarkeit bzw. Nichtorientierbarkeit. In § 3 werden 
die gewohnlichen Invarianten, namlich Geschlecht, Zusammenhangszahl, 
Charakteristik betrachtet; zugleich wird der Hauptsatz de" Fliichen­
topologie bewiesen, laut dessen die Ubereinstimmung von Konturen· 
zahl, Geschlecht und. Orientierbarkeit bzw. Nichtorientierbarkeit die 
notwendige und hinreichende Bedingung fUr die Homoomorphie von 
zwei Polyederflachen ist; bei seinem Beweise sind die schlichtartigen 
FIachen (die durch jeden Riickkehrschnitt zerlegt werden) ausgezeichnet. 
§ 4 stellt die bekannten Norm'aIformen fiir Polyederflachen dar. In 
§ 5 werden die aus der Theorie der algebraischen Funktionen be· 
kannten endlichvielblattrigen Oberlagerungsflachen betrachtet. 

Der fUnfte Abschnitt enthhlt die Theorie der offenen Flachen. 
In § 1 wird der Hauptsatz der Flachentopologie fiir dieselben er· 
bracht. In § 2 werden die in der Funktionentheorie vorkommenden 
offenen Uberlagerungsflachen betrachtet. 

Die in den ersten fiinf Abschnitten angewandten Methoden erschie­
nen mir in ihrer Anordnung zweckmaBig und einfach; ich will aber 
nicht bestreiten, daB oft eine personliche Auffassung bei ihrer Auswahl 
und Zusammenstellung zur Geltung gekommen ist. 

Die beiden letzten Abschnitte enthaIten einige Untersuchungen 
iiber Abbildungen von Flachen und iiber Kurvenscharen auf Flachen. 
1m sechsten Abschnitt werden einige Resultate iiber Deformationen von 
Flachen (§ 1), fiber Fixpunktsatze bei Abbildungen von Flachen auf 
sich (§§ 2, 3, 4, 5), uber periodische Abbildungen (§ 6), und fiber nicht 
umkehrbar eindeutige Abbildungen (§ 7) dargestellt. Eine zum InhaIt 
dieses Abschnittes gehorige Darstellung der grundlegend wichtigen 
Untersuchungen von Hilbert und von Brouwer fiber endliche konti· 
nuierliche Gruppen wurde aus methodischen Grunden fUr den zweiten 
Band zuruckgestellt. - 1m siebenten Abschnitt werden Scharen von ge­
schlossenen (§ 1) und von offenen Kurven (§ 2) auf Flachen unter­
sucht, in Hinsicht auf ihre Regularitat bzw. die Natur der singularen 
Punkte und fiberhaupt nach ihrer Struktur hin. - Die in dies en beiden 
Abschnitten dargestellten Resultate haben in anderen Gebieten der 
Mathematik Anwendungen, konnen aber auch fiir sich einiges Interesse 
beanspruchen. 

Einige Bemerkungen mochte ich noch fiber die Art der Dar­
stellung machen. Die Betrachtungen sind nicht iiberall bis zu den 

v. Kerekj artO. TopoJogie. 2 
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letzten Einzelheiten ausgefuhrt, wenn sie namlich von ganz leichter 
Natur sind oder aber bereits vorher vorgekommen sind. - An Vor­
kenntnissen wird ziemlich wenig vorausgesetzt, sachlich eigentlich nichts, 
und im allgemeinen nur Gelaufigkeit in den abstrakten Begriffsbil­
dungen. - Die Grundbegriffe der Mengenlehre mussen dem Leser 
einigermaBen bekannt sein, dann wird er den Betrachtungen leicht 
folgen konnen. - Von den transfiniten Zahlen mache ich ziemlich 
selten Gebrauch und habe deshalb ihre Theorie nicht in die Darstellung 
einbezogen. Dnter den Miichtigkeiten kommen bei uns nur die der 
abzahlbaren Mengen (die sich mit den naturlichen Zahlen in eine ein­
eindeutige Beziehung bring en lassen) und die Machtigkeit des Kontinu­
urns (d. h. die der Mengen, die sich mit der Menge der reellen Zahlen 
in eine eineindeutige Beziehung bringen lassen) in Betracht; dazu noch 
der Satz, daB diese beiden Machtigkeiten voneinander verschieden 
sind, m. a. W., daB die Menge der reellen Zahlen nicht abzahlbar 
ist!). - Von den transfiniten Ordnungszahlen kommen die zu den 
abzahlbaren Mengen gehorigen vor. Man betrachte abzahlbare Mengen 
in einer solchen Anordnung 2), bei welcher jede aus der Menge heraus­
gegriffene Teilmenge ein erstes Element besitzt (solche Mengen heiBen 
wohlgeordnet). Zuerst kommt also die Art einer gewohnlichen Folge 

1, 2, 3, .. -, 
dann fugen wir ein nachstfolgendes Element w und als darauf fol­
gende Elemente w + 1, w + 2, .,. hinzu; dann femer als nachst­
folgende Elemente 2 w, 2 w + 1, 2 (0 + 2, .. _. Nach allen Elementen 
der Form k (0 + l (k, l = endlich) folgt das Element w~ usw. Es soll 
also nach jedem Element a ein darauf folgendes Element a + 1, und 
zu jeder Folge a l < a~ < ... ein nachstfolgendes Element a = lim av 

geben. Die Elemente a, deren jedes den Ordnungstypus des vor ihm 
stehenden Segmentes der Folge bezeichnen soIl, heiBen Ordnungszahlen. 
(Die kleinste nichtabzahlbare Ordnungszahl Q wird einmal (I § 7) aus 
formalen Grunden bloB als Bezeichnung angewendet.) 

') Poincare hat den im wesentliehen von Cantor herrUhrenden Beweis in 
der folgenden einfaehen Form dargestellt. Ware x,, x2 , • •• eine Folge, die 
samtliehe Zahlen x des Intervalls 0 ~ x ~ 1 enthalt, so zerlegen wir das Inter­
vall (01) in drei gleiehe Teile, und nehmen einen solehen unter denen (mit den 
Endpunkten zusammen), der x, nieht enthaItj dieses Intervall i, zerlegen wir 
wieder in drei Teile, nehmen das Element Xa. mit kleinstem Index a., das in 
" fliIlt, und ein solches i2 unter den drei Teilintervallen von i" das XCI, nieht 
enthlilt. Auf diese Weise fortfahrend, erhalten wir eine Folge ineinander ent­
haltener Intervalle i" i 2 , ••• , von denen i k keinen der Punkte x,, X 2 , ••• , 

Xak (ak ~ k) enthaltj der gemeinsame Punkt dieser Intervallfolge kann also mit 
keinem der Punkte x" x2 ' • •• identiseh sein. 

2) Eine (lineare) Anordnung einer Menge ist eine Vorsehrift, die fUr je 
zwei Elemente A und B der Menge eine und nur eine der beiden Beziehungen 
A < B und B < A festsetzt, und die die transitive Eigenschaft besitzt, in dem 
Sinne, dati immer aus A < B und B < C auch A < C folgl. 
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AuBer dies en, die allgemeine Mengenlehre betreffenden Begriffen 
miissen auch die in der Analysis immer vorkommenden Begriffe der 
elementaren Punktmengenlehre, wie Grenzpunkt u. a. m., dem Leser 
ge1aufig sein. 

Die Bedeutung der verschiedenen Resultate fUr die Gesamtmathe· 
matik kann erst denjenigen Lesem recht klar werden, die eine Orien­
tierung iiber die verschiedenen Gebiete der Mathematik haben und die 
Beziehungen und Analogien, die von uns ofters insbesondere zur Funk­
tionentheorie und zur Theorie der Differentialgleichungen angedeutet 
wurden, auBerdem aber noch zu vielen anderen Gebieten (unter anderen 
auch zur Zahlentheorie) bestehen. mit ihren darauf beziehenden Kennt­
nissen in Harmonie bringen konnen. - Auf diese Zusammenhange 
einzugehen lag in der Tat auBerhalb des Rahmens der vorliegenden 
Darstellung; vielleicht wird sich noch Ge1egenheit dazu geben, sie 
weiter zu verfolgen. 

Der zweite Band soIl sich folgendermaBen gliedern. In einem 
Abschnitt werden die von Brouwer herriihrenden Fundamentalsatze 
iiber Invarianz der Dimensionenzahl, Gebietsinvarianz, Abbildungen 
von Mannigfaltigkeiten und iiber den Jordanschen Satz in mehrdimen­
sionaIen Raumen dargestellt, nebst den von Lebesgue herriihrenden 
Beweisen fUr dieselben Satze; dazu kommen noch die Antoineschen 
Resultate iiber Homoomorphie von Punktmengen in mehrdimensionalen 
Raumen und die von Kaluzsay und fiir den allgemeinen Fall von mir 
erbrachte Umkehrung des Jordanschen Satzes fUr den dreidimensio­
nalen Raum. - In einem zweiten Abschnitt werden die von Poincare 
eingefiihrten Zusammenhangs- und Torsionszahlen und die Fundamental­
gruppe behandelt; im Rahmen dieser Darstellung werden zugleich die 
Grundlagen der kombinatorischen Topologie entwickelt. - Ein weiterer 
Abschnitt wird die Grundlagen der Frechetschen Theorie der abstrak­
ten Mengen und im AnschluB daran die abstrakte Begriindung der 
Topologie enthalten. - Einige Untersuchungen iiber spezielle Fragen 
und deren Anwendungen erganzen den Inhalt des zweiten Bandes. 

Der vorliegende erste Band will zwar eine Einleitung zu dem 
zukiinftigen zweiten geben, die angewendeten Methoden sind jedoch 
sehr oft auf den zweidimensionalen Fall beschrankt. Diese Tatsache 
und auch die Trennung des vollstandigen Inhaltes in zwei Teile wird 
durch den Umstand gerechtfertigt, daB in der Topologie der zwei­
dimensionalen Mannigfaltigkeiten sozusagen ein fertiges Ganzes vor­
liegt, im Vergleich mit der bisher vorhandenen Topologie der mehr­
dimensionalen Mannigfaltigkeiten. - Aus dies em Grund wird auch die 
Einleitung fUr das Folgende nur als Leitfaden, nicht aber sachlich 
gebraucht, und die bereits besprochenen Begriffe werden ohne Be­
ziehung darauf, eventuell in anderer Form, nochmals eingefUhrt. 

2* 



Topologie der Ebene. 
Erster Absehnitt. 

Punktmengen. 

§ 1. Zur Geometrie der Ebene. 

Vnseren Betraehtungen legen wir den Begriff der lahlenebene 
(bzw. des lahlenraumes) zugrunde, die erkHirt wird als die Menge 
der reellen lahlenpaare (x, y); wir bezeiehnen diese als Punkte der 
Ebene, x und y als Koordinaten des Punktes (x, y). Die elemen­
taren Begriffe der ebenen Geometrie setzen wir als bekannt voraus. 

Die Stetigkeit der Geraden besteht in der Eigensehaft, daB es zu 
jeder Folge von Streeken s1' S2' •.. , deren jede ein Teil der voran· 
gehenden ist, und zu denen aueh ihre Endpunkte hinzuzureehnen sind, 
wenigstens einen Punkt gibt, der zu jeder Streeke Si der Folge ge­
hort. Vnter einem Schnitt in der Gesamtheit der reellen lahlen ver­
stehen wir eine Einteilung der reellen lahlen in zwei Klassen (A) 
und (B) von der folgenden Eigensehaft: jede laW gehort entweder 
zu (A) oder zu (B), aber nieht zu beiden; jede lahl von (A) ist 
kleiner, als jede lahl von (B). Die Stetigkeitseigensehaft der Geraden 
(oder der Gesamtheit der reellen lahlen) konnen wir dann aueh so 
formulieren: bei jedem Sehnitt gibt es entweder eine groBte lahl 
von (A), oder eine kleinste lahl von (B). 

Die Stetigkeit der Ebene besteht in der Eigensehaft, daB es zu 
jeder Folge von ineinander enthaltenen Quadraten wenigstens einen 
Punkt gibt, der im Innern oder auf dem Rande jedes Quadrates der 
Folge liegt. 

Vnter einem Weg werden wir immer einen aus endlieh vie1en 
(geradlinigen) Streeken bestehenden, sieh selbst nieht sehneidenden 
Streekenzug, unter einem Polygon ein einfaehes (sieh selbst nieht 
sehneidendes) Polygon verstehen. 

Wir erinnern an folgende Tatsaehen, die aus den Definitionen 
unmittelbar folgen. Eine Gerade r zerlegt die Ebene in zwei Halb­
ebenen in folgendem Sinne: je zwei Punkte derselben Halbebene 
lassen sieh dureh einen r nieht treffenden Weg (insbesondere dureh 
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eine Strecke) verbinden, wahrend jeder Weg w, der zwel III verschie· 
denen Halbebenen liegende Punkte verbindet, die Gerade r trifft. 
(Wenn w eine Strecke ist, folgt die letztere Behauptung unmittelbar; 
wenn w aus mehreren Strecken besteht, so gibt es eine erste Strecke 
von w, deren Anfangspunkt in derselben Halbebene, wie der Anfangs. 
punkt von w, deren Endpunkt aber in der anderen Halbebene liegt.) 

Ein Dreieck £:::,. zerlegt die Ebene in zwei Teile; sind namlich (Xl' Yl)' 
(X2' y~), (XS' Ya) die Eckpunkte von 6, so wird das Innere von 6 dar· 
gestellt durch die Formeln: 

{
X = tl Xl + t'J XI! + ts xs ' ( + ) tl + til ts = 1 , 
Y = tl Yl + til Y'J + ts Ys' 

wobei ti positive reelle Zahlen bedeuten; fiir das AuBere von 6 ist 
wenigstens eine der GroBen ti negativ. Nach jedem Punkte des Drei· 
eckes kann man sowohl im lnnern, wie auch im AuBern einen Weg 
legen. Jede Strecke, die nur eine Seite des Dreieckes trifft, hat einen 
ihrer Endpunkte im lnnern von 6 (oder auf dieser Seite von 6). 

Wir beweisen jetzt den folgenden Satz: 
I. J edes Polygon :rc zerlegt die Ebene in zwei Teile. 
Sei n 2: 4 die Anzahl der Eckpunkte von :rc, und setzen wir fur 

jedes Polygon mit weniger als n Ecken als bereits bewiesen voraus, 
daB es die Ebene in zwei Teile zerlegt, und nach jedem von seinen 
Punkten in beiden vom Polygon bestimmten Teilen der Ebene ein 
Weg gelegt werden kann. Sei unter den Eckpunkten von :rc mit 
kleinster Abszisse A derjenige mit kleinster Ordinate, und seien B 
und C die beiden benachbarten Eckpunkte von :rc. Wenn das Drei· 
eck (A B C) auBer A B und A C keinen Punkt von :rc enthalt, nennen 
wir BC = d eine Diagonale von :rc (s. Fig. 1 a). Wenn aber (A B C) 

/I 

Fig.la. Fig. 1 b. 
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einen weiteren Punkt von 1l enthalt, so gibt es auch eine Seite von 
1l, von deren Endpunkten einer, etwa D1 , zum Dreieck (A B C) ge· 
hort. Wenn die Strecke A Dl auBer ihren Endpunkten von 1l frei 
ist, so ist A Dl = d eine Diagonale; im andern Fall sei E2 der am 
nachsten bei A liegende Punkt von 1l auf A Dl' und sei D'J ein in 
(ABC) liegender Endpunkt derjenigen Seite von 1l, die E'J enthalt. 
1m Dreieck (AD'JE'J) gibt es keinen Punkt der durch Dl gehenden 
Seiten von 1l. Entweder ist A D'J sonst frei von 1l, oder wenn nicht, 
so nehmen wir wieder den am nachsten bei A liegenden Punkt E3 
von 1l auf A D'J und den im Dreieck (A D'J E 2) liegenden Endpunkt Dg 
der durch E3 gehenden Seite von 1l; und so fahren wir fort. End· 
lich bekommen wir eine Diagonale d = A Dk (die auBer ihren End· 
punkten A, D=Dk , weJche Eckpunkte von 1l sind, das Polygon 1l nicht 
trifft) (s. Fig. 1 b). Durch die beiden Endpunkte der Diagonale d wird 
das Polygon 1l in zwei Wege zerlegt, deren jeder zusammen mit d 
je ein Polygon 111 und 112 mit weniger als n Ecken bildet. Nun ist 
es klar, daB 111 nicht im Innern von 1l'J liegen kann, oder umgekehrt; 
ist namlich d = B C und also 111 = (A B C), so liegt 111 im AuBern 
von 1l2' da A links von 112 liegt; und 111 enthalt laut Voraussetzung 
keinen Punkt von n, folgJich liegt auch 112 auBerhalb von 1l1 ; im 
zweiten Fall, wo d = AD ist, gehort A B ZU 1l1 , A C ZU 1l2' beide 
konnen 1) durch einen kleinen Kreisbogen und einen Halbstrahl (also 
auch durch einen Streckenzug) mit dem Unendlichen verbunden 
werden, ohne 1l sonst zu treffen, folglich liegen auch dann 111 und 112 

auBerhalb voneinander. -,Das Innere von 1l wird vom lnnern von 111 

und von dem von 1l'3' und noch von den nicht in die Endpunkte 
fallenden Punkten der Diagonale d, das AuBere von 1l von dem 
Durchschnitt (d. h. gemeinsamen Teil) der AuBeren von 111 und 112 

gebildet. - Je zwei Punkte des Innern von 1l lassen sich innerhalb 
von 1l durch einen Weg verbinden; liegen sie beide im Innern von 
111 (oder von 1l2 ), dann ist die Behauptung klar; liegt einer von dies en 
in 1l1' der andere in 1l'.l' so kann man den ersten innerhalb von 
1l1' den zweiten innerhalb von 112 mit einem inneren Punkt von d 
verbinden, so daB diese beiden Wege zusammen einen die gegebenen 
Punkte innerhalb von 1l verbindenden Weg ergeben. Ferner wird 
jeder zum Innern von 1l gehoriger Punkt durch 1l vom Unendlichen 
getrennt, d. h. jeder Weg, der einen im Innern von 1l liegenden Punkt mit 

1) Man schlage urn A einen kleinen Kreis, der 11: aufierhalb von A B und 
A C nicht trifft, und betrachte denjenigen Bogen b, dessen Endpunkte auf A B 
und A C liegen und welcher d nicht trifft (s. Fig. 1 b)j man ziehe dann von A 
einen zu der Abszissenachse parallelen Halbstrahl in der Richtung der abo 
nehmenden Abszissen. Der Teilbogen von b zwischen A B und diesem Halb· 
strahl, und der von b nach links liegende Teil des Halbstrahles verbindet 
einen Punkt von A B mit dem Unendlichen, ohne 11: sonst zu treffen. 
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dem Unendlichen verbindet, trifft das Polygon n. - In beiden Polygonen 
ziehen wir wieder Diagonalen usw. Auf diese Weise wird das Innere von 1l 

in Dreiecke zerlegt, deren Eckpunkte zugleich Eckpunkte von 1l sind. 
Es gibt unter diesen Dreiecken ein solches, von dessen Seiten zwei, 
a und b, mit zwei Seiten von 1l zusammenfallen; sei c die dritte Seite 
dieses Dreieckes. Das Polygon 1l', welches aus 1l entsteht, wenn wir 
die beiden Seiten a und b des Polygons 1l durch die Diagonale c 
ersetzen, hat eine Ecke weniger als 1l. Zwei auBerhalb von 1lliegende 
Punkte P und Q lassen sich durch einen Weg W verbinden, der 
auBerhalb von 1l' liegt und also hochstens die Seiten a und b von 1l 

treffen kann. In diesem Fall nehmen wir von P aus den ersten zu 
a + b gehorigen Punkt von W und bezeichnen den zwischen diesem 
Punkt und P verlaufenden Weg von W mit WI; ebenso nehmen 
wir den Weg w'.l von W zwischen Q und dem von Q aus ersten Punkt 
von w, der auf a + b liegt. Wir ziehen zwei zu a bzw. b paralleIe 
Strecken a' bzw. b' auBerhalb des Dreiecks abc, deren Endpunkte 
nahe bei den Endpunkten von a bzw. b liegen, so daB a' und b' 
das Polygon 1l' nicht treffen und ihre bei dem gemeinsamen End, 
punkt von a und b liegenden Endpunkte zusammenfallen (s. Fig. 2). 

p 

Fig. 2. 

Von P ausgehend durchlaufen wir den Weg WI bis zu seinem ersten 
auf a' liegenden Punkt, dann gehen wir auf den Linien a' und b' 
bis zum Wege w2 und auf diesem bis zum Endpunkt Q von w'J; auf 
diese Weise erhalten wir einen Weg, der die Punkte P und Q auBer· 
halb von 1l verbindet. Hiermit haben wir den Beweis geliefert, daB 
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das Polygon :re die Ebene in zwei Teile zerlegt, und zugleieh eine 
Zerlegung des Innern von :re in Dreieeke dureh Diagonalen von :re. 

Aus dem Satz I ergeben sieh unmittelbar noeh die folgenden 
Tatsaehen: 

II. Sei :re ein Polygon und W ein beliebiger Weg, der zwei 
Punkte von :re innerhalb von :re verbindet (d. h. abgesehen von seinen 
auf :re liegenden Endpunkten ganz im Innern von :re liegt); seien WI 

und w'J die beiden dureh die Endpunkte von W auf :re bestimmten 
Wege. Das Innere von 11, wird dureh W in zwei Teile zerlegt; einer 
von diesen ist das Innere des Polygons W + wi' der andere das Innere 
des Polygons W + w~. 

III. Seien WI' WI!' Ws drei Wege, die zwei Punkte A und B ver· 
verbinden. aber sonst einander nieht treffen; unter diesen drei Wegen 
gibt es zwei, etwa WI und w2 ' von der Eigenschaft, daB der dritte wa 

im Innern des von WI und w2 gebildeten Polygons liegt. 
IV. Seien WI und w'.l zwei Wege, we1che die Endpunkte A und 

B, sonst aber keinen Punkt gemeinsam haben, so daB sie ein Poly· 
gon 11, bilden. Seien WI' und w2' zwei andere Wege, mit gemeinsamen 
Endpunkten C und D, welche einander sonst nieht treffen. Wenn der 
Weg w/ nur den Weg wI' nieht aber w2 ' und ebenso der Weg W'.l' 

nur den Weg w'J' nieht aber WI trifft, wenn ferner von den beiden 
Punk ten C und D einer im Innern, der andere im AuBern des Poly· 
gons WI + w'J liegt, so liegt aueh einer von den Punkten A und B 
im Innern, der andere im AuBern des Polygons WI' + w'.l" 

Zum Beweise dieses letzten Satzes bemerken wir folgendes. 
Ein Weg 1 kreuze das Polygon 11, in einem einzigen Punkt, d. h. auf 
einem hinreiehend kleinen Kreis urn diesen einzigen gemeinsamen 
Punkt trennen die beiden auf ihm liegendeh Punkte von 1 die beiden 
auf ihm liegenden Punkte von :re. Dann liegt von den beiden End· 
punkten von 1 dem Satz I zufolge einer im lnnern, der andere im 
AuBern von :re. - Sei sodann 1 ein beliebiger Weg, dessen End· 
punkte nieht auf :re liegen; die beiden Endpunkte von 1 werden 
dureh 11, voneinander getrennt oder nieht, je naehclem ob die Anzahl 
der Kreuzungspunkte von lund 11, ungerade oder gerade ist. -
Da von den Endpunkten des Weges WI' einer im lnnern, der andere 
im AuBern von 11, = WI + w'.l liegt, so ist die Anzahl cler Kreuzungen 
von 11, und w/' und also aueh die Anzahl der Kreuzungen von WI 

und WI' ungerade; folglieh ist aueh die Anzahl cler Kreuzungen von WI 

und 11,' = w/ + w'J' ungerade, so daB die Endpunkte von wJ ' d. h. die 
Punkte A und B dureh das Polygon 11,' = WI' + w/ getrenm werden. 

Wir erwiihnen gleich, claB ein Weg die Ebene nicht zerlegt. Wenn 
cler Weg W aus einer Streeke s besteht. so ist die Behauptung 
unmittelbar ersiehtlieh. Setzen wir voraus, die Behauptung ware fur 
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Wege erwiesen, die aus n Strecken bestehen; sei W = Wo + s, wobei 
Wo aus n Strecken besteht, und seine weitere Strecke ist, deren An­
fangspunkt mit dem Endpunkt von Wo zusammenfaUt, die aber sonst 
keinen Punkt mit Wo gemeinsam hat. Je zwei Punkte A und B 
der Ebene lassen sich also durch einen Wo nicht treffenden Weg a 

verbinden. Wenn der Weg a die Strecke s trifft, nehmen wir 
von A aus den ersten Punkt P von a, der auf s liegt, und von B 
aus den ersten auf s liegenden Punkt Q von a. Wir verbinden einen 
Punkt P' des Weges A P mit einem Punkt Q' von B Q durch einen 
Weg, der aus zwei zu s parallelen Strecken und aus einer auf den­
selben senkrechten, in der Nahe des freien Endpunktes von s liegenden 
Strecke besteht und welcher sehr nahe bei s verIauft, so daB er von Wo 

fremd ist. Auf diese Weise erhalten wir einen Weg, der A und B 
verbindet und von w fremd ist. 

1m AnschluB an die obige Zerlegung des Innern des Polygons n 
in Dreiecke werden wir noch zeigen, daB man den Polygonbereich (n), 
d. h. das Polygon n und sein Inneres, mittels nacheinander ausgefiihrter 
Abbildungen (die sich im Sinne des nachsten Paragraphen als topo­
logische Abbildungen erkennen lassen) auf eine Kreisscheibe abbilden 
kann. - 1m Polygonbereich (n) nehmen wir eine solche Diagonale c, 
deren Endpunkte zu zwei benachbarten Seiten des Polygons n gehoren, 
die also mit diesen beiden Polygonseiten a und b zusammen ein Drei­
eck 6 bildet. 1m Innem von n nehmen wir einen auBerhalb von 6 
liegenden Punkt S hinreichend nahe bei dem Mittelpunkt von c, so 
daB die beiden Strecken, die S mit den Endpunkten von c verbin­
den, das Polygon n sonst nicht treffen und mit a und b zusammen 
ein konvexes Viereck bilden. Diese beiden Strecken und c bilden 
zusammen ein Dreieck 6'. Wir projizieren nun den Bereich 6 + 6' 
aus dem Zentrum S auf den Bereich 6' in dem Sinne, daB jede 
Strecke S P, deren Endpunkt auf der Polygonseite a oder b liegt, in 
die Strecke S P' tibergeht, wobei P' den Schnittpunkt der Strecke S P 
mit c bedeutet; jeder Punkt Q von S P soU in denjenigen Punkt von 
S P' tibergehen, ftir welchen SQ': SQ = Sp': SP ist. Die Abbildung 
sei an dem tibrigbleibenden Teil von (n) als die Identitat erklart (d. h. 
die Abbildung, bei welcher jeder Punkt sich selbst entspricht). So 
haben wir eine Abbildung des Polgonbereiches (n) auf den Polygon­
bereich (n - 6), welcher letztere eine Ecke weniger hat als n. 
Nach. einer endlichen Anzahl von Wiederholungen desselben Verfahrens 
bekommt man eine Abbildung des Polygonbereiches (n) auf ein Dreieck. 
Ein Dreieck (d. h. das Innere und den Rand des Dreieckes) kann man 
wieder durch eine Projektion auf eine Kreisscheibe (deren Mittelpunkt 
im Innern des Dreieckes liegt) abbilden, womit die gewtinschte Ab­
bildung des Polygonbereiches auf eine Kreisscheibe erhalten ist. 
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Durch den posltlven bzw. negativen Umlauf eines Kreises wird 
ein Umlaufssinn in der Ebene erklart; dabei wird jedem anderen 
Kreis ebenfalls sein positiver bzw. negativer Umlauf erteilt. Einem 
Umlaufssinn des Kreises entspricht eine zyklische Ordnung der 
vom Mittelpunkt ausgehenden Strahlen, welche durch die zyklische 
Ordnung von drei beliebigen Strahlen des Biischels eindeutig bestimmt 
ist; dem anderen Umlaufssinn des Kreises entspricht die entgegen­
gesetzte zyklische Ordnung der Strahlen des Biischels. 

Einem Umlaufssinn in der Ebene entspricht eine Indikatrix jedes 
Dreieckes (A B C), d. h. eine zyklische Ordnung seiner Eckpunkte: 

(ABC)=(BCA)=(CAB) bzw. (ACB)=(CBA)=(BAC). 

Man zieht aus einem inneren Punkte des Dreieckes Strahlen durch 
seine Eckpunkte; einem Umlaufssinn der Ebene entspricht dann eine 
zyklische Anordnung dieser Strahlen und umgekehrt ist durch eine 
Indikatrix des Dreieckes eine zyklische Ordnung dieser drei Strahl en, 
und also auch ein Umlaufssinn der Ebene bestimmt. 

Seien (ABC) und (ABD) zwei Dreiecke mit der gemeinsamen 
Kante A B, und sei jedem von ihnen die positive Indikatrix zuge­
ordnet, die also dem positiven Umlaufssinn der Ebene entspricht. 
Wenn die Dreiecke (ABC) und (ABD) auBer AB keinen gemein­
sam en Punkt haben, d. h. wenn die Punkte C und D auf verschiedenen 
Seiten der durch A und B gehenden Ceraden liegen, ist der ge­
meinsamen Kante A B bei dieser Indikatrixbestimmung in den beiden 
Dreiecken die entgegengesetzte Richtung zugeordnet; d. h. die beiden 
Indikatrizes lauten entweder (A B C) und (B A D), oder (B A C) und 
(AB D). Wir nennen solche Indikatrizes der beiden Dreiecke zu­
sammengehorige Indikatrizes. Wenn die beiden Dreiecke (ABC) und 
(AB D) mit der gemeinsamen Kante AB und ohne weitere gemein­
same Punkte zusammengehorige Indikatrizes haben, d. h. solche, bei 
denen die gemeinsame Kante A B in den beiden Dreiecken entgegen. 
gesetzt gerichtet wird, so entsprechen diese Indikatrizes dem gleichen 
Umlaufssinn der Ebene. 

Wir unterziehen die Ebene einer quadratischen Teilung mit der 
Kantenlange e (> 0). Wir nehmen zwei aufeinander senkrechte Ce­
raden, etwa die Achsen x = 0 und y = 0; auf diesen markieren wir 
diePunktex=O, y=±ne, bzw. y=O, x=±ne (n=1,2, ... ), 
und durch jeden dieser Punkte legen wir die der anderen Achse 
paraJIele Cerade. 

Aus dieser quadratischen Teilung (wobei wir etwa e = 1 nehmen), 
bestimmen wir sodann eine Dreiecksteilung der Ebene, indem wir 
jedes Quadrat mit den Eckpunkten (x, y) = (m, n), (m + 1, n), 
(m + 1, n + 1), (m, n + 1) durch die Diagonale (m, n) (m+ 1, n+ 1) 
in zwei Dreiecke zerlegen. Einem Umlaufssinn der Ebene entspricht 
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je eine Indikatrix dieser Dreiecke, so daB dabei zwei benachbarte 
Dreiecke (d. h. solche mit einer gemeinsamen Kante) zusammen­
gehorige Indikatrizes haben. 

Sei eine quadratische Teilung der Ebene gegeben; zerlegen wir 
jedes Quadrat durch seine beiden Mittellinien in vier kongruente Teil· 
quadrate, so entsteht eine neue quadratische Teilung der Ebene, die 
wir als eine Unterteilung der vorigen bezeichnen. Unter einer Folge 
von sukzessiven guadratischen T eilungen der Ebene verstehen wir eine 
solche, bei welcher jede eine Unterteilung der vorangehenden ist oder 
eine Teilfolge einer solchen Folge. 

Seien gl' g2' ... , gn endlich viele Quadrate aus einer quadratischen 
Teilung der Ebene mit der Eigenschaft, daB es zu jedem Quadrat g, 
eine Folge gl = g(l), g(2), ... , g(k) = gi von Quadraten gk gibt, deren 
erstes und letztes Element gl und gi sind, und von denen je zwei 
aufeinander folgende eine gemeinsame Seite haben. Diese Quadrate 
bilden zusammen einen Polygonbereich, zu welchem aIle im 
Innem oder auf dem Rande dieser Quadrate gi liegenden Punkte 
gehoren. Innere Punkte dieses Bereichs sind diejenigen Punkte, die 
im Innem eines Quadrates gi' oder auf der gemeinsamen Seite von 
zwei Quadraten. oder im gemeinsamen Eckpunkt von vier Quadraten 
liegen; urn jeden solchen Punkt gibt es einen Kreis, des sen Inneres 
nur aus inneren Punkten des Polygonbereiches besteht. Die anderen 
Punkte bilden den Rand des Bereiches. Der Rand besteht aus endlich 
vielen Polygonen, :ltO,:ltl , :lt2 , ..• ,:ltk , die aus Seiten der quadraiischen 
Teilung bestehen 1); diese Polygone konnen sich nur in solchen Eck­
punkten treffen, die nur zu zwei Quadraten gi und gj des Bereiches 
gehoren, und zwar zu zwei solchen, die auBer diesem Eckpunkt keinen 
weiteren gemeinsamen Punkt haben. Es gibt unter den Polygonen 
:Ito' :It!' .. ·,:ltk eines, etwa :Ito' derart, daB im AuBern von :Ito kein 
Punkt des Polygonbereiches liegt; :Ito wird alsauf3eres Randpolygon 
des Bereiches bezeichnet. Die anderen Polygone :lt l ,:lt2 , •.. ,:ltk haben 
die Eigenschaft, daB im Innern von :ltz (l = 1, 2, ... , k) kein Punkt des 
Polygonbereiches liegt; diese werden als innere Randpolygone be-

') Sei 1 eine beliebige Randseite des Polygonbereiches, sei P ein End­
punkt von I. Wenn P zu einem, oder zu drei Quadraten, oder zu zwei soJchen 
Quadraten des Polygonbereiches gehort, die eine gemeinsarne Seite haben, 
so gibt es aufier 1 genau eine Randseite, die in P eintrifft. Gehort P zu 
zwei soJchen QUadraten, die nur diesen Eckpunkt gemeinsarn haben, und ge­
horen die beiden anderen zu diesern Eckpunkt stofienden Quadrate der Teilung 
nicht zum Polygonbereich, so nehmen wir als Fortsetzung von I im Punkte 
P diejenige Seite, die mit 1 zum gleichen, nicht zum Polygonbereich gehorigen 
Quadrat der Teilung gehort. 
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zeichnet. 1m gemeinsamen Teil des Innern von no und der AuBeren 
von n1' n 2 , ••• , n k liegen aBe inneren Punkte des Polygonbereiches, 
und umgekehrt ist auch jeder im Zwischengebiet von no und n1' 
n 2 , ••. ,nk liegende Punkt ein innerer Punkt des Polygonbereiches. 

§ 2. Punktmengen 1). 

Unter einer ebenen Punktmenge verstehen wir eine Menge, die 
wenigstens ein Element besitzt, und deren Elemente Punkte der 
Ebene sind. 

Ein Limespunkt der Menge ist ein solcher Punkt der Ebene, 
dessen Umgebung2) immer wenigstens einen Punkt der Menge enthalt; 
ein Grenzpunkt ein solcher, dessen Umgebung immer wenigstens zwei 
Punkte der Menge enthhlt. Ein Punkt der Menge, urn welchen eine 
keinen weiteren Punkt der Menge enthaltende Umgebung existiert, 
heiBt ein isolierter Punkt der Menge. Die Menge der Grenzpunkte 
einer Menge bezeichnen wir als ihre Ableitung. 

Eine Menge heiBt abgeschlossen, wenn sie ihre Ableitung enthalt, 
in sich dicht, wenn sie in ihrer Ableitung enthalten ist, per/ekt, wenn 
sie mit ihrer Ableitung identisch ist. 

Eine Teilmenge Ml der Menge M heiBt relativ zu M abgeschlossen, 
wenn jeder zu M geh6rige Grenzpunkt von Ml zu Ml geh6rt; uberall 
dicht au/ M, wenn jeder Punkt von M Limespunkt von Ml ist. 

Eine Menge M bezeichnen wir als zusammenhangend, wenn sie 
sich nicht in zwei fremde (d. h. keine gemeinsamen Elemente be­
sitzende), relativ zu M abgeschlossene Teilmengen zerlegen laBt. 
(Wir verstehen dabei unter Zerlegung, daB jeder Punkt von M zu 
genau einer von diesen Teilmengen geh6rt.) - Insbesondere ist eine 
abgeschlossene Menge zusammenhangend, wenn sie sich nicht in zwei 
fremde abgeschlossene Teilmengen zerlegen laBt; eine zusammen­
hangende abgeschlossene Menge nennen wir ein Kontinuum; zwei 
Kontinua, die einen gemeinsamen Punkt haben, bilden zusammen ein 
Kontinuum. 

Eine zusammenhangende Menge, die mehr als einen Punkt ent­
halt, ist in sich dicht; sonst hatte sie wenigstens einen isolierten 
Punkt, und also k6nnte man die Menge in zwei relativ abgeschiossene, 
fremde Teilmengen zerlegen, von denen eine dies en einzigen iso· 
lierten Punkt, die andere aile anderen Punkte der Menge enthalt. 
Ein mehr als einen Punkt enthaltendes Kontinuum ist also perfekt. 

1) Hier sei an einige Definitionen und Siitze erinnert, wegen deren aus­
tlihrlicheren Darstellung wir den Leser insbesondere auf HausdortJs Grundztlge 
der Mengenlehre verweisen. 

2) Unter einer Umgebung (e- Umgebung) eines Punktes versteht man das 
Innere eines urn diesen Punkt (mit dem Radius eJ geschlagenen Kreises. 
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Eine Menge heiBt verkettet, wenn es zu jeder POSltl ven Zahl e, 
und zu zwei beliebigen Punkten P und p' der Menge eine sie ver­
bindende e-Kette von M gibt, d. h. eine solche Folge von endlich 
vielen, zur Menge M gehorigen Punkten PI = p, P2"'.' p .. = P', 
daB der Abstand von je zwei aufeinander folgenden Punkten Pi und 
Pi+I kleiner ist als e. Eine zusammenhiingende Menge ist verkettet, 
aber nicht jede verkettete Menge ist zusammenhiingend. Eine be­
schriinkte (d. h. ganz im Endlichen liegende), abgeschlossene, ver­
kettete Menge ist zusammenhiingend, sie ist also ein Kontinuum. 

Eine Menge M heiBt stetig zusammenhiingend, wenn es zu je 
zwei Punkten der Menge M ein sie verbindendes (d. h. sie beide 
enthaltendes) und zu M gehoriges Kontinuum gibt. Ein Kontinuum 
ist stetig zusammenhiingend; jede stetig zusammenhiingende Menge 
ist auch zusammenhiingend, jedoch nicht umgekehrt. 

Ein Punkt der Menge heiBt ein innerer Punkt, wenn es eine 
Umgebung urn diesen Punkt gibt, deren Punkte siimtlich zur Menge 
gehoren_ 

Unter einem Gebiet verstehen wir eine aus lauter inneren Punkten 
bestehende Menge, in der je zwei Punkte durch einen zur Menge 
gehorigen Weg verbunden werden konnen. 

Die nicht zum Gebiet gehorigen Grenzpunkte des Gebietes bilden 
seinen Rand. Jede Umgebung eines beliebigen Randpunktes enthiilt 
sowohl zum Gebiet gehorige Punkte, wie auch solche Punkte der 
Ebene, die nicht zum Gebiet gehoren, und umgekehrt ist auch jeder 
Punkt der Ebene mit dieser Eigenschaft ein Randpunkt des Gebietes. 
Folglich ist der Rand eines Gebietes eine abgeschlossene Punktmenge, 
die ferner in der Ebene nirgends dicht liegt, d. h. die in keiner Kreis­
scheibe der Ebene iiberall dicht ist. (Ahnlich verstehen wir unter 
einer im Gebiet g nirgends dichten Menge eine solche, die in keiner 
in g liegenden Kreisscheibe iiberall dicht ist.) 

Die Restmenge einer Teilmenge MI von M in M besteht aus 
siimtlichen nicht zu MI gehorigen Punkten von M. 1m allgemeinen 
werden wir die Bezeichnung Restmenge im Sinne Restmenge in der 
Ebene anwenden. 

Jede beschriinkte aus unendlich vielen Punkten bestehende Menge 
besitzt wenigstens einen Grenzpunkt (Bolzano-Weierstrapscher Satz). 

Da die Menge beschriinkt ist, konnen wir ein Quadrat qo an· 
geben, das siimtliche Punkte der Menge in seinem Innern enthiilt. 
Das Quadrat qo zerlegen wir durch seine beiden Mittellinien in vier 
Teilquadrate; unter diesen gibt es wenigstens ein solches, welches 
im Innern oder auf dem Rand unendlich viele Punkte der Menge M 
enthiilt; sei qI ein solches. Wir zerlegen qI wieder ebenso in vier 
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kongruente Quadrate, wahlen unter diesen ein solches q2 au 5, welches 
unendlich viele Punkte der Menge enthalt usw. Die so erhaltenen 
Quadrate qo' ql' ... haben die Eigenschaft, daB qi+l in qi enthalten 
ist, und ihre Seitenlangen mit wachsendem Index unter jede positive 
GroBe herabsinken. Es gibt einen Punkt P der Ebene, welcher 
zu jedem Quadrat qi dieser Folge gehort. In einer beliebigen Um· 
gebung dieses Punktes liegt ein Quadrat qi der Folge, welches wie 
gesagt unendlich viele Punkte der Menge enthalt; folglich ist der 
Punkt P ein Grenzpunkt der Menge. -

Eine Menge bezeichnen wir als kompakt, wenn sie entweder 
endlich ist, oder jede unendliche Teilmenge wenigstens einen Grenz­
punkt hat. Wie wir eben gezeigt haben, ist jede beschrankte Menge 
kompakt; umgekehrt ist auch jede kompakte Menge beschrankt. 
Bei einer nicht beschrankten Menge gibt es namlich eine solche 
Folge Pl' P~, ... , daB die Abstande der Punkte Pi von einem festen 
Punkt Po der Ebene monoton liber alle Grenzen wachsen; jeder Kreis 
enthiilt nur eine endliche Anzahl von diesen Punkten, die Folge kann 
daher keinen Grenzpunkt haben. 

Wenn eine beschrankte Punktfolge PI' P2 , •• , einen einzigen 
Grenzpunkt besitzt, sagen wir, daB sie gegen dies en Punkt konver­
giert. Dafiir, daB die Folge PI' P 2 , ••• gegen einen Punkt kon­
vergiert, ist die folgende Bedingung notwendig und hinreichend: zu 
jeder positiven Zahl e gibt es einen Index no' so daB der Abstand 
von je zwei Punkten Pm und p .. der FoIge kleiner ist als e, wenn nur 
die Indizes m und n groBer sind als no (Cauchysches Konvergenzprinzip). 

Sei M I' M 2' ... eine F olge von beschrankten abgeschlossenen M engen, 
deren jede in der vorangehenden enthalten ist. Es gibt wenigstens 
einen Punkt, der zu siimtlichen M engen der F olge gehort. 

Sei namlich PI ein beliebiger Punkt der Menge M I , P'J ein 
beliebiger Punkt von M2 usw. Da jeder Punkt der Folge P l ' 

P'J' ... zu MI gehort, und MI beschrankt ist, so ist diese Folge 
ebenfalls beschrankt; somit gibt es wenigstens einen Punkt der Ebene, 
dessen Umgebung unendlich viele Punkte Pi enthalt; dieser Punkt 
ist Limespunkt von M I , und da MI abgeschlossen ist, zugleich 
ein Punkt von MI' Ebenso folgt, daB derselbe Punkt zu Mi gehort, 
fiir jedes i = 1, 2, .... - Der Durchschnitt der Mengen M I , M 2 , ••. , 

d. h. die Gesamtheit derjenigen Punkte, die zu samtlichen Mengen Mi 
gehoren, ist abgeschlossen; sei namlich Q ein Punkt, dessen Um­
gebung immer wenigstens zwei Punkte des Durchschnittes enthalt; dann 
gibt es fiir jedes i in jeder Umgebung von Q einen von Q ver­
schiedenen Punkt von Mi' so daB Q ein Grenzpunkt von Mi' und 
wegen der Abgeschlossenheit von Mi ein Punkt von Mi ist; Q ge· 
hort folglich zu jeder Menge Mi' also zum Durchschnitt dieser Mellgen. 
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Wenn em Kontinuum K sowohl im Gebiet g wie auch in der 
Restmenge von g wenigstens ie einen Punkt hat, so hat K wenigstens 
einen Punkt mit dem Rand von g gemeinsam. 

Sonst wlirden die im Gebiet g und die in der Restmenge von 
g liegenden Punkte von K zwei fremde abgeschlossene Mengen aus­
machen, da namlich die gemeinsamen Grenzpunkte von g und seiner 
Restmenge durch den Rand von g erschopft sind; diese beiden Teil­
mengen von K ergeben zusammen die ganze Menge K. Das ist 
aber ein Widerspruch gegen die Definition des Kontinuums. 

Die Restmenge einer abgeschlossenen Menge M besteht aus einer 
endlichen oder abziihlbaren Menge von Gebieten, die als die von der 
Menge M bestimmten Gebiete bezeichnet werden. 

Sei P ein beliebiger Punkt der Restmenge; da M abgeschlossen 
ist und P nicht zu M gehort, gibt es auch eine Umgebung von P, 
die keinen Punkt von M enthalt; folglich ist P ein innerer Punkt 
der Restmenge. Die Restmenge von M besteht also aus einer Menge 
von fremden Gebieten; eine Menge von fremden Gebieten ist aber 
notwendig abzahlbar, da jedes dieser Gebiete einen Punkt der liberall 
dichten abzahlbaren Menge der Punkte mit rationalen Koordinaten 
enthaIt. 

§ 3. Abbildungen. 

Eine Abbildung einer Punktmenge Mist erklart durch eine Vor­
schrift, die jedem Punkt P von Meine gewisse, als Bild von P zu 
bezeichnende Punktmenge {P'} zuordnet. Die Vereinigungsmenge 
samtlicher Mengen {P'} , d. h. die Menge der in dies en Mengen {P'} 
enthaltenen Punkte wird als das Bild der Menge M bezeichnet. 

Sei P ein Punkt von M und sei {P'} sein Bild; unter der e­
Umgebung von {P'} verstehen wir die Menge derjenigen Punkte, die 
in den E-Umgebungen der Punkte von {P'} liegen. Wir sagen, daB 
die Abbildung im Punkt P stetig ist, wenn es zu jedem positiven 
E eine solche positive Zahl <5 gibt, daB, wenn ein Punkt Q von M 
in der <5- Umgebung von P liegt, das Bild von Q, d. h. die Menge 
{Q'} in der e-Umgebung von {P'} liegt. Die Abbildung von M heiBt 
stetig, wenn sie in jedem Punkt von M stetig ist. 

1m allgemeinen werden wir sagen, daB eine Folge von Mengen 
M l , M s' ... gegen die Menge M konvergiert, wenn es zu jedem po­
sitiven e einen Index no gibt, derart, daB jede Menge Mn mit einem 
Index n > no in der E- Umgebung der Menge M liegt. In diesem 
Sinne konnen wir die obige Definition fUr die Stetigkeit der Ab­
bildung von Mauch folgendermaBen formulieren: wenn die Punkte 
PI' Ps' .. - von M gegen den Punkt P von M konvergieren, kon-
vergieren ihre Bildmengen {P/} , {P;/} , ___ gegen die Bildmenge 



32 I. Punktmengen. 

{P'} von P, wie auch sonst die Punkte P, PI' P 2 ' ••• III M gewiihlt 
werden. 

Die Abbildung heiBt eindeutig, wenn das Bild eines jeden 
Punktes P von M aus je einem einzigen Punkte besteht. Die Defi· 
nition der Stetigkeit lautet fiir eindeutige Abbildungen: wenn die 
Punkte P l ' P2 ' ••• von M gegen einen Punkt P von M konvergieren, 
konvergieren auch ihre Bildpunkte P/' P2', ••• gegen den Bild· 
punkt P' von P, wie auch sonst die Punkte P, P l ' P 2 ' ..• in M 
gewiihlt werden. 

Die zur gegebenen Abbildung inverse Abbildung entsteht derart, 
daB man jedem Punkt P' der Bildmenge M' die Menge derjenigen 
Punkte P von M zuordnet, deren Bild bei der urspriinglichen Ab· 
bildung den Punkt P' enthiilt. 

Sei t eine Abbildung der Menge M auf eine Menge /1" und s 
eine Abbildung von N auf eine Menge R; indem wir jedem Punkt P 
von M, dem bei t als Bild eine Menge {P'} entspricht, das bei s 
entstehende Bild von {P'} zuordnen, erhalten wir eine Abbildung von M 
auf R, die wir als das Produkt ts der Abbildungen t und s bezeichnen. 

Wenn eine Abbildung und ihre inverse Abbildung beide ein· 
deutig sind, sagt man, daB die Abbildung eineindeutig (oder urn· 
kehrbar eindeutig) ist. 

Eine nebst ihrer Inversen eindeutige und stetige Abbildung bezeich· 
net man nach Brouwer als eine topologische Abbildung. lwei Mengen, 
die topologische Bilder voneinander sind, nennen wir homoomorph. 

Eine eindeutige Funktion ((P) auf der Menge M wird durch 
die spezielle eindeutige Abbildung erkliirt, bei welcher jedem Punkt 
P der Menge eine reelle lahl (( P) zugeordnet wird. Eine eindeutige 
Abbildung einer ebenen Punktmenge M auf eine ebene Punktmenge 
M' kann durch zwei eindeutige Funktionen: 

{
X' = rep) = (x, y), 
y' = g(P) = g(x, y) 

erkliirt werden, wobei (x, y) die Koordinaten des Punktes P von M, 
(x', y') die des Bildpunktes von P bedeuten. 

Wir werden zeigen, daB das eindeutige stelige Bild einer be· 
schriinkten abgeschlossenen Mengel) wieder eine soIche Menge ist. 
lu diesem lweck geniigt es, zu zeigen (s. § 2), daB jede unendliche 
Foige von verschiedenen Punkten der Bildmenge wenigstens einen 
Grenzpunkt besitzt, der auBerdem zur Bildmenge gehort. Sei Pt', P2', ••• 

irgendeine Folge von lauter verschiedenen Bildpunkten, sei Pl' P2 ' .•• 

eine Foige von Punkten der Menge M, so daB der Bildpunkt von 
Pi der Punkt P/ ist. Diese Punkte P l ' P2 ' ••• sind voneinander 

') D. h. ihr Bild bei einer eindeutigen stetigen Abbildung der Menge. 
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verschieden, da es ihre Bilder sind. Sei P", ein Grenzpunkt dieser 
letzteren Folge und sei Pal' Pa., ... eine Teilfolge, die gegen den 
Punkt P'" konvergiert. Dieser Folge P UI ' P a., .. , entspricht bei der 
Abbildung eine Teilfolge Pal' p~., '" der Folge Pt', P'],', ... , we1che 
zufolge der aufgestellten Stetigkeitsbedingung konvergiert, und zwar 
gegen den Bildpunkt P:O von P"" Somit ist erst ens .gezeigt, daB 
die Folge P l ', P'J" ... wenigstens einen Grenzpunkt besitzt, zweitens 
daB jeder Grenzpunkt dieser Folge zum Bild von M gehort. 

Weiter zeigen wir, daB das eindeutige stetige Bild K' eines be­
schrankten Kontinuums K wieder ein beschranktes Kontinuum ist. 
Da wir eben gesehen haben, daB K' eine beschrankte abgeschlossene 
Punktmenge ist, ist noch zu zeigen, daB K' sich nicht in zwei 
fremde abgeschlossene Mengen zerlegen laBt. - Setzen wir voraus, 
K/ und K'J' waren zwei fremde abgeschlossene Teilmengen von K', 
die zusammen K' erschopfen; seien Kl und K'J die ihnen ent­
sprechenden Teilmengen von K. Zufolge der Eindeutigkeit der ge­
gebenen Abbildung miissen Kl und K2 fremd sein, und da sie K 
zusammen erschopfen, konnen sie nicht beide abgeschlossen sein. 
Es gibt also entweder einen zu Kl gehorigen Grenzpunkt von K'J' 
oder umgekehrt. Zufolge der Stetigkeit der Abbildung wiirde es 
dann auch einen Punkt von K/ geben, der Grenzpunkt von K 2', und 
wegen der Abgeschlossenheit von K,,/ zugleich ein Punkt von K,/ 
ist. Aus rliesem Widerspruch folgt die obige Behauptung. - Auf 
die gleiche Weise ergibt sich, daB das eindeutige stetige Bild einer 
zusammenhangenden Menge ebenfalls eine zusammenhangende Menge 
ist. - Das eindeutige stetige Bild einer stetig zusammenhangenden 
Menge ist also gewiB zusammenhangend, es braucht aber nicht stetig 
zusammenhangend zu sein; wenn aber die Menge auBerdem be­
schrankt ist, so ist ihr Bild stetig zusammenhangend (nicht not­
wendig beschrankt), infolge der eben nachgewiesenen Tatsache, daB 
das eindeutige stetige Bild eines beschrankten Kontinuums wieder 
ein beschranktes Kontinuum ist. 

Eine verkettete Menge braucht bei einer topologischen Ab­
bildung nicht in eine verkettete Menge zu iibergehen; sogar wenn 
die ganze Ebene topologisch auf sich selbst abgebildet wird, kann 
dabei eine verkettete Menge in eine nicht verkettete Menge iiber­
gehen. Jedoch geht jede beschrankte verkettete Menge bei einer 
topologischen Abbildung der Ebene auf sich selbst in eine eben· 
solche Menge iiber l ). Die Beweise bzw. Beispiele fUr diese Be­
hauptungen sind leicht zu erbringen. 

1) Betreffend diese letztere Behauptung siehe den unten stehenden Satz, 
laut dessen eine eindeutige stetige Abbildung eines abgeschlossenen Quadrat­
bereiches (welcher siimtIiche Punkte der Menge enthalten solI), gleichmiifiig 
stetig ist. 

v. KHekjart6, Topologie. 3 
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Wir bemerken noch, daB die zu einer eindeutigen stetigen Ab­
bildung einer beschrankten abgeschlossenen Punktmenge inverse Ab­
bildung ebenfalls stetig ist. 

Aus den obigen Bemerkungen werden wir liber eindeutige stetige 
Funktionen einige Folgerungen ziehen. Sei Meine zusammenhangende 
Menge und rep) eine eindeutige stetige Funktion auf M, die in 
einem Punkt P l von M den Wert r(Pl ), und im Punkt P'J von M 
den Wert r(P2 ) annimmt. Das durch diese Funktion rep) in der 
Menge der reellen lahlen entworfene Bild von Mist eine zusammen­
hangende Menge, welche die lahlen r(P l ) und r(P'J) enthalt; folglich 
enthalt sie auch das zwischen diesen beiden lahlen liegende IntervalL 
Anders gesagt, die Funktion rep) nimmt jeden zwischen r(Pl ) und r(P2 } 

liegenden Wert in wenigstens einem Punkt von Man. - Sei ferner M 
eine beschrankte abgeschlossene Menge und rep) eine eindeutige stetige 
Funktion auf M. Das durch rep) vermittelte Bild von Mist eine 
beschrankte abgeschlossene Teilmenge der Menge der reellen lahlen, 
die also eine kleinste lahl a und eine groBte lahl b besitzt; es 
foIgt, daB eine eindeutige stetige Funktion auf e: ner beschrankten 
abgeschlossenen Menge M sowohl ihr Maximum wie auch ihr Mini· 
mum in wenigstens je einem Punkte von M annimmt. 

Sei Meine abgeschlossene Menge und Q ein nicht zu ihr ge­
horiger Punkt. In jedem Punkt von M erklaren wir die Funktion 
rep) gleich dem Abstand PQ. Legen wir urn Q einen hinreichend 
groBen Kreis, der in seinem Innern wenigstens einen Punkt von M 
enthalt, so ist klar, daB rep) auBerhalb dieses Kreises groBere Werte 
hat als in den im Innern dieses Kreises liegenden Punkten von M. 
Sei M' die beschrankte Menge derjenigen Punkte von M, die nicht 
auBerhalb qieses Kreises liegen. Auf M' nimmt die Funktion rep) 
ihren kleinsten Wert d in einem Punkte von M' an; diesen Wert d 
bezeichnen wir als Abstand des Punktes Q von der Menge M. Es 
gibt also einen Punkt P von M, so daB der Abstand PQ (> 0) 
unter allen Punkten von M moglichst klein ist. - Der Abstand ist 
eine stetige Funktion von Q. 

Seien M und N zwei fremde abgeschlossene Mengen, von denen 
eine, etwa N, beschrankt ist. Als Funktion r(Q) erklaren wir in jedem 
Punkt Q von N den Abstand dieses Punktes von der Menge M. Sei 
Q ein solcher Punkt von N, in welchem die Funktion rCQ) ihr Minimum 
annimmt. Diesen kleinsten Wert d bezeichnen wir als Abstand der 
Mengen M und N. Es gibt also einen Punkt P von M und einen 
Punkt Q von N, so daB der Abstand PQ (> 0) moglichst klein ist. 

Ahnlich definieren wir den Durchmesser einer beschriinkten ab­
geschlossenen Punktmenge als den maximalen Abstand zweier 
Punkte der Menge und zeigen, daB es zwei Punkte in dieser Menge 
gibt, deren Abstand dem Durchmesser der Menge gleich ist. 
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Wir beweisen jetzt den folgenden 
Oberdeckungssatz von Heine und Borel: Sei Meine beschriinkte 

abgeschlossene Punktmenge; um ieden Punkt von M sei eine Umgebung 
gegeben. Es gibt eine endliche Anzahl unter diesen Umgebungen von 
der Art, dafJ ieder Punkt von M in wenigstens einer von ihnen 
enthalten ist. 

Setzen wir voraus, die Behauptung ware nicht richtig. Wir 
nehmen ein Quadrat % an, welches samtIiche Punkte der Menge M 
in seinem Innern enthalt. Wir zerlegen qo in vier Teilquadrate, 
durch die beiden MittelIinien von qo; die in diese vier Quadrate 
fallenden Punkte von M, zu denen auch die auf dem Rand des be­
treffenden Quadrates liegenden Punkte von M hinzuzurechnen sind, 
bilden vier Teilmengen von M; ware die Behauptung des Satzes ftir 
jede von diesen vier Tcilmengen von M erftilIt, so wtirde sie auch 
rur die Menge M bestehen; zufolge unserer Annahme gibt es also 
unter den vier Teilquadraten ein solches, daB die Behauptung des 
Satzes rur die in ihm liegende Teilmenge von M nicht besteht. 
Dieses Quadrat ql zerlegen wir wieder in vier kongruente Teilquadrate; 
unter diesen gibt es wieder wenigstens ein solches q2' daB die Be­
hauptung fur die in ihm enthaltene Teilmenge von M nicht erfullt 
ist. Auf diese Weise fortfahrend, bekommen wir eine Folge von 
ineinander enthaltenen Quadraten qo' ql' q'J' ... mit gegen 0 konver­
gierenden Seitenlangen, die folglich einen einzigen gemeinsamen 
Punkt P besitzen. lu einer beliebigen Umgebung von P gibt es 
ein ganz in dicser Umgebung liegendes Quadrat q. der Folge; q. 
enthaIt wenigstens einen Punkt von M, so daB also P ein Grenz­
punkt von M und wegen der Abgeschlossenheit von M zugleich ein 
Punkt von Mist. Die urn dies en Punkt P von M ursprtinglich an­
gegebene Umgebung wtirde dann samtIiche Quadrate der Folge 
qo' ql' q2' ... bis auf endlich viele enthalten; das ist em Wider­
spruch gegen unsere Annahme, woraus die Behauptung des obigen 
Satzes folgt. 

Von diesem Satz machen wir gleich eine Anwendung. Wir er­
kIaren die gleichmiifJige Stetigkeit einer eindeutigen Abbildung folgen­
dermaBen: eine eindeutige Abbildung der Menge M heiBt gleich­
miifJig stetig, wenn es zu jeder positiven lahl e eine positive lahl ,} 
gibt, so daB die Bildpunkte P', Q' von je zwei Punk ten P, Q von 
Meinen Abstand kleiner als e haben, wenn nur der Abstand der 
Punkte P und Q kleiner ist als (). 

Dann gilt der folgende Satz: 
] ede eindeutige stetige Abbildung einer beschriinkten abgeschlossenen 

Menge ist gleichmiifJig stetig. 
Sei e eine beliebige positive lahl; urn jeden Punkt P von M 

bestimmen wir cine Umgebung Up, so daB, wenn Q ein be1iebiger 
::1* 
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Punkt von Up ist, der Abstand der Bildpunkte von P und Q kleiner 

ist als ~. Dann ersetzen wir jede Umgebung Up dureh eme Um­

gebung U;" deren Radius die Hiilfte von dem von Up ist. Naeh dem 
obigen Uberdeekungssatz liiBt sieh eine endliche Anzahl dieser Um­
gebungen angeben, so daB jeder Punkt von M in wenigstens einer 
von ihnen enthalten ist; sei 15 der kleinste von den Radien dieser 
endlieh vielen Umgebungen. Wenn nun Q und R zwei beliebige Punkte 
von M sind, deren Abstand kleiner als 15 ist, so gibt es eine von 
den angegebenen endlieh vielen Umgebung en , etwa Up, die den 
Punkt Q enthiilt; die urn denselben Punkt P bestimmte urspriingliehe 
Umgebung Up enthiilt beide Punkte Q und R, so daB also der Ab­
stand der Bildpunkte von Q und R notwendig kleiner ist als E. 

Wir bespreehen hier noeh die folgenden Hilfssiitze. 

Sei Meine beschrankte, nicht zusammenhiingende, abgeschlossene 
Punktmenge. Es lapt sich ein die Menge M nicht treffendes Polygon n 
bestimmen, welches sowohl in seinem Innern, wie auch in seinem Aupern 
Punkte von M besitzt. 

Da M nieht zusammenhangend ist, liiBt sie sieh in zwei fremde 
abgesehlossene Mengen MI und M2 zerlegen, die zusammen M er­
sehopfen. Die Mengen MI und M2 haben einen positiven Abstand E 

voneinander. Wir unterziehen die Ebene einer quadratisehen Teilung 

mit einer Seitenliinge < l' und heben diejenigen Quadrate heraus, 

die in ihrem Innern oder auf ihrem Rand Punkte von MI besitzen. 
Diese Quadrate bilden einen oder mehrere Polygonbereiehe von 
der Art, daB kein Punkt von M auf dem Rand dieser Polygon­
bereiehe liegt, jeder Punkt von M I innerer Punkt eines solchen 
Polygonbereiehes ist, jeder Polygonbereieh mindestens einen Punkt 
von MI enthiilt, und jeder Punkt von M~ auBerhalb dieser Polygon­
bereiehe liegt. Nehmen wir einen dieser Polygonbereiehe, der 
etwa vom iiuBeren Randpolygon no und von den inneren Rand­
polygonen n l , n 2 , ••• , nn berandet ist. Gibt es im AuBeren von :no 
einen Punkt von M 2 , so ist :no ein solches Polygon; im anderen 
FaIle gibt es wenigstens eines, n k , unter den inneren Randpolygonen. 
welches in seinem Innern Punkte von M2 besitzt; dieses trifft also M 
nieht und besitzt sowohl in seinem Innern, wie aueh in seinem AuBern 
Punkte von M. - Man kann noeh folgendes hinzufiigen: Wenn P 
und Q zwei Punkte von M sind, die nieht zum gleiehen Teilkontinuum 
von M gehoren, d. h. wenn es eine solche Zerlegung von M in zwei 
fremde abgesehlossene Teilmengen MI und M2 gibt, daB P zu M 1 , 

Q zu M2 gehort, so IaBt sieh ein von M fremdes, diese Punkte von­
einander trennendes Polygon :n bestimmen. -
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Der Rand eines von einem beschriinktem Kontinuum K bestimmten 
Gebietes gist ein Kontinuum. 

Wir wissen schon, daB der Rand des Gebietes g eine abge­
schlossene Punktmenge ist, und da sie Teilmenge von Kist, so ist 
sie auch beschrankt. Ware der Rand von g nicht zusammenhangend, 
so konnten wir ein Polygon n bestimmen, so daB n den Rand 
von g nicht trifft, und es sowohl im Innern wie auch im AuBern 
von n Punkte des Randes von g gibt. Es gibt also auch innerhalb 
und auBerhalb von n Punkte des Gebietes g, namlich in einer hin­
reichend kleinen Umgebung eines im Innern bzw. im AuBern von n 

liegenden Randpunktes von g. Verbinden wir einen innerhalb von n 
liegenden Punkt von g mit einem auBerhalb von n liegenden Punkt 
von g durch einen Weg in g, so muB dieser Weg das Polygon n 
treffen. Somit hat n wenigstens einen Punkt in g, und da n den 
Rand von g nicht trifft, so liegt n ganz in g. Also ist n iiberhaupt 
vom Kontinuum K fremd, andererseits gibt es sowohl im Innern 
wie auch im AuBern von n Punkte von K, was den Eigenschaften 
des Kontinuums widerspricht. 

Auf die gleiche Weise ergibt sich der folgende Satz: 
Wenn zwei fremde Gebiete gl und g2 denselben beschriinkten Rand 

haben, so ist dieser ein Kontinuum. 
Sonst konnte man ein den Rand von gl nicht treffendes Poly­

gon n bestimmen, welches in seinem Innern und auch in seinem 
AuBern Punkte des Randes von gl besitzt. Es gibt im Innern und 
auch im AuBern von n wenigstens je einen Punkt von gl; ein Weg, 
der diese beiden Punkte in gl verbindet, trifft n, n hat also wenigstens 
einen Punkt in gl; eben so muB n wenigstens einen Punkt in g2 be­
sitzen; dieser letztere Punkt von n gehort aber zur Restmenge von gl' 
so daB das Polygon n den Rand von gl treffen miil3te, gegen unsere 
Annahme. 

Sei {M} eme Menge von beschriinkten l ) abgeschlossenen Mengen, 
von der Art, daf3 irgendeine endliche A nzahl unter ihnen wenigstens 
einen gemeinsamen Punkt hat. Es gibt wenigstens einen Punkt, der 
zu siimtlichen Mengen von {M} gehort'J). 

Unter der cntgegengesetzten Annahme gabe es zu jedem Punkt P 
einer beliebig, aber fest gewahlten Menge Mo von {M} wenigstens 
eine Menge Mp von {M}, die P nicht enthalt; da M p abgeschlossen 
ist, gibt es ferner eine Umgebung Up von P, die von M p fremd ist. 

1) Es genUgt die Voraussetzung, dan eine Mo unter den Mengen M be­
schriinkt ist, wie man aus dem Beweis ersieht. 

2) Dieser Satz rUhrt von F. Riesz her; s. Atti del IV Congresso inter­
nazionale dei Matematici, Roma 1908, 2, S. 21; den Beweis verdanke ich einer 
miindlichen Mitteilung des Herrn F. Riesz. 
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Auf diese Weise bestimmen wir urn jeden Punkt P von Mo eine 
Umgebung Up. Laut des Oberdeckungssatzes von Heine und Borel 
gibt es eine endliche Anzahl unter dies en Umgebungen, etwa 
U1 , U'J' ... , Un' die samtliche Punkte von Mo enthalten. Diesen 
Umgebungen entsprechen gewisse Mengen M 1 , M OJ , ••• , M", von {M}, 
so daB Mi und Ui fremd sind. Die endlich vielen Mengen Mo' M 1 , 

M OJ , ••• , M", hatten also keinen gemeinsamen Punkt, gegen unsere 
Voraussetzung. - Wie in § 2 ergibt sich, daB der Durchschnitt der 
Mengen Meine abgeschlossene beschrankte Punktmenge ist. -

Als Grenzmenge einer Folge von Mengen wird die Menge der­
jenigen Punkte der Ebene bezeichnet, deren Umgebungen samtlich 
Punkte von unendlich vielen Mengen der Folge enthalten. 

Sei K 1 , K 2 , ••• eine Folge von Kontinua, die siimtlich in einem 
Quadrat q enthalten sind. Gibt es einen Punkt, in dessen Umgebung 
Punkte von allen Mengen K 1 , K 2 , ••• (abgesehen von endlich vielen) 
liegen, so ist die Grenzmenge dieser Folge auch selber ein Kontinuum 1 ). 

Es ist klar, daB die Grenzmenge Kw abgeschlossen und be­
schrankt ist. Ware sie nicht zusammenhangend, so gabe es ein 
Polygon n, welches Kw nicht trifft und sowohl in seinem Innern 
wie auch in seinem A.uBern Punkte von Kw besitzt. Sei P ein 
solcher Punkt von K ru , etwa im Innern von n, in dessen Umgebung 
Punkte von allen Mengen K. (mit Ausnahme von endlich vielen) liegen, 
und sei Q ein auBerhalb von 7l liegender Punkt von Kw. Es gibt dann 
unendlich viele Mengen K al , K a., ••• , die sowohl in einer innerhalb 
von n liegenden Umgebung von P, wie auch in einer auBerhalb 
von 7l liegenden Umgebung von Q Punkte haben, die also das 
Polygon 7l treffen. Auf dem Polygon gibt es somit wenigstens einen 
Punkt, in dessen Umgebung Punkte von unendlich vielen Mengen K. 
liegen, d. h. einen Punkt von K w , im Widerspruch zu unserer Annahme. 

Ein Kontinuum laBt sich laut seiner Definition nicht in zwei 
und folglich auch nicht in endlich viele fremde abgeschlossene Mengen 
zerlegen. Wir werden ferner zeigen: 

Ein Kontinuum za(Jt sich nicht in eine abziihlbare Menge von 
/remden abgeschlossenen M engen zerlegen. 

Sei Ml' M'J' ... eine Folge von abgeschlossenen Teilmengen des 
Kontinuums K, so daB jeder Punkt von K in eine und nur eine von 
diesen Mengen M. eingeht. - Um jeden Punkt von M1 nehmen wir 
eine 81 " Umgebung an; die Menge der in dies en Umgebung en enthaltenen 
Punkte, erweitert durch ihre Grenzpunkte, bezeichnen wir als eine 
(abgeschlossene) 81 "Umgebung V1 von M1 • Wir wahlen 81 (> 0) 

I) Dieser Satz rUhrt von ZOt'etti her. s. Bull. d.1. Soc. Math. d. France, 37 
(1909) S. 116. 
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hinreiehend klein, so daB nieht siimtliehe Punkte von K in VI liegen. 
Wir behaupten, daB es ein so1ches in VI liegendes Teilkontinuum Kl 
von K gibt, welches einen Punkt der Menge M lund aueh einen 
Randpunkt von VI (d. h. einen solchen Punkt von VI' der kein innerer 
Punkt von VI ist) enthiilt. Sei niimlieh PI ein beliebiger Punkt von 
Mp und sei K, die Menge derjenigen Punkte von K, die sieh in 
VI dureh ein Teilkontinuum von K mit PI verbinden lassen, er· 
weitert dureh ihre Grenzpunkte; die so erkliirte Menge K " die ab­
geschlossen ist und in UI liegt, ist verkettet, da namlieh jeder Punkt 
von KI entweder mit PI dureh ein Teilkontinuum von KI verbunden 
ist. oder Grenzpunkt von so1chen Punk ten von KI ist. Es ist nur 
zu zeigen, daB K] wenigstens einen Punkt auf dem Rand von VI 
besitzt. Betraehten wir die Menge KY') derjenigen Punkte von K, 
die in VI dureh eine t5i ·Kette von zu K gehorigen Punkten mit PI 
verbunden sind; dabei sei 151 > 152 > . .. eine gegen 0 konvergierende 
Folge von positiven Zahlen. Die Menge K~i) hat wenigstens einen 
Punkt, dessen Abstand vom Rand von VI kleiner ist als t5i ; sei nam· 
lieh PI' P2 , ••• , p .. eine t5i ·Kette von K, die den Punkt PI mit einem 
auBerhalb von VI liegenden Punkt von K verbindet; wenn P~+1 der 
erste auBerhalb von tJ1 liegende Punkt dieser Kette ist, so ist p .. 
ein solcher Punkt von Kii ). dessen Abstand vom Rand von Ul kleiner ist 
als t5i o Jede Menge Kii +1) ist abgesehlossen und in Kii ) enthalten; der 
Durehsehnitt dieser Mengen Kil ), Ki2 ), ••• ist einerseits mit der oben 
erkliirten Menge Kl identiseh, andererseits hat er beliebig nahe zum 
Rand von VI liegende, und, wegen der Abgesehlossenheit von K 1 , auf 
dem Rand von ill liegende Punkte. 

Sei nun M a. eine von den Mengen Mi' und zwar diejenige mit 
kleinstem Index IX2 , die einen in VI' aber nieht auf M, liegenden 
Punkt des Kontinuums Kl enthalt. Sei M~. die in ill liegende Teil· 
menge von M a. ° Wir wahlen eine Zahl e2 (> 0), die kleiner ist als 
der Abstand der Mengen Mas und Ml + M'J + ... + Ma.- I , und 
nehmen urn M~. eine 82 • U mgebung V~; wir bezeiehnen mit V 2 die 
in VI liegende Teilmenge von u~. Sei dann K2 ein Teilkontinuum 
von K, in V'J' welches einen Punkt von M~. mit einem Randpunkt 
von V~ verbindet, und sei M a. die Menge mit kleinstem Index, die 
einen in V2 liegenden, von Ma. fremden Punkt von K2 enthiilt usw. 
Auf diese Weise fortfahrend, erhalten wir eine Folge von ineinander 
enthaltenen besehriinkten abgesehlossenen Mengen VI' U'2' ... , so 
daB U. keinen Punkt der Mengen M " M", ... , M a ._ l enthalt; dabei . " . 
ist IXi > i. Der Durehsehnitt Oro der Mengen VI' V2 , ••• besitzt sicher 
wenigstens einen Punkt; da ferner jede Menge Vi wenigstens einen 
Punkt von K enthalt, so gibt es eine Folge zu K gehoriger Punkte 
PI' P'J' ... , wobei immer Pi einen in Vi liegenden Punkt von K be· 
deutet, die einen zu Vro gehorigen Limespunkt besitzt. Da K abo 
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geschlossen ist, muB dieser Punkt ebenfalls zu K geh6ren; er kann 
aber zu keiner der Mengen M .. gehoren, da namlich Ui +1 keinen 
Punkt der MengenMI , M'J' ... , Mi' und folglich DO) keinen Punkt 
der Mengen M I , M'J' ... enthalten kann. - Aus diesem Widerspruch 
folgern wir die obige Behauptung. 

§ 4. Abzahlbare Mengen. 
Die Menge der rationalen lahlen, wie auch die der rationalen 

Punkte der Ebene oder des n-dimensionalen Raumes sind abzahlbare 
Mengen, welche auf der Geraden bzw. in der Ebene bzw. im n-dimen­
sionalen Raume tiberall dicht liegen. 

\Vir werden zuerst zeigen, daB aUe linearen abzrihlbaren, iiberaU 
dichten Mengen homoomorph sind, mit anderen Worten, daB je zwei 
solche Mengen sich eineindeutig und beiderseits stetig aufeinander ab­
bilden lassen. - Ftir diese Mengen ist eine nattirliche lineare An­
ordnung durch ihre Lagen auf der Geraden gegeben; wir bestimmen 
also eine die Ordnungsrelationen erhaltende eineindeutige Abbildung 
dieser Mengen aufeinander, dann ist sie zugleich auch beiderseits 
stetig. - Sei R = (rl • r2 , •.. ) die Menge der rationalen lahlen, und 
M = (m1 , m2 , .•• ) eine beliebige andere lineare abzahlbare, tiberall 
dichte Menge. Dem Punkt r l von R lassen wir den Punkt m1 von 
M entsprechen; dem Punkt r 2 den Punkt mao mit kleinstem Index a2 , 

der in bezug auf ml die gleiche Lage hat, wie r 2 in bezug auf r I' 

d. h. ftir den mao > m1 oder mao < m l , je nachdem r2 > r l oder 
r2 < rl ist; dem Punkt rs lassen wir denjenigen Punkt mao mit 
kleinstem Index as entsprechen, der in bezug auf m1 und m2 die­
selben Ordnungsrelationen besitzt, wie ra in bezug auf r l und r2 ; 

und so fahren wir fort. Dabei wird jedem Punkt r i von Rein und 
nur ein Punkt mal von M entsprechen, und zwei verschiedenen 
Punkten von R entsprechen zwei verschiedene Punkte von M. Aber 
auch jedem Punkt m i von M entspricht ein Punkt von R; wenn 
unter den Punkten ml , m a., ... , m Cl" samtliche Punkte ml' m 2 , ••• , m i 

vorkommen, nicht aber mi+l, so laf3t sich eine positive ganze 
lahl 1 derart angeben, daB mi+l = m"u+l ist. Sei namlich ra +). der 
Punkt von R mit klein stem Index, der in bezug auf r l' r'J' ... , r a die­
selben Ordnungsrelationen hat wie mi+l in bezug auf m l , ma., ... , ma ,,: 

diesem Punkt ra +). entspricht dann eben der Punkt mi+l. - Die auf 
diese Weise erhaltene Beziehung zwischen den Punkten von M und R 
stellt eine eineindeutige und die Ordnungsrelationen erhaltende Ab­
bildung dar. DaB die Abbildung auch beiderseits stetig ist, folgt 
daraus, daB bei einer linearen, nattirlich geordneten, tiberall dichten 
Menge M jede Folge von Punkten mI , m2 , .•• mit den Eigenschaften 
m l < m'J < ma··· und m i < mo (i = 1,2, ... ; mo = fest) gegen einen 
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Punkt der Geraden konvergiert (in gewohnlichem Sinne, d. h. die 
Abstande von mi von diesem Punkt konvergieren gegen 0). - Der 
obige Satz und sein Beweis riihren von Cantor her. 

Die so erhaltene Abbildung von R auf M laBt sich auf die ganze 
Gerade eineindeutig und stetig erweitern. Man laBt jedem nicht zu 
R gehorigen Punkt P der Geraden denjenigen Punkt Q der Geraden 
entsprechen, der in bezug auf die Punktc von M die gleichen Ord­
nungsrelationen hat, wie P in bezug auf die entspreehenden Punkte 
von R. So entsteht eine eineindeutige, die Ordnungsrelationen er­
haltende Abbildung der Geraden auf sich selbst, die also auch beider­
seits stetig ist, und die die Menge R in M uberfuhrt. 

Ohne Anderung ergibt die obige Oberlegung auch, daB jede 
abzahlbare in sieh dichte lineare Menge ohne Lucken, d. h. bei der 
jeder Punkt der Menge beiderseitiger Grenzpunkt der Menge ist, der 
Menge der rationalen Zahlen homoomorph ist. 

Sei nun Meine abzahlbare in sieh diehte lineare Menge mit 
Lucken; wir werden sie auf eine Menge ohne Lucken abbilden, 
auf die folgende Weise. Seien ma" ma., '" diejenigen von ihren 
Punkten, die nieht beiderseitige Grenzpunkte der Menge M sind. Sei 
(ma, - E1 , ma, + E1) ein hinreiehend kleines Intervall urn ma" so daB 
etwa das Interval! (mal' ma, + E1) keinen Punkt der Menge M enthalt. 
Sei dann m(1), m(2), ... eine gegen ma, konvergierende Folge von Punkten 
von M in dem Interall (ma, - El' ma,); zwischen je zwei Punkten m(l) 
und m(l+l) wahlen wir einen nicht zu M gehorigen Punkt fJl' Jedem 
Punkt m von M zwischen fJ21 und fJ2l+l lassen wir sein Spiegelbild 
in bezug auf ma" d. h. den Punkt n = 2 ma, - m entsprechen, und 
jeden anderen Punkt von M lassen wir sieh selbst entsprechen; so 
wird eine topologische Abbildung tl von M auf eine zweite Menge 
Ml erklart, bei welcher der Punkt ma, ein beiderseitiger Grenzpunkt 
ist; die nieht beiderseitigen Grenzpunkte von Ml sind nur die Punkte 
m~o' m~., ... , die die Bilder der Punkte mao' ma., . .. sind. - Wir 
erklaren dann ahnlich eine Abbildung t2 von Ml auf eine Menge M 2, 
von welcher der Punkt m~o ein beiderseitiger Grenzpunkt ist; diese 
Abbildung t2 betrifft wieder nur eine E2 - Umgebung von m!. und laBt 
aBe anderen Punkte von Ml ungeandert. Wir fahren auf diese Weise 

fort, und wahlen dabei die Zahlen Ei derart, daB immer Ei < EI:;' 
und zugleich 2 Ei kleiner ist als der Abstand von m~~l von den Punkten 

ma" m!., ... , m!;~l (mi soll das Bild von m bei der Abbildung ti be­
deuten). Sei m ein beliebiger Punkt von M, seien mt, m2, ••• seine 
Bilder bei den Abbildungen tl , t2 , .•. ; diese Punkte konvergieren 
gegen einen Punkt n, den wir als Bild von m bei der eben zu de­
finierenden Abbildung von M auf die Menge N = [n J erklaren. So 
entsteht eine eineindeutige und beiderseits stetige Abbildung der 
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Menge M auf eine Menge N, deren Punkte beiderseitige Grenzpunkte 
der Menge N sind. - Somit haben wir den folgenden von Sierpinski 
herriihrenden Satz: 

J ede abziihlbare in sich dichte lineare Menge ist der Menge der 
rationalen Zahlen homoomorph. 

Wir zeigen weiter nach Borell), daB iede abziihlbare iiberall dichte 
Menge in der Ebene der Menge der rationalen Punkte der Ebene homoo­
morph ist. - Sei M die gegebene Menge und sei R die Menge der 
rational en Punkte der Ebene; wir legen die Geraden durch je zwei 
Punkte m l und m'J von M und ebenso durch je zwei Punkte r l und r 2 

von R, und auf jeder von ihnen eine senkrechte Gerade, so entsteht 
eine abzah!bare Menge von Geraden. Wir konnen also fUr ein neues 
Koordinatensystem (x, y) der Ebene eine so1che Gerade als x-Achse 
wahlen, welche keiner der obigen Geraden parallel ist, und eine auf 
ihr senkrechte Gerade als y.Achse. Dann trifft also jede Gerade 
x = konst. oder y = konst. hochstens je einen Punkt der Mengen M 
und R. Durch das neue Koordinatensystem ist eine solche zweifache 
Ordnung fur die Punkte m von M (und auch fUr die Punkte r von R) 
bestimmt, daB fUr je zwei verschiedene Punkte ml = (Xl' Yl) und 
m2 = (x~l' Y2) eine und nur eine der folgenden vier Relationen besteht 

Xl < XII' Yl < Y'J' 
Xl < X 2 ' Yl > Y2 , 

Xl> XII' Y1 < Y2' 
Xl > XII' Y1 > Y2 • 

Nach dem obigen Verfahren von Cantor }(onnen wir nun eine die 
zweifachen Ordnungsrelationen erhaltende eineindeutige Abbildung von 
R auf M herstellen, welche zugleich beiderseits stetig ist. Seien 
1'l,r2 , ••• bzw. ml , mil' ... die Punkte von R bzw. von M in einer be­
liebigen Reihenfolge. Dem Punkt r 1 von R lassen wir den Punkt 
m l von M entsprechen; dem Punkt r2 denjenigen Punkt mao von M 
mit kleinstem Index a'J' welcher in bezug auf m1 dieselben Ordnungs­
relation en hat, wie rll in bezug auf r1 ; dem Punkt rs denjenigen 
Punkt ma. von M mit kleinstem Index as, der in bezug auf m1 und 
mao dieselben Ordnungsrelationen hat, wie rs in bezug auf r1 und rll ; 

usw. - So erhalten wir eine topologische Abbildung der Menge R 
auf die Menge M. - Ebenso wie oben ergibt sich ferner, daB sich 
diese Abbildung zu einer topologischen Abbildung der ganzen Ebene 
auf sich selbst erweitem laBt. 

Endlich wollen wir noch zeigen, daB iede abziihlbare, in der Ebene 
iiberall dicht liegende Punktmenge einer linearen iiberall dichten ab­
ziihlbaren Menge homoomorph ist. Dieser Satz und sein Beweis wurde 
von Brouwer gegeben. 

') Der Satz und Beweis ist dargestellt bei Brouwer. 
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Wir konnen uns dabei auf den Fall beschranken, daB die be­
trachteten Mengen beschrankt, und in einem Quadrat, bzw. in einem Inter­
vall, in welchem sie liegen, iiberall dicht sind. Man kann ja die unend­
liche Gerade topologisch auf ein offenes Intervall: - 1 < x < 1 abbilden, 

etwa mittels der Formel x' = -1 x'2; und ebenso die unendliche Ebene 
-x 

auf das Innere des Kreises r < 1 etwa durch die Formeln r' = 1':' y9' 

q/ = q; (r, q; = Polarkoordinaten). Indem wir daran erinnern, daB eine 
Kreisscheibe sich topologisch auf einen Quadratbereich abbilden laBt, 
geniigt es noch zu zeigen, daB es eine topologische Abbildung einer im 
Quadrat iiberall dichten abzahlbaren Menge auf eine auf der Strecke (01) 
·iiberall dichte abzahlbare Menge angegeben werden kann. 

Sei also T die Menge derjenigen reellen lahlen t zwischen ° 
und 1, deren unendliche triadische Entwicklung 

tl + t2 + t ="3 32 ... (ti =0,1,2) 

nur endlich viele von 1 verschiedene liffern ti hat. Sei andererseits M 
die Menge derjenigen Punkte (x, y) des Quadrats ° <x < 1, ° < y < 1, deren Koordinaten 

Xl + ~ + x = 3 32 .. . 

Y = ~l + ~; + .. . 
in triadischer Entwicklung nur endlich viele von 1 verschiedene 
liffern Xi bzw. Yi haben. Wie man unmittelbar erkennt, ist die 
Menge T im Intervall (0, 1) und ebenso M im Quadrat iiberall dicht. 
Eine eineindeutige und beiderseits stetige Abbildung von T auf M er­
hiilt man, indem man der lahl 

tl + t2 + t="3 32 ... 

von T den Punkt (x, y) von M mit den Koordinaten: 

tl + ts + t5 + x="3 32 33 ... 

y=t+¥+i~1-+· .. 
zuordnet. -

Es folgt endlich der Satz von Sierpinski in seiner allgemeinen 
Form, namlich, daB je zwei in sich dichte abzahlbare Mengen homoomorph 
sind. Es geniigt, noch zu zeigen, daB jede in sich dichte abzahlbare 
Menge einer linearen Menge homoomorph ist, welche dann natiir­
lich ebenfalls in sich dicht ist. Dies ergibt sich so, daB man zu der 
gegebenen Menge die Menge der rationalen Punkte der Ebene hinzu­
nimmt, die so entstehende, in der Ebene iiberall dichte abzahlbare 
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Menge auf die Menge der rationalen Zahlen eineindeutig und beider­
seits stetig abbildet, wodurch dann auch die gegebene Menge in eine 
lineare Menge ubergeht. 

Die oben fur die Ebene dargestellten Oberlegungen und Ergeb­
nisse sind auch fur beliebig viele Dimensionen gUltig. 

§ 5. Die Struktur der abgeschlossenen Punktmengen. 

In diesem Paragraph en werden wir die Brouwerschen Resultate 
uber die Struktur der abgeschlossenen Mengen darstellen, 

Sei Meine beschrankte, abgeschlossene, ebene Punktmenge. Unter 
einem 5tuck von M verstehen wir ein solches Teilkontinuum von Ai 
(darunter auch einen einzigen Punkt), welches in keinem umfassenderen 
Teilkontinuum von M enthalten ist. 

Sei 51' 52' . .. eine unendliche F olge von lauter verschiedenen 
Stuck en der Menge M; diese F olge konvergiert gegen das Stuck 5 
von M, wenn die Abstande von 5 k und 5 mit wachsendem k gegen 0 
konvergieren. Ein Stuck 5 von M, gegen welches wenigstens eine 
Folge von lauter verschiedenen Stucken der Menge M konvergiert, 
heiBt ein Grenzstuck von M. Die Menge der Stucke 5 von Mist 
ebenfalls kompakt und abgeschlossen wie die Menge der Punkte von 
M selbst. Die Menge (5) der Stucke von M bezeichnen wir als die 
zur Punktmenge M gehi:irige Stiickmenge. 

Unter einem isolierten 5tuck von M verstehen wir ein Stuck 5, 
welches von seiner Restmenge in Meinen positiven Abstand besitzt, 
m. a. W. dessen Restmenge in M abgeschlossen ist. 

Jedes Stuck von Mist entweder Grenzstiick oder isoliertes Stuck. 
Sei namlich 5 ein Stuck von M, welches kein isoliertes Stuck ist, 
dann gibt es zu jeder positiven Zahl e wenigstens ein von 5 ver­
schiedenes Stuck 51' dessen Abstand von 5 kleiner ist als e. Sei 
dl (> 0) der Abstand von 5 und 51; wir wahlen dann ein Stuck 52' 

dessen Abstand kleiner ist als i und auch kleiner als dl usw. Die so 

erhaltene Folge von Stiicken 51' 52' ... konvergiert gegen 5, d.h. 5 
ist ein Grenzstuck von M. 

Unter einer perfekten 5tuckmenge verstehen wir eine solche ab­
geschlossene Stiickmenge, deren Stucke samtlich Grenzstiicke dieser 
Stuckmenge ~ind. 

Der Cantorsche Hauptsatz der Punktmengenlehre lautet: 
Wenn man von einer abgeschlossenen Punktmenge einen isolierten 

Punkt abtrennt, von der Restmenge wieder einen isolierten Punkt ab­
trennt usw. durch die transfiniten Ordnungszahlen, so fuhrt dieses Ver­
fahren nach einer abziihlbaren Anzahl von 5chritten zu Ende. 
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Am Ende bleibt entweder kein Punkt ubrig, dann ist die gegebene 
Menge abziihlbar oder es bleibt eine perfekte Punktmenge ubrig, die 
naturlich als Stuckmenge nicht perfekt zu sein braucht. 

Eine von Schoenflies ausgesprochene und von Brouwer bewiesene 
Verallgemeinerung dieses Satzes ist der folgende Satz: 

Wenn man von einer abgeschlossenen Stuckmenge ein isoliertes 
Stuck abtrennt, dann von der Restmenge wieder ein isoliertes Stuck ab­
trennt usw. durch die transfiniten Ordnungszahlen, so fuhrt dieses Ver­
fahren nach einer abzahlbaren Anzahl von Schritten zu Ende. 

Am Ende bleibt entweder kein Stuck oder eine perfekte Stuck­
menge ubrig, die naturlich auch als Punktmenge perfekt ist. 

Wir beweisen den Satz nach Brouwer folgendermaBen. Sei go 
ein Quadrat, welches die Menge M enthalt; wir zerlegen go in vier 
Teilquadrate durch seine beiden Mittellinien, jedes von diesen ebenso 
in vier Teilquadrate usw. AIle so erhaltenen Quadrate bilden eine 
abzahlbare Menge ft. Sei ftl die ebenfalls abzahlbare Teilmenge von ft, 
die aus samtlichen solchen Quadraten von ft besteht, welche einen 
Punkt von M im Innern oder auf dem Rand enthalten. Der Fort­
las sung eines isolierten Punktes oder Stuckes von M entspricht die 
Fortlassung wenigstens eines Quadrates von ftl' namlich eines solchen, 
welches einen Punkt des fOltgelassenen Stuckes enthalt, und des sen 
doppelte Kantenlange kleiner ist als der Abstand dieses Stuckes von seiner 
Restmenge in M. Vnd da die Menge ftl abzahlbar ist, so ist auch 
die Anzahl dieser Fortlassungen abzahlbar, womit dann sowohl der 
Cantorsche Hauptsatz wie auch seine Schoenfliessche Verallgemeinerung 
bewiesen ist. 

Brouwer formuliert das hiermit bewiesene Resultat noch in einer 
allgemeineren, vieler Anwendungen fahigen Form. Eine Reduktion 
einer. abgeschlossenen Menge ist die Ersetzung dieser Menge durch 
eine abgeschlossene Teilmenge. Eine Folge von abgeschlossenen 
Mengen, deren jede eine Teilmenge der vorangehenden ist, solI eine 
Reduktionsfolge genannt werden, dk Menge der samtlichen Mengen 
der Folge gemeinsamen Punkte sei als Grenzmenge der Reduktions­
folge bezeichnet. Eine Eigenschaft a heiBt induzibel, wenn sie auch 
der Grenzmenge einer Reduktionsfolge zukommt, falls sie fUr deren 
Elemente besteht. Dann folgt aus dem obigen Beweis der folgende 

Reduktionssatz von Brouwer.. Sei Meine abgeschlossene Punkt­
menge, die die induzible Eigenschaft a besitzt; sie kann durch eine 
abzahlbare Anzahl von Reduktionen von einer bestimmten Art (J auf 
eine abgeschlossene Teilmenge Ml reduziert werden,' die die Eigenschaft 
a noch immer besitzt, aber durch iede weitere Reduktion von der Art (J 
diese Eigenschaft verliert. 

Eine von Brouwer gegebene Anwendung dieses Satzes ergibt 
den folgenden, von Janiszewski und M azurkie'wicz bewiesenen Satz. 
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Ein Kontinuum K heiBt irreduzibel zwischen den Punkten A und B, 
wenn K die Punkte A und B enthalt, aber kein Teilkontinuum von 
K existiert, welches beide Punkte A und B enthalt. Der erwahnte 
Satz lautet: 

5ei K em Kontinuum und A und B zwei beliebige Punkte 
von K.. es gibt ein zwischen A und B irreduzibles T eilkontinuum 
Kl von K. 

Ais Eigenschaft a einer Teilmenge von K erklaren wir die Eigen­
schaft, zusammenhangend zu sein und beide Punkte A und B zu ent­
halten. Ais Reduktion von der Art {J erklaren wir die allgemeinste 
Reduktion. Laut des obigen Satzes gibt es also eine abgeschlossene 
Teilmenge Kl von K, die zusammenhangend ist und beide Punkte A 
und B enthalt, die aber keine Teilmenge mit den gleichen Eigen­
schaften besitzt; Kl ist also ein irreduzibles Kontinuum zwischen A 
und B. 

Wir untersuchen jetzt mit Brouwer die Struktur der abgeschlos­
senen Stuckmengen. Sei Meine beschrankte abgeschlossene Punkt­
menge, (5) die zugehorige Stuckmenge. Sei e eine positive Zahl, und 
seien 5 und 5' zwei beliebige Stucke von M. Wir sagen, daB S 
und 5' zu derselben e-KeUe von (5) gehoren, wenn es eine endliche 
Anzahl von Stucken 51 = 5,52 , 53' ... , 5 n = 5' der Menge M gibt, 
von denen 5 und 5' das erste und letzte Element sind, und von 
denen je zwei aufeinander folgende Stucke einen Abstand < e haben_ 
Gibt es zu 5' und 5", und ebenso zu 5" und 5'" eine sie verbindende 
e-Kette von Stucken 5, so bilden diese beiden Ketten zusammen 
eine 5' und 5'" verbindende e-Kette von Stucken 5. Auf diese Weise 
zerfallt die Menge M in eine gewisse endliche Anzahl von e-Ketten, 
von denen je zwei einen Abstand > e haben. - Wenn e1 < e2 ist, 
so hat eine e1-Kette von M mit einer e2-Kette von M entweder 
kein Stuck gemeinsam, oder aber die e1-Kette ist in der e\l-Kette 
enthalten. 

Es ist unmoglich, daB zwei Stucke 5 und S' von M fur jedes 
positive e zur gleichen e-Kette von M gehoren. Sonst gabe es namlich 
fur jedes e > 0 auch eine e-Kette von zu M gehorigen Punkten, die 
einen Punkt von 5 mit einem Punkt von 5' verbindet, es gabe also 
eine verkettete abgeschlossene Menge von Punkten von M, d. h. ein 
Teilkontinuum von M, das 5 und 5' entha1t; dies widerspricht aber 
der Definition des Stuckes. - Foiglich gibt es zu je zwei Stucken S 
und 5' eine Zahl e> 0, so daB 5 und 5' nicht zur gleichen e-Kette 
von M gehoren; insbesondere gibt es eine Zahl e1 > 0, so daB, wenn 
nur M nicht aus einem einzigen Stuck besteht, M in wenigstens zwei 
e1·Ketten zerfiillt. 
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Seien M(l), M(21, ... , M(n) die verschiedenen El-Ketten, in welche 
M zerfallt. Wir wahlen eine Zahl E2 (0 < E'l < E1 ). so daB jede von 
diesen Mengen M(i), die wenigstens zwei Stucke enthalt, in wenigstens 
zwei Ell-Ketten zerfallt; seien M(H), M(i2), ... , M(ir) die Ell-Ketten, in 
welche M(i) zerfhllt. Auf die gleiche 'Weise fahren wir fort; dabei 

wahlen wir die Zahlen Ek kleiner als \, Bei dem k-ten Schritt 
2 

haben wir so1che Mengen M(AIl •... Ak) mit k-gliedrigen oberen Indizes. 
von denen jede eine Ek·Kette bildet, und von denen je zwei einen 
Abstand > Ek voneinander haben. 

Die so erhaltenen Mengen werden wir jetzt auf die folgende 
V,'eise mit unteren Indizes versehen. Die Menge M(l) bezeichnen 
wir mit Mo' die Menge M(2) + M(3) + ... + M(n) mit M 2 ; dann die 
Menge M(2) mit M20' und M(3)+ MW+ ... + M(n) mit M22 usw.;. 
der Menge M (n-l) ordnen wir den n - 1 -gliedrigen Index 22 ... 20 > 

der Menge M(n) den ebenfalls n - l-gliedrigen Index 22 ... 22 zu. 
Wir wiederholen bei jeder der Mengen M(l) = Mo' M(2) = M 20 > 

M(2) = M220' ... , M(n-l) = M 22 •.. 20' M(n) = M 22 ••• 22 dasselbe Ver­
fahren, d. h. wir setzen an die Indexfolge von M(i) diejenigen 
Folgen an, die den Mengen M(H), ..• _, M(ir) zukommen, wenn wir 
dasselbe Verfahren auf M(i) anwenden. Wenn dabei eine Menge 
Mal a •... ak aus einem einzigen Stuck 5 besteht,' erklaren wir die 

Mengen Mal ... akO, Mal ... akOO, ••. als miteinarider und mit M al "' ak 

identisch, dagegen werden die Mengen Mal ... akPIP •... Pr' wo die {J" 
nicht samtlich 0 sind, uberhaupt nicht definiert. 

Diese Mengen Mo' M 2 ; Moo, MM' M20' M 22 ; ••. haben die fol­
genden Eigenschaften: 

1. M o und M2 sind zwei fremde Teilmengen von M, die zu­
sammen M erschopfen. Mal ... akO und Mal ... ak2 sind zwei fremde· 
Teilmengen von M al ... ak , die zusammen M al "' ak erschopfen. 

2. Wenn IXl IX\! • •• eine beliebige Indexfolge ist, gibt es eine 
Folge von Anfangssegmenten IXl IX2 ••• IX"I' IXI IX2 • •• IX"., ••• (VI < v2 < . :. ),. 
so daB die Menge Mala •... ",. aus einer einzigen Ek-Kette besteht 
(E7' -- 0 fur k __ (0). k 

Folglich gibt es zu jedem Stuck 5 von Meine bestimmte un­
endliche Indexfolge IXl IX2 ••• (IX,. = 0, 2), so daB 5 zu jeder der Mengen 
1110.1' Mala., M alasa" •.. gehort, und zu je zwei verschiedenen Stucken 
gehoren zwei verschiedene Indexfolgen. 

Eine Folge von Stucken 51' 52' .. , konvergiert dann und nur 
dann gegen das Stuck 5, wenn das in den' Indexfolgen von 5." und 
5 ubereinstimmende Anfangssegment fur V -- 00 unendlich zunimmt. 

Betrachten wir jetzt die Menge f-l derjenigen reellen Zahlen des 
Intervalls (01), deren triadische Entwicklung nur die Ziffern 0 und 2. 
enthalt; diese ist eine perfekte, auf dem Intervall (01) nirgends dichte 
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Mengel). Wir ordnen jedem Stuck S von M diejenige lahl der 
Menge p. zu, deren triadische Entwicklung nach dem Komma mit 
der Indexfolge von S identisch ist. Auf diese Weise entspricht der 
Stuckmenge (S) eine Teilmenge p.* von p.. Die Beziehung zwischen 
den Stiicken von (S) und den lahlen von p.* ist eineindeutig und auch 
stetig. In der Tat konvergiert eine Folge von lahlen Xl' X~, ..• der 
Menge p. dann und nur dann gegen eine lah! X von ft, wenn das 
in den triadischen Entwick!ungen von X y und X ubereinstimmende 
Anfangssegment fur ,, __ 00 unendlich zunimmt. Einer Folge von 
Stucken Sl' S2' ... , die gegen das Stuck S von M konvergiert, ent­
spricht eine Folge von lahlen, die gegen die dem Stuck S entsprechende 
lahl konvergiert und umgekehrt. 

Wenn (S) eine perfekte Stuckmenge ist, entspricht jeder un· 
endlichen Indexfolge ein und nur ein Stuck S, so daB also das 
Bild von (S) auf dem Interval! (01) mit der ganzen Menge ft identisch 
ist. Wir haben so das Resultat, daB iede beschrankte perfekte Stuck­
menge, insbesondere auch iede beschrankte nirgends zusammenhangende 2) 
perfekte Punktmenge der obigen linearen nirgends dichten perfekten 
Menge homoomorph ist. 

Wir bemerken endlich, daB bei einer beschrankten nirgends zu· 
sammenhangenden abgeschlossenen Punktmenge M die Durchmesser 
der E-Ketten von M mit E unter jede positive GroBe herabsinken. 
Ware namlich E1 > E2 > . .. eine gegen 0 konvergierende Folge von 
positiven lahlen, und P 1 , P 2' . .. eine Folge von Punkten von M, 
von denen jeder von einem Punkt P von Meinen Abstand > d hat 
(d > 0 fest), so daB der Punkt P k mit P durch eine Ek-Kette von M 
verbunden ist, so sei Pro ein Grenzpunkt der Folge PI' P 2 , •.• ; 

P w und P sind dann fur jede positive lahl E durch eine E- Kette von 
M verbunden, so daB es eine verkettete abgeschlossene Teilmenge, 
d. h. ein Teilkontinuum von M gabe, welches beide Punkte P und POI 
(die nicht zusammenfallen konnen, da ihr Abstand nicht kleiner als 
d ist) enthalt. Das ist ein Widerspruch gegen unsere Annahme. -
Aus dem Heine-Borelschen Uberdeckungssatz folgt ferner, daB es zu 
jeder lah! d (> 0) eine lah! E (> 0) gibt, so daB jede E-Kette von 
Meinen Durchmesser < d hat. 

1) Eine konstruktive Herstellungdieser Menge ist die folgende. Man teilt 
das Intervall (0 1) in drei gleicbe Teile und HiLit den mittleren Teil~- < x < ;~ 
fort; dann teilt man wieder jedes der Ubrigbleibenden Intervalle 0::; x ~ !, * ~ x ~ 1 in drei gleicbe Teile und liiLit die mittleren ~. < x <}. ~. < x < ~ 
fort usw. in inf. Was VOI1;l Intervall (0 1) Ubrigbleibt, ist eben die Menge ft 
derjenigen reellen Zahlen zwiscben 0 und 1, deren triadische Entwicklung nur 
aus Ziffern 0 und 2 bestebt. 

2) Wir bezeichnen eine abgeschlossene Menge als nirgends zusammen­
hdngend, wenn sie keinen aus mehr als einem Punkt bestehenden zusammen­
hiingenden Teil besitzt. oder anders gesagt, wenn ihre SWckmenge aus lauter 
einzelnen Punkten besteht. 
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§ 6. Polygonapproximationen. 
Sei Meine beschrankte, abgeschlossene Punktmenge und (5) die 

zugehorige Stiickmenge. Wir setzen voraus, daB jedes Stiick 5 von M 
in der Ebene ein einziges Restgebiet bestimmt. Wir zeigen zunachst, 
daB unter dieser V oraussetzung auch die Restmenge von M aus einem 
einzigen Gebiet besteht. Gesetzt, die Behauptung ware nicht richtig; 
sei also go ein von der Menge M bestimmtes beschranktes Gebiet. 
Der (abgeschlossene) Bereich, der aus dem Gebiet go durch Hinzufiigung 
seines Randes entsteht, bestimmt in der Ebene ein oder mehrere 
Gebiete, sei gao dasjenige unter diesen, welches nicht beschrankt ist. 
Der Rand dieses Gebietes gao ist (nach dem Satz auf S. 37) ein Kon­
tinuum; er ist ferner eine Teilmenge von M, also entweder ein 
Stiick 5 von Moder eine Teilmenge eines Stiickes 5 von M. Dieses 
Stiick 5 bestimmt dann wenigstens zwei Gebiete in der Ebene, gegen 
unsere Annahme. - Daraus folgt insbesondere, daB eine nirgends 
zusammenhangende abgeschlossene Punktmenge in der Ebene ein 
einziges Restgebiet bestimmt. 

lu der Menge M bestimmen wir nun eine sie approximierende 
Polygonfolge. - Dazu dient die folgende,von Runge eingefiihrte 
und seitdem klassisch gewordene Methode, zu einer beliebigen posi­
tiven lahl f Polygonbereiche anzugeben, die die Menge M im Ab­
stand f approximieren: man nimmt eine quadratische Teilung der 

Ebene mit der Seitenlange ;, und nimmt aus ihr samtliche Quadrate, 

die in ihrem Innern oder auf dem Rand einen Punkt von M ent­
halten; diese Qu·adrate bilden zusammen einen oder mehrere solche 
Polygonbereiche, die samtliche Punkte der Menge M enthalten, und 
deren Punkte von der Menge Meinen Abstand < f besitzen. -
Eine andere Art von approximierenden Polygonbereichen entsteht, 
wenn man zu diesen Bereichen noch samtliche anstoBende Quadrate 
der Teilung hinzunimmt; die so entstehenden Polygonbereiche heiBen 
die die Menge M im mittleren Abstand f approximierenden Polygon­
bereiche; sie haben die Eigenschaft, daB jeder zu einem solchen Be-

reich gehorige Punkt einen Abstand < 32E von der Menge M besitzt, 

und andererseits gehort auch jeder Punkt der Ebene, dessen Abstand 

von der Menge M kleiner als i- ist, zu einem von diesen Polygon­
bereichen. 

Wir wahlen nun eine positive lahl fll so daB die Menge M in 
wenigstens zwei f1-Ketten zerfallt, wenn sie nur nicht aus einem ein­
zigen Stiick besteht. Wir unterziehen die Ebene einer quadratischen 

Teilung mit einer Seitenlange < i und heben samtliche Quadrate 

dieser Teilung heraus, die einen Punkt von M in ihrem Innern oder auf 
v. Kerekjart6, Topologie. 4 
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dem Rand enthalten. Diese Quadrate zusammen bilden gewisse Poly­
gonbereiche. Wir modifizieren diese Bereiche derart, daB die ihre 
Rander bildenden Polygone einander nicht treffen. Zwei solche Rand­
polygone konnen sich namlich nur in einem solchen Eckpunkt treffen, 
in we1chem zwei schrag gegenuberliegende Quadrate zu den Bereichen 
gehoren, wiihrend die beiden anderen an dies em Eckpunkt anstoBenden 
Quadrate der Teilung keinen Punkt von M enthalten. Urn diesen Eck­
punkt nehmen wir ein hinreichend kleines Quadrat an, welches in seinem 
Innern und auf dem Rand keinen Punkt von M enthalt, und lassen aus 
den Bereichen die im Innern dieses Quadrates liegenden Punkte fort. 
Durch diese Modifizierung erhalt man solche Polygon be reiche, die von 
einander nicht treffenden Polygonen berandet sind, und deren Punkte 
von der Menge Meinen Abstand < El haben; samtliche Punkte 
von M liegen dabei im Innern dieser Bereiche. 

Nehmen wir einen von diesen Polygonbereichen, der etwa von 
dem auBeren Randpolygon no und von den inneren Randpolygonen 
nl' n 2 , ••• , nr berandet ist. Wir ersetzen ihn durch einen TeiI­
bereich, der von einem einzigen Polygon berandet wird, und welcher 
samtliche in dem ersten Bereich liegende Punkte von M im Innern 
enthalt. Da namlich die Menge M in der Ebene ein einziges Rest­
gebiet bestimmt, konnen wir no mit n1 durch einen M nicht treffen­
den Weg verbinden; wir nehmen einen zwischen no und n 1 liegen­
den, diese beiden Polygone verbindenden Teil dieses Weges und 
bezeichnen ihn mit 1. Dann nehmen wir einen zweiten Weg l' sehr 
nahe bei 1, etwa aus zu den Strecken von 1 parallelen Strecken be­
stehend, so daB 1 und l' zusammen einen von M fremden Teil­
bereich von dem urspriinglichen Polygonbereich abtrennen. Das Innere 
dieses Teilbereiches lassen wir von dem urspriinglichen Polygon­
bereich fort. So entsteht ein anderer Polygonbereich, der ein Rand­
polygon weniger hat als der erste und der samtliche im ersten 
liegende Punkte von M in seinem Innern enthalt. Auf diese Weise 
fortfahrend bekommen wir endlich statt des von den Polygon en Jlo' 
n1 , ... , nr berandeten Polygonbereiches einen solchen, dessen Rand 
aus einem einzigen Polygon besteht. Fur die anderen Polygon­
bereiche verfahren wir ahnlich. Endlich bekommen wir n solche 
Polygone, die wir wieder mit nt' :n2 , ••• ,:n" bezeichnen wollen, 
welche auBerhalb voneinander liegen, in ihrem Innern samtliche Punkte 
von M enthalten, und deren Rand- und innere Punkte von der 
Menge Meinen Abstand < El haben. Diese Polygone bezeichnen 
wlr als Polygone erster Ordnung. 

Wir wahlen jetzt eine positive Zahl E2 (0 < Ell < ~1) so klein, 

daB erstens Ell kleiner ist als der Abstand aer Menge M von den 
Polygonen :n1 , :n2 , ..• , :nn' und daB zweitens die in :n,. liegende Teil-
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menge von M, wenn nur sie aus wenigstens zwei Stueken besteht, 
in wenigstens zwei c2 -Ketten zerfallt, fur jedes v = 1, 2, ... , n. Wir 
unterziehen die Ebene einer quadratisehen Teilung mit einer Seiten-

liinge < ~, und heben diejenigen Quadrate heraus, die einen Punkt 

von M in ihrem Innern oder auf dem Rand enthalten. So entstehen 
endlieh viele Polygonbereiehe, deren jeder im Innern eines Polygons 
erster Ordnung liegt. Mit diesen Bereiehen verfahren wir genau wie 
oben und erhalten aIs Polygone zweiter Ordnung zu bezeiehnende 
Polygone, die auBerhalb voneinander und innerhalb der Polygone 
erster Ordnung liegen, M in ihrem Innern enthaIten und deren Rand­
und inn ere Punkte von der Menge Meinen Abstand < c2 haben. 
Auf die gleiehe Weise fahren wir fort und erhalten eine Folge von 
Polygonen der ersten, zweiten, ... , k-ten Ordnung mit den folgenden 
Eigensehaften: 

1. Die Polygone k-ter Ordnung liegen aIle auBerhalb voneinander 
und im Innern der Polygone k - 1· ter Ordnung. 

2. Jedes Polygon enthiilt wenigstens einen Punkt von M in seinem 
Innern, und siimtliehe Punkte von M sind in den Innern der Poly­
gone k -ter Ordnung enthalten, fur jedes k = 1, 2, .... 

3. Zu einem nieht auf M liegenden Punkt der Ebene gibt es 
eine Zahl k, so daB dieser Punkt auBerhalb der Polygone k-ter Ord­
nung (und also aueh k + h-ter Ordnung, h > 0) liegt. 

Wir bemerken noeh: wenn die im Innern eines Polygons k-ter 
Ordnung liegende Teilmenge von M nieht aus einem einzigen Stuck be­
steht, so gibt es im Innern dieses Polygons k-ter Ordnung wenig­
stens zwei Polygone k + 1- ter Ordnung; insbesondere ist dies immer 
der Fall, wenn die Stuekmenge (5) perfekt ist. - Falls ferner die 
Menge Meine nirgends zusammenhiingende Punktmenge ist, so kon­
vergieren die Durehmesser der Polygone k-ter Ordnung mit waeh­
sendem k gegen 0; das folg! aus der Tatsaehe, daB die c- Ketten 
einer solchen Menge mit c gegen 0 konvergierende Durehmesser 
haben. -

Mit Hilfe der obigen approximierenden Polygonfolge beweisen 
wir nach Antoine den von F. Riesz herriihrenden Salz!), daB durch 
iede beschriinkte, nirgends zusammenhiingende. abgeschlossene Punkt­
menge eine einfache geschlossene Kurve gelegt werden kann. Unter 
einer einfachen geschlossenen Kurve (aueh Jordansche Kurve genannt) 
verstehen wir das topologisehe Bild einer Kreislinie. - Wir nehmen 
zuerst die Polygone erster Ordnung nt' n'J' ... , n .. und auf jedem 
Polygon n k zwei Punkte Ak und B k , und verbinden der Reihe 

') s. C. R. 141, S. 650. 1905. 
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nach die Punkte An und Bt , At und B 2 , ••• , A n- 1 und Bn durch 
im AuBern der Polygone 11k liegende Wege, die einander nicht treffen. 
Zugleich zerlegen wir die Kreislinie k in 2 n gleiche Teile durch die 
Punkte An', B/, At', B'J" ... , A~_l> Bn', die in der angegebenen zy­
klischen Reihenfolge aufeinander folgen, und bilden jeden Weg A" B,,+1 
auf denjenigen Bogen A~B~+1 ab (so daB die Endpunkte mit gleichem 
Namen einander entsprechen), welcher keinen weiteren Punkt A' oder 
B' enthiilt. 1m Innern des Polygons 1l" nehmen wir auf jedem Poly­
gon 11"e (e = 1, 2, ... , r) zweiter Ordnung zwei Punkte A"e und B,,(! 
an, und verbinden der Reihe nach die Punkte A" und B" 1, A" 1 und 
B,,2,"" A",. und B,. miteinander durch einander nicht treffende 
Wege, die innerhalb des Polygons 11" und auBerhalb der Polygone 
zweiter Ordnung verlaufen. Den Kreisbogen A/ B,.' zerlegen wir 
in 2 r + 1 gleiche Teile durch die aufeinanderfolgenden Punkte A,.', B~ 1, 

A~l' B~2' ... , A~r' B/, und bilden jeden Weg A"e B",I}+l (A"o = A", 
B", r+1 = B,,) auf den entsprechenden Kreisbogen A~e B~,e+1 eineindeutig 
und stetig ab, so daB die Endpunkte mit gleichen Namen einander ent­
sprechen. Auf diese Weise fortfahrend erhalten wir eine FoIge von 
Wegen A B, die auf eine auf der Kreislinie k uberall dichte Punktmenge 
eineindeutig und stetig abgebildet wird. Indem wir zu der Menge der auf 
diesen Wegen Iiegenden Punkte ihre siimtIichen Grenzpunkte hinzu­
fugen, bekommen wir eine Menge j, die siimtIiche Punkte von M 
enthiilt. Fur die Menge j erweitert sich die urspriinglich nur fur die 
Wege A B erkliirte Abbildung in eineindeutiger und stetiger Weise, 
indem wir zu jedem Punkt von j, der nicht auf den Wegen AB 
liegt, eine gegen ihn konvergierende Folge von Endpunkten der 
Wege A B bestimmen und den Grenzpunkt der ihnen entsprechenden 
Punkte auf der Kreislinie als Bild dem betreffenden Punkt von j 
entsprechen lassen. DaB auf diese Weise eine topologische AbbiI­
dung der Menge j auf die Kreislinie erhalten wird, ist klar; denn 
sowohl die Wege A B als auch die ihnen entsprechenden Kreis­
bagen A' B' haben bei dem Fortschreiten des Verfahrens unter jede 
positive Grenze herabsinkende Durchmesser. -

Wir werden hier noch eine andere Approximation der Stuck­
menge (5) angeben, die sich an die im vorigen Paragraphen dar­
gestellte Zerlegung der Menge M in die sukzessiven Teilmengen 

Mo' Mil; Moo' MOil' M2~' M 1I2 ; ••• anschlieBt. - Sei also Mo' M2 ; 

Moo, MOil' M'Jo' Mill!; ... eine FoIge von abgeschlossenen Mengen mit 
den folgenden Eigenschaften: 

1. Die Mengen Mo und Ml! sind fremde abgeschlossene Teilmengen 
von M, die M zugleich erschapfen. Die Mengen Mal a • ... a,.O und 

Mal a •... a,,2 sind zwei fremde abgeschlossene Teilmengen von 

Mal'" ... ",.' die zusammen Ma,,,., .. a" erschapfen. Wenn Mala • . ,. a" 
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aus emem einzigen Stuck besteht, so ist Ma a a {J {J p nur 
1 2'" l' 1 2··' f.! 

fur den Fall PI = p'J = ... = Pe = 0 definiert, und zwar ist 

2. Zu jeder unendlichen Indexfolge a1 a'J . .. gibt es eine Folge 
von Anfangssegmenten a1 a'J ... """ a1 a'J ... aV2 , ••• (VI < v'J < ... ), 
so daB Ma,a • ... av aus einer einzigen Ek-Kette besteht (El > E'J > ... -..0). ,. 

Zu dieser Folge von Mengen bestimmen wir eine Folge von Poly-
gonen IIo' IIs; IIoo' IIo'J' II20 , II'J'J; ... mit den folgenden Eigenschaften: 

1. IIa, a •... av 0 und IIa , a • ••• av 2 liegen innerhalb von IIa , a ••.. U v 

und auBerhalb voneinander. 
2. IIa, a •... av enthalt die Menge M a, a •... a" in seinem Innern. 
3. Zu jedem nicht zu M gehorenden Punkt der Ebene gibt es 

einen Index n derart, daB dieser Punkt zu keinem der Polygonbereiche 
IIa, a ••.. a" (v > n) gehort. 

Diese Polygonfolge konstruieren wir mit Hilfe der obigen ap­
proximierenden Polygonfolge. Sei El (> 0) der Abstand von Mo und 
M 2 • Wir nehmen eine quadratische Teilung der Ebene mit einer 

Seitenlange < i. Wir heben diejenigen Quadrate dieser Teilung 

heraus, die einen Punkt von M enthalten. Diese Quadrate bilden gewisse 
Polygonbereiche, von denen keiner zugleich Punkte von Mo und von M'J 
enthalten kann. Diese Polygonbereiche modifizieren wir genau so wie 
oben, und erhalten gewisse Polygone erster Ordnung :nl , n'J' ... , nk und 
:nt', n'J" ... , n(, die auBerhalb voneinander liegen und die folgenden 
Eigenschaften haben: jeder Punkt von Mo ist im Innern eines Poly­
gons ni , jeder Punkt von M'J im Innern eines Polygons n: enthalten; 
jedes Polygon n; (n;') enthalt in seinem Innern wenigstens einen Punkt 
von M; jeder im Innern von n; (n;') oder auf ni (n;') liegende Punkt 
hat einen Abstand < El von der Menge M. 

Wir verbinden die Polygone n 1 und :n'.l' n\l und n 3 , ..• , :nk-l und 
nk durch einander nicht treffende, im AuBern von :nl' ... , nk, n1', ... , n( 
verlaufende Wege ll' l'J' ... , lk-I, dann nehmen wir bei jedem Weg l; 
einen sehr nahe bei ihm verlaufenden Weg l/, so daB die Wege 
ll' l'.l' ... , lk - I, ll', ls', ... , l': _ 1 einander nicht treffen und l/ zusammen 
mit l; ein von den Polygonen ni , n/ fremdes Gebiet im AuBengebiet 
dieser Polygone bestimmt. Nehmen wir diese Gebiete zu den 
Polygonbereichen (n1 ), (n'J)' ... , (n k) hinzu, so entsteht ein von einem ein­
zigen Polygon IIo berandeter Bereich, der samtliche Punkte von Mo in 
seinem Innern, und samtliche Punkte von M'J in seinem AuBern hat. Auf 
die gleiche Weise erweitern wir die Polygonbereiche (nl '), (n2'), ••• , (nz') 
zu einem von einem einzigen Polygon II\l berandeten Bereich. IIo ent· 
halt samtliche Punkte von Mo' TI\l die von M'J' und die Polygone 
IIo und II'.! liegen auBerhalb voneinander. 
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Wir nehmen jetzt die Mengen Moo, M02 und M 20, M 22 , bestimmen 
eine Zahl Ez > 0, so daB Moo und Moz und ebenso M 20 und M zz 
einen Abstand > E2 voneinander haben, und wahlen E2 hinreichend 
klein, so daB jeder Punkt von M von den Polygonen IIo und IIz 
einen Abstand > Ez hat. Dann unterziehen wir die Ebene einer 

quadratischen Teilung mit einer Seitenlange < E~, und heben die­

jenigen Quadrate heraus, die einen Punkt von M enthalten. Die Polygon­
bereiche, die von diesen Quadraten gebildet werden, modifizieren wir 
wie oben, so daB die Polygone zweiter Ordnung n OI ' nOli' ... ' 

nOb n02, ... ; n21 , n Z2 ' ••• ; n~l> n22, ... entstehen, die samtlich auBerhalb 
voneinander liegen und jeden Punkt von M in ihren Innern ent­
halten, und deren innere Punkte einen Abstand < Ell von der Menge M 
haben. Die Polygone no!' nOli' ... , die die Punkte von Moo enthalten, 
erweitern wir zu einem von einem einzigen Polygon IIoo berandeten 
Bereich, und dasselbe machen wir auch mit den anderen Mengen 
M a, a., bzw. den sie umfassenden Polygonen. Die einzige Beschrankung, 
die wir uns bei diesem Verfahren auferlegen, ist, daB wenn eine 
der Mengen Ma, a. im Innern eines einzigen Polygons erster Ordnung 
n. bzw. n.[ liegt, dann die Bereiche, die die Polygone zweiter Ordnung 
zu dem einzigcn Polygonbereich IIa , a. erweitern, im Innern dieses 
Polygons erster Ordnung gewahlt werden sollen. Auf diese Weise fahren 
wir fort. So erhalten wir eine Folge von Polygon en mit den obigen 
Eigenschaften 1., 2., 3. -

Seien M und M' zwei beschrankte abgeschlossene Punktmengen 
seien ferner (5) und (5') die zugehorigen Stuckmengen, von denen 
wir voraussetzen, daB sie homoomorph sind, und daB jedes Stuck 5 
oder 5' nur ein Gebiet in der Ebene bestimmt. Wir bestimmen eine 
Folge von Teilmengen M o' Mo; Moo, M 02 ' MilO' M22 ; ••• von M mit 
den oben angegebenen Eigenschaften 1., 2., etwa nach dem im 
vorigen Paragraphen angegebenen Verfahren. Laut der vorgelegten 
topologischen Beziehung zwischen den Stucken von M und M' ent­
sprechen den Mengen M a, a • ..• ay Teilmengen M~, a • .•. ay von M' mit 
den gleichen Eigenschaften 1. und 2. Nach der eben auseinander­
gesetzten Methode bestimmen wir die Polygonfolgen IIo' IIII; IIoo ' 
IIoII ' IIlIo' II22 ; ••• und IIo', IIII'; IIao , IIo2 , II2o , II~2; ... mit den 
obigen Eigenschaften. Wir erhalten auf diese Weise solche approxi­
mierenden Polygonfolgen, daB die in IIa , a •... ay enthaltene Teilmenge 
von M laut der gegebenen topologischen Beziehung zwischen den 
Stucken 5 und 5' der in II~, a • .•. a y enthaltenen Teilmenge von M' 
entspricht. -

Sei nun Meine beschrankte abgeschlossene Punktmenge, von 
welcher wir nur voraussetzen, daB kein Stuck von M durch ein 
anderes Stuck von M vom Unendlichen getrennt wird. Wir ersetzen 



§ 6. Polygonapproximationen. 55 

jedes Stiick 5 von M durch ein Kominuum, welches aus den Punkten 
von 5 und aus den Punkten der beschrankten Restgebiete von 5 be­
steht. So entsteht eine neue Stiickmenge, fiir welche die obigen 
Betrachtungen giiltig sind. Fur die ursprungliche Menge (5) erhalten 
wir somit das folgende Ergebnis: es laBt sich eine Folge von Polygonen 
IIo' II2,; IIoo ' IIoo ' ll!O' II22 ;··· angeben mit den obigen Eigen­
schaften 1. und 2., femer: 

3'. lu jedem Punkt P, welcher durch kein Stiick 5 vom Unend­
lichen getrennt wird, gibt es eine lahl n, so daB P auBerhalb der 
Polygone II", cr •••• "y (v > n) liegt. -

Wir erwahnen noch einen spater zu gebrauchenden Hilfssatz, 
der sich aus den obigen Betrachtungen leicht ergibt. 

5ei Meine beschrankte, aus lauter isolierten Punk ten bestehende 
Punktmenge, deren Ableitung M' eine nirgends zusammenhangende (ab­
geschlossene) Punktmenge ist; sei N eine andere ebensolche Punktmenge, 
deren Ableitung N' mit M' homoomorph ist, und sei C(. eine topologische 
Abbildung von M' aut N'. Dann lapt sich eine topologische Abbildung 
von M + M' aut N + N' angeben, die aut M' mit C(. ubereinstimmt. 

Nach dem oben (S. 51) bewiesenen Satz von F. Riesz laBt sich eine 
einfache geschlossene Kurve i1 durch die Punkte von M + M' legen. 
Durch die Punkte N + N' legen wir eine solche einfache geschlossene 
Kurve 12' daB die Punkte von N' auf 12 die gleiche zyklische Ordnung 
haben, wie die ihnen laut C(. entsprechenden Punkte von M' auf i1. 1) 
Auf der Kreislinie k1 bzw. k2' deren topologisches Bild 11 bzw. 12 
ist, betrachten wir die Menge, die M + M' bzw. N + N' ent­
spricht; wir bezeichnen sie wieder mit den gleichen leichen. Auf 
k1 nehmen wir ein topologisches Bild von M + M', so daB jeder 
Punkt von M' sich selbst entspricht und die Menge M in eine solche 
Menge Mo ubergeht, daB jeder Punkt von M' auf k1 beiderseitiger 
Grenzpunkt von Mo ist (vgl. § 4); dasselbe mach en wir mit N + N'. 
Sei nun b1 ein solcher Bogen von k1 , dessen Endpunkte beide zu 
M' gehoren, und der bis auf seine Endpunktevon M' fremd ist; 
dem Bogen b1 entspricht ein Bogen b2 von k2' dessen Endpunkte 
die den Endpunkten von b1 laut C(. entsprechenden Punkte von N' 
sind, und der sonst von N' frei ist. Die auf dem Bogen b1 liegen­
den Punkte von Mo + M' lassen wir den auf b2 liegenden Punkten 
von No + N' entsprechen, mit Erhaltung der linearen Ordnungs· 
relationen auf b1 bzw. b2 , so daB dabei in den Punkten von M' (d. h. 

1) Die darin liegende leichte Erweiterung des Rieszschen Satzes ergibt 
sich aus dem oben fUr denselben dargestellten Beweis, indem wir statt der 
daselbst gebrauchten Polygone ;n; die Polygonfolge JIo, II., ... zugrunde legen 
und die auf der vorigen Seite gemachte Bemerkung, betreffend die an eine 
topologische Abbildlmg anschlietienden approximierenden Polygonfolgen, be­
rUcksichtigen. 
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in den Endpunkten von b1 ) die Beziehung mit a tibereinstimmt. Be­
handeln wir aIle Bogen b1 (deren Gesamtheit eine abziihlbare Menge 
bildet) genau so, so bekommen wir eine topologische Abbildung von 
Mo + M' auf No + N', die auf M' mit a iibereinstimmt; dadurch ist 
auch zwischen M + M' und N + N' eine auf M' bzw. N' mit a tiber­
einstimmende topologische Beziehung erhalten. 

§ 7. Die Charakteristiken abgeschlossener Mengen. 

Sei Meine abgeschlossene nirgends zusammenhiingende, be­
schriinkte Punktmenge. Die Menge Moder isolierten Punkte von M 
bezeichnen wir als Adharenz O-ter Ordnung von M. Die Ableitung 
von. M, d. h. die Menge W der Grenzpunkte von M, ergibt zusammen 
mit der Menge Mo die ganze Menge M = Mo + MI. A.hnlicherweise 
bilden wir die Menge MI der isolierten Punkte von MI, die als 
Adhiirenz erster Ordnung und deren Punkte als Punkte erster Ordnung 
von M bezeichnet werden. Auf diese Weise fortfahrend definieren 
wir die Mengen Mn bzw. die Punkte n-ter Ordnung von M, fur 
jede endliche lahl n. - Die Grenzmenge der Ableitungen Ml, W, ... 
erkliiren wir als Ableitung rooter Ordnung von M, wir bezeichnen sie 
mit Mw, ihre Adhiirenz als Adhiirenz rooter Ordnung von M. - Ebenso 
erkliiren wir die Adhiirenz a-ter Odnung ftir jede abziihlbare Ordnungs­
zahl a. - Nach dem in § 5 dargestellten Reduktionssatz von Cantor 
gibt es eine solche kleinste abziihlbare Ordnungszahl a, daB die Ad­
hiirenz a-ter Ordnung von M keinen Punkt besitzt. Entweder bilden 
die Punkte von M, die zu keiner der Adhiirenzen M" (v < a) gehoren, 
eine perfekte Menge AfJ - dies ist dann immer und nur dann der Fall, 
wenn die Menge M nicht abziihlbar ist; oder, wenn M abziihlbar ist, 
so ist die kleinste abziihlbare Ordnungszahl a, ftir welche die Ad­
hiirenz a-ter Ordnung verschwindet, keine LimeszahP), und jeder 
Punkt von M gehort zu einer (und nur zu einer) der Adhii­
renzen M" (v < a). 

Ais Charakteristik der Menge M bezeichnen wir das lahlen­
tripel (a, (J, r), wo a die oben erkliirte kleinste abziihlbare Ordnungs­
zahl bedeutet, fiir we1che die Adhiirenz Ma die Nullmenge ist; {J be­
deutet die Anzahl der Punkte der Adhiirenz a - l-ter Ordnung (sie 
ist endlich oder abziihlbar unendlich), oder wenn a eine Limeszahl 
ist, so bedeutet (J die Miichtigkeit einer abziihlbaren Menge; r ist 0, 
oder die Miichtigkeit c des Kontinuums, je nachdem nach der Ab-

1) Sei namlich "1 < "2 < ... eine gegen IX konvergierende Folge von ab­
ziihlbaren Ordnungszahlen; die abgeschlossenen MeDgen M"l, M"., ... , von 
denen jede eine Teilmenge der vorangehenden ist, haben wenigstens einen 
gemeiDsamen Punkt. welcher also zugleich ein Punkt von M" ist. 
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trennung samtliche Adharenzen kein Punkt von Moder eine perfekte 
Menge ubrigbleibt. 

Seien M und N zwei abgeschlossene, nirgends zusammen­
hang en de beschrankte Punktmengen. Wenn zwischen den Punkten 
von M und N eine eineindeutige stetige Beziehung besteht, so ent­
sprechen dabei die Punkte v-ter Ordnung von M den Punkten v-ter 
Ordnung von N fur jede abzahlbare Ordnungszahl v; ferner entspricht 
dem perfekten Kern von M, der nach der Abspaltung der Adharenzen 
ubrigbleibt, der perfekte Kern von N. Die beiden Mengen M und N 
haben also gleiche Charakteristiken. - Wenn die Charakteristik 
(a, p, r) = (a, n, 0) oder (0,0, c) ist, d. h. wenn die Menge M ab­
zahlbar oder perfekt ist, so besteht von dieser Behauptung auch 
die Umkehrung, namlich daB in diesen beiden Fallen fur die 
Homoomorphie der Mengen M und N die Ubereinstimmung ihrer 
Charakteristiken auch hinreichend ist. In anderen Fallen bildet aber 
die Gesamtheit der zur gleichen Charakteristik gehorigen, topologisch 
verschiedenen Punktmengen eine Menge von der Machtigkeit des 
Kontinuums. 

Wir wollen nur zeigen, daB die Menge der topologisch verschie· 
denen nirgends zusammenhangenden abgeschlossenen Punktmengen 
die Machtigkeit c des Kontinuums besitzt. Man kann leicht Mengen 
M angeben, bei denen die n-te Adharenz von M auf dem perfekten 
Kern MQ von Meinen solchen Grenzpunkt besitzt, der fUr die 
Adharenzen M~ (v> n) kein Grenzpunkt ist; wir bezeichnen ihn als 
einen eigenen Grenzpunkt von Mn auf MQ. Ahnlich konnen wir 
jedem dyadischen Bruch t = 0, tl t'J • •. eine solche Menge M zu­
ordnen, deren n-te Adharenz (n = endliche Zahl) auf dem perfekten 
Kern von Meinen eigenen Grenzpunkt besitzt, oder nicht, je nach­
dem tn = 1 oder 0 ist 1). Die Mengen, die auf diese Weise den 

1) Auf dem Intervall 0 ~ y ~ 1 konnen wir eine abzahIbare Menge Mn an­
geben, deren n-te Ableitung aus dem einzigen Punkt y=O bestehtj als M1 
nehmen wir die Menge: 

M2 sei die Menge: 

1 

2"'1 

1 1 -+-
2"'1 2"'-

im allgemeinen sei M n die Menge: 

(ml = 1, 2, ... )j 

1 1 1 -+-+ ... +- (m1 <m2 <···<mR )· 

2 m1 2m• 2"' .. 

Sei nun t = 0, tl t2 . .. eine beliebige reelle Zahl zwischen 0 und 1 in dyad i­
scher Entwicklung. Nehmen wir eine Menge M, die aus der Menge Mo der 
Zahlen des Intervalls 0 ~ x ~ 1, deren triadische Entwicklung nur die Ziffern 
o und 2 enthalt, derart ent~eht, dati wir auf der Strecke 
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verschiedenen dyadischen Briichen t entsprechen, sind samtlich von­
einander topologisch verschieden, und folglich bilden sie eine Teil­
menge von der Machtigkeit des Kontinuums der Gesamtheit von samt­
lichen topologisch verschiedenen nirgends zusammenhangenden ab­
geschlossenen Mengen. 

Andererseits hat die Menge samtlicher abgeschlossener ebener 
Punktmengen die Machtigkeit des Kontinuums, nach einem Satze von 
F. Bernstein. Wir werden hier nur noch zeigen, daB sie Teilmenge 
einer Menge von der Machtigkeit des Kontinuums ist. - Jede ab­
geschlossene Menge laBt sich als Ableitung einer abzahlbaren Menge 
darstelIen; wir wahlen namlich eine Folge von sukzessiven quadrati­
schen Teilungen der Ebene und heben aus jeder Teilung diejenigen 
(endlich oder abzahlbar unendlich vielen) Quadrate heraus, die Punkte 
der Menge M enthalten; diese Quadrate ordnen wir in eine gewohn­
liche Folge. Dann nehmen wir in jedem von diesen Quadraten der 
Reihe nach je einen von den bereits gewahlten verschiedenen Punkt 
und erhalten so eine abzahlbare Menge, deren Ableitung mit M 
identisch ist. Die Gesamtheit der abgeschlossenen Mengen ist somit 
aquivalent einer Teilmenge der Menge der abzahlbaren Mengen. Letz­
tere hat die Machtigkeit cHo = c, da sie als Belegungl) einer abzahl­
baren Menge mit den Elementen einer Menge von der Machtigkeit c 
des Kontinuums (namlich mit den Punkten der Ebene) entsteht. Nach 
dem Bernsteinschen Aquivalenzsatz 2) folgt endlich die obige Behauptung, 
namlich, daB die Menge der topologisch verschiedenen nirgends zu­
sammenhangenden abgeschlossenen Punktmengen die M achtigkeit des 
Kontinuums besitzt. 

die Menge Mn anbringen, oder nicht, je nachde.m tn = 1 bzw. 0 ist, und diese 
Mengen Mn zu Mo hinzunehmen. 

') Siehe Schoenflies, Bericht I, S. 13 und 58, und Hausdorff: GrundzUge 
S. 37 und 67. 

2) Der Bernsteinsche Aquivalenzsatz lautet: Wenn eine Menge M mit 
einer Teilmenge N' der Menge N, und N mit einer Teilmenge M' von M 
gleiche Miichtigkeit hat, so haben die Mengen M und N gleiche Machtigkeit. 
Siehe Schoen flies, Bericht I, und Hausdorff, GrundzUge S. 48. 



Zweiter Abschnitt. 

Kurven. 

§ 1. Der Jordansche Kurvensatz. 
Als eine einfache geschlossene Kurve (oder Jordansche Kurve) 

wird das topologische Bild einer Kreislinie bezeichnet. Wir setzen 
hier voraus, daB sie in der Ebene liegt, dann konnen wir sie durch 
zwei eindeutige stetige Funktionen eines Parameters t (0 < t < 1) 
ausdriicken: 

x=x(t), 
y=y(t), 

wobei gleichzeitig x(t) = x (t') und y(t) = y(t'), fur t < t', dann und 
nur dann besteht, wenn t = 0, t' = 1 ist. - Vnter einem einfachen 
Bogen verstehen wir das topologische Bild eines abgeschlossenen 
Intervalls, unter End- bzw. inneren Punkten des Bogens die Bilder der 
End· bzw. inneren Punkte des Intervalls. 

Der grundlegende Satz von Jordan besagt, daB eine einfache ge­
schlossene Kurve in der Ebene zwei Gebiete bestimmt, deren gemein­
samen Rand sie bildet. 

Wir bringen hier einen Beweis dieses Satzes, aus dem sich auch 
die weiterhin zu nennenden Zusatze ergeben. 

Sei i' ein Kreis, i ein topologisches Bild von l' in der Ebene. 
Da i beschrankt ist, konnen wir ein hinreichend groBes Quadrat q 
angeben, welches i in seinem Innern enthalt. Einen Punkt R des 
Quadrates q verbinden wir mit einem Punkte von i durch eine Strecke 
und nehmen von R aus ihren ersten auf i liegenden Punkt U; die. 
Strecke R U bezeichnen wir mit l. Sei U' der U entsprechende 
Punkt von i', und seien Pi, P~, Q{, Q~ beliebige Punkte auf i', die 
mit U' zusammen die zyklische Ordnung (PL P~, QL U', Q0 bilden. 
Die abgeschlossenen Kreisbogen P{ P;, P~ Qi, Q{ Q~, Q2 P{ bezeichnen 
wir mit cL di, c~, d~; die entsprechenden Bilder auf i mit den gleichen 
Buchstaben ohne Strich. 

Weil d: und d2 keinen gemeinsamen Punkt haben, sind auch 
ihre Bilder, die Bogen dl und d2 fremd, da sie ferner abge· 
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schlossene beschriinkte Mengen sind, so haben sie einen nicht ver­
schwindenden Abstand; ebenso die beiden Mengen c1 und cll + l; 
sei ~ (> 0) der kleinere von diesen beiden Abstiinden. Das Quadrat q 
zerlegen wir durch sukzessive Seitenhalbierungen in Teilquadrate mit 

einer Seitenliinge < ~; wir konnen dabei voraussetzen, daB PI und PII 

im Innern je eines so1chen Quadrates :n1 bzw. :nil liegen. :n1 und:nll 

sind voneinander fremd, ferner kann :n1 die Menge d1 + c2 + l 
und :nil die Menge d2 + cll + l nicht treffen (s. Fig. 3). Die Menge 

Fig. 3. 

derjenigen Punkte von c1 bzw. d1 bzw. dll , die nicht zum Innern 
von :n1 oder von :nil gehoren, bezeichnen wir mit cf bzw. di bzw. d~. 
Da c1 und d1 nur den einzigen Punkt P \I gemeinsam haben, so sind 
die Mengen cf und df voneinander fremd, ebenso auch die Mengen e1 
lind d:; folglich haben die (abgeschlossenen) Mengen ef und df + d: 
einen Abstand ~* > O. Wir nehmen eine Unterteilung der obigen qua-

dratischen Teilung, mit einer Seitenliinge < ~, und ft sei die Menge 

derjenigen Quadrate, die einen Punkt von cf im Innern oder auf dem 
Rand haben; diese Quadrate sind von di + d: + cII + l, also auch 
von d1 + dll + ell + l frei. Sie bilden zusammen mit :n1 und :nil 
einen Polygonbereich, dessen iiuBerer Rand von einem Polygon II 
gebildet wird. 
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Das Polygon II enthalt den Bogen c1 in seinem Innern; ferner 
liegt cg im AuBern von II, da namlich das Kontinuum c2 + 1 von 
II frei ist und einen Punkt R auBerhalb von II hat. Wir werden 
zeigen, daB II sich in vier solche Wege u1 + VI + u!I + VII zerlegen 
laBt, von denen u1 und u!I von i, VI von d1 , und Vg von dg frei ist. 
Zu dies em Zweck geniigt es einzusehen, daB es auf II genau zwei 
Wege u1 und u ll gibt, die :n1 mit :nil verbinden. Zuerst ist es klar, 
daB :nl (und ebenso :nil) wenigstens einen Punkt auf n besitzt; denn 
derjenige zusammenhangende Teil von d;, der den Punkt QII enthalt, 
liegt im AuBern von II und besitzt einen Grenzpunkt auf :n1 . -

Wir gehen nun von einem zu :n1 gehorigen Punkte C von II in einer 
Richtung auf II bis zum erst en zu :nil gehorigen Punkt A, dann von 
diesem Punkt in der umgekehrten Richtung bis zum ersten Punkte B 
von :n1 ; so bekommen wir einen Weg A B = u1 ' der einen Endpunkt 
auf :n1 , den anderen auf :ng hat, sonst aber weder :nl noch :ng trifft. 
Vom Punkte C in der anderen Richtung ausgehend, bekommen 
wir einen anderen ebensolchen Weg DE = u2 von II. Den' Weg 
BCD von II bezeichnen wir mit VI' und denjenigen Weg AE von 
II, der den Punkt C nicht enthaIt, mit VII (s. Fig. 4). v'.! enthalt 

I 
A 

~ r5 

E .1Cz 

l 

[/,f 

[/,2 

Fig. 4. 

I 

.n:., 

B 

q. c 
0 

keinen Punkt von :ltl ; die Strecke A E = 0 bildet namlich zusammen 
mit u l + VI + u ll ein Polygon, in dessen AuBerem VII liegt, da 0 im 
Innern von II = Vg + (ul + VI + u2) liegt (s. Satz III, in I § 1); an· 
dererseits Iiegen die von VI verschiedenen Punkte von :n1 innerhalb 
des Polygons u1 + VI + ug + 0; folglich kann Vg das Polygon :n1 

nicht treffen. 
Wir haben also ein Polygon II = u l + VI + ug + v2 mit den 

folgenden Eigenschaften: cl liegt innerhalb, cg auBerhalb von II; die 
beiden Wege u l und ug von II sind von i frei, der Weg VI ist von 
dl , und Vg von d'J frei. 

Sei Ml ein Punkt von Up und Mil ein Punkt von u 2 . Wir be· 
haupten, daB jeder Weg 'W, der Ml und M'J verbindet, die Kurve i 
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trifft. - Gesetzt, dies ware nicht der Fall; sei also W ein i nicht 
treffender Weg, der M 1 und M 2 verbindet; die beiden Wege M 1 M 2 

und M2 M1 von II bezeichnen wir mit WI und w'3' Dann werden c1 

und c2 voneinander entweder durch w1 + W oder durch w'3 + W ge· 
trennt; sei namlich C1 bzw. C2 je ein Punkt von c1 bzw. von c~1' 

w/ und w2' je ein die Punkte C1 und C2 verbindender Weg, von 
denen w1' von w2 + w, und w2' von w1 + w frei ist. Wir· konnen 
voraussetzen, daB WI' und w2' nur die beiden Punkte C1 und C2 ge­
meinsam haben, also zusammen ein Polygon bilden 1), welches laut 
der Voraussetzung w nicht trifft. Nach Satz IV in I § 1 folgt aber, 
daB von den beiden Punkten Ml und M'3 einer im Innern. der andere 
im AuBern von w/ + w2' liegt, es ist also unmoglich, daB der die 
Punkte Ml und M2 verbindende Weg w die Wege WI' und w2' nicht 
trifft. - Seien also c1 und c2 etwa durch w1 + w voneinander ge­
trennt. Das Kontinuum c1 + d1 + c2 trifft die Wege w1 und w nicht, 
folglich konnen seine beiden Punkte C1 und C2 nicht durch w1 + w 
voneinander getrennt werden. - Aus dies em Widerspruch ergibt sich 
die Unmoglichkeit der obigen Annahme, namlich daB w die Kurve i 
nicht trifft. 

Wir bemerken gleich. daB man fUr c1 einen beliebigen Bogen 
von i in einer beliebig kleinen Umgebung eines willkiirlichen Punktes 
von i wahlen und dann die Konstruktion des Polygons II derart aus­
fuhren kann, daB es ebenfalls in einer beliebigen Umgebung dieses 
Punktes liegt. So haben wir also den folgenden Satz: 

I. Eine einfache geschlossene Kurve bestimmt in der Ebene wenig­
stens zwei Gebiete, und jede Umgebung eines beliebigen seiner Punkte 
enthiilt zu zwei verschiedenen Gebieten gehOrige Punkte. 

Wir werden ferner zeigen, daB i hochstens zwei Gebiete be­
stimmt, oder, was dasselbe ist, daB i hochstens ein einziges beschranktes 
Gebiet bestimmt. Seien l1 und l2 zwei parallele, vom Quadrat q nach 
den Punkten U1 und U2 von i fiihrende Strecken, die i sonst nicht 
treffen. Seien ferner Ml und M2 zwei beliebige, yom Unendlichen 
durch i getrennte Punkte; wir werden zeigen, daB sie sich durch 
einen i nicht treffenden Weg verbinden lassen. Zu diesem Zwecke legen 
wir durch M1 und M'J zwei parallele Strecken hI = S1 T1 und h'J = S2 T 2 , 

deren Endpunkte auf i liegen, die sonst aber i nicht treffen (s. Fig. 5). 

Wir werden voraussetzen, daB jeder der beiden Bogen U;U2 und 

1) Sonst nehmen wir von C1 aus den ersten auf w1 liegenden Punkt von 
wt' und von dort zurlickkehrend den ersten auf w/ liegenden Punkt D, von wl '; 

diesen Punkt Di nehmen wir statt des Punktes C1 ; ebenso ersetzen wir den 
Punkt C. durch einen Punkt D. und die Wege wt' und w; durch die Wege 
w l ", w/', die Teile von Wi' bzw. w.' sind, die Punkte Di und D2 verbinden 
und sich sonst nicht treffen. FUr diese gilt dann die im Text gegebene Ober­
legung. 
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U;Ul von i wenigstens je einen von den Punkten SI' T l , S2' T2 
enthiilt 1). Wir konnen also vier Bogen c1' d1 , cil' d2 von i, wie oben, 
bestimmen, mit der Bedingung, daB cl und c2 je einen Punkt der 
Paare (U1' U2 ), (S1' T 1 ) und (S2' T 2 ) enthalten. Wir konstruieren 
dann wieder ein Polygon n, welches c1 im Innern, c2 im A.uBern 
hat, und sich in zwei solche Wege WI + w2 zerlegen HiBt, von denen 

Fig. 5. 

WI von dl und w2 von d2 fremd ist. Ferner setzen wir voraus, daB 
n mit den Wegen 11 , hI' h2 nur je einen gemeinsamen Punkt LI 
bzw. HI bzw. H2 hat; dies ist durch eine leichte Modifizierung der 
obigen Konstruktion zu erreichen 2). 

1) Ware dies nieht der Fall, lagen also alle vier Punkte auf demselben 

Bogen U1 U 2 , so wahlen wir in der Nahe eines Punktes von U;U1 einen vom 
Unendliehen getrennteq Hilfspunkt M3 und zwei Streeken M3531 M3 TSI deren 

Endpunkte auf U;D1 liegen; flir Ml und Mal und ebenso fUr M2 und M3 er­
gibt dann der Beweis des Textes I dati sie zum gleiehen Gebiet gehoren, also 
folgt dasselbe aueh flir M1 und M 2 • 

2) Wir nebmen eine erste quadratisehe Teilung und heben von ihr die 
funf Quadrate heraus, welche die Punkte PI I P2 • 51' 52' U 1 enthalten; die Ubrig­
bleibenden Punkte von cl haben von den Ubrigbleibenden Teilen von d l , de, 11' hi, h. 
einen positiven Abstand; das Viertel des kleinsten von diesen Abstanden ist 
als Seitenlange der zweiten quadratisehen Teilung zu wahlen. 
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Wir zerlegen das Polygon II wieder in vier Wege u1 + VI + u2 + v'l' 
so daB VI von dl , und vjI von d'l fremd sei, ferner u1 und Us die 
Kurve i nicht treffen, abgesehen von ihren Endpunkten, die auf i 
liegen sollen. - Wir werden zunachst zeigen, daB keiner von den 
Punkten HI' H 2 , LI auf dem Weg VI oder v'J liegen kann. Setzen 
wir voraus, daB etwa HI auf dem Weg VI liegt; sei 'IJ) derjenige, den 
Punkt HI enthaltende Weg von VI' dessen Endpunkte beide auf i, 
also auf dg liegen, welcher aber keinen weiteren Punkt mit i ge­
meinsam hat. Der durch die Endpunkte von 'IJ) bestimmte Teilbogen 
(1 von d2 bildet zusammen mit 'IJ) eine einfache geschlossene Kurve 
or = a + 'IJ). Nach Satz I bestimmt or wenigstens zwei Gebiete und 
enthalt jede Umgebung eines beliebigen Punktes von or zu zwei ver­
schiedenen Gebieten gehorige Punkte. Wendet man dies auf den 
Punkt HI von or an, und nimmt man zwei Punkte HI' und Ht von 

TlJ 

Fig. 6. 

welches weder den Weg 'IJ) noch a 
folgern wir die obige Behauptung. 

hI (s. Fig. 6), die in einer hin­
reichend kleinen Umgebung von 
HI und auf verschiedenen Seiten 
des Weges 'IJ) liegen (d. h. einer 
von diesen im Innern, der andere 
im AuBern von II liegt), dann 
werden also diese beiden Punkte 
durch die Kurve or = a + 'IJ) von­
einander getrennt. Andererseits 
hat man aber ein Kontinuum, 
das aus den Strecken H 1'T1 , 

Ht" SI' und aus dem Bogen 
c1 + dl + c'J von i besteht, und 

trifft. - Aus diesem Widerspruch 

Die drei Punkte HI' H 2 , Lt liegen also auf den beiden Wegen 
u1 und u2 ; und da wir vorausgesetzt haben, daB M t und MjI' also 
auch HI und HjI vom Unendlichen durch i getrennt werden, konnen 
die Punkte HI und L t , oder HjI und Ll nicht auf demselben Weg 
u 1 oder u'J liegen. Die beiden Punkte H t und H'l liegen also auf dem­
selben Weg, etwa auf u1 ' und also bildet der Weg (MlhtHIUlH'lh2M'J) 
einen von i freien, MI und M2 verbindenden Weg. 

Wir haben somit den folgenden Satz: 
II. Eine einfache geschlossene Kurve bestimmt in der Ebene hOchstens 

ein einziges beschranktes Gebiet. 
Aus den Satzen I und II ergibt sich, daB i genau zwei Gebiete 

bestimmt, und da nach I jede Umgebung eines beliebigen Punktes 
von i zu verschiedenen Gebieten gehorige Punkte enthalt, folgt also, 
daB jeder Punkt von i Grenzpunkt von beiden Gebieten ist. Somit 
haben wir den folgenden Satz bewiesen: 
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III. Jordanscher Kurvensatz: Eine ein/ache geschlossene Kurve 
bestimmt in der Ebene zwei Gebiete, und ist mit dem Rand jedes dieser 
Gebiete identisch. 

Das von der Kurve i bestimmte beschrankte bzw. unbeschrankte 
Gebiet bezeichnen wir als Inneres bzw. Auf3eres der Kurve i. 

Aus dem obigen Beweis ergeben sich zugleich die folgenden von 
Schoen/lies herruhrenden Erweiterungen des J ordanschen Kurvensatzes. 
- 1m allgemeinen sagen wir von einem Randpunkt P eines Gebietes g, 
daB er in g erreichbar ist, wenn ein in g liegender Streckenzug 1) 
S = Sl + S2 + ... existiert, dessen Eckpunkte gegen den Punkt P kon­
vergieren. Dann gilt der foIgende Satz: 

IV. Jeder Punkt einer einlachen geschlossenen Kurve ist sowohl 
im Inneren, wie auch im Auf3eren der Kurve erreichbar. 

Ferner nennen wir den Rand eines Gebietes g in dem Rand­
punkte P glatt 2) fur das Gebiet g, wenn es zu jeder e·Umgebung 
(e > 0) von Peine b-Umgebung (b > 0) von P gibt, so daB je zwei 
in der b·Umgebung Iiegende Randpunkte von g sich durch einen in 
der e·Umgebung liegenden einfachen Bogen verbinden lassen, der ab­
gesehen von seinen Endpunkten im Gebiet g verlauft. Sodann gilt der 
Satz: 

V. Eine einlache geschlossene Kurve ist in iedem ihrer Punkte 
glatt sowohl liir das Innere wie auch liir das Auf3ere der Kurve. 

Wir konstruieren (genau so wie oben das Polygon II) eine FoIge 
von Polygonen Ill' II2 , .•• , deren Durchmesser gegen 0 konvergieren, 
so daB IIi+l und P fur jedes i im Innem von IIi liegen; das Poly-

gon IIi hiBt sich in vier soIche Wege u~ + v~ + u~ + v~ zerlegen, 

daB von den beiden Endpunkten von u~ bzw. von u~ einer auf dem Bogen 

PQvon j, der andere auf dem Bogen QP von i Iiegt, wobei Q irgendeinen 
auBerhalb von III liegenden Punkt von j bedeutet. Von den beiden 

W egen u~ und u1 sei immer ui der im Innern von i, u; der im 

AuBern von j gelegene. Sei nun bi bzw. bi +! der von den End­

punkten von ui bzw. ui+ 1 bestimmte, den Punkt P enthaltende 

Teilbogen von i. bi + u~ bildet eine einfache geschlossene Kurve, 

1) Darunter verstehen wir eine Foige von Strecken mit den folgenden 
Eigenschaften: jede Strecke 5" liegt in g, der Anfangspunkt von 5,.+1 £alIt 

mit dem Endpunkt von 5" zusammen, sonst aber treffen sich keine zwei 

Strecken. Ein solcher Streckenzug, dessen Endpunkte gegen einen Punkt P 
konvergieren, bildet mit P zusammen einen einfachen Bogen; man bilde 

1 1 
namlich jede Strecke s" auf das Intervall --» x 2 -- und den Punkt P auf 0 abo 

v --= -v+1 
2) Statt der iiblichen Bezeichnung "unbewallt" wollen wir diesen Aus­

druck gebrauchen. 
v. Kerekj art6, Topoiogie. 5 
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deren Inneres ein Teil des Inneren von i ist 1). Wenn wir einen 

im Innern von bi + u~ liegenden Punkt mit einem im Innern von i 
und im AuBern von bi + u11iegenden Punkt innerhalb von i verbinden, 
wird der verbindende Weg den Weg u1 treffen. Wenn wir also einen 

innerhalb von bi+1 + u~+1 liegenden Punkt mit einem auBerhalb von 

b' + u~ liegenden Punkt des Innengebietes von i innerhalb von i 
verbinden, wird der verbindende Weg beide W ege u~ und u~+ 1 treffen; 

ein Teil davon bildet einen Weg oi, der u~ und uiH verbindet, und 
abgesehen von seinen Endpunkten im Zwischengebiet von II;, und 
lIiH' und zugleich vollstandig im Innern von i liegt. N ehmen wir 
fur jedes i einen so1chen Weg 0' und auBerdem den zwischen dem 

Anfangspunkt von Oi+1 und dem Endpunkt von oi liegenden Weg 

von uL so entsteht auf diese Weise ein im Inneren von i verIaufender 
Streckenzug, dessen Eckpunkte gegen den Punkt P konvergieren.-

Sei ferner e eine beliebige positive Zahl; wir nehmen einen 
Bogen b der Kurve i, der Pals inneren Punkt enthalt und 

dessen Durchmesser < ; ist. Sei d (> 0) der Abstand des Punktes P 

von dem Bogen i-b; wir wahlen ein Polygon ~ aus der obigen 
Folge, dessen Durchmesser kleiner ist als d. Sei dann {J ein ganz 
im Innern von ~ liegender Teilbogen von b, der Pals inneren 

. Punkt enthiilt, und sei !5 (> 0) der Abstand des Punktes P von 
demBogen i-{J. Wenn Q1 und Q'J zwei beliebige Punkte von i 
sind, deren Abstand von P kleiner ist als !5, so liegen die Punkte Q1 
und Q'J auf dem Bogen (J von i. Wir zerIegen das Polygon ~ in 

vier Wege ut + vt + u~ + v~, so daB uf und u; abgesehen von ihren 
Endpunkten von i fremd sind, wahrend vt nur den Bogen Pi? und 
v~ nur den Bogen RP von i trifft, wobei R einen beliebigen auBer­

halb von IIi liegenden Punkt der Kurve i bedeutet. Sei bi der von 
den Endpunkten von uf bestimmte Teilbogen von i, welcher den 
Punkt P enthalt; vom Innern der einfachen geschlossenen Kurve 

uf + b i legen wir einen Streckenzug nach den Punkten Q1 und Q'J 
und verbinden die innerhalb von uf + b i liegenden Endpunkte dieser 
Streckenzuge innerhalb von ut + b i, so entsteht ein Streckenzug, der 
die beiden Punkte Q1 und Q'J innerhalb von i und in der e-Umgebung 
von P verbindet. 

1) Diese Behauptung foIgt Ieicht aus dem Satz III. Ein Punkt von j _bi llifit 
sich nlimlich mit dem Unendlichen verbinden, aufierhalb von j, also ohne 
bi und ui zu treffen; ein Punkt im Innern von j, sehr nahe bei j _bi gehort 

somit zum Aufiern von ui + bi . Ferner llifit sich jeder im Innern von ui +bi lie­

gende Punkt mit u~ innerhalb von u~ + bi verbinden, dieser Weg kann j-b' 
nicht treffen, folgJich liegt er ganz im Innern von j. 



§ 1. Der Jordansche Kurvensatz. 67 

Genau so ergibt sich die Erreichbarkeit und die Glattheit auch 
In bezug auf das .AuBere der Kurve. 

1m AnschluB an die obigen Betrachtungen bringen wir hier einige 
Hilfssatze tiber einfache Bogen. 

VI. Sei i eine einfache geschlossene Kurve und b ein ein. 
facher Bogen, der zwei Punkte von i innerhalb von i verbindet. 
Seien b1 und b'J die beiden durch die Endpunkte von b bestimmten 
Teilbogen von i. Das InHere von i wird durch b in zwei Gebiete 
zerlegt; eines von diesen ist das InHere der einfachen geschlossenen 
Kurve b + b1 • das andere das Innere von b + b'}, . 

Sei P ein beliebiger von den Endpunkten verschiedener Punkt 
des Bogens b1 , und sei V eine hinreichend kleine Umgebung von 
P, die keinen Punkt von b und b'.l enthalt. Die in V liegenden 
Punkte des Innengebietes von i gehoren zum Innern von b + b1 • Zu· 
folge des Satzes V gibt es namlich eine Umgebung V' von P, so daB unter 
je drei Punkten von V', die nieht auf b + b1 liegen, wenigstens zwei Punkte 
sich durch einen in V verlaufenden, b + b1 nicht treffenden Weg 
verbinden lassen. Sei nun Ql ein im .AuBern von i, Q2 ein im 
Innern von b + b1, und Q3 ein beliebiger im Innern von i liegender 
Punkt von V'. Da Ql im .AuBern von b + b1 liegt, muB jeder Ql 
und Q2 verbindende Weg b + b1 treffen; ebenso muB jeder in V ver­
laufende Weg, der Q1 und Q3 verbindet, die Kurve i, also den Bogen b1 

treffen. Folglich gibt es einen Weg, der Q'J und Q3 in V verbindet 
und b + b1 nicht trifft. - Sei nun Rein beliebiger, im Innern von i 
und im .AuBern von b + b1 liegender Punkt. Von R legt man einen 
Weg, nach einem Punkt von bz' der i + b sonst nicht trifft; ein sehr 
nahe bei b'}, liegender Punkt dieses Weges gehort zum Innern der 
Kurve b + b2 , folglich auch der ganze Weg und auch der Punkt R. 

VII. Sei i eine einfache geschlossene Kurve und sei b ein ein­
facher Bogen, der zwei Punkte von i auBerhalb von i verbindet. 
Seien b1 und b'J die beiden durch die Endpunkte von b bestimmten 
Teilbogen von i. Einer von diesen Bogen, etwa b1 , bildet mit b zu­
sammen eine so1che einfache geschlossene Kurve b + b1 , die den 
anderen Bogen b'J in ihrem Innern enthalt. 

Sei etwa b1 im .AuBern der einfachen geschlossenen Kurve b + b2 ; 

dann gehort ein innerhalb von i sehr nahe bei b1 liegender Punkt 
zum Innern von b + b1 • Ein Bogen, der diesen Punkt im Innern 
von i mit einem Punkt von b'}, verbindet, trifft die Kurve b + b1 nicht, 
so daB er ganz im Innern von b + b1 liegt, also liegt auch der 
Bogen b'J im Innern von b + b1 • 

VIII. Ein einfacher Bogen zerlegt die Ebene nicht. 
Sei b ein einfacher Bogen mit den Endpunkten A und B. Sei 

P ein beliebiger innerer Punkt von b, und sei k eine hinreichend 
5* 
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kleine Kreislinie urn P, die die Punkte A und B in ihrem AuBern 
hat. \'\'ir nehmen einen solchen Bogen (J des Kreises k, der, abge­
sehen von seinen Endpunkten, den Bogen b nicht trifft, und von 
dessen Endpunkten einer auf dem Bogen ip von b, der andere auf 
dem Bogen P B von b liegt. Den durch die Endpunkte von (J be­
stimmten Teilbogen yon b bezeichnen wir mit (3. Die Bogen (J und (3 
bilden zusammen eine einfache geschlossene Kurve. Seien Q1 und Q~ 
zwei Punkte von (3, die auf (3 durch P getrennt sind, so nahe bei P, 
daB sie sich durch je einen innerhalb von k und im Innern bzw. 
im AuBem von (J + (3 verlaufenden Bogen (31 bzw. (32 verbinden 
lassen, der b sonst nicht trifft. Die einfache geschlossene Kurve 

(31 + (32 enthalt den Bogen Q1 Q2 von b in ihrem Innern; die Punkte 
A und B liegen auBerhalb von (31 + (32' 

Seien gl und g2 diejenigen von b bestimmten Gebiete, in denen 
die Bogen (31 bzw. (32 liegen. Der Punkt P kann flir kein anderes 
von b bestimmtes Gebiet Randpunkt sein, ebensowenig die inneren 
Punkte des Teilbogens Q1 Q2 von b, die andererseits samtlich zum 
Rand derjenigen Gebiete gehoren, die P zum Randpunkt haben. 

Das Innere von (31 + Ql Q2 bzw. von (32 + M2 bezeichnen wir 
als die beiden Seiten des Bogens b in der Nahe von P. 

Da der Rand von gl und g2 abgeschlossen ist, gehort der ganze 
Bogen b zum Rand jedes dieser Gebiete. 

Sei nun x ein hinreichend kleiner Kreis urn A, in dessen AuBen­
gebiet B liegt. Wil' nehmen einen ganz im Innern von x liegenden 
Teilbogen FA von b. Urn P bestimmen wir eine innerhalb von % 

liegende einfache geschlossene Kurve (31 + (3.p die emen Teil­
bDgen R;R2 von b in ihl'em Innern, die Bogen AR1 und R;B von b 
in ihl'em Au Bern hat. Einen auBerhalb von x liegenden Punkt von b 
verbinden wir mit dem Unendlichen durch eine b sonst nicht treffende 
Gerade lund konstruieren ein Polygon II, indem wir zuerst aus einer 
quadratischen Teilung der Ebene - mit hinreichend kleiner Seiten­
lange - die beiden Quadrate 1) :Ill und :Il2 , die die Punkte P und A 
enthalten, herausheben; dabei wahlen wir die Teilung so eng, daB :Ill 

ganz im Innern von (31 + (32 liegt; dann heben wir aus einer hin­
reichend feinen Unterteilung der ersten Teilung diejenigen Quadrate 
heraus, die die auBerhalb von:ll1 und :Il2 liegenden Punkte des Bogens P A 
enthalten, und von denen wir voraussetzen, daB sie von dem Bogen B P 
wie auch yon der Geraden 1 frei sind. Das Polygon II, welches der 
auBere Rand des durch diese Quadrate gebildeten Polygonbereiches 
ist, hat den Punkt B in seinem AuBern und enthalt den Bogen PA 

1) 'Vir dUrfen voraussetzen, dafi P und cbenso auch A je im Innern eines 
Quadrates der Teilung liegt. 
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In seinem Innern. Von:ll2 ausgehend, nehmen wir in beiden Rich­
tungen auf II die ersten auf :Ill liegenden Punkte von 11; der durch 
diese Punkte bestimmte, sonst von :Ill fremde Weg v von II fiihrt 

yom Innern der Kurve PI + R;R2 in das Innere von P2 + Rl R2. Dar­
aus folgt insbesondere, daB die beiden Bogen PI und P2 nicht durch b 
voneinander getrennt werden, daB also der Bogen b nur ein einziges 
Gebiet in der Ebene bestimmt. 

Sei v' ein auBerhalb von PI + P2 liegender Teilweg von v, dessen 
Endpunkte auf PI bzw. P2 liegen. v' bildet mit einem Bogen von 
PI + P2 zusammen eine einfache geschlossene Kurve, die b in einem 
einzigen Punkt trifft und von einer Seite von b auf die andere fiihrt. 

Man nehme eine Folge von einfachen geschlossenen, vonein­
ander fremden Kurven ii' 72' ... (von denen jede im Innern der vor­
angehenden liegt), deren Durchmesser gegen 0 konvergieren, von 
den en jede den Bogen b in je einem einzigen Punkt trifft und 
von einer Seite von b auf die andere fiihrt. "VVir verbinden einen 
innerhalb von ii + 1 liegenden Punkt mit einem auBerhalb von i; liegen­
den Punkt durch einen b nicht treffenden Weg, und nehmen einen 
zwischen i; und ii+l liegenden Teil a; dieses Weges, der einen 7i 
und ii+1 verbindenden Weg bildet. Zu diesen Wegen ai' a2,··· 
nehn'len wir fiir jedes i den durch die Endpunkte von ai und aiT 1 

bestimmten, von b freien Teilbogen von ii+1 hinzu. So entsteht ein 
einfacher Bogen, der einen Punkt von il innerhalb von 71 mit A ver­
bindet, ohne b sonst zu treffen. Ebenso legen wir einen einfachen 
Bogen nach B und verbinden die Endpunkte dieser Bogen durch 
einen von b und von dies en Bogen sonst fremden Weg; diese bilden 
zusammen mit b eine einfache geschlossene Kurve. So haben wir 
das Ergebnis: 

IX. ] eder einfache Bogen lii{Jt sich zu einer einfachen geschlossenen 
K urve ergiinzen. 

§ 2. Erweiterung der Abbildung auf die Ebene. 

In diesem Paragraphen werden wir zeigen, daB sich jede topo· 
logische Abbildung einer einfachen geschlossenen Kurve auf eine 
andere solche Kurve zu einer topologischen Abbildung der Ebene 
auf sich selbst erweitern liiBt; m. a. W. es liiBt sich eine topologi­
sche Abbildung der Ebene auf sich selbst bestimmen, die auf der 
Kurve mit der im voraus gegebenen Abbildung iibereinstimmt. 

Die Frage ist gelost, sobald man weiB, daB jeder Kurvenbereich 
(d. h. das Innere einer beliebigen einfachen geschlossenen Kurve, mi t dem 
Rand zusammen) auf eine Kreisscheibe topologisch abgebildet werden 
kann. Sei niimlich t eine topologische Abbildung der Kurve i auf den 
Kreis, und r eine topologische Abbildung des Kurvenbereiches (1) auf die 
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Kreisscheibe. 7:- 1 t stellt eine topologische Abbildung der Kreislinie 
auf sich selbst dar; diese Abbildung laBt sich zu einer topologischen 
Abbildung der Kreisscheibe auf sich selbst erweitern, indem man zu 
jedem Punkt (r, lp) als Bild denjenigen Punkt (r', lp') zuordnet, fUr 
dt;m r' = r ist und die Zuordnung zwischen lp und q! mit der auf 
dem Umfang durch c 1 t vermittelten Abbildung iibereinstimmt. Diese 
Abbildung 0 der Kreisscheibe auf sich selbst ergibt mit der Ab· 
bildung 7: zusammen eine Abbildung 7:0 des Kurvenbereiches auf die 
Kreisscheibe, die auf der Kurve selbst mit der Abbildung t iiberein· 
stimmt. - Fiir das .AuBere der Kurve i kann man auf Grund· dieses 
Ergebnisses analog verfahren. Wir nehmen einen hinreichend groBen 
Kreis K, der sowohl den Kreis k wie auch die Kurve i im Innern 
enthalt. Zwei Punkte von K verbinden wir mit zwei Punkten von i 
zwischen K und i, durch zweI einander nicht treffende einfache 
Bogen b und c (die etwa zwei Strecken einer durch zwei Punkte 
von i laufenden Geraden sem mogen [s. Fig. 7]). Diese Bogen 

Fig. 7. 

bilden mit den Bogen von i und K zwei auBerhalb voneinander 
liegende einfache geschlossene Kurven; fUr diese Kurven erkJaren 
wir die Abbildung derart, daB sie auf K die Identitat, auf i die ge· 
gebene Abbildung t sei und daB die beiden Bogen b und c in zwei 
die entsprechenden Punkte von K und k verbindende Bogen b', c' 
iibergehen. Dann laBt sich diese Abbildung auf das Innere von jeder der 
beiden auBerhalb voneinander liegenden einfachen geschlossenen Kurven, 
die aus K, i und aus den Bogen b, c zusammengesetzt werden, to po· 
logisch erweitern. So entsteht eine topologische Abbildung der Ebene 
auf sich selbst, die auBerhalb von K und auf K die Identitat ist, 
und die auf der Kurve i mit der im voraus gegebenen Abbildung t 
iibereinstimm t. 

Es handelt sich also urn die Aufgabe, den Bereich einer beliebi­
gen einfachen geschlossenen Kurve i auf eine Kreisscheibe topologisch 
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abzubilden 1). Zu diesem Zwecke bestimmen wir eine Folge von gegen 
j konvergierenden Polygonen JlI , Jl2 , ••• auf die folgende Weise. 
Wir zerlegen die Kurve i in l(l) Bogen bI , b2 , ••• , bpi, von denen 
jeder einen Durchmesser < e(l)(> 0) hat. Auf jedem dieser Bogen 
b~ wiihlen wir einen von seinen Endpunkten verschiedenen Punkt P~. 
Sei Q~ ein Punkt im Innern von i, dessen Abstand von p~ kleiner 
ist als der halbe Abstand des Punktes p~ von den anderen Bogen 

b,.+k· Auf der Strecke Qv fi,. sei S~ der erste Punkt von i (der not-· 
wendig auf dem Bogen b~ liegt); die Strecke Qy S~ bezeichnen wir 
mit A!.i). Seien A~I) und ).~l~l zwei auf diese Weise bestimmte Strecken; 
urn den gemeinsamen Endpunkt von by und b~+1 nehmen wir eine 
Umgebung mit dem Radius 4e(I); diese Umgebung enthiilt beide 

Strecken ).~1) und ).~1! 1; wir verbinrlen die freien (d. h. nicht auf j 
lieg€m:len) Endpunkte Q~ und Q~+1 dieser Streck en durch einen Weg 
Il~I), der diese Wege sonst nicht trifft und innerhalb von i und zu­
gleich innerhalb der 4e(1)- Umgebung liegt; die Moglichkeit einer 
solchen Verbindung ist etwa durch die Konstruktion des Polygons II in 
§ 1 gesichert. So bestimmen wir ftir jedes ')I einen Weg !l~I), der 
die anderen auBer in den gemeinsamen Endpunkten Q~ nicht 
treffen solI. Auf diese Weise entsteht ein solches Polygon 

II(I) = !li1) + !l~I) + ... + !l~H), daB II(l) und i tiberall einen Abstand 
< 46(1) voneinander haben. Der zwischen II(I) und i Jiegende Bereich 

wird durch die Wege A~I) in Bereiche fJ~l) zerlegt, deren jeder von 
einer einfachen geschlossenen Kurve berandet ist und einen Durch­
messer < 46(1) hat. 

Wir nehmen jetzt eine positive Zahl 6(2) < 8~) und zerlegen jeden 

Bogen S~S~+lvon i in l(2) Bogen, deren jeder einen Durchmesser < e(2) 

hat. Wie oben werden die \Vege A~) konstruiert, die einander und 

die W ege A~l), !l~l) nicht treffen. Wir nehmen die freien Endpunkte von 

A~), und auf den Wegen A~I) je einen Punkt; diese Punkte verbinden 

wir durch geeignet gewiihlte Wege !l~); so entsteht ein Polygon II(2). 
Fahren wir so fort, so bekommen wir bei dem ri- ten Schritt 
ein Polygon II(n) , so daB II(n) und i tiberall einen Abstand 

< 4 e(") < 4 ~l voneinander haben, und der Bereich zwischen IP") 
2"-

und i in einfache Kurvenbereiche fJ~") vom Durchmesser < 46(n) zerlegt 

1) Es ist aus der Funktionentheorie bekannt, dafi man das Innere einer 
einfachen geschlossenen Kurve auf das Innere des Kreises eineindeutig und 
sogar konform abbilden kann, wobei dann auch die Randpunkte einander 
eineindeutig und beiderseits stetig entsprechen. Hier handelt es sich urn 
einen topologischen Beweis dieses Satzes (ohne die Behauptung der Kon­
formitiit). 
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wird. Dabei soil jedes Polygon ll(n) zwischen ll(n-1) und i liegen 
(was durch geeignete Wahl von e(n) erreicht wird). 

Wir bestimmen eine topologische Abbildung des Polygonbereiches 
von ll(1) auf den Kreisbereich mit dem Radius {-, so daB dabei die 

auf ll(1) liegenden Endpunkte der W ege A~l) in die Punkte des Kreises 

mit den vVinkeln 21~; ubergehen. Dann nehmen wir eine an diese 

Abbildung anschlieBende Abbildung des von ll(1) und ll(2) berande­
ten Bereiches auf den Kreisring -~ < r < -5-, 0 < cp < 2 1l, so daB 

dabei die auf ll(2) liegenden Endpunkte der Wege A~) in die Punkte 

- 2an d d· . h ll(l) d ll(2) I· d ·1 cP - t(1) 1(2)' un Ie ZWISC en un Iegen en Tel e der Wege 

A~1) in die Radialen: cp = ~~;, t < r < t ubergehen (das ist derart 

durchzufUhren, daB man fUr jeden zwischen ll(l) und ll(2) liegenden, 

von den A~1) bestimmten Polygonbereich die Abbildung einzeln be· 
stimmt) - und so weiler. Auf diese Weise entsteht eine topo­
logische Abbildung des Inneren von i auf das Innere des Einheits­
kreises. - Es IaBt sich aber gleich zeigen, daB diese Abbildung 
sich auch fur den Rand in eineindeutiger und stetiger Weise er­
weitern laBt. Zu dies em Zwecke gehen wir zu den Kurvenbereichen 

fJ,~i) (v = 1, 2, ... , l(l) l(2) . .. l(i») zuruck, die zwischen ll(i) und i von 

den W egen A~i) und A~~l bestimmt werden_ Den Bereich, der im 
. v 2 vn 2 (v+ 1) n 

Kreise durch die Formeln: i +1 < r < 1, ~fl < cp < ~ l(i) 
erklart ist, bezeichnen wir mit fJ~i). Laut der oben erklarten Ab­

bildung entspricht einem nicht auf i liegenden Punkt von fJ~i) ein 

nicht auf dem Kreis Iiegender Punkt in fJYi"!. Sei fJ;~), fJ;;), ... eine 

beliebige F olge von ineinander enthaltenen Bereichen fJ~); diese 
konvergieren gegen einen einzigen Punkt von i, da namlich ihre 
Durchmesser gegen 0 konvergieren; diesem Punkt lassen Wlr 

als Bildpunkt den Grenzpunkt der Bereiche jl,,~-), p;:), ... im Kreis 
entsprechen. Auf diese Weise entsteht also eine eineindeutige und 
beiderseits stetige Beziehung zwischen den Punkten von i und von 
k, die zusammen mit der bereits erkliirten Abbildung des Innern 
von i auf das Innere von k eine topologische Abbildung des Kurven­
bereiches von i auf die Kreisscheibe ergibt. 

Aus dem Bewiesenen folgt ferner: wenn ii' i2' ... , in ein System 
einander nicht treffender einfacher geschlossener Kurven, und i/, i2', _ .. , in' 
ein anderes System bedeutet, deren entsprechende Kurven gleiche 
Lage haben, d. h. so liegen, daB ik' im Innern bzw_ im AuBern 
von iz' liegt, wenn ik im Innern bzw. im AuBern von il Iiegt, so 
laBt sich eine topologische Abbildung der Ebene auf sich selbst be-
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stimmen, so daB dabei jede Kurve ik in die Kurve ik' iibergeht. Man 
verbindet einfach die Kurven iI' i2' ... , in miteinander durch einander 
nicht treffende Wege, und ahnlich die Kurven iI" i2', ... , in' und wendet 
auf jeden der so entstehenden Kurvenbereiche den obigen Satz an. Da­
fiir haben wir oben bereits ein Beispiel (fUr n = 2) betrachtet, welches 
auch hier die notwendige Aufklarung gibt. - Indem wir den erst im 
II § 5 zu erklarenden Begriff des positiven bzw. negativen Umlaufes 
urn eine einfache geschlossene Kurve benutzen, konnen wir aus den 
obigen Betrachtungen noch die folgende Erweiterung des eben formu­
lierten Ergebnisses erhalten: 

Seien i1' i2' ... , in und i/, i2', ... , in' zwei Systeme von einfachen 
geschlossenen Kurven, so daB die Kurven iI' i2' ... , in einander nicht 
treffen, und ebenso die Kurven i/, i2', ... , in' voneinander fremd sind; 
setzen wir voraus, daB die entsprechenden Kurven der beiden Systeme 
gleiche Lage haben im oben erklarten Sinne. Sei ferner fUr jedes i 
eine topolcigische Abbildung von ii auf i: bestimmt, die entweder 
fiir jedes idem positiven Umlauf von ii den positiven Umlauf von i,' 
oder aber fiir jedes idem positiven Umlauf von ii den negativen 
Umlauf von i;' entsprechen laBt. Unter diesen Bedingungen gibt es 
eine solche topologische Abbildung der Ebene auf sich selbst die 
auf den Kurven iI' i2' ... , in mit den im voraus gegebenen Ab­
bildungen dieser Kurven auf die Kurven i: iibereinstimmt. 

Nach Antoine unterscheidet man drei FaIle der Homoomorphie 
zweier ebenen Mengen M und 1'v.l': 

a) Es gibt eine topologische Abbildung der Ebene auf sich 
selbst, die die Menge M in M' iiberfiihrt. 

b) Es gibt keine topologische Abbildung der ganzen Ebene auf 
sich selbst, die M in M' iiberfiihrt, es gibt aber eine topologische 
Abbildung einer ebenen Umgebung von M auf eine Umgebung von 
M', die M in M' iiberfiihrt. 

c) Es gibt keine topologische Abbildung emer Umgebung von 

Fig. 8. 
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M auf eine Umgebung von M', die M In M' iiberfiihrt, aber eine 
topologisehe Abbildung von M auf M'. 

Zu a) gehort der Fall von zwei einfaehen gesehlossenen Kurven, 
und aueh der von zwei nirgends zusammenhangenden besehrankten 
abgesehlossenen und einander homoomorphen Punktmengen (vgl. 
I § 6 und III § 4). Fiir den Fall b) gibt Fig. 8 ein Beispiel; der 
Kreis k und die naeh innen geriehtete Streeke l ergibt eine dem 
Kreis k' und der naeh auBen geriehteten Streeke l' homoomorphe 

Fig. 9. 

Punktmenge; ihre Abbildung laBt sieh nieht auf die ganze Ebene er­
weitern (dann miiBte namlieh das Innere von k in das Innere von 
k' iibergehen), wohl aber fiir je eine Umgebung von k + lund k' +l'. 
Fiir den Fall e) gibt Fig. 9 ein Beispiel, wie man leieht einsieht. 

Falls man statt topologiseher Abbildungen nur eindeutige stetige 
Abbildungen betraehtet, findet man andere Verhaltnisse. Wir be· 
traehten eine besehrankte abgesehlossene Menge M und eine auf M 
iiberal! diehte Menge ],.11 • Dann gilt zunaehst der von Broden her· 
riihrende Satz: 

J ede auf M 1 gleichmaf3ig stetige eindeutige F unktion f (P) laf3t sich 
zu einer auf M stetigen eindeutigen Funktion erweitern. 

Zu jedem Punkt von M, der nieht zu Ml gehort, gibt es wenig­
stens eine gegen ihn konvergierende Punktfolge von MI. Zufolge der 
gleiehmaBigen Stetigkeit von {(P) auf MI gibt es zu jedem positiven E 

ein positives ~, so daB fiir je zwei Punkte PI und P'J von Ml' deren 
Abstand kleiner ist als ~, I ((PI) - f(P'J) I < e besteht. Wenn P ein 
beliebiger Punkt von M und PI' P'J' ... eine gegen P konvergierende 
Folge von MI ist, so gibt es zu jedem positiven ~ einen Index no' 
so daB, wenn n > no und m > no' der Abstand von Pm und P" 
kleiner als ~, also I f(P m) - f(P,,) I < e ist. Die Folge ((PI)' f(P2), ••• 

hat also einen Grenzwert. Wenn man zwei gegen P konvergierende 
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Punktfolgen von M! hat, so kann man aus diesen eine gegen P 
konvergierende Punktfolge zusammenstellen. Wenn wir also den Wert, 
gegen we1chen die Werte f(Pi) fur Pi ->- P konvergieren, als den Wert 
der Funktion f(P) im Punkt P erklaren, erhalten wir eine auf M 
eindeutige stetige Funktion f(P), die in den Punkten von Ml mit der 
im voraus gegebenen Funktion iibereinstimmt. -

Sei rep) eine eindeutige stetige Funktion aut einer besckrtinkten 
abgescklossenen Punktmenge M. Es tapt sick eine in der ganzen Ebene 
stetige eindeutige Funktion F (P) angeben, die in den Punk ten von M 
mit der gegebenen Funktion f(P) iibereinstimmt. 

Fiir diesen Satz geben wir einen einfachen Beweis von F. Riesz 
wiederl). Es sei f(P) eine reelle, nicht negative Funktion 2). Wir 
erklaren die Funktion F folgendermaBen: 

F (P)= f (P), wenn P in M liegt, 

F(Q) = Max (Q, M) .f(P) = (Q,M) Max f(PL, wenn Q a~Berhalb von 
(P in M) (Q, P) (P in M) (Q, P) M begt, 

wobei (Q, M) bzw. (Q, P) den Abstand des Punktes Q von der Menge M 
bzw. von dem Punkt P bedeutet. - Da (Q, M) und auch (Q, P) £i.ir 
einen festen Punkt P stetige Funktionen von Q sind, femer (Q, P) =F 0, 
wenn Q von M fremd ist, so ist auch F (Q) in jedem nicht zu M 
gehorigen Punkt der Ebene stetig. 1st also Po ein beliebiger Punkt 
von M, so ist noch zu zeigen, daB es zu jedem positiven e ein 
positives b gibt, so daB fiir jeden Punkt Q, £i.ir we1chen (Q, Po)< b 
ist, IF (Q) - F (Po) [ < e besteht. 

Sei K ein Kreis urn Po mit einem hinreichend kleinen Radius 
r > 0, so daB fiir jeden im Innem von K liegenden Punkt P von M 
I f(P) - f(Po)! < e besteht. Wir nehmen urn Po einen anderen Kreis k 

mit einem Radius b < i. 1st Q ein beliebiger, nicht zu M gehoriger 

Punkt innerhalb von k, und ist P! ein Punkt von M, dessen Abstand 
von Q unter den Punkten von M am kleinsten ist, so hat man 

(Q, M) 
(Q, PI)· f(Pl ) = f(p!), 

folglich 

F (Q) = Max (QQ' ;») f(P) > f(p!) > ((Po) - e. 
(PinM) ( , 

1) Diesen Beweis, der sich tibrigens nur leicht von den von Tietze Gourn. 
f. d. r. u. a. Math. 145, S. 9f£., 1915) und von Hahn (Theorie der reellen 
Funktionen, Leipzig, 1921, S. 140) gegebenen Beweisen unterscheidet, verdanke 
icb einer brieflichen Mitteilung von Herro F. Riesz. 

2) Wenn die (reelle) Funktion fiP) auch negative Werte annimmt, be­
trachten wir statt f (P) die Funktion f (P) + C, wobei C eine so1che positive 
Grone bedeutet, dan - C kleiner ist als das Minimum von f(P) auf iV1. 
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Andererseits ist der Wert von 

(~M)<_!5_ 
(Q, P) = r-!5 

fUr die auBerhalb von k liegenden Punkte P von M, so daB fUr die-
selben Punkte von M 

(Q, M) <5 

-CQ-;-P) {(P) < r -,f m 

ist, wobei m das Maximum von {(P) in M bedeutet; dieser Wert ist 
beliebig klein, wenn nur t5 hinreichend klein gewahlt wird. - Fur 
die innerhalb von k liegenden Punkte P von M besteht 

so daB 

(Q, M) < 1 und {(P)::::; {(Po) + e .. 
(Q, P) = 

(Q, M) 
F(Q) = Max --(Q P) {(P) < {(Po) + e. 

(PinM) , 

Wenn also t5 hinreichend klein gewahlt wird, so gilt fUr jeden inner­
halb von k liegenden Punkt Q 

((Po) - e < F(Q) < {(Po) + L 

Die durch die obige Vorschrift erklarte Funktion Fist also in der 
ganzen Ebene eindeutig und stetig, sie ist ferner in den Punkten von 
M mit der gegebenen Funktion {identisch. 

§ 3. Die Invarianz der Dimensionenzahl und die Gebiets­
invarianz als Folgerungen des Joraanschen Kurvensatzes. 

Wie bekannt, kann man eine eineindeutige Beziehung zwischen 
den reellen Zahlen und den Punkten der Ebene (oder auch des n­
dimensionalen Raumes) herstellen; diese Beziehung ist jedoch nicht 
stetig. Andererseits laBt sich eine Gerade auf die Ebene eindeutig 
und stetig, nicht aber eineindeutig abbilden. DaB eine eineindeutige 
und stetige Beziehung zwischen den Punkten der Geraden und der 
Ebene unmoglich ist, ist ein Spezialfall des folgenden von Brouwer 
bewiesenen Satzes: 

Es gibt keine topologische Abbildung zwischen den Punk ten eines 
m-dimensionalen ~tnd eines m + h-dimensionalen (h > 0) Raumes. 

Sei zuerst m = 1, und wenn h > 1, nehmen wir eine im Bild­
raum liegende Ebene E. Sei (k) eine Kreisscheibe in E; da (k) ein 
beschranktes Kontinuum ist, entspricht ihm auf der Geraden gals Bild 
ein beschranktes Kontinuum, also ein Intervall (A, B). Seien A' und 
B' die Bilder von A und B; die Strecke A' B' wird dann ebenfalls 
auf ein beschranktes, die Punkte A und B enthaltendes Teilkontinuum 
von g, also auf das ganze Intervall (A, B) abgebildet; folglich kann 
das Bild des Intervalls (A, B) nicht die Kreisscheibe (k) erschopfen. 
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Fur m = 2 beweisen wir den Satz nach H ausdortt 1 ) auf die foigende 
Weise. Setzen wir etwa voraus, daB h = 1 ist. Durch eine Kugelfliiche 
des 3-dimensionalen Raumes Ra legen wir parallele Schnitte, so haben 
wir eine nichtabziihlbare Menge von Paralleikreisen k; jedem Kreis k 
entspricht in der Bildebene E eine einfache geschiossene Kurve i. 
Diese BiIdkurven konnen nicht alle auBerhaib voneinander liegen, 
sonst ware namlich ihre Menge abzahlbar. Es gibt also zwei Kurven i1 
und i2' von denen i2 im Innern von il liegt, und ebenso foIgt, daB 
es drei solche Kurven i1' i2' ia gibt, von denen is innerhalb von i2' 
und il auBerhaib von i2 liegt. Die ihnen entsprechenden Kreise kl' k'J' kg 
konnen zu je zwei durch eine Strecke, die innerhalb der Kugelfliiche 
liegt und also den dritten Kreis nicht trifft, verbunden werden. Eine 
Strecke, die kl und ka verbindet, wird auf einen il und ia verbinden­
den und i2 nicht treffenden einfachen Bogen in der Ebene abgebildet. 
Mit diesem Widerspruch ist der Beweis fertig. -

Wir werden zweitens den folgenden von Schoen/lies herruhrenden 
Satz beweisen: 

Das topologische Bild eines Gebietes in der Ebene ist wieder 
ein Gebiet. 

Dazu genugt es, die folgende Behauptung zu beweisen: sei P 
ein beliebiger Punkt des Gebietes g, und q ein Quadrat urn P, das 
mit seinem Innern zusammen zu g gehort; die einfache geschlossene 
Kurve i, die das Bild von q darstellt, gehort mit ihrem Innern zur 
Bildmenge von g. 

Sei Q ein beliebiger Punkt im Innern von q und pi, Q' die 
Bilder von P, Q; der Strecke PQ entspricht ein einfacher Bogen P'Q', 
der i nicht trifft, da auch PQ von q fremd ist. Wenn also der 
Bildpunkt Q' eines beliebigen Punktes Q des Quadratinnern im Innern 
bzw. im AuBern von i liegt, so liegt das Bild jedes anderen Punktes 
des Quadratinnern ebenfalls im Innern bzw. im AuBern von i. Wir 
werden zeigen, daB der letztere Fall unmoglich ist. 

Gesetzt also, das Innere von q ware auf eine auBerhaib von i 
liegende Menge abgebildet. Seien II und l'J die beiden Mittellinien 
des Quadrates q, und kl und k'J die beiden, durch die Endpunkte 
von II bestimmten Wege von q; die Bilder von kl' k2' 11' l2 bezeichnen 
wir mit k1', k2', 1/, l2'. Der einfache Bogen l/ verbindet zwei Punkte 
von i = k1' + k2' im AuBern von i; einer der Bogen k 1', k2', etwa 
k/, bildet also mit ll' zusammen eine den anderen Bogen k2' im 
Innern enthaltende, einfache geschlossene Kurve (II § 1 Satz VII, 
s. Fig. 10). Die Punkte von l2' die hinreichend nahe bei kl liegen, 
werden auf Punkte von l,/ abgebildet, die hinreichend nahe bei k1', 

auBerhalb von i = k1' + k2', also auch auBerhalb von k1' + l/ liegen. 

1) Grundziige, s. 377-
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Unter den beiden Rechtecken kl + l1 und k2 + II gibt es also ein 
so1ches (im gegenwiirtigen Fall ist dies kl + 11 = ql)' daB das Innere 
von ql auf eine auBerhalb der Bildkurve von ql liegende Bildmenge 
abgebildet wird, und zwar so, daB das Bild von ql das Bild von q 
im Innern enthiilt. - Halbieren wir ql' so daB zwei Quadrate ent· 
stehen, so gibt es unter diesen wieder ein so1ches q2' clessen Inneres 

At l1 A2 
--l~--------

Fig. 10. 

auf das AuBere der Bildkurve von qz abgebildet wird und dessen 
Bildkurve das Bild von ql im Innern enthiilt. - Auf diese Weise 
fortfahrend bekommen wir eine Folge ineinander enthaltener Recht­
ecke Ql' Q2' qs' ... , deren Durchmesser gegen 0 konvergieren, 
von der Beschaftenheit, daB das Bild von qiH das Bild von qi im 
Innern enthiilt. Diese Rechtecke konvergieren gegen einen Punkt. 
In diesem Punkte kann die Abbildung nicht stetig sein. da ein Recht­
eck qi mit beliebig kleinem Durchmesser auf eine die Kurve i im 
Innern enthaltende Bildkurve abgebildet wird, deren Durchmesser 
also oberhalb einer festen positiven Zahl bleibt. - Aus dies em 
Widerspruch folgt, daB das Bild des Quadratinnern (q) im Innern 
der Bildkurve i von q liegt. 

DaB jeder Punkt innerhalb von i ein Bildpunkt ist, ergibt sich 
sofort. Sei etwa R' ein innerhalb von i liegender Punkt, dec nicht 
zur Bildmenge des Quadratbereiches (q) gehort. Sei R' 5' ein in i 
liegender Weg, der abgesehen von 5' keinen Bildpunkt von (q) enthiilt, 
und sei 5 derjenige Punkt von (q), dessen Bild 5' ist. Urn 5 schlagen 
wir einen hinreichend kleinen Kreis c, so daB das Bild der Kreis­
scheibe (c) einen Durchmesser kleiner als der Abstand R' 5' hat. 
Das Bild des Kreises c ist eine einfache geschlossene Kurve c', 
we1che - wie wir oben gesehen haben - den Punkt 5 im Innern 
enthiilt. Andererseits liegt R' im AuBern von c', da der Abstand 
cler Punkte R' und 5' groBer ist als der Durchmesser der Kurve c'. 
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Also wurde die Kurve c' den Weg R' 5' treffen, gegen die Annahme, 
daB dieser Weg abgesehen von 5' keinen Bildpunkt enthalt. 

Die gleichen Beweise sind fur belie big viele Dimensionen giiltig, 
wenn der Jordansche Satz fur den betreffenden Raum schon be­
wiesen ist. 

§ 4. Die Umkehrung des Jordanschen Kurvensatzes. 

Wir haben gesehen. daB eine einfache geschlossene Kurve (d. h. 
das topologische Bild des Kreises) in der Ebene zwei Gebiete be­
stimmt, und jeder ihrer Punkte in beiden Gebieten erreichbar ist. 
Die von Schoenflies herruhrende Umkehrung des Satzes besagt: 

Eine beschriinkte abgeschlossene Punktmenge. die in der Ebene 
zwei Gebiete bestimmt. und deren Punkte in beiden Gebieten erreichbar 
sind, ist eine einfache geschlossene Kurve, d. h. sie taf3t sich topo­
logisch auf einen Kreis abbilden. 

Wir bezeichnen mit ~ bzw. ~ das von der gegebenen Menge j 
bestimmte beschrankte bzw. unbeschrankte Gebiet. 

Seien P und Q zwei Punkte von j; wir legen in ~ von einem 
Punkte von ~ zwei einfache Streckenzuge, deren Eckpunkte gegen 
P bzw. Q konvergieren; von diesen konnen wir voraussetzen, daB 
sie sich abgesehen von ihrem gemeinsamen Anfangspunkt, sonst 
nicht treffen. So haben wir einen einfachen Streckenzug s = ... 

+ S-2 + Ll + So + Sl + S2 + ... , welcher P und Q innerhalb von ~ 
verbindet (die Eckpunkte von sl' S2' ••• konvergieren gegen P, die 
von S-l' S-2' • .• gegen Q). Durch einen ebensolchen Streckenzug 
s' = .. , + S~l + so' + s/ + ... verbinden wir P und Q innerhalb von ~. 
Die Streckenziige s und s' zusammen zerJegen die Ebene in zwei 
Teile 1). Ein Weg w, der einen (in ~ liegenden) Punkt von s' mit 
einem (in ~ liegenden) Punkt von s innerhalb von 7l = S + s' ver­
bindet, besitzt wenigstens einen Randpunkt von ~, d. h. einen Punkt 

1) Diese Behauptung ist leicht aus dem in I § 1 dargestellten Polygon­
satz der Ebene herzuleiten. Seien erstens A und B zwei Punkte auf verschie­
denen Seiten einer Strecke So hinreichend nahe bei ihr; jeder A und B ver­
bindende Weg w trifft :n: = s + s'; wenn w von den Punkten P und Q frei ist, 
konnen wir je einen Teil von :n: hinreichend nahe bei P und Q durch je eine 
Strecke ersetzen; das so entstehende Polygon trifft den Weg w und zwar 
nicht auf den neu hinzugenommenen Strecken. Seien ferner A und B zwei 
Punkte, die beide im Innern eines Polygons liegen. welches aus s + Sf durch 
die obige Modifizierung entsteht; falls die Abstande der Punkte A und B von 
den Punkten P und Q grofier sind als B, andererseits die Modifizierung von 
s + S' zu einem Polygon in einer B- Umgebung von P und von Q geschieht, 
wird ein aufierhalb von diesen Umgebungen die beiden Punkte A und B im 
Polygoninnern verbindender Weg auch von s + Sf frei bleiben; das gleiche 
gilt fUr das Aufiere. 
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von j; ebenso ergibt sich, daB j auch im AuBern von 7l Punkte be­
sitzt. j wird also durch 7l in die Teilmengen MI und M2 der inner­
halb bzw. auBerhalb von 7l liegenden Punkte von j zerlegt; MI und M2 
haben nur die beiden Punkte P und Q flir gemeinsame Grenzpunkte. 

Sei Rein innerhalb und S ein auBerhalb von 7l liegender Punkt 
von j, und Sl bzw. SI' je ein diese Punkte in oS bzw. in m ver­
bindender Streckenzug. Ihre Gesamtheit Sl + s/ zerlegt die Ebene 
in zwei Teile und (wie es sich leicht aus dem Satz IV von I § 1 er­
gibt) von den beiden Punkten P und Q liegt einer im Innern, der 
andere im AuBern von Sl + s/' da namlich S nur SI (nicht aber S/), 
und s' nur S/ (nicht aber SI) trifft. - Folglich ist die Eigenschaft, 
daB die Punkte R und S durch zwei, die Punkte P und Q in oS bzw. 
in m verbindende, Streckenzlige 7l = S + s' voneinander getrennt werden, 
nur von diesen Punkten selbst und nicht von der speziellen Wahl 
von 7l abhangig. Wir werden demgemaB sagen, daB R und S von­
einander durch P und Q getrennt werden; aus der obigen Bemerkung 
folgt, daB dann auch P und Q voneinander durch R und S getrennt 
werden. 

Wir bekommen auf diese Weise eine zyklische Anordnung fur 
die Punkte von j, die wir folgendermaBen deuten wollen. Sei P", ein 
beliebig aber fest gewahlter Punkt von j; seien PI und P 2 zwei andere 
Punkte von j, flir diese setzen wir die lineare Ordnungsrelation PI < P'J 
fest; flir jeden Punkt P 3 von j, der von P OCI durch PI und P'J getrennt 
wird, setzen wir p] < P3 < P 2 und sagen, daB P 3 zwischen p] und 
P 2 liegt; die Gesamtheit der zwischen PI und P'J liegenden Punkte 
bezeichnen wir als das Intervall (PI P2)' Sei P 4 ein nicht zwischen 
PI und P 2 liegender Punkt von j; wir setzen P 4 < PI bzw. P 4 > P 2 , 

je nachdem ob die Punkte P 3 und P 4 (wobei P 3 einen Punkt des 
IntervalI es (PI P 'J) bedeutet) den Punkt PI von P OCI' oder den Punkt 
P 2 von P 00 trennen. Diese Ordnungsrelationen sind durch die be­
treffenden Punkte eindeutig bestimmt und haben die Eigenschaft del' 
Transitivitat, d. h. aus PI < P 2 und P 2 < P 3 folgt auch PI < P 3 , 

wie man unmittelbar einsieht. - Wir haben ferner gesehen, daB es 
zu je zwei Punkten PI und P'j (PI < P2 ) Punkte P gibt, flir welche 
PI < P < P 2 bzw. P < PI bzw. P> P 2 besteht. 

Von einer Folge von Punkten PI' P'J' ... werden wir sagen, daB sie 
im Sinne del' zyklischen Anordnung gegen den Punkt P ( =f= P 00) konver­
giert, wenn sie die folgende Bedingung erfullt: ist (Q, R) ein beliebiges, 
P enthaltendes Intervall, so liegen samtliche Punkte del' Folge, ab­
gesehen von endlich vielen, im Intervall (Q, R). (Falls P = P 00' ist 
die Definition so zu fassen, daB jedes Intervall (Q, R) nur endlich viele 
Punkte der Folge enthalt). 

Wir werden zeigen, daB flir unsere geordnete Menge j die Kon­
vergenz im zykJischen Sinne mit der gewohnlichen Konvergenz liberein-
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stimmt. - Sei erstens P 1 , P 2' . " eine im zyklischen Sinne gegen P 
konvergierende Folge. Konvergierte diese Folge im gewohnlichen 
Sinne nicht gegen P, SO konnten wir eine Teilfolge Pal' Pa., ... 
bestimmen, die gegen einen von P verschiedenen Punkt Q konvergiert 
(der notwendig zu j gehort, da i abgeschlossen ist); wir setzen dem 
einfacheren Ausdruck zuliebe voraus, daB P und Q von P"" verschie­
den sind. - Sei Rein beliebiger Punkt von i zwischen P und Q 
und s und s' zwei Streckenzlige, die R und P"" in ~ bzw. in m: ver­
binden. Durch Jl = S + s' werden die Punkte P und Q voneinander 
getrennt. Wenn etwa Q im AuBern von Jl liegt, konnen wir eine 
auBerhalb von Jl liegende Umgebung urn Q bestimmen, die laut der 
Voraussetzung samtliche Punkte der Teilfolge Pal' P a., ... von einem 
gewissen Index ab enthaIt; diese unendlich vielen Punkte Pal sind 

also von P durch R und P"" getrennt, gegen die Annahme, daB die 
Folge P l ' P2 ' • _. im zyklischen Sinne gegen P konvergiert. - Sei 
zweitens PI' P2 , ••• eine im gewohnlichen Sinne gegen P konver­
gierende Punktfolge; wir werden zeigen, daB sie auch im zyklischen 
Sinne gegen P konvergiert. Seien namlich Q und R zwei beliebige 
Punkte, die P und P"" voneinander trennen. Zwei Streckenzlige s 
und s', die Q und R in ~ bzw. in m: verbinden, bilden ein Polygon Jl, 

das etwa P im Innern, P"" im AuBe.rn hat. Eine hinreichend kleine 
Umgebung urn P, die ebenfalls im Innern von Jl liegt, enthalt samtliche 
Punkte der Folge mit Ausnahme von endlich vielen; die in dieser 
Umgebung liegenden Punkte von j liegen im Intervall (Q, R), also 
auch samtliche Punkte der Folge P l ' P'J' ... , bis auf endlich viele. 

Wir haben somit das Ergebnis, daB es zu jedem Intervall (Q, R), 
welches den Punkt P enthalt, eine Umgebung urn P gibt, deren 
Durchschnitt mit i zu (Q, R) gehort; und umgekehrt gibt es zu jeder 
Umgebung von P ein P enthaltendes Intervall (Q, R), welches ganz 
in dieser Umgebung liegt. 

Wir wahlen jetzt eine abzahlbare, auf i liberall dicht liegende 
Teilmenge {PJ von .j.1) Laut der nachgewiesenen Ubereinstimmung 
der zyklischen und der gewohnlichen Umgebungsbeziehungen ist diese 
Menge zugleich liberall dicht auf j im Sinne der zyklischen Anordnung, 
d. h. jedes Intervall (Q, R) von j enthalt wenigstens einen Punkt von 
{PJ. Auf dem Kreise wahlen wir ebenfalls eine abziihlbare liberall 
dichte Menge {Pi}, etwa die Menge der Punkte, deren Winkel mit 
Jl kommensurabel sind. Zwischen den beiden Mengen {Pi} und {P/} 

1) Etwa auf die folgende Weise: wir nehmen eine sukzessive Folge von 
quadratischen Teilungen der Ebene, aus jeder heben wir diejenigen endlich 
vielen Quadrate heraus, die Punkte von i enthalten, diese Quadrate ordnen wir 
in einer gewohnlichen Folge, und in jedem Quadrat der Folge wahlen wir der 
Reihe nach einen von den vorher gewahlten verschiedenen Punkt von i (wenn 
es einen solchen gibt). 

v. Kerekjart6, Topo)ogie. 6 
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bestimmen wir eine die Ordnungsrelationen erhaltende eineindeutige Be­
ziehung (s. I § 4); ferner auf Grund derselben eine die Ordnungs· 
relation en erhaltende Beziehung zwischen i und k, indem wir jedem 
Punkte von i denjenigen Punkt von k zuordnen, der in bezug auf die 
Punkte von {P/} die gleichen Ordnungsrelationen hat, wie der be­
treffende Punkt von i in bezug auf die entsprechenden Punkte von 
{PJ. - Diese Beziehung steHt zugleich eine stetige Abbildung von 
i auf k dar, zufolge der Ubereinstimmung der zyklischen und der ge· 
wohnlichen Konvergenzbeziehungen. - Wir erhalten auf diese Weise 
eine topologische Abbildung von i auf k. 

Die obige Beweismethode ruhrt von Hilbert her und wurde fur 
den Schoenfliesschen Satz von F. Riesz dargestellt. Der Schoenfliessche 
Beweis des Satzes benutzt Approximationspolygone. 

Wir bemerken noch, daB der Begriff der Erreichbarkeit nicht 
erweitert wird, wenn wir statt der obigen ErkHirung die folgende ein· 
fiihren: ein Randpunkt P des Gebietes g heiBe von g erreichbar, 
wenn es em (wenigstens zwei Punkte enthaltendes) Kontinuum K 
gibt, welches den Punkt P enthiilt und, abgesehen von dies em 
Punkte, in g liegt. - Wir werden zeigen, daB. wenn ein Rand· 
punkt P von g in dies em Sinne in g erreichbar ist, auch ein 
in g liegender Streckenzug s = Sl + S2 + .. , existiert, dessen Eck· 
punkte gegen P konvergieren. - Sei K ein den Punkt P enthaltendes 
und sonst in g liegendes Kontinuum; jedem Punkt von K auBer P 
ordnen wir eine in g liegende Umgebung zu, deren Radius kleiner ist 
als der halbe Abstand dieses Punktes vom Rand von g; die Menge der 
in diesen Umgebungen enthaltenen Punkte bildet ein oder mehrere 
Gebiete; sei 'Yl ein solches Gebiet, welches in keinem ~mfassenderen 
solchen Gebiet enthalten ist. Die Grenzpunkte von 'Yl liegen in g, mit 
Ausnahme von P; da ferner auf dem Rand von 'Yl kein von P ver­
schiedener Punkt des Kontinuums K liegt, so muB 'Yl den Punkt P zum 
Randpunkt haben (sonst wiirden die in 'Yl liegenden Punkte von K und 
die iibrigen Punkte von K zwei fremde abgeschlossene Teilmengen 
von K ausmachen, die K zusammen erschopfen). - Sei kl ein hin­
reichend kleiner Kreis urn P, der nicht das ganze Gebiet 'Yl ent· 
haIt und 'Y2 ein innerhalb von kl liegendes Teilgebiet von 'Yl' welches 
den Punkt P zum Randpunkt hat und in keinem umfassenderen solchen 
Gebiet enthalten ist. - Sei k1 , k2' ... eine Folge von Kreisen urn P, 
deren Radien monoton gegen 0 konvergieren; fUr jedes y bestimmen 
wir ein in kv liegendes Teilgebiet I'v+1 von I'v (wie oben 'Y2 von 1'1)' 
In diesen Gebieten 'Yv wahlen wir je einen Punkt P v' Da P" und 
P v +1 beide im Gebiet 1'" liegen, konnen wir sie durch einen inner­
halb von I'v liegenden Weg verbinden. Die Gesamtheit dieser Wege 
bildet einen Streckenzug s, dessen Eckpunkte gegen P konvergieren. 
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Entweder durch geeignete Konstruktion der aufeinander folgenden 
Wege oder nachher durch Fortlassung von gewissen Teilwegen von s 
konnen wir erreichen, daB der entstehende Streckenzug sich selbst 
nicht schneidet. 

§ O. Hilfssatze iiber Kurven und Kurvenbogen. 

Unter einer geschlossenen stetigen Kurve ~ verstehen wir das ein· 
deutige stetige Bild einer Kreislinie: 

r = 1, cp = 21 n, (0 < 1 < 1; r, cp = Polarkoordinaten). 
1 bezeichnen wir als Parameter der Kurve ". 

Sei " eine geschlossene stetige Kurve in der Ebene und sei 0 
ein nicht auf" liegender Punkt der Ebene. Da" eine abgeschlossene 
Menge ist, gibt es eine solche positive lahl d, daB der Abstand 
des Punktes 0 von der Kurve " groBer ist aJs d. Wir zero 
legen die Kreislinie in n Bogen 1i < 1 <li+l (i = 0, 1, 2, ... , 
n - 1; 10 = 0, 1n = 1), deren jeder auf eine Menge vom Durch· 
messer < d abgebildet ist. Der Vektor, des sen Anfangspunkt 0 und 
dessen Endpunkt der dem Parameterwert 10 == 0 entsprechende Punkt 
Po von" ist, bildet mit der positiven x·Achse einen Winkel, den 
wir mit 6 (0) bezeichnen und unter den bis auf Vielfache von 2 n 

bestimmten Wert en so wahlen, daB 0 <0(0) < 2 n ist. ]edem Punkt 
P;, mit einem Parameterwert 1: 10 < 1 <11 ordnen wir denjenigen 

Wert des von dem Vektor OP mit der positiven x·Achse gebildeten Win· 

kels zu, der sich von 0 (0) urn weniger als i unterscheidet. Fur 6 (22) 

nehmen wir denjenigen Wert, der sich von dem erhaltenen Wert 0 (21) 
urn weniger als i unterscheidet; usw. Auf diese Weise erhalten 

wir einen bei einem Umlauf 0 < 2 <1 sich stetig andernden \Vinkel· 
wert 6 (2), der von den lwischenwerten 1i des Parameters offenbar 
unabhangig ist und in dem Punkt P(l) = P(O) einen von 6(0) urn 
ein Vielfaches von 2 n verschiedenen Wert 0 (1) ergibt. Die durch 
die Gleichung 

0(1) - O{O) = ± 2nn 

definierte nichtnegative lahl n (die von der speziellen Parameter· 
darstellung der Kurve offenbar unabhangig ist) bezeichnen wir als die 
Ordnung des Punktes 0 in bezug auf die K urve " und schreiben: 
n = OJd (0)1). 

1) Wenn wir der Kreislinie einen bestimmten Umlaufssinn zuordnen, wird 
auch der Kurve x ein Umlaufssinn zugeordnet; wir bezeichnen die bei einem 
solchen Umlauf entstehende Anderung des Winkels fI dividiert durch 2:n; als 
die Ordnung des Punktes 0 in bezug auf die gerichtete geschlossene stetige 
Kurve x. 

6* 
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Sei x' eine andere geschlossene stetige Kurve mit der Eigen­
schaft, daB je zwei Punkte P und p' von x und x', die demselben 
Punkt des Kreises (oder demselben Wert des Parameters) entsprechen, 
mmer einen kleineren Abstand haben, als die Abstiinde dieser Punkte 
von dem Punkt O. (Insbesondere ist diese Bedingung erfullt, wenn 
der Abstand von je zwei entsprechenden Punkten von x und x' kleiner 
ist als der Abstand des Punktes 0 von den Kurven x und x'.) --Der zwischen 0 und 2 n liegende Wert des von den Vektoren OP 

--+ 
und 0 P' gebildeten Winkels ist dann kleiner als i _ Nachdem wir 

auf x schon die Werte 0(2) bestimmt haben, ordnen wir dem Punkt 
Po' von x' denjenigen Wert (}' (0) zu, der sich von 0 (0) um weniger 

als i unterscheidet. Wenn wir diese Bestimmung liings der Kurven 

x und x' stetig fortsetzen, erhalten wir fUr jeden Wert von 2 einen 

solchen Wert (}' (2), der sich von 0 (2) um weniger als i unterscheidet; 

endlich erhaIten wir flir (}' (1) einen Wert, fur den e benfalls 

0'(1) - 0(1)1 <i ist. Folglich ist 0'(1)-(}'(0) von 0(1)-0(0) 
um weniger aIs n verschieden, und da be ides ganze Vielfache von 
2 n sind, sind sie einander gleich. Die Ordnung des Punktes 0 in 
bezug auf x und x' ist also dieselbe. Ebenso foIgt, daB die Ordnung 
der Punkte 0 und 0', deren Abstand voneinander kleiner ist, als die 
Abstiinde dieser Punkte von der Kurve '" in bezug auf" die gleiche 
Ordnung haben. (Diese Behauptung ist in der obigen enthalten). 

Sei i eine einfache geschlossene Kurve. Ein auBerhalb von i 
Iiegender Punkt 0, dessen Abstand von i groBer ist als der Durch­
messer von i, hat sicher die Ordnung 0 in bezug auf i, da niim­
lich fUr je zwei Punkte PI und P2 von i der zwischen 0 und 2 n 

Iiegende Wert des Winkels von OPI und 0 P2 kleiner ist als ;, so 

daB auch 0 (1) - 0 (0) < ; , also = 0 sein muB. Dann gilt aber die 

gleiche Behauptung fUr jeden auBerhalb von i liegenden Punkt. Wie 
wir eben gesehen haben, liiBt sich niimlich um jeden nicht auf i 
liegenden Punkt eine Umgebung angeben, in welcher jeder Punkt in 
bezug auf i die gleiche Ordnung hat; femer lassen sich je zwei auBer­
halb von i liegende Punkte durch einen i nicht treffenden Weg ver­
binden, so daB jeder Punkt dieses Weges in bezug auf i die gleiche 
Ordnung haben muB. (In entgegengesetztem Fall giibe es einen Punkt 
auf dies em Weg, dessen Umgebung immer Punkte verschiedener 
Ordnungen enthiilt.) Daraus folgt, daB jeder auBerhalb von i liegende 
Punkt in bezug auf i die Ordnung 0 besitzt. 

Andererseits liiBt sich zeigen, daB jeder innerhalb von i liegende 
Punkt in bezug auf i die Ordnung 1 hat. - Sei 0 ein innerhalb 
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von i liegender Punkt; urn 0 beschreiben wir einen kleinen Kreis k, 
der ebenfal1s im Innern von i liegt, und von 0 legen wir eine 
Strecke l nach einem Punkt P von i, die i sonst nicht trifft. Wir 
nehmen einen kleinen Bogen b von i, der Pals inneren Punkt ent­
halt, und dessen Durchmesser kleiner ist als der Abstand 0 P. Der 
ganze Bogen b kann nicht auf der durch l bestimmten Geraden liegen, 
es gibt also eine Strecke l', die den Punkt 0 mit einem Punkt P' des 
Bogens b verbindet, und sonst von i frei ist. Seien Q und Q' die 
Schnittpunkte von lund l' mit der Kreislinie k, und sei QQ'derjenige 
Bogen von k, der groBer ist als der halbe Umfang von k. Nun 
lassen wir aus i den Teilbogen P P' von b fort, und nehmen zu 
den beiden Bogen pip von i und Q Q' von k die beiden Strecken 
P Q, P' Q' hinzu;· sie bilden 
zusammen eine einfache ge· 
schlossene Kurve o. Der Punkt 
o liegt im AuBern von 0, da 0 
sich mit einem Punkt des Teil-

bogens PP' von b, und dieser 
sich mit dem Unendlichen ver­
binden laBt, ohne 0 zu treffen. 
Die Ordnung von 0 in bezug 
auf 0 ist also gleich O. Daraus 
folgt, daB die Winkelanderung 
des Radiusvektors langs i die· 
selbe ist wie die langs k. -

P 
Fig. 11. 

Sei namlich 6(P) der Wert des Winkels in P; bei einem Umlauf 

urn den Bogen p'I'j;> von i bekommen wir in P' einen gewissen Wert 
6 (P'); langs l' andert sich 6 nicht, es ist also 

6 (Q') = 6 ( P'), 

und nach einem Umlauf urn den groBeren Kreisbogen Q Q' von Q' 
bis Q erhalten wir fUr 6(Q) den Wert 6(Q) = 6(P). Sei andererseits 
If(p) bzw. 6(Q) der Endwert, den man aus 6(P) bzw. 6(Q) nach 
einem vollstandigen Umlauf urn i bzw. k unter Beibehaltung des Urn­
laufssinns bekommt. Dann ist 

I I1(Q) - 6(Q')! < ; , 

I ff(p) - 6 (P') I < ; , 
und da 11 (P) - 6 (P) ein ganzzahliges Vie1faches von 2 n ist, folgt 

l1(p)-6(P) = -B(Q)+6(Q). 
Fur die Kreislinie k hat man offenbar 

Ord(O) = 1, 
k 
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so daB auch 
Ord(O) = 1 

J 
ist. 

Bei emem Umlauf des Punktes P urn die Kurve i andert sich 
--+ 

der Winkel des Vektors 0 P, wobei 0 einen im Innern von i liegen-
den Punkt bedeutet, urn ± 2n. Wir verstehen unter einem positiven 
Umlauf der Kurve i denjenigen, bei we1chem diese Anderung gleich 
+ 2 n ist, den anderen bezeichnen wir als einen negativen Umlauf. 

Sei i eine einfache geschlossene Kurve, und t eine topologi­
sche Abbildung von i auf sich selbst, die keinen Fixpunkt hat, 
d. h. keinen Punkt sich selbst entsprechen laBt!). Wir verbinden 
einen Punkt P mit seinem Bildpunkte P' durch eine gerichtete 

Strecke ip'; sei 0 der Winkel, den dieser Vektor iP' mit der 
Richtung der positiven x-Achse bildet. Wir betrachten die Anderung 
des Winkels 0, wahrend der Punkt P einmal in positivem Sinne die 
Kurve i umlauft. 

Wenn i eine Kreislinie ist, 
gleich 2 n. In diesem Fall nimmt 

--+ 

ist diese Anderung offenbar 
namlich der Wert des Winkels, 

den der Vektor 0 P mit der positiven x-Achse bildet, monoton zu, 
und nimmt in zwei verschiedenen Lagen niemals urn ganzzahlige Vie!­
fache von 2 n verschiedene Werte an, was aus leichten elementar­
geometrischen Uberlegungen folgt. 

Sei nun i eine beliebige einfache geschlossene Kurve. \Vir 
konnen i durch eine topologische Deformation in eine Kreislinie tiber­
ftihren. Darunter verstehen wir folgendes: jedem Punkt P der Kurve i 
ordrien wir eine stetige Kurve (Pt) (0 < t < 1) zu, die als eindeutiges 
stetiges Bild des Intervalls 0 < t < 1 erklart wird, so daB dem Para­
meterwert t = 0 der Punkt P entspricht, und die Beziehung zwischen 
den Punkten P und Pt fUr jedes t (0 < t < 1) eine topologische Ab· 

1) Es ist klar, dafi t den Umlaufssinn von i nieht andern kann, d. h. dafi 
einem positiven Umlauf des Punktes P um i ebenfalls ein positiver Umlauf 
des Bildpunktes P' entsprieht. 1m anderen Fall gibt es genau zwei Fixpunkle. 
Setzen wir voraus, dafi i eine Kreislinie ist, sei 'P der Polarwinkel des Punktes 
P (0 s: 'P < 2 :n), 'P' der seines Bildpunktes. Wahrend 'P von 0 bis 2:n geht, 
andert sieh 'P' von 'Po' bis 'Po' - 2,,;, wobei 'Po' den Winkel des Bildpunktes 
von Po ('P = 0) bedeutet. 1st 'Po' von 0 versehieden (mod 2:n), 0 < 'Po' < 2:n, 
so ist die eindeutige stetige reelle Funktion 'P' - 'P fUr 'P = 0 positiv, fUr 
'P = 'Po' negativ, im Intervall 0 < 'P < 'Po' gibt es also wenigstens einen Wert 'Pl' 
fUr den 'Pt' = 'Pl ist; da ferner'P und aueh - 'P',monoton waehsende Funktionen 
von 'P sind, so gibt es in diesem Intervall aueh nur einen solchen Punkt. 
Ebenso gibt es in dem Intervall 'Po' < 'P < 2:n einen und nur einen Wert 'P., 
fUr welchen 'P.' = 'P2 ist. Der Bogen 'Pl ~ 'P ~ 'P2 geht bei der Abbildung in 
den Bogen 'Pl + 2 :n ~ 'P ~ 'P2 Uber. 
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bildung der Kurve i darstellt. Dem Wert t = 1 soIl dabei eine Kreis­
linie entsprechen. - Diese Deformation konnen wir mit Hilfe der 
in II § 2 besprochenen Satze angeben. Sei k eine Kreislinie, die i 
in ihrem Innern hat, und seien i' und k' zwei konzentrische Kreise, 
von denen i' im Innern von k' liegt. Wir bilden die Ebene auf sich 
selbst topologisch ab, so daB k in k' und i in i' iibergeht. Wir 
nehmen die radialen Wege, die je einen Punkt von i' und k' ver­
binden, und deformieren i' langs dieser Linien in k', so daB bei jedem 
Parameterwert t (0 < t < 1) dem Kreis i' ein konzentrischer Kreis ent­
spricht. Seien etwa (r, cp) Polarkoordinaten mi t dem gemeinsamen 
Mittelpunkt von i' und k' als Anfangspunkt und seien ro bzw. r1 (rl > ro) 
die Radien von i' bzw. von k'. Jedem Punkt (ro' cp) von i' und 
dem Parameterwert t ordnen wir den Punkt (rt' CPt) 

{ rt = ro + t (rl - ro) 

CPt = cP 

zu. Dieser Deformation entspricht vermoge der Abbildung der Ebene 
auf sich eine Deformation von i in k, bei welcher immer zwei ver­
schiedene Punkte von i zwei verschiedene Bildpunkte haben. Bei 
dieser Deformation andern sich die Punkte P und p' stetig, sie 
bleiben immer voneinander verschieden, folglich andert sich auch die 

Richtung des Vektors stetig. Die Richtungsanderung von PP' bei 
einem positiven Umlauf urn i ist ein ganzzahliges Vielfaches von 271, 
das sich bei der Deformation von i in k stetig andert, so daB es wie 
fiir die Endlage k auch fUr die Kurve i den Wert 271 besitzt. Bei 

einem negativen Umlauf ist die Richtungsanderung von PP' gleich 
- 271. 

Wir beweisen hier emlge im folgenden notige Hilfssatze iiber 
Systeme von einfachen geschlossenen Kurven. 

I. Seien ii' i2 , ••• , in endlich viele einfache geschlossene Kurven, 
von denen ie zwei einander in wenigstens zwei Punk ten tretfen. Der Rand 
eines beliebigen, von der Menge il + i2 + ... + in bestimmten Gebietes 
besteht aus einer einfachen geschlossenen K urve. 

Zuerst betrachten wir den Fall n = 2. Seien il und i2 zwei 
einrache geschlossene Kurven, die wenigstens zwei gemeinsame Punkte 
haben. Unter einem Bogen {J verstehen wir entweder einen ge· 
meinsamen Bogen von il und i2' der in keinem umfassenderen so1chen 
Bogen enthalten ist, oder einen von i2 freien Bogen von ii' dessen 
Endpunkte auf i2 liegen, oder einen von il freien Bogen von i2' dessen 
Endpunkte auf il liegen. Die Bogen {J bilden eine abzahlbare Menge. 
Die Punkte von il (bzw. von i2)' die nicht zu den Bogen {J gehoren, 
liegen auf il (bzw. auf i2) nirgends dicht. 
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Sei g ein beliebiges von dem Kontinuum il + i2 bestimmtes 
Gebiet; der Rand evan gist ein Kontinuum (s. S. 37). Wenn 
ein Bogen P einen von seinen Endpunkten verschiedenen Punkt auf 
dem Rand e besitzt, gehort auch jeder Punkt von P zu e. Sei 
namlich P ein zu e gehoriger innerer Punkt von P; wir konnen 
einen einfachen Bogen b bestimmen, dessen Endpunkte Ql und Q'J 
auf dem Bogen P liegen und auf P durch P getrennt werden, und 
welcher abgesehen von seinen Endpunkten die Kurven il und i2 nicht 
trifft. Wir wahlen diesen Bogen b derart, daB er einen Punkt in g 
besitzt, dann verlauft b ganz in g und folglich sind samtliche Punkte 

des Teilbogens Q;Q'J von P Randpunkte von g. Nun ist aber die 
Menge der zu e gehorigen Punkte von P abgeschlossen, so daB der 
ganze Bogen P zu e gehort. 

Fur die zu dem Rand evan g gehorigen Bogen P besteht eine 
natiirliche zyklische Anordnung. Seien PI und P2 zwei Bogen auf e, 
und sei s ein in g verlaufender Streckenzug, der einen inneren Punkt 
von PI mit einem inneren Punkt von P2 verbindet. Dieser Strecken­
zug zerlegt das Gebiet g in zwei Teilgebiete gl und g2. l) Ein Bogen P3 
auf e gehort entweder zu gl oder zu g2' aber nicht zu beiden. Seien 
P3 und P4 zwei beliebige Bogen P auf e; je nachdem ob P3 und p, 
in g durch s getrennt werden, oder nicht, werden wir sagen, daB das 
Paar (Ps' P4) durch (PI' P2) getrennt wird, oder nicht; das Paar (PI' P2) 
ist alsdann durch das Paar (P3' P.) ebenfalls getrennt, bzw. nicht ge­
trennt. - Jedem Bogen P konnen wir eine Richtung zuschreiben, 
nachdem wir fur einen Bogen die Richtung beliebig angenommen 
haben, so daB der Anfangspunkt von PI und der Endpunkt von P2 
durch den zwei innere Punkte von PI und P2 verbindenden Strecken­
zug s in g nicht getrennt werden, wahrend der Anfangspunkt von PI 
von dem Anfangspunkt von P2 getrennt wird. Auf diese Weise er­
halten wir eine zyklische Anordnung der gerichteten Bogen P auf 
dem Rand evan g (vgl. auch II § 4). 

Seien (PI' P2' ... ) diejenigen Bogen p, die auf dem Rand evan 
g liegen. Wir bestimmen eine Abbildung dieser Bogen auf eine 
Menge (PI" P2', .. ·) von Kreisbogen auf die folgende Weise. Wir 
konnen voraussetzen, daB keine zwei von den ersten drei Bogen PI' 
P2' P3 einen gemeinsamen Punkt haben 2). Wir zerlegen die Kreis­
linie k in 6 gleiche Bogen, seien P/' P2', P3' drei von diesenBogen, 
die paarweise voneinander fremd sind; wir' bilden die gerichteten 
Bogen PI' P2' Ps topologisch auf die positiv gerichteten Bogen PI', 
P2', P3' ab, so daB der Anfangs- bzw. der Endpunkt von PI' P2' P3 

1) Dieser Satz wird erst in III § 1 bewiesen werden; bier setzen wir 
ibn als bewiesen voraus. 

2) FUr den Fall, das nur endlicb viele Bogen fJ, vorbanden sind, ist nun­
mebr der obige Hilfssatz unmittelbar klar. 
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dem Anfangs· bzw. dem Endpunkt des entsprechenden Kreisbogens 
entspricht. Wenn nun p, etwa zwischen Pl und p'J liegt, d. h. durch 
Pl und P2 von Pa getrennt wird, bilden wir p, auf einen zwischen 
Pt' und P'/ liegenden Kreisbogen P/ ab; dieser Bogen P/ ist ent· 
weder mit dem ganzen Bogen zwischen P/ und P'/' oder mit einer 
Halfte davon, oder mit dem mittleren Drittel identisch, je nacho 
d em ob P 4 beide Bogen Pl' P2' oder nur einen, oder aber keinen 
von ihnen trifft. Auf die gleiche Weise fortfahrend bekommen wir 
eine topologische Abbildung der in (Pl ' P2' ... ) enthaltenen Punkte 
auf eine auf der Kreislinie ilberall dichte Punktmenge, bei welcher 
die Ordnungsbeziehungen ungeandert bleiben. Diese Abbildung er­
weitert sich zu einer topologischen Abbildung von e auf k. In der 
Tat gibt es zu jedem Punkt P von e, der nicht auf einem Bogen P 
liegt, eine Folge von Bogen P(l), P(l); P(2), P(21; ••• , die gegen diesen 
Punkt konvergieren, und von denen immer Pli - 1) und P(Hl) durch 
(P(i), P(i») voneinander getrennt werden. Auf der Kreislinie entspricht 
dieser Folge eine ahnliche Folge von Kreisbogen, die gegen einen 
Punkt konvergieren. Daraus folgt ahnlich, wie im vorigen Paragraphen, 
daB die Abbildung zwischen e und k eineindeutig und stetig ist. 

Filr mehr als zwei Kurven ergibt sich daraus die Behauptung ohne 
weiteres. Sei ia eine dritte Kurve, die jede der Kurven il und i2 
wenigstens zweimal trifft. Sei gl ein beliebiges von il + i2 + ia be­
stimmtes Gebiet; sei g das durch il + i2 bestimmte Gebiet, zu welchem 
gl gehort; der Rand e von gist eine einfache geschlossene Kurve; 
gl ist ein durch die beiden einfachen geschlossenen Kurven e und ia 
bestimmtes Gebiet, also ist sein Rand eine einfache geschlossene 
Kurve. Durch SchluB von n auf n + 1 ergibt sich somit die Be­
hauptung filr jede endliche Zahl n. -

II. Sei i eine einfache geschlossene Kurve, und seien bl , b2 , ••• , bn 

endlich viele einfache Bogen. J e zwei innerhalb von i und nicht aUf 
den Bogen bl , b2 , ••• , bn liegende Punkte A und B lassen sich durch 
einen innerhalb von i verlaufenden einfachen Bogen verbinden, der mit 
den Bogen bl , b2 , ••• , btl nur endlich viele gemeinsame Punkte hat. 

Wir erganzen die Bogen b1 , b2 , ••• , bn zu einfachen geschlossenen 
Kurven il' i2' . 00, in' die nicht durch die Punkte A und B gehen. -
Wir bezeichnen mit {Q} die Menge derjenigen Punkte Q von i, 
deren Umgebung immer sowohl zu ii (i = 1, 2, ... , n) gehorige, wie 
auch von derselben Kurve ii freie Punkte von i enthalt; diese 
Menge {Q} ist nirgends dicht auf i. 

Wir zeigen nun: wenn C und D zwei beliebige nicht zu {Q} 
gehorige Punkte von i sind, so lassen sie sich durch einen ein­
fachen Bogen verbinden,der innerhalb von i verlauft, und mit den 
Kurven il' i2' ... , in nur endlich viele Punkte gemeinsam hat. Daraus 
folgt dann leicht der obige Hilfssatz. 
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Wir betrachten die Bogen von iI' die C und D innerhalb von i 
voneinander trennen; es gibt nur endlich viele solche Bogen. Wir 
konnen namlich urn C und urn D je einen von {Q} freien Bogen 
von i angeben; die beiden iibrigbleibenden Bogen von i haben einen 
positiven Abstand voneinander, andererseits muB jeder Bogen von i1 ' 
der C und D im Innern von i voneinander trennt, diese beiden 
Bogen von i verbinden; auf i1 gibt es aber nur eine endliche Anzahl 
von fremden Bogen, deren Durchmesser eine feste positive Zahl 
iiberschreitet. Folglich gibt es endlich viele solche Gebiete, die von 
i und i1 bestimmt werden, und die C und D innerhalb von i von­
einander trennen; seien diese Gebiete gl' g2' " ., gr' Der Rand jedes 
solchen Gebietes besteht aus je einer einfachen geschlossenen Kurve. 
Wir nehmen r - 1 solche Punkte Cl , Cz' ... , Cr - 1 , von denen C; 
ein im Innern von i, d. h., auf il liegender gemeinsamer Randpunkt 
von gi und gi+l ist, und der nicht zur Menge derjenigen Punkte von 
il gehort, deren Umgebung immer mit ii (i = 2,3, ... , n) gemeinsame, 
und auch von derselben Kurve ii fremde Punkte von il enthalt. Wir 
verbinden die Punkte C, C t , C'.l"'" Cr - 1 , D miteinander durch ein­
fache Bogen innerhalb von i, die i1 sonst nicht treffen. Wir konnen 
also die Punkte C und D innerhalb von i durch einen einfachen 
Bogen verbinden, der it nur in endlich vielen Punkten trifft. 

Nehmen ",ir die Kurve i2' und wenden wir dieses Ergebnis auf 
je zwei Punkte C, C1 ; C1 , Cz; ... ; Cr-l'D an, dann erhalten wir 
einen C und D verbindenden einfachen Bogen innerhalb von i, der 
il und auch i2 nur in endlich vielen Punkten trifft. Die gemein­
samen Punkte dieses Bogens mit i2 wahlen wir wieder derart, daB 
sie nicht in jeder Umgebung mit ii gemeinsame und auch von der­
selben Kurve ii fremde Punkte von i2 besitzen. Auf diese Weise 
fortfahrend erhalten wir endlich einen einfachen Bogen, der C und D 
innerhalb von i verbindet, und die Kurven ii' i2' ... , in nur in 
endlich vielen Punkten trifft. - Daraus folgt der oben formulierte 
Hilfssatz und auch die folgende Erweiterung: 

Sei i eine einfache geschlossene Kurve, und seien b1 , b'J' ... , b .. 
endlich viele einfache Bogen. Seien Ferner A, B und C drei beliebige 
Punkte im Innern von i, die nicht auf den Bogen b; liegen. Es laBt 
sich eine im Innern von i liegende einfache geschlossene Kurve an­
geben, die durch die Punkte A, B, C geht und die Bogen bl • b2 , ••• , b .. 
nur in endlich vielen Punkten trifft. -

§ 6. Geschlossene Kurven. 

Als eine g~schlossene Kurve wird nach Schoen/lies eine beschrankte 
Punktmenge bezeichnet, die in der Ebene zwei Gebiete bestimmt 
und mit dem Rand jedes dieser beiden Gebiete identisch ist. Eine 



§ 6. Geschlossene Kurven. 91 

spezielle Gattung davon bilden die einfachen geschlossenen Kurven, 
deren Punkte samtIich in beiden Gebieten erreichbar sind; der 
J ordansche Kurvensatz und die Schoentliessche Umkehrung desseIben 
haben uns gezeigt, daB diese Definition mit der Erklarung der ein­
fachen geschlossenen Kurven als topologischer Bilder des Kreises 
iibereinstimmt. 

Eine geschlossene Kurve y bildet, als identischer Rand von zwei 
Gebieten, eine zusammenhangende perfekte Punktmenge (s. S. 37). 
Bezeichnen wir als das Innere ~ bzw. das AuBere m von y das von 
y bestimmte beschrankte bzw. unbeschrankte Gebiet. Die von ~ 
(und ebenso die von m) erreichbaren Punkte von y liegen auf y 
iiberall dicht. Sei namlich P ein beliebiger Punkt von y, Up eine 
beliebige Umgebung urn P, Q ein in Up Iiegender Punkt von ~, und 

R der erste auf y liegende Punkt der Strecke QP; R ist dann ein 
von ~ erreichbarer Punkt von y. 

Die von ~ (bzw. von m) erreichbaren Punkte bilden auf dem 
Rand von ~ eine zyklisch geordnete Menge. Sei namlich q ein ein­
facher Streckenzug in ~, dessen Endpunkte P und Q auf y liegen, 
und seien R und 5 zwei von P und Q verschiedene von ~ erreichbare 
Punkte von y; falls dann jeder die Punkte R und 5 in §" verbindende 
Streckenzug den Streckenzug q trifft, so sagen wir, daB die Punkt­
paare (P, Q) und (R, 5) sich auf dem Rand von ~ trennen. Wenn 
P und Q zusammenfallen, enthaIt das Innere von q keinen Punkt 
von y, so daB es kein trennendes Punktpaar (R,S) gibt. Wenn 
dagegen P und Q voneinander verschieden sind, zerlegt q das 
Gebiet ~ in zwei Teilgebiete gl und g2,1) deren jedes auf dem 
Rand wenigstens je einen Punkt von y besitzt; wenn R einen er­
reichbaren Randpunkt von gl auf y, und 5 einen ebenso1chen Rand­
punkt von g2 bedeutet, trennen sich die Punktpaare (P, Q) und (R, 5) 
auf dem Rand von ~. 

Sei ('Y}) die zyklisch geordnete Menge der von ~ erreichbaren 
Punkte von y. Ahnlich wie in II § 4 nehmen wir einen Punkt 
P 00 von ('Y}), und bezeichnen als Intervall (PQ) die Menge derjenigen 
Punkte von ('Y}), die durch (P, Q) von P 00 getrennt sind. Ein 
Schnitt von ('Y}) wird definiert durch eine Folge ineinander ent· 
haltener Intervalle (PI Ql)' (PI! Q2)' ... , die jeden Punkt von ('Y}) oder 
jeden mit Ausnahme eines einzigen auslassen (d; h. es gibt ent­
weder keinen oder nur einen einzigen Punkt von ('Y}), der in samt. 
lichen Intervallen (Pi Qi) der Folge enthalten ist). Zwei Intervall. 
folgen (PI Ql)' (PI! Q2)' ... und (PI Qf), (P~ Q~), ... definieren dann und 
nur dann denselben Schnitt, wenn jedes Intervall (Pi Qi) ein Intervall 

1) Diesen Satz werden wir erst in III § 1 ausfUhrlich beweisenj hier sei 
er als bereits bewiesen vorausgesetzt. 
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(Pi Qj) enthalt, und umgekehrt. Durch zwei verschiedene Schnitte 
wird ('1/) in zwei Teilmengen ('1/1) und ('1/2) zerlegt. Die Ableitung 
eines solchen Teiles (171) oder (172) bezeichnen wir als einen Kurven­
bogen von y. Er heiBt ein eigentlicher Kurvenbogen, wenn er nicht 
mit der ganzen Kurve y identisch ist, sonst heiBt er ein uneigent­
licher Kurvenbogen. - Auf die gleiche Weise definiert man Kurven­
bogen mit Hilfe der von m: erreichbaren Punkte. 

Hier werden wir ein von Brouwer gegebenes Beispiel fur eine 
geschlossene Kurve, die sich nicht in zwei eigentliche Kurvenbogen 
zerlegen liifJt, wiedergeben 1 ). Wir werden die beiden Gebiete ~ 
und m: konstruieren, deren Rander identisch sind, und die beide, zu­
sammen mit dem Rand, die Ebene erschopfen; der Rand ist also 
eine geschlossene Kurve_ - Fur die auf Fig. 12 schematisch gezeich­
nete Kurve wird m: gebildet von demjenigen Teil der Ebene, welcher 
auBerhalb des Hauptrechteckes liegt, sowie von den schwarz schraf­
fierten Teilgebieten des Hauptrechteckes; ~ ist das rot schraffierte 
Teilgebiet des Hauptrechteckes. 

Das erste schwarze Gebiet ist ein in der Mitte der Grundlinie 
des Hauptrechteckes in der Weise aufgerichtetes Teilrechteck, daB 
der zweimal umgebogene weiBe Streifen, welcher ubrigbleibt, in 
seinen drei Teilen dieselbe Breite besitzt. - Das Verhaltnis seiner 
Grundlinie zu der des Hauptrechteckes sei 1: (2 ex + 1) (auf der Fig. 12 

ist 2 ex + 1 = 11); dann hat der weiBe Streifen eine Breite 2 aa+ l' 
wenn 1 die Lange der Grundlinie des Hauptrechteckes ist. 

Jetzt zeichnen wir den zwischen den Querschnitten P 1 P~ und 
Q1 Q{ enthaltenen Teil des roten Gebietes. Es besteht aus einem 

Streifen von der Breite -2 1 l' -2 a 1 und sein Rand verlauft uberall 
( )

2 a+ a+ 
im Abstande 2 a"-t 1 parallel dem Rand des eben genannten weiBen 

Streifens, in dem er enthalten ist. 
Das zweite schwarze Gebiet wird jetzt in der Weise urn den 

bisher gezeichneten Teil des roten Gebietes auBen herumgelegt, daB 
links auf der Grundlinie des Hauptrechteckes angefangen und rechts 
auf der Hohe von Q1 Q~ aufgehort wird. Die Breite dieses Streifens 
ist wieder der 2 ex + l-te Teil von der des weiBen Streifens, in dessen 
Mitte er hineingelegt wird. 

Die beiden jetzt vorhandenen schwarzen Gebiete lassen im 
Hauptrechteck einen sechsmal umgebogenen Streifen frei, und das 
rote Gebiet wird jetzt in der Weise fortgesetzt, daB es auch die bis­
her von ihm freien Teile durchzieht, und zwar diese in ihrer Mitte 
und unter Hinwegnahme des 2 ex + 1 ten Teiles ihrer Breite. Das 

1) Diese Konstruktion entnehmen wir (wortlich) aus der Brouwerschen 
Arbeit, Math. Ann. 68, S.423, 1910. 
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rote Gebiet wird also fortgesetzt vom Querschnitt Ql ~ bis zum Quer­
schnitt Q'J Q~, welcher denselben Abstand von der Grundlinie des 
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Hauptrechteckes besitzt, wie die vertikale Linie in Q'J vom zweiten 
schwarz schraffierten Gebiet. 

In dieser Weise fahren wir fort. Abwechselnd wird ein neues 
schwarzes Gebiet um den schon vorhandenen TeiI des roten Gebietes 
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auBen herumgelegt, wobei ganz links auf der Grundlinie des Raupt­
rechteckes angefangen, und auf derselben Rohe mit dem bisher 
fertigen Teile des roten Gebietes aufgehort wird, und sodann das 
rote Gebiet in der Weise fortgesetzt, daB es in alle Teilkanhle des 
von den schwarzen Gebieten freigelassenen Streifens eindringt. Diese 
Verliingerungen des roten Gebietes geschehen abwechselnd auf beiden 
Seiten: nach einer Fortsetzung von Q'II Q~ bis Q'II+l Q~+l folgt eine 
Fortsetzung von P'II P~ bis P'II+l P~+l' Von jedem weiBen Streifen, welcher 
neu durchzogen wird, sei es von einem roten oder von einem 
schwarzen Gebiet, wird der 2 IX + l-te Teil der Breite in Anspruch 
genommen. 

Jedem Randpunkte eines der schwarzen Gebiete kommt nach 
geniigender F ortsetzung des Verfahrens das rote Gebiet beliebig nahe, 
und jedem Randpunkte des roten Gebietes kommen schlieBlich die 
schwarzen Gebiete beliebig nahe, wiihrend durch den vollstiindigen 
Rand r des roten Gebietes das rote und das schwarze Gebiet von­
einander getrennt werden. 

Die Restmenge von r besteht aus den beiden Gebieten 3 und ~; 
r ist der gemeinsame Rand dieser beiden Gebiete, also eine ge­
schlossene Kurve. 

Wiihlt man Q1 und Q~ als Schnitte der flir das innere Gebiet 3 
erreichbaren Punkte, so werden dadurch zwei uneigentliche Kurven­
bogen bestimmt. Eine kurze Uberlegung zeigt ferner, daB bei jeder 
Zerlegung von r in zwei Kurvenbogen wenigstens einer von beiden 
uneigentlich ist. 

Den Schoenfliesschen Satz von der Invarianz der geschlossenen 
K urve, laut dessen jedes topologische Bild einer geschlossenen Kurve 
in der Ebene auch selbst eine geschlossene Kurve ist, werden wir 
erst in III § 6 beweisen. 

§ 7. Stetige Kurven. 

Unter einer stetigen Kurve versteht man das eindeutige stetige 
Bild des Intervalls 0 < x <1. Es erhebt sich die Frage, unter 
welchen Bedingungen eine Punktmenge eine stetige Kurve ist. F:iir 
ebene Punktmengen hat zuerst Schoenflies die folgenden notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen gefunden: 

M soU ein beschranktes Kontinuum sein, mit den folgenden Eigen­
schaften: 

1. Unter den von M bestimmten Gebieten gibt es nur eine endliche 
Anzahl von solchen, deren Durchmesser eine belie big gegebene positiv8 
Grope e iiberschreitet. 
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2. Jede1' Punkt von Mist aUseitig erreichbar in denjenigen Ge­
bieten, zu deren Rand e1' gehort. 

Die allseitige E1'1'eichba1'keit wird folgendermaBen erklart: sel g 
ein Gebiet und P ein Randpunkt von g; sei ferner q ein beliebiger 
einfacher Bogen, der abgesehen von seinen beiden auf dem Rand 
von g liegenden Endpunkten in g veriauft. q bestimmt in g ein oder 
mehrere Gebiete 1). Wenn gl ein beliebiges von q bestimmtes Teil­
gebiet von gl ist, zu des sen Rand der Punkt P geh6rt, soIl P 
ein erreichbarer Randpunkt von gl sein. Wenn diese Bedingung 
immer erfiillt ist, wie auch sonst q gewahlt wird, sagen wir, daB P 
in g allseitig erreichbar ist. 

lum Beispiel nehmen wir das Gebiet g, welches aus dem Innern 
des Quadrats: 

entsteht, wenn wir die Strecken l .. mit den Endpunktell 

lo: (x, y) = (0, ~), (l, ~) 

In: (x. y) = (0, ~), ({, {+ 2!+1) (n = 1,2, ... ) 

fortlassen (s. Fig. 13). Der Punkt P: (0, ~) ist 
aIlseitig erreichbar; der Punkt Q: (l,~) ist im 
Gebiet g erreichbar, aber nicht aIlseitig er­
reichbar. -

p~::;:::= 
Wegen des Beweises des oben formulier- ~ 

ten Satzes von Schoenflies verweisen wir den 
Leser auf Bericht II, S. 199 fl. 

Wir bringen hier eine andere, allgemei­
nere Charakterisierung der stetigen Kurven, 
die von Hahn und Mazurkiewicz gegeben wurde. 
erklaren wir den Begriff des Zusammenhanges im 
maBen: 

Fig. 13. 

lu diesem lweck 
Kleinen folgender. 

Ein beschranktes Kontinuum K heiBt im Punkt P von K zu­
zusammenhangend im Kleinen, wenn es zu jeder positiven lahl E eine 
positive lahl d gibt, so daB jeder in der d- Umgebung von P 
liegende Punkt von K durch ein in der E- Umgebung von P liegen­
des Teilkontinuum von K mit P verbunden ist (siehe den Rand 
des in der obigen Figur gegebenen Gebietes, der im Punkt Q 
nicht zusammenhangend im Kleinen ist). Wenn ein Kontinuum K in 

1) Wie wir in III §§ 1, 3 seben werden, ein oder zwei Gebiete. 
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jedem seiner Punkte im Kleinen zusammenhangend ist, sagen wir, 
daB K im Kleinen zusammenhiingend ist 1). 

Aus dem Uberdeckungssatz von Heine und Borel folgt, daB, 
wenn diese Eigenschaft fiir ein beschranktes Kontinuum K be­
steht, dann sie zugleich gleichmiiBig besteht, im folgenden Sinne: 
wenn e> 0 beliebig gegeben ist, liiBt sich () > 0 so bestimmen, 
daB je zwei Punkte Ql und Q'J von K, deren Abstand < () ist, durch 
ein Teilkontinuum von K vom Durchmesser < e verbunden sind. -
Bestimmen wir in der Tat urn jeden Punkt P von K eine Umgebung 
mit einem Radius (}p, so daB jeder in der :3 {)p- Umgebung von P 

liegende Punkt von K mit P durch ein in der ; -Umgebung von P 

liegcndes Teilkontinuum von K verbunden ist. Unter diesen Urn· 
geb ungen gibt es eine endliche Zahl von Umgebungen, die das ganze 
Kontinuum K bedecken; sei () (> 0) der Radius der kleinsten von 
diesen endlich vielen Umgebungen. Wenn dann zwei Punkte Ql 
und Q2 von K einen Abstand < () voneinander haben, so gibt es 
eine unter den endlich vielen Umgebungen, etwa mit dem Mittel­
punkt P, die den Punkt Ql enthalt; die 2 (). Umgebung von 
P enthiilt dann beide Punkte Ql und Q2' beide sind also mit 

P durch je ein Teilkontinuurn von K vom Durchmesser < ;. und 

also beide miteinander durch ein Teilkontinuum von K vom Durch­
messer < e verbunden. 

Die von Hahn und Mazurkiewicz herriihrende Charakterisierung 
der stetigen Kurven besagt: 

Datur, dafJ eine Punktmenge Meine stetige Kurve ist, ist es notwendig 

1) Dieser Begriff, sowie auch der unten zu formulierende Satz, die sich nur 
auf innere Eigenschaften der Menge beziehen, Ubertragen sich fUr den n-dimen­
sionalen Raum, femer auch fUr die Fr~chetschen normalen D-Rdume (classes D nor­
males) (sogar auch fUr allgemeinere abstrakte Raume). EinD-Raum wird erklart als 
eine Menge von Elementen, Punkte dieses Raumes genannt; je zwei Punkten A und 
B ist eine nichtnegative reelle Zahl (A, B)=(B, A) zugeordnet, mit den folgenden 
Eigenschaften: (A, B) = 0 dann und nur dann, wenn A und B identisch sind; fUr 
irgend drei Punkte A, B, C besteht die Beziehung (A, C) ~ (A, B) + (B, C). -
Ein D·Raum heifit normal, wenn die folgenden Bedingungen erfUIlt sind: 1. Das 
Bestehen des Cauchyschen Konvergenzprinzips: wenn eine Folge von Punkten 
PI' P2 , ••• die Eigenschaft hat, dafi es zu jeder positiven Zahl E einen Index no 
gibt, so dati fUr je zwei Punkte Pm und Pn der Folge, fUr welche m>no, n>no 
ist, (Pm' Pn) < E besteht, so gibt es einen (und nur einen) Punkt P;;; im Raum, 
gegen den diese Folge konvergiert, in dem Sinne, dafi lim (Pn , Pw) = 0 ist. 

H=CIO 

2. Es gibt eine abzahlbare Menge von Punkten des Raumes, deren Ableitung 
den ganzen Raum ergibt; dabei rechnen wir einen Punkt P des Raumes zur 
Ableitung einer Menge M, wenn es eine Folge von lauter verschiedenen 
Punkten PI' P 2 , • •• von M gibt, fUr welche lim (P n, P) = 0 ist. 
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und hinreichend, dafJ sie ein beschranktes, im Kleinen zusammenhangendes 
Kontinuum ist l ). 

luerst zeigen wir, daB die Bedingung notwendig ist. Laut I § 3 
ist das eindeutige stetige Bild des Intervalls 0 < x < 1 ein beschranktes 
Kontinuum; es ist noch zu zeigen, daB es im kleinen zusammen· 
hangend ist. - Gesetzt P ware ein Punkt von M und Pl' P 2 • '" 

eine gegen P konvergierende Folge verschiedener Punkte von M, 
mit der Eigenschaft, daB jedes Pi und P enthaltende Teilkontinuum 
von K einen Durchmesser > e hat (e > 0, fest). Sei P/' P,/ •... 
eine Menge von solchen Punkten des IntervaUs, daB der Bildpunkt 
von P/ der Punkt Pi ist; die Punkte PI', P'/"" sind zufolge der 
Eindeutigkeit der Abbildung voneinander verschieden. Sei P~l' p~.' ... 
eine Teilfolge von PI', P 2', ••• , welche gegen einen Punkt P' konvergiert. 
Dem Punkt P' entspricht als Bild der Punkt P, zufolge der Stetig­
keit der Abbildung. lufolge der Stetigkeit gibt es ferner ein Inter­
vall (Q'R'), das P im Innern enthiilt und dessen Bild einen Durch­
messer < e hat. Fur hinreichend groBes i gehort der Punkt P / zu 
diesem Intervall; das Bild des Intervalls (Q'R') ist also ein Teil­
kontinuum von M vom Durchmesser < e, welches die Punkte P und 
Pi verbindet, gegen un sere Annahme. 

Ferner zeigen wir, daB die Bedingung hinreichend ist, indem 
wir die die obigen Eigenschaften besitzende Menge M als eindeutiges 
stetiges Bild des Intervalles 0 < x <1 darstellen. 

Sei P ein Punkt von M und r eine beliebige positive lahl; 
wir nehmen um P die Umgebung U mit dem Radius r. Wir be· 
trachten die Menge derjenigen Punkte von M, die innerhalb von U 
liegen und innerhalb von U durch ein Teilkontinuum von M mit P 
verbunden sind; diese Menge, erweitert durch ihre Grenzpunkte, 
bezeichnen wir mit M* = M* (P, r). M* ist eine beschrankte abo 
geschlossene Teilmenge von M, von welcher ferner leicht zu sehen 
ist, daB sie zusammenhiingend ist; jeder Punkt Q von Mist namlich 
entweder mit P durch ein Teilkontinuum von M* verbunden, oder 
aber Grenzpunkt von solchen Punkten; in beiden Fallen gibt es zu 
einem beliebigen e> 0 eine P und Q verbindende e-Kette zu M* 
gehoriger Punkte. 

Wir behaupten ferner, daB M* im Kleinen zusammenhangend ist. 
Fur die im Innern von U liegenden Punkte von M* ist dies klar; 
sei namlich Q ein im Innern von U liegender Punkt von M*; um 
Q gibt es eine e· Umgebung, die ebenfalls ganz im Innern von U liegt, 
und eine zu ihr bestimmbare ~. Umgebung mit der Eigenschaft, daB 
jeder in der d- Umgebung liegende Punkt von M durch ein in deF 

1) FUr normale D·Riiume tritt an die Stelle der Beschranktheit die Eigen­
schaft der Kompaktheit. 

v. Kerekjflrt6, Topo\ogie. 7 
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e·Umgebung, und also insbesondere innerhalb von U liegendes Teil­
kontinuum von M mit Q verbunden wird; die in der t5-Umgebung 
von Q liegenden Punkte von M· gehoren also zu M*, und so ist der 
Zusammenhang im Kleinen im Punkt Q auch fur die Menge M* erfiillt. 

Sei nun Q ein beliebiger Punkt von M* auf dem Rand von U; 
setzen wir voraus, die Menge M* ware im Punkte Q nicht zusammen· 
hangend im Kleinen. Sei also Qt' Q\!' ... eine gegen Q konver­
gierende Folge von zu M* gehorenden Punkten, von der Art, daB 
jedes Teilkontinuum von M*, welches Qi und Q verbindet, einen 
Durchmesser > e (> 0) besitzt (flir jedes i = 1, 2, ... ). Wir nehmen 

eine Kreisscheibe k urn Q mit einem Radius < -~, so klein, daB 

P auBerhalb von k liegt, und betrachten fur jedes i die Menge der­
jenigen Punkte von M*, die mit Qi in k durch ein Teilkontinuum 
von M* verbunden sind; diese Menge, erweitert durch ihre Grenz­
punkte, bildet ein Kontinuum (!i. Da jeder Punkt Qi mit dem auBer­
halb von k liegenden Punkt P durch ein Teilkontinuum von M* ver­
bunden ist, besitzt jede Menge (!i wenigstens einen Punkt auf 
dem Rand von P). Wir betrachten die Grenzmenge (! der Mengen 
f!t' (!'J' ... , d. h. die Menge derjenigen Punkte, deren Umgebungen 
samtlich Punkte von unendlich vielen (!i enthalten. Die Menge (! ge­
hort zu M*, da die Mengen (!i Teilmengen von M* sind, und M* 
abgeschlossen ist. Zu dieser Menge (! gehort offenbar der Punkt Q, 
ferner auch wenigstens ein Punkt des Randes von k. Ferner ist (! 

zusammenhangend laut des Satzes von S. 38. 

Liegt ein Punkt R von (! im Innern von U, so gibt es eine 
hinreichend kleine Umgebung u von R, so daB jeder in u liegende 
Punkt von M* mit R durch ein Teilkontinuum von M* vom Durch-

E 
messer < -3 verbunden werden kann. In der Umgebung u gibt es 

einen Punkt Ri einer der Mengen (!i' so daB ein R; und R ver­
bindendes Teilkontinuum von M*zusammen mit den Kontinua (!i und 
(! ein die Punkte Qi und Q verbindendes Teilkontinuum von M* vom 
Durchmesser < e ergibt, gegen unsere Annahme. 

Liegt aber kein Punkt von (! im Innern von U, so muB die 
Grenzmenge (! - da sie sowohl den Punkt Q wie auch einen Rand­
punkt von k enthiilt - einen Bogen des Randes von U ent­
halten, der den Punkt Q mit einem oder mit dem anderen gemein­
samen Punkt der Rander von U und k verbindet. Sei dann Rein 
innerer Punkt dieses Bogens, und sei u' eine hinreichend kleine Um-

gebung urn diesen Punkt (vom Durchmesser < ;), die weder den 

Punkt Q noch emen gemeinsamen Randpunkt von U und k ent-

') VgJ. etwa S. 39. 
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halt, und sel u eine zweite Umgebung urn R, mit der Eigenschaft, 
daB jeder in u liegende Punkt von M sich durch ein in u' liegendes 
Teilkontinuum von M mit R verbinden laBt. Sei e. eine der Mengen 
ei' die einen Punkt Ri in u besitzt, und sei (R. R) ein Ri und R 
in u' verbindendes Teilkontinuum von M. Entweder liegt (Ri R) in U 
und dann gehort es zu M*, oder aber wir nehmen die Menge der­
jenigen Punkte von (R; R), die mit R. innerhalb von U durch ein 
Teilkontinuum von (R. R) verbunden sind, erweitert durch ihre Grenz­
punkte. Auf diese Weise bekommen wir ein Teilkontinuum von M*, 
welches Ri entweder mit Roder iiberhaupt mit e verbindet und 
ganz in der Umgebung u' liegt; dieses Kontinuum bildet zusammen 
mit ei und e ein Teilkontinuum von M* vom Durchmesser < e, 
welches die Punkte Q. und Q verbindet, gegen unsere Annahme. 

Somit ist gezeigt, daB die Menge M* (P, r) im Kleinen zusammen­
hang end isP). -

Wir nehmen jetzt eine Folge von gegen 0 konvergieren­
den positiven Zahlen r1 > r2 > .... Urn jeden Punkt P von M 
bilden wir die Menge M*(P, r1 ). Es gibt eine gewisse 15-Umgebung 
von P, in welcher samtliche Punkte von M zu M* (P, r1 ) gehoren. 
Nach dem Oberdeckungssatz von Heine und Borel laBt sich eine end­
liche Anzahl von solchen 15-Umgebungen und also auch eine endliche 
Anzahl von Mengen M* (P, r 1) : Mal' Mao' ... , Mar angeben, die samt­
liche Punkte von M enthalten. 

1) FUr mehr als zwei Dimensionen sind die analog erklarten Mengen 
M* (P, 1') nicht notwendig zusammenhangend im Kleinen, wie man aus dem 
folgenden Beispiel von Hahn erkennt: Sei ko ein Kreis vom Radius 1, seien 
ki> kg • ... , k.', kg', ... mit ko konzentrische Kreise in der Ebene von ko mit 
den Radien: 

kIt: 

k ,. ,.. 

n ,=--
n+l 

n+l 
1'=--. 

n 

Sei d ein Durchmesser von ho und g die ihn enthaltende Gerade. Die Kreise kIt 

und hn' drehen wir urn g urn einen Winkel +~; die Menge M enthalte die 
n 

von ihnen beschriebenen Flachen, ferner den Kreisring, den sie in der End­
lage in der neuen Ebene beranden, den Kreisring in der Ebene von ko' der von 
ko und k/ berandet ist, und endlich den Durchmesser d von ko' Mist ein 
beschranktes Kontinuum, welches ferner im Kleinen zusammenhangend ist, wie 
man leicht einsieht. Die Menge M* (P, 1) derjenigen Punkte von M, die mit 
dem Mittelpunkt P von ko innerhalb der Kugel urn P mit dem Radius 1 durch 
ein Teilkontinuum der Menge M verbunden sind, erweitert durch samtliche 
Grenzpunkte, ist ein Kontinuum J welches in den von den Endpunkten von d 
verschiedenen Punkten von ko nicht im Kleinen zusammenhangend ist. 

FUr den Fall von mehrdimensionalen und abstrakten Riiumen liitit Hahn 
an die Stelle der Mengen M* gewisse mit Hilfe derselben konstruierte Mengen 
M** treten, die die Eigenschaft des Zusammenhanges im Kleinen besitzen. 

7* 
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Diese Mengen konnen wir in einer Folge 

M?), M;\l), ... , Mrl ) 

derart anordnen, daB je zwei aufeinanderfolgende wenigstens einen ge­
meinsamen Punkt haben; dabei kann eine Menge eventuell auch Ofters 
in dieser Folge vorkommen, aber es solI auch jede der obigen Mengen 
wenigstens einmal vork6mmen. - Sei namlich M?) eine von diesen 
Mengen; dann haben Mil) und M - M~l) wenigstens einen gemeinsamen 
Grenzpunkt, sei also MJ1) eine solche unter den obigen Mengen, die 
einen zu M~l) gehorigen Grenzpunkt besitzt. Die Menge M _ (M~l) + M~l») 
hat wieder einen zu M?) + MJI) gehorigen Grenzpunkt; wir nehmen 
eine solche unter den obigen Mengen, die einen zu M?) + MJ1) 
gehorigen Grenzpunkt von M - (M?) + MJI}) enthalt und nennen 
diese Menge MJI) bzw. MP), je nachdem ob sie mit MP) einen ge­
meinsamen Punkt besitzt oder nicht; im letzteren Fall nehmen wir 
als MJI) wieder die Menge M?). Auf diese Weise fortfahrend bekommen 
wir eine Folge M~l), MJI), ... , M: I ) von Mengen M*, von denen je zwei 
aufeinanderfolgende einen gemeinsamen Punkt haben und die samtliche 
Punkte der Menge M enthalten. Wenn eine der obigen Mengen Mo., 
noeh nieht in dieser Folge vorkommt, gibt es wenigstens eine Menge 
MP) in der bereits vorliegenden Folge, die einen Punkt mit Ma ge-

i 

meinsam hat; wir fiigen dann in die obige Folge zwischen M;t) und 
MV(~l als zwei neue Glieder M" und M,~l) ein. Auf diese Weise fort-

i 
fahrend bekommen wir endlich eine Folge, die nunmehr samtliche 
Mengen Ma i enthaIt, und in welcher je zwei aufeinanderfolgende 
Mengen einen gemeinsamen Punkt haben. - Wir konnen diese Folge 
noch so modifizieren, daB das erste und das letzte Glied zwei beliebige 
von diesen Mengen sein solIen: sei etwa M;l) eine beliebige von diesen 
Mengen und MP), MJ I ), ... , M;l) das Anfangssegment in der obigen Folge 
bis MP); dann nehmen wir v - 1 neue Glieder vor der obigen Folge: 

M (l) M(l) M(l) u·(l) 
v, v-l' "1-2, ... , 1Y.L2 , 

so entsteht eine neue Folge, deren erstes Glied MP) ist. Ebenso 
konnen wir das letzte Glied der Folge beliebig annehmen. Wir konnen 
femer die Anzah! der Glieder vermehren, indem wir das letzte Glied 
der Folge wiederholt zu ihr hinzufiigen. -

Wir konnen also kl solche Mengen M*(P, f 1): 

M (l) u·(l) M(l) 
1 ,.lY.l2 , ... , k. 

angeben, daB jeder Punkt von M in wenigstens einer von ihnen 
enthalten ist und je zwei aufeinander folgende Mengen dieser Folge 
wenigstens einen gemeinsamen Punkt haben. - Das Intervall 0 <x < 1 
zerlegen wir in kl gleiehe Teile: - -
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v-I < < v 
-k-=x=T (v = 1, 2, ... , k1), 

I I 

und ordnen dem v-ten Intervall die vote Menge M~l) zu. 
Fiir jedes v nehmen wir jetzt k2 Teilmengen M* (P, r 2) von MP) , 

die zusammen M~l) erschopfen, und ordnen sie in einer Folge 

M (2) M(S) M(2) 
(~-l)k.+l' (~-l)k.+S,···' ~k., 

in der je zwei aufeinanderfolgende Mengen einen gemeinsamen Punkt 
h b u·(2) . d M (2) M (I) d b a en und lV.l(~_l)k.+l mIt er enge M(~-l)k. von ~-1 un e enso 
~~.mit der Menge M!2l.+1 von M~~l einen gemeinsamen Punkt hat. 
Die so erhaltenen Mengen bilden eine solche Folge 

M (S) M(2) M(2) .... (2) .... (2) M(2) 
1, 2,···, k.,···, lV.l(k,_l)k.+l, lV.l(kl -l)k.+2, ••• , klk., 

von welcher je zwei aufeinanderfolgende Mengen einen gemeinsamen 
Punkt haben und erschopfen zusammen M. Wir zerlegen das Intervall 

.(1) v-I < < v 
t~: -k-=x= k 

I , 

in k~ gleiche Teile: 

• (2) v-I + v' - 1 < x < v-I + ~ 
t(~_I)k.+~': k k k k k 

I I 9 - - k, I 2 
(v' = 1, 2, ... , k2), 

und ordnen dem v' - ten Intervall i (~2~1)k.+~ die Menge Mf;~l)k.+~' zu. -
Auf die gleiche Weise fahren wir fort. 

Einer Folge von Intervallen i;!), i,~:), ... , deren jedes ein Teil 
des vorangehenden ist, entspricht eine Folge von Mengen M;:), M;!), ... , 
von denen jede eine Teilmenge der vorangehenden ist, und deren 
Durchmesser, ebenso wie die der entsprechenden Intervalle i;") , gegen 

" o konvergieren. Jedem Punkt des Intervalles 0 <x < 1, der zu einer 
solchen Intervallfolge i;!), i,(;), ... gehort, lassen-wir den gemeinsamen 
Punkt der entsprechenden Folge von Mengen M;;), M~~) , . .. ent· 
sprechen. So entspricht jedem Wert x ein und nur ein Punkt von 
M, ferner haben zwei Punkte Xl und x2 des Intervalls 0 < x <1 be­
liebig nahe beieinander liegende Bildpunkte auf M, wenn nur der 
Abstand der beiden Punkte Xl und x2 hinreichend klein ist. 

Auf diese Weise haben wir eine eindeutige stetige Abbildung 
des Intervalls 0 < X <1 auf die Menge M erhalten; hiermit ist der 
Satz von Hahn und Mazurkiewicz bewiesen. -

Aus diesem Satz folgt gleich, daB etwa ein Quadratbereich sich 
durch eine stetige Kurve vollstandig ausfiillen laBt; eine solche .ist 
die sogenannte Peanosche Kurve. Hier werden wir eine von Polya l ) 

herriihrende Konstruktion einer den Bereich eines Dreieckes ausfiillen· 
den stetigen Kurve wiedergeben, die auBer der Einfachheit der Kon· 

1) Bull. de l'Ac. des Sc. de Cracovie, Sc. math., juin 1913. 
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struktion noch den Vorteil hat, daB die Kurve nur dreifache Punkte 
besitzt, odeI' anders gesagt, daB ein beliebiger Punkt des Bereiches 
hochstens drei Punkten des Intervalles entspricht. 

Wir nehmen ein rechtwinkliges Dreieck f'::, mit einem spitzen 
Winkel gJ, so daB sin gJ transzendent ist; die Hohe des Dreiecks sei 1. 
Sei dann IX = 0, IX1 IX2 •• , (IXi = 0, 1) eine beliebige Zahl des Intervalls 
(0, 1) in dyadischer Entwicklung; den ihr entsprechenden Punkt be­
stimmen wir so (s. Fig. 14), daB wir zuerst vom FuBpunkt D der 

1/ 

0,1 

Hohenlinie von f'::, ein Lot in das 
groBere bzw. in das kleinere 
Dreieck richten, je nachdem ob 
IX1 = 1 bzw. ° ist; dann aus dem 
Endpunkte dieses Lotes wieder 
in das groBere oder in das klei­
nere der beiden anschlieBenden 

D Dreiecke, je nachdem IX2 = 1 
Fig. 14. bzw. ° ist, usw. Die FuBpunkte 

dieser Lote konvergieren gegen 
einen Punkt P des Dreieckes, diesen Punkt P lassen wir als Bild der 
Zahl IX entsprechen. Seien A, B, C die bei dem rechten bzw. bei dem 
groBeren und kleineren spitzen WinkelliegendenEckpunkte desDreieckes. 
Dem Punkt B entspricht die Zahl 0,000 ... , da eine sukzessive Folge von 
Loten dann und nur dann gegen den Punkt B konvergiert, wenn bei 
jedem Schritt das Lot in das kleinere Dreieck gerichtet wird. Ebenso 
entspricht dem Punkt C die Zahl 0,111 ... Dem Punkt A entsprechen 
zwei Folgen von Loten, namlich die zu den beiden Entwicklungen 
der Zahl 0,01111 = 0,10000 ... gehorigen. Dem FuBpunkt D der 
Hohenlinie entsprechen zwei Zahlen 0,01000 ... = 0,00111 ... und 
0,11000 ... = 0,10111... Den beiden Intervallen 0< x < ~ bzw. 
~ < x < 1 entspricht das klein ere bzw. groBere Dreieck. Wenn wir 
die beiden Lote von D aus fallen, entspricht jedes der auf 
diese Weise entstehenden vier Dreiecke einem bestimmten Intervall 

P P+l( ° ) B'h" 1\ - < X < -4- p = ,1,2,3, usw. - ezelC nen Wlr mit L-'>a,Ilt ... ax 

das Dreieck, welches dem Intervall (0,IX1 IX2 .:. lXx, 0,IX1 a2 ••• (IXx + 1)) 
entspricht; die Langen der Hypotenusen dieser Dreiecke sinken mit 
wachsendem " unter jede positive GroBe. Daraus folgt, daB die durch 
diese Konstruktion angegebene eindeutige Abbildung des Intervalls (01) 
auf das Dreieck stetig ist. - Ein Punkt P, der im Innern einer un­
endlichen Folge von Dreiecken f'::,a" f'::,a, a., .,. liegt, entspricht nur 
der einzigen Zahl IX = 0,IX1 IX2 ••• ; so1che Punkte gibt es in jedem 
Dreieck f'::,a, ... ax' folglich ist ihre Menge in .6. iiberall dicht. - Auf 

der Hohe A D gibt es nur zweifache und dreifache Punkte, d. h. 
so1che, die zwei bzw. drei Zahlen IX entsprechen. Wenn namlich ein 
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Punkt von A D fur keines der von rechts errichteten Lote ein End­
punkt ist, so entspricht diesem Punkt eine und nur eine lahl mit 
der ersten liffer IXI = 1; wenn aber ein reehtes Lot in diesem Punkte 
eintrifft, so gibt es zwei solche lahlen. Dasse1be gilt in bezug auf 
die linken Lote und die erste liffer IX1 = O. Ein Punkt P von A D 
entsprieht also entweder zwei lahlen, wenn namlieh in P weder ein 
reehtes noeh ein linkes Lot eintrifft, oder aber drei lahlen, wenn in 
P ein reehtes oder ein linkes Lot eintrifft. DaB in P nieht zugleich 
ein reehtes und ein linkes Lot eintreffen kann (dann ware P ein vier­
faeher Punkt), ist eine Folge der Voraussetzung, daB sin qJ transzen­
dent ist; ware namlieh P gleiehzeitig Endpunkt eines reehten und aueh 
eines linken Lotes, so wlirde dies das Bestehen einer algebraischen 
Gleiehung fur sin qJ naeh sieh ziehen. - Die gleiehen Bemerkungen 
wie fur AD gelten auch fur die weiteren Lote. 

Wir haben so eine eindeutige stetige Abbildung des Intervalls (0 1) 
auf den Dreieeksbereieh bekommen. Jedem inneren Punkte des 
Dreieekes, der Endpunkt eines Lotes ist, entspreehen drei lahlen, 
jedem inneren Punkte, der auf einem Lot liegt, aber kein Endpunkt 
eines Lotes ist, und jedem auf dem Rand liegenden Lotendpunkt 
entspreehen zwei lahlen, allen ubrigen Punkten je eine lahl. Die 
Menge der letzteren Punkte ist im Dreieek liberall dieht, ebenso die 
Menge der ihnen entspreehenden lahlen auf dem Intervall (0 1). 

SehlieBlieh erwahnen wir den folgenden Satz: 
Sei " eine stetige Kurve und seien A und B zwei beliebige Punkte 

von ". Es gibt einen einfachen Bogen b, dessen Endpunkte A und 
B sind, und welcher aus lauter Punk ten von " besteht l ). 

Sei (A') bzw. (B') die Menge derjenigen Punkte des Intervalls, 
deren Bild der Punkt A bzw. B ist. (A') und (B') sind abgesehlossene 
voneinander fremde Mengen. Sei A' bzw. B' ein solcher Punkt von 
(A') bzw. von (B') , daB das Intervall A' B' keinen weiteren Punkt 
von diesen Mengen enthalt. Wir setzen voraus, daB A' mit 0 und 
B' mit 1 zusammenfallt. Wir zerlegen das Intervall 0 < x <1 in 
zwei Teilintervalle 

zo: 0 <x < ~; i]: ~ < x < 1, 
und betraehten in io die Menge derjenigen Punkte Q', die mit einem 
Punkt Q" von i1 das gleiehe Bild haben; die Menge dieser Punkte 
ist abgeschlossen, A' gehort nicht zu denselben, folglieh gibt es 
einen solchen Punkt Q' dieser Menge, daB in dem Intervall A' Q' 
kein innerer Punkt It mit einem Punkt R" von i l das gleiche Bild 
hat. Sei Q" derjenige Punkt von i 1 , welcher mit Q' das gleiehe 

1) Dieser Satz zusamrnen mit dem im Text dargestellten Beweis wurde 
in einer ungarisch veroffentlichten Arbeit von Kaluzsay gegeben; nachher 
wurde er unabhiingig davon auch von Tietze bewiesen. 
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Bild hat, und unter samtlichen solchen Punkten von i l am nachsten 
bei B'liegt. - Wir ersetzen das Intervall A' Q' durch das Intervall io' 
so daB A' = 0 sich selbst und jeder Punkt x (0 < x <~) demjenigen 
Punkt :Jf von A' Q' entspricht, ftir welchen x' : X = 2· A' Q' ist. Ebenso 
nehmen wir statt des Intervalles Q" B' das Intervall it: ~ < x ::;;: 1. 
Indem wir die ursprtinglich gegebene Abbildung des Intervalls 
o < x <1 auf " durch diese Abbildung von A' Q' + Q" B' auf 
o < x <1 transformieren, d. h. fUr die entsprechenden Punkte tiber­
trag en, erhalten wir eine eindeutige stetige Abbildung des Intervalls 
o <x < 1 auf eine Teilmenge von '" bei welcher kein Punkt x < ~ 
mit einem Punkt x > ~ dasselbe Bild hat. Wir zerlegen das Inter­
vall io: 0 < x <~ in die Teilintervalle 

ioo : 0 < X < 1, iol : 1 < x < ~, 

und nehmen wieder zwei Punkte R' und R" mit gleichem Bild, so 
daB kein Punkt des Intervalles von 0 bis R' dasselbe Bild hat wie 
ein Punkt des Intervalles (R", ~). Das Intervall R'R" ersetzen wir 
durch den einzigen Punkt 1 (wie oben), genau so verfahren wir mit 
dem Intervall i l : l < x < 1; so entsteht eine eindeutige stetige Ab­
bildung des Intervalls (0 1) auf eine Teilmenge von", bei welcher 
zwei Punkte x und x' nur dann dasselbe Bild haben konnen, wenn 
sie zu demselben von den Intervallen ioo ' iOt ' itO' ill gehoren. - Auf 
diese Weise fortfahrend bekommen wir schlieBlich eine solche stetige 
Abbildung des Intervalls 0 < x ::;;: 1 auf eine Teilmenge von '" bei 
welcher immer zwei verschiedene Punkte zwei verschiedene Bildpunkte 
haben. Wir erhalten also einen einfachen Bogen, dessen Endpunkte 
die Punkte A und B sind und welcher in der gegebenen stetigen 
Kurve " enthalten ist. (Wie man sieht, ist der Beweis unabhangig 
davon, ob die Kurve " in der Ebene liegt oder nicht.) 

Bemerkung. In diesem Abschnitt haben wir verschiedene Begriffe fUr Kur­
Yen kennen gelernt, namlich einfache geschlossene Kurve, geschlossene Kurve, 
stetige Kurve; aIle diese haben gegenUber topologischen Abbildungen invarian­
ten Charakter (fUr die geschlossene Kurve wird dies erst in III § 6 bewiesen). 
Dasselbe gilt von der sogenannten Cantorschen Kurve, die als ein in der 
Ebene nirgends dicht liegendes Kontinuum definiert wird (vgl. hierzu den in 
II § 3 dargestellten Satz von der Gebietsinvarianz). In dieser Hinsicht durch­
aus zu verwerfen ist die Definition von W. H. und G. C. Young (Theory 
of sets of points, S.219, Cambridge, 1906), die eine Kurve als eine in der 
Ebene nirgends dichte zusammenhangende Menge erklart. Man nehme etwa 
eine abzahlbare, auf dem Intervall 0:::;; x ~ 1, Y = 0 nirgends dichte Menge M, 
die in sich dicht ist, und verbinde jed en Punkt von M mit dem Punkt 
x = l, Y = 1 durch je eine Strecke; so entsteht eine "Kurve". Sei dann N eine 
auf dem Intervall 0:0:::: x:O:::: 1, Y = 0 uberall dichte abzahlbare Menge; nach jedem 
Punkt von N lege man-von x = l, y = 1 eine Strecke, so entsteht eine im 
Dreieck (0, 0) (1, 0), (~., 1) Uberall dichte Menge, die also keine "Kurve" ist. 
Wohl sind aber diese beiden Gebilde umkehrbar eindeutig und stetig aufein­
ander abbildbar (s. I § 4). 



Dri tter Absehnitt. 

Gebiete. 

§ 1. Einfach zusammenhangende Gebiete. 

Sei g ein Gebiet, d. h. eine aus lauter inneren Punk ten bestehende 
zusammenhangende Punktmenge. Wir bezeiehnen gals einfach zu­
sammenhtingend, wenn mit jedem in g liegenden Polygon zusammen 
aueh das Innere oder das AuBere des Polygons (oder beide) zu g 
gehort. Laut dieser Erklarung bildet die ganze Ebene ebenfalls ein 
einfaeh zusammenhangendes Gebiet. 1st das Gebiet g nieht mit 
der ganzen Ebene identiseh, so gibt es wenigstens einen Rand­
punkt von g, d. h. einen nieht zu g gehorigen Grenzpunkt von g. 
1m folgenden werden wir nur diesen Fall betraehten und setzen im 
allgemeinen voraus, daB der Rand besehrankt ist. 

Das Innere und aueh das AuBere einer einfaehen geschlossenen 
Kurve bildet ein einfaeh zusammenhangendes Gebiet. Allgemeiner 
ist jedes Gebiet einfaeh zusammenhangend, dessen Rand aus einem 
Kontinuum besteht. - Sei namlieh n ein in g liegendes Polygon; wenn 
sowohl das Innere wie aueh das AuBere von n von g fremde Punkte 
besitzt, so gibt es sowohl im Innern wie aueh im AuBern von n Rand­
punkte von g, wahrend n seIber von dem Rand von g frei ist; dies ist 
ein Widersprueh gegen die Annahme, daB der Rand von Ii ein Konti­
nuum ist. - Umgekehrt laBt sieh ebenso leieht zeigen, daB der Rand 
eines einfaeh zusammenhangenden Gebietes, wenn er besehrankt ist, aus 
einem Kontinuum besteht. Ware dies nieht der Fall, so konnten wir 
ein den Rand nieht treffendes Polygon n bestimmen, das sowohl im 
Innern wie aueh im AuBern Punkte des Randes besitzt. In beliebiger 
Nahe eines im Innern bzw. im AuBern liegenden Randpunktes konnen 
wir je einen Punkt des Gebietes g nehmen, der also ebenfalls im Innern 
bzw. im AuBern von n liegt; ein diese Punkte von g in g verbindender 
Weg trifft das Polygon n, folglieh hat n in g wenigstens einen Punkt, 
und da n den Rand von g nieht trifft, liegt n ganz in g. Dann haben 
wir aber einen Widersprueh gegen die Annahme, daB g einfaeh zu­
sammenhangend ist, da weder das Innere noeh das AuBere des in 
g liegenden Polygons n ganz zu g gehort. 
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Unter einem Querschnitt des Gebietes g verstehen wir einen in 
g liegenden Streckenzug, dessen Endpunkte (die auch zusammenfallen 
konnen) beide auf dem Rand von g liegen. - Wir behaupten, daB 
ein einfach zusammenhangendes Gebiet g durch jeden Querschnitt in 
zwei einfach zusammenhangende Gebiete zerlegt wird (d. h. daB die 
nicht zum Querschnitt gehorigen Punkte von g zwei fremde einfach 
zusammenhangende Gebiete bilden). Sei e der Rand von g und q 
ein Querschnitt von g, welcher also zwei Punkte von e in g ver­
bindet. Die Restmenge von q in g besteht nur aus inneren Punkten 
(da jeder Punkt von g, der nicht auf q liegt, von q einen positiven 
Abstand hat), bildet also ein oder mehrere Gebiete. Wir nehmen 
zunachst an, q bestimmte nur ein einziges Gebiet. Zwei Punkte M 
und N von g hinreichend nahe bei q und auf verschiedenen Seiten 1) 
lassen sich dann durch einen q nicht treffenden Weg w in g ver­
binden; die PUllkte M und N verbinden wir in der Nahe von q 
durch einen Weg w', der q in einem einzigen Punkte trifft, und mit 
w zusammen ein in g liegendes Polygon :Jt bildet. Wenn wir eine 
kleine Strecke, welche den mit w' gemeinsamen Punkt von q ent­
halt, fortlassen, bleiben von q zwei Streckenziige iibrig, die :Jt nicht 
treffen und von denen einer ganz im Innern von :Jt, der andere im 

AuBern von :Jt liegt. Diese Streckenziige haben je einen Punkt mit 
e gemeinsam. Es gibt also sowohl im Innern wie auch im Au Bern 
des in g liegenden Polygons :Jt Punkte von e, gegen unsere Voraus­
setzung. - Andererseits kann man ebenso leicht einsehen, daB q in g 
genau zwei Gebiete bestimmt. da namlich zwei Punkte von g, die auf 
derselben Seite von q liegen, sich durch einen sehr nahe bei q ver­
laufenden, q nicht treffenden Weg in g verbinden lassen. - DaB jedes 
von dies en beiden Gebieten gl und g2 wieder einfach zusammenhangend 
ist, ergibt sich aus der Bemerkung, daB ein in gl liegendes Polygon 
zugleich ein Polygon in gist und weil q ein mit e zusammenhangen­
des Kontinuum ist, q + e liegt also entweder ganz im Innern oder 
ganz im AuBern dieses Polygons. - Die gleichen Behauptungen lassen 
sich ebenso beweisen, wenn man unter einem Querschnitt einen in g 
liegenden einfachen Bogen versteht, dessen Endpunkte auf dem Rand e 
liegen. - Die Umkehrung des eben Bewiesenen wollen wir noch er­
wahnen, namlich daB ein Gebiet, welches durch jeden Querschnitt zer­
legt wird, einfach zusammenhangend ist; ware es nicht so, dann sei :Jt 
ein Polygon, des sen Inneres und AuBeres von g fremde Punkte, also 
auch Randpunkte von g enthalten. Ein Weg innerhalb von:Jt, der 
einen Punkt von :Jt mit einem Punkt von e verbindet und sonst in 
g liegt, wiirde dann zusammen mit einem ahnlichen auBerhalb von 

1) Sei etwa 5 eine Streeke von q, in ihrem Mittelpunkt legen wir eine 
kleine senkreehte Streeke w', die ganz in g liegt und q sonst nieht trifft; die 
Endpunkte von w' seien M und N. 



§ 1. Einfach zusammenhilngende Gebiete. 107 

:Il liegenden Weg einen Querschnitt von g bilden, welcher g nicht 
zerlegt, da :Il von einer Seite desselben auf die andere fuhrt. 

Fur Gebiete werden wir insbesondere zwei spezielle Formen be­
trachten. Die erste ist ein beschranktes Gebietj wie wir wissen, laBt 
sich namlich die Ebene auf das Innere eines Kreises topologisch abbilden, 
dadurch geht ein unbeschranktes Gebiet in ein beschranktes Gebiet 
tiber. - Die zweite Form ist ein unbeschranktes Gebiet mit beschrank­
tern Rand; wenn (Xo' Yo) ein beliebiger innerer Punkt des Gebietes 
ist, erklaren wir eine Abbildung der Ebene durch die Formeln 

sie ist eineindeutig und stetig, abgesehen vom Punkte (xo' Yo), und 
fiihrt das Gebiet in ein unbeschranktes Gebiet mit beschranktem Rand 
tiber. In dies em Fall erklaren wir auch den unendlich fernen Punkt 
der Ebene als einen Punkt des Gebietes und das AuBere eines hin­
reich end groBen Kreises als eine Umgebung desselben. 

Sei g ein beschranktes einfach zusammenhangendes Gebiet, sein 
Rand {} besteht also aus einem Kontinuum. Das Gebiet g werden wir 
auf das Innere des Einheitskreises topologisch abbilden. Zu diesem 
Zweck nehmen wir eine Folge Cl , ClI' ... von sukzessiven quadratischen 
Teilungen der Ebene. Aus der ersten Teilung heben wir samtliche 
Quadrate heraus, die zusammen mit ihrem Rand in g liegen, diese bilden 
einen oder mehrere Polygonbereiche; sei (:Ill) einer von diesen (welcher 
in keinem umfassenderen solchen Bereich liegt). Sein auBerer Rand 
wird von einem in g liegenden Polygon :Ill gebildet; das Innere von 
:Ill gehort zu g, folglich gehoren alle innerhalb von :Ill liegenden Qua­
drate der ersten Teilung zum Bereich (:Ill). Die Quadrate der zweiten 
Teilung, die gaOl in g liegen, bilden gewisse Polygonbereiche; unter 
diesen sei (:Ill!) derjenige, welcher (:Ill) enthalt. Auf diese Weise fort­
fahrend bekommen wir eine Folge von Polygonen :Ill' :Ils ' ... , so daB 
immer :Jli im Bereich von :Ili + 1 liegt. - Wir behaupten, daB es zu 
jedem Punkt P des Gebietes g ein Polygon:llk der obigen Folge gibt, 
welches den Punkt P in'!. Innern enthiilt. Sei namlich w ein beliebiger 
Weg, der P mit einem Punkte von (:Ill) innerhalb von g verbindet; 
what vom Rand {! von g einen Abstand t5 > 0; bei einer quadratischen 

Teilung Ci ' deren Kantenlange < { ist, liegen samtliche Quadrate, die 

Punkte von w enthalten, innerhalb von g, andererseits hangen sie mit 
(:Ill) zusammen, gehoren also zum Polygonbereich (:IlJ Ebenso zeigt 
man, daB es ein Polygon :Ila, der obigen Folge gibt, welches das Polygon 
:Ill in seinem Innern enthiilt. - Sei also :Ill' :Ila., • •• eine solche Teil­
folge, daB :IlaJ; ganz im Innern von :Ilak + 1 liegt. Den Polygonbereich (:Ill) 
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bilden wir dann topologisch auf die Kreisscheibe (r < ~, 0 < qJ < 2 7l) 

ab, den Bereich zwischen 711 und 7la, auf den Kreisring (} < r < ~), 
so daB die Abbildung auf 711 mit der ersten ubereinstimmt, usw. Auf 
diese Weise entsteht eine topologische Abbildung des Gebietes g auf 
das Innere des Einheitskreises. 

Aus der obigen Erschopfung von g durch Quadrate laBt sich 
eine Dreiecksteilung von g bestimmen. Zu diesem Zwecke ziehen wir 
in jedem Quadrat des Bereiches (7l1 ) die beiden Diagonalen; dann 
in jedem Quadrat von (7lat ) zwischen 711 und 7lat die beiden Diagona­
len; dadurch entstehen auf 711 neue Eckpunkte, namlich die Endpunkte 
der neuen Diagonalen; jeden von dies en Punkten verbinden wir durch 
eine Strecke mit dem Mittelpunkt desjenigen Quadrates von (7l1), zu 
we1chem er gehort. Das ahnliche Verfahren bei dem dritten Schritte 
betrifft nicht mehr den Bereich (7l1 ), sondern nur diejenigen Quadrate 
von (7l«I) , die an den Rand von (7la.) anstoBen. Auf diese Weise fort­
fahrend bekommen wir eine Folge .von Dreiecken 6 1 , 6~1' ... , von 
denen die folgenden Eigenschaften leicht einzusehen sind: 

1. Ein innerer Punkt eines Dreieckes gehort nur zu diesem ein­
zigen Dreieck. 

2. Eine Seite eines Dreieckes gehort zu genau zwel Dreiecken; 
diese sollen als benachbart bezeichnet werden. 

3. Ein Eckpunkt eines Dreieckes gehort zu einer endlichen An­
zahl von Dreiecken, die einen Zyklus bilden, so daB je zwei au fein­
anderfolgende Dreiecke eine zu dies em Eckpunkt ge~orige Seite 
gemeinsam haben. 

4. Zu je zwei Dreiecken 6 und 6* gibt es eine endliche Anzahl 
von Dreiecken, 6(1) = 6, 6(2)' ... ,61") = 6*, von denen je zwei auf­
einanderfolgende benachbart sind; wir nennen sie eine die Dreiecke 
6 und 6* verbindende Dreieckskette. 

Es ist femer klar, daB die Dreiecke 6 1 , 6 2 , ... da,> Gebiet g 
erschopfen, und keine von g fremden Punkte enthalten. 

Die Dreiecksteilung des Gebietes, we1che auch fur beliebige (nicht 
nur fur einfach zusammenhangende) Gebiete ahnlich durchgefuhrt werden 
kann, interessiert uns vom Gesichtspunkte der spater zu behandeln­
den Flachentopologie. 

§ 2. Uber den Rand eines einfach zusammenhangenden 
Gebietes. 

In diesem Paragraphen untersuchen wir den Rand eines einfach 
zusammenhangenden Gebietes nach Caratheodory,. zum Ausgangspunkt 
wahlen wir die von Study und Koebe gegebenen Betrachtungen und 
schlieBen nachher unsere Darstellung an die Caratheodoryschen Unter­
suchungen an. 
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Sei g ein beschdinktes, einfach zusammenhangendes Gebiet und 
e sein Rand. Jedem in g verlaufenden einfachen Bogen b, dessen 
Anfangspunkt in g und dessen Endpunkt in einem Punkt P'1] des 
Randes (! liegt, lassen wir ein "Ende 1]" entsprechen, wobei wir 
folgendes festsetzen: Zwei Bogen b und b' definieren dann und nur 
dann dasselbe Ende 1], wenn ihre auf (! liegenden Punkte zusammen­
fallen und auBerdem: 1. entweder die Bogen b und b' sich in jeder 
Umgebung des auf e liegenden gemeinsamen Punktes treffen oder 
2. wenn dies nicht der Fall ist, so seien b1 und b{ zwei den ge­
meinsamen Endpunkt P'1] enthaltende, sonst fremde Teilbogen von b 
und b', und sei c1 ein einfacher Bogen, der ihre in g liegenden End­
punkte in g verbindet, ohne sie sonst zu treffen; die einfache ge­
schlossene Kurve b1 + c1 + bI soIl in ihrem Innern keinen Punkt von 
e enthalten. - Jedem Ende 1] entspricht ein einziger Punkt P'1] von e, 
aber ein Punkt von e kann auch mehreren (auch unendlich vie1en) 
Enden 1] entsprechen. Die Menge der auf diese Weise erklarten 
Enden bezeichnen wir mit (1]). 

Seien 1]1' 1]~, 1]3' 1]4 vier beliebige, voneinander verschiedene 
Enden; wir legen in g vier diese Enden definierende, hinreichend 
kleine Bogen b1 , b2 , bs ' b4 , die einander nicht treffen, abgesehen von 
den auf e eventuell zusammenfallenden Endpunkten. Die in g liegen­
den Endpunkte von bl und b2 verbinden wir durch einen einfachen 
Bogen c innerhalb von g, der diese Bogen sonst nicht und die Bogen 
bs und b4 iiberhaupt nicht trifft. Wenn der auf diese Weise ent· 
stehende Querschnitt b1 + c + b2 von g die Bogen bs und b, in g 
voneinander trennt, sagen wir, daB das Paar (1]3' 1],) durch das 
Paar (1]1' 1]2) getrennt wird; dann wird auch (1]1' 1]2) durch (1]s' 1],) 
getrennt. Auf diese Weise entsteht eine zyklische Anordnung fiir 
die Elemente der Menge (1]) (vgl. auch II § 4). - Die zyklisch ge­
ordnete Menge (1]) ist in sich dicht, d. h. zwischen je zwei Elementen 
von (1]) gibt es wenigstens ein wei teres Element von (1]); es ist leicht 
einzusehen, daB in jedem Intervall von (1]) weitere Elemente von (1]) 
in der Machtigkeit des Kontinuums vorhanden sind (vgl. die analoge 
Frage in II § 6, S. 91). 

Jedem Schnitt der zyklisch geordneten Menge (1]) ordnen wir 
ein Randelement 1) Evon g zu, durch die folgende Erklarung: sei 
(1]1' 171), (1]'.1' Ti2)' ••• eine den Schnitt definierende Folge von inein· 
ander enthaltenen Intervallen der Menge (1]), die jedes Ende 1] oder 
jedes mit Ausnahme eines einzigen auslassen '.I); ein Punkt P von e 
gehort dann und nur dann zu dem durch dies en Schnitt definierten 
Randelement E, wenn es eine Folge von Enden 1](1),1](2), ..• gibt, 

1) Bei CaratModory als Primende bezeichnet. 
2) D. h. jedes Element von ('1) I mit Ausnahme hochstens eines einzigen 

gehort nur zu endlich vielen von diesen Intervallen. 
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von denen immer '1'/(1) zu dem Intervall ('I'/i' -iii) gehort, und deren ent­
sprechende Punkte Prill, P'I(2), ... gegen den Punkt P konvergieren. 

Ein Randelement E besitzt entweder ein oder kein Ende '1'/, je 
nachdem der das Randelement definierende Schnitt von ('1'/) ein 
Schnittelement '1'/ besitzt oder nicht; im ersteren Fall heiBt das Rand­
element erreichbar, im zweiten Fall nicht-erreichbar. 

Die Menge (E) der Randelemente ist zufolge ihrer Definition 
ebenfalls zyklisch geordnet; sie ist ferner vollstiindig in dem Sinne, 
daB zu jedem Schnitt von (E) ein Schnitte1ement E von (E) gehort. 
Aus der Tatsache, daB in ('1'/) zwischen je zwei Elementen von ('1'/) 
weitere Elemente von ('1'/) und zwar in der Machtigkeit des Kontinuums 
liegen, folgt ferner, daB die zyklisch geordnete Menge (E) in sich 
dicht ist, und in jedem Intervall erreichbare Randelemente in der 
Machtigkeit des Kontinuums enthalt. 

Wir werden jetzt eine solche topologische Abbildung des Ce­
bietes g auf das Innere des Einheitskreises angeben, bei welcher auch 
die Randelemente von g den Randpunkten der Kreisscheibe eineindeutig 
und stetig entsprechen, in einem gleich zu prazisierenden Sinne 1). 

Nehmen wir eine Folge von sukzessiven quadratischen Teilungen 
der Ebene. Sei 81 eine positive Zahl, und sei'l eine solche Tei-

lung der Folge, deren Seitenlange <~. ist, und die wenigstens 

ein ganz zu g gehoriges Quadrat besitzt. Die Quadrate von '1' die 
mit ihrem Rand zusammen zu g gehoren, bilden einen oder mehrere 
Polygonbereiche, deren jeder von einem Polygon berandet ist; die 
nicht zu diesen Polygonbereichen gehorigen Punkte von g haben vom 

Rand e von g einen Abstand < i' Wir verbinden diese Polygon­

bereiche durch gewisse in g verlaufende Wege, bezeichnen den Ab­
stand, den die aus dies en Wegen und aus den Polygonbereichen 
gebildete Punktmenge von e besitzt, mit ~1' und nehmen eine solche 

Unterteilung ,/ von '1' deren Seitenlange < ~~ ist; wir heben samt­

liche Quadrate von '/ heraus, die ganz in g liegen, und nehmen unter 
den von diesen Quadraten gebildeten Polygonbereichen denjenigen, 
der die bei '1 betrachteten Polygonbereiche und die sie verbinden­
den Wege enthalt; sein Rand wird von einem Polygon :ill gebildet, 

welches iiberall einen Abstand < ~ von e besitzt; ferner gehort jeder 

Punkt von g, des sen Abstand von e groBer ist als l' zum Innern 

von :ill' - Auf diesem Polygon :ill nehmen wir "1 Punkte Q~l), Q~l), 
... , Q~:), in der angegebenen zyklischen Reihenfolge, die das Poly-

1) Bei einer eineindeutigen konformen Abbildung von g auf das Kreisinnere 
ist dies immer der Fall, wie CaratModorybewiesen hat. 
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. W (1) Q(I) Q(1) (. Q(I) Q(I») gon :1!:1 III VI ege: Pi = i HI t = 1, 2, ... , V 1 ; ~1+1 = 1 vom 

Durehmesser < i zerlegen. Von jedem Punkt Q~l) legen wir eine 

geradlinige Streeke 1~1) = Q~l) p~l) der Lange < i, die abgesehen von 

ihrem auf e liegenden Endpunkt p~l) ganz in g liegt; ferner setzen 
wir voraus, daB diese Streeken lil), 1~1), ... , l~~)einander nieht treffen 1). 

Wir konstruieren nun ein :1!:1 in seinem Innern enthaltendes 

Polygon :1!:'2' das sieh von e nieht weiter als urn ~ entfernt, und das 

jeden Punkt von g, der von e einen Abstand > ~ hat, III seinem 

lnnern enthalt; ferner soll :1!:'.l jede Streeke 1~1) in einem einzigen 
Punkt treffen, und zwar in einem solchen, dessen Abstand von 

dem Punkt pSI) kleiner ist als ~. - Zur Konstruktion dieses Poly­

gons nehmen wir eine Unterteilung /;2 der vorigen quadratisehen 

Teilung /;1' deren Seitenlange < ~ ist, wobei 2 E2 < El und zu­

gleieh kleiner als der Abstand von :1!:1 und e is!. Diejenigen Quadrate 
von /;'.l' die mit ihrem Rand zusammen in g liegen, bilden einen oder 
mehrere Polygonbereiehe; im letzteren Fall verbinden wir je zwei 
solche Polygonbereiehe dureh einen Weg in g, bezeichnen den Ab­
stand der aus diesen Wegen und aus den genannten Polygon­
bereiehen bestehenden Punktmenge von emit <52 und nehmen eine 

Unterteilung /;n' von Co, deren Seitenlange < ~2 ist. Wir heben samt-• ". 4 
liehe Quadrate von /;'J' heraus, die mit ihrem Rand zusammen zu g 
geh6ren, und nehmen unter den von diesen Quadraten gebildeten 
Polygonbereiehen denjenigen, der die bei /;2 betraehteten Polygon-

') Zur Konstruktion solcher Streeken bemerken wir folgendes. Als Punkte 
QP) wahlen wir die auf "', liegenden Mittelpunkte der Kanten der Teilung ~~. 
]eder Punkt Q ~11 liegt auf dem Rand eines nieht zu ("',) gehorigen Quadrates q, 
welches somit notwendig einen Punkt von e enthalt. Wenn im Innern von q 
wenigstens ein Punkt von e liegt, so konnen wir die auf dem Rand von q 
Jiegenden Punkte QJ1) (deren Anzahl ~ 3 ist) mit je einem innerhalb von q liegen­
den Punkt von e dureh einander nieht treffende Streeken verbinden. Wenn 
aber ein Quadrat q nur einen Punkt von e (und diesen dann notwendig auf 
seinem Rand), und mehr als einen Punkt Q~l) besitzt oder wenn sogar zwei oder 
drei Quadrate q nur einen Punkt von e, aber mehrere Punkte Qi 1) besitzen, so 
nehmen wir in einer klein en Umgebung dieses Punktes von e (deren Radius 
kleiner ist als der vierte Teil der Seitenlange von ~ D so viele versehiedene 
Punkte von e, wie Punkte QP) zu diesen Quadraten gehoren, ordnen diese 
Punkte den Punk ten QP) zu, in der Weise, dati jeder Punkt Qfl) sieh mit dem zu­
geordneten Punkt von e dureh eine Streeke verbinden latit, die die anderen 
Streeken nieht trifft. Auf diesen Streck en nehmen wir dann immer von Qi(l) 
aus den ersten zu e gehorigen Punkt p?l. 
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bereiche und die sie verbindenden Wege enthalt; sem Rand wird 

von einem Polygon 3l2' gebildet, das iiberall einen Abstand < ~ 
von e besitzt; ferner liegt das Polygon 3l1' wie auch jeder Punkt von g, 

dessen Abstand von e groBer als ~ ist, im Innern von 3l~'. - Sei 

y" dasjenige von den Strecken 1~1) und 1~~1 zwischen 3ll und e be­

stimmte Gebiet, das von den weiteren Strecken l~) frei ist. Sei u" 
ein solcher Weg von 3l2', der einen Punkt von ~1) mit einem Punkt 

von 1~1~1 in y" verbindet, und durch keinen ahnlichen Weg von 3l2' 

in 7'" von e getrennt ist, Diesen Weg konnen wir noch der folgen­

den Modifizierung unterwerfen: sei A der auf 1~1) liegende Endpunkt 

von U", und B ein Punkt der Strecke A p~l), im Abstand < ~ 
von p!l); wir nehmen einen Punkt C von u" sehr nahe bei A, so 
daB das Dreieck ABC ganz zu y" gehort, und ersetzen die Strecke A C 
von u,' durch die Strecke B C. - Durch diese Modifizierung kon­
struieren wir aus den Wegen u" tv = 1, 2, ... , Vl) ein Polygon 3l2 , 

welches die oben verlangten Eigenschaften hat. 

Jeden Weg von 3l'.!, dessen Endpunkte auf den Suecken 1~1) 
und l~ltlliegen (v = 1, 2, ... , VI)' und der von den anderenStreckenl~) 
frei ist, zerlegen wir in v2 Wege ft~) = Q~2) Q~~~l vom Durchmesser 

< ~, durch gewIssse Teilungspunkte Q;), von denen wir ein-

ander nicht treffende Strecken 1~2) von der Lange < ~ nach e 
legen; wir konnen voraussetzen, daB fUr jedes v der zwischen 1~1) 

und 1~~1 liegende Weg von 3l., in die gleiche Zahl v2 von Wegen 
zerlegt wird. 

Wie oben konstruieren wir ein Polygon 3ls ' welches das Poly­

gon 312 in seinem Innern hat, jede Strecke 1~2) (worunter auch die 

312 und e verbindenden Teilstrecken von ;,,;1) zu verstehen sind) nur 
einmal trifft, so daB ferner jeder Punkt von 3ls einen Abstand 

< ~ (es < ~) von e besitzt, und jeder Punkt von g, dessen Abstand 

von e groBer ist als ~, innerhalb von 3ls liegt usw. 

Nun bilden wir den Polygonbereich (3ll ) (der aus aus dem Poly­
gon 3ll und aus seinem Innern besteht) auf die Kreisscheibe r < ~, 
o < ffJ < 23l topologisch ab, so daB dabei die Punkte Q!l) in die 

Punkte mit den Winkeln ffJ = 2" 3l iibergehen; dann den von 3lI und 
"1 

3l',! berandeten Polygonbereich mittels einer an dieselbe anschlieBenden 
topologischen Abbildung auf den Kreisring E < r < ~, 0 < cp < 2 3l, 
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so daB die in diesem Bereich liegenden Teile der Strecken ;.!1) III 
2vn 1 2 . (2i die radialen Strecken cp = -v- '2 < r < 3' und die Punkte Qa III 

1 

die Punkte mit den Winkeln cp = 2 an iibergehen usw. So erhalten 
VI V2 

wir eine topologische Abbildung des Gebietes g auf das Kreisinnere. 
Wir werden weiter zeigen, daB bei dieser Abbildung die Randelemente 
von g und die Randpunkte des Kreises einander eineindeutig und stetig 
entsprechen. 

Wir betrachten diejenigen Enden 1/ in der zyklisch geordneten 
Menge ('Y}), die durch die Strecken ;.(,1 definiert sind. Wir behaupten, 
daB die Menge ('Y}') dieser Enden in der Menge ('Y}) iiberall dicht 
liegt, d. h. daB jedes Intervall von ('Y}) wenigstens ein Element von ('Y}') 
enthiilt. Vnter einem Querschnitt qk verstehen wir einen Querschnitt 
von g, der aus einem W eg fl~kl (des Polygons 7lk) und aus den beiden 
in den Endpunkten von /.t~k) anschlieBenden Strecken ;.!k) und ;'!~1 oder 

aber aus zwei benachbarten Wegen fl~k) + fl~k~l und aus den in ihren 
nicht gemeinsamen Endpunkten anschlieBenden Strecken ;.;k) und A!~2 

besteht; ein Querschnitt qk hat also einen Durchmesser < ek ( < 2:~1). 
Seien nun 'Y}l und 'Y}2 zwei beliebige, voneinander verschiedene Ele­
mente von ('f}) , seien PI und P'J die ihnen entsprechenden erreich­
baren Randpunkte von g, und bl und b2 zwei hinreichend kleine 
Bogen, die einander nicht treffen (abgesehen von den eventuell zu· 
sammenfallenden Endpunkten PI und P 2) und die Enden 'YJI und 
'Y}2 definieren; wir nehmen einen Bogen CJ' der die beiden in g 
liegenden Endpunkte von b1 und b2 verbindet, ohne diese Bogen 
sonst zu treffen; den Querschnitt bl + ci + b2 bezeichnen wir mit b. 
Von den beiden Intervallen ('YJl' 'YJ2) und ('YJ~, 'YJI) von ('YJ) nehmen wir 
eines, etwa ('YJI' 'YJ2); in diesem Intervall gibt es wenigstens ein solches 
Ende 'YJ, daB der ihm entsprechende erreichbare Randpunkt P von 
den Punkten PI und P2 verschieden ist; wir werden kiirzer sagen, 
daB 'YJ von 'YJI und 'YJ2 ortlich verschieden ist; sei C ein dieses Ende 'YJ 
definierender, von b fremder einfacher Bogen in g, mit den End­
punkten Q (in g) und P (auf e). Sei!5 (> 0) der Abstand des 
Punktes Q von dem Rand e; es HiBt sich eine solche Zahl no 
bestimmen, daB wenn n > no, das Polygon tln der oben kon· 
struierten Folge jeden Punkt von g, dessen Abstand von e nicht 
kleiner ist als !5, in seinem Innern hat; der Punkt Q von C liegt also 
innerhalb von tln (n > no), C trifft also das Polygon 7ln" Sei !5' (> 0) 
der Abstand des Bogens c von dem Bogen b; wir konnen in der 
Folge der Zahlen el , e2 , •• "' welche oben zur Konstru~tion der Poly-

gone 7l1 , 7l2 , •.• dienten, so weit gehen, daB en < ~ ist. Nehmen 

wir dann einen solchen Querschnitt qn' der einen Punkt von c enthiilt; 
v. Kerel<jart6, Topologie. 8 
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dieser Querschnitt q" kann nicht den Bogen b treffen, folglich liegen 
die durch q" definierten beiden Enden r/ in demselben durch b in g be­
stimmten Gebiet wie 'YJ, mithin liegen sie im Intervall (171' 17'J) von (17)· 

Jedem durch eine Folge ineinander enthaltener Intervalle (171 1i1), 
(172' 1i2), ••• in (17) bestimmten Schnitt entspricht eine bestimmte Folge 
von Elementepaaren (17/, 1i1'), (172', 1i'J')' ... von (17'), welche eine den­
selben Schnitt von (17) definierende Folge von ineinander enthaltenen 
IntervaBen bildet, wobei immer 'YJk' und 1ik' die beiden durch einen 
Querschnitt qk definierten Enden bedeuten. Das Intervall ('YJk',1ikJ 
bzw. (1i k' 'YJk') von (1]) gehort ortlich 1) zum Rand eines oder des 
anderen durch den Querschnitt qk bestimmten Teilgebietes von g. 
Die ortliche Grenzmenge 2) der Intervallfolge (1]k',1ik') von (1]) ist so­
mit identisch mit der Grenzmenge der Rander von gl' g'J' ... , wobei 
gk dasjenige von qk bestimmte Teilgebiet von g bedeutet, welches 
den Querschnitt qk+1 dieser Folge (und also auch samtliche weitere 
Querschnitte qk+2' qk+3 •.. ) enthalt. 

Durch die obige Oberlegung wird es nahegelegt, die Definition 
der Randelemente nach Caratheodory auch folgendermaBen zu fiihren. 

Vnter einer Fundamentalfolge von Querschnitten verstehen wir 
eine solche Folge einander fremder 3) Querschnitte q1' q2' ... , deren 
Durchmesser gegen 0 konvergieren 4), und von denen jeder Querschnitt 
qk (k > 1) die Querschnitte qk -1 und qk+ 1 voneinander in g trennt. Fur 
jedes k soIl gk dasjenige von qk bestimmte Teilgebiet von g bezeichnen, 
welches qk+1 enthalt; gk+1 ist immer ein Teilgebiet von gk. - Seien 
q1' q2' ... und q/, q'J" ... zwei Fundamentalfolgen von Querschnitten, 
seien g1' g2' ... , bzw. g/, g2', ... die zugehorigen Gebietsfolgen; die 
beiden Folgen (qk) und (qk') heiBen iiquivalent, wenn jedes Gebiet gk 
samtliche Querschnitte qz' mit Ausnahme von endlich vielen enthalt 
und jedes Gebiet gz' aBe Querschnitte q" bis auf endlich viele. -
Jede Fundamentalfolge von Querschnitten definiert ein Randelement, 
zwei Fundamentalfolgen definieren dann und nur dann dasselbe Rand­
element, wenn sie aquivalent sind. Die Menge der zu einem Rand­
element gehorigen Punkte ist die Grenzmenge der Rander der Ge­
biete gl' g2' ... , wobei gl' g2' . .. die zu einer dieses Randelement 
definierenden Fundamentalfolge von Querschnitten gehorige Gebiets-

1) In ahnlichem Sinne wie oben: die Punkte P 7J , die den im Intervall 
('1/' Tik') von ('I) enthaltenen Enden 'I entsprechen, liegen auf dem Rand des 

Gebietes gk. 
2) Siehe S. 38 (I § 3). 
3) Auch die Endpunkte von qi und von qj sollen verschieden sein. 
4) Man kann die Definition auch so fassen: die Querschnitte q" Q2' ••• , 

von denen immer Qk-l und qk+l voneinander durch qk in g getrennt werden, 
sollen gegen einen Punkt konvergieren; aus einer Folge von Querschnitten, 
deren Durchmesser gegen 0 konvergieren, lafit sich namlich eine Teilfolge 
auswahlen, die gegen einen Punkt konvergiert. 
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folge ist. - Die Ubereinstimmung dieser Definition mit der oben ge­
gebenen sieht man leicht ein; ferner ist klar, daB es geniigt, zu definie· 
rend en Querschnittsfolgen die obigen Querschnitte qk zu nehmen, da, 
wie wir gezeigt haben, die durch dieselben definierten Enden r/ in 
der zyklisch geordneten Menge der Enden ('fJ) iiberall dicht liegen. 

Sei q1' Q2' ••. eine Fundamentalfolge von Querschnitten, die das 
Randelement E definiert; sei gl' g2' ... , die zugehorige Gebietsfolge. 
Von einer Punktfolge Pl' P 2 , ••• werden wir sagen, daB sie gegen 
E konvergiert, wenn jedes Gebiet gk sii.mtliche Punkte PI der Folge 
mit Ausnahme von endlich vielen enthii.lt. Wir sagen, daB das Ge­
biet go das Randelement E enthii.lt, wenn sii.mtliche Querschnitte 
einer das Randelement E definierenden Fundamentalfolge abgesehen 
von endlich vielen in go liegen. - Eine Folge von Randelementen 
E1 , E2 , ••• konvergiert gegen das durch die Fundamentalfolge ql' q'A' ... 
definierte Randelement E, wenn jedes Gebiet gk (welches durch qk in g 
bestimmt ist und qk+1 enthalt) sii.mtliche Randelemente E1' E2 , ... , 

mit Ausnahme von endlich vielen, enthaIt. - Offenbar sind aIle 
diese Erklii.rungen von den speziellen Fundamentalfolgen unabhii.ngig. 

Wir kehren zu der oben konstruierten Abbildung des Gebiets g 
auf das Kreisinnere zuriick, und wollen das durch die Formeln 

n 1 2"v 2.n(v+l) --<r< , ---- <q;<---~ 
n + 1 VI V2 ••• Vn VI V2 ••• Vn 

erklii.rte Gebiet der Kreisscheibe mit g~) bezeichnen. Jedem Gebiet 

9 .. in g entspricht laut der obigen Abbildung eindeutig ein Gebiet 9n 
in der Kreisscheibe, und jeder Folge von ineinander enthaltenen Ge· 
bieten 9n , 9 .. +1' ..• eine Folge von ineinander enthaltenen Gebieten 
9n , 9n +1' •... Sei ql' q2' ... eine das Randelement E definierende Fun­
damentalfolge und 91' 92' ... die zugehorige Gebietsfolge; die ihr 
entsprechende Gebietsfolge 91' 92' ... in der Kreisscheibe konvergiert 
gegen einen Randpunkt der Kreisscheibe. Auf diese Weise ent­
spricht jedem Randelement Evon g ein und auch nur ein Rand­
punkt der Kreisscheibe, zwei verschiedenen Randelementen von g ent­
sprechen zwei verschiedene Randpunkte der Kreisscheibe. Diese ein­
eindeutige Beziehung zwischen den Punkten des Kreises und den 
Randelementen des Gebietes gist stetig in dem Sinne, daB einer 
gegen einen Punkt P konvergierenden Folge von Punkten des Kreises 
eine gegen das dem Punkt P entsprechende Randelement von g 
konvergierende Folge von Randelementen entspricht, und umgekehrt. 
Ferner schlieBt sich diese Beziehung zwischen den Randelementen in 
stetiger Weise an die Abbildung des Gebiets g auf das Kreisinnere 
an; wenn nii.mlich Pl' P 2 , ••• eine gegen das Randelement E kon­
vergierende Folge von Punkten von gist, so konvergiert die Folge 
der Bildpunkte P1', P 2', '" gegen denjenigen Punkt der Kreisperipherie, 
der dem Randelement Evon g entspricht. 

8* 
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So erscheinen die Randelemente eines Gebietes, die zufolge ihrer 
Definition in der Ebene nirgends dichte Kontinua darsteIlen, als die 
einfachsten Bestandteile, aus denen man den Rand eines Gebietes 
aufbauen kann. 

Wegen der Weiterbildung dieser Begriffe verweisen wir den Leser 
auf Caratheodorys eigene Darstellung; hier werden wir noch die dar­
gestellten Begriffe an einigen Beispielen erlautern, urn dadurch in die 
verschiedenen gestaltlichen Moglichkeiten einen Einblick zu gewinnen. 

1. 1m einfachsten Fall, wo der Rand des Gebietes g von einer 
einfachen geschlossenen Kurve gebildet wird, ist die Menge der 
Enden r; (oder genauer gesagt: die Menge der ihnen entsprechenden 
erreichbaren Randpunkte) mit dem vollstandigen Rand identisch 
und ein Randelement besteht immer aus einem einzigen Punkt. 

2. Betrachten wir das von den Linien 

r: 

o < x < 'oj: ' y = sin~-
2 

x=3n' 
2 
3n>x> 0, 

x=o, 

-1>y>-2 

y= - 2 

-2<y~+1 

berandete beschrankte Gebiet g (s. Fig. 15). Die durch die punktierten 
Linien dargestellten Querschnitte qk konvergieren gegen den Punkt B; 

A 

B 

fj 
sei gl' g2' ... die zugehorige Gebietsfolge; 
der Rand eines jeden Gebietes gk ent· 
halt die Strecke A B. Die Punkte von 
A B gehoren zu dem durch diese Folge 
ql' q'J"" definierten Randelement E. 
Man betrachte die zyklisch geordnete 
Menge (r;) der· Enden von g; unter den 
ihnen entsprechenden erreichbaren Rand-

//£3 ,E, h P k :>Ii3...=:. // punkten P'1 kommt auc der un t B 
___ -----''12 _------- vor. Bildet man mit dem B entspre· 

C --------- iff chenden Ende 'riB als Schnittelement 
~--------------~o 'J einen Schnitt in (r;), so wird jedes r;B 

Fig. 15. 
enthaltende Intervall von (r;) sowohl 

Punkte der Strecke BC, wie auch Punkte der Wellenlinie E1F1E'JF'J ... 
enthalten; die Grenzmenge einer solchen Intervallfolge besteht, was 
die auf B C liegenden Punkte betrifft, aus dem einzigen Punkt B, 
was die auf der Wellenlinie liegenden Teile betrifft, aus der Strecke 
A B. Das durch diesen Schnitt definierte Randelement E ist erreich· 
bar. - Der Punkt B ist ein Hauptpunkt des Randelementes E; dar­
unter verstehen wir, daB es eine E definierende, gegen den Punkt B 
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konvergierende Fundamentalfolge von Querschnitten gibt; die iibrigen 
Punkte von E sind Nebenpunkte; wenn P ein beliebiger von B ver­
schiedener Punkt von E ist, so gibt es keine gegen den Punkt P 
konvergierende, dieses Randelement E definierende Fundamentalfolge 
von Querschnitten. 

Die gleichen Oberlegungen beziehen sich auch auf das A.uBer~ 
der geschlossenen Kurve r (die den Rand von g bildet). Erweitern 
wir das AuBengebiet in geeigneter Weise durch den unendlich fernen 
Punkt der Ebene, so erhalten wir zwei Gebiete, namlich das Innere 
und das A.uBere der geschlossenen Kurve r, die beide einfach zusam­
menhangend und foiglich einander homoomorph sind; ebenso sind 
ihre Rander homoomorph (sogar identisch). Der von der Kurve r und 
ihrem Inneren gebildete Bereich ist jedoch nicht homoomorph dem 
aus der Kurve und aus ihrem A.uBeren bestehenden Bereich, da nam­
lich jeder Punkt des letzteren von dem Gebiet erreichbar ist, wahrend 
dies fUr den ersten Bereich nicht der Fall ist l ). 

3. Nehmen wir im Innern des Einheitskreises die beiden Linien 

o < r < 1, fP = ± tg (r n), (r, fP = Polarkoordinaten), 

die vom Koordinatenanfangspunkt ausgehend sich urn die Kreislinie 
k (r = 1) spiralartig herumwinden; sie beide zusammen bestimmen in der 
Kreisscheibe zwei Gebiete g und g', 
deren Rander miteinander identisch 
sind und auBer dies en Linien aus 
dem Kreis k bestehen. (Auf Fig. 16 
ist g' schraffiert, g weiB.) Wir neh­
men einen Radius 0 < r < 1, 
fP = konst. und betrachten seine 
nicht zu g' gehorigen Teile, welche 
Querschnitte von g sind, und die 
wir der Reihe nach (von innen 
nach auBen) mit ql' q2' ... bezeich· 
nen. Diese Querschnitte bilden in 
der angegebenen Reihenfoige eine 
Fundamentalfolgevon Querschnitten, Fig. 16. 

die gegen einen Punkt B der Kreis-
linie konvergieren. Die Kreislinie k gehort bei jedem 'JI zum Rand 
des von qv bestimmten, qv+l enthaltenden Teilgebietes gv von g. Das 

1) Die Invarianz der Erreichbarkeit in dem im Text gemeinten Sinne er­
gibt sich leicht; ein im Bereich verlaufender einfacher Bogen, der abgesehen 
von einem seiner beiden Endpunkte aus inneren Punkten des Bereiches besteht, 
geht bei einer topologischen Abbildung des Bereiches in einen ebensolchen 
Bogen des Bildbereiches tiber; die inneren Punkte des Bereiches werden riiim­
lich wieder in innere Punkte des Bildbereiches tibergefiihrt, dem Satz von der 
Gebietsinvarianz zufolge (II § 3). 
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durch diese Querschnittsfolge definierte Randelement besteht aus samt­
lichen Punkten von k. Wie man leicht einsieht, ist dies ein nicht­
erreichbares Randelement. Jeder von seinen Punkten ist ein Haupt­
punkt; der Punkt B ist auf der Kreislinie ja ganz beliebig gewahlt, 
und die dieses Randelement definierende Fundamentalfolge von Quer­
!ichnitten q1' q2' ... konvergiert gegen den Punkt B. 

p= 

Fig. 17. 

4. Als wei teres Beispiel betrachte man das durch die Fig. 12 
(S. 93) dargestellte rote Gebiet, wobei ein durch die Querschnitts­
folge Q1 Q/, Q2 Q2', ... definiertes Randelernent sarntliche Randpunkte 
des Gebietes enthiilt. 

5. Hier wollen wir noch ein von Brouwer herriihrendes Beispiel 
iiber Gebietsrander angeben, we1che der Anschauung wenig zu­
ganglich sind. Es handelt sich urn eine Zerlegung des Innern 
eines Rechteckes in drei fremde Gebiete, deren Riinder vollig iden-
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tisch sind und die mit ihrem Rand zusammen das Rechteck er­
schopfen 1). 

Wir nehmen ein Rauptrechteck mit einer Grundseite der Lange] 
und legen in seine Mitte ein Rechteck mit einer Grundseite der Lange 

2,,1-+- 1 (auf Fig. 17 ist 2 IX + 1 = 11), welches wir auf der Fig. 17 

schwarz stark schraffiert darstellen, von der Art, daB der iibrigbleibende 
weiBe Teil des Rauptrechteckes in seinen vier Teilen dieselbe Breite 

~l habe; dieses erste schwarze Gebiet ist ein Teil des zu kon­
~a+ 

struierenden Gebietes g1. Als ersten Teil des Gebietes g'J wahlen 
wir den zweimal umgebogenen, rot stark schraffierten Streifen, so daB 
links in der Rohe der unteren Seite des schwarzen Rechteckes an­
gefangen und rechts in der gleichen Rohe aufgehort wird und daB 
dieser rote Streifen den 2 a + 1 -ten Teil der Breite des weiBen Strei­
fens in Anspruch nimmt, in des sen Mitte er hineingelegt wird. Nun 
fangen wir links oben in der Rohe des nunmehr fertigen Teiles des 
roten Gebietes an und legen den stark schraffierten griinen Streifen, 
der sechsmal umgebogen endlich in der Rohe des Anfangs aufhort; 
dieser ist als der erste Teil zum Gebiet g3 zu nehmen. - Nun be­
ginn en wir mit einem schwarz en Streifen links unten in der Rohe 
des nunmehr fertigen Teiles des griinen Gebietes und setzen ihn mit 
10 Umbiegungen bis zur selben Rohe nach rechts unten fort, dann 
fiigen wir zu diesem Teil noch den anschlieBenden viermal umge­
bogenen Streifen hinzu, der sich schlieBt und in seinem Innengebiet 
das erste schwarze Gebiet enthalt; den nunmehr erhaltenen schwarzen 
Streifen und sein Innengebiet betrachten wir als eine zweite Annahe­
rung von g1. Ahnlich verfahren wir mit einem roten Streifen, der 
links oben in der Rohe des bisher fertigen Teiles des schwarzen Ge­
bietes angefangen zuerst mit 18 Umbiegungen nach rechts oben ge­
fiihrt wird, und dann fortgesetzt, so daB er das erste rote Gebiet mit 
einem achtmal umgebogenen Streifen umschlieBt; der zweite rote 
Streifen gehort mit seinem Innengebiet zu g'1l. Mit einem griinen 
Streifen wird links unten angefangen; er wird zuerst mit 30 Um­
biegungen nach rechts unten gefiihrt und dann fortgesetzt, bis er nach 
16 weiteren Umbiegungen das erste griine Gebiet umschlieBt. - Bei 
der Fortsetzung des Verfahrens wird links abwechselnd oben und unten 
angefangen; jeder Streifen nimmt den 2 a + 1- ten Teil der Breite des 
weiBen Streifens, in dessen Mitte er hineingelegt wird, in Anspruch; 
der hinzugefiigte Streifen, der das zuletzt erhaltene Gebiet von gleicher 

1) Wie Brouwer bemerkt, liifit sich das Innere des Recbteckes ebenso in 
beliebig viele, sogar in abzahlbar unendlich viele fremde Gebiete mit iden­
tischem Rand zerlegen. 
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Farbe umschlieBt, fangt rechts oben bzw. unten an und seine Beran· 
dung besteht in der Nahe der oberen bzw. unteren Seite des Haupt· 
rechteckes aus einer einzigen geraden Strecke. Auf diese Weise wird 
fortgegangen, und in zyklischer Reihenfolge werden die drei Farben 
immer vorgenommen. - Dadurch wird das Hauptrechteck erschopft, 
so daB jeder Punkt in seinem Innem oder auf seinem Rande entweder 
zu einem der Gebiete g1' g2' ga gehort oder Randpunkt eines solchen 
Gebietes ist. Jeder Randpunkt eines von diesen Gebieten ist Rand· 
punkt auch fur die beiden anderen; bei geniigend weiter Fortsetzung 
des Verfahrens haben namlich die bereits erhaltenen Teile der drei 
Gebiete die Eigenschaft, daB in beliebiger Niihe eines Randpunktes, 
etwa des schwarzen Teilgebietes, sich sowohl ein Punkt des roten wie 
auch einer des griinen Gebietes befindet (und ahnlich fUr die beiden 
anderen Farben). 

Auf dem Titelbild haben wir die analoge Zerlegung der Kreisscheibe 
dargestellt, die vielleicht deutlicher ist. Dies entsteht aus der obigen so, 
daB man das Hauptrechteck auf eine Kreisscheibe abbildet, wobei die 
linke Seite des Rechteckes in den Kreismittelpunkt, die rechte in die 
Peripherie und die beiden Grundseiten in einen Radius des Kreises 
iibergehen. 

§ 3. Gebiete von endlichem Zusammenhang. 

Ein beschranktes Gebiet g heiBt n -tach zusammenhiingend, wenn 
es unter n beliebigen im Gebiet g und auBerhalb voneinander liegenden 
Polygon en wenigstens ein solches gibt, dessen Inneres ganz zum Ge· 
biet g gehort, wahrend es n - 1 auBerhalb voneinander liegende Poly· 
gone in g gibt, von denen keines diese Eigenschaft hat. - Diese von 
CaratModory herriihrende Definition hat den Vorteil, daB sie die Zu· 
sammenhangszahl n als innere Eigenschaft des Gebietes erklart. 

Der Rand eines n-fach zusammenhangenden beschrankten Ge­
bietes besteht aus n fremden Kontinua .. - Seien namlich nl' n~, ... , n,,_l' 
n - 1 auBerhalb voneinander liegende solche Polygone in g, daB 
keines von ihnen ein ganz zu g gehoriges Innengebiet hat. Die in n i 

liegenden Randpunkte von g bilden ein Kontinuum. Sonst konnte man 
namlich zwei fremde abgeschlossene Teilmengen des Randes von g 
bestimmen, die in n i liegen, und zugleich die in n i liegende Teilmenge 
des Randes erschopfen; diese beiden Teile konnen wir innerhalb von 
ni in zwei auBerhalb voneinander liegende Polygone x/ und nt ein­
schlieBen und so hatten wir n auBerhalb voneinander liegende Poly­
gone n 1 , n2 , ••• , n i -1' n/, nt, ni + l' ... , nn -1 in g, von denen jedes 
im Innern Randpunkte von g enthalt; dies verstoBt aber gegen unsere 
Annahme. Die innerhalb von n i liegenden Randpunkte von g bilden also 
ein Kontinuum. - AuBer diesen hat das Gebiet g noch andere Rand-
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punkte, die auBerhalb von allen Polygonen :7li liegen; diese bilden wieder 
ein Kontinuum. Sonst konnte man namlich zwei abgeschlossene fremde 
Teilmengen derselben durch ein den Rand von g nicht treffendes 
Polygon :7l voneinander trennen; von diesem Polygon konnen wir 
voraussetzen, daB es die Polygone :7l1 , :7lo:!, ••• , :7ln - 1 nicht trifft. Da 
es im Innern und auch im AuBern von :7l Punkte des Randes von g 
gibt, so gibt es auch Punkte von g innerhalb und auBerh:;tlb von :7l. 

Ein Weg w, der zwei solche Punkte von g in g verbindet, trifft 
das Polygon :7l, :7l hat also wenigstens einen Punkt in g, und weil 
:7l den Rand von g nicht trifft, liegt :7l ganz in g. Dann waren 
aber :7l, :7l1 , :7lo:!, ••• , :7ln - 1 n auBerhalb voneinander liegende Polygone 
in g. deren jedes in seinem Innern Randpunkte von g enthalt, was 
wieder gegen unsere Annahme verstoBt. - Somit ist gezeigt, daB 
der Rand eines n-fach zusammenhangenden beschrankten Gebietes 
aus n fremden Kontinua K 1, K2, ... , Kn besteht. - Aus der obigen 
Uberlegung erhellt zugleich die Umkehrung dieser Behauptung, nam· 
lich daB ein beschranktes Gebiet, des sen Rand aus n fremden Kon­
tinua besteht, n-fach zusammenhangend ist. 

Sei q ein Querschnitt von g, d. h. ein einfacher Streckenzug, der 
abgesehen von seinen auf dem Rand von g liegenden Endpunkten 
ganz in g verlauft. Eine Wiederholung der in § 1 dargestellten Uber­
legungen ergibt, daB q das Gebiet g in zwei Gebiete zerlegt oder nur 
ein einziges Gebiet in g bestimmt, je nachdem die beiden Endpunkte 
von q auf demselben oder auf zwei verschiedenen Kontinua des Ran­
des von g liegen. 

Sei ql ein Querschnitt des n-fach zusammenhangenden Gebietes g, 
der zwei verschiedene Kontinua Kl und K2 des Randes. von g ver­
bindet, welcher also in g ein einziges Restgebiet gl bestimmt. Der 
Rand von gl besteht aus n - 1 Kontinua, namlich Kl + ql + K 2, 
K s' ... , Kn; das Gebiet gl ist also n - l-fach zusammenhangend. 
Wenn wir zwei verschiedene Kontinua des Randes von gl durch einen 
Querschnitt q2 in gl verbinden, bekommen wir ein Gebiet g2' welches 
von n - 2 Kontinua berandet, also n - 2 -fach zusammenhangend ist. 
Auf diese Weise fortfahrend konnenwir durch n - 1 fremde Quer­
schnitte ql' q2' ... , q", _ ~ das Gebiet g in ein einfach zusammen­
hangendes Gebiet verwandeln; darunter soli verstanden werden, daB 
von ql + q2 + ... + qn-l in g ein einziges Restgebiet bestimmt wird 
und dies einfach zusammenhangend ist. -

Die Zusammenhangszahl eines Gebiets kann auch definiert werden 
als die urn eins vermehrte Anzahl der Querschnitte, durch welche 
das Gebiet in ein einfach zusammenhangendes Gebiet verwandelt 
werden kann. Der Nachweis fiir die Aquivalenz mit der oben ge­
gebenen Definition liegt auf der Hand. 

Ein n -fach zusammenhangendes Gebiet laBt sich auf ein von 
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n Kreisen berandetes Gebiet topologisch abbilden; wenn insbesondere 
das Gebiet g von n einfachen geschlossenen Kurven berandet ist, 
so HiBt sich das Gebiet g mit dem Rande zusammen auf einen von 
n Kreisen berandeten Kreisbereich topologisch abbilden, wie es aus 
den Resultaten II § 2 folgt. 

§ 4. Gebiete von unendlich hohem Zusammenhang. 
Von den Gebieten, die in dies em Paragraphen betrachtet werden, 

setzen wir voraus, daB sie unbeschriinkt sind und beschriinkten Rand 
haben. - Gebiete, die keine endliche Zusammenhangszahl haben, 
konnen durch ihre Riinder charakterisiert werden. - Der Rand des 
Gebietes bildet eine abgeschlossene und, gemiiB unserer Voraus· 
setzung, beschriinkte Punktmenge. Wir betrachten die aus ihr ge­
bildete Stiickmenge (s. I § 5): ein Kontinuum von Randpunkten, 
welches in keinem umfassenderen solchen Kontinuum enthalten ist, 
bezeichnen wir als ein Randstiick des Gebietes g, die Menge der 
Randstiicke als Randmenge von g. Von diesen Randstiicken ist es 
klar, daB ein Stiick s zwei andere Stiicke s' und s" nicht vonein­
ander trennen, d. h. in verschiedenen Restgebieten haben kann. Wir 
konnen also die in I § 6 erkliirte Approximation durch Polygone 
anwenden. Wir betrachten eine Folge von Polygonen IIo' II2 ; 

IIoo ' IIo2 ' II2o ' II22 ; ••. , mit den folgenden Eigenschaften: 
1. Die Polygone k-ter Ordnung (d. h. die mit k-gliedrigen In­

dizes) liegen auBerhalb voneinander und enthalten in ihrem Innern 
siimtliche Punkte des Randes (fiir jedes k = 1, 2, ... ). 

2. Wenn IIa! " •... "k nur ein einziges Randstiick enthiilt, so ist 
unter IIa! a • ... "k 0 und IIIl! a • ... "k 2 nur das erstere erkliirt, sonst beide; 

die Polygone IIa1 ... "k "H 1 (IXk + 1 = 0, 2) liegen innerhalb von IIIl1 " •... "k' 
und jedes von diesen enthiilt in seinem Innern wenigstens einen 
Randpunkt von g. 

3. Zu jedem Punkt P 4es Gebietes g gibt es eine Zahl k, so 
daB P auBerhalb aIler Polygone k-ter Ordnung liegt. 

Wenn nun g' ein anderes unbeschriinktes Gebiet mit beschriink­
tern Rand bedeutet, auf welches g topologisch abgebildet ist (dabei 
soIl der unendlich ferne Punkt in sich iibergehen), entspricht der 
Polygonfolge {II1l1 " •... ~k} eine Folge von einfachen geschlossenen 
Kurven II~1 " •... ak mit den gleichen Eigenschaften 1., 2., 3. Durch 
diese Abbildung ist also zugleich eine eineindeutige und beiderseits 
stetige Beziehung zwischen den Randstiicken von g und von g' er­
kliirt. 

Seien andererseits g und g' zwei beliebige Gebiete, deren Rand­
mengen e und e' (als Stiickmengen) homoomorph sind; sei IX eine 
topologische Beziehung zwischen e und e'. Wir wiihlen die oben 
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erklarte Polygonfolge II", " •... "k in g beliebig und die Polygone 
II~, " •... ak derart, daB immer die in II~, a •.•. "k enthaltene Teilmenge 
von (1' laut IX der in II(J.t a •••• (J.k enthaltenen Teilmenge von (1 entspricht 
(s. S. 54). Sei noch II ein hinreichend groBes Polygon, welches die 
Polygone IIo' II'/, und IIo', II,/ enthiilt. Wir erklaren eine topologische 
Abbildung t folgendermaBen: auBerhalb von II und auf II sei t die 
Identitat; der Polygonbereich (II, IIo' II'!.) soIl in den Polygonbereich 
(II, IIo', II2') iibergehen, so daB jeder Punkt von II ungeandert bleibt 
und IIo in 110" II2 in II2' iibergeht; der Polygonbereich (IIo' IIoo' II02 ) 

solI in (IIo', IIo~, II;2) iibergehen, und diese Abbildung solI auf IIo mit 
der bereits erklarten Abbildung iibereinstimmen usw. - Auf diese 
Weise entsteht eine topologische Abbildung von g auf g', wobei die 
Beziehung zwischen den Stiickmengen (! und (1' mit der im voraus 
gegebenen topologischen Beziehung IX iibereinstimmt. Wir haben so­
mit das Resultat: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung, datur, dafJ die beiden 
Gebiete g und g' homoomorph sind, besteht darin, dafJ ihre Randmengen 
(als Stiickmengen) homoomorph sind. Die Menge der topologisch ver­
schiedenen Gebiete hat also die Machtigkeit des K ontinuums 1). 

§ 6. Fundamentalsysteme von Kurven. 
Sei g ein n + 1-fach zusammenhangendes Gebiet, dessen Rand 

von n + 1 einfachen geschlossenen Kurven io' i1' i2' ... , in gebildet 
wird; die Kurven i1' ... , in solIen auBerhalb voneinander und innerhalb 
der Kurve io liegen. 

Sei (c1 ' c2 ' ••• , cn) ein System von einfachen geschlossenen Kurven 
in g, die samtlich durch einen Punkt P laufen, sonst aber keinen 
gemeinsamen Punkt haben. Wir setzen voraus, daB im Innern einer 
jeden Kurve c. wenigstens eine Randkurve von g liegt; wenn ferner 
eine Kurve ci im Innern von cj liegt, soIl zwischen ci und cj wenig­
stens eine Randkurve von g liegen. Wir bezeichnen das System 
(c1 ' c2 ' ••• , cn) als ein Fundamentalsystem von Kurven in g. Als ein 
einfachstes System wahlen wir ein solches, bei welchem jede Kurve ci 

die Randkurve i. von g im Innern, aIle anderen Randkurven von g 
im AuBern hat. 

Wir nehmen eine geschlossene stetige Kurve r in g, d. h. ein 
eindeutiges stetiges Bild der Kreislinie 

r = konst., cp = 2:nt (0 < t < 1); 

indem wir auf der Kreislinie einen Umlaufssinn bestimmen, und auf 
Grund dessen auch der Kurve 'Y einen Umlaufssinn zuordnen, erhalten 
wlr eine gerichtete geschlossene stetige Kurve. 

1) s. I §§ 5 und 7. 
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Den Parameterabstand von zwei geschlossenen stetigen Kurven 
y und y' erklaren wir nach Frechet folgendermaBen. Durch die 
Parameterdarstellung von y und y' wird zwischen y und y' eine Be­
ziehung erklart; zwei Punkte P und P' von y und y' entsprechen 
dabei einander, wenn sie demselben Parameterwert t (oder demselben 
Punkt des Kreises) entsprechen. - Indem wir die Parameter­
darstellung von y' abandern, mittels einer topologischen Abbildung 
des Kreises auf sich, bekommen wir eine andere Beziehung zwischen 
y und y', dabei nehmen . wir den Maximalabstand entsprechender 
Punkte. Die untere Crenze dieser Maximalabstande bei allen mog­
lichen so1chen Beziehungen zwischen y und y' nennen wir den Para­
meterabstand der Kurven y und y'. - Der Parameterabstand von 
zwei gerichteten geschlossesen stetigen Kurven y und y' wird als die 
untere Crenze der Maximalabstande von zwei entsprechenden Punk­
ten von y und r' erklart, bei samtlichen solchen Parameterdarstellungen 
von y', die aus der urspriinglichen durch den Umlaufssinn erhaltende 
topologische Abbildungen des Kreises auf sich hervorgehen. 

Seien y und y' zwei gerichtete geschlossene stetige Kurven in g; 
wir werden sagen, daB y und y' in g durch eine stetige Deformation inein­
ander iibergehen oder einander in g homo top sind (im Zeichen y ~ y'), 
wenn es eine von einem Parameter A (0 < A <1) stetig abhangende 
Menge von in g liegenden gerichteten geschlossenen stetigen Kurven 
Yl gibt, sodaB dabei den Parameterwerten A = 0 bzw. A = 1 die beiden 
gegebenen Kurven y und y' entsprechen. Zu jedem Wert A (0 < A < 1) 
solI also eine Kurve ~'l gehoren, und wenn die Parameterwerte 
Al , A~, . .. gegen Ao konvergieren, so sollen die entsprechenden Kur­
yen rl" Y) .• , ... gegen Ylo konvergieren, in dem Sinne, daB der 
Parameterabstand der gerichteten Kurven Yll und Ylo mit wachsen­
dem i gegen 0 konvergiert. 

Zwei geschlossene stetige Kurven in g heiBen homotop in g, 
wenn sie nach Bestimmung von geeigneten Umlaufssinnen als ge· 
richtete Kurven homotop sind. - Eine Kurve heiBt homo top 0 in g, 
wenn sie sich durch stetige Deformation in g in einen Punkt von g 
iiberfiihren laBt. 

Die obige Erklarung der stetigen Deformation konnen wir auch 
folgendermaBen formulieren: jeder Punkt P (t) der Kurve y solI im 
Zeitintervall 0 < A. <1 eine stetige Kurve Pl(t) (0 < A <1) in g be­
schreiben (ein Punkt soil dabei mehrfach gerechnet werden, wenn er 
mehreren Punkten des Kreises r = konst. qJ = 2:1lt entspricht), und 
in jedem Zeitpunkt A sollen die Punkte Pl(t) (0 < t < 1) eine ge­
schlossene stetige Kurve)'l bilden. -Es geniigt ferner vorauszusetzen, 
daB zu jeder positiven Zahl e eine endliche Anzahl in g liegender 
geschlossener stetiger Kurven Y1 = y, Y2' ... , r .. = r' gibt, von denen 
je zwei aufeinander folgende einen Parameterabstand < e haben. 
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Wir beschranken uns auf solche Kurven, die aus einer endlichen 
Anzahl von aufeinander folgenden einfachen Bogen bl , b2 , "', b~ zu­
sammengesetzt sind (deren Endpunkte evtl. zusammenfallen konnen), 
wobei der Anfangspunkt von bi +! mit dem Endpunkt von bi und 
ebenso der Anfangspunkt von bl mit dem Endpunkt von b,. zu­
sammenfallt. M. a. W. es soli moglich sein, die Kreislinie r = konst., 
cp = 2 n t (0 < t < 1) in eine endliche Anzahl von Bogen: 0 < t < tl' 
tl < t < t2 , ••. , tV - I < t < 1 zu zerlegen, so daB je zwei Punkte des­
selben Bogens zwei verschiedene Bildpunkte haben. 

Zu jeder in g liegenden geschlossenen stetigen Kurve r gibt es 
eine Kurve r' in g der eben beschriebenen Art, deren Parameter­
abstand von r kleiner ist als eine beliebige positive Zahl e. Wir 
zerlegen namlich den Kreis, des sen eindeutiges stetiges Bild r ist, 

in endlich viele Bogen P I P 2 ' p-;;Fg, ... , PkP1 ' so daB fUr jedes i das 

Bild von P-;Fi+l (PHI =PI), einen Durchmesser < i hat. Seien 

Pt', P2', .•• , Pk' die Bilder von PI' P 2 ' ••• , P k • Wir bilden den Kreis­
bogen PYi+1 auf die geradlinige Strecke P/ Pi+! topologisch ab, 
so daB Pi in P/ iibergeht; die von den aufeinander folgenden Strecken 
PI p~, P 2 p~, ... , P k PI gebildete geschlossene stetige Kurve r' hat 
von r einen Parameterabstand < e. 

Unter einer kanonischen Kurve 

cal Ca • ••• Cas (IXI , • •• , IX. = ganze Zahlen) 
"1 "2 "s 

verstehen wir diejenige aus IIXII + 11X21 + ... + IIXBI Bogen zusammen· 
gesetzte geschlossene stetige Kurve, deren erste I all Bogen durch 
je einen positiven bzw. negativen Umlauf (je nachdem IXI positiv oder 
negativ ist) urn CVI (vom Punkt P bis zum selben Punkt), die 
folgenden 11X21 Bogen durch je einen Umlauf urn c~. usw. gegeben sind. 

Unser Zweck ist, nachzuweisen, daB iede geschlossene stetige 
Kurve in g mittels einer stetigen Deformation in g in eine kanonische 
K urve ubergefuhrt werden kann. 

Zunachst bemerken wir, !1aB auf der Kreisscheibe jede geschlossene 
stetige Kurve r ~ 0 ist. Die Kreisscheibe laBt sich mittels einer ste· 
tigen Deformation auf ihren Mittelpunkt zusammenziehen; das soil 
folgendes bedeuten: man ordne jedem Wert 1 (0 < 1 < 1) des "Zeit­
parameters" 1 die Abbildung 

r' = r (1 - 1), cp' = cp 

der Kreisscheibe r < 1 auf die Kreisscheibe r < 1 - 1 zu; dabei andert 
sich das Bild irgendeines Punktes in 1 stetig;~wei Kurven r). und r}!, 
die aus r durch diese Deformation in den Zeitpunkten 1 und l' ent­
stehen, haben einen beliebig kleinen Parameterabstand (namlich 11-1'1), 
wenn nur 11 -A' I hinreichend klein ist. 
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Sei nun g ein von den konzentrischen Kreisen kl und k2 be­
randeter Kreisring und c sein Mittelkreis mit dem positiven Umlaufs­
sinn versehen. Ahnlich wie oben deformiert man den Kreisring (kl' c) 
langs der Radien in den Kreis c und ebenso den Kreisring (k2' c); 
daraus ergibt sich, daB sich jede in g liegende geschlossene stetige 
Kurve r durch stetige Deformation in g in eine auf c liegende ge­
schlossene stetige Kurve r' iiberfiihren laBt. Diese letztere Kurve laBt 
sich in cn, d. h. in den n-mal umlaufenen Kreis c iiberfiihren. Zuerst 
k6nnen wir namlich jeden Bogen von r' von hinreichend klein em 
Durchmesser, wenn seine beiden Endpunkte zusammenfallen, durch 
diesen einzigen Punkt ersetzen; durch Wiederholung dieses Verfahrens 
bekommen wir also durch eine stetige Abanderung von r' eine ge­
schlossene stetige Kurve r", auf welcher die Endpunkte irgendeines 
Bogens nur dann zusammenfallen, wenn der betreffende Bogen den 
ganzen Kreis c umlauft; diese Kurve r" ist also der n-mal in positiv.em 
Sinne (oder wenn n < 0, der -n-mal in negativem Sinne) umlaufene 
Kreis c. 

Genau so verfahrt man im Falle eines von n + 1 Kreisen be­
randeten Gebie~es. Auf Fig. 18 ist der Fall des von vier Kreisen be­
randeten Gebietes dargestellt; man zieht die von den Fundamentalkurven 
cl ' c2 ' Cs bestimmten Teilgebiete langs der punktierten Linien auf die 
Kurven cl ' c~l' Cs zusammen und fahrt wie oben fort. - Daraus ergibt 
sich ferner, daB jede geschlossene stetige Kurve in g, deren Anfangs­
und Endpunkt im gemeinsamen Punkt P der Fundamentalkurven liegt, 

Fig. 18. 

durch eine den Anfangs- und End· 
punkt der Kurve festhaltende stetige 
Deformation in g in eine kanonische 
Kurve iibergefiihrt werden kann. 

DaB wir hier bequemeren Aus­
drucks wegen Kreisgebiete betrach­
ten, bedeutet keine Einschrankung; 
wie wir wissen, laBt sich ein beliebi· 
ger, von n + 1 einfachen geschlos­
senen Kurven berandeter Bereich auf 
einen von n + 1 Kreisen 
ten Bereich topologisch 
(s. III § 3). 

berande­
abbilden 

§ 6. Die Invarianz der geschlossenen Kurve. 

Ein Kontinuum bestimmt in der Ebene, wie wir wissen, eme 
endliche oder abzahlbare Menge von Gebieten. Die Anzahl dieser 
Restgebiete werden wir nach Brouwer aus den Eigenschaften des 
Kontinuums selbst bestimmen; daraus wird sich dann ihre Invarianz 
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gegeniiber topologischen Abbildungen ergeben und als eine weitere 
Folgerung der schon im vorigen Abschnitt (II § 6) erwahnte Schoen/lies­
sche Satz von der Invarianz der geschlossenen Kurve. 

Unter einer (geschlossenen) Kette verstehen wir eine zyklisch 
geordnete endliche Menge von Punkten; wenn je zwei aufeinander­
folgende Punkte derselben einen Abstand < e haben, bezeichnen wir 
sie als eine e- Kette. - U nter einer e' -Abanderung einer Kette x ver­
stehen wir folgendes: 1. eine so1che Verriickung < e' eines Punktes 
von x, durch we1che x in eine e' -Kette iibergeht; 2. eine so1che 
Zwischenfiigung eines neuen Punktes zwischen zwei aufeinanderfol­
gende Punkte von x, durch we1che x in eine e' -Kette iibergeht. -
Wenn bei einer so1chen Abanderung zwei aufeinander folgende Punkte 
der urspriinglichen Kette in einen Punkt zusammenfallen, werden wir 
diesen als einen einzigen Punkt der neuen Kette betrachten. Bei 
einer so1chen Abanderung bleibt also die Anzahl der Punkte der 
Kette ungeandert oder sie nimmt um eins zu oder abo 

Sei K ein beschranktes Kontinuum, das in der Ebene n + 1 
Gebiete bestimmt. In jedem dieser Gebiete bestimmen wir je ein 
Polygon, no' nl' ... , nn' we1che K im mittleren Abstand e approxi­
mieren 1). Sei ge das von diesen Polygonen berandete n + I-fach 
zusammenhangende Gebiet, und e2 der groBte Abstand, den die 
Punkte von g. von der Menge K haben. Wir konstruieren in g. ein 
System von n Fundamentalkurven~cl' c2 ' __ ., cn mit einem einzigen ge­
qleinsamen Punkt P. 

Es laBt sich eine Zahl el (0 < el < e) so wahlen, daB zwei be­
liebige e1-Ketten Xl und x2 auf der Kurve ci durch eine endliche 
Folge von e-Abanderungen auf ci ineinander iibergefiihrt werden 
konnen. Wir zerlegen namlich die Kurve ci durch die Punkte 

PI' P 2 ' _ •• , Pr in r Teilbogen P--;F2' P,;! P 3 ' •• -, PrP l ' deren jeder 

einen Durchmesser < i hat, und wahlen die positive Zahl el kleiner 

als der Abstand irgend zweier nicht aufeinanderfolgender Bogen. Sei 

Xl eine beliebige el - Kette auf ci ; jeder Bogen F;PH! enthalt 
wenigstens einen Punkt der Kette Xl; einen so1chen Punkt verriicken 
wir in den Punkt PH!' dies ist offenbar eine e-Abanderung, da 
erstens die Verriickung kleiner als e, zweitens die entstehende Kette 
eine e·Kette ist; durch Wiederholung desselben Schrittes zuerst fiir 
jeden auf dem Bogen P;FHl liegenden Punkt der Kette, und dann 
der Reihe nach auf den anderen Bogen P k-:l P k + 2 USW. erhalten wir 
endlich eine Abanderung von Xl in die Kette (PI' P2' ... , PJ 
Durch die Umkehrung desselben Verfahrens, wobei wenn notig die 
Punkte P k in die Ketten als neue Punkte einzuschalten sind, gelangt 

1) Siehe S. 49. 
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man nach einer endlichen Anzahl von e·Abanderungen zur Kette "2. 
- Die kleinste der Zahlen e1 , die fiir die verschiedenen Kurven ci auf 
diese Weise erklart werden, bezeichnen wir wieder mit e1 • 

Auf jeder Kurve ci konstruieren wir je eine als Fundamentalkette 
zu bezeichnende e1 - Kette "i und nennen eine Kette kanonisch, wenn 
sie sich aus einer endlichen Anzahl von Ketten "i zusammensetzt, 
von denen je zwei aufeinanderfolgende im Punkte P zusammenhangen. 

Sei nun" eine willkiirliche in K liegende e·Kette (d. h. eine 
solche, deren Punkte samtlich zu K gehoren). Indem wir je zwei 
aufeinander folgende Punkte von " geradlinig verbinden, erhalten wir 
eine geschlossene stetige Kurve 0 in g., die wir mittels einer steti­
gen Deformation a innerhalb von g. in eine kanonische Kurve rp 
iiberfiihren. Diejenigen Punkte von 0, die von a in den Punkt P 
iibergefiihrt werden, fiigen wir nacheinander in die Kette "ein. So· 
dann fiigen wir so viele weitere Punkte von 0 in die Kette " ein, 
daB die entstehende Kette wahrend des ganzen Verlaufes eine e1 -

Kette bleibt. Wir konnen dann eine endliche Anzahl von Lagen der 
Kurve 0 wahrend der Deformation a bestimmen, so daB die erste mit 0, 

die letzte mit rp identisch ist und bei je zwei aufeinanderfolgenden 
Lagen die einander entsprechenden Punkte einen Abstand < e haben. 

Somit ist gezeigt, daB n Fundamentalketten in g. existieren, mit 
der Eigenschaft, daB es zu einer willkiirlichen in K liegenden e­
Kette " eine endliche Kettenfolge ", ,,', ... , "s gibt, deren letztes Ele­
ment eine kanonische Kette ist, wahrend je zwei aufeinanderfolgenc\e 
Ketten "v und "v + 1 durch eine c-Abanderung ineinander iibergehen. 

Nun konnen wir die hiermit erkannte Eigenschaft von ihrer 
Beziehung zum Gebiet g. befreien. Der groBte Abstand c2' den 
ein Punkt von g. von Khat, strebt mit c gegen 0; wir setzen 
c' = c + 2 c'J. - In der obigen Kettenfolge ", ,,', ... , "S ersetzen 
wir jeden Punkt durch einen ihm moglichst nahe liegenden Punkt 
von K. So entsteht eine Folge von e'·Ketten, von denen je zwei 
aufeinander folgende durch endlich viele e'-Abanderungen ineinander 
iibergehen; die letzte Kette der Folge ist wieder eine kanonische 
Kette. Wir haben also das folgende Ergebnis: wenn das beschrankte 
Kontinuum K in der Ebene n + 1 Gebiete bestimmt, so kann 
man zu jeder positiven Zahl e eine solche, mit e unter jede Grenze 
herabsinkende GroBe e' > 0, und n solche in K liegende Funda­
mentalketten mit einem gemeinsamen Punkt P bestimmen, daB eine 
willkiirliche in K liegende c·Kette mittels einer endlichen Anzah! von 
e'-Abanderungen in eine kanonische Kette iibergefiihrt werden kann, 
die aus einer endlichen Anzahl von Fundamentalketten besteht, von 
denen je zwei aufeinanderfolgende im Punkte P zusammenhangen. -
Wir werden kurz sagen: Das Kontinuum K besitzt eine n -tache Basis 
der Zyklosis. 
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Es ist noch zu zeigen, daB das Kontinuum K, das in der 
Ebene n + 1 Gebiete bestimmt, keine n - 1-fache Basis der lyklosis 
haben kann. - Wahlen wir in jedem der n beschrankten, von K be­
stimmten Gebieten je einen Punkt P l ' P'/" ... , P". Sei" eine 8-Kette 
in K und 0 die geschlossene stetige Kurve, die entsteht, wenn wir 
je zwei aufeinanderfolgende Punkte von " durch eine Strecke ver­
binden. Sei ,,' eine Kette, die aus " durch eine 8' - Abanderung 
entsteht, und 0' die zugehorige geschlossene stetige Kurve. Die 
Ordnung jedes Punktes p. ist in bezug auf 0 und 0' dieselbe, wenn 
nur l hinreichend klein ist. Wenn wir also 8 hinreichend klein 
wahlen, miissen die zu diesem 8 gehorigen Fundamentalketten durch 
ihre Kompositionen fiir die Ordnungen von Pi aIle moglichen Systeme 
von n ganzen lahlen liefem. Wir -wahlen namlich n 8- Ketten, 
"/' "'/' ... , "n', so daB die Ordnung von Pi in bezug auf ,,;,' gleich 1, 
in bezug auf jede andere Kette ,,; gleich 0 ist. Seien andererseits 
"1' "II' .. " "n -1 die n - 1 der GroBe 8 entsprechenden Fundamental­
ketten und sei w.. die Ordnung von P. in bezug auf die zu ". ge-., • J 
horige Kurve OJ; zu jedem i (= 1, 2, ... , n) gabe es dann n - 1 
ganze lahlen ail' ai~' ... , ai, n-1' so daB 

(1 (i = j) 
ail Wjl + ai2 wj 'J + ... + ai, n-l W j , ,,-1 = to (i =F j) 

ist. Das ist aber unmoglich. 

So haben wir die folgenden Satze: 
I. Ein beschriinktes Kontinuum, welches in der Ebene eine endliche 

Anzahl n + 1 von Gebieten bestimmt, besitzt eine n-tache, nicht aber 
eine n - 1-tache Basis der Zyklosis. 

II. Ein beschriinktes Kontinuum, welches in der Ebene unendlich 
viele Gebiete bestimmt, besitzt keine endliche Basis der Zyklosis. 

Die Anzahl der beschrankten Restgebiete, die ein beschranktes 
Kontinuum K bestimmt, kann also auch definiert werden als der 
Grad n der Basis der lyklosis. Die letztere Definition hat den Vor­
teil, daB ihre Invarianz gegeniiber topologischen Abbildungen unmittel­
bar zu erkennen ist. Sei namlich K ein beschranktes Kontinuum und Kl 
sein topologisches Bild; wenn K eine n-fache Basis der lyklosis hat, 
so gibt es also zu jedem 8 > 0 eine lahl l > 0, und n Fundamental­
ketten, so daB jede 8-Kette in K durch l-Abanderungen in eine kanoni­
sche Kette iibergefiihrt werden kann. Zufolge der gleichmaBigen Stetig­
keit der Abbildung gibt es zwei positive lahlen 81 und 81', die mit 8 und 
l gegen 0 konvergieren, so daB jeder 81-Kette in Kl eine 8·Kette in 
K, jeder El'·Abanderung in Kl eine l-Abanderung in K entspricht. 
Dasselbe gilt auch in bezug von der inversen Abbildung. Folglich sind 
die zugehorigen Basen der lyklosis vom gleichen Grad. 

Aus den obigen Satzen I und II ergibt sich also der folgende Satz: 

v. Kerekjart6, Topologie. 9 
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III. Die Gebietsmengen, die von zwei homoomorphen beschriinkten 
Kontinua in der Ebene bestimmt sind, haben dieselbe Anzahl (die 
endlich oder abziihlbar unendlich ist). 

Aus diesem Satz folgt die Invarianz der geschlossenen Kurve. Sei K 
ein beschranktes Kontinuum, welches in der Ebene zwei Gebiete be· 
stimmt, mit deren Rand es identisch ist. Sein topologisehes Bild K' ist 
ebenfalls ein beschranktes Kontinuum, welches in der Ebene zwei Ge­
biete bestimmt. Es ist noch zu zeigen, daB jeder Punkt von K' fUr beide 
von ihm bestimmten Gebiete Randpunkt ist. Ware dies nieht der Fall, 
so sei P' ein Punkt von K' und U' eine Umgebung von P', welche mit 
einem der von K' bestimmten Gebiete keinen Punkt gemeinsam hat. Es 
gibt somit ein auBerhalb von U' liegendes Teilkontinuum K t ' von K, wel­
ches in der Ebene ebenfalJs zwei Gebiete bestimmt. Sei K t das Teilkonti­
nuum von K, des sen Bild Kl ist, und P der dem Punkt P' entsprechende 
Punkt. Kl bestimmt in der Ebene ein einziges Gebiet; in beliebiger Nahe 
von P gibt es namlieh Punkte von beiden dureh K bestimmten Gebieten; 
zwei solche Punkte konnen in einer kleinen Umgebung von P, d.h. durch 
einen Kl nieht treffenden Weg verbunden werden. - Laut des obigen 
Satzes ist es aber unmoglieh, daB Kl ein einziges Gebiet und sein to­
pologisches Bild K/ zwei Gebiete bestimmt. Un sere Annahme, daB es 
solche Punkte von K' gibt, die nicht beiderseitige Randpunkte sind, 
hat zu einem Widersprueh gefuhrt. Somit haben wir den Satz: 

IV. Das topologische Bild einer geschlossenen Kurve in der Ebene 
ist selbst eine geschlossene Kurve. 



T opologie der FUichen. 

Vierter Abschnitt. 

PolyederfUichen. 

§ 1. Begriff der FHiche. 

Die Fliichen werden wir zuerst abstrakt definieren und nachher 
fur sie Darstellungen als Punktmengen in der Ebene bzw. im Raume 
angeben. Wir setzen die Fliiche aus einfachen Elementen zusammen, 
die wir Dreiecke nennen und folgendermaBen erkliiren: ein Dreieck 6. 
ist eine Menge von Elementen, die als Punkte des Dreieckes be­
zeichnet werden und die zu den Punkten eines gewohnlichen Dreiecks 
der Zahlenebene in eineindeutiger Beziehung stehen. Die Bezeich­
nungen: innerer Punkt, Kante, Eckpunkt, Umgebung, Strecke usw. 
ubertragen wir auf diejenigen Mengen von Punk ten des Dreiecks 6., 
die laut dieser Beziehung einem inneren Punkt, den Punkten einer 
Seite, einem Eckpunkt usw. des Zahlendreieckes entsprechen. -- Fur 
den speziellen Fall, daB 6. eine im Raume liegende Punktmenge ist, 
werden wir im alIgemeinen voraussetzen, daB die ihm hl.Ut der Be­
ziehung mit dem Zahlendreieck zukommenden Umgebungsbeziehungen, 
mit denen ubereinstimmen, die ihm als Punktmenge im Raume zu­
kommen, mit anderen Worten, daB es ein topologisches Bild des 
Zahlendreieckes in diesem Raume darstellt. 

Unter dem Ausdruck, daB die Dreiecke 6.1 und 6. 2 eine Kante 
gemeinsam haben, verstehen wir immer, daB fUr je eine Kante der 
entsprechenden Zahlendreiecke eine topologische Beziehung festgesetzt 
ist und je zwei dabei entsprechenden Punkten der beiden Kanten ein 
und derselbe Punkt als gemeinsamer Kantenpunkt der Dreiecke 6.1 

und 6.2 entspricht. Einem solchen Punkt von 6.1 und 6 2 schreiben 
wir je eine Halbumgebung zu, die das Bild einer halben Kreisscheibe 
in dem entsprechenden Zahlendreieck ist, und ihre Vereinigung er­
kliiren wir als eine Umgebung dieses Punktes auf 6 1 + 6.2 ' Zwei 
Dreiecke, die eine Kante gemeinsam haben, werden als benachbart be­
zeichnet. 

9* 
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Eine Flache definieren wir durch eine Menge von Dreiecken mit 
den folgenden Eigenschaften: 

1. Ein innerer Punkt eines Dreieckes gehort nur zu diesem ein­
zigen Dreieck. 

2. Eine Kante eines Dreieckes gehort zu genau zwei Dreiecken, 
die diese Kante, sonst aber keinen Punkt gemeinsam haben. 

3. Ein Eckpunkt eines Dreieckes gehort zu einer endlichen, zy­
klisch geordneten Menge von Dreiecken (.61' .62 ' •.• , .6 .. ), von denen 
je zwei aufeinanderfolgende Dreiecke .6 i und .6i+1 (auch .6" und .61) 
eine diesen Eckpunkt enthaltende Kante gemeinsam haben. 

4. Zu je zwei Dreiecken .6 und .6' gibt es eine endliche Folge 
von Dreiecken .61 = .6, .62 ' ••• , .6 .. = .6', deren erstes und letztes 
Element sie sind und von denen je zwei aufeinanderfolgende Dreiecke 
eine gemeihsame Kante haben. 

Die in den Dreiecken enthaltenen Punkte werden als Punkte 
der Flache bezeichnet. Ein gemeinsamer Kantenpunkt zweier benach­
barter Dreiecke und ebenso ein gemeinsamer Eckpunkt cines Zyklus 
von Dreiecken gilt als ein einziger Punkt der Flache. - Die Um­
gebungen auf der Flache werden folgendermaBen erklart: fur einen 
inneren Punkt eines Dreieckes wird sie als eine Umgebung des Punktes 
in diesem Dreieck erklart; fUr einen gemeinsamen Kantenpunkt von 
zwei Dreiecken aIs die Gesamtheit von je einer Halbumgebung in den 
beiden Dreiecken; fUr einen Eckpunkt als die Gesamtheit von je einer 
Sektorumgebung1) in jedem Dreieck des zugehorigen Zyklus. Eine 
Umgebung ist also immer ein topologisches Bild einer Kreisscheibe 
der Zahlenebene. 

Es ist zu bemerken, daB den obigen Bedingungen zufolge die 
Menge der Dreiecke .6, die die Flache bilden, abzahlbar ist. Wir 
konnen namlich diese Dreiecke in einer gewohnlichen Folge darstellen: 
als erstes Element nehmen wir ein beliebiges Dreieck .61; dann nehmen 
wir diejenigen endlich vielen weiteren Dreiecke, die eine Kante oder 
einen Eckpunkt mit 6 1 gemeinsam haben, diese seien 6 2 , 6 8 , ••• , 6 .. ; 
dann diejenigen weiteren, die mit diesen letztgenannten eine Kante 
oder einen Eckpunkt gemeinsam haben usw. Zufolge der Bedingung 4 
werden dadurch aIle Dreiecke 6 erschopft. 

Falls die Anzahl der Dreiecke endlich ist, bezeichnen wir die 
Flache aIs geschlossen, im anderen FaIle als offen. Die Punkte einer 
geschlossenen Flache bilden eine kompakte Menge, d. h. jede unend­
liche Folge PI' P'J' ... von Punkten der Flache hat einen Grenzpunkt; 
unter den endlich vie1en Dreiecken gibt es namlich wenigsten eines, 

1) Sie soli als Bild eines Kreissektors im Zahlendreieck erkliirt werden, 
dessen Ecke der betreffende Eckpunkt und dessen Seiten Teile der zugehorigen 
Kanten sind. FUr zwei benachbarte Sektorumgebungen soli in beiden der­
selbe Teil der gemeinsamen Kante in Anspruch genommen werden. 
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das unendlich viele Punkte dieser Folge enthalt und dieses Dreieck 
ist, als eineindeutiges und (im Sinne der Obertragung des Umgebungs­
begriffes) stetiges Bild eines lahlendreieckes, kompakt. Auf einer 
offenen Flache dagegen gibt es eine Folge voneinander verschiedener 
Punkte P 1 , P 2 , ••. , wobei Pi immer einen inneren Punkt eines von 6 1 , 

6 2 , ., ., 6 i - 1 verschiedenen Dreieckes 6 i bezeichnet, ohne Grenzpunkt. 
Wir erklaren noch folgendermaBen berandete Flachen (die im Sinne 

der obigen Definition keine Flachen sind): sie besteht aus einer end­
lichen Anzahl von Dreiecken mit den Eigenschaften: 

1. J eder innere Punkt eines Dreieckes gehort zu diesem einzigen 
Dreieck. 

2. Jede Kante gehort entweder zu einem einzigen Dreieck oder 
zu zwei Dreiecken, deren gemeinsame Kante sie dann ist, und die sonst 
keinen gemeinsamen Punkt haben. Es soIl dabei wenigstens eine Kante 
geben, die nur zu einem Dreieck gehort. 

3. Jeder Eckpunkt gehort zu einer endlichen linear oder zyklisch 
geordneten Menge von Dreiecken, von denen je zwei aufeinanderfol­
gende eine diesen Eckpunkt enthaltende Kante gemeinsam haben. 

4. lu je zwei Dreiecken gibt es eine Sle verbindende Dreiecks­
kette (wie oben). 

Die Punkte derjenigen Kanten, we1che nur zu einem Dreieck und 
die Eckpunkte, die zu einer linearen Menge von Dreiecken gehoren­
bilden den Rand der Flache. Er besteht aus endlich vie1en fremden 
Polygonen, die wir als Konturen, und deren lahl wir als Konturenzahl 
der berandeten Flache bezeichnen. 

Die geschlossenen und die berandeten Flachen bezeichnen wir als 
Polyederflachen. 

Die Flache haben wir oben durch eine Dreiecksteilung dar· 
gestellt Urn die Eigenschaften der Flache unabhangig von der spe­
zielJen Dreiecksteilung betrachten zu konnen, definieren wir nach 
Dehn und Heegaard interne Transformationen der triangulierten Flache 
folgendermaBen: wir nehmen einen Kantenpunkt und verbinden ihn 
in den Dreiecken 6 1 und 6 2 , zu denen er gehort 1), mit den beiden 
nicht auf dieser Kante liegenden Eckpunkten durch je einen einfachen 
Bogen; auf diese Weise werden die Dreiecke 6 1 und 6 2 in je zwei 
Dreiecke 6/ und 6t bzw. 6 2 ' und 6t zerlegt, welche wir in der 
Dreiecksteilung der Flache statt 6 1 und 6 2 einfuhren. Die so er­
klarte elementare Transformation wiederholen wir fur die neu ent­
stehende Flachenform, jedoch unter der Beschrankung, daB sie in jedem 
Dreieck der ursprunglichen Dreiecksteilung nur eine endliche lahl von 
Malen angewendet wird. Auf diese Weise erhalten wir eine neue 

1) 1m Fall der berandeten Flachen, falls der betreffende Kantenpunkt ein 
Randpunkt ist, nur in dem einen Dreieck, zu welch em er gehiirt. 
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Dreiecksteilung der Fliiche, die wir als eine Unterteilung der urspriing­
lichen bezeichnen. Eine interne Transformation besteht im Dbergang 
von einer Dreiecksteilung zu einer anderen Dreiecksteilung, die beide 
eine solche gemeinsame Unterteilung haben; ferner in einer endlichen 
Anzahl von Wiederholungen desselben Schrittes. 

Unterteilung einer vorgelegten Teilung soli auch jede Dreiecks­
teilung der Fliiche genannt werden, in welcher siimtIiche Eckpunkte 
der urspriinglichen Teilung aIs Eckpunkte der neuen Teilung und 
siimtliche Kanten derselben als Vereinigung von endlich vielen Kanten 
der neuen Teilung auftreten. Es ist leicht zu zeigen, daB jede 
Unterteilung mittels einer internen Transformation aus der urspriing­
lichen Teilung entsteht, man braucht dies nur bei einem Dreieck ein­
zusehen. 

Wir werden zeigen, daB man aus einer gegebenen Dreiecksteilung 
einer Flache durch interne Transformationen zu ieder anderen Dreiecks­
teilung derselben iibergehen kann. - Erstens ist dies klar fUr den Fall, 
daB jedes Dreieck der ersten Teilung nur eine endliche Anzahl von 
Bogen enthiilt, die zu den Kanten der zweiten Teilung gehoren und 
welche, abgesehen von ihren auf dem Dreiecksrand liegenden End­
punkten, im lnnern dieses Dreieckes liegen. Diese Bogen zerlegen 
dann das Dreieck in endlich viele Polygonbereiche, und jeden von diesen 
konnen wir durch weitere Bogen in Dreiecke zerlegen. lndem wir 
noch dafur sorgen, daB jeder Eckpunkt eines Dreieckes auch fUr die 
anderen diesen Punkt enthaltenden Dreiecke ein Eckpunkt ist, was 
durch Anwendung von weiteren Bogen erreicht wird, bekommen wir 
eine gemeinsame Unterteilung der beiden vorgelegten Teilungen. -
Wenn zweitens ein Dreieck der ersten Teilung unendlich viele so1che 
Bogen enthiilt, die zu den Kanten der zweiten Teilung gehoren und 
die bis auf ihre Endpunkte im lnnern dieses Dreieckes liegen, so 
bestimmen wir eine dritte Teilung, deren einzelne Kanten die Kanten 
der ersten und der zweiten Teilung je nur in endlich vielen Punkten 
trefien, womit dann dieser Fall auf den eben erledigten zuriickgefuhrt 
wird. Dies geschieht aber folgendermaBen. Wir nehmen ein Dreieck L:::, 
der ersten Teilung; in den Dreiecken der ersten Teilung, die eine 
Kante oder einen Eckpunkt mit L:::, gemeinsam haben, ziehen wir die 
Mittellinien, die zu den auf L:::, liegenden bzw. von L:::, fremden Kante 
parallel sind; so entsteht ein Polygon n. Denjenigen Teil (n) der Fliiche, 
der aus dem Dreieck L:::, und aus den daran anstoBenden Hiilften der 
neben ihm liegenden Dreiecke besteht, bilden wir auf einen ebenen 
Polygonbereich (n') topologisch ab 1), so daB L:::, in ein Zahlendreieck 

1) Diese Abbildung ist hier selbstverstandlichj man nehme ein Dreieck f::.' 
in der Ebene, von jedem Eckpunkt von f::.' aus ziehe man so viele Strecken 
ins Aufiere von d, wie Kanten in den Eckpunkten von f::. der Reihe nach 
eintreffen (abgesehen von den Kanten von f::.), dann ziehe man ein konvexes 
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und die zugehorigen halben Kanten der ersten Teilung in gerade Strecken 
ubergehen. Nun nehmen wir samtliche Kanten der zweiten Teiiung, 
die Punkte in 6, haben; die in (n) liegenden Teile dieser Kanten 
werden auf endlich viele einfache Bogen im Polygonbereich (n') ab­
gebildet. Wir nehmen dann drei Punkte A', B', C' in (n') in hin· 
reich end kleinen Umgebungen (die von den 6, nicht treffenden Kanten 
der zweiten Teilung frei sind) der Eckpunkte von 6" die weder auf 
den Bildern der Kanten der ersten Teilung, noch auf denen der zweiten 
Teilung liegen und verbinden diese Punkte miteinander innerhalb von 
(n') durch solche einfache Bogen (A' B'), (B' C'), (C' A'), die einander 
auBer in ihren Endpunkten nicht treffen und die mit jedem Bogen, der 
das Bild einer Kante der ersten oder der zweiten Teilung ist, nur 
endlich viele gemeinsame Punkte haben; dies ist laut des in II § 5 be· 
wiesenen Hilfssatzes (S. 90) moglich. Das Bild dieses Dreieckes (A' B' C') 
nehmen wir als ein Dreieck 6,' der zu konstruierenden dritten Dreiecks· 
teilung. Fur die mit 6, benachbarten Dreiecke der ersten Teilung 
verfahren wir ahnlich, nur setzen wir fest, daB bei den neu einzu· 
fiihrenden Dreiecken der dritten Teilung immer die bereits erhaltenen 
Dreieckskanten der dritten Teilung auftreten sollen. Auf diese Weise 
erhalten wir eine Dreiecksteilung von der oben genannten Art, die 
sich also in jede dieser beiden Teilungen durch interne Transformation 
uberfuhren laBt. 

lwei Flachen, deren Dreiecksteilungen iibereinstimmen, konnen 
immer, mittels der Abbildungen ihrer Dreiecke auf lahlendreiecke, 
eineindeutig und stetig aufeinander 'abgebildet werden, folglich sind 
auch je zwei Flachen, deren Dreiecksteilungen durch interne Trans· 
formationen ineinander ubergefiihrt werden konnen, topologische Bilder 
voneinander, oder wie wir kiirzer sagen, homoomorph. Andererseits 
ubertragt sich eine gegebene Dreiecksteilung der Flache bei jeder 
topologischen Abbildung derselben auf die Bildmenge, die somit als 
eine durch die gleiche Dreiecksteilung dargestellte Flache erscheint. 

Wir erwahnen hier noch einige Beispiele fiir Flachen. - Ein 
Tetraeder liefert uns ein Beispiel fur cine geschlossene Flache. -
Auf der Kugel wird durch die lentralprojektion der Kanten eines 
eingeschriebenen Tetraeders eine lerlegung in vier Dreiecke dar­
gestellt; die Kugelflache ist hiermit als der Tetraederflache homoo­
morph erkannt. - Eine offene Flache wird I aut. III § 1 durch jedes 
ebene Gebiet dargestellt. Ein Beispiel fur eine berandete Flache 
bildet etwa ein von endlich vielen einfachen geschlossenen Kurven 
berandeter, beschrankter (abgeschlossener) ebener Bereich. 

Polygon :n!, dessen Eckpunkte auf diesen Strecken liegen; den durch :;r be­
stimmten, an [). anstotienden Hiilften der an [). anstotienden Dreiecke entspricht 
je ein durch die vorher gegebenen Strecken bestimmter Teil zwischen n' und b!. 
- (Vgl. lIuch s. 141.) 
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§ 2. Orientierbarkeit und Nichtorientierbarkeit. 

Gegeben sei eine Fliiche in einer gewissen Dreiecksteilung. Fiir 
ein Dreieck 6 1 bestimmen wir eine positive Indikatrix; sie erteilt 
jeder Kante des Dreieckes eine bestimmte Richtung. Ist.6.2 em 
benachbartes Dreieck, so ordnen wir ihm diejenige Indikatrix zu, die 
der gemeinsamen Kante die entgegengesetzte Richtung erteilt; die 
so bestimmte Indikatrix von 6 2 nennen wir die mit der angegebenen 
Indikatrix von 6 1 zusammengehorige Indikatrix von 6 2 , Sei 6 1 , 

6 2 , ... , 6 n , 6 1 eine beliebige Folge von benachbarten Dreiecken; wenn 
wir die in 6 1 bestimmte positive Indikatrix liings dieser geschlossenen 
Dreieckskette fortsetzen, so daB immer die gemeinsame Kante von 6 i 

und 6i+ 1 in den beiden Dreiecken entgegengesetzt gerichtet wird, 
bekommen wir endlich in 6 1 wieder eine Indikatrix, die entweder 
mit der urspriinglichen Indikatrix von 6 1 iibereinstimmt oder ihr ent· 
gegengesetzt ist. Wenn es eine geschlossene Dreieckskette auf der Fliiche 
gibt, fiir welche das letztere der Fall ist - wir bezeichnen sie als 
eine die Indikatrix umkehrende Dreieckskette -, so sagen wir, daB 
die Fliiche nichtorientierbar ist; sonst heiBt sie orientierbar 1). Bei 
einer orientierbaren Fliiche liiBt sich also auf der Fliiche eine Indi· 
katrix bestimmen, d. h. jedem Dreieck eine bestimmte Indikatrix zu· 
weisen, so daB zwei benachbarte Dreiecke immer zusammengehorige 
Indikatrizes haben; bei nichtorientierbaren Fliichen ist dies nicht moglich. 

Es ist zu zeigen, daB die Orientierbarkeit bzw. Nichtorientierbar· 
keit eine Eigenschaft der Fliiche selbst ist, und von ihrer speziellen 
Dreiecksteilung unabhiingig ist. Laut des vorigen Paragraph en ge· 
niigt es, die Invarianz dieser Eigenschaften bei einer elementaren 
Transformation nachzuweisen. Fiir eine solche ist dies aber klar; sei 
niimlich 6 ein beliebiges Dreieck mit einer positiven Indikatrix; fiir 
jedes Dreieck einer Unterteilung von 6 iibertriigt sich diese Indi· 
katrix in eindeutiger Weise, und auch umgekehrt ist durch zusammen· 
gehorige Indikatrizes der Teildreiecke von 6 eine Indikatrix von 6 
bestimmt, die die Kanten von 6 im selben Sinn richtet. Wenn also 
fiir eine Dreiecksteilung der Fliiche eine Indikatrixbestimmung mog· 
lich ist, so ist dies auch ftiT jede Unterteilung der Fall, und umge· 
kehrt. - Eine positive Indikatrix einer orientierbaren Fliiche in einer 
gegebenen Dreiecksteilung iibertriigt sich mitteIs der internen Trans· 
formation en auf jede andere Dreiecksteilung der Fliiche. 

So haben wir das Ergebnis, daB die Orientierbarkeit bzw. Nicht· 
orientierbarkeit eine topologische Invariante der Fliichen ist, in dem 
Sinne, daB zwei homoomorphe Fliichen entweder beide orientierbar 
oder beide nichtorientierbar sind. 

1) Statt der Bezeichnung ein· oder zweiseilig werden wir diese Bezeich· 
nungen anwenden. 
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Wie fUr den Fall der Ebene, kommt jedem Kreis in einem Drei­
eck 6 durch eine Indikatrixbestimmung von 6 ein bestimmter Um­
laufssinn zu. Foiglich wird durch eine Indikatrixbestimmung einer 
orientierbaren Flache jedem in einer Umgebung liegenden Kreis ein 
bestimmter Umlaufssinn zugewiesen. 

Sei F eine nichtorientierbare Flache, und 6 1 , 6\1' ... , D"" 6 1 

eine die Indikatrix umkehrende Dreieckskette. Aus ihr werden wir 
eine die Indikatrix umkehrende einfache, d. h. solche Dreieckskette 
auswahlen, in welcher je zwei Glieder zwei verschiedene Dreiecke 
darstellen. Sei Dk das erste Glied der Kette, welches dasselbe 
Dreieck ist, wie ein friiheres Glied 6 j (j < k) der Kette. Die Drei· 
ecke 6 j , 6 j +1' ... , D k - 1 , 6 k = 6 j bilden eine einfache geschlossene 
Dreieckskette; wenn langs ihr sich die Indikatrix umkehrt, werden 
wir diese Kette nehmen; im andern Fall lassen wir die Glieder 6 j +1' 
Dj+l!' ... , 6 k - 1 aus der urspriinglichen Kette fort und verfahren mit 
der Kette D 1 , 6 11 , •.• , 6 j = D k , D k +1' .•. ,6",,61 ebenso. Falls keine 
solche Teilkette 6j" .. ', 6 k1 die Indikatrix umkehrt, wird nach Fort· 
lassung samtlicher solcher Teilketten eine einfache Kette D 1 , ..• , 

D j _ 1 , 6 j = 6 k , 6 k + 1 , ••• , 6j,_1' Dj, = 6 k1 , 6 k1+1 , •.• , D"" 6 1 zu· 
riickbleiben, langs ihr sich die Indikatrix umkehrt; ihre Glieder 
werden wir wieder mit D 1 , 6'11' ... , D", 6 1 bezeichnen. 

Seien kl' k ll , ••• , k", die gemeinsamen Kanten von bzw. Dn und 6 1 , 

Dl und D II • 6 11 und D3 usw. Die Mittelpunkte von ki und ki +1 ver­
bind en wir in Di durch die Strecke li' samtliche Strecken li bilden 
zusammen ein (einfaches) Polygon :n. In jedem der Dreiecke 6, 
nehmen wir ,zwei zu l; parallele Strecken li' und l;" auf beiden 
Seiten von li' so daB die auf ki+ 1 liegenden Endpunkte von l: 
und It mit denen von l~+1 und lr+1 zusammenfallen. Wenn wir 
die Kanten kl' kll , ••• , k", der Reihe nach so richten, daB ki und 
ki+1 fUr das Dreieck D; entgegengesetzte Richtungen haben, be­
kommen wir nach dieser Fortsetzung endlich fiir die Kante kl die 
zu der ihr urspriinglich zugewiesenen entgegengesetzte Richtung. 
Nehmen wir von den beiden Strecken ll' und It diejenige, deren auf 

kl liegender Endpunkt von dem Mittelpunkt von kl in der durch k;. 
festgesetzten Richtung liegt - sei dies etwa ll' - und sei lll' ahnlich 
erklart, dann haben ll' und lll' einen gemeinsamen Endpunkt; so 
fortfahrend erhalten wir einen Streckenzug ll' + lll' + ... + In'; der 
Endpunkt von In' befindet sich auf kl in der anderen Richtung vom 
Mittelpunkt von kl als der Anfangspunkt von ll'. - Diese Wege 
l/, lll" ... , In', l/', t/" ... , l"," bilden also zusammen ein einziges Polygon. 
Indem wir l/ und It als die beiden Ufer von li betrachten, konnen 
wir auch sagen, daB der Streckenzug ll' + lll' + ... + l",' von einem 
Ufer von II auf das andere fiihrt, und auch daB das Polygon :n ein 
einziges U fer hat. 
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Aus der obigen Obedegung geht zugleich hervor, daB wenn das 
Polygon :n; nur ein Ufer hat, die zugeh6rige Dreieckskette die Indikatrix 
umkehrt. IIldem wir ferner bemerken, daB zu einem beliebig gegebenen 
Polygon:n; eine solche Dreiecksteilung der Fliiche angegeben werden kann, 
in welcher es als Mittellinie einer geschlossenen Dreieckskette erscheint, 
k6nnen wir in der Eigenschaft der auf der Fliiche liegenden Poly­
gone, zwei oder ein Vfer zu haben, die charakteristische Eigenschaft 
der Orientierbarkeit bzw. Nichtorientierbarkeit der Fliiche erkennen: 
eine Fliiche ist dann und nur dann orientierbar, wenn iedes Polygon 
auf ihr zwei U fer hat. 

Die am Ende des § 1 erwiihnten Fliichen sind orientierbar. 
Einige Beispie1e fiir nichtorientierbare Fliichen werden wir hier er­
wiihnen. 

1. Die proiektive Ebene. Sie wird definiert als die Menge der Ver­
hiiltniswerte von drei reellen Zahlen ~l: ~2 : ~3' Sie entsteht bekanntlich 

.II 

, 
\ I 
\ I 
\ I .; ..... 

Fig. 19. 

aus der Zahlenebene durch Hinzufiigung der unendlich fernen Geraden: 
auf jeder Geraden liegt ein und nur ein unendlich ferner Punkt, auf zwei 
parallelen Geraden liegt ein und derselbe, auf zwei nicht parallel en 
Geraden liegen zwei verschiedene unendlich ferne Punkte. - Auf der 
projektiven Ebene bestimmen wir eine Dreiecksteilung folgendermaBen: 
Wir nehmen zuerst ein im Endlichen gelegenes Dreieck (1, 2, 3) und 
verliingern seine Seiten; so entsteht eine Zerlegung der projektiven 
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Ebene in vier Dreiecke I, II, III, IV, von denen I ganz im Endlichen 
liegt, wiihrend die anderen sich durch das Unendliche erstrecken. 
Zwei Dreiecke, etwa I und II, haben auBer der gemeinsamen Kante 1 2 
noch einen Eckpunkt 3 gemeinsam, deshalb zerlegen wir das Drei­
eck I in vier Teildreiecke, und jedes der anderen Dreiecke in je 
zwei Dreiecke (s. Fig. 19); die auf diese Weise entstehende Dreiecks­
teilung befriedigt unsere Bedingungen 1 bis 4 auf S. 132, so daB die 
projektive Ebene als eine geschlossene Flache erscheint. - Sie ist 
nichtorientierbar, wie man es aus der Umkehrung der Indikatrix 
langs einer einfachen geschlossenen Dreieckskette erkennt. Der 
Einfachheit halber betrachten wir das erste Schema; zuerst geben 
wir dem Dreieck I eine Indikatrixj dann nehmen wir die mit dieser 
zusammengehorige Indikatrix von II, und endlich die mit der letzteren 
zusammengehorige Indikatrix von III; die erhaltene Indikatrix von III 
richtet die mit I gemeinsame Kante im selben Sinn wie die ur­
sprungliche Indikatrix von I,. so daB diese beiden Indikatrizes nicht 
zusammengehorig sind. Daraus folgt schon, daB die projektive Ebene 
eine nichtorientierbare Flache ist. - Eine unendliche Gerade, etwa 
die durch die Punkte 1, 2 gehende, ist ein geschlossenes Polygon 
auf der projektiven Ebene, mit einem einzigen Ufer. 

2. Das Mobiussche Band. Es entsteht, wenn wir ein langes 
schmales Rechteck mit den Eckpunkten a, b, c, d, zusammenbiegen 
und die Seiten a b und 
cd miteinander derart 
vereinigen, daB die 
Punkte a und c, und 
ebenso die Punkte b und 
d miteinander zusam­
m enfall en. So entsteht 
eine berandete Flache, 
die wir durch das in Fig. 
20 a angegebene Schema 
in Dreiecke zerlegen; 
eine Fortsetzung der In­
dikatrix (1 2 3) langs 
der Kette I II ... VI 
wird fur das Dreieck 

Fig.20a. 

(1 2 6) die Indikatrix F· 20b 19. . 
(1 2 6) erteilen, so daB 
die gemeinsame Kante 1 2 in den Dreiecken I und VI gleich gerichtet 
wird. Die Mittellinie m m' ist ein Polygon auf der Flache miteinem 
einzigen Ufer (siehe die punktierte Linie auf Fig. 20 a, die das Ufer 
der Mittellinie darstellt; die Punkte x und x' und ebenso y und y' 
entsprechen einander bei der Identifizierung der Seiten a b und cd). 
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§ 3. Die Charakteristik der FHi.che. 

Ein aus Kanten bestehendes einfaches Polygon auf einer trian­
gulierten Flache F bezeichnen wir als einen RUckkehrschnitt1 ). Wir 
sagen, der Riickkehrschnitt :n zerlegt die Flache F, wenn es wenigstens 
zwei solche (nicht auf :n liegende) Punkte von F gibt, daB jeder sie 
verbindende Weg auf F den Riickkehrschnitt :n trifft; das ist gleich­
bedeutend damit, daB es zwei solche Dreiecke gibt, daB in jeder sie 
verbindenden Dreieckskette wenigstens zwei aufeinanderfolgende Drei­
ecke eine zu :n gehorige Kante gemeinsam haben. Ahnlich erkHirt man 
den Ausdruck, daB die Riickkehrschnitte :n1 , ••• ,:n" zusammen die 
Flache F zerlegen. - Der Ausdruck, die Polyederflache F langs des 
Riickkehrschnittes :n aufschneiden, solI folgendes bedeuten: wir de­
finieren ein neues, aus den Dreiecken von F bestehendes Gebilde, 
wobei jedoch die gemeinsamen Kanten von zwei langs einer Kante 
von :n zusammenhangenden Dreiecke und ebenso die auf:n zusammen­
fallen den Eckpunkte zweier sonst fremcler Dreiecke als verschiedene 
Elemente zu betrachten sind. Durch das Aufschneiden einer Poly­
ederflache langs eines Riickkehrschnittes entstehen eine oder zwei 
berandete Polyederflachen 2), zu deren Randern auBer den urspriing­
lichen Randkanten von F noch die zu :n gehorigen Kanten der Drei­
ecke von F gehoren. 

Das Aufschneiden von F langs eines Riickkehrschnittes mit einem 
einzigen Vfer bringt eine einzige berandete Flache zustande, deren 
Konturenzahl um eins groBer ist, als die von F. Wenn der Riick­
kehrschnitt :n zwei Vfer hat, entstehen durch Aufschneiden von F langs :n 
zwei Flachen oder eine Flache, die zwei Konturen mehr hat als F. 

Eine Flache heiBt schlichtartig. wenn sie durch jeden Riickkehr­
schnitt zerlegt wird. Auf einer schlichtartigen Flache gibt es also 
keinen Riickkehrschnitt mit einem einzigen Vfer, so daB jede schlicht­
artige Flache orientierbar ist - Den Nachweis dafiir, daB die Schlicht­
artigkeit eine von der spezielIen Dreiecksteilung der Flache unab­
hangige Eigenschaft der Flache ist, brauchen wir laut § 1 nur fiir den Fall 
der daselbst erkIarten elementaren Transformation zu erbringen; dafiir 
ist es aber klar, daB die Flache entweder in beiden Dreiecksteilungen 
schlichtartig, oder in beiden nicht~schlichtartig ist. Sei etwa in Fig. 21 
die punktierte Linie k ein nicht zerlegender Riickkehrschnitt, der 
auBer den beiden Strecken a und b nur aus Kanten der urspriing­
lichen Dreiecksteilung besteht. Wir ersetzen die Strecken a und b 
durch die Kanten a', b', oder wenn etwa a' zu k gehort, lassen 

1) FUr bera~dete Fillchen setzen wir voraus, dati der RUckkehrschnitt 
wenigstens eine innere Kante der Fliiche besitzt. 

9) 1m vorigen Paragraphen haben wir gesehen, dati ein Polygon auf F 
ein oder zwei Ufer hat. 
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wir a', a und b fort und nehmen statt des sen b', so entsteht ein 
Kantenzug k'; der gemeinsame Eekpunkt A von a' und b' kann dabei 
zu vier Kanten von k' gehoren (wenn namlieh A bereits ein Eekpunkt 
von kist und a', b' nieht zu k gehoren). - k' besteht aus einem 
Riiekkehrsehnitt kl ', oder aus zwei Riiekkehrsehnitten kl ' und k~', die 
den einzigen Punkt A gemeinsam haben. Einer der Riiekkehrsehnitte 
k/, k~' ware dann ebenfalls ein nieht zerlegender Riiekkehrsehnitt, 
wie leieht einzusehen ist. • 

Unter einem Querschnitt einer triangulier· 
ten berandeten Flaehe F verstehen wir einen 
aus inneren Kanten bestchenden, sieh selbst 
nieht sehneidenden Weg, dessen Endpunkte 
beide auf dem Rand der Flaehe liegen. - Fiir 
eine sehliehtartige berandete Flaehe liegen 
die gleiehen Verhaltnisse beziiglieh der Zer­
legung dureh einen Querschnitt vor, die wir 
bei ebenen Bereiehen kennen gelernt haben: 
ein Quersehnitt zerlegt dann und nur dann 
die berandete sehliehtartige Flaehe F, wenn 
seine beiden Endpunkte auf derselben Kontur 
von F liegen; in diesem Fall bildet namlieh 
der Quersehnitt mit einem Teil der betre£. 
fenden Kontur zusammen einen Riiekkehr­
sehnitt, der die Flaehe zerlegt. Liegen aber 
die Endpunkte des Quersehnittes auf zwei 
versehiedenen Konturen, so bilden die an 
einer solchen Kontur ansehlieBenden Drei· 
eeke eine Dreieekskette, die von einer Seite 
des Quersehnittes auf die andere fiihrt. 

. 
I 

I . 
I 

/k . 
I 

I 
I 

A f----I---4 

--. 

Fig. 21. 
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Sei F eine von einer einzigen Kontur berandete sehliehtartige 
Flaehe in einer gewissen Dreieeksteilung; wir bezeiehnen sie als eine 
berandete Elementarflaehe. Wir werden zeigen, daB F sieh auf eine 
(abgesehlossene) Kreisseheibe der Zahlenebene topologiseh abbilden 
laBt. Sei n die Anzahl der Dreieeke von F; da die Behauptung fiir 
n = 1 unmittelbar klar ist, setzen wir voraus, daB n > 1 ist, und daB 
die Behauptung fiir schliehtartige Flaehen mit einer Kontur und weniger 
als n Dreiecken bereits naehgewiesen ist. Sei also 6 ein beliebiges 
Dreieck von F, welches wenigstens eine Kante auf dem Rand von F 
hat. Wenn 6 auf dem Rand von F zwei Kanten hat, oder aber nur 
eine Kante, aber dann der dritte Eckpunkt von 6 nieht auf dem Rand 
von F liegt, so bleibt von F nach FortIassung von 6 eine ebenfalls 
von einer einzigen Kontur berandete schliehtartige Flache ubrig, die 
aus n - 1 Dreieeken besteht (die eine, bzw. die beiden im Innern der 
Flaehe liegenden Seiten des Dreiecks 6 bilden namlieh einen Quer· 

"~ 
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schnitt); wir konnen dann F -,6. auf eine Halbkreisscheibe und das 
Dreieck,6. auf die andere Haifte der Kreisscheibe abbilden (s. Fig. 22 a). 
Wenn,6. nur eine Kante, jedoch drei Eckpunkte auf dem Rand von F 
hat, so entstehen (da jede im Innem der Fliiche liegende Seite von,6. 

je einen Querschnitt bildet) aus 
F durch Fortlassung von ,6. zwei 
aus weniger als n Dreiecken be­
stehende Flachen Fl und F 2 , 

deren jede schlichtartig und von 
einer einzigen Kontur berandet 

F · 22 ist,· diese konnen wir also auf Ig. a. 

Fig. 22b. 

die Bereiche I und II der Kreis-
scheibe abbilden (s. Fig. 22b) und 
das Dreieck ,6. auf das Kreis­
bogendreieck ,6.'. Durch je eine 
topologische Abbildung der ein­
zelnen Bildbereiche auf sich 
konnen wir erreichen, daB die 
Abbildung von F auf der ge­

meinsamen Kante von zwei Teilflachen in beiden die gleiche ist, wo­
mit dann eine topologische Abbildung der Flache F auf die Kreis­
scheibe entsteht. 

Eine von n Konturen berandete schlichtartige Flache F werden 
wir auf einen von n Kreisen berandeten. eben en Bereich abbilden. 

Fig. 23. 

Sind cl ' c2 ' ..• , cn die Konturen 
von F, so nehmen wir n fremde 

Querschnitte ql' q2'···' qn' von 
denen qi die Konturen ci und Ci+l 

verbindet (Cn+l = cl ). Durch diese 
Querschnitte wird F in zwei 
Fhichen Fl und F2 zerlegt; jede 
von ihnen hat eine einzige Kon­
tur, die auBer den Querschnitten 
qi noch aus je einem Weg von 
ci besteht. Nehmen wir anderer­
seits einen vom auBeren Rand­
kreis cl ', und von den inneren 
Randkreisen c2', c3', ..• , cn' be­
randeten ebenen Bereich, und 
zerlegen wir ihn durch n Quer· 

schnitte in zwei Hhlften (s. Fig. 23). Die Flachen Fl und F2 bilden 
wir auf die beiden Hhlften des Kreisbereiches ab, und zwar so, daB 
jede Kontur ci auf den Kreis C/, und jeder Querschnitt qi auf den 
entsprechenden Querschnitt des Kreisbereiches abgebildet wird, und 
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die Abbildung der gemeinsamen Teile von Fl und F'J in beiden die 
gleiche ist. ] ede berandete schlichtartige Fliiche ist also einem ebenen 
Kreisbereich homoomorph. 

Wir bemerken noch, daB iede schlichtartige geschlossene Fliiche 
der Kugel homoomorph ist. LiBt man aus der geschlossenen schlicht­
artigen FHiche ein Dreieck fort, so bleibt eine berandete schlicht­
artige Flache mit einer einzigen Kontur iibrig; diese bilden wir auf 
eine Kuge1halfte, und das fortgelassene Dreieck auf die andere Kugel­
halfte eineindeutig und stetig ab, und sorgen noch dafiir, daB die Ab­
bildung auf dem Rand dieses Dreieckes in beiden Teilen iibereinstimmt_ 

Sei nun F eine triangulierte PolyederfHiche; wir fassen mehrere 
Dreiecke zusammen, deren Gesamtheit eine berandete Elementarfliiche, 
oder wie wir jetzt kiirzer sagen wollen, ein Element bildet. Sei F 
irgendwie in solche Elemente zerlegt l ), so daB jedes Dreieck der 
Fliiche F zu einem und nur zu einem Element gehort. Diejenigen 
Kanten bzw. Eckpunkte der gegebenen Dreiecksteilung, die nicht zum 
Innem eines Elementes gehoren, bezeichnen wir als Kanten bzw. Eck­
punkte dieser neuen lerlegung; ihre Anzahlen seien bzw. "1 und ao; 
sei femer "2 die Anzahl der Elemente bei dieser lerlegung. Wir 
betrachten die lahl "0 - "1 + "2· 

Wenn zuerst F eine Elementarfliiche ist, so ist diese lahl 
"0 - "1 + "2 = 1. Wir konnen F als einen von einem einzigen Poly­
gon berandeten ebenen Bereich E darstellen, welcher in ebenso1che 
Polygonbereiche E l , E2 , .•• , Ea. zerlegt ist. Wir werden die Abziih­
lung der betreffenden lahlen so machen, daB wir die Kanten und 
Eckpunkte der Teilung nacheinander anbringen. luerst nehmen wir 
den Rand von E; die Anzahlen der auf dem Randpolygon von E 
liegenden Kanten und Ecken sind gleich, und es liegt dabei ein ein­
ziges Element, niimlich E selbst vor, die beziigliche lahl "0 - "1 +"2 
ist also fur diesen Fall gleich 1. Sei nun El ein Element, das wenig­
stens eine Kante auf dem Rand von E hat. Der Rand von El be­
steht aus gewissen Wegen, die auf dem Rand von E liegen, und 
aus anderen Wegen, die Querschnitte von E bilden. Ein solcher 
Querschnitt bringt etwa "0' neue Eckpunkte und also "t' = "0' + 1 
neue Kanten zu den bereits geziihlten hinzu, durch einen solchen 
Querschnitt werden aber aus dem einzigen Element E zwei Elemente 
entstehen; somit bleibt die labl "0 - "1 +"2 bei Anwendung dieses 
Querschnittes ungeiindert. So fortfahrend bekommen wir endlich die 
lerlegung von E in die Elemente E l , E 2 , ••• , E"" und es stellt sich 

') Insbesondere ist eine solche Zerlegung durch die ursprtingliche Drei­
ecksteilung selbst gegeben, wobei also jedes Element aus einem einzigen 
Dreieck besteht. 
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heraus, daB bei dieser Zerlegung die Zahl ao - a l + a2 noch immer 
unveriindert gleich 1 ist. Dies ist der sogenannte Eulersche Polyeder­
satz. Daraus folgt insbesondere, daB bei einer Dreiecksteilung einer 
berandeten Elementarflache zwischen den Anzahlen ao' aI' a2 der 
Ecken, Kanten und Dreiecke die Beziehung ao - a l + a2 = 1 besteht. 

Wir konnen gleich die entsprechende Zahl ao - a l + a2 flir eine 
von n Konturen berandete schlichtartige Flache bestimmen. Stell en 
wir F als einen ebenen Bereich dar, der vom iiuBeren Polygon :Ill 

und von den inneren Polygonen :Il2 , :Ils ' ... ,:Il .. berandet ist. Wir 
behalten die gegebene Zerlegung von Fund fiigen zu ihr die Inneren 
von :Il2 ,:Il3 , ... ,:Iln als neue Elemente hinzu; so entsteht eine Zero 
legung des Innern von :Ill in a2 + n - 1 Elemente mit a1 Kanten und 
mit ao Ecken, wobei ao' ai' a2 die auf F beziehende Zahlen bedeuten. 
Wie wir eben gezeigt haben, ist dann ao - a1 + (a2 + n -1) = 1, 

also: ao - a l + a2 = 2 - n. - Wir bemerken gleich, daB flir eine 
geschlossene schlichtartige Flache die Zahl ao - a l + a2 = 2 ist; man 
laBt namlich ein einziges Element aus der Flache fort, so bleibt eine 
Elementarflache iibrig, die auf dieselbe beziigliche Zahl ist einerseits 
gleich 1, andererseits urn eins kleiner, als die auf die geschlossene 
Fliiche bezogene Zahl ao - a1 + a2 • 

Sei endlich F eine beliebige Polyederfliiche, die in einer gewissen 
Dreiecksteilung vorliegt. Langs gewisser Riickkehrschnitte, die aus 
Kanten dieser Dreiecksteilung bestehen, schneiden wir die Flache F 
auf, so daB eine schlichtartige Flache entsteht. Wir nehmen einen 
ersten solchen Riickkehrschnitt :Ill' der die Flache F nicht zerlegt, 
und schneiden langs desselben die Flache auf; dabei entstehen ein 
oder zwei neue Rander, je nachdem dieser Riickkehrschnitt auf Fein 
oder zwei Ufer hat. Dann nehmen wir auf der aufgeschnittenen 
Flache wieder einen nicht zerlegenden Riickkehrschnitt :Il'J usw. Nach 
einer endlichen Zahl von Wiederholungen kommen wir zu Ende in 
dem Sinne, daB auf der langs der zusammen nicht zerlegenden Riick­
kehrschnitte :Ill' :Il'.!, ... ,:Ilk aufgeschnittenen Fliiche F' jeder Riick. 
kehrschnitt die Flache F' zerJegt, so daB also F' schlichtartig is!. Sei 
r die Anzahl der Konturen von F, seien ao' aI' a2 die Anzahl der 
Ecken, Kanten und Dreiecke der gegebenen Dreiecksteilung von F, 
und PI bzw. P2 die Anzahl derjenigen unter den Riickkehrschnitten 
:Ill' :Il 2 , ... , :Ilk' die ein bzw. zwei Ufer haben. Die schlichtartige 
Flache F' hat dann r + PI + 2 P2 Konturen. Die Anzahl a2 der Drei· 
ecke ist flir die Fliichen Fund F' die gleiche; ebenso ist die Differenz 
ao - a1 fiir Fund F' dieselbe; wenn wir namlich F langs :Ill aufschneiden, 
so kommen so viele neue Kanten und Eckpunkte zustande, wie :Ill 

Kanten bzw. Eckpunkte hat; die Anzahl der Eckpunkte von :Ill ist 
gleich der Anzahl der Kanten von :Ill' so daB bei dem Aufschneiden 
von F langs :Ill die Differenz ao - a1 ungeiindert bleibt. Die Zahl 
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«0 - "1 + "2 ist also fUr F dieselbe, wie fUr F'; fUr letztere, da sie 
schlichtartig ist, ist "0 - a) + a, = 2 - (1' + PI + 2 P2) • 

Andererseits bemerken wir, daB die lahl ao - a l + a2 fiir F bei 
jeder Dreiecksteilung von F dieselbe ist; es geniigt dies wieder fiir 
eine elementare Transformation einzusehen; bei einer solchen nehmen 
die lahlen ao' al' a2 bzw. urn 1, 3, 2 zu (oder wenn die Transformation 
ein an den Rand anstoBendes Dreieck von F betrifft, urn 1,2,1); die 
lahl ao - a l + as bleibt also ungeandert. Die lahl - (ao - a l + as) 
bezeichnen wir als Charakteristik der Flache F. lwei homoomorphe 
Flachen haben dieselbe Charakteristik. 

Aus der erhaltenen Beziehung ao - a l + a2 = 2 - (1' + PI + 2 P2) 
folgt, daB ao - a l + a2 = 2 - l' nur fUr schlichtartige FIachen bestehen 
kann, bei denen ja PI = P2 = 0 ist. 

Die obigen Riiekkehrschnitte :Ill' 

.n2 , ••• , :Ilk konnen sich eventuell treffen, 
wir ersetzen sie deshalb dureh andere 
Polygone :Ilt', :Il2', ••• , :Ilk" die einander 
nicht treffen. Wenn der Riiekkehr· 
sehnitt:ll" den Rand der langs :Ill"'" :Il"-l 
aufgeschnittenen Flache trifft, so er· 
setzen wir jede in :Ilk vorkommende 
Randkante dureh einen Weg, der ihre 
beiden Endpunkte im 1nnern des zu 
dieser Kante gehorigen Dreieckes ver· 
bindet; dann ersetzen wir jeden auf 
<lem Rand liegenden Eckpunkt des so 
entstehenden Polygons und zwei hin· Fig. 24. 

.reichend kleine von ihm ausgehende Teilstrecken durch einen Weg, der 
ihre versehiedenen Endpunkte verbindet und in einer kleinen Umgebung 
dieses Eckpunktes liegt (s. Fig. 24). Das so entstehende Polygon :Ilk" weI· 
ches keinen Punkt auf dem Rand der langs :Ill'" ., :Ilk - l aufgeschnittenen 
Flache hat, zerlegt diese Flache ebenfalls nieht. Ebenso ersetzen wir den 
Riickkehrsehnitt :Ilk - l durch ein in seiner Umgebung verlaufendes Poly. 
gon :IlJ:-I> welches das Polygon :Il,,' nieht trifft und ganz im 1nnern der 
langs :Ill' ••. , :Ilk - 2 aufgeschnittenen Flache liegt. Auf diese Weise fort­
Jahrend bekommen wir k einander nicht treffende Polygone auf F, 
<lie keinen Punkt auf dem Rand von F haben und die zusammen die 
Flaehe F nieht zerlegen. - Wir nehmen dann eine solche Dreiecks­
teilung von F, in welcher diese Polygone als Kantenziige auftreten. -

1. 1st F orientierba1', so haben samtliche Riickkehrsehnitte 
.nl , :Il2 , .··,:Ilk zwei Ufer, so daB Pl = 0 und Ps = kist; wir schreiben 
P2 = P, dann besteht die Formel 

ao - a l + a~ = 2 - (2 P + 1'). 
v. Ker~kjart6. Topo!ogie. 10 
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Die Zahl p, die als Geschlecht der orientierbaren Flache F bezeichnet 
wird, ist die Maximalzahl der fremden Polygone auf F, die zusammen 
die Flache F nicht zerlegen. Zugleich folgt aus dieser Beziehung 
zwischen Charakteristik, Konturenzahl r und Geschlecht p. zusammen 
mit der Unabhangigkeit der Charakteristik von der speziellen Dreiecks­
teilung, daB es zu je p - h (h > 0) fremden zusammen nicht zerlegenden 
Polygonen wenigstens ein solches fremdes Polygon gibt, welChes mit 
diesen Polygonen zusammen die Flache F nicht zerlegt. 

Schneiden wir die orientierbare Flache F, vom Geschleht p, langs 
p fremder, zusammen nicht zerlegender Riickkehrschnit.te n 1 , n 2 , ••• , np 
auf, so entsteht eine schlichtartige Flache F' mit 2 p + r Konturen, wo­
bei r die Anzahl der Konturen von F bedeutet. Jedem Riickkehr­
schnitt ni entsprechen zwei Konturen von F', die wir mit n/ und 
n i - bezeichnen. Aus der Flache F' bekommen wir die Flache F 
zuriick, wenn wir immer zwei entsprechende Punkte der Konturen 
n/ und ni - miteinander identifizieren. Bei einer Indikatrixbestimmung 

Fig. 25. 

von F kommen den beiden Ufem 
n/ und n i - von n i die beiden 
entgegengesetzten Richtungen in 
bezug auf n i zu. Die Flache F' 
bilden wir auf einen von 2 p + r 
Kreisen (k1 , k/, ... , kp' kp'; It' 
l2' ... , lr) berandeten unbeschrank­
ten ebenen Bereich topologisch ab, 
so daB ein beliebig gewiihlter 
Punkt der Flache F' in den unend· 

lich fernen Punkt iibergeht; seien ki und k/ die Bilder von n/ und ni -

und l1' l2' ... , lr die Bilder der Konturen von F. Aus diesem ebenen 
Bereich bekommen wir die Flache F, wenn wir je zwei Punkte von 
ki und k/, die demselben Punkt von n i , d. h. zwei solchen Punkten 
von n/ und ni - entsprechen, die auf der Flache F denselben Punkt 
darstellen, miteinander identifizieren und diesen Punk ten als Umgebung 
die Vereinigung zweier Halbumgebungen der betreffenden Punkte zu­
schreiben. Bei dieser Identifizierung der Randkreise ki und k/ ent­
spricht immer einem Umlaufssinn von k i der entgegengesetzte Um­
laufssinn von k/. Will man sich iiber diese Identifizierung ein Bild 
verschaffen, so nehme man zuerst statt der Ebene die Kugelflache 
vor, auf welcher der Kreisbereich liegt, ordne auf derselben die Kreise 
ki und k/ derart, daB sie in bezug auf den Aquator symmetrisch 
liegen, und endlich biege man eine Zylinderflache an diese beiden 
Kreise heran und vereinige sie langs dieser Randkreise mit der Flache 
(s. Fig. 25, P = 2, r = 0). 

Seien F1 und F9 zwei orientierbare Flachen von gleichem Ge­
schlecht p und mit .gleicher Konturenzahl r o. Wir stellen F 1 als einen 
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unbeschrankten ebenen Bereich mit 2 P + r Kreisrandern (kl' k/, ... , 
kp' kp'; ll' l2' ... , lr) dar, wobei fur die Randkreise k i und k/ eine den 
Umlaufssinn umkehrende Identifizierung bestimmt ist. Der Flache F2 
entspricht ein ebensolcher ebener Bereich. Diese beiden Bereiche 
konnen wir eineindeutig und stetig aufeinander abbilden, so daB jedem 
Paar von identifizierten Kreisen des einen Bereiches ein ebensolches 
Kreispaar des anderen Bereiches entspricht, und zwar so, daB zwei 
miteinander identifizierte Randpunkte des einen Bereiches wieder in 
ein solches Punktpaar iibergehen (5. II § 2). Dadurch wird also auch 
zwischen den Flachen Fl und F2 eine topologische Beziehung er­
halten. Andererseits ist fur zwei homoomorphe FJachen die Konturen­
zahl offenbar gleich, und wie wir schon bemerkt haben, auch die 
Charakteristik, so daB sie auch gleiches Geschlecht haben. Das hier­
mit erhaltene Resultat pflegt man als Hauptsatz der Fliichentopologie 
zu bezeichnen. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung datur, dafJ zwei 
orientierbare Polyedertliichen homoomorph sind, besteht darin, dafJ sie 
gleiches Geschlecht und gleiche Konturenzahl haben. 

2. Fur nichtorientierbare Flachen besteht zwischen der Charakte­
ris~ik - (ao - a1 + a2 ), der Konturenzahl r und der Anzahl PI bZW.P2 
der ein· bzw. zweiufrigen Riickkehrschnitte, die einander nicht kreuzen 
und die Flache in eine schlichtartige Flache umwandeln (und von 
denen wir voraussetzen durfen, daB sie einander nicht treffen), die 
Beziehung 

ao - a1 + a2 = 2 - (r + Pl + 2 P2)' 

Die lahl P = PI + 2 p'J bezeichnen wir als Geschlecht der Flache F, 
sie ist die Maximalzahl der fremden, die Flache F zusammen nicht 
zerlegenden Ruckkehrschnitte. Diese Maximalzahl kann immer er­
reicht werden,d. h. es gibt immer P (notwendig einufrige) fremde 
Ruckkehrschnitte, die zusammen die Flache nicht zerlegen. Setzen 
wir namlich voraus, daB der Ruckkehrschnitt 711 ein einziges Ufer 
und ein anderer Ruckkehrschnitt, etwa 712 , zwei Ufer hat, so konnen 
wir 711 und 712 durch drei andere Ruckkehrschnitte 711', 712', 713 ' ersetzen, 
deren jeder ein einziges Ufer hat und die mit den ihnen fremden 
Ruckkehrschnitten 713 , 714 "", 71k zusammen die Fliiche F in eine 
schlichtartige Flache verwandeln. Dies geschieht folgendermaBep: 
Wir ziehen einen zu 712 konjugierten Ruckkehrschnitt ii2 , d. h. einen 
solchen, der 712 in einem Punkte P trifft und von einem Ufer von 712 

auf das andere fuhrt ohne sonst 711 , 712 , 713 , ••• , 71k zu treffen. Ferner 
nehmen wir zwei einfache Linien ll' l2' die P mit einem Punkt Q 
von 711 verbinden, in diesem Punkt auf verschiedenen Seiten von :711 

einmunden und 711 , 712 , ••• , 71k sonst nicht treffen. Den Riickkehrschni tt 
71/ konstruieren wir derart, daB wir zuerst auf einem Ufer von 712 urn 

10* 



148 IV. Polyederfliichen. 

:7l~ herumgehen, dann auf dem anschlieBenden Vfer von 11 entlang bis 
zu :7lI , dann von dem Punkt Q bis zum selben Punkt nahe bei :7l1 , 

so daB wir von einer Seite von :7l1 bei Q auf die andere und 
also von der Linie 11 zu der Linie 12 kommen, und endlich gehen 
wir langs der Linie 12 bis zu :7lt zuriick (s. die gestrichelte Linie 
auf Fig. 26). Ahnlich konstruieren wir die Riickkehrschnitte :7l2 ' und :7ls' 
aus n2 bzw. :7l2 + n2 und aus den Linien 11 , :7lt , 12 (punktierte bzw. 
strichpunktierte Linie auf Fig. 26). Jeder der entstehenden Riickkehr­
schnitte :7l/, :7l2', :7ls' hat ein einziges Vfer, sie treffen die Riickkehr­
schnitte :7ls ' :7l., ••• , :7lk nicht, und die Anwendung der Riickkehrschnitte 
:7lI ', :7l2 ', :7ls', :7ls ' :7l., - - ., :7lk macht F zu einer schlichtartigen Flacb,e, was 
wir aus der obigen Relation 1X0 - IXI + 1X2 = 2 - (r + (PI + 2) + 2 (P2 -1)) 
erkennen. - Auf die gleiche Weise fortfahrend bekommen wir end· 

Fig. 26. 

lich P fremde Riickkehrschnitte, die wir wieder mit :7lI , :7l2 , ••• , :7lp be­
zeichnen, deren jeder ein einziges Vfer hat, und die zusammen die 
Flache F in eine schlichtartige Flache F' verwandeln. - Die FHiche F' 
hat P + r Konturen, von denen r die Konturen von F, und P die Vfer 
der Riickkehrschnitte sind. Einem Riickkehrschnitt :7li entspricht auf 
F' eine solche Kontur ki' die jede Kante von :7li zweimal und 
beide Male in der gleichen Richtung enthiilt; aus k i entsteht :7li da­
durch, daB wir, indem wir ki in geeigneter Weise als eine Kreislinie 
darstellen, je zwei diametral gegeniiberliegende Punkte von ki mit­
ander identifizieren. - Die Flache F' bilden wir auf einen von P + r 
Kreisen (kl' k2' ... , k p ; 11 , 1~, .• "' 1r) berandeten ebenen Bereich ab, 
so daB die Kreise 1i den urspriinglichen Konturen von Fund die 
Kreise k, den Riickkehrschnitten :7li entsprechen. Aus diesem Bereich 
entsteht die Flache F dadurch, daB wir auf jedem Kreis ki die 
diametral gegeniiberliegenden Punkte identifizieren. - Aus dieser 
Normaldarstellung von F als ebener Bereich mit den angegebenen 
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Identifizierungen der Randpunkte konnen wir wieder ersehen, daB zwei 
nichtorientierbare Flachen, fiir welche die Zahlen p und r iiberein­
stimmen, homoomorph sind. So konnen wir den H auptsatz der Fliichen· 
topologie tur Polyedertliichen endgiiltig folgendermaBen aussprechen: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung datur, dafJ zwei 
Polyedertliichen homoomorph sind, besteht in der Obereinstimmung 
der tolgenden drei Angaben: 

1. Orientierbarkeit bzw. Nichtorientierbarkeit; 
2. Anzahl der Konturen; 
3. Geschlecht. 

An die Stelle des Geschlechtes oder der Konturenzahl kann eben­
sogut die Charakteristik der Flache treten, da jede dieser Zahlen 
durch die beiden anderen bestimmt ist. - In diesem Satz ist ent­
halten, daB die topologisch verschiedenen Polyederflachen eine ab­
zahlbare Menge bilden. 

Betreffs der nichtorientierbaren FHichen bemerken wir noch, daB 
es moglich ist, auf jeder nichtorientierbaren Polyederflache F einen 
einzigen Riickkehrschnitt 7l anzugeben, so daB die langs 7l auf­
geschnittene Flache orientierbar ist. Zu diesem Zwecke schneiden 
wir die Flache F langs p fremder einufriger Riickkehrschnitte 
7l1 , 7l2 , .•. , tlp auf und erhalten so eine schlichtartige Flache F'; auf 
F' nehmen wir p - 1 einander nicht treffende Wege ll' l2' ... , lp-l' 
von denen li die den Riickkehrschnitten tli und tli + 1 entsprechenden 
Konturen von F' verbindet und sonst· den Rand von F' nicht trifft. 
\Vir nehmen zwei nahe bei II verlaufenden Linien It' und It auf 
verschiedenen Seiten von ll' die ebenfalls die Konturen 711 und 712 

verbinden und aus der Flache F' eine II enthaltende, von den iibrigen 
Linien lo, ... , l 1 freie Elementarflache abtrennen. Die auf dem 

" p-
Rand dieser Elementarflache liegende Kante der 711 entsprechenden 
Kontur von F' identifizieren wir mit derjenigen Kante derse1ben 
Kontur, die mit der ersten auf dem Riickkehrschnitt 711 zu­
sammenfallt, und zwar so, daB die urspriinglich einander entsprechen 
den Punkte wieder zusammenfallen. Machen wir dasselbe mit 710 

und schneiden wir die Flacne langs der Linien l/ und It auf, s~ 
entsteht eine Flache F", die ebenso wie die Flache F' orientierbar 
ist; die beiden zu 711 gehorigen Randkanten von F', die auf F" in 
einer inneren Kante zusammenfallen, sind auf F' in bezug auf einen 
Umlauf urn 711 gleich gerichtet, ebenso die beiden zu 712 gehorigen 
Kanten; indem wir die dem durch l/ und l/' von F' abgetrennten 
Element bei einer Indikatrixbestimmung von F' zukommende Indikatrix 
durch die entgegengesetzte Indikatrix ersetzen, erhalten wir eine In­
dikatrixbestimmung auf F", die bei den zu 711 und 712 gehorigen 
Kanten den beiden anschlieBenden Flachenteilen zusammengehorige 
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Indikatrizes erteilt. - Statt der beiden Riickkehrschnitte J'll und J'l2 

nehmen wir also den Riickkehrschnitt J'l', der der von F' verschiede­
nen Kontur von F" entspricht und der aus Stiicken der Riickkehr­
schnitte J'll' J'l2 und femer aus den Linien l/, /1 " besteht. - Mit den 
Riickkehrschnitten J'l', J'lS' J'l4' ••• , J'lp auf die gleiche Weise fortfahrend 
bekommen wir endlich einen so1chen Riickkehrschnitt J'l, daB die 
langs J'l aufgeschnittene Flache eine eindeutige Indikatrixbestimmung 
zulaBt, also orientierbar ist. Dieser Riickkehrschnitt J'l ist ein- bzw. 
zweiufrig, je nachdem das Geschlecht P von F ungerade bzw. gerade 
ist, wie aus der Beziehung 1X0 - 1X1 + 1X2 = 2 - (r + PI + 2P2) zu er­
kennen ist. 

Endlich wollen wir eine ebenfalls oft benutzte Invariante der 
(orientierbaren oder nichtorientierbaren) Polyederfhichen erwabnen, 
die als 2 - (lXo - 1X1 + 1X2) = z definiert werden kann und als Zu­
sammenhangszahP) der Flache bezeichnet wi rd. - Fiir berandete 
Fhichen hat sie die Bedeutung, daB man die Flache F durch z - 1 
sukzessive Querschnitte in eine Elementarflache verwandeln kann. Fiir 
schlichtartige Flachen ist z der Anzahl der Konturen identisch. Fiir 
eine berandete Flache vom Geschlecht P > 0 kann man zuerst P 
fremde Riickkehrschnitte angeben, die die Flache in eine schlichtartige 
Flache verwandeln. Jeden dieser Riickkehrschnitte J'li ersetzen wir 
durch einen Querschnitt, indem wir (wie oben) zwei Punkte von J'll 

durch zwei nahe beieinander ,verlaufende Wege 1/ und It (die 
J'l1' J'l2' J'l3' •.• , J'lp sonst nicht treffen) mit zwei Punkten einer Kontur 
von F verbinden und dann eine Kante von J'll durch die beiden 
Linien 1/ und 1t" ersetzen; der so entstehende Querschnitt ql zerlegt 
die Flache F zusammen mit J'lQ' J'la' .•• , J'l nicht und die Flache wird • p 

durch Aufschneiden langs der Linien ql' J'l2' J'l3' •• ', J'lp zu einer schlicht· 
artigen Flache gemacht. ql vermehrt die Konturenzahl von F oder 
laBt sie ungeandert, je nachdem F orientierbar oder nichtorientier· 
bar ist. - Ersetzt man auf die gleiche Weise jeden Riickkehrschnitt 
J'li durch je einen Querschnitt qi' der keinen der anderen trifft und 
abgesehen von seinen Endpunkten (die beide auf der gleichen Kontur 
von F liegen) im Innem der Flache F verlauft, so entsteht durch 
Aufschneiden liings der Querschnitte qi aus F eine schlichtartige 
Flache, die r + P bzw. r Konturen hat, je nachdem F orientierbar 
oder nichtorientierbar ist. Diese schlichtartige Flache konnen wir 
durch Anwendung von weiteren r -+ P - 1 bzw. r - 1 Querschnitten 
in eine Elementarflache verwandeln. Somit ist die Zusammenhangszahl 
z = 2 P + r im F alle von berandeten orientierbaren F1achen, z = P + r 

1) FUr geschlossene Fllichen pflegt man auch die urn eins vermehrte Zu­
sammenhangszahl als Grundzahl oder Zusammenhangszahl zu bezeichnen. 
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im Falte von berandeten nichtorientierbaren Flachen erkannt als die um 1 
vermehrte Zahl der Querschnitte, die die Flache in eine Elementarflache 
iiberfuhren. 

§ 4. Normalformen. 

Die im vorigen Paragraphen abgeleiteten Normalformen flir Poly­
ederfliichen stellen wir hier nochmals zusammen. 

Eine orientierbare Fliiche vom 
Geschlecht p und mit r Konturen 
wird dargestellt durch eine mit p 
Henkeln und r Lochern versehene 
Kugelfliiche (s. Fig. 27, P = 2, r = 4), 
eine nichtorientierbare Fliiche vom 
Geschlecht p und mit r Konturen 
als . eine Kugelfliiche, versehen mit 
r Lochern und p Kreuzhauben 1) 
(s. Fig. 29, P = 2, r = 3), oder Fig. 27. 

auch als eine Kugelfliiche mit r Lochern und [trJ gedrehten Henkeln, 

zu denen noch eine Kreuzhaube hinzutritt, wenn das Geschlecht p 
ungerade ist 2) (Fig. 30, P = 5, r = 3). 

Flir berandete Fliichen erwiihnen wir noch die folgenden be­
kannten Normalformen. - Zu einer Kreisscheibe kfligt man gewisse 
Brucken hinzu von den folgenden drei Arten: 1. Einfache ungedrehte 
Brlicke; man nehme ein langes schmales Rechteck (abed) und biege 
es an die Kreisscheibe heran, so daB die Kanten ab und cd mit je 
einem Bogen des Kreises identifiziert werden und die zyklische Reihen-

C C' 

Fig. 28a. Fig. 28b. 

folge dieser vier Punkte auf dem Kreis mit ihrer Reihenfolge auf dem 
Rand des Rechteckes libereinstimmt. Durch Hinzufligung einer ein· 
fachen ungedrehten Brlicke entsteht aus der Kreisscheibe eine schlicht· 
artige Fliiche mit zwei Konturen; eine von diesen Konturen bezeichnen 

1) Eine Kreuzhaube entsteht folgendermatien: man nimmt eine Halbkugel, 
schneidet llings eines Kreisbogens aeb auf (5. Fig. 28 a) und identifiziert auf dem 
entsteh~nden Rand den Bogen ac' mit be und den Bogen ae mit be', so dati 
a mit b und emit c' zusammenflillt (5 . Fig. 28b). 

2) Bei ungeradem p konnen wir gewohnliche Henkeln anwenden. 
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wir als Hauptkontur, die andere als Nebenkontur. Nehmen wir mehrere 
einfache ungedrehte Briicken nacheinander von der Art, daB die zweite 
Briicke auf der durch die erste Briicke bestimmte Hauptkontur ein· 
miindet, dann die dritte wieder auf der durch die beiden ersten 

Fig. 29. 

Briicken bestimmten Hauptkontur usw. Nach Anwendung von r - 1 
solchen Briicken entsteht eine schlichtartige Flache mit r Konturen. 
2. Eine Doppelbriicke besteht aus zwei einfachen ungedrehten Briicken; 
von denen die zweite die beiden durch die erste bestimmten Kon­
turen (Haupt. und Nebenkontur) miteinander verbindet. Die An· 
fiigung einer Doppelbriicke vermehrt das Geschlecht urn 1 und 

• • 
Fig. 30. 

laBt die Konturenzahl ungeandert. 
3. Eine gedrehte Briicke entsteht 
so, daB man das Rechteck (abed) 
derart an den Kreis heranbiegt, 
daB nach Identifizierung der Kan· 
ten ab und cd mit je einem 
Kreisbogen die zyklische Anord­
nung dieser Punkte auf der Kreis· 
linie (abdc) ist. Durch An­
fiigung einer gedrehten Briicke 
entsteht eine nichtorientierbare 
Fliiche, die Konturenzahl bleibt 
dabei ungeandert, wahrend das 
Geschlecht urn 1 zunimmt. 

DemgemaB ist die Form fUr eine orientierbare Flache vom Ge­
schlecht p und mit r Konturen die Kreisscheibe versehen mit r - 1 
aufeinander folgenden einfachen ungedrehten Briicken und mit p 
Doppelbriicken (5. Fig. 31 a, r = 3, P = 2). Fiir nichtorientierbare 
Flachen nimmt man zuerst r - 1 ungedrehte Briicken und dann 
p gedrehte Briicken (5. Fig. 31 b, r == 3, P = 2). 
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Aus den obigen Normaldarstellungen geht es zugleich hervor, 
daB im dreidimensionalen Raume sich jede berandetc und jede 
orientierbare Flache (ohne Selbstdurchdringungen) verwirklichen laBt. 
Mit andern Worten: es gibt zu jeder berandeten und zu jeder orien­
tierbaren Flache eine als raumliche Punktmenge ihr homoomorphe 
Flache im dreidimensionalen Raum. - Fiir geschlossene nichtorien­
tierbare Flachen haben wir keine solche Darstellung bekommen; in 
der Tat werden wir spater sehen, daB jede geschlossene Flache im 
dreidimensionalen Raum orientierbar ist. Wohl laBt sich aber im vier­
dimensionalen Raum eine singularitatenfreie (d. h. sich selbst nicht 
schneidende) FHiche angeben, die eine nichtorientierbare geschlossene 
Flache vom Geschlecht p darstellt. Nehmen wir etwa die Darstellung 
der Flache als eine Kugelflache mit p aufgesetzten Kreuzhauben. Auf 

Fig. 31 a. Fig. 31 b. 

einer der Kreuzhauben nehmen wir ein Rechteck, welches die singu­
lare Linie enthalt und nach des sen Fortlassung die aus der Kreuz­
haube iibrigbleibende Flache singularitatenfrei ist. In diesem Recht­
eck erklaren wir eine eindeutige stetige reelle Funktion, die auf 
seinem Rand verschwindet und in jedem inneren Punkt des Recht· 
eckes positiv ist. Sei P ein beliebiger Punkt dieses Rechteckes, 
((P) der zugehorige Funktionswert und seien (x, y, z) die Koordi­
naten des Punktes P. Wir ersetzen P durch denjenigen Punkt des 
vierdimensionalen Raumes, dessen Koordinaten (x, y, z, ((P)) sind. 
- Indem wir mit den andcren Kreuzhauben ahnlich verfahren, be­
kommen wir eine singularitatenfreie geschlossene Flache im vier­
dimensionalen Raum, die nichtorientierbar ist und das Geschlecht p hat. 

Das Aufschneiden einer FIache langs der Riickkehrschnitte 
konnen wir am bequemsten aus den Normalformen ablesen. Zuerst 
behandeln wir wieder die Darstellung der Flachen als Kreisbereiche 
in der Ebene, deren Rander gewissen Identifizierungen unterworfen 
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sind. 1m Fall emer orientierbaren geschlossenen Flache vom Ce­
schlecht p und mit r Konturen hat man einen unbeschrankten ebenen 
Kreisbereich, der von 2 p miteinander paarweise mit umgekehrtem 
Umlaufssinn identifizierten und r weiteren Kreisen berandet ist; zu 
jedem Riickkehrschnitt der gegebenen Flache, der einem solchen 
identifizierten Kreispaar entspricht, nehmen wir einen konjugierten 
Riickkehrschnitt, der von einem Ufer des Riickkehrschnittes auf das 
andere fiihrt, ohne sonst die Riickkehrschnitte zu treffen; demselben 
entspricht im ebenen Bereich ein Querschnitt, der zwei entsprechende 
Punkte der aufeinander bezogenen Kreise innerhalb vom Bereich ver­
bindet. Schneiden wir die Flache langs der so erhaltenen Riickkehr­
schnittpaare auf, so konnen wir die Flache als einen ebenen Bereich 
darstellen, der von r den Konturen der gegebenen Flache entsprechen-

Fig. 32a. 

den Kreisen und auBerdem von p Rechtecken mit identifizierten 
gegeniiberliegenden Seiten (wobei immer kongruente Punkte miteinander 
identifiziert werden) berandet ist. 

Eine andere Zerschneidung der Polyederflachen bietet ein kano­
nisches Schnittsystem dar. Eine orientierbare Flache F vom Ce­
schlecht p und mit r Konturen stellen wir als eine mit p Henkeln und 
r Lochern versehene Kugelflache dar. Von einem Punkt 0 der Kugel­
flache aus legen wir Riickkehrschnittpaare (ai' bi)' von denen ai entlang 
des i-ten Henkels und bi quer durch denselben Henkellauft (s. Fig. 32a). 
Ferner legen wir r Linien ll' l'l' ... , lr von 0 nach je einer Kontur 
der Flache, in der Weise, daB bei einem Umlauf urn den Punkt 0 die 
Reihenfolge dieser Linien die folgende ist: (a l , bl , a l , bl , a'l , b2 , a2 , b2 , • •• , 

ap ' bp ' ap ' bp ; ll' l2' ... , lr)· Diese Linien bilden zusammen ein kano· 
nisches Schnittsystem auf der orientierbaren Flache F. Schneidet man 
die Flache langs desselben auf, so entsteht eine von einer einzigen 
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Kontur berandete schlichtartige Flache, welche wir als einen ebenen 
Bereich darstellen, mit einem aus 4 p + 3 r Kanten zusammengesetzten 
Polygon als Rand. In Fig. 32 b stellen wir dies fUr den Fall p = 2, r = 3 
dar; die Kanten at bzw. a; entsprechen den beiden Ufem von a.; • 
sie sind mit entgegengesetzten Richtungen aufeinander bezogen; ebenso 
bt und bi-. Die Kanten zt und r; entsprechen den Linien Ii von F 
und die Kanten ci den Konturen der Flache F. Diesen Polygon­
bereich (der als Fundamentalpolygon bezeichnet wird) mit den an­
gegebenen Identifizierungen der Kanten konnen wir als einen Reprasen­
tanten der orientierbaren Flachen vom Geschlecht p und mit r Konturen 
ansehen. 

Fiir nichtorientierbare 
Flachen fiihren wir die 
entsprechendeZerschnei­
dung ahnlich durch. Sei 
p das Geschlecht und r 
die Konturenzahl der 
nichtorientierbaren Fla­
che F. Wir stellen F 
als eine mit p Kreuz­
hauben und r Lochem 
versehene Kugelftache 
dar. Von einem Punkt 0 
legen wir iiber jede 
Kreuzhaube einen ein­
ufrigen Rtickkehrschnitt 
aI' a2 , ••• , ap und nach 
jeder Kontur F eine Fig. 32 b. 

Linie 11' 12 , ••. , lr' Die 

z-
3 

Reihenfolge dieser Linien bei einem Umlauf urn den Punkt 0 sei 
(aI' aI' a~, a", ... , a , a ; 11' I" ... , I). Diese Linien zusammen bilden 

_" p p ~ r 
ein kanonisches Schnittsystem der nichtorientierbaren Flache F. Die 
langs dieser Linien aufgeschnittene FHiche ist eine von einer einzigen 
Kontur berandete schlichtartige Flache. Wir' stellen sie als einen ebenen 
Bereich dar, des sen Rand ein aus 2 p + 3 r Kanten bestehendes Polygon 
ist. In Fig. 33 wird der Fall p = 2, r = 3 dargestellt; die Kanten 
a/ und a,- werden mit den angegebenen Richtungen miteinander iden­
tifiziert, ebenso die Kanten Ii + und Ii - . Der Polygonbereich mit den 
angegebenen Identifizierungen der Randkanten ist ein Reprasentant der 
nichtorientierbaren Flachen vom Geschlecht p mit r Konturen. 

Wir bringen noch einige Bemerkungen tiber Systeme von ge­
schlossenen stetigen Kurven auf einer Polyederftache. Sei" eine ge­
schlossene stetige Kurve auf der Flache F, die sich aU5 einer end-
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lichen Anzahl von einfachen Bogen zusammensetzen HiBt. Sei ferner 
ein kanonisches Schnittsystem auf F gegeben, das aus p Riickkehr­
schnittpaaren (ai' bi) und r Linien ti besteht, wenn die Flache F 

Fig. S3a. 

orientierbar ist, und aus p 
einufrigen Riickkehrschnitten 
ai und r Linien ti' wenn F 
nichtorientierbar ist. - Wir 
setzen voraus, daB die Kurve 
" diese Schnittlinien nur in 
endlich vielen Punk ten trifft, 
was durch eine beliebig kleine 
Abanderung der Kurve" zu 
erreichen ist. 

Stellen wir die kanonisch 
aufgeschnittene Flache als 
einen Polygonbereich dar, so 
entspricht der Kurve " eine 
endliche Anzahl von Bogen 

In dem Polygon, deren Endpunkte auf dem Rand liegen und paarweise 
einander entsprechen. Nehmen wir einen solchen Bogen b mit den 
Endpunkten P, Q. Wenn P nicht in einen Eckpunkt des Polygons 

Fig.3Sb. 

failt, so sei P' der ihm ent­
sprechende andere Rand­
punkt des Polygons, welcher 
mit P auf F zusammenfiillt, 
und b' der mit b in diesem 
Punkt zusammenhangende 
Teilbogen von ", der ab­
gesehen von seinen End­
punkten im Polygoninnern 
verlauft. Wir unterziehen 

l3- einen Teilbogen von b einer 
stetigen Deformation, die 
seinen Endpunkt auf dersel­
ben Polygonseite in einen 
Endpunkt dieser Seite iiber­
fiihrt. Gleichzeitig nehmen 
wir eine stetige Abanderung 
des entsprechenden End· 
punktes von b' und eines 

Teilbogens von b'vor, so daB in jedem Moment dieser Deformation der 
Endpunkt des einen Bogens b dem Endpunkt des anderen Bogens b' laut 
der Identifizierung der Randpunkte entspricht. .Dieser Deformation ent­
spricht eine stetige Deformation der Kurve " auf der Flache F. Auf diese 
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Weise fortfahrend konnen wir die Kurve y so deformieren, daB sie die 
Linien des kanonischen Schnittsystems nur in dem gemeinsamen 
Punkt 0 samtlicher Ruckkehrschnitte trifft. 1m Polygon entspricht 
dieser Kurve eine endliche Anzahl von Bogen, deren jeder zwei Eck­
punkte des Polygons verbindet. Jeden solchen Bogen deformieren 
wir stetig auf den einen oder den anderen durch die Endpunkte des 
Bogens auf dem Polygon bestimmten Teil des Polygons. So erhalten 
wir endlich eine Kurve auf der Flache F, die eine kanonische Kurve 
ist, d. h. die sich aus einer endlichen Anzahl von Linien des kano­
nischen Schnittsystems zusammensetzt. - Ahnlich ergibt sich, daB 
jede geschlossene stetige Kurve, deren Anfangs-. und Endpunkt im 
gemeinsamen Punkt 0 der Ruckkehrschnitte liegt, durch eine den 
Anfangs- und Endpunkt der Kurve festhaltende stetige Deformation in 
eine kanonische Kurve ubergefiihrt werden kann. 

Das Fundamentalsystem von Kurven modifizieren wir aus dem 
kanonischen Schnittsystem derart, daB wir jede Linie li' die das Zen­
trum 0 des Schnittsystems mit einer Kontur von F verbindet, durch 
eine von 0 ausgehende und dahin zuruckkehrende einfache geschlossene 
Kurve ci ersetzen, die die Linie l. von dem iibrigen Teil des Schnitt­
systems trennt. Das Fundamentalsystem besteht aus den Ruckkehr­
schnittpaaren al' b1 ; •.• ; ap ' bp und den Ruckkehrschnitten c1 ' c2 ' ••. , cr 

im Fall der orientierbaren Flachen und aus den einufrigen Ruckkehr­
schnitten a1 , a2 , ••• , ap und den weiteren Ruckkehrschnitten cl' c2 ' ••• , cr 

im Fall der nichtorientierbaren Flachen. 1m ersteren Fall ist die Kurve 

b -1 b-1 b -1 b-1 b -1 b-1 at 1 at t a2 2 a2 2 ••• ap p ap P cl c2 ••• c .. 

homotop Null, d. h. auf einen Punkt zusammenziehbar, da sie namlich 
einem vollen Umlauf urn das Fundamentalpolygon entspricht und daher 
im Polygoninnnem auf einen Punkt zusammenziehbar ist. Ebenso be­
steht bei nichtorientierbaren Flachen fUr die Kurven des Fundamental­
systems die Homotopie 

Ais Beispiel nehmen wir die Torusflache. Nehmen wir als Fun­
damentalkurven einen Meridiankreis a und einen Parallelkreis b, die 
in den Toruskoordinaten (cp, 1jJ) ausgedruckt cp = 0 bzw. 1jJ = 0 ent­
sprechen. Fur diese Kurven bestimmen wir je einen positiven Um­
laufssinn, etwa den wachsenden Koordinaten entsprechenden. Die im um­
gekehrten Sinne beschriebenen Kurven bezeichnen wir mit a-I, b -1. 

Es besteht die Homotopie 

aba- 1 b- 1 R:j 0, d. h. ab R:j ba. 

Eine beliebige geschlossene stetige Kurve y auf der Torusflache 
konnen wir durch eine stetige Deformation auf der Flache in eine 
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kanonische Kurve tiberftihren, die wegen der Vertauschbarkeit von a 
und b, d. h. wegen der Homotopie ab ~ ba in der einfachen Form 
am bn geschrieben werden kann. Betrachtet man die Anderungen der 
Koordinaten (cp, 1/') bei einem Umlauf um die Kurve r: P (1) (0 <1 < 1) 
und bezeichnet mit cp(O), 'IjJ(0) bzw. cp(l), 'IjJ(1) die den Parameter­
werten 0 und 1 entsprechenden Koordinaten des gemeinsamen Anfangs­
und Endpunktes P(O) = P(l) von r, so sind die Differenzen: 
'IjJ (1) - 'IjJ (0), cp (1) - cp (0) ganzzahlige Vielfache 2m.n bzw. 2n.n von 
2.n. Diese ganzen Zahlen m und n sind eben die Exponenten, die in 
der kanonischen Darstell ung der Kurve r ~ am b n auftreten. 

Ais ein zweites Beispiel sei die projektive Ebene erwahnt; wenn a 
einen einufrigen Rtickkehrschnitt bedeutet, besteht die Homotopie 
a2 ~ 0, wahrend a seIber nicht homotop 0 ist; das Fundamentalsystem 
besteht aus der einzigen Kurve a. 

§ 5. UberlagerungsfHi.chen. 

Seien Fund F zwei triangulierte Polyederflachen, die in der fol­
genden Beziehung zueinander stehen: 

Jedem Dreieck ,6. von Fist ein Dreieck 6 von F zugeordnet 
durch eine topologische Abbildung von ,6. auf 6, bei der den Eckpunk­
ten und Kantenpunkten von Z5. die Eckpunkte bzw. die Kantenpunkte 
von 6 entsprechen .. Zwei Dreiecken 6 1 und 6 2, die einen Eckpunkt 
oder eine Kante gemeinsam haben, entsprechen zwei solche Drei­
ecke 6 1 und 6 2 , die ebenfalls einen Eckpunkt bzw. eine Kante ge­
meinsam haben; auf der gemeinsamen Kante von 6 1 und 6 2 ist die 
Abbildung auf die gemeinsame Kante von 6 1 und 6 2 in beiden 
Dreiecken dieselbe. Sind 6 1 und 6 2 zwei benachbarte Dreiecke 
von F, und ist 6 1 ein beliebiges dem Dreieck 6 1 entsprechendes 
Dreieck von F, so solI es ein (und nur ein) Dreieck 6 2 von F 
geben, welches dem Dreieck 6 2 entspricht und mit 6 1 benachbart ist. 

Wir sagen dann, daB if eine Oberlagerungsfliiche von F darstellt 
und bezeichnen einen Punkt P von F, der dem Punkt P von F ent­
spricht, als Spurpunkt von P; vom Punkt P sagen wir, daB er tiber 
dem Punkt P von F liegt. 

Die Uberlagerungsflache F hat tiber F keinen relativen Rand, 
d. h. es gibt keinen inneren Punkt von F, tiber welchem ein Rand­
punkt von F liegt. Jeder Punkt von if, der tiber einem Randpunkt 
von F liegt, ist ein Randpunkt von F. 

Aus den obigen Darlegungen folgt, daB tiber jedem Dreieck D. 
von F die gleiche Anzahl von Dreiecken 6(1), 6(2), ... , .6, (n) von F 
liegt; diese Zahl n bezeichnen wir als Bliitterzahl der Uberlagerungs­
flache. 
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Eine Uberlagerungsflache einer orientierbaren Flache ist auch 
seIber orientierbar; eine Indikatrixbestimmung der Grundflache iiber­
tragt sich in natiirlicher Weise auf die Uberlagerungsflache. 

Sei A ein beliebiger Eckpunkt der Dreiecksteilung von F, der 
nicht auf dem Rand von F Iiegt, und sei (61 , 6 2 , ••. , 6 k) der zu­
gehorige lyklus benachbarter Dreiecke. \Venn 6~1) ein beliebiges 
iiber 6 1 liegendes Dreieck von Fist, so gibt es ein bestimmtes 
iiber 6" Iiegendes, mit 6~1) benachbartes Dreieck von F. Ebenso 
gibt es ;ine bestimmte Folge von Dreiecken 6~1), 6~}), ... , ~~), von 

denen immer ~~1) iiber 6i liegt und mit 6~:!.1 benachbart ist. Das 
mit 6~) benachbarte, iiber 6 1 liegende Dreieck von Fist entweder 
mit 6~1) identisch oder aber ein von 6~1) verschiedenes Dreieck 6~2) . 
Seien dann wieder 6~2), 6~), ... , 6~) diejenigen Dreiecke von If, von 
denen immer ~~2) iiber 6i ·liegt und mit 6~~1 benachbart ist. Wir 
nehmen dasjenige iiber 6 1 Iiegende Dreieck von F, welches mit 6~) 
benachbart ist, und bilden wieder die Folge von benachbarten Dreiecken 
~~3),6~3), ... , ii.~). 1st 'V die erste lahl, fiir die 6~Y+1) wieder mit 

6~) identisch ist, so haben wir eine zyklische Folge benachbarter 
. (-(1) -(1) -(1) -(2) -(2) -(2) -(y) -(y) -(y») 

Drelecke 61, 62,.··, 6k, 61, 62 , ... , 6k, 61 , 62,···, 6k , 
d -(1) -(2) -·(Y) ··b d D· k 1· D von enen 6i , Li , ... , 6i u er em relec 6i leg en. en ge· 

meinsamen Eckpunkt if bezeichnen wir als einen Verzweigungspunkt 
'V - 1- ter Ordnung der Uberlagerungsflache F. - Falls fur jeden 
Eckpunkt if und F die Verzweigungsordnung 1'- 1 = 0 ist, sagen 
wir, daB F eine unverzweigte Oberlagerungstliiche von F darstellt. 

Seien ao' aI' all die Anzahlen der Eckpunkte, der Kanten und der 
Dreiecke in der Dreiecksteilung von Fund seien ao' a1 , all die ent­
sprechenden lahlen fiir F. Wenn iiber einem .Eckpunkt A von F 
r Punkte ..11 , ..12 ' ••• ' ~ von F Iiegen, deren Verzweigungsordnungen 
1'1 - 1,1'2 - 1~ ... , 'Vr - 1 sind, so ist die lahl der iiber 61 liegenden 
Dreiecke von F 

'V1 +'V2 +···+'Vr =n. 
Die Anzahl der Eckpunkte von Fist also 

ao = nao - 2(vi - 1), 
i 

wobei die Summation iiber samtliche Verzweigungspunkte von F zu 
erstrecken ist. Fiir die Anzahl der Kanten bzw. der Dreiecke von F gilt 

Folglich ist 

wo 

a1 = na1 , 

a2 = na'.!. 

ao - al + a'.! = n (ao - a1 + a'.!) - w, 

w = 2 ('Vi - 1) 
i 

die Verzweigungszahl von F bedeutet. 
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Bezeichnet man mit z bzw. mit z die Zusammenhangszahl von F 

bzw. von F, so ist also 

z - 2 = n (z - 2) + w. 

Diese Relation ruhrt von Hurwitz her. 

Aus dieser Relation ergibt sich, ,daB eine unverzweigte Ober­
lagerungsfliiche der Elementarfliiche oder der Kugelftache notwendig ein­
bliittrig ist. 

Sei namlich z = ° bzw. z = 1, so ist i = 2 - 2 n bzw. z = 2 - n, 
folglich ist im ersten Fall 

z=o, n=1; 

1m zweiten Fall ist F wie F berandet, also z > 1, folglich ist 

z=1, n=1. 

Dagegen gibt es zu jeder anderen Flache schon eine zweiblattrige 
unverzweigte Uberlagerungsflache. Wenn die Flache schlichtartig ist 
und daher wenigstens zwei Konturen hat, verbinden wir zwei Kon­
turen der Flache durch einen Querschnitt, der die Fliiche nicht zer­
legt. 1st die Flache nicht schlichtartig, so nehmen wir einen die 
Flache nicht zerlegenden Ruckkehrschnitt auf ihr. Indem wir die 
Flache langs des Quer- bzw. Ruckkehrschnittes aufschneiden, bekommen 
wir eine berandete Flache; wir nehmen zwei Exemplare der aufge­
schnittenen Flache und vereinigen sie zu einer Flache langs des 
Schnittes; sind etwa 6 1 und 6\l zwei Dreiecke des einen Exemplars, 
die eine zu dem Schnitt gehorige gemeinsame Kante haben, und sind 
6 1' und 6 2' die mit ihnen kongruenten Dreiecke des anderen Exem­
plars, so vereinigen wir das Dreieck 6 1 mit 6 2' und 6 2 mit 6/ 
Nach samtlichen so1chen Vereinigungen der auf dem Schnitt liegenden 
Kanten entsteht eine zweiblattrige unverzweigte Uberlagerungsflache 
der gegebenen Grundflache. 

Nehmen wir fur die Flache F die Kugelflache, so ist die Flache F 
eine geschlossene orientierbare Flache, deren Geschlecht p durch die 
Formel 

p=~w-n+1 

ausgedriickt wird (da namlich z = 0, z = 2 P ist); dies ist die Rie­
mannsche Relation. 

Die Uberlagerungsflachen der Kugelflache sind die in der Theorie 
der algebraischen Funktionell betrachteten Riemannschen Flachen. 

Wir erwahnen hier eine Folgerung der Hurwitzschen Formel, 
namlich die Bestimmung derjenigen FalIe, wo die Uberlagerungsflache 
der Grundflache homoomorph ist. Notwendig ist dann z = z, also 
(n - 1)(z - 2) + w = 0. 
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Die moglichen FaIle sind also 

z=O, w=2n-2, 

z=l, w=n-l, 

z=2, w=O. 
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Der ersten Losung entspricht nur die Kugelflache. Flir z = 1 hat 
man die berandete ElementarfHi.che und die projektive Ebene; liber 
der Elementarfliiche ist eine n- blattrige, die Verzweigungsordnung 
n - 1 besitzende, und liber der projektiven Ebene fUr ungerades n 
eine n -blattrige Oberlagerungsfliiche mit der Verzweigungsordnung 
n - 1 der Grundfliiche homoomorph. Flir z = 2 hat man die Torus­
fliiche mit einer unverzweigten Oberlagerungsflache und das Moebiussche 
Band mit einer unverzweigten Oberlagerungsfliiche von ungerader 
Bliitterzahl als der Grundflache homoomorphe Oberlagerungsflachen. 
Insbesondere ergibt sich also, daB eine mehrblattrige Uberlagerungs­
fliiche einer orientierbaren geschlossenen Fliiche vom Geschlecht p> 1 
immer hoheres Geschlecht hat; darin liegt die topologische Grundlage 
des Weberschen Satzes aus der algebraischen Funktionentheorie, dem­
zufolge eine rationale Transformation einer algebraischen Riemannschen 
Fliiche vom Geschlecht > 1 auf eine andere algebraische Riemannsche 
Fliiche vom gleichen Geschlecht notwendig birational ist 1). 

]ede nichtorientierbare Flache F hat eine zweibliittrige unverzweigte 
orientierbare Oberlagerungsflache. Zu jedem Dreieck 6. von F nehmen 
wir zwei liber ihm liegende Dreiecke E<t> und 6. (2), diese beiden 
Dreiecke versehen wir mit je einer Indikatrix, die den beiden ent­
gegengesetzten Indikatrizes von 6. entsprechen. Sind nun 6 1 und 

6 2 zwei benachbarte Dreiecke von F, 6~1), 6~2), 6~1), 6~2) die liber 

ihnen liegenden Dreiecke, so vereinigen wir 6~1) mit demjenigen 

von den beiden Dreiecken 6~1) und 6~2), welches die gemeinsame 
Kante von 6 1 und 6.~ laut der angebrachten Indikatrixbestim­

mung en entgegengesetzt richtet wie 6~1). Das andere Dreieck 6~2) 

vereinigen wir mit dem anderen der beiden Dreiecke Z~l) und 6~2) 

1) FUr p = 1 gilt der Satz nicht; 

{ x=z 
y = 52 + 22 (I + ,,2) - 2 

durch die Formeln 

( If = x 

t 5 = vy '::"XS(T+~2) + 2 
wird eine (1,2)- deutige Transformation von (5. z) auf (y. x) gegeben, wobei 
die algebraischen Gebilde, erkllirt durch die Gleichungen 

y = 2 y(l- xB) (I _,,2 xB), 

5= VI-z2+VI-x2z2, 
beide vom Geschlecht p = 1 sind. -

v. Kerekjart6, Topologie. 

(" * 0, ± I) 

11 
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langs derjenigen Kanten dieser Dreiecke, die der gemeinsamen Kante 
von ~1 und ~2 entsprechen. Nach samtlichen solchen Identifizierungen 
der Kanten der Dreiecke ~ erhalten wir eine zweiblattrige Uber­
lagerungsflache F von F, auf welcher jedes Dreieck eine bestimmte 
Indikatrix und je zwei benachbarte Dreiecke zusammengehorige Indi­
katrizes haben, so daB die Flache F orientierbar ist. Es ist klar, 
daB die Uberlagerungsflache F unverzweigt ist; sei etwa A ein innerer 
Eckpunkt in der Dreiecksteilung von F und (~1' ~~!' .•. , ~r) 
der zugehorige Dreieckszyklus; setzen wir voraus, daB iiber diesem 

Zyklus ein zweiblattriger Zyklus von F liegt: (~~1), 6~1), ... , 6~1); 
-(2) -(2) -(2») b . -(1) d -(2) d· b·d ··b I· d 
~1 , ~2 , ••• , ~r ,wo el~. un ~i Ie el en u er ~i legen en 

Dreiecke von F bedeuten. Die Dreiecke 6~1) und 6i2) haben in bezug 
auf ~1 entgegengesetzte Indikatrizes, andererseits haben je zwei auf-

. -(1) -(1) (--(1) -(2») 
einander folgende Drelecke 6, und 6,+1 6,+1 = .6.1 zusammen-
gehorige Indikatrizes, was offenbar unmoglich ist. -

Die reguliiren Uberlagerungsfliichen sind durch die Eigenschaft 
charakterisiert, daB, wenn eine Kurve r auf F, deren Spur auf F eine 
geschlossene stetige Kurve r ist, auf F geschlossen bzw. ungeschlossen 
ist, dann auch jede andere Kurve ;P' auf F, deren Spur r ist, eben­
falls geschlossen bzw. ungeschlossen ist. Umkreist r einen Punkt P 
von F mehrmals, so sieht man, daB alle iiber P liegenden Punkte 
von F dieselbe Verzweigungsordnung v - 1 haben, und demzufolge 
vein Teiler von n ist. Eine (mehrblattrige) regulare Uberlagerungs­
flache laBt Decktransformationen auf sich selbst zu, d. h. solche topo­
logische Abbildungen von F auf sich selbst, bei welchen jeder Punkt 
von Fin einen iiber demselben Spurpunkt liegenden Punkt iibergeht. Je 
zwei solche Transformationen ergeben nacheinander ausgefiihrt wieder 
eine Decktransformation. Sie bilden. also zusammen eine Gruppe 
von n Transformationen der Flache F auf sich selbst, wo n die Blatter­
zahl von F bedeutet. 

Sei F eine orientierbare geschlossene Flache vom Geschlecht p 
und F eine n -blattrige regulare Uberlagerungsflache von F. Seien 
PI' P s , ... , Pr die Punkte von F, iiber denen Verzweigungspunkte 
von F liegen und seien VI - 1, v2 - 1, ... , "r - 1 die zugehorigen 
Verzweigungsordnungen. Die Verzweigungsordnung von Fist dann 

, 
w = .J) !!..(". - 1). 

i==l Vi " 

Aus der Hurwitzschen Formel ergibt sich 

p - 1 = n [p - 1 + ~ ~ ~ ("i - 1) J, . 
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wobei p das Geschlecht von F bedeutet. Da der kleinste positive 

Wert von [p-1+{2~c"i-1)J fUr ganzzahlige P(~O) und 

"i (~ 2) gleich 8\ ist (p = 0, r = 3, "1 = 2, "2 = 3, "3 = 7), so fo\gt, 
daB fUr p> 1 

ist. Diese Ungleichheit ruhrt von Hurwitz her. 

Nimmt man p = p = 0, so besteht die Gleichung 

r 

2) 1 2 
-(".-1)=2--, 
VI • n i=1 

oder 

Da "i ~ 2, i~ 2 ~ > r - 2 ist, muB r < 4 sein. 1st r = 2, dann 
, i 

hat man 
1 1 2 -+-=-; 

VI "9 n 

Fur r = 3 sind die L6sungen der diophantischen Gleichung 

.!..+.!..+.!..=1+! 
V1 V2 V3 n 

die folgenden 1) 
"1 = 2, "II = 2, "3 = n, 

"1 = 2, "II = 3, "3 = 3, n= 12, 

"1 = 2, "II = 3, "3 = 4, n= 24, 

PI = 2, "2 = 3, "3 = 5, n=60. 

Die entsprechenden OberJagerungsftachen sind die in der Theorie der 
Polyederfunktionen auftretenden regularen Riemannschen Flachen. 

1) s. Klein, Vorlesungen tiber das Ikosaeder, S. 119. 

11* 



Funfter Abschnitt. 

Offene FUichen. 

§ 1. Offene Fla.chen. 

Eine offene (d. h. aus unendlich vielen Dreiecken bestehende) 
Flache F sei in einer gewissen Dreiecksteilung vorgelegt. 

Sei n 1 , n 2 , ••• eine Folge einander fremder Ruckkehrschnitte 1) 

auf F, von der Art, daB jeder Riickkehrschnitt n" (k > 1) die Ruck­
kehrschnitte n"_l und n k + 1 auf F voneinander trennt (in dem Sinne, 
daB jeder Weg. der n',_1 und nk+1 auf F verbindet, den Ruckkehr­
schnitt n k trifft). Eine solche Folge bezeichnen wir als eine Funda­
mentalfolge von Riickkehrschnitten. Zwei Fundamentalfolgen n1' n 2 , ••. 

und nt', n 2', ... heiBen iiquivalent, wenn es zu jedem n" ein n/ gibt, 
welches durch n k von n 1 getrennt wird und umgekehrt zu jedem n/ 

ein n m , welches durch n/ von n/ getrennt wird. 
Ein Randstiick der Flache F wird definiert durch eine Funda­

mentalfolge von Riickkehrschnitten; jede Fundamentalfolge definiert 
ein Randstiick, zwei Fundamentalfolgen definieren dann und nur dann 
dasselbe Randstiick, wenn sie aquivalent sind. 

Ein durch die Fundamentalfolge n 1 , n 2 , ••• definiertes Randstuck 
heiBt ein Randstiick erster Art, wenn fUr hinreichend groBes k der 
durch tlk bestimmte, nk+1 enthaltende Teil der Flache schlichtartig ist. 

Es heiBt ein Randstiick zweiter Art, wenn fUr hinreichend groBes 
k der durch n" bestimmte, ~+t enthaltende Teil von F orientierbar, 
aber fur kein k schlichtartig ist. 

Es heiBt ein Randstiick dritter Art, wenn fUr jedes k der durch 
n k bestimmte, nk+1 enthaltende Teil von F nichtorientierbar ist. 

Diese Definitionen sind von der speziellen, das Randstuck defi· 
nierenden Fundamentalfolge offenbar unabhangig. 

Da jeder Teil einer schlichtartigen bzw. orientierbaren Flache 
schlichtartig bzw. orientierbar ist, kann eine schlichtartige Flache nur 

1) Vnter einem Riickkehrschnitt verstehen wir wieder ein aus Kanten der 
Dreiecksteilung bestehendes Polygon; die AusdrUcke, die Flliche F liings eines 
Riickkehrschnittes aufschneiden usw., seien wie im vorigen Abschnitt erklart. 
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Randstiicke erster Art, eine orientierbare FHiche nur Randstiicke erste 
und zweiter Art haben. 

Sei nl , :lT2 , •• , eine Fundamentalfolge von Riickkehrschnitten; wir 
werden sagen, daB nn das durch die Fundamentalfolge nt', n,/, ... 
definierte Randstiick s' enthalt, wenn samtliche Riickkehrschnitte n/ 
bis auf endlich viele durch n k von n l getrennt werden l ). Eine Folge 
verschiedener Randstiicke s', S", . .. konvergiert gegen das durch die 
Fundamentalfolge nt, :lT2 , ••• definierte Randstiick s, wenn jedes n k 

samtliche Randstiicke s! der Folge mit Ausnahme von endlich vielen 
enthhlt; s bezeichnen wir als Grenzstiick der Folge s', s", .... 

Man erkennt leicht, daB ein Randstiick, gegen welches eine Folge 
von Randstiicken dritter Art konvergiert, seIber von der dritten Art 
ist. Randstiicke zweiter Art konnen gegen ein Randstiick zweiter oder 
dritter Art, nicht aber gegen ein Randstiick erster Art konvergieren. _. 

Betrachten wir zuerst den Fall, daB die Flache F schlichtartig 
ist. Wir werden zeigen, daB F einem ebenen Gebiet homoo­
morph ist. - Wir nehmen ein Dreieck der Flache und samtliche 
Dreiecke, die eine Kante oder einen Eckpunkt mit demselben gemein­
sam haben; sie bilden zusammen eine berandete Flache F(O), die 
ebenso wie F schlichtartig ist und von gewissen, die Flache F zer­

legenden Riickkehrschnitten nil), n~), .•. , :IT~) berandet wird 2). Nehmen 
wir nun diejenigen weiteren Dreiecke, die an den Riickkehrschnitt n/l ) 

stoBen, sie bilden eine Flache F/1); je zwei solche Flachen Fi(l) und 
F (}) werden auf F durch F(O) voneinander getrennt, da namlich der 

J 
Riickkehrschnitt :lTi(l) (und ebenso :IT/I») die Flache F zerlegt. - Bei 

jeder Kontur der Flachen F~), F~l), ... , F~) nehmen wir die von den 

weiteren anstoBenden Dreiecken gebildeten berandeten Flachen F~1 usw. 
- Diese berandeten Flachen erschopfen die Flache F, in dem Sinne, 
daB es zu jedem Dreieck von F eine (und nur eine) Flache dieser 
Folge gibt, die es enthii.lt. 

Wir nehmen in der Ebene n auBerhalb voneinander liegende 

Kreise kil}, k~2), ••• , k~), deren Mittelpunkte etwa auf der x-Achse 
liegen, und bilden F(O) auf den von diesen Kreisen berandeten un­
beschrankten Bereich topologisch ab, so daB ein beliebig gewahlter 

1) Wenn fUr jedes k: 1tk das Randstuck s' enthalt, so sind die Funda­
rnentalfolgen n1 , n2 , • " und :;r,/, :;r,/ •... aquivalent, und also ist s' eben das 
durch :Il'l' :Il'2' ••• definierte RandstUck.J 

2) Wir konnen den Fall, dati zwei Konturen der so entstehenden beran­
deten FJache einander auf F treffen, beiseite lassen, indem wir urn einen 
solchen Punkt eine kleine Umgebung zu F(O) hinzunehmen; von den an diesen 
Eckpunkt anstotienden, unten zu konstruierenden Flachen F(l) soli dann das 
Jnnere dieser Umgebung fortgelassen werden. Diese eventuelle Modifizierung 
setzen wir auch von jeder Flache der zu konstruierenden Folge F(t') voraus. 
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Punkt von F(O) in den unendlich fernen Punkt der Ebeneiibergeht, 
und jede Kontur :ni (1) von F<O) auf den Kreis k. (1) topologisch ab-

gebildet wi rd. Nehmen wir jetzt eine der Flachen F(!), etwa F;l), 
. d K (1) (2) (2) (2)· I k(l) h mIt en onturen:nr , :nrl' :nr2' •.. , :nr.; 1m nnern von r ne men 
. uB· halb . d 1· d K· k(2) k(2) k(2) (d Wlr s a er voneman er legen e relse rl, r2,· •. , r. eren 

Mittelpunkte auf der x-Achse liegen), und bilden F~l) auf den von 

diesen Kreisen und k~) berandeten Bereich topologisch so ab, daB die 

Abbildung auf :n~l) mit der bereits erklarten Abbildung iibereinstimmt, 

und eine jede Kontur :n~; in den Kreis k~~~ iibergeht. Auf diese Weise 
fahren wir fort; dabei sorgen wir noch dafiir, daB die Radien der 
Kreise k(i) gegen 0 konvergieren. Wir bekommen so eine topologische 
Abbildung der Flache F auf ein unbeschranktes ebenes Gebiet, dessen 
Rand von einer nirgends zusammenhiingenden (abgeschlossenen) be­
schrankten Punktmenge gebildet wird. Einer Fundamentalfolge von 
Riickkehrschnitten auf F entspricht dabei eine gegen einen Randpunkt 
konvergierende Folge von ineinander enthaltenen einfachen geschlossenen 
Kurven, so daB jedem Randstiick von Fein Randpunkt des Gebietes g, 
und zwei verschiedenen Randstiicken zwei verschiedene Randpunkte 
entsprechen. Ferner is.t diese eineindeutige Beziehung zwischen den 
Randstiicken von Fund den Randpunkten von g beiderseits stetig, in 
dem Sinne, daB einer gegen ein Randsliick konvergierenden Folge 
von Randstiicken eine gegen den entsprechenden Randpunkt konver­
gierende Folge von Randpunkten entspricht, und umgekehrt. - Die 
in III §§ 3, 4 dargestellten Ergebnisse iiber Gebiete kannen nunmehr 
auf schlichtartige Flachen iibertragen werden. Insbesondere folgt, 
daB die notwendige und hinreichende Bedingung fur die HomaD­
morphie von zwei sehlichtartigen Flachen in der Homaomorphie 
ihrer Randmengen (d. h. der Menge ihrer Randstiicke) besteht. -

Sei ferner F eine beliebige ollene Fliiche; nehmen wir ein be­
liebiges Dreieck von Fund samtliche anstoBende Dreiecke; wenn 
zwei von diesen Dreiecken einen Eckpunkt gemeinsam haben, aber 
unter den ausgewahlten Dreiecken keine linear geordnete Menge 
von zu demselben Eckpunkt geharigen benachbarten Dreiecken sie 
verbindet, nehmen wir eine Umgebung urn diesen Eckpunkt 
zu der bereits angenommenen Dreiecksmenge. So erhalten wir 
eine berandete Flache FlO), gebildet von einem Teile von F. Wenn 
es maglich ist, verbinden wir zwei Konturen von FiO) auf F - FlO) 
durch einen Weg w, nehmen auf seinen beiden Ufern zwei einander 
nieht treffende einfache Wege, die dieselben beiden Konturen von FlO) 
verbinden, und fugen die durch diese beiden letzteren Wege auf 
F - F iO) bestimmte (den Weg w enthaltende) berandete Flache zu 
FlO) hinzu. Die so erhaltene berandete Flache modifizieren wir auf 
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die gleiche Weise, bis wir schlieBlich zu einer berandeten Flache F(O) 

kommen, die die Eigenschaft hat, daB je zwei von ihren Konturen 
auf F durch F(O) voneinander getrennt (d. h. nicht auf F - F(O) mit­
einander verbindbar) sind. Die KQnturen von F(O) sind einander nicht 

treffende Polygone 'Jlil ), 'Jl~l), ••• , 'Jl~), deren jedes die Flache F zer­
legt. Nehmen wir nun diejenigen weiteren Dreiecke von F, die an 
'Jli(l) stoBen1 ) und modifizieren wir sie genau so wie die Flache F~O) 

so bekommen wir die berandeten Flachen Fil ), F~l>, ... , F~), von 
denen F/I ) langs der Kontur 'Jli(l) mit F(O) benachbart ist, sonst aber 

keine zwei von den Flachen F(O), Fil ), F~), ... , F~) einen gemeinsamen 
Punkt haben. Jede Kontur dieser neu entstehenden Flachen ist 
ein die Flache F zerlegendes Polygon. - Auf die gleiche Weise fort· 
fahrend erhaltcn wir eine Folge von berandeten Flachen, die die 
Flache F erschopfen. 

Nehmen wir in der Ebene n auBerhalb voneinander liegtnde 

Kreise kill, k~l>, .•. , k~) (deren Mittelpunkte auf der x-Achse liegen). 
Wenn die berandete Flache FCO) das Geschlecht p hat, nehmen 
wir in dem von diesen Kreisen berandeten unbeschrankten Bereich 2 p 
auBerhalb voneinander liegende Kreise heraus, die paarweise in bezug 
auf die x- Achse symmetrisch liegen, und identifizieren je zwei in bezug 
auf die x-Achse symmetrisch liegende Punkte dieser Kreise, bzw. wir 
nehmen nur p auBerhalb voneinander liegende Kreise heraus und 
identifizieren auf jedem von ihnen die diametral gegeniiberliegenden 
Punkte, je nachdem die Flache FCO) orientierbar bzw. nichtorientier­
bar ist. Auf die so entstehende Flache bilden wir die Flache FCO} 

topologisch ab, so daB die Kontur 'Jl/I ) in den Kreis kiCI) iibergeht. -
Sei Fi (1) eine der Flachen FCI), l die Anzahl ihrer Konturen und q 
ihr Geschlecht. 1m Innem von k/l ) nehmen wir l - 1 auBerhalb 
voneinander liegende Kreisscheiben heraus, deren Mitte1punkte auf der 
x-Achse liegen, und femer q Kreispaare bzw. q Kreise (je nachdem 

F~l) orientierbar bzw. nichtorientierbar ist) , innerhalb von k/ l ) und 
auBerhalb der neuerdings fortgelassenen l- 1 Kreisscheiben, fur welche 
wir wieder eine Identifizierung angeben. Auf die so entstehende 
Flache bilden wir F/l) topologisch ab, so daB die Abbildung auf 'Jl?) 

mit der bereits fiir FCO) erklarten Abbildung iibereinstimmt. Auf diese 
Weise fortfahrend bekommen wir eine topologische Abbildung von F 
auf ein ebenes Gebiet g, fUr dessen Randpunkte gewisse Identifizie­
rungen bestehen. 

Der Rand dieses Gebietes g besteht erstens aus einer linear en 
nirgends zusammenhangenden (abgeschlossenen) beschrankten Punkt· 

1) Aus diesen Dreiecken sollen die zu F(O) gehorigen Punkte fortgelassen 
werden. 
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menge, die der Randmenge (! von F entspricht, und die wir ebenfalls 
mit (! bezeichnen wollen, femer aus gewissen, mit umgekehrtem Um­
laufssinn identifizierten Kreispaaren ("1' "2)' und aus Kreisen 1, mit 
identifizierten diametral gegeniiberliegenden Punkten; diese Kreise (und 
Kreispaare) konnen sich nur bei der Menge (! haufen, d. h. ein Punkt, 
dessen Umgebung immer Punkte von unendlich vie1en so1chen Kreisen 
enthaIt, gehort notwendig zur Menge (!. 

Bezeichnen wir mit (!1' (!2' (!s die Menge der Randstiicke erster, 
zweiter, dritter Art von F, die wir Randmengen erster, zweiter, dritter 
Art nennen. Der Randmenge erster Art von F entspricht die Menge (!1 

derjenigen Punkte von (!, die eine von den Kreispaaren ("1' "2) und 
von den Kreisen 1 freie Umgebung haben. Der Randmenge zweiter 
Art von F entspricht die Menge (!2 derjenigen Punkte von (!, deren 
Umgebungen samtlich identifizierte Kreispaare enthalten, aber urn we1che 
je eine von den Kreisen 1 mit identifizierten diametral gegeniiber­
liegenden Punkten freie Umgebung existiert. Der Randmenge dritter 
Art von F entspricht die Menge (!3 derjenigen Punkte von (!, deren 
Umgebung Kreise 1 mit identifizierten gegeniiberliegenden Punkten 
enthiilt. !?3 ist abgeschlossen; falls (!3 keinen Punkt besitzt, so ist (!'.!' 

und falls (!s und (!2 keinen Punkt besitzen, so ist (!1 abgeschlossen. 
Setzen wir zuerst voraus, daB F keine Randstiicke zweiter oder 

dritter Art besitzt; in diesem Fall ist also fiir das Gebiet g: (!'J =!?3 = 0 
und (!1 = (!. Es gibt dann nur endlich viele Kreise bzw. Kreispaare 
bei der ebenen Darstellung von F, so daB wir ein Polygon 1l an­
geben konnen, das ganz in g verliiuft, (! in seinem Innem, die identi­
fizierten Kreise und Kreispaare im AuBem hat. Das AuBere von 1l 

konnen wir dann auch derart darstellen, daB es auBer 1l noch von 2 p 
paarweise mit entgegengesetztem Umlaufssinn identifizierten Kreisen 
bzw. von p Kreisen mit identifizierten diametral gegeniiberliegenden 
Punk ten berandet wird, je nachdem die Fliiche F orientierbar bzw. 
nichtorientierbar ist. - Der innerhalb von 1l liegende Teil von g 
stellt eine schlichtartige Fliiche dar. Aus dem Hauptsatz der Fliichen­
topologie fur Polyederflachen und aus dem bereits erbrachten ana­
logen Satz fiir schlichtartige offene Fliichen, folgt nun, daB in dem 
eben betrachteten Fal~ wo also F nur Randstiicke erster Art besitzt, 
die notwendige und hinreichende Bedingung fur die Homoomorphie 
von zwei solchen Flachen auBer der Homoomorphie der Randmengen 
noch in der Ubereinstimmung der Orientierbarkeit bzw. Nichtorientier· 
barkeit, und femer in der Ubereinstimmung des Geschlechtes p be­
steht, das die Maximalzahl der auf F zusammen nieht zerlegenden ein­
ander fremden Riickkehrschnitten angibt. 1st F niehtorientierbar, so 
laBt sich auf Fein einziger Riickkehrschnitt angeben, so daB die 
liings desselben aufgeschnittene Fliiche orientierbar ist; wir sagen, die 
Nichtorientierbarkeit von Fist hebbar. 
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Betrachten wir nun den Fall, wO e'.l =l= 0 und es = 0 ist. In dies em 
Fall gibt es bei der ebenen Darstellung von F nur eine endliche An­
zahl von Kreisen A. mit identifizierten diametral gegenuberliegenden 
Punkten; wir konnen ein die Randmenge e in seinem Innern ent· 
haltendes Polygon 11. in g angeben, welches in seinem Innern keine 
so1chen Kreise A. enthalt. Den auBerhalb von 11. Iiegenden Teil von g 

konnen wir dann wieder derart darsteIlen, daB er entweder keinen 
oder einen, oder zwei Randkreise A. mit identifizierten diametral gegen­
uberliegenden Punkten besitzt 1), und sonst von mit entgegengesetztem 
Umlaufssinn identifizierten Kreispaaren berandet ist. Innerhalb von 11. 

haufen sich die Kreispaare gegen die Punkte von e2 • - Sei nun 
F' eine mit F homoomorphe FJache, so konnen wir offenbar F' durch 
das gleiche Gebiet g darstellen, so daB insbesondere ihre Randmengen 
(!1 + e2 und e/ + (}2' eineindeutig und stetig einander entsprechen, und 
zwar so, daB (}1 der Menge e/,· und e'.l der Menge (}2' entspricht. -
Seien andererseits Fund F' zwei Flachen ohne Randmengen dritter 
Art, fur we1che die folgenden Bedingungen erfiiIIt sind: 

a) e1 + (}'.l und (}/ + (}'.l' sind homoomorph, in dem Sinne, daB 
es eine topologische Abbildung von (>1 + (}2 auf (>t' + (>2' gibt, die e1 

in (>1', und (>2 in (}2' iiberfiihrt. 

b) Entweder sind beide Flachen orientierbar, oder beide nicht­
orientierbar (im letzteren Fall ist aIlerdings die Nichtorientierbarkeit 
hebbar). Falls die Flachen nichtorientierbar sind, sei 11. bzw. 11.' ein 
Ruckkehrschnitt auf F bzw. F', des sen Anwendung F bzw. F' zu einer 
orientierbaren Flache verwandeIt; dann sind entweder beide Ruck­
kehrschnitte 11. und 11.' einufrig, oder beide zweiufrig. 

Unter diesen Bedingungen sind Fund F' homoomorph. 
Wir stellen die Flachen Fund F' in der Ebene durch ein Ge­

biet g bzw. g' dar, so daB i (und ebenso g') von einer auf der x-Achse 
liegenden nirgends zusammenhangenden beschrankten (abgeschlossenen) 
Punktmenge e1 + (}'.l ferner von Kreisen (Xl' X 2), die paarweise zur 
x-Achse symmetrisch liegen, und deren durch diese Symmetrie ein­
ander entsprechende Punkte miteinander identifiziert werden, berandet 
wird; dazu treten noch, wenn die Flache F nichtorientierbar ist, ein 
oder zwei Kreise A. mit identifizierten diametral gegenuberliegenden 
Punkten. Bezeichnen wir mit ft" bzw. ft".) die isolierte Menge der 
Mittelpunkte dieser Kreispaare; die Ableitung von ft'" bzw. ft,,· ist mit 

1) je nachdem die durch :;c auf F bestimmte berandete Fliiche orientierbar, 
bzw. nichtorientierbar und von ungeradem Geschlecht, bzw. nichtorientierbar 
und von geradem Geschlecht ist (auf einer nichtorientierbaren PolyederfHiche 
ist ein Riickkehrschnitt, der die Fliiche in eine orientierbare Flache verwan· 
delt, ein- oder zweiufrig, je nachdem das Geschlecht der Fliiche ungerade, bzw. 
g·erade is!, s. IV § 3). 
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e2 bzw. e2' identisch. Wenn IX eine topologische Abbildung von 
el + e2 auf el' + e2' bedeutet, die e2 und e2' einander entsprechen 
liiBt, liiBt sich diese Abbildung auf die Menge fl" + el + e2 topo· 
logisch erweitern 1), so daB sie in ,a,,'+ el ' + e2' iibergeht und dabei 
zwei in bezug auf die x·Achse spiegelbildlich liegende Punkte von 
fl" wieder in zwei so1che Punkte von ,a,,' iibergehen; ferner ordnen 
wir den Mittelpunkten der mit sich selbst identifizierten Kreise .I/. von 
g die Mittelpunkte der entsprechenden Kreise von g' zu. Diese Ab· 
bildung laBt sich zu einer topologischen Abbildung der Ebene auf 
sich erweitern (nach III § 4). Die Abbildung konnen wir noch in 
den Umgebungen der Punkte von fl" so modifizieren, daB jeder Kreis" 
auf einen Kreis ,,', und zwei zur x-Achse spiegelbildlich gelegene Punkte 
von "1 und "2 in zwei ebensolche Punkte von "1' und "2' iibergehen; 
auf den Kreisen mit identifizierten gegeniiberliegenden Punkten soU 
die Abbildung so bestimmt werden, daB je zwei diametral gegeniiber­
liegende Punkte in zwei ebensolche Punkte des Bildkreises iibergehen. 
Dadurch ist dann auch zwischen Fund F' eine topologische Be­
ziehung hergestellt. 

Fiir den Fall, daB die Randmenge dritter Art es nicht verschwin­
det, lillt sich ebenso zeigen, daB aus der Homoomorphie der Rand­
mengen von Fund F', in dem Sinne, daB bei einer topologischen 
Abbildung von el + e'J + ea auf e/ + e2' + ea' die Randmengen erster, 
zweiter und dritter Art der Reihe nach einander entsprechen, die 
Homoomorphie von Fund F' folgt. - In diesem Fall stellen wir 
wieder Fund F' durch ebene Gebiete g und g' dar und betrachten die 
Mittelpunkte der Kreispaare; sie bilden eine isolierte Menge fl,,' deren 
Ableitung mit der aus den Limespunkten von e2 bestehenden Menge 
!?2 (= e2 + die Menge der nicht zu e2 gehorigen Grenzpunkte von (2) 
identisch ist; die Ableitung der Menge fl). der Mittelpunkte der Kreise 1, 
deren di,ametral gegeniiberliegende Punkte· identifiziert werden, ist mit 
es identisch. Die Beziehung zwischen el + e2 + ea und el' + e2' + es' 
erweitern wir zuerst fiir,a" und ,a)., so daB dieselben in ,a,,' bzw. 
in ,a),' iibergehen (und zwar jedes Paar von ,a" in ein Paar von fl,,') , 
und dann erweitern wir diese Beziehung flir die ganze Ebene, so 
daB eine topologische Abbildung von g auf g' entsteht, die zwei 
identifizierte Randpunkte des einen Gebietes zwei ebensolchen Rand­
punkten des anderen Gebietes entsprechen liiBt. Dadurch ist auch 
zwischen Fund F' eine topologische Beziehung vermittelt. Die obigen 
Betrachtungen zusammenfassend, konnen wir den H auptsatz der Fliichen­
topologie tur ottene Fliichen folgendermaBen formulieren: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung tur die H omoomorphie 
von zwei ottenen Fliichen besteht im allgemeinen Fall in der Homao-

1) S. S. 55. 
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morphie ihrer Randmengen, in dem Sinne, daf3 eine topologische Be­
ziehung zwischen den Randmengen besteht, die die Randmengen erster, 
zweiter, dritter Art der beiden Fliichen der Reihe nach einander ent­
spree hen liif3t. - Wenn die Randmenge dritter Art versehwindet, so 
mussen auf3erdem beide Fliichen orientierbar, oder beide nichtorientierbar 
sein,' im letzteren Falle muf3 dann ein Ruckkehrschnitt, der die Fliiche 
in eine orientierbare Fliiche verwandelt, aut beiden Fliichen ein oder 
aut beiden zwei Uter haben. - Wenn die Randmengen zweiter und 
dritter Art verschwinden, so mussen erstens die Randmengen der beiden 
Fliichen homoomorph sein, terner mussen beide Fliichen orientierbar, 
oder beide nichtorientierbar sein und gleiches Geschlecht haben. 

Auf Grund dieses Satzes folgt aus 
den in J § 7 dargestellten Satzen, daB 
die Menge der topologisch verschie­
denen Flachen die Machtigkeit des 
Kontinuums hat. 

Einige Beispiele mogen die obigen 
Begriffsbildungen erlau tern. 

1. Die unendliche Ebene bildet 
eine schlichtartige Flache mit einem 
einzigen Randstiick erster Art. 

2. LaBt man aus der Kugelfiache 
eine nirgends zusammenhangende, ab­
geschlossene Punktmenge fort, so 
bleibt eine schlichtartige, offene Flache 
iibrig. 

3. Legt man auf eine Kugelfiache 
einen Henkel, auf dies en wieder einen 
Henkel (s. Fig. 34). usw. in inf., so 
entsteht eine orientierbare Flache mit 
einem einzigen Rands~iick zweiter Art. Fig. 34. 

- Ferner!) nehme man die Geraden x = ± n, - 00 < y < + 00, und 
y = ± n, - 00 < x < + 00, (n = 0, 1, 2, .•. ); und im Raum Zylin­
derfiachen mit dem Radius ~, deren Achsen diese Geraden sind, 
und lasse diejenigen Puukte einer jeden Zylinderfiache fort, die im 
Innem einer anderen solchen Flache liegen (5. Fig. 35), die so ent­
stehende Flache ist ebenfalls orienlierbar und besitzt ein einziges Rand­
stiick, und zwar ein solches zweiter Art 2); sie ist also der obigen 
Flache (mit unendlich vielen aufgesetzten Heukeln) homoomorph. 

1) Dieses Beispiel wie auch die unten stehende Bemerkung (5.) von Koebe 
entnehme ich aus der Diskussion zu meinem Leipziger Vortrag (s. Literatur­
verzeichnis). 

2) Eine Fundamentalfolge von RUckkehrschnitten kann folgendermafien 
konstruiert werden: man nehme auf der Flache F die beiden Quadrate, deren 
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4. Man nehme zwei parallele Geraden x = 0 und x = 1 und die 
Strecken y = ± n (n = 0, 1,2, ... ) 0 <x < 1; man nehme urn jede 
Strecke eine Zylinderftiiche mit dem Radius h deren Achse diese 
Strecke ist (s. Fig. 36); so entsteht eine orientierbare Fliiche, die zwei 
Randstlicke, und zwar von der zweiten Art, besitzt. 

5. Aus unserer Darstellung der Fliichen durch ebene Gebiete mit 
identifizierten Konturen liiBt sich die folgende, von Koebe bemerkte, 
konstruktive Herstellung der Fliichen ablesen. Man nehme die folgen-
den flinf Typen von berandeten Fliichen: schlicht- 1 
artige Fliiche mit einer, mit zwei, mit drei Kon- . !\:I 
turen, orientierbare Fliiche mit zwei Konturen :::: r 
und vom Geschlecht eins, nichtorientierbare '::1 

Fliiche mit einer Kontur und vom Geschlecht 

Fig. 35. Fig. 36. 

Projektion in der (x,,) -Ebene das Quadrat mit den Eckpunkten (- n , - n), 
(-n, +n), (+n, +n), (+n, -n) istj die von diesen Polygonen bestimmte be­
randete Fliiche auf F, deren Projektion im Innern des genannten Quadrates 
liegt, sei P<:)j wir verbinden die Uber (bzw. unter) dem Punkt (x,,,) = (t, n) 
liegenden beiden Randpunkte von F~) durch einen Halbkreis, dessen Projek­
tion in der (x, ,,)-Ebene die Strecke x = -}, ,,= n+ I} (0 ~ I} ~ -1-) istj ebenso nehmen 
wir einen zweiten solchen Halbkreis, wobei wir statt X = t, nun etwa x = t + ! 
zugrunde legen. Andererseits lassen wir die Uber der Strecke ,,= n, t ~ x ~ t + t 
Jiegenden Streckender beiden Randpolygone von F~) fort, und ersetzen sie durch 
die beiden Halbkreise, die wir eben angebracht haben. Das so entstehende 
Polygon :n:n berandet eine Fliiche F(n), die aus F\:') durch HinzufUgung des Uber 
dem Rechteck n ~" ~ n + ~, t ~ x ~ t + t liegenden Teiles von F entsteht. -
Diese Polygone :n:n (n = 1, 2, 3, ... ) bilden eine Fundamentalfolge. 
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eins (s. Fig. 37). Nun nehme man eine von diesen berandeten Flachen, 
an jede Kontur setze man eine andere solche Flache an, an jede 
Kontur der so entstehenden berandeten Flache wieder je eine neue 
Flache usw., so daB dabei immer an zwei verschiedenen Konturen 
zwei verschiedene Flachen angesetzt werden. Auf diese Weise lassen 
sich aIle moglichen (geschlossenen und offenen) Flachen herstellen. 

Fig. 37. 

§ 2. Uberlagerungsflachen. 
In diesem Paragraphen werden wir die unverzweigten offenen 

Uberlagerungsflachen behandeln; dabei wird die von Weyl herrlihrende 
Betrachtung derselben zu grunde gelegt. 

Seien Fund F zwei Flachen 1); jedem Punkt P von F solI ein 
und nur ein Punkt P von F zugeordnet werden, der als Spurpunkt 
von P und P als ein liber P liegender Punkt bezeichnet wi rd. . Diese 
Zuordnung soU folgende Eigenschaften haben: 

1. Zu jedem Punkt P von Fund zu jeder Umgebung U des 
Spurpunktes P auf F gibt es eine Umgebung fJ von P auf F, so 
daB der Spurpunkt irgendeines in fJ liegenden Punktes Q in U liegt 
und zwei verschiedene Punkte von U immer zwei verschiedene Spur­
punkte haben. 

2. Wenn 'Y : pel) (0 < 1 < 1) eine beliebige stetige Kurve auf F 
und Po = 15(0) ein beliebiger, liber dem Anfangspunkt Po = P(O) 
von 'Y liegender Punkt von Fist, so gibt es eine von Po ausgehende 
stetige Kurve r: pel) (0 < 1 ~ 1) auf F-, so daB bei jedem Wert 
von 1 der Punkt P (l) liber dem Punkt P (l) liegt. 

1) In eigentlichem Sinne, d. h. geschlossene oder offene Flachen. 
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In diesem Fall bezeichnen wir F als eine unverzweigte Ober­
lagerungsfliiche von F; F heiBt Grundfliiche. Es ist klar, daB diese 
Erkliirung in dem Fall, wo liber jedem Punkt von F nur endlichviele 
Punkte von F liegen, mit der im vorigen Abschnitt (IV, § 5) gegebenen, 
mehr kombinatorischen Erkliirung libereinstimmt. -

Wir werden zunachst zeigen, daB liber der Kugelfliiche und ebenso 
liber der Elementarfliiche (= schlichtartige Fliiche mit einem Rand­
stlick, homoomorph mit dem Kreisinnern) jede unverzweigte Uber. 
lagerungsfliiche einbliittrig und also der Grundflache homoomorph 
ist. - Es genligt, diese Behauptung fur die Elementarfliiche zu be­
weisen; aus der Kugelfliiche lassen wir niimlich einen Punkt fort, so 
entsteht eine Elementarfliiche, aus der Uberlagerungsfliiche lassen wir 
die liber dem fortgelassenen Punkt liegenden Punkte fort, so entsteht 
eine unverzweigte Uberlagerungsfliiche liber der Elementarfliiche. Eine 
Elementarfliiche k6nnen wir ferner auf das Innere eines Kreises topo­
logisch abbilden. Es ist also zu zeigen, daB jede unverzweigte Uber­
lagerungsfliiche liber dem Kreisinnem einbliittrig ist. 

Gesetzt dies wiire nicht der Fall; sei also rein einfacher Bogen 
auf ~ der zwei liber demselben Punkt Po von F liegende Punkte Po 
und Po verbindet; wir k6nnen gleich voraussetzen, daB r kein anderes 

Punktpaar mit demselben Spurpunkt besitzt. 
p.rJ ____ R..;.2:.-. __ ....... Ps Sei r die Spur von r; r ist eine einfache ge-

schlossene Kurve im Kreisinnern; wir setzen 
voraus, daB r eine Quadratlinie ist, die Kreis­
scheibe liiBt sich niimlich topologisch auf sich 
selbst derart abbilden, daB r in eine Quadrat­
linie qo libergeht. - Wir zerlegen das Quadrat 
qo durch eine Mittellinie in zwei Rechtecke 
(s. Fig. 38). Einem Umlauf urn das Rechteck 

Fig. 38. 

~ (Po PI P'J P s) (in der angegebenen Richtung) 
entspricht auf F eine von Po ausgehende stetige 
Kurve, deren Punkte der Reihe nach liber den 

betreffenden Punkten des beschriebenen Rechteckes liegen; sei Po' 
der ebenfalls liber Po liegende Endpunkt dieser Kurve. Einem Um­
lauf urn das Rechteck (PI p .. P~ P2 ) entspricht eine Kurve auf if, die 
von dem liber PI liegenden Punkt PI von r ausgeht, bis zum Punkt P 'J 
mit dem betreffenden Bogen von y zusammenfiillt und nach vollendetem 
Umlauf in einen tiber PI liegenden Punkt Pt' eintrifft. Es ist nun 
unmoglich, daB sowohl der Punkt Po mit Po', wie auch der Punkt PI 
mit PI' zusammenfiillt, d. h. daB diese beiden genannten Kurven auf F 
geschlossen sind. 1st etwa Po mit Po' identisch, so entspricht dem 
Punkt P 2 ein bestimmter liber ihm liegender Punkt P2 von if, in 
we1chem die von Po ausgehenden und liber der Linie Po PI P'J bzw. 
Po P 3 P 2 liegenden Kurven auf F eintreffen. 1st femer PI = P/, so 
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ist der Endpunkt der von PI ausgehenden, iiber der Linie PI P 4 Pfi P'j 
und der Endpunkt der von PI ausgehenden, iiber der Strecke PI P2 

liegenden Kurve derselbe. Folglich ware der Endpunkt der von Po aus­
gehenden, iiber der geschlossenen Linie ( Po PI P 4 p.~ P 2 Pa Po) liegenden 
Kurve mit dem Anfangspunkt identisch, gegen unsere Voraussetzung. 
Uber einem der beiden Rechtecke liegt also eine von einem Punkt 
von r ausgehende nicht geschlossene Kurve rl • Dieses Rechteck ql 
zerlegen wir durch eine Mittellinie in zwei Quadrate und nehmen eines 
von ihnen, q2' iiber welchem eine von einem Punkt von 7'1 ausgehende 
ungeschlossene Kurve 7'2 verIauft, und fahren auf diese Weise fort. 
Die so erhaltene Folge ineinander enthaltener Rechtecke konvergiert 
gegen einen Punkt P des Kreisinnern. - Nehmen wir jetzt einen 
Streckenzug s aus einer Folge von Wegen bestehend, von denen 
der erste auf dem Rechteck qo den Punkt Po mit einem Eckpunkt 
von ql verbindet, der zweite dies en Eckpunkt von ql auf ql mit einem 
Eckpunkt von q'J verbindet usw. Es gibt laut un serer Bedingungen 
eine stetige Kurve s auf F, die iiber s liegt und deren Anfangs­
punkt Po ist. Sei P der Endpunkt von s iiber P; urn diesen Punkt P 
gibt es eine Umgebung [J, in welcher je zwei verschiedene Punkte 
zwei verschiedene Spurpunkte haben. Andererseits gibt es in be­
liebiger Nahe von P ein Rechteck q"" iiber welchem eine von einem 
Punkt von s ausgehende ungeschlossene Kurve liegt. Aus diesem 
Widerspruch ergibt sich die Unmoglichkeit unserer Annahme, namlich, 
daB es eine mehrblattrige unverzweigte Uberlagerungsflache iiber einer 
Elementarflache gibt. 

Das hiermit erhaltene Resultat laBt sich auch in der folgenden 
Form aussprechen: 

Monodromiesatz. Sei f(P) eine auf einer Elementarflache (oder 
Kugelflache) erkliirte Funktion mit der folgenden Eigenschaft: zu iedem 
Punkt P der Flache F gibt es eine solche Umgebung U von P, dafJ 
der in irgendeinem Punkt Q von U beliebig angenommene Wert f(Q) 
sich liings einer willkurlichen, in U verlaufenden, von Q ausgehenden 
und dahin zuruckkehrenden, einfachen geschlossenen K urve stetig fort­
setzen lapt und die Fortsetzung fur den Punkt Q denselben Funktions­
wert wiedergibt. Dann fithrt die stetige F ortsetzung eines beliebigen 
Funktionswertes zu einer auf der ganzen Flache F eindeutigen und 
stetigen Funktion. 

Sonst gabe es eine mehrblattrige unverzweigte Oberlagerungs­
flache If iiber F, die auf die folgende Weise definiert wird : 
jeder von einem festen Punkt 0 von F ausgehenden Kurve '}', deren 
Endpunkt in einem Punkt P von F liegt, ordnet man einen iiber P 
liegenden Punkt von F zu; zwei solche iiber demselben Punkt P von 

F liegende Punkte P und P von F, die den Kurven Yl und '}'2 ent-
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sprechen, sind dann und nur dann identisch, wenn die stetige Fort­
setzung des in 0 unter den Werten von f(O) beliebig aber fest ge­
wahlten Funktionswertes fo (0) langs der Kurven Yl und Y2 im Punkt P 
denselben Wert ergibt. -

Umgekehrt laBt sich leicht iiber einer Flache, die weder der 
Kugel noch dem Kreisinnern homoomorph ist, eine unverzweigte zwei­
(oder mehr-) blattrige Uberlagerungsflache angeben. Auf einer so1chen 
Flache gibt es namlich entweder einen Riickkehrschnitt, der die Flache 
nicht zerlegt, oder, wenn die Flache schlichtartig ist, einen nicht zer­
legenden (uneigentlichen) Querschnitt (der aus unendlich vielen, in den 
beiden Richtungen gegen zwei Randstlicke konvergierenden Kanten 
besteht). Wir schneiden die Flache langs des Riickkehrschnittes bzw. 
Querschnittes auf, nehmen zwei Exemplare der so aufgeschnittenen 
Flache und vereinigen sie zu einer einzigen Flache auf die Weise, 
daB wir das Dreieck 6 1 , wenn es auf F, nicht aber auf der auf­
geschnittenen Flache mit dem Dreieck 6 2 langs einer Kante k zu­
sammenhangt, langs der Kante k mit demjenigen Dreieck des anderen 
Exemplars vereinigen, das dem Dreieck 6\1 kongruent ist. Auf diese 
Weise entsteht eine zweiblattrige unverzweigte UberJagerungsflache F 
tiber F. 

Unter den Uberlagerungsflachen kommt eine grundlegende Be­
deutung der sogenannten universellen Oberlagerungsfliiche zu. Sie wird 
auf die folgende Weise erklart: sei 0 ein. beliebiger, aber fes t ge­
wahiter Punkt von F; jeder stetigen Kurve Y auf F, deren Anfangs­
punkt in 0 und deren Endpunkt in einem Punkt P von F liegt, ord-

nen wir einen iiber P liegenden Punkt P von F zu; zwei so1che 

Kurven Yl und Y2 definieren dann und nur dann denselben Punkt P 
von F, wenn auf F die stetige Kurve Y1 Y2 -1 ~ 0, d. h_ durch 
eine stetige Deformation auf F auf einen Punkt von F zusammen-

ziehbar ist. Eine Umgebung des Punktes P auf ft, der durch eine 
von 0 ausgehende und in P endigende Kurve Y definiert ist, wird 
folgendermaBen erklart: wir nehmen eine Umgebung U von P auf F 
und betrachten samtliche in dieser Umgehung verlaufende, von P 
ausgehende Kutven y'; die durch die Kurven yy' definierten Punkte 
von F bilden eine Umgebung von P auf F_ - Da jede Kurve auf 
einer beliebigen unverzweigten Uberlagerungsflache F von F, die tiber 
einer der Null homotopen Kurve der Grundflache F verlauft, auch 
seIber geschlossen und auf einen Punkt von F zusammenziehbar ist, 
so konnen wir die charakteristische Eigenschaft der universellen Uber­
lagerungsflache auch so aussprechen: eine stetige Kurve r auf F, 
deren Spur y auf F eine geschlossene stetige Kurve ist, ist dann und 
nur dann geschlossen, wenn auf jeder unverzweigten Uberlagerungs­
flache F von F jede tiber y liegende Kurve geschlossen ist. Diese 
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begriffliche Definition werden wir spater durch die Konstruktion der 
universellen Uberlagerungsflache erlautern. 

Aus der Definition folgt, daB die universelle Uberlagerungsflache 
keine mehrblattrige unverzweigte Uberiagerungsflache haben kann; 
eine so1che ware namlich auch tiber der Grundflache F eine unver· 
zweigte Uberlagerungsflache und es gabe auf ihr eine ungeschiossene 
Kurve, deren Spur auf F eine geschlossene stetige Kurve ist. Nach 
dem Obigen ist also die universelle Uberlagerungsflache einfach zu· 
sammenhangend, d. h. entweder der Kugel oder dem Kreisinnern homoo­
morpho - Ersteres ist dann und nur dann der Fall, wenn die Grund­
flache F die Kugelflache oder die projektive Ebene ist; dement­
sprechend ist F ein- bzw. zweiblattrig. Sonst ist die universelle Ober­
Iagerungsflache unendlichvieiblattrig (es sei denn, daB die Grundflache 
eine Elemtarflache ist) und dem Kreisinnern homoomorph. - Urn· 
gekehrt ist die universelle UberJagerungsflache durch die Eigenschaft 
des einfachen Zusammenhal'lgs unter allen unverzweigten Uberiage­
rungsflachen ausgezeichnet. 

Die universelle Uberlagerungsflache ft besitzt eine Gruppe von 

Decktransformationen auf sich, bei denen jeder Punkt von F in einen 

tiber demselben Punkt von F liegenden Punkt von ft tibergeht. Ftir 
den Fall, daB F Kugelflache oder Elementarflache ist, besteht diese 
Gruppe aus der Identitat; wenn F die projektive Ebene ist, enthalt diese 
Gruppe auBer der Identitat noch eine involutorische Transformation (d. h. 
eine so1che, deren Quadrat die Identitat ist). In anderen Fallen besteht 
die Gruppe aus unendlich vielen Transformationen, von denen, abgesehen 
von der Identitat, keine einen Fixpunkt besitzt, d. h. von denen jede jeden 
Punkt von F in einen· von ihm verschiedenen Punkt von ft tiberftihrt. 

Sei t eine beliebige Decktransformation von ft, bei welcher der 
Punkt P in den Punkt P' tibergeht, und sei P der gemeinsame Spur­
punkt von P und P' auf F. Wir nehmen eine gerichtete stetige 
Kurve ;;1 auf ft, deren Anfangspunkt in P und Endpunkt in P' Iiegt; 
die Spur dieser Kurve ist .eine geschlossene stetige Kurve rl auf F. 
Wie auch eine andere stetige Kurve Y2 auf ft gewahlt wird, die 
einen Punkt Q mit seinem bei t entstehenden Bildpunkt Q' verbindet, 
immer ist ihre Spurkurve r'J auf F mit rl homotop in dem Sinne, 
daB die gerichtete Kurve rl sich durch eine stetige Deformation auf F 
in die gerichtete Kurve r'J tiberftihren laBt. Verbinden wir namlich den 
Anfangspunkt von rl mit dem Anfangspunkt von r2 durch eine solche 
stetige Kurve l, tiber welcher eine die Punkte P und Q verbindende stetige 
Kurve i Iiegt, so ist das Bild r von I bei t eine die BiIdpunkte P' 
und Q' verbindende stetige Kurve. Die Kurve Yl r ;;2- 1 i-I ist eine 
geschlossene stetige Kurve auf ft, ihre SpurkuTve muB also auf F 

v. Kerekjart6, Topologie. 12 
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homotop 0 sein, folglich ist 1'1 ~ 1'2' - Jeder Decktransformation 
von F entspricht so mit eine gerichtete Homotopie (d. h. eine bis 
auf Homotopie bestimmte gerichtete geschlossene stetige Kurve). 
Sei andererseits I' eine gerichtete geschlossene stetige Kurve auf F, 
die vom Anfangspunkt P nach P zurlickfuhrt. Sei P ein festgewahlter 
liber P liegender Punkt von Fund ji die stetige Kurve auf P, die 
liber I' liegt und deren Anfangspunkt in P ist; ordnen wir dem 
Punkt Pals Bild den Endpunkt P' dieser Kurve zu, so ist zunachst 
die Decktransformation t flir diesen liber P liegenden Punkt erklart. 
Sei dann Q ein beliebiger anderer Punkt von Fund f eine stetige Kurve 
auf F, die Q mit P verbindet. Sei femer l die Spur von fund P 
diejenige liber l liegende Kurve auf F, deren Endpunkt in P' liegt; 
den Anfangspunkt ij' dieser Kurve l' ordnen wir als Bildpunkt dem 
Punkt Q zu. Auf diese Weise wird eine topologische Abbildung von 
F auf sich selbst erklart, die eine Decktransformation von P darstellt, 
und die auBer der gegebenen Kurve nur noch von der Wahl des 

Punktes P von F abhangt. 

Betrachten wir die zu einem Punkt P von F gehorigen gerichteten 
Homotopien auf F; zwei gerichtete geschlossene stetige Kurven, deren 
Anfangs- und Endpunkte in P liegen, definieren dann und nur dann 
dieselbe zu P gehorige gerichtete Homotopie, wenn sie durch eine 
den Anfangs- und Endpunkt fest halt en de stetige Deformation auf F 
ineinander libergeflihrt werden konnen. Als Zusammensetzung 1'11'2 
von zwei gerichteten geschlossenen stetigen Kurven 1'1 und 1'2' mit 
dem gemeinsamen Anfangs- und Endpunkt P erklaren wir diejenige 
gerichtete geschlossene stetige Kurve, die entsteht, indem man zuerst 
die Kurve 1'1 und dann die Kurve 1'2 im angegebenen Sinne umlauft. 
Auf diese \Veise ist die Komposition der zu P gehorigen Homotopien 
erklart. - Zwischen den Decktransformationen von Fund den zu 
einem Punkt P von F gehorigen gerichteten Homotopien von F besteht 
eine holoedrische Isomorphie; hat man zu einer so1chen Homotopie 
eine zugehorige Decktransformation festgelegt, so entspricht jeder sol­
chen Homotopie a eine bestimmte Decktransformation ta von Fund 
umgekehrt, und der Homotopie a b entspricht das Produkt ta tb der 
entsprechenden Decktransformationen. 

Wir konnen die zu einem Punkt P gehorigen gerichteten Homo· 
topien von F als Elemente einer abstrakten Gruppe auffassen, die 
nach Poincare als Fundamentalgruppe von F bezeichnet wird. Sie ist 
offen bar unabhiingig von dem speziell gewahlten Punkt P, und stellt 
mithin eine topologische Invariante der Flache F dar. 

Sei g eine invariante Untergruppe der Fundamentalgruppe G; 
ihr entspricht eine ebenfalls invariante Untergruppe der Gruppe der 
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Decktransformationen. Indem wir die Gesamtheit der bei dieser 
Vntergruppe aquivalenten, d. h. ineinander iibergefiihrten Punkte von F 
als einen einzigen Punkt eines zu definierenden Gebildes betrachten, 
bekommen wir eine andere FHi.che, die ebenfalls eine unverzweigte Uber· 
lagerungsflache von F darstellt; diese Uberlagerungsflache ist ebenso 
wie die universelle Uberlagerungsflache regular in dem Sinne, daB 
niemals iiber einer geschlossenen stetigen Kurve auf F sowohl eine 
geschlossene wie auch eine ungeschlossene Kurve auf der Uberlage. 
rungsflache liegen kann. Vmgekehrt entspricht auch jeder unver­
zweigten regularen Uberlagerungsflache von F eine invariante Vnter­
gruppe der Fundamentalgruppe. 

Die obigen Begriffsbildungen werden wir jetzt an einigen Bei­
spielen erlautern. Sei F eine geschlossene orientierbare Flache vom 
Geschlecht p (> 0). Die universelle Uberlagerungsflache F von F 
konstruieren wir folgendermaBen. Wir schneiden die Flache F langs 
eines kanonischen RiickkehrschnittsY3tems (aI' a2 , ••• , ap ' bl , b2 , ••• , bp ) 

auf; diese. Riickkehrschnitte sollen samtlich durch einen Punkt 0 der 
Flache F gehen und auBerdem keinen gemeinsamen Punkt haben; 
bei einem positiven Vmlauf urn 0 sei (aI' bl , aI' bl , a2 , b2 , a" b2 , ••• , 

ap ' bp ' ap ' bp) die zyklische Reihenfolge dieser Linien. Von der auf· 
geschnittenen Flache F' nehmen wir unendlich viele Exemplare und 
ordnen jeder zu 0 geharigen Homotopie 'Y ein Exemplar F~ zu; dann ver­
einigen wir das Vfer at von F~ mit dem Vfer ai von F;b" so daB dabei 
die in bezug auI F kongruenten Punkte der beiden Exemplare identifiziert 
werden und ebenso das Vfer bt von F~ mit dem VIer bi" von F;a .. 

• - 1st etwa p = 1, also F eine Torusflache, so kannen wir die 
langs der Riickkehrschnitte a, b (von denen a ein Meridiankreis, b 
ein Parallelkreis sein mage) aufgeschnittene Flache als Quadrat in 
der Ebene darstellen. Wegen der Homotopie aba-Ib-l~O, also 
ab ~ ba laBt sich jede Homotopie 'Y in der Form am b" schreiben. 
Ordnen wir 'Y ~ a"'b" das Quadrat der (x, y)-Ebene mit den Eck­
punkten (m,n), (m + 1, n), (m + 1, n + 1), (m, n + 1) als Exemplar 
F~ zu; die vorgeschriebenen Identifizierungen der Konturen sind dann 
von selbst gegeben· Die universelle Uberlagerungsflache der Torus­
flache erscheint so als die unendliche Ebene; je zwei kongruente 
Punkte der Ebene, d. h. solche Punkte, deren Abszissen und Ordi­
naten urn ganze Zahlen verschieden sind, liegen iiber demselben 
Punkt der Torusflache. 

Sei F eine orientierbare geschlossene Flache vom Geschlecht 
p (> 1). Ihre universelle Uberlagerungsflache F bilden wir topo­
logisch auf das Innere des Einheitskreises abo Wir nehmen ein 
kanonisches Schnittsystem auf Fund iibertragen diese Zerschnei· 
dung auf die Flache F; so entsteht eine Zerlegung von F in un· 

12* 
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endlich viele berandete Flachen, deren jede der aufgeschnittenen 
Grundfiache homoomorph ist. Durch die AbbiIdung von f; auf das 
Kreisinnere entspricht jeder solchen berandeten Teilfiache von Fein 
von einer einfachen geschlossenen Kurve berandeter Bereich im Kreis­

. innem, deren Rand aus 4 p Bogen zusammengesetzt ist, entsprechend 
den bei dem kanonischen Aufschneiden von F entstehenden 4 p Rand-

liniensriicken ai,bi,a;,bl", ... ,a;, b;, ap. bp . Zwei Punkte des 
Kreisinnem sollen kongruent heiBen, wenn sie demselben Punkt der 
Flache F entsprechen. Den Decktransformationen von F entsprechen 
topologische Abbildungen des Kreisinnem auf sich selbst ohne Fix· 
punkt, bei denen die Systeme von kongruenten Punkten ungeandert 
bleiben, d. h. jeder Punkt in einen kongruenten Punkt iibergeht. Die 
kongruenten Punkte haben im Kreisinnem keinen Haufungspunkt, die 
Gruppe ist im Kreisinnem diskontinuierlich. 

Die oben dargestellten Tatsachen spiel en bekanntlich in der Uni­
formisierungstheorie eine wichtige Rolle. 1st die Grundfiache F eine 
algebraische Riemannsche Flache vom Geschlecht p (> 1), so folgt 
aus analytischen Betrachtungen, daB der universellen Uberlagerungs­
fiache als eineindeutiges konlormes Bild das Kreisinnere und den 
Decktransformationen eineindeutige konforme AbbiIdungen des Kreis­
innem auf sich, also lineare Transformationen, entsprechen. Be­
trachtet man das Innere des Einheitskreises vermittels einer hyper­
bolischen MaBbestimmung als eine hyperbolische Ebene, so erscheint die 
der Gruppe der Decktransformationen von F entsprechende Gruppe 
von Abbildungen des Kreisinnem auf sich als eine diskontinuierliche 
Gruppe G von Bewegungen derhyperbolischen Ebe~e. - Wenn F 
eine algebraische Riemannsche Flache vom Geschlecht p > 1 ist, 
so handelt es sich darum, die auf F eindeutigen meromorphen 
Funktionen als eindeutige analytische Funktionen einer komplexen Ver­
anderlichen t auszudriicken. Die komplexe Veranderliche t der Ein­
heitskreisscheibe, auf welche die universelle Uberlagerungsfiache kon· 
form abgebildet wurde, ergibt eben den Uniformisierungsparameter t; 
die zur gegebenen Riemannschen Flache gehorigen algebraischen 
Funktionen werden als eindeutige automorphe Funktionen ausgedriickt, 
welche zu der linearen Transformationsgruppe G gehoren. 

Eine andere in der Uniformisierungstheorie vorkommende Uber­
lagerungsfiache wird auf die folgende Weise erklart: sei F eine orien· 
tierbare geschlossene Flache vom Geschlecht p > 0 und aI' bl , .•• , 

ap ' bp ein kanonisches Riickkehrschnittsystem auf F. Wir betrachten 
die Untergruppe if der Fundamentalgruppe, die von den Ope­
rationen b1 , b2 , ••• , bp erzeugt wird; jeder Operation dieser Gruppe 
und jedem Punkt P von F ordnen wir einen iiber P liegenden 
Punkt J5 der zu definierenden Uberlagerungsfiache zu; zwei Punkte P 
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und P sind dann und nur dann identisch, wenn sie sowohl zu dem 
gleichen Punkt P von F, wie auch zu der gleithen Operation der 
Gruppe g gehoren. Die Umgebungsbeziehungen von F iibertragen 
sich in natiirlicher Weise auf diese Gesamtheit von Punk ten P, wenn 
wir eine Umgebung des der Identitat entsprechenden, iiber P liegen­
den Punktes Ii als die Gesamtheit der einer Umgebung von P und 
der Identitat entsprechenden Punkte erklaren. - Die Gesamtheit 
dieser Punkte P bildet eine unverzweigte Oberlagerungsftache F 
von F. - Eine konstruktive Herstellung dieser Oberlagerungsftache 
ergibt sich so, daB man die Flache F langs p einander nicht treffender, 
die Flache F zusammen nicht zerlegender Riickkehrschnitte aI' a'J' ... , ap 

alllfschneidet, an jede Kontur der aufgeschnittenen Flache je ein Ex­
emplar derselben ansetzt usw., so daB immer die Kontur a/ des einen 
Exemplars mit der Kontur ai-des anderen Exemplars identifiziert 
wird; dabei sollen immer an je zwei Randem der eben erhaltenen 
Flache zwei verschiedene Exemplare angesetzt werden. So entsteht 
eine schlichtartige Flache, die fiir den Fall, daB das Geschlecht p 
von F gleich 1 ist, einer Zylinderftache homoomorph ist, fUr p > 1 eine 
Flache mit einer perfekten Randmenge darstellt. - Bildet man die 
langs aI' a2 , ••• , ap aufgeschnittene Flache F auf einen unbeschrankten 
ebenen Bereich ab, der von 2 p geeignet gewahlten Kreisen kt, k;, ... , 
kt, k-p berandet ist und nimmt man als das an einem Randkreis ki + 
bz\\'. ki - neu hinzufUgendes Exemplar den durch Spiegelung des erst en 
Bereiches an diesem Randkreis entstehenden Bereich, so wird die Ober· 
lagerungsflache derart erhalten, daB wir die Randkreise k/, ki- an jedem 
Randkreis spiegeln, samtliche so entstehende Kreise wieder an jedem 
Kreis spiegeln usw. und dann die perfekte, nirgends zusammenhangende 
Menge derjenigen Punkte der Ebene, die im Innem von unendlich vielen 
so1chen Kreisen liegen, aus der Ebene fortlassen. Diese Betrachtungen 
kommen in der Theorie der Uniformisierung vOn reellen algebraischen Ge­
bilden und der automorphen Funktionen vom Schottkyschen Typus vor: 

Wir erwahnen noch die Oberlagerungsftache der Kommutatoren 
iiber einer geschlossenen orientierbaren Flache vom Geschlecht p > O. 
Betrachten wir die Kommutatoren der Fundamentalgruppe G von F, 
d.h. die Operationen von der Form: xi = ai bi ai - 1 bi- 1 (wobei aI' a2, ... , ap ; 

b1 , b'J' ... , bp ein Fundamentalsystem bilden), femer ihre Transformierten 
t Xi t -1 mit allen Elementen t von G, und die von ihnen erzeugte in­
variante Untergruppe r von G. Zwei gerichtete stetige Kurven rl 
und r'J auf F, deren Anfangs- und Endpunkte in einem Punkt P 
von F liegen, definieren dann und nur dann denselben Punkt von F, 
wenn die Kurve rl r;-1 einem Element der Gruppe r entspricht. Anders 
gesagt, eine Kurve auf if ist dann und nur dann geschlossen, wenn 
ihre Spurkurve auf Feiner Fundamentalkurve von der Form: 

tl x:: t 1- 1t'J x:~ t'J -1 ... tr x;, tr- 1 
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homotop ist. Konstmktiv laBt sich diese Flache derart darstellen, 
daB man die Flache F langs der p einander fremden Riickkehrschnitt­
paare (ai' bi) aufschneidet, von der so erhaltenen, von p Konturen 
berandeten Flache F' unendlich viele Exemplare nimmt, jeder Kom­
position 

1', bVt ~l2 b"2 Ur b"r 1. t t ( ".=1,2, ... ,p; "·+1=1="· ) 
acx, a, aa. a.··· a'ar ar . h b·d N II 

fli' 'Pi = ganz, mc t el e u 

je ein Exemplar F' ("'~;'/I;;' ... ",~~J und der O-Komposition mit fort­
fallender Indexfolge ein Exemplar F 0' zuordnet, ferner das Ufer ai + (i =1= "r) 

F' ( a, ar ) . d UC - F' ( a, a, i) d Uf + von I"';' .• ·llr~r mIt em ler ai von "'1"1.· .ltr~rOl, as er au, 

von F' ("'~~l ... ",~:J mit dem Ufer a;;;' von F' ("'~~1 ... "'~' ",+1) vereinigt1), so 
daB in bezug auf F kongruente Punkte miteinander identifiziert wer­
den und die entsprechenden Identifizierungen auch fiir die Ufer bi 

analog durchfuhrt. Urn eine Obersicht iiber diese Konstruktion zu 
haben, stell en wir die langs der p Riickkehrschnittpaare aufgeschnittene 
Flache F' als einen ebenen Bereich dar, der von p Konturen beran­
det ist, deren jede aus vier geeignet gewahlten Kreisbogen besteht; 
dem Ansetzen eines neuen Exemplars entspricht eine Spiegelung des 
Bereiches an je einem Randkreisbogen. Die erhaltene Oberlagerungs­
flache ist fiir das Geschlecht p = 1 eine schlichtartige Flache mit 
einem Randstiick, fur p > 1 eine schlichtartige Flache mit perfekter 
Randmenge. 

Es sei endlich die Oberlagerungsflache der H omologien oder der 
Integrale erwahnt. Sei F eine geschlossene orientierbare Fliiche vom 
Geschlecht p > o. Wir betrachten die Homologien auf F; zwei ge­
richtete stetige Kurven 1'1 und 1'2' die vermoge eines Fundamental­
systems von Kurven auf F mit den Fundamentalkurven d1 , d2 , ••• , d2p 

(zwischen denen die Homotopie dl d2 dl 1d;;1 ... d2P - 1 d2p d;;/-l d2P1 ~ 0 
besteht) in der kanonischen Form 

1'1 ~ da , da, •.• dar> 
1'2 ~ dp, dp • ... dp• 

dargestellt werden, nennen wir homolog, wenn ihre kanonischen Dar­
stellungen durch Abanderung der Reihenfolge ihrer Elemente in die 
gleiche Form gebracht werden konnen. Wie man sieht, ist der Begriff 
der Homologie unabhangig von dem speziellen Fundamentalsystem. -
Die Oberlagerungsflache der Homologien wird nun durch die folgende 
Erklarung definiert: sei P ein beliebiger Punkt von F, und seien 1'1 
und 1'2 zwei gerichtete geschlossene stetige Kurven auf F mit dem ge­
meinsamen Anfangs- und Endpunkt P; sie definieren dann und nur dann 
denselben iiber P liegenden Punkt P von F, wenn sie auf F ejnander 

1) Wenn f'r = II, + 1 = 0 ist, fallt das letzte Glied der Indexfolge fort, 50-

dati dieselbe sich auf ('" ... ar-I I) und im Faile r = 1 auf 0 reduziert. \PI"l ,ltr-1 1',._ 
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homolog sind. Aus dieser begrifflichen Definition liiBt sich die f61gende 
konstruktive Herstellung der Uberlagerungsftiiche entnehmen. Wir bestim· 
men auf F p einander fremde Ruckkehrschnittpaare (aI' bl ), ..• , (ap ' bp), 

und schneiden liings derselben die Fliiche F auf; so entsteht eine 
berandete Fliiche F' mit der Eigenschaft, daB jede auf ihr verlaufende 
geschlossene stetige Kurve auf F homolog ° ist. Wir nehmen un­
endlich viele Exemplare von F' und ordnen jeder Homologie 

a~' a;'2 ... a;P b~' b;2 ... b;P (mi' n i = ganze Zahlen) 

ein Exemplar F':', ... mpn, ... np zU; dann vereinigen wir das Dfer bt 
von F':'I ... mk ... mp", ... "P mit dem Dfer bk von F':', ... mk+1. .. mp nl ..• np 

(so daB in bezug auf F kongruente Punkte miteinander identifiziert 
werden), ebenso die Dfer at und a"k von F:"I ... mpnl ... flk"'np und 
F':', .. , mp n, .• , "k +1 ... np' - DaB die Randmenge der so entstehenden 
Fliiche aus einem einzigen Randstuck besteht, erkennt man folgender­
maBen. Nehmen wir fur jedes n = 1, 2, . ,. die berandete Fliiche (jj(">, 

die aus siimtlichen Fliichen F':'I ... mp "I'" lip' fur welche: 

I m l I + .. , + I mp I + ! n l I + ' .. + ! np I < n 

ist, zusammengesetzt wird; je zwei Konturen von (jj("l lassen sich auf 
p- - (jj("l miteinander verbinden; betrachten wir niimlich irgend zwei 
Konturen von (jj(nl, an denen etwa die Exemplare F' mit den Index­
fl d' " '" , o gen 0= m l m2 ... mp n l n 2 .. ,np un ° = m] m2 .. , mp n l n2 .,. np 
angesetzt werden, wobei 

I ° i = I ml I + I m21 + .. , -+- i mp I -+- I n l I + I n2 i + . , . + !np I = n + 1, 

und ebenso I 0' I = n -+- 1 ist, so konnen wir eine solche Kette 0' = °1 , 

02' ' .. , Or = 0' von Indexfolgen angeben, daB I 0i I > n + 1 ist, ferner 
jede Indexfolge 0i+! aus 0i dadurch entsteht, daB eine einzige in 0; 

vorkommende Zahl mk oder n" um eins vermehrt oder vermindert 
wird, wiihrend die anderen ungeiindert bleiben 1). - An denjenigen 
Exemplaren F', die den Indexfolgen °1 , °2 , .,., Or entsprechen, 
lassen sich nunmehr die beiden betrachteten Konturen von (jj (nl ver­
binden. - Die Uberlagerungsftiiche F hat also ein einziges Rand­
stuck. - Fur p = 1 ist die Uberlagerungsftiiche F schlichtartig und 
mit der universellen Uberlagerungsftiiche identisch, da niimlich auf der 
Torusftiiche je zwei homo loge Kurven auch homotop sind. Fur p> 1 
hat die Uberlagerungsftiiche F kein endliches Geschlecht; die Ruck 
kehrschnitte von F, die der geschlossenen stetigen Kurve a l bl all bl l 

auf den Exemplaren (m1 me'" mp n l n2 .,. np) = (2 r, 0,.,.,0,0,0, .. ,,0) 
(r = 0, 1, 2, ... ) entsprechen, sind einander fremd und zerlegen 
zusammen die Fliiche F nicht. Bemerkt man noch, daB F orien­
tierbar ist, so ist damit der topologische Charakter von F v oIl­
stiindig beschrieben; sie ist also eine orientierbare FHiche mit einem 

t) Stellt man (Ii als Gitterpunkte im 2p -dimensionalen Raume dar, so 
ist die Bedeutung dieser Behauptung unmittelbar klar. 
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einzigen Randsttick zweiter Art und ist etwa den im Beispiel 3 des 
vorigen Paragraph en dargestellten FHichen homoomorph. 

Wenn F eine algebraische Riemannsche FHiche yom Geschlecht 
p > 0 ist, so ist die soeben erklarte Flache F die Riemannsche 
Flache der zu F gehorigen Abelschen Integrale erster und zweiter 
Gattung. Die Riemannsche Flache der transzendent normierten Inte­
grale zweiter Gattung (deren Perioden auf den Rtickkehrschnitten 
bl • b2 , ••• , bp eines kanonischen Schnittsystems gleich 0 sind) erhalt 
man, indem man die Flache F langs der einander fremden Rtick­
kehrschnitte aI' a2 , ••• , ap aufschneidet, von der so erhaltenen beran­
deten Flache unendlich viele Exemplare nimmt, jeder Komposition 

b~l b;" ... b';" (nl' n2 , ••• , np = ganze Zahlen) 
ein Exemplar F;l" •... .." zuordnet und das Exemplar F:1 ........ " ..... p liings 
der Kontur at an die Kontur a; des Exemplars F:, ........ ,,+1. .... P 

ansetzt. Die so entstehende Flache ist fiir p = 1 einer Zylinder­
fliiche homoomorph, fUr p> 1 eine orientierbare Flache mit einem 
einzigen Randsttick zweiter Art. Zum Beispiel nehme man fUr p = 2 
als Exemplar F:1 ". denjenigen Teil der im Beispiel 3 des vorigen 
Paragraphen beschriebenen Flache, welcher tiber dem Quadrat der 
(x, y)-Ebene mit den Eckpunkten (x, y) = (ni ± i, ns ± I) liegt und 
als Konturen at, ai, a!, a; derselben der Reihe nach diejenigen 
Kreise auf der Flache, deren Mittelpunkte in den Punkten (ni + l .. n2 ), 

(ni -i, n2), (nl' n!j + l), (nt' ns -l) der (x, y)-Ebene liegen; fUr 
diesen Fall laBt sich die Flache direkt in die daselbst gegebene Form 
bringen. - Die hier behandelten Fragen haben auch in der Theorie 
der Abelschen Funktionen ihre Bedeutung. -

Die universelle Oberlagerungsfliiche und auch die Oberlagerungs­
fliiche der Homologien sind allein durch die Grundfliiche bestimmt. 
Dagegen sind die anderen in diesem Paragraphen behandelten Ober­
lagerungsfliichen auBer der Grundflache F noch von den auf F an­
gebrachten Rtickkehrschnitten (a", bk ) bzw. (ak ) abhangig. 

Die universelle Oberlagerungsflache ist zugleich Oberlagerungs­
fliiche siimtlicher anderen unverzweigten. Oberlagerungsfliichen; sie 
ist etwa tiber der Fliiche der Kommutatoren und diese tiber der Fliiche 
der Homologien eine unverzweigte Oberlagerungsflache. Ebenso ist 
die auf S. 181 dargestellte Schottkysche Oberlagerungsfliiche eine un­
verzweigte Oberlagerungsfliiche tiber. der eben erwahnten Riemannschen 
Fliiche der Normalintegrale zweiter Gattung. 

In der Uniformisierungstheorie spielen ferner die verzweigten 
Oberlagerungsflachen eine wichtige Rolle. Ais Signaturen werden 
gewisse Punkte PI' P'J' ... , mit den zugehorigen (endlich oder 
unendlich hohen) Verzweigungsordnungen angegeben, und es werden 
solche Oberlagerungsfliichen konstruiert, die bei diesen Punkten Ver­
zweigungen der angegebenen Ordnungen haben. 



Seehster Absehnitt. 

Abbildungen von FUichen. 

§ 1. Abbildungen und Deformationen. 

Wir betraehten eine (abgesehlossene) Kreisseheibe k und eine 
topologisehe (d. h. eineindeutige stetige) Abbildung t von k auf sieh 
selbst 1). Naeh dem Satz von der Gebietsinvarianz (II § 3) geht jeder 
inn ere Punkt von k bei t wieder in einen inneren Punkt tiber, das­
selbe gilt von der inversen Abbildung t-l, so daB also die Rand­
punkte von k sowohl bei t wie aueh bei r 1 wieder in Rand­
punkte iibergehen; die Kreislinie wird also bei t topologiseh auf sieh 
selbst abgebildet. Wenn wir dem Kreis einen positiven Umlaufssinn 
erteilen, wird ihm bei der Abbildung t ein bestimmter Umlaufssinn 
desselben entspreehen; einer angegebenen In­
dikatrix der Kreisseheibe entspricht somit bei t 
wieder eine bestimmte Indikatrix. Je naehdem 
die ursprtingliehe und die bei t entstehende 
Indikatrizes gleieh bzw. entgegengesetzt sind, 
werden wir sagen, daB t die Indikatrix erhalt 
bzw. umkehrt. In ahnlichem Sinne spreehen wir 
von der Erhaltung bzw. Umkehrung der Indika· 
trix bei einer topologisehen Abbildung einer be- Fig. 39. 
liebigen orientierbaren Flaehe auf sieh. 

Hier wollen wir beilaufig bemerken, daB eine nur im Kreis­
innern erklarte topologische Abbildung des Kreisinnern auf sich selbst 
nieht notwendig eine topologische Abbildung fur die Peripherie de, 
finiert (wie etwa bei konformen Abbildungen). Ein Beispiel dafiir ist 
etwa das folgende 2): 

r' = r } (r, rp = Polarkoordinaten des Punktes (r, rp), 
rp' = rp + tg (rn) r', rp' die des Bildpunktes von (r, rp}). 

1) Darunter verstehen wir, dati auch jeder Punkt von k zur Bildmenge 
gehort. 

S) Siehe Study Konforme Abbildung, S.45; Hausdorff GrundzUge der 
Mengenlehre, S. 381. 
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Einem Radius entspricht eine spiralartig um die Peripherie sich her­
umwindende Linie l, einem beliebigen Punkt der Peripherieent­
spricht als Bild die ganze Peripherie sowohl bei t wie auch bei t-1 • 

Wir betrachten nun eine topologische Ab bildung der (abge. 
schlossenen) Kreisscheibe k auf sich mit erhaltener Indikatrix; dar­
iiber gilt der folgende 

Deformationssatz von Tietze: fede die Indikatrix erhaltende topo­
logische Abbildung der Kreisscheibe auf sich lapt sich durch eine topo­
logische Deformation in die I dentitat uberfuhren. 

Dabei verstehen wir unter einer topologischen Deformation eine 
Menge {t .. } von topologischen Abbildungen der Kreisscheibe auf sich, 
we1che eindeuHges stetiges Bild des Intervalles 0 < 1 ~ 1 ist, im 
folgenden Sinne: jeder lahl 1 entspricht eine Abbildung t .. ; wenn 
die laWen 11' 12 , ••• gegen die lahl 10 konvergieren, so konvergieren 
die entsprechenden Abbildungen tl.l' tl.., ... gegen die der lahl 10 
entsprechende Abbildung tl.., d. h. die Bilder Pl.l' Pl.., ... eines be­
liebigen Punktes P bei den Abbildungen tl.l' tl.., ... konvergieren 
gegen das Bild Pl.. von P bei tl.o. - So ist eine topologische Deformation 
der beiden Abbildungen to' t1 , die den Werten 1 = 0 und 1 = 1 des 
Parameters entsprechen, ineinander erklart. 1m obigen' Satz ist eine 
dieser beiden Abbildungen, etwa to' die Identitat, die andere tl die 
im voraus gegebene topologische Abbildung t der Kreisscheibe auf 
sich. - Eine Vorstellung von einer so1chen Deformation erhiilt 
man, indem man 1 als leit und die Deformation als eine Bewegung 
der Punkte betrachtet, die in der leit 0 < 1 <1 stetige Kurven be· 
schreiben, so daB in keinem leitpunkt zwei urspriinglich verschiedene 
Punkte sich an dem gleichen Ort befinden. 

Der Deformationssatz wird von Tietze auf das folgende Lemma 
zuriickgefiihrt: Seien II und 12 zwei einfache Bogen mit gemeinsamen 
Endpunkten, die, abgesehen von ihren beiden auf dem Rand von k 
liegenden Endpunkten, im Innern von k verlaufen; es lapt sich eine 
solche topologische Deformation von k bestimmen, bei welcher jeder 
Punkt des Randes ungeandert bleibt und der Bogen II in l2 ubergeht. 

Den Beweis des Lemmas stiitzen wir nach Antoine auf den in 
II § 2 dargestellten Abbildungssatz. Wir setzen voraus, daB die 
Bogen II und I2' abgesehen von ihren Endpunkten, keinen Punkt ge­
meinsam haben; ware dies nicht der Fall, so nehmen wir einen 
dritten Bogen ls' der die beiden Endpunkte von 11 verbindet und, 
abgesehen von diesen beiden Punkten, sowohl von II wie auch von l2 
fremd ist (vgl. S.87, Satz I); wir deformieren dann II in ls und dann ls 
in l2. Seien also gleich II und l2 zwei abgesehen von ihren gemeinsamen 
Endpunkten voneinander freie Bogen; durch II und l2 wird die Kreis­
scheibe in drei Teile I, II, III zerlegt (s. Fig. 40). Wir nehmen 
cine andere Kreisscheibe k' und in dieser zwei Kreisbogen ll' und l2', 
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die zwei gegeniiberliegende Punkte der Peripherie verbinden. Wir 
bestimmen dann je eine topologische Abbildung der Bogen 11' 12 und 
der beiden Kreisbogen b1 , b2 , welche durch die Endpunkte von 11 
und 12 auf dem Rand von k bestimmt werden, auf die entsprechen· 
den Bogen in k', so daB dabei jedem der beiden Endpunkte von 11 
ein bestimmter Endpunkt von 11' entspricht, und, wie in k etwa 
die Bogen b1 und 11 zusammen einen von 12 freien Teil I von k be· 
randen, so auch die Bogen b1' und It' einen von 12' freien Teil I von 
k' beranden. Die auf dem Rand von I erklarte Abbildung, durch 
we\che b1 und 11 in b1' und 1/ iibergefiihrt werden, laBt sich nach 
II § 2 fur das Gebiet I topologisch erweitern, so daB dasselbe in 
das Gebiet I von k' iibergeht; ebenso verfahren wir in bezug auf 
die Gebiete II und III, so 
daB eine topologische Ab­
bildung von k auf k' ent· 
steht, die die Bogen 11 und 
12 in die Bogen 11' und 12' b1 

iiberfiihrt. Auf k' konnen 
wir nun gleich eine topolo-
gische Deformation angeben. Fig. 40. 
die 11' in 12' iiberfiihrt und 

b' '2 

jeden Randpunkt ungeandert hiBt, namlich eine so\che langs der paralle· 
len Linien, die auf dem Durchmesser durch die Endpunkte von It' und 12 ' 

senkrecht stehen. Dieser Deformation entspricht laut der Abbildung 
von k' auf k eine topologische Deformation von k, die den Bogen 
11 in 12 iiberfiihrt und jeden Randpunkt ungeandert laBt. - So­
mit ist das Tietzesche Lemma bewiesen. - Wir bemerken noch 
folgendes, was sich aus dem Obigen ebenfalls mit ergibt: sei eine 
topologische Abbildung von 11 auf 12 gegeben, die die Endpunkte 
ungeandert, d. h. jeden von ihnen sich selbst entsprechen laBt; es 
laBt sich eine solche topologische Deformation der Kreisscheibe an­
geben, bei der jeder Punkt von 11 in den ihm laut der gegebenen Ab­
bildung entsprechenden Punkt von 12 iibergeht und jeder Randpunkt 
ungeandert bleibt. 

Nehmen wir nun die gegebene topologische Abbildung t der 
Kreisscheibe auf sich. Zuerst deformieren wir die Kreisscheibe k 
derart, daB aus der Abbildung t eine solche Abbildung t1 entsteht, die 
jeden Randpunkt sich selbst entsprechen laBt. Sei namlich cP der 
Winkel eines beliebigen Randpunktes (0 < cP < 2.n), und cp' der 
seines Bildpunktes; letzterer sei so bestimmt, daB dem Punkt cp = 0 
der Kreislinie ein Wert CPo' und jedem anderen cp ein Wert cp' 
zwischen CPo' und CPo' + 2.n entspricht. Fiir den Rand erklaren wir 
dann folgende Deformation: 0 < A. < 1, cp .. = cp' + A. (cp - cp'); den 
Werten 0 bzw. 1 des Parameters A. entspricht auf dem Rand die 
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gegebene Abbildung bzw. die Identitat. Diese Deformation iibertragen 
wir auf die ganze Kreisscheibe mittels der FormeJn: 

0< i < 1 { rJ, = r 
= = q;;. =.= q;' + i (q; - q;'); 

(rl., q;;.) bedeutet das Bild des Punktes (r, q;) im leitpunkt i. 
Des leichteren Ausdrucks wegen nehmen wir nun statt der Kreis 

scheibe einen Quadratbereich 0 < x < 1, 0 < y < 1, auf we1chen 
wir die Kreisscheibe k topologisch abbilden und dadurch die Abbil· 
dung t1 iibertragen; die entsprechende topologische Abbildung des 
Quadratbereiches auf sich bezeichnen wir wieder mit t1 • Nun sei II 
eine der beiden MittelJinien des Quadrates und l/ ihr Bild bei t1 ; 

nach dem obigen Lemma laBt sich ll' in II durch eine topologische 
Deformation des Quadratbereiches iiberfiihren, bei welcher jeder Rand· 
punkt ungeandert bleibt und zwar so, daB jeder Punkt von ll' in 
denjenigen Punkt von II iibergeht, dessen Bild er bei t1 ist; durch 
diese Deformation entsteht aus t1 dne andere topologische AbbiI­
dung t2 des Quadratbereiches auf sich, die jeden Randpunkt und 
jeden Punkt der Mittellinie II ungeandert laBt. - Nun . nehmen wir 
die beiden durch II bestimmten Half ten des Quadrates und die auf II 
senkrechte Mittellinie 12 ; in jeder Halfte wenden wir eine topologische 
Deformation an, die die Randpunkte ungeandert laBt und das Bild von 
12 in I2 iiberfiihrt, so daB jeder Bildpunkt von I2 bei t'J in den ihm bei 
til entsprechenden Punkt von l2 iibergeht; hierdurch entsteht aus t'J 
eine topologische Abbildung ts des Quadratbereiches auf sich, die 
auBer dem Rand noch samtliche Punkte der Mittellinien II und I2 un­
geandert IaBt. Wir nehmen nun in den vier durch II und I2 be­
stimmten Teilquadraten wieder die Mittellinien und deformieren ihre 
bei ts entstehenden BiIder in die urspriingliche Lage usw. Die er­
haltene Folge t1 , t2 , ••• von topologischen Abbildungen des Quadrat­
bereiches auf sich konvergiert gegen die Identitat; wenn namlich N 
eine beliebige natiirliche lahl ist, so gibt es einen zugehorigen 
Index k, so daB die Abbildung t" (und auch tHh , h > 0) samtliche 
so1che Punkte des Quadratbereiches ungeandert laBt, deren Ordinate 

oder Abszisse einen Wert 2: (a, n positive ganze lahlen, n < N) 

hat; ferner geht jedes von den Linien x = 2:' 0 < y < 1, und 

o <x< 1, y = :N (a, b = 0, 1,2, ... , 2N) bestimmte Quadrat bei tk 
in sich iiber, so daB der Abstand eines beliebigen Punktes von seinem 
bei t" entstehenden Bild mit wachsendem k gegen 0 konvergiert. 
Nun stellen wir der Reihe nach die Deformationen, die t" 
in tk+ 1 iiberfiihren, als eindeutige stetige Bilder der Intervalle 
1 1 
k:2: i > k + 1 (k = 1, 2, ... ) dar und ordnen auBerdem dem Wert 0 
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die Identitat zu. So erhalten wir eine topologische Deformation von 
t1 in die Identitat. - Hiermit ist der Tietzesche Satz bewiesen. 

Zwei topologische Abbildungen einer Flache, die durch eine topo· 
logische Deformation der Flache ineinander iibergehen, bezeichnen 
wir als zum gleichen Typus gehorig. In diesem Sinne k6nnen wir 
sagen, daB samtliche die Indikatrix erhaltende Abbildungen der Kreis· 
scheibe auf sich selbst zum selben Typus oder auch zum Typus der 
Identitat geh6ren. Daraus folgt dann, daB samtliche die Indikatrix 
umkehrende Abbildungen der Kreisscheibe auf sich zum Typus der 
Spiegelung s : 

r'=r, q/=-cp 

gehoren. - Sei namlich t eine die Indikatrix umkehrende Abbildung 
der Kreisscheibe auf sich; das Produkt von t mit der Spiegelung s 
ergibt eine die Indikatrix erhaltende topologische Abbildung st der 
Kreisscheibe auf sich, die sich also topologisch in die Identitat defor· 
mieren laBt. Indem wir jede bei dieser Deformation durchlaufene Ab· 
bildung mit der Spiegelung S-1 = s zusammensetzen, erhalten wir wieder 
eine topologische Deformation, die die Abbildung t in die Spiege· 
lung s iiberfiihrt. - Andererseits laBt sich leicht einsehen, daB bei 
einer topologischen Deformation entweder samtliche Abbildungen die 
Indikatrix ungeandert lassen oder aber samtlich die Indikatrix um­
kehren, so daB also die die Indikatrix erhaltenden bzw. umkehren­
den topologischen Abbildungen der Kreisscheibe auf sich selbst zwei 
verschiedene Typen bilden. 

Die gleichen Betrachtungen gelten auch auf der Kugelflache. - Sei t 
eine die Indikatrix erhaltende topologische Abbildung der Kugelflache 
auf sich selbst. Sei 0 ein beliebiger Punkt, 0' sein Bild; durch 
eine Drehung der Kugelflache, die natiirlich eine topologische Defor­
mation ist, fiihren wir den Punkt 0' nach 0 zurlick; dadurch geht 
die urspriingliche Abbildung t in eine neue topologische Abbildung tl 
der Kugelflache in sich liber, welche den Punkt 0 sich selbst ent­
sprechen laBt 1). Sei etwa 0 der Siidpol und k ein solcher Parallel­
kreis, der mit seinem Bild zusammen auf der slidlichen Halbkugel 
liegt. Eine leichte Abanderung des obigen Tietzeschen Lemmas er­
gibt, daB das Bild von k durch eine jeden Punkt des Aquators un­
geandert lassende topologische Deformation der siidlichen Halbkugel 
in k tibergeflihrt werden kann; durch diese Deformation geht tl in 
eine topologische Abbildung t2 der Kugelflache auf sich tiber, die 
ebenfalls die Indikatrix erhalt und jedes der beiden durch k bestimm­
ten Gebiete in sich iiberfiihrt. Nun nehmen wir eine solche topo­
logische Deformation, die jeden Parallelkreis in sich und jeden Halb-

1) 1m nachsten Paragraphen werden wir sehen, dati auch bei der Ab­
bildung t wenigstens ein Punkt sich selbst entsprechen muti. 
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meridian wieder in einen Halbmeridian iiberliihrt und bei welcher 

schlieBlich jeder Punkt von k in seinen bei t;- 1 entstehenden Bild­
punkt iibergeht. Ferner konnen wir, nach dem obigen Deformations­
satz, in den beiden, durch k bestimmten Hiilften je eine die Punkte 
von k festhaltende topologische Deformation anwenden, die jeden 
Punkt in seine urspriingliche Lage zuruckbringt. - Auf der Kugel­
fiache gehoren somit die topologischen Abbildungen mit erhaltener 
Indikatrix zum Typus der Identitat, die mit umgekehrter Indikatrix 
zum Typus der SpiegeluJ;lg. 

Sei nun F eine beliebige geschlossene oder berandete Flache 1). 

lwei gerichtete einfache geschlossene Kurven i und i' auf F heiBen 
isotop auf F, wenn sie durch eine topologische Deformation 
auf F ineinander iibergefiihrt werden konnen; es solI also eine 
Menge {i~} von gerichteten einfachen geschlossenen Kurven i~ 
auf F geben, die vom Parameter A (0 < A < 1) stetig abhangen, in 
dem Sinne, daB wenn die Parameterwerte AI' A2 , •• ~ gegen Ao kon­
vergieren, die Parameterabstande der entsprechenden Kurven iu und 
1;.. gegen 0 konvergieren. Diese Erklarung ist, wie man leicht er­
kennt, aquivalent der folgenden; es gibt eine endliche Folge il = i, 
i2' ... , in = i' von gerichteten einfachen geschlossenen Kurven 
auf F, von denen je zwei aufeinanderfolgende ii und ii+1 einander 
fremd sind, und zusammen einen (dem ebenen Kreisring homoo­
morphen) Ringbereich auf F beranden; dabei haben die Kurven i. 
und ii+1 entgegengesetzte Umlaufssinne in bezug auf eine Indikatrix 
des von ihnen berandeten Ringbereiches 2). - lwei einfache ge­
schlossene Kurven heiBen isotop, wenn sie mit geeignetem Umlaufs­
sinn versehen als gerichtete Kurven isotop sind. - lwei Querschnitte 
von F, d. h. zwei einfache Bogen b und b' auf F, die, abgesehen 
von ihren auf dem Rand von F liegenden Endpunkten im Innern 

1) Des einfacheren Ausdrucks wegen setzen wir voraus, dati F eine im 
drei- oder vierdimensionalen Raum liegende (singularitatenfreie) Flache ist, 
lind verstehen unter dem Abstand von zwei Punkten von F den in diesem 
Rallm gemessenen euklidischen Abstand der beiden Punkte. 

2) Zwei Kurven ii und ii+l, die zusammen auf F einen Ringbereich be­
randen, lassen sich auf F topologisch ineinander deformieren, langs derjenigen 
Bogen, die die Bilder der Radien des Kreisringes sind; wenn also je zwei 
aufeinanderfolgende Kurven der Folge il = i, i2' ... , in = i' zusammen einen 
Ringbereich auf F beranden, so latit sich i auf F topologisch in i' deformieren. 
Wenn andererseits i in i' durch eine topologische Deformation auf F Ubergeht, 
gibt es eine Folge il = i, i3"'" i2k+1 = i' von einfachen geschlossenen 
Kurven, von denen ;2;-1 und i2i+1 einen sehr kleinen Parameterabstand 
haben; es gibt also eine sehr nahe bei diesen Kurven verlaufende einfache 
geschlossene Kurve f2i, die sowohl mit i2;-1 wie auch mit i2i+1 zusammen 
je einen Ringbereich auf F berandet. - Es ist ferner leicht zu zeigen, dati 
je zwei isotope Kurven allf F sich durch eine topologische Deformation der 
Flache F ineinander liberfiihren lassen. 
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von F verlaufen, heiBen isotop auf F, wenn es eine so1che topologi­
sche Deformation von b in b' auf F gibt, bei welcher sich die End­
punkte von b immer auf dem Rand von Fund die inneren Punkte 
von b im 1nnern von F bewegen. 

Von einer topologischen Abbildung t von F auf sich selbst sagen 
wir, daB sie die Zyklosis der Fliiche ungeiindert liiBt, wenn bei 
ihr jede gerichtete einfache geschlossene Kurve in eine ihr isotope 
Kurve, und jeder Querschnitt von F in einen isotopen Querschnitt 
iibergeht. Offenbar liiBt jede Abbildung, die sich auf F topologisch 
in die 1dentitiit deformieren liiBt, die Zyklosis ungeiindert. Von diesem 
Satz besteht nach Tietze die folgende Umkehrung: 

Eine die Zyklosis ungeandert lassende topologische Abbildung einer 
Polyederftache von der Zusammenhangszahl > 1 auf sich selbst gehOrt 
zum Typus der ldentitat (d. h. sie liiBt sich durch eine topologische 
Deformation von F in sich in die 1dentitiit iiberfiihren). 

1st F eine schlichtartige Fliiche, die wir als einen von r (> 1) 
Kreisen berandeten ebenen Bereich darstellen, so wenden wir zuerst 
eine solche topologische Deformation an, die jeden Punkt des iiuBeren 
Randkreises 10 und eines inneren Randkreises 11 und ferner jeden 
Punkt eines 10 und 11 verbindenden Querschnittes ql von der bei 
der gegebenen Abbildung entstehenden Bildlage in die urspriing­
liche Lage zuriickbringt; so geht ql in einen Querschnitt q/ iiber. 
Dann nehmen wir eine weitere Deformation, die die Punkte von 10' 
11 und q/ ungeiindert liiBt und jeden Punkt des Randkreises 12 und 
ebenso eines 10 und 12 verbindenden Querschnittes q2 in die urspriing­
liche Lage zuriickbringt usw. Endlich schneiden wir den Bereich 
liings der Querschnitte q{, q~, ... , q:-l auf und deformieren die so 
entstehende Elementarfliiche topologisch derart, daB jeder Randpunkt 
ungeiindert bleibt und jeder Punkt in die urspriingliche Lage zuriick­
gebracht wird. - Fiir nicht schlichtartige Fliichen verfiihrt man iihnlich, 
indem man auBer den Querschnitten auch nicht zerlegende Riickkehr­
schnitte der analogen Betrachtung unterwirft. -

§ 2. Fixpunktsatze der Kreisscheibe und der Kugelflache. 

Wir betrachten eine topologische Abbildung der Kreisscheibe 
auf sich selbst. Unter einem Fixpunkt verstehen wir einen mit seinem 
Bilde zusammenfallenden Punkt. Wir beweisen den folgenden Satz 
von Brouwer: 

I. Eine topologische Abbildung der Kreisscheibe auf sich besitzt 
wenigstens einen Fixpunkt. 

Seien (r, cp) die Polarkoordinaten des Pu,nktes P und sei r < 1 
die Kreisscheibe, die auf sich selbst abgebildet wird. Das Bild des 
Punktes P bezeichnen wir mit P', seine Polarkoordinaten mit (r', (P'). 
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H bedeute die Menge derjenigen Punkte P, die mit ihren Bildern P' 
auf dem gleichen Radius liegen; fUr die Punkte P von H gilt also: 

qJ (P') _ qJ (P) {mod 2 n). 

Die Menge H ist abgeschlossen zufolge der Stetigkeit der Funktion 
qJ (P) ftir die vom Mitte1punkt 0 verschiedenen Punkte P; der Mittel­
punkt 0 gehort ebenfalls zur Menge H, eben so auch der Punkt '0, 
dessen Bild 0 ist. 

Da der Rand r = 1 bei der Abbildung in sich selbst tibergeht, 
so ist ein auf dem Rand liegender Punkt der Menge H notwendig 
ein Fixpunkt, da ftir ihn gleichzeitig r' = r und q/ = q; besteht. Von 
diesem Fall konnen wir also absehen und voraussetzen, d~ die 
Menge H ganz im Innern der Kreisscheibe liegt. 

In diesem Fall existiert, wie wir behaupten, ein Teilkontinuum K 
von H, welches den Mittelpunkt 0 und sein inverses Bild '0 enthiilt. 
Unter der entgegengesetzten Annahme gibt es ein die Menge H nicht 
treffendes Polygon II, das einen der Punkte 0 und '0 im Innern, 
den anderen im AuBern hat. Setzen wir voraus, daB etwa '0 im 
Innern und 0 im AuBern von II liegt. 

Auf dem Polygon II liiBt sich ein eindeutiger stetiger Winkel q; 
bestimmen, da II den Punkt 0 in seinem AuBern hat; das Bild 
von II ist eine den Punkt 0 in ihrem Innern enthaltende einfache 
geschlossene Kurve i, bei deren Umlaufung sich der Winkel um 
± 2 n iindert (s_ II § 5). Sei P ein Punkt von II, P' sein Bild und 
q; (P) der eindeutig bestimmte Winkel von P; der Winkel q; (P') von 
P' werde so bestimmt, daB er zwischen q; (P) - 2 n und q; (P) liegt: 

q;(P) - 2n < q;(P') < q;(P). 

Umliiuft nun der Pimkt P um das Polygon II in dem Sinne, daB 
sein Bild P' die Kurve i in positiver Richtung durchliiuft, so kehrt 
der Polarwinkel von P nach vollendetem Umlauf zu seinem Anfangs­
wert zurtick, wiihrend der von P' urn 2n zunimmt; fUr die nach dem 
Umlauf erhaltenen Endwerte der Winkel q; (P), q; (P') besteht somit 
die Beziehung 

q; (P,) ~ q; (P). 

Es gibt mithin einen Punkt P von II, ftir den 

q; (P') = q; (P) 

ist. Dieser Punkt P gehort also zur Menge H, gegen un sere Annahme, 
daB niirnlich II die Menge H nicht trifft. Daraus folgt die Existenz 
eines die Punkte 0 und '0 verbindenden Teilkontinuums K von H. 

Auf K betrachten wir die eindeutige stetige reelle Funktion 

r(P')-r(P); 



§ 2. Fixpunktsiitze der Kreisscheibe und der KugelfHiche. 193 

diese Funktion ist fUr P ='0 gleich - r ('0), also negativ; fUr P = 0 
ist sie gleich reO') (wobei 0' das Bild von 0 bedeutet), also positiv; 
sie muB also fUr einen Punkt P 1 von K verschwinden, d. h. wir haben: 

da ferner P 1 zu H gehort, so ist zugleich: 

d. h. P l ist em Fixpunkt. -

Durch die gleiche Oberlegung beweist man den folgenden Satz 
von Brouwer: 

II. Eine topologische Abbildung der KugeltWche aut sich mit er­
haltener Indikatrix besitzt wenigstens einen Fixpunkt. 

Man nehme auf der Kugel ein geographisches Koordinatensystem 
an und bezeichne mit g; = g; (P) und 'P = 'P (P) die geographische 

Lange und Breite des Punktes P; 'P liegt zwischen - i und + ~ 
und ist eindeutig, g; ist aber nur mod 2 n bestimmt. Seien Q und 
Q' die beiden Pole der Kugel, d. h. die Punkte, die den Werten 

.1J1 = - ~ und + i entsprechen, und sei'Q der Punkt, dessen Bild Q 

ist. Wir setzen voraus, daB das Bild von Q der Punkt Q' ist, was 
die Allgemeinheit nicht beschrankt. 

H bedeute die Menge derjenigen Punkte, die mit ihren Bildern 
gleiche Lange g; haben; zu dieser abgeschlossenen Menge gehoren 
die Punkte 'Q, Q und Q'. Wir behaupten, daB es ein Teilkontinuum K 
von H gibt, welches die Punkte 'Q und Q enthiilt. 

1m entgegengesetzten Fall gibt es namlich ein die Menge H 
nicht treffendes Polygon II, welches die Punkte 'Q und Q voneinander 
trennt. Die beiden von II bestimmten Gebiete der Kugel bezeichnen 
wir mit gl und g2; gl 5011 den Punkt Q, g2 den Punkt 'Q enthalten. 
Die Bilder von gl' g2 bezeichnen wir mit g/, g/; das Bild von II ist 
die einfache geschlossene Kurve i. 

Es sind nun zwei Faile zu behandeln, je nachdem ob Q' ZU gl 
oder zu g2 gehort. 

Erstens, wenn Q' zu gl gehort, so enthalt gl die Punkte Q 
und Q', g2 den Punkt 'Q; g/ enthiilt den Punkt Q', g,/ den Punkt Q. 
Es laBt sich also auf n eine eindeutige und stetige Lange g; be­
stimmen, wahrend sich auf i die Lange nach einem Umlauf urn ± 2 n 

andert. Sei P ein Punkt von II und P' sein Bild; die Lange von 
P' werde so bestimmt, daB 

g;(P) - 2n < g;(P') < g;(P) 
v. Kerekjart6 1 Topologie. 13 
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ist. Wenn nun der Punkt P urn das Polygon II in dem Sinne um­
lauft, daB der Bildpunkt P' von P die Kurve j im Sinne der wach­
senden Lange durchlauft, so gilt fUr die Endwerte qJ (P) und qJ (P') 

qJ (P') ~ qJ (P), 

so daB es emen Punkt P von II gibt, fur den: 

qJ(P') = qJ(P) 
ist. 

Zweitens, wenn Q' zu g2 gehort, so enthalt gl den Punkt Q, 
g'J die Punkte 'Q und Q'; gl' den Punkt Q', g'J' den Punkt Q. Auf 
II laBt sich ein solcher Umlaufssinn angeben, bei dem die Lange urn 
211: zunimmt. Da die Indikatrix bei der Abbildung erhalten bleibt, 
entspricht dies em Umlauf urn II ein Umlauf urn j, bei welchem sich 
die Lange urn 211: vermindert. Es muB also wieder einen Punkt P 
von II geben, fur welchen: 

qJ (P') = qJ (P) 
ist. 

In beiden Fallen muBte somit II die Menge H treffen. Dieser 
Widerspruch gegen unsere Annahme ergibt die behauptete Existenz 
des die Punkte 'Q und Q verbindenden Teilkontinuums K von H. 

Wir betrachten auf K die eindeutige stetige reelle Funktion 

tp (P') - tp (P). 

Diese ist fur P = 'Q negativ, fur P = Q positiv, sie verschwindet also 
fUr einen Punkt PI von K, d. h. wir haben: 

tp (Pt') = tp (PI); 

da ferner PI ein Punkt von H ist, ist zugleich: 

qJ (PI') = qJ (PI); 

d. h. PI ist em Fixpunkt der Abbildung. 

Eine die Indikatrix umkehrende topologische Abbildung der Kugel­
ftache auf sich braucht nieht notwendig einen Fixpunkt zu haben; so 
ist z. B. die Abbildung, bei welcher jeder Punkt der Kugelflache in 
den diametral gegenuberliegenden Punkt ubergeht, eine topologische 
Abbildung der Kugelflache auf sich ohne Fixpunkt. 

Bei erhaltener Indikatrix gibt es auf der Kugelftache wenigstens 
einen Fixpunkt, wie wir eben gezeigt haben. Vermoge einer stereo_ 
graphischen Projektion der Ebene auf die Kugelftache entspricht einer 
Translation x' = x + a, y' = y + b der Ebene eine topologische Ab­
bildung der Kugelflache auf sich, welche die Indikatrix ungeandert 
laBt und einen einzigen Fixpunkt besitzt, welcher dem unendlich 
fernen 'Punkt der Ebene entspricht. 
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Einer die Indikatrix erhaltenden topologischen Abbildung der Kugel­
ftache auf sich mit einem einzigen Fixpunkt entspricht eine die Indi­
katrix erhaltende topologische Abbildung der Ebene auf sich ohne 
Fixpunkt; man nimmt namlich den einzigen Fixpunkt der Kugel aIs 
Projektionszentrum und projiziert die Kugelftache auf die Ebene, die 
sie im gegeniiberIiegenden Punkt beruhrt. - Uber fixpunktfreie, die 
Indikatrix erhaltende topologische Abbildungen der Ebene auf sich 
gilt der foIgende tiefliegende Satz: 

III. Translationssatz von Brouwer: Eine die Indikatrix erhaltende 
fixpunktfreie topologische Abbildung der Ebene auf sich selbst ist iiber 
die ganze Ebene eine Translation. 

Urn den Satz richtig erklaren zu konnen, fiihren wir die folgen­
den Bezeichnungen ein. Unter einer einfachen offenen Linie ver­
stehen wir eine abgeschlossene Punktmenge, die topologisches Bild 
der unendlichen Geraden ist. Ein Translationsfeld ist ein von zwei 
fremden einfachen offenen Linien lund l' bestimmtes Gebiet der Ebene, 
so daB die Linie l' das Bild von l bei der gegebenen Abbildung t 
ist, und das Bild dieses Translationsfeldes bei t ein von den Linien l' 
und l" (l" = das Bild von l' bei t) bestimmtes, dem Translationsfeld 
(l, l') fremdes Gebiet ist. 

Der Translationssatz be­
hauptet nun, daB es zu jedem 
Punkt der Ebene sich ein 
diesen Punkt enthaltendes 
T ranslationsfeld angeben lapt. 
Die Bilder dieses Feldes .F 0 

bei den positiven und nega­
tiven Potenzen tn der AbbiI-
dung t sind Gebiete, die ein· 
ander paarweise fremd sind F· 41 19. . 
urid zusammen einen gewissen 
TeiI der Ebene bedecken. Die Bilder .F" von.Fo brauchen aber nicht die 
ganze Ebene zu erfiillen, und folglich ist die Abbildung t nicht notwendig 
einer gewohnlichen metrischen Translation der Ebene aquivalent. Ein 
Beispiel fur eine solche Abbildung, die nieht einer gewohnliehen Trans­
lation aquivalent is!, wird etwa durch die foIgenden Formeln erklart: 

x'=x - 1 y'= Y fiir y:2:3 

x'=x+(~ - y), ' 3-y y =y+-2--' fiir 3>y>2; 

x' = x + (2 - y), ' y-1 y=y+-2-' fur 2>y:2:1; 

x'= x + 1 y'= Y fiir l>y 

Fig. 41 deutet die Stromungslinien an, langs deren sieh die Punkte 
von der Anfangslage in die dureh die Abbildung bestimmte Endlage 

13* 
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begeben; rechts ist ferner schematisch die Anderung des Transfor­
mationsvektors dargestellt, wobei immer der Anfangspunkt des Vek­
tors den urspriinglichen Punkt, der Endpunkt seinen Bildpunkt dar­
stellt. - Die punktierten Linien beranden paarweise je ein Trans­
lationsfeld ... ,.F -1' .F 0' .F l' ... ; diese Felder fiiIlen die Halbebene 
y> 2 aus. 

Wegen des Beweises des Translationssatzes verweisen wir den 
Leser auf die urspriingliche Darstellung von Brouwer in Mathern. 
Ann. 72, S. 37-54. Wir werden hier nur einige, auch an sich inter­
essante Teilergebnisse davon darstellen. 

Unter einem Translationsbogen verstehen wir einen einfachen 
Bogen P p', dessen Endpunkt P' das Bild des Anfangspunktes P ist, 
und welcher mit seinem Bild, d. h. dem Bogen P'P" auBer P' 
keinen gemeinsamen Punkt hat. Die Bilder eines Translationsbogens 
pp' bei den positiven und negativen Potenzen der Abbildung t er­
geben eine Bahnkurve. Wir werden zeigen, daB eine Bahnkurve sich 
nicht schneidet; ferner kann sie bei beliebig weiter Fortsetzung vor· 
warts oder riickwarts nicht in beliebige Niihe eines ihrer friiheren 
Punkte kommen. Sie ist also topologisches Bild der unendlichen 
Geraden, und ihre Enden, d. h. die Gesamtheit der Grenzpunkte von 
Folgen, deren entsprechende Punkte auf der Geraden nach rechts 
bzw. nach links gegen unendlich konvergieren, haben mit der Bahn­
kurve keinen gemeinsamen Punkt; sie ist aber im allgemeinen keine 
einfache offene Linie im oben angegebenen Sinne, da namlich eine 
einfache offene Linie keine Enden hat. 

Der Beweis der obigen Behauptung beruht auf dem folgenden 
Hilfssatz: Seien u(P), v(P) zwei eindeutige stetige Funktionen in 

einem von einer einfachen geschlossenen Kurve i berandeten Bereich b, 
die in keinem Punkt dieses Bereiches gleichzeitig verschwinden. Dann 
ist die Winkeliinderung des Vektors mit dem Anfangspunkt (u, v) = (0,0) 
und mit dem Endpunkt (u (P), v (P)) wiihrend eines positiven Umlaufes 
von P um die K urve i gleich 0. 

Dieser Hilfssatz ist eine unmittelbare Folge des in V § 2 dar· 
gestellten Monodromiesatzes. Sei namlich cp (P) der Winkel des Vek­
tors (0, 0), (u (P), v (P)) mit der positiven u-Achse; cp (P) ist in jedem 
Punkt von b bis aufVielfache von 211: bestimmt. Nehmen wir einen 
beliebigen unter diesen Werten in einem Punkt Po von b; urn den 
Punkt Po bestimmen wir eine hinreichend kleine Umgebung U. deren 
durch die Funktionen u(P). v(P) erzeugtes Bild in der (u, v)-Ebene 
in einer urn den Punkt (u(Po)' v (Pu)) angegebenen, den Anfangspunkt 
u = v = ° nicht enthaltenden Kreisscheibe liegt. Bei einem Umlauf 
des Punktes P urn eine beliebige in U liegende einfache geschlossene 
Kurve iindert sich der Wert von cp (P) nicht. Aus dieser eindeutigen 
Fortsetzbarkeit von cp (P) im Kleinen folgt sodann nach dem Mono-
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dromiesatz, daB der in Po bestimmte \Vert f{J ( Po) sich fUr den ganzen 
Bereich b eindeutig und stetig erweitern IaBt; insbesondere ist also 
die Anderung von f{J (P) bei einem Umlauf urn die Randkurve i von 
b gleich O. 

Sei nun Po ein willkiirlicher Punkt der Ebene; wir werden eine 
durch Po gehende Bahnkurve konstruieren. Seien P l 'P2 ' ••• , P -1' P -'J' ... 

die Bilder von Po bei den positiven und negativen Potenzen der Ab· 
bildung t. Wir verbinden Po und P 1 durch eine geradlinige Strecke; 

das Bild von POP1 sei der Bogen P-;-P'J' Wenn POP1 und P-;F'J sich 
auBerhalb von P 1 treffen, lassen wir einen beweglichen Punkt 
S die Strecke POP 1 von Po aus beschreiben bis zum ersten solchen Punkt, 
daB die Bahn von S und die seines Bildes einander in einem Punkt Q' 
treffen. Daselbst miindet entweder die Bahn von S an eine Seite der 
Bahn von S', oder die Bahn von S' an eine Seite der Bahn von S ein. 
Wir bezeichnen das Bild von Q' mit Q" und das Bild von Q' bei der inversen 
Abbildung mit Q. Wir wahlen auf PoQ' einen Punkt R' sehr nahe 

\ 

Fig. 42. 

\ , 
" 

............... _----
S' 

bei Q'; seien R" bzw. R die Bilder von R' bei der Abbildung t bzw. 
t-l . Wir verbinden R mit Po an einer Seite von PoQ' durch einen 
sehr nahe bei PoQ' verlaufenden einfachen Bogen 5 = RPo' der h6ch· 
stens den Bogen R"?:!' von P;Q" trifft, so daB das Bild 5' von 5 

auBerhalb von R' und Pl weder 5 noch Po Q' noch p;Q" trifft. Alsdann ist 
RPoQR' ein Translationsbogen (er trifft namlich sein Bild auBerhalb 
von R' nicht) und somit erzeugt er eine durch den willkiirlich ge· 
wahlten Punkt Po gehende Bahnkurve. 

Wir zeigen weiter, daB eine Bahnkurve keinen Doppelpunkt 
haben kann. Die Bilder des Punktes R bei den Potenzen von t be· 
zeichnen wir mit R(1), R(2l, . ... Den Translationsbogen RR(1) unter· 
ziehen wir wiederholt der Abbildung t, so entstehen die Bogen 

R(l) Rr.:iJ, 'R(2) R(3), ... , die zusammen einen "rechten" Teil der Bahn­
kurve ergeben. Sei S ein Punkt, der sich auf der Bahnkurve von R 
aus nach rechts bewegt, und sei P' der erste soIche Punkt, in we1chem 
S wieder in eine friihere Lage zuriicktrifft. Auf der einfachen ge­
schlossenen Kurve i, die einen von P' ausgehenden und dahin 
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zuriickkehrenden Teil der Bahnkurve bildet, miissen wenigstens zwei 
Punkte der Folge R(]), R(2), . .. liegen. Sei R,h+l) der erste auf i 
liegende Punkt der Folge (R'i») , und sei R(P) der letzte. - Sei p" 
das Bild von P', und P' das Bild von P. Wenn wir die Bahn­
kurve iiber P' hinaus bis P" verlangern, so kann dieses (auf 

Fig. 43 punktiert aufgezeichnete) Segment n" der Bahnkurve die 

Kurve i hochstens auf dem Bogen P'R(h+l) treffen. Der Bogen P"R<P) P'; 

der sowohl mit dem Bahnsegmente P' R(h+ 1) P"~ wie auch mit dem 

Bahnsegmente P'R(P+l)P" je eine einfache geschlossene Kurve bildet, 
hat fiir diese beiden Kurven dieselbe Innenseite, kann mithin durch 

die Bahnsegmente p' R(h+l) P'" und P R(P+l) p,; zusammen nicht vom 
Unendlichen getrennt werden. 

Wir fiihren nun von einem nirgends verschwindenden Vektor, 

dessen Anfangspunkt das Bahnsegment Pi?""iP)'jY durchlauft, den End· 

pi\., ,I' 
'-~ 

Fig. 43. 

punkt als stetige Funktion von P' 
nach P", ein erstes Mal auf dem 

Bahnsegment . p' R(h+l) P": ein 
zweites Mal auf dem Bahnseg-

ment p' R(P+1) P". Der dabei 
yom Vektor beschriebene Dre­
hungswinkel ist, wei! die Bogen 

p' R(h+1) P" und p' R(P+1) P" zu· 

sammen den Bogen P R(P) P"(oder 
falls die Punktpaare R(h+1), P" 

und P, R(P) einander auf i trennen, eine Seite des Bogens) nicht vom 
Unendlichen trennen, beide Male derselbe. 

Der totale Drehungswinkel, den der Transformationsvektor bei 
einem vollen Umlauf urn i beschreibt, wird somit auch erhalten, wenn 
wir zunachst den Anfangspunkt eines nirgends verschwindenden Vek-

tors urn den zu i gehorigen Bogen pI R(h+l) p' und den Endpunkt 

als stetige Funktion des Anfangspunktes urn den Bogen 'P" R(P) pi und 

sodann den Anfangspunkt urn den Bogen P R<P) pi und den Endpunkt 

als stetige Funktion des Anfangspunktes urn den Bogen p' R(h+l) p'i 

herumfiihren. 
Der hierbei in den Punkten von i auftretende Vektor gehort 

aber als Transformationsvektor zu einer Drehung der einfachen ge­
schlossenen Kurve i in sich, so daB sein totaler Drehungswinkel 2 n 
betragt. Dies aber wiirde laut des obigen Hilfssatzes nach sich ziehen, 
daB die Abbildung der Ebene innerhalb von i einen Fixpunkt besaBe, 
was ein Widerspruch ist. 
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Durch eine ganz ahnliche Oberlegung zeigt sich, daB eine Bahn­
kurve bei beliebig we iter Fortsetzung vorwarts oder riickwarts nicht 
in beliebige Niihe eines ihrer Punkte zuriickkehren kann. 

Aus dem Bewiesenen folgt insbesondere, daB wenn eine die 
Indikatrix erhaltende topologische Abbildung t der Ebene auf sich 
keinen Fixpunkt hat, auch keine (positive oder negative) Potenz dieser 
Abbildung einen Fixpunkt aufweisen kann. Dieses Resultat konnen 
wir auch folgendermaBen formulieren: 

IV. Wenn eine die Indikatrix erhaltende topologische Abbildung der 
Kugelflache auf sich selbst nur einen einzigen Fixpunkt hat, so hat 
auch iede Potenz dieser Abbildung diesen einzigen Fixpunkt 1 ). 

IVa. Wenn eine die I ndikatrix erhaltende topologische A bbildung 
der Kreisscheibe auf sich keinen inneren Fixpunkt hat, so kann auch 
keine Potenz der Abbildung einen Fixpunkt im Kreisinnern haben. 

Ais unmittelbare Folgerungen davon ergebensich noch die fol­
genden Satze: 

V. Geht bei einer die Indikatrix erhaltenden topologischen Abbil­
dung eines von den einander fremden einfachen geschlossenen Kurven 
io' il"'" in (n > 1) berandeten ebenen Bereiches auf sich selbst iede 
Randkurve in eine andere Randkurve uber, so gibt es wenigstens zwei 
Fixpunkte. 

Wir diirfen voraussetzen, daB die Randkurven io' ii' ... , in Kreise 
sind. Wir ziehen die Rander des Bereiches auf je einen Punkt zu­
sammen. Sei etwa il ein innerer Randkreis des Bereiches mit dem 
Mittelpunkt PI und' mit dem Radius r1 ; sei it' ein mit il konzen­
trischer Kreis im ~ereich mit dem Radius r1' (> r1 ). Den von il 
und i/ berandeten Kreisring: 

r1 < r < r/, 0 < rp < 2 n 

(r, rp Polarkoordinaten mit dem Anfangspunkt PI) bilden wlr durch 
die Formeln: 

"'=1" 1'-"1 
1 r/-rt 

rp' = rp 

auf die punktierte Kreisscheibe (it') (deren Mittelpunkt fortgelassen 
wird) topologisch abo Ahnlich ziehen wir jeden Randkreis auf je 
einen Punkt zusammen; urn von der speziellen Rolle des auBeren 
Randkreises unabhangig zu werden, bilden wir dann noch den ebenen 
Bereich durch eine stereographische Projektion auf einen Kugelbereich 

1) J. Nielsen hat diesen Satz mittels der oben (zum Beweis der Siitze I 
und II) angewandten Methode der Trennung der Variablen bewiesen, wie ich 
dllrch eine briefliche Mitteilung von Herrn Nielsen erfahren habe. 
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abo Naeh dem Zusammenziehen der Randkurven erhalten wir eine 
der urspriingliehen Abbildung des Bereiches auf sich entspreehende 
topologisehe Abbildung der Kugelflache auf sieh, welche die den 
Randkurven ii entsprechenden Punkte Pi vertauscht. Bei einer ge­
wissen Potenz der Abbildung geht jeder solche Punkt Pi in sich 
iiber, so daB bei dieser Abbildung wenigstens n + 1 (:2 2) Fixpunkte 
auftreten. Aueh die urspriingliche Abbildung muB dann laut des 
Satzes IV wenigstens zwei Fixpunkte haben, welche nieht mit den 
Punkten Pi zusammenfallen konnen, da namlich jeder der Punkte Pi 
bei t in einen anderen Punkt P. iibergeht. Zuriiekkehrend auf den 

3 
ebenen Bereich konnen wir also behaupten, daB es wenigstens zwei 
Fixpunkte gibt, die im Innern des Bereiches liegen. 

Ebenso beweist man den folgenden Satz: 

VI. Sei ein von den einfachen geschlossenen Kurven io' ii' ... , 
i .. (n:2 2) berandeter ebener Bereich topologisch auf sich selbst abge­
bildet, so dafJ dabei die aufJere Randkurve io in sich, und iede der 
inneren Randkurven in eine andere iibergeht. Dann gibt es wenigstens 
einen Fixpunkt, und zwar entweder einen im Innern oder zwei auf 
dem Rand liegende Fixpunkte. 

Ziehen wir namlieh die inneren Randkurven auf je einen Punkt 
Pi zusammen, so unterliegt der so entstehende Bereich einer topo­
logisehen Abbildung, die die Punkle PI' P'J' ... , p .. unter sich ver­
tauscht. Kehrt sich dabei die Indikalrix urn, so gibt es auf io 
genau zwei Fixpunkte. Bleibt aber die Indikallix ungeandert, so 
besitzt eine gewisse Potenz der Abbildung n Fixpunkte P l ' P 2 ' ••• , P" 
im Innern von io' so daB auch die urspriingliche Abbildung wenig­
stens einen inneren Fixpunkt haben muB. 

Wir erwahnen noch den folgenden Satz: 
VII. Sei t eine topologische Abbildung eines von n + 1 (+ 2) ein­

fachen geschlossenen Kurven io' it' ... , in berandeten ebenen Bereiches 
auf sich selbst, bei welcher iede Randkurve in sick selbst iibergeht,. dann 
gibt es in dem (abgeschlossenm) Bereich wenigstens einen Fixpunkt. 

Wir setzen voraus, daB der Bereich von n + 1 Kreisen berandet 
ist. Ferner konnen wir den Fall, daB die Indikatrix sich umkehrt, 
bei Seite lassen; in diesem Fall gibt es namlich auf jedem der Rand­
kreise genau zwei Fixpunkte. Wir setzen iiberhaupt voraus, daB auf 
den Randkreisen kein Fixpunkt liegt. Einem positiven Umlauf eines 
veranderlichen Punktes P urn den auBeren Randkreis io entsprieht 
also ein positiver Umlauf des Bildpunktes P' urn io' und wenn der 
Winkel von P etwa von 0 bis 2 n, der von P' von lPo' bis lPo' + 2 ;n; 

(0 < lPo' < 2 n) geht, ist wahrend des ganzen Umlaufes lP' > lP. Die 
Winkelanderung des Transformationsvektors P P' ist also gleieh + 2 n. l) 

1) Siehe S. 8fi. 
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Ebenso nimmt der Winkel des Transformationsvektors bei einem 
negativen Umlauf urn ii (i = 1, 2, ... , n) urn 2;1t abo Nehmen wir 
nun n fremde Querschnitte, die einen Punkt von io mit je einem 
Punkt der Kurven iI' i~, ... , in verbinden, und schneiden wir den 
Bereich langs derselben auf, so ware in dem FaIle, daB die Abbildung 
keinen Fixpunkt hat, die Winkelanderung des Transformationsvektors 
bei einem vollstandigen Umlauf urn den Rand des aufgeschnittenen 
Bereiches gleich O. Dabei werden die Querschnitte zweimal und in 
entgegengesetzten Richtungen umlaufen, so daB die sie betreffenden 
Winkelanderungen sich gegenseitig aufheben; es bleibt also nur der 
positive Umlauf urn io und die negativen Umlaufe urn die Kurven 
ii (i = 1, 2, ... , n) ubrig, folglich ist die Winkelanderung gleich 
(1 - n) 2 ;It • Da n =l= 1 vorausgesetzt wurde, ist diese Zahl von 0 ver­
schieden, woraus die Existcnz eines Fixpunktes folgt. 

Insbesondere bemerken wir, daB ein von drei einfachen ge­
schlossenen Kurven berandeter ebener Bereich bei jeder die Indikatrix 
erhaltenden topologischen Abbildung des Bereiches auf sich wenig­
slens einen Fixpunkt besitzt. Denn entweder ist keine seiner Rand­
kurven ungeandert, dann gilt Salz V, oder es ist eine einzige Rand­
kurve ungeandert, dann gilt Satz VI, oder es bleiben schlieBlich zwei 
Randkurven, also auch die dritte ungeandert, dann gilt Satz VII. 

Fig. 44. Fig. 45. 

Bei ebenen Bereichen mit 2 oder mit n > 3 Randkurven gibt es 
immer die Indikatrix erhaltende fixpunktfreie Abbildungen. Man be­
trachte namlich einen ebenen Kreisbereich, der von zwei konzentrischen 
Kreisen i1 und i2 und von n - 2 weiteren, zyklisch symmetrisch ge­
legenen Kreisen i3, i4' ... , in berandet wird (s. Fig. 44) und nehme 
eine Drehung dieses Bereiches urn den Mittelpunkt von i1 vor, die 
die Randkreise i3' ... , in miteinander vertauscht. 

Verdoppelt man diesen Bereich und vereinigt die beiden Exem­
plare langs der entsprechenden Randkreise, so entsteht eine orientier 
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bare geschlossene Fliiche vom Geschlecht p = n - 1 mit einer fixpunkt­
freien, die Indikatrix erhaltenden topologischen Abbildung auf sich. 
Anders gesagt, nehme man eine Torusflache mit p - 1 zyklisch sym­
metrisch gelegenen Henkeln (s. Fig. 45) und eine Drehung der FHiche 
urn die Achse des Torus. - Fur die geschlossene orientierbare FHiche 
vom Geschlecht p = 2 gibt es kein derartiges Beispiel; wohl gibt es 
aber eine fixpunktfreie, die Indikatrix erhaltende topologische Abbildung 
der Flache auf sich. Auf der Torusflache gibt es namlich eine Ab­
bildung mit einem einzigen Fixpunkt, die in Toruskoordinaten 
(q;, "1') durch die folgenden Formeln ausgedruckt werden kann: 

q;' = q; - "1', "1" = q;. 

Nun lasse man urn den einzigen Fixpunkt q; = 1p = 0 das Innere der 
bei der Abbildung invarianten einfachen geschlossenen Kurve: 

{ 
q; = a, 

o <"1'< a, 

{ 
q; = - a, 

o >"1';;;:: - a, 

[ a;;;:: q;;;;:: 0, 

l1p=a, 

{
-a < q; < 0, 

"I' = - a, 

{ 
O;;;::q;> -a, 

"I' = q; + a, 

{ 
0 <q;< a, 

tp=q;-a, 

(0 < a < 2:n) fort, so entsteht eine von einer einzigen Kontur be­
randete orientierbare Flache vom Geschlecht 1 mit einer fixpunkt­
freien, die Indikatrix erhaltenden Abbildung. Nimmt man zwei Exem­
plare davon und vereinigt man sie langs ihrer Rander, so daB je zwei 
kongruente Randpunkte der beiden Exemplare identifiziert werden, 
so entsteht eine geschlossene orientierbare Flache vom Geschlecht 2, 
mit einer fixpunktfreien, die Indikatrix erhaltenden topologischen Ab­
bildung derselben auf sich selbst. - Diese Beispiele von fixpunktfreien 
Abbildungen wurden von Brouwer angegeben. 

Fur nichtorientierbare geschlossene Flachen vom Geschlecht > 1 
gab f.·Nielsen die folgenden Beispiele von fixpunktfreien topologischen 
Abbildungen. Man nimmt eine Kugelflache: 

o <q; < 2:n, -~<tp<+~ 2= = 2 

("I', q; = geographische Breite und Lange), 

schlagt urn jeden Punkt 1p=O,q;= 2;:7t(k=0, 1, 2, ... , p-l) 

(wobei p > 2 ist) je einen Kreis "0' "1' ... , "p-l' der einer 

Winkeloffnung < % entspricht, lillt das Innere eines jeden Kreises "i 

von der Kugelflache fort und setzt statt dessen je eine Kreuzhaube an; 
das gibt eine nichtorientierbare geschlossene Flache F vom Ge­
schlecht p. Man unterwirft die Kugelflache der Abbildung 

, + 2n , 
q; =q; p' "I' =-"1' 
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und setzt dieselbe auf die anschlieBenden Kreuzhauben eineindeutig und 
stetig fort, so entsteht eine fixpunktfreie topologische Abbildung der 
Flache F auf sich. - Wenn man die zweiblattrige orientierbare Uber­
lagerungsftache von F konstruiert, bekommt man fixpunktfreie topo· 
logische Abbildungen der geschlossenen orientierbaren Flachen vom 
Geschlecht p > 0 mit Erhaltung, und auch solche mit Umkehrung 
der Indikatrix. 

Auf nichtorientierbare geschlossene Flachen vom Geschlecht 1, 
die also der projektiven Ebene homoomorph sind, ist das obige 
Beispiel nicht mehr anwendbar. Dafiir gilt eben der folgende Satz 
von Brouwer: 

VIII. Jede topologische Abbildung der projektiven Ebene aut sick 
selbst besitzt wenigstens einen Fixpunkt. 

Dber der projektiven Ebene konstruieren wir die zweiblattrige 
orientierbare Uberlagerungsftache, die der Kugelftache homoomorph 
ist. Der gegebenen Abbildung lassen wir durch die folgende ErkHirung 
zwei Abbildungen tl und t'J der Kugelftache auf sich entsprechen: 
sei Po ein beliebiger Punkt der projektiven Ebene und P l ' P'J die 
tiber ihm liegenden Punkte der Kugel; sei P; das Bild von Po und 
Pt', P'/ die iiber. ihm liegenden Punkte; zum ersten Male lassen 
wir dem Punkt P 1 den Punkt P t', zurn anderen Male den Punkt P 'J' 
als Bild entsprechen, und setzen die so erkliirten Abbildungen auf 
die ganze Kugelftache stetig fort, wobei jedern Punkt P der Kugel­
ftache ein solcher Bildpunkt P' zukornrnen solI, daB der Spurpunkt 
von pI das Bild des Spurpunktes von P ist. Eine dieser beiden 
topologischen Abbildungen der Kugelftache auf sich laBt die Indikatrix 
ungeandert, die andere kehrt sie urn. Bei der die Indikatrix erhalten­
den Abbildung gibt es wenigstens einen Fixpunkt auf der Kugel 
(Satz II), sein Spurpunkt ist also einFixpunkt der projektiven Ebene 
bei der gegebenen Abbildung. -

§ 3. Fixpunktsatze des ebenen Kreisringes. 

Aus dem Satz V des vorigen Paragraphen ergibt sich fUr den 
Fall des von zwei konzentrischen Kreisen berandeten ebenen Kreis­
ringes der folgende Satz: 

Jede die Indikatrix erhaltende topologische Abbildung des Kreis­
ringes auf sich, die die beiden Randkreise vertauscht, besitzt wenig­
stens zwei Fixpunkte. 

Ferner gilt: 
Jede die Indikatrix urnkehrende topologische Abbildung des Kreis­

ringes auf sich, die jeden Randkreis in sich iiberfiihrt. besitzt wenig­
stens vier Fixpunkte (namlich auf jedern Randkreis zwei Fixpunkte). 
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\Venn bei umgekehrter Indikatrix die Randkreise vertauscht wer­
den, braucht es keinen Fixpunkt zu geben, z. B.: 

r' = 4 - r, q;' =91+/X 

«(r, (1) Polarkoordinaten, 1 < r < 3, 0 < 91 < 2 :n:). 

Bei einer die Indikatrix erhaltenden und jeden Randkreis in sich 
iiberfiihrenden topologischen Abbildung des Kreisringes auf sich braucht 
es ebenfalls keinen Fixpunkt zu geben, z. B.: 

r'=r, 91'=91+/X' 

Auch dann noch nicht, wenn die beiden Randkreise Drehungen In 

entgegengesetzten Richtungen unterliegen, z. B.: 

, 3 -r ) r =r+-2-- , 

, 1'-1 
r =r+-2-

91' = 91 + i (2 - r). 

Der Ausdruck entgegengesetzte Drehungen solI genauer folgendes be­
deuten: sei (r, cp) (r = 1) ein Punkt des inneren Randkreises, der 
Winkel 91 sei dabei beliebig bestimmt; liegt der Winkel cP' seines 
Bildpunktes zwischen cP und cP + 2:n: und setzen wir cP und cP' Hings 
eines Bogens stetig fort, der den Punkt (1, cp) mit einem Punkt (3, CPt) 
des iiuBeren Randkreises verbindet, so sei flir den erhaltenen Wert cp/ 
des Winkels des Bildpunktes von (3, CPt): CPt - 2:n: < 91t' < CPt' 

Ein von Poincare ausgesprochener und von Birkholl bewiesener 
Satz besagt: 

Eine flachentreue topologische Abbildung des Kreisringes auf sich 
selbst, die jeden der beiden Randkreise in sich iiberfiihrt, und zwar beide 
mit entgegengesetzten Drehungen, hat wenigstens einen Fixpunkt. 

Die Abbildung solI dabei flachentreu genannt werden, wenn jedes 
Gebiet mit seinem Bilde gleichen Peano-Jordanschen inneren Fliichen­
inhalt hat t ). 

Wir werden nach Birkhoff beweisen, daB es wenigstens einen 
Fixpunkt gibt, indem wir die entgegengesetzte Annahme zu einem 
Widerspruch fiihren. - Sei 

R- ( 0<cp<2:n: . l a .2 r > b (> 0) 

der gegebene Kreisring; die Kreise r = a, r = b bezeichnen WIr mit 

1) Der (Peano·Jordansche) innere Flacheninhalt eines Gebietes g wird fol­
gendermafien erklart: man unterzieht die Ebene einer quadratischen Teilung, 
hebt diejenigen Quadrate hera us, die ganz zu g gehoren, und bezeichnet ihren 
Gesamtflacheninhalt mit ij die obere Grenze von i bei allen quadratischen 
Teilungen der Ebene wird aIs innerer Flacheninhalt von g bezeichnet. 
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Ca, und Cb • Man fuhrt modifizierte Polarkoordinaten (~, 'YJ) mittels der 
folgenden Formeln ein: 

i; = q;, 17 = r2. 

Die Abbildung sei durch die Formeln dargestellt: 

~' = q; (~, 'YJ), 'YJ' = "P (~, 'YJ); 

"P (~, 'YJ) ist eine eindeutige stetige Funktion von (~, 'YJ), die in ~ mit 
der Periode 2.7l periodisch ist. Die Funktion q; (~, 'YJ) ist nur bis auf 
Vielfache von 2.7l bestimmt. Nehmen wir einen von dies en Werten 
(!J (~o' 'YJo) in einem Punkt (~o' 'YJo); die stetige Fortsetzung dieses Funk­
tionswertes fuhrt fur jedes Wertepaar (~, 'YJ) zu einem eindeutig be­
stimmten Wert q; (~, 'YJ); in der Tat entspricht einem positiven Umlauf 
des Kreises 'YJ = 'YJo' ~o < ~ < ~o + 2.7l ein positiver Umlauf von (e, 'YJ') 
urn eine einfache geschlossene Kurve (die das Bild dieses Kreises 
darstellt), we1che den Koordinatenanfangspunkt in ihrem Innern hat; 
wahrend also ~ urn 2.7l zunimmt, nimmt auch e= q; (~, 'YJ) urn 2.7l 
zu. Die Funktionen ~' - ~ und 'YJ' - 17 sind also im Kreisring R 
eindeutige stetige Funktionen. 

Der oben formulierte Satz laBt sich sodann folgendermaBen aus­
sprechen: nehmen wir fUr q; (~, 17) eine so1che Bestimmung, daB die 
eindeutige stetige Funktion q; (~, 17) - ~ fUr den auBeren Randkreis Ca 

positiv, fur den inner en Randkreis Cb negativ ist, so haben wir 
wenigstens einen so1chen Punkt (~, 1]), fUr welchen 

~'= ~, 17' = 17 
ist. 

Wenn wir voraussetzen, daB kein Fixpunkt vorkommt, so gibt 
es eine so1che positive Zahl d, daB fur jeden Punkt (~, 17) von R 

W - ~)2 + (1/' - 17)2 > d 2 (> 0) 
besteht. 

Wir bezeichnen mit te die durch die Formeln: 

~ =~, (e > 0) 
erklarte Abbildung, die die Kreise Ca und Cb in die konzentrischen 
Kreise 

C~: 17 = a2 - e, ct: 17 = b'J - e 

uberfuhrt. Da d ~ und d 17 bei der Abbildung te ungeandert bleiben, 
und der Flacbeninhalt durch das Integral 

f f r dr dq; = ~ f f d~ d17 

ausgedruckt wird, ist te eine flachentreue Abbildung. 

Falls e < d ist, kann die Hilfsabbildung ttE> die entsteht, wenn 
zuerst die gegebene Abbildung t und nachher die Abbildung te 
ausgefuhrt wird, ebenfalls keinen Fixpunkt haben. Betrachten wir 
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namlich ~, 'fJ als rechtwinklige Koordinaten einer (~, 'fJ)-Ebene, so 
wird dem Kreisring 

ein Parallelstreifen S und der Abbildung tte eine topologische Ab­
bildung dieses Streifens entsprechen; bei t geht jeder Punkt (~, 'fJ) 
von S in einen Punkt (e, 'fJ') tiber, dessen Abstand von (~, 'fJ) groBer 
ist als d, und bei te geht der Punkt (~', r/) in einen solchen Punkt 
(~', fi') tiber, des sen Abstand von (e, r/) kleiner ist als d, so daB der 
Bildpunkt (~', fi/) von (~, 'fJ) bei tte nicht mit (~, 'fJ) zusammenfallen 
kann. - Wir wahlen also die GroBe e derart, daB: 

e < b2, e < d, e < a2 _ b'J 

ist und halten sie fest. 
Wir betrachten nun die mehrdeutige Funktion: 

.) r/-'Yj 
w (~, 'YJ = arctg ;' _ € 

oder genauer gesagt: diejenigen Zweige dieser Funktion, die den 
Winkel bis auf Vielfache von 27l angeben, den der Vektor mit dem 
Anfangspunkt (~, 'YJ) und mit dem Endpunkt W, 'YJ') in dem Streifen S 
mit der positiven ~-Achse bildet. Zufolge der Annahme 

W - ~)2 + ('YJ' - 'YJ)2 > d2 (> 0) 

ist diese Funktion OJ (~, 'YJ) stetig in jedem Punkt von S und zerfallt 
in eindeutige stetige Funktionen in S. AuBerdem ist jede solche Be­
stimmung der Funktion OJ (~, 'YJ) langs Ca und Cb konstant und einem 
geraden bzw. ungeraden Vielfachen von 7l gleich, da auf Ca : ~' > ~, 
'YJ' = 'YJ und auf Cb : ~' <~, 'YJ' = 'YJ besteht. 

Da ~' - ~ und 'YJ' - 'YJ, wie wir gesehen haben, in ~ mit der 
Periade 27l periodisch sind, so kann eine Bestimmung der Funktion 
OJ (~, 'YJ) in den Punkten (~, 'YJ) und (~+ 27l, 'YJ) nur urn Vielfache von 
27l verschiedene Werte annehmen; diese Differenz: 

OJ(~,'fJ)-OJ(~+27l,'YJ) 

ist ferner in S stetig und also konstant; auf Ca und Cb ist aber 
OJ (~, 'YJ) konstant, so daB die Gleichung OJ (~, 'YJ) = OJ (~+ 27l, 'YJ) auch 
fUr jeden Punkt (~, 'YJ) von S besteht. OJ (~, 'YJ) ist also eine periodi­
sche Funktion von ~ mit der Periode 27l, m. a. W. irgendeine Be­
stimmung von OJ (~, 'fJ) in eineni Punkt von R fiihrt durch stetige 
Fortsetzung zu einer im ganzen Ring R eindeutigen und stetigen 
Funktion. 

Auf ~ieselbe Weise zeigt man, daB die Funktion 
-, 

-() 7j-'l 
OJ ~. 'YJ = arctg ~--

~' -~' 
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die den Winkel des von (~, "') nach W, 'ij') gelegenen Vektors mit 
der positiven ~-Achse ergibt, in eindeutige stetige Funktionen von 
(~, "') zerfiillt. Ferner sind die Funktionen 

'ij' - '" = ",' - '" - e und ~' - ~ = t - ~ 
in ~ periodisch mit der Periode 2 n und auch jede der verschiedenen 
Bestimmungen von w(~, "') ist periodisch in ~ mit der Periode 2n 
langs Ca und Cb • Foiglich ist jede Bestimmung von w (~, "') eben so 
wie die von w (~, "') eindeutig und stetig in R. 

Zu einem Wert von w(~, "') gibt es einen Wert von w(~, "'), 
so daB 

I w (~, "') - w (~, "') 1< i 
ist; III der Tat ist Iw(~,,,,)-w(~,,,,)1 der Winkel des Dreieckes 

(~, "'), (~', ",'), (~', 'ij'), welcher der Seite W, ",'), (l', 'ij') gegenuber­
liegt; diese Seite ist aber von der Lange e < d, die Seite (~, "'), (~', ",') 
dagegen > d, so daB der erwahnte Winkel nicht > ~ n sein kann. 
Wenn wir in diesem Punkt (~, "') die Werte von w und w paarweise 
einander zuordnen, so daB immer fur zwei einander zugeordnete 
Werte Iw(~,,,,)-w(~,,,,)I<~n ist, so ist fur die stetigen Fort­
setzungen dieser Werte in S durchweg dieselbe Ungleichheit erfullt. 

Wir konstruieren jetzt einen einfachen Bogen, der bei der Ab­
bildung in gewissem Sinne invariant ist. - Bei der Abbildung t 
gehen die Randkreise Ca und Cb von R in sich, bei t, in die Kreise Ca' 

und Cb' mit den Radien Va\!- e, Vb\! - e tiber, so daB die Ab­
bildung t t. den Ring R in einen engeren Kreisring uberfuhrt. Sei 
C a" das Bild von C a' bei t t,; da der Kreis C a' im Innern von R 
iiegt, liegt sein Bild, die einfache geschlossene Kurve C a" im Innern 
des Kreisringes (C a', Cb') und berandet mit C; zusammen einen Ring­
bereich (Ca', C;') der sich Iangs Ca' an den Ring (Ca' Ca') anschlieBt. 
Das Bild Ca'" von Ca" Iiegt dann ebenfalls im Innern von Ca" und 
berandet mit C a" zusammen einen bngs C;' an den Ringbereich 
(Ca', Ca") anschlieBenden Ringbereich (Ca", Ca"'). Da die Abbildungen t 
und t. und also auch tt, fIachentreu sind, so sind die Flacheninhalte 
der Gebiete zwischen C a und C a' bzw. zwischen C a' und C a" usw. 
einander gleich und samtlich gleich ne, wo e die Breite des 
Kreisringes (Ca. C;) angibt. Wahlt man n hinreichend groB, so 
daB n e > a2 - b\! ist, so ist der gesamte Flacheninhalt der Ge-

biete (C a' C a'), (C a', C a''), ... , (C:- \ C:;) groBer als der des Kreis· 
ringes (Ca ' Cb); da diese Gebiete samtlich einander fremd sind 

und (C!, C; + 1) fUr jedes i im Innern von C: liegt, so muB C:; 
wenigstens einen im Innern von Cb liegenden Punkt P" haben. Sei 
P derjenige Punkt von Ca , dessen Bild pn bei der n·ten Potenz 
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von tt. ist, und seien P, P', P", ... , pn die Bilder von P bei den 
Potenzen von t t •. 

Stellen WiT wieder das Bild des Ringes R in der Ebene mit 
den rechtwinkligen Koordinaten (~, 17) dar, wobei dem Ring R der 
Streifen 

S: a2 > 1) :;::::: b2 , - 00 < ~ < + oc 

entspricht, so entsprechen den Kreisen Ca , Cb die Geraden Ca , Cb ; 

den Kreisen C:, Ch' die Geraden C a', C h'. Wir verbinden P und P' 
durch eine geradlinige Strecke und betrachten die Bilder derselben 
bei den Potenzen von tt.. Da P P' ganz im Streifen (Ca , Ca') liegt, 
und dieser Streifen bei t t. in einen ihm fremden Streifen (C a', C a") 
libergeht, ist das Bild der Strecke P P' ein einfacher Bogen P' P", 
der die Strecke P P', abgesehen von P', nicht trifft. Die Bilder von 
P P' bei den Potenzen von t t., d. h. die Bogen P P', P' P", ... , pn - 1 pn 
bilden einen einfachen Bogen, der den Punkt P mit einem unterhalb 
von Cb liegenden Punkt pn verbindet. Sei von P aus Q der erste 

p 
----------~~.-----------~----------Ca 

J?' 
--------------~~------------~~----C~ 

----~~----------~r_~~---------~ 

~: ~~~ ________ _2~ ____________________ ~' 

Fig. 46. 

auf Cb liegende .!unkt dieses Bogens. Der zwischen Ca und Cb 

liegende Bogen PQ geht bei tt. in den zwischen Ca' und Ch' liegen· 
den Bogen P'Q' liber; die beiden Bogen PQ und #Q' haben den 

Bogen p"'7;] gemeinsam. Aus den Eigenschaften von t und t. folgt, 
daB die Abszisse von P' groBer ist als die von P, wahrend die Ab· 
szisse von Q' kleiner ist als die von Q. 

Sei Rein veranderlicher Punkt des Bogens PQ und R' sein 
Bild. Betrachten wir den Drehungswinkel des Vektors RR' wahrend 
R den Bogen PQ umJauft. Er ist gleich - n + a + {J, bis auf Viel· 
fache von 2 n, wobei ex und {J die spitzen Winkel bedeuten, die die 
Strecke P P' mit der positiven ~·Achse bzw. die positive ~ . Achse mit 
der Strecke Q' Q bildet; wir behaupten, daB dieser Drehungswinkel genau 

gleich - n + ex + {J ist. Dies ist klar flir den Fall, daB die Bogen pf""""Q 
und QQ' geradlinige Strecken sind. -- Seien nun Pt' Qt' Pt', Qt' vier 
Punkte, die wir aus P, Q, P', Q' bekommen, indem wir ihre Abszissen 
urn die gleiche GroBe l vermindem. wahrend wir die Ordinaten unge-
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andert lassen; die GroBe l wahlen wir so groB, daB die gebrochene 

Linie PI PI' Ql Q/ den Bogen 'p P' QQ' nicht trifft. Sei b ein einfacher 
Bogen, der Q und Q1 im Innern der einfachen geschlossenen Kurve 

.----. 
PI' Q1 Q/ Q' Q p' verbindet. Wir fuhren den Bogen P p' QQ' in die Linie 
PI P/ Q1 Q1' uber durch eine topologische Deformation, wahrend deren 
die Punkte P, P', Q' die Strecken PP1' p' PI', Q' Q1' und Q den Bogen b 
beschreibt. Wahrend dieser Deformation andert sich der Drehungs· 
winkel stetig; daraus folgt, daB fur jede Lage bei dieser Deformation 
die Differenz des Drehungswinkels und der GroBe -:n: + aA + Ih 
dieselbe ist (al, Ih bedeuten die einem bestimmten Moment der 
Deformation entsprechenden Winkel, die fur die Anfangslage " und 
fJ darstellen). Da diese Differenz fur die Endlage, das ist fur 
die gebrochene Linie PI PI' Q1 Q/, gleich 0 ist, so ist sie auch fur 

den Bogen 'P'iYQQ' gleich O. 
-+ ~,~~~ 

Der Drehungswinkel des Vektors R R' langs des Bogens P P' QQ' 
ist die Anderung der Funktion CD (~, 'YJ) bei Verschiebung des Punktes 

(~, 'YJ) auf dem Bogen PQ von P bis Q. Wahlen ~ir in P diejenige 
Bestimmung WI (~, 'YJ) der Funktion W(~; 'YJ), die daselbst den Wert 
-" hat, so bekommen wir in Q den Wert -:n: + p. 

Sei W1(~''YJ) diejenige Bestimmung von w(~,'YJ), die auf C .. den 
Wert 0 hat; die Werte WI (~, 'YJ) und WI (~, 'YJ) unterscheiden sich im 
Punkte P urn weniger als ~:n:; also ist durchweg 

I WI (~, 'YJ) - WI (~, 'YJ) I < -i' 
Der Wert von WI (~, 'YJ) ist in Q von -:n: urn weniger als ~:n: ver· 
schieden; jede Bestimmung von W (~, 'YJ) ist langs Cb einem unge· 
raden Vielfachen von :n: gleich, folglich hat WI (~, 1J) in Q und also 
auch in jedem Punkt von Cb den Wert -:n:. 

Sei also Rein beliebiger Punkt und R' sein Bild bei t; die 

Richtungsanderung des Vektors fiR' ist gleich -:n:, wenn R von 
einem Punkt von C .. bis zu einem Punkt von Cb geht. 

Die zu t inverse Abbildung t- 1 hat samtliche Eigenschaften von 
t, mit dem Unterschiede, daB bei t- 1 die Punkte von C .. und Cb in 
entgegengesetzter Richtung ubergefiihrt werden, wie bei t. Die 

Winkelanderung des Vektors R"""'R von einem Punkt von C.. bis zu 
einem Punkt von Cb ware dann wegen der Symmetrie gleich +:n:. 

- Die Vektoren RK und R"""'R sind gleich und von entgegengesetz. 
ten Richtungen, so daB ihre Winkelanderungen einander gleich sein 
muBten. 

Die Annahme, daB die Abbildung t keinen Fixpunkt besitzt, 
fiihrt somit zu einem Widerspruch. 

v. KerekjIHt6, Topoiogie. 14 
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Statt der Voraussetzung, daB die Abbildung flachentreu ist, ge­
niigt es, vorauszusetzen, daB die Abbildung eine positive Integral-
invariante 

ff P(~, 1]) d~ d1] (P(~, 1]) > 0) 
besitzt. Wie Birkholt zeigt, laBt sich dieser Fall auf den obigen 
zuriickfiihren, indem man eine geeignete topologische Abbildung des 
Kreisringes auf sich se1bst bestimmt, die die Integralinvariante in die 
Flacheninvariante iiberfiihrt. 

Es sei endlich die folgende von Poincare ausgesprochene, bisher 
nicht bewiesene, rein topologische Formulierung seines Satzes er­
wiihnt: 

Bei jeder topologischen Abbildung des Kreisringes auf sich, die 
die Randkreise in entgegengesetzten Richtungen dreht, gibt es ent­
weder wenigstens einen Fixpunkt, oder eine solche einfache ge­
schlossene Kurve, deren Bild (oder inverses Bild) ganz im Innern 
dieser Kurve liegt. 

Sellt man wieder den Kreisring als einen unendlichen Streifen S 
in der Ebene dar, der von den Geraden: 

Ca : 1]=a} -CX)<~<+CX) 
Cb : 1]=b 

berandet ist und erweitert die Abbildung auf die ganze Ebene mitte1s 
der Forme1 

(~,1])-W,1]), 

wobei ~' die Abszisse des Bildes von (~, a) bzw. von (;, b) bedeutet, 
je nachdem 1] > a bzw. 1] < b ist, so geht das Problem darauf 
hinaus, bei der so entstehenden, die Indikatrix erhaltenden, fixpunkt­
freien, topologischen Abbildung der Ebene auf sich ein solches Trans­
lationsfeld in S anzugeben, welches von zwei in ; mit der Periode 2:n: 
periodischen, einfachen offenen Linien berandet ist. 

§ 4. Fixpunktsatze von geschlossenen Flachen. 

In diesem Paragraph en geben wir einen von Birkholt herriihren­
den Fixpunktsatz wieder. 

Sei zunachst F eine geschlossene orientierbare Flache vom Ge­
schlecht p > 1. Wir betrachten eine solche topologische Abbildung t 
von F auf sich, die zum Typus der Identitat geh6rt, die also aus der 
Identitat durch eine topologische Deformation der Flache F in sich 
entsteht. Der Birkholtsche Fixpunktsatz besagt nun, daB bei einer 
derartigen Abbildung wenigstens ein Fixpunkt auftritt. - Wir werden 
aber den schiirferen Satz von Birkhoff iiber Fixpunkte von analyti­
schen Abbildungen erbringen, in dem der eben erwiihnte topologi­
sche Satz mit enthalten ist. 
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Zu diesem Zweck nehmen wir eine analytische Flache F an und 
unterziehen sie einer eineindeutigen analytischen Abbildung t. Seien 
(u, v) regulare Koordinaten in der Umgebung eines Fixpunktes u = v= 0 
von F; die Abbildung in dieser Umgebung wird durch konvergente 
Potenzreihen: 

( u',=au+bv+ ... , 1 (ad-bc>O) 
~ v = cu + dv + ... , 

ausgedruckt. Seien e1 und e2 die Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung: 

I a - e c I 
I b d - e = o. 

Wenn el und e'J beide von 1 verschieden sind, heiBt der Fixpunkt 
einfach, sonst mehrfach. Wenn el und e'J reell sind, haben sie 
gleiches Vorzeichen, da ihr Produkt ad - bc > 0 ist. Ein einfacher 
Fixpunkt, fur den 0 < e1 < 1 < e2 ist, heiBt direkt instabil, ein so1cher, 
fUr den e1 < - 1 < e2 < 0 ist, heiBt invers instabil, alle andern ein­
fachen Fixpunkte heiBen stabil. - Ein mehrfacher Fixpunkt kann 
aufgefaBt werden als entstanden durch das Zusammenfallen von k 
stabilen oder invers instabilen und l direkt instabilen Fixpunkten; die 
ZaW k - list von der speziellen Zerlegung des mehrfachen Fixpunktes 
in einfache unabhangig, wie es sich unten ergeben wird. 

Der Satz von Birkhotf besagt nun folgendes: 

Wenn eine eineindeutige analytische Abbildung t einer orientierbaren 
geschlossenen analytischen Flache F vom Geschlecht p durch eine stetige 
Deformation der Flache F in sich entsteht, so ist die Ditferenz der direkt 
instabilen und der anderen Fixpunkte gleich 2 p - 2. 1) 

Den Beweis geben wir unverandert nach Birkhott wieder, obwohl 
die bei ihm verwendeten Methoden wesentlich von unseren bisherigen 
Methoden abweichcn; jedoch laBt sich der Beweis fur den topologi­
schen Satz, der vorher ausgesprochen wurde, in eine von der analyti· 
schen Natur unabhangige Form bringen, wie man erkennen wird. 

Wir setzen zunachst voraus, daB bei der Abbildung t jeder Punkt 
von F in einen sehr nahe bei ihm liegenden Punkt ubergeht, so daB 
jeder Punkt mit seinem Bild durch einen kurzen geodatischen Bogen 
verbunden werden kann. 

lndem wir jedem Punkt P die Richtung dieses einzigen geodati­
schen Bogens zuordnen, erhalten wir eine Menge von Linienelementen, 
die in jedem Punkte von F mit Ausnahme der bei t invarianten Punkte 
definiert sind und sich mit dem Punkt P analytisch and ern. 

Daruber gilt nun der folgende, im wesentIichen von Poincare her­
ruhrende Satz, den wir erst in VJI § 2 beweisen werden: 

') Dabei kann p auch 0 oder 1 sein. 
14* 
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Sei ein System von Linienelementen auf einer orientierbaren ge­
schlossenen analytischen Flache F vom Geschlecht p gegeben, mit 
gewissen singuliiren Punk ten PI' P2 , ••• , P". Sei ferner 2 di 1l die 
Richtungsand~rung des Linienelementes auf einer hinreichend kleinen 
positiv umlaufenen einfachen geschlossenen Kurve um den Punkt Pi' 
Dann ist d1 +d2+ ... +d,,=2-2p. 

Wir betrachten nun die Richtungsanderung des Linienelementes 
urn einen bei t invarianten Punkt Po von F. 

Wenn Po ein direkt instabiler Fixpunkt ist, prOJIZleren wir eine 
Umgebung von Po auf die in Po beruhrende Ebene, und bezeichnen 
mit u, v rechtwinklige Koordinaten dieser Ebene, deren Anfangspunkt 
u = v = 0 mit Po zusammenfallt. Diese Koordinaten wahlen wir derart, 
daB die Abbildung t sich in der Normalform: 

{ U'= el u + .. . 
v' = e2v + .. . 

ausdriicken laBt. 

Wenn der Punkt P: (u, v) einen hinreichend kleinen Kreis mit 
dem Radius 8 (> 0) urn den Anfangspunkt in positivem Sinne be­
schreibt, wird der Bildpunkt (u', v') annahernd eine Ellipse mit den 
Halbachsen (118, e28 beschreiben. Der Vektor ((u, v), (u', v')) bildet mit 
der positiven u Achse einen Winkel, dessen Tangens gleich 

v'-v (/12-I)v+ .. . 

u' -u = (/11 -1)u+ .. . 

ist; seine Winkelanderung ist gleich - 21l, da /12 -11 negativ ist. 
/11-

Die Richtung dieses Vektors ist bis auf Glieder hoherer Ordnung 
gleich der des entsprechenden geodatischen Bogens auf F. 

Die Zahl d ist also bei einem direkt instabilen Fixpunkt gleich - 1 . 

Sei nun Po ein solcher invers instabiler, oder stabiler, einfacher 
Fixpunkt, fur den e1 und e2 beide reell sind. Dann sind entweder 
e1 und e2 beide positiv und kleiner als 1, oder beide positiv und 
groBer als 1, oder aber beide negativ. Der Tangens des Winkels, 
den die Projektion des (u, v) mit (u', v') verbindenden geodatischen 
Bogens mit der positiven u·Achse bildet, hat die gleiche Form wie 

vorhin, wenn el + (1q ist; nun ist aber /12 -11 positiv. Wir schlieBen dar-
• /11-

aus, daB in dies en Fallen d = + 1 ist. Der Fall e1 = (12 kann ahnlich 
behandelt werden und fiihrt zum selben Ergebnis. 

Wenn (11 und e2 konjugiert komplex sind, konnen wir die Ab­
bildung in der Umgebung des Fixpunktes durch die folgenden Formeln 
darstellen: 

! u' = k (u cos a - v sin a) + '" 
l v'=k(usina+vcosa)+ ... 
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wobei u', v' schiefwinklige Koordinaten bedeuten und k > 0 ist. Flir 
k = 1 ist die Abbildung im wesentlichen (d. h. bis auf Glieder h6he­
rer Ordnung) eine Drehung, so daB bei einem positiven Umlauf des 
Punktes P: (u, v) urn den Anfangspunkt die Winkelanderung des Vek­
tors ((u, v), (u', v')) gleich + 2:1t ist. Flir k =f= 1 haben wir im wesent· 
lichen eine Drehstreckung, so daB auch in diesem Fall die Winkel­
anderung offenbar gleich + 2:1t ist. 

Flir den Fall einer hinreichend kleinen Deformation und unter 
der Annahme, daB nur einfache Fixpunkte vorkommen, folgt also der 
zu beweisende Fixpunktsatz unmittelbar aus dem erwahnten Poincare­
schen Satz. 

Den Fall mehrfacher Fixpunkte konnen wir als Grenzfall des eben 
eriedigten betrachten, so daB der Satz auch fur diesen Fall gilt. 

Fur beliebige analytische Deformationen bestimmt man ein System 
L von Linienelementen, dessen singulare Punkte mit den fur t invari-, 
anten Punkten von F zusammenfallen, so daB sich die geodatische 
Richtung eines Punktes von ihrer transformierten Richtung in der 
Umgebung eines Fixpunktes von F urn einen Winkel unterscheidet, 
der mit dem Abstand dieses Punktes von dem Fixpunkt unter jede 
Crenze herabsinkt. 

Wir betrachten nur den Fall p > 1. Die universelle Oberiage­
rungsflache von F bilden wir auf das Kreisinnere topologisch derart 
ab, daB den Decktransformationen der Oberiagerungsfliiche eine Gruppe 
von hyperbolischen Bewegungen des mit einer hyperbolischen Mal> 
bestimmung versehenen Kreisinnem entspricht. Der Deformation von 
F entspricht eine stetige Deformation des Kreisinnem, wobei kon­
gruente Punkte (d. h. solche, die demselben Punkt von F entsprechen) 
immer in kongruente Punkte iibergehen. Der Vektor, der einen Punkt 
mit seinem Bild verbindet, erfiihrt wiihrend der Deformation in kon­
gruenten Punkten dieselbe Winkeliinderung. Vlenn wir das System 
von Linienelementen betrachten, welches in der hyperbolischen Ebene 
die Richtung eines jeden Punktes von der ursprlinglichen nach der 
transformierten Lage angibt, erhalten wir ein System L von Linien­
elementen auf der Flache, dessen singulare Punkte die bei t invari­
anten Punkte von F sind. Dieses System L kann angesehen werden 
als durch ein System von geodatischen Linien geliefert, die je einen 
Punkt mit seinem Bild verbinden. -

Eine ebenfalls von Birkhott herruhrende Erweiterung des obigen 
Satzes bezieht sich auf eine beliebige orientierbare analytische Fliiche 
vom Geschlecht p und mit r Konturen; wenn eine solche Fliiche einer 
analytischen Deformation unterworfen wird, die zu einer umkehrbar 
eindeutigen Abbildung der Flache fuhrt, so ist die Anzahl der direkt 
stabilen Fixpunkte vermindert urn die Anzahl der anderen Fixpunkte 
gleich 2 p + r - 2. 
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Aus diesem Satz folgt fiir p = 0, r = 2, daB bei den im vorigen 
Paragraphen betrachteten Abbildungen des Kreisringes aus der Existenz 
eines einfachen Fixpunktes die eines zweiten folgt. Ob diese Fixpunkte 
in einen Punkt zusammenfallen konnen, oder ob es notwendig zwei 
ortlich verschiedene Fixpunkte gibt, wird durch diese Betrachtung 
nicht entschieden. 

Kehren wir endlich zum topologischen Inhalt des Birkhoffschen 
Satzes zuruck. Wenn man nur die Existenz eines Fixpunktes nach­
weisen will, ist die obige Methode, die eigentlich den analytischen 
Charakter der Abbildung nur in den Umgebungen der Fixpunkte 
voraussetzt, ohne Beschrankung anwendbar; die Annahme, die Abbil­
dung habe (fiir geschlossene orientierbare Flachen F vom Geschlecht 
p > 1) keinen Fixpunkt, fUhrt namlich sofort zu einem Widerspruch. -
Es sei noch erwahnt, daB im Grunde die oben dargestellte Methode 
'mit der von Brouwer herriihrenden Methode der Betrachtung von 
Vektorverteilungen identisch ist; diese Brouwerschen Untersuchungen 
werden wir im Rahmen der Topologie der mehrdimensionalen Mannig­
faltigkeiten darstellen. -

Bei einer zum Typus der Identitat gehorigen topologischen Ab­
bildung t einer geschlossenen orientierbaren Flache (vom Geschlecht 
p > 1) auf sich selbst braucht es nicht mehr als einen Fixpunkt zu 
geben; dafiir wollen wir ein Beispiel angeben. 

Nehmen wir einen von p + 1 . Kreisen berandeten ebenen Be­
reich b. Durch einen Punkt P des auBeren Randkreises legen wir p 
einander sonst nicht treffende und auBerhalb voneinander liegende 
einfache geschlossene Kurven il' i'd' ... , ip ' von denen jede je einen 
Randkreis des Bereiches b umschlieBt. Den von der Kurve i. und 
von dem in ihrem Innem liegenden Randkreis berandeten Bereich 
bilden wir topologisch auf einen ebenen Kreisring 

{ 
1 <r< 2, 

0<<p<2n 

ab, so daB P in den: Punkt (r, 91) = (2,0) iibergeht; mittels dieser 
Abbildung iibertragen wir die durch die Formeln 

und 

fUr; n < 91 < 2 n 
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erklarte Abbildung auf den im Innern von ii liegenden Teilbereich 
von b. Den auBerhalb von i1' i2' ... , ip liegenden Teil von b bilden 
wir auf das Innere eines p + 1· seitigen Polygons ab, so daB dem 
Punkt P aIle Eckpunkte desselben entsprechen, sonst aber die Ab· 
bildung einschlieBlich des Randes topologisch ist. In diesem Polygon 
erklaren wir eine topologische Abbildung, die die Eckpunkte und nur 
diese ungeandert laBt und auf dem Rand mit einer im voraus ge­
gebenen Abbildung iibereinstimmt. Es geniigt, dies fur den Fall eines 
Dreieckes anzugeben_ Seien l, p. inhomogene Dreieckskoordinaten 
(0<l<1, 0<p.<1; (0.1)=(l,1)=(1,1») das Bild (l',p.') des 
Punktes (l, p.) wird dann durch die Formeln erklart: 

f l' = f(l), 
t p.' = (1 -l)·g(p.) + l·h(p.); 

dabei bedeuten f(l),g(p.), h(p.) der 
Reihe nach diejenigen Funktionen, 
die auf den Seiten p. = 0, l = 0, 
l = 1 beziehungsweise die vorher 
gegebene Abbildung darstellen. -
Wenn man diese Abbildungen auf 
den Bereich b ubertragt, erhalt 
man eine zum Typus der Identitat 
gehorige topologische Abbildung 
von b auf sich selbst, mit einem 
einzigen, auf dem Rand liegenden 
Fixpunkt P (s. Fig. 47, P = 2). -

p 

Fig. 47. 

Verdoppelt man den Bereich und verelmgt die beiden Exemplare in 
ihren kongruenten Randpunkten, so entsteht eine geschlossene orien­
tierbare Flache vom Geschlecht p mit einer zum Typus der Identitat 
gehorigen topologischen Abbildung der Flache auf sich selbst, die einen 
einzigen Fixpunkt aufweist. 

§ 5. Fixpunktsatze der Ringflachen I), 

In diesem Paragraphen werden wir die von ]. Nielsen herriihren­
d~n Resultate uber die Minimalzahl der Fixpunkte bei Abbildungstypen 
der Ringfiachen wiedergeben. 

Sei zunachst F eine orientierbare Ringfiiiche, d. h. eine Torusfiache, 
und sei t eine topologische Abbildung von F auf sich selbst. Sei (a, b) 
ein Fundamentalsystem von Kurven auf F, welches etwa aus dem 

1) Als orientierbare bzw. nichtorientierbare Ringflache bezeichnen wir die 
geschlossene orientierbare Flache yom Geschlecht 1 bzw. die geschlossene 
nichtorientierbare Flache Yom Geschlecht 2 (beide Flachen haben die Charakte. 
ristik 0). 
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Meridian a: q; = 0 und aus dem Parallelkreis b: 'II' = 0 besteht. Die 
Kurven a, b gehen bei t in die Kurven a', b' iiber, die den Kurven 

(m, n, p, q = ganze Zahlen) 

homotop sind. Da a' und b' wieder ein Riickkehrschnittpaar bilden, 
laBt sich jede Kurve auf F durch diese neuen Fundamentalkurven 
ausdriicken; insbesondere gilt dies von den Kurven a und b, die sich 
also in der Form schreiben lassen: 

Die Determinante 

a ~ a'm' b'n', 

b ~ a'P' b'q', 
(m', n', p', q' = ganze Zahlen). 

d=mq-np 

ist also notwendig gleich ± 1. 

Vier Zahlen m, n, p, q mit der Determinante ± 1 bestimmen 
zwei Kurven a', b' bis auf Homotopie, die die Bildkurven von a und b 
bei einer topologischen Abbildung darstellen konnen. Durch die Angabe 
dieser Zahlen ist dann ein Abbildungstypus von F bestimmt, in dem 
in § 1 angegebenen Sinne, d. h. je zwei topologische Abbildungen der 
Flache F auf sich, die beide zum seJben Zahlenquadrupel m, n, p, q 
gehoren, lassen sich durch eine topologische Deformation der Flache F 
in sich ineinander iiberfiihren. Urn dies nachzuweisen, geniigt es zu 
zeigen, daB jede topologische Abbildung von F auf sich seJbst, die 
jede einfache geschlossene Kurve in eine ihr homotope Kurve iiber­
fiihrt, zum Typus der Identitat gehort. In VI § 1 haben wir schon 
gesehen, daB eine topologische Abbildung von F auf sich, die jede 
einfache geschlossene Kurve in eine ihr isotope Kurve iiberfiihrt, zum 
Typus der Identitat gehort. Nun sieht man aber leicht ein, daB zwei 
homotope einfache geschlossene Kurven auf der Torusflache Immer 
auch isotop sind, womit die obige Behauptung erwiesen ist 1). 

') Seien l' und i' zwei einfache geschlossene Kurven auf F, die einander 
homotop sind. Wir konnen voraussetzen, dati die Kurven i und i' nur endlich 
viele gemeinsame Punkte haben, denn wir konnen i' durch eine ihr iso­
tope Kurve ersetzen, die die Kurve i nur in endlich vielen Punkten trifft. 
Wir . schneid en nun die Torusflache langs der Kurve i auf, so entsteht ein 
ebener Kreisring, der von den beiden konzentrischen Kreisen i+ und i- berandet 
ist. Der Kurve i' entspricht eine endliche Anzahl von einfachen Bogen in dem 
Kreisring, die bis auf ihre Endpunkte im Innern des Bereiches liegen; einem 
jeden Endpunkt eines solchen Bogens entspricht ein mit ihm auf der Torm­
f1ache zusammenfallender Endpunkt eines anderen Bogens von i'. Wenn wir 
einem Bogen von i' den Index 0, und jedem anderen Bogen, der Reihe nach, 
den Index i + 1 bzw. i-I zuordnen, je nachdem derjenige Endpunkt dieses 
Bogens, der mit einem Endpunkt des mit dem Index i bereits versehenen 
Bogens zusammenflillt, auf dem Rand j+ bzw. i- liegt, und ferner jeden Bogen 
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Es handelt sich urn das folgende Problem: Wie viele Punkte 
miissen bei ieder Abbildung eines durch das Zahlenquadrupel m, n, p, q 
(m q - n p = ± 1) bestimmten Typus mindestens ungeiindert bleiben? 

Die Lasung dieses Problems geben wir ohne Abanderung nach 
der (im Literaturverzeichnis genannten) Arbeit von J Nielsen wieder. 

Auf der Torusftache F mit den bizirkularen Koordinaten (cp, 'IjJ), 
(0 < cp < 2 n, 0 < 'IjJ < 2 n) fiihren wir die Koordinaten (u, v) durch 
die folgenden Formeln ein: 

u =-~, v=!!!..-. 
231: 231: 

FaBt man u und v als iiberall stetig veranderlich auf, so sind sie un· 
endlich vieldeutig und kommen zur Bestimmung eines Punktes nur 
mod 1, d. h. mit ihrem Bruchbestandteile in Betracht. 

(u', v') sei der Bildpunkt des Punktes (u, v) bei der gegebenen 
Abbildung t. Dann sind die GraBen u = u' - u und b = v' - v auf F 
stetig veranderliche Funktionen. - Zunachst werde angenommen, daB 
im Zahlenquadrupel (m, n, p, q) n =1= 0 und p =1= 0 ist. Durchlauft man 
a im positiven Sinne, so nimmt dabei u den Summanden 1, u' den 
Summanden m, also u den Summanden m - 1 auf. Durchlauft man 
b in positivem Sinne, so bleibt u konstant, wiihrend u' also auch u 
den Summanden p aufnimmt. 1st also r eine geschlossene stetige 
Kurve vom Typus ae bu , so nimmt u beim Durchlaufen von r den 
Summanden e (m - 1) + ap auf. Hat nun r die Eigenschaft, daB u 
auf r einen bestimmten Wert (mod 1) nicht annimmt, so kann 11 

liings r keinen Summanden aufnehmen und es folgt 

e(m-1)+ap=0. 
Diese Gleichung ist stets erfiillt, wenn e = a = 0 ist, wenn also r 
auf F reduzibel, d. h. homotop 0 ist. 1st r irreduzibel, d. h. nicht 
homotop 0, so ist (! =1= 0, da aus e = 0 wegen p =1= 0 auch a = 0 
folgt. Dann kann die Gleichung geschrieben werden 

(] I-m 
p 

I-m 
e 

p 
e 

wenn e=(l-m, P) (= graBter gemeinsamer Teiler von 1-m und p) 
ist. Also ist r vom Typus 

( 
p I_m)r 

r= a' b' , 
mit einem Index 01= 0, der mit einem Randbogen des Kreisringes zusammen 
einen von den weiteren Bogen von i' freien Bereich berandet, auf diesen 
Randkreisbogen von i+ bzw. i- topologisch deformieren, alsdann diesen Bogen 
von j+ bzw. von i- durch den kongruenten Bogen von i- bzw. i+ ersetzen, 
bekommen wir nach endlich vielen Schritten eine im Kreisring liegende ein­
fache geschlossene Kurve, die aus j' durch eine topologische Deformation 
entsteht. Diese Kurve kann dann durch eine topologische Deformation im 
Kreisringe in einen Randkreis desselben Ubergeflihrt werden. --
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wo r eine ganze lahl ist. Entspreehend ist eine gesehlossene Kurve, 
auf der ein bestimmter Wert von b (mod 1) nieht angenommen wird, 
vom Typus 

( 
]_q ,,)9 

LJ = a-r-b f , 

wenn f = (1 - q, n) und seine ganze lahl is!. 

Sowohl u als tJ nehmen bei unseren Voraussetzungen n + 0, p + 0 
aIle Werte (mod 1) auf Fan, da sie langs b bzw. a von Null ver' 
sehiedene ganzzahlige Summanden aufnehmen. Die Punkte, fur welche 
u= 0 (mod 1) ist, bilden eine abgesehlossene Teilmenge von F, ebenso 
die Punkte, fur welche tJ = 0 ist. Die Menge der Fixpunkte ist der 
Durehsehnitt beider. 

Sei b eine feste Zahl aus dem IntervaIl 0 < b <~. Aueh die 
Punkte u = ± b bilden eine abgesehlossene Teilmenge von F. e1 

sei ihr Abstand von der Menge u _ O. Ebenso sei e2 der Abstand 
der Mengen tJ == ± b und tJ = O. Sei ')I eine solche positive ganze 

lahl, daB ~ <.2. und ~ < ~f.i ist. - Dann teile man das Einheits· 
v Ii v v2 

quadrat 0 < u < 1, 0:::; v < 1, dureh welches wir die Flaehe F dar­
stell en, dureh Parallele zu den Seiten in ')12 Quadrate von der Kanten· 

lange ~.. Wir nehmen diejenigen Quadrate heraus, die in ihrem Innern 
v 

oder auf dem Rand einen Punkt der Menge u = 0 enthalten; die 
von den inneren Punkten dieser Bereiehe gebildete Menge, die aus 
einer endliehen Anzahl von Gebieten G1 , G2 , ••• , Ga besteht, bezeich· 
nen wir mit Mu. Jedes Gi wird von endlieh vielen Polygonen Ill' 
II2 , • •• berandet. Auf einem solchen II liegt kein Punkt u = 0, 
da namlieh diese Punkte aIle zu M u gehoren. Fur die Punkte und 
Randpunkte von Mu ist - b < u < + b (mod 1); auf einem Polygon 
1I ist also entweder 0 < u < b oder - b < u < 0, so daB wir posi­
tive und negative Polygone unterseheiden konnen. Da auf den II 
z. B. der Wert u = ~ nieht angenommen wird, sind sie vom Typus r. 

Nun durehlaufe man die Kurve b und aehte auf ihr Verhalten 
zu den Gebieten g. Das Betreten eines G an einem negativen II 
und das Verlassen eines G an einem positiven II werde mit dem 
Index + 1. das Betreten eines G an einem positiven II und das 
Verlassen eines G an einem negativen II mit dem Index - 1 be­
wertet und die Indexsumme I langs b gebildet. (Diese Vorgange 
des Betretens und des Verlassens treten nur endlieh oft ein.) Da u 
langs b den von Null versehiedenen Summanden p annimmt, ist 
I = 2p. Der Beitrag III" den ein bestimmtes Polygon III vom Typus 

( 
p I-m\r, 

rr = "1 = ae b-'-) 
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zu I liefert, ist dem absoluten Betrage nach gleich dem absoluten 
Betrag der "Charakteristik" der beiden Kurven b und Il1,l) d. h. der 
Differenz der Anzahlen der Uberkreuzungen von III von dem nega­
tiven Vfer von b auf das positive Vfer und derjenigen von dem po· 
sitiven Vfer auf das negative, d. h. gleich dem absoluten Betrag der 
Exponentendeterminante der beiden Kurventypen, also 

° 1 
i III1 [ = [ P.. '1 I-m 

e 1 -e- '11 

I = It '11 [. 
e 

1st also III reduzibel, also '11 = 0, so liefert es keinen Beitrag zu I. 
Es muB daher unter den II auch irreduzible geben. 1st III irredu· 
zibel, also '11 =!= 0, so muB, da ein Randpolygon eines Gebietes sich 
nicht selbst iiberschneiden kann, eine Kurve vom Typus r,.=r, aber, 
Wle man leicht erkennt 2 ), mindestens '11 - 1 Selbstiiberschneidungen 

hat, notwendig '11 = 1 sein. Also liefert III zu I den Beitrag ± ~, 
und wir erkennen, daB es mindestens 2 e irreduzible Polygone geben 
muB, jedes yom Typus rr=l. Da nun ein irreduzibles Polygon auf 
F kein Gebiet beranden kann, zwei irreduzible, einander nicht treffende 
Polygone aber ein Gebiet beranden, so verteilen sich die irreduziblen 
Randpolygone zu je zweien auf mindestens e aus den Gebieten Gi , 

die wir kurz die irreduziblen Gebiete nennen, im Gegensatz zu redu· 
ziblen Gebieten, die ganz im Innern eines reduziblen Randpolygons 
liegen. 

Sei nun G 1 ein irreduzibles Gebiet, III und Il2 die beiden zu 
seiner Berandung geh6rigen irreduziblen Polygone. Sind diese beide 
positiv oder beide negativ, so heben sie sich in ihrem Beitrag zu I 

1) S. dazu WeyZ, Die Idee der Riemannschen Flache, 2. Aufl. (Leipzig, 
1923), s. 167ft. 

2) Es sei ,,= ak b' und r = "r = (ak b' ) r = aK bL . Ein Bild von r in der 
(u,v)-Ebene laufe von (uo,vo) nach (uo+K, vo+L). Man betrachte aBe die­
jenigen zu diesem kongruenten Bilder, die aus ihm durch aBe positiven und 
negativen Potenzen der Substitution u = u + K, ii = v + L entstehen. Diese fligen 
sich zu einem unendlichen Kurvenzug 5 aneinander, der die (u, v)-Ebene zer­
legt und auf welchen sich eine Durchlaufungsrichtung von r libertragt. Nun 
sei 5 fJ das Bild von 5 bei der Substitution u = u + {J k, v = v + {J Z, wobei 

0< {J <,. ist. Hatte 5fJ mit 5 keinen Punkt gemeinsam, so mlitite es z. B. 

ganz links von 5 liegen; dann lage ebenso 52 fJ' das aus 5 p durch nochmalige 

Anwendung derselben Substitution entsteht, ganz links von 5 fJ also auch ganz 

links von 5 und von dies em durch 5 fJ getrennt, 58 fJ wieder ganz links von 

5 2fJ usw. Nach spatestens r Schritteri ist aber 5 rfJ = 5, woraus ein Wider­

spruch folgt. Also hat 5 fJ mit 5 mindestens einen Kreuzungspunkt; dieser 

entspricht einer Selbstliberkreuzung von r. Da {J jeden ganzzahligen Wert 
aus dem IntervaB 1;;:;; {J ;;:;; ,. - 1 annehmen kann, so folgt, dati r mindestens 
r - 1 Selbstliberkreuzungen hat. 
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auf und wir nennen Gl ein unwesentliches irreduzibles Gebiet. 1st 
aber TIl positiv und II2 negativ oder umgekehrt, so verdoppeln sie 

sich in ihrer Wirkung, liefern also zusammen zu ] den Beitrag + 2p 
e 

oder - 2p . G1 solI dann ein wesentliches irreduzibles Gebiet erster 
e 

Art bzw. zweiter Art heiBen. - Wir erkennen also: die Anzahl der 
wesentlichen irreduziblen Gebiete erster Art muB diejenige der zweiten 
Art urn genau e Einheiten ubertreffen. 

Wir wiederholen nun das ganze Verfahren unter Auszeichnung 
des Wertes u == ~ statt u == O. Sei ''It der Abstand der Mengen 
u == ~ und u == ± ~ und. '1/2 der Abstand der Mengen b == ~ und 

b = ± 14 , und ferner ft eine solche positive ganze Zahl, daB ~ < !l~ 
ft \,,2 

und ~ < '1~ ist. Dann konstruieren wir die Quadratteilung mit der 
ft V2 

Seite ~ und zeichnen ebenso wie fruher die Menge Nu aller Quadrate 
ft 

aus, die einen Punkt u == ~ besitzen. Nit hat dann von Mu einen 
endlichen Abstand. Dann erschlieBen wir wie oben die Existenz von 
h > e irreduziblen Gebieten HI' H 2 , •.• von Nu, zu deren Berandun­
gen je zwei irreduzible Polygone vom Typus rr=l gehoren. 

Die irreduziblen Gebiete H und G haben keine Punkte gegen· 
seltIg gemeinsam. Die letzteren werden also durch die ersteren auf 
Fin h Gruppen getrennt, wenn wir gegebenenfalls auch leere Gruppen 
mitzahlen. Seien Gl und G2 zwei wesentliche irreduzible G-Gebiete 
derselben Gruppe, die durch kein weiteres wesentliches irreduzibles 
G - Gebiet innerhalb der Gruppe getrennt werden und seien III 
bzw. II2 diejenigen irreduziblen Randpolygone von Gl bzw. G2 , 

die diese einander innerhalb der Gruppe zukehren; endlich sei K das 
von III und II2 berandete Zwischengebiet von Gl und G2 • Dann 
verbinden wir III und II2 in K durch einen solchen Weg w, der es 
vermeidet, etwa in K enthaltene reduzible H - oder G -Gebiete zu be· 
treten. Auf w wird also u == ~ nicht angenommen. u == 0 kann auf 
w nur dann angenommen werden, wenn unwesentliche irreduzible 
G-Gebiete zu K gehoren. Da aber die irreduziblen Randpolygone 
eines solchen gleichartig sind, so kann u langs w von III nach II'J 
auch nicht durch u = 0 hindurch das Zeichen gewechselt haben. III 
und II2 sind also beide positiv oder beide negativ und Gl und G2 

demnach von entgegengesetzter Art, so daB sie sich in ihrem Bei· 
trag zu ] aufheben. Wir schlieBen, daB eine Gruppe hochstens den Bei­
trag eines wesentlichen irreduziblen Gebietes erster Art liefern kann, 
daB es also mindestens e nicht leere Gruppen geben muB. Wir 
konnen also e irreduzible Gebiete Gi' die wir mit Gu.]' Gu • 2, •.• , Gu •• 

bezeichnen, und e irreduzible Gebiete HU • 1 , Hu. 2, ... , Hit .• auf F so 
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auswahlen, daB flir e > 1 die ersteren durch die letzteren getrennt 
werden und umgekehrt. 

Vertauscht man nun die Rollen von u und b, geht also von der 
Menge Mn derjenigen 'V-Quadrate aus, die einen Punkt b = 0 be­
sitzen, fur die also - lJ < b < + lJ (mod 1) ist bzw. von der Menge 
Nu derjenigen ,u'Quadrate, die einen Punkt b = ~ besitzen, so gelangt 
man durch dieselbe Oberlegung zu je f irreduziblen Gebieten 
Gn• b Gu. 2, •. " Gn• f bzw. Hu.l> Hu. '}" ... , Hu. f von der Eigenschaft, 
daB fUr f> 1 die ersteren durch die letzteren auf F getrennt werden 
und umgekehrt. Die je zwei irreduziblen Randpolygone dieser Ge· 
biete sind vom Typus ,1.=1' 

Nun beachte man die siimtlichen Bilder von Hu. 1 in der (u, v)-Ebene. 
Diese setzen sich zu Streifen zusammen, die die Ebene in der durch 
den Typus r bestimmten Richtung, dec Richtung der Geraden 

~=-p-
v I-m 

durchziehen und die durch die Parallelverschiebungen des ganzzahli­
gen Koordinatengitters ineinander ubergehen. HU.1 erzeugt analoge 
Parallelstreifen in der durch den Typus ,1 bestimmten Richtung der 
Geraden 

~=l-q 
v n 

Derjenige Teil der Ebene, der zwischen zwei benachbarten Streifen 
der ersten Schar und zwischen zwei benachbarten Streifen der zweiten 
Schar liegt, moge das Zwischengebiet der beiden Streifenpaare heiBen. 
Dann bestimmen die beiden Scharen so viele einander nicht kon­
gruente Zwischengebiete, wie der absolute Betrag der Charakteristik 
der beiden Typen r und ,1 angibt, also die Zahl 

P.. I-m 

Z'=I 
e e 1 

l-q n I =?f'1 m + q - d - 11· 
-f- 7 

Nimmt man die durch HU • 2 , ••• , Hu. ~ erzeugten Streifen hinzu, so 
wird jedes der bisherigen Zwischengebiete in e neue zerschnitten; 
und nimmt man noch die durch H U• 2 , •• " Hu.t erzeugten Streifen 
hinzu, so wird jedes von dies en wieder in f neue zerschnitten. Insgesamt 
bestimmen die Hu. i (i = 1, 2, ... , e) und die Hu.,. (k = 1, 2, .. 0' f) also 

Z = e· f· Z' = 1m + q - d - 11 
einander nicht kongruente Zwischengebiete. Da zwischen je zwei be· 
nachbarten H II • r bzw. HU.k·Streifen ein Gu. r bzw. Gu.,.·Streifen 
liegt, die sich also im zugehorigen Zwischengebiet iiberkreuzen, so 
gibt es also in jedem Zwischengebiet mindestens ein, insgesamt also 
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mindestens Z solche v·Quadrate, die sowohl zu Mu als auch zu Mo 
gehoren. Man kann also stets Z Durchschnittquadrate von M u und 
Mo so angeben, daB man von jedem zu einem anderen nicht gelangen 
kann, ohne ein Hu. i oder ein HD• k zu durchqueren. 

Fiir jeden Punkt eines solchen Durchschnittquadrates gilt fiir 
den Abstand E des Punktes von seinem Bildpunkt 

E = V(u' - uf' + (v' - v)'J = v'u2 + tJ:l < ~. v'2. 
Wahlt man nun fiir ~ eine gegen 0 konvergierende Folge von 

Werten ~1' ~2' ••• und wiihlt man zu jedem ~" die lahl v" auBer 
nach den friiheren Ungleichungen noch so, daB V,,+1 ein Vielfaches 
von v" ist, so ist die Quadratteilung fiir x + 1 eine Unterteilung der­
jenigen fiir den Index x. Jedes Durchschnittquadrat von Mu (x + 1) 
und Mu (x + 1) ist in einem solchen von Mu (x) und MD (x) enthalten, 
da es einen Punkt u = 0 und einen Punkt tJ = 0 besitzt. Eine solche 
Folge von ineinander enthaltenen Quadraten konvergiert gegen einen 
Punkt, wahrend gleichzeitig der Abstand E der Punkte der einzelnen 
Quadrate von ihren Bildpunkten mit ~ gegen 0 konvergiert. Jeder 
solche Konvergenzpunkt ist also ein Fixpunkt. 

Die Gebiete Hu .• und HD• k hangen nur von der festen lahl f1, 

ab und sind also fiir alle ~" diesel ben, ebenso daher auch die Z 
lwischengebiete, die durch Streifen von iiberall endlicher Breite von­
einander getrennt sind. In jedem der lwischengebiete muB es nun 
nach dem Obigen wenigstens einen Konvergenzpunkt geben, also 
gibt es mindestens Z voneinander verschiedene Fixpunkte. 

Man findet durch nahere Untersuchung der Hu. i und HD, k, daB, 
man Z Fixpunkte so auswahlen kann, daB man von einem zu einem 
andern nicht gelangen kann, ohne daB u oder tJ oder beide einen 
von Null verschiedenen ganzzahligen Summanden annehmen. Das 
ist eben die invariante Bedeutung der Minimalzahl Z der Fixpunkte 
fiir die Abbildungen desselben Typus. 

Die oben gemachten Voraussetzungen n =F 0 und P =F 0 sind 
nachtraglich aufzuheben. 1st P = 0, so ist m q = ± 1, also m = ± 1 . 
1st m = - 1, so ist der Gesamtindex langs der Kurve a: ] = - 4_ 
LaBt man dann die Kurve a die Rolle der Kurve b in den obigen 
Uberlegungen iibernehmen. so bleiben aIle Schliisse entsprechend in 
Kraft. 1st m = + 1, so hat die Abbildung keinen notwendigen Fix­
punkt; in diesem Fall ergibt die obige Formel Z = O. Ebenso ist 
die Beschrankung fiir n aufzuheben. 

Andererseits ist es leicht, Abbildungen von jedem vorgeschriebe­
nen Typus zu konstruieren, die nur diese Minimalzahl Z von Fix­
punkten aufweisen; solche werden z. B. durch die lineare Trans­
formation geliefert: 

{ 
u' = mu + pv 

v'=nu+qv. 
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Damit ist der folgende Satz bewiesen: 

Sind auf einer orientierbaren Ringflache a und b zwei geschlossene, 
nicht der Null homotope K urven, die sich in einem einzigen Punkt treffen, 
und gehen bei einer topologischen Abbildung der Fliiche auf sich selbst 
a bzw. b in zwei Kurven vom Typus am bn bzw. aP bq uber, so hat die 
Abbildung mindestens I m + q - d - 1 I verschiedene Fixpunkte, aber 
nicht notwendig mehr. Dabei ist d = mq - n p = + 1 oder - 1, ie 
nachdem die Abbildung die Indikatrix erhiilt oder umkehrt. 

Ftir die nichtorientierbare Ringflache erhhlt Nielsen ein ana­
loges Resultat; der wesentliche Unterschied dabei ist, daB in diesem 
Fall nur eine endliche Anzahl von Abbildungstypen vorhanden ist. 

§ 6. Cber periodische Abbildungen. 

Eine topologische Abbildung t einer Flache auf sich selbst heiBt 
periodisch mit der Periode n, wenn ihre note Potenz t" die Identitat 
ist, dagegen die Potenzen t, t', ... , t n - 1 von der Identitat verschie­
den sind. 

Wir betrachten zunachst die periodischen Abbildungen einer 
Kreisscheibe. Bei einer solchen gibt es wenigstens einen Fixpunkt im 
Kreisinnern. Sei namlich io eine im Kreisinnern liegende einfache ge­
schlossene Kurve, die mit ihrem Bild i1 wenigstens zwei gemeinsame 
Punkte hat1); seien io, i1' ... , i .. -1 die Bilder von io bei den Abbil­
dungen to = 1, t 1 = t, t9, ••• , tn - 1• Die Vereinigungsmenge dieser 
Kurven geht bei t in sich tiber, so daB auch jedes Restgebiet dieser 
Menge bei t wieder in ein Restgebiet derselben tibergeht. So geht 
das von ihr bestimmte Gebiet, zu dessen Rand die Kreisperipherie 
gehort, bei t in sich selbst tiber; der Rand dieses Gebietes besteht 
auBer dem Randkreis aus einer einfachen geschlossenen Kurve i (s. den 
Hilfssatz auf S. 87), die von t auf sich selbst abgebildet wird. In dem 
von i und seinem Innern gebildeten Bereich, der bei t in sich tiber­
geht, gibt es nach dem Brouwerschen Fixpunktsatz (S. 191) wenigstens 
einen Fixpunkt. - Wir konnen also voraussetzen, daB der Mittelpunkt 
o der Kreisscheibe ein Fixpunkt ist. 

Sei " ein Kreis urn 0, und seien "" "'1' "'2' ... , "'n-1 seine Bilder 
bei 1, t, t2, .•• , t n - 1• Jede dieser Kurven enthhlt den Punkt 0 in ihrem 
Innern; das von ihnen urn 0 bestimmte Gebiet, dessen Rand aus 
einer einfachen geschlossenen Kurve i besteht, geht bei t in sich tiber, 
somit ist die Kurve i ebenfalls bei t invariant. Der Schar der konzen­
trischen Kreise '" entspricht auf diese Weise eine Schar von bei t 

1) Sei etwa Po ein beliebiger nicht invarianter Punkt des Kreisinnem, 
P l' P s seine Bilder bei t und tS , und die Kurve 10 so gewiihlt, dati sie durch 
die drei Punkte Po, P l , P g liiuft. 
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invarianten einfachen geschlossenen Kurven i, die die Kreisscheibe 
iiberall dicht bedecken; wenn der Kreis 'X' im Innern des Kreises 'X 

liegt, liegt aueh die 'X' entsprechende invariante Kurve i' im Innern 
der 'X entsprechenden Kurve i. 

Wenn bei t die Indikatrix ungeandert bleibt, so kann keine dieser 
Kurven i einen Fixpunkt haben (es sei denn, daB t die Identitat ist). 
Zunachst wiirde dann jeder Punkt dieser Kurve i ungeandert bleiben, 
wie man leicht einsieht; ferner konnte man urn jeden solchen Punkt 
in einer hinreichend kleinen Umgebung eine Schar von invarianten 
Kurven konstruieren, von denen jede die Kurve i trifft, folglich Fix­
punkte hat, und also der identischen Abbildung unterliegt. So ware 
die Menge der Fixpunkte auf der Kreisscheibe iiberall dicht, und da sie 
abgesehlossen ist, mit der Kreisscheibe identisch. 

Bei einer von der Identitat verschiedenen, die Indikatrix erhalten­
den periodischen Abbildung ist jede Kurve i einer n-periodischen 
Drehung unterworfen. Seien i und i' zwei hinreichend nahe beiein­
ander verlaufende Kurven der Schar, so daB ein einfacher Bogen, der 
einen Punkt von i mit einem Punkt von i' zwischen i und i' ver­
bindet, seine bei den Potenzen von t entstehenden Bilder nicht trifft. 
Dieser Bogen samt seinen Bildern zerlegt den von i und i' beran­
deten Bereich in der Weise, wie n radiale Wege einen von zwei 
konzentrischen Kreisen berandeten Kreisring, und diese Teilbereiche 
werden bei t unter sich vertauscht. Nun konnen wir also je zwei Punkte 
von i und i' miteinander zwischen i und i' verbinden durch einen 
seine Bilder nicht treffenden Bogen, und dasselbe gilt, wenn wir statt 
i und i' nunmehr zwei beliebige Kurven der Schar nehmen, da wir 
zwischen sie eine Folge von endlich vielen Kurven einschalten konnen, 
die so dieht aufeinander folgen, daB die vorige Konstruktion mog­
lich ist. 

Vom Mittelpunkt 0 legen wir einen einfachen Bogen b nach 
einem Punkt des Randkreises, der seine Bilder auBerhalb von 0 nicht 
trifft; der Bogen b zerlegt zusammen mit seinen Bildern die Kreis­
scheibe in n Bereiche in der Weise, wie n Radien in n Sektoren. 
Die Kreisscheibe laBt sich nunmehr topologisch auf sich selbst ab­
bilden, so daB je zwei Punkte, die bei einer Potenz von t einander 
entsprechen, in zwei solche Punkte iibergehen, die vom Mittelpunkt 

gleiche Abstande haben, und deren Winkel sich urn Vielfache von -~ 
unterscheiden. n 

Eine n-periodische die Indikatrix erhaltende topologische Abbildung 
der Kreisscheibe aut sich ist somit als einer gewohnlichen metrischen 

Drehung der Kreisscheibe, mit einem Winkel 2:'" (k, n = relativ prim), 
homoomorph erkannt. 
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Wenn t die Indikatrix umkehrt, gibt es auf dem Rand genau zwei 
Fixpunkte, und gehen die beiden durch diese Fixpunkte bestimmten 
Bogen b1 und b2 ineinander iiber. Die Abbildung t 2 IaBt die Indikatrix 
ungeandert; sie besitzt ferner Fixpunkte auf dem Rande, so daB nach dem 
obigen Beweis t'J die Identitat, und somit t eine involutorische Abbildung 
ist. - Nehmen wir einen beliebigen einfachen Bogen {J, def einen 
Punkt Rl von b1 mit einem Punkt R'J von b'J im Innern der Kreis­
scheibe verbindet; sei {J' das Bild von {J, und R/, R/ die Bilder 
von R1 , Rg • Der Bogen {J' trifft notwendig den Bogen {J, und zwar 
mussen diese beiden Bogen wenigstens einen im Kreisinnern Iiegen­
den gemeinsamen Punkt habenj sonst wiirde namlich die einfache 
geschlossene Kurve, die aus den Bogen {J, {J', ferner aus dem Bogen 

R;R2' von b1 und aus dem Bogen R;R'J von b2 zusammengesetzt ist, 
mit erhaltener Indikatrix in sich iibergehen, was, da ihr Inneres in 
sich iibergehen miiBte, unmoglich ist. - Wir wandern nun auf {J 
von Rl aus fort, bis wir den ersten Punkt 5 erreichen, der die 

Eigenschaft besitzt, daB der zuriickgelegte Teilbogen R-;S von {J 
mit seinem Bilde wenigstens einen gemeinsamen Punkt hat; sei 5' das 

Bild von 5. Die Bogen R-;5 von {J und R:5' von {J' haben die beiden 
Punkte 5 und 5' gemeinsam; wenn aber 5' 9= 5 ware, wiirde die 

einfache geschlossene Kurve, die aus dem Bogen 51S von {J und dem 
Bogen SS' von (J' zusammengesetzt ist, mit erhaltener Indikatrix 
in sich ubergehen, was unmoglich ist. Also ist 5 ein Fixpunkt und 
es foIgt, daB jeder b1 und b'.l verbindende Bogen die Menge der Fix· 
punkte trifft. - Sei gl bzw. g'J dasjenige von der Fixpunktmenge be­
stimmte Gebiet, zu dessen Rand b1 bzw. b'J gehort; diese beiden Ge­
biete gehen bei t ineinander uber; die nicht zu b1 bzw. b2 gehorigen 
Randpunkte von gl bzw. g2 sind gemeinsame Randpunkte fur beide 
Gebiete. - Wir zeigen nun, daB jeder Randpunkt von gl bzw. von g2 
erreichbar ist. Sei P ein beliebiger Fixpunkt auf dem Rand von gl' 
der aber im Innem der Kreisscheibe liegt; wir konstruieren urn Peine 
Schar von bei t invarianten einfachen geschlossenen Kurven, und be­
trachten eine Folge ill), i (2 ), ... von diesen Kurven, deren jede in der 
vorangehenden enthalten ist, und die gegen den Punkt P konvergieren. 
Auf jeder Kurve iIi) gibt es genau zwei Fixpunkte, die die Kurve iIi) 

in zwei ineinander iibergehende Bogen b~') und b~i) zerlegen. In be­
liebiger Niihe von P, also innerhalb von i10+1) muB ein Punkt von gl 
liegen; einen solchen verbinden wir mit einem auBerhalb von iIi) liegen­
den Punkt von gl durch einen in gl verlaufenden Weg, der somit 
i(H1) und i(i) treffen muB. Daraus foIgt, daB fur jedes i einer der 

Bogen biil, b~) in gl liegt; sei die Bezeichnung so gewahlt, daB iinmer 
bii) zu gl gehort; femer ergibt sich, daB b~i) und biH1) sich durch 
einen im Zwischengebiet von iIi) und ;(Hl) und zugleich in gl ver-

v. Kerekjart6. Topologie. 15 



226 VI. Abbildungen von Fliichen. 

laufenden Weg ai verbinden lassen; mit Riicksicht auf die analogen 
Folgerungen in bezug auf g'l schlieBt man endlich, daB jeder in einer 
Umgebung von P liegende Punkt entweder zu gl' oder zu g'l' oder 
zur Fixpunktmenge gehort. - Nimmt man fiir jedes i den Weg ai' 
der b~) und b~Hl) zwischen i(i) und i(Hl) innerhalb von gl verbindet, 
und nimmt man zu diesen Wegen den zwischen dem Anfangspunkt 
von ai+! und dem Endpunkt von ai liegenden Teilbogen von b~iJ hinzu, 
so entsteht ein einfacher Bogen, der, abgesehen von seinem Endpunkt P, 
ganz im Gebiet gl liegt. Daraus folgt, daB jeder Randpunkt von gl 

und auch von g'l erreichbar ist; die Menge der gemeinsamen Rand­
punkte von gi und g'l bildet somit laut der Schoenfliesschen Umkeh­
rung des Jordanschen Kurvensatzes (II § 4) einen einfachen Bogen b, 
der die beiden auf der Kreisperipherie liegenden Fixpunkte verbindet. 
- Der Bogen b ist sodann mit der Menge der Fixpunkte identisch; 
die beiden von ihm bestimmten Teile der Kreisscheibe gehen bei t 
ineinander iiber. 

Eine die Indikatrix umkehrende periodische Abbildung der Kreis­
scheibe auf sich selbst ist also homoomorph einer Spiegelung der Kreis­
scheibe an einem ihrer Durchmesser. 

Sei G eine endliche Gruppe von topologischen Abbildungen der 
Kreisscheibe auf sich, d. h. eine Gesamtheit von endlich vielen Ab­
bildungen tl , t'l' ... , t .. , mit der Eigenschaft, daB mit je zwei Abbildungen 
t; und tj auch ihr Produkt t; tj zu der Gruppe gehort. Die Anzahl 
Cler verschiedenen in ihr enthaltenen Abbildungen heiBt die Ordnung 
der Gruppe. ]ede Abbildung der Gruppe ist offenbar periodisch, und 
zwar muB die Peri ode ein Teiler der Gruppenordnung sein. 

Wir setzen voraus, daB jede Abbildung der Gruppe G die Indi­
katrix ungeandert laBt; wir zeigen sodann, daB G eine zyklische 
Rotationsgtuppe ist, die aus den Potenzen to = 1, tl = t, t 2, ... , tn- 1 

einer n-periodischen Abbildung t besteh~ (nach dem obigen Satz ist 
die Abbildung t einer metrischen Drehung homoomorph und wird dem­
gemaB als Drehung bezeichnet). - Sei namlich Po ein beliebiger Punkt 
auf der Kreisperipherie, und Po, PI' ... , p .. - 1 die mit ihm aquivalenten 
Punkte, in welche Po bei den Abbildungen der Gruppe iibergeht. 
Wir denken uns diese Punkte derartig mit Indizes versehen, daB ihre 
zyklische Reihenfolge bei einem positiven Umlauf des Kreises (Po' 
PI' ... , p ... - I ) ist. Wir bezeichnen nun diejenige Abbildung von G 
mit t, die Po in PI iiberfiihrt; dann geht bei t der Bogen P;FI' der 
von den weiteren Punkten Pi frei ist, in einen ebenfalls positiv ge· 
richteten Bogen iiber, dessen Anfangspunkt PI ist, und der, abgesehen 
von seinen Endpunkten, keinen mit Po aquivalenten Punkt enthalt; 

folglich ist das Bild von QI bei t der Bogen fi;P'l. Daraus foIgt, 
daB Po bei der Potenz ti von t in Pi iibergeht, und daB somit die 
Gruppe G durch 1, t, t 2, ••• , tn - 1 erschopft ist. 
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Die obigen Ergebnisse bieten uns die Mittel dar, durch we1che 
die periodischen Abbildungen und die endlichen Gruppen einer be· 
liebigen Flache im Kleinen, d. h. in der Umgebung irgendeines Punktes 
untersucht werden konnen. Insbesondere bemerken wir: wenn G eine 
endliche Gruppe von eindeutigen stetigen Abbildungen einer ge­
schlossenen orientierbaren Flache auf sich bedeutet, deren jede die 
Indikatrix erhalt, und wenn ferner P ein bei einer Untergruppe g 
von G invarianter Punkt von Fist, so ist g eine zyklische Gruppe, 
die aus den Potenzen 1, t, P, ., ., t~-t einer Abbildung t besteht, 
und in der Umgebung von P einer Rotationsgruppe homoomorph ist. 
Wenn wir namlich urn Peine hinreichend kleine, einfache geschlossene 
Kurve fo bestimmen, die den Punkt P in ihrem Innern enthalt, und 
die Bilder dieser Kurve bei den Abbildungen von g betrachten,so 
bildet der Rand des von diesen Kurven bestimmten, P enthaltenden 
Gebietes eine bei der Gruppe g (d. h. bei jeder Abbildung von g) 
invariante einfache geschlossene Kurve, die mit ihrem Innern zusam­
men einer zyklischen Rotationsgruppe unterliegt, wie wir eben gesehen 
haben. -

Wir werden nun eine von Brouwer herriihrende Verallgemeinerung 
dieser Begriffe betrachten. Unter einer topologischen Involution n- ter 
Ordnung einer geschlossenen orientierbaren Flache F (bzw. einer ein· 
fachen geschlossenen Kurve F) verstehen wir nach Brouwer eine so1che 
Zerlegung von F in Systeme von hochstens n Punkten 1), daB die 
Menge dieser Systeme topologisches Bild einer als Modulfliiche der 
Involution zu bezeichnenden geschlossenen orientierbaren Flache M 
(bzw. einer als M odullinie zu bezeichnenden einfachen geschlossenen 
Kurve M) ist 2). 

Es ist nun leicht zu sehen, daB eine topologische Involution n-ter 
Ordnung einer einfachen geschlossenen Kurve einer n -periodischen 
Rotationsgruppe homoomorph ist. Sei namlich P ein Punkt der Modul­
linie M, der einen so1chen Bogen s von M berandet, dessen Punkte n 
verschiedene Bildpunkte auf der Linie F besitzen, wahrend fur P 
selbst m (> 1) dieser Bildpunkte in einem Punkt Q von F zusammen· 
fallen. - Wenn wir einen Punkt C von s hinreichend nahe bei P 
wahlen, zerfallen die weder P noch C entsprechenden Punkte von F 

1) Dabei soil es wenigstens ein aus n Punkten bestehendes System geben. 
2) Wenn also die Punkte P(l), ]>12), • " von M gegen den Punkt P von M 

konvergieren, sollen die zugehorigen Punktsysteme (Qii), Q~i), . ", Q~,) von F 

geg.en das dem Punkt P entsprechende System (QJ' Q., ... , Qm) konvergieren. 
- Aus dem Heine-Borelschen Oberdeckungssatz folgt dann, dati, wenn ein 
Punkt Q, des Systems (Ql' Q2' ... , Qm) von einem Punkte Q/ des Systems 
(Ql', Qz', ... , Q:",) einen hinreichend kleinen Abstand hat, auch jeder Punkt Qk 
des Systems (QlI Q2' ... , Qm) von einem Pllnkt Qt,. des Systems (Q.', Q.', "', Q:".) 
einen beJiebig kleinen Abstand hat. 

15* 



228 VI. Abbildungen von Fliichen. 

in genau drei Kategorien: ein solcher Punkt ist niimlich entweder 
Bildpunkt eines zwischen C und P liegenden Punktes von s und liiBt 
sich alsdann ohne Beriihrung der in der Niihe von Q liegenden Bild­
punkte D1 , D2 , ••• , Dm von emit Q verbinden, oder Bildpunkt 
eines durch C (in der Umgebung von P) von P getrennten Punktes 
von M, in welchem Fall er sich ohne Beriihrung von Q, Dl' D2 , ••• , Dm 
aus der Niihe vonQ entfernen liiBt, oder schlieBlich Bildpunkt eines 
durch P von C getrennten Punktes von M, in welchem Falle er sich 
sowohl ohne Beriihrung von D1 , D2 , ••• , Dm in der Niihe von Q 
mit Q verbinden, wie auch ohne Beriihrung von Q, D1 , D2 , ••• , Dm 
aus der Niihe von Q entfernen liiBt. Hiermit sind wir aber fUr m> 1 
zu einem Widerspruch gelangt, so daB also jeder Punkt von M not· 
wendig n verschiedene Bildpunkte auf F besitzen muB. Hieraus folgt 
aber, daB die Involution n-ter Ordnung von Feiner n-periodischen 
Rotationsgruppe homoomorph ist. 

Sei nun F eine geschlossene orientierbare Flache, auf der eine 
topologische Involution n-ter Ordnung mit der geschlossenen orientier­
baren Fliiche M als Modulfliiche besteht. Sei {J ein Gebiet der 
Modulfliiche M, des sen Punkte je n verschiedene Bildpunkte auf F be­
sitzen, P ein solcher erreichbarer Randpunkt von {J, daB auf einem 
gewissen aus {J nach P fiihrenden Wege m der n Bildpunkte gegen 
einen Bildpunkt Q von P konvergieren. Sei i eine auf M in der Niihe 
von P urn P gezogene einfache geschlossene Kurve, k ihr auf F in 
der Niihe von Q gelegenes Bild. Wenn i hinreichend klein gewiihlt 
wird, so ist ein keinem Punkt von i entsprechender, in der Niihe 
von Q gelegener Punkt von F entweder Bildpunkt eines innerhalb 
von i liegenden Punktes von M und liiBt sich alsdann ohne 
Beriihrung von k mit Q verbinden, oder er ist Bildpunkt eines auBer­
halb von i liegenden Punktes von M, dann liiBt er sich ohne Be­
riihrung von k aus der Niihe von Q entfernen. Weil mithin k auf 
F zwei und nur zwei Gebiete bestimmt und sich aus einer endlichen 
Anzah! von einfachen Bogen zusammensetzen liiBt, und weil auf k 
eine Involution n- ter Ordnung mit i aIs Modullinie vorgegeben ist, 
also ist k eine einfache geschlossene Kurve und die Involution auf 
derselben ist einer m-periodischen Rotationsgruppe homoomorph. -
Hieraus folgt unmittelbar, daB die Bildpunkte der erreichbaren Rand­
punkte von (J, mithin auch diese Randpunkte selbst isoliert sind, daB 
also diejenigen Punke von M, die weniger als n Bildpunkte haben, 
ebenso wie die entsprechenden Bildpunkte, isoliert sind, ferner daB 
die Flache F eine iiber der Modultzache M n-blattrig ausgebreitete 
Oberlagerungstzache 1) darstellt. 

Aus diesem Involutionssatz von Brouwer werden wir noch einige 

1) 1m Sinne der in IV § 5 gegebenen Erkliirung. 
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von Brouwer angegebene Folgerungen ziehen. - Wenn insbesondere 
F eine Kugelflache ist, so ist auch Meine Kugelflache, zufolge der 
Hurwitzschen Formel (s. S. 160). Auf der Flache F, die wir durch eine 
geeignete Koordinatenbestimmung als eine algebraische Riemannsche 
Flache betrachten, gibt es eine algebraische Funktion, die jeden Wert 
genau einmal annimmt. Die Umkehrung davon ist eine rationale 
Funktion einer komplexen Veriinderlichen, die die gegebene Involution 
bis auf Homoomorphie charakterisiert. Wir haben so mit den Satz: 

Jede topologische Involution der Kugel/lache la(3t sich durch eine 
rationale Funktion R (z) charakterisieren, so da(3 zwei Punkte ZI und 
Zll dann und nur dann denselben Wert R (ZI) = R (ZIl) ergeben, wenn sie 
bei der Involution kongruent sind, d. h. demselben System angehoren. 

Die periodischen Abbildungen und die endlichen Cruppen von 
geschlossenen orientierbaren Flachen stellen nach unseren obigen Er. 
gebnissen spezielle topologische Involutionen dar. Aus dem In­
volutionssatz und aus den bekannten Existenzsatzen der Theorie der 
algebraischen Funktionen ergibt sich dann ohne wei teres: 

Jede endliche topologische Gruppe einer geschlossenen orientierbaren 
Flache ist homoomorph einer Gruppe von birationalen Trans/ormationen 
einer singularen algebraischen Riemannschen Plache au/ sich selbst. 

Eine Abanderung der Brouwerschen Definition fuhrt zu der folgen­
den Verallgemeinerung dieses Begriffes. Eine mehrdeutige Involution 
einer Flache wird erklart, indem man jedem Punkt P der Flache eine 
Matrix 

r Pll P 11l ••• PI n } 

1 f21 ~21l ... f2n (P = Pll ' Pill' ... , Pml) 
Pm! Pmll ·•· Pmn 

von Punkten zuordnet l ). Zu jedem Punkt Pik gehort eine Matrix, die 
in einer Zeile die Elemente Pit' Pill' ... , Pin (evtl. in anderer Reihen­
folge) enthait. Diese Matrix solI sich ferner mit P stetig andern, so 
daB, wenn P und Q hinreichend nahe beieinander liegen, nach 
einer geeigneten Umordnung der Matrix von Q (wobei erstens Ele­
mente derselben Zeile miteinander und zweitens zwei Zeilen mitein­
ander vertauscht werden diirfen) je zwei ensprechende Elemente der 
beiden Matrizes beliebig klein en Abstand voneinander haben. - Wie 
die gewohnliche Involution iiber die Wertverteilung der Verander· 
lichen einer eindeutigen, insbesondere einer rational en Funktion Auf­
klarung gibt, so kann der Begriff der mehrdeutigen Involution nach 
geeigneter Einschrankung zur Charakterisierung der Wertverteilungen 
von algebraischen Funktionen angewandt werden. 

1) Dabei konnen erstens zwei Punkte derselben Zeile, oder zweitens zwei 
Zeilen naeh geeigneter Umordnung ihrer Elemente Punkt fUr Punkt zu­
sammenfallen. 
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§ 7. tiber eindeutige Abbildungen. 

In diesem Paragraphen befassen wir uns mit den (nicht umkehrbar) 
eindeutigen stetigen Abbildungen von Flachen und mit dem Brouwerschen 
Begriff des Abbildungsgrades. - Sei F eine geschlossene orientierbare 
Flache und sei F mittels einer eindeutigen stetigen Abbildung t auf eine 
Punktmenge abgebildet, die auf einer Flache F' liegt; wir sagen kurzer, 
daB F eindeutig und stetig auf F' abgebildet wird; dabei denken wir 
also, daB nicht jeder Punkt von F' zur Bildmenge zu gehoren braucht. 

Wir beginnen mit dem einfachsten Fall, wobei jedem Punkt von 
F' hochstens eine endliche Anzahl von Punkten von F entspricht. 
Sei P' ein beliebiger, zur Bildmenge von F gehoriger Punkt von 
F', sei U' eine Umgebung von p' auf F' (die sich auf das 
Kreisinnere topologisch abbilden laBt) mit einer positiven Indi­
katrix versehen, und seien PI' P2 ' ••• , Pn diejenigen Punkte von F. 
die bei t in den Punkt P' iibergehen. Urn jeden der Punkte Pi HiBt 
sich zufolge der Stetigkeit von t eine Umgebung Ui derart be­
stimmen, daB ihr Bild in U' enthalten ist; wir wahlen diese Um­
gebungen derart, daB sie paarweise einander fremd sind. - Sei 
ri eine in Ui liegende einfache geschlossene Kurve, die den Punkt Pi 
in ihrem Innem enthalt, d. h. von den auBerhalb von Ui liegenden 
Punkten von F trennt. Wenn auf F eine positive Indikatrix an­
genommen wird, kommt jeder Kurve ri ein positiver Umlaufssinn 
zu, bei welchem die Ordnung des Punktes Pi in bezug auf die posi· 
tiv gerichtete Kurve ri gleich + 1 ist. Der gerichteten Kurve ri 
entspricht eine gerichtete geschlossene stetige Kurve r/ in U'. Wir 
bezeichnen mit Wi die Ordnung des Punktes P' in bezug auf die ge­
richtete Kurve r/ und bilden die Summe W = WI + w 2 + --. + w n ' 

Diese lahl wist von der speziellen Wahl der Kurven ri unab­
hangig. Nehmen wir namlich statt etwa rl eine andere in U1 liegende 
positiv gerichtete einfache geschlossene Kurve r1 , die PI in ihrem 
Innem hat; sei r t' ihr Bild und WI die Ordnung von P' in hezug 
auf r 1'; so ist, wie wir behaupten, WI = WI _ Wir setzen gleich 
voraus, daB rl von 7\ fremd ist; im and em FaIle wurden wir eine 
Hilfskurve 711 nehmen, die sowohl von rl wie auch von r1 fremd ist 
und die ebenfalls PI in ihrem Innem hat. Wenn also die Kurven r1 

und 5\ einander fremd sind, deformieren wir rl in r1 durch eine 
topologische Deformation im lwischengebiet dieser beiden Kurven; 
dieser Deformation entspricht in U' eine stetige Deformation von rt' 
in rl', bei welcher der Punkt P' nicht passiert wird. Bei dieser De­
formation bleibt somit die Ordnung des Punktes P' in bezug auf die 
im Laufe der Deformation entstehenden Kurven, ungeandert, so daB 
insbesondere WI = WI ist. - Daraus folgt, daB die lahl W im Punkt P' 
nur von der Abbildung t abhangt. 
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Ferner ist die Zahl W ftir jeden Punkt von F' dieselbe. Sei namlich 
Q' ein Punkt von F' hinreichend nahe bei P', so daB insbesondere die ihm 
entsprechenden Punkte Ql' Q~, ... , Qr von F samtlich in den Innengebieten 
von 1'1' 1'2' ... , rn liegen 1 ). Dann ist die Ordnung von Q' in bezug auf 1'/ 
dieselbe, wie die Ordnung von P' in bezug auf 1';', wenn nur Q' hin­
reich end nahe bei P' liegt (s. S. 84~ Die Zahl wist also in der Um­
gebung jedes Punktes P' und daher auf der ganzen Fhiche F' konstant. 

Nehmen wir nun den allgemeinen Fall, wobei die inverse Ab­
bildung unendlich vieldeutig sein kann. Sei P' ein Punkt von F', 
der zur Bildmenge von F gehort, sei {P} die ihm entsprechende 
Punktmenge von F, welche notwendig abgeschlossen ist. Sei V' 
eine hinreichend kleine Umgebung von P' auf F', die nicht die ganze 
Bildmenge von F enthiilt. Wir nehmen eine hinreichend feine Drei­
ecksteilung von F, so daB jedes Dreieck, welches einen Punkt von 
{P} enthalt, auf eine ganz in V' liegende Punktmenge abgebildet 
wird. Diejenigen Dreiecke, die einen Punkt von {P} enthalteri, bilden 
einen oder mehrere Polygonbereiche. Wir nehmen auf F eine posi­
tive Indikatrix an; dadurch kommt jedem dieser Polygonbereiche 
eine Indikatrix und also einer jeden Kontur dieser Bereiche ein 
in bezug auf den Bereich positiver Umlaufssinn zu. Sei ;Vi eine 
Kontur eines dieser Bereiche, mit dem positiven Umlaufssinn ver­
sehen; ihr Bild ist eine gerichtete geschlossene stetige Kurve 1'/ 
in V'; sei Wi die Ordnung von P' in bezug auf 1'/. Die Summe der 
Ordnungen Wi bezeichnen wir mit w. 

Wieder zeigt sich, daB w von den speziellen Polygonbereichen, 
die {P} approximieren, unabhiingig ist. Nehmen wir etwa zwei 
Mengen (fJ) und (fJ') von Polygonbereichen, die die Menge {P} ap­
proximieren; sei (fJ") eine dritte Menge von approximierenden Polygon­
bereich en, mit der Eigenschaft, daB jeder Punkt, der zu einem Be­
reich. fJ" gehort, ein innerer Punkt je eines Bereiches fJ und fJ' ist. 
Sei dann fJ einer der Bereiche (fJ) und seien fJ/', fJt, ... , fJt die­
jenigen Bereiche von (fJ"), die in diesem Bereich fJ enthalten sind. 
Wir betrachten diejenigen berandeten Flachen, die von den zu fJ 
nicht aber zu fJt, fJ/', ... , fJt gehorigen Punkten von F gebildet 
werden; wenn f eine solche Flache ist, so bringen wir auf ihr die 
positive Indikatrix an; dadurch wird jeder Kontur von f ein bestimmter 
Umlaufssinn zugeordnet, und zwar werden die Konturen von fJ mit 
den urspriinglichen, die von fJ/', fJt, ... , fJt mit den entgegengesetz­
ten Umlaufssinnen versehen. Dann machen wir die Flache f durch Auf· 
schneid en langs gewisser Querschnitte zu einer Elementarflache e; bei 
einem Umlauf urn die Kontur derselben werden die zu den Konturen 

1) Wir erinnern daran, dati die zu einer eindeutigen stetigen Abbildung 
einer kompakten abgeschlossenen Menge inverse Abbildung eben falls steti2" 
ist (s. S. 34). 
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von {J bzw. von {Jt gehorigen Konturenteile im positiven bzw. negativen 
Sinne, die angewendeten Querschnitte zweimal und zwar in entgegen­
gesetzten Richtungen umlaufeD.. Die Kontur der erhaltenen Elemen­
tarftiiche e deformieren wir in f stetig auf einen einzigen Punkt. Der 
Kontur von e entspricht in V' eine geschlossene stetige Kurve, in 
bezug auf welche die Ordnung von P' gleich 0 ist, da sie sich in 
V' auf einen Punkt stetig deformieren liiBt, ohne den Punkt P' zu 
passieren. Den Konturen von f entsprechen somit gewisse ge­
schlossene stetige Kurven in V', so daB die Gesamtordnung von p' 
in bezug auf die Bilder der Konturen gleich 0 ist. - Dieses Ergebnis, 
angewendet auf eine jede Fliiche f, ergibt, daB die auf die Bereich­
menge ({J) bezugliche lahl w mit der auf ({J") und ebenso mit der 
auf ({J') bezuglichen analogen lahl identisch ist. 

Ferner ergibt sich ebenso wie in dem vorher behandelten Spezial­
fall, daB die lahl w in jedem Punkt der Fliiche F' dieselbe ist. Diese 
lahl w bezeichnen wir als den Grad der eindeutigen stetigen Abbildung t. 

1st die Bildmenge von F auf F' nicht uberall dicht, so ist der Ab­
bildungsgrad w gleich Null. Wenn insbesondere die Fliiche F' offen 
ist, kann nicht jeder Punkt von F' zur Bildmenge gehoren, da niimlich 
der geschlossenen Fliiche F bei der eindeutigen stetigen Abbildung t 
eine kompakte Menge entsprechen muB; in diesem Fall ist also der 
Abbildungsgrad gleich Null. Wenn ferner die Fliiche F' nichtorientier­
bar ist, geht bei der Fortsetzung hngs eines einufrigen Ruckkehr­
schnittes auf F' die lahl w in ihren negativen Wert - w uber; beide 
mussen einander gleich, also Null sein. 

Einfache Beispiele fur eindeutige stetige Abbildungen, deren Urn­
kehrung nicht eindeutig ist, werden durch die in IV § 5 betrachteten Ober­
lagerungsftiichen gegeben. Der Abbildungsgrad ergibt in den Fiillen, wo 
die Grundftiiche F' orientierbar und mit der Oberlagerungsftiiche gleich­
sinnig orientiert ist, die Bliitterzahl n der Oberlagenmgsftiiche F. 

Wir werden jetzt eine andere, von Brouwer herruhrende Erkliirung 
des Abbildungsgrades wiedergeben. lu diesem lweck fUhren wir 
auf den Fliichen Fund F', die in je einer bestimmten Dreiecksteilung 
vorliegen sollen, Normalkoordinaten ein, wodurch diese Fliichen zu 
gemessenen Flachen gemacht werden; in jedem Dreieck werden dabei 
die Punkte durch drei nicht negative, homogene Koordinaten ein­
eindeutig und stetig dargestellt, und auf jeder Kante haben die Punkte 
fur jedes Dreieck, zu welchem sie geh6ren, dieselben Koordinaten. 

Man fuhre zuerst auf jeder Kante A A nicht Null werdende 
p q dl· 

Normalkoordinaten u ,u ein, so daB u : u im Punkt Ap unen ich sel 
p q p q . 

und von dort an stetig abnehme, bis in Aq der Wert Null errelcht 
wird. - Nachdem auf diese Weise in jedem Kantenpunkt die Normal­
koordinaten bestimmt sind, betrachten wir ein Dreieck mit den Eck-
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punkten A p' A q, A r, bilden es aut ein ebenes Dreieck F G H topo· 
logisch ab, so daB den Kanten Ap A q, Aq A r , Ar Ap der Reihe nach 
die Seiten FG, GH, H F entsprechen, stellen die Punkte dieses Drei· 
eckes F G H durch homogene Schwerpunktskoordinaten in bezug auf 
die Eckpunkte F, G, H dar und wahlen im Dreiecksinnern einen will· 
kiirlichen Punkt O. - Sei B ein Punkt des Dreieckes Ap Aq A r, und 
B' sein Bild in FG H. Die jenseits B' fortgesetzte geradlinige Strecke 0 B' 
trifft eine Seite des Dreieckes FG H, etwa die Seite G H, in einem 
Punkt C'. Sei C der C' entsprechende Punkt der Kante Aq A r, seien 
CUq' cUr seine Normalkoordinaten, sei C" der Punkt von G H mit 
den Schwerpunktskoordinaten 0, OUq ' oUr' und sei B" der Schnittpunkt 
der Strecke 0 C" mit der durch B' gehenden zu G H parallelen Geraden. 
Dann wahlen wir als Normalkoordinaten von B die Schwerpunkts­
koordinaten von B". - Auf diese Weise ist die gegebene Flache 
zu einer gemessenen Flache gemacht. 

Wir wahlen nun zu jedem Dreieck einer gemessenen Flache ein 
ebenes gleichseitiges Dreieck fester Seitenlange als sein "reprasentieren· 
des Dreieck" und bilden es darauf in solcher Weise topologisch ab, daB 
die Sehwerpunktskoordinaten in bezug auf die Eckpunkte eines Punktes 
des reprasentierenden Dreieekes den Normalkoordinaten des ent· 
spreehenden Flachenpunktes gleieh sind. 

Unter der Lange einer in einem Dreieek der Flaehe liegenden 
geradlinigen Strecke verstehen wir die Lange der entspreehenden 
Streeke im reprasentierenden Dreieck. Unter der Entfernung zweier 
Punkte der Flache verstehen wir das Minimum der Lange eines sie 
verbindenden (eventuell mehrere Dreiecke durchziehenden) Streeken· 
zuges. Vnter dem Schwerpunkt gewisser in Punkten desselben Drei· 
eckes angebrachter Massen verstehen wir den Bildpunkt des Schwer· 
punktes der in den entsprechenden Punkten des reprasentierenden 
Dreieekes angebrachten, jenen gleichen Massen. - Unter dem Inhalte 
eines Teilgebietes eines Dreieekes verstehen wir den Inhalt des ent· 
sprechenden Teilgebietes des reprasentierenden Dreieckes. 

Wir betraehten nun eine eindeutige stetige Abbildung t einer ge· 
schlossenen orientierbaren gemessenen Flache F auf eine gemessene 
Flache F' und setzen zunachst auch F' als orientierbar und geschlossen 
voraus. 

Wir unterziehen Feiner simplizialen Zerlegung' von der Dichte e, 
d. h. wir zerlegen jedes Dreieck von F in so1cher Weise in eine end­
liehe Anzahl von Teildreieeken, daB je zwei davon entweder keinen 
gemeinsamen Punkt haben, oder nur eine Kante (und dann die beiden 
zugehorigen Eckpunkte), oder nur einen Eekpunkt, und daB die Kanten­
langen der Teildreieeke die GroBe e als Maximum besitzen. Diese 
Teildreieeke sollen die Grundsimplexe, ihre Kanten die Grundkanten, 
ihre Eekpunkte die Grundpunkte der Zerlegung heiBen; unter einem 
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Dreieek verstehen wir dann weiterhin ein Dreieek der urspriingliehen 
Dreieeksteilung von F. Fur die Diehte 8 wahlen wir eine obere 
Crenze 81 , welche sie nieht ubersteigen solI. 

Auf der Flaehe F' wird eine positive Indikatrix angenommen 
und dementspreehend jedes Grundsimplex mit einer positiven Indi­
katrix versehen. 

Ein solches Grundsimplex, des sen Eekpunktsbilder aIle demselben 
Dreieek von F' angehoren, nennen wir ein gewohnliches Grundsimplex. 

Jetzt definieren wir, was unter einer zu , gehorigen simplizialen 
Abbildung ts' welche die Abbildung t approximiert, verstanden werden 
solI. Es ist eine Abbildung, welche sieh nur auf die gewohnliehen 
Grundsimplexe erstreekt und zwar in folgender Weise. 

Sei 1l ein gewohnIiehes Grundsimplex mit den Eekpunkten Al' 
A 2 , A 3 , denen fur die Abbildung t die demselben Dreieek von F' an­
gehorigen Punkte Bl' B 2 , B3 entspreehen. Ein im Innem oder auf 
dem Rand von 1l liegender Punkt P laBt sieh als Sehwerpunkt von 
gewissen in AI' A 2 , A3 konzentrierten nieht negativen Massen auffassen. 
Wenn wir dieselben Massen der Reihe naeh in B 1 , B 2 , B3 anbringen, 
bestimmen sie einen Sehwerpunkt Q, den wir fur die Abbildung ts 
dem Punkt P entspreehen lassen. Alsdann wird, falls die Punkte B 1 , 

B 2 , B3 nieht auf einer Geraden liegen, das Grundsimplex 1l auf ein 
Bildsimplex e topologiseh abgebildet, dessen Inhalt wir positiv oder 
negativ reehnen, je naehdem die Bildindikatrix positiv oder negativ 
ausfallt. Wenn aber die Punkte B], B 2 , Ba auf einer Geraden liegen, 
wird das Bildsimplex e singular und bekommt den Inhalt Null. 

Die Entfernung zwischen den Bildpunkten fur t und ts desselben 
Punktes von F besitzt eine gewisse obere Grenze e1 , die mit 81 unter 
jede Grenze herabsinkt. 

Wir definieren weiter eine zu , gehorige moditizierte simpliziale 
Abbildung tm' welche die Abbildung t approximiert. Sie wird bestimmt 
dureh die GroBe 81 niehl ubersteigende Verriiekungen der Grund­
punktsbilder und wird sodann aus ihren Grundpunktsbildern in der­
selben Weise wie ts konstruiert, wobei fur tm im allgemeinen nieht 
dieselben gewohnliehen Grundsimplexe auftreten, wie fur t •. 

Wir bestimmen nun beliebig in jedem Dreieek Evon F' als 
sein Innensimplex ein solches Teildreieek, dessen Rand den Rand 
des Dreieekes E nieht trifft und wahlen 8 in solcher Weise, daB jeder 
Punkt von F, der fur eine Abbildung ts oder tm in einem Innen­
simplex abgebildet wird, fur iede Abbildung ts oder tm nur gewohn­
lichen Grundsimplexen angehort. welche dann nalurlieh slets in dem­
selben Dreieek von F' abgebildet werden_ 

Wir besehiiftigen uns nun zuniiehst mit einer solchen Abbildung tm' 
welche keine singuliiren Bildsimplexe aufweist, und zwar in bezug auf 
das Innensimplex ] eines gewissen Dreieekes E. Die Menge der-
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jenigen im lnnern von ] enthaltenen Punkte, wclche nicht mit dem 
Bilde eines Grundpunktes zusammenfallen, bezeichnen wir mit (J und 
bemerken, daB je zwei Punkte von (J sich durch einen aus einer end­
lichen Anzahl von Strecken bestehenden ganz in (J verlaufenden 
Streckenzug verbinden lassen. 

Einen solchen zu (J gehorigen Punkt, welcher nicht dem Bild 
einer Grundkante gehort, nennen wir einen gewohnlichen Punkt von ]. 

Seien PI und P'J zwei beliebige gewohnliche Punkte von], welche 
durch einen ganz in a verlaufenden Streckenzug s verbunden sind, 
und sei P ein veranderlicher gewohnlicher Punkt von]. Die Zahl 
der positiven bzw. negativen Bildsimplexe, welche PI bedecken. be· 
zeichnen wir mit PI bzw. Pt', die analogen Zahlen fiir P, mit P2 und 
p/. die analogen Zahlen fiir P mit P und p'. 

Diese Zahlen P und P' konnen sich bei Bewegung von P an s 
entlang nur dann andern, wenn das Bild t einer Grundkante passiert 
wird. Wenn dabei die beiden Bildsimplexe, welche in t zusammen· 
stoBen, auf verschiedenen Seiten von t liegen, so besitzen sie das· 
selbe Vorzeichen, und die Kreuzung von t hat auf die Zahlen P und p', 
also auch auf die Zahl P - p', keinen EinfluB. Wenn aber die beiden 
Bildsimplexe. die in t zusammenstoBen, auf derselben Seite von t 

liegen, so besitzen sie entgegengesetzte Vorzeichen, und die Kreuzung 
von t bewirkt entweder eine Vermehrung von P und p' urn eins oder eine 
Verminderung von P und p' urn eins, laBt also wieder die Zahl P - P' 
ungeandert. Mithin ist PI - PI' = P2 - P2" und fUr die Abbildung tm ist 
in den gewohnlichen Punkten von ] die Zahl P - p' eine Konstante. 

Wir wenden uns nunmehr zu einer Abbildung tB , fUr welche wir 
die gewohnlichen Punkte von ] und die Zahlen P und p' in analoger 
Weise. wie in bezug auf tm' definieren. Giibe es dann fiir tB in ] 
zwei gewohnliche Punkte PI und P'J' ftir welche PI - Pt' und P2 - p,' 
verschieden waren, so konnten wir t. mit solcher Genauigkeit durch 
eine zu l; gehorige und keine singularen Bildsimplexe aufweisende 

modifizierte simpliziale Abbildung t:;> approximieren, daB die Punkte P 1 

und P2 auch in bezug auf t:;> gewohnliche Punkte von ] waren und 

die Zahlen PI' PI', p,. P'./ in bezug auf t:;> dieselben Werte wie in 

bezug auf t. besaBen, so daB fiir t;;;> die Zahl P - p' in den gewohn· 
lichen Punkten von ] nicht konstant sein konnte. Aus diesem Wider­
spruch folgern wir, daB auch fiir die Abbildung t. in den gewohn­
lichen Punkten von ] die Zahl P - p' eine Konstante ist. 

Wir behaupten weiter, daB der Wert dieser Konstante, den wir mit 
w bezeichnen, ftir je zwei simpliziale Abbildungen t., t:, welche die Ab· 
bildung t approximieren, derselbe ist, und zwar k6nnen wir uns auf den 
Fall beschranken, daB unter den zugrunde liegenden simplizialen Zer­
legungen l;, l;' eine, etwa l; eine Unterteilung der anderen, l;' ist (5. IV § 1). 
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In diesem FaIl konnen wir namlich die Bilder der Grundpunkte 
von 1; fUr t8 , insofern die entsprechenden BiIder fUr ts' existieren, in 
diese auf den kurzesten verbindenden Streckenzugen stetig uberfiihren 
und fiir die Folge festhalten, wobei, was I betrifft, die Abbildung t8 
stetig in die Abbildung t8 ' ubergeht. Der Gesamtinhalt der in I ent­
haltenen Teile der Bildsimplexe, weIcher w-mal so groB ist als I, 
kann bei diesem stetigen Obergange keine Sprunge erleiden, so daB 
die ganze Zahl w sich nicht andern kann. 

Wir werden jetzt zeigen, daB die Werte WI und w 2 ' weIche w 
in den Innensimplexen II und 12 von zwei benachbarten Dreiecken El 
und E2 besitzt, einander gleich sind. 

Dazu wahlen wir zwei soIche gleichseitige ebene Dreiecke Tl 
und T2 , weIche eine gemeinsame Seite haben, als reprasentierende 
Dreiecke, so daB die gemeinsame Seite X dieser Dreiecke der gemein­
samen Kante S von El und E2 entspricht. 

Sodann werden die Begriffe Teilsimplex, Schwerpunkt, Inhalt usw. 
von Tl + T2 (d. h. von der von Tl und T9 zusammen gebildeten 
Punktmenge) in genau derselben Weise auf El + E9 ubertragen, wie 
sie fruher von einem einzigen reprasentierenden Dreieck auf das ihm 
entsprechende Dreieck ubertragen worden sind. 

Wir bestimmen in El und E9 so1che der Reihe nach 11 und 12 
enthaltende Teilsimplexe U1 und U2 , weIche eine in S enthaltene 
Kante gemeinsam haben, deren Rander aber die ubrigen Kanten von 
El und E2 nicht treffen. 

Diejenigen Grundsimplexe, deren Eckpunktsbilder fUr die Ab· 
bildung t aIle zum Inneren von El + E2 gehoren, rechnen wir nun­
mehr zu den gew6hnlichen Grundsimplexen und bestimmen eine sim­
pliziale Abbildung t:, welche t approximiert und weIche sich auf die 
neu hinzugekommenen gew6hnlichen Grundsimplexe erstreckt; zu ihr ge­
horen wieder modifizierte simpliziale Abbildungen t:n. Die obere Grenze 
fUr E wahlen wir jetzt derart, daB in bezug auf U 1 + U 2 und auf ·die ge­
wohnlichen Grundsimplexe in der neuen Bedeutung dieselbe Eigenschaft, 
weIche fruher den Innensimplexen und den gewohnlichen Grundsimplexen 
im alten Sinne auferlegt ist, giiltig bleibt_ Dann konnen wir nach der schon 
oben angewandten Methode folgern, daB fUr die Abbildung ta' in den ge­
wohnlichen Punkten von U1 + U2 die Zahl p - p' eine Konstante ist. 

Diese zu ta' und U1 + U2 geh6rige Konstante ist aber einerseits 
mit der zu t8 und 11 gehorigen Konstante WI' andererseits mit der 
zu t8 und 12 gehorigen Konstante Wll identisch, so daB in der Tat 
die Konstante W in 11 und in 12, dann aber auch in allen Dreiecken 
von F' denselben Wert hat. 

Die Konstante w, weIche einerseits in aIlen Dreiecken von F', 
andererseits fUr aIle simpliziaIe Abbildungen, die t approximieren, den­
selben Wert hat, steHt mithin eine Eigenschaft von t dar. 
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Es ist leicht einzusehen, daB die so definierte Zahl mit dem oben 
auf andere Weise definierten Abbildungsgrad ubereinstimmt. Betrachten 
wir namlich eine modifizierte simpliziale Abbildung tm' we1che die 
Abbildung t approximiert, in bezug auf das Innensimplex J eines 
Dreieckes. Wenn P' einen gew6hnlichen Punkt von J bedeutet und 
PI' P2 , ••• , p .. diejenigen Punkte von F sind, deren Bild bei tm in den 
Punkt P' fhllt, wird eine einfache geschlossene Kurve 'Yi' die Pi in 
ihrem Innern hat, bei tm auf je eine positiv bzw. negativ gerichtete 
einfache geschlossene Kurve abgebildet, je nachdem das die Kurve 'Yi 
enthaltende Grundsimplex mit positiver bzw. negativer Indikatrix abo 
gebildet wird. Die Gesamtordnung des Punktes P' in bezug auf diese 
Kurven 'Yi ist somit der Differenz der Anzahlen der P' bedeckenden 
positiven bzw. negativen Bildsimplexe gleich. - Aus der ersten Er­
klarung ist aber klar, daB fUr zwei Abbildungen, die sich hinreichend 
wenig voneinander unterscheiden, der Abbildungsgrad derselbe ist; 
daraus folgt dann die Obereinstimmung der beiden Definitionen. 

Ferner ergibt sich, daB fiir zwei Abbildungen t und t', die durch 
eine stetige Deformation ineinander ubergefiihrt werden konnen, der 
Abbildungsgrad derselbe ist. Unter dem Ausdruck, daB die beiden 
eindeutigen stetigen Abbildungen t und t' von F auf F' durch eine 
stetige Deformation ineinander ubergehen, oder daB sie zur selben 
Klasse geh6ren, verstehen wir, daB es eine von einem Parameter ). 
(0 <). < 1) stetig abhangende Menge {t.\} von eindeutigen stetigen 
Abbildungen von F auf F' gibt, wobei den Parameterwerten ). = 0 
bzw. ). = 1 die Abbildung to = t bzw. tl = t' entspricht 1). 

Von dem eben erwahnten Satz von Brouwer, namlich daB zwei 
zur se1ben Klasse geh6rige Abbildungen denselben Grad haben, be­
steht nach Brouwer in vielen Fallen auch die Umkehrung. Insbesondere 
gilt der folgende Satz: 

Wenn Fund F' beide Kuge1tliichen sind, so besteht die notwendige 
und hinreichende Bedingung datur, da/J zwei eindeutige stetige Abbil­
dungen t und t' von Faut F' rur selben Klasse gehoren, in der Ober· 
einstimmung der Abbildungsgraden. 

Wegen des Beweises dieses Satzes verweisen wir den Leser auf 
die Arbeit von Brouwer: Sur la notion de ,.classe" de transformations 
d'une multiplicite (s. Literaturverz.). 

1) Wir erinnern an den analogen Begriff des Typus von eineindeutigen 
stetigen Abbildungen (s. VI § 1), der sich zu dem 8egriff der Klasse so verhl1lt, 
wie der 8egriff der Isotopie von einfachen geschlossenen Kurven zu dem der 
Homotopie von geschlossenen stetigen Kurven. In der Tat geht die Frage, ob 
zwei zur selben Klasse gehorige topologische Abbildllngen von F auf F' zu 
demselben Typus gehoren, darauf hinaus, ob je zwei einfache geschlossene, 
einander homotope Kurven auf F zumal isotop sind. 



Siebenter Abschnitt. 

Kurvenscharen auf Flachen. 

§ 1. Scharen von einfachen geschlossenen Kurven. 

Gegeben sei eine Schar {i} auf einer Kreisscheibe liegender ein­
facher geschlossener Kurven, von der wir voraussetzen, daB durch 
jeden Punkt der Kreisscheibe, abgesehen von gewissen singulriren 
Punkten der Schar, eine und nur eine Kurve liiuft. Ein singuliirer 
Punkt heiBt ein Zentrum, wenn durch ihn keine Kurve geht, mehr­
facher Punkt, wenn wenigstens zwei Kurven durch ihn laufen. 

Wir werden den schon der Anschauung zugiingIichen Satz be 
weisen, daB eine solche Schar auf der Kreisscheibe wenigstens einen 
singuliiren Punkt haben muB. Wenn wir femer voraussetzen, daB sie 
nur Zentren, und zwar hi:ichstens in abziihlbarer Miichtigkeit hat, so 
hat sie ein einziges Zentrum, urn welches dann die Kurven konzen­
trisch verlaufen in dem Sinne, daB jede Kurve das Zentrum im Innem 
enthiilt und von je zwei Kurven eine im Innem der anderen liegt. 

Sei zuniichst {i} eine Schar von einfachen geschlossenen Kurven, 
von der wir voraussetzen, daB durch jeden Punkt der Kreisscheibe 
eine und nur eine Kurve der Schar liiuft; die Kreisperipherie sei dabei 
ebenfalls eine Kurve der Schar. Gibt es eine Kurve i derart, daB im 
Innem von i die Kurven konzentrisch liegen, so gibt es wenigstens 
einen Punkt, der im Innem von allen innerhalb von i verlaufenden 
Kurven der Schar liegt; durch diesen Punkt liiuft also keine Kurve 
der Schar. - Gibt es aber keine Kurve, in deren Innerem die Kurven 
konzentrisch liegen, so kann man zwei auBerhalb voneinander liegende 
Kurven io und i1 auswahlen, im Innem dieser wieder je zwei auBer­
halb voneinander liegende Kurven ioo' i01 bzw. ilO' il1 usw. Jedem 
unendlichen Dualbruch 

a=O,IX1 IX2 ,,· (IXi=O, 1) 

lassen wlr den Durchschnitt der Innengebiete der Kurven ia" ia, a., 
la,a.a" ... entsprechen. Die Menge dieser Durchschnitte, die ein­
ander fremde Kontinua sind, hat also die Miichtigkeit des Kontinuums. 
Dann gibt es unter dies en Durchschnitten wenigstens einen, der keine 
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inneren Punkte hat (sonst ware namlich die Menge dieser Durch­
schnitte abzahlbar). Durch einen Punkt dieses Durchschnittes kann 
keine Kurve der Schar gehen, denn sonst muBte eine solche Kurve 
zusammen mit ihrem Innem innerhalb dieses Durchschnittes liegen. 

Nun betrachten wir eine solche Schar {i} einander nicht treffen­
der einfacher geschlossener Kurven, daB durch jeden Punkt der Kreis­
scheibe mit Ausnahme der Punkte P1' P2 , ••• , deren Anzahl ~ 2 sei, 
eine Kurve der Schar lauft. - Zunachst ist klar, daB unmoglich alle 
Kurven konzentrisch liegen konnen, da namlich dann zwischen zwei 
solchen Kurven entweder kein oder aber ein Kontinuum von Zentren, 
und folglich im Innem irgendeiner Kurve entweder ein einziges Zentrum 
oder ein Kontinuum von Zentren liegt. Seien also i1 und i2 zwei 
auBerhalb voneinander liegende Kurven. Wenn es eine kleinste Kurve 
io gibt, die il und i2 enthalt, so nehmen wir diese Kurve und ihr 
Inneres (dieses Kontinuum bezeichnen wir mit K und die Kurve io 
mit Ko); sonst nehmen wir den Durchschnitt der Innengebiete von 
allen Kurven i, die zugleich i1 und i2 enthalten, und dieses Konti­
nuum bezeichnen wir mit K. Nun nehmen wir die groBte Kurve, 
die i1 im Inneren, i2 im AuBeren hat, diese Kurve und ihr Inneres 
bezeichnen wir mit K 1 , wenn es aber keine solche groBte Kurve gibt, 
nehmen wir die Summe der Innengebiete von allen Kurven i, die 
i1 im Inneren, i2 im AuBeren haben, und diese aus lauter inneren 
Punkten bestehende Punktmenge bezeichnen wir mit C1 • Wir erklaren 
K2 bzw. C2 auf die gleiche \Veise. Nun nehmen wir eine dritte Kurve is 
innerhalb von K, aber auBerhalb von i1 und i2' und zwar eine solche, 
deren Inneres einen moglichst groBen Kreis enthalt. Wir nehmen die 
groBte Kurve, die is im Inneren,. i1 und i2 aber im AuBeren hat, und 
bezeichnen diese Kurve und ihr Inneres mit Ks; wenn es aber keine 
solche gibt, dann die Summe der Innengebiete von diesen Kurven mit 
C s; und so fahren wir fort. Seien dabei a1 , a'J,' ... , bzw. /31' /32' ... 
diejenigen Indizes, fUr welche Ka bzw. Cp erklart wird. Dann lassen 

I I 

wir aus K alle Mengen CP1 fort, so bleibt aus K eine ebenfalls zu-
sammenhangende abgeschlossene Menge K' ubrig. Andererseits wird 
K durch die Ka i und CP1 erschopft, also wird das Kontinuum K' in 
die abzahlbare Menge von getrennten Kontinua Ka1 , K"o' ... zerlegt, 
was aber unmoglich ist (s. I § 3 S. 38). 

Die zuletzt gegebene Uberlegung ergibt zugleich, daB, wenn auf 
einer Polyederftache vom Geschlecht p > 0 eine Schar von einfachen 
geschlossenen Kurven keine mehrfachen Punkte hat, unmoglich alle 
Kurven der Schar homotop 0 sein konnen. Unter den schlicht­
artigen Flachen ist der Kreisring die einzige, die eine Bedeckung 
ohne singulare Punkte zulaBt; die Kreisscheibe und die Kugelftache 
sind die einzigen schlichtartigen Flachen, auf denen eine Bedeckung 
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mit Zulassung von Zentren (ohne mehrfache Punkte) moglich ist. Daraus 
folgt ferner, daB auBer dem Kreisring und dem M 6biusschen Band. die 
Ringftachen (d. h. die orientierbare geschlossene Flache vom Ge­
schlecht 1, und die nichtorientierbare geschlossene Flache vom Ge­
schlecht 2) die einzigen sind, auf denen eine singularitatenfreie Be­
deckung moglich ist. Schneiden wir namlich die Flache langs einer 
nicht auf einen Punkt zusammenziehbaren Scharkurve auf, die so ent­
stehenden Flachen wieder usw., endlich gelangen wir zu schlichtartigen 
Flachen mit singularitatenfreien Kurvenscharen; diese mussen also 
lauter Kreisringe sein, und daraus ergibt sich, daB die urspriingliche 
Flache eine Ringftache ist. Aus diesem Ergebnis folgt zugleich, daB 
auf einer von diesen verschiedenen Flache eine Kurvenschar mehrfache 
Punkte haben muB. 

Liegt auf der Kugelftache eine Schar vor, die nur einen einzigen 
singularen Punkt hat, so ist dieser singulare Punkt notwendig ein mehr­

facher Punkt, und samtliche Kurven der Schar 
gehen durch diesen Punkt; sonst wurde nam­
lich eine Kurve der Schar auf der Kugel-

~ 
ftache zwei so1che Gebiete bestimmen, von 

~ ~ JJ ) denen eines weder im lnnern noch auf seinem j Rand einen singularen Punkt enthiilt, also 
eine singularitatenfreie Kurvenschar besitzt, 
was unmoglich ist. - Daraus folgt aber noch 
keineswegs, daB die Kurvenschar eine so1che 
Lage hat, wie die stereographische Projek· 

Fig. 48. tion einer Parallelschar1); die auf Fig. 48 auf-
gezeichnete Kurvenschar auf der Ebene ergibt 

durch eine stereographische Projektion eine Schar mit dem Nordpol 
als einzigem singularen Punkt, und ist offenbar von anderer Natur 
als die Parallels char. 

Nehmen wir wieder die Kreisscheibe und auf dieser eine von 
mehrfachen Punkten freie Schar {i} von einfachen geschlossenen 
Kurven; wie wir gesehen haben, liegen die Kurven i konzentrisch urn 
das einzige Zentrum 0 der Schar. Wir konnen den Kurven i der 
Schar die reellen Zahlen x des lntervalls 0 < x <1 in eineindeutiger 
Weise zuordnen, wobei dem Wert 0 das Zentrum 0, und dem Wert 1 
die Kreisperipherie entsprechen solI, und ferner solI die dem Wert x 
entsprechende Kurve i", im lnnern liegen der dem Wert x' ent-

1) Diese falsche Behauptung habe ich in der Abhandlung "Kurvenscharen 
auf Flachen", Gott. Nachr. 1922, S. 73, ausgesprochen. Der darauf folgende 
Satz a. a. O. ist dahin zu modifizieren, dati eine Schar von einander nicht 
treffenden, einfachen geschlossenen Kurven auf der Kugelflache zwei Zentren 
besitzt und solche Lage hat wie die Schar der Breitenkreise. 
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sprechenden Kurve ix" wenn X < x' ist. Diese Zuordnung ist sodann 
stetig, in dem Sinne, daB zwei Kurven iz und ix' iiberall einen Ab­
stand < e voneinander haben 1), wenn nur die Differenz der ihnen ent­
sprechenden Zahlen x und x' hinreichend klein ist. In dieser Hinsicht 
konnen wir sagen, daB die Kurvenschar ahnliche Lage hat wie die 
Schar der konzentrischen Kreise. Daraus folgt aber noch nicht, daB 
die beiden Scharen homoomorph 
sind, d. h. daB sie durch eine topo­
logische Abbildung der Kreisscheibe 
auf sich ineinander iibergefiihrt wer­
den konnen. Auf der Fig. 49 haben 
wir solche Linien Zl' z~, ... aufge­
zeichnet, die Kurven einer Schar sind, 
im obigen Sinne gegen die Kurve Z 

konvergieren, d. h. der Abstand von 
zi und Z voneinander iiberall belie big 
klein ist. wenn nur der Index i graB 
genug ist. Und diese Schar kann 
offenbar nicht durch eine topologi. Fig. 49. 
sche Abbildung der Kreisscheibe auf 
sich in die Schar der konzentrischen Kreise iibergefiihrt werden, da 
namlich die Bogen PiQi' deren Endpunkte gegen einen und denselben 
Punkt P konvergieren, seIber nicht gegen einen einzigen Punkt kon· 
vergieren. - Dafiir, daB eine Schar der Schar der konzentrischen Kreise 
homoomorph ist, ist die folgende Bedingung offenbar notwendig: 

A. Wenn die auf der gleichen Kurve ii der Schar gewiihlten Punkte 
Pi' Qi fur i -+ W gegen einen und denselben Punkt.!:. konvergieren, 

so konvergieren auch die geeignet gewiihlten Bogen PiQi von ii gegen 
den Punkt P, d. h. ihre Durchmesser konvergieren gegen O. 

Wir werden zeigen, daB umgekehrt diese Bedingung dafiir hin­
reichend ist, daB die Schar cler Schar der konzentrischen Kreise 
homoomorph ist. Zu diesem Zwecke werden wir zuerst einige Folge­
rungen aus der Bedingung A bestimmen, die ihr aquivalent sind. 

B. Zu jedem positiven e laBt sich ein e > 0 bestimmen, so daB, 
wenn der Abstand der auf derselben Kurve i liegenden Punkte P 
und Q kleiner ist als e, dann einer von den beiden Bogen PQ und 
ifF von i einen Durchmesser kleiner als e hat. 

Urn jeden Punkt P cler Kreisscheibe laBt sich eine Umgebung Up 
angeben, so daB, wenn die Punkte PI' und Q" einer Kurve i" der 
Schar in dieser Umgebung liegen, dann einer von den Bogen P"Q" 

und Q-:;F" von i" einen Durchmesser kleiner als e hat. Man ersetze 

1) D. h. der Abstand irgendeines Punktes von ix von der Kurve iz' ist 
kleiner als e und umgekehrt. 

v. Ker.ekj iirt6, Topologie. 16 
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jede dieser Umgebungen durch eine Teilumgebung, deren Radius die 
Ha.lfte von der ursprunglichen ist. Aus diesen Umgebungen laBt sich 
nach dem Heine-Borelschen Satz eine endliche Anzahl von Umgebungen 
auswahlen derart, daB jeder Punkt der Kreisscheibe in wenigstens 
einer dieser Umgebungen enthalten ist. Der kleinste von den Radien 
dieser endlich vielen Umgebungen gibt den Wert 8 (s. auch S. 35, 36). 

Durch ahnliche Oberlegungen ergeben sich leicht noch die 
folgenden Folgerungen von A: 

C. Zu jedem positiven 8 gibt es ein 'YJ > 0 von der Art, daB 
zwei beliebige Punkte A und B, deren Abstand kleiner ist als 'YJ, sich 
durch einen einfachen Bogen yom Durchmesser < 8 verbinden lassen, 
der die durch A bzw. B gehenden Kurven der Schar auBerhalb von 
A und B nicht trifft. 

D. Zu jedem positiven 8 laBt sich 'YJ > 0 so bestimmen, daB 
zwei beliebige, auf derselben Kurve i der Schar liegende Punkte 
P und Q, die einen Abstand < 'YJ voneinander haben, sich durch einen 
ganz im Innem (bzw. AuBem) von i verlaufenden einfachen Bogen 
vom Durchmesser < 8 verbinden lassen!). 

E. Zu jedem positiven 8 gibt es ein 'YJ > 0, so daB je zwei 
Kurven der Schar, deren Abstand voneinander kleiner ist als 'YJ, einen 
Parameterabstand < 8 voneinander haben 2) 3). 

Wir beweisen nun den folgenden Hilfssatz 

I. Sei 8 > 0 beliebig gegeben und seien A und B zwei beliebige 
Punkte der Kreisscheibe, von denen wir voraussetzen, dap die 
durch B laufende Kurve iB der Schar im Innern der durch A 
laufenden Kurve iA liegt. Es lapt sich eine solche Punktfolge 
Po = A, PI' P2 , ••• , Pn = B bestimmen, dap fur iedes l' der Abstand 
P,. Pv +1 kleiner ist als e, und ferner die durch Pv +1 laufende Kurve 
der Schar im Innern der durch Pv laufenden Kurve liegt. 

Wir wahlen eine so1che Folge von Kurven der Schar 

io = iA, iI' i2' ... , ir = iB, 
daB fur jedes ')J die Kurve iv+l im Innetn von iv liegt und der Ab· 

stand von iv und iv+1 voneinander uberall kleiner ist als i' Wir wahlen 

ferner auf den Kurven i" so1che Punkte Pv , daB Po = A und fur 
jedes ')J -- ._-- f' 

Pv P,,+l < 8, und Pr - l Pr < 3 

1) Dies besagl, dati die Eigenscbaft der Glattheit (s. S. 65) in bezug auf 
die Schar gleichmatiig besteht. 

2) D. h. es latit sich eine solche topologische Abbildung der beiden 
Kurven aufeinander angeben, bei welcher je zwei einander entsprechende 
Punkte einen Abstand < E haben. 

3) Die beiden letzteren Formen der Bedingung gehen auf mUndliche Un­
terhaltungen mit Herrn F. Riesz zurUck. 



§ 1. Scharen von einfachen geschlossenen Kurven. 243 

ist. Den Bogen p;B von ir zerlegen wir in s Bogen vom Durch-
Ii • 

messer < 3; selen 

Qo = Pr ' QI' Q'J' ... ' Q. = B 

die Endpunkte dieser Bogen. - Wir wahlen eine Folge von Kurven 

;: = ir-l' i~+l' i~+2' ... , ir+s = i" 
von denen j:t,,+1 im Innem von j,+" Iiegt. Auf jeder Kurve 
i:+,. (v= 1,2, ... , s -1) wahlen wir je emen Punkt P,+", dessen 

Abstand von Q,. kleiner ist als i Auf diese Weise erhalten wir 

eine Punktfolge 

Po = A, PI' P'J' ... , Pr - l , Pr + l , ... , Pr + s = B, 

welche die im Hilfssatz I angegebenen Eigenschaften besitzt. 
Wir geben noch eine Erweiterung dieses Satzes. Ein Kontinuum K 

bezeichnen wir als konvex in bezug auf die Schar {i}, wenn mit 
irgendeinem auf der gleichen Kurve i liegenden Punktpaar von K 
zusammen auch ein diese Punkte verbindender Bogen von i zu K 
gehort. 

II. Sei K ein in bezug auf die Schar {i} konvexes Kontinuum, 
und E eine beliebige positive Zahl. Es tapt sich eine solche Punkt­
fOlge Po = A, PI' P2 ' ••• , Pn = B bestimmen, dap fur iedes v die durch 
PO' +1 laufende Kurve der Schar im Innern der durch P" laufenden 
Kurve liegt, ferner die Punkte P" und P"+1 einen Abstand < E haben, 

und endlich ieder Punkt P" einen Abstand < i vom Kontinuum Khat. 

Die Punkte P" definieren wir sukzessive von Po = A an durch die 
folgenden beiden V orschriften: 1. Sei x der Kreis urn P" mit dem 
Radius E; wenn x und K im Innem der durch P" Iaufenden Kurve 
ip" einen gemeinsamen Punkt haben, so sei Pv +1 ein solcher ge­

meinsamer Punkt von x und K, daB im Innem der durch P,,+l 
laufenden Kurve iP,,+1 dieser Kreis x und das Kontinuum K keinen 

gemeinsamen Punkt haben; 2. wenn x und K im Innem von ip", 
keinen gemeinsamen Punkt haben, so sei SO' ein auf ip" liegender 
Grenzpunkt der im Innem von jp" Iiegenden Teilmenge von K; zu-

folge der Konvexitat von K gehort der Bogen PO'S" von ip" zu K, 
Ii 

den zerlegen Wlr 10 Bogen vom Durchmesser < 3' mit den End-

punkten 
Q" = P", QO'+l, Q,,+2, ... , Qv+p = S,,; 

wir wahlen nun einen innerhalb von j P" Iiegenden Punkt PO'+.u von 

K, dessen Abstand von S,. kleiner als i und hinreichend klein ist, 

so daB die Kurven ip" und i - wobei i die durch P,,+I-' Iaufende 
16* 
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Kurve l'p oder eine beliebige zwischen 1'p und ip liegende 
1'+/1.4. y "'+.u 

Kurve der Schar bedeutet - liberall einen Abstand < i voneinander 

haben; femer nehmen wir # - 1 zwischen ipy und ipv+I' liegende 

Kurven 1'p 1,1'p 2"'" 1'p l' von denen ip , 1 im Innern von y+ y+ y+I'- . y+.+ 
ipY+l.liegt; endlich wahlen wir auf jeder Kurve ipy+l. (1 = 1,2, ... # - 1) 

je einen Punkt Py+l.. des sen Abstand von Qy+l. kleiner ist als i. -
In diesem zweiten Fall ergibt unsere Vorschrift von Py die Punkte 
P"+1' P y+2 , ... , Py+p., wahrend sie im ersten Fall den einzigen Punkt 
P Y +1 ergibt. 

Aus der Definition erhellt, daB wenn Py ein solcher Punkt der 
erhaltenen Folge ist, aus welchem die Fortsetzung gemaB 1. ge· 
schieht, dann FY+r- P y ~ e ist (r ~ 2), femer wenn P y und Py+}. zwei 
solche Punkte sind, fiir welche die Vorschrift 1. versagt, dann 

P~l.+r Py > e ist (r > 0). Folglich gelangen wir nach einer endlichen 
Anzahl von Schriten zu einem Punkt der Kurve iB; wenn dieser 
Punkt von B verschieden ist, konnen wir durch Zwischenschaltung 
von endlich vielen weiteren Punkten die erhaltene Folge mit B ver­
ketten, ebenso wie bei dem Beweis des Satzes I. 

Vorausgesetzt, daB die Bedingung A erfiillt ist, konnen wir nun 
die folgende Behauptung beweisen: 

III. Seien A und B zwei beliebige Punkte der Kreisscheibe, 
iA und iB die durch diese Punkte laufenden Kurven der Schar {i}; 
die Punkte A und B lassen sich durch einen zwischen iA und iB 
verlaufenden einfachen Bogen verbinden, der iede zwischen iA und iB 
verlaufende Kurve der Schar, wie auch die Kurven i A und i B, nur in 
ie einem Punkte trittt. 

Wir bestimmen zuerst eine solche aus poslt1ven Gliedem be­
stehende konvergente 1) Reihe 'fj1 + 'fj~ + ... , daB die den GroBen 1]i 

laut C entsprechenden~) Werte ei eine konvergente Reihe e1 + e2 + ... 
bilden und ebenso die den ei laut B entsprechenden GroBen !!i eine 
konvergente Reihe bilden. 

Wir verbinden nun (laut I.) die Punkte A und B durch eine 
Folge 

A = Po, PI' ... , p .. = B, 

flir welche P,. P,,+! < 'fjl ist; wir verbinden P y und PY+1 durch einen 

1) Konvergenz ist in gewohnlichem Sinne gemeint, d. h. die Werte der 
Teilsummen 7Jl' 7J, + 7J2' 7Jl + 7J2 + 7Ja' . .. sollen gegen einen endlichen Wert 
konvergieren. 

2) Dem Wert 7J1 soli derjenige Wert 81 entsprechen, dati fUr keinen Wert 
8 > F.;, aber fUr jedes 8 < <I die Eigenschaft emit 7J = TJi besteht. 
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einfachen Bogen vom Durchmesser < el im Zwischengebiet der 
durch diese Punkte laufenden Kurven jp~ und jp~+l; diese Bogen zu­

sammen ergeben einen einfachen Bogen ul ' der A und B verbindet. 
Zu diesem Bogen u l ordnen wir einen in bezug auf die Schar {i} 
konvexes Kontinuum Kl derart, daB, wenn zwei Punk~ P und Q 
von U l auf derselben Kurve i liegen, dann ein Bogen P Q von j zu 
Kl gehort, wenn aber u1 und i nur einen gemeinsamen Punkt haben, 
dann auch Kl keinen weiteren Punkt auf i besitzt. Nun bestimmen 
wlr (laut II.) eine Punktfolge 

PO(2) = A, Pl (2), ... , P~(2) = PI' ... , Pr (2) = B, 

so daB P/2) von Kl einen Abstand < that, und einen einfachen 

Bogen u2 ' bestehend aus den Bogen P,(2) Pi(~l' deren jeder zwischen 

iPj2) und jpj~l liegt und einen Durchmesser < e2 hat. Jeder 

Punkt von u'.! hat einen Abstand < t + e'J von dem Kontinuum K1 · 

Zu dem Bogen u'J ordnen wir (wie oben) ein in bezug auf {i} 
konvexes Kontinuum ~; jeder Punkt von K2 hat von u2 einen 
Abstand < e'J (nach B), folglich ist der Abstand irgendeines 

Punktes von K'.! von dem Kontinuum Kl kleiner als e2 + e2 + 1-. 
Auf die gleiche Weise fortfahrend erhalten wir die Kontinua 
K 1 , K 2 , K 3 , ••. , die gegen ein die Punkte A und B enthalten­
des Kontinuum Kw konvergieren 1). Da nun der zu K.. gehorige 

Bogen irgendeiner Kurve j kleiner ist als en und en - 0 fur n ........ 00, 

folgt, daB jede zwischen iA und jB liegende Kurve i wie auch die 
Kurven iA und iB von dem Kontinuum Kw in je einem einzigen 
Punkte getroffen werden. Foiglich ist Kw ein die Punkte A und B 
verbindender einfacher Bogen. Somit ist der Satz III bewiesen. -
Auf ahnliche Weise ergibt sich, daB auch ein weiterer solcher Bogen 
sich bestimmen laBt, der den ersten auBerhalb der Endpunkte 
nicht trifft. 

Wir beweisen nun unsere ursprungliche Behauptung, namlich daB 
eine Kurvenschar {i}, fur we1che die Eigenschaft A besteht, der 
Schar der konzentrischen Kreise homoomorph ist. 

Zu diesem Zweck wahlen wir zuerst eine Folge i2), jJ1), •.• , i~ll1) 

von Kurven der gegebenen Schar {j}, wobei j~111) den Rand der 

Kreisscheibe bedeuten solI, so daB ,·(1) im Innern von ,·(1) liegt und 
~ v+l 

der Abstand dieser beiden Kurven voneinander uberall kleiner ist 

1) Wenn ein Punkt P w zur Grenzmenge Kw von Kl' K 2 , ••• gehort, d. h. 
wenn jede Umgebung -von P w Punkte von unendlich vielen Mengen KI ent­
halt, so enthalt jede Umgebung von P w Punkte von samtlicben Mengen K;, 
abgeseben von endlich vielen Mengen K 1 , K~, ... , K r • 
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als e(> 0); wir bezeichnen mit i~l) das Zentrum 0 der Schar {i} 
und setzen voraus, daB i?) in der e-Umgebung von 0 liegt. -

Jede der Kurven ill), ;J1), ., ., i~l;l) zerlegen wir in je k(l) Bogen vom 

Durchmesser < e und legen von 0 aus durch die Teilungspunkte 
I h inf h B" 1(1) 1(1) 1(1) 1(1) d' . d B h lb so c e e ac en ogen 1L0 ' ILl ' ILl! ' ••• , 1LJ:(1l' Ie eman er au er a 

von 0 nicht und jede Kurve der Schar in einem und nur einem Punkte 
treffen. - Dann nehmen wir zwischen i;l) uud i~~l weitere n(2)- 1 

Kurven der Schar, so daB je zwei benachbarte Kurven der so er-

haltenen Folge tiberall einen Abstand < i voneinander haben und 

zerlegen jeden von den Bogen 1;1) bestimmten Bogen der bisher an-

genommenen Folge in k(2) Bogen vom Durchmesser < i. Und auf 

diese Weise fahren wir fort. Dann lassen wir jedem Bogen 1 «() den .. 
Wert cp = k(l) :;!. k«() des Polarwinkels und jeder Kurve i~') den Ab-

" stand l' = (1) (2) «() entsprechen; das auf diese Weise auf einer in 
n n ... n 

der Kreisscheibe tiberall dichten Punktmenge bestimmte System von 
krummlinigen Polarkoordinaten (1', cp) erweitert sich auf die ganze 
Kreisscheibe in eineindeutiger und stetiger Weise (vgl. II § 2). Den 
Werten l' = konst. entsprechen dabei die Kurven der Schar {i} und 
so ergibt diese Koordinatenbestimmung, die eine das metrische Polar­
koordinatensystem in das krummlinige Polarkoordinatensystem tiber­
fuhrende topologische Abbildung der Kreisscheibe auf sich selbst 
darstellt, zugleich die Homoomorphie der Schar {i} und der Schar 
der konzentrischen Kreise. Unser Resultat sprechen wir im folgen­
den Satz aus: 

Sei {i} eine Schar aut einer Kreisscheibe liegender einlacher ge­
schlossener Kurven, wobei durch ieden Punkt der abgeschlossenen Kreis­
scheibe mit A usnahme eines einzigen Punktes eine und nur eine Kurve 
der Schar tautt. Datur, dafJ diese Schar der Schar der konzentri­
schen Kreise homoomorph ist, ist die tolgende Bedingung no~wendig 

und hinreichend: wenn die Punkte P~, Q~ aut derselben Kurve i~ der 
Schar liegen und tur ." --+ 00 gegen einen Punkt P konvergieren, so 
konvergieren auch die aut den Kurven i" geeignet gewahlten Bogen 

P" Qp gegen den Punkt P. 

Eipe analytische Beweismethode flir den obigen Satz, die von 
F. Riesz angedeutet wurde, ist die folgende: man bilde das Innere 
einer jeden Kurve ix der Schar {i,} (0 < x <1) auf das Innere des 
Kreises I w I = x der komplexen w·Ebene eineindeutig und konform 
ab, so daB dabei der Punkt 0 in den Punkt w = 0 tibergeht und 
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dort die Ableitung der Abbildungsfunktion fx (z) reell und POSltIv aus· 
fillt; die Funktion F(z), die auf jeder Kurve i .. mit den Randwerten 
von fx (z) auf dieser Kurve iibereinstimmt, ergibt eine eineindeutige 
Abbildung der Kreisscheibe auf sich selbst l ), die die Schar {ix} in 
die Schar der konzentrischen Kreise iiberfiihrt. DaB die Funktion 
F(z) stetig ist, folgt aus einem Satz von Courant tiber konforme Ab· 
bildung von veriinderlichen Gebieten 2). 

§ 2. Scharen von offenen Kurven. 

Wir betrachten eine Polyederfiiiche Fund eine auf ihr liegende 
Kurvenschar, d. h. eine Menge von einfachen Bogen b von der folgen­
den Art: zu jedem gewohnlichen (d. h. nicht-singuliiren 3)) Punkt P gibt 
es zwei und im wesentlicben nur zwei Bogen bl und b2 , deren End­
punkt P ist und die einander sonst nicht treffen; wenn b ein weiterer 
Bogen mit dem Endpunkt P ist, so ist entweder b ein Teilbogen 
von bl oder von b2 , oder bl bzw. b2 ist ein Teilbogen von b. Durch 
einen singuliiren Punkt, deren Anzahl als endlich vorausgesetzt wird, 
geht entweder kein Bogen, oder ein einziger (der in diesem Punkt 
endigt), oder schlieBlich mehr als zwei Bogen. Eine Scharkurve wird 
erhalten, indem wir von einem gewohnlichen Punkt ausgehend zwei 
dazu gehorige, von singuliiren Punkten freie Bogen nehmen, in deren 
Endpunkten wieder je einen zugehorigen Bogen, usw.; dabei sollen 
die Durchmesser der gewiihlten Bogen dann und nur dann unter jede 
Grenze herabsinken, wenn ihre Endpunkte gegen einen singuliiren 
Punkt konvergieren. 

In anderer Formulierung konnen wir die Kurvenschar auch folgen­
dermaBen erkliiren. Sei eine Schar von den folgenden Arten von 
Kurven gegeben: 1. einfacher Bogen, dessen Endpunkte (die auch zu· 
sammenfallen konnen) singuliire Punkte der Schar sind und der keine 
weiteren singuliiren Punkte enthiilt; 2. einfache geschlossene Kurve, 
die durch keinen singuliiren Punkt geht; 3. einfache offene Linie, 
d. h. topologisches Bild der unendlichen Geraden4.), die durch keinen 
singuliiren Punkt geht; 4. einfache offene Halblinie, d. h. topologisches 
Bild eines Halbstrahls, deren Anfangspunkt ein singuliirer Punkt ist 
und die sonst keinen singuliiren Punkt enthiilt. 

Unter einem Ende einer offenen Scharkurve (Linie oder Halblinie) 

1) Wir setzen dabei voraus, dati die ursprUngliche Kreisscheibe ebenfalls 
den Radius 1 hat. 

2) Courant, Gott. Nachr. 1914, S. 106; vgI. dazu auch Courant, Gott. 
Nachr. 1922. S. 69. 

8) Die Bezeichnungen singuliirer bzw. gewohnlicher Punkt bedeuten immer 
singuliirer bzw. gewohnlicher Punkt der Kurvenschar. 

4) Die Terminologie ist von der auf S. 195 gebrauchten verschieden; hier 
braucht niimlich die Kurve keine abgeschlossene Punktmenge zu sein. 
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verstehen WIr die Menge der Grenzpunkte von Punktfolgen, deren 
entsprechende Punkte auf der Geraden nach rechts bzw. nach links 
gegen Unendlich konvergieren. Wir setzen voraus, daB ein Ende einer 
offenen Scharkurve aus wenigstens zwei Punkten besteht. 

Zuerst bemerken wir, daB es moglich ist, auf der Kugelflache 
eine Schar von lauter offenen Kurven ohne singulare Punkte anzu­
geben. Wir zerlegen die Kugelflache, die wir durch eine stereogra­
phische Projektion in der Ebene darstellen, durch sechs offene Linien 
in acht Gebiete, wie auf der Fig. 50 angedeutet ist; dann bilden wir 
ein solches Gebiet auf ein Kreisbogenzweieck topologisch ab, so daB 

Fig. 50. 

die Beziehung zwischen den Randelementen ebenfalls topologisch ist 
und zwei von den drei Randelementen des Gebietes, die mehr als 
einen Punkt enthalten, je einem Eckpunkt des Kreisbogenzweieckes 
entsprechen; mittels dieser Abbildung ubertragen wir die Schar der 
Kreisbogen, die im Kreisbogenzweieck die Eckpunkte desselben ver­
binden, auf das betreffende Gebiet. Indem wir mit den anderen 
Gebieten ebenso verfahren, bekommen wir eine aus lauter offenen 
Linien bestehende, singularitatenfreie Schar auf der Kugelflache. -
Wie auch schon dieses Beispiel andeutet, sind die gestaltlichen 
Moglichkeiten bei allgemeinen Scharen sehr verschieden, so daB wir 
einer Obersichtlichkeit halber unsere Problemstellung etwas einschranken 
mussen. 
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Wir betrachten regulare Kurvenscharen, die sich im Kleinen, d. h. 
in der Umgebung irgendeines gewohnlichen Punktes, wie die Parallel­
schar verhalten, in dem Sinne, daB es eine topologische Abbildung 
der betreffenden Umgebung auf ein ebenes Gebiet gibt, durch welche 
die in ihr enthaltenen Scharbogen auf parallele Streck en abgebildet 
werden. Die im vorigen Paragraph en fUr Scharen von einfachen ge­
schlossenen Kurven aufgestellte Bedingung A, betreffend die Kon­
vergenz der Bogen, ergibt auch hier nach geeigneter Umformung die 
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die Kurvenschar 
in der Umgebung eines gewohnlichen Punktes regular ist. Die Be­
dingung lautet folgendermaBen: 

L. Zu iedem gewohnlichen Punkt P gibt es eine Umgebung Up 
von P, so dafJ, wenn die Endpurikte der in Up liegenden Bogen bI , b2 , ••• 

der Schar gegen einen Punkt Q von Up konvergieren, dann auch diese 
Bogen gegen Q konvergieren, d. h. ihre Durchmesser unter iede Grenze 
herabsinken. 

Wir zeigen nun, daB diese offenbar notwendige Bedingung zu­
gleich dafiir hinreichend ist, daB die Schar im Kleinen regular ist. -
Sei P ein gewohnlicher Punkt, Up eine Umgebung urn P, die ihm 
laut unserer Bedingung zukommt, und von der wir voraussetzen diirfen, 
daB sie keinen singularen Punkt enthalt. Es ist dann unmoglich, daB 
eine Kurve der Schar ganz in Up liegt; ware namlich eine Scharkurve 
in Up enthalten, so wiirden ihre Enden aus je einem Punkt bestehen 
und sowohl diese Kurve i wie auch die in ihrem Innem liegenden 
Scharkurven waren also einfache geschlossene Kurven; im Innem 
von i oder auf i wiirde daher wenigstens ein singularer Punkt liegen, 
laut § 1, gegen unsere Voraussetzung. Ebenso ergibt sich, daB jede 
durch einen Punkt von Up gehende Scharkurve in beiden Richtungen 
auf derselben die Umgebung Up verlassen muB. - Nehmen wir nun 
einen einfachen Bogen c, der zwei durch P getrennte Punkte R und S 
des durch P gehenden Scharbogens b innerhalb von Up verbindet, 

ohne b sonst zu treffen, und mit dem Bogen P = RS von b zusammen 
einen Bereich " in Up berandet. Sei PI' P2 •• • eine gegen P kon­
vergierende Folge von Punkten von ", und Pi der bis auf seine End­
punkte in " liegende Scharbogen durch Pi. Wenn es nun fUr jedes i 
unendlich viele solche Bogen Pk (k > i) gibt, die Pi in " nicht von P 
trennen, konvergieren ihre Endpunkte gegen einen Punkt von c, 
wahrend die auf Pk liegenden Punkte PIr. gegen P konvergieren; dies 
widerspricht der Bedingung L. Es gibt also eine Teilfolge von PI' P2' ... , 
die wir wieder mit PI' P2' ... bezeichnen, von der Art, daB immer 
PI' P2' ... , Pi -1 in " durch Pi von P getrennt werden. - Wir be­
haupten, daB die Bogen PI' P2' ... gegen den Bogen b konvergieren. 
Ware dies nicht der Fall, so enthielte die Grenzmenge h der Bogen 
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/31' P'J' wenigstens einen nicht zu b gehorigen Punkt. Sei di der 
von Pi in " bestimmte, PH 1 enthaltende Bereich und sei d der Durch­
schnitt von dl' d'J""; d ist ein Kontinuum, welches den in " 
liegenden Teilbogen /3 von b und die Grenzmenge h von /31' /3'J' ... 
enthhlt; durch Fortlassung des Punktes P zerfiillt d in zwei fremde 
Mengen. Ein Scharbogen, der durch einen von b verschiedenen 
Punkt von h geht, tritt in beiden Richtungen auf der Kurve auf dem 
selben zu d gehorigen Bogen von " hinaus, folglich ist die Menge 
der Bogen, die durch die Punkte von h gehen, abzahlbar. Der gemein­
same Teil je eines solchen Bogens mit h bildet je eine abgeschlossene 
Menge; diese Mengen, die paarweise fremd sind, erschopfen zusammen 
das Kontinuum h. Dies ist aber ein Widerspruch gegell den auf S. 38 
bewiesenen Hilfssatz. 

Aus der somit bewiesenen Konvergenzeigenschaft ergibt sich wie 
im vorigen Paragraphen, daB es moglich ist, einen als Querbogen zu 
bezeichnenden einfachen Bogen in " zu bestimmen, der P mit einem 
Punkt N von c verbindet und jeden in " liegenden, P und N in " 
trennenden Scharbogen genau einmal trifft. Nimmt man zwei einander 
fremde Querbogen, die zwei in Up liegende Scharbogen verbinden 
und nimmt man die durch ihre Endpunkte bestimmten Teile der 
Scharbogen, so entsteht ein "Rechteck", welches sich auf ein gewohn­
liches Rechteck der Zahlenebene topologisch abbilden laBt, so daB 
die in ihm verlaufenden Scharbogen in parallele Strecken iibergehen. 
Dies ergibt sich durch eine Wiederholung des im vorigen Paragraphen 
auseinandergesetzten Verfahrens. 

Aus der obigen Betrachtung ergibt sich zugleich, daB, wenn aus 
einem Punkt P genau zwei Scharbogen ausgehen und die Bedingung L 
fiir jeden von P verschiedenen Punkt Q einer Umgebung Up von P er­
fiillt ist, dann die Bedingung Lauch fiir P selbst besteht und also 
die Schar in der Umgebung von P regular ist. 

Wir betrachten im folgenden solche Scharen, die bis auf eine 
endliche Anzahl von singularen Punkten, von denen entweder kein, 
oder ein, oder mehr als zwei Scharbogen ausgehen, im Kleinen regular, 
d. h. in der Umgebung eines jeden gewohnlichen Punktes einer Parallel­
schar homoomorph sind. 

Sei Pi ein singularer Punkt, von dem wir annehmen, daB er ein 
innerer Punkt von F ist 1); wir definieren mit H. Hamburger den zu­
gehorigen Index (!i folgendermaBen. Urn den Punkt Pi nehmen wir 

1) Diese Annahme bedeutet keine Einschriinkung der Allgemeinheit; wenn 
namlich auf einer Kontur der Flache Fein singularer Punkt der Schar liegt, 
so fligen wir zu F langs dieser Kontur einen Kreisring hinzu und nehmen 
die Schar der konzentrischen Kreise als Erweiterung der gegebenen Schar flir 
den neu hinzugenommenen FHichenteil. 
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eine hinreichend kleine einfache geschlossene Kurve i, die in ihrem 
Innem keinen weiteren singularen Punkt enthlilt. Wir nehmen dann 
eine endliche Anzahl von hinreichend kleinen Umgebungen, so daB 
jeder Punkt der Kurve i zu wenigstens einer dieser Umgebungen ge­
hort und daB je zwei zu derselben Umgebung gehorige Punkte sieh 
durch einen aus einem Scharbogen und aus einem Querbogen be· 
stehenden Weg in dieser Umgebung verbinden lassen. Sodann kon­
struieren wir aus solchen Wegen ein einfaches Polygon IIi' welches 
den Punkt Pi' aber keinen weiteren.. singularen Punkt in seinem Innem 
enthalt. In einem Eckpunkt des Polygons IIi treffen sich ein Schar­
und ein Querbogen, welche Seiten von IIi sind; je nachdem der tiber 
diesen Eckpunkt hinaus fortgesetzte Scharbogen in das AuBere bzw. 
in das Innere von II; tritt, nennen wir den Eckpunkt einen aus- bzw. 
einspringenden Eckpunkt; seien a i bzw. eo ihre Anzahlen. Die lahl 

ei = 1 - 4/ ~ e/ bezeiehnen wir als Index von Pi. (Es ware leicht 

direkt zu zeigen, ergibt sich aber aus dem folgenden von selbst, daB 
diese lahl ei nur vom Punkt Pi und nicht von der speziellen Wahl 
des Polygons II; abhangt.) 

Wenn wir eine aus analytischen Kurven bestehende Schar be· 
trachten und zu jedem gewohnlichen Punkt eine bis auf Vielfache 
von :n bestimmte Riehtung der Tangente der Scharkurve in dies em 
Punkt zuordnen, so ist die Winkelanderung des Linienelementes bei 
stetiger Fortsetzung urn das mit positivem Umlaufssinn genommene 
Poligon II;. gleich 2:n el' wie man unmittelbar erkennt. Diese Winkel­
anderung dividiert durch 2:n ist von Poincare und Bendixson als 
Index des singularen Punktes eingefiihrt worden. 

Wir zeigen jetzt, daB die Summe der Indizes ei der mit negativem 
Vorzeichen genommenBn Charakteristik der Plache F gleich ist; diese 
Beziehung wurde im wesentlichen von Poincare und von Bendixson, 
femer in einer etwas anderen, unten zu besprechenden Form von 
v. Dyck gegeben und neuestens auch von H. Hamburger hergeleitet. 

lur Aufstellung dieser Beziehung dient die folgende Oberlegung, 
die sich an die Hamburgerschen Betrachtungen anschlieBt. Wir nehmen 
auf der Flathe F urn jeden singularen Punkt Pi je ein Polygon II; , 
das die anderen nieht trifft; die Flliche F', die von den nicht inner· 
halb von den II;. liegenden Punkten von F gebildet ist, hat urn 
n Konturen mehr als F, wenn n die Anzahl der singularen Punkte 
bedeutet. Nehmen wir auf F endlich viele Rechtecke ql' q.", ... , qr 
an, deren jedes von zwei Quer- und von zwei Scharbogen berandet 
ist und in seinem Innem eine Parallels char tragt, so daB jeder nicht 
zum Rand von F gehorige Punkt F' im Innem je eines Rechteckes q,. 
liegt. Wir wahlen diese Rechtecke so, daB die zu ihrer Berandung 
dienenden Querbogen einander nicht treffen. In jedem Rechteck q,. 
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verlangern wir die in ihm liegenden Teile der Seiten der anderen 
Rechtecke ql und auch die der Polygone IIi' so daB das Recht­
eck qk in eine endliche Anzahl von Teilrechtecken wie durch parallele 
und senkrechte Strecken zerlegt wird. Auf diese Weise entsteht eine 

I l 
I I 
I I -+--+--...... -+-_..1 
I I I 
I I I 
I I I - - -t---

i ({"k 

Cfl' 
Fig. 51. 

Zerlegung von F' in eine endliche Anzahl 
a2 von Rechtecken q:; wir bezeichnen mit 
ao die Anzahl der Eckpunkte dieser Tei-

t{i, lung; sei ferner a1 die Anzahl der Kanten, 
deren jede je zwei Eckpunkte der Teilung 
verbindet. - Sei nun ao 1 bzw. fio 3 die An­
zahl derjenigen auf den Polygonen IIi lie­
genden Eckpunkte der Teilung, die zu 
einem bzw. zu drei Rechtecken q: gehoren; 
offenbar ist ao 1 die Gesamtzahl der ein­
springenden Eckpunkte der Polygone IIi' 
also a0 1 = ~ ei und ebenso fi0 3 = ~ ai . 

Seien ferner ao 3 bzw. ao 4 die Anzahlen der· 
jenigen im Innern von F' liegenden Eck­
punkte der Teilung, die zu drei bzw. zu 

vler Rechtecken q: gehoren. Sei endlich ao 2 die Anzahl der zu zwei 
Rechtecken q~ gehorigen Teilungseckpunkte. Dann ist 

ao = 0:/ + ao 2 + fio 3 + a 0 3 + ao 4 • 

Fur die Anzahl a2 der Rechtecke q; erhalt man die Beziehung 

a2 = Hi . ao 1 + 2· ao 2 + 3· fio 3 + 2· IXo 3 + 4· ao 4) , 

indem man jedes Rechteck q; nur in seinen vier wirklichen Eck­
punkten abzahlt (und so etwa bei einem im Innern von F' liegenden, 
zu drei Rechtecken gehorigen Eckpunkt nur diejenigen beiden Recht­
ecke berechnet, fur we1che dieser Teilungseckpunkt ein Eckpunkt des 
Rechteckes ist). SchlieBlich hat man fur die Anzahl der Kanten: 

a1 = H 2 . ao 1 + 3 . ao 2 + 4 . «03 + 3 . IXo 3 + 4 . 0:0 4 ) • 

Daraus ergibt sich 

Dabei ist ao - a1 + a2 die mit negativem Vorzeichen genommene 
Charakteristik der F1ache F', wenn also F eine orientierbare bzw. 
nichtorientierbare F1ache mit r Konturen und vom Geschlecht p ist, 
so ist es gleich 2-(2p+r+n) bzw. 2-(p+r+n). Man hat 
also fur orientierbare Polyederftachen die Beziehung 

n 
2) (li = 2 - (2 P + r), 

i=l 
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fiir nichtorientierbare Flachen 

n 

2: ei = 2 - (p + r) . 
i=l 

Aus dieser Beziehung erkennt man nachtraglich, daB der Index ei 
nur vom singularen Punkt Pi abhangt; nimmt man namlich etwa 
statt III ein anderes Polygon Ilt' und behalt die anderen Polygone 
112 , Ils' ... , Iln' so folgt aus der obigen Beziehung, in welcher ja 
e'J' e3' ... , en ungeandert bleiben, daB der auf III beziigliche Index 
dem auf Ill' beziiglichen gleich ist. -

Als ein Korollar der hergeleiteten Singularitatenbeziehung ergibt 
sich, daB eine von singularen Punkten freie, also im kleinen iiberall 
regulare Schar nur auf den Fliichen mit der Charakteristik 0, also 
auf den Ringfiachen, auf dem Kreisring und auf dem Moebiusschen 
Band existieren kann. Insbesondere folgt, daB jede im kleinen im 
allgemeinen regulare Schar auf der Kreisscheibe oder auf der Kugel­
Hache wenigstens einen singularen Punkt haben muB. 

Wir wenden uns nun zur Untersuchung der gestaltlichen Ver­
haltnisse. Zunachst betrachten wir Kurvenscharen auf der Kugelfliiche_ -
Seien K, Kl , K'J' ... von singular en Punkten freie offene Scharkurven 
und seien PI' P'J"" solche beziehungsweise auf den Kurven K1 , K Il , _ .• 

liegenden Punkte, die gegen einen Punkt P von K konvergieren. Dann 
ergibt sich leicht, daB die Kurven K 1 , K 2 , ••• gegen K konvergieren; 
das ist so zu verstehen, daB erstens die Grenzmenge von K l , K 2 , .•. 

mit K + E + E' zusammenfillt, wobei E und E' die Enden von K 
bedeuten; zweitens, daB es je eine topologische Abbildung von K 
auf Ki gibt, so daB die einem beliebigen Punkt Q von K entsprechen­
den Punkte Ql' Q2' ... von K1, K'J' ... gegen den Punkt Q konver­
gieren. 

Betrachten wir nun eine beliebige offene Kurve K der Schar, die 
mit ihren Enden zusammen von singularen Punkten frei ist; wenn 
also PI' P2 , .•. eine beliebige Folge von auf K liegenden Punkten ist, 
so ist jeder Grenzpunkt dieser Folge ein gewohnlicher Punkt der 
Schar 1). Sei E ein Ende von K, d. h. die Menge der Grenzpunkte 
von samtlichen Punktfolgen auf K, deren entsprechende Punkte auf 
der Geraden (von welcher K ein topologisches Bild ist) etwa nach 
rechts gegen unendlich konvergieren. Wir werden einen Satz von 
Bendixson beweisen, namlich daB E eine einfache geschlossene Kurve 
der Schar ist, um welche sich K spiralartig herumwindet. - Sei 

1) Wie es sich zeigen wird, sind die Schlufifolgerungen auch dann noch 
gUltig, wenn man auf den Enden von K auch Zentren, d. b. solche singularen 
Punkte zulafit, durch welche keine Scharkurve geht; es ergibt sich nacbtraglicb, 
dati auf dem Ende kein Zentrum liegen kann. 
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P ein Punkt von E, Up eine Umgebung urn P, in der sich die 
Schar regular verhalt, b der bis auf seine Endpunkte in Up liegender, 
P enthaltender Teilbogen der durch P gehenden Scharkurve und sei 
q ein in Up liegender Querbogen, der P mit einem Punkt von K 
verbindet und der von der Kurve K bei rechtsseitiger Fortsetzung in 
unendlich vielen Punkten getroffen wird. Seien P l und P2 zwei auf 
K aufeinander folgende Schnittpunkte von K mit q; wenn die Kreu· 
zungen von K auf q in P l und in P2 in entgegengesetzten Richtungen 

geschehen, d. h. wenn der Bogen P;P2 von K in P l und in P2 auf 
derselben Seite von q einmundet, so muB derjenige Bereich {J, der 

von dem Bogen P-;P2 von K und von dem Bogen P l P2 von q be· 
randet ist und den Punkt P nicht enthalt, wenigstens einen singularen 
Punkt enthalten l). Von einem gewissen Punkt Pl ab wird also der 
Querbogen q von der Kurve Kimmer in derselben Richtung ge­
kreuzt. - Seien PI' P2 ' ••• die aufeinander folgenden Schnittpunkte 
von K mit q. Wir betrachten die einfache geschlossene Kurve ri' 
die vom Bogen P;Fi+l von K und vom Bogen P;Fi+l von q ge­
bildet ist. Die Kurve ri+1 liegt innerhalb von ri (bis auf den ge­
meinsamen Punkt PHl)' so daB ri und riH voneinander durch ri+l 

getrennt werden. Wir denken uns den Index io hinreichend groB 
gewahlt, so daB fur kein i > io im Zwischengebiet von ri und ri+l 

ein singuliirer Punkt liegt. Die einfachen geschlossenen Kurven rio + 1> 

r.o+ 2, •.• erfiillen die im vorigen Paragraphen aufgestellte Bedin­
gung A, so daB ihre Grenzmenge (die sich nicht auf einen Punkt 
reduzieren kann, da sie mit einem Ende von K identisch ist) eine 
einfache geschlossene Kurve i bildet. Urn diese Kurve i windet sich 
die Kurve K spiralartig herum. - Es folgt auch gleich, daB die 
Kurve i eine zu der Schar gehorige Kurve ist und daB jede andere 

Kurve K' der Schar, die einen Punkt auf dem Bogen P-;-P von q 
o 

besitzt, dieselbe Kurve i zum rechten Ende hat. -

Wenn die beiden Enden einer offenen Kurve K, die mit ihren 
Enden zusammen von singuliiren Punkten frei ist, miteinander zu­
sammenfallen, d. h. von derselben einfachen geschlossenen Kurve i 
der Schar gebildet werden, so berandet K ein spiralartig urn i herum­
gewundenes, von i freies Gebiet g; dieses Gebiet muB wenigstens einen 
singuliiren Punkt enthalten. Sei niimlich P ein Punkt von i, q ein von P 

1) Wir bilden namlich f1 auf eine Halbkreisscheibe topologisch ab, so dan 

der Bogen P-;F2 von q in den Durchmesser und der Bogen· F;'Pg von K in 
die Halbkreislinie Ubergeht j durch diese Abbildung Ubertragt sich die in f1 ent­
haltene Schar in eine Kurvenschar auf der Halbkreisscheibe, die wir sy=e­
trisch auf die ganze Kreisscheibe erweitern. Ware in f1 kein singularer Punkt, 
dann hatten wir also eine Uberall regulare Schar auf der Kreisscheibe, was 
jedoch unmoglich ist, wie wir schon oben gesehen haben. 
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ausgehender Querbogen, der die Kurve K in unendlich vielen Punkten 
trifft; wenn if einen bis auf seine Endpunkte in g liegenden Teilbogen 
von g, und b den durch seine Endpunkte bestimmten Teilbogen von 
K bedeutet, so muB das von if und b berandete Teilgebiet von g 
wenigstens einen singularen Punkt enthalten, da b in seinen beiden 
Endpunkten auf derselben Seite von g in g' einmiindet. 

Aus den obigen Betrachtungen ergeben sich noch die folgenden 
Tatsachen. Wenn K eine offene Scharkurve ist, mit den voneinander 
verschiedenen, von singuliiren Punkten freien Enden E und E', und 
im Zwischengebiet von E und E' kein singularer Punkt liegt, so hat 
jede andere Kurve in diesem 
Gebiet dieselben beiden Enden. 
Sei also eine von singularen 
Punkten freie Schar im ebenen 
Kreisring gegeben. Wenn eine 
offene Scharkurve vorhanden ist, 
so ist jedes Ende einer offenen 
Scharkurve K eine die beiden 
Randkreise voneinander trennen· 
de einfache geschlossene Kurve 1). 
Wenn also im Kreisring eine 
singularitatenfreie Schar auBer 
den Randkreisen keine geschlos· 
senen Scharkurven besitzt, so hat 
jede Scharkurve die beiden Rand· 
kreise als Enden. }ede Kurve 
windet sich urn ihre beiden Enden 
entweder in derselben oder in 
entgegengesetzten Richtungen 
herum; dementsprechend ist die 
Schar entweder der Schar 

[ IP = t + tg (r - 2) ~ , 
ll<r<3, 

oder der Schar 

{ 1P=t+tglr-21~' 
1<r<3 

aquivalent, wobei (r, IP) die Polar­
koordinaten des Kreisringes 

Fig. 52. 

Fig. 53. 

1) Ware namlich E ein Ende von K, welches die Randkreise nicht trennt, 
so wUrde aus dem Kreisring durch FortIassung des Inneren von E ein von 
drei Konturen berandeter ebener Bereich mit einer 'singularitatenfreien Schar 
entstehen, was aber unmiiglich ist. 
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1 <r< 3, 0 < rp < 21l und t (0 < t < 21l) den Scharparameter be­
deutet 1) (s. Fig. 52 und 53). 

Wir untersuchen jetzt den Charakter der singuliiren Punkte in 
deren Umgebung (dies bezieht sich dann naturlich auf beliebige 
FHichen). 

Ein singuliirer Punkt, durch welchen keine Scharkurve geht, heiBt 
ein Zentrum. Wir werden zeigen, daB in einer beliebig kleinen Um­
gebung eines Zentrums wenigstens eine geschlossene Scharkurve liegt, 
die das Zentrum in ihrem Innern hat. - Sei U a eine hinreichend 
kleine Umgebung des Zentrums 0, die keine weiteren singuliiren 
Punkte enthiilt. Wenn es eine in Ua liegende geschlossene Schar­
kurve gibt, so muB sie in ihrem Innern wenigstens einen singuliiren 
Punkt, also notwendig den Punkt 0 enthalten, so daB fUr dies en Fall 
sich unsere Behauptung unmittelbar ergibt. Ebenso folgt, daB, wenn 
eine offene Scharkurve nach belie big weiter Fortsetzung nach einer 
Richtung die Umgebung Uo nicht verliiBt, ihr entsprechendes Ende 
eine in U a liegende, den Punkt 0 in ihrem Innern enthaltende, 
geschlossene Scharkurve ist. So bleibt es noch ubrig zu zeigen, daB 
unmoglich jede in U a eintreffende Scharkurve in beiden Richtungen 
die Umgebung Ua verlassen kann. Unter der entgegengesetzten Voraus­
setzung nehmen wir fUr jeden von 0 verschiedenen Punkt P von U a die­
jenigen beiden Punkte Q und R, in denen der durch P gehende 
Scharbogen nach rechts und nach links von P aus Ua zum ersten 

Male austritt. Der Scharbogen QPR berandet einen gewissen, den 
Punkt 0 nicht enthaltenden Bereich {Jp in Ua . Zwei solche Bereiche {Jp 
und {Jp, haben entweder keinen im Innern von Ua liegenden Punkt 
gemeinsam oder aber einer von ihnen ist ein Teil des anderen. 
Wenn es einen groBten Bereich {Jp' gibt, der {Jp enthiilt, so bezeichnen 
wir diesen mit K p ; wenn dagegen kein solcher groBter Bereich existiert, 
so bezeichnen wir die Summe siimtlicher {Jp enthaltender Bereiche 
mit Cpo Wenn zwei Mengen Kp, und Kp• einen (auf dem Rand 
von Ua liegenden) gemeinsamen Punkt haben, so nehmen wir ihre 
Summe und wiederholen denselben Schritt (eventuell auch unendlich 
oft, in welchem FaIle auch die Grenzpunkte zu solchen Summen 
hinzuzufUgen sind), bis wir schlieBlich solche Kontinua bekommen, 
die wir wieder mit Kp bezeichnen, von denen je zwei einander fremd 
sind. Jede Menge Kp und Cp besitzt wenigstens einen inneren Punkt, 
sie sind paarweise fremd, so daB ihre Menge abziihlbar ist. Lassen 
wir nun die Mengen Cp von Ua fort; die ubrigbleibenden Punkte 
von Ua bilden zusammen ein Kontinuum K, welches in die abziihl­
bare Menge von fremden Kontinua Kp und in den Punkt 0 zerlegt 

1) Vgl. die unten genannte Arbeit von H. Kneser. 
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den Punkt 0 zerlegt wird. Aus diesem Widerspruch gegen den schon 
oben benutzten Hilfssatz von S. 38 folgt nunmehr unsere Behauptung. 

Die Struktur der Schar in der Niihe eines lentrums 0 ist auf 
diese Weise vollstiindig charakterisiert. Es gibt eine Menge von ein­
fachen geschlossenen Scharkurven, so daB von zweien immer eine 
im Innern der anderen liegt und jede den Punkt 0 in ihrem Innern 
hat; zwischen zwei solchen Kurven sind entweder alle Scharkurven 
geschlossen und verhalten sich wie konzentrische Kreise im Kreisring.; 
wenn aber zwischen zwei solchen Kurven keine weitere geschlossene 
Scharkurve liegt, so ist die im lwischengebiet dieser beiden Kurven 
gelegene Schar eine der oben gelegentlich des Kreisringes charakte­
risierten Scharen. 

Die anderen singuliiren Punkte sind solche, von denen entweder 
ein einziger oder aber mehr als zwei Scharbogen ausgehen. Wir werden 
diese singuliiren Punkte im AnschluB an Bendixson niiher untersuchen. 

Betrachten wir zuerst einen solchen singuliiren Punkt 5, von dem 
n Bogen der Schar ausgehen, wobei n eine endliche lahl > 2 ist. 
Sei Us eine Umgebung von 5, die keinen weite­
ren singuliiren Punkt enthiilt. Wir betrachten zwei 
benachbarte, von 5 ausgehende Bogen b1 und b2 , 

die. bis auf ihre anderen Endpunkte in Us liegen 
und zusammen eincn von den anderen von 5 aus· 
gehenden Scharbogen freien Bereich fJ in Us be­
randen. Wir bilden den Bereich fJ topologisch auf S 
eine Halbkreisscheibe ab, so daB 5 in den Kreis· Fig. 54. 

mittelpunkt und b1 + b2 in den Durchmesser 
iibergeht und erweitern die auf diese Weise entstehende Schar 
symmetrisch fur das ganze Kreisinnere. So entsteht eine in der 
Umgebung des Mittelpunktes uberall (bis auf den Mittelpunkt) re­
guliire Schar, die genau zwei vom Mittelpunkt ausgehende Bogen 
hat, so daB diese Schar sich in der Niihe des Mittelpunktes wie eine 
Parallels char verhiilt. Beziiglich der Umgebung von 5 konnen wir 
also schlieBen, daB jeder in der Niihe von b1 gehende Scharbogen in fJ 
auch in der Niihe von b2 vorbeigeht. Wenn q1 bzw. q2 je ein in einem 
von 5 verschiedenen Punkte von b1 bzw. von b2 nach fJ errichteter 
Querbogen ist, so beranden dieselben mit b1 , b'J und mit einem 
Scharbogen zusammen ein Gebiet, in welchem die Schar wie eine 
Parallels char verliiuft (s. Fig. 54). Wir bezeichnen das von den inneren 
Punkten von fJ bestehende Gebiet als ein 5attelgebiet 1); dies ist durch 
die Eigenschaft charakterisiert, daB jede in ihm eintreffende Schar-

1) Die Bezeiehnungen Sattel-, Strahlen- und Sehleifengebiete fUr die von 
Poincare und Bendixson herrUhrenden Begriffe cols, regions nodales ouvertes, 
regions nodales jermees entnehme ieh einer Arbeit von H. Hamburger, deren 
Manuskript ieh gelesen habe. 

v. Kerekjart6, Topologie. 17 
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kurve in beiden Richtungen das Gebiet verliiBt. Bei dem singuliiren 
Punkt S, von we1chem n Scharbogen ausgehen, stoBen n Sattelgebiete 
an (s. Fig. 55, n = 3). - Der Fall n = 1 spielt keine Ausnahmerolle. 
Man bildet eine Umgebung des singuliiren Punktes S auf eine Halb­
kreisscheibe ab, so daB der Punkt S in den Mittelpunkt und der 
einzige aus S ausgehende Scharbogen b (1. 2-deutig) in die beiden 
Radien, die die Halbkreisscheibe beranden, tibergeht. In diesem Fall 
verliiuft die Schar in der Niihe des singuliiren Punktes S wie eine 
Schar konfokaler Parabeln (s. Fig. 56). 

Der Index e des singuliiren Punktes S, aus we1chem 11 Bogen 

ausgehen, ist gleich 1 - i; ein Polygon II urn S hat niimlich III 

jedem Sattelgebiet zwei notwendige ausspringende Eckpunkte. 

Fig. 55. 

Wenn auf einer geschlossenen 
Fliiche F vom Geschlecht peine 
so1che Kurvenschar gegeben ist, 
daB aus jedem singuliiren Punkt 

Fig. 56. 

hochstens endlich viele Bogen ausgehen, so bezeichne man mit p" 
die Anzahl derjenigen singuliiren Punkte, von denen 11 Bogen ausgehen 
(11 = 0,1,3,4, ... , N). Die auf S. 252 hergeleitete Singularitiitenbeziehung 
geht dann in die folgende tiber: 

.2(1-i)p,,=2-2P bzw. 2-p, 
(,,=0,1,3,4, .•• , N) 

Je nachdem F eine orientierbare bzw. nichtorientierbare Fliiche ist. 
In dieser Form wurde die Beziehung (auch allgemeiner als in unserer 
Darstellung) von v. Dyck angegeben. 

Kehren wir wieder zu dem allgemeinen Fall zurtick und betrach· 
ten einen singuliiren Punkt S, von dem unendlich viele Scharbogen 
ausgehen. Wenn b1 und b2 zwei so1che von S ausgehenden Bogen 
sind, zwischen den en kein weiterer von S ausgehender Bogen liegt, 
so liegt wieder zwischen b1 und b2 ein Sattelgebiet vor. - Seien 
nun b1 und b2 zwei so1che von S ausgehende Scharbogen, deren 
andere Endpunkte auf dem Rand von Us liegen, daB zwischen ihnen 
jeder hinreichend nahe bei S vorbeigehende Scharbogen in den Punkt S 
eintrifft. Sei c der zwischen b1 und b2 liegende Bogen des Randes 
von Up (den wir als eine einfache geschlossene Kurve annehmen 
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wollen) und sei g das von b1 , b2 und c berandete Teilgebiet von Us· 
Sei c' ein Hilfsbogen, der b1 und b2 in g verbindet und hinreichend 
nahe bei S verliiuft, so daB jeder Scharbogen, der c' trifft, in den 
Punkt S einmiindet. Wenn jeder von S ausgehende Scharbogen in g 
bei weiterer Fortsetzung das Ge­
biet g verliiBt, bezeichnen wir g als 
ein Strahlengebiet (5. Fig. 57). -
Wenn es aber solche von S in g 
ausgehende Scharkurven gibt, die 
in ihrem ganzen Verlauf in g bIei­
ben, so ist jede solche Scharkurve 
geschiossen. Eine in g Iiegende 

~ is b2 

Fig. 57. Fig. 58. 

geschiossene Scharkurve, die durch den Punkt S geht und wenigstens 
einen Punkt auf dem Bogen c besitzt, bestimmt ein zum Gebiet g 
gehoriges Schleifengebiet, in welch em jede Scharkurve geschiossen ist 
und durch den Punkt S geht. In einem Schieifengebiet gibt es be­
Iiebig kleine Kurven, d. h. solche, die in einer beliebig kleinen Urn 

Fig. 59. Fig. 60. 

gebung von S liegen. In einem Schieifengebiet kann aber die Schar 
noch sehr verschiedenartige Struktur haben, z. B. innerhalb einer Kurve 
kann es zwei Kurven geben, die bis auf den gemeinsamen Punkt S 
auBerhalb voneinander liegen (5. Fig. 58). 

Es ist wohl zu bemerken, daB diese verschiedenen Gebiete auBer 
der Schar noch von der speziellen Wahl der Umgebung Us abhiingen; 

17* 
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z. B. kann ein Schleifengebiet bei Verminderung der Umgebung Us 
in mehrere Sattel-, Strahlen- und Schleifengebiete ze rfall en. Nichtdesto­
weniger reichen sie hin zur Charakterisierung der Singularitaten. - Bei 
einem singularen Punkt konnen sich mehrere, sogar unendlich viele 
Gebiete der genannten Arten aneinanderreihen. Der Index des sin­
gularen Punktes ist jedoch durch eine endliche Anzahl unter ihnen zu 
bestimmen. Ein Sattelgebiet liefert zum Index den Beitrag -~, 
wie wir schon gesehen haben; ein Schleifengebiet den Beitrag +~, 
da namlich ein dieses Gebiet abgrenzender Teil des Polygons n zwei 
notwendige einspringende Eckpunkte hat; bei einem Strahlengebiet 
kommen keine notwendigen Eckpunkte des Polygons II vor, so daB 
der dadurch dem Index gelieferte Beitrag 0 ist. - Als Beispiele be­
trachte man die auf den Fig. 59, 60 aufgezeichneten Scharen; die Indizes 
der singularen Punkte sind bzw. e=l und e = 2 (namlich 1 + halbe 
Anzahl der Schleifengebiete - halbe Anzahl der Sattelgebiete). 

Uber den Gesamtverlauf von Kurvenscharen seien hier noch einige 
Resultate erwahnt. 

Wenn man auf der Kugelflache einen einzigen singularen Punkt S 
zulaBt, so ist dies notwendig ein mehrfacher Punkt, samtliche Schar­
kurven sind geschlossen und laufen durch S. Dieser Satz riihrt von 
Hamburger her. Zum Beweis geniigt es zu zeigen, daB die Schar keine 
offene Kurve haben kann, sodann folgt die vollstandige Behauptung 
aus den Ergebnissen des vorigen Paragraph en. Dies sieht man nach 
Hamburger folgendermaBen ein. Ware eine offene Scharkurve K vor­
handen, so legen wir aus einem von S verschiedenen Punkte eines 
Endes von K einen Querbogen q und nehmen einen solchen Teil­
bogen ql von q, dessen Endpunkte und nur diese zu K gehoren und 
welcher in seinen beiden Endpunkten von K in derselben Richtung 
gekreuzt wird; der zwischen den Endpunkten von ql liegende Bogen 
von K bildet mit ql zusammen ein Polygon II urn den singularen 
Punkt S. II hat zwei Eckpunkte, von denen einer aus-, der andere 
einspringend ist, folglich ware der Index e = 1; dies widerspricht aber 
der Singularitatenbeziehung e = ~ ei = 2 - 2 P = 2. 

Die singularitatenfreien Kurvenscharen auf den Ringflachen wurden 
von H. Kneser untersucht. - Sei zunachst eine Torusflache und auf 
ihr eine singularitatenfreie Schar gegeben. Wenn die Schar eine ge 
schlossene Kurve hat, so kann diese offenbar nicht homotop 0 sein, 
da sonst ihr Inneres wenigstens einen singularen Punkt enthalten 
miiBte. Die langs einer geschlossenen Scharkurve aufgeschnittene 
Flache ist einem ebenen Kreisring homoomorph, auf welchem die 
singularitatenfreien Scharen schon oben charakterisiert worden sind. 
Es bleibt somit der Fall iibrig, wo samtliche Scharkurven offen sind. 
In dies em Fall konstruiert Kneser eine geschlossene Querkurve q, 
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d. h. eine einfache geschlossene Kurve, deren jeder Bogen ein Quer. 
bogen ist, und betrachtet die Abbildung derselben auf sich selbst, die 
dadurch entsteht, daB man bei einem bestimmten Umlauf auf einer 
Scharkurve Kimmer einem auf q liegenden Punkt von K den niichsten 
Treffpunkt von K mit q als Bild zuordnet. Auf diese Weise wird 
eine topologische Abbildung von q auf sich selbst erkliirt, die samt 
ihren Potenzen fixpunktfrei ist (das Auftreten eines Fixpuilktes wurde 
eben die Existenz einer geschlossenen Scharkurve bedeuten). Eine solche 
Abbildung ist entweder von der Art, daB die bei den Potenzen der 
Abbildung entstehenden Bilder irgendeines Punktes von q auf q uber· 
all dicht liegen, oder aber die iterierten Bilder eines jeden Punktes 
je eine auf q nirgends dichte Menge bilden, wie man leicht einsieht. 
Durch diese Abbildung ist die Struktur der Schar schon bestimmt. 
1m ersten Fall ist sie einer Schar von der Form 

1fI=t+atp 
(tp, 'If = Toruskoordinaten, 0 < tp < 2:7l, 0 < 'If < 2:7l; 

t = Scharparameter, 0 < t < 2:7l, a = irrationale GroBe 1)) 

homoomorph; im zweiten Fall einer Schar, die aus der genannten 
entsteht, wenn man die Scharkurven durch immer schmaler werdende 
Streifen ersetzt. - Fur die nichtorientierbare Ringfliiche bestimmt 
Kneser iihnlich die gestaltlichen Moglichkeiten; das Hauptresultat ist 
dabei, daB hier mindestens eine geschlossene Scharkurve auftreten 
muB. - Wegen der Ausfiihrungen verweisen wir den Leser auf die 
demniichst in den Math. Annalen erscheinende Arbeit von H. Kneser: 
Reguliire Kurvenscharen auf den Ringfliichen. 

Zum SchluB sei auf den Zusammenhang dieser Untersuchungen 
mit der Theorie der Differentialgleichungen hingewiesen. In der Tat 
waren es die Untersuchungen von Poincare, Bendixson und Bohl iiber 
Differentialgleichungen, die zu einer eingehenden Behandlung der 
Kurvenscharen gefiihrt haben. AuBer den urspriinglichen Arbeiten der 
genannten Autoren sei noch die Darstellung dieser Gedanken bei 
Bieberbach (Theorie der Differentialgleichungen, Berlin 1923) erwiihnt. 
-- Cber den Zusammenhang der Theorie der Kurvenscharen mit der 
Kroneckerschen Charakteristikentheorie siehe die Arbeiten von v. Dyck 
und die Dissertation von ]. Nielsen (s. Literaturverzeichnis). 

1) Die Bedeutung von a als "mittlere Geschwindigkeit" bei den wieder­
bolten Abbildungen von q ist von Kneser und im wesentlichen auch schon von 
Poincare auseinandergesetzt worden. 
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II I. Band: Elliptische Funktionen, insbesondere Modulfunktionen, 
hyperelliptische und Abelsche Funktionen, Riemannsche Funk­
tionentheorie und automorphe Funktionen. Anhang: Verschiedene 
Verzeichnisse. Herausgegeben von R. Fricke, H. Vermeil und E. Bessel­
Hagen (von F. Klein mit erganzenden Zusatzen versehen). Mit 138 Text· 
figuren. 1923. GZ. 24/$ 7.20 

Theorie der reellen Funktionen. Von Dr. Hans Hahn, Professor 
der Mathematik an der Universitat Bonn. Erster Band. Zweite 
Auflage. In Vorbereitung. 

Darstellung und Begriindung einiger neuerer Ergebnisse der 
Funktionentheorie. Von Dr. Edmund Landau, o. o. Professor der 
Mathematik an der Universitat Gottingen. Mit II Textfiguren. 1916. 

GZ. 4.8/ $ 1.15 

Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten und 
ihr Zusammenhang mit den Vektoren und Tensoren. Von Dr. Emil Schneider, 
Studienrat. Mit etwa 47 Abbildungen. Erscheint im November 192 3. 

Schwarz-Festschrift. Mathematische Abhandlungen, Hermann 
A man d us S c h war z zu seinem ftinfzigjahrigen Doktorjubilaum am 
6. August 1914 gewidmet von Freunden und Schiilem. Mit dem Bildnis 
von H. A. Schwarz und 53 Figuren im Text. 1914. GZ 24/ $ 5.80 

Gesammelte mathematischeAbhandlungen. VonH.A.Schwarz, 
Professor an der Universitat Gottingen. In zwei Banden. Mit 93 Text­
figuren und 4 Figurentafeln. 1890. GZ. 25/ $ 6.­

In 2 Bande gebunden GZ. 28/ gebunden $ 6.75 

Koordinaten-Geometrie. Von Dr. Hans Beck, Professor an der 
Universitat Bonn. I. Band: Die Ebene. Mit 47 Textabbildungen. 19 19. 

GZ. 20; gebunden GZ. 23/ $ 4.05; gebunden $ 4.60 

Mathematische Analyse des Raumproblems. Vorlesungen ge­
halten in Barcelona und Madrid. Von Dr. Hermann Weyl, Professor 
der Mathematik an der Eidgenoss. Technischen Hochschule Ziirich. Mit 
8 Abbildungen. 1923. GZ. 5/ $ 1.20 

Die Grundzaklen (GZ.) entsfrecken den ungefokren Vorkriegsfreisen und erge6en mit dem ;eweiligen 
Ent,uertungsfakto,. (Um,.ecknungssckliissel) vertJielfackt den V.,.kaufsfreis. U6e,. den zu,. Zeit geitenden 

Um,.ecknungssckliissel g,6en aile Buckhandlungen sowie der Ve,.lag 6ereiflluilligst Auskunft. 
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MATHEMATISOHEN WISSENSOHAFTEN 

IN EINZELDARSTELLUNGEN 
MIT BESONDERER BEROCKSICHTIGUNG DER 

ANWENDUNGSGEBIETE 
Gemeinsam mit 

W. Blaschke, Hamburg, M. Born, Gottingen, C. Runge, Gottingen 

herausgegeben von R. Courant, Gottingen 
Band I: 

Vorlesungen fiber Differential-Geometrie und geometrische 
Grundlagen von Einsteins Relativit atstheorie. I. Elementare 
Differential·Geometrie. Von Wilhelm Blaschke, ord. Professor der 
Mathematik an der Universitat Hamburg. Zweite Auflage. In Vorbereitung. 

Band II: 
Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen. Von Dr. 

Konrad Knopp, ord. Professor der Mathematik an der U niversitat Konigsberg. 
Mit 12 Textfiguren. Zweite Auflage. In Vorbereitung. 

Band III: 
Vorlesungen fiber allgemeine Funktionentheorie und ellip­

tische Funktionen. Von Adolf Hurwitz, weil. ord. Professor der 
Mathematik am Eidgenossischen Polytechnikum Ziirich. Herausgegeben 
und erganzt durch einen Abschnitt iiber: 
Geometrische Funktionentheorie von R. Courant, ord. Professor 
der Mathematik an der Universitat Gottingen. Mit 122 Textfiguren. 1922. 

Band IV: GZ. 13/$ 3.-

Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers. Von Dr. 
Erwin Madelung, ord. Professor der theoretischen Physik an der Universi­
tat Frankfurt a. M. Mit 20 Textfiguren. 1922. 

GZ. 8.25; gebunden GZ. 10/$ 2.-; gebunden $ 2.20 
Band V: 

Die Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung mit An­
wendungen auf algebraische Zahlen und Gleichungen, sowie auf die Kristallo· 
graphie. Von Andreas Speiser, ord. Professor der Mathematik an der 
Universitat Ziirich. [923. GZ. 7; gebunden GZ. 8.5/$ 1.60; gebunden $ 1.80 

Band VI: 
Theorie der DifferentiaIgleichungen. Vorlesungen aus dem Ge­

samtgebiet der gewohnlichen und der partiellen Differentialgleichungen. 
Von Ludwig Bieberbach, o. 0. Professor der Mathematik an der Friedrich­
Wilhelms- Universitat in Berlin. Mit 19 Textfiguren. 1923. 

GZ. 10; gebunden GZ. 11.5/$ 2.50; gebunden $ 2.80 
Band VII: 

Vorlesungen fiber Differential-Geometrie und geometrischeGrund­
lagen' von Einsteins Relativitatstheorie. Von Wilhelm Blaschke, Professor 
der Mathematik an der Universitat Hamburg. II. Affine Differential­
Geometrie, bearbeitet von Kurt Rei demeister, Professor der Mathe· 
matik an der Universitat Wien. Erste und zwei te Auflage. Mit 40 Text­
figuren. 1923. GZ. 8.5; gebunden GZ. 10.5/$ 2.5o;gebunden $ 2.90 

Weitere Bande in Vorbereitung. 

Dle Grululzaklen (GZ,> entsjrecken den ungefiihre" Vorkriegspreisen und erg-eben mit dem ieweilige1'z 
Entwertung-sfaktor (Umr.cknung-ssckliisselj vervielfackt den Verkaufsfreis. tib.r den 2ur Zeit g-eltenden 
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