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Que He nanga be. 

M uller-Breslau, Vorlesung an der Technischen Hochschule ZlJ 

Berlin, in denen die Anregung zu vorliegender Arbeit gegeben 
wurde. 

MuUer-Breslau, Die Graphische Statik der Baukonstruktionen 
Band II, Abt. 2. (In der Abhandlung abgekurzt Gr. St.). 

Muller-Breslau, Theorie des durch einen Balken verstarkten steifen 
Bogens (Zivil-Ingenieur 1883). 

Paul Gottschalk, Biegungssteifer Zweigelenkbogen mit vollwan­
digem Versteifungsbalken (Diss. Berlin T. H.). 

Otto Birkenstock, Untersuchung der Kontinuitat -der Langs­
trager zweigleisiger Balkenbrucken (Diss. Berlin T. H.). 

Die in der vorliegenden Arbeit zu untersuchenden Systeme 
kannen zusammenfassend als Kombinationen von 2 oder mehr 
biegungssteifen, durch elastische Zwischenstabein gleich­
mABigen Abstanden zu gemeinsamer Tragwirkung mitein­
ander verbundenen Tragern gekennzeichnet werden. Ihre 
Berechnung erfolgt abweichend von dem allgemein iiblichen 
Verfahren in der Weise, daB· die auBere Belastung~ in passende 
Teilbelastungszustande zerlegt wird. Die Untersuchung des 
Systems fiir diese Teilbelastungen fiihrt bei jedem der hier 
behandelten Tragwerke auf das Problem des durchlaufenden 
Balkens auf elastischen Stiitzen, dessen Berechnung bei Be. 
nutzung der bekannten Tabellen yon Miiller·Breslau (Gr. 
St. II, 2) schnell und ohne irgendwelche Schwierigkeiten 
d urchzufiihren ist. Der Gang des Untersuch'ungsverfahrens 
mage zunachst an dem etwas allgemeineren Fall des durch 
einen vollwandigen Balken verstarkten steifen Bogens kurz 
dargelegt werden. Es soIl jedoch alsdann vor allem auf eine 
praktisch wichtige Anwendung bei der Untersuchung der 
Langstrager von Eisenbahn-Balkenbriicken naher eingegangen 
werden. 

I. Entwickelung des Rechnungsverfahrens. 

Das in Abb. I dargestellte Tragwerk ist mit n Feldern 
n-fach statisch unbestimmt. AIs iiberzii.hlige GroBen werden 
der Horizontal~chub H des Bogens und die Biegungsmomente 
Mr im Versteifungsbalken iiber den Pfosten eingefiihrt. Es 
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Abb. 1. 
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Abb. 2a. 
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wird zuna.chst das (n - I)-fach statisch unbestimmte System 
untersucht, das man erhalt, wenn das eine Auflager in wage­
rechter Richtung verschieblich angeordnet wird. Die auBere 
Belastung des Systems wird in die Teilbelastungen nach 
Abb. 2a und 2b zerlegt. In dieser Abb. bedeuten A und B die 
Auflagerdriicke des stellvertretenden einfachen Balkens von 
der Spannweite. Ferner ist: 

Wo J das Tragheitsmoment des Versteifungsbalkens ) 
das mit dem Cosinus des jeweiligen Neigungswinkels tp der 
Tangente an die Bogenachse multiplizierte Tragheitsmoment 
des Bogens bedeuten. 

Bei dem mit a bezeichneten ersten Belastungsfall sind 
die Lasten im Verhaltnis de! Tragheitsmomente auf Balken 
und Bogen verteilt. Die Pfosten sind dann offenbar span­
nungslos, da Balken und Bogen die gleichen "reduzierten 
Momentenflachen" und SOInit auch gleiche Durchbiegung 
haben. Das Moment M/ fiir irgend einen Querschnitt x des 
Verstetlungsbalkens ist daher gleich dem mit k' multipli­
zierten entsprechenden Mo•x des stellvertretenden einfachen 
Balkens von gleicher Spannweite. Es ist also: 

und fur den Bogen 

M/=k' Mo.: 

-M:x = k Mo.x, 

Bei dem anderen Belastungsfall nach Abb. 2b sind Balken 
und Bogen mit den gleichen aber entgegengesetzt gerichteten 
Kraften P k und an den Enden A k' bzw. B k' belastet. Die 
Elastizitii.tsgleichungen zur Ermittlung der statisch unbe· 
stimmten GroBen lauten alsdann 

4+ao+4 al+ll:l) Mt [I - 2 (al+a2)] M2" +Il:lMs" = zt 
[J - 2 (al +(2)]Mt" +{4+ a1+4 a2+ as) M2 . 

+ [I - 2 ((12+ (3)] Ma" + as M4" = Z2" 

ar-I M"r-2+ [1 -2((1r-1 + a 1\I"r-l + 4 + ar-I + ar + ar+tl 1\1/ 

+ [J - 2 (a. + ar+l)] M"r+l + ar+t M"r+2 = Z/' (3 

Hierin bedeuten: 
- k Sr 

ar = 6 J i.,s • F-;; . . . . . . . . . . . (4 
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Z II __ k{6Lo.r+Ro.r+l '(C C -LC >}< r - 12 " ()or-] U.-t-2 b.r Cl.,- (JIr+l(1r+t 5 

Sr die Lange des r-ten Pfostens, 
A die konstante Feldweite, 
Fr' der Querschnitt des r-ten Pfostens, 
Lo.,- das statische Moment der Momentfla.che des einfachen 

Balkens r, r-I infolge der Belastung durch die 
Krafte P bzw. A u._ B bezogen auf die Senkrechte 
durch den linken Auflagerpunkt r-I, 

Ro r desgleichen auf del]. rechten Auflagerpunkt r, 
Co.r der Auflagerdruck der einfachen Balken r-I, r und 

r, r+ 1 auf dem r-ten Pfosten. 

Die Gleichungen selbst stimmen vollig iiberein mit den 
Bedingungsgleichungen zur Ermittlung der Stiitzenmomente 
eines elastisch gestiitzten durchlaufenden Tragers von iiberall 
gleichem Querschnitt (vergl. Gr. St. II. 2, S. 75). Ais Trag. 

heitsmoment des Balkens ist Tk =_ll aufzufassen. Die 
J+J 

s 
Elastizitat der Stiitzen ist durch Wr = ~:r' gegeben. Belastet 

ist dieser gedachte Balken mit den Kraften P k und an den 
Enden mit den Einzellasten A k' bzw. B k'. 

Um den EinfluB des Horizontalschubes H aftf das n-I­
fach stati ch unbestimm,t:e System zu ermitteln, braucht man 
in den Gl. (3) nur das Belastungsglied Z neu zu bestimmen. 
Die aus diesen neuen_ Gleichungen sich ergebenden Stiitzen-
momente sollen mit Mr'" bezeichnet werden. Das Belastungs­
glied lautet fiir den Fall, daB die Bogenachse nach einer Pa­
rabel gekriimmt ist, was bei geniigend flachem Bogen stets 
angenommen werden kann, 

k-J f 
Zr''' = k'(6Yr'-4 f ') +48y '12=W-r 

wenn 

Yr die Ordinate der Bogenachse an der Stelle r, 
f die Pfeilhohe des Bogens, 

f'=f ~: die Pfeilhohe des Parabelabschnittes zwischen 2 

benachbarten Punkten r und r+ I, 

F den Bogenquerschnitt 

bedeuten. 

Die Losungen der 5-gliedrigen Elastizitatsgleichungen (3) 
lassen sich ausschreiben in der Form: 



bzw. 

- 5 -

i.:=n 

-M"-~ A. Z·" r - ~ P'hr 1 

i=O 
i=n 

Mr''' = ! l3i.r Zi''' = ~l3i,r Wi; 
i=O 

hierin sind die l3i,r von der auBeren Belastung unabhangige 
Zahlen, deren Ermittlung in bekannter Weise erfolgen kann 
(Muller-Breslau Gr. St. II, 2, 1908, Ostenfeld E. B. 13 M. Br. 
E_ B. 16 Hertwig E. B. 17 usw.). Flir den Fall, daB samtliche 
Werte Ur gleich groB sind, was auch bei verschiedenen U wie 
in der dieser Arbeit zugrunde liegenden Dissertation des Ver­
fassers gezeigt wird, zur Berechnung eines Momentes Mr ohne 
wesentliche Beeintriichtigung der Genauigkeit des Ergeb­
nisses angenommen werden darf, konnen die I3-Zahlerr un­
mittelbar den in M. Br. Gr. St. mitgeteilten Tabellen ent­
nommen werden. In diesen sind die Werte 13 fur den durch­
laufenden Balken auf elastischen Stutzen bei verschiedenen U 

zwischen I/U=25 und 1/«=0,05 sowohlfurein Stutzenmoment 
in Balkenmitte wie auch fur ein solches im Endfelde des Balkens 
angegeben. Da der EinfluB der Felderzahl auf die GroBe der 
I3-Werte nur geringfiigig ist, hat man der Berechnung der 
Tab"ellen die Annahme zugrunde gelegt, daB bereits 135 =0 ge· 
setzt werden kann. 

Nach Erledigung der Teilbelastungsfalle ergibt sich das 
endgiiltige Moment Mr im Versteifungsbalken des n-fach 
statisch unbestimmten Systems dur{;h Addition der Teil­
ergebnisse zu 

Mr = Mr' + Mr" - H Mr'" . . . _ . . . . (8 

Der Bogenschub H ist daher zu ermitteln aus der Gleichung; 

wo 

zu setzen ist. 

Entsprechend Gl. (8) besteht auch die EinfluBlinie fur 
Mi aus 3 Teilflachen: 

Der erste Teil ist gleich der EinfluBlinie fUr das Moment 
Mi des stellvertretenden einfachen Balkens von der Spann-
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weite I. deren Ordinaten mit dem Multiplikator k' mnltipti­
ziert sind. Dargestellt wird diese TeiIflii.che durch ein Drei­
eck. das unter dem Quersdmitt i die groBte Ordinate 

." _ k,Xi Xi' 
'I), - -}-

hat. 
Von der gebrochenen Umgrenzungslinie dieser Flache 

aus werden die Ordinaten der zweiten Teilfla.che abgetragen 
(s. Abb. 3). Es· ist dies die mIt k multiplizierte EinfluBlinie 

k~·~II~~~furnnmrnrn~~~~rnmrnm~~mmn 

k 

Abb.3. 

fiir das Stiitzenmoment Mi des "stellvertretenden Balkens" 
auf elastischen Stutzen. Die Ordinate dieser Linie an der Stelle 
r sei mit k Tj(O\r bezeichnet. Zu beachten ist. daB iiber den 
Endquerschnitten 0 und n der stellvertretende Balken stets 
mit den Krii.ften k' A bzw. k' B zu belasten ist. Der EinfluB 
dieser Krafte ist = k'(ATjo(O ' + BTjn(O); dabei sind A bzw. B 
die jeweiligen Auflagerdriicke des stellvertretenden einfachen 
Balkens hervorgerufen durch die wandernde Last P .= r. Die 
Konstruktion dEer l'liO-Linie ist aus der Theorie des Balkens 
auf elastischen Stutzen bekannt (vergl. Gr. St. II. 2). Ihre 
Ableitung diirUe sich daher an dieser Stelle eriibrigen. Die 
dem r-ten Pfosten zugeordnete Ordinate ist (Gr. St. II. 2 S. 72): 

1I(0)i.r = - A IXr (~i.r-l- 2 fh.r + tJi.r +1) . . . . . . . (9 

Die Endpunkte dieser Ordinaten werden durch einen fort· 
laufenden Linienzug miteinander verbunden. Von diesem 
aus werden die Zwischenordinaten ~. die den EinfluB der 
Feldbelastung darstellen, aufgetragen. Fur die Stelle 1; im 
Feld r, r + list dabei (Gr. St. II, 2 S. 2II): 

... . ... (10 
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'; ';5 ;' 1:'3 
wo roD = T - 1.3 und roD' = -f - "~ die bekannten Dreieck· 

zahlen sind (s. Gr. St. II, 2 S. I05). Nach Auftragung der 
Ordinaten ist noch der Beitrag der Kr1i.fte k' A bzw. k' B zu 
beachten. Da die EinfluBlinie fiir den Auflagerdruck eines 
einfachen Balkens aus einem Dreieck mit der groBten Ordinate 
I unter dem betreffenden Auflager besteht, so wird dieser 
Beitrag dargestellt durch eine trapezformige FUiehe, die an 
den Enden des Systems die Ordinaten k' A bzw. k' B besitzt. 
Die Beriieksichtigung der k' A bzw. k'b bedeutet also ledig. 
lieh eine Verschiebung der o-Linie in der Weise. daB die End· 
ordinaten nunmehr 

110" = 110(0) (k + k') = 110(0) und 1In" = 1In(O) • • •• (I I 

werden. 

Der 3. Teil der EinfluBfHi.che ist die mit Mr''' multipli. 
zierte H-Flache. Nach einigen Umformungen erhalt man 
aus (7) die einfaehe Beziehung: 

Mi'" ~ k' = Yi + C1 ~fii.r - 4 f(lI+l) o.u(fi1 +/In-l), 

worin C1 = 4 f' (1 12 j nf .. j k' f' ) 
- F Ai + 'f" F' 1..3 

Die EinfluBiinie fiir den Horizontalschub H selbst setzt sich 
ebenfalls aus einem von der elastischen Nachgiebigkeit der 
Stiitzen unabhangigen Tei! und einem solchen zusammen, der 
den EinfluB dieser Nachgiebigkeit darstellt.. Auf ihre Ab­
lei tung naher einzugehen. eriibrigt sich an dieser Stelle, sie 
findet sich in der Hauptarbeit des Verfassers. Bemerkt sei 
hier nur, daB die Ordinaten ~es 2. Teiles in ganz ahnlicher 
Weise wie die der Teilflaehe M/" ermittelt, und aufgetr~~en 

M '" 
werden, es sind nur die Werte ~i.r durch die Momente kr k' 

zu ersetzen. 

II. Untersuchung der Langstrager von Eisenbahn­
Bal ken briicken. 

1m 2. Band. Tei! 2 seiner "Graphischen Statik" wird von 
Miiller-Breslau die Bereehnung der Langstrii.ger einer ein­
gIeisigen Eisenbahn-Balkenbriicke durchgefiihrt und an Hand 
eines ZahlenbeispieIs gezeigt, wic wichtig die Beriieksichtigung 
der Kontinuitat der Trager ist fiir die Herstellung eines ein­
wandfreien Anschlusses an die Quertrager. Birkenstock be­
handelt in seiner Dissertation im AnschluB an die MiilIer­
Breslausche Arbeit die Langstrager zweig1eisiger Eisenbahn­
briieken bei gIeichartiger Bclastung beider Gleisstrange und 
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kommt bei seiner Untersuchung auf Io-gliedrige Elastizitats 
gleichungen, aus denen die statisch unbestimmten Grol3en 
- die Biegungsmomente der Ui.ngstdi.ger an den AnschluB­
stellen der Quertrager - ermittelt werden mussen_ Es moge 
nun gezeigt werden, wie anch diese Aufgaben in einfacher 
Weise auf das Problem des Balkens auf elastischen Stiitzen 
zuriickgefiihrt werden konnen. 

------ l--------------

o~f~ ~rp :~kP~~r ~~f: 
[k:tl lkP IkP IkP Ik8 

Abb.4. 

Eingleisige Eisen bahn -Balken briicke_ 

Es handele sich zunachst urn die Ermittlung des Bie­
gungsmomentes M j im Langstrager einer eingleisigen Balken­
briicke von der Spannweite I (s. Abb. 4). Die Entfemung der 
Quertrager voneinander sei A, die Tragheitsmomente des 

Abb. 5. 

Langstrag,e;rs und des Haupttragers 
seien mit l' bzw. J b~zeichnet. In­
f,)lg e der Belastung mitd~n Auf­
lagerdriicken der Langstrage r C ' I 
biege sich der Quertrager an der 
Stelle a durch urn das Mal3 (j) (s. 
Abb. 5). Durch Zerlegen der 
aul3eren Belastung in zwei Teilbe­

lastungen erhalt man in gleicher Weise wie im Abschnitt I 
das Biegungsmoment M, als Summe der durch die Teil 
belastungen hervorgerufenen Momente: 

Hier bedeu ten: 

M{ = k'MO•i das mit k' multiplizierte Biegungsmoment des stell· 
vertretenden einfachen Balkens von der Spann· 
weite I. 
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Mi" -= kMi(O) das mit k multiplizierte Biegungsmoment des stell· 
vertretenden Balkens auf elastischen Stiitzen, 
dessen elnstisches Vcrhalten gekennzeichnet ist 
durch den Wert 

_6EJ'k_ 
(1- -~_ro. 

Dabei ist 

k - ] . 
-J+J' , k ' - I k- J' - - - J+Y 

Zur Darstellung des Anteils Mi" konnen wieder die bekannten 
Tabellen der Gr. St. benutzt werden. 

Zahlen beispiel. 
Bei einer eingleisigen Eisenbahn-Balkenbriieke von 10 m Stutz­

weite und einer Feldweite A = 2 m sol1 die EinfluBlinie fiiI das Biegungs· 
moment M. im Ui.n~trager ermittelt werden. Das Tragheitsmoment 
des Haupttragers der Briieke sei J = 376000 em·, das des Langstragers 
l' = 12 600 em'. Die Durehbiegung der Quertrager sei zn 

(J) = 0,0122 emIt gefunden. Mit 

und 

k -_ 376000 66 
388 600 = 0,9 7 

k = 12 600 = 0,0324 
388600 

erhiilt man als groBte Ordinate der dreieekigen EinfluBf1ache fiir ~: 

, 4. 6 
Tb = 0.0324 10::;: 0,077 m. 

Fiir 
6· 2150 . 12600 • 0,9676 

a = " 200 • 0,0122 = 0,24 

I 
«=4,17 d. i. 

liefert die Tabelle der Gr. St. 

Pa,. = 0,185, Pa'l = PI,S = - 0,001, Pa" = - 0,008 
und als Ordinaten der M-Flaehe: 

k 110° = 2,0' 0,24' 0,001 . 0,9676 
k 1110 = - 2,0 . 0,24' (0,002 - 0,185) 
k 112 0 = 2,0' 0,089 . 0.9676 
k 118° = - 2,0' 0,043' 0,9676 
k 11. ° = - 2,0' 0,004 . 0,9676 
k 11.° = + 2,0' 0,002' 0,9676 

= +0,001 m 
0,9676 = - 0,085 m 

=+0,172 m 
= - 0,083" m 
= - 0,008 m 
=+0,004 m 

Die Addition'll' + k'll ° erfolgt am einfaehsten auf zeichnerisehem 
Wege dureh" Abtragen der k110 von dem die M'-Flaehe umschlieBen­
den Linienzuge. Die o-Linie ist alsdann noeh zu verschieben urn 

bzw. 

k' 'II 00 = 0,063246 "0,001 = 0,00003 am linken 
0,9 7 

k''1150= 0,0632640,004 = 0,00013 am reehten 
0,9 7 

Balkenende. Die Versehiebung ist also praktiseh belanglos. Um den 
EinfluB der Feldbelastung zu beriicksiehtigen, geniigt die Ermittlung 
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der mittleren Zwischenordinate in einem Felde r, r + I nach der 
Formel: 

l;r = - 0,96 76 ' 2,0' 0,375 (tJ'-l + fl,) = - 0,726 (flr-1 + flr) 
1;1 = - 0,726 (- o,oor) = + o,oor ill 

1;2= - 0,726 (- 0,001 +°,185) = - 0,134 m 
1;3= - 0,726 (0, 185 - 0,001) = - 0,134 m 
1;4 = - 0,726 (- 0,001 - 0,008) = + 0,007 ill 

1;5 = - 0,726 (- 0,008) = + 0,006 ill 

Die fertige M2-Linie zeigt Abb. 6. 

Abb 6. 

Zweigleisige Eisen bahn .Balken briieke. 

Die oben durehgefiihrte Untersuehung der Langstrager 
einer eingleisigen Eisenbahnbriieke sehlie6t sich eng an die 
im ersten TeB der vorliegenden Arbeit hergeleitete Bereeh­
nung des allgemeineren Problems an, von dem das zuletzt be-

o r1 - r J r+f Ii-Tr. n. 

~ 
6- p P J.' P L.,-1i:a 

_ r;~(I~e. fo--- - --- --- -- -- f0-
P P .J' P L3i:b 

_____ ~.A:-:::IL Brr#~ qch-K-._ L.. __ -- - ~ 

• l • 
Abb.7. 

handelte nur ein Sonderfall ist, insofern, als H=o ist und samt­
liehe Pfosten (hier Quertrager) gleich elastisch sind. 1m Gegen­
satz hierzu laSt sich die nunmehr zu behillldeinde Aufgabe 
erst durch wiederholte Zerlegung der auBeren Belastung in 
passende Teilbelastungen auf die gewiinschte Form des Balkens 
auf elastisch senkbaren Stiitzen zuriickfiihren. Das Briicken­
system zeigt Abb. 7 im GrundriS, es sei in bezug auf die 
Briickenachse symmetrisch. Die Bezeichnungen J, J', 1 und f... 
haben dieselbe Bedeutung wie im letzten Abschnitt. Die 
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Momente in den aul3eren Langstragern mogen mit Ma , die der 
inneren mit Mb bezeichnet werden. Die Belastung soil zu· 
nachst ebenfaUs symmetrisch sein. Sie wird in derselben 

1k:4 ~kP lP ~P 1k8 L,ira .• 
F 

l~~ tk:4 !kP y-P ik'P 
L,lrh . 

F n 
IZk;Q lZkP fHP 12kP ~k~ li7rJ: :1 1 F 

/k;q l~ ~P lkP t~~ l.-Tra 1 1 

,eq« f k1J~~p 1,kP t f 
L-:Tr h til C ... ,a 

:t t p~ II 
f 

, 
i 12kP 1 Co,b 

21< IC~bt2kP C.~ 

Ii -lr .t t 
n 

fc,. ~ 1 A 
~ 

Abb.8. 

Weise wie bei dem fruher behandelten System in zwei Teil-
belastungen I und II entsprechend Abb. 8 zerlegt. Dabei ist 
jetzt: 

k- J . k' - I k - 2J' 
-J+2J" - - -1+21' 

r ,. r 

Abb.9. 

Teilbelastung I: 

Langstrager und Haupttrager biegen sich gleichmaBig durch, 
die Quertrager sind spannungslos. In diesem Fall erhalt man 
also an der Stelle ides Langstragers das Biegungsmoment 
M'a,i - M'b,i = k' MO,i' wo MO.i die bekannte Bedeutung hat. 
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Teilbelastung II: 

Wird der Quertrager entsprechend Abb. 9 durch die Krafte 
Ca = 1 und Cb = X belastet, so erhalt man als Durchbiegungen 
der Punkte a und b des Quertragers : 

aa = Waa + X Olah bb = Ola,b + X Wb,b · 

Die Bedeutung der Verschiebungen Waa ' W ab, Olbb geht 
dabei aus Abb. 9 hervor. X moge nun so gewahlt werden, 
daB das Verhaltnis besteht: 

a a I 

lib-X ' 

Abb, 10, 

Diese Bedingung ergibt mit 

£ = Olb,b - Ola,a 

2 Wa,b 

Xl == £ + VI +£2, X2=£-V~-£2 •. • (12 

Der Wert X2 ist negativ, ihm entspricht demnach auch eine 
negative Verschiebung ab, Unter Benutzung der Werte Xl 

und ~ soll nunmehr die Teilbelastung II in zwei weitere Teil­
belastungen 1 und 2 nach Abb. 10 zerlegt werden. Die GroBe 
von It und v folgt aus der Bedingung, daB It + v = It Xl + v X2 
= k sein muB. Man erhiUt damit ; 

II = ~ - ~L k. v = _){l -=-~.!. k ( 
r X 1 - X2 ' Xl - X 2 •••••• 13 

Bei dem BelastungsfalllI, 1 verhalten sich die Belastungen 
der Langstrager a und b zueinander wie I: Xl' Wurde fur die 
Auflagerdrucke der Uingstrager auf den Quertragem eben-
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falls die Proportion Ca'/ C'b = I/XI gelten, so wurden die 
Durchbiegungen der Quertrager in den Punkten a und b ent­
sprechend der Wahl von Xl den Auflagerdrucken Ca ' bzw. 
Cb ' proportional sein, und es muBten auch die einander ent­
sprechenden Biegungsmomente Ma und Mb fur diese Teil­
belastung im Verhaltnis I: Xl zueinander stehen. Man konnte 
sich in diesem Fall das zu untersuchende System, was die 
Beanspruchung der Haupt- und Langstrager anbelangt, er­
setzt den ken durch das in Abb. II skizzierte. Bei diesem ist 

a 
s 

s 
J'- b 

Abb. 11. 

der Balken vom Trag­
heitsmoment J durch je 
einen elastischen Stab 
s mit einem der Langs­
trager a und b verbun­
den. DieElastizitat des 
Stabes s ist dadurch 
bestimmt, daB dieser 
unter der Belastung 
I die Langsanderung 
J = (J) = W a •a + Xl {J)a,b 
erHi.hrt. Das neue 
System laBt sich nun 
leicht durch Zerlegung 

der Belastung in eiIien symmetrischen und einen spiegel­
symmetrischen Bestandteil berechnen (s. Abb. II). Fur 
beide FaIle konnen die Momente in den Langstragern 
ermittelt werden als Momente eines stellvertretenden Balkens 
auf elastischen Stutzen, der im ersten Fall durch as im 
zweiten durch (l\'a gekennzeichnet werden moge_ Die GroBe 
der a-Werte und der Belastungen sowie die Bezeichnung 
der Momente geht aus nachfolgender Tabelle hervoc_ 

Belastungs- I Multiplikator 

a I 
Biegungsmoment { 

des stellvertr. 
Balkens 

Lings­
trager 

a 

b 

a 

b 

a u. b 

. I Spiegel-Symmetnsche t' h symme rise e 

Belastung. 

~(J +Xj) 2 ~ (I -Xl) 
2 

~(I + Xl) 2 - ~(I -Xl) 2 
aI's = 6 EJ' WI 

alIa == 6 EJ' CO'I 

A3( (+ 2j') ------xa- -

» » 

M(!,s) M(1,a) 
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Mit den obigen Bezeichnungen erhaIt man als Biegungsmomente 
der L!l.ngstrager in dem Ersatzsystem Abb. I I; 

[Mal,..1 = ; (1 + Xl) M(I,s) +: (r - Xl) M(I,a) I 
[Mbl1(,1 = ;- (1 + X1)M(I,s) + ~ (1 - Xl) M(I.a) f 

.. (14 

Wiirdefiir diese Werte die Proportion bestehen 
[MlIln,t/[Mbln,1 :;:::: I/XI , so gii.ben die Gl. (14) die streng richtigen 
Momente fiir den Belastungsfall II, I an. Die Proportion ist 
jedoch nur dann moglich. wenn MO,s) = M(t,a), d. h. wenn 
aI,s = (1I,a ist. Dies ist der Fall, wenn d er Bruch 2 ]'I} ver­
schwindet. In der Tatist dieser Ausdruck in der Regel eine 
gegeniiber I sehr kleine Zahl, sodaB MO,s) und M(l,a) sich prak­
tisch nieht voneinander unterscheiden. Ais Ergebnis der Unter­
suchung des Belastungsfalles II,I HI.Bt sich darum anschreiben: 

wo M(l) das Biegungsmoment im stellvertretenden BalkeD 
auf elastischen Stutzen mit 

bedeutet. 

EJ'{J)[ 
a(l) = n -;:3-

Untersucht man in gleieher Weise den Belastungsfall II, 
2, so erhaIt man 

Hier stellt M(2) das Moment in einem stellvertretenden Balken 
auf elastischen Stu tzen dar, fur den 

_ 6 E]' rorr 
a2- AS 

ist. Dabei ist {J)n = ooa,a + X 2 ro .. ,b zu setzen. SchlieBlich findet 
man also als Biegungsmoment in den Langsba.gern. hervor­
gerufen durch die Teilbelastung II: 

Damit ist das Problem auf das bekannte des Balkens aui 
elastischen Stutzen zuriickgefuhrt. 
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Zahlen beispiel. 

Um die Anwendung des beschriebenen Verfabrens zu zeigen. 
und um zugleich einen MaSstab ffir den Grad seiner Genauigkeit zu 
erhalten, son die EinfluBlinie fiir das Moment Ma,a des von Birken­
stock in seiner Dissertation zahlenmii.Big dur<:hgerechneten Brfu:ken­
systems ermittelt werden (vergl. Abb. 12). 

Es ist 1= r8 m. l. = 3 m, J' = 24 000 ema• 

Die Tragheitsmomente des Haupttriigers sind: 

ohne Platte J = I 790 000 em' 
mit einer J = 2 730000 em' 

" zwei Platten J = 3 720000 em' 
" drei J = 4 750000 em'. 

Birkenstock rechnet bei Auflosung seiner Elastizitatsglekhungen mit 
einem Mittelwert J'/l = 0,006. Dasentspricht der Annahme eines kon­
stanten Tragheitsmomentes lc= 24000 :0,006 = Je = 4 000000 em'. 
Dieser Mittelwert ist daher aueh unserer Vergleiehsrechnung zugrunde 
zu legen, wenngleich bei der Aufstellung der Einflufllinie fur Ma,a die 
Annahme eines Je = .. 750000 em dem Verhalten des Systems bei 
der wirklichen Verteilung der Tragheitsmomente besser entsproohen 
haben wiirde. Man erhii.lt also: 

k = 4 000000 = 0,9882, 
4 0 48000 

48000 
8 =0,on8. 

404 000 
k'= 

Der Teilbelastung I entspri<:ht eine dreiookige Einflu6flii,<:he mit 
der grliflten Ordinate: 

, 18 
II a,a = - 0,018 = 0,053 m. 

4 

Die Verschiebungen co ermittelt Birkenstock zu: 

damit wird e= 

COaa = 0,0033 emit, 
CObb = 0,01 42 " 
COab = 0,0064 " 

0,01 42 - 0,0033 
2.0,0064 

und man erhalt: 

Xl = 0,8516 + V I - 0,8516 1 = 2,167, 

Xs = 0,8516 - V I + 0,85122 - - 0,463. 
COl' = 0,0033 + 2,167.0,0064 = 0,01 72, 

con' = 0,0033 - 0,463. 0,0064 = 0,00034, 
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J' 48000 Die Zahl 2 - J = = 0,01201 kann gegen I vernach-
4 000000 

liissigt werden. Mit den obigen Zahlen werden': 

6· 2150 . 24000 
a1 = . 0,0172 = 0,197 bzw. = 5,07, 

300 a1 

6' 21 50 '24°00 I a. = = 0,00034 = 0,004 bzw. - = 250. 
300 a. 

t t -n 1I,65m 
: 6,18m----......j 
I ?J6m ______ .... 

.. ! ... o'-------J .J,OO.9,oom~-----~"':l 

Abb. 12. 

Aus den Tabellen fiir den durchlaufenden Balken auf elastischen 
Stiitzen erh1i.lt man die zugehorigen p·Werte und Ordinaten der Ein­
fluBlinien fUr M(t) und M(2): 

r 3 2 U. 4 I U. 5 ou. 6 
Pr(l) = 0,195 - 0,007 - 0,007 + 0,001 
Pr(2) = 0,285 - 0,°74 +0,019 - 0,005 

11,11)/1.. = 0,079 - 0,040 - 0,001 + 0,001 
11,(2)/ 1.. = 0,003 - 0,002 + 0,000 - 0,000 

Damit wird nach Gl. (15): 

11 "a'3 3,0 (0,550 ' 0,079 + 439' 0,003) = + 0,134 
TI"a,. = TI"a'4 = - 3,0 (0,55°' 0,040 + 0,439' 0,001) = - 0,067 
TI" a,1 = TI" a,5 = 3,0 (- 0,550' 0,020) = - 0,002 
TI"a,o = TI"a,. = 3,0 (0,550' 0,001) = + 0,002 

Die Verschiebung der a-Linie betragt: 

k' " o,on8 
k TI 0 = 0,9882 0,002 = 0,0002; 

sie braucht also nicht beriicksichtigt zu werden. Durch Addition der 
TI' und 11" erhalt man die folgenden Ordinaten der Ma,.-Linie: 

r 3 2 U. 4 I U. 5 o u. 6 
TI' + 0,053 + 0,035 + 0,018 + 0,000 

TI" + 0,134 - 0,067 - 0,002 + 0,002 
lIa,8 + 0, 187 - 0,032 - 0 ,016 + 0,002 

(+0,186) (-0,032) (+0,01 7) (+0,002) 

Die eingeklammerten Zahlen geben die von Birkenstock ermittelten 
Werte an. Die Abweichungen sind unwesentlich. Aus dem Rechnungs· 
gang des untersuchten Beispiels 11i.Bt sich ersehen, daB die Wahl des 
konstanten Tr1i.gheitsmomentes Jc von erhebliehem EinfluB auf die 
Ordinaten ist, und daher auch das Endresultat Tla,8 nieht unwesent· 
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lich beein~uBt. Wiirde man in obigem Beispiele Jc = 4750000 coo 
setzen - em Wert, der der tatsa.chlichen Verteilung der Tragheits­
momente fiir den vorliegenden Zweck am hesten Rechnung triige -
er hielte OOan ' 

k' = 48000 
4798000 

= 0,001 

und damit 
, 18 

'1'\8 = 4' 0,001 = 0,045 m. 

Da '1'\." sich nur unwesentlich andert, so erhielte man damit als groBte 
Ordinate der Ma,a-Linie 'l'\a,a = 0,045 + 0,134 = 0,179 m, d. h. eine 

. 0008 
Abwelchung von -'-8- = 4,3 %. 

0,1 7 
Zur Ermittlung der Z wischenordinaten tl,a im Felde 2 - 3 setze Inan: 

fJ.,a = 1.1. PaUl + v il8(2) = 0,550' 0,195 + 0,439' 9,285 = 0,232, 

fla.a = 1.1. flt(t) + v fl.(2) = - 0,550' 0,007 - 0,439' 0,074 = 0,004; 

dann erhii.lt man die t mittels der Gl. (10): 

~'8 = - (ill aiD + Ps roD). 

Vernachliissigt man mit Birkenstock das erste Glied dieses Ausdrucks­
so wird! 

~,s = - "fls (OJ) = - 3' 0,232 roD = - o,6C)6 roD. 

0,2 - 0,696' 0,192 =;= - 0,134 (- 0,134) 
0,4 - 0,696' 0,336 = - 0,234 (- 0,234) 
0,6 - 0,696' 0,384 = - 0,267 (- 0,268) 
0,8 - 0,696' 0,288 = ~ 0,201 (- 0,201) 

Die von Birkenstock gefundenen Ordinaten sind in Klammern beigefiigt. 

Das Zahlenbeispiel beweist die Brauchbarkeit des be· 
schriebenen Verfahrens. Bedingung fUr seine Anwendbarkeit 

ist, daB der Bruch :2 l' gegeniiber I klein ist. 

In gleicher Weise wie der hiex: untersuchte Fall symme­
trischer Belastung beider Gleisstrange der Briicke kann auch 
der Fall spiegel-symmetrischer Belastung behandelt werden. 
Durch Kombination der bei diesen beiden Belastungsfallen 
ermittelten Momente erhalt man die Beanspruchung der 
Langstrager bei einseitig befahrener Briicke. sodaB sich also 
auch dieser allgemeinste Fall auf die Untersuchung des Balkens 
auf elastischen Stiitzen zuriickfiihren lii.Bt. 

Die vorstehenden Untersuchungen zeigen, daB die hier 
behandelten viclfach statisch unbestimmten Gebilde sich 
durch die Zuriickfiihrung auf das Problem des durchlaufenden 
Balkens auf elastisch senkbaren Stiitzen in einfacher und 
beque mer Weise erledigen lassen. Die stets zeitraubende und 
fehlerempfindliche Rechenarbeit. die das Aufl6sen einer 




