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Quellenangabe.

Miiller-Breslau, Vorlesung an der Technischen Hochsehule zv
Berlin, in denen die Anregung zu vorliegender Arbeit gegeben
wurde.

Miiller-Breslau, Die Graphische Statik der Baukonstruktionen
Band II, Abt. 2. (In der Abhandlung abgekiirzt Gr. St.).

Miiller-Breslau, Theorie des durch einen Balken verstirkten steifen
Bogens (Zivil-Ingenieur 1883).

Paul Gottschalk, Biegungssteifer Zweigelenkbogen mit vollwan-
digem Versteifungsbalken (Diss. Berlin T. H.).

Otto Birkenstock, Untersuchung der Kontinuitit der Lings-
triger zweigleisiger Balkenbriicken (Diss. Berlin T. H.).

Die in der vorliegenden Arbeit zu untersuchenden Systeme
konnen zusammenfassend als Kombinationen von 2 oder mehr
biegungssteifen, durch elastische Zwischenstibe in gleich-
maBigen Abstinden zu gemeinsamer Tragwirkung mitein-
ander verbundenen Trigern gekennzeichnet werden. Ihre
Berechnung erfolgt abweichend von dem allgemein iiblichen
Verfahren in der Weise, daB- die d4uBere Belastung in passende
Teilbelastungszustinde zerlegt wird. Die Untersuchung des
Systems fiir diese Teilbelastungen fithrt bei jedem der hier
behandelten Tragwerke auf das Problem des durchlaufenden
Balkens auf elastischen Stiitzen, dessen Berechnung bei Be-
nutzung der bekannten Tabellen von Miiller-Breslau (Gr.
St. II, 2) schnell und ohmne irgendwelche Schwierigkeiten
durchzufiihren ist. Der Gang des Untersuchungsverfahrens
moge zunéchst an dem etwas allgemeineren Fall des durch
einen vollwandigen Balken verstirkten steifen Bogens kurz
dargelegt werden. Es soll jedoch alsdann vor allem auf eine
praktisch wichtige Anwendung bei der Untersuchung der
Lingstrager von Eisenbahn-Balkenbriicken niher eingegangen
werden.

I. Entwickelung des Rechnungsverfahrens.

Das in Abb. 1 dargestellte Tragwerk ist mit n Feldern
n-fach statisch unbestimmt. Als iiberzihlige GréB8en werden
der Horizontalschub H des Bogens und die Biegungsmomente
M, im Versteifungsbalken iiber den Pfosten eingefithrt. Es
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wird zunichst das (n — 1)-fach statisch unbestimmte System
untersucht, das man erhilt, wenn das eine Auflager in wage-
rechter Richtung verschieblich angeordnet wird. Die duBere
Belastung des Systems wird in die Teilbelastungen nach
Abb. 2a und 2b zerlegt. In dieser Abb. bedeuten A und B die
Auflagerdriicke des stellvertretenden einfachen Balkens von
der Spannweite. Ferner ist:

J , T
k=== - ;K=1-k=- "=
7+ ] ' +3

Wo J das Trigheitsmoment des Versteifungsbalkens ]
das mit dem Cosinus des jeweiligen Neigungswinkels ¢ der
Tangente an die Bogenachse multiplizierte Trigheitsmoment
des Bogens bedeuten.

Bei dem mit a bezeichneten ersten Belastungsfall sind
die Lasten im Verhdltnis der Trigheitsmomente auf Balken
und Bogen verteilt. Die Pfosten sind dann offenbar span-
nungslos, da Balken und Bogen die gleichen ,,reduzierten
Momentenflachen” und somit auch gleiche Durchbiegung
haben. Das Moment M, fiir irgend einen Querschnitt x des
Versteifungsbalkens ist daher gleich dem mit k/ multipli-
zierten entsprechenden M, des stellvertretenden einfachen
Balkens von gleicher Spannweite. Es ist also:

M =K M,g
und fiir den Bogen M =kM,,,
Bei dem anderen Belastungsfall nach Abb. 2b sind Balken
und Bogen mit den gleichen aber entgegengesetzt gerichteten
Kraften Pk und an den Enden A k' bzw. B k’ belastet. Die

Elastizitatsgleichungen zur Ermittlung der statisch unbe-
stimmten GréBen lauten alsdann

44t 4ot o) My [1 — 2 (a4 ) My + o, My' = 2,7

fr—2( 4o M "+ +atqo4 oM, |
+[1—2(0;+ a9 My" + a3 My = Z,"
Or—1 lT—”r-Z—I" [I —2(0r—1 + [0 ﬁ”r—l + 4+ or-1 ‘l" Or —[" U-r+l)ﬁr'
+l—2@ 4+ tet)] Mg + arpt Mrg2 = Z," (3
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s, die Lange des r-ten Pfostens,

L die konstante Feldweite,

F. der Querschnitt des r-ten Pfostens,

L;,. das statische Moment der Momentfliche des einfachen

Balkens r, r—1 infolge der Belastung durch die
Krifte P bzw. A u.. B bezogen auf die Senkrechte
durch den linken Auflagerpunkt r—1,

R, desgleichen auf den rechten Auflagerpunkt r,

Cyr der Auflagerdruck der einfachen Balken r—i1, r und

r, r+I auf dem r-ten Pfosten.

Die Gleichungen selbst stimmen vollig iiberein mit den
Bedingungsgleichungen zur Ermittlung der Stiitzenmomente
eines elastisch gestiitzten durchlaufenden Trigers von iiberall
gleichem Querschnitt (vergl. Gr. St. IL. 2, S. 75). Als Trag-

heitsmoment des Balkens ist Tk :TET aufzufassen. Die

Elastizitat der Stiitzen ist durch W; = % gegeben. Belastet
r

ist dieser gedachte Balken mit den Kraften Pk und an den
Enden mit den Einzellasten A k' bzw. B k'.

Um den EinfluB des Horizontalschubes H auf das n—1-
fach stati ch unbestimmge System zu ermitteln, braucht man
in den Gl. (3) nur das Belastungsglied Z neu zu bestimmen.
Die aus diesen neuen Gleichungen sich ergebenden Stiitzen-
momente sollen mit M,'" bezeichnet werden. Das Belastungs-
glied lautet fiir den Fall, daB die Bogenachse nach einer Pa-
rabel gekriimmt ist, was bei geniigend flachem Bogen stets
angenommen werden kann,

" — 7 ) kj— f J——
Z/ =k {6y,-—~4f)+48T.—p—_V\fr o 6

wenn

y: die Ordinate der Bogenachse an der Stelle r,

f die Pfeilhhe des Bogens,
2

A
f'=f T die Pfeilhshe des Parabelabschnittes zwischen 2

benachbarten Punkten r und r+1,
F den Bogenquerschnitt

bedeuten.

Die Losungen der 5-gliedrigen Elastizititsgleichungen (3)
lassen sich ausschreiben in der Form:
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hierin sind die f;,, von der duBeren Belastung unabhangige
Zahlen, deren Ermittlung in bekannter Weise erfolgen kann
(Miiller-Breslan Gr. St. I1, 2, 1908, Ostenfeld E. B. 13 M. Br.
E. B. 16 Hertwig E. B. 17 usw.). Fiir den Fall, daB samtliche
Werte o, gleich groB sind, was auch bei verschiedenen a wie
in der dieser Arbeit zugrunde liegenden Dissertation des Ver-
fassers gezeigt wird, zur Berechnung eines Momentes M, ohne
wesentliche Beeintrachtigung der Genauigkeit des Ergeb-
nisses angenommen werden darf, kénnen die B-Zahlem un-
mittelbar den in M. Br. Gr. St. mitgeteilten Tabellen ent-
nommen werden. In diesen sind die Werte B fiir den durch-
laufenden Balken auf elastischen Stiitzen bei verschiedenen o
zwischen 1fa=25 und I/a=0,05 sowohl fiir ein Stiitzenmoment
in Balkenmitte wie auch fiir ein solches im Endfelde des Balkens
angegeben. Da der EinfluB der Felderzahl auf die Gr68e der
B-Werte nur geringfiigig ist, hat man der Berechnung der
Tabellen die Annahme zugrunde gelegt, daB bereits By=o0 ge:
setzt werden kann.

Nach Erledigung der Teilbelastungsfille ergibt sich das

endgiiltige Moment M, im Versteifungsbalken des n-fach
statisch unbestimmten Systems durch Addition der Teil-
ergebnisse zu

M, =M/+M/"—HM ... ..... 8

Der Bogenschub H ist daher zu ermitteln aus der Gleichung;

& ZMO,, Wi — EM A

Za — ?Mlm Wi

wo ZH:6k/71(%fQ+Tj)

zu setzen ist.
Entsprechend Gl. (8) besteht auch die EinfluBlinie fiir
M; aus 3 Teilflichen:

Der erste Teil ist gleich der EinfluBlinie fiir das Moment
M; des stellvertretenden einfachen Balkens von der Spann-



weite 1, deren Ordinaten mit dem Multiplikator k' multipti-
ziert sind. Dargestellt wird diese Teilfliche durch ein Drei-
eck, das unter dem Querschnitt i die gré8te Ordinate

J—
,mu — k' X’}x'

hat.

Von der gebrechenen Umgrenzungslinie dieser Fliche
aus werden die Ordinaten der zweiten Teilfliche abgetragen
{s. Abb. 3). Es-ist dies die nut k multiplizierte EinfluBlinie

Abb. 3.

fiir das Stiitzenmoment M; des ,,stellvertretenden Balkens'’
auf elastischen Stiitzen. Die Ordinate dieser Linie an der Stelle
r sei mit k n¥;, bezeichnet. Zu beachten ist, daB iiber den
Endquerschnitten o und n der stellvertretende Balken stets
mit den Kriaften k’ A bzw. k’ B zu belasten ist. Der EinfluB
dieser Krifte ist = k’{A 1, + Bn,0); dabei sind A bzw. B
die jeweiligen Aunflagerdriicke des stellvertretenden einfachen
Balkens hervorgerufen durch die wandernde Last P=1. Die
Konstruktion der m;0-Linie ist aus der Theorie des Balkens
auf elastischen Stiitzen bekannt (vergl. Gr. St. II, 2). Ihre
Ableitung diirfte sich daher an dieser Stelle eriibrigen. Die
dem r-ten Pfosten zugeordnete Ordinate ist (Gr. St. 11, 2 S. 72):

1O,y = — Aer Bie—1—2B0r+Bic+) . . - . .. O

Die Endpunkte dieser Ordinaten werden durch einen fort-
laufenden Linienzug miteinander verbunden. Von diesem
aus werden die Zwischenordinaten ¢, die den Einflu8 der
Feldbelastung darstellen, aufgetragen. Fiir die Stelle § im
Feld r, r + 1 ist dabei (Gr. St. II, 2 S. 211):

C:=—ABcop' +PBettod) . ... (10



B _ % nd op = 5 % die bek ieck
WO wp =5 — 73 und op’= 5-—735 die bekannten Dreieck-
zahlen sind (s. Gr. St. II, 2 S. 105). Nach Auftragung der
Ordinaten ist noch der Beitrag der Krafte k' A bzw. k'’ B zu
beachten. Da die EinfluBlinie fiir den Auflagerdruck eines
einfachen Balkens aus einem Dreieck mit der gr6Bten Ordinate
1 unter dem betreffenden Auflager besteht, so wird dieser
Beitrag dargestellt durch eine trapezférmige Flache, die an
den Enden des Systems die Ordinaten k’ A bzw. k’ B besitzt.
Die Beriicksichtigung der k’ A bzw. k’b bedeutet also ledig-
lich eine Verschiebung der o-Linie in der Weise, daB die End-
ordinaten nunmehr

Ny = 1@ k+ k) =ng® und na" =@ . . .. (11
werden.
Der 3. Teil der EinfluBfliche ist die mit M,”” multipli-

zierte H-Fliche. Nach einigen Umformungen erhalt man
aus (7) die einfache Beziehung:

;"
—k"‘: yi+ C, 261,, —4f(@+1) oy (B, +Ba-1),
. o 12 ] Jrr g
worin Ci=41 (‘ R +96W)

Die EinfluBlinie fiir den Horizontalschub H selbst setzt sich
ebenfalls aus einem von der elastischen Nachgiebigkeit der
Stiitzen unabhéngigen Teil und einem solchen zusammen, der
den EinfluB8 dieser Nachgiebigkeit darstellt. Auf ihre Ab-
leitung nédher einzugehen, eriibrigt sich an dieser Stelle, sie
findet sich in der Hauptarbeit des Verfassers. Bemerkt sei
hier nur, daB8 die Ordinaten des 2. Teiles in ganz &ahnlicher
Weise wie die der Teilfliche M.”” ermittelt, und aufgetragen

2

T
k k’

werden, es sind nur die Werte 8;,, durch die Momente

zu ersetzen.

II. Untersuchung der Lingstriger von Eisenbahn-
Balkenbriicken.

Im 2. Band, Teil 2 seiner ,,Graphischen Statik’* wird von
Miiller-Breslau die Berechnung der Liangstriger einer ein-
gleisigen Eisenbahn-Balkenbriicke durchgefithrt und an Hand
eines Zallenbeispiels gezeigt, wic wichtig die Beriicksiclitigung
der Kontinuitit der Trager ist fiir die Herstellung eines ein-
wandfreien Anschlusses an die Quertrdger. Birkenstock be-
handelt in seiner Dissertation im AnschluBl an die Miiller-
Breslausche Arbeit die Liangstriger zweigleisiger Eisenbahn-
briicken bei gleichartiger Belastung beider Gleisstrange und



kommt bei seiner Untersuchung auf 10-gliedrige Elastizitats
gleichungen, aus denen die statisch unbestimmten Gré8en
— die Biegungsmomente der Lingstriger an den Anschlu8-
stellen der Quertrdger — ermittelt werden miissen. Es moge
nun gezeigt werden, wie auch diese Aufgaben in einfacher
Weise auf das Problem des Balkens auf elastischen Stiitzen
zuriickgefiihrt werden koénnen.
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Abb. 4,

Eingleisige Eisenbahn-Balkenbriicke.

Es handele sich zundchst um die Ermittlung des Bie.
gungsmomentes M; im Lingstriger einer eingleisigen Balken-
briicke von der Spannweite | (s. Abb. 4). Die Entfernung der
Quertrdger voneinander sei &, die Trigheitsmomente des

Langstragers und des Haupttrigers

| Con? 45 seien mit J’ bzw. J bzzeichnet. In-

I* 4— ~  folge der Belastung mit den Auf-

z J : lagerdriicken der Léangstrage r C -1

") ' biege sich der Quertriger an der

Stelle a durch um das MaB o fs.

Abb. 5. Abb. 3). Durch Zerlegen der

duBeren Belastung in zwei Teilbe-

lastungen erhalt man in gleicher Weise wie im Abschnitt I

das Biegungsmoment M, als Summe der durch die Teil
belastungen hervorgerufenen Momente:

M = l\]i”—{— M.
Hier bedeuten:

My’ =k’My; das mit k’ multiplizierte Biegungsmoment des stell-
vertretenden einfachen Balkens von der Spann-
weite 1,



M, =k M{® das mit k multiplizierte Biegungsmoment des stell-
vertretenden Balkens auf elastischen Stiitzen,
dessen elnstisches Verhalten gekennzeichnet ist
durch den Wert

am SEJE_,

Dabei ist
J k

k=—"—3 ':l—k:———’ -

J+J° J+]
Zur Darstellung des Anteils M;"”" konnen wieder die bekannten
Tabellen der Gr. St. benutzt werden.

Zahlenbeispiel.

Bei einer eingleisigen Eisenbahn-Balkenbriicke von 10 m Stiitz-
weite und einer Feldweite A = 2 m soll die EinfluBlinie fiir das Biegungs-
moment M, im Lingstriger ermittelt werden. Das Triagheitsmoment
des Haupttragers der Briicke sei J == 376 000 cm#4, das des Langstrégers
J'=12600 cm*. Die Durchbiegung der Quertriger sei zu
® = 0,0122 cmft gefunden. Mit

__ 376000 __
k= 388 600 0,9676
12 600
d =—e—— =
un k 388 600 0,0324
erhilt man als groBte Ordinate der dreieckigen EinfluSflaiche fiir M,:
"= 0,032 40 _ 0,077 m
My = 0,0324 ——= = 0,077 m.

__ 62150 - 12600 - 0,9676

Fir a *0,0I22 = 0,24
200
1
d. i. —=
1 o 4,17
liefert die Tabelle der Gr. St.
Pze = 0,185, By =Bag = — 0,001, B5,4= — 0,008

und als Ordinaten der M-Flache:
kne®=  2,0:0,24 0,001 * 0,9676 = 4 0,001 m
kn,® = — 2,0-0,24* (0,002 — 0,185) 0,9676 = — 0,085 m
kn,°= 2,0:0,089:0,0676 =+4o0,172 m
k 13 = — 2,0:0,043+0,90676 = — 0,083 m
kn,° = — 2,0:0,004 +- 0,0676 = — 0,008 m
k 1=+ 2,0+0,002 - 0,0676 = +40,004 m

Die Addition 0’4+ kn? erfolgt am einfachsten auf zeichnerischem
Wege durch Abtragen der km, von dem die M’-Fliche umschlieBen-
den Linienzuge. Die o-Linie ist alsdann noch zu verschieben um

, 0,0324
k 0 —
Mo 0,9676

, 0,0324
bzw. k'n°=
w ¢ 70,0676

0,001 = 0,00003 am linken

0,004 = 0,00013 am rechten

Balkenende. Die Verschiebung ist also praktisch belanglos. Um den
EinfluB der Feldbelastung zu beriicksichtigen, gentigt die Ermittlung



der mittleren Zwischenordinate in einem Felde r, r- 1 nach der
Formel:

&= —0,9676-2,0:0,375 (Br—1 - B:) = — 0,726 (Br—y + Br)
;= — 0,726 (— 0,001) =+ 0,001 m
2= — 0,726 (— 0,001 +©,185) = — 0,134 m
3= — 0,726 (0,185 — 0,00I1) = — 0,134 m
Ci= — 0,726 (— 0,001 —0,008) = - 0,007 m
;= — 0,726 (— 0,008) = <+ 0,006 m

Die fertige M,-Linie zeigt Abb. 6.

Abb 6.

Zweigleisige Eisenbahn-Balkenbriicke.

Die oben durchgefiihrte Untersuchung der Langstriger
einer eingleisigen Eisenbahnbriicke schlieBt sich eng an die
im ersten Teil der vorliegenden Arbeit hergeleitete Berech-
nung des allgemeineren Problems an, von dem das zuletzt be-
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Abb. 7.

handelte nur ein Sonderfall ist, insofern, als H=o ist und sdmt-
liche Pfosten (hier Quertriger) gleich elastisch sind. Im Gegen-
satz hierzu 148t sich die nunmehr zu behandelnde Aufgabe
erst durch wiederholte Zerlegung der duBeren Belastung in
passende Teilbelastungen auf die gewiinschte Form des Balkens
auf elastisch senkbaren Stiitzen zuriickfithren. Das Briicken-
system zeigt Abb. 7 im GrundriB, es sei in bezug auf die
Briickenachse symmetrisch. Die Bezeichnungen J, J/, lund A
haben dieselbe Bedeutung wie im letzten Abschnitt. Die
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Momente in den duBeren Lingstrigern mogen mit M,, die der
inneren mit M, bezeichnet werden. Die Belastung soll zu-
nichst ebenfalls symmetrisch sein. Sie wird in derselben
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Abb, 8.

Weise wie bei dem frither behandelten System in zwei Teil-
belastungen I und II entsprechend Abb. 8 zerlegt. Dabei ist
jetzt:

S ' -2
k= 537 k=1—k B3
| Ca=7 | G=7 C=1 | Cy=?
:_ g‘la b b a‘G r r a bl i lbb a r
—
~ |®aa Iwﬁa Ia’ba ]I wa‘b ey w&a fel,

Abb. 9.

Teilbelastung I:

Lingstriger und Haupttriger biegen sich gleichmiBig durch,
die Quertrdger sind spannungslos. In diesem Fall erhdlt man
also an der Stelle i des Lingstrigers das Biegungsmoment
M’,; — M'p; =k’ My;, wo My; die bekannte Bedeutung hat.



- {2 —

¥4

Teilbelastung [I:

Wird der Quertriger entsprechend Abb. 9 durch die Krifte
C,=1 und C, = X belastet, so erhdlt man als Durchbiegungen
der Punkte a und b des Quertrigers:

8a == Waa + Xy = Wb + X @pp.

Die Bedeutung der Verschiebungen ,,, ®., p, geht
dabei aus Abb. 9 hervor. X mége nun so gewdhlt werden,
daB das Verh&dltnis besteht:

6. 1
o X’
l(.’A P |/ |2 172
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Abb. 10,

Diese Bedingung ergibt mit

Wb,b — Wa,a
2 Wab

€=

Xi=c¢ +‘/1+82,X2:8—l/1—|—82 coee . (12

Der Wert X, ist negativ, ihm entspricht demnach auch eine
negative Verschiebung &,. Unter Benutzung der Werte X,
und X, soll nunmehr die Teilbelastung II in zwei weitere Teil-
belastungen 1 und 2 nach Abb. 10 zerlegt werden. Die GroBe
von u und v folgt aus der Bedingung, daBB u + v = puX; + vX,
= k sein muB3. Man erhilt damit;
_1=% =X =
w —= Xl_x’;k 'V—XT_:*XE k... « e <I3

Bei dem Belastungsfall I, 1 verhalten sich die Belastungen
der Langstrager a und b zueinander wie 1: X;. Wiirde fiir die
Auflagerdriicke der Léangstriger auf den Quertrigern eben-



falls die Proportion C,’/C’, = 1/X; gelten, so wiirden die
Durchbiegungen der Quertriager in den Punktena und b ent-
sprechend der Wahl von X; den Auflagerdriicken C,” bzw.
C,’ proportional sein, und es miiten auch die einander ent-
sprechenden Biegungsmomente M, und M, fiir diese Teil-
belastung im Verhaltnis 1: X, zueinander stehen. Man kénnte
sich in diesem Fall das zu untersuchende System, was die
Beanspruchung der Haupt- und Lingstriger anbelangt, er-
setzt denken durch das in Abb. 11 skizzierte. Bei diesem ist

der Balken vom Trig-

heitsmoment J durch je

einen elastischen Stab

A '/7'_’_.'_: x |4z s mit einem der Lings-
ta a sz trager a und b verbun-
E s 5 den. DieElastizitit des

Stabes s ist dadurch

-

w14, T 7 mq,'% jr- bestimmt, daB dieser
L5 s s unter der Belastung
=t 24 J,(* 1 die Lingsinderung
iz V1% /=% 4 =0 = 0,4+ X 0,
erfahrt. Das neue

Abb, 11.

System laBt sich nun

leicht durch Zerlegung
der Belastung in einen symmetrischen und einen spiegel-
symmetrischen Bestandteil berechnen (s. Abb. 11). Fir
beide Fille konnen die Momente in den Lingstridgern
ermittelt werden als Momente eines stellvertretenden Balkens
auf elastischen Stiitzen, der im ersten Fall durch a s im
zweiten durch o,,, gekennzeichnet werden mége. Die GroBe
der a-Werte und der Belastungen sowie die Bezeichnung
der Momente geht aus nachfolgender Tabelle hervor.

u . Spiegel-
La}lgs— Symmetrische symmetrische
triger
Belastung.
p w
. P X
Belastungs- 2 0% 2 U J
Multiplikator
b Potrx) | -La-x
6E ] o1 6E J ol
Oy,s — —JZJ/— Opa = {3
3
. A (n +25 )
B' » ”
1egungsmoment
des stellvertr. a M{s) Ma)
Balkens
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Mit den obigen Bezeichnungen erhilt man als Biegungsmomente
der Langstriger in dem Ersatzsystem Abb. 11:

Mal,, = zﬁ (1 + X MO 1 21 T —X;) MO® l
.. (1q
Ms],, = 3”— (1 +X) Mbs) +_2“_ 1 —X,) Mta) ’

- Wiirde fiir diese Werte die Proportion bestehen
{Maly /IMbl; = 1/X,, so gaben die Gl. (14) die streng richtigen
Momente fiir den Belastungsfall II, 1 an. Die Proportion ist
jedoch nur dann méglich, wenn M(s) = M), d. h. wenn
a5 = a1, ist. Dies ist der Fall, wenn d er Bruch 2 J'/J ver-
schwindet. In der Tat ist dieser Ausdruck in der Regel eine
gegeniiber ¥ sehr kleine Zahl, sodaB M(:$) und M2} sich prak-
tisch nicht voneinander unterscheiden. Als Ergebnis der Unter-
suchung des Belastungsfalles II,1 148t sich darum anschreiben:

[Ma]n,\ =n M(l)» [Mb]lm =nXy M(l),

wo M®) das Biegungsmoment im stellvertretenden Balken
auf elastischen Stiitzen mit

_¢ EJo
0y = 6 Bt

bedeutet.

Untersucht man in gleicher Weise den Belastungsfall I,
2, so erhdlt man

Ma]y, = vM®, Myl = v Xo M.

Hier stellt M(® das Moment in einem stellvertretenden Balken
auf elastischen Stiitzen dar, fiir den

EJo
(12:6 ¥{3 il
ist. Dabei ist o= 0, + Xq 0, zu setzen. SchlieBlich findet
man also als Biegungsmoment in den Lingstrigern, hervor-
gerufen durch die Teilbelastung II:

Ma" = [Ma], + [Ma],, = s MO)v M) }
- (13

Mp" = [Mp]| - [Mp] ;= Xy M) - vXa M@

Damit ist das Problem auf das bekannte des Balkens auf
elastischen Stiitzen zuriickgefiihrt.



— {5 —

Zahlenbeispiel.

Um die Anwendung des beschriebenen Verfahrens zu zeigen.
und um zugleich einen MaBstab fiir den Grad seiner Genauigkeit zu
erhalten, soll die EinfluBlinie fiir das Moment M,,; des von Birken-
stock in seiner Dissertation zahlenmiBig durchgerechneten Briicken-
systems ermittelt werden (vergl. Abb. 12).

Es ist 1=18m, A=3m, J =24000cm?*
Die Triagheitsmomente des Haupttrigers sind:
ohne Platte J = 1 790000 cm*
mit einer . J =2 730000 cm*
,» zwei Platten — 3 720000 cm*
5 drei J = 4 750000 cm!,

Birkenstock rechnet bei Aufldsung seiner Elastizititsgleichungen mit
einem Mittelwert J’/; = 0,006. Das entspricht der Annahme eines kon-
stanten Tragheitsmomentes Jc— 24 000:0,006 = J. = 4 000 000 cm#4,
Dieser Mittelwert ist daher auch unserer Vergleichsrechnung zugrunde
zu legen, wenngleich bei der Aufstellung der EinfluBlinie fiir M,,; die
Annahme eines Jc = 4 750000 cm dem Verhalten des Systems bei
der wirklichen Verteilung der Tragheitsmomente besser entsprochen
haben wiirde. Man erhilt also:

__ 4000000

= W = 0,9882,
k= 48 000 = 0,0118
4 048 000 ’

Der Teilbelastung I entspricht eine dreieckige EinfluBfliche mit
der grofSten Ordinate:

, 18
Nas= T 0,018 = 0,053 m.

Die Verschiebungen @ ermittelt Birkenstock zu?

a4 = 0,0033 cmjt,
®Whp = 0,0I42 ,,
Wah = 0,0064 ,,
0,0142 — 0,0033

damit wird £= =0,8516
2.0,0064

und man erhiit:
X,=10,8516 - V1 — 0,8516% = 2,167,
X, =0,8516 — V14 0,85122 = — 0,463,
o’ = 0,0033 - 2,167.0,0064 = 0,0172,
w@p’ = 0,0033 — 0,463.0,0064 = 0,00034,

_ {1+0,463) 0,9882
= ""2167 4 0,463

v = (2,167 — 1) 0,9882
T 2,167 4 0,463

= 0,550

=0,439.



’
Die Zahl 2 I _48000 = 0,01201 kann gegen I vernach-

J 4 000 000
lassigt werden. Mit den obigen Zahlen werden':

. . 000 I
= m_ . 0,0172 = 0,197 bzw. - = 5,07,
1

& 300
6- O * 24 000 I
o = % = 0,00034 = 0,004 bzw. o =

_—-—

0 7 2 K
X z = =
: 465m

! ! - - 578 m
(= = 238m

b 3-300=400m ———

|

||t|l

Abb. 12,

Aus den Tabellen fiir den durchlaufenden Balken auf elastischen
Stiitzen erhidlt man die zugehorigen B-Werte und Ordinaten der Ein-
fluBlinien fiir M(1) und M(2):

T 3 2 u, 4 Iu.5 ou, 6
f:1) = 0,195 — 0,007 — 0,007 -+ 0,001
B:@ = 0,285 —o0,074 <+ 0,019 — 0,005

nA/A = 0,079 —0,040 — 0,001 - 0,001
n:@/A = 0,003 —0,002 -+ 0,000 — 0,000

Damit wird nach Gl. (15):

N"as = 3,0(0,550°0,079 + 439°0,003) = + 0,134
MN"a2 = N"ayy = — 3,0 (0,550 0,040 + 0,439+ 0,001) = — 0,067
Nan = N'an = 3,0 (— 0,550+ 0,020) = — 0,002
M"a0=M"a6= 3,0 (0,550 - 0,001) = + 0,002

Die Verschiebung der o-Linie betrigt:
kX, _ o018
g Mo = 0,9882

0,002 = 0,0002;

sie braucht also nicht beriicksichtigt zu werden. Durch Addition der
7’ und 1"’ erhilt man die folgenden Ordinaten der M,,,-Linie:

T 3 2u.4 Iu.5 ou. 6
n 40,053 +0,035 40,018 + 0,000
n’ + 0,134 — 0,067 - 0,002 + 0,002
Na,s -+ 0,187 — 0,032 — 0,016 + 0,002

(40,18) (—o0,032) (+0,017) (+40,002)

Die eingeklammerten Zahlen geben die von Birkenstock ermittelten
Werte an. Die Abweichungen sind unwesentlich. Aus dem Rechnungs-
gang des untersuchten Beispiels 148t sich ersehen, daB die Wahl des
konstanten Trigheitsmomentes J. von erheblichem Einflu auf die
Ordinaten ist, und daher auch das Endresultat 1),,5 nicht unwesent-
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lich beeinfluBt. Wiirde man in obigem Beispiele Jo = 4 750 000 cm
setzen — ein Wert, der der tatsidchlichen Verteilung der Trigheits-
momente fiir den vorliegenden Zweck am besten Rechnung triige, —
erhielte man

, 48 ooo
= = 0,001
4 798 000
. 8
und damit Ny = I;— + 0,001 = 0,045 m.

Da 1, sich nur unwesentlich andert, so erhielte man damit als groBte
Ordinate der M,,s-Linie %ja,s = 0,045 + 0,134 = 0,179 m, d. h. eine

0,008
b4 — 0,
0,187 4,3 %.

Zur Ermittlung der Zwischenordinatent,,sim Felde 2 — 3 setze man:

Abweichung von

Bsa = u B + v By = 0,550¢0,195 + 0,439 9,285 = 0,232,
Baa = Bz + vBx® = — 0,550+ 0,007 — 0,439 * 0,074 = 0,004;
dann erhilt man die T mittels der Gl (10):

C3 = —(B:00'D + B3 @p).

Verna:cgléssigt man mit Birkenstock das erste Glied dieses Ausdrucks-
so wird!

tus=—AB3y D = —3:0,232 wp = — 0,696 wD.
g l s
0,2 — 0,696 0,192 = — 0,133 (— 0,134)
0,4 — 0,606-0,336 = — 0,234 (— 0,234)
0,6 — 0,606+0,384 = — 0,267 (— 0,268)
0,8 — 0,696-0,288 = — 0,201 (— 0,201)

Die von Birkenstock gefundenen Ordinaten sind in Klammern beigefiigt.

Das Zahlenbeispiel beweist die Brauchbarkeit des be-
schriebenen Verfahrens. Bedingung fiir seine Anwendbarkeit

ist, daB der Bruch 2

In gleicher Wcise wie der hier untersuchte Fall symme-
trischer Belastung beider Gleisstrange der Briicke kann auch
der Fall spiegel-symmetrischer Belastung behandelt werden.
Durch Kombination der bei diesen beiden Belastungsfillen
ermittelten Momente erhilt man die Beanspruchung der
Langstrager bei einseitig befahrener Briicke, sodaB sich also
auch dieser allgemeinste Fall auf die Untersuchung des Balkens
auf elastischen Stiitzen zuriickfithren 148t.

Die vorstehenden Untersuchungen zeigen, daf die hier
behandelten vielfach statisch unbestimmten Gebilde sich
durch die Zuriickfilhrung auf das Problem des durchlautenden
Balkens auf elastisch senkbaren Stiitzen in einfacher und
bequemer Weise erledigen lassen. Die stets zeitraubende und
fehlerempfindliche Rechenarbeit, die das Aufldsen einer

gegeniiber 1 klein ist.





