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Vorwort. 

Die vorliegende Schrift behandelt die Kalenderlehre unter 
bewuBter Ausscheidung aller historischen Betrachtungen. 

Liegt darin einerseits e:ne Beschrankung, so glaubt der Ver­
fasser andererseits durch die Loslosung von der vielverschlungenen 
und daher mit mancherlei Ballast behafteten Entwickelungs­
geschichte des Kalenderwesens dessen mathematischen Kern 
sozusagen reinlicher herausschalen zu konnen, als es bei einer 
historischen Darstellung moglich ware. 

Die Schrift wendet sich an einen sehr allgemeinen Leser­
kreis. Sie mochte jedem Gebildeten zuganglich sein, der mathe­
matischen Oberlegungen einfachster Art Interesse entgegen­
bringt. Da und dort mag vieHeicht der Historiker bei chrono­
logischen Untersuchungen aus ihr Nutzen ziehen konnen. Eine 
besondere Freude ware es dem V erfasser, wenn zuweilen ein 
Feldgrauer nach dem Schriftchen griffe; weiB er doch aus 
eigener Erfahrung, wie es Zeiten gibt, in denen der Soldat 
nach irgendwelcher geistigen Anregung hungert - ganz ab­
gesehen davon, daB es im Felde von praktischem Interesse sein 
kann, nach kurzer Dberlegung zu wissen, welche Mondphase 
einem gegebenen Datum zukommt. 

Aber dariiber hinaus mochte das Biichlein auch dem an­
gehenden Mathematiker etwas zu sagen haben, und vor 
aHem dem Unterricht an hoheren Schulen dienen. 

Sollte die Schrift einem so verschiedenartigen Leserkreise 
gerecht werden, so war dies nur moglich durch eine besondere 
Behandlungsweise des Stoffes: die Darstellung zerfallt gewisser­
maBen in mehrere "Kreise", deren jeder in sich geschlossen und 
verstandlich ist. Der engste erfordert kaum mehr, als die Kennt­
nis der vier Grundrechnungsarten. Der nachste setzt schon 



VI Vorwort. 

groBere formale Gewandtheit voraus, und die AnRpriiche stei­
gern sich im letzten: hier werden noch allerlei Fragen geklart, 
die das Gesamtbild nach der mathematischen Seite abrunden, 
ohne gerade zum Verstandnis des Kalenders unbedingt erforder­
lich zu sein. Diesen Absichten entspricht es, daB die einleiten­
den Paragraphen, insbesondere der erste, der das mathematische 
Riistzeug bereitstellt, auBerordentlich breit gehalten sind, wah­
rend an anderen Stellen eine gedrangtere, aber immer noch 
elementare Ausdrucksweise gewahlt wurde. 

Schon vorher ist angedeutet worden, daB der Verfasser 
ganz besonders damuf hofft, den hoheren Schulen -zu niitzen. 
rst schon von jeher die Zahlentheorie, die ein GauB die 
Konigin der Mathematik genannt hat, stiefmiitterlich auf un­
seren Schulen behandelt worden, so ist in unserer Zeit der 
"Anwendungen" gar keine Zeit mehr fiir sie iibriggeblieben. 
"Zum Stiefelwichsen ist sie nicht", solI Ernst Eduard Kummer 
solchen geantwortet haben, die, allzusehr auf Niitzlichkeit be­
dacht, nach ihrer praktischen Anwendbal'keit fragten. 

Sollte dieses Schriftchen nicht zeigen, daB sie doch "zum 
Stiefelwichsen" ist1 Ernsthafter gesprochen: ich denke, daB 
sich auf keine Weise ungezwungener eine Einfiihrung in die 
Zahlentheorie geben laBt, als durch die Anwendung auf den 
Kalender. Der Begriff der Kongruenz drangt sich ganz von 
selbst auf, und die Diophantischen Gleichungen stellen sich un­
qerufen ein. Schon l;lm deswillen diirfte der Inhalt dieser Schrift 
vielleicht in den Schulen Beachtung verdienen. 

Aber noch ein anderes: hat es nicht Reiz, statt lauter 
einzelner Aufgaben eine Reihe zusammenhangender Frage­
stellungen zu betrachten? Dies kann hier zwanglos geschehen. 
Und dazu bietet die Kalenderlehre Stoff fiir aIle Lehrstufen. 
Die Betrachtungen in § 2, 3. diirften schon dem Sextaner ver­
standlich sein; schon er kann sehen, daB gleiche Reste fiir die 
Horizontalreihen der Tabelle charakteristisch sind. Dem Quin­
taner wird man ohne Miihe den Kalender fiir ein bestimmtes 
Jahr, dem Tertianer den fiir das 20. Jahrhundert verstandlich 
machen konnen. Der Sekunda diirfte die Osterrechnung fiir 
das 20. Jahrhundert zuganglich sein, und selbst fiir den Ober­
primaner bleibt genug iibrig, an dem er seine Krii.fte iiben kann. 



Vorwort. VII 

Nieht ohne Absieht habe ieh auf dem Titelblatt meinem 
Namen den Zusatz: "im Felde" gegeben. leh mochte mieh 
dadurch von einer PBicht entbunden wissen, die sonst als selbst­
verstandlich gilt: von der Kenntnis und Benutzung der ein­
schlagigen Literatur. Davon konnte natiirlich· bei den Um­
standen, unter denen diese Schrift entstanden ist, keine Rede 
sein. leh habe in der Tat nur das Biiehlein von Wislieenus 1): 

"Der Kalender in gemeinverstandlieher Darstellung" benutzt, 
das sich iibrigens ganz andere, namlich historische Ziele 
steekt, und ihm die astronomischen Grundtatsachen und Zahlen­
material entnommen. So kann ieh aueh nicht iibersehen, ob 
und inwieweit die vorliegende Schrift etwa N eues enthalt, und 
ich muB das Urteil dariiber den Faehgenossen iiberlassen. 

1m Felde, November 1916. 

Walther J acobsthal. 

1) nAus Natur und Geisteswelt" Bd. 69, Leipzig 1905. Die Oster­
tabelle am SchluB ist dem Kalenderblatt von Dr. Doliarius (GratiB­
beilage zum Jahresbericht der deutschen Mathematiker- Vereinigung 
23. Jahrg.) entnommen. Eine hiibsche, mir ins Feld nachgesandte 
mnemotechnische Regel von Albert Fleck (Sitzungsber. d. Berl. Math. 
Gesellsch. 1914) kam fiir die vorliegende Schrift nicht in Betracht. 
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Zitfern ohne Klammern, mit einem Punkt dahinter, verweisen auf 
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Paragraphen, falls nicht ein anderer Paragraph hinzugefiigt ist. 

Demnach bedeutet ": •. " den Abschnitt 5 des laufenden Paragraphen; 
"§ 3,5., (!)" die Gleichung (2) im Abschnitt fI des § lj. 



Einleitnng. 

1. 1m Jahre 1800 hat Carl Friedrich GauB folgende Regel 
zur Berechnung des Osterfestes mitgeteilt: 

Man bezeichne mit P und Q zwei Zahlen, die fur jedes 
Jahrhundert aus folgender Tabelle zu entnehmen sind: 

J ahrhundert : I p I Q J ahrhundert: I p I Q 

1700-1799 23 I 3 2100-2199 24 6 
1800-1899 23 4 2200-2299 25 0 
1900-1999 24 I 5 2300-2399 26 1 
2000-2099 24 5 2400-2499 25 1 

SolI nun das Osterfest fur ein beJiebiges J ahr berechnet 
werden, so bezeichne man dieses mit N (also z. B. N = 1916), 
und fUhre weiter folgende Bezeichnungen ein: 

Der Rest bei der Division von: 
N durch 19 heiBe a; 
N ,,4 " b; 
N ,,7 " c; 

19a+P "30,, d; 
2b+4c+6d+Q " 7 " e. 

Dann fallt Ostern im J~hre N auf den 22 + d + e ten Marz, 
oder, wenn d + e groBer als 9 ist, auf den d + e - 9 ten April. 

Diese Regel ist so einfach, daB ein Kind sie anwenden 
kann. Z. B. fur N = 1916 ergibt sich folgendes: 

1916: 19 = 100 Rest 16 a = 16 
1916: 4=479 ,,0 b= 0 
1916: 7=273 ,,5 c= 5 

19a= 19 ·16 = 304 
P = 24 (Tabelle!) 

19a+P=328 
328: 30 = 10 Rest 28 d= 28 

JacobsthaJ, Hondphasen. 1 



2 Einleitung. 

2b+4c+ 6d +Q= 2·0 + 4·5 + 6.28+ 5= 193 
193: 7 = 27 Rest 4 e = 4. 

Also fiel Ostern 1916, da 28 + 4 groBer als 9 ist, auf den 

(28 + 4 - 9)ten April = 23. April, 

ein Resultat, das in der am SchluB des Buches beigefUgten 
Ostertabelle leicht nachgepriift werden kann. 

2. Die GauBsche Regel hat nun zwei Ausnahmen, so 
daB das sonst in der Mathematik verponte Sprichwort: "Keine 
Regel ohne Ausnahme" hier doch einmal Recht behalt. Diese 
Ausnahmen sind folgende: 

1) Ergibt die Regel den 26. April, so wird Ostern auf den 
19. April verlegt. 

2) Ergibt die Regel den 25. April und ist dabei gleich­
zeitig a groBer als 10 und d=28, so wird Ostern auf den 
18. April verlegt. 

Z. B. ergibt sich fUr N = 1954 folgende Rechnung: 
a=16 
b= 2 
c= 1; 
d=28; 
e= 6. 

19a+ p= 19·16 + 24= 328 
2b+4c+ 6d+Q=4+ 4 + 168+5= 181 

Hier ergabe die Regel den 28 + 6 - 9 ten April = 25. April. 
Es ist ist aber a = 16 groBer als 10 und d = 28, und somit 
wird Ostern 1954 am 18. April gefeiert werden (vgl. Tabelle). 

3. Die GauBsche Regel mit ihren so unmotiviert er­
scheinenden Rechnungen hat gewiB fiir den Laien etwas Zauber­
haftes an sich. Vielleicht aber erinnert er sich aus der Schul­
zeit an eine noch andere Bestimmung des Osterfestes: versteht 
man unter "Friihlingsvollmond" den erst en Vollmond im 
Friihling, also den ersten V ollmond nach dem 20. Marz, so fallt 
Ostern auf den ersten Sonntag nach dem Friihlingsvollmond. 

So miiBte denn die GauBsche Regel die Fahigkeit haben: 

1) zu bestimmen, an welchem Datum in einem gegebenen 
Jahre der erste Vollmond im Friihling ist; 

2)' den Wochentag hierzu zu ermitteln; 
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3) dem in 1) bestimmten Datum noch die bis zum nii.chsten 
Sonntag fehlenden Tage hinzuzuzahlen. 

Sollte es sich nicht der Miihe verlohnen, dem einmal nach­
zugehen 1 Zu untersuchen, wie diese Zauberregel es fertig bringt, 
die soeben angefiihrten Leistungen zu vollbringen 1 

Den Weg hierzu mit einfachsten Mitteln zu finden, soll in 
der Tat unser Ziel sein. Wir werden freilich nicht allzu stracks 
darauf zueiIen, sondern wie Rotkappchen vom Wege abgehen 
und da und dort eine Blume pfliicken, die sich uns gerade 
bietet. 

Auch wird unser Weg gar nicht auf die GauBsche Oster­
formel fiihren, sondern auf eine andere, die aber eine noch 
einfachere Rechnung gestattet: aber wir werden uns dann schlieB­
lich doch nicht versagen, aus dieser die GauBsche abzuleiten. 

Unser allgemeiner Plan ist folgender: zuerst wollen wir 
das mathematische Riistzeug bereitstellen, dessen wir bediirfen. 
Es ist au Berst bescheiden, und erfordert zum Verstandnis nur 
die Kenntnis der vier Grundrechnungsarten. 

Dann werden wir lernen, wie man zu jedem gegebenen 
Datum den Wochentag angeben kann: das ist eine von den 
"BIumen", die wir am Wege pfliicken. Denn zur Erreichung 
unseres Endziels geniigt an sich eine speziellere Fassung dieser 
Aufgabe. 

Alsdann werden uns die Mondphasen beschaftigen, und 
endlich gehen wir zur Ableitung der Osterformel uber. 

Ein Leser, dem nur darum zu tun ist, sich mit dem 
Prinzip der Osterrechnung bekannt zu machen, kann sich mit 
folgender Auswahl aus dem Inhalt begniigen: § 1, 1. bis 16., 
§ 2, 1. bis 10., § 3, § 6, 1. bis 5. Diese Stellen bilden ein in sich 
zusammenhangendes Ganzes und erfordern so gut wie gar keine 
mathematischen Kenntnisse. 

Fiir den Liebhaber mathematischer Betrachtungen aber 
werden in den anderen TeiIen des Werkchens eine Reihe weiter­
gehender Fragen behandelt: fUr ihn empfiehlt es sich vielleicht, 
gleich bei § 2 zu beginnen und in § 1 nach Bedarf nachzu­
schlagen. 

Uber alIes Weitere gibt das Inhaltsverzeichnis AufschluB. 

1* 



§ 1. Kongruenzen und Reste. 

1. Bei den meisten astronomischen Erscheinungen - und 
mit solchen werden wir es ja zu tun haben - handelt es sich 
um periodische Ereignisse. So fam z. B. der Vollmond aIle 
19 Jahre auf dasselbe Datum 1). Wir werden sehen, daB am 
14. Marz 1800 Vollmond war: nach dem eben Gesagten ist dann 
auch Vollmond am 14. Marz 1819, 1838 usw. Die Jahre, an 
denen der Vollmond auf den 14. Marz fallt, bilden also fol­
gende Reihe: 

(1) 1800 1800+1·19 1800+2.19 1800+3.19 1800+4·19 
= 1800 = 1819 = 1838 = 1857 = 1876 

usw. 

Es ist leicht zu sehen, wodurch irgend 2 Zahlen der 
Reihe (1) charakterisiert sind: sie unterscheiden sich urn 
ein ganzzahliges Vielfaches von 19. So unterscheiden sich 
1800 und 1857 um 3 ·19; oder 1838 = 1800 + 2 ·19 und 
1876=1800+4.19 urn 2·19=38. Auch 19 selbst gilt in 
diesem Zusammenhang als "Vielfaches" von 19, namlich als 
1·19; beispielsweise unterscheiden sich 1819 und 1836 urn 1·19. 

2. A.hnliche Verhaltnisse treten iiberall bei periodischen 
Ereignissen auf; und daher empfiehlt es sich, fur Zahlen, die 
sich so wie die der Reihe (1) urn ganzzahlige Vielfache einer 
bestimmten andern Zahl, namlich der Periode, unterscheiden, 
einen besonderen Namen einzufiihren: man nennt sie "kon­
gruent", die Periode selbst aber den "Modul". Allgemein 
definieren wir daher: 

Zwei Zahlen a und a' heiBen "nach dem Modul M­
kongruent", kiirzer: "kongruent modulo M", wenn 

1) Genaueres folgt in § 3 f. 
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sie sich um ein ganzzahliges Vielfaches von M voneinander 
unterscheiden. Das Zeichen dafiir ist: 

(2) a == a' (mod. M), 

gelesen: "a kongruent a' modulo M". 

Das Kongruentsetzen zweier Zahlen, wie es Glei­
chung (2) darstellt, heiBt eine "Kongruenz". 

Die Kongruenz (2) besagt nichts anderes, als daB 

(3) a' = a + g M (g = 0, + 1, += 2, + 3, ... ) 

ist. Indem wir auch g = 0 ~ulassen, sagen wir aus, daB jede 
Zahl sich selbst kongruent ist: sie unterscheidet Bich von 
sich selbst sozusagen um daB Nullfache des Moduls, also gar nicht. 
Es sind demnach identisch die Kongruenzen und Gleichungen: 

1838 = 1876 (mod. 19) 
und: 

1876 = 1838 + 2 ·19; (g= 2). 
Oder: 

1857 _ 1800 (mod. 19) 
und: 

1800 = 1857-3·19; 
Oder: 

(g = -3). 

1838 == 1838 (mod. 19) 
und: 

1838 = 1838+0.19 (g=O). 

3. Insbesondere ist von Interesse der Fall, daB eine Zahl 
der Null kongruent ist: 

a _ 0 (mod. M). 

Alsdann ist nach (3): 

a=O+gM=gM, 
d. h. die Zahl ist selbst ein Vielfaches (namlich das g-fache) 
von M. 

1st a ein ganzzahliges Vielfaches von M, so sagt ma.n: 
a sei durch M "teilbar", oder "M gehe in a auf". 

Kongruenz zur Null modulo M und Teilbarkeit 
durch M sind also gleichbedeutend. 
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So ist z. B. 

denn: 

Kongruenzen und Reste. 

24 _ 0 (mod. 3), 

24 = 8·3. 

Man kann dem hinzufiigen: 

[§ 1, 3.,4.] 

Die Differenz zweier kongruenter Zahlen ist stets zu Null 
kongruent: in der Tat folgt aus (3) sofort: 

a'-a=gM 
a' - a -: 0 (mod. M). 

4. Satz: 1st 
a = a' (mod. M), 
b - b' (mod. M), 

so ist: 
110+ b _ a' + b' (mod. M). 

Beweis: Die Voraussetzungen besagen: 

a'=a+gM 
b'=b+hM, 

mithin ist: 
a' +b' = a+b+(g+h)M, 

oder, wenn man g+h = k setzt: 

a' +b' = a+b+kM, w. z. b. w. 
Sei: 

&+ b = c (mod. M). 
Da nun 

b _ b (mod. M) 
ist, so foIgt nach 4.: 

a = c+ b (mod. M). 

Man kann daher bei Kongruenzen, analog wie 
bei Gleichungen, eine GroBe durch Addieren oder 
Subtrahieren "auf die andere Seite bring en ". 
Speziell folgt aus a - a' (mod. M) 

a-a' = 0 (mod. M) 

nnd umgekehrt aus der letzten Kongruenz die vorletzte (vgl. 
SchIuB von 3.). 
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5. Ebenfalls den Eigenschaften von Gleichungen entspricht 
folgender Satz: 

Sind zwei GraBen nach demselben Modul der­
selben dritten kongruent, so sind sie selbst ein­
ander nach diesem Modul kongruent. 

Der Beweis ist so einfach (mit Hilfe von (3)), daB wir 
ihn ubergehen k6nnen. 

6. Endlich leiten wir noch folgenden Satz abo 

Erfullen zwei Zahlen folgende Bedingungen: 

a) a-a' (mod. M) 

fJ) ° < a < M ° < a' < M, 
so ist: 

&=a'. 

Beweis: Nach a) ist 

a'=a+gM. 
rst nun fUr a die erste Voraussetzung in fJ) erfullt, so 

wurde ein positives g die GroBe a' groBer als M (im Grenz­
iall a = ° fiir g = 1 gleich M) machen, wahrend ein nega­
tives g die GroBe a' negativ werden lieBe. Es bleibt also 
nur ubrig g=O, d. h. a=a', w. z. b. w. 

7. Unsere Beispiele enthielten nur ganze positive 
Zahlen a, b, M. Der Begriff der Kongruenz verlangt aber 
diese Beschrankung ganz und gar nicht. 

So konnte irgendein Ereignis zum ersten Mal an einem 
bestimmten Tage urn 3h 15 m Nachmittags und dann periodisch 
aHe 42 Minuten eintreten. Rechnet man vom Mittag aus, so 
sind die Zeiten, nach denen es eintritt, in Stunden ausgedruckt: 

3,25 3,25+0,7 3,25+2·0,7 3,25+3.0,7 uSW. 
= 3,25 = 3,95 = 4,65 = 5,35. 

Hier ist z. B. 

denn 
5,35 _ 3,25 mod. (0,7), 
5,35 = 3,25+3.0,7. 

Das Wesentliche fur die Kongruenz ist eben, daB 
sich die kongruenten Zahlen urn ein ganzzahliges Viel-
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faches des Moduls unterscheiden; mogen also sie selbsfi 
llnd der Modul immerhin gebrochene Zahlen sein, g muB unter 
allen Umstanden eine ganze Zahl sein. 

Auf den ersten Blick befremdlich mag der Begriff der 
Teilbarkeit bei Bruchen sein; aber nach unserer Definition 
in 3. mussen wir z. B. sagen, 94,15 sei durch 13,45 teilbar; 
denn 94,15 = 7 ·13,45, also ist 94,15 ein ganzzahliges Viel­
faches von 13,45. Ebenso ist 10 durch 2,5 teilbar, denn 
4· 2,5 = 10. 

Gar keine Schwierigkeit macht der Begriff der Kongruenz 
bei negativen Zahlen; so ist 

denn 

oder 

denn 

- 10 18 (mod. 7), 

18=-10+4.7; 

-10 = - 31 (mod. 7), 

-31 =-10-3·7. 

Wir wollen aber - was an sich nicht notwendig ware -
ein fiir aIle Mal den Modul M als positive, im iibrigen 
beliebige Zahl voraussetzen. 

8. Wir leiten nun noch einen Satz ab, der zwar dem 
Satz 4. ganz analog ist, aber im Allgemeinen nur £lir ganz­
zahlige a, b und M gilt. 

Satz: Sind a, b, M ganze Zahlen und ist: 

a = a' (mod. M) 
b b' (mod. M), 

so ist: 
a b = a' b' (mod. M). 

Beweis: Indem wir a' und b' wie in 4. ausdriicken, folgt: 

a'b' = ab+(ah+ bg+ghM)M. 

Unter unseren Voraussetzungen ist der Ausdruck in der 
Klammer eine ganze Zahl k, und daher: 

a'b' = a b+kM, 
w. z. b. w. 
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Beispiel: 

In der Tat ist: 

Kongruenzen und Reste. 

11 = 25 (mod. 7) 
16 == 9 (mod. 7) 

176 = 225 (mod. 7). 

9 

9. Bevor wir weitere Eigenschaften kongruenter Zahlen 
ableiten, miissen wir uns mit dem Begriff des Restes naher 
befassen. DaB Reste hier eine groBe Rolle spielen, hat ja 
bereits die Einleitung gezeigt. Dabei wollen wir vorerst a, 
b, M als positive ganze Zahlen betrachten. 

Wenn wir sagen: 17 gibt bei der Division durch 5 den 
Rest 2, so hat dieser Rest zwei Eigenschaften, die wir als fiir 
ihn charakteristisch ansehen wollen: 

1) er ist eine positive Zahl; 
2) er iet kleiner als der Divisor 5. 

Die Teilung von 17 durch 5 selbst laBt sich in der Form 
darstellen: 
(4) 17 = 3.5+ 2. 

1st allgemeiner r der Rest bei der Division von a durch 
M, so ist a - r durch M teilbar, also 

a-r=qM 
(5) a=qM+r 
(6) O<r<M. 

Gleichung (5) ist die Verallgemeinerung von (4), und (6) 
enthalt allgemein die in 1) und 2) ausgesprochenen Bedingungen. 

Diese Bedingungen (6) fiir r wollen wir nun auf­
:recht erhalten, sei nun a und M ganz oder gebrochen, 
und zudem a positiv oder negativ. 

Man konnte ja versucht sein, bei der Division von - 1 '1 
durch 5 zu sagen, es ginge - 3 Mal auf, mit dem Rest - 2, denn 

-17 = (-3).5-2. 

Aber der Rest - 2 ware dann zwar kleiner als 5, aber 
llicht, wie es (6) verlangt, posi ti v. Wir setzen vielmehr an: 

-17=(-4).5+3; 



10 Kongruenzen und Reste. [§ 1, 9.,10.] 

dann ist, wie verlangt 0 < H < 5. Der Rest von - 17 bei der 
Division durch 5 ist demnach fUr uns 3 und nicht - 2. 

Jede positive oder negative, ganze oder gebrochene 
Zahl a (einschlieBlich Null) liiBt sich bei beliebigem (aber 
nach unserer Annahme positivem) M in die Form 

(5) a=qM+r 
setzen derart, daB q eine ganze, positive oder negative 
Zahl oder Null ist, wiihrend r der Bedingung geniigt: 

(6) O<r<M. 

Hierbei heiBt r "Rest bei der Division von a durch M" 
oder kurz "Rest von a modulo M", q die "ganzen in a 
enthaltenen Vielfachen von M". Ersetzen wir irgend eine 
Zahl a durch ihren Rest modulo M, so wollen wir kurz sagen: 
a sei "modulo M reduziert". 

So wiirde in unserem vorigen Beispiel 17 modulo 5 redu­
ziert 2 ergeben; die Reduktion von -17 modulo 5 ergibt 3. 

Fiir r = 0 wird (5): 
a=qM, 

d. h. a ist durch M teilbar. 

Den, iibrigens einfachen, Beweis, daB es fiir jedes a eine 
Darstellung (5) gibt, wollen wir iibergehen. Statt dessen geben 
wir im folgenden einige Beispiele, fiihren aber vorher noch 
gewisse durch diese ganze Schrift gebrauchte Ab­
kiirzungen ein. 

10. Den Rest von a modulo M bezeichnen wir mit 

oder, wenn iiber den Modul kein Zweifel ist, auch einfach mit 

lR (a). 

Die GroBe q, also die ganzen in a enthaltenen Vielfachen 
von M, wird mit 

[~J 
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bezeichnet. Hiernach kann die Gleichung (5) auch geschrieben 
werden: 

Beispiel 1. Nach diesen Bezeichnungen ist 'also: 

[~7J =3 
[=-~7J =-4 

Beispiel 2. Es ist: 

12=2.5+2 

-12=(-3).5+3; 
Mithin: 

[152J = 2 

[-152J =-3 
Beispiel 3. Es ist: 

3=0·5+3 
-3=(-1)·5+2 

Mithin: 

[~J=o 
[-:J=-l 

Beispiel 4. 

11=0·17+11 
-11=(-1).17+6 

Mithin: 

G~J=o 
[ l~lJ=~l 

m (~7) = 2. 
(-17) m --5 =3. 

me52)= 2 
(-12) ffi -5- =3. 

m(~)= 3 
m(-!)=2. 

0<11<17 
0<6<6. 

m G~) = 11 

m( 1~1)=6. 



12 Kongruenzen und Reste. [11, 10., 11. 

Beispiel o. Es ist: 

16,0 = 3.4,6 + 2,7 
-16,0 =(-4).4,6 + 1,9 

0<2,7<4,6 
0<1,9< 4,6. 

Mithin: 

Beispiel 6. 

21=3·7+0 

at (16,5) = 2 '1 
4,6 ' 

m (=-16,~) = 1,9. 
4,6 

- 21 =(- 3).7 +0 
Mithin: 

[271J = 3 at (2:) =0 

[=-~lJ = - 3 at( 721)=0. 
Beispiel 7. 

a=qM+O 
-a=(-q)M+O 

[;]=q 

[ Ma]=-q 

O~O<M 

O<O<M 

m(:)=o 
m( Ma)=O. 

In den letzten heiden Beispielen ist a durch M ~eilbar. 

Beispiel 8. 
O=O.M+O 

[~J =0 9l(~)=O. 

11. Aus den Beispielen geht wohl zur Geniige die Richtig­
keit folgender Siitze hervor: 

a) 1st O<a<M, so ist m(;)=a. 
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fJ) rst a. nicht durch M teilbar, so ist: 

[ Maj = - [~J -1; 
ist dagegen a durch M teilbar, so ist: 

r) 1st a nicht durch M teilbar, so ist: 

ffi( Ma)=M-~(~); 
ist dagegen a durch M teilbar, so ist: 

ffi( Ma) = ffi(~)=O. 
Zu dem letzten Satz werden wir in 17. eine Erweiterung 

kennen lemen, die einer Fallunterscheidung nicht bedarf. 

12. Wir kehren nun zu den Kongruenzen zuriick. 

Satz: Jede Zahl a ist ihrem Rest kongruent, 
in Zeichen: 

a - ffi (~) (mod. M). 

Denn nach (5) oder (5') unterscheiden sich ja a und ffi(~) 

nur um ein ganzzahliges Vielfaches von M, namlich um[~J M. 

13. Satz: Irgend zwei modulo M kongruente Zahlen 
a und a' ergeben bei der Division durch M den 
gleichen Rest. 

Beweis: Aus der Voraussetzung: 

a = a' (mod. M) 

folgt nach 12. in Verbindung mit dem Satz 5: 

ffi (~) _ ffi (~) (mod. M). 



14 Kongruenzen und Reste. [§ 1, 13.-16.] 

Auf diese Reste treffen aber die Voraussetzungen des 
Satzes 6. zu, mithin ist: 

w. z. b. w. 

14. Satz: Lassen umgekehrt zwei Zahlen a und a' 
bei der Division durch M den gleichen Rest, so 
sind sie kongruent. 

Der Beweis geht den Weg in 13. riickwarts. 

Nach 13. und 14. sind Restgleichheit und Kongruenz vollig 
gleichwertige Begriffe: sie bedingen sich gegenseitig. 

15. Beispiel 1. 

17 - 7 (mod. 5) 

ffi C57) = ffi (~) = 2. 

Beispiel 2. 
-10 == 18 (mod. 7) 

ffi ( 710) = ffi C78) = 4. 

Beispiel 3. 

ffi (2:) = ffi ( 814) = 2. 
26 = - 14 (mod. 8). 

In der Tat ist: 

-14 = 26-5·8. 

16. Wir leiten nun eine Reihe von Formeln ab, die wir 
spater fortwahrend gebrauchen werden. 

a) AUB 13. folgt: 

ffi (~) = ffi (a t g M) . 
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Dies ist zur Reduktion negativer Zahlen modulo M haufig 
bequem. Z. B.: 

ffi (-718) = ffi (-187+ 21) = ffi (~) = 3 

ffi( /)=ffi(-\+7) = ffi(*) =2. 

b) 1st a _ a', b == b' (mod. M), so ist naeh 4.: 

a+ b = a' + b' (mod. M), 
also naeh 13.: 

(7) 

N atiirlieh gilt dies fiir beliebig viele Summanden: 

1st a - a:, b _ b', e - e', '" (mod. M), 
so ist 

(7') ffi(a+b~e+ ... ) = ffi(a'+bl~e'+""). 

So ist beispielsweise, da - 34 - - 34 + 2 ·19 (mod. 19) iat: 

ffi(l1 -~: + 64) = ffi (11~: + 7) = 3. 

e) Ein aehr haufig auftretender Spezialfall hierzu iat die. 

Formel, die aua (7) fiir a' = a, b' = ffi (~) folgt: 

(8) 

Wir sagen in diesem Fall, a sei "mit unter das Rest~ 
zeiehen gezogen" worden. 

d) Einen weiteren Spezialfall liefert a' = ffi (~), b' = ffi (!). 
namlieh: 

(9) 
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Man darf sich nicht zu der naheliegenden falschen Formel 
verleiten lassen: 

ffi (a t b) = ffi (~) + ffi (~). 
Diese kann, muB aber nicht richtig sein. 

Z. B. ist 

ffiC9t25)=2, aber mC:)+m(175)=5+4=9. 
Dagegen ist, wie es nach (9) sein muB, m (~) = 2. 

e) Es ist: 

(10) 

Beweis folgt unmittelbar aus 11. a). 

f) Sind a, b, M ganze Zahlen, und ist 
a _ a' b _ b' (mod. M), 

so folgt aus 8. und 13.: 

(ll) ffi (a:) = ffi (a~b'). 
Hii.ufige Spezialfii.lle sind: 

17. Wir leiten nun noch eine Formel ab, die wir in § 9 
wiederholt gebrauchen werden. Wir behaupten: 

(13) ffi ( M a) = (M -1) - m (a M 1). 

Die Formel hat Ahnlichkeit mit der unter 11. r), bedarf 
aber keiner Fallunterscheidung. 

Beweis: Es ist, da M==O (mod. M): 
-a _ M-a (mod. M), 



l§ 1, 17.,18.] Diophantische Gleichungen. 

oder durch Addition und Subtraktion von 1: 
-a = (M-l)-(a-l) (mod. M); 

also nach 4. und 12.: 

(14) _a-(M_l)_ffi(a M 1). 

Da nun 

O<ffi(a M 1)<M_l ist, 

17 

so liegt die rechte Seite von (14) zwischen 0 und M - 1, diese 
Zahlen eingeschlossen: sie ist also nach 11. a) ihr eigener Rest 
modulo M. Daher liefert (14): 

ffi( Ma) =(M_l)_ffi(a M 1), 

W.z. b. w. 
So ist z. B. 

oder: 

ffi(-714) = 6 - ffiC73) = 6 - 6 =0. 

Der letzte Fall, namlich die Teilbarkeit von a durch M, 
muBte in 11. r) besonders behandelt werden. 

18. Diophantische Gleichungen 1). 

a) Sind a, b, c positive oder negative ganze Zahlen, so 
heiBt eine Gleichung von der Form 

(15) ax+by=c 
mit der Bedingung, daB auch ihre Losungen x und y ganze 
Zahlen seien, eine "D i 0 ph ant i s c h e Gleichung". 

So hat die Gleichung 
4x+ 3y = 43 

die ganzzahligen Losungen x = 7, Y = 5. Sie hat aber noch 
unzahlig viele andere Losungen, wie sich zeigen wird; z. B. 
x=16, y=-7, oder x=4, y=9. 

1) Diese Nummer wird nur § 7, 7. und § 8, 13., 14. gebraucht und 
kann ohne Stiirung des Zusammenhangs iibergangen werden. 

Jacobsthal, Mondphasen. 2 



18 Kongruenzen und Reate. [§ 1, 18.J 

Unsere Aufgabe soll n ich t sein, Methoden zur Losung 
von (15) anzugeben. Wir denken uns vielmehr eine Losung 

(16) 

irgendwie, z. B. durch Probieren, gefunden, und stellen uns nur 
die Aufgabe, alle anderen Losungen aus (16) abzuleiten. 

b) Vorerst bemerken wir folgendes: geht eine Zahl tJ in 
a und in b auf, so geht sie in der ganzen linken Seite von 
(15) auf, muB also Teiler von c sein; ist diese letzte Bedin­
gung nicht erfiillt, geht also ein gemeinschaftlicher Teiler von 
a und b nicht auch in c auf, so liegt ein Widerspruch vor: 
die Gleichung ist dann unslOsbar. Wir wollen aber den Fall, 
daB a und b einen gemeinschaftlichen Teiler besitzen, iiber­
haupt von unseren Betrachtungen ausschlieBen, da er b ei un­
seren spateren Anwendungen nicht vorkommen wird. 

Wir set zen demnach im folgenden a und b 8018 

teilerfremd voraus. 

c) Seien nun Xl' Yl und x2 ' Y2 zwei Losungen unserer 
Gleichung; dann ist nach (15): 

aXl +bYl =c, 
aX2 + bY2 =c, 

"oraus durch Subtraktion folgt: 

a(xI-~)+ b(YI -YIl)=O. 
Demnach: 

XI -X2 -b 

Yl -Y2 a 

Stellt g einen noch unbekannten Proportionalitatsfaktor 
dar, so ist demnach: 

(17) Xl -X2 = -gb 
YI -Y2 = gao 

Da nun Xl' X2 , YI ' Y2 ganze Zahlen sein sollen, miissen 
auch gb und ga ganz, also g gewiB rational sein. Ware nun g 
ein Bruch, so miiBte sein Neuner sowohl in a ala in b aufgehen: 
das ist aber unmoglich, da ja a und b teilerfremd vorauage­
setzt sind. Foiglich muB g eine ganze Zahl sein. rst also Xl' Y 1 
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eine bekannte Losung, so miissen notwendig fiir jede a.ndere 
Losung x2 ' Y2 nach (17) die Bedingungen erfiillt sein: 

X 2 =x1 +gb 
Y2 = Y1 -gao 

(g=+I, +2, ::p, ... ) 

Diese GroBen x2 ' Y2 stellen aber auch umgekehrt jederzeit 
eine Losung dar, wie man durch Einsetzen in (15) sofort sieht. 

der 
Mithin sind samtliche Losungen xi' Yi (i = 1, 2, 3, ... ) 
Gleichung (15) in der Form 

xi = Xl +gb, 
Yi =Yl-g a 

(18) 

ausdriickbar, worin g eine beliebige positive oder nega­
tive ganze Zahl oder Null ist. 

Fiir die als Beispiel aufge£iihrte Gleichung 
4x+3y = 43 

war Z. B. 
x1 =7 Yl=5. 

Mithin sind aIle Losungen enthalten in der Form: 
Xi= 7+3g 
Yi= 5-4g. 

Die vorhin noch angefiihrten Losungen entsprechen den 
Werten g=3 und g=-1. 

d) Es liege die spezielle Diophantische Gleichung 

(19) a';+b?J=l 

vor, und es sei eine Losung ';1' ?Jl bekannt. Alle anderen sind 
dann nach dem vorigen Ergebnis auch bekannt. Aber das 
interessiert uns im Augenblick nicht: wir wollen vielmehr zeigen, 
daB man aus einer Losung ';1' ?Jl der speziellen Gleichung (19) 
eine solche von (15) ableiten kann. Multipliziert man namlich 
(19) mit c, so entsteht fiir .; =';1' ?J =?Jl : 

(20) 

aC';l + bC?Jl = C. 
Man hat daher nur zu setzen: 

Xl = C';l' 

Y1 = C?Jl' 
und hat dann eine Losung von (15). Alle iibrigen 
dann in der unter c) angegebenen Weise. 

findet man 

2* 



20 Wochentag fiir ein gegebenes Datum. 

z. B. hat die Gleichung; 

9~-51]=1 

die Losung 
~1 = 4, 1]1 = 7. 

Daher hat die Gleichung 

(21) 9x-5y=6 

die LOsung: 
Xl = 4·6 = 24 

Yl = 7·6 = 42, 

[§ 2, 1.] 

und weiterhin sind aHe anderen Losungen der Gleichung (21) 
in der Form enthalten: 

xi = 24-5g 

Yi=42-9g. 

Verlangt man als zweite Losung die kleinsten positiven 
Werte von x und y, die (21) be£riedigen, so hat man g = 4 
zu wahlen; dann wird: 

XII =4, 
Yg = 6; 

in der Tat ist 
9·4-5·6 = 6. 

§ 2. Berechnung des W ocbentages fiir ein 
beliebiges gegebenes Datum 1). 

1. Wir IOsen zunachst die A ufgabe, einen Kalender ftir 
das Jahr 1900 herzusteHen; alsdann gehen wir zu dem ganzen 
20. Jahrhundert tiber, und endlich zu allen Jahrhunderten. Wir 
werden dabei sehen, daB das Kunststiick mancher Rechen­
meister, die zu jedem Datum jedes Jahrhunderts sofort den 
Wochentag angeben, aHes andere als Hexerei ist. 

1) In ganz elementarer DarsteIIung habe ich den Inhalt dieses 
Paragraphen zuerst verofientlicht in der Unterhaltungsbeilage der nTitg­
lichen Rundechau" yom 12. Februar 1914. Der Aufsatz iet nachgedruckt 
in der Zeitschrift nSirius". 



r§ 2, 2.,3.] Tageszahlen und Datumszahlen. 21 

2. Ein "Datum" besteht aus drei Angaben: Jahr N, 
Monat i und "Datumszahl" d. Wir werden dafiir kurz schreiben: 
(N, i, d). So ergibt N=1832, i=3, d=15 das Symbol 
(1832, 3, 15), und dies bedeutet den 15. Marz 1832, wofiir wir 
aber, im AnschluB an die Reihenfolge unseres Symbols und an 
die bei den Astronomen ubliche Bezeichnungsweise meistens 
1832 Marz 15 schreiben werden. Der i te Monat wird von uns 
einfach als "Monat i" bezeichnet. 

Wir numerieren ferner die W ochentage gemaB der folgen­
den Tabelle, und nennen diese Nummern "Tageszahlen" t. 

Wochentag t 

Montag 1 

Dienstag 2 

Mittwoch 3 

Donnerstag 4 

Freitag 5 

Sonnabend 6 

Sonntag 0 

Es bedeutet also fur uns t = 3 einen Mittwoch, t = 0 
emen Sonntag usw. 

S. Wir stellen nun einen Kalender fur den Januar 1900 
auf. Das Jahr 1900 fing mit einem Montag an, und daher 
ergibt sich folgendes Schema, in dessen erste Kolonne noch 
die "Tageszahlen" aufgenommen sind: 

t I Wochentag Datumszahl d 

1 Montag 1 8 15 22 29 
------I-

2 Dienstag 2 9 16 23 30 
------,-

3 Mittwoch 3 10 17 24 31 
---------I-

4 Donnerstag 4 11 18 25 
--------

5 Freitag 5 12 19 26 
--------I-

6 Sonnabend 6 13 20 27 
------I-

0 Sonntag 7 14 21 28 
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Man sieht sofort, daB aHe Datumszahlen, die zu demselben 
Wochentag gehoren, bei der Division durch 7 denselben Rest 
geben 1), und dieser ist gerade die vorne stehende Tageszahl. 

Nach der Bezeichnung von § 1, 10. ist also 

(1) t = m(~l 
Damit ist schon die Aufgabe gelost, zu jedem 

Januar-Datum des Jahres 1900 den Wochentag anzu­
geben; denn dieser wird ja nach 2. durch die Tageszahl 
charakterisiert. 

Beispiel. Auf welche Wochentage fielen 
Januar 19001 d= 13, 24, 

t= m(173) = 6, m(~4)=3, 
Mithin sind die gesuchten Tage: 

Sonnabend, Mittwoch, 

der 13., 24., 21. 
21; 

m(271) =0. 

Sonntag. 

4. Wollen wir dies Verfahren auf den Februar 1900 aus­
dehnen, so brauchen wir nur die Februartage als Januartage 
weiterzuzahlen, indem wir 31 zu der Datumszahl des Februar 
addieren; es ist z. B.: 

Februar 18 = Januar 
Februar 5 = Januar 

und aHgemein: 

18 + 31 = Januar 49, 
5 + 31 = Januar 36, 

Februar d = Januar d + 31. 
Mithin ergibt 3. nach § 1, 16.: 

fur Februar 18: t=mC8t31)=mC8;~)=0; Sonntag. 

fur Februar 5: t=m(5~31)=m(5t3)=1; 

fUr Februar d: t = m (d 1=-~) . 
Montag. 

1) Da zwei gleiohe W ochentage stets durch eine v 0 II e Anzahl TOD. 

W oohen getrennt sind, so untersoheiden sich ihre Datumszahlen Ulll 

ganzzahlige Vielfache von 7, sind also modulo 7 kongruent: nach § 1, 13. 
mussen sie also modulo 7 denselben Rest ergeben. 
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Man erkennt daraus: 
Um die Tageszahl eines Februartages im Jahre 1900 

zn erhalten, addiere man zur Tageszahl 3 und nehme Ton 
dieser Summe den Rest modulo 7. 

5. Genau analog verfahren wir fiir den Marz. Es is~ 

Marz d = Januar d+ 31 + 28, 
mithin: 

t=m (d+ 3~ + 28) =m (d+ ~ +0) =m(dt 3}. 

Wir geben zwei Beispiele: 

Mii.rz 14: t=m(14;3)=3; Mittwooh. 

Marz 19: Montag. 

6. Fiir April folgt in gleicher Weise: 

April d = Januar d + 31 + 28 + 31. 

t= me+ 31 ~ 28 + 31) =9l (d+ 3 to + 3) =m(dt 6). 

Beispiel: 

April 4: Hittwoch. 

7. Ganz allgemein sieht man, daB in (1) fiir den Monat i 
unter dem Restzeiohen zu d noch ein Summand hinzutritt, den 
wir dem Monat i entsprechend lilt nennen wollen. Daher geht 
(1) iiber in: 

(2) 

Nach dem Bisherigen iet fiir 

1900 Januar Februar Marz April: 
m1 =0 m,=3 ms =3 m4 =6. 

Diese Zahlen mj wollen wir "Merkzahlen" nennen. 
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Man sieht aus ihrer Entstehung, daB sie nach einem Monat 

von 30 Tagen immer urn 2 zunehmen, weil ffi (370) = 2 ist, 

nach einem Monat von 31 Tagen aber wegen ffi (3;_) = 3 urn 3. 
Da die Merkzahlen mit unter dem Restzeichen stehen, so kann 
jede durch eine zu ihr modulo 7 kongruente Zahl ersetzt werden 
(§ 1, 16.b), am einfachsten durch ihren Rest modulo 7. So ist 

z. B. fur Mai, da der April 30 Tage hat, mo = ffi (6 t 2) = 1. 

lndem wir in der besprochenen Weise immer 2 oder 3 
addieren und die Summe gegebenenfalls modulo 7 reduzieren, 
bekommen wir folgende 

Tabelle der Merkzahlen mi' 

Monat mj Monat ml 

Januar 0 Juli 6 
--

Februar 3 August 2 
-

Miirz i 3 September 5 
.-

April 6 Oktober 0 
-

Mai 1 November 3 
.......,----

Juni I 4 Dezember 5 

Es genugt, die Zahlen dieser Tabelle auswendig 
zu lernen, urn den Kalender fur das J ahr 1900 im 
Kopf z~ haben. 

SoH namlich der Wochentag zum d ten Tag des i ten Monat!! 
berechnet werden, so ist 

(3) 

So ist fUr: 

September 12: mil = 5; t= ffi e2 ;- 5) = 3. Mittwoch. 

August 5: ms=2; t=m(5t~)=0. Sonntag. 



f§ 2, 8.J Regel fiir das 20. Jahrhundert. 25 

8. Wir gehen nun zum Kalender fur ein belie bigeB 
Jahr deB 20. Jahrhunderts uber; wir bezeichnen es mit 
N 1900 + n, wo 0 <n < 100 .ist. Den Grund dieser Be­
schrankung werden wir in~ 14. kennen lemen. 

D m. (365) . m. (366). k" a ,n 7 = 1,_ U~ 7 = 21St, so rue en m emem ge-

meinen Jahr die Wochentage und mit ihnen die Merkzahlen 
um 1, in einem Schaltjahr um 2 weiter 1). 

Diese Vermehrung der Merkzahlen um 2 in Schaltjahren 
kann ·man auffassen als zusammengesetzt aus der "normalen" 
V ermehrung um 1 einerseits, und einer besonderen, noch dazu­
kommenden Vermehrung um 1 wegen des Schaltjahrs. Daher 
vermehren sich in n Jahren die Merkzahlen einerseits um n, 
andererseits auBerdem um die Anzahl der auf diese Zeit ent­
fallenden Schaltjahre. Da, wenn man von n = 0 ausgeht, 
jedes 4. Jahr; ein Schaltjahr ist, so entfallen auf die Zeit 
von 1900 bis 1900 + n so viel Schaltjahre, als 4 ganzzahlig in 

n aufgeht, d. h. in der Bezeichnung von § 1, 10. [~J Schalt-

jahre. Die Merkzahlen nehmen also im ganzen um n + [~J 
zu, und daher treten in (3) an Stelle der ~ die GroBen 

(4) Mj =m j + n+ [~J. 
Mithin haben wir den Satz gefunden 2). 

Die Tageszahl fur das Datum (N, i, d), wo 
N = 1900 +n (0 < n < 100) ist 3), wird gegeben durch: 

(5)' t~3! (d +m, ~n+ l~l) 

1) Niiheres iiber Schaltjahre unter 11. 1m allgemeinen ist N ein 

Sohaltjahr, wenn ffi (~) = 0 ist. Das J ahr 1900 selbst ist aber ausnahms­

weise kein Schaltjahr. 
9) Eine Ausnahme s. jedoch unter 9. 
3) V gl. Anmerkung S. 30. 
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Bei der praktischen Berechnung empfiehlt es 
sich, die einzelnen Summanden erst modulo 7 zu 
reduzieren (§ 1, 16. b)). 

Beispiele: 

1925 September 15. n=25 lIlg=5 [~J=6; 
_m(15+5+25+6)_m(I+5+4+6)_2 D' t t - ,,~ 7 - ,H 7 -. lens ag_ 

1916 August 2. n=16 [~J =4; 

Mittwoch. 

1975 Marz 14. n=75 [~J = 18; 

9. Hierzu ist jedoch noch folgendes zu bemerken: da der 
Schalttag bekanntlich erst am Ende des Februar eingeschaltet 
wird, so sind die J anuar- und Februartage eines Schaltjahrs so 
zu behandeln, als ob es kein Schaltjahr ware. Mithin ist die 
Merkzahl im Fall eines Schaltjahrs flir diese Monate um 1 zu 
groll. Wir erhalten daher folgende 

Schaltjahrsregel: Fiir die Monate Januar und 
Februar eines Schaltjahrs sind die Merkzahlen um 1 
zu verkleinern. 

Beispiel: 

1932 Februar 20. n= 32. m2 -1 == 2. 

t=m(20+2t 32 + 8)=6. Sonnabend. 

10. Die GraBen Mi in (4) sind, modulo 7 reduziert, nichts 
anderes als die Merkzahlen des Jahres 1900 + n. Um einen 
Kalender des gerade laufenden Jahres schnell zur Hand zu 
haben, wird man dessen Merkzahlen ein fiir allemal ausrechnen. 
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Man kann sie dann zweckmaBig auf das Zifferblatt seiner Uhr 
schreiben, indem· die Uhrziffern die Monate bezeichnen. Ein 
Blick auf die Uhr geniigt dann, um jedes Datum des la,ufenden 
Jahres anzugeben. 

Fiir n = 16 ist z. B. 

n+ [~J = 16+4_-1 (mod. 7), 

und daher hat man nach (4) nur von den Merkzahlen der 
Tabelle S. 24 iiberall 1 abzuziehen (gegebenenfalls unter Reduk­
tion modulo 7), um die Merkzahlen fiir 1916 zu erhalten. Dabei 
ist noch Regel 9. zu beachten, da 1916 ein Schaltjahr ist. So 
ergeben sich folgende Merkzahlen fiir 1916: 

Januar 5 April 5 Juli 5 Oktober 6 
Februar 1 Mai 0 August 1 November 2 
Marz 2 Juni 3 September 4 Dezember 4. 

11. Der Leser, dem nur urn die Grundlagen der Oster­
rechnung zu tun' ist, kann das folgende iiberschlagen und sich 
gleich dem § 3 zuwenden. Fiir den wiBbegierigeren aber miissen 
wir, bevor wir zur Vbertragung des vorigen auf aIle Jahr­
hunderte iibergehen, einige Bemerkungen iiber die Schalt­
methode unseres Kalenders einfiigen. 

Die Zeit von Friihlingsanfang zu Friihlingsan£ang heiBt 
"tropisches J ahr". Seine Dauer betragtl) 

T = 365d 5h 48m 46B• 

Diese von der Natur gegebene Jahreslange wird im praktischen 
Kalenderwesen ersetzt durch das ihm nahekommende "J u 1 i­
anische J ahr" von der Lange: 

J = 365d 6h om 08 • 

Das Julianische Jahr wird praktisch dadurch rea,1isiert, 
daB man auf 3 "biirgerliche" Jahre zu 365 Tagen ein "Schaltjahr" 
zu 366 Tagen folgen laBt; die 6 Stunden VberschuB von J iiber 
365 Tage sind dann gerade wieder ausgeglichen. Bezeichnet 

1) Die iiblichen Abkiirzungen fiir Ta.ge, Stunden, Minuten, Sekun­
den sind: d (dies), h (hora), m, s. 
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N das Jahr, so sind als Schaltjahre die bestimmt worden, fiir 

die ffi(~)=O ist. Der Schalttag selbst wird nach dem 28. Fe­

bruar eingeschoben. 

Diese Schaltweise heiBt "Julianische Schaltweise", ein 
Kalender, der nur diese verwendet, "Julianischer Kalender". 

Nun entsteht aber bei dauernder Verwendung der Juli­
anischen Schaltweise dadurch ein Fehler, daB das Julianische 
Jahr groBer ist als das tropische, und zwar um den Betrag 

b=J -T= 11m 148• 

Bei fortgesetzter Julianischer Schaltung wiirde also in 400 
Jahren ein Fehler entstehen von dem Betrage (abgerundet): 

400 b = 75h = 3d 3h• 

Man hat also bei fortgesetzter Julianischer Schaltung in 
400 Jahren drei Tage zu viel eingeschaltet (bis auf den 
Fehler von 3 Stunden). 

Diesem Fehler der Julianischen Schaltweise begegnet man 
dadurch, daB man innerhalb 400 Jahren 3 Schalttage aus­
fallen Hi,13t. Dies geschieht durch folgende Festsetzung: 

Von den vollen Jahrhunderten sind nur die 
Schaltjahre, die durch 400 teilbar sind 1). 

Es bleiben demnach Schaltjahre z. B.: 
N = 1600, 2000, 2400; 

dagegen sind die Jahre: 
N = 1700, 1800, 1900, 2100 usw. 

nicht mehr als Schaltjahre zu betrachten, obwohl N durch 4 
(aber eben nicht durch 400) teilbar ist. 

Diese Schaltweise heiBt "Gregorianische Schaltweise", 
ein sie verwendender Kalender "Gregorianischer Kalender". 

Da der Gregorianische Kalender erst 1582 eingefiihrt ist, 
so gel ten viele Betrachtungen dieser Schrift erst von 
1582 abo 

Der bei der Gregorianischen Schaltweise noch bestehende, 
bereits erwiihnte Fehler von 3 Stunden auf 400 Jahre wiichst 

1) Vgl. unten unter 13. 
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erst in 8·400 = 3200 Jahren bis auf einen Tag an: er kann 
fiiglich unbeachtet bleiben, da auf so lange Zeitraume schwer­
lich mit einer Beibehaltung unseres jetzigen Kalenders zu 
rechnen ist, und da auch die Lange des tropischen Jahres nicht 
mit Sicherheit als vollig konstant angenommen werden kann. 
Andernfalls miiBte nach 3200 Jahren die einmalige Auslassung 
eines Schalttages angeordnet werden. 

12. Wir geben nun einige Bezeichnungen und Aus­
drucksweisen, die durch das ganze Buch beibehalten 
werden. 

Ein beliebiges J ahr wird mit N bezeichnet, die Anzahl 
seiner Hunderter mit p, die Zehner und Einer zusammen mit n. 
Demnach ist stets: 
(6) N=100p+n. 0<n<100. 

So ist z. B. fiir das Jahr 1916: 
N=1916 p=19 n=16. 

1st iiber die GroBe von p kein MiBverstandnis zu befiirch­
ten, so sagen wir statt "Jahr N" wohl auch "Jahr n". 

1st n=O, so heiBt das Jahr ein "voIles Jahrhundert". 
Da ein Jahrhundert durch p charakterisiert ist, sprechen wir 
kurz vorn "Jahrhundert p". Das 20. Jahrhundert ware dern­
nach das Jahrhundert p = 19. 

Setzt eine Eigenschaft in einern vollen Jahrhundert p ein 
und bleibt dann bestehen, so sagen wir: "Die Eigenschaft 
tritt beirn Dbergang von p zu p + 1 auf." 

13. In der jetzigen Bezeichnungsweise heiBt die Gre­
gorianische Schaltregel fiir die vollen Jahrhunderte: 

Ein Jahr N = 100 P ist dann und nur dann Schalt-

jahr, wenn ffi (t) = 0 ist. 

Die Jahre N = 100 p, fiir die ffi (t) von Null verschieden 

ist, wollen wir "Gregorianische Schaltjahre" nennen 
obwohl sie gerade keine Schaltjahre sind. . 

Ebenso wollen wir den in ihnen fehlenden Schalttag 
freilich etwas kiihn - "Gregorianischen Schalttag" nennen. 



30 Wochentag fiir ein gegebenes Datum. [12, 14·1 

14. Wir kehren nunmehr zu unserer Aufgabe zuriick, 
namlich zu einem gegebenen Datum eines beliebigen Ja.hr­
hunderts den Wochentag anzugeben. 

Man erkennt, daB wegen der Gregorianischen Schalt­
jahre in den vollen Jahrhunderten im allgemeinen Anderungen 
der Regel in 8. eintreten werden: dies ist der Grund, warum 
wir uns damals die Beschrankung n < 100 auferlegt haben.!) 

Wiirde in den vollen Jahrhunderten stets normal, also 
nicht Gregorianisch, geschaltet, so nahmen, wenn man von 
irgendeinem vollen Jahrhundert ausgeht, beim Vorwartsschreiten 

urn 100 Jahre die Merkzahlen nach (4) urn 100 + [l~Ol == 125, 

oder, d~mit gleichbedeutend, urn m C~5) = 6 zu. 

Wenn aber ein Jahr, das eigentlich Schaltjahr sein solite, 
dieser Eigenschaft beraubt wird, so nimmt die Merkzahl urn 
eins weniger zu, also urn 5 statt urn 6. Dem Riickwarts­
gehen urn ein Jahrhundert entspricht eine Zunahme um 
- 5 2 (mod. 7) und - 6 _ 1 (mod. 7). Wir konnen daher 
folgenden Satz aussprechen: 

Beim tJbergang vom Jahrhundert p zum Jahrhundert 

p+l nehmen die Merkzahlen urn 6 zu, wenn m(ptl)=o 
ist; dagegen urn 5, wenn m (p t 1) von Null verschieden ist. 

Umgekehrt nehmen beim tJbergang vom Jahrhundert p 
zum Jahrhundert p -1 die Merkzahlen urn 1 ZU, wenn 

m (t) = 0 ist, dagegen urn 2, wenn m (t) von Null ver­

schieden ist. 

Der letzte Teil wird sofort klar, wenn man ihn als tJbergang 
von p - 1 zu p au££aBt. 

1) Da zufii.llig N = 2000 kein Gregorianisches, sondem ein nor­
males Schaltjahr i!t, so gilt die Regel in 8. auch noch fiir p = 20, also 
bis n= 199. 
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15. Sind also IDt wie bisher die Merkzahlen fur 1900, 
80 ergeben sich fur die vollen Jahrhunderle Merkzahlen von 
der Form IDt + m'; und zwar ergibt sich fUr m' folgende Tabelle. 
die von 1900 ab vorwarls- und riickwarlsschreitend mit Hille 
des eben ausgesprochenen Satzes konstruierl ist, gegebenenfalls 
unter Reduktion modulo 7. (Fur p = 19 ist selbstverstiiond­
lich m'=O.) 

p m' p m' 

15 0 21 4 
----

16 6 22 2 
----

17 4 23 0 
----

18 2 24 6 
------

19 0 25 4 
----

20 I 6 26 2 

Man erkennt leicht, daB diese Tabelle durch die Formel: 

(7) m' = 6 - 2 ffi (~) 
ersetzt werden kann. 

16. Indem man nun den Gedankengang in 8. wiederholt, 
nur daB man die Merkzahlen mj durch die Merkzahlen mj + m' 
ersetzt, kommt man unter Beriicksichtigung von 9. zu folgen­
dem Satz: 

Die Tageszahl t fiir ein beliebiges Datum 
(N, i, d) des Jahres N = lOOp + n (O<n < 100) wird 
gegeben durch: 

(8) 

Hierbei ist IDt der Tabelle in 7., un.d m' entweder der 
Tabelle in 15. zu entnehmen oder nach Formel (7) 
aU8zurechnen, oder endlich - fiir das Gedachtnis 
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wohl am einfachsten - nach der Regel in 14. zu 
bestimmen. 

In Schaltjahren ist fiir die MonateJantlar und 
Februar m1 und m2 durch m1 -1 und m2 -1 zu 
ersetzen. 

Beispiel 1. 1878 September 12. 

p=18 n=78 i=9 d=12 

m'=2. 

t=m(12 + 5 + 27+ 78+ 19) 

=m(5+5 + ~+ 1+5)=4; Donnerstag. 

Beispiel 2. Mozart ist am 27. Januar 1756 geboren. 
Was war dies fiir ein Wochentag1 (1756 war Schaltjahr!) 

p=17 n=56 i=l d=27 m1 -1=-1 m'=4. 

t=m(27 -1 + 47+ 56 +14)=m (6--~ +4) = 2. 

Mozart ist also an einem Dienstag geboren. 

17. Man kann natiirlich den Wert (7) in (8) einsetzen: 

Setzt man nun 

so wird 

(9) t~9l e+ m; - 2 9l ~~) + n + r~ J), 
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und mi ist folgender Tabelle zu entnehmen: 

Monat - Monat -ml ml 

Januar I 6 Juli 5 

Februar 2 August 1 
1-

Marz 2 September 4 

April 5 Oktober 1+ Mai 0 November 
i-

Juni 3 Dezember I 4 

Die Formel (9) ist zwar formell schOner als (8), praktisch 
aber weniger zweckmiiBig. 

18. Die Gleichung (8) bleibt auch fUr n > 100 richtig, so­
bald nur dabei keine Gregorianischen Schaltjahre erreicbt oder 
uberschritten werden. Gilt unter dieser Voraussetzung (bei be­
liebigem p) fUr zwei Jahre n und n (1) die Kongruenz 
(10) n=n(1) (mod. 28), 
so ist: 

(11) [nJ r n(l)l 
n + "4 __ n(1) + L 4 J (mod. 7). 

Da die Jahre n und n(1) entweder zugleich Schaltjahre 
sind oder nicht, so folgt: die Wochentage fallen in einer 28 jah­
rigen Periode wieder auf dasselbe Datum, sobald dabei kein 
Gregorianisches Schaltjahr erreicht oder uberschritten wird. 
Diese Periode heiBt "Sonnenzirkel". 

Fur einen kleineren Modul als 28 folgt aus der Kongru­
enz (10) nicht allgemein die Kongruenz (11). 

§ 3. Epakten fur das 20. JahrhunderL 
1. Die Zeit von Vollmond bis Vollmond heiBt "syno­

discher Monat" oder "Lunulation ". Ihre Dauer betragt 1): 

(1) L=29d .5306=29d 12h44m 31 • 

1) Die Lange des synodischen Monats iet in Wahrheit wegen der Un­
gleichformigkeit der Mondbewegung nicht genau konstant; der oben an­
gegebene Wert List ein Mittelwert. Ein (gedachter) Mond, der genau 
gleichformige Lunulationen der Lange L aufweist, heiBe "m it tIe r e r " 
Mond. In dieser Schrift wird unter Mond schlechthin stets 
der nmittlere" Mond ver;standen. 

Jae:obsthal, Mondpha.en. 3 
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Die Zeit, die zu irgend einem Zeitpunkt t seit Eintritt des Voll­
monds vergangen ist, wollen wir "Alter des Mondes" zu 
diesem Zeitpunkt nennen1). Dem Vollmond selbst geben wir das 
Alter O. Zwei verschiedenen Zeitpunkten t und t1 , an denen der 
Mond gleiches Alter aufweist, schreiben wir die gleiche "P has e " 
zu: solche Zeitpunkte konnen sich nur um ganze Vielfache von L 
unterscheiden, sie sind also kongruent modulo L. (§ 1, 7.). 

Betragt das Alter A des Mondes mehr als L, so konnen 
wir es demnach modulo L reduzieren (§ 1, 9.), so daB es durch 

m (~) ersetzt werden kann. So ware z. B. ein Alter von 

120 Tagen gleichbedeutend mit einem solchen von 

m (29~~06) = 1,8776 Tagen. 

2. Die Mondphasen wiederholen sich keineswegs nach 
Ablauf eines Jahres derart, daB demselben Datum wieder das­
selbe Alter entspricht. Denn nach (1) sind 

12 Lunulationen = 354d.3671, 

so daB nach Ablauf eines Julianischen Jahres J von 365,2500 
Tagen (§ 2, 11.) der Mond um 

(2) D = J -12 L = 10d.8829, 

also nahezu um 11 Tage alter geworden ist. 
Geht man also von irgend einem Zeitpunkt als N ullpunkt 

aus, so hat nach l' Julianischen Jahren das Alter des Mondes 
eine Zunahme von 'PD Tagen, oder, nach Reduktion mo­
dulo L von 

(3) 

Tagen erfahren. 

3. Fiir l' = 19 folgt aus (3) unter Benutzung der Werte 
(1) und (2), wenn man noch Zlll = e setzt: 

(4) (}= m (l~D) = Od.0609 = lh 27m42B. 

1) Die Kalendermacher rechnen das Alter des Mondes nicht, wie 
wir, vom Vollmond, sondern vom Neumond aus. 
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Bedenkt man nun, daB e immerhin eine recht kleine Zahl ist, 
so kann man unter Vernachlassigung von e, also indem 
man e als gleich der Null ansieht, sagen: 

Die Mondphasen wiederholen sich in einem 
19jahrigen Zyklus derart, daB nach je 19 Jahren 
demselben Datum wieder dieselbe Phase entspricht. 

Dieser schon den Alten bekannte Zyklus heiBt "Meton-
ischer Zyklus". Er spielt, wie wir sehen werden, bei der 
praktischen Berechnung des Mondalters eine groBe Rolle. In­
dem wir ihn aber vorerst als genau richtig ansehen, werden 
wir spater gezwungen werden, an unseren Formeln infolge des 
in langen Zeitraumen wachsenden Einflusses des "Fehlers" e 
eine Korrektur vorzunehmen (§ 4, 6.). 

4. Die Formel (3) gestattet zwar genau die Alterszunahme 
des (mittleren) Mondes in " Jahren auszurechnen; sie wird aber 
fiir groBe" sehr unbequem. Wenn man sich nun auch fiir groBe" 
rechnerisch leidlich bequeme Formeln verschaffen kann (§ 5, 7.), 
so sind wir doch in der angenehmen Lage, fUr den speziellen 
Zweck der Osterrechnung mit einer viel roheren Formel aus­
zukommen. Wir ersetzen namlich L durch 30 und D durch 11, 
d. h. also, wir setzen eine Lunulation zu 30 Tagen und die 
Alterszunahme des Mondes in einem J ahr zu 11 Tagen an. 
Dann tritt an Stelle von (3) fiir die Alterszunahme des Mondes 
nach " Jahren die Formel: 

(5) ( 11 ,,) 
zy=ffi 30 . 

Jedes durch 30 teilbare Alter ist jetzt gleich dem Alter 
Null zu betrachten. 

Die Formel (5) besagt, daB wir das Alter des Mondes 
jahrlich um 11 Tage vermehren und dabei jedesmal 30 ab­
ziehen, sobald 29 iiberschritten wird: man erkennt dies soforl, 
wenn man dem " der Reihe nach die Werte 1, 2, 3, ... gibt. 

Die Formel (5) ist natiirlich wegen der ungenauen Werle 
von L und D nur annahernd richtig. Wir werden den genauen 

3* 
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"Gang" des Fehlers spater (§ 5) untersuchen1). Der Fehler wird 
zwar fiir groBe Zeitraume (also fiir groBes 'JI) selbst sehr groB, 
bIeibt aber bei klein en Zeitraumen in maBigen Grenzen. 

Um ibn fiir den Augenblick abzuschiitzen, bietet der Me­
tonische Zyklus ein einfaches Mittel: nach Ablauf von 19 Jahren 
(also fiir 'JI = 19) miiBte ja die Alterszunahme Z19 = 0 werden. 
Nun liefert aber (5): 

( 209) 
Z19 = m 30 = 29 ; 

daraus foIgt, daB nach 19 Jahren die Formel (5) den Mond 
gerade um einen Tag zu jung gemacht hat: -denn das Alter 
von 30 Tagen ist fiir uns gleich dem Alter Null. Die genauere 
Untersuchung zeigt, daB innerhalb dieser 19 Jahre, also fur 
'JI = 0 bis 'JI = 18, der Fehler zwar bald wachst, bald abnimmt, 
nie aber einen ganzen Tag erreicht (§ 5, 3.). 

Man kann also fur 'JI = 0 bis 'JI = 18 die Formel (5) an­
wenden, muG dann aber, fur 'JI = 19, statt der Alterszunahme 
von 11 Tagen eine solohe von 12 Tagen einfiigen, um so -­
nach 19 Jahren - das richtige Alter Null in Obereinstimmung 
mit dem Metonischen Zyklus zu bekommen (der hier als 
genau richtig betrachtet wird). 

5. Diese Bemerkung gestattet nun, den Aiterszuwaohs 
des Mondes fur eine beliebige Anzahl n von Jahren 
sehr einfach zu berecbnen, wenn man sich - wie wir es im 
folgenden tun wollen - mit einer Genauigkeit bis auf einen 
Tag begnugt. 

Wir brauchen nur das oben angegebene Verfahren fort­
zusetzen, also das Alter jedes Jahr um 11 Tage, jedes 19. Jahr 
aber um 12 Tage wachsen zu lassen, wobei immer eine Re-

1) Schon hier mag aber bemerkt werden, daB die Fehler, die man 
macht, wenn man einerseitB D = 10,88 durch 11 und andererseits 
L = 29,53 durch 30 ersetzt, einander entgegenwirken. Indem man D 
durch 11 ersetzt, macht man den Mond alljahrlich zu al t; indem man 
aber modulo 30 reduziert, macht man ihn zu j ung: denn beispiels­
weise identifizieren wir ein Alter von 34 Tagen mit einem Bolchen von 
4 Tagen, wahrend der richtige Wert 34 - 29,53 = 4,47 Tage ware. Durch 
diese entgegengesetzten Fehler wird das Resultat verhessert. 
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duktion Modulo 30 vorgenommen wird, sobald das Alter von 
29 Tagen iiberschritten wird: durch den zw6lften, aIle 19 Jahre 
einmal eingeschalteten Tag, den sogenannten "Mondsprung", 
kommt man dann jedesmal wieder in tTbereinstimmung mit 
dem Metonischen Zyklus. 

Die folgende TabeIle enthalt links unter n die Anzahl der 
verflossenen Jahre, rechts die bei Beriicksichtigung des Mond­
sprungs sich ergebenden Alterszunahmen, die wir nun mit zn 
statt zn bezeichnen. Beispielsweise betragt die Alterszunahme 
nach 3 oder 22 oder 41 oder 60 Jahren 3 Tage. Man verfolge 
n zuerst in der ersten Kolonne von 0 bis 18, dann In der 
zweiteu von 19 bis 37 usf. 

Uber den Bau dieser Tabelle er-
kennt man ohne weiteres foIgendes: unter 
der Uberschrift n stehen in der ersten 
Horizontalreihe die Zahlen, fiir die 

ffi (~) = 0 ist· fiir die Zahleu der 
19 ' 

n 

0, 19, 38, 57, . . . 0 
1, 20, 39, 58, . .. 11 
2, 21, 40, 59, . .. 22 
3, 22, 41, 60, . . . 3 
4, 23, 42, 61, . .. 14 
5, 24, 43, 62, . .. 25 

zweiten Reihe ist ffi (lUg) = 1, fUr die 6, 25, 44, 63, . . . 6 7, 26, 45, 64, . .. 17 

( ) 
8, 27, 46, 65, . .. 28 

der dritten ffi 1n9 = 2, fiir die der i ten 9, 28, 47, 66, . . . 9 
10, 29, 48, 67, . .. 20 

(n) 11,30,49,68,. . . 1 
ffi 19 = i - 1. Der Alterszuwachs nach 12, 31, 50, 69, . .. 12 

13, 32, 51, 70, . .. 23 
u Jahren (wo n beliebig groB sein darf), 14, 33, 52, 71, . . . 4 

( n) 15, 34, 53, 72, . .. 15 
iet also derselbe, wie der nach y = ffi 19 16, 35, 54, 73, . .. 26 

17, 36, 55, 74, . . . 7 
Jahren (z. B. gemaB der TabeIle nach 18, 37, 56, 75, . .. 18 

65 Jahren so groB wie nach ffi (~:) = 8 Jahren, namlich 

28 Tage). 

Diese Zahl y = ffi (;g) ist aber immer kleiner als 19, fiir 

sie ist also gemaB 4. die Formel (5) mit der von uus ange­
strebten Genauigkeit anwendhar, und es ergiht sich 80, indem 

man in (5) y durch 91 (;g) ersetzen, die fUr beliebiges n 

giiltige Formel: 
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(6) 

Setzt man insbesondere n = 19, 38, 57, ... , so wird 

m (~) = 0 und dam it zn = 0, - wie es nach dem Meton­

ischen Zyklus sein muB. 

Der "Mondsprung" tritt am SchluB der Tabelle, also nach 
18, 37, 56 ... Jahren auf; das hierzugehorige zn von 18 Tagen 
muB man um 12 Tage vermehren, um zu dem Zuwachs fiir 
19, 38, 57 ... Jahre (Anfang der Tabelle) zu gelangen, nam­
Hch zu 30=0 (mod. 30). 

Die Vbedegenheit der Formel (6) iiber (5) besteht darin, 
daB automatisch jedesmal nach 19 Jahren die Alterszunahme, 
dem Metonischen Zyklus entsprechend, zu Null wird. Z. B. ist 
nach 5 ·19 = 95 Jahren die Alterszunahme zufolge (6): 

... ~m(m (~:1" )~m(o)~o, 
nach 63 Jahren: 

z .. ~91 (91 (::1~) ~91 (::) ~6, 
wozu man die Tabelle vergleiche. 

Die alte Formel (5) wiirde liefem: 

= m (95 ~) = 91 (1045) = 25 
Zllll 30 30 (statt 30 _ 0), 

(63'11) (693) z8S=m 30 =91 30 =3 (statt 6). 

In der Tat sind bei 95 = 5 ·19 fUnf "Mondspriinge", bei 
63 deren 3 einzuschieben (jedesmal nach 19 Jahren): und dies 
macht wieder aus den schlechteren Werten 25 und 3 die ver­
besserten 30=0 und 6. 
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6. Fiir unsere spezielle Aufgabe - die Osterrechnung -
wird es nun von besonderer Wichtigkeit werden, das Alter des 
Mondes unmittelbar vor Friihlingsanfang, also am 20. Marz 
eines beliebigen Jahres kennen zu lernen. 

Wir beschranken uns vorerst - ahnlich wie bei der Datums­
rechnung 1) in § 2, 8. - auf das das 20. Jahrhundert. Wir losen 
also jetzt die Aufgabe: 

Welches ist das Alter E des Mondes am 
20. Marz des Jahres 1900+n, wo 0<n<100? 

Hierzu entnehmen wir den astronomischen Tabellen, daB 
am 15. Marz 1900 Vollmond war; mithin hatte der Mond am 
20. Marz 1900 ein Alter 'Von 5 Tagen 2). Die Alterszunahme 
in n Jahren wird durch (6) gegeben; daher ist daB Alter des 
Mondes am 20. Marz des Jahres 1900 + n: 

_ (ffi C~) .11) 
5+zn =5+ffi -30-- . 

Das so errechnete Alter konnte groBer als 29 ausfallen und 
dann noch einmal modulo 30 reduzierbar sein - wenn namlich 
zn> 24 ist. Daher nehmen wir die 5 gleich mit unter das Rest­
zeichen (§ 1, 16. c) und finden endgiiltig als das gesuchte Alter: 

(7) E = ffi (ffi (~) ·11 + 5) = ffi (l1a +~) 
30 30 ' 

wobei 

gesetzt ist. 

Die folgende Tabelle enthalt die nach (7) berechneten 

Zahlen E; links steht a=ffiC~)=O, 1,2, ... , 18, rechts die 

') Und aus ahnlichen Griinden: wei! namlich in den vollen Jahr­
hunderten die Gregorianische Schaltweise Anderungen n6tig macht; 
auBerdem tritt in den vollen Jahrhunderten spater noch eine Korrektion 
wegen (! (s. unten § 4, 6.) ein. 

2) Der genaue Wert ist 4d.4089. Hieriiber Naheres in § 5, 9. 
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zugehorigen E-Werte. Man sieht und liest es auch aus dem 
Vergleich von (6) und (7) ab, daB die jetzigen Werte auch aua 
der Tabelle in 5. durch Addition von 5 und eventuelle Reduktion 
modulo 30 erhalten werden k6nnen. 

a I E a I E 

0 5 10 25 
1 16 11 6 
2 27 12 17 
3 8 13 28 
4 19 14 9 
{) 0 15 20 
6 11 16 1 
7 22 17 12 
8 3 18 23 
9 14 

7. Das mit der - wie wiederholt bemerkt, nur 
annahernd genauen - Formel (7) errechnete Alter des 
Mondes am 20. Marz irgendeines Jahres heiBt die 
"Epakte" dieses J ahres!). 

Wir haben demnach ge£unden: 

Die Epakte des J ahres 1900 + n, wo O;;:S n < 100 
ist, wird durch die Formel 

(7) 

gelie£ert. 

Wir geben drei Beispiele. 

Beispiel 1. Welches ist das Alter E des Mondes am 
20. Marz 19161 

1) Dem Wesen nach deckt sich unser Begriff der Epakte mit dem 
der Kalendermacher. Doch legen diese weder den 20. Miirz zugrunde, 
noch rechnen sie das Alter des Mondes vom VolImond ab; auch haben 
sie verschiedene Arten von Epakten im Gebrauch. Dies alIes hat nur 
historisches, nicht aber mathematisches Interesse. 
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Rier ist: 

n=16. 

16·11 +5 = 181 

E = ffi (138~) = 1. 

Mithin war der Mond am 20. Marz 1916 einen Tag alt, oder 
am 19. Marz 1916 war Vollmond. 

Beispiel 2. Welches wird das Alter des Mondes am 
20. Marz 1954 sein? 

n=54. 

E =ffi c:~) =l. 

Also wird auch im Jahr 1954 am 19. Marz Vollmond sein. 

Beispiel 3. 

n=14. ffi G:)= 14 

14·11+5=159 

E=ffi (~~) = 9. 

Also war der Mond am 20. Marz 1914 9 Tage alt. 

8. Ein Leser, der sich spaterhin mit dem Verstandnis einer 
fiir das 20. Jahrhundert giiltigen Osterformel begniigen will, 
kann das folgende iiberschlagen und gleich zu § 5 iibergehen; 
vielleicht sieht er noch vorher das in § 4, 11. liber die Mond­
phasen Vorgetragene durch. 

Wer aber den allgemeinen Mechanismus der Osterformel 
Terstehen will, muB sich mit § 4 vertraut machen. 
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§ 4. Epaktenrechnnng fiir aIle Jahrhunderte. 

1. 1m vorigen Paragraphen haben wir die Jahre des 
20. Jahrhunderts in Metonische Zyklen von je 19 Jahren 
eingeteilt, derart, daB die Zyklen begannen mit den J ahren, 

fiir die 9l (1~) = ° war; das zweite Jahr jedes Zyklus war 

charakterisiert durch m (1~) = 1, das dritte durch m (1~) = 2, 

aligemein das i-te durch m (1~) = i -1. Hierbei war n der 

VberschuB iiber 1900, d. h. die wirkliche Jahreszahl war 
N=1900+n. 

Wollen wir nun zu einer Epaktenrechnung fiir aIle Jahr­
hunderte iibergehen, so teilen wir naturgemaB wiederum, aber 
diesmal vom Jahr ° beginnend 1), die Jahre in Zyklen von je 
19 Jahren ein; bezeichnet, wie fruher, N irgend ein Jahr, so 
ist seine Lage im Metonischen Zyklus charakterisiert durch 
die GroBe 

(1) a=m(N). 
19 ' 

auch jetzt ist das i:te Jahr2) eines Zyklus durch a=i-l 

charakterisiert. Fiir N = 1900 ist a= m (1~~0) = 0, d. h. die 

jetzige Festsetzung ist mit der des vorigen Paragraphen in 
Vbereinstimmung, nach der ja mit 1900 ein Zyklus beginnen 
solite. Dagegen beginnt z. B. mit 2000 kein Zyklus, denn 

(2000). . a=m ~ =5; also 1st 2000 schon das sechste Jahr III 

dem betreffenden Zyklus, und dieser beginnt mit 1995; in der 

. (1995) Tat 1St m ~ =0. 

1) Das Jahr 0 ist im gewohnlichen Sprachgebrauch das Jahr 1 vor 
Ohr. Geburt. 

2) Die Zahl i heiBt bei den Kalendermachem "giildene Zahl". 
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Die erste .Anderung, die wir also an Formel (7) des vorigen 
Paragraphen machen mussen, wenn wir unsere Betrachtungen 
auf aIle Jahrhunderte ausdehnen wollen, ist die, daB wir in 

ihr m (1~) ersetzen durch a = fft (~); sie gewinnt also jetzt 

die GestaJtl): 

(2) 
E=ffi(11~t5) 

a=ffi (~). 

2. Die praktische Berechnung von a liiBt sich durch fol­
gende Betrachtung sehr vereinfachen. Setzt man wieder (§ 2, 12.): 

N=100p+n, 

so folgt, wenn man beachtet, daB ffi (~~~) = 5 ist und unter 

Beachtung von § 1, 16., Gll. (12) und (8): 

( 
( 5 fft (~)) ) 

a=fft(~)=fft(10op+n)=ffi fft 19 +n 
19 19 19· 

Setzt man daher: 

(3) 
ro (5 ffi (~)) = ' 
til \ 19 ,n, 

so folgt: 

(4) 

1) In Formel (2) ist f<~ durch E ersetzt, weil die eben angebrachte 
Korrektion noch nicht ausr"licht, um E fiir a.lIe Jahrhunderte zu be­
rechnen: das E ist nur eine voriibergehend gebrauchte HilfsgriiBe, die 
nachher noch weiter bearbeitet wird. Sie stimmt ihrem Wesen nach 
iiberein mit der "Julianischen" Epakte der Kalendermacher. Vgl. Fu6-
note S. 40. 
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Hierbei ist n' gemaB (3) zu berechnen, oder, bequemer, 
der folgenden mit Hilfe von (3) berechneten Tabelle zu ent­
nehmen: 

(5) p ~~I~~~~_~_--=-~I~JI~12~ 
n'= 4 9 114 0 5 10 15 1 I 6 11 116 

Die Zahlen n' wachsen immer um 5, wobei 
modulo 19 eintritt, sob aid 18 uberschritten wird. 
auch unmittelbar aus (3). 

Reduktion 
Das folgt 

Fur N = 2000 ist beispielsweise p = 20, n' = 5, n = 0, 
also a = 5, in Dbereinstimmung mit dem Beispiel in 1. Fur 

N=1870 ist p=18, n'=14, n=70, also a=ffi(ntn') 

= ffi (~:) = 8. Dies ist gewiB bequemer auszurechnen, als 

ffi C~~O) = 8. 

3. Die durch (2) definierte GroBe E ist noch keineswegs 
geeignet, das Alter des Mondes fUr aIle Zeiten richtig dar­
zustellen. Es sind vielmehr noch zwei Korrekturen anzubringen. 

a) Unsere bisherigen Betrachtungen in § 3 bezogen sich auf 
J ulianische Jahre (§ 2, 11.). Nun tritt aber in unserem Kalender 
nach § 2, 13. fur die vollen Jahrhunderte, fur die p nicht durch 4 
teilbar ist, die Gregorianische Schaltweise ein: dies bedingt 
eine erste Korrektur der Epakte E. 

b) Bisher wurde die GroBe e des § 3, 3. vernachlassigt; 
dies ist nun zwar fUr den kurzen Zeitraum eines Jahrhunderta 
zulassig: denn da ein Jahrhundert kaum mehr ala 5 Zyklen 
umfaBt (5.19 = 95), so ist der durch e in dieser Zeit hervor­
gerufene Fehler nur etwas groBer ala 5 e, also annahernd 
71 / 2 Stunde. Bei groBeren Zeitraumen aber darf e nicht mehr 
vernachlassigt werden. 

4. Wir beginnen mit der Korrektion wegen a). Urn einen 
sicheren Ausgangspunkt zu gewinnen, vervollstiindigen wir die 
§ 3, 7. gegebene Definition der Epakte in folgender Weise: 
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Unter der "Epakte" eines Jahres N verstehen wir 
das Alter des Mondes am 20. Marz des Jahres N im Gre­
gorianischen Kalender. 
Auch in diesem Sinne liefert Formel (2) die Epakte richtig 

fUr das 20. Jahrhundert (p = 19); denn fiir das Jahr 1900 
selbst war das mittlere Mondalter mit dem durch die For­
mel dargestellten in tJbereinstimmung gebracht worden, und 
innerhalb eines Jahrhunderts tritt keine Abweichung des 
Julianischen vom Gregorianischen Schaltmodus ein. 

Sie wiirde fiir aIle Jahrhunderte - abgesehen von der 
Korrektion b) - richtig sein, wenn man, von p = 19 ausgehend, 
die Zeitrechnung vorwarts und riickwarts nur in Julianischen 
Jahren vornahme. Eben deshalb haben wir auch in der FuB­
note S.43 die GroBe E als "Julianische Epakte" bezeichnet. 

Geht man aber zur Gregorianischen Schaltung iiber, so 
sind zwei Falle zu unterscheiden, die sich auf den tJbergang vom 
Jahrhundert p zum Jahrhundert p + 1 beziehen (§ 2, 12., 13.): 

a) Das voll eJ ahrhundert p + 1, also dasJ ahr N = 100(p + 1), 

ist ein Schaltjahr; dieser Fall ist charakterisiert durch ffi (~: ~ ) = o. 

(3) Das volle Jahrhundert p + 1 ist kein Schaltjahr, also 

ffi (p t 1) von Null verschieden. 

Der Fall a) bietet keinen Unterschied gegen die Julianische 
Schaltweise: die fUr das Jahrhundert p giiltigen Epakten werden 
ohne irgendeine Anderung in das Jahrhundert p + 1 fortgesetzt. 

1m Fall (3) wird, wenn man das volle Jahrhundert einmal 
Julianisch schaltet - (wie wir es bei der Epaktenrechnung bis­
her getan) - einmal aber Gregorianisch - (wie wir es von 
nun ab tun wollen) - der 20. Marz des Julianischen Jahres 
mit dem 21. Marz des Gregorianischen zusammenfallen. 

SolI nun die Epakte, wie es die vorhin gegebene Definition 
verlangt, das Alter des Mondes am 20. Marz der Gregoria­
nischen Zeitrechnung ergeben, so ist im Fall (3) bei Gre­
gorianischer Schaltung der Mond am 20. Marz urn einen Tag 
jiinger als bei Julianischer. Wir erkennen somit die Richtig­
keit des folgenden Satzes: 
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Beirn Vbergang von p zu p + 1 bleibt die bei Gre­
gorianischer Schaltung sich ergebenae Epakte jedesmal 
urn 1 gegen die sich bei Julianischer Schaltung ergebende 

zuriick, falls m (p t 1) von Null verschieden ist. Um­

gekehrt wird beirn Vbergang von p zu p - 1 die Epakte 
des Jahrhunderts p -1 der des Jahrhunderts p urn 1 
vorauseilen, sobald man im Jahrhundert p von der Julia­
nischen zur Gregorianischen Schaltung iibergeht, und wenn 

dabei m (t) von Null verschieden ist. 

Der letzte Teil des Satzes ist sofort klar, wenn man ihn als 
Vbergang von p - 1 zu p auffaBt: er sagt dann genau das­
selbe aus wie der erste. 

Aus unserm Satz folgt, daB wir bei Gregorianischer 
Zeitrechnung die aus (2) sich ergebende Epakte in verschiedenen 
Jahrhunderten um eine GroBe u zu vermehren haben, die beim 
Vorschreiten in den Jahrhunderten negativ, beim Riickschreiten 
positiv ist. Statt E haben wir also als Epakte E + u zu 
nehmen, und u ergibt sich aus folgender Tabelle, die mit Hilfe 
unseres Satzes unmittelbar aufzustellen ist, wenn man nur be­
denkt, daB fur p = 19 E die "richtige" Epakte, also u = 0 ist. 

(6) ~--JI~I~I~-~I~~I~--=-~~~I~ 
U= 3 2 1 0 0 -1-2-3-3-4-5 

Die Epakte fur ein beliebiges Jahr N ist also jetzt: 

E + u = m (11 a + 5) + u 30 . 

Da wir aber das Alter des Mondes immer modulo 30 redu­
zieren und diese Summe 29 ubersteigen konnte, so nehmen wir 
wieder das u mit unter das Restzeichen und schreiben als 
Epakte fur Gregorianische Schaltung und aIle Jahr­
hunderte: 

(7) 
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Das Korrektionsglied u heiBt "Sonnengleichung der 
Epakte". Das Wort "Gleichung" hat dabei nicht den sonst iib­
lichen Sinn, sondern es bedeutet hier "A usgleichung" oder "Aus­
gleichungsgroBe". Ahnlich spricht man in der Physik von einer 
"personlichen Gleichung": Das ist die Zeit, die zwischen 
einem Ereignis und dem BewuBtwerden dieses Ereignisses durch 
den Beobachter vergeht; sie muB bei gewissen Beobachtungen 
zur "Ausgleichung" der Beobachtungsfehler in die Rechnung ein­
gefiihrt werden. Die Astronomen nennen ferner "Z e i t g lei­
chung" die AusgleichungsgroBe, die man zu der unmittelbar 
beobachteten "wahren Ortszeit" hinzufiigen muB, um die "mitt­
lere Ortszeit" zu erhalten. 

Ganz in demselben Sinn ist die Sonnengleichung u die 
"Ausgleichungsgr6Be", die man der Epakte wegen des Sonnen­
laufs hinzufugen muB: denn die Gregorianische Schaltweise hat 
ja doch keine andere Bedeutung, als die Ubereinstimmung des 
Kalenders mit dem Sonnenlauf, genauer mit dem tropischen 
Jahr herzustellen (§ 2, 11.). 

Die durch die Sonnengleichung korrigierte Epakte ist immer 
noch nicht die endgiiltige: es fehlt noch die nach 3. b) vor­
zunehmende Korrektion wegen 12. 

5. Bevor wir aber zu dieser Korrektion iibergehen, wollen 
wir zeigen, wie wir die GroBe u, anstatt sie der Tabelle (6) zu 
entnehmen, durch eine Formel berechnen konnen. 1) 

Wir k6nnen u als eine GroBe auffassen, die gleichzeitig 
folgende beiden Eigenschaften hat: 

1. Sie nimmt jedesmal um 1 ab, wenn p um 1 wachst; 

2. sie nimmt jedesmal um 1 zu, wenn p beim Wachsen 
zu einer durch 4 teilbaren Zahl gelangt. 

Fur die durch 4 teilbaren Werte von p wirken sich beide 
Eigenschaften entgegen, d. h. u bleibt auf seinem vorigen Werte: 
ein Blick auf die Tabelle bestatigt all dies. 

1) Wer sich mit der Tabelle begniigen will, kann die folgende Be­
rechnung von U ohne StOrung des Zusammenhangs iibergehen. 
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Eine GroBe von der ersten Eigenscha£t ist nun - p, eine 

GroBe von der zweiten ist [~J. Daher hat - p + [~J die 

verlangten Eigenschaften beide, ohne aber schon mit u vollig 
iibereinzustimmen. Zum Beispiel ist fUr 

p= 17, 18, 19, 20, 21, 

-P+[~J=-13, -14, -15, -15, -16, 

Die untere Reihe zeigt nun sofort, daB ihre Zahlen samt­
lich um 15 kleiner sind als die entsprechenden der Tabelle (6). 
Daher folgt: 

(8) 

Damit ist die gewiinschte Formel gefunden. Sie lieferl 
z. B. fiir p = 25: 

U= [~5J -·25 + 15 =6 - 25+15= - 4, 

in Dbereinstimmung mit der Tabelle (6). 

6. Wir gehen nunmehr zu der letzten, nach 3. b) erfor­
derlichen Korrektion der Epakte iiber. 

Wir haben in § 3, 3. gesehen, daB der Mond nach je 
19 Jahren um e = 0,0609 Tage zu jung gemacht wird, wenn 
man, wie wir es bis jetzt getan haben, dem Metonischen 
Zyklus genaue Giiltigkeit zuschreibt. Bezeichnet man die An­
zahl Zyklen, die vergehen, bis dieser Fehler auf einen ganzen 

1 
Tag anwachst, mit x, so ist xe=l, also x=-=16,42. 

e 
Nach je 16,42 Zyklen von 19 Jahren oder nach (rund) 312 Jahren 
ist demnach der Mond bei unseren Rechnungen um einen Tag 
in seinem Alter gegen den mittleren Mond zuriickgeblieben: 
wir miiBten daher, um mit dem mittleren Mond in Dberein­
stimmung zu bleiben, dem bisher berechneten Alter alle 312 Jahre 
einen Tag hinzufiigen. 

Statt dessen hat die Kirche bestimmt, daB diese Korrek­
tion alle 300 Jahre vorgenommen werden soll,1) nachdem zu-

1) Uber den hierdurch verursachten Fehler 8. unter 8. 
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nachst fUr das Jahr 1500 der beobachtete Mond mit dem be­
rechneten in Obereinstimmung gebracht war. Demnach hatte 
die Epaktenerhohung stattzufinden in den Jahren: 

(9) 1800, 2100, 2400, 2700, 3000, ... 

In unserer Formel (2), und damit auch in (7), ist die Er­
hOhung, die im Jahre 1800 stattgefunden hatte, bereits beriick­
sichtigt: einfach dadurch, daB wir dem Mond fUr den 20. Mi:i.rz 
1900 in Obereinstimmung mit dem kirchlichen Wert ein Alter 
von 5 Tagen gegeben haben (§ 3, 6.). 

Wir erhalten demnach aus (7) einen mit Bezug auf den 

Fehler e korrigierten Wert der Epakte, indem wir E ersetzen 

durch E + v, wo v aus folgender Tabelle zu entnehmen ist: 

(10) p I~I~I~~I~I~~!~I~~~ 
v= -1 -1 0 0 0 1 I 1 1 2 2 I 2 

Dadurch ist dann die Epakte tatsachlich in den unter (9) 
verzeichneten Jahren jedesmal um 1 vergroBert. 

Das Korrektionsglied v heiBt "Mondgleichung der 
Epakte". Zu dieser Bezeichnung vergleiche man das am SchluB 
von 4. Gesagte. 

Die neue Epakte 

E+V=me1a~:+u)+v 
konnte auch hier den Wert 29 iibersteigen, in welchem Falle 
!!lie modulo 30 reduziert wiirde. Wir nehmen daher wieder v 
mit unter das Restzeichen und erhalten als Wert der Epakte: 

(11) E=m(l1a+~tu+v). 

Zur praktischen Rechnung ist es besser, den Summanden 
5 + u + v von vornherein modulo 30 zu reduzieren; setzt 
man also: 

(12) 

lacobsthai, Mondphasen. 
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so geht (11) iiber in die endgiiltige Form der Epakte: 

(13) E=ffi(l1~:S). 
Hierbei ergib~ sich fiir s nach (12) und mit Hilfe der 

Tabellen (6) und (10) folgende Tabelle: 

(14) p ~~~~I~~~~~~~-
s= 7 6 6 5 I 5 5 4 3 4 3 I 2 

7. Bevor wir die Resultate zusammenstellen und Bei­
spiele berechnen, zeigen wir, daB, wie vorhin u, so auch v 
und s mit Leichtigkeit berechnet, statt den Tabellen ent­
nommen werden konnen 1). 

Fiir v ist charakteristisch, daB es bei wachsendem p jedes­
mal dann um 1 wachst, wenn peine durch 3 teilbare Zahl 

erreicht. Diese Eigenschaft hat [~ ] + c, wobei c eine zu be­

stimmende Konstante ist. Setzt man also 

v=[~ J +c, 
. 

und bedenkt, daB nach (10) v = 0 sein muB fiir p = 18, so 
folgt fiir p = 18: 

0=6+c, c=-6, 
mithin 

(14) V=[;-J-6. 
Diese Formel kann also Tabelle (10) ersetzen. 

Nunmehr folgt also aus (12), (8), (14): 

S
= ([~ ] -p+15 + [;-] -6 +5) 

ffi 30 ' 
1) Vgl. Fu6note S.47. 
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oder: 

(15) 
_ ([ ~ l + [~ l + 14 - p) 

s-9t 30 . 
I 

Diese Formel kann Tabelle (14) ersetzen. 

8. Wenn die Mondgleichung in der durch die Kirche vor­
geschriebenen Weise (vgl. 6.) aHe 300 Jahre angebracht wird, 
ausgehend vom Jahre 1500, so erfordern 8 Mondgleichungen 
8·300 = 2400 Jahre und fiihren mithin auf das Jahr 3900. 
Mit dem richtigen Werte von 312 Jahren (statt 300 Jahren) 
wiirden 8 Mondgleichungen 8·312 = 2496 Jahre erfordern, und 
man kame somit nahezu auf das Jahr 4000. 

Daher hat, urn auch diesen Fehler zu beseitigen, die Kirche 
weiterhin bestimmt, daB in der Reihe (9) das Jahr 3900 durch 
4000 ersetzt wird: damit wiirde also von 3900 ab Formel (14), 
und damit auch Formel (15) falsch werden. 

Da es aber zum mindesten fraglich ist, ob iiberhaupt die 
jetzige Form unseres Kalenders bis 3900 beibehalten wird 
werden, so konnen wir fiiglich auf die Ausdehnung unserer 
Formeln bis zu diesem Jahre verzichten. 

9. Wir stellen nunmehr die Resultate dieses Paragraphen 
endgiiltig zusammen: 

Setzt man: 

so wird das Alter E des Mondes am 20. Ma rz des 
Jahres N=100p+n nach Gregorianischer Zeit­
rechnung bestimmt durch die Formel: 

4* 
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Hierin sind die GraBen n' und s entweder 
der folgenden Tabelle!) zu entnehmen: 

n' s p (mod. 19) (mod. 30) 

16 4 7 
I--

17 9 6 

18 14 6 

19 0 5 

20 5 5 

21 10 5 

22 15 4 
1---

23 1 3 

24 6 4 

25 11 3 

26 16 2 

oder nach den Formeln zu berechnen: 

, = 9l (5 9l (h)) 
n 19' 

,~ m (l t 1 + l ~l + 14 - p) . 
Das so berechnete Alter E heiSt "Gregoria­

nische Epakte"~). Ein gedachter Mond, dessen 
Alter sich genau nach unserer Formel richtet, 
heiBe "zyklischer" Mond. Der Unterschied zwi­
schen dem mit tier en und dem zyklischen Mond 
iiberschreitet nicht die Fehlergrenze von einem 
TagS). 

1) In der Tabelle ist in den Uberschriften noch der Modul ange­
geben, nach dem n' und B reduziert worden sind. 

~) V gl. FuBnote S. 43. 
') Genaueres hieriiber siehe § 5. 
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10. Wir rechnen noch einige Beispiele durch. 

Beispiel 1. 

Beispiel 2. 

N=1870. 

p=18 

n'=14 

n=70 

s=6 

a= ffiG:) = 8 

E = ffi (88;:; 6) = 4. 

N=2076 

p=20 n=76 

n'=5 8=5 

a = ffi (~~) = 5 

E=ffi (55 + 5) =0. 
30 

Am 20. Marz 2076 wird also gerade Vollmond sein. 

Beispiel 3. 
N=1886 
p=18 
n'=14 

n=86 
8=6. 

53 

Hier ist es einfacher, statt n' = 14 zu nehmen n' = - 5, 
da ja 14 _ - 5 (mod. 19). Dann wird: 

Beispiel 4. 

a=ffiG~)=5 
E = ffi (55;:; 5) = O. 

N=1761 
p=17 
n'=9 

n=61 
s=6 
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a = ffi (70) = 13 
L 19 

E= ffiC433t 6) =29. 

:§ 4, 10.; 

Dies ist der groBte Wert, den E iiberhaupt erreichen kann, 
da es ja modulo 30 reduziert wird. Da der Mond am 20. Marz 
1761 ein Alter von 29 Tagen hatte, so war am 21. Marz 
Vollmond. 

11. Mondphaserl. Riel' sei angemerkt - ohne daB weiter­
hin davon Gebrauch gemacht wird - daB vermoge der Epakten 
die Mond pha~sen fiir ein beliebiges Datum eines beliebigen 
Ja.hles N leicht anzugeben sind. 

Man bezeichne namlich mit T die Anzahl der Tage, die 
vom 20. Marz ab bis zu diesem Datum vergehen. Da nun eine 
Lunulation etwa 29,5 Tage dauert, so nimmt fiir je 30 Tage 
das Alter des Mondes um 0,5 Tage zu, also nach T Tagen urn 
soviel halbe Tage, als 30 ganzzahlig in T aufgeht, und dann 
noch um den Rest, der hierbei iibrig bleibt. Da nun E das Alter 
des Mondes am 20. Marz selbst ist, so ist das gesuchte Alter: 

E + 0,5· [~J + ffi (~). 
Das so gefundene Alter wird am besten modulo 29,5 re­

duziert, so daB man als Endresultat fiir das gesuchte Alter A hat: 

(9) 
A =ffi (E + 0,5· [~J + ffi (~)) . 

29,5, 

Fiir gena ue Berechnungen vgl. hierzu § 5, 11. 

Unsere Formelliefert z. B. fiir 15. Juli 1916: T = 117, also: 

(
1 r1171 (117)) 

A=ffi +0,5'L30 J +ffi 30 =ffi (1 +0,5.3t~2) 
29,5 29,5 

= ffi (29,5)'=0. 
.. .29,5' 
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Mithin war am 15. Juli 1916 Vollmond, ein Resultat, das 
sich aus jedem Kalender bestii.tigen lii.Bt. 

Ein Januar- oder Februar-Datum wird am besten mit 
zum vorhergehenden Jahre gerechnet, so daB T die Anzahl 
der Tage bezeichnet, die yom 20. Mii.rz des vorhergehenden 
Jahres bis zu dem gegebenen Tage verstrichen sind (vgl. § 5, 
11., Beispiel 2). 

§ 5. Zyklischer und mittlerer Mond 1). Fehler­
abschatzung. "Mittlere" Epakte. 

1. Nach § 3, 4. liegt der Epaktenrechnung zugrunde die 
Formel 

(1) 

wo z" die Alterszunahme des zyklischen Mondes in " Jahren 
bezeichnete. Hierbei sei vorerst" eine po sit i v e ganze Zahl. Wir 
haben damals ohne genauere Untersuchung angenommen, daB (1) 
fUr einen Zeitraum von 18 Jahren hinreichend genau richtig sei, 
und dann in jedem 19. Jahr den Fehler durch die Forderung 
korrigiert, daB der Metonische Zyklus genau richtig sei: den 
hierbei noch verbleibenden Fehler e haben wir dann endlich 
durch die "Mondgleichung" beseitigt (§ 4, 6.). 

lodes war unsere damalige SchluBweise liickenhaft: wenn 
auch gezeigt war, daB (1) nach 19 Jahren gegeniiber dem mitt­
leren Mond gerade einen Tag (abgesehen von e) als Fehler er­
gab, so hatten wir uns doch keinen Vberblick iiber den Ver­
lauf des Fehlers innerhalb der 18 Jahre selbst verschafft: das 
solI jetzt nachgeholt und zugleich das Alter des mittleren Mon­
des fiir jeden beliebigen Zeitpunkt berechnet werden. 

2. Die wirkliche Alterszunahme des mittleren Mondes 
wird nach § 3, 3. durch die Formel: 

(2) Z,,=ffi("~) 
1) Dieser Paragraph kann ohne St6rung des Zusammenhangs iiber­

gangen werden. Er setzt eine gewisse mathematische Schulung voraus. 
Es wird damn erinnert, daB unter Mond schlechthin der mittlere Mond 
zu verstehen ist (S. 33, FuBnote). 
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gegeben, worin 
(3) 
(4) 

D = 10,8829, 
L= 29,5306 

war. Wir setzen noch: 
(5) ~= 11- D=O, 1171, 
(6) 1=30-L=0,4694. 

Aus (1) folgt nach § 1, 10. Gl. (5'): 

11v= 30 [~~ J +z", 
also: 

(7) z,,=l1v-30g, wo g= [l::J. 

[§ 6, 2, 3.) 

Jedesmal nun, wenn wir den Mond nach einem Jahr um 
11 Tage alter werden lassen, haben wir ihn nach (5) um b zu 
alt gemacht; und jedesmal, wenn wir sein Alter um 30 Tage 
verringern, haben wir ihn nach (6) um 1 zu jung gemacht. 
Nach Formel (7) ist er daher in v Jahren um vb Tage zu alt 
und um 19 Tage zu jung gemacht werden. Setzt man also 

(8) L1,,=gl-v~, 

so ist die wahre Alterszunahme z" + .1", oder, da dieser 
Betrag eine volle Lunulation L iiberschreiten konnte: 

(9) 

Diese Formel ist also nichts anderes als eine Umformung 
von (2). 

3. Wir mach en nun die Formel (8), die den 
von (1) darstellt, zu einer Abschatzung geeignet. 

Nach (7) ist, da 0 <z" < 30 ist: 

(10) =111vJ=l1V -8 
g l 30 30 ' 

wobei 
(11) 
ist. Daher wird (8), wenn man (10) einsetzt: 

(111 ) (12) L1v = v 30 - b - el. 

"Fehler" 
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Wenn wir e durch 1 ersetzen, so haben wir Ay zu klein 
gemacht; wenn wir aber die positive Konstante el weglassen, 
so haben wir L1y vergroJlert, auJler wenn zufallig gerade e = 0 
ist. Mithin folgt: 

(13) (11 A.) (11 A. ) ,,--b -A.<L1 <Y --b. 30 y = 30 

Hieraus ergibt sich vor allem, daB fur hinreichend 
groBes y der Fehler L1y beliebig groB wird: naturlich 
kann er jederzeit modulo L reduziert werden. Setzt man in 
(13) die Werte (5) und (6) ein, so wird: 

(14) 

(15) 

0,05 y - 0,5 < Av < 0,05 Y. 

Die Formel (9) lehrt nun, daB, solange 

Z"=zv+ L1,, 

z .. +A,,<L ist, 

gesetzt werden kann; ersetzt man also Ay durch den groJleren 
Wert 0,05 Y, so gilt a fortiori: solange z,. + 0,05 Y < List, ist 

(16) Z" < z" + 0,05". 

Nun ist der groBte fur Zy vorkommende Wert Zg = 28, 
und das groBte y ist y = 18, also 0,05 y = 0,9. Da 28,9 < L 
ist, so sind gewiB bis y = 18 Formel (15) und (16) zulassig. 
Sie lehren, daB, wie wir fruher angegeben haben, der Fehler 
niemals einen vollen Tag im Bereich y = Obis y = 18 erreicht. 
Weiter aber lehrt die genaue Formel (12), daB innerhalb dieses 
Intervalls der Fehler bald groBer, bald kleiner wird, da e 
zwischen ° und 1 hin- und herscl}.wankt. 

Dies bestatigt ein Blick auf die Tabelle der A" S. 59. 
Man sieht, daB der Fehler fur ,,= 4 am kleinsten, fUr y = 17 
am groBten wird. Auch sieht man, daB der mittlere Mond 
bald hinter dem zyklischen zuruckbleibt, bald ihm vorauseilt. 
Von y = 6 an eilt er stets, aber nicht gleichmaBig, voraus. 

Dagegen ist fUr y = 19 

Z19 = 29, 0,05·19 = 0,95, 

also die Bedingung 29,95 < L nicht erfullt, und damit (16) 
zur Abschatzung unzulassig. 
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. [11.19J Die genaue Formel (8) liefert g = -30. = 6 und also: 

J l9 = 6.0,4694 -19·0,1171 = 0,5915. 

Daher gibt (9), wozu man § 3, (4) vergleiche: 

Z =m(Z19+ J 19)=m(29,5915)=00609= . 
19 L 295306' e , 

Es ist also in Dbereinstimmung mit § 3, 3. und 4.: 

Z =m(Z19+ 1 +e) 
19 30' 

80 daB sich jetzt, wenn wir e wieder vernachlassigen, die Giil­
tigkeit des Metonischen Zyklus von neuem ergibt. 

4. Wir konnen mit unseren jetzigen Hilfsmitteln leicht die 
Alterszunahme Zy des mittleren Mondes fUr be Ii e big e s 'V auf 
rechnerisch weit bequemere Weise darstellen, als es Formel (2) 
oder (9) gestatten. Wir setzen in der Bezeichnungsweise von 
§ 1, 10: 

(17) '1'=19 [~J+m(~) 19 19 . 

Jeder der heiden Summanden liefert nun einen Beitrag zu Zv. 
Da fUr 'V = 19 die Zunahme des Mondalters ZHI = e betragt, so 
liefert der erste Summand den Beitrag: 

(18) 

Zur Berechnung des vom zweiten Summanden in (17) ge­

lieferten Beitrags bedenke man, daB ° <m (1~) < 19 ist. Setzt 

man also 

(19) (O~v < 19) 

so kann fiir 'V = v Formel (15) verwendet werden. Demnach 
entspricht dem zweiten Summanden in (17) der Zuwachs 

(20) Z-;; = Z-,; + J-,;, 
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und der gesamte Zuwachs wird unter Reduktion modulo L: 

(21 ) 

oder: 

(22) 

Da 1m Zahler rechts der erste Summand kleiner als L, 
der zweite kleiner als 0,9 bleibt, der dritte aber erst fiir ')I = 312 
den Wert 1 erreicht (§ 4, 6.), so wird die ganze Reduktion 
modulo L im allgemeinen nur in einem einmaligen Abziehen 
von L bestehen. 

Gerade in dieser einfachen Reduktion besteht fiir groBe 
" die tJberlegenheit von (22) gegen (2). Beispielsweise wiirde 
,,= 375 fiir (2) schon eine recht unangenehme Rechnung, bei 
(22) sehr geringe erfordern. Dagegen wird man fiir kleine ", 
insbesondere etwa fiir ')I = 1, 2, 3, 4 natiirlich (2) vorziehen. 
Die Berechnung von (22) wird noch wesentlich erleichtert durch 
folgende 

[ 11 ')I] Tabelle der Werte L1v = 30 A. - v ~. 

v I LI .. v I 
A, ~ 

1 - 0,1171 10 +0,2372 
~--~--~~-.-

2 - 0,2342 11 +0,5895 
- ------ ---l 

3 +0,1181 12 +0,4724 
f----- ---~--

4 +0,0010 13 +0,3553 

5 -0,1161 14 +0,7076 
f---- ----- --

6 +0,2362 15 -I- 0,5905 
f------

7 +0,1191 16 +0,4734 

8 +0,0020 17 + 0,8257 

9 +0,3543 18 +0,7086 
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5. Wir zeigen nun, daB (22) auch fUr negatives" richtig ist!). 

Wir setzen demgemaB: 
(23) v=-m, 
wo m nun eine positive ganze Zahl ist. Dann ist die Zu­
nahme Z,. in " J ahren gleich der A h nahme - Zm in m J ahren, 
und fiir diese iet nach (21): 

(24) Z,,=-Zm---Zm- [~J e (mod. L), 

wobei 

Wir vergleichen nun diesen Ausdruck mit 

Zv-+ [;9J e· 
Nach (19) ist: 

v=ffi (;9)' 

Nun ist (§ 1, 11.) auBer fiir ffi (;9) = 0: 

v=ffi(;9)=ffi( 19m) = 19 - ffi(~)= 19 -m. 

SchlieBen wir den Fall, daB v durch 19 teilhar sei, vorerst 
a.us, so ist demnach Z-v, die Zunahme in v Jahren, gleich der 
Zunahme in 19 Jahren vermindert um die Zunahme in m Jahren; 
das heiBt, es ist: 

(25) Zv-=e-ZiD. 

Weiter ist (§ 1, 11.), ehenfalls fiir ffi (;9) =1= 0: 

[;9J=[ 1;J=-[~J-1, 
1) EB sei nooh einmal an die Bedeutung der Zeiohen m (1~) und 

[l~] fiir negative v erinnert (§ 1,11.). Die Riohtigkeit von (22) fiir 

negative v folgt iibrigens auch unmittelbar aua der Allgemeingiiltig-
11: eit von (17). Der ausfiihrliohere Beweis Bohien gleiohwohl zweokma.6ig. 
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also: 

(26) 

Die Addition von (25) und (26) und der Vergleich mit 
(24) ergibt: 

Z-;-+ [-;9J e=-Zm- [~J e-Z" (mod. L). 

Folglich gilt Formel(21) und damit (22) auch fur negatives)'. 

Dabei war aber der Fall noch aUBgeschlossen, daB " durch 
19 teilbar ist. Rier wird y = m = 0, mithin auch Z;-= Zm= 0; 

femer [;9J = - [~J. Daher wird jetzt (24): 

Z~= -l~Je= [;9J e, 
und dasselbe liefert (21). 

Wir haben daher allgemein bewiesen: 

Die Formeln (21) und (22) behalten fur negative 
" ihre Gultigkeit. 

6. Bei Berechnung von (22) sind aber noch zwei Punkte 
zu beachten, die beide damit zusammenhangen, daB wir unsere 
Betrachtungen auf J ulianiBche Jahre aufgebaut haben: nur fur 
Julianische Jahre haben ja e und D die angegebenen Werte. 

Wir hatten den fehlenden Schalttag, der in solchen vollen 

Jahrhunderten auf tritt, fur die m (t) =1= 0 ist, einen "Gregoria­

nischen Schalttag" genannt (§ 2, 13). Schreitet man nun 
von irgendeinem Zeitpunkt aus um " Jahre vorwarts, so muB, 
aUB demselben Grunde wie in § 4, 4. bei E, jedesmal eine Er­
niedrigung des Z~ um 1 vorgenommen werden, sobald ein Gre­
gorianischer Schalttag uberschritten wird; umgekehrt tritt beim 
Zuriickschreiten um " Jahre eine entsprechende Erhohung urn 
1 ein. 
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Bezeichnet also G die Anzahl der innerhalb unserer 
" Jahre auftretenden Gregorianischen Schalttage, so muB Z" fiir 
den Gregoriani&-ehen Kalender urn + G vermehrt werden, 

- y>O + je nachdem y < 0 

ist. 
SoU z. B. die Alterszunahme vom 3. Januar 1900 bis 

3. Januar 1907 berechnet werden, so miiBte G = 1 in Abzug 
gebracht werden, da im Jahre 1900 ein Gregorianischer Schalt­
tag innerhalb des fraglichen Zeitintervalls liegt; dagegen ware 
im 1ntervall etwa vom 7. Marz 1900 bis 7. Marz 1907 kein 
Gregorianischer Schalttag enthalten, also G = o. 1st der Aus­
gangspunkt etwa der 20. Marz 1900 und y = - 200, also die 
Alterszunahme von 1900 bis 1700 zu ermitteln, so sind im 
1ntervall Gregorianische Schalttage in den Jahren 1900 und 
1800, nicht aber im Jahre 1700 enthalten. Rier ware G = 2 
zu addieren. 

7. Unsere augenblicklichen Betrachtungen geben nicht, wie 
die in §§ 3 und 4, den Alterszuwachs mit ganz grober Genauig­
keit, sondern auf Stunden und Minuten genau. Daher muB an­
gegeben werden, urn welche Tageszeit man sich die Beobach­
tungen angestellt denkt: eine beliebige, aber feste Tageszeit 'r 

werde demnach fUr samtliche Beobachtungen zugrunde gelegt. 
Der Ausdruck "Beobachtungen" ist dabei natiirlich fUr den 
mittleren Mond nicht wortlich zu nehmen. 

Dies fUhrt nun sofort zu einer zweiten Abanderung unserer 
Formel (22). Es werde als Ausgangspunkt unserer Beobachtungen 
das Jahr No betrachtet; das Endjahr ist dann N = No + y. 

Es sei nun zunachst No ein Schaltjahr, und es werde 
weiter ein Datum angenommen, das nicht vor dem 1. Marz 
liegt (beispielsweise der 12. September): dann vergehen, immer 
auf dieses Datum bezogen, bei biirgerlicher Zeitrechnung 

von No bis No + 1 365 Tage, 
" No + 1 " No + 2 365 " 
" No + 2 " No + 3 365 " 
" No +3 " No+4 366 " usw. 
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Das wirkliche Julianische Jahr aber hat weder 365 noch 
366, sondern 365,25 Tage. Wenn ich also die Beobachtung im 
Jahre No zur Zeit 1 mache, so liefert (22) fur'll = 1 den Alters­
zuwachs nach Ablauf eines Julianischen Jahres, d. h. den 
zur Zeit 1 + Od. 25 = 'l" + 6h am gleichen Datum des burger­
lichen Jahres No + 1 beobachteten Alterszuwachs. Will ich also 
die Beobachtung wieder um .,;h machen, so muB ich von dem 
durch die Formel gelieferten Zuwachs Zl noch Od.25 abziehen. 
In gleicher Weise mussen nach 2 Jahren 2·0,25 Tage, nach 
3 Jahren 3·0,25 Tage abgezogen werden, wahrend nach 4 Jahren 
die Formel wieder genau richtig ist: es mussen namlich 4·0,25 
Tage abgezogen werden, und durch den Schalttag kommt ein 
Tag hinzu, so daB die Summe Null wird. Hieraus sieht man, 
daB man unserer Formel noch, falls No ein Schaltjahr ist und 
die Beobachtungen nicht vor dem 1. Marz gemacht werden, 
das Glied 

- 0,25 ffi (i) 
hinzufiigen muB. Auch erkennt man leicht, daB dies fiir nega­
tive 'II richtig bleibt, wenn man das Restzeichen in dem mehr­
fach erorterten Sinne gebraucht (§ 1, 10., 11.). 

Verlangen wir vom Jahr No nicht, daB es ein Schaltjahr 
sei, sondern setzen wir allgemein: 

No=4k+r, (O~r<4) 

so ist die ZusatzgroBe von der Form: 

- 0,25. (ffi ('II t r) - r). 
Der Beweis mag dem Leser uberlassen bleiben. Auch in 

dies em FaIle ist negatives 'II zulassig. Es wird sich vielleicht 
empfehlen, eine kleine Tabelle fur den vorstehenden Ausdruck 
anzufertigen: aus ihr kann der Beweis fur positive und nega­
tive 'II leicht abgelesen werden. 

Besonders zu beachten ist, daB es hierbei gleichgiiltig ist, 
ob No etwa ein Gregorianisches Schaltjahr (also in Wahr­
heit kein Schaltjahr) ist: Denn der EinfluB der Gregoria­
nischen Schalttage ist schon in 6. erledigt. 
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8. Wenden wir das in 6. und 7. Gesagte auf Formel (22) 
a.n, so bekommen wir ein neues Z~, das wir, da es die Eigen­
heiten des Gregorianischen Kalenders beriicksichtigt, mit 
ZIG) bezeichnen wollen. Es ergibt sich dann folgender Satz: 
" 

Es moge die Alterszunahme des mittleren Mon­
des von einem bestimmten Jahre No=4k+r ab 
immer zu derselben Tageszeit und an einem be­
stimmten Datum beobachtet werden, das nicht vor 
dem 1. Marz liegt. Dann ist die Alterszunahme im 
Jahr No+Y, wo y eine beliebig positive oder 
negative ganze Zahl ist, durch die Formel: 

gegeben. Hierbei bezeichnet G die Anzahl der 
im Beobachtungsintervall eingeschlossenen Gre­
gorianischen Schalttage, und zwar ist zu wahlen 

-G . hd ">0. 
+G Je nac em y<o 1st. 

Die Bedeutung der iibrigen Zeichen ist in 2. bis 4. 
angegeben. 

1st nun weiter Ao das Alter des Mondes im Jahr No, A 
das im Jahre No + y, beide Alter auf das betreffende Datum 
und die feste Beobachtungszeit 1: bezogen, so ist offenbar: 

(28) A = ffi ( Ao t Z~G) . 
Endlich bemerken wir: die Beschrankung auf Daten, die 

nicht vor dem 1. Marz liegen, ist keine Beschrankung der AlI­
gemeinheit unserer Formeln; man kann die Januar- und Februar­
tage sofort wieder in die Formeln aufnehmen, wenn man sie 
zu dem vorhergehenden Jahr rechnet, also jedes Jahr 
mit dem 1. Marz beginnen lii.Bt. Zum Beispiel der 18. Februar 
1876 gehOrte dann noch zu No = 1875, fiir ihn ware also nicht 
r = 0, sondern r = 3 in Formel (27) zu wahlen. 
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9. "Mittlere" Epakte. - Wir wollen nun als Beobachtungs­
datum den 20. Marz wahlen: wir bekommen dann durch (28) 
die Epakte des mittleren Mondes oder "mittlere Epakte", 
die mit Em bezeichnet werde. Ais Beobachtungszeit werde 
11 Uhr abends gewahlt, als Ausgangsjahr No = 1900. Wir 
wahlen fiir Ao' also das Alter des mittleren Mondes am 20. Marz 
1900 abends llh den Wert: 1) 

Ao = 4d ·4089. 

Er ist um etwa Od. 6 kleiner als der kirchlich angenommene 
E = 5; dies ist ohne Bedeutung, da die kirchlichen Werte bald 
den mittleren vorauseilen, bald hinter ihnen zuriickbleiben (vgl. 
die Beispiele in 10.). 

Nunmehr liefert uns (27) und (28), da fiir No= 1900 
r = 0 ist, folgenden Satz, in dem wir die Buchstaben gleich 
durch ihre Zahlenwerte ersetzt haben: 

1st N = 1900 + Y, wo y eine beliebige positive 
oder negative ganze Zahl bedeu tet, so ist die 
"mittlere Epakte" Em des Jahres N, d. h. das Alter 
des mittleren Mondes am 20. Marz des Jahres N 
um 11 Uhr abends Berliner Zeit: 

Hierbei bezeichnet G die Anzahl der "Gregoria­
nischen Schalttage" zwischen dem 20. Marz 1900 
und dem 20. Marz des Jahres N, und zwar ist zu 
wahlen: 

+ GG je nachdem v> 0 ist. 
y<O 

Ferner ist gesetzt: 

') Diese Zahl ist so berechnet, daB fiir den FriihlingBvollmond 1900 
der mittlere Mond mit dem wahren zusammenfiillt (Berliner Zeit). 

Jacobethal, Mondphasen. 5 
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(11 V) 
z~=m 30 ' 

" [11 VJ -L1y = 0,4694· 30 - 0,11 71 v. 

Bequemer wird A-;; der Tabelle S.59 entnommen. 

10. Wir geben nun einige Beispiele, die nach verschie­
denen Richtungen lehrreich sind. 

Beispiell. N=1916; v=v=16, [;9J =m(i)=G=o. 

Ao= 4,4089 
Z16 = 26,0000 

A16 = 0,4734 

E = m (30,8823) = 13517. 
m 29,5306 ' 

Der kirchliche Wert ist: E = l. 

Beispiel 2. N = 1917. 

Rier konnen wir einfa.cher als nach der Formel so rechnen, 
daB wir D - 0,25 = 10,63 zu dem Wert des vorigen Beispiels 
addieren. So ergibt sich: 

Em = 11,9846. 

Die Formel ergibt dasselbe Resultat. Der kirchliche Wert 
ist: E = 12. 

Beispiel 3. N=1870; v=-30, v=m( 1:°)=8, 

[;9J=[ 1:0J=-2, m(i)=m( 43°)=2, G=1. 
Ao= 4,4089 
z:;= 28,0000 

A-;;= 0,0020 
+G= 1,0000 

- 0,25· m (i) = - 0,5000 

0,0609· r ~J = - 0,1218 
.19 

Zusammen: 33,4109 Zusammen: - 0,6218 

Em 33,4109 - 0,6218 = 32,7891 (mod. 29,5306). 
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Daher durch Subtraktion des Moduls: 

Em = 3,2585. 
Der kirchliche Wert ist nach § 4, 10.: 

E=4. 

Es ist vielleicht von Interesse, dieses selbe Beispiel noch 
einmal zu behandeln, und zwar von 1870 ausgehend und 
um l' = 30 Jahre vorwarts schreitend. Hierzu wenden wir 
die Formeln (27) und (28) an, indem wir das zu 1870 geho­
rige Ao aIs unbekannt ansehen, dagegen das zu 1900 gehorige 
A = 4,4089 setzen. Dann ist nach (28): 

(A -- Z(G)) 
Em=Ao=ffi --L 30 • 

Die Berechnung von ZI?J ist nach (27) folgende: 

No=1870=4.467+2, r=2; 1'=30, ffi(1'tr)-r=-2> 

v = ffi (~~) = 11, [;9J = 1, G = 1. 

z;;= 1,0000 
,1¥"=0,5895 

0,0609· [i9J = 0,0609 

(- 0,25)-(- 2)= 0,5000 

Zusammen: 2,1504 
-G=-l,OOOO 

Z~~= 1,1504 

Em = 4,4089 -1,1504 = 3,2585. 

Man bemerke, daB die Beriicksichtigung von r diese Rech­
nungsweise weniger einfach macht als die erste. 

Beispiel 4. N = 1875; 1'=-25, v=13, z-,;=23, 

A m ( 425) = 3, LJ¥"= 0,3553, (/~ [ 1:5J=-2, G=1. . 
Dies ergibt: 

Em = 27,8924. 

Der kirchliche Wert ist E = 29. 
5* 
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Hier scheint, entgegen unseren friiheren Erorterungen, 
ein Fehler von iiber einem Tag zu bestehen. Das liegt 
aber nur an der erst spater eingefiihrten KorrektionsgroBe 

- 0,25 ffi (i), die die Beobachtungszeit festhalten sonte. 1m 

vorliegenden Fall ist sie - 0,75. LiiBt man sie weg, so ergabe 
sich Em = 28,6424, also ein sehr nahe an 29 liegender Wert. 
Damit ware dann freilich die Vorstellung zu verbinden, daB 
der 20. Marz 1875 um 18 Stunden spater anfangt und aufhort, 
als er es nach unserm Kalender tut: er beganne (in der ge­
wohnlichen Rechnungsweise) 6h Nachm. Marz 20 und endigte 
6b N achm. Marz 21. 

11. Mondphasen. - Wir bestimmen endlich noch das Alter 
des mittleren Mondes zu einem beliebigen Datum eines 
beliebigen Jahres. Dabei rechnen wir am besten den Jahres­
beginn yom 20. Marz ab, also Januar, Februar, 1. bis 19. Marz 
zum vorhergehenden Jahre. Vergehen yom 20. Marz bis zu 
dem betreffenden Datum noch T Tage, und bedenkt man, daB 
nach (6) in 30 Tagen das Alter um A = 0,4694 zugenommen 
hat, so folgt, da das Alter am 20. Marz Em ist, fiir das ge­
suchte Alter, also die "Phase" des betreffenden Tages: 

(30) 
<P~9l (Em + [?oJ: + 9l (?o)) 

Hiermit ist die Aufgabe gelost, die Phasen des 
mittleren Mondes fiir jedes Datum genau anzugeben 
- eine Aufgabe, die § 4, 11. angenahert gelost war. 

Beispiel 1. Alter des Mondes am 15. April 1900 um 
11 Uhr abends. 

Fiir 1900 ist Em = 4,4089. Ferner vergehen bis 15. April 
= 46. Marz, vom 20. Marz an gerechnet, T = 26 Tage. Mithin 
liefert (30) fiir das gesuchte Alter: 

<1>= ffi(4,4089 + 26) = Od. 8783 = 21h 5m 
29,5306 . 

Mithin war Vollmond eingetreten 21b 5m vor 11 Uhr Abends, 
d. h. Ib 55m Nachts. 
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Dies fiihrt zu einem bemerkenswerten Resultat, wenn 
man, § 6 vorgreifend, den kirehliehen Friihlingsvollmond 
fiir 1900 betraehtet. Dieser fallt naeh § 6, (1) auf Mii.rz 
50 - E, also im Jahre 1900, wo E = 5 ist, auf Marz 5& 
= April 14. In Wahrheit fallt er, wie eben gezeigt, auf den 
15. April 1 Stunde naeh Mitternaeht. Nun ist aber zudem 

( n + [~J + 4 - E) 
fur 1900 (§ 6, (3)): t = ffi 4 7 = 6, also fiel 

der kirchliehe Fruhlingsvollmond auf Sonnabend, und deshalb 
feierte die Kirehe Ostern 1900 am 15. April. In Wahrheit, 
d. h. naeh dem wirklichen Monde ware Ostern eine Woehe 
spater, also am 22. April zu feiern gewesen, da ja der wahre 
Friihlingsvollmond auf Sonntag, den 15. April fiel. 1) 

Beispiel 2. Welches war die Mondphase am 18. Februar 
18761 

Wir rechnen den Februar 1876 zum Jahre 1875. Vom 
20. Marz 1875 bis zum 18. Februar 1876 vergehen noeh 
T = 335 Tage. Also ist: 

[~J = 11, ffi(~)= 5. 

Ais mittlere Epakte war in 10. fiir 1875 angegeben 
Em = 27,8924. Mithin war das Alter des mittleren Mondes am 
18. Februar 1876 abends 11 Uhr: 

<P = ffi (2 7,8924 + 11· 0,4694 + 5) = ffi (38,0558) = d 
29,5306 29,5306 8 .5252. 

§ 6. Ableitung einer Osterformel. 

1. Wir kommen nun zu unserem Hauptziel: der Ablei­
tung einer Osterformel, die dasselbe leisten solI, wie die in der 
Einleitung erwahnte GauBsche. Es wird sich zeigen, daB die 

1) Dies Beispiel bei WislicenuB a. a. O. S. 52 (1. Aufl.). Es iet zu 
beach ten , daB nach der FuBnote S. 65 die Aufgabe da.B Alter des 
wahren Friihlingsvollmonds liefert. 
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von uns abzuleitende Formel bei ihrer Anwendung weniger 
Rechenaufwand erfordert, als die GauBsche. 

Wir sind sogar durch die Hilfsmittel der §§ 2, 3 und 4 
bereits imstande, ohne weiteres das Osterfest zu berechnen, 
freilich nicht so bequem wie mit einer £ertigen Formel: wir 
wollen das an einem Beispiel durch£iihren, besonders deswegen, 
weil die spater abzuleitende allgemeine Formel dem Gang dieses 
Beispiels nachgebildet ist. 

2. Wie schon in der Einleitung bemerkt, fallt Ostern 
stets auf den ersten Sonntag nach dem Friihlingsvoll­
mond. Dabei ist, wie wir jetzt genauer angeben, unter "Friih­
lingsvollmond" der erste zyklische Vollmond (§ 4, 9.) nach dem 
20. Marz zu verstehen 1): der friiheste Termin des Friihlings­
vollmondes ist mithin der 21. Marz, d. h. Friihlingsanfang selbst. 

Wir lOsen nun die Aufgabe: wann war Ostern im Jahre 
1907? 

Wir berechnen zuerst die Epakte E, also das Alter E des 
Mondes am 20. Marz 1907. 

Nach Formel (7) in § 3, 7. kommt, da hier n= 7 ist: 

E = ffi (~~) = 22. 

Mithin vergehen yom 20. Marz ab bis zum nachsten Voll­
mond noch 30 - 22 = 8 Tage. Der Friihlingsvollmond fiel 
daher im Jahre 1907 auf den 28. Marz. 

Nun stellen wir den Wochentag dieses Friihlingsvoll­
mondes fest. Nach § 2, 7. ist die Merkzahl des Marz ms = 3. 
Daher gibt die Regel § 2, 8. fUr die Tageszahl des 28. Marz 1907: 

t=ffi(28+ 3 T 7 + 1 )=4. 

Daher war der gesuchte Friihlingsvollmond ein Donnerstag, 
und bis zum nachsten Sonntag vergehen noch 7 - 4 = 3 Tage 

gerechnet yom 28. Marz aus. 
Mithin fiel Ostern im Jahre 1907 auf den 31. Marz. 

1) In den folgenden Rechnungen ist wegen dieser Definition stets 
der zyklische Mond zugrunde gelegt. 
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3. Dieses Verfahren bilden wir nun ganz genau mit all­
gemeinen Zahlen nacho Dabei ist es zweckmaBig, die Apriltage 
als Marztage iiber den 31. Marz hinauszuzahlen. Also 1. April 
= 32. Marz, 13. April = 44. Marz,· allgemein April i = Marz 
31 + i. Umgekehrt ist beispielsweise Marz 47 = April 47- 31 
= April 16, allgemein Marz k, wenn k> 31, gleich April k - 3l. 

Es werde im folgenden die Datumszahl des Friihlings­
vollmonds mit d, die des Ostersonntags mit i) bezeichnet, 
d. h. also, es falle 

Friihlingsvollmond auf Marz d, 
Osi;ersonntag auf Marz i). 

Am 20. Marz irgend eines Jahres hat der Mond das Alter E. 
Bis zum nachsten zyklischen Vollmond - also dem Friihlings­
vollmond - vergehen daher noch 30 - E Tage, vom 20. Marz ab 
gerechnet. Daher ist seine Datumszahl d = 20 + 30 - E, oder: 

(1) d = 50-E. 

DerFriihlingsvoUmond faUt also auf Marz 50-E. 
Da E zwischen 0 und 29 schwankt, ist der 50. Marz = 19. April 
der spateste, der 21. Marz der friiheste Termin des Friihlings­
vollmonds 1). 

Beschranken wir unsere Betrachtungen zunachst auf das 
20. Jahrhundert, so ist nach § 2, 8. die T ageszahl des Friih­
lingsvollmonds: 

(2) 

oder, da ma = 3 und mit Riicksicht auf (1): 

kjJl(50-E+37+n+ [~l), 
oder endlich: 

(3) 

1) Vgl. jedoch § 7, 2. 
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Vom Datum d des Friihlingsvollmondes aus, dem die 
Tageszahl t zukommt, vergehen noch 7 - t Tage bis zum 
nachsten Sonntag, d. h. bis zum Ostersonntag. Mithin ist die 
Datumszahl des Ostersonntags: 

~=d+7-t, 

also nach (1): 

(4) ~ = 57 -E-t, 

wo sich t aUB (3) ergibt. 

Damit ist unsere Aufgabe fiir das 20. Jahrhundert voll­
kommen gelOst. 

4. Wir faBsen das Resultat unter Heranziehung von 
§ 3, 7. in einen Satz zusammen und erwahnen zugleich zwei 
Ausnahmen, deren Begriindung erst § 7 folgt. 

Satz: Setzt man fiir ein Jahr N=1900+n 
des 20. Jahrhundertsl): 

so fiillt Ostern in diesem Jahre auf 

Marz 57 - E - t, 

wobei gegebenenfalls das Marzdatum in ein April­
datum umzurechnen iat. 

1) Es sei bemerkt, daB durch einen gliickliehen Zufall (namlich 
wegen des Verhaltens der GroBeu nf, s, fL' des spiiter unter 7. folgen­
den Satzes beirn t)bergang von p = 19 zu p = 20)' die hier folgenden 
Formeln nioht nur bis n = 99, sondern bis n = 199, d. h. also bis zum 
Jahre 2099 richtig sind. Auf diese Weise umfaBt unsere Formel zwei­
Ja.hrhunderte. Zu den Ausnahmejahren treten dann nooh 2049 und 2076. 
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Ausnahmen bilden die Jahre 1954 und 1981, 
in den en Ostern eine Woche friiher gefeiert wird, 
als es die Formel ergibt 1). (Vgl. unter 8. und § 7.) 
Diese Regel ist so ein£ach, daB es keine Schwierigkeiten 

machen diirfte, sie im Gedachtnis zu behalten. 

5. Wir geben nun einige Beispiele, zu denen man die 
Ostertabelle am SchiuB des Buches vergieiche. 

Beispiel 1. Ais erstes Beispiel wahlen wir das in 2. 
einleitenderweise behandelte Jahr N = 1907. Hier ist: 

n=7, E=22, 

t=fft.C+1~4-22)=lR( /7)=4. 

Also fiel Ostern auf 
Marz 57 - 22 - 4 = Marz 31. 

Beispiel 2. 
N=1954. n=54. 

Nach § 3, 7., Beispiel 2 ist hier 

E=1. 
Weiter ist: 

t=lR(54+13; 4 -l)=lR (5 + 6 t 4 - 1)=lR C74) =0. 

Mithin sonte Ostern nach unserer Formel fallen auf: 
Marz 57 -1-0= Marz 56 = April 25. 

Da aber 1954 eines der erwahnten Ausnahmejahre ist, 
£allt Ostern im Jahre 1954 auf den 18. April. 

Beispiel S. 

N = 1981. n= 81. 

E = (lR (~~)'11 + 5) = (60) = 
lR SO lR SO O. 

t=m(81 +20;4 - 0)= m(4+ ~ +4)=0. 

1) Diese Ausnahmen treten auoh hei der in der Einleitung t'T­

wahnten GauBschen Formel fiir die8e Jahre auf. 
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Mithin sollte Ostern fallen auf: 
Marz 57 - 0 - 0 = April 26. 

Da dies aber der andere Ausnahmefall ist, fallt Ostern 
im Jahre 1981 auf den 19. April. 

Beispiel 4. 
N = 1914 n=14. 

N ach § 3, 7., Beispiel 3 ist hier 

E=9. 
Ferner: 

t=ffi (14 + 3 ~ 4 - 9) = ffi (\2)= 5. 

Also fiel Ostern im Jahre 1914 auf: 
Marz 57 - 9 - 5 = Marz 43 = April 12. 

Beispiel 5. Wir geben noch ein Beispiel fur das 21. Jahr­
hundert - vgl. FuBnote S. 72: 

N = 2023. n == 123. 

( ffi (123).11 + 5) 
E = ffi 19 30 = ffi (9 '1~: 5) = ffi (~~4) = 14. 

t=ffi (123 + 307+ 4 -14) =ffi (4 + 30 t 4 -14) 

= ffi (274) = 3. 

Also £alIt Ostern im Jahre 2023 auf: 
Marz 57 -14 - 3 = Marz 40 = Apri19. 

6. Wir gehen nun zur Ableitung der Osterformel fUr 
aIle Jahrhunderte uber l ). Die Epakte E ist fur diesen alIge­
meinen Fall in § 4, 9. angegeben. Hierzu kommt nur eine ge­
ringfiigige Anderung an den Formeln des gegenwa.rtigen Para­
graphen. Es ist namlich in (2) die nur fur das 20. Jahrhundert 
geltenden Merkzahl ms gemaB § 2, 16. zu ersetzen durch 

1) Der Leser, dem es nur urn eine Orientierung iiber daB Prinzip 
der Osterrechnung zu tun iet und der demgemaB § 4 iiberschlagen hat, 
kann hier seine Lektiire abbrechen. 
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ma + m', wo m' der Tabelle § 2, 15. zu entnehmen oder aus 
der Formel 

(5) m'=6-2ffi(~) 
zu berechnen ist. Daher tritt in (3) m' + 4 an Stelle von 4, 
d. h. es wird: 

oder, indem wir m' + 4 modulo 7 reduzieren und 

(6) ffi(m';-4)=# 

t~\ll (n+ r:l 7+1'- E). 
setzen: 

(7) 

Hierbei kann # entweder der folgenden, nach (6) mit Hilfe 
von § 2, 15. hergestellten Tabelle entnommen: 

(8) p I~I~I~I~~I~I~I~I~I~I~I~ #= 3 1 6 4 3 1 6 4 3 1. 6 
oder nach der aus (5) und (6) folgenden Formel: 

(9) 1'~\ll(3-2;m) 
berechnet werden. 

Beispielsweise ist fiir p = 19: 

#=ffiC 7 6) = ffi ( /) =4, 

in Vbereinstimmung mit Tabelle (8). 

7. Mit dem aus (7) hervorgehenden Wert von t liefert 
nun (4) das Osterfest fiir jedes beliebige Jahr der 
Gregorianischen Zeitrechnung. Auch hier treten Aus­
nahmen auf, die wir in 8. angeben werden. Wir fassen das 
Resultat, das eigentlich das Hauptziel unserer Betrachtungen 
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bildet, unter Heranziehung von § 4, 9. und der gegenwartigen 
Gleichungen (4) bis (9) im folgenden Satz zusammen: 

Um das Osterfest fiir ein beliebiges Jahr 
N = 100 P + n der Gregorianischen Zeitrechnung 
zu berechnen, setze man: 

a = ffi (n + n') 
19 ' 

E = ffi (11 a + s) 
30 ' 

t~ffi (n+ l:J: I'-E), 
wobei n', s, f1, entweder der folgenden Tabelle l ) zu 
entnehmen: 

p I (mo~~ 19) I (mo:. 30) I (mo':i. 7) 

15 18 

I 
7 

I 
4 

r----
16 4 7 3 

r-------
17 9 6 1 

18 14 6 6 
r-------

19 0 5 4 
1---------

20 5 5 3 

21 10 5 1 

22 15 4 6 

23 1 3 4 

24 6 4 3 I 

I 
25 11 3 1 

26 16 2 6 

1) In der Tabelle sind in den tl'berschriften wieder die Moduln an­
gegeben, nach denen die betreffenden Zahlen reduziert sind. Fiir p = 15 
beginnt die Rechnung selbstverstiindlich erst bei 1582, nii.mlioh mit Ein­
fiihrung deB Gregorianischen Kalenders (§ 2,11.). 
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oder nach folgenden Formeln zu berechnen sind: 

n'=m(~(h)) 
19 ' 

_ ([~J + [~ l + 14- P) 
s-m 30 ' 

Dann fallt, abgesehen von den in 8. anzugebenden 
Ausnahmen, Ostern auf 

Marz 57 - E - t, 
wobei, falls diese Zahl groBer ausfallt ala 31, das 
Marzdatum durch Abziehen von 31 in das ent­
sprechende Aprildatum umzuwandeln iat. 

Natiirlich kann a auch durch die Formel: 

a=m(~), 
aber, wie § 4, 2. gezeigt, mit mehr Arbeit berechnet werden. 

8. Diese Regel erleidet, wie schon bemerkt, gewisse Aus­
nahmen. Diese riihren aber nicht etwa von einem Mangel 
unserer Formeln her, sondern entspringen gewissen willkiir­
lichen Festsetzungen der Kirche, konnen also wegen ihrer 
Willkiir gar nicht in die Formeln eingehen. 

Wir geben hier die Ausnahmeregeln in mathematischem 
Gewand vorerst ohne Begriindung an. Von der Kirche sind 
aie in ganz anderer Weise festgesetzt worden: der Zusammen­
hang und die Identitat der kirchlichen mit den im folgenden 
angegebenen Festsetzungen wird uns in § 7 bescha,ftigen. 

Ausnahmen: 
1) 1st E=O und zugleich t=O, 

Formel ergeben: 57. Marz = 26. April. 
wird Ostern auf den 19. April verlegt. 

so wiirde unsere 
In dies em Fall 
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2) 1st E = 1 und t = 0, so wiirde unsere Formel 
ergeben: 56. Marz = 25. April. In diesem Fall findet eine 
Verlegung auf den 18. April dann und nur dann statt, 
wenn auBerdem noch a> 10 ist. 

1m Falle E = 1, t = 0, a <10 findet also keine 
Verlegung statt; ebensowenig dann, wenn der 25. April 
durch die Werte E = 0 und t = 1 zustande kommt (vgl. 
Beispiele 4 und 5). 

Fall 1) tritt z. B. ein in den Jahren 1609, 1981, 2076, 2133; 

Fall 2) in den Jahren 1954, 2049, 2106. 

Die Falle der Jahre 1954 und 1981 sind schon in 5. durch­
gerechnet. 

9. Wir geben nun 

Beispiel 1. 

einige Beispiele fiir unsere Formeln. 

N = 1870. p= 18, n= 70. 

Hier ist nach § 4, 10.: 
E=4. 

Weiter folgt: 

t=mCO+17;-6 -4)=5. 

Daher fiel 1870 Ostern auf Marz 57 - 4 - 5 = Marz 48 
= April 17. 

Beispiel 2. 

N = 2076. p= 20, n= 76. 

Nach § 4, 10. ist hier 

E=O. 
Mithin: 

Hier sind die Bedingungen der Ausnahme 1) erfiillt; also 
wird Ostern statt am 57. Marz am 50. Marz = 19. April gefeiert. 
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Beispiel 3. 

N = 2049. p=20, n=49. 

(49 + 5) a=m ~ =16 

E=m(1763t 5) = 1 
t=m(49 +1\+ 3-1)=0. 
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Hier ist E = 1, t = 0 und zudem a = 16 > 10. Mithin 
liegt Ausnahmefall 2) vor, und Ostern wird am 18. April statt 
am 25. April gefeiert. 

Beispiel 4. 

N=1886. p=18, n=86. 

a=m(86 ~ 14)=5 

E = m (55 j;~) = 1 

t=m(86 + 21: 6 -1)=0. 

Ostern falIt also auf Marz 57 -1-0 = Marz 56 = April 25. 
Hier ist zwar E = 1, t = 0, aber a = 5 < 10; daher tritt hier 
kein Ausnahmefall auf, und der 25. April bleibt bestehen. 

Beispiel 5. 

N=1943. p=19, n=43. 

a=m(~!)=5 
E=m(5566 5) =0 

t=m(43 + 10:4-0) = 1 

Auch hier ergibt sich der 25. April, aber diesmal ist keine 
der Ausnahmebedingungen erfiillt: der 25. April bleibt also 
bestehen. 
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Beispiel 6. 

N = 1706. P = 17, n=6. 

a=ffi(6~9)=15 

E = ffi C653t 6) = 21 

t=ffi(6 + 1 ~1-21) =ffi(~)=l. 

Also fiel Ostern 1706 auf Marz 57 ~ 21-1 = Mii.rz 35 
oder auf den 4. April. 

§ 7. Die A usnahmefaIle. 

1. Da, wie schon erwahnt, die § 6, 8. angefiihrten Aus­
nahmen von der Osterformel willkiirliche Festsetzungen sind, 
so konnte man sich mit ihrer Anfiihrung als Tatsache begniigen. 
Fiir Leser aber, die den Grund dieser fremdartig scheinenden 
Festsetzungen erfahren mochten, solI nunmehr der Zusammen­
hang der urspriinglich von der Kirche getroffenen Festsetzungen 
mit der von uns angegebenen dargestellt werden. Dabei wird 
sich ergeben, daB die von der Kirche vorgeschriebenen Be­
dingungen tatsachlich nicht in allen Fallen durch unseren 
Kalender erfiillt werden (vgl. unten unter 8.). 

2. Die kirchlichen Festsetzungen sind folgende: 

a) Der Friihlingsvollmond dad nie spatetr als auf 
den 18. April fallen. 

b) Innerhalb ein und desselben Metonischen Zyklus 
darf der Friihlingsvollmond nicht mehrfach auf das­
selbe Datum fallen. 

3. Wir beginnen mit der Behandlung der kirchlichen Forde­
rung a). Schon in § 6, 3. haben wir bemerkt, daB tatsachlich 
der zyklische Friihlingsvollmond auf den 19. April fallen kann: 
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namlich dann und nur dann, wenn E = 0 ist. In diesem Fall 
verlegt die Kirche wegen Forderung a) den Friihlingsvollmond 
auf den 18. April, d. h. sie ersetzt den Wert E = 0 durch den 
Wert E = 1; mit diesem Wert fallt der Friihlingsvollmond 
nach § 6, 3. ja auf M.arz 50 - 1 = April 18. 

Dies hat nun auf die Lage des Osterfestes Ein­
fluB nur dann, wenn der 19. April gerade ein Sonntag 
ist: in dies em Fall namlich miiBte ja Ostern auf den nachsten 
Sonntag, also den 26. April, fallen; wird nun aber der Friihlings­
vollmond kirchlich einen Tag zuriick, also auf Sonnabend den 
18. April, verlegt, so ist der nachste Sonntag bereits der 
19. April. Dagegen wiirde ein Friihlingsvollmond am 19. April, 
der auf irgendeinen anderen Wochentag fallt, bei seiner Zuriick­
verlegung urn einen Tag, wie leicht ersichtlich, zu demselben 
nachsten Sonntag fiihren, also das Osterfest ungeandert lassen. 

Die Bedingung nun dafiir, daB der (zyklische) Friihlings­
vollmond auf Sonntag faUt, ist nach § 6, 3. die, daB s e i n e 
Tageszahl t = 0 ist. Mithin folgt: 

1st E = 0 (d. h. falIt der zyklische Friihlingsvollmond auf 
den 19. April, der kirchliche auf den 18. April) und zugleich 
t = 0 (d. h. fallt auBerdem der zyklische Friihlingsvollmond auf 
Sonntag, der kirchliche auf Sonnabend), so wird Ostern statt 
am 26. April am 19. April gefeiert 1). 

Damit ist aus der kirchlichen Forderung a) der 
Ausnahmefall 1) in § 6, 8. hergeleitet. 

4. Wir kommen nun zur Behandlung der kirchlichen Forde­
rung b), die etwas weitlaufigere Erorterungen erfordert. 

Die Forderung b) verlangt, daB innerhalb eines Metonischen 
Zyklus keine zwei gleiche Werte der Epakten vorkommen sollen. 
Die Kirche halt diese Forderung auch aufrecht, wenn zufolge 
der Forderung a) E = 0 in E = 1 verwandelt worden ist. 

1) Rechnerisch ist also der Fall E = 0 nur von EinfluB, wenn 
zugleich t = 0 ist; kirchlich ist immer E = 0 durch E = 1 eraetzt 
zu denken. 

Jacobsthal, Mondphasen. 6 
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Um AufschluB zu gewinnen, ob die Epakten diese Forde­
rungen erfiillen, betrachten wir noch einmal den Bau der Epakten­
formel. Es war (§ 6, 7.): 

(1) E = ffi (11 ~: s) . 
Hierbei durchlauft innerhalb eines Metonischen Zyklus 

(2) 

die Zahlen von 0 bis 18 (§ 4, 1.), wahrend seine Anderung 
jedenfalls nur beim Vbergang von einem Jahrhundert p zu 
einem Jahrhundert p + 1 erleiden kann (Tabelle § 6, 7.). 

Wir wollen einen Metonischen Zyklus, innerhalb dessen 8 

sich nicht andert, einen "normaien Zyklus", die dazu ge­
horigen Epakten eine "normale Epaktenreihe" nennen. Ein 
nicht normaler Zyklus heiBe "anomal". 

Normal sind gewiB alIe Zyklen, die ganz innerhalb eines 
Jahrhunderts liegen. SchlieBt aber ein Zyldus ein volles 
Jahrhundert ein, so kann er, braucht aber nicht normal 
zu sein. 

Z. B. ist der Zyklus 1) von 1995 bis 2013 normal, denn 
aowohl fUr p = 19 wie p = 20 ist s = 5. Dagegen ist der 
Zyklus von 1691 bis 1709 anomal, denn fiir p = 16 ist 
s = 7, fUr p = 17 aber a = 6. 

N ach (1) unterscheiden sich die Epakten zweier verschiedener 
normaler Zyklen nur durch den Wert von s, also um eine ad­
ditive Konstante; man kann also die Epakten des einen aus 
denen des anderen gewinnen, wenn man iiberalI dieselbe Zahl 
addiert, wobei allerdings, da s mit unter den Restzeichen steht~ 
eine Reduktion modulo 30 eintreten kann. 

Dies alIes lehrt ein Blick auf die folgenden TabelIen, wo 
einige normale und anomale Zyklen zusammengestellt sind. 

1) Wir erinnem daran, daB ein Zyklus immer mit einem Jahr be­

ginnt, fiir das a = m (~) = 0 ist. 
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Bei den normalen ist a, s und p angegeben 1), bei den ano­
malen a und das J ahr N selbst. Die Spalte t wird erst spii.ter 
benutzt. 

Normale Zyklen 

a (s - 0 ) I (s - 5 ) I ( s - 6 ) I (s - 27) E p - 33 E p - 19 E P - 18 E p - 38 

0 0 5 6 27 

1 11 16 17 8 

2 22 27 28 19 

3 3 8 9 0 

4 14 19 20 11 

5 25 0 1 22 
-

6 6 11 12 3 

7 17 22 2·~ 14 

8 28 3 4 25 

9 9 14 15 6 

10 20 25 26 17 

11 1 6 7 28 

12 12 17 18 9 

13 23 28 29 20 

14 4 9 10 1 

15 15 20 21 12 

16 26 1 2 2.~ 

17 7 12 13 4 

18 I 18 23 24 15 

1) Das p nur bei8pielsweise, da ja z. B. p = 19 und p = 20 
d a 8 Bel be s haben. Fur p = 33 und p = 38 ist 8 nach der Formel 
§ 6, 7. zu berechnen, da unsere Tabelle nicht 80 weit reicht. 

6* 
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·1 
Anomale Zyklen 

I 

I I 
I 

E I I 
I 

a N E t N 
I 

t N 
I 

E t 

0 1691 7 4 2299 I 4 I 6 2489 4 5 
·1-

1 1692 18 2 2300 -~I 4 2490 15 2 
I--- -~---~. 1-

2 1693 29 6 2301 25 1 2491 26 6 
-~ -~ -- ~ 

3 1694 I 10 5 2302 6 0 2492 7 6 
----

4 1695 21 2 2303 17 4 2493 18 3 
·1-

5 1696 2 I 2 2304 28 2 2494 29 0 ,-
6 1697 13 6 2305 9 1 2495 10 6 

I 
.. --

7 1698 24 3 2306 20 5 2496 21 4 
~-

8 1699 5 2 2307 1 4 2497 2 3 
-- .~-

9 1700 15 0 2308 12 2 2498 13 0 
-~ ----- -~-

10 1701 26 4 2309 23 6 2499 24 4 

11 1702 7 3 2310 4 5 2500 I·-l{-I~~ L-. 

12 1703 18 0 2311 15 2 2501 

13 1704 I 29 5 2312 26 0 2502 26 1~5 
-- ....... -

14 1705 10 I 4 2313 7 6 2503 7 4 
-~ -~---- -- ------

15 1706 21 1 2314 18 3 2504 18 2 
I-------- ---~----I~ 

16 1707 2 0 2315 29 0 2505 29 6 
I-- -- -- --I~ 

17 1708 13 5 2316 10 0 2506 10 5 

121 I~ 

18 1709 24 2 2317 4 2507 21 2 

5. Nun zeigt ein Blick auf die anomalen Epaktenreihen, daB 
in ihnen von Erfiillung der Forderung 2., b) gar keine Rede sein 
kann - es treten sogar ganze Reihen gleicher Epakten auf. 

Wir schlieBen darum vorerst die anomalen Zyklen 
von der Betrachtung aus. 

In den normalen Epaktenreihen dagegen kommen, wie 
ebenfalls die Tabelle zeigt 1), gleiche Epakten innerhalb eines 

1) Eine mehr mathematische Behandlung des Inhalts von 5. 
findet sich unter 6. und 7. 
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Zyklus nicht vor - und das gilt nicht nur fiir die in der 
Tabelle beispielsweise angefiihrten normalen Zyklen, sondern 
fUr aIle, da ja diese nach 4. sich nur urn additive Konstanten 
unterscheiden. 

Damit scheint Forderung b) immer von selbst erfiillt zu 
sein: aber die Sache wird sofort anders, wenn man bedenkt, 
daB nach 3. die Epakte E = 0 stets in E = 1 verwandelt zu 
denken ist. Tut man dies, so sieht man, daB in der Tabelle S. 83 
z. B. in der ersten Kolonne fUr a = 0 das danebenstehende 
E = 0 in E = 1 zu verwandeln ist, und nunmehr tritt E = 1 
auch noch bei a= 11 auf, und damit ist gegen Forde­
rung b) verstoBen. Ahnlich in der zweiten Kolonne (s = 5): 
hier tritt E = 0 bei a = 5 auf, und nachdem es in E = 1 ver­
wandelt ist, kommt nun E = 1 zum zweiten Mal bei a = 16 
vor. Analog ist es in der vierten Kolonne (s = 27) fiir a = 3 
und a= 14. Dagegen kommt in der dritten Kolonne (s= 6) 
E = 0 nicht vor. 

Die Frage wird nach diesen Beispielen zuniichst die sein: 
wann treten die Werte 0 und 1 gleichzeitig in demselben 
Zyklus auf? Wir fragen gleich allgemeiner: wann treten iiber­
haupt zwei "benachbarte", d. h. urn 1 verschiedene Werte von 
E auf? 

Die Tabelle zeigt nun, daB fiir die den Werten a = 11 bis 
a = 18 zugeordneten Werte von E stets die unteren N ach­
barwerte auftreten, und zwar fiir die Werte a = 1 bis a = 7. 
Zwei Nachbarwerte liegen also immer urn 11 Jahre auseinander, 
drei benachbarte Werte kommen iiberhaupt nicht vor. Dabei 

ist als unterer Nachbarwert von 0 selbstverstiindlich m( 301)=29 

zu betrachten. Andere Nachbarwerte kommen nicht vor. Aus 
schon erwiihnten Griinden gilt dies fiir aIle normalen Zyklen. 

Tritt darnach der Wert E = 1 im Bereich a = 11 bis a = 18 
auf, so kommt sein unterer N achbarwert E = 0 gewiB im Be­
reich a = 1 bis a = 7 vor, und da dieser in E = 1 verwandelt 
werden muB, haben wir nun den Wert E = 1 zweimal. Tritt 
aber E = 1 in einem anderen Bereich als dem genannten 
auf, so kommt E = 0 nicht vor, und es kommt zu keiner 
Kollision. 
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Um nun der Forderung b) zu geniigen, wird der 
rechnerisch sich ergebende Wert E = 1 in den Wert 
E = 2 verwandelt, vorausgesetzt, daB in demselben 
Zyklus schon E = 0 in E = 1 verwandelt worden ist. 
Der Wert E = 2 aber kann nicht zum zweiten Mal vorkommen, 
da drei Nachbarwerte nirgends auftreten. 

Nach dem Gesagten kann diese Verwandlung nur auftreten, 
wenn der (noch unverwandelte) Wert E = 1 zu einem Wert 
von a gehort, der groBer als 10 ist. Wir haben so gefunden: 

rst a> 10 und dabei E = 1, so wird der Friihlings­
vollmond von Marz 50 - 1 auf Marz 50 - 2, d. h. yom 
18. April auf den 17. April verlegt. 

Auf das Osterdatum selbst hat dies ahnlich wie in 3. 
nur EinfluB, wenn der 18. April gerade ein Sonntag ist: eigent­
lich ware dann Ostern am nachsten Sonntag, also am 25. April; 
die Verlegung des Friihlingsvollmonds auf Sonnabend, den 
17. April aber gibt als nachsten Sonntag den 18. April. 

Nun falIt der Friihlingsvollmond auf Sonntag, wenn seine 
Tageszahl t = 0 ist. Somit folgt: 

rst a>10, E=l, t=O, so muB infolge des Zu­
sammenwirkens der Bestimmungen a) und b) Ostern yom 
25. April auf den 18. April verlegt werden. 

Damit sind wir endlich, von den kirchlichen Bestim­
mungen ausgehend, wieder zu der mathematischen Formu­
lierung des zweiten Ausnahmefalls in § 6, 8. zuriickgelangt. 
Dies Resultat ist aber, woran erinnert werden muB, nur fiir 
normale Zyklen abgeleitet. 

6. Die ganzen Betrachtungen von 5. gipfelten in den 
beiden Fragen: 

a) Kommen in einem normalen Zyklus zwei gleiche 
Epakten vor? 

fJ) Kommen und unter welchen Umstanden kommen be­
nachbarte Epakten vor? 

Beide Fragen haben wir durch Aufstellung von Epakten­
tabellen gelOst - wenn auch auf leicht verstandliche, so doch 
auf umstandliche Weise. 
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Wer eine kleine mathematische Betr80chtung nicht scheut, 
wird folgende Behandlung der Fragen a) und fJ) vorziehen 1). 

Es war 

(3) 

Da wir hier normale Zyklen betrachten, ist s fiir einen 
bestimmten Zyklus eine Konstante; a durchlauft die Werte 
0, 1, 2, ... , 18. 

Zwei Werte von a mogen durch 801 = a und 802 = a + x 
bezeichnet werden, wobei x eine ganze (positive oder negative) 
Zahl oder Null ist, die iiberdies an die Bedingung gekniipft ist: 

(4) O<a+x<19. 

Fur x = 0 ware 801 = a2 , was als Grenzfall zugelassen werde. 

Gehorte nun innerhalb eines Zyklus zu zwei Werten von 
a derselbe Wert von E, so ware nach (3): 

ffi (11 a +s) = ffi(l1 (a+ x) +s) 
30 30' 

und hieraus folgt, da sich die gleichrestigen Zahlen um ein Viel­
faches, etwa das y-fache, des Moduls 30 unterscheiden miissen 
(§ 1, 14.): 

oder: 

Daher: 

woraus folgt: 

11 a + s = 11 a + 11 x + s + 30 y, 

x= 30g 

y=-llg, 

wobei g eine positive oder negative ganze Zahl oder Null ist. 

1) Der Leser kann ohne Storung des Zusammenhangs gleich zu 8. 
iibergehen. 
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Aus (4) folgt nun sofort, daB 
von g Null ist, also auch x = O. 
schieden: 

der emzlg mogliche Wert 
Damit ist Frage a) ent-

Innerhalb eines normalen ZykluB 
gleichen Werte von E. 

gibt es keine zwei 

7. Wir behandeln nun die Frage P). ReiBen die zu a1 
und a2 gehorigen Epakten El und E2 , so ist zu untersuchen, 
unter welchen Umstanden 

(5) E = ffi (E2 - 1) 
1 30 

ist. Rier muB die rechte Seite unter das Restzeichen gesetzt 
werden, da E1 immer positiv ist, wahrend E2 - 1 fUr E2 = 0 
negativ werden konnte (vg1. Absatz 6 in 5.). 

Aus (5) folgt mit Benutzung der Werte a1 = a und 
a~=a+x: 

ffi (11 a + s) = ffi (11 (a + x) + s - 1) 
30 30' 

und hieraus wie in 6., wenn y wieder eine ganze Zahl bezeichnet: 

11a+ s=lla+ 11 x+s-l + 30y, 
oder: 
(6) 11x+ 30y=1. 

Dies ist eine Diophantische Gleichung von der in 
§ 1, 18. betrachteten Form. Da 11 und 13 teilerfremd Bind, 
ist sie losbar. Durch Probieren findet man sofort die Losungen: 

(7) x= 11, y=- 4. 

Wir finden daher nach § 1, 18., G1. (18) aIle Losungen in 
der Form: 

(8) { X=11+30 g 
(g = 0, + 1, + 2, + 3, ... ) 

y=-4-11g 

Von den in (8) enthaItenen LOBungen widersprechen aber 
aIle auBer (7) der Bedingung (4). Es ist also nur der Wert 
x = 11 zulassig, und es folgt: 
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Zu den Wert en a und a + 11 und n u r zu diesen 
gehoren benachbarte Epaktenwerte, und zwar ist 
der zu 11.+11 gehorige um 1 groBer als der zu a 
gehorige mit der einzigen A usnahme, wenn der zu 
a gehorige E = 29 ist: dann ist der zu a + 11 ge­
horige E = o. Gleichzeitig liegt darin, daB drei 
benachbarte Werte nicht auftreten konnen. 

Da 0.+11 < 19 sein muB, so muB 0.<8 sein: die benach­
barten Werte linden sich also in den Intervallen 0 < a < 8 und 
11 < a < 19. Damit ist Frage fJ) vollig gelost. -

8. Bei den bisherigen Betrachtungen waren die anomalen 
Zyklen ganz auBer Spiel gelassen worden. Ein Blick auf die 
Tabelle S. 84 zeigt, daB in diesen ganze Reihen gleicher Werte 
auftreten konnen, und zwar liegen die 0.-Werte, zu denen gleiche 
E-Werte gehoren, wieder um 11 auseinander. Wir bemerken 
von vornherein: 

Um die durch Anomalie eines Zyklus hervor­
gebrachten gleichen Epaktenwerte kiimmert sich 
die Kirche nicht. 

Damit ist ausgesprochen, daB mit unseren bisherigen Be­
trachtungen die Ausnahmefalle vollig erledigt sind. 

Die Richtigkeit unserer Behauptung zeigen wir am ein­
fachsten an Beispielen. 

N ennen wir den Epaktenabschnitt, der zu a = 0 bis a = 7 
gehort, den "oberen", den zu a = 11 bis a = 18 gehorigen den 
"unteren", so konnte man denken, die Kirche ginge den gleichen 
Epakten aus dem Wege durch Erh6hung der Epakten urn 1 
entweder im oberen oder im unteren Abschnitt. 

Zur Priifung wahlen wir wieder Falle, wo der fragliche 
Friihlingsvollmond auf einen Sonntag falIt, da dies in nun 
schon bekannter Weise eine Verlegung des Osterfestes nach 
sich zoge. 

Aus der Tabelle ergibt sich sowohl fiir N = 2494 als fiir 
N = 2505 der Wert E = 29, und fiir 2494 ist t = O. Fiir 2494 
ergibt sich also bei unveranderter Epakte als Osterdatum: Marz 
57 - 29 - 0 = 28. Marz. Eine ErhOhung der Epakte urn 1 
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lieferte E = 0, und damit als Osterdatum den 26. April, oder, 
wenn man noch Regel a) befolgen will, den 19. April. Da aber 
die Kirche tatsiichlich Ostern 2494 am 28. Miirz feiert, ist 
bewiesen: 

Die Epakten in den 0 b eren Abschnitten anomaler Zyklen 
werden nicht erhDht. 

Nehmen wir nun eine Epakte des unteren Abschnitts, fiir 
I 

die der Friihlingsvollmond auf Sonntag faUt und die gleich einer 
Epakte des oberen Abschnitts ist. 

Fiir 1692 und 1703 ist E = 18, und fUr 1703 zudem 
t = O. Bei unveranderter Epakte folgt fiir 1703 als Oster­
datum Marz 57 -18 - 0 = 8. April, die erhohte Epakte wiirde 
auf den 1. April fiihren; da die Kirche - vgl. Ostertabelle am 
SchluB des Buches - Ostern 1703 am 8. April feiert, so folgt: 

Auch die Epakten in den unteren Abschnitten ano­
maIer Zyklen werden nicht erhoht. 

Endlich konnte man noch denken, daB die Kirche den 
gleichen Epakten durch Erniedrigung urn 1 aus dem Wege 
geht. DaB dies nicht der Fall ist, sieht man in analoger Weise, 
indem man aus der Tabelle solche Friihlingsvollmonde wahlt, 
fUr die t = 0 ist; dann wiirde die Erniedrigung der Epakte 
das Osterfest um eine Woche spiiter legen: auch das ist nicht 
der Fall. 

Da mithin die anomalen Zyklen bei der kirchlichen Be­
rechnung keinerlei Riicksicht erfahren, so kann ich mir das nur 
so erklaren, daB die kirchlichen Festsetzungen noch aus der 
Zeit des rein Julianischen Kalenders stammen, in dem es 
weder Mond- noch Sonnengleichung (§ 4, 4., 6.) gab: daher blieb 
damals simmer konstant, d. h. es gab iiberhaupt nur normale 
Zyklen. 

Es ist wohl kaum notig zu bemerken, daB auch in ano­
malen Zyklen die FaIle E = 0 und E = 1 wie friiher behandelt 
werden, obwohl es eigentlich keinen Sinn hat, da ja aIle anderen 
gleichen Epakten doch bestehen bleiben: es wird aber die Fik­
tion gemacht, dar Zyklus sei normal 
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§ 8. Umkehrung der Aufgabe: in welchen Jahren 
eines Jahrhunderts fallt Ostern auf ein gegebenes 

Datum? 
1. Wahrend bisher in der Formel § 6, (4). 

(1) ~=57-E-t 

die GroBe 1) gesucht, p und n aber gegeben waren, ist jetzt n 
gesucht, dagegen p und 1) gegeben. 

1st z. B. P = 19, ~ = 45, so heiBt die Frage: fUr welche 
Werte n im 20. Jahrhundert falit Ostem auf den 45. Marz 
= 4. April? 

Die Losung dieser Aufgabe erfolgt durch Probieren. 
Wem das Probieren in der Mathematik verwunderlich erscheint, 
der bedenke, daB z. B. jede Divisionsaufgabe nichts anderes als 
ein Probieren ist - freilich kein sinnloses, sondem ein syste­
matisches. Ahnlich hier: unsere Aufgabe wird sein, beim 
Probieren mit moglichst wenig Arbeit auszukommen. Wir wollen, 
um an die mathematische Schulung des Lesers keine zu hohen 
Anspriiche zu stellen, das Verfahren zunachst an der Hand eines 
bestimmten Beispiels darstellen, und zwar wahlen wir das 
bereits angefUhrte: 

In welchen Jahren des 20. Ja.hrhunderts falIt 
Ostern auf den 4. April? 

Fur den im mathematischen Denken geubteren Leser fassen 
wir das Ergebnis hinterher allgemein in Formelsprache und fUgen 
zugleich noch einige weitergehende Betrachtungen an. 

2. Da t als Rest modulo 7 nur einen der sieben Werte 
0, 1, 2 ... 6 haben kann, so bleiben fUr E auch nur sieben 
Moglichkeiten offen, indem (1) liefert: 
(2) E = 57 - ~ - t, (t = 0, 1, 2, ... , 6). 

Mit dem Wert ~ = 35 unserer Aufgabe ist also: 
(3) E=22-t, (t=O, 1, 2, ... ,6), 
und dies liefert 

fur 
(4) {die Werte: 

t= 0, 
E=22, 

1, 
21, 

2, 
20, 

3, 
19, 

4, 
18, 

5, 
17, 

6 
16. 
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3. Nun fragen wir: wann treten im 20. Jahrhundert, also 
fiir p = 19, diese Werte der Epakten auf? Ein Blick in die 
Tabelle S. 83 lehrt uns, daB die Werte 

E=21, 18 
fUr p = 19 iiberhaupt nicht vorkommen; dagegen ent­
sprechen nach der Tabelle 

(5) {den Werten E=22, 20, 19, 17, 16 
die Werte: a= 7, 15, 4, 12, 1. 

Nun ist im 20. Jahrhundert: 

(6) a=lR(;9)' 

Mithin ist n - a (mod. 19), d. h. aber, fUr die in (5) auf­
gefiihrten Epakten ist: 

(7) n=a+191', (1'=0,1,2,3, ... ). 

Ausfiihrlicher: es entsprechen sich die Werte: 

(8) E=22 1 _2_° __ 1 19 1 17 1 16 

n=7+191' 15+191' 4+191' 12+191' 1+191' 

(1'=0,1,2,3, .. . ). 

Zum Beispiel ergibt sich die Epakte E = 22 fUr: 

n=7, 7+1.19, 7+2.19, 7+3.19, 7+4.19, 
d. h. in den J ahren: 

N = 1907, 1926, 1945, 1964, 1983. 
Man sieht auch, daB hier v = 5 nicht mehr in Betracht 

kommt, da 7 + 5 ·19 = 7 + 95 bereits in das nachste Jahr­
hundert fiihren wiirde. 

Dagegen kame v = 5 noch in Betracht z. B. fiir E = 16, 
wozu n=1+19v gehOrt: denn 1+95=96<100. 

Ein groBererWert als 1'= 5 kommt nie in Betracht. 

4. Ostern fallt nach unseren Erorterungen dann und nur 
dann auf den 4. April des Jahres N = 1900 + n, wenn sich 
einerseits die Werte t und E in der durch (4) angegebenen, 
andrerseits E und n in der durch (8) angegebenen Weise ent­
sprechen. 
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Dieses doppelte Entsprechen findet nun durchaus 
nicht immer, sondern im Gegenteil nur ausnahmB­
weise statt. 

Wohl sind zwar E und n in der durch (8) gegebenen 
Weise einander zugeordnet. Durch n und E ist aber t einer­
seits nach der Formel (§ 6, 4.): 

(9) 

bestimmt, andrerseits sind aber auch durch die E -Werte die 
Werte t nach (4) mit vorgeschrieben: mithin ist t uber­
bestimmt. 

Daher muB nunmehr durch Probieren mit den ver­
schiedenen n festgestellt werden, ob ein nach (9) aus E und n 
bestimmter Wert von t auch mit dem durch (4) geforderten 
ubereinstimmt: Die Werte von n, fur die das nicht der 
Fall ist, scheiden aus. Die ubrigen liefern die ge­
suchten Werte von n, fur die also Ostern des Jahres 
19 00 +.n auf den 4. April fallt. 

5. Dies Auswahlverfahren wird uns erleichtert werden, 
wenn wir die auf ihre Vertraglichkeit miteinander zu unter­
suchenden Werte gemaB (4) und (8) in folgender Tabelle zu­
sammenstellen: 

t= 0 2 3 5 I 6 

(10) E= 22 20 19 17 I 16 
------

12 +19v 11 + 19-~ n= 7+19v 15 + 19v 4+19v 

(v=O, 1, 2, ... ). 

Wir wollen nun das "Ausprobieren" ~rst ganz roh - und 
demzufolge mit unnotigem Rechenaufwand - machen und dann 
nachtraglich daB Verfahren verfeinern. 

Wir wahlen E = 22, wozu nach (10) folgende Werte von n 
gehoren, die wir durch Indices unterscheiden: 

(11) no=7, n1 =26, ~=45, n8 =64, n4 =83; 
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hierbei ist also allgemein: 

(12) n,.=no+19" (,,=O, 1, 2, 3, 4; Do=7) 
gesetzt. 

Fiir E = 22 wird femer (9), da m (4 ~ 22) = 3 ist: 

(13) 

Nunmehr setzen wir in (13) fiir n die Werte (11) ein und 
erhalten folgende t-Werte, die wir ebenfalls durch Indices unter­
scheiden: 

to=mC+~+3)=4; tll=m(45+~1+3) = 3; 

(14) ts =m(64+ ~6+ 3) = 6; 

t, = m (83 + ~o + 3) = 1. 
Von diesen Wert en ist allein t1 fiir uns brauchbar, 

da. un sere Tabelle (10) fiir E = 22 den Wert t = 0 fordert. 

Dem Wert t1 entE1pricht aber n1 = 26. Mithin ergibt sich: 
Ostern 1926 fii.llt auf den 4. April. 

Dagegen ergeben die anderen Werte n,. in (11) nicht den 
4. April als Osterdatum. 

6. In derselben Weise miil3ten nun die Werte E = 20, 
19, 17, 16 aus Tabelle (10) durchgeprobt werden. Wir wollen 
es noch ganz kurz fiir E =?O durchfiihren. Zunii.chst wird (9): 

(13') t~91 (n+ ~l + 0). 
Femer tritt nach Tabelle (10) an die Stelle der in (11) 

angegebenen Werte: 

(11') no=15, n1=34, ~=53, n8=72, n,=91. 
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Mit diesen Werten liefert (13'): 

(14') { to = 2, t, = 1, 
t1 =5, ta=4, t,=6. 

Von diesen stimmt allein to = 2 mit dem in Tabelle (10) 
geforderten t-Wert iiberein. Zu to gebOrt aber no = 15, und 
es folgt: 

Auch Ostern 1915 fiel auf den 4. April. 

Die anderen Werte in (11') sind wieder unbrauchbar. 

Wir iiberlassen dem Leser, die anderen Werte von E in 
derselben Weise zu behandeln und so aHe fraglichen Jahre 
zu ermitteln. V gl. jedoch unter 11. 

7. Unsere Aufgabe ist, wie man sieht, prinzipieH ge­
lost. Die Methode ist aber noch groBer rechnerischer Verein­
fachungen fahig. Indem wir zu diesen iibergehen, bemerken 
wir, daB wir dabei eine groBere mathematische Gewandtheit 
als in den bisherigen Betrachtungen voraussetzen. Leser, denen 
diese fehlt, mogen also das Folgende ruhig iiberschlagen. Da.­
gegen wird ein Leser, der es damit wagen will, als Lohn seiner 
Miihe eine Methode gewinnen, die unsere Aufgabe schlieBlich 
fast spielend lost. 

Wir machen uns jetzt von der speziellen Aufgabe, an 
die wir angekniipft hatten, los und behandeln allgemein die 
Frage: 

Wann fallt Ostern auf Marz i) im Jahrhundert p~ 

Zunachst schlieBt sich der Gang genau dem bereits be­
handelten an. 

Wie vorhin liefert (2) die moglicherweise in Frage kommen­
den Epakten; wir unterscheiden sie diesmal durch obere In­
dices und setzen demgemaB: 
(15) E(t) = 57 - ~ - t (t = 0, 1, ... , 6). 

AuBerdem muB E(t) die Ungleichung 
(15') 0 <E(t) < 30 

befriedigen, wodurch unter Umstanden die eben angefiihrten 
Werte von t nicht alie brauchbar sind. Z. B. ist fiir ~ = 57 
nur t = 0 brauchbar. 
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Wie leicht ersichtlich, ist: 

(16) E(t+ 1) = E(t) - 1. 

Wir entnehmen nun del' Epaktentabelle 1) fUr das Jahr­
hundert p die den E(t) zugehorigen Werte von a, die wir ent­
sprechend mit a(t) bezeichnen. 

Nicht zu jedem E(t) gehort 2) ein a(t); dadurch scheiden 
von vornherein gewisse E(t) aus - genau wie in 3. Die beibe­
haltenen Werte von t wollen wir die "zulassigen" nennen. 

Nunmehr bestimmen wir die zu a(t) gehorigen Werte von n, 
die wir entsprechend mit n(t) bezeichnen. Es ist 

(17) (n(t) + n') a(t) = ffi ----
19 ' 

wo n' die fiir das Jahrhundert p charakteristische Konstante 
ist (§ 6, 7.). Aus (17) folgt: 

n(t) + n' a(t) (mod. 19), 
oder: 

n(t) -- a(t) - n' (mod. 19), 

und mithin ist der kleinste positive Wert von n(t): 

(18) 

(19) 

(a(t) - n') n(t) = ffi --- . 
o 19 

Der Gleichung (12) entspricht daber jetzt: 

n~) = ng) + 191' (1' = 0,1,2, ... ), 

wobei noch l' der Bedingung: 

(20) ng) + 19 l' < 100 

unterworfen ist. Da ng) nach (18) zwischen 0 und 18 liegt, 
wachst l' bis 4 oder bis 5, je nachdem n~t) > 4 oder n&t) < 5 ist. 
Zu allen Werten (19) gehort die Epakte E(t). 

1) Diese Tabelle ist aus den Werten in der ersten Kolonne S. 83 
durch Addition von s und, notigenfalls, Reduktion mod. 30 fiir jedes p 
Bofort zu erhalten. Wie sie ganz umgangen werden kann, s. unter 13. 

2) Dabei herrschende GesetzmiiBigkeiten s. unter 14. 
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An Stelle der Gleichung (9) tritt fur beliebiges p und 
n = n~t) nach § 6, 7.: 

(21) t~ll!( n~' + [i'l + 1'-E"'). 
Wir verlangen, daB dies aus (21) sich ergebende t 

mit dem in (15) auftretenden identisch seL 

Nun ist nach (21): 

oder 

1st nun die soeben gemachte Voraussetzung ediilIt, - und 
n u r dann, - so konnen wir in der letzten Gleichung nach (15) 

t + E(t) = 57 - SD 

setzen, und (22) wird: 

[
n(t)] 

n~t) + T = 57 - SD - p.. (mod. 7), 

oder endlich: 

(23) 

Fur ein gegebenes Jahrhundert ist p.. bestimmt, und SD ist 
fest gegeben: die rechte Seite von (23) ist also eine Konstante. 

Setzen wir demgemaB: 

(24) m (57 - ~ - p..) =C, 

so lautet (23): 

(25) 

Jacobsthal, Mondphasen. 7 
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Diese Gleichung ist nach ihrer Entstehung dann und nur 
dann erfiillt, wenn n~t) ein brauchbarer Wert ist, d. h. also ein 
Jahr bezeichnet, fiir das Ostern auf Marz ~ falIt. 

Fiihren wir also noch die weitere Abkiirzung: 

(26) 

ein, so konnen wir den Satz aussprechen: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafiir, daB im Jahre N=100p+n~t) Ostern auf 
Marz ~ fMlt, lautet: 

(25') r(t)=C . .. 
1st r(t) von C verschieden, so scheidet das Jahr 

" n(t) aus . .. 
8. Wir wiirden demnach aHe n~t) darauf zu priifen haben, 

ob mit ihnen (25') befriedigt ist. 
Diese Priifung kann nun rechnerisch sahr erleichtert wer­

den, indem man fiir die r~t) bei festgehaltenem t eine Rekur­
sionsformel aufstellt; unsere nachste Aufgabe ist daher, b ei 
fest em t die GroBe r~t!rl aus r~t) zu berechnen. 

Nun geht r~~l aus ~t) nach (19) hervor, indem man in 
(26) n~) durch n~) + 19 ersetzt, d. h. es ist: 

(n~t) + 19 + [n~t) ~ 19J) 
(27) r(t) = 91 . ,,+1 7 

Wir bearbeiten nun den Ausdruck in der eckigen Klammer. 
Die Division von n~) durch 4 ergibt nach § 1, 10., (Gl. 5'): 

Andererseits: 
19 = 4·4 + 3. 
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Mithin: 

(28) n;tJ + 19=4.(ri
tJ

] + 4 )+(m(n!J)+ 3). 
(n(tJ) 

1st nun m -t = 0, so hat die letzte Klammer den Wert 3, 

und 4 geht ganzzahlig null Mal in ihr auf; as ist also in 
diesem FaJI: 

(29) 

(n(tJ) 
1st aber m i- von Null verschieden, hat also einen der 

Werte 1, 2, 3, so hat die letzte Klammer in (28) einen der 
Werte 4, 6, 6, enthli.lt also 4 einmal ganzzahlig. Mithin ent­
hiilt dann n~tJ + 19 die 4 einmal mehr ala vorhin, d. h. es ist 
diesmal: 

(30) 

Indem wir nun (29) und (30) in (27) einsetzen, finden wir: 

( n~tJ + [nltJ] + 2) 
r(tJ =»1 ,,+1 7' 

\ . 

(n(tJ) 
wenn m i- =0, 

(n~J + [n~tJ] + 3) 
r<tJ =m 4 
,,+1 7' 

(n(tJ) 
wenn m i- =f= 0, 

oder, zusammenfassend und nach (26): 

(
r(tJ + A(tJ) 

(31) r(tJ =m" " ,,+1 7' 
wo 

(32) { 2 (n~J) =0 l~J= 3 je nachdem m 4 ~o iat. 

Mithin sind die aufeinanderfolgenden GroBen r(t) 
" aus der ersten, r(t), einfach durch fortgesetzte Addi­o 

7* 
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tion von 2 oder 3 und Reduktion modulo 7 zu ge­
winnen. Der erste dieser Werte aber ist nach (26): 

(33) 

9. Es ist nur noch zu betrachten, wie man am schnell­
sten entscheidet, ob l(t) = 2 oder l(t) = 3 zu wahlen ist. 

v v 

Vermehrt man irgendeine Zahl um 19, so nimmt ihr Rest 

modulo 4 um 3 zu, da ja ffi c:) = 3 ist; hierbei ist natiir­

lich ein sich groBer als 4 ergebender Rest erst modulo 4 zu 
reduzieren. 

Addiert man also fortgesetzt 19 zu einer gegebenen 
Zahl, so folgen die Reste modulo 4 nach folgendem Schema 
aufeinander, wobei die erste Horizontalreihe dem Fall entspricht, 
daB die gegebene Zahl selbst den Rest 0, die zweite dem Fall, 
daB sie den Rest 1 laBt usw.: 

o 3 2 1 
103 2 
2 103 
3 2 1 0 

Bei weiteren Vermehrungen um 19 wiederholt sich das­
selbe Spiel von neuem. 

Nun sind aber nach (19) die n~t) gerade solche Zahlen, die 
durch fortgesetzte Addition von 19 auseinander hervorgehen, 
wenn " die Werte 0, 1, 2, ... durchIauft: ihre Reste folgen 
also nach dem eben angegebenen Schema aufeinander. Andrer­
seits lehrt (32), daB l~t) nur dann den Wert 2 hat, wenn 

m(;)=o ist, sonst den Wert 3. Allen Resten im obigen 

Schema auBer dem Rest 0 entspricht also l(t) = 3. Die erste 
" Vertikalreihe entspricht den moglichen Resten von ng); setzen 

wir noch zur Bequemlichkeit 

(34) e(t) = m (:~t) 
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so ergibt sicb folgende Regel: 

Die A(t) baben die Werte 2 oder 3, und zwar folgt, 
v 

wenn man v die Werte 0, 1, 2, ... durcblaufen laBt, auf 
soviel Dreien, als e(t) angibt, eine Zwei; die Werte wieder­
holen sich periodisch in der Weise, daB je 4 Werte eine 
Periode bilden. 

Die so gebildeten Werte A~t) braucht man nur der 
Reihe nach zu r~t) zu addieren unter Reduktion modulo 7, 
urn die aufeinanderfolgenden r~t) zu erhalten. 

10. Nun haben wir alles Material zusammen, urn 
die Entscheidung iiber die Jahre n~t) zu treffen. 

Es wird sich aber empfehlen, es noch einmal in der Reihen­
folge zusammenzusteIlen, wie es fiir das praktische Verfahren 
gebraucht wird. 

Gegeben ist SD und p. Damit nach § 6, 7. auch nf, s 
und fl. Weiter ist: 

(24) 

(15) 

c=m(~-~-f-l). 
E(t) = 57 -SD-t (t=o, 1,2, ... ,6;) 

O~E(t)< 30. 

Nunmehr werden aus der Epaktentabelle zu den E(t) die 
a(t) aufgesucht, oder, noch bequemer, nach dem Satz in 13. be­
rechnet, wobei die "unzulassigen" E(t) ausfallen (vgl. unter 14.). 

Ferner ist: 

(18) 

(34) 

(33) 

(31 ) 

(a(t) - n') n(t)=m ---° 19' 

(
n(t)) 

e(t) = m -f ' 

( [ n(t)]) n(t)+ _0_ 

r(t) = m _° ___ 4_ 
o 7' 
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Hierbei ist gemaB (20): 

(20') 
,,=0,1,2,3,4, wenn ng»4, 

" = 0, 1, 2, 3, 4, 5, wenn ng) < 5 

ist. Flir die A.~) gilt die Regel in 9. 

[§ 8, 10.,11.] 

N unmehr wird geprlift, flir welche r~t) die Bedingung 

(25') r~t)=C 

zutrifft. Flir die diesen zugehorigen Werte von " und t ist dann: 

(19) n(t) = n(t) + 19')1. 
" 0 

Dies sind die gesuchten Jahre. Man kann noch bemerken, 
daB der obere Index t die Tageszahl des dem betreffenden 
Jahre zugehOrigen Frlihlingsvollmonds ist. 

11. Am besten wird all dies deutlich, wenn wir nun noch 
einmal das alte Beispiel aufgreifen, also entscheiden: wann faUt 
Ostern im 20. Jahrhundert auf den 4. April = 35. Marz? 

Hier ist: p = 19, n' = 0, s = 5, p,=4, ~ = 35. Mit­
hin gibt (24): 

(35) C=ffi =4. (57 - 35 -4) 
7 

Weiter ist nach (15): 
E(O) = 22, E(l) = 21, E(2)= 20, E(3) = 19, E(4)= 18, 
E(5) = 17, E(6) = 16. 

Nach der Epaktenta£el oder der Regel 13. entsprechen sich: 

E(O)=22, E(2) = 20, E(3) = 19, E(5) = 17, E(6) = 16, 
a(O) = 7, a(2) = 15, a(3) = 4, a(5) = 12, a(6) = 1, 

wahrend E(l) undEr!) als " unzulassig" ausfallen. 

Weiter wird (18) wegen n'=O: 
n6t ) = a(t), 

so daB wir haben: 
n~)=7, n~)=15, nW)=4, n~)=12, n~)= 1. 

Aus diesen Werten liefert (33): 

(36) r~)= 1, r(2) = 4 
o ' 

r~)=5, r~)=l, r(6) = 1. 
0 
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Endlich ergibt (34): 
(37) e(O) = 3, e(2) = 3, 

Mit Anwendung der 

Beispiele. 103 

"e(3) = 0, e(5) = 0, e(6) = 1. 

Regel in 9. muS demnach z. B. r(O) 
o 

erst dreimal um 3, dann einmal um 2 vermehrt werden, um die 
r(O) zu erhalten, - natiirlich nach (31) immer unter Reduktion 
mod. 7; so erhalten wir: 

r(O) = r(O) + 3 = 4 
10' 

r~O)= m (4 t~) = 0, 
r~)=0+3=3, 

r~)= 3+2=5. 

In dieser Weise macht man aus den r~)-Werten in (36) 
ganz mechanisch die r~t)-Werte: jedesmal gibt das in (37) stehende 
zugehorige e(t) an, wie oft vor der ersten 2 eine 3 zu addieren ist. 

Ferner wachst " nach (20') fiir t = 3 und t = 6 bis zu' 5 
wegen n&3) = 4 und n~) = 1, sonst bis 4. 

Nach diesen Vorbereitungen kann die folgende Tabelle 
obne wei teres hingeschrieben werden: 

v~ r(O) 
~ 

I 
r(2) r(3) 

" 
0 1 4 

1 4 0 

2 0 3 

3 3 6 

4 5 1 

5 I 
Da nach (35) und (25') 

r(t)=4 
~ 

~ 

5 

0 

3 

6 

2 

4 

r(5) 
~ 

r(6) 
~ 

1 I 1 
.-

3 4 

6 6 

2 2 

5 5 

1 

sein muS, wenn im Jahr n(t) Ostern auf den 4. April fallen 
v 

solI, so ergeben sich als die fraglichen Werte riO), r~2), r~3), ri6). 

Die dazu gehorigen Jahre sind: 
niO) = 7 + 1·19 = 26, 
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1m 20. Jahrhundert falIt also Ostern auf den 
4. April in den Jahren: 

1926, 1915, 1999, 1920. 

Ein Blick in die Tafel am Ende des Buches bestatigt die 
Richtigkeit unseres Resultats. Den Wert en t = 0, 2, 3, 6 ent­
sprechend fallen die Friihlingsvollmonde auf Sonntag, Dienstag, 
Mittwoch, Sonnabend. 

12. Wir wollen noch an einem zweiten Beispiel zeigen, 
wie die Aufgabe ganz schema tisch in Form einer Tabelle be­
handelt werden kann. 

Aufgabe: Wann falIt Ostern im 19. Jahrhundert 
auf April 14 = Marz 451 

~=45, p=18, n'=14, s=6, p,=6, 0=6. 

E(t) hat die Werte 12, 11, 10, 9, 8, 7, 6. N ach der Tabelle 
S. 83 oder dem Satz in 13. gehOren zu E(l) = 11 und E(4) = 8 
keine Werte von a(t), d. h. t = 1 und t = 4 sind "unzulassig" . 
Wir Machen nun nach 10. und der Regel 9. folgende Zu-
sammenstellung: 1) 

t= 0 2 3 5 6 

E(t) = 12 10 9 7 6 
8.(t) = 6 14 3 11 0 
n(t)-ll 
0- 0 8 16 I) 

e(t) = 3 0 0 0 1 

r(t) = 
0 

6 0 3 6 6 

r!t)= 
1 

2 2 5 1 2 

r!t)-
2 - 5 5 1 4 4 

r(t)-s - 1 1 4 0 0 
r(t)-,- 3· 4 0 3 3 
r(t)-

5 - 6 

1) Die BchlieBlich in Frage kommenden Zahlen sind fett gedruckt. 
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Die Gleichung 

wird befriedigt durch: 
r{O) r(2) 

° 5 

Diesen Wert en entsprechen: 

n&O)=l1 n~)=0+5. 19 

r (6) o . 

n~)= 16 n&6) = 5. 
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Mithin fiel im 19. Jahrhundert Ostern auf den 14. April 
in den Jahren: 1811, 1895, 1816 und 1805. Die Tabelle am 
Ende des Buches bestatigt die Richtigkeit. Den Werten t = 0, 
2, 5, 6 entsprechend fallen die Friihlingsvollmonde auf Sonntag, 
Dienstag, Freitag und Sonnabend. 

13. Wir tragen noch einige kleine Bemerkungen mathe­
matischer N atur nacho 

Wem das in 7. benutzte Zuordnen der E{t) und a{t) mit 
Hilfe einer Tabelle "unmathematisch" erscheint, der kann auch 
leicht rein rechnerisch zu Werke gehen. 

Gegeben war E(t) , gesucht a(t). 

Es ist (§ 6, 7.): 

E{t) = ffi (11 a;~ + S). 
Set zen wir fiir den Augenblick 

a{t)=x, 
so folgt: 

11 x + s E{t) (mod. 30), 

oder, wenn y eine ganze Zahl bezeichnet: 
(38) 11x+ 30y=E{t) - S. 

Dies ist eine Diophantische Gleichung, deren Losungen 
nach § 1, 18., d) aus denen der Gleichung 

11~+301]= 1 
hervorgehen. Die letzte Gleichung hatte (§ 7, 7.) die Losungen 
~=11, 1]=-4. 

Daher hat (38) die Losungen: 

{ 
X= 11(E{t)-s)+30g 

(39) y=-4(E(t)-s!-l1g 
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Die Werte von y sind fur uns ohne Interesse. Findet sich 
aber unter den Werten von x einer, der der Bedingung 

(40) 0<x<19 
genugt, so ist fUr ihn wegen (17) x = a(t} ,und E(t} ist eine "zu­
llissige" Epakte. Nun ist nach (39) 

x -11 (E(t) - s) (mod. 30); 

setzen wir also insbesondere 

X = (11 (E(t) - s)) 
ffi 30 ' 

so geniigt dieses x gewiB der Bedingung 

0<x<30. 

Solche Werte von x, die dann nicht zugleich der Bedingung (40) 
genugen, entsprechen den "unzullissigen" Werten von t (vgl. 7.). 
Wir fassen das Resultat in folgenden 

Satz: Es ist 

(41) a(t} =ffi (11 (E~: - s)), 
wenn sich dieser Wert kleiner als 19 ergibt. 
Andernfalls ist E(t} eine "unzulassige" Epakte und 
scheidet aus. 
So war z. B. bei der in 12. behandelten Aufgabe s = 6, 

E(3} = 9; daher liefert (41): 

a(3} = ffi (1~~ 3) = 3. 

Dagegen wiirde sich bei derselben Aufgabe fUr E(4} = 8 
ergeben: 

ffi(I~~2)=22>19, 
d. h. t = 4 ist ein "unzulassiger" Wert. 

14:. Wir haben in unseren Beispielen gesehen, \ daB ge­
wisse E(t} ausscheiden: hierbei herrschen einfache GesetzmaBig­
keiten. 

Nach (16) iet 
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N ennen wir wieder den Abschnitt von a(t) = 0 bis a(t) = 7 
"oberen Abschnitt", den von 11 bis 18 "unteren", den von 8 bis 10 
"mittleren" Abschnitt, so lehren die Betrachtungen § 7, 7.: 

Nur wenn E(t) im unteren Abschnitt liegt, tritt auch 
E(t+l) in der Epaktentabelle auf. 

Wir konnen weiter sagen: 

Liegt E(t) nicht im unteren Abschnitt, so tritt ganz 
gewiB E(t+2) = E(t) - 2 in der Epaktentabelle auf, vor­
ausgesetzt, daB nicht infolge der Ungleichung (15') der 
Index t + 2 von vornherein ausgeschieden ist. 

Um dies zu zeigen, brauchen wir nur zu untersuchen, 
unter welchen Umstanden zwei Epakten sich um 2 unterschei­
den; dies fiihrt analog wie in § 7, 7. Gl. (6) zu der Diophan­
tischen Gleichung: 

llx+ 30y=2. 
Hier ist (§ 1, 18., d): 

x = 2 ·11 + 30 g , (g = 0, + 1, + 2, ... ) 

und dies liefert fiir g = - 1 

x=-8 

als einzig brauchbare Losung. 

Befindet sich also eine Epakte im Abschnitt von 0 
bis 1 0 (also nicht im unteren Abschnitt), so befindet sich 
die um 2 kleinere im Abschnitt von 8 bis 18 (also ent­
weder im mittleren oder im unteren Abschnitt). 

Mit diesen Gesetzen ist das Auftreten von Liicken hin­
reichend gekIart: es konnen zwar zwei aufeinanderfolgende E(t) 
zuUissig sein, niemals aber deren drei; es kann in der Reihe 
der E(t) mehrfach eines ausfallen, aber nie zwei aufeinander­
folgende. 

15. Es muB noch bemerkt werden, daB man fiir den Fall 
des 19. April atich noch die Falle heranzuziehen hat, wo die 
Formel den 26. April liefert, und fiir den 18. April ist noch 
der 25. April heranzuziehen und zu priifen, ob fiir ihn die 
"Ausnahmeregeln" (§ 6, 8.) zutrefien. 
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Auch ist kIar, daB mit Hilfe dieses Paragraphen Ieicht die 
Jahre festgestellt werden k6nnen, in denen die "Ausnahmen" 
eintreten: dies iiberlassen wir dem Leser. 

16. Nunmehr sind wir im Besitz alIer Angaben, die uns 
ein Kalender liefert: wir k6nnen zu jedem Datum den Wochen­
tag (§ 2) und die Mondphase (§§ 4., 5.) angeben; ferner das 
Osterfest (§ 6) und damit in bekannter Weise das Pfingst­
fest. Endlich k6nnen wir bestimmen, wann Ostern auf ein be­
stimmtes Datum falIt (§ 8). 

Somit sind durch unsere Betrachtungen alIe Anforderungen 
erfiilIt, die man an einen sogenannten "ewigen Kalender" 
stellen kann. 

§ 9. Die GauJlsche Formel. 

1. Wenn nun auch aUe Fragen, die wir behandeln wollten, 
erledigt sind, so fehlt doch in gewissem Sinn noch der SchluB­
stein: wir gingen in der Einleitung von der GauBschen Oster­
formel aus und wollen nun bei ihr enden: wir wollen namlich 
zeigen, daB unsere Osterformel (§ 6, 7.) sich in die GauGsche 
umformen 1li.Gt. Damit ist dann die Richtigkeit der GauBschen 
Formel bewiesen, - und umgekehrt: setzt man die Gau.Bsche 
als richtig voraus, so ist die Richtigkeit der unsrigen gezeigt. 

2. Wir formen zunachst den Ausdruck (§ 6, 7.): 

(1) E=m(l1~:S) 
urn. Da 

11a--19a (mod. 30) 

ist, kommt, wenn man dann noch § 1, 17. anwendet: 

E=m =29-m (-(19a-s)) (19a-s-1) 
30 30 

= 29 _ m (19a-l;~9 -s). 
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(2) 

(3) 

Setzt man also 1) : 

so wird: 

(4) 

29-s=P 

m(19a+P)=d 
30 ' 

E=29-d. 

109 

Damit ist die gesuchte Umformung von E gewonnen. 
Weiter ist nach § 6, 7.: 

s=m ([fJ + [tJ +14- P). 
30 ' 

(29 - s) da nun aber 29 - s = m ----w- wegen 0 < s < 30 ist (§ 1, 

11. a), so folgt (§ 1, 16. c) aus (2): 

P=ffi (29 - [fJ -lfJ -14+P) 
30 ' 

oder: 

(2') P~!ll ('5 +p - Ia~l- [~l) 

3. Wir kommen nun zur Umformung von 

(5) 

Es ist (§ 1, 10.): 

1) Eine Verwechslung des hier eingefiihrten d mit der friiheren 
Datumszahl ist wohl nicht zu befiirchten. 
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also: 

4[:J=n-m(:) 

8 [: J =2n- 2m(:). 
Da nun 8 = 1 (mod. 7), 2 _ - 5 (mod. 7), so folgt (§ 1, 8.): 

(6) [:J -5n-2m(:) (mod. 7), 

und daher endlich: 

(7) n + [i J =- - 4 n - 2 m (:) (mod. 7). 

Bedenkt man noch, daB nach (4): 

(8) E=29-d=1+6d (mod. 7) 

ist, so lieferl (5), indem man im Za.hler die Werle (7) und (8) 
einfiihrt: 

oder, mit Anwendung von § 1, 17.: 

Setzen wir noch 

(9) 

so wird: 
(10) t=6-e. 

Nach unserer Formel (§ 6, 7.) fiel Gstern auf 

Ma.rz 57-E-t. 
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Fiihrt man fiir E und t die Werle (4) und (10) ein, so 
gibt dies als Osterdatum: 

Ma.rz 57 - 29 + d - 6 + e, 
oder 
(11) Ma.rz 22 +d+ e. 

4:. Hierbei sind d und e nach (3) und (9) zu berechnen. 
Dies ist nun schon fast genau die GauBsche Oster­
formel, nur daB bei GauB in (9) statt n, dem DberschuB iiber 
das volle Jahrhunderl, das Jahr N selbst auftritt. Wir nehmen 
die zur Einfiihrung von N in (9) notige kleine Umformung 
noch vor. 

Wir hatten gesetzt (§ 2, 12.): 

N=100p+n, 
oder: 

n=N-lOOp. 

Daher ist, unter Beachtung, daB ffi (4~0) = 1 ist: 

4n=4N -400p 
==4N -p (mod. 7). 

Da nun (§ 6, 7.): 

I'~!R (3 - 27!R (!)) - 3-'!R W (mod. 7) 

ist, so bestehen modulo 7 die Kongruenzen (§ 1, 4.): 

4n-,u_4N -P-3+2ffi(~) 

- 4 N + 4 + 2 ~{t) - p 

( N) (4+2ffi(~)-P) 
-4ffi 7" +ffi 7 . 

\ 
Setzt man also: 

(1') !R (. +'!R ~t) - p) ~ Q, 
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so wird: 

(13) 4 n - J1, 4 ffi (~) + Q (mod. 7). 

Endlich bedenke man, daB 

(14) ffi (~) = ffi COOP4 + n) = ffi (:) 

ist. 
Nunmehr wird (9) mit Hilfe von (13) und (14): 

(15) 
,~9! (39!(~)+49!~~+6dH), 

wobei Q der Gleichung (12) zu entnehmen ist. 

Wir konnen Q noch etwas geeigneter zur Rechnung durch 
folgende Umformung machen: nach (6) ist 

2 ffi (~) ~ - 5 P - [~J (mod. 7). 

Also wird: 

4+2ffi(~)-P-4-6P-[~J (mod. 7) 

--:4+P-l~J (mod. 7). 

Daher liefert (12): 

(12') Q ~9! (p +'; [tl) 
5. Durch Zusammenstellung von (2'), (12'), dem von friiher 

§ 6, 7.) bekannten Wert von a, (3), (15) bekommt man nun 
folgendes Resultat: 

Setzt man: N = 100 P + n, 

P=ffi(15 +p-Lfl- [fJ) 
30 ' 

Q~9!(P+'; [tl), 



[§ 9,5.6.] Die GauBsche Formel. 

a=m(~), 
b=m(~), 

c=m(~), 
d=m(19a+p) 

30 ' 

e=m(2b+4ct6d+Q), 

so fii.llt Ostern auf: 
Marz 22 + d+ e. 

113 

Fiir P und Q ergibt sich zufolge unserer For­
meln folgende Tabelle l ): 

p p Q 
= 

15 22 2 
f----- I 16 22 2 

17 23 3 
I~ 

18 23 4 

19 24 5 
~---- ----

20 24 5 

21 24 6 

22 25 0 

23 26 1 

24 25 1 

25 26 2 

26 27 3 

6. Damit ist nun in der Tat die in der Einleitung ge­
gebene GauBsche Formel genau wiedergewonnen. 

Es fehlt nur noch die Umformung der A usnahmefii.1le 
(§ 6, 8.): 

1) Man wird P am schnellsten nach (2) berechnen. 
Jacob.thal, Mondphasen. 8 



114 Die GauBsche Formel. 

Nach (4) und (10) ist: 
d=29-E, 
e=6-t. 

Daher ist: d=29 fUr E=O, 
d=28 fur E=l, 
e = 6 fur t = O. 

Die Ausnahmen heiBen daher gemaB § 6, 8.: 

[19, 6.,7.) 

1) Fur d = 29, e = 6 wird Ostern vom 26. April auf den 
19. April verlegt. 

2) Fur d=28, e= 6 und a> 10 wird Ostern vom 25. April 
auf den 18. April verlegt. 

7. Wir stellen endlich noch eine Osterrechnung nach der 
GauBschen Formel einer solchen nach der unseren gegenuber, 
um ein Urteil uber die in beiden Fallen zu leistende Rechen­
arbeit zu, gewinnen. Die Werte der Konstanten sollen aus den 
betreffenden Tabellen entnommen gedacht werden. 

Beispiel: Wann war Os tern 18791 

Gaufische Forme). Forme} § 6, 7.: 

N = 1879. P=23. Q = 4. 

a=~C~~9)=17. 

b=~C8:9)=3. 

c=~C8779)=3. 

d=~ (19.1 ~O+ 23) 

(346) =~ 30 =16. 

e= ~ (2.3+4.3-;6.16+4) 

=6. 

Ostern fallt auf: 
Marz 22 + 16 + 6 = Apri113. 

n= 79. n'= 14. s=6. #=6. 

a = ~ C9 ~ 1~) = 17. 

E=~(17'11 + 6)=~(193) 
30 30 

=13. 

t=~C9+19-:-6-13)=0. 

Ostern fallt auf: 
Marz 57-13-0=April13. 



Die GauBsche Formel. 115 

Die Rechnungsweise in der rechten Spalte diirfte schon 
deshalb einfacher sein, weil sie mit kleineren Zahlen arbeitet. 
Selbst wenn man in der GauBschen Formel das a (wie rechts) 

mit Hilfe von n' ausrechnet und b = ffi ( :) setzt, erfordert sie 

noch groBere Rechenarbeit als die Formel rechts. 

Anwei!iiung fUr die O!iitertabelle S.116. 
Die ersten drei Ziffern eines J ahres N linden sich in der vordersten 

senkrechten, die vierte in der obersten wagerechten Reihe. Der Kreuzungs­
punkt der durch diese beiden Stellen bezeichneten Reihen enthii.lt das 
Osterdatum. Mii.rztage sind £ett, Apriltage gew6hnlich gedruckt. 

8 



116 Ostertabelle (Anweisung S. 115). 

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
158 15 10 1 21 6 29 17 2 
159 22 14 29 18 10 26 14 6 22 11 

160 2 22 7 30 18 10 26 15 6 19 
161 11 3 22 7 30 19 3 26 15 31 
162 19 11 27 16 7 30 12 4 23 15 
163 3t 20 11 27 16 8 23 12 4 24 
164 8 31 20 5 27 16 1 21 12 4 
16!"! 17 9 31 13 5 28 16 1 21 13 
166 28 17 9 25 13 5 25 10 1 21 
167 6 29 17 2 25 14 5 18 10 2 
168 21 6 29 18 2 22 14 30 18 10 
169 26 15 6 22 11 3 22 7 30 19 
170 11 27 16 8 23 12 4 24 8 31 
171 20 5 27 16 1 21 12 28 17 9 
172 31 13 5 28 16 1 21 13 28 17 
173 9 25 13 5 25 10 1 21 6 29 
174 17 2 25 14 5 18 10 2 14 6 
175 29 21 2 22 14 30 18 10 26 15 
176 6 22 11 3 22 7 30 19 3 • 26 
177 15 31 19 11 3 16 7 30 19 4 
178 26 15 31 20 11 27 16 8 23 12 
179 4 24 8 31 20 5 27 16 8 24 
11"-0 13 5 18 10 1 14 6 29 17 2 
181 22 14 29 18 10 26 14 6 22 11 
182 2 22 7 30 18 3 26 15 6 19 
183 11 3 22 7 30 19 3 26 15 31 
184 19 11 27 16 7 23 12 4 23 8 
185 3t 20 11 27 16 8 23 12 4 24 
186 8 31 20 5 27 16 1 21 12 28 
187 17 9 31 13 5 28 16 1 21 13 
188 28 17 9 25 13 5 25 10 1 21 
189 6 29 17 2 25 14 5 18 10 2 
190 15 7 30 12 3 23 15 31 19 11 
1"91 27 16 7 23 12 4 23 8 31 20 
192 4 27 16 1 20 12 4 17 8 31 
193 20 5 27 16 1 21 12 28 17 9 
194 24 13 5 25 9 1 21 6 28 17 
195 9 25 13 5 18 10 1 21 6 29 
196 17 2 22 14 29 18 10 26 14 6 
197 29 11 2 22 14 30 18 10 26 15 
198 6 19 11 3 22 7 30 19 3 26 
199 15 31 19 11 3 16 7 30 12 4 

Druck von Oscar Brandstetter In Leipzig. 
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