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Vorwort.

Die vorliegende Schrift behandelt die Kalenderlehre unter
bewuBter Ausscheidung aller historischen Betrachtungen.

Liegt darin einerseits e'ne Beschrinkung, so glaubt der Ver-
fasser andererseits durch die Loslésung von der vielverschlungenen
und daher mit mancherlei Ballast behafteten Entwickelungs-
geschichte des Kalenderwesens dessen mathematischen Kern
sozusagen reinlicher herausschilen zu koénnen, als es bei einer
historischen Darstellung moglich wire,

Die Schrift wendet sich an einen sehr allgemeinen Leser-
kreis. Sie mochte jedem Gebildeten zugiinglich sein, der mathe-
matischen Uberlegungen einfachster Art Interesse entgegen-
bringt. Da und dort mag vielleicht der Historiker bei chrono-
logischen Untersuchungen aus ihr Nutzen ziehen kénnen. Eine
besondere Freude wire es dem Verfasser, wenn zuweilen ein
Feldgrauer nach dem Schriftchen griffe; weil er doch aus
eigener Erfahrung, wie es Zeiten gibt, in denen der Soldat
nach irgendwelcher geistigen Anregung hungert — ganz ab-
gesehen davon, daB es im Felde von praktischem Interesse sein
kann, nach kurzer Uberlegung zu wissen, welche Mondphase
einem gegebenen Datum zukommt.

Aber dariiber hinaus mochte das Biichlein auch dem an-
gehenden Mathematiker etwas zu sagen haben, und vor
allem dem Unterricht an hoheren Schulen dienen.

Sollte die Schrift einem so verschiedenartigen Leserkreise
gerecht werden, so war dies nur méglich durch eine besondere
Behandlungsweise des Stoffes: die Darstellung zerfillt gewisser-
mafen in mehrere ,Kreise“, deren jeder in sich geschlossen und
verstiandlich ist. Der engste erfordert kaum mehr, als die Kennt-
nis der vier Grundrechnungsarten. Der nichste setzt schon



VI Vorwort.

grofere formale Gewandtheit voraus, und die Anspriiche stei-
gern sich im letzten: hier werden noch allerlei Fragen geklirt,
die das Gesamtbild nach der mathematischen Seite abrunden,
ohne gerade zum Verstéindnis des Kalenders unbedingt erforder-
lich zu sein. Diesen Absichten entspricht es, daf die einleiten-
den Paragraphen, insbesondere der erste, der das mathematische
Riistzeug bereitstellt, aulerordentlich breit gehalten sind, wéh-
rend an anderen Stellen eine gedréingtere, aber immer noch
elementare Ausdrucksweise gewihlt wurde.

Schon vorher ist angedeutet worden, da8 der Verfasser
ganz besonders darauf hofft, den hoheren Schulen -zu niitzen.
Ist schon von jeher die Zahlentheorie, die ein Gaufll die
Konigin der Mathematik genannt hat, stiefmiitterlich auf un-
seren Schulen behandelt worden, so ist in unserer Zeit der
,Anwendungen“ gar keine Zeit mehr fiir sie iibriggeblieben.
»Zum Stiefelwichsen ist sie nicht“, soll Ernst Eduard Kummer
solchen geantwortet haben, die, allzusehr auf Niitzlichkeit be-
dacht, nach ihrer praktischen Anwendbarkeit fragten.

Sollte dieses Schriftchen nicht zeigen, dafl sie doch ,zum
Stiefelwichsen® ist? Ernsthafter gesprochen: ich denke, daB
sich auf keine Weise ungezwungener eine Einfiihrung in die
Zahlentheorie geben ldfit, als durch die Anwendung auf den
Kalender. Der Begriff der Kongruenz dréngt sich ganz von
selbst auf, und die Diophantischen Gleichungen stellen sich un-
gerufen ein. Schon um deswillen diirfte der Inhalt dieser Schrift
vielleicht in den Schulen Beachtung verdienen.

Aber noch ein anderes: hat es nicht Reiz, statt lauter
einzelner Aufgaben eine Reihe zusammenhingender Frage-
stellungen zu betrachten? Dies kann hier zwanglos geschehen.
Und dazu bietet die Kalenderlehre Stoff fiir alle Lehrstufen.
Die Betrachtungen in § 2, 3. diirften schon dem Sextaner ver-
sténdlich sein; schon er kann sehen, daB gleiche Reste fiir die
Horizontalreihen der Tabelle charakteristisch sind. Dem Quin-
taner wird man ohne Miihe den Kalender fiir ein bestimmtes
Jahr, dem Tertianer den fiir das 20. Jahrhundert verstéindlich
machen konnen. Der Sekunda diirfte die Osterrechnung fiir
das 20. Jahrhundert zuginglich sein, und selbst fiir den Ober-
primaner bleibt genug iibrig, an dem er seine Kréfte iiben kann.



Vorwort. VII

Nicht ohne Absicht habe ich auf dem Titelblatt meinem
Namen den Zusatz: ,im Felde“ gegeben. Ich mdchte mich
dadurch von einer Pflicht entbunden wissen, die sonst als selbst-
verstdndlich gilt: von der Kenntnis und Benutzung der ein-
schlagigen Literatur. Davon konnte natiirlich- bei den Um-
stinden, unter denen diese Schrift entstanden ist, keine Rede
sein. Ich habe in der Tat nur das Biichlein von Wislicenus!):
»Der Kalender in gemeinverstindlicher Darstellung® benutzt,
das sich iibrigens ganz andere, namlich historische Ziele
steckt, und ihm die astronomischen Grundtatsachen und Zahlen-
material entnommen. So kann ich auch nicht iibersehen, ob
und inwieweit die vorliegende Schrift etwa Neues enthilt, und
ich mufl das Urteil dariiber den Fachgenossen iiberlassen.

Im Felde, November 1916.
Walther Jacobsthal.

1) ,Aus Natur und Geisteswelt“ Bd. 69, Leipzig 1905. Die Oster-
tabelle am SchluB ist dem Kalenderblatt von Dr. Doliarius (Gratis-
beilage zum Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung
23. Jahrg.) entnommen. KEine hiibsche, mir ins Feld nachgesandte
mnemotechnische Regel von Albert Fleck (Sitzungsber. d. Berl. Math.
Gesellsch. 1914) kam fiir die vorliegende Schrift nicht in Betracht.
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1. Im Jahre 1800 hat Carl Friedrich GauB8 folgende Regel

Einleitung.

zur Berechnung des Osterfestes mitgeteilt:

Man bezeichne mit P und Q zwei Zahlen, die fiir jedes

Jahrhundert aus folgender Tabelle zu entnehmen sind:

Jahrhundert: P Q l Jahrhundert: P I Q
|

1700—1799 23 3 ‘ 2100—2199 24 6

1800—1899 23 4 2200—2299 25 0

1900—1999 24 5 2300—2399 26 1

2000—2099 24 5 2400—2499 25 1

Soll nun das Osterfest fiir ein beliebiges Jahr berechnet
werden, so bezeichne man dieses mit N (also z. B. N=1916),

und fiihre weiter folgende Bezeichnungen ein:

Der Rest bei der Division von:

N durch 19 heifle a;

N ” 4 » b;

N . ” 7T » ¢

19a 4P » 30 » d;
2b+40+6d+Q ” 7T » e

Dann fillt Ostern im Jahre N auf den 22 -+ d +- et Mirz,
oder, wenn d-}-e groBer als 9 ist, auf den d -} e— 9% April.

Diese Regel ist so einfach, dafl ein Kind sie anwenden

kann. Z. B. fiir N=1916 ergibt sich folgendes:

1916:19 =100 Rest 16 a==16
1916: 4=479 » O b= 0
1916: 7=273 » 5 c= b

19a=19-16 = 304

328:30 =10 Rest 28

P =24 (Tabelle!)
19a 4P =328

Jacobsthal, Mondphasen.

d=28



2 Einleitung.

2b—}—4c—|—6d—}—-Q=2-O+4-5—-|—6-28+5=193
198: 7==27 Rest 4 e=—=414,

Also fiel Ostern 1916, da 28 4 4 groBer als 9 ist, auf den
(28 - 4 — 9)ten April = 23. April,
ein Resultat, das in der am SchluB des Buches beigefiigten
Ostertabelle leicht nachgepriift werden kann.

2. Die GauBsche Regel hat nun zwei Ausnahmen, so
daB das sonst in der Mathematik verpdnte Sprichwort: ,Keine
Regel ohne Ausnahme® hier doch einmal Recht behdlt. Diese
Ausnahmen sind folgende:

1) Ergibt die Regel den 26. April, so wird Ostern auf den
19. April verlegt.

2) Ergibt die Regel den 25. April und ist dabei gleich-
zeitig a gréfer als 10 und d=28, so wird Ostern auf den
18. April verlegt.

Z. B. ergibt sich fir N==1954 folgende Rechnung:

a=16

b= 2

c= 1; 19a-4-P=19-16 -} 24 =328

d=28; 2b-t4c}6d+Q=4-}4-+168}5=181
e= 6.

Hier ergibe die Regel den 28 | 6 — 9t April = 25. April.
Es ist ist aber a=16 gréfer als 10 und d=28, und somit
wird Ostern 1954 am 18. April gefeiert werden (vgl. Tabelle).

3. Die GauBsche Regel mit ihren so unmotiviert er-
scheinenden Rechnungen hat gewill fiir den Laien etwas Zauber-
haftes an sich. Vielleicht aber erinnert er sich aus der Schul-
zeit an eine noch andere Bestimmung des Osterfestes: versteht
man unter ,Friihlingsvollmond® den ersten Vollmond im
Friihling, also den ersten Vollmond nach dem 20. Mirz, so fillt
Ostern auf den ersten Sonntag nach dem Friihlingsvollmond.

So miiBite denn die Gauflische Regel die Fahigkeit haben:

1) zu bestimmen, an welchem Datum in einem gegebenen
Jahre der erste Vollmond im Friihling ist;
2) den Wochentag hierzu zu ermitteln;
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3) dem in 1) bestimmten Datum noch die bis zum néchsten
Sonntag fehlenden Tage hinzuzuzéhlen.

Sollte es sich nicht der Miihe verlohnen, dem einmal nach-
zugehen? Zu untersuchen, wie diese Zauberregel es fertig bringt,
die soeben angefithrten Leistungen zu vollbringen?

Den Weg hierzu mit einfachsten Mitteln zu finden, soll in
der Tat unser Ziel sein. Wir werden freilich nicht allzu stracks
darauf zueilen, sondern wie Rotképpchen vom Wege abgehen
und da und dort eine Blume pflicken, die sich uns gerade
bietet.

Auch wird unser Weg gar nicht auf die GauBsche Oster-
formel fiihren, sondern auf eine andere, die aber eine noch
einfachere Rechnung gestattet: aber wir werden uns dann schlie3-
lich doch nicht versagen, aus dieser die GauBsche abzuleiten.

Unser allgemeiner Plan ist folgender: zuerst wollen wir
das mathematische Riistzeug bereitstellen, dessen wir bediirfen.
Es ist dullerst bescheiden, und erfordert zum Verstindnis nur
die Kenntnis der vier Grundrechnungsarten.

Dann werden wir lernen, wie man zu jedem gegebenen
Datum den Wochentag angeben kann: das ist eine von den
»Blumen®, die wir am Wege pflicken. Denn zur Erreichung
unseres Endziels geniigt an sich eine speziellere Fassung dieser
Aufgabe,

Alsdann werden uns die Mondphasen beschiftigen, und
endlich gehen wir zur Ableitung der Osterformel iiber.

Ein Leser, dem nur darum zu tun ist, sich mit dem
Prinzip der Osterrechnung bekannt zu machen, kann sich mit
folgender Auswahl aus dem Inhalt begniigen: § 1, 1. bis 16,
§2, 1.bis 10, § 3, § 6, 1. bis 5. Diese Stellen bilden ein in sich
zusammenhingendes Ganzes und erfordern so gut wie gar keine
mathematischen Kenntnisse.

Fiir den Liebhaber mathematischer Betrachtungen aber
werden in den anderen Teilen des Werkchens eine Reihe weiter-
gehender Fragen behandelt: fiir ihn empfiehlt es sich vielleicht,
gleich bei § 2 zu beginnen und in § 1 nach Bedarf nachzu-
schlagen.

Uber alles Weitere gibt das Inhaltsverzeichnis AufschluB.

1*



§ 1. Kongruenzen und Reste.

1. Bei den meisten astronomischen Erscheinungen — und
mit solchen werden wir es ja zu tun haben — handelt es sich
um periodische Ereignisse. So fillt z. B. der Vollmond alle
19 Jahre auf dasselbe Datum?). Wir werden sehen, dal am
14. Marz 1800 Vollmond war: nach dem eben Gesagten ist dann
auch Vollmond am 14. Mérz 1819, 1838 usw. Die Jahre, an
denen der Vollmond auf den 14. Marz fillt, bilden also fol-
gende Reihe:

(1) 1800 1800-+1-19 18004-2-19 1800-3-19 1800--4-19
—=1800 —1819 —1838 —1857 = 1876
usw.

Es ist leicht zu sehen, wodurch irgend 2 Zahlen der
Reihe (1) charakterisiert sind: sie unterscheiden sich um
ein ganzzahliges Vielfaches von 19. So unterscheiden sich
1800 und 1857 um 3-19; oder 1838=1800-+}+2-19 und
1876=1800+4-19 um 2-19=38. Auch 19 selbst gilt in
diesem Zusammenhang als ,Vielfaches von 19, ndmlich als
1-19; beispielsweise unterscheiden sich 1819 und 1836 um 1-19.

2. Ahnliche Verhiltnisse treten iiberall bei periodischen
Ereignissen auf; und daher empfiehlt es sich, fiir Zahlen, die
sich so wie die der Reihe (1) um ganzzahlige Vielfache einer
bestimmten andern Zahl, nimlich der Periode, unterscheiden,
einen besonderen Namen einzufiilhren: man nennt sie ,kon-
gruent®, die Periode selbst aber den ,Modul“. Allgemein
definieren wir daher:

Zwei Zahlen a und a’ heien ,nach dem Modul M
kongruent“, kiirzer: ,kongruent modulo M¥, wenn

1) Genaueres folgt in § 3f.
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sie sich um ein ganzzahliges Vielfaches von M voneinander
unterscheiden. Das Zeichen dafiir ist:

(2) a=a' (mod. M),
gelesen: ,a kongruent a’ modulo M.

Das Kongruentsetzen zweier Zahlen, wie es Glei-
chung (2) darstellt, heiflt eine ,Kongruenz*.

Die Kongruenz (2) besagt nichts anderes, als daB
(3) a'=a-}+gM (g=0, 11, F2 F3,...)

ist. Indem wir auch g==0 vulassen, sagen wir aus, dafl jede
Zahl sich selbst kongruent ist: sie unterscheidet sich von
gich selbst sozusagen um das Nullfache des Moduls, also gar nicht.
Es sind demnach identisch die Kongruenzen und Gleichungen:

1838 == 1876 (mod. 19)

und:

1876 — 1838 4-2-19; (g=2).
Oder:

1857 == 1800 (mod. 19)
und:

1800 — 1857 —3-19;  (g=—3).
Oder:

1838 == 1838 (mod. 19)
und:

1838 — 1838 +-0-19  (g=0).

3. Insbesondere ist von Interesse der Fall, daB eine Zahl
der Null kongruent ist:

a =0 (mod. M).
Alsdann ist nach (3):
a=0-}gM=gM,
d. h. die Zahl ist selbst ein Vielfaches (ndmlich das g-fache)
von M.

Ist a ein ganzzahliges Vielfaches von M, so sagt man:
a sel durch M ,teilbar®, oder ,M gehe in a auf“.

Kongruenz zur Null modulo M und Teilbarkeit
durch M sind also gleichbedeutend.



6 Kongruenzen und Reste. §1,3.,4.]

So ist z. B. :
24 =0 (mod. 3),
denn:

24 — 8.3.

Man kann dem hinzufiigen:

Die Differenz zweier kongruenter Zahlen ist stets zu Null
kongruent: in der Tat folgt aus (3) sofort:

a’—a=gM
a’—a =0 (mod. M).
4. Satz: Ist
a=a’ (mod. M),
b =1 (mod. M),
80 ist:

atb=a'FDb' (mod. M).
Beweis: Die Voraussetzungen besagen:
a'=a-t|gM
b —b-hM,
¥ FW =aFbf(gFH)M,
oder, wenn man g h = k setzt:
a’Fb'=aFb-}-kM, w.zb. w

mithin ist:

Sei:
atb=c (mod. M)
Da nun
b=b (mod. M)
ist, so folgt nach 4.:
=c+b (mod. M).

Man kann daher bei Kongruenzen, analog wie
bei Gleichungen, eine Gr6B8e durch Addieren oder
Subtrahieren ,auf die andere Seite bringen¥.
Speziell folgt aus a=a’ (mod. M)

a—a/ =0 (mod. M)

und umgekehrt aus der letzten Kongruenz die vorletzte (vgl.
SchluB8 von 3.).
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5. Ebenfalls den Eigenschaften von Gleichungen entspricht
folgender Satz: ‘

Sind zwei Gr68en nach demselben Modul der-
selben dritten kongruent, so sind sie selbst ein-
ander nach diesem Modul kongruent.

Der Beweis ist so einfach (mit Hilfe von (3)), daB wir
ihn iibergehen konnen.

6. Endlich leiten wir noch folgenden Satz ab.
Erfiillen zwei Zahlen folgende Bedingungen:

@) a=a' (mod. M)

f) 0<a<<M 0<a/ <M,

80 ist:
a=a/,
Beweis: Nach «) ist
a/ =a-gM.

Ist nun fiir a die erste Voraussetzung in g) erfiillt, so
wiirde ein positives g die GroBe a' gréfer als M (im Grenz-
fall a=0 fiir g—1 gleich M) machen, wihrend ein nega-
tives g die Grofle a’ negativ werden lieBe. Es bleibt also
nur iibrig g=0, d. h. a=a/, w.z b. w.

7. Unsere Beispiele enthielten nur ganze positive
Zahlen a, b, M. Der Begriff der Kongruenz verlangt aber
diese Beschrinkung ganz und gar nicht.

So koénnte irgendein Ereignis zum ersten Mal an einem
bestimmten Tage um 3P 15™ Nachmittags und dann periodisch
alle 42 Minuten eintreten. Rechnet man vom Mittag aus, so
sind die Zeiten, nach denen es eintritt, in Stunden ausgedriickt:

325 32507 32542.07 325+3.07 usw.

= 3,25 = 3,95 = 4,65 = 5,35.
Hier ist z. B.
5,35 = 3,256 mod. (0,7),
denn 5,35 = 3,25 --3.0,7.

Das Wesentliche fiir die Kongruenz ist eben, da
sich die kongruenten Zahlen um ein ganzzahliges Viel-
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faches des Moduls unterscheiden; mégen also sie selbst
und der Modul immerhin gebrochene Zahlen sein, g mufl unter
allen Unmstidnden eine ganze Zahl sein.

Auf den ersten Blick befremdlich mag der Begriff der
Teilbarkeit bei Briichen sein; aber nach unserer Definition
in 3. miissen wir z. B. sagen, 94,15 sei durch 13,45 teilbar;
denn 94,15=17.13,45, also ist 94,15 ein ganzzahliges Viel-
faches von 13,45. Ebenso ist 10 durch 2,5 teilbar, denn
4.25=10.

Gar keine Schwierigkeit macht der Begriff der Kongruenz
bei negativen Zahlen; so ist

— 10 =18 (mod. 7),

denn
18— —104-4-7;
oder
—10 = — 31 (mod. 7),
denn .
—31=—10—3.7.

Wir wollen aber — was an sich nicht notwendig wire —
ein fiir alle Mal den Modul M als positive, im ibrigen
beliebige Zahl voraussetzen.

8. Wir leiten nun noch einen Satz ab, der zwar dem
Satz 4. ganz analog ist, aber im Allgemeinen nur fiir ganz-
zahlige a, b und M gilt.

Satz: Sind a, b, M ganze Zahlen und ist:

a=a' (mod. M)
b="0' (mod. M),
so ist:
ab=a'b’ (mod. M).

Beweis: Indem wir a’ und b’ wie in 4. ausdriicken, folgt:
a’b’=ab-4|(ah+bgt}ghM)M.

Unter unseren Voraussetzungen ist der Ausdruck in der
Klammer eine ganze Zahl k, und daher:

a’b'=ab-+kM,

w. z. b. w.
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Beispiel:
11= 25 (mod. 7)
16 = 9 (mod. 7)
176 = 225 (mod. 7).

In der Tat ist:
225 — 176 4 7-7.

9. Bevor wir weitere Eigenschaften kongruenter Zahlen
ableiten, miissen wir uns mit dem Begriff des Restes ndher
befagsen. Dall Reste hier eine groBle Rolle spielen, hat ja
bereits die Einleitung gezeigt. Dabei wollen wir vorerst a,
b, M als positive ganze Zahlen betrachten.

Wenn wir sagen: 17 gibt bei der Division durch 5 den
Rest 2, so hat dieser Rest zwei Eigenschaften, die wir als fir
ihn charakteristisch ansehen wollen:

1) er ist eine positive Zahl;

2) er ist kleiner als der Divisor 5.

Die Teilung von 17 durch 5 selbst 148t sich in der Form
darstellen:

(4) 17—=3.5-42.

Ist allgemeiner r der Rest bei der Division von a durch

M, so ist a—r durch M teilbar, also

a—r=qM
(5) a=qM-r
(6) 0<r<M.

Gleichung (5) ist die Verallgemeinerung von (4), und (6)
enthilt allgemein die in 1) und 2) ausgesprochenen Bedingungen.

Diese Bedingungen (6) fiir r wollen wir nun auf-
recht erhalten, sei nun a und M ganz oder gebrochen,
und zudem a positiv oder negativ.

Man konnte ja versucht sein, bei der Division von — 17
durch 5 zu sagen, es ginge — 3 Mal auf, mit dem Rest —2, denn
—17=(—3)-5—2.

Aber der Rest — 2 wire dann zwar kleiner als 5, aber
nicht, wie es (6) verlangt, positiv. Wir setzen vielmehr an:

—17=(—4).5}3;
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dann ist, wie verlangt 0 <3 <'5. Der Rest von — 17 bei der
Division durch 5 ist demnach fiir uns 3 und nicht — 2.

Jede positive oder negative, ganze oder gebrochene
Zahl a (einschliefilich Null) 1aBt sich bei beliebigem (aber
nach unserer Annahme positivem) M in die Form
(5) a=qM-r
setzen derart, da q eine ganze, positive oder negative
Zahl oder Null ist, wihrend r der Bedingung geniigt:

(6) 0<r<M.

Hierbei heiBt r ,,Rest bei der Division von a durch M*
oder kurz ,Rest von a modulo M¥ q die ,ganzen in a
enthaltenen Vielfachen von M“. Ersetzen wir irgend eine
Zahl a durch ihren Rest modulo M, so wollen wir kurz sagen:
a sei ,modulo M reduziert®.

So wiirde in unserem vorigen Beispiel 17 modulo 5 redu-
ziert 2 ergeben; die Reduktion von — 17 modulo 5 ergibt 3.

Fiir r=0 wird (5):

a=qM,
d.h. a ist durch M teilbar.

Den, iibrigens einfachen, Beweis, daB es fiir jedes a eine
Darstellung (5) gibt, wollen wir iibergehen. Statt dessen geben
wir im folgenden einige Beispiele, fiilhren aber vorher noch
gewisse durch diese ganze Schrift gebrauchte Ab-
kiirzungen ein.

10. Den Rest von a modulo M bezeichnen wir mit

a
7 (5)
oder, wenn iiber den Modul kein Zweifel ist, auch einfach mit
% (a).
Die Groe q, also die ganzen in a enthaltenen Vielfachen
von M, wird mit
)
M
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bezeichnet. Hiernach kann die Gleichung (5) auch geschrieben
werden:

: _La_J (3_)
(8" A=y M-3R ik
Beispiel 1. Nach diesen Bezeichnungen ist also:
17 17
5= n(y)=

[:EJ=—4 8‘%(—_—}1):3.

5 5
Beispiel 2. Es ist:
12=2.5-}2 0<2<5
—12=(—38)-54 3; 0<L3 <5,
Mithin:

12 12

) %(5)

—12 —12
["”B‘J:“3 5“(—5*)=3'

Beispiel 3. Es ist:

3—=0.5}3 0<3<5
—3=(—1)-542 0<2<5.
Mithin:
3 3
BEE w(;)—s
—3] —3
{ 5J=~1 §R( 5>=2'
Beispiel 4,
11=O«17+11 0__£_11<17
—11=(—1)-1746  0<6<6.
Mithin:

Mo Wl

—11 —11
S w(5)--
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Beispiel 5. Es ist:

16,5 =3-4,6 | 2,7 0<2,7< 4,6
—16,5—(—4)-4,6 1,9 0<1,9<46.
Mithin:
16,5 16,5>
= =27
)= n(f)=2
— 16,5} o (— 16,5) .
[—4,6‘_ =-—4 R 16 =1,9.
Beispiel 6.
21=3-74-0 oo
—21=(—3).74+0  0L0<7
Mithin:
21 21
5] —s ® (%) =0
— 21 — 21
[‘7}:*3 ®(55)=o0.
Beispiel 7.

a=qM--0 0<0<M
—a=(—q)M+4-0 0<0<M

DR O

—a — &
)= w(E)=e
In den letzten beiden Beispielen ist a durch M teilbar.

Beispiel 8.
0=0-M+40

HEEOR

11, Aus den Beispielen geht wohl zur Geniige die Richtig-
keit folgender Sitze hervor:

a) Ist 0<a <M, so ist S‘i(—;—):;.
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f) Ist a nicht durch M teilbar, so ist:

5=

ist dagegen a durch M teilbar, so ist:

5l ==Ll

y) Ist a nicht durch M teilbar, so ist:

o(5) -n-o(2)

ist dagegen a durch M teilbar, so ist:

w(5) =)=

Zu dem letzten Satz werden wir in- 17. eine Erweiterung
kennen lernen, die einer Fallunterscheidung nicht bedarf.

12. Wir kehren nun zu den Kongruenzen zuriick.
Satz: Jede Zahl a ist ihrem Rest kongruent,
in Zeichen:

az%(%) (mod. M).

&

Denn nach (5) oder (5) unterscheiden sich ja a und Si(m—>

nur um ein ganzzahliges Vielfaches von M, ndmlich um[%] M.

13. Satz: Irgend zwei modulo M kongruente Zahlen
a und a’ ergeben bei der Division durch M den
gleichen Rest.

Beweis: Aus der Voraussetzung:
a=a' (mod. M)
folgt nach 12. in Verbindung mit dem Satz 5:

a

R (ﬁ) =% (%) (mod. M).
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Auf diese Reste treffen aber die Voraussetzungen des
Satzes 6. zu, mithin ist:

(50) =% Gr)

14. Satz: Lassen umgekehrt zwei Zahlen a und a’
bei der Division durch M den gleichen Rest, so

sind sie kongruent.
Der Beweis geht den Weg in 13. riickwarts.
Nach 13. und 14. sind Restgleichheit und Kongruenz vollig
gleichwertige Begriffe: sie bedingen sich gegenseitig.

w. z. b. w.

15. Beispiel 1.
17 =17 (mod. 5)

a(t)—a(0)—s

Beispiel 2.
— 10 =18 (mod. 7)
—10 18
#(=) =9 (7) =1
Beispiel 3.
26 — 14
a2 n(4 .
26 = — 14 (mod. 8).

In der Tat ist:
—14 == 26 —5-8.

16. Wir leiten nun eine Reihe von Formeln ab, die wir
spiiter fortwiahrend gebrauchen werden.

a) Aus 13. folgt:

a(3)= (e
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Dies ist zur Reduktion negativer Zahlen modulo M hiufig
bequem. Z. B.:

o(1)=n(=25%) a3

a5~ 2(=55) —ni2) s

b) Ist a=a/, b==b' (mod. M), so ist nach 4.:
afb=a/Fb' (mod M),
also nach 13.:
iﬂ) — (?'_EE)
@) (25 —m(*EE).
Natiirlich gilt dies fiir beliebig viele Summanden:

Ist a=a/, b=V, c¢=c, ... (mod M)

80 ist
, a$b$c$...)_ (a’$b'$c'$...)
(@) g (AEREoE ) g (TR ),
So ist beispielsweise, da — 34 =— 34 +-2-19 (mod. 19) ist:
11 —34+64>_ (11+ﬁ+7)_
éR( 19 =% 19 =3
c¢) Ein sehr hiufig auftretender Spezialfall hierzu ist die
Formel, die aus (7) fir a'=a, b'=%R (%) folgt:
b
8 R a—{—éﬁ(H) —§R<a b)

Wir sagen in diesem Fall, a sei ,mit unter das Rest-
zeichen gezogen“ worden.

d) Einen weiteren Spezialfall liefert a’— R <I—&)’ b==%R <;[_),

namlich:

) m(a—{—b):m m(%)—mt(%)

M M
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Man darf sich nicht zu der naheliegenden falschen Formel
verleiten lassen:

%)= () + R 50

Diese kann, mufl aber nicht richtig sein.

Z. B. ist
%(19'7'_25>=2, aber ?R(l,?)—f- 9%(17—5)=5—f—4=9.
Dagegen ist, wie es nach (9) sein muB, R (%) =2.
e) Es ist:
a
0 o) a(3)

Beweis folgt unmittelbar aus 11. «).
f) Sind a, b, M ganze Zahlen, und ist
a=a b =1’ (mod. M),
so folgt aus 8. und 13.:

)

Hiufige Spezialfille sind:

oo )

M M M M

17. Wir leiten nun noch eine Formel ab, die wir in § 9
wiederholt gebrauchen werden. Wir behaupten:

(13) %(%‘):(M_n—m(a—l).

M

Die Formel hat Ahnlichkeit mit der unter 11. y), bedarf
aber keiner Fallunterscheidung.

Beweis: Es ist, da M=0 (mod. M):
—a=M-—a (mod. M),
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oder durch Addition und Subtraktion von 1:
—a=(M—1)—(a—1) (mod. M);
also nach 4. und 12.:
a—1

Da nun
a—1

Oé%( >§M—1 ist,

so liegt die rechte Seite von (14)zwischen 0 und M — 1, diese
Zahlen eingeschlossen: sie ist also nach 11. a) ihr eigener Rest
modulo M. Daher liefert (14):

w30 =or-a(t)

w.z. b. w.

So ist z. B.
—9 8
8‘1‘( 7 )26“3{(7):5’

#(C2) s (Y=o o0

Der letzte Fall, nimlich die Teilbarkeit von a durch M,
mubBte in 11.y) besonders behandelt werden.

oder:

18. Diophantische Gleichungen?).

a) Sind a, b, ¢ positive oder negative ganze Zahlen, so
heiflit eine Gleichung von der Form

(15) ax-+by=c
mit der Bedingung, daB auch ihre Losungen x und y ganze
Zahlen seien, eine ,Diophantische Gleichung®.
So hat die Gleichung

4x+8y=43
die ganzzahligen Losungen x==17, y==5. Sie hat aber noch
unzéhlig viele andere Losungen, wie sich zeigen wird; z. B.
x=16, y=—17, oder x=4, y==9,

') Diese Nummer wird nur § 7, 7. und §8, 13., 14. gebraucht und
kann ohne Stérung des Zusammenhangs tibergangen werden.
Jacobsthal, Mondphasen. 2
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Unsere Aufgabe soll nicht sein, Methoden zur Losung
von (15) anzugeben. Wir denken uns vielmehr eine Losung
X==X,,

(16) Y="

irgendwie, z. B. durch Probieren, gefunden, und stellen uns nur
die Aufgabe, alle anderen Losungen aus (16) abzuleiten.

b) Vorerst bemerken wir folgendes: geht eine Zahl ¢ in
a und in b auf, so geht sie in der ganzen linken Seite von
(15) auf, muB also Teiler von c sein; ist diese letzte Bedin-
gung nicht erfiillt, geht also ein gemeinschaftlicher Teiler von
a und b nicht auch in ¢ auf, so liegt ein Widerspruch vor:
die Gleichung ist dann unslésbar. Wir wollen aber den Fall,
dafl a und b einen gemeinschaftlichen Teiler besitzen, iiber-
haupt von unseren Betrachtungen ausschlieBen, da er bei un-
seren spiteren Anwendungen nicht vorkommen wird.

Wir setzen demnach im folgenden a und b als
teilerfremd voraus.

c) Seien nun x,, y, und x,, y, zwei LoOsungen unserer
Gleichung; dann ist nach (15):

ax, +by,=c,
ax, + by2 == 0,
woraus durch Subtraktion folgt:
a(x, —x,)+b(y, —5,)=0.
Demnach:
x, —%x, —b

Yi— Vs a
Stellt g einen noch unbekannten Proportionalititsfaktor
dar, so ist demnach:

17)

X, —X, = —gb

Yi—Y, = 8a.
Da nun x,, x,, y,, ¥, ganze Zahlen sein sollen, miissen
auch gb und ga ganz, also g gewil rational sein. Wire nun g
ein Bruch, so miiite sein Nenner sowohl in a als in b aufgehen:
das ist aber unmoglich, da ja a und b teilerfremd vorausge-
setzt sind. Folglich muB g eine ganze Zahl sein. Ist also x,, y,
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eine bekannte Losung, so miissen notwendig fiir jede andere
Losung x,, y, nach (17) die Bedingungen erfiillt sein:
X, =X, +gb
Yo =Y, —82.
Diese GroBen x,, y, stellen aber auch umgekehrt jederzeit
eine Losung dar, wie man durch Einsetzen in (15) sofort sieht.

(g::*‘.‘l’ ¥2, $3, ...)

Mithin sind simtliche Lésungenx,,y; (i=1,2, 3,...)
der Gleichung (15) in der Form
(18) X=X +gb,
Yi=Yy,—8&2
ausdriickbar, worin g eine beliebige positive oder nega-
tive ganze Zahl oder Null ist.

Fiir die als Beispiel aufgefiihrte Gleichung

4x+4-3y =143
war z. B.
x, =1 y, = 5.
Mithin sind alle Losungen enthalten in der Form:
X; == 1 —|— 3 g

Die vorhin noch angefiibrten Losungen entsprechen den
Werten g—3 und g=—1.

d) Es liege die spezielle Diophantische Gleichung
(19) att+byp=1
vor, und es sei eine Losung &, #, bekannt. Alle anderen sind
dann nach dem vorigen Ergebnis auch bekannt. Aber das
interessiert uns im Augenblick nicht: wir wollen vielmehr zeigen,
daB man aus einer Losung £,, #, der speziellen Gleichung (19)
eine solche von (15) ableiten kann. Multipliziert man némlich
(19) mit c, so entsteht fiir £=2¢&,, p=1,:
acé +bey, =c.

Man hat daher nur zu setzen:

x, = c¢é,

Y1 == ¢y,
und hat dann eine Losung von (15). Alle iibrigen findet man
dann in der unter c) angegebenen Weise.

(20)

A
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Z. B. hat die Gleichung;
9 —b69p=1
die Losung
& =4, n, = 1.
Daher hat die Gleichung
(21) 9x —5y==6
die Losung:
X, —4.-6 =24
y, = 7-6 =42,
und weiterhin sind alle anderen Losungen der Gleichung (21)
in der Form enthalten:
X, —=24—5¢g
y;=42—9g.
Verlangt man als zweite Losung die kleinsten positiven

Werte von x und y, die (21) befriedigen, so hat man g=4
zu wahlen; dann wird:
X, = 4,
Y, = 6;
in der Tat ist
9-4—5.6 =86.

§ 2. Berechnung des Wochentages fiir ein
beliebiges gegebenes Datum?).

1. Wir 16sen zundchst die Aufgabe, einen Kalender fiir
das Jahr 1900 herzustellen; alsdann gehen wir zu dem ganzen
20. Jahrhundert iiber, und endlich zu allen Jahrhunderten. Wir
werden dabei sehen, daB das Kunststiick mancher Rechen-
meister, die zu jedem Datum jedes Jahrhunderts sofort den
Wochentag angeben, alles andere als Hexerei ist.

) In ganz elementarer Darstellung habe ich den Inhalt dieses
Paragraphen zuerst veroffentlicht in der Unterhaltungsbeilage der ,Tig-
lichen Rundschau“ vom 12. Februar 1914. Der Aufsatz ist nachgedruckt
in der Zeitschrift ,Sirius*.
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2. Ein ,Datum“ besteht aus drei Angaben: Jahr N,
Monat i und ,Datumszahl¢ d. Wir werden dafiir kurz schreiben:
(N, i, d). So ergibt N—1832, i=3, d=15 das Symbol
(1832, 3, 15), und dies bedeutet den 15. Mérz 1832, wofiir wir
aber, im AnschluB an die Reihenfolge unseres Symbols und an
die bei den Astronomen iibliche Bezeichnungsweise meistens
1832 Méarz 15 schreiben werden. Der i* Monat wird von uns
einfach als ,Monat i“ bezeichnet.

Wir numerieren ferner die Wochentage gemaf der folgen-
den Tabelle, und nennen diese Nummern ,Tageszahlen t.

Wochentag t

Montag

Dienstag
Mittwoch

Donnerstag

Freitag

Sonnabend

S| | Ut o W DD

Sonntag

Es bedeutet also fiir uns t=23 einen Mittwoch, t =10
einen Sonntag usw.

8. Wir stellen nun einen Kalender fiir den Januar 1900
auf. Das Jahr 1900 fing mit einem Montag an, und daher
ergibt sich folgendes Schema, in dessen erste Kolonne noch
die ,Tageszahlen“ aufgenommen sind:

t Wochentag Datumszahl d

"1 | Montag 1 g8 | 15 | 22 | 29
2 i)iensbag 2 9 16 23 30
3 Mittwoch 3 10 17 24 31
4 Donnerstag 4 11 18 25
5. Freitag 5 12 19 26
6 Sonnabend 6 13 20 27
0 Sonntag 7 14 21 28
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Man sieht sofort, daBl alle Datumszahlen, die zu demselben
Wochentag gehoren, bei der Division durch 7 denselben Rest
geben'), und dieser ist gerade die vorne stehende Tageszahl.

Nach der Bezeichnung von § 1, 10. ist also
d
o e=n(S).

Damit ist schon die Aufgabe geldst, zu jedem
Januar-Datum des Jahres 1900 den Wochentag anzu-
geben; denn dieser wird ja nach 2. durch die Tageszahl
charakterisiert.

Beispiel. Auf welche Wochentage fielen der 13., 24, 21.

Januar 1900? d=13, 24, 21;
13 24 21
= w()=s w(F)=s =(F)=o

Mithin sind die gesuchten Tage:
Sonnabend, Mittwoch, Sonntag.

4. Wollen wir dies Verfahren auf den Februar 1900 aus-
dehnen, so brauchen wir nur die Februartage als Januartage
weiterzuzihlen, indem wir 31 zu der Datumszahl des Februar
addieren; es ist z. B.:

Februar 18 = Januar 18 -} 31 = Januar 49,
Februar 5 — Januar 5 - 31 = Januar 36,
und allgemein:
Februar d == Januar d 4 31.
Mithin ergibt 3. nach § 1, 16.:

fiir Februar 18: t:%(—{s—_,{;?—l) =2R<18—7_—}:§> =0; Sonntag.

fir Februar 5: t=9{<5—_’77—il)=9f(5~——!7;§):1, Montag.

fiir Februar d: t==%R (d~:,*7-—3> .

1) Da zwei gleiche Wochentage stets durch eine volle Anzahl von
Wochen getrennt sind, so unterscheiden sich ihre Datumszahlen um
ganzzahlige Vielfache von 7, sind also modulo 7 kongruent: nach § 1, 13.
miissen sie also modulo 7 denselben Rest ergeben.
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Man erkennt daraus:

Um die Tageszahl eines Februartages im Jahre 1900
zu erhalten, addiere man zur Tageszahl 3 und nehme von
dieser Summe den Rest modulo 7.

9. Genau analog verfahren wir fiir den M&rz. Es ist

Mirz d = Januar d -} 31 -}- 28,
mithin:

() g (400) _y05)

Wir geben zwei Beispiele:

Miarz 14: t=§R<}4j— 3):3, Mittwoch.
Mirz 19: t=%(19;}—3):1; Montag.

6. Fir April folgt in gleicher Weise:
April d=Januar d-} 31 -} 28} 31.
t:&)‘t(d+31“‘7728+31):9&(‘1'*'3"7"0""3) m(d__—};_ﬁ)

Beispiel:

April 4: tz%(i{:,t—ﬁ) =3; Mittwoch.

7. Ganz allgemein sieht man, daB in (1) fiir den Monat i
unter dem Restzeichen zu d noch ein Summand hinzutritt, den
wir dem Monat i entsprechend m; nennen wollen. Daher gehs
(1) iiber in:

(2) tzm(dﬁmi).
Nach dem Bisherigen ist fiir

1900 Januar Februar Mirz April:
m, =0 m, =3 my=3 m,=6.

Diese Zahlen m; wollen wir ,Merkzahlen“ nennen.
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Man sieht aus ihrer Entstehung, daB sie nach einem Monat

3
von 30 Tagen immer um 2 zunehmen, weil 2}%(—79)=2 ist,

nach einem Monat von 31 Tagen aber wegen R (371> =3 um 3.

Da die Merkzahlen mit unter dem Restzeichen stehen, so kann
jede durch eine zu ihr modulo 7 kongruente Zahl ersetzt werden
(§ 1, 16.b), am einfachsten durch ihren Rest modulo 7. So ist

z. B. fiir Mai, da der April 30 Tage hat, m, —_—_ER(Q——,L:—?) =1.

Indem wir in der besprochenen Weise immer 2 oder 3
addieren und die Summe gegebenenfalls modulo 7 reduzieren,
bekommen wir folgende

Ta,belle der Merkzahlen m,.

Monat m; Monat my
Januar 0 Juli 6
Februar 3 August 2
Mirz' 3 September 5
April 6 Oktober 0
Mai 1 November 3
Juni 4 Dezember 5

Es geniigt, die Zahlen dieser Tabelle auswendié
zu lernen, um den Kalender fir das Jahr 1900 im
Kopf zu haben.

Soll néimlich der Wochentag zum dte» Tag des i*® Monats
berechnet werden, so ist

So ist fiir:
125

September 12: my=15; t=9fi<—)—i——>=3. Mittwoch.

2
August 5: mg == 2; t=2}t<é——,i:—>=0. Sonntag.
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8. Wir gehen nun zum Kalender fiir ein beliebiges
Jahr des 20. Jahrhunderts iiber; wir bezeichnen es mit
N=1900-+n, wo 0<n<(100 ,ist. Den Grund dieser Be-
schrinkung werden wir in 14. kennen lernen.

o (2] 1 9(2%) -

meinen Jahr die Wochentage und mit ihnen die Merkzahlen
um 1, in einem Schaltjahr um 2 weiter?).

Diese Vermehrung der Merkzahlen um 2 in Schaltjahren
kann man auffassen als zusammengesetzt aus der ,normalen“
Vermehrung um 1 einerseits, und einer besonderen, noch dazu-
kommenden Vermehrung um 1 wegen des Schaltjahrs. Daher
vermehren sich in n Jahren die Merkzahlen einerseits um n,
anderergeits auBerdem um die Anzahl der auf diese Zeit ent-
fallenden Schaltjahre. Da, wenn man von n =0 ausgeht,
jedes 4. Jahr, ein Schaltjahr ist, so entfallen auf die Zeit
von 1900 bis 1900 +n so viel Schaltjahre, als 4 ganzzahlig in

n aufgeht, d.h. in der Bezeichnung von § 1, 10. [—Iﬂ Schalt-

=2 ist, so riicken in einem ge-

jahre. Die Merkzahlen nehmen also im ganzen um n-|- [2]

zu, und daher treten in (3) an Stelle der m; die GrdBen
n
@ M, —m4-n+ 2],

Mithin haben wir den Satz gefunden?).

Die Tageszahl fiir das Datum (N, i, d), wo
N =1900-n (0 <n<100) ist®), wird gegeben durch:

—afrmeld)

7

(8)°

1) Niheres iiber Schaltjahre unter 11. Im allgemeinen ist N ein
Schaltjahr, wenn R <§) = 0 ist. Das Jahr 1900 selbst ist aber ausnahms-

weise kein Schaltjahr.
2) Eine Ausnahme s. jedoch unter 9.
%) Vgl. Anmerkung S. 30.
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Bei der praktischen Berechnung empfiehlt es
sich, die einzelnen Summanden erst modulo 7 zu
reduzieren (§ 1, 16. b)),

Beispiele:

1925 September 15, n=25 m,—35 F]=6;

tz%(15+547r25+6> m(1+5i-4+6> '

= =2. Dienstag.

1916 August 2. n=16 my =2 E;J:zl;
tzgﬁ(?,ﬁfglfiﬂi ‘%) 3

= 3. Mittwoch.

1975 Marz 14,  n=175 m,—3 Bﬂ:m;

1;2m<14+34275+18) m(ﬁ__ij/;)

— —|=5. Donnerstag.

9. Hierzu ist jedoch noch folgendes zu bemerken: da dér
Schalttag bekanntlich erst am Ende des Februar eingeschaltet
wird, so sind die Januar- und Februartage eines Schaltjahrs so
zu behandeln, als ob es kein Schaltjahr wire. Mithin ist die
Merkzahl im Fall eines Schaltjahrs fiir diese Monate um 1 zu
groB. Wir erhalten daher folgende

Schaltjahrsregel: Fiir die Monate Januar und
Februar eines Schaltjahrs sind die Merkzahlen um 1
zu verkleinern.

Beispiel:
1932 Februar 20. n=32. m, —1==2,

t:é}{(2o+2—:32+8)

=6. Sonnabend.

10. Die GroBen M; in (4) sind, modulo 7 reduziert, nichts
anderes als die Merkzahlen des Jahres 1900 +n. Um einen
Kalender des gerade laufenden Jahres schnell zur Hand zu
haben, wird man dessen Merkzahlen ein fiir allemal ausrechnen.
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Man kann sie dann zweckmiBig auf das Zifferblatt seiner Uhr
schreiben, indem- die Uhrziffern die Monate bezeichnen. Ein
Blick auf die Uhr geniigt dann, um jedes Datum des laufenden
Jahres anzugeben.

Fir n=—16 ist z. B.

n+[ﬂ=16+4z—-1 (mod. 7),

und daher hat man nach (4) nur von den Merkzahlen der
Tabelle S. 24 iberall 1 abzuziehen (gegebenenfalls unter Reduk-
tion modulo 7), um die Merkzahlen fiir 1916 zu erhalten. Dabei
ist noch Regel 9. zu beachten, da 1916 ein Schaltjahr ist. So
ergeben sich folgende Merkzahlen fiir 1916:

Januar 5 April 5  Juli 5  Oktober 6
Februar 1 Mai O  August 1 November 2
Mirz 2 Juni 3 September 4 Dezember 4.

11. Der Leser, dem nur um die Grundlagen der Oster-
rechnung zu tun ist, kann das folgende iiberschlagen und sich
gleich dem § 3 zuwenden. Fiir den willbegierigeren aber miissen
wir, bevor wir zur Ubertragung des vorigen auf alle Jahr-
hunderte iibergehen, einige Bemerkungen iiber die Schalt-
methode unseres Kalenders einfiigen.

Die Zeit von Friihlingsanfang zu Friihlingsanfang heift
stropisches Jahr“. Seine Dauer betrigt?)
T =38654 5t 48m 468,
Diese von der Natur gegebene Jahreslinge wird im praktischen
Kalenderwesen ersetzt durch das ihm nahekommende ,Juli-
anische Jahr“ von der Lange:
J = 3654 6h Om (8.

Das Julianische Jahr wird praktisch dadurch realisiert,
daB man auf 3 ,biirgerliche“ Jahre zu 365 Tagen ein ,Schaltjahr“
zu 366 Tagen folgen 1aBt; die 6 Stunden UberschuB von J iiber
365 Tage sind dann gerade wieder ausgeglichen. Bezeichnet

1) Die iiblichen Abkiirzungen fiir Tage, Stunden, Minuten, Sekun-
den sind: d (dies), h (hora), m, s.
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N das Jahr, so sind als Schaltjahre die bestimmt worden, fiir

die N (§>:0 ist. Der Schalttag selbst wird nach dem 28. Fe-

bruar eingeschoben.

Diese Schaltweise heillt ,Julianische Schaltweise“, ein
Kalender, der nur diese verwendet, ,Julianischer Kalender¥.

Nun entsteht aber bei dauernder Verwendung der Juli-
anischen Schaltweise dadurch ein Fehler, dal das Julianische
Jahr groBer ist als das tropische, und zwar um den Betrag

0=dJ—T=11m14s,
. Bei fortgesetzter Julianischer Schaltung wiirde also in 400
Jahren ein Fehler entstehen von dem Betrage (abgerundet):
400 § == 75h = 34 3h,

Man hat also bei fortgesetzter Julianischer Schaltung in
400 Jahren drei Tage zu viel eingeschaltet (bis auf den
Fehler von 3 Stunden).

Diesem Fehler der Julianischen Schaltweise begegnet man
dadurch, dal man innerhalb 400 Jahren 3 Schalttage aus-
fallen 14B86. Dies geschieht durch folgende Festsetzung:

Von den wollen Jahrhunderten sind nur die

Schaltjahre, die durch 400 teilbar sind?)

Es bleiben demnach Schaltjahre z. B.:

N = 1600, 2000, 2400;
dagegen sind die Jahre:
N=1700, 1800, 1900, 2100 usw.
nicht mehr als Schaltjahre zu betrachten, obwohl N durch 4
(aber eben nicht durch 400) teilbar ist.

Diese Schaltweise heifit ,Gregorianische Schaltweige¥,
ein sie verwendender Kalender ,Gregorianischer Kalender“.

Da der Gregorianische Kalender erst 1582 eingefiihrt ist,
so gelten viele Betrachtungen dieser Schrift erst von
1582 ab.

Der bei der Gregorianischen Schaltweise noch bestehende,
bereits erwihnte Fehler von 3 Stunden auf 400 Jahre wichst

1) Vgl. unten unter 13.
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erst in 8-400==3200 Jahren bis auf einen Tag an: er kann
fiiglich unbeachtet bleiben, da auf so lange Zeitrdume schwer-
lich mit einer Beibehaltung unseres jetzigen Kalenders zu
rechnen ist, und da auch die Lénge des tropischen Jahres nicht
mit Sicherheit als vollig konstant angenommen werden kann.
Andernfalls miiite nach 3200 Jahren die einmalige Auslassung
eines Schalttages angeordnet werden.

12. Wir geben nun einige Bezeichnungen und Aus-
drucksweisen, die durch das ganze Buch beibehalten
werden.

Ein beliebiges Jahr wird mit N bezeichnet, die Anzahl
seiner Hunderter mit p, die Zehner und Einer zusammen mit n.
Demnach ist stets:

(6) N=100p-}n. 0<n<100.

So ist z. B. fiir das Jahr 1916:

N=1916 p=19 n=16.

Ist iiber die Grofe von p kein MiBverstindnis zu befiirch-
ten, so sagen wir statt ,Jahr N“ wohl auch ,Jahr n“.

Ist n=0, so heifit das Jahr ein ,volles Jahrhundert“.
Da ein Jahrhundert durch p charakterisiert ist, sprechen wir
kurz vom ,Jahrhundert p“. Das 20. Jahrhundert wire dem-
nach das Jahrhundert p=19.

Setzt eine Eigenschaft in einem vollen Jahrhundert p ein
und bleibt dann bestehen, so sagen wir: ,Die Eigenschaft
tritt beim Ubergang von p zu p 1 auf.“

13. In der jetzigen Bezeichnungsweise heiit die Gre-
gorianische Schaltregel fiir die vollen Jahrhunderte:

Ein Jahr N=100p ist dann und nur dann Schalt-
jahr, wenn §R<§>=O ist.

Die Jahre N =100p, fir die R (i—’) von Null verschieden

ist, wollen wir , Gregorianische Schaltjahre“ nennen —
obwohl sie gerade keine Schaltjahre sind.

Ebenso wollen wir den in ihnen fehlenden Schalttag —
freilich etwas kithn — , GregorianischenSchalttag® nennen.
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14. Wir kehren nunmehr zu unserer Aufgabe zuriick,
namlich zu einem gegebenen Datum eines beliebigen Jahr-
hunderts den Wochentag anzugeben.

Man erkennt, daB wegen der Gregorianischen Schalt-
jahre in den vollen Jahrhunderten im allgemeinen Anderungen
der Regel in 8. eintreten werden: dies ist der Grund, warum
wir uns damals die Beschrinkung n <100 auferlegt haben.')

Wiirde in den vollen Jahrhunderten stets normal, also
nicht Gregorianisch, geschaltet, so nihmen, wenn man von
irgendeinem vollen Jahrhundert ausgeht, beim Vorwértsschreiten

um 100 Jahre die Merkzahlen nach (4) um 100 - [100

—4—] — 125,

12
oder, damit gleichbedeutend, um R <—7—5) =6 zu.

Wenn aber ein Jahr, das eigentlich Schaltjahr sein sollte,
dieser Eigenschaft beraubt wird, so nimmt die Merkzahl um
eins weniger zu, also um 5 statt um 6. Dem Rickwarts-
gehen um ein Jahrhundert entspricht eine Zunahme um
—5=2 (mod. 7) und —6=1 (mod. 7). Wir kénnen daher

folgenden Satz aussprechen:
Beim Ubergang vom Jahrhundert p zum Jahrhundert
p—+ 1 nehmen die Merkzahlen um 6 zu, wenn R (P—_'——l) =0

4
ist; dagegen um 5, wenn R (B:i_-l—) von Null verschieden ist.
Umgekehrt nehmen beim Ubergang vom Jahrhundert p

zum Jahrhundert p—1 die Merkzahlen um 1 zu, wenn
R (%)zO ist, dagegen um 2, wenn ?R(i—)) von Null ver-
schieden ist.

Der letzte Teil wird sofort klar, wenn man ihn als Ubergang
von p—1 zu p auffalt.

1) Da zufillig N = 2000 kein Gregorianisches, sondern ein nor-
males Schaltjahr ist, so gilt die Regel in 8. auch noch fiir p =20, also
bis n=199.
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15. Sind also m; wie bisher die Merkzahlen fiir 1900,
so ergeben sich fiir die vollen Jahrhunderte Merkzahlen von
der Form m, }+ m’; und zwar ergibt sich fiir m’ folgende Tabelle,
die von 1900 ab vorwirts- und riickwértsschreitend mit Hilfe
des eben ausgesprochenen Satzes konstruiert ist, gegebenenfalls
unter Reduktion modulo 7. (Fiir p=19 ist selbstverstind-
lich m’=0.)

p | | p | o
] o | 21 | 4
16 | 6 | 22 | 2
17 | 4 | 28] o
18 | 2 | 2¢ | 6
19 | o | 25 | 4
20 | 6 | 26 | 2

Man erkennt leicht, daB diese Tabelle durch die Formel:
) m’:6—2iﬁ(§)

ersetzt werden kann.

16. Indem man nun den Gedankengang in 8. wiederholt,
nur daf man die Merkzahlen m; durch die Merkzahlen m, -} m’

ersetzt, kommt man unter Beriicksichtigung von 9. zu folgen-
dem Satz:

Die Tageszahl t fiir ein beliebiges Datum
(N,i,d) des Jahres N—100p+n (0<n<100) wird
gegeben durch:

N )

Hierbei ist m; der Tabelle in 7., und m’ entweder der
Tabelle in 15. zu entnehmen oder nach Formel (7)
auszurechnen, oder endlich — fiir das Gedéchtnis
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wohl am einfachsten — nach der Regel in 14. zu
bestimmen,

In Schaltjahren ist fiir die Monate Januar und
Februar m, und m, durch m; —1 und m,—1 zu
ersetzen.

Beispiel 1. 1878 September 12.
p=18 n=="8 i=9 d=12

m, =35 m’ =2.

t=%(12—|—5—f—27—|—78—|—19)

=§R<5+5+2+1+5)=4;

. Donnerstag.

Beispiel 2. Mozart ist am 27. Januar 1756 geboren.
Was war dies fiir ein Wochentag? (1756 war Schaltjahr!)

p=17 n=56 i=1 d—27 m —1=—1 w=A4.

b=%(27—1+47—}—56+14) %(6—~i+i>:2‘

Mozart ist also an einem Dienstag geboren.

17. Man kann natiirlich den Wert (7) in (8) einsetzen:

t:m<d+mi+6—2§ﬁ(§>—f—n+{fﬂ>-

7

Setzt man nun

so wird

o (R )
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und m; ist folgender Tabelle zu entnehmen:

Monat m; Monat m,
Januar 6 Juli 5
Februar 2 August 1
Mirz 2 September 4
April 5 Oktober 6
Mai 0 November 2
Juni 3 Dezember 4

Die Formel (9) ist zwar formell schéner als (8), praktisch
aber weniger zweckmalfig.

18. Die Gleichung (8) bleibt auch fiir n > 100 richtig, so-
bald nur dabei keine Gregorianischen Schaltjahre erreicht oder
iiberschritten werden. Gilt unter dieser Voraussetzung (bei be-
liebigem p) fiir zwei Jahre n und n® die Kongruenz

(10) n=n® (mod. 28),
so ist:
1
(11) n -4 Fﬂ =n® 4 [Ii(—)] (mod. 7).

Da die Jahre n und n® entweder zugleich Schaltjahre
sind oder nicht, so folgt: die Wochentage fallen in einer 28 jih-
rigen Periode wieder auf dasselbe Datum, sobald dabei kein
Gregorianisches Schaltjahr erreicht oder iiberschritten wird.
Diese Periode heit ,Sonnenzirkel®.

Fiir einen kleineren Modul als 28 folgt aus der Kongru-
enz (10) nicht allgemein die Kongruenz (11).

§ 3. Epakten fiir das 20. Jahrhundert.

1. Die Zeit von Vollmond bis Vollmond heiBt ,syno-
discher Monat“ oder ,Lunulation®. TIhre Dauer betrigt!):

1) L=29¢.5306 — 294 12h 44m 3s,

") Die Lange des synodischen Monats ist in Wahrheit wegen der Un-
gleichformigkeit der Mondbewegung nicht genau konstant; der oben an-
gegebene Wert L ist ein Mittelwert. Ein (gedachter) Mond, der genau
gleichférmige Lunulationen der Linge L aufweist, heiBe ,mittlerer*
Mond. In dieser Schrift wird unter Mond schlechthin stets
der ,mittlere“ Mond verstanden.

Jac'obsthal, Mondphasen. 3
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Die Zeit, die zu irgend einem Zeitpunkt t seit Eintritt des Voll-
monds vergangen ist, wollen wir , Alter des Mondes“ zu
diesem Zeitpunkt nennen'). Dem Vollmond selbst geben wir das
Alter 0. Zwei verschiedenen Zeitpunkten t und t,, an denen der
Mond gleiches Alter aufweist, schreiben wir die gleiche ,Phase“
zu: solche Zeitpunkte kdnnen sich nur um ganze Vielfache von L
unterscheiden, sie sind also kongruent modulo L. (§1, 7.).

Betrigt das Alter A des Mondes mehr als L, so kdnnen
wir es demnach modulo L reduzieren (§ 1, 9.), so daB es durch
R <%> ersetzt werden kann. So wire z. B. ein Alter von
120 Tagen gleichbedeutend mit einem solchen von

120
(55,5565) =1,8776 Tagen.

2. Die Mondphasen wiederholen sich keineswegs nach
Ablauf eines Jahres derart, dafl demselben Datum wieder das-
selbe Alter entspricht. Denn nach (1) sind

12 Lunulationen — 35443671,
so daB nach Ablauf eines Julianischen Jahres J von 365,2500
Tagen (§ 2,11.) der Mond um
(2) D =J—12L — 10%.8829,
also nahezu um 11 Tage #lter geworden ist.

Geht man also von irgend einem Zeitpunkt als Nullpunkt
aus, 80 hat nach » Julianischen Jahren das Alter des Mondes
eine Zunahme von »D Tagen, oder, nach Reduktion mo-
dulo L von

(3) 7, =% (%)

Tagen erfahren.

3. Fiir y=19 folgt aus (3) unter Benutzung der Werte
(1) und (2), wenn man noch Z,, = o setzt:

19D
(4) o=%R <T> =09.0609 = 1R 27m 428,

) Die Kalendermacher rechnen das Alter des Mondes nicht, wie
wir, vom Vollmond, sondern vom Neumond aus.
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Bedenkt man nun, daB o immerhin eine recht kleine Zahl ist,
so kann man unter Vernachldssigung von g, also indem
man o als gleich der Null ansieht, sagen:

Die Mondphasen wiederholen sich in einem
19 jahrigen Zyklus derart, dal nach je 19 Jahren
demselbenDatum wieder dieselbe Phase entspricht.

Dieser schon den Alten bekannte Zyklus heilt ,Meton-
ischer Zyklus“. FEr spielt, wie wir sehen werden, bei der
praktischen Berechnung des Mondalters eine groe Rolle. In-
dem wir ihn aber vorerst als genau richtig ansehen, werden
wir gpiter gezwungen werden, an unseren Formeln infolge des
in langen Zeitriumen wachsenden Einflusses des ,Fehlers“ p
eine Korrektur vorzunehmen (§ 4, 6.).

4. Die Formel (3) gestattet zwar genau die Alterszunahme
des (mittleren) Mondes in » Jahren auszurechnen; sie wird aber
fiir groBe ¥ sehr unbequem. Wenn man sich nun auch fiir groBe »
rechnerisch leidlich bequeme Formeln verschaffen kann (§ 5, 7.),
g0 sind wir doch in der angenehmen Lage, fiir den speziellen
Zweck der Osterrechnung mit einer viel roheren Formel aus-
zukommen. Wir ersetzen némlich L durch 30 und D durch 11,
d. h. also, wir setzen eine Lunulation zu 30 Tagen und die
Alterszunahme des Mondes in einem Jahr zu 11 Tagen an.
Dann tritt an Stelle von (3) fir die Alterszunahme des Mondes
nach » Jahren die Formel:

(5) z =% (131(:)'

Jedes durch 30 teilbare Alter ist jetzt gleich dem Alter
Null zu betrachten.

Die Formel (5) besagt, daB wir das Alter des Mondes
jahrlich um 11 Tage vermehren und dabei jedesmal 30 ab-
ziehen, sobald 29 iiberschritten wird: man erkennt dies sofort,
wenn man dem » der Reihe nach die Werte 1, 2, 3,... gibt.

Die Formel (5) ist natiirlich wegen der ungenauen Werte
von L und D nur annihernd richtig. Wir werden den genauen
3*
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»Gang“ des Fehlers spiter (§ 5) untersuchen?). Der Fehler wird
zwar fir grofe Zeitrdume (also fiir groBes ») selbst sehr grofB,
bleibt aber bei kleinen Zeitrdumen in méaBigen Grenzen.

Um ihn fiir den Augenblick abzuschitzen, bietet der Me-
tonische Zyklus ein einfaches Mittel: nach Ablauf von 19 Jahren
(also fiir » =19) miilite ja die Alterszunahme z,,==0 werden.
Nun liefert aber (5):

209

219:%{(%'):29;
daraus folgt, daB nach 19 Jahren die Formel (5) den Mond
gerade um einen Tag zu jung gemacht hat:-denn das Alter
von 30 Tagen ist fiir uns gleich dem Alter Null. Die genauere
Untersuchung zeigt, daBl innerhalb dieser 19 Jahre, also fiir
=0 bis »==18, der Fehler zwar bald wéchst, bald abnimmt,
nie aber einen ganzen Tag erreicht (§ 5, 3.).

Man kann also fiir »=0 bis »=18 die Formel (5) an-
wenden, mufl dann aber, fiir » =19, statt der Alterszunahme
von 11 Tagen eine solche von 12 Tagen einfiigen, um so -
nach 19 Jahren — das richtige Alter Null in Ubereinstimmung
mit dem Metonischen Zyklus zu bekommen (der hier als
genau richtig betrachtet wird).

5. Diese Bemerkung gestattet nun, den Alterszuwachs
des Mondes fiir eine beliebige Anzahl n von Jahren
sehr einfach zu berechnen, wenn man sich — wie wir es im
folgenden tun wollen — mit einer Genauigkeit bis auf einen
Tag begniigt.

Wir brauchen nur das oben angegebene Verfahren fort-
zusetzen, also das Alter jedes Jahr um 11 Tage, jedes 19. Jahr
aber um 12 Tage wachsen zu lassen, wobei immer eine Re-

1) Schon hier mag aber bemerkt werden, daB die Fehler, die man
macht, wenn man einerseits D — 10,88 durch 11 und andererseits
L =29,53 durch 30 ersetzt, einander entgegenwirken. Indem man D
durch 11 ersetzt, macht man den Mond alljahrlich zu alt; indem man
aber modulo 30 reduziert, macht man ihn zu jung: denn beispiels-
weise identifizieren wir ein Alter von 34 Tagen mit einem solchen von
4 Tagen, wihrend der richtige Wert 84 — 29,53 = 4,47 Tage wire. Durch
diese entgegengesetzten Fehler wird das Resultat verbessert.
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duktion Modulo 30 vorgenommen wird, sobald das Alter von
29 Tagen tiberschritten wird: durch den zwolften, alle 19 Jahre
einmal eingeschalteten Tag, den sogenannten ,Mondsprung¥,
kommt man dann jedesmal wieder in Ubereinstimmung mit
dem Metonischen Zyklus.

Die folgende Tabelle enthilt links unter n die Anzahl der
verflossenen Jahre, rechts die bei Beriicksichtigung des Mond-
sprungs sich ergebenden Alterszunahmen, die wir nun mit z,
statt z, bezeichnen. Beispielsweise betrigt die Alterszunahme
nach 3 oder 22 oder 41 oder 60 Jahren 3 Tage. Man verfolge
n zuerst in der ersten Kolonne von 0 bis 18, dann in der
zweiten von 19 bis 37 usf.

Uber den Bau dieser Tabelle er- n A
kennt man ohne weiteres folgendes: unter

der Uberschrift n stehen in der ersten ?’ ;g’ gg’ gg’ T 1?
Horizontalreihe die Zahlen, fir die 2; 21, 4(): 59; R )
n ) i 3, 22, 41, 60, . .. 3
R (—)z 0 ist; fiir die Zahlen der 4, 23,42, 61,... | 14
19 5, 24,43, 62, ... | 25

. . . . . 6, 25, 44, 63, . . .
zweiten Reihe ist ?ﬁ(—;—%): 1, fiir die 17 96 45 64, ... 12
n 8, 27, 46, 65, ... | 28
) n\ cten 9,98 47.66,...] 9
der dritten ER( I 9) =2, fiir die der iten 10, 29, 48 67, ... | 20
n 11, 30, 49, 68, ... 1
R <—~) ==1i-— 1. Der Alterszuwachsnach 12, 31, 50, 69,... | 12
19 13, 82, 51, 70,... | 28
n Jahren (won beliebig groB sein darf), 14,33, 52, 71,... 1 4
Ly 1534 83 72 |15
ist also derselbe, wie der nach » =R (—) 16, 35, 54, 73, ... | 26
19 17, 36, 55, 4, . .. 7
Jahren (z. B. gemédB der Tabelle nach 18, 37,56, 75,... | 18

65 Jahren so gro8 wie nach 8‘{(2—3)-—:8 Jahren, namlich
28 Tage).
Diese Zahl v=§}{(1n—9) ist aber immer kleiner als 19, fiir

sie ist also gemiB 4. die Formel (5) mit der von uns ange-
strebten Genauigkeit anwendbar, und es ergibt sich so, indem

man in (5) » durch 9%(%) ersetzen, die fur beliebiges n
giltige Formel:
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8‘%(3)11
- |\
© =R\
Setzt man insbesondere n==19, 38, 57, . .., so wird
?R(%)=O und damit z =0, — wie es nach dem Meton-

ischen Zyklus sein muB.

Der ,Mondsprung® tritt am SchluB8 der Tabelle, also nach
18, 37, 56 ... Jahren auf; das hierzugehérige z, von 18 Tagen
mufl man um 12 Tage vermehren, um zu dem Zuwachs fiir
19, 38, 57 ... Jahre (Anfang der Tabelle) zu gelangen, nim-
lich zu 30=0 (mod. 30).

Die Uberlegenheit der Formel (6) iiber (5) besteht darin,
dall automatisch jedesmal nach 19 Jahren die Alterszunahme,
dem Metonischen Zyklus entsprechend, zu Null wird. Z. B. ist
nach 5.19=95 Jahren die Alterszunahme zufolge (6):

95
s () g

nach 63 Jahren:

wozu man die Tabelle vergleiche.

Die alte Formel (5) wiirde liefern:

—%(95 11)—9{<}%é)=25 (statt 30=0),

30 30
=R <§3—361~1) =R (6:03> 3 (statt 6).

In der Tat sind bei 95==5.19 fiinf ,Mondspriinge“, bei
63 deren 3 einzuschieben (jedesmal nach 19 Jahren): und dies
macht wieder aus den schlechteren Werten 25 und 3 die ver-
besserten 30=0 und 6.



[88,6] Mondalter am 20. Marz. 39

6. Fiir unsere spezielle Aufgabe — die Osterrechnung —
wird es nun von besonderer Wichtigkeit werden, das Alter des
Mondes unmittelbar vor Friihlingsanfang, also am 20. Mirz
eines beliebigen Jahres kennen zu lernen.

Wir beschriinken uns vorerst — #hnlich wie bei der Datums-
rechnung?) in § 2, 8. — auf das das 20. Jahrhundert. Wir losen
also jetzt die Aufgabe:

Welches ist das Alter E des Mondes am
20. Mirz des Jahres 1900 +n, wo 0<n<(100?

Hierzu entnehmen wir den astronomischen Tabellen, daf
am 15. Marz 1900 Vollmond war; mithin hatte der Mond am
20. Méarz 1900 ein Alter von 5 Tagen?®). Die Alterszunahme
in n Jahren wird durch (6) gegeben; daher ist das Alter des
Mondes am 20. Mirz des Jahres 1900 - n:

Das so errechnete Alter konnte grofer als 29 ausfallen und
dann noch einmal modulo 30 reduzierbar sein — wenn nidmlich
z, > 24 ist. Daher nehmen wir die 5 gleich mit unter das Rest-
zeichen (§1,16.c) und finden endgiiltig als das gesuchte Alter:

n
o (M)

n
=)
gesetzt ist.

Die folgende Tabelle enthélt die nach (7) berechneten
Zahlen E; links steht a=§R<£)=O, 1,2,...,18, rechts die

wobei

19

1) Und aus dhnlichen Griinden: weil nimlich in den vollen Jahr-
hunderten die Gregorianische Schaltweise Anderungen nétig macht;
auBerdem tritt in den vollen Jahrhunderten spéiter noch eine Korrektion
wegen o (8. unten § 4, 6.) ein.

?) Der genaue Wert ist 4d4.4089. Hieriiber Niheres in § 5, 9.
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zugehorigen E-Werte. Man sieht und liest es auch aus dem
Vergleich von (6) und (7) ab, daB die jetzigen Werte auch aus
der Tabelle in 5. durch Addition von 5 und eventuelle Reduktion
modulo 30 erhalten werden konnen.

a E a E
0 5 10 25
1 16 11 6
2 27 12 17
3 8 13 28
4 19 14 9
5 0 15 20
6 11 16 1
7 22 17 12
8 3 18 23
9 14
7. Das mit der — wie wiederholt bemerkt, nur

anndhernd genauen — Formel (7) errechnete Alter des
Mondes am 20. Mérz irgendeines Jahres heiBt die
»Epakte“ dieses Jahres?).

Wir haben demnach gefunden:

Die Epakte des Jahres 1900 4+ n, wo 0 <n<(100
ist, wird durch die Formel

ot

30 /

(%)

geliefert.

Wir geben drei Beispiele.

Beispiel 1. Welches ist das Alter E des Mondes am
20. Marz 19162

1) Dem Wesen nach deckt sich unser Begriff der Epakte mit dem
der Kalendermacher. Doch legen diese weder den 20. Mérz zugrunde,
noch rechnen sie das Alter des Mondes vom Vollmond ab; auch haben
sie verschiedene Arten von Epakten im Gebrauch, Dies alles hat nur
historisches, nicht aber mathematisches Interesse.
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Hier ist:
n 16
=1 . _— = —_—) = .
n=16 3‘%(19) m(m) 16
16-11 5 —181
181
E:m(3_0)~_—1.

Mithin war der Mond am 20. Mirz 1916 einen Tag alt, oder
am 19. Méarz 1916 war Vollmond.

Beispiel 2. Welches wird das Alter des Mondes am
20. Mirz 1954 sein?

b4

181
E:." — pman-d
9%( 30) 1
Also wird auch im Jahr 1954 am 19. Mirz Vollmond sein.
Beispiel 3.

n=14. m(l“‘-)=14

19
14-11 4 5==159
159
E=%R|—)=09.
SR( 30)

Also war der Mond am 20. Mirz 1914 9 Tage alt.

8. Ein Leser, der sich spiterhin mit dem Verstéindnis einer
fiir das 20. Jahrhundert giiltigen Osterformel begniigen will,
kann das folgende iiberschlagen und gleich zu § 5 iibergehen;
vielleicht sieht er noch vorher das in § 4, 11. iiber die Mond-
phasen Vorgetragene durch.

Wer aber den allgemeinen Mechanismus der Osterformel
verstehen will, muB sich mit § 4 vertraut machen.
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§ 4. Epaktenrechnung fiir alle Jahrhunderte.

1. Im vorigen Paragraphen haben wir die Jahre des
20. Jahrhunderts in Metonische Zyklen von je 19 Jahren
eingeteilt, derart, dafl die Zyklen begannen mit den Jahren,

fur die 2}%(%):0 war; das zweite Jahr jedes Zyklus war

charakterisiert durch R (%) =1, das dritte durch ﬂ‘i(%) =2,
allgemein das i-te durch ?R(%
UberschuB iiber 1900, d. h. die wirkliche Jahreszahl war

N =1900 +n.

Wollen wir nun zu einer Epaktenrechnung fiir alle Jahr-
hunderte iibergehen, so teilen wir naturgemil wiederum, aber
diesmal vom Jahr O beginnend'), die Jahre in Zyklen von je
19 Jahren ein; bezeichnet, wie friiher, N irgend ein Jahr, so
ist seine Lage im Metonischen Zyklus charakterisiert durch
die Grofe

>=i—~ 1. Hierbei war n der

N
) a=R(5);
auch jetzt ist das i-te Jahr?) eines Zyklus durch a=—i—1
charakterisiert. Fiir N=1900 ist a— %R (%) =0, d. h. die

jetzige Festsetzung ist mit der des vorigen Paragraphen in
Ubereinstimmung, nach der ja mit 1900 ein Zyklus beginnen
sollte. Dagegen beginnt z. B. mit 2000 kein Zyklus, denn

2
a:é}{(—(l)g9>=5; also ist 2000 schon das sechste Jahr in
dem betreffenden Zyklus, und dieser beginnt mit 1995; in der
) 1995
Tat ist ER (T) =0.

') Das Jahr 0 ist im gewshnlichen Sprachgebrauch das Jahr 1 vor
Chr. Geburt.
*) Die Zahl i heiBt bei den Kalendermachern ,giildene Zahl.
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Die erste Anderung, die wir also an Formel (7) des vorigen
Paragraphen machen miissen, wenn wir unsere Betrachtungen
auf alle Jahrhunderte ausdehnen wollen, ist die, daf wir in

ihr 2}{(%) ersetzen durch azﬂ‘t(%); sie gewinnt also jetzt
die Gestalt'):

e

()

(@)

2. Die pra.ktische Berechnung von a 14Bt sich durch fol-
gende Betrachtung sehr vereinfachen. Setzt man wieder (§ 2, 12.):

N=100p+n,

1
so folgt, wenn man beachtet, daB 9{(—1999)——— 5 ist und unter

Beachtung von § 1, 16, GIL (12) und (8):

A(76)..

19

a=§R(E)=§R(1O—Ofg+n)=§R

pu)_

Setzt man daher:

(3) R T /=0
so folgt: X -
PR B

1) In Formel (2) ist F durch E ersetzt, weil die eben angebrachte
Korrektion noch nicht ausrzicht, um E fiir alle Jahrhunderte zu be-
rechnen: das E ist nur eine voriibergehend gebrauchte Hilfsgrofe, die
nachher noch weiter bearbeitet wird. Sie stimmt ihrem Wesen nach
iiberein mit der ,Julianischen“ Epakte der Kalendermacher. Vgl. FuB-
note S. 40.
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Hierbei ist n’ geméB (3) zu berechnen, oder, bequemer,
der folgenden mit Hilfe von (3) berechneten Tabelle zu ent-
nehmen:

3 p—-|16‘17}18;19t201211 '23124!25i26

w—|a|9|14]0|5 10|15 1|6 1116

Die Zahlen n’ wachsen immer um 5, wobei Reduktion
modulo 19 eintritt, sobald 18 iiberschritten wird. Das folgt
auch unmittelbar aus (3).

Fiir N = 2000 ist beispielsweise p=20, n'=5, n=0,
also a=5, in Ubereinstimmung mit dem Beispiel in 1. Fir

. r
N=1870 ist p=18, n’ =14, n="70, also az?ﬁ(n_lt’n>

4
== (%) =8. Dies ist gewil bequemer auszurechnen, als

()

3. Die durch (2) definierte GroBe E ist noch keineswegs
geeignet, das Alter des Mondes fiir alle Zeiten richtig dar-
zustellen. Es sind vielmehr noch zwei Korrekturen anzubringen.

a) Unsere bisherigen Betrachtungen in § 3 bezogen sich auf
Julianische Jahre (§ 2, 11.). Nun tritt aber in unserem Kalender
nach § 2, 13. fiir die vollen Jahrhunderte, fiir die p nicht durch 4
teilbar ist, die Gregorianische Schaltweise ein: dies bedingt
eine erste Korrektur der Epakte E.

b) Bisher wurde die Grofle o des § 3, 3. vernachlissigt;
dies ist nun zwar fir den kurzen Zeitraum eines Jahrhunderts
zuldssig: denn da ein Jahrhundert kaum mehr als 5 Zyklen
umfaflt (5-19==95), so ist der durch o in dieser Zeit hervor-
gerufene Fehler nur etwas grofer als 5o, also anndhernd
7!/, Stunde. Bei groBeren Zeitriumen aber darf @ nicht mehr
vernachlissigt werden.

4. Wir beginnen mit der Korrektion wegen a). Um einen
sicheren Ausgangspunkt zu gewinnen, vervollstindigen wir die
§ 8, 7. gegebene Definition der Epakte in folgender Weise:
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Unter der ,Epakte“ eines Jahres N verstehen wir
das Alter des Mondes am 20. Mérz des Jahres N im Gre-
gorianischen Kalender.

Auch in diesem Sinne liefert Formel (2) die Epakte richtig
fir das 20. Jahrhundert (p==19); denn fiir das Jahr 1900
gelbst war das mittlere Mondalter mit dem durch die For-
mel dargestellten in Ubereinstimmung gebracht worden, und
innerhalb eines Jahrhunderts tritt keine Abweichung des
Julianischen vom Gregorianischen Schaltmodus ein.

Sie wiirde fiir alle Jahrhunderte — abgesehen von der
Korrektion b) — richtig sein, wenn man, von p =19 ausgehend,
die Zeitrechnung vorwérts und riickwirts nur in Julianischen
Jahren vorndhme. Eben deshalb haben wir auch in der FuB-
note S. 43 die GroBe E als ,Julianische Epakte bezeichnet.

Geht man aber zur Gregorianischen Schaltung iiber, so
sind zwei Fille zu unterscheiden, die sich auf den Ubergang vom
Jahrhundert p zum Jahrhundert p --1 beziehen (§ 2,12, 13.):

a) Das volleJahrhundert p -1, also dasJahr N=100(p 1),
ist ein Schaltjahr; dieser Fall ist charakterisiert durch % (P%l—> ==0.

B) Das volle Jahrhundert p 41 ist kein Schaltjahr, also
p+1

w (s
Der Fall «) bietet keinen Unterschied gegen die Julianische
Schaltweise: die fiir das Jahrhundert p giiltigen Epakten werden
ohne irgendeine Anderung in das Jahrhundert p -1 fortgesetzt.
Im Fall §) wird, wenn man das volle Jahrhundert einmal

) von Null verschieden.

Julianisch schaltet — (wie wir es bei der Epaktenrechnung bis-
her getan) — einmal aber Gregorianisch — (wie wir es von
nun ab tun wollen) — der 20. Mérz des Julianischen Jahres

mit dem 21. Mérz des Gregorianischen zusammenfallen.

Soll nun die Epakte, wie es die vorhin gegebene Definition
verlangt, das Alter des Mondes am 20. Mirz der Gregoria-
nischen Zeitrechnung ergeben, so ist im Fall §) bei Gre-
gorianischer Schaltung der Mond am 20. Mérz um einen Tag
jinger als bei Julianischer. Wir erkennen somit die Richtig-
keit des folgenden Satzes:
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Beim Ubergang von p zu p-}1 bleibt die bei Gre-
gorianischer Schaltung sich ergebende Epakte jedesmal
um 1 gegen die sich bei Julianischer Schaltung ergebende
zuriick, falls 2R<p—4ﬂ> von Null verschieden ist. Um-
gekehrt wird beim Ubergang von p zu p—1 die Epakte
des Jahrhunderts p—1 der des Jahrhunderts p um 1
vorauseilen, sobald man im Jahrhundert p von der Julia-
nischen zur Gregorianischen Schaltung i{ibergeht, und wenn

dabei 2}{(%) von Null verschieden ist.

Der letzte Teil des Satzes ist sofort klar, wenn man ihn als
Ubergang von p—1 zu p auffaBt: er sagt dann genau das-
selbe aus wie der erste.

Aus unserm Satz folgt, daBl wir bei Gregorianischer
Zeitrechnung die aus (2) sich ergebende Epakte in verschiedenen
Jahrhunderten um eine GréBe u zu vermehren haben, die beim
Vorschreiten in den Jahrhunderten negativ, beim Riickschreiten
positiv ist. Statt E haben wir also als Epakte E-}-u zu
nehmen, und u ergibt sich aus folgender Tabelle, die mit Hilfe
unseres Satzes unmittelbar aufzustellen ist, wenn man nur be-
denkt, daB fiir p—19 E die ,richtige“ Epakte, also u==0 ist.

p=l16117118]19’20‘21'22‘23‘24‘25‘26
(6) -

u—|3|2|1|0]|o0|—1—2—38—3—4a—5

Die Epakte fiir ein beliebiges Jahr N ist also jetzt:

11la )+u

_ L5
Da wir aber das Alter des Mondes immer modulo 30 redu-
zieren und diese Summe 29 iibersteigen kdnnte, so nehmen wir
wieder das u mit unter das Restzeichen und schreiben als
Epakte fiir Gregorianische Schaltung und alle Jahr-
hunderte:
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Das Korrektionsglied u heit , Sonnengleichung der
Epakte“. Das Wort ,,Gleichung® hat dabei nicht den sonst iib-
lichen Sinn, sondern es bedeutet hier , Ausgleichung® oder ,,Aus-
gleichungsgrofe“. Ahnlich spricht man in der Physik von einer
ypersonlichen Gleichung®: Das ist die Zeit, die zwischen
einem Ereignis und dem BewuBtwerden dieses Ereignisses durch
den Beobachter vergeht; sie mull bei gewissen Beobachtungen
zur ,Ausgleichung® der Beobachtungsfehler in die Rechnung ein-
gefitlhrt werden. Die Astronomen nennen ferner ,Zeitglei-
chung® die Ausgleichungsgréfle, die man zu der unmittelbar
beobachteten ,wahren Ortszeit* hinzufiigen muB}, um die , mitt-
lere Ortszeit“ zu erhalten.

Ganz in demselben Sinn ist die Sonnengleichung u die
nAusgleichungsgroBe, die man der Epakte wegen des Sonnen-
laufs hinzufiigen muf: denn die Gregorianische Schaltweise hat
ja doch keine andere Bedeutung, als die Ubereinstimmung des
Kalenders mit dem Sonnenlauf, genauer mit dem tropischen
Jahr herzustellen (§ 2, 11.).

Die durch die Sonnengleichung korrigierte Epakte ist immer
noch nicht die endgiiltige: es fehlt noch die nach 3.b) vor-
zunehmende Korrektion wegen p.

5. Bevor wir aber zu dieser Korrektion iibergehen, wollen
wir zeigen, wie wir die Grofe u, anstatt sie der Tabelle (6) zu
entnehmen, durch eine Formel berechnen kénnen.?)

Wir konnen u als eine GroBe auffassen, die gleichzeitig
folgende beiden Eigenschaften hat:

1. Sie nimmt jedesmal um 1 ab, wenn p um 1 wichst;
2. sie nimmt jedesmal um 1 zu, wenn p beim Wachsen
zu einer durch 4 teilbaren Zahl gelangt.

Fiir die durch 4 teilbaren Werte von p wirken sich beide
Eigenschaften entgegen, d. h. u bleibt auf seinem vorigen Werte:
ein Blick auf die Tabelle bestitigt all dies.

1) Wer sich mit der Tabelle begniigen will, kann die folgende Be-
rechnung von u ohne Stérung des Zusammenhangs iibergehen.
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Eine GroBe von der ersten Eigenschaft ist nun — p, eine

GroBe von der zweiten ist Eﬂ Daher hat —p-- B{] die

verlangten Eigenschaften beide, ohne aber schon mit u vollig
iibereinzustimmen. Zum Beispiel ist fiir

p= 17, 18, 19, 20, 21, ...
—p—]—B{Iz—l?), 14, — 15, — 15, — 16, ...
Die untere Reihe zeigt nun sofort, dall ihre Zahlen sémt-

lich um 15 kleiner sind als die entsprechenden der Tabelle (6).
Daher folgt:

(8) u:[%}——p—l—l&

Damit ist die gewiinschte Formel gefunden. Sje liefert
z. B. fir p=25:

2
u———-[—‘lé]—-25~]—15:6~25+15=-——4,
in Ubereinstimmung mit der Tabelle (6).

6. Wir gehen nunmehr zu der letzten, nach 3.b) erfor-
derlichen Korrektion der Epakte iiber.

Wir haben in § 3, 3. gesehen, dal der Mond nach je
19 Jahren um ¢ =0,0609 Tage zu jung gemacht wird, wenn
man, wie wir es bis jetzt getan haben, dem Metonischen
Zyklus genaue Giiltigkeit zuschreibt. Bezeichnet man die An-
zahl Zyklen, die vergehen, bis dieser Fehler auf einen ganzen

1
Tag anwichst, mit x, so ist xg=1, also x=—=16,42.

Nach je 16,42 Zyklen von 19 Jahren oder nach (rund) 512 Jahren
ist demnach der Mond bei unseren Rechnungen um einen Tag
in seinem Alter gegen den mittleren Mond zuriickgeblieben:
wir miiBten daher, um mit dem mittleren Mond in Uberein-
stimmung zu bleiben, dem bisher berechneten Alter alle 312 Jahre
einen Tag hinzufiigen.

Statt dessen hat die Kirche bestimmt, daBl diese Korrek-
tion alle 300 Jahre vorgenommen werden soll,') nachdem zu-

1y Uber den hierdurch verursachten Fehler s. unter 8.
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néchst fiir das Jahr 1500 der beobachtete Mond mit dem be-
rechneten in Ubereinstimmung gebracht war. Demnach hatte
die Epaktenerh6hung stattzufinden in den Jahren:

(9) 1800, 2100, 2400, 2700, 3000, ...

In unserer Formel (2), und damit auch in (7), ist die Er-
héhung, die im Jahre 1800 stattgefunden hatte, bereits beriick-
sichtigt: einfach dadurch, daB wir dem Mond fiir den 20.Mérz
1900 in Ubereinstimmung mit dem kirchlichen Wert ein Alter
von 5 Tagen gegeben haben (§ 3, 6.).

Wir erhalten demnach aus (7) einen mit Bezug auf den
Fehler ¢ korrigierten Wert der Epakte, indem wir E ersetzen
durch E-}-v, wo v aus folgender Tabelle zu entnehmen ist:

10) p=|16\17'18}19\20|21’22[23;24|25]26

ve=|—1—1] 0 o] o|1|1t]1lz]z2]z2
Dadurch ist dann die Epakte tatsiichlich in den unter (9)
verzeichneten Jahren jedesmal um 1 vergroBert.

Das Korrektionsglied v heiBt ,Mondgleichung der
Epakte“ Zu dieser Bezeichnung vergleiche man das am Schlu8
von 4. Gesagte.

Die neue Epakte

konnte auch hier den Wert 29 iibersteigen, in welchem Falle
gie modulo 30 reduziert wirde. Wir nehmen daher wieder v
mit unter das Restzeichen und erhalten als Wert der Epakte:

(11) E=m(lla—|—€;;-u+v).

Zur praktischen Rechnung ist es besser, den Summanden
54 u-v von vornherein modulo 30 zu reduzieren; setzt
man also:
u—+v-5
62 R,

Jacobsthal, Mondphasen. 4
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so geht (11) iiber in die endgiiltige Form der Epakte:
11a+s)
(13) E_2R<T .

Hierbei ergibt sich fiir s nach (12) und mit Hilfe der
Tabellen (6) und (10) folgende Tabelle:

(14)

p=| 16|17 | 18 | 19|20 | 212223 |24 25| 26
!
\

s=| 7|6|6|5|5|5]4[3]a]3]c2

7. Bevor wir die Resultate zusammenstellen und Bei-
spiele berechnen, zeigen wir, dafl, wie vorhin u, so auch v
und s mit Leichtigkeit berechnet, statt den Tabellen ent-
nommen werden konnen?).

Fiir v ist charakteristisch, daf es bei wachsendem p jedes-

mal dann um 1 wichst, wenn p eine durch 3 teilbare Zahl
erreicht, Diese Eigenschaft hat [%] -+ ¢, wobei ¢ eine zu be-

stimmende Konstante ist. Setzt man also

=[2]+

und bedenkt, daB nach (10) v=0 sein muB fiir p=—18, so
folgt fiir p=—18:

0=6-+c, c=—6,
mithin

(14) v={%}—6.

Diese Formel kann also Tabelle (10) ersetzen.

Nunmehr folgt also aus (12), (8), (14):

) rries[z] ot

30 ?

1) Vgl. FuBnote S.47.
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21+ e
30

oder:

(15) s=%
Diese Formel kann Tabelle (14) ersetzen.

8. Wenn die Mondgleichung in der durch die Kirche vor-
geschriebenen Weise (vgl. 6.) alle 300 Jahre angebracht wird,
ausgehend vom Jahre 1500, so erfordern 8 Mondgleichungen
8-300=—=2400 Jahre und fithren mithin auf das Jahr 3900.
Mit dem richtigen Werte von 312 Jahren (statt 300 Jahren)
wiirden 8 Mondgleichungen 8-312 = 2496 Jahre erfordern, und
man kime somit nahezu auf das Jahr 4000.

Daher hat, um auch diesen Fehler zu beseitigen, die Kirche
weiterhin bestimmt, daB in der Reihe (9) das Jahr 3900 durch
4000 ersetzt wird: damit wiirde @lso von 3900 ab. Formel (14),
und damit auch Formel (15) falsch werden.

Da es aber zum mindesten fraglich ist, ob tberhaupt die
jetzige Form unseres Kalenders bis 3900 beibehalten wird

werden, so konnen wir fiiglich auf die Ausdehnung unserer
Formeln bis zu diesem Jahre verzichten.

9. Wir stellen nunmehr die Resultate dieses Paragraphen
endgiiltig zusammen:

Setzt man:

N> (n—[—n’>
=8 (5g) =2 (*55),
so wird das Alter E des Mondes am 20. Médrz des
Jahres N=100p4n nach Gregorianischer Zeit-
rechnung bestimmt durch die Formel:

11a+s>

EZ%( 30

4*
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Hierin sind die GréBen n’ und s entweder
der folgenden Tabelle?) zu entnehmen:

n’ s

P | (mod. 19)| (mod. 30)
16 4 7
17 6
18 14 6
19 0 5
20 5 5
21 10 5
22 15 4
23 1 3
24 6 4
25 11 3
26 16 2

oder nach den Formeln zu berechnen:

2}+{2} e
s-—-:?R( 30

Das so berechnete Alter E heiBt ,Gregoria-
nische Epakte“?). Ein gedachter Mond, dessen
Alter sich genauw nach unserer Formel richtet,
heiBe ,zyklischer¥ Mond. Der Unterschied zwi-
schen dem mittleren und dem zyklischen Mond
iiberschreitet nicht die Fehlergrenze von einem
Tag?3).

1) In der Tabelle ist in den Uberschriften noch der Modul ange-
geben, nach dem n’ und s reduziert worden sind.

%) Vgl. FuBnote S.43.

%) Genaueres hieriiber siehe § 5.
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10. Wir rechnen noch einige Beispiele durch.

Beispiel 1.
N =1870.
p=18 n=="10
n' =14 8=
84)
o —_— :8
* SR<19
88+6>
-
Beispiel 2.
N=2076
p=20 n="76
=35 s=5
81
. 55+5)_
E—-%( 30 =0.
Am 20. Marz 2076 wird also gerade Vollmond sein.
Beispiel 3.
N=1886
p—18  n—86
n’ =14 s==6.
Hier ist es einfacher, statt n’=14 zu nehmen n'==-—5,
da ja 14=—5 (mod. 19). Dann wird:
81
«=(55) =
55—}—5)
— —0
B=n (g
Beispiel 4.
N=1761
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70
& — ERL’(}.—Q—) == 13

()
E__sn( ) 2.

Dies ist der groBte Wert, den E iiberhaupt erreichen kann,
da es ja modulo 30 reduziert wird. Da der Mond am 20. Mirz
1761 ein Alter von 29 Tagen hatte, so war am 21. Mirz
Vollmond.

11. Mondphasen. Hier sei angemerkt — ohne daBl weiter-
hin davon Gebrauch gemacht wird — daf vermoge der Epakten
die Mondphalsen fiir ein beliebiges Datum eines beliebigen
Jahles N leicht anzugeben sind.

Man bezeichne ndmlich mit T die Anzahl der Tage, die
vom 20. Mdrz ab bis zu diesem Datum vergehen. Da nun eine
Lunulation etwa 29,5 Tage dauert, so nimmt fiir je 30 Tage
das Alter des Mondes um 0,5 Tage zu, also nach T Tagen um
soviel halbe Tage, als 30 ganzzahlig in T aufgeht, und dann
noch um den Rest, der hierbei iibrig bleibt. Da nun E das Alter
des Mondes am 20. Miirz selbst ist, so ist das gesuchte Alter:

oo 5] (3)

Das so gefundene Alter wird am besten modulo 29,56 re-
duziert, so daB man als Endresultat fiir das gesuchte Alter A hat:

s vos[2] 8(3

29,5,

9) A=%

Fiir genaue Berechnungen vgl. hierzu § 5, 11.
Unsere Formel liefert z. B. fiir 15. Juli 1916: T = 117, also:
1171 (117)
1405 55 + % (50 (

- B 1+0,5-3+27)
A=R 29,5 i —T '

29,5

29,5\,
==}R (ﬁ)‘— 0.
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Mithin war am 15. Juli 1916 Vollmond, ein Resultat, das
sich aus jedem Kalender bestitigen laBt.

Ein Januar- oder Februar-Datum wird am besten mit
zum vorhergehenden Jahre gerechnet, so daB T die Anzahl
der Tage bezeichnet, die vom 20. Mérz des vorhergehenden
Jahres bis zu dem gegebenen Tage verstrichen sind (vgl. § 5,
11., Beispiel 2).

§ 5. Zyklischer und mittlerer Mond*). Fehler-
abschiitzung. . Mittlere« Epakte.

1. Nach § 3, 4. liegt der Epaktenrechnung zugrunde die
Formel

wo z, die Alterszunahme des zyklischen Mondes in » Jahren
bezeichnete. Hierbei sei vorerst » eine positive ganze Zahl. Wir
haben damals ohne genauere Untersuchung angenommen, daf (1)
fiir einen Zeitraum von 18 Jahren hinreichend genau richtig sei,
und dann in jedem 19. Jahr den Fehler durch die Forderung
korrigiert, dafl der Metonische Zyklus genau richtig sei: den
hierbei noch verbleibenden Fehler ¢ haben wir dann endlich
durch die ,Mondgleichung® beseitigt (§ 4, 6.).

Indes war unsere damalige SchluBweise liickenhaft: wenn
auch gezeigt war, daB (1) nach 19 Jahren gegeniiber dem mitt-
leren Mond gerade einen Tag (abgesehen von g) als Fehler er-
gab, so hatten wir uns doch keinen Uberblick iiber den Ver-
lauf des Fehlers innerhalb der 18 Jahre selbst verschafft: das
soll jetzt nachgeholt und zugleich das Alter des mittleren Mon-
des fiir jeden beliebigen Zeitpunkt berechnet werden.

2. Die wirkliche Alterszunahme des mittleren Mondes
wird nach § 3, 3. durch die Formel:

»D

® %= ()

1) Dieser Paragraph kann ohne Storung des Zusammenhangs iiber-

gangen werden. Er setzt eine gewisse mathematische Schulung voraus.

Es wird daran erinnert, da unter Mond schlechthin der mittlere Mond
zu verstehen ist (S. 33, FuBnote).
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gegeben, worin

(3) D =10, 8829,
(4) L — 29, 5306
war. Wir setzen noch:
(5) 0=11—-D=0,1171,
(6) A=30—L=0,4694.

Aus (1) folgt nach § 1, 10. GL (5'):

11y
11y =30 [WJ -+ z,,
also:
11»

(7) z,=11» —30g, wo g= [—36—J

Jedesmal nun, wenn wir den Mond nach einem Jahr um
11 Tage &lter werden lassen, haben wir ihn nach (5) um 6 zu
alt gemacht; und jedesmal, wenn wir sein Alter um 30 Tage
verringern, haben wir ihn nach (6) um 4 zu jung gemacht.
Nach Formel (7) ist er daher in » Jahren um »d Tage zu alt
und um 1g Tage zu jung gemacht werden. Setzt man also
(8) A,=gi—»d,
so ist die wahre Alterszunahme z,-}-4,, oder, da dieser
Betrag eine volle Lunulation L iiberschreiten kénnte:

(9) 7, =g (2T,

Diese Formel ist also nichts anderes als eine Umformung
von (2).

3. Wir machen nun die Formel (8), die den ,Fehler“
von (1) darstellt, zu einer Abschitzung geeignet.

Nach (7) ist, da 0 <z, <30 ist:

11y 11y
0 )
wobei
(11) 0<O<1
ist. Daher wird (8), wenn man (10) einsetzt:

1117
(12) Av==v<—:9ﬁ——6>—91.
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Wenn wir @ durch 1 ersetzen, so haben wir 4, zu klein
gemacht; wenn wir aber die positive Konstante ©®1 weglassen,
80 haben wir A, vergroBert, auBer wenn zufillig gerade ©® =0
ist. Mithin folgt:

by (g macszi(Ey)

Hieraus ergibt sich vor allem, daf fiir hinreichend
groBes » der Fehler 4, beliebig groB wird: natiirlich
kann er jederzeit modulo L reduziert werden. Setzt man in
(13) die Werte (5) und (6) ein, so wird:

(14) 0,056y — 0,5 < 4, < 0,05 .
Die Formel (9) lehrt nun, daB, solange z, 4, <L ist,
(15) Z,=1z,-}4,

gesetzt werden kann; ersetzt man also 4, durch den gréBeren
Wert 0,05», so gilt a fortiori: solange z, 4 0,05 » <L ist, ist

(16) Z,<2,-+ 0,05,

Nun ist der groBite fiir z, vorkommende Wert z, — 28,
und das grofite v ist » =18, also 0,05»=0,9. Da 289 <L
ist, so sind gewiBl bis »=18 Formel (15) und (16) zuldssig.
Sie lehren, daB, wie wir frither angegeben haben, der Fehler
niemals einen vollen Tag im Bereich » =0 bis ¥ = 18 erreicht.
Weiter aber lehrt die genaue Formel (12), daBl innerhalb dieses
Intervalls der Fehler bald gr6Ber, bald kleiner wird, da &
zwischen O und 1 hin- und herschwankt.

Dies bestdtigt ein Blick auf die Tabelle der 4, S.59.
Man sieht, daf der Fehler fiir y=4 am kleinsten, fiir y=—17
am grofiten wird. Auch sieht man, daB der mittlere Mond
bald hinter dem zyklischen zuriickbleibt, bald ihm vorauseilt.
Von »=26 an eilt er stets, aber nicht gleichmifig, voraus.

Dagegen ist fiir y =19
z,,—29, 0,05-19=0,95,

also die Bedingung 29,95 <L nicht erfiilll, und damit (16)
zur Abschitzung unzuldssig.
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Die genaue Formel (8) liefert g— [1—{3—(—}2] =6 und also:

A,,—6-0,4694 —19.0,1171 — 0,5915.

Daher gibt (9), wozu man § 3, (4) vergleiche:
. zw—[—A‘lg)_ (29,591_5>_ .
ZN—ER<—L =R 29,5306 =0,0609 =p.
Es ist also in Ubereinstimmung mit § 3, 3. und 4.:
zy+1-40
e

so daB sich jetzt, wenn wir ¢ wieder vernachlissigen, die Giil-
tigkeit des Metonischen Zyklus von neuem ergibt.

4. Wir kénnen mit unseren jetzigen Hilfsmitteln leicht die
Alterszunahme Z, des mittleren Mondes fiir beliebiges » auf
rechnerisch weit bequemere Weise darstellen, als es Formel (2)
oder (9) gestatten. Wir setzen in der Bezeichnungsweise von
§1, 10:

(17) y==19 [%}4—9%(-119)

Jeder der beiden Summanden liefert nun einen Beitrag zu Z,.
Da fiir y=19 die Zunahme des Mondalters Z ,== g betrigt, so
liefert der erste Summand den Beitrag:

.
1 1.
(18) [19J @

Zur Berechnung des vom zweiten Summanden in (17) ge-
lieferten Beitrags bedenke man, dal 0 <% (%) <19 ist. Setzt

man also

v _
(19) R <i§>=% 0<7 < 19)
so kann fiir »=» Formel (15) verwendet werden. Demnach

entspricht dem zweiten Summanden in (17) der Zuwachs
(20) Iz =123+ 45,
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und der gesamte Zuwachs wird unter Reduktion modulo L:

(21) Z,—% Z-tlélg
oder:
(22) z,— % ZHFA;;F il

Da im Zihler rechts der erste Summand kleiner als L,
der zweite kleiner als 0,9 bleibt, der dritte aber erst fiir » = 312
den Wert 1 erreicht (§ 4,6.), so wird die ganze Reduktion
modulo L im allgemeinen nur in einem einmaligen Abziehen
von L bestehen.

Gerade in dieser einfachen Reduktion besteht fiir grofle
» die Uberlegenheit von (22) gegen (2). Beispielsweise wiirde
»==23175 fiir (2) schon eine recht unangenehme Rechnung, bei
(22) sehr geringe erfordern. Dagegen wird man fiir kleine »,
insbesondere etwa fiir »==1,2, 3,4 natiirlich (2) vorziehen.
Die Berechnung von (22) wird noch wesentlich erleichtert durch
folgende

Tabelle der Werte 4, — [%16’—’] A—v0.

» Ay v | 4y
1 | —o1171 | 10 | -+02872
2 | —o02342 | 11 | 05895
3 | do1181 | 12 | 04724
4 | 300010 | 13 | +0,3553
5 | —o1161 | 14 | --0,7076
6 | 02362 | 15 | 05905
7 | 01191 | 16 | 04734
8 | 00020 | 17 | -+0,8257

(9 | 03543 | 18 | —-0,7086
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5. Wir zeigen nun, daB (22) auch fiir negatives » richtig ist?).
Wir setzen demgemif:
(23) y=—m,
wo m nun eine positive ganze Zahl ist. Dann ist die Zu-
nahme Z, in v Jahren gleich der Abnahme — Z_ in m Jahren,
und fiir diese ist nach (21):

(24) Zy = —Tp=— I — [—1‘%] ¢ (mod. L),
wobei
acnf2)

Wir vergleichen nun diesen Ausdruck mit
v
Nach (19) ist:

Nun ist (§ 1, 11.) auBer fiir R (%) =
— » ~m m —
=5 = (557) =19 - () —0 =
SchlieBen wir den Fall, daB » durch 19 teilbar sei, vorerst
aus, 80 ist demnach Z7, die Zunahme in » Jahren, gleich der
Zunahme in 19 Jahren vermindert um die Zunahme in m Jahren;
das heillt, es ist:
(25) Zy=p—Zg.
Weiter ist (§ 1, 11.), ebenfalls fiir ER(%) # 0

HEE R

Y) Es sei noch einmal an die Bedeutung der Zeichen % (ﬁ) und

[{5] fir negative » erinnert (§1, 11.). Die Richtigkeit von (22) fiir

negative v folgt iibrigens auch unmittelbar aus der Allgemeingiiltig-
keit von (17). Der ausfiihrlichere Beweis schien gleichwohl zweckmiBig.
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also:

@9 fole=—[fle—e

Die Addition von (25) und (26) und der Vergleich mit
(24) ergibt: '

[y . m} _
Zy - h_g} 0=—"1Zg — [—1—5 0=2, (mod. L).
Folglich gilt Formel (21) und damit (22) auch fiir negatives ».

Dabei war aber der Fall noch ausgeschlossen, daB8 » durch
19 teilbar ist. Hier wird ¥ = m = 0, mithin auch Z; = Zz=0;

v m . )
ferner [1-9— == [—1—5} Daher wird jetzt (24):

m v
%= [fle=s5e
und dasselbe liefert (21).

Wir haben daher allgemein bewiesen:

Die Formeln (21) und (22) behalten fiir negative
v ihre Giiltigkeit.

6. Bei Berechnung von (22) sind aber noch zwei Punkte
zu beachten, die beide damit zusammenhingen, daB wir unsere
Betrachtungen auf Julianische Jahre aufgebaut haben: nur fiir
Julianische Jahre haben ja ¢ und D die angegebenen Werte.

Wir hatten den fehlenden Schalttag, der in solchen vollen
Jahrhunderten auftritt, fiir die R (g) # 0 ist, einen ,,Gregoria-

nischen Schalttag“ genannt (§ 2, 13). Schreitet man nun
von irgendeinem Zeitpunkt aus um v Jahre vorwirts, so muB,
aus demselben Grunde wie in § 4, 4. bei E, jedesmal eine Er-
niedrigung des Z, um 1 vorgenommen werden, sobald ein Gre-
gorianischer Schalttag {iberschritten wird; umgekehrt tritt beim
Zuriickschreiten um » Jahre eine entsprechende Erhéhung um
1 ein.
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Bezeichnet also G die Anzahl der innerhalb unserer
» Jahre auftretenden Gregorianischen Schalttage, so muf§ Z, fiir
den Gregorianischen Kalender um -G vermehrt werden,

; je nachdem :zg

ist.

Soll z. B. die Alterszunahme vom 3. Januar 1900 bis
3. Januar 1907 berechnet werden, so miifite G==1 in Abzug
gebracht werden, da im Jahre 1900 ein Gregorianischer Schalt-
tag innerhalb des fraglichen Zeitintervalls liegt; dagegen wire
im Intervall etwa vom 7. Mirz 1900 bis 7. Mérz 1907 kein
Gregorianischer Schalttag enthalten, also G=0. Ist der Aus-
gangspunkt etwa der 20. Marz 1900 und » = — 200, also die
Alterszunahme von 1900 bis 1700 zu ermitteln, so sind im
Intervall Gregorianische Schalttage in den Jahren 1900 und
1800, nicht aber im Jahre 1700 enthalten. Hier wire G =2
zu addieren.

7. Unsere augenblicklichen Betrachtungen geben nicht, wie
die in §§ 3 und 4, den Alterszuwachs mit ganz grober Genauig-
keit, sondern auf Stunden und Minuten genau. Daher muf} an-
gegeben werden, um welche Tageszeit man sich die Beobach-
tungen angestellt denkt: eine beliebige, aber feste Tageszeit
werde demnach fiir simtliche Beobachtungen zugrunde gelegt.
Der Ausdruck ,Beobachtungen® ist dabei natiirlich fiir den
mittleren Mond nicht wortlich zu nehmen.

Dies fiihrt nun sofort zu einer zweiten Abédnderung unserer
Formel (22). Es werde als Ausgangspunkt unserer Beobachtungen
das Jahr N, betrachtet; das Endjahr ist dann N—=N;4-».

Es sei nun zundchst N, ein Schaltjahr, und es werde
weiter ein Datum angenommen, das nicht vor dem 1. Mérz
liegt (beispielsweise der 12. September): dann vergehen, immer
auf dieses Datum bezogen, bei biirgerlicher Zeitrechnung

von N, bis Ny-+1 365 Tage,

» Ny+1 » Ny+2 3865 »

n Ny+42 » N,+43 365 »

n Ny—-+-3 » Ny44 366 » usw.
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Das wirkliche Julianische Jahr aber hat weder 365 noch
366, sondern 365,25 Tage. Wenn ich also die Beobachtung im
Jahre N, zur Zeit v mache, so liefert (22) fiir »==1 den Alters-
zuwachs nach Ablauf eines Julianischen Jahres, d. h. den
zur Zeit v-}-09.25=7-} 62 am gleichen Datum des biirger-
lichen Jahres N, | 1 beobachteten Alterszuwachs. Will ich also
die Beobachtung wieder um 7 machen, so muBl ich von dem
durch die Formel gelieferten Zuwachs Z, noch 09.25 abziehen.
In gleicher Weise miissen nach 2 Jahren 2.0,25 Tage, nach
3 Jahren 30,25 Tage abgezogen werden, wihrend nach 4 Jahren
die Formel wieder genau richtig ist: es miissen namlich 4-0,25
Tage abgezogen werden, und durch den Schalttag kommt ein
Tag hinzu, go daB die Summe Null wird. Hieraus sieht man,
daB man unserer Formel noch, falls N, ein Schaltjahr ist und
die Beobachtungen nicht vor dem 1. Mirz gemacht werden,
das Glied

—025%R (%)

hinzufiigen muB. Auch erkennt man leicht, dal dies fiir nega-
tive » richtig bleibt, wenn man das Restzeichen in dem mehr-
fach erdrterten Sinne gebraucht (§ 1, 10., 11.).

Verlangen wir vom Jahr N, nicht, daB es ein Schaltjahr
sei, sondern setzen wir allgemein:

N,=4k+-r, 0<Lr < 4)

so ist die ZusatzgréBe von der Form:

e fn (=) ).

Der Beweis mag dem Leser iiberlassen bleiben. Auch in
diesem Falle ist negatives » zuldssig. KEs wird sich vielleicht
empfehlen, eine kleine Tabelle fiir den vorstehenden Ausdruck
anzufertigen: aus ihr kann der Beweis fiir positive und nega-
tive » leicht abgelesen werden.

Besonders zu beachten ist, dall es hierbei gleichgiiltig ist,
ob N, etwa ein Gregorianisches Schaltjahr (also in Wahr-
heit kein Schaltjahr) ist: Denn der EinfluB der Gregoria-
nischen Schalttage ist schon in 6. erledigt.
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8. Wenden wir das in 6. und 7. Gesagte auf Formel (22)
an, 80 bekommen wir ein neues Z,, das wir, da es die Eigen-
heiten des Gregorianischen Kalenders beriicksichtigt, mit
Z® bezeichnen wollen. Es ergibt sich dann folgender Satz:

Esmoge die Alterszunahme des mittleren Mon-
des von einem bestimmten Jahre Ny—4k{-r ab
immer zu derselben Tageszeit und an einem be-
stimmten Datum beobachtet werden, das nicht vor
dem 1. Mérz liegt. Dann ist die Alterszunahme im
Jahr Nj+4», wo » eine beliebig positive oder
negative ganze Zahl ist, durch die Formel:

SR P G WA P
(z,-—}—A,,—}—llg]g 0,25(%( 4) r)+G)
L
gegeben. Hierbei bezeichnet G die Anzahl der

im Beobachtungsintervall eingeschlossenen Gre-
gorianischen Schalttage, und zwar ist zu wihlen

—G »>0 .
+a je nachdem » <0 i

Die Bedeutung der iibrigen Zeichen ist in 2. bis 4.
angegeben.

(27) ZO=R

st.

Ist nun weiter A, das Alter des Mondes im Jahr N,, A
das im Jabre N, -}-», beide Alter auf das betreffende Datum
und die feste Beobachtungszeit t bezogen, so ist offenbar:

8420
(28) a=m( ).

Endlich bemerken wir: die Beschrinkung auf Daten, die
nicht vor dem 1. Mérz liegen, ist keine Beschrinkung der All-
gemeinheit unserer Formeln; man kann die Januar- und Februar-
tage sofort wieder in die Formeln aufnehmen, wenn man sie
zu dem vorhergehenden Jahr rechnet, also jedes Jahr
mit dem 1.Mérz beginnen 14 8t. Zum Beispiel der 18. Februar
1876 gehérte dann noch zu N,=1875, fiir ihn wire also nicht
r==0, sondern r=3 in Formel (27) zu wihlen.
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9. ,Mittlere“ Epakte. — Wir wollen nun als Beobachtungs-
datum den 20. Mérz wihlen: wir bekommen dann durch (28)
die Epakte des mittleren Mondes oder ,mittlere Epakte¥,
die mit B bezeichnet werde. Als Beobachtungszeit werde
11 Uhr abends gewdhlt, als Ausgangsjahr N, =1900. Wir
wihlen fiir A, also das Alter des mittleren Mondes am 20. Mérz
1900 abends 11k den Wert:?)

A,=—142-4089.
Er ist um etwa 09.6 kleiner als der kirchlich angenommene
E=25; dies ist ohne Bedeutung, da die kirchlichen Werte bald

den mittleren vorauseilen, bald hinter ihnen zuriickbleiben (vgl.
die Beispiele in 10.).

Nunmehr liefert uns (27) und (28), da fir N,= 1900
r==0 ist, folgenden Satz, in dem wir die Buchstaben gleich
durch ihre Zahlenwerte ersetzt haben:

Ist N=1900-», wo » eine beliebige positive
oder negative ganze Zahl bedeutet, so ist die
nmittlere Epakte“ E  des Jahres N, d. h. das Alter
des mittleren Mondes am 20. Marz des Jahres N
um 11 Uhr abends Berliner Zeit:

/4,4089 --251-0,0609 - [{5] A 0,252}%(2)@}
(20) B, —% : .
29,5306

Hierbei bezeichnet G die Anzahl der ,Gregoria-
nischen Schalttage® zwischen dem 20. Mirz 1900
und dem 20. Mirz des Jahres N, und zwar ist zu
wahlen:

y >0 .

3 ‘Ie Ila:ch.deln ]Sb.
l L <D

Ferner ist gesetzt:

= ().

1) Diese Zahl ist so berechnet, daB fiir den Friihlingsvollmond 1900
der mittlere Mond mit dem wahren zusammenfillt (Berliner Zeit).

Jacobsthal, Mondphasen. 5
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=R (1;;)

11y -
= 0,46 0,1171 v,
45 = 0,4694 - [ 30] , y

Bequemer wird 45 der Tabelle S. 59 entnommen.

10. Wir geben nun einige Beispiele, die nach verschie-
denen Richtungen lehrreich sind.

v
Beispiel 1. N=1916; »=v=186, {19} ?R(Z\)=G=O.

A,=  4,4089
2= 26,0000
Ady=— 04734
30,8823
E_— <_~._> =1,3517.
m 29,5306) — %

Der kirchliche Wert ist: E=1.
Beispiel 2. N =1917.

Hier konnen wir einfacher als nach der Formel so rechnen,
dal wir D — 0,25 =10,63 zu dem Wert des vorigen Beispiels
addieren. So ergibt sich:

E,=11,9846.
Die Formel ergibt dasselbe Resultat. Der kirchliche Wert
ist: E=12.
. — — 30
Beispiel 3. N=1870; »=—30, y=%R ETH =8,
v —30 30
[’1_9} [ 19 }__2’ SR(> ( 4 >= =1
Ay= 44089 ( )
2= 28,0000 —0,25-R —0,5000
4= 10,0020 [ }
+G= 1.0000 0,0609-LT§ = —0,1218
Zusammen: 33,4109 Zusammen: — 0,6218

E,=383,4109—0,6218 = 32,7891 (mod. 29,5306).
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Daher durch Subtraktion des Moduls:

E =3,2585.
Der kirchliche Wert ist nach § 4, 10.:
E=14.

Es ist vielleicht von Interesse, dieses selbe Beispiel noch
einmal zu behandeln, und zwar von 1870 ausgehend und
um y==30 Jahre vorwéirts schreitend. Hierzu wenden wir
die Formeln (27) und (28) an, indem wir das zu 1870 geho-
rige A, als unbekannt ansehen, dagegen das zu 1900 gehorige
A =4,4089 setzen. Dann ist nach (28):

— 7(@Q)
Em—_—A‘,:m(A—I@).

Die Berechnung von Z{) ist nach (27) folgende:

N,—=1870—4.467-+2, r=2; »=30, %(%——)—r:———&

_ 30 (v
"=%(i§)=11, _rg:'—-——l, G=1.
25 — 1,0000
Ay — 0,5895
1 4
0,0609 - [fg_ —0,0609

(— 0,25)«(— 2)==0,5000

Zusammen: 2,1504
— G =—1,0000

7 —1,1504
E,_ —4,4089 — 1,1504 = 3,2585.

Man bemerke, daB die Beriicksichtigung von r diese Rech-
nungsweise weniger einfach macht als die erste.

Beispiel 4. N=1875; »=—25, »==13, z; =23,
— 25 —25
Dies ergibt:
E,_ =27,8924.

Der kirchliche Wert ist E = 29.
5*
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Hier scheint, entgegen unseren friiheren Erérterungen,
ein Fehler von iiber einem Tag zu bestehen. Das liegt
aber nur an der erst spdter eingefiihrten Korrektionsgrofe

— 0,25 %R (g), die die Beobachtungszeit festhalten sollte. Im

vorliegenden Fall ist sie — 0,75. LBt man sie weg, so ergibe
sich E —28,6424, also ein sehr nahe an 29 liegender Wert.
Damit wire dann freilich die Vorstellung zu verbinden, daf
der 20. Marz 1875 um 18 Stunden spiter anfingt und aufhort,
als er es nach unserm Kalender tut: er beginne (in der ge-
wohnlichen Rechnungsweise) 6t Nachm. Marz 20 und endigte
68 Nachm. Mirz 21.

11. Mondphasen. — Wir bestimmen endlich noch das Alter
des mittleren Mondes zu einem beliebigen Datum eines
beliebigen Jahres. Dabei rechnen wir am besten den Jahres-
beginn vom 20. Mérz ab, also Januar, Februar, 1. bis 19. Mirz
zum vorhergehenden Jahre. Vergehen vom 20. Mérz bis zu
dem betreffenden Datum noch T Tage, und bedenkt man, daf
nach (6) in 30 Tagen das Alter um A=0,4694 zugenommen
hat, so folgt, da das Alter am 20. Marz E_ ist, fir das ge-
suchte Alter, also die ,Phase“ des betreffenden Tages:

T T
(Eﬁ [50) 1+ ¥ <‘36)>
30 = = .
(30) =% i ,

Hiermit ist die Aufgabe geldst, die Phasen des
mittleren Mondes fiir jedes Datum genau anzugeben
— eine Aufgabe, die § 4, 11. angendhert gelost war.

Beispiel 1. Alter des Mondes am 15. April 1900 um
11 Uhr abends.

Fiir 1900 ist E = 4,4089. Ferner vergehen bis 15. April
==46.Mérz, vom 20. Midrz an gerechnet, T = 26 Tage. Mithin
Liefert (30) fiir das gesuchte Alter:

4,4089 1 26
—
R 29,5306

Mithin war Vollmond eingetreten 21b 5™ vor 11 Uhr Abends,
d. h. 1b55™ Nachts.

)=Od-8783 =21h jm,
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Dies fithrt zu einem bemerkenswerten Resultat, wenn
man, § 6 vorgreifend, den kirchlichen Friihlingsvollmond
fir 1900 betrachtet. Dieser fallt nach § 6, (1) auf Marz
50 — K, also im Jahre 1900, wo E=5 ist, auf Marz 55
== April 14. In Wahrheit fillt er, wie eben gezeigt, auf den
15. April 1 Stunde nach Mitternacht. Nun ist aber zudem

n 4 n +4—E
fiir 1900 (§ 6, (3)): t=%< [4]7

der kirchliche Frihlingsvollmond auf Sonnabend, und deshalb
feierte die Kirche Ostern 1900 am 15. April. In Wahrheit,
d. h. nach dem wirklichen Monde wire Ostern eine Woche
spater, also am 22. April zu feiern gewesen, da ja der wahre
Friihlingsvollmond auf Sonntag, den 15. April fiel.?)

): 6, also fiel

Beispiel 2. Welches war die Mondphase am 18. Februar
18767

Wir rechnen den Februar 1876 zum Jahre 1875. Vom
20. Médrz 1875 bis zum 18. Februar 1876 vergehen noch
T =335 Tage. Also ist:

m-n %(E)-

Als mittlere Epakte war in 10. fir 1875 angegeben
E,=27,8924. Mithin war das Alter des mittleren Mondes am
18. Februar 1876 abends 11 Uhr:

D—R (27,8924 +11-0,4694 - 5)
29,5306

38,0558
29,5306

=§R( )=8".5252.

§ 6. Ableitung einer Qsterformel.

1. Wir kommen nun zu unserem Hauptziel: der Ablei-
tung einer Osterformel, die dasselbe leisten soll, wie die in der
Einleitung erwiahnte GauBsche. Es wird sich zeigen, daB die

1) Dies Beispiel bei Wislicenus a.a.O. S. 52 (1. Aufl.). Es ist zu
beachten, daB nach der Fufinote S.65 die Aufgabe das Alter des
wahren Friihlingsvollmonds liefert.
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von uns abzuleitende Formel bei ihrer Anwendung weniger
Rechenaufwand erfordert, als die GauBsche.

Wir sind sogar durch die Hilfsmittel der §§ 2, 3 und 4
bereits imstande, ohne weiteres das Osterfest zu berechnen,
freilich nicht so bequem wie mit einer fertigen Formel: wir
wollen das an einem Beispiel durchfithren, besonders deswegen,
weil die spéter abzuleitende allgemeine Formel dem Gang dieses
Beispiels nachgebildet ist.

2. Wie schon in der Einleitung bemerkt, f&llt Ostern
stets auf den ersten Sonntag nach dem Friihlingsvoll-
mond. Dabei ist, wie wir jetzt genauer angeben, unter ,Friih-
lingsvollmond“ der erste zyklische Vollmond (§ 4, 9.) nach dem
20. Mirz zu verstehen!): der frilheste Termin des Friihlings-
vollmondes ist mithin der 21. Mérz, d. h. Friihlingsanfang selbst.

Wir 16sen nun die Aufgabe: wann war Ostern im Jahre
1907

Wir berechnen zuerst die Epakte E, also das Alter E des
Mondes am 20. Mirz 1907.

Nach Formel (7) in § 3, 7. kommt, da hier n=7 ist:
82
E=%<56>=22.

Mithin vergehen vom 20. Marz ab bis zum néchsten Voll-
mond noch 30 — 22 = 8 Tage. Der Friihlingsvollmond fiel
daber im Jahre 1907 auf den 28. Mérz.

Nun stellen wir den Wochentag dieses Friihlingsvoll-
mondes fest. Nach § 2, 7. ist die Merkzahl des Mérz m, —3.
Daher gibt die Regel § 2, 8. fiir die Tageszahl des 28. Mirz 1907:

t=§R(28+3j—7+1>=4.

Daher war der gesuchte Friihlingsvollmond ein Donnerstag,
und bis zum néichsten Sonntag vergehen noch 7 — 4 =3 Tage
— gerechnet vom 28. Marz aus.

Mithin fiel Ostern im Jahre 1907 auf den 31. Méirz.

1) In den folgenden Rechnungen ist wegen dieser Definition stets
der zyklische Mond zugrunde gelegt.
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3. Dieses Verfahren bilden wir nun ganz genau mit all-
gemeinen Zahlen nach. Dabei ist es zweckmiBig, die Apriltage
als Mirztage iiber den 31. Médrz hinauszuzihlen. Also 1. April
== 32. Mérz, 13. April = 44. Mirz, allgemein April i = Mirz
31 4 i. Umgekehrt ist beispielsweise Mérz 47 — April 47 — 31
== April 16, allgemein Méarz k, wenn k > 31, gleich April k — 31.

Es werde im folgenden die Datumszahl des Friihlings-
vollmonds mit d, die des Ostersonntags mit ® bezeichnet,
d. h. also, es falle

Friihlingsvollmond auf Mirz d,
Ostersonntag auf Marz 9.

Am 20. Miarz irgend eines Jahres hat der Mond das Alter E.
Bis zum n#chsten zyklischen Vollmond — also dem Friihlings-
vollmond — vergehen daher noch 30 — E Tage, vom 20. Mirz ab
gerechnet. Daher ist seine Datumszahl d =20 4- 30 — E, oder:
1) d =50—E.

Der Frithlingsvollmond fallt also auf Mirz50—E,
Da E zwischen 0 und 29 schwankt, ist der 50. Mirz = 19, April
der spiteste, der 21. Marz der friiheste Termin des Friihlings-
vollmonds?).

Beschrinken wir unsere Betrachtungen zuniichst auf das
20. Jahrhundert, so ist nach § 2, 8. die Tageszahl des Friih-

lingsvollmonds:

n

atmybat [2]

@) t=%R ’
7

oder, da my=3 und mit Riicksicht auf (1):

t=m<50——E—[—3—{—n—}—[§—J),

7

oder endlich:

['n
nt|—|+4—E
sl E)

(3)

1) Vgl. jedoch § 7, 2.



72 Ableitung einer Osterformel. 86,3 4]

Vom Datum d des Friihlingsvollmondes aus, dem die
Tageszahl t zukommt, vergehen noch 7 —t Tage bis zum
néchsten Sonntag, d. h. bis zum Ostersonntag. Mithin ist die
Datumszahl des Ostersonntags:

D=d|7—t,
also nach (1):
(4) D= 57— E—t,
wo sich t aus (3) ergibt.

. Damit ist unsere Aufgabe fiir das 20. Jahrhundert voll-
kommen geldst.

4., Wir fassen das Resultat unter Heranziehung von
§3, 7. in einen Satz zusammen und erwdhnen zugleich zwei
Ausnahmen, deren Begriindung erst § 7 folgt.

Satz: Setzt man fir ein Jahr N=1900-+}n
des 20. Jahrhunderts?):

]

30

t=%<n+[%‘]:_4_E>,

so fallt Ostern in diesem Jahre auf
Mirz 57 —E — ¢,

wobei gegebenenfalls das Mdrzdatum in ein April-
datum umzurechnen ist.

Y) Es sei bemerkt, daB durch einen gliicklichen Zufall (nimlich
wegen des Verhaltens der GréBen n’, s, 4 "des spiter unter 7. folgen-
den Satzes beim Ubergang von p =19 zu p= 20) die hier folgenden
Formeln nicht nur bis n =99, sondern bis n= 199, d.h. also bis zum
Jahre 2099 richtig sind. Auf diese Weise umfaBt unsere Formel zwei
Jahrhunderte. Zu den Ausnahmejahren treten dann noch 2049 und 2076.
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Ausnahmen bilden die Jahre 1954 und 1981,
in denen Ostern eine Woche friiher gefeiert wird,
als es die Formel ergibt'). (Vgl. unter 8. und § 7.
Diese Regel ist so einfach, daB es keine Schwierigkeiten
machen diirfte, sie im Gedéchtnis zu behalten.

5. Wir geben nun einige Beispiele, zu denen man die
Ostertabelle am SchluB des Buches vergleiche.
Beispiel 1. Als erstes Beispiel wihlen wir das in 2.
einleitenderweise behandelte Jahr N == 1907. Hier ist:
n=="1, E=22,

s g,

Also fiel Ostern auf
Mérz 57 — 22 — 4 — Marz 31.

Beispiel 2.
N=1954. n==>54.
Nach § 3, 7., Beispiel 2 ist hier
E=1.
Weiter ist:
e

Mithin sollte Ostern nach unserer Formel fallen auf:
Mirz 57 — 1 — 0 = Mérz 56 = April 25.

Da aber 1954 eines der erwidhnten Ausnahmejahre ist,
fillt Ostern im Jahre 1954 auf den 18. April

Beispiel 3.
N =1981. n=—381.
81
E_m(%G?)'nE)_gR(ﬁQ)_O
o 30 - U\30/

t:&}{(81+20;{—4_0>=§){<4~4#—4> 0.

') Diese Ausnahmen treten auch bei der in der Einleitung er-
wahnten GauBschen Formel fiir diese Jahre auf.
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Mithin sollte Ostern fallen auf:
Miérz 57 — 0 — 0 = April 26.
Da dies aber der andere Ausnahmefall ist, fdllt Ostern
im Jahre 1981 auf den 19. April.

Beispiel 4.
N =1914 n=14.
Nach § 3, 7., Beispiel 3 ist hier
BE=9.
Ferner:
—a(tE ) ()

Also fiel Ostern im Jahre 1914 auf:
Miérz 57 — 9 — b = Marz 43 = April 12.

Beispiel 5. Wir geben noch ein Beispiel fiir das 21. Jahr-
hundert — vgl. Fufinote S. 72:

N = 2023. n-—=123.
123\
el ) g pug .
t=§R(123—|-307+4=~14>=m(4—{—30—7H~14>

~at)=s

Also fallt Ostern im Jahre 2023 auf:
Mirz 57 — 14 — 3 = Mérz 40 = April 9.

6. Wir gehen nun zur Ableitung der Osterformel fiir
alle Jabrhunderte iiber?). Die Epakte E ist fiir diesen allge-
meinen Fall in § 4, 9. angegeben. Hierzu kommt nur eine ge-
ringfiigige Anderung an den Formeln des gegenwirtigen Para-
graphen. Es ist nédmlich in (2) die nur fiir das 20. Jahrhundert
geltenden Merkzahl m, gemil § 2, 16. zu ersetzen durch

1) Der Leser, dem es nur um eine Orientierung iiber das Prinzip
der Osterrechnung zu tun ist und der demgemiB § 4 iiberschlagen hat,
kann hier seine Lektiire abbrechen.
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m, -+ m’/, wo m' der Tabelle § 2,15. zu entnehmen oder aus
der Formel

(5) m'=6—29%(§)

zu berechnen ist. Daher tritt in (3) m’' -4 an Stelle von 4,
d. h. es wird:

t=m(n+[§] +7<m'+4>—E>’

oder, indem wir m’ -4 modulo 7 reduzieren und

(=)

setzen:
- <n+ [%J:'l‘j:) .

Hierbei kann u entweder der folgenden, nach (6) mit Hilfe
von § 2, 15. hergestellten Tabelle entnommen:

p—‘16!17'18’19‘20‘21|22|23’24'25'26

(7)

p=l slifelalalalelalalafse
oder nach der aus (5) und (6) folgenden Formel:

9) u=%c:ii§D

7
berechnet werden.
Beispielsweise ist fiir p=19:

a7 n (57—

in Ubereinstimmung mit Tabelle (8).

7. Mit dem aus (7) hervorgehenden Wert von t liefert
nun (4) das Osterfest fiir jedes beliebige Jahr der
Gregorianischen Zeitrechnung. Auch hier treten Aus-
nahmen auf, die wir in 8. angeben werden. Wir fassen das
Resultat, das eigentlich das Hauptziel unserer Betrachtungen
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bildet, unter Heranziehung von § 4, 9. und der gegenwirtigen
Gleichungen (4) bis (9) im folgenden Satz zusammen:

Um das Osterfest fiir ein beliebiges Jahr
N=100p-+n der Gregorianischen Zeitrechnung
zu berechnen, setze man:

a:m@i’_n’),
19
11a-|s8
B—% (550,
<n+ 2] pu—m
t=%R L
7 )
wobei n’, s, u entweder der folgenden Tabelle?) zu
entnehmen:
n’ 8 I
P |(mod. 19) | (mod. 30)| (mod. 7)
15 18 7 4
16 4 7 3
17 6 1
18 14 6 6
19 0 5 4
20 5 5 3
21 10 5 1
22 15 4 6
23 1 3 4
24 6 4 3
25 11 3 1
26 16 2 6

1) In der Tabelle sind in den Uberschriften wieder die Moduln an-
gegeben, nach denen die betreffenden Zahlen reduziert sind. Fiir p =15
beginnt die Rechnung selbstverstdndlich erst bei 1582, nimlich mit Ein-
fiihrung des Gregorianischen Kalenders (§ 2, 11.).
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oder nach folgenden Formeln zu berechnen sind:

)

)
w20 )

Dann fillt, abgesehen von den in 8. anzugebenden
Ausnahmen, Ostern auf

Mirz 57 — E — ¢,
wobei, falls diese Zahl groer ausfiallt als 31, das
Méarzdatum durch Abziehen von 31 in das ent-
sprechende Aprildatum umzuwandeln ist.

Natiirlich kann a auch durch die Formel:

N
o= (35),

aber, wie § 4, 2. gezeigt, mit mehr Arbeit berechnet werden.

8. Diese Regel erleidet, wie schon bemerkt, gewisse Aus-
nahmen. Diese rilhren aber nicht etwa von einem Mangel
unserer Formeln her, sondern entspringen gewissen willkiir-
lichen Festsetzungen der Kirche, kénnen also wegen ihrer
Willkiir gar nicht in die Formeln eingehen.

Wir geben hier die Ausnahmeregeln in mathematischem
Gewand vorerst ohne Begrindung an. Von der Kirche sind
sie in ganz anderer Weise festgesetzt worden: der Zusammen-
hang und die Identitdt der kirchlichen mit den im folgenden
angegebenen Festsetzungen wird uns in § 7 beschiftigen.

Ausnahmen:
1) Ist E=0 und zugleich t=0, so wiirde unsere
Formel ergeben: 57. Mirz = 26. April. In diesem Fall
wird Ostern auf den 19. April verlegt.
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2) Ist E=1 und t=0, so wiirde unsere Formel
ergeben: 56. Marz = 25. April. In diesem Fall findet eine
Verlegung auf den 18. April dann und nur dann statt,
wenn auBlerdem noch a > 10 ist.

Im Falle E=1, t=0, a<10 findet also keine
Verlegung statt; ebensowenig dann, wenn der 25. April
durch die Werte E=0 und t—=1 zustande kommt (vgl.
Beispiele 4 und 5).

Fall 1) tritt z. B. ein in den Jahren 1609, 1981, 2076, 2133;
Fall 2) in den Jahren 1954, 2049, 2106.

Die Fille der Jahre 1954 und 1981 sind schon in 5. durch-
gerechnet.

9. Wir geben nun einige Beispiele fiir unsere Formeln.
Beispiel 1.
N = 1870. p =18, n = 170.
Hier ist nach § 4, 10.:
E=14.
Weiter folgt:
t:9%<70+177-{-6—4) 5

Daher fiel 1870 Ostern auf Mirz 57 — 4 — b — Méirz 48
= April 17.

Beispiel 2.
N = 2076. p = 20, n = 176.
Nach § 4, 10. ist hier
E=0.
Mithin:

e (0H10=0) g,

Hier sind die Bedingungen der Ausnahme 1) erfiillt; also
wird Ostern statt am 57. Marz am 50. Mérz = 19. April gefeiert.
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Beispiel 3.
N = 2049. p = 20, n =49,
B 49+5>
a-ﬁﬁ( - =16
B 176+5>_
U

t=%<49+127+3_1)%0.

Hier ist E=1, t—=0 und zudem a=—16 >>10. Mithin
liegt Ausnahmefall 2) vor, und Ostern wird am 18. April statt
am 25. April gefeiert.

Beispiel 4.
N — 1886. p=18, n— 86.
86—|—14>
a—%(——lg =5
55+6>
R

t:?}%(86+21j_6—1)=0.

Ostern fallt also auf Marz 57 — 1 — 0 = Mirz 56 =— April 25.
Hier ist zwar E=1, t=0, aber a=>5 < 10; daher tritt hier
kein Ausnahmefall auf, und der 25. April bleibt bestehen.

Beispiel 5.
N = 1943. p=19, n =43,

43

2= 15) =
55+5>_

E—ER( 60 ) =0
43 +10-4-4 —

—aforiii=o)

Auch hier ergibt sich der 25. April, aber diesmal ist keine
der Ausnahmebedingungen erfiillt: der 25. April bleibt also
bestehen.
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Beispiel 6.
N = 1706. p =17, n=6.
_ E‘j“_?)_
a-?R( 15 =15
. 165~{—6>_
B— (1805
v (CEE ) = (3) =1

Also fiel Ostern 1706 auf Mirz 57 — 21 —1 = Mirz 35
oder auf den 4. April.

§ 7. Die Ausnahmetfille.

1. Da, wie schon erwidhnt, die § 6, 8. angefiihrten Aus-
nahmen von der Osterformel willkiirliche Festsetzungen sind,
so konnte man sich mit ihrer Anfiihrung als Tatsache begniigen.
Fiir Leser aber, die den Grund dieser fremdartig scheinenden
Festsetzungen erfahren mochten, soll nunmehr der Zusammen-
hang der urspriinglich von der Kirche getroffenen Festsetzungen
mit der von uns angegebenen dargestellt werden. Dabei wird
sich ergeben, dal die von der Kirche vorgeschriebenen Be-
dingungen tatsichlich nicht in allen Fillen durch unseren
Kalender erfiillt werden (vgl. unten unter 8.).

2. Die kirchlichen Festsetzungen sind folgende:

a) Der Frithlingsvollmond darf nie spiter als auf
den 18. April fallen.

b) Innerhalb ein und desselben Metonischen Zyklus
darf der Friihlingsvollmond nicht mehrfach auf das-
selbe Datum fallen.

3. Wir beginnen mit der Behandlung der kirchlichen Forde-
rung a). Schon in § 6, 3. haben wir bemerkt, da8 tatsichlich
der zyklische Friihlingsvollmond auf den 19. April fallen kann:
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nimlich dann und nur dann, wenn E =0 ist. In diesem Fall
verlegt die Kirche wegen Forderung a) den Friihlingsvollmond
auf den 18. April, d. h. sie ersetzt den Wert E==0 durch den
Wert E=—1; mit diesem Wert fillt der Friihlingsvollmond
nach § 6, 3. ja auf Mérz 50 — 1 == April 18.

Dies hat nun auf die Lage des Osterfestes Ein-
fluB nur dann, wenn der 19. April gerade ein Sonntag
ist: in diesem Fall nimlich miiBte ja Ostern auf den ndchsten
Sonntag, also den 26. April, fallen; wird nun aber der Frithlings-
vollmond kirchlich einen Tag zuriick, also auf Sonnabend den
18. April, verlegt, so ist der nichste Sonntag bereits der
19. April. Dagegen wiirde ein Friihlingsvollmond am 19. April,
der auf irgendeinen anderen Wochentag fillt, bei seiner Zuriick-
verlegung um einen Tag, wie leicht ersichtlich, zu demselben
nichsten Sonntag fiihren, also das Osterfest ungeindert lassen.

Die Bedingung nun dafiir, da der (zyklische) Friihlings-
vollmond auf Sonntag fdllt, ist nach § 6, 3. die, daB seine
Tageszahl t=0 ist. Mithin folgt:

Ist E=0 (d. h. fillt der zyklische Friihlingsvollmond auf
den 19. April, der kirchliche auf den 18. April) und zugleich
t==0 (d. h. fallt auBerdem der zyklische Friihlingsvollmond auf
Sonntag, der kirchliche auf Sonnabend), so wird Ostern statt
am 26. April am 19. April gefeiert?). '

Damit ist aus der kirchlichen Forderung a) der
Ausnahmefall 1) in § 6, 8. hergeleitet.

4. Wir kommen nun zur Behandlung der kirchlichen Forde-
rung b), die etwas weitliufigere Erérterungen erfordert.

Die Forderung b) verlangt, da8 innerhalb eines Metonischen
Zyklus keine zwei gleiche Werte der Epakten vorkommen sollen.
Die Kirche hilt diese Forderung auch aufrecht, wenn zufolge
der Forderung a) E=0 in E=1 verwandelt worden ist.

1) Rechnerisch ist also der Fall E—=0 nur von EinfluB, wenn
zugleich t =0 ist; kirchlich ist immer E=0 durch E=1 ersetzt
zu denken.

Jacobsthal, Mondphasen. 6
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Um AufschluB zu gewinnen, ob die Epakten diese Forde-
rungen erfiillen, betrachten wir noch einmal den Bau der Epakten-
formel. Es war (§6, 7.):

! ()

Hierbei durchlduft innerhalb eines Metonischen Zyklus

_an+n\ LN )
) »=9(55) =R
die Zahlen von O bis 18 (§4, 1.), wihrend s eine Anderung
jedenfalls nur beim Ubergang von einem Jahrhundert p zu

einem Jahrhundert p-}-1 erleiden kann (Tabelle § 6, 7.).

Wir wollen einen Metonischen Zyklus, innerhalb dessen s
sich nicht &ndert, einen ,normalen Zyklus“ die dazu ge-
horigen Epakten eine ,normale Epaktenreihe* nennen. Ein
nicht normaler Zyklus heifle ,anomal‘,

Normal sind gewill alle Zyklen, die ganz innerhalb eines
Jahrhunderts liegen. Schliet aber ein Zyklus ein volles
Jahrhundert ein, so kann er, braucht aber nicht normal
zu sein.

Z. B. ist der Zyklus!) von 1995 bis 2013 normal, denn
sowohl fir p=19 wie p=—20 ist s=25. Dagegen ist der
Zyklus von 1691 bis 1709 anomal, denn fiir p=16 ist
g§="17, fir p=17 aber s—86.

Nach (1) unterscheiden sich die Epakten zweier verschiedener
normaler Zyklen nur durch den Wert von s, also um eine ad-
ditive Konstante; man kann also die Epakten des einen aus
denen des anderen gewinnen, wenn man iiberall dieselbe Zahl
addiert, wobei allerdings, da s mit unter den Restzeichen steht,
eine Reduktion modulo 30 eintreten kann.

Dies alles lehrt ein Blick auf die folgenden Tabellen, wo
einige normale und anomale Zyklen zusammengestellt sind.

1) Wir erinnern daran, daB ein Zyklus immer mit einem Jahr be-

ginnt, fir das a=®%R (%) =0 ist.
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Bei den normalen ist a, 8 und p angegeben?), bei den ano-
malen a und das Jahr N selbst. Die Spalte t wird erst spéter
benutzt.

Normale Zyklen
¢ 12625 | BGT) | 262 | 2G5
0 0 5 6 27
1 1 16 17 8
2 22 27 28 19
3 3 8 9 0
4 14 19 20 11
5 25 0 1 22
6 6 11 12 3
7 17 22 24 14
8 28 3 4 25
9 9 14 15 6
10 20 25 26 17
11 1 6 7 28
12 12 17 18 9
13 23 28 29 20
14 4 9 10 1
15 15 20 21 12
16 26 1 2 23
17 7 12 18 4
18 18 23 24 15

1) Das p nur beispielsweise, da ja z. B. p=19 und p=20
dasselbe s haben. Fiir p—33 und p=—238 ist s nach der Formel
§ 6, 7. zu berechnen, da unsere Tabelle nicht so weit reicht.

8*
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Anomale Zyklen
a N E |t N E |t N E |t
0| 1691 | 7] 4| 2299 | 4| 6 | 2489 | 4| 5
1| 1692 | 18 | 2 | 2300 |14 ] & | 2490 | 15 | 2
2| 1693 | 29 | 6 | 2301 | 25 | 1 | 2491 | 26 | 6
| 169¢ [ 10| 5| 2802 | 6| 0| 2492 | 7| 6
4| 1695 |2t | 2| 2303 |17 | 4 | 2493 | 18 | 3 |
| 5| 1696 | 2 | 2 | 2304 | 28 | 2 | 2494 | 29 | 0 |
6| 1697 |13 | 6| 2305 | 9| 1| 2495 | 10| 6 |
7| 1698 | 24 | 3 | 2306 | 20 | 5 | 2496 | 21 | 4
s | 1699 | 5| 2| 2807 | 1| 4| 2497 | 2| 38
9| 1700 | 15| 0| 2808 | 12 | 2 | 2408 | 13 | 0 |
10| 1700 |26 | 4 | 2309 | 23 | 6 | 2499 | 24 | 4
11| 102 | 7| 3| 2310 | 4| 5] 2500 | 4] 4
12 ] 1703 | 18| 0| 2811 | 15 | 2 | 2501 | 15 | 1
13] 1704 | 29 | 5 | 2312 |26 | 0 | 2502 | 26 | 5
14| 1705 | 10 | 4 | o313 7| 6 | 2503 71 4|
15| 1706 | 21 | 1 | 2314 |18 | 3 | o504 | 18 | 2
16 | 1707 210 215 |20 | 0| 2505 | 29 | 6
17| 1708 |13 | 5 | 2316 |10 | 0 | 2506 | 10 | 5 |
18] 1709 | 24 | 2 1 2317 | 21 | 4 | 2507 | 21 | 2

9. Nun zeigt ein Blick auf die anomalen Epaktenreihen, daB
in ihnen von Erfiillung der Forderung 2., b) gar keine Rede sein
kann — es treten sogar ganze Reihen gleicher Epakten auf.

Wir schliefen darum vorerst die anomalen Zyklen
von der Betrachtung aus.

In den normalen Epaktenreihen dagegen kommen, wie
ebenfalls die Tabelle zeigt'), gleiche Epakten innerhalb eines

) Eine mehr mathematische Behandlung des Inhalts von 5.
findet sich unter 6. und 7.
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Zyklus nicht vor — und das gilt nicht nur fiir die in der
Tabelle beispielsweise angefiihrten normalen Zyklen, sondern
fiir alle, da ja diese nach 4. sich nur um additive Konstanten
unterscheiden.

Damit scheint Forderung b) immer von selbst erfiillt zu
sein: aber die Sache wird sofort anders, wenn man bedenkt,
daB nach 3. die Epakte E==0 stets in E==1 verwandelt zu
denken ist. Tut man dies, so sieht man, daf} in der Tabelle S. 83
z. B. in der ersten Kolonne fiir a=0 das danebenstehende
E=0 in E=1 zu verwandeln ist, und nunmehr tritt E=1
auch noch bei a=11 auf, und damit ist gegen Forde-
rung b) verstoBen. Ahnlich in der zweiten Kolonne (s = 5):
hier tritt E=0 bei a=5 auf, und nachdem es in E =1 ver-
wandelt ist, kommt nun E==1 zum zweiten Mal bei a =16
vor. Analog ist es in der vierten Kolonne (s =27) fiir a=3
und a==14. Dagegen kommt in der dritten Kolonne (s==6)
E ==0 nicht vor.

Die Frage wird nach diesen Beispielen zunichst die sein:
wann treten die Werte O und 1 gleichzeitig in demselben
Zyklus auf? Wir fragen gleich allgemeiner: wann treten iiber-
haupt zwei ,benachbarte“, d. h. um 1 verschiedene Werte von
E auf?

Die Tabelle zeigt nun, daB fiir die den Werten a ==11 bis
a==18 zugeordneten Werte von E stets die unteren Nach-
barwerte auftreten, und zwar fiir die Werte a=—=1 bis a=—="1.
Zwei Nachbarwerte liegen also immer um 11 Jahre auseinander,
drei benachbarte Werte kommen iiberhaupt nicht vor. Dabei
ist als unterer Nachbarwert von O selbstverstindlich ER(%):Q 9
zu betrachten. Andere Nachbarwerte kommen nicht vor. Aus
schon erwihnten Griinden gilt dies fiir alle normalen Zyklen.

Tritt darnach der Wert E=1 im Bereich a—11 bis a==18
auf, so kommt sein unterer Nachbarwert E=0 gewiB im Be-
reich a=—1 bis a==7 vor, und da dieser in E=1 verwandelt
werden muBl, haben wir nun den Wert E=1 zweimal. Tritt
aber E=1 in einem anderen Bereich als dem genannten
auf, so kommt E==0 nicht vor, und es kommt zu keiner
Kollision.
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Um nun der Forderung b) zu geniigen, wird der
rechnerisch sich ergebende Wert E=1 in den Wert
E =2 verwandelt, vorausgesetzt, daB in demselben
Zyklus schon E=0 in E=1 verwandelt worden ist.
Der Wert E=2 aber kann nicht zum zweiten Mal vorkommen,
da drei Nachbarwerte nirgends auftreten.

Nach dem Gesagten kann diese Verwandlung nur auftreten,
wenn der (noch unverwandelte) Wert E==1 zu einem Wert
von a gehort, der groBer als 10 ist. Wir haben so gefunden:

Ist a>>10 und dabei E==1, so wird der Friihlings-
vollmond von Mérz 50 —1 auf Mérz 50— 2, d. h. vom
18. April auf den 17. April verlegt.

Auf das Osterdatum selbst hat dies #dhnlich wie in 3.
nur Einflu, wenn der 18. April gerade ein Sonntag ist: eigent-
lich wire dann Ostern am néchsten Sonntag, also am 25. April;
die Verlegung des Friihlingsvollmonds auf Sonnabend, den
17. April aber gibt als nichsten Sonntag den 18. April.

Nun fillt der Friihlingsvollmond auf Sonntag, wenn seine
Tageszahl t =0 ist. Somit folgt:

Ist a>>10, E=1, t=0, so muB infolge des Zu-
sammenwirkens der Bestimmungen a) und b) Ostern vom

25. April auf den 18. April verlegt werden.

Damit sind wir endlich, von den kirchlichen Bestim-
mungen ausgehend, wieder zu der mathematischen Formu-
lierung des zweiten Ausnahmefalls in § 6, 8. zuriickgelangt.
Dies Resultat ist aber, woran erinnert werden mul, nur fiir
normale Zyklen abgeleitet.

6. Die ganzen Betrachtungen von 5. gipfelten in den
beiden Fragen:

«) Kommen in einem normalen Zyklus zwei gleiche
Epakten vor?

f) Kommen und unter welchen Umstinden kommen be-
nachbarte Epakten vor?

Beide Fragen haben wir durch Aufstellung von Epakten-
tabellen gelost — wenn auch auf leicht verstindliche, so doch
auf umsténdliche Weise.
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Wer eine kleine mathematische Betrachtung nicht scheut,
wird folgende Behandlung der Fragen «) und g) vorziehen?).

Es war

0 )

Da wir hier normale Zyklen betrachten, ist s fiir einen
bestimmten Zyklus eine Konstante; a durchliuft die Werte
0,1,2,...,18.

Zwei Werte von a mogen durch a, —a und a,=—a-x
bezeichnet werden, wobei x eine ganze (positive oder negative)
Zahl oder Null ist, die iiberdies an die Bedingung gekniipft ist:

4 0<a-x<19.
Fiir x =0 wire a, =—a,, was als Grenzfall zugelassen werde.

Gehorte nun innerhalb eines Zyklus zu zwei Werten von
a derselbe Wert von E, so wire nach (3):

w5t = (),

und hieraus folgt, da sich die gleichrestigen Zahlen um ein Viel-
faches, etwa das y-fache, des Moduls 30 unterscheiden miissen

(§ 1, 14.):
11a-+ts=11a-}11x+48-} 30y,

oder:
11x+4 30y =0.
Daher:
x 30
YT
woraus folgt:
x=30g
y=— 11 g

wobei g eine positive oder negative ganze Zahl oder Null ist.

1) Der Leser kann ohne Stérung des Zusammenhangs gleich zu 8.
iibergehen.
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Aus (4) folgt nun sofort, daB der einzig mdgliche Wert
von g Null ist, also auch x==0. Damit ist Frage «) ent-
schieden:

Innerhalb eines normalen Zyklus gibt es keine zwei
gleichen Werte von E.

7. Wir behandeln nun die Frage f). Heilen die zu a,
und a, gehérigen Epakten E, und E,, so ist zu untersuchen,
unter welchen Umstédnden

0 -5t

ist. Hier mull die rechte Seite unter das Restzeichen gesetzt
werden, da E, immer positiv ist, wihrend E,— 1 fiir E,=0
negativ werden konnte (vgl. Absatz 6 in 5.).

Aus (5) folgt mit Benutzung der Werte a, =—a und
a,=—a-}x:
11&—]—5)_ (11 (a+x)+s—1)
R ( 50 )% 30 ’
und hieraus wie in 6., wenn y wieder eine ganze Zahl bezeichnet:

11la4s=11a-}+11x}+s— 1430y,

oder:
(6) 11x4+30y=1.

Dies ist eine Diophantische Gleichung von der in
§1, 18. betrachteten Form. Da 11 und 13 teilerfremd sind,
ist sie 16sbar. Durch Probieren findet man sofort die Losungen:

() x=11, y——4.

Wir finden daher nach §1,18., Gl (18) alle Losungen in
der Form:

®) {x=11+30g

=0,11,32, 138,...
y——4—11g (g 0,4+1,+2,F3,..)

Von den in (8) enthaltenen Losungen widersprechen aber
alle auBler (7) der Bedingung (4). Es ist also nur der Wert
x==11 zuléissig, und es folgt:
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Zu den Werten a und a-}11 und nur zudiesen
geh6ren benachbarte Epaktenwerte, und zwar ist
der zu a-{11 gehdrige um 1 gréBer als der zu a
gehdrige mit der einzigen Ausnahme, wenn der zu
a gehorige E=29 ist: dann ist der zu a-}-11 ge-
horige E=0. Gleichzeitig liegt darin, daf drei
benachbarte Werte nicht auftreten konnen.

Da a -} 11 <19 sein mul}, so mufl a <7 8 sein: die benach-
barten Werte finden sich also in den Intervallen 0 <a < 8 und
11 <a<19. Damit ist Frage f) vollig gelost.

8. Bei den bisherigen Betrachtungen waren die anomalen
Zyklen ganz auBer Spiel gelassen worden. Ein Blick auf die
Tabelle S. 84 zeigt, dal in diesen ganze Reihen gleicher Werte
auftreten konnen, und zwar liegen die a-Werte, zu denen gleiche
E-Werte gehoren, wieder um 11 auseinander. Wir bemerken
von vornherein:

Um die durch Anomalie eines Zyklus hervor-
gebrachten gleichen Epaktenwerte kiimmert sich
die Kirche nicht.

Damit ist ausgesprochen, daf mit unseren bisherigen Be-
trachtungen die Ausnahmefille vollig erledigt sind.

Die Richtigkeit unserer Behauptung zeigen wir am ein-
fachsten an Beispielen.

Nennen wir den Epaktenabschnitt, der zu a=0 bis a =17
gehort, den ,oberen“, den zu a==11 bis a =18 gehorigen den
yunteren®, so konnte man denken, die Kirche ginge den gleichen
Epakten aus dem Wege durch Erhéhung der Epakten um 1
entweder im oberen oder im unteren Abschnitt. _

Zur Priifung wéhlen wir wieder Fille, wo der fragliche
Friihlingsvollmond auf einen Sonntag fillt, da dies in nun
schon bekannter Weise eine Verlegung des Osterfestes nach
sich zoge.

Aus der Tabelle ergibt sich sowohl fiir N =2494 als fiir
N = 2505 der Wert E =29, und fiir 2494 ist t=0. Fir 2494
ergibt sich also bei unverinderter Epakte als Osterdatum: Mérz
57— 29 — 0=28. Méirz. Eine Erhohung der Epakte um 1
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lieferte E =0, und damit als Osterdatum den 26. April, oder,
wenn man noch Regel a) befolgen will, den 19. April. Da aber
die Kirche tatsichlich Ostern 2494 am 28. Marz feiert, ist
bewiesen:

Die Epakten in den oberen Abschnitten anomaler Zyklen
werden nicht erhoht.

Nehmen wir nun eine Epakte des unteren Abschnitts, fiir
die der Friihlingsvollmond auf Sonntag fillt und die gleich einer
Epakte des oberen Abschnitts ist.

Fir 1692 und 1703 ist E=18, und fiir 1703 zudem
t=0. Bei unverdnderter Epakte folgt fiir 1703 als Oster-
datum Mérz 57 — 18 — 0 =28. April, die erhohte Epakte wiirde
auf den 1. April fiihren; da die Kirche — vgl. Ostertabelle am
SchluB des Buches — Ostern 1703 am 8. April feiert, so folgt:

Auch die Epakten in den unteren Abschnitten ano-
maler Zyklen werden nicht erhoht.

Endlich kénnte man noch denken, daB die Kirche den
gleichen Epakten durch Erniedrigung um 1 aus dem Wege
geht. DaB dies nicht der Fall ist, sieht man in analoger Weise,
indem man aus der Tabelle solche Friihlingsvollmonde wihlt,
fiir die t==0 ist; dann wiirde die Erniedrigung der Epakte
das Osterfest um eine Woche spéater legen: auch das ist nicht
der Fall A

Da mithin die anomalen Zyklen bei der kirchlichen Be-
rechnung keinerlei Riicksicht erfahren, so kann ich mir das nur
so erkliren, dall die kirchlichen Festsetzungen noch aus der
Zeit des rein Julianischen Kalenders stammen, in dem es
weder Mond- noch Sonnengleichung (§ 4, 4., 6.) gab: daher blieb
damals 8 immer konstant, d. h. es gab iiberhaupt nur normale
Zyklen.

Es ist wohl kaum nétig zu bemerken, daB auch in ano-
malen Zyklen die Fille E=0 und E =1 wie frither behandelt
werden, obwohl es eigentlich keinen Sinn hat, da ja alle anderen
gleichen Epakten doch bestehen bleiben: es wird aber die Fik-
tion gemacht, der Zyklus sei normal
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§ 8. Umkehrung der Aufgabe: in welchen Jahren
eines Jahrhunderts fillt Ostern auf ein gegebenes
Datum?

1. Wihrend bisher in der Formel § 6, (4).
(1) D=57—E—t
die GroBe © gesucht, p und n aber gegeben waren, ist jetzt n
gesucht, dagegen p und D gegeben.

Ist z. B. p=19, =45, so heiBt die Frage: fiir welche
Werte n im 20. Jahrhundert fallt Ostern auf den 45. Mirz
= 4. April?

Die Losung dieser Aufgabe erfolgt durch Probieren.
Wem das Probieren in der Mathematik verwunderlich erscheint,
der bedenke, daB z. B. jede Divisionsaufgabe nichts anderes als
ein Probieren ist — freilich kein sinnloses, sondern ein syste-
matisches. Ahnlich hier: unsere Aufgabe wird sein, beim
Probieren mit méglichst wenig Arbeit auszukommen. Wir wollen,
um an die mathematische Schulung des Lesers keine zu hohen
Anspriiche zu stellen, das Verfahren zunéchst an der Hand eines
bestimmten Beispiels darstellen, und zwar wihlen wir das
bereits angefiihrte:

In welchen Jahren des 20. Jahrhunderts f&llt

Ostern auf den 4. April?

Fiir den im mathematischen Denken geiibteren Leser fassen
wir das Ergebnis hinterher allgemein in Formelsprache und fiigen
zugleich noch einige weitergehende Betrachtungen an.

2, Da t als Rest modulo 7 nur einen der sieben Werte

0, 1, 2 ... 6 haben kann, so bleiben fiir E auch nur sieben
Méglichkeiten offen, indem (1) liefert:
@) E=57—®—t, (t=0,1,2,...,6).
Mit dem Wert =35 unserer Aufgabe ist also:
(3) E=22—t, (t6=0,1,2,...,6),
und dies liefert
@ { fir t= 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6
die Werte: E=22, 21, 20, 19, 18, 17, 16.
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3. Nun fragen wir: wann treten im 20. Jahrhundert, also
fir p=19, diese Werte der Epakten auf? Ein Blick in die
Tabelle S. 83 lehrt uns, daB die Werte

E=21, 18
fiir p=19 iiberhaupt nicht vorkommen; dagegen ent-
sprechen nach der Tabelle
(5) {den Werten E=22, 20, 19, 17, 16
die Werte: a= 7, 15, 4, 12, 1.
Nun ist im 20. Jahrhundert:

(6) a—5(2).

Mithin ist n=a (mod. 19), d. h. aber, fiir die in (5) auf-
gefithrten Epakten ist:

(7 n=a-}+19», (»r=0,1,2,3,...).
Ausfiihrlicher: es entsprechen sich die Werte:
E=22 ’ 20 l 19 ’ 17 ‘ 16
(8)

n=7-419v| 151-19» |4--19»[124-1991+19%
(»=0,1,2,3,...).
Zum Beispiel ergibt sich die Epakte E =22 fiir:
n=7, 741.19, 742.19, 743.19, 74 4.19,
d. h. in den Jahren:
N=1907, 1926, 1945, 1964, 1983.
Man sieht auch, daB hier y=>5 nicht mehr in Betracht
kommt, da 74 5-19=7-}95 bereits in das nichste Jahr-
hundert fithren wiirde.
Dagegen kime v=>5 noch in Betracht z. B. fiir E=186,
wozu n=1--19» gehort: denn 1 - 95=—196 < 100.
Ein groBererWert als =25 kommt nie in Betracht.

4. Ostern fillt nach unseren Erérterungen dann und nur
dann auf den 4. April des Jahres N=1900-}-n, wenn sich
einerseits die Werte t und E in der durch (4) angegebenen,
andrerseits E und n in der durch (8) angegebenen Weise ent-
sprechen.
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Dieses doppelte Entsprechen findet nun durchaus
nicht immer, sondern im Gegenteil nur ausnahms-
weise statt.

Wohl sind zwar E und n in der durch (8) gegebenen
Weise einander zugeordnet. Durch n und E ist aber t einer-
geits nach der Formel (§ 6, 4.):

IR

7

bestimmt, andrerseits sind aber auch durch die E-Werte die
Werte t nach (4) mit vorgeschrieben: mithin ist t iber-
bestimmt. :

Daher muf nunmehr durch Probieren mit den ver-
schiedenen n festgestellt werden, ob ein nach (9) aus E und n
bestimmter Wert von t auch mit dem durch (4) geforderten
tibereinstimmt: Die Werte von n, fiir die das nicht der
Fall ist, scheiden aus. Die iibrigen liefern die ge-
suchten Werte von n, fiir die also Ostern des Jahres
1900 +n auf den 4. April fallt.

5. Dies Auswahlverfahren wird uns erleichtert werden,
wenn wir die auf ihre Vertréglichkeit miteinander zu unter-
suchenden Werte gemif (4) und (8) in folgender Tabelle zu-
sammenstellen:

t= 0 ’ 2 3 5 6
(10) E=| 2 | o 19 17 | 16
n== 7+19v[15 419 |4+19» 12419 |1 - 19»
(»=0,1,2,...).
Wir wollen nun das ,Ausprobieren® erst ganz roh — und

demzufolge mit unnétigem Rechenaufwand — machen und dann
nachtriglich das Verfahren verfeinern.

Wir wihlen E == 22, wozu nach (10) folgende Werte von n
gehoren, die wir durch Indices unterscheiden:

(11) n,=7, n,=—26, n,—456, n,—64, n,—83;
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hierbei ist also allgemein:
(12) n,=n,4+19» (r=0,1,2,3,4; n,=7)
gesetzt.

— 22

Fir E=22 wird ferner (9), da §R(

o el

Nunmehr setzen wir in (13) fiir n die Werte (11) ein und
erhalten folgende t-Werte, die wir ebenfalls durch Indices unter-
gcheiden:

)-—3 ist:

to =

R(EIHS) (IS

i
(1) { o, — (L) o, o (S TL0H3)

6;
7

I

NERILESLES A

Von diesen Werten ist allein t, fiir uns brauchbar,
da unsere Tabelle (10) fir E=22 den Wert t=0 fordert.

Dem Wert t, entspricht aber n, = 26. Mithin ergibt sich:
Ostern 1926 fiallt auf den 4. April.

Dagegen ergeben die anderen Werte n, in (11) nicht den
4. April als Osterdatum.

6. In derselben Weise miiten nun die Werte E == 20,
19, 17, 16 aus Tabelle (10) durchgeprobt werden. Wir wollen
es noch ganz kurz fir E=20 durchfiihren. Zunéchst wird (9):

) (L)

Ferner tritt nach Tabelle (10) an die Stelle der in (11)
angegebenen Werte:

(11') ny==15, n,=—34, n,=53, ng;=172, n,=91.
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Mit diesen Werten liefert (13):
t,—=2, t,=—1,
{ t,—5, ty=4, t,==86.
Von diesen stimmt allein t,==2 mit dem in Tabelle (10)
geforderten t-Wert iiberein. Zu t, gehort aber n,=—=15, und

es folgt:
Auch Ostern 1915 fiel auf den 4. April.

Die anderen Werte in (11’) sind wieder unbrauchbar.

(14)

Wir iiberlassen dem Leser, die anderen Werte von E in
derselben Weise zu behandeln und so alle fraglichen Jahre
zu ermitteln. Vgl. jedoch unter 11.

7. Unsere Aufgabe ist, wie man sieht, prinzipiell ge-
16st. Die Methode ist aber noch groBer rechnerischer Verein-
fachungen féhig. Indem wir zu diesen iibergehen, bemerken
wir, daBl wir dabei eine gréBere mathematische Gewandtheit
als in den bisherigen Betrachtungen voraussetzen. Leser, denen
diese fehlt, mdgen also das Folgende ruhig iiberschlagen. Da-
gegen wird ein Leser, der es damit wagen will, als Lohn seiner
Miihe eine Methode gewinnen, die unsere Aufgabe schlieBlich
fast spielend lost.

Wir machen uns jetzt von der speziellen Aufgabe, an
die wir angekniipft hatten, los und behandeln allgemein die
Frage:

Wann fillt Ostern auf Miarz D im Jahrhundert p?

Zundchst schlieBt sich der Gang genau dem bereits be-
handelten an.

Wie vorhin liefert (2) die moglicherweise in Frage kommen-
den Epakten; wir unterscheiden sie diesmal durch obere In-
dices und setzen demgem&lB:

(15) Et =57 —D—t (t=0,1,..., 6).
Aufierdem muB8 E® die Ungleichung
(15") 0<E® <30

befriedigen, wodurch unter Umstinden die eben angefiihrten
Werte von t nicht alle brauchbar sind. Z. B. ist fir © = 57
nur t =0 brauchbar.
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Wie leicht ersichtlich, ist:
(16) Et+D) — E® — 1,
Wir entnehmen nun der Epaktentabelle?!) fiir das Jahr-

hundert p die den E® zugehtrigen Werte von a, die wir ent-
sprechend mit a® bezeichnen.

Nicht zu jedem E® geho¢rt?) ein a®; dadurch scheiden
von vornherein gewisse E® aus — genau wie in 3. Die beibe-
haltenen Werte von t wollen wir die ,zuléssigen® nennen.

Nunmehr bestimmen wir die zu a® gehérigen Werte von n,
die wir entsprechend mit n® bezeichnen. Es ist

o__ Efl"‘n')
(17) &()—'m( 19 )

wo n’ die fiir das Jahrhundert p charakteristische Konstante
ist (§6, 7.). Aus (17) folgt:

n® 4 n'=a® (mod. 19),

oder:
n®=a® —n’ (mod. 19),

und mithin ist der kleinste positive Wert von n®:
a® — n’)

(18) ng)=§R<—-T9— .

Der Gleichung (12) entspricht daher jetzt:
(19) n®=n0-4+19y (»=0,1,2,...),
wobei noch » der Bedingung:
(20) n® | 19» < 100
unterworfen ist. Da n{® nach (18) zwischen 0 und 18 liegt,

wiichst » bis 4 oder bis 5, je nachdem n{) > 4 oder n <5 ist.
Zu allen Werten (19) gehort die Epakte E®,

1) Diese Tabelle ist aus den Werten in der ersten Kolonne S. 83
dureh Addition von s und, nétigenfalls, Reduktion mod. 30 fiir jedes p
sofort zu erhalten. Wie sie ganz umgangen werden kann, s. unter 13.

?) Dabei herrschende GesetzmiBigkeiten s. unter 14.
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An Stelle der Gleichung (9) tritt fiir beliebiges p und
n=n{® nach § 6, 7.:
n®
® na —E®
) + [ 1 ]-Ht E

(21) t=R 7

Wir verlangen, daB dies aus (21) sich ergebende t
mit dem in (15) auftretenden identisch sei.

Nun ist nach (21):

n®
n® [Z”.] + u— E®=t (mod. 7),
oder
n®
(22) nf + [74—} =t+EY—pu (mod. 7).

Ist nun die soeben gemachte Voraussetzung erfiillt, — und
nur dann, — so konnen wir in der letzten Gleichung nach (15)
t-+EO =57 —D

setzen, und (22) wird:
n®
n® |- {i—} =57—D—pu (mod. 7),
oder endlich:
n®
n® 4 [_”_}
v 4 57— 9P —

(23) w\ -t —n (T2=E).

Fiir ein gegebenes Jahrhundert ist x4 bestimmt, und D ist
fest gegeben: die rechte Seite von (23) ist also eine Konstante.

Setzen wir demgemif:

57 — D —
(24) R (__7___/‘) —c,
so lautet (23):
n®
o[
(25) ®| ) =c.

Jacobsthal, Mondphasen. 7
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Diese Gleichung ist nach ihrer Entstehung dann und nur
dann erfiillt, wenn n® ein brauchbarer Wert ist, d. h. also ein
Jahr bezeichnet, fiir das Ostern auf Mirz D fills.

Fithren wir also noch die weitere Abkiirzung:

n®

w7 ]
7

ein, so konnen wir den Satz aussprechen:

(26) =R

Die notwendige und hinreichende Bedingung
dafir, daB im Jahre N=100p--n® Ostern auf
Mirz O fallt, lautet:

(25 i =C.
Ist r® von C verschieden, so scheidet das Jahr
n® aus.

8. Wir wiirden demnach alle n® darauf zu priifen haben,
ob mit ihnen (25’) befriedigt ist.

Diese Priifung kann nun rechnerisch sehr erleichtert wer-
den, indem man fiir die r® bei festgehaltenem t eine Rekur-
sionsformel aufstellt; unsere néchste Aufgabe ist daher, bei
festem t die GréBe rl , aus r zu berechnen.

Nun geht r , aus r® nach (19) hervor, indem man in
(26) n® durch n®--19 ersetzt, d. h. es ist:

n® 19
n® + 19 - {J.:__J

7

(27) = R

Wir bearbeiten nun den Ausdruck in der eckigen Klammer.
Die Division von n® durch 4 ergibt nach § 1, 10., (GL 5'):

) at
0 —4 |2 ).
w=a[7]+a(3)

19— 4.4 + 3.

Andererseits:
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Mithin:
o o] (0 4).

n®
Ist nun R (743— =0, so hat die letzte Klammer den Wert 3,

und 4 geht ganzzahlig null Mal in ihr auf; es ist also in
diesem Fall:

n® 119 n®
o
n®
Ist aber N —i— von Null verschieden, hat also einen der

Werte 1, 2, 38, so hat die letzte Klammer in (28) einen der
Werte 4, 5, 6, enthilt also 4 einmal ganzzahlig. Mithin ent-
hélt dann n® -}-19 die 4 einmal mehr als vorhin, d. h. es ist
diesmal:

®_1 19 n®
o e

Indem wir nun (29) und (30)in (27) einsetzen, finden wir:

r®
t |- } +2 n®
0, =R\ L) e (%) o,
n®
t T T} T8 nd
rQH=§R 7w/, Wenn R e #0,
oder, zusammenfassend und nach (26):
® - 10
(31) =R (*7—> ,
wo
9 n®\ o
(t)_ - ——1— - .
(32) il ~_{ g e nachdem ER( 1 ) £ I8t

Mithin sind die aufeinanderfolgenden GréBen r(®
aus der ersten, rg), einfach durch fortgesetzte Addi-
T*
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tion von 2 oder 3 und Reduktion modulo 7 zu ge-
winnen. Der erste dieser Werte aber ist nach (26):

ng“)
) o
t K T [ 4 ]
(33) r(‘)’:?R —

9. Es ist nur noch zu betrachten, wie man am schnell-
sten entscheidet, ob A" =2 oder MY =13 zu wihlen ist.

Vermehrt man irgendeine Zahl um 19, so nimmt ihr Rest
modulo 4 um 3 zu, da ja %(73):3 ist; hierbei ist natiir-

lich ein sich groBer als 4 ergebender Rest erst modulo 4 zu
reduzieren.

Addiert man also fortgesetzt 19 zu einer gegebenen
Zahl, so folgen die Reste modulo 4 nach folgendem Schema
aufeinander, wobei die erste Horizontalreihe dem Fall entspricht,
daB die gegebene Zahl selbst den Rest 0, die zweite dem Fall,
daB sie den Rest 1 1iBt usw.:

0 3 2 1
1 0 3 2
2 1 0 3
3 2 1 0

Bei weiteren Vermehrungen um 19 wiederholt sich das-
selbe Spiel von neuem.

Nun sind aber nach (19) die n® gerade solche Zahlen, die
durch fortgesetzte Addition von 19 auseinander hervorgehen,
wenn » die Werte O, 1, 2, . . . durchliuft: ihre Reste folgen
also nach dem eben angegebenen Schema aufeinander. Andrer-
seits lehrt (32), daB A® nur dann den Wert 2 hat, wenn

(t)

R I% ==0 ist, sonst den Wert 3. Allen Resten im obigen

Schema aufler dem Rest 0 entspricht also A® =3. Die erste
Vertikalreihe entspricht den méglichen Resten von n{¥; setzen
wir noch zur Bequemlichkeit

n{®
(54) o =5(),
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so ergibt sich folgende Regel:

Die 2" baben die Werte 2 oder 3, und zwar folgt,
wenn man y die Werte 0, 1, 2, ... durchlaufen la8t, auf
soviel Dreien, als o® angibt, eine Zwei; die Werte wieder-
holen sich periodisch in der Weise, daB je 4 Werte eine
Periode bilden.

Die so gebildeten Werte A" braucht man nur der
Reihe nach zu r zu addieren unter Reduktion modulo 7,
um die aufeinanderfolgenden r® zu erhalten.

10. Nun haben wir alles Material zusammen, um
die Entscheidung iiber die Jahre n® zu treffen.

Es wird sich aber empfehlen, es noch einmal in der Reihen-
folge zusammenzustellen, wie es fiir das praktische Verfahren
gebraucht wird.

Gegeben ist D und p. Damit nach §6, 7. auch n/, s
und u. Weiter ist:

(24) C= m(ﬂ—'__..;@_—_/‘_)
6 ke t=0,1,2,...,6;
(15) EO=57—D—t <0§E(t)<30. )

Nunmehr werden aus der Epaktentabelle zu den E® die
a® aufgesucht, oder, noch bequemer, nach dem Satz in 13. be-
rechnet, wobei die ,unzuléssigen“ E® ausfallen (vgl. unter 14.).

Ferner ist:
(18) n® — R (a,(t) — n'>
0 19 ’
n®
(39 o= (),
]
n® |9
0 4
) = |,
1) | 10
: t) — y_ ¥
(31) ), = R ( Z )
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Hierbei ist gemaf (20):
v==0, 1,2, 3,4, wenn n{) >4,
v=0, 1,2, 8, 4,5, wenn n{¥! <5
ist. Fiir die A" gilt die Regel in 9.

(20)

Nunmehr wird gepriift, fiir welche r® die Bedingung

(25") =C
zutrifft. Fir die diesen zugehérigen Werte von » und t ist dann:
(19) n® = n® |- 19.

Dies sind die gesuchten Jahre. Man kann noch bemerken,
daB der obere Index t die Tageszahl des dem betreffenden
Jahre zugehdrigen Friihlingsvollmonds ist.

11. Am besten wird all dies deutlich, wenn wir nun noch
einmal das alte Beispiel aufgreifen, also entscheiden: wann fallt
Ostern im 20. Jahrhundert auf den 4. April = 35. Marz?

Hier ist: p=19, n'=0, s—5, u=—4, D=135. Mit-
hin gibt (24):
57—35 —4
(35) o_—_m(—7—_)=4.

Weiter ist nach (15):

E0=22, E®=21, E®=20, E®=19, E®W=18,
E® =17, E®=16.

Nach der Epaktentafel oder der Regel 13. entsprechen sich:
E0=22, E®=20, E®=19, E®=17, E®=186,
a®= 7, a®=15, al®=— 4, aO=12 aO= 1,

wihrend E® und E® als ,unzuldssig® ausfallen.

Weiter wird (18) wegen n’=0:

n® = a®),
so daf wir haben:
o) =7, n®=15 =4, nP=12, nP=1.

Aus diesen Werten liefert (33):

(0) — @) — 3) e (5) — (6) —
(36) =1, 1P=4, P=5H, 1P=1 rf=1.
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Endlich ergibt (34):

(37) 0®=3, o®=3, ®=0, O=0, O=1.

Mit Anwendung der Regel in 9. mu8 demnach z B. rf)
erst dreimal um 3, dann einmal um 2 vermehrt werden, um die
1© zu erhalten, — natiirlich nach (31) immer unter Reduktion
mod. 7; so erhalten wir:

=10 3=—=4,
413
rd=R <*~—7t—> =0,
10 —0-3—3,
rd)=34-2=5.

In dieser Weise macht man aus den r-Werten in (36)
ganz mechanisch die r-Werte: jedesmal gibt das in (37) stehende
zugehdrige o) an, wie oft vor der ersten 2 eine 3 zu addieren ist.

Ferner wichst » nach (20') fiir t=3 und t=26 bis zu 5
wegen nf =4 und n{®=1, sonst bis 4.

Nach diesen Vorbereitungen kann die folgende Tabelle
ohne weiteres hingeschrieben werden:

AN
0 1 4 5 1 1
1 4 0 0 3 4
2 0 3 3 6 6
3 6 6 2 2
4 5 1 2 5 5
5 4 1
Da nach (35) und (25)
i) =4

sein muB, wenn im Jahr n® Ostern auf den 4. April fallen
soll, so ergeben sich als die fraglichen Werte r®, r®, r®, 1.
Die dazu gehorigen Jahre sind:
n®—7-41.19—=26, n®=—4-45-19=99,
n®=15, n®=—1-}-1.19 = 20.
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Im 20. Jahrhundert fallt also Ostern auf den
4. April in den Jahren:

1926, 1915, 1999,  1920.

Ein Blick in die Tafel am Ende des Buches bestitigt die
Richtigkeit unseres Resultats. Den Werten t=0, 2, 3, 6 ent-
sprechend fallen die Friihlingsvollmonde auf Sonntag, Dienstag,
Mittwoch, Sonnabend.

12. Wir wollen noch an einem zweiten Beispiel zeigen,
wie die Aufgabe ganz schematisch in Form einer Tabelle be-
handelt werden kann.

Aufgabe: Wann fiallt Ostern im 19. Jahrhundert
auf April 14 = Mérz 45°?

D=45, p=18, n'=14, s=6, u=6, C=6.

E® hat die Werte 12, 11, 10, 9, 8, 7, 6. Nach der Tabelle
S. 83 oder dem Satz in 13. gehoren zu EW =11 und E® =38
keine Werte von a®, d. h. t=1 und t==4 gind ,unzuldssig“.
Wir machen nun nach 10. und der Regel 9. folgende Zu-
sammenstellung: *)

t= 0 2 3 5 6

E® =12 10 9 7 6
ab— 6 14 3 11 0
n =11 0 8 16 b
o= 3 0 0 0 1
= 6 0 3 6 6
W—2 2 5 1 2
Ww—5 5 1 4 4
= 1 1 4 0 0
=3 4 0 3 3
) = 6

1) Die schlieBlich in Frage kommenden Zahlen sind fett gedruckt.
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Die Gleichung
' —6
k4
wird befriedigt durch:
0 2 5 6
) r® ) ).

Diesen Werten entsprechen:
n®=11 n®=0-45-19 n®=16 nf=>5.

Mithin fiel im 19. Jahrhundert Ostern auf den 14. April
in den Jahren: 1811, 1895, 1816 und 1805. Die Tabelle am
Ende des Buches bestitigt die Richtigkeit. Den Werten t==0,
2, 5, 6 entsprechend fallen die Friihlingsvollmonde auf Sonntag,
Dienstag, Freitag und Sonnabend.

13. Wir tragen noch einige kleine Bemerkungen mathe-
matischer Natur nach.

Wem das in 7. benutzte Zuordnen der E® und a® mit
Hilfe einer Tabelle ,unmathematisch erscheint, der kann auch
leicht rein rechnerisch zu Werke gehen.

Gegeben war E®, gesucht a®.

Es ist (§6, 7.):

11a® 48
mo— g (L2
R 30

Setzen wir fiir den Augenblick

alth=x,
so folgt:
11x -} 8 =E® (mod. 30),

oder, wenn y eine ganze Zahl bezeichnet:
(38) 11x+30y—E® —s.

Dies ist eine Diophantische Gleichung, deren Losungen
nach § 1, 18, d) aus denen der Gleichung

116430y =1

hervorgehen. Die letzte Gleichung hatte (§ 7, 7.) die Losungen
E=11, n=—4.

Daher hat (38) die Losungen:

x— 11(E9—s)-30g o
(39) y:—“4(E(t)*—S\)——11g (g:O>+1,+2,+3,)
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Die Werte von y sind fiir uns ohne Interesse. Findet sich
aber unter den Werten von x einer, der der Bedingung

(40) 0<x<19
geniigt, so ist fiir ihn wegen (17) x=a®,und E® ist eine ,zu-
lissige“ Epakte. Nun ist nach (39)
x=11(E® —sg) (mod. 30);
setzen wir also insbesondere
11 (E® —g
= ER< ( 30 ))’

so geniigt dieses x gewill der Bedingung

0<x < 30.
Solche Werte von x, die dann nicht zugleich der Bedingung (40)

geniigen, entsprechen den ,unzulissigen“ Werten von t (vgl. 7.).
Wir fassen das Resultat in folgenden

Satz: Es ist
11 (E® —s))

) — i S
(41) a §R( 30 ,

wenn sich dieser Wert kleiner als 19 ergibt.
Andernfalls ist E® eine ,unzulidssige Epakte und
scheidet aus.

So war z. B. bei der in 12. behandelten Aufgabe s= 6,
E®==9; daher liefert (41):

11-3
8) — —_— ] =9.
a S‘i( 3 ) 3

Dagegen wiirde sich bei derselben Aufgabe fiir E®—38
ergeben:
11.2

ER(W>=22>19,

d.h. t=4 ist ein ,unzulissiger Wert.

14. Wir haben in unseren Beispielen gesehen, da8 ge-
wisse E® ausscheiden: hierbei herrschen einfache GesetzmiBig-
keiten.

Nach (16) ist

e+ —F® 1.
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Nennen wir wieder den Abschnitt von a® =0 bis a® =17
»oberen Abschnitt¥, den von 11 bis 18 ,unteren“, den von 8 bis 10
pmittleren“ Abschnitt, so lehren die Betrachtungen § 7, 7.:

Nur wenn E® im unteren Abschnitt liegt, tritt auch
E®+1 in der Epaktentabelle auf.
Wir kdnnen weiter sagen:

Liegt E® nicht im unteren Abschnitt, so tritt ganz
gewil E¢+2 — E® —2 in der Epaktentabelle auf, vor-
ausgesetzt, daB nicht infolge der Ungleichung (15’) der
Index t-| 2 von vornherein ausgeschieden ist.

Um dies zu zeigen, brauchen wir nur zu untersuchen,
unter welchen Umstéinden zwei Epakten sich um 2 unterschei-
den; dies fithrt analog wie in § 7, 7. Gl (6) zu der Diophan-
tischen Gleichung:

11x430y=2.
Hier ist (§ 1, 18, d):
x=2-11+30g, (=0, F1, F2,..)
und dies liefert fir g——1
X=—2§

als einzig brauchbare Losung.

Befindet sich also eine Epakte im Abschnitt von 0
bis 10 (also nicht im unteren Abschnitt), so befindet sich
die um 2 kleinere im Abschnitt von 8 bis 18 (also ent-
weder im mittleren oder im unteren Abschnitt).

Mit diesen Gesetzen ist das Auftreten von Liicken hin-
reichend geklart: es konnen zwar zwei aufeinanderfolgende E®
zuldssig sein, niemals aber deren drei; es kann in der Reihe
der E® mehrfach eines ausfallen, aber nie zwei aufeinander-
folgende.

15. Es muB noch bemerkt werden, daB man fiir den Fall
des 19. April auch noch die Fille heranzuziehen hat, wo die
Formel den 26. April liefert, und fiir den 18. April ist noch
der 25. April heranzuziehen und zu prifen, ob fir ihn die
nAusnahmeregeln“ (§ 6, 8.) zutreffen.
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Auch ist klar, daB mit Hilfe dieses Paragraphen leicht die
Jahre festgestellt werden kénnen, in denen die ,Ausnahmen
eintreten: dies iiberlassen wir dem Leser.

16. Nunmehr sind wir im Besitz aller Angaben, die uns
ein Kalender liefert: wir koénnen zu jedem Datum den Wochen-
tag (§2) und die Mondphase (§§ 4., 5.) angeben; ferner das
Osterfest (§ 6) und damit in bekannter Weise das Pfingst-
fest. Endlich kénnen wir bestimmen, wann Ostern auf ein be-
stimmtes Datum fallt (§ 8).

Somit sind durch unsere Betrachtungen alle Anforderungen
erfiillt, die man an einen sogenannten ,ewigen Kalender*
stellen kann.

§ 9. Die GauBische Formel.

1. Wenn nun auch alle Fragen, die wir behandeln wollten,
erledigt sind, so fehlt doch in gewissem Sinn noch der Schlu$}-
stein: wir gingen in der Einleitung von der GauBschen Oster-
formel aus und wollen nun bei ihr enden: wir wollen nimlich
zeigen, daB unsere Osterformel (§ 6, 7.) sich in die GauBsche
umformen 1dBt. Damit ist dann die Richtigkeit der GauBschen
Formel bewiesen, — und umgekehrt: setzt man die GauBsche
als richtig voraus, so ist die Richtigkeit der unsrigen gezeigt.

2. Wir formen zundchst den Ausdruck (§86, 7.):

. s

um. Da
1l1la=—19a (mod. 30)

ist, komm¢$, wenn man dann noch § 1, 17. anwendet:

e N

. 19a—|—29—-s)
_29—m(—30 .
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Setzt man also?):

(2) 29 —g=P
19a+P

o a5

so wird:

(4) E—29 —d.

Damit ist die gesuchte Umformung von E gewonnen.
Weiter ist nach § 6, 7.:

o+

2—93—;):—'5) wegen 0 <s <30 ist (§1,

11.a), so folgt (§1, 16.¢c) aus (2):

a[2)-[3] -t

da nun aber 29—8=§R<

P—=" 30 ’
oder:
\
t5+0— 5] -3
@) ‘ P=%R 30 .
3. Wir kommen nun zur Umformung von
n
n | +e—m
(5) t=N 7

Es ist (§ 1, 10.):
i f2lne)

1) Eine Verwechslung des hier eingefiihrten d mit der friiheren
Datumszahl ist wohl nicht zu befiirchten.
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also:
[2)-ra(3)
8[3]=2n—29%(—).
Da nun 8==1 (mod. 7), 2= 5 (mod. 7), so folgt (§ 1, 8.):
(6) B‘-] =—5n—2% (-}) (mod. 7),

und daher endlich:
(7) n—{—[%JE——th——Z%(%) (mod. 7).

Bedenkt man noch, daf nach (4):
(8) E=29—d=1-+46d (mod.7)
ist, so liefert (5), indem man im Zihler die Werte (7) und (8)

einfiihrt:
t:m(_(4n+2m@>—p+ed+1)),

7

oder, mit Anwendung von § 1, 17.:

2%(%)—}—4n—{—6d—,u

t=6—R 7

Setzen wir noch

23{(%)—}—4n—}—6d—,u

(9) % - —e,

so wird:
(10) t—6—e.
Nach unserer Formel (§ 6, 7.) fiel Ostern auf
Mérz 57 —E —t.
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Fiihrt man fir E und t die Werte (4) und (10) ein, so
gibt dies als Osterdatum:
Mérz 57—29-4-d—6-e,
oder

(11) Mirz 22 -d--e.

4. Hierbei sind d und e nach (3) und (9) zu berechnen.
Dies ist nun schon fast genau die Gaullsche Oster-
formel, nur daB bei GauB in (9) statt n, dem UberschuB iiber
das volle Jahrhundert, das Jahr N selbst auftritt. Wir nehmen
die zur Einfihrung von N in (9) nétige kleine Umformung
noch vor.

Wir hatten gesetzt (§2,12.):

N=100p-n,
oder:
n=N—100p.

Daher ist, unter Beachtung, daB 9%(42())——1 ist:

4n=4N—400p
=4N—p (mod. 7).
Da pun (§ 6, 7.):

3-2%}{(—2—)
m=NR — E3—2$R(£) (mod. 7)
ist, so bestehen modulo 7 die Kongruenzen (§1
dn—p=4N— p——3—f—2§R(%)
E4N—)—4+2§R(—4~>—p
N (4“}"2%(%)_1’
= (%) + —
Setzt man also:
4+2$R(§)—
(12) =Q,

7
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-

so wird:
(13) 4n_ﬂz4m(§>+Q (mod. 7).
Endlich bedenke man, daf$
N 100p+4n\ . (n
() af)

4 4
ist.
Nunmehr wird (9) mit Hilfe von (13) und (14):
o) en () 0a
(15) e="N 7 )
wobei Q der Gleichung (12) zu entnehmen ist.

Wir kénnen Q noch etwas geeigneter zur Rechnung durch
folgende Umformung machen: nach (6) ist

2%(—2)5—— 5p— Bﬂ (mod. 7).

Algo wird:
4+2§)‘i<—§—)—pz4——6p—[—£~} (mod. 7)

=4-t+p— {{—] (mod. 7).
Daher liefert (12):

» N 1)

5. Durch Zusammenstellung von (2), (12"), dem von friiher
§ 6, 7.) bekannten Wert von a, (3), (15) bekommt man nun
folgendes Resultat:

Setzt man: N=100p -} n,

NS S

30

3]

R
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a3

-a(3)

=)

d=%(}9a+1>)’

30
e=m<2b—l—4c—7{~6d—|—Q)’

gso fillt Ostern auf:
Mérz 22 d-}-e.
Fiir P und Q ergibt sich zufolge unserer For-
meln folgende Tabellel):

P P | Q
15 22 2
16 22 2
17 23 3
18 23 4
19 24 5
20 24 5
21 24 6
22 25 0
23 26 1
24 25 1
25 26 2
26 21 3

6. Damit ist nun in der Tat die in der Einleitung ge-
gebene GauBsche Formel genau wiedergewonnen.
Es fehlt nur noch die Umformung der Ausnahmefille

(§ 6, 8):

1) Man wird P am schnellsten nach (2) berechnen.
Jacobsthal, Mondphasen. 8
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Nach (4) und (10) ist:
d—=29—E,
e=6—+t.
Daher ist: d=29 fir E=0,
d=28 fir E=1,
e=6 fir t=0.

Die Ausnahmen heilen daher gemi8 § 6, 8.:
1) Fir d =29, e==6 wird Ostern vom 26. April auf den

19. April verlegt.

2) Fiir d =28, e=26 und a > 10 wird Ostern vom 25. April

auf den 18. April verlegt.

7. Wir stellen endlich noch eine Osterrechnung nach der
GauBschen Formel einer solchen nach der unseren gegeniiber,
um ein Urteil iiber die in beiden Fillen zu leistende Rechen-
arbeit zu gewinnen. Die Werte der Konstanten sollen aus den
betreffenden Tabellen entnommen gedacht werden.

Beispiel: Wann war Ostern 1879?

GauBsche Formel.

N=1879. P=23. Q=4.
a 9%(%3)217
a2
-
oo
e
e=%<2-3—}—4-3—7-}—6-16—|—4>
= 6.

Ostern fallt auf:
Mirz 22 -+ 16 - 6 — April 13.

Formel § 6, 7.:
n="79. n'=14. s=6. u==.

a:%(ﬁi‘l—):ﬂ.

19
m—n(" ) =w ()
=13.
t:m(79+19j6—1§)=0

Ostern fallt auf:
Mérz 57— 13 — 0= April 13.
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Die Rechnungsweise in der rechten Spalte diirfte schon
deshalb einfacher sein, weil sie mit kleineren Zahlen arbeitet.
Selbst wenn man in der Gaufschen Formel das a (wie rechts)

mit Hilfe von n’ ausrechnet und b =% <£> setzt, erfordert sie

noch gréBere Rechenarbeit als die Formel rechts.

Anweisung fiir die Ostertabelle S. 116.

Die ersten drei Ziffern eines Jahres N finden sich in der vordersten
senkrechten, die vierte in der obersten wagerechten Reihe. Der Kreuzungs-
punkt der durch diese beiden Stellen hezeichneten Reihen enthilt das
Osterdatum. Marztage sind fett, Apriltage gewdhnlich gedruckt.



116 Ostertabelle (Anweisung 8. 115).

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

158 . . 15 10 1 21 6|20 17 2
159 22 14 29 18 | 10 26 14 6 22 11
160 2 22 7 30 | 18 10 26 | 15 6 19

161 11 3 22 718 19 3 ]2 15 31
162 19 11 27 16 7 380 12 4 23 15
163 31 20 11 27 16 8 23 | 12 4 24
164 8 31 20 5 | 27 16 1 21 12 4

165 17 9 81 13 5 28 16 1 21 13

166 28 17 9 25 13 5 25 10 1 21
167 6 29 17 212 14 5 18 10 2
168 21 6 29 18 2 22 1413 18 10
169 26 15 6 22 11 3 22 7 80 19

170 11 27 16 8] 2% 12 4| 24 8 31

171 20 5 27 16 1 21 12 ] 28 17 9
172 31 13 5 28 16 1 21 13 28 17
173 9 2 13 5125 10 1 21 6 29
174 17 2 25 14 5 18 10 2 14 6

175 29 21 2 22 14 30 18 10 26 15

176 6 22 11 3 22 7 30 19 3 .26
177 15 31 19 11 3 16 7 30 19 4
178 26 15 31 20 11 27 16 8 23 12
179 4 24 8 31 20 5 27 16 8 24

150 13 5 18 10 1 14 6 | 29 17 2

181 22 14 29 18 10 26 14 6 22 11
182 2 22 7 30 18 3 26 15 6 19
183 11 3 22 7 30 19 3 26 15 31
184 19 11 27 16 7 23 12 4 23 8

185 31 20 11 27 16 8 23 12 4 24

186 8 31 20 5] 27 16 1 21 12 28
187 17 9 31 13 5 28 16 1 21 13
188 28 17 9 2b 13 5 25 10 1 21
189 6 29 17 21 2 14 5 18 10 2

190 15 7 30 12 3 23 15131 19 11

191 217 16 7 23 12 4 23 8 381 20
192 4 27 16 1 20 12 4 17 8 3
193 20 5 27 16 1 21 12 28 17 9
194 24 13 5 25 9 1 21 6 28 17

195 9 25 13 5 18 10 1 21 6 29

196 17 2 22 14129 18 10 26 14 6
197 29 11 2 22 14 30 18 10 26 15
198 6 19 11 3 22 7 30 19 3 26
199 15 3t 19 11 3 16 7 30 12 4

Druck von Oscar Brandstetter in Leipzig.
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Nach Quellen bearbeitet von Dr. phil. Moritz von Rohr
Wissenschaftlicher Mitarbeiter der optischen Werkstiitte von Carl ZeiB in Jena

Mit 148 Textfiguren und 4 lithographierten Tafeln. 1899. Preis M. 12,—

Reduktionstabellen zur Gauss-Poggendorff'schen

Spiegelablesung
Von Dr. Paul Czermak
Privatdozent und Assistent der Physik an der Universitit Graz
Mit 7 in den Text gedruckten Figuren
1890. In Leinwand gebunden Preis M. 12,—

Zu beziehen durch jede Buchhandlung
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Darstellung und Begriindung einiger neuercr

Ergebnisse der Funktionentheorie
Von Dr. Edmund Landau

0. 0. Professor der Mathematik an der Universitit Gottingen

Mit 11 Textfiguren. 1916. Preis M. 4,80

Mathematische Abhandlungen
Hermann Amandus Schwarz
zu seinem 50jdhrigen Doktorjubildum am 6. August 1914
Gewidmet von Freunden und Schiilern
Mit dem Bildnis von H. A. Schwarz und 53 Textfiguren.
1914, Preis M. 24—

Gesammelte mathematische Abhandlungen
Von H. A. Sehwarz
Professor an der Universitit Gosttingen
In zwei Bénden. Mit 93 Textfiguren und 4 Figurentafeln
1890. Preis M. 25.—; in 2 Bénde gebunden M. 28,—

Formeln und Lehrsiitze
zum Gebrauche der elliptischen Funktionen

Nach Vorlesungen und Aufzeichnungen des Herrn K. Weierstrass
bearbeitet und herausgegeben von H. A. Schwarz
Erste Abteilung (Enthaltend Bogen 1—12). Zweite Ausgabe 1893
Preis M. 10,—

Die radioaktive Strahlung als Gegenstand wahr-

scheinlichkeitstheoretischer Untersuchungen

Von L. v. Bortkiewicz
a. 0. Professor an der Universitit Berlin

Mit 5 Textfiguren. 1913. Preis M. 4,—

Einfiithrung in die Wahrscheinlichkeitslehre

Von Dr. Bruno Borchardt
1889. Preis M. 2,40

YVorlesungen iiber die Bernouillischen Zahlen

ihren Zusammenhang mit den Secanten-Koefficienten und ihre
wichtigeren Anwendungen

Von Dr. Louis Saalschiitz
a. 0. Professor der Mathematik an der Universitit Konigsberg

1893. Preis M. 5,—
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Allgemeine Untersuchungen iiber die unendliche
Reihe 1 - ia_ﬂj; x - ete.

Von Carl Friedrich Gauss
Mit EinschluB der nachgelassenen Fortsetzung aus dem Lateinischen
ibersetzt von Dr. Heinrich Simon
1888. Preis M. 3,—

Untersuchungen iiber hohere Arithmetik

Von Carl Friedrich Gauss
Deutsch herausgegeben von H. Maser
1889. Preis M. 14,—; in Leinwand gebunden M. 15.40

Algebraische Analysis
Von Augustin Louis Cauchy

Deutsch herausgegeben von Carl Itzigsohn
1885. Preis M. 9,—

Abhandlungen

iiber die algebraische Auflosung der Gleichungen

Von N. H. Abel und E. Galois
Deutsch herausgegeben von H. Maser
1889. Preis M. 4,—

Theorie der partiellen Differentialgleichungen

erster Ordnung
Von Dr. M. Paul Mansion
Vom Verfasser durchgesehene und vermehrte deutsche Ausgabe
Mit Anhdngen von S. Kowalevsky, Imschenetzky und Darboux
Herausgegeben von H. Maser
1892. Preis M. 12—

Theorie des Potentials

und ihre Anwendungen auf Elektrostatik und Magnetismus
Yon Professor Emile Mathieu
Autorisierte deutsche Ausgabe von H. Maser
Mit 18 in den Text gedruckten Figuren. 1890. Preis M. 10.—

Abhandlungen aus der reinen Mathematik

Von N. Vandermonde
In deutscher Sprache herausgegeben von Carl Itzigsohn
1888. Preis M. 3,—
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