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Vorwort.

Elektrische Strome in der Erde, die sich aus vorgegebenen Leitungs-
bahnen 16sen und eigene Wege aufsuchen, galten noch vor wenigen Jahren
dem rechnenden und konstruierenden Elektrotechniker als ,,Vaga-
bunden‘‘, deren Wirkungen man nur in den wenigsten Féallen nach-
zugehen brauchte. Mit dem Ausbau der Hochspannungs-Freileitungen
hat sich diese Sachlage verindert: Neben zahllosen Schwachstromen
durchdringen Starkstrome die Erde, der vordem unbegrenzte Raum
wird kleiner, die Ausnutzung wichst; an Stelle verschwenderischer
Uberfiille im Verbrauch des Stoffes ,, Erde‘ muB rechnende Beschrinkung
treten.

Mit dem in solcher Forderung liegenden Aufgabenkreise wurde ich
im Rahmen der Berufstitigkeit bei den Siemens-Schuckert-Werken be-
kannt; den dort gesammelten Kenntnissen, erginzt durch einige neue
Untersuchungen, entstammen die folgenden Blitter.

Sie schildern ein Gebiet, das erst in jiingster Zeit in den Vorstellungs-
kreis der Technik eindringt. Denn der Elektrotechniker formuliert seine
Uberlegungen zumeist an Vorgingen in linearen Leitern und verein-
facht sich womoglich die Kontinuumsstromung durch ein passendes
Ersatzbild, das die Aufgabe letzthin in das gewohnte Schema eines
linearen Netzwerkes bringen soll. Demgegeniiber erfordert das Ver-
stindnis der Erdstréme, wenn den Problemen nicht Zwang angetan
werden soll, das Rechnen mit rdumlich ausgebreiteten Stréomen. Die
Sprache der Mathematik erfat diesen Unterschied, indem sie an Stelle
der gewohnlichen Differentialgleichungen der linearen Stromkreise die
Erdstrémung grundsitzlich durch partielle Differentialgleichungen be-
schreibt, und vielleicht ist es dieser Erschwerung des Rechnungsganges
zuzuschreiben, daB die bisherige Lehrbuchliteratur der technischen
Erdstrome iiber einige wenige Ansiitze nicht hinausgekommen ist.

Obwohl also gewisse Schwierigkeiten in der Natur der Sache liegen
und durch keine irgendwie geartete Darstellung zu umgehen sind, ist
doch ein erheblicher Teil der hierher gehérigen Aufgaben durch die von
der klassischen Physik entwickelte Potentialtheorie in vollendeter Weise
gelost worden und ist als solche dem Techniker, wenn auch meist in
Form gewisser Gesetze der Elektrostatik, wohlbekannt. In der Tat
konnten daher diese Ergebnisse fiir die vorliegende Arbeit weitgehend
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iibernommen werden, nachdem ihnen eine geeignete technische Form
gegeben war; nur an wenigen Stellen, wie beispielsweise in dem Kapitel
iiber Inhomogenitaten, muBten eigene Untersuchungen erginzend ein-
setzen.

In weit geringerem Grade standen Voruntersuchungen dem zweiten
Teil der Arbeit zur Verfiigung, in welchem die Riickleitung zeitlich ver-
anderlicher Stromung durch die Erde geschildert wird. Es liegt dies
zum Teil daran, daB die Losungen der Feldgleichungen hier meist in
nicht unmittelbar auswertbarer Form erscheinen, aus denen erst das
zwingende Bediirfnis der Technik in den letzten Jahren brauchbare
Naherungen entwickelt hat. Die exakte Formulierung gewisser Er-
scheinungen rasch verdnderlicher Strahlung und elektromagnetischer
Schaltvorginge in der Erde ist wohl fiir diese Arbeit zum ersten Male
versucht worden; das gleiche gilt von dem im SchluBkapitel gegebenen
AbriB einer Erwarmungsberechnung der Erder. In diesen neuen Unter-
suchungen konnte ich mich mit Erfolg der Heavisideschen Operatoren-
rechnung bedienen, deren wenige, fiir das Versténdnis notwendige
Elemente ohne ausfithrlichen Beweis kurz angegeben sind.

Wenngleich ich im ganzen mich bemiiht habe, die Aufgaben in
moglichster physikalischer Strenge durchzufiihren, ist doch in der Fas-
sung der Ergebnisse von Naberungsformeln, ja oft von nur rohen Ab-
schitzungen weitgehend Gebrauch gemacht worden. Wenn hierin
das sonst in der Elektrotechnik iibliche MaB3 iiberschritten wurde, so
rechtfertigt sich ein solches Verfahren durch die grofen Abweichungen
der wirklichen Struktur des Erdreiches von der im physikalischen An-
satz notwendig angenommenen; zu weit getriebene Genauigkeit der
Rechnung wiirde daher nur iiber den wahren Sinn der theoretischen
Ergebnisse téuschen. Die gleiche Einschrinkung gilt fiir die Zahlen-
beispiele, die in groBer Menge den allgemeinen Entwicklungen bei-
gegeben sind, um die GroBenordnung der wirklich auftretenden
Strom-, Spannungs- und Widerstandswerte zu erkennen und sich ein
Getiihl hierfiir anzueignen.

Fiir die Praxis folgt aus dieser Unsicherheit der Grundannabhmen,
die sich jeder Rechnung entziehen, der nachdriickliche Verweis auf
Versuchsergebnisse und Kontrollmessungen. Sie iiberschreiten den
Rahmen dieses Werkes, das in erster Linie das theoretische Verstand-
nis rdumlicher Stromungsvorginge vermitteln soll, und konnten daher
nur in den Literaturangaben dringender Beachtung empfohlen werden.
Ebenso sind alle Fragen der ,,Evdstromchemie®, wie sie einerseits in
den Erscheinungen der Korrosion, andererseits in den Bestrebungen zur
Verbesserung der elektrischen Erdeigenschaften auf chemischem Wege
ihren praktischen Niederschlag gefunden haben, und welche zunichst
nur auf erfahrungsmiBigem Wege zuverlissig beantwortet werden



VI Vorwort.

konnen, geflissentlich ausgelassen worden; auch hier moége der Leser
im Literaturverzeichnis weitere Anleitung suchen.

Die Technik der Erdstrome ist noch in vollem Flusse begriffen.
Schon wihrend der Niederschrift dieser Arbeit muBten wiederholt er-
ginzende Nachtrige eingefiigt werden, die der Verleger in entgegen-
kommender Weise noch in das im Druck befindliche Werk einfiigte;
ihm sei an dieser Stelle herzlichst gedankt! Doch trotz dieses Strebens,
ein moglichst umfassendes Ganzes zu geben, sind zahlreiche Liicken un-
ausgefiillt geblieben: So konnen diese Blitter nur ein Bild der dréngen-
den Gegenwart sein, des in ihr wirksamen Denkens und Planens. Mogen
die hier niedergelegten Ergebnisse helfen, die Wege zu weiterem Fort-
schritt zu weisen!

Berlin, im Februar 1928.

Franz Ollendorff.
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Einleitung.

1. Bedeutung der Erdstrome. Erdstrome werden durch die natiir-
liche Leitfahigkeit des Erdreiches ermoglicht, das sich in Vielem
ahnlich wie ein metallischer Leiter der Elektrizitdt verhilt; insbesondere
kann man, von Feinheiten abgesehen, die Stromung ohne Riicksicht
auf die besondere Struktur der stromtragenden Medien durch eine
skalare Ohmsche Leitfahigkeit darstellen, die innerhalb der praktisch
vorkommenden Feldstirken als kennzeichnende Konstante des Stoffes
betrachtet werden kann. Die Grofe dieser Leitfihigkeit schwankt
innerhalb der verschiedenen, im Erdreich enthaltenen Bodenarten und
Wasserldufe in weiten Grenzen, sie ist mit der Witterung veranderlich;
doch ist sie stets sehr viel kleiner als die Leitfihigkeit der Me-
talle. Fiir mittlere Verhaltnisse (mittelfeuchter Boden) kann man da-
mit rechnen, daB eine Feldstiarke von 1 Volt pro cm durch das Erdreich
einen Strom von 10-* Amp. pro cm? stromfiihrenden Querschnitt
treibt, so daB die Leitfahigkeit solchen Bodens 10-* Siemens/cm be-
tragt. Inwieweit die einzelnen Stoffe Abweichungen hiervon zeigen,
laBt die folgende Zahlentafel erkennen, in welcher die Leitfihigkeiten
tiir eine Reihe hiufig vorkommender Stoffe zusammengestellt sind.

Leitfahigkeit im Erdreich enthaltener Stoffe.

Stoff Siemens/cm
Seewasser . . . . . . . . . ... e e e e e e 1=+ 5.10-2
SiiBwasser . . . . . . . . . ... 0000000 10-5
Feuchter Boden . . . . . . . . . . . . ... ... .... 10-5 = 10-¢
Trockener Boden . . . . . . . . . . . . . . ... ..... 104
Quarzit, Kalkstein, Sandstein, Granite . . . . . . . . . . . . 10-11
Leptit, Schiefer. . . . . . . . . .. . ..o L. 10-*
Griinsteine . . . . . . . . . . .. . ..o 10-8
Hamatit und Spateisenstein . . . . . . . . . . . . ... .. 10-8
Zinkblende (nicht eisenhaltig) . . . . . . . . . . . . . ... 10-8
Eisenglanz . . . . . . . . . . . ... .00 10-1 = 10-2
Magnetit . . . . . . . . ..o L0000 10-2 =1
Schiefer mit Magnetkiesimpragnation . . . . . . . . . . . . . 10-1 = 0.5
Bleiglanz. . . . . . . . ... L0 00000 1
Kupferkies. . . . . . . . . . ... Lo 10
Schwefelkies . . . . . . . . . . . . .. ... ... 10

Zum Vergleich sei angefiihrt, dafl die Leitfahigkeit warmen Kupfers
rund 5 - 10° Siemens/cm betragt, also etwa fiinf Milliarden mal groBer
als die mittleren Erdreiches ist.

Ollendorff, Erdstrome. 1



2 Einleitung.

Die Erdstréome sind zum Teil natiirlichen Ursprunges, zum
Teil werden sie aus technischen Anlagen in die Erde eingefiihrt.
Die erstgenannten entstehen durch Schwankungen des erdmagne-
tischen Feldes, welches in den leitenden Erdmassen Wirbelstrome
induziert; ebenfalls erregen starke Temperaturdifferenzen im
Erdreich im Zusammenhang mit der Warmestromung solche Erd-
strome. Sie besitzen stets sehr kleine Stirken und sind zur Zeit lediglich
fiir die geologische Forschung von Interesse; im folgenden werden sie
nicht behandelt.

Wir beschiftigen uns ausschlieBlich mit den Erdstrémen tech-
nischer Anlagen.

Man benutzt die Erde als Tréager elektrischer Arbeitsstrome schon seit
den ersten Anfingen der Elektrotechnik. Der erfolgreiche Ausbau des
Telegraphen iiber Land und der Seekabeltelegraphen beruhte
auf der Erkenntnis, daB man zur Ubertragung der Signale vom Sende-
ort zum Empfinger nur eines metallischen Drahtes bediirfe, wihrend
die Erde die Riickleitung iibernehmen kénne. Die Konstruktion
wirkungssicherer Blitzableiteranlagen benutzt ebenfalls die Leit-
fahigkeit der Erde, um die atmosphérische Elektrizitit von den Gebiduden
fernzuhalten. Bei diesen ersten Anwendungsgebieten handelte es sich
stets um relativ schwache oder kurzzeitige Erdstréme, so daB man den
Erdstromerscheinungen keine Beachtung zu schenken brauchte.

Diese Sachlage dnderte sich mit einem Schlage, als man zum Bau
groBer elektrischer Kraftiibertragungen mit hochgespannten elek-
trischen Strémen iiberging. Die Hohe der zu iibertragenden Strom-
stirken lieB es hier von vornherein als aussichtslos erscheinen, die
Erde als Ersatz eines Leitungsdrahtes heranzuziehen, so dafl im
storungsfreien Netze die Erde praktisch stromlos bleibt. Es ist in-
dessen im Betriebe unvermeidlich, da8 Schiden in der Anlage auftreten,
durch welche einer der spannungfiihrenden Drihte in leitende Be-
riihrung mit der Erde kommt. Durch die Fehlerstelle ergieBen sich
ErdschluBstrome groBer Intensitit, die insbesondere in neuzeitlichen
Kraftibertragungsanlagen mit Sternpunktserdung gewaltige
AusmaBe annehmen kénnen. Zu den Kraftiibertragungen gesellen sich
die zahlreichen elektrischen Bahnanlagen, bei welchen schon im
reguliren Betriebe der Fahrstrom durch die Schienen zuriickgeleitet
wird und hierdurch ebenfalls in leitende Berithrung mit der Erde kommt;
bei Erd- oder Kurzschliissen entstehen daher besonders kriftige
Erdstrome. Wahrend somit die Erde in fritheren Zeiten lediglich als
Leiter elektrischer Schwachstréme benutzt wurde, muB sie in neuerer
Zeit in steigendem MaBe auch Starkstrome fithren. Der gemein-
same Transport beider Stromarten im selben Medium zieht
gegenseitige Beeinflussungen nach sich, die insbesondere als
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Schwachstromstérungen durch Erdfelder benachbarter
Starkstromleitungen gefiirchtet sind. Um sie wirksam zu bekdmpfen,
mitssen die Gesetze dieser Beeinflussung genau bekannt sein.

Die Erfahrung hat gezeigt, dal der Erdschlufl in Starkstrom-
anlagen iber die genannten Fernwirkungen hinaus zu schweren
Schiden in der eigenen Amnlage fithren kann. In der Umgebung
der Erdungsstelle bilden sich hohe Erdspannungen aus, die fiir
Menschen und Tiere lebensgefdhrlich werden kénnen. Die
Leistung, welche an der Erdungsstelle umgesetzt wird, erzeugt gewaltige
Wirmemengen und kann hierbei das Erdreich austrocknen, wobei die
genannte Lebensgefahr wachst.

Gleichzeitig werden die elektrodynamischen Eigenschaften der Er-
dungsstelle ungiinstig verdndert, so daf dieser Proze zum Zusammen-
bruch der gesamten Anlage fiihren kann. Diese Vorginge ver-
langen daher zwingend die rechnerische Erfassung der Stark-
stromerdfelder, damit die Anlage auch einem Erdschlull gewachsen ist.

Die Erde als elektrischer Stromleiter wird in besonderer Art in
der drahtlosen Telegraphie benutzt. Man kann hierbei zwei
Zonen unterscheiden: in der sogenannten Wellenzone, in groer Ent-
fernung vom Sender, werden die nach auBen eilenden elektro-
magnetischen Wellen an das Erdreich gefesselt, so dafl zugleich mit den
Wellen im leeren Raum sich Erdstromwellen ausbreiten. Diese
Erdstrome sind so schwach, daB sie auBler den beabsichtigten Wirkungen
auf die Empfinger keinerlei Einflu$$ ausiiben ; daher bietet ihre Kenntnis
allein fiir die Hochfrequenztechnik Interesse. Sie sind von vor-
liegender Untersuchung ausgeschlossenl. In der Umgebung der:
Sendestation dagegen miissen die gesamten Sendestréme in das Erd-
reich geleitet werden. Die richtige Ausfiihrung der Erdungsanlage ist
daher bestimmend fiir die in der Erde vergeudete Warmeleistung, sie
entscheidet den Wirkungsgrad des Strahlers. Ahnliche Uber-
legungen gelten auch fiir die Antennen von Empfangern, wenngleich
hier der Giitegrad des Luftdrahtes lange nicht die gleiche Bedeutung wie
bei Sendeanlagen besitzt, weil man alle Verlustwiderstinde durch
Elektronenréhren weitgehend kompensieren kann.

Wir wollen im folgenden die Gesetze der Erdstréme unter-
suchen, um aus ihnen die Wirkungen der Erdstromfelder auf
Stark- und Schwachstromanlagen sowie auf Sendeanlagen
drahtlos-telegraphischer Stationen quantitativ vorauszu-
bestimmen.

1 Vgl. hieriiber z. B. F. Ollendorff: Die Grundlagen der Hochfrequenz-
technik; insbesondere Nr. 247—256. Berlin: Julius Springer 1926.

1*



I. Stationire Stromung in der Erde.

2. Die Grundgleichungen des stationiiren Erdfeldes!. Das elektrische
Feld in der Erde heilt stationdr, wenn Stromdichte und Feldstirke
zeitlich konstant sind. Die hinreichende und notwendige Bedingung
des stationiren Zustandes liefert das Induktionsgesetz: Mit der zeit-
lichen Schwankung der magnetischen Induktion muf3 das Arbeits-
integral der elektrischen Feldstirke € lings jeder belie-
bigen, in sich geschlossenen Kurve verschwinden. Die
Spannung E zwischen irgend zwei Punkten 4 und B ist daher unab-
hiingig von dem Wege, lings dessen sie bestimmt wird:

B
EABE_J@dg:¢B_¢A~ ey

Hierin bedeutet € d3 das ,,skalare Produkt‘ der Feldstirke mit dem
Wegelement d3, also das Produkt ihrer Betrige multipliziert mit dem
cos des Winkels zwischen ihnen.

Nach der gegebenen Erklarung sind als stationdr nur Gleichstréme
zu betrachten; fiir Wechselstrome gelten daher die hier folgenden
Uberlegungen nicht streng, doch kann man sie fiir niedrige Frequenzen
als erste Niherung betrachten (vgl. Kap. VII).

Gl. (1) definiert — bis auf eine additive Konstante — eine skalare
Funktion ¢, das Potential. Durch Anwendung der Definitionsgleichung
auf ein einziges Linienelement folgt die Feldstdrkenkomponente
nach einer vorgegebenen Richtung d3 aus dem Potential

6= —27. @)
Man erhalt hiernach die Feldstéirke selbst, wenn d 8 in Richtung der Feld-
stirke gewihlt wird. Diese Operation heit Gradientenbildung

C= —gradg. (2a)

Bei den elektrostatischen Problemen, in denen man das Feld
eines iiber der Erdoberfliche gegen die Erde aufgeladenen Korpers
untersucht, vernichtet die natiirliche Leitfahigkeit « das Feld in

der Erde; diese besitzt daher ein einheitliches elektrostatisches
Potential, welches konventionell gleich Null gesetzt wird.

1 Bei der ersten Lektiire kann man ohne Schaden fiir das Verstindnis mit
Nr. 4 beginnen.



Die Grundgleichungen des stationiren Erdfeldes. b

Im elektrostationiren Felde dagegen erfordert die endliche
Stromdichte i eine endliche Feldstédrke entsprechend dem Ohm-
schen Gesetz

i—%-G. (3)

Nach (1) ist somit das Potential der stationdren Erdstrémung
von Ort zu Ort verdnderlich. Man verfiigt iiber die unbestimmte Kon-
stante der Potentialfunktion zweckméBig, indem man sich das Feld durch
eine unendlich grofle, vollkommen leitende Hiillkugel abgeschlossen
denkt; ihr wird das Potential Null zugeschrieben. Das Potential des
elektrostationdren Erdfeldes ist somit fiir einen beliebigen
Punkt identisch mit der Spannung jenes Punktes gegen
die Hiillkugel.

Die Kontinuitdtsgleichung des Stromes fordert, daB Stromlinien
nirgends entstehen oder verschwinden konnen. Die Menge der pro
Raumeinheit entstehenden Zahl von Vektorlinien heiBt
Divergenz dieses Vektors. Daher lautet das Kontinuititsgesetz

divi=0. (4)

In einem homogenen Raumteil folgt hieraus mit Riicksicht auf
das Ohmsche Gesetz (3)

divg =0 (4a)
und durch Einsetzen von (2a)
divgrad p = dp =0. (5)

Zur Ableitung quantitativer GesetzmaBigkeiten ist es notwendig, die
erhaltene Differentialgleichung
des Potentiales auf bestimmte
Koordinatensysteme zu speziali-
sieren.
Fiir einrechtwinkliges Koor-
dinatensystem z, y, z ergeben
sich durch Anwendung der GI. (2)
sogleich die Feldstirkenkomponen-
ten in den Achsenrichtungen

9. oo, 6@
@“:_695 @y:—gy, @z:**td"zf. (6)

Einem Paralleleplped der Lingen dx, dy, d2 entquillt nach Abb. 1 die
Feldlinienzahl

AN=(C,,_ ...~ €, )4y -dz 4- (€ dzdx -+ (®2(2+dz) ~ G, )dzdy
0€,

E(———{»a@"—{—a@’)dxdydz. )

\dx

Yiy+dy) @y( )
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Das Volumen des Parallelepipeds ist

dr =dx dy dz (8)
so daB gemilB Definition
ivE— N _ 26  0C | G
le@-«mv- ox +ﬁy+8izi' (9)
Mit Riicksicht auf (6) findet sich hieraus die Potentialgleichung
2 | olp  o%g
5;?+5;5+a?:0- (10)

Krummlinige Orthogonalkoordinaten u, v, w seien aus den
rechtwinkligen Koordinaten mittels der Funktionen

Y=y (u,v, w) (11)

z =2 (u, v, w)

r=2xw, v, w) }

definiert, mit der Zusatzbedingung, daB die Flichen u = konst, v
= konst, w = konst einander rechtwinklig schneiden. Die Bogenlinge
eines von zwei Punkten im ,,Abstand“ du begrenzten Elementes
betrigt

ds, — V(g%)er (294 (22 du = U-du. (12)
Ebenso berechnen sich die Lingen der Elemente dv und dw

o vas v T+ G e

ds, —W.dw; W= ]/ <%>2+ (%>2+ <Z—:0)2 : (12b)

GemiB (2) leiten sich jetzt die Feldstirken aus dem Potential nach den
Formeln ab

0@ 1 d¢

C= FaT U

__ b 1 09
€, s, V ov’ (13)

. e 1 09

W Qs W ow

An Stelle der Gl (7) tritt jetzt
dN = (dsv ' dsw : @u)(u_l_,,,,) - (dsv . dsw * gu)<
- (dsw * dsu . @v)(,) + (dsu : dsv ' @w)

-+ (ds, -ds, &)
- (dsu ' dsu ’ @w) )
(w)

u) (v+dv)

{(w+d w)

= (S We)+ WU+, UV )dudvdw.  (14)

ou ow!
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Das Volumelement des (krummlinigen) Parallelepipeds ist nach (12),
(12a), (12b)

dv=ds,-ds,-ds, =U-V-W-du-dv-dw. (15)

durch Division von (14) und (15) entsteht
. dN 1 0 0 0 !
divE = 57 = g (e VWEY + 5 (WUE) + S (UVE,})  (16)

und mit (13) als Potentialgleichung
. 1 o (VWaog o (WU a¢ o (UVop\T
0= gy 57T 5 T 57 ou) Fawlw s =00 @7)

3. Das Verhalten der stationfiren Stromung an der Grenze zweier
Medien. Wir suchen die Bedingungen, welche die Potentiale ¢, und ¢,
an der Grenze zweier Feldraume 1 und 2 mit verschiedenen Leitfahig-
keiten %, und #, verkniipfen.

Die Anwendung der fiir ein beliebig inhomogenes Medium giiltigen
Definitionsgleichung 1 auf ein ganz in der Grenzfliche liegendes Linien-

element ds; verlangt
0@y __ 09y, —
a'St_ T as,? o @t (18)

Diese erste Grenzbedingung fordert also die Gleichheit der zur
Grenzfliche tangentiellen Feldstdrkekomponenten. Sie ist
erfiillt, wenn iiberall

2

Py = Pa2- (18a)

Das Gesetz (4) spricht die Stetigkeit der die Grenzflache

normal durchsetzenden stationdren Strémung aus; bezeichnet
n die Normalenrichtung einer Stelle der Grenzfliche, so gilt

% - Cp =y G, ; xl-gi‘l = ng-gii . (19)
Das Verhiltnis der tangentiellen zur normalen Feldstirkenkomponente
gibt den Tangens des Einfallswinkels o¢ der Stromlinien gegen die Nor-
malenrichtung an. Die Verbindung von (18) mit (19) liefert daher in
G, | G,
Cn, ~ Cn,
das Brechungsgesetz der Stromlinien an der Grenzfliche.

4. Erder; das Potential eines Quellpunktes. Ein Erder ist ein end-
licher, metallischer Leiter, der zur Einfiihrung des Stromes in das Erd-
reich dient. Der Strom wird durch eine an den Erder geschlossene Lei-
tung zugefiihrt, sein Ubertritt zur Erde findet von allen dem Erdreich
satt anliegenden Oberflichenelementen des Erders aus statt; alle in der
Erde liegenden blanken Teile der Zuleitung bilden somit einen Anteil
des Erders.

tg e, ttge, = =%, 1%, (20)
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Die Leitfahigkeit des Erdermateriales ist stets sehr gro gegen die
des umgebenden Erdreiches; wir setzen sie stets als unendlich gro8
voraus. Nach (3) verschwindet dann das Feld im Erder, solange die
Strome endlich bleiben: Auf der gesamten Erderoberfliche herrscht das
konstante Erderpotential

¢ = @, = konst. (21)

Definitionsgemafl miBt es die Spannung des Erders gegen die unendlich
groBe Hiillkugel, so daB sein Produkt mit dem in die Erde iibertretenden
Gesamtstrom J die Erderleistung angibt

N =@, J. (22)

Das Verhiltnis des Erderpotentiales zum Erderstrom heil3t Ausbrei-
tungswiderstand des Erders

rR-%, (23)
sein Kehrwert ist der Ausbreitungsleitwert
J
G =—. 23
2 (23a)
Betrachtet man den Erder als Fremdkorper relativ zur Erde, so wirkt er
als Stromquelle; sie ist in der Dichte
. op g
i=—25" (24)
iber die mit der Erde in Berithrung stehenden Erderelemente flachen-
haft verteilt:

J=[idf, (25)
F

wo df ein Erderoberflichenelement, F seine gesamte Oberfliche bedeutet.
Die Linearitit der Potentialgleichung gestattet es, das Gesamtfeld aus
denTeilpotentialen derelementaren,, Quellpunkte

dJ=idf (25a)
zusammenzusetzen.

Wir bestimmen das Quellpunktspotential
im allseitig unendlich ausgedehnten, homogenen
Erdreich. Aus Symmetriegriinden ziehen nach

Abb. 2 simtliche Stromlinien gleichmifig radial
Abb. 2. Stromlinjenbild . . .
eines Quellpunktes. vom Stromungszentrum nach auBen; die Konti-
nuitéitsgleichung liefert somit fiir die Stromungs-

dichte di im Abstand ¢ von der Quelle die Beziehung

(26)
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Durch Integration léngs einer Stromlinie folgt nach (1) das Potential

d@ aJ 1
—[Zde= o (27)

Indem man jetzt iiber simtliche Quellpunkte summiert, erhélt man das
Potential eines Erders im allseitig unendlich ausgedehnten, homogenen

Erdreich
=1 J‘ﬂf (27a)

do =

Das Feld des Erders wire bereits durch diese Gleichung gegeben und
unsere Aufgabe zu einem wesentlichen Teile gelost, wenn die Verteilung
der Stromquellen von vornherein bekannt wire; dies aber trifft nur in
wenigen Fillen zu, sondern man muf} sie meist umgekehrt gema8 (24)
aus dem Potentialfeld ermitteln. Dennoch enthilt Gl. (27a) ein grund-
legendes Ergebnis: Fiir Aufpunkte, deren Abstand @ groB gegen die
Abmessungen des Erders ist, kann man mit sehr geringem Fehler
samtliche in (27a) eingehende Quellpunktsabstinde g durch ¢ ersetzen;
mit Beachtung von (25) findet man dann, unabhéngig von der Gestalt
der Flache

1im<p=£l—1—-~fidf=;i-—:7. (27b)
F

o dax o T n

Das Feld eines beliebigen Erders im allseitig ausgedehnten,
homogenen Erdreich nidhert sich also, wie durch Vergleich von
(27) mit (27b) hervorgeht, mit wachsendem Abstand dem Quell-
punktspotentiale des gesamten Erderstromes.

5. Beriicksichtigung der Erdoberfliiche. Alle technisch ausfiihrbaren
Erder sind — entgegen den bisherigen Annahmen eines allseitig unendlich
ausgedehnten Erdreiches — an oder in unmittelbarer Néhe der Erd-
oberfliche angeordnet; sie sind stets verschwindend klein gegen die
Abmessungen der ganzen Erdkugel.

Die Erde wird daher durch einen unendlichen Halbraum, ihre
Oberfliche durch eine Ebene ersetzt. Hiigel, Bodensenkungen
und Bauten werden vernachlissigt; sie kénnen notigenfalls durch ge-
eignete, lings der ebenen Erdoberfliche verteilte Inhomogenitéten in
Rechnung gestellt werden. Von den UnregelmiBigkeiten der Leitfahig-
keit, welche durch Pflanzenwuchs oder Tatigkeit erdbewohnender
Tiere verursacht werden, wird abgesehen.

Die natiirliche Leitfahigkeit der Luft (durch Ionen) ist gegenuber der
Erdbodenleitfihigkeit iiberaus klein; sie wird gleich Null gesetzt, so
daB die Luft als Isolator gilt. Durch Spezialisierung von (19) ergibt sich
somit als Grenzbedingung lings der Erdoberfliche die For-
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derung: Die Normalkomponente der Feldstirke muB lings
der Erdoberfliche verschwinden. Kennt man daher eine
Loésung der Potentialgleichung des stationidren Feldes von
der Eigenschaft, daB lings einer Ebene die normalen Feld-
komponenten verschwinden, so stellt die entsprechende
Strémung ein mogliches System elektrischer Stromleitung
in der Erde dar. Hierbéi darf natiirlich nur ein von jener Ebene
abgegrenzter Halbraum
mit der Erde identifi-
ziert werden.
Wir wenden diesen
Satz zunédchst auf das
im vorigen Abschnitt
entwickelte Quell-
punktspotential an.
Hier besitzt nach Abb. 2
jede durch die Quelle
gehende Ebene die oben
geforderte KEigenschaft;
dieses Potential liefert
somit die stationédre
Strémung einer in
der Erdoberflache
gelegenen Quelle.
Eine nach Abb. 3 in
der Tiefe ¢ befindliche
Quelle erfiillt daher zu-
néchst nicht die Grenz-
bedingungen an der Erd-
oberfliche; man kann
indes eine diesen Bedin-
gungen geniigende Stro-
mung leicht dadurch er-
halten, daBB man iiber die Erdoberfliache hinaus das Erdreich nach oben
fortgesetzt denkt und in ihm eine zweite (fingierte) Quelle gleicher
Stiérke und gleichen Vorzeichens senkrecht iiber der ersten in
der Hoéhe bt (28)

anordnet; denn in dem resultierenden Felde beider Quellen wird die
Symmetrieebene nach Abb.3 von Stromlinien erfiillt. Zusammen mit
der Zerlegung (23) erkennt man hieraus:

Man erfaBt die Wirkung der Erdoberfliche auf das
Feld eines Erders, indem man das Erdreich iiber die Ober-
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fliche hinaus nach oben fortsetzt und in ihm den Erder
symmetrisch zur Oberflache ergidnzt (vgl. Abb.4).

Durch diesen Satz sind alle Erderprobleme formal auf das Stromungs-
feld im allseitig unbegrenzten Erdreich
zuriickgefiithrt; da man indes nur die
in den unteren Halbraum ziehenden rpmmm
Stromlinien als real betrachten darf,
mul man dem symmetrisch ergénzten

Erder nach Abb. 4 den doppelten Strom Abb. 4. Elektrisches Ersatzblld zur Be-
des wahren Erders zufiihren . riicksichtigung der Erdoberfléche.

J=2J (29)

Die Beziehung (26b) fiir das Feld in groBer Entfernung vom Erder (29)
lautet also mit Riicksicht auf die Anwesenheit der Erdoberfliche
J o1 g1 279

11m¢:4nx- 5:2725 -

o>®

Die hier fiir homogenes Erdreich entwickelte ,,Spiegelungsmethode
18t sich sogleich auf inhomogenes Erdreich erweitern; man hat
hierzu nur die Grenzflichen der Inhomogenitidten im Sinne der
Gl. (24) als Stromquellen mit Bezug auf das homogene Erdreich an-
zusehen und erkennt aus der Spiegelungsmethode unmittelbar, daB
man sie richtig beriicksichtigt, wenn nach Abb.5 in dem fingierten
Erdreich oberhalb der Erdoberflache

spiegelbildlich zu ihr die gleichen In-

homogenitidten vorgesehen werden.

6. Physiologische KenngroBen des Feldes
lings der Erdoberfliche. Die
GroBe des Potentiales lings
der Erdoberfliache kann nach
den Ergebnissen des vorigen Ab-
schnittes aus dem berechneten
Felde des allseitig unendlich aus-
gedehnten Erdreiches entnommen
werden ; sie bestimmst die physio-
logische Wirkung des Feldes
auf Menschen und Tiere, welche 435, 5 Jibonopntat st o Btk
sich auf der Erdoberfliche be- (rechts).
finden.

Die Funktion, welche das Potential ¢ fiir die Gesamtheit der in der
Erderumgebung liegenden Oberflichenpunkt angibt, heiBit ihrer Form
wegen der Spannungstrichter; das Erderpotential als Kenn-
groBe des Spannungstrichters wird Beriihrungsspannung genannt.
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Die auf dem Spannungstrichter fiir die Schrittweite zwischen den
Fiien des Lebewesens nach Abb.6 bestimmte Potentialdifferenz in
Feldrichtung heifit Schrittspannung E,; sie treibt nach MaBgabe des
Korperwiderstandes einen
Kérperstrom von FuBl zu Ful.
Derjenige Erderstrom, fiir den der
Korperstrom in dem fiir das Lebe-
wesen ungiinstigsten Falle gerade
eine lebensgefdhrliche Hohe
annimmt, wird als Gefahrstrom
des Erders bezeichnet; bei seiner
Uberschreitung herrscht Lebens-
gefahr innerhalb einer gewissen,
den Erder umschlieBenden Gefahrzone. Gefahrstrom und Gefahr-
zone treten als physiologische KenngroBen des Erdoberflichen-
feldes neben die in Nr.4 definierten physikalischen KenngréBen des
Erders selbst; ihre Gesamtheit bestimmt die Ausfithrung des Erders fiir
vorgegebenen Erderstrom.

Zur zahlenméfBigen Festsetzung der physiologischen Kenngrofien
sind Erfahrungswerte iiber die Grofe des Gefahrstromes und des
Kérperwiderstandes notwendig. Da sich die Individuen sehr ver-
schieden gegeniiber den Stromwirkungen verhalten, mufl man sich mit
einer rohen Schétzung begniigen, welche moglichst die unterste
Grenze des gefahrlichen Korperstromes angibt: Man be-
trachtet einen Strom von

i = g5 Amp. = 50 mA (30)

als lebensgefihrlich. Ebenso schwankt der Korperwiderstand nicht nur
individuell, sondern ist auBerdem von dem jeweiligen Korperzustande
stark abhangig; aus Sicherheitsgriinden mufl man daher mit dem theo-
retisch ungiinstigsten Fall eines verschwindenden Widerstandes
innerhalb des Korpers rechnen, so dal der Korperwiderstand der
Summe der Ausbreitungswiderstédnde der ,,Erder gleicht, also
in den hiufigsten Fillen dem Ausbreitungswiderstand der FiiBe.
Wir werden spiiter (Nr. 9) fiir den Ausbreitungswiderstand eines Fufles

den Ausdruck ableiten
1 1

== Z_S‘; . {7;& ) ( 3 1)
wo d den mittleren Sohlendurchmesser angibt. Fiir den mensch-
lichen FuB findet man mit d = ~ 20 cm in mittlerem FErdreich (»
= 10~* Siemens/cm) zahlenmaiBig
10
T 410

r =250 2, (314a)
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so dafl ein Mensch, der mit beiden Fiilen die Erde beriihrt, im Mittel
den Gesamtwiderstand besitzt

27— 500 Q. (31Db)

7. Abbildung des stationiren Stromungsfeldes in der Erde auf ein
elektrostatisches Feld. Wir vergleichen das Feld der stationdren elek-
trischen Strémung in einem Medium der Leitfahigkeit » mit dem elektro-
statischen Felde in einem Isolator der Dielektrizititskonstanten e.
Im Isolator bewirkt die Feldstirke € eine dielektrische Verschiebung

D=1c¢-G. (32)
Verschiebungslinien kénnen nur an Orten aufgehiufter elektrischer
Ladung entstehen oder verschwinden; im Isolator gilt daher das Kon-
tinuitatsgesetz

div® = 0. (33)
Leiter, welche in das Feld eingebracht werden, bringen es an den von
ihnen erfiillten Bereichen zum Zusammenbruch; hierbei sammelt sich
an der Grenzfliche gegen den Isolator Ladung in der Dichte

d
a:iD-—*e-QE:——E‘a‘n- (34)

Die Gesamtladung der Leiter ist also

Q= [odf. (35)

Die Gleichungen (32, 33, 34, 35) werden mit (3, 4, 24, 25) identisch, wenn
man & mit %, D mit i, Q mit J vertauscht:

Das Potentialfeld einer stationdren elektrischen Stro-
mung wird nach Ersatz der StromquellenJ durch Ladungs-
quellen @, der Stromlinien i durch Induktionslinien ®, der
Leitfahigkeit » durch dielektrische Verschiebbarkeit ¢ auf
ein elektrostatisches Potential gleicher Feldverteilung
abgebildet.

Gehen wir von dem mittels der Spiegelungsmethode symmetrisch
oberhalb der Erdoberfliche erginzten Stromungsfelde aus, so tritt bei
der Abbildung an Stelle des Erders ein im allseitig unendlich ausgedehn-
ten Dielektrikum befindlicher Korper von gleicher Gestalt, aber un-
endlich hoher Dielektrizititskonstante. In diesem muB nach (32) das
Feld verschwinden, er ist einem Leiter gleichwertig. Das Verhiltnis

seiner symmetrisch erginzten Ladung Q zu seinem Potential @, gibt so-
mit seine Kapazitit gegen die unendlich ferne Hiillkugel an

_ 9
C= . (36)

! Dieser Abschnitt kann bei der ersten Lektiire iibergangen werden.
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Mit Riicksicht auf (3) und (32) erhalten wir durch Vergleich von (23a)
und (36)

o=-1. (37)

Man bezeichnet dieser Beziehung wegen den Ausbreitungsleitwert
eines Erders auch als dessen Widerstandskapazitdt. Definitions-
gemil enthalt dieser Begriff eine Regel, Ausbreitungsleitwert und Aus-
breitungswiderstand aus einer Kapazitit gemal (37) abzuleiten; hierin
ist eine einfache Modellmethode zur experimentellen Ermittelung
der Erderkonstanten aus einer Kapazitdtsmessung ausge-
sprochen.

II. Einfache Erder im homogenen Erdreich.

8. Der Halbkugelerder. In vielen Fillen besitzt der Erder sehr an-
gendhert die Gestalt einer nach Abb.7 unmittelbar an der Erdober-
fliche befindlichen Halbkugel vom Radius g,. Die Spiegelungsmethode
liefert als gleichwertiges System einen kugelférmigen Erder im allseitig
unendlich ausgedehnten Erdreich, welchem der Strom J nach (29) zu-
gefithrt wird.

Im Felde eines Quellpunktes sind nach

oo (27) die Flichen konstanten Potentiales
' Kugeln um die Quelle als Zentrum. Auf
Abb. 7. Halbkugelerder und seln jeder dieser Flichen ist die Grenzbedingung

elektrisches Spiegelbild. N R
(21) erfiillt; sie darf mit der Erdober-

flache identifiziert werden: das Potential

J 1 J 1

¢:Z;.?:2n:¢'_@“

(38)

gibt das Feld des Halbkugelerders an. Insbesondere findet sich fiir
@ =g, das Erderpotential

J 1 J 1

Po= Ta7 o0~ Tan oy (39)
Die Erderleistung betrigt daher
2 1
N:(pO.J:zﬂx.a (40)
und der Ausbreitungswiderstand
_ %o 1
E= J T 2mxp,” (‘41>

Man erkennt durch Vergleich dieser Widerstandsformel mit dem be-
kannten Ausdruck fiir den Widerstand eines Drahtes, da3 zunéchst beide
GroBen dem Kehrwert der Leitfihigkeit, also dem spezifischen Wider-
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stand des feldtragenden Materiales proportional sind ; wihrend indes der
Widerstand eines Drahtes gegebener Lange umgekehrt proportional
dem stromfithrenden Querschnittist, verringert sich der Ausbreitungs-
widerstand des Erders nur mit den linearen Abmessungen. Man
benétigt daher zu einer merklichen Verkleinerung des Ausbreitungs-
widerstandes eine sehr erhebliche Steigerung der Erderoberfliche. Fiir
das Beispiel eines Erders vom Radius
0o = 1,60 m = 150 em
in mittlerem Erdreich (» = 10~ Siemens/cm) ergibt sich nach (41)
4
R:%m—o=10,69=~109,
also ein recht groBler Wert.
Diese grundlegenden Eigenschaften sind allen Erdern be-
liebig vorgegebener Gestalt gemeinsam.

Der Spannungstrichter des halbkugelférmigen Erders ist un-
mittelbar durch (38) gegeben. Sei ¢ die Schrittweite des Menschen, so er-
halten wir aus ihm die Schrittspannung nach der in Nr.6 gegebenen
Definition

B — . . - J 1 1
3“¢9"ifsu(pe+78_2nx T 1
¥ ? e—5s etgs
J 8
YT g 1 4 ) (42)
4 ——4‘3

In Abb.8 ist der Verlauf des
Spannungstrichters und der
Schrittspannung fiir s = g, zur
Darstellung gebracht. Man er-
kennt, daB die Schrittspannung
unmittelbar an der Elektrode fiir

1 .
@ =00+ 5 s ihren hochsten
Wert annimmt

B = (a2

wahrend sie sich mit wachsen-

dem Abstand vom Erder dem

Produkt der Feldstirke mit

der Schrittweite nahert (vgl. Abb. 8, gestrichelte Kurve)
J s

2:[”'99’ (42b)

ImE,=s-€ =

erw

also mit der Entfernung sehr raseh absinkt.
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Zur Berechnung des Gefahrstromes miissen wir den gefahrlich-
sten Fall voraussetzen, da der Mensch mit einem FuB3 den Erder be-
rithrt; der Ausbreitungswiderstand dieses FuBes verschwindet dann,
und der Korperwiderstand sinkt auf den Betrag (31). Man erhilt daher
als Korperstrom

. Esm., J s sd

A =l LRt
unabhéngig von der Leitfahlgkelt des Erdbodens. Das
Gleiche gilt daher fiir den Gefahrstrom, den wir mit Benutzung des
Wertes (30) aus (43) finden

1 sd 1, _® ojtse
Ve 2 Yo m T eq o Amp (433

Mit s = 100 cm und d = 20 cm ergibt sich fiir den oben genannten
Erder
« 150% 4+ 100-150
20 100-20
also ein relativ sehr kleiner Strom.
Zur Bestimmung der Gefahrzone fiir stirkere Strome diirfen wir
den Néherungswert (42b) der Schrittspannung benutzen. Beachten
wir, daB sich jetzt der Korperwiderstand aus beiden FuB3-Ausbreitungs-
widerstinden zusammensetzt, so ergibt sich der Korperstrom

E, J 2 sd
=g drd=1J (44)

J, = = 2,96 Amp.

Die Gefahrzone ist also ein um den Erdermittelpunkt beschriebener
Kreis, dessen Radius sich mit Gl. (30) berechnet

40
Qg:l/—”— J-8d om (44a)

und deren Fliche
F,=mng;=40J-sd cem® (44Db)

betrigt. Beispielsweise entsteht fiir J = 200 Amp. mit den oben be-

nutzten Zahlenwerten

—V— 200- 100 20 cm = 22,6 m,

wobei sich am Erder die Beriithrungsspannung einstellt
@, = 100-10,6 == 1060 Volt.

9. Der Kreisplattenerder. Da die Ausfilhrung eines halbkugel-
formigen Erders nicht unerhebliche konstruktive Schwierigkeiten be-
reitet, liegt es nahe, ihn durch eine ebene Platte zu ersetzen. Wir be-
handeln die Erdung mittels einer an der Erdoberfliche liegenden Kreis-
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platte vom Radius g, nach Abb.9; sie kann nach Erginzung des
Stromungsfeldes mittels der Spiegelungsmethode als Grenzfall eines
abgeplatteten Rotationellipsoides aufgefat werden.

Wir spezialisieren die in Nr. 2 eingefiihrten krummlinigen Ortho-
gonalkoordinaten auf ein rotationssymmetrisches
Feld; in die Symmetrieachse wird die 2z-Achse ” )
eines rechtwinkligen Koordinatensystems gelegt, ; H“J:é,l e
dessen xz-Ebene mit der Meridianebene y = 0 zu- i e
sammenfillt. Wahlen wir ¢ als dritte Koordinate Abb.9. Anordnung des
eines krummlinigen Koordinatensystemes, so ist freisplattenerders.

T=g9-c0sy; y=p-siny; 2z2=2(u,v) (45)
und nach (12b)

W) BT+ @+ ) =e. ()

In dem rechtwinkligen Koordma,tensystem 2, o einer Meridianebene
ist nun

z=2(u,v); o=o(u,v). (45a)
also wegen (12, 12a)

oz ‘1_ 6@
U= V <aT¢> au P V= V (#7)
und GI. (17) nimmt die Form an
2 ( V dg\, 9/ Uodp\
ZTu(Q Uau>+6v<9 v ﬁ>_0' (48)

Elliptische Koordinaten des abgeplattet-rotationsellipsoidischen
Feldes nach Abb. 10 sind durch die konfokalen Ellipsen u = konst
der Exzentrizitdt I’ definiert

2 22
und die konfokalen Hyperbeln

v = konst

o® 22 .

Il P Sl (50)
Hiernach gilt

) wt U2l ot
o= 7 zzy——l}ﬁa (51)
also nach (47)
u? —? u? —o?
U == m H V Vl,g g (47 8.-)

Die Ellipsoide » = konst miissen, um die Grenzbedingung (21) zu er-
fiillen, Niveauflichen des Potentiales sein, so da8 die Hyperboloide
Ollendorff, Erdstréme. 2
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v == konst die Stromflichen darstellen; hierfiir reduziert sich (48)
mit (51, 47a) auf die totale Differentialgleichung

d [uv y/ur=1% do|
%[T'Vl’“—vz'd_u:l— 0. (52)
Das im Unendlichen verschwindende Integral dieser Gleichung lautet,

da v hierbei als Konstante zu betrachten ist, mit einer willkiirlichen
Konstanten 4

4

p=A4-: arcsin—li . (88)

Die Oberfliche der Kreisplatte ist nach (51) wegen I’ =g, und z = 0
durch
Uy =1'=g, (51a)

gegeben ; somit folgt aus (53) das Erderpotential
2

. 0 . 7T,
¢0=A-aromna°;=A-arcsm1=A-—-2—, A=—¢, (632

8o daB man fiir das Strémungsfeld den Ausdruck erhilt

2 .0
@ = —@,-aresin_". (53b)
Es ist also
: _ 2 g __ 2 Q

uEf‘P—';"Po';—;%'VW (530)

und da dies dem Werte (27¢) gleichen muB, erhélt man den Erder-
strom zu

2
J=2m%:Qy—Po=14%0 Po- (54)

Als Ausbreitungswiderstand des Kreisplattenerders finden wir
somit
1

er ist also um das —g— fache groBer als der eines Halbkugelerders von glei-

chem Halbmesser. Beispielsweise besitzt ein Kreisplattenerder vom
Halbmesser g, = 150 cm in mittlerem Erdreich den Ausbreitungswider-

stand

10¢

Ersetzt man in (563b) das Erderpotential mittels (54) durch den Erder-
strom, so entsteht

_J 1 . Q
P =gy, Hosin ~ (55)



Der Kreisplattenerder. 19

Man entnimmt aus (51) fir 2=0:v=1, u =g und erhdlt aus (55)
den Spannungstrichter (Abb. 11)

J 1 .
¢:m'go“arcsln—— (55&)
und die Schrittspannung

J . 2] . 0
E=¢ 1 —@ 1 = aresin ——— — arosin ——
: e~y 8 ety s 27 x e g——l s g+—; 8

2
. J o f__ @ 1 1\ 9 RIAY 9
- Zﬂ”QoarcSIn<92—18’{V <Q—|— 3 8> Q% — V(Q 58) — Qo})
J . [ Qs
=~ 5wa, BTosin T, (56)

92_2—32 Vgg_{__i_gn_gg

wo in der letzten Umformung die Wurzeln binomisch entwickelt wurden.
Die groBte Schrittspannung ergibt sich wieder fiir unmittelbare Nahe

am Erder <Q =0, F % s)

E Z_J_.[1~ . eo}
s = 50| g a.rcsmeo+8

- J o
= G, BTOC08 (56a)

so daB der Gefahrstrom sich
analog (43), (43a) berechnet

1 d @ 1
Jg ';"'b';'a;rccos Qvo——-l—:} == 20 N
_Te 1
J, = - (56Y)
arccos —————
@t s

Setzt man die im vorigen Ab-
schnitt benutzten Zahlen ein, so

entsteht
J — x 150 1
920 20 150
arccos 150 + 100 Abb. 11, Spannungstrichter und Néherungswert der
Schrittspannung fiir 8 = g, eines Kreisplattenerders.
z 150 1 A Fiir 80 sind die Schrittspannungswerte mit
=50°20 arcoos 0.6 1,26 Amp. dem Verhiltnis 8:9, zu multiplizieren.
2

Man darf also mit Riicksicht auf die Gefahrdung von Lebewesen un-

mittelbar am Kreisplattenerder diesen nur weit schwécher belasten als

einen Halbkugelerder; es steht dies im Zusammenhang mit der Eigen-
A
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schaft des Feldes, an der Erdoberfliche gemifl

_ l d(p_ . ut -0 2 1 Qo
@u__ U'du uz_ve';(pOVl—z<- >

T 2axe ) rﬁ (57)
bei Anniherung an den scharfen Rand der Scheibe (9 — g,) iiber alle
Grenzen zu wachsen; man erkennt indes, daf diese gefiahrliche Rand-
wirkung mit wachsendem Abstand vom Erder rasch verschwindet (vgl.
Abb. 11, gestrichelte Kurve). In der Tat findet man als analytischen
Ausdruck der Schrittspannung in jenem Bereiche aus (56) oder (57)

. J s
eli»n:o B = 2an ot
in Ubereinstimmung mit (42b): Der Kreisplattenerder besitzt — bei
gleichem Erderstrom — die gleiche Gefahrzone wie der Halbkugel-
erder. Da bei der Herleitung dieses Satzes die Abmessungen der
Erder vollig herausgefallen sind, ist er nicht an die Voraussetzung
gleicher Halbmesser gekniipft; er gilt vielmehr, wie aus (27c) hervor-
geht, mit mehr oder minder groBer Ndherung universell fiir alle
Erder.
Als Erder der hier beschriebenen Form konnen niéherungsweise die
FuBsohlen von Menschen und Tieren betrachtet werden, welche
auf der Erdoberfliche stehen. Ersetzt man die Sohlenfliche durch einen

. d .
Kreis vom Halbmesser ¢, = 5, wo d den mittleren Sohlendurch-

(56¢)

messer bedeutet, so erhélt man aus Gl. (54 a) sogleich ihren Ausbreitungs-
widerstand
1

r=g5 1—/:—&. (68)
Dieser Wert ist es, den wir in (31) bereits genannt haben; bei seiner
Anwendung hat man natiirlich die Abweichungen der Wirklichkeit
von den Voraussetzungen dieser Rechnung zu beriicksichtigen; dies ge-
schieht durch passende Wahl des mittleren Sohlendurchmessers in
praktisch hinreichender Weise.

10. Rohrerder. Diese Erderform entsteht durch senkrechtes Ein-
treiben relativ diinner Rohre in das Erdreich entsprechend Abb. 12;
elektrisch gleichwertig sind die zuweilen des bequemeren Eintreibens
halber bevorzugten Erdbohrer.

Um das Stromungsfeld der Rohrerder nach Ergéinzung mittels der
Spiegelungsmethode in einfacher Weise zu erfassen, ersetzen wir sie
durch gestreckte Rotationsellipsoide, deren kleine Halbachse dem Rohr-

halbmesser g,, und deren Exzentrizitit der Rohrlinge !> g, gleicht.
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Wir stellen das Feld mittels krummliniger Orthogonalkoordinaten des
gestreckt-rotationsellipsoidischen Feldes dar, welche in jeder Meridian-
ebene durch die Ellipsen % = konst

22 02 :
wtwop =1 (59)
und die konfokalen Hyperbeln v = konst
zi 02
Pl s Rl (60)

definiert sind. GemaB (47) gelten die
Ausdriicke (47a) unverédndert fiir das ge-
streckt-rotationsellipsoidische Feld; da-
gegen sind in den Beziehungen (51)
entsprechend (59), (60) ¢ und z mit-
einander zu vertauschen, so da

_Vur -yt ? Uev
=" ;or=—. (61)
Um die Grenzbedingung (21) zu befriedigen, darf das Potential nur von'«
abhingen, so daB die zweischaligen Hyperboloide v = konst Strom-
flichen werden; die Differentialgleichung (48) geht daher iber in

d Tvi-1* deg) 62
du [ I du] =0, (62)
deren im Unendlichen verschwindende Losung lautet
u+1

Zur Ermittelung der Integrationskonstanten wenden wir diese Bezie-
hung auf die Erderoberfliche an, deren Koordinate aus (61) mit z =0,
Q@ = 0o 2ZU ]/l2 + o¢ folgt, und erhalten das Erderpotential

2L o2

(pozA-lnv_l_@—ﬂ:NA-any; 4= %Zl’ (634)
Vlg—i—@g-—-l Qo 921n 2=

Qo

wo von der Voraussetzung I > o, Gebrauch gemacht ist. In grofien Ent-

fernungen vom Erder ist

limg = 4- Inl—j= %_.gb__® b (63Db)
wro 1_L opm2t v 2 Yot
u Qo Qo

durch Vergleich mit (27¢) ergibt sich der Erderstrom
2 xl
J= Py - —itzil— (64)
In—

%



22 Einfache Erder im homogenen Erdreich.

und also der Ausbreitungswiderstand

ln?—l
% __ 9o
R“J‘2nx1° (65)

Diese Beziehung zeigt, daB die Leistungsfiahigkeit eines Rohr-
erders in erster Linie durch seine Linge bestimmt wird, wihrend der
Rohrhalbmesser weit weniger ins Gewicht fillt. Man berechnet beispiels-
weise fiir g = 2 cm, ! = 200 cm und mittleres Erdreich sogleich
2.200

B g0
T 2m%-200 2x.200
Durch Verdoppelung des Rohrhalbmessers wiirde dieser Wert nur auf

2.200

In ——
4 10446
E= T7%200 — 2m.300 — 50,6 Q,

R =4220.

die gréBte Schrittspannung sich bestimmt

21 21 J s
In~ — In _]:anlln o (87)

Eamsx=¢g-1}a_¢e+%8:~2nxl[ Qo 8
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Der Gefahrstrom des Rohrerders folgt daher entsprechend (43a)
x 1 1

J =50 =0 —— (6748)
g 20 d ln—s
Qo
Mit I = 200 cm, d = 20 cm, go=2cm,s=lq00mfindet.man
200 1 x 200 1
Jy=390"90 106 20" 20 592 — %4 Amp.
111—26

Fiir Entfernungen g > ! liefert (66a), wie man sich leicht durch Ent-
wicklung der logarithmischen Reihe iiberzeugt, das Quellpunkts-
potential (27c¢); fiir die Gefahr-
zone gilt daher die Formel (27¢c).
Rohrerder werden mneben
ibrem Hauptanwendungsgebiet
als Starkstromerder haufig als
sogenannte Sonden zur experi-
mentellen Ausmessung von Stro-
mungsfeldern inder Erde benutzt.
Hierbei muB man, um richtige
Ergebnisse zu erhalten, den Aus-
breitungswiderstand der Sonden
nach (65) beachten; wird sehr
groBe Genauigkeit verlangt, so
empfiehlt essich, die Leitfahigkeit
des die Erde unmittelbar um-
schlieBenden Erdreiches entweder
nach Entnahme einer Erdprobe
gesondert zu bestimmen, oder
sie aus (65) durch einen Vorversuch unmittelbar zu ermitteln. Diese
Gleichung dient dann nicht mehr zur Berechnung des Ausbreitungs-
widerstandes, sondern definiert eine gewisse, wiahrend der Messung in
der Sondenumgebung vorherrschende Leitfihigkeit; in diesem Sinne
ist die experimentelle Methode
nicht mehr an homogenes Erd-
reich gebunden, sie liefert in
stark inhomogenem Erdreich
als Mittelwert die értlich wirk-
same Leitfihigkeit.

11. Banderdung mittels gestreckten Bandes. Wegen ihrer besonders
leichten Herstellung verwendet man als Erder zuweilen langgestreckte
Drihte oder Binder, welche nach Abb. 15 lings der Erdoberfliche
verlegt werden. Wir setzen voraus, dal der Querschnitt niherungsweise
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die Form eines Halbkreises vom Radius g, besitzt; der bei abweichenden
Querschnittsformen wirksame Halbmesser g, wird spéter angegeben
werden (Nr.16, 17). Das gleiche Bild beschreibt das Erdfeld einer ge-
rissenen Leitung.

Die Spiegelungsmethode fiihrt das vorausgesetzte Band sogleich
in einen Vollzylinder iiber; geméBl den Entwickelungen des vorigen
Abschnittes konnen wir ihn durch ein gestrecktes Rotationsellipsoid
ersetzen. Daher beschreibt die im vorigen Abschnitt ge-
gebene Potentialfunktion zugleich das Stromungsfeld
des gestreckten Bandes. Insbesondere gilt also fiir den Aus-
breitungswiderstand eines solchen Erders Gl. (65), in welcher
aber jetzt ! die halbe Liénge des real vorhandenen Erders bedeutet.

Im Gegensatz zum Rohrerder geht die Symmetrieebene, welche die
Erdoberfliche bei dem hier behandelten Erder vertritt, durch die Achse
des gestreckten Rotationsellipsoides; daher weicht der Spannungstrichter
des Banderders von dem Spannungstrichter des Rohrerders ab.

Da der Schnitt der Erdoberfliche mit dem Band eine (sehr lang-
gestreckte) Ellipse ergibt, verlduft der Spannungstrichter nicht mehr
rotationssymmetrisch; wir untersuchen sein Verhalten lings der beiden
Vorzugsrichtungen. welche die Fortsetzung der kleinen und der groBien

Halbachse bilden.
% @ Lings der verlingerten kleinen Halbachse ist
der Verlauf des Spannungstrichters durch (66)
@, gegeben. Um seine Grofe in Richtung der ver-
lingerten groBen Halbachse kennen zu lernen,
> haben wir (63) fiir p = 0, 2 variabel auszu-
Abb. 16. Réumiiche Dar- Werten; aus (61) folgt hierfiir sogleich u = 2z,

Stellung ;";;{’;e";i%;‘:’ﬁ;',‘iﬁ' so daB mit (63a) und (64) (Abb. 13, 14 und 16)
(68)

erders. . d In? +1
P=Tax =i

Die gro8te Schrittspannung ergibt sich in der unmittelbaren Umgebung

des Erders mit z = }I2 + Qﬁ_-f——%s mit Beachtung von g, <!

J 21 21+
Bomex = Peys = Prvjs = ~m[l Tog ™ “f]
27
J 2l s
= gm0, V2l+s (69)
Ist, wie iiblich, 21 > s, so vereinfacht sich (69) zu
- J 12ls
Bypes = 5,5 In - o (69a)

Durch Vergleich mit (67) erkennt man, daB diese Schrittspannung
stets groBer ist als die lings der verlingerten kleinen Halbachse maximal
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auftretende Schrittspannung, eine Folge der Feldkonzentration
an der Spitze. Daher ist fiir den Gefahrstrom des gestreckten Band-
erders Gl. (69a) mafBgebend

x 1 1
=% T e (69b)
In
Qo

Fiir 2] =400cm, d = 20 cm, g, = 2 cm, s = 100 cm wird

x 200 1 n 200 1
e =25"30 " ——V‘Z—m—ﬂoo-lm =90 90 15 — 0,34 Amp.
In *¥—F——
2

Der Gefahrstrom und damit die Leistungsfihigkeit des Banderders

ist also merklich kleiner als die eines Rohrerders gleicher Abmessungen ;

diese Spitzenwirkung verschwindet indessen rasch mit zunehmender

Entfernung vom Erder, so dal sich nach Entwicklung von (68) in eine

logarithmische Reijhe niherungsweise fiir die beiden betrachteten Feld-

richtungen der gleiche Gefahrbereich einstellt: Die Gefahrzone ist

der durch (44a) bestimmte Kreis.

12. Kreishanderder. Aus Griinden der Raumersparnis zieht man

dem gestreckten Banderder gelegentlich den kreisférmig nach Abb. 17
mit dem Halbmesser g, verlegten
Banderder vor. Der Bandquer-
schnitt wird als Halbkreis vom Ra-
dius go<€p; vorausgesetzt; nach
Ergéinzung des Stromungsfeldes

mittels der Spiegelungsmethode geht der Erder in ein Toroid iiber.

Wir fihren Zylinderkoordinaten z, g, & ein; die Ebene z = 0
stellt die Erdoberfliche dar, die z-Achse liegt in der Symmetrieachse
des Toroides. Dem vom Zentrimittel ¢ im Winkelabstand & von einer
willkiirlich festgesetzten Meridianebene & = 0 ausgeschnittenen Element
entquillt aus Symmetriegriinden der Elementarstrom

= T
dJ = 5—-dd. (70)
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Der Aufpunkt P (2, g, o) besitzt von diesem Stromelement nach Abb.18
die Entfernung

e=1e T & — 2og,0080 + 2. (71)
Nach (27a) erzeugt also der Strom J im Aufpunkt das Potential
2
aJ 1 J 1 f a9
I . 72
I4nn e dnx 2a ; Ve +of—20g, cos 9+ 2° ( )

Mit den Substitutionen

- . 4o0
ba—n b=l e (73)

24

2
J 2 &k dy J
7 % ﬂg'/ga P ]/l—x”sin’rr} dax

entsteht aus (72)

k_.F, (120)

2¥ oox

2

=1 e
wo F das vollstindige elliptische Integral erster Gattung bedeutet;
geine GroBe ist in Abb. 19 in Ab-

hangigkeit von k dargestellt.
Zur Berechnung des Erder-
potentiales beziehen wir (72a)
auf den Oberflichenpunkt (O,
0: +0¢ O) und finden mit Be-
achtung der Voraussetzung g, <€,

J 2 1
‘pO — m . 7{ . .2_;' » 5
4 (o: + 00) 0¢ 1/00\8 /-
P =Gater 17 Z<E> - (72b)
Nun gilt fiir kleine &' = 1 — k2
die Entwicklung

Feln-gt-,  (14)
so daB
f 1 [ J 1 O«
P = Tan 7a - In 8@0 ETRET ]nSé—o. (720)
Der Kreisbanderder besitzt also den Ausbreitungswiderstand’
®__ 1 1 0
R= =y i 8. (75)

Bedenkt man, daB hierin 7, die halbe Léinge ! des verlegten Bandes be-
deutet, so kann man diese Formel auch schreiben

1 4 21 1
R=2;x_llnn = Yaxl {:1 _+1 :] 2nzl‘_1 +O239J (758'
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und erkennt durch Vergleich mit dem Ausbreitungswiderstand (65) des
gestreckten Bandes, da8 der verringerte Raumbedarf durch Zusammen-
biegung zu einem Bande mit erhohtem Ausbreitungswiderstande er-
kauft werden mufl, weil die
Stromlinien sich gegenseitig
in der freien Ausbreitung be-
hindern. Dieser Nachteil fallt
indes um so weniger ins Ge-
wicht, je grofier der Toroid-
halbmesser gegen den Leiter-
radius gewdhlt wird. So ergibt
sich fiir p=2cm, ! =200 cm
in mittlerem Erdreich bei-
spielsweise
In 2—?9 + 0,239
B= gm0
104 (5,3 + 0,239)
=" gamn 41
also nur 5% mehr als der entsprechende Rechenwert in Nr. 10.
Fiir z = 0 resultiert sogleich aus (72a) der Spannungstrichter
(Abb. 20 und 21)
J 2 1 2V oer

_J 2. 1 pop= )
® 2rnx 7w @40 ’ o+ o

(72d)

Abb. 21. Spannungstrichter eines Kreisbanderders fiir % = 100.
0

Da meist die Schrittweite s klein gegen g ist, kann man die maximale
Schrittspannung aus der Entwicklung (74) ermitteln und erhélt mit

0, K8
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E,mu = ((pg -3s " Per %g_)g=et+%s+go
J 211 o 1 o) _ J 1
_m.;.b_e‘.nggo 2@,:5'1118'5}_“' 2.

27 7T Q¢

8
In o (76)
in Ubereinstimmung mit der maximalen Schrittspannung (67) des Rohr-
erders gleicher Linge ! = ng,; daher ergibt die Formel fiir den Gefahr-
strom des Kreisbanderders

J =7 7 1 (163)

bei gleichen Abmessungen die gleichen Stromwerte wie der Gefahrstrom
(67a) des Rohrerders. Fiir groBe g nahert sich das elliptische Integral

rasch dem Grenzwert -;— (vgl. Abb. 19). Man erhilt daher aus (72d)

sogleich J 1

i = e, 77
eh_ﬁ‘p Sux o ( )

so daB auch fiir den Kreisbanderder Gl. (44 a) die Grofie der Gefahrzone
angibt. Rohrerder und Kreisbanderder sind somit bei gleichem
Materialaufwand praktisch gleichwertig.

III. Mehrfacherder im homogenen Erdreich.

13. Grundeigenschaften des Mehrfacherders. Die bisher durch-
gefithrten Rechnungen haben gezeigt, da einem Erder normaler Ab-
messungen mit Riicksicht auf die Gefahrdung von Lebewesen und die
Hohe der Erderleistung nur relativ geringe Strome zugefiihrt werden
konnen. Zur Einfiihrung kriftiger Stréme in die Erde ist es daher not-
wendig, den Strom auf mehrere Erder derart zu verteilen, dafl jeder
ginen ihm angemessenen Strom fiihrt. Die hiernach aus der elektrischen
Zusammenfassung mehrerer, raumlich getrennter Erder zu einem ein-
zigen Erder entstehenden Leitersysteme werden dann als Mehrfach-
erder bezeichnet, wenn durch hinreichend starke oberirdische Leitungs-
verbindungen dafiir gesorgt wird, daB im stationdren Zustande auf allen
Einzelerdern merklich gleiches und konstantes Potential herrscht.

Denkt man sich die Einzelerder in sehr (unendlich) groBe Entfernung
voneinander gebracht, so kann sich jedes Stromungsfeld nach den in
Nr. 8—12 geschilderten Gesetzen entwickeln; bezeichnet daher R, den
hiermit berechneten Ausbreitungswiderstand des kten Erders, so wiirde
der Kombinationswiderstand des aus n Einzelerdern bestehenden Mehr-
facherders nach dem Verhalten parallelgeschalteter Widerstinde den
Wert annehmen

n
1 1
R, 2 R, " (78)
® #—1 >
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Sobald indes die Einzelerder endlichen Abstand voneinander be-
sitzen, entwickelt jeder zu einem vorhandenen Erdersystem hinzu-
tretende Erder neue Stromlinien und beschrankt damit den wirksamen
Querschnitt fiir die von den andern Erdern entsandten Stromlinien.
Der Verringerung des Ausbreitungswiderstandes durch die
Parallelschaltung mehrerer Erder steht somit die Erhéhung
des Ausbreitungswiderstandes an jedem Einzelerder gegen-
iiber, so daBl der Ausbreitungswiderstand R des Mehrfacherders den

Grenzwert (78) stets iibersteigt. Das Verhiltnis %‘i bildet daher

ein MafB fiir die bei endlichem Geldndeaufwand erzielte Annihe-
rung an den Grenzwert (78), der sich bei unbegrenztem Gelindeaufwand
einstellen wiirde; wir definieren dieses Verhaltnis als Giitegrad des
Mehrfacherders R

n="%- (79)

Wenn insbesondere simtliche » Einzelerder. gleichen Ausbreitungs-
widerstand R, besitzen, folgt

0.
R, =22

(79a)

Zur Berechnung dieses Giitegrades fiir einen vorgelegten Mehrfacherder
muB die Verteilung des gesamten Erderstromes auf die Ein-
zelerder bekannt sein. Der Strom jedes Einzelerders ist maBgebend
fiir das Feld in der unmittelbaren Umgebung des Erders ; daher gelten bei
hinreichendem Abstand der Einzelerder voneinander mit guter An-
niherung die frither entwickelten Formeln der maximalen Schritt-
spannung und des Gefahrstromes fiir den Einzelerder. Als Ge-
fahrstrom des Mehrfacherders gilt.demnach derjenige Erder-
strom, der an einem Einzelerder gerade den Gefahrstrom
hervorbringt. Die GroBe der Gefahrzone ist nach (27c) bei gegebener
Strombelastung des Mehrfacherders ebenso groB wie bei einem Einfach-
erder; sie ist durch (44a) gegeben. Wir diirfen uns hiernach auf Berech-
nung des Giitegrades fiir eine Reihe hiufig benutzter Anordnungen be-
schrinken.

14. Einzelerder in groBem Abstand. Wir setzen den mittleren Ab-
stand d,; irgend zweier Einzelerder » und I eines Mehrfacherders groB
gegen ihre linearen Abmessungen voraus. Das Fremdpotential, welches
der Erder % am Ort des Erders [ hervorruft, kann dann aus der Quell-
punktslésung (27¢) entnommen werden

gy 1

Pis = Tmx " Ay (80)

Durch Summation iiber sdmtliche Nachbarerder findet sich das gesamte
Fremdpotential - vy, 1
= D mn  dny’

(80a)
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wo der Apostroph am Summenzeichen verlangt, daB8 bei der Summation
der Index ! auszulassen ist.

Zufolge der genannten Voraussetzungen iiber die Abmessungsver-
héltnisse ist das Potential (80a) merklich konstant im Bereiche des
lten Erders. Man erfiillt daher die Grenzbedingung (21), indem man
diesem Fremdpotential das friiher fiir den Einzelerder gefundene Eigen-
feld iiberlagert. Mit Benutzung des nach Nr. 8—12 bekannten Aus-
breitungswiderstandes R; des Einzelerders ist dieses Eigenpotential

¥ =By, (81)
80 daB sich durch Addition von (80a) und (81) das resultierende Erder-
potential ergibt

. 1
¢z.:Jt'Rl+2 '2—;—,,'3;:?’0' (82)

Das Fremdpotential (80a) ist in Strenge nicht genau konstant lings
der Erderoberfliche; vielmehr ergibt die Uberlagerung des Eigenfeldes
mit dem Fremdfeld in der Umgebung der Erderoberfliche als Flache
konstanten Potentiales eine von dem gegebenen Erder abweichende Ober-
flichengestalt, so daB (82) fiir einen gegeniiber der urspriinglichen Form
etwas deformierten Erder gilt. Bei Benutzung der Gl. (82) vernachlassigt
man also diese Deformation, eine praktisch stets zuldssige Verein-
fachung.

Indem man in (82) ! simtliche Werte von 1 bis n durchlaufen 1a8t,
entstehen n lineare Gleichungen, die genau zur Berechnung der n Erder-
strome aus dem Erderpotential ¢, ausreichen.

Wir fiihren diese Auswertung zunichst fiir den wichtigsten Sonder-
fall des symmetrischen Mehrfacherders durch: Die Einzelerder
besitzen unter sich gleichen Ausbrei-
tungswiderstand R, und sind auf einem
Kreise vom Halbmesser g, gleich-
miBig verteilt. Jeder Einzelerder fiihrt
daher den nten Teil des gesamten Erder-

stromes J
Jy=-T (83)

n

und da nach Abbildung 22

d,,l———2gm'lsin%(k——l)

,  (84)

Abb. 22. Zur Berechn ymmetrischer .
mMehrfachg:lge: 80 el‘glbt (82)

n—1

%:%.(RJFZ ! ) (824)

x=1 2 7mx-2 gm-sin%-k
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Der resultierende Erderwiderstand berechnet sich also aus

n—1
_ R, 1 1 1 . 1
R“W+2nz-2gm'7.¢§ 1 —R°°<1+27rx~29,,.-Rmf(n))’
2= Sln—/r;'K (82b)

n~1
1 1
wo f(n) = s Z — der folgenden Zahlentafel oder Abb. 23 zu
x=1 8in —-x
n

entnehmen ist; hierbei gilt fiir groBe n:f (n) =~ % [Inn 4 0,12]

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 15 | 20

f(n) 0,50 | 0,77 | 0,96 |1,10 | 1,22 | 1,32 | 1,41 | 1,48 | 1,65 | 1,81 | 1,98
Der Giitegrad eines solchen Erders betrigt nach Gl (79)
n= 11 .
T Ty AL

(82¢)

Wegen der symmetrischen Verteilung des Stromes auf die Einzelerder

gibt der Giitegrad hier nicht nur die Verschlechterung des Gesamterder-
widerstandes gegeniiber dem

Grenzfall an, sondern er 1aft fm;)’a =
gich auch als Verhaltnis des //
friither berechneten Ausbrei- %9 P
tungswiderstandes eines Einzel- %%
erders zu seinem im Mehrfach- 42
erder resultierenden Ausbrei- 10
tungswiderstand deuten. ' | |/
Als Beispiel behandeln wir e /
einen in mittlerem Erdreich %5V
erstellten Mehrfacherder, der  g¢
aus 10 gleichmiBig auf einem gz
Kreise mit g, = 500 cm Halb- 0 1|
messer verteilten Rohrerdern vz % 68 " H L RN

i —_— Abb. 23. Hilfskurve zur Berechnung des Giitegrades
mit den Abmessungengo =2cm, symmetrischer Mehrfacherder.

1 =200cm zusammengesetzt
ist. Der Ausbreitungswiderstand eines Einzelerders betrigt nach Nr. 10
Ry, =422 0Q; es ist also

22
R, == 4,22 Q
und nach (82c¢) ‘
1 o 1 __ pao
= 10 = Tro58 — 00

1+ ga2500.a
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g0 daB sich der Erderwiderstand auf
R, 4722

0,63 ~ 0,63

erhoht. Bei doppeltem Halbmesser des Mehrfacherders, also vierfachem
Gelindeaufwand, steigt der Giitegrad auf
o 1 . 1
= 104 T 150,293

1+ 521000222 19°

entsprechend einem Erderwiderstand
4,22

R = 0T = 5,45 0.

Bei Anwendung normaler Abmessungen biilt man also durch die

gegenseitige Beeinflussung der Einzelerder einen recht erheblichen Teil

des durch die Parallelschaltung erzielten Vorteiles wieder ein.

Wenn die Einzelerder nach Abb. 24 in einer
Reihe angeordnet werden, verteilt sich der Strom
nicht mehr gleichmaBig auf sie. Wir wollen in
Abb. 24. Mehrfacherder aus diesem Fall die Gl. (82) fiir Einzelerder auswerten,
vier Debeneinander "8 welche unter sich gleichen Ausbreitungswider-

stand R, besitzen und voneinander um den
konstanten Abstand d entfernt sind. Um das Wesentliche zu erkennen,
beschrinken wir die Rechnung auf einen aus 4 Einzelerdern bestehen-
den Erder.

Bezeichnen wir die beiden inneren Erder mit dem Index 1, die
beiden #dufBleren mit dem Index 2, so erhalten wir

—6,70

=71,5%

1 1 1
‘po:Jl'R0+J1'2nn-d+J '2nx-d+J‘3'2nx-2d (82(1)
1 1 1
Po="oBo +Ja g ga ot hranee
also
1 7
J”—tp- R°_27¢xd.€
1 0 1 : 1 9 1
(R°+2Md>'(R°+2ax-3d) T 1@axdp (82¢)
R 1 .1
J — o " Oaxd 2
2 = Po ( 1 9 1

1
Rﬁﬂ?d) : (R°+2“.3d) T i@axdp
Man erkennt hieraus, daB die duBeren Erder einen groBeren Strom
fithren als die inneren, deren Stromlinien durch jene teilweise ab-
geschirmt werden; die Erderbelastung wird um so verschiedener, je

niher die Erder aneinander riicken. Der gesamte Erderstrom ergibt
sich zu
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4R°_2nlxd 1_30_
J:<J1 +J2)2 0 2 1 1 9 1 (82f)
( °+2nxd>'<R°+2n_x.3d>_1'(2md)2
so daf
1 1 9 1
B (Bt gzva) (Bt osa) — 3 @awap
- AR 1 10
" 2axd ?
1
(1+ 1+ )~
_R_. 27;de0> 2zx3dR5 4(2de, :RTw (82¢)
1 —

2axdR, 6

resultierenden Erdungswiderstand und Giitegrad bestimmt. Fir das
frither benutzte Zahlenbeispiel und d = 300 cm findet sich

R, — 2210550
und 104 )

1_27,.300-423'6

= 10 104 9 0\
(*+72-300332) (\+ oov0a22) — 1 <2n-300-42,2)
1-0,105
= 1,126.1,042 — 0,0855 0 -
Hierbei herrscht nach (82e) ein Stromverhéltnis
104 7
22.300 6 36,0
10¢ 1 396
22 57500 "2
so daB} auf die inneren Erder je 23,8 %, auf die duBeren je 26,2% des Ge-
samtstromes entfillt.

Die hier entwickelte Methode kann stets angewandt werden, wenn
die Einzelerder nahezu halbkugelférmige Gestalt besitzen; sie versagt
fiir Rohrerder und Banderder, wenn die Einzelerder sehr nahe benach-
bart liegen, weil dann die Berechnung des an jedem Erder wirksamen
Fremdpotentiales als Summe von Quellpunktspotentialen gemaf (81)
nicht mehr zuléissig ist. Um auch diese Aufgabe in einfacher Form zu
losen, benutzen wir die

15. Hilfsmittel aus der Theorie des ebenen Potentiales. Ein Potential-
feld heifit in einem rechtwinkligen Koordinatensystem z, y, z eben,
wenn es von einer Koordinate, z. B. z, unabhiingig ist. Die Differential-
gleichung des ebenen Potentiales entsteht also aus (10) durch Streichen
der Potentialableitung nach z

422

=0,91,

S~

0% o 0te

=0 (85)
Ollendorff, Erdstrome. . 3
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Die Existenz eines ebenen Potentiales ist an Stromquellen gekniipft,
welche lings der z-Richtung gleichméBig verteilt sind ; dem Quellpunkts-
potential (25a) des rdumlichen Feldes entspricht daher ein Quell-
linienpotential des ebenen Feldes.

Wir beschreiben die Stirke der Stromquelle durch den pro Langen-
einheit erzeugten Strom i, die Liniendichte der Quelle. Da das
Potential von der z-Koordinate unabhéngig ist, besitzt das Feld keiner-
lei Komponente in z-Richtung ; die Ebenen z = konst werden von Strom-
linien erfiillt, die Flichen gleichen Potentiales sind im allseitig unbe-
grenzten, homogenen Medium zur Quellinie konzentrische Zylinder.
Durch die Langeneinheit einer solchen Fliche vom Halbmesser g treten
die von 3 erzeugten Stromlinien aus Symmetriegriinden gleichmaB8ig hin-
durch ; es ergibt sich daher ihre Dichte

?
=90 (86)
und also das Feld
‘
Durch Integration finden wir das Potential der Quellinien
)
¢=-—5,5Ino. (87)

Es unterscheidet sich von dem Quellpunktspotential (25a) wesentlich
dadurch, daB es im Unendlichen nicht verschwindet, sondern (logarith-
misch) negativ unendlich wird; man muf3 daher, um ein physikalisch
realisierbares Feld zu erhalten, das Feld durch einen leitenden Zylinder
von beliebig grofem, aber endlichem Radius nach aulen abschliefen.

Eine viel allgemeinere Lisung der Gleichung (85) 1aBt sich aus den
Eigenschaften einer komplexen Funktion w = u - jv des komplexen
Argumentes! z = z - jy ableiten

w=u+jo=[(2)=le+1y) (88)
Die Differentiation nach dz = dz und dz = jdy ergibt

ow  du . 0v .0u | 0v

e T — oy Ty (882)

da der Differentialquotient eindeutig sein muB; diese Bedingung der
analytischen Funktion zieht durch Vergleich von Real- und Imaginir-
teil in (88a) die Cauchy-Riemannschen Gleichungen nach sich

u v ov ou
oy sy (88D)
®u 0%u v v
oder a—xg + a—yg’ =0 5 a—xg + a}s = 0. (88 G)

1) z ist natiirlich nicht mit der oben benutzten Koordinate des rechtwinkligen,
raumlichen Koordinatensystemes zu verwechseln!
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Real- und Imaginirteil einer beliebigen komplexen analytischen Funk-
tion sind also, wie aus dem Vergleich mit (85) hervorgeht, Losungen der
Differentialgleichung des ebenen Potentiales.

16. Mehrfacherder in geringem Abstande. Um die Einzelerder eines
Mehrfacherders in einen gegen ihre Abmessungen kleinen Abstand zu
bringen, mu man Rohre oder Binder als Erdungselement verwenden;
auf sie ist die folgende Untersuchung beschriankt.

Die in Nrn. 10, 11, 12 durchgefiihrten Rechnungen haben gezeigt,
dafl das Potential dieser Erder senkrecht
zur Léngserstreckung von der Erder-
oberfliche aus zunéchst logarithmisch ab-
fallt, um sich mit wachsendem Abstand
vom Erder dem Quellpunktspotentiale (27 ¢)
zu ndhern. Das ebene Potential (87) be-
schreibt also — nach Hinzufiigung
einer geeigneten Additionskonstan-
ten — das in der Erderumgebung
wirksame Feld.

Wir machen von diesem Satze Ge-
brauch, um einen symmetrischen Mehr-
facherder nach Abb. 25 zu berechnen;
dieser bestehe aus n gleichen Rohren vom
Halbmesser g, und der Lénge !2>>pg,,
welche auf einem Kreise vom Halbmesser
om <1 verteilt sind.

Sei 2, die (komplexe) Achsenkoordinate des xten Rohres, so lautet
sein Feld (87) in komplexer Schreibweise (88), da |z —z,| = ¢

¢:mﬂteln(z — 2,) (89)

und also das Potential aller Erder

n
:meZln(z — zx) R
n=1

Reln(z—2,)(z—2) - (2—12,). (89a)

(3
27 x
Hierbei sind die z,, wenn der Koordinatenursprung in das Zentrum
der ganzen Anordnung gelegt wird, durch die Kreisteilungsgleichung
gegeben

| = o, (90)
so dafl aus (89 a) entsteht

@ — o )ﬁzn Reln Y — ") (89b)
3*

P =
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Mit z = g, + 00> 00 < 0, ergibt sich das Erderpotential

n
[4
®o = 27”‘ Vng" 1.0 -;—z-lngm-l/ne—i’”. (89¢)

Nun ist 4.n der Strom, der dem Léngenelement des Mehrfacherders
entquillt. Er wiirde auf einem Rohr vom Halbmesser g,,, welches allein
als Erder wirkt, nach (89) das Potential erzeugen

Yo = 2n”1n9w (89d)
Wihlt man

" —— n
to="ner e =0, /02, (91)

so werden die Potentiale (89c) und (89d) auf der Erderoberfliche
identisch, Da sie fiir groBes z ebenfalls ineinander tibergehen, kann man
an Stelle des Mehrfacherders einen einzigen Rohrerder mit dem durch
(91) bestimmten Ersatzhalbmesser substituieren. Mit Benutzung
dieses Begriffes erhélt man aus (65) sogleich den Ausbreitungswiderstand
des Mehrfacherders

21
In prap—
In ;E Om ne_o
w Om
R—anl"— Qaxl ° (92)
Da nach (65)
Ro=gmnt> (93)
so ergibt sich der Giitegrad
R lng—l ln—zvl
n—="e _ S ° (935)
B nln———2£—— nlnz—l—lnng"—
bid % Om Om
Om n_Q;

Fiir einen aus 10 Robren vom Halbmesser g, = 2 cm und der Lénge
! = 200 om erstellten Erder, welche lings eines Kreises vom Radius
@m = 100 cm verteilt sind, ergibt sich nach Nr. 10

R, =41202*422 Q.
Der Giitegrad berechnet sich aus (93a)
In 2'—;@ 53
= 2-200 5 1018 161 o2
10-In ———-In10.—— ’

100 100
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80 daf3 der Erderwiderstand auf
4,22

ansteigt. Um den Giiltigkeitsbereich der Formel (93a) zu priifen, unter-
suchen wir einen gleichen Erder, bei welchem aber die Rohre auf einem
Kreise vom Radius g,, = 200 cm angeordnet sind:

1 2:200
— 2 .. Bt YA
o220 3~ f0.08Tes o0

100~ 300

wihrend die fiir Einzelerder in groBem Abstand hergeleitete Gl. (82¢)
fiir den gleichen Fall ,
g = 1 . 1

= 107 T 1F1,46

1+ 900405 1%

liefert. Da hier weder die Voraussetzung groBen, noch die kleinen Ab-
standes der Einzelerder erfiillt ist, muB man sich mit dem Mittelwert
1 = ~ 48% begniigen; die hiermit erzielte Genauigkeit reicht indes fiir
alle praktisch vorkommenden Zwecke véllig aus.

= 40,60

Abb. 26. Zum Ersatzhalbmesser
eines Seiles.

Wir bestimmen mittels Gl. (91) den Ersatzhalbmesser eines Seiles
mit n AuBendrihten nach Abb. 26, wie es zur Herstellung von Band-
erdern hiufig benutzt wird. Hier ist

4

QO = Qm : Sin n (94)

n
und also

n
. 3
n - I/ nsm;
gw:gm-l/nsm—:gs-v, (91a)
n . T
1+SIDI

wo der Seilhalbmesser g, = g,, + 0, eingefiihrt ist. In Abb. 27 ist der
hierdurch vermittelte Zusammenhang zwischen dem Ersatzhalbmesser
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und dem Seilhalbmesser als Funktion der lings des Umfanges verlegten
Drahtzahl gemdB der Zahlentafel wiedergegeben

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20

ew/0. 10,707 0,738 | 0,761 | 0,782 | 0,800 0,819 | 0,831 | 0,845 | 0,856 | 0,894 | 0,916

Um die Wirkungsweise eines Mehrfacherders zu iibersehen, bei
welchem gleichartige Rohre in einer Reihe nebeneinander eingeschlagen
gsind, behandeln wir den Grenzfall so dicht
gesetzter Rohre, daBl ihre Gesamtheit nahezu
eine ebene Platte nach Abb. 28 darstellt. Wir
erhalten hiermit zugleich das mittels der
Spiegelungsmethode symmetrisch erginzte Feld
eines Mehrfacherders, dessen Einzelerder dicht
nebeneinander lings der Erdoberfliche verlegt
sind.

Uber allgemeinere Anordnungen von Mehr-

facherdern vgl. Nr. 50.
17. Der Ersatzhalbmesser einer ebenen Platte. Auf der nach Abb. 28

in der Realachse gelegenen ebenen Platte der Lénge a besitzt die durch
a . .
= sinjw (95)

bestimmte Funktion w einen konstanten Realteil. Denn aus (95) folgt

2

—;—sinjw:%sin (ju—-v):%(— j Ginucosv 4 €oj u sin v)

=z+7jY, (95a)
also nimmt « auf den Ellipsen
w? yﬂ

(Voru (2] e

konstante Werte an; insbesondere ergibt sich fiir « = 0 die ebene

=1

Platte als Grenzfall einer Ellipse, deren groBe Halbachse gleich %,

deren kleine gleich Null ist.
Fiir sehr groBe |z| gilt

.oa . . a, QUwW_—iGw a .
dm geinjw = lim Ty =gl (95D)
und es entsteht aus (95)
Illi_r)nw:lnz-%-%.zlnz—ln—Z-wlnj. (95¢)
Hixd
Die Funktion

u=——§Re(w)=§Re{—— (—jarcsin?;ﬁ—ln —ZA—% lnj>}2—L (95d)

aTx
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erfiillt also einerseits die auf der Platte herrschenden Grenzbedingungen
(21) und geht anderseits mit wachsendem |z| in das Quellinienpotential
(87) iber. Fir z = % erhalt man somit das Erderpotential

)

Qo =% = ——In%, (95e)

2= 27t3€ 4

wia

Nach (87) wiirde sich das gleiche Potential auf einem runden Erder ein-
stellen, dessen Ersatzhalbmesser g, man aus

Inj-=Ing,; @, —% (96)
bestimmt. Der Ersatzhalbmesser einer Platte ist also gleich dem vierten
Teil der Plattenbreite, vgl. Abb. 28. Dieses Ergebnis fiihrt jetzt die
Berechnung von Erdern, die aus Flachband hergestellt sind, auf
die in Nr. 10—12 behandelten Fiile zuriick, indem man den vierten
Teil der Flachbandbreite als wirksamen Runddrahthalbmesser einsetzt.

Fiir einen Mehrfacherder nach Abb. 29 erhélt man
mit Benutzung von (96) den Ausbreitungswiderstand

nidherungsweise zu

21 81
In— In —
a4 _ _a (97)
T 2mxlT 2maxl’

so daB der Giitegrad eines solchen Erders betrigt

n=-—g;- (97a)

Beispielsweise ergeben 10 Rohre (9, = 2 cm, ! = 200 cm), welche lings
einer Strecke von a = 1 m dicht nebeneinander eingeschlagen sind,
mit Benutzung der Werte der Nr. 10

ln2-200
42,2 2 5,30
Ro =5 =4228; ’72101 8-200 — 10-2,18 — 1? “o
100~
also einen Widerstand von
422
R = 019 — 22,2 Q

rund die Hélfte eines Einzelerders; wiirde man a auf 600 cm vergroBern,
so erhoht sich der Giitegrad betrachtlich auf

1, 2:200
B 5 530 ..,
1= 5900 = i0.108 = 21%;

””W
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so daB dieser Erder, wie zu erwarten, etwas giinstiger ist als die Anord-

nung auf einem gleich groBen Kreisumfang (vgl. den vorigen Abschnitt).

Der geringe Giitegrad eines aus dicht zusammengelegten Rohren oder

Bindern bestehenden Mehrfacherders riihrt

von der iiberaus geringen Beteiligung der

mittelsten Einzelerder an der gesamten Uber-

leitung des Stromes in die Erde her. Um

hierfiir ein quantitatives MaBl zu gewinnen,

berechnen wir einen Erder nach Abb. 30, bei

welchem die mittleren Rohre innerhalb einer

Strecke d < a ausgelassen sind. Bei hin-

reichender Einschlagdichte der Rohre kann man das System zunéchst
durch zwei Platten annihern, welche je die Lénge

o = —;— (a —d) (98)

aufweisen, und diese lassen sich nach (96) durch zwei Rohre vom Halb-

messer

1, a—d
0 =79 =23 (98a)

ersetzen, welche um
1
d':a—a’:§(a—i—d) (98b)

voneinander entfernt sind. Endlich gestatten diese beiden Ersatzrohre
nach (91) die Zusammenfassung zu einem einzigen, dessen Ersatzhalb-
messer

Y ) P T -
9w=?']/2' = T, =y V& — & (98)
—d
2
betrigt. Der Giitegrad eines solchen Erders ist
! I’
— o _ )
= el T 81
nln— n-ln—
[ Ja? —a?

Fiir den oben genannten Erder erhdlt man nach Entfernung der mit-
telsten 4 Stibe (n = 10 —4 =6, ¢ = 100cm, d = 3 .11,1 = 33,3 cm)

R‘”:%,E:’Z’OBQ; y = ln-z—'z—o0 53
2% 31,39
Jn - 8~200j 6.2,82 ? ’
y100® _ 337
so dal
R=1% _2250.

0,313
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Durch Vergleich mit der entsprechenden Rechnung des vorigen Ab-
schnittes erkennt man, daB in der Tat der Widerstand trotz Entfernung
der vier Rohre nur ganz unwesentlich gewachsen ist; die mittelsten
Rohre kénnen demnach ohne merklichen Schaden fiir den Mehr-
facherder fortgelassen werden.

Eine dhnliche Uberlegung zeigt die Verteilung des Stromes eines
Kreisplattenerders (Nr. 9) iiber die zur Verfiigung stehende Ober-
fliche hin. Schneidet man aus einer Scheibe vom Halbmesser g, eine
konzentrische Scheibe vom Halbmesser ¢, heraus, so

besitzt der iibrigbleibende Ring die Breite ____EE'_
y |
Q=0 — O (99) @
und den mittleren Halbmesser (Abb. 31) Abb. 51
0, — 2t (s0n) Bastmiee

Ersatz des Bandes durch einen Runddraht vom Halbmesser

a Q—¢
0, = 2= b (99D)

gestattet sogleich zur angenéherten Berechnung des Ring- Ausbreitungs-
widerstandes die Anwendung der Gl. (75)

0+ 0,
1 2 2 1 2 0o
R =~ " In8- —_—. ‘In16%2T% (100
r 2ax a(gy+0y) Q—0 2ax g+e Q— 01 (100)
4

Durch Einfiilhrung von (54a) erhdlt man den Ringwiderstand relativ
zum Kreisscheibenwiderstand

%ﬂ — N%. 2 .In16 li‘ﬁl/&.
7yl 1 - o//g,

Q
(100a)

Diese Beziehung ist in Abb. 32
dargestellt, wobei zu beachten
ist, daB sie fiir kleine g, natur-
gemilB ungiiltig wird; in diesem
Bereiche ist daher die gezeichnete
Kurve graphisch extrapoliert.
Man erkennt hieraus, daB die
mittleren Flichenteile auBer-
ordentlich wenig zur gesamten
Uberleitung des Stromes in das
Erdreich beitragen; diese ist vielmehr auf die Randzonen beschrinkt.
Dieses Ergebnis 1af8t sich auf Mehrfacherder anwenden, bei welchen
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die Einzelerder iiber eine groB8e Fliache hin verteilt sind: Die
im Zentrum der Fliche befindlichen Einzelerder sind von sehr geringer
Wirksamkeit. Man sieht daher besser von der Ausfiillung der ge-
samten Fliche ab und versieht lediglich die Randzone mit Erdern,
welche dann ringartig oder linienartig angeordnet werden.

IV. Tiefenerder im homogenen Erdreich.

18. Aufgabe der Tiefenerder. Unter Tiefenerdern versteht man
Erder, deren Beriihrungsfliche mit dem Erdreich vollstéindig unter der
Erdoberflache liegt. Dieser Definition zufolge mufl man eine Berithrung
der Erderzuleitungen mit der Erde ausschlieBen: Diese sind isoliert

durch das Erdreich bis zum Erder zu fiihren,
go daB sich die grundsétzliche Konstruktion
eines Tiefenerders nach Abb. 33 ergibt.
Wihrend die Mehrfacherder zur Her-
stellung eines moglichst niedrigen Aus-
breitungswiderstandes dienen, ohne dafl man
mit ihrer Hilfe Gefahrstrom und Gefahr-
zone wirksam vergroflern kann, sollen die
Tiefenerder vornehmlich das Feld an der
Erdoberfliche tunlichst herabsetzen, um so
bei festgehaltenen Grofen des Gefahrstromes
Abb. 33, Grundsitaliche Konstruk- und der Gefahrzone die zuldssige Strom-
ton elncs Tlefonerders. belastung des Erders zu erhohen.

Nach symmetrischer Ergéinzung des Stromungsfeldes mittels der
Spiegelungsmethode erhalt man als gleichwertiges System einen Erder
mit zwei spiegelbildlich zur Erdoberfliche gelegenen Stromsystemen.
Der Ausbreitungswiderstand eines Tiefenerders kann hiernach aus
den Gesetzen des Mehrfacherders hergeleitet werden; das definierende
Merkmal der Tiefenerder gegeniiber den Mehrfacherdern ist vielmehr die
Gestalt des Spannungstrichters. Wiahrend bei den bisher behandel-
ten, an der Erdoberfliche angeordneten Erdern das Maximum der
Schrittspannung in der unmittelbaren Nihe des Erders auftrat, bleibt
jetzt das Spannungsgefille in der Erderumgebung ohne Einfluf auf den
Spannungstrichter; die hochste Schrittspannung tritt in einiger Ent-
fernung vom Erder auf. Der Koérperwiderstand eines Menschen,
der von dem Felde eines Tiefenerders gefihrdet ist, setzt sich
daher unter den Annahmen der Nr. 6 stets aus dem Ausbreitungs-
widerstand beider FiiBe zusammen; der Gefahrstrom eines
Tiefenerders steigt somit unter sonst gleichen Umstédnden
auf das Doppelte des Gefahrstromes eines an der Erd-
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oberflache befindlichen Erders; dariiber hinaus wichst er mit
zunehmender Eingrabtiefe des Erders infolge der immer gréBer wer-
denden Entfernung vom Erder an.

19. Tiefenerder in grofSer Eingrabtiefe. Wir setzen eine gegen die
linearen Erderabmessungen gro8e Eingrabtiefe ¢ (vgl. Nr. 14) voraus;
zur Berechnung des Ausbreitungswiderstandes kénnen wir dann
die Gl. (82b, 82c) heranziehen und erhalten mit n = 2, g, = ¢

R 1
R:>2£(1+2nx-2t-370)' (101)

Hierin bedeutet R, den frither berechneten Ausbreitungswiderstand

des an der Erdoberfliche be-

findlichen Erders, wobei dieser

sowohl als Einfacherder wie

als Mehrfacherder ausgefiihrt

sein kann.

Um den Spannungstrich-

ter darzustellen, verbinden wir

den Erder mit seinem Spiegel-

bilde und zéhlen auf der Erd-

oberfliche die radialen Entfer-

nungen g von dieser Achse. Die

Entfernung eines Aufpunktes

der Erdoberfliche von Erder

und Spiegelbild ist dann
_ S Abb. 34, Spannungstrichter und Schrittspannung
g=YRF o (102) G Mg s Bkt ad e

§:¢t zu multiplizieren,

Mit Riicksicht auf (27b) ergibt
sich der Spannungstrichter als Summe des vom Erder und von seinem
Spiegelbild herrithrenden Quellpunktspotentiales (Abb. 34)
J 1 J 1
4ax 5 mﬁﬁ%
Innerhalb der hier benutzten Naherung kénnen wir die Schrittspan-
nung als Produkt der Feldstirke mit der Schrittweite darstellen
— gl _ J . _se
By = =8 5 = %an @ty (103a)

Sie verschwindet nach Abb. 34 fiir o = 0 und ¢ —> 0 und erreicht ein
Maximum an dem durch

0B, J (8 + 0%z — 3 0® (£ + 0%)'/a

N
bestimmten Orte:

=2 (103)

. .t
) =0 s Qg - y—z' (103b)

7

N
(]
—~—
|

|

X

@

ol
LK

Smax 27

(103¢)
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Ihr Verlauf weicht daher in der Tat von dem Verlauf der Schrittspan-
nung eines Oberflichenerders véllig ab. Der héchste Korperstrom be-
tragt

. By _ J 275 5 _J 4y2 sd
Mit (30) errechnet sich der Gefahrstrom des Tiefenerders
2
_® 3. ]/3 ¢ (1038)

97 20 4y sd
Beispielsweise ist fiir t=10m, s =1m und d =20cm =0,2m
x 3-8 100

J,= ] 4}2 "T.02 5 = 72 Amp.
die in der Entfernung
0, = L 7,07 m

12
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zum Verschwinden gebracht werden kann, wenn
J 2sd 1 J st
e 'f<w) " < o0’

t>V 386.5.d-J — V4,92-s-d-J, (103g)

gewahlt wird. Fiir J = 1000 Amp. folgt hieraus als Gréfenordnung
der zur wirksamen Verkleinerung der Gefahrzone notwendigen Ein-
grabtiefe

t > 14,92-1-0,2.1000 — ~ 30 m.

Threr hohen Kosten wegen konnen derartige Tiefenerder praktisch
nicht mehr hergestellt werden. Fiir Hochstromerder mufl man also
stets mit einer Gefahrzone nach Gl. (44a) rechnen, so daf3 das Eingraben
lediglich eine Verkleinerung des Ausbreitungswiderstandes nach sich
zieht. Im allgemeinen erreicht man das Gleiche einfacher durch Uber-
gang zu einem an der Erdoberfliche erstellten Mehrfacherder. Man er-
kennt hieraus, daB Tiefenerder nur fiir relativ kleine Erderstrome von
Nutzen sind.

20. Verkleinerung des Ausbreitungswiderstandes bhei geringer Ein-

grabtiefe. Die im vorigen Abschnitt gegebene Darstellung versagt, wenn
Eingrabtiefe und lineare Erderabmessungen von gleicher GréB8enord-
nung werden; das Feld darf dann nicht mehr aus
der Quellpunktslosung abgeleitet werden, sondern
seinem Verlauf ist die Stromung der jeweils vor-
liegenden Erderform zugrunde zu legen, nachdem
das Feld gemifl Nr. 5 symmetrisch ergénzt ist.
Wir untersuchen, inwieweit man durch Anwendung
miiBiger Eingrabtiefen unter Verzicht auf eine Ver-
kleinerung der Gefahrzone die Eigenschaften der
Erder verbessern kann.

Um zu einer einfachen Losung dieser Aufgabe
zu gelangen, vernachlissigen wir analog den in Nr. 14
durchgefiihrten Uberlegungen die Deformation der
Erderform, die die Uberlagerung des vom Erder und
von seinem Spiegelbilde herrithrenden Potentiales
nach sich zieht. Fiir den Vollkugelerder vom Halbmesser g,, der in die
Tiefe t nach Abb. 36 eingesenkt ist, erhdlt man auf diesem Wege das
Erderpotential aus der Quellpunktslésung (38)

g 1, J 1 J 1 2
(poi~4nz.g;+4nx'2t_g;;'rg,<1+2t> (104)
9 Q9
1 1 TFa 1+3,
SO da:B R = ’\-’m‘b*'T == Ro' 9 (1043)
)
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den Awusbreitungswiderstand des kugelférmigen Tiefenerders miBt.
Hierin ist R, der in Nr.8 berechnete Ausbreitungswiderstand des
Halbkugelerders; man erkennt, daB schon bei einer Eingrabtiefe von
t = g, der Widerstand auf

1
R =R, —5—=2R,-0,75
zuriickgeht, wiahrend fiir £ = 59, bereits der Grenzwert
_ B
_Rw = ?

bis auf 10% erreicht wird.

"Das Potential einer Kreisplatte im allseitig
unendlich ausgedehnten Erdreich ist nach (53),
(53a) und (54) mit Riicksicht auf den jetzt halbierten

Strom J
@ = ——— -aresin 2 (105)

47 %0, u
Hieraus leitete sich das Erderpotential einer parallel zur Erdoberfliche
in die Tiefe ¢ nach Abb. 37 versenkten Kreisplatte ab: Dem Eigenpoten-
tial des Erders (u = g,)

__J .=
T dmaxg, 2

P (105 a)

ist das Potential des Spiegelbildes zu iiberlagern, welches mit ¢ = 0,
z = 2t mit (51) wird

’ J : [40)
= e ——— 105 b
DR Te D (osh)
Als Erderpotential resultiert
. J 1 £ . ©
7= gma v (7 T i)
_J 1 2 . Qo
= 4::90'_2_(1 + ;arcsmvm), (105¢)
so daB der Ausbreitungswiderstand sich findet
1+ % arcsin }ﬁ
. [ =
R =R, 5 °. (105d)
Fir ¢t = —;—go erhilt man also
‘ 2 1
1+ -, "aresin —_2
R=R, —; = R,-0,75,

so dafl man beim Kreisplattenerder schon durch sehr mafige Eingrab-
tiefen den Ausbreitungswiderstand stark heruntersetzt.
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Die entsprechende Rechnung gibt beim Rohrerder (Nr. 10) aus
(63), (63a), (63b), (64) mit halbiertem Strom jedes Rohres als Potential

J w+1
P=gani My (106)

wo I jetzt die halbe Rohrlinge bedeutet. Das Eigenpotential ist
(=718 +0p)

J 21
und das Potential des Spiegelbildes mit # = z — 2¢ nach (61)
J 2¢+1
¢ = 8mxl ‘In 2t -1’ (1O6b)
so dafl das Erderpotential wird
_J 12l 1. 2641
Po= Qanl’ (1 o+2ln2t—l> (106¢)
und der Ausbreitungswiderstand
1 1 2 t+1
R:2nxl +2 ) (106d)

Um die Wirkung des Eingrabens be1 konstanter Rohrlange zu erkennen,
haben wir diesen Ausdruck mit dem Widerstande R, nach (65) zu ver-
gleichen, wobei aber 2! als ganze Rohrlinge einzufiihren ist. Es ist
demnach

sy et
—_ Y. . o _
R°—2:n:x-2l’ R, ln : (1066)
Qo

Beispielsweise verringert sich der Ausbreitungswiderstand eines Rohres
von 2/ = 200 cm Lénge und g, = 2 cm Halbmesser durch das Eingraben
um ¢ = 2! im Verhéltnis

In 100 —|—llni
B 23
R, In 200 = 0,965
und da man unter
ln2—l
Bo o100 ..
R, 417 200~
2

bei gleichem Materialaufwand nicht herunterkommen kann, erzielt
man durch das Einsenken eines Rohrerders in die Erde
keinen nennenswerten Vorteil.

Um den Ausbreitungswiderstand eines in méBiger Tiefe unter der
Erde verlegten Banderders der Linge 21 zu finden, spezialisieren wir
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GL (93a) auf n = 2p,, =t und erhalten

R 21n27l_1“2t90 R ln%
E=31——r —|=72 ' T (107)

In— In —

Q Qo

Insbesondere ergibt sich fiir ¢ = g, groBenordnungsméBig die
Wirkung des vollen Eindriickens eines zunéchst an der Erdoberfliche
verlegten Bandes in die Erde

l

R In—
R=~ 214 2, (107a)

In—

Qo

also beispielsweise fiir 2/ = 400cm, g = 2cm eine Widerstands-
verringerung im Verhéltnis

|, 0100
B Twmen o,
i

Dagegen wiirde man durch Eingraben in einer Tiefe vont = ‘;j = 200 cm
den Widerstand nach (107) im Verhaltnis

In2
14—
R In 200

herabsetzen kénnen; hier erzielt man also durch das Eingraben erheb-
liche Vorteile. Die gleiche Uberlegung gilt gemiB (75a) fiir Kreisband-
erder, sofern man die ! durch die halbe Linge mpt des verlegten Bandes
ersetzt.

Fir den Spannungstrichter eines in maBiger Tiefe verlegten
Tiefenerders ergibt sich qualitativ der Verlauf nach Abb. 34; man er-
kennt hieraus, da3 die Gefahrzone eines solchen Erders durch das
Eingraben praktisch nicht verkleinert wird. Lediglich der Gefahrstrom
des Erders steigt je nach der benutzten Erderform und der Eingrabtiefe
an; da es hierbei nur auf die Gréenordnung ankommt, kann man sich
im allgemeinen mit einem Mittelwert des Gefahrstromes fiir den Erder
an der Erdoberfliche und des Gefahrstromes (103¢) begniigen.

V. Wirkung Ohmscher Spannungsabfille im
Erdersystem.

21. Bedeutung des endlichen Widerstandes der Metalle fiir die Vorgiinge
in Erdersystemen. In den bisher betrachteten Erdersystemen haben wir
die Leitfihigkeit sowohl der Erder als auch etwaige Verbindungs-
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leitungen zwischen den Elementen eines Mehrfacherders als unendlich
groB gegeniiber der natiirlichen Leitfahigkeit des Erdbodens voraus-
gesetzt; da sich in einem solchen Leiter kein Feld aufrecht erhalten
laBt, besitzt ein derartiges System ein konstantes Erderpotential, aus
welchem insbesondere fiir den Einzelerder die Grundforderung (21) folgt.

Bei dem Bestreben, den Ausbreitungswiderstand fiir einen in die
Erde iiberzuleitenden Strom mehr und mehr zu verringern, mul man
indes rdumlich immer ausgedehntere Leitersysteme in die Erde betten;
gleichzeitig wichst ihr Ohmscher Widerstand an. Von einer gewissen
Grenze der rdumlichen Erstreckung an kénnen daher die innerhalb
des Leitersystemes auftretenden Ohmschen Spannungs-
abfalle die GroBenordnung der im Erdreich abfallenden
Spannung erreichen; das Potential wird von Element zu Element ver-
anderlich, das System zerfillt in mehrere, durch Leitungsbahnen
von endlichem Ohmschen Widerstand gekoppelte Erder. Diese
Erscheinung bewirkt, daB die von der Zufiihrungsstelle des Stromes meist
entfernten Erder nur einen sehr geringen Bruchteil des Gesamtstromes
in die Erde iiberleiten, so dafl man den Ausbreitungswiderstand des Ge-
samtgebildes nicht beliebig verringern kann. Der endliche Wider-
stand der Metalle setzt somit eine untere Grenze des erreich-
baren Ausbreitungswiderstandes raumlich ausgedehnter
Leitersysteme.

22. Verteilung des ErdschluBistromes lings Hochspannungs-Frei-
leitungen. Uberschlag oder KurzschluB zwischen einer Leitung und dem
Mast leitet den ErdschluBlstrom ein; dieser flieBt zum Teil unmittelbar
iiber den betroffenen Mast zur Erde, der Rest stromt durch das lings der
Mastspitzen verlegte Erdseil auf die Nachbarmasten und von diesen
ebenfalls zur Erde.

Der Abstand der Maste voneinander wird als konstant lings der Lei-
tung vorausgesetzt; er seiso gro3, daB3 die Erdstromfelder benachbarter
Masten einander nicht beeinflussen. Jeder MastfuB besitzt dann einen
von der Stromverteilung unabhingigen Ausbreitungswiderstand R,
der fiir alle Masten als gleich- VAN
groB3 vorausgesetzt wird. Das
Erdseil wird durch seinen ldngs
der Leitung konstanten Wider- g, 7 4 4 4 e
stand r zwischen benachbarten spb.38. zur Stromverteilung lings einseitig un-
Masten beschrieben. endlich langer Leitung®.

Wir behandeln zunéchst den Erdschlu} einer einseitig sehr (unendlich)
langen Leitung nach Abb. 38. Der Fehlermast wird als Ursprung der
Mastzédhlung gewihlt; J, sei der Erderstrom des nten Mastes, ¢, sein
Erderpotential, also p,=J,-R. (108)

1 Nach G. Riidenberg: Elektrische Schaltvorginge. 2. Aufl., S.165.
Ollendorff, Erdstrome. 4

U\ %G| % n
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Der Spannungsabfall zwischen dem zten und dem (z + 1)ten Mast
wird durch den Seilstrom 4, , verursacht

Prn = P+ :in+1'r’ (109)
wobei wegen der Kontinuitdt der Stréomung
in—'in+1 = Jn' (110,)

Elimination des Seilstromes aus (109) mittels (110) ergibt

r
(pn+1—2(pn+¢n—1:Jn'r:(pn'Rr7 (111)

wo (108) beriicksichtigt wurde. Die im Unendlichen herrschende Grenz-
bedingung verschwindenden Potentiales erfiillt die Losung

P =P " (112
mit
—-—a a — 1 ,a 2*,,1;-
e~ — 21 ¢ _<2@m2> =g’
i @ _ L/r T
Sin %»Z/'Z‘V}:; “:NV';a (113)

wo in der Naherungsformel fiir-« die Voraussetzung r <€ R gemacht
wurde. Der Erderstrom des Fehlermastes ist wegen (108)

Jo="2 (112a)

und der in das Erdseil ziehende Strom nach (109)

a
i — Yo" (po(l—e—a): Po- €
! r r yrR

Die Summe beider Strome gleicht dem Fehlerstrom J,
_ R 5
gl
_ P R Tr  19/7]) g1 VT: 1
*f@+VJW+TE—?%$“§G+’7+?-mm

Das Gesamtsystem besitzt somit den Ausbreitungswiderstand

R

R =%— = <R

¢ Jdro1 R 1 (112d)
§7+ r+4

(112b)

Der Fehlermast hat jetzt nicht mehr den gesamten ErdschluBstrom in
die Erde iiberzuleiten, sondern nur den Bruchteil

R, 1
=tV Fe
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Der ErdschluBstrom kann also den Strom des Fehlermastes im Verhilt-
nis (112e) iibertreffen, ohne dafl die Gefahrzone des Mastes wichst;
ebenso ist der Gefahrstrom des Systemes im gleichen Verhaltnis groSer
als der Gefahrstrom des Mastes.

Diese Beziehungen mogen fiir ein Beispiel ausgewertet werden. Der
Ausbreitungswiderstand eines MastfuBles sei R = 8 £, der Erdseilwider-
stand zwischen benachbarten Masten » = 1,63 2. Es ist dann nach

(112d) 8 8
B, = 17?—7 —agm— #8848
e T LT e
und nach (112c¢)
Jo 288
7~ 5 =036

Fiir einen Erdschlufstrom J;, = 200 Amp. stromt also durch den Fehler-
mast nur J, = 72 Amp., und die Gefahrzone wird nach (44a)
0, — ],/‘39-72-100-20 om —13,5m
44

ist also nur etwa halb so groB wie bei der Uberleitung des gesamten
ErdschluBstromes durch den Mast allein gem#f der Zahlenrechnung
in Nr. 8.

Wenn der Erdschlul etwa in der Mitte einer sehr langen Leitung statt-
findet, kann man die entwickelten Strom- und Spannungsverteilungs-
Gleichungen auf jedes der beiden vom Fehlermast abgehenden Leitungs-

J

Gl Ly Y G LG 2

Jg Ly Ly Sy Jr L 7o

Abb. 39. Zur Stromverteilung lings beiderseitig unendlich langer Leitung?!.

stiicke nach Abb. 39 anwenden. In den gesamten Fehlerstrom geht
daher-auBer dem Strom (112a) des Fehlermastes der Erdseilstrom (112b)
zweimal ein, so daB an Stelle von (112¢)

_% E -3
Jf— R(1+ 2]/9- e )
— P E[V 1’_},1/7 — % R
= R(1+2]/r] 1+ s7 2 Vgl =% V1+4-. (112¢
Der Ausbreitungswiderstand des Systems betrigt
_%___ R
Ra—Tz_ = <R (1121)
Jroe®
r
! Nach R. Riidenberg: Elektrische Schaltvorginge. 2. Aufl., S.139.
4%




52 Wirkung Ohmscher Spannungsabfalle im Erdersystem.

und der Fehlermast leitet den Bruchteil

;IO,:E!:_;gl (112g)

des ErdschluBstromes in die Erde iiber. Mit den oben benutzten Zahlen
findet sich

Ra:f—izzl,'?GQ; *jQ: fL;—AO22

8 /8
V1+4‘ﬁ3§ V1+4163

so daBl bei einem ErdschluBstrom von 200 Amp. ein Maststiom von
44 Amp. flieBt, dem nach (44a) die Gefahrzone entspricht

E .
gg:]/;-44-100.20 em = 10,6 m.

Durch Vergleich mit den oben fiir die einseitig unendliche Leitung be-
rechneten Werten erkennt man, dal der ErdschluB in der Leitungsmitte
erheblich kleineren Ausbreitungswiderstand und verringerte Gefahr-
zone ergibt. Bei der Berechnung der Gefédhrdung, die durch einen Erd-
schluBstrom in der Umgebung der Leitung hervorgerufen wird, hat man
daher stets den gefihrlichsten Fall des Erdschlusses am Anfang (oder
Ende) der Mastreihe anzunehmen.

Um zu priifen, inwieweit die hier fiir unendlich lange Leitungen ab-
geleiteten Beziehungen auf Leitungen endlicher Léange an-
wendbar sind suchen wir denjenigen Mast, fiir welchen das Erderpoten-

tial auf —100

(112) folgt hierfiir mit Benutzung der Néherung « — ]/ (Gl. 113)

L:e—an. nzln_l?.q:~4,6.l/ﬂ , (113)
o r

des Erderpotentiales des Fehlermastes gesunken ist. Aus

100 ’

also in dem genannten Zahlenbeispiel

8

Wenn also die Leitung mehr als etwa 20 Maste hat, so sind sowohl bei
Erdschlufl am Leitungsende als auch in der Leitungsmitte die abgelei-
teten Formeln mit einem Fehler von hochstens 1% richtig; diese Be-
dingung ist stets erfiillt. Hieraus folgt zugleich, daB die Gefahrdung der
Mastumgebung mit wachsender Entfernung vom Fehlermast auBer-
ordentlich rasch abnimmt.

Man benutzt das durch Mast und Erdseil dargestellte Erdersystem
zuweilen absichtlich, um eine etwa vorhandene Erderanlage zu verbes-
sern, indem man das Erdseil mit dem Erder widerstandsfrei verbindet.
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In diesem Falle fithren Mast und Erdseil naturgemif3 nicht den ent-
sprechenden Anteil des ErdschluBstromes, sondern der gesamte, in
die Erde iiberzuleitende Strom verteilt sich zunichst auf Erder und
Mastrethe nach MaBgabe ihrer Ausbreitungswiderstinde R, (Erder)
und R, (Mastreihe). Bei hinreichender Entfernung zwischen Erder und
Mastreihe beeinflussen die Strémungsfelder einander nicht, und der
Gesamtausbreitungswiderstand R, berechnet sich aus der Parallel-
schaltung beider Ausbreitungswiderstinde

1 1, 1 _ R.tR,. _ R,R,
R, B, " R, R,R,’ R, = R.+ R, (114)
Sei J jetzt der Gesamtstrom, so stromt durch den Erder der Anteil
R,
J,=J- R,+E, (115)
und in die Mastreihe
—_ ‘RO

Dieser Strom ist es, fiir welchen die GI. (112¢) und (112g) den groten
Maststrom angeben, und der daher fir die Gefihrdung von Lebewesen
in der Umgebung dieses Mastes mafigebend ist.

Die hier genannte MaBnahme zur Verbesserung von Erderanlagen
ist besonders wirkungsvoll, wenn hierzu etwa mehrere, von einem Kraft-
werk abziehende Leitungen zur Verfiigung stehen, weil dann ihr re-
sultierender Widerstand im Verhaltnis der Leitungszahl kleiner wird als
der Wert (112d).

23. Der Ausbreitungswiderstand langgestreckter Leiter. In Hoch-
spannungskabelnetzen findet hiufig durch &duBere mechanische Be-
schidigung oder elektrische Uberbeanspruchung ein Durch-
schlag von der Kabelseele zum Mantel statt. Der Fehlerstrom
ergiet sich von der Durchschlagsstelle aus in den Kabelmantel und
stromt zum Teil durch diesen, zum Teil durch das umgebende Erdreich
zur Stromquelle zuriick. Ahnliche Vorginge treten an den Geleisen
elektrischer Bahnen auf, welche mit der Erde in leitender Beriihrung
stehen ; hier sind es neben den Stromen bei KurzschluB oder Bruch
der Fahrleitung die kréftigen Anfahrstrome elektrischer
Triebfahrzeuge, welche betriebsmiBig in die Schienen eingefiihrt
werden. Bei hinreichender Linge der mit der Erde in Beriihrung ste-
henden Leiter treten in diesen erhebliche Ohmsche Spannungsabfille
auf, deren Wirkung auf die Vorgiinge am Leiter untersucht werden soll.

Um die auftretenden Erscheinungen in voller Reinheit zu erkennen,
setzen wir die Linge des stromfithrenden Leiters beiderseits der Strom-
zufithrungsstelle als sehr (unendlich) groB voraus. Um dennoch mit
den wirklichen Verhiltnissen in Einklang zu bleiben, haben wir uns an
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dieser Stelle eine Quelle endlicher Stromintensitit J vorzu-
stellen, wobei J mit dem wirklichen Fehlerstrom iibereinstimmt. Uber
die Art, wie diese Stromquelle an den Leiter angeschlossen ist, lassen
sich freilich keine allgemein giiltigen Angaben machen; denn sie ist bei-
spielsweise beim Kabel durch die Eigentiimlichkeiten des Durchschlages
gegeben, durch den sogleich mit der Stromentwicklung einsetzenden
SchmelzprozeB indes fortwihrenden Anderungen unterworfen. Die Er-
gebnisse der Rechnung verlieren daher an der Strom-
zufiihrungsstelle selbst ihre Bedeutung; aber dort interessieren
sie auch kaum. Da8 dennoch die Rechnung eindeutige Aussagen
liefert, hat seinen Grund in der schon in sehr kleiner Entfernung
vom Fehlerort von diesen Feinheiten praktisch unabhingigen
Stromverteilung: Der iiberwiegende Teil des Stromes verliBt den
Leiter in engbegrenzter Strecke rings um den Fehlerort. Infolgedessen
sind beispielsweise auch die Einzelheiten des inneren Kabelaufbaues
von untergeordneter Bedeutung, und wir begehen nur einen kleinen
Fehler, wenn wir uns den ganzen Innenraum des Mantels mit
homogenem Leitermaterial ausgefiillt denken, dessen Leit-
féhigkeit »; aus der Leitfahigkeit »; des Mantels durch Umrechnung im
Verhiltnis des Mantelquerschnittes F,, zum Vollquerschnitt F, hervor-
geht:

xi _ xi’ .% < }ti, . (116)

Schwerer wiegt die Unsicherheit, in der man sich iiber den Kon-
takt zwischen stromfiihrendem Leiter und Erdreich befindet. Beim
Kabel ist die mehr oder minder dichte Eisenbandarmierung zu
beachten, iiber welcher hiufig noch ein isolierender Anstrich an-
gebracht ist; wihrend man diesen unbedenklich auBer Betracht lassen
kann — seine Isolierfihigkeit geht unter der Einwirkung der Erdfeuchtig-
keit nach der Verlegung rasch verloren —, hat man die Eisenband-
armierung zu beriicksichtigen. Ganz éhnliche Fragen ergeben sich beim
Stromiibergang aus Eisenbahnschienen: Hier sind es holzerne
oder gar eiserne Schwellen, welche die Stromiibergangsfliche
gegen Erde vergroBern, wihrend andererseits die Steinbettung sich
zwischen den stromfiihrenden Leiter und das eigentliche Erdreich als
mehr oder minder schlechter Leiter einschiebt. Von allen diesen Einzel-
heiten kann die Theorie nicht Rechenschaft geben. Sie sieht sowohl den
stromfithrenden Leiter als auch das umgebende Erdreich als
elektrisch homogene Korper an, welche durch ihre Leitfahig-
keiten »; (Kabel oder Schiene) und x, (Erdreich) als gegeben anzu-
nehmen sind. Durch besondere Uberlegungen, welche an die ge-
nannten Verhiltnisse anschliefen, wird man die im Einzelfalle zu be-
nutzenden Zahlenwerte dieser Leitfdhigkeiten leicht ermitteln kénnen.
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Wir betrachten zunéchst den Fall des erdgeschlossenen Kabels im
allseitig unendlich ausgedehnten Erdreich. Das Feld ist dann aus einem
skalaren Potential ¢ abzuleiten, welches aus Symmetriegriinden meridian-
eben um das Kabel als Achse ausgebildet ist. Daher
empfiehlt sich die Einfithrung eines Zylinderkoordi-
natensystems, dessen Meridiankoordinaten g, z ihren
Ursprung nach Abb. 40 in der Stromquelle besitzen mogen.
Wir erhalten also, wenn g und 2 als rotationssymmetrische
krummlinige Koordinaten aufgefalt werden, mit (47)
und (48) als Potentialgleichung

0 0 0 0
az'<9'af> +rg(edg) =0
lop | 0% qz
Entsprechend den verschiedenen Leitfahigkeiten x, des
Erdreiches und »; des Kabelmantels haben wir die Poten-
tialfelder ¢, des AuBlenraumes und ¢; des Innenraumes zu Abb. 40. Zur Be-

. . . . . schreibung des
unterscheiden; sie sind durch die Grenzbedingungen Feideseineslang-

an der MantelauBenfliche 9 = R miteinander verkniipft o
(Gl. 18a und 19) g, =, fir o=R (118)
LA LA L (119)

i a 0 a 9 ']
Im Ursprung kann sich das Potential nur durch eine stetige Funktion
von dem Quellpunktspotential (27) unterscheiden, so daf3

@, = —+fc fir 9= Vo?+22—0. (120)

Anderseits mufl das Potentl&l im Unendlichen verschwinden:
p;—0 fir o< R, z—»oo}
p,—0 fir o=>R, z—00

Da das Quellpunktspotential die Bedingungen (118), (119) nicht er-

fiillt, ist die Manteloberfliche als Ursprung zweier Sekundirpoten-
tiale ¢;,, @,, anzusehen, derart daf3 die Gesamtfelder

i = 47;];:1 PN Pigs Pa= 4;1]k ot Pa, (122)
diesen Grenzbedlngungen geniigen. Hierzu suchen wir zundchst Parti-
kularlésungen der Gl. (117), welche den Achsensymmetriebedingungen
@ (—2) = @ (+ 2) gerecht werden. Der entsprechende Ansatz

@ = cos Az-f(0), (123)

wo A einen beliebigen Parameter bedeutet, fithrt nach Einsetzen in (117)
fiir (o) auf die Besselsche Differentialgleichung

d02+ ;ZZ“I"(?A)?f:OJ 7:1/—:?’ (1173')

1 S. Fufinote S. 57.

4nx,

(121)
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welche durch Zylinderfunktionen des rein imaginéren Argumentes j o
gelost wird. Fiir das Innenpotential ist wegen (120) die Besselsche
Funktion, fir das AuBenpotential wegen (121) die Hankelsche Funk-
tion H{) zu benutzen. Durch Superposition von Partikularintegralen
der Form (123) erhalten wir somit unter Hinzufiigung zweier zunichst
beliebiger Funktionen die Sekundirpotentiale

fg (id0)cosizd i, (122a)

4nx;

fh(}.)-Hé" (jio)cosAzdai. (122b)

as 47!2{‘

Um hier die Grenzbedingungen in bequemer Weise einzufiihren,
schreiben wir das Quellpunktspotential mittels der Identitét

J 1
47 x Vo®+ 22

J T .
= 4Mfyﬂgl>(7zg)coszzdz (117b)

in gleicher Form und erhalten nach (122)

471%;

=g [ eIy he) + i B i) cosizdd,  (1220)
0

'S
'Sl

gy = 2 — [ @)+ 71 HP (20 c0sizdn,
0

oL

f () HY (jAg)cosAzdd, (122d)

T Ann
mit
@ +1=h().
Nunmehr fordert (118)

¢()J,GAR) + B AR)=h()jHO(GAR),  (118a)
wihrend (119) unter Benutzung der Relation!
J(; (x) = - Jl (x), H(; (x) = —H, (:1:) (124)

—jax[g(@) T, GAR) + H, (AR)] = 1%, () HP(AR)  (1198)

1 Jahnke-Emde: Funktionentafeln, S. 165. Dieses Werk wird im folgenden
mit ,,Funktionentafeln‘ zitiert.
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iibergeht. Durch Auflésung von (118a), (119a) erhdlt man sogleich
[%a — 2] H{V (j 4 R)-H{V (j A R)

I ) = = R GIB HOGTR —xd, G AR Hy 1 B) (125)
ity — 2o QR BN (3R =y 1 B)-H G 1) 126)
%oy GARY HD GIR)— - J, GAR)-H, GAR) * (

Mit Riicksicht auf (122) 1afBt sich der Ausbreitungswiderstand
des Systems

@
R, = ; (127)
in einen vom Quellpunkt herrithrenden Quellpunktswiderstand und
einen durch die Anwesenheit des Mantels erzeugten Zusatzwiderstand
zerlegen. Aus den oben genannten Griinden kénnen wir den Quellpunkts-
widerstand zahlenm#fBig nicht angeben; er liegt indes in jedem Falle
erheblich unterhalb des Zusatzwiderstandes. Indem wir das Sekundér-
potential wegen (120) auf den Quellpunkt selbst beziehen diirfen, er-
gibt sich also mit ausreichender Genauigkeit

S , 17
Ra:T]‘— fir ¢g=0, 2=0; Ra:mfg(/l)dll
0

(128)

11 j" jH (G A)-H® (j4)d 4
= 4dzx, B i ) ) ]
T B TG A H® (G A) =T g, 4)-H® G A)

%
%a
Das hier eingehende Integral ist durch bekannte Funktionen nicht aus-
driickbar. Unter der Voraussetzung », >, erhilt man die Abschatzung?
. e
f JH®P (G A)-HV (jA)d A l %

0

=~ (1284a)
Jo (i ) B G A) =2 5, 4) B (G ) 0.18

und also 1 1

(129)

a_~2’25_y:‘:‘7i. B
Wir vergleichen diesen Wert mit dem Ausbreitungswiderstand eines
Erders bekannter Form.

Zunéchst sei die Vollkugel gewahlt, welche in homogenes Erdreich
eingelagert ist. Sei R, ihr Halbmesser, so ist ihr Ausbreitungswiderstand
nach (104) mit ¢{ — o0 1

B=i g (130)

1 Ollendorff, F.: Der Stromiibergang aus langgestreckten Leitern in die
Erde. Wiss. Verdff. a. d. Siemens-Konzern. Bd. 5, H. 3, 8. 12. Vgl. insbesondere
S. 14 und 15.
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Die Gleichsetzung von (129) und (130) liefert daher fiir den ,,aqui-
valenten Kugelhalbmesser’ R, die Beziehung

B, 225Vx,% 0,18

B 45 x, PR
%

Nach Abb. 41 ist demnach der dquivalente Kugelhalbmesser unter
praktisch vorliegenden Verhiltnissen stets auBerordentlich viel gréBer als
o der Kabelhalbmesser;
M beispielsweise  ergibt
\ X sich fiir Blei (¢, =47500
\ Siemens/cm) und mitt-
Huge/ 7t Zylinder s leres Erdreich(»,=10-*
\ Siemens/cm) ein Ver-
» haltniss,[»;=2,1-10-9,
\ also nach Abb. 41
By

7= 4000.

' Zum zweiten sei
I . .
. i a0 e das Kabel mit einem

Abb. 41. Gleichwertige Abmessungen von Kugel- und Zylinder- unen dlich gu tlei-
elektrode im Vergleich zum Ausbreitungswiderstand lang- .

gestreckter Leiter1. tenden Zyllnder

gleichen Quer-

schnittes verglichen, welcher in endlicher Linge 2! dem Erd-

reich eingelagert ist. Seinen Ausbreitungswiderstand erhidlt man durch

Halbierung des Wertes (65) !
1 In 2 y
Ry=gry —5— (130b)

47,

(130a)

1
i

Der Vergleich mit (129) liefert fiir die aquivalente Zylinderlinge 21
die Reduktionsformel

— 21
gy 2BV raulng o35 9y

B~ Zam o PR (130¢)

]
welche ebenfalls in Abb. 41 dargestellt ist.

Aus ibr findet man fiir die schon oben genannten Zahlenwerte der
Leitfahigkeiten ein Verhéltnis 27/R = 90000. Fiir praktisch in Frage
kommende Abmessungen ergeben sich nach dieser Formel Lingen von
wenigen Kilometern. Man darf also Leiter endlicher Lénge I’ <1
als Erder betrachten und nach den in Nr. 11 entwickelten Beziehungen
berechnen ; umgekehrt ist die Annahme sehr (unendlich) groBer Leiter-
linge fiir I’ > 1 als berechtigt erwiesen.

1 S. FuBnote S. 57.
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Die Gl (130a), (131 a) lassen sich in der gemeinsamen Form schreiben

Box(m); Y=z (132)

#; R \2;

Dividieren wir den Ausbreitungswiderstand (129) durch die gleichwertige
Zylinderlinge 21, so entsteht unter Benutzung von (132)

R, 1 1
21~ 225R®’

- (129a)

J— *a
a2 ()
Hier besitzt die linke Seite die Dimension eines Widerstandes pro Lingen-
einheit, welche bei gegebenen Leitfihigkeiten umgekehrt proportional
dem Querschnitt des stromfithrenden Leiters ist; diese RechengroBe
ist also formal dhnlichen Gesetzen wie ein Drahtwiderstand unter-
worfen.

Als Beispiel behandeln wir den Erdschlufl eines sehr tief ein-
gegrabenen Kabels mit Bleimantel. Hier sei, als Mittelwert von
Bleimantel- und Eisenbandarmierungs-Leitfahigkeit, auf den Vollquer-
schnitt gemiB (116) umgerechnet, »; = 47500 Siemens/cm, wihrend
wir fiir %, den Wert 10—* Siemens/cm mittleren Erdreiches benutzen.
Mit B = 5 cm folgt als Ausbreitungswiderstand

1

a:———‘: :0,0407 .Q
2,25.5- | 4,75

Der gleichwertige Kugelhalbmesser ist nach Abb. 41
R = 5.4000 = 20000 ¢em = 200 m,
wihrend als Lange des gleichwertigen Zylinders nach Abb. 41 entsteht
21 = 5-90000 cm = 450000 cm = 4,5 km.
Demnach gibt
_0,0407

= 75 = 0,00905 2/km

R,
21

die als Widerstand pro Lédngeneinheit bezeichnete GroSe.

Wir konnen die gleiche Rechnung auf einen an der Erdoberflache
ausgelegten Leiter anwenden, nachdem das Feld mittels der Spiege-
lungsmethode symmetrisch ergénzt ist; als Quellpunktsstrom haben wir
hier 2 J zu betrachten, so daBl an Stelle von (129) tritt

1 1
- J P N 129b
¢ L125  rem B ( )
Fiir eine elektrische Vollbahnschiene moge als Leitfahigkeit des
Eisens »; = 60000 Siemens/cm angenommen werden, wihrend die Sohl-
breite der Schiene b = 8 cm betrage. Nach Nr. 17, Gl. (96) ist die lang-
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gestreckte ebene Platte der Breite b einem Runddraht vom Halbmesser

R, = % b = 2 cm gleichwertig, so daf3 aus (129b)
=1 1 o180,

1,125-}6 2
Die dquivalente Zylinderlange folgt aus Abb. 41 zu

%:65000; 27— 2.65000 om — 1,3 km,
so daB
R. 0,182

was mit Mefwerten gréBenordnungsmafBig tibereinstimmt.

24. Das Potentialfeld in der Umgebung langgestreckter Leiter. Nach-
dem wir im vorigen Abschnitt den Ausbreitungswiderstand eines sehr
tief vergrabenen und eines an der Oberfliche ausgelegten langgestreckten
Leiters bestimmt haben, gehen wir zur Beschreibung des Feldes in der
Leiterumgebung iiber. In der Ebene z = 0 ist das AuBenpotential nach
(122b) und (126)

_ ,j‘”f{Jo(jiR)-H{”WR)-JI(HR>-HJ”(7'13\]7'H6”(ile)dl
$e = %0 Jy G AR)HP (1 B) =, J, G AR)- B (j A R)

4 7 x;

jHJ”(jA%)dA

Il

(131)

J 1 f 2
dax, R J)ad : : .
’”‘ o TT LGAED G =L TG 4) - HO G 4)
wo eine bekannte Beziehung zwischen Besselschen und Hankelschen
Funktionen benutzt wurdel. Das Integral muB abgeschidtzt werden;
fir », <€ x; entsteht?
J 1 4\ 11/ #a %, R
— LI P %a , g e 2
Pa 71+ \V . 2,44 + 0,205 V”‘ ). (131a)

T 4Amx,

Um hieraus die Schrittspannung zu berechnen, welcher ein auf die
Fehlerstelle zuschreitender Mensch ausgesetzt ist, muB8 man natiirlich
eine endliche Eingrabtiefe unter der Erdoberfliche voraussetzen. Wir
gehen sogleich zu dem gefahrlichsten Fall des an der Erdober-
flache ausgelegten Leitersiiber, welcher das Kabel sehr angenihert,
die Schiene exakt erfaBt. Nach symmetrischer Erginzung des Stro-
mungsbildes entsprechend einer Verdoppelung des Stromes entsteht
dann aus (131a) der Spannungstrichter

J 1

4 R
. — mm‘_i(u;) (2,44 +O,205ln?>. (131b)

1 Funktionentafeln S.165.
2 Ollendorff, F.: Der Stromiibergang aus langgestreckten Leitern in die
Erde. L. c., S.18 und 19.
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Die Schrittspannung ergibt sich also zu

1s

1452

B =T l(1+i)-0,205.1n _2e
Qo | #ars R F.4 1_lrs

1452
— 70074

(131¢)

}‘"‘a"i 1—2—
4

und fir p = és + R die Maximalgefahrdung
1
1]
Mit (31) folgt der groBtmogliche Korperstrom

’—1— ln<1 +%>-2xad

Ko %y

J
E,  — 50074

Smax

(14 %) (131d)

. E‘max J
1 == == E . 0,074 .

max r

=J- %-0,148-}/%111 <1+ ;) (131e)

so daBl aus (30) der Gefahrstrom bestimmt ist

i

LB V% Amp, (131f)

s\
m<L+?7
In groBerer Entfernung vom Fehlerorte kann hinreichend genau die

Schrittspannung als Produkt der Schrittweite mit der Feldstirke er-
mittelt werden, so daBl aus (131b)

J 1 1
E, = 3-0,074-%; . (131g)
Die Gefahrdung nimmt also mit der Entfernung vom Fehlerort viel
langsamer ab als bei einem Erder (vgl. Gl. 42b). Die Gefahrzone
folgt mit Riicksicht darauf, dafl jetzt der Ausbreitungswiderstand beider

Fiile fir den Korperwiderstand mafBigebend ist, zu

gg:J~1,48-§g- } (131h)
sie wichst also zum Unterschied gegen Gl. (44a) mit dem Strome
direkt proportional an. Die entwickelten Formeln zeigen gegeniiber
den entsprechenden Erderformeln eine starke Abhédngigkeit der
physiologischen Kenngré8en vom Material des strom-
fithrenden Leiters: Durch Wahl hinreichend gut leitenden
Leitermaterials kann der Gefahrstrom beliebig heraufgesetzt,
die Gefahrzone beliebig verkleinert werden.
Wir benutzen GI. (131a) zur Ermittelung des Ausbreitungs-
widerstandes eines in méaBiger Tiefe t unter der Erde ver-
legten Leiters. Nach symmetrischer Erginzung des Strémungs-
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bildes ist die Anordnung identisch mit dem System zweier im Abstand 2
paralleler Leiter. Vernachléssigt man entsprechend Nr. 20 die geringe
Anderung der Aquipotentialflichen bei Superposition der vom realen
Leiter und von seinem Spiegelbilde herriihrenden Einzelleiter, so ergibt
sich das Sekundirpotential des Quellpunktes aus (129) und (131a)

r 1 1 1 1 R

o =dJ|——— 5+ ——— . 50,0367 In_

Pa [_2,25.yx,, R + 2,25 %4 %; R "y tJ
J [ zq .
=12 -0,082-In5!. 131
2,25 Vg% Ry | n R | (111)

Der Ausbreitungswiderstand ist also von dem Werte R, ., bei unendlicher
Eingrabtiefe nach (129) auf

2¢
R,— R, [2—0082-In7] (131k)

gestiegen. Dieses Ergebnis stimmt formal mit (107) iiberein, nachdem
fiir I passende Werte eingesetzt werden. Man erkennt aus Abb. 42,

#; daB hiernach selbst fiir
B ' betriachtliche Eingrab-
vl } tiefen der Ausbreitungs-

\ g
785 widerstand erheblich
17— .. . .
! -y grofer ist, als er im
Z‘ . R e 0 allseitig unendlich aus-
" [ gedehnten Erdreich sein
7 wiirde; man mufl daher fiir
[ Kabel stets mit GI. (131k)
U520 30 %0 50 60 % 80 % W0 70 27 W WAy  vechnen.

4
Abb. 42. Ausbreitungswiderstand langgestreckter Leiter Um das Feld im Innern

i endlicher Tingrabtiefe’. des stromfiithrenden Leiters
zu beschreiben, berechnen wir die Abnahme des Leitungsstromes.
Zunichst folgt die axiale Stromdichte durch Differentiation von (122)

. 0
= o = 4nf[g(1) Jy(jio)+iH® (jAo)sinizidz. (132)

Die gesamte Stromfuhrung des Leiters ist

R
J,= f2 ngido
=3 J[Ro@); 0, GaB)+ R-BY (jAR)+ 2 ]siniz d2 (1328)
0
‘2_' % BNG1E) —}—:l gindzdi
J,GAR H® (le)_— JGAR)H® (j A R)

1 S. FuBnote 8. 57.
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Nun ist
F e
fﬂ sinlzdi=1,
0
so daf3
o HM (G d)sind 2 .d4
s J o R ey
0 Jo (G A)-HP (GA) — = Jy (5 A)-HP (j 4)

wobei das Integralglied offenbar den gesamten, bis zum Orte 2z
des stromfiithrenden Leiters in die Erde entwichenen
Strom J,; darstellt. Die Abschitzung des Integrales liefert!

*q 2
Jd:—g—(l“e 041- ,;R)’ (1320)
so daB
%a Z
Jzzée_o’41 “ R, (182d)

Der Strom ist hiernach in der Entfernung

zg,_z—R—tz 2,45 -]/’i-R (132e)
b4 %a
0)41.]/4,
x; .

. J .
auf % seines Anfangswertes — abgesunken; fiir normale Abmessungen

ergibt sich hierfiir die GroBenordnung einiger Kilometer.
Wir werten diese Beziehungen fiir die im vorigen Abschnitt genannten

Beispiele aus. Fiir das Kabel ergibt sich der Gefahrstrom mit s = 100 cm,
d =20cm aus (131f)

Iy =398 20 T T00y 605 Amp.
»(1+5)
Ein Strom von 6000 Amp. erzeugt nach (131h) die Gefahrzone

0, = 6000-1,48-70%.0,46.10* — 162 om — 1,62 m,

so daf also nur eine sehr kleine Umgebung des Leiters gefihrdet ist. Die
Abnahme des Leitungsstromes im Kabelmantel folgt nach Gl. (1324)

z

- 4
J — J . gmosr-04610 tm 18810 ®,
2 2
80 daB er nach (132e) in
2,45

29r = (510" 5 = 2:66-10° om — 2,66 km

1 F. Ollendorff, 1. c. Nr. 7.
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Entfernung vom Fehlerort auf % des Anfangswertes gesunken ist.
Dieses fiir die Erhitzung des Mantels durch Stromwérme ungiinstige Er-
gebnis wird dadurch verschirft, daBl bei Anwendung der Gl. (132d) nur
der halbe Querschnitt als stromfiihrend angenommen wird, wihrend in
Wabhrheit der ganze Querschnitt hierfiir in Frage kommt.

Wenn das Kabel an der Oberfliche liegt, erhoht sich sein Ausbreitungs-
widerstand auf den Wert (129b), also

R,— 1 08140
o 1,225-5-} 4,75

Ist das Kabel ¢ = 100 cm unter der Erdoberfliche vergraben, so wird
t/R = 20, und der Ausbreitungswiderstand wird nach (131k)

R, = 0,00905-1,68 — 0,0688 2,

so daB man in der Tat durch das Eingraben nur eine méfige Verringe-
rung des Ausbreitungswiderstandes erzielt. Will man daher in Erde
verlegte Seile zur Uberleitung des Stromes in die Erde benutzen, so
hat es beziiglich des zu erreichenden Ausbreitungswiderstandes keinen
Zweck, das Seil sehr tief zu vergraben.
Fiir die Schiene ergibt sich mit den im vorigen Abschnitt genannten
Zahlen der Gefahrstrom
J 1 .2 24510
9 296 20 100
In <1 + —2—>
er ist also erheblich kleiner als beim Kabel. Die Gefahrzone betragt bei
Einfithrung eines Stromes von 2000 Amp. nach (131b)

100-20
2

= 210 Amp.,

0, = 2000-1,48- -0,403-107* = ~ 120 em = 1,20 m.
Bei der Anwendung dieser Zahlen auf anfahrende elektrische Triebfahr-
zeuge hat man selbstverstindlich zu beachten, da8 der gesamte Fahr-
strom sich auf zahlreiche Kontaktstellen (Rider) verteilt; es kann daher
der Anfahrstrom ein Vielfaches der obengenannten Werte betragen,
ohne geféhrlich zu werden.

Betrachten wir zum Schlusse noch den Verlauf des Stromes in den

Schienen, so ergibt sich das Abnahmegesetz
Lz 2
J— J g 0A1-0408-104- 5 J L~ L8E 107 :
2 2
wonach also eine Reduktion auf ein Sechstel des Gesamtstromes erst
in der Entfernung
2 5 —
ar — 1’W].O cm — 1,2km

erreicht wird.
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Alle die auf Eisenbahnschienen beziiglichen Werte sind mit einer
groBen Unsicherheit behaftet; insbesondere diirfte die Beriicksichti-
gung der Bettung zu giinstigeren Ergebnissen fithren. Man mufl daher
experimentell ermittelte Werte der wirksamen Leitféhig-
keiten x, und x; einfithren, wobei man in dem Gesetz fiir die Abnahme
des Schienenstromes ein geeignetes MeBverfahren besitzt.

VI. Inhomogenititen im Erdreich.

25. Folgen einer Stromiiberlastung des Erders; der Ubergangswider-
stand. Die Stréomung in der Erde entwickelt in jedem Raumelement
sekundlich die Wéarmemenge

w=xGE*. (133)
Bei hohen Erderstromstérken kann hierdurch das im Erdreich enthaltene
Wasser verdampft werden, so daB sich an den Erder eine trockene, unter
Umsténden sogar fest zusammengebackene Erdkruste bildet. Die Leit-
fahigkeit », dieser Schicht ist in der Regel viel niedriger als die Leit-
fahigkeit » des umgebenden Erdreiches, so daB der Strom jetzt zwei
homogene Schichten stark verschiedener Leitfahigkeit durchflieBen
muB. Wir untersuchen die Folgen einer solchen Stromiiberlastung auf
die Eigenschaften einfacher Erderformen; aus den Ergebnissen lassen
sich die entsprechenden Folgerungen fiir Mehrfacherder und Tiefenerder
leicht mittels der in Nr.13-+-20 entwickelten Beziehungen erweitern.

Beim Halbkugelerder (Nr.8) kann nach symmetrischer Er-
ginzung des Stromungsbildes die Kruste als konzentrisch zum Erder
liegende Halbkugel vom Halbmesser g; > p, dargestellt werden. In
beiden Teilen des Erdreiches verlaufen die Stromlinien radial nach aul3en.
Da das Potential ¢, des AuBenraumes im Unendlichen verschwinden
muB, bleibt dort das Feld (38) erhalten; das Innenpotential der Kruste
lautet entsprechend

J

1
Pi=73 ™% [Z’ + kOHSt':I w=e¢eZe (134)

wobei die Integrationskonstante aus den an der Krustenoberfliche
o = o, herrschenden Grenzbedingungen (18a) und (19) zu bestimmen ist

J 1 J 1 J 1 J 1
m'—é;:2”xt [E)‘——}—konst.}, %'m'azﬁi'gn—m'@j (135)
woher sogleich '

. x—n; 1 _d 1 ® — % _1_]
konst = — —— o YT am [9 — = al (134a)

Fiir p =g, erhilt man Erderpotential und Ausbreitungswiderstand
_J .zl _”—"f}_] = J 7L i(i_lﬂ-
¢P0—2m‘ Le«eo ® 01 _ZJ”‘LQ,'—}—’Q Qo o/’

L

Ollendorff, Erdstréme. 5

(134b)
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Durch Vergleich des hier gefundenen Ausbreitungswiderstandes mit dem
Wert (41) des nicht iiberlasteten Erders erkennt man, daB durch die
Krustenbildung der Ausbreitungswiderstand steigt, entsprechend
wichst auch die Bertihrungsspannung des Erders an. Wenn ins-
besondere die Kruste die im Verhéltnis zu g, sehr kleine Dicke Ag be-
sitzt, folgt aus (134Db)

1

R == m {rl + -_i =1y (1340)

wobei das Klammerglied unmittelbar den infolge der Uberlastung er-
folgenden Widerstandsanstieg anzeigt. Beispielsweise ergibt sich fiir

1
% = 1g% Ao =10 cm, gy = 150 cm
do

Qo

P 10
1+Z~ :':1+10-i%:1,67,
also eine sehr bedeutende Ver-
schlechterung der Anordnung.

Wiahrend die Gefahrzone
wegen des unverdnderten Feldes
im AuBenraum trotz der Er-
hohung des Ausbreitungs-
widerstandes nicht ansteigt,
wird der Gefahrstrom herab-
gedriickt. Denn die maximale
Schrittspannung findet sich mit
(134c) und (38)

J x dp
B s = 90, [ “ ?o]
J ) s
" 2ax(ots)  2ax oitse,
J x do J 8

+

2ax x 0f  Zax gitse
x (1 1

AL (G del.  (184d)
Durch Vergleich mit (42a) erweist
sich das Klammerglied als Effekt
der Krustenbildung. Fiir die ge-
nannten Zahlen berechnet sich mit
s=100cm

1+£<l+9—10>'4‘9:1+1O<ﬁ+1‘;§6>'10:1’40

% \8

und im umgekehrten Verhdltnis geht der Gefahrstrom herunter. Ob-
wohl also die Uberlastung auch die physiologischen Wirkungen des
Erders vergroBert und damit den Erder als Ganzes verschlechtert, sind



Folgen einer Stromiiberlastung des Erders; der Ubergangswiderstand. 67

doch diese Folgen weit schwicher ausgeprigt als der Anstieg des Aus-
breitungswiderstandes. Dieses Ergebnis wird durch die in Abb. 43
gezeichnete Gestalt des Spannungstrichters gemaf (134a) und (38) ver-
anschaulicht, aus welchem man erkennt, daB der steilste Absturz des
Potentiales in der Kruste stattfindet. Wir beschrianken uns daher
im folgenden darauf, die Erhohung des Ausbreitungswider-
standes zu bestimmen.

Beim Kreisplattenerder betrachten wir als Kruste erniedrigter
Leitfahigkeit ein abgeplattetes Rotationsellipsoid der groBen Halb-
achse g, > g,; die Krustenoberfliche ist also nach (51) in elliptischen
Koordinaten durch
u; =, (136)

1
gegeben. Somit bleibt das AuBenpotential (55) bestehen, und innerhalb
der Kruste gilt

J 17
P = S o L arcsin 2 T konstJ 0 <n<Lo;. (187)

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten ziehen wir die Grenz-
bedingungen (18a) an der Krustenoberfliche (136) heran

1
[arcsm 9"}
90 i

! (arcsm o -+ Kkonst | ] =
27 x; 0y ( 13 8)
konst. = — ’% - aresin % , |
i

wodurch (19) von selbst erfiillt ist. Durch Einsetzen in (137) ergibt sich
fiir w = g, das Erderpotential und der Ausbreitungswiderstand

(poz_i._l_rf.l___<1_1>ar08in@]; l

2mn gyl 2 f Qi
@o 1 1 . 9 % (m % (138 a‘)
R=2=_—.—- ‘arcsm— —<~—arcsm >]
J o Zmx gy 0 # \2 o

Wenn g, nur um die kleine Linge 4¢ den Kreisplattenhalbmesser iiber-
trifft, gilt also mit guter Ndherung

R:’”L'é"{%;'l/;@J:z& {1+- ]/2"9. (138b)

i 9 T X

Fiir g = 150 cm, Agy = 10 em f = 10 findet man somit als Wert des
Klammergliedes, welches die Widerstandserh6hung angibt

14 2.10-]/ 2 — 3,32,

Der Widerstand nimmt hier wegen der Konzentration der Stromlinien

am Plattenrande (vgl. Nr. 9) gewaltig zu, so daB solche Plattenerder

weit weniger iiberlastungsfihig sind als Halbkugelerder. Dieses Ergebnis

wird allerdings in seiner Schirfe dadurch gemildert, daB sich die Uber-
5%
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lastungskrusten zunichst hauptsichlich in der Umgebung des Randes
bilden und erst bei lang dauerndem Stromdurchgang die hier zugrunde
gelegte Ellipsoidform annehmen.

Fir Rohrerder und gestreckte Banderder kann die durch
Uberlastung entstehende Kruste als ein mit dem Erder konfokales ge-
strecktes Rotationsellipsoid der kleinen Halbachse g; > g, angenommen
werden ; die Krustenoberfliche ist also nach (61) gegeben durch

102

ui=]/m9¢:~l—|—2l (139)
Das AuBenfeld wird durch (66) dargestellt, das Innenfeld also durch
J u+l 1 o2 1 g2
‘pf:m[ 9_ <145 ". (140)

Die Konstante ist durch die Grenzbedingung (18a) fiir 4 = u, bestimmt,
also mit (139)

J J 21; x—ry oo 21
4””'.1[ ln —{—konst}——n—x— 2In—’ konst = — 5 —=.2In"~-, (141)

i Qi

so daB Erderpotential und Ausbreitungswiderstand sich berechnen
J [x lny—__x—x,-.lngq

()90:27”". #i Qo *i Qi 1
ln&l
d 2l 0; % o | _
— o mﬁJr;‘ln“ —J-R. (141a)
4}

Fiir I =200 cm, g, =2cm, g, = 5cm und ’:‘—‘ = 10 findet man durch
Berechnung des Klammergliedes die Widerstandserhéhung

in 2! 1o 2:200
#; Qo n .. 2-200 200
Qo 5
Da die Gl. (141a) nach Ersatz von I durch mp, niherungsweise auch
fiir Kreisbanderder gilt [Nr.12, Gl (75a) und (76)] erkennt man aus
dieser Zahlenrechnung, daB Banderder und Rohrerder auBer-
ordentlich empfindlich gegen Uberlastung durch zu hohen
Erderstrom sind. Bei derartigen Erdern ist daher die thermische
Vorausbestimmung der zuldssigen Erderstréme unumging-
lich (vgl. Kap. XII).

Schlechtleitende Schichten an den Oberflichen der Erder entstehen
hiufig auch ohne thermische Uberlastung durch chemische Vorginge
an der Grenzfliche Metall—Erdreich, beispielsweise Rostbildung
an eisernen Biandern ; dhnlich kann ein Schutzanstrich wirken. Durch

+ 10- ln = 1,21+ 9,15 — 10,36
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Annahme sehr diinner Schichten erhilt man ihren Zusatzwiderstand 4 R
fir den Halbkugelerder
1 4e

4 R=2nx,- o (1344)
fiir den Kreisplattenerder
AR=, 1 1.]/2de (138¢)
T *; Qo Qo
und fiir Band- und Rohrerder
1 1 21 dp
AR_2nx,-'7' o 20 " (141D)

Dieser Zusatzwiderstand hingt nur von den Eigenschaften der Schicht
ab, welche den Ubergang zwischen Erder und Erdreich vermittelt; er
wird im Gegensatz zum Ausbreitungswiderstand als Ubergangs-
widerstand bezeichnet; praktisch ist er meist vernachlissigbar klein.

26. Oberflichenerder in geschichtetem Erdreich. Hiufig andert sich
die Leitfahigkeit des Erdreiches mit der Tiefe. Es wird vorausgesetzt,
daB man die Leitfahigkeit %, einer zur Erdoberfliche parallelen Ober-
schicht als homogen ansehen kann; sie kann je nach der Ursache der
Schichtung gréBer oder kleiner als die Leitfahigkeit » des darunter
liegenden Erdreiches sein: Geologische Griinde weisen hiufig auf in
der Tiefe liegendes Gestein hin, so daB dann x4 > x ist. Umgekehrt
kann Grundwasser tief gelegene Sandschichten so stark durch-
feuchten, daB » > %, wird. Endlich beeinfluBten intensive Sonnen-
bestrahlung, Bodenfrost oder starke Regengiisse die Ober-
flachenleitfahigkeit in dem einen oder anderen Sinne.

Wir setzen zunéchst dei Stirke? der Oberflichenschicht groB gegen
die linearen Erderabmessungen voraus. In einem homogenen Erdreich
der Leitfahigkeitx, wird dann das Stromungsfeld in der Erderumgebung
fiir die jeweils benutzte Erderform nach den frither entwickelten Ge-
setzen geregelt, wihrend es in gréflerer Entfernung in das Quellpunkts-
potential (27¢) iibergeht

J 1
P2 Gan (142)
Dieses Feld erfiillt nicht die an der unteren Grenze der Schicht herr-
schenden Bedingungen; diese wird daher Ursprung zweier Sekundir-
potentiale g, der Oberschicht und ¢, des darunter liegenden Erdreiches,
so daBl die Gesamtpotentiale beider Riume sich darstellen

Fo=@p T+ Ps,» |
@ =@, + @,. [

Zur Ermittelung der Sekundirpotentiale fiihren wir nach Abb. 44 ein
Zylinderkoordinatensystem z, g, ¢ ein, dessen Ursprung im Erder liegt

(143)
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und dessen z-Achse vertikal zur Erdoberfliche weist. Aus Symmetrie-
griinden hiingt das Sekundérfeld nicht von ¢ ab, so daB die Potential-
gleichung die Form (117) annimmt.
Damit das Potential im Unendlichen ver-
schwinde, muB das Sekundarpotential ¢, die
Gestalt besitzen
¥s= e~ / @, (144)
wo A einen zunichst unbestimmten Parameter
bedeutet. Durch Einsetzen in (117) entsteht
fiir f(p) die Bestimmungsgleichung
2
g-e—'; —é-g—fg—-uzz:o, (144a)
Abb. 44, Zu den Srundglelehun- deren fiir ¢ = 0 endliche Losung die Bessel-
sche Funktion J,(ig) ist. Mit Hinzufiigung
einer willkiirlichen Integrationskonstanten g(4) und Summation be-
liebig vieler derartiger Partikularlosungen konnen wir also setzen

J

Ps= 2mx,

fg () etz J, (L) dA. (144D)
0

In der Oberschicht muB das Potential symmetrisch zur Erdoberfliche
verlaufen, so da8 analog (144b)

J
27,

Fu=go [ B2 [+ €21 Jg (Re) d2 (1440)
0
Mit Benutzung der Identitit

[e-*.0y(o)dA 2>0
1 1 0

2 o0
¢ TETE feeg (he)da 2<0
0
schreiben sich jetzt die Bedingungen (18a) und (19) an der Grenzez = —
der Oberschicht
et +h (A) (e—lt+ e/lt): e—}.t+ g (2) oAt ,
(145)

nAfe*t+h (1) (eHt—et)]=nA[e* g (A) e ],

Fiir die Anwendung interessiert nur das Feld der Oberschicht; hierfiir
erhalten wir aus (145) sogleich
Bl WL YT

h(d)=— e k., W — Be—2H 4 ﬂze—-iu__ﬂae—eu I

®— Ky g,
1 ”Z-e—“ (145a)

® — 2,

ﬁ=x+x0’
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wo f3 eine Leitfdhigkeitskonstante des geschichteten Erdreiches ist.
Einsetzen in (144c) ergibt mit Beachtung von (144d)

J ¢ 27 1. p— ;
o= g | (B P [ ] T (20 d
0

aa;ZW Ly S

Ve +@nitaf S0 Yo+ (@nt—ap

Insbesondere folgt fiir z = 0 die Riickwirkung der Grenzschicht auf
Erderpotential und Spannungstrichter

oy 2
a2 gy 0
Nach (146,) (146a) ist also die Riickwirkung der
Grenzschicht auf die Oberschicht ersetz-
bar durch zwei Systeme von Quellpunkten,
die nach Abb. 45 durch fortgesetzte Spiegelung
an den Grenzflichen der beiderseitig der Erd-
oberfliche symmetrisch ergénzten Oberschicht her-
vorgehen, wobei — f§ den Intensitdtsfaktor der
Spiegelung angibt. Dieses Ergebnis 148t sich auf
elementarem Wege leicht verifizieren.
Wenn die Oberschicht betrachtlich schlech-
ter leitet als das darunter befindliche Erd-
reich, erhélt man nach (145a) § = 1,580 daB das
Potential aus einer Reihe gleichstarker Quel-
len abwechselnden Vorzeichens zusammen-
gesetzt werden kann. Fir die Riickwirkung der
Grenzfliche auf den Erder findet man also
Abb. 45. Allgemeines

-
J E(_ 1)
R nt
Spiegelungsverfahren fiir

. J 1 . J 0,694 geschichtetes Erdreich.
=T Saw, ¢ M2= gan, ¢t - (140)

(146)

Das resultierende Erderpotential berechnet sich mit Benutzung des frither
ermittelten Ausbreitungswiderstandes R, im homogenen Erdreich
1 0,694

Bo=J (Bo— g7y ) =T R, (147a)
wo R den im Grenzfall erreichbaren Ausbreitungswiderstand angibt.
Beispielsweise folgt fiir den in Nr.8 behandelten Halbkugelerder (g,
= 150 cm), in mittlerem Erdreich (%, = 10-* Siemens/cm), wenn in
t = 500 cm Tiefe eine gut leitende Grundwasserschicht vorhanden ist

104 104

— — . — 99 __
R= g e — 50,604 =106 —22=84 Q.
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Wihrend hiernach der Ausbreitungswiderstand und damit auch der
Gefahrstrom relativ wenig beeinflufit wird, verkleinert die gut
leitende Unterschicht die Gefahrzone erheblich. Dennin hinreichend
groBen Entfernungen vom Erder erhélt man als Summe des Primir-

Fom gt (5) 00 (1= 1.5

-7 . f.h/}f <@>/ *Zﬂ (147d)
ETS I's 7 \2¢ € .
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Bei der Berechnung des Koérperstromes hat man, streng genommen,
den Ausbreitungswiderstand beider Fiile entsprechend der vermehrten
Leitfahigkeit des Untergrundes in Rechnung zu stellen; wenn indessen
die Schichtdicke ¢ einigermaBen grof ist, dringen die von FuB3 zu FuB
durch die Erde sich schlieBenden Stromlinien nicht merklich in die
Grundwasserschicht ein, so dafl man mit den Werten (31) rechnen kann.
Aus (147d) entsteht hiernach

. 2 sd [1/2 /mo\h 7 2 sd g ¢ 2
®=JA7>17—9_3—[V}£<:‘2;> e 2t:|=,]..;{.<£vt>z ]/;1 -
§ 204 (147¢)
2 sd 0
=T (%),

)
Die Forderung ¢ < 21(3 Amp. liefert zusammen mit den in Abb. 46 ge-
gebenen Werten der Funktion j(—%) sogleich den Gefahrhalbmesser.

Beispielsweise wird fiir J = 200 Amp., ¢ = 500 cm, s = 100 cm und
d =20cm

7 10002 1
f@) - 46'55%)723 "0 = 0-0196; %= 198; o,=~10m.
Der Vergleich mit dem frither in Nr. 8 fiir homogenes Erdreich ge-
fundenen Werte g, = 22,6 m zeigt, daB in der Tat die Gefahrzone durch
eine gut leitende Tiefenschicht auBerordentlich verkleinert wird. Der-
artige Schichten konnen absichtlich durch Eingraben weitverzweigter
Draht- oder Rohrnetze in der Umgebung von Erdern hergestellt
werden; besonders empfiehlt sich eine solche MaBnahme zum Schutz
offentlicher Wege gegen die Gefahren eines in der Nihe befindlichen
Erders.

Leitet die Oberschicht den Strom erheblich besser als das darunter
befindliche Erdreich, so kann man niherungsweise » = 0 setzen. Man
erhdlt jetzt als Riickwirkung der Grenzfliche mit 8 = — 1 auf den
Erder aus (146) ein aus unendlich vielen, unter sich gleichen Quellen
zusammengesetztes Potential

J - 2 J 1 1 1
=gy D wi— e Iyt To) 049
n=1

Es wird somit das Erderpotential und damit der Aus-
breitungswiderstand logarithmisch unendlich. Der Grund
hierfir wird leicht ersichtlich, wenn man den Spannungstrichter
der Anordnung betrachtet. Denn analog (147) erhélt man jetzt fiir das
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Potential des Erders samt der Grenzflichen-Riickwirkung an der Erd-
oberfliche

4o tr
=t (xS 1 de
27:;:0 2 (2 )Rt 2y ¢ 0 \2
A Vig e (usa

J .1 {:ln 2; + konst] .

= 2%, ¢
Das Feld néhert sich also, wie aus der Quellenverteilung zu erwarten,
dem Quellinienpotential (87)
an, wobei die Dichte der

T e 2 Quellinien durch
ioce + oouooooo ey e
el g J
RS “.g%"s ’::o’ IR i=", (148 b)
. . .
Abb. 47. Reine Oberfliichenleitung. gegeben ist. In diesem Falle

kann irgend ein fester
Wert des Ausbreitungswiderstandes nicht mehr angegeben
werden, sondern eine Strémung wird erst durch Anordnung eines
zweiten Erders in endlicher Entfernung D vom ersten physika-
lisch ermoglicht, welcher den von diesem in das Erdreich eingefiihrten
Strom wieder herausleitet. Wenn die Erder nach Abb. 47 unter sich
gleich sind und den Halbmesser g, besitzen, berechnet sich ihr
Potential
J 1 [ 2t . 28 J

1 D
(P0=27;;£ ng0 D‘_zﬁz t"ln’*':J'R (1480)

Qo
und der Spannungstrichter nimmt zwischen den Erdern die in Abb. 48
gezeichnete Gestalt an. Der jetzt wirksame Ausbreitungswiderstand R
ist alro in der Tat nicht mehr eine Konstante des Erders, sondern wird
mit zunehmender Entfernung des zweiten Erders immer groBer.
Wenn die Tiefe der Oberschicht klein gegen die Schrittweite eines
auf der Erdoberfliche befindlichen Lebewesens ist, gilt der Wert (148¢)
fir den Ausbreitungswiderstand r eines FuBes, nachdem der
Erderabstand durch die Schrittweite, der Erderhalbmesser durch den
halben Sohlendurchmesser ersetzt ist

1 1 2s

T:m'—t’"'lnjf. (148d)
Die Schrittspannung folgt aus (148a) zu
1
+ s
J 1 2¢ 2t J 1, %72
Es=2—7;‘0 t lni**i‘—-l l - = 2}!%& f'hl "i’ . (1488)
9—28 g+—2-s gf2s

Mit p = g0 + %s ergibt sich ihr Hochstwert
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= J L jpets_J 1 s
Smax  2mw, t g 2mx, “tﬁln (l +e;> ’ (1485)
also mit Riicksicht auf (148d) der Gefahrstrom aus
B, Jﬂ‘h‘<1 + gi> 1 1 lng;'
jo— o  ~ fo/ . _ e
= = L 2s —20Amp., Jg—éé o~ Amp. (148g)
n-— In (1 +~7—>
2o
ln2«100
1 20 1 230
ng,z,o,.l — = 50" o514 — 224 Amp.
(1 150)

also weniger als der zehnte Teil des in Nr. 8 gefundenen Wertes. Fiir
J = 200 Amp. nimmt die Gefahrzone die auBerordentliche GroBe an
0, = 10-200-7;(-)—(1)—6-“ cm = 870 m.
In 50
In Wahrheit besitzt die Erde unterhalb der Oberschicht stets eine, wenn
auch geringe, so doch endliche Leitfahigkeit. Die Stréomungs-
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verhéltnisse in der Umgebung des Erders werden hierdurch kaum ge-
dindert, aber der Ausbreitungswiderstand wird auch bei sehr (un-
endlich) groBer Entfernung des zweiten Erders auf einem endlichen

Abb. 49. Das Exponentialintegral.

Wert erhalten. Denn man findet fiir negative 8, deren Betrag kleiner
als Eins ist, aus (146a) die Riickwirkung auf den Quellpunkt

«® 1
1Bl J 1 (el
P 8= 2,,,,0 g N T T
1
J 1 . 1
=g | —Fi(—m m)] . (149)

Daln— ﬂ il nahean 0 liegt, kénnen wir das Exponentialintegral E; ( —Inyz B |)

durch seine Potenzreihe ersetzen, in welcher nur die ersten Glieder zu
beriicksichtigen sind:

%":2;,‘0' ;[ 05772 —1n (mn;‘.)}
1
:

S (149a)

T %ax,

1 %,

(=052 +m 32,
wo in (145a) x <€ x, eingesetzt wurde.

! Jahnke-Emde: Funktionentafeln, 8. 19. Vgl. Abb. 49,
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Man findet somit analog (147a) fiir das Erderpotential und den
Ausbreitungswiderstand

¢0=J<R0+2;x Flrosmztmy B)=sr. (40m)
Der durch den Untergrund hervorgerufene Zusatzwiderstand

|

1 %,

1 [—05722 4 1y 2] (149 ¢)

wichst hierbei mit der Verschlechterung der Leitfahigkeit relativ wenig

an, dagegen beeinfluit die Tiefe der Oberschicht seinen Wert sehr stark.

Wihlen wir als Beispiel einen Halbkugelerder von g, = 150 cm Halb-

messer in mittlerem Erdreich der Leitfahigkeit 10-¢ Siemens/cm, unter

welchem in ¢ = 500 cm Tiefe schlechtleitendes Gestein lagert (x =

10-8 Siemens/em), so Wird
10¢

E= 27m- 150+AR

10-4
2 10—8J

150+2:,z - [ 0,5722 + In —

= 10,6 +252=23581.
Der Ausbreitungswiderstand wéchst also auf etwa das Dreieinhalbfache
seines Wertes in homogenem mittlerem Erdreich an.

2%. Ausbreitungswiderstand der Tiefenerder in geschichtetem Erd-
reich. Fir die Konstruktion von Tiefenerdern liegen in geschichtetem
Erdreich zwei Méglichkeiten vor: Der Erder
kann innerhalb der Oberschicht oder
in dem darunter liegenden Erdreich ange-
ordnet werden. Im ersten Falle ergeben sich
mit geringfiigigen zahlenméBigen Abwei-
chungen die im vorigen Abschnitt fiir Ober-
flichenerder entwickelten Beziehungen. Wir
untersuchen daher im folgenden nur Tiefen-
erder, welche nach Abb. 50 in der Tiefe #;
unter der Grenzfliche der Oberschichtim Erd-
reich eingegraben sind, wobei wird die linearen
Erderabmessungen als klein gegen ¢, +¢ so-
wohl wie gegen f voraussetzen ; sie sind mit Vorteil anzuwenden, wenn das
Erdreichin der Tiefe erheblich besser leitet als an der Ober-
fliche, insbesondere also' beim Vorhandensein von Grundwasser.

Zur Beschreibung des Feldes fithren wir Zylinderkoordinaten z, g, ¢
nach Abb. 50 ein, deren z-Achse durch den Erder hindurchgeht und
senkrecht zur Schichtenerstreckung weist; die Erdoberfliche wird mit
der Ebene z = 0 identifiziert. Nach symmetrischer Ergédnzung des
Stromungsfeldes ist das Primérpotential des Tiefenerders durch

_J r - L J
—4”"}/92+(z+t+tl)2 4nx Yod & (z—t— 42

Po (150)
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gegeben. Da dieses Potential fiir sich die Grenzbedingungen der Erd-
oberflache erfiillt, diirfen wir fiir die Sekundérpotentiale die Ansétze
(144 b, 144 c) beibehalten, nachdem », durch » ersetzt ist. Mit Benutzung
der Identitét (144 d) schreiben sich die Grenzbedingungen (18a) und (19)
an der Fliche z = — ¢, welche die Oberschicht vom Erdreich trennt

e=hh - =A@ +0) | () (eM e—1t)
=t | g=h@E+t) | g())eH (151)
”0[_ e~ M | e—t @1+ 1) +h (l) (— ett - e—/‘.z)]
=;¢[_e—“x_|_e—l(21+ll)+g(j) e—u]
aus welchen durch Auflésung sogleich folgt
B R Y maca
h(l)— 1—%—]36_2“ l+ﬂe_2“
= 2 (—1)n-pr[— et = @ n—1) 4 =it + 20+ 1)
=1
; " 207 Bre=ili=h =i + 3D (151a)
g(A)=(1+e*)h( )=l+ﬁ;§1}*—’mj
= 2’7(__1)" Br[—e—t it @n—8it) | g=h(u + 2n+ 1)0)]
n=1
Einsetzen in (144b, 144¢) liefert die Sekundarpotentiale
J oc
Bo= 1o | B (0) (¢ + =) Ty (Ag)d 7
0
J o\ (— 1) 1
—_— . —1)n.8n . e
dax ,,2:/1( " [Ve“+2—(t1+{2"—1}t)]2+V22+[z-—(t1+{2n+1}t)]2
+ (=1 + 1 } (152)
Vot + 2+ (o + {20 —1HE - Jo + [z + (6 + {20 + 1}4)°
[+ o]
J
Po=1nn') 9 D E*To(20)dA
* T 4nxn E)J‘ 0 (152a)
J (—1) 1
=_-2 . ~1)n. B — S O —
i n=1( p [V@” [e-(t+ {2"—3}t)]2+V92+[z—(t1+ {2”+1}t)2}

Man erkennt aus dieser Darstellung, daB auch hier die Schichtung sich
durch passend angeordnete Quellpunkte gleichwertig ersetzen laft.
Fiir die Anwendungen interessiert besonders der Ausbreitungswider-

stand des Tiefenerders. Man erhélt aus (152a) mitg = 0,2 = — (¢ 4 ¢,)
die Riickwirkung der Schichtung auf den Erder selbst
o]

_J N (—1) 1
Ps=gnn’ 1(‘1) 'ﬂ"'[2t1—2t+2nt+2tl+2t+2nJ' (152b)

n=
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Hier diirfen wir stets x, <€ » voraussetzen, denn nur dann wird man
einen derartigen Tiefenerder mit Nutzen verwenden; es wird dann

f=~1-—2 xi, und die Reihe (152b) 148t sich vereinfachen in

%:zi%]z;’l‘z’% __itlizt (L—F) (S _SJ
g g g g (152¢)
A T VR T TR bk Tasey TR T T TRERRLE
Ersetzt man die Summen S, und S, durch Integrale
5 llxdx a —2In—fxdx
SI“Nﬂ 21‘e T4tttz =~F f2t1+6t+4tx (152d)

so erhdlt man nach Ausfihrung der Integration mit der genannten
Néherung fiir § und hinreichend kleine #; analog (149)

2% (tt‘ +1
L * 1 .
Sy="—g < 0,5772 + In 27;; A :;)
t
2’:’(t;7+1 .
] ‘er . -
Sy= i ( 05772-{—ln2%0 '51 s ), (152e)
. 3 ez:o (é;,+1) %+3
=B (=8 =~ 47 (8= 8) =" - I/ —
149
t
und also
#ofta 2
2= 41 ,1,+3
J |1 1 %y 1 %y, 1 %y € ”<t ) ¢
IS TR T Tl sk I s '“‘7““'1’1;’1;; - (152f)

Diese Gleichung 148t sich leicht deuten: Die ersten beiden Glieder geben
zusammen mit dem Primérpotential des oberhalb der Erdoberfliche be-
findlichen Quellpunktes das Feld eines in der Tiefe ¢; unter der Erd-
oberflache angeordneten Tiefenerders wieder (Nr.19); somit stellen
die iibrigen Glieder die Verminderung des Erderpotentiales
durch die Oberfldachenschicht dar

% (4 :
A=t H|h—t1 62”(tﬂ)-l [ =—J-AR 152
e e e e - (1528)
. t

wo A R die Verringerung des Ausbreitungswiderstandes mift.
Beispielsweise wird fiir einen Tiefenerder, der ¢; = 500 cm unter einer
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t =500 cm starken Oberflichenschicht der geringen Leitfahigkeit
%o = 1078 Siemens/cm in Erdreich mittlerer Leitfahigkeit eingesenkt ist
(% = 10~* Siemens/cm)

10-¢
2.2
e 107 1+3

AR=7— o4 |—0+

und selbst dieser praktisch unmerkliche Effekt verschwindet mit zu-
nehmender Tiefe ¢, rasch. Es geniigt daher allen Anforderungen, wenn
man den Ausbreitungswiderstand derartiger Tiefenerder nach den in
Nr. 19 und 20 entwickelten Gesetzen berechnet, wobei man als Ein-
grabtiefe lediglich die Tiefe unter der Grenze der Ober-
schicht, als Leitfahigkeit die des darunter befindlichen Erdreiches in
Rechnung stellt.

28. Stromleitung an feuchten Gebiiudewinden. Wenn an einem
innerhalb eines Gebéudes installierten Draht die Isolation schadhaft
wird, ergiet sich von der Fehlerstelle ein Strom iiber die nichstliegende
Gebdudewand zur Erde. Dieser Vorgang wird haufig durch den auf den
Winden befindlichen Niederschlag von Dimpfen unterstiitzt;
besonders stark machen sich daher derartige Erscheinungen in Bade-
réiumen oder in Stallgebduden bemerkbar.

Wir setzen voraus, da8 die Feuchtigkeitsschicht nach Abb. 51 die
Wand beiderseits der Fehlerstelle in der Breite b mit konstanter Stérke &

und homogener Leitféhigkeit », bedecke;
der Stromiibertritt aus dem Drahte soll
durch einen naherungsweise kreisférmigen
Querschnitt vom Halbmesser g, in der Héhe
h iiber dem Erdboden erfolgen. Der Verlauf
der Strémung oberhalb der Fehlerstelle wird
durch Einzelheiten der Gebaudekonstruktion
geregelt; wir befreien uns hiervon, indem wir
die Wand nach oben hin nicht begrenzen.
Zur weiteren Vereinfachung der Aufgabe
nehmen wir an, da8 in dem Ubergangsquer-
schnitt von der Wand zum Erdreich konstan-
tes Potential herrsche; diese Voraussetzung
ist erfiillt, wenn sich an dieser Stelle, wie fast stets, grofere Fliissigkeits-
mengen ansammeln.

Zufolge unserer Annahmen diirfen wir das Stromungsfeld in der Wand
getrennt von dem Strémungsfeld in der Erde behandeln; insbesondere
kann daher das Potential die Ubergangsschicht Wand —Erde als Grund-
lage fiir die Potentialzihlung des Wandfeldes benutzt werden. Wir
fiihren nach Abb. 52 GauBsche Koordinaten z = x + jy mit dem Ur-
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sprung in der Fehlerstelle ein; die seitliche Begrenzung der Wand fordert
dann

g ‘ 1
5;=0 fir x=i§b, (153)
wihrend an der Grenze gegen Erde gelten
soll ’
=0 fir y=—h (153 a)
und oberhalb der Fehlerstelle das Feld
gemif
lim ¢ =0 (153b)
Yy-»0

verschwinden muf.

Innerhalb der Wand laBt sich das Feld
wegen der unverdnderlichen Schichtdicke
aus einem ebenen (logarithmischen) Po-
tential ableiten, dessen Quelliniendichte 2
aus dem Fehlerstrom J gemaf
folgt. Um nun zunichst die Grenzbedingung (153) zu erfiillen, kénnen
wir die Ergebnisse der Nr. 26 anwenden, indem wir dort »x = 0 setzen;
aus (146, 146a) ergibt sich dann sogleich die Aquivalenz der seitlichen
Wandbegrenzung mit der Wirkung unendlich vieler Quellen der Intensi-
tat  (154), welche
simtlich die Hohe &
iiber dem Erdboden
besitzen und vonein-
ander um b gemil
Abb. 53 entfernt sind,
wovon man sich an
Hand ihres Stro-
mungsbildes  leicht
iiberzeugt (Abb. 54). Das Potential dieser unendlich vielen Quellen
lautet analog (89)

¢=—2~;Z%elnsin%-n=~2‘i—’;-%%elnsin%-n. (155)

Um weiterhin (153a) zu erfiillen, denken wir uns voriibergehend die

Wand jenseits ihrer Berithrung mit der Erdoberfliche fortgesetzt und

ordnen senkrecht unter den Quellen der Intensitdt (168) im Abstand 24

ein weiteres Quellsystem an, welche die Quelliniendichte besitzen, Abb. 55,
, . J

V=—i=—T. (154a)

Ollendorff, Erdstrime. 6
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Ihr Feld berechnet sich analog (155)

N .z 42jh_
<p———2m"§Relnsm 5 r=+t3

7 -ié)‘telnsinz"l'zjh
nxy 6 b
wobei beachtet wurde, daB der Ursprung der Koordinaten im Fehlerorte
liegt. Die Uberlagerung von (155, 155a) liefert als resultierendes Feld
(Abb. 56) J 2+ 25k

1 . .
¢=—m-79¢e[lnsm%-n-—lnsm— 5 n]._ (155b)

7, (1558)

Insbesondere findet sich hieraus mit z = j g, und g, <€ » das Potential
der Fehlerstelle

J 1 M .~ 2k . Qo
¢p0=~2m"-iéﬁeLlny@an——lny%n]

155¢)
J 1 . 2h b (
= 2nxf'?[ln @11’177’-}*111 7%90] y
1 . 2h b
8o daB 0= G rnsd [ln @mjn 4+ In Eéﬂ (156)
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den Ausbreitungswiderstand der Fehlerstelle vom Fehlerort
bis zur Erdoberfliche
darstellt.

Der Verlauf der Spannung
lings der Wand interessiert
hauptséchlich senkrecht zwi-
schen Fehlerstelle und Erde,
da dort fiir Menschen  und
Tiere die Gefahrdung bei zu-
falliger Beriihrung der Wand
am groflten ist. Man erhilt

mit 2 = — jy sogleich
1 , — .
‘P=%x,‘“a‘[h‘@m2hb yn—-ln@m%n} (155d)
die Feldstarke lings der genannten Linie ist also
%o J 1=z 2h—y, Y
C=— =i 53 [Gotg ;Y7 +Cotg L] (157)

Die Beriihrungsspannung zwischen zwei um s entfernten Punkten
gleicht naherungsweise dem Produkte aus Feldstirke und Beriihrungs-
weite

J
2%,

2h —
B,—~ 56— --g—;-[@otgj—yn—{—@otg%n] (157a)

In den meisten Fillen wird ein Lebewesen, welches auf dem Erdboden
steht, nach Abb.57 durch einpolige Berithrung der Wand gefdhrdet.
Setzt man hierfiir naherungsweise y = kb, so folgt

6*
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Bu= 4o 2% Gotg 2 (157b)

2mx,

und insbesondere fiir schmale Winde (zh > b)

—J .27
" 2a%, 0D

Der Ausbreitungswiderstand der auf dem Erdboden stehenden FiiBe

ist fast stets viel kleiner als der Widerstand der Beriihrungsstelle mit
der Wand, der wegen der meist
kleinen Schichtstirken & er-
hebliche Betrage erreicht. Er-
setzt man sie durch einen
Kreis vom wirksamen Durch-
messer d, so hat man zur

Ermittelung ihres Aus-

breitungswiderstandes nach
Abb. 57 in Gl (156) 2s an
Stelle von 24 und ¢ fiir ¢ zu
substituieren und findet

(157¢)

1 11 . d4s
2nn, d/2] N, TG (158)

Fiir den geféhrlichsten Fall der schmalen Wand geméd8 (157) ergibt sich
also der Koérperstrom unter der Voraussetzung b > d
iy =T _ g BTE (1574)
r 4s
b-In i

[ln @m n +In

unabhiingig von der Lage der Fehlerstelle und der Stirke und Leitfahig-
keit der Schicht. Mit (30) folgt also als Gefahrstrom
1

Beispielsweise ist fiir 6 = 800cm, ¢ = 150cm, d = 10cm
1 6

00

so daB hiernach schon sehr geringe Defektstrome eine grofe Gefahr fir
die in der Niéhe befindlichen Menschen und Tiere bedeuten.

Indem wir nunmehr zu dem Feld in der Erde tibergehen, kénnen wir
auf Grund unserer Voraussetzungen als Ursprung der Strémung ein
auf der Erdoberfliche liegendes Flachband von der Breite 6 und der
Lénge b annehmen; ersetzen wir nach Nr. 17 das Flachband durch ein

Rundband vom Halbmesser g, = —%, so ist das Erdstromfeld auf das in
Nr. 11 behandelte Potential des gestreckten Banderders zuriickgefiihrt.
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Insbesondere ist also der Ausbreitungswiderstand des Uber-
gangsquerschnittes Wand—Erde nach (65)

1 ,2b2_ 1 2 4b
2anb2 Vo4 2ax b S

Durch Addition von (156) und (159) folgt als resultierender Ausbreitungs-
widerstand

R,= (159)

1 . 2h b, x, 26 . 4b
R=R,+R=j5_ - n @in - In - 250 51 60
und wenn wir auf eine schmale Wand spezialisieren
. 1 % 26
R=~ 15[ 7+1In er ﬂ. (160a)

Fir »; =5.1073 Slemens/cm, 6=0]1cm, h =300cm, b = 800 cm,
go = 0,5 cm, » = 10~ Siemens/cm ergibt sich

108 2. 300 5.10% 2.0, . 4800
B=5 501 []n@ ”+lnn05+ 10+ 800 ™ pa }
— ~ 2550 Q.

Eine Gleichspannung von 220 Volt gegen Erde wiirde hiernach einen
Strom von
2

erzeugen, der also bereits in die GréBenordnung des oben berechneten
Gefahrstromes kommt. Man erkennt hieraus die auBlerordent-
liche Gefahr schlecht ausgefiihrter oder beschadlgter In-
stallationen innerhalb von Gebéiuden.

29. Das Prinzip der rdumlichen Spiegelung. In den vorigen beiden
Abschnitten haben wir in Erweiterung des in Nr.5 gegebenen Ver-
fahrens eine Spiegelungsmethode zur Beriicksichtigung von In-
homogenitéiten ebener Struktur entwickelt; sie 148t sich auf eine Reihe
rdumlich ausgedehnter inhomogener Einlagerungen im Erdreich verall-
gemeinern.

Zwei Punkte heilen beziiglich einer Kugel vom Halbmesser a
rdumlich gespiegelt, wenn sie auf einer durch das Kugelzentrum
gehenden Geraden liegen und ihre Absténde g, ¢’ von diesem Punkte der
Beziehung gehorchen

0-0 =a? (161)

Die Konstruktion des zu einem vorgegebenen Punkte nach (161) ge-
horigen Spiegelpunktes heiit Inversion, der Kugelmittelpunkt ist
das Inversionszentrum (Abb. 58).

Der gesamte Raum sei mit homogenem Erdreich der Leitféhigkeit s
erfiillt. Zwei in P, P’ konzentrierte Quellpunkte J, J’ erzeugen in den
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um I, ” von P, P’ abstehenden inversen Punkten P,, P; die Potentiale
g 1., r1
P LT VT LT - (e2)
Nach Abb. 58 gilt wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke M P, P; und
MP,P I _ @& __eid_ @&
T e T @ e (161a)
Durch den Grenziibergang P, — P, P] — P’ findet sich das Verhaltnis
spiegelbildlich gelegener Linienelemente '

dl. ¢ o
ar & ¢

und also ebenso gelegener Flichenelemente
af ot at

(161Db)

i = e e (161c)
” und Raumelemente
dt o' at

Nach (16la) und (162) ist das Verhiltnis
der Potentiale in P,, P

Abb. 58. Definition rdumlich J 2
gespiegelter Punktel. y_J @ . (162 a)
o J ee
Riicken P’, P in die Kugeloberfliche, so wird mit g, = a
@ J a
2.8, 162b
p Al A (162b)
Wenn sich daher die Stréme verhalten wie
J e
F= (163)
so verschwindet wegen ¢ = — ¢’ das resultierende Potential beider

Quellpunkte auf der ganzen Kugeloberfliche. Wir nennen die in (155)
gegebene Zuordnung der Stréome J und J’ rdumliche Spiegelung.
Es ist somit das Stromungsfeld eines Quellpunktes bei gleich-
zeitiger Anwesenheit einer vollkommen leitenden, auf dem
Potential Null erhaltenen Kugel identisch mit dem Felde
jenes Quellpunktes samt seinem réumlichen Spiegelbilde.
" Fiir das Stromverhaltnis (163) ergibt sich nach (162) das Verhéltnis
der in inversen Punkten erzeugten Potentiale

$__o__ 4, (164)

Diese Beziehung definiert die von Grofie und Lage der Stromquellen
unabhéingige rdumliche Spiegelung der Potentiale; sie wird
daher in gleicher Weise von stetig auf Linien, Flichen oder in Réumen

1 Aus Ollendorff, Die Losung technischer Potentialaufgaben mittels des
Prinzipes der réumlichen Spiegelung. Wiss. Verdff. a. d. Siemens-Konzern VI, 1.
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verteilten Stromquellen erzeugt. Das Dichteverhiltnis gespiegelter
Linienstromquellen ergibt sich hierbei aus (163) und (161b)

/

LA (163a)
) ] a
Ahnlich folgt aus (163) und (161¢) das Verhiltnis gespiegelter Flichen-
stromquellen ; o o
YT T @ (163Db)
und raumlich verteilter Stromquellen
div i a? o'®
m:—-&é:—?. (1630)

Es seien jetzt auf den Oberflichen zweier nach Abb. 59 spiegelbildlich
gelegener Korper K und K’ Flachenstromquellen geméf3 (163b) verteilt.
Setzen wir das Potential auf K’ in der
GréBe ¢, als konstant voraus, so ergibt
sich als Oberflichenpotential von K nach
(164)

g1

a ’
= % .pp= — .—, (164a
® o Po dnx g ( )
wo substituiert ist
J,=4nxa gp. (165)

Nach (27) gleicht das Feld (169a) bis auf
das Vorzeichen dem Quellpunktspotential Abb.59. Spiegelbildlich gelegene
eines aus dem Inversionszentrum treten- Horpert.

den Stromes J; im homogenen Raum, so daBl die Summe des Quell-
punktspotentiales mit dem Potential (164a) auf der Oberfliche von x
verschwindet; das Feld (164a) ist also das Sekundarpotential eines
vollsténdig leitenden, auf dem Potentiale O erhaltenen Koérpers im
Felde eines punktférmig konzentrierten Stromes.

Gegeben sei Stromverteilung und Potentialfeld eines
im allseitig unendlich ausgedehnten, homogenen Erdreich
befindlichen Erders K’; man erhdlt durch ridumliche Spie-
gelung der Fliachenstromquellen die Oberflichen-Strom-
verteilung, durch rdumliche Potentialspiegelung das Se-
kundirpotentialfeld eines zu K’ spiegelbildlich gelegenen,
vollkommen leitenden Korpers K, der im Felde einer im
Inversionszentrum befindlichen Stromquelle liegt wund
auf das Potential Null gebracht ist.

Wir berechnen mittels dieses Satzes das Riickwirkungspotential ¢,
des Kérpers K im Quellpunktsorte:

7/
@, =limp = — lim %-q)’. (164b)
>0 o>

1 8. FuBnote S. 86.
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Hier bedeutet ¢’ das Potentialfeld von K’, auf dessen Oberfliche nach
(165) das Potential herrscht

.

4axa’

(165a)

Dieses Potential wird durch einen aus K’ nach MaBgabe seines Aus-
breitungswiderstandes R’ in das Erdreich iibertretenden Strom J’ er-

zeugt

pt=J"-B; J=2. (166)
Mit Beachtung von (27b) findet man also durch Einsetzen von (166)
in (164Db)
o e J 1 J Jy 1 4 9
Pr= " 4 tax s 4nza_~ﬁ(4nza)2"R’_-—R"(’Rmv) (1640)

mit Einfthrung des Ausbreitungswiderstandes der inver-

sierenden Kugel
1

Biny = ;- (164d)

Zur Ermittelung des Riickwirkungspotentiales ¢, braucht
man somit lediglich den Ausbreitungswiderstand des Kor-
pers K’ zu berechnen. Hiufig wird X nicht auf dem Potentiale Null
erhalten, sondern lagert frei im Erdreich. Wahrend dann bei hinreichend
groBer Leltfa.hlgkelt die Grenzbedingung (21) lings seiner Oberfliche
erhalten bleibt, tritt hierzu die einschrinkende Bedingung

J=20 (167)
als Folge der Kontinuititsgleichung (4). Im allgemeinen wird (159)

durch (156a) nicht befriedigt, sondern diesem Felde entspricht eine
endliche Stromaufnahme J, des Korpers K. Hierbei gilt

— b (% kme
91_1:2 dax o < 9) :gnotp ’
Jo=—4nxa-lim¢ = — h;;q’ (164¢)
o'->0 inv
In dieser Beziehung bedeutet lim ¢’ das Potential des auf ¢, nach (165a)

o->0"
erhaltenen Erders K’ im Inversionszentrum. Wenn insbesondere K sich

bis ins Unendliche erstreckt, geht K’ durch das Inversionszentrum hin-
durch, und es wird ¢’ = ¢, so da mit Beachtung von (165a)

Jy=—J,. (164%)

Ein beliebiger, sich im Erdreich ins Unendliche erstrecken-
der Kérper mit sehr (unendlich) groBer Leitfadhigkeit saugt
somit simtliche von einem Erder ausgehenden Stromlinien
in sich.
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Um jetzt (167) zu erfiillen, lassen wir aus dem frei im Erdreich ge-
dachten Korper K den Strom

lim ¢’
—J, == (164¢)
0 Rinv

in das Erdreich iibertreten. Er erteilt ihm entsprechend seinem Aus-
breitungswiderstande das Potential
R ..

(po = R(— JO) = ‘E;v—g’,]ilzl @, (164}1)
welches, da die Summe aus Quellpunktspotential und Sekundérfeld
(164a) auf der Oberfliche von K verschwindet, das resultierende Potential
des Korpers K darstellt.

In den meisten Fiallen fiihrt ein anderer Weg rascher zur Bestimmung
des Wertes (164h). Wir ersetzen hierzu den Quellpunkt nach Abb. 60
durch eine kleine Kugel und bemer-

ken, da man bei festgehaltener Lage

des Quellpunktes wie des Korpers K

das Gesamtsystem einschlielich der

& Rot o

i‘?g, Ly

Abb. 60. Zum Potential eines Leiters im Abb. 61. Erlduterung des Umkehrungssatzes
Quellpunktsfelde. (168).

unendlich fernen Hiillkugel durch drei geeignet bemessene Ohmsche
Widerstande R,, R, und R,, nach Abb. 61 hinsichtlich der Potential-
verteilung auf Quellpunkt und Kérper K nachbilden kann. Strémt nun
J; aus dem Quellpunkt in dieses System iiber, so folgt aus den Kirch-
hoffschen Regeln sogleich das Potential des Korpers K

0 Jor RaB

CR, Bt By (168)

und derselbe Wert ergibt sich, wie durch Vertauschung des Index K
mit ¢ hervorgeht, fiir das Potential des Quellpunktes, wenn der gleiche
Strom J; aus K in das Erdreich iibertritt. Das Potential (156h) ist daher
identisch mit dem Potential, welches der aus K iibertretend gedachte
Strom J, im Quellpunktsorte erzeugen wiirde.

30. Wirkung von Wasserbecken an der Erdoberfliche. Man pflegt
héufig Erder in die Umgebung von Wasserbecken zu legen, um sowohl
mittels des dort besser leitenden Erdreiches, als auch unmittelbar durch
die relativ hohe Leitfahigkeit der Wassermasse die Erdereigenschaften
zu verbessern.
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Um die Wirkung derartiger Wasserbecken in einfacher Weise zu
iibersehen, wollen wir ihre Leitfihigkeit unendlich groB annehmen;
das meist vorhandene Grundwasser schafft dann eine gut leitende Ver-
bindung nach auBen hin, so daB die Wassermasse das Potential Null
erhalt. ]

Selbstversténdlich gilt dies nur, wenn die Wasserleitfahigkeit
wirklich groB gegen die Bodenleitfahigkeit ist; sind dagegen beide
Leitfahigkeiten von gleicher GroBenordnung, so wirkt das Wasser-
becken nur sehr wenig auf das Strémungsfeld ein.

Mit diesen Vereinfachungen ist das Prinzip der rdumlichen Spiegelung
anwendbar. Wir setzen die Erderabmessungen als klein gegen die Dimen-

sionen des Wasser-
beckens voraus, wel-
ches wir nach Abb. 62
als kreisférmig be-
trachten; g, sei der
Halbmesser dieses
Kreises, D der Ab-
stand seines Mittel-
punktes vom Erder.
Die Tiefenerstreckung des Beckens wird vernachléssigt; sie ist in
der Annahme unendlich hoher Wasserleitfihigkeit zum Teil erfaBt.

Nach symmetrischer Erginzung des Strémungsfeldes zwecks Be-
riicksichtigung der Erdoberfliche gleicht der Quellpunktsstrom dem
doppelten Erderstrom. Wir withlen den Halbmesser a der inversierenden
Kugel gleich D. Durch die Spiegelung geht die Kreisscheibe wiederum
in eine Kreisscheibe iiber vom Halbmesser

,_ 1/ D? DN D
=3 <D—9»_ D+eb>ﬁD“—9% ’ (169)

deren Mittelpunkte vom Inversionszentrum den Abstand besitzt

1, Do D DD
D’_-Z—(D_ebJr +Qb> (169a)

- DP—g}
Der Ausbreitungswiderstand einer solchen Scheibe ergibt sich aus (105¢)

mit ¢ = oo
b 11 ef.)
R—ng'*Bbe (1#D2’

so daB aus (164c) die Riickwirkung des Wasserbeckens auf den
Quellpunkt folgt

»

(ol @axDf ~ " Zax a D-gf’ (170)
D2
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Sei R, der fiir homogenes Erdreich berechnete Ausbreitungswiderstand,
so ergibt sich jetzt das resultierende Erderpotential und der Ausbreitungs-
widerstand 1 2 g

Qax n DP—gf

o= J (R — ;)= J-R. (170a)

Besonderes Interesse besitzt der Grenzwert, den dieser Ausdruck bei

einer sehr groBfen rdumlichen Ausdehnung des Wasser-

beckens annimmt; nennen wir § = D — g, den Abstand des Wasser-

beckens vom Erder, so wird

. . 1IN /

lim g, — J<R0 i 6) Jel:?wR. (170b)
Beispielsweise findet man fiir den in Nr. 8 beschriebenen Halbkugel-

erder (9, = 150 cm) in mittlerem Erdreich (»x = 10~ Siemens/cm), der

sich in der Nahe eines Teiches vom Halbmesser g, = 50 m in der Ent-

fernung D = 60 m vom Wasserzentrum befindet, den Ausbreitungs-

widerstand

R 104 10t 2 5000

7150~ Bx" s TB0O0F = GOOOF = 10,6 — 0,45 = 10,15 2

und fiir ein sehr grofles Wasserbecken im Abstand ¢ = 10 m von dem
gleichen Erder
10¢ 104 1
Jm B = 5715 — 2 71000
Insoweit nicht die erhohte Bodenfeuchtigkeit dazu veranlaBt, hat es also
hinsichtlich des Ausbreitungswiderstandes keinen Zweck, nahe an das
Wasser heranzugehen.

Um den EinfluB der Wasserniahe auf den Verlauf des Spannungs-
trichters zu iibersehen, beschrinken wir uns der Einfachheit halber
auf den praktisch wichtigsten Fall eines sehr (unendlich) groBen Wasser-
beckens. Wir wéhlen jetzt als Inversionshalbmesser den Abstand o

.des Erders vom Wasser und erhalten als Spiegelbild des Wasserbeckens
eine Kreisscheibe vom Halbmesser

=10,6 — 0,50 = 10,10 Q.

1
Q’ = '2“ 0 N (169b)
welche durch den Ursprung hindurch geht und nach (157) das Potential
aufweist 7. 2

PO=Land  dnxo "

Fithrt man voriibergehend eine auf der Erdoberfliche vom Erder senk-
recht nach dem Rand des Wasserbeckens weisende a'-Achse mit dem
Ursprung in der Mitte der gespiegelten Kreisscheibe ein, so ergibt sich
nach (53b) ihr Potential

, 2 o 2

J
’ .

= " .@q -arcsin-—, = - 5——— -aresin g
? n Po ¥ nw 2ax%d 2z

(171)

o' >¢  (17la)
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und mit einer am Erder beginnenden Ziahlung 2’ = 2’ + o

2
T 2nxé

- aresin z'>20 =94. (171 b)

2(%' — el);

Jedem Punkte ' entspricht eine nach (153) reziproke Entfernung
2

x =g.—,. Aus (164) ergibt sich daher als Sekundirpotential des

Wasserbeckens

‘I’_—ig"—-arcsin
xn 2n%0 62 ]
2<'x7-_9>
2 , 1
=T 7 2nxaz arcsmz F] 1V 0<z<L6. (172
-7

gleichbelasteter und gleichgroBer Erder in homogenem Erdreich; aller-
dings wird in Wirklichkeit diese Gefahr durch den stets endlichen
Wert der Wasserleitfihigkeit merklich gemindert.

31. Der Stromeintritt in langgestreckte Leiter. Wir untersuchen mit
der Annahme einer gegen die Erdleitfahigkeit grofien Leitfahigkeit des
Wassers die Wirkung sehr (unendlich) langgestreckter Wasser-
adern im Erdreich, wobei es nach Ergénzung des Feldes symmetrisch
zur Erdoberfliche elektrisch belanglos ist, ob diese als Brunnen oder
Grundwasserstrome geschlossen im Erdreich verlaufen oder als
offene Gerinnenahe der Erdoberfliche strémen. Wir setzen den Quer-
schnitt der Adern als Kreis voraus, dessen Halbmesser g, genannt werde;
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hiermit werden Brunnen und Grundwasserstréme bereits hin-
reichend genau erfalit. Fliisse dagegen besitzen nach Abb. 64 meist
die Querschnittsform eines Trapezes der Breite B bei sehr geringer Tiefe ;

sie konnen nach Nr.16 durch einen kreisférmigen Querschnitt vom
1
Halbmesser g, = - B ersetzt werden. Nur fiir sehr erhebliche Flu8.

breiten, wie sie in der Nahe von FluBkreuzungsmasten iiber grofie
Strome vorkommen, versagt diese Substitution; hier kann man indes
auf den im vorigen Abschnitt

fiir unendlich wachsende Breite

des Wasserbeckens gegebenen

Grenzwert des Potentiales zu-

riickgreifen, so daBl man auch

diesen Fall beherrscht. Endlich

tragt die gleiche Aufgabenstellung

die Gesetze des Stromein-

trittes in metallische Rohre

in sich, welche in der Nihe eines

Erders im Erdreich verlegt sind;

sie besitzen beim Ubertritt von

Gleichstrom in das Erdreich

besondere Bedeutung fiir die

Korrosion solcher Rohre durch die elektrolytische Zersetzung
der in der Erde enthaltenen Salze.

Wir setzen zunéchst nur einen derartigen Leiter neben dem Erder
voraus; es entspricht dies der Wirkung eines Brunnens oder eines
hinreichend schmalen Flusses. Bei geradliniger Erstreckung des
Leiters mit konstantem Querschnitt fiihrt also das Prinzip der rium-
lichen Spiegelung auf das Feld desjenigen ringférmigen Erders, der aus
der Inversion eines unendlich langen Kreiszylinders entsteht, und dessen
Breite daher nach Abb. 65 im Inversionszentrum verschwindet. Indes

1 S. Fufinote S. 86.
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werden mit wachsender Entfernung vom Erder sowohl die GréBe des
Querschnittes, wie auch der Verlauf des Leiters von untergeordneter
Bedeutung, da dort die oben genannten Voraussetzungen im allgemeinen
nicht mehr zutreffen. Wir begehen daher in der Lésung der praktisch
vorliegenden Aufgabe keinen Fehler, wenn wir dort den Querschnitt
derart unendlich werden lassen, dafl der Spiegelkorper ein Kreisring
wird. Hiermit ist mathematisch eindeutig iiber die Vorginge in
groBer Entfernung vom Er-
der verfiigt; man darf aber
das dort rechnungsgemif
sich einstellende Feld phy-
sikalisch nicht mit dem
wirklich vorhandenen iden-
tifizieren, welches nur bei
genau bekannten Verhilt-
nissen richtig erfalt werden
kann. Die folgende Un-
tersuchung ist daher
auf die Vorgénge in
der Erderumgebung be-

schrankt.

Abb. 68. Zur Ermittelung dergleichwertigen Abmessungen . " .
des fiir den Splegelkrper eingetfihrten Ringes 1. Wir wihlen den Radius

der inversierenden Kugel
gleich dem Abstand & des Quellpunktes von der Leiterachse. Nach
Abb. 66 ist also der Ringhalbmesser

1 1 h? h? 1 h?
o=yl T i tel = T (173)
wahrend der Radius des Toroides ist
;- l . h2 . h2 _ eo.hZ
0=z [h—eo h+eo]_h2-e%' (1732)

Das Stromungsfeld dieses Toroides ist identisch mit dem Feld eines
Kreisbanderders (Nr. 12); es wird von lings der Toroidachse in der
Gesamtstirke J” linienhaft verteilten Quellen erzeugt, welche der Ober-
fliche nach (72¢) das Potential erteilen

,J 1 0. 2J 1
Po=Trn 7o, P8 o = dmn h

(174)

Man erhalt also nach Einsetzen von (173), (173a) J’ aus der Beziehung
k1
ht—o} | 4k

J=n 5
Q0 In
Qo

J. (174a)

1 8. FuBlnote S. 86.
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Der Ausbreitungswiderstand des Ringes ist

Y 1 B P
B == o (174b)

so daB sich die Riickwirkung des Leiters auf den Erder nach (164c)
findet

2 -7t b3 1 1 1
9, ——2J- E Y 1 h‘(

. . =

2 __n? 2 2 ___ 2

h* — @3 1n4l (47 h) 4,¢.ﬁ*ﬂ.ln4_
o k )

Das resultierende Erderpotential stellt sich in der GréBe ein

174¢)

4% -In4—
h Qo
Als Beispiel sei ein FluBkreuzungsmast nach Abb. 64 gewahlt, dessen
Fuf} durch einen Halbkugelerder vom Radius §, = 150 cm ersetzt werden
kann; er sei in mittlerem Erdreich (x = 10~* Siemens/cm) erstellt und
befinde sich in 10 m = 1000 cm Entfernung vom Ufer des B = 100 m
breiten Flusses. Hier wird g, = 25 m, 2 = 60 m, also '

1
<po=J(R0— g h):J:R. (1744)

10+ 104
T 27.150  _ 60008 — 25002 6000
2. . ———
6000 In4 2500

R

=10,6 —0,45=10,15 2

der gleiche Wert, den wir im vorigen Abschnitt beim Vorhandensein
eines Wasserbeckens gefunden haben; auch hier kann man also von
dem Eingraben des Erders in der Néhe des Flusses keine
wirksame Verringerung des Ausbreitungswiderstandes er-
hoffen. Ebenso bleibt die erhéhte Gefahrdung des zwischen
MastfuB und FluB befindlichen Geléndestreifens in der in
Abb. 63 dargestellten Weise bestehen.

Zur Darstellung der Stromaufnahme lidngs des Leiters be-
rechnen wir aus (174a) zunichst die Liniendichte der Stréomung lings
der Toroidachse

J
TP Ay (T VN A
z—2n‘er_nh<1 8 )=3 o () “‘%Fﬁf‘m

Qo | Z

i 1 1 a in- Abb.67. Zum Stromein-
und finden mit (163 a) sogleich den pro Léngenein P et e

heit in den Leiter eintretenden Strom Leiter.
= M (174f)
42 + 22 mih yht + 22 4k
Qo Qo

wo z die lings der Leiterachse nach Abb. 67 vom Erder aus gezéhlte
Entfernung bedeutet. Der Gesamtstrom, der innerhalb des von —
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bis 4 z sich erstreckenden Bereiches in das Rohr eintritt, ist somit

J,=2fidx=—-— [+V1+ ] —————%Ir@m , (174g)
0
Qo

Diese Gleichung gllt, ebenso wie (174f), nur in einer gewissen Umgebung
des Erders. Um diese abzuschétzen, beachten wir, daBl nach Nr. 29,
Gl. (164f) das unendlich lange Rohr den gesamten Erderstrom aufnimmt.
Indem wir nun die Verteilung (174g) bis zu einer gewissen Grenzent-

Abb. 68, Qualitative Darstellung fiir die Stromfiihrung eines im Quellpunktsfelde
befindlichen Rohres.
fernung x, gelten lassen, jenseits deren wir den in das Rohr eintretenden
Strom génzlich vernachlblssigen, erhalten wir hieraus

Jzaz,=—J=— - Ur Gin L %:@in%lnﬂ=~l/ﬁ, (174h)
ln— Qo Qo
Qo

so daB also (174g) um so weiter giiltig ist, je grofer A und je kleiner g,
ist. Beispielsweise wird fiir ein'Rohr von g, = 1 cm Radius, welches in
h = 200 cm Entfernung vom Erder voriiberzieht

. 1. 4.200
%,=200- Gin 5 In ——

Man erkennt hieraus, dal der Strom in einer relativ engen Zone um den
Erder herum in das Rohr eintritt. Dieses Ergebnis ist von besonderer
Bedeutung, wenn das Rohr einen endlichen Ohmschen Widerstand be-
sitzt. Denn auf Grund der in Nr. 24 durchgefiihrten Untersuchungen
folgt, daB in groBen Entfernungen vom Erder der Strom exponentiell
nach MaBgabe der Gl. (132d) abnimmt. Zusammenfassend ergibt sich
daher mit Riicksicht auf (174 g) ein Verlauf des Rohrstromes nach Abb. 68.

Auf die besonderen Fragen der Korrosion von Rohren im Erd-
stromfelde, welche eine eingehende Kenntnis der entsprechenden chemi-
schen Vorgéinge erfordern, gehen wir nicht niher ein; der Leser sei
auf die Sonderliteratur dieses Gebietes verwiesen.

=~3100cm=381m.
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VII. Wirkung zeitlicher Feldschwankungen.

32. Riickleitung kapazitiver ErdschluBstréme. Beim Erdschlufl einer
mit Wechselstrom betriebenen Freileitung nach Abb. 69 tritt ein Erd-
schluBstrom J iiber die Fehlerstelle zur Erde iiber; wir bezeichnen
ihn als kapazitiv, wenn er keinen metallischen Riickschlu8 zur Leitung
besitzt, sondern als Verschiebungsstrom von der Erdoberfliche aus
durch das Dielektrikum zur Leitung
zuriickflieBft. Fiir ihn bildet daher
die Erdoberfliche im Gegensatz zu
ihrer Wirkung im stationdren Felde
keine undurchdringliche Grenze: Die
in Nr. 5 aufgestellten Bedin-
gungen werden ungiiltig. Anihrer
Stelle verlangt das Kontinuitétsgesetz
der Stromung die Gleichheit der nor-
mal zur Erdoberfliche gerichteten
Komponente des Erdstromes i, mit
der ebenso gerichteten Komponente des Verschiebungsstromes; nennen
wir also ®, die dielektrische Verschiebungskomponente an der Erd-
oberfldche, so wird gefordert

. 0D,
t,="g (175)

Insbesondere folgt fiir periodisch mit der Kreisfrequenz w = 2xf ver-
laufende Vorginge

D, =Re(D,)=Re(D

die Grenzbedingung an der Erdoberflache

i,=Re(,); ,=joD, (175a)

Hiernach kann die Wirkung der Verschiebungsstrome durch flichenhaft

iiber die Erdoberfliche hin verteilte Stromquellen der Dichte (175a)
ersetzt werden.

Zur Losung der Aufgabe setzen wir die Kreisfrequenz als so klein
voraus, daf8 von der im Erdreich auftretenden Wirbelstrémung
(Nt. 33) abgesehen werden darf. Das Feld in der Erde kann dann
wiederum durch ein (quasistationéres) Potential i beschrieben werden,
welches wir aus dem Primérpotential des Erders und dem Sekundaér-
potential der lings der Erdoberfliche verteilten Flachenstrome
(175a) zusammensetzen. Das Primérpotential ist durch die jeweils vor-
liegende Erderform bestimmt und nach den Entwicklungen der voran-
gegangenen Kapitel bekannt; wir kénnen uns demnach auf die Berech-
nung des Sekundirpotentiales beschrinken. Hier kénnen wir auf das

Ollendorif, Erdstrome. 7

. gioot) (176)

Tmax
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in Nr. 4 entwickelte Potential eines Quellpunktes zuriickgreifen. Be-
zeichnet ¢ den Abstand des Aufpunktes von einem Flichenelement df
der Erdoberfliche, welches nach (175a) den Strom tragt

di,=1,df =jwD, df (175b)
8o herrscht im Aufpunkt ein von diesem Elementarstrom herriihrendes
Elementarpotential
_2di,1_ joD.df 1
*~ 4nx g 27x o (177)
Hier wurde durch Multiplikation der Flichendichte mit dem Faktor 2
beriicksichtigt, daB die von den Flichenstromquellen ausgehenden Strom-
faden nur einseitig in das Erdreich iibergehen kénnen (vgl. Nr. 5). Durch
Integration itber die gesamte Erdoberfliche folgt das gesuchte Sekundir-

potential

¢,=£’—Zﬂ%ﬁ (177a)
Fiir die GroBe der dielektrischen Verschiebung ®, ist die Ausbildung
des quasistatischen Luftfeldes zwischen Leitung und Erde mafB-
gebend; hierbei darf mit praktisch ausreichender Genauigkeit der Po-
tentialabfall lings der Erdoberfliche gegeniiber der Potentialdifferenz
zwischen Erde und Leitung vernachlissigt, die Erde also als Aqui-
potentialfliche angenommen werden. Um die Grenzbedingung
dieses statischen Feldes zu befriedigen, hat man lediglich die influen-
zierende Leitung an der Erdoberfliche nach Abb. 69 mit Ladungs-
umkehr zu spiegeln, so daB das quasistatische Sekundirfeld ¢,
der Erdoberfliche dem Potential der an der Erdoberfliche geometrisch
gespiegelten und mit umgekehrter Ladung versehenen Leitung gleicht;
andererseits berechnet sich dieses Feld gemi8 dem in Nr. 7 entwickelten
Abbildungssatze aus den Komponenten ®, nach

b [ 3L [T o

Durch Vergleich von (177a, b) folgt sogleich

iy

P, =29, jo. (177¢)

Diese Gleichung spricht in Verbindung mit der soeben genannten Kon-
struktion des quasistatischen Sekundirluftfeldes folgenden Satz aus:
Man erhdlt das Sekundérpotential des quasistationidren
Erdstromfeldes, indem man das Erdreich oberhalb der
Erdoberfliche homogen fortsetzt und die Leitung durch
einen kongruenten Erder ersetzt, welcher den doppelten
Erderstrom aufnimmt (vgl. Abb. 70). Da aus dem Erder nach sym-
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metrischer Ergénzung des Stromungsfeldes ebenfalls der doppelte
Erderstrom in das Erdreich iibertritt, bilden Erder und Leitung
in dem Ersatzschemanach Abb. 71ein abgeschlossenes Strom-
system, die unendlich groBe Hiillkugel nimmt jetzt keinen Strom mehr
auf. Hieraus ergibt sich, daB das resultierende Potential mit wachsender
Entfernung vom Erder nicht mehr in das Feld eines Quellpunktes iiber-
geht, sondern sich dem Poten-

tiale zweier dicht nebeneinander

befindlicher Quellen mit ent-

gegengesetzten Vorzeichen, eines

sogenannten Dipoles, nahert;

in Absténden, welche gro8 gegen

die Dimensionen des Erders und

der Leitung sind, nimmt das

Potential daher mit dem Qua-

drate der Entfernung aufler-

ordentlich rasch ab.

Wir setzen voraus, daBl die Freileitung in geradem Zuge in der
Hohe % iiber Erde und in der Lange 2! verlaufe und den Halbmesser g,
besitze. Das Feld des an ihrer Stelle substituierten bandférmigen Erders
ist dann durch Nr.11 gegeben. Fiir die Anwendungen ist es zweck-
méBig, von den frither benutzten elliptischen Koordinaten « mittels
(61) zu rechtwinkligen Koordinaten z, ¢ iiberzugehen. Eine leichte
Umrechnung ergibt an Stelle von (66)

— A—22 + 0%
P, = — J ‘In l—2z+Yl—22+0p
4axl —l—z+)(—l—2f+¢*

1= |z], (178)

wobei wir uns auf den hauptsichlich interessierenden unterhalb der
Leitung liegenden Bereich beschrénken diirfen. Wir fithren nun ein
neues rechtwinkliges Koordinatensystem &, %, { mit dem Ursprung in
dem nach Abb. 70 symmetrisch zur Leitung angenommenen Erder ein,
derart, da8 die Erdoberfliche mit der Ebene { = 0 identifiziert wird
und die &-Achse parallel zur Leitung weist. Hierbei gilt offenbar

e=0 o=Vt 9P+ &, (179)
so daB also
§ = — J n I=C+V -0 +(h+n)+ &
’ daxl Tl Y (U= (b
Insbesondere ergibt sich fiir den Ursprung die Riickwirkung der Erd-
oberfliche auf den Erder

o J L LVETR
Foo = T Lmni n—l+]/l2+h2’

(178a)

(178Db)

7*
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also fiir einigermaBen lange Leitungen (I > k)
_ J 21 J 21
o= " T T T By
unabhiingig von dem Halbmesser der Leitung.
Bezeichnet R, den friiher ermittelten Eigen-Ausbreitungswiderstand
des Erders gegen die unendlich ferne Hiillkugel, so erhalten wir als
resultierendes Erderpotential

(178¢)

o mE)=JR, (180)

@, = J-Ry+ @, — J(R0 — gy

Erdstrome eizer Leitung von Sm Mahe und 2km Longe mit brdschlud inder Mitte i Ladlestrom TAmp/m:-
Cinheit der £rdstromdichten = g Mill Amp/m?

Abb, 71. R#umliche Vertéllung des Erdstromfeldes bei Riickleitung durch Verschiebungsstrémel,

wo R den resultierenden Ausbreitungswiderstand des Erders
bei kapazitiver Stromriickleitung darstellt. Insbesondere ergibt
gich fiir den Halbkugelerder (Nr. 8)
R=y.(r— 7 m3) (180a)
Die Verminderung des Ausbreitungswiderstandes durch
die in endlicher Entfernung vom Erder erfolgende Stromriickleitung
ist hiernach nur dann wirksam, wenn die Dimensionen des
Erders vergleichbar mit der Leitungslinge werden; andern-
falls gleicht R merklich dem Eigen-Ausbreitungswider-
stande R, so daB in ausgefithrten Anlagen stets mit diesem

flt Nach L. Lichtenstein: Erdstromfragen in Theorie und Praxis. ETZ 1921,
Heft 31.
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Werte zu rechnen ist. Eine analoge Betrachtung la8t sich sogleich
fiir den Einflufi des Sekundérfeldes auf die physiologischen Kenngroéfien
des Erders durchfithren. Denn bei einigermaBen grofen Leitungslingen
sind nach Nr.10 die Flichen konstanten Sekundirpotentiales aufBer-
ordentlich langgestreckte Rotationsellipsoide, so daB das Potential
lings der &-Achse im Bereiche der Leitung merklich gleichméfBig um
den Wert (178c) gesenkt wird: Das Sekundéirpotential kann somit in
der Erderumgebung lings der Erdoberfliche keine merkliche tangentielle
Feldkomponente erzeugen, so daBl eine solche nur durch das Primér-
potential des Erders in seiner unmittelbaren Umgebung zustande
kommt. Gefahrstrom und Gefahrzone des Erders sind durch
die frither ermittelten Ausdriicke bestimmt. Diese Er-
gebnisse werden durch Abb. 71 veranschaulicht, welches fiir die an-
genommene Lage von Leitung und Erder das Erdstromfeld nach
Rechnungen von L. Lichtenstein wiedergibt.

Die hier entwickelten Zusammenhénge konnen dazu dienen, den
EinfluB der Kapazitdtsstrome auf den Erdwiderstand einer
geerdeten Antenne fiir drahtlose Nachrichteniibermittlung qualitativ
abzuschitzen. Besitzt die Antenne die Form eines L oder 7, so kann
unmittelbar die Formel (180) herangezogen werden, in welcher man jetzt
l und % von gleicher GréBenordnung anzunehmen hat, so daB also prak-
tisch fast stets eine wirksame Verringerung des Ausbrei-
tungswiderstandes eintritt, weil die linearen Erderabmessungen
der Antennenlinge nahekommen; aller-
dings darf man dann nicht mehr mit den
Eigen-Ausbreitungswiderstinden des sta-
tiondren Feldes rechnen, sondern mufl
die Wirbelstrémung im Erdreich beriick-
sichtigen (Nr. 46). Wenn die Antenne
aus schirmférmig ausgespannten
Drahten besteht, kann man mit hin-
reichender  Genauigkeit entsprechend
Abb. 72 die Gesamtheit der Drithte als
Kreisplatte ansehen, welche den Halbmesser g, besitzt und in der
mittleren Hohe 4 iiber der Erdoberfliche ausgespannt ist. Man erhalt
dann aus Nr.9, Gl (55) als Sekundirpotential der Erdoberfliche

g, = — 2»—;{; . —91; . arcsin—% . (181)
Entnimmt man aus (51) fiir ¢ = 0, |z| = h den Wert u = JoZ + A2,
so entsteht als Riickwirkung auf den Erder

— J 1. . I

Py, = Smx g o Vo3 +ht

’ (181 a)
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80 daB man als Ausbreitungswiderstand erhilt

T n eio arcsin Ve—e—oi-%é' (181b)
Auch hier ergibt sich demnach eine wesentliche Verringerung des Aus-
breitungswiderstandes in dem praktisch hdufig vorliegenden Falle, in
welchem Erderabmessungen und Schirmhalbmesser der Antenne von
gleicher GroBenordnung werden. (Vgl. Nr. 46 und 47).

33. Ebene Wirbelstromung in der Erde. Im zeitlich konstanten
Stromungsfelde wird durch den Strom ein stationdres Magnetfeld §
erzeugt, dessen Stirke sich aus dem Durchflutungsgesetz berechnet:
Die magnetische Umlaufsspannung lings einer beliebigen, in sich
geschlossenen Kurve C gleich der Durchflutung der elektrischen Stré-
mung durch eine von C berandete Fliche

f (pdg) = [ (idf). (182)

Im zeitlich verinderlichen Felde erzeugt dieses Magnetfeld ein elek-
trisches Feld der Induktion: Lings einer geschlossenen Kurve ¢’
tritt eine elektrische Umlaufsspannung auf, welche der Anderung
des magnetischen Induktionsflusses @ durch die von €’ umschlungene
Fliche F’ gleicht

R=R,—

o (Bdf)

J@ds) = -2 10— L .07, (183)

Cl
Fiihrt man mittels der Permeabilitdt 4 an Stelle der Induktion B die
Feldstarke 9 ein gemilB
so geht (183) iiber in

2 f w9df)
f(@:'dﬁ)* 1078, (183 a)

Sehen wir von der Anwesenheit ferromagnetischer Stoffe im Erdreich
ab, so ist u von der Feldintensitét unabhéngig und gleicht merklich der
Permeabilitit yo = 0,4 7 des leeren Raumes. In der genannten Be-
schrinkung nimmt unter Beachtung des Ohmschen Gesetzes das In-
duktionsgesetz die Form an

3FJ ®4df)
f(tdé) = —%-04m- L1078, (183Db)
welches zusammen mit (182) Magnet- und Stromfeld bestimmt. Die
Linearitit der Feldgleichungen erlaubt, die hieraus berechnete Stromung
dem friither allein beachteten Potentialfelde der Stromquellen zum
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resultierenden Felde zu iiberlagern; demnach ist das Zusatzfeld, welches
als Folge der zeitlichen Schwankungen des Magnetfeldes entsteht,
iiberall quellenfrei; es wird wegen (183) als Wirbelstromfeld bezeich-
net. DefinitionsgeméB ist in unmittelbarer Umgebung der
Erder das Potentialfeld vorherrschend, so daB die friiher
durchgefiihrten Untersuchungen fiir diesen Bereich giiltig
bleiben; erst mit wachsender Entfernung vom Erder gewinnt das
Wirbelstromfeld an EinfluBl, bis schlieBlich in sehr groSer Entfernung
nur noch dieses in merklicher Stérke vorhanden ist.

In vielen Fillen kann dort die Strémung als zweidimensional
betrachtet werden; verzichten wir dann zunéchst auf die Beschreibung
der Zwischenzone, welche den Bereich vorwiegenden Potentialfeldes
von Orten iiberwiegenden Wirbelstromfeldes trennt, so haben wir die
Gl. (182) und (183b) fiir zweidimensionale Strémung zu spezialisieren;
die Spannungsabfdlle der Wirbelstréme sind dann fiir die
ganze Linge des Feldes zu berechnen und den friiher er-
mittelten Erderpotentialen hinzuzuzidhlen, um den ge-
samten Spannungsabfall im System zu erhalten; er ergibt
durch Division mit dem Strom den wirksamen Widerstand des
Erdstromfeldes, welcher sich hiernach als Summe der Erder-
ausbreitungswiderstinde und eines der Leitungsliange pro-
portionalen Leitungs- 2
widerstandes darstellt;
bei sehr groBen Leitungs-
langen herrscht er vor und
liefert dann merklich den
ganzen wirksamen Wider-
stand.,

Wir fithren ein recht-
winkliges = Koordinaten-
system z, y, z ein, dessen o >
z-Achse mit der StrﬁmungS- Abb. 73. Zur Formulierung des Durchflutungsgesetzes.
richtung zusammenfallen
moége. Wenden wir das Durchflutungsgesetz auf ein in der Ebene
2z =0 liegendes Elementar-Parallelogramm der Seitenlingen dz, dy
an, so folgt nach Abb. 73

(92, = Denran) @& + (— By, + Byoran) dy —idxdy (184)
oder

Gy Py@rax)

d ’1 2 :4 %z (y*d)
vz D)

v Q>

a@x a@!/._'

Fir ein Elementar-Parallelogramm der Lingen dx, dz in einer Ebene
y = konst liefert das Induktionsgesetz nach Abb. 74
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2 (9y-dx d2)

(—im+d,,)—f—i(,))dz= —x-0,4n———67——-10‘8;
) 185)
9% . -8.09y (
ax—+% 0,4ﬂ'10 '—5_5—

und entsprechend fiir ein in einer Ebene x = konst gelegenes Parallel-
Epiped der Lingen dy und dz

0 (Hx-dzdz)

(—igy Figray 2= —x 04x ZHZ2E. 10785 (185a)
185a
ei_ 5 09s
’@*—%'0,471-10 T

Durch Elimination des Magnetfeldes aus (184a), (185) und (185a) ent-
steht als Grundgleichung der ebenen Wirbelstromung

i g 0i _g i
a e 04710722 = % 47107 . (186)
z Unter Beachtung der Identitéit
o) g L =0 1aBt sich diese Gleichung
Hyray.
4 schreiben
4 9, 0t
dz —l— —I— 5 %4710 ;
{ﬁy Slred) 6:&2 T at
2. i,
Y di=d TR
dz> a=—= |/47m-10_9. (186a)

x
Abb. 74. Zur Formulierung des Induktionsgesetzes. Das gleiChe Gesetz beherrscht die

ebene Warmestromung. Man
erkennt, daB sie sich von der frither behandelten Potentialgleichung
formal lediglich durch den Hinzutritt des Gliedes auf der rechten Seite
unterscheidet, welches in der Tat im stationiren Zustand verschwindet.
Diese Analogie wird noch deutlicher, wenn wir unter Spezialisierung auf
periodische quasistationdire Vorginge

i=Re(l); T=1,-edo¢ (187)
setzen; denn dann lautet die Wirbelstromgleichung
Ai= —%473jw-107%1=k1; k=) —x-47xjw-107°, (186D)

aus welcher nun jede Spur der Zeitabhiéngigkeit verschwunden ist. In
der Form (186b) erfaBBt diese Gleichung auch den EinfluB des bisher ver-
nachlissigten Verschiebungsstromes im Erdreich. Denn dieser
ist, wenn ¢ die Dielektrizitatskonstante bezeichnet, durch

22 28 jw:E (188)
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gegeben, so daB sich der Gesamtstrom als Summe von Leitungsstrom
und Verschiebungsstrom findet

%—FT:@(—NOE—}—”):@%' (189)

Der Verschiebungsstrom 148t sich also durch eine komplexe Ver-
allgemeinerung des Ohmschen Gesetzes in Rechnung stellen,
wenn man

= —jwe+x (189 a)
als komplexe Leitfahigkeit des Bodens definiert und dement-
sprechend die in (186b) auftretende Konstante £ nach

BP=4nxjow-10-? (186¢)
ermittelt. Der Einfachheit halber wollen wir im folgenden auf diese
Verfeinerung nicht eingehen, sondern uns stets auf die Voraussetzung

jweLx

beschrinken; sie ist fiir die Frequenzen der Starkstromtechnik stets
erfiillt und nicht zur Beschreibung der Vorginge bis zu recht hohen
Frequenzen aus. Sieht man als Grenze einer derart aufgebauten Rech-
nung die GréBenordnung
w =%
an, so ergibt sich fiir mittleres Krdreich
. 10
<% =~10"14 SlemenS/Cm, &=~ m)
Dg

o 104 o 6. L . s .
= Tofgmo-10u — $7°9°10%  f; =57 = 18-10° Perioden/sec.

Diese Frequenz entspricht einer Wellenlinge von 16,7 m in Luft, so daB

man erst bei Sendern der drahtlosen Telegraphie, die mit extrem kurzen

Wellen arbeiten, auf die genaue Gleichung (186¢) zuriickgreifen mu8.
34. Grenzbedingungen der '

ebenen Wirbelstromung. Nach- 7 %7\\ 7 & &
dom im vorigen Abschnitt das SSESBES S S Sssss
2z %tz z &z

w

N\7%

Gesetz der ebenen Wirbel-

stromung im homogenen Erd- App. 75. Grenzbedingungen der ebenen Wirbelstrémung.
reich aufgestellt wurde, unter-

suchen wir hier die Bedingungen, welche die Wirbelstromfelder an
der Grenze zweier Medien 1 und 2 mit verschiedenen Leitfahigkeiten s,
und x, verkniipfen. Das Durchflutungsgesetz fordert als Bedingung
einer an der Grenzfliche in endlichen Grenzen bleibenden Strom-
dichte fiir eine nach Abb. 75 gelegene Kurve C die Stetigkeit der tangen-
tiellen magnetischen Feldkomponenten

'bt; = 94 (190)
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Bedeutet also ds,, ein normal zur Grenzfliche gerichtetes Linienelement,
so folgt unter Beachtung der Voraussetzung iiberall konstanter Per-
meabilitdt u = p, aus (185)
1 ai, 1 o,
Das Induktionsgesetz verlangt den stetigen Ubergang der tangentiellen
elektrischen Feldkomponenten durch die Grenzfliche; diese Bedingung
kann mit Benutzung des Ohmschen Gesetzes geschrieben werden
1 1 .

7“11:72'!2. (191)
Sie schlieBt, wie aus dem Induktionsgesetz hervorgeht,
den stetigen Durchtritt der Normalkomponente der magne-
tischen Induktion durch die Grenzfliche in sich. Geht man
umgekehrt von dieser Bedingung als priméren in der Form

B, — %, (191a)

aus, so folgt hiernach, daB dann die tangentiellen elektrischen Feld-
stirken einander gleichen; diese Bemerkung ist von Nutzen, wenn man
die Bedingungen an der Grenze zwischen Leiter und Isolator
untersuchen will, wobei ersichtlich (191) versagt; wir werden sie ins-
besondere fiir die Grenze des Erdreiches gegen den Luftraum anwenden.

35. Riumliche Wirbelstromung in der Erde. Die Gesetze der ebenen
Wirbelstrémung diirfen nicht mehr angewendet werden, wenn der Ab-
stand des stromzufiihrenden und des stromabfithrenden Erders sehr
klein wird. Wir suchen nach einer Verallgemeinerung der Wirbelstrom-
gleichungen, welche die dreidimensionale (réiumliche) Wirbelstrémung
darzustellen gestattet.

Es wird ein rechtwinkliges Koordinatensystem z, y, z eingefiihrt.
Wir machen zunéchst die Voraussetzung, da8 das Magnetfeld in Richtung
der z-Achse verschwinde. Das Induktionsgesetz lehrt dann sogleich,
daB lings einer geschlossenen Kurve, welche ganz in einer Ebene z==konst
liegt, die elektrische Umlaufsspannung verschwindet; in jeder solchen
Ebene ist daher das Stromungsfeld aus einem fiir diese Ebene definierten
ebenen Potentiale ¢ ableitbar

op. o9
€ — -5 G =—35 (192)
Dieses Potential ist im allgemeinen von z abhéingig, so daB wir schreiben

koénnen
oIl

=% (193)
und also
&I oI
€C.=—5 &=~ oz (192a)
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Das Durchflutungsgesetz ergibt nach (184a)

09y 99x _
9. o eIT
a%v - @ o ) o217 ( 94)
Bz T oz
oIl 0
Hieraus folgt H,= — % a—y—; 9, = u-—ag (194 a)
21T
und also (&z = a—wg— —I" a—y? . (194b)
Das Induktionsgesetz fordert nach Abb. 76
oG, _ a@x . aby_ -8
3z 5. = TO04n510 (195)
e D 04222107
oy
es unterwirft also die Funktion II der Gleichung
o2 IT | &Il | 0°IT g 0IT oIl REET: =T
T T g e = An=4axl0t e = a® a=147%10"°. (196)

Dasselbe Gesetz der Wir-
meleitungsgleichung, das
wir in Gl. (186a) fiir die
ebene Wirbelstrémung ab-
geleitet hatten, gilt also
fiir die Funktion I7, die
sogenannte Hertzsche
Funktion der rdumlichen
Wirbelstromung. Insbe-
sondere erhalten wir fir
periodische Vorginge
die Differentialgleichung
(186b), welche sich, wie gezeigt, auf den Fall eines gegen den Leitungs-
strom nicht zu vernachlissigenden Verschiebungsstromes durch Ein-
fithrung der komplexen Leitfihigkeit des Erdreiches erweitern 1aBt.
In der Tat gelangt man genau zu der fritheren Formulierung der ebenen
Wirbelstromung zuriick, wenn man auf
=0 (197)
spezialisiert und demnach

olIT
ot

. . ., 0 . .
einsetzt, so dall i, mit - (¢a®IT) identisch wird.

€, =a- (194¢)
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Wiihrend aaLzImit dem Potential der betrachteten Ebene tibereinstimm®
und demgem#B in bekannter Weise durch die Linien konstanten Poten-
tiales veranschaulicht werden kann, ergibt sich eine einfache Darstellung
der Hertzschen Funktion selbst aus Gl. (194a). Definiert man némlich
eine ihr proportionale Funktion

w=ux-II, (198)
so lautet nach (194a) die Gleichung einer magnetischen Kraft-
linie

oy
dy 9y _ _ 0. dwg. 0w g o0 4
=g, = oy aydy—’rax-olae—(), v = konst.  (199)
oy

so daB die Linien /7 = konst mit den magnetischen Kraftlinien zusammen-
fallen; wir kénnen daher y als Stromfunktion des magnetischen
Feldes bezeichnen.

Wenn das Magnetfeld entgegen den Voraussetzungen dieser Zuleitung
auch in der z-Richtung endliche Komponenten besitzt, kann man offenbar
stets das Gesamtfeld aus drei Teilfeldern zusammensetzen, welche nach-
einander den Bedingungen §,=0 (Teilfeld 1), $, =0 (Teilfeld 2)
und §, = 0 (Teilfeld 3) geniigen; ihnen entsprechen drei Hertzsche
Funktionen IT,, IT,, IT,, deren jede die Gl (196) befriedigt. Die vekto-
rielle Zusammenfassung dieser drei Funktionen heit Hertzscher
Vektor; aus geeigneten Systemen derartiger Vektoren a8t sich jede be-
liebige raumliche Wirbelstromung in der Erde ableiten.

VIII. Quasistationiire Erdstromung.

36. Kabelritckstrdme im Seewasser. Wir behandeln das ebene Wirbel-
stromfeld eines Tiefseekabels in hinreichender Entfernung von den
Enden. Im AnschluB an Abb. 77
setzen wir voraus, daB ein Wechsel-

strom
J == §Re(7); J= %-e‘f“’” (200)
durch die Kabelseele vom Sender zum
Empfinger fliee und von dort durch
das Meerwasser zum Sendeort zu-
riickkehrt. Hierbei kann der strom-
fithrende Querschnitt nach auBlen hin
als unbegrenzt angesehen werden, wihrend er nach innen durch den
Mantel vom Halbmesser g, abgeschlossen wird; dieser sei der Einfach-
heit halber vom eigentlichen Metallmantel isoliert gedacht; wie man
in anderen Fillen zu rechnen hat, wird spiter gezeigt werden (Nr. 41).
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Wir fiithren rdumliche Zylinderkoordinaten z, g, @ ein, deren z-Achse
mit der Kabelseele zusammenfillt. Hierfiir lautet die Wirbelstrom-
gleichung (186b) mit Beachtung von (117)

d92+ l.f{l_kzl——o (201)
wihrend die magnetische Feldstarke aus Symmetriegriinden iiberall
senkrecht zu g steht und sich entsprechend (185) aus

— 1 a1

% = - m'gg‘ (201&)
berechnet.

Da die Strémung im Unendlichen verschwinden muB, ist als Losung
der Differentialgleichung (201) die Hankelsche Funktion nullter
Ordnung vom Argumente

jko=7Vj-V4nnw-107% 9= Vj-& (202)
zu wahlen, wo & die ,,numerische Entfernung” genannt werde.
Mit einer willkiirlichen Integrationskonstanten 4 ist dann das Stro-

mungsfeld T=A-H(()n(1/?§> (203)
und die Stérke des Magnetfeldes
— 1 -
_ . H(l) : 204
° wwnmloﬂ (V7). (204)

Da im Kabelmantel voraussetzungsméfig kein Strom flieBt, ist (191)
identisch erfiillt, und A4 ist aus (190) zu bestimmen. Am Mantelumfang
erzeugt der Strom das Magnetfeld

= J
— . Y 205
$Qo 2 J'KQO. ( )

so daB aus (204) fiir ¢ = g, mit &, = Le=e, folgt

77‘7?417;1_"—0-—9' H, (Jjk) = A2~ HPYj&) =

J
T 2m,

y e (204a)

J Vi
. ¢ . 4b
oder A=y 78 HP (Vi&o) zosn)

Hiermit erhélt man das Strémungsfeld
= j V-?:-Eo .
i= —=2 . {HN 203
s i (e 0 V1) (2032)
und die gesamte Stromfiihrung des Meerwassers

[e2]
Tu=[2moide

Qo
7 i, . : .
o j4nuw10y-79§-H§1> Wit ~Ef VieHP (Vi d (V& =—J. (203D)
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Das Wasser leitet also, wie von vornherein zu erwarten, den ganzen
Strom zuriick; allein dieser ist nicht gleichmé&Big iiber den zur Ver-
fiigung stehenden Querschnitt verteilt, sondern féllt mit der Ent-
fernung vom Kabelmantel stark ab. Zur Veranschaulichung dieser
Stromverdringungserscheinung sind in Abb. 78 und 79 die Be-
triige der Funktionen H®(1/j&) und YjHY ({1 ) gezeichnet, deren erste

die Abnahme der Stromamplitude, deren zweite die Abnahme
des Magnetfeldes unmittelbar anzeigt. In das gleiche Schaubild
ist der Phasenwinkel dieser Funktionen eingetragen; man erkennt
aus der Darstellung, daB Stromdichte und Magnetfeld nicht allein
ihrer Gr68e nach mit der Entfernung veréinderlich ist, sondern
auch ihre Phasenverschiebung gegen den Kabelstrom dauernd zu-
nimmt, wie es in besonders deutlicher Weise die Vektordiagramme der
Abb. 80 und 81 zeigen.
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Thren Hochstwert erreicht die Stromdichte fiir p = gy bzw. & = §,

- j V]TEQ 1) e
= —22 . H . 203
Tmax 27 93 Hg“ (w Eo) 0., ”/7 50) ( C)

Abb. 80. Vektordiagramm der Funktion Abb. 81. Vektordiagramm der_Funktion
= (viE)- B (V7t)-
Fir maBige Frequenzen ist bei normalen Kabelabmessungen &,
so klein, daB man die Zylinderfunktionen durch ihre asymptotischen
Entwicklungen ersetzen darf:
2

: W (/s zl_'i il =
lim He? (Vj6) =5 —i Iy y=1,7811,

. . (206)
lim H (V56) = — ;7 Vi
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und findet fiir die maximale Stromdichte den Néherungsausdruck
J _ﬂ(l 2. 2 >

ima.x =

2703 2 \2 n pé,
E2
1 .2 2

=—J 170 o —j—In ——rr—

mHe <2 Iz ny]/4nxm10'9-go>

0,178

=—J(a%xf-107*—~j2% 0 10~%In —————) . (2034

<n xf j2%w nyzxfw_s@o) (2034d)

Um diesen Strom zu treiben, bedarf es der elektrischen Feldstirke

0,178
121070 g,

Cmox = T'jj" = —J-(n2 f-10-*—jw2ln 10—9) . (207)

Elektrische und magnetische Feldstérke erzeugen zusammenwirkend
einen Energiestrom, dessen Dichte

C=[€ 9] (208)

betréigt. Das Kabel verlafit somit je Léngeneinheit die (komplexe)
Leistung

N =270 €=, = 2709 | Do =00 || Emax | (2084a)
und also mit Beachtung von (205) und (207)
. 0,178
N=J%n2f-10"° —jw:2-In—— 1079 . 208b
(n f R T = ) (208D)

Der erste Teil stellt eine Wirkleistung, der zweite eine Blindleistung
dar; demnach ist
R=mn%f-10"* (209)

der Widerstand der Seeriickleitung pro Lidngeneinheit,
wihrend
0,178

L=2-10"°%In ——
¥2% 1079,

(210)

die Selbstinduktion der Léngeneinheit angibt. Beispielsweise
findet sich fiir f= 500 Perioden/sec, »=10"2 Siemens/cm, go=>5cm
(§o = 3,16 .1073) ein Widerstand von
R=n2-500-10-°=5-10-° Q/cm = 0,5 2/km
und eine Selbstinduktion
0,178
y2-10-2.500.10-°-5
=1,176-10~2 Henry/km.

L=2.10-%In

=2.10-?.5,88 Henry/km
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Wenn dagegen die Frequenz sehr hoch ansteigt, erhdlt man mit
Lo i(&/V§+ﬁ)
hm HP (V&)= "
J
=

5V (E/V2+ )

I
die maximale Stromdichte

T = — 5oy 50 Vdnxw-10-- ( f_i;) (205¢)

2705 2ﬂe IPERE

(211)

lim HP (V5 &) =—
>

und die entsprechende elektrische Feldstarke
Tmax J /2 7»10-° ,
S T T %aey (1—9). (207a)

Hieraus folgte der Widerstand je Langeneinheit bei Hoch-
frequenz

@max =

. 1_ w 10‘9 10 w 17 L()_f :
R—gn oE™ — V27”‘.Q/k o0 - Q/km (209a)
und die Selbstinduktlon
"10-° 1 107
= Vsrnaw Henry/cm—é;-Vznxw'IO“’Henry/km
(210a)
1 107

10-3 Henry/km ,

oo Vantxf
also beispielsweise fiir g, = 5 cm, f = 108 Perioden/sec, x — 102 Sie-
mens/cm (&, = 1,41)

10108
R——“ o~ = 63400 Q/km
L= 'VLW— 10-3=0,1-10-3 Henry/k
=5 )V ¢4a2.102-108 =0,1- enry/km .

Beisehr hoher Frequenz nimmt also die Selbstinduktion mit
der Wurzel aus der Frequenz ab, der Widerstand steigt mit
der Wurzel aus der Frequenz an, GesetzméBigkeiten, die fiir
alle Stromverdringungsprobleme als typisch zu betrachten sind.

Die bisherige Voraussetzung eines die gesamte Kabelldnge in gleich-
miBiger Stirke durchflieBenden Stromes ist in Wirklichkeit natiirlich
nicht erfiillt, sondern er ist nach MaBgabe der Kabelkonstanten wellen-
férmig verteilt ; dennoch darf das Ergebnis der Rechnung auf die Theorie
des Seekabels angewandt werden; es ist hierzu nur erforderlich, die
ermittelten Werte des Widerstandes und der Selbstinduktion den ent-

Ollendorff, Erdstrome. 8
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sprechenden inneren Grofien des Kabels selbst hinzuzuzéhlen und den
resultierenden Ausdruck in die Betriebsgleichungen des Kabels, die
sogenannten Telegraphengleichungen einzusetzen. Allerdings gilt die
80 erhaltene Losung nicht in voller Strenge; sie geniigt indes allen prak-
tischen Anspriichen an die Genauigkeit derartiger Rechnungen vollauf,
da die Voraussetzungen hinsichtlich der Homogenitit der Leitfahigkeit
meist in rechnerisch nicht erfaBbarer, ja haufig nicht einmal bekannter
Weise von der Wirklichkeit abweichen.

Seekabel der behandelten Art benutzt man nicht allein zur trans-
ozeanischen Nachrichteniibermittlung, sondern man verlegt zuweilen
endliche Kabelstiicke in die Einfahrt grofer Héifen, um mittels der zum
Kabel parallelen Stromfiden im Seewasser einem einfahrenden Schiff
die Moglichkeit rascher Orientierung zu geben; es ist hierzu nur not-
wendig, vom Schiff aus mit zwei Sonden in das Seewasser zu tauchen
und zweckmafig etwa die Richtung verschwindender elektrischer Kraft
(senkrecht zu den Stromfiden) festzustellen. In hinreichendem Abstand
von dem in das Seewasser leitend hineingefiihrten Ende derartiger
Kabelstiicke richtet sich die Stromung nach den vorstehend entwickelten
Gesetzen; Gl. (194a) liefert das MaB fiir die am Schiff empfangene
Signalstérke, nach welcher sich die Empfindlichkeit des Verfahrens be-
stimmt. Setzt man insbesondere voraus, daf3 die Anlage mit mittlerer
Frequenz betrieben wird, wahrend das Schiff sich in groBem Abstand
von der Kabelseele befinde, so hat man fiir Hg)(]/y_'{-‘) die Darstellung
(211) zu benutzen, wihrend fiir HY (}7&) die Niherung (208) gilt. Die
Stromdichte am Schiffsorte berechnet sich also zu

—E/Vé.ei(é/l/i-.k g)

~ 1
Y?Eo"?-*e 1
F 5 né (212)
= .
ET: R
=% Vi
und insbesondere die Amplitude
e—y2nwa.

|1=171-V(@xw 1o

e 212
Ye (2122)

der die Feldamplitude entspricht

o - 4 — —V2rnxw10-°
€=tz RO T 0 (1o
k4 ! x ye

Diese Beziehung bestimmt bei gegebener Speisestromstirke |J—| und ge-

gebener Empfindlichkeit I@[ des Empfingers auf dem Schiffe die
Breite g der Zone, innerhalb deren die Einrichtung noch wirksam ist;
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umgekehrt 148t sich aus ihr fiir eine vorgegebene Zonenbreite und
angenommene Empfangerempfindlichkeit die erforderliche Speisestrom-
stirke berechnen. Man erkennt hierbei, dal das Feld nach aufBien
hin stdrker als exponentiell, also aullerordentlich rasch ab-
nimmt, so dafl im allgemeinen nur innerhalb einer relativ schmalen Zone
beiderseits des Kabels hinreichende Signalstérken erzielt werden koénnen.

37. Das Riickleitungsfeld einer Wechselstromleitung in homogenem
Erdreich; Niherungslosung. Wir untersuchen das Riickleitungsfeld

Abb. 82a und b. Leitung iiber der Erde und ihr Ersatzbild.

einer Wechselstrom-Einfachleitung, welche nach Abb.82a in der Hohe b

iiber dem Erdboden verlegt ist und den Drahthalbmesser ! besitzt.
Wir gewinnen eine fiir viele Zwecke hinreichende Néherungslésung,

wenn wir im Anschlufl an R. Riidenberg?! die Leitung in die Mitte einer

halbkreisformigen Talmulde von der Tiefe # nach Abb.82b verlegt
denken.

Es wird ein Zylinder-
koordinatensystem z, o, ¢
eingefiihrt, dessen z-Achse
mit der Leitung zusammen-
fallt. Wir machen nun
folgende Annahmen:

1. Die magnetischen
Feldlinien verlaufen in
Kreisen, und léngs jeder
Feldlinie ist die Feldstérke
konstant.

2. Die Stromdichte hingt nur vom Abstand ¢ des Aufpunktes von
der Leitung ab.

Hiermit fiihrt zunschst die Anwendung des Durchflutungsgesetzes
auf den in Abb. 83-gezeichneten Ring vom Halbmesser ¢ und von
der Breite dg auf die Beziehung

De+a0-27(e 1 do) — Do 27 =mpl (213)
oder
d 1z 1.
E%+E$= o (213a)

1 Die Ausbreitung der Erdstréme in der Umgebung von Wechselstrom-
leitungen. Z. ang. Math. Mech. Bd. 5, S. 361. 1925.

8*
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Das Induktionsgesetz liefert fiir ein im Erdreich liegendes Rechteck der
Breite dg und der Liénge dz nach Abb. 83

? (- da—Tprap d7) = — 047+ (—jo) §dgdz-10-°  (214)
oder

Z—;= 4K 109§, (214a)
8o daB durch Elimination des magnetischen Feldes die Stromgleichung

entsteht
@i 1ai
dg* * e de
Dies ist, wie durch Vergleich mit (201) hervorgeht, dieselbe Beziehung,
die wir im vorigen Abschnitt fiir die Stromriickleitung des Tiefsee-
Kabels hergeleitet haben; nur die Konstante % ist bei dem vorliegenden

=—2axjwl0%1=Fki; k=-—2a%j0—10° (215)

Problem um das l2fache kleiner als frither, wihrend der Zusammenhang

(205a) zwischen magnetischer Feldstirke und elektrischer Stromdichte
mit (192a) iibereinstimmt. Offenbar lduft also das hier benutzte
Néherungsverfahren darauf hinaus, daB an Stelle des leitenden Halb-
raumes ein Vollraum substituiert wird, dessen ideelle Ohmsche Leit-
fihigkeit gleich der halben wahren Leitfihigkeit des Erd-Halbraumes
ist. Daher ist die Stromverteilung durch (205) gegeben, wihrend (206)
zu ersetzen ist durch

— 1
=4 3 mna 1o H (/5:€) (216)
Die Anwendung der Grenzbedingung (190) auf die Begrenzung der
Talmulde liefert sogleich unter Beachtung von (205) mit &,_, = &,
1 = h . J
o Vommaies Bt =450 BP (Jj-&) =577 (@17
also

_J V¢
A=aF B8 (217a)
und
. d ¢
i= ”hz.Hu}ij oe H(l)(]f E (217b)

die Erde leitet somit den Strom

J_, =f7tgidg
b (217¢)

_J_ _50 1 .
b e Y TEHR )4 (Y=
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also wiederum den Gesamtstrom zuriick; die Verteilung des
Stromes nach Breite und Tiefe wird gréfen- und phasenmiBig ebenso
durch die Kurven der Abb. 78 —81 dargestellt, sofern man nur die Ver-
schiedenheit der gleichen Entfernungen entsprechenden Argumente ent-
sprechend dem verkleinerten % beachtet. Insbesondere entsteht fiir
die maximale Stromdichte

_ J i & -
fmox = s oy 1z 5 (1780 (@174)

und also fiir hinreichend niedrige Frequenz mit (206)

Ty — — S .2 2

tmax = 2 3(2 2 lny§0> (217e)
TT

=_Jma,10_9<i_,-£%1nﬁ8_\

2 A PYIT R VA
so daB die gr68te Feldstdrke wird

1

Imax .2 0,178
@malex :—an10_9'<’——?’;ln —_—

Vxf10-2-h

Hieraus folgen Widerstand und Selbstinduktion der Erdriick-
leitung

5 ) . @18

R=3 7w 1070 =22f 10~ Qfom =72{-10~% Qkm  (219)
L=2:10" In_~Z——e Henry/km
0,178 (220)
=0,21In VafT09% " 10-3 Henry/km .

Obwohl diese Groflen dhnlich wie im vorigen Abschnitt bestimmt sind,
ist es doch notwendig, auf einen wesentlichen Unterschied hinzuweisen:
Wihrend wir dort Widerstand und Selbstinduktion mittels des aus der
Manteloberfliche austretenden elektromagnetischen Energiestromes de-
finiert und berechnet haben, versagt hier ein derartiges Verfahren, weil
an der Erdoberfliche die Grenzbedingungen infolge unserer Néherungs-
annahmen nicht in Strenge erfiillt sind. Denn die energetische Berech-
nung des Widerstandes und der Selbstinduktion wiirde uns dann z.
den Ausdriicken (219, 220) zuriickfithren, wenn das elektrische Luft-
feld im oberen Halbraum die gleiche Form besitzt wie das elektrische
Erdfeld im unteren Halbraum — eine Bedingung, die in der Tat in
den Annahmen 1 und 2 enthalten ist. Die Ausdriicke (219), (220) sind
deshalb nicht nur mathematisch-voraussetzungsgemaB, sondern dariiber
hinaus auch methodisch als Ndherungen aufzufassen. Wenn wir dennoch
im folgenden mit ihnen rechnen, so wird dies vor allem durch die Er-
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fahrung gerechtfertigt, die die Werte (219), (220) innerhalb der Mef-
genauigkeit bestatigt.

Zu dem magnetischen Erdfeld gesellt sich ein Luftfeld,
welches auf Grund unserer Voraussetzungen lediglich zwischen Leitung
und der Begrenzung der Talmulde gesondert in Rechnung zu stellen ist.
Hier herrscht im Abstand ¢ von der Leitung das Feld

& J
5=y (221)
also die Induktion
B =04n- 52 =027, (2212)
e e
so daf den genannten Feldraum pro Langeneinheit der FluB durchsetzt
h
p— e J— h
@:J' B'do=027In (221 b)
l
Hieraus folgt sogleich die Selbstinduktion des Luftfeldes
=% ;’"8 —2.10--In % Henry/em (222)

und durch Zusammenfassung von (220) mit (222) die gesamte Selbst-
induktion der Leitung mit Erdriickleitung
Lr =2- 10_9'1ny,/mml
0,178
Yxf10-°1
Wenn man zu dem Widerstand (210) der Erdriickleitung noch den
nur von den Leitungsdimensionen abhéngigen Eigenwiderstandhinzu-
zéhlt, werden die beiden fundamentalen LeitungsgroBen Wider-
stand und Selbstinduktion von der Hoéhe der Leitung iiber Erde
unabhéingig, so daB die gewonnene Formulierung ein universell
fiir alle Leitungen giiltiges Niherungsgesetz darstellt. Bei-
spielsweise findet man fiir eine Leitung von ! = 1 cm Drahthalbmesser,
welche iiber mittlerem Erdreich (x = 10—* Siemens/cm) in 10 m Héhe
iber dem Erdboden ausgespannt ist, bei Betrieb mit Bahnstrom von
16% Perioden/sec:
Erdwiderstand

R =n2-16,67-10* Q/km = 0,0167 2/km
Selbstinduktion der Erdriickleitung

0,178
y10-4.16,6710-°-1000

Henry/ecm
(223)

=0,2In -10-3 Henry/cm .

L=02-In —10-3=0,985-10~3 Henry/km
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bei Betrieb mit 50 periodigem Wechselstrom:
Erdwiderstand
R=~n2-150-10"* Q/km = 0,05 2/km ,
Selbstinduktion der Erdriickleitung
0,178
¥10-4.50-10-°-1000
und fiir 150periodigen Strom (dreifache Harmonische eines Wechsel-
stromes von 50 Perioden/sec):
Erdwiderstand
R=72.150-10"% Q/km = 0,15 2/km ,
Selbstinduktion der Erdriickleitung
0,178
¥10-4.150-10-° - 1000
Fir die genannten drei Betriebsfille folgt die Gesamtselbstinduktion
nach (223)

L=02In -10-3=0,865-10~2 Henry/km

L=02In 10-3=0,759-10~3 Henry/km.

0,178

Lri, = 02 I o igmey 10— 2:89+107° Henry/km,
__om L
Ly, =02 In ¥10-4.50-10-°-1" 10-3=2,26-10"3 Henry/km ,
0,178 . .
Luygo =0.2In y7550 150, 10091 " 107° = 2:15-107 Henry/km.

Bei Hochfrequenz dagegen mufl man in (217d) die asymptotischen Ent-
wicklungen (211) einsetzen und erhilt analog (203e)

= d e/ 1 )
Imax:—ﬁ- : = — 7};' V27t”w ].O 9<ﬁ—ﬁ~> (217{)

—@max=~j—h-|/2”“’ 10~ - <V2 %) (2183)

und also Widerstand und Selbstinduktion der Erdriickleitung

R =1 )/ 2L 1070 Qfom = - [/ 2L 0piem (2194)
1 T 1 07
L:—ﬂ-‘l/m—f--lo 9Henry/cm=7 V2 = +107® Henry/km,

(220a)
also bei Betrieb der genannten Leitung mit 10¢ Perioden/sec (&, = 2)

1 20-10%
= 1o50" |/ o= — 446 Q/km,
1

100 _ .
L = 1000 V2 5.10=iq96" 107" = 0,071-107* Henry/km.
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Man kann diese Ergebnisse auf die Verhaltnisse bei der Ubertragung

hochfrequenter Wellen lings Leitungen zu Zwecken der

Nachrichteniibertragung (sog. EW-Telephonie) anwenden und fin-

det dann, daB man bei Verwendung der Erde als Riickleitung mit Riick-

sicht auf die Widerstandsdémpfung mit der Frequenz nicht zu hoch

gehen darf; in der Tat bleibt man praktisch meist unter 106 Perioden/sec

und arbeitet auch dann in der Regel mit einer

gesonderten metallischen Hin- und Riick-

leitung, nur im Notfall (z. B. beim RiB einer

metallischen Leitung) macht man von der

Moglichkeit der Erdriickleitung Gebrauch.

Der Zusammenhang des hier behandelten

Problemes mit der Riickleitung eines Tiefsee-

kabels zeigt sich besonders deutlich, wenn

man den Fall der Riickleitung eines Erd-

stromes im Eisenbahntunnel nach

Abb. 84 betrachtet; denn nach Ersatz des Tunnelprofiles durch

einen Kreis und Verschiebung des stromfithrenden Fahrdrahtes in die

Achse des substituierten Kreiszylinders wird das Erdstromfeld im Tunnel

mit dem Riickstromfeld des Tiefseekabels véllig identisch. Man kann

daher in der skizzierten Idealisierung die frither ermittelten Formeln

(209), (210) bzw. (209a), (210a) ungedndert beibehalten, nachdem

man unter g, den Profilhalbmesser des Tunnels versteht, wihrend

fiir die Selbstinduktion des Luftfeldes (222) gilt. Durch Vergleich von

(209) mit (219) einerseits, (211) mit (220) anderseits erkennt man, daf

fiir Niederfrequenz bei Ubergang von der Talmulde zum Tunnel unter

sonst gleichen Umstiéinden der Widerstand unveréndert bleibt; der Quer-

schnitt besitzt somit keine Bedeutung, lediglich die Selbstinduktion der

Tunnelleitung ist etwas geringer als die der Talmuldenleitung, wie physi-

kalisch leicht verstindlich, da hier die Stromfaden sich relativ dichter

an den stromfithrenden Leiter anschmiegen konnen als bei der Tal-
muldenleitung.

Alle diese Uberlegungen gelten sowohl fiir Leitungen, die in geradem
Zuge gefithrt sind, als auch fiir mdBig gekriimmte Linienfiihrung, da
die Stromfiden des Wirbelstromfeldes durch die magnetischen Feldlinien
an den stromfiihrenden Leiter gebunden sind. Durch diese Eigenschaft
unterscheidet sich die Wirbelstrémung wesentlich von dem Potential-
felde in der Umgebung der Erder, dessen Struktur mangels einer dyna-
mischen Bindung zwischen Leitungsfeld und Erdstromfeld nur durch die
Form des Erders bestimmt, dagegen von der Lage der stromzufiihrenden
Leitungen génzlich unabhéngig ist.

38. Riickstrome einer Wechselstromleitung im homogenen Erdreich;
strenge Losung. Wegen der Wichtigkeit der im vorigen Abschnitt be-
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handelten Aufgabe fiir die technischen Anwendungen hat es Interesse,
zu priifen, inwieweit die gewonnene Naherungslésung fiir das System
einer Leitung iiber der ebenen Erdoberfliche nach Abb. 82 unter Be-
achtung der dort wirksamen Grenzbedingungen zu Recht besteht:
Wir suchen die Wirbelstrémung, welche sich ohne Zuhilfenahme
von Néherungsannahmen aus den in Nr. 33 und 34 hergeleiteten
Feldgleichungen der ebenen Wirbelstrémung fiir das Riick-
stromfeld der Einfachleitung in homogenem Erdreich ergibt.

Wir fithren in einer Ebene senkrecht zur Leitungserstreckung ein
rechtwinkliges Koordinatensystem x, z mit dem Ursprung senkrecht
unter der Leitung in der Erdoberfliche nach Abb. 85 ein, dessen z-Achse
mit der Erdoberfliche zusammenfallen mége. Nunmehr denken wir
uns die Wechselstromleitung nach Abb. 85 zu einem beiderseits sich

Abb. 86. Ré#umliche Verteilung des
Strombelages lings des fiir die Leitung
substituierten Strombandes.

ins Unendliche erstreckenden sehr diinnen Bande ausgedehnt, welches
in der Leitungshéhe A parallel zur Erdoberfliche verlauft. Dieses Band
durchflieBt hiernach ein nahezu flichenhaft verteilter Strom, dessen
Dichte wir mittels des Strombelages pro Breiteneinheit des Bandes
messen. Offenbar konnen wir hiermit die Wirkung einer Leitung vom
Drahthalbmesser 27 auf die Erde binreichend beschreiben, sofern wir
den Strombelag nach Abb. 86 lings des Bandes iiberall gleich Null
setzen mit Ausnahme des Bereiches —1! <z < -+ 1. Wenn J der
Leitungsstrom ist, haben wir also

A@)=0 |z|=>1

(224)
A@ =3 2| <1

Hierdurch ist der Strombelag formal lings des ganzen, fiir die Leitung
substituierten Strombandes definiert. Wir kénnen hierin noch einen
Schritt weiter gehen, indem wir mittels des Fourierschen Doppel-
integrales? . +
A(x) = JJ‘ dm-fA(l) cos [m (x — 4)} d 4 (225)

m=0 A=—w®

1Vgl.z. B. F. Ollendorff: DieGrundlagen der Hochfrequenztechnik, Nr. 161.
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dasrdumliche Spektrum des Strombelages aufsuchen. Fiir die Funk-
tion (224) ergibt sich aus Symmetriegriinden

A(x) = % -fdm cos m ¥ -J‘A (A) cosmidi

sln ml - COS M
lj - “dm

(226)

= J‘dm cosmx- J‘“ ccosmAdl=— [
m=0 A=0 m=0

Hiernach ist der in einer Leitung konzentrierte Strom ersetzbar durch eine
unendliche Summe von cos-férmig lings des Bandes verteilten Elemen-
tar-Strombeléigen

J 2 sinml

d4= [ZZ = Tm

deren Amplitude durch d.4, gegeben ist, wobei ihre rdumliche Wellen-
Jange sich aus

~dm]eosmx: dA,-cosmz, (226a)

2x

mi—=2m; A= - (2261)
m

Feld durch die elektrische Feldstirke € in Richtung der Leitungs-
achse beschreiben, deren Gleichung sich aus (186b) mit » = 0 sogleich
ergibt #€ | o* 6.

s T agn—
Dagegen wird das elektrische Feld in der Erde (Raum III) durch die
ungekiirzte Wirbelstromgleichung beherrscht

0. (227)

25 2§
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Wir suchen Lésungen dieser Gleichungen, welche dem von einem Ele-
mentarstrombelag ergénzten Felde entsprechen. Der Ansatz

€G,=«-e ™ cosmz fir Raum I, (228)
€C,=(B ¢ ™ +ye")cosmz fiir Raum II, (228a)
€, = 6-etVm ¥z . cogma fir Raum III. (228Db)

befriedigt ersichtlich die Gleichungen (227), (227a) fiir beliebige Werte
der Integrationskonstanten «, 8, ¥, 6 und verschwindet, wie es das
physikalische Problem verlangt, fiir
2 = + . Zur Bestimmung der
Integrationskonstanten sind
die Grenzbedingungen heranzu-

e—7—>|
I |§r
a4 Gxz

Abb. 88. Zum Feld eines Elementarstrombelages. Abb.89. Grenzbedingung am Strombande.

ziehen, welche die Felder an den Trennflichen der Rdume I, IT einerseits,
II, III andererseits verkniipfen.

An der erstgenannten Trennfliche (2 =h) ergibt zunichst die For-
derung stetigen Uberganges der tangentiellen elektrischen
Feldstérke

a-e™ =™ fye™. (229)
Nach dem Induktionsgesetz ist die magnetische Feldstirke

= 1 o€
9= — 47j010%52 " (230)
Das Durchflutungsgesetz, angewandt auf ein Léngenelement des
Strombandes nach Abb. 89 ergibt

9., — 9., — 44, (231)
so daf als zweite Grenzbedingung fiir z = % folgt
—ame™™ — (—f-me™™) — (yme™) = —4ajw 107° -d4,. (231a)

Ahnlich finden wir fiir die Grenzfliche II/III (y = 0)
B+y=20 (2293)
—fm -+ ym=26-Ym?+ 1. (229b)
Durch Auflésung von (229), (231a), (229a), (229b) berechnet sich
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a=4n7w10 °.dA4, [m ymit B e | emt
mtfmitke Zm | 2m
m— Vm‘-|— i emh

Cmymi R Zm (232)
mh

y=4njow 10‘9-dA0'—2—

p=4njw107".dA4,.

e~mh
m+ | me+ ke
womit die Felder des Elementar-Strombelages vollig bekannt sind. Be-
schrinken wir uns fortan auf das Feld in der Erde, so ergibt sich aus

(228b) mit (226a) alsresultierendes Erdfeld der Wechselstrom-
leitung

0=4mjw107%-d 4,

—_ ®

- . i . e—m(h-2)

€, :4n7w10‘9-—J~- sinml e .
r wl m m—+ V m2+ k?
0

In einiger Entfernung von der Leitung sind ihre Abmessungen von unter-

geordneter Bedeutung ; daher kann man dort zur Grenze ! — 0 iibergehen

und erhélt einfacher

-cosmxdm. (233)

— . —9 :] e~mh.gmz
€, =4mjw107°. = f—_ cosmz-dm
r b4 m+}/mi+k2
6 (233a)
—H K (h—2)
=4j0107°.J - f—eL—“cosukx du.
e +1

Hiermit ist die von uns gesuchte strenge Losung der Aufgabe ge-
funden; es ist indes nicht moglich, dieses Integral in geschlossener Form
mittels bekannter Funktionen auszudriicken, so daB man zur genauen
Integralberechnung fiir jeden vorgegebenen Fall auf die numerische
oder graphische Quadratur des Integranden angewiesen ist. Wir wollen
hierauf an dieser Stelle nicht niher eingehen, sondern eine Naherungs-
darstellung des Integrales herleiten, die uns den Zusammenhang mit
dem Néherungsansatz der Nr. 37 liefern soll.

Wir beschrinken uns auf das Feld an der Erdoberfliche (z = 0).
In groBer Entfernung von der Leitung hat die Aufhiingehohe % keinen
merklichen EinfluB auf das Feld: Wir diirfen dort angenshert » = 0
setzen und finden

Lo . + feospkwd
lim G, = 4 w10—9-J.f°°s"—__é‘. 233b
2> T ! 5 u+Yur+1 ( )
Der Nenner des Integranden nahert sich mit wachsendem u gemiB
. — s 1
limp+ Vb +1=2u+4, (234)
p>o

dem Grenzwert 2y, wihrend er fiir kleine u gegen den konstanten
Wert 1 geht. Nun ist bei Beschrinkung auf miBige Frequenzen diese
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untere Grenze von untergeordneter Bedeutung fiir den Gesamtwert des
Integranden, da die Konstante durch die multiplikative Verkniipfung
mit der cos-Funktion aus dem Resultat eliminiert wird. Daher kann man
mit gewisser Naherung den Nenner des Integranden durch y(2 u)? + 2
ersetzen, ein Ausdruck, der fiir 4 — 0 ebenfalls asymptotisch gegen die
Grenze (234) geht. Hiermit entsteht

- o = (oospkzdu
hm@‘ =~49w10 B'J' ‘E(EL—__:
oht J V@ur+2
kx
cos u'-—du'
_ 4jw 10‘9. 7. Y2 (235)
2 Yt +1
0
- —nwlO“’-f-Hé”('%)

= —Jaw10 " HP (Vi V2a%x w107 2)

Das ist genau derselbe Ausdruck, der aus dem Naherungsansatz
des vorigen Abschnittes fiir niedrige Frequenz folgt und dessen Be-
rechtigung nunmehr an Hand der strengen Lésung erwiesen
ist. Wir wiederholen indes, daB die hier gewonnene Darstellung iiber
die friithere dadurch hinausgeht, dal wir jetzt in der Lage sind, den ge-
nauen Wert des Integrales zu bestimmen.

39. Das Feld einer Wechselstromleitung in geschichtetem Erdreich
hoher Oberflichenleitfihigkeit. Waihrend wir bisher voraussetzten, daf3
die Riickleitung der Erdstrome einer Wechselstromleitung in homo-
genem Erdreich erfolge, besitzt héufig die Oberflichenschicht eine
gegen die tiefer liegenden Schichten so hohe Leitfahigkeit, da der Strom
hauptséchlich durch diese Oberschicht zuriickflieBt; dies trifft nament-
lich dann zu, wenn in der Tiefe schlechtleitendes Gestein lagert.

Wenn der in der Leitung flieBende Wechselstrom eine sehr hohe
Frequenz besitzt, werden die von der Erdoberfliche in das Erdreich
eindringenden Wellen so rasch abgeddmpft, daB sie die schlecht-
leitende Gesteinsschicht in der Tiefe nicht mehr erreichen:
Es gilt merklich die in Nr. 37 und 38 dargestellte Verteilung der Strome
in der Erde. Wenn dagegen die Frequenz hinreichend niedrig
ist, treffen die Wellen auf die Grenzfliche Oberschicht Unter-
schicht noch in relativ groBer Stérke; sie werden dort zum Teil
reflektiert. Um diese Erscheinung in voller Reinheit zu erkennen,
wollen wir im folgenden die Oberschicht als sehr diinn voraus-
setzen: Ihre Dicke A sei unendlich klein gegen die — im Erdreich ge-
messene — Wellenlinge der Wirbelstrémung.
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Im AnschluB an die Untersuchungen des vorigen Abschnittes zer-
legen wir das Stromsystem der Leitung in eine Summe von cos-férmig
lings des ins Unedlichen erweiterten Strombandes verteilten Elementar-
strombelidgen, deren Einzelfelder wir zunéchst berechnen. Bezeichnen
wir nach Abb. 90 den Raum unterhalb der leitenden Schicht als RaumIV,
so erhalten wir auf Grund unserer Voraussetzungen das Feld Epy dieses
Raumes wiederum aus der Differentialgleichung (227). Daher konnen
wir die Lésung dieser Aufgabe in der Form ansetzen

G —«-e~™.cosmz fir Raum I, (236)
Gy = (Be~™ -+ yem)cosmz fiir Raum II, (237)
€1 — 6-cosmx fiir die leitende Schicht (Raum IIT) (238)
Gy — &-em cosmz fiir Raum IV. (239)

An der Fliche I/II gelten ohne jede Anderung die Grenzbedingungen
(229), (231); fiir den Ubergang vom Raum II zu Raum III erhalten wir
zuniéichst die Forderung stetigen Feldstadrkeniiberganges

ptr=2 (240)
und ebenso an IIT/TV mit Riicksicht
auf die Voraussetzung einer sehr
kleinen Schichtstarke 4

0 =¢. (241)
DerStrombelag der Erdschicht
Ay = x-4-Cm (242)

verkniipft mittels des Durchflu-
tungsgesetzes die Magnetfelder
oberhalb und unterhalb der Schicht
ARl 00 e umtr Oberlichoniettong. Dayy — Doy = App>  (243)
so daB mit Beachtung des Zusammenhanges (230)
—m-Bt+my—me=—4njw-107%-%4-4. (243 a)
Aus diesen Grenzbedingungen erhilt man
4zjw 10724 e-mh emh}

¢=4nj0107 ddy 5[

dm—dajwl0 x4 m m
) 1 4ajwl0?x4 e-mh
— —9. (- N
B=4njol0"ddy 55 T 00w Tm (244)

1 e—mhk

y=4ajwl07°-d4, &

m
e—mh
2m—4xjo 10%%x4"

Als resultierendes Erdstromfeld folgt hieraus mit (226)

8 —=4njw107"d 4,
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= . 7 (snm e~mh
— -9, . . .
€, =472jw 10 =1 f m Tm—dnjel0 x4 cosmz-dm
0
== ) _9- —- e—mh .
=~2jwl0 me_znjwlo_ngoosmx dm. (245)
0
- Y -9, T. F cosmzdm
i‘f‘o@“b“““’m me—wmlo—vm
0
—jo0
o 9.7 . enT 4 e~ U du
—2jw107°.7 f T e (246)
0
also mit Benutzung des Cauchyschen Integralsatzes entsprechend

Abb. 91 u. 92

+j® Jjo
[e2nwnd-10'9z e—,ua:d(”,m) + e—2nwxd10%x j‘e—,ua:d(‘uz)

lim@mr =2 7 w107%. j

>

2 ux 2 nx
+2rwx4100x —2rwxd107x
erwxd1070z

3 Bi(—2nwxd4107%x)

= — 27'0)10—9-7-[

e—2awnd 100

+——§-~{Ei(2nwalO‘9-x)—nj}, (2464)
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wo E i das Exponentialintegral bedeutet!. Diese Beziehungistin Abb. 93,
94 und 95 als Funktion der ,numerischen Entfernung
E=2nwxd4-10% s =4a"f-24.107°.2. (246D)

dargestellt. Da die hier gewonnenen GesetzmiBigkeiten nach Obigem
nur fiir hinreichend niedrige Frequenzen gelten, kann man die Entwick-

lungen benutzen
imEi=Inyzx, y = 1,7811 (247)

|z]| >0
und erhilt, wenn man die Exponentialfunktionen mit 1 vertauscht, an
Stelle von (246a) die Naherungsformel

1 Jahnke-Emde: Funktionentafeln, S. 19. Vgl. Abb. 49.
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zunechmen hat. Benutzen wir den Wert 300 m, so ergibt sich fiir eine
in A = 10 m Héhe iiber Erde ausgespannte Leitung bei mittlerem Erd-
reich (x = 10~% Siemens/cm) im Betrieb mit 50 Perioden/sec

Ollendorff, Erdstrome. 9
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Wir erkennen auf Grund der Ergebnisse der Nr. 22, daB dieser Strom
den Grenzwert angibt, der sich in sehr (unendlich) groSer Entfernung
vom Fehlerort einstellt.
Wir setzen ein System
nach Abb. 96 voraus:
Das Erdseil vom Halb-
messer [, besitzt die Hohe
hy tber dem homogenen
Erdboden, wahrend der
vom Erdschluf} betroffene
Leitungsdraht vom
Halbmesser ! in der Hohe
h iiber der Erde ausge-
spannt sei; der Abstand
beider Leiter moge gleich
d gesetzt werden.
Wir schneiden einen
zwischen benachbarten
Masten liegenden Lei-
tungsabschnitt der Linge
m aus und wenden das
Induktionsgesetz auf
die Schleife an, welche
aus Erdseil, den Masten
und der Erdriickleitung
gebildet wird (Abb. 97).
Die  Umlaufsspannung
setzt sich zusammen aus
dem Ohmschen Spannungsabfall
— im Seilwiderstand m.R, und
der Erdspannung E,; ihr wird

% Seilstrom
———m e

J

Eraschlul3-
sfrom

—

& Erasirom
e e

Abb. 96. Lage der Strome in dem erd-
geschiossenen Leitungssystem.

das Gleichgewicht gehalten durch den magnetischen Schwund des die
Schleife durchsetzenden Flusses @ :

ad . _ .
J,R,m—E,— — 71075, (249)
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Zur Berechnung der Erdspannung E, und des Flusses @ ziehen wir,
indem wir auf homogenes Erdreich spezialisieren, die Ergebnisse der
Nr. 37 heran. Hierzu haben wir die wirkliche Leitungsanordnung durch
Leitungsfithrung in einer halbkreisformigen ,,Talmulde® zu ersetzen,
deren Radius der Aufhingehohe der Leitung gleicht. In vorliegendem
Falle wiirden sich demnach, strenggenommen, entsprechend der erd-
geschlossenen Ieitung einerseits, dem Erdseil andererseits zwei sich
nicht deckende Talmulden ergeben, im Widerspruch zu der eindeutigen
Form der Erdoberfliche. Von der hierdurch geschaffenen Komplikation
wollen wir jedoch der Einfachheit halber absehen, da ihre exakte Be-
riicksichtigung nach Nr. 38 an der Gré8enordnung der uns interessieren-
den Strome jedenfalls nichts &ndern wiirde, und da tiberdies die ent-
wickelte Formel nur nidherungsweise gilt. Wir begniigen uns vielmehr
damit, jede Leitung samt ihrem zugehérigen Luft- und Erdfelde durch
ihre ,,Talmuldenleitung® zu ersetzen und werden die so ermittelten
Spannungen und Induktionsfliisse iiberlagern.

Diese Vereinfachung gestattet zunichst die Berechnung des Flusses @
als reinen Luftflusses, herriihrend von dem Seilstrom J, und dem Erd-
schluBstrom J. Aus der hierzu angenommenen Kreisform der Kraft-
linien folgt fiir das betrachtete Leitungsstiick der Anteil des vom
Seilstrom getriebenen Flusses analog (221b)

Dy, =m-J,-02In 1, (250)
wihrend sich der vom Leitungsstrom erzeugte Flu8 zu
By =m-J-(— 0,2In-% ! +02In )-m-J-O,2ln% (2508)

findet. Ahnlich setzt sich auch die Erdspannung E, aus zwei Kompo-
nenten E; und E; zusammen, die bei Beschrinkung auf hinreichend
niedrige Frequenz mit Riicksicht auf (209) die GroBe besitzen

0,178
E, = —J m-w- i‘f__ 1. 2.dn ——2——}.107? 251
o= = dmews (o 2on ) (251)
- 7 . 0,178 9 .
EJ—_J'm‘w<?— .2.IHW;>.1O . (2013:)

Der Gesamtflul ergibt sich durch Subtraktion von (250) und (250a)
G = @), — &y =J, m-02-In ¥~ J.m.02In " (250D)

und die Erdspannung entsprechend

0,178
E=E —E—-—-Jmo|ls—j2In—"—--"—).10"°
B By e (= )
“Jmew(T—j.2In tiL—> 107°. (251b)
2 Yx7-10

g*
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Durch Einsetzen aller dieser Ausdriicke in die Induktionsgleichung (249)
folgt jetzt:
. 0,178 ’
-|R  —jw2n ————)10"
o[t (o g — w107
. 0,178 ]

—J|(o 5 —jweln——"—).10"°| =0, (252
(o5 i) 107 (2562)

also der Erdseilstrom:

x 0,178
L FTa e
P .
I, = JR 100 7 o 01 (252a)
T R =
Der Erdstrom betrigt somit
9
J=J—J,=J TiC— 01T (252D)
Ry-——+-—4-21n— ——
2 V= f10-0-4,

Man erkennt aus diesen Formeln, dafl weder die Aufhingehshen des Erd-
seiles und der Leitung noch der Leitungshalbmesser auf die Strom-
verteilung einwirken; diese ist vielmehr — fiir ein gegebenes Erdseil —
nur von dem Abstande Erdseil—Leitung abhingig. Offenbar
entlastet hierbei eine Vergroferung des Abstandes d das Krdseil auf
Kosten des Erdstromes, der um den betreffenden Betrag anwichst;
da aber d nur logarithmisch in die Formel eingeht, ist praktisch dieser
EinfluB einer Abstandsénderung nur gering.

Nachdem der Erdseilstrom bekannt ist, gehen wir dazu iiber, den
Spannungsabfall in der erdgeschlossenen Leitung zu be-
rechnen. Wir schneiden aus dem System wiederum einen zwischen be-
nachbarten Leitungen liegenden Leitungsabschnitt aus und benutzen
zur Berechnung der treibenden Spannung E pro Lingeneinheit die
in Abb. 97 herausgezeichnete Schleife Leitungsdraht—Erde. Nennen
wir @’ den LuftfluB durch diese Schleife und R den Widerstand der
Langeneinheit des Leitungsdrahtes, so ergibt das Induktionsgesetz

m(J R+ E)=—22 .10 L mE. (253)

Wiederum kann @’ als reiner Luftflul berechnet werden, der von Seil-
astrom und Leitungsstrom getrieben wird. Der erste Anteil ist

hs '
¢5’: —0,2 Jsln—d—. (254)
wahrend der zweite Anteil
h
®;=02Jn (2542)
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betrigt. Durch Einsetzen von (254), (254a) und (251b) in (253) folgt

jetzt
. 0,178
JIR+tw(E—j2ln—2 10~?
[“’(2 ! n1'zf10—9-l> ]

0178 (253a)
—Js {(D <% _72111?) 10_9} = F
Jxf10-2.4
und endlich durch Elimination des Seilstroms mittels (252a)
x 0,178
5—j2In————
x . 0,178 o 2 ¥ =f10—°d
J [Rw(g —72n ]/;flO_”-l) B;-10° ,178
————1 (253D)
w V= f10-97,

4

2
-w<-—72 0,178 ) J

Vxf10—d

Hier gibt offenbar das Klammerglied den im ErdschluBfall wirksamen
(komplexen) Widerstand R der Leitung an, und dieser ist nach der
Formel ebenfalls unabhingig von der Hohe der Leitung itber der Erde —
eine Verallgemeinerung des Ergebnisses (223). Um wirksamen Wider-
stand und -wirksame Reaktanz der Leitung zu berechnen, hat man be-
kanntlich R in Real- und Imaginirteil aufzuspalten. Wegen des kom-
plizierten Aufbaus von (218b) tut man im allgemeinen gut, diese Opera-
tion erst in der numerischen Rechnung vorzunehmen.

Nachdem wir im Vorangegangenem den Grenzwert des Leitungs-
feldes berechnet haben, interessiert die Frage, wie die Strome und Span-
nungen vom ErdschluBpunkte aus bis auf diese Grenzwerte absinken.
Als Ausgangspunkt gilt Gl. (249), welche durch Beriicksichtigung des
Spannungsabfalles m + § E der Maststréme im Ausbreitungswiderstand
der Mastfiie R,, zu erweitern ist. Fiir einen Leitungsabschnitt zwischen
benachbarten Masten wird also mit (252)

m-8E—=mJ, [R,+ w(i_jzlnﬁm— 10-°
2 Vxf 1022,

. 0,178 1
—mJ o5 —j2n ——"—).1077].
(572 )
Im Gegensatz zu frither ist jetzt der Seilstrom eine Ortsfunktion, die -—
abgesehen von den Kapazititsstromen — in dem n ten Leitungsabschnitt
zwischen Mast» und Mast » + 1 konstant bleibt. Sie sei dort.J . 8E-
nannt. Die Spannungsabfille in den Masten werden durch die Mast-

strome J, und J,.; hervorgerufen. Unter Vernachlissigung der
Mastreaktanz hat man also

m-8E+ (J,,, — J )R, —=0. (256)

(255)
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Jeder Maststrom macht sich nun durch eine Reduktion des Seil-
stromes bemerkbar:
J —J =J . (257)

Sn Sn+1 n+1

Daher kann man mit Einfithrung von (256) an Stelle von (255) schreiben :

J [R +w(1—j2m$>m—ﬂ]
m)| V=f 1055,

ro(mx 0,178 _,][ (255a)
- [J8n+l——2J +J WJm :JLw<§—-y2ln———)-1O J}

V#f 1004

Diese Differenzengleichung zweiter Ordnung mit Stérungs-
glied wird durch Uberlagerung einer riumlich erzwungenen
Stromverteilung zu einer rdumlich freien Stromverteilung
gewonnen, welche durch Verschwinden des Storungsgliedes definiert
ist. Nun ist fiir die erzwungene Stromverteilung das Partikularintegral
J;, = konst zu wihlen und dies ergibt, wie man sich durch Einsetzen
iiberzeugt, genau den in Gl. (217a) berechneten Grenzwert des Seil-
stromes. Wir erkennen, dafl die asymptotische Abnahme des
Seilstromes bis auf diesen Grenzwert nur durch die Differenzen-
gleichung der freien Stromverteilung geregelt wird. Diese unter-
scheidet sich von dem in Nr. 22 gewonnenen Ansatz lediglich durch den
Faktor des Gliedes J,,, in welchem zu dem Widerstand des Seiles der
Riickleitungswiderstand der Erde fiir Wechselstrom hinzugetreten ist,
und zeigt so, dafl die freie Stromverteilung von der Lage der
erdgeschlossenen Leitung im System gédnzlich unabhéingig
ist. Diese bestimmt somit wohl den Grenzwert des Seilstromes, nicht
aber die Schnelligkeit der rdumlichen Stromabnahme vom Fehlerort
aus, und daher ist auch die Gefadhrdung von Lebewesen in der
Umgebung des Erdschlusses fiir alle Leitungen die gleiche.
Dariiber hinaus ist diese freie Stromverteilung ginzlich unabhéngig
von der Aufhingehohe h, des Erdseiles, vielmehr allein durch
seine geometrischen und elektrischen Abmessungen gegeben.

Die Losung der Differenzengleichung der freien Stromverteilung
geschieht genau nach dem in Nr. 22 gezeigten Verfahren. Wir diirfen
uns daher an dieser Stelle mit der Ermittelung der Exponentialziffer «
begniigen, welche fiir den Stromabfall mafBgebend ist. Man erhélt sie aus

/Bro(5-izm = 0178 )10-9

. o«

@1“‘2—25 Rm (258)
m

Fiir die Anwendungen kann man sich meist auf die Ndherung beschrin-
ken, welche durch Vertauschung des Winkels mit dem Bogen aus (258)
hervorgeht. Es ist hiernach « komplex

«e=06—jp, (258a)
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wo 6 die Dampfungsziffer, ¢ die Phasenzahl bedeutet. Fiir den wichtig-
sten Fall iiberwiegenden Seilwiderstandes erhilt man die Nahe-
rungsformeln

—_— wn 10—°
. 1979
‘SZVR}gm’(leéﬁs ) (258 D)
/w-’zi.lo—o
P = - (258¢)
m

Der Vergleich mit (113) zeigt, daBl die Wirkung des Erdseiles bei
Wechselstrom durch denendlichen Wert der Erdriickleitungs-
widerstandes verschlechtert wird, doch
macht die Korrektur gewohnlich nur einige
Prozente aus. Man darf also unter nor-
malen Umsténden diein Nr. 22 abgeleite-
ten Gesetze der stationdren Stromverteilung
auch fir niederfrequenten Wechsel-
strom anwenden, und erst fiir groBe Ent-
fernungen ist es notwendig, die Gl. (258b)
und (258c) heranzuziehen.

Wir wenden die vorstehenden Ableitungen
auf den Erdschluf} einer 110 kV-Leitung mit
dem Mastbild nach Abb. 98 an. Die Leitung
besitzt einen Widerstand B = 0,222 Q/km
= 0,222 . 10% 2/m bei einem &ufleren Lei-

terhalbmesser (Stahl-Aluminium-Seil)
I =0,8cm. Das Erdseil besteht aus Stahl
von 50 mm?2 Querschnitt, so daB I, = 0,4 cm
und der Gleichstromwiderstand
R, =25 Q/km = 2,5.107% Q/cm

betrigt; er erhoht sich bei ' W(?chselstrom Abb. 98. Mastbild elner 110 k-
durch Stromverdringung. Mit einer Wech- Leitung zur Berechuung des Erd-
selstrompermeabilitdt 4 = 1000 findet man? sellstromes.
das Verhéltnis Wechselstromwiderstand zu Gleichstromwiderstand
gleich 2,6, so dafl der wirksame Seilwiderstand auf

R, = 2,6-2,5 = 6,5 Q/km — 6,5-10~° 2/cm

ansteigt. Mit einer Mastentfernung von m = 250 m folgt als Widerstand
des Seilstiickes zwischen benachbarten Masten

mR, — 0,250-6,5 — 1,63 2,

1 Ollendorff, F.: Die Grundlagen der Hochfrequenztechnik. Nr.73. Berlin:
Julius Springer 1926.
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wihrend die Masten einen Ausbreitungswiderstand R = 8 Q besitzen
mogen ; es sind dies die bereits in Nr. 22 benutzten Werte.

Unter der Annahme, daB8 die Mittelleitung des Sechsdrahtsystemes
ErdschluB hat, ist aus dem Mastbild d = 8 m = 800 cm zu entnehmen.
Fiir mittleres Erdreich (x = 10~* Siemens/cm) und eine Betriebsfrequenz
von 50 Perioden/sec ist

V2axw10™® = J22-107*.2250-10° — 1,4-107°

also
_OI  _460; m—218 1150, 21T 4999
Y= f10-*.d Y=f 10-%2 Vi f 10791,
Nach Gl. (217a) ist somit
. 1,57 —49,20 . 1,57 — 49,20 .
J,=J 55700 —— =J gt asag = J (00125 — j0,0425).
314 — 2444

Im Erdseil flieBen somit nur
70,0125% - 0,04252 = 4,42%

des Erdschlulstromes mit einer Phasenverspitung von

o — arotg gg‘gg — 73930/

gegen den Leitungsstrom, so dal praktisch die Erde den vollen
ErdschluBstrom zu fithren hat.
Der komplexe Leitungswiderstand ist nach (218b)

® = 0,222-107° -+ 314 {1,57 — 5 28,00}-107°

— (0,0125 — § 0,0425)- 314 -{1,57 — § 9,20} -107°

= 0,283.107% — §0,699-107° Q/cm,
also der effektive Ohmsche Widerstand

Reyy = 0,283 2/km = ~ 1,25 K.
Aus der effektiven Reaktanz
Zegr = 0,699 2/km

folgt die wirksame Selbstinduktion der Leitung

Loy = gel'; = 2,22.1072 Henry/km.

Endlich berechnen wir die Exponentialziffer der rdumlichen Dampfung
nach (223b) (223¢)

. . -9
5:1/163( g AT = 0,451-1,0088 — 0,452,

314.1,57.10—°
8.10-°
0,250

—0,0392,
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so daB in der Tat die Wechselstromamplitude merklich nach dem gleichen
Gesetz abklingt, wie in Nr. 22 fiir stationéren (Gleich-)strom ermittelt.
Dort hatten wir nachgewiesen, daBl am etwa 20ten Mast der rdumlich
freie Seilstrom bis auf 1% des ErdschluBstromes gesunken ist; seine
Phasenverschiebung gegen den ErdschluBstrom an diesem Maste er-
reicht den Wert

20-¢ = 0,784 — 45°,

doch iiberwiegt hier schon weit der rdumlich erzwungene Seilstrom.

Man hat gelegentlich vorgeschlagen, beim Bau von Einphasen-
leitungen den Strom zwecks Kupferersparnis iiber das lings der Mast-
spitzen verlegte Erdseil zuriickzuleiten. Unsere Rechnungen zeigen, daB
hierbei indes das Erdseil diese Aufgabe nicht erfiillen kann, da infolge
der induktiven Verkettung der Luft- und Erdfelder der Strom sehr
rasch fast vollstindig in das Erdreich iibertritt und dort nach den im
vorigen Abschnitt genannten Gesetzen zuriickstromt. Man muf3 daher
damit rechnen, daB hierbei genau dieselben Folgen eintreten, wie wenn
von vornherein der Riickstrom vollstindig in die Erde, etwa durch Her-
stellung besonderer Erder, eingeleitet werden wiirde (vgl. auch Nr. 42).

41. Riiekleitung von Erdschluf-Wechselstromen durch langgestreckte
Leiter in der Erde. In Nr. 24 haben wir gezeigt, wie sich ein stationérer
Erdschlulstrom eines langgestreckten Leiters in der Erde (Kabelmantel,
Eisenbahnschiene) vom Fehlerorte aus lings des Leiters verteilt. Wenn
dagegen ein Erdschlul-Wechselstrom in den Leiter eintritt, gelten diese
Uberlegungen nur fiir die Umgebung des Fehlerortes, wihrend in groBer
Entfernung das Wirbelstromfeld iiberwiegt und auch noch in sehr (un-
endlich) groBem Abstand einen endlichen Riickleitungsstrom im Leiter
erzeugt. Auf Grund der Ergebnisse des vorigen Abschnittes sind wir
zu dem Schlusse berechtigt, da der Strom von seinem Hochstwerte
am Fehlerort bis auf diesen Grenzwert im wesentlichen nach dem in
Gl. (132d) gegebenen Exponentialgesetze abklingt, wobei lediglich die
Exponentialzifter der rdumlichen Dampfung eine geringfiigige Anderung
erfahrt; wir begniigen uns daher im folgenden mit der Ermittelung des
genannten Grenzwertes. Seine Kenntnis ist beim Kabel wichtig fiir die
Bemessung des Kabelmantels, welcher diesen Strom thermisch bis zur
Abschaltung des Erdschlusses aushalten muf}, wenn nicht jeder Erdschluf3
das Kabel in seiner ganzen Linge zerstoren soll. Bei Wechselstrom-
bahnen richtet sich nach der Verteilung des Riickleitungsstromes auf
Schienen und Erde die Stérung benachbarter Fernmeldeleitungen durch
den Bahnbetrieb, die wir im einzelnen erst nach Losung der hier ge-
stellten Aufgabe im néichsten Abschnitt behandeln kénnen.

Wir ersetzen den Leiter durch einen Kreiszylinder vom Halbmesser g,
dessen Widerstand pro Lingeneinheit mit R,, bezeichnet sei; J sei der
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Erdschlustrom (bzw. Fahrstrom), von dem der Anteil J,, durch den
Leiter, der Rest als Erdstrom J, durch das Erdreich zuriickflieBt. Wir
beschrinken uns auf den praktisch allein interessierenden Fall, daff der
Leiter in unmittelbarer Nahe der Erdoberfliche nach Abb. 99 verlegt ist.
Das Gesetz, welches die
Verteilung des Stromes J auf
Leiter und Erde regelt, ist in
der Grenzbedingung (191) ent-
halten: Der Ohmsche Span-
nungsabfall —.J, - R, in der
Léngeneinheit des Leiters mufl
der Erdfeldstirke des Erd-
Abb. 99. Stromriickleitungsfeld eines langgestreckten  stromes gleichen.
Lelters in der Nihe der Erdoberfliche. .
Betrachten wir zuerst den
Riickstrom eines Kabelmantels, so besteht die Erdfeldstirke aus den
Anteilen des vom FErdschlulstrom J erzeugten Feldes, welches fiir
hinreichend niedrige Frequenz nach (218) die GroBe besitzt

Cs=—J w-10- <——721 V--%-) (259)
und des Riickwirkungsfeldes des Mantelstromes
€, =—(—J) w10 (-»-—921 73%72 7) (2598)
so daB man findet
—.fm-Rm:—J-w-m-ﬂ(’z‘ . 0;(75 )
J o010 (% — jom 2178 per 0 (260)
w10 (g =iz )
oder
T jem VA
" 0
JM*J'R,,,JO"_FE:__ : 01%3 o (2602)
2 72 l/ F10-9.
Bedenkt man, dafB8 hierin der Ausdruck w 10-° (ﬁ-—j 21n ﬁ—)
2 Y f 10700,

nach (219), (220) den komplexen Riickleitungswiderstand der Erde dar-
stellt, so erkennt man in (260a) das Kirchhoffsche Gesetz der Strom-
verteilung in der Parallelschaltung des Ohmschen Mantelwiderstandes
mit dem komplexen Erdwiderstand ; in der Tat fithrt die Grenzbedingung
(191) im vorliegenden Fall auch unmittelbar zu diesem Gesetz hin.
Fiir ein Kabel von 3 X 95 mm? fiir 30 kV-Betriebsspannung sei der
Durchmesser des Bleimantels 29, = 76 mm = 7,6 cm bei einer Mantel-
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stirke von 3,5 mm, so dafl der Mantelwiderstand betrigt
R =25.10"% 2/em = 0,25 2/km.

In mittlerem Erdreich (¢ = 10—* Siemens/cm) flieBt bei 50 Perioden/sec
der Mantelstrom

k4 . 0,178

- _ *2*'—72-1n —_—
J =dJ. 7 }10—4.50-10—-°.8,8
T 2800 ey OIT8

x50 2 1y Toes0. 10938

T

Z _j2.994 _

-2 — 1577198 = ,
=J- - -953_;1988=J(0,821—70,327)

7.96 + Z —72.9,94

Der Mantel leitet also
70,8422 - 0,323% = ~ 90%

des ganzen ErdschluBstromes mit einer Phasenverspitung von

u = arctgg’ggz = arctg 0,398 = 219, 7,

80 dafBl also der Mantelstrom bei Wechselstrombetrieb nur sehr wenig
schwicher ist als der gesamte ErdschluBstrom und nur in einem relativ
kleinen Bereich rings um den Fehlerort merklich abnimmt.

Wir berechnen jetzt den Riickstrom einer Wechselstrombahn mit
symmetrisch zum Geleise in der Hohe % iiber Erde nach Abb. 100 ver-
legten Fahrdrahte ; hier ist der Spannungs-
abfall in den Schienen durch den induk-
tiven Spannungsabfall zu ergénzen, so daB
jede Lingeneinheit der Schiene einen
komplexen Widerstand %, besitzt, in
welchem durch den Schienenstrom oJ, der
Spannungsabfall — J, - R, hervorgerufen
wird.

Fir die Erdspannung des Leitungs-
feldes gilt die Formulierung (224), nach-
dem g, durch die Aufhéngehshe % der Leitung ersetzt ist. Ebenso
kann (224a) fiir das Riickwirkungsfeld einer Schiene beibehalten
werden, wenn darin unter g, der Abstand der Schiene von der Erde
unter Beachtung des jeweils vorliegenden Oberbaues (Schwellen,
Bettung, Damm) verstanden wird; hierzu addiert sich nun noch das
Erdfeld der Nachbarschienen. Wir beschrinken uns der Einfachheit
halber auf eine eingeleisige Bahn, bei welcher der Abstand der Schienen
s betragen moge. Da s relativ klein ist, findet man fiir die im Bahnbetrieb
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iiblichen Frequenzen aus (217b) und (206) das Beeinflussungsfeld der
Nachbarschiene

G="'— (=1 ()10 (* —jon 2178
€= =(-1)(-J) 0107 (F—j2 e S). (261)
Die Spannungsbilanz einer Schiene lautet also
I U SN S 0,178
T . 0,178
J w107 (2 —j2ln " 262
e <2 ! nV%fl(J“’-eo) (262)
7 2
- J 10__9 1 - 1 21 e ——————
I sw (2 ? n.'/xflo__o.s),
so daB sich der Schienenstrom ergibt
7 0,17
P e
s = YR, 100 0,178 (2622)
----- Fa—4jn —==
@ Vxf10=} sg,

Firgy=1m =100cm, s = 1,35 m = 135¢cm, » = 5m = 500 cm und
mittleres Erdreich » = 10-¢ Siemens/cm folgt fiir 16%, Perioden/sec,
wenn R, = 0,50 — j 0,50 Q/km = (0,50 — j 0,50)10-5 Q/cm als Mittel-
wert angenommen wird

77 } 10—¢.16,7-10—° 500
s — Y7 i 4
(0,50‘ 7 0,50) 10 34— 4jn 0,178
27 16,7 y 10—.16,7-10—° 7 185-100
1,57 — § 11,30 71,57 —411,30

=J- 477 —f41,7+314—5284  “ 50,84 ;76,1

=J (0,11 — j0,0585) = J-0,121.¢-1%°,

Da jeder Schiene durch das Fahrzeug der Strom % J zugefiihrt wird,
der zundchst gleichm#Big nach beiden Seiten abflieBt (Nr.24), nimmt

der Schienenstrom also insgesamt auf rund die Hélfte seines Anfangs-
wertes ab, und etwa % des gesamten Fahrstromes flieBen durch die Erde
parallel zur Fahrleitung zuriick. Dieses ungiinstige Verhalten bessert
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sich bei stdrkeren Stromen, weil dann mit der Sattigung des Schienen-
eisens der komplexe Schienenwiderstand etwas abnimmt. Dennoch
sind die Erdstrome auch hier noch so groB3, daf man gelegentlich Saug-
transformatoren nach dem Prinzipschema der Abb. 10l in die An-
lage einbaut; man erzwingt hierdurch, daB in der Umgebung der Trans-
formatoren das Geleise den gesamten Fahrstrom zuriickleitet, so dafl
nur in den Zwischenstrecken Strome in die Erde iibertreten koénnen.
Das MaB dieses Ubertrittes ist durch (132¢), (132d) gegeben, so daB
diese Beziehungen zusammen mit der Formel (227 a) fiir die Grenzstrome
in den Schienen es gestatten, fiir einen vorgegebenen gréfiten Erdstrom
die notwendige Zahl der Saugtransformatoren abzuschétzen.

42. Schwachstrombeeinflussung durch Wechselstrom-Erdfelder. Wir
untersuchen die Fernwirkung einer Wechselstromleitung mit Strom-
riickfithrung durch die Erde auf eine benachbarte Fernmeldeleitung.
Zunichst setzen wir homogenes Erdreich voraus, so dafl die Ergebnisse
der Nr. 37 und 38 benutzt werden kénnen. Die Betriebsfrequenzen der
Wechselstromleitung liegen so niedrig, dal man dann fiir die Funktion
H®(Yj&,) die Naherung (206) heranziehen darf, so daB man fiir das
Erdfeld aus (217b)- den in Nr. 38 abgeleiteten Ausdruck wiedererhilt

1= 2 H5 g0 (fje) = — Faxw 107 B (78)  (263)
- Vg
und also als Stérspannung pro Léngeneinheit
E=le Jomw10 B (172, (2639)

Es ist bei der Behandlung quasistationédrer Felder tiblich, die Beeinflus-
sung zweier induktiv verketteter Leitungen 1 und 2 durch ihre Gegen-

induktion L;, pro Langeneinheit in Rechnung zu stellen, welche
durch die Gleichung

@:j(_ j o) Ly, (264)
definiert ist. Der Vergleich mit (263a) zeigt somit, dall man das Erd-

feld formal in einer Gegeninduktion erfassen kann, ‘welche
die Grofe besitzt

L, = —j-z-H§" (Y7 &).107° Henry/em. (263b)
Sie unterscheidet sich indes wesentlich von einer aus quasistatischen
Magnetfeldern berechneten Gegeninduktion, welche fiir eine fest an-
genommene Leitungsanordnung eine reelle Konstante ist: Zunéchst
erkennt man aus (228b), daf die Gegeninduktion des Erdfeldes
im allgemeinen komplex ist; die Stérspannung in der Fernmelde-
leitung ist somit nicht um 90° gegen den stérenden Strom der Stark-
stromleitung verschoben, sondern dieser Winkel dndert sich von Ort zu
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Ort entsprechend Abb. 78, welches das Argument der Hankelschen
Funktion H{(}j&) darstellt. Sodann aber enthilt der numerische
Leitungsabstand & gemilB

E=712axw 109 =2nYxf-10° ¢ (265)
die Frequenz, so da Betrag und Argument der Gegeninduktion
des Erdfeldes Funktionen der Frequenz werden. Wahrend nun der
Phasenunterschied zwischen Stérstrom und Storspannung im allge-
meinen von untergeordneter Bedeutung ist, ist die Abhéngigkeit der
Beeinflussung von der Frequenz von groBter Wichtigkeit. Um sie in
reiner Form zu erhalten, beschrinken wir uns auf die Berechnung des
Gegeninduktionsbetrages

| Lys| =7 | HY (Vi §)10-* = - | HP (1] 270102 ) - 10~° Henry/cml(zes )
I e — C
— Tnﬁ . |H31)(1/7 ]/2nxw 1029 ] .10-3 Henry/km[

bei 16%, Perioden/sec: &= J2mx10-427-16,67-10-°-105=0,81;
| Lya| = 75 - 0445103 = 0,140 10~ Henry/km ,
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bei 50 Perioden/sec: &= }2m-10-4-27-50-10-9-105=1,40;
| Lya| = 75+0,230-10- = 0,0723 - 10-2 Henry km,

bei 150 Perioden/sec: &= J2710-5.27-150-10-%-105 = 2,42;
| Lya| =75+ 0,090-10~% = 0,0283 - 10~3 Henry/km .

Wihrend das hierin ausgesprochene Gesetz durch die Erfahrung
qualitativ bestétigt wird, liBt die zahlenm#aBige Ubereinstim-
mung noch zu wiinschen iibrig. Dies liegt zum Teil an den Nahe-
rungsrechnungen der Theorie gemdB Nr. 37 und 38, zum Teil an der
rechnungsméBig nicht beriicksichtigten Inhomogenitit des Erdreiches,
auch die Rechnung mit einer gut leitenden Oberschicht
nach Nr. 38, deren Ergebnis wir weiter unten mitteilen werden, ergibt
keinen besseren Anschluf an die Erfahrung. Es muB daher
ausgesprochen werden, daB@ eine nach jeder Richtung befriedigende
rechnerische Losung der Aufgabe in einer fiir die zahlenmiBige Aus-
wertung geeigneten Form bisher nicht vorliegt, so da8l man sich in weitem
Mafistabe auf Beobachtungsmaterial stiitzen muB; umgekehrt
kénnen aus den Abweichungen zwischen Erfahrung und Theorie inner-
halb gewisser Grenzen Schliisse auf die Leitfahigkeitsstruktur
der Erdschichten gezogen werden, doch ist man auch hier iiber
einige rohe Anfinge noch nicht hinausgekommen.

Nachdem wir vorstehend die Erdfeldwirkung einer Einfach-
leitung mit Stromriickfiihrung im homogenen ZErdreich unter-
sucht haben, soll jetzt die gleiche Aufgabe fiir eine Doppelleitung
behandelt werden. Es kann vorausgesetzt werden, da3 die Summe beider
Leitungsstrome in jedem Augenblick verschwindet; denn andernfalls
miifte der Summenstrom durch die Erde zuriickflieBen, wobei seine
Fernwirkung durch die vorgenannten Beziehungen bestimmt ist. Die
Erdstrome einer solchen Doppelleitung miissen natiirlich im ganzen
ebenfalls die Summe Null geben; wenn iiberhaupt endliche Felder in
der Erde auftreten, so liegt dies daran, daB die von jeder Einzelleitung
erzeugten Felder infolge der rdumlichen Verschiebung beider Leitungen
gegeneinander sich zwar zu einem groBen Teil, aber doch nicht vollig
kompensieren.

Wie aus Gl. (263c) hervorgeht, ist die Fernwirkung einer Einfach-
leitung unabhéngig von ihrer Aufhingehdhe iiber Erde (dem Halb-
messer der zugehorigen Talmulde); hieraus folgt sogleich, dafB die
Erdfeld-Fernwirkung einer Doppelleitung mit vertikaliber-
einander gefiihrten Dréhten verschwindet. Wenn dagegen die
Dréhte im Abstand A horizontal nebeneinander ausgespannt sind, er-
hilt man durch Superposition der von jeder Leitung einzeln erzeugten
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Erdspannung (263a) die resultierende Erdfeldstirke

C,=—Jnwl0HY (V& +Jwl0-*HP(Vi(E—AE)  (266)
mit
AE=V2r%010-2-A. (265a)
Fiir hinreichend kleines A4 entsteht durch Entwicklung nach Taylor
C,=+Jnwl0-*)jA&:HP (Vj§)
=+J-d-nwl0°Y2axwl0-* VjHP (V] &), (266)
8o daB also die Stérspannung einer Starkstrom-Doppelleitung
sich zu der der Einfachleitung bei gleichem Strome verhélt wie
€ _A4)2a%wl0-° JjH (Z}";) (2661)
€ 1 HP (V5 8)

In hinreichend groBer Entfernung werden nach (211) die Betrige der
Hankelschen Funktionen einander gleich, und man erhélt dort

lim |@'|

"t A Y2a%w- 10" =27 4)x%f10-°. (266¢)
E>o0 ’@|

Beispielsweise wird fiir 4 = 600 cm und mittleres Erdreich (x = 104 Sie-
mens/cm) bei den Frequenzen 16%/;; 50; 150/sec

tim (€| _ 977600 J10-5:16,67- 10-9= 4,86/ ,
§>00 i@:’]m-/.

lim I@'I‘=2n-600- 10-4-50- 105 = 8,42%,, ,
&> |@'50

tim (el — 92600+ 11074150+ 1075 — 14,6%0 ,
E—>o00 1(&'150

8o daB also die Fernwirkung ganz aufBlerordentlich zuriickgeht.

Eine schrigliegende Doppelleitung nach Abb.103 1a8t sich,
wie die Abbildung erkennen
1aBt, in die Summe einer hori- l_,_ Y 1 /

zontalen und einer vertikalen E{"’ s ){? s
Doppelleitung mit gleicher s | 7

Strombelastung zerlegen, so
daB die Beziehungen (266a),

(266b), (231c) auch fiir die  Abb. 103. Schrigliegende Doppelleltung und ihr
schrﬁ,g 1iegen de Doppelleitung Ersatzbild zur Berechnung der Fernwirkung.
gelten, sofern man unter 4 die Horizontalprojektion des Leitungsab-
standes versteht. Hieraus ergibt sich sogleich die Fernwirkung einer
Drehstromleitung nach Abb. 104 durch Kombination zweier Doppel-
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leitungen: Wird die Leitung w als Riickleitung fiir die Stréme J, und
J, in den Leitungen » und v angesehen, deren Horizontalabstinde vor
w die Groflen d,,,, d,,, besitzen, so ist die gesamte Fernwirkung durch

Juduyw = JoBow v
bestimmt; diese Grofle kann graphisch leicht aus dem ot
Vektordiagramm der Strome nach Abb. 105 bestimmt }‘—‘)‘—%U
werden und insbesondere bei symmetrischem Dreh- u+ ‘

strom in Beziehung zum Strome gesetzt werden, so .

daB sich dann der in den vorstehenden Gleichungen | l
einzusetzende resultierende Horizontalabstand der
Drehstromleitung ergibt.

Ganz entsprechende Uberlegungen lassen sich fiir eine
als Doppelleitung ausgefiihrte Fernmeldelei-
tung durchfithren. Zunéchst betrachten wir eine
Fernmeldeleitung mit vertikal iibereinanderliegenden
Driahten. In der Erdriickleitung jeder Einzelleitung
wird nach (263a) und (266a) die gleiche Stérspannung ,up,. 104, Zur Erdfeld-
erzeugt, so daB ihre Summe, da sie lediglich der ¥ermwirkung cier
Doppelleitung einander entgegen geschaltet sind, sich
aufhebt. Wir diirfen uns daher auf eine Fernmeldeleitung mit horizontal
im Abstand § nebeneinander ausgespannten Drihten beschrinken, durch

die wir gleichzeitig eine schrig liegende
Doppelleitung erfassen, welche dieselbe Hori-

Abb. 105. Vektordiagramm zur

Herstellung des Strommomentes Abb. 106. Storwirkung auf eine Fernmelde-Doppel-
einer Drehstromleitung. leitung. '

zontalprojektion des Drahtabstandes besitzt. Wenn eine solche Lei-
tung durch eine Starkstromleitung mit vollstindiger Riickfithrung des
Stromes durch die Erde beeinfluBt wird, wird die Umlaufsspannung
lings der in Abb. 106 gezeichneten Kontur mit Beachtung von (263a),
(265a) und (266)

% o Jmw 109 HY (V78 + Jm w10~ HY (V7 (£ + 68))

=~ —Jrwl0™® V27w 10-°-6- Y HP (i &), (267)

welche sich zu der Fernwirkung auf eine Fernmeldeleitung mit Erd-
Ollendorff, Erdstrome. 10
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riickleitung verhilt wie
€, 6-12axa 10~ |HP (JjE))

= - == 267

€] I Ergie) (2672)

Insbesondere gilt fiir hinreichend groBie Entfernung wiederum GI.(266¢),
nachdem dort d durch § ersetzt wird; da J stets betrichtlich kleiner ist
als der Abstand d einer Starkstrom-Doppelleitung, ergeben sich also
Werte, die noch weit kleiner sind als die oben berechneten.

Wirkt schlieflich eine Starkstrom-Doppelleitung auf eine Fern-
melde-Doppelleitung, so entsteht aus (266a)

@nr = @(5)— @r@ + 68) = J-d-bmw-107°- 2% w-107° ]/787}1‘(1;49/7‘5)

—=T-d-8-70-107°2 w5 010§ [— é—Hil’ (Vié)

5 (179)]. (268)

Diese Spannung verhilt sich zu der Fernwirkung einer einfachen Stark-
stromleitung auf eine einfache Fernmeldeleitung wie

[ 1 ap(fie) + 1” (268a)

L —=d0:-2mx 1070

€| & HP (V78)
Dieser Ausdruck strebt mit wachsender Entfernung dem Grenzwert zu
]im‘—@l’—r—zd-é-éln"xﬁlow". (268D)
E>o |G

Er gleicht nach (266¢) dem Produkt des Ausdruckes [‘__ l[ fir die Stark-

stromleitung und die Fernmeldeleitung und ist daher nach den mit-
geteilten Zahlen auBerordentlich klein.

Wenn die Fernmeldeleitungen an Anfang und Ende iber
Apparate geschlossen werden, entwickeln die berechneten Stor-
spannungen nach Mafgabe des gesamten (komplexen) Leitungs- und
Apparatwiderstandes einschlieBlich des Widerstandes der Erdriick-
leitung Storstrome, welche sich den Betriebsstromen der Fernmelde-
leitung iiberlagern und infolge der relativ kleinen Intensitéit der Betriebs-
strome zu unangenehmen Storungen fiihren konnen. Wihrend man
daher durch zweckentsprechende Linienfithrung der Leitungen im
‘allgemeinen bemiiht ist, diese Strome so niedrig wie irgend méoglich
zu halten, erzeugt man gelegentlich mit Absicht starke Storstrome in
gewissen, neben der Fernmeldeleitung verlegten Hilfsleitern, um
das Storfeld des Hauptstromes bis zu einem gewissen Grade zu
kompensieren. Die Wirksamkeit derartiger Kompensationsanord-
nungen 148t sich nach dem in Nr. 41 benutzten Verfahren leicht iiber-
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sehen. Wir untersuchen hier nur den einfachsten Fall der Kompen-
sation durch einen einzigen Schutzdraht, den wir unmittelbar
an das Erdreich geschlossen denken; fiir die Behandlung mehrerer
Schutzdrihte vergleiche man den genannten Abschnitt (Schienen-
strom).

Es bezeichne g, den Abstand des Schutzdrahtes von der Erde,
J, den Kompensationsstrom, R, den (komplexen) Widerstand des
Schutzdrahtes je Léangeneinheit. Das FErdfeld ergibt sich durch
Addition von (253a) und (259a)

&= — J 7w 10—9'H{1)(ﬁ£>

— o . L 0,178 )
147 010 (2 —72lnw};163_;>. (269)
Die Spannungsbedingung
€E€=—J R, (270)
liefert sogleich den Kompensationsstrom
= = w HD (]/75)
o= J'ER,,-109+1_ ot 0178 (270a)
@ g’ .V"‘flo_?'@o

und damit die Rest-Erdfeldspannung am Kompensationsleiter

— — — cwo-HOV (V3 E). 10—
6, ——J % ——J— o (717 2810 - . (270Db)
(ﬁ —j2h ’h_) ©-10-9
2 Jx £10-2 g,
R,

1+

Der Vergleich mit (261a) zeigt, daBl der Kompensationsleiter die Stor-
spannung im Verhiltnis

€, 1 (3700)
—_— = 7 c
€ <_’2’__j21n ﬂ-) .10~
. 1% ] 1070,
R

verkleinert. Hiernach ist der Schutzwert einer solchen Anordnung
um so gréfer, je kleiner der komplexe Widerstand des Kompensations-

leiters gemacht wird; fiir B, = 0 wiirde mit % =0 die Erdspannung

vollstindig kompensiert sein. Giinstigsten Falles kann man — wenn

man von der Verwendung von entdimpfenden Elektronenrshren ab-

sieht — den Kompensationsleiter als blanken Draht in das Erdreich

verlegen. Beispielsweise wird fiir einen Kupferdraht von g, = 0,4 cm

Halbmesser R, merklich gleich dem Ohmschen Widerstand des Drahtes,

also R, =0,35.-10-5 2/cm, damit nach (270c) fiir 16*/s Perioden/sec
10*
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und mittleres Erdreich

[ 1
2= 16%, = 0,178
€ (1,57—72111 > )27:-16,67-10'9
- Y10-+-16,67-10—° 0,4
‘ 0,35-10-%
1 .
e — . pj36° 4/
10468 — ;006 ~ (12 ¢
dagegen fiir 50 Perioden/sec
2250 = o1 178
€ (1,57—7'2111’— 2 7.50-10—°
- Y10—4-50-10-° 0,4
0,35-10-°
1 )
e . i 620 a0/
T1a—j220  0104-¢ ’
und fiir 150 Perioden/sec
G, 1
—_ 150 ==
G (1,57 —j2h 0,178 )2 2150-10-°
- Y10-+.150-10-° 0,4
' 0,35.10-5
1
[ 56 .ei77°12
1425 — ;630  0156:¢ :

Die Schutzwirkung ist also bei niedriger Frequenz relativ gering, wie
zu erwarten, da sie bei Gleichstrom naturgemaf véllig verschwinden
muB, nimmt aber mit wachsender Frequenz auBerordentlich rasch zu;
das hier erreichbare MaB hingt vor allem von dem Widerstand des
kompensierenden Leiters, d. h. von dem Materialaufwand ab. Ins-
besondere bringen Biindel kompensierender Drihte bedeutende Vor-
teile.

In der Umgebung des kompensierenden Leiters fillt das vom Kom-
pensationsstrom erzeugte sekundire Erdfeld nach MaBgabe der Gl. (261)
langsam ab, sofern man unter s den Abstand des Aufpunktes vom Kom-
pensationsleiter versteht. Wenn man daher die zu schiitzende Fern-
meldeleitung nicht unmittelbar neben den Kompensationsleiter legt,
sondern in den Abstand s, so muB man eine EinbuBe an Schutzwirkung
mit in Kauf nehmen. Sie ergibt sich mit Riicksicht auf (226) aus

x 0,178 0118

@_ﬁ: 2 ! Y f10—2-s o~ Y= f10-°.5

§ 7 g O1® ol (271)
. _

Yxf10--0, Y% 10—,
wo in der letzten Gleichung die Widerstandsspannungen gegen
die meist iiberwiegenden induktiven Spannungen des sekundiren
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Erdfeldes vernachléssigt wurden. Fiir eine vorgegebene Verringerung
des Schutzwertes ergibt sich hieraus die Entfernung s, bis zu der man
die zu schiitzende Leitung vom Kompensationsleiter ent-
fernen darf
—@I

Y (L >1"E (271a)
2 \Yxf10-°.g, '
Beispielsweise wird fiir den oben behandelten Kompensationsdraht bei
50 Perioden/sec, wenn man eine Verringerung des Schutzwertes um

pet
1— % —20% in Kauf nimms

£

0,20
i —,&47‘ - 11748; § == 4?6 cm.
0,4 \}y10-+.50-10—°.0,4

Hiernach ist also der Schutzbereich relativ klein; er steigt gemi
(271a) mit wachsendem Abstand g, der Schutzleiterachse von der Erde
an, wobei indes mit Riicksicht auf (270c) ein Vorteil nur dann erzielt
werden kann, wenn nicht gleichzeitig durch diese MaBnahme R, ver-
grofert wird. Dies weist auf die giinstige Wirkung von Schutzdraht-
biindeln hin, welche auf der Mantelflache eines Kreiszylinders angeord-
net werden und dann die Eigenschaften hohen Absolutbetrages
der Schutzwirkung und groBen Schutzbereiches vereinen.

Wenn, entgegen den bisherigen Annahmen, nur die Oberflichen-
schicht gut leitet, ist das Stromungsfeld bei niedriger Frequenz durch
die in Nr. 39 abgeleiteten Beziehungen gegeben. Die Gegeninduktion
einer Einfachleitung auf eine Fernmeldeleitung berechnet sich-dann
analog (263¢c) aus Gl. (246a)

2rwxd10°

Ly =— 2§10 [ Fi(— 2a0x 4107 2)
—27wxd107°
S+ B2 awx 4100 5)— 7 j} | Henryfm  (272)

= g5 [0 110 i (— 2% 4100 )

+em270xd 100 B (2w % A10-? x) —xj)] - 10-3 Henry/km .
In Abb. 102 ist der Betrag der Gegeninduktion nach dieser Beziehung in
Abhéngigkeit der ,,numerischen Entfernung beider Leitungen

E=Qawxd10™%) e = (4" fx 4107%) x (278)

dargestellt worden. Um das Ergebnis mit der Gegeninduktion durch
Erdstrome im homogenen Erdreich vergleichen zu kénnen, sind beide
GroBen gemeinsam fiir 50 Perioden/sec berechnet und in Abb. 107 zu-
sammen eingetragen, wobei mittleres Erdreich (x = 10-4 Siemens/cm)
vorausgesetzt und in (272) A = 300 m eingesetzt wurde. Man erkennt,
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daB groBe Abweichungen erst in weiten Abstinden der Fernmelde-
leitung von der Starkstromleitung auftreten; in der Tat ergibt dort (272)
lim L,, — 24107 (272a)

> ® T 27 wxd10%x 2mtfxd-x’

wihrend man nach (263d) eine stirker als exponentielle, also viel

raschere Abnahme der Gegeninduktion mit dem Abstand beider Lei-
tungen erhilt.

Wir begniigen uns mit diesem Vergleich der Gegeninduktionen,
aus denen sich die entsprechenden Uberlegungen fiir Doppel- und Dreh-
stromleitungen nach vorstehendem Verfahren leicht herleiten lassen.

IX. Erdstrahlung.

43. Strahlung im homogenen Erdreich. Zu Zwecken der elektrischen
Nachrichteniibermittelung zwischen zwei innerhalb der Erde oder in der
See befindlichen Stationen (Erdtelegraphie) pflegt man einen
Wechselstrom mittels zweier geeigneter Erder in das iibertragende
Medium einzufithren. Der Abstand beider Erder ist hierbei naturgemif
stets klein gegen die bei der Nachrichteniibermittelung zu iiberbriickende
Entfernung ; daher miissen wir das Erdstromfeld dreidimensional
behandeln. Gemd8 Nr. 35 beschreiben wir das Feld durch seine Hertz-
sche Funktion: Wir suchen eine Losung der Gl. (196), welche von einem
Erregungszentrum, dem ,,Sender nach auflen forteilenden Kugel-
wellen entsprechen, wobei wir das leitende Medium zunéchst nach allen
Seiten als unbegrenzt anzusehen haben.

Wir fithren Kugelkoordinaten r, ¢, ¥ nach Abb. 108 ein

x=r-sind-cos g
y=r-sinP-siny (274)
z =1r.cos ¥
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Wir transformieren den Differentialparameter AI] mittels der in Nr. 2
gegebenen Beziehungen auf diese Koordinaten und erhalten mit

- T z-z2+<z;>2:1

VT e

&V + (@ + (2) =rs
f’l 31 —l—( l> =rsind
nach (16)
L [0 (g0 90l . o OIT 1 oIl

A = e [ (im0 50) o+ S5 (im0 55) 4 5 (o o) |- @79)
Fir periodische Vorginge mit der Kreisfre- A
quenz o ist z

Il = Re ([l e~ivt);

oIl

T —jowlTeiot, (276)
so dafl durch Einsetzen von (275), (276) in
(196) entsteht
1 1o an\
72 8in ¢ [6 ( sin &
0 (. aIT 9 1 oIV}
+ 55 (S““9 aa) +3; <sin0 W)J
=—4axjwl0* II=k1II. (277)
Die einfachste Losung ergibt Wellen, die sich
nach allen Seiten gleichmiBig ausbreiten;
streichen wir demgemd die Ableitungen
nach & und yx, so erhalten wir
Li( . dII> @ (r1I)
rdr dr) = dr?
also mit zwei Integrationskonstanten 4 und B

rII= Ae*r + Bekr
V=527 V2x710" °r 1B e— V=i2® V2xf10—9r (277Db)

Abb. 108. Kugelkoordinaten.

= k2 (rI1) (277a)

=A-e
Damit das Feld im Unendlichen verschwinde, hat man B = ( zu setzen
und findet

_ g—Vi—2m V2ef10-%-r

r

8—2 Y x110—%.r
4. —

- (cos 27 Yxfl0—2r +jsin2x Vaef 10-2-7)

(277¢)

I
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also unter Beachtung von (276)

xf10-%-7

(cos{wt— 27 J %f 10-°7}) (2774d)

Die Welle wird somit bei ihrem Vordringen nach aufilen stark ge-
dampft; da die Wellenldinge im Erdreich durch
f— *.1 —
Yxf10-°
gegeben ist, erfahrt die Wellenamplitude beim Fortschreiten um eine
Wellenlinge eine Abnahme im Verhdltnis 1: ¢-2% = ~ 1: 0,002, so daB
dort das Feld praktisch schon erloschen ist. Beispielsweise wird fiir
500 Perioden/sec in mittlerem Erdreich (x = 10— Siemens/ecm)

A= b —141.105cm=1,41km
}10--500-10-*
und unter sonst gleichen Verhaltnissen fiir 100000 Perioden/sec (ent-

sprechend einer Wellenlinge A, = 3000 m in Luft)
- _10fcm=100m.
} 10-4-105-10-°

Aus der Hertzschen Funktion folgen die elektrischen Feldstarken
mittels (192a) und (194 b)

(277e)

|

R

——de H'Z"'llzx,'m_s'r'[_jninmxflo— 5+ V-j-27)2%f10-9 - 3_x_z+3x»ﬂ l

e At VTRV RA IO [ jamn 1070 5 Y j2n BT 107 105242, 322 |(278)

&

Py =g 3; —r 3 z“‘—‘r3

@,=_Ae+V—"2”‘”2 xflO"’vr[_ 7.47!22’410_97. ;:

und das Potential

@—%——A +V-j2aV2xf10-0r [V—y -2- V2yf10—9;+r” (2783)
In einer Umgebung des Senders r <€ 4 ist also merklich
g——4-%. (278b)
Nun ist nach (27)
Pq= %‘, : % (279)

das Potential einer im Ursprung befindlichen Stromquelle der Ergiebig-
keit J, 8o daB8 das stationire Feld zweier im Abstand I auf 2 z-Achse be-
findlicher Erder, welche den in Richtung der positiven z-Achse flieBenden
Strom J in das Erdreich leiten, durch

¢ =l (y) = (2798)

dmx "Bz\r) dmx 1
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gegeben ist. Der Vergleich mit (278b) zeigt unmittelbar, da die Hertz-
sche Funktion (277d) das dynamische Feld des Senders darstellt,

sofern
Jl

4ax
gesetzt wird. Zugleich haben wir hiermit in Strenge den Nachweis
erbracht, daB in der Niahe der Erder mit dem stationédren
Feldbild gerechnet werden darf.

Fir die Anwendungen auf Fragen der Nachrichteniibertragung
durch die Erde interessiert namentlich das Feld in weiter Entfernung
vom Sender; man erhilt durch Einsetzen von (279b) in (278) nach
Streichen der mit 74 und 78 rasch verschwindenden Feldanteile

Vexf10-2 .r x_z

4= — (279b)

Em €, = J-1j2af107° e/ 72"

r>w 1'3
lmE, = J-1.j2af 1079 "V IO U (278¢)

r->w

+VG2aV2nf100r 22—1°
rs

lm G, = J-1-j2af-107°-¢

r>®w

Die Reichweite einer derartigen Nachrichtenanlage ist durch den

hochsten Betrag der iibertragenen Feldstirke bestimmt, der sich in der
Aquatorebene des Senders (z = 0) einstellt; man erhilt ihn zu

—Jdampa0-.
max 0 AT B )

@z

lim (278d)

r>®™
In der Regel greift man am Empfinger die iibertragene Spannung
mittels zweier Sonden ab, die um !’ voneinander entfernt sein mégen;
die Empfangsspannung wird dann

—2xVxf107? -7
B e = J LV -20f 2070 8| (278e)

| max r

Als Beispiel behandeln wir eine Anlage, deren Sender mit einem
Strom von 2 Amp bei 500 Perioden/sec betrieben wird, wobei die Sender-
erder einen Abstand von 10 m voneinander besitzen mogen ; den gleichen
Abstand voneinander mogen die Sonden des Empfangers aufweisen.
Man erhilt dann aus (278c)

r r
tn T —em T
141108 EEWTIETY

!Elmu=2-103-103-27:-500-10‘9-3 :6,28-8——7#;%11;

In r = 2km Entfernung wird also

e 7 5 -

B | max = 6,28 - 5755 = ~ 6,5-107° Volt

eine Spannung, die auch bei Anwendung von Empfangsverstirkern
an der Grenze der Aufnehmbarkeit steht; die Reichweite derartiger An-
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lagen besitzt daher giinstigsten Falles die GréBenordnung einiger Kilo-
meter.

In den hiufigsten Fillen sind beide Stationen nicht inmitten des
leitenden Mediums untergebracht, sondern befinden sich auf der
Erdoberfliche. Um diesen Fall analog zu behandeln, kénnen wir
nach dem in Nr. 37 angewandten Néherungsverfahren vorgehen:
Mit der Annahme, daBl die magnetischen Feldlinien um den Sender
herum Kreise bleiben, bleibt die Differentialgleichung (277a) auch fiir
das neue System giiltig, sofern wir an Stelle von (277) die Beziehung

= —2axjw107°= —j4a2%xf10° (280)

statthaben lassen; entsprechend treten an Stelle der Feldstirken-
gleichungen (278) die Ausdriicke

@m: — A-etV=i2a-Vur10®-r
[—~74n -%f1079. xs +V*?2WW3M 3”}
@y: — A.etV=i2aVxf1070.s
[—747; - f1079. y r 95 W93yz+3yz" (281)
€= — A.e+V—_jgnvm.,
{_74712% £107°. 2 +V—72“W32 —12_}_?#]

und fiir das Potential ist zu setzen

X3 —j2nVx 71079 s — 2 z 7
p=— =4tV TiET0 " [—V72ayxf10 "+ (281a)

Das Feld in der Umgebung des Senders ist also zwar wiederum durch
(278b) gegeben; aber das Quellpunktspotential eines Erders ist jetzt

P (229
80 daB (279a) zu ersetzen ist durch

L (279d)
und 4= (279¢)

entsteht. Die Reichweitenformel lautet also

—2_7;; %f1079.p
Eﬂ;@zisz-l-znf-lo-*’."‘ - (282)
=3 Varior

und E|  —J1-V.2zf10°% 282a
max

r
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Man erkennt durch Vergleich mit (278¢), daBl die Lage der Sende-
und Empfangsstation an der Erdoberfliche die Reichweite
gegeniiber zwei im Innern des Erdreiches gelegenen Stationen unter
sonst gleichen Umstédnden vergréBert; der Grund hierfiir liegt in der
geringeren Dampfung der vom Sender ausgehenden Wellen durch die
infolge der Lage scheinbar verringerten Leitfdhigkeit des iibertragenden
Mediums. Fiir das obengenannte Beispiel erhilt man

-2
105
(B g =210 10°- 22500107
105
—27!'1?
= 6,28 S5 — 6,1-1078 Vols,

also eine Erhéhung der iibertragenen Spannung auf rund das 10fache.

Die hier durchgefiihrten Uberlegungen verlieren in nichster Nihe vom
Sender ihre Bedeutung; insbesondere laft sich aus ihnen nicht die
Leistung berechnen, die man dem Sender zuzufiihren hat, um die Ver-
luste im Erdreich zu decken. Man muf} sich hier mit einer Néherung
begniigen, indem man nach den frither entwickelten Beziehungen die
Erderwiderstinde und den Wechselstromwiderstand der Senderleitung
fir die Linge der zwischen den Erdern gespannten Leitung ermittelt
und aus ihnen Wirk- und Blindleistung berechnet. Infolge der sehr
groBen Dimpfung der Erdfelder durch die Ohmsche Leitfahigkeit des
Erdreiches erreicht der Wirkungsgrad derartiger Erdtelegraphie-
Anlagen nur sehr niedrige Werte, so daf man im allgemeinen auf die
Berechnung der Senderleistung verzichten kann und sich mit der
Bestimmung der Reichweite begniigt. Wir miissen indes hervorheben,
daB3 der Wert der Formeln (278e) und (282a) praktisch durch die stets
vorhandenen Inhomogenitéiten im Boden stark verringert wird, so daB
die Beobachtung in ungiinstigen Fillen groBe Abweichungen von der
hier entwickelten Theorie geben kann.

Es ist von Interesse, die gewonnene Losung fir eine sehr
(unendlich) kurze Leitung mit dem in Nr. 38 abgeleiteten Felde
der unendlich ausgedehnten Leitung zu vergleichen. Hierzu
denken wir uns lings der z-Achse eines raumlichen Zylinderkoordinaten-
systems z, g, ¥ unendlich viele Elementar-Strommomente konstanter
Intensitiat J - dz gleichmiBig verteilt. Fiir einen in der Ebene z =0
im Abstand ¢ von der Achse gelegenen Aufpunkt ergibt sich dann die
resultierende Hertzsche Funktion durch Integration, wenn wir sogleich
auf Lage der stromfiihrenden Leitung an der Erdoberfliche speziali-
sieren

————dz; r=)22+0%. (283)

f —j-2x.Vxfloor
—®
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Fiihren wir an Stelle von z den Aufpunktabstand r als Integrations-
variable ein, so entsteht

o

J J.eV-_jZanfIO_“"-r.dr

I=—5—.
4 y,rg_gz
¢ (2832)
J 2 wey—_j~3nVufi6;9~g~!L.d#
T 2ax ;1 ¥7ﬁ
Nun gilt! identisch
2 pelt.dp ®
7!:7 '/1_”2 0 () ( )
Daher ist
o J 2 - -
0= == 5 HY (fi-2a Y=f107¢),.  (2830)

Aus der Hertzschen Funktion folgt der Erdstrom mittels (194b)
durch Differentiation

1, =%2m2107° (—je)- [T

— — 283d
:—anw-10—9-H£1)(]/j2n]/xf10’9-9) ( )

und also die Erdfeldstirke
€ ="= Jnw 107 HP(Jj2ayxf10°¢). (283e)

z %

Dieser Ausdruck stimmt mit dem in Nr.38 GI. (235) abgeleiteten
Werte iiberein, so daB wir hiermit einen weiteren Beweis dieses Aus-
breitungsgesetzes gefunden haben; die neue Ableitung geht indes iiber
die friithere dadurch hinaus, daf sie grundsitzlich auch auf Leitungen
endlicher Léange angewandt werden kann. In diesem Falle 1a8t
sich allerdings das Integral (283) nicht mehr in geschlossener Form aus-
werten, sondern man muBl zur numerischen Integration iibergehen.

44. Strahlung in Erdreich hoher Oberflichenleittihigkeit. Wir
untersuchen die Ausbreitung des Feldes fiir einen Erdtelegraphicsender
in geschichtetem Erdreich, dessen Oberflichenschicht gegeniiber den
tieferen Schichten sehr gut leite. Der Einfachheit halber vernachlissigen
wir die Stromung in diesen Unterschichten vollstindig und sehen die
Dicke A der Oberschicht als sehr klein gegeniiber der Wellenlinge der
Erdstromung (im Erdreich gemessen) an.

Fiir die relativ niedrigen Frequenzen der erdtelegraphischen Sender
kann man von den dielektrischen Verschiebungsstrémen im Luftraum
einerseits, im Gestein unter der leitenden Oberschicht andererseits ab-

1 Jahnke-Emde, Funktionentafeln, S. 170.
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sehen: An den beiden Grenzflichen der leitenden Schicht miinden
keinerlei Stromféiden.

Mit diesen Voraussetzungen wird das Strémungsfeld zweidimensional.
Wir fithren voriibergehend ein kartesisches Koordinatensystem &, 7, {
mit dem Ursprung im Sender ein, dessen {-Achse senkrecht zur Erd-
oberfliche weist. Da das Magnetfeld parallel zur {-Achse gerichtet ist,
definieren wir die Hertzsche Funktion relativ zur £-Achse. Indem
man jetzt an Stelle von z, y, 2z die GroBen #, {, & in Nr. 35 einfiihrt,
folgen Potential und elektrische Feldstirken nach den Beziehungen

o211 *IT ooIr | oI oIl
€= —moe &~ ~ager & Gp T v (384)
Nun gehen wir zu einem Zylinderkoordinatensystem tiber
& = o cos ¥
7= o sind (285)
Iy
und erhalten mit
/(05 4 (Y (0FY
P_V<a_é> +<89> ‘l'(ag) =1 1
U (2EY 4 (2 (B 286
6= (a)+<ﬁ>+<a>_9] (256)
PR 9c\®
2= (G2 + G+ () =

als Differentialgleichung der Hertzschen Funktion fiir periodische Vor-
ginge der Kreisfrequenz w

V[og ol | o (10 | 2/ oII\] _ 57

e D+ 50+ (D] —rn s
Wir suchen zweidimensionale Zylinderwellen, die sich nach allen Seiten
gleichméBig ausbreiten

1 4 ¢ olly_ ool oIl 47
Tiele5e)=Gp Ty KL (2879)
Hierbei ist nach (284)
= IO - = 0817 _ eIl
@,) = 5;}*?&, @,} 0; @5 - 5_§ . (2843’)

Die im Unendlichen verschwindende Losung der Gl. (287a) lautet mit
einer willkiirlichen Integrationskonstanten A4

II=4-H(ke), (287b)
so daB als Potential folgt

§——4 H(ko) jk-<, (288)
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wihrend die Feldstirken werden
k2n? . ik (n? —£2 .
6, — 4[5 B o) + ET 25 B (o)

e E@En) (288a)
€, =4[ — =Bk o)+ B (o)
In der Umgebung des Senders herrscht das Potential
L 2ikE 28 \
lim = A- < = 2
g—»Oq) T ke ETS (288b)

Nun erzeugt ein Strom J, der durch einen Erder in die Schicht ein-
gefiihrt wird, nach Nr. 25 das Feld

J

Pe = Gaxd PO (289)

so daB als Potential zweier lings der £-Achse im Abstand ! voneinander
befindlichen Erder, welche den Strom in die Erde hinein und heraus
leiten, entsteht

0 J 1
—p e Ih LS (289a)

9 2mxd o
Aus dem Vergleich mit (287e) erkennt man die Identitdt des Strémungs-
feldes der Funktion I7 mit dem Feld des Senders, wenn man

n Jh Jh
A:?'and:4xd (2880)

wahlt. Als maximale Empfangsstirke erhéilt man daher aus (287d)
durch Spezialisierung auf die Symmetrieebene des Senders mit Beachtung
von (211)

hm‘@E Imax = 4z xA 'kaH(l)OkQ)‘
Jl _ e—2ayxf10—*p
4” A 4.7ZMCU10 R ————
Y VZxfion
—J.t gV(f 1070 eP7VxFi07e  (98g)
Ve

und als Empfangsspannung zwischen zwei im Abstand !’ einge-
schlagenen Sonden

lim | B, _ g [T em2a VA fio

o> 4 % Ve
Der Vergleich mit den entsprechenden Beziehungen (278e) und (283a)
des vorigen Abschnittes zeigt, daB — von der Démpfung .des Feldes
durch die Leitfahigkeit des Bodens abgesehen — die Abnahme der
Empfangsspannung nur mit der Wurzel der Entfernung, also viel
langsamer als im homogenen Erdreich erfolgt. Beispielsweise findet

(288e)
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man fiir die im vorigen Abschnitt genannten Zahlen, wenn man A zu
5 m annimmt

108.10° _ 4 /00 T0=08 o~ Toicior
) 9.1/ B00-1079% ¢~ Tat10

o 500 2.10-4 Ve
J D
1,41.10°
=15 Volt,
Ve
also fiir eine Entfernung von ¢ = 2 km
2:108
¢ 2T LA
| B o = 15— = ~ 6,92.1077 Volt .

y2-108
Durch die nur oberflichliche Leitung des Stromes wird also die Ampli-
tude der Empfangsspannung gegeniiber der Strahlung im homogenen
Boden bei Lage der Stationen an der Erdoberfliche nochmals um etwa
das 10fache erhoht, so daB die Reichweite entsprechend anwichst.
Die hier durchgefiihrten Rechnungen geben die wirklichen Verhalt-
nisse insofern nicht vollig wieder, als die magnetischen Feldlinien ge-
mifl der angenommenen Hertzschen Funktion senkrecht zur Erd-
oberflache verlaufen, wihrend sie sich in Wahrheit in den stromlosen
Réumen oberhalb und unterhalb der leitenden Schicht schlieBen. Der
hiermit begangene Fehler &ndert indes nichts an der GroBenordnung
der angegebenen Felder, wie man leicht erkennt, wenn man mit einem
passend verkleinerten Wert der Leit-
fahigkeit in die entwickelten Glei-
chungen eingeht, welcher entspre-
chend Nr. 36 und 37 den wahren
Verlauf der magnetischen Feldlinien
in brauchbarer Néherung erfaft.
45, Strahlung lings parallelen
Drihten zur Bestimmung der Erd-
bodenleitfihigkeit. Wihrend man
die Leitfihigkeit der Erde in den
meisten Féllen durch Ausmessung
des Ausbreitungswiderstandes zweier
Sonden bekannter Form bestimmt,
zieht man eine Messung mit Wechsel-
strom vor, wenn groBe Genauigkeit verlangt wird. Eine vielbenutzte
Anordnung wird durch zwei in kleinem Abstand D parallel zueinander
vergrabene Drihte vom Halbmesser p, nach Abb. 109 dargestellt, welche
von einer Wechselstromquelle gespeist werden.
Wir fiihren ein rechtwinkliges Koordinatensystem z, y, z ein, dessen
z-Achse in die Richtung der MeBdrihte weist. Wir beschreiben das Feld
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durch eine Hertzsche Funktion 77, deren Achse mit der z-Achse zu-
sammenfallt; ihre Gleichung lautet daher

eIl | &I
T +azg KII. (289)

Wenn die Mefdrihte hmrelchend starken Querschnitt besitzen, erzwingen
sie langs der z-Achse den Zusammenbruch des elektrischen Feldes; aus

— a2H
€. =5n + (290)
folgt daher sogleich die Bedingung
eIl
ﬁ‘ = k? H (289 a)
deren im Unendlichen verschwindende Lésung lautet
II = A(x,y)-e*=. (289 b)

Das Potential

p=1Fk-A(x,y) & = @ -ek5; @ =k -A(z,y) (291)
ist der Hertzschen Funktion proportional, daher der Differential-
gleichung (290) unterworfen. Aus dieser Bedingung ist jede Bezugnahme
auf die zeitliche Schwankung des Feldes verschwunden; das Poten-
tial ist somit in jeder Ebene identisch mit dem stationéaren
Stromungsfelde zweier paralleler Drihte, deren einer als
Hinleitung, deren anderer als Riickleitung dient. Der pro
Lingeneinheit austretende Strom erzeugt nun im stationiren Zustand
zwischen den Driahten eine Spannung, welche durch den Ausbrei-
tungswiderstand pro Lingeneinheit gegeben ist; mit Benutzung
von Gl. (148c), Nr. (26) ist alro, wenn man beachtet, daB hier der Aus-
breitungswiderstand beider Drihte einzusetzen ist,

= 2 D aJ
E=27|:x']n”970'$- (2913,)

Da fiir die Abnahme dieser Spannung lings der Drihte das Gesetz (291)
gilt, berechnet sich der Strom aus

— 1 D 6J
.okz — __ .
EBy-et? = T In = ) "oz
J E T 1 ok2 E, ekz (2911))
= — E,. . —_ ,
kLD 3
Qo
wo durch 1 nx T x 1
18 — — — —_ .
/8 k ]ng, —jV4m0x10-° .
)
1 V »* 1
= — —- — 2910)
=7 Voo o

der Strahlungswiderstand B eingefiihrt ist.
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Esg ist bemerkenswert, daB man diese Beziehungen auch auf elemen-
tarem Wege herleiten kann. Setzen wir nédmlich die Ableitung je Lingen-
einheit der Drahte gleich g, die Selbstinduktion der L#ngeneinheit
gleich L, so lauten die Systemgleichungen

— LY e LjwT
- (292)
0J —
mit den im Unendlichen verschwindenden Lésungen
E:Eo-evjjyng'z l
V-iYoLg y-iVolg-
J:EOW'G 4 g2 (293)
— 9 Vi VwLyz:Eo-eV—:" VoLg-z
*V=iYeoLy 8
wobei jetzt
1g=— —9 | 293a
V—iYoLg (2932)
Beide Darstellungen werden identisch, wenn man setzt
—jJjoLg=k= —jdaxwl0? (294)
und
T x
9=—7p» (294a)
In—
Qo
so daB also als Selbstinduktion folgt
2 . —9
L=—F _ mitzxel0? 440D 4o, (295)
. —7 g . T x Qo
Y
D
In—
Qo

Das ist genau der Wert, den man aus dem Magnetfeld der stationéren
Stromung unter Vernachlissigung der innerhalb der Dréhte aufgespei-
cherten magnetischen Energie findet, und somit ist gezeigt, dal Strah-
lungstheorie und elementare Behandlung zum gleichen Ergebnis fiihren.

Indem wir nunmehr zu Gl. (291b) zuriickkehren, kénnen wir mit
E,.3 = J, schreiben

i_ — ok7 — er] Vaarwiooz
J,

0

, (291¢)
so daBl der Strombetrag lings der Drahte nach der Beziehung abnimmt
LT g2 Varioes, (291d)

1o
Ollendorff, Erdstrome. 11
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Aus der Beobachtung der lings einer bestimmten Strecke erfolgenden
Stromabnahme ergibt sich somit die Leitfihigkeit des Erdbodens
10 ]
422 f /3
Beispielsweise folgt fiir eine Stromabnahme |J|:|J,| =3:1 bei
100000 Perioden/sec lings einer Strecke von z =20m = 2-103cm
10°

I o
%= 457 jo5q05 I3 = ~ 0,69-107°.

Wahrend in der Herleitung dieser Beziehungen vorausgesetzt wurde,
daB die MeBdrahte unendlich lang sind, muB8 man sich in Wirklichkeit
mit Drahten endlicher Linge begniigen. Fordert man beispielsweise,
daB am Ende der Strom auf 1% seines Anfangswertes abgesunken sei,
so ergibt sich die erforderliche Drahtlinge ! nach (291d) aus
1 s 0,73 :
m:e—znuno -1, ZIW:O,BA, (2911)
wo A die im Erdreich gemessene Wellenlinge des Betriebsstromes be-
deutet. Wenn man also nicht zu groBe Priifdrahtlingen erhalten will,
ist man auf die Messung mit Hochfrequenzstrémen angewiesen;
beispielsweise ergibt sich fiir f = 100000 Perioden/sec 4 = 100 m und
also I = 75m fiir mittleres Erdreich.
46. Banderder fiir Antennen der drahtlosen Nachrichteniibermitte-
lung. In den meisten Fillen werden die Strahldrihte der Stationen
fur drahtlose Nachrichteniibertragung geerdet. Der

% (291e)

J
IZI Ausbreitungswiderstand der Erderanlage bildet einen
» erheblichen Teil des gesamten Verlustwiderstandes der
4 \ Antenne und beeinfluBt daher wesentlich den Wirkungs-
9 \ grad des Strahigebildes.
a7 : Als Element eines solchen Erders behandeln wir
% ein gestrecktes Band der Lange 2! und des Halb-
N o messers g,. Wir setzen zunichst voraus, da die Ein-
% grabtiefe die GréB8enordnung der
¢ in Gl (291f) angegebenen Linge
43 besitzt, so daBl in guter Naherung
az . von der Wirkung der Erdober-
\\ fliche auf das Erdstrahlungsfeld
a1 P~
N abgesehen werden kann.
0 a7 6z 03 6% Q5 a6 47 GF 49 izt Wenn die Bandiinge nicht

Abb. 110. _Stromverteilung lings eines Bander- 2zu grol wird, darf der Wider-
ders fiir Hochfrequenz bei einer numerischen :

Bandlinge £ = 7. stand des Erderleiters vernach-

lassigt werden. Die im vorigen

Abschnitt durchgefiihrten Untersuchungen zeigen, da man dann Strom

und Spannung lings des Erders nach den Gl. (292) zu berechnen hat.
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Der gesamte Ausbreitungsleitwert des Bandes fiir stationdiren Strom
gleicht dem doppelten Kehrwert des Ausdruckes (65)
4nxl

In —
Qo
so daB der Ausbreitungsleitwert je Lingeneinheit betrigt
G 27 %
In—
Qo

Gemil (295) hat man also dem Erder je Lingeneinheit die Selbst-
induktion zuzuschreiben

—9 —9
A LA U S PR TR (296b)
_jw2nx Qo
]n—z—l
Qo0

Der Bedingung eines am Ende des Bandes (z = I) verschwindenden
Stromes geniigt die Losung der Gl. (292)

J:J_sinﬁ~]/ng-(l——z):J_sinjk(l—z) (297)
0 gin}j-YoLgl 0 sinjkl
wo J, den Strom am Zufiihrungsorte angibt. Die Stromabnahme folgt
also dem Gesetze

[J| |sinjk(@—2)| |sin{(—j—1D2a}xf10—° (—2)}
[dy] — | sinjkl | sin {(—j—1)2al}
b4 z
@ofzg(l——l-)_cosu(l—T) .
Cof2&—cos2&
wenn
5:2n1/nf10"9-l:2n{- (297D)

als ,numerische Lange*“ des Erderdrahtes definiert ist; Abb. 110
zeigt die hiernach berechnete Stromverteilung fiir & =z.
Die Spannung lings des Erderdrahtes ergibt sich aus (295) nach (292)

- 1dJ j»lcﬁl.cosjk(l—z\ﬁ~. 7.7, 008 k(l—2)

E= T g dr Yoyl Tjkl““’o Ro-jkl sinjki »(298)
wobei der Ausbreitungswiderstand R, des Halbdrahtes fiir stationiren
Strom eingefiihrt ist. Insbesondere ist die Spannung am Zufiihrungs-

punkt des Stromes

By~ JyRy-jkl-cotgjkl-—=J,-R,-(—j—1)-&-cotg {(—j —1)- &) (
. . —siné 4-jGin 2 298a)
= JoBo(—7 — 1)'5'*@Zof2§—00525

11*
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so daB der Halbdraht einen komplexen Ausbreitungswiderstand

besitzt . —s8in2£ 4 j Gin 2&
R=RBo(—7— D& o5 —cosos -

Sein Realteil liefert den leistungsverzehrenden Wirkwiderstand des
Erders

(298Db)

Gin2&+sin2¢
Cof2&~cos2&’
wahrend der negative Imaginérteil die Reaktanz des Drahtes angibt
o '6in2§-—sin2§.

wL=R, ¢ Goj2& —cos2¢&’

i Gin2&—sin2é
0 2f Gof2&—oco82& °
Fiir groBe numerische Drahtlingen erhdlt man die bequemen Néherungs-

R—R,¢ (298¢)

L—R (2984)

formeln 21 21
In— In — —
. o % l o @ 1/710~° 21
R——NRO'E—2nxl'2n7—‘ﬁ—l/—x"ln?0 (2989)
]n2l ln—2—l s
. 9—0 Lw 2 _i 102 21
L"”zmz'zf“znxzf‘znl/xf'lna' (2981)

Um MiBverstdndnissen vorzubeugen, sei wiederholt, da diese Be-
ziehungen erst fiir groBe Drahtlingen gelten; andernfalls mufl man die
genaueren Formeln (298¢, d) benutzen, aus denen man leicht erkennt, dafl
fiir kleine Drahtlingen der Ausbreitungswiderstand natiirlich wieder
zunimmt; lediglich bei groflen Drahtlingen tritt die paradoxe Er-
scheinung eines mit der Drahtlinge zunehmenden Ausbrei-
tungswiderstandes auf, der allerdings, da ! unter dem Logarithmus
steht, nur sehr schwach ausgepriagt ist und praktisch keine Bedeu-
tung besitzt.

Wihbrend wir bisher angenommen hatten, daf die Strahlung nach den
Uberlegungen des vorigen Abschnittes richtig bestimmt ist, trifft dies
in Wahrheit wegen der endlichen Lange des Erderdrahtes nur ndherungs-
weise zu: Dem bisher berechneten transversalen Felde ist das rdumliche
Strahlungsfeld des Erderdrahtes zu iiberlagern. Fiir einen Aufpunkt
(0, {) ist nun nach Nr. 43 der Betrag, den das Stromelement J,d, des
Erderdrahtes zum Strahlungsfeld liefert

j‘ dz ev‘—72n V2% 100 Vor+ (z—L2

all =— - e )
I Inn Y@‘-{—(Z—C)g ) (299)
so daB das zusétzliche Strahlungsfeld des Halbdrahtes durch
! l
_ . F . . _ ]/ez_'_(z_ﬁ
H=fdﬂ= Jo -J‘jkc.os?k('l 2)ef dz (299a)
dax sinjkl-Yo+(z—2C)?
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gegeben ist. Diesem Felde entspricht eine longitudinale elektrische
Feldkomponente, welche zusammen mit dem Strom einen zusétzlichen
Energieflul in das Erdreich treibt und dadurch einen weiteren Energie-
verlust verursacht. Die genauere Durchfithrung der Rechnung! zeigt
indes, daB der zugehorige Zusatzwiderstand in allen Féllen gegen den
Wert (298e) zu vernachléssigen ist, so daB wir weiterhin nur diesen
beriicksichtigen.
Fiir einen Draht von ! = 50 m Halblinge bei einem Halbmesser von
0o = 1 m, welcher in mittlerem Erdreich (x = 10— Siemens/cm) liegt,
ergibt sich bei f = 100000 Perioden/sec
2-5000
1
0 = 2710-4.5000
10°-10—° . 2-5000
- 1

In

R —2,93 Q

R= =920

L= 2%]/10%2:’05 1n 2% — 14610~ Henny .
Man erkennt aus diesen Zahlen, daf der Ausbreitungswiderstand durch
die Zusammendringung des Stromaustrittes auf eine enge Umgebung
der Zufiibrungsstelle auf mehr als das Dreifache seines Wertes fiir
stationdren Strom ansteigt, so daB ein
derartiges Erderelement noch einen fiir
viele Zwecke unerwiinscht groflen Aus-
breitungswiderstand besitzt. Erst durch
Zusammenfassung mehrerer derartiger
Elemente zu einem Mehrfacherder
kommt man zu Anordnungen von hin-
reichend niedrigem Widerstand.

Fir einen Erderstern, der nach
Abb. 111 aus 20 strahlenférmig verlegten Halbdrdhten vorgenannter
Abmessungen besteht, findet man nach Nr. 14, Gl. (82¢) mit

0,, = 25 m; Rw:%20,46g
als Giitegrad des Mehrfacherders
1 1
y = = = 42,3%,
- 1 les LT L

2710-4.2.2500- 0,46 "
go daB die Anordnung den Ausbreitungswiderstand besitzt

0,46

Ryo = 0,423

=1,09 Q.

1 Ollendorff, F.: Die Grundlagen der Hochfrequenztechnik, S. 563.
Berlin: Julius Springer 1926.
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Die vorstehenden Ableitungen kénnen sogleich auf einen nach Abb. 112

nfach symmetrisch gespeisten Kreisbanderder iibertragen werden.
Bedenkt man nidmlich, daB in der Mitte
zwischen zwei Speisepunkten der Band-
strom aus Symmetriegriinden verschwin-
den muB, so kann man den Erder in »
Abschnitte zerlegen, deren Halbdraht-
linge ! aus dem Ringhalbmesser g, zu

=228 "o (300)

2n n

folgt. Ein an 20 Stellen gespeister Ring
von g, = 160 m Halbmesser beig,=1 cm
Drahtradius ergibt also unter den friiher
genannten Betriebsverhiltnissen pro
Halbdraht den Widerstand

2.7 .16000
10-5.10-° 20
R= '/ oI i = 8,55 Q,

also pro Speisepunkt

R — f;—: 428 Q.

Der Giitegrad betrigt, da R, = 0,214 2

. 1 1
= I ~ 11046
1+ 5 To-+-9-16000- 0,214

so daB als resultierender Ausbreitungswiderstand des Kreisbanderders

folgt

= 68,5%,

0,219

Retr = 5635

= 0,313 Q.

Man erhélt also einen erheblich kleineren Aushreitungswiderstand wie
bei der Anordnung eines Erdersternes; hierbei ist aber zu bedenken,
daB einmal der Materialaufwand viel gréBer ist als im friiheren Falle,
weil jetzt die Speiseleitungen hinzutreten, und daBl aullerdem der Strom
den Widerstand dieser Zufiihrungsleitungen zu iiberwinden hat, der
sich zu dem angegebenen Ausbreitungswiderstand des Kreisbanderders
addiert.

Die hier berechneten Ausbreitungswiderstinde werden nun durch
die bisher auller acht gelassene kapazitive Riickleitung der Stréme zu
den Luftdréhten verringert; das MaB der Verringerung ist aus den in
Nr. 32 durchgefiihrten Rechnungen zu entnehmen. Beispielsweise er-
hélt man fiir eine Schirmantenne, welche in A = 80 m mittlerer
Hohe kreisformig mit einem Halbmesser von g, = 60 m ausgespannt
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ist, aus (181b) die Verringerung des Ausbreitungswiderstandes
1 1 . 6000
2% 10— 6000 ** ™ 15500° 1 8000°

Wihlt man den oben beschriebenen Erderstern als Antennenerder,
so entsteht als resultierender Erderwiderstand

R,=R,,— 4R =109 — 0,178 = ~ 0,81 2,
so daB als die kapazitive Riickleitung des Stromes die Erdungsverhalt-

nisse erheblich verbessert. Benutzt man zur Berechnung des Strah-
lungswiderstandes der Antenne die Beziehung?!

‘AR — = 0,266-0,646 — 0,178 Q.

Ry, — 160" (1 ),

wobei 4; die im leeren Raum gemessene Wellenlinge des Betriebsstromes
bedeutet, so erhdlt man im vorliegenden Falle (4; = 3000 m)

80 \2
3000) =114 Q

und also als Antennenwirkungsgrad (ohne Beriicksichtigung des
Verlustwiderstandes der Luftdrihte)
Ry L4
1= Re+R  1,4r081

Ry, — 160*

= 589%.

Da die Luftdrahte nur einen relativ niedrigen Widerstand besitzen, kann
man den Gesamtwirkungsgrad der betrachteten Antenne zu rund 50%
schitzen, ein Wert, den man bei gut ausgefiihrten Sendeanlagen der
drahtlosen Nachrichteniibermittlung auch wirklich beobachtet und
iiber den man mit Riicksicht auf die hohen Kosten der Erdererstellung
nur in seltenen Fillen hinausgeht.

47. Wirkungsweise von Gegengewichtsdrihten und Erderleitungen
von Antennen. Um die Verluste durch Erdstromung in Antennen-
anlagen an Orten sehr schlechter Erdbodenleitfihigkeit zu verringern
(sandiger oder steiniger Boden), pflegt man héufig die unmittelbare
Erdung durch Erstellung eines Gegengewichtes zu ersetzen: Eine
Anzahl gut leitender, am Ende isolierter Drahte wird vom Fulpunkt des
Strahldrahtes aus in geringer Héhe iiber dem Erdboden strahlenformig
nach allen Seiten hin verspannt. Ein &hnlicher Gedanke liegt den
Speiseleitungen fiir Erder entsprechend den Darlegungen des
vorigen Abschnittes zugrunde, welche man vom FulBpunkt des Strahlers
dicht oberhalb des Erdbodens bis zum Erder fiihrt, wo sie unmittelbar
oder iiber besondere Regelapparaturen an den eigentlichen Erder an-
geschlossen werden. Betrachten wir als Element einer solchen Anlage

1 Vgl. z. B. F. Ollendorff: Die Grundlagen der Hochfrequenztechnik. S. 562
Gl 50¢.



168 Erdstrahlung.

einen einzelnen Draht, so lassen sich beide Anordnungen in dem Schema
einer Leitung nach Abb. 113 zusammenfassen, welche am Anfang

durch einen gewissen Strom J, erregt wird und am Ende iiber einen vor-
gegebenen, komplexen Endwiderstand R, geschlossen ist.
Die Grundlagen fiir die- Verteilung von Strom J und Spannung Z
5 . 7 lings einer solchen Leitung entstehen
= aus der Anwendung der beiden Kirch-
hoffschen Sitze auf ein Lingenelement
P mmmpnesaenew gz, Wir fithren die Kapazitit C der
oty Hoehirenmenmatint abe finge. Léngeneinheit, die Selbstinduktion L der
Langeneinheit und den Widerstand R der
Langeneinheit ein, wihrend die Ableitung zwischen Leitung und
Erder vernachldssigt wird, und erhalten in bekannter Weise

St

0 _rr+1Y
07 _ 0B (301)
T oz ot
Mit Beschrankung auf periodische Vorginge der Kreisfrequenz w
E=Re (B eiot); J=Re(JeiY) (302)
gehen diese Gleichungen iiber in
dB
b_(R—mL)Jl (3012)
— % =—jwCE I

Ihre Losungen lauten
j .Y B—jeLljoCl -2

j= 0 . - - "
sinf(R—joL)joCl (301b)
E__l_ aJ F 'V@—ij)cos]/(R—jcoL)ij(l’—z)
joCdz 70 jol sinJ(B—joL)joC

wo J, den Strom im Zufihrungspunkt, I’ eine Integrationskonstante
bedeutet. Sie bestimmt sich aus der Grenzbedingung am Draht-
ende (z=1)
Vﬁjy oL
= = : o T jolC
JR=E; tg)R—jolLl)joC( —l):_T_ (303)
oder R—jwlL

-8 g E—jeljwo!

tgYB—jol)joll = (303a)

VR—-—ymL
’“’0 T 12" tgfR—jeoL)jwC-l
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Der (komplexe) Widerstand der Anordnung ergibt sich durch Division
der Spannung durch den Strom nach (301b) fiir z = 0 zu

E—joL . - ,
= — VTyg-cotg]/(R—wa)wal

VR—-wa
wo e Y .
V —7wL Zﬁe tgY(BR—joL)jwC-1
P jeC /B—joL - (304)

T gy RB-jeLl)jwC-l

Die Aufspaltung dieses Ausdruckes in Real- und Imaginérteil fithrt im
allgemeinsten Falle eines beliebigen komplexen Endwiderstandes R,
zu sehr uniibersichtlichen Formeln, so dafl man sie besser bei der nume-
rischen Berechnung vornimmt. Wir begniigen uns hier mit der Dis-
kussion fiir einige wichtige Spezialfille.

Zuerst behandeln wir einen Draht, der lediglich als Gegengewicht
arbeiten soll; hierfiir ist :, —> oo zu setzen, so daB sich (304) vereinfacht
in

R= —I/ 7(00 cotg V(B —joL)jwC-l. (305)

Wir fithren die komplexe ,,numerische Drahtlinge** ein durch die Defi-
nition

VB —jol)joC-l—atjp; azle—;—O(L—I—VLz—I—g—:);
p—ot) s o1+ + 5, (309

womit (305) die Form annimmt

sin2¢—j@in2g

1
m:_ngl(”-‘r‘ﬂg)'m- (305a)

Widerstand und Reaktanz ergeben sich also nach
1 —fsin2e+aBin2f,
9 wCl Goj2f—ocos2a °’
1 pGn2pf+«sin2a

wLa:*w—C_l' Gof2f—cos2e (305b)

Fir hinreichend kleine a und g gilt demnach niherungsweise

T
imB, =3 o0 mel,=—gm (3050)
>0 >0
wihrend fiir sehr grofe « und B entsteht
@, ; —_ kB
grroloR + 5 alilngg— i (8054d)

B> Brx
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Ein solcher Gegengewichtsdraht laBt sich also stets durch die Reihen-
schaltung einer Kapazitat mit einem Widerstand nach Abb. 114 ersetzen.

Sei jetzt der Draht als Erderspeiseleitung unmittelbar an einen
Erder vom Widerstande R, angeschlossen, so entsteht aus (304) mit
Beachtung von (306)

1
l+m’m(“+jﬂ)tg(“+jﬁ)

1 . |
Yool (307)
c T _ .
" foCiR, *TIF) —tgatif
Fiir sehr groBe numerische Drahtlingen gilt hiernach
. 1 o e
fims: - 5—:,7;(“ S INE Eians =%
ﬂ_)w ﬂ—}w
1 B
(Eﬂw Ls =+ Lai (307a)
B>

in Ubereinstimmung mit (305d). Erderspeiseleitungen konnen also nur
dann merklich den Erdern Strom zufithren, wenn die (komplexe) nu-
R . merische Drahtlinge nicht zu gro8l wird; andern-
UL = falls erreicht die vom Zufiihrungspunkte eindrin-
4 gende Welle das Drahtende nicht mehr, der
Draht wirkt lediglich als Gegengewicht, die

Abb. 114. Ersatzschema . PRI
cines Gegengewichts- JHrder werden nicht ausgenutzt. Spezialisieren
drabtes. wir demgemdf auf kleine reduzierte Draht-

lingen, so entsteht aus (307)

C=

=

2
aﬁ{ 01R0+§mcmo}'

lim By = R, 5
am fog 1+ CC PR
£>0
2
2o ftw ClR,+P 011‘;
!}1_?01(0 L5 = Ro T+w® CPE R > (307b)
>0

sodaflauch eine solche Speiseleitung durchdas Ersatzschema nach Abb. 114

wiedergegeben werden kann, so lange 2e¢f-+wCIR, ﬂ*g—l ; > 0;

andernfalls ist sie durch die Reihenschaltung eines Widerstandes mit
einer Selbstinduktion zu ersetzen.

Wenn der Erderwiderstand sehr klein ist, erhilt man mit %, — 0
aus (304) den KurzschluBwiderstand der Leitung

srtkzl/ 7"7‘"L tg YR —jow L)joCl

.o\ 8in2a+jGin2p
B) Sin2e+jGin2fp

"oos2oz+(§oi2ﬂ (308)

1
=o' @
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also
1 fsin2c+ain2f,

By = 61 o8+ Goj2F
. 1 —«sin2«-+-p6Gin2p
wL’“*'aTC’_l' cos 2+ Gof28 (308a)
Fiir kleine numerische Drahtlangen ist
. _ 2af,
i k= 5
>0
. 1 ; 1
‘]zl_I)I;Q)Lk:-— m'(ﬂz—az):+m(ag—ﬂg), (308b)
B0

wihrend fiir groBe numerische Drahtlingen wiederum die Gl. (305d)
gelten.
Mit Benutzung von (305c) und (308b) kann man (307b) schreiben

R,+ R, -+ R, ?C*I*-R} .

ahm%RS: I+ w2 C*FR; ’

>0

. —Ry-2«f+wl,—wClR
limw Lg = 0 = 307¢c
o 1+ wf C*I R} (307¢)
B0 -

Nun ist —w%l der kapazitive Widerstand des Drahtes fiir die Betriebs-

frequenz; solange daher R, klein gegen w_lcﬁ bleibt, wird merklich
limR;—=R,+ R,; limwLs=wl,—2«¢p-K, (307d)
a—>0

>0
B0 >0
und erst, sobald der Erderwiderstand die GroBenordnung des kapa-
zitiven Widerstandes des Speisedrahtes erreicht, muBl man mit den
genaueren Werten (307c¢) rechnen.

Die hier abgeleiteten Beziehungen gelten unabhingig von der Grofle
der Kapazitit C, der Selbstinduktion L und des Widerstandes R, sofern
nur diese lings des Drahtes konstant sind. Allein wiahrend man diese
GroBen in der Theorie der Freileitungen niherungsweise als Konstante
der geometrischen Abmessungen betrachten kann, gilt dies hier nur von
der Kapazitit; dagegen werden Selbstinduktion und Widerstand in-
folge der Riickleitung des Stromes durch die Erder stark von der Fre-
quenz abhéngig.

Wir berechnen die Kapazitdt mittels der in Nr.7 entwickelten
Abbildung des elektrostatischen Feldes auf das Feld der stationiiren
Strémung. Der Spannungsabfall lings der Erdoberfliche kann hierbei
vernachlissigt werden ; ist dann % die Hohe des Drahtes iiber dem Erd-
boden, g, der Drahtradius, so liefert die Methode der elektrischen Bilder
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als dquivalentes System zwei im Abstand D = 25 voneinander befind-
liche Drahte gleicher Querschnittsabmessungen. Der Ausbreitungsleit-
wert eines Drahtes betrigt nach (294a)

27
g: 2h:
In —

Qo

(309)

. 1 . C
so dafl mit ¢, = 4.9.10u (Dielektrizititskonstante des leeren Raumes)

die Kapazitit der Lingeneinheit folgt

o 27 e, . 1
T2t gum 2t
Q Qo
Fiir die Werte der Selbstinduktion und des Widerstandes sind die Ent-
wicklungen der Nr. 37 zu benutzen. Nun ist die reduzierte Héhe der

Leitung tiber Erde

Farad/cm. (309a)

&g =2nh)xf10"%h (310)

beispielsweise noch fiir 2 = 1 m, % = 10-4 Siemens/cm, } = 107 Perio-
den/sec (A = 30 m in Luft!)

= 2x
—4, 7. —9. 2
£, =2mJ107%-107-107?-100 = 10 °

also bei Betrieb der Antenne mit nicht extrem hohen Frequenzen relativ
klein. Bei Beschrinkung auf solche Frequenzen kann der Widerstand
aus (219), die Gesamtselbstinduktion des Luft- und Erdfeldes aus (223)
entnommen werden ; hierbei ist, wie praktisch meist zulissig, der Eigen-
widerstand des Seiles gegen den Riickleitungswiderstand der Erde ver-
nachlissigt ; andernfalls tritt dieser Seilwiderstand unter Beriicksichti-
gung der Stromverdringung im Seil additiv zum Gesamtwiderstand
hinzu. Als Beispiel behandeln wir einen Draht von 0,25 cm Durch-
messer, der in A = 100 cm Hohe lings einer Strecke von I = 160 m
iiber mittlerem Erdreich von » = 10~ Siemens/ecm Leitfihigkeit aus-
gespannt ist; die Betriebsfrequenz sei f = 100000 Perioden/sec.
Die Kapazitat betrigt

= ! 500 — 0,0083- 107! Farad/em = ~ 0,075 cm/cm,
18.101t1n =
0,25
die Selbstinduktion
_9 0,178 o
L=2.10"%1n =5,65-107? Henry /em = 5,65 cm/cm

y 10-+.105.10—°. 100
der Widerstand
R=7%.10°-10"? = 1073 Q/em .
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2
Da bei diesen Verhiltnissen ﬁ—g < L?, kann man nach (306) setzen

¢—~wl-YL0; p=~wlYLO 3 X —a.; B (306a)

so daf
o=~ 2m-10%.16000. ]/5,65-10‘*’-0,0083-10_11 = 0,218;

1 103
2 22.10%.5,65.10—°

= ~27-10°-16000- 1 5,65-10~°.0,0083 - 1071 .
= 0,0306.

Diese Langen sind so klein, daBl man (305¢) benutzen kann; mit (306a)
folgt zunichst

1 R
22. . — —
PR Pt 777 20 TR
9= '3 wCl =gt @8 T LoD
also R, = 5-16000-1077 = 5,34.Q;
1 i
oL, = — 5 150083 10--16000 — — 1200 2 (kapazitiv!)

Wird jetzt der Draht als Speiseleitung eines Erders von R, = 6,25 Q
Ausbreitungswiderstand benutzt — es entspricht dies den Verhilt-
nissen des im vorigen Abschnitte behandelten Kreisbanderders (0,313
- 20 = ~ 6,25 2) — so ist
1 1

«0Cl-R, T 24.10°- 0,0083-10—11.16000.6,25
Man darf daher (307d) anwenden; da weiterhin o« und g klein sind,
ist nach (308b) mit (306a)

= 0,0052.

R

220 -—_
R_gﬂ_ml LC“’L_RZ-
*= o0l w0l 0

1 2
ka:wim.wele.Lo@—zaﬁiLg)=sz(1_ia%)=~sz (308¢)
und (307d) geht iiber in

lim Ry = B, + R-1;

a—>0
£—>0

. R C
lim o Ly = 0 L1 — Ry 0 1% L C- 77 = ©Ll(1—RylR-7). (307¢)
>0

ZahlenmifBig wird

Rg = 6,25 -- 10716000 — 22,5 Q;

.10-11
© Lg = 210 -5,65-107-16000 (1— 6,25 16000102, 8% )

5,65-10—°
= 58,6 (1—0,0014) = 58,5 Q.
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Gehen wir jetzt zu der im vorigen Abschnitt behandelten Kreisring-
Erderanlage mit 20 Speisepunkten zuriick, so folgt als Gesamtwider-
stand der Anlage
R
R-zo = 2‘(‘; =
Es ist bemerkenswert, daB dieser Wert genau die gleiche GroBenord-
nung besitzt wie der im vorigen Abschnitt berechnete Ausbreitungs-
widerstand des Erdersternes, fir welchen wir R,,= 1,09 2 gefunden
hatten. Man beachte hierbei, daB man diese Verhiltnisse weder durch
Anderung des Speisedrahtquerschnittes noch durch Anderung der
Hohe des Speisedrahtes iiber Erde beeinflussen kann, da By — innerhalb
der Giiltigkeit unserer Naherungen — von diesen beiden Konstruktions-
daten vollig unabhingig ist. Bei der Berechnung eines Netzes von
Drihten, welche sternférmig iiber der Erde ausgepannt sind, haben
wir die gegenseitige Beeinflussung der Einzeldrihte vernachlissigt.
Wir werden spiter (Nr. 49) zeigen, dall dieses Vorgehen berechtigt ist,
solange es sich um die Beeinflussung nahe nebeneinander parallel ge-
fithrter Drihte handelt, da man in diesem Falle die Driahte durch eine
einzige ,,Ersatzleitung‘‘ hinreichend genau erfassen kann. Diese Uber-
legung gilt indes, strenggenommen, nicht mehr fiir ein strahlenformig
abgespanntes Drahtnetz. Wir wollen uns indes hier mit der skizzierten
Niherung begniigen. Infolge der bisher vernachlissigten kapazitiven
Riickleitung des Stromes nach der Antenne hin sind die wirklichen
Verlustwiderstinde stets kleiner als die hier angegebenen Gréfien
(vgl. auch Nr. 32). Dies ist namentlich bei sehr schlechter Bodenleit-
fihigkeit zu beachten, da im Grenzfall » =0 offenbar der Verlust-
widerstand voéllig versechwindet.
48. Eigenfrequenzen einer Leitung mit Erdriickleitung. Wir berechnen
die Eigenfrequenzen einer homogenen Leitung der Lénge /, deren Riick-
- . leitung durch die Erde gebildet
= j\"q{"wfmw Fal e wird. Die Geset.ze der Strom- und
l ] l\ } & | Spannungsverteilung léings der

1,13 2.

am Ende iiber den komplexen
ﬁ:.b_.rllf' Zu den Eigenfrequenzen eine; Widerstand me geSChIOSSBIlen Lei-
’ L:ivtung mit Erdriickleitung. . t’ung sind in den GleiOhungen
(301b) und (303a) des vorigen Ab-
schnittes enthalten. Dort haben wir den Strom als eingeprigte
Kraft gegeben angenommen; demgegeniiber sind die Eigenschwin-
gungen dadurch definiert, daBl eingepragte Krafte dem System
mangeln: Der am Anfang der Leitung befindliche Widerstand %,
ersetzt den fehlenden Generator, so daB mnach Abb. 115 fir z =0
die Grenzbedingung statthat

J-®, L+ E=0. (311)

—_—
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Indem man dies in (304) einsetzt, entsteht

R—jolL
l jo C

. 1+ tgJ(B—joL)jwl-!
ERaJrVR.”“’L- Re =0 (312)
jel ]/R—ij
T*—thR—ij)wal
o 1+
d tg Y(R—jowL)jo C-1— S 312
oder  tg}(R—jol)jo ,VR_MK, (312a)
R, . jo L
VR—ij &,
jol

Diese Beziehung enthilt keinerlei Stréme oder Spannungen mehr; sie
verlangt vielmehr bestimmte, im allgemeinen komplexe Werte
w=w,+jo (813)
als ihre Wurzeln, welche hiernach nur von den Eigenschaften des Syste-
mes abhingen und mit den gesuchten Eigenschwingungen identisch sind.
Wihrend die strenge Losung der Gl (312a) groSe Schwierigkeiten
bereitet, 148t sich eine einfache Néaherung in dem praktisch wichtigsten
Falle sehr kleiner Dimpfung angeben. Wir wollen hierzu die verein-
fachende Voraussetzung machen, daf sowohl &, als auch R, rein ima-
ginir seien, so daB in ihnen keinerlei Leistung vernichtet wird. Mit
Benutzung von (306) konnen wir dann schreiben

48
tg(“"’_?ﬂ):majwol ¢“+jﬂ . (3138‘)

Fiir vernachléssigbar kleinen Widerstand verschwindet nach (306a) g,
8o daB diese Bedingung sich reduziert auf

14 0
tgo = Roj Ol - (313 b)
¢ Rjoll

Mit Beschrinkung auf hinreichend kleine reduzierte Leitungshéhen
ist hierbei

(314)

o ayE O
joll™ ~f C 4 Yxf10~2 9, Qo
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Nachdem hieraus der Zusammenhang zwischen o und f gefunden ist,
berechnet man zweckmiBig zunichst aus (313b) die HilfsgroBe o.
Dies geschieht leicht graphisch, indem man iiber o als Abszisse tg o
l und f(«) zeichnet, deren Schnitt
die gesuchten o-Werte Liefert.
Nachdem man dann entsprechend
Abb.116 in das gleiche Diagramm
% die erste der Gleichungen (314)
37 Z7 = durch Zeichnung von « als Funk-
!
l
|
|
|

\

\ Tgec
£/ AN

l
2k \ |
|
|
l

\\.<ﬁm)

I tion von f eintrigt, erhédlt man

r ! aus o die Eigenfrequenz f selbst.

| Von den unendlich vielen

| Eigenfrequenzgruppen, die sich

fir variable R, und R, ergeben,

—%, Dbesitzen zwei fiir die Anwen-
dungen besondere Bedeutung.

Eigenfrequenzen erster

Art treten bei R, — 0 (Kurz-

schluf am Leitungsanfang) auf.

Die Frequenzgleichung ver-

einfacht sich hierbei auf

-2}

B i Y

Abb. 116. Graphische Bestimmung der Eigen- tgu B E}{e- M—Ol . (315)
o

frequenzen einer Leitung mit Erdriickleitung.

Ist insbesondere die Leitung auch am Ende kurzgeschlossen, so kommt
mit R, =0

tge=0; «=0; =; 2n; ... (315a)
also nach (314)
g |/
= e "0 __ . .
3700 h =0; 7; 2x; ... (815D)
(]
Wenn dagegen die Leitung am Ende offen ist, hat man mit R, — o
tg & = 0o; azg; 3-’25; 5--;; (315¢)
Die Eigenfrequenzen nehmen also ab gemiB
0,178
2af1 Y% f10-2.g, ;L gE, T,
prar i LR 823 b5 - (315d)
Qo

In diesen einfachsten Fillen kann man somit auf die Ermittelung der
Hilfsgrofile « vollig verzichten.
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Eigenfrequenzen zweiter Art ergeben sich fiir R, — oo (Lei-
tungsanfang offen). Als Frequenzgleichung erhélt man aus (313b)

1 o
R joll
Wenn die Leitung am Ende ebenfalls offen ist (R, — o), erhilt man
wiederum die Eigenfrequenzen (315a, b), wihrend KurzschluB am
Leitungsende die FEigenfrequenzen (315¢, d) liefert. Die niedrigsten
(von Null verschiedenen) Eigenfrequenzen ergeben sich somit bei beiden
Schwingungsformen, wenn Anfang und Ende iiber verschiedene Wider-
stinde geschlossen sind.

Die entwickelten Eigenfrequenz-Formeln kénnen dazu benutzt
werden, um die Eigenschwingungszahl von Luftleitergebilden der draht-
losen Nachrichteniibermittlung zu berechnen, welche mit Gegengewichts-
drihten oder Erderspeiseleitungen entsprechend Nr.47 ausgeriistet
sind. Ihre wichtigste Anwendung finden sie indessen in der Unter-
suchung der Erdschluivorgiinge in Starkstromnetzen. In vielen solchen
Anlagen sind die reduzierten Leitungslingen so klein, daf8 man in der
Frequenzgleichung (313b) den Tangens mit dem Bogen vertauschen
kann und dann einfacher erhilt

tgo = (316)

R,
e
T R,jaCl

(313¢)
o
« T Rjell

o

Eine weitere Vereinfachung der etwas weitldufigen Auswertung dieser
Beziehung kann man dadurch erzielen, dal man mit Hinsicht auf die
schwache Kriimmung der den Zusammenhang zwischen f und « ver-
mittelnden Kurve (Abb. 116) die Eigenfrequenz zundchst schétzt und
hiermit in (313c) eingeht; weicht der hieraus resultierende Wert der
Eigenfrequenz von dem geschitzten Wert sehr stark ab, so muB die
Rechnung mit dem neuen Wert noch einmal durchgefiihrt werden,
wihrend man sich andernfalls mit dieser ersten Naherung begniigen darf.

X. EinfluB der Erdstrome auf die Vorginge des
stationiren Erdschlusses in Starkstromnetzen.

49. Ersatzbild des Erdschlusses. Bisher haben wir den ErdschluB-
strom in Starkstromanlagen, der in das Erdreich iibertritt und
dort die im Vorangegangenen eingehend geschilderten Wirkungen
hervorruft, als bekannt vorausgesetzt. Die Ergebnisse des letzten
Kapitels setzen uns in den Stand, seine GréBe in Abhiingigkeit von den
Betriebsdaten der erdgeschlossenen Anlage rechnerisch voraus-
zubestimmen.

Ollendortf, Erdstrome. 12
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Vor Eintritt des Erdschlusses herrscht zwischen der betroffenen
Leitung und Erde die Spannung E; sie gleicht bei Einphasenanlagen
mit gesonderter Hin- und Riickleitung (Bahnspeiseleitung) der halben
Betriebsspannung, bei Einphasen-, Gleichstrom- und Drehstrombahn-
fahrleitungen der vollen Betriebsspannung und bei Drehstromanlagen

normaler Bauart der Phasenspannung, also dem i%-fa,chen der Be-

triebsspannung.

Durch den Erdschlufl wird die Spannung der betroffenen Leitung
am ErdschluBorte zwangsmiBig auf einen sehr kleinen Wert herunter-
gedriickt, welcher dem Produkt des Erdschlufstromes mit dem Aus-
breitungswiderstand des Erdschlusses gleicht. Indem wir diesen dem
Gesamtwiderstand der Strombahn zuschlagen, gelangen wir zu dem Be-
griff des ideellen Erdschlusses, welcher durch den volligen Zu-
sammenbruch der Spannung zwischen erdgeschlossener
Leitung und Erde definiert ist. Hiernach ist der ErdschluB elek-
trisch gleichwertig mit dem Eingriff einer am Erdschlu8-
ort tatigen Spannung bei gleichzeitigem Verschwinden
aller eingeprdgten Spannungen

B = —E, (317)
deren Stromsystem sich dem Stromsystem der normalen
Generatorspannungen in der gesunden Anlage iiberlagert.
Denn diesem entspricht am ErdschluBort die Spannung E, so daf die
aus der Uberlagerung resultierende Spannung E, = K + E’ in der Tat
verschwindet. Allerdings gilt dieser Satz nur mit der Einschrinkung,
daB man die magnetische Sattigung im Eisen der Generatoren und Trans-
formatoren vernachlissigen darf, da andernfalls die Uberlagerung nicht
statthaft ist.

Fiir die Vorginge im Erdreich sind die normalen Betriebsstrome
ohne Interesse; insoweit die Folgen eines FErdschlusses untersucht
I werden sollen, kann

X daher — innerhalb
____Mm;" o : s ¥.§::.“:: ' der genannten Ein-

a)

schrinkungen—das
System stets durch

das Ersatzbild

b) I_;m
Ve--g m nach Abb.117b dar-
gestellt werden, in

Abb. 117. Schema eines %rgx%ﬁ?s und sein gleichwertiges welchem die Spa.n-
nung (317) auf das

sonst spannungslose System einwirkt. Durch diesen Kunstgriff wird
die Behandlung von ErdschluBproblemen betrichtlich vereinfacht; bei-
spielsweise hat man beim ErdschluB von Drehstromnetzen zu-
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nichst ein unsymmetrisches Drehstromnetz zu behandeln, wihrend das
entwickelte Ersatzbild sogleich auf ein Einphasenschema bestimmter
Konstitution fiihrt, dessen Untersuchung sich wesentlich einfacher
und rascher gestaltet.

50. Der Ersatzleiter einer erdgeschlossenen Leitung. Man gewinnt
eine fiir viele Fille ausreichende Ubersicht iiber die ErdschluBerscheinun-
gen, wenn man iiber die im allgemeinen beliebige Reaktanz der Genera-
toren und Transformatoren spezielle Annahmen macht. Zunichst
wollen wir stets voraussetzen, dafl die Reaktanz der Generatoren
verschwindend klein sei gegeniiber dem kapazitiven Widerstand der
Leitungsbahnen, eine Annahme, welche bei hinreichender GroBe der
in den ErdschluBl speisenden Zentralen stets zuldssig ist. Die Trans-
formatoren sind demnach auf der Generatorseite gegeniiber der am
ErdschluBlorte titigen Spannung E’ entsprechend Abb.117b als kurz-
geschlossen zu betrachten. Uber die Reaktanz der Transfor-
matoren lassen sich derart allgemeine Angaben nicht machen; man
kann indes zeigen, daB man je nach der Type, Schaltung und ErdschluB-
art entweder mit einer unendlich groBen oder mit einer nahezu ver-
schwindenden Transformatorreaktanz rechnen kann, um die wesent-
lichen Merkmale des ErdschluBvorganges zu erfassen (vgl. Nr. 53).
Die vorgenannten Annahmen fithren zusammen mit dem friiher ge-
nannten Ersatzbild des Erdschlusses sogleich zu einer sehr einfachen
Formulierung der Erdstromvorginge lings der Leitung. Denn fiir diese
sind offenbar die Erscheinungen, welche durch die elektromagnetische
Koppelung der nebeneinander laufenden Leitungen verursacht werden,
von untergeordneter Bedeutung, da hierbei die Erdfelder nur eine sehr
schwache Wirkung ausiiben; wir diirfen in unseren Untersuchungen,
die lediglich die Bedeutung der Erdstréme kliren sollen, von diesen
Koppelungsvorgéngen absehen. Hieraus darf aber nicht etwa geschlossen
werden, daBl diesen Vorgéngen an sich keine Bedeutung zukommt;
vielmehr spielen sie eine gefiirchtete Rolle bei der Ausbildung von
Oberschwingungen, welche durch das Zusammenwirken der Netzkapazi-
titen mit der Selbstinduktion der Transformatoren und Apparate ge-
bildet werden koénnen, und sind bei der Nachrechnung solcher Erschei-
nungen wohl zu beachten.

Mit Beschrankung auf die Vorginge, bei denen die Erdstromfelder
mafigebend beteiligt sind, diirfen wir hiernach das erdgeschlossene
System bei unendlich groBer Transformatorreaktanz als eine leerlaufende
Leitung auffassen, die am Anfang durch die Spannung E’ nach (317)
erregt wird; dagegen fiihrt die Annahme verschwindender Transfor-
matorreaktanz nach obigem zu einem System parallelgeschalteter Leiter,
die am Anfang ebenfalls durch E’ erregt werden. In allen Fillen diirfen
wir das Erdseil véllig vernachlissigen, da dieses nach Nr. 39 einen nur

12*
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unbedeutenden Teil des Erdschluflstromes fithrt; es ist lediglich bei der
Kapazitatsberechnung zu beachten.

Wir wollen zeigen, daB man diesen wichtigsten Fall auf das System
einer einzigen, am Anfang erregten Leitung zuriickfithren kann, welche
wir die , Ersatzleitung’ des erdgeschlossenen Systemes nennen;
sie wird durch einen ,,Ersatzleiter® dargestellt, welcher im Schwer-
punkt der wirklichen Leiteranordnung zu denken ist. Hierzu setzen
wir voraus, dall das Leitersystem so weit von der Erde entfernt ist,
daBl dort ihr Feld merklich dem einer einzigen Leitung, eben der
Ersatzleitung gleicht; hierdurch ist gewihrleistet, daB die Ableitung
der Erdstrome von der Erdoberfliche nach der Ersatzleitung hin nach
wesentlich den gleichen Gesetzen erfolgt wie bei dem wirklichen Leitungs-
system. Damit die Ersatzleitung auch gleiche Spannung gegen Erde
aufweise, mull ihre Kapazitit je Liéngeneinheit der Gesamt-Erdkapa-
zitét des wirklichen Leitungssystemes gleichen.

Die Abmessungen des hierdurch bestimmten Ersatzleiters ergeben
sich aus Anordnung und Dimensionen des vorgelegten Leitersystemes
leicht mittels der Theorie des logarithmischen Potentiales nach Nr. 15.
Der Allgemeinheit halber setzen wir voraus, daB das Leitungssystem
aus n Dréhten bestehen, deren Lage wir in einem Gaufischen Koordi-
natensystem z = x + jy durch ihre vektoriellen Abstinde z, (k = 1;
2;...m) vom Schwerpunkt beschreiben, wihrend ihr Querschnitt
nahezu Kreisform vom Halbmesser g, aufweisen moge. Indem wir ge-
méaf Nr.6 in (89) den spezifischen Strom ¢ durch die spezifische Ladung
des jeweils betrachteten Leiters ersetzen und die Leitfahigkeit » mit

der Dielektrizitdtskonstante e, des leeren

ij Raumes vertauschen, erhalten wir sogleich
n lx ;{97 die Potentiale der Einzelleitungen im all-
© : A seitig unendlich ausgedehnten Raume
. Z—_—O-J—-_‘Z‘) P = 23:%?}{%-111(2——21‘);
7 k=1: 2; ...m. (318)
0z Insbesondere folgt das Oberflichenpotential
AR L comlaaizelter ener - Jes kten Leiters als Resultante aus Eigen-

potential und Beeinflussung durch die Nach-
barleiter fiir hinreichend groBe Leiterabstéinde

Qom = 2 — 2, (319)
mit Abb. 118 aus (318) zZu

-1n g, (318a)

ko = 2 7 &y
i=1

wo der Apostroph am Summenzeichen die Auslassung des Index k
bei der Summierung iiber ¢ andeutet.
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Da das System nur wenig von der Symmetrie abweichen soll, sind
die spezifischen Ladungen g; nicht viel von ihrem Mittelwert g verschie-
den, so daB man statt (318a) schreiben kann

q’ko:Né_;;l;[;'In(Qk'dlk'dzk"'dnk)' (318b)

Ebenso darf mit nur kleinem Fehler das Oberflachenpotential des kten
Leiters durch seinen Mittelwert g, iiber samtliche » Oberflichenpoten-
tiale ersetzt werden

J— 1 < q ny 7 .
Pr, = ~ Po = ’{z'%v(pio = Qmey In }/ (01°2 Q"'Qn){?k d; - (318¢)
i=

Hier ist bei der Produktbildung der Faktor d,,; mit gleichem Index 3
und k auszulassen.

Der Ersatzleiter, der durch gleiche Kapazitit je Langeneinheit defi-
niert ist, muf} bei gleicher Gesamtladung

Q@ =n-gq (320)
gleiches Oberflichenpotential ¢, besitzen. Nehmen wir seinen Quer-
schnitt kreisformig vom Radius g, an, so folgt also

© ngy= " Mg, =51 mY(e,0,--.0,) Td;, (321)

27 e, T e, £
oder Ouw = V(QJ,'Q‘A"'Q,.)'H’d;' (3213’)
Insbesondere wird fiir die zweidridhtige Einphasenleitung nach Abb. 119

00 = V& = Jed. (321b)

fir die vierdréhtige FEinphasen-Doppelleitung nach Abb. 120

Abb. 119. Ersatz-
leiter einer zweidrih-
tigen Einphasen-

leitung.
0w — 10" D*-d*(D*+d% = Y oDd{D*+d° (3210)
fiir die dreidrihtige Drehstromleitung der Abb. 121
9/ = > 3 > 3r————% 55—
0w =¥ 93 Ay doy Ay = V Qs 82 = dev' dyy- dvf;u . (321 d)

Wenn die Leitung aus einer noch gréBeren Zahl von Einzeldrahten be-
steht, teilt man das System zweckmiBig in Gruppen kleinerer Leiterzahl
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ein, deren Teil-Ersatzhalbmesser man zunichst einzeln berechnet, und

ermittelt dann aus der Gesamtheit dieser Teil-Ersatzhalbmesser den

resultierenden Gesamthalbmesser. Beispielsweise ergibt sich fiir eine
aus 6 Drihten bestehende Dreh-
strom-Doppelleitung nach Abb. 122
zundchst der Teil-Ersatzhalb-
messer g, jedes Drahtsatzes aus
(3214),

und hieraus nach (321b) der resul-
tierende Ersatzhalbmesser

Qw:‘i/Qu’)'D :%‘/QSQD:;' (3216)

Die Kapazitat der Lingeneinheit
der Ersatzleitung gegen Erde folgt aus (309a), wenn g, fiir g, sub-
stituiert wird, unter Vernachléssigung des Erdseiles zu

1

Abb. 122. Ersatzleiter einer Drehstrom-Doppel-
leitung.

C= 5 Farad/em = - 172}; pFlkm. (322)
18-10“-1n? 18-lnz’—

Beispielsweise ist fiir eine Leitung, welche aus 3 nebeneinander im Ab-
stand 3 m gefiihrten Dréhten von ¢ = 1,5 cm Halbmesser in & = 12 m
mittlerer Hohe iiber Erde besteht nach Gl. (321d)

3 [
s =13%.62.3% = 14,28 m?; s — 378cm; g, — ' 1,5-3787 = 51,3 cm,
also ein Vielfaches des Drahthalbmessers p. Aus (322) ergibt sich als
Kapazitat
1

2-1200
.1011.
18.10-In 513

C = = 0,0145-10™** Farad/om

= 0,0145-107® Farad/km.
Obwohl der Ersatzleiter hier speziell fiir Starkstromleitungen bestimmt
wurde, kann man die abgeleiteten Bezichungen ungeiindert zur Berech-
nung von Mehrfach-Gegengewichtsdrihten von Antennen entsprechend
Nr. 57 verwenden; ebenso beruht die Berechnung der Mehrfacherder
nach Nr. 16 auf diesen Uberlegungen.

51. Der kapazitive ErdschluBstrom. Der ErdschluBstrom heiBt
kapazitiv, wenn er von der Erdoberfliche als dielektrischer Verschie-
bungsstrom, also iiber die sogenannten Erdkapazititen der Leitung
zu ihr zuriickkehrt (vgl. Nr. 32).

Nachdem gezeigt werden konnte, daB grundsitzlich alle Anlagen
zu dem gleichen Ersatzschema des Erdschlusses fiihren, diirfen wir
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unsere Untersuchung ohne Verletzung der Allgemeinheit insbesondere
an den praktisch wichtigsten Fall des Erdschlusses in einem Dreh-
stromnetze nach Abb.123 ankniipfen. Es moge aus drei homogenen
Leitungen u, v, w bestehen, welche iiber einen Transformator gespeist
werden.

Das Ersatzbild des Erdschlusses beispielsweise der Leitung u ist
in Abb. 124 dargestellt. Der Strom flieft von der ErdschluBlstelle aus
zum Teil iiber die Kapazitit der kranken Leitung zum ErdschluSpunkt,
der Rest zieht durch die Transformator-Hochspannungswicklungen

n - — -
B allil)
L J ALl f

Abb. 123. Kapazitiver Erdschluf in einem Abb. 124. Ersatzbild des kapazitiven Erd-
Drehstromnetze. schlusses in einem Drehstromnetze.

in die gesunden Leitungen ein und kehrt dann als Verschiebungsstrom
zum Fehlerorte zuriick. In den Zuleitungen des Generators zum
Transformator flieen niedrig gespannte Strome, welche die Strome der
Hochspannungswicklungen voll kompensieren; daher wirkt lediglich
die Streureaktanz des Transformators, welche bei hinreichender Nenn-
leistung vernachldssigt werden darf. Somit ist die Leitung durch den
im vorigen Abschnitt angegebenen Ersatzleiter darstellbar, wobei je
nach Ausfilhrung der Anlage als Einfach- oder Doppeldrehstromleitung
fiir p,, der Wert (321d) oder (321e) zu benutzen ist.

Wenn die Eigenfrequenz der Leitung sehr grofl gegen
die Betriebsfrequenz ist, wird die reduzierte Liange « der Leitung
fir die Betriebsfrequenz sehr klein; die Leitung der Lénge ! wirkt
daher nach GI. (305¢) lediglich wie ein verlustfreier Kondensator

der GroBe
I
0, =———, (323)
18-10“-1ngﬁ

welcher definitionsgem4f der Summe der FErdkapazititen der drei
Einzelleitungen gleicht. Da der Strom vom ErdschluBpunkt aus nach
beiden Seiten zieht, ist hier unter ! die Gesamtlinge der Leitung zu
verstehen. Die treibende Spannung E’ ist in ihrem Betrage gleich dem
1

1

fachen der Betriebsspannung E,, so daB der ErdschluBstrom wird

J,=|FlaC=2.0.c, (324)
V8 ‘

Beispielsweise ist fiir eine ! = 100 km lange Strecke der im vorigen

Abschnitt genannten Leitung bei einer Betriebsspannung von 110 kV
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und 50 Perioden/sec
110000
J = .

S
Um zu priifen, inwieweit diese Art der Berechnung zuléssig ist, berechnen
wir diejenige kritische Leitungslénge Iy, bei welcher die niedrigste
Eigenfrequenz erster Art (Nr.48) bei offenem Leitungsende mit der

Betriebsfrequenz zusammenfillt. Sie ergibt sich mittels (315d)

27-50-100-0,0145-107% = 29 Amp.

2h
In 22
810w 0w
ey = Yl N (325)
Yx-f-10=°.9,
Hier gibt der erste Faktor
3.101
hero = YA (325a)

die kritische Lénge einer Leitung mit metallischer Riick-
leitung an, die also fiir 50 Perioden/sec 1500 km betrégt; demnach
schildert die Wurzel in (325) die Wirkung der Erdriickleitung auf
die kritische Linge. Fiir unser Beispiel ist

_ , 3,75
0178 755 = 0,713,

1
! Vari0-s. Vxf10-°.g,
so dafB also die kritische Lénge auf
lr = 1500 0,713 = 1070 km

verringert wird. Obgleich diese Lénge immer noch sehr groB ist, ist sie
doch praktisch betrachtlich kleiner als die kritische Lénge nach (325a);
denn bei neuzeiltichen Hochstspannungsanlagen kann die Leitungslange
durchaus die genannte Gréfenordnung erreichen. Sei beispielsweise fiir
eine solche ! = 500 km, E, = 380kV, so wird — unter Beibehaltung
des fritheren Kapazititswertes — nach (324)

— Eﬁ%’ .2 7-50-500-0,0145 -10° — 500 Amp.

c

Die genauere Formel (305b) liefert, da o = ~i; als ,,Reaktanz‘

2
L 1 o gin 1
O Mg = T 9%.50.0,0145.10°.500 1—cos1
-;—-0,8403
= —440. -~ — 404 O,

T— 05422
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so daB der kapazitive Erdschlufstrom auf

380000 1

o= *4'/:3_? 'mz 546 Amp,

also durch die eben sich andeutende Resonanznahe schon um rund
10% vergroBert wird.

In manchen Anlagen, insbesondere fiir mittlere Spannungen, wird
die Freileitung nach Abb. 125 iiber ein Kabelnetz gespeist. Da dieses
sehr kleine Selbstinduktion besitzt, kann man es stets durch konzen-
trierte Kapazititen darstellen;
ingbesondere ist es in dem Er-
satzschema des Erdschlusses als
ein Kondensator C,; zu betrach-
ten, dessen GréBe der Summe Abb. 125. Speisung %g%zll‘i‘reileitungsnetzes iiber
der Erdkapazititen der drei
Phasen gleicht. Wenn also der Erdschlul auf der Freileitung statt-
findet, gibt das Ersatzschema des Erdschlusses eine am Anfang durch
E’ erregte Leitung gewisser Linge !, die am Ende durch den Konden-
sator C,; geschlossen ist. Mit

T

(326)

ergibt sich aus (304) der Widerstand des Systemes gegen die treibende
Spannung

Y AR Y
R, = —C—»-f%l‘r ————— (327)
Ve
] —tg(—w}LC-1)
"jwoek

wo wiederum der Leitungswiderstand vernachléssigt wurde. Fiir nicht
zu grofle Leitungslingen — und nur solche kommen fiir derartige An-
lagen in Frage — kann man tg VTO" I = tg a durch « ersetzen und
erhilt dann

1—w?Ll.C,,

ERa == 7 bm(cek'l"o-lj . (327 a)

Daher folgt der kapazitive Erdschlufistrom

B E-o(C,+Cl) J!

J =% = T—wrlit, —1-wLiC, "

(327b)

Der Zihler des erhaltenen Ausdruckes stellt den elementar berechneten
kapazitiven ErdschluBistrom J’ dar, fiir welchen lediglich die gesamte
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Erdkapazitit des Netzes maBgebend ist. Der wirkliche ErdschluBstrom
ist jedoch noch (327b) im Verhéltnis
J 1

7= et L1C,, (3270)

groBer als dieser und wichst bei Annéherung an die kritische Fre-

quenz wy,
1— & LlC,,—0 (327d)

resonanzhaft an; die Gefahrfrequenz ist jetzt nicht mehr durch die

Kapazitit der Leitung gegeben, sondern enthélt die Selbstinduktion
des Erdriickleitungsfeldes im
Verein mit der Kapazitit des Kabel-
netzes. Hier darf man also den ele-
mentar berechneten Strom nur so-
lange als richtig betrachten, als die
Betriebsfrequenz von der kritischen
Frequenz (327d) hinreichend ent-
fernt ist.

Als Beispiel! betrachten wir die

Verhiltnisse in einem Freileitungs-
netze von 45km Lange, wobei wir
der Einfachheit halber die oben ge-
nannten Abmessungen beibehalten
wollen; das Kabelnetz soll eine

Erdkapazitdt von 100 u F' besitzen. Mit

__ OB 40-8—02-In
Vxf f10-2g,

0,975-10¢

L=0,2In 7 -107* Henry/km

lautet (327d)

1— 4n2.£2.02.1n 20 1% 40-3.45.100.10-
0,975 104
po.1n 9710° 528104
173

Diese transzendente Gleichung ist in Abb. 126 graphisch gelést und er-
gibt als kritische Frequenz f = 63 Perioden/sec; sie ist offenbar identisch
mit der niedrigsten Eigenfrequenz erster Art, die das System ausfiihren
kann, da fiir diese Frequenz nach (327a) der Anfangswiderstand der
Anordnung verschwindet. Wenn die Leitung mit 50 Perioden/sec be-
trieben wird, ist

! Die nachfolgenden Zahlen stimmen mit einem von R. Riidenberg: Elek-
trische Schaltvorgiinge, S. 153 behandelten Beispiel iiberein, in welchem die Selbst-
induktion der Erdriickleitung nicht ausdriicklich beriicksichtigt wurde.



ErdschluBloscher. 187

L=02-In 0’9;55_'()& 1073 = 1,44 -107® Henry/km ;

Ll=1,44-10"%.45 = 65-107% Henry
also
J 1 1
J” T 1=(2x50065-10-3-100-10—°  1—0,65

= 2,86.

Die Gesamtkapazitit des Netzes ist
C,.+ C-1=(100 + 0,0145-45)107° = 100,6 - 10~° Farad.
Ihr entspricht

g — 10000 5 2 .50.100,6-10~¢ — 182 Amp.,
}y3

so daB der ErdschluBstrom durch die Resonanznihe bis auf
J = 182.2,86 = 520 Amp,

hinaufgesteigert wird. Gleichzeitig tritt am XKabel eine iiberlagerte
Spannung auf

- J — 50

O, 2 7-500.100-10-8

= 16000 Volt,

die das Kabel weit iiber den Normalbetrag 19%@ Volt| beansprucht.
52. ErdschluBloscher. Das Ersatzschema des kapazitiven Erd-
schlusses in einer Drehstromanlage zeigt, dall unter dem EinfluBl der
iiberlagerten Spannung E’ die Spannung der gesunden Phasen gegen
Erde nach Abb. 127 heraufgeht und somit ihre Isolation erhsht be-
ansprucht. In vielen Féllen wird der ErdschluBl nicht durch eine me-
tallische Verbindung zwischen Leitung und Erde
gebildet, sondern er wird nach anfinglichem direk-
tem Kontakt iiber einen Lichtbogen geschlossen.
Die Gefahren des dauernden Erdschlusses konnen
dann behoben werden, wenn es gelingt, das
stationdre Brennen des Lichtbogens elektrodyna-
misch zu verhindern. Das Ersatzbild des Erd-
schlusses liefert uns sogleich das Mittel hierzu in
der Forderung: Der (komplexe) Eingangs-
widerstand R, der Anordnung mub fiir
die Betriebsfrequenz iiber alle Grenzen
wachsen. Nach Nr. 48 kénnen wir diese Bedingung auch in die
Form kleiden: Es muB die Eigenfrequenz zweiter Art der
Leitung mit der Betriebsfrequenz zusammenfallen.
Wenn der Erdschluf rein kapazitiv im Sinne der Definitionen des
vorigen Abschnittes ist, haben wir R, — o zu setzen. und erhalten
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dann als kritische Leitungslinge I, der homogenen Leitung,
fiir die automatisch der Erdschlufl geléscht wird, aus (315Db)

o 2F
j _ 3100 " o
kr = o W 0 (328)
Vf10-0 o

Sie ist genau doppelt so groB wie die kritische Resonanzlinge (325)und
erreicht damit fiir die homogene Leitung eine GréBenordnung von
etwa 2000 km, die in ausgefiihrten Anlagen bisher nicht anzutreffen ist.

Diese Erkenntnis zwingt zum Einbau zusédtzlicher Apparate
in das Netz, welche R, schon fiir kleinere Leitungsldngen auf einen un-
endlich hohen Wert bringen sollen; sie werden ErdschluBléscher
genannt. Das Ersatzschema des Frdschlusses lehrt sogleich, daB sie
zwischen die drei Leitungen und Erde zu schalten sind. Es ist iiblich,
diese ErdschluBléscher stets in unmittelbarer Nihe der speisenden
Transformatoren anzuordnen, so daB wir sie analytisch durch einen
(komplexen) Endwiderstand R, allgemein erfassen.

Fiir kleine Leitungslingen kann man in der Frequenzgleichung
(316) tg o mit a0 vertauschen. Man erkennt, daB dann die numerische
Leitungsléinge, somit die Selbstinduktion der Erdriickleitung,
vollig herausféllt und man als Léschbedingung erhilt

RjwC,l=1. (329)
Hieraus folgt sogleich
— I _ b
Ro=gor ®l= 00 (329a)

Der  ErdschluB-

C% e ? lsscher muB so-
a) T Ao » mit im wesent-

lichen aus einer
Selbstinduk -
tion  bestehen,
deren GroBe L,
nach (329), (329a)
80 bemessen ist,
daB sie zusammen
mit der Erdkapa-
me zitit C,l des ge-

samten Netzes fiir
Abb. 128. Petersen-Loschspule (a) und gleichwertiges Ersatzsystem .
im Erdschludfalle (b). die am ErdschluB-

b)

ort tétige iiber-
lagerte Spannung E’ der Betriebsfrequenz Stromresonanz ergibt;
gleichzeitig ist natiirlich die Schaltung so zu treffen, daB die normalen,
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gleichfrequenten Betriebsstrome in dieser Selbstinduktion keinen
Spannungsabfall erleiden.

Von den ErdschluBléschern, welche diesen Forderungen geniigen,
nennen wir zuerst die ErdschluBdrossel von Petersen. Sie wird
nach Abb. 128 zwischen den Sternpunkt des speisenden Transformators
gelegt und mufl nach (329a) zu

1
L s — OJTCTZ
bemessen werden. Fiir das in Nr. 50 genannte 110 kV-Netz von 100 km
Lénge wiirde sich beispielsweise ergeben
L — 1
s~ (2 2-50)-100-0,0145-10-°
Eine zweite Anordnung zur ErdschluBléschung wird durch den Bauch-
schen Léschtransformator nach Abb. 129a geliefert. Sie besteht aus
einem Transformator mit magnetischem Riickschlufl (Vier-, Fiinf-
schenkel- oder Man- 0
teltransformator), g m v
deren Hochspan- CHE AW | 7
nungssternpunkt ge-
erdet ist, wahrend
die drei Niederspan-
nungswicklungen im
Dreieck iiber eine .
Selbstinduktion L, AW
geschlossen sind. b)
Nehmen wir der
Einfachheit  halber
an, daB das Uber-
setzungsverhdltnis
der Schenkelwindungszahlen 1:1 sei, so stellt der Transformator
im Ersatzbild des Erdschlusses nach Abb. 129b einen Einphasentrans-
formator dar mit dem Ubersetzungsverhéltnis 1: 3 der Hochspannungs-
zur Niederspannungswicklung. Daher geht die Selbstinduktion L, auf

. . . 1 L,
der Hochspannungsseite mit L = 5" L,= 9

(329Db)

= 6,9 Henry.

Ls

Y
Gisaa

R

Ls

Abb. 129a und b. Loschtransformator nach Bauch.

in die Netzgleichungen

ein, so dafB sie sich aus
L, 1 | 9
K_MW’%—J@
bestimmt. Weicht das Schenkeliibersetzungsverhdltnis von 1 ab, so
hat man L, in bekannter Weise quadratisch zu reduzieren. Fiir das
oben genannte Netz wiirde sich ergeben
I = 9
s (2x-80)%.100-0,0145-10~°

(329¢)

= 62 Henry.
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Wihrend in diesen Rechnungen vorausgesetzt wurde, daB die Erd-
schluBloscher als reine Selbstinduktionen ausgefiihrt seien, weisen sie
in Wahrheit Verluste auf, die sich in einem zur Reaktanz hinzutretenden,
reellen Verlustwiderstand RB; dullern; er hélt den stationir moglichen
ErdschluBstrom auf einem endlichen ,,Reststrom‘‘wert J,, fiir den das
Ersatzschema des Erdschlusses sogleich ergibt

1 1
R— ——jolL R— ———jolL
_ o, . . joC,l " joC,l
J=F-(—joll) —g—or =Y r_ju1 (330)
also, wenn insbesondere die Bedingung (329) erfiillt ist
. R R
Jr=E’.(—ywoel)'ﬁ:%—L:NJG.—?(D.E/’ (3303:)

wo J, den kapazitiven Erdschlufistrom nach (324) bedeutet. Der Erd-
schlufstrom kann daher nur geléscht werden, wenn die Lichtbogen-
eigenschaften ein stabiles
Brennen bei dem Strom
(330a) nicht gestatten.
Unvermeidliche Un-
symmetrien der Anlage
bewirken, daf im ge-
sunden Zustand der Span-
nungssternpunkt des ohne
ErdschluBloscher gedachten Systemes eine gewisse Spannung gegen
Erde besitzt, die Unsymmetriespannung E,. Sie folgt beispiels-
weise fiir Unsymmetrie der drei Erdkapazititen C,, C,, C, ent-
sprechend Abb. 130 aus der Bedingung verschwindenden Sternpunkt-
stromes im speisenden Transformator zu
E, C.+E,C,+E, Cp
Cat O+ Co  °
Ihre Wirkung kann man analog Nr. 49 durch Uberlagerung der yon ihr er-
zeugten Strome iiber das normale Betriebsstromsystem berechnen. Man
erkennt dann, dal diese Spannung auf die Reihenschaltung aus Erd-
kapazitdt C, -1, Loschselbstinduktion L, und Verlustwiderstand R
einwirkt. Sie erzeugt somit den Strom

Jo— B (332)
- jooC,l
und dieser ruft seinerseits beim Durchstrémen der Loschselbstinduktion

die stationdre Spannungsverlagerung hervor

AE=R—joL)J' =B, - B—joL

. 1
B—wa—m

E = (331)

(332a)



Der ErdkurzschluBstrom. 191

Sie ist bei Resonanz nach (329) erheblich grofer als £, und kann dann
die Vorteile der ErdschluBloschung illusorisch machen; hierbei ist zu
beachten, daB jede Verkleinerung des Reststromes eine VergréBerung
der Spannungsverlagerung nach sich zieht entsprechend
s _ B
Jo AE "
Mit Riicksicht auf die Unsymmetriespannung ist es daher
nicht moglich, den Reststrom allzustark zu reduzieren,
sondern man mull je nach der Unsymmetrie der Anlage
einen gewissen Reststrom mit in Kauf nehmen. Hierbei ist
es gleichgiiltig, ob dieser Reststrom durch einen hinreichend groBen
Wert des Verlustwiderstandes, durch Abweichung von der
genauen Resonanzlage (329) [Verstimmungsdrossel] oder
durch Anwendung gesidttigter Eisen-Lioschselbstinduktionen
in der notwendigen GroBe gehalten wird.
Wenn beispielsweise €, um - 3% von den unter sich gleichen
Kapazititen C, und O, abweicht, folgt aus (331) wegen E, + E, + £,
=0

(338)

B~ 193%!?_{1% E, 003

Soll also die Spannungsverlagerung nicht mehr als 10% der Phasen-
spannung betragen, so ergibt (333) fiir den Reststrom
J. 0,01
Jo ~ 0,10 ]OO/ )
so daB man dann unter 10% des kapazitiven Erdschluflstromes nicht
heruntergehen darf.

Alle diese Uberlegungen lassen sich leicht sinngemé8 auf Einphasen-
anlagen mit zwei Leitungsdréhten iibertragen, sofern man nur C, und E’
entsprechend in die Rechnung einfiihrt.

Wenn die Leitung nicht homogen ist, sondern beispielsweise aus einem
Kabel- und einem Freileitungsnetz besteht, ergeben sich kompliziertere
Verhiltnisse, die man indes mit den Ergebnissen der beiden letzten
Abschnitte leicht iibersehen kann; wir iibergehen sie an dieser Stelle,
da sie fiir die grundsétzliche Erkenntnis der ErdschluBvorginge keine
neuen Beitrage liefern.

53. Der ErdkurzschluBstrom. Um die Gefahren erhohter Isolations-
beanspruchung der gesunden Phasen beim ErdschluBl einer Leitung zu
vermeiden, hat man wiederholt vorgeschlagen, den Sternpunkt der
Anlage dauernd zu erden, so daf die Spannungen der gesunden Phasen
gegen Erde festliegen. In der Regel schlieft man den hierzu notwendigen
Erder an den Hochspannungssternpunkt des speisenden Transformators
an, so daB als grundsitzliches Schaltbild einer solchen Anlage mit
Sternpunktserdung Abb. 131 entsteht.

— E,-0,01.
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Das Ersatzbild des Erdschlusses zeigt als grundlegenden Unterschied
einer solchen Anlage gegeniiber einer Anlage mit isoliertem Sternpunkt,
daB hier der Strom nicht gezwungen ist, iiber die Wege des dielektrischen

Verschiebungsflusses
zur Leitung zuriick-
zukehren, sondern
zum grofBen Teil iiber
den niedrig zu halten-
den  Ausbreitungs-
widerstand des Stern-
punktserders fliefen
kann. Geht man zu dem Idealfall eines verschwindenden Ausbreitungs-
widerstandes iiber, so ist der Sternpunkt der Anlage mit Erde kurz-
geschlossen. Wir unterscheiden deshalb den hier auftretenden Erd-
schluBstrom gegen den kapazitiven ErdschluBstrom als Erdkurz-
schluflstrom.

Um die Eigentiimlichkeiten des ErdkurzschluBstromes in reiner
Form zu erkennen, betrachten wir zuerst den einfachsten Fall eines
Netzes sehr geringer Leitungslénge, das von einer sehr groBien Zentral-
station gespeist wird. Unter diesen Voraussetzungen ist der Erdkurz-
schluBstrom lediglich durch die Vorgéinge im Transformator mit Stern-
punktserdung bestimmt.

Zur Vereinfachung der Aufgabe wollen wir annehmen, daB das
Ubersetzungsverhiltnis der Schenkelwindungszahlen 1:1 sei. Im

Ersatzschema des Erdschlusses fiihrt dann
auf der Hochspannungsseite entsprechend
Abb. 132 nur der erdgeschlossene Schenkel
den FErdkurzschluBstrom ., wihrend die
anderen Schenkel stromlos bleiben. Der
ErdkurzschluBstrom fordert auf der Nie-
derspannungsseite den kompensierenden
Strom J’, wihrend die Schenkel der beiden
gesunden Phasen sich aus Symmetriegriin-
den gleich verhalten miissen und den Strom J*” fithren. Vernachlissigen
wir den geringen Magnetisierungsstrom des Transformators, so liefert
das Durchflutungsgesetz, angewandt auf einen den Schenkel der
kranken Phase und einen Schenkel der gesunden Phasen umschlingen-
den Pfad sogleich
J—J' +J"=0. (334)
Sei nun die Niederspannungswicklung des Transformators
in Stern geschaltet, so gilt
1

J 420" =0; J=— T (335)
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und aus (334) folgt
3 ) _ 2 " 1

Der ErdschluBstrom wird also sogar auf dem Sechenkel der kranken
Phase nicht von einem entgegengesetzten Niederspannungsstrome kom-
pensiert, sondern es bleibt eine auf allen Schenkeln gleiche unaus-
geglichene Magnetisierung liegen, deren GroBe im Strommafe

1

y=J =T =T =5 (334D)

betrigt. Sie erzeugt einen von Joch zu Joch iibertretenden Luftflu8,
den wir zu dem magnetisierenden Strome (334b) in Beziehung setzen
durch Angabe der von ihm pro Schenkel erregten Umlaufsspannung

E=x-J, (336)
Die hierdurch definierte Konstante z; heift Jochreaktanz des Trans-
formators; sie ist durch die Konstruktion und Type des Transformators
gegeben. In Transformatoren mit magnetischem Eisen-
RiickschluB (Vier- oder Fiinfschenkel-Transformatoren, drei zu einem
Drehstromtransformator zusammengeschaltete Einphasenwandler, Man-
teltransformatoren) erzeugt schon eine sehr kleine Schenkelmagneti-
sierung einen auBerordentlich kriftigen JochfluB, so daB man ihre
fiir den Erdkurzschlufl typischen Merkmale mit

x; — 00 (336a)

erfat; dagegen besitzen Transformatoren normaler Bauart mit
drei in einer Ebene befindlichen Schenkeln eine relativ kleine
Jochreaktanz. Sie kann aus der Jochlinge ! und der Schenkelwindungs-
zahl w fiir die Betriebsfrequenz f nach der Néherungsformel abge-
schitzt werden

2=~ 20lm-ut 1002 = (L) (V' m @, (336D)

wobei der Kesseleinflu die Jochreaktanz bis zu etwa 30 % erhéhen kann.

Nennen wir @ den magnetischen InduktionsfluBl im erdgeschlossenen
Schenkel, @’ die Fliisse beider gesunden Schenkel, so haben wir also
allgemein

L (P 2 D107 =327, (337)

Zu den hiermit beschriebenen Eisen-Schenkelfliissen und dem Joch-
fluB gesellt sich nun noch der Streuflufl des Transformators. Der Ein-
fachheit halber verteilen wir die Streureaktanz gleichm#Big auf beide
Wicklungen. Die Spannungsbilanz der Niederspannungswicklung lautet
dann

3

1 d -
B LR ACEL CPRUCE D

Ollendorif, Erdstrome. 13
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Aus (337) und (338) erhilt man sogleich die Umlaufsspannung in den
Wicklungen des kranken Schenkels

w10t =], 4 ya, T (3382)

also als Spannungsbilanz der erdgeschlossenen Hochspannungswicklung
1 d 5/ _ 5 1 ‘.

B = o J 4 L0010 s:(\Fxsfng)J, (339)

wo (334Db) beachtet wurde. Hieraus ergibt sich sogleich der Erdkurz-
schluBstrom
PR )= E,

‘ e 339a)
1 l i (
%xrl-?xi ]/3< xsTg xj>

Transformatoren in Stern-Stern-Schaltung, welche magne-
tischen EisenriickschluB besitzen, fiihren daher entspre-
chend (336a) nur einen sehrkleinen ErdkurzschluBstrom, vor-
ausgesetzt, daBl das Transformatoreisen nicht hoch gesattigt
ist; dagegen entsteht in Dreischenkel-Kerntransforma-
toren ein starker ErdkurzschluBstrom, der indes unter
dem EinfluB der Jochreaktanz (336b) immer noch erheblich

’

unter dem dreipoligen DauerkurzschluBstrom szf— des

.,

Transformators liegt.

Fir einen Transformator, dessen Niederspannungsseite in Dreieck
geschaltet ist, gelten unverindert die Beziehungen (334) und (336);
dagegen ist hier die Verteilung der Strome in den Niederspannungs-
wicklungen nicht sogleich bekannt. Fiir diese erhilt man als Spannungs-
bilanzen

%— L w100 —0
L (340)
J” ” s _
— 5% +d & w107 = 0,

aus welchen im Verein mit (337) folgt

— 52, (I 20"+ 32,,=0. (340a)
Mit (334) ergibt sich hieraus
—aa, (3T —20) 4 Bz, - J)=0; J=J. BT (34

< 3:13_,—**?1

und

%-@'-w-lo_s—%x J- —Eﬁt—’_i—s—% (3412)

3xj+7x,

2
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Das Spannungsgleichgewicht im erdgeschlossenen Schenkel fordert auf
der Hochspannungsseite

E':%%'J‘I‘%@"w'u)_s:’i'xs"]' 1_|__‘9ﬁ+3i s (342)
“ 3 xj + ? s
so daB als ErdkurzschluBstrom sich findet

3 x; + 3 z,
’ ’ J T Ty s
1 3+ x s 5
o s 1+ -3—) 370;—1—1%
3x,-+—24x;/

Der Wert des in dieser Beziehung auftretenden Bruches dndert sich im
Intervall 0 < x; < 0 nur zwischen % und 1. Daher kann man mit

praktisch ausreichender Genauigkeit. fiir Transformatoren belie-
bigerBauart mit Dreieckschaltung der Niederspannungsseite schreiben

4
J=~Z jyj=~t. L (342b)
x, '/ 3 E2)
Der ErdkurzschluBstrom gleicht also bei Dreieckschaltung der Nieder-
spannungsseite dem dreipoligen KurzschluBstrom des Transformators

E . .
Jy = Man erkennt somit, da3 der Transformator in Stern-

Stern-Schaltung unter sonst gleichen Verhidltnissen stets
kleinere Erdkurzschlufistrome liefert als der Transformator
in Dreieck-Stern-Schaltung. Diesen Vorteil erkauft man jedoch
mit einer Erhohung der Spannungen der gesunden Phasen, wodurch ein
Teil der mit der Sternpunktserdung gewollten Wirkung wieder verloren
geht. Denn diese Erhohung berechnet sich gleich der iiberlagerten Span-
nung der gesunden Phasen

d Q’I _
AE:—‘—dr'W'lO 8, (343)
so daB man fiir Transformatoren mit Stern-Stern-Schaltung erhilt
: 1 1
1 1 6 87
By~ (5%, — 58) I =B ———, (343a)
' xs + 3 x;

die also stets zwischen 20% der Phasenspannung beim ideellen Drei-
schenkel-Kerntransformater (z; = 0) und 100% beim Transformator
mit magnetischem EisenriickschluB liegt. Dagegen findet man fiir Trans-
formatoren mit Dreieck-Stern-Schaltung nur

(343a)

13*



196 EinfluB der Erdstréme auf die Vorginge des stationiren Erdschlusses.

DaB in der Tat Reduktion des ErdkurzschluBistromes und Anstieg der
Spannungen der gesunden Phasen nicht unabhingig sind, zeigt die Be-
ziehung
AE Jo—J
5 =25 (344)
welche in beiden Fillen erfiillt ist. Um die Spannungen der ge-
sunden Phasen nicht zu erhéhen, muB man den vollen
dreipoligen Kurzschlustrom des Transformators als Erd-
kurzschluBstrom zulassen.
Wir wenden uns nun zur Diskussion des ErdkurzschluB-
stromes in Netzen mit endlicher Leitungslinge.
Die iiberlagerte Spannung zwischen der kranken und den gesunden
Leitungen ist fiir Transformatoren in Stern-Stern-Schaltung

B —AE,=F % ——. (345)
Tty
In einem Transformator mit Stern-Stern-Schaltung und
magnetischen Eisenriickschluf tritt also nur eine sehr kleine
Uberlagerungsspannung zwischen benachbarten Leitungen auf; ein
solcher Transformator verhilt sich demnach durchaus wie ein
normaler, ungeerdeter Transformator, sein ErdschluBstrom
gleicht bei endlicher Leitungslinge dem kapazitiven
ErdschluBstrom der Anlage, die Sternpunktserdung bleibt
als solche wirkungslos. Ist die Leitungslinge so klein, daB der ka-
pazitive ErdschluBlstrom gerade die GroBenordnung des Transforma-
tor-Magnetisierungsstromes erreicht, so kann dieser den Ladestrom
der Leitung kompensieren, so daB der Transformator als ErdschluB-
léscher entsprechend Nr. 53 arbeitet; hierbei konnen indes im Normal-
zustande durch Unsymmetriespannungen unangenehme Spannungsver-
lagerungen eintreten, so daf man von derartigen MaBnahmen absieht.
Wenn der Transformator dagegen bei gleicher Schaltung als Drei-
schenkel-Kerntype konstruiert ist, herrscht zwischen der kranken
und den gesunden Leitungen eine Spannung von der GréSenordnung
der Spannung E’. Die gesunden Leitungen fithren daher im Ersatzbild
des Erdschlusses nur eine vergleichsweise kleine Spannung gegen Erde,
8o daB man die Verschiebungsstréme von diesen Leitungen nach
Erde vernachlissigen darf. Zur Berechnung des ErdschluBstromes
bei endlicher Leitungslinge dient daher ein System, welches aus der am
Anfang durch E’ erregten Einzelleitung besteht, die am Ende iiber die
Selbstinduktion des Transformators kurzgeschlossen ist. Diese ergibt
sich aus (339a) zu

. (5 1
—joL,= —9(?.1:8—{— ng). (339b)

Z;
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Aus (304) folgt daher als komplexer Widerstand des Systemes gegen
die Spannung E’, wenn man den Ohmschen Widerstand vernachliissigt

]/L
-tgw YLCI

C
14+
R, =1 ]/% 2 (346)

C J—
— 'C—O‘*-L—e -+ tg w -V LCl
und also fiir kurze Leitungslingen mit Ersatz den Tangens durch sein
Argument LIl
1—w*L,C1l"
Somit erhilt man als ErdkurzschluBstrom

E )4 _
J_—‘Eﬁ;: m(l—w?LeCl) =J-(1—w2-LeCl). (346b)

R,=—jo (3462)

Der Stromanteil J stellt den ideellen ErdkurzschluBstrom dar,
den die Spannung E’ durch die Reihenschaltung der Transfor-
matorselbstinduktion (339b) mit der zwischen Transformator
und ErdschluBpunkt liegenden Selbstinduktion der Erdriick-
leitung treibt; dieser Strom wird indes durch eine — im allgemeinen
unvollkommene — Léschwirkung der Leitungskapazitit zu-
sammen mit der Transformatorselbstinduktion entsprechend
Nr. 53 bis auf J verkleinert, wobei man als Leitungslinge I wegen des
nach beiden Seiten von der ErdschluBstelle sich ausbreitenden Verschie-
bungsstromes wiederum die totale Leitungslinge einzusetzen hat.
In einem Dreieck-Stern geschalteten Transformator mit
Sternpunktserdung ist die Spannung zwischen der kranken und den
gesunden Leitungen
3x;+ % s
B — AE’AA:E’-—5 (345a)
3 z;+ T
sie hélt sich also, unabhingig von der Ausfilhrung des Transformators
mit magnetischen RiickschluB durch Eisen oder Luft, stets in der
GroBenordnung der Spannung E’. Die iiberlagerte Spannung der ge-
sunden Leitungen gegen Erde wird daher sehr klein, und es gelten im
wesentlichen die fiir den Dreischenkel-Kerntransformator mit Stern-
Stern-Schaltung abgeleiteten GesetzmiBigkeiten; nur hat man als
Transformatorselbstinduktion jetzt gemidB (342b) die KurzschluB-
reaktanz des Transformators einzusetzen. Da diese im allgemeinen
merklich kleiner ist als die Selbstinduktion (339b), erhilt man nicht
allein grofere ideelle ErdkurzschluBstréme J nach (346b), sondern
auch die Loschwirkung ist, solange man sich unterhalb der Resonanzlage
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befindet, schwicher ausgeprigt. Man erkennt in diesem Verhalten
wiederum das Bestreben des Dreieck-Stern geschalteten
Transformators, den Sternpunkt des Spannungssystemes
festzuhalten, wie es bereits in (343a) seinen Ausdruck fand. Wenn
die Zentralen entgegen den hier gegebenen Rechnungen nur endliche
Starke im Vergleich zur Leistung des Transformators besitzen, wird der
Strom durch Ankerriickwirkung in den Generatoren verkleinert; diese
Erscheinungen sind indes génzlich unabhiingig von den Vorgingen des
eigentlichen Erdschlusses und sind nach den bekannten KurzschluB-
rechnungen fiir Generatoren zu behandeln.

Der Vollsténdigkeit halber erwihnen wir an dieser Stelle den Doppel-
erdschlufl, welcher als gleichzeitiger ErdschluB an verschiedenen
Orten der Leitung entsprechend Abb. 133 definiert ist. Er unter-

scheidet sich von einem normalen zweipoligen KurzschluB lediglich
dadurch, daB in die Selbstinduktion der KurzschluB8bahn ein
Anteil eingeht, welcher entsprechend der Entfernung s der KurzschluB3-
orte die Selbstinduktion des Erdriickleitungsfeldes enthilt.
Fiir die Berechnung des Doppel-Erdschlulstromes selbst sind ebenfalls
die allgemeinen Rechnungsarten des zweipoligen Generatorkurzschlusses
mafgebend; die Transformatorschaltung und Bauart hat hierbei
keinen EinfluB auf die KurzschluBstromstarke.

Die ErdkurzschluB3strome sind — bei Ausschlufl von Transformatoren
in Stern-Stern-Schaltung mit magnetischem RiickschluB — erheblich
stirker als die kapazitiven ErdschluBstrome, die bei isoliertem Stern-
punkt in der gleichen Anlage auftreten; sie kénnen in ausgedehnten
Netzen auf einige Tausend Ampere anschwellen. Man hat dort deshalb die
Sternpunktserder besonders sorgfiltig in bezug auf die Gefihrdung von
Lebewesen nach den in den Eingangskapiteln dargelegten Grundsitzen
zu dimensionieren, wobei man zur Konstruktion der erforderlichen sehr
kleinen Ausbreitungswiderstéinde stets auf Mehrfacherder gefiihrt wird.
Ebenso muB man hier die Belastungsfihigkeit des Erders beachten,
welche die zuldssige Dauer des Erdschlusses begrenzt und damit fiir die
Betriebssicherheit der Anlage von grundlegender Bedeutung ist (vgl.
Kap. XII).
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XI. Elektromagnetische Ausgleichsvorginge
in der Erde.

54. Grundgleichung elekirischer StoSvorginge. Die Behandlung
elektrischer Schaltvorginge kann in Systemen, deren Differential-
gleichungen linear sind, stets auf eine Kombination elektrischer St5Be
zuriickgefiihrt werden. Wir bezeichnen hierbei als Stof8 die plétzliche
Einwirkung einer eingeprigten, spiter
in unverdnderter Starke nach Abb. 134
weiterbestehenden Kraft auf das vor-
her im Gleichgewicht befindliche
System. .

Der Anschaulichkeit halber kénnen Abb. 134. StoBkraft.
und wollen wir uns hier die ein ge-
pragte Kraft als Spannung E, vorstellen, welche auf einen gegebenen
Stromkreis einwirkt. Der StoBvorgang ist bekannt, wenn der Strom J,
in einem beliebig herausgegriffenen Punkte n des Systemes fiir alle
Zeiten bekannt ist

Kraff

Zeit

J,=J,(0) = Byei, 0 (847)
Die hier eingehende Funktion 1,,(¢) kann gedeutet werden als der Leit-

wert der Netzstelle gegen eine StoBspannung, die mit £ =0
als StoBzeitpunkt durch

E=0 fir ¢t<0 |
E—E, , t>0]
gesetzmafig gegeben ist. Dieser Leitwert ist durch die Struktur des

Gesamtsystemes bestimmt und wird als Ubergangsfunktion be-
zeichnet.

Die Berechnung der Ubergangsfunktion bildet das Ziel der Behand-
lung elektrischer StoBvorginge; sie steht in engem Zusammenhang mit
der Funktion, die das Zeitgesetz des Stromes J, beim Eingriff einer ein-
geprigten Spannung

(348)

E(t)y=E,-e? (349)
angibt. Dieses 1Bt sich stets in der Form darstellen
< e E (¢)
J =—E i =Bt =2
0"t = R0, 1) T Za(p)

wo jetzt Z(p) den Widerstand der Netzstelle gegen die Spannung (349)
bedeutet; er kann analog den Wechselstromwidersténden fiir eine ge-
gebene Frequenz stets leicht gefunden werden und geht aus diesen
durch die Substitution

— —jo: f=—b-=1F (350)

(349a)
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unmittelbar hervor. Die Ubergangsfunktion i, gehorcht nun, wie zuerst
Carson gezeigt hat!, der Integralgleichung

p'%"(p) =J"I:n (t)‘C—pt-dt. (351)
0

Sie 148t sich fiir viele Aufgaben leicht 16sen und wird von uns zur Be-
rechnung der Ubergangsfunktion elektromagnetischer und thermo-
dynamischer Awusgleichsvorgénge
in der Erde herangezogen werden.

In vielen Féllen ist die eingeprigte
Kraft entsprechend Abb. 135 nach
plotzlichem Anstieg um E, zur Zeit

Abb. 135. Allgemeiner StoB. t = 0 zeitlich stetig variabel
E=E,+ E(xr); E(rx)=0 fir 7=0. (852)
Der gesamte Vorgang setzt sich dann zusammen aus einem Stof3
Iy = Ey-1,(1). (347a)

Fassen wir den in d7 stetig erfolgenden Spannungsanstieg
dE
dE(r):E-dr (352a)

als ElementarstoB zur Zeit ¢ = 7 auf, so erzeugt er nach (347) den Zu-
satzstrom

dJ, = dB(x)-i,(t —7) = 90i (¢ — 7). (347D)

Durch Integration iiber 7 in den Grenzen von O bis ¢ erhdlt man also
den Gesamtstrom

t t
Jy=du 4[4, =Eyi, )+ [9F.i 4 —)-de
1] 0

=2 [BE— i, @, (3470)

so daB in der Tat auch fiir zeitlich beliebig variable eingeprigte Kriifte,
welche plotzlich auf ruhende Systeme einwirken, aus der Ubergangs-
funktion der Gesamtverlauf des Stromes durch einfache Integrationen
abgeleitet werden kann.
Eine fir das Folgende grundlegende Losung der Integralgleichung
(351) gewinnt man durch den Ansatz der Ubergangsfunktion
i, (£) =t*. (353)

1 Qperational Caloulus and Electric Circuit Theory, New York, Mec Graw
Hill Book Company, 1926.
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Denn hierfiir ist

fin (t)e~rtdt = ;lelf”k e~vdy = pTlﬁ'Hka (354)
0 0
wo Il kdie Gammafunktion! bedeutet, so daB aus (351) sogleich folgt

8

1

s [ emat i 0= 5y (354a)

k

© Gy

Indem man hier lediglich den Zusammenhang zwischen Z(p) :7;;

und %, (£} beachtet, kann man (354a) in der symbolischen Form schreiben

T, o 3
?zz\t)zﬂ. (354 D)
Sie wird als Operatorgleichung, angewandt auf den Operator p,
bezeichnet. Durch Differentiation von (354a) nach der Zeit ergibt sich
di, m-tr—1 g1
dt ~ Hn ~ HOwn-—1)° (355)
so dal man nach (354b) erhilt
di, 1 P
qt i g (855a)
Multiplikation der Operatorgleichung mit dem Operator bedeutet
somit zeitliche Differentiation der Losungsfunktion; ebenso zeigt man
leicht, da Division durch den Operator die Integration der Losungs-
funktion nach der Zeit verlangt.

55. Das Erd-Schaltfeld einer kurzen Leitung. Wir untersuchen den
zeitlichen Verlauf des Erdfeldes, welches von einem plétzlich beginnenden
Gleichstrom J vermittels zweier nach Abb. 136 J
um ! voneinander entfernter Erder erzeugt wird. -
Wir setzen hierbei, um die Untersuchung zu er-
leichtern, den Abstand des Aufpunktes groB app. 136. Zum Schaltfeld
gegen den Erderabstand voraus. Die Er. der kurzen Leitung.
gebnisse unserer Rechnung schildern also zumniichst das Schaltfeld
einer sehr kurzen Leitung; sie lassen sich aber auch auf eine
langgestreckte Leitung fiir Aufpunkte anwenden, deren Ent-
fernung von der Leitung groB gegen die Leitungslinge ist,
und geben uns somit allgemein das Erléschen der Erd-Schalt-
felder nach aufien hin an.

Der zeitliche Stromverlauf hingt von den Eigenschaften der
Stromerzeuger und der Leitungen ab und kann nicht durch ein allge-
mein giiltiges Gesetz in einfacher Weise erfaBt werden. Wir wollen daher

1 Jahnke-Emde: Funktionentafeln, S. 26.
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den fiir die Schaltspannungen in der Erde ungiinstigsten
Fall eines plétzlich auf seinen stationiren Endwert sprin-
genden Stromes nach Abb. 134 betrachten. Wir fragen nach dem
zeitlichen Gesetz der in der Erde erregten Feldstdrken, welche in
der gestellten Aufgabe die Folgen des Schaltprozesses in be-
nachbarten Leitungen schildern.

In Nr. 43 haben wir die periodische Strahlung eines solchen Erder-
dipoles untersucht, welche umfassend durch ihre Hertzsche Funktion /7
beschrieben wird. Setzen wir sogleich voraus, dal die Erder an der
Erdoberfldche liegen, so daB3 also eine oberirdische oder dicht an der
Erdoberflache befindliche Leitung geschaltet wird, so lautet diese Funk-
tion? Jl yTjeayeiocva

II'=5— e , (356)
so daB (350) als Hertzsche Funktion eines mit ¢?? verénderlichen Feldes
liefert

| AR CET R (3564a)

2rxr

Hier wurde das Vorzeichen der Wurzel so gewshlt, dafl im Unendlichen
das Feld verschwindet.

Um auf (356a) die Ergebnisse des vorigen Abschnittes anwenden
zu konnen, haben wir gemafl der gestellten Aufgabe, abweichend den
fritheren Annahmen, den Erderstrom als eingeprigte Kraft zu
betrachten, als deren Folge II entsteht. Wir setzen demgemaf

J-1l
Il = zn%r-f(t), (356D)
wobei f(t) der Integralgleichung unterworfen ist
%E—Vhtxlo-s-r-ﬁz e_msz(t)e‘l"dt. (357)
0

Hier wurde zur Abkiirzung die Zeit 7' eingefiihrt, welche nach
T=2max1079%.72 (358)
lediglich von der physikalischen Struktur des Erdreiches und der Ent-
fernung des Aufpunktes abhingt, also fiir alle um den Ursprung geschla-
genen Kugeln den gleichen Wert besitzt.
Um (357) zu losen, entwickeln wir die Exponentialfunktion

VT, _ﬁl !y;, n "TJW _ (V?;’l!’fo)" +—---  (357a)

Durch Vergleich mit (354a) erkennt man, daB alle Glieder verschwinden,
welche p in ganzer Potenz enthalten, weil die Gammafunktion fiir nega-

1 Die Hertzsche Funktion 7 ist natiirlich nicht mit der im vorigen Abschnitt
benutzten Gammafunktion zu verwechseln!
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tive ganze Zahlen unendlich grofl wird. Mit den Werten
1 — 3 2 = 5 2:2 _—
H(—-Q->=1/n; H(—§>=T-Vn; H(——2—>=r3-Vn;

N 2-2.2 (359)
L D e R TSP
1 2) =135 1%
reduziert sich also (357a) auf
—Tp yr 1, (yTP® 1 (7> 13
DAL IEE, [ LS. - 2
Yyt 3! 2.ymtt 5! 2.2. Va2
¥V7)° 1-3:5
). : — 357b
+ 7t 2:2.2.Ymt-17 ( )

2 /T [T\ 1 T\* 1
== G -0 e V) =]
Die hier auftretende Reihe ist als Krampsche Transzendente (Fehler-

integral) @ bekannt, fiir welche Zahlentafeln vorliegenl. Somit
folgt endgiiltig

f(t)=1—q)( g) ="t -]rl—cb(]/zﬂ. (357¢)

4¢)°
Abb. 137 zeigt den Verlauf der Funktion f(¢) in Abhingigkeit von dem
Argument v = It,, wobei zu beachten ist, dall nach (358) fiir weit ent

fernte Aufpunkte der MaBstab der Zeit ¢ quadratisch mit dem Abstande
wichst. Es besteht somit keine fiir alle Punkte einheitliche Anderungs-
geschwindigkeit des Feldes in dem Sinne, wie wir es fiir periodische Feld-
schwankungen fanden, sondern die Vorginge verlaufen nach Abb.139

Abb. 137. Die Funktion 1— & ( £)

1 Jahnke-Emde: Funktionentafeln, S.31; sie ist in Abb. 138 graphisch
dargestellt.
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und 140 mit zunehmender Entfernung von der Leitung immer tréger.
Von einer bestimmten Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Feldes kann

indes nicht gesprochen werden, da grundsitzlich alle Raumpunkte gleich-
zeitig vom Feld erfat werden; es liegt dies daran, daB wir den dielek-
trischen Verschiebungsstrom nicht beriicksichtigt haben.

Fiir kleine ¢ gilt die halbkonvergente Entwicklung
T

. J-l e 14 1 1.3
o =g “_“TT—(I*7+(—§—+---) (367d)
V“'V?ﬁ ETRRYY
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wahrend fiir groBe ¢ die Hertzsche Funktion nach

tl}:loﬂ— . l: Vd +— ] (357e)

sich langsam ihrem stationdren Wert f” nihert.

Der Aufbau des elektrlschen Feldes ergibt sich aus den
Gl. (281), nachdem die Substitution (350) eingefiihrt wurde.

J-l _VTp xz /—3xz 3xz
Co=gmnr® [ TatipToe+ 74} I
J-l yz 3yz 3yz
G gy (PTE T e J (360)
_dl —VI'_p 22— 2 32— r? 322—1r2
A e R

Durch Vergleich mit der fritheren Berechnung der Hertzschen Funk-
tion erkennt man, dafl man jetzt noch die Integralgleichungen

[o o]
-
P VT":ffl(t)-e—f"dt, (361)
und @©
—;—1/5 T = [y () emas (362)
0

zu losen hat.
Indem man (355a) auf jedes Glied der Entwicklung (357a) anwendet,
erhilt man sogleich
V_ T

f,(t)—-;”f(t)—d%[l—ﬁf—””dv] ynt]/u TH (361a)
0

Fir f,(t) erhdlt man mit Riicksicht auf (359) die Reihe

1 T 1 T 1.3 ™ 1.3.5
fz(t):y_;f[l_’z“!'ﬂ‘*'fs'zzts 6282 A (362a)
T
=7l:'e—4-i.
Yt
Der Aufbau des Feldes erfolgt also nach den Gesetzen
Jl|zz ¢4 T T—— Szz 2¢/T 4t 3xz
€,= 2nnr|:r4'ﬁ'4t 1:° Yo r‘y We + ( )]
J-l|yz 4T (/T 4t 3yz2 o “ 3yz T
v 2nxr|:7‘4 7714; I/Zi T Vo + 4
s z’—r’izﬁ.e—hﬁ%ﬁz. T iy 31— o()/7)
2 2mxr] rt Yr4t 4t rt V= 4t 41

(363)
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Zur Veranschaulichung dieses Ergebnisses sind in den Abb.141 und 142

= T -
. . T —- 2 —77 : o
die Funktionen %E ¢ *und V—_V%e ¢ in Abhingigkeit von
T T
t .
= 7 gezeichnet worden.

Fiir die Anwendung interessiert namentlich das maximale Feld G,
in der Aquatorebene z = 0. Man erhalt hierfiir

— T iy
J-l 4 T 4/T -5 . 2 T —( T
|€2max | = m[‘f‘ ﬁ;ﬁ ¢ ‘f—ﬁ‘ V;e et (1—¢( ?t))] . (363a)
In Abb. 143 ist der Klammerausdruck, der fiir den zeitlichen Feldverlauf
mafgebend ist, in Abhingigkeit von 7 = % dargestellt. Man erkennt,

Entfernung von r = 1000 m = 105 cm berechnen (vgl. auch Abb. 139
und 140).
T=27r10"*.107°-(10°)% = 2 #1073 sec = 0,00628 sec .
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Der Anstieg der Spannung erfolgt hiernach in 0,3 - 7' = ~ 0,002 sec,
also praktisch stoBférmig. Um auch fir das Abklingen der
Uberspannung einen einfachen zahlenmiBigen Anhalt zu gewinnen,
kann man diesen Vorgang durch eine Exponentiallinie annéhern, deren
Zeitkonstante etwa 7 = 1 betrigt; man erhélt daher das Schaltfeld
groBenordnungsméfBig richtig durch die Néherungsbeziehung
t
= ~L<1+0,5 . e"ﬂ‘) -

I J.l
Zmax 2axrd

2 xrd

t

G (1 0,5)e Taniorw, (363D)
Die Amplitude des erregten Feldes nimmt hierbei mit der dritten
Potenz der Entfernung
auBerordentlich  rasch
ab.

In vielen Fillen er-
reicht der FErderstrom
nicht plétzlich seinen
stationdren Wert, son-
dern wichst nach MaB-
gabe der Eigenzeitkon-
stanten 7', seines Kreises
geméB

t

Jo=J(y _ ,n,) (364)
langsam an. Um die von
ihm erregte Schaltspan-
nung zu finden, kénnen
wir (347c) anwenden,
nachdem wir die dort vorkommende Spannung mit J;, den Strom i,
dagegen mit §,,, vertauschen. Da J;., verschwindet, erhalten wir
sogleich

t ¢

-7
. =feT |6, (t—7)|de. (365)
0

Da der zeitliche Verlauf des Feldes weder fiir extrem kleine noch fiir sehr
grofle Zeiten interessiert, wollen wir die Rechnung lediglich gréBen-
ordnungsmifig durchfiithren, indem wir fiir €,,,, die Naherung (363b)
benutzen. Gl. (365) erhdlt dann die Form

t

¢
v T t—z
1€, | = ZZTZ ra'jlr [IG Tedv -+ 0,5 .fe Teg T dv
Y 0

R = BT
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Da nun 7, in der Regel betrichtlich grofer als 7' ist, erhilt man hier-
nach den Verlauf der Feldstirke nach Abb. 147 mit liberwiegendem
ersten Glied, welches dem Stromanstiege dhnelt.

Selbstverstindlich darf man die hier benutzte Annaherung nicht auf
das Schalten von Wechselstrom iibertragen, weil fiir groBe ¢ die Dar-
stellung (363b) unzuldssig
ist; vielmehr gilt unsere
Rechnung nur fir Zeit-
konstanten 7',, welche zwar
groB gegen T' sind, aber
doch noch so klein, daB
(363b)  groBenordnungs-
méBig richtig ist. Wie man
sonst vorzugehen hat, wird
in Nr. 57 gezeigt werden.

56.  Erd-Schalistréme
langgestreckter Leitungen.
Die im vorigen Abschnitt
gegebenen Beziehungen versagen fiir Orte, welche dicht an der Leitung
liegen, weil dort der Aufpunktsabstand nicht mehr klein gegen die
Leitungsabmessungen ist. Wir erkennen die hier herrschenden Gesetz-
méBigkeiten in reiner Form, wenn wir zu dem Idealfall einer sehr (un-
endlich) langen Leitung iibergehen, deren Strom zunichst zur
Zeit t = 0 plotzlich auf seinen stationiren Wert springen mége.

Um diese neue Aufgabenstellung an die im vorigen Abschnitt be-
handelte anzuschliefen, setzen wir die stromfithrende Leitung aus
Hertzschen Dipolen zusammen, welche in konstanter Intensitdt lings
der Leitung verteilt sind (vgl. Nr. 43). Wir fithren rotationssymmetrische
riumliche Zylinderkoordinaten g, { ein, deren {-Achse mit der Leitung
zusammenfallen moge; der Aufpunkt liege im Abstand ¢ von der Lei-
tung in der Ebene { = 0. Ein Elementardipol, der im Abstand { vom
Ursprung gelegen ist und die Liange d{ besitzt, erzeugt dann im Auf-
punkt die Hertzsche Funktion

dn—-_‘,_.dé-.l_ig/i) h"_dcﬁ, (367)

Abb. 144, Zeitgesetz des Erdfeldes fiir exponential an-
wachsenden Strom, wenn T > T.

T 2ax r e r
wobei
a®=2mx%-107%; r= Vo (2. (3674a)
Die gesuchte Hertzsche Funktion der gesamten Leitung ist also
+® + ®
1—o <L’)
i _J Y4t
I=|dll=4— | — % dt. (368)
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Vermittels (194b) berechnet sich aus ihr die Stromdichte in der Erde

+ o
. g 0II J o ] ar\d
SEPUE SR .J.G;[1_q&<ﬁﬂ7. (369)

Aus der Definitionsgleichung der Krampschen Transzendente folgt

ar
Vae
a?r?

0 a(__a_% o . ._2_—“.(17'
R ) R S A 7
0

und da der von der Zeit unabhingige Anteil des Integrales (369) bei der
Differentiation fortfallt

+ o
_ar?
, J a@ 2 ]2e *.ar
T 9 @0 Va P (3692)

‘Mit Riicksicht auf (367a) ist
> _ a?o® _ a? 2

9.6 . 77,1-(1_5)
a? 2 V4

= 2
T 2R @R Y 1
12T}
0
J ag' 4 -azfz ] u2
= ﬂ.(Tt_tj."/—-_i_z.g .92 e du (369b)
0
[ee)
und mit J‘e‘“z du = % V7 (Fehlerintegral)
0
w5
L=gaa e
2 2 T
_J dae -5 T T -4
_2—”-?-—UC —7—1?2'2'[17'3 ) (3690)
wo die Aufpunktszeit
T=a9*=2a%107° g* (870)

analog (358) eingefithrt wurde. Der gesamte Riickstrom durch den
unteren Halbraum ist also

a?o?

J,,:jngiz.dg:J-%-g-fng.e'Tt.dng, (371)
0 0

Ollendorff, Erdstrome. 14
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so daB in jedem Augenblick, wie es sein muf}, der ganze Leitungsstrom
durch die Erde zuriickflieBt. DaBl die gewonnene Loésung (369¢) die
Differentialgleichung der ebenen Wirbelstromung erfiillt, verifiziert
man mittels

a22

84, 2 @ -5 a1, 2 a® T4
o= Taae 29" TP VR R v
az, 2 a® —012—5 a* o 2 a %’fz a?
o= T e apt—lone 112
dt; 2 a? —“ 2 a? 'a:fi a?p?
g Taaee Ul o
so daB in der Tat

%4 6@, 0%

39;+—9 S =a (372)

identisch erfiillt ist. Es ist sehr bemerkenswert, daB3 hier das Schaltfeld
eine mathematisch viel einfachere Form besitzt als das Wechselstrom-
feld, das wir in Nr. 43 bestimmt haben.
Wir schreiben (369c¢) in der Form
T

=25 f0 1) =g e (369)
aus welcher wir erkennen, daB diehdchste in der Erde auftretende
Stromstirke umgekehrt proportional mit dem Quadrat
der Entfernung von der Leitung abnimmt. Das gleiche gilt
fiir die Schaltfeldstirke
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Schalt-Erdfeldstiéirke der sehr langen Leitung wesentlich von der der
sehr kurzen Leitung, die nach Gl. (363) einem endlichen Grenzwert

1
Abb. 146. Die Funktion —i— ¢ ¢ samt ihrer Asymptote fiir miiBige Werte des Argumentes
(der Abszissenmafistab ist 4 mal so gro8 wie in Abb. 1441).

als Kopplungswiderstand pro Léngeneinheit ansprechen. Auch
cr nimmt mit dem Quadrate der Entfernung von der Leitung ab, sinkt
also nur relativ langsam.

14*
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Wenn der Strom nicht plstzlich auf seinen stationéiren Wert springt,
sondern langsam geméfB der Eigenzeitkonstante 7', seines Kreises an-
wichst

_t
Jt:.l()(l*e Te) (373)
folgt die Erd-Schaltfeldstirke nach Gl. (347c) aus

J f(t—r)-dr. (374)

Fithrt man hier Gleichung (369d) ein, so entsteht

v
€ =102 %T- ——e Te .y, (374a)

Dieses Integral 148t sich in geschlossener Form nicht auswerten, sondern
man ist auf eine numerische oder graphische Integration angewiesen!. Das
Ergebnis zeigt fiir das Bei-
spiel T,=1,25-T, Abb. 148
u. 149. Man erkennt, daB3
die Spannung sehr schnell
einem Hochstwert zustrebt,
um dann viel langsamer als
der verdnderliche Strom-
anteil zu verklingen. Wie
aus dem vorigen Abschnitt
hervorgeht, ist die Eigenzeit-
konstante 7T stets sehr klein,
so daB man fiir iibliche Ver-
héltnisse 7', als sehr grof3
gegen 7 zu betrachten hat.
Wir wollen fiir diesen prak-
tisch wichtigsten Fall eine
Naherungsformel fiir die
maximale Schaltspannung
herleiten; denn  hierfiir
kommt der genaue Verlauf der Schaltspannung fiir groBe Zeiten nicht
in Frage, so dall man die Funktion (369d) entsprechend Abb. 150

1 Vgl. hierzu F. Ollendorff: Elektr. Schaltstréme in der Erde. El. Nach-
richtentechnik 1928, Heft 3. Dort ist das Integral auf analytischem Wege ab-
geschatzt.



Erd-Schaltstrome langgestreckter Leitungen. 213

durch die Exponentiallinie annédhern kann

1
1

Z;-e—E-——wOA-eO’S’. T<25
Hiermit liefert Gleichung (374a)
¢
¢ 08 1)
Coade 1m0 ),
@4“0;4'715 - %92 e d’U. (375)
2
0

Die Auswertung des Integrals ergibt mit Beachtung von 7', > T
t
Jo 1,25.T —-
E=~04 TL e T (375a)
e hadpy 92
2
und also mit (370)

¢ t

: -0.g2 —- L _t
6=~ 04 Jo 1262721070 0% =, g9 do g9, 0 (375b)
A, T, 7,
7 xe

Es ist bemerkenswert, daB8 hiernach die Storspannung nicht von
der Entfernung der stromfithrenden Leitung abhéngt.
Da der Ausdruck

[4
%" -¢ Ts den Betrag der

Stroménderung angibt,

kann man anstatt (375b)

schreiben
E=2-10"9.

a7
dt

dt
t , (375¢)

dJ’

=L

wo
L,,=2-10"? Henry/cm
=0,2 - mHenry/km.
(375d)
als  Gegeninduktivitat
benachbarter  Leitun-
gen fir exponentiell verlaufende Schaltvorginge, bezogen auf dic
Langeneinheit der Parallelfiihrung, bezeichnet werden kann.

Diese ist, wie die erhaltene Formel lehrt, unabhéngig vom Abstand der
sich beeinflussenden Leitungen, der Leitfihigkeit der Erde und der An-
derungsgeschwindigkeit des Schaltstromes, so daf (376a)universell fiir
alle Leitungen giiltig ist. Beispielsweise ergibt sich fiir eine Gleich-
strom-Bahnleitung von /=19 km Lénge, auf welche ein mit der Zeitkon-
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stanten T', = 0,13 sec anwachsender KurzschluBstrom von 2300 Amp.
geschaltet wird, als gesamte maximale Storspannung in einer
Nachbarleitung
Emax = l‘@max = ’%‘Lm'l = %E:)‘;%O
wihrend durch Messung aus zwei Oszillogrammen E,,, zu 65 und
70 Volt bestimmt wurde!. Man erhilt also in solchen Anlagen durch
KurzschluBstréme gewaltige Storspannungen in benachbarten Leitungen,
die denen der Wechselstrombahn-
leitungen an Heftigkeit nicht
nachstehen und wohl zu beachten
gind. DaB sie trotz ihrer be-
deutenden Hoéhe im allgemeinen
weniger empfunden werden, hat
seinen Grund in der eigenartigen
Form des zeitlichen Spannungs.
verlaufes, der in etwa ange-
schlossenen Telephonen wesent-
lich nur kurzdauernde Knack-
gerdusche unmittelbar nach Ein-
setzen des KurzschluBstromes
hervorbringt.
Um die GréBenordnung der Ent-
fernung abzuschétzen, bis zu wel-
cher die einfache Beziehung (376a) benutzt werden darf, berechnen wir
die Aufpunktszeit 7' fiir mittleres Erdreich von » = 10-% Siemens/cm
Leitfahigkeit:

-0,2:1073.19 = 67 Volt,

T = 272%-107%0% = 2710713 2,

Sehen wir unsere Rechnungen, insonderheit soweit sie die Abschéitzung
der maximalen Storspannung betreffen, als gréBenordnungsmaBig

richtig an, solange 7' < T% T, bleibt, so ergibt sich fiir unser Beispiel mit
T, = 0,25 sec bereits

%-0,25= 2,5.1072=2710"1%p%;, o=~ 2.10°cm =2km.

Da fiir gréBere Entfernungen derartige Rechnungen kaum Interesse
bieten, darf man also praktisch wohl stets mit der Formel (376a) rechnen.
Es ist bemerkenswert, dafl man eine Gegeninduktion von gleicher GréSe

\! Die Zahlen dieses Beispieles samt den MeBwerten sind entnommen aus R.
Riidenberg: Schwachstromstérungen beim Schalten von Gleichstrombahnen.
Wiss. Veroff. a. d. Siemens-Konzern, Bd. 5, H. 3, 8. 1. Die dort gegebene Theorie
weicht indes von der hier entwickelten ab.
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fir dasselbe Erdreich bei Betrieb mit 50periodigem Wechselstrom er-
hilt, wenn nach Abb. 107 die sich beeinflussenden Leitungen einen Ab-
stand von etwa 400 m besitzen; demnach tiberwiegt die Wechselstrom-
Gegeninduktion fiir Leitungsabstdnde, die unter den genannten Ver-
héltnissen kleiner sind als etwa 400 m, wihrend umgekehrt fiir grofere
Leitungsabstéinde der exponentiell verlaufende Schaltstrom stérkere
Stérspannungen liefert.

Da hiermit nachgewiesen ist, dafl die Gegeninduktion des Schalt-
stromes praktisch unabhingig vom Abstand der sich beeinflussenden
Leitungen ist, kann man die erhaltenen Beziehungen auch auf die ge-
schaltete Leitung selbst anwenden und den Wert (376a) als Selbst-
induktion des Erdfeldes fiir exponentiell verlaufende
Schaltvorginge ansehen, wobei man sich natiirlich wiederum auf
hinreichend kleine Zeiten beschrénken muB. Zu ihr gesellt sich die in
Nr. 37 berechnete Luftfeld-Selbstinduktion, so daf insgesamt

L =2(in + 1)10~° Honryjom (376)

die wirksame Selbstinduktion der Schleife Leitung—Erde gegen ex-
ponentiell anwachsenden Strom darstellt. Diese Bemerkung erlaubt
es, in Umkehrung der bisher behandelten Aufgabe, in welcher das Zeit-
gesetz des Stromes als gegeben angenommen wurde, diesen Strom-
verlauf selbst aus den Daten der Anlage vorauszubestimmen. Denn
hierzu hat man lediglich den Ausgleichsvorgang zu untersuchen, der
gich in dem aus den speisenden Maschinen, Leitung und Erde gebildeten
Kreise bei plotzlichem Kurzschlufl zwischen Leitung und Erde ent-
wickelt, eine Aufgabe, die mit Hilfe der Schleifenselbstinduktion (377)
quasistationdr angesetzt und demnach mittels bekannter Verfahren ge-
l6st werden kann. Um MiBverstandnisse auszuschliefen, wiederholen
wir, dal alle von uns gegebenen Formeln, insoweit sie naherungsweise
exponentiell verlaufende Schaltvorginge umfassen, nur fiir die Zeit
unmittelbar nach Einsetzen des Stromes giiltig sind. DemgeméB sind
fiir groBere Zeiten mehr oder minder merkliche Abweichungen
des Strom- und Spannungsverlaufes von den hier zugrunde gelegten
einfachen GesetzmiBigkeiten zu erwarten; auch diese lassen sich mittels
(347c) streng erfassen, wobei aber weitliufige Rechnungen nicht zu
umgehen sind?.

57. Schalt-Uberspannungen beim Schalten von Wechselstrom. Wir
behandeln die Erdstrome beim Entstehen eines sinusférmig zur Zeit
t = 0 beginnenden Wechselstromes. Dieser Fall beschreibt das Schalt-
feld von Wechselstromen hinreichend genau, wenn man beachtet, dafl
sich der allgemeine Fall stets als Uberlagerung eines exponentiell ver-

1 Vgl. F. Ollendorff: Elektr. Schaltstrome in der Erde, L. c.
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laufenden Stromes und eines mehr oder minder gedampften Wechsel-
stromes auffassen lat. Schreiben wir fiir den Wechselstrom

J=3Im (Jore~7t), @77)
so folgt als Schaltspannung mit Beachtung von (347c)

7T 02
— k100
v

E=38m {Jo-jw- 10—9je— —gmiet=0.dy (378)
0

=Jorw-107° {coswt-Ci(cot) + sinwt [Si(w t) —g]} R (379a)

wobei Ci(x) und S¢(x) die Funktionen Integralkosinus und Integral-
sinus nach Abb. 151 bedeuten!. Die Schaltspannung nimmt also ent-
sprechend Abb. 152, ohne zu oszillieren, sehr rasch ab, um schlieBlich nach

lim € =—J w1070 (379Db)
{—

(o1

1 Jahnke-Emde: Funktionentafeln S. 19.
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quadratisch mit der Zeit zu verklingen. Wir wollen diehdchstauftre-
tende Spannung abschétzen. Hierzu dehnen wir die Grenze der
Giiltigkeit der Gleichung (379a) bis £t = ~ 0,5 T, was nach Abb. 146

zuldssig erscheint. Der Augenblick des Spannungsmaximums ist dann

gegeben durch oty=~ 050 T =mawx10-9-g?, (380)

Da dieser Wert sehr klein ist, kann man den Integralkosinus durch
seine asymptotische Entwicklung ersetzen und erhalt

1
Comax = —Jo-0-1070- (In ") y=178.  (379¢)
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XII. Grundziige der Erwirmungsberechnung
von Erdern.

68. Grundbegriffe der Wirmestromung. Der einem Erder zugefiihrte
Strom J verteilt sich nach den friiher fiir eine Reihe von typischen Erder-
formen angegebenen Beziehungen nach allen Seiten hin in das Erdreich.
Der Ausbreitungswiderstand R, erzwingt eine Leistungszufuhr

N =R, .J*, (382)

welche gemifl dem Energieprinzip im Erdreich als Wirmeerzeugung
wirksam wird. Die rdumliche Verteilungsfunktion der Gesamtwirme-
leistung wird durch das Gesetz von Joule bestimmt, welches die
Wirmeerzeugung pro Raumelement d7 in der Zeiteinheit in Beziehung
setzt zu der elektrischen Feldstirke € und der Leitfahigkeit » des be-
treffenden Raumpunktes

dn = x G2dr, (383)
wobei gilt

[[fdn—=N. (384)

Durch die stetige Wirmezufuhr erhéht sich die Gesamttemperatur des
Erdreiches. Nimmt man an, da8 vor Beginn des Stromflusses das Erd-
reich konstante Temperatur besa8, so mufl unmittelbar nach dem Ein-
schalten des Stromes J in jedem Raumelement die Temperatur & ge-
m#B der spezifischen Wérme ¢ des Bodens ansteigen

dn=c-%—'—3-d1; %i::%-g—?:-:—-x@“’. (385)
Dieser Vorgang kann indes in reiner Form nur solange bestehen bleiben,
als keine merkbaren Temperaturdifferenzen zwischen zwei Punkten
im Erdreich oder dem Erdreich und angrenzenden Medien vorhanden
sind; denn diese bewirken einen ausgleichenden Wéarmestrom tv, der
in der Richtung von der hoheren zur niederen Temperatur flieft

= — A-gradd. (386)

Hier wird 2 als Wirmeleitfadhigkeit bezeichnet und neben » und ¢
als Stoffkonstante des Erdreiches betrachtet.

Unter dem EinfluB der Wiirmestromung aus dem Erdreich in die Luft
bildet sich, sofern J seine Stiirke unverindert beibehilt, ein stationérer
Temperaturzustand in der Erde aus. Er ist dadurch gekennzeichnet,
daB die gesamte erzeugte Wirme nicht mehr zur Temperatursteigerung
dient, sondern durch Wirmestrémung sogleich wieder abgeleitet wird.
Da die Ergiebigkeit des Warmestromes pro Raumeinheit durch den Aus-
druck div v gegeben ist (vgl. Nr.2), erhalten wir also als Grund-
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gleichung des stationdren Temperaturfeldes

. dn o

und also mit Einfithrung der Temperatur nach (386)
divgradﬁzdﬁz——:—-@ﬁ. (387a)

Hier greift die physikalische Uberlegung ein, daB das Erdreich stets
Bodenfeuchtigkeit enthdlt. Solange daher die Maximaltemperatur
des Feldes unter 100° C liegt, bleibt das Erdreich in seiner thermisch-
elektrischen Struktur wesentlich ungeindert. Wenn indes die Maximal-
temperatur den kritischen Wert von 100° C erreicht, wird das im
Erdreich enthaltene Wasser zum Sieden gebracht und verdampft.
Hierdurch wird infolge der verminderten Feuchtigkeit zunichst die
thermische und elektrische Leitfihigkeit herabgesetzt; Hand in Hand
mit diesem Vorgang dndert sich die Stromverteilung im Sinne einer Ent-
lastung dieses Punktes, so dafl nunmehr auch die Nachbarzonen stérker
erwirmt werden und dort ebenfalls das Erdreich auszutrocknen beginnt.
Dieser ProzeB kann, fortschreitend, die ganze Umgebung des Erders
ergreifen und findet sein Ende in der Bildung einer hart zusammen-
gebrannten, schlechtleitenden Schale; der Erder ist dann ,,vergiftet‘
und kann nicht mehr linger benutzt werden. Fiir besonders groe Erder-
strome und dadurch verursachte stiirmische Dampfentwicklung wird
dieser Vorgang durch explosionsartige Auflockerung der Erd-
massen beschleunigt, wobei hiufig Lichtb6gen im Erdreich ent-
stehen, die am Erder selbst ansetzen und auch die eigentliche metallische
Elektrode zerstoren.

In dem elektrischen System entspricht dem Erreichen der kritischen
stationdren Temperatur ein gewisser stationirer Strom J, den wir als
stationire Grenzbelastung des Erders definieren; er bildet den
héchstzuldssigen Dauerstrom des Erders.

Wenn der tatsichliche Erderstrom die stationire Grenzbelastung
iibersteigt, wiirde die aus (387a) berechenbare stationire Maximal-
temperatur hoher als 100° C liegen; in Wirklichkeit ist dieser Zustand
nicht realisierbar, weil schon in einer endlichen, kritischen Zeit T
am hochsttemperierten Punkte 100° C erreicht sein und der Erder dann,
wie vorstehend geschildert, durch Verdampfung der Bodenfeuchtigkeit
zerstort werden wiirde. Diese dynamische ,,Grenzzeit* T ist lediglich
von dem Werte J des Erderstromes abhingig, der fiir den stationéren
Zustand eine Uberlastung darstellt; sie ist daher die hochstzulissige
Belastungsdauer des iiberlasteten Erders.

Zur Berechnung dieser Grenzzeit miissen wir das Gesetz des dy-
namischen Temperaturflusses kennen. Hierbei mufl die Warme-
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erzeugung (383) sowohl den Temperaturanstieg wie den Warmestrom
decken, so daBl man an Stelle von (383) erhilt

c-g+divm = x §? (388)
oder mit (386)
¢ do »
Aﬁ:-T.W_TGQ' (3883:)

Wir stellen uns die Aufgabe, stationédre Grenzlast und dynamische
Grenzzeit fiir eine Reihe von einfachen Erderformen gréBenordnungs-
méBig abzuschitzen; diese beiden Gréfen treten fiir die Konstruktion
von Hochstromerdern bestimmend neben die elektrischen und physio-
logischen Kennziffern des Erders, deren Ermittelung wir frither gezeigt
haben.

59. Grenzbedingungen der Wirmestromung. Nachdem wir im vorigen
Abschnitt die Grundgesetze der Wirmestromung im homogenen
Erdreich untersucht haben, sollen hier die Grenzbedingungen genannt
werden, welche der Wirmestrémung an der Ubergangsfliche gegen
andere Medien auferlegt werden.

Die einfachsten Verhéltnisse ergeben sich fir die Grenze zweier
homogener Stoffe mit den voneinander abweichenden Wirmeleitfihig-
keiten A, und 4,. Zunéchst muB die Temperatur langs der Grenz-
flache in beiden Medien den gleichen Verlauf zeigen; bezeichnet d3,
ein tangentiell zur Grenzfliche liegendes Linienelement, so gilt demnach

v, ad,

08 08
Andererseits kann an der Grenzfliche sich kein Wirmestromstauen,
da sonst dort die Temperatur unzulassig ansteigen wiirde ; fiir ein normal
zur Grenzfliche orientiertes Linienelement d3, ist also

9% 0%

108, " 08,
Insbesondere ist die Wirmeleitfihigkeit eines metallischen Erders
sehr groB gegen die Wirmeleitfahigkeit mittleren Erdreiches; daher
kann in ihm kein merkliches Temperaturgefille bestehen, an seiner Ober-
fliche herrscht die Grenzbedingung

? = const . (391)

Diese Grenzbedingungen sind indes nicht sogleich anwendbar auf die
Grenze des Erdreiches gegen die Luft, weil die Wirmestromung
in der Grenzschicht eines Gases gegen einen festen Korper durch den
einfachen Ansatz (386) nicht befriedigend dargestellt wird. Um auch hier
einfache Verhiltnisse zu erhalten, betrachten wir zunichst den Fall der
bewegten Luft. Man kann dann voraussetzen, da8 Luftstromungen

(389)

W, =mw,; 4 ! (390)
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immer wieder neue Luftteilchen in Verbindung mit der Erdoberfliche
bringen, so daB dort die Temperatur merklich konstant gleich dem
Mittelwert ¢, der Temperatur der untersten Luftschichten erhalten wird ;
dort gilt somit die Grenzbedingung (391). Wenn dagegen die Luft ruhig
iiber der Erde lagert, miissen wesentlich die gleichen Luftteile die
Wirmeiiberleitung tragen. Die Erfahrung zeigt, dal man dieser Er-
scheinung in hinreichender Weise Rechnung trégt durch Annahme
einer Ubergangsschicht, welche das Erdreich von der konstant
mit ¢, temperierten oberen Luftmasse trennt; sie gestattet einem
Wirmestrom den Durchtritt, welcher der Temperaturdifferenz
des Erdreiches gegen die obere Luftmasse proportional ist.

w=h (% — 9. (392)
Hierin wird % als Konstante der Grenze Erde—Luft betrachtet
und als Wiarmeiibergangszahl definiert.

60. Das stationiire Temperaturfeld eines kugelformigen Tiefenerders.
Wir berechnen die stationdre Grenzbelastung eines kugelférmigen
Tiefenerders vom Halbmesser p, nach
Abb. 153; es wird hierbei eine so grofle
Eingrabtiefe ¢ vorausgesetzt, dafl wir das
Erdreich hinsichtlich der Warmestrémung
als unendlich ausgedehnt betrachten
diirfen. In dieser Vereinfachung ist das
elektrische Feld (Nr. 8)

J 1
€= jtr' e (393)
Mit Riicksicht auf (277) erhalten wir somit nach (387a) als Gleichung der
stationdren Temperaturverteilung
1 d (2 dﬂ) _l1axd)y = J° 1 J? 1

Aar\! dr) T 7 Tdr | L @axp T @aPxh T

(394)

Thre im Unendlichen verschwindende Losung lautet mit einer zunichst
unbestimmten Integrationskonstanten A4

J? 1 A
Kot cv=Cpy 8 PR (395)
so daB also der Wirmestrom betrigt
J2 1 4
o =—’1‘[@m‘"ﬁ—ﬁ} : (395a)

Liegt nun der Erder ohne besondere Kiihleinrichtung in der Erde, so

muB im stationdiren Zustand der Wirmestrom an seiner Oberfliche
verschwinden; in diesem Falle ist also

1

w==0 fir r=¢9,; 4 J

= o (396)
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und der Temperaturverlauf ist gegeben durch
J? 1r1 1
=y o (307)
Die hochste Temperatur herrscht wegen (396) nach Abb. 154 unmittel-
bar am Erder
J? 1
19max:("—"4 n)Px 1 r@{? (397&)
Nimmt man nun an, daf
die Temperatur im ganzen
Erdreich vor Beginn des
Stromflusses 0° C betrug,
so folgt die stationire
Grenzbelastung aus
oo 1.
100"~ Gy 23
Abb. 154, Temperaturfeld eines gekiihlten und eines J= 47”{90‘ 2007»_’;’ (398)

ungekiihlten Erders.

ein Wert, der etwa fiir Winterszeit zutrifft (vgl. Nr. 62).

Wenn man dagegen den Erder durch eine besonders eingebaute
Kiithlung auf einer konstanten Temperatur 9, erhélt, bestimmt sich 4
aus

J? 1, 4., J? 1 \

= ra T AT T agn a9

Wir betrachten mit der friiheren Voraussetzung sogleich den Fall der

idealen Wasserkiithlung &, = 0°; der Temperaturverlauf regelt
sich dann nach

J? 1 1 1
= @a@xd T <§?0 - g;/\ ’ (400)
ihr Maximum tritt jetzt nach Abb. 154 in der Entfernung
r=2g (400a)
vom Kugelzentrum auf und erreicht den Betrag
= J? 1
0max = (400b)

(dm)xd Bop
Sie ist viermal kleiner als beim ungekiihlten Erder; demnach wird die

stationdre Grenzbelastung durch eine solche MaBnahme ver-
doppelt

= N y) R
J= 8nx901/2007. (401)

1 .
Da der Ausbreitungswiderstand des Erders o, betrégt, kann man die
0
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stationiire Grenzbelastung in der Form schreiben

i 1 ,= i
JRa:l/200;, E‘(J‘Ra)ZVZOO;- (402)

Die Beriihrungsspannung K = JR, der stationdren Grenz-
belastung ist somit vollig unabhangig von den Dimensionen des Erders,
und da das Verhéltnis der elektrischen Leitfahigkeit zur Wéarmeleit-
fahigkeit einen von dem speziellen Erdreich nahezu unabhingigen Wert
besitzt (Gesetz von Wiedemann-Franz), gilt (402) universell iir
alle kugelformigen Tiefenerder; die ideale Wasserkiithlung
ist hierbei theoretisch gleichwertig einer Herabsetzung der Be-
riihrungsspannung auf die Hialfte ihres wahren Wertes
entsprechend einem scheinbar verdoppelten Erderhalbmesser.
DafB die Kiihlung in der Tat der Verdoppelung der Erderabmessungen
dquivalent ist, erkennt man durch die Substitution g, = 2¢,, welche
(397) in (400) iiberfiihrt.

61. Die stationire Temperaturverteilung eines Kreisplatten-Tiefen-
erders. Wir berechnen die stationire Grenzbelastung eines
kreisplattenférmigen Tiefenerders mnach
Abb. 155, wobei wiederum die Erdoberfliche als
sehr weit vom Erder entfernt vorausgesetzt wird.

Es werden rotationssymmetrische elliptische
Koordinaten u, v eingefiithrt (Nr.9), so da8 der
Erder vom Halbmesser g, durch den Wert u = g,
gegeben ist. Nehmen wir an, daB die Temperatur
lediglich von u abhingt, so erhalten wir als Gleichung des stationéren
Temperaturfeldes

Q Qg—vg.l/u’—gg d <uv Vuz—g[;' AN % .

uv Vuz_vz o du\e Vei—e dw)— 7 (403)
Entnimmt man aus Nr. 9, Gl. (55) die Feldstirke (wobei mit Riicksicht
auf die Tiefenerdung der Faktor é— hinzuzufiigen ist)

J

T dax’

1

Y ut—o? ’

¢

(404)

1
u
so nimmt (403) die Form an

d ———— d9 J? 1
E(“V“Q— % ﬁ) = T @apxd ufwi—op (4032)

Es ist also mit einer Integrationskonstanten 4

49 Je aroesin %

oz 4P _ ) u
w W = = — et T A (405)
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Die Temperatur ergibt sich durch nochmalige Integration

2
P = — t 4:)2%1 219 (arcsm > -+ A-aresin ) & (405a)
wihrend der Warmestrom folgt
€0
1 4o g q Aesmy 2o
==l G T T Ewai e afeee  Aayea 200D

Fiir den ungekiihlten Erder lautet die Grenzbedingung w = 0 fiir
v =0 und u = g,:

a
A Je 12, Je @
o @Grnl e w0 AT @i g (406)

und hierbei tritt die Maximaltemperatur unmittelbar am Erder auf

Fmax = Fu=g, = (47322.;«,1 [(2%;)2_ % ' (T;,ﬂ - 8%1 2_2—3 - (407)

Der ungekiihlte Kreisplattenerder ertrigt somit im Winter als statio-
nire Grenzbelastung den Strom

J=8”9°'|/ 200 . (408)

Wenn dagegen der Erder durch ideale Wasserkiihlung auf der
Temperatur Null gehalten wird, bestimmt sich die Integrationskon-
stante 4 aus ¢ = 0 fiir v = 0 und a = g,:

Fd J? 1 7 \? Je 1 Fg
A5 =G o’ (5) A= 2 2 (409)
Das Maximum der Temperatur tritt jetzt auf einem zur Kreisplatte

konfokalen Ellipsoid % = uy,; auf, welches durch verschwindenden
Warmestrom bestimmt ist

aresin 20

LAY Vmex A . SO - S
(47)* %2 Q0 thpyy-Yule—08  (dm)x2 20F 2 Umax* Y Ula— 08 (410)
.0 £ =
a.rcsmmozz—; ""'mm::QOV2
und erreicht dort den Betrag
3 J? 1 [2* a° J? 1 1
0‘““:(471)2%1.2_@6’[%_—8_} 8%xi 8¢ =4 0max (411)

Die ideale Wasserkiihlung wirkt also beim Kreisplattenerder genau wie
beim Kugelerder, indem sie die stationidre Grenzbelastung verdoppelt

= !
J=2J=2-8mg, | 200 . (412)
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Fithrt man den Ausbreitungswiderstand R, :Vleb des Erders ein,

so kann man schreiben

J-R, = V?OOZ'—;
7

= ]/ E&g. (413)

Der Vergleich mit den entsprechenden Beziehungen fiir
den Kugelerder zeigt die Identitit der erhaltenen Awus-
driicke. Beide Anordnungen sind also bei gleichem Ausbreitungs-
widerstande elektrisch und hinsichtlich der stationidren
Grenzbelastung vollig gleichwertig; dagegen ist der Platten-
erder, wie wir in Nr. 25 gezeigt haben, auBerordentlich viel empfind-
licher gegen Uberlastung und Vergiftung.

62. Die stationire Temperaturverteilung eines bandformigen Tiefen-
erders. Im vorigen Abschnitt konnten wir zeigen, dafl Kugel- und
Plattenerder die gleiche stationdre Grenzberiithrungsspannung
J R, besitzen; um zu priifen, inwieweit diese einfache GesetzmiBigkeit
auch andere Erderformen beherrscht, behandeln wir hier das Temperatur-
feld eines tief im Erdreich verlegten Banderders der Liange 27 und des
Halbmessers g,; wir erfassen hiermit in guter Naherung gleichzeitig
die thermischen Eigenschaften der Rohrerder und der Kreisringerder
(Nr. 10, 11 und 12).

Wir fiihren elliptische Koordinaten des gestreckt-rotationsellipso-
idischen Feldes ein (Nr. 10) und erhalten fiir die Wirmestromung mit
der Annahme einer nur von » abhéngigen Temperatur

! .V’uz—l? ]/l“—v2 d
| = w—® ) ui—o®  du
Yur—12-Y12—o? Vu”——vg l/u“"—l2 dd| P
[ l VeEZe ug—v“".tﬁ}ﬁ_T.@g' (414)
Aus Nr. 9, Gl (66) ergibt sich nach Hinzufiigung des Faktors ~;4 fiir die
Tiefenerdung

J 2 J 1

T 8ax V=18 (i — %) T danx "VF R (415)
so daBl man aus (414) erhilt
d g o 497 J? 1
ﬂ[(" &%) du} T ay ol @ (414a)
Durch Integration folgt mit einer Integrationskonstante — 4
BT L A S T
@ =) u =@ g e — 4 (416)
und durch nochmalige Integration
. J? 1 w1 A4 u+1
b= — Wi en (hlu l> +torng (416a)

Ollendorif, Erdstrsme. 15



2926 Grundziige der Erwarmungsberechnung von Erdern.

SchlieBlich folgt die Warmestromung

In u—l—l
o — i aé J? —1 A 21
R (AT e M T ]

(416b)

Fir den ungekiihlten Erder erhalten wir die Grenzbedingung
3 ~ 1 o
w=0 fir » =0, uM}/l—}—Q‘_ l<1+2 l)
412 21 (417)
i__ J? o 90. A= J? ]ilgﬁo
00l (4mPxi 211 T @a@xd 1
so daB sich als Maximaltemperatur findet

Do = iz 1Ll ™l )

(418)

Die stationdre Grenzbelastung ist also fiir die Winterzeit durch
die Beziehung gegeben

4axl i
J = =% 200~ (419)
In—
Q

Beim Erder mit idealer Wasserkiithlung ist 9 = 0 fiir ¥ = 0 und
uw= Y124 o%; daher wird jetzt
()
J? Qo/

(4 =) A 21
Der Ort up,,, des Temperaturmaximums folgt aus (416b) durch Differen-
tiation

A= (420)

In ”“"“L-l | (m n2h)
J? ax — 0 Qo o
@ap xd’ 211/(7:12)7;;?5 21 Y (inax — 12) (“nax — v°)
. (421)
I tmeetl 20 :l_l”?oil
_l 90 max ]nz—%—-l
Qo

als zum Banderder konfokales Ellipsoid. Dort erreicht die Temperatur

den Wert 3 s o1 1 ona 1 oIS
Vmax = Fapnd B | ?(h‘ E) + z(‘na> ]

(422)
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Beachtet man, dafl der Ausbreitungswiderstand eines solchen Erders

1 21
R,=— -ln - betréi,gt so kann man schreiben

a 4l
—E— Vzoo L “’L — B l/2004 (423)

so daB in der Tat diese Gleichungen universell fiir alle vorge-
nannten Erderformen und fiir jegliches Erdreich gelten.
Sei beispielsweise fiir mittleres Erdreich (x = 10-% Siemens/cm) die
Wirmeleitfahigkeit 4 = ~ 1,2 - 10-2 Watt/cm °C sec, so ergibt sich
als stationdre Grenzberiihrungsspannung

T104
Fiir einen Erder vorgegebener Konstruktion ist sonach der stationire
Grenzbelastungsstrom umgekehrt proportional dem Ausbreitungs-
widerstande. Beispielsweise wird fir B, = ~ 5 Q entsprechend einem
Kugelerder von g, = 150 cm Halbmesser in mittlerem Erdreich ohne
Kiihlung

]/ 200- 22107 150 Vort. (423a)

150

und mit idealer Wasserkiihlung
J=2.20 — 60 Amp.
Es liegt nahe, die Beziehungen (423) zur experimentellen Bestim-
mung der Warmeleitfahigkeit zu benutzen. Legt man etwa die
Anordnung mit ungekiihltem Erder zugrunde, so erhilt man sogleich
»x- B
A= 200 - (424)
Hierbei ist definitionsgemaB die Eerithrungsspannung Z so groff zu
wihlen, daB nach hinreichend langer Zeit im Erdreich eben 100°C er-
reicht werden, was man entweder durch unmittelbare Temperatur-
messung oder durch Beobachtung des Beginnes der Wasserverdampfung
festzustellen hitte. Selbstverstéindlich erhilt man dann einen gewissen
Mittelwert der Warmeleitfahigkeit in dem untersuchten Tem-
peraturintervall.

Bei der Anwendung der Gl. (423) hat man zu beachten, daB die
Anfangstemperatur ¢ = 0° C im Erdreich nur im Winter vorhanden
ist. Im Sommer ist das Erdreich durch die Sonnenbestrahlung
vorerwiarmt, so daB die zulissige Temperaturerh6hung fiir die Er-
wiarmung durch den Erderstrom kleiner wird: Sei#, > 0 die Temperatur
der Vorerwiarmung, so erhédlt man jetzt fiir den ungekiihlten Erder

E = ]/ 2 (100° — ﬁo)% (425)

15*
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und fiir den Erder mit Kiihlung durch Wasser von der Temperatur &,

B =2 -V2 (1000 — 9,) =, (426)
Die stationidre Grenzbelastung ist also im Sommer im Ver-
hiltnis '
E, 100 — 9,
T (427)
kleiner als im Winter; beispielsweise ergibt sich fiir #, = 20°C
E, 80
E—m:]/m: ’\4900/0, (4273)

so da} die stationdre Grenzbelastung durch die Vorerwirmung um
rund 10% verringert wird. Entsprechend bestimmt sich allgemein die
Warmeleitfahigkeit aus
. » E*?
63. Stationiire Grenzbelastung eines Halbkugel-Oberflichenerders
bei bewegter Luft. Nachdem wir bewiesen haben, daf3 Tiefenerder der
verschiedensten Konstruktion gleiche thermische Eigenschaften hin-
sichtlich ihrer stationdren Grenzbelastung besitzen, kénnen wir uns
bei der Untersuchung der Oberflichenerder auf nur eine Erderform
beschrinken, indem wir die hierbei gewonnenen Ergebnisse auf die
anderen verallgemeinern ; dieses Verfahren ist zwar nicht in Strenge zu-
léissig, es liefert aber die Grofenordnung der Grenzbelastungen richtig
und geniigt den Genauigkeitsanspriichen, die zur Zeit an derartige Uber-
legungen gestellt werden kénnen.
Wir behandeln hiernach lediglich die stationire Grenzbelastung
eines Halbkugelerders vom Halbmesser g,, der nach Abb. 156 unmittelbar
— wwyme. 0N der Erdoberfliche gelegen sein mége.
Zuerst setzen wir voraus, da3 die Luft ober-
J ™ halb der Erdoberfliche bewegt sein mége, 80
Abbelog e daB dort merklich die konstante Tempera-
tur ¢, herrscht, die wir gleich der Boden-
temperatur der Vorerwirmung setzen. Demnach lautet die Grenz-
bedingung des stationéren Temperaturfeldes, welches durch den Erder-
strom J erregt wird:

# =9, an der Erdoberfliche. (428)

Sie 148t sich leicht mittels eines Bilderverfahrens erfiillen, indem
man die im unteren Halbraum befindlichen Wéarmequellen der Inten-

sitét —;-(&“‘ an der Erdoberfliche spiegelt.




Grenzbelastung eines Halbkugel-Oberflaichenerders bei bewegter Luft. 229

Die Behandlung des Problemes laf8t sich sehr erleichtern, wenn
man die Temperatur unmittelbar aus den Elementarfeldern der im ganzen
Raum kontinuierlich verteilten Wirmequellen dn ermittelt. Denkt
man sich eine solche allein im homogenen Raum befindlich, so muf sich
ihr Wéarmestrom gleichméaBig nach allen Seiten ausbreiten, so dafB er
in der Entfernung o’ von der Quelle die Gréfle

dn
47g?

dmw= (429)
aufweist; hieraus ergibt sich durch Integration lings einer Strémungs-

linie sogleich die Temperatur
+@e 2
dn 2
dﬁzm—_—‘m'dl, (429&)
wobei der Kinfachheit halber die im Unendlichen vorhandene Tem-
peratur &, als Basis der Temperaturskala gewihlt wurde. Durch Inte-
gration iiber simtliche im Raum verteilten Quellpunkte ergibt sich daher

ihre Gesamtwirkung
1 €2.dz
9= 4n.7.le T (429b)

Sie stellt das Temperaturfeld des ungekiihlten Erders dar.
Beschréinken wir uns auf die Berechnung der stationiren Grenz-

belastung, so laBit sich das Integral (424b) einfach auswerten. Denn

aus Symmetriegriinden liegt der Ort der

Héchsttemperatur auf der senkrecht zur Erd-

oberfliche durch das Erderzentrum gezogenen

Achse, so daBl wir uns auf die Temperatur-

verteilung lings dieser Achse beschrinken

konnen. Nun ist das elektrische Feld des

Halbkugelerders in der Entfernung ¢ vom

Erderzentrum nach Nr. 8

J 1

80 daBl die wahren und die an der Erdober- i} . )

fléche gespiegelten Wirmequellen nach Abb.157 Aot 7iu£e¥g‘ngp:;§§1§r:f[§llzig.el-
rotationssymmetrisch um diese Achse liegen.

Die nach Abb. 157 auf einem Breitenkreise y = konst im Abstand p vom
Erderzentrum gelegenen Wirmequellen besitzen daher von einem
um z vom Erderzentrum entfernten Punkte der Achse den gleichen

Abstand

o =124 9*—2zpc0sy, (431)
so daB sie zu dem Integral (429b) den Beitrag liefern
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1 J? 2mp-siny-gdg-dy 1

9= - A % ’
B J2 1 dedu 1
=+ @a)lxd 2 ¢ @i +2z0u ’ (432)
wo zur Abkirzung p = — cos y substituiert ist. Eine Kugelschale

der wahren und gespiegelten Wirmequellen, welche nach Abb. 157 von
den Kugeln ¢ und ¢ + dg eingeschlossen wird, gibt also

J? 1 dg
dy = s — —
b (27‘)2/7 2 ¢ {J‘]zz*o-—ZZOu f}zz*g ——2201&] (4322)

Wir unterscheiden nun die Fille z = o. Im ersten Falle liegt z auerhalb
der Kugelschale, und es stellt somit (432a) den Beitrag der ,,inner-
halb* z gelegenen Wirmequellen dar

a9, — J? de VP +E—(2—0)—(e+2)— -2

(2 ). A 0® 202
J? dg ]o-—z~~z
(2 )y x Tt 2 <432b)

Ahnlich ergibt sich fiir z < ¢ der Beitrag der ,,auBerhalb‘‘ z gelegenen
Quellen
J? dg}zzéoa—(g—z)—(g—z)—]o ‘

dﬂ“ (27)2- %A o 202

J? dg]ez__z?__g

BRI (4320

Indem wir jetzt tiber simtlich ,,inneren‘ Kugelschalen zwischen dem
Erder und dem Punkt z summieren, wird ihr Anteil an der Gesamt-
temperatur

z

2=Qo

ebenso der Anteil der d&uBeren Kugeln

X

_ We—z“~ede
3, vdﬂ (szlf =t (4332)

=z

also die gesuchte Gesamttemperatur

z x

. J? 1 rm]'g*—f—z“dg fdg J‘dg}
e | e P R D
(2

Qo z
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Nun ist
Yo' +ztde 1 5, 1, Yo+2—z
T = T 9t 2 —MT,
f 7 oy R Pl ey
[ o]
Vot +22do 1 >, 1, V2+al+=
EY 2" o 2 *ln—,—“_fy
J\ [ 293 Ve -+ +3 V7@ te—z
so daf i
g P 1 [Vei# e V& iehdz
*(Zn)""xl 202 22 9,2 l/‘m—z
B PR BT DA YL
{1 z‘f}” 22:1—“(2n)2x1'293 f<90>- (433¢)

In Abb. 158 ist die fiir die Temperaturverteilung maBgebende Funktion
f (%Q \) fir die Umgebung der %%

Erderoberflache aufgetragen. B /
Man erkennt, dal im Gegensatz g30
zu den friiher behandelten Erder- [
formen das Maximum der Tem-

peratur jetzt nicht mehr unmittel- Kaid
bar an der Erderoberfliche auf- »
tritt, sondern erst fiirz/p = ~ 1,2 426 - N
erreicht wird, also um rund ein - \
Fiinftel Erderhalbmesser ins In- oz4
nere des Bodens verschoben ist. i \
Der Betrag der Funktion f <—£> a2l | | L A
an diesem Punkte ist ~ 0,31, so Y " 5 % » g%o 40
daB man zur Berechnung der  apb. 158. Temperaturverteilung lings der
stationiren Gre nzbelastun g (fﬁr Symmetrieachse eimzsng:;l')kugel-Oberﬂﬁchen-
Winterszeit) erhalt
1000 — 7. 1 o34,
2m)2xd 203 7
J:27:@0-]/200»1—-‘/(%:2anO-V2OO%-1,8, (434)

Um nunmehr eine etwaige besondere Erderkiihlung zu beriick-
sichtigen, benutzen wir das Prinzip der rdumlichen Spiegelung.
Nach Nr. 29 haben wir uns hierzu den vom Halbkugelerder umschlossenen
Raum kontinuierlich mit Wirmequellen erfiillt zu denken, deren Dichte
im Abstand ¢ vom Erderzentrum entsprechend Gl. (163c) durch
J? 1 0 721

T @aPxd (@t ¢ @n)fxide

gegeben ist. Daher wird der Beitrag der Spiegelbilder, welche inner-

(435)
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halb zweier um dp entfernter Kugelschalen eingeschlossen sind, mit
(4321)

r J? do Yor+22—2
dd = TR z

(436)

und der Gesamtbeitrag aller an der Erderkugel gespiegelten Wirme-
quellen

Qo

— & de Jo'+2'—z
_J‘dﬁi; (Zn)lef 2

=0 (436a)
T LS U Ry A E L
(@R xi 202 [ .tk 2 2

Man erhélt daher fiir den Erder mit idealer Wasserkiihlung
lings der z-Achse die Temperaturverteilung

J? 1 V@o‘i‘z + i Vz “‘90"‘2 1__9j _E{;
(271 2. 22 203 2z2 ]/zz_l_g _z 22 22
_Wﬂ_i.ln@ﬂﬁtﬁ;ﬂ:;’L.i
2 2 ‘ @mP-xld 20} (437)
[Q—E-mw—{—l—i——-l L&]
2 Qo 27 2
J? 1 2
=C@aral 28 g(g‘,/

Die Funktion g <£> ist in Abb. 159 dargestellt. Der Ort der Maximal-
temperatur ist jetzt bis zu z/py = ~ 1,7 weit in das Erdreich
hineingeschoben; dort erreicht g (e ) den Betrag 0,155, so daf} die
stationdre Grenzbelastung aus

=~ 2mgo-l/200§-2,5 (438)

= i1
J=2 -V200—- —
% % ¥0,155

folgt. Der Vergleich mit (434) zeigt, daB die Kiithlung des Erders den
Strom der stationdren Grenzbelastung im Verhiltnis

j 2
T (439)

vergroBert. Durch die besondere Kiihlung wird also die Grenz-
belastung um rund 40% merklich erhoht, doch ist der Effekt erheblich
kleiner als bei Tiefenerdern, bei denen die gleiche MaBnahme die sta-
tionidre Grenzbelastung verdoppelt (vgl. die vorangehenden Abschnitte).
Fiihrt man den Ausbreitungswiderstand B, = ﬁ des Halbkugel-

0

erders ein, so lassen sich die Beziehungen (434) und (437) mit Riicksicht
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auf (423a) schreiben

J-R,=18:]/2002 — ~ 270 Vot

fiir den ungekiihlten Erder und

J-R,=2,5-]/ 200 2 = ~ 875 Volt

(433a)

(437a)

fir den Erder mit idealer Wasserkiihlung. Aus ihnen ist, wenn wir als
Produkt von Strom und Ausbreitungswiderstand wiederum die Be-
rihrungsspannung einfithren, jede Bezugnahme auf die Erder-
abmessungen verschwunden. Wir diirfen daher — in vorsichtiger

Extrapolation — die Gl. (433 a,
437 a)alsuniversell giiltig fiir
alle Oberflichenerder be-
trachten. Der Vergleich mit den
frither fiir Tiefenerder abgeleite-
ten Formeln (425) und (426) 148t
dann zunichst erkennen, dafl die
zusitzliche Kiithlwirkung der Erd-
oberfliche den Strom der statio-
niéren Grenzbelastung um das
1,8 fache betrachtlich erhoéht:
Man erreicht hierbei fast die
gleiche Steigerung der thermi-
schen Leistungsfahigkeit, die
beim Tiefenerder erst durch ideale
Wasserkiihlung eintritt. Wird
jetzt noch eine besondere Kiihl-
anordnung vorgesehen, so kann
man den Strom doch nur um
25% iiber den hochstzulissigen
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Abb. 159. Temperaturverteilung lings der Sym-
metrieachse eines gekiihlten Halbkugel-Ober-

flichenerders.

Belastungsstrom eines elektrisch gleichwertigen Tiefenerders vergroBern,
so daB in diesem Falle die natiirliche Kiihlung durch die Erdoberfliche
nur unvollkommen ausgenutzt wird. Zusammenfassend wird man also
zu dem Schlusse gefithrt, daB der Einbau besonderer Kiihleinrich-
tungen in Oberflichenerder durch die Erhthung der stationiren
Belastbarkeit nicht gerechtfertigt ist.

Zur Berechnung der stationéren Grenzbelastung fiir Vorerwirmung
auf 99 (im Sommer) treten an Stelle von (434a), (437a) die Beziehungen

J.R,= 1,8-V2-(100~00)%; JR,— 2,5-]/2(100- 9, (4371

so daB die Belastungen im Verhiltnis (427) abnehmen.
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64. Stationire Grenzbelastung eines Halbkugelerders bei ruhender
Luft. Nachdem im vorigen Abschnitt das stationdre Temperaturfeld
eines Oberflichenerders bei bewegter Luft bestimmt wurde, soll hier
die gleiche Aufgabe fiir ruhende Luft gelost werden; sie unterscheidet
sich von der fritheren durch die physikalischen Bedingungen an
der Erdoberfldche, welche jetzt durch (392) gegeben werden.

Zwei Grenzfille lassen sich sogleich iibersehen.

Wir nehmen zunéchst die Warmeiibergangszahl zu Null an. Da dann
jeglicher Wirmestrom senkrecht zur Erdoberfliche verschwinden muf,
konnen wir das Temperaturfeld aus Nr. 60 entnehmen, wenn wir ledig-
lich die in den unteren Halbraum ziehenden Wairmestréme als real
betrachten. Hierbei hat man zu beachten, daBB man sich einerseits dem
symmetrisch zur Erdoberfliche erginzten Halbkugelerder nach Nr. 5
den doppelten Erderstrom J’ = 2J zugefiihrt zu denken hat, wihrend
andererseits der Ausbreitungswiderstand R, dieses zur Vollkugel er-
ginzten Erders nur die Halfte des wirklichen Ausbreitungswider-
standes R, betrdgt. Sehen wir der Einfachheit halber von Vorerwir-
mung ab (¢, = 09), so folgt also aus (402)

, /1 / & .
J' R, —(2J)-(;R,)=J R, — J 2002 =~ 150 Volt  (440)
fir den ungekiihlten Erder und
_— - /1 . Yo . ;
J-R,—(2J)-(4B,) =T -R,— 2]/ 2005 — ~ 800 Volt  (440a)

fir den Erder mit idealer Wasserkiihlung. Das sind genau die
gleichen Beziehungen, die wir fiir Tiefenerder abgeleitet haben, und die
somit fiir Erder beliebiger Form bei vollig mangelnder Wérmeabfiihrung
durch die Erdoberfliche giiltig sind.

Sei jetzt die Warmeiibergangszahl als unendlich gro8 angenommen,
so folgt aus der Forderung eines iiberall endlichen Wirmestromes
sogleich ¥ = J, an der Erdoberfliche; dieser Grenzfall wird daher
durch die Rechnungen des vorigen Abschnittes erfait, so daB die statio-
nire Grenzbelastung durch (434a), (438a) gegeben ist. Im allgemeinen
Falle einer endlichen Wairmeiibergangszahl kann man daher setzen

J-Ra:u-‘/zooé; 1< <18 (441)
fiir den ungekiihiten und
j-Ra:&-2-V200i~; 1<ae<125 (441a)

fiir den Erder mit idealer Wasserkiihlung.
Zur Abschitzung der , Kiihlziffern® «, a ermitteln wir zunichst
das Temperaturfeld einer einzelnen nach Abb. 160 in der Tiefe ¢ unter
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der Erdoberfliche gelegenen Warmequelle N. Wir fiihren rdumliche
Zylinderkoordinaten z, p, ¥ ein, deren z-Achse senkrecht zur Erdober-
fliche orientiert ist und durch die Quelle hindurchgeht; ihr Ursprung
werde in den Durchstofungspunkt mit der Erdoberfliche gelegt. Ohne
Beachtung der dort wirksamen Grenz-
bedingungen ist dann das Temperatur- i
feld des Quellpunktes nach (429a)

N

¢ |
A T R N
o = Vet (2t
i

Um nunmehr die Grenzbedingungen

zu befriedigen, iiberlagern wir dieser AR L zeinom %?rﬁfégﬁ‘éffé’m ciner
Temperatur ein Sekundirfeld &, s

ist aus Symmetriegriinden von y unabhingig, so daf3 wir analog (144 b)
setzen konnen

N . uz
=17 f e Jy(no)du- (443)
0
Nun gilt im Bereich 4 o > z > — ¢ identisch
N N ¢ —u ) N -—u
b e e ot e i
0 0 (444

so dal wir als Gesamttemperatur erhalten
=0, = Af f(u)ersentend Jy (u@)dp.  (445)

Die axiale Komponente des Wiarmestromes ist also

. 08 ¢
m=—4 = 4”1 ‘A fuf(u Jerr—pette=1z] Jo(no)d . (445a)

Die Grenzbedingung (388) bestimmt jetzt die Funktion f(u) mittels
w=hr9 fir z=0 (446)
aus

— 2l @) — e =Ry +e s f)—erTh TR (447)

und das Sekundértemperaturfeld ergibt sich

N /'L,u

9, = 47l },u

T e ¢ (no)dp. (448)
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Wir priifen dieses Ergebnis an den frither genannten Grenzfillen:
Fiir A = 0 wird

[e o]
N N " e
19s=4vnl'f(+1)eﬂ(z—t)J0(lu9)d”:W; o' = Yo+ (—1t)2. (448a)
0

In der Tat liBt sich also hier die Wirkung der Erdoberfliche richtig
beschreiben, indem man das System wahrer Wirmequellen symmetrisch
zur Erdoberfliche nach oben hin erginzt.

Wenn dagegen b — 0o, folgt aus (447)

oo
N N
D= oz J D e o) dp=—
0 (448D)
"=Vt G-t
so daBl man jetzt die Kiihlung richtig in Rechnung stellt, wenn man
das System der wahren Wirmequellen an der Erdoberfliche spiegelt.

Um den allgemeinen Fall einer endlichen Warmeiibergangszahl abzu-
schatzen, entwickeln wir fiir grole 2

Ap
Au—h __h - Apli. Au (l,u2 A3 ’l
T T [T 70 R L
P AT”+1 T N R \h> <h) 1 449y
_ (e (AR A 1
el |
und finden
N 1
‘982_25‘97'7 _
(449a)

N A-p A p\2 y WA o
taan’ [T‘(T) () e e o o
0
Die Wirkung der Erdoberflichenkiihlung ist hiernach hauptséchlich
durch die im vorigen Abschnitt behandelte Kiihlung bei bewegter Luft
gegeben; aber sie wird durch den mangelnden Wirmeaustausch der

ruhenden Luftmassen verkleinert. Beschrinken wir uns auf das erste
Glied der Entwicklung (449a), so erhalten wir als MaB hierfiir

N A dr1l
4 t (z—t) AP d (Rl B
¥ =g hf/t Ty (pe)dp=5 =(=7)s -
(449b)
¢ =V92+<z-t)2.

Wir konnen dieses Ergebnis der Anschauung niher bringen, indem
wir das Temperaturfeld eines zur wahren Wiarmequelle nach Abb. 161
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symmetrisch gelegenen Wérmedipoles betrachten. Besteht dieser
aus zwei in der z-Richtung orientierten Wérmequellen entgegengesetzt
gleicher Stirke N, wobei [ ihren sehr kleinen Abstand messe, so ist

N 1 1 N-ld/1

= —— = 450
4”’*“924—(.2——):)2 bo? + (z — {t— [} 4n}.dz<g ) (450)

und dies wird mit (449b) identisch, sofern wir die Linge des Dipoles aus

2
=25 (451)

bestimmt. Man erkennt durch Verallgemeinerung dieser Uberlegung
leicht, daB sich die Entwicklung (449b)
als Folge von Wirmequellen steigender
Ordnungszahlen deuten 1aBt.
Wir gehen jetzt wieder zu der Tempera-
turverteilung des Halbkugelerders an der
Erdoberfliche iiber, indem wir die vor-
stehenden Beziehungen auf die Gesamt-
heit der im Erdreich kontinuierlich ver-
teilten Wéirmequellen anwenden. Wir
fithren die Bezeichnungen des vorigen Ab-
schnittes fiir die Lage des Aufpunktes ein o
und nennen { den Abstand eines symme- Apb. 161}13%?%23%? Deutung
trisch zu einer Warmequelle oberhalb der
Erdoberfliche gelegenen Punktes von ihr. Als erste Korrektur
des Temperaturfeldes ergibt sich dann

% &2 d xE
2nkdc( ) v= [y ga T (452)

Wir wollen dieses Integral lediglich fiir Aufpunkte auswerten, welche
auf der z-Achse liegen; unter Beachtung von (432) ergibt sich dann als
Beitrag der lings eines Breitenkreises verteilten Warmedipole fiir den
Erder ohne besondere Kiihleinrichtung

Pa

1 % J? 2ngsinxgdgdx' ¢
2n h (2apRx o '3
J?  de pdy
T (@nexh @ (22 + @+ 220u)
Eine im oberen Halbraum von den Radien ¢ und ¢ 4 dg begrenzte
Halbkugelschale gibt also

dd,=5—

(453)

pdu

a9, = (2n)=xh e f(22+92+229ﬂ)'/"

J d 1 (453a)
:(2n):nh'f'zzzgﬂ(z+e)'[(z+0)— Y22+,
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Durch Integra,tion iiber den vom Erder begrenzten Raum folgt

lo.Gio)_de 2FEE dp Ao
’l?s (27!)2%’1, f|: 222 93 222 es 2z2(z+e)J . (453b)

Nun ist

de z2+e __ 1
Jlgs 222 T 4zg® 223’

de yzz+g 1] F14e%2+1 11 —g%2 |
=_—=l—In —2 ae |
¢ 2 4B 11+92/z2~1 0%/2

de 22+¢ _ 2 g/Z+1 1 .
.fe" 5a(tg) 22 L I +5 + 2l 4(2/9)2J’

so daB3
___ 1 Teo , 0
0. = @ nlhes) 263 SR
ebf 1 VWTZZ—FI V1 + o322 0o/ + 1 }]
2] 2 Trep—1 gyt T2 — 2o+ 2(z/90
e 1[0 ~——5 o3 . 1+4)1+ 2
= arraiiay a1+ Sm L
90/2"{—11:[
+2In Qo/? J

Da diese Temperatur voraussetzungsgemi zum Gesamtfelde nur eine

Korrektur liefert, diirfen wir von der durch sie verursachten ort-

lichen Verschiebung des Temperaturmaximums absehen und erhalten

den Betrag der Temperaturerhdhung fiir diesen Punkt, indem wir aus
Abb. 158 z/g, = 1,2 entnehmen
J2

0= Gapwtigy 2 OB (455)

Fiir die Gesamttemperatur ergibt sich also mit Benutzung von (433c)

J 02154 J%

9= (27:)29:}. 202 (03 +3 h o, ) (2::)’%).290

Der stationdre Grenzbelastungsstrom wird demnach, wenn von Vor-
erwirmung abgesehen wird, auf

1
J= 27”‘@0‘/200 IBV =

0,31(1+0,69 —) (456)

140,69~
Qo (456a)

—~ 2nx90]/200-f; 1.8(1— 0,35,%90)

heruntergedriickt, so daf wir fiir die durch (439) eingefiihrte Kiihl-
ziffer erhalten

i
=18 (1 — 0,35 h_go> . (456}))

(454)
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Wir fiihren jetzt die entsprechende Rechnung fiir den Erder mit idealer
Wasserkiihlung durch, indem wir die an der Erderkugel rdumlich ge-
spiegelten Wirmequellen nach Gl. (435) beriicksichtigen. Der Beitrag
aller lings eines Breitenkreises verteilten Dipole ist
1 k2 J? '2n9~sinl-9d9dl ¢
2ah (2m)?x 008 e”?
_JF ’do pdu

@afxh of (+e'+2z0u)’
so daf3 sich durch Integration iiber alle in der Halbkugelschale (g, o + dg)
eingeschlossenen Raumelemente nach (453b) ergibt

J? d 1 — 2
- (23)2xh'§§'222(z2+9) [(z + o) — ]/z“+@2} . (457a)

Wir summieren nun iiber den von der Erderkugel begrenzten Raum

ddy = —

(457)

d¥; =

Qo

, J? 1 1 (7 s
Vs = — Cayprhoy 2 _"géftd9(2+9)—2d91/22+92
0

22+92
+de- Z+9]

(458)
- ,“__Lg. 1 Qo Qo g%
o 2n)Exhoy) 203 [zg V1+ 22

— In(gyfz + Y1+ 3f#*) + 2In(1 4 0,/2)|

Der Punkt des Temperaturmaximums liegt jetzt nach Abb. 159 in der
Entfernung z = 1,7 gy vom Erderzentrum. Hierfiir folgt aus (455) und
(458)

J? ;o J?

¥ = Canhoy 2 -0,0486 ; Pe= Capatioy 2 : -0,031, (459)
so daB also die gesamte Temperaturéi,nderung betragt

S, =0t 9= —2 .1 . 0015. (460)

(2 7)* % (b 0o) 2
Mit Riicksicht auf (438) erhalten wir also fiir d1e Maximaltemperatur
— NES
B= g oais 0(0155 40,015 - 0)
J: 1
— it 0155( +0’10r90>~ (461)
Der hochstzulissige stationdre Strom sinkt auf
2,5

oan A
J:"\-‘ZTLKQO'Vz()O;V’*—“T

140,10 —
ho,

=~2m90.l/200%-2,5<1—o,oahieo). (4612)
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so daB die Kiihlziffer wird

Z— %;2,5 (1 — o,oa-%) — 1,25-(1— 0,05 hLeo) . (461b)

0
Der Erder mit besonderer Kiihleinrichtung ist, wie durch Vergleich mit
(456b) hervorgeht, viel unempfindlicher gegen mangelnde Kiihlung der
Erdoberfliche, wie auch unmittelbar leicht verstiandlich.
Fiibrt man die Beriihrungsspannung der stationiren Grenzbelastung
ein, so lauten die Beziehungen (456a) und (46la)

E=V200i-1,8-(1~—0,35—;'~>;

P h o, (462)
E—Vm 2,5-(1 005’1>I
— ) 200 % 25.(1— 005;2).

Sie unterscheiden sich von den friitheren grundlegend dadurch, daf
in den Kiihlziffern die Erderabmessungen enthalten sind,
so daB verschiedene Erderformen elektrisch gleicher Eigenschaften in
ihren thermischen Eigenschaften voneinander abweichen: Je groéfBer die
Erderabmessungen, desto unempfindlicher ist die Anordnung gegen die
an der Erdoberfliche wirksame Kiihlung. Um daher auch bei ruhender
Luft leistungsfihige Erder zu erhalten, mufl man die Erder iiber mog-
lichst weite Flichen verteilen, sofern man nicht besondere Kiihlung des
Erders anwendet.
ZahlenmaBig kann man fiir ruhende Luft etwa setzen

h = 2,3-107* Watt/cm?2 °C/sec .
Demnach erhilt man beispielsweise fiir einen Halbkugelerder von g,
= 150 cm Radius mit dem friilher angegebenen Werte 4 = 1,2 - 10-2

Watt/cm °C sec als Kiihlziffern der Erdoberfliche nach Gl. (456b)
und (461D)

.10-2
e —1,8(1— 0,35 g i) —1,8(1 — 0,12) = 1,68
_ 12-10-% \ B
=125 (1 — 0,05-m) —1,25 (1 — 0,0174) = 1,22 .

‘Wihrend hiernach der gekiihlte Erder, sobald die Erderabmessungen
nicht zu klein sind, praktisch unabhingig von dem Zustand der Luft ist,
setzt ruhende Luft die Grenzbelastung des nicht gekiihlten Erders um
etwa 12% bereits merklich herab.

65. GroBenordnung der dynamischen Grenzzeit eines Erders. Nach-
dem wir im Vorangegangenen fiir eine Reihe wichtiger Anordnungen die
stationire Grenzbelastung angegeben haben, soll jetzt die dynamische
Grenzzeit berechnet werden, welche der Erder bei {ibermi8iger Strom-
zufuhr ertragen kann. Wir wollen uns hierbei mit einer Abschatzung
begniigen, welche uns die GroBenordnung der Grenzzeit richtig liefert;
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sie laBt sich leicht im Anschluf an das Temperaturfeld eines kugelfor-
migen Tiefenerders definieren: In Nr. 60 konnten wir zeigen, da Heiz-
dichte und stationére Temperatur eines ungekiihlten Tiefenerders
von der Erderoberfliche nach auBlen hin entsprechend Abb.162 steil
abfallt; gleiche Beziehungen gelten fiir den Tiefen-
erder mit kiinstlicher Kiihlung, sofern man
die Kugel maximaler Temperatur als thermisch wirk-
same Oberfliche des Erders betrachtet (vgl. Gl. (397)
und (400). Es liegt daher nahe, von der rdumlich
kontinuierlich verteilten Heizung durch die
vom Erder ausgehenden Stromfiaden zu einer idea-
lisierten Heizung {iberzugehen, welche inner-
halb der Fliche stationdrer Hochsttempe-
ratur konzentriert ist und im ganzen AuBen-
raume verschwindet; hierbei muB, damit die Heizung
im ganzen die gleiche bleibt, die Gesamtleistung N
als Warmequelle im Innern jener Fliche angenommen
werden (vgl. Abb. 162, gestrichelte Linie).
Wir haben hiernach zur Abschitzung der dyna-
mischen Grenzzeit das Temperatur-Schaltfeld in einem
zunidchst die gleichméfBige Temperatur ©#, besitzenden
Raume zu bestimmen, welcher von einer plétzlich
beginnenden und sodann in konstanter Stdrke an-
haltenden Heizung mit Wéirme gespeist wird. Auf
diese Aufgabe lassen sich die in Nr. 54 entwickelten Verfahren an-
wenden. DemgemaB untersuchen wir zuerst die Wirkung einer ex-
ponentiell anklingenden Heizung

N =N, ert. (463)
Da im Wiarmestromungsfeld voraussetzungsgemiB keine riumlich ver-
teilte Heizung wirkt, lautet die Differentialgleichung der Temperatur
4 027.'6? (464)
und wenn wir ¢ in der Form & = &+ ¢?* ansetzen
A9y =2-p-9,. (4642)
Indem wir jetzt auf radiale, symmetrische Stréomung speziali-
sieren, wird mit Beachtung von (275)

1 d (.z_dﬂ(,):_{di(rt?(,)_‘ c

r  dr i pﬂo;

war\"a =
a2
O _ 2 petroy—o, (464b)

Ollendorff, Erdstrome. 16
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Die im Unendlichen verschwindende Loésung dieser Gleichung lautet
mit. einer Integrationskonstanten 4

¢ e s
—Vpr o V7
(rd, =A-eV; ; Bg—A-° Vr =4.° T?, (465)

r

wo die Aufpunktszeit

T= Jr (466)

substituiert ist. Durch Differentiation ergibt sich der Wirmestrom

VTP, VT
. ad, e c e
g = _’1'37—‘4‘1'[7 +Vz 7"*7"}

—vrp| L VTP
= A.]-e VM[F"’“LF} (466a)
und daher ist der gesamte, die Fliche maximaler stationirer Tempera-
tur r = g, durchdringende Wirmestrom
Ny=dnoiw,_, =4nd-2-e"'"?[1 4 | T, p];
Ty=1 03, (466b)

wo Ty als Eigenzeit des Erders bezeichnet sei.
Aus (457) folgt sogleich die Integrationskonstante
N, eym

4n}.1+l/gop (467)

und also die Temperatur
(Vfu"l/i) V;
Mo
T a ) (468)

Das Schaltfeld unterliegt demnach der Integralgleichung

N, e(ﬁo—ﬁ) 173 J.ﬁ ‘d
el B S — .e~ptdt
4xl P"'(1+VTOP) J O(t) €

=zNTf f)eveds. (469)
0

Um die Funktion f(#) zu bestimmen, entwickeln wir

l—':i}f)-—i—’ =1- VTop + (]/To p)g_ (VT() p)3 + o (470)
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so daBl die Integralgleichung fiir f(¢) die Form annimmt
(VTO VT) Vo

~(0—VTop +(VTyp) — +--)

— Oj f(t)e-rtdt. (469a)

Auf eine Beziehung éhnlicher Art sind wir bei der Untersuchung des
Erdstrom-Schaltfeldes einer kurzen Leitung gestoBen. Dort
fanden wir fir

e=VT' Vo :ff, (Hertdt:f,=1—& (Vg) (471)

.
1 pe“VT'VP— f JeeBdi:f, = ¢ 4, 472)
2 ~V :

Mit Beachtung der Regel (355a) ist also

0= [+ 2y + it | [1- 2 (1))

— (VE-VE (473)
To 41

[1"' Odt+T0dtﬂ+"'JVnt

Am meisten interessiert der Temperaturverlauf auf der Fliche
stationédrer Maximaltemperatur. Hier ist 7' = T,, so daB

f#) = [ + T Odt + Tg d:"‘_L‘ JV%
::1_!/‘ [1____., + li.qlﬁ_-ﬁ—---}. (473a)

Die hier auftretende Reihe 148t sich mittels der Krampschen Transzen-
dente! summieren:

1.1 1.8
2;/'10+ 2.2.8%T3 =+

R el

F)=1— " {1_¢< E}' : (473D)

und also

1 Vgl. Abb. 138.
16*
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Diese Funktion ist in Abb. 163 in Abhingigkeit von der numerischen Zeit

t

v = dargestellt. Fiir kleine v schnellt sie von Null aus mit der

T
Wurzgl aus 7 auBerordentlich rasch empor,
2 1/t
4 t)= :V -, 473
fim £6) = ="V 7, (473¢)
um sich mit wachsendem 7 gemé8
. T
imf(t)=1—_} (4734)

T-»
nur schleichend ihrem Grenzwert 1 zu nidhern. Die Funktion f ()
gibt daher unmittelbar das Verhiltnis der Temperatur in der Zeit ¢
zu der stationdren Temperatur an
B (2)

r =, @75)
Hierbei hat man zu beachten, daB diese stationire Temperatur selbst
durch die Gl. (462) mit

9,(00) = ;0 — > (476)
infolge der vereinfachenden Annahme einer innerhalb der Fliache kon-
stanter Maximaltemperatur konzentrierten Heizung genau doppelt

so groB ist als die wahre
stationdre Temperatur
(397 a) bei réumlich ver-
teilter Heizung; daher darf
man die Formel (475) ledig-
lich fiir das Verhéltnis
der Temperaturen be-
nutzen, nachdem man die
stationdre Grenztempe-
ratur fiir die jeweils vor-
liegende Anordnung nach
den frither mitgeteil-
ten Beziehungen be-
rechnet hat.
Abb. 168. Zeitlicher Temperaturaufstieg an der Oberfliche Sei J der entsprechende
(ausgezogen) und in der Umgebung (gestrichelt) eines stationire Grenzbela-
Kugelerders.
stungsstrom, so wiirde
sich fiir eine d-fache Uberbelastung mit

Jg = t-J (477)
als stationdre Grenztemperatur
¥ (00) = 2-100° (478)
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ergeben, falls nicht schon vorher die Erdfeuchtigkeit beginnen wiirde
zu verdampfen; die hierzu erforderliche Zeit #, bestimmt sich aus
9 (t,) = 1000. Setzt man dies in (476) ein, so erhélt man

1000 1
ft) = grioo =" (479)

Die hiernach bestimmten numerischen Grenzzeiten 7, =—,ﬁ'— sind in

Abb. 164 als Funktion der Stromiiberlastung % dargestellt. Maﬁ erkennt,

daB mit wachsender Uberlastung die dynamische Grenzzeit

auBerordentlich rasch absinkt. Denn mit Benutzung der asym-

ptotischen Naherung (473c) erhélt man fiir sehr grofie Uberlastungen
2

lim = - ]/;Zsﬁl—g %:%;ﬂ (480)

Dagegen schwillt fiir maBige Uberlastungen die Grenzzeit ent-

sprechend :

. T 1 ¢ 1 wt

im (1) =i = e (s1)

sehr stark an: Der Erder ist gegen maBige Uberlastung auBer-

ordentlich unempfindlich, gegen starke Uberlastunghéchst
empfindlich.

Fiir eine vorgegebene Stromiiberlastung ist die dynamische Grenz-
zeit stets proportional der Eigenzeit 7'y des Erders. Da diese nach (466b)
in bestimmtem KErdreich mit
dem Quadrate aus den Haupt-
abmessungen des Erders wichst,
miissen hoch tiiberlastbare
Erder groe Abmessungen
aufweisen, um hinreichend
lange die Belastung ertragen
zu kénnen; beispielsweise setzt
eine Verdoppelung der Haupt-
abmessungen bei konstanter
Héchsttemperatur zunéchst die
stationdre Grenzbelastung auf
das Doppelte herauf und ver-
vierfacht die Kigenzeit. Be- o L
zeichnet 4 die Stromiiberlastung "™ douer oines Hraors von dor Uberastung.
und 7', die Eigenzeit des ur-
spriinglichen Erders, so ergibt sich also fiir den Erder mit verdoppelten
Hautpabmessungen die dynamische Grenzzeit £, aus

(%) = @y (482)
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und fiir groBe Uberlastungen mit Beachtung von (480)
2 1ty ey 1
iT,” 4 @R T, 4
80 daB die dynamische Grenzzeit auf das 64fache auBlerordentlich stark
anwichst. Den gleichen Erfolg hat der Einbau einer idealen
Wasserkiihlung in den Erder, da er nach Nr.60 einer Verdoppelung
der Erderabmessungen sowohl hinsichtlich der stationidren Grenz-
belastung wie hinsichtlich der Lage der hochsttemperierten Fliche
gleichwertig ist. Wéhrend somit VergréBlerung der Erderabmessungen
oder Einbau einer besonderen Kiihlung die Da uer belastbarkeit nur maBig
steigert, bildet eine solche MaBnahme ein hochst wirksames Mittel zur
Erhohung der kurzzeitigen Belastbarkeit von Hochstromerdern.
In einiger Entfernung vom Erder néhert sich der Temperaturanstieg

(473) fiir Zeiten ¢ > T, dem asymptotischen Grenzwert
lim f(t):l—d)(‘/f;>:~1~ z (483)

t->o

Diese Funktion ist in Abhéngigkeit 7 = ~,} ebenfalls in Abb. 163 ein-

gezeichnet. Man erkennt, daB der Temperaturanstieg fiir hin-
reichend grofle Zeiten in allen Punkten des Feldraumes
nach wesentlich dem gleichen Gesetze verldauft; hierbei ist
indes zu beachten, daB mit zunehmender Entfernung vom Erderzentrum
der ZeitmaBstab quadratisch wichst. Fiir kleine Zeiten wird die Néhe-
rung (483) unzulissig; die Beachtung der weiteren Glieder in (473) zeigt
indes, daB auch hier der zeitliche Temperaturanstieg dhnlich verlauft.
Wir konnen daher naherungsweise die Funktion (473 b) fiir das gesamte
Feld benutzen, nachdem wir die Eigenzsit T’ des Erders durch die Auf-
punktszeit 7' nach (466) ersetzt haben.

Wir benutzen diese Verallgemeinerung, um den Einflull der
Kiihlung durch die Erdoberflache auf die dynamische
Grenzzeit abzuschiétzen. Denn in den vorangegangenen Abschnitten
konnten wir zeigen, daB die Niahe der Erdoberfliche den Punkt maxi-
maler Temperatur in das Erdreich hinein verschiebt. Indem wir den
zeitlichen Temperaturanstieg sogleich fiir diesen Punkt untersuchen,
koénnen wir daher, analog dem Vorgehen beim wassergekiihlten Erder,
die Kiihlwirkung der Erdoberfliche als VergroBerung der
Eigenzeit des Erders in Rechnung stellen, welche jetzt aus der Ent-
fernung jenes Punktes vom Erderzentrum zu bestimmen ist.

Als Beispiel vergleichen wir die dynamische Grenzzeit eines an
der Erdoberfliche angeordneten Halbkugelerders mit einem
elektrisch gleichwertigen Tiefenerder.

Die stationiére Grenzbelastung des ungekiihlten Erders wird
durch die Niahe der Erdoberfliche auf das 1,8fache erhoht; bei konstan-

(482a)
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tem Erderstrom sinkt also die Uberlastung auf den 1,8ten Teil. Gleich-
zeitig riickt der Punkt maximaler Temperatur in die Entfernung z = 1,29,
vom Erderzentrum, so dafl die Eigenzeit auf das 1,44fache vergréBert
erscheint. Seien mit 7', und % die Daten des Tiefenerders bezeichnet, so
folgt die dynamische Grenzzeit ¢, des Oberflichenerders aus

t, 1
f (1,44 T0> T (@/1,8)° (484)

oder mit (473c¢)
to 1448071 ST
r= 14418 = ~ 15
so daB die dynamische Grenzzeit eines solchen Erders durch die Zusatz-
kiithlung der Erdoberfliche auf das 15fache vergrofert wird.

Fir den Erder mit Kiihlanordnung steigt die stationdre Grenz-
belastung durch die Nahe der Erdoberfliche auf das 1,25fache an,
wahrend der Punkt maximaler stationdrer Temperatur in die Ent-
fernung z = 1,7 g, vom Erderzentrum verschoben wird. Man erhilt

also seine dynamische Grenzzeit aus

1 (484a)

2t

t, N1
f (1,72-1‘0) = (1,257 (485)

und mit (473¢)
L9 qqe. 1, 7" 1 . 1
T, = 1,7%.1,25 T 7- PR (485a)

Die Zusatzkiihlung durch die Erdoberfliche ist also hier viel weniger
wirksam als beim ungekithlten Erder, wie leicht verstindlich. Absolut
ist natiirlich die nach (485a) bestimmte dynamische Grenzzeit des
Erders mit idealer Wasserkithlung um das rund 16fache viel groSler als
die des ungekiihlten Erders nach (484a), weil bei gegebenem Strom die
Uberlastung des gekiihlten Erders nur halb so groB ist als die des un-
gekiihlten.

Die starke Abhéngigkeit der dynamischen Grenzzeit von den Erder-
abmessungen weist darauf hin, da man die hier abgeleiteten Beziehun-
gen nur groBenordnungsmiBig werten darf. Nur in dieser Beschrankung
darf man sie auf andere Erder iibertragen, nachdem man aus ihrem
Ausbreitungswiderstand R, den gleichwertigen Kugelhalbmesser g, aus

Qo = ZQITIE (486)
bestimmt hat. Es wird indes zahlreicher Versuche bediirfen, um den
Giiltigkeitsbereich derartiger Abschitzungen zu priifen. Die Theorie
vermag im allgemeinen nicht wesentlich iiber die von uns gegebenen
Andeutungen hinauszugehen, da mit der Verfeinerung des physi-
kalischen Ansatzes die Schwierigkeiten der mathematischen Behandlung
derart wachsen, dafl die Ergebnisse keine allgemeinen Folgerungen
mehr gestatten.



248 Grundziige der Erwirmungsberechnung von Erdern.

Die Grt')Benord.nung der hier berechneten Zeiten mdge an einem
Zahlenbeispiel veranschaulicht werden. Wir benutzen hierzu als
Mittelwert der spezifischen Wirme '

¢ = 1,75 Wattsec/cm®.

Die Eigenzeit eines Kugelerders von g, = 100 cm Halbmesser ist dann
nach’Gl. (460 b) mit Benutzung des Wertes 4 = 1,2 - 10~2 Watt/cm °C sec
1,75
T, = 1,2-10-2
Die Erwiirmung bis zur stationiren Temperatur beansprucht also ganz
auBerordentlich groBe Zeiten, so da man im Betrieb den Erder weit
iiber die sonst iiblichen MaBe hinaus iiberlasten darf; beispiels-
weise ergibt sich als zulissige Uberlastung fiir 1 Stunde (,,Stunden-
last«) aus (480)
2 .y
%6 = % . 7}4, it = ~ 1000; 4 = 5,65fache Uberlastung.

Da dieser Erder ohne Kiihleinrichtung einen stationiren Grenzbelastungs-

strom von etwa —1%9 = ~ 19 Amp. besitzt, berechnet sich also sein

,»Stundenstrom‘ zu
J,, = 5,65-19 — ~ 110 Amp.
Wiirde man umgekehrt den Erder so hoch belasten, daB er pro Quadrat-

meter Oberfliche 100 Amp. in das Erdreich iiberfiihrt?, so wire sein
Gesamtstrom

-100% sec = 1,46 - 10% sec = ~ 400 Stunden = ~ 17 Tage.

J =4 7-100 = 1260 Amp.
entsprechend einer

1 = L?g—o — 66fachen Uberlastung.
Hierbei reduziert sich die Grenzzeit nach Gl. (474) auf
a? 1 —4 —
t, = 400-1 e 0,5625.107* Std. = ~ 0,2 sec.

Der Erder wiirde also, wenn nicht fast momentane Abschaltung der
Belastung erfolgte, sogleich nach dem Einsetzen des Stromes explosions-
artig zerstort werden. Wird der Erder dagegen als elektrisch gleich-
wertiger Halbkugelerder an die Erdoberfliche verlegt, so wichst nach
Gl. (478a) bei gleicher Strombelastung diese Zeit auf das 15fache an

t;, = 15.02 = 7,5 sec
eine Zeit, die man unter Umstinden noch zulassen kénnen wird. Man

kann daher den angegebenen Wert von 100 Amp/Quadratmeter als
eben noch zulissige .StoBbelastung von Oberflichenerdern ansehen.

1 Riidenberg, R.: Sternpunktserdung bei Hochspannungsleitungen, einige
grundsitzliche Betrachtungen. ETZ. Bd. 47, H. 11 und 12. 1926.
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