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Die vorliegende Arbeit stellt sich als Aufgabe, die von Michell begriindete
Widerstandstheorie fiir scharfe keilférmige Kérper auf wirkliche Schiffsformen
zu iibertragen. Aufbauend auf der Arbeit Michells und seiner Nachfolger
Havelock und Wigley werden verschiedene wichtige Fragen des wellen-
bildenden Widerstandes besprochen und als allgemeinstes Ergebnis in erster
Niherung die Reduktion der Frage nach der Schiffsoberfliche geringsten Wider-
standes auf ein einfaches Variationsproblem gewonnen. Zur endgiiltigen Losung
des Problems ist ein weiterer Ausbau der Theorie, umfangreiche Versuchs-
tatigkeit und numerische Arbeit erforderlich.
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2 Anwendungen der Michellschen Widerstandstheorie,

¢ Parameter, der sowohl konstant als von & abhéngig sein kann. In letzterem

Falle gilt die Bezeichnung c(é).
fo(d) = 77—,

Y=e-9,
£, = Gleichung der Wellenoberfléche.

I. Michells Theorie.

Die Arbeiten Froudes haben die Berechnung des Schiffswiderstandes auf eine
so feste Basis gestellt, daB sie fiir die ganze fernere Entwicklung maBgebend
gewesen sind. Thre Nachfolger haben sich vorzugsweise auf empirischem Gebiet
bewegt, nur hin und wieder wurden Ankniipfungspunkte an die theoretische
Hydrodynamik gefunden. Die Schwierigkeit der Probleme brachte es mit sich,
daB die theoretischen Losungen, von denen oft zu viel erwartet’ wurde, entweder
stark idealisierte Fille behandelten oder direkt versagten. Der erste Versuch
einer mathematischen Losung des wellenbildenden Schiffswiderstandes riithrt von
Lord Kelvin her, dessen bekanntes Bild in alle Lehrbiicher der Schiffstheorie
iibergegangen ist. Diese auf der Theorie der Druckpunkte aufgebaute Losung,
welche, wie Hogner nachgewiesen hat, auch mathematisch den Vorgang in den
Grenzgebieten nicht richtig wiedergibt, gestattet natiirlich nicht, irgendwelche
weitergehende Schliisse auf das uns interessierende Problem zu ziehen. Es hat
sich deswegen bis in die letzten Jahre die Ansicht behauptet, es wire ginzlich
unmoglich, den Widerstand eines Schiffes auf rechnerische Weise mit einiger-
maBen geniigender Genauigkeit zu ermitteln. Wahrend in sehr vielen Fillen die
schopferische technische Praxis der Theorie vorauseilt, in anderen die Theorie der
Ausfithrung den Weg weist, liegt hier ein Fall vor, da das Versuchswesen an
einem wissenschaftlichen Ergebnis ldngere Zeit achtungslos voriibergegangen ist.
Schon im Jahre 1898 hatte der groBe australische Ingenieur Michell eine strenge
Lésung fiir den wellenbildenden Widerstand unter freilich sehr einschneidenden
Beschrankungen gegeben. Diese Theorie, deren Anwendungen die vorliegende
Arbeit behandeln soll, ist eigentlich erst durch Havelock Gemeingut der Schiffs-
theorie geworden. Havelock, der seit 20 Jahren an der theoretischen Unter-
suchung der Wellenbildung und speziell der Schiffswellen arbeitet, wandte zuerst
im Jahre 1923 die Michellsche Formel auf ein zweidimensionales System an und
konnte iiberraschende Ergebnisse fiir einige Wasserlinienformen erzielen, die gute
qualitative Ubereinstimmung mit Taylors Versuchen zeigten. In einigen wei-
teren Arbeiten untersuchte dann Havelock den Einfluf des parallelen Mittel-
schiffs und des Tiefgangs. Diese Verdffentlichungen regten Wigley an, einen
schon von Michell vorgeschlagenen Gedanken zur Ausfithrung zu bringen —
die Theorie an einigen einfachen Schiffsmodellen experimentell zu priifen. Die
gute Ubereinstimmung von Rechnung und Versuch haben den Verfasser bestimmt,
die Theorie einer allgemeinen Untersuchung iiber den wellenbildenden Widerstand
von Schiffen zugrunde zu legen.
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Die Annahmen, von denen Michell ausging, sind folgende:

I. Die allgemein in der Hydrodynamik fiir die Behandlung des Wellen-
problems giiltigen :

a) Ideale Fliissigkeit,

b) die Wellenhohe ist gering im Verhaltnis zur Wellenlénge, oder die Neigung
der Welle zur Horizontalen ist iiberall eine kleine GrofBe (es ist das eine Voraus-
setzung, die z. B. in der Elastizitdtslehre bei der Untersuchung von Vibrationen
gemacht wird und die in weiten Bereichen gute Ergebnisse liefert).

I1. Die Schiffswinde bilden iiberall einen kleinen Neigungswinkel zur Mitt-
schiffsebene, Diese letzte spezielle Bedingung bedeutet eine sehr weitgehende Be-
schrankung. Sie macht die Anwendungsmoglichkeit der Theorie auf die iiblichen
Schiffsformen erst von einer experimentellen Bestitigung abhingig.

Zu den ersten Punkten ist zu sagen, daB die Vernachlassigung der Reibung
auf die Wellenbildung und die Ddmpfung der Wellen wohl ein ganz untergeordne-
ter Fehler ist; auch kann man mit einiger Wahrscheinlichkeit annehmen, da@
bei scharfen Schiffen der Formwiderstand, hervorgerufen durch Ablésungs-
erscheinungen, das errechnete Bild nicht wesentlich abiandern wird, weil die
virtuelle Tangente, die in erster Linie die
Wellenerzeugung bestimmt, keine prinzipielle // v
Anderung erfahrt?). Die Formwiderstands-
verhéltnisse bei vélligen Frachtschiffen be- /
diirfen erst der Klarung durch den Versuch, ¢
weil die Bedingung der kleinen Neigung zur :

Mittschiffsebene eigentlich alle Schiffe mit Abb. 1. Koordinatensystem.
flachem Boden ausschliefit, insbesondere

auch Gleitboote. Ebenso verbieten sie eine exakte Behandlung von Schiffen mit
wulstformigen Steven, da die Tangente hier unendlich wird.

DasKoordinatensystem wird nach vorstehender Abb. 1 angenommen. Wir be-
trachten das Schiff als in Ruhe befindlich und erteilen dem Wasser in geniigend
groBem Abstand von der Stoérungsursache eine Geschwindigkeit gleich der wirk-
lichen des Schiffes. Die ungestorte Wasseroberilache entspreche der Koordinate
z =0, die Gleichung der Bodenlinie sei z =hA. Wir untersuchen also nur Schiffe
mit ebenem Kiel, deren Bodenlinie sich vom Achtersteven zum Vorsteven er-
streckt. Aus dieser Randbedingung ergeben sich neue Beschrankungen; wir
miissen Schiffe mit stark abgeschrigten Stevenformen, z.B. die Maier-Form, von
unseren Untersuchungen ausschlieBen. Ferner ist zu beachten, dafl die infolge
der Fahrt hervorgerufenen Vertrimmungen nicht beriicksichtigt werden, d.h. die
Randbedingung z =  fiir alle Geschwindigkeiten bestehen bleibt. Auch dasist eine
Einschrinkung, welche eine Behandlung der Gleitboote vollkommen ausschlief3t.

Wenn es hiernach den Anschein hat, daB die Michellsche Theorie mit Ge-
bilden operiert, die mit iiblichen Schiffsformen wenig Gemeinsames haben? so

1 Siehe Wigley: TINA 1926. A
¢ Exakt genommen sind das in der & und ¢-Richtung keiliérmige Korper, deren Tiefgang an
die GroBenordnung der Lange reicht.

1*



4 Anwendungen der Michellschen Widerstandstheorie.

besteht eine Anzahl von Faktoren, welche die Ubertragbarkeit trotzdem in den
meisten Féllen mit grofer Genauigkeit gewahrleistet:

1. Die flachen Bodenstellen treten bei nicht zu volligen Schiffen nur im
mittleren Teil auf, der in der Regel fiir die Wellenbildung von geringerem Einflufl
im Vergleich zu den Schiffsenden ist.

2. Die Diskussion der Formel wird ferner ergeben, dafl in Richtung der Tief-
gangskoordinate ein Faktor e-#¢ vorhanden ist, welcher die Spantform gegen-
iiber den Wasserlinien als unwesentlicher erscheinen 148t. Immerhin sollen sich
alle Betrachtungen dieser Arbeit zunachst auf scharfe Schiffe beziehen, fiir die
ja auch die Wellenbildung eine gréB8ere Rolle spielt, bis weitere Versuchsergeb-
nisse vorliegen, wobei als Positivum zu bewerten ist, daB selbst betrdchtliche
Winkel in Schwingungsproblemen noch als klein betrachtet werden kénnen, so-
lange nur nicht ihre Tangente unendlich wird.

Die Wellenbildung eines Schiffes ist ein stationdrer Vorgang, d. h. sie dndert
sich bei den von uns gemachten Annahmen fiir einen beliebigen Punkt des Raumes
nicht in Abhéngigkeit von der Zeit.

Eine kurze Wiedergabe der Theorie ist im Anhang zu finden; wir merken
uns hier nur als endgiiltige Widerstandsformel:

_ 4o (12 oy LA
n@z }lz—l’

Koz
I = /]‘(x, i cos}‘[/ dxdz

J— ]/f(x Do sm/f—fdxdz

Schon eine fliichtige Betrachtung zeigt, dal der Widerstand in einen aus
symmetrischen Funktionen bestehenden Hauptteil und einen Nebensummanden,
welcher der Unsymmetrie Rechnung tragt, zerfillt. Da beide Glieder positiv
sind, so folgt unmittelbar der Satz, dafl jede Unsymmetrie der Wasserlinien bei
gleicher Grundform den wellenbildenden Widerstand erhéht. Das Integral
hat eine unendliche Grenze; wir wollen grundsitzlich, um eine méglichst all-
gemeine Ldsung zu erzielen, angenéherte Integration anwenden; deswegen fithren
wir die Integration bis zu einem endlichen Wert durch und schitzen den Fehler ab.
Ausfithrung s. Anhang S. 37—39.

Michell gibt auch Formeln an, welche den Einflufl von Flichenelementen
aufeinander in der Léngs- wie in der Hohenrichtung zu untersuchen gestattet.
Von Interesse ist das Ergebnis fiir die Interferenz in der Langsschiffsachse,
welches nach Einfithrung der Bezeichnung fiir die unserer Geschwindigkeit ent-
sprechende freie Welle / einen maximalen Widerstand bei einer Entfernung der
Elemente von ungefihr vl = (k— 1)1

und den geringsten Widerstand bei einer Entfernung von ungeféhr

. x—a=(k+3)1 k — ganze Zahl.
zeigt.
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II. Arbeiten von Havelock und Wigley.

Die schéne Michellsche Arbeit steht auBlerhalb des Rahmens der Entwicklung,
in welcher sich die Wellentheorie vollzogen hat; sie hat das Widerstandsproblem
fiir ein Differentialschiff exakt gelost und bis heute keine Fortentwicklung
erfahren. Dieser Tatsache trug auch Havelock Rechnung, als er in seinen
Arbeiten 1923 und 1925 bei der Auswertung konkreter Falle zur Michellschen
Formel griff.

Die Ergebnisse der drei Havelockschen Arbeiten, die fiir uns in Frage kom-
men, bestehen kurz in folgendem:

1. Fir bestimmte Grenzfille ergibt die Michellsche Formel dasselbe Re-
sultat fiir das Ellipsoid wie die Formel von Havelock. Dieses Ergebnis ist in-
sofern von grofler Bedeutung, als Wigley es benutzt hat, um den gréBten mog-
lichen Fehler zu bestimmen, welcher infolge der Vernachléssigung der quadrati-
schen Geschwindigkeitsglieder im Ansatz der Michellschen Theorie auftreten
kann. Das Ergebnis < ~5% ermutigt durchaus die Ubertragung auf Formen,
welche der Bedingung kleiner Neigung nicht mehr geniigen, zu versuchen.

2. Eine zweidimensionale Untersuchung von Zylindern parabolischen Quer-
schnitts, deren Wasserliniengleichung wie folgt lautet:

S
v= e ) e
5 d? 21 = Schiffslinge

d = Parameter

zeigt den Einflull hohler und gerader Wasserlinien iiber einen groBen Geschwindig-
keitsbereich und bestétigt qualitativ die experimentellen Ergebnisse (1923).

3. Die Einfliisse der Verlingerung des parallelen Mittelschiffs lassen sich fiir
unendlichen Tiefgang rechnerisch erfassen (s. Anhang S. 44).

4. Die Abhéngigkeit des Widerstandes vom Tiefgang erhellt fiir die ein-
fachsten Spezialfille aus einem Diagramm (Proc. R. Soc. 1925).

Diese Ergebnisse werden fast alle durch Besselsche Funktionen teilweise
recht komplizierter Art erzwungen.

Die Probe aufs Exempel wurde zuerst von Wigley, TINA 1926, gemacht.
Er untersuchte die Michellsche Form

1. y=-40,32 (1 — cos :’%x) (1 -+ cos ng—) .

2. y=-+1 i
Y ;l;,33300316,

die Havelocksche Form und eine nach eigener Annahme

3, y:i(l—zz)cosf;—g

rechnerisch. Charakteristisch fiir alle erwahnten Arbeiten ist die Oberflichen-
gleichung y=h@) L),
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wodurch eine leichte numerische Behandlung erzielt wird. Bezeichnen wir mit
B (&) die Volligkeit eines Spants an einer beliebigen Stelle, so entspricht das
einer Bedingung #(¢) = const S

Bevor wir die Resultate Wigleys zusammenfassen, ist zu bemerken, daB
die Form 2 o
16
fiir den Vergleich leider unbrauchbar ist, da selbst bei Abrundung der Ecken der
Formwiderstand dominiert. Dieses Modell war dazu bestimmt, die Abweichung
des Experiments von der Theorie fiir den extremen Fall eines flachen Bodens zu
untersuchen. I'm weiteren Verlauf der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, wie dieses
Ziel durch einfache parabolische Formen hétte erreicht werden konnen.

Da ein Vergleich von Theorie und Versuch nur mit Einbeziehung des Form-
widerstandes angestellt werden kann, so ist die Tatsache von grofiter Bedeutung,
dall zuerst durch den Vorschlag Fottingers, getauchte Doppelmodelle unter
Wasser zu schleppen, eine Trennung von Form und wellenbildendem Widerstand
ermoglicht wurde. Dahingehende Untersuchungen von Kempf und Barillon
haben ergeben, daB fiir sehr scharfe Schiffsformen der Formwiderstand fast zu ver-
nachléssigen ist. Die Ergebnisse seiner Arbeit fallt Wigley wie folgt zusammen:

1. Die errechneten Widerstandskurven sind im Mittel kleiner als die ver-
suchsméBig festgestellten, besonders bei hoheren Geschwindigkeiten.

2. Die Humps in den berechneten Kurven sind grofer.

3. Die Hollows sind noch mehr iibertrieben und erscheinen in der Versuchs-
kurve als flache Stellen.

4. Die Humps erscheinen in der theoretischen Kurve ungefihr um 8%
frither als in der Versuchskurve bezogen auf

o T

¥
9,428 V ° L.,
B

y = 1,333 cos

Diese Abweichungen erklirt Wigley wie folgt:

1. Formwiderstand und Annahme einer kleinen Neigungstangente zur
Symmetrieebene.

2. und 3. Vernachlassigung der ddmpfenden Einfliisse. Hierzu ist zu sagen,
daB eme Gliattung der Hollows natiirlich ist, ahnlich wie bei der Umsetzung von
Geschwindigkeit in Druck gewohnlich starke Entropievermehrung stattfindet, das
Modell der idealen Fliissigkeit also nicht mehr stimmt. Diesbeziigliche Uber-
legungen s. auch Tutin: TINA 1924.

Unsere weiteren Untersuchungen zeigen, dafl die Unverdnderlichkeit der
Spantvolligkeiten iiber die Linge? AnlaBl zu den starken Buckeln in der Wider-
standskurve gibt. Nach Beseitigung dieser Annahme oder Wahl einer komplizier-
teren CWL stimmen Theorie und Versuch besser iiberein.

! Siehe insbesondere K empf: Werft Reederei Hafen 1929. ) .
2 Oder exakter die primitive Form der Deplacementsskala, die hierdurch bedingt ist.
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4. Die Verspatung der Humps in den Versuchskurven erklirt Wigley durch
den schon vorhin besprochenen Einflul der virtuellen Tangente.

Im néchsten Jahre ver6ffentlichte Wigley die Untersuchung iiber den Ein-
flufl der Breite’, welche nach Michells Theorie quadratisch den Widerstand be-
einflussen soll. Die Versuche zeitigten das Ergebnis, daB bei abnehmender Breite
die Versuchsergebnisse sich in der Form weitgehend der Theorie anpassen, die
Fehler in den Absolutwerten dagegen grofer werden. Aus diesem Grunde ist die
Vermutung auszusprechen, dafl der Formwiderstand mehr zum Tragen kommt,
als Barillon annimmt®. Bei quadratischer Abnahme des Anteils der Wellen-
bildung treten selbstverstindlich die Ungenauigkeiten in allen andern Faktoren
mit erhohter Bedeutung hervor. So kann z. B. die Unsicherheit im Reibungs-
widerstand das Resultat weitgehend beeinflussen. Bis zur Lieferung eines Gegen-
beweises kann man vielleicht behaupten, daB fiir extrem schlanke Korper
(L: B = 16) der wellenbildende Widerstand sich genauer als andere Widerstands-
arten rechnen lafit. Es wire erwiinscht, um den EinfluBl des gréferen Boden-
winkels mit Sicherheit auszuschalten, Formen mit vergréfertem Tiefgang zu
schleppen, wenn die Breiten allein untersucht werden sollen.

III. Druckpunkte.

Der Vollsténdigkeit halber miissen auch andere Arbeiten Havelocks und
Hogners, welche eine Fiille theoretisch interessanter Ergebnisse gezeitigt haben,
zum Vergleich herangezogen werden; sie beruhen im wesentlichen auf der Theorie
der Druckpunkte, die einfachsten Fille findet man in Lambs ,,Hydrodynamik®.

Fiir das dreidimensionale Problem mit Symmetriebedingungen erhilt man
Loésungen mit Hilfe von Besselschen Funktionen. Ein wichtiger Faktor bei der
Behandlung dieser mathematisch sehr schwierigen Probleme ist die sogenannte
Methode der stationiren Phasen (Grundsitzliches hieriiber s. Lamb); sie soll
hier erwihnt werden, weil sie zur Auswertung der Michellschen Integrale heran-
gezogen werden konnte, doch eriibrigt sich, wie wir spater sehen werden, bei der
verlangten technischen Genauigkeit eine derartige Komplikation.

Der Theorie der Druckpunkte liegt nun folgendes mechanische Modell zu-
grunde: wir denken uns die Driicke auf einen festen Belag, der auf der Welle liegt,
angreifend, dann 146t sich der Widerstand sehr einfach wie folgt ausdriicken

(s. Skizze) s
/* aé_

wobei die Funktion nur iiber einen bestimmten Bereich S von 0 verschieden ist.
Wihrend Havelock sich auf symmetrische Druckverteilung beschriankt, geben
die neuesten Arbeiten von Hogner Losungen fiir beliebige Druckverteilung; da-
mit ist die Theorie der Druckpunkte zu einem Abschlufl gekommen. Die prak-
tische Anwendbarkeit der Ergebnisse auf unser Problem liegt noch nicht vor. Zwar

1 TINA 1927.
® Siehe Kempf: Werft Reederei Hafen 1929.
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wird es leichter sein, fiir ein Drucksystem geringsten Widerstandes die entspre-
chende Form zu finden, als umgekehrt von der Form die entsprechende Druck-
verteilung, wie das Hogner in seinem Delfter Vortrag anfiihrt, doch ist diese
Briicke noch nicht geschlagen. Dagegen hat sich (Havelock 1918) das inter-
essante Resultat ergeben, dafl gewisse Drucksysteme in bezug auf den Widerstand
getauchten Korper, deren Tauchtiefe im Vergleich zur Hohendimension gro8 ist,
und die durch Doppelquellen gebildet werden kénnen, dquivalent sind. Auf diese
Weise hat Havelock eine Formel fiir den Widerstand getauchter Rotations-
ellipsoide erhalten. Es mufl noch besonders hervorgehoben werden, dafi diese
Betrachtungen keinerlei Beschréinkung der Korperform verlangen, als einzige
Bedingungen gelten nur die Annahme idealer Fliissigkeit und der kleinen Wellen-
neigung. Insofern gehen die Theorien in der Allgemeinheit iiber das Michellsche
Integral hinaus, sie erméglichen jedoch noch nicht eine Berechnung des Schiffs-
widerstandes fiir gegebene Formen.

IV. Problemstellung.

Die Problemstellung der vorliegenden Arbeit kann im Gegensatz zu Havelock
und Wigley dahin prézisiert werden, daBl die Theorie Michells brauchbaren
Schiffsformen, nicht die Schiffsformen der Moglichkeit einer eleganten mathe-
matischen Behandlung, angepafit werden. Deswegen wird auf eine Darstellung
des Widerstandsintegrals durch mathematische Funktionen prinzipiell verzichtet
—selbst die einfachsten Gleichungen fiihren auf Besselsche und hypergeometrische
Funktionen, die nicht tabelliert sind; numerische und graphische Methoden da-
gegen, die dem Schiffbauer geldufig sind, gestatten eine Losung in allen inter-
essierenden Fillen zu erzwingen.

Der Wert einer Theorie kann natiirlich schon in qualitativen Ergebnissen
liegen, die gestatten Angaben zu machen, welche GroBenordnung oder auch
nur welches Vorzeichen der Anderung einer unabhiingigen Variablen in der ge-
suchten Funktion entspricht. In vielen Fallen werden wir uns bei Anwendung
der Michellschen Theorie hiermit begniigen; von einer praktischen Bedeutung
im iiblichen Sinne kann jedoch nur die Rede sein, wenn auch quantitative Schliisse
gezogen werden konnen. Die Klédrung dieser Frage fiir den wellenbildenden Wider-
stand wird als weiteres wesentliches Problem der vorliegenden Arbeit betrachtet.

Wir schlieBen die Untersuchung von Gleitbooten aus und erwidhnen nur,
daB in der Druckpunkttheorie ein vielversprechendes Hilfsmittel fiir die Losung
dieser schwierigen Aufgabe vorhanden zu sein scheint. Denkt man sich an Gleit-
booten oder Brettern Druckversuche etwa mit Hilfe von Pitotréhren vorgenommen,
so wire man auf Grund der gegebenen Auftriebsverteilung ohne weiteres in der
Lage, nach Hogner alle interessierenden Vorgénge der Wellenbildung zu unter-
suchen.

Die von Havelock entdeckte Bezichung zwischen dem Widerstand von
Druckpunkten und dem vollkommen getauchter Korper kann fiir die Unter-
seefahrt von Bedeutung sein, desgleichen, um die Wellenbildung eines vollkommen
getauchten Doppelmodells nach Fottinger zu berechnen.
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V. Analytische Schiffsformen.

Wir wenden uns der Approximation von Schiffsformen durch einfache
mathematische Gleichungen zwecks Untersuchung des Widerstandes zu, wobei
besonders hervorgehoben wird, dafl die an dieser Stelle gegebenen Beziehungen
noch keinen Anspruch erheben, unmittelbar fiir die ausfithrende Praxis brauchbar
zu sein — der hier verfolgte Zweck ist zunéchst ein rein versuchstechnischer und
rechnerischer; deswegen wird nur das Unterwasserschiff behandelt und der
Lingsschnitt als Rechteck angesehen. Der Beweis, da jede Schiffsform (soweit
sie stetig 1st) exakt dargestellt werden kann und verschiedene Beispiele, die auch
das Oberwasserschiff einschlieBen, sind an anderer Stelle gegeben (Werft Reede-
rei Hafen 1929, Sondernummer zur Tagung der SBTG). Anfanglich wurden die
notigen Ausdriicke von dem Gesichtspunkt aus bestimmt, da3 die Integrale J in
geschlossener Form zu l6sen wiren. Diese Bedingung ergibt rechnerisch Ver-
einfachungen, ist aber keineswegs notwendig; die Michellsche Formel ist derart
allgemein, dafl die Form des ® und selbst der CWL durch Aufmal} oder
graphisch definiert sein kénnen?, wobei nur erforderlich ist, daf} die Genauigkeit
eine Differentiation zulidft (z. B. konnen aus Schniirbodenordinaten die Differen-
zenquotienten gebildet und in die Formel eingesetzt werden).

a) Am naheliegendsten ist es, fiir Spanten und Wasserlinien Fouriersche
Reihen zu wihlen, weil in den Quadraturen J, I Kreisfunktionen schon an und
fiir sich auftreten. Noch bessere Resultate lassen sich mit Hilfe der verallgemei-
nerten Reihen, welche Hyperbelfunktionen als Multiplikatoren enthalten, er-
zielen. Wie schon erwihnt, gehen in das eine Integral J nur gerade Funktionen
ein, welche gleichzeitig allein einen Betrag fiir den Voélligkeitsgrad liefern; die
ungeraden Funktionen @inyé&; 1 —gyé; 1 —g,& usw. dienen dazu, das Vor-
schiff zu verschiarfen resp. das Hinterschiff volliger zu gestalten. Sie ergeben
auch die Verschiebung der Volumen und Wasserlinienschwerpunkte. Nehmen wir
als einfachsten Fall nur das erste Glied unserer verallgemeinerten Reihe, wobei
wir die Wasserlinien und Spanten voneinander unabhingig lassen, so erhalten
wir den Ausdruck

B B  nx nx . X nz 7z L
y=n==f(z, z):fl(x)fz(z)zé-cosm@chpl—2—l<1—@mww>cos21,@oftpszz—TJ ="

Lo |

21

Hierin sind ¢, v, v, konstante GroBen. Der Volligkeitsgrad der gewéhnlichen
Kosinuslinie 148t sich von 0,6375 auf etwa 0,68 steigern. Die Ausdriicke fiir «,
und J lauten: 9 .
) g

Um mit dimensionslosen GréBen zu operieren, haben wir die Verhaltnisse wie folgt
eingefithrt, welche dem angegebenen Koordinatensystem entsprechen (Abb. 1),

f=rf_ T F=2
1 L2’ T

1 Fiir die Rechnung ist eine Approximation durch Kugelfunktionen empfehlenswert oder nach
Keil, Schiffbau 1928, durch Interpolationsformeln.
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Die Untersuchung hat ergeben, dafl mit einem Glied dieser Art der Volligkeit
des Hauptspants bis zu 0,84 getrieben werden kann, doch erhalten wir dabei schon
leichte Wulstformen (sobald v gréBer als 1 wird). Die Tangente des Eintritts-
winkels der WL, welcher in vielen empirischen Formeln eine entscheidende
Bedeutung beigelegt wird, nimmt fiir unser Beispiel die Werte an

B B aé

—_1Rr7T s — s

1y = ],07L fiir y 5 0S5,
, B . B a3 =i
Yy = ~l,57—L— 1,29 y Y= é-cos~é—(§0 5. g

Wie schon bei Wigleys Versuchen erwdhnt, ist es rein rechnerisch von
grofler Bedeutung, die Oberfliche in der Form # = f, (z) f.(z) darzustellen. Das
entspricht aber einer schlechten Schiffsform’, da der Koeffizient » =1 ist.

Um die Oberfliche mehr schiffsméfig zu gestalten, miissen wir eine Ab-
hangigkeit der Spantflichen von der Lénge einfithren, wenn wir nicht direkt
durch doppelte Fouriersche Reihen mit vielen Gliedern den Schiffskérper dar-
stellen wollen, was fiir Zwecke der praktischen Rechnung abwegig 1st. Sobald
aber Forderungen jener Art gestellt werden, wird der Vorzug der Kreis- und
Hyperbelfunktionen in betreff leichter Integrierbarkeit illusorisch. Wir kénnen
zusammenfassend sagen, daBl die Fouriersche Reihe, ohne eine zu grofle Rechen-
arbeit zu erfordern, gute Formen nur fiir sehr scharfe Schiffe ergibt. Weiter ist
jedoch diese Schiffsform nicht verfolgt worden, weil die

b) Parabelfunktionen neben den Vorziigen der Kreisfunktionen wesentlich
groBere Variationsmoglichkeiten zulassen.

Schon seit Chapman ist die Darstellung von Wasserlinien, Spanten und De-
placementskurven durch Parabeln nach der Gleichung

=5 -]

bekannt. Freilich kénnen die Kurven hoherer Ordnung nicht als gute Wasser-
linienformen angesprochen werden, da die Enden zu dick werden. Um sowohl den
Volligkeitsgrad wie die Form in weiten Grenzen variieren zu konnen, werden die
Wasserlinien zunéchst wie folgt dargestellt:
y= (=0~ ).

Der erste Faktor sichert die richtigen Grenzbedingungen und die Grofen-
ordnung der Vélligkeit. Der zweite gestattet kleinere Veréanderungen derselben
und bestimmt in hohem MafBle die Form (konvex, konkav). Fur die Volligkeits-
grade « und die Eintrittstangente erhalten wir fiir einige Beispiele folgende Werte:
Darstellung s. Anhang:

B 4
y= 5 U= (1= G8);  a=08—c=q;
B . . 4
g/:f_j(lvﬁ)(l—co&);B oc:O,S—I:)»cO;
Yeor = “4"[1"(1 = ) -

1 Solange wir die CWL-Form nicht komplizieren, siehe S. 17.
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Diese Formen sind als praktisch verwertbar anzusprechen.

Eine Vermehrung der Hinterschiffsvolligkeit a6t sich leicht durch Hin-
zufiigung ungerader Faktoren des Typus 1 —go &; 1 ——¢, & erreichen.

Fir das ® liefern die einfachen Parabelgleichungen recht annehmbare
Formen, nicht ganz ziinftig sind die scharfen Kriimmungen bei Kurven hoherer
Ordnung (die sich durch Hinzufiigung weiterer Glieder leicht beheben lassen).
Um Vorschiffs- und Hinterschiffsspanten auszubilden, kénnen folgende Faktoren
eingcfithrt werden:

1. Zur Erzielung einer Schrigstellung, ,,Schrige® genannt, 1 —¢,¢,

2. der Multiplikator 1 —c{* gestattet die Verringerung der Spantvollig-
keiten bei senkrechtem Einlauf.

Auf diese Weise erhilt man Oberflachengleichungen, welche aus 3—4 Fakto-
ren resp. einer groferen Anzahl von Summanden bestehen (Gleichungen und
Spantenrisse s. Anhang S. 31-—33). Die Glieder mit hoheren Potenzen werden
eingefiihrt, um Verschiarfungen und Verdickungen im Unterschiff zu erreichen.
Durch VergroBerung des Koeffizienten im zweiten Faktor 1 + ¢ {® lassen sich
weiter verdickte Spantfiile und Wulstformen erzeugen, welche den englischen
Torpedoblisters dhneln.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dafl mit Parabeln jede erwiinschte
Wasserlinienform und Hauptspantformen mit Vélligkeiten bis etwa 0,94 miihelos
erreicht werden konnen. Selbstverstindlich kdnnen zylindrische Teile mittschiffs
eingefiigt werden. Schwierigkeiten bereitet noch die Darstellung des Kreuzer-
hecks im Unterwasserschiff®.

Wie schon erwahnt, haben weitere Untersuchungen zu dem Ergebnis
gefithrt, dal} der ganze Schiffsrumpf, sofern er stetig ist, immer durch ganze ra-
tionale Funktionen wiedergegeben werden kann. Der allgemeinste Ausdruck fiir
die Schiffsoberfliche bei » =1 lautet:
i=[1-Sas]p0
oder in anderer Form oot

& [i(§)=0; &=0;
1= 1= San@pe O ST
Fiir » == 1 nimmt die Beziehung folgende Formen an
77:1*%211‘%5’.%(:): Dapil)=1.
Ofters werden wir eine andere Darstellungsweise wihlen
n=CWLE[ — Xaiel)],
welche betont, dal3 sowohl Hauptspant wie CWL beliebig analytisch geometrisch

oder empirisch gegeben sein kénnen; der Klammerausdruck spielt dann die Rolle
einer Verscharfungsfunktion, welche die Hauptschnitte in die Langsschiffskontur

iiberleitet.
Dieselben Betrachtungen gelten fiir die e-Funktionen; als Vorzug erscheint
eine grofere Anpassungsfihigkeit an ausgefiihrte Schiffsformen, als Nachteil fillt

1 Wenn man an der Bedingung z = h fiir den Kiel festhalt.
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die Unmoglichkeit der exakten Integration ins Gewicht. Die Beispiele, Abb. 12,13
zeigen, wie mit einfachen Mitteln gute Ergebnisse zu erzielen sind.

Fiir die Widerstandsuntersuchungen wird man in Zukunft zweckméaBig nur
Parabeln anwenden.

Zu den Beispielen soll noch erwédhnt werden, dafl die Spantenrisse selbst-
verstindlich in den andern Projektionen den notwendigen schiffsméBigen Verlauf
sicherstellen, worauf bei der Auswahl der Funktionen und Koeffizienten zu
achten ist.

¢) Als dritte Form sei die Progressica, iiber welche einiges im Bulletin de
I'association technique maritime 1893, Vortrag Kryloff, zu finden ist, erwahnt.
Ihre Gleichung lautet B 1z

=9 1+nes’

()

14+ 4

B
5
1—|—n(

wobel der Koeffizient n = f (&) wieder als Funktion der Léngenkoordinate aus-
gedriickt werden kann. Diese Kurvenart eignet sich vorziiglich zur Darstellung
von Hinterschiffsspanten. Als grofer Nachteil ist zu erwédhnen, dafl die Léngen-
funktion im Nenner auftritt und dadurch der Differentialausdruck verwickelt, die
Integrale J nicht mehr exakt losbar werden. Wir verwenden die Progressica,
um Totholzeinfliisse summarisch zu bewerten, sehen jedoch von einer weiteren
Untersuchung dieser Kurvenform ab.

VI. Gang der Rechnung.

Die Aufstellung einer Widerstandskurve gestaltet sich wie folgt (s. auch
Anhang 8. 30—39); die Gleichung der Oberfliche wird partiell nach der
Léngenkoordinate differenziert. Es sei gestattet, die Ausdriicke

1
M = [j(§)siny£ds,
0

1
M’ = [ (&) cosy& dé
i

als Michell-Funktionen erster und zweiter Art zu bezeichnen; in der Diskussion
dieser Ausdriicke liegt ein wesentlicher Teil der Lehre vom Wellenwiderstand des
Schiffes. Bei Anwendung von Parabelformen erhalten wir diese Funktionen als
wichtigsten Bestandteil der Integrale I, J durch einfache Quadraturen des Typs

f Emsiny&dé,
f EmcosyEdE.
Rekursionsformeln, Tabellen und graphische Darstellung s. Anhang S. 30—36. Im

allgemeimen kann man rechnen, dafl mit einer Funktion zehnter Ordnung brauch-
bare Schiffsformen erzielt werden, wir also Michell-Funktionen mindestens
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neunter Ordnung in den Kreis unserer Betrachtung einzuschlieBen haben. Die
praktische Rechnung 148t sich entweder nach Summenschemen oder den Aus-
driicken M, M’ erledigen, wobei letzterem Verfahren aus Griinden der Allgemein-
giiltigkeit und ZweckméBigkeit der Vorzug zu geben ist. Bei der Berechnung
der M, M’ ist bei fallendem Parameter und steigender Ordnung einige Aufmerk-
samkeit auf die Genauigkeit erforderlich; um die listige Differenzenbildung zu
vermeiden, greift man in solchem Falle zum Simpson-Schema oder zur Plani-
metrierung in grofem MaBstabe. Die Endresultate der Tabellen haben Rechen-
schiebergenauigkeit.

Schon diese Betrachtung lehrt, dal keine zwingende Notwendigkeit vor-
liegt, fiir die Michell-Funktionen exakte Quadraturen anzustreben.

Die Auswertung der Spantfunktionen in den Integralen J, I fiihrt auf die
leicht l6sbaren Formeln )

[ere-peqe,

o

0

die im Anhang S. 30, 36 wiedergegeben sind. Ebenso wie friiher, ist bei kleinen
Werten des Parameters und héheren Potenzen die Rechengenauigkeit zu beachten;
es ist deswegen zu einer Reihenentwicklung gegriffen worden

1

. 1 S 1
-psrn I R T B2 ...
ﬁ grg n -+ 1 n+2+2(n+3)

0

Fiir die praktische Anwendung entnimmt man die Werte
[ere-biag

Kurven, wie sie z. B. fiir 1 —¢* und 1 — 28 in der Anlage gegeben sind. Es ist

zu beachten, daB fiir § = 0 das Integral der Spantfunktion den Spantvélligkeits-

grad ergibt, hieraus erklart sich auch die Bezeichnung des Parameters f.
Nach Berechnung der Integrale J wird der Integrand von R

22 (B fo(4)
als Funktion des Parameters gebildet. Die Einfithrung dieser neuen Unab-

héngigkeit, » :;;}%l erscheint zweckméaBig, da die Wasserlinienkurven als

Grundkurven des Systems zu betrachten sind, bei deren Vorhandensein leicht
beliebige Spantformen aufgebaut werden konnen. Bei 2 = 1 wird unser Integral
unendlich. Es muf} eine Substitution fiir den Anfangsbereich vorgenommen
werden, woraus ein besonderer Zuschlag fiir jede Geschwindigkeit erfolgt. Ein
Rechenschema mit Tabellen und Kurven ist in der Anlage wiedergegeben. Als
Nachteil hat sich gezeigt, dall wegen der Abhangigkeit des s-Wertes von v fiir
jede Geschwindigkeit eine besondere kleine Tabelle auszufiillen ist; hierin be-
steht zweifellos ein Minus gegeniiber einer Lisung in geschlossener Form. Wenn
man jedoch bedenkt, dafl z. B. bei Besselschen Funktionen die Geschwindigkeit
immer wieder explizite im Argument auftritt, so fillt die kleine rechnerische
Mehrarbeit bei uns nicht ins Gewicht. Da sich unser Integral R bis unendlich



14 Anwendungen der Michellschen Widerstandstheorie.

erstreckt, 1st es jeweils notwendig, festzustellen, wo die Reihe abgebrochen
werden kann (s. Anhang S. 37—39).

Man sieht, daB bei sehr hohen Geschwindigkeiten das Restglied nur von
geringem EinfluB ist, dagegen erfordert es bei geringen Geschwindigkeiten eine
genauere Berechnung.

Es bleibt noch iibrig, zu erwéhnen, dall Havelock im Jahre 1925 die
Michellsche Widerstandsformel unter den gleichen einschrinkenden Bedingungen
aus Doppelquellen erhalten hat; da sie nur eine Bestdtigung der Michellschen
Theorie bedeutet, brauchen wir sie nicht naher zu behandeln.

Wir wenden uns nun der Untersuchung zu, welchen Einflufl die Schiffs-
abmessungen und Koeffizienten auf den wellenbildenden Widerstand haben.

VII. Spanten und Wasserlinien.

1. Spantform. Wir beschrénken uns zunéchst auf § (¢) konst. oder » = 1.

a) V Spant 1. 1 — * versus schridger Sackspant. Wir bestimmen den
Koeffizienten ¢, der Gleichung (Abb. 2)
1=2)01 —e¢l),
so daf

(1= —30), 1- '
[0 -0 —edc=08, o=3.
]

Bei den Untersuchungen dieser Art wollen wir uns
die Erkenntnis zunutze machen, dafl das Widerstands-
integral R um so grofler ist, je groBer die Funktion f(B)
wird. Die Quadrate f2(f) sind fiir beide Spantformen

und verschiedene S berechnet worden
1

1
hB) = [ —erids,  pE=[1—)(1—ed)dl
0 0
und zeigen, daf bei gleichen Schwimmwasserlinien fiir
den iiblichen Geschwindigkeitsbereich eine leichte Uber-
legenheit des schragen Sackspants besteht. Bel extremen
Geschwindigkeiten verwischt sich der Unterschied ei-
nigermaflen — die erste Feststellung der Tatsache, dafl
in diesen Gebieten die reine Form als solche in ihrer
Bedeutung wesentlich zuriicktritt.

b) Auf dieselbe Weise untersuchen wir den Quer-
schnitt einer Jacht und ein Dreieckspant (Abb. 3).
1-—-23

T=Ti76

Auch hier bringt die Betrachtung der Funktionen die Losung der Aufgabe

(s. Abb. und Tabelle 3). Der Dreieckspant schneidet wesentlich giinstiger ab, da

die Quadrate im Gebiet der mittleren Geschwindigkeiten merklich kleiner sind
als fiir den Jachtquerschnitt.

und n=1-—72_.
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c¢) Untersuchung von Wulstspanten, die sich iiber das ganze Schiff erstrecken.
Wir sahen, daBl sich Wulstspanten ohne Schwierigkeiten durch folgende Formel
darstellen lassen: z. B.
B= = e -l DT
1= 3>
wobel wir den Volligkeitsgrad p = 4§ gewihlt und hieraus den Koeffizienten ¢, be-
stimmt haben. Kine analoge Untersuchung wie oben ergibt bei f =1 ein Minus
tiir die Funktion f (8) des Wulstschiffes, also einen kleinen Vorzug fiir den Wider-
stand, Abb. 2. Alle diese Ergebnisse sind vollkommen einleuchtend, wenn man

. 122 ..
Yachtspant und Dreieckspant 75 wd 1 —2¢.
1-¢ .
spant spant ———= 5 1 — 0,550, — 0.452 ...
Totholzspant und Parabelspant 10 0,550, — 0453
g0 1 2 3 4

Vachtspant f,(8) 0,500 0,3831 0,3016 0,2454 0,2029
/ASpant  fo(B) 0500 0,3679 02839 0,2277 0,1887

&(Q 1 1.09 1.13 1.16 1.16
R ’ ' ’ o

Abb. 3.

bedenkt, daB in dem Integral R die e-Funktion mit negativem Exponenten, der
vom Tiefgang abhiingt, erscheint. Es ist demnach glinstig, moglichst tief Vo-
lumen anzuordnen, weil es hier mit einem kléineren Koeffizienten multipliziert
wird.

Auf diese Weise laBt sich einiges zur Klarung der Frage der corrugated ships,
welche besonders von Telfer propagiert werden, beitragen. Wir kénnten, um
genauere Frgebnisse zu erzielen, ohne weiteres graphisch eine Form nmit kreis-
formiger Anschwellung untersuchen, welche ebenso eine kleine Ubeﬂegenh.eit
gegeniiber einem gewdhnlichen Querschnitt aufweisen wiirde. Auch liefle sich
der Wulst leicht partiell iiber die Schiffslinge anbringen (durch Einfihrung von

variablen Faktoren)

(1 -+ hee(- ).

Hiermit wire ein kleiner Vorzug des corrugated ships festgestellt. Ob ginsti-
gere Reibungsverhiltnisse vorliegen, erscheint zweifelhaft. Einer Anregung des
verstorbenen Professor Werner folgend sind vom Verfasser einige Auswertungen
in der Richtung versucht worden, daBl, wie bei innen durchstr.émenden Rohren,
der Reibungsbeiwert F (vl/») mit abnehmendem Kriimmungsradius langgam wach-
send angenommen wurde!., Dem steht ein Versuch von Kempf mit diinnen

1 Modellergebnisse mit negativen Restwiderstand sind wegen laminarer Stréomung kein Einwand
=} >}

dagegen.
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Messingrohren freilich entgegen. Pabsthat Versuche an schiffsahnlichen Kérpern
in dieser Richtung fortgesetzt. Die Ergebnisse sind nicht bekannt.

d) Die Abhingigkeit des Widerstandes vom Vélligkeitsgrad der Spanten ist
am Beispiel eines Schiffes untersucht worden. Die Ergebnisse (s. w. unten)
miissen jedoch mit Vorsicht aufgenommen werden, da, wie schon erwahnt, bei
% = 1 keine ibliche Schiffsform vorhanden ist.

e) An dem Beispiel des Jachtspants wurde ferner nocht untersucht, inwieweit
Totholzer, die sich tiber die ganze Schiffslinge erstrecken, die Wellenbildung ver-
mehren, s. Abb. 3. Unser Querschnitt ist mit einem weitgehend angepaflten und
einem inhaltsgleichen Parabelspant verglichen (leider ist die Genauigkeit der
Rechnung fiir diese subtile Untersuchung nicht ausreichend.

1-7¢

Y="075
der obere Teil 146t sich durch 1+108

y=1—0p55( — 0458
approximieren, wogegen Hlichengleichheit durch

—_ _ 2
erzielt wird. Yo = —0,61(, — 0,393

Das Ergebnis der Rechnung zeigt, da8 fiir hohe Geschwindigkeiten die Flosse
fast den gleichen Anteil zur Widerstandsbildung beitragt, wie die hoher gelegenen
Schiffsteile. Bei geringeren Geschwindigkeiten ist der Einflul des Totholzes nicht
bedeutend, Riickschliisse auf nur teilweise vorhandene Flossen sind jedoch wegen
der Interferenzmoglichkeiten mit Vorsicht zu ziehen. Im allgemeinen kann
gesagt werden, dal fiir extreme Geschwindigkeiten geringe Spantvélligkeit bei
volligen Wasserlinien (wie wir es noch spéter sehen werden) angestrebt werden
muB. Bei ganz geringen Geschwindigkeiten ist der Widerstand nur unwesentlich
von der Spantvolligkeit abhéngig. Es ist zu beachten, daBl die Spantgleichung
Knicke aufweisen darf, da sie undifferenziert in das Widerstandsintegral ein-
geht — ein SchluB, der nur cum grano salis auf wirkliche Schiffe iibertragen
werden kann, solange namlich die Strémungsrichtung keine wesentliche Kom-
ponente in der Spantebene besitzt.

Grundlegend fiir die Diskussion des Wellenwiderstandes sind die Kurven der
Wasserlinienwerte, kurz Grundkurven genannt (s. Anh. S. 31—33,40), wobei den
Formen 1 und 4 hohle Wasserlinien entsprechen, wiahrend 2, 3, 5 konvexe Formen
aufweisen. Fiir die Groenordnung des Widerstandes entscheidend ist immer die
erste Welle weil das Quadrat der Spantfunktion ein schnelles Abklingen der an
und fiir sich schon abnehmenden Grundkurven verursacht. Bei den extremen
Geschwindigkeiten ist der EinfluB des Vélligkeitsgrades ¢ und der Form der
CWL nicht wesentlich, ein Ergebnis, welches sich anschaulich schon aus den
M-Kurven entnehmen 148t. Betrachten wir z. B. nur im Bereich der ersten Welle

die Wasserlinien
1—a, 1—&,

MaBgebend fiir das Integral R ist dann 2 M, und 4 M;; da das Verhiltnis
M,/M,~2, sind die Gesamtwiderstinde ungefihr gleich, der spezifische Wider-
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stand fiir die volle Form wesentlich giinstiger. Ziehen wir das iiber den Spant-
volligkeitsgrad Gesagte in Betracht, nehmen wir das quadratische Gesetz fiir den
Tiefgang in diesem Bereich vorweg, so erleben wir den Ubergang zum Gleitboot
mit seinen verhdltnisméBig vollen Wasserlinienformen. Sehr ungiinstig ist die
Form mit hohlen Wasserlinien fiir méfig groBe Geschwindigkeiten, wihrend sie
fir mittlere und kleine gute Kigenschaften aufweist. Ein einfaches Kriterium
fir das Auftreten von Buckeln und H6hlungen in der Widerstandskurve, wie es
nach Baker! durch den prismatischen Koeffizienten empfohlen wird, 148t sich
theoretisch nicht nachweisen, denn der Unterschied zwischen den beiden Formen
gleicher Vélligkeit 1 und 3 ist wesentlich gréBer als der zwischen demselben
‘Gleichungstyp verschiedener Vélligkeit.

Uber den EinfluB des Eintrittswinkels 148t sich nur so viel sagen, daB bei
geringen Geschwindigkeiten, wie sie die iiblichen Handelsschiffe aufweisen,
zweifellos ein geringer Wert anzustreben ist, also hohle Wasserlinien im Vorschiff.
Sonst ist die Form 5 iiber weite Bereiche als Optimum anzusprechen (runde
Wasserlinienform), und bei Froudeschen Zahlen ~ 0,28 weisen die miflig geraden
Formen infolge der groferen angenommenen Vélligkeit Vorziige auf. Das Grund-
kurvenblatt gestattet noch besser als eine abgeschlossene Widerstandskurve in
den oszillierenden Charakter des Wellenwiderstandes einzudringen.

VIII. Verschirfte Schiffe.

Fiir die betrachteten Formen » =1 ist der Charakter der CWL und der
Deplacementskurve identisch, da 6 =« f, « =4/#. Wir hatten schon gesehen, daf}
man mit einfachen Hilfsmitteln f(&)
als Funktion der Lange darstellen
kann und hierdurch eine gute
Annéherung an wirkliche Schiffs-
formen entsteht. Die Gleichung
der Deplacementskurve lautet in
diesem Falle

Y= WLp@Q)[1 —c,v(8) p:(8)].

1 1
w = [ydt = WL+ — WLo@) &, [ 9(0) g:(0) d<.
0 0
Die angegebene Operation schafft im Widerstandsintegral Glieder, welche
seinen Betrag wesentlich verringern; mit anderen Worten: wir erhalten wesentlich
okonomischere Schiffsformen. Eine fliichtige Betrachtung der Deplacements-
skala lehrt jedoch, daB durch die einfache Beziehung

1

Pe ¢ = C1f§0(5) e () dg, = ;vl = konst.

®
0
w= WL B[l — cr(§)]
L l/%L ,,Ship form resistance and screw propulsion‘.

Jabrbuch 1930.
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wieder eine Form x =1 entsteht. Einen dquivalenten Ausdruck J wiirden wir
durch die Beziehung 1
afe@) e (S)e Fdl

T=[[ye ssinpgagar,  d=tgpe e =cu(p

darstellen konnen. Hieraus ersieht man, dal die Formen » = 1 in bezug auf den
Widerstand gegeniiber iiblichen Schiffsoberflachen nicht nachteilig zu sein brau-
chen, falls die entsprechende Wasserlinie gewahlt ist? — natiirlich eine Folgerung
der Theorie, die nur mit ganz geringen Abweichungen der Strémung von der
Horizontalen rechnet. Fiir den Ritzschen Ansatz hat die Annahme » = 1 grofle
Vorziige. Um jedoch den Anschluf} an praktisch ausgefiithrte Formen zu erhalten,
gehen wir zur Untersuchung der verschirften Schiffe iiber (Gleichungen und Bei-
spiele s. Anhang S. 32, 33).

Das Ergebnis der Untersuchungen bestédtigt wieder die dominierende Be-
deutung der Deplacementskurve; der Einfluf der Spantform hat bei iiblichen
Annahmen die GréBenordnung eines Korrekturwertes. Hieraus ergeben sich sehr
weite Anwendungsméglichkeiten fiir die Bestimmung von Deplacementskurven
(also auch Schiffen) geringsten Widerstandes.

IX. Unsymmetrie.

Das Diagramm (Anhang S. 41) zeigt den EinfluBder Unsymmetrie, welche

fir die Oberflachengleichung
n=(1—=E&)1—¢&)(l—gy&)

durchgefiihrt ist. Auch diese Betrachtung lehrt, daB die grofite Aufmerksambkeit
aufl die Schiffsform bei méaBig schnellen Geschwindigkeiten zu legen ist, denn hier
sind die Widerstandswerte infolge der Unsymmetrie absolut hoher als bei ganz
hohen Geschwindigkeiten. Prozentual macht fiir unser Beispiel bei 12 m/sec und
L =100 m die Widerstandsvermehrung etwa 3% aus. Der Zusammenhang zwi-
schen dem Verschiebungsfaktor ¢, und der Auswanderung des Schwerpunktes der
Verdrangung aus dem Hauptspant wird durch folgende Beziehung angegeben

4(,1 — ‘i‘l)

@ 21 45

50 — E/oé = —@y- — 4—A = -—0,212 9o -
' 08 =51 %

Es ist zu beachten, daBl der Faktor ¢, quadratisch das Widerstandsintegral
bestimmt. Hierdurch kann die Widerstandsvermehrung fiir groBere g, leicht bis
zu 10 % anwachsen, und es fragt sich, ob z. B. das iibermaBige Verschieben von ¥
vor das Hauptspant bei schérferen Frachtschiffen, wo grofle Formwiderstands-
verluste dazu nicht notigen, wie bei sehr dicken Formen, noch berechtigt erscheint ;
doch kann diese Frage an unserem vereinfachten Modell mit x = 1 wegen der
beim wirklichen Schiff auftretenden Interferenzerscheinungen nicht entschieden
werden.

1 Und ¢, «(p) geschickt durch eine Konstante ersetzt wird.
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Die Auswertung fiir die unsymmetrische Form erfolgt ganz analog der fiir die
symmetrische, nur lauten die Integrale

M;, = [ & cosyEdé.
Tabellen der Grundfunktionen, Grundkurve und Rechnungsbeispiel sind im
Anhang wiedergegeben, S.36 und 41.

X. Schiffe geringsten Widerstandes 2.

Die theoretische Losung legt die Frage nahe, ob mit unserer Methode die
Form des geringsten wellenbildenden Widerstandes gefunden werden kann.
Diese Aufgabenstellung erfordert zuerst eine Prizisierung. Mathematisch ge-
sprochen liegt ein Variationsproblem vor, indem wir das Minimum unseres Wider-
standsintegrals bei Erfiillung gewisser Nebenbedingungen zu finden haben. Der
Ausdruck von R, welcher von der Froudeschen Zahl als der unteren Grenze des
Integrals bestimmt wird, zeigt, da} selbstverstandlich Minimalformen nur fiir
jeweilig bestimmte Geschwindigkeiten moglich sind. Da auch die Lénge L in
die Froudesche Zahl eingeht, der Tiefgang in sehr verwickelter Form unter dem
Integranden erscheint, die Breitenabhéngigkeit als quadratisch bekannt ist,
wollen wir unsere Aufgabe wesentlich eingeschrénkt stellen: es ist fiir gegebene
Geschwindigkeiten und Hauptabmessungen der zweckmiBigste Vélligkeitsgrad
und die giinstigste Form zu bestimmen.

Die exakte Losung der vorliegenden Variationsaufgabe stoft auf uniiber-
windliche Schwierigkeiten, d.h. unlésbare Differentialgleichungen; wir greifen
deshalb zu der Ritzschen Methode, welche das Variationsproblem durch die An-
nahme von Funktionen, die den Randbedingungen geniigen, und einer Anzahl
Parameter 10st.

In unserm Falle erscheint dieser Ansatz besonders angebracht, da die ge-
suchten Funktionen der Oberfliche selbst Endzweck sind, nicht etwa wie in der
Elastizititslehre deren zwei Differentialquotienten (z. B. Spannungen), wobei die
Genauigkeit leicht verloren gehen kann (s. Courant, Delfter Bericht 1924).

Auch das Ritzsche Verfahren wird uns Ergebnisse nur unter bestimmten
Annahmen liefern, weil die Losung bei der auBerordentlichen Kompliziertheit der
Schiffsoberfliche in hohem MafBle von der Auswahl der Funktionen abhingt.
Bevor wir den allgemeinen Ansatz aufstellen, wollen wir folgende Frage an einigen
Beispielen besprechen:

1. Fiir bestimmtes 6 giinstigste Schiffsform finden.
2. Fiir bestimmte Form (Gleichung der Oberfliche) giinstigstes 6 bestimmen.

Die erste Aufgabe a8t sich fiir die einfachsten bekannten Fille direkt durch
Vergleich der Widerstandskurven erledigen. Wir konnten auch die Ritzschen
Funktionen aus unsern bekannten Wasserlinienformeln wéahlen und wie folgt an-
setzen:

=y + Ay t+ v,
doch wird das Ergebnis trivial sein.

1 Anhang S. 46—48.
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<

Im Anhang (s. S. 46) sind fiir folgende Fille die Ansétze teils durchgefiihrt,
teils angedeutet:

a) Fir unsere Grundformen werden durch Variation des Parameters c, die
giinstigsten Volligkeitsgrade fiir einige Geschwindigkeiten gefunden. Am Beispiel

(I —&)(1—¢é)

erkennen wir von neuem, daf} bei extremen Geschwindigkeiten der Volligkeitsgrad
nicht zu klein ist, bei einer Froudeschen Zahl von ¢ = 0,45 sein Maximum er-
reicht und bei ¢ = 0,3 kleinere Werte annimmt (s. Abb. 5).

b) Mehr Interesse hat die Frage nach
der giinstigsten Zuschéirfung ¢,, deren Er-
gebnisse (s. Abb. 5) den unter a) erwdhnten
analog sind. Rechnerisch schwieriger ist
die Aufgabe,

. c) bel gegebenem 9 die Verteilung der
o co in 1-EU1-cot A1) pirgerigsren SPantildchen iber die Schiffslinge zu
aciin /x-e‘//f—a,zéfjff—aezm—tﬂj} Wderstrd — untersuchen. Die Losung wird im Anhang
durch Variation nach den Parametern ¢, ¢,
, angedeutet, ebenso liefle sich
be% d) fiir bestimmte Hauptspantformen
AbD. 5. giinstigste Form und Vélligkeit des Schiffes
durch Variation ¢, ¢, erreichen.

e) Die Frage nach dem geringsten spezifischen Widerstand ist auch in der
Anlage skizziert.

Wir miissen uns vor Augen halten, daf wir auf diesem Wege immer nur re-
lative Minima, die durch die Annahmen bedingt sind, erhalten. Giinstige For-
men, wie z. B. Wulststeven, erfordern Glieder besonderen Typus, die man schon
kennen muf, um sie in den Ansatz bringen zu konnen. Unter dieser Voraus-
setzung sind wir prinzipiell in der Lage, innerhalb des Geltungsbereichs der
Michellschen Theorie die allgemeine Losung fiir das Schiff geringsten Wider-
standes anzugeben und das Problem damit auf ein rein numerisches zu reduzieren.
Wir greifen wieder auf die Beziehung fiir die Schiffsoberfliche » = 1 zuriick.

A

1 1 H ! 1
-1 0255 039 0365 G447 051
% 0447

n=01-=2e&eQ).

Wegen der Form der Abhéngigkeit des Integrals R von fg mufl immer eine
Nebenbedingung eingefiihrt werden, die ein verniinftiges Deplacement sicher-

stellt, da z. B. fir
ﬂ@ -0 R -0 N

womit das Problem seinen Sinn verliert. Wir legen daher

5=/f’]d5d5 oder fg Zfl‘i’(f)df
fest. 0
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Das Minimum von R wird ebenso wie in den Spezialfdllen durch
¢R OR

éR:O, —:———_..-::O
gegeben. dey Oy
Deuten wir y = w als Deplacementskurve, wobei

1

@ =clp@)ds  fir  x=1,

0
so ergeben uns die Bedingungen
CR

Ca,

cR
== L == eee = O

C'a2
gleich die giinstigsten Deplacementskurven fiir bestimmte Geschwindigkeiten,
welche auch fiir wirkliche Schiffsformen » ==1 von einiger Bedeutung sein
konnen.

Fiir diesen allgemeinen Fall st die Behandlung insofern umstindlicher
=1~ e, &p(0),
als das Resultat in hohem Maflle von der Wahl der ¢;({) abhéngt, wodurch eine
grofBe Anzahl von Ausgangsfunktionen bedingt sein kann. Haben wir diese ¢;(¢)
etwa aus unsern induktiv gefundenen Oberflachengleichungen bestimmt, so 16st
auch hier wieder der Ansatz das Problem:
oR ¢R

. A R—
¢ ¢y CCy

Zusammenfassend kann erwartet werden, dafl wir in der Ritzschen Methode,
angewandt auf die Michellsche Theorie, ein machtiges Hilfsmittel zur Erzielung
guter Schiffsformen insbesondere zur Aufstellung prinzipieller Richtlinien fiir
Schleppversuche haben, wenn auch wegen der einschneidenden vereinfachenden
Annahmen von einer endgiiltigen Losung nicht die Rede sein kann.

XI. Wulststeven.

Schon die Taylorschen Standardversuche waren mit stark gerundetem Vor-
steven durchgefiihrt. Die guten Modellergebnisse der ,,Bremen* und der ,, Europa“
haben diese Wulstformen wieder in den Vordergrund des Interesses gebracht. KEs
sei daher versucht, im folgenden prinzipiell ihre Wirkung zu erkldren. Auf
eine senkrechte Tangente muf, um unsere Theorie anzuwenden, verzichtet wer-
den. Dagegen lassen sich mit Parabeln sehr hoher z. B. 100. Ordnung die prin-
zipiellen Effekte gut verfolgen, wobei aus Griinden der Exaktheit die Schiffsbreite
als sehr klein angenommen werden soll, um selbst fiir den Wulst den Eintritts-
winkel nicht zu grof werden zu lassen.

Die Skizze (Abb. 6) veranschaulicht den Verlauf der Wasserlinien an den
Schiffsenden fiir die Formel

y=(1—&)[1 + 5(&100 + &101)].
Wollen wir nur am Bug eine Wulstform erzielen, so addieren wir eine ungerade
Potenz des nichsthoheren Grades, welche die Heckanschwellung praktisch be-
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seitigt. Die Losung der Aulgabe beruht im wesentlichen auf Auswertung der
Integrale J I, welche wegen der starken Veranderlichkeit des Integranden in den
Endbereichen einige numerische Schwierigkeiten macht, sonst aber genau den
frilher besprochenen Rechnungen fiir Wasserlinien gleicht.

Wir sehen fiir gewisse Bereiche die Anschwellungen derart interferieren, daf3
die Widerstiande wesentlich herabgesetzt werden, wiahrend sie fiir andere Bereiche
wachsen kénnen. Ein Gewinn von 5—10% wére nach den Rechnungsergebnissen

+1 +1
Skizze der Funktionen [Asiny&d& und [ Beosy&dE und des Integrals Jy,
. g WL

-1 -1
fiir CWL == (1 — £2)[1 + ¢, (&0 + §101)]4/C},, =5.
Abb. 6.

zu erzielen, doch ist absichtlich von einer exakten numerischen Behandlung ab-
gesehen worden, weil die andern Untersuchungen vermuten lassen, dal} der
Interferenzeffekt in natura nicht so ausgeprigt zur Geltung kommt.

XII. Hauptabmessungen.
a) Breite.

Der EinfluB der Breite wurde in Anlehnung an die Wigleyschen Versuche
besprochen. Die Schleppkurven von Kent, welche die Abhéngigkeit des Wider-
standes von der Breite zeigen (TINA 1919), gestatten leider keine exakten
Schliisse, weil der Reibungswiderstand mit einbezogen ist. Fiir groBe Breiten
und Geschwindigkeiten kann man bei einigem guten Willen eine quadratische
Abhéngigkeit herauskonstruieren. Auch die Diagramme von Taylor ermég-
lichen bei unverédnderlichen sonstigen Abmessungen und Vélligkeitsgraden die
experimentell gefundene Abhéngigkeit des Widerstands von der Breite mit Hilfe
des Deplacementsfaktors festzustellen. Wir erhalten hier statt der quadratischen
Beziehungen recht allgemein eine Potenz von 1,6. Innerhalb der iiblichen Ver-
héltnisse von L zu B ist die Abweichung von der Theorie nicht iiberma8ig hoch,
z. B. beim Ubergang von 9 auf 10 betriigt er etwa 5%. Unsere Widerstands-
kurven sind deswegen, um einen besseren Vergleich zu ermdglichen, fiir ver-
schiedene L zu B aufgetragen, wobei bei den geringeren Werten die Ubereinstim-
mung besser ist.
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Da aber in den Taylorschen Kurven der Deplacementsfaktor zusammen
mit /8 nicht eindeutig die Schiffsform bestimmt, so entstehen Schwierigkeiten ; hier
kann eine endgiiltige Kritik der Theorie nur durch speziell angestellte exakte
Modellversuche erreicht werden.

b) Tiefgang.

In unsern aus Parabeln bestehenden Schiffsformen erscheint der Tiefgang
vor dem Widerstandsintegral im Quadrat. Da jedoch unterhalb des Integralzei-
chens eine vom Tiefgang abhéngige Funktion steht, ist das Gesetz derWiderstands-
beeinflussung von der Froudeschen Zahl abhéngig. Die Diagramme von Have-
lock und unser Beispiel zeigen mit geniigender Deutlichkeit, wie fiir extreme
Formen die Annaherung an das quadratische Gesetz gilt, fiir mittlere eine Pro-
portionalitit der 1. Potenz festgestellt werden kann, wihrend fiir ganz geringe
Geschwindigkeiten der Tiefgang eine untergeordnete Rolle spielt — ein Ergebnis,
welches durch systematische Schleppversuche mit Handelsschiffmodellen haufig
bestitigt worden ist. Die Maxima und Minima in der Widerstandskurve behalten
unabhingig vom Tiefgang dieselbe Lage beil.

Einflufl des Tiefganges.
Beispiel fir L = 100 m
Ry:Ry:Ry = T3:6,T%: T3

- _I__Z‘?{”Fﬁ)f(i}d}' _ € £g:8g
bh T 2m . 4m 8m 2m 4 mg, 8 m,,
0mfsec . . .| 0,1406 01223 | 0,0784 1 | 087 0,557 | 1 0,642
11 mfsec...| 0,0337 0,0254 | 0,0141 1 | 0,715 0,43 1 0,57
c) Liange.

Der dominierende EinfluB der Linge, der alte Grundsatz, daf} Linge lduft,
erhellt aus den beigefiigten Diagrammen zur Geniige. Nur bei ganz groBen
Froudeschen Zahlen, welche im Gebiet der Gleitwirkung liegen, kénnte eine Ver-
ringerung der Liénge Widerstandsverbesserung erbringen, weil man iiber den
ersten Buckel der Widerstandskurve hinauskommt; fiir die ¢ in diesem Bereich hat
die Theorie jedoch keinen praktischen Wert mehr. Auch im Bereich der zweiten,
allgemein in Zonen positiver Interferenzwellen, tiir ¢ =0,8—0,35 kann eine Léngen-
vergroferung erfolglos bleiben.

Die wichtige Frage der wellenbildenden Linge ist schon von Havelock im
Jahre 1925 dahin entschieden worden, daB sie von der Geschwindigkeit abhéingig
ist, jedoch nicht in so hohem MaBe, wie einige Autoren es annehmen. Die Unhalt-
barkeit der Bakerschen Formel fiir Bestimmung der Hocker in der Widerstands-
kurve ergab sich schon aus der Diskussion der Grundkurven.

! Die wichtige Frage des Ballasttiefganges 1aBt sich generell ohne Schwierigkeiten lésen. Es ist
vielleicht angebracht, an dieser Stelle wieder auf den groBen Vorzug der apgenéherten Int.egratrlon
hinzuweisen.  Dem Verfasser war die Havelocksche Arbeit, welche sich speziell mit dem Tiefgangs-

einfluB befaBt, nicht bekannt, als er das wiede: gegebene Beispiel durchrechnete — solche Betrach-
tungen ergeben sich bei der numerischen Auswertung ,,ganz von selbst<<.
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XIT1. Widerstandskurven?.

Zuerst sei ein Vergleich unserer vereinfachten Schiffsformen mit den Taylor-
schen Diagrammen besprochen. Im Bereich der ersten Welle ist die Ubereinstim-
mung als gut zu bezeichnen, dagegen erscheint der zweite Hocker wesentlich
iibertrieben, ebenso der ganze untere Verlauf der Kurve, welcher gerade von
praktischem Interesse ist. Wir gehen deswegen zur Diskussion der Ergebnisse
mit unsern zugeschérften Schiffen iiber; schon der Verlauf der Grundkurve
(s. Anhang S. 40) bestétigt, da3, wie vorher im Bereich extremer Geschwindig-
keiten, keine Abweichung gegeniiber » = 1 eintritt, wir also nach wie vor gute
Ubereinstimmung zwischen Theorie und Versuch haben. Die interessanteren
Gebiete von Froudeschen Zahlen ¢ = 0,2 — 0,35 zeigen folgendes:

tiir ¢ = 0,2 —0,3 ist die Ubereinstimmung zwischen Theorie und Versuch gut,

der zweite Hocker verschwindet, wie schon vermutet war, dagegen weist das
Gebiet der Hohlung einen groBen Abfall gegeniiber dem Versuch auf. Zur Er-
klarung dieser sehr wichtigen Tatsache sind folgende Betrachtungen zu machen:

a) die Wigleyschen Versuche bestétigen, dafl die Natur die giinstigen
Interferenzgebiete nicht mitmacht (s. S. 6), deswegen miiite das Loch in der
Widerstandskurve verschwinden;

b) dariiber hinaus macht die Untersuchung eines noch stiarker verscharften
Schiffes nach der Gleichung

(1 =80 —=028)01—80)¢()
es wahrscheinlich, daf das Fehlen der positiven Interferenzwirkungen sich ganz
allgemein auf den Kurvenverlauf auswirkt, d. h. die giinstigen Ergebnisse der Zu-
schiarfungsfunktionen nicht voll eintreten;

c) die Taylorschen Formen sind wegen ihrer hohlen Struktur giinstig fiir
Froudesche Zahlen bis ¢ = 0,27, dariiber hinaus jedoch ungiinstiger als unser
Modell nach der Gleichung

(1= =68 el —c 7)),
diese Vermutung wurde schon durch den Vergleich mit anderen experimentellen
Daten nahegelegt, und bestétigt sich durch Untersuchung des neuen verscharften
Sehiffes (1= &) (1 — 0878 (1 - 0580 ¢ (0),

d) um eine bessere Ubereinstimmung zu erzielen, wire vielleicht die Beriick-
sichtigung der Unsymmetrie berechtigt; gerade in den fraglichen Gebieten ist sie
ja von besonderer Bedeutung.

e) Die von Wigley konstatierte Voreilung der Buckel in der Michell-Kurve
bestétigt sich auch hier.

Man konnte versuchen, schon in den Verlauf der Grundkurve eine Korrektur
fiir die Abweichungen durch Interferenzwirkungen hineinzubringen, doch ist solch
eine Verbesserung nur auf Grund ausgezeichneten Versuchsmaterials zulédssig

Zwei weitere Beobachtungen, welche Theorie und Praxis in guten Einklang
zeigen, selen kurz erwahnt.

* Anhang S. 45, 46.
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a) U-Spant kontra V-Spant. Extreme U-Spantenschiffe haben, ohne Propel-
ler geschleppt, einen héheren Widerstand als gute V-Spantenschiffe (hier liegt
kein Widerspruch gegeniiber unsern Ergebnissen S. 14 vor, weil hier der Unter-
schied im Koeffizienten » =1 oder mit andern Worten der Deplacementsskala
den EinfluB der reinen Spantenformen weit iiberwiegt — eine Bestitigung fiir
die Wichtigkeit der Zuschirfung). Es ist vielleicht angebracht, im AnschluBl an
dieses Beispiel zu erwihnen, wie der Propeller im Endergebnis den Propulsions-
wirkungsgrad entscheidend bestimmt, so dafl die giinstigere Schiffsform (ohne
Schraube) gegeniiber der ungiinstigeren in Nachteil gerdt™.

b) Als im Einklang mit der Theorie stehend kann die Schwerpunktsregel
angesehen werden:

1. fiir vollige Schiffe V' wesentlich vor Hauptspant,

2. mittelscharfe Schiffe V im Hauptspant,

3. scharfe schnelle Schiffe V hinter Hauptspant;
denn fiir 1. tritt durch Unsymmetrie bedingte Wellenbildung gegeniiber Form-
widerstand und gutem Zustrom zum Propeller zuriick; fiir 2. ist Unsymmetrie
tunlichst zu vermeiden, wegen des Widerstandsmaximums; fiir 3. wird die zusétz-
liche Wellenbildung durch Schwerpunktverschiebung wieder irrelevant.

Dieser Plausibilitatsbetrachtung ist natiirlich nicht die Bedeutung eines
Beweises beizulegen.

Zusammenfassend kann gesagt werden, daB die Ergebnisse der Theorie und
des Versuches ganz gut iibereinstimmen, doch erfordern die Unstimmigkeiten in
der Breitenabhiingigkeit und in der Interferenz genaues neues Versuchsmaterial.

XIV. Zusammenfassung.

1. Die Michellsche Theorie und ihre Anwendungen durch Havelock und
Wigley werden besprochen.

2. AnlaBlich der Widerstandsuntersuchungen ergibt sich das Resultat, daf3
Unterwasserschiffe exakt durch Gleichungen wiedergegeben werden kdnnen (in
der Arbeit nur fiir rechteckige Lingskonturen angedeutet).

3. Die Auswertung des Michellschen Integrals geschieht am besten mit Hilfe
von Zwischenfunktionen des Typs

1
M= /f(é) sinyédé,
0

1
M :ff(é) cosy&dé,
0

welche Michell-Funktionen genannt sind, und durch Einfiihrung von Restgliedern.

4. Die Theorie erklart richtig in Vorzeichen und GréBenordnung verschiedene
Phinomene, wie EinfluB von Form und Vélligkeit der CWL, des Hauptspants,
der Deplacementsskala, der Hauptabmessungen, der Wulststeven und Wulst-
querschnitte; sie gibt Hinweise auf den Einflu der Unsymmetrie und gestattet

1 Diese wichtige Frage ist ein Schulbeispiel fiir die Unzulinglichkeit vieler systematischer Modell-
versuche; siehe auch Kempf: Werft Reederei Hafen 1929.
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der Frage des Schiffes geringsten Widerstandes rechnerisch néherzutreten,
generell ergibt sich die Moglichkeit, die Unterwasserschiffsformen aus einem Va-
riationsprinzip abzuleiten und damit die Fragen der giinstigsten Schiffslinien
unter den allgemeinsten mechanischen Gesichtspunkten zu behandeln. Die
Widerstandskurven zeigen, soweit Versuchsmaterial zugénglich ist, quantitativ
gute Ubereinstimmung durch Einfithrung der verschirften Schiffsformen; aus-
genommen sind die positiven Interferenzgebiete. Die Untersuchung von Formen
mit » =1 ist unzweckmafig.

5. Ein endgiiltiges Urteil iber den Genauigkeitsgrad der Theorie 148t sich
erst durch exakte Modellversuche mit mathematisch bestimmten Schiffen fillen,
doch wird schon jetzt die Hoffnung ausgesprochen, daf fiir etwaige systematische
Modellversuche nur analytisch definierte Modelle angewandt werden.

Zum Schluf verbleibt dem Verfasser die angenehme Pflicht, Herrn Professor
Dr.-Ing. Erbach und der Gesellschaft von Freunden der Danziger Hochschule,
ohne deren freundliche Unterstiitzung die Arbeit nicht hatte durchgefithrt werden
konnen, seinen aufrichtigsten und herzlichsten Dank auszusprechen; desgleichen
dankt er Herrn Dipl.-Ing. Oebius, welcher ihm bei den umfangreichen nume-
rischen und graphischen Auswertungen tatkraftig geholfen hat.
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Anhang.

Das Geschwindigkeitspotential wird nach Michell wie folgt angesetzt:

Q= —vx+ . (1
Aus dieser Form und der Bedingung der kleinen Neigungswinkel folgt, daf} @
klein ist und wir die Quadrate der Ableitungen dieser Funktion im Verhaltnis
zu den ersten Potenzen vernachlissigen konnen oder, mit andern Worten die
Quadrate der durch das Schiff hervorgerufenen Geschwindigkeiten gegeniiber
den ersten Potenzen als unwesentlich zu betrachten haben. Die kinematische
Randbedingung fiir die Oberfliche ergibt, wenn wir die Erhebungen und Ab-
senkungen mit {, bezeichnen, folgende Beziehung

a ¢ _ C() 5
T T A ?)
. 0ty 0D . . . L
hier ist das Produkt —=2. - ebenso eine GroBe zweiter Ordnung und ist weg-

gefallen. Die Bernoullische Gleichung ergibt nach Fortfall der quadratischen
Zusatzglieder die einfache Beziehung fiir die Oberflichen

2 2
g_}_%_ggoz%—}— 9 = const,

¢ = v — 21)6&—(5,
0P .
‘ ’U’é*:;—i‘gé‘o:o (3)
OdeI‘ mit (2) laq)‘ ,UzJagég 1
Tolen T 0 e W

Die Symmetriebedingung des Schiffes ergibtl%ﬁ: 0 in allen Bereichen auler-

halb des Schiffes; im Gebiet des Schiffsrumpfes lautet die Bedingung
oo on ,
gy“ly:”——”a('a; =—vf(x,9), ()

und fiir den Schiffsboden

Michell schligt vor, die Randbedingung
|0 D
|

1Oy y—y
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nicht fiir die Schiffsoberfliche sondern fiir die Mittschiffsebene zu erfiillen, ein
Verfahren, welches ein Analogon in der Wellentheorie 6fters findet, also
od 0D
‘6?/’1/ ” ]‘9?/!110
Die Lésung des Problems, welches durch ein System orthogonaler Funktionen
gegeben ist, beruht im wesentlichen in der Zerlegung der Randbedingung
/(@,2)
in Fouriersche Reihen; wegen der Unzugénglichkeit des Originals sind die Ge-
dankengénge Michells hier kurz wiedergegeben.
Die Losung @ erfolgt in der Form

cosn(z — h) cos(mz + o) cos(py + /
aus der Bedingung (z — h) cos( «) cos (py + )

: Ad =0
wird st — 0
m n 2=
und mit (4) g
V2 m?
n-tgnh =—
fiir unendlich viele reelle Wurzeln und
2 2
wagh =

als einzige imaginire Wurzel.
Man setzt

f(z,9) :Z Z {Am cosy%w + B,, sinn—;x} cosn(z — k)

r pos. ganze Zahl.
Das iibliche Verfahren fiir Bestimmung der Fourierkoeffizienten ergibt

n +1
4n 1 , re
Arn == T . mmf/‘f (ﬁ, Z) COSy‘I—l~ COS?’L(Z —_ h) dxdz,
o ) R
Ay = Tn S S //f’(x, 2) cosn—;x cosn(z — h)dzdz,
hieraus 0 ;llh
4n cosn(z
(@,2) 22 12nh + s1n2nh) [f £0) COS (5 — @) cosn(l —z)dbdE
h +l n
cosn(z —
+2 ] On(l)z—l—z@mmzh j/f cos-—» (& — ) cosn (¢ — 2)dldéE,

indem wir statt x,z &, ¢ setzen und durch
cos(é& — z)
alle Terme erfassen. Der einzigen imaginiren Losung entspricht nur die ein-
fache 3. Durch Grenziibergang /—>o und fiir oc tiefes Wasser erhalten wir
die endgiiltige Entwicklung fiir f(z, 2).
Es ist besonders zu beachten, daf} die Aufgabe bis zum gewissen Grade un-
bestimmt ist, weil man ein beliebiges System von freien Wellen einer partiku-
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laren Losung liberlagern kann, welches den Randbedingungen geniigt. Michell
hat einen Faktor eingefiihrt, welcher die divergierenden Wellen ,nachschieifen‘
1a8t, womit der Bedingung, dafl das Schiff im ruhenden Wasser vorwirtsschreitet,

Geniige getan ist. o
sin{m( 5 ——l-y}.

Wir wollen uns im weiteren Verlauf nur mit dem Widerstande beschéftigen,
welcher infolge der giinstigen mathematischen Eigenschaften der Potential-
funktion als ein einfaches Problem anzusprechen ist.

=3

0 0 0-

oo 400

+
ff’(é {)cos(nz — &) cos(n{ — &) cosm(E — x)d&dEdmdn

oo oo oo

// [f'(E L) m2e~km*@+d) cosm (& — x)dEdEdn;

0 -

hierdurch erhélt man erst brauchbare Formen fiir das Geschwindigkeitspotential

(el ol SN o

////f £, C)COS Cos(nz—8)cosm(5—x)e~vmd'§didmdn

5 ]/m2 + n?

+%///ff(é,C)wsm{m(x—f)+m1m2]€2_1y}d§d5dn

ngg/v“ 0 - V ol
208 wEr mﬂk(z+4-)

+—”~/fff’(§ £) Dl cosm(E — @) e VTRV dEdL dn.
LA ]/1 —

Schreiben wir den Widerstand als Resultierende der durch die Wellenbildung
erzeugten Druckkomponenten in Richtung der Mittschiffsebene hin

R.—:—~2ff6pg~g-dg,dz, (1)

8p == Q’Di)—f (Druckzunahme infolge der Wellenbildung),

_290‘//'0@ andd
|y 00

oo 0O OO 00 0O

4904[ ff//f .2 16, 0) " s — &) dodzdgdcdm,

/ m2 k2 — 1
gt 0 -

da in den anderen Quadraturen ungerade Funktionen unter den Integralzeichen
stehen, also =0 werden.
Die Formel fiir R lautet nach Zerlegung von cosm (z — &)

400 2 20‘0 22 l
R=12" [(ppgy 2l _ 208 [y ) L

— 2
oot sz 2 —1 TV 7
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Auswertung der Quadraturen.

+1

/-52"“ sinyEdé = Moy y,
-1

+1

[&rcosyeds = My,
-1

1
foreena,

0
+1
/ézksinyfdf =0,
1+1
/52’”1 cosyEdE =10,

-1

da der Integrand eine ungerade Funktion ist.

Reduktionsformeln:

. umcosyu  mulsinyu m — 1 .
/u’” sinyuduy = — . 7 - yfé—m}/— _m };2&) u"Zsinyudu,
umsinyu  mu™tlcosyu m(m — 1
fumcosyuduz » 4 - yu _m( o )/u”“%osyudu,

2siny
y2

Bl

+1
M, :/Esiny&dé-—— —ZL;)SZ—]—
1

+1
. 2 i
M, :/£3s1ny§d§= —% (1 — }%) + 28;1217/ 3(1 — E) usw.,
._1 N

2siny

+1
M =/cosy£d§= )
- 4

+1
] o .. 2si 2 2
M :/52 cosy&dé = —Svinl (1 — -~—) + —c;ﬁ -2 usw. (s. Tabelle)
-1

y2 2
v T 2 ma™l m(m— 1) gm-2 m! ]
fxei’dx_{——y—— o — 7 —---_W}ey—i—const.
1
A e f—1
e~ﬁ'§dc: _Iﬁf =l "
] 1B b I
1
/e—ﬂsgdgz(_,l__-l_)e-ﬂ_{_l
J BRI TR
1
. 1 2 2 2
fe‘ﬂ*é‘zdé'=<—~—~2-—-—)e‘ﬁ+‘,
J PR R T
1
. 1 3 6 6 6
[esede=(-G-p- g gt
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Zusammenstellung der untersuchten WL- und Schiffsformen.

Symmetrisch:
WLI: (1 —&)(1— 08578, WL2: (1 — &) (1048, WL3: (1—&)(1— 028,
WEL4: (1— &) (1 — 042858, WL5: (1 — &) (1 + 0,4285 &2).
Abb. 7.

2) (1= &)1+ cof) =1 — (1 — )& — aod* = /@),

F(E) = —2(1 — e)§ — 4o = —2[(1 — ))& + 4, ],

B . 9y d&y-2 B,

y=5 190, v =3l= = T e
b) (1 —&)(1 —coét) =1 — (1 + ¢)&* + &,

P(E) = —4(1 + @) & + 8of = 4[— (1 + )8 + 2¢,87];
0 (1= &)1 — o) = 1 —af — &+ o,

F(E) = —20ok — 48+ 60985 = —2 [cof + 285 — 3¢, &)

unsymmetrisch:

a) (1 —&)(1 — &) (1 —g8),
fiir Unsymmetrie kommen nur ungerade Glieder in Frage
Ful&) = +go(— & + ¢85 + & — ¢ &7),
[u(8) = +go(— 1 + 368 + 58 — T, &%)

b) (I —&)(1 — &) (1 — &%),
Fu(&) = go(— 38 + Deed* — T& + 96,%).

pO=1—10  OWL=3(—#(1-028,  p@=1-20,

p: = g = 0,8000, B = f = 0,8889.

Abb.8. Normalspantenrisse »=1.
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Veranderliche Spantvolligkeiten g= g(&) fiir » < 1.
a) Schrigstellung:

y= g (I —&)(1—0,48)(1 — 0,680 (1 — ¢4 (1 + 0,4360),
0=0,7238-0,8

zerfallt in
WL x (1 — &) (1 4 0,4367%) — 0,582 WL x £ (1 — £4)(1 4+ 0,4362%),
dasselbe fiir B
WL =5 (1—&)(1—0,28).

b) Vélligkeitsverminderung bei senkrechtem C'WL-Einlauf:

y=WL(l —8)(1—c&?) um 6=0,7238.0,8 zu wahren.
[[y-dz-dz=26, ¢ =0,75.

y=2(1—&)(1 —0,48%(1—2%)(1+0,4362%) (1 — 0,6£27),

l\?lh:l l\?lbd

(1 —&(1 —048)(1—*)(1+ 04362 (1 — £20).

Abb. 9.

Die Widerstandsintegrale lauten:

+11

o =Pl [[ a0 s 1 208 snyip@ e ridzas
<10
=—2BTf(B) [(1 — co) My + 2¢oM,] = —2BTf ()2

c) J.=—2BTf () [eoM; 4+ 2M; — 3coMs] = —QBTf1(/3)2w

b) Jo=4BTf(f) [— (1 + co) Mg+ 2¢yM,] = 4BT},(B)2s,
fiir a und ¢ , -~

r=2 B (55 52100y,
Yo

fir b

R 125 BT f BB (M.

Fiir Unsymmetrie berechnet sich der zusitzliche Widerstand

R=0C [riway =" T jf2 (B 2347,




Anwendungen der Michellschen Widerstandstheorie. 33

da
I= BT][:;O(’“ Ye PSf(8) cosyEdidE = BT{(B)g, 2,

wobei S, = —Mj+ 3¢, M} + 5M; — Te, M;,
2y =—3M, + 6¢, My, — 7 M| + 9¢c, Mj.
Fiir » <1; (8= (&) wird

Y =1 @) = ﬁ[f ©p0) — 057 5y, (:)]

da WL nach Typ c) gewahlt, wird
T = BIL-2h() .+ h(B) (M~ 26 My — 33, + 40, )] = BT(— 2/, () 2+ A(A) 53],
R="2 B (1) 54 0500 20y

Rechnungsgang siehe Beispiel und Kurven S. 40— 42.
Die Behandlung des Typs b) gestaltet sich analog.

a) und b) kombiniert ergeben brauchbare Deplacementskurven und Schiffs-
formen.

I (1 —&)(1- 085784 (1 40,4365 (1 — ) (1 - 0,6820),
2 1 -1 -0 ,45%) (1 -+ 0,436 M- - 0,552¢),
36 (1 — (1 — 0,254 (1 + 0,4365%) (1 — ) (1 — &),
5 (1 — &% (1 4+ 0,4285 2y (1 + 0,436 (1 — ) (1 — 0,5527),
3a (1 —&)(1—028)(1 4 0,436 (1 — %) (1 —0,58%),
4 (1 — &) (1 —0,43858%) (1 + 0,43624) (1 — 4 (1 — 0,5820),
6a (1 — &)1 —0,652)(1 —r0436,f4) 1 -1 —0,582),
65 (1 — &4 (1 - 0,682 (1 - 0,4365%) (1 — 24) (1 — £20).
Abb. 10. Deplacementskurven.
B

Y= OWL(L =) (A + e+ 61— ).

Abb. 11.
Jahrbuch 1930. 3
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Bestimmung des Restgliedes.

Michell gibt als oberste Fehlergrenze fiir ein Abbrechen des Integrals fol-
gende Uberlegung:

Mgz Mgz
[f’(x,z)eiﬁ”z—dz# F(x)[ ¢ dy= —fF(x)
§

hierin ist F(x) kleiner als der Hochstwert von ]‘(a:, z) fiir ein gegebenes x;
setzen wir r statt oo so wird der Fehler von R,

'S}

499 17 ot 2 dl
AR 7‘[’02 F(x)ﬁ'g?'ﬂdl F() 13
oder von der Ordnung v
72’

hier ist 1 % gesetzt

Ein Abbrechen des Integranden kann ohne merklichen Fehler nur fiir sehr

groBe 1 erfolgen, es ist daher empfehlenswert, den Betrag 4R durch einfache
Entwicklungen abzuschitzen. Fiir

WL=2 (0 — 80— )
lautet das Restglied, da

R= 4,,97}(22 : 4B;T2 / (B){cosy f1(v) + siny /o () Lo (D) dy

_327 BgTszﬁ(ﬁ)qu)fo(z)dy,

Tt

iR 32y Bsz/ﬁ2 {cosyz(1 . 0)+§n72(3__700)} fo(A)dy

0s? sin? sin2 v
AR=C [ ,1.;2{0 V41— o)t — y374(1—c(,)(3—7co)+ y4’4(3——7co)2}dy,

hier haben wir in

fLi(y) = )17{00+9_3Co}—'9(] — C) >

1
fz(y) B 972‘{_ Co — 2.3 + 300'5}2 —_ 5)52(3 —_ 700),

nach Vernachlissigung aller Glieder, die 1/y* usw. enthalten, gesetzt; wihlen
wir 7, geniigend grof, so wird

2 T2 1 9
4= FL, fl (1 — et 52y
JT

_8 BZLz dy _ 8B2L*gy 1
— gy /]——CO pve (1——0)4}}0
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Die Berechtigung zu der Vernachlissigung der Glieder, die Kreisfunktionen
enthalten, kann aus Betrachtung der Funktionen

oo
. JT smu
Siz=" _/ “

cosu
Ciz= —/

abgeleitet werden.
Fiir groBe Argumente |#| > 17 gelten (s. Jahnke, Emde, S. 19)
7 gosx(]!_ﬂ_i_%!__,lr ),

72 x

. cosz [ 1! 3! 5!
Ciw= =TT ),

sinz

wobel wir z = nx gesetzt haben, um die =0 zu erhalten.

Die Reduktionsformeln

-/‘sinyu du e — sinyw Y+ COSYU /smyu
ut (n—Twut (n—1)(n—2)ur-2 (n— 1) n—2) “s

]'cosyu i CoSy U y - sinyy

_ . cosyu
T T et T =)~ g (n——l)(n—2)/u"2

ergeben fiir unseren Spezialfall

oocos?y €082y, 4 cos2y, 16
p YT L T 4392 1350020
Yo
1 3! 51 )
01270——{'00827/0( 4 3 1 - 167 6?}73 + .-

oder, da cos2y, = cos2nz =1 ist

alle Glieder mit niedrigeren Potenzen verschwinden, was rein anschaulich selbst-
verstandlich ist, da

| oo ! i oo
cos2y , | i [1 I

7o 7

sein muf3, ahnlich wird

sin2y { 2 8 } 2 . 11
== 2 — —_— ——— :——)-— . ..
f p s T 5 s ) 1=y ’

Yo

da auch hier niedrigere Potenzen sich wegheben.

Gegeniiber o
f dy _ 1
R T
Ve
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sind die untersuchten Integrale bei geniigend groBem y, verschwindend klein.
Nach Einsetzung unseres Beispiels wird

2,52 - 107 1
AR = o (1 — ¢p)? 4_;%;
wenn ¢, = 0,4
41,8 212

Yo = 67, AR =

vo = 4m, AR =

1)2 b - vz .

Mit Hilfe dieser einfachen Formeln sind die Widerstandskurven erginat worden.

Fiir geringe Geschwindigkeiten, also groBe y-Werte, kann der Faktor y2/y?
unter der Wurzel von Bedeutung werden, es empfiehlt sich, den Wert y, so grof}
zu wahlen, daf y2/y} klein bleibt. Fiir

WL = -]23 (1 <= &8)(1 — c,&4)

gilt das Gesagte, nur mul wegen der groBen Zihler y, in den Gliedern héherer
Ordnung y, geniigend groBl gewihlt werden.

Wulststeven.
Beispiel : WL =(1—&)(1 + cyp&'™); ¢y z.B. =10,
symmetrische Form mit Wulsten am Steven und Heck
(1 = &)1 + efp (5 + )]

lasst Anschwellung am Heck praktisch verschwinden

19?'—; — —2F 4 ¢, (100 £ — 101 £100 — 102 £101 — 103 £10%)
1 1,01
- ’ R - £100 O E2
= %W{m&” (1,02 ¢ ) + 1014 (1,03 § >}
A B

fir J kommt nur die ungrade Funktion 4, fiir I nur B in Frage

+1 +1
Jwast, = O f Asing£d¢.  Iwus. = Cy [ Beosy£oé.
-1 -1

+1
Den Verlauf _/Asiny&éé untersuchen wir wie folgt:
-1

1. Fiir y = K= setzt man
sinKné=4sin(Kn — Kné&) = +sinKa(l — &),
da 1—¢ kleine GrofBle

(bei &=10,90 ist £ = 2,655.10-5),

80 ist bei K<=~17 sinKa(l — & = Ka(l —§&).
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2. Fiir y= K;”
. K,n,é& K= K. né& K,n
s1n»-—12~1— = +-cos (7 - 12 ) = 4 cos ; (I—29

mit der Berechtigung wie unter 1.

2
COSKlﬂ (1 _—5>=1_K1n2(1 —5)2:1—0'—{-20/5—0,52

2 2.4
¢ = K7
-5

Fiir groBere K muB zu direkter Rechnung gegriffen werden, die sich ohne prin-
zipielle Schwierigkeiten z. B. nach Simpson bei Beachtung der Rechengenauig-
keit erledigen 1a8t.

Da fiir
£, = 0,86, 1 9.89.10-7
st
+1 +1
/A siny£6& = 2/A siny£o¢&.
-1 &
Zul.
+1 +1
/A siny ¢ = [(1008% — 10281%) Kn(l — &) 6&
& 0
0
102 100 2K =
- 100 __ 102 — bl bl
= K”JI (1009 — 1025%) 6¢ K”(los 101) 10403
) K=0 1 2 3
jAsinyéE =0 -+ 0,0006 —0,0012 - 0,0018.
Zu 2.

+1 1
fA siny&ds = ](100599 — 1028100 (1 — ¢ + 2¢£2) O¢
£ 0

N

+1
:flOOf” — 10289 (20 & — ¢ &) 8E.
0

1
4c
/ 00 __ 0 _— 101 __ 103 —
06[{2(10051 1026) — (10089 — 1028926 = 475 »
k= 1 3 5 7
= 1,235 11,11 30,9 60,5

fA siny&dé = —0,000011 40,0001 —0,0028 0,0055,

Verlauf des Integrals sieche Skizze 6.
Das Integral /B cosyld¢ 1Bt sich ohne weiteres hinschreiben, da

[Booska&dé = — [Booskn(l — &)d& k== 2k,
Fy =0 2 4 6 8
[Bsinygdé=0 0000044  0,0,00176 00,0040 00,007
chosklgfdgzi]Bsin%”(l — &dé ky = 0,5k
k= 05 1,6 2,5 3,5 B stillschweigend

[Beosy&dé =—0,0003 0,009 00015  0,0021. =4 gesetzt!
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Bei Untersuchung von R ist zu beachten, daB
J = Jwr + Jwust, J2= (Jwr + Jwust)?

g J
bei kleinem ~———}V;;St J? = JPyp + 2 I wast
oder bei nicht sehr unsymmetrischem Schiff I* zu vernachlissigen. Diese Ver-

einfachung gilt nicht mehr bei kleineren Geschwindigkeiten !

Paralleles Mittelschiff.
Gleichungstyp:

g/=~gq)(2j)fo(x-—k) von k->k+1, y=const von O0->EFk,

y’=»§<p(é‘)]‘(}(9c——k) von k->k-1, Yy =0 wvon 0->£k,
+1
J:C/ﬁ,(x—k)sinfgfdx
_ll
oder fiir f, -gerade Funktion,
A kE+1 P
J=20/f6(x-—k)sin%};dx:2c/fé(x—k)sin gzwdx mit u=2z—Fk,
0 k

!

+

J=2¢| fi(u) sin/"g—(tj k) du
0
1
= 20 /(&) sin & + v) s wenn &= "
0 X
=20/%(4‘)(sin§ycosr7+cos§ysinry)d§ r=3
’ N Agl
=2¢{Zq;M;- cosry + Sq; M sinry}. r="%

Hier sind die Funktionen
1
M/ :] ElcosyEdE
0

fiir ungerade ¢ zu berechnen.

Das Havelocksche Beispiel

_B [1 ~ ('ﬁc—_l;@fz»l(r(;‘)

[¢(0) =1 nach Havelock, da T = oo] 16t sich leicht fiir beliebige ¢ (¢) losen.
B
b =

1 2

J == —4b [ Esin(E +r)pdEf(B)
0

= —4bf(p) (cosry M, + sinry M}),
R=D[P(B)fi(A)(cosry M, + sinry M;)2dy.
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&= 0609
2.g19
a4
M- :fcm-?’f:g
(]
[ ; .
ymiseks 6T 7 8 T W W Z TG W B TH AT w2
@ ge ' ges g3 g3 qu gvs 95 955 a6

Abb, 21,
Schiffe geringsten Widerstandes
B
= (1 — &) (1 — 2
hierfiir ist y=5 )1 =& (),

R=C

b

=(

i

leo( =M, + 3M;) — 2 M () 1(2) dy

oR

de,
[ My(—M; 4+ 3M5) () f(3) dy

G=2--

[(=M, + 322 (B f(D dy

Yo

[(—M, + 3MgPc — 4 My(— M, + 3 M) o + 4 ME] () f(A) dy

= Of[(— My + 3M)* 200 — 4 My(—My + 3M)] £() f (B dy = 0.
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ganz analog fiir y = EB(l — &) (1 — &) p(0),

M, @M, — M) (B (D) dy

Cy =

[@M; — My fA) dy

70

Fur 8=p6() ¢, = konst.

5 als Funktion von ¢, gesucht.
T = DIL(A) = — b (p) 5
E—C JRO 2= 2010) D) S5 + 4RO 231Dy,
S [T-2h @D =2+ 20 8() 3 1) 7 =0,
[h) D25 10 2y

Cl:/o

[BP i@ 23y
hieraus 6 zu bestimmen.

Wird weiter fiir ¢, = konst. 6 vorgeschrieben und ¢ wie ¢, gesucht (Problem
der Spantflichenverteilung im & und iiber das Schiff bei konst. Verdringung),
so ist fiir z. B. B

y=5 1 =1 —=048)(1 =)L+ (1 =80,

J = Di[Z{f(B) + cu(B)} — er 25{ma (B) + ca(B)]

1
2B, () =[eF@—)or,
0'1
m(f) = [em#4(C — )¢,
0 ) '
ma(B) = [emri(es — 1) oL,

0

B=C[{Zh(f) + o -3 — e[ Sym + e SpmlPlo(Ddy

Yo

= cf{av,0 4 ay¢ + ayc; + a4 aycd + agee; + aged; + a; A} f(A)dy
Yo

. ; L. 0 .
hier haben wir ¢, = %(¢, 8) zu setzen und nach Substitution IR =0 zu bilden

L. de
Fiir das Beispiel ist
0,7238 (0,8 T ci) — 0,7238(0,8)
= ® — 8,62,
"7 (Lofayl_gy  TEEe
21 45/ \3 15
— alc,l = 8,62 - 5

de (5 + c)?





