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VORWORT

Der Hauptzweck dieses Bandchens ist, das Studium der
Theorie der ganzen algebraischen Funktionen mit reellen
Koefiizienten dadurch zu erleichtern, dafl ihre Eigenschaften
an den sog. Kreisevolventen veranschaulicht werden.

Betrachtet man n&mlich irgendeine der aufeinanderfol-
genden Evolventen eines Kreises, so kann man ihren Kriim-
mungsradius als Funktion des Winkels darstellen, um den
er sich von einer bestimmten Anfangslage aus gedreht hat;
diese Funktion ist aber genau eine ganze algebraische Funk-
tion. Ubrigens stelit die Beziechung zwischen dem Kritmmungs-
radius und dem Drehungswinkel eine Art natiirlicher Glei-
chung?) iener Kurve dar.

Eine eingehende Betrachtung der Kreisevolventen ist an
und far sich schon in geometrischer Hinsicht lohnend. Nun
sind aber ihre leicht in die Augen fallenden Eigenschaiten
die geometrischen Abspiegelungen von Eigenschaften der
zugehdrigen algebraischen Funktionen. Man kann sich also
durch das Studium der Kreisevolventen in leicht verstind-
licher Weise mit den meisten Eigenschaften ganzer alge-
braischer Funktionen vertraut machen, ehe man sich den
strengeren, haufig jedoch durren, jedenfalls aber abstrakten
Beweisfithrungen der rein algebraischen Theorie zuwendet.

Endlich kann man mit Hilfe der Kreisevolventen unmittel-
bar die Wurzeln einer numerischen Gleichung beliebigen

1) Eine eingehende Behandlung von Kurven in diesem Sinne
findet man in Ernesto Cesdro, Vorlesungen {iber natiirliche Geo-

metrie, Deutsche Ausgabe von Dr. Gerhard Kowalewski, Leipzig,
B. G. Teubner 1901.
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4 Vorwort

Grades in dhnlicher Weise bestimmen, wie mittels der Kegel-
schnitte, der Konchoide, der Kissoide usw. eine direkte geo-
metrische Aufldsung von Gleichungen 27, 31 ypd 4ten
Grades und von einigen besonderen Formen hoheren Grades
mbglich ist.

Die urspriingliche Ausarbeitung dieses Werkes mufite, um
den Rahmen eines Biandchens nicht zu tberschreiten, sehr
wesentlich gekiirzt werden. Verfasser und Herausgeberhoffen,
daf trotzdem der Zweck des Bandchens erreicht wird.

Haag, Herbst 1922.
H. Onnen.
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I. DIE KREISEVOLVENTEN

1. Evolventen im allgemeinen. Man denke sich ein Seil,
dessen eines Ende an dem Stamme eines allein stehenden
Baumes festgenagelt ist.

Halt jemand das Seil am andern Ende gespannt und wickelt
es dann um den Baum, so bewegt er sich dabei in einer
Spirale. Wickelt er das Seil wieder ab, so durchlauft er die
Spirale in entgegengesetztem Sinne.

Man kann solch eine Spirale auf Papier zeichnen, wenn
man eine Rolle Zwirn ab- oder aufwindet, indem man mit
einer Hand die Rolle fest auf das Papier driickt und mit der
andern Hand einen Bleistift, an dem £
dasEnde des stets gespanntenFadens £ B
befestigt ist, auf dem Papiere fortbe-
wegt.Die so erhaltene Spirale wiirde 4 ¢ N
geometrisch als ,,die Evolvente der et
Peripherie der Rolle” zu bezeichnen £ 4 ~_|¢’
sein, wenn der Faden undehnbarwére # “"t'j\'
und keine Dicke hatte und wenn die Fig. 1. I
verschiedenen Windungen auf der Rolle nicht nebenein-
ander sondern alle in derselben Ebene gelegen wiren. Denn
in der Geometrie nennt man im aligemeinen Evolventen einer
gegebenen Kurve K (Rig. 1) die von beliebigen Punkten P,
P’ einer Tangente AB beschriebenen Kurven E, E’, wenn
man die Tangente ohne Gleiten fiber die Kurve K fortrollen
ETHR

Wenn die Tangente aus der Lage AB bis in die Lage
A’ B’ fortrolit, beschreibt der Punkt P den Kurventeil PQ,
gerade wie wenn ein Faden PR um das Stiick RR’ von der
Kurve K abgewickelt wird. Der vom Punkte P beschriebene
Kurventeil P'Q’ wird erzeugt, wenn ein Faden P'R um das
Stick RR’ auf die Kurve aufgewickelt wird.

Folgt man mit Aufmerksamkeit der Bewegung der Tan-
gente, so wird man wohl der Vorstellung beistimmen kdnnen,
dafl sich die Gerade AB in jedem Momente um den Beriih-



8 I. Die Kreisevolventen

rungspunkt R dreht, wahrend sich dieser Punkt selbst langs
der Geraden fortbewegt. Es ist, wie wenn der Punkt P oder
P’ einen Kreis beschriebe, dessen Radius PR oder P'R sich
allmahlich verlingert oder verktirzt, je nachdem der be-
schreibende Punkt an der einen oder an der andern Seite
des Bertthrungspunktes liegt.

Diese Anschauung macht es ohne weitere Auseinander-
setzung erklarlich, daB man die Bertihrungspunkte R, R’ die
Kriimmungszentra und die Strecken PR, QR und P'R, Q'R’
die Kriimmungsradien der Kurve E in den Punkten P, Q und
der Kurve E” in den Punkten P, Q' nennt.

Es entspricht offenbar die Verldngerung des Kriitmmungs-
radius einer Abwickelung, die Verkiirzung einer Aufwicke-
lung des Fadens

2. Kreisevolventen. Riickkehrpunkte, Bogen und Spi-
ralen. In der Fig. 2 ist E, ein Kreis und E; dessen erste
Evolvente.

Wenn die Gerade P,P,, die man sich unbegrenzt denken
muB, immerfort iber den Kreis F, rolit, sowohl nach rechts
wie nach links, mufl der Punkt P;, der die Evolvente be-
schreiben soll, notwendig einmal auf der Peripherieankommen,
und dann entsteht bei fortgesetzter Bewegung ein sog. Riick-
kehrpunkt.

In der Spitze a des Riickkehrpunktes ist der Krimmungs-
radius = 0. Von da an wichst der Kriimmungsradius nach
beiden Seiten bis ins Unendliche, und wir kénnen sagen, dafl
die erste Kreisevolvente aus zwei endlosen Spiralen besteht,
die sich in der Spitze eines Riuickkehrpunkies aneinander
schliefien.

Es sei P, Py eine Tangente an E;, also senkrecht zu PyP;.
Wenn diese Tangente tiber E, fortrollt, beschreibt einer ihrer
Punkte P, eine Evolvente von E,, die wir eine zweite Kreis-
evolvente E; nennen. Bei Drehung nach links verkiirzt sich
der Kriimmungsradius P, P, und wenn P, auf der Kurve E,;
anlangt, wird wieder ein Ruckkehrpunkt gebildet. Setzt die
Tangente, die man sich nattirlich wieder als unbegrenzt vor-
zustellen hat, ihre rollende Bewegung weiter fort, so ver-
langert sich anfangs der Krammungsradius wieder, erreicht
aber einen Maximalwert, wenn die Tangente durch die Spitze
a des Ruckkehrpunktes von E; geht — in welcher Lage sie



2. Rackkehrpunkte, Bogen u. Spiralen. Schematische Figuren 9

Kuspidaltangente genannt wird —, und verkirzt sich dann
wieder, bis ein zweiter Rtickkehrpunkt gebildet wird. Die
Spitzen der beiden Ruckkehr- E,|
punkte sind durch einen Bogen % | /
verbunden und geben je eine ™ / el o
endlose Spirale ab.
DerLeserwxrd1etztunschwer £,_——
einsehen, wie die dritte Kreis-
evolvente E; der Fig. 2 aufler AR\
den beiden endiosen Spiralen /N
drei Spitzen mit zwei Bogen

und die vierte Kreisevolvente E, &

vier Spitzen mit drei Bogen be- ‘\
kommt, wenn die Gerade PyP;

aber E, und die Gerade P, P, N

iber E; fortrollt. Fig. 2. —

Geht man auf diese Weise weiter, so kann man sich im
allgemeinen eine %' Evolvente E, denken mit k Spifzen, die
durch & — 1 Bogen verbunden sind, wahrend den beiden
aulersten Spitzen endlose Spiralen entspringen.

Anstatt der Abbildung wirklicher Kreisevolventen, wie die
Fig. 2, empfiehlt es sich oft, die Verkettung der Bogen in
einer Reihe von Kreisevolenten schematisch darzustellen,
wie die Fig. 3 zeigt. Hier sind der Kreis und die beiden
Spiralen jeder Evolvente zu geraden Linien ausgebogen, so
dafl die Bogen mit ihren Endpunkten, den Spifzen, sich in
geraden Reihen aneinanderschliefien.

Solche schematischen Figuren sind besonders geeignet,
um bei allgemeinen Betrachtungen der Vorstellung zu Hilfe
zu kommen, zumal £, — e
wenn dabei eine £, —F : \@
grofere Anzahl von £+ 2
Evolventen in Be-
tracht kommt. Von £ —
richtigen GroBen- ¢ -
verhaltnissen kann Fig. 3.
in solchen FRiguren selbstverstandlich nicht die Rede sein.
Hauptsache ist, daB in jeder Evolvente die Kurventeile
deutlich zu erkennen sind, wo der Krimmungsradius stetig
wachst, und diejenigen, wo er stetig abnimmt, wenn sich




10 1. Die Kreisevolventen

die rollende Tangente stets in derselben Richtung — etwa
von links nach rechts — bewegt. Die Grenzen dieser Kurven-
teile werden durch die Kuspidaltangenten bestimmt.

Eine E, kann offenbar nicht mehr als k Spitzen und k£ —1
Bogen haben. Dafl jedoch diese Anzah! geringer sein kann,
wird sich im folgenden Paragraphen zeigen, indem wir bei-
spielsweise die in Fig. 3 schraffierten Bogen einer Umformung
unterziehen werden.

3. Schleifen. In Fig. 2 sind diePunkte, die dieKreisevolven-
ten beschreiben, so gew#hlt, dafl jede neue Evolvente alle
Spitzen der vorhergehenden Evolvente mit Bogen sozusagen
tiberwdlbt. Solche aus Bogen und Spitzen zusammengesetz-
ten Kurventeile betrachten wir als die normalen Evolventen-
formen.

Bei der Ab- und Aufwickelung eines Ruckkehrpunktes
konnen aber auch andere Formen entstehen. Wenn wir ndm-
lich eine Tangente tiber die beiden Zweige eines solchen
Punktes einer beliebigen Kreisevolvente, etwa E; (Fig. 4), fort-
rollen lassen, haben wir drei Falle zu unterscheiden, je nach
der Stelle, welche der beschreibende Punkt in der Kuspi-
daltangente A B einnimmt.

a) Der beschreibende Punkt befindet sich zwischen den
beiden Zweigen des Ruckkehrpunktes, in der Figur P, oder
P’,. Die neue Evolvente E, bzw. E’, bekommt einen Bogen

£ 8 mit einem Maximalscheitel gegeniiber der
Spitze, weil ja die Lange des Kriimmungs-
radius in diesem Scheitel immer einen Ma-

S ximalwert hat. Der Bogen wird

AN um so kleiner, je mehr sich der

XKV O\ beschreibende Punkt der Spitze

7 N A \/ nahert.

LT ; b) Kommt der beschreibende

2N\ ) Punkt gerade in die Spitze P,,

SIS so wird kein Bogen gebildet
A N sondern eine Art Schleife, worin
- ' der Krtmmungsradius von Null
an nach beiden Seiten hin wachst
Aus der Figur ergibt sich, wie beim Verschwinden des Bogens
die zwei tibrig bleibenden Halfien der beiden Ruckkehrpunkte
von E’, in P, aneinander schlieBen: die beiden Kuspidal-

Fig. 4.



3. Schleifen 11

tangenten kommen dann in eine gerade Linie rechtwinklig
auf die Kuspidaltangente in P, zu liegen und werden die
Tangente im Scheitel der Schieife.

¢) Nimmt man den beschreibenden Punkt in der Kuspidal-
tangente jenseits der Spitze, etwa in P;, an, so bleibt die
Schleifenform bestehen, aber der Minimalwert des Kriim-
mungsradius ist dann nicht Null, sondern entspricht einer
bestimmten Linge P, P;.

Eine Schleife hat also immer einen Minimalscheitel, sei
es in oder gegeniiber der Spitze.

Nennen wir im allgemeinen jeden Punkt einer Evolvente,
wo der Kriitmmungsradius Null ist, einen Nullpunkt, so gilt

A

Va T“\ ra o™~

e
8

diese Benennung zunichst den Spitzen aller Riickkehrpunkte
und jetzt auch den Scheiteln jener Schieifen, die durch eine
Spitze gehen und die wir deshalb Nullschleifen nennen, im
Gegensatz zu den Schleifen, die die Spitze sozusagen um-
schlingen und freie oder Iose Schieifen heifien sollen.

In unsern schematischen Abbildungen deuten wir die An-
wesenheit einer Schleife durch eine kleine Schleife gegen-
uber der Spitze an wie £, — ‘
in Fig. 5a, wo in E, an- f
statt des Bogens d,e,d; £ S
in Fig.3 eine Nullschleife , £ I £
gebildetist,undinFig.5b, { ——-”—:';
wo diese Schleife sich ¢ — a
gelUst hat. Fig. 3.

Es wirde gewiB in besserer Ubereinstimmung mit der
Wirklichkeit sein, wenn man auch in den schematischen Fi-
guren die losen Schleifen um die Spitzen herum gehen lieBe.
Wir ziehen jedoch die Darstellungsweise in Fig. 5b vor,
weil dabei die einzelnen Evolventen vollig getrennt bleiben.

Gleichwie die Verbindungslinie zwischen dem Scheitel eines
Bogens und der entsprechenden Spitze einen Maximalwert
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des Krimmungsradius vorstellt, so bedeutet die Verbindungs-
linie zwischen dem Scheitel einer losen Schleife und der Spitze
einen Minimalwert des Krimmungsradius (Fig. 5b). Ist dieser
gleich Null, wie in Fig. 5 a, so ist die Schleife eine Nullschleife.

Vergleicht man die Figuren 5a und b mit Fig. 3 (Seite 11), so
erhellt zunichst, dafl die Umformung des Bogens d,d; von E,
in eine Schleife dieser Evolvente auf den Verlust der beiden
Spitzen d, und d; herauskommt. Aber auch die folgenden
Evolventen btilen dabei zwei Spitzen ein. Denn wihrend
in Fig. 3 die von d, bis d, langs E, rollende Tangente
die drei Spitzen e,, e; und e, erzeugte, kann in Fig. 5a
und bnur eine Spitze irgendwo zwischend, und d,gebildetwer-
den. Es kann ja iitberhaupt zwischen zwei aufeinanderfolgen-
den Spifzen einer Evolvente nur eine Spitze der folgenden
Evolvente entstehen. Und anstatt der in E; verschwundenen
Spitzen mit den dazwischen liegenden Bogen erscheint ein
spiralartiger Kurventeil um die Schleife herum, mit stetig
wachsendem oder stetig abnehmendem Krummungsradius.

In Fig. 5a und b ist der Kurventeil, woraus diese Spirale
erwichst, durch eine Zickzacklinie angedeutet. Der Kriim-
mungsradius wichst hier in der Spirale von der tbrig ge-
bliebenen Spitze ¢; an bis in den Bogenscheitel gegentiber
d,. Den besonderen Fall, dafy diese Spitze gerade im Schei-
tel der Schleife zu stehen kommt, werden wir im folgenden
Paragraphen naher betrachten.

Es versteht sich, daB auch E; und alle folgenden Evol-
venten an dieser Stelle je eine Spirale bekommen und zwei
Spitzen verlieren.

4. Mehrfache Nullpunkte. In Fig. 5a haben sich zwei
einfache Nullpunkte d, und d;, die E, in Fig. 3 hatte, zu
einem Nullpunkte im Scheitel einer Nullschleife vereinigt. Wir
betrachten diesen Nullpunkt deshalb als einen zweifachen
Nullpunkt und wir sagen aus dem Grunde auch, daf} die Evo}-
vente E, zwar zwei Spitzen, jedoch keinen Nullpunkt ver-
loren hat. Dagegen verlieren E; und E; nicht nur die beiden
Spitzen e; und e,, bzw. f; und f,, sondern zugleich auch
zwei Nullpunkte, indem an der Stelle der verschwundenen
Spitzen Spiralen entstanden sind. In Fig.5b hat auch E, zwei
Nullpunkte verloren, weil die Schleife sich da geldst hat.

Wir stellen uns jetzt vor, dal drei einfache Nullpunkte,
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z. B. die drei Spitzen e, ¢; und e;, von E; in Fig. 3 zu einem
dreifachen Nullpunkte verschmelzen. Es miissen dann die
beiden Bogen ¢;e; und e;ey sich in einen Punkt zusammen-
ziehen, Dies kann aber ofienbar nicht stattfinden, wenn nicht
zu gleicher Zeit der Bogen d;d; zusammenschrumpft. Achtet
man dabei auf die Kuspidaltangenten in e, und ¢,, so ergibt
sich, daB die halben Ruckkehrpunkte e,f; und e,f; sich zu
einem Riickkehrpunkt ergédnzen und nicht wie dye, und d;e,
zu einer Nullschleife. Die Spitze dieses Riickkehrpunktes
kommt dann in den Scheitel der £
Nullschieife von E,, also mitten TN
in den spiralartigen Kurventeil zu y
stehen.

Zur niheren Erklarung dieses
Vorganges empfiehit es sich, in
Fig.4 eine Tangente tber E';rollen
zu lassen und den beschreibenden N -
Punkt so zu wahlen, daf§ diebeiden ; —*
Spitzen d’y und d’y durch Bogen
{iberwdlbt werden. Wenn dann,
wahrend sich diese Bogenzugleich
mit dem Bogen d’yd’; allmahlich
verringern, die mmlere Spitze dauernd auf dem Bogen d,d’,
stehen bleibt, wie klein dieser auch wird, dann sieht man,
wie der dreifache Nullpunkt in E; zugleich mit dem zweifachen
Nullpunkt in E, zu- £, —
stande kommt. £a =2

Es konnen nun £+
weiter in Fig. 3 die ;7.

£
£

vier einfachen Null-
punkte f5, f3, fy und
fs von E; einen vier-
fachen Nullpunkt bilden, wobei dann die Halften der Rtickkehr-
punkte in f; und f; wieder eine Nullschleife mitten in einem
spiralartigen Kurventeil erzeugen usw. Und so bekommen die
aufeinanderfolgenden Evolventen abwechselnd einen geraden
mehrfachen Nullpunkt im Scheitel einer Nullschleife und einen
ungeraden mehrfachen Nullpunkt in der Spitze eines Ruck-
kehrpunktes. Es schrumpit dann die ganze, in Fig. 3 schraf-
fierte Figur fye,dycydse,f; in einen einzigen Punkt zusammen.
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Fig. 6a gibt eine schematische Darstellung der Evolventen
von Fig. 3 nach der Vollziehung dieses Prozesses, wahrend

in Fig. 6b noch eine E; mit einem funffachen Nullpunkt hin-
zugefiigt ist.

Wir betonen hier nachdriicklich, dafl die Nullpunkie c,,
dy_3, €4 fa—sy g2—¢» die respektive in Ej, By, E;, B, E;
liegen, faktisch in einen Punkt zusammenfallen und nur

&. iy deutlichkeitshalber in denschematischen
Y Abbildungen getrennt gehalten werden.
I\ Wie solche mehriachen Nullpunkte in

[\ Wirklichkeit aussehen, zeigt Fig. 7, die
~| |~ £ dieEvolventen vonFig.6ain ihrerwahren
NS Gestalt sehen 1ait, und hier treten die

) 7"-_  Vorteile der schematischen Abbildungen
/ -5 \, deullich hervor.

I R Aus dem Vorhergehenden schlieBen

A wir im aligemeinen, daf§ wenn eine Evol-
W 7)™\ / vente E, einen m-fachen Nullpunkt hat,
N dieser Punkt ein (m — 1)-facher Null-
Fig. 7. % punkt von E,_,, ein {m— 2)-facher
von Eh__2 usw. und ein einfacher Nullpunkt von Ej,__,, , ; ist.
Ist m gerade, = 2p (Fig. 6a), so besteht der Nullpunkt
aus p Spitzen mit Nullschleifen; ist m= 2p + 1 (Fig. 6b),
so kommt noch eine Endspitze ohne Nullschleife hinzu.

Wenn die Bildung mehrfacher Nullpunkte sich bis zur
letzten Evolventie erstreckt, entsteht ein duflerer mehrfacher
Nullpunkt.

Hat eine Evolvente E, einen mehrfachen Nulipunkt, wobei
die folgenden Evolventen nicht beteiligt sind, so veranlaft
solch ein innerer mehrfacher Nullpunkt in E,,_,_1 und in jeder
folgenden Evolvente den Verlust von ebensovielen Paaren
von Nullpunkten, wie die Anzah} der Spitzen mit Nullschleifen
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in dem Nullpunkte betragt. Denn ist m gerade, = 2p, so hat
E,,, folglich auch jede folgende Evolvente, 2 p Spitzen weniger
wie im normalen Zustande. Wihrend jedoch in E, die ver-
lorenen 2p einfachen Nullpunkte sich zu einem 2p-fachen
Nullpunkt vereinigt haben, sind fiir die folgenden Evolventen
die 2p Nullpunkte schlechterdings verschwunden. Ist m=
2p + 1, so haben sich in E, 2p + 1 Spitzen in eine Spitze zu-
sammengezogen. Die Anzahl der fehlenden Spitzen in E, und
folglich auch die Anzahl der verlorenen Nullpunkte in den
folgenden Evolventen, ist also auch hier 2p, d. h. fiir jede
der p Nullschleifen ein Paar. In diesem Falle entsteht mitten
in dem spiralartigen Teil der folgenden Evolvente ein Bogen
oder eine freie Schleife, je nachdem die Endspitze von einem
Bogen iiberwdtlbt oder von einer freien Schleife umschlun-
gen wird.

Weil wir einen m-fachen Nullpunkt fiir m einfache Null-
punkte zéhlen, wird die Gesamtzahl der Nullpunkte in einer
Evolvente durch die darin vorkommenden mehrfachen Null-
punkte nicht beeinflufit.

5.Tangentenlinie. Drehung der Tangentenlinie. Zeichen-
wechsel und Zeichenfolgen. Wir bezeichnen den Krim-
mungsradius im allgemeinen durch p und unterscheiden

die Krimmungsradien der aufemanderfolgenden Evolventen
durch einen Index, so daf p,

einen Krimmungsradius der £
kter Evolvente bedeutet. Den
Kreisradius nennen wir p,. VAR
Wir kehren jetzt noch einmal , | %

zu derFig.2 zuriickund nehmen =
an, die Anzahl der Evolventen
sei n. Wir stellen uns dann vor,
daBl die Tangenten PyP,,P, P,
P,P;...P, P, zugleicherZeit
uber E,, E, E;...E,,_, fort-
rollen, in solcher Weise, dafl
sie stets eine rechtwinklig ge- -
brochene Linie bilden, die im Fig. 2. =
Kreiszentrum O anfﬁngt wenn man den Krelsradlus OP, hin-
zuftigt. Solch eine Linie, wie OPyP,P,...P,_,P, oder
00,0,0;...0,,_,0, nennen wir eine Tangentenlinie. Sie
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besteht im allgemeinen aus n 41 Gliedern, namlich den
Krtimmungsradien pg, Py, Pg... Py, die sich in den n Ecken
Py, Py, P,...P,_, bzw. Qy, Oy, O,... Q,_; aneinander
schlieflen.

Es versteht sich, dafi, wenn die Tangentenlinie aus der
Lage OP,... P, in die Lage 0Q,... Q, ubergeht, jede
Tangente sich um einen gleich grofien Winkel drehen mufi,
namlich den Winkel P,0Q,. Wir bezeichnen diesen Winkel,
den wir einstweilen nur klein annehmen — immerhin so klein,
daBl sich in keiner Evolvente zwischen den Punkten P und
Q eine Spitze befindet — durch A w. Dieses A w bedeutet
eigentlich die Differenz zwischen den beiden Winkeln, um
welche die Tangentenlinie, von einer gewissen Anfangslage
oder Nullinie an, sich drehen muf}, umin die Lagen OP,...P,
und 0Q,... Q, zu kommen. Und wir wollen gleich verein-
baren, dal Drehungswinkel von der Nullinie an nach rechfs,
d. h. im Sinne der Uhrzeiger, positiv und nach links negativ
gerechnet werden.

Bequemlichkeitshalber werden wir stets die Drehungs-
winkel der Tangentenlinie durch ijhre Arkus messen, d. h.
durch die Langen ihrer Kreisbogen mit dem Radius 1. So
wiirde dann A w die Liange des Kreisbogens P, Q, sein, wenn
OPy= 1 ware. Ftir OP,= p, ist demnach:

PyQy=po A w.

Bezeichnen wir die Differenz der beiden Kriimmungsradien
P,P, und Q,0, mit Ap,, so ist, weil diese Differenz dem
Kreisbogen P,Q, gleich ist:

A py=py A w.

Diese Formel kann uns zunichst einen wichtigen Lehrsatz
beziiglich der positiven und negativen Zustinde der Krim-
mungsradien kennen lehren.

Wir nehmen an, daf} sich die Tangentenlinie im Sinne der
Uhrzeiger dreht, dafl also der Drehungswinkel w grofier wird,
folglich A w positiv ist. Ist dann auch p, positiv, so wird eben-
falls A py= 0,0, — P, P, positiv. Nun sieht man aber wohl,
daB, bei Rechtsdrehung der Tangentenlinie, im rechten Zweige
des Ruckkehrpunktes der Krimmungsradius p sich verldngert,
im linken dagegen sich verkiirzt. In Fig.2'istja QyQ, > P, P,
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jedoch Q;0,; < P,P,. Soll nun in beiden Fallen A p, posi-
tiv sein, so mufl p, im rechten Zweige positiv, im linken ne-
gativ genommen werden. Wére p, negativ, so wiirde p; im
rechten Zweige negativ und im linken positiv sein. In beiden
Fallen hat also p, im rechten Zweige das gleiche Vorzeichen
wie p,, im linken das entgegengesetzte.

Geht man von einer Linksdrehung der Tangentenlinie aus,
so ist das Ergebnis dasselbe. Und wir {iberzeugen uns leicht,
daBl die gefundene Regel nicht nur fur p, und p,, sondern
fiir je zwei aufeinanderfolgende Kriimmungsradien gilt. Neh-
men wir z.B.die Krimmungsradien p, und p;, wenn sie aus
der Lage Py P,;P; durch eine Drehung nach rechts um den
Winkel A w in die Lage Q,Q,Q; kommen. Es jst hier zwar
nicht PyQ, oder Ap,=p, Aw, denn der Radius p, des Bo-
gens P,Q, wiachst von P, P, bis Q,Q,, aber es ist ganz ge-
wifl der Bogen P,Q, grofier als P, P, & w und Kkleiner als
0,0, A w, also, wegen P,Q,= A p;:

PP AR<SAP, < 0,0, 5w

Weil nun, infolge der Voraussetzung, es befinde sich
zwischen Py und Q, keine Spitze, p, von P, P, bis Q, Q, das-
selbe Vorzeichen beh#lt, mufl auch hier bei Rechtsdrehung
A pg dasselbe Vorzeichen wie p, haben. Und es ergibt sich
wieder: p, und p; haben gleiche Vorzeichen, wenn p, sich
verldngert, also im rechten Zweige, entgegengesetzte Vor-
zeichen im linken Zweige, wo p; sich verkiirzt,

Wenn zwei aufeinanderfolgende Kriimmungsradien einer
Tangentenlinie gleiche Vorzeichen haben, spricht man von
einer Zeichenfolge; sind die Vorzeichen entgegengesetzt, dann
hat man einen Zeichenwechsel. Durchliuft man eine Tan-
gentenlinie vom Kreiszentrum an, so begegnet man also an
ieder Ecke entweder einer Zeichenfolge oder einem Zeichen-
wechsel und zwar einer Zeichenfolge, wenn man sich links-
um, einem Zeichemwechsel, wenn man sich rechtsum drehen
muB, um von einem Kriimmungsradius zum folgenden iiber-
zugehen, Und man wird sofort einsehen, dad zwei beliebige
Krimmungsradien einer Tangentenlinie gleiche oder ungleiche
Vorzeichen haben, je nachdem die Anzahl der zwischenliegen-
den Zeichenwechsel gerade (einschl. 0) oder ungerade ist.
Hierbei wird jedoch vorausgesetzt, dafi die Tangentenlinie

Math.-phys. Bibl. 51: Onnen, Kreisevolventen 2
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nicht irgendwo zwischen den beiden Kriimmungsradien ge-
rade durch einen Nullpunkt geht.

In den schematischen Abbildungen verliert die Tangenten-
linie ihre rechtwinklig gebrochene Gestalt; hdufig kann sie
sogar als eine gerade Linie die schematischen Evolventen
durchschneiden, und dann kann von rechter und linker Dre-
hung in den Ecken nicht die Rede sein. Fur die Anwendung
in schematischen Zeichnungen empfiehlt sich deshalb diese
Regel: ein Krimmungsradius fithrt in seinem Krimmungs-
zentrum eine Zeichenfolge mit, wenn er sich bei Bewegung
nach rechts verlingert und einen Zeichenwechsel, wenn er
sich verkiirzt.

6. Die wandernde Tangentenlinie. Wir denken uns einen
Kreis E, mit n Evolventen E,, E, ... E, und eine Tangenten-
linie, deren nEcken auf dem Kreise und denlinken Spiralenalier
Evolventen liegen. Durchlauft man diese Tangentenlinie vom
Kreiszentrum an, so mufl man sich an jeder Ecke rechfsum
drehen: jede Ecke zeigt also einen Zeichenwechsel. Dies er-
gibt sich auch daraus, daB jeder Krimmungsradius dieser
Tangentenlinie sich nach rechts hin verkiirzt, und wir bemer-
ken hierbei, daf§ in solch einer Tangentenlinie ein Krimmungs-
radius dasselbe oder das entgegengesetzte Vorzeichen von
p, hat, je nachdem sein Index gerade oder ungerade ist.

Denkt man sich ebenso eine Tangentenlinie, deren Ecken
alle auf den rechten Spiralenliegen, so haben alle diese Ecken
Zeichenfolgen. Die Krimmungsradien einer solchen Tangen-
tenlinie haben namlich alle dasselbe Vorzeichen wie 0,

Lassen wir nun eine Tangentenlinie von der ersten Lage
an, durch Drehung um das Kreiszentrum, den ganzen Kom-
plex von Bogen und Schleifen und Spitzen durchwandern,
bis sie in die zweite Lage gekommen ist, so miissen alle
Zeichenwechsel nach und nach in Zeichenfolgen {tbergehen.
Wir wollen untersuchen, wo und wie diese Verwandlungen
zustande kommen.

Die Verwandlung eines Zeichenwechsels in eine Zeichen-
folge — oder umgekehrt — kann nur dann stattfinden, wenn
einer von zwei in einer Ecke zusammenkommenden Kram-
mungsradien sein Vorzeichen dndert, also wenn die Ecke eine
Spitze passiert. Wir haben dann auch schon gesehen, daff
der Krummungsradius des linken Zweiges eines Riickkehr-
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punktes in seinem Zentrum immer einen Zeichenwechsel,
der des rechten Zweiges immer eine Zeichenfolge mitfithrt.

in Fig. 8 ist dieser Ubergang noch einmal & s
dargestellt, und darin ist, gleichwie in den ™,
folgenden Figuren, der Zeichenwechsel durch €52 5’
einen schwarzen Punkt, die Zeichenfolge.durch _ /™ \>\
einen kleinen Kreis markiert, wahrend oben- ™ 25\ LT
drein die negativenKurventeile, d. h. diejenigen Fig. 8.

Kurventeile, deren Kriimmungsradien negativ sind, sowie
auch die negativen Krimmungsradien selber, gestrichelt
sind. Die beiden Evolventen mogen beispielsweise E; und Ej
sein. Es andert dann pg sein Vorzeichen.

Ist nun E; die letzte Evolvente, also die Spitze eine du-
Bere Spitze, so geschieht weiter nichts und die Tangenten-
linie hat rechts einen Zeichenwechsel weniger
und eine Zeichenfolge mehr wie links. Wenn £» .-
aber noch eine E; folgt, findet auch in der Ecke, \ A
die dann langs E; fortschreitet, eine Anderung £

I.

7,

statt und dabei ist zu unterscheiden, ob der _.&'{“,\1_
Ruckkehrpunkt einen Bogen oder eineSchleife 7/ s /05
auslost. Fig. 9 erldutert den ersten Fall und Fig. 9.

es ergibt sich sofort, daBl sich hier lings E, eine Zeichenfolge
der Spitze nahert und in einen Zeichenwechsel tibergeht, so
daB beim Passieren einer Spitze mit Bogen die Anzahl der
Zeichenwechsel und der Zeichenfolgen in der Tangentenlinie

keine Anderung erleidet. Dxe beiden Verwandlungen heben
sich sozusagen auf. Der

Vorgang kann auch b |
derart aufgefafit wer- \ o
den, dafl der Zeichen- o

wechsel und die Zei-

chenfolge beide unge- [
andert durch die Spitze \ ;m
08\

9;"-\ 05 /0 a.s\
hindurch gehen; daf ‘S‘ B "/ ™ %
jedoch der Zeichen- X a \ Lg‘ _— b \
wechsel auf der folgen- 05— Y, i{ 3
den, die Zeichenfolge s Fig. 10, ° s

auf der vorhergehenden Evolvente weiterschreitet.
Die Figuren 10a und b zeigen die Verhaitnisse, wenn in E;
eine lose oder eine Nullschieife gebildet wird. In beiden Fal-
zm
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len kommt sowohl lings E; wie langs E; ein Zeichenwechsel
nach der Spitze hin. Die Tangentenlinie verliert hier also auf
einmal zwei Zeichenwechsel und gewinnt zwei Zeichenfolgen.

Obenhin betrachtet konnte es den Anschein haben, als
ob in Fig. 10b auch in der auf E; fortschreitenden Ecke
eine Verwandlung stattfinden miifite, weil diese Ecke eben-
falls die Spitze passiert. Man sieht jedoch bald ein, daBl einer
der beiden in dieser Ecke zusammenkommenden Kriimmungs-
radien — in der Figur ¢; — zwar gleich Null wird, aber da-
bei, gerade so wie in Fig. 102, sein Vorzeichen behiit.

Die Figuren 8, 9 und 10 zeigen alle Fille, die vorkommen
konnen, wenn die wandernde Tangentenlinie eine Spitze pas-
siert. Wir konnen die Ergebnisse folgendermafien zusammen-
fassen.

a) In jeder duBeren Spitze verwandelt sich ein Zeichen-
wechsel in eine Zeichenfolge (Fig. 8).

b) In jeder Spitze mit Schleife — gleichviel ob Null- oder
freier Schleife — verwandeln sich zwei Zeichenwechsel in
Zeichentolgen (Fig. 10).

¢) In jeder Spifze mit Bogen geht ein Zeichenwechsel
auf die nachstiolgende, eine Zeichenfolge auf die vorher-
gehende Evolvente tiber (Fig. 9).

Wenden wir diese Satze auf einen m-fachen Nullpunkt an,
wo ja einige — sagen wir p — Spitzen mit Nullschleifen verei-
nigt sind, so ist es klar, dal hier, nach b, in einem Male 2p
Zeichenwechsel in Zeichenfolgen itbergehen miissen. Ist nun
m gerade, also = 2p, so ist weiter nichts zu bemerken. Ist
jedoch m ungerade, also = 2p 4 1, so kommt noch eine Spitze
hinzu, und wenn diese Spitze nicht von einem Bogen uber-
wolbt ist (c), so ist die Anzahl der Verwandlungen, noch: eins
oder noch zwei mehr, je nachdem sie eine iuBere Spiize (a)
oder eine Spitze mit loser Schleife (b) ist.

7. Die Anzah! der Zeichenwechsel und der Zeichenfol-
gen einer Tangentenlinie im Zusammenhang mitdenrechts
und links liegenden Aufleren Spitzen und Spitzen mit
Schleifen. Wir wollen das Vorhergehende durch ein Beispiel
erlautern und noch einige Betrachtungen daran kntipfen.

Die Fig. 11 ist die schematische Darstellung eines Kreises
E, mit 16 Evolventen E; bis Eq.

E;; hat einen einfachen und einen dreifachen Nullpunkt,
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also im ganzen 4 Nullpunkte. Es fehlen deshalb 12 Null-
punkte und dies ist nach § 4 im Einklang mit der Anwesen-
heit von 5 Spitzen mit Nullschleifen in den 3 inneren mehr-
fachen Nullpunkten nebst einer Spitze mit freier Schleife.

Verfolgt man nun die 16 Zeichenwechsel einer Tangen-
tenlinie T}, die durch alle linken Spiralen geht, so sieht man
2 derselben in den 2 #ufleren Spitzen und die ibrigen 14
paarweise in den 7 Spitzen mit Schleifen in Zeichenfolgen
tibergehen, wahrend in jeder Spitze mit Bogen immer ein
Zeichenwechsel und eine Zeichenfolge ihre Plitze auf den
Evolventen wechseln.

So verliert die Tangentenlinie allmahlich ihre Zeichenwech-
sel, bis sie mit 16 Zeichenfolgen in den rechten Spiralen
anlangt. Wahrend dieser Wanderung hat die Tangentenlinie
an ihrer rechten Seite stets die auleren Spitzen und Spitzen
mit Schleifen, wo die Verwandlung ihrer Zeichenwechsel statt-
finden wird, und links die 4dufleren Spitzen und Spitzen mit
Schleifen, wo ihre Zeichenfolgen aus der Verwandlung her-
vorgekommen sind. Und wenn die Tangentenlinie vollstdndig
ist, wie z. B. T, in Fig. 11, weil sie nicht gerade durch einen
Nullpunkt geht, gilt fiir die sdmtlichen Ecken die folgende

Regel: Jede rechts oder links liegende duflere Spitze
entspricht einem Zeichenwechsel oder einer Zeichen-
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folge und jede rechts oder links liegende Spitze mif
Schleife zwei Zeichenwechseln oder Zeichenfolgen.

Indem Augenblicke, wodie Tangentenlinie emne &ufiere Spitze
oder eine Spitze mit Schieife passiert, liegt einerseits solch
eine Spitze weder rechis noch links, wahrend anderseits
die entsprechenden Ecken in der Tangentenlinie fehlen. Wenn
dann alle andern Ecken unverletzt bleiben, ist obige Regel
fur diese Ecken immer giiltig. Dies wird jedoch offenbar nur
dann der Fall sein, wenn die Tangentenlinie durch einen
dufleren einfachen oder mehrfachen Nullpunkt geht wie Ty
und Ty in Fig. 11.

Betrachten wir namlich den Augenblick, wo die Tangenten-
linie durch einen inneren, sagen wir m-fachen Nullpunkt
mit p Spitzen mit Nullschleifen geht, so fehlen in der Tangen-
tenlinie m + 1 Ecken, also aufier den 2p Ecken, die den p Spit-
zen mit Nullschleifen entsprechen, noch 2, wenn m =2p + 1
ist und noch 1 fir m= 2p. Dagegen bilden die im Nuilpunkte
zusammenstoBenden Krimmungsradien einen neuen wenn
auch uneigentlichen Zeichenwechsel oder eine uneigentliche
Zeichenfolge, je nachdem in demNullpunkte eineungeradeoder
eine gerade Anzahl eigentlicher Zeichenwechsel verschwindet.
Und es fragt sich, ob man sich vielleicht den uneigentlichen
Zeichenwechsel oder die uneigentliche Zeicheniolge zunutze
machen kann, um dem Fehlbetrag an Ecken abzuhelfen. Dazu
betrachten wir die drei Falle, da m = 2p + 1 mit Bogen,
m==2p - 1 mit loser Schleife, und m = 2p ist.

a) m = 2p + 1 mit Bogen, wie bei T; in Fig. 11. Aufler
den 2p Ecken, die sich in die p Spitzen mit Nullschleifen
verstecken, verschwinden noch 2 Ecken auf die in Fig. 9
dargestelite Weise in der Endspitze mit Bogen, eine mil
einem Zeichenwechsel, der einer rechts liegenden Spitze, die
andere mit einer Zeichenfolge, die einer links egenden Spitze
entspricht. Der uneigentliche Zeichenwechsel, der in diesem
Falle immer entsteht, kann hier als Ersatz fur den fehlenden
eigentlichen Zeichenwechsel gelten; die fehlende Zeichen-
folge lidft sich jedoch nicht ersetzen.

Dieses Ergebnis gilt auch, wenn p = 0 ist, wie bei T; in
Fig. 11.

b) m = 2p + 1 (einschl.p = 0) mit freier Schleife, wie bei
T; in Fig. 11. Die Endspitze mit freier Schleife entspricht
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den beiden nach Fig. 10a in dieser Spitze sich verlierenden
Ecken. Es bleibt also die Regel fur die tibrigen Ecken in
der Tangentenlinie fiir diesen Fall gultig ohine Zuhilfenahme
der uneigentlichen Zeichenfolge, die hier immer gebildet wird.

c) m= 2p, wie bei T, in Fig. 11. Betrachten wir Fig. 10 b,
so sehen wir, wie aufler den Zeichenwechseln, die in der
Spitze in Zeicheniolgen tibergehen, noch eine Zeichenfolge,
die einer links liegenden Spitze entspricht, in dem Nullpunkt
verschwindet. Zugleich bemerken wir aber, dafi die beiden
Kritmmungsradien pg und p; im Nullpunkt eine uneigentliche
Zeichenfolge bilden, entsprechend der geraden Anzahl ver-
schwindender Zeichenwechsel. In der Tangentenlinie 7, von
Fig. 11 fohrt die auf E; fortschreitende und in dem Null-
punkt verschwindende Ecke einen Zeichenwechsel an, der
in einer rechts liegenden Spitze mit Schleife ihrer Verwand-
lung entgegensieht. Dadurch wird nun aber die Anzahl der
verschwindenden Zeichenwechsel ungerade, so dafl jetzt ein
uneigentlicher Zeichenwechsel entsteht. Es erhellt hieraus,
daf} die Regel fur die Ecken der wandernden Tangenten-
linie in diesem Falle mit Zuhilfenahme von uneigentlichem
Zeichenwechsel oder uneigentlicher Zeichenfolge zutritit.

Man sieht aus diesen Betrachtungen, daB die in Rede ste-
hende Regel auf die Zeichenwechsel unter allen Umstinden
anwendbar ist, wenn nur ein uneigentlicher Zeichenwechsel
immer mitgezahlt wird.

II. KREISEVOLVENTEN UND GANZE ALGEBRAISCHE
FUNKTIONEN

8. Der Kriimmungsradius einer Kreisevolvente ist eine
ganze algebraische Funktion des Drehungswinkels der
Tangentenlinie. Wahrend der Wanderung der Tangenten-
linie dndert sich stetig der Krimmungsradius jeder Kreis-
evolvente. Also ist der Kriimmungsradius jeder Evolvente
eine Funktion F(w) des Drehungswinkels w der Tangenten-
linie, von einer gewissen Anfangslage, der Nullinie, an ge-
rechnet.

Es wird sich ergeben, dafl diese Funktion eine ganze al-
gebraische Funktion ist, d. h. daB sie die Form

F(w) =4, w"+ Alw”_1+ et 4, _,w +An e (l)
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hat, worin A, 4, ... 4,_,, 4, reelle Zahlen sind, wahrend
n eine ganze positive Zahl ist.
In § 5 fanden wir die Ungleichung
A
PP Aw<Ap, <00, 8w oder PP,<ZT2 <o,

w
fur die zweite Evolvente der Fig. 2.

Wir wollen jetzt vom Differenzenquotienten %’) zum Diffe-
rentialquotienten % ibergehen, indem wir A w unbegrenzt
abnehmen lassen.) Es konvergiert dann auch Ap, nach Null,
wiahrend Q, Q, sich dem Krimmungsradius p,=P, P, imPunkte

P, bis zum Zusammenfallen nahert. Wir schreiben dies be-
kanntlich folgenderweise:

. Ap, dp
lim === —=np,
dw—g DW dw 2

Und so hat man fir n aufeinanderfolgende Evolventen

dp dp, dp
Tw =P dw TP gy = Paee

Wir wollen jetzt diese Gleichungen integrieren und fangen
mit der ersten an. Wir schreiben also:

Py =J;)0dw.

Weil der Kreisradius p, vom Drehungswinkel unabhingig,
d. h. eine Konstante ist, gibt die Integration:

P =pew + 1y,

worin die hinzugefugte Konstante r, den Wert von p, fir
w = 0 bedeutet.
Aus der zweiten Gleichung ergibt sich:

Py =ﬁ1 dw =(/powdw +:j;ldw = %9 '+ rw+ .

Fahren wir in dieser Weise fort und ersetzen wir regel-
mafigkeitshalber p, durch r,, so bekommen wir schlieBlich:

1) Die im folgenden vorkommenden Anwendungen der Dific-
rential- und Integralrechnung sind dem in den Bandchen 9 und
42 dieser Sammlung von Dr. A. Witting verfolgten Gedankengang
angepa8t.
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(n—

Pr= W g T e S w e (2)

Hierin ist die tibliche Schreibweise n/, (n — 1)! usw., ftr
das Produkt der nattirlichen Zahlen von 1 bis n, von 1 bis
{n — 1) usw. angewendet.

Die Grofien ry, 1y - - - 1,9, 7,1, I', Sind die Léngen der
Krimmungsradien Py, Py * * Pn—ay Pr—1, P, fir w =20, d. h.
der Krimmungsradien, woraus die Tangentenlinie in ihrer
Anfangslage, die Nullinie, besteht.

Man sieht, daBl p, eine ganze algebraische Funktion nt®"
Grades in w ist.

9. Jede ganze algebraische Funktion n’*" Grades in
w stellt eine n** Kreisevolvente vor. Die abgeleiteten
Funktionen. Jede ganze algebraische Funktion in w kann
auf die allgemeine Form (1) gebracht werden. Setzt man
dann diese Funktion = p,,, so hat man immer die Gleichung
einer n'*® Kreisevolvente. Denn wenn man

T, T,

. _ T, _ 32 _rn_1 _
Ao_n_—p 1“(n:_m"'A11—2_%!_rAzx—l_ I vAn_Tn

setzt, bekommt man ftrry, vy - - 1,_s, r,,_4, ', reelle posi-
tive oder negative Zahlen und durch diese Grofien ist immer
ein Kreis mit nEvolventen unzweideutig bestimmt, weil sie
die Krummungsradien einer Tangentenlinie, niamlich der
Nullinie, sind. Hat man namlich mit dem Radius r, einen
Kreis E, beschrieben und daran eine Tangente gelegt, so
bestimmt man den beschreibenden Punkt ftr die erste Evol-
vente E;, indem man die Lange r; vom Bertthrungspunkte
an auf diese Tangente abtragt und zwar nach links oder
nach rechts, wenn man den Kreisradius vom Zentrum nach
dem Bertithrungspunkte hin durchliuft, je nachdem r, und r,
— oder A; und A, — gleiche oder entgegengesetzte Vor-
zeichen haben. Durch die rollende Bewegung der Tangente
tiber den Kreis kann dann die Kurve E, erhalten werden.

Zieht man durch den Endpunkt von r; eine Senkrechte zu
dieser Tangente, so wird diese Linie eine Tangente an E,.
Und wenn man auf diese wieder die Linge r, abtragt, nach
links oder nach rechts, je nachdem r, und r; — d.h. 4, und
A, — gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen haben, so
bekommt man den beschreibenden Punkt fur Es.
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Fahrt man in dieser Weise fort bis E,,, dann ist der ganze
Satz von n Kreisevolventen vollstandig und unzweideutig be-
stimmt. Die Krummungsradien ry, ry ... r, konnen ja alle
reellen positiven und negativen Werte haben, weil jede Tan-
gente sich auf beiden Seiten des Bertihrungspunktes ins Un-
endliche erstreckt.

Spater (§ 15) kommen wir auf das praktische Zeichen von
Kreisevolventen néher zurtick.

Durch Differenzierung einer Funktion bekommt man be-
kanntlich die sog.abgeleitete Funktion oder kurz die Ableitung,

Die sukzessiven Ableitungen der ganzen algebraischen
Funktion (1), die der Gleichung (2) einer n'*® Kreisevolvente
entspricht, ergeben offenbar die (n — 1)¢, (n — 2)¥ usw.
Evolvente. Denn wie man durch wiederholte Integrierung
die Gleichungen n aufeinanderfolgender Kreisevolventen be-
kommt, wenn man vom Kreise ausgeht, so entstehen dieselben
Gleichungen durch wiederholte Differenzierung, wenn man mit
der n'¢" Evolvente oder der Funktion n'®" Grades anfingt.

Es ist demnach ein Kreis mit n Evolventen das geome-
trische Bild einer ganzen algebraischen Funktion n'™ Grades
mit ihren n Ableitungen. Wir iibersehen darin mit einem
Blick den inneren Bau und den gegenseitigen Zusammen-
hang aller dieser Funktionen.

Nach dem aus der Differentialrechnung bekannten Maclau-
rinschen Lehrsafz kann jede Funktion y = f(x) unter ge-
wissen beschriankenden Bedingungen, die uns aber hier nicht
storen, folgenderweise in eine Reihe entwickelt werden:

(0 (0 0
y=f00)+ t%—) x+ f———f(z) x4+ 1———‘(5;)3 x* 4+ usw,
worin f(0), £;(0), £,(0), /;(0) usw. die Werte der Funktion
und jhrer 1'en, 2en 3ten ygw  Apleitung fiir x = 0 sind.

Man wird sofort einsehen, dafl unsere Gleichung (2), von
hinten nach vorn gelesen, nichts anderes ist als die Anwen-
dung dieses Lehrsaizes auf die Funktion (1), denn 1, r,,_,
usw. sind eben die Werte der Funktion und ihrer Ableitungen
flir w = 0.

10. Die Wurzelwerte einer Funktion n'" Grades. Nach
dem Vorhergehenden muff es einen gewissen Parallelismus
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geben zwischen den geometrischen Eigenschaften der Kreis-
evolventen und den Eigenschaften der ganzen algebraischen
Funktionen, und wir stellen uns jetzt die Aufgabe, die Er-
gebnisse des I. Abschnittes in die entsprechenden Eigen-
schaften der Funktionen umzusetzen.

Dabei ist zu erwagen, dafl, wihrend wir bei den Betrach-
tungen beziiglich der Kreisevolventen vom Kreise ausgingen
und um diesen herum eine beliebige Anzahl von Evolventen
entstehen lieBen, es jefzt die Funktion n'®® Grades ist, die in
den Vordergrund {ritt. Es handelt sich ja um die Eigen-
schalten der Funktion

fw)="+ "'+ +a,_w+a,

worin wir, ohne der Aligemeinheit zu schaden, den Koetli-
zienten des ersten Gliedes immer =+ 1 annehmendarfen. Und
dieser Funktion entspricht die n'®Evolvente E, eines Satzes von
n Kreisevolventen, wenn der Kreisradius ry=1.2.3...(n—1)n
und positiv genommen wird, wahrend ry, ry...r, in der an-
gegebenen Weise aus den Koeffizienten a,, a, ... a, zu be-
rechnen sind, wodurch dann die Gleichung
rO

p]l_ 1l+(n )'wn—l I_" ._*_‘_71_1'_1_ IU+T”

der entsprechenden n'®® Kreisevolvente entsteht.

Wir bemerken zunichst, dafl fiir jeden Wert von w die
Funktion f(w) einen Wert bekommt, der die Linge des
Krammungsradius p, angibt, wenn die Tangentenlinie von
der Nullinie an sich um einen Winkel, dessen Arkus =w
ist, gedreht hat.

Wir denken uns jetzt die wandernde Tangentenlinie in
einer Lage, wobei sie durch einen Punkt der linken Spirale
von E, geht. Es mull immer ein Wert fur w bestehen, der
einer solchen Lage entspricht. Wir deuten diesen Wert durch
— oo an, weil im allgemeinen ein grofler negativer Wert
dieser Bedingung Geniige leisten wird. Lassen wir die Tan-
gentenlinie die Reihenfolge von Spitzen, Bogen und Schleifen
durchiaufen bis in die rechte Spirale, so hat w einen Wert
bekommen, den wir durch 4 o angeben. Und der Kriim-
mungsradius p, oder die Funktion f(w) hat dabei abwechselnd
positive und negative, Maximal- und Minimalwerte gehabt.
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Die wichtigsten Werte von w sind die Wurzelwerte, das
sind diejenigen, welche die Funktion gleich Null machen und
also Wurzeln der Gleichung n'¢® Grades

w4t a,_w+a,=0 (3)

sind. Es ist klar, dafl der Arkus des Drehungswinkels solch
eine Wurzel ergibt, so oft die wandernde Tangentenlinie
einen Nullpunkt von E, passiert. Mit Rucksicht auf diese
Bedeutung der Nullpunkte werden wir dieselben bisweilen
die Wurzelpunkte der entsprechenden Wurzeln nennen.

Umgekehrt kann jedoch nicht behauptet werden, daBl jede
Wurzel der Gleichung (3) einem Nullpunkte von E,, entspricht,
weil es ja auch imagindre oder komplexe Werte von w geben
kann, welche zwar die Funktion gleich Null machen und also
algebraisch als Wurzelwerte zu betrachten sind, jedoch keine
wirklichen Drehungswinkel bedeuten konnen. Diese imagi-
niren Wurzeln miissen offenbar den fehlenden Nullpunkten
in E, entsprechen. Und wenn man genau achtgibt auf die
Art und Weise, wie die Nullpunkte von E,, bei der Entstehung
der losen Schleifen und der spiralartigen Kurventeile, die um
die Schleifen herumlaufen, hinwegkommen, infolge der in
den §83 und 4 erwiahnten Umformungen, so ergibt sich, dafl
in der Tat das Verschwinden eines jeden Paares von Null-
punkten das Imaginirwerden zweier reellen Wurzeln der
Gleichung bedeutet.

Nun ist jedes fehlende Paar von Nullpunkten in E,, ent-
weder mit einer Spitze mit loser Schleife oder mit einem
mehrfachen Nullpunkte in einer der vorhergehenden Evol-
venten verkniipft. Also mufl auch jedes Paar komplexer Wur-
zeln der Gleichung mit einer bestimmten reellen Wurzel
einer ihrer Ableitungen in Verbindung stehen. Wenn auch
dieser Wurzelwert nur in einzelnen Fallen in der algebra-
ischen Form der komplexen Wurzeln wiederzufinden und
meistens nur mittels der Kreisevolventen zu bestimmen ist,
so werden wir denselben dennoch unter der Benennung des
geometrischen Wurzelwertes der komplexen Wurzeln haufig
benutzen, wahrend wir den entsprechenden Nullpunkt als
den Wurzelpunkt der komplexen Wurzeln betrachten.

Die komplexen Wurzeln sind ihren Wurzelpunkten sozu-
sagen entsprossen und bekommen durch ihre geomefrischen
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Wurzelwerte die ihnen gebiihrenden Stellen zwischen den
reellen Wurzelwerten. Wir nennen demnach die komplexen
Wourzeln auch positiv oder negativ, je nachdem ihre geo-
metrischen Wurzelwerte positiv oder negativ sind.

Aufilerdem geben die beiden geometrischen Formen, wo-
durch die komplexen Wurzeln sich in den Evolventen ver-
raten, Veranlassung, diese Wurzeln als primdr zu bezeichnen,
wenn die entsprechenden Nullpunkte bei der einfachen Um-
formung eines Bogens in eine lose Schleife zunichte ge-
gangen sind, und als sekunddr, wenn eine Spiralbildung
stattgeiunden hat.

11. Einige Eigenschaiten der Wurzeln einer Gleichung
n'*" Grades. Die folgenden Eigenschaften der Wurzeln einer
Gleichung n'®" Grades lassen sich leicht aus den geometri-
schen Eigenschatten ihrer Wurzelpunkte herleiten.

Wir setzen dabei voraus, dafl der Koeffizient des ersten
Gliedes der Gleichung stets positiv genommen wird und —
selbstverstandlicher Weise — dafl die Koeffizienten der Glei-
chung reelle Zahlen sind.

Wo nicht ausdriicklich von reellen oder von komplexen
Waurzeln gesprochen wird, sondern von ,, Wurzeln” iberhaupt
die Rede ist, denke man sich, dem im vorigen Paragraphen
gesagten gemaB, jedes Paar komplexer Wurzeln zwischen den
reellen Wurzeln nach deren geometrischen Wurzelwerten ge-
ordnet.

I. Eine Gleichung n'*" Grades hat hochstens nreelle Wurzeln,
die entweder alle einfachoder teilweise zu mehriachen Wurzeln
vereinigt sind (§ 2).

Il. Wenn eine Gleichung n'** Grades n einfache (also re-
elle) Wurzeln hat, muB} die erste Ableitung n — 1, die zweite
Ableitung n— 2, die k'® Ableitungn — k einfache Wurzeln haben
und es liegt zwischen zwei aufeinanderfolgenden Wurzeln
der Gleichung oder einer Ableitung eine Wurzel der folgen-
den Ableitung (Fig. 3).

IIl. Hat eine Gleichung n'®" Grades eine m-fache (reelie)
Wurzel, so hat die erste Ableitung die namliche Wurzel n — 1)
mal, die zweite Ableitung (m — 2) mal usw.und die (m — 1)
Ableitung einmal (§ 4).

1V. Eine Gleichung f(w)=0 hat zwischen zwei beliebigen
Werten p und g, die keine Wurzeln der Gleichung sind, eine



30 1L Kreisevolventen und ganze algebraische Funktionen

gerade (einschl. 0) oder eine ungerade (einschl: 1) Anzahl
Wurzeln, je nachdem die Werte der Funktion f(w) firw =p
und w = g gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen haben.

Denn bei der Wanderung der Tangentenlinie andert p,, in
jeder Spitze und nur in einer Spitze sein Vorzeichen; und
eine Spitze in E, ist entweder ein einfacher oder ein unge-
rader mehrfacher Nullpunkt, wahrend der Scheitel einer Nuil-
schleife in E,, immer ein gerader mehrfacher Nullpunkt ist
und die komplexen Wurzeln nur paarweise vorkommen.

Fiur g = - oo lautet der letzte Satz:

V. Je nachdem die Funktion ftir w = p einen positiven
oder einen negativen Wert bekommt, hat die Gleichung eine
gerade oder eine ungerade Anzahl Wurzeln, die grofier sind
als p — weil ftir w = + o p, immer positiv ist.

Ist obendrein p = 0, so kann man sagen:

VL. Die Gleichung hat eine gerade oder eine ungerade An-
zahl positiver Wurzeln, je nachdem das letzte Glied a,, —
das sogenannte Absolutglied der Gleichung — positiv oder
negativ ist.

Denn a,, = r, ist der Wert der Funktion, also von p,,, fur
w=0.

VIL Ist n ungerade, so hat die Gleichung wenigstens eine
reelle Wurzel.

VIil. Ist n gerade, so ist es moglich, dafl die Gleichung
keine einzige reelle Wurzel hat. Dann mufl aber das Abso-
lutglied a,, positiv sein. Ist a,, negativ oder kann man tiber-
haupt einen Wert von w finden, der die Funktion negativ
macht, so hat die Gleichung wenigstens zwei reelle Wurzeln.

Hat namlich E, keine einzige Spitze, so besteht diese Evol-
vente zwischen den beiden Endspiralen nur aus Bogen und
Schleifen und moglichenfalls spiralartigen Kurventeilen. Und
die Schleifen konnen alle lose Schieifen sein. Jedenfalls ist
p, tberall positiv. Wire p,, in irgendeinem Punkie negativ,
so mifite an beiden Seiten dieses Punktes wenigstens eine
Spitze gebildet werden, damit beide Endspiralen positive
Krimmungsradien bekommen.

IX. Es seien b und b’ zwei aufeinanderfolgende reelle
Wurzeln der ersten abgeleiteten Funktion £’ (w). Die urspriing-
liche Funktion f(w) hat dann zwischen b und b’ entweder
eine oder heine reelle Wurzel, je nachdem die Werte von
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f (w) fur w = b und w = b’ ungleiche oder gleiche Vorzeichen
bekommen, (Rolle’s Lehrsatz). Die Funktion kann in diesem
Intervall jedoch beliebig viele Paare komplexer Wurzeln haben.

Denn es mogen zwei aufeinanderfolgende Nullpunkte in
E, _, durch einen einzigen Bogen oder durch eine Reihe von
Bogen und freien Schieifen und vielleicht auch Spiralen ver-
bunden sein, jedenfalls kann in diesem Kurventeil nur eine
Spitze von E,, zu stehen kommen und dann hat p,, auf beiden
Seiten dieser Spitze ungleiche Vorzeichen. Kommt keine Spitze
zustande, so behdlt p, sein Vorzeichen.

X. Der geometrische Wurzelwert eines primiren Paares
komplexer Wurzeln ist entweder eine einfache oder eine upn-
gerade mehrfache Wurzel der ersten Ableitung.

Denn eine [reie Schleife in E,, umschlingt immer eine Spitze
in E,,_,.

Xl. Ein priméares Paar komplexer Wurzeln kann immer durch
geeignete Abanderung des Absolutgliedes der Gleichung in
ein Paar reeller Wurzeln verwandelt werden. Sekundire
komplexe Wurzeln konnen auf diese Weise nicht reell werden.

Das Absolutglied der Gleichungistder Kriimmungsradius der
entsprechenden Evolvente in der Nullinie. Eine Anderung
der Linge dieses Kriimmungsradius hat offenbar denselben
Erfolg wie eine Verlegung des beschreibenden Punktes und
kann also die freie Schieife wieder in einen Bogen verwandeln.

XIL Die geometrischen Wurzelwerte sekundirer komplexer
Wurzeln kdnnen nicht einfache Wurzelnder 1 ¢ Ableitung sein.

Denn die Bildung spiralartiger Kurventeile in E,, erfordert
entweder eine Schleife oder eine Spirale in E,_;.

XIll. Wenn irgendeine Ableitung der Gleichung ein prima-
res Paar komplexer Wurzeln hat, so hekommen die vorher-
gehenden Ableitungen sowie auch die urspriingliche Gleichung
je ein sekundires Paar komplexer Wurzeln mit demselben
geometrischen Wurzelwert wie das priméare Paar.

XIV. Hat irgendeine Ableitung eine 2p- oder (2p + 1)-
fache Wurzel, die der vorhergeheriden Ableitung bzw. der ur-
spriinglichen Gleichung nicht gentigt, so ist diese Wurzel
der geometrische Wurzelwert von p sekundiren komplexen
Waurzelpaaren in allen vorhergehenden Ableitungen und in
der urspriinglichen Gleichung.

Aus X und X1V folgt, daB8 eine (2p + 1)-fache Wurzel der
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1. Ableitung zugleich der geometrische Wurzelwert eines
primdren komplexen Wurzelpaares und von p sekundiren
komplexen Wurzelpaaren der Gleichung sein kann.

Dieser Fall trittnamlich ein, wenn die Endspitze eines (2p +1)-
fachen Nullpunktes in E,,__, von einer freien Schleife in E,
umschlungen ist (§ 4 SchluB).

12. Die Zeichenwechsel und Zeichenfolgen der Glieder
einer algebraischen Gleichung imZusammenhang mitihren
positiven und negativen Wurzeln. Die Glieder einer ge-
horig geordneten algebraischen Gleichung haben dieselben
Vorzeichen wie die Krimmungsradien der Nullinie der ent-
sprechenden Kreisevolvente (§9) und zeigen mithin auch die-
selben Zeichenwechsel und Zeichenfolgen.

Wenden wir dann die in § 7 gefundene Regel beziiglich
der Zeichenwechsel und Zeichenfolgen einer vullstdndigen
Tangentenlinie auf die Nullinie an und bedenken wir, dafl
die rechts und links von der Nullinie liegenden Wurzelpunkte
positiven und negativen Wurzeln angehoren, so ergibt sich
zunichst folgender nach Cartesius genannter Lehrsatz, worin,
nachdemin §10 Gesagten, mitpositiven und negativenWurzeln
nicht nur reelle, sondern auch komplexe Wurzeln gemeint sind.

I. In einer vollstandigen algebraischen Gleichung stimmt
die Anzahl der Zeichenwechsel der Glieder mit der der posi-
tiven Wurzeln und die der Zeicherfolgen mit der der nega-
tiven Wurzeln iiberein.

Halt man diese Abfassung gegen die in § 7 angegebene
Regel, so hat man zu erwigen, dafl jede Spitze mit Null-
schleife, die einem aufleren mehrfachen Nullpunkte angehort,
einem Paar reeller Wurzeln entspricht, jede Spitze mit Null-
schleife eines inneren mehrfachen Nullpunktes dagegen einem
Paare komplexer Wurzeln.

Geht die Nullinie durch einen adufleren m-fachen Nullpunkt,
so fehlen die letzten m Glieder der Gleichung. Solch eine
Gleichung kann jedoch aufler Betracht bleiben, weil alle Glie-
der durch w™ teilbar sind und die Unvollstindigkeit also
sofort gehoben werden kann, Ubrigens bleibt SatzI in diesem
Falle unbedingt giiltig.

Wenn die Nullinie durch einen inneren m-fachen Nullpunkt
geht, fehlen in der Gleichung m Glieder zwischen zwei Glie-
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dern, die dann entweder einen uneigentlichen Zeichenwechsel
oder eine uneigentliche Zeichenfolge zeigen.

Zunichst ist zu bemerken, daf} solch eine Gleichung immer
komplexe Wurzeln hat (§ 11 XIV) mit dem geometrischen
Wurzelwert w = 0. Und wir bekommen mit Hilfe der in § 7
a — ¢ erzielten Ergebnisse fuir die verschiedenen Fille die
folgenden Sitze, worin unter sdmtlichen Zeichenwechseln und
Zeichenfolgen auch die uneigentlichen mit einbegriffen sind.

Il. Wenn m = 2 p Glieder fehlen, hat die Gleichung p Paare
komplexer Wurzeln mit dem geometrischen Wurzelwertw=0.

Sdmtliche Zeichenwechsel sind den positiven, sdmtliche
Zeichenfolgen den negativen Wurzeln an Anzahl gleich(§ 7, ¢).

Ill. Fehlen m=2p+-1 (einschl.p =0) Glieder zwischen zwei
GliedernmitunrgleichenVorzeichen, so hatdie GleichungpPaare
komplexer Wurzeln mit dem geometrischen Wurzelwert w=0.

Sdamtlicne Zeichenwechsel entsprechen den positiven Wur-
zeln, aber die Anzahl der Zeichenfolgen ist um eins weniger
als die Anzahl der negativen Wurzeln (§ 7, a).

IV. Wenn m = 2p + 1 Glieder zwischen zwei Gliedern
mit gleichen Vorzeichen fehlen, hat die Gleichung p + 1 Paare
komplexer Wurzeln mit dem geometrischen Wurzelwert w=0.

Sdmtliche Zeichenwechsel entsprechen den positiven Wur-
zeln, aber die Anzahl der Zeichenfolgen ist um eins -mehr
als die Anzahl der negafiven Wurzeln (§ 7, b).

Aus 1L, Il und 1V, folgt:

V. Unfer allen Umstinden ist die Gesamtzahl der Zeichen-
wechsel der Anzahl der positiven Wurzeln gleich.

13. Die Zeichenwechsel und Zeichenfolgen der Werte
einer algebraischen Funktion und ihrer Ableitungen fiir

einen beliebigen Wert von w. Die Gleichungen
T, T n—t Tn._g -
'pn=n'0!w”+(’nflﬂyw +"'+'121T2w2+lr‘w+r

‘ T Sn—1 I n—2 .. Tu-y
S Ry 1 VLA i iy LA M e

T, a r
Pz=z~“!w“+-i‘—w+r(_,
r
1= Fw+r

Po=1y
Math.-phys. Bibl. 51: Onn en, Kreisevolventen 3
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stellen ebensogut eine ganze algebraische Funktion mit ihren
n Ableitungen wie auch einen Kreis mit n Evolventen vor.

Setzt man fur w verschiedene Werte u,, u,, u; usw., so
bekommt man die entsprechenden Werte der Funktionen,
und diese sind zugleich die Lingen der Kriimmungsradien der
wandernden Tangentenlinie, wenn dieselbe sich vonder Nullinie
an um die Winkel, deren Arkus u,, u,, u; usw. sind, gedreht hat.

Wenden wir dann die Regel des § 7 auf eine Tangenten-
linie an, die sich etwa in der Lage w = u, befindet, so be-
kommen wir offenbar dieselben Sitze bezuglich der Zeichen-
wechsel und Zeichenfolgen, die die Werte der Funktionen
ftir w ==u, zeigen, wie im vorigen Paragraphen hinsichtlich der
Zeichenwechsel und Zeichenfolgen der Glieder der urspriingli-
chen Gleichung. Wir haben nur die Wérter ,,positive" und ,ne-
gative Wurzeln* durch ,,Wurzeln gréfer” und ,.kleiner als u,"
zu ersetzen und fur den geometrischen Wurzelwert der kom-
plexen Wurzeln w = 1, anstatt w = 0 zu nehmen.

Wir wollen jedoch diese Sitze nicht in dieser Form noch
einmal hinschreiben, sondern sogleich einen Schritt weiter
gehen und die Werte der Funktionen ffir w == u; mit ihren
Werte fir w = u, vergleichen. Das kommt dann darauf hin-
aus, da wir die Tangentenlinien ftir w = u, und fir w = u,
miteinander vergleichen.

Wir sind namlich jetzt imstande, blof durch die Betrach-
tung der Vorzeichen und zwar besonders der Zeichenwechsel
und Zeichenfolgen, die die Werte der Funktionen fur w=1u,
und w = u, zeigen, einiges tiber die Wurzeln der Gleichung
in diesem Intervall zu ermitteln.

Wir setzen dabei voraus, daf u; <u, ist.

Hierneben sind in zwei vertikalen -

Reihen 1 und Il die Werte von p,, = — u} <) u?,
Pn_1s Pn—z’ " Py Pry Po fUr w=1y P = In Tn
und fir w = u, auigestellt. Diese Pn—1=Tp_1 Tn_1
Schreibweise ist zugleich mit den un- p,_g=71,_4 I, _,

tereinander geschriebenen Funktionen ................ R
wie auch mit den Krimmungsradien =7 "
S . P2 =1 Ty
der Tangentenlinien in einer schemati- o 7
schen Abbildung in Ubereinstimmung. b = T} ’1,,
Und es versteht sich, da auch hier Po =7y = T

von vollstindigen undunvollstdndigen I Il
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Reihen die Rede ist, {e nachdem die Glieder wohl oder nicht
alle von Null verschieden sind.

Man wird nun ohne Bedenken den folgenden Lehrsétzen
beistimmen kdnnen.

1. Wenn die Werte einer algebraischen Funktion und ihrer
Ableitungen fur w = u, alle dieselben Vorzeichen haben
wie fiir w = u,, so hat keine dieser Funktionen eine Wurzel
zwischen u; und u,.

Denn die Tangentenlinie passiert keinen einzigen Nullpunkt.

II. Wenn in den beiden Reihen von Werten der Funktionen
fur w = u, und ftr w = u,(> u;) die Anzahl der Zeichen-
wechsel zwar dieselbe, jedoch die Ordnung verschieden ist,
so sind die verschobenen Zeichenwechsel in der Reihe Il
(w = u,) immer nach der ursprtinglichen Funktion (also nach
oben) hin gertickt. Die urspriingliche Gleichung hat weder
reelle noch komplexe Wurzeln zwischen u, und u,, wihrend
in den Ableitungen fur jede Stelle, um die ein Zeichenwechsel
hinaufgeriickt ist, eine reelle Wurzel vorkommt.

Denn nur wenn die Tangentenlinie eine Spitze mit Bogen
passiert, geht ein Zeichenwechsel auf eine andere Evolvente
tiber und dann immer auf die nichsifolgende.

Ill. 1st die Anzahl der Zeichenwechsel in beiden Reihen
ungleich, so hat Reihe Il immer die geringere Anzahl.

Ob dann die Reihen vollstindig oder unvollstandig sind,
es ist nach § ¥2 V in jeder Reihe die Gesamtzahl der Zei-
chenwechsel immer gleich der Anzahl der Wurzeln, die grofer
sind als der betreffende Wert von w. Und es ist einleuch-
tend, dafd die Differenz in Anzahl der Zeichenwechel in beiden
Reihen von den zwischen u; und u, liegenden — reellen
wie komplexen — Waurzeln, aber auch, falls Reihe II un-
vollstandig ist, von Wurzeln, welche den reellen oder den
geometrischen Wert u, haben, herrthrt.

Wenn also Reihe II vollstandig ist, hat die urspriingliche
Gleichung ebenso viele Wurzeln zwischen u; und u,, wie die
Anzahl der in diesem Intervall verlorenen Zeichenwechsel
betragt (Budan's Lehrsatz).

Ist eine ungerade Anzahl Zeichenwechsel verloren, so ist
wenigstens eine dieser Wurzeln reell.

IV. Wenn in Reihe Il die letzten m Glieder (ry, rn—q * - *
T'n—m +1) gleich Null sind, ist die Anzahl der Wurzeln zwi-

3i
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schen u; und u, der urspringlichen Gleichung m weniger
als die Gesamtzahl der verlorenen Zeichenwechsel,

Die Gleichung hat eine m-fache Wurzel u,.

V. Wenn in Reihe Il m aufeinanderfolgende Glieder in der
Mitte Null sind, so findet man die Anzahi der Wurzeln der
urspriinglichen Gleichung zwischen u, und u,, indem man
die Anzahl der verlorenen Zeichenwechsel vermindert:

1. um 2p, wenn m = 2p ist;

2. um 2p, wenn m=2p + 1 ist und die m Nullen zwi-
schen zwei Gliedern mit ungleichen Vorzeichen liegen;

3. um 2p 4 2, wenn m = 2p 4 1| ist und die Nullen
zwischen zwei Gliedern mit gleichen Vorzeichen liegen.

Die Gleichung hat in diesen drei Fallen bzw. p, p und
p + 1 Paare komplexer Wurzeln mit dem geometrischen
Wert w = u, (§ 12 11, IIl und IV).

14. Anderung der Nullinie. Beim Lesen des vorigen
Paragraphen muB wohl der Gedanke erwacht sein, dafl man
mit Hilfe der Werte r,,, r,_, - 1y, 1y, 1, ftir die Krimmungs-
radien der Tangentenlinie, die einem Drehungswinkel w=u
in bezug aui die Nullinie entspricht, die Gleichung einer n‘*"
Kreisevolvente aufschreiben kann, wie dieselbe aussehen
mufl, wenn man diese Tangentenlinie als Nullinie annimmt.
Die Koeffizienten der neuen Gleichung sind dann

I ry Tp_s Tp-1i .

1?,(7_—1)7' 21 y'_l—rrnr
wiahrend die Drehungswinkel einer wandernden Tangenten-
linie in bezug auf diese neue Nullinie natiirlich nicht w, son-
dern w — u heiflen massen.

Verwirklichen wir diesen Gedanken, so kommen wir zu
dem Schlusse, dafl die beiden Gleichungen

lp,,=ﬁw“+(n ‘Tw”‘1+-'-+r"2,2w + = Hw+r,
o, = n'(w_")7'+(n—1).(w u)" = +r” 2 (w—u)?
+5”1—‘(w-u)+r,’,

dieselbe n'® Kreisevolvente vorstellen, dal also beide Glei-
chungen fir jeden Wert von w dieselben Werte fiir p,, geben,
kurz, dal die Gleichungen 1 und Il identisch und nur ihrer
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Form nach verschieden sind. Und wer sich die Mithe nicht
verdrieBen lassen will, sei es nur fur einen bestimmten Wert
von n, in Gleichung I und in ihre Ableltungen w=u zu
setzen und die so erhaltenen Formeln ftur r,,r,_, - -1,
r{, T, in die Gleichung Il einzutragen, der sieht den Buch-
staben u verschwinden und bekommt die Gleichung | wieder
zurlick.

Aus der ldentitat der Gleichungen I und II kénnen wir
eine Folgerung ziehen, die bei der wirklichen Berechnung
der Wurzeln algebraischer Gleichungen hoheren Grades von
groBtem Gewicht ist.

Wenn man ndmlich die Gleichung II durch w — u divi-
diert, ist der Rest der Division r,. Diesen Rest muff man
nun auch bekommen, wenn man die Gleichung I durch
w — u dividiert.

Wird der Quotient wieder durch w — u dividiert, so gibt
Glelchung Il r,,_, als Rest; bei der dritten D1v1510n erhait
man —2,—"’ usw., und diese namlichen Reste mufl auch Gtei-
chung [ bei allen diesen Divisionen geben.

Man bekommt also bei wiederholter Division der Gleichung
einer n*" Kreisevolvente durch w — u als Reste die Ko-
effizienten der Gleichung in (w — u) derselben Evolvente,
wenn sich die Nullinie darin um einen Winkel, dessen Arkus
= u ist, gedreht hat, und zwar nach rechts, wenn u eine
positive, nach links, wenn u eine negative Zahl ist.

Durch Multiplikation dieser Reste, von dem dritten an,
mit 21, 3! usw. findet man die Krtimmungsradien der neuen
Nuilinie oder die Werte der urspriinglichen Funktion und
ihrer Ableitungen fur w = u,

Diese Methode, um jene Grofen fur w = uy, uy, u; usw.
zu bestimmen, ist weit einfacher und bequemer als die Be-
rechnung durch Substitution von w = u,, u,, u; usw. in die
urspriingliche Gleichung und in ihre Ableitungen, zumal wenn
man die abgekiirzte Rechnungsart anwendet, die man in vielen
Lehrbiichern finden kann, wenn der Divisor ersten Grades ist.

So kann man durch ziemlich einfache Berechnungen die
Tangentenlinie bei ihrer Wanderung durch die Kreisevol-
venten hindurch, wenn auch nicht von Punkt zu Punkt, so
doch mit groBeren oder kleineren Intervallen verfolgen.
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Betrachten wir beispielsweise die Gleichungen
ps= 1w’ — 6w*— 4w+ 62w — 133w + 180
py=Bw*— 24w’ — 12w*+ 124w — 133
ps = 20w® — 72w° — 24w + 124
py = 60w’ — 144w — 24
p;= 120w — 144
po= 120,

die eine ganze algebraische Funktion 5" Grades mit ihren
5 Ableitungen und zugleich einen Kreis mit 5 Evolventen
vorstellen, so sehen wir zunichst, dafl die urspriingliche
Gleichung 4 positive Wurzeln (einschl. eventueller komplexen
Wurzeln) und eine negative Wurzel hat, weil die Glieder 4
Zeichenwechsel und eine Zeichenfolge zeigen.

Dividiert man nun die Gleichung wiederholt durch w — 1,
so findet man fir die Gleichung in w — 1= w;:

ps=w) —w; — 18w} + 24w] — 40w, + 100,

und weil alie Glieder dieser Gleichung dieselben Vorzeichen
haben wie in der urspriinglichen Gleichung, so passiert die
Tangentenlinie bei der Drehung von w =0 bis w =+ 1
keinen einzigen Nullpunkt.

Dividiert man jetzt die Gleichung in w — 1 = w; wieder
durchw, — 1, d.h.1a8t man sich die Tangentenlinie abermalsum
+ 1 drehen, so bekommt man fiir die Gleichung inw —2=w,:

p;=uwd + 4w’ — 12w — 26w, — 45w, + 66.

Die Glieder zeigen jetzt nur zwei Zeichenwechsel. Also hat
die Tangentenlinie entweder zwei auflere Nullpunkte oder
- .- eine Spitze mit Schleife

“~ passiert. Es liegen folg-
lichzweiWurzelnder ur-
spranglichenGleichung
——— gzwischen + 1 und 4 2

: - Fig. 12. Die Fig. 12 ist die
schematlsche Abblldung eines Kreises mit 5 Evolventen, wor-
in die Tangentenlinien T, T, und T, die ndmlichen Zeichen-
wechsel und Zeichenfolgen zeigen wie die Glieder der

b ab o

P Py o

I
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Gleichungen in w, w — 1 und w — 2, in der Voraussetzung,
daBl die zwei Wurzeln zwischen w =+ 1 und w= +}+2
beide reell sind. Man sieht jedoch, daB entweder in Ej
oder in E, der Bogen zwischen Ty und T, sich in eine
Schleife umwandeln kann, ohne daf dadurch in die Zeichen-
wechsel und Zeichenfolgen dieser Tangentenlinien irgend-
eine Anderung kommt. Um zu ermitteln, ob die beiden
Wurzeln zwischen -+ 1 und + 2 vielleicht imaginir sind,
kann man dieses Intervall ndher untersuchen, indem man
die Tangentenlinie mit kleineren Schritten — etwa um 0,1 —
vorwarts gehen 14ft. Man kann auch durch Anwendung
einer ziemlich umstandlichen von Sturm ersonnenen Methode,
die wir in § 16 kurz erdrtern werden, tiber die Anwesenheit
komplexer Wurzeln tiberhaupt Sicherheit bekommen. Am be-
quemsten aber lernt man meistens die Natur der zwischen
bestimmten Grenzen liegenden Wurzeln kennen, wenn man die
Kreisevolvente in ihrer wahren Gestalt zeichnet, wie in dem
folgenden Paragraphen naher gezeigt werden wird.

In der Fig. 12 stellt T__; die Tangentenlinie fir w = — 1
vor, entsprechend der Gleichung in w + 1.

15. Direkte Bestimmung der reellen Wurzeln von Glei-
chungen hoéheren Grades mittels der Kreisevolventen.
Wenn die gegebene Gleichung vollstandig ist, kann die Null-
linie auf die in§9 angegebene Weise sofort gezeichnet werden.

Ist die Gleichung unvollstandig, so fehlen in der Nullinie
die entsprechenden Glieder, und es fragt sich, wie die bei-
den Krummungsradien, die dann einen uneigentlichen Zei-
chenwechsel oder eine uneigentliche Zeichenfolge bilden,
und die wir mit p, und p,, , bezeichnen wollen, aneinander
schliefen.

Man kann sich dabei der folgenden von Lill") fiir einen
shnlichen Fall angegebenen Regel bedienen. Es weise im
nebenstehenden Quadrat der Pfeil der Seite 0 die ——
Richtung von py,, vom Krimmungszentrum nach dem T, 21
beschreibenden Punkte hin gerechnet, an; zeigen i
dann p, und p,,, einen Zeichenwechsel, so hat
Prpe far a=4N 4N -1, 4N 4 2, 4N + 3 bzw. dieselbe

PR

. 1) Comptes rendus LXV, 854. Lill, Résolution graphique des
€ juations numériques d’'un degré quelconque.
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Richtung wie die Seite 0, 1, 2, 3 und bei einer Zeichenfolge
die entgegengesetzte Richtung.

Hat man die Nullinie aus den Krimmungsradien ry, 1, -1,
zusammengesetzt, so sind die Kreisevolventen, die der
gegebenen Gleichung und ihren Ableitungen entsprechen,
vollstandig bestimmt.

Um sie zu zeichnen, erinnern wir uns der schon in § 1
erwahnten Anschauung, dafi die Evolvente einer Kurve ent-
steht, wenn ein Punkt einen Kreis beschreibt, dessen Radius
sich allmiahlich verlangert oder verkiirzt, indem das Zentrum
die Kurve durchléuit.

Man zieht namlich mit dem Radius r, den Kreis und be-
schreibt mit dem Krammungsradius r; einen kleinen Kreis-
bogen, der dann praktisch als ein Stickchen der ersten
Evolvente E, betrachtet werden kann. Halt man nun den
Zirkelschenkel, mit dem der kleine Kreisbogen beschrieben
ist, fest und versetzt man die Spitze des anderen Schenkels
ein wenig auf dem Kreise, indem man die Zirkelofinung et-
was groBer oder kleiner macht, so kann man an eine der
beiden Seiten wieder ein Stuickchen von E, anitigen, usw.
Auf diese Weise kann man jede Evolvente mit grofier Ge-
nauigkeit zeichnen, wenn die Zentren der aneinander schlie-
Benden Kreisbogen nur gehorig dicht gedréngt angenommen
werden und wenn man sorgfaltig darauf achtet, daBl die Ver-
bindungslinie der beiden Zirkelspitzen stets die Richtung der
langs der Kurve fortrollenden Tangente behalt.

In § 14 haben wir gesehen, wie man die Krimmungs-
radien jeder Tangentenlinie, die einen beliebigen Winkel mit
der Nullinie bildet, berechnen kann. Es versteht sich, daf
man bei der Zeichnung der Kreisevolventen, die einer ge-
gebenen Funktion entsprechen, ebensogut von einer solchen
Tangentenlinie wie von der urspriinglichen Nullinie ausgehen
kann. Und wenn man zwei solche Tangentenlinien gezeich-
net hat — was theoretisch absolut genau geschehen kann —,
so konnen die dazwischen liegenden Kurventeile nahezu
fehlerlos dargestellt und die sich etwa darin befindenden
Wurzelpunkte mit sehr grofier Prézision bestimmt werden.

So sind in Fig. 13 die Kreisevolventen der in § 14 be-
handelten Gleichungen zwischen den Tangentenlinien T; und
T, der schematischen Fig. 12 in ihrer wahren Gestalt ge-
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zeichnet. Weil der Arkus des Drehungswinkels von Ty um
1 grofler ist als von T, so bilden diese Tangentenlinien im
Kreiszentrum einen Winkel von 57° 18°. Wir sehen sofort,
daB E, eine freie Schleife bildet, so daB wir jetzt durch eine
leicht auszufithrende Konstruktion mit Bestimmtheit wissen,
daBl die beiden Wurzeln zwischen w =41 und w = + 2
sekunddre komplexe Wurzeln sind.

Beim Zeichnen bemerkt man auch, dafl E; bald eine Spitze
bilden wird, wenn man die Drehung der Tangentenlinie noch
etwas weiter als T, fortsetzt. Dies ist in Fig. 13 geschehen.
Zeichnet man die Tangentenlinie von dieser Spitze an bis
zum Kreiszentrum, so ist der Arkus des Drehungswinkels,
den eine Tangentenlinie durchwandern muf}, um von der
Nullinie an in diese Lage zu kommen, der entsprechende
Wurzelwert der urspriinglichen Gleichung. Durch Messung
des Winkels, den diese Tangentenlinie mit 7y oder T, bildet,
konnten wir also jene Wurzel finden.
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Weit bequemer ist es jedoch, die Lange des dieser Tan-
gentenlinie angehdrigen Kriimmungsradius p; zu messen
und diesen Wert in die Gleichung der ersten Evolvente E, ein-
zutragen. Man findet =

P1= + 203,

und mit diesem Wert gibt die Gleichung
203 = 120w — 144
w=2.9.

Wenn diese Zahl der wahre Wurzelwert ist, mufl in der
Gleichung von E; in bezug auf diese Tangentenlinie als Null-
linie das letzte Glied, das immer den Wert r; von p; in der
Nullinie vorstellt, gleich Null sein. Man findet aber fiir die
Gleichung in w — 2.9 = w;,:

p;=wj + 85w} + 105w} — 31.67w; — 106.0155w,

— 1.09311.
Es ergibt sich also, daB in der Tangentenlinie fir w==2.9
das letzte Glied nicht = 0, sondern = — 1.09311 ist. Und

weil in der Tangentenlinie 7; ftir w=2 der r; gleich + 66
ist, hat die Tangentenlinie beim Fortschreiten von w =2 bis
w==2.9 den Wurzelpunkt passiert: die Spitze liegt nicht
genau im Endpunkte des in der Figur gezogenen Krtimmungs-
radius p,, sondern um etwa eine Langeneinheit zurtck.

Nun ist die in unserer Figur gebrauchte Langeneinheit un-
gefihr ¥, mm. Man spiirt wohl, dafl wir hiermit die Grenze
der Genauigkeit, die von einer geometrischen Auflésung er-
wartet werden darf, nahezu erreicht haben. Es ist ohnehin
viel wert, dal man schon beim Zeichnen der Kreisevolventen
sogleich imstande ist, angendherte Werte der reellen Wurzeln
zu finden, wie solche auf algebraischem Wege oft erst nach
wiederholten Prafungen erhalten werden.

Bezeichnen wir den Arkus des kleinen Winkels, um den
die Tangentenlinie zurtckgedreht werden mufl, um genau
durch den Wurzelpunkt zu gehen, mit Aw und betrachten
wir den kleinen Bogen, den der beschreibende Punkt von
p, dabei tiber E, durchliuft als einen Kreisbogen, dessen
Radius der Krammungsradius p, ftir w = 2.9 also =106,0155
ist, so kann man annehmen, es sei

1.00311

Aw=m=0.0103.
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Denkt man sich die Tangentenlinie um diesen Betrag zu-
riickgedreht, so muf} sie sich notwendig dem Wurzelpunkt
genihert haben, ohne denselben jedoch erreichen zu konnen;
denn bei dieser Drehung verkirzt sich p,. Wir haben folg-
lich fur den Radius des kleinen Bogens einen zu grofien
Wert genommen, mithin fiir A w einen zu kleinen Wert er-
halten. Man kommt immerhin mit

w=29—-10.0103...=128897...

der wahren Wurzel néher,

Dieses Mittel um einen annshernd bekannten Wurzelwert
zu verbessern, rithrt von Newfon her. Bei der Anwendung
konnen verschiedene Falle vorkommen, die jedoch bei gehori-
gem Nachdenken keine Schwierigkeiten veranlassen werden.

Die Newtonsche Ann&herungsformel, kombiniert mit dem
von Horner angegebenen Verfahren, um die Dezimalstellen
des gesuchten Wurzelwertes einzeln zu bestimmen, ergibt
eine treffliche praktische Methode zur Berechnung der reelten
Wurzeln in jedem erwiinschten Genauigkeitsgrad. Darauf
kann jedoch hier nicht niher eingegangen werden.

Das vorstehende Beispiel moge geniigen, um zu zeigen,
wie die Kreisevolventen bei der wirklichen Auflosung von
Gleichungen hoheren Grades niitzen konnen.

16. Mehriache Wurzeln. Sturmsche Funktionen. Beim
Zeichnen der Kreisevolventen kann es vorkommen, dafl zwei
oder mehrere Spitzen von E, so nahe beieinander zu liegen
kommen, dafl man die Moglichkeit annehmen kann, diese Null-
punkte miiiten in Wirklichkeit einen mehrfachen Nullpunkt
bilden. Es besteht ein einfaches Mittel, hieriiber Sicherheit
zu bekommen,

Wir wissen namlich, daB, wenn die Gleichung in der Tat
eine m-fache Wurzel u hat, u eine (m — 1)-fache Wurzel der
ersten Ableitung ist. Dann miissen aber die Funktion und
ihre Ableilung beide durch (w — u)™—' teilbar sein, d. h.
(w — u)y™— ! ist ein gemeinschaitlicher Divisor der Funktion
und ihrer Ableitung. Ergibt sich aus der Untersuchung, daf§
diese beiden Funktionen wirklich einen gemeinschaitlichen
Divisor haben, so findet man dafiir im allgemeinen eine Funk-
tion k'" Grades in w und es kommt offenbar nur darauf an,
diese Funktion in k Faktoren (w — u,), (w — 1) - - - - (w — 1)
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zu zerlegen, wodurch man ebensoviele Wurzelwerte u,, u, - - -
u;, der urspriinglichen Gleichung kennen lernt. Sind diese
alle verschieden, so hat die Gleichung k zweifache Wurzeln.
Sind 2, 3 ---- a dieser Werte einander gleich, so hat die
Gleichung eine drei-, vier-- - - - (« -+ 1)-fache Wurzel.

Um die Faktoren zu finden, behandelt man den gefundenen
gemeinschaiftlichen Divisor wie eine Gleichung k'® Grades
und sucht deren Wurzelnauf, wobeidie Kreisevolventen wieder
helien konnen.

Das Verfahren fur die Bestimmung des grofiten gemein-
schaitlichen Divisors der gegebenen Funktion und ihrer Ab-
leitung besteht bekanntlich darin, daB man die erste Funk-
tion durch die zweite, dann diese letzte durch den Rest divi-
diert und so weitergeht, bis eine Division aufgeht — in wel-
chem Falle der letzte Divisor der gesuchte gemeinschatitliche
Divisor ist — oder bis bloBl eine Zahl als Rest tibrig bleibt
—- in welchem Falle die gegebenen Funktionen keinen ge-
meinschaftlichen Divisor haben (Kettendivision).

Die aufeinanderfolgenden Reste der sukzessiven Divisionen
sind untereinander und mit der gegebenen Funktion und
ihrer Ableitung derart verkniipft, dal dieselben, wie Sturm
gezeigt hat, benutzt werden kénnen, um mit Sicherheit zu er-
fahren, wieviel reelle Wurzeln und wieviel Paare komplexer
Wurzeln eine gegebene Gleichung hat. Bei der Erorterung
hiervon kénnen die Kreisevolventen und namentlich ihre sche-
matischen Darstellungen wieder gute Dienste leisten.

Wir setzen voraus, da8 die Gleichung keine mehrfachen
Wurzeln hat, dafl also, wenn ein grofiter gemeinschaitlicher
Divisor gefunden war, die Gleichung durch denselben divi-
diert ist, wodurch man eine neue Gleichung mit denselben
Wurzelwerten wie die urspriingliche Gleichung bekommt, je-
doch alle als einfache Wurzeln.

Denken wir uns die Kreisevolventen, die solch einer Glei-
chung entsprechen, so wissen wir, dal die wandernde Tan-
gentenlinie je einen Zeichenwechsel verliert beim Passieren
der dufleren Spitzen oder reellen Wurzelwerte und alle tibrigen
Zeichenwechsel beim Passieren von Spitzen mit Schieifen,
d. h. der geometrischen Werte der komplexen Wurzeln.

Konnte die Tangentenlinie beim Passieren von Spitzen
mit Schleifen ihre Zeichenwechsel behalten, dann wiren alle
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Zeichenwechsel, welche die Tangentenlinie in den rechten
Spiralen weniger hat als in den linken, beim Passieren von
aufleren Spitzen verloren gegangen. Hitten wenigstens in
den Spitzen mit Schleifen ebenso wie in den Spitzen mit
Bogen die Krimmungsradien der vorhergehenden und der
folgenden Evolvente nur entgegengesetzte Vorzeichen! Es
wiirden dann beim Passieren der inneren Spitzen gar keine
Zeichenwechsel verloren gehen.

Es versteht sich, daB derartige Bedingungen in einer
Reihe zusammengehdriger Kreisevolventennichterfillt werden
konnen. Man kann sich aber sehr wohl eine Reihe nicht zu-
sammengehoriger Kreisevolventen vorstellen und schematisch
entwerfen, die die Eigenschaft haben, dafl eine wandernde
Tangentenlinie nur in den , -
duferen Spitzen Zeichen- [ o/ | I T LT
wechsel verliert. f . R

Nehmen wir z.B. die Glei- £, ‘T’\ “A /’L_

chungen des §14. Aus der £

- e
- - d._gh 2
Zeichnung der Fig. 13 (§ 15) 2 7 .r?.r, 7,
ergab sich, dafl E; dreireelle Fig. 14.

und ein Paar komplexer Wurzeln hat. Die schematische Abbil-
dungFig. 12, die wir einstweilen entworfen hatten, mul alsoab-
geandert werden, etwa wie Fig. 14 zeigt. Hierin hat die Evol-
vente E; eine Spitze zwischen zwei negativen Krimmungs-
radien von E; und E,, folglich verliert die Tangentenlinie
dort zwei Zeichenwechsel. Wir ersetzen nun aber die Evolvente
E; durch eine andere E,, deren Krummungsradius an dieser
Stelle positiv ist, wihrend er auch unter den beiden andern
Spitzen von E; positiv bleibt. Dies ist in Fig. 15a geschehen.
Es muf jetzt eine E; entworfen werden, deren Krimmungs-
radius unter der ersten Spitze von E, positiv und unter der

zweiten negativ ist. Und weil dann die Spitze von E; unter
einem positiven p, zu liegen kommt, so muB p, negativ werden.
Eine andere Weise, um dasselbe Ergebnis zu erhalten, zeigt
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Fig. 15b. Solche beliebigen herbeigezogenen Kreisevolventen
konnen in Figuren, wo die Evolventen in ihrer wahren Ge-
stalt gezeichnet sind, wie in Fig. 13, selbstverstiandlich nicht
aufgenommen werden. Das braucht aber auch nicht, weil
dieselben bei der Bestimmung der Wurzelwerte keine Rolle
spielen und nur die Auigabe haben, die Zeichenwechsel, die
nicht in den aduBeren Spitzen in Zeichenfolgen tbergehen,
fiir die Tangentenlinie zu behalten, indem an jeder inneren
Spitze ein Zeichenwechsel und eine Zeichenfolge in der
Tangentenlinie ihre Platze wechseln, wie wenn dieselbe jedes-
mal eine Spitze mit Bogen ware.

Wir erblicken dann auch in Fig. 15a und b, daf} die Tan-
gentenlinie in den rechten Spiralen drei Zeichenwechsel weni-
ger hat wie in den linken, im Einklang mit den drei reellen
Waurzeln der Gleichung.

In unserem Beispiele konnten wir leicht solche Hilfsevol-
venten in der schematischen Zeichnung anbringen, weil wir
die Anzahl der reellen Wurzeln kannten. Und wir konnen
uns auf diese Weise davon tiberzeugen, dafl es immer geeig-
nete Hilfsevolventen — mithin auch Hilfsfunktionen — gibt,
die dem Zwecke entsprechen. Wir beabsichtigen aber ebendie
Anzahl der reellen Wurzeln einer gegebenen Gleichung mit-
tels solcher Hilfsfunktionen kennen zu lernen. Es fragt sich
also, wie man sich eine Reihe derartiger Funktionen herstel-
len kann, wenn von der gegebenen Gleichung nichts anderes
bekannt ist, als daB sie keine mehrfachen Wurzeln hat. Und
dazu benutzen wir nun die aufeinanderfolgenden Reste, die
man bekommt, wenn man das Verfahren zur Bestimmung
des grofiten gemeinschaitlichen Divisors auf die gegebene
Funktion p,, = f(w) und ihre Ableitung p,, _, =f; (w) anwendet,

Nennt man die Quotienten der Reihe nach p,, p; - - - und
die Reste R, R, - - -, so hat man die identischen Gleichungen:

f(w) = p,fi(w) + R,
filw) =ps R, + R,
Ri=psR;+ Ry
Ry=psRs+ R,
Ry=psR,+ Ry usw.
Wird nun p,_, = f; (w) gleich Null fiir einen Wert w = u
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und setzt man diesen Wert von w in die erste Identitit, so
bekommt der Rest R, denselben Wert, mithin auch dasselbe
Vorzeichen wie p, = f(w). Dann ist aber — R, eine Funk-
tion von w, die fiir f, (w) =0 oder w =u einen Wert mit dem
entgegengesetzten Vorzeichen von f(w) bekommt. Also ist
Pn—z=—Ry
eine erste Hilfsfunktion, so wie wir dieselbe brauchen, denn
es haben p, und p,_, entgegengesetzte Vorzeichen, wenn
p,—y=0ist. Ebenso ist
Pr—s= — Ry
eine zweite Hilfsfunktion, indem in der zweiten ldentitat f; (w)
und K, gleiche, mithin p,,_, und p,,_; enigegengeseizte Vor-

zeichen bekommen fur einen Wert von w, der R, oder p,,_,
gleich Null macht.

Als dritte Funktion kann

Pu—s=*+Rs
genommen werden, denn fur p,_;=—R,=0ist R, =R,
also haben dann p,_, =— R, und p,,_,= + R; wieder ent-

gegengesetzte Vorzeichen. Auf diese Weise findet man fiir
die folgenden Funktionen:

Prn—s= + R4
Pr—s=—Rs
Ppe—n=— RG

p"_g = + R7 USW.,
bis schlieflich p,=(+) R,_, den Radius eines Kreises, also
eine von w unabhingige Grofie gibt.

Hat man diese ,,Sturmschen' Funktionen alle untereinander
geschrieben, so kann man folgenderweise leicht auf die An-
zahl der reellen Wurzeln der urspriinglichen Gleichung

fw)=0
schlieBen. Wir haben dabei stets im Gedichtnis zu halten,
daB} die Hilfsevolventen, die den Sturmschen Funktionen ent-
sprechen, nicht durch sukzessive Ab- und Aufwickelungen
aus einem einzigen Kreise hervorkommen; es stammt viel-
mehr jede Evolvente aus einem eignen Kreise her, den wir
deshalb mit gutem Fug ihren ,,Sfammkreis* nennen konnen.

Wir bedenken dann zun#chst, daf in jeder Kreisevolvente
der Krtimmungsradius in der rechten Spirale dasselbe Vor-
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zeichen hat wie der Radius ihres Stammkreises. Und weil der
Koeffizient des ersten Gliedes der entsprechenden Gleichung
sein Vorzeichen dem nimlichen Kreisradius verdankt, so ist
das Vorzeichen des ersten Gliedes jeder Sturmschen Funk-
tion dasselbe wie das Vorzeichen in der rechten Spirale der
entsprechenden Evolvente. Folglich ist auch die Anzahl der
Zeichenwechsel in denersten Gliedern der aufeinanderfolgen-
den Sturmschen Funktionen gleich der Anzahl der Zeichen-
wechsel in den rechten Spiralen der entsprechenden Evol-
venten.

Um die Anzahl der Zeichenwechsel in den linken Spiralen
zu bestimmen, mufl man die Vorzeichen der ersten Glieder
mit ungeradem Exponent umkehren, weil ja in diesen Evol-
venten das Vorzeichen der linken Spirale dem Vorzeichen
des Stammkreises, mithin auch dem des ersten Gliedes ent-
gegengesetzt ist. Soviele Zeichenwechsel die ersten Glieder
der Sturmschen Funktionen dann zeigen, soviele Zeichen-
wechsel hat auch die Tangentenlinie in den linken Spiralen.

Die Differenz beider Zahlen gibt die Anzahl der reellen
Wurzeln der gegebenen Gleichung.

Die Moglichkeit, daB zwei aufeinanderiolgende Sturmsche
Funktionen fur denselben Wert von w gleich Null werden,
wodurch das Ergebnis fehlerhaft sein konnte, braucht man
nicht zu befurchten; denn aus den identischen Gleichungen
zwischen den Funktionen erhellt, daB fir solch einen Wert
von w zugleich alle andern Funktionen, also auch f(w) und
fi(w) gleich Null sein mufiten, was mit der Voraussetzung,
die urspriingliche Gleichung habe keine mehrfachen Wurzeln,
im Widerspruch wire.

Es kann aber wohl vorkommen, daf die Sturmschen Funk-
tionen nicht vollzahlig sind, dafB also ihre Anzahl weniger als
n + 1 ist; und dieser Umstand ist an und fiir sich schon ein
Beweis, dafl komplexe Wurzeln anwesendsind, denn eskdnnen
keine n Zeichenwechsel in Zeichenfolgen tibergehen, wenn
nur n — 1 oder n — 2 da sind. Ubrigens ist auch in diesem
Falle die Anzahl der reellen Wurzeln gleich der Anzahl der
Zeichenwechsel, die die Tangentenlinie auf ihrer Wanderung
durch die Sturmschen Funktionen verliert.

Sind die Sturmschen Funktionen vollzéhlig, so kann man
diese Regel vereinfachen, indem man berticksichtigt, daf} in



16. Sturmsche Funktionen 49

zwei aufeinanderfolgenden Hilisevolventen die Vorzeichen der
rechten Spiralen mit denen der ersten Glieder der entspre-
chenden Funktionen tibereinstimmen, wogegenvondenbeiden
linken Spiralen die eine dasselbe und die andere das ent-
gegengesetzte Vorzeichen des ersten Gliedes hat. Hieraus
ergibt sich, dafi, wenn die n Ecken der Tangentenlinie in den
rechten Spiralen etwa A Zeichenwechsel zeigen, die n Ecken
in den linken Spiralen A Zeichenfolgen, mithin n — A Zeichen-
wechsel haben mtissen. Die Anzah! der reellen Wurzeln be-
tragt dann also n — 2\,

Wenn der Leser das Verfahren mit den Sturmschen Funk-
tionen auf die Gleichung des § 14 anwendet, wird er erfahren,
wieviel schneller wir tiber die Art der Wurzeln unterrichtet
wurden, als wir die in Fig. 13 abgebildeten Kreisevolventen
zeichneten. Auch wird er sich iiberzeugen konnen, dafl den
gefundenen Funktionen die in Fig. 15b entworfenen Evol-
ventenschemas entsprechen.

Math.-phys, Bibl. 51: Onnen, Kreisevolventen 4
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Nach Aufstellung und Erliuterung des Begriffes der Funktionen einer Veranderlichen werden
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Mit 34 Fig. {IVu. 118 S.] 8. 1922. (TL. 14.) Kart. M. 3.20
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Harvard-Univ. Cambridge, Mass. 1. 3. Aufl. Mit 158 Fig. [XIIu. 766 S.] gr. 8.
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Prof. an der Univ, Konigsberg, und Realgymnasialdir. Prof. Dr. H. Thieme,
2 Binde. I, Band: Die Elemente der Geometrie. Bearb. von H. Thieme.
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