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Vorwort

Das vorliegende Taschenbuch tritt an die Stelle des zuletzt 1924 in
56. Ausgabe erschienenen Osterreichischen Ingenieur- und Architekten-
Kalenders. Die Ubernahme durch den Verlag Julius Springer in Wien
ermoglichte die Schaffung eines ganz neuen Buches, das durch Erweiterung
und vollkommene Neugestaltung des Inhaltes dem derzeitigen Stande der
Wissenschaft und den Anforderungen der Praxis in erhéhtem MaBe
Rechnung tragen soll. :

Bei der Auswahl und Bearbeitung des dargebotenen Stoffes waren
die Herausgeber und Mitarbeiter bestrebt, alles das, was der Bau-
ingenieur, Architekt und Baumeister an wichtigstem Wissens-
stoff, vor allem aber an Tabellenmaterial, Formeln, Regeln und Bau-
vorschriften beim Entwurfe oder an der Baustelle bendtigen, ibersichtlich
geordnet, in gedrangter Kiirze aber tunlichst liickenlos zur Verfiigung zu
stellen. Wo es notwendig erschien, wurde die Anwendung des gegebenen
Stoffes an Zahlenbeispielen erlautert.

Das Buch ist in erster Linie fiir die Baufachkreise Osterreichs und
der Nachfolgestaaten bestimmt, doch sind z. T. auch die reichsdeutschen
und schweizerischen Bauvorschriften, wo solche von unseren abweichend
sind, in ausreichender Weise beriicksichtigt. Es wird, so hoffen die Heraus-
geber, auch als Lehrbehelf und Nachschlagewerk an technischen
Hochschulen, hoheren Gewerbeschulen und #dhnlichen Anstalten
dienen koénnen.

Den grundlegenden theoretischen Wissenschaften, Mathematik,
Mechanik, Festigkeitslehre und Baustatik, wurde ein bedeutender Teil,
etwa ein Drittel des Buches, eingeraumt. Knappe, leicht faBliche Dar-
stellung einerseits, strenge Wissenschaftlichkeit anderseits, waren die
Hauptgesichtspunkte bei der Darstellung. Wo es moglich war, wurde
der Gedankengang der Ableitung der angefiihrten Gleichungen kurz an-
gedeutet, in allen Fallen aber der Anwendungsbereich der dargebotenen
Methoden und Formeln scharf umgrenzt. In den Abschnitten Festigkeits-
lehre und Baustatik wurde Gewicht darauf gelegt, anwendungsbereite
Formeln und Zahlenwerte dem rechnenden Ingenieur zur Verfiigung
zu stellen.

Der den eigentlichen Bauingenieurwissenschaften gewidmete Hauptteil
des Buches hat einen doppelten Zweck zu erfiillen. Er soll erstens dem
Sonderfachmann alle jene Daten an die Hand geben, die -er bei seiner
praktischen Tatigkeit benotigt; dabei sollen die nach dem gegenwartigen
Stande der Wissenschaft und Erfahrung feststehenden Regeln, wie auch
die Bestimmungen der behérdlichen Bauvorschriften méglichst voll-
standige Beriicksichtigung finden. Daneben haben diese Abschnitte aber
auch dem Ingenieur und Architekten auf einem seiner sonstigen Tatigkeit
ferner liegenden Gebiete Belehrung und Auskunft zu geben. Diesem
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doppelten Zwecke wurde die Darstellung nach Tunlichkeit angepaBt.
Erginzt wurde der praktische Teil dieses Buches noch durch einen
kurzen Abschnitt ,,Maschinenbau‘‘, der alles das, vornehmlich in Form
von Zahlentafeln, enthilt, was auf diesem Fachgebiete fiir den Bau-
ingenieur an Wissenswertem in Betracht kommt. Den Schlufl bildet ein
Abschnitt ,,Elektrotechnik‘‘, der in einer etwas ausfiihrlicheren Weise, als
es bisher in den fiir das Bauwesen bestimmten Taschenbiichern iiblich
war, das Notwendigste aus diesem umfangreichen Fachgebiete bringt.

Die gebotenen Tabellen und Formeln wurden, soweit sie nicht neu
berechnet wurden, mit dem Quellenmaterial sorgfiltig verglichen. Fiir
die Bekanntgabe etwaiger Iehler oder fiir zweckdienliche Vorschlige
zur Ausgestaltung des Taschenbuches wiaren die Herausgeber den Fach-
kollegen dankbar.

Das rasche Zustandekommen des Buches ist den Herausgebern durch
die freundliche tatige Mitwirkung der Mitarbeiter erméglicht worden,
wofiir ihnen der beste Dank ausgesprochen wird.

Die Herausgeber
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Mathematik

zusammengestellt von

Ing. Dr. Friedrich Bleich, Wien
I. Tafeln

Erlauterungen s. S. 35 und 36



A. Potenzen, Wurzeln, Briggssche Logarithmen, Kreisumfinge
und -flichen von 1 bis 1000

— | s 1000 TN
2 3 m Y 1 ==
n n n Jn ‘ Vn ogn " TN 1 n
1 I 1 | 1,0000 |1,0000]0,00000 |1000,000{ 3,142 | 0,7854| 1
2 4 8 | 1,4142 |1,2599}0,30103| 500,000| 6,283} 3,1416| 2
3 9 27 | 1,7321 | 1,4422)0,47712 | 333,333] 9,425 | 7,0686| 3
4 16 64 | 2,0000 |1,5874]0,60206| 250,000 12,566 | 12,5664 | 4
5 25 125 | 2,2361 |1,7100]0,69897 | 200,000 15,708 | 19,6350 §
6 36 216 | 2,4495 | 1,8171{0,77815| 166,667 | 18,850 | 28,2743| 6
7] 49 343 | 2,6458 1,9129]0,84510 | 142,857 21,991 | 38,4845 | 7
8 64 512 | 2,8284 | 2,0000]0,90309 | 125,000 | 25,133 | 50,2655 8
9 81 729 | 3,0000 | 2,0801 | 0,95424 | 111,111 28,274|63,6173| 9
10| 100 1000 { 3,1623 | 2,1544 | 1,00000 | 100,000 31,416 | 78,5398 E
Ir| 121 1331 | 3,3166 |2,2240]1,04139 | 90,9091 | 34,558 | 95,0332 | 1
12| 144 1728 | 3,4641 | 2,2894 | 1,07918 | 83,3333} 37,699 | 113,007 | 12
13] 169 | 2197 { 3,6056 |2,3513| 1,11394 } 76,9231 | 40,841 | 132,732 | 13
14| 196 | 2744 | 3,7417 |2,4101 | 1,14613 | 71,4286 43,982 | 153,938 | 14
I5| 225 3375 | 3,8730 |2,4662 | 1,17609 | 66,6667 | 47,124 | 176,715 | 15
16| 256 4096 | 4,0000 |2,5198 | 1,20412| 62,5000] 50,265 | 201,062 16
17| 289 | 4913 § 4,1231 |2,5713]1,23045 58,8235 53,407 | 226,980 | 17
18| 324 | 5832 | 4,2426 |2,6207|1,25527 | 55,5556 56,549 | 254,469 | 18
19| 361 | 6859 | 4,3589 |2,66841,27875| 52,6316] 59,690 | 283,529 | 19
20| 400 8000 | 4,4721 |2,7144|1,30103| 50,0000 62,832 | 314,159 | 20
21| 441 9261 | 4,5826 | 2,7589|1,32222 | 47,6190} 65,973 | 346,361 | 21
22| 484 | 10648 | 4,6904 |2,8020]1,34242 | 45,4545 69,115 380,133 | 22
23| 529 | 12167 | 4,7958 | 2,8439| 1,36173 | 43,4783 72,257 | 415,476 | 23
24| 576 | 13824 | 4,8990 | 2,8845] 1,38021 | 41,6667 75,398 | 452,389 | 24
25| 625 | 15625 ] 50000 |2,9240]1,39794| 40,0000} 78,5401 490,874 | 25
26| 676 | 17576 | 50990 |2,9625]1,41497 | 38,4615} 81,681 | 530,929 | 26
27| 729 | 19683 | 51962 |3,0000]11,43136) 37,0370] 84,823 | 572,555 | 27
28| 784 | 21952 | 5,2915 | 3,0366]1,44716| 35,7143 ] 87,965 | 615,752 | 28
29| 841 | 24389 | 5,3852 | 3,0723] 1,46240| 34,4828] 91,106 | 660,520 | 29
80 goo | 27000 | 54772 |3,1072|1,47712| 33,3333 | 94,248 | 706,858 | 30
31| 961 | 29791 | 55678 |3,141411,49136| 32,2581} 97,389 | 754,768 | 31
3211024 | 32768 | 5,6569 | 3,1748]1,50515 | 31,2500 |100,531 | 804,248 | 32
331089 | 35937 | 57446 | 3,2075}1,51851 | 30,3030 |103,673 | 855,299 | 33
3411156 | 39304 | 58310 13,2396 1,53148 | 29,4118 [106,814 | 907,920 | 34
35} 1225 | 42875 | 59161 |3,2711 | 1,54407 | 28,5714 ]109,956 | 962,113 | 35
36| 1296 | 46656 | 6,0000 | 3,3019|1,55630| 27,7778 113,097 | 1017,88 | 36
3711369 | 50653 ] 6,0828 | 3,3322]1,56820| 27,0270]116,239 | 1075,21 | 37
3811444 | 54872 | 6,1644 |3,3620)1,57978 | 26,3158 119,381 | 1134,11 | 38
39| 1521 | 59319 | 6,2450 | 3,3912]1,50106 | 25,6410]122,522 | 1194,59 | 39
40| 16 00 | 64000 | 6,3246 | 3,4200] 1,60206 | 25,0000 | 125,66 | 1256,64 40
41| 1681 | 68921 } 6,4031 | 3,4482 ] 1,61278 | 24,3902 128,81 | 1320,25 | 41
42| 1764 | 74088 | 6,4807 | 3,4760 ] 1,62325| 23,8095| 131,95 | 1385,44 | 42
431849 | 79507 [ 6,5574 | 3,5034 | 1,63347 | 23,2558 135,09 | 1452,20 | 43
441936 | 85184 ) 6,6332 |3,5303 | 1,64345 | 22,7273] 138,23 1520,53 | 44
45|2025 | 9125 | 6,7082 | 3,5569 | 1,65321 | 22,2222| 141,37 | 1590,43 | 45
4612116 | 97336 | 6,7823 | 3,5830(1,66276 | 21,7391 144,51 | 1661,90 | 46
472209 | 103823 | 6,8557 | 3,6088 | 1,67210| 21,2766| 147,65 | 1734,94 | 47
4812304 | 110592 | 6,0282 | 3,6342] 1,68124 | 20,8333 150,80 | 1809,56 | 48
49 | 2401 | 117649 | 7,0000 | 3,6593 | 1,69020 | 20,4082 | 153,04 | 1885,74 | 49
50| 2500 | 125000 | 7,0711 |3,6840) 1,69897 | 20,0000] 157,08 |1963,50 | 50




Potenzen, Wurzeln, Briggssche Logarithmen usw.
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725,71
728,35
731,99
735,13
738,27
741,42
744,56
747,70
750,84

41909,6
42273,3
426385
43005,3
43373,6
437435
44115,0
44488,1
44862,7

231
232
233
234
235
236
237
238
239

240

57600

13824000

15,4919

6,2145

2,38021

4,16667

753.98

45238,9

241
242
243
244
245
246
247
248
249

58081
58564
59049
59536
60025
60516
61009
61504
62001

13997521
14172488
14348907
14526784
14706125
148869306
15069223
15252992
15438249

15,5242
15,5563
15,5885
15,6205
15,6525
15,6844
15,7162
15,7480
15,7797

6,2231
6,2317
6,2403
6,2488
6,2573
6,2658
6,2743
6,2828
6,2912

2,38202
2,38382
2,38561

2,38739
2,38917
2,39094
2,39270
2,39445
2,39620

4,14938
4,13223
4,11523
4,09836
4,08163
4,06504
4,04858
4,03226
4,01606

757,12
760,27
763,41
766,55
769,69
772,83
775,97

779,11
782,26

45616,7
45996,1
46377,0
46759,5
47143,5
47529,2
47916,4
48305,1
48695,5

240
241
242
243
244
245
246
247
248
249

62500

15625000

15,8114

6,2996

2,39794

4,00000

785,40

49087,4

250
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62500

15625000

15,8114

6,2996

2,39794

4,00000

785,40

49087,4

231
252
253
254
255
256
257
258
259
260

63001
63504
64009
64516
65025
65536
66049
66564
67081
67600

15813251
16003008
16194277
16387064
16581375
16777216
16974593
17173512
17373979

17576000

15,8430
15,8745
15,9060
15,9374
15,9687
16,0000
16,0312
16,0624
16,0935
16,1245

6,3080
6,3164
6,3247
6,3330
6,3413
6,3496
6,3579
6,3661
6,3743

2,39967
2,40140
2,40312
2,40483
2,40054
2,40824
2,40993
2,41162
241330

3,98406
3,96825
3,95257
3,93701
3,92157
3,90625
3,89105
3,87597
3,86100

788,54
791,68
794,82
797,96
801,11
804,25
807,39
810,53
813,67

49480,9
49875,9
50272,6
50670,7
51070,5
51471,9
51874,8
52279,2
52685,3

6,3825

2,41497

3,84615

816,81

5399259

261
262
263
264
265
266
267
268
269

68121
68644
69169
69696
70225
70756
71289
71824
72361

17779581
17984728
18191447
18399744
18609625
18821096
19034163
19248832
19465109

16,1555
16,1864
16,2173
16,2481
16,2788
16,3095
16,3401

16,3707
16,4012

6,3907
6,3988
6,4070
6,4151
6,4232
6,4312
6,4393
0,4473
6,4553

2,41664
2,41830
2,41996
2,42160
2,42325
2,42488
2,42651
2,42813
2,42975

383142
3,81679
3,80228

3,78788
3,77358
3,75940
3,74532
373134
371747

819,96
823,10
826,24
829,38
832,52
835,66
838,81
341,95
845,09

53502,1
53912,9
543252
547391
55154,0
55571,6
55990,2
56410,4
56832,2

250
251
252
253
254
255
256
257
258
259

261
262
263
264
265
266
267
268
269

50

72900

19683000

16,4317

6,4633

2,43136

3,70370

848,23

57255,5

27
272
273
274
275
27

277
278
279

-

73441
73984
74529
75076
75625
76176
76729
77284
77841

19902511
20123648
20346417
20570824
20796875
21024576

21253933
21484952
21717639

16,4621
16,4924
16,5227
16,5529
16,5831
16,6132
16,6433
16,6733
16,7033

6,4713
6,4792
6,4872
6,4951
6,5030
6,5108
6,5187
6,5265
6,5343

2,43297
2,43457
2,43616
2,43775
2443933
2,44091
2,44248
2,44404
2,44560

3,69004
3,67647
3,66300
364964
3,63636
3,62319
3,61011
359712
3,53423

851,37
854,51
857,65
860,80
863,94
867,08
870,22
873,36
876,50

57680,4
58106,9
58534,9
58964,6
59395,7
598285
60262,8
60698,7
61136,2

280

78400

21952000

16,7332

6,5421

2,44716

3,57143

879,65

61575,2

281
282
283
284
285
286
287
288
289

78961
79524
80089
80656
81225
81796
82369
82944
83521

22188041
22425768
22665187
22906304
23149125
23393656
23639903
23887872
24137569

16,7631
16,7929
16,8226
16,8523
16,8819
16,9115
16,9411
16,9706
17,0000

6,5499
6,5577
6,5654
6,5731
6,3808
6,5885
6,5962
6,6039
6,6115

2,44871
2,45025
2,45179
2,45332
2,45484
2,45637
2,45788

2,45939
2,46090

3,55872
3,54610
353357
3,52113
3,50877
3,49650
348432
347222
3,46021

882,79
885,93
889,07
892,21
895,35
898,50
901,64
904,78
907,92

62015,8
62458,0
62901,8
63347,1
637940
642424
64692,5
65144,1
65597,2

270

271
272
273
274
275
276
277
278
279
D
281
282
283
284
285
286
287
288
289

290

84100

24389000

17,0294

6,6191

2,46240

3,44828

911,06

66052,0

290

291
292
293
294
295
296
297
298

84681
85264
85849
86436
87025
87616
88209
88804
89401

24642171
24897088
25153757
25412184
25672375
25934336
26198073
26463592
26730899

17,0587
17,0880
17,1172
17,1464
17,1756
17,2047
17,2337
17,2627
17,2916

6,6267
6,6343
6,6419
6,6494
6,6569
6,6644
6,6719
6,6794
6,6869

2,46389
2,46538
2,46687
2,46835
2,46982
2,47129
2,47276
2,47422
2,47567

3,43643
3,42466
341297
3,40136
3,38983
3,37838
3,36700
335570
3,34448

914,20
917,35
920,49
923,63
926,77
929,91
933,05
936,19
939,34

66508,3
66966,2
67425,6
67886,7
68349,3
68813,4
69279,2
69746,5
702154

299

90000

27000000

17,3205

6,6943

2,47712

3,33333

942,48

70685,38

291
292
293
294
295
296
297
298

299
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90000

27000000

17,3205

6,6943

2,47712

333333

942,48

70685,S

90601
91204
51809
92416
93025
93636
94249
94864
95481

27270901
27543608
27818127
28094464
28372625
28652616

28934443
29215112

29503629

17,3494
17,3781
17,4069
17,4356
17,4642
17,4929
17,5214
17,5499
17,5784

6,7018
6,7092
6,7166
6,7240
6,7313
6,7387
6,7460

6,7533
6,7606

2,47857
2,48001
2,48144
2,48287
2,48430
2,48572
2,48714
2,48855
3258996

3,32226
3,31126
3,30033
3,28947
3,27809
326797
3,25733
3,24675
3,23625

945,02
948,76
951,90
955,04
958,19
961,33
964,47
967,61
970,75

71157,9
71631,5
72106,6
725834
73061,7
73541,5
74023,0
74506,0
74990,6

96100

29791000

17,6068

6,7679

2,49136

3,22581

973,89

75476,8

96721
97344
97969
98396
99225
99856
100489
101124
101761

30080231
30371328
30664297
30959144
31255875
31554496
31855013
32157432
32461759

17,6352
17,6635
17,6918
17,7200
17,7482
17,7764
17,8045
17,8326
17,8606

6,7752
6,7824
6,7897
6,7969
6,8041
6,8113
6,8185
6,8256
6,8328

2,49276
2,49415
2,49554
2,49693
2,49831
2,49969
2,50106
2,50243
2,50379

321543
3,20513
3,19489
3,18471
3,17460
3,16456
315457
3,14465
3,13480

977,04
980,18
983,32
986,46
989,60
992,74
995,88
999,03
1002,2

759645
7645378
76944,7
774371
77931,1
78426,7
78923,9
70422,6
79922,9

102400

32763000

17,8885

6,8399

2,50515

3,12500

1005,3

80424,8

103041
103684
104329
104976
105625
106276
106929
107584
108241

33076161
33386248
33698267
34012224
34328125
34645976
34965783
35287552
35611289

17,9165
17,9444
17,9722
18,0000
18,0278
18,0555
18,0831
18,1108
18,1384

6,8470
6,8541
6,8612
6,8683
6,8753
6,8824
6,8894
6,8964
6,9034

2,50651
2,50786
2,50920
2,51055
2,51188
2,51322
2,51455
2,51587
2,51720

3,11526
3,10559
3093598
3,08042
3,07692
3,06748
3,05810
3,04878
373951

1008, 5
1011,6
1014,7
1017,9
1021,0
1024,2
1027,3
1030,4
1033,6

80928,2
81433,2
81939,8
82448,0
82957,7
83469,0
83981,8
84496,3
85012,3

108900

35937000

18,1659

6,9104

2,51851

303030

1036,7

85529,9

109561
110224
110889
111556
112225
112896
113569
114244
114921

36264691
36594368
36926037
37259704
37595375
37933056
38272753
38614472
38958219

18,1934
18,2209
18,2483
18,2757
18,3030
18,3303
18,3576
18,3848
18,4120

6,9174
6,9244
6,9313
6,9382
6,9451
6,9521
6,9589
6,9658
6,9727

2,51983
2,52114
2,52244
2,52375
2,52504
2,52634
2,52763
2,52892
2,53020

3,02115
3,01205
3,00300
2,99401
2,98507
2,97619
2,96736
2,95858
2,94985

1039,9
1043,0
1046,2
1046,3
105254
1055,6
1058,7
1061,9
1065,0

86049,0
86569,7
87092,0
87615,9
88141,3
88668, 3
89196,9
89727,
90258,7

115600

39304000

18,4391

6,9795

2,53148

2,04118

1068,1

90792,0

116281
116964
117649
118336
119025
119716
120409
121104
121801

39651821
40001688
40353607
140707584
41063625
41421736
41781923
42144192
42508549

18,4662
18,4932
18,5203
18,5472
18,5742
18,6011
18,6279
18,6548
1§,681 5

6,9864
6,9932
7,0000
7,0068
7,0136
7,0203
7,027 I
7,0338
7,0406

2,53275
2,53403
2,53529
2,53656
2,53782
2,53908
2,54033
2,54158
2,54283

2,93255
2,92393
2,91545
2,00698
2,89855
2,89017
2,88184
2,87356
2,86533

1071,3
107454
1077,6
1080,7
1033,8
1087,0
1090,1
1093,3
1096,4

91326,9
01863,3
92401,3
92940,9
93482,0
94024,7
94569,

95114,9
95662,3

122500

42875000

18,7083

7,0473

2,54407

2,85714

1099,6

96211,3
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35¢
352
353
354
355
356
357
358
359
360
361

364

367

122300

42875000

18,7083

7,°473

2,54407

2,85714

1099,6

96211,3

123201
123904
124609
125316
126025
126736
127449
128164
128881

43243551
43514208
43986977
44361864

44738875
45118016

45499293
45882712
46268279

18,7350
18,7617
18,7883
18,8149
18,8414
18,8680
18,8944
18,9209
18,9473

7,0540
7,0607
7,0674
7,0740
7,807
7,0873
7,1006
7,1072

2,54531
2,54654
2,54777
2,54900
2,55023
2,55145
2,55267
2,55388
2,55599

2,84900
2,84091
2,83286
2,82486
2,81690
2,80899
2,80112
2,79330
2,78552

1102,7
1105,8
1109,0
1112,1
I115,3
1118,4
1121,5

1124,7
1127,8

96761,8
97314,0
97867,7
98423,0
98979,8
99538,2
100098
100660
101223

61133956

Iggpoo

46656000

18,9737

7,1138

2,55630

2,77778

1131,0

101788

130321
151044
131769
132496
133225

134689
135424
136161
136900

47045881
47437928
47832147
48228544
48627125
49027896
49430863
49336032
50243409

19,0000
19,0263
19,0526
19,0788
19,1050
19,1311
19,1572
19,1833

7,1204
7,1269
7,1335
7,1400
7,1466
7,1531
7,1596
7,1661
7,1726

2,55751
2,55871
2,55991
2,56110
2,56229
2,56348
2,56467
2,56585
2,56703

2,77008
2,76243
2,75482
2,74725
2,73973
2,73224
2,72480
2,71739
2,71003

1134,1
1137,3
1140,4
1143,5
1146,7
1149,8
IIS&O
1156,1
1159,2

102354
102922
103491
104062
104635
105209
105785
106362
106941

50653000

19,2354

7,1791

3556820

2,70270

1162,4

107521

137641
138384
139129
139876
140625
141376
142129
142884
143641

51064311
51478848
51895117
52313624
52734375
53157376
53582633
54010152
54439939

19,2614
19,2873
19,3132
19,3391
19,3649
19,3907
19,4165
19,4422
19,4679

7,1855
7,1920
7:1984
7,2048
7,2112
712177
7,2240
7,2304
75,2368

2,56937
2,57054
2,57171
2,57287
2,57403
2,57519
2,57634
2,57749
2,57864

2,09542
2,68817
2,6809Y7
2,67380
2,606567
2,65957
2,65252
2,04550
2,63852

1165,5
1168,7
1171,8
1175,0
1178,1
1181,2
1 I84-74
1187,5
1190,7

108103
108687
109272
109858
110447
111036
111628
112221
112815

387

144400
145161
145924
146689
147456
148225
148996
149769
150544
151321

54872000

19,4936

7,2432

2,57978

2,63158

1193,8

113411

370
371
372
373
374
375
376
377
378
379
380

55306341
55742968
56181887
56623104
57066625
57512456
57960603
58411072
58863869

19,5192
19,5448
19,5704
19,5959
19,6214
19,6469
19,6723
19,6977
1977231

752495
7,2558
7,2622
7,2685
7,2748
7,2811
7,2874
72936
7,2999

2,58092
2,58200
2,58320
2,58433
2,58546
2,58659
2,58771
2,58883
2,58995

2,62467
2,61780
2,61097
2,60417%7
2,59740
2,59067
2,58308
2,57732
2,57069

1195,
1200,1
1203,2
1206,4
1209,5
1212,7
1215,8
1218,9
1222,1

114009
114608
115209
115812
116416
117021
117628
118237
118847

381
382
383
384
383
386
387
388
389

152100

59319000

19,7434

7,3061

2,59106

2,56410

1225,2

119459

8%

391
392
393
394
395
396
397
398
399

152881
153664
154449
155236
156025
156816
157609
158404
159201

59776471
60236288
60698457
61162984
61629875
620991 36
62570773
63044792
63521199

19,7737
19,7990
19,8242
19,3494
19,8746
19,8997
19,9249
19,9499
19,9750

7:3124
7,3186
7,3248
75,3310
7,3372
7,3434
7,3496
7,3558
7,3619

2,59218
2,59329
2,59439

2,59550
2,59660

2,59770
2,59879

2,59988
2,60097

2,55754
2,55102
2,54453
2,53807
2,53165
2,52525
2,51889
2,51256
2,50627

1228,4
12345
1234,6
1237,8
1244,1
1247,2
1250,4
1253,5

120072
120687
121304
121922
122542
123163
123786
124410
125036

400

160000

64000000

20,0000

7,3681

2,60206

2,50000

1256,6

125664

391
392
393
394
395
396
397
398
399

400
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407
408
499
410
411
412
413
414
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419

160000

64000000

20,0000

7,3681

2,60206

2,50000

1256,6

125664

160801
161604
162409
163216
164025
164836
165649
166464
167281

64481201
64964808
65450827
65939264
66430125
66923416
67419143
67917312
68417929

20,0250
20,0499
20,0749
20,0998
20,1246
20,1494
20,1742
20,1990
20,2237

7,3742
7,3803
7,3864
7:3925
7,3986
7,4047
7,4108
7,4169
7:4229

2,60314
2,60423
2,60531
2,60638
2,60746
2,60853
2,60959
2,61066
2,61172

2,49377
2,48756
2,48139
2,47525
2,46914
2,46305
2,45700
2,45098
2,44499

1259,8
1262,9
1266,1
1269,2
1272,3
1275,5
1278,6
1281,8
1284,9

126293
126923
127556
128190
1288235
1209462

130100

130741
131382

401
402
403
404
405
406
407
408
499

168100

68921000

20,2485

7,4290

2,61278

2,43902

1288,1

168921
169744
170569
171396
172225
173056
173889
174724
175561

69426531
69934528
70444997
70957944
71473375
71991296
72511713
73034632
73560059

20,2731
20,2978
20,3224
20,3470
20,3715
20,3961
20,4206
20,4450
20,4695

7,4350
7,4410
7,470

7,4530
7,4590
7,4650
7,4710
7,4770
7,4829

2,61384
2,61490
2,61595
2,61700
2,61805
2,61909
2,62014
2,62118
2,62221

2,43309
2,42718
2,42131
2,41546
2,40964
2,40385
2,39808
2,39234
2,38663

1291,2
1294,3
1297,5
1300,6
1303,8
1306,9
1310,0
1313,2
1316,3

132025 |
132670
133317
133965
134614
135265
135918
136572
137228
137885

410
411
412
413
414
415
416
417
418
419

20

421
422
423
424
425
426
427
428
429

176400

74088000

20,4939

7,4889

2,62325

2,38095

1319,5

138544

420

177241
178084
178929
179776
180625
181476
182329
183184
184041

74618461
75151448
75686967
76225024
76765625
77308776
77854483
73402752
78953589

20,5183
20,5426
20,5670
20,5913
20,6155
20,6398
20,6640
20,6882
20,7123

7,4948
7,5007
755067
7,5126
7,5185
7,5244
715302
755361
7,5420

2,62428
2,62531
2,62634
2,62737
2,62839
2,62941
2,63043
2,63144
2,63246

2,37530
2,36967
2,36407
2,35849
2,35294
2,34742
2,34192
2,33645
2,33100

1322,6
1325,8
1328,9
1332,0
1335,2
1338,3
1341,5
1344,6
1347,7

139205
139867
140531
141196
141863
142531
143201
143872
144545

421
422
423
424
425
426
427
428
429

431
432
433
434
435
436
437
438
439

184900

79507009

20,7364

7:5478

2,63347

2,32558

13599

145220

430

185761
186624
187489
188356
189225
190096
190969
191844
192721

80062991
80621568
81182737
81746504
82312875
82881856

83453453
84027672
84604519

20,7605
20,7846
20,8087
20,8327
20,8567
20,8806
20,9045
20,9284
20,9523

7,5537
7,5595
7,5654
7)5712
7,5770
7,5828
7,5886

75944
7,6001

2,63448
2,63548
2,63649
2,63749
2,63849
2,63949
2,64048
2,64147
2,64246

2,32019
2,31481
2,30947
2,30415
2,29885
2,29358
2,28833
2,28311
2,27790

1354,0
1357,2
1360,3
1363,5
1366,6
13607
1372,9
1376,0
13792

145896
146574
147254
147934
148617
149301
149987
150674
151363

193600

85184000

20,9762

7,6059

2,64345

2,27273

1382,3

152053

431
432
433
434
435
436
437
438
439

441
442
443
444

446
447
448
449
450

194431
195364
196249
197136
198025
198916
199809
200704
201601

85766121
86350888
86938307
87528384
88121125
88716536
89314623
89915392
90518849

21,0000
21,0238
21,0476
21,0713
21,0950
21,1187
21,1424
21,1660
21,1896

7,6117
7,0174
7,6232
7,6289
7,6346
7,6403
7,6460
7,6517
7,574

2,64444
2,64542
2,64640
2,64738
2,64836
2,64933
2,65031
2,65128
2,65225

2,26757
2,26244
2,25734
2,25225
2,24719
2,24215
2,23714
2,23214
2,22717

1385,4
1388,6
1391,7
139459
1398,0
1401,2
1404,3
1407,4
1410,6

152745
153439
154134
154830
155528
156228

156930
157633
158337

441
442
443
444
445
446
447
448
449

202500

91125000

21,2132

7,6631

2,65321

2,22222

1413,7

159043

450
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450

202500

91125000

21,2132

7,6631

2,65321

2,22222

1413,7

159043

451
452
453
454
455
456
457
458
459

203401
204304
205209
206116
207025
207936
208849
209764
210681

91733851
92345408
92959677
93576664
94196375
94818816
95443993
96071912
96702579

21,2368
21,2603
21,2838
21,3073
21,3307
21,3542
21,3776
21,4009
21,4243

7,6688
7,6744
7,6801
7,6857
7,6914
7,6970
7,7026
7,7082
7,7138

2,65418
2,65514
2,65610
2,65706
2,65801
2,65896
2,65992
2,66087
2,66181

2,21729
2,21239
2,20751
2,20264
2,19780
2,19298
2,18818
2,18341
2,17865

1416,9
1420,0
1423,1
1426,3
1429,4
1432,6
1435,7
1438,8
1442,0

159751
160460
161171
161883
162597
163313
164030
164743
165468

50

451
452
453
454
455
456
457
458
459

211600

97336000

21,4476

7,7194

2,66276

2,17391

1445,1

166190

461
462
463
464
465
466
467
468
469
£
471
472
473
474
475
476
477
478
479

481
482
483
484
485
486
487
488
489
190
491
492
493
494
495
496
497
498
499

212521
213444
214369
215296
216225
217156
218089
219024
219961

97972181
98611128
99252847
99897344
100544625
101194696
101847563
102503232
103161709

21,4709
21,4942
21,5174
21,5407
21,5639
21,5870
21,6102
21,6333
21,6564

757250
7,7306
7,7362
7,7418
7,7473
7,7529
7:7584
7,7639
7,7695

2,66370
2,66464
2,66558
2,66652
2,66745
2,66839
2,66932
2,67025
2,67117

2,16920
2,16450
2,15983
2,15517
2,15054
2,14592
2,14133
2,13675
2,13220

1443,3
1451,4
1454,6
1457,7
1460,8
1464,0
1467,1
1470,3
14734

166914
167639
168365
169093
169823
170554
171287
172021
172757

461
462
463
464
465
466
467
468
469

220900

103823000

21,6795

7,7750

2,67210

2,12766

1476,5

173494

470

221841
222784
223729
224676
225625
226576
227529
228484
229441

104487111
105154048
105823817
106496424
107171875
107850176
108531333
109215352
109902239

21,7025
21,7256
21,7486
21,7715
21,7945
21,3174
21,8403
21,8632
21,8861

757805
7,7860

7,7915

7,7970
7,8025%

7,8079

7,8134
7,8188

7,8243

2,67302
2,67394
2,67486
2,67578
2,67669
2,67761
2,67852
2,67943
2,68034

2,12314
2,11864
2,11416
2,10970
2,10526
2,10084
2,09644
2,09205
2,08768

1479,7
1482,8
1486,0
1489,1
1492,3
1495,4
1498,5
1501,7
1504,8

174234
174974
175716
176460
177205
177952
178701
179451
180203

471
472
473
474
475
476
477
478
479

230400

110592000

21,9089

7,8297

2,68124

2,08333

1508,0

180956

480

231361
232324
233289
234256
235225
236196
237169
238144
239121

111284641
111980168
112678587
113379904
114084125
114791256
115501303
116214272
116930169

21,9317
21,9545
21,9773
22,0000
22,0227
22,0454
22,0681
22,0907
22,1133

7,8352
7,8406
7,8460
7,8514
7,8568
7,8622
7,8676
7,8730
7,8784

2,68215
2,68305
2,68395
2,68485
2,68574
2,68664
2,68753
2,68842
2,68931

2,07900
2,07469
2,07039
2,06612
2,06186
2,05761
2,05339
2,04918
2,04499

1511,1
1514,2
1517:4
1520,5
15237
1526,8
1530,0
1533,1
1536,2

181711
182467
183225
183984
184745
185508
186272
187038
187805

481
482
483
484
485
486
487
488
439

240100

117649000

22,1359

7,8837

2,69020

2,04082

1539:4

188574

490

241081
242064
243049
244036
245025
246016
247009
248004
249001

118370771
119095488
119823157
120553784
121287375
122023936
122763473
123505992
124251499

22,1585
22,1811
22,2036
22,2261
22,2486
22,2711
22,2935
22,3159
22,3383

7,8891
7,8944
7,8998
7,9051
7,9158
7,921 I
7,9264
7,9317

2,69108
2,69197
2,60285
2,69373
2,69461
2,69548
2,69636
2,69723
2,69810

2,03666
2,03252
2,02840
2,02429
2,02020
2,01613
2,01207
2,00803
2,00401

1542,5
1545,7
1548,8
I555,9
1555,1
1558,2
1561,4
1564,5
1567,7

189345
190117
190890
191665
192442
193221
194000
194782
195565

250000

125000000

22,3607

7,9370

2,60897

2,00000

1570,8

196350

491
492
493
494
495
496
497
498
499

500
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500

250000

125000000

22,3607

7,9370

2,69397

2,00000

1570,8

196350

500

501
502
503
504
505
506
507
508
399
510
511
512
513
514
515
516
517
518
519

251001
252004
253009
254016
255025
256036
257049
258064
259081

125751501
126506008
127263527
128024064
128787625
129554216
130323843
131096512
131872229

22,3830
22,4054
22,4277
22,4499
22,4722
22,4944
22,5167
22,5389
22,5610

7,9423
7,9476
7,9528
7,9581
7,:9634
7,9686
7,9739
7,9791
7,9843

2,69984
2,70070
2,70157
2,70243
2,70329
2,70415
2,70501
2,70586
2,70672

1,99601
1,99203
1,98807
1,98413
1,98020
1,97628
1,97239
1,96850
1,06464

1573,9
15771
1580,2
15834
1586,5
1589,6
1592,8
159559
15991

197136
197923
198713
199504
200296
201090
201886
202683
203482

260100

132651000

22,5832

7,9896

2,70757

1,96078

1602,2

204282

261121
262144
263169
264196
265225
266256
267289
268324
269361

133432831
134217728
135005697
135796744
136590875
137388096
138188413
138991832
139798359

22,6053
22,6274
22,6495
22,6716
22,6936
22,7156
22,7376

22,7596
22,7816

7,9948
8,0000

8,0052
8,0104
8,0156
8,0208
8,0260
8,0311
8,0363

2,70842
2,70927
2,71012
2,71096
2,71181
2,71265
2,71349
2,71433
2,71517

1,95695
1,95312
1,94932

1,94553
1,94175
1,93798
1,93424
1,93050
1,02678

1605,4
1608, 5

1611,6
1614,8
1617,9
1621,1
1624,2

1627,3
1630,5

205084
205887
206692

207499
208307
209117
209928
210741
211556

520
521

270400

140608000

22,8035

8,0415

2,71600

1,02308

1633,6

212372

271441
272484
273529
274576
275625
276676
277729
278784
279841

141420761
142236648
143055667
143877824
144703125
145531576
146363183
147197952
148035889

22,8254
22,8473
22,8692
22,8910
22,9129
22,9347
22,0565
22,9783
23,0000

8,0466
3,0517
8,0569
8,0620
8,0671
8,0723
8,0774
8,0825
8,0876

2,71684
2,71767
2,71850
2,71933
2,72016
2,72099
2,72181
2,72263
2,72346

1,91939
1,91571
1,91205
1,0840
1,00476
1,90114
1,89753
1,89394
1,89036

1636,8
1639,9
1643,1
1646,2
1649,3
1652,5
1655,6
1658,8
1661,9

213189
214008
214829
215651
216475
217301
218128
218956
219787

280900

148877000

23,0217

8,0927

2,72428

1,88679

1665,0

220618

281961
283024
284089
285156
286225
287296
288369
289444
290521

149721291
150568768
151419437
152273304
153130375
153990656
154854153
155720872
156590819

23,0434
23,0651
23,0868
23,1084
23,1301
23,1517
23,1733
23,1948
23,2164

8,0978
8,1028
8,1079
8,1130
8,1180
8,1231
8,1281
8,1332
8,1382

2,72509
2,72591
2,72673
2,72754
2,72835
2,72916
2,72997
2,73078
2,73159

1,88324
1,87970
1,87617
1,87266
1,86916
1,86567
1,86220
1,35874
1,85529

1668,2
1671,3
1674,5
1677,6
1680,8
1683,9
1687,0
1690,2
1693,3

221452
222287
223123
223961
224801
225642
226484
227329
228175

291600

157464000

23,2379

8,1433

2,73239

1,85185%

1696,5

220022

501
502
503
504
503
506
507
508
509
510
S
512
513
514
515
516
517
518
519
520
o1
522
523
524
525
526-
527
528
529

531
532
533
534
535
536
537
538
539

540

292631
293764
294849
295936
297025
298116
299209
300304
301401

155340421
159220088
160103007
160989184
161878625
162771336
163667323
164566592
165469149

23,2594
23,2809
23,3024
23,3238
23,3452
23,3666
23,3880
23,4094
23,4397

8,1483
8,1533
8,1583
8,1633
8,1683
8,1733
8,1783
8,1833
8,1882

2,73320
2,73400
2,73480
2,73560
2,73640
2,73719
2,73799
2,73878
2,73957

1,84843
1,84502
1,84162
1,83824
1,83486
1,83150
1,32815
1,82482
1,82149

1699,6
1702,7
1705,9
1709,0
1712,2
171553
1718,5
1721,6
1724,7

229871
230722
231574
232428
233283
234140
234998
235858
236720

541
542
543
544
545
546
547
548
549

302500

166375000

23,4521

8,1932

2,74036

1,81818

1727,9

237583

550
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551
552
553
554
555
556
557
558
559

302500

166375000

23,4521

8,1932

2,74036

1,81818

1727,9

i237583

303601
304704
305809
306916
308025
309136
310249
311364
312481

167284151
168196608
169112377
170031464
170953875
171879616
172808693
173741112
174676879

23,4734
23,4947
23,5160
23,5372
23,5584
23,5797
23,6008
23,6220

23,6432 | 8,2377

B60.
561
562
563
564
565
566
567
568
569
570

313600

175616000

23,6643 8#4&

314721
315844
316969
318096
319225
320356
321489
322624
323761

176558481
177504328
178453547
179406144
180362125
181321496
182284263
183250432
184220009

23,6854
23,7065
23,7276
23,7487
23,7697
23,7908
23,8118
23,8328
23,8537

8,1982
8,2031
8,2081
8,2130
8,2180
8,2229
8,2278
8,2327

8,2475
8,2524
8,2573
8,2621
8,2670
8,2719
8,2768
8,2816
8,286%

2,74115
2,74194
2,74273
2,74351
2,74429
2,74507
2,74586
2,74663
2,74741

1,31488
1,81159
1,80832
1,80505
1,80180
1,79856
1,79533
1,79211
1,78891

1731,0
1734,2
1737,3
1740,4
1743,6
1746,7
1749,9
1753,0
1756,2

238448
239314
240182
241051
241922
242795
243669
244545
245422

2,74819.

1,78571

1759:3

246301

2,74896
2,74974
2,75051
2,75128

2,75205
2,75282

2,75358
2,75435
2,75511

1,78253
1,77936
1,77620

1,77305
1,76991
1.76678
1,76367
1,76056
1,75747

1762,4
1765,6
1768,7

1771,9
17750
1778,1
1781,3
1784,4
1787,6

247181
248063
248947
249832
250719
251607
252497
253388
254281

504

567
568
569

324900

185193000

23,8747

8,2913

2,75587 |

1,75439

1799,7

255176

570

571
572
573
574
575
576
577
578
579
080

326041
327184
328329
320476
330625
331776
332929
334084
335241

186169411
187149248
188132517
189119224
190109375
191102976
192100033
193100552
194104539

23,8956
23,9165
23,9374
23,9583
23,9792
24,0000
24,0208
24,0416
24,0624

8,2962
8,3010
8,3059
8,3107
8,3155
8,3203
8,3251
8,3300
8,3348

2,75664 |
2,75740
2,75815
2,75891
2,75967
2,76042
2,76118
2,76193
2,76268

1,75131
1,74825
1,74520
1,74216
1,73913
1,73611
1,73310
1,73010
1,72712

1793,8
1797,0
1800,1
1803,3
1806,4
1809,6
1812,7
1815,8
1819,0

256072
256970
257869
258770
259672
260576
261482
262389
263298

571
572
573
574
575
576
577
578
579

336400

195112000

24,0832

8,3396

2,76343

1,72414

1822,1

264208

580

581
582
583
584
585
586
587
588
589
590
591
592
593
594
595
596
597
598
599

337561
338724
339889
341056
342225
343396
344569
345744
346921

196122941
197137368
198155287
199176704
200201625
201230056
202262003
203297472
204336469

24,1039
24,1247
24,1454
24,1661
24,1868
24,2074
24,2281
24,2487
24,2693

8,3443
8,3491
8,3539
8,3587
8,3634
8,3682
8,3730

8,3777
8,3825

2,76418
2,76492
2,76567
2,76641
2,76716
2,76790
2,76864
2,76938
2,77012

1,72117
1,71821
1,71527
1,71233
1,70940
1,70648
1,70358
1,70068
1,69779

1825,3
18284

1831,6
1834,7
1837,8
1841,0
1844,1
1847,3
1850,4

265120
266033
266948
267865
268783
269703
270624
271547
272471

348100

205379000

24,2899

8,3872

2,77085

1,69492

185355

273397

581
582
583
584
585
536
587
588
589
590

349281
350464
351649
352836
354023
355216
356409
357604
358801

206425071
207474688
208527857
209584584
210644875
211708736
212776173
213847192
214921799

24,3105
24,3311
24,3516
24,3721
24,3926
24,4131
24,4336
24,4540
24,4745

8,3919
8,3967
84014
8,4061
8,4108
8,4155
8,4202
8,4249
8,4296

2,77159
2,77232
2,77305
2,77379
2,77452
2,77525
2,77597
2,77670
2,77743

1,609205
1,68919
1,68634
1,68350
1,68067
1,67785
1,67504
1,67224
1,66945

1856,7
1859,8
1863,0
1866,1
1869,2
1872a4
1875,5
1878,7
1881,8

274325
275254
276184
277117
278051
278986
279923
280862
281802

600

216000000

360000

24,4949

8,4343

2,77815%

1,66667

1885,0 | 282743

591
592
593
594
595
596
597
598
599
600
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600

360000

216000000

24,4949

8,4343

2,77815

1,66667

1885,0

282743

600

601
602
603
604
603
606
607
6038
609
610
611
612
613
614
615
616
617
618
619
620

361201
362404
363609
364816
366025
367236
368449
369664
370831

217081801
218167208
219256227
220348864
221445125
222545016
223648543
224755712
225866529

24,5153
24,5357
24,5561
24,5764
24,5967
24,6171
24,6374
24,6577
24,6779

8,4390
8,4437
8,4484
83,4530
83,4577
8,4623
8,4670
8,4716
8,4763

2,77887
2,77960
2,78032
2,78104
2,78176
2,78247
2,78319
2,78390
2,78462

1,66389
1,66113
1,65837
1,65563
1,65289
1,65017
1,64745

1,64474
1,64204

1888,1
1891,2
1394,4
1897,5
1900,7
1903,8
1906,9
1910,1
1913,2

283687
284631
285578
286526

287475
288426

289379
290333
291289

372100

226981000

24,6982

8,4809

2,78533

1,63934

1916,4

292247

373321
374544
375769
376996
378225
379456
380689
381924
383161

228099131
229220928
230346397
231475544
232608375
233744896
234885113
236029032
237176659

24,7184
24,7386
24,7588
24,7790
24,7992
24,3193
24,8395
24,8596
24,8797

8,4856
8,4902
8,4948
8,4994
8,5040
8,5086
8,5132
8,5178
8,5224

2,78604
2,78675
2,78746
2,78817
2,78888
2,78958
2,79029
2,79099
2,79169

1,63666
1,63399
1,63132
1,62866
1,62602
1,62338
1,62075
1,61812
1,61551

1919,5
1922,7
1925,8
1928,9
1932,1
1935,2
1938,4
1941,5
1944,6

293206
204166
295128
296092
297057
298024
298992
299962
300934

384400

238328000

24,3998

8,5270

2,79239

1,61290

1947,8

301907

621
622
623
624
625
626
627
628
629

385641
386884
388129
389376
390625
391876
393129
394384
395641

239483061
240641848
241804367
242970624
244140625
245314376
246491883
247673152
248858189

24,9199
24,9399
24,9600
24,9800
25,0000
25,0200
25,0400
25,0599
25,0799

8,5316
8,5362
8,5408

8,5453
38,5499
8,5544
8,5590
8,5635
8,5681

2,79309
2,79379
2,79449
2,79518
2,79588
2,79657
2,79727
2,79796
2,79865

1,61031
1,60772
1,60514
1,60256
1,60000
1,59744
1,59490
1,59236
1,58983

1950,9
1954,1
1957,2
1960,4
1963,5
1966,6
1969,8
1972,9
1976,1

302882
303858
304836
305815
306796
307779
308763
309748
310736

630

396900

250047000

25,0998

8,5726

2,79934

1,58730

1979,2

311725

631
632
633
634
635
636
637
638
639

398161
399424
400689
401956
403225
404496
405769
407044
408321

251239591
252435968
253636137
254840104
256047875
257259456
258474853
259694072
260917119

25,1197
25,1396
25,1595
25,1794
25,1992
25,2190
25,2389
25,2587
25,2784

8,5772
8,5817
8,5862
8,5907
8,5952
8,5997
38,6043
8,6088
8,6132

2,80003
2,80072
2,80140
2,80209
2,80277
2,80346
2,80414
2,80482
2,80550

1,58479
I,58228

1,57978
1,57729
1,57480
1,57233
1,56986
1,56740
1,56495

1982,3
1985,5
1988,6
1991,8
1994,9
1998,1
2001,2
2004,3
2007,5

312715
313707
314700
315696
316692
317690
318690
319692
320695

640

409600

262144000

25,2982

8,6177

2,80618

1,56250

2010,6

321699

641
642
643
644
645
646
647
648
649

410881
412164
413449
414736
416023
417316
418609
419904
421201

263374721
264609288
265847707
267089984
268336123
269586136
270840023
272097792
273359449

25,3180
253377
25,3574
25,3772
25,3969
25,4165
25,4362
25,4558
25,4755

8,6222
8,6267
8,6312
8,6357
8,6401
8,6446
8,6490
8,6535
8,6579

2,80686
2,80754
2,80821
2,80889
2,80956
2,81023
2,81090
2,81158
2,81224

1,56006
1,55763
1,55521
1,55280
1,55039
1,54799
1,54560
1,54321
1,54083

2013,8
2016,9
2020,0
2023,2
2026,3
2029,5
2032,6
2035,8
2038,9

322705
323713
324722
325733
326745
327759
328775
329792
330810

650

422500

274625000

25,4951

8,6624

2,81291

1,53846

2042,0

331831

601
602
603
604
605
606
607
608
609
610
611
612
613
614
615
616
617
618
619
620
621
622
623
624
625
626
627
628
629
630
631
632
633
634
635
636
63

638
639
640
641
642
643
644
045
646
647
648
649
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651
652
653
654
655
656
657
658
659

669

422500

274625000

25,4951

8,6624

2,81291

1,53846

2042,0

331831

423801
425104
426409
427716
429025
430336
431649
432964
434281

275894451
277167808
278445077
279726264
281011375
282300416
283593393
284890312
286191179

25,5147
25,5343
25:5539
25,5734
25;5930
25,6125
25,6320
25,6515
25,6710

8,6668
8,6713
8,6757
8,6801
8,6845
8,6890
8,6934
8,6978
8,7022

2,81358
2,81425
2,81491
2,81558
2,81624
2,81690
2,81757
2,81823
2,81889

1,53610
1,53374
1,53139
1,52905
1,52672
1,52439
1,52207
1,51976
1,51745

20452
2043,3
20545
2054,6
20577
2060,9
2064,0
2067,2
2079,3

332853
333876
334901
335927
336955
337985
339016
340049
341084

435600

287496000

25,6905

8,7066

2,81954

I,51515

2073,5

342119

661
662
663
664
665
666
667
668
669
670
671
672
673
674
675
676
677
678
679

680

436921
438244
439569
440896
442225
443556
444889
446224
447561

288804781
290117528
291434247
292754944
294079625
295408296
296740963
298077632
299418309

25,7099
25,7294
25,7488
25,7682
25,7876
25,8070
25,3263

25,8457
25,8650

8,7110
8,7154
8,7198
8,7241
8,7285
8,7329
8,7373
8,7416
8,7460

2,82020
2,82086
2,82151
2,82217
2,82282
2,82347
2,82413
2,82478
2,82543

1,51286
1,51057
1,50830
1,50602
1,50376
1,50150
1,49925
1,49701
1,49477

2076,6
2079,7
2082,9
2086,0
2089,2
2092,3
209554
2098,6
2101,7

343157
344196
345237
346279
347323
348368
349415
350464
351514

448900

300763000

25,8844

8,7503

2,82607

1,49254

2104,9

352565

450241
451584
452929
454276
455625
456976
458329
459684
461041

302111711
303464448
304821217
306182024
307546875
308915776
310288733
311665752
313046839

25,9037
25,9230
25,9422
25,9615
25,9808
26,0000
26,0192
26,0384
26,0576

8,7547
8,7590
8,7634
8,7677
8,7721
8,7764
8,7807
8,7850
8,7893

2,82672

2,82737
2,82802

2,82866

2,8293¢
2,82995
2,83059
2,83123
2,83187

462400

314432000

26,0768

8,7937

2,83251

1,49031
1,48810
1,48588
1,48368
1,48148
1,47929
1,47710
1,47493
1,47275 |
1,47059

2108,0
2111,2
2114,3
211754
2120,6
2123,7
2126,9
2130,0
2133,

353618
354673
355730
356788
357847
358908
359971

361035
362101

2136,3

363168

651
652
653
654
655
656
657
658
659
660
661
662
663
664
665
666
667
668
669
670
671
672
673
674
675
676
677
678
679
680

681
682
683
684
685
686
687
688
689
690

463761
405124
466489
467856
469225
470596
471969
473344
474721

315821241
317214568
318611987
320013504
321419125
322828856
324242703
325660672
327082769

26,0960
26,1151
26,1343
26,1534
26,1725
26,1916
26,2107
26,2298
26,2488

8,7980
8,8023
8,8066
8,8109
8,8152
8,8194
8,8237
8,8280
8,8323

2,83315
2,83378
2,83442
2,83506
2,83569
2,83632
2,83696
2,83759
2,83822

1,46843
1,46628
1,46413
1,46199
1,45985
1,45773
1,45560
1,45349
1,45138

213954
2142,6
2145,7
2148,8
2152,0
2155,1
2158,3
2161,4
2164,6

364237
365308
366380
367453
368528
369605
370684
371764
372845

476100

328509000

26,2679

38,8366

2,83885

1,44928

2167,7

373928

691
692
693
694
695
696
697
698
699

477431
478864

480249
481636
483025
484416
485809
487204
488601

329939371
331373388
332812557
334255384
335702375
337153536
338608873
340068392
341532099

26,2869
26,3059
26,3249
26,3439
26,3629
26,3818
26,4008
26,4197
26,4386

8,8408
8,8451
8,8493
8,8536
8,8578
8,8621
8,8663
8,8706
8,8748

2,83948
2,84011
2,84073
2,84136
2,84198
2,84261
2,84323
2,84386
2,34448

1,44718
1,44509
1,44300
1,44092
1,43885
1,43678
1,43472
1,43266
1,43062

2170,8
2174,0
21771
2180,3
2183,4
2186,5
2189,7
2192,8
2196,0

375013
376099
377187
378276
379367
380459
381553
382649
383746

700

490000

343000000

26,4575

8,8790

2,84510

1,42857

2199,I

384845

681
682
683
684
685
686
687
688
689
690
691
692
693
694
695
696
697
693
699

700
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700

490000

343000200

26,4575

8,8790

2,84510

1,42857

2199,1

384845

700

701
702
703
704
705
706
707
708
799
0
711
712
713
714
715
716
717
718
79
720
721
722
723
724
725
726
727
728
729
B0
731
732
733
734
735
736
727
738
739
0]
741
742
743
744
745
746
747
748
749
750

491401
492804
494209
495616
497025
498436
499849
501264
502681

344472101
345948408
347428927
348913664
350402625
351895816
353393243

354894912
356400829

26,4764
26,4953
26,5141
26,5330
26,5518
26,5707
26,5895
26,6083
26,6271

8,8833
8,8875
8,8917
8,8959
8,9001
8,9043
8,9035
8,9127
8,9169

2,84572
2,84634
2,84696
2,84757
2,84819
2,84880
2,84942
2,85003
2,85065

1,42653
1,42248
1,42045
1,41844
1,41643
1,41443
1,41243
1,41044

2202,3
22054
2208, 5
2211,7
2214,3
2218,0
2221,1
2224,2
2227,4

385945
387047
388151
389256
390363
391471
392580
393592
394805

504100

357911000

26,6455

8,9211

2,85126

1,40845

2230,5

395919

505521
506944
508369
509796
511225
512656
514089
515524
516961

359425431
360944128
362467097
363994344
365525875
367061696
368601813
370146232
371694959

26,6640
26,6833
26,7021
26,7208
26,7395
26,7582
26,7769

26,7955
26,8142

%,9253
8,9295
83,9337
8,9378
8,9420
8,9462
8,9503
8,9545
8,9587

2,85187
2,85248
2,85309
2,85370
2,35431
2,85491
2,85552
2,85612
2,85673

1,40647
1,40449
1,40252
1,40056
1,39860
1,39665
1,39470
1,39276
1,39082

2236,8
2240,0
2243,1
2246,2
22494
2252,5
22557
2258,8

397035
398153
399272
400393
401515
402639
403765
404892
406020

518400

373248000

26,8328

8,0628

2,85733

1,38889

2261,9

407150

701
702
703
704
705
706
707
708
799
10
711
712
713
714
715
716
717
718
19
20

519841
521284
522729
524176
525625
527076
528529
529984
531441

374805361
376367048
377933067
379503424
381078125
382657176
384240583
385828352
387420489

26,8514
26,8701
26,8887
26,9072
26,9258
26,9444
26,9629
26,9815
27,0000

8,967¢
8,9711
8,9752
8,9794
8,835
8,9876
8,9918

8,9959
9,0000

2,85794
2,85854
2,85914
2,85974
2,86034
2,86004
2,86153
2,86213
2,86273

1,38696
1,38504
1,38313
1,38122
1,37931
1,37741
1,37552
1,37363
1,37174

2265,1
2268,2
2271,4
2274,5
2277,7
2280,8
2283,9
2287,1
2290,2

408282
409415
410550
411687
412825
413965
415106
416248
417393

721
722
723
724
725
726
727
728
729

532900

389017000

27,0185

9,0041

2,86332

1,36986

2293,4

418539

30

1534361
1535824
1537289
1538756
540225
541696
543169
544644
546121

390617891
392223168
393832837
395446904
397065375
398688256
400315553
401947272
403583419

27,0370
27,0555
27,7740
27,0924
27,1109
27,1293
27,1477
27,1662
27,1846

9,0032
9,0123
9,0164
9,0205
9,0246
9,0287
9,0328
9,0369
9,0410

2,86392
2,86451
2,86510
2,86570
2,86629
2,86688
2,86747
2,86806
2,86864

1,36799
1,36612
1,36426
1,36240
1,36054
1,35870
1,35685
1,35501
1,35318

2296,5
2299,6
2302,8
2305,9
23009,1
2312,2
23154
2318,5
2321,6

547600

405224000

27,2029

549081
550564
552049
553536
555025
556516
558009

559504
561001

406869021
408518488
410172407
411830784
413493625
415160936
416832723
418508992
420189749

27,2213
27,2397
27,2580
27,2764
27,2947
27,3130
27,3313
27,3496
27,3679

90450
9,0491
9,0532
9,0572
9,0613
9,0654
9,0694
9,0735

90775
9,0816

2,86923

1,35135

2324,8

419686
420835
421986
423138
424293

731

732
1733
1734
1735

425447736

426604
427762
428922

430084

737
738
739
710

2,86982
2,87040
2,87099
2,87157
2,87216
2,87274
2,87332
2,87390

1,34953
1,34771
1,34590
1,34409
1,34228
1,34048
1,33869
1,33690

2,87448 | 1,33511

2327,9
233[,[
2337,3
2340,5
2343,6
2346,8
2349,9
23531

431247
432412
433578
434746
435916
437087
438259
439433
440609

562500

421875000

27,3861

9,0856

2,87506 | 1,33333

2356,2

441786

741
742
743
744
745
746
747
748
749
750
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70
751
752
753
754
755
756
757
758
759
760
761
762
763
764
765
766
767
768
769
770

562500

421875000

27,3861 | 9,0856

2,87506

1,33333

2356,2

441786

564001
565504
567009
568516
570025
571536
573049

574564
576081

423564751
425259008
426957777
428661064
430368875
432081216
433798093
435519512
437245479

27,4044 | 9,0896
27,4226 | 9,0937
27,4408 | 9,0977
27,4591 | 9,1017
27,4773 | 9,1057
27,4955 | 9,1098
27,5136 | 9,1138
27,5318 | 9,1178
27,5500 [ 9,1218

2,87564
2,87622
2,87679
2,87737
2,87795
2,87852
2,87910
2,87967
2,88024

1,33156
1,32979
1,32802
1,32626
1,32450
1,32275
1,32100
1,31926
1,31752

2359,3
2362,5
2365,6
2368,8
2371,9
237550
2378,2
2381,3
2384,5

442965
444146
445328
446511
447697
4438883
450072
451262
452453

577600

438976000

27,5681 | 9,1258

2,88081

1,31579

2387,6

453646

579121
580644
582169
583696
585225
586756
588289
589824
591361

440711081
442450728
444194947
445943744
447697125
449455096
451217663
452984832
454756609

27,5862 | 9,1298
27,6043 | 9,1338
27,6225 9,1378
27,6405 | 9,1418
27,6586 19,1458
27,6767 | 9,1498
27,6948 | 9,1537
27,7128 | 9,1577
27,7308 | 9,1617

2,88138
2,88195
2,88252
2,88309
2,88366
2,88423
2,88480
2,88536
2,383593

1,31406
1,31234
1,31062
1,30890
1,30719
1,30548
1,30378
1,30208
1,30039

592900

456533000

27,7439 19,1657

2,88649

1,29870

2390,8
239359
2397,0
2400,2
24033
2406,5
2409,6
2412,7
24159
2419,0

454841
456037
457234
458434
459635
460837
462041
463247
464454

750
751
752
753
754
755
756
757
758
759
760
761
762
7€3
764
765
766
767
763
769

465663

771
772
773
774
775
776
777
778
779
780

594441
595984
597529
599076
600625
602176
603729
605284
606841

458314011
460099648
461889917
463684824
465484375
467288576
469097433
470910952
472729139

27,7669 | 9,1696
27,7849 | 9,1736
27,8029 | 9,1775
27,8209 | 9,1815%
27,8388 | 9,1855
27,8568 19,1894
27,8747 19,1933
27,8927 | 9,1973
27,9106 | 9,2012

2,88705
2,88762
2,88818
2,88874
2,88930
2,88986
2,89042
2,89098
2,89154

1,29702
1,29534
1,29366
1,29199
1,29032
1,28866
1,287c0

1,28535
1,28370

2422,2
2425,3
2428,5
2431,6
2434,7
2437,9
2441,0
2444,2
2447,3

466873
468083
469298
470513
471730
472948
474168

475389
<526612

0
771
772
773
774
775
776
777
778
779

608400

474552000

27,9285 | 9,2052

2,89209

1,28205

24504

477836

781
782
783
784
785
786
787
788
789
790
791
792
793
794
795
796
797
798
799
800

609961
611524
613089
614656
616225
617796
619369
620944
622521

47637954:
478211768

480048687
481890304
483736625
485587656
487443403
489303872
491169069

27,9464 | 9,2091
27,9643 19,2130
27,9821 | g,2170
28,0000 | 9,2209
28,0179 | 9,2248
28,0357 | 9,2287
28,0535 | 9,2326
28,0713 | 9,2365
28,0891 | 9,2404

2,89265
2,89321
2,89376
2,89432
2,89487
2,89542
2,89597
2,89653
2,89708

1,28041
1,27877
1,27714
1,27551
1,27389
1,27226
1,27065
1,26904
1,26743

2453,6
2456,7
24599
2463,0
2466,2
2469,3
2472,4
2475,6
2478,7

479062
480290
481519
482750
483982
485216
486451
487688
488927

624100

493039000

28,1069 | 9,2443

2,89763

1,26582

2481,9

490167

625681
€27264
628849
630436
632025
633616
635209
636804
638401

494913671
496793088
498677257
500566184
502459875
504358336
506261573
508169592
510082399

28,1247 | 9,2482
28,1425 | 9,2521
28,1603 | 9,2560
28,1780 | 9,2599
28,1957 | 9,2638
28,2135 | 9,2677
28,2312 | 9,2716
28,2489 19,2754
28,2666 | 9,2793

2,80818
2,39873
2,89927
2,89982
2,90037
2,90091
2,90146
2,00200
2,90255

1,26422
1,26263
1,26103
1,25945
1,25786
1,25628
1,25471

1,25313
1,25156

2485,0
2488,1
2491,3
2494,4
2497,6
2500,7
2503,8
2507,0
2510,1

491409
492652
493897
495143
496391
497641
498892
500145
501399

780
781
782
783
784
785
786
787
788
789
790
791
792
793
794
795
796
797
793

799

640000

512000000

28,2843 19,2832

2,90309

1,25000

2513,3

5026551800

Bleich-Melan, Taschenbuch
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535387328
537367797
539353144
541343375
543338496
545338513
547343432
549353259

28,4781
28,4956
28,5132
28,5307
28,5482
28,5657
28,5832
28,6007
28,6182

9,3255
9,3294
9,3332
9,3370
9,3408
9,3447
9,3485
9,3523
9,3561
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2,90956
2,91009
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825
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551368000

28,6356
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2,01381

1,21951

2576,1

528102
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674041
675684
677329
678976
680625
682276
683929
685584
687241

553387661
555412248
557441767
559476224
561515625
563559976
565609283
567663552
569722789

28,6531
28,6705
28,6880
28,7054
28,7228
28,7402
28,7576

28,7750
28,7924

9,3637
9,3675
93713
93751
93789
9,3827
9,3865
93902
9,3940

2,91434
2,91487
2,91540
2,91593
2,91645
2,91698
2,91751
2,91803
2,91855

1,21803
1,21655
1,21507
1,21359
1,21212
1,21065
1,20919
1,20773
1,20627

25792
2582,4
2585,5
2588,7
2591,8
2595,0
25981
2601,2
2604,4

529391
530681
531973
533267
534562
535858
537157
538456
539758

831
832
833
831
835
836
837
838
839

688900

571787000

28,8097

9,3978

2,91908

1,20482

2607,5

541061

821
822
823
824
825
826
827
828
829

690561
692224
693889
695556
697225
698896
700569
702244
703921

573856191
575930368
578009537
580093704
582182875
584277056
586376253
588480472
590589719

28,8271
28,8444
28,8617
28,8791
28,8964
28,9137
28,9310
28,0482
28,9655

9,4016
9,4053
9,4091
9,4129
9,4166
9,4204
9,4241
9,4279
9,4316

2,91960
2,92012
2,92065%
2,92117
2,02169
2,92221
2,92324
2,92376

1,20337
1,20192
1,20048
1,19904
1,19760
1,19617
1,19474
1,19332
1,19190

2610,7
2613,8
2616,9
2620,1
2623,2
2626,4
2629,5
2632,7
2635,8

542365
543671
544979
546288
547599
548912
550226
551541
552858

831
832
833
834
835
836
837
838
839

840
841
842
843
844
845
846
847
848
849

705600

592704000

28,0828

914354

2,92428

1,19048

2638,9

554177

840

707281
708964
710649
712336
714025
715716
717409
719104
720801

594823321
596947688
599077107
601211584
603351125
605495736
607645423
609800192
611960049

29,0000
29,0172
29,0345
29,0517
29,0689
29,0861
29,1033
29,1204
29,1376

90,4391
9,4429
9,4466
9,4503
9,4541
94578
9,4615
9,4652
9,4690

2,92480
2,92531
2,92583
2,92634
2,92686
2,92737
2,92788
2,92840
2,92891

1,18906
1,18765
1,18624
1,18483
1,18343
1,18203
1,18064
1,17925
1,17786

2642,1
2645,2
2648,4
2651,5
2654,6
2657,8
2660,9
2664,1
2667,2

555497
556819
558142
559467
560794
562122
563452
564783
566116

841
842
843
844
845
846
847
848
849

722500

614125000

29,1548

914727

2,92942

1,17647

2670,4

567450

850
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854
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863
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865
866
867
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869

724201
725904
727609
729316
731025
732736
734449
736164
737881

616295051
618470208
620650477
622835864
625026375
627222016
629422793
631628712
633839779

29,1719
29,1890
29,2062
29,2233
29,2404
29,2575
29,2746
29,2916
29,3087

9,4764
9,4801
9,4838
9,4875
9,4912
9,4949
9,4986
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579530
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743044
744769
746496
748225
749956
751689
753424
755161

638277381
640503928
642735647
644972544
647214625
649461896
651714363
653972032
656234909

29,3428
29,3598
29,3769
29,3939
29,4109
29,4279
29,4449
29,4618
29,4788

9,534
9,5171
9,5207
95244
9,5281
9,5317
95354
9,5391
9,5427

2,93500
2,9355¢
2,93601
2,93651
2,93702
2,93752
2,93802
2,93852
2,93902

1,16144
1,16009
1,15875
L1574
1,15607
1,15473
,15340
1,15207
1,15075

2704,9
2708,1
2711,2

2714,3
2717,5
2720,6
2723,8
2%726,9
2730,0

582232
583585
584940
586297
587655
589014
590375
591738
593102

870

756900

658503000

29,4958

9,5464

2,93952

1,14943

273352

594468

851
852
853
854
855
856
857
858
859

861
862
863
864
865
866
867
868
869

870

871
872
873
874
875
876
877
878
879

758641
760384
762129
763876
765625
767376
769129
770884
772641

660776311
663054848
665338617
667627624
669921875
672221376
674526133
676836152
679151439

774400

681472000

29,5127
29,5296
29,5466
29,5635
29,5804
29,5973
29,6142
29,6311
29,6479

9,550t
9,5537
9,5574
9,5610
9,5647
9,5683
9,5719
9,5756
9,5792

2,94002
2,94052
2,04101
2,9415k
2,04201
2,94250
2,94300
2,94349
2,94399

1,14811
1,14679
1,14548
1,14416
1,14286
1,14155
1,14025
1,13895
1,13766

2736,3
27395
2742,6
2745,8
2748,9
2752,0
27552
27583
2761,5

595835
597204
5985735
599947
601320
602696

604073
605451
60683_1__

29,6648

9,5828

2,94448

1,13636

2764,6

608212

871
873
873
874
875
876
877
878
879
880

881
882
883
884
885
886
887
888
889

776161
777924
779689
781456
783225
784996
786769
788544
79032!

683797841
686128968
688465387
690807104
693154125
695506456
697864103
700227072
702595369

29,6816
29,6985
29,7153
29,7321
29,7489
29,7658
29,7825

29,7993
29,8161

9,5865
9,590t
95937
95973
9,6010
9,6046
9,6082
9,6118
9,6154

2,04498
2,94547
2,94596
2,94645
2,94694
2,94743
2,94792
2,94841
2,94890

1,13507
1,13379
1,13250
1,13122
1,12994
1,12867
1,12740
1,12613
1,12486

2767,7
2770459
2774,0
277752
2780,3
2783,5
2786,6
2789,7
2792,9

609595
610980
612366

613754
615143
616534
617927
619321
620717

881
882
883
884
885
886
887
888
889

8§90

792100

704969000

29,8329

9,6190

2,94939

1,12360

2796,0

622114

890

891
892
893
894
895
896
897
898
899

793881
795664
797449
799236
801025
802816
804609
806404
808201

707347971
709732288

712121957
714516984
716917375
719323136
721734273
724150792
726572699

29,8496
20,8664
20,8831
29,8998
29,9166
29,9333
29,9500
29,9666
29,9833

9,6226
9,6262
9,6298

9,6334
9,6370
9,6406
9,6442
9,6477
9,6513

2,94988
2,95036
2,95085
2,95134
2,95182
2,95231
2,95279
2,95328
2,95376

1,12233
I,12108
1,11982
1,11857
1,11732
1,11607
1,11483
I,11359
1,11235

2799,2
2802,3

2805,4
2808,6
2811,7
2814,9
2818,0
2821,2
2824,3

623513
624913
626315
627718
629124
630530
631938
633348
634760

891
892
893
394
895
896
897
898
899

810000

729000000

30,0000

9,6549

2,95424

1,EETT1

2827,4

636173
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791453125
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799178752
801765039
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30,3645
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30,8383
30,8545
30,8707
30,8869
30,9031
30,9192
39,9354
30,9516
30,9677

9,8339
9,8374
9,8408
9,8443
9,8477
9,8511
9,8546
9,8580
9,8614

2,97818
2,07864
2,97999
2,97955
2,98000
2,98046
2,98091
2,98137
2,98182

1,05152
1,05042
1,04932
1,04822
1,04712
1,04603
1,04493
1,04384
1,04275

2987,7
2990,8
2993,9
2997,1
3000,2
3003,4
3006,5
3009,6
3012,8

710315
711809
713306
714803
716303
717804
719306
720810
722316

950

951
952
953
954
955
956
957
958
959

961
962
963
964
965
966
967
968
969

921600

884736000

39,9839

9,8648

2,98227

1,04167

3015,9

723823

960

923521
925444
927369
929296
931225
933156
935089
937024
938961

887503681
890277128
893056347
895841344
898632125
901428696
904231063
907039232
909853209

31,0000
31,0161
31,0322
31,0483
31,0644
31,0805
31,0966
31,1127
31,1288

9,8683
9,8717
9,8751
9,8785
9,8819
9,8854
9,8888
9,8922
9,8956

2,98272
2,08318
2,98363
2,98408
2,98453
2,98498
2,98543
2,98538
2,08632

1,04058
1,03950
1,03842
1,03734
1,03627
1,03520
1,03413
1,03306
1,03199

3019,1
3022,2
3025,4
3028,5
3031,6
3034,8
3037,9
3041,1
3044,2

725332
726842
728354
729867
731382
732899
734417
735937
737458

961
962
963
964
965
966
967
968
969

970

940900

912673000

31,1448

9,3990

2,98677

1,03093

3047,3

738981

970

971
972
973
974
975
976
977
978
979

942841
944784
946729
948676
950625
952576
954529
956484
958441

915498611
918330048
921167317
924010424
926859375
929714176
932574833
935441352
938313739

31,1609
31,1769
31,1929
31,2090
31,2250
31,2410
35,2570
31,2730
31,2890

9,9024
9,9058
99092
9,126
9,9160
9,9194
9,9227
9,9261
9,9295

2,98722
2,08767
2,08811
2,08856
2,98900
2,98945
2,08989
2,99034
2,99078

1,02987
1,02881
1,02775
1,02669
1,02564
1,02459
1,02354
1,02249
1,02145

3050,5
3053,6
3056,8
3059,9
3063,1
3066,2
3069,3
3072,5
3075,6

740506
742032
743559
745088
746619
748151
749685
751221
752758

971
972
973
974
975
976
977
973
979

980

960400

941192000

31,3050

9,9329

2,99123

1,02041

3078,8

754296

980

981
982
983
934
985
986
987
988
989

962361
964324
966289
968256
970225
972196
974169

976144
978121

944076141
946966168
949862087
952763904
955671625
958585256
961504803
964430272
967361669

31,3209
31,3369
31,3528
31,3688
31,3847
31,4006
31,4166
31,4325
31,4484

9,9363
9,9396
9,9430
9,9464
9,9497
9,9531
9:9565
9,9598
9,9632

2,99167
2,99211
2,99255
2,99300
2,99344
2,99388
2,99432
2,99476
2,99520

1,01937
1,01833
1,01729
1,01626
1,01523
1,01420
1,01317
1,01215
1,01112

308159
30835,0
3088,2
3091,3
3094,5
3097,6
3100,8
3103,9
310%7,0

755837
757378
758922
760466
762013
763561
765111
766662
768214

990

980100

970299000

31,4643

9,9666

2,09564

1,01010

3110,2

769769

981
982
983
984
985
986
987
988
989
990

991
992
993
994
995
996
997
998
999

982081
984064
986049
988036
990025
992016
994009
996004

998001

973242271
976191488
979146657
982107784
985074875
988047936
991026973
994011992

997002999

31,4802
31,4960
35,5119
31,5278
31,5436
31,5595
31,5753

31,5911
31,6070

9,9699
9,9733
9,9766
9,9800
9,9833
9,9866
9,9900
9,9933
9,9967

2,99607
2,99651
2,99695
2,99739
2,99782
2,99826
2,99870
2,99913
2,99957

1,00008
1,00806
1,00705
1,00604
1,00503
1,00402
1,00301
1,00200
1,00100

31133
3116,5
3119,6
3122,7
3125,9
3129,0
31322
3135,3
3138,5

771325
772882
774441
776002
777564
779128
780693
782260
783828

991
992
993
994
995
996
997
998
999
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*B. Natiirliche Logarithmen

o

1

(

2

!

3 | 4

s | 6

7

|

8

9

- 0

i
0,0000/0,6931

1,0986|1,3863

1,6004{1,7918

1,9459

2,0794

2,1972

© ooy Q\m-th-°2

2,3026
2,9957
34012
3,6889
3,9120
4,0943
4,2485
4,3820
4,4998

2,3979
3,0445
3)4340
37136
3,9318
4,1109
4,2627
4,3944
4,5109

2,4849
3,0910
34657
37377
39512
4,1271
44,2767
4,4067
4,5218

2,5649 | 2,6391
3,1355{3,1781
314963 |3,5264
3,76123,7842
39703 13,9890
4,14314,1589
4,2905 | 4,3041
4,4188|4,4308
4,532614,5433

2,7081|2,7726
3,2189] 3,2581
3)5553}3,5835
3,8067 3,8286
4,007314,0254
4,1744)4,1897
4,317514,3307
4,4427|4,4543
45539 4,5643

2,8332
3,2958
3,6109
3,8501
4,0431
4,2047
43438
4,4659
4,5747

2,3904
33322
3,6376
3,8712
4,0604
45,2195

4,3567
454773
4,5850

2,9444
3,3073
3,6636
3,8918
4,0775
4,2341
4,3694
4,4886
4,5951

4,6052

4,6151

4,6250

4,634714,6444

4,654014,6634

4,6728

4,6821

4,7005
4,7875
4,8675
4,9416
5,0106
5,0752
51358
51930
52470

4,7095
457958
4,3752
4,9488
50173
50814
5,1417
5,1985
5,2523

4,7185
4,8040
4,8828
49558
50876
51475
5,2040
5,2575

4,7274|4,7362
4,81224,8203
4,8903(4,8978
4,96284,9698
5,0304|5,0370
5,0938(5,0999
5,1533]5,1591
5,2095(5,2149
5,2627 | 5,2679

4,7449|4,7536
4,82834,8363
4,9053|4,9127
4,9767(4,9836
5,04345,0499
5,1059 5,1120
5,1648 15,1705
5,2204 | 5,2257
5,2730]5,2781

4,7622
4,8442
4,9200
45,9904
5,0562
5,1180
5,1761
5,2311
5,2832

4,7707
4,8520
4,9273
4,9972
5,0626
5,1240
5,1818
5,2364
5,2883

4,6913
4,7791
43598
4,9345
5,0039
5,0689
51299
51874
512417
52933

5,2983

5,3033

5,3083

5,3132(5,3181

5,3239|5,3279

5:3327

5:3375

53423

2%
22
23
24
25
26
27
28
29

53471
5:3936
54381
5,4806
5,5215
5,5607
5,5984
5,6348
5,6699

53519
5:3982
5,4424
5,4848
5,5255
5,5645
5,6021
5,6384
5,6733

5,3566
5,4027
5,4467
5,4889
5,5294
5,5683
5,6058
5,6419
5,6768

5,36135,3660
5,40725,4116
54510/ 5,4553

54931 |5,4972
5:5334|55373
55722|5,5759
5,60955,6131
56454 15,6490
5,68025,6836

5,37065,3753
5,41615,4205
5,4596] 5,4638
5,50135,5053
5,5413]5,5452
5,57975:5835
5,6168 | 5,6204
5,6525]5,6560
5,6870|5,6904

5,3799
554250
54681
5)5094
5:5491
5,5872
5,6240
56595
5,6937

53845
54293
5,4723
545134
5)5530
5,5910
5,6276
5,6630
5,6971

5,3891
54337
54765
55175
5,5568
515947
5,6312
5,6664
5,7004

30

5,7038

5,7071

557104

5713757170

5,7203 5,7236

5,7268

5,7301

57333

31
32
33
34
35
36
37
38
39

5,7366
57683
5,7991
5,8289
58579
5,3861
59135
5,9402
5,9661

5,7398
57714
5,8021
58319
5,3608
5,8889
5,9162
5,0428
5,9687

5y7430
5,7746
5,8051
5,8348
5,8636
5,8916
59189
5,9454
59713

5,7462|5,7494
5,777715,7807
5,8081 | 5,8111
5,8377 | 5,8406
5,8665 | 5,8693
5,8944 |5,8972
5:92165,9243
5,9480| 5,9506
5,973815,9764

5,75265,7557
5,7838/5,7869
5,8141]5,8171
5,8435| 5,8464
5,87215,8749
5,8999 5,9026
5,9269 | 5,9296
59532 5,9558
5,9789 579814

5,7589
55,7900
5,8201
5,8493
58777
5,9054
59322
579584
55,9839

5,7621
57930
5,8230
5,8522
5,8805
5,9081
59349
5,9610
5,9865

5,7652
5,7961
5,8260
5,8551
5,8833
5,9108
5,9375
5,9636
59390

40

5,9915

5,9940

5,9965

5:9989 | 6,0014

6,0039 | 6,0064

6,0088

6,0113

6,0137

41
42
43
44
45
46
47
48
49

6,0162
6,0403
6,0638
6,0868
6,1092
6,1312
6,1527
6,1738

6,1944

6,0186
6,0426
6,0661
6,0890
6,1115
6,1334
6,1549
6,1759

6,1964

6,0210
6,0450
6,0684
6,0913
6,1137
6,1356
6,1570
6,1779
6,985

6,02346,0259
6,04746,0497
6,0707 | 6,0730
6,0936 16,0958
6,115916,1181
6,137716,1399
6,1591|6,1612
6,1800|6,1821

lnT0+! = -} 2,30258500,
In1o+%= -+ 9,2103,

6,2005 16,2025

6,0283|6,0307
6,0521|6,0544
6,0753|6,0776
6,0081 | 6,1003
6,120316,1225
6,1420|6,1442
6,163316,1654
6,1841(6,1862

6,20466,2066

In10£2 = 44,6052,
In1o%5= - 11,5129.

6,0331
6,0568
6,0799
6,1026
6,1247
6,1463
6,1673
6,1883
6,2086

6,0355
6,0591
6,0822
6,1048
6,1269
6,1485

6,1696
6,1903
6,2106

6,0379
6,0615
6,0845
6,1070
6,1291
6,1506
6,1717
6,1924.

6,2126

In10+3 =+ 6,9078,



Natiirliche Logarithmen
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N o

| 1

I

3 |

4

5 | 6

| 7

8

9

50 |6,2146

6,2166

6,2186

6,2206

6,2226

6,224616,2265

6,2285

6,2305

6,2324

51 16,2344
52 16,2538
53 [6,2729
54 16,2916
55 16,3099
56 16,3279
57 16,3456
58 16,3630
59 [6,380%

6,2364
6,2558
6,2748
6,2934
6,3117
6,3297
6,3474
6,3648
6,3818

6,2383
6,2577
6,2766
6,2953
6,3135
6,3315
6,3491
6,3665
6,3835

6,2403
6,2596
6,2785
6,2971
6,3154
6,3333
6,3509
6,3682
6,3852

6,2422
6,2615
6,2804
6,2989
6,3172
6,3351
6,3526
6,3699
6,3869

6,24426,2461
6,26346,2653
6,28236,2841
6,30086,3026
6,3190|6,3208
6,33686,3386
6,3544 |6,3561

6,371616,3733
6,3886|6,3902

60 16,3969

6,3986

6,4003

6,4019

6,4036

6,4052 674292

67 [6,4135
62 [6,4297
63 16,4457
64 16,4615
65 16,4770
66 16,4922
67 16,5073
68 16,5221
69 16,5367

6,4151
6,4313
6,4473
6,4630
6,4785
6,4938
6,5088
6,5236
6,5381

6,4167
6,4329
6,4489
6,4646
6,4800
6,4953
6,5103
6,5250
6,5396

6,4184
6,4345
6,4505
6,4661
6,4816
6,4968
6,5117
6,5265
6,5410

6,4200
6,4362
6,4520
6,4677
6,43831
6,4983
6,5132
6,5280
6,5425

6,4216|6,4232
6,4378|6,4394
6,4536 16,4552
6,4693 | 6,4708
6,4846|6,4862
6,4998 16,5013
6,5147 |6,5162
6,5294 |6,5309
6,5439|6,5453

6,2480
6,2672
6,2860
6,3044
6,3226
6,3404
6,3578
6,3750
6,3919

6,2500
6,2691
6,2879
6,30063
6,3244
6,3421
6,3596
6,3767
6,3936

6,2519
6,2710
6,2897
6,3081
6,3261
6,3439
6,3613
6,3784
6,3953

6,4085

6,4102

6,4118

6,4249
6,4409
6,4568
6,4723
6,4377
6,5028
6,5177
6,5323
6,5468

6,4265
6,4425
6,4583
6,4739
6,4892
6,5043
6,5191
6,5338
6,5482

6,4281
6,4441
6,4599
6,4754
6,4907
6,5058
6,5206
6,5352
6,5497

70 |6,5511

6,5525

6,5539

6,5554

6,5568

6,55826,5596

6,5610

6,5624

6,5639

71 16,5653
72 16,5793
73 16,5930
74 |6,6067
75 16,6201
76 16,6333
77 16,6464
78 16,6593
79 16,6720

6,5667
6,5806
6,5944
6,6080
6,6214
6,6346
6,6477
6,6606
6,6733

6,5681
6,5820
6,5958
6,6093
6,6227
6,6359
6,6490
6,6619
6,6746

6,5695
6,5834
6,5971
6,6107
6,6241
6,6373
6,6503
6,6631
6,6758

6,5709
6,5848
6,5985
6,6120
6,6254
6,6386
6,6516
6,6644
6,6771

6,572316,5737
6,5862|6,5876
6,59996,6012
6,613416,6147
6,6267(6,6280
6,63996,6412
6,6529,6,6542
6,66576,6670
6,6783|6,6796

6,5751
6,5889
6,6026
6,6161
6,6294
6,6425
6,6554
6,6682
6,6809

6,5765
6,5903
6,6039
6,6174
6,6307
6,6438
6,6567
6,6695
6,6821

6,5779
6,5917
6,6053
6,6187
6,6320
6,6451
6,6580
6,6708
6,6834

80 16,6846

6,6859

6,6871

6,6984

6,6896

6,6908 | 6,6921

6,6933

6,6946

6,6958

81 {6,6970
82 16,7093
83 16,7214
84 16,7334
85 16,7452
86 16,7569
87 16,7685
88 16,7799
89 16,7912

6,6983
6,7105
6,7226
6,7346
6,7464
6,7581
6,7696
6,7811
6,7923

6,6995
6,7117
6,7238
6,7358
6,7476
6,7593
6,7708
6,7822
6,7935

6,7007
6,7130
6,7250
6,7370
6,7488
6,7604
6,7719
6,7833
6,7946

6,7020
6,7142
6,7262
6,7382

6,7499
6,7616

6,7731
6,7845
6,7957

6,7032|6,7044
6,715416,7166
6,72746,7286
6,7393 |6,7405
6,7511 |6,7523
6,7627|6,7639
6,7742(6,7754
6,78566,7867
6,7968(6,7979

6,7056
6,7178
6,7298
6,7417
6,7534
6,7650
6,7765
6,7878
6,7991

6,7069
6,7190
6,7310
6,7429
6,7546
6,7662

6,7776
6,7890
6,8002

6,7081
6,7202
6,7322
6,7441
6,7558
6,7673
6,7788
6,7901
6,8013

90 16,8024

6,8035

6,8046

6,8057

6,8068

91 16,8134
92 16,8244
93 16,8352
94 16,8459
95 }6,8565
96 16,8669
97 16,3773
08 |6,8876
99 16,8977

6,8145
6,8255
6,8363
6,8469
6,8575
6,3680
6,8783
6,8886
6,8987

6,8156
6,8265
6,8373
6,8480
6,8586
6,8690
6,8794
6,8896
6,8997

Into+® =+ 13,8155,

6,8167
6,8276
6,3384
6,8491
6,8596
6,8701
6,8804
6,8906
6,9007

6,8178
6,8287
6,8395
6,8501
6,8607
6,8711
6,8814
6,3916
6,9017

6,8079|6,8090

6,8101

6,8112

6,3189|6,8200
6,82986,8309
6,8405 16,8416
6,85126,8522
6,8617|6,8628
6,3721 (6,8732
6,8824 16,8835
6,8926(6,8937
6,902716,9037

Into+7 =+ 16,1181,
Beispiele s. S. 36

6,8211
6,8320
6,8427
6,8533
6,8638
6,8742
6,3845
6,8947
6,9047

6,8222
6,8330
6,8437
6,3544
6,8648
6,8752
6,8855
6,8957
6,9057

6,3123
6,8233
6,8341
6,8448
6,8554
6,8659
6,8763
6,8865
6,8967
6,9068

Inro+8 =4 18,4207
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C. Kreisfunktionen

Sinus

OI

107

207

30’

40’

50/

60’

0,00000

0,00291

0,00582 | 0,00873

0,01164

0,01454

0,01745

0,01745
0,03490
0,05234
0,06976
0,08716
0,10453
0,12187
0,13917
0,15643

0,02036
0,03731
0,05524
0,07266
0,09005
0,10742
0,12476
0,14205
0,15931

0,02327
0,04071
0,05814
0,07556
0,09295
0,11031
0,12764
0,14493
0,16218

0,02618
0,04362
0,06105
0,07846
0,09585
0,11320
0,13053
0,14781
0,16505

0,02908
0,04653
0,06395
0,08136
0,09374
0,11609
0,13341
0,15069
0,16792

0,03199
0,04943
0,06685
0.08426
0,10164
0,11898
0,13629
0,15356
0,17078

0,03490
0,05234
0,06976
0,08716
0,10453
0,12187
0,13917
0,15643
0,17365

0,17365

0,17651

9,17937

0,18224

0,18509

0,18795

0,19081

PO = - - - - )
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0,19081
0,20791
0,22495
0,24192
0,25882
0,27564
0,29237
0,30902
9,32557

0,19366
0,21076
0,22778
0,24474
0,26163
0,27843
0,29515
0,31178
0,32832

0,19652
0,21360
0,23062
0,24756
0,26443
0,28123
0,29793

0,31454
0,33106

0,19937
0,21644
0,23345
0,25038
0,26724
0,28402
0,30071
0,31730
0,33381

0,20222
0,21928
0,23627
0,25320
0,27004
0,28680
0,30348
0,32006
0,33655

0,20507
0,22212
0,23910
0,25601
0,27284
0,28959
0,30625
0,32282
9,33929

0,20791
0,22495
0,24192
0,25882
0,27564
0,29237
0,30902
0,32557
0,34202

0,34202

0,34475

0,34748

0,35021

9,35293

0,35565

0,35837

NN
N

3

©.

NN N
T O\

1%

0,35837
0,37461
0,39073
0,40674
0,42262
0,43837
0,45399
0,46947
0,48481

0,36108
0,37730
0,39341
0,40939
0,42525
0,44098
0,45658
0,47204
0,48735

036379
0,37999
0,39608
0,41204
0,42788
0,44359
0,45917
0,47460
0,48989

0,36650
0,38268
0,39875
0,41469
0,43051
0,44620
0,46175
0,47716
0,49242

0,36921
0,38537
0,40142
0,41734
0,43313
0,44880
0,46433
0,47971
9,49495

0,37191
0,38805
0,40408
0,41998
0,43575
0,45140
0,46690
0,48226
0,49748

0,37461
0,39073
0,40674
0,42262
0,43837
0,45399
0,46947
0,48481
0,50000

&8

0,50000

0,50252

0,50503 |

0,50754

0,51004

0,51254

0,51504

DL WL W WL W
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0,51504
0,52992
0,54464
6,55919
0,57358
0,58779
0,60182
0,61566
0,62932

0,51753
0,53238
0,54708
0,56160
0,57596
0,59014
0,60414
0,61795
0,63158

0,52002
0,53484
0,54951
0,56401
0,57833
0,59248
0,60645
0,62024
0,63383

0,52250
0,53730
9,55194
0,56641
0,58070
0,59482
0,60876
0,62251
0,63608

0,52498
0,53975
0,55436
0,56880
0,58307
0,59716
0,61107
0,62479
0,63832

0,52745
0,54220
0,55678
0,57119
0,58543
9,59949
0,61337
0,62706
0,64056

0,52992
0,54464
0,55919
0,57358
0,58779
0,60182
0,61566
0,62932
0,64279

&

0,04279

0,64501

0,64723

0,64945

0,65166

0,65386

0,65606 | 49

N
—

42

S
3

44

0,65606
0,66913
0,68200

0,60466

0,65825
0,67129
0,68412

0,60675

0,66044

0,67344
0,08624

0,60883

0,66262

0,67559
0,68835

0,70091

0,66480
0,67773
0,60046
0,70298

0,66697
0,67987
0,60256

0,70505

0,66913
0,68200
0,69466
0,70711

60" |

507 |

40"

307

20"

10/

OI
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Kreisfunktionen

Cosinus

OI

10’

20/

30’

i

40’

50/

{

60’

1,00000

1,00000

0,99998

0,99996

9,99993

0,99989

0,99985

0,99985
0,99939
0,99863
0,99756
0,99619
0,99452
0,99255
0,99027
0,98769

0,99979
0,99929
0,99347
0,99736
0,99594
0,99421
0,99219
0,98986
0,98723

0,99973
0,99917
0,99831
0,99714
0,99567
9,99390
0,99182
0,98944
0,98676

0,99966
0,99905
0,99813
0,99692
0,99540
0,99357
0,99144
0,98902
0,98629

0,99958
0,99892
9,99795
0,99668
0,99511
0,99324
0,99106
0,98858
0,98580

0,99949
0,99878
0,99776
0,99644
0,99482
0,99290
0,99067
0,98814
0,98531

0,99939
0,99863
0,99756
0,99619
0,99452
0,99255
0,99027
0,98769
0,98481

T bt | ek
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13
14
15
16
17
18
19
90
21
22
23
24
25
26
27
28
29

0,98481

0,98430

0,98378

0,98325

0,98272

0,08218

0,98163

0,98163
0,97815
0,97437
0,97030
0,96593
0,96126
0,95630
0,95106
9,94552

0,98107
0,97754
0,97371
0,96959
0,96517
0,96046
0,95545
0,95015
0,94457

0,98050
0,97692
0,97304
0,96887
0,96440
0,95964
0,95459
0,94924
0,94361

0,97992
0,97630
0,97237
0,96815
0,96363
0,95882
0,95372
0,94832
0,94264

0,97934
0,97566
0,97169
0,96742
0,062835
0,95799
0,95284
0,94740
0,94167

©,97875
0,97502
0,97100
0,96667
0,96206
0,95715
0,95195
0,94646
0,94068

0,97815 |78

0,97437
0,97030
0,96593
0,96126
0,95630
0,95106
0,94552
0,93969

0,93969

0,93869

0,93769

0,93667

0,93565

0,93462

0,93358

0,93358
0,92718
0,92050
0,91355
0,90631
0,89879
0,89101
0,88295
0,87462

0,93253
0,92609
0,91936
0,91236
0,90507
0,89752
0,88968
0,88158
0,87321

0,93148
0,92499
0,91822
0,91116
0,90383
0,89623
0,88835
0,88020
0,87178

0,93042
0,92388
0,91706
0,90996
0,90259
0,89493
0,88701
0,87882
0,87036

0,92935
0,92276
0,91590
0,90875
0,90133
0,59363
0,88566
0,87743
0,86892

0,92827
0,92164
0,91472
0,90753
0,90007
0,89232
0,88431
0,87603
0,86748

0,92718
0,92050
0,91355
0,90631
0,89879
0,89101
0,88295
0,87462
0,86603

30

0,86603

0,86457

0,86310

0,86163

0,86013

0,35866

0,85717

31

33
34

36

37
38
39

0,85717
0,84805
0,83867
0,82904
0,81915
0,80902
0,79864
0,78801

077715

0,85567
0,84650
0,83708
0,82741
0,81748
0,80730
0,79688
0,78622
9,77531

0,85416
0,84495
0,83549
0,82577
0,81580
0,80558
0,79512
0,78442
0,77347

0,85264
0,84339
0,83389
0,82413
0,81412
0,80386
0,79335
0,78261
0,77162

0,85112
0,84182
0,83228
0,82248
0,81242
0,%0212
0,79158
0,78079
0,76977

0,84959
0,84023
0,83066
0,82082
0,81072
0,80038
0,78980
0,77897
0,76791

0,84805
0,83867
0,82904
0,81915
0,80902
0,79864
0,78801

0,77715
0,76604

40

0,76604

0,76417

0,76229

0,76041

0,75851

075661

0,75471

41
42
43
44

0,75471
0,74314
0,73135
0,71934

0,75280
0,74120
0,72937
0,71732

0,75088
0,73924
0,72737
0,71529

0,74896
0,73728

0,72537
0,71325

0,74703
0,73531
0,72337
0,71121

0,74509
0,73333
0,72136
0,70916

0,74314
0,73135
0,71934
0,70711

60/

50/

l

40’

1

30/

l

20"

l

10/

|

0/

Sinus

25



26

Tafeln

Tangens

0/

10/

20’

| 30 |

40’

|

50/

l

60’

0,00000

0,00291

0,00582

0,00873

0,01164

0,01455

0,01746

0,01746
0,03492
0,05241
0,06993
0,08749
0,10510
0,12278
0,14054
0,15838

0,02036
0,03783
0,05533
0,07285
0,09042
0,10805
0,12574

0,14351
0,16137

0,02328
0,04075
0,05824
0,07578
0,09335
0,11099
0,12869
0,14648

0,16435 | 0,16734

0,02619
0,04366
0,06116
0,07870
0,09629
0,11394
0,13165
0,14945

0,02910
0,04658
0,06408
0,08163
0,09923
0,11683%
0,13461
0,15243
0,17033

0,03201
0,04949
0,06700
0,08456
0,10216
0,11983
013758
0,15540
917333

0,03492
0,05241
0,06993
0,08749
0,10510
0,12278
0,14054
0,15838
0,17633

0,17633

9,17933

0,18233

0,18534

0,18835

0,19136

0,19438

2550 2o E &8 5o o s w e n|o|Grad

0,19438
0,21256
0,23087
0,24933
0,26795
0,28675
0,30573
0,32492
0,34433

0,19740
0,21560
0,23393
0,25242
0,27107
0,28990
0,30891
0,32814
0,34758

0,20042
0,21864
0,23700
0,25552
0,27419
0,29305
0,31210
0,33136
0,35085

0,20345
0,22169
0,24008
0,25862
0,27732
0,29621
0,31530
0,33460
0,35412

0,20648
0,22475
0,24316
0,26172
0,28046
0,29938
0,31850
0,33783
9,35740

0,20952
0,22781
0,24624
0,26483
0,28360
0,30255
0,32171
0,34108
0,36068

0,21256
0,23087
0,24933
0,26795
0,28675%
0,30573
0,32492
0,34433
0,36397

0,36397

0,36727

9,37087

0,373838

9,37720

0,38053

0,38386

WD DN NN
O 00N Ovnp LN -

0,38386
0,40403
0,42447
0,44523
0,46631
0,48773
0,50953
0,53171
0,55431

0,38721
0,40741
0,42791
0,44872
0,46985
0,49134
0,51320
0,53545
0,55812

0,39055
0,41081
0,43136
0,45222
0,47341
0,49495
0,51688
9,53920
0,56194

0,41421
0,43431
0,45573
0,47698
0,49858
0,52057
0,54296
0,56577

0,39391 | 0,39727

0,41763
0,43828
0,45924
0,48055
0,50222
0,52427
0,54673
0,56962

0,40065
0,42105
0,44175
0,46277
0,48414
0,50587
0,52798
0,55051
0,57348

0,40403
0,42447
0,44523
0,46631
0,48773
0,50953
0,53171
0,55431
9,57735

g

9,57735

0,58124

0,58513

0,58903

9,59297

0,59691

0,60086

WWL WL WWW
O O O\l W N -

0,60086
0,62487
0,64941
0,67451
0,70021
0,72654
0,75355
0,78129
0,80978

0,60483
0,62892
0,65355
0,67875
0,70455
0,73100
0,75812
0,78598
0,81461

0,60881
0,63299
0,65771
0,68301
0,70891
0,73547
0,76272
0,79070
0,81946

0,61280
0,63707
0,66189
0,68728
0,71329
0,73996
0,76733
0,79544
0,82434

0,61681
0,64117
0,66608
0,69157
0,71769
0,74447
0,77196
0,80020
0,82923

0,62083
0,64528
0,67028
0,69588
0,72211
0,74300
0,77661
0,80498
0,83415

0,62487
0,64941
0,67451
0,70021
0,72654
0,75355
0,78129
0,80978
0,83910

&

0,83910

0,84407

0,84906

0,85408

0,85912

0,86419

0,86929

E&RR

0,86929
0,90040
0,93252
0,96569

0,87441
0,90569
0,93797
0,97133

0,87955
0,91099
0,94345
0,97700

0,38473
0,91633
0,94896
0,98270

0,88992
0,92170
0,95451
0,98343

0,89515
0,92709
0,96008

0,99420

0,90040
0,93252
0,96569
1,00000

60’

50/

|

40/
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20/

10/
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27

Grad

Cotangens

OI

10/

200 |

30/

40/

|

50/

60’

(=]

343,77371

171,88540

114,58865

85,93979

68,75009

57,28996

O 0O~ A W NS

57,28996
28,63625
19,08114
14,30067
11,43005
9,51436
8,14435
7,11537
6,31375

49,10388
26,43160
18,07498
13,72674
11,05943
925530
7,95302
6,06823
6,19703

42,96408
24,54176
17,16934
13,19688
10,71191
9,00983
7,77035
6,82694
6,08444

38,18846
22,90377
16,34986

12,70621
10,38540
8,77689
7559575
6,69116
597576

34,36777
21,47040
15,60478
12,25051
10,07803
8,55555
7,42871
6,56055
5,87080

31,24158
20,20555
14,92442
11,82617
9,78817
8,34496
7,26873
6,43434
5,76937

28,63625
19,08114
14,30067
11,43009
9,51436
8,14435
7,11537
6,31375
5,67128

5,67128

5,57638

548451

5:39552

5,30928

5,22566

5,144550 79

|
-

5,14455
4,70463
4,33148
4,01078
3,73205
3,48741
3,27085
3,07768
2,00421

506584
4,63825
4y27471
3,96165
3,68909
3,44951
3,23714
3,04749
2,87700

4,98940
4,57363
4,21933
3,91364
3,64705
341236
3,20406
3,01782
2,85023

4,91516
4,51071
416530
3,86671
3,60588
3,37594
3,17159
2,98869
2,82391

4,84300
4,44942
4,11256
3,82083
3,56557
3,34023
3,13972
2,96004
2,79802

4,77286
4,38969
4,06107
3,77595
3,52609
3,30521
3,10842
2,93189
2,77254

4,70463
4,33148
4,01078
3,73205%
348741
3,27085
3,07768
2,00421
2,74748

gmi—lm b b b et bt
O O v LN

2,74748

2,72281

2,69853

2,67462

2,65109

2,62791

2,60509] 69

DRNN DNDN NN
O oo~y OMnh W N -

2,60509
2,47599
2,35585
2,24604
2,14451
2,05030
1,96261
1,88073
1,80405

2,58261
2,45451
2,33693
2,22857
2,12832
2,03526
1,04858
1,86760
1,79174

2,56046
2,43422
2,31826
2,21132
2,11233
2,02039
1,93470
1,85462
1,77955

2,53865
2,41421
2,29984
2,19430
2,00654
2,00569
1,92098
1,84177
1,76749

2,51715
2,39449
2,28167
2,17749
2,08094
1,09116
1,00741
1,82906
1,75556

2,49597
2,37504
2,26374
2,16090
2,06553
1,97680
1,89400
1,81649
1,74375

2,47599
2,35585
2,24604
2,14451
2,05030
1,06261
1,88073
1,80405%
1,73205

8

1,73205

1,72047

1,70901

1,69766

1,68643

1,67530

1,66428

WWW WWW WLWwW
O 00T OVl p W N -

1,66428
1,60033
1,53987
1,48256
1,42815
1,37638
1,32704
1,27994
1,23490

1,65337
1,59002
I,53010

1,47330
1,41934
1,36800
1,31904
1,27230)
1,22758

1,64256
1,57981
1,52043
1,46411
1,41061
1,35968
I,31110
1,26471
1,22031

1,63185
1,56969
1,51084
1,45501
1,40195
1,35142
1,30323
1,25717
1,21310

1,62125
1,55966
1,50133
1,44598
1,39336
1,34323
1,29541
1,24969
1,20593

1,61074
1,54972
1,49190
1,43703
1,38484
I1,33511
1,28764
1,24227
1,19882

1,60033
1,53987
1,48256
1,42815%
1,37638
1,32704
1,27994
1,23490
LL,IgI75

s
<

1,19175

1,18474

1,17777

1,17085

1,1639%

L,I5715

1,15037

R&RR

1,15037
1,11061

1,07237

1,14363
1,10414
1,06613

1,03553

1,02052

1,13694
1,09770
1,05994
1,02355

1,13029
1,09131
1,05378

1,01761

1,12369
1,08496
1,04766
1,01170

1,11713
1,07864
1,04158
1,00583

1,11061
1,07237
1,03553
1,00000

60 |
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40 |

30|

20/
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10/
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28 D. Bogenlédngen, Bogenhdhen, Sehnenlingen
LT R Inhalt des | £ TR Inhalt des
£E5 B?gen- Bogen- Sehnen-| "y eicab. | £ 5 B?gen- Bo“gen- Senhnen- Kreisab.
§Eg| linge | hohe | linge | schnittes |55 5| linge | hohe | linge | schnittes
I |0,0175]0,0000|0,0175|0,00000 | 46 |0,8029 |0,07950,7815|0,04176
2 [0,0349 | 0,0002 | 0,0349 | 0,00000 | 47 |0,8203|0,0829 |0,7975|0,04448
3 |0,0524|0,0003 | 0,0524 | 0,00001 | 48 |0,8378 | 0,0865 | 0,8135 | 0,04731
4 | 0,0698 | 0,0006 | 0,0698 | 0,00003 | 49 | ©,8552 | 0,0900 | 0,8294 | 0,05025
5 |0,0873|0,00100,0872 | 0,00006 | 50 |0,8727|0,0937 | 0,8452 [ 0,05331
6 |0,1047|0,0014 | 0,1047 | 0,00010 51 [ 0,8901 | 0,0974 | 0,8610 | 0,05649
7 | 01222 0,0019 | 0,122 | 0,00015 | 52 |0,9076 | 0,1012 |0,8767 | 0,05978
8 10,1396 |0,0024 |0,1395|0,00023| 53 |0,9250 0,1051 | 0,8924 [ 0,06319
9 |91571]0,0031 | 0,1569 | 0,00032 | ¢4 | 0,0425 | 0,1040 0,9080 | 0,06673
10 10,1745 |0,00380,1743|0,00044 | 55 |0,9599 | 0,1130 | 0,9235 | 0,07039
I1 |0,1920 | 0,0046 | 0,1917 | 0,00059 | 56 | 09774 |0,1171|0,9389 |0,07417
12 [0,2094 |0,0055 | 0,2091 | 0,00076| 57 0,9948|0,1212 | 0,9543 | 0,07808
13 |0,2269 | 0,0064 | 0,2264 | 0,00097 | 58 | 1,0123|0,1254|0,9696 | 0,08212
14 |0,2443|0,0075|0,2437 |0,00121 |_59 | 1,0297 | 0,1296 | 0,9848 | 0,08629
15 |0,2618 | 0,0086 | 0,2611 {0,00149 | 60 | 1,0472 0,1340 | 1,0000 | 0,09059
16 |0,2793 | 0,0097 | 0,2783 | 0,00181 |67 | T 0647 0,1384 | 1,0151 | 0,09502
17 |0,2967 | 0,0110 | 0,2956 | 0,00217 | 62 |1,0821 |0,1428 |1,0301 | 0,09958
18 10,3142 | 0,0123 | 0,3129 | 0,00257 | 63 |1,0996 | 0,1474 | 1,0450 | 0,10428
19 |0,3316|0,0137 | 0,3301 10,00302 | 6, | 1,1170 0,1520 | 1,0598 | 0,10911
20 | 0,3491 | 0,0152 | 0,3473|0,00352 | 65 |1,1345|0,1566 | 1,0746 |0,11408
21 |0,3665|0,0167 | 0,3645 | 0,00408 | 66 | 1,1519|0,1613|1,0893 | 0,1 1919
22 {0,3840{0,0184{0,3816 | 0,00468 | 67 | 1,1694 |0,1661 | 1,1039 |0,12443
23 |0,4014[0,0201|0,3987 | 0,00535| 68 | 1,1868}0,1710]1,1184 |0,12982
24 |0,4189|0,0219 | 0,4158 | 0,00607 |_09 | 1,2043 10,1759 | 1,1328 | 0,13535
25 10,4363 |0,0237 | 0,4329 | 0,00686 | 70 | 1,2217 | 0,1808 | 1,1472 | 0,14102
26 10,4538 10,0256 | 0,4499 | 0,00771 | 71| 7 23920,1859 | 1,1614 | 0,14683
27 |0,4712|0,0276 | 0,4669 | 0,00862 | 72 |1,2566 |0,1910|1,1756 | 0,15279
28 10,4887 10,0297 | 0,4838 | 0,00961 | 73 | 1,2741 | 0,1961 | 1,1896 | 0,15889
29 | 0,5061 | 0,0319 | 0,5008 | 0,01067 | », 1,2915 | 0,2014 | 1,2036 | 0,16514
80 |0,5236|0,0341 | 0,5176 | 0,01180| 75 | 1,3090 | 0,2066 | 1,2175|0,17154
31 |0,5411 |0,0364 | 0,5345 |0,01301 | 76 | 1,3265[0,2120 | 1,2313 | 0,17808
32 |0,5585/0,0387 |0,5512|0,01429 | 77 |1,3439 |0,2174 | 1,2450 | 0,18477
33 |0,5760|0,0412 | 0,5680|0,01566 ] 78 | 1,3614 |0,2229|1,25%6 | 0,19160
34 |0,5034|0,0437 | 0,5847 [o01711 | 79 | 1,3788 | 0,2284 | 1,2722 | 0,19859
-35 |0,61090,0463 | 0,6014 |0,01864] 80 | 1,3963 | 0,2340|1,2856 | 0,20573
36 |0,628310,0489 | 0,6180 | 0,02027 | 781 | 1,4137 | 0,2396 | 1,2989 | 0,21 301
37 |0,6458|0,0517|0,6346]|0,02198] 82 |1,4312|0,2453] 1,3121 | 0,22045
38 |0,6632|0,0545|0,6511|0,02378 | 83 | 1,4486|0,2510 | 1,3252 | 0,22804
39 | 0,6807 | 0,0574 | 0,6676 | 0,02568 } 8, |1 4661 0,2569 | 1,33830,23578
40 10,6981 | 0,0603 | 0,6840 | 0,02767 | 85 | 1,4835]0,2627 | 1,3512 | 0,24367
41 |0,7156 | 0,0633 | 0,7004 | 0,02976 | 86 |1,50100,2686 | 1,3640|0,25171
42 |0,73300,0664 | 0,7167 | 0,03195| 87 | 1,5184|0,2746 | 1,3767 | 0,25990
43 |0,7505|0,0696 | 0,7330 [0,03425 | 88 |1,5359 | 0,2807 | 1,3893 | 0,26825
44 |0,7679 | 0,0728 | 0,7492 | 0,03664 | 89 | 15533 | 0,2867 | 1,4018 | 0,27675
45 10,7854 10,0761 10,7654 |0,03915 1 90 11,5708 | 0,2929 | 1,4142 | 0,28540

Ist » der Kreishalbmesser und ¢ der Centriwinkel in Grad,

1) die Sehnenlinge:

?) die Bogenhdhe: h=

a-2rsmﬂ

9

(1 ~ €08 —)

9.
3.
27 sin’ g

so ergibt sich:



und Kreisabschnitte fiir den Halbmesser = 1
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Bogen-
linge

Bogen-
hohe

Sehnen-|
linge

\Inhalt desl

Kreisab-
| schnittes

Bogen-
linge

Bogen-
hohe

Sehnen-
linge

Inhalt des
Kreisab-
schnittes

Centrl-
o | winkel
~ |lin Grad

92

1,5882
1,6057
1,6232
1,6406
1,6580
1,6755
1,6930
1,7104
51,7279

0,3053
0,3116
0,3180
0,3244
0,3309
09,3374
09,3439
0,3506

0,2991 |

1,4265
1,4387
1,4507
1,4627
1,4746
1,4863
1,4979
1,5208

0,29420
0,30316
0,31226
0,32152
0,33093
0,34050
0,35021
0,36008
9,37909

2,3736
2,3911
2,4086
2,4260

0,6254
0,6335
0,6416
0,6498

24435

0,6580

1,8544
1,8608
1,8672
18733 | 0,88

71,8794

0,83949
0,35455
0,86971
0,88497

0,90034

141
142
143
144

1,7453

90,3572

1,5321

0,38026

109

1,7628
1,7802
1,7977
1,8151
1,8326
1,8500
1,8675
1,8850
1,9024

0,3639
0,3707
0,3775
0,3843
0,3912
0,3982
0,4052
0,4122
0,4193

1,5432
1,5543
1,5652
1,5760
1,5867
1,5973
1,6077
1,6180
1,6282

0,39058
0,40104
0,41166
0,42242
0,43333

145
146
147
148
149

2,4609
2,4784
2,4958
2,5133
2,5307
2,5482
2,5656
2,5831
2,6005

0,6662
0,6744
0,6827
0,6910
0,6993
0,7076
0,7160
0,7244
0,7328

1,8853
1,8910
1,8966
1,9021
1,9074
1,0126
1,9176
1,9225
1,9273

0,91 580
0,93135
0,94700
0,96274
0,97858
0,99449
1,01050
1,02653
1,04275

150

2,6180

0,7412

1,9319

1,05G00

0,44439
0,45560
0,46695
0,47844

110

1,9199

0,4264

1,6383

0,49008

111
112
113
114
115
116
117
118
119

1,9373
1,9548
1,9722
1,9897
2,0071
2,0246
2,0420
2,0595
2;0769

0,4336
0,4408
0,4481
0,4554
0,4627
0,4701
0,4775
0,4850
09,4925

1,6483
1,6581
1,6678
1,6773
1,6868
1,6961
1,7053
1,7143
1,7233

0,50187
0,51379
0,52586
0,53807
0,55041
0,56289
0,573551
0,58827
0,60116

151
152
153
154
155
156
157
158
159

2,6354
2,6529
2,6704
2,6878
2,7053
2,7227
2,7402
2,7576
2,7751

0,7496
0,7581
0,7666
0,7750
0,7836
0,7921
0,8006
0,8092
0,8178

1,9363
1,9406
1,0447
1,0487
1,9526
1,9563
1,9598
1,9633
1,9665

1,07532
1,09171
1,10818
1,12472
1,14132
1,15799
1,17472
1,19151
1,20835

160

2,7925

0,8264

1,9606

1,22525

161
162
163
164

120

2,0944

0,5000

1,7321

0,61418

121
122
123
124
125
126
127
128
129

130

2,1118
2,1293
2,1468
2,1642
2,1817
2,1991
2,2166
2,2340
2,2515

0,5076
0,5152
0,5228
09,5305
0,5383
0,5460
0,5538
0,5616
09,5695

1,7407
1,7492
1,7576
1,7659
1,7740
1,7820

1,7899

1,7976
1,8052

0162734
0,640063
0,65404
0,66759
0,68125
0,69505
0,70897
0,72301
0,73716

2,2689

90,5774

1,8726

0,75144

131
132
133
134
135

'2,2864
2,3038
2,3213
2,3387
2,3502

0,5853
0,5933
0,6013
0,6093
0,6173

1,8199
1,8271
1,8341
1,8410
1,8478

0,76584
0,78034
0,79497
0,80970
0,82454

165
166
167
168
169

2,8100
2,8274
2,8449
2,8623
2,8798
2,8972
2,9147
2,0322
2,9496

0,8350
0,8436
0,8522
0,8608
0,8695
0,8781
0,8868
0,8955
0,9042

170

2,9671

0,9128

171
172
173
174
175
176
177
178
179

2,9345
3,0020
3,0194
3,0369
3,0543
3,0718
3,0892
3,1067
3,1241

0,9215
0,9302
0,9390
0,9477
0,9564
0,9651
0,9738
0,9825
0,9913

1,9726
1,9754
1,9780
1,9805
1,9829

1,9871
1,9890
1,9908
1,9924
1,9938
1,9951
1,9963
1,9973
1,9981
1,9988
1,9993
1,9997
1,9999

180

3,1416

1,0000

2,0000

1,9851(

1,24221
1,25921
1,27626
1,29335
1,31049
1,32766
1,34487

1,36212
1,37940
,39671
1,41404
1,43140
1,44878
1,46617
1,48359
1,50101
1,51845
1,53589
1,55334
1,57080

3) die
4) der
5

Bogenlinge: =

arL =0,017453 r p=

180

Inhalt des Kreisabschnittes = — (

I3 n

Kreisausschnittes =

360

ISO

52 !6 12 (angenahert’;

— sin {[r)

2P r2=0,00872665 1%



30 E. Tafeln der Hyperbelfunktionen
Gin ¢ fiir ¢ = o bis 5,99

ol o [+l =ls| e s [elsle]s]|o
0,0 0,0000 | OIOO 0200 0300 0400 0500 o6oo | o701 o8o1 0901 101
0,1 0,1002 1102 1203 1304 1405 1506 1607 1708 1810 I9II 102
0,2 0,20I3 | 2II5 2218 2320 2423 2526 2629 2733 2837 2941 104
0,3 0,3045 | 3150 ; 3255 | 3360 | 3466 3572 | 3678 | 3785 | 3892 | 4000 | 108
0,4 0,4108 | 4216 | 4325 | 4434 | 4543 4653 | 4764 | 4875 | 4986 | 5098 { 113
0,5 0,5211 | 5324 5438 5552 5666 5782 5897 6014 6131 6248 119
0,6 0,6367 | 6485 6605 6725 6846 6967 7090 | 7213 7336 7461 125
0,7 0,7586 | 7712 | 7838 | 7966 | 8094 8223 | 8353 | 8484 | 8615 | 8748 | 133
0,8 0,8881 | go15 | 9150 | 9286 9423 9561 | 9700 | 9840 | 9981 [*oIz2 | 143
0,9 1,0265 | 0409 | 0554 | o700 | 0847 0995 | I144 | 1294 | 1446 | 1598 | 154
1,0 1,1752 | 1907 2063 2220 2379 2539 2700 2862 3025 3190 166
1,1 1,3356 | 3524 | 3693 | 3863 | 4035 4208 | 4382 | 4558 | 4735 | 4914 | 181
1,2 1,5095 | 5276 | 5460 | 5645 5831 6019 6209 6400 | 6593 | 6788 196
1,3 1,6084 | 7182 | 7381 | 7583 7786 7991 8198 | 8406 | 8617 |*8829 | 214
I,4 1,9043 | 9259 | 9477 | 9697 | 9919 0143 |[*0369 |*0597 |*0827 | 1059 | 234
1,5 2,1293 | 1529 | 1768 | 2008 | 2251 2496 | 2743 | 2993 | 3245 | 3499 | 257
1,6 2,3756 | 4015 | 4276 | 4540 | 4806 5075 | 5346 | 5620 | 5896 | 6175 | 281
1,7 2,6456 | 6740 | 7027 | 7314 7609 *7904 8202 8503 8806 | 9112 310
1,8 2,9422 | 9734 [*o049 [*0367 | *0689 1013 |[*1340 |*1671 |*2005 [*234I 341
1,9 3,2682 | 3025 | 3372 | 3722 | 4075 4432 | 4792 | 5156 | 5523 | 5804 | 375
2,0 3,6269 | 6647 | 7028 | 7414 | 7803 8196 | 8593 | 8993 | 9398 | 9806 | 413
2,1 4,0219 | 0635 | 1056 | 1480 | I909 2342 | 2779 | 3221 | 3666 | 4117 | 454
2,2 4,4571 | 5030 | 5494 | 5962 | 6434 6912 | 7394 | 7880 | 8372 | 8868 | 502
2,3 4,9370 | 9876 [*0387 |*ogo3 | *1425 *1951 |*2483 |*3020 |*3562 |*4109 | 553
2,4 5,4662 | 5221 5785 6354 6929 7510 8097 | 8689 | 9288 | 9892 | 610
2,5 6,0502 | 1118 | 1741 | 2369 | 3004 3645 | 4293 | 4946 | 5607 | 6274 | 673
2,6 6,6947 | 7628 | 8315 | 9009 | 9709 *o417 |*1132 |*1854 [*2583 {*3319 | 744
2,7 7,4063 | 4814 | 5572 | 6338 7112 7894 | 8683 | 9480 |*0285 |*1o98 | 821
2,8 | 8,1919 | 2749 | 3586 | 4432 | 5287 6150 | 7021 | 7902 | 8791 | 9689 | go7
2,9 9,0596 | 1512 2437 | 3371 4315 5268 6231 7203 8185 | 9177 |1002
3,0 10,0179 | II9I 2212 3245 4287 5340 6403 7477 | 8562 | 9658 |1107
3,I 11,0765 | 1882 | 3011 | 4151 5303 6466 | 7641 | 8827 (*oo026 (*1236 {1223
3,2 12,2459 | 3694 | 4941 | 6201 7473 8758 . [*0056 [¥1367 [*2601 [*4028 1351
3,3 13,5379 | 6743 | 8121 | 9513 | *o919 *2338 |*3772 |[*5221 (*6684 |*816I |1493
3,4 | 14,965 15,116| 15,268| 15,422 15,577 | 15,734 | 15,893[ 16,053| 16,214| 16,378| 165
3,5 16,543 16,709| 16,877} 17,047} 17,219 | 17,392 | 17,567| 17,744| 17,923| 18,103| 182
3,6 18,285 18,470 18,655| 18,843| 19,033} 19,224 | 19,418| 19,613] 19,811] 20,010] 201
3,7 20,211 20,415| 20,620 20,828 21,037 | 21,249 | 21,463| 21,679 21,897 22,117} 222
3,8 22,339 22,564 | 22,791| 23,020 23,252 | 23,486 | 23,722 23,961| 24,202| 24,445{ 246
3,9 24,691 24,939] 25,190 25,444| 25,700 | 25,958 | 26,219] 26,483] 26,749| 27,018] 272
4,0 27,290 27,564| 27,842| 28,122| 28,404 | 28,690 | 28,979| 29,270 29,564| 29,862} 300
4,1 30,162 30,465| 30,772| 31,081 31,393 | 31,709 | 32,028 32,350| 32,675 33,004| 332
4,2 33,336 | 33,671| 34,009| 34,35I| 34,697 | 35,046 | 35,398) 35,754| 36,113| 36,476] 367
4,3 36,843 37,214] 37,588| 37,966| 38,347 | 38,733 | 39,122} 39,515 39,913| 40,314 405
4,4 40,719 41,129| 41,542| 41,060| 42,382 | 42,808 | 43,238 43,673 44,112| 44,555| 448
4,5 45,003 | 45,455| 45,912] 46,374| 46,8401 47,311 | 47,787| 48,267 48,752| 49,242] 495
4,6 49,737 | 50,237| 50,742 51,252| 51,767 | 52,288 | 52,813} 53,344 53,880| 54,422| 547
47 | 54,969 55,522| 56,080 56,643| 57,213 | 57,788 | 58,369| 58,955| 59,548] 60,147| 604
4,8 60,751 61,362 61,979 62,601 63,231 | 63,866 | 64,508] 65,157 65,812| 66,473 668
4,9 67,741 | 67,816 68,498| 69,186 69,882 | 70,584 | 71,293} 72,010| 72,734| 73,465| 738
5,0 74,203 74,949| 75,702| 76,463| 77,232 | 78,008 | 78,792| 79,584| 80,384| 81,192| 816
51 82,008 | 82,832 83,665! 84,506| 85,355 86,213 | 87,079 87,955 88,839| 89,732| go2
5.2 90,633 91,544| 92,464| 93,394| 94,332 | 95,281 | 96,238 97,205| 98,182] 99,169| 997
5,3 100,166 101,173|102,I90|103,217| 104,254 | 105,302 |160,360|107,429|108,509|109,599]1102
5,4 110,701 111,814|112,938{114,072] 115,219 } 116,377 |117,547|118,728|119,921|121,127|1217
5,5 | 122,344 |123,574|124,816]126,070| 127,337 | 128,617 |129,9I0(131,215(132,534|133,866|1346
5,6 | 135,211 |136,570/137,9431139,329| 140,730 | 142,144 {173,573|145,016|146,473|147,945{1487
5.7 | 149,432 {150,934/152,451(153,983| 155,531 | 157,094 (158,673/160,267|161,878|163,505{1643
5,8 | 165,148 |166,808|168,485|170,178| 171,888 | 173,616 |175,361|177,123]178,903|180,701{1816
5,9 | 182,517 [184,352(186,2051188,076] 189,966 | 191,875 i193,8041195,7521197,719/199,70612007




Hyperbelfunktionen

Cof ¢ fiir ¢ = o bis 5,99

31

@ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 D
0,0 1,0000 | 00OI 0002 0005 0008 0013 0018 0025 0032 0041 9
0,1 1,0050 | o061 0072 0085 0098 0113 o128 0145 0162 o181 20
0,2 1,020I | 0221 | 0243 | 0266 0289 0314 | 0340 | 0367 | 0395 | 0423 30
0,3 1,0453 | 0484 | 0516 | 0549 0584 o619 0655 | 0692 | 0731 0770 41
0,4 1,0811 | 0852 | 0895 | 0939 0984 1030 | 1077 | 1125 | 1174 | I225 5I
0,5 1,1276 | 1329 1383 1438 1494 1551 1609 1669 1730 | 1792 63
0,6 1,1855 | 1919 1984 | 2051 2119 2188 2258 | 2330 | 2402 2476 76
0,7 1,2552 | 2628 | 2706 | 2785 2865 2947 | 3030 | 3114 | 3199 | 3286 88
0,8 1,3374 | 3463 | 3555 | 3647 | 3740 3835 | 3932 | 4029 | 4128 | 4229 | 102
0,9 1,4331 | 4434 ] 4539 | 4645 | 4753 4862 | 4973 | 5085 | 5199 | 5314 | 117
1,0 1,5431 | 5549 | 5669 | 5790 | 5913 6038 | 6164 | 6292 | 6421 | 6552 | 133
1,1 1,6685 | 6820 | 6956 | 7093 | 7233 7374 | 7517 | 7662 | 7808 | 7957 | 151
1,2 1,8107 | 8258 8412 8568 8725 8884 | 9045 | 9208 9373 9540 | 169
1,3 1,9709 | 9880 |*0053 |*0228 | *o404 *0583 |[*0764 |*0947 {*1132 |*1320 | 189
1,4 2,1509 | 1700 | 1894 | 2090 2288 2488 | 2691 | 2896 | 3103 | 3312 | 212
1,5 2,3524 | 3738 | 3955 | 4174 | 4395 4619 | 4845 | 5073 | 5305 | 5538 | 237
1,6 2,5775 | 6013 | 6255 | 6499 | 6746 6095 | 7247 | 7502 | 7760 | 8ozo | 263
1,7 2,8283 | 8549 | 8818 | gogo 9364 9642 | 9922 |*0206 |*o049z (*0782 | 293
1,8 3,1075 | 1371 | 1669 | 1972 | 2277 2585 | 2897 | 3212 | 3530 | 3852 | 325
1,9 3,4177 | 4506 | 4838 | 5173 | 5512 5855 | 6201 | 6551 | 6904 | 7261 | 361
2,0 3,7622 | 7987 | 8355 | 8727 | 9103 9483 | 9867 {*0255 [*0647 |*I043 | 400
2,1 4,1443 | 1847 | 2256 | 2669 | 3086 3507 | 3932 | 4362 | 4797 | 5236 | 443
2,2 4,5679 | 6127 | 6580 | 7037 | 7499 7966 | 8437 | 8914 | 9395 | 988I | 491
2,3 5,0372 | 0868 | 1370 | 1876 | 2388 2905 | 3427 | 3954 | 4487 | 5026 | 543
2,4 5,5570 | 6119 | 6674 | 7235 | 7801 8373 | 8951 | 9535 |*orz5 [*o721 | 602
2,5 6,1323 | 1931 | 2545 | 3166 | 3793 4426 | 5066 | 5712 | 6365 | 7024 | 666
2,6 6,7690 | 8363 | 9043 | 9729 | *o423 *1123 |*I1831 (*2546 (%3268 [*3998 | 737
2,7 7,4735 | 5749 6231 6990 7758 8533 9316 | o106 |*ogos [*1712 813
2,8 8,2527 | 3351 4182 5022 5871 6728 7594 | 8469 | 9352 [*0244 | goz
2,9 9,1146 | 2056 | 2976 | 3905 | 4844 5792 | 6749 | 7716 | 8693 | 9680 | 998
3,0 10,0678 | 1683 | 2701 | 3728 4765 5814 | 6872 | 7942 | 9022 [*o113 {1102
3,I 11,1215 | 2328 | 3453 | 4589 5736 6895 | 8065 | 9247 |*0442 |[*1648 [1218
3,2 12,2867 | 4097 | 5340 | 6596 | 7864 9146 (*0440 *1747 |*3067 [*4401 |1347
3,3 13,5748 | 7108 | 8483 | 9871 | *1273 *2689 |[*4120 [*5565 |(*7024 |*8B498 |1489
3.4 14,999 15,149 15,301 15,455| 15,610] 15,766 | 15,924| 16,084 16,245 16,408| 165
3,5 16,573 16,739| 16,907| 17,077| 17,248 | 17,421 | 17,596 17,772| 17,951] 18,131] 182
3,6 18,313 18,497| 18,682 18,870 19,059 | 19,250 | 19,444| 19,639| 19,836/ 20,035| 201
3,7 20,236 20,439| 20,644| 20,852] 21,061 | 21,272 | 21,486 21,702| 21,919} 22,140] 222
3,8 22,362 22,586} 22,813} 23,042} 23,273 | 23.507 | 23,743| 23,982| 24,222{ 24,466] 245
3,9 24,711 24,960| 25,210, 25,463] 25,719 | 25,977 | 26,238| 26,502| 26,768| 27,037] 27T
4,0 27,308 27,583| 27,860| 28,139 28,422 | 28,707 | 28,996 29,287! 29,581 29,878} 300
4,1 30,178 | 30,482| 30,788| 31,097| 31,409 | 31,725 | 32,044| 32,365| 32,691} 33,019 332
4,2 33,351 33,686| 34,024 34,366| 34,711 | 35,060 | 35,412) 35,768| 36,127| 36,490 367
4,3 36,857 | 37,227| 37,601| 37,979| 38,360 | 38,746 | 39,135} 39,528] 39,925| 40,326| 406
404 40,732 41,141 41,554 41,972| 42,393 | 42,819 | 43,250| 43,684] 44,123| 44,566] 448
4,5 45,014 | 45,466| 45,923| 46,385| 46,8511 47,321 | 47,797| 48,277| 48,762| 49,252{ 495
4,6 | 49,747 | 50,247 50,752 51,262| 51,777 | 52,297 | 52,823| 53,354] 53,890| 54,431| 547
47 | 54,978 55,531] 56,089| 56,652| 57,221 | 57,796 | 58,377| 58,964} 59,556/ 60,155! 604
48 | 60,579 | 61,370] 61,987 62,609| 63,239 ] 63,874 | 64,516| 65,164 65,819 66,481 668
4,9 | 67,149 | 67,823| 68,505! 69,193| 69,889 ] 70,591 | 71,300| 72,017| 72,741| 73,472 738
50 | 74,210 | 74,956 75,709 76,470, 77,238 | 78,014 | 78,798| 79,590| 80,390| 81,198] 816
5,1 82,014 82,838| 83,671 84,512 85,361 86,219 | 87,085| 87,960| 88,844| 89,7371 902
52 | 90,639 | 91,550| 92,470| 93,309] 94,338 | 95,286 | 96,243] 97,211| 98,188) 99,174} 997
5,3 100,171 101,178{102,194|103,221| 104,259 | 105,307 {106,365|107,434|108,513|109,604)1102
5,4 | 110,706 |111,818|112,942|114,077| 115,223 | 116,381 {117,551118,732|119,925)121,I131I}1217
5,5 | 122,348 |123,578/124,820|126,074| 127,341 | 128,621 {129,913|131,219/132,538]133,870]1345
5,6 | 135,215 |136,574{137,947|139,333| 140,733 | 142,148 |143,576|145,019|146,476/147,949]1487
5,7 | 149,435 |150,937/152,454|153,986| 155,534 | 157,097 |158,676|160,270|161,881|163,508)|1643
5,8 | 165,151 {166,811|168,488|170,181| 171,891 | 173,619 |175,364|177,126/178,906|180,704|1816
5,9 | 182,520 |184,3541186,207!188,079! 189,969 | 191,878 1193,806!195,754!197,721/199,70912007
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Tafeln

Briggssche Logarithmen von &in ¢ fiir ¢ = o bis 5,99; um 1o vergréBert

@ ° 1 2 3 | 4 5 6 7 8 9o | D
0,0 -— 00 8,0000| 3011 4772 6022 6992 7784 | 8455 9036 | 9548 | 459
0,I 9,0007 0423 o802 1152 1476 1777 2060 2325 2576 2814 | 225
0,2 9,3039 | 3254 | 3459 | 3656 | 3844 4025 | 4199 | 4366 | 4528 | 4685 | 151
0,3 9,4836 | 4983 | 5125 | 5264 | 5398 5529 | 5656 | 5781 | 5902 | 6020 | 116
0,4 9,6136 6249 6359 6468 6574 6678 6780 | 6880 | 6978 7074 95
0,5 9,7169 | 7263 | 7354 | 7444 | 7533 7620 | 7707 | 7791 | 7875 | 7958 | 81
0,6 9,8039 8119 | 8199 | 8277 8354 8431 8506 | 8581 | 8655 | 8728 72
0,7 9,8800 | 887z | 894z | 9orz | go82 9150 | 9219 | 9286 | 9353 | 9419 [ 66
0,8 9,9485 9550 | 9614 | 9678 | 9724 9805 9868 | 9920 | 9992 | *oo53 | 61
0,9 10,0114 0174 | 0234 | 0204 0353 0412 0470 | 0529 0586 | 0644 57
1,0 10,0701 0758 | o815 | o871 0927 0983 1038 1093 1148 1203 54
I,I 10,1257 I31I 1365 1419 1472 1525 1578 1631 1684 1736 52
1,2 10,1788 1840 | 1892 1944 1995 2046 2098 2149 | 2199 | 2250 50
3 10,2300 2351 2401 2451 2501 2551 2600 2650 2699 2748 42
L4 | 10,2797 | 2846 | 2895 | 2944 | 2993 3041 3090 | 3138 | 3186 | 3234 [ 48
1,5 | 10,3282 | 3330 | 3378 | 3426 | 3474 3521 3569 | 3616 | 3663 | 3711 | 47
1,6 10,3758 3805 | 3852 | 3899 3946 3992 4039 | 4086 | 4132 | 4179 46
1,7 | 10,4225 | 4272 | 4318 | 4364 | 4411 4457 4503 | 4549 | 4595 | 4641 | 46
1,8 | 10,4687 | 4733 | 4778 | 4824 | 4870 4915 | 4961 | 5007 | 5052 | 5098 | 45
1,9 | 10,5143 | 5188 | 5234 | 5279 | 5324 5370 | 5415 | 5460 | 5505 | 5550 | 45
2,0 | 10,5595 5640 | 5685 { 5730 | 5775 5820 5865 | 5910 | 5955 | 6000 | 45
2,1 10,6044 6089 | 6134 | 6178 | 6223 6268 6312 | 6357 | 6401 | 6446 | 45
2,2 10,6491 6535 | 6580 | 6624 | 6668 6713 6757 | 680z | 6846 | 6890 | 45
2,3 10,6935 6979 7023 7067 7112 7156 7200 | 7244 | 7289 | 7333 44
2,4 10,7377 7421 | 7465 | 7509 | 7553 7597 7642 | 7686 | 7730 | 7774 | 44
2,5 10,7818 7862 | 7906 { 7950 | 7994 8038 8082 | 8126 | 8169 | 8213 | 44
2,6 10,8257 8301 | 8345 { 8389 8433 8477 8521 | 8564 | 8608 | 8652 44
2,7 10,8696 8740 | 8784 | 8827 8871 8915 8959 | 9003 | 9046 | gogo 44
2,8 | 10,9134 | 9178 | 9221 | 9265 | 9309 9353 | 9396 | 9440 | 9484 | 9527 | 44
2,9 | 10,9571 | 9615 | 9658 | 9702 [ 9746 9789 | 9833 | 9877 | 9920 | 9964 | 44
3,0 11,0008 0051 0095 0139 0182 0226 0270 0313 0357 0400 44
3,1 | 11,0444 | 0488 | 0531 | 0575 | 0618 0662 0706 | 0749 | 0793 | 0836 | 44
3,2 11,0880 0923 0967 I0II 1054 1098 II4I 1185 1228 1272 44
3,3 | ILI1316 | 1359 | 1403 | 1446 | 1490 1533 | 1577 | 1620 | 1664 | 1707 | 44
34 11,1751 1794 1838 1881 1925 1968 2012 2056 | 2099 | 2143 43
3,5 11,2186 2230 2273 2317 2360 2404 2447 2491 2534 2578 43
3,6 11,2621 2665 | 2708 | 2752 2795 2839 2882 | 2925 | 2969 | 3012 44
3.7 11,3056 3099 3143 3186 3230 3273 3317 | 3360 | 3404 3447 44
3,8 | 13401 | 3534 | 3578 | 3621 | 3665 3708 | 3752 | 3795 | 3838 | 3882 ] 43
3,9 11,3925 3969 | 401z | 4056 | 4099 4143 4186 | 4230 | 4273 | 4317 | 43
4,0 | 11,4360 | 4403 | 4447 | 4490 | 4534 4577 | 4621 | 4664 | 4708 | 4751 | 44
4T | 11,4795 4838 | 4881 | 4925 | 4968 5012 5055 | 5099 | 5I42 | 5186 } 43
42 | 11,5229 | 5273 | 5316 | 5359 5403 5446 5490 | 5533 | 5577 | 5620 | 44
43 | 11,5664 | 5707 | 5750 | 5794 | 5837 5881 | 5924 | 5968 | 6orr | 6oss | 43
4,4 11,6098 6141 | 6185 | 6228 6272 6315 6359 | 6402 | 6446 | 6489 43
4,5 11,6532 6576 | 6619 | 6663 6706 6750 6793 | 6836 | 6880 | 6923 44
4,6 11,6967 7010 | 7054 | 7097 | 7141 7184 7227 | 7271 | 7314 | 7358 | 43
4,7 | 11,7401 7445 | 7488 | 7531 | 7575 7618 7662 | 7705 | 7749 | 7792 | 44
4,8 | 11,7836 | 7879 | 7922 | 7966 | 8009 8053 8096, | 8140 | 8183 | 8226 | 44
49 | 11,8270 | 8313 | 8357 | 8400 | 8444 8487 | 8530 | 8574 | 8617 | 8661 | 43
50 | 11,8704 | 8748 ! 8791 | 8835 | 8878 8921 8965 | 9oo8 | 9052 | 9095 | 43
5t | 11,0139 | 9182 | 9225 | 9269 | 9312 9356 | 9399 | 9443 | 9486 | 9529 | 43
5,2 | 11,9573 | 9616 | 9660 | 9703 | 9747 9790 | 9833 | 9877 | 9920 | 9964 | 43
5,3 12,0007 0051 0094 | 0137 0181 0224 0268 | o311 0355 0398 43
5,4 12,0442 0485 { 0528 | 0572 0615 0659 0702 0746 | 0789 | o083z 43
5,5 12,0876 0919 0963 1006 1050 1093 1136 1180 1223 1267 43
5,6 12,1310 1354 1397 | 1440 1484 1527 1571 1614 1658 1701 43
5,7 12,1744 1788 1831 1875 1918 1962 2005 2048 2092 2135 43
5,8 12,2179 2222 | 2266 | 2309 2352 2396 2439 | 2483 | 2526 | 2570 43
5,9 12,2613 2656 2700 | 2743 2787 2830 2874 2917 | 2960 | 3004 43




Hyperbelfunktionen

Briggssche Logarithmen von Gof ¢ fiir ¢ = o bis 5,99

© o ‘ b l 2 ’ 3 4 5 6 7 8 9 D
0,0 0,0000 0000 0001 0002 0004 0005 0008 00II 0014 0018 4
0,1 0,0022 0026 0031 0037 0042 0049 0055 0063 0070 0078 8
0,2 0,0086 0095 0104 | o114 0124 0134 0145 0156 0168 o180 | 13
0,3 0,0193 0205 0219 0232 0246 0261 0276 | o291 0306 | 0322 | 17
0,4 0,0339 0355 0372 | 0390 0407 0426 0444 | 0463 | 0482 | o502 | 20
0,5 0,0522 0542 0563 0583 0605 0626 0648 0670 0693 0716 | 23
0,6 0,0739 0762 0786 o810 0835 0859 0884 09I0 0935 0961 | 26
0,7 0,0987 1013 1040 1067 1094 1122 1149 1177 1206 1234 | 29
0,8 0,1236 1292 | 1321 | 1350 1380 1410 1440 | 1470 | 1501 | 1532 | 31
0,9 0,1563 1594 | 1625 1657 1689 1721 1753 1786 1818 1851 | 33
1,0 0,1884 1917 1950 1984 2018 2052 2086 2120 2154 2189 | 34
1,1 0,2223 2258 2293 | 2328 2364 2399 2435 2470 | 2506 | 2542 | 36
1,2 0,2578 2615 2651 2688 2724 2761 2798 2835 | 2872 2909 | 38
1,3 0,2947 | 2984 | 3022 | 3059 | 3097 3135 | 3173 | 3211 { 3250 | 3288 | 38
1,4 0,3326 3365 | 3403 | 3442 | 3481 3520 | 3559 | 3598 | 3637 | 3676 | 39
1,5 0,3715 3755 | 3794 | 3833 | 3873 3913 | 3952 | 3992 | 4032 | 4072 | 40
1,6 0,4112 4152 | 4192 | 4232 | 4273 4313 4353 | 4394 | 4434 | 4475 | 40
5,7 0,4515 4556 | 4597 | 4637 | 4678 4719 4760 | 4801 | 4842 | 4883 | 41
1,8 0,4924 4965 | 5006 | 5048 | 5089 5130 5172 | 5213 | 5254 | 5296 | 41
1,9 0,5337 5379 | 5421 | 5462 | 5504 5546 5587 | 5629 | 5671 | 5713 | 41
2,0 0,5754 5796 5838 5880 5922 5064 6006 6048 6090 6132 | 43
2,1 0,6175 6217 6259 6301 6343 6386 6428 6470 6512 6555 | 42
2,2 0,6597 6640 6682 6724 6767 6809 6852 6894 6937 6979 | 43
2,3 0,7022 7064 | 7107 | 7150.| 7192 7235 7278 | 7320 | 7363 | 7406 | 42
2,4 0,7448 7491 | 7534 | 7577 | 7619 7662 7705 1 7748 | 7791 | 7833 | 43
2,5 0,7876 7919 7926 8003 8048 8091 8134 8176 8219 8262 | 43
2,6 0,8305 8348 | 8301 | 8434 8477 8520 8563 | 8606 | 8649 | 8692 | 43
2,7 0,8735 8778 | 8821 | 8864 | 8907 8951 8994 | 9037 | 9080 | 9123 | 43
2,8 0,9166 9209 | 9252 | 9295 | 9338 9382 9425 | 9468 | 9511 | 9554 | 43
2,9 0,9597 9641 | 9684 | 9727 | 9770 9813 9856 | 9900 | 9943 | 9986 | 43
3,0 | 1,0029 0073 | o116 | 0159 0202 0245 0289 | 0332 | 0375 0418 | 44
3,1 1,0462 0505 0548 0591 0635 0678 0721 0764 o808 o851 | 43
3,2 1,0984 0938 0981 1024 1068 IIII 1154 1197 1241 1284 | 43
3,3 1,1327 I371 | 1414 | I457 | 1501 1544 1587 | 1631 | 1674 | 1717 | 44
34 1,1761 1804 | 1847 | 18o1 1934 1977 2021 2064 | 2107 | 2151 | 43
3,5 1,2194 2237 | 2281 | 2324 | 2367 2411 2454 | 2497 | 2541 | 2584 | 44
3,6 1,2628 2671 2714 | 2758 2801 2844 2888 | 2931 2975 3018 | 43
3.7 1,3061 3105 | 3148 | 3191 | 3235 3278 3322 | 3365 | 3408 | 3452 | 43
3,8 1,3495 3538 | 3582 | 3625 | 3669 3712 3755 | 3799 | 3842 | 3886 | 43
39 1,3929 3972 | 4016 | 4059 | 4103 4146 4189 | 4233 | 4276 | 43201 43
4,0 1,4363 4406 | 4450 | 4493 | 4537 4580 4623 | 4667 | 4710 | 4754 | 43
4,1 1,4797 4840 | 4884 | 4927 | 4971 5014 5057 | SIOI | 5144 | 5188 | 43
4,2 1,5231 5274 | 5318 | 5361 | 5405 5448 | 5492 | 5535 | 5578 | 5622 | 43
4,3 1,5665 5709 | 5752 | 5795 | 5839 5882 5926 | 5969 | 601z | 6056 | 43
4,4 1,6099 6143 6186 | 6230 6273 6316 6360 | 6403 | 6447 | 6490 | 43
4,5 1,6533 6577 | 6620 | 6664 | 6707 6751 6794 | 6873 | 6881 | 6924 | 44
4,6 1,6968 7011 | 7055 [ 7098 | 7141 7185 7228 | 7272 | 7315 | 7358 | 44
4,7 1,7402 7445 | 7489 | 7532 | 7576 7619 7662 | 7706 { 7749 | 7793 | 43
4,8 1,7836 7880 7923 7966 8o1o 8053 8097 8140 8184 8227 | 43
4,9 1,8270 8314 | 8357 | 8401 8444 8487 8531 | 8574 | 8618 | 8661 | 44
5,0 1,8705 8748 | 8791 | 8835 8878 8922 8965 | 9009 | 9052 | 9095 | 43
5T 1,9139 9182 | 9226 | 9269 | 9313 9356 9399 | 9443 | 9486 | 9530 | 43
5,2 1,9573 9617 | 9660 | 9703 | 9747 9790 | 9843 | 9877 | 9921 | 9964 | 43
5,3 2,0007 0051 0094 | 0138 0181 0225 0268 | 0311 0355 0398 | 43
5.4 2,0442 0485 | 0529 | 0572 | 0615 0659 o070z | 0746 | 0789 | 0833 | 43
5,5 2,0876 0919 | 0963 | 1006 1050 1093 1137 | 1180 | 1223 | 1267 { 43
5,6 2,1310 1354 1397 1441 1484 1527 1571 1614 1658 1701 | 43
5,7 2,1745 1788 1831 1875 1918 1962 2005 2049 | 2092 | 2135 | 43
5,8 2,2179 2222 | 2266 | 2309 2353 2396 2439 | 2483 2526 | 2570 | 43
5,9 2,2613 2657 2700 2743 2787 2830 2874 2917 2961 3004 | 43

Bleich-Melan, Taschenbuch
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Tafeln

g ¢ filr ¢ = o bis 2,89

@ o 1 2 3 4 5 I 6 1‘ 7 8 9 D
0,0 0,0000 0100 0200 3000 0400 0500 0599 0699 0798 0898 | 99
0,1 0,0997 1096 1194 1293 1391 1489 1587 | 1684 1781 1878 | 96
0,2 0,1974 2070 2165 2260 2355 2449 2543 2636 2739 2821 2
0,3 0,2913 3004 | 3095 | 3185 | 3275 3364 3452 | 3540 | 3627 | 3714 [ 86
0,4 0,3800 3885 | 3969 | 4053 | 4137 4119 4301 | 4382 | 4462 | 4542 | 79
0,5 0,4621 4700 | 4777 | 4854 | 4930 5005 5080 | 5154 | 5227 | 5299 | 71
0,6 0,5370 5441 | 5511 | 5581 | 5649 5717 5784 | 5850 | 5915 | 5980 | 64
0,7 0,6044 6107 | 6169 | 6231 6291 6352 6411 6469 | 6527 | 6584 | 56
0,8 0,6640 6696 6751 6805 6858 6911 6963 7014 7064 7114 | 49
0,9 0,7163 7211 } 7259 | 7306 | 7352 7398 7443 | 7487 | 7531 | 7574 | 42
1,0 0,7616 7658 | 7699 | 7739 | 7779 7818 7857 | 7895 | 7932 | 7969 | 36
I,1 0,8005 8o41 8076 8110 8144 8178 8210 8243 8275 8306 | 31
1,2 0,8337 8367 | 8397 | 8426 | 8455 8483 8511 | 8538 | 8565 | 85091 | 26
1,3 0,8617 8643 8668 | 8693 8717 8741 8764 | 8787 | 8810 | 8831 | 22
1,4 0,8854 8875 | 8896 | 8917 | 8937 8957 8977 | 8996 | go1s | 9033 | 19
1,5 0,9052 9069 | 9087 | 9104 | 9I2I 9138 9154 | 9170 | 9186 | 9202 | I5
1,6 0,9217 9232 | 9246 | 9261 | 9275 9289 9302 | 9316 | 9329 | 9342 | 12
1,7 0,9354 9367 | 9379 | 9391 | 9402 9414 0425 | 9436 | 9447 | 9458 | 10
1,8 0,9468 9478 | 9488 | 9498 | 9508 9518 9527 | 9536 | 9545 | 9554 | 8
1,9 0,9562 9571 | 9579 | 9587 | 9595 9603 9611 | 9619 | 9626 | 9633 | 7
2,0 0,9640 9647 | 9654 | 9661 | 9668 9674 9680 | 9687 | 9693 | 9699 | 6
2,1 0,9705 9710 | 9716 | 972z | 9727 9732 9738 | 9743 | 9748 1 9753 | 5
2,2 0,9757 9762 | 9767 | 9771 | 9776 9780 9785 | 9789 | 9793 { 9797 | 4
2,3 0,9801 9805 9809 | 9812 9816 9820 9823 | 9827 | 9830 | 9834 3
2,4 0,9837 9840 | 9843 | 9846 | 9849 9852 9855 | 9858 | 9861 | 9864 | 2
2,5 0,9866 9869 ! 9871 9874 9876 9879 0881 | 9884 | 9886 | 9888 2
2,6 0,9890 9892 | 9895 | 9897 | 9899 9901 9903 | 9905 | 9906 | 9908 | 2
2,7 0,9910 9912 | 9914 | 99I5 | 9917 9919 9920 | 9922 | 9923 | 9925 | I
2,8 0,9926 9928 | 9929 | 9931 | 9932 9933 9935 | 9936 | 9937 | 9938 | 2
Briggssche Logarithmen von g ¢ fiir ¢ = o bis 2,89; um 10 vergrdBert

@ o b ‘ ‘2 { 3 4 | 5 6 ‘ 7 8 9 D
0,0 —00 8,0000| 3010 4770 6018 6986 7776 8444 9022 9531 { 455
0,1 8,9986 *0397 | *o771 | *1115 | *1433 *1729 *2004 | ¥2263 | *2506 | *2736 | 217
0,2 9,2953 3159 | 3355 | 3542 | 3720 3890 4053 | 4210 | 4360 | 4505 | 139
0,3 9,4644 4778 | 4907 | 5031 | 5I52 5268 5381 | 5490 | 5596 | 5698 | 99
0,4 9,5797 5894 | 5987 | 6078 | 6166 6252 6336 | 6417 } 6496 | 6573 | 73
0,5 9,6648 6721 6792 6861 6928 6994 7058 7121 7182 7242 58
0,6 9,7300 7357 | 7413 | 7467 | 7520 7572 7622 | 7671 | 7720 | 7767 | 46
0,7 . 9,7813 7858 7902 7045 7988 8oz9 8069 8109 8147 8185 37
0,8 9,8222 8258 | 8294 | 8328 8362 8395 8428 | 8460 § 8491 | 8521 30
0,9 9,8551 8580 | 8609 | 8637 8664 8691 8717 | 8743 | 8768 | 8793 24
1,0 9,8817 8841 | 8864 | 8887 8909 8931 8952 | 8973 | 8994 | go14 20
1,1 9,9034 9053 9072 9090 9108 9126 9144 9161 9177 9194 16
1,2 9,9210 9226 | 9241 | 9256 | 9271 9285 9300 | 9314 | 9327 | 9341 13
1,3 9,9354 9367 | 9379 | 9391 9404 9415 9427 | 9438 | 9450 | 9460 11
1,4 9,9471 9482 | 9492 | 9502 | 9512 9522 9531 | 9540 | 9550 | 9558 9
1,5 9,9567 9576 | 9584 | 9592 | 9601 9608 9616 | 9624 | 9631 | 9639 7
1,6 9,9646 9653 9660 | 9666 9673 9680 9686 | 9692 | 0698 | 9704 6
1,7 9,9710 9716 | 9721 | 9727 | 9732 9738 9743 | 9748 | 9753 | 9758 5
1,8 9,9763 9767 | 9772 | 9776 | 9781 9785 9790 | 9794 | 9798 | 980z 4
1,9 9,9806 9810 | 9813 | 9817 9821 9824 9828 | 9831 9834 | 9838 3
2,0 9,9841 9844 | 9847 | 9850 | 9853 9856 9859 | 9862 | 9864 } 98671 3
2,1 9,9870 9872 | 9875 | 9877 | 9880 9882 9884 | 9887 | 9889 | 9891 2
2,2 9,9893 9895 | 9898 | ggoo | 990z 9904 9905 { 9907 | 9909 | 9911 2
2,3 9,9913 9914 | 9916 | 9918 | 9919 9921 9923 | 9924 | 9926 | 9927 2
2,4 9,9929 9930 | 9931 | 9933 | 9934 9935 9937 | 9938 | 9939 | 9940 1
2,5 9,9941 9943 | 9944 | 9945 | 9946 9947 9948 | 9949 | 9950 | 9951 1
2,6 9,9952 9953 | 9954 | 9955 | 9956 9957 9958 | 9958 | 9959 | 9960 I
2,7 9,9961 9962 | 9962 | 9963 | 9964 9965 9965 | 9966 | 9967 | 9967 1
2,8 9,9968 9969 | 9969 | 9970 | 9970 9971 9972 | 9972 | 9973 | 9973 I




Einige Zahlenwerte — Bemerkungen zu den Tafeln A—E 35

Zahlen zur Umwandlung von BogenmaB in GradmaB und umgekehrt

arc 19 = 0,0174532925 log arc 1° = 0,2418774—2 I Vgl. auch
arc 1’ = 0,0002908882 log arc I’ = 0,4637261—4 Zahlen-
arc 1”7 = 0,0000048481 log arc 1”7 = 0,6855749—6 I tafel D.
a a
arc a ‘ arc a
0 | ’ | rr 0 ’ ’ 2
1,0 57 17 44,806 0,005 o 17 11,32
0,9 51 | 33 |5833 0,004 © | 13 ] 4506
0,8 45 50 11,84 0,003 o 10 18,79
0,7 40 6 25,36 0,002 o 6 52,53
0,6 34 22 38,88 0,001 o 3 26,26
9,5 28 38 52,40 0,0009 o 3 5,64
0,4 22 55 5,92 0,0008 o 2 45,01
0,3 17 11 19,44 0,0007 o 2 24,39
0,2 11 27 | 32,96 0,0006 o 2 3,76
0,1 5 43 46,48 0,0005 o 1 43,13
0,09 5 9 23,83 0,0004 o 1 22,51
0,08 4 35 1,18 0,0003 o 1 1,88
0,07 4 o 38,54 0,0002 o o 41,25
0,06 3 26 15,89 0,0001 o o 20,63
0.05 2 51 53,24 0,00009 o o 18,56
0,04 2 17 30,59 0,00008 o) o 16,50
0,03 1 43 7,94 0,00007 o o 14,44
0,02 I 8 45,39 0,00006 o o 12,38
0,01 [¢] 34 22,65 0,00005 o o 10,31
0,009 o 30 56,38 0,00004 o o 8,251
0,008 o 27 30,12 0,00003 o o 6,188
0,007 ° 24 3,85 0,00002 o o 4,135
0,006 o 20 37,59 0,00001 o o 2,063
F. Einige Zahlenwerte
Zahl Wert #» log n Zahl Wert # log n
A 3,141593 0,49715 V2 4429447 0,64635
/7I 9,869604 0,99430 /; 0,225763 0,35365—1
Vn 1,772454 0,24857 V2 g
g 981 099167 7 1 0,00132
)= g 0030 ,
Vg 3,132002 0,49583 Vg 003033 3
1:28 0,050968 0,70830—2 N 2,718282 043429

G. Bemerkungen zu den Tafeln A—E

Sind die in den Tafeln A—E angegebenen Funktionen fiir Zwischen-
werte zu berechnen, so konnen diese Funktionswerte durch geradlinige
Einschaltung ermittelt werden.

3%



36 Mathematik — Arithmetik

Zur Tafel A: Genaue Werte der Quadrate von vier- und mehrstelligen
Zahlen ermittle man nach der Formel

b N
(a+b)2:a2+2b<a—(—7)~
Beispiel:
34268 = 34207 +26-(3423) = 11696400 + 41076 = 11737476
Zur angeniherten Berechnung der Quadrat- und Kubikwurzeln bentitze
man die Formeln 27 und 29 S. 37.

Zur Tafel B:

1. Beispiel: In 43545 =
In 43545 = In 435,45 + In 100 = 6,0763 + 4,6052 = 10,6815

2. Beispiel: In 0,07625 = ?
In 0,07625 = In 762,5- + In 10—* = 6,6366 — 9,2103 = — 2,5737

Zur Tafel E. Die letzte Spalte gibt unter D die Differenz zwischen
den Tafelwerten, und zwar gilt das am Ende einer Zeile stehende D fiir den
Ubergang von dieser Zeile zur nichsten.

Fiir Werte ¢ > 5,99 gilt innerhalb der Genauigkeit der Tafeln

1
Ging = Cof @ :73‘9,
Umgekehrt kann aus den Tafeln ¢ und ¢~ mittels der Beziehungen
e? = Gofp + Singpund ¢~ % = Cofp — Ging
entnommen werden.

II. Arithmetik

A. Potenzen, Wurzeln, Logarithmen, komplexe Zahlen

Potenzen und Wurzeln

o — _+ a" fir gerade n,

(1) (+ )" = + a". (2) (—
— a" ,, ungerade n.
(3) dm . an — am + n. (4) am . an — dm - n. (5) (un )m — dnm-
1
—_—n 0 . +n co O Loa<<1I
(6)a = (7) a®=1. (8) 1 =1. (9) a _oofua>1

(10)a? — b2 = (a + b) (a —b). (11) (@® — &%) = (a —b) (@®* + ab + b%).

(12)a" — b= (a—b) @+ a" b F "B ... ab" T Y.

(13)a® 4+ 83 = (a + b) (a® —a b + V7).

(14) @+ LY = (a4 b) (@ — a®"1p 4 I D B
T L L 2",

(15) Binomische Reihe.

(1+a" =1+ (?)a+(f)a2+ ......... + ()" (Z)a"
wobei \
0 w-(n—1)-(n—2)...... (n—*k + 1) n!
(k,) = Te2:3..... k kL (m— A

Ist # eine ganze positive Zahl, so bricht die Reihe ab. Fir jedes andere n
ist die Reihe unendlich. Sie konvergiert absolut, wenn a <C I ist.



Potenzen, Wurzeln, Logarithmen, komplexe Zahlen 37

(16) (pLq" =1 (11%)". p>q.

_ L 1 __ -
() L =urdl=iFetaFaiaTat
(18)lr'I:!:tl:(I:I:a)l/*:Ij:—;-a‘— e _75,6_5%(,%_
I
= e = 13,2135, 1:3:5:7 4
IQ)VI:E“ (1=a)” 1+ — a+24a:|2 e 6 +2468a:F

Die Formeln 3) bis 6) gelten auch fiir gebrochene #, sonach gelten sie

auch fiir das Rechnen mit WurzelgréBen, wenn man
- n,—

(20) a® = Ja"

setzt.

Die nte Wurzel aus einer reellen positiven Zahl liefert bei geradem »n
zwei reelle und #—2 komplexe Werte, bei ungeradem # eine reelle und n—1
komplexe Werte. Ist a negativ, dann besteht nur bei ungeradem # eine
einzige negative reelle Wurzel.

Ngherungsformeln: Ist § klein gegen 1, so gilt:

(21) (14+0)2=1424. (22) (1 +-0)® =1 £+ 36.
(23) - (148" = 1 £ nd.
1 I
(24) m)—z:1¥25- (25)(—1—:|:—6)3=I:F36
1
(26) Lo =1Fmé
(27) 14+ ~I:|:T- (28) VI:té—I:FT.
— 0 t 0
(20) Prko=rxs o (5 T T
Logarithmen

(1) log (a-b) = log a + logb. (2) log (a : b) = log a — log b.

(3) loga" = n-loga. (4) logVa = ;— log a.

(5) logr =0, logo=—o00, logoo= o0, logf =1,
wenn f die Basis des Logarithmensystems ist. Logarithmen fiir die Basis 10
heilen gemeine cder Briggssche Logarithmen.

Logarithmen fiir die Basis

n
e = lim (1 —+ %) = 2,7182818 ...

n—>»00
heiBen natiirliche Logarithmen. Abkiirzung: In.

Zur Berechnung der natiirlichen Logarithmen aus den gew6hnlichen und
umgekehrt beniitze man die Beziehungen:

(6) Ina = In ro-log a = 2,3025851 log a,
(7) loga = loge-lna = 0,4342945 In a.
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Komplexe Zahlen

i=}—1 #=—1 Bf=—i=—V -1 d=+1 - =
Fiir das Rechnen mit komplexen Zahlen gelten die Regeln:
(2)Wenn a4+ bi=c+di, so muB:a=c¢c, b=4d.

. a-+t+bi=o, b a=o0,b=o.
(3Y(a+ bd) + (¢ +-di) =e + fi, wobeie=a+c¢ f=0b+d.
(4Y(a+ 0D (c +d2) =e + fi, wobei e = (ac—0bd), [f=ad -+ bec.
(5)(@ + bi) (a—bi) = a® + b2 (reell). a + b7 und a — b ¢ heiBen zu

einander konjugiert.

1 a—b1
(6)a4—b¢ @+ b

Normalform einer komplexen Zahl:

(7)a - bi =9 (cos ¢ 4- ¢ sin ¢). ¢ heiBt der Modul, ¢ die Amplitude:

S

Srumre b b

= Va2 + 8, =-, sing=—, t = -

o= la cosg = smg=-5 tgg =
Moivresche Formel:

(8)(a + 64)" = p" (cos np -+ ¢ sin ne).

B. Endliche Reihen

Arithmetische Reihen
Bei einer arithmetischen Reihe Zter Ordnung

a, a, ay a, ag Ay oveneenns als Hauptreihe
mit Aay  Aay, Aag ANag Aay ... ,, erste
A%ay APay, A%ag A%ag ..l ,,  zweite
............................. usw.

Differenzreihe, sind die %ten Differenzen A*a konstant und die (£ + 1)sten

Differenzen Null. Das nte Glied der Hauptreihe berechnet man nach
der Formel

() an = a; + (n‘ I) Aay + (?) Nay 4. + (

und die Summe der % ersten Glieder nach der Formel

n

9 B, = (2o +(2) o (2] st ot

v=1I

n—1

oo

Im besonderen gilt:

(3) 1+2+3+.._.+n:m9,‘

(4) 12422 432 L L 4 on? =

(5) 13+23+33+....+n3:<1’l,(11_+;))2‘

Geometrische Reihe

n—1

a, aq, ag%....aq
Das nte Glied ist: ag" "
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n

Die Summe der #z ersten Glieder: S = a % ~—i
Mit ¢ < 1 und % = oo, wird
lim S — — %
N->00 T—yq

C. Zinseszins- und Rentenrechnung

Ist K das Anlagekapital, p °/, der ZinsfuB, so ist der Endwert K, des

Kapitals nach # Jahren mit ¢ = 1 I—io'

K,=K q. (1)
wenn die Zinsen am Ende eines jeden Jahres zum Kapital geschlagen
werden.

Bei halbjahrigem Zinszuschlag mit ¢ = (I + %5) ist

K, =Kq" (2)

Wird am Ende eines jeden Jahres ein Betrag % eingezahlt, so ist der
Endwert nach » Jahren

S — p . q:(1+—?—)- (3)

VQ*I 100

Wird dieser Betrag %2 zu Anfang eines jeden Jahres eingezahlt, so ist
die Endsumme am Ende des nten Jahres

n
— 1
S, =k 9" — 1 (4)
g—1
Tilgung, Amortisation. Ist ein Betrag K, der mit p 9/, verzinst
wird, in # Jahren zu tilgen, so betragt die jahrliche Zahlung %
b= KLQ—L)
¢ —1
Abschreibung. Ist der Anschaffungswert 4 in % Jahren abzu-
schreiben, so betragt die jahrliche Abschreibung a
g—1

n

qg — 1

(5)

a= A

D. Gleichungen

Gleichungen zweiten Grades

2
2+ pxr+g=o0, x:—zj:l/p—‘f (1)
2 4
ax? + bx + ¢ = o, x:_—;_b_:_t__l/zziﬂ. (2)
2a

Sind x;, %, die beiden Wurzeln einer Gleichung zweiten Grades, so ist
¥ + 2y = —p und x; %, = q.
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Gleichungen dritten Grades
B4 by2+byz+by=o0
b
Fiihrt man ¢ = v — -33 ein, so erhalt man die reduzierte Form
28— 3pr —29 = o.

a) p® < ¢%. Eine Losung ist reell, die beiden andern kon-
jugiert komplex. Man beniitze die Cardanische Formel:

g g ———
u=1Jg+ Vg —¢* ve=Jg—Vg& —p%
I i.-
¥=u-+v ”23:““;(“"{—”):]:‘24'3(“*0)-
B) p® > ¢% Alle drei Lésungen sind reell
Die Auflosung geschieht mittels Kreisfunktionen
7 .
. B pip’
7, =2Vp cosg, ¥y = 2Vp cos (@ 4 1209,  x, = 2)p cos (¢ + 240%)
Y P =g

cos 3@ =

”1221/; Xy = x3=~}'/;.

Beispiele:
1. 2%+ 9x—26=o0: p=—3, q = 13, also p® < ¢*
- 3 3,
Yot —p® = 14, u=}13+ 14 = 3, v = V13—14 = —1;
daher
I P o= L=
% =2, .vg,=—7-2:l:7]3~4=——1121]3.
2. #—15%+ 6 =o0: p=s5, g=—13 also p* > ¢2.
—3 .
oS 3 ¢ = 515‘ = — 0,268328, 3 ¢ = 105° 33" 53, ¢ = 35° 11’ 18"
% =2)p-cos 3511 18" = + 3,6549,
Xy =2 l;- cos 155° 11/ 18" = — 4,0593,
%3 = 2 V7 - cos 2759 11° 18“ = + 0,4044.

Reziproke Gleichungen

Sind in einer Gleichung nten Grades
Ay 2" - @y 21 4 oLl +a x4 a;=o0

die Beiwerte a, = ay, a,_, = ay, a,_, = a, usw., so heiBt die Gleichung

reziprok. SielaBtsich durch eine passende Substitution auf eine Gleichung

n n—1 .
vom Grade — bzw. —  reduzieren.
2 2

a) » ist eine gerade Zahl: n = 2%

Man teilt durch #¥ und erhalt

) e (P ) e [ L), =0
a, [x — 1 i) T Vb1 p v =
I
Mit z = » + > geht diese Gleichung in

c, z"+c‘,_lz"—1+ ..... P T R
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iiber. Sind die » Wurzeln z bekannt, so folgen aus #2—zx 4+ 1 = o die
2y Wurzeln x, von denen je zwei, die aus einem z entspringen, der Relation
¥, x; = I geniigen.

Beispiel:
2 62 —522 4+ 61+ 1 =o0.
1 ( I,
(2t Gl +6lr+ —j—s=o0
4 1
Aus x4+ — =z folgt x* + = 22— 2,
x x
sonach 2+ 6z2—7=0 mit den Wurzeln 2, = 1, 2z, = — 7.
Aus 22— zx + 1 = o folgen schlieBlich
1t V2 _ o)
112_?(13‘3”3)1 x“—z\ 7:*:145)‘

p) n ist eine ungerade Zahl: » = 2v + 1.

Da ¥ = — 1 stets eine Wurzel einer solchen Gleichung ist, so dividiere
man die rechte Gleichungsseite durch # 4+ 1 und erhialt dann eine reziproke
Gleichung geraden Grades, die nach a) aufzultsen ist.

Beispiel:
2s2— 322 —37% 4 2 =0, =L
(22 =328 —3x+2):(x+ 1) =222 —5x+2=0.
I
X = 2, Xy = -

2
Losung von Gleichungen mittels Niherungsverfahren

Hat man durch Proberechnung einen genadherten Wert fiir eine Glei-
chungswurzel gefunden, so kann man, wie folgt, genauere Werte ermitteln:

Regula falsi:

Sei f (¥) = o die vorgelegte Gleichung und seien x; und x, zwei ge-
naherte Wurzelwerte, die, in die Gleichung y = 7 (#) eingefiihrt, die Funk-
tionswerte y; und ¥, erzeugen. Die gesuchte Wurzel liegt
dann zwischen #, und %, Abb. 1, wenn y, und y, ver-
schiedenes Vorzeichen haben. Die lineare Einschaltung,
die am besten zeichnerisch
durchgefithrt wird, liefert den
Schnittpunkt »; mit dem zu-
gehorenden Funktionswert y,.
‘Wahlt man nun einen gentigend
nahe gelegenen Punkt x, mit
dem Funktionswert 4+ y,, so
kann wieder durch lineare Ein-
schaltung ein genauerer Wurzel-
wert ermittelt werden. Dieses
Verfahren kann fortgesetzt
werden. Die  rechnerische
Durchfithrung der linearen Interpollation geschieht mittels der Formel

(%, — 1) ey

¥ = x, +
t ¥1— Ve
Beispiel:
tg 1
Y _ -0
X

Fir = =11 y; = —0,2139 fo= 1+ 2L (—02139) _ 1,160,
R % = 1,2 Y2 = + 0,1434 — 0,3573
Fir %, = 1,16 Yy = — 0,02087 o1 - (— 0,02087)

o
x5 = 1,16 + —

= 1,1655.
2 % = 1,17 ¥4 = + o,01708 0,03795
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ITI. Trigonometrie
A. Kreisfunktionen

Geometrische Definition

. a b a
sin @ = 7, cos o = s tga = 5
b 1
cotga = —, coseca=-— , seca= .
a sin a cos a

Beziehungen zwischen Komplement-
und Supplementwinkeln

]
@ = |90 4-a 180 4 a|270 - a

(n-360 + a)
oder 4+ a

sing | cosa |F sin aj— cos af 4 sina

cos ¢ |+ sin aj— cos a|4 sin a| 4 cosa

tg ¢ |Fcotga| + tga |Fcotgaj + tga

coteg| T tg a|dcotga| F tga |4 cotga

Grundbeziehungen
sin (— a) = —sinaq, cos (—a) = cosaq,
tg (—a) =—tga, cotg (— a) =—cotga.
sin a
sinfa + cos?a =1, tga= , tga-cotga = 1.
cosa
. — tg a 1
sina=V1—costa = ,L B
v+ tg2a V1 + cotg?a
T T 1 cotg a
cosa = )1 —sin2ag = = —,
F14 tg?a V1 + cotg?a
sin « V1—costa b
tg a9 —= ——— — - ——— == ,
V1 —sin%a cos a cotga
V1 — sin?q cos a I
cotga = p - = == == =
s a J1-—cos?a tg a

Beziehungen zwischen den Funktionen zweier Winkel und Funktionen
mehrfacher Winkel

(1) sin (@ 4 B) = sina cos § + cos a sin §,
cos (a 4 f) = cos a cos § F sin a sin §,
tgla+p)=(gattgh):(rt Ftga-tgfh)
cotg (a 4 f) = (cotg a-cotg § F 1) : (cotg f + cotg a).
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. . 2
2 sin 2q¢ = 2sing-cos @ — ————,
@ cotga 4 tga
cos 20 = cos?¢ —sinfa =1 —2sin?qg = 2cos?a — 1,
2tga 2
tg 2a = g = - ,
1—1tg%a cotg a — tga
cotg?a—1 cotg o — tga
cotg 2a = g = g & .
2 cotg a 2
. . .a a—f
(3) sing 4+ sin § = 2 sin +'B-C()S s
2 2
. . a .a—
sina —sinfi = 2 cos +ﬂ-51n ‘8,
2 2
a-+p a —
cosa + cos f = 2 cos —[)-COSJ,
2 2
Loa+ LA
cosa —cos f = — 2 sin ﬁ-sm e —/))
2 2

tga 4- tg f = sin (a 4- B) : (cos a - cos f3),
cotg a - cotg f = - sin (@ £ f§) : (sin a-sin f).

(4) sin (@ 4 ) -sin (@ — f) = sin%? ¢ — sin? § = cos® f — cos? a
cos (@ + f) - cos (@ — fi) = cos? @ — sin2 § = cos? § — sin? q.

a
(5) 1 + cos 2a = 2 cos?q, 1 + cosa = 2 cos? —,
- L, @
I — COs 2a — 2 S1n°q, I— COSa == 2 8In®—,
2
1 — Ccos 2a 1 — oS a , a
— = tg?q, —_— == tgZ2—,
1 + cos 2a 1 - cos « 2
1 tge - + cotg?
1 a = —, 1 cotg?aq = ———
g cos? a g sin? g
6 sin 3a = 3 sina cos? @ — sin® @ = 3 sin @ — 4 sin® ¢
3 4

cos 3¢ = cos® @ — 3 sin? @ cos @ = 4 cos? a — 3 cos a.

(7)  sin (45 £ @) = cos (45 F a),
tg (45 + @) = (1 + tga): (1 —tgu) = cotg (45 — a),
tg 45_,1/2 1 cos a __ 1—sina _ L
cotg (45+aly) |~ 1+ sina | cosa 0@ tga
cotg (4 5—(1/)}_ cosa I +sina t
tg (45 + afy) | 1 —sina = cosa =seca + tga.

(8) sinacosf =4 [sin (@ + B) + sin (@ — f)
cosasin f = % [sin (@ + B) — sin (a — f)

sin ¢ sin § = } [cos (@ — f§) — cos (a—l—ﬂ)

(@ — B) + cos (a + f)

Reihenentwicklung der Kreisfunktionen und der zyklometrischen
Funktionen, siehe S. 356.

4
1
7
I8
1
]
cos a cos § = § [cos (a - 1

Zusammenhang zwischen den Kreisfunktionen wund der
Exponentialfunktion. (Siehe die folgende Seite.)



44 Mathematik — Trigonometrie

(9) e'* = cos x -+ isin #, e~ = cos ¥ — i sin %,
. T,
cos ¥ = } (¢! 4 2719, sin ¥ = — (¢ — ¢~ %),
21
i=J—1

B. Hyperbelfunktionen

Definition:
) e @ ) PLANNPELY P @
(1) Ging = — Cojp = 5 , Ty = mﬁ'
Grundbeziehungen
Gin(—¢) =—Ging, Coj(—¢) =Cog, Tg(—9)=—Tggp;
Gi
Coffp—Cintp =1, Tgp = @%2, (Cofg 4 Cing)™ = Cofn g + Ginng.
Ging = VEofg —1 = —,ﬁi‘p Cojp= V1 + Gintp = ———1;—_—.
V1—2e2¢ Vl—iggtp
Gin VEor ¢ — 1
Tgp = /_i = o .
V1 4+ ginte Cofg

e?=Gojp + Ging, e~ %= Gojp — Ging.
Mit Gin @ 4 Coj ¢ = 2z gilt:
#—1 2+ 1 g z—1

Cofp =

=1 g = =
@ nz Ging pye Py z PR

e“"p:}—t ‘quv. Gino=o0, Gfo=1 ZTgo=o0, FTgoo=r1.
1— gy
Zusammenhang zwischen den Kreisfunktionen und den
Hyperbelfunktionen:

sing=—17&inia, cosa=Coiia, tga=-—9Tgia, cotga=1iCoigia;
sinia=1@ina, cosia=Coa tgia=1iTga cotgia=—1iCotga.

Beziehungen zwischen den Funktionen zweier Sektoren und Funktionen
zweifacher Sektoren

(1) Gin(a 4+ f) = Gitta Cof § + Goja Ginf,
Gof (@ & B) = Goja Gof 8 -+ Gina Ginp,
T (@B = (Tga & TgP): (1 & Tga Tg f).

(2) €in 2a:2@ina®nfa=—1--2;%§; e
Cof 2a:(Snfaa—i—@inza:z@oi2a~—1=1—!—2@inzazii%:%,
g 2a = I:_i;;;a

3) @ina+@inﬂ:z@m“jﬁ@of“gﬁ,
@ina—@inﬁ:z@nf?+ﬁ5ina"3,v

2 2
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a+ﬁ a—f

Gofa + Cof f = 2 Cof — (Sni

a—_,_ﬁGina*'B,
2 2

Gofa —Goff =2 &in

Gin (a 4 f)

Tga + Tgp :W-

(4) Goj2za—1=12Cinta, Cof2a-+1=20Cfa
@DfZ(I—IASZ
Gof 2a + 1 g

(5) Gina Ginf =4 Cof (@ + B) — % Cof (@ —f),
Goja Cof f = 3 Gof (@ + ) + % Cof (@ — B),
Sina G =4 &in(a+ ) + § &in(a —p),
Gofa Ginf = % Gin(a + f) — % Gin (a — p)

C. Dreiecksberechnung
Das rechtwinklige Dreieck

Zur Berechnung des rechtwinkligen Dreieckes beniitze man die unter A
angegebenen geometrischen Definitionen sowie den pythagoreischen
Lehrsatz.

Das schiefwinklige Dreieck
a) Formeln, siehe Abb. 4.
1. Sinussatz:

a b C
G == e = == 27,
sinag sinff siny

2. Projektionssatz:
a = bcosy + ¢ cos f3,
b =ccosa -+ acosy,
¢ = bcosa 4+ acosf.

3. Cosinussatz:

a? =b2 4 2 —2bccosa = T
= (b + ¢)2— 4bc cosz—c::
I
= (b—¢)2 + 4bcsin? o Abb. 4
4. Tangentensatz:
i} —
(@ +08): (a—0b) :tga—i—_—’: tga zﬁ

6. Mollweidesche Gleichungen:

B—v a i
7,

(b — ¢) cos — = a sin —=
2 2

(b + ¢) sin ,:1 = @ cos

7. Halbwinkelsdtze:

sin a_ (s — b) (s — c) ’ Cosg:]/s (s — a)’
2 b-c 2 b.c
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_/s—8) (s —0)

. B
tg 2 s (s —a)

, s=%(a+ b+ o).
8. Inkreishalbmesser g, Umkreishalbmesser »:

Q:V@—@@~mw—a

N

y.

2

g i=—ntel = —a

a b ¢

T Zsina 2sinﬂ: 2 sin y’
b) Grundaufgaben
1. Gegeben eine Seite ¢ und die anliegenden Winkel B, y:
a sin f§ _asiny

b = ———— ¢ =— , o = 180" — f — .
sina ’ sin a p—v

2. Gegeben zwei Seiten g, b und der eingeschlossene Winkel y:

a) ¢ = Va2 + b2 — 2ab cos Vs

sina = a sl -71’, sin B =124 —SIE?{.
c
a+p Y a—f a—b_ a+p
b — - = 90 — -, tg ——— =—--1 =
) 2 90 2 & 2 a-+b 2
asiny bsiny
T sinag  sinf’
3. Gegeben zwei Seiten a4, b und der Gegenwinkel f§:
. b si .
a)b>a: a < 9ol sina:asmﬂ, ¢ = '_Sm”:m,
b sin 3 sin a
y = 180" — ¢ — . Es besteht nur eine Losung.

. a . .
f)b<<a: Aussina = entstehen fiir ¢ zwei Werte, der eine << 9o°,

sin f§
b
der andere > go®. Im {ibrigen wie vor. Istasin # > b, so besteht iiberhaupt
keine Losung. '

4.'Gegeben die drei Seiten a, b, ¢:
b2 2 — g b sin a

a) cos o = R , sin f = - P y = 180" —a —f,
a [s(s—a) I} ; S(s—b)

b) cos & — |/ 2482 A PR S Y JEpy.

)coe2 , ST s 0e y =180 —a—f

s:—;—(a+b+5).

IV. Ebene Figuren und Korper

A. Flicheninhalt und Umfang ebener Figuren

1. Dreieck. Bezeichnungen siehe Abb. 4, S. 45.
a? sin f - sin y

1 I .
Fz-gahazzabsmy# na
/ . . . abe
= Vs (s—a) (s—b) (5——6):27251nasmﬂsmy=—4r
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2. Viereck

Ein unregelmaBiges Viereck zerlege man durch eine Diagonale in
zwei Dreiecke und beniitze die Formeln unter 1. Sind D; und D, die Langen
der beiden Diagonalen, ¢ der Winkel, den sie einschlieBen, so ist auch

1
F = — D, D, sin g.

N N

Abb. 5 Abb. 6 Abb. 7

Trapez, Abb. 5.

m = -

a-+ b h
2 F = ;—(a—l—b):mh.

Tangentenviereck, Abb. 6.
I
s:;(u+b+$+d), F = gs.

Sehnenviereck, Abb. 7.

I

Satbtctd, F=Vo—a@l b ol —d

N

Uberschlagenes Viereck
(EinfluBflache), Abb. 8.

h a? ho b2
F,.— - —  F,=——".
1 2 a+b 2 2a+b
3. Vieleck

UnregelmaBige Vielecke
zerlege man in Dreiecke und be-
rechne die Einzelflichen nach 1.

RegelmaBiges Vieleck (n-Eck).

Ist a die Seitenlange, » der Umkreishalbmesser, ¢ der Inkreishalbmesser,
180°
= -—-, so gilt:
@ . so gl

U=mn-a=2nrvsinp=2nptge

I 1
= —nslsinzp=—natcotgp = no? tgo.
2 4

4. Kreis
Ist # der Halbmesser, d der Durchmesser, so ist
U=z2vran=und,
1 Siehe die
F=7n= Y 7 d? = 0,7853982 4% | Tafel A.

Kreisring. R #duBerer, 7 innerer Halbmesser, D auBerer, d innerer
Durchmesser, g mittlerer Halbmesser, § Ringbreite.

Fen(RE—m) = "g(D?—a) =z2ado.
4
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\/b\ Kreisabschnitt, Abb. 9.
1 ¢° L
F= -2 ( — ."z*Sm(p) =
m/
|

N 2 1800

i

h
wenn — klein, gilt angendhert F = z sh.
Kreisausschnitt, Abb. 9.

F:ﬂ—(po n:—lrb7:00087372~ 0
3600 2 ! A

Kreisringstiick, Abb. 10.

0 0
F — (R2 — 42 _q,)., = . ,(P, .
( 7)360071 09 1800 ™
5. Parabel. Abb. 11.
F = ——2~sh,
3
3 \2 4
Uxos [I -+ —(ﬁ) _ 32 (h-) J, wenn ik
3 \s 5 \s s

nicht zu grof} ist.

6. Sinuslinie. Abb. 11.
[ — 2
/ \ F = " sh,
7
> 2/ p\2 4 4
\ /—%_\/ U%s{I_{RF_(.,‘) _n,(ll,) ]’ﬁir
| 4 \s, 8 \s,

N
|
|
i . h
e -5 = kleine Werte von —-.
Abb. 11 S

7. Ellipse
Halbachsen a und b.
F=abmn.
Umfang U, siehe die folgende Tafel.
b:alo,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
U:a|4,0640 4,2020 4,3860 4,6026 4,8442 5,1054 5,3824 5,6723 5,9732

7272'4' 7272

8. Beliebig geformte Flichen

Man teile die Fliche, falls sie
-7 Y2n auf mehreren Seiten von krummen
Linien begrenzt ist, durch eine
Gerade m # in zwei Teile und
berechne, nachdem man jede

L3
e N
~

N nhaia
%
mi

{
|
|
| |7 Halfte in eine gerade Anzahl von
b gleich breiten Streifen gemaB
Abb. 12 geteilt hat, deren Flache
Abb. 12 nach einer der folgenden Formeln:
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1 1 )
F=b(~2-yo+y1+y2+ --------- +y2n‘s+y2n—1+?y2n)§

F=bm+n+tnmt oot + Hapor T Mo
b
F:§(yo+4y1+2yz+4y3+~--+ 2Ygpea T 4Vonoy T Vou) s

F=g”’(yﬁ3y1+3y2+2ya+3y4+3y5+2y‘,+
......... +2¥, st 3V, +3Vy TV,

Die Formeln sind nach dem Grade ihrer Genauigkeit geordnet. Die

Gl (3) und (4) heiBen die Simpsonschen Regeln.

B. Oberflichen und Rauminhalte von Kérpern 1)

V Rauminhalt, M Mantelflaiche, O Oberfliche.
1. Prisma. Grundflache G, Hoéhe 4.

V = G- h, siehe auch 1 d.
1a. Wiirfel. Kante a. V = a3; O = 6 a?; Diagonale d = a V;.
1 b. Rechtwinkliges Parallelepiped: Kantena,b,¢; V=a-b-¢;
Diagonale d = Va2 + 82 + ¢2;, O =2(ab + bc + ca).
1 c. Schief abgeschnittenes 3seitiges Prisma: Die 3 parallelen Kanten
a, b, ¢; Normalschnitt N; V = % (@ 4+ b4 ¢c)-N;s. auch 1 d.

1d. Schief abgeschnittenes beliebiges Prisma: Verbin-
dungslinie der Schwerpunkte der beiden Grundflachen /, Normal-
schnitt N; V= N.1I

. Zylinder. Grundfliche G, Hohe 4.

V = G - h; Mantelfliche = Umfang des Normalschnitts X Mantel-
linienlange.

za. Gerader Kreiszylinder. Halbmesser der Grundfliche R,
Hohe 4.
V=R.g-h, M=2Rn-h, O=2Rna(R+ k).

2b. Gerader Kreiszylinder, schief abgeschnitten. GroBte
und kleinste Mantellinie @ und b.

V=R2n.“42'b, M= Ra(a+b).

2c. Zylinderhuf, Abb. 13.
FC=4, AC=BC-=1, *,f
< FM B = ¢ im Bogenmal. |
h y2
V=—I[b((3R*—0b%) 4+ 3R% (a— R) ¢], |
I

3a

I
2hR AR 7
M=2"Zla—R) g+ b F \”
A

Wenn C mit M zusammenfallt (FC = AC = BC
=g =>5b= R): MA=MB=R

V =2Rh, M =2Rh Abb. 13

3

!) Aus Foerster, Taschenbuch fiir Bauingenieure. 4. Auflage. Berlin; Julius
Springer. 1921.

Bleich-Melan, Taschenbuch 4
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2d. Hohlzylinder. R dullerer, # innerer, ¢ mittlerer Halbmesser;
Wandstirke 6 = R — v, Hohe 4.

V=n-h(R—¥)=n-h-sER—s)=na-h-s(2v+s)=z2m-p-h-s.
3. Pyramide, Kegel. Grundfliche G, Hohe h. V =1G.h.
3a. Abgestumpfte Pyramide: Grundflichen G und g, Hohe A.
V=51 + g+ VGe).
3b. Kreiskegel: Halbmesser der Grundfliche R, Héhe 4.
V=1gR. h
Mantel des geraden Kreiskegels:
M =gm RVR® 4+ h? =2 R-s (s Mantellinie).
3c. Abgestumpfter Kreiskegel: » Halbmesser der oberen, R der
unteren Grundfliche, # Hohe.
S=R+v D=R—v, s=Vit+ D
L 1 3 nD?
V=lah(R24+Rr+m=1h(@R + aS 4 ar) = ;(n52+ ﬁsw)'

Mantel des geraden abgestumpften Kreiskegels: M = S-n.s.
nR?, w2 = S? und ; D? aus den Tabellen Seiten 2 bis 21!

4. Prismoide. (Korper, deren beliebige Grundflachen in parallelen Ebenen
liegen, deren Seitenflichen also Dreiecke, Trapeze, Parallelo-
gramme und windschiefe Flachen sind.) Abb. 14.

Der Inhalt eines Prismoids wird nach der Simpson-
schen Regel berechnet.

V=11(G+ 4Fn+sg)
G und g Grundflichen, F,, Querschnitt in halber Hohe.

4a. Obelisk mit rechteckigen Grundflachen, abgestumpf-
ter Keil, Abb. 15.

V=—[za+a)bdb+ (2a + a) b]

@C\|§'

= o lab+ (a+a) b +b) +a by
by

_————
3 ay RS

Abb. 14 Abb. 15

4b. Obelisk mit Trapezgrundfldchen, wie unter 4 a, wenn a
und a, die Mittelparallelen, b und &, die Hohen
der Trapeze bezeichnen.

4c. Keil, Dach, Abb. 16.

V = h_6_b (2a + a,), siehe auch 1c.

a . . . .
Abb. 16 Die Formel gilt auch fiir einen Keil mit
trapezformiger Grundfliche, wenn unter a die

Mittelparallele, unter b die Hohe des Trapezes verstanden wird.
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4d. Prismoid mit einer wind-
schiefen Flache, Abb. 17.

Die Grundflichen G und g seien

Trapeze und stehen auf einer

Seitenflache s senkrecht. G, g | s;

parallele Seiten der Grundflachen:
a, b,¢c.d; P, q; a b oc,d | p g

Abb. 17
ho
V=_latbp+@tbtet+ap+q++ddql
Ist a =cund b =d, so wird: V.=1h(a+ b (p +9g).
4e. Rampe, Abb. 18. Nach 4 b zu berechnen.

V = %hz {3az+2nh1n—tll (m — n).
m

Bei Anlehnung der
Rampe an eine lot-
rechte Mauer (» = 0):

V=18 Ga+ 2kn m
5. Kugel. Halbmesser K.
V=iRmRa=10R
= 4,18879 - It3,
0= 4r2n =3
R

3
R == 0,620351 - VV.
sa. Kugelabschnitt, Kalotte, Abb. 19. Kugelhalbmesser R,
Hohe des Abschnittes 4, Halbmesser seiner Grundfliche

anh(zr—h).
V=h,2n<R~ﬁ):l-nh(3a2+h2).
3 6
Kappe: M = 27vmh = 7 (a® + h?).

5b. Kugelzone, Kugelschicht, Abb. zo.
Halbmesser der Grundkreise a und b.

vk
V=nT(3a2—|—3b2+h2),M:2Rﬂ-h’
a® — b2 — }2
2 _ 42 —_— e, .
R;Lz-}‘(‘ -~ Joa>e

2
Ist a = R, so gilt: V = h-n(R2 - %)

b
5c. Kugelausschnitt, 7]L
Abb. 21. (g
- " &
V=gaBh=20044 - Bh \ gt o R %
O=nR(@2h+a. ‘

Abb. 20 Abb. 21
4*
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5d. Kugelkeil, Kugelzweieck. ¢ der Winkel zwischen den beiden
groBten Kreisen.

V = 0,0116355 - ¢°- R3, M = 0,034907-¢°- R2
5e. Kugeldreieck. &° sphirischer ExzeB.
&0

M= - .7z R
! 1800 T

6. Korper mit elliptischen und parabolischen Querschnitten
6a. Ellipsoid. Halbachsen a, b, c.

V:%na~b-c.

6b. Umdrehungsellipsoid.
2a Drehachse: = i}
2b Drehachse: V ~§ ~meat-b.
6c. Umdrehungsparaboloid. Ho6he %, Halbmesser der Grund-
fliche R.
V=1%.7n-Rh = 1,570796 R%- h.
6d. Abgestumpftes Umdrehungsparaboloid. Hohe %, Halb-
messer der Grundflichen R und 7.
—da- (R + )
6 e. Kiibel, Bottich, Abb. 22. Endfiachen Ellipsen
mit den Halbachsen a, b und a;, b;, Hohe A.

V:nh

(2a 4 a) b+ (24, + a) by].

6f. FaB. Beide Bodenhalbmesser », Mitten-, Spund-
halbmesser R, Lange (Héohe) 4.

Bei Annahme parabolischer Dauben ist genau:
V =10,837758 -k (2R2 4+ Ry + o0,757%;
bei Annahme kreisféormiger Dauben ist angenéhert:
V = 1,0472 - b (2 R% 4 #2).
7. Gewdolb,

7a. Kappengewdlbe. Spannweite (Lichtweite) 2 s, Halbmesser
der inneren Leibung 7, Starke §, Stich f, Lange des Gewdlbes /.

V:(p (7—1—7—) wenn singz—s-
180 \ 2 ¥

oder angenshert: V = 2817.}s? 4+ %}‘2.

7b. Kreuzgewdlbe. GrundriB 2 S -2 s. Bezeichnungen wie in 7a
mit 2 S statt /, fiir die Kappe iiber 2 s;
2S, R, 4, F, 2 s, p fiir die Kappe iiber 2 S.

XTI
V= i86_<7+2>6'5+ 8o \EES 4

. s L S
wenn sin 2 _ —, sin yY_=
2 ¥ 2 R

oder angenihert: V =¢.5 }s2 + %fz—l—A-s- } 52 —f—%Fz.



Differentialformeln 53

8. Umdrehungsflichen und -korper. Sitze von Guldin

8a.

8b.

8d.

8e.

Die Oberflache M einer Umdrehungsfliche ist gleich dem
Produkte aus der Lange / der erzeugenden Linie und dem Wege
ihres Schwerpunktes.

Hat dieser von der Drehachse den Abstand ¥, so ist:

M = 2vm- 1.
Besteht die erzeugende Linie / aus den #n-Teilen /;, /,, ... mit
den Schwerpunktsabstanden 7, #,, ..., so gilt:

M:zni(vl).

Die erzeugende Linie darf die Drehachse nicht schneiden.

Der Inhalt V eines Umdrehungskérpers ist gleich dem Produkte
aus dem Flicheninhalte f der erzeugenden Fliche und dem
Wege ihres Schwerpunktes.

Hat dieser von der Drehachse den Abstand ¥, so ist:

V =2ar-f.
Besteht die erzeugende Fliche f aus den # Teilen f, f, ... mit
den Schwerpunktsabstianden 7, #,, ..., so gilt:

V:zni(f-r).

Die erzeugende Flache darf von der Drehachse nicht geschnitten
werden.

. Ist ¥ = f (x) die Gleichung der erzeugenden (Meridian-) Kurve

in bezug auf die Drehachse, so gilt allgemein:

%y x?
3

M=z2xlyds und I/:ZﬂJy2dx_
# 3

Fiir eine teilweise Umdrehung ist zu beachten, dafl Oberiliche
und Rauminhalt den Drehwinkeln proportional sind.

Die vorstehenden Regeln und Rechnungen sind sinngemiB auch
anwendbar, wenn der Schwerpunkt keinen Kreis, sondern eine

beliebige Kurve beschreibt, solange nur

die Ebene der Erzeugenden zur Bewegungs-
richtung immer senkrecht bleibt.

e A R ]

8f. Zylindrischer Ring, Abb. 23. TI@. E}?
V=2aR?»=19,739-R# —

O =47 Ry = 39,478 - Rv. Abb. 23

V. Differential- und Integralrechnung

A. Differentialformeln

dy . .
Definition: Unter dem Differentialquotienten 3% einer Funktion

= f(x) versteht man den Grenzwert des Differenzenquotienten

Lm f(x 4 &) —f ()

h->0 h
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und bezeichnet diesen Grenzwert

Ableitung der Funktion f(x).

af(x)
dx

Mathematik — Differential- und Integralrechnung

' (#), falls er besteht, auch als

Ist im rechtwinkligen Achsensystem y = f(x) die Gleichung einer im
betrachteten Intervall stetigen Kurve, Abb. 24, so gehort zu jedem Punkte

¥
Y1

4

T

/
OL—I i

Abb. 24

der Kurve ein bestimmter Wert des
Differentialquotienten. Ist = der
Winkel, den die Tangente in P mit

der wx-Achse einschlieft, so gilt die
Beziehung

dy] :

T, BT

ay!
d—i’\ der Wert des Differential-
]

i
wenn |
| P

quotienten im Punkte P ist.

Fundamentalformeln. (¢ = Konstante, y, #, v, w. Funktionen von x,

uw, v/, w....Abgeleitete.)
da d(ay) dy.
(I)E_ > (2} ax an
du +v+ w4+ ....) du | dv de_ .
(3) ar *E‘i“a‘i‘ ax ;
du-v) du dv
(4) ax a‘f’““&;,
)d(u.v.w....) " w (1’+g+g+ \.
(5 ax T\ v w >
d(%) vu'—uv
© dx = v? :
(7) Ist y == f(2), wo 2z = @ (%) so gilt:
dy _dy ds.
‘dx dzr  dx’
(8) Ist ¥ = f(2), 2 = @ (u), u = p (x) so ist:
dy dy dz du
dv~ dz du dx’
au’ v du av’
T ut === 1 Rt
() v " (u dx+ nu d;v)’
o1
dy E
(10) f (33} = o T
oy
Differentialformeln
— 4™ dy_; m—1 y — oM. dy___l_ =1
(11)y = 2™; M (12)Vx = »'1; s " .
d d mz
(13)y =¢€%; —déze". (14} y = a™=; %:ma In a.
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ay I a dy 1 @
(15)y =Inw; —==— (16)log ;22 == log e
. d d
(17} y = sin x; (Tzzcosx. (18)y = cos x; d—z:—sin x.
dy 1 dy I
1 = t; ;= = . — cot L A .
(ro)y 87 dx  cos?x (20) y = cotg » dx sin?
1 dy cos ¥ 1 'dy sin #
21)y = N A ] .1 Ay -
(z1)y sinx’  dx sin? x (22)y cos x°  dx  cos?y
d 1
(23)y = arcsin x; 7,% = = x;'
d I
(24) y = arc cos ¥; [Tz:;h;ﬂ
dy 1
—arctgy; 2=
(25)y arctg x; ix TR
(26) tgx; 2 !
5) ¥ = arc co A )
VT AICCO M oy I L a2
dy 1
(27)y = arcsec x; —>-= .
dx  gxr 1
d
(28) ¥ = arc cosec x; &y _ 44
ax rVa%— 1

B. Potenzreihenentwicklung
1. Taylorsche Reihe

Bedeuten /' (¥), /7 (#) .... f*+*1(x) die erste, zweite, .... (n-+}1)ste
Ableitung der Funktion f(#), die im Intervalle » bis # + % endlich und
stetig. ist, wahrend die Ableitungen f/(%) ... f(**1) (%) im Intervalle von

#% bis ¥ + h bestimmte endliche Werte haben, so gilt die Entwicklung
h o, h*
ot ) = 1@+ 5 @)+ 5 7@ 4 00 4 Rasy.
Hiebei ist das Restglied

hn+l (n41) P
Ry, = (T_F*‘ﬂf (* + )
oder
_ n pn+t1
Ryey = C I o 19 ),

@ ist ein positiver echter Bruch. Wird lim R, ., = o, so hat man eine
n->»00
konvergente unendliche Reihe vor sich.

2. Mac Laurinsche Reihe
X ’ xz 4 xn 7
) =10 + 57O +5170) + oot 0 (0) + Ry,
f(o), f(©)..... f* (o) sind die Werte der Funktion f(x) und ihrer =

ersten Ableitungen an der Stelle # = o. Das Restglied R’,;; wird aus
R,+, der Taylorschen Reihe gewonnen, wenn man dort ¥ = o setzt.
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3. Besondere Reihen

In den nachfolgenden Gleichungen bedeutet

pl=1.2-3...p,
Exponential- und goniometrische Reihen
(1)e* =1 —|— —|— + + konvergiert fiir —oo < ¥ <oo.
n
(2)e =1 + — + + + . = lim (I +i):2,7182818....
n-»o00 n
¥Ina (x In a)? (¥ 1n a)3
(3)a*= 1 + . 51 Y + ...
. ¥ AT L B L ]
(g)siny = - —— L ..., konvergiert fiir —oo < x < 400,

1! 3! 5! 7' 9!
2 24 6 8
(5)cosx=1—x—+-ﬁhx- il

—oco< ¥ < o0,

konvergiert fur

x%  2x8 1747 62 x9 x o
6)tg x = «» V—l————;— —_— ... - <<+
© g BERET 3*5-7  3%5-7-9 2 2
I- x3 1.3.x5 1-3.5.47 konvergiert fir
(7)arcsin ¥ = x + - a3 +m+m+..., —1 <Ly <+1.
(8) arc cos x = % — arc sin x,
3 5 7
(9) arc tvx_x—%+%—x7+..., konvergiert fir —1<{x <{+1.
(10) Hieraus Z =arctgr =1— —1—{—717—14—'1——
Hyperbelfunktionen
() Giny =« "’_ + + + = — Gin (H %) l konvergieren fir
—oo< xr <00,
(I2)@U§x21+2‘{+z!+a+~--:@:Uf(*‘x) l

Logarithmische] Rejhen

EA

(13)111(1:}:):) :Ex—‘:t *—:j—_, konvergiert fiir —1< ¥ < 41.
I-+x ¥ x
1 = o . LR ” no T .
(I4)n1_x 2(x—|—3+5 + ) 1< x <41
-3 -5
(Is)lnx—'_I:z(x_l—,—L—i—L—;— ), konv. fiir +1< x oder x <—1.
x—1 X 3 5
fjx—1 I /x—1)\3 I (x-1‘5 1 konvergiert fiir
61 = - —_—\ -\ .o 0.
(16)Inx 21x+1+3(/’V+I)+ x+1)+ I, o< x <+

. | x I x )3 I x \° )
(17)1n(a+x)_1na+212a+x+§<2a+x> +5(\2ia—1—x/) +o



Unbestimmte Ausdriicke 57

C. Unbestimmte Ausdriicke

¢ (z)— Zzhler und Nenner gleichzeitig der

y (#)

Grenze o oder oo, wenn sich » einem Werte ¥, nahert, so erhilt der Bruch

1. Nihern sich in dem Bruche

. o ' )
fir ¥ = x; die unbestimmte Form s oder oy Man findet dann den
o0

wirklichen Wert des Bruches mit den Ableitungen ¢’(¥) und y’(x) zu
lim 2% _ ¢'®)

= () yla)
¢'(%)

Nimmt auch - ) fiir ¥ = ,; eine unbestimmte Form an, so bilde man
x

den Quotienten der zweiten Ableitungen usw.

2. Wenn g (%) - 9 (¥) fiir ¥+ = x; die Form o - co annimmt, so setzt man
~I——=/(x), wodurch das Produkt auf die Form w—(;—t—), die sich nach 1.
P(%) H#x)
behandeln 1aBt, gebracht wird.

3. Nimmt die Funktion [f(#)]%(=) bei Anniherung an den Wert » = #,
eine der unbestimmten Formen 0% oo 1°° an, so setze man

[f (%)]9(2) = % (2}In f(x)
und bringe so die vorgelegte Funktion fiir ¥ = %, in die Form o.-co0 die
nach 2. behandelt wird.

4. Wird fiir » = #;, die Differenz ¢ (¥) —y (¥) gleich oo — oo, so
verwandelt man den vorgelegten Ausdruck mittels der Substitution

I
@(x) = m

wird.

und y (¥) =

Y’I(x) in einen Bruch, der nach 1. ausgewertet

5. In vielen Fallen kommt man dadurch zum Ziele, daB3 man die ein-
zelnen Funktionen nach der Taylorschen Reihe entwickelt und den Grenz-
iibergang %2 = o durchfiihrt, oder daB man in die vorgelegte Funktion
¥ = x + h einsetzt und dann nach Vereinfachung den Grenziibergang
versucht.

Beispiel:
f(x)= x—xs;m x. Fir x = o erhilt man zunichst Z
Die Entwicklung nach Taylor ergibt
. R 1A
(x + 7) — (sin x + hcosz—»; sin x—gcosx +...)

24 3hat 3k + B
setzt man jetzt ¥ = o, so entsteht

D. Maxima und Minima von Funktionen

Funktionen mit einer Verinderlichen
Jenen Wert #,, der die Funktion f(#) zu einem Maximum oder Minimum
macht, findet man aus der Gleichung
f'(x) =o,
wobei f(#) ein Maximum wird, wenn f’(%,) < o, und ein Minimum, wenn
#'(xy) > o.
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Sind die (#—1) ersten Ableitungen fiir ¥ = #, samtlich Null, wahrend
f) (%) S 0, so liegt dann ein Maximum oder Minimum vor, wenn % eine
gerade Zahl ist. Anderenfalls ist f(%,) weder ein GréB8t- noch ein Kleinst-
wert.

Unentwickelte Funktionen f(xy) =

v wird fiir jenen Wert #, ein Maximum oder Minimum, der die Glei-
chungen

af(xy) ,
_ — d —
97 ound f{xy) = o
a
erfiillt, wobei w $ o sein muB.
¥
2
vy wird ein Maximum, wennﬁa_f : 7:9)‘4 < o;
ax? dy
2
y wird ein Minimum, wenn — u : P—f > o.
ax: dy

Funktionen mit zwei unabhéngigen Veranderlichen

Die Funktion z = f (¥y) weist fiir das Wertepaar (x,y,) einen GrofBt-
oder Kleinstwert auf, wenn (#4y,) den beiden Gleichungen

d

—f = o, ﬂ pa—

dx ay
geniigt. Hiebei muB far (%, y, der Ausdruck

2L (Y,

dx? gy dxdy
32
sein. Ein Maximum liegt dann vor, wenn fiir (%, v,), Fye < o und ein
2
Minimum, wenn 94 > o.

Magxima und Minima mit Nebenbedingungen

Zwecks Ermittlung jener Werte '(xo ¥o), filr die die Funktion z =/ (x y)
bei gleichzeitigem Bestehen der Bedingung ¢ (¥y) = o einen Extremwert
aufweisen soll, setze man

af+ =o, f—i— =0, @y =o

und ermittle aus dlesen drei Glelchungen nach' Elimination von 1 das
Wertepaar #,,.

E. Integralformeln

Grundregeln: (Die Integrationskonstanten sind weggelassen)

I)f]‘(ax)dx:%(p(ax), (2) ff(x+c)dx=q;(x+c),

9 [1as 0 dr =g ar+ 0, wobeiin (1)) [ 1) dx = g (2,
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(6) J‘u gidx =u-v— .[v %d,’v, (teilweise Integration),
0 |4 ax =i
Rationale Funktionen
(S)Jx"dx: ;:lf (ausgenommen »n = — 1),
¥
n+1 >
(9) f( +bx)ndx4%, (z0) ‘fj_’i:mx
dx 1 I
Il)fa+bx = ylnla+on), (x2) [(a—i—bx)z T b atox
/b
(13)J T = arctg ¥, I4)fu+ i Tu‘—b arctg (l 7 x)
(15)[ de:arcigx:%InIer fir ¥ <1
J1—x« 1—x
odx x—1 .
(16) ] =-—arc@otgx =41In o ., ¥ >
I)J arcit( ?x)— ! In ]/ab+bx @ und b
7 bx2~ = 8 l a”) " 2Vab  Vab—bx positiv.
(18) ( . dx _ {‘ ‘dx L
J¥E+2pxrtq  J x4+ g—pY
x4+ p
- arctg ———, wenn ¢ > p?;
Vg —p? Vg —p*
arc g ?-}—x wenn p% > gq;
li’zfq Ip*—q
[, 2
P , wenn p q.
(x+bdxy ) dx
(19).fx—_—2+2px+q_%ln (#4295 4 9) + 0 —p) | e,

Irrationale Funktionen

(20) JV{; +bxdx= j—V(a + b#)3,

ZI)fVu—i—bx ]a+bx

(22)J wVa+bxdx = ﬁ (bx—--2~ @) Via + bx)?,

xdx o V T
3)jVa+bx_3b2 x—z2a)la X,

Y
(%)fm:arcsm;, fl/ > =1In x+Vx2+a,
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" dx L dx
e D I

xdx —
(28) {V—?Zilaix.

L s Va2 52 2 )
(29) [1/2 2dx_.2_(\ x Va 22 4 a arcsma)

(3°)jmd %( Va+x2—~aln(x+]a+x2))

\

. . - s
Va2 — x2dx :w( Va2 — 42 4 a2 arc sin —7),
2 a

AY
Va2 —a2dx = (xVx2~a2—a2ln x+Vx2—a2))

(31)

NiH

(32)

(33)fl/x2+a2 dx = (xl/;(z—l—u?-l—aﬂn (x+Vx2—i—a2)>,

\

N

(o) [Vt = dn =L Vi L ay

o

. — 2 S 4 —
(35) J 2Vt L atdy = % (x2 + %) xVa? £ a2 —%—In [x + Vet a2J ,

l ln[b—,—cx—l— Ve Va+2 2bx -+ ¢ 2], ':“imo;
1 b+cx
—=arc &in ;7==—=, wenn ac — b% > o;
<6>[ . ' fac 2
3 —_—
/ 2 1 b+ cx
JVa+2brton —arc@of—_‘_—: . b —ac>o;
¢ Vo2 —ac
— 1 o b4cx
—/:-arc sin , wenn ¢ < o
V— ¢ T2 —
s p+gx g ——
—_— L — iy 2
(37)Q/l/u-|—2bx+cx2 . fad+2bx 4+ cx
pc—aqb dx
¢ JVa+2bx+ca®
{‘ xmdx 21X (m—1)a [‘x’””dx
Va4 2bx+ca2 mec me X
(2m—1)b ['xm‘ld,‘v
wm ¢ X

Rekursionsformel, wobei X = Va + 2bx + c 42,

{39) rPa—l—zbr—i—cxzdk b—_,l Va+2bx—|—cx2
ac~b2/ dx
[

2c¢ ja + 2bx +ca?’
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Transzendente Funktionen

(40)J e*dx = €%, (4I)fazdx=1z;’
42) Jxe’dx = (¥ — 1) &%
wees[  m mn—1) "
rettdx = - _——
(43)fx et dx - [1 ax T T an *a”x"}’
giltig fiir = % o,
(w)ﬁme:xmw—m, my‘mmww:ﬂmm~nﬂmm“w%
In In 1 * (In x)» 1
6 axy =— -— — dx = 1 n+1,
(4)fx % <~ % (47)J y = )
ausgenommen # = -— I
firn = —1 ‘ = In (In )
n A Ty S ot d
winxdr = %—f—I(lnx_‘n_%_I)’ [ fusg:tfogxcr’rsler:lz uﬂeilﬂ

I | S
sinaxdxy = ——cosax [cos axdx = —sina %,
« a

o

= t; I ax =t
sntr | O® (5)‘cos2x_ g%

—-=1Intg
sin x

Niée

tadx x 7
' ‘k£;“m@(;+j}

smxcosxdx_—écoszx
4

- x “ dx " x
— oy ———— = — cotg —,
g J1—cosx gz

sin a x x¥cosax

ysinaxdx = - s [xcosaxdx:
a a

W)
wl)
50 [
ftgxdx——lncosx fcotgxdx:lnsinx,
59
oo |
69 [
50 f

o

cosaxy | xsinax

a? a
. 2 :
. ¥2cosax 2xsinax  2cosax
(57) | #%*sinaxdx = — ) + T
. a a o
9 o .
x¥sinax 2xcosax 2sinax
(58) | #®cosaxdx = -+ 3 — e,
. a a a
- I ‘ -
(59) | sin xdx:; ~smxcosx+x), cos’xdx =

1/ .
= ——(sm ¥ Ccos ¥ + x),
2 \

. I .
(60)J‘sm"xdx = —— oS ¥ si
n

p—1 (* .
‘sm”‘zxdx,

o
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I n—1
(61) |cos*xdx = ; sin x cos" ™1 x - [‘cos"‘2 xdx,
tgnlx cotg"~lx
§ : -—ftg"*zxdx, [cotg"xdx:~—g——~
n—1

.

— }jcotg"2xdx,

J
(62) ftg" xdx = P
f

(63) dx _ cosx n-zJ‘ dx ’
J sin® x (n—1)sin®* 1y  n—1)sin*"2 %

(64) " dx _ sin # . n—zJ‘ dx
Jeostx (m—r1)cos" "ty  m—1 ) cos" 24

{65) [sinmxcosnxdxz‘cos fm + n) ¥ (m —n) x

»

‘sinmxsinnxdx: nm—mn) ¥ sin(m+ n)x
z (m—mn) z(m+mn)
fcosmxcosnxdx_sm (m—n)x+51n (m + n) ’f)
2 (m — n) 2 (m + n)
pom—
2 —1I x
68 w1/ ¢ A)_ .
(6%) ‘.a—f—COsx Va2——1ar0g(|/a+x gz/ wenn a2 > 1
/,I~a x
= tg — 2
VI‘azarch</I+a g 2), wenn a? < 1,

(69) [ dx. arctg<

N a+smx ]a—l

e arcig(l/ ta (45+;~)),Wenna2<1,

]/I_az

(45 -+ %)) wenna? > 1,

(70) x’”‘sinxdx:——x'"cosx—l—mJ.xmfl-cosxdx,

(71)

Amcos xdx = ¥™sin ¥ —m [xm—lsin x dx,

Y

arcsin ¥ dx = xarcsinx—l—l/IAxg,

(72)

I
arctgxdx——— xarctgx—jln(l + %3,

(73) farc cos ¥ d ¥ = x arc cos x———VI — 2

I
arc cotg ¥ d x = xarccotgz%—?ln (1 + #%).

F. Bestimmte Integrale

Wenn I.f(x) dx = ¢@(x), so gilt
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b

Tt ax+ (160 r = J'ux) ax.
b a

o

a

x
Das Integral _[f (2) dz = @ (#) ist eine stetige Funktion der oberen Grenze x.
a

Differentiation eines bestimmten Integrals nach einem

Parameter:
Ist f (¥ a) eine stetige Funktion der Veranderlichen » und des verinder-
lich gedachten Parameters a, so ist bei festen Grenzen a, b

d. h., das bestimmte Integral ist eine stetige Funktion des Parameters a.
Es gilt dann b
dF(a) (df(xaq)
da ) da

ax.

a

Vertauschung der Integrationsfolge.
Wenn f (¥ a) eine im Bereiche #; bis », bzw. a; bis a, endliche und
stetige Funktion von x» bzw. a ist, so gilt

oy %y Xy Oy

fda J‘f (xa)dx = ‘.dx J‘f (x*a) da.

Die Grenzen sind hiebei unabhangig von » und a.

Besondere Integrale:

oo

o0
) n! ‘o= —g7oF
(1) ‘ x"e"“dx:F»-f, (2) J—);—dx:ln a,
o 0
o0 oo
? . 1 L . a
(3) ‘ e~ %Tsin Axdx = P (4) ’ e~"Tcosixdxy = pra T a>o,
0 0
oo
. Q@ — A2
oz Ixdxy =——res,
(5) ’ xe cos lxdx @ T
0
a2
" dx by
6 - =—"o, (a, bpositi
()_acos2x+bsm2x 2Va b (a, b positiv)
0
T2
b
(7 f ix = ! arc cos -, wenn a? > b?
a+ bcosx Va2—b2 a
0
/77777
— ! in 2 voo — az, ooat < b?
l/b2 e a
— a = b.

) ”»

I
a
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oo
' sin A x A
(8) ‘e'“’——dx:arctgff,
a
0
oo
“sin Ax .
(9) ‘ dx =j:g, je nachdem 4 Z o,
x
)
©o
*cos ax sin ¥ 7 L
(10) | ————dx=—(fir a| < 1),
. x 2
0
T "
= —(fiir,al = 1), =o(fir a; > 1),
4
oo oo oo —
1., - * cos ¥ ' sin x ¥4
(11) {e—l‘dx:—l’n, (12) —— dx = e dx:] =
. 2 JVox J Vo 2
0 0 0
oo
"tg x 7
(13) '72 2’
0
T T
. . ' o, wenn m 2 n
(14) [smmxsmnxdx: cosmxcosnxdx:{ <
. . n/2, ,, wm=mn.
0 0

G. Fouriersche Reihen

Eine Funktion f(¥), die in einem gegebenen Bereich von o bis [ iiberall
endlich und mit Ausnahme einer endlichen Anzahl von Stellen stetig ist, 1aBt
sich durch eine unendliche trigonometrische Reihe (Fouriersche
Reihe), wie folgt, darstellen:

A .
f(x):70~—1—Alcosax—{—Azcoszax—|— ...+ A,cosnax -+ ....
+ B;sinax + Bysin zax 4 ... 4+ B, sin nax 4 .....

Hierin ist ¢ = ?77_1, wahrend die Beiwerte 4 und B durch die bestimmten

Integrale
i J !
2 2 2 .
A":T [f(t)dt, A,,:—f f(¢) cosnatdt, B, = T []‘(t) sin natdt
° 0 )
n=12,3

definiert sind.

An den Unstetigkeitsstellen liefert die Fouriersche Reihe den Mittelwert
aus den beiden Grenzwerten der Unstetigkeitsstelle.

Die Fouriersche Reihe stellt eine periodische Funktion mit der Periode [
dar, da f(¥ + /) = f(#) ist. Sind die beiden Endwerte der vorgelegten
Funktion f(#) in den Punkten # = o und # = ! von einander verschieden,
so liefert die Fouriersche Reihe an den Endstellen nicht den wahren Wert
der Funktion f(x), sondern das arithmetische Mittel aus den beiden End-
ordinaten.
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. l .
Ist f(x) symmetrisch zu x = 5 S sind simtliche Beiwerte B Null.

. . !
Ist f(x) spiegelsymmetrisch zu » = > SO0 verschwinden die Beiwerte 4,,
Ay A4,

Beispiel:
Das in Abb. 25 dargestellte unstetige Belastungsgesetz ist in einer Fourierschen Reihe zu
entwickeln:
Es ist

flx) = Gl il von x=o0 bis x= L,
2
2p (1= 1)

l
Hx) = ——— von x= bis x =1

Wegen der Symmetrie der Funktion f () i Z 1 |
sind alle Beiwerte B Null. Die Beiwerte 4 be- }<—2- _._._33&%____*

stimmt man wie folgt:
Abb. 25
i2 t

—~j”"d¢+ ?(l‘t)dt:p

Il/z i
4 =21’.il ftcosi%i”tdmj(z~t)cos“l‘"tdt

Uz i
[ 2 2N ! A 2axn |
- - 0s - —-— 1} + t t - —= 1|
B l4n’n"c ! St Jl+{2, ! t‘;
o ll2
!
LS P L L GRS ok Al
4 n%n? ! 2 H a2 n?
If2
Die Reihe lautet daher:
1 4 27 4 6 4 0N !
fix) = pl———?oos—l—x——;,_;cos T T s A 4.

H. Differentialgleichungen
Differentialgleichungen erster Ordnung

Trennung der Veranderlichen:
a

Die Differentialgleichung hat die Form —— A L(i)—. Daraus
ax  9(y)

p(y)dy—f(x)dxr =0

e dy—[i(x)ax=C.

dy  yta y
—- = 0:
dx P y+a

Inz(y+a)=coder x{(y+a)=c

und schlieBlich

Beispiel:

dx
+—=0
x

Homogene Differentialgleichungen

d
Hat die Gleichung die Form % = f<%>, so 16st man sie mit Hilfe der

Substitution v = Z, woraus dy = xdv + vdx entsteht. Die Einfithrung
x

Bleich-Melan, Taschenbuch 5
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in die Differentialgleichung fithrt auf
d
(f(v) —v)dx = xdv oder o) —o = -

Beispiel:
xydy— (22 +21%)dx

d Pi 2
Ly _rry ; mit v = Y. wira floy=2v+ 2
adx Xy x v
2
vdv dx, 2 —Incx oder ¥ =24Incx.
x 2

Lineare Differentialgleichungen
Allgemeine Form 3" 4 f (») v + ¢ (¥) =
Setzt man y=u (x)-v (%), so wird w(@w +f-v)y+uwv+e=o.
v bestimmt man aus der Gleichung v + f-v = 0. Dann geniigt « der
Gleichung #’v + @ = o. In beiden Gleichungen kénnen die Verdnder-
lichen getrennt werden. Man findet schlieBlich mit ff () dx =y ()
y — e=v@) Uq;(x) v dx+C.

R dy v N dx
. ] X i (1 o . A (x)
Beispiel: —— + —=b% w(r)~’ - =Inx €

y = iJ»Jb:c“d:c«kC }:P x3+»c.
x ) 4 x

Differentialgleichungen zweiter Ordnung
Gleichungen von der Form 9" = 7({y).
Man multipliziert beiderseits mit y” und erhilt, da links die Ableitung
von § () entsteht, nach der Integration
2= [t dy + Co

woraus

+ C,.
{ Va [f(3) dy + C, jf dy +C

Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi-
zienten.

Allgemeine Form y” 4 ay’ + by = f ().

Man bestimmt zunachst die beiden Partikularlgsungen der homogenen
Gleichung y” 4 ay’ + by =o0, indem man y = e®s setzt. Dies liefert
fiir @ die charakteristische Gleichung

at+aa+b=o0
mit den beiden Wurzeln a; und a, Sind diese voneinander verschieden,
so ist
y = C, et Cpeta?
die allgemeine Losung der homogenen Gleichung. Ist a; = a,, so lautet die
allgemeine Losung
y = eux (C; 4 C, %).

Mit den beiden Partikularlésungen y, = e * und y, = ¢%* der homo-

genen Gleichung berechnet man nun die Integrale

[ f(%) ypd¥ L [t yndx
¢ (%) = J SR und () = |
Vi'Ve— Ve N1 J Ve V1—V1 Ve
womit die allgemeine Lésung der vollstandigen Gleichung
y = Crens+ Cyen+ ¥, @y (1) + Yo @ ()
gefunden ist.
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Beispiel:
yi-cty =z
Aus a? ~ ¢% o = o folgen @, = ¢, 0y = — ¢, sonach
=% =2
T °z /
xe dx b b xedx I 1
)= | ———= — —x+ |2 )= = | ——— = - Ay D)=
@y (%) / 2c oy c) » Ge (%) P 20 P s

VI. Analytische Geometrie
A. Koordinatentransformation

Parallelverschiebung, Abb. 26
Urspriingliches System (x ), neues (£%): Koordinaten des Ursprunges £2,
% =a, y=>: Fiir einen Punkt P gilt

E=x—a r=%+a
n=y—b y=n+b
rY /5’,

x4 Ti

¥4
' 74 /

<4 £ Y

.__Q.+_Hz == / by -
I x 0 \UZ
| i ~
a >|<~§—>l \\ x

Abb. 26 Abb. 27

Drehung des Achsensystems, Abb. 27
Die Drehung findet um den Winkel ¢ statt.
¥=2x'cosp—y'sing, " =xcosp+ ysing,
y = #"sin p + 3" cos ¢, Yy = —xsing + ¥ cos ¢.
Der Winkel ¢ ist mit dem Vorzeichen einzufiihren. In Abb. 27 z. B. ist
@ negativ.
Polarkoordinaten, Abb. 28
7 heiBt Fahrstrahl oder Radiusvektor, & die Amplitude, sie wird
positiv gezihlt, wenn die Drehung des Fahr-
strahles entgegengesetzt demUrzeigersinn erfolgt.

# geht von — co bis + oo, # von o bis co.

x = rcos®, v = Va2 4 42

. x .
y=vsind®, cosd =", smz’}:—y—.
v ¥

B. Punkt und Gerade

Entfernung s zweier Punkte, Abb. 29 (siche S. 68)
P;.. % Y1 P < Xo Vo

Entfernung s = V(xg — %)% 4+ (¥ — )%



68 Mathematik — Analytische Geometrie

Flicheninhalt F des Dreieckes O P, P,, Abb. 29
2F = %y, — %3 Y1
Allgemeine Form der Geradengleichung
Ax+ By + C=o.
Die Gerade geht durch die Punkte
#p yp und xy, vy
Y=V __ Y2 :
;:x: = 2:71 = tg a (o Neigung
gegen die positive x-Achse).
Die Gerade geht durch den Punkt
#y, y; und hat die Neigung a gegen

die x-Achse
y—M0
Tt =tga.
x— % ga

Gerade mit den Achsenabschnitten
¥ =a und y = b, Abb. 30

* y
" + 5= I.
7] & NG Normalform, Abb. 30
Abb. 30 xcosep + ysing—d=o0
wobei d der senkrechte Abstand des Ursprunges O von der Geraden ist.
! . B C
R e A Ty T N ey

Der Wurzel ist das entgegengesetzte Vorzeichen zu geben, das C in der
allgemeinen Form der Geradengleichung hat.

Gerade, die mit y = a ¥ + b den Winkel ¢ bildet und durch den Punkt
¥, y, geht o+ tga
1—a tga

Abstand % des Punktes P = (#,), von der Geraden x cosa +
ysinga—d =0

Y—"n= (& — xy).

n = F (¥ycosa -+ y,sina—d),
— oder +, je nachdem P und der Ursprung O auf der gleichen Seite oder
auf entgegengesetzten Seiten der Geraden liegen.

Geradengleichung in Polarkoordinaten

Aus der Normalform x cos¢ + ysin@ —d = o folgt unmittelbar
vcos (p—13) =d. (v und & Verdnderliche).

g C. Der Kreis
Allgemeine Gleichung, Abb. 31
, (v— a2+ (v — )2 =12,
pd Mittelpunktsgleichung. Wenn M und O zu-
z ‘b sammenfallen,
//C ! Z2+}’2:72.
7 5 Polargleichung. Mit O M = ¢ und dem

Fahrstrahl g, O M Polarachse. Abb. 31
*—20ccos P+ ¢ =2
Gleichung der Tangente im Punkte x; y,
(x—a) (xy—a) + (y —b) () —b) =1~

Abb. 31
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D. Die Ellipse
Mittelpunktsgleichung. Halbachsen a und b, Abb. 32

PR —
i o 1, Brennweite e = | 42 — p2.
) . Va? — b2 . . .
Polargleichung: Koordinaten g, ¢; & = — (numerische Exzentri-
b2
zitat); p = S = (r — &%) (Halb-
parameter), Abb. 32
b2
02 = —————— bezogen aufden

1 — g2 cos?d
Mittelpunkt M,

P
= fd
0 T T ecosd bezogen auf den

Brennpunkt F.

Gleichung der Tangente im
Punkte x; ¥,

xxl }'3'1 g
a? b2

Kriimmungsradien in den Scheiteln

2
In A: R=p=-— InB: R\ = —.
a

Konjugierte Durchmesser. Solche Durchmesser, welche einem Paar
rechtwinklig aufeinander stehenden Kreisdurchmessern affin sind, g und g,
in Abb. 32. Der eine halbiert die zum andern parallelen Sehnen. Die
Tangenten an den Endpunkten des einen Durchmessers sind zu dem
konjugierten Durchmesser parallel.

E. Die Hyperbel

Mittelpunktsgleichung. Halbachsen @ und b, Abb. 33
22 52
2 b

Brennweite ¢ = l"az + b2,

= I,

Polargleichung.  Koor-
dinateng, #. Halbparameter
b2
= = 2 .
p="=al—)

-Numerische Exentrizitit

e

£ = —

a

b2

2 _ 7
¢ e cos ) —1
auf den Mittelpunkt M ;

r__ p
e 14 ¢cosd,’

, bezogen

Abb. 33

bezogen auf den Brennpunkt F.
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Gleichung der Tangente im Punkte x, ¥,

X% Yy
R
_Kriimmungshalbmesser im Scheitel

b2
R=p=—.
P a

Gleichungen der Asymptoten

AN A r

0 + 5= o und a 5 o.
Gleichung der Hyperbel, bezogen auf die Asymptoten als Achsensystem

¥y = i (a® 4 b3).

F. Die Parabel
Scheitelgleichung. » Halbparameter, Abb. 34,

V2= 2pux.
Polargleichung mit dem Brennpunkt F als Pol
___ P
=7 —+ cosd

Gleichung der Tangente im Punkte x y;
yy=2px+ x).

Kriimmungshalbmesser R

R= ], £P_Jc;f>“ —29 l

Abb. 34

/28,
P
Konstruktion der Parabel. Siehe Abb. 35

L///Z

B2

Abb. 35

G. Die Kettenlinie
Allgemeine Gleichung (2 Ordinate des Scheitels), Abb. 36

y=a@ﬁof/2.

Gleichung der Tangente im Punkte x; ¥,

CA— Y
x— a

Kriimmungshalbmesser R

2
R=".
a

Bogenlange 4 P

. x
B=a &n —.
a
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VII. Wahrscheinlichkeitsrechnung und
Ausgleichsrechnung

A. Wahrscheinlichkeitsrechnung

Die absolute Wahrscheinlichkeit w eines Ereignisses ist das Verhaltnis
der dem Eintreffen des Ereignisses giinstigen Fialle g zur Anzahl der

iitberhaupt moéglichen Falle m. Daher w = ;i w ist immer kleiner, héchstens

gleich 1, w = o ist das Symbol der Unméglichkeit, w = 1 das Symbol
der GewiBheit.

Die Wahrscheinlichkeit w’, daBl ein bestimmtes Ereignis nicht ein-
treffen wird, hei3t die entgegengesetzte Wahrscheinlichkeit.
Es gilt

w = 1-—w. (1)

Bedeuten w,, w,, w, .... die Wahrscheinlichkeiten fiir das Eintreffen
verschiedener voneinander unabhingiger Ereignisse, so ist die Wahrschein-
lichkeit w, dafl diese Ereignisse gleichzeitig oder in vorbestimmter Reihen-
folge eintreffen (zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit),

W=w, Wy Wy ... (2)

Soll ein Ereignis mit der absoluten Wahrscheinlichkeit @ #-mal hinter-

einander eintreffen, so ist die Wahrscheinlichkeit hiefiir
W =w. (3)

Sind w;, w,, w; ..... die absoluten Wahrscheinlichkeiten mehrerer
Ereignisse, so ist die Wahrseheinlichkeit w fiir das Eintreffen eines dieser
Ereignisse

W= wy 4wy )

Unter relativer Wahrscheinlichkeit versteht man die Wahrscheinlichkeit,
daB von zwei Ereignissen, welche einer Reihe moglicher Fille angehoren,
das eine eher eintreffe als das andere. Sind w; und w, die absoluten Wahr-
scheinlichkeiten fiir das Eintreffen der Ereignisse A4 bzw. B, so ist die Wahr-
scheinlichkeit, daB A eher eintreffe als B, durch

Wy
w, + wy
und daB3 B eher eintreffe als .4, durch

W= (5)

w
W’ = 2 ’
P (5")
gegeben. W und W’ heiBlen die relativen Wahrscheinlichkeiten der beiden
Ereignisse 4 und B.

Kommen zwei Ereignissen 4 und B die absoluten Wahrscheinlich-
keiten w; und w, zu, so ist die Wahrscheinlichkeit, da 4 m-mal und B
n-mal in bestimmter Reihenfolge eintritt,

W = w™ - w," (6)
Bei beliebiger Reihenfolge gilt
m + n)!
W O "

B. Ausgleichsrechnung

Gegenstand der Ausgleichsrechnung sind jene Methoden, die es gestatten,
aus einer Reihe von Beobachtungen, deren Zahl groBer ist als die Zahl
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der zu suchenden GroéB8en, den wahrscheinlichsten Wert dieser GréBen
(als Ersatz des wahren Wertes, der meist unbekannt bleibt) zu ermitteln
sowie die Genauigkeit der Rechnungsergebnisse festzustellen.

1. Theorie der Beobachtungsfehler

Wird irgendeine GréBe durch mehrere voneinander unabhingige
Messungen bestimmt, so weichen diese Messungen voneinander und vom
wahren Wert, falls dieser bekannt ist, ab. Die einzelnen Beobachtungen
sind mit einem zufalligen Fehler behaftet.

Die Fehlertheorie beruht auf der Annahme, da8 die regellos verteilten
Fehler sich bei einer groBeren Zahl von Messungen gewissen Wahrschein-
lichkeitsgesetzen fiigen. Sind alle Messungen gleich sorgfiltig durchgefiihrt,
so gilt fiir die Haufigkeit und GréBe der Fehler das GauBsche Exponen-
tialgesetz: Die Wahrscheinlichkeit w, daB eine einzelne Beobachtung
um einen Betrag, der in der Umgebung des Wertes ¢ liegt, vom wahren Wert
abweicht (d. h., da8 die Abweichung zwischen ¢ und ¢ - de liegt),
ist durch
(1) w:,—h_—e*"”’de

Vo

gegeben. Daraus folgt die Wahrscheinlichkeit W, daB die Abweichung
zwischen den Grenzen & und g, liegt, zu

€3

(2) W:,L_[e"’”zde.

€1

% ist ein Proportionalitatsfaktor, der von der Genauigkeit der
Messungen abhingt und PrazisionsmaB (Genaunigkeitszahl) heilt.
Aus (1) folgt, daB w fiir ¢ = o ein Maximum wird. & = o ist daher der
wahrscheinlichste Fehler, d. h. der Mittelwert vieler Messungs-
ergebnisse nahert sich mit wachsender Zahl der Messungen dem wahren
Werte. Je groBer 4 ist, d. h., je groBer die MeBgenauigkeit, umso dichter
haufen sich die Messungen um den genauen Wert. Gleichung (2) 1aBt sich
auch so aussprechen: Von n Beobachtungen weisen » - W Fehler auf, die
zwischen &, und ¢, liegen.

Das . Integral in (2), GauBsches Fehlerintegral, 1aBt sich durch
elementare Funktionen nicht darstellen. Tafeln hiezu siehe Jahnke und
Emde, Funktionentafeln, Leipzig 1909.

b4 . .
Die Linie y=—=¢—2* (Fehlerkurve) fiir 4 = 1 ist eine glockenférmige, symmetrisch zur
7
y-Achse gelegene Kurve, die sich der a-Achse beiderseits asymptotisch nihert. Die gesamte
Fliache zwischen der Fehlerkurve und der x-Achse hat den Wert 1, da

oo

L_[e—ﬂdx:x
Tw

]

ist. In den Punkten z = j:; hat die Fehlerkurve Wendepunkte. Nachstehend sind einige
2
Werte fiir das Integral

J="2{e-nras
Ik
angegeben. ]
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T
|
x ! 7 x J x '\ J x J x 7
| i
0,0 0,000
0,1 0,056 0,6 0,302 1,1 0,440 1,6 0,488 2,1 0,498
0,2 0,111 0,7 0,339 1,2 0,455 1,7 0,492 2,2 0,499
0,3 0,164 0,8 0,371 L3 0,467 1,8 0,494 2,3 0,499
0,4 0,214 0,9 0,398 1,4 0,476 1,9 0,496 2,4 0,500
0,5 0,260 1,0 0,421 1,5 0,483 2,0 0,498 >2,4 0,500

Allgemein bezeichnet man als Fehler die Abweichung der Beobachtung
vom wahren Wert, falls dieser bekannt ist, sonst die Abweichung vom
errechneten wahrscheinlichsten Wert.

Als mittleren Fehler u gegen den wahren Wert bezeichnet man die
Quadratwurzel aus dem arithmetischen Mittel aller Fehlerquadrate, sonach

[ee] .
M= *f ee]l =2+ &2 + ... + &l (3)
wenn # die Zahl der Messungen bedeutet. Aus dem Exponentialgesetz
folgt aber auch

1

e

so daBl aus g das PrazisionsmaBl % ermittelt werden kann.
Unter dem wahrscheinlichen Fehler o versteht man diejenige Abweichung

vom wahren Wert, innerhalb welcher die Halfte aller Messungen liegt.
Er wird aus der Fehlerkurve mit

n= (4)

w = O’*‘*Z % 0,4769 - V2 - it = 0,6745 }
bestimmt. Es ist also g > w. Der wahrscheinliche Fehler ist dadurch
gekennzeichnet, daB3 der irgend einer Messung zukommende Fehler ebenso
wahrscheinlich gréBer als kleiner als w sein kann.

Nun ist in Anwendungsfallen der wahre Wert der beobachteten GroBe
nicht bekannt, sondern nur ihr Mittelwert, der sich, wie oben erwahnt,
mit wachsender Zahl der Messungen dem wahren Wert annihert. Bezeichnet
man die Abweichung vom mittleren Wert (wahrscheinlichsten Wert) mit ¢/,
so erhilt man aus theoretischen Uberlegungen fiir den mittleren
Fehler u’ der Messungen

i
u o= V ere] (6)

n—1I

’[8:] (5)

und den mittleren Fehler ﬁ des Mittelwertes
/ ’ ot
- '] ,
= |/ —— 6
# Vn (n— 1) (©)
Der wahrscheinliche Fehler w’ der Messungen betrigt dann

e'e]

n—1I

o’ = 0,6745 p’ = 0,6745 V
und der des Mittelwertes o
/ [8'874 o’

® = 0,6745 1 = 0,6745 || ———— = —. (7')
n (n— 1) ¥n
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Sind die Beobachtungen nicht gleich genau, so filhrt man alle Be-
obachtungen durch Multiplikation mit der die Genauigkeit zum Ausdruck
bringenden Zahl g (Gewicht) auf eine Beobachtungsreihe mit dem Gewicht 1
zuriick.

2. Methode der kleinsten Quadrate

a) Ausgleichung unmittelbarer Beobachtungen

Wird eine zu beobachtende Grofie #-mal unmittelbar gemessen, so ist
ihr wahrscheinlichster Wert » der Mittelwert der Beobachtungen, also
(8) x:xl—i—xz—}—x:,—}—...:[jj.

n n

Man findet diesen wahrscheinlichsten Wert der beobachteten GroBe
durch folgende Uberlegung: Die Wahrscheinlichkeit, daB die Abweichung
(der Fehler) in der Umgebung des Wertes ¢ liegt, ist durch die Exponential-
funktion (1), S. 72, gegeben. Es ist daher die Wahrscheinlichkeit fiir das

gleichzeitige Auftreten von Abweichungen ¢,, &, . .. .¢, nach Gl. (2), S. 71,
k\n - .
W = (V——__) =" [de], wobei [e€] = &% + &2 +... .82
f4

Soll nun W einen moglichst groBen Wert erreichen, so muB [¢€] ein
Minimum sein. Wir erhalten sonach die wahrscheinlichsten Werte der
gesuchten GroBen #, y, 2. ..., wenn wir sie so bestimmen, daf3 die Summe
der Fehlerquadrate ein Minimum wird (GauB). Es muf} also
allgemein die Bedingung

e €] = min
erfiillt sein. Im vorliegenden Falle ist g; = x#-— »; ({ = 1, 2....n), daher
[ee] = <x — x),
=1
woraus die Minimumbedingung
n n

— X (x—x)2=o0 oder nx —X x;,=o0

adx; - 1( 9 i=1
folgt. x ist, wie oben angegeben, das arithmetische Mittel der Beobachtungs-
werte.

Der wahrscheinliche Beobachtungsfehler ist nach Gl. (7)

e 8’]

o’ —06745L

wobei ¢ die Abweichungen der Beobachtungen #;, #, .... vom arithmeti-
schen Mittel » sind. Der wahrscheinliche Fehler des arithmetischen Mittels »
betragt nach Gl. (7')

’

- o
O = =
Vn
b) Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen
Werden die gesuchten Gré8en #, 9, z . ... nicht unmittelbar beobachtet,

sondern sind sie durch ein System linearer Gleichungen (Funktional-
gleichungen) mit den beobachteten GréBen f,, f, .... verbunden, ist also
(9) ayx+byy+ez+ ... =1,

agx +byy +cgz+ ... =/,
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wobei die Zahl % der Beobachtungen viel groBer ist als die Zahl » der Un-
bekannten #, y, z . ..., so lassen sich die Gleichungen (9) nicht unmittelbar
auflosen, da ihre Zahl groBer ist als die Zahl der Unbekannten und die
Gleichungen wegen der Beobachtungsfehler einander widersprechen.

Die Beiwerte a, b, ¢ .... sind hiebei bekannte, unverianderliche GroBen.
Es sind daher an den gemessenen GréBen fq, f, .. .. derartige Verbesserungen
£, & .... anzubringen, damit die Gleichungen

ax+by+eaet+ ..., =f;+ e,

ay ¥ +byy+cgz 4+ ... .. =fy+ &
widerspruchsfrei erfiillt werden und auBlerdem die GréBen #, y, z .... die

wahrscheinlichsten Werte erhalten. Sind alle Beobachtungen mit gleicher
Sorgfalt angestellt, so erhalten wir die wahrscheinlichsten Werte der zu
bestimmenden GréBen #, y, z .... nach den gleichen Uberlegungen wie
oben aus der Bedingung, daBB die Summe der Quadrate der Ab-
weichungen vom wahrscheinlichsten Wert ein Minimum sein
muB. Da nun

s=ax+by+cz+ ....—f, (=1, 2...%),
so mufl
a n
b;ifl(aix+biy+ . —f)2=o0,
s (o)
@ifl(aix—}‘b,—y—}‘ .. —f) =0
sein. Man gewinnt so #-Gleichungen von der Form
[aa) x + [ab] y + [ac)z + .... =[af], 1)
[ab] x + [bb]y + (bl s+ ... = [B]],

wobei
[ab]l = a; by + agby + ... +a,b,, [afl=ayfy+ ayfo+ ... @ufu

usw. bedeuten. Aus diesen Gleichungen erhilt man nach der Auflésung
die wahrscheinlichsten Werte der gesuchten Gréfen ¥, 3, 2z .... in
der Gestalt:
¥ =Aylaf] + B,[6f] 4+ .... (12)
y=Adylafl+ By[bf] + - ...

Die GI. (11) heiBlen die Normalgleichungen. Man erhilt diese Normal-
gleichungen unmittelbar aus den Funktionalgleichungen (9), wenn man
zunichst die erste mit a,, die zweite mit 4, usw. multipliziert und die so
erweiterten # Gleichungen addiert. Man gewinnt so die erste der Normal-
gleichungen. Verfihrt man ebenso mit b,, b, .. .., so erhilt man die zweite
Normalgleichung usw.

‘Der wahrscheinliche Fehler der beobachteten GréBen [ liegt in
den Grenzen

[eg] 0,4769 "

= 0,6 /——— —_—, I

® 0745}14»711 Va ) (13)

die wahrscheinlichen Fehler der gesuchten GroBen #, v, 2z . . . in den Grenzen
wz:wl/Al, wyzw]/Bz, w,=olCy...... R (14)

wobei 4;, B,, C; .... die Beiwerte der in der Hauptdiagonale liegenden

Glieder der Gleichungen (12) sind.
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c) Ausgleichung bedingter Beobachtungen

Werden 7-GréB8en #, y, 2 .... durch unmittelbare Messungen bestimmt
und bestehen zwischen diesen GroBen noch m Bedingungsgleichungen,
wobei # > m, so werden die Messungsergebnisse im allgemeinen die Be-
dingungsgleichungen nicht genau erfillen. Die Zahl der Messungen sei
hiebei # > # —m. Soll z. B.

(15) ayt+ax+ayy+agz+ ..., = o,
bo+ by x4 by + 0524 ... .. =0,

sein, so wird nach Eintragen der Messungsergebnisse in diese Gleichungen
in Wirklichkeit

agt+a %+ ayy+azzs-++ ..., = Py,
b +b,2+byy +by24 ..., = P

sein. Man bestimmt daher, dhnlich wie vor, Korrekturen e, &y & ...

der GréBen x, y, 2z .... derart, daB3 die Bedingungsgleichungen (15) strenge
erfillt werden und daB die ¥, y, £ .... ihren wahrscheinlichsten Wert
annehmen, was dann der Fall sein wird, wenn [e¢¢] = min ist (Minimum
mit Nebenbedingungen). Man berechnet zu diesem Zwecke ein System

von m HilfsgroBen %y, k, .... aus m Gleichungen von der Form
(16) laal by + [ablky + ...... +p =0,
[ablky + (Db By 4+ ... + pp=o,

(17)



Mechanik

fester und fliissiger Korper

bearbeitet von

Ing. Dr. Friedrich Bleich, Wien

I. Statik starrer Korper

Aufgabe der Statik ist es, die Bedingungen festzulegen, unter denen
sich die Krafte, die auf einen starren oder als starr anzusehenden Koérper
einwirken, im Gleichgewichte befinden. Sie fullt auf zwei Axiomen:

a) Satz vom Parallelogramm der Krifte. Zwei in einem Punkt
angreifende und durch die gerichteten Strecken P,
und P, dargestellten Krifte koénnen in ihrer
Wirkung durch eine einzige Kraft, Resultierende
oder Mittelkraft, ersetzt werden, die ihrer
Richtung und GréBe nach durch die Diagonale
des aus P; und P, gebildeten Parallelogramms s
dargestellt wird. Abb. 1. z

b) Der Angriffspunkt einer Kraft kann ohne
Anderung der Wirkung auf den Korper in der Richtung der Wirkungs-
linie der Kraft verschoben werden.

Abb. 1

A. Zusammensetzung und Zerlegung der Krifte; Gleichgewicht
1. Krifte, die in einem Punkte angreifen

Mittelkraft R mehrerer Kréfte P,, P,...... Pn.

a) Rechnerisch: Man zerlegt jede der Krafte P nach den drei recht-
winkligen Koordinatenachsen in die Seitenkrifte (Komponenten)

X =Pcosa, Y= Pcosf, Z= Pcosy. (1)

{(a, f, v die Winkel zwischen der Kraft P und den positiven Richtungen
der Koordinatenachsen). Dann sind die Seitenkrifte der Mittelkraft durch

R,=XX, R,=2Y, R,=2XZ, (2)
ihre Richtung durch
— Rx . RII _ Rz
cos a, = 7 cos fi, = 7 COS ¥, = = (3)

ithre GroBe durch R = \/Rf + RS2+ R? gegeben.
Es herrscht Gleichgewicht, wenn XX = o, XY = o, XZ = o.
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B) Zeichnerisch: Von einem Punkte O ausgehend fiige man die Krafte
ihrer GréBe, Richtung und ihrem Sinn nach in willkiirlicher Reihenfolge
aneinander an (Krafte-

plan), Abb. 2. Die SchluB3-

# v linie, d.i. die Yerbindungs-

0 2 linie von O mit dem End-

punkt der letztangefiigten

B = Kraft, liefert die Mittel-
7 o 0Q 3 kraft nach GroBe, Rich-
‘ A A b tung und Sinn. Liegen

die Krafte nicht in einer
Ebene, dann wird der
Krafteplan ein raumliches
AbD. 2 Vieleck.
Gleichgewicht herrscht, wenn R = o ist, wenn der Endpunkt in
den Anfangspunkt O fallt. Der Kraftezug ist geschlossen.

2. Krifte mit verschiedenen Angriffspunkten

a) Samtliche Krifte liegen in einer Ebene

a) Rechnerisch: Man zerlegt die Krafte wie unter 1 in die Seiten-
krifte X und Y parallel zu den aufeinander senkrechtstehenden Koordi-
natenachsen; dann ist

— R R

4 R,=2X, R,=2XY, R = VR2 + R cosq, = -Rf—, cos f, = —};—
Sind #,y die Koordinaten des Angriffspunktes der Kraft P, x, y, die
Koordinaten des Angriffspunktes von R, wobei eine derselben willkiirlich
ist, so erhalt man die L.age von R aus der Momentengleichung (Bezugs-
punkt der Koordinatenursprung O):
(5) 2Xy—Yx) =Ry, — Ry 5.

Es besteht Gleichgewicht, wenn

XX =0 2Y =0 X(Xy—Yx) =o.

Beliebige Krafte in der Ebene stehen im Gleichgewicht, wenn die Summe
der Seitenkrifte in der Richtung » bzw. y Null ist und wenn das Moment
der Krafte, bezogen auf einen beliebigen Punkt der Ebene, verschwindet.

Abb. 3

B) Zeichnerisch: Mittels Krafteplan und Seileck, Abb. 3. Man
ermittelt GréBe und Richtung der Mittelkraft mittels Krafteplan wie unter 1.
Vom beliebig gewahlten Pol O aus zieht man die Seilstrahlen a, b, ¢, ...
und dazu die parallelen Seileckseiten a, b, ¢ .... Der Schnittpunkt m der
ersten und letzten Seileckseite ist ein Punkt der Wirkungslinie der Mittel-
kraft R.
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Eine Kraftegruppe in der Ebene ist im Gleichgewicht, wenn
die Krafte einen geschlossenen Krafteplan ergeben und wenn sich zu einem

Abb. 4

beliebigen Pol O ein geschlossenes Seileck zwischen den Krafterichtungen
zeichnen 1aft, Abb. 4.
Ist das Krafteck geschlossen, nicht aber das Seileck, so kann die Krafte-

Abb. 5

gruppe durch ein Kraftepaar Ss ersetzt werden. Der erste und letzte
Seilstrahl sind einander parallel. Abb. s.
Sonderfille
Drei Krafte sind nur dann im Gleichgewicht, wenn sie durch einen

Punkt gehen und ihr Krafte- )
dreieck geschlossen ist. ===
Vier Krifte sind im <%
I
R

Gleichgewicht, wenn die 7 2y 1 ap
Mittelkraft der Krifte P,
P, gleichgroBund entgegen-
gesetzt der Mittelkraft von
P, und P, ist und die Wir-
kungslinien beider Mittel-
krafte sich decken. Die
Wirkungslinie ist die Ver-
bindungslinie der Schnitt-
punkte von P, P, bzw.

\

P.

T
]

b
2
3
%

P, P, N/
Parallele Krafte, %/ Abb. 6
Abb. 6.

a) Rechnerisch: R =XP, Ry =2XPp. Der Momentenbezugs-
punkt ist beliebig.

p) Zeichnerisch: Mittels Seilpolygon wie bei beliebig gerichteten
Kraften. Siehe Abb. 6.
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Zerlegung der Krafte

Zerlegung in zwei Krafte. Nur dann méglich, wenn die beiden
vorgegebenen Zerlegungsrichtungen 01, O2 sich in einem Punkte der
Wirkungslinie der gegebenen Kraft schneiden, Abb. 7. Liegt der Punkt O

Abb. 7 Abb. 8

im Unendlichen, d. h. sind die beiden zu suchenden Seitenkrafte parallel
der gegebenen Kraft, dann versagt die Zerlegung mittels Kraftedreieck.
Man beniitze ein Seilpolygon. Die Parallele zur SchluBlinie 1 3 teilt die
Kraft P in die Seitenkrifte P; und P, Abb. 8.

] —
Rechnerisch: P, = P ‘T“, Py = P

Zerlegung in drei Krafte. Nur dann moglich, wenn sich von den
vier Wirkungsrichtungen héchstens je zwei in einem Punkt schneiden.
Nach dem Satz iiber das Gleichgewicht von vier Kraften in der Ebene
muB die Mittelkraft ¢ aus R und P;, Abb. 9, in die Verbindungslinie 1 2

Abb. 9 Abb. 10

fallen. Man zerlege R in P; und ¢ und g wiederum in P, und P;. Cul-
mannsches Viereck.

Rechnerisch: Die Kraft P ist in die Richtungen O, U, D zu zerlegen.
Momentenverfahren von Ritter, Abb. 10. Die Momentengleichung
in bezug auf T bzw. 2 liefert mit den angenommenen Pfeilrichtungen der

Krifte O, U, D zunachst Pp, + Oo =0, O :mP%l, Pp,—Uun=o,

U=P 32 und in bezug auf 3
u

Pp,— Uu' — Dd = o,
aus welcher Gleichung sich, da U bereits bekannt ist, D berechnen laBt.
Kriftepaare: Zwei gleich groBe, entgegengesetzt gerichtete Krafte P mit
verschiedenen Angriffspunkten besitzen keine Mittelkraft. Sie kénnen also
in ihrer Wirkung nicht durch eine Kraft ersetzt werden. Man bezeichnet
eine solche Kraftgruppe als ein Kraftepaar und miBt ihre Wirkung auf den
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Korper durch das Produkt aus Kraft P und Entfernung a. Dieses Moment
heiBt statisches Moment des Kraftepaares. M = Pa, Abb. 11.
Da einem Kraftepaar GroBe und Richtung zu-
kommt, so ist es ein Vektor und kann durch
eine gerichtete Strecke M dargestellt werden,
die auf der Ebene des Kriftepaares senkrecht
steht und deren Linge ein MaB fir M = Pa
ist. Die Strecke weist vereinbarungsgemaf nach P
derjenigen Seite der Ebene, von welcher aus
gesehen das Kriftepaar im Sinne des Urzeigers
dreht. Die gerichtete Strecke M nennt man
die Achse des Kraftepaares.
Zusammensetzung von Kraftepaaren.
Da ein Kriftepaar beliebig in seiner Ebene
verschoben werden darf oder in eine zu seiner
Wirkungsebene parallele Ebene verlegt werden Abb. 11
kann, so werden Kriftepaare, die in verschie-
denen Ebenen wirken, so zusammengesetzt, daB man ihre Achsen an
einem gemeinsamen Angriffspunkt parallel zu sich selbst verlegt und die
Achsen so wie Krifte zeichnerisch mittels Kraftezug oder rechnerisch
mittels Zerlegung in aufeinander senkrecht stehende Komponenten zu-
sammensetzt. Liegen samtliche Kriftepaare in einer Ebene oder in
parallelen Ebenen, so sind ihre Momente einfach algebraisch zu addieren.
Gleichgewicht besteht, wenn der Achsenzug geschlossen ist.
Bei Kriftepaaren in derselben oder in parallelen Ebenen, wenn X M = o ist.
Ein Kriftepaar M und eine Kraft P in der gleichen Ebene konnen

ersetzt werden durch eine Einzelkraft P, die um p = B parallel ver-

schoben ist.

Eine Kraft P ist gleichwertig einer um p parallel verschobenen Kraft P
und einem Kriftepaar M = P p.

b) Die Kriafte liegen im Raume
Man zerlegt jede Kraft P in ihre Seitenkrifte X, Y, 7 wie unter 1.
und fiigt diese Seitenkrafte je mit den Gegenkriften — X, — Y, —Z2
versehen im Koordinatenursprung an. Man erhilt so fiir jede Kraft P eine
im Ursprung angreifende Kraft P mit den drei Teilkraften X, Y, Z und
drei Kraftepaare. Die Zusammensetzung der Krifte und der Kraftepaare
liefert schlieBlich, wenn ¥, y, z die Koordinaten des Angriffspunktes der
Kraft P sind,
die Seitenkriafte der Mittelkraft
. =2X, R,=2Y, R, =2XZ, R=VR2+4+ R2 + R2 (6)
die Seitenmomente des resultierenden Momentes
M, =23 (Yz—Zy), M, =23 (Zx — X2, M, =X (Xy—Yx); (7)
M, =VM2+ M2+ M2
Die Winkel a, §, y zwischen der Resultierenden R und den Koordi-

natenachsen sowie die Winkel A, u, v zwischen der Achse des resultierenden
Kriftepaares und den Koordinatenachsen erhilt man aus den Beziehungen

R, R, .
coS & = —, cosﬁ_~R—, cosy == —=; )
L M. . M, M, (
cos A = cosu=—"Y  cosy = .
M, b=, YT M,

Bleich-Melan, Taschenbuch 6
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Eine Kraftgruppe im Raume, deren Krafte keinen ge-
meinsamen Angriffspunkt haben, 148t sich durch eine Ein-
zelkraft und durch ein Kraftepaar ersetzen.

Parallele Krafte. Sind a, b die Abstinde der DurchstoBpunkte
der Krafte von zwei rechtwinkligen Koordinatenachsen, die in einer
zur Kraftrichtung senkrechten Ebene liegen, so gilt fiir die Mittelkraft

2 Pa 2 Pb
R =XP, , — —— by = ——.
(9) a, >p r="5p

Gleichgewichtsbedingungen: Eine Kraftgruppe im Raume steht

im Gleichgewicht, wenn

(to) XX =0, XY =0, XZ=0;, M,=0, M,=0, M,=o.

B. Momente von Einzelkriften

Unter dem statischen Moment einer Kraft P in bezug auf
einen Punkt O versteht man das Produkt aus der Kraft P und ihrem
kiirzesten Abstand vom Bezugspunkt O, Abb. 12. Das
7 Moment wird positiv gezahlt, wenn es im Uhrzeigersinn

dreht.
Das Moment einer Kraftgruppe in bezug auf einen
Punkt O ist gleich der Summe der Momente der Einzel-
krafte und gleich dem Moment der Mittelkraft der Kraft-

0 gruppe beziiglich O.

AbD. 12 Zeichnerische Ermittlung der Momente, Abb. 13.

J

Man zeichnet den Krifteplan und nach Wahl des Poles O das Seileck.
Siche S.78. Moment P,p, der Last P, in bezug auf a ist durch H,n,
gegeben (H, Polentfernung der Kraft P,).  Folgt aus der Ahnlichkeit
der Dreiecke O 1 2 und O'1"2’. H, ist im KriftemaBstab der P, %, im
LangenmaBstab von p, zu messen. Ist das Moment der Mittelkraft R, aus
Py, Py, P,;, P,, bezogen auf Punkt b, zu bestimmen, so zeichne man die
Mittelkraft R, ein, ziehe durch b die Parallele zur Mittelkraft, die auf der
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ersten und fiinften Seileckseite die Ordinate 7, abschneidet. Das Moment
R, 74 ist durch das Produkt H, 7, gegeben. (H, Polentfernung der Resul-
tierenden R,) H, ist in Krifte-, 5, im LangenmaBstab abzulesen. Die
Richtigkeit geht aus der Ahnlichkeit der Dreiecke O 0 4 und 0’0’4 hervor.

Bilden die Krafte P eine Gleichgewichtsgruppe, so fillt die erste und
letzte Seite des Seileckes zusammen. Das Seileck bildet eine geschlossene
Figur. Die umschlossene Flache heilt die Momentenfliche.

Beispiel: Balken mit Kragarm unter parallelen Lasten, Abb. 14. Man trigt den
Kriftezug P,;, P;, P;, P, ab, wihlt den Pol O im Abstand X und zeichnet das Seileck. Den
Schnittpunkt a der ersten Seileckseite mit der Auflagersenkrechten 4 verbindet man mit 5.
Die Gerade Oa’ || ab teilt die Summe der Lasten P in die Auflagerkrifte 4 und B. Das
Produkt Hv, gibt z. B. das Moment der Lasten P; und P, in bezug auf 1 und Hm, das
Moment der Krifte 4, Py, P, und P, in bezug auf 2. Allgemein: Ist v die unter dem Punkt m
des Trégers gemessene Ordinate der Momentenlinie, so stellt Hv das Moment aller auf einer
Seite von m gelegenen duBeren Krifte in bezug auf m vor.

o
a—

C. Die Stiitzkrédfte fester Korper

Wird ein irgendwie belasteter fester Korper gegen andere Kérper oder
gegen den festen Erdboden gestiitzt, dann treten an den Stiitzstellen Auf-
lagerkrafte auf, die im Verein mit den iibrigen belastenden Kraften
ein Gleichgewichtssystem bilden. Lasten und Auflagerkrifte bilden die
duBeren Krafte des Korpers.

Ist die Auflagerung des festen Korpers derart beschaffen, daB3 die in A
aufgestellten statischen Gleichgewichtsbedingungen zur Ermittlung der
Stiitzkrafte ausreichen, so bezeichnet man den Korper als statisch be-
stimmt gelagert. Sind mehr Stiitzenunbekannte vorhanden als Gleich-
gewichtsbedingungen, so spricht man von statisch unbestimmter
Lagerung; die Stiitzkrafte sind dann auch vom elastischen Verhalten des
Korpers abhangig. Ist die Zahl der Gleichgewichtsbedingungen gréBer
als die Zahl der Stiitzenunbekannten, dann ist der Kérper nicht mehr ein-
deutig im Raume festgelegt, er ist beweglich.

Stiitzung ebener Scheiben

Es wird angenommen, daB simtliche duBeren Krifte, also auch die Stiitz-
krafte, in der Scheibenebene liegen. In diesem ebenen Kraftesystem besteht
Gleichgewicht, wenn drei Gleichgewichtsbedingungen erfiillt werden.
Siehe S. 78. Die Zahl der Stiitzenunbekannten muB daher bei statisch be-
stimmter Lagerung gerade drei sein. Folgende Stiitzungsweisen sind daher
maoglich: '

6*



84 Mechanik — Statik starrer Kérper

1. Ein Gelenk und eine Pendelstiitze, Abb. 15.
Ist R die Resultierende der Lasten, dann zerlege man mittels Krifte-
plan R in zwei Teilkrafte, wovon die eine in die Pendelrichtung B B’ fillt,
die zweite durch den Auflager-
punkt 4 hindurchgeht. Die Auf-
A4 lagerkrifte 4 und B haben dann
entgegengesetzten Sinn wie die Teil-
% krafte und bilden mit R ein Gleich-
gewichtsystem. Rechnerisch be-
stimme man die GroBe von B aus
B8 der Momentengleichung Rv = B b
und die beiden Teilkrafte X ,, Y, der
Auflagerkraft 4 aus den Bedin-
gungen XX = o, XY = o, wobei

die Summen samtliche duBeren Kréafte umfassen.

2. Drei Pendelstiitzen, Abb. 16.

Abb. 15

Man faft den Schnittpunkt
der beiden Richtungen B B’
und C C’ als Gelenk auf, womit
die Bestimmung der Auflager-

R krafte A4, B, C, die die Richtung
der Pendelachsen haben, auf
Fall 1. zuriickgefiihrt ist. Siehe
den Krafteplan in Abb. 16. Zur
sicheren Lagerung des Korpers
ist es notwendig, daB sich die
drei Pendelrichtungen nicht in
einem Punkte schneiden.

Stiitzung der Korper
Soll eine Kriftegruppe im Raume im Gleichgewicht stehen, so miissen
sechs Gleichgewichtsbedingungen erfiillt werden, sonach muB} die Zahl der
Stiitzenunbekannten bei einem statisch bestimmt gelagerten Korper

L&A

Abb. 17 Abb. 18 Abb. 19

sechs betragen. Durch eine Pendelstiitze oder ein Flachenlager (einstabige
Stiitzung, Abb. 17) ist eine Unbekannte, durch ein Pendel, das nur in einer
bestimmten Ebene ausschlagen kann, oder durch ein Flichenlager mit
Fiihrung des Lagerpunktes in bestimmter Richtung (zweistabige Stiitzung,
Abb. 18) sind zwei Unbekannte, schlieBlich durch ein festes Kugelgelenk
(dreistibige Stiitzung, Abb. 19) drei Unbekannte festgelegt. Die Stiitzung
des Korpers kann durch passende Kombination dieser drei Stiitzungs-
arten erfolgen, derart, daB die Zahl der Unbekannten gerade sechs betragt
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(insgesamt sechs Stiitzstibe), doch miissen mindestens drei Punkte des
Korpers Stiuitzpunkte sein. Es ist darauf zu achten, daB die Stiitzstibe
so angeordnet werden, daB nicht unendlich kleine oder gar endliche Be-
weglichkeit eintritt. Mehr als drei Stiitzlinien diirfen sich nicht in einem
Punkte schneiden oder in einer Ebene liegen. Im allgemeinen gilt,
daB die sechs Stiitzstibe so angeordnet sein miissen, daf}
es nicht moglich ist, eine Gerade zu finden, die samtliche
sechs Richtungslinien der Stiitzstibe schneidet.

D. Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Auf ein Punktsystem wirken auBer beliebigen duBeren Kriften P
noch Verbindungskrifte S, die die einzelnen Punkte aufeinander in der
Richtung ihrer Verbindungslinie ausiiben, sogenannte innere Krifte.
Einzelne Punkte mogen festgehalten oder auf vorgeschriebener Bahn
gefithrt werden. Die in diesen Punkten wirkenden Auflager- oder Bahn-
reaktionen zdhlen wir zu den duBeren Kriften. Erteilt man nun jedem der
Punkte eine willkiirliche, aber unendlich kleine (virtuelle) Verschiebung 4,
die nur so beschaffen ist, daB sie mdglich, d. h. mit den Bedingungen des
Systems vertraglich ist, so nennt man P § cos a die virtuelle Arbeit der
duBeren Kraft P bei der Verschiebung § (a Neigung der Kraft P
gegen Verschiebung ) und — S ¢/ die virtuelle Arbeit der inneren
Kraft S, wobei ¢!/ die Entfernungsinderung der beiden Punkte bedeutet,
zwischen denen S wirkt. S ¢/ ist negativ, da S und 8! entgegengesetzte
Richtung haben.

Das System ist im Gleichgewicht, wenn die Bedingung

Z Pfcosa— X Sdl=o0
erfillt ist, d. h. die algebraische Summe der virtuellen Arbeiten
der auBeren und inneren Krafte muB3 im Falle des Gleich-
gewichtes Null sein.

Bei einem starren Korper sind die 6/ in allen Fallen Null, die inneren
Krafte leisten keine Arbeit. Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen

lautet dann
X Pdcosa =0 oder T (Xdx + Yoy + Zdz) = o.

E. Schwerpunktbestimmung

Dreht man eine Gruppe parallel gerichteter Krifte um ihre Angriffs-
punkte unter Aufrechterhaltung ihrer Parallelitit, dann geht ihre Mittei-
kraft stets durch denselben Punkt, den man Schwerpunkt nennt, wenn
die Krifte Schwerkrafte sind. Bezeichnet man mit #,, y,, 2z, die recht-
winkligen Koordinaten des Schwerpunktes, mit #, 3, z die Koordinaten
der einzelnen schweren Massenpunkte, in
denen die Schwerkrafte P angreifen, dann ist

2 Px 2Py 2Pz
WE=Ep T zp RT TP

Liegen die Massenpunkte dicht (Korper,
Flichen, Linien), so gehen die Summen in
Integrale iiber. Hat das Gebilde eine Sym-
metrieebene oder Symmetrieachse, so liegt
der Schwerpunkt in dieser.

Schwerpunkte homogener Linien
Gerade Linie. Der Schwerpunkt liegt in der Mitte der Strecke.
Dreieckumfang. S liegt im Mittelpunkt des dem Dreieck a f§ y ein-
geschriebenen Kreises. Abb. 20: a, f, p sind die Seitenmitten.



86 Mechanik — Statik starrer Ko6rper

_h b-+c¢
T2 a-+b+c
Parallelogrammumfang. S liegt im Schnittpunkt der Diagonalen.
Kreisbogen. Der Schwerpunkt liegt in
der Winkelhalbierenden, sein Abstand ,
vom Mittelpunkt M ist. Abb. 21:

=y o 27_24; b = Bogen 40 B.

is
\ | Y, Fir ¢ = 90%: #, = 0,63662 7:
L gocal s fir @ = 45°: #, = 0,90032 7.

o
‘< | Fiir flache Bogen gilt angenihert
A os—1.
for 3
Abb. 21 Schwerpunkte homogener Flichen

- - Dreieck. Der Schwerpunkt liegt im
™ . Schnittpunkt der Mittellinien. Seine
‘ ——==° Koordinaten sind das arithmetische

—

L Mittel aus den Koordinaten der Eck-
punkte. Abstand von einer Dreieckseite
h
Xy = 5

Viereck. Ein unregelmaBiges Viereck
zerlege man durch die Diagonalen in
vier Dreiecke mit den Schwerpunkten S, S,,
[0 S;. S;. Im Schnittpunkte der Geraden S; S,
und S, S, liegt der Schwerpunkt.
m 8 Trapez. Schwerpunktermittlung, wvgl.
i i Abb. 22: m n = Mittellinie.
h a4+ 2b h b+ 2a
Xy == ———, Xy = — —_— .
3 a—+b 3 b+ a
Kreisausschnitt. Abb. 23:

2 sina 2 S . b.= Bogen-

BT T3 T lange.
Fiir g = 9o x, = 0,42441 7;
fiir @ = 45°: x, = 0,60021 7.
%2 — Kreisabschnitt:
- ps e 2 sin® a
J=
T ——*sz * 3 a—sinacosa
3 r Kreisringstiick,
Ljab T“Sr—‘—] Abb. 24:
b 2 R®— 4 sina
X, : 1 i =T .o
Xl LI T
N, \fJW, /R l s~ borabel. Siche Abb. 25.
4 5 ———s
Abb. 24 ] AbB. 25 Kugelzoneund Kugel-

kalotte. Der Schwer-
punkt S liegt in der halben Héhe.
Kegel- und Pyramidenmantel. Der Schwerpunkt S liegt auf
der Verbindungslinie der Spitze mit dem Schwerpunkt der Grundflache
und betrigt sein Abstand von der Grundfliche 1/, A.
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Schwerpunkte homogener Korper

Gerades Prisma, gerader Zylinder. Der Schwerpunkt liegt in
der Mitte der die Schwerpunkte der Endflichen verbindenden Achse.

Pyramide, Kegel. S liegt in der Schwerachse (Verbindungslinie der
Spitze mit dem Schwerpunkt der Grundfliche) im Abstand 1/, # von der
Grundf{lache.

Abgestumpfte Pyramide und abgestumpfter Kegel. Ist G
die Grundflache, g die Endflache, % die Hohe, so ist der Abstand des Schwer-
punktes von der Grundflache:

h G+ 2VGe + 3¢

4 G+ VGg+yg
Keil. Siehe Abb. 16, S. 50 x, Abstand von der Grundfliche:
h a4 a
2 za + a,
Kugelabschnitt, Abb. 19, S. 51; x, Abstand von der Grundfliche:
3 @GR—n)?

Xy = —

4 3R—h

s

Halbkugel: x, = %»R.

II. Dynamik starrer Korper

A. Bewegungslehre

Die Linie, die ein Punkt durchlauft, hei3t Bahn, die zurickgelegte
Strecke, Weg. Geschwindigkeit ist das Verhaltnis von Wegliange s
zu jener Zeit ¢, die zu ihrer Zuriicklegung bendétigt wird. Bei ungleich-
féormiger Bewegung spricht man von mittlerer Geschwindigkeit
v = St - ;0 auf der Strecke s —s, oder wahrend der Zeit ¢ — £, oder

— o

d
von Geschwindigkeit kurzweg, v.= Ej— (Augenblickliche Geschwindig-

keit.) Die Anderung der Geschwindigkeit mit der Zeit heiBt

Beschleunigung p. Mittlere Beschleunigung fir den Zeitraum
_ d 42

1;7 Z)o. Beschleunigung p = 71; = —‘ﬁz.

Einheit der Geschwindigkeit in der Technik m/sek oder km/St.

Einheit der Beschleunigung m/sek?.

t—t, ist p =

Geschwindigkeiten fs‘;sﬁe fsutruf:;: Geschwindigkeiten é‘;ﬁ(f:éz
FuBgianger ........... 1,4 m | 5 km | Artilleriegeschofle ..... 350 m
Frachtwagen ......... 0,8 m | 3 km | Umdrehungsgeschw. d.

Postwagen ........... 3m |10 km Erde am Aquator...| 448 m
Maximalgeschwindig- Fortschreitende Bewe-

keit der Eisenbahn- gung der Erde ..... 29,4 km

ziige auf Haupt- Lichtgeschwindigkeit . .|300000km

bahnen: Giiterziige .| 12 m |45 km | Elektrischer Strom in
Personenziige . . . .. 17 m |60 km Telegraphenleitung .| 12000 km
Eilziige .......... 25 m {go km | Schallgeschwindigkeit .

Die mittleren Ge- in der Luft bei o 332,5 m
schwindigkeiten sind bei 200° | 344.4 m
etwa 2%/, so groB. Wind .............. 3m
FluBdampfer: Talfahrt.| 4,2 m |15 km | Sturm bis zu......... 3om

Bergfahrt ........ 2,5m | 9 km
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Geradlinige Bewegung

Gleichféormige Bewegung: v = konstant.

Gleichférmig beschleunigte Bewegung: p = konstant.
(1) v =v, + pi, s = vyt + -z-tz.
Freier Fall: Erdbeschleunigung g = 9,81 m/sek?.

Geschwindigkeit nach der Zeit ¢: v = g¢;

Fallhghe: h = i Py

2

Steighthe des mit v lotrecht nach aufwirts geworfenen Korpers: 7 = Lff;
20

>

Geschwindigkeit nach Durchfallen der Héhe 4: v = }2g4.

Ungleichférmige Bewegung: p = f(¢) gegeben.
13 t s

(2) v = vy + [pdt, s = vyt + [vdt. v2:002—|—2‘.pd5.

0 0 0

Krummlinige Bewegung

Die Richtung der Geschwindigkeit v fallt stets in die Bahntangente.
Die Beschleunigung weist im allgemeinen zwei Komponenten auf: Abb. 26.

d
Tangentialbeschleunigung: p, = 217”
(3) .
Normalbeschleunigung: p, = --;
0

Gesamtbeschleunigung p = Vp2 + p.2;
¢ Krimmungshalbmesser der Bahn.

Ist p, = o, dann ist v = konst. gleich-
formige krummlinige Bewegung. Ist
pr =0, dann wird die Bewegung geradlinig.

Abb. 26

Wurfbewegung (ohne Luftwiderstand), Abb. 27, Anfangsgeschwin-
digkeit v, unter a gegen die Wagrechte. Schwerbeschleunigung g.

Y v d
o Uy dv,
— ~=0, =—" = —9,
pe= rv="7, ¢
5{ Ymax .
A v (4) v, =1vgcosq, vy, =7, sina—gt,
Z
; I
e —» :\ % = vyt cos )= i § g
L ! =1, a, y—votsma~—2—t.
2 » =
Abb. 27

Die Elimination von ¢ aus den Gleichungen fiir ¥ und y liefert die Gleichung
der Bahn:

g &
(5) y=xtga — -°, —"_— (Parabel).

2 2
Wurfweite w = 1;}-— sin 2 a. Wurfhéhe ymay = B sin?q.
28
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B. Physikalische Mechanik

1. Grundgesetze der Dynamik

Kraft ist das Produkt aus Masse und Beschleunigung
dv azs
P—mp*mdt_mdtz. (1)

Ist P =0, so mul auch p = o sein, da m im Sinne der Galilei-
Newtonschen Mechanik eine unveranderliche Konstante des Korpers ist.
Der Korper verharrt in Ruhe oder in gleichférmiger Bewegung. (Galileis
Tragheitsgesetz.) Mehrere Krafte, die auf den Kérper einwirken, kénnen
in ihrer Wirkung auf den Bewegungszustand durch ihre Mittelkraft ersetzt
werden. Ist diese Null, so ist auch p = o.

Wirkung = Gegenwirkung. Die Kraft, die ein Korper m,
auf einen zweiten m, ausiibt, ist gleich der Kraft, die m, auf
wm, ausiibt.

Einheit der Kraft in der Technik ist das kg, 1000 kg = 1 t.

P
Einheit der Masse, da m = 27‘, kg sek?/m.

Physikalisches MaBsystem: Masseneinheit 1 g, Krafteinheit
1 Dyn = 1 g cm/sek? = 0,000001019 kg.

2. Arbeit und lebendige Kraft, Potential, Leistung

Ist P cos ¢ die in die Richtung des Weges fallende Komponente der Kraft,
so heilt P ds cos ¢ die'Elementararbeit der Kraft auf dem Weg-
element ds. (¢ Winkel zwischen P und ds.)

s

A = fP cospds (2}
o
ist die Arbeit der Kraft auf dem Wege s —s,.

Zeichnerisch ist die Arbeit durch die in Abb. 28 schraffierte Flache
dargestellt.

Wirken mehrere Krafte gleichzeitig an einem Punkte, so
ist die Summe der Arbeiten auf dem Wege s gleich der Arbeit
der Mittelkraft auf diesem Wege. Die Arbeit ist eine skalare GroBe.

AusFormel (2),S.88, folgt nach Multiplikation mit der Massem bei gerad-
liniger Bewegung

und bei krummliniger Bewegung, wenn
P, = Pcos¢ die in die Tangentenrichtung
(Richtung von ds) fallende Seitenkraft von
P ist,

= J Pcosgds. (3"

mu? mug?
2 2

$o
2
T= "YU heiBt die lebendige Kraft oder kinetische Energie des
2

Massenpunktes mit der Masse .
Gl. (3) und (3’) sprechen das Gesetz von der lebendigen Kraft aus:
Die Anderung der lebendigen Kraft eines Massenpunktes bei
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Zuriicklegung eines Weges ist gleich der auf diesem Wege
geleisteten Arbeit der am Massenpunkt angreifenden Krafte.

Besteht eine Funktion — V' der Koordinaten #, ¥, z des Angriffspunktes
einer Kraft P, deren Teilkriafte nach den drei Achsenrichtungen X, Y, Z
seien, und lassen sich diese Teilkrafte als partielle Differentialquotienten der
Funktion — ¥V darstellen, ist also

av av v

X=——+— Y=—-— =—,

@ dx dy z dz
so nennt man — V die zu P gehorige Kriftefunktion und V das

Potential oder die potentielle Energie. Krifte, die eine Krifte-
funktion besitzen, heiBen konservativ.
Da einerseits

s s
* oV 2% ar
A= |Xar+vay+zan=— | (Zar+ 2l ay 4 o0 az)
. J \ax dy dz /
N 5o
8
= ‘dV:—(V——VU),
%
anderseits nach Gl. (3) A=T—T,
so folgt
T Ty=— (V7
oder
(5) T4+ V=c

Die Summe von kinetischer und potentieller Energie eines
Korpersystems bleibt zeitlich konstant.

dA
Leistung: Man bezeichnet den Ausdruck L = ar als Leistung

A
der Kraft P. Mittlere Leistung ist das Verhaltnis 5 wenn ¢ die Zeit

bezeichnet, in der die Arbeit A4 geleistet wurde.

Einheiten der Leistung in der Technik sind: mkg/sek. 1 Pferde-
starke (PS) = 75 mkg/sek, 1 Voltampeére = 1 Watt = o,1019 mkg/sek,
1 PS = 736 Watt = 0,736 Kilowatt. (Pferdekraftstunden, Kilowattstunden
sind Arbeitseinheiten.)

Vorteilhafteste | ... pro
Gewicht . . 8 Stundenin | Pferde-
in kg Art der Arbeit Kraft Gg?;ﬁ“:‘t“‘ Kilogramm- | stirken
: 1gKel
in kg cinm Metern
1
Mensch .. 70 | ohne Maschine ...| 12 (5) 0,8 — —
am Hebel ....... 15 (6) 1,1 — —
im Taglohn ...... — — 138000 | /o
im Akkord ...... — — 200000 | 1/
Pferd ...| 300 | ohne Maschine ...| 356 1,3 2100000 1
am Gopel ....... 44 0,9 1140000 —
Ochse ...| 280 | ohne Maschine ...} 60 0,8 1400000 | 2/,
am Gopel ....... 65 0,6 1120000 —

1) Die eingeklammerten Zahlen gelten fir andauernde Taglohnarbeit.
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Auf Schleppgleisen kann die auf der Steigung von m®/y, beférderte
Bruttolast gesetzt werden:

56

fiir ein mittelstarkes Pferd oder einen Ochsen...... Tonnen
4+ m

. 93

fiir ein starkes Pferd ............. ... ... .. ....... '
4+ m

L 78

fiir einen starken Ochsen ........................ v
4+ m

3. BewegungsgroBe und Kraftantrieb
Erweitert man die Gleichung dv = p d¢ mit m (Masse) und integriert
zwischen den Grenzen f; und ¢, so erhdlt man
t

mv—mv(,:det. (6)

b

mv heilt die Bewegungsgr6B8e des Massenpunktes m zur Zeit ¢.
t

P dt nennt man den Antrieb der Kraft in der Zeit t — ¢,.

o
to

Die Anderung der BewegungsgréBe wahrend der Zeit t — ty
ist gleich dem Antrieb der Kraft in dieser Zeit.

Die BewegungsgréBe ist ein Vektor, der die Richtung der Geschwindig-
keit hat; der Antrieb ist ein Vektor, dessen Richtung mit der des Kraft--
vektors iibereinstimmt.

4. Systeme von Massenpunkten

Die fiir einen Massenpunkt ausgesprochenen Sitze bleiben auch be-
stehen, wenn ein System von Massenpunkten unter dem Einflu von

2
Kriften P steht. Es ist dann die Kinetische Energie 7 = X% my

»

die Bewegungsgréfle B = X m v.

Starre, oder in erster Annaherung als starr anzusehende, Kérper kénnen
als Massenpunkte mit den Ortskoordinaten ihres Schwerpunktes angesehen
werden, wobei die Korpermasse im Schwerpunkt vereinigt zu denken ist.
Innere Krifte, d. s. Krifte, die zwischen den einzelnen Teilen eines.
Korpers oder zwischen den Massenpunkten eines Punkthaufens wirken (ein
System von Koérpern kann in der Regel auch als Punkthaufen angesehen
werden, die einzelnen Massenpunkte sind die Schwerpunkte der Korper,
z. B. Planetensystem), haben keinen Einflul auf die Bewegung des Korpers
oder des Systemschwerpunktes.

Kinetische Energie eines sich gleichmiBig drehenden Korpers

= Lt ram— L T
T_ZwJ7dm_2]w. (7)

w= kid Winkelgeschwindigkeit, T Umdrehungszeit, J Tragheitsmoment des
T

Korpers bezogen auf die Drehachse.
Arbeit eines Kriftepaares mit dem Moment M in Bezug auf die
Drehachse bei Drehung um den Winkel ¢:
¥
4 = ’M de. (8)

o

0
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Es gilt weiters
¢
1
() fquv:;J (@ — o?).

0
Die Arbeit, die vom Moment M der auBeren Krafte bei
Drehung um den Winkel ¢ geleistet wird, ist gleich der Ande-
rung der lebendigen Kraft wiahrend der Drehung.
Massentragheitsmomente

Tragheitsmoment einer mit der Masse M belegten Geraden:
Lange 2/, Drehachse durch die Mitte senkrecht zur Geraden J = 1/, M 2.

\ Rechteckfliche: Abb. 29.
Je= Ii ME, J,= fé MbB,  J,= - M#

z x b2+ h

77 3 Jo=M ——7 (Polares Tragheltsmoment)

6—= ‘ Kreisflache (Zylinder). Drehachse durch den
z z_¥

Yy Mittelpunkt senkrecht zur Flache: J = ; M2,

Abb. 29

(r = Halbmesser).

Kreisringflache (Ring mit Rechteckquerschnitt). AuBerer Halb-
messer R, innerer #, mittlerer g, Ringbreite §, Drehachse durch den Mittel-
punkt, senkrecht zur Ringfliche:

1 02
J= MR+ =M (g4 ).
\ 4
Ring. Querschnitt Kreis mit Halbmesser a. Achse wie vor:
J = M(R2 + 3 a2).
\ 4

R Abstand des Querschnittsschwerpunktes von der Drehachse.
Querschnitt Ellipse mit a und b als Halbachsen. Achse 2b parallel

zur Drehachse: | = M (R2 + %) a2

Eisenbahnwagenrad: J = 802 in kg.
Prinzip von d’Alembert

Es liege ein System von Massenpunkten vor. Auf die einzelnen Punkte
wirken neben den iuBeren Kraften P noch innere Krafte S, die
einzelne Punkte aufeinander ausiiben (z. B. elastische Krifte) sowie Bahn-
widerstinde W bei jenen Punkten, die auf einer Bahn gefiihrt werden.

2 2
Ist p = d —— die Beschleunigung eines Punktes, so bezeichnet man — m ffi -ti:
als den Tragheltszderstand des Punktes mit der Masse m. Das Prinzip
von d’Alembert besagt nun: Die an einem Punkte des Systems
angreifenden &4uBeren und inneren Krifte und Bahnwider-
stande stehen mit dem Tragheitswiderstand im Gleichgewicht.
Fiir jeden Punkt konnen somit drei Bewegungsgleichungen von der Form

IP, 4+ XS, +XW, —m‘fl’; —o, ZXP,+XS,+ZW, «m‘fi; =
P4 ES. 43w, —m T oo

ae
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aufgestellt werden. P, P,, P, sind die zu ¥, y, z parallelen Seitenkrifte
der auBeren Kraft P, S,, S,, S, die der inneren Kraft S und W, W, W,
die Seitenkrifte des Widerstandes W. x, y, z die Projektionen des Weges s
auf die drei Achsenrichtungen.

5. Besondere Fille

Elastische Schwingung einer Masse m. (Harmonische Schwingung.)
Eine Masse m stehe unter der Wirkung einer Kraft P = & s wo % ein Pro-
portionalitatsfaktor, s die Ausweichung des Massenpunktes aus der Ruhe-
lage bedeutet. Die Integration der Bewegungsgleichung

a2s + k s—o
dr m

liefert mit der Anfangsgeschwindigkeit v, zur Zeit { = o
s =1, '/‘Zsin(t /—_k_ v=1 cos(t E
sulEen ) vmneldn)

GroBter Ausschlag (Amplitude) a:vol" , daher auch

=%

, ( T
§ = a sin tl/ —)
m

Schwingungsdauer (Hin- und Hergang): T = znl/

w}g]

Schwingungszahl (Frequenz): n = LT
Bewegung in gekriimmter Bahn. Man zerlegt zweckmiaBig die auf den
Massenpunkt einwirkende Kraft in zwei Seitenkrafte:

dv

Tangentialkraft T = m p, = m a

. 22 Krii )
Zent lkraft N = — 5, Y (o Kriimmungs
entmpetafira mbn = 4 halbmesser).

Eine der Kraft N gleiche, aber entgegengerichtete Kraft bezeichnet
man als Fliehkraft. Damit ein Massenpunkt eine krummlinige Bewegung
ausfithrt, muB stets eine Zentripetalkraft vor-
handen sein. Diese Zentripetalkraft wird bei einem
in gekrimmter Bahn gefithrten Korper durch die
in Richtung der Bahnnormalen wirkende Wider-
standskraft S der Fiihrung und von der in die
Richtung dieser Normalen fallenden Seitenkraft
der bewegenden Kraft P gebildet. Es gilt also,

Abb. 30:
2

N,—_mL:S?Pcosa,
4

je nachdem P cos a nach auflen oder nach innen gerichtet ist.

Beispiel: Eisenbahnfahrzeug im Bogen. Die Schwerkraft hat auf die Bewegung keinen
EinfluB, da diese in wagrechter Ebene stattfindet. Bei konstanter Geschwindigkeit v ist daher

2
P = o. Sonach muB die Widerstandskraft S = m v sein. Diesen Druck haben die Schienen

zu tbernehmen.
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ITII. Reibungswiderstand

An der Beriihrungsstelle zweier Koérper tritt stets Reibung auf, deren
GroB8e proportional dem Drucke N ist, mit dem die beiden Koérper an-
einandergepre8t werden.

R =uN.

¢ heiit Reibungszahl; ihre GréBe hangt von der Beschaffenheit

der Berithrungsflichen, von der GréBe des spezifischen Beriihrungsdruckes

N
F und von der Geschwindigkeit der Bewegung ab. p erreicht seinen

groBten Wert zu Beginn der Bewegung; Reibungszahl der Ruhe y,.
Man unterscheidet gleitende Reibung und rollende Reibung.

1. Gleitende Reibung

Ermittelt man die Mittelkraft aus Normaldruck N
und Reibung R, so weicht diese um den Winkel ¢,
Reibungswinkel, von der Normalen ab. Abb. 31.

R
gy =« = u

Die trigonometrische Tangente des Rei-
bungswinkels ist gleich der Reibungszahl.

Ein Korper beginnt auf einer schiefen Ebene zu
gleiten, wenn die Neigung « der Ebene gleich dem Reibungswinkel ist.
Er bleibt in Ruhe, wenn « << ¢. (Siehe Tabelle Seite 95.)

2. Rollende Reibung

Zur Uberwindung der rollenden Reibung, die dann auftritt, wenn ein
Zylinder auf einer Unterlage ohne zu gleiten rollt, also zur Einleitung der

N Drehung um den Stiitz-
punkt, ist ein Drehmoment,
P Abb. 32,

M =N-f
notwendig. N ist der Nor-
maldruck des Korpers gegen
seine Unterlage, f die Rei-
bungszahl der rollen-
den Reibung (Linge).
7. Wird das Kriftepaar M
N durch eine im Schwerpunkt
Abb. 33 der Walze angreifende Kraft
P iiberwunden, Abb. 32, so
gilt M = Py = Nf. Greift die Kraft am Umfange lotrecht iiber dem
Stiitzpunkt an, so ist

M = 2P'v= N}
Wird die Last N auf einer Walze fortbewegt, Abb. 33, und bedeutet /
die Reibungszahl fiir Walze und Bahn, f* fiir Walze und Last, so gilt
2Pr=N(f+ /).
Zylinder auf schiefer Ebene: Ein Zylinder mit dem Halbmesser » beginnt

auf einer schiefen Ebene zu rollen, wenn ihr Steigungéverhéltnis tga = Y

ist. Daher f = 7» tg a.
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Reibungszahlen der gleitenden Reibungl).

= bedeutet: die Fasern liegen Reibungszahl
parallel,

+ bedeutet: die Fasern liegen der Ruhe der Bewegung
gekreuzt,

b . H B .

4 bedeutet: da;lil;lslllzoll;egflz Is trocken V\’:]slster geschmiert | trocken Wg;;';r geschmiert
Eicbenholz auf Eiche = ..... 0,62 — 0,11 0,48 — 0075
" wooow el 0,54 0,71 — 0,34 0,25 —
» N 0,43 — - 0,19 — -
JEsche, Buche,

” » | Tanne = ..... 0,53 — — 0,38 — 0,15—0,10

. *,, Muschelkalk | 0,63 — -— 0,38 — —

» ,» Stein und Kies | 0,60—0,46 — — —_ — —
Holz auf Metall ............ 0,60 0,65 0,11 0,40 0,24 0,10
Hartholz auf poliertem Metall

oder Granit............... — 0,5 — 0,30 0,10 0,06
Stahl auf Stahl {(*hoher Druck, .
bis etwa 1000 kg/em?) . .. ... 0,15 —  |*o,12—0,11 { ©,09 Ee! v=3 m{sek
Stahl auf Phosphor-Bronze 0,03 bei v = 27 mfsek
ebene Fliachen ............ 0,11 — 0,098 0,105 — 0,092
zylindrische Flachen....... 0,169 — 0,16—0,13 0,162 — 0,15—0,12
Stahl auf grobem Sandstein.. — — — 0,29 — —
' , Eis ... .. ...l 0,027 — — 0,014 — —
Schmiedeeisen auf Eiche = ... — 0,65 0,11 0,5—0,4] 0,26 0,08
" ,, Weichholz . -— — — 0,65—0,50 — —
0,21 bei v = 4,5 m/sek
» Stabl...... o - - { 0,11 bei v = 22 m/fsek
" ,» Schmiede- i
eisen ...... 0,13 — 0,11 e 0,10—0,08
» ,» GuBeisen ‘
oder Bronze 0,19 — — 0,18—0.17 — 0,08—0,07
. ,, Sandstein .. — —= — 0,46—0,41 — —
be ,» Muschelkalk| 0,49—0,42 — — 0,20—0,24 — —
4 ,, Steinu.Kies{ 0,49—0,42 —- — — — —
GuBeisen auf Eiche .......... - 0,65 — 0,5—0,3| 0,22 0,19
,, ,, Weichholz . ..... — — — 0,5—0,4. — —
0,27 bei v = 2,2 m/sek

W, Stahl .......... 0,33 — — { T et v oy

" ,, GuBeisen ....... —_ | - 0,16 — 0,10—0,08

b ,, Bronze......... — — — 0,20—0,15 —— 0,08—0,07

" ,» grobem Sandstein — —_ — 0,24—0,21 — —
Bronze auf Eiche =......... 0,62 — — 0,30 | — —

" ,, Bronze .......... — —_ 0,11 0,20 0,10 0,06
Ziegelstein auf Muschelkalk ..} 0,67 — — 0,65—0,60 — —
Rauher Kalkstein auf desgl.

oder mit frischem Mortel ..} 0,75 — | — 0,67 — —
Muschelkalk auf Muschelkalk. 0,70 — i — 0,38 — —
Mauerwerk auf Beton ........ 0,76 — — — — —

. ,,» gewachsenem

Boden, trocken 0,65 0,30 — — — —
Rindleder auf Eichenholz . ...} 0,6—0,5 — — 0,5—0,3 - -

" ,» GuBeisen...... 0,5—0,3| 0,6—0,4 0,12 0,56 0,36 0,15
Hanfseil auf rauhem Holz ...| 0,8—0,5 — —_ 0,5 — —

’ glattem Holz ...| 0,33 — — — — —

Reibungszahlen fir rollende Reibung
Eisen auf Eisen .........i i f = 0,005
Laufrider (GuBeisen oder Stahl) auf Schienen ............. f = 0,05

N
Rollen in Briickenlagern (! = Walzenlange) f = 0,0020 4- 0,0018 ——.
12

Werte der Gesamtreibung fiir StraBenfuhrwerke sowie Reibungswider-
stinde bei Eisenbahnen, siche die Abschnitte ,,StraBen- und Wege-
bau, I. C und ,,Eisenbahnbau‘, I. B.

1} Aus Foerster, Taschenbuch fiir Bauingenieure. 4. Auflage, Berlin: Julius
Springer. 1921.
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IV. Hydromechanik

A. Statik tropfbar fliissiger Korper

Tropfbar fliissige Koérper sind durch die leichte Verschieblichkeit ihrer
Teilchen und die geringe Elastizitat gekennzeichnet. Die Volumenverminde-
rung betragt bei 1 kg/cm? Druck bei Wasser 0,000044, bei Quecksilber
0,000003.

Wird auf ein Teilchen einer im Gleichgewicht befind-
lichen Fliissigkeit ein in bestimmter Richtung wirkender
Druck ausgeiibt, so pflanzt sich dieser Druck auf alle Teile
nach allen Richtungen unverindert fort. (Gesetz von Pascal)

Hydrostatischer Druck

Der spezifische Druck p auf ein irgendwie gerichtetes Flichenelement d f
in einer Tiefe y unter dem Fliissigkeitsspiegel betragt, wenn y das spezifische
Gewicht der Fliissigkeit und p, der Druck fiir die Flicheneinheit auf der
Oberfliche der Flissigkeit ist,

=10+ vy
Der Druck p ist stets senkrecht zum Flachenelement gerichtet.

Druck gegen eine Flache F, Abb. 34.
Der auf einen Flachenstreifen dF ausgeiibte Druck ist d P = y dF -y,
daher Gesamtdruck auf die Flache
P :J"y«de = Sysinq,

wenn S das statische Moment der
gedriickten Fliche, bezogen auf die
Schnittlinie £-— ¢, ist. Mit dem Schwer-
punktsabstand y, der gedriickten
Flache vom Fliissigkeitsspiegel ist
sonach
P=F-y,-y.

Der Angriffspunkt der Kraft P
(Druckmittelpunkt) ist durch

[y2arF |
= t——— = " sina
[yaF S
gegeben. [ ist das Tragheitsmoment
Abb. 34 der gedriickten Flache, bezogen auf

die Schnittlinie ¢— ¢.

Besondere Fille. ¢ =909, Rechteck. Oberkante parallel zum Fliissig-
keitsspiegel. Abstand der Oberkante vom Fliissigkeitsspiegel = a, der
Unterkante = a + %:

h 2h
1]:; 3:“_:—_—71— + a; fﬁra:O...n:%h.
Trapez. Die parallelen Seiten b, und b, parallel zum Flussigkeitsspiegel.
Abstinde a und a + % wie vor:

g b 200t 260 Kb+ 30

2 3a(by+ b)) + k(b + 2b,)

Kreis. Durchmesser 2 #, a = Abstand des oberen Randes vom Spiegel:
2

7]:7—}—(1—%—7—' fﬁru:o....7]:§—r.

4+ ay 4

+ a
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B. Dynamik tropfbar fliissiger Kérper

1. AusfluB des Wassers aus GefidBen

Die theoretische AusfluBgeschwindigkeit aus einer Offnung im wag-
rechten GefaBboden bei konstantem Druck ist:

v = |/ 2
1 — ¢’
wobei # die Fliissigkeitshohe iiber der Offnung und ¢ das Verhiltnis des
Miindungsquerschnittes zum Oberflachenquerschnitt bedeutet.
In der Regel ist ¢? klein gegen 1, alsdann hat man bei der Querschnitts-
flache F der Miindung:

v=1»12gh = 4,429 1%

und Q"= F v die theoretische AusfluBmenge. Q= uQ’ist die wirkliche
AusfluBmenge. u ist ein Beiwert, der die Verringerung der AusfluBmenge
infolge der Reibung und der Kontraktion des Ausflustrahles zum Aus-
druck bringt.

Die Formel fiir v gilt auch annahernd fiir die Offnungen in lotrechter
Wand, wenn %4 den Abstand des Schwerpunktes der Miindung von dem

dieselbe um mindestens 5 iiberdeckenden Fliissigkeitsspiegel bezeichnet.

Genauer wird beispielsweise fiir kreisféormige Off-
nungen mit dem Halbmesser

22 gh p
Q=yparizg [I 32 \h} }

Fiir eine rechteckige C)ffnung von der Breite b,
deren untere Kante den Abstand %, und deren obere
Kante den Abstand %, vom Fliissigkeitsspiegel hat,
Abb. 35, gilt:

wiw

i 3
2 . Shi
Q= L ub (2 — a2z
Fir den rechteckigen Uberfall in lotrechter
Wand von der Breite b und der Héhe % des ungesenkten
Wasserspiegels iiber der Uberfallskante, Abb. 36, ist:

R — 3
v:é—]’zgh, Q= § ubhlzgh = 2,953 ub k.

Hat das Wasser im Zuflu8kanal eine Geschwindig-

keit ¢ > 0,3m, so berechnet sich die Uberfallsmenge zu
5 I 2 RS
= 2 bz (h C—)‘—<°—)‘-’].
Q 3 J2g [ + y vy

Fiir den AusfluB unter Wasser durch die Offnung 4,
GrundablaB, Abb. 37, gilt ebenfalls, wenn % der
Hohenunterschied zwischen Unter- und Oberwasser
bezeichnet und wenn das obere und untere Gerinne
nahezu gleich breit sind, angenihert

Q=udVagh. Abb. 37

)%

AusfluBzahl u. Der Wert y schwankt zwischen o,5 und 1,0. Der Ein-
fluB der Reibung an der AusfluBstelle ist etwa durch den Beiwert ¢ = 0,97
gegeben, so daf}, mit dem Kontraktionskoeffizienten a, u = 0,97 a wird.

Bleich-Melan, Taschenbuch 7
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1. Boden- und Seitendffnungen. Ist der GefaB- oder Zufluf-
querschnitt F, gro gegen den Offnungsquerschnitt F, so gilt im Mittel
nach WeiBbach bei groBen Offnungen und groBer Tiefe y = o,62.

Wenn der unmittelbar vor der AusfluBoffnung befindliche ZufluB-
querschnitt F, nicht sehr groB gegen F ist, so multipliziere man u mit fol-
genden Zahlen:

FirF :F, = .... 0,2 0,3 o4 o05 06 07 08 0,9 1,0

Frund ...... 1,03 1,06 1,09 1,13 1,19 1,26 1,35 I,47 1,63

F rechteckig . 1,04 1,07 1,11 1,15 1,2I 1,28 1,36 1,47 1,61

2. Uberfallwehr. Sind oberhalb des Wehres Leitwande vorhanden,
so setze man fiir abgerundete Wehrkronen y = 0,83, fiir scharfkantige
M ="0,68.

Uber Stauanlagen, Bewegung des Wassers in Kandilen
und Fliissen und in Rohrleitungen, siehe ,,Wasserbau‘‘.



Wirmemechanik und Mechanik der Gase

bearbeitet von

Dozent Ing. Dr. Leopold Huber, Technische Hochschule Wien

1. Temperatur

Die Temperaturmessung erfolgt mit Volumthermometern, meist
mit Quecksilberfiillung; bei tieferen Temperaturen Verwendung von
Alkohol und Toluol. Zur Messung hoher Temperaturen werden meist
die auf optischer Grundlage wirkenden Pyrometer beniitzt.

Temperaturskalen
0 Celsius 0 Reaumur 0 Fahrenheit
Siedepunkt des Wassers ......... 100 8o 212
Gefrierpunkt des Wassers ...... o o 32

1°C =08R=18F.

Bezeichnungen: ¢ Temperatur in ¢ C, T absolute Temperatur (Celsius~
grade vom absoluten Nullpunkte, d.i. von — 273° gezihit). T = ¢ 4 273.

Erdtemperatur
Die tiglichen Temperaturinderungen machen sich rund 3 m, die jahr-

lichen rund 60 m tief bemerkbar.

Temperaturen beim Glithen des Eisens in °C

Beginn der Lichtausstrah- Hellkirschrot ............. 1000

lung mit grauer Farbe .. 390 Dunkelorange ............ 1100
Im Dunkeln rotglithend ... 525 Hellorange ............... 1200
Dunkelrot ............... 700 WeiBgliihend ............. 1300
Dunkelkirschrot .......... 8oo SchweiBhitze ............. 1400
Kirschrot ................ 900 Blendendweifl ............ 1500

2. Ausdehnung durch die Wirme

Wird ein stabférmiger Korper mit der Liange / um 0 C erwarmt, so
dehnt er sich auf die Linge ! aus.

V'=(1-+at)!l
a ist der lineare, 3 a der kubische Ausdehnungskoeffizient.
7!
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Linearer Ausdehnungskoeffizient

0,0000
Aluminium ................ 26
Blei ............... . ... ... 28
Bronze, Messing ............ 18
GuBeisen .................. 10
FluBeisen .................. 12
SchweiBeisen ............... 11
Eisendraht ................. 14
Stahl, ungehartet ........... 11

Vs gehartet ............. 14
Kupfer..................... 17
Zink ... 28
/2 4+ R 21

o0 1,0001
40 1,0000
100, . 1,0003
200, ... 1,0018

0,0000
Beton ............. ... ... 14
Gips.........ooiiaii 25
Glas ....... ... .. ... ... 09
Kalkstein .................. o8
Eis (zwischen — 20° und 0%. 352
Holz quer langs
0,0000 0,0000
Eiche ......... 54 05
Fichte ........ 34 o5
Pappel......... 37 o4
Tanne ......... 58 04

300 L 1,0044
400 L 1,0078
500 L 1,0121
100% L 1,0434

Schmelztemperaturen bzw. Gefrierpunkte in 0C bei Atmosphérendruck

Aluminium .......... rund 660
Blei ......... e 327
Bronze .............. rund 9oo
FluBeisen ............ ., 1400
GuBeisen, grau ....... ., 1200

v weill ..... .. ., 1130
Schmiedeeisen ........ ., 1600
Stahl ................ ,, 1350
Glas ................ 500—1000
Kupfer................... 1084
Messing ............. rund goo
Zink ........ ..o 419
Zinn ... 232

Alkohol ................ — 118
Benzol ................. 5
Glyzerin ................ — 20
Kochsalzlésung,

gesattigt .............. — 18
Nitroglyzerin ........... 8
Schwefel ............... 115
Toluol ................. -~ 102
Wasser ................. o}
Seewasser .............. = 2,5

Lineares Schwindmafl

Verkleinerungen der Langenabmessungen eines Gufstiickes beim Er-

starren und Erkalten:

Blei ............. ... ... 1:92
Bronze ............. .. ... 1:63
FluBleisen ................ 1:64
GuBeisen ................ 1:96

Schmiedeeisen ............ 1:55

StahlguB3 ............... I: 50
Puddelstahl ............. 1: 72
Messing ... ............ 1: 65
Zink....... ... ... ... 1: 62
Zinn........... ..o .. 1:128
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Siedetemperaturen von Fliissigkeiten in °C bei 760 mm Barometerstand

Alkohol .................. 78
Fette ................ 300—--325
Nitroglyzerin .............. 185
Schwefel .................. 448
Wasser.............o...... 100

Destillationsprodukte des

Petroleums:

Petroleumither ...... 40— 70
Gasolin ............. 70— go
Benzin (Leicht-) ..... 90—110
Ligroin (zum Brennen) 110—120
Putzol .............. 120—170
Brennol ............. 170—245
Solardl .............. 245—310
Schmierél ........... 310—350
Paraffin, weich ...... 350—390

’ hart ........ 390—430

Entflammungstemperaturen in °C

Alkohol .............. rund 16
Brantwein ............ ' 30
Leinol ................ ,, 320
Petroleuméther .......... — 20

Brennél (Petroleum) . ... 22
Solarél ................ 60
Schmierd! ............. 200
Teer ........ .. ... .. ... 350—80

3. Wiarmemenge, spezifische Wiarme

Nach der kinetischen Gastheorie ist Warme bedingt durch die kinetische
Energie der Molekiile. Warme ist also aquivalent den anderen Energie-
formen. Ein bestimmter Betrag dieser Energie wird Wirmemenge ge-
nannt. Die Warmeeinheit (1 W E) oder Kalorie ist die zur Erwirmung
von 1 kg Wasser von 14,5 auf 15,59 C erforderliche Warmemenge.

Spezifische Waiarme ist die Wiarmemenge in W E, die notwendig
ist, um 1 kg einer Substanz um 1° C zu erwirmen.

Mittlere spezifische Warme fester Korper zwischen o und 100° C

Aluminium ............... 0,21
Blei ..................... 0,031 °
Bronze ................ ... 0,104
FluBeisen ................ 0,113
Schweilleisen ............. 0,114
Stahl..................... 0,118
Kupfer .................. 0,092
Messing .................. 0,092
Zink ..., 0,096
Zinn ... 0,056

Beton ............... .. ... 0,27
Eis .................. ... .. 0,50
Gips . .oovi 0,20
Glas ..o 0,20
Granit .................... 0,20
Holz, Eiche ............... 0,57

Vs Fichte .............. 0,65
Kalkstein.................. 0,21
Sandstein ................. 0,22
Ziegelstein ................ 0,22

Mittlere spezifische Warme fliissiger und gasférmiger Koérper

Quecksilber .............. 0,033
Wasser .................. 1,000

Atmosphirische Luft:

¢, (bei konstant. Volum.) ...0,168

Cp (0 ' Druck ) ...0,238
Wasserdampf:

¢, (bei konstant. Volum.) ...0,334

Cp (0 " Druck ) ...0,485
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Latente Schmelzwirme in WE

(jene Warmemenge, die zur Uberfiihrung eines Kilogramms der Substanz
vom festen in den fliissigen Aggregatzustand erforderlich ist)

Aluminium ................. 77 Kupfer ..................... 43

Blei .......... ... . o 6 Schwefel ................... 9

Eis ......... . i 8o Zinn. ... e 28

GuBeisen, grau .............. 23 Zink.......... .. ... 14
. weil ... L. 33

4. Fortpflanzung der Wiarme

a) Wirmestrahlung

Wirme pflanzt sich durch Strahlung nach den gleichen Gesetzen der
Wellenlehre fort wie das Licht oder die Wellen der drahtlosen Telephonie,
es ist nur ein Unterschied in der Wellenlinge.

Wellenlingen einiger Strahlungen
Drahtlose Telephonie .. einige hundert Meter

Warmestrahlen ........ 3,4-1072%— 8.107%cm
Lichtstrahlen .......... 8 .107%— 4.107%
Rontgenstrahlen ....... 1,2-107"—1,7-10"% ,,

Unter Emissions- oder Strahlungsvermégen S; versteht man
die in der Stunde von 1m? Oberfliche ausgehende Wirmemenge in WE;
diese ist von der absoluten Temperatur des strahlenden Koérpers abhangig
(Stefan-Boltzmann).

S; =0 (T/100)* WE

Gilt genau nur fiir den absolut schwarzen Korper, der die gesamte, ihn

treffende Strahlung absorbiert, fiir andere Korper angenihert.

Strahlungskoeffizient ¢

Absolut schwarzer Korper . 4,76 Ackererde ................. 1,8
Eisen: GuBeisen, rauh, oxyd. 4,5 Dolomitkalk ............... 2,0
Schmiedeeisen, blank .... 1,6 Eis ....... . 3,1

. oxydiert .. 4,4 Glas .......... o i 4.4

Kupfer ............... ... 08 Kalkmortel ............... 4,3
Messing .................. 1,0 Kies ........... ... ... ... 1,4
Zink ... . o oo, 1,0 Lehm .................... 1,9
Sandstein ................. 2,9

Wasser ................... 3,2

Die gesamte Wirmestrahlung wahrend » Stunden eines Kérpers mit
der Oberfliache O in m? und der absoluten Temperatur T, auf ihn umgebende
Flachen mit der Temperatur T, ergibt sich mit S:

o) (el

S = WE,
1 1 1
oy g, O
o, Strahlungskoeffizient des strahlenden Kéorpers,
[ " der Umgebung,
c des absolut schwarzen Kérpers.

Nach dem Klrchhoffschen Gesetz ist das Verhiltnis von Emissions-
zu Absorptionsvermdgen fir eine bestimmte Temperatur fiir alle Koérper
gleich und, wenn die vollstindige Absorption gleich 1 gesetzt wird, gleich
dem Emissionsvermogen des absolut schwarzen Kérpers.
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Die von einem Oberflachendifferential eines matten Korpers in einer
bestimmten Richtung ausgestrahlte Warme ist proportional dem Cosinus
des Winkels, den diese Richtung mit der Normalen des Flachendifferentials
bildet (Gesetz von Lambert).

b) Wirmeleitung

Wirmeleitung ist Fortpflanzung der Warme von Teilchen zu Teilchen,

u. zw. erfolgt der Warmeiibergang immer von warmeren zu kalteren Stellen
des Korpers oder der Umgebung. Fiir gleichformige Xoérper gilt, wenn

Q@ WarmefluB, Warmemenge in WE,

n Zeit des Warmeiiberganges in Stunden,

A t Temperaturgefalle in © C,

F Querschnittsfliche in m? | durch welche Warme-

d Dicke der Platte in m | leitung erfolgt,

A Wairmeleitfahigkeit in WE/m?2, m, 1 St., 1°C,

Q:nl?Atin WE.

Wairmeleitfiahigkeit 4 einiger Stoffe

(d. i. diejenige Warmemenge, welche in einer Stunde durch eine Platte von
1m? Querschnitt und 1 m Dicke durchflieBt, wenn zwischen den Endflaichen
der Platte ein Temperaturgefille von 1° C besteht)

Aluminium .............. 173 Holz: Eiche, quer......... 0,18
Blei ................. ... 29 ,, langs ........ 0,31
Eisen und Stahl: Kiefer, quer ........ 0,1t
FluBeisen ............. 43 ,,  langs ........ 0,30
GuBeisen .............. 54 Hohlziegelmauerwerk ...... 0,28
Stahl.................. 47 Kalkstein................. 0,81
Kupfer.................. 320 Linoleum ................ 0,16
Messing ............. 50—I00 Kalk .................... 0,26
RotguB ................. 58 Kork .................... 0,26
Zink ........ .. ... 0. 95 Sandstein ................ 1,4
Zinn ... oo 54 Sagemehl ................ 0,06
Sigespane, gepreft........ 0,04
Asbest .............. 0,13—0,2 Schiefer ............... 0,3—1,3
Asphalt ................. 0,6 Ton, feuerfest ............ 0,72
Beton 1:4.............. 0,65 Verputz .................. 0,70
RS SR 3 0,70 Wasser .................. 0,52
Bruchsteinmauerwerk .. 1,3—2,1 Zement .................. 0,76
Eis..oooooiil 1,5 Ziegel ................... 0,44
Gips ... 0,32 Ziegelmauerwerk .......... 0,36
Glas .................... 0,75 Luft in lotrechten Schichten
bei einer Schichtendicke
VO TCM ..vrnnnnn. 0,02
bei einer Schichtendicke
von IOCMm ........... 0,07

Wiairmetibergang zwischen der Oberflache eines festen
Korpers und Luft, Wasserdampf oder Wasser.
F Flache des Wirmeiiberganges in m?,
A t Temperaturgefille in °C,
# Stunden, Dauer der Warmebewegung,
Q ibergehende Warmemenge in W E,

Q=9Fn Atin WE.
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¢ Warmeiibergangskoeffizient.

Kondensierender Wasserdampf bis ........ 10.000
Ruhendes, nicht siedendes Wasser ....rund 500
Ruhende L.uft und lotrechte ebene Flichen bei

At= o 10 25 500

=30 38 49 59
Fiir frei bewegliche bzw. fiir lebhaft bewegte Luft erhéhen sich obige Werte
um 25 bzw. 50%,.
Warmebewegung durch eine Wand, die zwei Fliissigkeiten
bzw. Gase trennt
Q=kFknF At
dabei ist
b 1
T 1 d’
01 22
01, 0, Warmeiibergangskoeffizienten, 4, d m Wirmeleitfahigkeit bzw.
Dicke der Wand.

5. Luftfeuchtigkeit

¢ Dunstdruck in kg/m? Teildruck des in der Luft enthaltenen Wasser-
dampfes,

f absolute Luftfeuchtigkeit (g Wasserdampf in 1 m3 Luft),

die relative Luftfeuchtigkeit gibt an, wie viel Prozent der héchst-
moglichen Luftfeuchtigkeit vorhanden sind. (Bei 20° C ist 17,3 g/m?®
héchstmogliche Feuchtigkeit.)

Taupunkt ist jene Temperatur, bis zu welcher die ungesittigte Luft
abgekiihlt werden muB, daB sie gesattigt wird.

Aus der Zustandsgleichung
eV =Gy 47,1 (273 -+ ) wird fir V= 1 m3,

e
_— &k 3 d
S s L) T
= 1000 gy = 22—17’% g/m? absolute Luftfeuchtigkeit.

Messung der Luftfeuchtigkeit

Taupunkt-Hygrometer. Abkiihlung eines GefiBles mit glinzender
Oberflache durch Verdunstung von Ather, bis sich Tau an der Oberflache
niederschlagt, gleichzeitig wird ein Thermometer abgelesen.

Haarhygrometer. Entfettete Haare werden durch Feuchtigkeit
langer und zeigen bei richtiger Einstellung die relative Feuchtigkeit an.

6. Brennstoffe

Der Heizwert ist jene Warmemenge in W E, die 1 kg des Brennstoffes
bei volliger Verbrennung abgibt.
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Feste Brennstoffe

W E/kg
Trockenes Holz ......... .. ... ... ... .. ... ... .. 4500
(frisch gefalltes Holz 20—60%, Wasser,
lufttrockenes Holz 10—20°/, Wasser)
Lufttrockener Torf (15-—20%, Wasser) ............ 33004500
Braunkohlen ............ ... ... ...l 4500-—35000
,, frisch gefoérdert (bis 609/, Wasser), oft nur 2500
Steinkohlen ........ ... ... ... . . il 6800—7700
Anthrazit ........ .. ... 8000
Braunkohlenbriketts ....... ... ... .. .. o L 4800— 5100
Steinkohlenbriketts ..... ... ... ... ... oo L. 7800
Gaskoks ... 7000
Fliissige und gasformige Brennstoffe
Fiir Dieselmotoren
W E/kg
Rohpetroleum ........ ... ... ... ... oL 10.500
Gasdl ... 10.000
Braunkohlenteercl .......... ... ... ... ... . ... 9.500
Steinkohlenteerdl ........... ... ... .. ... 9.000
Fiir Explosionsmotoren
W E/kg
Benzin ...... ... ... . i 10.500—11.000
Benzol ........ .. 9.600
Gereinigtes Petroleum (Leuchtol) ............. 10.500-—11.000
Generatorgas ............ ... ... . 1.200
Leuchtgas ........... ... ... .. ... ... .. ... ... 1.000
Gichtgas . ... .. Soo

7. Verhalten der Gase und Dampfe

a) Bezeichnungen und Zustandsgleichung fiir Gase

v spezifisches Volumen (Volumen der Gewichtseinheit) in m3/kg, ¥ Vo-

' Vo . . .
lumen in m® von G kg (v = G—) , y spezifisches Gewicht in kg/m?, P spezi-
fischer Druck, Spannung oder kurz Druck in kg/m2, p derselbe Druck
in kg/cm?, d. i. in Atmospharen (at), T = ¢ + 273 absolute Temperatur,
R Gaskonstante, fiir jedes Gas ein konstanter Wert.
R; = 29,3 fiir Luft,
Ry = 47,1 fiir iiberhitzten Wasserdampf.
Gesetz von Boyle-Mariotte fiir # = konstant
PV =P, 7, pV=>pV,
Gesetz von Gay-Lussac fiir p = konstant
Vo 27341
vy 273+ 4
Boyle- Gay-Lussacsches Gesetz
PV =G R T (Zustandsgleichung fiir Gase).

Wird eine Gasmasse bei konstant gehaltenem Drucke erwidrmt,
so wird ein Teil der als Warme zugefithrten Energie zur Erwarmung des
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Gases, der Rest zur Uberwindung des duBeren Druckes verwendet. Erfolgt
dagegen die Erwiarmung bei konstantem Volumen, so eriibrigt sich
der zweite Betrag. Daher ist die spezifische Wirme eines Gases
bei konstantem Volumen ¢, kleiner als die bei konstantem Druck ¢,.
Da bei allen Gasen der Ausdehnungskoeffizient der gleiche ist, ergibt sich
nach der Zustandsgleichung

€y — €y = A R = konst.

. c
und damit auch £ = konst.
Ev

b) Wasserdampf

Soll Wasser verdampft werden, so muB fiir je 1 kg Wasser ein bestimmter
‘Wirmebetrag, die Verdampfungswarme 7, aufgewendet werden, die zum
Teil zur duBeren Arbeitsleistung durch VergroBerung des Volumens, zum
Teil zur inneren Arbeit, zur Lgsung des molekularen Zusammenhanges
erforderlich ist.

Gesattigter Dampfistein Dampf bei welchem gerade alle Flissigkeit
verdampft ist und daher praktisch ein Gemenge von reinem Dampf und
mitgerissener Fliissigkeit.

Wird dem gesittigten Dampf weiter Warme zugefiihrt, so wird HeiB3-
dampf oder iiberhitzter Dampf erhalten, der bei dem selben Druck
wie der gesattigte Dampf eine héhere Temperatur aufweist.

Gesattigter Dampf

p absoluter Druck in kgfcm? (d. i. Uberdruck + atmosphirischer
Druck),

A Gesamtwirme in W E, die erforderlich ist, um 1 kg Wasser von 0% C
bei dem jeweiligen Druck in gesittigten Dampf zu verwandeln,

v spezifisches Gewicht des Dampfes in kg/m3,

v spezifisches Volumen des Dampfes in m3/kg.

4 teC A ¥ v
0,5 80,9 631 0,304 3,29
1,0 99,1 638 0,581 1,72
2,0 120 646 I,II 0,902
3,0 133 650 1,62 0,619
4,0 143 653 2,12 0,471

10,0 179 664 5,05 0,198
12,0 187 666 6,00 0,167
15,0 197 669 7,41 9,135
18,0 206 672 8,77 0,114
20,0 211 673 9,66 0,104
25,0 223 676 12,1 0,083

Uberhitzter Dampf
Das Verhalten des iiberhitzten Dampfes regelt sich nach der Zustands-
gleichung fiir Gase. Genauer ist Pv = 47,1 T — 0,016 P, daraus ist
10.000

Die Warmemenge, die zur Erwarmung von 1 kg Dampf um je 1° aufgewendet
werden muf, heil3t, wie bei den Gasen, spezifische Warme bei konstantem
Druck ¢,.
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¢p fiir tiberhitzten Dampf nicht unverinderlich. Fiir Niherungsrech-
nungen im gewohnlich bei Dampfmaschinen angewendeten Bereich (14—20 at,
240—350% kann ¢, rund mit 0,6 angenommen werden.

c) Graphische Darstellungen

Thermodynamische Prozesse werden am sinnfilligsten im pv-Diagramm
dargestellt. Abb. 1, S. 109. Jedem Punkt p, v entspricht eine bestimmte
Temperatur; werden alle Punkte gleicher Temperatur verbunden, so wird
eine Isotherme erhalten. Nach der Zustandsgleichung fiir Gase ist die
Isotherme eine gleichseitige Hyperbel. Die verschiedenen Zustands-
dnderungen werden durch Linien dargestellt, da jeder Punkt einen be-
stimmten Zustand kennzeichnet.

Offene Prozesse werden durch offene, Kreisprozesse durch ge~
schlossene Linien dargestellt.

Die auBere Arbeit wird bei den offenen Prozessen durch die von
der Kurve, den Endordinaten und dem entstehenden Abszissenabschnitt
begrenzte Flache dargestellt, wahrend bei Kreisprozessen die von der
geschlossenen Kurve begrenzte Fliche ein MaB der dufleren Arbeit ist.

Besonders wichtig sind noch die adiabatischen Vorginge, das sind solche,
bei welchen das Gas oder der Dampf von der Umgebung kalorisch ab-
geschlossen ist, so dal Wirme weder zu- noch abgefiihrt werden kann.

T
Die Adiabate hat die Gleichung
P y* = konst.

Haufig wird auch das Entropie-Temperaturdiagramm verwendet
(Entropie S Abszisse, absolute Temperatur T Ordinate) Abb. 1, S. 100.

(Entropie S konstant, 4S5 = d—)

8. Grundgesetze der Thermodynamik

Warme ist eine Erscheinungsform der Energie.

Prinzip von der Erhaltung der Energie: Die Summe der Energie
in einem abgeschlossenen System ist eine konstante GroBe.

Wird einem Koérper die Warmemenge d Q zugefithrt, so wird ein Teil d U
zur Temperaturerhhung und zur Leistung innerer Arbeit verwendet, der
Rest setzt sich in 4uBere Arbeit d L um.

dQ=dU -+ A4dL.
Der Teil der ‘Wirmemenge, der in mechanische Arbeit umgewandelt
wird, steht immer zu dieser in dem festen Verhiltnis 4 = 4—;; W E/mkg
(1. Hauptsatz).

I .
1 Kalorie (1 WE) ist 427mkg dquivalent. 4 = pres das mechanische:

‘Wirmedquivalent.
1 PS (Pferdestirke) = 75 mkg/sek = 0,176 W E/sek,
1 kW (Kilowatt) = 0,239 WE/sek,

1 kWSt (Kilowattstunde) = 860 WE.
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In den Warmekraftmaschinen kann nur ein geringer Teil der im Heizstoff
enthaltenen Energie in nutzbare Arbeit umgesetzt werden. Dieser wirt-
schaftliche Wirkungsgrad 7, ist bei der Dampfmaschine 5—20°
bei Verbrennungskraftmaschinen bis 38%/,.

/o

Wiarme kann nur bei einer Temperaturdifferenz in mechanische
Arbeit umgesetzt werden. Trotz des gewaltigen Warmeinhalts der Korper
kann doch nur ein verschwindend kleiner Teil in Arbeit verwandelt werden,
da alle Kérper anniahernd gleiche Temperatur haben. Daher sind kiinstlich
groBe Temperaturunterschiede zu erzeugen (Dampfkessel, Verbrennungs-
kraftmaschinen).

Mechanische Energie kann restlos in Wiarme umgewandelt werden;
dagegen kann die Warmemenge Q nur dann in die mechanische Nutzarbeit
(427 Q) mkg umgewandelt werden, wenn gleichzeitig noch die Wairme-
menge Q, geopfert wird, die nicht in Arbeit umgesetzt wird. Um die Arbeit
L = 427Q zu erhalten, miissen Q + Q, = Q; WE aufgewendet werden.

Wirme kann nur unter Aufwendung von mechanischer Arbeit oder
anderer Energie von einem kalteren zu einem wirmeren Korper iiber-
gehen (2. Hauptsatz)

aQ=7T4dSs.

Entropie S. Wird fiir irgend einen thermischen Proze3 mit stetiger
Temperaturinderung in jedem Zeitdifferential die Anderung der zu- oder
abgefithrten Warmemenge 4 Q gebildet und durch die augenblickliche
Temperatur T  dividiert, so wird das Differential der Zustandsfunktion S
-erhalten

2

aQ aQ
as ="z JTzsg—SI.

1

Umkehrbare Prozesse haben nach Ablauf dieselbe Entropie als
am Beginn des Prozesses; die Summe der Entropieanderungen iiber den
ganzen Vorgang genommen ist Null

2

'dQ_ (2. Hauptsatz, Form fiir
Si 5 *\J T=° umkehrbare Prozesse.)
1

Bei nicht umkehrbaren Prozessen nimmt die Entropiesumme

immer mehr zu
a9
j? < o.

Ein isoliertes System kann nicht an Entropie abnehmen; diese Bedin-
gung ist jedoch praktisch nicht erfiillbar. Bei Austausch von Energie mit
der Umgebung kann die Entropie abnehmen, allerdings unter Zunahme
-der Entropie der Umgebung. Die Entropie des Weltalls strebt wahr-
scheinlich einem Hé&chstwert zu.

9. Kreisprozefl von Carnot

Dieser stellt die ideale (praktisch nicht erreichbare) Form der Um-
wandlung von Wirme in mechanische Energie dar und gibt die fiir die
jeweils angenommenen Temperaturgrenzen 7; und T, theoretisch mog-
lichen Wirkungsgrade der Energieumwandlung an.
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Der Zustand von 1 kg Gas vom Druck p; und der Temperatur 7, ware
durch Punkt 4 gegeben. Abb. 1. Von A4 bis B dehne sich die Luft von v,

14
A
Q 4
Jsotherme T, 7 4’ 8’
B
NN sl
iz AwbbaNAd/bbafe 7 I} c’
/) ¢ NG,
0, P [} 25
[ A A s ST 3
! : 4../50//79///75’75 ?
Abb. 1

auf v, bei Aufrechthaltung der Temperatur 7, und unter Zufuhr der Warme-
menge (; aus, wobei mechanische Arbeit durch Ausdehnung der Luft
verrichtet wird. 4B Isotherme fir 7T,

Q,=RT, ln——.

Von B bis C wiirde die weitere arbeltverrlchtende Ausdehnung adia-
batisch (ohne Warmezu- oder -abfuhr) erfolgen bis die untere Grenz-
temperatur T, erreicht ist.

Um zu den Anfangsbedingungen (p,, v;) zuriickzugelangen, muf} das
Gas wieder verdichtet werden, wobei ihm bis D bei gleichbleibender Tempe-
ratur T, (Isotherme) die Warmemenge Q2 entzogen wird.

Q,=RT, 1n

Von D bis A zuriick erfolgt die Verdlchtung adiabatisch. D wird so
gewdhlt, daB3 mit der Adiabate durch D der Punkt 4 erreicht wird.
Die Gleichung der Adiabate ist

PpvF = pg vy¥, wobel k = r
Ce
k fir Luft 1,41, fir Wasserdampf 1,135-
Die Differenz Q, — Q, wiirde in Nutzarbeit umgewandelt

v

In-3

G _T, U
A T In 22
U1

Wird die Adiabatengleichung fiir 4 C und D 4 aufgestellt, so ergibt
sich, daf

Pa _ P3, daher
U1 Uy
T T,
'Qj == AL= o ( —2>.
1 T, T,
AL & T — T3 theoretischer ‘Wirkungsgrad

a T, 1, der Energieumwandlung.
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Die ganze Wiarme (@, kann daher nicht in Arbeit umgesetzt werden,
da in diesem Falle eine Abkiihlung bis auf den absoluten Nullpunkt er-
forderlich ware (T, = —273°C). Da die mogliche Temperatur des Kiihl-
wassers im Durchschnitt bei rund 10°C liegt, muB8 7, moglichst hoch
gewahlt werden.

Fir ¢ = 100 200 400 6000 C
T, =373 473 673 873°C
wiirde #; = o,21 0,38 0,56 0,66

theoretisch erreichen. Daher besteht das Bestreben, Warmekraftmaschinen
fiir sehr hohe Temperaturen zu entwickeln. Die wirtschaftlichen Wirkungs-
grade 17, stellen sich jedoch infolge Verluste noch wesentlich tiefer.

10. Allgemeine Zustandsidnderungen in Gas- und
Dampfstrémen

Der Zustand eines stromenden Gases ist gleichfalls durch die Zustands-
gleichung gegeben.

Wirbelfreie oder Paralle]l-Strémung tritt nur in engen, kreisrunden
und glatten Rohren oder bei ganz geringen Geschwindigkeiten auf.

Bei der praktisch fast immer vorhandenen Wirbelstrémung kann
auch mit einer mittleren Geschwindigkeit (w,, in m/sek) gerechnet werden.

F Querschnitt in m?2,

14 G V in der Sekunde durch F flieBendes Volumen in m3/sek,

Un=TF = yF G in der Sekunde in Kilogramm; y spezifisches Ge-
wicht kg/m3.

Fiir den Beharrungszustand gilt die Kontinuititsgleichung
Fywy yy = Fy w9, = F3 w9
Fiir kleine Druckdnderungen kann das spezifische Gewicht der
Gase und Dampfe konstant angenommen werden, so daB
wy i wy = F,; : F,.

11. Statischer und dynamischer Druck bei Gas- und
Dampfstréomen

Unter dem statischen Druck wird jener verstanden, den ein vom
Gasstrom mitgefiihrtes Manometer anzeigen wiirde. Dieser Druck ist
jeweils in die Zustandsgleichung einzufiihren. Er ist bei Leitungen auch
der auf die Wand ausgeiibte Druck und kann durch Manometer gemessen
werden, deren Leitungen in Bohrungen der Wand befestigt sind. Absoluter
Druck und Uberdruck wird genau wie bei ruhenden Gasen unterschieden.

Eine geringe Warmezu- und -abfuhr im Zuge der Rohrleitung wird in
der Folge vernachlassigt.

Bei einer Leitung mit verinderlichem Querschnitt ist der Druck in den
einzelnen Querschnitten verschieden. Einer Zunahme der Geschwindigkeit
entspricht eine Abnahme des Druckes.

2
iP=—2 wiw; vdP:d(ZL).
g 2g
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P Druck in kg/m? w? | .

» spezifisches Gewicht kg/m?, a ;—g— ist die Zunahme der leben-
v spezifisches Volumen m?3/kg, digen Kraft von 1 kg Gas,

w Geschwindigkeit in m/sek, g = 9,81 m/sek?

Vs
_Jvd P = M
2g
v

Fir kleine Druckunterschiede gilt dann, da y konstant angenommen

werden kann:
Py P, W34 w2

14 Y 28 28
Die Abnahme der Druckenergie ist gleich der Zunahme der Geschwindig-
keitsenergie oder langs einer Strémungslinie bleibt die Summe aus Druck-
und Geschwindigkeitsenergie konstant.
Statt auf Energie kann auch die Gleichung auf Druck bezogen werden.
Einfithrung eines aquivalenten Druckes: Dynamischer Druck 4,
(Dem Zahlenwerte nach ist P kg/m? = & mm Wassersiule)

4

hg = -“— w? mm Wassersiule.
28

Gesamtdruck: H = h, + hy.
Die Messung des Gesamtdruckes und des statischen Druckes erfolgt
durch das Staurohr von Pitot; die Geschwindigkeit w ergibt sich dann

w = VM m/sek.
Y

12. Druckabfall in Rohrleitungen

Ein bestimmter Druckabfall in Rohrleitungen ist zur Aufrechthaltung
der Geschwindigkeit notwendig.

In den weitaus meisten praktischen Fallen erfolgt die Gasstrémung
als rollende Bewegung in Wirbeln. Zur Ermittlung des Druckabfalles
dient nachstehende empirische Formel:

sAp=§ 7l v wh

A P Druckverlust in kg/cm?,

! Rohrlinge in m,

d Rohrdurchmesser in m,

y spezifisches Gewicht in kg/ms3,

w Gasgeschwindigkeit in m/sek,

B Koeffizient des Rohrleitungswiderstandes.
Fiir Dampfleitungen mittleren Durchmessers ist 108-f = 10,5nach Eberle.
Fiir Luftleitungen ist 10%.f nach Versuchen von Fritsche

Rohrdurchmesser bis y-w =
in m 10 20 1 40 | 60 ‘ 100 200
0,05 14,9 | 13,5 | 12,2 | 11,5 | 10,7 | 9,8
o,10 12,4 | 1L,2 | I0,I 9,6 88 | 8,2
0,20 10,3 9,3 8,4 7,9 7.3 6,8

0,40 8,6 7.7 7,0 6,6 — —




Elastizitats- und Festigkeitslehre
bearbeitet von

Ing. Dr. Friedrich Bleich, Wien
I. Grundbegriffe

Die Elastizitidts- und Festigkeitslehre ist jener Teil der Mechanik fester
Korper, in welchem die Koérper unter Beriicksichtigung der gewdhnlich
sehr kleinen Formanderungen, die sie unter dem EinfluB von #AuBeren
Kraften erleiden, betrachtet werden.

Spannung. Grenzt man in einem Kérperpunkte m eine unendlich kleine
Fliache dF ab, und ist dP die Kraft, die durch diese Fliche von dem einen

apP
Korperteil auf den anderen iibertragen wird, so heifit iF die Spannung

im Punkte m fiir die Richtung der Flache dF. Zerlegt man die
iibertragene Kraft d P in eine Teilkraft d N senkrecht zur Fliche dF und

in eine zweite d T, die in die Fliche fallt, so hei3t dd—ﬁ die Normal-

aT
spannung (o) und 4r die Schubspannung (7).

aP
Hauptspannungen. Denkt man sich die Spannung i die eine ge-

richtete GroBe ist, im Punkte m als Vektor aufgetragen, so entspricht jeder
durch m gehenden Ebene ein solcher Spannungsvektor. Die Endpunkte
aller dieser von m ausgehenden Vektoren liegen auf dem Spannungs-
ellipsoid, dessen drei aufeinander senkrecht stehenden Achsen die Haupt-
spannungen darstellen. Sie sind die GroBt- bzw. Kleinstwerte, die die
Spannungen im Punkte » annehmen kénnen und dadurch ausgezeichnet,
daB sie senkrecht zu den zugehdrigen Ebenen (Hauptebenen) stehen,
weshalb die Schubspannungen in den Hauptebenen verschwinden. Man
nennt den allgemeinsten Spannungszustand, der durch drei Haupt-
spannungen gekennzeichnet ist, dreiachsigen Spannungszustand. Er
ist durch ssechs SpannungsgréBen, drei Normalspannungen ¢,, ¢, ¢, und
drei Schubspannungen 7,, 7, 7T, eindeutig festgelegt. Ist eine der Haupt-
spannungen Null, dann liegt der ebeéne Spannungszustand vor, zu
dessen Beschreibung die Angabe von je drei SpannungsgréBen in jedem
Punkte, 0, o, und 7, notwendig ist. Verschwinden schlieBlich zwei Haupt-
spannungen, dann bezeichnet man den Zustand als linearen
Spannungszustand, der durch die Angabe einer einzigen Spannungs-
grole o gekennzeichnet ist.

Hauptspannungen bei ebenem Spannungszustand. Sind ¢,, 0, die Normal-
spannungen in den Richtungen der Achsen » bzw. y, v die Schubspannung,
dann sind die Hauptspannungen gegeben durch
0.+

- I 4 % Va1 + (0, — )%

( 1 ) Opax = 2

min
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Die Winkel ¢, die die Richtungen der beiden Hauptspannungen mit der
x-Achse einschlieBen berechnet man aus

tg 2 2T (2)
= ————- 2
g2¢ P—
Forminderungen. Die gemeinsam mit den Spannungen auftretenden
Formanderungen sind Langenanderungen, die den Normalspannungen,
und Winkeldnderungen, die den Schubspannungen entsprechen.

Der Zusammenhang zwischen Spannungen und Formanderungen wird
durch das Elastizitidtsgesetz, das ein Erfahrungsgesetz ist und sich
auf den linearen Spannungszustand bezieht, beschrieben. Die Elastizitats-
theorie legt ihren Untersuchungen das Hookesche Gesetz (Proportiona-
litdt zwischen Spannung und Forminderung) zugrunde.

Wirkt auf einen zylindrischen Korper eine iiber dem Quer-
schnitt F gleichmaBig verteilte Kraft P (linearer Spannungszustand),

P
so ist die Spannung ¢ = -... Gleichzeitig tritt eine Liangenanderung A1

i
des Stabes und eine Querzusammenziehung desselben auf. Bezeichnet
man mit ¢ die spezifische Dehnung, d. i. die Dehnung der Langen-
einheit, mit £ den Elastizitiatsmodul, so gilt
g Pl
=--und Al =¢l=—.
€= 3 un 4 € iF (3)
Das Verhiltnis der Langsdehnung zur Querzusammenziehung liegt
tiir die meisten festen Koérper zwischen 3 und 4 (es kann erfahrungsgemaf
auch gréBer als 4 sein, aber aus theoretischen Griinden nicht kleiner als 2)

I .
und wird mit m bezeichnet. Der reziproke Wert -  heift Poissonsche
”
. . 10
Konstante. Fiir Eisen wird m = 3— angenommen.

Wirken auf einen unendlich kleinen Wiirfel bloB Schubspannungen 7,
so tritt die in Abb. 1 dargestellte Verformung ein. Die Anderung y = 2 ¢
des urspriinglich rechten Winkels ergibt sich zu

(i b (4)
VT ( 'm)' 4
woraus nach Einfithrung einer neuen Konstanten
m
G=-———EFE 5
2 (m 4+ 1) (5) Z
die  Proportionalititsbeziehung  zwischen  Schub- | -~
spannung und Winkelanderung o=
— T (5) Abb. 1
Y=3 5

hervorgeht. G heit Schubelastizitatsmodul oder GleitmaB.

Bei isotropen Koérpern geniigt die Festlegung von zwei
Materialkonstanten E undm oder £ und G, um die Formanderung
eindeutig beschreiben zu kénnen.

Spannungs-Dehnungslinie. Die Baustoffe folgen entweder gar nicht
dem Hookeschen Gesetze oder nur bis zu einer bestimmten Grenze, der

Bleich-Melan, Taschenbuch 8
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Proportionalitatsgrenze. In Abb. 2 ist die Spannungs-Dehnungs-
linie fiir Stahl gezeichnet. Auf der e-Achse sind die Dehnungen, auf der
o-Achse die zugehorenden

g 1?1 Spannungen aufgetragen. P ist
T\ 7z  die Proportionalitatsgrenze (ep
| op). S heit Streck- oder
I FlieBgrenze (eg0g), weil von
] ! der Spannung ¢y angefangen,
[ I ein starkes Strecken (FlieBen)
| eintritt. o heiBt beim Druck-
I versuch auch Stauch- oder
| Quetschgrenze. Dieerreichte
1 7, . Hochstspannung oy heillt
1 L2 Bruchfestigkeit. AlsBruch-
i z

dehnung wird die gesamte
Dehnung bis zur Querschnitts-
trennung (Bruch) bezeichnet. Die Fliche OPSBZZ, 0O wird das Arbeits-
vermoégen des Baustoffes genannt. Annaherungsweise auch durch die
Rechteckflaiche O ByB,Z,0 = ¢;-0p gegeben. Das Produkt aus Bruch-
spannung und Bruchdehnung heit Giitezahl.

Abb. 2

Schubfestigkeit 75 ist jene Schubspannung, bei der zwei gegeneinander
verschobene Querschnitte sich trennen. Mit 7, wird die Proportiona-
litatsgrenze fiir Schub bezeichnet.

Fiir die wichtigsten Baustoffe: Schmiedeeisen, Stahl und auch Holz
gibt das Hookesche Dehnungsgesetz bis zur Proportionalititsgrenze eine
vollkommen zureichende Anniherung an das wirkliche Elastizititsgesetz.
Fir andere Stoffe aver, namentlich fir GuBeisen, Beton und steinartige
Materialien, bei welchen iiberhaupt keine eigentliche Proportionalitits-
grenze besteht, kann das lineare Gesetz nicht mehr als zutreffend angesehen
werden. Man hat deshalb verschiedene empirische Formeln zur Darstellung
der Abhiangigkeit der elastischen Dehnung von der Spannung in Vorschlag
gebracht. Nach Prof. v. Bach gibt das Gesetz ¢ = a o» eine gute Uber-
einstimmung mit den Versuchswerten. Der Exponent # ist fiir Schmiede-
eisen, Stahl usw. = I zu setzen, fiir die iibrigen Baustoffe ist # zwischen
1 und 2 gelegen.

Elastizitatsgrenze. Die gesamten Formanderungen zerfalleninelastische
und bleibende Forminderungen. Die ersteren verschwinden nach
Aufhéren der Belastung. Jene Grenze, bis zu der die bleibenden Form-
anderungen Null oder verschwindend klein sind, heiBit die Elastizitats-
grenze og. 0y liegt bei Metallen nicht fest, sondern ihre Lage wird
durch die vorangehende Bearbeitung in ziemlich weiten Grenzen
beeinfluBt.

Zuldssige Beanspruchung. Sicherheitsgrad. Man setzt in der Regel
N Oy = O3, worin # der Sicherheitsgrad, o,, die zulissige Beanspruchung,
oy jene kritische Spannung ist, bei der entweder der Bruch eintritt oder
unzuldssige Forméinderungen zustande kommen. ¢} kann entweder die
Zug- oder Druckfestigkeit, die Biegungsfestigkeit, die Schub- oder Drehungs-
festigkeit sein. Im Bauwesen wird neben der Bruchfestigkeit auch die
Streckgrenze, manchmal auch die Elastizitatsgrenze als kritische Spannung
betrachtet. Der Sicherheitsgrad # schwankt in sehr weiten Grenzen. Er
hingt ab von der Art des Materiales, von der Art der Belastung, ob ruhend
oder wechselnd und ob dynamische Wirkungen (Schwingungen) in Frage
kommen.

Reduzierte Spannung. Unter der Annahme, daB die groSte Haupt-
dehnung fiir den Eintritt des Bruches mafBgebend ist, ergibt sich die so-
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genannte reduzierte Spannung o0,; zur Berechnung der gré8ten An-
strengung bei ebenem Spannungszustand zu

m-— 1 mt+1 ——
Orea = —5 = (0:+ 0y) & o Va2 + (6,—0,)2 (6)
) 10
oder mit m = —3—

Grea = 0,35 (62 + 0,) 0,65 V472 + (5,— 0,)?, (7

wobei 0, 0,, T die Spannungskomponenten, bezogen auf ein beliebiges recht-
winkliges Achsensystem, bedeuten.

Festigkeitszahlen verschiedener Baustoffe
a) Eisen und Stahl

Durchschnittswerte nach Tetmajer in t/cm?

Elasti- .
- ] —
Material zitats- Z}lg . E B Streck
festigkeit | @, & | grenze
modul o &
50
Ay
SchweiBeisen:
bestes Nietmaterial ............ 2000 3,8 1,6
Rund- und Stabeisen .......... 2000 3,6 1,5 l
. 1,8—2,0
Formeisen ..................... 2000 3.4 L5
Bleche, Léangsrichtung .......... 2000 3,4 1,6 J
" Querrichtung ........... — 2,8 —
Draht, je nach Dicke........... — 4,0—7,0 | —
FluBeisen:
bestes Nietmaterial ............ 2150 4,0—4,2 | 2,0
Rund- und Stabeisen .......... 2150 3,6—4,2 | 2,0 2
FOrmeisem .......oeeuueeunnann. 2150 3,6—4,2 | 2,0 4
Bleche, Langs- und Querrichtung 2150 3,8 2,0
Draht, weich................... — 6,5
,, héartere Sorten .......... — 6,5—8,5 | —
Drahtseil, je nach Harte ....... — 6,0—8,0 | —
FluBstahl:
in Stiaben, weich ............... — 4,5 2,5 3,0
" ' mittelhart ........... — 5,5 3,5 | und mehr
' .y hart ................ 2200 6,5 4,2
Draht, weich................... 2200 6,5—10,0
v mittelhart............... 2200 [I10,0—I4,0 —
' hart ........... ... ..., — 14,0—20,0f —
Tiegelgul3stahldrahtseil, mittethart — 12,0 —
' hart .... — 18,0 —
Nickelstahl ...................... 2100 5,6—70 | — | 3,5—3,8
GuBeisen .............. ... ... 1000 1,2 Zug | —

8*
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b) Bauholz
Festigkeitszahlen in kg/cm?

' 1 '
,;Em Zug- Druck- | Biegungs- fessglgli(zit 1 Zug | Druck _;:3 ;3 ©
Holzart |83 . 853
0 Q . . ‘ zur {,_ zur R
5 g festigkeit {:astér\Faser Lzur Faser SFE: %
' ! -
Kiefer ...... 720-970|230-300[500-700| 61 | 210; — — N
. | Lo
Fichte ...... 600-750(280-440|560-700! 61 | 219 — — gﬁn‘g}'
3 | e
Tanne ...... 8» 550-800{280-350(500 650| 63 | 273 — — ‘g% B-gn
e £
Larche ...... Tm 710-960330-5001500 -700| 72 | 247| — — N aci

X
Nadelholz im | 8 53¢
Mittel g» 730 330 550 65 | 230 125| 40-70 | ! [
e &
Eiche ....... - 920 400 620 | 75 | 270| 150|120-150 %Dg B
: am
Buche ...... 1000 400 — 85 | 300, — — : o
|

Das Kernholz besitzt eine etwas geringere Festigkeit als das seitliche
Stammholz. Die Festigkeit des Holzes nimmt ferner mit abnehmendem
Feuchtigkeitsgehalte zu. Besonders gutes Holz kann eine bis zu 609/,
hohere, schlechtes Holz eine um 500/, geringere Festigkeit als nach oben-
stehender Tabelle haben.

Giitebeurteilung des Bauholzes nach Tetmajer: Probestab von
10X 10cm Querschnitt, 160 cm Lange, auf zwei Schneiden in 150 cm
Abstand frei aufliegend und in der Mitte bis zum Bruche belastet. Ist B
die Bruchlast, f die gro8te Durchbiegung unmittelbar vor dem Bruche,
so ist die Biegungsarbeit annaherungsweise 4 = 0,7 Bf.

Es soll lufttrockenes Nadelholz eine Biegungsarbeit von mindestens
A = 3,5 t/cm und eine Druckfestigkeit (an 10 cm-Wiirfeln) von mindestens
0,24 t/fcm?, lufttrockenes I.aubholz eine Biegungsarbeit von mindestens
A =s5,5t/'cm und eine Druckfestigkeit von mindesten 0,32 t/cm? aufweisen.

c) Verschiedene Baustoffe
o in kg/cm?

ék “ Bruchbelastung Proportionalitats- Irélﬂ:;ixgceh-
Material B E g grenze nahme im Mittel
0o
SE Zug Druck Zug Druck{ Zug | Druck
Aluminium:
gegossen ....| 775 1050 — 457 — — -
Stabe ...... — 1970 - 985 246 | — e
Draht...... — |z2100-4600 — 1130-2I00] — — —
Kupfer, geham. | 1070 2500 4000 1400 1400 | 700 | —
Kupferdraht ..{ 1210 4200 — 1600 — 1000 | —
Messing ...... 1000 1200 800 480 — 250 | 150
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5. i itits-] Zulassi
B Bruchbelastung Proportionalitats In;:;ixg:b
Material SEE grenze nahme im Mittel
-y 7
SE Zug | Druck Zug Druck | Zug | Druck
Zink, gegossen.| 950 526 S 230 — —— —
Blei ......... 50 130 500 105 — 50| I0O
Granit. ...... 300 40  [800-1400 — — 5 |50—60
Kalkstein,
dichter .. ... 350 40 |500-1000, — — — |25—30
Sandstein ... .. — 20 |300—800 — — — |20—30
Ziegel, gewohnl.| — 10 60—120 — — — | 5—7
- gute. ... — 20 |I50-—250 — — — | 7—10
Zementmortel .|80—z00 15 |100—200 — — 2| 1I5
Kalkmortel....| — — 50 — — — 5
Glas.......... 800 300 1500 — — 751 75
Kautschuk ...| o,5 230 — — — — —
E fzetr'reliﬁjt Zulassige Inanspruch-
. estigkei hme k 2
Seile und Riemen [ nahme kgfem
t/cm? kg/cm? fiir Tragseile nf;rgﬂ;l;)r;ﬁ[-e
Manillahanfseile (neu) ........ 9.5 1zoo || 3
SchleiBhanfseile (neu) ........ 12,5 |8oo—to0o|f OO 1O
Drahtseile (Eisendraht) ...... 700 4000 700 350
Lederriemen (neu) ........... 1,3 290 30 12,5
» (gebraucht) ..... 2,3 — —

Die Spannungszahlen beziehen sich bei den Seilen auf den wirklichen

Draht- oder Litzenquerschnitt, welcher bei dem Seildurchmesser d mit
2

a
0,5 bzw. 0,6 pde anzunehmen ist.
4
Festigkeitszahlen fiir Steine, Mortel, Beton siehe , Baustoffe.

Zulidssige Beanspruchungen im Maschinenbau
(nach Bach)

In nachstehender Tafel gelten die zuldssigen Spannungen unter I, wenn
die Belastung eine ruhende ist.

Die zuldssigen Spannungen unter IT gelten, wenn die Belastung beliebig
oft wechselt, derart, daBl die durch sie hervorgerufenen Spannungen ab-
wechselnd von Null bis zu einem gro8ten Werte stetig wachsen und dann
wieder auf Null zuriicksinken (z. B. wiederholte Dehnung, wiederholte
Biegung, wiederholte Drehung nach einer Richtung hin).

Die zulassigen Spannungen unter III gelten, wenn die Belastung beliebig
oft wechselt, derart, da8 die durch sie hervorgerufenen Spannungen ab-
wechselnd von einem gré8ten negativen Werte stetig bis zu einem groBten
positiven, absolut gleich groBen Werte wachsen, dann wieder abnehmen
(z. B. wiederholte Biegung und wiederholte Drehung nach entgegengesetzten
Richtungen hin). Der Wechsel der Beanspruchung kann auch durch Anderung
der Temperatur bewirkt werden.
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In kg/cm?

1 <
Art der % o | FluBeisen | FluBstahl | StahlguB GuB % 8
Festigkeit und E 8 rub- R
eisen | & &
Belastung & | von | bis | von | bis | von | bis g™
I | goo | goo | 1200|1200 | I500{ 600 | goo| 300 | 600
Zug k, II | 600 | 600 | 8oo| 8oo|1000| 400 | 600| 200 | 300
IIT | 300 | 300 | 400| 400| 500 200 | 300} 100 | —
Druck % I | goo | 9oo | 12001200 |1500| 900 |1200| goo | —

IT | 600 | 600 | 8oo| 800 | 1000} 600 | goo| 600 | —

I /| 900 | goo | 1200|1200 | 1500{ 750 | 1050 —
Biegung %, | II | 600 | 600 | 8oo| 800 | 1000| 500 | 700] 1) —
IIT | 300 | 300 | 400]| 400| 500] 250 | 350 —

I | 720 720 | 960] 960 |1200| 480 | 840| 300 | —
Schub &, II | 480 | 480 | 640} 640| 8oo{ 320 | 560| 200 | —
IIT | 240 | 240 | 320| 320| 400| 160 | 280 100 | —

I | 360 | 600 | 840 900 |1200| 480 | 840 —
Drehung %; | I1 | 240 | 400 | 560 600 8oo| 320 | 560| 2) —
IIT | 120 | 200 | 280 300 g400| 160 | 280 —

1) Bei Rechteckquerschnitt setze man ky = 1,7 k,, bei Kreisquerschnitt k; = 2,05 k,, bei
I-Querschnitt ks = 1,45 k2.
2) Bei Kreisquerschnitt kg = ks,
,» Kreisringquerschnitt kg = 0,8 %z,
» Quadratischen Querschnitt k; = 1,4 &z,

w1, L, I_, +—Querschnitt ki = 1,5 kg

Zulassige Beanspruchungen im Hochbau und Briickenbau
siehe die Kapitel ,,Hochbau, Eisenbetonbau und Briickenbau*.

II. Grundgleichungen der Elastizitatstheorie

7 oo, Gleichgewichtsbedingungen zwischen
gr =% dz
2"z den Spannungskomponenten

Unter Beachtung der in Abb. 3 ein-
getragenen Spannungsbezeichnungen
gelten fiir jeden inneren Punkt des
Korpers bei Vernachlassigung der
Massenkraft die Differentialgleichun-
gen (Gleichgewichtsbedingungen):

do, 91y, 9Ty

ax T ay ez *

dc, 01, | 0Ty,

—_— - = ——= =0,
(r) ay + dx + dz

do, 4 97y, T 9Ty, —%

9z dx ady



Grundgleichungen der Elastizititstheorie 119

AuBerdem gilt allgemein der Satz von der Gleichheit der ein-
ander zugeordneten Schubspannungen.

Tay = Tyw Taz = Toas Tyz = Toy-

Fir Punkte an der Oberfliche des Korpers, wenn p,. Payp Pun
die in Richtung der »- bzw. y- bzw. z-Achse genommenen Teilkrifte der
Drucke sind, die auf die Korperoberfliche im betrachteten Punkte ein-
wirken, Abb. 4, bestehen die Gleichungen

0, €05 (%) + 7y, cOS (ny) + z
+ Tz €08 (#2) = Py Pnz 47
6,08 (1Y) + T,y cOs (nX) + (2) S / .
+ 1., COS (B2) = Dy, Aufriss
0, cos (# 2) + T,,c08 (B %) 4+ | Pny
+ 7y, €08 (RY) = P % y
wobei (nx), (ny), (nz) die Neigungswinkel (_ra T2y y
der Oberflichennormalen gegen die x- o{
bzw. y- bzw. z-Achse bedeuten. 0 i T o rry >y
Beziehungen zwischen Spannungen und (
Forménderungen CH Y "Pry
Zwischen den Dehnungen e den \ Grundriss
Winkelanderungen ¢  einerseits, den < e
Normalspannungen ¢ und Schubspan- Pnx
nungen 7 anderseits bestehen folgende Ir
Verkniipfungen: Abb. 4
1/ I \
f( P O )
I 1
=zl o +o ) (3)
1
f (Gz Uz + U!I
1 mE
Vay — E Tayy Yz = szr Yy = G Tyzs G= m (4)

Bezeichnen &, g, { die elastlschen Verschiebungen eines Punktes des
Korpers in den Rlchtungen %, ¥, 2 eines im Korper festliegenden recht-
winkligen Koordinatensystems, so gelten folgende Beziehungen zwischen
Dehnung und Winkeldnderung einerseits und den Verschiebungen anderseits:

_9¢ 9 _ 9L
&, = a, £y = 6y g, = 9z (5)
Vay E + Vaz = + C Yz = 377 + C (6)

Die Auﬂosung der Glelchungen ( ) und (4) nach den Sparmungen und
die Einfiilhrung von ¢ und y gemaf (5) und (6) liefert

_ 3 e
2G<6x+ m—z)’
an e - 05 al
_ZG<¢9y+m~—2>’ - + 9z (7)

0‘2:2G<3—§+ e—).

m—2
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[ 8& an Q& s
(8) Ty = Tya = G (:?73/ + 5‘;), T =T1,=0 (79; + :97)
oy o
— :0(74 7)
Tue = Ty dz - ay

SchlieBlich erhilt man aus den Gleichgewichtsbedingungen (1) nach
Einsetzen von (7) und (8) die Differentialgleichungen der Ver-
schiebungen &, #, £, namlich:

o m  de
ViE+ ——— =09
m— 2 dx
Ty m  de o vzﬁraz +02 a2
(9) Mt Ty T st aaT om
vZ" ! m?, a_t;_
T m—29z
Forminderungsarbeit
. 2 .
(10) 4 =6 [(lel+ 62+ ey + =S+t + 72+ ) v
o y
oder
A=— ]'(’% (02 + 0,2 + 03— ————— (0, + 0, + 0)* +
( ) ZG-V \‘2 x Y ] 4 2(m+I) x Yy z,
II

+ @+ TS r_uzz)) dv.
Das Integral erstreckt sich iiber das Volumen V des Korpers.

Ebener Forméidnderungszustand (Scheiben)
Die Airysche Spannungsfunktion F geniigt der Differential-
gleichung vierter Ordnung

#F *F & F
(12) + =

oxF " 2aa2 9y2 T 9yt ©
Aus F findet man die Spannungen mittels der Beziehungen
(13) P P O
a2’ v g%’ dxdy

Biegungsgleichung ebener Platten
Die Durchbiegung £ einer am Rande irgendwie gestiitzten und mit p
fiir die Flacheneinheit belasteten Platte, wobei p selbst eine Funktion
des Lastortes sein kann, geniigt der Differentialgleichung
(14) m2E & (‘045 94& i 9tE
4 m?2—112\d2% 20x26y2 03}4)—[9,
wobei % die Dicke der Paltte ist.

III. Zug und Druck, Knickfestigkeit
A. Zug und Druck

Greift an einem stabférmigen Korper eine Kraft P an, deren Richtung
in die Stabachse fillt, so verteilt sich die Kraft P in einiger Entfernung
von ihrem Angriffspunkt geniigend genau gleichférmig iiber den Stab-
querschnitt. Man kann auf Grund theoretischer Uberlegungen und auf
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Grund von Versuchen annehmen, daB in einer Entfernung vom Kraft-
angriff (Befestigungsstelle), die gleich der groBten Abmessung des Stab-

P
querschnittes ist, die Querschnittsspannung 5 praktisch gleichmiBig ist.

Die gleichmidBige Spannungsverteilung wird gestort, wenn der Stab
Locher oder Einkerbungen besitzt. Die Spannung steigt am Rande eines
kreisformigen Loches (an den Enden des zur Kraftrichtung senkrechten
Durchmessers) nach theoretischen Uberlegungen bis auf den dreifachen
Wert der Durchschnittsspannung. Bei zdhen Stoffen findet aber nach
Uberschreitung der Elastizitatsgrenze an den stiarkst beanspruchten Stellen
ein Ausgleich der Spannungen statt, so daB die Bruchfestigkeit gelochter
Stabe, wenn man den Nettoquerschnitt beriicksichtigt, wie der Versuch
zeigt, nicht geringer ist als der ungelochter.

B. Knickfestigkeit

Eulersche Knickformel

Bezeichnet / die Stablange, J das kleinste Tragheitsmoment des Quer-
schnittes, £ den Elastizititsmodul, P; die Knickkraft, so ist, die un-
beschrankte Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes voraus-
gesetzt, fiir den an den beiden Enden frei drehbaren Stab

72 EJ
=T )

Ist der Stab an den Enden nicht drehbar befestigt, so bleibt (1) in
Geltung, nur ist fiir die Knicklange / ein entsprechend geanderter Wert
einzufithren. Ist /, die Stablange, so ist die Knicklinge /:
fiir den einerseits eingespannten, anderseits drehbar gelagerten

Stab .. I =0,71,
fiir den beiderseits eingespannten Stab ...................... = 0,51,
fiir den einerseits eingespannten, anderseits freien Stab ....... =21,

Diese Formeln gelten nur fiir reibungslose Gelenke und {iir voll-
kommene Einspannung.

Formt man Gl. (1) durch Einfithrung des Tragheitsradius ¢ = 1/ £ oum,
P .
und bezeichnet man den Quotienten I‘k = 0; als Knickspannung, so

entsteht die derzeit gebrauchlichste Form der Eulerformel

(’z 2 (2) |
)
o, ist eine Funktion des

I
Schlankheitsgrades;,—. Im

rechtwinkligen Koordinaten-
system erscheint die o;-Linie
als Eulerhyperbel, Abb. 5.

e

Formeln von Tetmajer

| f
Die Eulersche Knickformel "——;‘-*—-—*3’4 AbD. 5

verliert ihre Geltung, wenn
noch vor Erreichung der kritischen Last Py, also vor Eintritt des Knickens,
die Querschnittsspannung die Elastizititsgrenze iiberschreitet. Von einem
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bestimmten Schlankheitsgrad an hért also der Geltungsbereich der Euler-
formel auf. Tetmajer hat daher fiir diesen Bereich auf Grund zahlreicher
Versuche Erfahrungsformeln aufgestellt, wahrend er fiir den elastischen
Bereich, d. h. fir ein unterhalb der Elastizititsgrenze liegenden oy, die
Eulerformel beibehielt. Die Formeln lauten:

Fiir FluBeisen, ¢; = 3,8 t/cm?,

i
fiir S =10 bis 105 ........ o = 3,1 — 0,0114——1_— t/cm?,
i
! 74\2
S 7Y, T 0 = 21220 7) t/cm?.
7
Fir FluBstahl, o; = 6,0 t/cm?,
l . l
fiir T =1 bis 90 ......... 0 = 3,35 — 0,0062 — t/cm?,
i
i 7 \2
no 00 i 0y = 22210 7) t/cm?.
Fir graues GuBeisen, o; = 8,0 t/cm?,
! 1 12
fiir T = 10 bis 8o ......... oy = 7,76 —o0,12 7 -+ 0,00053 (—-) t/cm?,
i
I /g2 '
w7 >80 i o, = 9870 (—) t/cm?.
Fir Bauholz, o; = 0,28 t/cm?,
fiir - = 10bis 100 ........ 0 = 0,293 — 0,00194 — t/cm?,
1
2
sy = > TI00 s Or = 3530 (—) t/cm?.

Nach Versuchen Kdrméans gilt:
Fiir Siemens-Martinstahl, g; = 6,8 t/cm?,

i i

fir —=10bisQr ......... oy = 3,84 -—0,0136 = t/cm?,
3
! 5\2

v -+ O = 21420 7) t/cm?.

Die Berechnung der Tragfihigkeit gedriickter Stibe kann nach Tetmajer
in zweifacher Weise erfolgen.

P
1. Verfahren: Bei n-facher Sicherheit darf der mittlere Druck ¢ = ¥a

o . l
nicht gréBer als —* sein, wenn o; die zum Schlankheitsgrad —i-gehé')rende
n

Knickspannung nach Tetmajer ist. Man beniitze hiebei die in den Tafeln
auf S. 123 ff. zusammengestellten Werte von o3. ¢ und F beziehen sich
auf den Vollquerschnitt des Stabes.

Beispiel: Ein fluBeiserner Druckstab von s m Lange habe 65 t zu fibertragen. Die
Knicksicherheit soll # = 3 sein.

Wir wahlen als Querschnitt —| [ Nr. 22 mit 11,5 cm Abstand (F = 81,28 cm? 4min =
8,51 cm,—j—:é—?— = 59. Mit diesem Werte findet man aus der Tafel auf Seite 123
,51

ok = 2,427 tfem? und daher die Knickkraft
Py = 2,427 - 81,28 = 197,3 t.

197,
Die Knicksicherheit betrigt somit # = % = 3,03.
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2. Verfahren: Man vergleicht die Druckfestigkeit o; des Baustoffes

mit der Knickspannung o, und bezeichnet das Verhiltnis gl‘ =qa als

a
Abminderungszahl. Ist ¢,; die zuldssige Druckbeanspruchung, so ist
a0, der zuliassige Wert der mittleren Druckbeanspruchung eines
auf Knicken beanspruchten Stabes. Es muf3 daher, wenn P die Stablast
und F der Stabquerschnitt,

P __ 1 P
7 UG oder TF S O
sein. a bezeichnet man als Knickkoeffizienten. Die Koeffizienten

a bzw. %sind neben ¢; in den nachfolgenden Tafeln angefiihrt.

Beispiel: Ein fluBeiserner Fachwerkstab sei mit P = 18,6 t gedriickt. Knicklinge

300 cm, Gz = 1200 kgfcm?. Wir wihlen einen aus zwei Winkeln —l_ 80 - 80« 10 zusammenge-
. L4
setzten Stab mit ¢min = 3,07 cm und F = 30,00 cm?. Man erhilt mit 7= 300 98 aus der

3,07

Tafel auf S. 124 oben % = 1,917 und damit die Beanspruchung

18,60

30,00

Knicklinge. Die gute Ubereinstimmung der Berechnung von o nach

Tetmajer mit den tatsichlichen Knickspannungen gestattet von Fall zu
Fall den Einspannungsgrad des Druckstabes durch entsprechende Be-
messung der Knicklinge zu beriicksichtigen. Regeln fiir die Wahl der
Knickliange, siehe Abschnitt ,,Briickenbau‘ IIIB.

Tafeln der Knickspannungen in t/cm? und Knickkoeffizienten nach Tetmajer
a) FluBeisen

¢ = 1,017~

= 1.188 t/cm?

-~

- O% LA O%
o

L 5] o 2| ok Z
2 o

I
o

-.
EREW

10 2,986 | 1,273
11| 2,975 | 1,278 | 31| 2,747 | 1,384 | 51| 2,519 | 1,509 | 71| 2,291 | 1,650
12| 2,063 | 1,282 { 32| 2,735 | 1,389 | 52| 2,507 | 1,516 | 72| 2,279 | 1,667
13} 2,952 | 1,287 | 33| 2,724 | 1,395 | 53| 2,496 | 1,523 | 73| 2,268 | 1,676
14| 2,940 | 1,292 | 34| 2,712 | 1,401 | 54| 2,484 | 1,530 | 74| 2,256 | 1,684
15 2,929 | 1,297 | 35| 1,701 | 1,407 | 55| 2,473 | 1,537 | 75| 2,245 | 1,693
16} 2,918 | 1,302 | 36| 2,690 | 1,413 | 56| 2,462 | 1,544 | 76| 2,234 | 1,701
17| 2,906 | 1,308 | 37 2,678 | 1,419 | 57| 2,450 | 1,551 | 77| 2,222 | 1,710
18| 2,895 | 1,313 | 38) 2,667 | 1,425 58| 2,439 | 1,558 | 78| 2,211 | 1,719
19| 2,883 | 1,318 | 39| 2,655 | 1,431 59| 2,427 | 1,566 | 79| 2,199 | 1,728
20| 2,872 | 1,323 | 40| 2,644 | 1,437 ] 60| 2,416 | 1,573 | 8o 2,188 | 1,737

21| 2,861 | 1,328 | 41| 2,633 | 1,443 | 61| 2,405 | 1,580} 81| 2,177 | 1,746
22| 2,849 | 1,334 | 42| 2,621 | 1,450 | 62| 2,393 | 1,588 ] 82| 2,165 | 1,755
23| 2,838 | 1,339 | 43| 2,610 | 1,456 | 63| 2,382 | 1,595 | 83| 2,154 | 1,704
241 2,826 | 1,345 | 44| 2,598 | 1,462 | 64| 2,370 | 1,603 | 84| 2,142 | 1,774
25! 2,815 | 1,350 | 45| 2,587 | 1,469 | 65| 2,359 | 1,611 | 85| 2,131 | 1,783
26| 2,804 | 1,355 { 46| 2,576 | 1,475 | 66] 2,348 | 1,619 | 86| 2,120 | 1,793
27| 2,792 | 1,361 | 47| 2,564 | 1,482 | 67| 2,336 | 1,627 | 87| 2,108 | 1,803
28| 2,781 | 1,366 | 48] 2,553 | 1,489 | 68| 2,325 | 1,635 | 88| 2,097 | 1,812
29| 2,769 | 1,372 | 49| 2,541 | 1,495 | 69| 2,313 | 1,643 | 89| 2,085 | 1,822
30| 2,758 | 1,378 | 50| 2,530 | 1,502 | 70| 2,302 | 1,651 | 90| 2,074 | 1,832
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O

I

o~

T
o

Z oy

I
o,

o]~

O

91
92
93
94
95
97
98
99

100

101
102
103
104
105
106
107
108
109
110

111
112
113
114
115
116
117
118
119
120

2,003
2,051
2,040
2,028
2,017
2,000
1,994
1,983
1,971
1,960

1,949
1,937
1,926
1,914
1,903
1,889
1,853
1,819
1,786
1,754

1,722
1,692
1,662
1,633
1,605
1,577
1,550
1,524
1,498
1,474

1,842
1,853
1,863
1,873
1,884
1,895
1,906
1,917
1,928
1,939

1,950
1,962
1,973
1,985
1,997
2,012
2,050
2,089
2,128
2,167

2,206
2,246
2,287
2,327
2,368
2,410
2,451
2,494
2,536
2,579

121
122
123
124
125
126
127
128
129
130

131
132
133
134
135
136
137
138
139
140

141
142
143
144
145
146
147
148
149
150

1,450
1,426
1,403
1,380
1,358
1,337
1,316
1,295
1,275
1,256

1,237
1,218
1,200
1,182
1,164
1,147
1,130
1,114
1,098
1,082

1,067
1,052
1,037
1,023
1,009
0,995
0,982
0,969
0,956
0,943

b) Graues

2,622
2,665
2,709
2,754
2,798
2,843
2,888
2,934
2,980
3,026

3,073
3,120
3,168
3,216
3,264
3,312
3,361
3,410
3,460
3,510

3,560
3,611
3,662
3,713
3,765
3,817
3.870
3,923
3,976
4,029

151| 0,930
152| 0,918
153} 0,906
154| 0,894
155| 0,883
156| 0,872
157| 0,861
158! 0,850
159| 0,839
160! 0,829

161} 0,819
162| 0,809
163| 0,799
164| 0,789
165| 0,779
166| 0,770
167| 0,761
168| 0,752
169| 0,743
170| 0,734

171| 0,725
172| 0,717
173| 0,709
174| 0,701
175| 0,693
176| 0,685
1771 0,677
178| 0,669
179| 0,662
180| 0,655

Gufleisen

4,083
4,137
4,192
4.247
4,302
4,358
4414
4,471
4,527
4,584

4,642
4,700
4,758
4,816
4.875
4,935
4,994
5,054
5,115
5,175

5,236
5,298
5,360
5,422
5:484
5,547
5,610
5,674
5.738
5,802

181
182
183
184
185
186
187
188
189
190

191
192
193
194
195
196
197
198
199
200

201
202
203
204
205
206
207
208
209
210

0,648
0,641
0,634
0,627
0,620
0,613
0,606
0,600
0,594
0,588

0,582
0,576
0,570
0,504
0,558
0,552
0,546
0,541
0,536
0,531

0' 525
0,520
0,515
0,510
0,505
0,500
0,495
0,490
0,485
0,481

O

o]~

O

a

L. O
1

~

O

6,613
6,343
6,079
5,822
5,572
5,328
5,091
4,861
4,637
4,420
4,209
4,005
3,808
3,617

3,433

0,827
0,793
0,760
0,728
0,697
0,666
0,636
0,608
0,580
9,553
0,526
0,501
0,476
0,452
0,429

472
521,
55

60
621/,

671/,
70
72/,

772
8o

3,256
3,085
2,921
2,763
2,612
2,468
2,330
2,199
2,075
1,957
1,846
1,741
1,643
1,552

0,407
0,386
0,365
0,345
0,327
0,309
0,291
0,275
0,259
0,245
0,231
0,218
0,205
0,194

821/, 1,450
85 1,366
8715 1,289
[1e} 1,218
921/ 1,154
95 | 1,094
975! 1,038
100 |0,987
105 0,895
110 {0,810
115 |0,746
120 0,686
125 |0,632
130 {0,584

0,181
0,171
0,101
0,152
0,144
0,137
0,130
0,123
0,112
0,102
0,093
0,086
0,079
0,073

135/ 0,542
140{ 0,504
145/ 0,470
150/ 0,439
155/ 0,411
160| 0,386
165{ 0,363
170| 0,342

0,068
0,003
0,059
0,055
0,051
0,048
0,045
0,043
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c¢) Bauholz

oy a | o a - oy |

10 274{ 0,979 | 47Y/,| 201| 0,718 | 85 128 | 0,457 145 | 47 | 0,168
121/, | 269| 0,961 | 50 196| 0,700 | 87/, 123 | 0,439 ] 150 | 44 | 0,157
I5 264| 0,943 | 521/5| 191| 0,682 | g0 118 | 0,421 | 155 | 41 | 0,146
7Y/, | 259] 0,925 ] 55 186] 0,664 | 92'/,| 114 0,405| 160 | 38 | 0,136
20 254| 0,907 [ 57/, 181} 0,646 | 95 109 | 0,387 [ 165 | 36 | 0,129
221/, | 249| 0,889 | 60 177| 0,632 | 97Y/,| 104] 0,371 | 170 | 34 | 0,121
25 244| 0,871 | 621/, 172| 0,614 |100 990,353 | 175 | 32 | 0,114
27/, | 240| 0,857 | 65 167 0,596 |105 901 0,321 | 180 | 30 | 0,107
30 235| 0,839 | 67/, 162] 0,578 |110 821 0,293 | 185 | 29 | 0,104

32!/, | 230| 0,821 | 70 157| 0,561 |115 751 0,268 | 190 | 27 | 0,096
35 225| 0,804 | 721/, 152{ 0,543 |120 69| 0,246 195 | 26 | 0,093
3715 | 220] 0,787 | 75 147| 0,525 |125 63| 0,225 | 200 | 25 | 0,089
o 216| 0,771 | 771/l 143} 0,511 |130 58| 0,207

4
42, | 211) 0,754 | 80 | 138] 0,493 [135 541 0,193
45 206| 0,736 | 82'/5| 133] 0,475 [140 50] 0,179

Engesser-Kdrméan-Formel

Engesser und Kdrmdn haben nachgewiesen, daf3 die Euler-Formel auch
im unelastischen Bereich ihre Geltung beibehilt, wenn man an Stelle des
unveranderlichen Elastizitdtsmodul £ den mit der Knickspannung g,
veranderlichen Knickmodul T einfihrt. Es gilt dann allgemein

w2 TJ AT
Pk:T oder oy = e (3)
)
oder, wenn man das Verhaltnis ]‘ = 7 einfithrt und 7 als Knickzahl
bezeichnet,
a2 I
Ok = z T (4)

)

T wird 1 im Bereich der elastischen Knickung und < 1 im Bereich der
unelastischen Knickung.
Aus der Tetmajerschen Geradenformel fiir FluBeisen

0y = 3,1 — 0,0T14
7

i
und der Formel (4) folgt nach Elimination von -- eine Formel fiir 7 im
%

unelastischen Bereich

0 I — 0\ 2
T = rv‘k (3—*‘& . (or und E in t/cm?) (5)
E \ 0,0358

Gegliederte Stibe

Neuere Versuche haben zur Erkenntnis gefithrt, daB Stibe, die aus
mehreren Teilen, die unter sich durch Ausfachungen oder Binde-
bleche verbunden sind, in der Regel eine geringere Tragfihigkeit auf-
weisen als Stibe vom gleichen Schlankheitsgrad aber von einheitlichem
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Querschnitt. Man bemiBt derartige Stabe in der Weise, da8 man sie ebenso
wie vollwandige Stibe nach den Tetmajerschen Formeln berechnet, aber
der Tatsache, daB es sich um einen zusammengesetzten

ly Stab handelt, dadurch Rechnung trigt, daB man eine

i entsprechend vergroflerte Knicklinge ¢!, wenn [ die
2 : Knicklinge des vollwandig gedachten Stabes ist, der
= *%* —% Bemessung zugrunde legt. p ist > 1 und kann fir FluB-

i eisenstibe aus der untenstehendenTafel entnommen werden.

( Bei einem zweiteiligen Querschnitt, Abb. 6, bezeichnet

4 man die Achse y — y als freie Achse, die Achse ¥ — x

Abb. 6 als Materialachse.
Formeln fiir gegliederte Stibe aus FluBeisen
Abbildung In Rechnung zu stellende Knicklinge y!
4N

F, (4 I3
= 0o__¢ . -
4 I/H'z"" Echz[Fd+Fv]

F, d3
y=|t2 g

Bezeichnungen : F, Gurtquerschnitt, F; Streben-
querschnitt, F, Pfostenquerschnitt, ¢;0 Knick-
spannung nach Tetmajer fiir Vollstibe mit
dem Schlankheitsgrad [/i,, wenn %, den Trag-
heitsradius des Gesamtquerschnittes bezogen

<Cc>
auf die freie Achse, bedeutet.
B -
i 3 S F. a3
= 0_"—9
v V4 ‘/1+40'k Eci2F,
< C >

Stdbe mit Bindeblechen

I
1

/ 72 J,(c\? 0 ch
=Y+ L7 E) e m Ty
Bezeichnungen; J, Trigheitsmoment des Gesamt-
querschnittes, bezogen auf die freie Achse.
J, Tragheitsmoment eines Gurtes, bezogen
auf die zur freien Achse parallele Schwerpunkt-
achse; [, Trigheitsmoment des Bindeblech-

querschnittes.
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Ist das Schlankheitsverhiltnis des Einzelstabes% < 30, so ist die Ver-

ringerung der Tragfahigkeit des gegliederten Stabes im Vergleich zu der
des vollwandigen Stabes nur klein. Man kann den Stab in der Regel als
Vollwandstab berechnen und die Abminderung der Tragfahigkeit ver-
nachlassigen.

Niherungsformel von Melan-Saliger fiir gegliederte Stibe

Bezeichnet a den Abminderungsbeiwert fiir das Schlankheitsverhiltnis
/i, des Vollstabes (7, Tragheitsradius des Gesamtquerschnittes, bezogen
auf die freie Achse), a’ den Abminderungsbeiwert fiir das Schlankheits-

c . . .
verhaltnis = des Teilstabes, wenn ¢ die Entfernung der durch Vergitterung

oder Bindebleche festgehaltenen Punkte des Teilstabes bedeutet, o¢,, die
zulassige Beanspruchung, so gilt fiir die Knickspannung

0 = 1,226 a &’ 0,y (6)

Die Formel liefert etwas zu reichliche Querschnitte. (Siehe auch Abschnitt
,,Briickenbau® III B.)

Bemessung der Stabteile und Verbindungen

Selbstverstindlich muf3 der Einzelgurt auf die Feldlange ¢ knicksicher
sein und miissen die Querverbindungen entsprechend kriftig bemessen
werden. Zur Abschitzung der Abmessungen der Querverbindungen diene
die Krohnsche Regel: Die Querverbindungen sind mit einergréften
Querkraft Qmax zu berechnen, die sich aus der Gesamtfliche
F =2F, der beiden Stabgurte nach der Formel

F
Omax = 23 (7)

bestimmt. Setzt man F in cm? ein, so erhilt man Qmax in t. Da sich das
errechnete Qmax auf den Knickzustand bezieht, so kann als zulassige
Beanspruchung bei Bemessung der Verstrebung und der Bindebleche
Opa = 2,4 tjcm? fiir Zug und Druck und 2 t/cm? fiir Schubbeanspruchung
der Nieten bzw. 4,0 t/cm? fiir Leibungsdruck der Nieten angenommen
werden.

a) Vergitterte Stabe: Aus Qmax berechnet man
a
die groBte Strebenkraft Dmax = Qmax 5 Abb. 7. Man 7

achte darauf, dal bei doppelwandigen Stiben, wenn

also zwei parallele Ebenen Ausfachungen aufweisen, e 7
D /
auf die Streben in jeder Ebene T8% entfallt. \'/
2 Abb. 7
b) Stibe mit Bindeblechen (Rahmen-
stabe).
Die Lingsschubkraft 7, Abb 8, ist pro- —
portional der Querkraft (), sonach ist ~~————_=___1\th_:1'
[ L) 42
Trmax = Qmax - (8) 7- 7 = 7
h 4
und daher das von den AnschluBnieten aufzu- lff@_r—”“‘——
nehmende Moment !
c k' —Cc—>k—c-—

M = Qmax 72 (9)
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IV. Biegung gerader und gekriimmter Stibe
A. Biegung gerader Stdbe

Ein gerader prismatischer Stab sei mit Kraften belastet, die in einer
Ebene liegen, die durch die Stabachse geht. Abb.g. Samtliche am Stab
angreifenden Krafte bilden ein Gleichgewichtssystem. Ist S der Schwer-
punkt eines Stabquerschnittes s — s, so nennt man: 1. die Summe aller

in die Richtung der Stabachse fallenden

Teilkrafte der auf einer Seite des Schnittes

\ s / liegenden Krifte die Langs- oder Nor-
malkraft N im Querschnitte s—s;

L S I 2. die Summe aller senkrecht zur Stab-
s achse genommenen Teilkriafte der auf

Abb. o einer Seite des Schnittes s—s gelegenen

Krafte die Querkraft Q im Quer-
schnitt s —s. 3. Die Summe der Momente der auf einer Seite des
Schnittes s — s gelegenen Krafte, bezogen auf den Querschnittsschwer-
punkt S das Biegungsmoment M im Querschnitt s—s.

Die Normalkraft wird positiv geziahlt, wenn sie vom betrachteten
Querschnitt weg wirkt, den Stab also auf Zug beansprucht. Die Quer-
kraft ist positiv, wenn die Summe der Krafte links (rechts) von s—s
nach oben (unten) wirkt. Das Moment ist positiv, wenn die Krifte um
den betrachteten Querschnitt so drehen, daB3 bei der Biegung die hohle
Seite oben entsteht. Man driickt dies auch so aus: Das Biegungsmoment M
ist positiv, wenn die Mittelkraft der links von s—s gelegenen Krifte um S
im Sinne des Uhrzeigers dreht.

Einige Sétze {iber die Trigheitsmomente von Flichen

Ist ¥ der Abstand des Elementes df der Fliache F von einer geraden
Linie ¥ — » (Achse), so heiB3t

(1) T =fy2 af
F

das axiale Tragheitsmoment (kurz Tragheitsmoment) der
Flache F, bezogen auf die Achse x — ». Ist » der Abstand von df
von einem in der Flichenebene gelegenen Pol O, so nennt man

(2 Jo=[rar
ra

das polare Tragheitsmoment der Flache F, bezogen auf den
Pol O. Zwischen polarem und axialem Triagheitsmoment besteht die

Beziehung

Jo=Ja+ Ty,
wenn [, und j, die Tragheitsmomente, bezogen auf ein durch den Pol O
gehendes rechtwinkliges Achsenkreuz (¥, y), bedeuten. )

Sind #, y die rechtwinkligen Koordinaten eines Fliachenelementes 4t
der Flache F, so nennt man

3) Jev=[xvai
F

das Zentrifugalmoment der Flache F, bezogen auf die » und
y-Achse,
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Besteht eine Fliche aus » Teilen, so ist ihr Tragheitsmoment gleich
der Summe der Trigheitsmomente der Einzelteile, also

J=h+tJe+Ts+oit Ja-
Tragheitsmomente fiir parallele Achsen. Ist J, das Tragheitsmoment
einer Fliche F, bezogen auf eine durch den Schwerpunkt gehende Achse,
J das Tragheitsmoment auf eine im Abstande £ verlaufende parallele Achse,

so ist
J=J.+F& und [J,=]—F& (4)
Drehung der Achsen. Sind J, und J, die axialen Tragheitsmomente,
Jzy das Zentrifugalmoment, bezogen auf die durch den Flichenschwerpunkt
gehenden Achsen #, y, Abb. 10, und sind weiters J, und J,
die axialen Trigheitsmomente und [,, das Zentrifugal-
moment, bezogen auf die Achsen a, b, die ebenfalls durch
den Schwerpunkt gehen, wobei Achse a4 mit der x-Achse
den Winkel a einschlieBt, so gelten die Beziehungen:
Jo = J.cos?a 4 J,sin2a— J,,sin 2aq,
Js = J.sin?a + J,cos?a 4 J,,sin 2a, (5)
Jas =% (Jo— Jy) sin za + J., cos 2a.

Jo. und J, wird ein Gr6B8t- bzw. Kleinstwert, wenn
Jas =0. a=A und b = B heiBlen dann die Haupttragheitsachsen.
Dann gilt

]xll

]!l ]z
Ja=3 U+ T +3VU— T + 4 Jai?,
JB:% ]z+.]ﬂ %V]z +4]:y-

J4 und J, nennt man die Haupttraghe1tsmomente.
Denkt man sich a verinderlich und tragt man jeweils auf der Achsea — a

Abb. 10

tgay = (6)

(7)

vom Punkte S aus die zu der betreffenden Achse gehorende GroBe g = L

a
ab, so liegen die Endpunkte von g auf einer Ellipse, die Zentralellipse
heiBt. Die Ellipsenachsen stimmen mit den Haupttrigheitsachsen iiberein.
Zieht man zwei parallele Tangenten zu einem beliebigen Durchmesser
der Zentralellipse und verbindet die Berithrungspunkte, so ist der so er-
haltene zweite Durchmesser zu dem ersteren konjugiert.

Den Wurzelausdruck _
—
i=1/d=

F

nennt man den Tragheitshalbmesser fiir die Achse » — .

Tragheitsmomente verschiedener Querschnittsflachen
siehe S. 134.

Ermittlung der Spannungen

Die technische Biegungstheorie geht von der Annahme aus, da8 die
Stabquerschnitte auch nach der Formanderung eben bleiben und senkrecht
zur verbogenen Stabachse stehen. Die Richtigkeit dieser Annahme ist
durch den Versuch nicht nur fiir Stoffe, die dem Hookeschen Gesetze folgen,
sondern auch fiir GuBeisen, Steine usw. nachgewiesen. Bei der Stab-
biegung behilt eine Faserschicht, die neutrale Schicht, ihre urspriing-
liche Lange, wahrend die oberhalb liegenden Fasern verkiirzt, die unter-
halb liegenden verlingert werden. Die neutrale Schichte schneidet jeden

Bleich-Melan, Taschenbuch 9
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zur Stabachse winkelrechten Querschnitt in der Nullinie, die, falls die
Normalkraft N = o, durch den Querschnittsschwerpunkt geht. Bei
Geltung des Hookeschen Gesetzes wachsen
e die Faserspannungen (Normalspannun-
= gen o im gebogenen Stab) proportional
frj.r_{_&_m_e____;______ mit ihrer Entfernung von der Nullinie.
Abb. 11.