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ПРЕДИСЛОВИЕ

В основу книги положен специальный курс термоупругости, читавшийся автором
в течение последних лет студентам механико-математического факультета Киев-
ского государственного университета им. Т. Г. Шевченко.

Книга посвящена теории термоупругости, основанной на термодинамике
необратимых процессов. В ней излагаются основные положения и методы теории
термоупругости, включающей теплопроводность, тепловые напряжения, вызван-
ные градиентами температуры, динамические эффекты при резко нестационарных
процессах нагрева и термомеханические эффекты, обусловленные процессом де-
формирования.

Содержание книги отвечает следующему плану: сначала рассматриваются
термодинамические основы термоупругости и дается постановка задачи термо-
упругости для самого общего случая, когда приращение температуры не является
малой величиной по сравнению с начальной температурой, а нестационарные
процессы деформирования сопровождаются существенными динамическими эф-
фектами и взаимодействием между полями деформации и температуры; затем
приводятся основные уравнения квазистатической задачи термоупругости и сооб-
щаются основные сведения по теории стационарной и нестационарной теплопро-
водности, необходимые для исследования температурных полей и соответствую-
щих им тепловых напряжений в квазистатической и динамической постановках;
далее разбираются основные классы квазистатических задач термоупругости (плос-
кая задача термоупругости, задача термоупругости круглых пластин и обо-
лочек вращения, осесимметричная пространственная задача термоупругости);
в последних двух главах рассматриваются динамические и связанные задачи
термоупругости.

Примеры, приведенные в книге, содержат анализ распределения тепловых
напряжений в упругих телах и термомеханических эффектов в зависимости от
характера тепловых воздействий.

В книге использованы результаты исследований автора и его сотрудников
в области квазистатических и динамических задач термоупругости и теории
теплопроводности.

Автор выражает благодарность своим ученикам кандидатам техн. наук
В. Т. Гринченко, Л. А. Ильину, Н. А. Лобковой и кандидатам физ.-мат. наук
И. Ф. Вовкодаву, В. Г. Карнаухову, И. А. Мотовиловцу, А. Ф. Улитко, оказав-
шим ему помощь при написании книги.





ВВЕДЕНИЕ

В последнее время теория термоупругости получила существенное
развитие в связи с важными проблемами, возникающими при раз-
работке новых конструкций паровых и газовых турбин, реактивных
и ракетных двигателей, высокоскоростных самолетов, ядерных реак'
торов и др. Элементы этих конструкций работают в условиях не-
равномерного нестационарного нагрева, при котором изменяются
физико-механические свойства материалов и возникают градиенты
температуры, сопровождающиеся неодинаковым тепловым расши-
рением частей элементов.

Неравномерное тепловое расширение в общем случае не может
происходить свободно в сплошном теле; оно вызывает тепловые (тер-
мические, температурные) напряжения. Знание величины и харак-
тера действия тепловых напряжений необходимо для всестороннего
анализа прочности конструкции.

Тепловые напряжения сами по себе и в сочетании с механически-
ми напряжениями от внешних сил могут вызвать появление трещин
и разрушение конструкции из материала с повышенной хрупко-
стью. Некоторые материалы при быстром возникновении напряже-
ний, обусловленном действием резко нестационарного температур-
ного поля, становятся хрупкими и не выдерживают теплового
удара. Повторное действие тепловых напряжений приводитк термоус-
талостному разрушению элементов конструкции. Действие тепловых
напряжений может вызвать значительную пластическую деформа-
цию, ведущую к полному или прогрессирующему разрушению
конструкции, термовыпучивание .тонкостенной конструкции и
т. п.

Исследования по термоупругости сначала стимулировались за-
дачами о термоупругих напряжениях в элементах конструкций.
Они проводились на основе теории, разработанной Дюамелем (1838)
и Нейманом (1841), которые исходили из следующего предположе-
ния: полная деформация является суммой упругой деформации,
связанной с напряжениями обычными соотношениями, и чисто теп-
лового расширения, соответствующего известному из классической
теории теплопроводности температурному полю.

С принципиальной точки зрения теория Дюамеля — Неймана для
нестационарных тепловых и механических воздействий оказалась
ограниченной: она не позволяет строго описать движение упругого



тела, связанное с его тепловым состоянием. При определенных усло-
виях нестационарный нагрев сопровождается динамическими эф-
фектами в конструкции.

В общем случае изменение температуры тела происходит не толь-
ко вследствие подвода тепла от внешних источников, но и в резуль-
тате самого процесса деформирования. При деформировании тела
от механических или тепловых воздействий, протекающих с большой
скоростью, возникает так называемый эффект связанности, обус-
ловленный взаимодействием полей деформации и температуры. Он
проявляется в образовании и движении тепловых потоков внутри
тела, возникновении связанных упругих и тепловых волн, термо-
упругом рассеянии энергии и т. п.

Последовательное рассмотрение процессов упругого деформиро-
вания и теплопроводности в их взаимосвязи возможно только на
основе термодинамических соображений. Томсон (1855) впервые
применил основные законы термодинамики для изучения свойств
упругого тела. Ряд исследователей [Л. Д. Ландау и Е. М. Лифшиц
(1953) и др.] с помощью методов классической термодинамики
получили связанные уравнения термоупругости. Однако в рамках
классической термодинамики строгий анализ справедлив лишь для
изотермического и адиабатического обратимых процессов деформи-
рования. Реальный процесс деформирования, неразрывно связан-
ный с необратимым процессом теплопроводности, является в общем
случае также необратимым. Термодинамика необратимых процес-
сов, разработанная в последние годы, позволила более строго поста-
вить задачу о необратимом процессе деформирования и дать единую
трактовку механических и тепловых процессов, нашедшую отраже-
ние в работах Био (1956), Чедвика (1960), Боли и Уэйнера (I960)
и др. В связи с этим более четко определилась теория термоупру-
гости, обобщающая классическую теорию упругости и теорию теп-
лопроводности. Она охватывает следующие явления: перенос тепла
теплопроводностью в теле при стационарном и нестационарном теп-
лообмене между ним и внешней средой; термоупругие напряжения,
вызванные градиентами температуры; динамические эффекты при
резко нестационарных процессах нагрева и, в частности, термо-
упругие колебания тонкостенных конструкций при тепловом ударе;
термомеханические эффекты, обусловленные взаимодействием полей
деформации и температуры.

Основное положение термодинамики необратимых процессов,
вытекающее из предположения о локальном термодинамическом
равновесии, заключается в том, что первый и второй законы класси-
ческой термодинамики справедливы и для локально равновесных
макроскопических частей системы. Для математического выражения
второго закона термодинамики в случае твердых деформируемых
тел, состояние которых определяется большим числом независимых
переменных, удобной является формулировка, разработанная
Н. Н. Шиллером (1897—1901), Каратеодори (1909) и Т. А. Афа-



насьевой-Эренфест (1925—1928). В этой формулировке устанавли-
вается общий эмпирический принцип о невозможности определен-
ных процессов — принцип адиабатической недостижимости. Прин-
ципы локального термодинамического равновесия и адиабатической
недостижимости позволили использовать разработанный Гиббсом
(1875—1878) метод термодинамических функций для вывода соотно-
шений между напряжениями и деформациями, выражений для
свободной энергии, внутренней энергии, энтропии и связанного
уравнения теплопроводности.

В теории термоупругости обычно накладывается ограничение
на величину термического возмущения: приращение температуры
предполагается малым по сравнению с начальной абсолютной тем-
пературой. Снятие этого ограничения не нарушает предположения
о малости деформаций, но приводит к появлению нелинейных чле-
нов в связанных уравнениях термоупругости. Возможно построе-
ние единой теории термоупругости без указанного ограничения в рам-
ках предположения о малости деформаций, учитывающей зависи-
мость упругих и термических коэффициентов от температуры. В
общем случае она является нелинейной теорией связанной термо-
упругости и в качестве частных случаев охватывает как линейную
теорию связанной термоупругости при малом термическом возмуще-
нии, так и теорию несвязанной термоупругости при большом тер-
мическом возмущении, использующую линейные уравнения движе-
ния и нелинейное уравнение теплопроводности.

В последнее время приобретает значение развитие теории ко-
нечных термоупругих деформаций. Термодинамические основы не-
линейной теории упругости при конечных деформациях, учитываю-
щей тепловые и другие физико-химические эффекты, разработаны
Л. И. Седовым (1962). В нашей книге рассматривается теория тер-
моупругости при малых деформациях.

Задача термоупругости в квазистатической постановке, когда
не учитываются инерционные члены в уравнениях движения и свя-
зывающий член в уравнении теплопроводности, имеет наибольшее
практическое значение; при обычных условиях теплообмена динами-
ческие эффекты, обусловленные нестационарным нагревом, и теп-
ловые потоки, образующиеся вследствие деформации, настолько
невелики, что соответствующие им члены в уравнениях могут быть
отброшены, и система уравнений распадается на обычное уравнение
нестационарной теплопроводности и уравнения, описывающие зада-
чу о термоупругих напряжениях при заданном температурном
поле.

Представление общего решения квазистатической задачи термо-
упругости в форме, удобной для практического применения, пред-
ложил П. Ф. Папкович (1932—1937). В этой форме решение одно-
родного уравнения для вектора перемещения содержит произвольные
вектор и скаляр, а частное решение неоднородного уравнения,
соответствующего заданному температурному полю, определяется



через скалярную функцию, получившую название термоупругого
потенциала перемещений, которая удовлетворяет уравнению Пуас-
сона.

Первым этапом решения квазистатической задачи термоупру-
гости является определение соответствующего температурного поля
методами теории теплопроводности, систематическое изложение
которых можно найти в монографиях А. В. Лыкова, Карслоу и Еге-
ра и др.

В разработке методов решения отдельных квазистатических за-
дач термоупругости достигнут значительный прогресс. Результаты
этих исследований изложены в монографиях А. Н. Динника,
Н. Н. Лебедева, В. М. Майзеля, Мелана и Паркуса, Паркуса, Боли
и Уэйнера и др. Решения более сложных квазистатических задач
термоупругости, учитывающих действие источников тепла, разрыв-
ные граничные тепловые воздействия и т. п., содержатся в моногра-
фиях Новацкого.

Важными для практики квазистатическими задачами термоупру-
гости являются плоская задача термоупругости, термоупругость
круглых пластин и оболочек вращения и осесимметричная задача
термоупругости.

Постановка плоской задачи термоупругости имеет особенности
по сравнению с плоской задачей изотермической теории упругости,
связанные с характером температурного поля. Плоское деформиро-
ванное состояние вызывается двумерным (плоским) температурным
полем. Плоское напряженное состояние в рамках пространственной
теории упругости может существовать при пространственном темпе-
ратурном поле, удовлетворяющем определенному условию. При
произвольном плоском температурном поле в тонкой пластине воз-
никает напряженное состояние, мало отличающееся от плоского на-
пряженного состояния.

Формулировка плоской задачи термоупругости в напряжениях
должна учитывать условия однозначности перемещений; в связи с
этим случай стационарного температурного поля для многосвязных
плоских или цилиндрических тел требует специального рассмотре-
ния. Н. И. Мусхелишвили (1916), используя теорию функций ком-
плексного переменного, выяснил связь многозначности перемещений
с тепловыми напряжениями и установил аналогию между плоской
задачей термоупругости для многосвязных тел при стационарном
температурном поле и соответствующей плоской задачей изотерми-
ческой теории упругости с дислокациями. Комплексное представ-
ление позволяет также более сжато и четко сформулировать условия
отсутствия тепловых напряжений в многосвязном теле при стацио-
нарном температурном поле.

Теория термоупругости тонких пластин и оболочек, как и соот-
ветствующая изотермическая теория, основана на гипотезе о неиз-
меняемости нормального элемента и на предположении о двумерном
напряженном состоянии, аналогичном плоскому напряженному
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состоянию. При резко нестационарном пространственном темпера-
турном поле закон изменения чисто тепловой деформации по толщи-
не тонкой пластины или оболочки существенно отличается от ли-
нейного, поэтому гипотеза о неизменяемости нормального элемента в
общем случае не соответствует линейному закону изменения тепло-
вых напряжений по толщине. Применение обобщенных чисто теп-
ловых деформаций позволяет свести задачу термоупругости
для тонкостенной конструкции при объемном температурном
поле к двумерной задаче изотермической теории пластин и обо-
лочек.

На основе современного состояния теории круглых пластин
малого прогиба можно изучить особенности термоупругого дефор-
мирования пластин, обусловленного пространственным температур-
ным полем, влияние теплового растяжения пластины на ее тепло-
вой изгиб, исследовать тепловые напряжения в пластинах пере-
менной толщины, в неоднородных пластинах при изменении упругих
свойств материала по радиусу и толщине и др.

При разработке теории тепловых напряжений в тонких оболоч-
ках используются результаты изотермической теории оболочек,
содержащиеся в известных монографиях А. Л. Гольденвейзера,
А. И. Лурье, В. В. Новожилова и др. Для оболочек вращения с по-
стоянной кривизной меридиана (цилиндрической, конической, сфе-
рической, торообразной) при осесимметричном температурном поле
решения получаются в элементарных и специальных функциях,
удобных для анализа тепловых напряжений при разных граничных
условиях.

Осесимметричная задача разработана наиболее полно по сравне-
нию с другими задачами пространственной термоупругости. Ха-
рактерные математические трудности, связанные с решением этой
задачи, можно установить при исследовании тепловых напряжений
в толстостенной сферической оболочке и в коротком сплошном ци-
линдре. Задача о тепловых напряжениях в толстостенной сфериче-
ской оболочке является типичной задачей, решаемой с помощью
классических методов разложения переменных и представления ве-
личин, входящих в граничные условия, в виде рядов по полной ор-
тогональной системе функций. Задача о тепловых напряжениях
в коротком цилиндре вводит читателя в круг идей, реализуемых
при исследовании тела вращения, для которого невозможно пред-
ставить граничные значения искомых величин в рядах по полной ор-
тогональной системе функций на всей его поверхности. Применяют-
ся в основном два метода решения такой задачи: метод однородных
решений, разработанный А. И. Лурье (1947) и В. К. Прокоповым,
и метод суперпозиции решений для более простых граничных задач,
истоки которого содержатся в работах Ляме (1861) и Матье (1890).
Использование второго метода в нашей книге позволило изу-
чить термоупругое напряженное состояние тела вращения конеч-
ных размеров во всей его области, включая и особые точки.



В связи с анализом работы конструкций, подвергающихся им-
пульсивным тепловым воздействиям, проведены исследования ряда
динамических задач термоупругости. Задача о тепловом ударе на
поверхности полупространства явилась первой динамической зада-
чей термоупругости, исследованной методами операционного
исчисления В. И. Даниловской (1950), которая выяснила особен-
ности распространения динамических тепловых напряжений, ха-
рактерных для рассматриваемого типа задач (тепловой удар на по-
верхности цилиндра, сферы и др.). Эта задача получила обобщение
в двух направлениях: Стернберг и Чакраворти (1959) исследовали
динамический эффект, когда изменение температуры поверхности
полупространства происходит не скачкообразно, а с конечной ско-
ростью; Муки и Брейер (1962), Дилон (1965) и др. рассмотрели влия-
ние на тепловой удар эффекта связанности полей деформации и тем-
пературы.

Теоретическими исследованиями Боли и Барбера (1957), Крауса
(1966) и др. установлена возможность возбуждения колебаний тон-
костенных элементов конструкций (балок, пластин, оболочек) по-
средством импульсивных тепловых воздействий. В настоящей кни-
ге методы исследования таких задач рассматриваются при изуче-
нии осесимметричных колебаний круглой пластины, возбужденных
тепловым ударом на ее поверхности.

В последние десять лет на основе термодинамики необратимых
процессов начали интенсивно развиваться исследования динамиче-
ских задач термоупругости с учетом связанности полей деформации и
температуры: Дересевич (1957), Чедвик и Снеддон (1958), Чедвик
(1960), Новацкий (1966) разработали теорию плоских гармониче-
ских термоупругих волн, Новацкий (1959—1965) исследовал задачи
о термоупругих сферических и цилиндрических волнах, Локкет
(1958), Чедвик и Уиндл (1964) изучили распространение термоупру-
гих волн Релея, Я. С. Подстригач (1960) и Новацкий (1962) разви-
ли общие представления о решении связанных задач термоупру-
гости, Я. С. Подстригач и Р. Н. Швец (1964) изучили влияние тепло-
проводности и теплоотдачи на распространение волн напряжений
в пластинах и оболочках и т. п.

При исследовании динамических задач термоупругости учет свя-
занности полей деформации и температуры дает возможность вы-
явить новые качественные особенности протекания процесса дефор-
мирования. Анализ сравнительно простого решения одномерной за-
дачи о распространении плоских гармонических термоупругих волн
в неограниченном теле позволяет правильно понять основные черты
термоупругих явлений при разных частотах волн и параметрах
связанности материала. В качестве основных граничных связанных
задач термоупругости следует отметить двумерные задачи о распро-
странении плоских термоупругих волн вдоль поверхности полу-
пространства и продольных термоупругих волн в длинном ци-
линдре.
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Построение решений связанных задач термоупругости для
тел конечных размеров вызывает значительные математические
трудности. Большой интерес поэтому представляют вариационные
принципы связанной термоупругости, и в частности вариацион-
ный принцип Био, позволяющие развить приближенные методы ре-
шения связанных задач динамической теории упругости и нестаци-
онарной теплопроводности.

Актуальной является разработка теории нелинейной связанной
термоупругости при больших деформациях и больших термических
возмущениях.



Г Л А В А П Е Р В А Я

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ
ТЕРМОУПРУГОСТИ

§ 1.1. Общие замечания и обозначения

В теории термоупругости рассматривается равновесие упругого
твердого тела как термодинамической системы, взаимодействие ко-
торой с окружающей средой проявляется лишь в механической рабо-
те внешних сил и в теплообмене.

Тело, как и в классической теории упругости, считается идеаль-
но упругим, начально однородным, изотропным и испытывающим
малые перемещения относительно некоторого исходного состояния.

В термоупругости используются понятия и положения класси-
ческой теории упругости, связанные с описанием деформаций и на-
пряжений. В сжатом виде они излагаются в § 1.2.

Термодинамическая система характеризуется конечным числом
независимых переменных — макроскопических величин, называе-
мых термодинамическими параметрами. Одним из независимых ма-
кроскопических параметров термодинамической системы, отличаю-
щим ее от механической, является температура как мера интенсив-
ности теплового движения. Температура тела может изменяться
вследствие теплообмена с окружающей средой и действия источни-
ков тепла и в результате самого процесса деформирования. Связь
деформации с температурой устанавливается с помощью термодина-
мики.

Непосредственное применение законов классической термодина-
мики для изучения процесса деформирования тела возможно толь-
ко для обратимых процессов.

Реальный процесс термоупругого деформирования тела, строго
говоря, необратимый; его необратимость обусловливается градиен-
том температуры. Созданная в последние годы макроскопическая те-
ория необратимых процессов позволяет более точно поставить за-
дачу о необратимом процессе деформирования.

Поскольку термодинамика необратимых процессов является
обобщением классической термодинамики, то сначала, в § 1.3, рас-
сматриваются основные понятия и положения термодинамики об-
ратимых процессов, а затем, в § 1.4,— основные положения термо-
динамики необратимых процессов в связи с термоупругим деформи-
рованием тела. Далее, в § 1.5 и § 1.6, на основе термодинамических
соображений выводятся соотношения между напряжениями и дефор-
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мациями. Здесь же в рамках термодинамики линейных необратимых
процессов дается вывод уравнения теплопроводности с членом,
зависящим от деформации. Эти уравнения вместе с уравнениями дви-
жения, соотношениями между деформациями и перемещениями, из-
вестными из классической теории упругости, а также начальными
и граничными условиями образуют замкнутую систему уравнений,
описывающую задачу термоупругости, в которой поля деформации
и температуры связаны между собой. Постановка задачи термоупру-
гости рассматривается в § 1.7. В зависимости от характера механи-
ческих и тепловых воздействий и условий теплообмена в постанов-
ку задачи термоупругости вносятся упрощающие предположения.
Постановка частных задач термоупругости приводится в § 1.8.

В первых двух главах для упрощения записи применяются ин-
дексное обозначение и правило суммирования по повторяющимся
индексам. Координаты х, у, z в декартовой системе координат обо-
значаются через х1} х2, х3 или в более компактной форме череа

xt (i •= 1,2, 3). Вектор а с компонентами аъ а2, а3 обозначается че-
рез а,-. В этом смысле вектор перемещения и{ означает вектор с ком-
понентами иъ и«, и3.

Напряженное и деформированное состояния термоупругого те-
ла определяются соответственно тензорами второго ранга а1(- и е^
(», / = 1,2, 3); символы Оц, ги означают величины с девятью ком-
понентами. Индексы обозначаются малыми латинскими буквами.
Повторяющийся индекс называется немым, а не повторяющийся
в одночленном выражении — свободным. Для индексов принимаем
следующие соглашения.

1. Повторяющийся индекс означает суммирование от 1 до 3.

Таким образом, скалярное произведение двух векторов а и b можно
представить в упрощенном виде

а • b = a1b1+ a2b2 + a3b3 =-- асЬ^ (1.1.1)

линейный инвариант тензора напряжения acj записать в виде

и т. п.
Применение для повторяющихся индексов специальной буквы

не требуется; для удобства ее можно заменить любой малой латин-
ской буквой.

2. Свободные индексь! пробегают значения от 1 до 3. Например,
символ Оц означает любой из девяти компонентов

*21 с 2 2 о2Л. (1.1.3)

*3i о3 2 сг3з J

Обозначим через elik антисимметричный тензор третьего ранга,
компоненты которого в декартовых координатах имеют следующие
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значения: 0, когда любые два индекса равны; + 1 , если ijk — чет-
ная перестановка чисел 1, 2, 3, и — 1 , если ijk— нечетная пере-
становка этих чисел. Следовательно,

em = е231 = е312 = 1, е132 = е213 = е321 = — 1. (1.1.4)

Если образовать произведение двух таких тензоров eijkelmn,
а затем свернуть результат произведения по индексам knn (прирав-
нять их), то получим тензор четвертого ранга е11ке1тк, компоненты
которого имеют следующие значения: 0 при i = j или I = m;
+ 1, когда Ц и 1т — одни и те же перестановки одних и тех же двух
чисел (» = / и / = т, но i ф /); — 1 , когда ij и 1т представляют со-
бой противоположные перестановки одних и тех же двух чисел
(i = т и / = /, но i ф /). Этот результат записывается в виде

eakeimk = б,7б/ш — 8!т6ц, (1.1.5)

где б(/ — символ Кронекера, имеющий следующие значения:

8,7 = 0 (1ФЦ ^ = 6^ = 633=1. (1.1.6)

С помощью тензора eiJk можно записать компоненты вектора

с = а х Ь,

где косой крест обозначает векторное произведение, в виде

c^enkujbk, (1.1.7)

или в развернутом обозначении сх = агЬ3 — a3b2, с2 = а3Ь± — axb3,
с3 = афъ — а2Ьх.

Дифференцирование по координате обозначается запятой на
уровне индексов, после которой следует индексное обозначение этой
координаты. Например,

и'-1 = -Щ- ( U = 1.2,3); (1.1.8)

е«-ы = - ^ Г О",/, А , / = 1 , 2 , 3 ) . (1.1.9)

Частные производные по времени обозначаются точками сверху.
Например,

Начиная с третьей главы индексное обозначение и правило сум-
мирования по повторяющимся индексам почти не применяются.
Все формулы пишутся в развернутом виде.

Координаты хъ х2, х3 обозначаются соответственно через х, у,
г; эти же буквы применяются в качестве индексов для компонентов
тензоров напряжения и деформации и вектора перемещения. Напри-
мер, вместо стп, ..., ст12, ..., е и , ..., е12, ... пишут соответственно ах,...
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..., оху, ..., ех, .... еху, ..., а вместо иг, иг, и3 — соответственно их,
иу, uz.

Обозначения с аналогичными индексами применяются для компо-
нентов тензоров напряжения и деформации и вектора перемещения
в криволинейных координатах. Другие обозначения приводятся по
ходу изложения.

§ 1.2. Деформации. Уравнения равновесия (движения).
Работа деформации.

В настоящем параграфе рассмотрим в сжатой форме основные по-
ложения механики сплошной среды [18, 31, 47, 56, 57], которые
устанавливаются в классической теории упругости и используются
в термоупругости. Предполагаем, что перемещения и их производ-
ные — малые величины.

Дифференцируя вектор перемещения щ по координате х,-, полу-
чаем тензор второго ранга и,-,/, который можно представить в виде
суммы симметричного е,;- и антисимметричного со,,- тензоров

"U = е,7 + ю(7. (1-2.1)

Симметричный тензор

е/у = Ч = 4 " ("<••'• + "/-') О-2-2)

называется тензором деформации.
Антисимметричный тензор

(о(7 = — щ = -у (и,-,/ — ии) (1.2.3)

при обозначениях
Ю 1 = « 3 2 = W 2 3 . М 3 ~ (О13 — ( О 3 1 , 0 ) , = 0 ) 2 1 = С01 2

имеет таблицу компонентов

I 0 — <Й3 (о3 )

Щ 0 -со[\, (1.2.4)
— м., со1 О

т. е. определяется тремя величинами (ak(k = 1, 2, 3), являющимися

компонентами аксиального вектора со. Вектор со называется векто-
ром поворота; его компонент a>k равен углу поворота бесконечно
малого элемента объема тела вокруг оси хк.

Применяя тензор elik (см. § 1.1), можно установить следующую
зависимость между вектором поворота (лк и антисимметричным тен-
зором со,,:

«* = -g-^/.w,/. (1.2.5)
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Умножая обе части уравнения (1.2.5) на erbk и используя тождество
(1.1.5), получаем зависимость

C0sr =^ (?/-sftW .̂ ( 1 . 2 . Ь )

Рассмотрим ограниченный поверхностью Q некоторый объем
V упругого тела. Этот объем находится под действием внешних

объемных и поверхностных сил.
На элемент объема dV действу-
ет объемная сила FdV, где F —
объемная сила, отнесенная к еди-

/

-з

6-,
нице объема. Пусть положение
элемента поверхности dQ в не-
которой точке задается единич-
ным вектором п внешней нор-

г мали к поверхности Q. На эле-
мент поверхности dQ действует
поверхностная сила fdQ, где /—
поверхностная сила, отнесенная
к единице площади поверхности,

Рис. 1. или напряжение.
Выделим в точке Р элемент

объема в форме бесконечно малого тетраэдра, три грани которого
расположены в координатных плоскостях, а четвертая грань пло-
щадью dQ имеет внешнюю нормаль п (рис. 1).

Условие равновесия всех сил, действующих на тетраэдр, дает
уравнение (рис. 1)

7 + а-/л,- = 0 (/-1,2,3),

которое в соответствии с равенством о_/ = — а,- имеет вид

7 = °/«/ ( / 1 , 2 , 3 ) , (1.2.7)
где О/ — векторы напряжений на площадках, внешние нормали ко-
торых совпадают с положительными направлениями координат-
ных осей xf, сг_; — векторы напряжений на площадках, внешние
нормали которых противоположны положительным направлени-
ям координатных осей; п,- — компоненты единичного вектора п,
равные косинусам углов между вектором п и осями х,.

При рассмотрении равновесия тетраэдра объемные силы не учи-
тываются, так как они являются величинами более высокого поряд-
ка малости.

Пусть разложения векторов напряжений / и а,- по единичным

векторам е\ координатных осей хс определяются выражениями

} = e'./t, aj = eiaii, (1.2.8)
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где ft — компоненты вектора напряжения на элементе поверхности,

внешняя нормаль которого задана единичным вектором п; о,,- —
компоненты тензора напряжения.

Принимая во внимание выражение (1.2.8), векторное равенство
(1.2.7) можно представить тремя скалярными

Л = а,/лу (i,/ = 1,2,3). (1.2.9)

Рассмотрим условия равновесия произвольного объема V тела,
ограниченного поверхностью Q.

Приравнивая нулю главный вектор и главный момент (относи-
тельно какой-либо точки) внешних объемных и поверхностных сил,
получаем следующие уравнения:

\FtdV+\ftd£i = O; (1.2.10)

f eiikXjFkdV + f eltkXifkdQ = 0, (1.2.11)
v я

где Xj — радиус-вектор точки приложения силы.
Поверхностные интегралы, входящие в уравнения (1.2.10) и

(1.2.11), преобразуем в объемные. Это преобразование выполняем
с помощью формулы Остроградского — Гаусса, которую здесь и в
дальнейшем применяем в виде

f AtntdQ= {A;,idV. (1.2.12)

Левая часть формулы (1.2.12) является потоком вектора А че-
рез замкнутую поверхность Q, а правая — интегралом от дивер-
генции вектора А, распространенным на объем V, заключенный
внутри этой поверхности.

Заменяя fl его выражением (1.2.9) и применяя формулу (1.2.12),
находим

( ftdQ = \ OijrijdQ = J о1ийУ; (1.2.13)
h Q v

\ e;jkXjfkdQ = \ eukXjOkinidQ = ^ {er,kX,Oki),idV =
a a v

= j eiikakidV + J e^XjOkudV = 0. (1.2.14)
v v
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При выводе равенства (1.2.14) учитываем, что х-1Л = Ьп и
= akj, где 6ц — символ Кронекера.



Подставляя выражения (1.2.13) и (1.2.14) для поверхностных ин-
тегралов соответственно в уравнения (1.2.10) и (1.2.11), находим

(1.2.15)

(1.2.16)/ + х-, (akU + Fk)} dV = 0.

В силу произвольности объема V из уравнения (1.2.15) получа-
ем следующих три уравнения равновесия:

Otu+Ft = 0 ( 1 = 1 , 2 , 3 ) , (1.2.17)

а из уравнений (1.2.16) и (1.2.17) имеем

oki = aik. (1.2.18)
Таким образом, тензор напря-

жения является симметричным тен-
зором.

На основании (1.2.18) второе
выражение (1.2.8) можно предста-
вить также в виде

а, = (̂Х,7. (1.2.19)

В системе декартовых коорди-
нат тензор напряжения определяет-
ся таблицей (1.1.3) своих компо-
нентов. Диагональные элементы
этой таблицы являются нормаль-
ными напряжениями, а недиаго-
нальные — касательными на пло-
щадках, перпендикулярных к коор-
динатным осям (рис. 2).

В случае движения точек тела в соответствии с принципом Да-
ламбера можно из уравнений равновесия (1.2.17) получить, присо-
единяя к объемным силам Ft силы инерции — puL, где р — плот-
ность, уравнения движения:

°iu+Ft = pul. (1.2.20)

В заключение рассмотрим работу внешних объемных и поверх-
ностных сил, которую надо затратить для сообщения телу переме-
щений dut:

dL = f FtdutdV+ f fidutdSi. (1.2.21)
V Q

Учитывая выражение (1.2.9) и преобразуя поверхностный инте-
грал по формуле (1.2.12) в объемный, получаем

dL = f [(ay./ + Ft) dut + о^ии] dV. (1.2.22)

Рис. 2.

18



Принимая во внимание уравнения равновесия (1.2.17) и тождест-
во (1.2.1), находим

d L = J dWdV = f aud (гц + щ) dV = J a,7de,7dV. (1.2.23)
V V V

Здесь atfdtoii = 0, так как ои- — симметричный, а coi;- — антисим-
метричный тензор.
Величина

dW=oudeij (1.2.24)
является приращением удельной работы деформации.

Из выражения (1.2.23) следует, что приращение работы внешних
сил равно приращению работы деформации. Величина

dW* = iijdati (1.2.25)
есть приращение удельной дополнительной работы деформации.
Таким образом, получаем выражение для удельной работы деформа-
ции

W + W* = olfiu, (1.2.26)
вычисленной в предположении, что в течение всего процесса дефор-
мирования компоненты тензора напряжения сохраняются постоян-
ными и равными своим окончательным значениям. Если точки тела
находятся в движении, то, рассматривая скорость работы внешних
сил (кроме сил инерции)

L = J FiUidV+ f ftUtdQ (1.2.27)
v a

и выполняя аналогичные преобразования с учетом уравнения дви-
жения (1.2.20), находим

L = \ [(oaj-^-Fi) щ + Опии] dV = р \ u,u,dl/+ J оцг^У,
V V V

или

\ (1.2.28)
v

где

W = a'№ (1.2.29)

Из уравнения (1.2.28) следует, что разность между работой L,
совершаемой в единицу времени приложенными к телу внешними
силами, и скоростью возрастания его кинетической энергии равна
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мо от различия или равенства их внешних параметров (свойство тран-
зитивности термодинамического равновесия). Из этого следует, что
состояние термодинамического равновесия системы определяется
не только ее внешними параметрами, но и еще одной величиной,
характеризующей состояние внутреннего движения системы. Эта
величина, имеющая одно и то же значение для всех систем, находя-
щихся в состоянии термодинамического равновесия, называется
температурой. Положение о существовании температуры как осо-
бой функции состояния равновесной системы называется нулевым
законом термодинамики.

При термодинамическом равновесии все внутренние параметры
системы являются функциями внешних параметров и температуры,
и, таким образом, равновесное состояние системы определяется
внешними параметрами и еще одной величиной — температурой или
одним из внутренних параметров.

Если макроскопические свойства системы изменяются со време-
нем, то в такой системе происходит процесс, называемый равновес-
ным, или квазистатическим, когда изменения всех параметров сис-
темы происходят физически бесконечно медленно, так что система
в каждый момент времени находится в состоянии термодинамичес-
кого равновесия. Под физически бесконечно медленным изменением
какого-либо параметра понимается такое его изменение со временем,
когда скорость изменения значительно меньше средней скорости
перехода системы в равновесное состояние.

Равновесный процесс является обратимым, т. е. таким, который
может пройти в обратном направлении через те же состояния, что
и при прямом процессе, не вызвав в окружающей среде никаких
изменений.

Процесс, сопровождающийся существенным нарушением равно-
весного состояния, называется нестатическим, или неравновесным.
Характерной особенностью такого процесса является его необра-
тимость, т. е. невозможность возвращения системы в первоначальное
состояние без того, чтобы в окружающей среде не произошли ка-
кие-либо изменения. В качестве примера необратимого процесса
можно указать на процесс теплопередачи при конечной разности
температур.

Полная энергия системы состоит из внешней — кинетической
энергии К, связанной с движением системы как целого или ее ма-
кроскопических частей, и внутренней энергии U, являющейся
энергией всех видов движения и взаимодействия микрочастиц сис-
темы.

Для находящейся в равновесии системы полная энергия совпа-
дает с внутренней, которая является функцией состояния и в равно-
весном процессе зависит от внешних параметров и температуры.

Взаимодействие термодинамической системы с окружающей
средой заключается в обмене энергии между системой и окружаю-
щей средой посредством работы и путем передачи тепла.
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Работа есть способ передачи энергии, связанный с изменением
внешних параметров системы. Количество энергии, полученное
системой таким образом, называется также работой и обозначается
через L.

Процесс передачи энергии без изменения ее внешних параметров
называется теплообменом, а количество энергии, переданное при
этом системе,— количеством тепла, которое обозначается через Q.

Ни работа, ни тепло не являются функциями состояния систе-
мы, их учитывают только тогда, когда совершается процесс, при ко-
тором происходит изменение состояния системы. Если состояние
системы изменяется только за счет изменения внешних параметров,
а обмен энергией с окружающей средой в форме тепла не проис-
ходит, то система называется адиабатически изолированной, или
адиабатической. В адиабатической системе работа не зависит от пу-
ти перехода от одного состояния системы в другое, а зависит только от
начального и конечного состояний системы: при адиабатическом про-
цессе работа совершается лишь за счет изменения энергии системы.

В общем случае адиабатически неизолированной системы изме-
нение энергии происходит не только за счет макроскопической ра-
боты, но также и посредством теплообмена.

На основании закона сохранения энергии первый закон термо-
динамики, определяющий превращение энергии при механических
и тепловых процессах (как обратимых, так и необратимых), для
элементарного процесса имеет вид

dL + dQ = dK + dU, (1.3.1)

т. е. работа, совершенная внешними силами над системой, и коли-
чество тепла, переданное системе, расходуются на увеличение ки-
нетической энергии макроскопического движения системы и ее вну-
тренней энергии.

В термодинамике доказано, что в случае обратимого процесса
выражение для элемента теплоты можно представить в пфаффовой
форме:

dQ = Xidxl (i = l , . . . , п ) , (1.3.2)

где хс — независимые параметры, определяющие состояние систе-
мы, а Хс — функции этих параметров.

Второй закон термодинамики, являющийся обобщением дан-
ных опыта, формулируется так: невозможно осуществить вечный
двигатель второго рода, т. е. создать машину, которая производила
бы работу только за счет подвода тепла от одного или разных тел
(без отдачи тепла другим телам). В иной формулировке второго за-
кона термодинамики устанавливается более общий эмпирический
принцип о невозможности определенных процессов, позволяющий
проще описать математически второй закон термодинамики. Впер-
вые такую формулировку второго закона термодинамики дал в
1898 г. профессор Киевского университета Н. Н. Шиллер [65, 66].
Он привел вывод интегрирующего множителя для dQ, в основном
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совпадающий с выводом немецкого математика Каратеодори, кото-
рый в 1909 г. развил эту формулировку второго закона термодина-
мики, связав ее с теорией пфаффовых форм [73]. Эта формулиров-
ка известна под названием принципа адиабатической недостижимо-
сти Каратеодори.

Принцип адиабатической недостижимости вытекает из поло-
жения о невозможности создания вечного двигателя второго рода.
Действительно, если система переходит из начального состояния /
в состояние 2, получая при неизменяемости теплообмена (dQ > 0)
некоторое положительное количество тепла Q, а затем возвращается
адиабатически из состояния 2 в первоначальное состояние 1, то в
результате такого кругового процесса будет полностью превращено
в работу тепло Q, взятое от одних тел без отдачи другим. Так как
такой процесс невозможен, то состояние 1 адиабатически недостижи-
мо из состояния 2.

Т. А. Афанасьева-Эренфест, анализируя работу [73] Каратеодо-
ри, впервые показала в своих работах [1, 81 ], что второй закон тер-
модинамики состоит из двух независимых утверждений, из которых
первое относится к обратимым, а второе — к нестатическим (необра-
тимым) процессам, и четко установила различие между понятием
об адиабатической недостижимости определенного состояния из
другого состояния с помощью обратимого процесса и понятием о
необратимости термодинамического процесса.

В настоящее время формулировка принципа адиабатической не-
достижимости состоит из следующих двух частей (см. [2, 40, 72]
и др.):

1) в окрестности каждого состояния термодинамической систе-
мы существуют такие состояния, которые недостижимы из него адиа-
батическим обратимым процессом;

2) в окрестности каждого состояния термодинамической системы
существуют такие состояния, которые недостижимы из него любым
адиабатическим необратимым процессом.

Из первой части формулировки принципа адиабатической недо-
стижимости вытекает существование новой однозначной функции
состояния — энтропии S. Действительно, если система адиабати-
ческая, а процесс обратимый, то пфаффова форма (1.3.2) переходит
в уравнение Пфаффа

dQ=-Xidxi = 0 ( t = l , . . . , n), (1.3.3)

в котором параметры xt удобно рассматривать как координаты точ-
ки n-мерного пространства.

Из теории уравнений Пфаффа с п переменными известна следую-
щая теорема [40]: если уравнение Пфаффа (1.3.3) интегрируемо
(т. е. существует интегрирующий множитель выражения dQ), то,
перемещаясь из данной точки Р (хс) по кривым, являющимся реше-
ниями дифференциального уравнения (1.З.З.), нельзя достичь каж-
дой точки в окрестности точки Р (*,).
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Каратеодори доказал [73], что справедлива и обратная теоре-
ма: если в окрестности данного состояния, характеризуемого пара-
метрами xit существуют состояния с параметрами х], которые недо-
стижимы из него с помощью уравнения (1.З.З.), то это уравнение
интегрируемо. Наличие же недостижимых точек в случае адиабати-
ческого обратимого процесса, описываемого уравнением (1.3.3), уста-
новлено на основании обобщения опытных данных.

На основании факта интегрируемости уравнения (1.3.3.) в тер-
модинамике затем доказывается существование полного дифферен-
циала

ds = ̂ -, О-3-4)
где S — энтропия; Т — абсолютная температура.

Из второй части формулировки принципа адиабатической недо-
стижимости вытекает положение о неуклонном возрастании энтро-
пии в случае адиабатического необратимого процесса; при переходе
системы из одного состояния в другое адиабатическим необратимым
путем

dS>0. (1.3.5)

§ 1.4. Основные положения термодинамики
необратимых процессов
в связи с термоупругим деформированием
твердого тела

При механических и тепловых воздействиях в упругом теле возни-
кают поля перемещений и}, деформаций е,;- и напряжений a,.,-, a
также температурное поле Т. Под механическими понимаются воз-
действия на тело внешних сил (объемных и поверхностных), а под
тепловыми — процессы теплообмена между поверхностью тела и
окружающей средой и выделения или поглощения тепла источни-
ками внутри тела.

Величины Ы;, е,-/, оц и Г в общем случае являются функциями
координат*; и времени t. Так как тепло распространяется в твердом
теле посредством теплопроводности, то для изучения процесса тер-
моупругого деформирования даже идеально упругого тела должна
быть привлечена термодинамика необратимых процессов.

Основные идеи термодинамики необратимых процессов заключа-
ются в понятиях локального равновесия и медленных процессов
12, 16].

Значения термодинамических параметров определяются для вне-
запно выделенной макроскопически малой части тела, которую мож-
но рассматривать в состоянии локального равновесия. Такое обоб-
щение классической термодинамики основано на предположении о
том, что равновесное состояние устанавливается прежде всего в
макроскопически малых частях системы, когда она в целом еще не
находится в равновесии.
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Термодинамическая теория необратимого процесса термоупруго-
го деформирования изотропного тела базируется на трех основных
положениях.

Первое положение состоит в том, что изменение энтропии за опре-
деленный промежуток времени определяется выражением

dS = deS + diS=^- + diS, (1.4.1)

где deS и dQ — соответственно энтропия и тепло, сообщенное сис-
теме из окружающей среды; dLS — энтропия, которая возникает
в результате необратимого процесса и является всегда положительной
величиной.

Второе положение основано на предположении о локальном
термодинамическом равновесии и сводится к тому, что мгновенные
значения термодинамических функций (§ 1.5) являются однознач-
ными функциями термодинамических параметров. Из этого вытекает,
что основные уравнения классической термодинамики (1.3.1) и
(1.3.4) справедливы и для локально равновесных макроскопических
частей системы. В термодинамике необратимых процессов [16] иссле-
дованы количественные пределы справедливости такого положения.
Результаты расчета для газов по термодинамической теории, в кото-
рой используются уравнения (1.3.1) и (1.3.4), совпадают с результа-
тами расчета по кинетической теории газов, учитывающей молеку-
лярную природу необратимых процессов. Это позволяет сделать
вывод о том, что и в других случаях рассматриваемая термодинами-
ческая теория дает удовлетворительные результаты для широкой
области применения.

Вводя в рассмотрение плотность теплового потока (количество
тепла, проходящее за единицу времени и отнесенное к единице пло-
щади поверхности), представляемого вектором q с компонентами qt,
и связывая его со скоростью подводимого удельного тепла Q

— qu = Q — w0, (1.4.2)

а также заменяя на основании (1.2.28) величину L—К, отнесен-
ную к единице объема тела, скоростью удельной работы деформации

W^dfin, (1.4.3)

первый и второй законы термодинамики для изотропного упругого
тела можно записать в виде

— qtj + wo = TS = U — оц'в,/, (1.4.4)

где S и U — объемные плотности энтропии и внутренней энергии;
w0 — удельная мощность (количество тепла, производимого за еди-
ницу времени в единице объема) источников тепла.
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Третье положение является феноменологическим законом, опи-
сывающим необратимый процесс теплопроводности,— законом
Фурье о пропорциональности вектора теплового потока градиенту
температуры

где Хч — коэффициент теплопроводности. Этот закон установлен
в предположении, что скорость распространения тепла бесконечно
велика. Уравнение теплопроводности, учитывающее конечность
скорости распространения тепла, имеет вид [39]

<7,- = — X q T t i — xqi, (1.4.6)

где т — время релаксации теплового потока. Для металлов величи-
на х весьма мала и составляет, например, для алюминия т =
= КГ 1 1 сек [39].

На основании уравнений (1.4.4) и (1.4.5) основное положение
термодинамики необратимых процессов об образовании энтропии
как положительной величины описывается следующим выражением:

"М | wo с I с /1 л j\

где Se — приращение энтропии в единицу времени, обусловленное
подводом тепла из окружающей среды и внутренних источников
тепла,

S; — локальное образование энтропии в единицу времени в резуль-
тате необратимого процесса теплопроводности,

±=-±-.-!gi->0. (1.4.9)

§ 1.5. Термодинамические функции.
Уравнения состояния. Уравнение теплопроводности

При исследовании термодинамики деформирования кроме плот-
ности внутренней энергии U и плотности энтропии S вводятся сле-
дующие термодинамические функции:
плотность свободной энергии

F = U — TS (1.5.1)

и плотность термодинамического потенциала Гиббса

(1.5.2)

Величины U, F, G — функции состояния, приращения их при
изменении состояния упругого тела — полные дифференциалы.
Эти функции называются термодинамическими потенциалами.
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Исходя из выражения

dU = TdS + Oiidzr,, (1.5.3)

с помощью уравнений (L5.1) и (1.5.2) находим

dF = — SdT + ацйгц\ (1.5.4)

dG = —SdT — Е^ои. (1.5.5)

Так как dU, dF и dG — полные дифференциалы, то

*£. = Т, - g - = aw; (1-5.6)
- ^ - - S Jl--a- ПЧ7\

Напомним физический смысл введенных термодинамических по-
тенциалов. Как видно из уравнений (1.5.3) и (1.5.4), при изотерми-
ческом процессе (dT = 0) элементарная работа деформации a,/de(/

совершается за счет возрастания свободной энергии подобно тому,
как при адиабатическом процессе (dS = 0) эта работа происходит
за счет возрастания внутренней энергии.

Из уравнения (1.5.5) следует, что возрастание дополнительной
работы деформации ецйац (1.2.25) при dT = 0 соответствует убыли
термодинамического потенциала Гиббса.

Каждый термодинамический потенциал является функцией 7
из 14 термодинамических параметров а^, е;у, Т, S (i, /' = 1,2, 3):
U = U (eu,S), F = F (eih T),G = G (a i ; , T). Остальные параметры
находятся с помощью частных производных (1.5.6) — (1.5.8). Если
известен хотя бы один термодинамический потенциал, можно опреде-
лить остальные.

Для установления соотношений между напряжениями и дефор-
мациями необходимо составить выражение для плотности свободной
энергии F как функции компонентов тензора деформации е£;- и тем-
пературы Т.

Пусть тело в исходном недеформированном состоянии имеет тем-
пературу То = const. Предполагаем, что приращение температуры
Т — То является таким, при котором чисто тепловое расширение

[a*dT (a:i. — истинный коэффициент линейного теплового расшире-
т,
ния) имеет величину одного порядка малости по сравнению с &ir

Это предположение не противоречит основным положениям линей-
ной теории упругости о малости деформаций и позволяет отказаться
от ограничения ~ ° С 1, которое обычно принимается при изло-

* о

жении термодинамических основ термоупругости [5, 68, 91]. Вместе
с тем оно требует учета механической и термической неоднородности,
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обусловленной влиянием повышенной температуры. В связи с ука-
занным разлагаем функцию F в ряд Тейлора только по степеням еи-
с коэффициентами, зависящими от Т.

В качестве независимых термодинамических параметров вместо
компонентов тензора деформации целесообразно ввести первые два
его инварианта: 1г = ekk, /2 = etV-e£/-.

Таким образом, ограничиваясь в разложении F членами не выше
второго порядка малости, получаем

FII I T\ F/0 П тл 1 dF(0,0,T) т , dF (О, О, T) r

(1-5.9)

Применяя формулы (1.5.7), находим

г Т ч _ _ dF (0, 0. Г) _ &F (0, 0, Г) , 6*F (О, О, Г)

2" ага/? / ь ( 1 - 5 Л

af (о,о, г) ^ , о 3F(o.o, г) „ ,„ , а / ( о , о , г ) . л ^ теа- -{ _ ekk8ih (1.5.11)

при этом принимаем во внимание, что -£— = 8ц -^т- = 2е,7 -^— ,
СЁ/ I (//1 СУ 2

где бй- — символ Кронекера.
Определяем функцию F (0, 0, Т) через удельную объемную теп-

лоемкость при отсутствии деформации сЕ=о. Определяя эту величину
по известной из термодинамики формуле и учитывая выражение
(1.5.10), находим

В, 0, Т)= т ( — ) = — т
/е=0 дТ*

ИЛИ

т т
), 0, Т) = — ) dT j - ^ d T ; (1.5.12)

г, г„
при этом принимаем во внимание следующие условия:

S = 0 и F = 0 при в,/ = 0 и Т = Го. (1.5.13)

Вводя далее обозначения
d2F (0, 0, Г) _ . dF (0, 0, Г) _

а/j а*г

и полагая в соотношениях (1.5.11) i = / = А, определяем при
« * * = 3

Р } L Q aF(о,о.т) 1 ,, , ,,,
4k — от, I о„ Gkk — о дт . (1.5.15)
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При akk = 0 выражение (1.5.15), очевидно, представляет собой
относительное изменение единицы объема при свободном тепловом

т
п о Г j-r 3 dF (О, О, Т)расширении. Следовательно, 3 \ a^dT = 3 ^ , 2 -^—— ,

То

где а^ — истинный коэффициент линейного теплового расшире-
ния. Отсюда

dF ( а о, г) = _ ( З Я + ад аг {Т _ т^ ( 1 5 1 6 )

где ат-—средний коэффициент линейного теплового расширения в
интервале температуры (То, Т), определяемый выражением

т
ат = YZZT0 I a*dT- (1.5.17)

Подставляя величины (1.5.12), (1.5.14) и (1.5.16) в выражения
(1.5.9), (1.5.10) и соотношения (1.5.11), (1.5.15), получаем

т г

elk + №i*H ~ (3*. + 2fx) ат (Т - То) ekk - f dT _f ^if± dT;
To To

(1.5.18)
e** I f e"e"' + 4

-jyp~ ЧП1 I ~Qf~ IV-"* Г^(Л)Об7-(У — 1 0 ) ] Sfcfc +

г

+ \j^-dT; (1.5.19)
То

а„ = 2(ief/ + [Хе« - (ЗЛ, + 2ц) а г (Г — То)] б,7, (1.5.20)

^ To). (1.5.21)

Здесь

К = X + ^-ti, (1.5.22)

где к и ц — коэффициенты Ляме при изотермической деформации,
а К — изотермический модуль объемного расширения.

Внося выражение (1.5.21) для екк в соотношения (1.5.20) и опре-
деляя 8(р находим соотношение между деформациями и напряже-
ниями в виде

eii = _ ( 1 _ + _ ^ _ у _ ^ _ &^ + ат{Т_ Г о ) б . л (1 5 2 3 )

где изотермические модуль упругости Е и коэффициент Пуассона
v связаны с изотермическими коэффициентами Ляме следующими
зависимостями:
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Из соотношений (1.5.23) видно, что тензор полной деформации
etj в каждой точке упругого тела складывается из двух частей:

1) тензора деформации

е.7 = 4 " 1(1 + v) au - vouPii], (1.5.25)

возникающей от действия как внешних сил, так и напряжений, кото-
рые необходимо приложить для обеспечения сплошности тела при
его неравномерном нагреве; компоненты этого тензора связаны с
компонентами тензора напряжения обычными соотношениями, вы-
текающими из обобщенного закона Гука;

2) шарового тензора деформации

bl = aT(T — T0)8,h (1.5.26)

являющейся чисто тепловым расширением упругого тела при повы-
шении его температуры на Г — То; эта деформация для термически
изотропного тела одинакова во всех направлениях.

Принимая во внимание выражение (1.5.18) и соотношения (1.5.21)
и (1.5.23), по формуле (1.5.2) находим плотность термодинамическо-
го потенциала Гиббса

/-• 1 4- V ,V2 /<т< т< \

\ [ ^ (1.5.27)
Го

а затем с помощью первой формулы (1.5.8) устанавливаем связь
между удельной объемной теплоемкостью при отсутствии напряже-
ний са==о и удельной объемной теплоемкостью при отсутствии дефор-
маций сЕ=о:

/ dS \ I дЮ
Со=0 = I -з=г I „ = — 1дТ /е=о V дТ* /а=0 ~~

) 3 | + Се=о. (1.5.28)

Для твердого тела величину с а = 0 опытным путем более удобно опре-
делять, чем с е = 0.

Применяя формулы (1.5.1), (1.5.18) и (1.5.19), находим плотность
внутренней энергии

= Т \к ~ Т ~ЗГ1 kk + Vх ~ Т~дГ1 е''6"' ~

-Т-^г [(ЗА, + 2ц) ат (Т - Т

Ст(Т-Т0), (1.5.29)

- {(3?. + 2ц) ат (Т-Т0)-Т-^г [(ЗА, + 2ц) ат (Т - То)]) ekk +
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где ст— средняя удельная теплоемкость при отсутствии деформа-
ций в интервале температуры (То, Т),

г

s==odT. (1.5.30)

Зная плотность энтропии S и подставляя в уравнение (1.4.4)
вместо плотности теплового потока qt его выражение (1.4.5), нахо-
дим обобщенное уравнение теплопроводности

(\Т,,),Н- w0 = TS, (1.5.31)

где S определяется выражением (1.5.19).

§ 1.6. Случай малого термического возмущения.
Адиабатическая деформация

f т
При малом термическом возмущении, когда —„—-° С 1, упругие

' О

коэффициенты X, \i, термические коэффициенты ат, XQ и удельные
теплоемкости с а = 0 и сЕ = 0 можно считать не зависящими от температу-
ры; вместо этих теплоемкостеи можно рассматривать удельную теп-
лоемкость соответственно при постоянном тензоре напряжения са

и при постоянном тензоре деформации се-В этом случае на основа-
нии формулы (1.5.28)

ЗЕа?Т
C o - c E = - r z ^ r = 3(3X+2 fx)a2

7.7, (1.6.1)

а выражения (1.5.19) и (1.5.29) и уравнение (1.5.31) принимают вид

c e l n - ^ - ; (1.6.2)
1 о

U = -j- 4k + це//е,7 + (ЗК + 2(1) атТоекк + се (Т - То); (1.6.3)

\Т,,: + w0 = сеТ + (ЗЯ, + 2(1) a r 7 0 E t t . (1.6.4)

Здесь линеаризуем второй член в правой части уравнения (1.6.4),
Т Т

ру
полагая Т » То.

Учитывая равенство (1.6.1) при Т = То, уравнение теплопро-
водности (1.6.4) можно представить в виде

1яТ,и + wv = cET+ C° C* ekk. (1.6.5)
г

В отличие от классического уравнения теплопроводности урав-
нение (1.6.4) или (1.6. 5) содержит член, учитывающий эффект объем-
ного расширения. Впервые такое уравнение получено Дюамелем
180 J, но без строгого термодинамического обоснования.
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Совместно явления теплопроводности и упругости в более общей
постановке рассмотрел известный русский физик Н. А. Умов [64].
Вывод связанного уравнения теплопроводности методами термо-
динамики содержится также в работах [5, 31, 68].

Рассмотрим адиабатическую деформацию, при которой плот-
ность энтропииS сохраняется постоянной. Приравнивая в равенстве
(1.6.2) плотность энтропииS постоянной, которая на основании усло-
вия (1.5.13) равна нулю, определяем

Г (ЗМ-2|1) aTekk 1

или
[ (3K + 2ti)aTekk (ЗА. + 2ц)2 с ф 4

(1.6.6)

Подставляя выражение (1.6.6) в соотношения (1.5.20) и (1.6.3),
с точностью до величин второго порядка малости находим в случае
адиабатической деформации соотношения между напряжениями и
деформациями

(1.6.7)

и плотность внутренней энергии

U = -f elk + fxel7el7, (1.6.8)

где Ks — адиабатический коэффициент Ляме, связанный с изотер-
мическим коэффициентом Ляме К по формуле

Заметим, что второй коэффициент Ляме ц при адиабатической дефор-
мации не изменяется.

§ 1.7. Постановка задачи термоупругости

В общем случае постановка задачи термоупругости заключается
в следующем.

Необходимо при заданных механических и тепловых воздейст-
виях определить 16 функций координат xk и времени t: шесть ком-
понентов тензора напряжения а,-,-, шесть компонентов тензора
деформации е;;-, три компонента вектора перемещения ut и тем-
пературу Т, удовлетворяющих: трем уравнениям движения
(1.2.20); шести соотношениям между напряжениями и деформация-
ми (1.5.20) или (1.5.23); шести соотношениям между деформациями
и перемещениями (1.2.2); уравнению теплопроводности (1.5.31),
при определенных начальных и граничных условиях.
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Начальные условия обычно задаются в виде распределений ком-
понентов вектора перемещения ut, их скоростей ut и температуры
Т во всей области V упругого тела:

при * = 0. (1.7.1)
Здесь и дальше обозначения^ (xk), ht (xk),f (xk) означают функции
всех координат xk(k = 1, 2, 3) в рассматриваемой области.

Граничные условия на поверхности Q упругого тела, ограни-
чивающей его объем V, складываются из механических и тепловых
условий.

Механические граничные условия задаются либо в перемеще-
ниях

Щ = gi (**. 0 П Р И t > 0, (1.7.2)
либо в напряжениях

aunj = fi(xk,t) при t>0, (1.7.3)
где /£ — компоненты вектора поверхностной силы; tij— компоненты
единичного вектора внешней нормали к поверхности Q.

В качестве теплового граничного условия применяется одно
из граничных условий теории теплопроводности (глава третья).
Механические и тепловые граничные условия могут быть также
смешанными. На одной части поверхности механические граничные
условия могут быть заданы в перемещениях (1.7.2), а на другой —
в напряжениях (1.7.3). Тепловое граничное условие на одной части
поверхности тела задается, например, температурой (3.2.7), а
на другой — законом конвективного теплообмена с окружающей
средой (3.2.11).

Система уравнений (1.2.20), (1.5.20) или (1.5.23), (1.2.2) и
(1.5.31) при указанных начальных граничных условиях описывает
связанную нелинейную задачу термоупругости.

•р у
При —=—^ С 1 значения упругих и термических коэффициентов

* 0

и удельных теплоемкостей предполагаются постоянными, вместо
уравнения (1.5.31) применяется уравнение теплопроводности
(1.6.4), и связанная задача термоупругости становится линейной.

В работе [98] доказывается, что для области V, свободной от
объемных сил и источников тепла, решение системы уравнений
(1.2.20), (1.5.20), (1.2.2), (1.6.4) при начальных и граничных усло-
виях, заданных через перемещения и температуру, является един-
ственным. Это доказательство можно обобщить и на другие механи-
ческие и тепловые воздействия и граничные условия.

Составим для этой задачи уравнения движения в перемещениях.
Выражая в уравнениях (1.2.20) напряжения через деформации по
формуле (1.5.20) и учитывая, что члены, содержащие гкк и Т, сохра-
няются только при i = /, получаем

2цви,1 + Хвкк,, + Ft — (ЗА, + 2ц) ат (Т — То),, — ры, = 0. (1.7.4)
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В этом уравнении деформации заменяем перемещениями по фор-
муле (1.2.2). Заменяя / немым индексом k и учитывая, что
= uktki, находим

№.кк + (Я, + \i)ukM + Ft — (3X + 2\i)ar(T — T0)j — put = 0. (1.7.5)

Три уравнения (1.7.5) совместно с четвертым уравнением (1.6.4)
при определенных начальных и граничных условиях описывают из-
менение в пространстве и во времени поля деформации и темпера-
турного поля. Представим эти уравнения в векторной форме:

\iVhi + (к + ц) grad div и + F — (ЗА, + 2ц) ат grad (7 — То) —

— ри = 0, (1.7.6)

w 1 • (ЗХ + 2а) атТ0 -i

У2Г + - ^ - — Г — , г " div ц = 0, (1.7.7)
Kq a Kq

где а — —- — коэффициент температуропроводности.

§ 1.8. Классификация задач термоупругости

Термоупругая деформация тела, возникающая от нестационарных
механических и тепловых воздействий, сопровождается обратным
эффектом — изменением его температурного поля.

Задача термоупругости, в которой учитывается указанный
эффект, называется с в я з а н н о й д и н а м и ч е с к о й з а -
д а ч е й т е р м о у п р у г о с т и , или с в я з а н н о й з а д а -
ч е й т е р м о у п р у г о с т и . Постановка связанной задачи
термоупругости рассмотрена в § 1.7. Система уравнений, описываю-
щая эту задачу, содержит уравнение теплопроводности (1.5.31),
которое в общем случае является нелинейным.

у у
При — = — - <^ 1 уравнение теплопроводности линеаризуется и

' о
линейная связанная задача термоупругости сводится к решению
системы уравнений (1.7.6). и (1.7.7).

Деформация упругого тела от механических и тепловых воздей-
ствий вызывает малое изменение его температуры Т — То, а поэто-
му учет эффекта связанности при обычных условиях теплообмена
имеет значение не столько для задач о тепловых напряжениях, сколь-
ко для задач о термоупругом рассеянии энергии.

В задачах, в которых термическое возмущение упругого тела
вызывается одной только деформацией от нестационарных механи-
ческих воздействий, процесс деформирования обычно предпола-
гается адиабатическим. При такой деформации приращение темпера-
туры Т — То на основании уравнения (1.6.6) определяется выра-
жением Т — То = div и. (1.8.1)

с е
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Подставляя это выражение в уравнение (1.7.6), получаем уравнение
динамической задачи теории упругости в перемещениях

\iV2u + (Xs + v) grad div и + F — ры = 0, (1.8.2)

где ks — адиабатический коэффициент Ляме, определяемый выра-
жением (1.6.9).

Если механические воздействия отсутствуют, а тепловые воздей-
ствия медленно изменяются во времени, то в уравнении (1.7.6) мож-
но пренебречь инерционным членом — ры.

Применяя при F = 0 и —ры = 0 оператор div к обеим частям
этого уравнения и учитывая, что div grad = V2, после интегриро-
вания получаем

(ЗА. + 2ц) ой-
divK V 7 ( Г - Г о ) + Ф(4 (1-8.3)

где ф (xk) — гармоническая функция координат xk.
Подставляя выражение (1.8.3) в уравнение (1.7.7), находим,

уравнение теплопроводности в виде

V«r + - p - _ - i - ( l + e )T = 0, (1.8.4)
где

З а д а ч а термоупругости, описываемая уравнением (1.8.2) без

инерционного ч л е н а — р ы и уравнением (1.8.4), называется с в я -
з а н н о й к в а з и с т а т и ч е с к о й з а д а ч е й т е р м о -
у п р у г о с т и .

В случае адиабатического процесса деформирования определяем
— •

решение уравнения (1.8.2) для вектора перемещения и независимо
от уравнения теплопроводности, а в случае медленного изменения
тепловых воздействий находим решение уравнения теплопровод-
ности (1.8.4) независимо от уравнения для вектора перемещения.

При резко нестационарных тепловых воздействиях в уравнении

(1.7.6) при F = 0 сохраняется член —ры, но при s « 1в уравнении
(ЗХ + 2 ) Т 4/ f , - . (ЗХ + 2ц)а гТ 0 4

(1.7.7) не учитывается член механической связи =- div и.

Задача термоупругости, описываемая двумя уравнениями:

\xV2u + (К + |х) grad div и — (ЗК + 2ц) ат grad (Т — 70) — ри = О,

(1.8.6)

- ^ - 7 = 0, (1.8.7)
А л (X
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называется н е с в я з а н н о й д и н а м и ч е с к о й з а д а ч е й
т е р м о у п р у г о с т и , или просто д и н а м и ч е с к о й з а -
д а ч е й т е р м о у п р у г о с т и .

При существенном приращении температуры Т — То коэффи-
циенты К, ц, ат в соотношениях (1.5.20) являются функциями Т,
а следовательно, и функциями координат xk и времени t. Помня об
этом и выполняя преобразования, аналогичные проведенным в
§ 1.7, находим для такой задачи следующие уравнения движения
в перемещениях:

VUi,kk + (X+ ц) uk,ki + li,k(ui,k + «*,»•) + X,iuk,k —

-1(ЗХ+2р)ат(Т-Т0)],1-рщ = 0. (1.8.8)

Вместо этих трех скалярных уравнений можно записать одно век-
торное в виде

[iV2u + (к + nOgrad div и +2grad(x-IIe-fgradXdivu—

— grad [(ЗЯ. + 2ц) ат (Т — Го)] — ри = 0, (1.8.9)

где grad(o,-IIE—скалярное произведение тензора деформации ПЕ

на вектор grad \i [28].
Если учесть зависимость Хд от температуры, то уравнение теп-

лопроводности становится нелинейным.
Задача термоупругости, в которой не учитываются член

Х 2 Т
р

(ЗХ + 2|i) атТ0 - -
г -divu в уравнении (1.7.7) и член—ри в уравнении
Kg

(1.7.6), называется н е с в я з а н н о й к в а з и с т а т и ч е с к о й
з а д а ч е й т е р м о у п р у г о с т и , или к в а з и с т а т и ч е -
с к о й з а д а ч е й т е р м о у п р у г о с т и .

При стационарном температурном поле задача термоупругости
является с т а т и ч е с к о й .



Г Л А В А В Т О Р А Я

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ СТАТИЧЕСКОЙ
И КВАЗИСТАТИЧЕСКОЙ ЗАДАЧ
ТЕРМОУПРУГОСТИ

§ 2.1. Постановка задачи

В этой главе рассматриваются основные уравнения, необходимые
для изучения термоупругого напряженного состояния в случаях
статической и квазистатической задач термоупругости.

Напомним, что под квазистатической задачей термоупругости
понимается такая задача, в которой не учитываются эффект связан-
ности температурного поля и поля деформаций, а также силы инер-
ции, обусловленные нестационарным температурным полем. Стати-
ческая задача термоупругости отличается от квазистатической
только тем, что в первом случае температурное поле является стацио-
нарным, а во втором—нестационарным. Так как в квазистатиче-
ской задаче термоупругости тепловые напряжения в упругом теле в
рассматриваемый момент времени определяются при известном тем-
пературном поле, то время / играет роль параметра.

Первый этап решения статической и квазистатической задач
термоупругости заключается в определении температурного поля
Т. Он сводится к решению уравнения (1.8.7) при определенных теп-
ловых начальном и граничных условиях (глава третья). После этого
определяется термоупругое напряженное состояние.

Задача заключается в определении 15 функций ст£;-, ЕЦ, ut, удов-
летворяющих трем уравнениям равновесия (1.2.17), шести соот-
ношениям между напряжениями и деформациями (1.5.20) или
(1.5.23) и шести соотношениям между деформациями и перемеще-
ниями (1.2.2) при граничных условиях в перемещениях или в на-
пряжениях.

При решении задач термоупругости в качестве основных неиз-
вестных удобно принимать компоненты вектора перемещения ис

или компоненты тензора напряжения air В соответствии с этим
различают, как и в изотермической теории упругости, постановку
задачи термоупругости в перемещениях, при которой раньше всех
других неизвестных находятся неизвестные и,-, и постановку задачи
термоупругости в напряжениях, когда решение задачи начинается
с определения неизвестных ац. Во всех случаях, если это особо не
оговаривается, упругие и термические коэффициенты предполагают-
ся постоянными.
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Представление общего решения задачи термоупругости дается
в § 2.2 в предложенной П. Ф. Папковичем [51 ] форме, которая наи-
более удобна, так как содержит функции, удовлетворяйте сравни-
тельно простым дифференциальным уравнениям, и имеет функ-
циональный произвол, который можно эффективно использовать
при удовлетворении граничных условий.

Постановка задачи термоупругости в напряжениях (§ 2.3) пред-
усматривает кроме случая односвязной также и случай многосвяз-
ной области; при этом устанавливаются условия однозначности для
перемещений и углов поворота.

Определение тепловых напряжений и перемещений в теле не-
посредственным интегрированием соответствующих дифференци-
альных уравнений при произвольных граничных условиях является
сложной задачей. Поэтому большой интерес представляют вариа-
ционные принципы термоупругости (§ 2.4), с помощью которых мо-
гут быть разработаны приближенные методы решения задач термо-
упругости, аналогичные известным вариационным методам решения
задач изотермической теории упругости [34]: методы, основанные
на обобщенном на случай задачи термоупругости вариационном
уравнении Лагранжа и выражениях, аппроксимирующих возмож-
ные перемещения, и методы, основанные на обобщенном на случай
задачи термоупругости принципе минимума энергии деформации
и выражениях, аппроксимирующих возможные напряжения.

Один из методов решения задачи термоупругости — метод
В. М. Майзеля [41], основанный на обобщении теоремы о взаимности
работ, рассматривается в § 2.5.

В конце этой главы (§ 2.6) приводятся уравнения задач термо-
упругости в цилиндрических и сферических координатах. Состав-
ленные уравнения равновесия в перемещениях в цилиндрических
координатах учитывают механическую и термическую неоднород-
ности.

§ 2.2. Представление общего решения задачи
термоупругости в перемещениях

Для постановки задачи термоупругости в перемещениях использу-

ется уравнение (1.7.6). Отбрасывая в нем инерционный член — ри,
получаем основное уравнение рассматриваемой задачи:

цУ2ы + (X + ц) grad div и + F — (3^ + 2ц) aT grad (Т — То) = 0.

(2.2.1)

В этом уравнении функция Т — То предполагается известной из ре-
шения соответствующей задачи теплопроводности.

Граничные условия могут быть заданы в перемещениях

«! = &(**) (2-2.2)
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или в напряжениях
°цп,-= h(xk). (2.2.3)

Условия (2.2.3) в напряжениях с помощью соотношений (1.5.20)
и (1.2.2) можно представить также в перемещениях:

{ц (и,-./ + "/.,) + [Ал*.* — (ЗЯ, + 2ц) ат (Т - То)] 8,,} п, = Д- (*,). (2.2.4)

Общее решение уравнения (2.2.1) имеет вид

и = u* + u ( F ) + ы(Г), (2.2.5)

где ы * — общее решение однородного уравнения, соответствующего

уравнению (2.2.1); u<F> — частное решение неоднородного уравне-

ния (2.2.1) при Т = То; и{Т) —частное решение его при F = 0.

Общее решение однородного уравнения и* найдено П. Ф. Пап-
ковичем [49—51 ] в следующем виде:

u* = 4 ( l - v ) 5 - g r a d ( B - 7 + B0), (2.2.6)

где г — радиус-вектор; В и Во — гармонические вектор и скаляр,
т. е.

= 0, V2B0 = 0. (2.2.7)

Заметим, что без ограничения общности гармонический скаляр
Во в решении (2.2.6) может быть опущен; однако наличие его в ряде
случаев упрощает решение задачи.

Если объемные силы имеют потенциал П:

(2.2.8)

то частное решение и{П находится в теории упругости [38, 51 ] в
виде

u ( F ) = grad<D(F), (2.2.9)

где скалярная функция Ф(/?) удовлетворяет уравнению Пуассона

Сравнение (2.2.8) с температурным членом уравнения (2.2.1)

позволяет найти частное решение ы(Г> в таком же виде:

(2.2.11)

где скалярная функция Ф является решением уравнения Пуассона

± f аг(Г-Т0). (2.2.12)
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Это частное решение получено одновременно П. Ф. Папковичем
[50] и Гудьером [82]. Функция Ф носит название термоупругого
потенциала перемещений.

В работах Мелана и Паркуса [42], Новацкого [46] и др. опреде-
ление термоупругого потенциала перемещений Ф является основ-
ным этапом решения задач термоупругости. В этих работах принят
следующий метод решения отдельных статических и квазистатиче-
ских задач термоупругости.

Сначала при известном температурном поле находится частное
решение уравнения (2.2.12) для термоупругого потенциала переме-
щений, первые производные которого по координатам определяют
соответствующие частные решения для перемещений. Далее вычис-
ляются отвечающие частным решениям для перемещений тепловые
напряжения, которые, вообще говоря, не удовлетворяют заданным
условиям на поверхности тела. Затем на это решение наклады-
вается решение соответствующей краевой задачи теории упруго-
сти, содержащее необходимое число постоянных интегрирования
для удовлетворения граничных условий.

Рассмотренные постановка и представление решения задачи
термоупругости в перемещениях справедливы как для односвязных,
так и для многосвязных тел; при этом перемещения должны быть
однозначными функциями, имеющими непрерывные производные
до второго порядка включительно.

В заключение отметим аналогию квазистатической задачи тер-
моупругости и изотермической теории упругости с объемными и по-
верхностными силами.

Сравнивая уравнения (2.2.1) и (2.2.4) с соответствующими урав-
нениями изотермической теории упругости (Т = То), можно сделать
вывод, что постановка задачи термоупругости в перемещениях сво-
дится к постановке задачи изотермической теории упругости, если

*-*
рассматривать в качестве вектора объемной силы F величину
—(ЗЯ-+2ц,) ccrgrad (Т— То), а к заданным внешним поверхност-
ным силам f{ добавить поверхностные силы (ЗА, + 2ц) ат (Т —• Т0)Я;.

Указанная аналогия используется при исследовании ряда задач
о термоупругих напряжениях в книге С. П. Тимошенко [60] и др.

§ 2.3. Постановка задачи термоупругости в напряжениях

При решении задач термоупругости, в которых граничные условия
заданы в напряжениях (2.2.3), удобно пользоваться системой урав-
нений в напряжениях. Они получаются, если из уравнений (1.2.17)
и соотношений (1.5.20) и (1.2.2) исключить деформации и перемеще-
ния, выбрав в качестве неизвестных шесть компонентов тензора на-
пряжения а;у.

Рассмотрим сначала постановку задачи термоупругости в напря-
жениях для односвязного тела.
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Уравнения равновесия (1.2.17) и граничные условия (2.2.3) уже
представлены в напряжениях. Деформации при заданном темпера-
турном поле определяются через напряжения с помощью соотно-
шений (1.5.23). Для полной формулировки задачи термоупругости
в напряжениях необходимо из соотношений (1.2.2) по известным
компонентам тензора деформации е(/- определить компоненты век-
тора перемещения ut. Эти соотношения образуют систему шести
неоднородных уравнений в частных производных относительно трех
неизвестных функций и<; их свободные члены е,,- являются однознач-
ными функциями координат хк, имеющими непрерывные производ-
ные до второго порядка.

Для того чтобы можно было определить перемещения ис, необ-
ходимо деформации е(7- подчинить некоторым дополнительным усло-
виям. Рассмотрим эти условия.

Равенства (1.2.1) на основании (1.2.6) могут быть представлены
в виде

Ui.i = eii + eiik(ok. (2.3.1)

Функцию и,- можно определить по трем ее частным производным
Uij только в том случае, если выполняются следующие условия ин-
тегрируемости уравнения (2.3.1):

ePmi (e,v + ejik<uk)tm = <?pm/e,/,m + ерт1ецкШк,т = 0. (2.3.2)

Используя тождество (1.1.5), второй член правой части равен-
ства (2.3.2) преобразуем к виду

epm-fiiik^k,m = (Spfimk — SpkSrni) <uk,m = др№к,к — «W- (2.3.3)

Подставляя выражение (2.3.3) в условия (2.3.2) и учитывая,
что дивергенция вектора поворота ык,к равна нулю, находим

«W = ерт1гц,т. (2.3.4)

Задача сводится к отысканию компонента вектора поворота сор

по трем его заданным производным (ор>;. Используя теперь условия
интегрируемости уравнения (2.3.4), получаем

e4niePmibii,mn = 0. (2.3.5)

Формула (2.3.5) содержит два свободных индекса р и q и сим-
метрична относительно этих индексов; следовательно, она опреде-
ляет шесть уравнений, которые называются уравнениями сов-
местности деформаций.

Полагая р = 3, q = 3 и р = 2, g = 3 , получаем из шести урав-
нений совместности деформаций два типичных уравнения:

ЕЦ.22 + 622,11 = 2б12.12; (2.3.6)

611,23 + 623,11 = 812,13 + 613,12- (2.3.7)

Остальные четыре уравнения получаются циклической перестанов-
кой индексов.
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При выполнении условий (2.3.5) величины

dU[ = uudxj, 2 3 g .

dak = o)k,idxt

являются полными дифференциалами.
Используя выражения (2.3.1), (2.3.4) соответственно для про-

изводных utj, (£>kJ и интегрируя равенства (2.3.8), определяем
компоненты векторов перемещения и{ и поворота a>k в точке Р:

р Р

щ - и? + J *t!dt, + f е/;*со*<% (2.3.9)

со,

р

= 4 + (' еляшем.^,, (2.3.10)

где интегралы берутся по любому пути между фиксированной точ-
кой Ро (x°i, х°, х°) и точкой Р (хъ х2, х3) в рассматриваемой области
V; | i , £2> Ез — координаты текущей точки на пути интегрирования,
а постоянные интегрирования и° и со" — компоненты векторов пе-
ремещения и поворота в точке Ро.

Интегрируя по частям второй интеграл в правой части уравне-
ния (2.3.9)

р Р

\ ejik&kdtj = — \ eiiko3kd (х, — \}) = — ejik (х) — х,) со" +

Ро К
р

jik (Xj — lj) dwk

и принимая во внимание второе уравнение (2.3.8) и равенство
(2.3.4), представляем уравнение (2.3.9) в виде

р

ut = и° — вин (х° — Xj) со* + ) [en + ецнвктп (Xj — lj) em,m] d\t. (2.3.11)

Для односвязной области интегралы (2.3.10) и (2.3.11) не зави-
сят от пути интегрирования и, следовательно, представляют собой
однозначные функции; при этом перемещения должны иметь не-
прерывные производные до третьего порядка включительно.

При отсутствии деформации, т. е. при е£/- = 0, формула (2.3.11)
определяет малые перемещения тела в точке Р относительно точки
Ро как твердого целого:

и,- = и? - eiik (xi - Xj) 4 . (2.3.12)
Составим уравнения совместности деформаций в напряжениях.

Переписываем формулу (2.3.5) в виде

е,;,тп — Vim.in — Znj.mi + Snmji = 0. (2.3.13)
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Полагая т = п, получаем

&ij,nn £in,jn &nj,ni г &пп,Ц = "• (л.о. 14}

Выражая в уравнении (2.3.14) деформации через напряжения по
формуле (1.5.23) и заменяя затем величины oinJn и а„/,„г на основа-
нии уравнения (1.2.17) величинами —Fitj и —Fjj, находим

(1 + v) ац,пп — vokicnAj + оппМ + (1 + v) (Fa + Fj,i) +

+ ЕаТ [(Т - Т0),пп 6,7 + (Т - Т0)м] = 0. (2.3.15)

При i = j из уравнения (2.3.15) получаем соотношение

(1 - v ) акк,„п + (1 + v)f w + 2Еат(Т- Т0),пп = 0. (2.3.16)

При выводе этого соотношения полагаем ОцъПП = апп,н = akk,nn,
(Т — Т0),и= (Т — Т0))ЛЛ. Подставляя выражение для акк,пп, опре-
деляемое из соотношения (2.3.16), в уравнение (2.3.15), находим
уравнения совместности деформаций в напряжениях:

(1 + V) Otl.nn + Опп,Ц + V\l+J] Fn,Ai + (1 + V) (f,./ + Л./) +

т ( Т - Го).лЛ/ + (Г - Т0),,7] = 0. (2.3.17)

Полагая i = j = 1 и i — 1, / = 2, получаем типичные уравне-
ния:

(1 + v) а,,,п„ + <глд.„ + - j ^ К2 - v) ̂  in + v(F2,2 + F3>3)] +

^ - ^ - то).пп + (Т- Гр),!,] = 0; (2.3.18)

(1 + v)a,2>nfI + опп.\2 + (1 + v)(f 1.2 + ^2,i) + Еат(Т — Т0)Л2 = 0.

(2.3.19)

Остальные четыре уравнения получаются посредством циклической
перестановки индексов.

Итак, в постановке задачи в напряжениях решение сводится к
нахождению шести функций <т,-;-, удовлетворяющих трем уравнениям
равновесия (1.2.17), шести уравнениям совместности деформаций в
напряжениях (2.3.17) и трем граничным условиям (2.2.3). Зная
напряжения, с помощью соотношений (1.5.23) определяем деформа-
ции, а затем из уравнения (2.3.11) — перемещения.

Если рассматриваемая область многосвязна, то функции ы£ и
<ок, определяемые уравнениями (2.3.11) и (2.3.10), могут оказаться
многозначными.

Дополнительные условия однозначности для функций ис и сол

устанавливаются на основании свойств функции, определяемой по
ее полному дифференциалу в многосвязной области [45].
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Рассмотрим (N + 1)-связную область, которую мысленно по-
средством N разрезов (внутренних поверхностей) можно превратить
в односвязную (рис. 3).

Для однозначности функций и,- и cofe необходимо и достаточно,
чтобы наряду с условиями (2.3.17) выполнялись условия равенства
нулю интегралов в уравнениях (2.3.11) и (2.3.10), взятых по каж-

дому замкнутому контуру LK (К = I,—,
N), охватывающему только одну /С-ю
полость.

Учитывая, что в уравнении (2.3.11)

величина х, | eiikekmn^in,md\i равна нулю
Ч

на основании условий однозначности
функции ак, указанные условия одно-
значности функций щ и сод, можно пред-
ставить в виде

= 0

| (е,, — eji

Ч
( К = 1 N).

(К = 1, • • •, N).

t = 0

С2-3-2 0)

(2.3.21)

Эти условия с помощью соотношений (1.5.23) записываются в напря-
жениях следующим образом:

ili (T - T0),m) d^ = 0 (2.3.22)

V

т

~~Г) (°РР8" —

+ а г | [ (Т-То)в„-в

(К= 1,
1 + у с е а. di

Е ^ шп т,т г

+ аТ J ekml (Т - T0),m dlt = O (К = 1, • • • , N). (2.3.23)
Ч

На основании полученных результатов можно сделать важный
вывод, что в одно- или многосвязном теле, свободном от поверхност-
ных и объемных сил, температурное поле, заданное в декартовой
системе координат линейной функцией

Т Т T _ ! _ T v 19 ^ 94Л

44



где Тоо и Тп (п = 1, 2, 3) — постоянные, не вызывает тепловых на-
пряжений. Действительно, при Д- = 0, F{ = 0 и температурном
поле (2.3.24) решение ог,-;- = 0 удовлетворяет уравнениям равновесия
(1.2.17), граничным условиям (2.2.3) и уравнениям совместности
деформаций.

В случае многосвязного тела удовлетворяются также условия
однозначности (2.3.22) и (2.3.23); при подстановке решения а,;- = 0
и выражения (2.3.24) и использовании тождества (1.1.5) эти усло-
вия переходят в следующие:

По J dg, + f T^dl, - f TJmdlc + ( Tfodh = 0,
Lk 4 Lk lk

J ekmlTmdlt = О,

т. е. превращаются в тождества.

§ 2.4. Вариационные принципы термоупругости

Во многих случаях для определения тепловых напряжений эффек-
тивно применение вариационных методов. Рассмотрим в связи с этим
вариационные принципы термоупругости [83], соответствующие ва-
риационным принципам изотермической теории упругости, предпо-
лагая, что тело находится под действием поверхностных Д и объем-
ных F( сил при температурном поле Т — То.

Обобщение вариационного уравнения Лагранжа на случай за-
дачи термоупругости. Сообщим телу возможные перемещения бы£,
допускаемые связями и удовлетворяющие геометрическим граничным
условиям вида (2.2.2).

При заданных перемещениях удовлетворяются только уравне-
ния совместности деформаций (2.3.5); уравнения равновесия (1.2.17)
для напряжений, соответствующих возможным перемещениям, не
удовлетворяются. На основании уравнений равновесия для дейст-
вительно существующих в теле напряжений аС1- справедливо равен-
ство

\tU+Ft)8UldV = 0, (2.4.1)

где интегрирование распространяется по всему объему тела V.
Применяя формулу Остроградского — Гаусса (1.2.12), полу-

чаем

j OijtifiUidQ + f FfiutdV — j au8EljdV = 0, (2.4.2)

a v v

где Q — замкнутая поверхность, ограничивающая объем V.
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Учитывая вторую формулу (1.5.7) и условия на поверхности
(1.2.9), а также принимая во внимание, что при возможных пере-
мещениях температурное поле предполагается неизменным, находим

utdQ = 0, (2.4.3)
v v Q

где F — плотность свободной энергии, определяемая выражением
(1.5.18).

Уравнение (2.4.3) обобщает известное начало возможных пере-
мещений Лагранжа для случая упругого равновесия [34]; прира-
щение плотности энергии деформации

8W = OifiBu (2.4.4)

заменяется приращением плотности свободной энергии 8F.
Обобщение вариационной формулы Кастильяно на случай зада-

чи термоупругости. Подвергнем напряженное состояние рассмат-
риваемого тела такой произвольной вариации, при которой новые
компоненты тензора напряжения atj + 6ai;- удовлетворяли бы
уравнениям равновесия (1.2.17), т. е.

6aiU = 0. (2.4.5)

При такой вариации напряженного состояния тела должны быть
удовлетворены граничные условия (2.2.3). Для удовлетворения этих
граничных условий необходимо вариации внешних поверхностных
сил 6Д подчинить условию

о/, = Ьоцщ. (2.4.6)

Напряженному состоянию, действительно существующему в те-
ле, соответствуют деформации е(/-, определяемые по второй фор-
муле (1.5.8), в которой плотность термодинамического потенциала
Гиббса G выражается формулой (1.5.27).

На основании формулы (1.5.8) можно записать следующее ра-
венство:

= 0. (2.4.7)

В этом равенстве с помощью соотношений (1.2.2) выражаем компо-
ненты тензора деформации е,,- через компоненты вектора перемеще-
ния щ, а затем применяем формулу Остроградского — Гаусса (1.2.12).
Замечая при этом, что индексы i и / расположены симметрично,
находим

j fijj — J ufioujdV + J SGdV = 0. (2.4.8)
Q a v

На основании равенств (2.4.5) и (2.4.6) окончательно получаем

8 f GdV + J ufif, = 0, (2.4.9)



где поверхностный интеграл распространяется на всю поверхность
тела Q. Второй интеграл в уравнении (2.4.9) — работа, произведен-
ная приращениями внешних поверхностных сил б/( на действитель-
но существующих перемещениях ис. Это уравнение обобщает из-
вестную вариационную формулу Кастильяно [34]; приращение
плотности энергии деформации

6№ = ец6ои (2.4.10)

заменяется приращением плотности термодинамического потенциа-
ла Гиббса 6G, взятой со знаком «минус».

Если при вариации напряженного состояния выполняется усло-
вие о неизменяемости внешних поверхностных сил (6Д = 0), то

8\GdV = 0. (2.4.11>
v

Эта формула обобщает известный принцип минимума энергии де-
формации.

§ 2.5. Обобщение теоремы о взаимности работ
на задачу термоупругости

Рассмотрим два напряженных состояния упругого тела, из которых
первое характеризуется напряжениями а{1, деформациями ЕЦ И пе-
ремещениями Ы;, возникающими под действием внешних сил F£ и
ft и температурного поля Т, а второе — напряжениями оц, деформа-
циями е,7 и перемещениями н ;, возникающими под действием внеш-
них сил Fit fc и температурного поля 7".

Работа внешних сил первого состояния на перемещениях второго
состояния определяется формулой

L i a = f Ffu'idV + \ fcU-dQ. (2.5.1)
V Q

Заменяя поверхностные силы ft их выражениями (1.2.9) через
напряжения aljt преобразуя поверхностный интеграл по формуле
Остроградского— Гаусса в объемный и учитывая уравнения равно-
весия. (1.2.17), находим

L12 = f F^dV + J (o.iUjjdV =
V V

= f (°iu + ^i) »idV + f ot,uudV = | a^jdV. (2.5.2)
V V V

Аналогичным образом можно получить выражение для работы сил
второго состояния на перемещениях первого состояния:

L21 = { F'iUldV + f fluidQ = f o-jEijdV. (2.5.3)
v a v
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Выражая в равенствах (2.5.2.) и (2.5.3) с помощью соотношений
(1.5.20) и (1.5.23) напряжения через деформации или, наоборот,
деформации через напряжения и сравнивая L12 с L21, приходим к
следующей формуле:

Lu ~ L*i = (ЗЬ + 2(i) а.т \ [(Г - Го) ekk - (Г - То) вкк] dV =

= а г J [(7" - Го) о** - (Г - Го) о;,] dV. (2.5.4)
v

Полученная формула обобщает известную теорему о взаимности
работ на случай статической и квазистатической задач термоупру-
гости. Это обобщение принадлежит В. М. Майзелю [41 ].

Воспользуемся теперь формулой (2.5.4) для определения пере-
мещений, возникающих в определенной точке тела при неравномер-
ном нагреве. Для этого предположим, что F( = 0, /,- = 0, 7" = То,
а система внешних сил Fi и /,• сводится к сосредоточенной единичной
силе, приложенной в точке хт и направленной параллельно оси xt.
Тогда L12 = 0 и L21 = щ.

Пусть при действии такой единичной силы возникают напряже-
ния a'j (xm, £m) и деформации г*/ (хт, | т ) в точке 1т области V упру-
гого тела.

В этом случае из формулы (2.5.4) следует формула В. М. Майзе-
ля для перемещения ис в точке хт, обусловленного температурным
полем Г:

щ (хт)= (31 + 2|х) «г J (Г - Го) ЕМ (хт, U dV=

(2.5.5)

где oik (xm, | m ) и elk (хт, \т ) — суммы диагональных компонентов
(первые инварианты) тензора напряжения а*,- и тензора деформа-
ции ец.

Формулы (2.5.5) допускают обобщение, когда модуль упругости
Е и коэффициент Пуассона v или коэффициенты Ляме X и \л зависят
от температуры и, следовательно, являются заданными функциями
координат; в этом случае они имеют вид

"£ (xj= I (3* + 2[i) *т(Т - Го) гкк (хп, UdV =
V

,UdV. (2.5.6)
v

Здесь под a*kk (xm, %m) и s*kk (xm, | m ) следует понимать суммы диа-

гональных компонентов тензора напряжения о,/ и тензора деформа-
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ции е,-/, соответствующих действию единичной силы на упругое
тело, для которого упругие коэффициенты (Е, v или К, у) изменяют-
ся в зависимости от координат по тому же закону, что и при наличии
температурного поля Т.

Таким образом, метод решения задачи термоупругости, основан-
ный на теореме взаимности работ, заключается в том, что определе-
ние тепловых напряжений, деформаций и перемещений сводится к
задаче изотермической теории упругости о напряженном состоянии
упругого тела под действием единичной сосредоточенной силы.

При осесимметричной деформации задача термоупругости сво-
дится к задаче о напряженном состоянии равномерно нагретого тела,
находящегося под действием сосредоточенных сил, равномерно рас-
пределенных вдоль окружности. Применение этого метода рассма-
тривается в § 4.6.

§ 2.6. Уравнения термоупругости в цилиндрических
и сферических координатах

Основные уравнения статической и квазистатической задач термо-
упругости рассматривались выше в декартовых координатах. Одна-
ко эти задачи для тел вращения, ограниченных цилиндрическими
и сферическими поверхностями,
удобно рассматривать в цилин-
дрических и сферических коор-
динатах. Рассмотрим основные
уравнения задач термоупругости
в этих координатах. Все фор-
мулы приведем в развернутом
виде, не применяя индексного
обозначения и правила сумми-
рования по повторяющимся ин-
дексам.

Цилиндрические координаты.
В цилиндрических координатах
положение точки Р определяется
тремя координатами: г, 0, z
(рис. 4). Координатными поверх-
ностями являются цилиндры г =
= const, полуплоскости 8 =
= const и плоскости z = const. Декартовы координаты связаны с
цилиндрическими соотношениями хх = г cos 0, х2 = г sin 0, х3 — z.

Введем в рассмотрение трехгранник единичных взаимно орто-

гональных векторов, образующих правую систему: ег — вектор ра-

диуса, ев — вектор касательной к окружности, ez — вектор обра-

Рис. 4.
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зующей. Каждый из единичных векторов направлен в сторону воз-
растания соответствующей координаты (рис. 4).

Из векторного анализа известно, что основные векторные опера-
ции в цилиндрических координатах можно выразить так:

grad у = ег

--%-; (2.6.2)

daz

даг ] . (2.6.3)

(2.6.4)

В цилиндрических координатах соотношения между компонен-
тами тензора деформации е г, е е, е г, еге = ееЛ, е г г = ег/., е2в = еег

и компонентами вектора перемещения ur, UQ, иг имеют вид

диг

див

1 Г 1 / дигir[—Ы-Ч
' 5и, , ди

дг дг

= 6fc = -у ае

(2.6.5)

Уравнения равновесия принимают такой вид:

За, 1

йг

до.
*"•)+

йа.

= 0; (2.6.6)

где o r , ae, o2, a,e = oe;-, crw = azr, OZQ = OQZ — компоненты тензора
напряжения (рис. 5); Fr, FQ, FZ — компоненты вектора объемной
силы F.
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Соотношения между компонентами тензора напряжения и компо-
нентами тензора деформации на основании (1.5.20) принимают вид

аг = 2цег + kekk — (ЗХ + 2ц) ат (Т — То);
ое = 2це9 + Хе** — (ЗЯ, + 2ц) а г (Г — Го);
а г = 2цег + \ekk - (ЗА, +;2ц) ат (Т - То);

огв = 2цег9, агг = 2цеЛ2> а г 9 =

где e*ft =

В соотношениях (2.6.7)
коэффициенты Ляме Я, и ц и
коэффициент линейного теп-
лового расширения аг явля-
ются в общем случае функ-
циями координат.

Подставляя выражение
для напряжений (2.6.7) в
уравнения равновесия (2.6.6)
и принимая во внимание со-
отношения (2.6.5), находим

Рис. 5.

див

(2.6.7)

Us.

au 9 _ _Ug_\ ^ I duz dur \

dr r ) ' dz \ dr •" dz I

эх,-^—-§г [(ЗЯ, + 2 ц ) а г ( Г - Го)] + Fr - 0; (2.6.8)

ae

ae I

ae

ae ' г
d\i i див i ^ ди2 \ r e f t j (, ^ ^

" ~aT 1"аГ~ + T ' ae / ̂  ~ " ~ae~
l a

ви.
dr \ dr ' az

= 0; (2.6.9)

дХ

-%- [(ЗЯ. + 2ц) a r (7 - Го)] + Fz = 0. (2.6.10)
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Сферические координаты. В сферических координатах положе-
ние точки Р определяется тремя координатами: г, ф, 9 (рис. 6).

Координатными поверхностями в сферической системе коорди-
нат являются сферы г = const, круговые конусы ф = const и полу-
плоскости 0 = const.

Декартовы координаты связаны со сферическими соотношениями

хх = г cos 0 sin ф, хг = г sin 9 sin ф, х3 = г cos ф.

Рис. 6. Рис. 7.

Вводя трехгранник единичных взаимно ортогональных векторов

ег, еФ, ев (рис. 6), основные векторные операции в сферических коор-
динатах представляем в виде

г дг ' f г д<р rsini

,. - 1div a = - j
1

г sin ф

д (sin фаф)

'

дв
два

rot а = е

даг 1

= Т2"' 1Г

<• 1 Г 5 ( a e s i t

г л э т ф L д<р

51Пф)

г sin ф

да,

(2.6.11)

: (2.6.12)

ф

дв

в?

дг
д

ду

1
i , • , •• 4J-- (2.6.14)
1 г1 sin 2 ф dO2 v

Обозначая в сферических координатах компоненты тензора на-
пряжения через аг, аф, а 9 , а г ф = а ф г , а,е = Овл. <*вч> = аФв (рис. 7), ком-
поненты тензора деформации через е г, еф, ее, е г ф = ефЛ, еге = евг,
евч» = е ф е и компоненты вектора перемещения через и,, ыф, и е , при-
водим следующие зависимости:
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соотношения между компонентами тензора деформации и компонен-
тами вектора перемещения

е е = •
1 / 1

р р - .

l / l див

уравнения равновесия
д°г , 1 дагв

г sin ф 59

н—-
da,m 1

>г ' rsmy ae

(% — ае) c t § Ф + Загф

аФ '

+ Fr = 0;

1 даф

I- F — 0-
г * Ф — ",
1 3 а в Ф , З а г6 + 2<т9ф c t 8 Ф

г sin ф дв

= 0,

Н
ду

(2.6.16)

где Fr, F<p, Fe— компоненты вектора объемной силы F.



Г Л А В А Т Р Е Т Ь Я

ОСНОВНЫЕ ЗАКОНЫ
И ЗАДАЧИ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

§ 3.1. Основные способы теплообмена
и методы решения задач теплопроводности

Температурное поле и поле деформации в твердом теле в общем слу-
чае взаимосвязаны. Однако при обычной теплопередаче, происходя-
щей в неравномерно нагретом твердом теле за счет теплового воз-
действия как окружающей среды, так и внутренних источников
тепла, влиянием деформаций тела на распределение в нем температу-
ры можно пренебречь. Это позволяет изучать температурное поле
в твердом теле, соответствующее определенным условиям теплопе-
редачи, независимо от деформированного состояния тела.

В твердом теле перенос тепла осуществляется одной только
теплопроводностью, имеющей молекулярно-атомный характер. Теп-
лопередача на поверхности тела может происходить тремя спосо-
бами: теплопроводностью, конвекцией и излучением.

Конвективный перенос тепла осуществляется движением среды
(жидкости или газа), омывающей поверхность тела. Конвективный
теплообмен возникает в условиях совместного протекания процес-
сов конвективного переноса тепла и переноса тепла теплопровод-
ностью. Перенос тепла излучением происходит между удаленными
друг от друга телами посредством электромагнитных волн.

Уравнение теплопроводности, начальное и граничные условия
рассматриваются в § 3.2.

Для решения уравнений теплопроводности применяют методы
разделения переменных, интегральные преобразования, численные
методы и др., которые изложены в монографиях, посвященных
теории теплопроводности [20, 39, и др.]. Исследование уравнений
теплопроводности содержится в курсах математической физики
{62 и др.].

В настоящей главе рассматриваются задачи теплопроводности,
имеющие наибольшее практическое значение. В § 3.3. выводятся
уравнения, описывающие задачу о нестационарной теплопровод-
ности тонкой пластины, при этом трехмерная задача теплопровод-
ности с помощью аппроксимации температуры по толщине пластины
степенным законом сводится к нескольким двумерным задачам.
На основе уравнений § 3.3 исследуются частные задачи стационар-
ной и нестационарной теплопроводности для дисков, пластин и ци-
линдров.
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Решения стационарных задач теплопроводности об осесимметрич-
ных температурных полях диска и круглой пластины с центральным
отверстием и о неосесимметричном плоском температурном поле
длинного полого цилиндра приводятся в § 3.4 и 3.5. Полученные ре-
шения для диска и круглой пластины учитывают конвективный теп-
лообмен между их боковыми поверхностями и окружающей средой.

В § 3.6 излагаются основные положения и свойства интегрально-
го преобразования Лапласа, которое применяется в качестве основ-
ного метода решения нестационарных задач теплопроводности.

Для изучения динамических эффектов, возникающих в упругих
телах при резко нестационарных тепловых воздействиях (глава
восьмая), в § 3.7 рассматриваются решения одномерных задач о не-
стационарных температурных полях в полупространстве при вне-
запном повышении температуры окружающей среды и в неограни-
ченной пластине при внезапном подводе теплового потока к ее по-
верхности. В этом же параграфе приводится решение задачи о
нестационарном температурном поле в неограниченной пластине
при разных условиях конвективного теплообмена между ее поверхно-
стями и окружающей средой.

В § 3.8 даются решения задач о нестационарных плоских осесим-
метричных температурных полях в тонком сплошном диске и длин-
ном сплошном цилиндре при температуре среды, изменяющейся во
времени, а также приводится пример расчета распределения темпе-
ратуры в цилиндре при нестационарном конвективном теплообмене.

Нестационарная задача теплопроводности для длинного поло-
го цилиндра, наружная и внутренняя поверхности которого
омываются средой с разными, но не изменяющимися во времени
температурами, исследуется в § 3.9.

В § 3.10 приводится решение задачи о нестационарном осесим-
метричном поле полого цилиндра конечной длины, основанное на ре-
шениях задач о нестационарной теплопроводности длинного цилинд-
ра (§ 3.9) и неограниченной пластины (§ 3.7). Наконец, в § 3.11 рас-
сматривается задача о нестационарном плоском осесимметричном
температурном поле в длинном цилиндре, вызванном линейным ис-
точником тепла, расположенным на его оси. Во всех рассмотренных
задачах теплопроводности теплофизические характеристики счи-
таются постоянными величинами.

§ 3.2. Уравнение теплопроводности.
Начальное и граничные условия

Уравнение теплопроводности, необходимое для исследования темпе-
ратурных полей, можно получить из уравнения (1.5.31), отбрасы-
вая в нем члены, зависящие от деформаций. Приведем независи-
мый вывод этого уравнения. Количество тепла, полученное едини-
цей объема тела в единицу времени, равно с —~г- (с — удельная
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объемная теплоемкость тела). Это количество тепла следует прирав-
нять теплу — div q (q — вектор плотности теплового потока), ко-
торое подводится к единице объема тела в единицу времени посред-
ством теплопроводности. При наличии в теле источников тепла,
выделяющих в единице объема в единицу времени количество тепла

•* дТ

w0, уравнение теплопроводности имеет вид — div q + w0 = с—^- .
Учитывая, что на основании формулы (1.4.5)

, (3.2.1)
уравнение теплопроводности записываем в виде

div(X,gradT) + a'o = c - ^ - , (3.2.2)

где \ — коэффициент теплопроводности. Так как величины с и %q

зависят от температуры, а следовательно, от координат, то уравне-
ние (3.2.2), вообще говоря, является нелинейным. В задачах тепло-
проводности, рассматриваемых в настоящей книге, эти величины
считаются постоянными. Тогда уравнение теплопроводности прини-
мает вид

= 1Г4 < 3 2 3 >
где а — — — коэффициент температуропроводности, характери-

С

зующий теплоинерционные свойства тел.
Если в теле отсутствуют источники тепла, уравнение теплопро-

водности переходит в уравнение

Уравнения (3.2.3) и (3.2.4) описывают нестационарные темпера-
турные поля. Стационарному температурному полю отвечает уравне-
ние Лапласа

V2T = 0. (3.2.5)

Для однозначности решения уравнения теплопроводности необ-
ходимо его дополнить начальным и граничными условиями.

В качестве начального условия задается распределение темпера-
туры тела в начальный момент времени (t = 0). Это распределение
обычно принимается равномерным:

Т (хк, 0) = То = const. (3.2.6)

Граничные условия связаны со сложным теплообменом на поверх-
ности тела, где могут иметь место все три способа теплопередачи
одновременно.

В теории теплопроводности в качестве основных граничных ус-
ловий могут быть заданы:
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1. Распределение температуры по поверхности тела:

f) = f(xk,t), (3.2.7)

где хк— точка на поверхности тела; / (xk, t) — заданная функция.
2. Плотность теплового потока через поверхность тела:

., (3.2.8)

где п — внешняя нормаль к поверхности тела в точке xk.
При теплообмене излучением между поверхностями, имеющими

температуры 7\ и Г2, плотность теплового потока через первую
поверхность определяется по формуле

</ = а о в и ( 7 1 - 7 1 ) , (3.2.9)

где ст0 — постоянная Стефана — Больцмана, <х0 = 5,67 X
X 1СГ8 вт1м2 • град4, е12 — постоянный коэффициент, зависящий
от характеристик излучения и поглощения поверхностей и от отно-
сительного их расположения. Значение е12 в зависимости от состоя-
ния и расположения поверхностей можно найти в специальной лите-
ратуре по тепловому излучению.

В частном случае, когда отсутствует тепловой поток через по-
верхность (для тела с идеально изолированной поверхностью)

а г <**'*> = 0 . (3.2.10)

3. Температура окружающей среды ©и закон конвективного теп-
лообмена между поверхностью тела и средой:

где а — коэффициент теплоотдачи, который зависит от термиче-
ских и физических характеристик поверхности тела и окружающей
среды.

Различают теплообмен при свободной конвекции, возникающей
при естественном перемещении частиц жидкости вследствие нерав-
номерной ее плотности, обусловленной неравномерным нагревом,
и при вынужденной конвекции в результате движения жидкости от
механических воздействий (нагнетание жидкости насосом, движение
высокоскоростного потока воздуха относительно самолета и др.).
Теплообмен при вынужденной конвекции происходит более интен-
сивно, чем при свободной.

Для конвективного теплообмена важно состояние так называе-
мого пограничного слоя, т. е. области потока, прилегающей к по-
верхности обтекаемого тела, в пределах которой скорость потока
резко изменяется от скорости свободного потока до скорости на по-
верхности тела. В тонком пограничном слое вблизи поверхности учи-
тываются эффекты вязкости и теплопроводности жидкости.
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Течение жидкости в пограничном слое может быть ламинарное,
когда ее частицы перемещаются слоями, и турбулентное, при кото-
ром эти частицы совершают пульсационные движения, приводящие
к интенсивному перемешиванию слоев жидкости. Турбулентное те-
чение возникает в результате потери устойчивости ламинарного те-
чения. Условие перехода ламинарного течения в турбулентное опре-
деляется некоторым критическим числом Рейнольдса

Re = - ^ - , (3.2.12)

где р — плотность жидкости или газа; v — скорость потока; / —
характерный размер обтекаемого тела; т] — коэффициент динами-
ческой вязкости жидкости или газа.

Число Рейнольдса является критерием подобия течения вязкой
жидкости. Теплообмен при ламинарном течении осуществляется
в основном теплопроводностью, а при турбулентном течении —
главным образом за счет переноса тепла пульсационными макроско-
пическими движениями жидкости.

Коэффициент теплоотдачи а при турбулентном течении может
быть во много раз больше, чем при ламинарном. Из указанного
ясно, что коэффициент а изменяется в очень широких пределах и его
следует выбирать в зависимости от условий конвективного тепло-
обмена.

При исследовании процессов конвективного теплообмена исполь-
зуется теория подобия физических процессов, которую разработал
для тепловых процессов М. В. Кирпичев [21 ]. В этой теории важную
роль играют инварианты безразмерных критериальных отношений
характерных величин, называемых критериями подобия. Примене-
ние критериев подобия позволяет обобщить результаты отдельных
опытов, а также сократить число переменных в аналитических ре-
шениях.

Для определения коэффициента теплоотдачи используются следу-
ющие основные критерии теплового подобия:
критерий Нуссельта ,

Nu = - p , (3.2.13)

критерий Прандтля

Рг = А , (3.2.14)
"•ж

где а — коэффициент теплоотдачи; кж — коэффициент теплопровод-
ности жидкости или газа; ср — удельная массовая теплоемкость
жидкости или газа при постоянном давлении.

Результаты теоретических и экспериментальных исследований
часто представляются в виде следующей зависимости между крите-
риями теплового подобия:

Nu = CRemPrn, (3.2.15)
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где С, т, п — постоянные, имеющие определенные значения для
разных условий теплообмена. Так, согласно данным работы [8],
для локальной теплоотдачи при продольном обтекании пластины

несжимаемым ламинарным потоком С = 0,33, т = -~- , п = -~- ,

а при обтекании пластины турбулентным потоком вплоть до Re =

= 107 С = 0,029, т = 0,8, п = ~ .
О

Другие формулы для определения коэффициента теплоотдачи а
при разных условиях течения жидкости или газа можно найти в спе-
циальной литературе по теплопередаче ([67] и др.).

При течении с большой скоростью вследствие перехода кинети-
ческой энергии потока в тепловую существенно повышается темпе-
ратура в пограничном слое. В таком случае в уравнении (3.2.11)
вместо температуры свободного потока Ф следует рассматривать
так называемую адиабатическую температуру стенки да, под кото-
рой понимается температура на поверхности, когда отсутствует
теплопередача в тело. Эта температура определяется по формуле

где •& и v — соответственно температура и скорость свободного пото-
ка газа; г— коэффициент восстановления, показывающий, какая
часть кинетической энергии свободного потока переходит в его теп-
лосодержание на поверхности.

Коэффициент восстановления в зависимости от состояния по-
граничного слоя определяется критерием Прандтля, который для
воздуха в широком интервале температуры почти не изменяется.
Например, Рг = 0,72 ч- 0,65 при Т = 250 -=- 1300° К- На основа-
нии теоретических исследований установлено, что при ламинарном

пограничном слое на плоской пластине г = Рг 2 , а при турбулент-

ном г = Рг 3 .

§ 3.3. Уравнения нестационарной
теплопроводности пластин

Расположим срединную поверхность тонкой пластины в плоскости
хОу декартовой системы координат. Обозначим толщину пластины
через Л. Рассмотрим пластину при нестационарном конвективном

теплообмене на ее контуре L и на поверхностях г = + -~- (рис. 8).

Определение нестационарного температурного поля такой пла-
стины при постоянных теплофизических характеристиках сводится
к решению уравнения (3.2.4), которое в декартовых координатах
принимает вид

дП . дП д»Т 1 дТ / o o t v
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Решение уравнения (3.3.1) должно удовлетворять следующим
начальному и граничным условиям:

Т = То при t = 0;

^- + - ^ - (Г — •&£.) = 0 на контуре L;
~

_ О 4 ) = 0 П р И 2 =

(3.3.2)

(3.3.3)

L

В уравнениях (3.3.1) — (3.3.3) введены следующие обозначения:
Т — температура пластины; То — начальная температура пласти-

ны; #L, $з и й 4 — температура
среды соответственно на контуре
пластины L, на поверхностях z =

h h
= уиг = g"; aL, а3 и а4 — ко-
эффициенты теплоотдачи соответ-
ственно на контуре пластины L, на

h h
поверхностях z = -^ и z = ^;
Xq и а — коэффициенты тепло- и
температуропроводности материала
пластины; п — внешняя нормаль
к контуру пластины.

При составлении третьего гра-
ничного условия (3.3.3) учиты-

Лваем, что направление внешней нормали к поверхности z = s-
противоположно положительному направлению оси z. Ищем при-
ближенное решение этой задачи. Аппроксимируя распределение тем-
пературы Т по толщине пластины степенным законом

Рис. 8.

2 , t)z'\ (3.3.4)

сводим рассматриваемую задачу к двумерной.
Для составления уравнений, которым удовлетворяют функ-

ции Т{'\ умножаем уравнение (3.3.1) на г" (р = 0,1 ,..., пг) и ин-
тегрируем его по г о т — к - до -^, принимая во внимание тождество

и граничные условия (3.3.3). В результате получаем следующее
уравнение:

v 2 e p - . 2" ЫтШ+(-
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!Г11Г (3-3-5)

т),

где

дх* т ду*

Т
С

е =

Выполняя аналогичные операции с условием (3.3.2) и первым
из условий (3.3.3), находим следующие начальное и граничное
условия для функции в р :

0 р = в О р при t = 0;

— р - + ~- (в р — Эр) = 0 на контуре L,

где

во
2 2

= J z'T.dz, 9р = J
2 2

Придавая в уравнении (3.3.5) и условиях (3.3.6) величине р
разные значения, можно составить системы уравнений, описываю-
щие нестационарную теплопроводность пластины при разных сте-
пенных законах изменения температуры по толщине пластины.
Приведем эти уравнения и соответствующие начальное и гранич-
ное условия в случае, когда величины То и dL не зависят от 2.

Предполагая температуру постоянной по толщине пластины

Т = Т ( 0 ) (3.3.7)

и полагая /7 = 0, получаем уравнение теплопроводности

пг у ' а

где

.. _ (а3 + а4)А А _

L I^L , (3.3.8)

1
 ZK4 • а3 + а4

при условиях

Т ( 0 ) = 7 0 при / = 0;
(3.3.9)

+ -Г- (Т < 0 ) — ^L) = 0 на контуре L.
дп
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Предполагая линейный закон изменения температуры по тол-
щине пластины

T ( 1 )2, (3.3.10)

отвечающий значениям р = 0 и р = 1, находим систему двух урав-
нений теплопроводности:

Уз —Y4
2h~

у 2 Т ( . ) _ 6( Т , -т«) Т(О) _ И2 + У). ( Т (.) _ ц ) = _ 1 _ .
(3.3.11)

dt

где

fi =

при условиях

- у - ( Т 1 ' — OL) = 0, +

(3.3.12)

= 0 на контуре L.

Предполагая квадратичный закон изменения температуры по
толщине пластины

Т = Т ( 0 ) -f Til)z + T(2)z3, (3.3.13)

соответствующий значениям р = 0, р = I и р = 2, находим пос-
ле некоторых преобразований систему трех уравнений теплопровод-
ности :

- _ ( Г — А ) + - —т -1 т -
4Л

1

V 2 T ( . ) _
_

(0) 15 (Уз —
А»

_ 15 (4 + у) г(2) |_ аг(2>
А2 а ' dt

(3.3.14)

при начальных и граничных условиях
Г(О) = у,^ Г ( | ) = Т(2) = 0 п р и

= 0 ;
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-<>. (3.3..5)

1 jj-— = 0 на контуре L.

При одинаковых коэффициентах теплоотдачи а 3 = а 4 = а, a
следовательно, и одинаковых параметрах у3

 = У* = У уравнения
(3.3.11) и (3.3.14) приобретают соответственно вид

L *g_ . (з.з. 16)

Зу + 20 т , ( 2 ) _ 1
4 i ~ a

А 2

Ач 15(4 + v)

§ 3.4. Стационарное осесимметричное температурное
поле диска, цилиндра и круглой пластины

Определим стационарное плоское температурное поле диска постоян-
ной толщины h с центральным отверстием. Обозначим радиус на-
ружного контура диска через г2. а радиус его внутреннего контура
(центрального отверстия) через гг (рис. 9). Предполагаем, что между

поверхностями диска z — ± -у и окружающей средой происходит

одинаковый конвективный теплообмен.
Переходя к полярным координатам и учитывая симметрию тем-

пературного поля, уравнение теплопроводности и граничные усло-
вия рассматриваемой задачи на основании уравнения (3.3.8) и вто-
рого из условий (3.3.9) получаем в виде

<РТ . 1 dT 2y ,rp ад n , , , , ,

- ^ ) = 0 при r = r i :

(3.4.2)
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где Т = ; 7 = ~Y~> " и а — температура среды и коэффициент
А

теплоотдачи на поверхностях диска z = ± -к-; vx и аг —температу-
ра среды и коэффициент теплоотдачи на контуре центрального от-
верстия диска (г = гх); Ф2 и а 2 — температура среды и коэффициент
теплоотдачи на наружном контуре диска (г = г2).

При составлении первого из граничных условий (3.4.2) учиты-
ваем, что положительное направление г на контуре центрального

отверстия противоположно направлению внеш-
ней нормали.

Вводя вместо г относительную координату
р = -J-, переписываем уравнение (3.4.1) и усло-

вия (3.4.2) в виде
d2T ' 1 dT 62(Т — д) = 0; (3.4.3)

ш
1 Р dp " v *

— Ух(Т — •&!) = 0 при р =

— $2) = 0 при р =

(3.4.4)

где

№• Vi = Kg

Рис. 9.
72 =

Решением уравнения (3.4.3) является выражение

7 = # + с х / 0 (бр) + С2К0 (бр), (3.4.5)

где /0 (х) и Ко (х) — бесселевы функции чисто мнимого аргумента
нулевого порядка первого и второго рода.

Постоянные интегрирования С1 и С2 определяем из условий
(3.4.4), учитывая известные из теории бесселевых функций фор-
мулы

4 " 'о (х) = Л (х), 4 - Ко (х) = - Кг (х), (3.4.6)

где Мх), /Ci(x) — бесселевы функции чисто мнимого аргумента
первого порядка соответственно первого и второго рода. Находим

4

= ~ 1Ъ («1 - О) "1 (б) - в) ыя (бр,)],
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где

»i (6) = - ^ - / С „ (6);

А = «, («Pi) [72/С0 (б) - fi/Ci (б)] + У2 (6Pl) [7я/0 (б) + 6Л (б)].

При 7i = 7г = °° условия (3.4.4) следующие:

Т = § ! при р = рх;

Г = О2 при р = 1.

Уравнение (3.4.3) и условия (3.4.9) описывают задачу об осе-
симметричном температурном поле диска, когда на внутреннем
(Р — Pi) и наружном (р = 1) его контурах заданы соответственно тем-
пературы Фх и fl2 при конвективном теплообмене на поверхностях

диска 2 = ± -у. Решение этой задачи получаем из решения (3.4.5),

устремляя 7i и у2 к бесконечности; при этом постоянные интегриро-
вания (3.4.7) принимают значения

/0 (в) /Со (вР,) — /в («Pi) J"Co (в) (3.4 10)

Полагая в уравнении (3.4.3) б = 0, т. е. предполагая отсутствие

теплообмена на поверхностях диска г = -±_ -^-, получаем уравнение

теплопроводности, которое при граничных условиях (3.4.4) или
(3.4.9) описывает задачу об осесимметричном температурном поле
длинного цилиндра при заданном конвективном теплообмене между
внутренней (р = рх) и наружной (р = 1) его цилиндрическими по-
верхностями и окружающей средой или при заданных температурах
на этих поверхностях. В том и другом случаях температурное поле
определяется выражением

Г = С1 + С21пр; (3.4.11)

при этом в случае граничных условий (3.4.4)

= -г" 1Т»<*« + ViPi (*i —А
Pi)];

(3.4.12)

65



где

а при граничных условиях (3.4.9)

— 7 2 1 " Pi).

In Pi
(3.4.13)

Определим стационарное температурное поле в круглой пласти-
не постоянной толщины с центральным отверстием, когда темпера-

тура среды равна # 3 при г = -к- и тг4 при z =

2". Пусть между поверхностями пластины z =

± -к- и окружающей средой происходит конвектив-
ный теплообмен при одинаковых коэффициентах
теплоотдачи а, а температура по толщине пластины
изменяется по линейному закону (3.3.10) (рис. 10).
Для решения этой задачи используем систему урав-
нений (3.3.11) при граничных условиях (3.3.12).
В рассматриваемом случае они принимают вид

dp2
dp

Ф

' — Щ = 0; (3.4.14)

> —ц) = 0; (3.4.15)

dT(0)

Рис. 10.

rfT"»
dp

Ф

— til) = 0 при р = рх;

-f- у2 {' — ^г) == 0 ири р = 1;

= 0 при р = р 1 ;

= 0 при р = 1,

(3.4.16)

(3.4.17)

где

(2 + V) •

: Yi =

6 2 =
Л2

я2

Решение уравнения (3.4.14) при граничных условиях (3.4.16)
определяется выражением (3.4.5). Заменяя в этом выражении б
на б1( # на ц и полагая Фх = ^ 2 = 0, получаем решение уравнения
(3.4.15) при граничных условиях (3.4.17).
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Таким образом, для искомого температурного поля находим
следующее решение:

Т = О + С Л (бр) + С,/Со («Р) + г [ц + С,70 (6 lP) + СЖо(бхр)]. (3.4.18)

В этом решении постоянные интегрирования С1 и С2 имеют значе-
ния (3.4.7), а постоянные Ci и Сг — такие значения:

(3.4.19)

где величины ux (Sj), и2 (б^х), Oj (6j), v2 (SjPj), Aa определяются
выражениями (3.4.8) после замены в них б на бх.

§ 3.5. Стационарное неосесимметричное плоское
температурное поле длинного цилиндра

Определим стационарное плоское температурное поле длинного по-
лого цилиндра, когда температуры среды Фх и Ф2 соответственно на
внутренней (р = pi) и наружной (р = 1) цилиндрических поверх-
ностях являются функциями угла 0 (рис. 4). Эта задача сводится
к решению уравнения (3.2.5), которое в цилиндрических коорди-
натах принимает вид

Ji J_ Z Z L o (35 И

Решение уравнения (3.5.!) должно удовлетворять граничным
условиям

_ ^ L _ Y l ( 7 - ^ ) = 0 прир = Р 1 ;

дТ (3-5.2)
i ^ + Y20r-f l2) = O при р = 1 ,

где

Температуры $1 и 0 2 являются периодическими функциями 9 с
периодом 2л, а поэтому их можно представить в виде рядов Фурье:

оо со

~° ' *=' ' (3.5.3)

о2 = 2 #2*' cos fee + 2 Ф-*1'sin fee.
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Коэффициенты в разложениях (3.5.3) определяются по формулам
2л

А(0) L_ I ft rffl
" — 2л '

° (3.5.4)
2л 2я

•в*,*» = _ L j $п C os &0de, •»«,**" = \ 0„ sin АввЮ
о о
(л = 1, 2; k=l, 2, . . . ) .

На основании разложений (3.5.3) выбираем решение уравнения
(3.5.1) в виде

со со

Т = 2 74*'cos £6 + 2 Г(Л>' sin kQ, (3.5.5)

где Т(к) и T(ft) — функции координаты р.
Подставляя решение (3.5.5) в уравнение (3.5.1) и в граничные

условия (3.5.2), находим для функции Т**' (k = 0, 1, ...) уравнение

^-4^^0 (3.5.6)
р dp p 2 v '

при граничных условиях

_ Т 1 ( 7 < " _ * ! « ) = о при p - p i :

Решение уравнения (3.5.6) при граничных условиях (3.5.7),
когда k = 0, определяется выражением (3.4.11) с постоянными ин-
тегрирования (3.4.12), а при k > 1 оно имеет вид

С(«р* + c^Jp-^ (3.5.8)
где

C\k) = 4 " IP1Y1V* - у2) #S*' + РГ*У2 (* + PlYi) №];

C2

fe) = 4 " [PiYi№ + Ys) ^i*' + Pfv2 (* - PxYi) fl^l; (3.5.9)

A = рГ* (k + PJYJ) (A + y2) — px(k — PiYi) (* - Y2)-

Идентичное решение можно получить для функции Т( (fe =
= 1,2, . . . ) . Искомое решение (3.5.5) имеет вид

Г = d + С2 In р + J j (C(,fe)

p

ft-f C^'p-*)cos *0 +
со

+ 2 (С{*''р* + С^'р-*) sin Л8.. (3.5.10)
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В этом решении постоянные C l f C2 определяются выражениями
(3.4.12), в которых Фх = *S0) и 02 = М0) , а постоянные Cf r, Cfy —
выражениями (3.5.9), в которых •в[*), #2*' заменяются величинами
соответственно \ ' ^

§ 3.6. Преобразование Лапласа

Для решения ряда нестационарных задач теплопроводности эффек-
тивно применение операционного исчисления и связанного с ним
метода интегрального преобразования Лапласа.

Основы операционного исчисления разработал профессор Киев-
ского университетам. Е. Ващенко-Захарченко, который в моногра-
фии [6], вышедшей в 1862 г., дал систематическое изложение опера-
ционного исчисления и вывел основные соотношения для решения
дифференциальных уравнений операционным методом. В 1890 г.
Хевисайд успешно применил операционное исчисление в электро-
технических расчетах [30]. Операционный метод Ващенко-Захар-
ченко—Хевисайда получил строгое математическое обоснование
значительно позже. Выяснилась равнозначность этого метода мето-
ду интегрального преобразования Лапласа.

Ниже изложены без доказательства основные положения и свой-
ства преобразования Лапласа, используемые в дальнейшем при
решении ряда нестационарных задач теплопроводности и динамиче-
ских задач термоупругости. Доказательство приведенных формул
можно найти в работе [30].

Метод интегрального преобразования Лапласа заключается в
следующем.

1. Дифференциальное уравнение относительно функции / (/)
действительной переменной t умножается на экспоненциальную
функцию е~Р*, где р — комплексная переменная, и полученное вы-
ражение интегрируется по t в пределах от 0 до оо. При интегрирова-
нии по частям используются начальные условия задачи для опре-
деления внеинтегральных слагаемых. При этом вводится преобразо-
ванная функция

$ (3.6.1)
6

которая называется изображением. Символ L [f (t)] обозначает пре-
образование Лапласа функции f (t).

2. Находится решение полученного дифференциального уравне-
ния относительно изображения /* (р).

3. Выполняется переход от изображения /* (р) к начальной
функции — оригиналу / (t) по формуле обращения

[ ePtf*()dP < 3 - 6 - 2 )
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где интеграл берется вдоль прямой Re p — а и понимается как пре-
дел интеграла вдоль отрезка (а — ib, а + ib) при b ->- оо. На
/ (t) накладываются определенные условия, обеспечивающие суще-
ствование изображения. Для рассматриваемых в данной работе
задач достаточно ограничиться классом кусочно-непрерывных
функций / (0 вещественной переменной t, определенных при t > О
и принятых равными нулю при / < 0.

Функция / (/) должна возрастать не быстрее некоторой экспонен-
циальной функции, т. е. предполагается существование таких по-
стоянных М > 0, s0 ;> 0, при которых для всех значений t имеем
|/ (t)\ < Mes°', где s0 — показатель роста / (/). При этих условиях
функция /* (р), определяемая интегралом (3.6.1), является регу-
лярной функцией от р в полуплоскости Rep > s0. На путь интегри-
рования в формуле обращения (3.6.2) накладывается также некото-
рое ограничение: величина а должна быть достаточно велика и боль-
ше s0, чтобы все особые точки функции /* (р) лежали слева от линии
интегрирования.

Применение метода интегрального преобразования Лапласа к
решению задач теплопроводности подробно освещается в моногра-
фии А. В. Лыкова [39]. Там же содержится таблица изображений
наиболее часто встречающихся функций. В более сложных задачах
переход от изображения к оригиналу выполняется по формуле
(3.6.2), в которой комплексный интеграл вычисляется с помощью
теоремы о вычетах из теории функций комплексного переменного.

Приведем основные свойства преобразования Лапласа.
Свойство линейности. Для любых постоянных а и Р

L [a/(t) + р£(01 = OLL [f (t)} + PL [g(t)] = a/* (p) + f,g* (p). (3.6.3)

Теорема подобия. Для любой постоянной а > 0

(3.6.4)

Дифференцирование оригинала. Если /' (t) = '£ является ори-

гиналом, то
L\f'(t)} = pf*(p)-f(O). (3.6.5)

В частности, если / (0) = 0, то L [/' (/)] = р/* (р), т. е. дифферен-
цирование оригинала соответствует умножению изображения на р.

Дифференцирование изображения сводится к умножению ори-
гинала на —t, т. е.

«lJ£L (3.6.6)

Интегрирование оригинала сводится к делению изображения
на р:

= -£-У2-. (3.6.7)
Lo J p
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Интегрирование изображения в пределах от р до со соответству-
ет делению оригинала на t:

р

Теорема запаздывания. Введение оригинала / (/ — /0), описываю-
щего процесс с запаздыванием на время /0, равносильно умножению
изображения на е~&ч

L[f(t-to)]^e-?<of*(p). (3.6.9)

Теорема смещения. Смещение изображения на р0 равносильно
умножению оригинала на е"»' :

L[eP'*f{f)] = f*(p-p0). (3.6.10)

Теорема произведения. Произведение двух изображений /* (р)
и §* (р) тождественно свертке их оригиналов:

Lo
(3.6.11)

Сверткой функций / (t) и g (t) называется интеграл в правой час-
ти формулы (3.6.11). Эта теорема известна как теорема о свертке.
Следствием теоремы произведения является так называемый интег-
рал Дюамеля

pf*(p)g*(p)=Ll

= L\ f(O)g(t) + \ g(x)f'(t — x)dx • (3.6.12)

L 6 J
Теоремы разложения. Если изображение f* (f) есть отношение

двух полиномов

причем степень полинома А (р) меньше степени полинома В (р),
то оригиналом является функция

^ = T {f*(p)(p-Pn)knept}, (3.6.14)

где рп — корни полинома В (р); kn — кратность корней. Сумма бе-
рется по всем корням.

В частности, если все корни полинома В (р) простые, то формула
(3.6.14) принимает вид

m

Л = 1
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где
dB\

Формулы (3.6.14) и (3.6.15) выведены М. Е. Ващенко-Захарчен-
ко [6].

Теорема разложения может быть обобщена на случай, когда
изображение (3.6.13) является отношением двух целых трансцен-
дентных функций А (р) и В (р), имеющих в качестве особых точек
только полюсы (корни трансцендентного уравнения В (р) = 0);
при этом т -> со.

Существуют необходимые условия, при которых применима
обобщенная теорема разложения [39]; для рассматриваемых в дан-
ной работе задач эти условия выполняются.

§ 3.7. Нестационарное температурное поле
полупространства и неограниченной пластины

Рассмотрим сначала нестационарное температурное поле полу-
пространства, занимающего область х >• 0, при тепловом ударе
на его поверхности х = 0.

Пусть начальная температура полупространства, а также среды,
омывающей его поверхность х = 0, равна То. В момент времени

t = 0 полупространство подвергается вне-
""""•'••'" запному тепловому воздействию среды, тем-

пература которой мгновенно повышается
х до значения О. Между поверхностью по-

р j j лупространства г = 0 и средой в дальней-
шем происходит конвективный теплообмен.

Нестационарное одномерное температурное поле полупростран-
ства Т (х, t) в соответствии с уравнением (3.2.4) и условиями (3.2.6)
и (3.2.11) описывается уравнением

дх2 a dt v '

при начальном условии

Т = Т0 при * = 0 (3.7.2)

и граничном условии

~ ^ - ( Г - « ) = 0 при х = 0, (3.7.3)

где а — коэффициент теплоотдачи на поверхности х = 0; Kq и а —
коэффициенты теплопроводности и температуропроводности мате-
риала полупространства.

При составлений граничного условия (3.7.3) учитывается, что
направление внешней нормали к поверхности х = 0 противополож-
но положительному направлению оси х (рис. 11).
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Для решения рассматриваемой задачи используем метод инте-
грального преобразования Лапласа.

Применяя преобразование Лапласа (3.6.1) к уравнению (3.7.1)
и условию (3.7.3) и используя при вычислении интеграла (инте-

оо

грированием по частям) \ —^- e-
p
'dt = — Т

о
 + рТ* начальное

о
условие (3.7.2), решение уравнения (3.7.1) в частных производных
сводим к решению обыкновенного дифференциального уравнения

_^Г! L-IT* — Т0)=0 (3.7.4)

при условии

-^Р Г~(Т* — ) = 0 при х = 0, (3.7.5)

где
оо

Г* = f Te-f'dt.
6

Решение уравнения (3.7.4) известно:

Т* =Лл- + с/ а +С2е
 а . (3.7.6)

Температура с увеличением л; не должна возрастать. Для удовле-
творения этого условия следует положить Сх = 0.

Определяя С2 из условия (3.7.5), получаем следующее выражение
для изображения температуры полупространства:

'У Ик^ (3.7.7)

,+V-f-
Д Т ~ Хд

Используя для нахождения оригинала таблицу изображений,
приведенную в работе [39], находим искомое решение:

(3.7.8)

2 ('
где erfcx = 1 — erf x; erf x = —-=- \ e~x2dx— интеграл вероятности

Гаусса, а символ ехр означает экспоненциальную функцию.
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При у = "i > °° температура Т поверхности х = О, как это вид-

но из условия (3.7.3), мгновенно принимает значение температуры
окружающей среды Ь. В этом случае решение (3.7.8) имеет вид

Т = То + (О - Го) erfc ^ = - . (3.7.9)

Методом интегрального преобразования Лапласа находится ре-
шение аналогичной задачи о нестационарном одномерном темпера-

турном поле неограниченной пласти-
ны толщины Л при тепловом ударе на

?',,,, ,. ее поверхности г = -у (рис. 12),

обусловленном внезапным подводом
теплового потока плотностью q' =
= —q, где q — плотность теплового

• 1 2 - потока в направлении внешней нор-

мали к поверхности. Поверхность пластины z = -—^ предпола-

гаем идеально теплоизолированной.
При указанных условиях теплообмена искомое температурное

поле описывается уравнением
д2Т дТ / о _ 1 Л Ч

при начальном условии Т — То при т = 0 и граничных условиях
[см. (3.2.8) и (3.2.10)]

— -Щ- = Я = — Я при £ = -g- ;
д , (3.7.11)

-Щ- = ° при _ = — ^-,
У г at

где _ = т ; т = 1 Г .

Постановка этой задачи отличается от ранее рассмотренной толь-
ко граничными условиями; нахождение изображения сводится к
решению уравнения

diT* р(т*±Т) 0 (3.7.12)
р

по форме совпадающего с уравнением (3.7.4), при условиях

дТ* п 1
-^г=0 при . = - - 2 - ,
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где

Т* = I" Te-"Tdx.
о

Поскольку координата £, в отличие от координаты х в уравне-
нии (3.7.4), изменяется в конечных пределах, то записываем реше-
ние уравнения (3.7.12) в гиперболических функциях в виде

Т* = -I°- + Cj ch Vpl + С2 sh У~рЪ. (3.7.14)

Определяя постоянные интегрирования Сх и С2 из условий
(3.7.13) и подставляя их значения в решение (3.7.14), получаем
следующее изображение температуры пластины:

Г* = -Ь_4-4тТ > (3.7.15)

где

(3.7.16)

УР

Корнями уравнения В (р) = 0 являются двукратный корень

= 0 и корни рл+1= —п 2 л 2 (п = 1, 2, ...) уравнения . А_— =

sin i J^p „
—гтт=— = U.

Определяя оригинал функции в случае двукратного корня рх

по формуле (3.6.14) при n = m = 1 и £ 1 = 2 и используя для про-
стых корней формулу (3.6.15), находим

s h

оо

2
>=Ря+1

Применяя для раскрытия неопределенностей правило Лопиталя,
выполняем следующее преобразование первого слагаемого в фигур-
ных скобках:

l itn-f
dP • ] -sh ]//>

75



—: Т
р-*о 2 sh У р

VP U + 4-) (sh
 VP - VP ch} 1

p^o *V P sh2 / p

6"

Подставляя это выражение и учитывая, что

n+l
2 '

= cos - ^ ( 2 g + 1),

получаем выражение для искомого температурного поля:

(3.7.17)

at

Рассмотрим случай нестационарного конвективного теплообмена

между поверхностями z = ± -к- [ Z, = ± -5-) неограниченной пла-
2

стины и окружающей средой, соответствующий начальному усло-
вию Т = То при т = 0 и граничным условиям

лт 1
— *3) = 0 при £ = -у ,

(3.7.18)

где уд = -у-5-; Y4 = -£—; *з и ctj — температура среды и коэф-

фициенттеплоотдачи на поверхности z = -у It = -о~1; ^4 и а 4 — т е м "

пература среды и коэффициент теплоотдачи на поверхности z =

~ 2"\^ = 2}'
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Выполняя аналогичные преобразования, находим следующие
выражения для функций А (р) и В (р) в решении для изображения
(3.7.15):

Л(Р) = у3 (о8-:г

' (3.7.19)

ОД = Y3Y4) - ^ ^ + (Уз Vp |.

Корнями уравнения В (р)=0 являются p i=0 и корни рл+1 = — Ия

(п = 1, 2, ...,) уравнения (р + S h X
УР

+ (Уз + Т4)
 c h l^P =

= 0, где м„ == i Vpn+\ ( « = 1 , 2 , . . . ) — корни уравнения
7 3 + V 4 ч. (3.7.20)

Применяя формулу (3.6.15) и проводя соответствующие вычис-
ления, получаем выражение для температуры пластины:

(3.7.21)

где

Л(0) = У з ( * з - Г 0 )

X

У4 ( 4 - Y4(*4-r 0 ) X

cos|1„ -= -+£

-IS- Sin И л К " + Б + У4 (*4 - Г0
cos|in -9- — t

{К1+ Ys + У4) И2„

\in — корни уравнения (3.7.20).
При одинаковых температурах среды

(3.7.21) принимает вид

= # — 2(0 —Го)

sin i*e

= ^4 = * выражение

(3.7.22)

(3.7.23)
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где

= Y» | »*« cos »*„ (-g~ Y* sin |*я (-|-

+ 74 [|*„ cos цп (-1 s) + Уз sin

= [(1 + Тз + Y*) V-l + YsY«1 sin ц„ +

4 С)] I (3.7.24)

Y3Y4) cos цл. (3.7.25)

П р и м е р . Исследуем распределение температуры по толщине неограни-
ченной стальной пластины при нестационарном конвективном теплообмене между

h

Т а б л и ц а 1 е е поверхностью г = — и окружающей средой (га-

зовым потоком) и при идеально теплоизолированной
h

поверхности z = — - j .
Полагая в уравнении (3.7.20) и в выражени-

ях (3.7.23) — (3.7.25) у* = 0 и Ys = Y> получаем
следующее решение для рассматриваемой задачи:

где

0,4328
3,2039
6,3148
9,4459

12,5823
15,7207

1,0312
—0,0381

0,0100
—0,0045

0,0025
—0,0016

Т = c o s

(3.7.26)

(3.7.27)

цп — корни уравнения

= — • (3.7.28)

Пусть начальная температура пластины То = 293° К, температура
газового потока •& = 1273° К, коэффициент температуропроводности а =

0,25

-0,25

-0,50

t =0t=-0,25

lift?w/
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Рис. 13.
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= 0,66 • 10 5 м21сек, критерий теплового подобия, соответствующий толщине
пластины h = 0,008 м, коэффициенту теплоотдачи а=800 вт/м2-град и коэффи-

аЛ
циенту теплопроводности % = 32 вт/м • град, Bi = Y = ~r~ = 0,2.

В табл. 1 приведены значения первых шести корней уравнения (3.7.28) |хл

при Bi = 0,2 и соответствующие значения коэффициентов Сп [39]. С помощью
этой таблицы и таблиц тригонометрических и экспоненциальных функций нахо-
дим распределение температуры по толщине пластины для разных моментов вре-
мени. Результаты расчета представлены кривыми на рис. 13.

§ 3.8. Нестационарное плоское осесимметричное
температурное поле диска и длинного цилиндра

Определим нестационарное плоское температурное поле сплошного
диска толщины h и радиуса г2 при конвективном теплообмене
между его поверхностью и окружающей средой. Конвективный теп-
лообмен на поверхностях z = ± -^ предполагается одинаковым.

Применяя записанное в полярных координатах уравнение

(3.3.8) и вводя относительную координату р = — и безразмерное
at

время х = — , получаем для рассматриваемой задачи уравнение
Г 2

теплопроводности

-??- + — -^-ЬЧТ-Ъ) = ^- (3.8.1)
dp 2 ' р dp v ' дт v '

при условиях

Т=Т0 при х = 0 (3.8.2)
дТ

- з \-"Ч?{Т — д 9 ) = 0 п р и р = 1 ,

где

ah a.2r2

Здесь введены следующие обозначения: ft и а — температура среды

и коэффициент теплоотдачи на поверхностях диска z = ± -^-;

OjHdj — температура среды и коэффициент теплоотдачи на конту-
ре диска г = г2 (р = 1).

Пусть температура t}2 среды, омывающей наружный контур дис-
ка, изменяется во времени по экспоненциальному закону

ft2 = #0 (1 + fc^-**), (3.8.3)

где Фо, k и kx — постоянные.
Применяя преобразование Лапласа (3.6.1) к уравнению (3.8.1)

и второму условию (3.8.2), получаем дифференциальное уравнение

79



для изображения температуры диска
Н2Т* 1 ИТ* ' А \

4 г ^ + - Ц еЧТ* ^ = 0 (3.8.4)
dp* ^ р dp { ре* j <• I

при условии

Y 2 / 7 * - - ^ - - ^ V - ) = 0 при р = 1 , (3.8.5)
dp

где
со

j 1 * _ I Te-t>xd%, в = 82Ф + ^7*0. е2 = б2 + р.
о

Уравнение (3.8.4) по форме совпадает с уравнением (3.4.3). По
аналогии с решением последнего находим решение уравнения
(3.8.4) в виде

Т* =

Полагая постоянную интегрирования С2 равной нулю из усло-
вия конечности температуры диска в его центре и определяя посто-
янную интегрирования Сх из условия (3.8.5), получаем следующее
выражение для изображения температуры диска:

где

Л (р) = 0 (р + k){yjo (е) + е/х (е)] + Y2

Корнями уравнения В (р) = 0 являются рх = 0, р2 — — k,
Рз = — б2, Рл+з= — (б2 + Ря) (/г = 1, 2, ...), где Р„ = te — корни
уравнения

yjo (е) + е/х (е) = у2Л (Р) - М (Р) = 0, (3.8.9)

70(Р), УХ(Р) — бесселевы функции первого рода соответственно ну-
левого и первого порядков.

Учитывая значения этих корней и выполняя переход от изо-
бражения (3.8.7) к оригиналу с помощью формулы (3.6.15), после
вычислений получаем выражение для температуры диска

г = д , 72 (О» - 0) /о (йр) , 7*<Wo (*P) e ~ f e T _
^ Ъ'о (б) + б/i (б) "*" Y2/o (s) + s/, (s)

- 2 ^ЯВП/О(Р„Р) ^ ( 6 +К)\ (3.8.10)
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где
2Y2

-п +

s = уд' —

(3.8.11)

В случае мгновенного воздействия среды на наружный контур
диска его температурное поле получаем из решения (3.8.10), пола-
гая в нем ft0 = ft, и kt = 0:

7 = ft g - О) /. (бР)
Т,/„ (б) (б)

V Л В J (Q о
п = 1

где

В„ = 1 о- (3.8.13)

Полагая в выражении (3.8.10) 6 = 0, находим нестационарное
температурное поле длинного сплошного цилиндра:

(3-8.14)
я = 1

где коэффициенты Ап определяются выражением (3.8.11).

П р и м е р . Исследуем распределение температуры в длинном сплошном
цилиндре при конвективном теплообмене между его поверхностью и окружающей

Т а б л и ц а 2

п

1
2
3
4
5
6

2,2509
5,1773
8,1422

11,1367
14,1576
17,2008

An

1,5853
—1,0091

0,7519
—0,5901

0,4760
—0,3913

Р

0
0,2
0,4
0,6
0,8
1,0

Та б л и ца 3
т, °к

t = 180 сек

324
327
339
383
499
709

t = 300 сек

342
352
387
463
591
759

t = 420 сек

383
398
445
528
645
778

t = 540 сек

436
452
500
579
679
788

средой. Пусть начальная температура цилиндра То = 323° К; температура среды
•дг изменяется в зависимости от времени по закону (3.8.3) при до = 823° К, fti =
= —0,5473, k = 53,6, коэффициент температуропроводности а = 0,557 х

? "X 10 м2/сек, критерий теплового подобия Bi = уг = . = 15, п = 0,141 м.
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В расчете применяем решение (3.8.14). Входящий в него ряд быстро сходится:
достаточно принять во внимание шесть членов ряда, чтобы получить результат
с точностью до трех-четырех значащих цифр. Значения первых шести корней p"n

трансцендентного уравнения (3.8.9), отвечающие Bi = 15, и соответствующие
значения коэффициентов Ап приведены в табл. 2 [39].

300 400 500 600

Рис. 14.

700 800 Т,°Н

Используя данные табл. 2 и таблицы бесселевых и экспоненциальных функ-
ций, а также асимптотические формулы для бесселевых функций при больших
значениях аргумента, вычисляем по формуле (3.8.14) значения температуры ци-
линдра Т (°К) в моменты времени t= 180; 300; 420; 540 сек на радиусах р = 0;
0,2; 0,4; 0,6; 0,8; 1,0. Результаты расчета приведены в табл. 3 и представлены
кривыми на рис. 14.

§ 3.9. Нестационарное плоское осесимметричное
температурное поле длинного полого цилиндра

Пусть между цилиндрическими поверхностями длинного полого
цилиндра и окружающей средой происходит нестационарный кон-
вективный теплообмен. Температура среды и коэффициент теплоот-
дачи на внутренней цилиндрической поверхности (г = гх) равны
#х и ах, а на наружной цилиндрической поверхности (г -•= г2) —
д2 и а2- Температуры Ох и % предполагаются постоянными. Не-
стационарное плоское осесимметричное температурное поле такого
цилиндра описывается уравнением

** ! £ <£ (3.9.1)

при условиях

p dp дх

Т = То при х = 0;

dj) = 0 при р = рх;

д2) = 0 при р = 1,

(3.9.2)
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где

Применяя к уравнению (3.9.1) и условиям (3.9.2) преобразова-
ние Лапласа (3.6.1), получаем уравнение

L 2J1 + р2 (Г* — -Щ = 0 (3.9.3)
dp* п р dp ' ^ [ р

при условиях
dT* -w-

; ; (3-9.4)
* ; М = 0 при р = 1 ,

где
СО

Т* = j r
6

Решением уравнения (3.9.3) является функция

Т* = -Т +
где Уо (л:) и Yo (x) — бесселевы функции нулевого порядка первого
и второго рода.

Определяя постоянные интегрирования Сх и С% из условий
{3.9.4) и принимая во внимание известные из теории бесселевых
функций формулы

У$®-=-Ш, ^ - = - ^ W , (3.9.6)

где J1 (x) и Ух (х) — бесселевы функции первого порядка соот-
ветственно первого и второго рода, находим изображение темпера-
туры цилиндра в виде (3.7.15), где

А (р) = Ъ (*« - То) и0 (Рр) + Yi («1 - ^о) v о (Рр), (3.9.7)

В{р) = Р lY2«o (P) - P«i (Р)1 • (3-9.8)
Функции ит (х) и у т (х) (т — 0, 1) имеют вид

^ Yo

"т(х); (3.9.9)

Ут W = | Y1 (р) - ^- Го (р)]/т (х) -

- [ Л ( Р ) — ^ ^ ( P ) ] ^ « W (« = 0, 1). (3.9.10)
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Переход от изображения к оригиналу выполняем с помощью
формулы (3.6.15).

Корнями уравнения В (р) = 0 являются рх — О и pn+i =
= — р^ (п = 1, 2, ...). где Р„ — корни уравнения

•!ЙРГ = У, (3.9.П)

На основании формулы (3.6.15) и изображения (3.7.15), в кото-
ром функции А (р), В (р) имеют выражения (3.9.7) и (3.9.8), искомая
температура может быть представлена так:

Т = Ти + Л{0) + 2 V А ( ~ п) е
ISi P«[-^-[Y««o(P)-P«i(P)]L=p

(3.9.12)

В этом выражении

Л(0) = l i m 72 (О, - То) и„ (Рр) + Yi (*i ~ То) о, (рр)
5'(0) э"" Y.«o(P)-PMP)

_ A I (A A \ Y i P l ( l — Ya Inр) т ,о Q 1 оч

2 \ l 21 7 2 + Y i P i ( l — V 2 l n p i ) ° v '

Используя формулы (3.9.6) и

dJ^x) = J0(x) — ~^~, dY^x) = ^o(x) — К \ ( Л ) , (3.9.14)

вычисляем

,(P) —PMP)] = —P«o(P) —Ys«i(P) +

!(Pp!). (3.9.15)

Для дальнейшего преобразования выражения (3.9.12) рассмотрим
некоторые свойства функций (3.9.9) и (3.9.10).

Непосредственной подстановкой легко убедиться в справедливос-
ти тождества

их (pPl) = — -JJ- u0 (PPi). (3.9.16)

Из уравнения (3.9.11) вытекает

[^i (PPi) + f Yo (PPl)] [A (P) - f Jo (P)] -
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На основании известной из теории бесселевых функций зави-
симости

h (х) Yo (x) - Jo (x) Y, (x) = -У (3.9.18)

можно получить

«о (PPi) = У г (PPi) Л (PPI) ~ h (PPi) П (PPi) = - - ^ -

откуда согласно уравнению (3.9.17)

h (PPI)+ 4 - ô (PPI) ,
MP) = ^ -4

или

(3.9.19)
± y o ( P p i )

Используя выражение (3.9.10) при х = Pp и уравнения (3.9.17)
и (3.9.19), определяем

^(PP) = P - ^ L « C T ( P P ) (m = 0 , l ) . (3.9.20)

Далее проводим следующие преобразования. В равенствах
(3.9.7) и (3.9.15) функции v0 (Pp), v0 (PpJ и ух (Ррх) заменяем на осно-
вании формулы (3.9.20) соответственно функциями

Pi"o (PPi) ,. /опч Pi"o tPPi) Pi"o (PPi)
М Р Г o ( P P ) ' «o(P)

Затем в равенстве (3.9.15) функции мх (р) и ых (Ррх) заменяем
согласно уравнениям (3.9.11) и (3.9.16) соответственно функциями

^-ыо(Р) и P - " 0 ( P P I ) - Подставляя после этого функции (3.9.7),

(3.9.13) и (3.9.15) в выражение (3.9.12), получаем температурное
поле цилиндра в окончательном виде:

~ Y 2 l n p ) -т = #2 + (ох - о,) ? , 1
2 "Г v I 2;72 + TiPi(1-72lnPi)

- 2 2 С А ( М « Л Т , (3.9.21)

где

<Yi + Pi) «§ (Р«) - Р? (V? + Р2

л) "о2 (РлРх) • ( 9 }

При одинаковых температурах среды Ох = Ф2

 = ^ имеем

7 = о _ 2 (О - То) S D f t U o (Р„р) е " Р " Т , (3.9.23)
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где

Vl + P2

n) «§ (Ря) - p? (7? + tfn) «o (P«Pi)

(3.9.24)

Полагая Yi = 0 и рх = 0, получаем температурное поле сплош-
ного цилиндра

(
(3.9.25)

где Р „ — корни уравнения
РЛ (Р) (3.9.26)

Этот же результат получается при подстановке в выражение
(3.8.14) #0 = #, К = 0.

§ 3.10. Нестационарное осесимметричное
температурное поле цилиндра конечной длины

Рассмотрим осесимметричное температурное поле полого цилиндра
длины / (рис. 15), между поверхностью которого и окружающей

средой происходит нестацио-
нарный конвективный тепло-
обмен.

i Предполагаем, что темпера-
тура среды равна Ь = const.
Эта задача описывается диффе-
ренциальным уравнением

О

д*Т 1

при начальном

Рис. 15.

условии

и граничных условиях
дТ

дТ
дг

a i

Ад

1 ^"2

1 ^"3

дТ

~дГ

Т = То при t = 0

— щ == 0 при г = гх;

при г =

— •&) = 0 при г •-= -s- ;

(3.10.2)

(3.10.3)



г д е а х и а 2 — к о э ф ф и ц и е н т ы т е п л о о т д а ч и н а ц и л и н д р и ч е с к и х п о в е р х -
н о с т я х с о о т в е т с т в е н н о г = г х и г = г а ; а з и а 4 — к о э ф ф и ц и е н т ы

т е п л о о т д а ч и н а п о в е р х н о с т я х г = ± - д - ; Я , , и а — к о э ф ф и ц и е н т ы

с о о т в е т с т в е н н о т е п л о п р о в о д н о с т и и т е м п е р а т у р о п р о в о д н о с т и м а т е -
р и а л а ц и л и н д р а .

Р е ш е н и е у р а в н е н и я ( 3 . 1 0 . 1 ) п р и н а ч а л ь н о м у с л о в и и ( 3 . 1 0 . 2 )
и г р а н и ч н ы х у с л о в и я х ( 3 . 1 0 . 3 ) в ы б и р а е м в в и д е

Т = Ь . * ( f t — 7 ; ) ( f t — 7 П ) , ( 3 . 1 0 . 4 )

г д е

7 i = 7 , ( г , 0 ; 7 „ = 7 ц ( г , / ) •

П о д с т а в л я я в ы р а ж е н и е ( 3 . 1 0 . 4 ) в у р а в н е н и е ( 3 . 1 0 . 1 ) и в у с л о в и я
( 3 . 1 0 . 2 ) и ( 3 . 1 0 . 3 ) , п о л у ч а е м

дТ,

дг2 • + -
1__

~ы~~
и_ 1_

2 а

а

дТ, — 7 , ) = 0 ; ( З Л 0 . 5 )

7 0 п р и / = 0 ; ( 3 . 1 0 . 6 )

" 7 " ^ 0 п р и

( 3 . 1 0 . 7 )

- 7 0 = 0 при г = -

У р а в н е н и я ( 3 . 1 0 . 5 ) — ( 3 . 1 0 . 7 ) у д о в л е т в о р я ю т с я , е с л и 7 i я в л я е т -
с я р е ш е н и е м у р а в н е н и я

д*тг 1 дт1 1 а г ,
I - _ . Л

д г 2

п р и н а ч а л ь н о м у с л о в и и

г дг
( 3 . 1 0 . 8 )

7 i = Г о п р и ^ = 0

и г р а н и ч н ы х у с л о в и я х
дТ

дг
- ( 7 i — ft) = 0 п р и r = r 2 ,

( 3 . 1 0 . 9 )
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а Т\\ — решением уравнения
1 ЛТ..

(3.10.10)
дТи

dz* a dt

при начальном условии
Т

и
 = Т

о
 при / = 0

и граничных условиях

dz \q ^ 2 '

н е с /
—3 г М ^ П — •&) = 0 При 2 = 5~-

Из формул (3.10.8) — (3.10.11) видно, что функция Ti является
решением задачи о нестационарной теплопроводности длинного ци-
линдра (3.9.23), а функция Гц — решением задачи о нестационар-
ной теплопроводности неограниченной пластины (3.7.23). Подстав-
ляя выражения для функций Т\, Тц в решение (3.10.4) и выполняя
необходимые преобразования, получаем температурное поле цилинд-
ра конечной длины при нестационарном конвективном теплообме-
не между его поверхностями и окружающей средой:

2 ^ J £ l " T l ' (ЗЛ0Л2)

где
_ _ / • _ at _ at r z

P - — - T - - j , T 1 = - 7 r , g - — ,

Р„ и \in — корни уравнений (3.9.11) и (3.7.20); значения Ап (Q,
Вп и Dn определяются соответственно выражениями (3.7.24), (3.7.25)
и (3.9.24).

Нестационарная теплопроводность полого цилиндра конечной
длины в более общем случае рассмотрена в работе [43].

§ 3.11. Нестационарное плоское осесимметричное
температурное поле длинного цилиндра
под воздействием линейного источника тепла,
расположенного на оси цилиндра

Рассмотрим полый длинный цилиндр, внутренняя полость которого
наполнена тепловыделяющей средой (рис. 16). В этой среде равно-
мерно распределены объемные источники тепла постоянной удель-
ной мощности w0. Пусть коэффициент теплопроводности тепловыде-
ляющей среды настолько велик, что градиентом температуры для
нее можно пренебречь. Между наружной поверхностью цилиндра
и окружающей средой происходит нестационарный конвективный
теплообмен.



Температурное поле такого цилиндра описывается уравнением
(3.9.1) при условиях

Т = То при т = 0; ]
дТ or, I

"3— = " И " При 0 = 0,;
аР ^ р ^ f l > } (з.ц.1)

- | l + Y 2 ( T - f l 2 ) = 0 при р = 1 , |

где q — плотность теплового потока на поверхности цилиндра
г — r i (P — Pi); обозначения остальных величин те же, что и в
§3.9.

При составлении второго условия (3.11.1) принимаем во внима-
ние, что положительное направление теплового потока ц, совпа-
дающее с направлением внешней
нормали к поверхности г=г 1 , про-
тивоположно направлению оси г.

Не учитывая тепла, затрачива-
емого на нагрев тепловыделяющей
среды, можно записать следующее
равенство:

тепловыделяющая

р

— 2nriq = л/>„ = w,
где w — мощность линейного ис-
точника тепла, представляющая
собой количество тепла, поступа-
ющего через поверхность г = г1

единицу времени.

Отсюда q = - ^р- 2^

Применяя к уравнениям (3.9.1) и (3.11.1) преобразование Лап-
ласа (3.6.1) и учитывая равенство (3.11.2), получаем для изображе-
ния температуры цилиндра уравнение (3.9.3) при условиях

цилиндра единичной длины в

- -2^—. (3.11.2)

dT*

dT*
(З.П.З)

где
со

Т* = j Te-Pzdx, p = i У p.
о

Изображение температуры цилиндра находим аналогично изо-
бражению, полученному в § 3.9, в виде выражения (3.7.15), где
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um(x) = Yl(fip1)Jn(x)-Jl^p1)Yn(x) (m = 0, 1); ( 3.ц.5)

v0 (PP) = [Yi (P) - f Yo (P)jЛ(Рр)- j / x ( p ) - ^- /0(P)] П(PP).
Для удобства дальнейших преобразований в выражения функций

А (р) и В (р) вводим множитель ^ ± - .

Чтобы определить температуру цилиндра с источником тепла на
оси, устремляем р1 к нулю, полагая w = const. Тогда выражения
(3.11.4) принимают вид

Л (Р) = 72 («2 - Тб) Л (РР) $-v0 (РР);

* (3.11.6)

P ) P M P )
Уравнение В (р) = 0 имеет корни рх — 0 и pn_f-i = — Рл (я =

= 1. 2, ...), где р л удовлетворяет уравнению

Решение для оригинала температуры цилиндра определяется
выражением (3.9.12), где

' (0)

( - Ю = 72 (*8 - ^о) о̂ (Р„Р) — S " »о (Р»Р). (3.11.9)

= [ Л (Р.) Ух (Р J - A (PJ У. (Р«)
(3.11.10)

(Р) - РА (Р)1и=эя = - Р» IY.A (Р«) + Р»А (Р«)] =

(3.11.11)
При составлении выражений (3.11.10) и (3.11.11) используем

уравнения (3.9.18) и (3.11.7).
Подставляя функции (3.11.8) — (3.11.11) в выражение (3.9.12),

получаем решение для нестационарного температурного поля ци-
линдра с линейным источником тепла на оси мощности w в окон-
чательном виде:

0(РпР)е"Р«т, (3.11.12)
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где

Ап = — . Й \2(®2 — T0)+ . w. .- 1. (3.11.13)

Заменяя на основании уравнения (3.11.7) 7г^о(Рл) величиной
PnJx (Pn) и устремляя v2

 K бесконечности, находим решение этой за-
дачи для случая, когда вместо конвективного теплообмена на наруж-
ной поверхности цилиндра задана температура ft:

Z [ о)
w 1 ^о (Р«Р)

W i (Ря) J р п А (Рд

Полагая в решении (3.11.12) ш = 0, получаем температурное
поле сплошного цилиндра без источников тепла (3.9.25).



Г Л А В А Ч Е Т В Е Р Т А Я

ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА
ТЕРМОУПРУГОСТИ

§ 4.1. Особенности плоской задачи термоупругости

В настоящей главе рассматриваются в квазистатической постановке
две типичные плоские задачи термоупругости: о плоской деформа-
ции и о плоском напряженном состоянии. Плоская деформация воз-
никает в длинном цилиндрическом или призматическом теле
(рис. 17), а плоское напряженное состояние приближенно реализует-

ся в тонкой пластине (рис. 18).
Математические формулиров-
ки этих двух задач сходны.
Они обсуждаются в § 4.2.

С точки зрения простран-
ственной теории термоупру-
гости задача о плоской де-
формации существенно отли-
чается от задачи о плоском
напряженном состоянии. Ре-
шение задачи о плоской де-
формации точно удовлетво-

ряет уравнениям пространственной теории термоупругости почти
для всего призматического тела. Оно приближенное только вблизи
торцевых поверхностей длинного призматического тела, на кото-
рых условия для нормального напряжения удовлетворяются в
смысле принципа Сен-Венана.

Решение задачи о плоском напряженном состоянии при произ-
вольном двумерном температурном поле дает лишь хорошее при-
ближение к действительному напряженному состоянию весьма тон-
кой пластины, свободной на поверхностях от внешних сил.

Если на температурное поле наложить определенное ограниче-
ние, то и для задачи о плоском напряженном состоянии можно по-
лучить решение в рамках пространственной теории термоупругости
[5]. Важным частным случаем такого рода задач является задача о
тепловых напряжениях в пластине при изменении температуры
только по толщине (§ 4.3).

Постановка плоской задачи термоупругости в напряжениях для
многосвязного тела, условия однозначности перемещений и дислока-
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ционная аналогия рассматриваются в § 4.4. Полученные условия
однозначности обобщают известные условия однозначности переме-
щений в плоской задаче изотермической теории упругости, выведен-
ные впервые Мичеллом [88], на случай плоской задачи термоупру-
гости. Из условий однозначности вытекают три условия для ста-
ционарного температурного поля, обеспечивающие отсутствие в
многосвязном теле тепловых напряжений.

Дислокационная аналогия, установленная Н. И. Мусхелишвили
еще в 1916 г. [44], позволяет плоскую задачу термоупругости для
многосвязного тела при стационарном температурном поле свести к
плоской задаче изотермической теории
упругости с дислокациями.

Для исследования плоских задач
термоупругости может быть эффективно
применена теория функций комплексно-
го переменного. Метод решения плоских
задач теории упругости, основанный на
теории функций комплексного перемен-
ного, подробно разработан Н. И. Мус-
хелишвили [45]. Обобщение этого метода
на случай плоской задачи термоупругос-
ти принадлежит Н. Н. Лебедеву [32].
Здесь ограничимся рассмотрением при-
менения теории функций комплексного
переменного в плоской задаче термо-
упругости при стационарном температурном поле, при этом выведем
в комплексном виде одно условие для плоского стационарного тем-
пературного поля, не вызывающего напряжений в многосвязном
теле, и приведем более строгую формулировку дислокационной
аналогии (§ 4.5).

Простейшими плоскими задачами термоупругости, имеющими
большое практическое значение, являются задачи о тепловых напря-
жениях в цилиндре и диске при плоском осесимметричном темпера-
турном поле. Исследованию данных задач посвящена обширная ли-
тература. Наиболее ранними работами в этой области являются ра-
боты Лоренца [87] и А. Н. Динника [17]. Современное состояние
исследований тепловых напряжений в цилиндрах и дисках изложено
в книге [5]. Решения задач, пригодные как для стационарного, так
и для нестационарного температурных полей, находятся в § 4.6
непосредственным интегрированием разрешающего уравнения вто-
рого порядка относительно радиального напряжения, а также по
методу В. М. Майзеля (§ 2.5).

Применение полученных решений иллюстрируется примерами
определения тепловых напряжений в длинном сплошном цилиндре
при конвективном теплообмене между его поверхностью и средой
и воздействии линейного источника тепла, расположенного на оси
цилиндра.

Рис. 18.
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Рассмотренная в § 4.7 и 4.8 задача о тепловых напряжениях в
длинном полом цилиндре (или в круглом диске с центральным от-
верстием), обусловленных плоским неосесимметричным стационар-
ным температурным полем, стала предметом исследований многих
авторов. Впервые решение этой задачи с помощью метода, основан-
ного на исследовании вспомогательной задачи о дислокациях ци-
линдра и на применении теории функций комплексного переменного,
получил Н. И. Мусхелишвили [44, 45] (§ 4.8). Позже метод, исполь-
зующий теорию функций комплексного переменного, был применен
для исследования указанной задачи Гейтвудом [8]. Решение анало-
гичной задачи дано Меланом и Паркусом без использования функ-
ций комплексного переменного; в их методе применяется комбина-
ция термоупругого потенциала перемещений и функции напряже-
ний [42]. Приведенный в § 4.7 метод решения заимствован из книги
[5]. Решение упомянутых выше задач выполнено в предположении,
что упругие характеристики и коэффициент линейного теплового
расширения материала постоянны.

В § 4.10 исследована задача о тепловых напряжениях в длинном
цилиндре с учетом механической и термической его неоднородно-
стей, вызванных плоским осесимметричным температурным полем.
Этому исследованию предшествует изложение основных свойств ги-
пергеометрических функций (§ 4.9), применяемых как в § 4,10, так
и при исследовании задач о тепловых напряжениях в круглых
пластинах переменной толщины и сферической оболочке (главы
пятая и шестая).

§ 4.2. Плоская деформация и плоское
напряженное состояние

При плоском (двумерном) температурном поле Т (х, у, t) в длинном
цилиндрическом теле (одно- или многосвязном) с продольной осью
Oz (рис. 17) возникает плоская деформация, для которой характер-
ны перемещения

их = их(х, у), иу = иу (х, у), и2 = 0. (4.2.1)

При перемещениях (4.2.1) из соотношений (1.2.2) следует

е2 = е« = гуг = 0. (4.2.2)

Подставляя деформации (4.2.2) в соотношения между напряжениями
и деформациями (1.5.23), получаем

ог = х(ох + Оу)-атЕ(Т-Т0), (4.2.3)

Охг = <*уг = 0 .

94



Зная величину аг, находим для остальных соотношений между
деформациями и напряжениями следующие выражения:

в* = — (ох — vi<iy) + «л (т — го);

Г (4-2.4)
еУ = -щ-(°у — v i a * ) + ат\ (т — Г<>);

1 4-Vt

. « n = a7.(l+v). (4.2.5)

Плоское напряженное состояние при плоском температурном
поле Т (х, у, t) имеет место в тонкой пластине, срединная поверх-
ность которой расположена в плоскости хОу, а поверхности z = ± -=-

свободны от внешних сил (см. рис. 18). Без существенной погреш-
ности можно считать, что в такой пластине каждая плоскость, па-
раллельная плоскости хОу, свободна от напряжений, т. е.

о2 = axz = Оуг = 0, (4.2.6)

а напряжения ах, ау, оху распределены равномерно по толщине плас-
тины.

Деформации ех, еу, ег, еху определяются выражениями

ат(Т- То);

4" (4.2.7)

вг = - -g-(a x + ау) + ат(Т- То). (4.2.8)

Общая постановка плоской задачи термоупругости в декартовых
координатах заключается в определении восьми функций (ох,
Оу, аху, гх, Еу, гху, их, иу), удовлетворяющих двум уравнениям рав-
новесия при отсутствии объемных сил

дх "f" ду _
„ ^ _ы _ (4-2.9)

~~дх ду ~ '

трем соотношениям между деформациями и напряжениями (4.2.4)
(для плоской деформации) или (4.2.7) (для плоского напряжен-
ного состояния) и трем соотношениям между деформациями и
перемещениями:

диг . дии \ , . п 1л\
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Граничные условия на контуре удовлетворяются либо в переме-
щениях

«* = Si (х, у), иу = g* (х, у) (4.2.11)
либо в напряжениях

охпх + ахупу = fx (х, у); (4 2 12)
ОхуПх + ОуПу = / у (X, у),

где fx, fy— компоненты вектора контурных усилий; пх, пу — ком-
поненты единичного вектора внешней нормали к контуру.

После решения основной задачи в случае плоской деформации
определяется напряжение az по формуле (4.2.3), а в случае плос-
кого напряженного состояния— деформация е2 по формуле (4.2.8).

Если граничные условия плоской задачи термоупругости зада-
ны в перемещениях, то целесообразно ее решать в перемещениях.

Полагая в уравнении (2.2.1) и3= иг= О, F= 0 и учитывая,
что все производные по z равны нулю, для задачи термоупругости
о плоской деформации получаем следующие два уравнения в пере-
мещениях:

(4.2.13)

где У2 _ JL. л. J _
v ~ дх* "Г" ду* '

Для получения соответствующих уравнений в случае плоского
напряженного состояния можно использовать идентичность формы
соотношений (4.2.4) и (4.2.7). Из равенств (4.2.5) определяем

1"(Г+"п[) г ' v ~ 1 + vj ' ат — а'т\ 1 +2vj (4.2.14)

Этим величинам соответствуют

» _ ^ L - £iY! .. _ E _

Подставляя (4.2.15) в уравнения (4.2.13) и заменяя величины
Ех, vx, aT\ величинами Е, х, ат, получаем уравнения равновесия
в перемещениях для плоского напряженного состояния.

Частное решение системы уравнений (4.2.13) в соответствии
с решением (2.2.11) имеет вид
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где на основании (2.2.12) термоупругий потенциал перемещений
для плоской деформации удовлетворяет уравнению

Подставляя в это уравнение v и ат из равенств (4.2.14) и заменяя за-
тем vx и аТ\ на v и аг, находим соответствующее уравнение для плос-
кого напряженного состояния

T0). (4.2.18)

К частному решению (4.2.16) системы уравнений (4.2.13) необхо-
димо присоединить общее решение соответствующей однородной
системы уравнений, позволяющее удовлетворить граничные условия
(4.2.11).

Перейдем к формулировке плоской задачи термоупругости в
напряжениях. Рассмотрим сначала односвязное тело.

Для двумерной задачи шесть уравнений совместности деформа-
ций (2.3.5) переходят в одно уравнение

4% + £%- = 2-pf-- (4.2.19)
ду1 ' дх2 дхду v '

Заменяя в этом уравнении по формулам (4.2.4) деформации напря-
жениями и принимая во внимание уравнения равновесия (4.2.9),
получаем для плоской деформации следующее уравнение совмест-
ности деформаций в напряжениях:

V2 (а, + оу) + ЕхапV
2 (Т - То) = 0, (4.2.20)

где Е1 и ал выражаются формулами (4.2.5).
Введем функцию напряжений F по формулам

При этом уравнения равновесия (4.2.9) удовлетворяются тождест-
венно.

Подставляя выражения (4.2.21) в уравнение (4.2.20), находим,
что при плоской деформации функция напряжений F должна
удовлетворять уравнению

V2V2/? + £ i a n V 2 ( r —Т 0 ) = 0, (4.2.22)

где

VW=-U + 2 ^ + | L . (4.2.23)

Заменяя в этом уравнении величины Е±, аГ 1 величинами Е, ат,
получаем соответствующее уравнение для случая плоского напря-
женного состояния:

j o ) = 0 - (4.2.24)
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Общее решение уравнения (4.2.22) или (4.2.24) имеет вид

F = F* + FiT\ (4.2.25)

где F* — общее решение бигармонического уравнения

V2y2/r* = о. (4.2.26)

Функция F( ) при плоской деформации — частное решение уравне-
ния

- ] _ v aT(T — T0) = 0, (4.2.27)

а при плоском напряженном состоя-
нии — частное решение уравнения

V«/r<r> + Ear(Т — То) = 0. (4.2.28)

Сформулируем граничные условия
для функции напряжений в системе
ортогональных криволинейных коорди-
нат s, п.

Пусть на контуре L удовлетво-
ряются граничные условия (4.2.12)
(рис. 19). Выражая напряжения через

функцию напряжений по формулам (4.2.21) и учитывая, что

dx < 4 - 2 - 2 9 )

Рис. 19.

, . . dx dy

пх = cos (п, х) = cos (s, j,) = — = —

Пу = COS(rt, у) = —COS(S, *) = _ 2 _ = _ ,

переписываем условия (4.2.12) в виде
„ diF dy d2F dx

дхду

dy_

ds

_ _д_ ( dF
ds ~ ds [ dy

dx d
» о т ay от ах и / иг
'У дхду ds дхг ds

Интегрируя равенства (4.2.30), получаем

dF
(4.2.30)

fxds + (4.2.31)

о о
где а и р — постоянные; начало отсчета координаты s берется в не-
которой фиксированной точке.

Зная частные производные от функции напряжений в двух взаим-
но перпендикулярных направлениях, находим на контуре L функ-
цию напряжений и ее нормальную производную

ds + ax + Y =
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= - x j fyds + у j/xds + j" (/^ - fxy) ds + ax + $y + y; (4.2.32)
о б о

•£• - • = • ( - / ' • * + » ) + * ( f t * + 4 <4-2-33»/

В случае односвязного тела добавление линейной функции к
функции напряжений F не влияет на распределение напряжений,
поэтому постоянные а, р, у можно принять равными нулю.

Когда отсутствуют контурные силы (ft = fy = O), граничные
условия для функции напряжений F в случае односвязного тела бу-
дут следующие:

F = - ^ - = 0 на контуре L. (4.2.34)

Таким образом, решение плоской задачи термоупругости в на-
пряжениях для односвязного тела сводится к нахождению общего
решения (4.2.25) для функции напряжений F, т. е. к нахождению
общего решения F* бигармонического уравнения (4.2.26) и част-
ного решения F{T) уравнения Пуассона (4.2.27) или (4.2.28) при
граничных условиях (4.2.32) и (4.2.33) или (4.2.34).

Зная частное решение F{T), плоскую задачу термоупругости
можно свести к плоской задаче изотермической теории упругости,
для решения которой разработаны эффективные методы, опирающие-
ся на теорию функций комплексного переменного [45].

При стационарном плоском температурном поле без источников
тепла, удовлетворяющем уравнению

V*T(x,y) = 0, (4.2.35)
плоская задача термоупругости для односвязного тела, свободного
от контурных усилий, на основании уравнения (4.2.22) или (4.2.24)
описывается уравнением

y*S72F =•• 0 (4.2.36)

при граничных условиях (4.2.34). В этом случае задача становится
полностью однородной. Ее единственное решение F = 0, т. е. на-
пряжения ах, оу, оху равны нулю.

В случае плоской деформации единственный компонент тензо-
ра напряжения, отличный от нуля, на основании формулы (4.2.3)
равен

сг=-атЕ(Т-Т0). (4.2.37)

В многосвязном теле при стационарном плоском температурном
поле напряжения в плоскости хОу, вообще говоря, не равны нулю,
что обусловлено многозначностью решений для перемещений в мно-
госвязной области (§ 4.4, § 4.5).

Приведем основные соотношения и уравнения плоской задачи
термоупругости в полярных координатах г, б:
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соотношения между деформациями и перемещениями
диг 1 / див , \ 1 / 1 диг , ^"в "в

(4.2.38)
уравнение совместности деформаций

_L.i ! fL + _l д*г»•r L i f ^ - Л д%вГ • м 2 з т
л 2 <Э92 ~ л Зг 2 г ' дг ~ г* дгдв ' К1*-4-0^)

уравнения равновесия

(4.2.40)

соотношения между деформациями и напряжениями

ег = 4 г (ar - v^e) + on (Г - Т„),

Е6 = 4 " (°е - v lOr) + а п (Г - То), (4.2.41)

соотношения между напряжениями и функцией напряжений
1 dF . 1 a^F <52F д ( \ dF

а ' = - 5 Г + 7 ^ - "ар"' a e = ^ ^ - ' (Tr9 = - ^ T l 7 5
(4.2.42)

оператор Лапласа
)v

 ~~ дг
г
 г дг

 т
 г* ае

2
 /• dr \ dr

(4.2.43)
В случае осесимметричной плоской задачи термоупругости соот-

ношения (4.2.38) переходят в следующие:

, Е
9
 = -f-, (4.2.44)

а уравнение (4.2.39) в результате интегрирования принимает вид
dear

вг = - ~ . (4.2.45)

Подставляя в это уравнение соотношения (4.2.44), убеждаемся в том,
что возникающая при интегрировании постоянная равна нулю.

Из двух уравнений равновесия (4.2.40) получается только одно:

09 = - ^ - . (4.2.46)

Составим уравнение для аг, предполагая, что модуль упругости
Е и коэффициент линейного теплового расширения при фиксиро-
ванном времени зависят от координаты г, а коэффициент Пуассона
v — постоянная величина.
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Подставляя в уравнение (4.2.45) вместо деформаций их выраже-
ния через напряжения по первым двум из соотношений (4.2.41)
и используя уравнение (4.2.46), находим

dE-i \ dar (I — Vj)r dEx

dr*
r | 3 —

dr dr dr

dr
(4.2.47)

Если значения EL и a n — постоянные, то это уравнение получает
вид

d
dr

T ~ To)i = °- (4-2-48)
Аналогичным образом составляем уравнение для ит.

Подставляя в уравнение (4.2.46) вместо напряжений их выраже-
ния через деформации, полученные из первых двух соотношений
(4.2.41), и применяя уравнение (4.2.45) и соотношения (4.2.44),
при Еъ vv aT\ = const находим

d
dr

(4.2.49)

В уравнениях (4.2.47) — (4.2.49) величины Ех, vlt aTl при плос-
кой деформации имеют значения (4.2.5), а при плоском напряженном
состоянии они равны соответственно Е, v, ar.

§ 4.3. Пространственное температурное поле,
вызывающее плоское напряженное состояние.
Тепловые напряжения в пластине
при изменении температуры только по толщине

Рассмотрим односвязное тело в виде пластины, ограниченной двумя

плоскостями г = ± -g- (А — толщина пластины) и цилиндрической

поверхностью с замкнутой направля-
ющей (рис. 20). Пусть такая пластина
подвергается действию пространственно-
го температурного поля Т (х, у, 2, /).
При определенном условии для темпе-
ратурного поля в пластине возникает
плоское напряженное состояние, опре-
деляемое условиями (4.2.6).

Уравнения равновесия (1.2.17) при
отсутствии объемных сил переходят в
уравнения (4.2.9), которые удовлетворя-
ются, если напряжения о\, ау1 аху вы-
ражены через функцию напряжений
F =F {х, у, г) по формулам (4.2.21). Рис. 20.
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Уравнения совместности деформаций в напряжениях (2.3.17)
принимают вид

(4.3.1)

(4.3.2)

- J - [0 + OLTE (Т - То)] + a^l_+v)

 V* (T - То) = 0; (4.3.3)

[ 0 + а г £ ( Т - 70)] - 0; (4.3.4)

[в + «г£ (Г - Го)1 = 0; (4.3.5)

92 1в + аЕ(Т Т0)] = 0, (4.3.6)

где

дх% ду2 ~ дг2 '

Из уравнений (4.3.5) и (4.3.6) видно, что величина -^- [в +

+ аг Е (Т — То)] не зависит от координат х и у, так что -^- [в -+-
+ атЕ(Т — То)] = fi(z, t), где время t рассматривается как пара-
метр.

Подставляя ft (z, t) в уравнение (4.3.3), находим условие для тем-
пературного поля

V72 IT T \ f (у A IA. % 7\
\ " " ^ О/ ~~ /2 \ 1 /У \~tt*J* It

при котором существует точное решение уравнений пространствен-
ной теории термоупругости при ограничениях для напряжений
(4.2.6), соответствующих плоскому напряженному состоянию. Ис-
следование такой задачи приводится в книге [5]. Здесь рассмотрим
частный случай этой задачи: определение тепловых напряжений в
пластине при изменении температуры только по толщине, т. е. при

T = T(z,t). (4.3.8)

При этом температурном поле в пластине возникают следующие
напряжения:

Ох = °У = / (z), °г = о« = оуг = аху = 0. (4.3.9)
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Путем подстановки легко убедиться в том, что при напряжениях
(4.3.9) уравнения равновесия (4.2.9) удовлетворяются тождественно.

Уравнения совместности деформаций (4.3.4) — (4.3.6) удовлет-
воряются также тождественно, а уравнения совместности деформа-
ций (4.3.1) — (4.3.3) удовлетворяются при

= 0. (4.3.10)

Отсюда

ох = oy = f(z) = — ^ ^ (Т — То) + СХ + Coj. (4.3.11)

Постоянные Сх и С, определяются из граничных условий, которые
удовлетворяются в смысле принципа Сен-Венана: равнодействующее
усилие и равнодействующий момент на контуре пластины пола-
гаются равными нулю, т. е.

h/2 ft/2

\ ondz= \ anzdz = 0, (4.3.12)
—ft/2 —ft/2

где ап — напряжение, нормальное к контуру.
Учитывая, что оп = ох = ау, и определяя из условий (4.3.12)

постоянные Сх и С2, получаем следующее выражение для напряже-
ний:

ах = оу = у ^ - [ег + z-лт — ат(Т — То)], (4.3.13)

где
h/2 A/2

ег = 4 " \ aT{T — T0)dz, х г = - ^ - Г ат (Т — T0)zdz. (4.3.14)
—h/2 —ft/2

Заметим, что при линейном распределении температуры Т — То

по толщине пластины тепловые напряжения в ней равны нулю.

П р и м е р . Определим тепловые напряжения в пластине при условиях
теплообмена, рассмотренных в примере § 3.7.

Температурное поле пластины определяется выражением (3.7.26). Подстав-

ляя его в формулу (4.3.13) и принимая во внимание равенство — — = - — ^ - ^ ,

вытекающее из уравнения (3.7.28), получаем

Еат (д — То)

-12Q cos ц„] )е ^п , (4.3.15)

г at
где £ = —, т = — , а постоянные Сп имеют значения (3.7.27).
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По формуле (4.3.15) находим распределение тепловых напряжений ах по тол-
щине пластины в разные моменты времени при значениях величин •&, То, у, \in,
Сп, а, !г, указанных в примере § 3.7. Распределение этих напряжений с точностью

атЕ
1 представлено кривыми на рисунке 21.до постоянного множителя 1 — v

J

Рис. 21.

Из рассмотрения кривых на рисунках 13 и 21 видно, что наибольшие тепло-
вые напряжения ох = ау возникают в пластине в первую секунду, когда при от-
носительно низком уровне температуры температурный градиент достигает наи-
большей величины.

§ 4.4. Постановка плоской задачи термоупругости
в напряжениях для многосвязного тела

Рассмотрим плоскую деформацию N + 1 — связного тела при
плоском температурном поле. Результаты, полученные в этом пара-
графе, будут пригодны и в случае плоского напряженного состоя-
ния, если величины Еъ v1 ; a n заменить величинами Е, v, aT (§ 4.2).

Пусть поперечное сечение тела ограничено несколькими замкну-
тыми контурами, из которых наружный контур L охватывает все
остальные контуры Ьк (К = 1,2 N) (рис. 22).

В случае многосвязного тела угол поворота а2, определенный
по формуле (4.4.1), и перемещения их и иу могут быть неоднознач-
ными. Поэтому постановка плоской задачи термоупругости в на-
пряжениях, рассмотренная в § 4.2 для односвязной области, в
случае многосвязной области должна быть дополнена тремя услови-
ями однозначности: одним для угла поворота coz и двумя для переме-
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щений их и иу.Указанные условия можно было бы получить как част-
ный случай условий однозначности для пространственной задачи
термоупругости (§ 2.3). Однако для лучшего уяснения рассматри-
ваемого вопроса здесь приводится независимый вывод этих условий в
системе криволинейных орто-
гональных координат s, п.

Начнем с вывода условия
однозначности для угла по-
ворота

fay дих \
Тх ду~/ •

(4.4.1)

Так как деформации—одно-
значные функции, то на осно-
вании формулы j |

дих
диу

Рис. 22.(4.4.2)

вытекающей из соотношения (4.4.1) и третьего соотношения (4.2.10),
условие однозначности для угла поворота сог сводится к условию

однозначности для производной - ~ или -4^-. Условие однознач-
ди.

ности для производной-,— можно записать в следующем виде:

LK
'° <4-4-3»

(К=\, N).
где интегрирование выполняется по каждому замкнутому контуру
L/c, охватывающему только /С-е отверстие.

Вводя в подынтегральное выражение деформации по формулам
(4.2.10) и выражая их через функцию напряжений с помощью фор-
мул (4.2.4) и (4.2.21), получаем

f . дих С \ дех j , !п дгхц дъиd -^- = \ —— dx + 2 —т^ з-̂ -
ду J I ду \ ду дх

LK *<к

_д_
ду

dy д(Т-Т0) dy-
д (Т - Тв)

дхду u*l ' - i ^ ' L дх "» ду
Принимая во внимание равенства (рис. 19)

д _ д dx . д dy
ds дх ds *~ ду ds '

dx ] } - « •
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д д dx . д dy д dy д dx _ .. . . %
дп дх dn * ду ' dn dx ' ds dy ' ds ' ^ ' ' '

находим условие однозначности для угла поворота в виде

г 1
LK LK LK

, (К = 1 , 2 , . . . , N), (4.4.5)

где Acoz — приращение угла поворота o z при обходе замкнутого
контура LR.

Условие однозначности для перемещения их записываем в виде

К И ^ ^ Н (4-4-6)

Интегрируя по частям (приращение некоторой величины | при
обходе контура L^ символически обозначим через [£]£;), получаем

Г J Г дих V' . Г дих ]р' С Г ,/ дих \ . ,( диЛ\1__п\ dux = —з^- х\ + —И- У — \ ixdx—a*-) + У" —т^ •
J ^ L ^ J P . L дУ \Р. J L V дх j * \ ду ) \

(4.4.7)

Вводя деформации, находим

LK

t" I* —И

где
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Выражая деформации через функцию напряжений и принимая во
внимание равенства (4.4.4), находим

, dy*F , \1 . 1 + v , f f Г д I d*F
v dy /J Ex J (. I dx \ dx2

L
ъ—

d*F \ , 1 , Г д I d*F \ , . д I d*F ) , \\
dy \ dx2 I * j ' v L dx \ дхду ,' dy \ dxdy J s}}

Наконец, принимая во внимание граничное условие (4.2.31) для

-0-г и преобразуя интеграл

+ \У

\ dxdy )\ ЯГ U дя* \Р.

1+v,

получаем условие однозначности для перемещения их в окончатель-
ном виде:

] ( |- a n ] [х -£ yJj-)(T-T0)ds=0 (К = 1, 2, . . . , ЛО. (4.4.8)

Аналогичным образом составляем третье условие однозначности
для перемещения иу:
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-ёг I ( 4 + 4
LK LK

x-^A (T—To)ds=0 (K = 1, 2, . . ., N), (4.4.9)

где
Эй» ] ° .

— ^ - X = xA(i)z.

В условиях (4.4.8) и (4.4.9) f*\ fy

K) — компоненты вектора кон-
турных усилий на внутреннем контуре Ьк(К = 1, 2, ..., N) (рис. 22).

Таким образом, постановку плоской задачи термоупругости в
напряжениях можно сформулировать следующим образом. Необхо-
димо определить функцию напряжений/1 (л;, у), удовлетворяющую
уравнению (4.2.22) (при плоской деформации) или уравнению
(4.2.24) (в случае плоского напряженного состояния), гранич-
ным условиям (4.2.32) (4.2.33) на наружном контуре L и соответ-
ствующим граничным условиям на каждом внутреннем контуре
LK (рис. 22), условиям (4.4.5), (4.4.8), (4.4.9) (при плоской деформа-
ции) или таким же условиям однозначности, но содержащим вместо
величин Elt v l f a n соответственно величины Е, v, a r (в случае пло-
ского напряженного состояния).

В граничные условия для наружного контура входят постоянные
а, р\ у, а для внутренних контуров—постоянные ак, $к,ук(К =
= 1,2, ..., JV). Как указано в § 4.2, постоянные а, р, у можно поло-
жить равными нулю. Для определения остальных постоянных ис-
пользуют условия однозначности.

В случае стационарного температурного поля и /<*) = /W = О
напряжения ах, ау, аху отсутствуют при выполнении следующих ус-
ловий, вытекающих из (4.4.5), (4.4.8), (4.4.9):

= 0, (4.4.10)

=0, (4.4.11)

(К =12 N).

Можно дать физическое толкование неоднозначности перемеще-
ний (углового со2и линейных их, иу) в многосвязном теле. Эта неод-
нозначность связана с дислокационными напряжениями, т. е. с
напряжениями, которые возникают в многосвязном теле не от дейст-
вия внешних сил, а за счет образования особого рода деформаций,
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называемых дислокациями. Образовать такую деформацию (дисло-
кацию) можно, например, посредством соединения двух краев,
получившихся в результате разреза тела по линии а^Ьк (рис. 22) и
удаления из него или добавления весьма узкой полосы. При этом
края должны быть расположены так, чтобы для их соединения с по-
мощью внешних воздействий надо было осуществить малое жесткое
смещение одного края относительно другого. После соединения
краев и удаления внешних воздействий тело останется в напряжен-
ном состоянии, и по линии акЬк будет иметь место разрыв переме-
щений.

Из формул (4.4.5), (4.4.8) и (4.4.9) следует, что в результате
дислокации при обходе замкнутого контура LK угол поворота a» z

и перемещения их, иу получают следующие приращения:

= -к 1 -шL

Диг +

Аиу -

LK

= - J - f (л- - | у -Jj-) V*Fds;[ (4.4.13)

-±-

Существует аналогия между плоской задачей термоупругости для
многосвязного тела при стационарном температурном поле без источ-
ников тепла и плоской задачей изотермической теории упругости
с дислокациями, которую будем называть дислокационной анало-
гией.

При наличии дислокаций и отсутствии контурных сил (fx =
= fP — 0) решение плоской задачи изотермической теории упруго-
сти сводится к нахождению функции напряжений, удовлетворяющей
уравнению

\*V2F = 0, (4.4.14)

граничным условиям

F = -^- = 0 на контуре L; (4.4.15)

F = акх -

dF дх ду
на контуре LK (К = 1, 2 iV)

(4.4.16)
и условиям (4.4.13).

Плоская задача термоупругости при стационарном температур-
ном поле без источников тепла описывается тем же уравнением
(4.4.14) при тех же граничных условиях (4.4.15) и (4.4.16) и
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условиях однозначности перемещений (4.4.5), (4.4.8) и (4.4.9), ко-
торые имеют вид

д

LK

(4.4.17)

Сопоставляя условия (4.4.13) и (4.4.17), получаем
1

Г I д д \
осп \ р с - з Ч—5—\(Т — T0)ds = Au

,) \ ds v да Iv 0 /

LK

(/C= 1, 2, . . . , N).

(4.4.18)

Эти равенства определяют дислокацию, которая характеризуется
для каждого внутреннего контура величинами Асог, &их, Аиу и
вызывает такое же распределение напряжений в плоской задаче
изотермической теории упругости для многосвязного тела, как и
стационарное температурное поле в соответствующей плоской зада-
че термоупругости.

§ 4.5. Применение теории функций комплексного
переменного в плоской задаче термоупругости
при стационарном температурном поле.
Дислокационная аналогия

При плоском стационарном температурном поле, удовлетворяющем
уравнению (4.2.35), функция напряжений F становится бигармо-
нической. Следуя Н. И. Мусхелишвили [45], рассмотрим комплекс-
ное представление бигармонической функции F. Обозначая гармо-
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ническую функцию \/2F через Р: у2/7 = Р и вводя гармоническую
функцию Q, сопряженную с Р, т. е. удовлетворяющую условиям
„ „ ЭР dQ дР dQ
Коши — Римана - ^ - = -^- , -^— = ^ - , на основании теории
функций комплексного переменного заключаем, что

f(z) = P + iQ,
а следовательно, и

^^(z)dz (4.5.1)

являются аналитическими функциями комплексного переменного
2 = х + iу в области, занимаемой телом, а р я q — сопряженными
гармоническими функциями.

Дифференцируя функцию (4.5.1) и учитывая, что величина про-

изводной ^, не зависит от способа приращения z (dz = dx

или dz — idy), находим

ф ' ( 2 ) = ^Ш. = _?Р + i -%L = * _iАР = 4-(Я + /Q). (4.5.2)

Отсюда получаем

| ^ = А = Ь 4£- = - - ? - = -4-Q. (4-5.3)
На основании равенств (4.5.3) и уравнений у2/? = y2q — О

легко установить, что

Таким образом, функция рх = F — хр—yq является гармони-
ческой.

Обозначая функцию комплексного переменного, действительной
частью которой является ри через % (z), составляем для функции
напряжений формулу

F = хр + yq + Pl = Re [i<p(z) + %(z)], (4.5.4)

где символ Re означает действительную часть выражения, заклю-
ченного в скобки, а 2 = х — iy. Эту формулу можно представить в
виде

^ij £ij (4.5.5)

где ф (г), % (г) — функции, комплексно сопряженные с <р (z), % (г).
Введем в рассмотрение аналитические функции комплексного

переменного
fT){z) = T-T0 + iQ{T) (4.5.6)

и

^{z) = p^ + iq(T) = U[T)(z)dz, (4.5.7)
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где Q — гармоническая функция, сопряженная с Г — TQ, a
р ( Г ) , </Г) — гармонические функции, для которых имеют место сле-
дующие соотношения:

= — Q ( r ) . (4.5.8)~ ду У°'дх ду °' а</ дх

Переходя к комплексному представлению напряжений, в качест-
ве новых независимых переменных вместо х и у рассмотрим вели-
чины z = х + iy и 2 = А: — п/.

Учитывая,

имеем

а* ~~ дг '

что
дг
дх

д

дг
~дх~

= '
дг

~~ду~
дг
ду~

_5 , . а ^ _ 9 а а . а 9 а _
дх ду дг ' дх ду дг '

_ . _а_ д_

а 2

ах2

= 4

а2

а*2

--£—2».

а а

ду

а а2

дгдг '

С помощью этих равенств и соотношений (4.2.21) находим следую-
щие комплексные представления напряжений:

Чг)1; (4.5.10)
ra2

= V2f = 2[<p'(z)

а 2

 2. а 2

F = 2[zcp"(2).

(4.5.11)

Подставляя в первые два соотношения (4.2.4) выражения для
деформаций через перемещения (4.2.10) и выражения для напряже-
ний через функцию напряжений (4.2.21) и используя равенства
(4.5.3) и (4.5.8), получаем

дих / а 2 д2 \ р л- F „ <т т\
дх ду*

a2

• — v ,

а2 \

= - ( 1
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После интегрирования находим

•Ei«v = — 0 + v i) -яг + 4 Р + E^T\P(T) + /1 (у);
х (4.5.12)

Для определения функций fx (у) и /., (л:) подставляем перемещения
(4.5.12) в третье соотношение (4.2.4):

L ( д и *( 4 ) —
2 \ ду т дх )~~ Е1 ' дхду

Используя при подстановке равенства (4.5.3) и (4.5.8), находим,
что функции /х (у) и /2 (х) выражают перемещения тела как целого,
поэтому в дальнейшем их не принимаем во внимание. Наконец,
умножая второе соотношение (4.5.12) на i и складывая с первым,
а затем используя третье равенство (4.5.9), представление (4.5.5)
и выражения (4.5.1), (4.5.7), получаем комплексное представление
перемещений:

(4.5.13)

Граничные условия в перемещениях (4.2.11) или в напряжениях
(4.2.12) при использовании выражений (4.2.30) могут быть представ-
лены в комплексном виде:

(4.5.14)

(4.5.15)

Как видно из представлений (4.5.10), (4.5.11) и (4.5.13), решение
плоской задачи термоупругости при стационарном температурном
поле сводится к отысканию двух функций q> (2) и %' (z) комплекс-
ного переменного z, которые должны удовлетворять граничным
условиям (4.5.14) или (4.5.15) на каждом контуре.

Поскольку напряжения — однозначные и непрерывные функ-
ции, то в случае односвязной области из формул (4.5.10) и (4.5.11)
следует, что функции q/ (2) и %" (г) тоже должны быть однозначны-
ми и непрерывными. Однозначными будут также перемещения,
представляемые формулой (4.5.13), так как для односвязной облас-
ти однозначность и непрерывность функций ф' (z), %" (2) и /*Г) (z)
обеспечивает однозначность входящих в формулу (4.5.13) функций
Ф (2)> X' (г) и f/(n (z)dz. Для односвязной области плоская задача
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термоупругости при стационарном температурном поле без источни-
ков тепла не отличается от соответствующей плоской задачи изотер-
мической теории упругости.

Таким образом, приходим к важному утверждению, высказан-
ному на основании более элементарных соображений в § 4.2, что
в односвязном теле, свободном от контурных усилий и подвержен-
ном действию стационарного температурного поля без источников
тепла, отсутствуют напряжения ах, оу, оху.

В случае многосвязного тела действительные части функций
ф' (г) и fT\z) и функция %" (г) сохраняются однозначными в силу
однозначности напряжений и температурного поля, но мнимые
части функций ср' (г) и fT) (z) и функции ф (z), %' (z), J fT) (z) dz
могут стать многозначными за счет конечных приращений при обхо-
де внутренних контуров. Если отсутствуют напряжения, условие
однозначности перемещений (4.5.13) соответствует условию

{ f{Tt(z)dz = O. (4.5.16)

Это условие эквивалентно условиям (4.4.10) — (4.4.12) для стацио-
нарного плоского температурного поля, не вызывающего напряже-
ний в многосвязном теле. Действительно, умножая условия (4.4.10),
(4.4.11.), (4.4.12) соответственно на i z, I, i и складывая их, получаем

ianz j j
ds _ a

выражение с помощью условий Коши — Римана в системе ортого-
нальных координат s, п — — ^ — — = ^ — , —^—-з—^——

= — ? — преобразуем к виду

iz \ dQ{T}— J zdf{T)(z) = O,

отсюда

iz [Q(TYPI -Z[T-T0 + ;Q<r>]£ + j /(Г) (г) dz = 0,

т. е. имеет место условие (4.5.16).
Выясним характер многозначности функций, входящих в выра-

жение (4.5.13). При однократном обходе внутреннего контура LK

(рис. 22) функции ф' (z) и ф' (г) получают приращения

Г , (4.5.17)

где Ак — действительная постоянная, а коэффициент 2я введен для
удобства записи. Это приращение совпадает с соответствующим
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приращением функции A^ln (z — ZK), где ZK — произвольно выбран-
ная точка внутри контура LK- Следовательно, функцию ф' (2) можно
представить выражением

где Ф (z) — однозначная функция в области, Занимаемой телом.
Интегрируя это выражение, получаем

Ф (2) = | ] Ак [(г - zK) In (2 - zK) - (г - zK)\ +
K=l

?• N N .
+ Ф (2) dz + COnst = 2 2 AK\n(Z — ZK)+ ^] VK In (2 — 2/<) ПЛЮС

г. * = 1 K = 1

однозначная функция, где z0 — произвольная точка рассматривае-
мой области; у/с— комплексная постоянная.

Таким образом, при однократном обходе контура LK (рис. 22)
функция ф (г) получает приращение

[Ф(2)]% = 2m(zAK + у'к). (4.5.18)
Аналогично предыдущему можно записать

IX' (2)]я„' = 2лVK*, [JTUilft = - 2ny'Ki, /4 5 19)

1/<Г)

(2)й = 2яЛа ^/^(^^й^гшЧгЛ^ + т^).
где Ак — действительная постоянная; ук, YK* — комплексные
постоянные.

Рассматривая приращение их + iuy [см. формулу (4.5.13)] при
обходе контура L^ и принимая во внимание выражения (4.5.17) —
(4.5.19), находим

+ yV), (4.5.20)

где Аих = uf — uj; Auy = и£ — щ; uf, uf и и7, Uy~ — переме-
щения в точке края (+) и в точке края (—), которые совмещаются
в точке Ро (рис. 22).

Предположим, что контур L/c свободен от внешних усилий, т. е.

fP = fP = 0. В этом случае из равенств (4.2.31) следует: -^ +

+ i -д- = ак + Фк- При обходе замкнутого контура LK прираще-

ние этой величины в связи с формулой (4.5.5) будет

dF , . 3F

дх ' ду
= 2

dF
= 1 Ф ( Z )

P. .
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Подставляя приращения функций ф (г), ср' (г), %' (z), получаем
условие

у'к=Ук- (4.5.21)

При этом условии формула (4.5.20) имеет вид

Аи, + iAuy = -^-(Акг + у'к) + 2nani (A^z + у%). (4.5.22)

Полагая
ук = ак+фк,ур = агк+фр (4.5.23)

(«к» Рк> <*к , Рк* — действительные постоянные) и разделяя выра-
жение (4.5.22) на действительную и мнимую части, находим:
условия при А(р = YK' = 0

A«v = — угк + 1к, Аиу = * е к + т)К, (4.5.24)
где

условия при Аих = Диу = 0

ек = - ек', SK = - S(K\ Лк = - ^ , (4-5.26)
где

E^} = 2лапА
(Р, 1{Р = - 2яалР£\ ^ = гяопа^». (4.5.27)

Условия (4.5.24) соответствуют малому перемещению тела и при
£к = Асог эквивалентны условиям (4.4.13) для плоской задачи изо-
термической теории упругости с дислокациями.

Дислокация для каждого разреза по линии а^Ь^ (см. рис. 22)
осуществляется поворотом одного края этого разреза относительно
другого на угол е^ и поступательным его перемещением с компонен-
тами 1К, т)К.

Условия (4.5.26) эквивалентны условиям однозначности (4.4.17)
перемещений в плоской задаче термоупругости при стационарном
температурном поле без источников тепла. Из сопоставления усло-
вий (4.5.24) и (4.5.26) вытекает упомянутая в §4.4 дислокационная
аналогия: плоская задача термоупругости для многосвязного тела
при стационарном температурном поле сводится к плоской задаче
изотермической теории упругости с дислокациями, характеризуе-
мыми для каждого внутреннего контура Ьк величинами (4.5.25).

§ 4.6. Тепловые напряжения в цилиндре и диске
при плоском осесимметричном температурном поле

Рассмотрим длинный полый цилиндр, поперечное сечение которого
представляет круговое кольцо с радиусами наружной и внутренней
окружностей соответственно г2 и гг. В таком цилиндре при плоском
осесимметричном температурном поле Т (г, t) возникает плоская
осесимметричная деформация. Температурное поле Т (г, t) предпо-
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лагается известным из решения соответствующей задачи теплопро-
водности.

Вводя относительный радиус р = —, дважды интегрируя урав-

нение (4.2.48) и применяя уравнение (4.2.46), находим

" р (4-6.1)

= С х - - £ - - «n£i (Т - То) + ^L f (Г - То) рф.
рр pi

Если контурные усилия отсутствуют, постоянные интегрирова-
ния Сг и С2 определяются из условий аг = 0 при р = р! и р = 1.
После определения постоянных интегрирования и подстановки их
значений в выражения (4.6.1) получаем

"• ' ' J (4.6.2,

1
P l Pi p

Зная напряжения а г и ae, с помощью вторых соотношений
(4.2.41) и (4.2.44) вычисляем радиальное перемещение

ur —•

1 P

_ 7 , j A ( 4 6 3 )

I
Полагая в решениях (4.6.2) и (4.6.3) рх = 0, получаем соответст-

вующие решения для сплошного цилиндра. Возникающие в этих
решениях при р = 0 неопределенности раскрываются по правилу
Лопиталя следующим образом:

Hm ± r j (Т - То) pdp = -^(T- Г 0 ) р = 0 ; (4.6.4)
6

\im-L[(T-To)pdp
Р-»О Р J

оо
при этом температура в центре диска предполагается конечной.
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В решениях (4.6.2) и (4.6.3) величины Е1У vx, а п имеют значе-
ния (4.2.5). Если в этих решениях Elt vx, an заменить величинами
Е, v, ат, то получим выражения для тепловых напряжений аг,
ое и радиального перемещения ит в тонком круглом диске при его
плоском напряженном состоянии, обусловленном плоским темпера-
турным полем Т (г, t).

Тепловое напряжение az в полом цилиндре определяем по фор-
муле (4.2.3):

1

а г = — 5- (Г — T0)pdp — Р— (Т — Т„). (4.6.5)
г ( i _ v ) ( l - p 2 ) J v o/h-F ! _ V V о' \ i

Это напряжение возникает в цилиндре в том случае, если его торце-
вые поверхности закреплены от осевого перемещения (uz = 0). Когда
торцевые поверхности цилиндра свободны от напряжений, следует
на напряжение (4.6.5) наложить равномерное напряжение Ег2 (е2 =
= const), при этом деформация ег подбирается так, чтобы равнодей-
ствующая напряжений, действующих на торцевой поверхности
цилиндра, обращалась в нуль:

Тогда получаем решение, у которого граничные условия для с. на
торцевых поверхностях цилиндра удовлетворяются в смысле прин-
ципа Сен-Венана:

а, = Ее•2

= ог + ое. (4-6.6)

Если исключить перемещение цилиндра как твердого тела, то
для цилиндра, у которого на торцевых поверхностях равнодейст-
вующая напряжений равна нулю, можно получить следующую вели-
чину осевого перемещения:

^ ( V (4.6.7)
l - p ,

Рассмотрим решение задачи о тепловых напряжениях в цилинд-
ре при плоском осесимметричном температурном поле по методу
В. М. Майзеля (§2.5). В этом случае формула (2.5.5) нуждается в
модификации. Полагая, что внешние силы F\ И f\ (§ 2.5) сводятся к
радиальным силам единичной интенсивности, равномерно распре-
деленным по окружности радиуса г, вместо (2.5.5) получаем следую-
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щее выражение для радиального перемещения на радиусе г.

1
г J

где tkk — объемная деформация, возникающая на радиусе | под
действием единичной радиальной нагрузки на радиусе г. В подын-
тегральном выражении в качестве переменной рассматриваем теку-
щий радиус | , считая г фиксированным радиусом, и отмечаем ин-
дексами I и II величины, относящиеся к областям соответственно
h < I < г и г < £ < г2.

Используя выражение для радиального перемещения, получае-
мое в результате интегрирования однородного уравнения, соот-
ветствующего (4.2.49), вводим иг\ = С ^ + С 2 - | - ( r 1 < g < г);

и'и = Ci'l + Сг - | - ( г < Е < г 2 ) .

С помощью соотношений (4.2.44) и (4.2.41) определяем

гл + ем = 2СХ; а^ = - j 4

После замены Сх, С2 постоянными d , C2 получаем величины
i, о*ц. Постоянные интегрирования Cit C2, С\, С2 находим из

следующих граничных условий и условий сопряжения:

o*i = 0 при | = гх\ а'ц = 0 при | = г2;

и*1 = и'п, o'ri = OHI + 1 при I = г.

Определив постоянные интегрирования, имеем

(4.6.9)

Подставляя выражения (4.6.9) в формулу (4.6.8) и выполняя инте-
грирование в соответствующих пределах, находим

и, —

(4.6.10)
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a-j-E «n^i

Эта формула после подстановки . _» =-?-^—, вытекающей из
равенства (4.2.14), переходит в формулу (4.6.3). В рассматриваемом
случае непосредственное интегрирование разрешающего уравне-
ния скорее приводит к конечному результату, чем метод В. М. Май-
зеля, основанный на обобщении теоремы о взаимности работ (§2.5).

П р и м е р 1. Определим тепловые напряжения в длинном сплошном ци-
линдре, между поверхностью которого и окружающей средой происходит неста-
ционарный осесимметричный конвективный теплообмен.

Температурное поле такого цилиндра при изменении температуры среды
во времени по закону (3.8.3) определяется выражением (3.8.14).

Полагая в формулах (4.6.2) р , = 0 и заменяя в них £ х величиной

и ат1 величиной a r ( l + v), получаем для длинного сплошного цилиндра

атЕ Г ' j J?
M ( 7 ' r ) i L ) (T-T0)pdp

(4.6.11)

Т ^ f (Г-Го)РФ + 4- \(T-T0)pdp-(T-T0)\.
L6 р 6 J

Подставляя выражение (3.8.14) в формулы (4.6.11), используя при интегри-
ровании формулу

\ xJ0 (x) dx = xJ1 (х) + С (4.6.12)

и учитывая при подстановке пределов, что Jo (0) = 0, находим следующие форму-
лы для тепловых напряжений в длинном сплошном цилиндре при нестационарном
температурном поле (3.8.14):

_ i^-VkJ^Yk) [ Yk Ykp

л=1 (4.6.13)

с =

По формулам (4.6.13) вычисляем распределение тепловых напряжений аг

и сте ПО радиусу цилиндра в моменты времени t = 180; 300; 420; 540 сек при зна-
чениях величин Оо, То, k, ku у^, р"„, Лп, а, п, указанных в примере § 3.8. Рас-
пределение этих напряжений, приведенных с точностью до постоянного множите-

атЕ

ля — : — , представлено кривыми на рис. 23 (аг — сплошные линии, ов — штри-

ховые).
П р и м е р 2. Определим тепловые напряжения в длинном цилиндре под

воздействием линейного источника тепла на оси мощности w.
120



Нестационарное температурное поле такого цилиндра, между поверхностью
которого и средой с постоянной температурой происходит конвективный тепло-

0 бг,6д^-250 -200 -150 -100 -50

Рис. 23.

обмен, определяется выражением (3.11.12). После подстановки этого выражения
в формулы (4.6.11) получаем следующие выражения для искомых напряжений:

где постоянная Ап имеет значение (3.11.13).

§ 4.7. Тепловые напряжения в полом цилиндре и диске
с центральным отверстием при плоском стационарном
неосесимметричном температурном поле

Рассмотрим решение задачи о тепловых напряжениях в длинном
полом цилиндре под действием плоского стационарного неосесим-
метричного температурного поля Г(р, 0). Наружная (р=1) и вну-
тренняя (р = pj) цилиндрические поверхности свободны от поверх-
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ностных сил. Решение этой задачи приводим в напряжениях. Исполь-
зуя при этом результаты § 4.4, учитываем, что в рассматриваемом
случае х = r2p cos 0, у = r2p sin G, ds = r2pd0, dn = r2dp.

В соответствии с выражением (3.5.5) для температурного поля
выбираем решение для функции напряжений в виде

со оо

F(Р. 6) = 2 Fk (P)cos kQ+'Z, F'k (p) sin £0. (4.7.1)

Искомая функция напряжений должна удовлетворять: диффе-
ренциальному уравнению

(4.7.2)V?Vf/?=O;

граничным условиям

F = c^p cos 0 + p\p sin 0 •

dF

dp
= ax cos 0 + p\ sin 0

(4.7.3)

при р = р х;

условиям однозначности перемещений
2л

2л

О

2л

- Г 0 ) ] < Ю = 0 при p = P l , (4.7.4)

р (р sin 0 -4 cos 0 -4s-) [V\F + anEjrl (T — To)\ dQ = 0

\ °P OB /

p cos 9 -gi- + sin 0 -^-J [Vff + on£ir2 (T — To)] dQ = 0

(4.7.5)

при р = р ъ

где
, J £_J__L

"Г р ф " f p2

—— J L ( a .
~ P ap \p ap ' +

ae 2 •
(4.7.6)

Подставляя выражения (4.7.1) и (3.5.5) в уравнение (4.7.2) и
условия (4.7.3) — (4.7.5), получаем:

дифференциальное уравнение

а2 1 _д ^
ф 2 р др р а

а2 1 д k2 \ с п , . 7 7 ,

= 0,1, . . . );
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граничные условия
рк = АпГ=° ( £=0 , 1, . . . ) при р = 1, (4.7.8)

= Yi, Fi = «iP, Fk = 0 (* > 2)
при р = р!; (4.7.9)

условия однозначности

— 71,,)] = 0 , (4.7.10)

! d

при р = рх. (4.7.11)

При составлении условий однозначности перемещений используются
свойства ортогональности тригонометрических функций. Аналогич-
ные уравнения и условия можно найти и для функций FK (p) (k =
= 1,2, ...). Заметим, что условия однозначности имеют место только
при k = 0 и k — 1. При k > 2 эти условия удовлетворяются автома-
тически. В связи с нулевыми граничными условиями (4.7.9) при
k > 2 заключаем, что FK = FK = 0 (k > 2). Отсюда можно сде-
лать вывод, что тепловые напряжения вызываются температурным
полем вида

т(р, 9) = т ( 0 ) ( Р ) + т ( 1 )(р)cosе + т ( 1 ) ' (р)sine, (4.7.12)

где на основании полученных в §3.5 результатов

Т(0)(р) = Го, + Т021пр; (4.7.13)

Т{1) (р) = TllP~
l + 712р, Т ( 1 ) ' (р) = Тпр-1 + 7\'2р. (4.7.14)

Здесь Г01, ..., Ti2 — постоянные, определяемые из граничных усло-
вий соответствующей задачи теплопроводности.

Осесимметричному температурному полю (4.7.13) соответствуют
тепловые напряжения а(

Л

0), ае0), которые на основании соотношений
(4.2.42) выражаются через функцию напряжений Fo (p) следующим
образом:

^=-k'T-^'^=i-^- (4J-15)

Функция Fo (p) является решением уравнения (4.7.7) при k = 0:

^о (Р) = С0 1 + С02 In р + С03р
2 + С04р

2 In р. (4.7.16)

Для определения пяти постоянных Со1, С02, С03, С04 и Yi имеем пять
уравнений: два граничных условия (4.7.8), два из граничных
условий (4.7.9) и одно условие однозначности (4.7.10). Так как
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постоянные Со1 и у± не влияют на величину напряжений, их значений
не приводим. Определяя постоянные

a r i£'17'02r2

z I1 — Pi)
р ' 1 п р 1 > С ° 3 =

— P i )

и подставляя их значения в выражение (4.7.16), на основании
(4.7.15) находим

, ) = < ц ^ ^ - _ ^ 1 п р 1 _ 1 п ф
_ p j f

(4.7.17)

Температурному полю Г (1) (p) cos 0 + T(1) (p) sin 8 соответст-
вуют тепловые напряжения a'1', а{в\ а^, выражаемые через функ-
ции Ft (p) и Fx (p) по формулам

<* = т (т • -w - -k)(fi
c o s е + F [ s i n е ) ;

1
— Л cos 9) .

(4.7.18)

Функция F1 (p) есть решение уравнения (4.7.7) при & = 1:

^i (P) = С„р + Сир- 1 + С13р
3 4- С14р In p. (4.7.19)

Заменяя постоянные С1п постоянными С\п (п = 1, 2, 3, 4), получаем
соответствующее выражение для F\ (p).

Для определения постоянных интегрирования, относящихся к
функции F-i (р), составляем систему пяти уравнений относительно
пяти постоянных Сп, С12) С13, С14 и a l 5 используя два граничных
условия (4.7.8), два граничных условия (4.7.9) и условие однознач-
ности (4.7.11):

In Pi = a l P l ;

С 1 2 р Г

2 + 3C13p2 + Сы (In P l + 1) = a i ;

r

124



Так как постоянные Сп и а х не входят в выражения для напряже-
ний, из этой системы кроме Сы определяем только

п - . (4.7.20)
4(1

Заменяя Г п величиной Гц, получаем значения постоянных С\2>

Сп, Си. Подставляя значения постоянных Сы и Сы (п = 2, 3, 4)
в выражения (4.7.18), получаем

4 ) (1 - - ! Н (7\г cos 6 + Тп sin 6);
н-р?) I р* А р:

(4.7.21)

Заменяя в формулах (4.7.17) и (4.7.21) Еи а п величинами Е,
ат, получаем формулы для тепловых напряжений в тонком круг-
лом диске, находящемся в плоском напряженном состоянии под
действием плоского стационарного температурного поля (4.7.12).

Приведенный здесь способ решения осесимметричной плоской
задачи термоупругости, основанный на применении уравнения чет-
вертого порядка (4.7.7) для функции напряжений, имеет лишь мето-
дическое значение; тепловые напряжения oj-0) и ае0) могут быть
непосредственно получены из формул (4.6.2) при постановке в них
Т = 71(0) = Го1 + Т021пр. Эти формулы вытекают также из реше-
ния осесимметричной плоской задачи термоупругости в напряже-
ниях без привлечения условий однозначности, что объясняется
понижением порядка уравнения совместности деформаций (4.2.39)
в осесимметричном случае (£=0) (см. уравнение (4.2.45)); при подста-
новке аг = — • ~,— в уравнение (4.2.48) получаем для функции

напряжений F уравнение третьего порядка, совпадающее с усло-
вием однозначности (4.7.10). Аналогичное положение, связанное
с понижением порядка уравнения совместности деформаций, имеет
место и при k = 1 (см. §5.3).

§ 4.8. Решение задачи о тепловых напряжениях
в полом цилиндре с помощью дислокационной аналогии

Для решения задачи §4.7 с помощью дислокационной аналогии, из-
ложенной на основе теории функций комплексного переменного в
§ 4. 5, рассмотрим плоскую задачу изотермической теории упру-
гости для двусвязной области, ограниченной концентрическими
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окружностями радиусов г2 и гх, с дислокацией, которая характе-
ризуется величинами е, | , ц (К = 1).

Приведем известные в плоской теории упругости соотношения
между напряжениями в полярных г, 0 и декартовых х, у коорди-
натах:

о, + ае = ох + оу\

ав-аг + 2iare = (а, - ах + 2iaxy) еы. (4.8.1)
Вычитая из первого соотношения второе и применяя формулы
(4.5.10) и (4.5.11), получаем

„2/8
о, - iore = Ф ' (г) + Ф ' (г) - [2Ф"(г) + X" (г)] еи\ (4.8.2)

где
«в ~z — re , z = re

Если отсутствуют контурные усилия, граничные условия при-
нимают вид

Ф'(г) + ф ' ( г ) - [2Ф"(2) + x'(z)]e"° = 0 п р и г = г 1 и г = г , (4.8.3)

Так как любую однозначную функцию можно разложить в ряд Ло-
рана, то на основании результатов § 4.5 функции ф' (г) и %" (г) для
рассматриваемой двусвязной области представим выражениями

Ф' (2) = A In z + 2 anz
n, x" (2) = 5 bnz

n. (4.8.4)
DO CO

На основании равенств (4.5.18) и (4.5.19) и первого равенства
(4.5.25) имеем

а_, = у', fe_i = у"(у' = а' + ф'), (4.8.5)

А = 4 f • (4-8.6)
Принимая во внимание выражения (4.8.4), граничные условия

(4.8.3) переписываем в виде

2A In г — А + 2 (1 — п) апг
пеш +

CO

— 2 bn~iTn Vя = 0 при г = r± и г = г2. (4.8.7)
—оо

Для определения коэффициентов разложения необходимо прирав-
нять нулю множители при одинаковых еш. Исследование полу-
ченной при этом системы уравнений показывает, что отличны от
нуля только коэффициенты, содержащие в индексах п = 0, п. = 1,
л = — 1, т. е. а0, Ь_2; аъ Ь_и а_ ь 6_3-

Приравнивая нулю члены, не зависящие от 0 (п = 0), и учитывая,
что а0 = а0 (функция ф' (г) определяется с точностью до чисто мни-
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мого слагаемого, не влияющего на распределение напряжений),
находим

/ 1 г, 1п г„ — т\ 1п г, \ 1Аг\г\ г

Д, = Л - 1 - - 2 ' . 6-2 = 5-Ц-In-?-. (4.8.8)

Приравнивая нулю множители при еш (п = 1), получаем

a_i — b_i или a_i == b_i. (4.8.9)

Заметим, что на основании выражения (4.8.5) эти равенства, как
и следовало ожидать, эквивалентны условию (4.5.21).

После приравнивания нулю множителей при е~'в (п = — 1)
получаем систему уравнений

2a_i \- 'ахг1 — Ь-ъ -^ = 0; 2a_i — + ахг2 — &_3 - г = 0,
Г1 Г\ Г1 Г\

из которой определяем
— 2 2 —

" а - ' и л и a i = Г 2"а-ь (4.8.10)

С помощью равенств (4.5.25) и (4.8.5) коэффициенты (4.8.9) и
(4.8.10) выражаем через характеристики дислокации !-, г\:

^ = -§-(ч-'9-ст- < 4 - 8 Л 1 >
Итак, функции ф' (г) и х" (г) определяются выражениями

ь ь , ( 4 ' 8 Л 2 )

X (z) = —̂  1 Г̂ ! з̂~~ •

Подставляя эти выражения в формулу (4.8.2) и разделяя ее на дей-
ствительную и мнимую части, определим напряжения аг и агв , а
затем из формулы

о> + о 9 = 2 [Ф' (г) + lj/0], г = re'6 (4.8.13)

напряжение (Те-
Ниже приводим формулы для определения напряжений, возни-

кающих при двух характерных дислокациях:
1) при дислокации с характеристиками е ф 0, | = г\ = 0, со-

ответствующей вырезу из кольца радиального клина с раствором е
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и повороту одного края относительно другого на угол е (рис. 24)

о, = — •
4я V * / |-rf ' " ' .

I-'?
= 0;

(4.8.14)

2) при дислокации с характеристиками е = 0, £ = 0 , rj =£ О,
соответствующей разрезу кольца по оси Оу и жесткому поступатель-

Рис. 24. Рис. 25.

ному перемещению одного края относительно другого в направле-
нии оси Оу на величину т] (рис. 25)

1 — 1 — cosG;

2

(4.8.15)

Формулы для напряжений, соответствующих дислокации с ха-
рактеристиками 8 = 0, | ф 0, т] = 0, можно получить из формулы

(4.8.15) заменяя в них г\ величиной | и 6 величиной Э + -у.

Из выражений (4.8.14) и (4.8.15) с помощью дислокационной ана-
логии получаем искомое решение для плоской задачи термо-
упругости.

Как видно из равенств (4.5.19), многозначность функции

J г ) (z) dz возникает за счет членов Л ( Г ) In z и —-— (\ ' — а +
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+ i$(T)) в выражении для функции fT) (г) или членов А{Т)\пг,
„(Л о(Л

cos Эй ——sin 8 в выражении для стационарного температур-

ного поля.
Рассматривая выражение (4.7.12), устанавливаем следующие ра-

венства:
Тп; а ( Г ) = Гпг 2; р ( Г ) = Г„г2. (4.8.16)

При определении первого из этих равенств вводим в выражении
(4.7.13) вместо Т о 1 новую постоянную То1 + Г0 21пг2.

Тепловые напряжения на основании равенств (4.5.26), (4.5.27)
и (4.8.16) определяются по формулам (4.8.14), (4.8.15) и соответ-
ствующим формулам, содержащим | , при е = —2naTiT02, т) =
= —2яапг 2 Тп, £ = 2паТ\г2Тц. Полученные таким методом теп-
ловые напряжения совпадают с тепловыми напряжениями (4.7.17)
и (4.7.21).

§ 4.9. Некоторые свойства гипергеометрических функций

Ниже приводятся без доказательства те свойства гипергеометриче-
ских функций, которые используются в настоящей книге. Основы
теории гипергеометрических функций содержатся в работе [33] и
в литературе, указанной в работе [24].

Гипергеометрическое уравнение имеет вид

-abW = 0, (4.9.1)

где z — комплексная переменная; а, Ь, с — постоянные (в общем
случае комплексные), называемые параметрами гипер геометриче-
ского уравнения. Это уравнение с тремя особыми регулярными точ-
ками: 2 = 0, z = 1, z = оо. В окрестности точки 2 = 0 частные
решения уравнения (4.9.1) при с ф 0, ± 1, ± 2 , ... имеют выра-
жения

= F(a, b; с; г); (4.9.2)

WV) = .г\-ер ( а + j _ С) ь + j _ с. 2_с. гу ( 4 9 з)

Гипергеометрическая функция вида F (а, Ь; с; г) определяется
рядом

|i^k.^, (4.9.4)

где [а]п = а (а + 1)... (а-\- п — 1), [а]0 = 1. Этот ряд сходится
при | 21 < 1, а также при 2 = 1 , если Re (с — а — Ь) > 0.

Если с = 1 + m (m = 0, 1, ...) и a, b Ф 1, 2, ..., пг, то частное
решение (4.9.3) или тождественно решению (4.9.2) (при с = 1) или
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теряет смысл (при с = 2, 3, ...). В этом случае второе частное ре-
шение определяется гипергеометрической функцией второго рода

W(2) =Ф(а, Ь; с; z) = lnzF(a, Ь; с; z) +

л. У I— П"-1 ( " - ' ) ' [с —я!я -п , у [д]я [Ь]п г"
+ *•*{ ' [a-n]n[b-n]n

Z •+• £i [с]п п\ Х

П = 1л=1 ' ' " " ' л=1

X Vf_L

В качестве второго частного решения целесообразно ввести функцию

Wl2) =V(a, Ъ; с; г) = Ф(а,Ь; с; г) +

b; с; г), (4.9.6)

где i|) (a) — логарифмическая производная от гамма-функции,
d In Г (a)

равная — Т а .
Функциональные соотношения для Ч (а, Ь; с; z) имеют более

простой вид, чем для Ф (a, b; с; z). Выражение (4.9.5) для функции
Ф (а, Ъ\ с; z) теряет смысл, когда один из параметров а, Ь равен
одному из чисел 1, 2, ..., с — 1, а выражение (4.9.6) для функции
Y (а, Ь; с; z) теряет смысл, когда кроме того параметр а или бра-
вен нулю или целому отрицательному числу. В этих случаях част-
ные решения уравнения (4.9.1) — рациональные функции.

Два частных решения уравнения (4.9.1) в окрестности точки
2 = 1 , когда а + b + 1 — с ф 0, ± 1 , ± 2 , ..., имеют вид:

W{1) =F(a,b; a + Ь + 1 — с; 1 — z); (4.9.7)

Wi2) = (\— z)c~a-bF{c — b, c — a; c — a — b+l; l—z). (4.9.8)

Если a+b+l—c=-l+tn(m = 0, 1, ...) и a, b Ф 1,2, ..., m,
то второе частное решение определяется функцией

Wi2) =Ч(а,Ь; a + b+l—с; l — z ) . (4.9.9)

Ниже приводятся некоторые функциональные соотношения для
F (а, Ь; с; г):

формула дифференцирования

-£-F(a,b; с; z)=^-F(a+l, 6 + 1 ; с+ 1; г); (4.9.10)

формула преобразования

F(a,b; с; г) = (1 -z)'—*F(c-a, с- Ь; с; z); (4.9.11)
рекуррентные формулы

F(a, Ь; с; z) = (1 — z) F(a + 1, b+\; c; z) +

+ c ~ a - b - x zF(a+\,b+\; c + 1 ; z); (4.9.12)
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F(a> Ь; с; z) = ic
c(c

a2(
a
C_£ F(a,b; c + l ; z ) -

-С%-Г-Ь)р(а+1'Ь+1- c + l ; г); (4.9.13)

F ( a , b ; с; z) = C ~ ( 2 c

g ~ "_~ ' + X)Z F (a, b; c + l ; z) +

. (c — a 4-\) (c •—6+1) r-, / , i л \ ,A n 1 л\

+ с ( с + 1 ) ( 1 _ г | zf(a,&; с + 2; г). (4.9.14)

Формула дифференцирования и рекуррентные формулы для
¥ (а, Ь; с; z) совпадают с соответствующими функциональными со-
отношениями для F (а, Ь; с; z). Формула преобразования для
¥ (а, Ь; с; г) совпадает с формулой преобразования (4.9.11) для
F (а, Ь; с; z) при а + Ъ = 0, ± 1, ....

Неоднородное гипергеометрическое уравнение

l=O, (4.9.15)

где А и К — постоянные, имеет частное решение

Д) 3F2(a + K b + %, 1; с + X, 1 + X; г),

(4.9.16)

где функция вида 3F2 (ax, а 2 )а 3; р\, Р2!
 2) определяется рядом

F (п п п • R R • ?1 —

зТ-^а!, а2, а3, р^ р2, 2J - ^ [ р ^ Щ ^ ^

При А, = 1, 2, ... частное решение уравнения (4.9.15) имеет выра-
жение

ш ( 0 ) . Л (Я,-1)1 [ c ] x - 1 ^ ? [ a ] n [ f e ] n г»

и Ж -̂ м» ' л! ' ( '
Формула дифференцирования гипергеометрической функции
(4.9.17) имеет вид

d г- , Q о \
—j—3^2 ( а 1 . a2> a3\ Pl> P2; Z) =

I; 2). (4.9.19)
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§ 4.10. Тепловые напряжения в цилиндре
при переменных модуле упругости
и коэффициенте линейного теплового расширения

Рассмотрим тепловые напряжения в длинном полом цилиндре при
плоском осесимметричном температурном поле, оказывающем за-
метное влияние на модуль упругости и коэффициент линейного теп-
лового расширения.

Изменение по радиусу модуля упругости Е и чисто тепловой
деформации ат (Т — То) аппроксимируем законами

Е = Е0(\-х), x = kEpa; (4.10.1)

ат(Т-Т0) = ^а1Р>\ (4.10.2)
/=о

где р — относительный радиус, р = — (л2 — радиус наружной ци-

линдрической поверхности); Ео, кв, а, щ — постоянные.
Исходное уравнение рассматриваемой задачи имеет вид (4.2.47).

Выражая в нем Elt vx и a n по формулам (4.2.5) соответственно
через Е, v и ат и вводя относительный радиус, получаем

- - ^ dE) d°r ( 1 ~ 2 v ) p dE a
E ' dp I dp ( 1 — v ) £ dp r

£_p^IZ^=0. (4.10.3)
1 1 — v v dp v '

Переходя к новой независимой переменной х и подставляя выра-
жения (4.10.1) и (4.10.2), преобразуем уравнение (4.10.3) к виду

m

+ (1 - x f 2 А,хЧ~1 = 0 , (4.10.4)
/=о

где

а.Ь—± + ±±*; Ь=±У1ЕЕЩНЕ^; (4Л0.5)
с - 1 + 4 - ; A - EJa' ,:•• ^/=-f.

a a*(l—v)ft^ a

Общее решение уравнения (4.10.4) находим в виде

ог = о'г + о{Р, (4.10.6)

где а* — общее решение однородного уравнения, соответствующего
неоднородному уравнению (4.10.4); а(Р—частное решение неод-
нородного уравнения (4.10.4).
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Однородное уравнение является гипергеометрическим, общее ре-
шение которого в окрестности особой точки х = 0 при с ф 0, 1,2, ...
на основании выражений (4.9.2) и (4.9.3) имеет вид

а* = CJ(а, Ъ\ с; х) + C2x
l~cF(а + 1 — с, Ь + 1 — с; 2 - е ; х),

(4.10.7)

где Сг и С2 — постоянные интегрирования.
Для нахождения частного решения неоднородного уравнения

(4.10.4) преобразуем его с помощью подстановки-

аЛ = ( 1 — ху-а-ьа (с — а — 6 = 2) (4.10.8)

к виду

(4.10.9)

где а' = с — а, Ъ' = с — Ь.
Используя формулу (4.9.16) и учитывая подстановку (4.10.8),

получаем частное решение уравнения (4.10.4)

\t) /i \2 у i p ( n

f _i_ у и' _i 5, 1 .

c + lh 1 + X,i x). (4.10.10)

Подставляя решение (4.10.6) в уравнение равновесия (4.2.46)
и используя формулы дифференцирования гипергеометрических
функций (4.9.10) и (4.9.19), находим

с 9 = а 9 + а'/*, (4.10.11)

где

( 1 — c)F(a+ 1— с, Ь+ 1 — с; 2-е; х) +

- с ; 3-е; л-)];

(4.10.12)

X
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X Ц,
x)

+4)
(4.10.13)

П р и м е р . Определим в фиксированный момент времени t = 420 сек теп-
ловые напряжения в длинном сплошном цилиндре из хромоникельвольфрамована-
диевой стали, между поверхностью которого и окружающей средой происходит
нестационарный осесимметричный конвективный теплообмен. Расчет температур-
ного поля цилиндра приводится в § 3.8.

Т а б л и ц а 4

р

0
0,2
0,4
0,6
0,8
1,0

Г, °к

383
398
445
528
645
778

Е

Е„

1
0,995
0,976
0,939
0,871
0,692

aj--10*, \/град

11,9
12,0
12,3
12,7
13,2
13,6

ат(Т — 323° К) X
X 10»

0,712
0,902
1,499
2,598
4,235
6,189

В табл. 4 на основании справочных данных [4] указаны значения отношения
Е

, где Е и £о — модули упругости соответственно на радиусе р и на оси ЦИЛИНД-
ра (р = 0). В этой же таблице приведены средние значения коэффициента линей-
ного теплового расширения a r в интервале (323° К. Т) и чисто тепловые удлине-
ния а г ( Г — 323° К).

Е
Изменение отношения —^ по радиусу цилиндра (рис. 26, штриховая линия)

аппроксимируем законом (4.10.1), выбирая a = 3, £ £ = 0,308 (сплошная линия).
Аппроксимацию изменения ат (Т — 323° К) • Ю3 по радиусу цилиндра (рис. 26)
выполняем по закону (4.10.2), подбирая следующие значения коэффициентов:
ао = 0,000712, ах = 0 , аг = 0,0045652, а3 = 0, а4 = 0,0024565, аь = 0 , ав =
= —0,0015448, m = 6. При указанных значениях постоянных a, kE, am и v =
= 0,3 величины (4.10.5) имеют значения а =0,30051, Ь = —0,63384, с =
= 1,66667, Ао = А1 = А3 = Аъ = 0, Аг = 0,0031778 Ео, At = 0,0074985 Ео,
Ав = —0,015509 £о, Х2 = 0,66667, Я4 = 1,3333, Хв = 2.

Поскольку цилиндр сплошной и свободен от поверхностных сил, в решениях
(4.10.7) и (4.10.12) постоянную Сг следует положить равной нулю, а постоян-
ную Сх определить из условия о> = 0 при р = 1.

Суммируя гипергеометрические ряды, входящие в решения (4.10.6) и
(4.10.11), вычисляем на разных радиусах тепловые напряжения a r и Од. В табл. 5
приведены результаты вычисления этих напряжений с точностью до постоянного

множителя ——|—, а также соответствующих напряжений при постоянных модуле

упругости Е, коэффициенте Пуассона v = 0,3 и коэффициенте теплового расши-

рения а г = — [ат (0) + а г (1) ] = 12,75 • 10~6Лград, вычисленных по данным

для величин сГ

1 — v
атЕ и а а

1 — V

<хт Е
при t = 420 сек в примере 1 § 4.6 (см. рис. 23).
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Распределение напряжений о> и OQ ПО радиусу цилиндра иллюстрируется
также рис. 27 для трех случаев: 1) Е = Е (г), ат= ат(г) (сплошные линии);
2) Е = Е (0) = Ев, ат= 12,75 • 10~6 1/град (штриховые линии); 3) Е =

= — [Е (0) + Е (1)] = 0,846 £о, а г = 12,75 • 10~6 1/град (штрих-пунктирные

Т а б л и ц а 5

р

0
0,2
0,4
0,6
0,8
1,0

Напряжения при Е = Е(г)
и aj- = ar(r)

о , • 103

£ о

1,726
1,669
1,447
1,080
0,5714
0

о 9 • 103

£о

1,726
1,551
0,8676

—0,2624
—1,680
—2,776

Напряжения при Е = const
и ат= 12,75-Ю-6 1/град

о> • 103

Е

1,835
1,766
1,556
1,190
0,6605
0

<Т0 • 1 0 '

Е

1,835
1,633
0,9869

—0,1643
—1,755
—3,524

линии). Во втором случае напряжения (о>) р = 0 = (<Те)р=0 на 6% больше, сжи-
мающее тепловое напряжение (0g)p_i на 26% больше, а в третьем случае (<Tf)p=o

 =

= (сг е) р = 0 на 10% меньше, ( а е ) р = 1 на 7% больше, чем в первом. Приближенный
1 — v 1 — v

расчет, основанный на упомянутых данных для величин аГ к- и а е —
но при значениях Е и ат на каждом радиусе, взятых из табл. 4, наиболее при-
ближается к напряжениям, полученным при Е = Е (г) и а г = ат (г): расхождение
не превышает 7%.



Г Л А В А П Я Т А Я

ТЕРМОУПРУГОСТЬ КРУГЛЫХ ПЛАСТИН

§ 5.1. Основные предположения и задачи

В настоящей главе рассматриваются в квазистатической постановке
растяжение и изгиб тонких круглых пластин, обусловленные про-
странственным температурным полем Т (г, 0, z, t), где г, 0 — по-
лярные координаты в срединной плоскости пластины; z — коорди-
ната вдоль нормали к срединной плоскости пластины; t — время,
которое играет роль параметра. Эти задачи излагаются в рамках
теории изгиба тонких круглых пластин малого прогиба [22], осно-
ванной на гипотезе о неизменяемости нормального элемента и на
предположении о том, что нормальными напряжениями на площад-
ках, параллельных срединной плоскости пластины, можно прене-
бречь по сравнению с другими напряжениями. Согласно гипотезе
о неизменяемости нормального элемента прямолинейные волокна
пластины, до деформации нормальные к срединной плоскости, при
деформации поворачиваются, оставаясь прямолинейными и нор-
мальными к деформированной срединной поверхности, и не изме-
няют своей длины.

Система уравнений, описывающая рассматриваемую задачу, вы-
водится в § 5.2 в общем случае для круглой пластины переменной
толщины с учетом влияния растяжения на изгиб. Материал плас-
тины однородный. Предполагается, что пластина обладает поло-
гим профилем, симметричным относительно срединной плоскости
и относительно оси, перпендикулярной к срединной плоскости и
проходящей через центр пластины.

Влияние растяжения на изгиб учитывается при значительных
усилиях в срединной плоскости пластины, возникающих при не-
равномерном ее нагреве с большими температурными градиентами
по радиусу; при этом вследствие малого прогиба усилия в срединной
плоскости определяются независимо от изгиба.

В § 5.3 излагается теория тепловых напряжений в круглой плас-
тине постоянной толщины при осесимметричном, антисимметричном
и циклически-симметричном температурных полях. В случае осе-
симметричного температурного поля устанавливается аналогия
между задачей о плоском термоупругом напряженном состоянии
пластины и задачей о тепловом ее изгибе. В качестве примера
рассматривается задача о тепловых напряжениях в круглой
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сплошной пластине при стационарномосесимметричномтемператур-
ном поле, изменяющемся по линейному закону вдоль ее толщины, без
учета влияния растяжения на изгиб. На основе точного решения
проведено исследование влияния осесимметричного теплового рас-
тяжения на осесимметричный тепловой изгиб в круглой сплошной
пластине.

Задача о тепловых напряжениях в круглой пластине линейно-пе-
ременной толщины при осесимметричном температурном поле
исследована в § 5.4. Приведен пример расчета тепловых напряже-
ний в стальном диске газовой турбины при нестационарном осесим-
метричном температурном поле, известном из эксперимента.

Неравномерный нагрев с большими перепадами температуры вы-
зывает изменение упругих характеристик материала пластины от
температуры. В связи с этим в § 5.5 рассматривается термоупру-
гость неоднородных круглых пластин при осесимметричном темпера-
турном поле как в самой общей постановке, когда учитывается влия-
ние растяжения на изгиб и изменение упругих свойств материала
пластины по ее радиусу и толщине, так и в частных случаях, когда
влияние растяжения на изгиб несущественно, а упругие свойства
материала изменяются только по толщине пластины или по ее ра-
диусу.

§ 5.2. Основные уравнения термоупругости
пластин переменной толщины

Обозначим радиальное и окружное перемещения и [прогиб средин-
ной плоскости пластины через иг, «е и иг, а относительные удлине-
ния ее в радиальном и окружном направлениях и сдвиг — через

е г, ее и угв. Соотношения между
деформациями в,, ^ее, угв и пере-
мещениями иг, ив срединной по-
верхности совпадают с соответству-
ющими соотношениями плоской за-
дачи термоупругости в полярных
координатах (4.2.38):

ди. 1 / див
гг--ьт^ е° = т

_ ? 1_ ди^
Г U\J

dUa Uc,

+-Л -. (5.2.1)
дг г v '

F В соответствии с гипотезой о
неизменяемости нормального эле-
мента перемещения и<2>, и^К uf в

Рис. 28. точке Рх на расстоянии z от
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срединной плоскости выражаются через перемещения соответствую-
щей (лежащей на той же нормали) точки Р срединной поверхности
по формулам

и? =ur + z$r; и{

в

г) = ив + zfle; <4г) = и„ (5.2.2)

где
а диг „ 1 ди2 ,г п о\

Величина Фг представляет собой малый угол поворота нормали
в плоскости zOr (рис. 28), а Ое — угол поворота нормали вокруг
оси г.

Заменяя в выражениях (5.2.1) ип щ величинами u<.z), u^ и при-
нимая во внимание соотношения (5.2.3), находим относительные
удлинения e<.z>, e^z) и сдвиг Y<Z) В точке на расстоянии г от средин-
ной поверхности

ЕГ — sr -j- ZKr, ее -= 8Q -f- ZXQ, yrQ = уЛе ~Ь 2zxre, (5.2.4)

где

и. = -з-^ = s^-;
г дг дг2 '

. £. j i

3 / 1 duz
"5л Г"/ ~ ~~ ~дг \~7~ ' ~Ш

Величины к, и щ — кривизны срединной поверхности в радиальном
и окружном направлениях, а хгв — ее кручение.

На элемент пластины толщиной h, выделенный двумя радиаль-
ными и двумя цилиндрическими сечениями, действуют нормальные
напряжения ar, or0 и касательные напряжения о>9 = а$г, arz, OQZ

(рис. 29).
Введем вместо напряжений статически эквивалентные им усилия

и моменты:
h/2 ft/2 ft/2

Nr = J ardz, Ne = j oedz, N^ — Ner = j arQdz;
—h/2 —ft/2 —ft/2

ft/2 h/2

Qr

 = j Qrzdz, Qe = J Oezdz;
—ft/2 —ft/2

ft/2 ft/2 ft/2

Mr = J arzdz, Me = ] o^zdz, Mr$ = M9r = \ orezdz.
—h/2 -ft/2 —ft/2

(5.2.6)
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Здесь N r, Nre и Qr — соответственно нормальное, сдвигающее и
поперечное усилия, действующие в цилиндрическом сечении; Л е̂,
Ner = Nre и Qe — соответственно нормальное, сдвигающее и попе-

Рис. 29.

речное усилия, действующие в радиальном сечении; Мг и Мгв —
изгибающий и крутящий моменты, действующие в цилиндрическом
сечении; Мв и Мег = Мгв — изгибающий и крутящий моменты, дей-

дг
dr)d9

Рис. 30.

ствующие в радиальном сечении. Внутренние усилия и моменты от-
несены к единице длины соответствующей координатной линии
(окружности или радиуса) срединной поверхности.

Обозначим внешнюю распределенную поперечную нагрузку,
приходящуюся на единицу площади срединной плоскости, через цг.
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Положительные направления внутренних усилий и моментов и
внешней нагрузки указаны на рис. 30.

Введение внутренних усилий и моментов позволяет задачу о
равновесии пространственного элемента пластины свести к задаче
о равновесии соответствующего элемента ее срединной плоскости.

Рассматривая условия равновесия деформированного элемента
срединной плоскости, составляем уравнения равновесия пластины:

дг дв ' е U ) (5.2.7)

(5.2.8)

дг

dMrr
дг

- ± (Nre0r) + qzr = 0; (5.2.9)

(5.2.10)

дг дв
(5.2.11)

При этом учитываем проекции усилий Nr, NQ, Nre, Ngr на ось z.
Так, при деформации элемента срединной поверхности усилия

NrrdQn(Nrr ' dNr

дг
dr\ dQ, при-

ложенные к сторонам элемента
г — const и г + dr = const, по-
ворачиваются соответственно на

углы $г и ftr -|——• dr и дают

равнодействующую проекций на

drdQ (рис. 31).

(5.2.4) состоят

Nrrd8

Рис. 31.

dNr$ось z S

Деформации (
из упругих деформаций, об-
условленных напряжениями, и чисто тепловой деформации.

В некоторой точке пластины чисто тепловая деформация, возни-
кающая при увеличении температуры на величину Т — То, равна
чисто тепловому относительному удлинению аг (Т — То), где аг —
средний коэффициент линейного теплового расширения в интерва-
ле температуры (То, Т).

Применяя для упругих деформаций известные соотношения,
вытекающие из закона Гука для двумерного напряженного состоя-
ния, и учитывая чисто тепловое относительное удлинение, имеем
следующие соотношения между деформациями &f\ е^г), у$ на
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расстоянии 2 от срединной поверхности и соответствующими напря-
жениями:

Угв Ore,

(5.2.12)

где Е — модуль упругости; v — коэффициент Пуассона.
Умножаем равенства (5.2.12) на dz, а затем на zdz и интегрируем

в пределах от z= 5" до z = - у . Используя выражения (5.2.4) и

(5.2.6), находим

\2(Мг-мМв)
Х Г ;

12 (Me-vMr)1
v)

/ге; (5.2.13)

(5.2.14)

Мгв,

где величины ег и хг можно рассматривать как обобщенные чисто
тепловые деформации:

Л/2

I
h/2

j
-ft/2

==•£- aT(T — T0)zdz. (5.2.15)
-Jft/2

Определяя из выражений (5.2.13) и (5.2.14) усилия и моменты,
получаем следующие соотношения между усилиями, моментами и
деформациями:

(5.2.16)

Nr

Ne

N

Mr

Me

= DN

= DN

N

= DM\

= DM

[vsr

1

[VXr

bvee — {
+ ee-(l

\

+ xe—(

l+v)e r];
l+v)e r];

1 + v)xr];

1 + v)xr]; (5.2.17)
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•ри

где DN = nz~a — цилиндрическая жесткость растяжения пласти-
_. Eh* -

ны, DM = 1 2 л _V2\ цилиндрическая жесткость изгиба пластины.
Усилия Nr, N9, Nre = Ngr, возникающие при растяжении пла-

стины, находятся независимо от ее изгиба. Для определения этих
усилий удобно ввести функцию напряжений (точнее, усилий) F.
Уравнения равновесия (5.2.7), (5.2.8) тождественно удовлетворя-
ются при выражениях для усилий

••%•), (5.2.18)

идентичных соотношениям между напряжениями и функцией на-
пряжений (4.2.42) в плоской задаче теории упругости.

Уравнение для F составляется на основе условия совместности
деформаций в плоской задаче теории упругости в полярных коор-
динатах |

Выражая в уравнении (5.2.19) деформации через усилия по фор-
мулам (5.2.13) и заменяя усилия выражениями (5.2.18), получаем
следующее уравнение для F:

2 —

А2 дг ' г2 дгдв* г* аб2 } ' dr* \ Eh I \ дг*

_ _!_ . ̂ . _ ^_ . g . ) + V^ = 0, (5.2.20)

где

Для составления второго разрешающего уравнения рассматри-
ваемой задачи используются уравнения (5.2.9) — (5.2.11). Исклю-
чая из них усилия Qr и Q9. получаем

г or* r

(5.2.21)

143



Выражая моменты и углы поворота нормали через иг по форму-
лам (5.2.17), (5.2.3) и (5.2.5), а усилия через F по формулам (5.2.18),
находим второе разрешающее уравнение

3_ 3*иг \ , d £ M / дгиг . V _а«г

л3 ' Ив2 / dr* \ д/-2 ~*~ г дг
d%Uz O^L f L

dr + T 2 " ' Й92 / " 5 ^ " ал2 \ r • дг

ae/JU 57аГ r2 ae
+ (1 + V ) V

2 ( ^ D M ) = 0. (5.2.22)
Зная величины F и «2, можно определить все усилия и моменты.
Усилия в плоскости пластины находятся по формулам (5.2.18), мо-
менты — по формулам (5.2.17) и (5.2.5), а поперечные усилия опре-
деляются из уравнений (5.2.10) и (5.2.11).

Из соотношений (5.2.12) — (5.2.14) и выражений (5.2.4) полу-
чаем следующие формулы для напряжений:

(5.2.23)

Л'.,

"™ h ' Л' •

Рассмотрим граничные условия задачи. Для функции F они бу-
дут такими же, как и для функции напряжений в плоской задаче
теории упругости. В качестве граничных условий для uz на контуре
г = const могут быть заданы два из следующих факторов: прогиб
ы2, угол поворота нормали # г , изгибающий момент Мг, приведенное

1 дМгв'
поперечное усилие Qr -\ • ~ . Угол 0 г выражается через
иг по формуле (5.2.3), моменты Мг, Мгв определяются по формулам
(5.2.17) и (5.2.5), а усилие Qr — из уравнения (5.2.10).

Граничные условия могут быть следующими:
1. Контур свободно оперт или шарнирно закреплен:

иг = 0, Мг = 0. (5.2.24)

2. Контур жестко заделан или скользяще защемлен:

иг = 0, Ог = 0. (5.2.25)
* Здесь крутящий момент Мг$ в соответствии с известным в теории пластин

г , 1 дМга
преобразованием [61] заменяется статически эквивалентным усилием — . — \ 2 - .

т дВ
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3. Контур подвержен действию изгибающего момента М и по-
перечной силы Q:

Mr = M, Qr + - L . ^ - = Q. (5.2.26)

При одновременном действии на контуре радиальной силы N
и поперечной Q второе условие (5.2.26) принимает вид

± ^ (5.2.27)
Здесь учитывается, что сила N имеет составляющую N$r в на-

правлении нормали к деформированной срединной плоскости пла-
стины.

§ 5.3. Тепловые напряжения в пластине
постоянной толщины

Для пластины постоянной толщины разрешающие уравнения (5.2.20)
и (5.2.22) имеют вид

V2 [y*F + Ehi%] = 0; (5.3.1)

i э»н, \ , „Г а /1 dF\\l 1

- q/$ + (I + v) DMr\^T = 0, (5.3.2)

где p = — относительный радиус пластины (r2 —радиус на-

ч v-72 <32 , I д , I д 2

ружного контура пластины); V i = - ^ p T + y - - ^ - + -pi-- -ggr-

Если температурное поле не вызывает значительных усилий в
срединной плоскости пластины, то в уравнении (5.3.2) можно не
учитывать влияния растяжения пластины на ее изгиб. Тогда это
уравнение принимает вид

и рассматриваемая задача распадается на две независимые: о плос-
ком напряженном состоянии пластины и об ее изгибе.

Температурное поле пластины представляем в виде ряда Фурье
СО оо

Т (Р, Э, £) = 2 ^ (P. S) cos kQ+У TVty (p, 0 sin kd, (5.3.4)
k=Q

где I = 4- -
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Входящие в разрешающие уравнения (5.3.1) — (5.3.3) величины
вт, иг представляются аналогичными рядами

оо со

ег (р, 9) = 2 Ч (Р) cos А9 + 2 е* (р) sin £9; (5.3.5)

оо оо

иг (р, 9) = 2 х4 (Р) cos £9 + 2 К (Р) sinkQ, (5.3.6)

где

2

= f
J. _ J_
2 2

Заменяя T{k) величиной Т{ку, получаем соответствующие выраже-
ния для e'k (p) и v.'k (p).

Согласно выражению (5.3.5) решение уравнения (5.3.1) ищем
в виде (4.7.1). Подстановка выражения (4.7.1) в уравнение (5.3.1)
приводит к обыкновенному дифференциальному уравнению

p5"/ F k + Е1ггЩ = 0.Чр + "р" " "dp
(5.3.7)

Решение однородного уравнения

( 5 ' 3 > 8 )

при k = 0 и & = 1 определяется соответственно выражениями
(4.7.16) и (4.7.19), а при & = 2, 3, ... имеет вид

Fl = Cup* + C2*p-* + С3*р&+2 + C 4 f tp-A + 2. (5.3.9)

К общему решению однородного уравнения (5.3.8) добавляется
частное решение неоднородного уравнения (5.3.7). В качестве этого
решения можно взять частное решение уравнения второго порядка

0. (5.3.10)

Аналогичные решения находятся для функций /•*.
Постоянные интегрирования Cnk (п = 1, 2, 3, 4; k — 0, 1,2, ...)

и Cnk (п = 1, 2, 3, 4; k = 1,2,...), входящие в выражение для функ-
ции напряжений, определяются из граничных условий на наружном
и внутреннем контурах и условий однозначности на внутреннем
контуре (§ 4.7).

Если не учитывать влияния растяжения пластины на ее изгиб,
то прогиб иг, удовлетворяющий уравнению (5.3.3), при qz = 0 на-
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холится так же, как и функция F. Представив и2 в виде ряда
оо оо

"ДР. 9) = 2 МР) cos £0 + 2 и'к (р) sin kQ, (5.3.11)
k=l

получаем уравнение вида (5.3.7), в котором величины Fk и Ehzk

следует заменить соответственно на uk и (1 + v) xk. Когда влияние
растяжения учитывается, прогиб иг определяется из уравнения
(5.3.2) после нахождения функции F.

Рассмотрим более подробно термоупругое напряженное состоя-
ние пластины при осесимметричном (k = 0) и антисимметричном
(k = 1) температурных полях; порядок разрешающих уравнений
в этих случаях можно понизить на две единицы.

При осесимметричном температурном поле перемещение ив, угол
поворота #е, деформации yr&, xrQ, усилия Nre, QQH крутящий момент
Мгв равны нулю, соотношения между деформациями и перемеще-
ниями (5.2.1) и (5.2.5) имеют вид

dur иг Ы$г Ог ._ „ . „.
Г dr ' г ' r dr ' г

где

®г = — 4 г ! (5.3.13)

а уравнения равновесия (5.2.7) — (5.2.11) при qz = 0 принимают
вид

-£ ^е = 0; (5.3.14)

Qrr—Nrr&r — C = 0; (5.3.15)

Щ£. — Ме — Qrr = 0, (5.3.16)

где С — постоянная интегрирования, которая равна с точностью
до постоянного множителя равнодействующей несамоуравновешен-
ных (поперечных) контурных усилий.

Уравнения совместности деформаций следующие:
deor dv.pT

„ " " /С О 1 Т\

Выражая в первом из этих уравнений деформации через усилия по
формулам (5.2.13) и исключая усилие jVe с помощью уравнения
(5.3.14), получаем первое разрешающее уравнение:

Это уравнение можно получить также непосредственно из уравне-
ния (4.2.48), если заменить ат\ и Ех соответственно на а? и £ и ввести
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вместо величин а, и од (Г — То) соответственно величины Nr и ег
с помощью первых формул (5.2.6) и (5.2.15).

Выражая в уравнении (5.3.16) изгибающие моменты через дефор-
мации по формулам (5.2.17) и исключая Qrn хг, ке с помощью урав-
нения (5.3.15) и соотношений (5.3.12), находим второе разрешающее
уравнение:

d п *>*-, ^ A _ c ^ _ ( 1 + v ) r 2 ^ = 0 _ (5_ЗЛ9)
dp \p • dp ! DM pDM V1 • v ' ' 2 ф

Если не учитывать влияния растяжения пластины на ее изгиб,
то рассматриваемая задача распадается на две независимые задачи:
об осесимметричном плоском напряженном состоянии пластины,
вызванном чисто тепловой деформацией ег, и об осесимметричном
тепловом изгибе пластины, обусловленном чисто тепловой дефор-
мацией хг. Первая задача описывается уравнением (5.3.18). Разре-
шающее уравнение второй задачи относительно й г получаем из урав-
нения (5.3.19), отбрасывая член— ' 2 ft . Заменяя во втором

уравнении (5.3.17) деформации моментами по формулам (5.2.14)
и исключая затем М% с помощью уравнения (5.3.16), в котором при
игнорировании влияния растяжения на изгиб Qrr = С, находим
следующее разрешающее уравнение второй задачи относительно М/.

dp I p dp ~ 12 р v ;

Если отсутствуют поперечные усилия (С = 0), между первой и
второй задачами существует полная аналогия: величинам Nr, NQ,
ur, Eh, ет первой задачи соответствуют величины Mr, Mg, ftM
Eh?

-j-j- v.T второй.
Подобное упрощение исходных уравнений имеет место и при ан-

тисимметричном температурном поле. Полагая в этом случае

£f = еЛ1 cos0; ee = eeicos0; егв = erei sin0; E7- = e1cos9;

Nr = NrlcosQ; NQ = M» cos 9; ^ 9 = ^e i s ine , (5.3.21)

где eri, ..., Nrei — функции г, подставляя величины (5.3.21) в урав-
нения равновесия (5.2.7), (5.2.8) и в уравнение совместности де-
формаций (5.2.19), получаем

г (5.3.22)

1 , 1 d 2 e e i r l dzn 2 ^ e i r /r о оо\
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Система уравнений (5.3.22) преобразуется к виду

^ г (5-3.24)

где См — постоянная интегрирования, с точностью до постоянного
множителя равная равнодействующей несамоуравновешенных кон-
турных усилий в срединной плоскости.

Порядок уравнения (5.3.23) также можно понизить. Учитывая
тождества

J 4 1 ^ L J L denr • JL d e e i r 1 d I 3
Г2 *rit r • d r - r 2 • d r , r dr2 — гг • d r у d r

и выполняя интегрирование, получаем вместо (5.3.23) следующее
уравнение:

ег1 + 2 е г 6 1 - г ^ - = 0. (5.3.25)

Возникающая при интегрировании постоянная равна нулю.
В этом легко убедиться, подставляя в уравнение (5.3.25) соотношения

dun ur\ + "ei о "ri+»ei , d4\
^ = - d T ; e e i = ; 2er9i = + ^ ,

вытекающие при иг = uricos Qt «e == ̂ e! sin0 из соотношений (5.2.1).
Выражая в уравнении (5.3.25) амплитудные значения деформа-

ций через амплитудные значения усилий по формулам гг\ =
N . — vjVfll NM — vALi 1 _ц v

= Eh +£ъ eei = Eh +^l;erei = -E^-Nrei и исклю-
чая в нем Nre\ и NQI С ПОМОЩЬЮ уравнений (5.3.24), получаем в
случае антисимметричного теплового растяжения разрешающее
уравнение

dp \ р3 dp I л2р
3 " р2 \ * ^ ф / v '

Разрешающее уравнение для антисимметричного теплового из-
гиба выводим следующим образом. Вводим амплитудные значения
деформаций и,1, Хех, ягв1, щ, поперечных усилий QrX, Qei, изгибаю-
щих и крутящего моментов Мп, Меи Mrei по формулам

кгв = Krei sinG, xr = x1cos0;

Qr = Qri cos 0, Qe = Qeisin0;

Mr = Mn cos 0, Me = Afei cos 0, M r 9 = Mm sin 0. (5.3.27)

Для этих амплитудных значений из уравнения (5.2.9), взятого при
qz = 0 и без учета влияния растяжения на изгиб, и из уравнений
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(5.2.10), (5.2.11) получаем уравнения равновесия
1

dr

dMn
dr

- + Mm — Mm — Qrir = 0; (5.3.28)

По аналогии с (5.3.25) составляем уравнение совместности де-
формаций

*Г1 + 2 х г 6 1 - г ^ = 0 (5.3.29)

и устанавливаем второе уравнение совместности деформаций

*ei + *т = 0, (5.3.30)

в справедливости которого легко убедиться при подстановке соот-
ношений

вытекающих при иг = uzlcos 0 из соотношений (5.2.5).
Порядок системы уравнений (5.3.28) можно понизить и преобра-

зовать ее к виду

г (Mri — Мт — QrXr) + Си = 0;

где См — постоянная интегрирования, равная с точностью до по-
стоянного множителя равнодействующему моменту несамоуравно-
вешенных контурных усилий и моментов.

Подставляя, наконец, во второе уравнение (5.3.31) выражения

Мп = DM [ХЛ + vxei — (1 + v) x j ;

MQ\ = DM [vxri + x8i — (1 + v) Xj];

Мгы = ( 1 — v ) D M x r 9 i

и исключая затем нг\ и xrei с помощью уравнений (5.3.29) и (5.3.30),
получаем искомое разрешающее уравнение

d М .<^\__См_ l_+v/ ^ \ 0 (53.32)
dp \ р 3 dp I r.zDMp* ^ рг \ 1 ^ dp У ^ ;

Решения уравнений (5.3.18), (5.3.20), (5.3.26) и (5.3.32) при из-
вестных чисто тепловых деформациях находятся без затруднений.
Зная эти решения, определяем все остальные усилия, моменты и де-
формации.
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П р и м е р 1. Рассмотрим тепловые напряжения в круглой сплошной плас-
тине постоянной толщины, обусловленные стационарным осесимметричным тем-
пературным полем

[Т (г, г) = Г<°> (г) + гГ»> (г). (5.3.33)

h
Между наружным контуром пластины г = гг, ее поверхностями г = ± —

и окружающей средой происходит стационарный конвективный теплообмен,

при этом температура среды, омывающей поверхность пластины г = —, суще-

ственно отличается от температуры среды, омывающей поверхность г = — — •

При таких условиях теплообмена температурное поле изменяется как вдоль ра-
диуса, так и по толщине пластины, вызывая кроме растяжения тепловой изгиб
пластины.

Решение соответствующей задачи теплопроводности определяется выраже-

нием (3.4.18). Полагая в этом выражении постоянные С2 и С2 равными нулю

(пластина сплошная), получаем для функций Т®) иТ ^ следующие выражения:

°!!Р ): (5-3.34)

Здесь

А _ *. + *4

I _ а Л _ т
" - А 2 - ' " 1 Л 2 •> V-~^-> P-72"

Л
где Ф3 и Ьх — температуры среды, омывающей поверхности пластины г = -тг

А h
и г = — -g-; а — коэффициент теплоотдачи на поверхностях пластины г = ± ^-;
Я(? — коэффициент теплопроводности материала пластины; р — относительный
радиус пластины.

Значения постоянных Сг и с\ определяем по первым равенствам (3.4.7) и
(3.4.19); из-за отсутствия в пластине центрального отверстия в этих равенствах
следует положить pj = 0 и Yi = 0.

Подставляя выражение (5.3.33) в (5.2.15), находим
е г = а г [А _ То + (у,, (бр)], (5.3.35)

Xj- = аз»[(х -f- Cj/ 0 (б;р)]. (5.3.36)

Предполагаем, что на контуре р = 1 отсутствуют радиальная и поперечная
силы и изгибающий момент. Тогда граничные условия принимают вид

Nr=0, Qr = 0, МГ = 0 при р = 1 . (5.3.37)

Если не принимать во внимание влияния растяжения пластины на ее изгиб,
то рассматриваемая задача будет состоять из двух независимых задач, из которых
первая описывается уравнением (5.3.18) при первом граничном условии (5.3.37),
а вторая •— уравнением (5.3.20) при остальных граничных условиях (5.3.37). По-
стоянная С, входящая в уравнение (5.3.20), из-за отсутствия поперечной нагрузки
равна нулю. Между этими задачами имеет место аналогия как в основных
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уравнениях, так и в граничных условиях и в выражениях для чисто тепловых
деформаций. Поэтому достаточно рассмотреть решение первой задачи.

Решение уравнения (5.3.18) для Nr в случае сплошной пластины (вторая
постоянная интегрирования равна нулю) и соответствующее решение для Ne

имеют выражения
р

6

\
6 (5.3.38)

= С +
о

Определяя постоянную интегрирования Со из граничного условия (5.3.37)
для Nr и подставляя выражение (5.3.35) для е г , получаем после интегрирования
следующие усилия:

aTEhC, Г 1 1
Nr = \ 1, (6) - - ± - / г (бр) ;

0 L P J (5.3.39)
a.TEhCl Г 1 ]

NQ = -г / х (б) -) /х (бр)— б/0 (бр) .

При интегрировании используем формулу

xlo (х) их = х1у (х). (5.3.40)
о

Заменяя в формулах (5.3.39) Nr, NQ, Eh, Clt Ь соответственно величинами
Eh3

МГ, MQ,—^-, С Г OJ, получаем решения для изгибающих моментов

aTEh3C[
Мг = —Г7л

(5.3.41)

Ма =
12бх I 1K v ' р '

Соответствующие этим усилиям и изгибающим моментам тепловые напряжения
определяются по формулам (5.2.23). В рассматриваемом случае линейного закона
изменения температуры по толщине пластины температурные члены в формулах
(5.2.23) сокращаются, и эти формулы принимают вид

„ _ N, \Штг ЛГ9 , 1 2 Л У , 5 3 4 2 )

а , _ _ + _ а0 r + — _ . . (5.3.42)

П р и м е р 2. Для оценки влияния теплового растяжения на тепловой из-
гиб в круглой пластине рассмотрим простейшую задачу об осесимметричном тер-
моупругом напряженном состоянии сплошной круглой пластины радиуса гг

под действием осесимметричного нагрева, при котором чисто тепловые относитель-
h h

ные удлинения на поверхностях z = — и г = изменяются вдоль радиуса

по законам
[ат (Т — То)\ h = 8 о + егР2;

Z~T (5.3.43)

[ а г ( Г - Г в ) ] h = е ; + £2р2.
z = —
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Т г rr i It

где р = относительный радиус пластины; е0, е0, е2, е2 — постоянные

коэффициенты.
Если принять, что относительное удлинение ат (Т — То) изменяется линейно

по толщине пластины, то на основании выражений (5.2.15) усилия в ней будут
обусловливаться относительным удлинением

«г = ео + е2Р2. (5.3.44)

е0 + е0 е2 + в20 0 2 + 2
где е0 = —^ • 8г = —g '

а изгибающие моменты — кривизной

* г = - Х ^ о + М>2>' (5.3.45)

где

При чисто тепловых деформациях (5.3.44) и (5.3.45) и С = 0 уравнения
(5.3.18) и (5.3.19) принимают вид

т ^ О : (5-3-46)

rp 12(1—v2)/"I 2 ( l + v ) r s i i 2

i g g — ^ ^ - P = 0

Решение уравнения (5.3.46) для сплошной пластины, свободной от радиальной
силы на контуре, имеет вид

(5.3.48)

Подставляя решение (5.3.48) в уравнение (5.3.47), представляем его в виде

Р2 -ф- + Р -ф - [1 + а (1 - р«) р«] Ьг - V = 0, (5.3.49)

где

Общее решение уравнения (5.3.49) записываем в виде

# r = d * " > + С2^(2> + д<.х), (5.3.50)

где 0 ^ , д(

г

2) — частные решения однородного уравнения, соответствующего
уравнению (5.3.49); д£х) — частное решение неоднородного уравнения (5.3.49).

На основании теории дифференциальных уравнений, имеющих одну ре-
гулярную особую точку, частные решения О*,1' и •&<*' можно получить в виде
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сходящихся степенных рядов

(5.3.51)

л=1

коэффициенты которых находятся из рекуррентных формул

'4п(п •+• П ( ° 2 "- 2 ~ а 2 " - 4 ) : а « = 1 > а - 2 = 0 ;

V T ' (5.3.52)

62„ " 4 ( я + 1) (я + 2) (62«-2 ~

Частное решение 0|?' содержит член с логарифмом, а поэтому на основании
условия Оу = 0 при р = 0 полагаем в решении (5.3.50) постоянную Сг равной
нулю.

Зная решение (5.3.50), находим

2

КГ [ 3 + V + 2 hn (2« + 3 + v) р2"! - ! ± ^ ; (5.3.53)

(5-3.54)

Постоянные Ci и С3 определяются из условий

Мг = 0 при р = 1; « г = 0 при р = 0. (5.3.55)

Безразмерный параметр а характеризует влияние растяжения на изгиб
пластины. При а = 0, т. е. если отсутствует растяжение пластины от неравно-
мерного нагрева,

. . . . 1 — v2
 DM , . / , 3 — v

(М/-)р=о = — 4 JT Р* ("г)р=1 = ^ +

При а= 1

Du
0,178ц2) -f-

Ыр=1 = - (0,9Юц0 + 0,309ц2) -£~
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Заметим, что при — = 10, ат = 13 • 10 61/град и v = 0,3 значению а= 1

соответствует разность Т„ — 71» =282 град между средней температурой н а

контуре пластины Г». = -^-1 (Г — То),_*_ + (Г — То)Z=_L и средней
2 L 2 2 J

температурой в центре пластины Г, =—^-1 (Г — TO)Z=JL. + ( У — Т а ) 2 _ h_
L 2 2 P=o

§ 5.4. Тепловые напряжения в пластине
линейно-переменной толщины
при осесимметричном температурном поле

В случае осесимметричного температурного поля вместо первого
разрешающего уравнения (5.2.20) четвертого порядка можно по-
лучить разрешающее уравнение второго порядка.

Заменяя в уравнении совместности деформаций (5.3.17) дефор-
мации усилиями по формулам (5.2.13) и исключая Л/е с помощью
уравнения (5.3.14), находим первое разрешающее уравнение отно-
сительно Nr:

~Г Г " n ' Aw \ Ardr* Г ' 1 " DN dr I dr

- ^ - V ) ^ -4rN' + 0 - v ) 2 ^ r 4 - = °- <5-4Л>

где Dw = т § ; г .
Второе разрешающее уравнение (5.2.22) при осесимметричном

температурном поле и осесимметричной поперечной нагрузке при-
нимает вид [22]

^_L . А {г \DM А . (_*£. + _L . ±±\

[ 4 ] = 0, (5.4.2)
где

12(1—v*) •

Если поперечная нагрузка qz является заданной величиной и не
зависит от прогиба, то уравнение четвертого порядка (5.4.2) можно
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представить в виде уравнения второго порядка относительно Фг =
du.
dr •

dr dr ^ \DM dr DM '

(J ̂ rdr -C)~
Здесь в соответствии с уравнениями (5.2.9)

J qzrdr -C = -Qrr+ Nrrbr. (5.4.4)

Рассмотрим тепловые напряжения в плас-
тине линейно-переменной толщины

А = Л 0 ( 1 - х ) , х = т - , (5.4.5)
' о

где Ло, г0 — постоянные; 0 -< х < 1 (рис. 32).
Подставляя в уравнения (5.4.1) и (5.4.3)

выражение (5.4.5) для толщины пластины и

вводя независимую переменную х = — и функ-
Гп

цию у по формуле

•у, (5.4 6)
(1-х)*

получаем при цг — 0 следующие уравнения:

deT

Рис. 32.

o,
(5.4.7)

X

где

. . i ^ _ ( i + v)r0-J[xr(l-xf\ =0, (5.4.8)

= 4-K5-4v; c = 3; a', 6'=-J-± 6';

' = 4 - K l 3 — 12v; c' = 3; Do = 1 2 ( 1 —
(5.4.9)

Общие решения для усилий Nr, Ne, угла поворота нормали ftr и
изгибающих моментов Мг, Мв имеют вид

-Л/f; (5.4.10)
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Ne = C.N^ + C X * + Л#>; (5.4.

(5.4.12)

Mr = ClMp + CiM™ + M{

r

C) + M<x); (5.4.13)

Me = C'Ml) + C'2Mf + M C ) + Me

x). (5.4.14)

Здесь iV^1', M2 ' — частные решения однородного уравнения, соот-
ветствующего уравнению (5.4.7); N{

r

e) — частное решение неодно-
родного уравнения (5.4.7); г/'1', г/<2> — частные решения однород-
ного уравнения, соответствующего уравнению (5.4.8); г/'с> — част-
ное решение неоднородного уравнения (5.4.8) при %г = 0; */<*> —
частное решение неоднородного уравнения (5.4.8) при С = 0.

Остальные частные решения на основании уравнения (5.2.7)
и соотношений (5.2.17) и (5.2.5) определяются по формулам

" н ~ dx

d$(p)

v-

dx

( p = l ,

V

X

2,

&iP

e);

л
/'

(5

(5

.4.

.4.

15)

16)

dx

M™ = DM\ +

где в соответствии с выражением (5.4.6)

*>'Р) = { 1 l x ) t У{Р) ( Р = 1.2.С, х). (5.4.18)

Постоянные интегрирования С ъ С2 и Ci, C2 определяются из
граничных условий на внутреннем и наружном контурах пластины.
Исследуем решения рассматриваемой задачи, когда влияние рас-
тяжения на изгиб незначительное, т. е. когда в уравнении (5.4.8)

отсутствует член —-=р • ^_ 2 Nгу.

В этом случае оба однородных уравнения, соответствующие урав-
нениям (5.4.7) и (5.4.8), гипергеометрические и их первые частные
решения в окрестности точки х = 0 определяются в гипер геометри-
ческих функциях вида (4.9.4).
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Принимая во внимание значения параметров (5.4.9), получаем

N'r
l) =F(-±- + б; 1 б; 3; х) ; (5.4.19)

У0) = F[± + 6'; -±- - б'; 3; х) . (5.4.20)

Используя формулы (5.4.15), (5.4.18), (5.4.16), а также функцио-
нальные соотношения (4.9.10), (4.9.11), (4.9.13), находим для первых
частных решений остальных однородных уравнений следующие вы-
ражения:

3 „ _3_ в. д . ) _
~о г °>~~п °1 4; X) —

r ^ ^ - r + e.-i—б; 4; х); (5.4.21)

= xF (-§- + б', -§ б'; 3; х) ; (5.4.22)

(5.4.23)

где

12(1 —

Поскольку параметры сие' гипер геометрических уравнений
равны целым положительным числам, то вторые частные решения
однородных уравнений в окрестности точки х = 0 определяются
в гипергеометрических функциях второго рода вида (4.9.6).

Функциональные соотношения для функции W (а, Ь; с; х) пол-
ностью совпадают с соответствующими функциональными соотно-
шениями для функции F (а, Ь; с; х); поэтому выражения для част-
ных решений N{?\ N{Q\ ft'2>, Л4{.2), М^ получаются из выра-
жений (5.4.19) — (5.4.23) заменой в них функций F (а, Ь; с; х)
и F (а1, Ь'\ с'; х) функциями Y (а, Ь; с; х) и ¥ (а', Ь'\ с'; х).

При v = -j- частные решения ^ л ) , М{

г

п\ М^ (п = 1, 2) опреде-

ляются в элементарных функциях [22].
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Переходя к частным решениям неоднородных уравнений, прежде
всего приведем частное решение

удовлетворяющее уравнению (5.4.8) при с' = 3 , Nr = 0, кг = 0.
Это решение, как видно из уравнения (5.4.4), имеет место только
при наличии поперечной силы.

Для нахождения частных решений неоднородных уравнений,
учитывающих тепловые воздействия, необходимо составить выра-
жения для величин е г и хт, входящих в свободные члены урав-
нений (5.4.7) и (5.4.8).

Изменение чисто теплового относительного удлинения, опреде-
ляемого температурным полем, полученным из опыта или из реше-
ния соответствующей задачи теплопроводности, можно сравнитель-
но точно аппроксимировать выражением

ат (Т - То) --= е° + (Е; - 4) -£- + 2 (4 + е; - 2e°)-g-, (5.4.25)

где 4> ег» Е"т — распределения чисто тепловых относительных
h h

у д л и н е н и й соответственно н а п о в е р х н о с т я х г = -~-, г = 0 и г = — ^ - ,

з а д а в а е м ы е в виде полиномов
тп m m

е'т = ^ e;V, е° = 2 в/У, ег = 2 ej*' (5.4.26)
/=0 /=0 /=0

(ej, e ,̂ êJ — постоянные).
Подставляя выражение (5.4.25) в (5.2.15), получаем следующие

выражения для величин гт и кт'-
m

" ,х', (5.4.27)
,=о "«^ " ' /=о

где

*,- = *!+- g - ' 1*/=е/-е/- (5-4-2 8)

Если теперь эти выражения внести в свободные члены уравне-
ний (5.4.7) и (5.4.8), выполнить в уравнении (5.4.7) замену функции
по формуле

Nr = (1 — x)c~a~bN (c — a — b = 2) (5.4.29)

и положить в уравнении (5.4.8) Л̂ л = 0 и С = 0, то вместо (5.4.7)
и (5.4.8) получим следующие уравнения:

— (с — а) (с — Ь) N + 2 А,^~1 = 0; (5.4.30)
(=0
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+ yi(Anx
i-l + Ai2x

i+Aj3x
i ') = 0, (5.4.31)

y=o

где
Л,- = JB,Eha; (5.4.32)

Лу1 = — (1 + v ) / f x ; - ^ ;
" о

Ар = 2(1+ v)(j+\) ?,-£-; (5.4.33)
" о

Уравнения (5.4.30) и (5.4.31) по форме совпадают с уравнением
(4.9.15). Их частные решения при свободном члене вида Ах'—1 опре-
деляются выражениями вида (4.9.18). Учитывая (5.4.29) и (5.4.6),
имеем

т , \ — \

ZA> [С_ а ] / [ С_Ь ] / Z Q Я| [с]п

t 1 - * ) 2 у!„

[а']п[Ь']п п

ri=O

. (/ + 1)1[с]/+1 у [а']„ [&']„ п
' 3 Га'1Л6'1 ^ я!1с'1

Дальнейшие вычисления целесообразно проводить для конкрет-
ного закона изменения гт и хг (см. пример).

Если усилие Nr, действующее в срединной плоскости пласти-
ны, велико, то необходимо в уравнении (5.4.8) сохранить член

Г0

Поскольку решение для Nr определяется в ги пер геометрических
функциях, то точное интегрирование уравнения (5.4.8) затрудни-
тельно.

Для приближенной оценки влияния растяжения на изгиб в
уравнении (5.4.8) можно усреднить в рассматриваемом интервале
изменения переменной х коэффициент при у, содержащий /V,., т. е.
представить его в виде

«i = — т?--—= \ nl » N'dx- (5.4.36)
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После этого уравнение (5.4.8) принимает вид

(5.4.37)

где

- 4 а х . (5.4.38)

Так как уравнение (5.4.37) по форме совпадает с уравнением
(5.4.8), взятым при Nr = 0, то, заменяя в ранее найденных решени-
ях а', Ь', б' на аъ blt 8lt получаем решение для рассматриваемого
случая.

П р и м е р . Сплошной диск газовой турбины, выполненный из стали
ЭИ-437Б в форме круглой пластины линейно-переменной толщины с размерами
Ло = 10 см, г0 = 50 см, Л2 = 5 см, г2 =
= 25 см (рис. 33), подвергается нерав-
номерному нагреву в условиях неста-
ционарного теплообмена (например,
при пуске турбины).

Необходимо найти распределение
тепловых напряжений в диске в мо- :

мент времени, который соответствует
температурному полю на рис. 33. Зна-
чения температуры в отдельных точ-
ках диска, измеренные хромель-алю-
мелевыми термопарами, приведены в
табл. 6.

Пользуясь справочными данными,
вычисляем средние значения коэффи-
циентов линейного теплового расшире-
ния ат в интервале (293° К, Т) (под
температурой То понимается комнат-
ная температура 293° К), а также зна-
чения чисто тепловых удлинений атх
X (Т — 293° К) в тех точках, для кото-
рых известны экспериментальные зна-
чения температуры диска (табл. 6).

Распределение чисто тепловых
h

удлинений на поверхностях г = —-,

г = 0 и г = аппроксимируем в соответствии с (5.4.26) полиномами

[ат (Т — То)] h =е^ = е'0 + е[х

Рис. 33.

\ат (Т - Т 0 )) г = 0 = 4 = eg + е°х + е°*2;

[ а Г ( Г - Г 0 ) ] h = ъ"т = г"0 + е** + г

(5.4.39)
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где на основании данных табл. 6

е'о = 0,004785, е,' = — 0,002874,

е° = 0,002096, е° = — 0,001992,

е-1 = 0,0006875, е^ = — 0,006105,

е 2 = 0,01843;

е£ = 0,02742;

82 = 0,04128.

Т а б л и ц а 6

X

0
0,25
0,50

т, -к

h
2 ~ Г

623
648
803

г = 0

453
533
803

h

348
428
803

aj-W. 1/град

Л
г= -j

14,5
14,7
15,6

z = 0

13,1
13,8
15,6

ft

12,5
12,9
15,6

ат (Т — 293° К) • Ю*

h

47,85
52,19
79,56

2 = 0

20,96
33,12
79,56

h
г~ т

6,875
17,42
79,56

Подставляя выражения (5.4.39) в формулы (5.4.27) и (5.4.28), определяем

Mi-*)
(5.4.40)

где
е0 = 0,00230942, е х = — 0,00282450, е2 = 0,0282354;

ц0 = 0,0040975, ц х = 0,003231, ц 3 = — 0,022852.

Полагая в формулах (5.4.34) и (5.4.35) / = 0, 1, 2 и учитывая, что в соответ-
ствии с выражениями (5.4.32) и (5.4.33) коэффициенты Л о и Ао1 равны нулю,
представляем частные решения N (

r

e ) и •б|х) следующими выражениями:

(5.4.41)

В[х

где

в _ dl
0 (с — а)(с -а]2[с — Ь\г

(5.4.42)

(54.43)

'•• +
c' (Ai2 + Л„) 2!

la'], [&'J

•"I гЬ'

(5.4.44)

b' + 1J3 '
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Л233(с'+2)

Здесь коэффициенты А,- (/' = 1,2) имеют значения (5.4.32), а коэффициенты
Лоз. Лд, Л/г, Л/з (/ = 1> 2) — значения (5.4.33).

Рис. 34.

\\

Используя формулы (5.4.15) и (5.4.17), вычисляем по известным частным
решениям N (

r

e ) и ф£х) частные решения Л^е) и Л?|.к),

1G3



0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5

1
0,976273
0,951698
0,926164
0,899534
0,871627

Ч"

1
0,952139
0,901630
0,847995
0,790595
0,728531

л/(е'.ю»

£ft0

2,2958
2,2644
2,1090
1,8596
1,5461
1,1986

ЛГ (

9

е ) • 10»

£/>о

2,2958
2,1660
1,6942
1,0003
0,20426

-0,57395

гт • Ю'

2,3094
2,3093
2,8739
4,0033
5,6973
7,9560

Nr • Ю'

£Л„

0,921
0,922
0,800
0,586
0,309
0

ЛГ9.10'

£Ло

0,921
0,857
0,454

—0,166
—0,883
— 1,576

В общих решениях (5.4.10), (5.4.11), (5.4.13), (5.4.14) частные решения

N\}\ M^\ М^ вычисляются по формулам (5.4.19), (5.4.21), (5.4.23), постоянные

Сг и С2 равны нулю (диск сплошной), частные решения М^\ М^ исключаются

из-за отсутствия поперечных сил (С = 0), а постоянные Сх и С( определяются

из условий Nr = 0, М, = 0 при х = xz = 0,5.

Т а б л и ц а 8

X

0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5

h
Z~ 2

0,336
0,555
0,635
0,577
0,368
0

ar • 10'

£

1,226
1,222
1,114
0,890
0,531
0

h

0,285
0,704
0,912
0,888
0,605
0

ft
Z ~ 2

0,336
0,414
0,188

—0,343
—1,173
—2,296

oe • io'
£

z = 0

1,226
1,149
0,681

—0,184
—1,456
—3,152

h

0,285
0,699
0,494

—0,340
— 1,828
—4,008

Результаты вычисления частных решений iV'1', N^\

r Nf N^ M™ Mg>

Ъ 1$Ъ ' ~Ж • " И Г ' ~Щ' -щ-усилий Nr и ^ с точностью

-

0 ~ 3постоянного множителя ЕЫ • 10~3 и изгибающих моментов Mr, MQ С ТОЧНОСТЬЮ
до постоянного множителя Eh^ • 10~3 при v = 0,3 для х = 0; 0,1; 0,2; 0,3;
0,4; 0,5 указаны в табл. 7.

Распределение по радиусу и толщине диска, тепловых напряжений о , с е

вычисленных с точностью до постоянного множителя Е • 10~3по формулам
(5.2.23), показано в табл. 8 и на рис. 34.
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Т а б л и ц а 7

. , ( 1 ) Г п

Eh3

0,119048
0,110933
0,103255
0,0960122
0,0892043
0,0828297

( l ) ' .

6 £ Л о

0,119048
0,103037
0,0883344
0,0749370
0,0628401
0,0520386

м(

г

х) • Ю'

Е„1

72,970
67,982
63,271
58,834
54,667
50,767

< > . . о з

Еп\

72,970
63,133
54,125
45,929
38,535
31,931

О/см)

0,40975
0,46579
0,47870
0,43002
0,28893
0

Мг • 10'

Eh\

0,0045
—0,0101
—0,0148
—0,0127
—0,00710

0

MQ • Ю'

Ehl

0,0045
—0,0192
—0,0163

0
0,0197
0,0357

§ 5.5. Термоупругость неоднородных пластин
при осесимметричном температурном поле

Соотношения между деформациями и перемещениями (5.3.12), урав-
нения равновесия (5.3.14) — (5.3.16), соотношения между усилия-
ми и функцией напряжений (5.2.18), а также уравнение совместно-
сти деформаций (5.3.17) одни и те же для однородных и для неодно-
родных пластин. Соотношения же упругости для неоднородных
пластин принципиально отличны, что, естественно, влияет на разре-
шающие уравнения.

Для получения соотношений между усилиями, моментами и де-
формациями разрешим уравнения (5.2.12) относительно напряже-
ний. Учитывая осевую симметрию задачи, имеем

Or =
1 — V 2 ' (5.5.1)

(Те = г [<#> + ve(;J - (1 + v) OLT (T - To)], or6 = 0.

Умножая соотношения (5.5.1) на dz, а затем на zdz, интегрируя

в пределах от z = 5- до z = -5- и используя выражения (5.2.4)

и (5.2.6), получаем следующие соотношения между усилиями, мо-
ментами и деформациями:

где

Nr = DNR

Nf> = DN4

Mr = DE, +

M& = Dver

h/2

De0

/

, —Afr,

г Л;

(5.5.2)

(5.5.3)

Л/2

Г

-ft/2

£v
1 — v2

- f t /2
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ft/2

D . f Ег
.' 1 — v

-ft/2

А/2/

-ft/2

4/2
h/2 (5.5.4)

ft/2

- J
-h/2

Л/2

-ft/2 -h/2

(5.5.5)

Эти соотношения отличаются от таковых для однородных пластин
(5.2.16), (5.2.17) тем, что и усилия и моменты зависят как от дефор-
маций растяжения — сжатия, так и от деформаций изгиба, т. е.
отличаются членами, содержащими D и Dv. Разрешим соотношения
(5.5.2) и (5.5.3) относительно деформаций растяжения — сжатия
и моментов:

ее = «i

л/г = ai
Me = fli

где

— а13хг — а 1 4 х 0 + (a

auNr — a
a14:Nr — a 3

alsNr — a 3

13хг

1 4

u

a 8 4 x e

= — kD
NV;

1 4

(a 1 3

(a 1 3

= k(DND —

a 1 2) NT;
c 1 2) NT;
a 1 4) NT — MT;
a 1 4) Л/'г — MT,

(5.5.6)

a 3 3 = Da
1 4

(5.5.7)

Подставляя выражения (5.5.6) в первое уравнение совместности
деформаций (5.3.17) и уравнение равновесия

dMrr
dr

(5.5.8)

вытекающее из уравнения (5.3.16) и уравнения (5.3.15) при С = О,

и используя формулы (5.3.12), (5.3.13) и (5.2.18) при * , ' = О,

находим систему разрешающих уравнений задачи:

d3F , „ t da,-, ,
апг

+

dr3

dr3

d

dr

dr* dr Ul3j dr

(5.5.9)
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<PF

d3u? , о / da,-> , \ d2uz . ( da,, \ du,

-^f + r2 (r-jB- + a33) -^ + r[r -£- - a ) £

+ r2-5T •4r+r3-dTl(ai3 + au)NT-MT] = 0. (5.5.10)

Функции F и иг, принятые в качестве разрешающих, не зависят
от положения исходной поверхности (от которой отсчитывается
координата г). Поэтому, как показано в работе [36], разрешающие
уравнения также инвариантны по отношению к положению этой
поверхности. Следовательно, упростить уравнения (5.5.9) и (5.5.10)
за счет выбора исходной поверхности невозможно.

Для неоднородных пластин в общем случае задача не распадает-
ся на две самостоятельные (о плоском напряженном состоянии и об
изгибе пластины) независимо от того, учитывается или не учиты-
вается влияние растяжения на изгиб. Функции F и иг совместно
входят и в граничные условия. В качестве граничных условий на
контуре г = const могут быть заданы три величины:

Nr или ыг(ев); МГ или Ьг; Qr или uz, (5.5.11)

которые выражаются через F и иг с помощью формул (5.2.18),
(5.5.6), (5.3.12), (5.3.13), (5.3.15), (5.3.16).

Формулы для определения тепловых напряжений на основании
(5.5.1), (5.2.4), (5.5.6) имеют вид

o r = jzrp I( f ln + van) Nr + (ai2 + va u) Ne — (au + va13 — z) xr —

— ( a 1 3 + v a l 4 - V2)xe] + pl^Kflu + flu)^ —«г(Г—Го)]; (5.5.12)

a e = [ 3 5 ? Kai2 + va u ) Nr + ( a u + va12) Л 9̂ — (a1 3 + va14 — vz) x r —

— (au + va13 — z) xe] + ^ [(a u + a12) NT — ar(T — To)].

Если коэффициент Пуассона постоянный, то

an = — van, «is = 0, a3i = va33 (5.5.13)
и разрешающие уравнейия несколько упрощаются:

ЧГ+''Ж<°.> + ЪЛ»т = 0, (5.5.14)
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Функции F и иг остаются в этих уравнениях связанными. Их можно
разделить лишь в соотношениях между усилиями, моментами и де-
формациями, выбрав исходную поверхность из условия

£>' = 0. (5.5.15)

Штрих в формуле (5.5.15) указывает на то, что величина D в форму-
лах (5.5.4) вычисляется не относительно срединной плоскости пла-
стины, а относительно исходной плоскости, находящейся на рас-
стоянии z0 от срединной.

Подставляя в выражение для D вместо z величину z—• z0, в
соответствии с условием (5.5.15) находим

Л/2

\ Ezdz

2o = ̂ f • (5.5.16)
\ Edz

- f t/2

Поскольку при v = const величина Dv = vD, то соотношения
между усилиями, моментами и деформациями будут иметь ту же
форму, что и для однородных пластин.

Рассмотрим теперь пластину, температурное поле которой Т (z)
изменяется только по толщине. Тогда

E = E(z), v = v(z). (5.5.17)

В этом случае, хотя функции F и «2 в соотношениях (5.5.2) и (5.5.3)
не разделяются, в разрешающих уравнениях (если не учитывать
влияния растяжения на изгиб) они разделяются.

Уравнения (5.5.9), (5.5.10) в рассматриваемом случае превраща-
ются в следующие:

aisr -jf V2«2 = 0;

d 0 i dF duz r\ ir r 1 o\

rVu* + -drm-dr = 0- ( 5" 5 Л 8 )

Разрешая эти уравнения относительно —г- V2F и —г- V2uz и учиты-

вая выражения (5.5.7), получаем
D D D N D v dF duz п .

Г
dr V DNDM — D* dr dr

d 2 &N dF duz _

где
2 _ d* 1 d

V -Чг^+~Г "df' •
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Если не учитывать влияния растяжения на изгиб, то каждое из
этих уравнений включает только одну разрешающую функцию: F
или uz.B этом случае интегрирование однородных уравнений

J | V 4 = 0 (5.5.20)

дает выражения

/• = C0 + C 1 (f-) 2 + C 3 ln-^;
\ ' г (5.5.21)

где r2 — радиус наружного контура пластины.
Для сплошной пластины на основании условий Nr ф со, ftr ~ О

при г = 0 постоянные С2 и С2 равны нулю. Постоянная Со не ока-
зывает влияния на напряженное состояние пластины.

Если температура пластины изменяется по радиусу и не изменя-
ется по толщине или изменяется симметрично относительно сре-
динной плоскости, так что

Т = 7 » или Т = T(r, z) = T(r, —г), (5.5.22)

то величины D, Dv, а следовательно, и а13, аи обращаются в нуль
и уравнения (5.5.9) и (5.5.10) приобретают вид, подобный (в смысле
связанности функций F и иг) тому, какой имеют разрешающие
уравнения для однородных пластин:

" 1 1 ' Ar1 ~ ' I ' Л,- I " 1 1 Л,2 I

Г -1Г- - а " ) ЧГ+Г*ЧР ^ + а^ NT = 0 ;

Здесь так же, как и для однородных пластин, функция F находится
независимо от иг, а если не учитывать влияния растяжения на изгиб,
то и иг находится независимо от/7.

Решения задачи при изменении температуры согласно (5.5.22)
для многих законов изменения жесткости пластины по радиусу мож-
но найти в работе [22]. Они получены сведением разрешающих урав-
нений к гипергеометрическим и интегрированием последних в ги-
пергеометрических функциях.
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Г Л А В А Ш Е С Т А Я

ТЕРМОУПРУГОСТЬ ОБОЛОЧЕК
ВРАЩЕНИЯ

§ 6.1. Вводные замечания

В данной главе рассматривается в квазистатической постановке
термоупругое напряженное состояние тонкой оболочки постоянной
толщины, срединная поверхность которой является поверхностью
вращения. Внешние силы, действующие на оболочку, и температур-
ное поле ее предполагаются симметричными относительно оси обо-
лочки.

Применяется теория тонких оболочек, основанная на гипотезах
о неизменяемости нормального элемента и о малости нормальных
напряжений на площадках, параллельных срединной поверхности.
На основании этих гипотез задача о деформации оболочки сводится
к задаче о деформации ее срединной поверхности.

При исследовании деформации срединной поверхности оболочки
используются некоторые формулы теории поверхностей вращения,
известные из дифференциальной геометрии. Вывод этих формул
дается в § 6.2. Соотношения между деформациями и перемещениями
и уравнения равновесия рассматриваются в § 6.3 и 6.4; они сов-
падают с соответствующими соотношениями и уравнениями изо-
термической теории оболочек [48, 37, 11]. Соотношения между уси-
лиями, моментами и деформациями, учитывающие температурные
члены, приводятся в § 6.5.

В качестве наиболее простой задачи термоупругости оболочек
в § 6.6 рассматривается задача о тепловых напряжениях в цилин-
дрической оболочке; разрешающее уравнение этой задачи являет-
ся дифференциальным уравнением четвертого порядка с постоян-
ными коэффициентами. Дал ее выводятся разрешающие уравнения для
других форм оболочек с постоянной кривизной меридиана (кониче-
ской, сферической, торообразной). Для каждой из них в § 6.7 со-
ставляется разрешающее уравнение в виде дифференциального урав-
нения второго порядка относительно комплексной функции, при
этом используются известные в теории оболочек стати ко-геометри-
ческая аналогия и комплексное преобразование уравнений. Анализ
форм решений и граничных условий для этих оболочек излагается
в § 6.8.

Исследование тепловых напряжений в конической и сферической
оболочках (§ 6.9 и 6.10) выполняется на основе решений в специ-
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альных функциях: для конической оболочки в бесселевых функ-
циях, а для сферической в гипергеометрических. В § 6.6, 6.9 и 6.10
приводятся примеры, выясняющие влияние геометрических пара-
метров, законов изменения чисто тепловых деформаций и гранич-
ных условий на распределение в оболочках тепловых напряжений.

§ 6.2. Некоторые понятия и формулы
теории поверхностей вращения

Поверхность вращения образуется при вращении плоской кривой,
называемой меридианом, вокруг оси, лежащей в плоскости кривой.
Линии пересечения поверхности с плоскостями, перпендикуляр-
ными к оси вращения, называются параллелями. Меридианы G =
= const и параллели s = const являются линиями главной кривиз-

Рис. 35. Рис. 36.

ны поверхности вращения, где 8 — угол между плоскостями рас-
сматриваемого и начального меридианов; s— длина меридиана,
отсчитываемая от некоторой начальной точки Ро (рис. 35).

Обозначим через Rx и R2 главные радиусы кривизны поверхнос-
ти вращения в точке Р. Первый главный радиус кривизны /^явля-
ется радиусом кривизны меридиана, второй R2 равен длине от-
резка нормали к поверхности, заключенного между этой поверх-
ностью и осью вращения (рис. 35 и 36):

(6.2.1)
sinq> '

где г — радиус параллели; ф — угол между нормалью к поверх-
ности и осью вращения.

Положение какой-либо точки Р поверхности вращения опреде-

ляется координатами s, 0 или радиусом-вектором R (рис. 35).
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Введем в рассмотрение так называемый сопровождающий точку

Р трехгранник единичных взаимно ортогональных векторов es, ев, ez,

образующих правую систему. Пусть es является единичным векто-
ром касательной к меридиану, направленным в сторону возрастания,

s, е9 — единичным вектором касательной к параллели, направлен-

ным в сторону возрастания угла Э, и ег — единичным вектором

внешней нормали к поверхности. Между векторами es, e§ и ег имеют
место соотношения

es = ее X е/, ев = ег х es; е2 = es x ев. (6.2.2)

Учитывая, что первая производная радиуса-вектора по длине
дуги равна единичному вектору касательной, получаем

Ниже мы будем пользоваться формулами для производных еди-
ничных векторов по длине дуг линий главных кривизн. Из диффе-
ренциальной геометрии известно, что первая производная единич-
ного вектора по длине дуги есть вектор, имеющий модуль, равный
кривизне кривой, и направленный по главной нормали этой кривой
в сторону ее вогнутости.

Предполагаем, что меридиан обращен вогнутостью к оси оболоч-
ки. Тогда, учитывая, что главная нормаль плоской кривой лежит
в ее плоскости, находим

где ег — единичный вектор, направленный по радиусу параллель-

ного круга (рис. 35). Вектор ег можно разложить на две составляю-

щие по направлениям векторов es и ег и представить в виде

er = cos фе5 + sin <pez.

Подставляя выражение для ег во вторую формулу (6.2.4), имеем

два •* -*

—0Q- = — cos ф es — sin ф ег. (6.2.5)

При движении вершины трехгранника по меридиану вектор ев не
изменяет своего направления. Следовательно,

ds
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Дифференцируем третье векторное произведение (6.2.2) по ко-
ординате s:

Используя первую формулу (6.2.4) и равенство (6.2.6) и учитывая,
что от перестановки множителей векторное произведение меняет
знак, переписываем последнее выражение в виде

ir = r9 X^=X's- (6-2-7)

Дифференцируя первое векторное произведение (6.2.2) по ко-
ординате 0 и используя формулу (6.2.5), получаем

des

 дев •+ . -* dez
х е*+ е е х ~Ш~ -д& ~ дд х е*

•* -* . " * , • * • dez

= — cos ф es х ег — sin ц>ег х ez + eg x -gg- .

Принимая во внимание, что векторы ее и -^|- параллельны, и учи-

тывая свойства векторных произведений, находим

- ^ - = cos Фее. (6.2.8)

Аналогичным образом определяем

•|^. = sin «pel. (6.2.9)

Полная таблица производных единичных векторов принимает вид

des \ ~* де.
е

де

в ~ — c o s Ф es — sin ц>ег;

d7,

(6.2.10)

Выведем дифференциальное соотношение между радиусами кри-

визны Rx и R2. Из рис. 36 видно, что ~ = cos ф. Подставляя в это

равенство ds = Rj^dy и г = ./?25тф, получаем известное условие
Кодацци — Гаусса для поверхности вращения:

(6.2.11)
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§ 6.3. Деформации оболочки

Температурное поле оболочки предполагается двумерным и в общем
случае нестационарным: T = T ( s , z, f), где s — меридиональная
координата; z — координата, отсчитываемая от срединной поверх-
ности в сторону ее внешней нормали; t — время. Так как задача
термоупругости оболочки здесь рассматривается в квазистатической
постановке, то время t играет роль параметра.

При осесимметричных внешних силах и температурном поле
срединная поверхность оболочки при деформации остается поверх-
ностью вращения; точки поверхности перемещаются в своей мери-
диональной Плоскости; их перемещения одинаковы во всех мери-
диональных плоскостях.

Положение точки Р до деформации определяется радиусом-век-

тором R (рис. 35), а после деформации — радиусом-вектором

Rt = R+u = R + uj!s + u~e1, (6.3.1)

где и — вектор перемещения; us и иг — проекции вектора переме-

щения и на направления единичных векторов es и е2.
Единичные векторы касательных к меридиану и параллели де-

формированной срединной поверхности определяются выражениями
вида (6.2.3):

- ' dR' •*• 1 dR' l(. о 9 \
е*=~д^' g e = — ~ge-, (6.3.2)

где ds' и r'dQ — элементы дуг соответственно меридиана и парал-
лели деформированной срединной поверхности. Эти элементы можно
представить выражениями

ds' = ds (I + es); r'dQ = rdQ (1 + ee), (6.3.3)

где es и ее — относительные удлинения срединной поверхности в
направлениях меридиана и параллели.

Подставляя выражение (6.3.1) в (6.3.2) и учитывая (6.3.3), по-
лучаем

ds ' s ds ' z ds ds s ds г

dR' 1 I dR . d7s . dl-Л (6.3.4)

При написании этих равенств на основании осесимметричной де-
формации срединной поверхности полагаем -^- = -щ- = 0 и заме-
няем частные производные от перемещений us и uz по координате s
обыкновенными. Подставляя в равенства (6.3.4) выражения для
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производных единичных векторов (6.2.10) и применяя формулы
(6.2.3), получаем

Из равенств (6.3.5) с точностью до величин второго порядка
малости следует

es = ^ + ^ ; (6.3.6)

ее = —(uscos(f + u zsin ф) (6.3.7)

z,
Линейный элемент, имеющий до деформации направление e

после деформации получает направление единичного вектора внеш-
ней нормали к деформированной срединной поверхности е\ Вектор

е'г может быть найден как векторное произведение векторов е'% и е'в.
Используя при вычислении векторного произведения выражения
(6.3.8) и соотношения (6.2.2), находим

X = X X её = es х ее + (— ^- + ~) ez X е0 = ez + ®ses, (6.3.9)

где

Как видно из формулы (6.3.9), величина f}s является проекцией
единичного вектора нормали к деформированной срединной поверх-
ности е'г на направление es и равна малому углу поворота нормали

к срединной поверхности вокруг оси, имеющей направление ев.
Положение любой точки тела оболочки Рх определяется коорди-

натами s, 6, z, где координата г, равная отрезку РРХ, отсчитывается

от срединной поверхности в направлении ег. Поверхность z = const
представляет собой поверхность вращения, равноотстоящую от сре-
динной поверхности (так называемую эквидистантную поверхность).
Главные радиусы кривизны этой поверхности равны R± + z и
/?,+ z.
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Зная угол поворота нормали к срединной поверхности (6.3.10),
находим в соответствии с гипотезой о неизменяемости нормального
элемента следующие зависимости между перемещениями «<z), «(г)

в точке Рг на расстоянии z от срединной поверхности и перемеще-
ниями us, иг в соответствующей точке Р срединной поверхности
(рис. 37):

uiz) = us + ztfs, «<г> = иг. (6.3.11)

Заменяя в формулах (6.3.6) и (6.3.7) us, ds, Rlt r соответственно

величинами «<г>, ds (1 + ~), Rx + z, г 11 + ~) и вводя в эти фор-

получаем относительные удлине-
ния е5

(г) и е̂ г> в точке на расстоя-
нии z от срединной поверхности

Лг) 1 , . . . v

мулы выражение (6.3.11) для

1 (6.3.12)

г
• (ее + 2хе),

где

** - dS

хе --= — ws cos <p =

(6.3.13)

= — 1ЛГ rfT!c0S(P- (6.3.14)
Пренебрегая в фор мулах (6.3.12)

Рис. 37. г г
членами порядка -Б- и -75- по

1 »
сравнению с единицей, получаем выражения для деформаций в бо-
лее простом виде:

е[г) = es + zxs, ее' •- е9 + zxQ. (6.3.15)
С точностью до исходных допущений теории оболочек величины

xs и хе выражают изменения кривизны срединной поверхности со-
ответственно в меридиональном сечении и в другом главном нор-
мальном сечении, проходящем через единичные векторы ее и ez.

Таким образом, осесимметричная деформация срединной поверх-
ности характеризуется четырьмя параметрами: относительными
удлинениями es и ее в направлениях меридиана и параллели и измене-
ниями кривизны xs и хе в направлениях меридиана и параллели.

Для осесимметрично деформированной срединной поверхности
существуют два уравнения совместности деформаций, которые яв-
ляются частным случаем уравнений совместности деформаций общей
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теории оболочек [11]:

-^- (гхе) — cos фх5 — ~ [-^- — cos фе5J = 0;

(R^s + Я2хе) sin Ф +Rt -L. ( f g l _ cos Фе5) = 0. ( 6 3 " 1 6 )

Уравнения (6.3.16) удовлетворяются тождественно при замене
деформаций срединной поверхности их выражениями в перемеще-
ниях по формулам (6.3.6), (6.3.7), (6.3.13), (6.3.14).

§ 6.4. Уравнения равновесия оболочки

Выделим из оболочки элемент двумя меридиональными плоскостями,
расположенными под углами 8 и 0 + dQ к плоскости начального
меридиана, и двумя коническими поверх-
ностями, нормальными к срединной по-
верхности и пересекающимися с ней по
параллелям на расстояниях s и s + ds от
начальной параллели. Элементу оболочки
соответствует элемент срединной поверх-
ности, ограниченный меридианами 6 =
= const и Э + dQ = const и параллелями
s = const и s + ds = const.

Пусть os, oe — нормальные напряже-
ния, действующие на площадках, ограни-
чивающих элемент оболочки; asz — каса-
тельное напряжение, действующее на пло-
щадке конической поверхности параллель-
но единичному вектору ег (рис. 38).

В теории оболочек, как и в теории Рис. 38.
пластин, вместо напряжений вводятся ста-
тически эквивалентные им внутренние усилия и моменты по фор-
мулам

(6.4.1)

- f as ( l + jL.) zdz; Me = ]' ae (1 + ^-) zdz.
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Здесь Ns, Qs, Ms — соответственно нормальное усилие, попереч-
ное усилие, изгибающий момент, приходящиеся на единицу длины
параллели; JV0, Мв— нормальное усилие, изгибающий момент, при-
ходящиеся на единицу длины меридиана. Малые члены -=- и -=- в

1<1 _ Кг

подынтегральных выражениях формулы (6.4.1) в дальнейшем'опус-
каются.

Обозначим внешнюю силу, приходящуюся на единицу площади

срединной поверхности, через q, а ее составляющие по направлени-

ям единичных векторов es и ez — соответственно через qs и qz.

Nnds

MgdS

N$rdB
0srd9

Рис. 39.

Положительные направления внутренних усилий и моментов
и внешних сил указаны на рис. 39. Введенные таким образом внут-
ренние усилия и моменты и внешние силы позволяют вместо равно-
весия пространственного элемента оболочки рассмотреть равно-
весие соответствующего элемента ее срединной поверхности.

На сторону элемента s = const действует усилие — (Nses +

+ Qsez) rdQ, а на сторону s + ds = const — усилие

Г /

 sr+^f)(es + 4rds) + (Qsr + ̂ fds)(l + ^ds\\dQ.

С точностью до величин второго порядка малости равнодейству-

ющая этих двух усилий равна -fds s ^ ds e * ^ s ds

-j-Qsr—p-J dsdQ. Таким же образом находим равнодействующую

усилий, действующих на стороны элемента 0 = const и 8 -f- dQ =

= const, dsdQ; равнодействующую изгибающих моментов,

действующих на стороны элемента s = const и s -\- ds = const,
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dM т ~* ^^9 \

. s ее + Msr —j—I dsdQ и равнодействующую моментов, дей-ds
ствующих на стороны элемента 6 = const и 8 4- dQ — const,

Пренебрегая величинами высшего порядка малости, определя-
ем также момент усилий относительно оси е%: — Qsreedsdd.

Учитываем внешнюю поверхностную нагрузку

(qses + q2ez) rdsdQ.

Условия равенства нулю главного вектора и главного момента
всех сил, действующих на элемент срединной поверхности, имеют
вид

dNsr •* dQsr "* , •. des . ^ дег

^ Г 1V
, •. des . ^ дег .

z ' s ds s <3s '

r = 0 ;

ds z ' s ds

Используя формулы (6.2.10) для производных единичных век-
торов и приравнивая затем нулю коэффициенты при es, бе, ег, полу-
чаем из двух векторных уравнений (6.4.2) три скалярных уравне-
ния равновесия оболочки:

dM,r . . / - i n I

—j* M e cos ф — Qsr = 0; (6.4.3)
dQsr ,j . N,r . n

dS

§ 6.5. Соотношения между усилиями,
моментами и деформациями

Соотношения между деформациями оболочки (6.3.15) и напряжения-
ми аналогичны соотношениям (5.2.12) для пластины:

(6.5.1)
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Выполняя преобразования, аналогичные соответствующим пре-
образованиям для пластины, и применяя формулы (6.4.1) без ма-

лых членов -ц- и -Б-, получаем
Кх Кг

12 (Ms — vAfe) 12 (Me — \MS)
fP ^ XT, X 6 = Щ-г f" «r ( 6- 5- 3)

iVs = DN [e, + vee — (1 + v)e r];

A/e = DJV[ves + e e - ( l + v ) E 7 . ] ;

Ms = DM [XS + vxe — (1 + V) jtyl;

где величины ет, хг определяются выражениями (5.2.15);
П — E h Г) £/г3

UN ~~ 1—v* ' UM '— 1 2 ( 1 — v 2 ) "

Заменяя в первых двух формулах (5.2.23) индекс г на s, полу-
чаем соответствующие формулы для напряжений в оболочке:

(о.5.о)

Об = - £ - + —^Г1 + Г~^ 1еГ + Z X7 — аТ (Т — То)]-

При линейном изменении температуры Г — То по толщине обо-
лочки и постоянном значении аг имеет место равенство

вт-\-гхт = ат(Т — То),

на основании которого формулы (6.5.6) принимают вид

§ 6.6. Тепловые напряжения в цилиндрической
оболочке

В случае цилиндрической оболочки

_ = 0 , r = r0 = const, ф = - | - , (6.6.1)

выражения для деформаций (6.3.6), (6.3.7), (6.3.13), (6.3.14) и угла
поворота (6.3.10) принимают вид

(6.6.2)
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а уравнения равновесия (6.4.3) при qs = 0 переходят в следующие:
г лил ип Nn

r0 ds ds r0

где С — постоянная интегрирования, которая выражается через
равнодействующую осевую силу Р (рис. 40) по формуле

С - — ~ . (6.6.4)

Исключая из второго и Л̂
третьего уравнений (6.6.3) Qs,
получаем £

ds*

—~~

(6.6.5) л ^ ^ Д ^
Подставляя во второе со-

отношение (6.5.2) величины

е0 = — и Ns = — — , полу-
'ft ?п

N5

p

Рис. 40.

чаем

= £Л —-—e_ .
\r0

 T) r0

(6.6.6)

Соотношения (6.5.5) при xs = — -~ и ие = 0 принимают вид

( 6 6 ? )

Подставляя в уравнение (6.6.5) выражения для усилия Ne и
изгибающего момента Ms, находим разрешающее уравнение для
цилиндрической оболочки:

Т - + 4 Р Ч -ЕгАъ+^г)- 4^г°ет + (1 + v)^J = 0, (6.6.8)

3 ( 1 — V » )

Общее решение этого уравнения имеет выражение

иг = e
Ps

cos ps + C2 sin Ps) + e~Ps (C3 cos ps + C4 sin

(6.6.9)

(6.6.10)

или
иг = Сх sin ps sh ps + C2 sin ps ch ps -f C3 cos ps sh ps + C4 cos ps ch Ps +

"z + "z + «z + Щ. . (D.O.I 1)
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где «м, u<£\ i№, ы(*> — частные решения неоднородного уравне-
ния (6.6.8) при свободном члене, содержащем величины соответст-
венно цг, С, ет, хг; Сг, ..., С4 — постоянные интегрирования, опре-
деляемые из условий на ограничивающих оболочку контурах.

Частные решения для случаев равномерной нагрузки интенсив-
ностью qz и осевой силы Р = —2лС соответственно будут

(?) __ А_ . (С) __ _VC_ / 6fi 12^

Для определения частных решений в случае неравномерного нагре-
ва аппроксимируем изменения чисто тепловых деформаций вдоль
образующей срединной поверхности полиномами

m m

гт = ^ B/s', кт = -г- 2 V-i^ (e/> H-/ = const) (6.6.13)
/=0 j=0

или тригонометрическими суммами
m m

е г = 7, е.- cos / —.—\- У, е. sin / -у- ;г 0о ' l U ' 1 (6.6.14)
m m

1 "V • 2jtS 1 V 1 ' • • 2ns , ,.

x r = — 2i И-/ cos / - p + -£- 2( I*/ sm / — (e/( e/f fi/, fi,- = const),
;=0 /=1

где / — длина оболочки.
Выбирая в случае тепловых деформаций (6.6.13) или (6.6.14)

частные решения в виде выражений

F
/=0 /=0

или
m m

/ + 2 asm /
iz = Zi aicos 1 zf~ + 2d aism /

'•=0 / = 1 * (6.6.16)

и внося их в уравнение (6.6.8), взятое при qz = О, С = 0, получаем
алгебраические уравнения для определения коэффициентов ajt a'jt
Ь„ Ъ).

Зная решение для uz, определяем соответствующие решения для
Ь., Na, М„ Ма, О..

Подставляя в первое соотношение (6.5.2) es = —£, Ns— — —

и Л̂ е, определяемое выражением (6.6.6), и выполняя интегрирование,
находим
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Постоянная СБ представляет собой осевое перемещение оболочки
в целом как жесткого тела в направлении оси £ (рис. 40).

Наличие в решениях для усилий, моментов и перемещений шес-
ти постоянных интегрирования: С, Си ..., С4, С5 позволяет удовле-
творить любые граничные условия на краях оболочки. Постоянная
С определяется по формуле (6.6.4), Са, ..., С4 — из системы четырех
уравнений, выражающих условия загружения или закрепления
краев оболочки, а постоянная Сь находится из условия, фиксирую-
щего начало отсчета осевого перемещения. Если оболочка стати-
чески неопределима относительно осевой силы, то задается допол-
нительное условие для перемещения. Более подробный анализ гра-
ничных условий для осесимметрично деформированной оболочки
дан в § 6.8.

Рассмотрим две характерные задачи о тепловых напряжениях и
перемещениях в цилиндрической оболочке.

З а д а ч а 1. Длинная цилиндрическая оболочка со свободным
краем s = 0 подвергается действию температурного поля

з
Т — То = 2 Тф (г) s', (6.6.18)

/=о
где Ти) (z) — в общем случае нечетные функции. Такое темпера-
турное поле вызывает чисто тепловые деформации

з з

8Г = 2 e/s7; *т -•= 4" 2 ^' ( 6 - 6 - 1 9 >
;=о /=о

где
А А.
2 2

j атГп(г)с1г; р, = £ f aTTU)(z)zdz. (6.6.20)
~т ~т

При этих чисто тепловых деформациях частные решения (6.6.15)
имеют выражения

и? = г0 %у; и? = —L+1 (ц, + 3^s). (6.6.21)

В случае длинной оболочки целесообразно использовать общее
решение для иг в форме (6.6.10); так как краевой эффект быстро
уменьшается с увеличением s, в этом решении следует положить
С\ = С2 = 0. Принимая во внимание, что в рассматриваемом
случае отсутствуют распределенное давление и осевая сила (qz = 0,
С = 0), получаем

з
и2 = е-* (С3 cos ps + С4 sin ps) + г0 2 e/S

y - - ^ (ц2 + ЗМ-
/=о н

(6.6.22)
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Далее вычисляем

®s = -р- = Be~Ps [C3 (sin Bs + cos Bs) -f- C4 (sin Bs — cos Bs)] —

Ц - ; (6.6.23)
/=o H

(1 + v)x r ] = -DM [2BV-P*(C3sinps-

з 1

- C4cos 8s) + 2r0 (ea + 3e3s) + (1 + v) ~ 2 Hys7 ; (6.6.24)
; = 0 J

Qs = t^il = _ DM \ 2B3e^ s [C3 (cos Bs — sin Bs) +

з -\

+ C4 (cos Bs + sin Bs)] + 6roes + (1 + v) - i - 2 / V " ' • (6-6.25)
/=o J

Удовлетворяя условиям на свободном крае

Ms = О, QS = 0 при s = 0, (6.6.26)
определяем

Подставляя значения постоянных С3 и С, в формулы (6.6.22)
и (6.6.23), находим

(«z)s=o = г„ (е0 - -р- - -^-) - i i f (Ио + ib. + - l̂) ; (6.6.27)

=0 - - r0 ̂  + +
Применяя формулу (6.6.6) и вторую формулу (6.6.7), опреде-

ляем

+т + Ш- <6-6-28>
( / И , ) , = р . - Р " ( 1 ; " " - , (6.6.29)

Чтобы определить напряжения сте, необходимо знать распре-
деление температуры по толщине оболочки. Пусть при s = 0 изме-
нение температуры по толщине оболочки определяется законом

( Г - T 0 ) s = 0 = Г ( 0 ) (2) = T0Q + T01z + T02z
2 (Too, Tox, T02 = const).

(6.6.30)
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Этому распределению при постоянном значении ат соответствуют

(er)s=o = е0 = ат [Тоо -\ r̂ —I ; (xr)s=o = -г- = «гГ01.

Подставляя выражения для NQ, Ме, ег, кт и Т — То во вторую
формулу (6.5.6), находим

„ - - Е [± („ + ^

В частном случае, когда температура изменяется только вдоль тол-
щины оболочки по линейному закону

Т - Т 0 = Т 0 0 + Т01г, (6.6.32)

где

^ \ - Т о ) h+(T-T0) h
z=~ 2 =-т

Г 0 1 = ^ , AT=(T-T0) -(T-To) h,
z=T z = - T

в формуле (6.6.31) отличным от нуля остается только коэффициент

^ - = аг-т- • Максимальное тепловое напряжение

При ДТ > 0 это напряжение сжимающее.
З а д а ч а 2. В короткой цилиндрической оболочке с жестко

заделанными краями происходит равномерное приращение темпе-
ратуры Т — То, которому соответствуют чисто тепловые деформа-
ции

ет = е0 = ат (Т — То), х г = 0. (6.6.34)

В этом случае удобно применить решение для uz в форме (6.6.11).
Если поместить начало координат в среднем поперечном сечении
цилиндрической оболочки, то при одинаковых граничных условиях

на краях s = ± - ^ - ( ^ — длина оболочки) решение для иг должно

быть четной функцией, поэтому С2 = С3 = 0. Тогда, принимая во

внимание выражения для частных решений u<c> = v ; и'8' =

= гоат (Т — То), получаем

иг = Сх sin ps sh ps + C4 cos ps ch pS + - ^ - + roaT (T — To). (6.6.35)
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Затем находим

— C4(sin psch Ps — cos ps sh ps)], (6.6.36)

Ms = - DM -^- = - 2 Z ) AIP 2 (cx cos Ps ch ps - C4 sin ps sh ps) (6.6.37)

и, применяя формулу (6.6.17), определяем

us = - ^ [Сх (cos ps sh ps — sin ps ch ps) — C4 (cos ps sh ps +

+ sin ps ch ps)] - - ^ s + aT(T-T0)s- Cb. (6.6.38)

Постоянная С5 согласно условию симметрии

us = 0 при s = 0 (6.6.39)
равна нулю

Для определения постоянных С, Сх и С4 используем следующие
условия жесткого закрепления краев оболочки:

щ = 0 , и, = О, Ф, = 0 при s]= ± 4 - • (6.6.40)

Удовлетворяя этим условиям, находим значения постоянных инте-
грирования:

EhraaT(T — То)\
/ • • _ _

Г ( l + v ) a ( s i n 2 a + sh2g) . 1 .

[a (sin2a + sh2a) + va(cos2a — ch2a) J '

2 (1 + v) a a r (Г — Го) r0 (sin a ch a — cos a sh a)

С4 = —

a ) + v a ( c o s 2 a —ch2a) '

2 (1 + v) aar- (T — To) r0 (cos a sh a + sin a ch a)

a(sin2a + sh2a) + v2 (cos 2a — ch2a) '

где a = - |- .
Q

Сжимающее усилиеNs = должно быть меньше усилия, вы-

зывающего потерю устойчивости оболочки.
Тепловые напряжения в определенных поперечных сечениях

оболочки определяются по формулам (6.5.7), в которых Ne и Ms вы-
ражаются формулами (6.6.6) и (6.6.37), а Л1е = vMs.

Задача, связанная с сопряжением цилиндрических оболочек,
рассматривается на конкретном примере.

П р и м е р . Стальная трубка в месте соединения с трубной доской подвер-
гается неравномерному нагреву. Средний радиус и толщина трубки составляют
го = 1,75 см и h = 0,3 см. Температура трубки, измеренная термопарами, изме-
няется вдоль ее оси в соответствии с графиком на рис. 41, а; по толщине трубки
температура существенно не изменяется. Требуется определить наибольшие теп-
ловые напряжения в трубке без учета ее связи с трубной доской.
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Рассматриваем трубку как цилиндрическую оболочку, состоящую из двух
участков (рис. 41, б). Приращение температуры первого участка длиной Si =
= 3,5 см аппроксимируем линейным законом (Т — То) = 7\s, а приращение
температуры второго участка предполагаем постоянным: (Г •— То) = 0.

Т°К
600

500

400

\
j

Tz ez

Рис. 41.

В рассматриваемом случае То = 418° К, Тх = 80 град/см. При v = 0,3
и заданных размерах трубки

т = j _ и e - P S l = 0 > 0 0 2 0 1 L

Так как величина e~Ps'мала по сравнению с единицей, то первый участок, как и
второй, можно рассматривать как полубесконечную оболочку.

Располагая начало координат в месте сопряжения первого и второго участ-
ков и направляя ось s для первого участка противоположно направлению оси s
для второго участка, рассмотрим на сопрягаемом контуре каждого участка пере-
мещение и2, угол поворота Ф5, изгибающий момент Ms и поперечное усилие Qs

- > • - * •

при указанном положении единичных векторов es и ег, придерживаясь ранее при-
нятого правила для положительных направлений этих величин (рис. 37 и
рис. 39). Указанные величины определяются выражениями (6.6.22)—(6.6.25),
в которых для второго участка все коэффициенты е/ и ц/ (/ = 0, 1,2, 3) равны
нулю, а для первого участка отличен от нуля только один из этих коэффициентов
е, = a r 7V

r7V
Условия сопряжения двух участков следующие:

(6.6.41)

Согласно первому и третьему условиям Cj = С3 = = ^з ! С4 = С4 = С4. Из второ-

го и четвертого условий определяем С3 = — Ct = Тогда находим

24(1—v 2 )
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Соответствующие им наибольшие тепловые напряжения будут

6Afs ^
<Ч=о, г=±А=± 4 ( 1 — v»)

(Ч=о. г = _л- = -T^e),=o-4(«e),=o.
(6.6.43)

При ранее указанных значениях величин го, Л, р, Г!, V, коэффициенте линейного
теплового расширения ат = 13,5 • 10 1/град и модуле упругости Е = 2 х
X 10е дан/см2 из этих формул определяем

(as) Л = q: 552 дан/см*,
s-=0, z=± —

(о е ) л = 304 дан/см* + 166 дан/см* = 470 дан/см*.

§ 6.7. Разрешающие уравнения

Рассмотрим разрешающие уравнения для конической, сфериче-
ской и торообразной оболочек, имеющих постоянную кривизну ме-
ридиана (Rx = const).

Исключая усилие Л̂ е из первого и третьего уравнений равнове-

сия (6.4.3), взятых при qs = qz = 0, получаем -^ (N/ sin cp) —

(Q/cosq>) = 0. После инте-
flS V ^ s Т /

5 грирования находим

где С — постоянная интегрирова-
р ния. Подставляя выражение (6.7.1)

в первое и второе уравнения (6.4.3),
имеем следующие уравнения рав-
новесия:

cos2 = 0;

ds — Me cos ф — N/ tg ф — = 0.
(6.7.2)

Постоянную С выражаем через равнодействующую осевую силу Р
(рис. 42):

Р = 2лг (Ns sin ф — Qs cos ф). (6.7.3)

Сравнивая это уравнение с уравнением (6.7.1), находим значение
(6.6.4) постоянной С.
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Порядок системы уравнений совместности деформаций (6.3.16)
может быть понижен. На основании соотношений (6.3.13) и (6.3.14),

(tfiXj. + /?2хе) sin Ф = /?! — s ^ " ф = Ri-fc (Ker tg ф). Подставляя это
выражение во второе уравнение (6.3.16), после интегрирования
получаем

^ + C'=0. (6.7.4)

Постоянная интегрирования С равна нулю. В этом можно убедить-
ся, выражая в равенстве (6.7.4) деформации через перемещения.

Учитывая равенство (6.7.4) при С" = 0, уравнения совместности
деформаций (6.3.16) представляем в таком виде:

d ' ' Ч-х. = О;ds \ ° cosop /

. (6.7.5)
dear v '

-j-s es cos ф + x er tg ф = 0.
Рассматривая уравнения (6.7.2) и (6.7.5), обнаруживаем изве-

стную статико-геометрическую аналогию: величины Ns, NQ, MS,MQ

в уравнениях (6.7.2) соответствуют величинам хе, xs, —ее, — E S В
уравнениях (6.7.5). Аналогию можно распространить и на со-
отношения (6.5.2) и (6.5.5): величины v, — -рт, гт в соотношениях
(6.5.2) соответствуют величинам — v, DM, (I + \)DMKT В соотно-
шениях (6.5.5).

В качестве основных неизвестных, относительно которых будем
составлять разрешающие уравнения, выбираем JVS И хе-

Заменяя во втором уравнении (6.7.5) деформации e s и ее усилия-
ми по формулам (6.5.2) и исключая затем усилие N& с помощью пер-
вого уравнения (6.7.2), получаем первое разрешающее уравнение

Ns . / З с о э ф , 2 t g q > \ dNs I / 2sinq> , l + 2 t g 2 r o \ . ,

ds* ^ \ r ^ R 1 I d s ^ R x I r ^ R L j l w *

Eh sin ф С

Заменяя во втором у равней и и (6.7.2) моменты Ms и MQ ИХ выраже-
ниями в деформациях (6.5.5) и исключая деформацию xs с помощью
первого уравнения (6.7.5), имеем

/ 3 c o s < p , 2 t g c p \ е , 1 / 2 s i n ?

^ DM
( 6 7 J )

Заметим, что при С = 0 уравнение (6.7.7) на основании статико-
геометрической аналогии можно получить непосредственно из
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уравнения (6.7.6). Уравнения (6.7.6) и (6.7.7) можно преобразовать
к одному комплексному уравнению второго порядка. В качестве
разрешающей функции выбираем

й, = ЛГ4 + *0Хе, (6.7.8)

где k0 — комплексная постоянная.
Умножая уравнение (6.7.7) на k0 и складывая его с уравнением

(6.7.6), получаем

d2Ns-, , ( Зсозф 2tgq>\ dNs I f2sintp 1 + 2 tg» ф \ 7,
ds* ^ \ г ' ^ / ds ' Ri \

С Г 1 / 1 + v 2 t g y \ *

[ • j
*j

г [ R \ "•" tf j

F i (! + v) ^r] = 0. (6.7.9)
Для того чтобы это уравнение содержало одну разрешающую функ-

цию Ns, необходимо положить Eh — ^ - = /-^ -т^-) k0. Отсюда
«1 \ «1 ^м /

= 12(1—v 2 ) . (6.7.10)

Подставляя значение k0 в уравнение (6.7.9), получаем разрешаю-
щее уравнение оболочки вращения с постоянной кривизной мери-
диана:

Зсгеф , 2 tg ф \ _d^s_ , 1 Г (2 Т t » sin <p
' ~ R T J ds + У?! [ л "Г

Рассмотрим частные случаи этого уравнения, при этом для опреде-
ленности берем верхний знак перед i.

Коническая оболочка. Полагая Rx-^ со,<р= -?г — ос = const, r =

= s sin а, где а — угол между осью вращения и меридианом средин-
ной поверхности оболочки; s — длина меридиана от вершины обо-
лочки (рис. 43, а), из уравнения (6.7.11) получаем

ds h s h sin2 a '

A [ e r _ t ( l + v)AX7.j==o, (6.7.12)
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при этом

*о = * - ^ - - (6-7.13)

Сферическая оболочка. При Rt = R2 = r0 = const, r = rosin<p,
ds = rod<p (рис. 43, б) уравнение (6.7.11) принимает вид

4 + ,
cos2 ф SIIT'

= 0 ,

(6.7.14)

Рис. 43.

где

(6.7.15)

Торообразная оболочка. Обозначим через d расстояние между
центром меридиональной окружности торообразной оболочки и ее
осью вращения (рис. 43, в). Полагая Rx = r0 = const, г = г0 (б +

+ sinq)), 8 = —, ds = rodq>, вместо уравнения (6.7.11) получаем

dtp*

dNs
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( 2 - t » sing, i_i_2te«a>lJV 4 - - - / 2 t g < p

6 + sinq) i- i - h ^ t g 9jAs-t- r o ( 6 + s i n ( p ) у C O S ( p

= 0 , (6.7.16)

где величины k0 и ц имеют значения (6.7.15). При 6 = 0 уравнение
(6.7.16) переходит в (6.7.14).

§ 6.8. Форма решений и граничные условия

Общее решение уравнения (6.7.11) можно представить в такой
форме:

Nt = c j v i 0 + C2Af > + МС ) + N(

s

e) + U x ) . (6.8.1)

Этому решению соответствуют следующие решения для Ns и хе:

""1 (6-8.2)1

Здесь Л^п) и ив"' (п = 1, 2, 3, 4) —• частные решения однородного
уравнения, соответствующего уравнению (6.7.11). Так как это од-
нородное уравнение не содержит членов, учитывающих действие
осевой силы и неравномерного нагрева, то его частные решения
соответствуют такому напряженному состоянию оболочки, которое
вызывается в ней действием самоуравновешенных контурных на-
грузок: изгибающих моментов Ms и радиальных усилий Nr =
= A/Scos(p+ Qssiri(p. Такое напряженное состояние принято назы-
вать краевым эффектом. С помощью четырех линейно независимых
решений краевого эффекта при соответствующем выборе постоян-
ных интегрирования можно осуществить любую комбинацию крае-
вых самоуравновешенных нагрузок Ms и Nr на двух ограничиваю-
щих оболочку контурах.

Входящие в решения (6.8.2) величины N?\ N(

s

e\ Л#° и х£С),
хе£>> ^"'представляют собой частные решения уравнения (6.7.11), со-
ответствующие свободным членам, содержащим величины С, ег, иг-
Эти частные решения отвечают таким видам напряженного состоя-
ния оболочки, которые обусловлены действием соответственно осе-
вой силы Р = — 2лС и неравномерного нагрева, вызывающего чисто
тепловые деформации ег и кт.

Зная Ns и хе, из первого уравнения равновесия (6.7.2) и пер-
вого уравнения совместности деформаций (6.7.5), можно определить
iVe и xs, а из соотношений (6.5.2) и (6.5.5)—es, e8 и Ms, MQ.
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Поперечное усилие Qs определяется по формуле (6.7.1). Пере-
мещение uz можно найти из дифференциального уравнения

tg<p
ds coscp

(6.8.3)

полученного из уравнений (6.3.7) и (6.3.14) после исключения us.
Из уравнения (6.3.7) получаем формулу для перемещения us\

СОБф
(гее — иг sin ср). (6.8.4)

Поскольку для определения перемещений uz и us надо интегри-
ровать дифференциальное уравнение (6.8.3) первого порядка, то фор-
ма их общих решений будет отли-
чаться от формы решений (6.8.2) и,

 и'
дополнительным частным решением

= 2 Cnuin)

л=1
uiC) + и? +

п=\

где Uz5) и uf]—решения однород-
ной системы двух уравнений, со-
ответствующей системе уравнений
(6.8.3) и (6.8.4):

Ы(г5> = COS ф , U (

s

5 ) = — Рис. 44.
(6.8.6)

На основании этих решений ясен механический смысл постоянной
Съ: она представляет собой осевое смещение оболочки в целом как
жесткого тела в направлении оси £ (рис. 44).

С помощью пяти постоянных интегрирования С и Сп (п = 1,
2, 3, 4) в решениях для усилий, моментов и деформаций и, кроме
того, шестой постоянной С5 в решениях для перемещений можно
удовлетворить любые граничные условия на контурах, ограничиваю-
щих оболочку.

Граничные условия представляют собой условия загружения
или закрепления краев оболочки. Они формулируются при состав-
лении расчетной схемы рассматриваемой конкретной задачи. За-
даются граничные условия в виде силовых или кинематических
факторов. Силовые факторы характеризуют загружение краев обо-
лочки, а кинематические — их закрепление или перемещение.
В общем случае граничные условия могут быть заданы в виде
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следующих трех силовых и четырех кинематических факто-
ров (рис. 42 и 44):

Силовые факторы Кинематические факторы

1. Меридиональный изгибаю- 1. Угол поворота
щий момент Ms-

2. Радиальное усилие ф _ и* ""? _ r

 x. , , , , „ . Ri ds cos ф е '
Nr = Ns cos ф -f- Qs sin ф. 1 ч -

3. Осевая сила 2- Радиальное перемещение
Я = 2пг (JVS sin ф — Qs cos Ф ) . "£ = us c o s Ф + « г sin ф = /чгв.

3. Взаимное осевое смещение контуров обо-
лочки
Д«* = iif2 — u,.j = (u2 cos ф — u s sin ф) 2 —

— (иг cos ф — us sin (f)1.
4. Осевое перемещение на одном из контуров

Uj. = иг cos ф — u s sin ф.

На каждом граничном контуре могут быть заданы независимо
первые два из указанных силовых или кинематических факторов.
Если из условия равновесия оболочки в целом можно определить
осевую силу Р, то задается третий силовой фактор. Если же за-
крепление оболочки не позволяет определить осевую силу Р из усло-
вий статики, т. е. оболочка статически неопределима относительно
этой силы, то задается третий кинематический фактор. Четвертый
кинематический фактор фиксирует начало отсчета осевых переме-
щений оболочки. Он может быть задан лишь на одном из контуров.
Таким образом, всего может быть задано шесть граничных условий,
из которых можно определить входящие в общее решение шесть по-
стоянных интегрирования. Если оболочка статически определима
относительно осевой силы Р, то постоянные интегрирования опре-
деляем в такой последовательности:

1) находим силу Р и постоянную С;
2) на основании заданных первых двух силовых или кинемати-

ческих факторов (по два на каждом краю оболочки) составляем си-
стему четырех уравнений, из которых находим постоянные интегри-
рования С„ (п — 1,2, 3, 4), входящие в частные решения краевого
эффекта;

3) для контура с известным осевым перемещением (четвертый
кинематический фактор) записываем одно уравнение, из которого
определяем постоянную интегрирования С5.

§ 6.9. Тепловые напряжения в конической оболочке

Рассмотрим тепловые напряжения в конической оболочке при осе*
симметричном температурном поле, вызывающем чисто тепловые
деформации:

е г = e,s', хт = -^-^(е,-, цу = const; / = 0, 1,2, . . . ) . (6.9.1)
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Задача сводится к решению уравнения (6.7.12). Это уравнение
при чисто тепловых деформациях (6.9.1) и новой переменной

г = i^&Z s (6.9.2)

принимает вид

z^+3z^—z~Ns + B + (Bf + Bf) zf = О, (6.9.3)

где

i%L (6.9.4ч
с 0

-Щ- е„ ВГ = - l * + y E h щ, а0 = ,' ̂ « . (6.9.6)

Посредством замены функции и независимой переменной по фор-
мулам

N = z~Nb; y = 2V~z (6.9.7)

однородное уравнение, соответствующее уравнению (6.9.3), можно
преобразовать к уравнению Бесселя мнимого аргумента

(4 + y2)*/ ()- ( 6 l 9 - 8 )

Принимая во внимание общее решение этого уравнения

N = A1/i(y) + AtKi{y) (6.9.9)

и формулы (6.9.7), находим следующее общее решение однородного
уравнения *:

N'S = \ ^ 7» (2 У*) + А2-±-К2 (2 У~г), (6.9.10)

где /2 (2 Vг), /С2 (2 ]/z) — бесселевы функции чисто мнимого аргу-
мента второго порядка первого и второго рода; Ах, Л2 — комплекс-
ные интегрирования.

Заменяя 2 К г на л; ]А\ где

x = 2 I/ ь ° " * s, (6.9.11)

* Здесь звездочкой отмечается общее решение однородного уравнения в от-
личие от общего решения соответствующего неоднородного уравнения.
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и переходя от бесселевых функций второго порядка к бесселевым
функциям нулевого порядка по формулам

решение (6.9.10) представляем в виде

N's = С^Р + C2N
l

s

2\ (6.9.13)
где

\ (6.9.14)

Сх = — 4iAlt С2 = — 4|Л2. (6.9.15)
Частное решение неоднородного уравнения (6.9.3), соответст-

вующее свободному члену В и нагрузке оболочки осевой силой Р =
= —2яС, выражается так:

При свободном члене B/V частное решение этого уравнения, отно-
сящееся к чисто тепловой деформации гт, на основании формулы
(4.9.18) имеет вид

JV<8> = В\е) (/ — 1)! [3]/_i 2 -^ГТЗГ 2"" ^ 6 " 9 " 1 ? *

Заменяя в выражении (6.9.17) В/е) величиной Bf\ получаем

частное решение N{$, отвечающее чисто тепловой деформации х г .

Для построения решений в форме (6.8.2) необходимо N*s, Nf\

МЕ ). №** разделить на действительные и мнимые части. Выполняя

это для N*s, используем соотношения

I0(x Yi) = berx + с beix; Ko(xYi) = kerx + Ikeix, (6.9.18)
где ber x, bei x, ker x, kei x — функции Томсона, и вводим вместо комп-
лексных постоянных интегрирования Clt C2 действительные посто-
янные Сп (п = 1,2, 3, 4) с помощью выражений *

С1 = 4 ( d + iC2), C2 = — (С3 + iC4). (6.9.19)

* Комплексные выражения (6.9.19) выбраны так, чтобы можно было получить
известные решения для усилий, моментов и перемещений, приведенные в работах
[37, 61].
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Получаем следующие четыре частные решения однородного уравне-
ния, входящие в решения (6.8.2) для Ns и ие:

dbei x
dx

2 d ber x

x dx

dker x

dx

} (6.9.20)

, , 2 d kei x
x dx

Ход дальнейших вычислений излагается в § 6.8. В рассматривае-
мом случае формулы для N$, xs и иг получают вид

dNs

= д/ +4- •
dNs

ds s ' 2 dx

At

(6.9.21)

x, = xe + s-^- = x8 + -=- • -r^-; (6.9.22)
4 as J ад; ч '

uz = — I xesds + const = l r ~ i Kex3dx + const. (6.9.23)
J °co <)

При определении частных решений однородных уравнений
используем соотношения

d bei.
. „ • — : . —— = Der X •

dx1- x
d 2 kerx , . 1

d ber x d2 bei x , 1
— z . — 3 - 5 — = ber X

dx ' dx* x

dx2 = — kei X

dx

dkei xd ker x d2 kei x _ , 1
dx ' dx2 x dx

fx herxdx = x — ^ - + const, I x bei xdx — — x
dx

(6.9.24)

+ const;

Г , , d kei Л: , .

J x ker xdx = x —j-x h constj x

, \ x kei xdx = —
d ker x , г

• X—-T- h const.

Ниже приводим искомые частные решения.
1. Частные решения однородных уравнений:

4-

(6.9.25)

(6.9.26)

(6.9.27)
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(6.9.28)

f f> ^4) f > A f > g4
'''O

(6.9.29)
A ( A f > + vyV^3));

C O

(6.9.30)

где
2 2

г|5х = berx, i|)2 = — beix, TJ>3 = — kei х, 1(з4 = ker x,

^ = - ^ ( n = l , 2 , 3 , 4 ) . (6.9.31)

2. Частные решения неоднородных уравнений, соответствующие
осевой силе Р — — 2яС:

3. Частные решения неоднородных уравнений, соответствующие
чисто тепловым деформациям:

гт = e,s', хт- = -j- [ijS1 (j = 0, 1, 2);

при / = 0

W'E) = N(

e

e) = 0, М<8) = М е ) - 0, «ie) = 0; (6.9.33)

yVf> = Л/̂ > = 0, Mf = M^x ) = - О л * ( ' ^ ° , «ix ) = 0; (6.9.34)

при / = 1
Nls) = TVlf» = 0, (6.9.35)

М? = . < = - DM (I + v) B l tg а, «<Е) •= ̂ ^ х\

A ŝ - i V e . = s , (6.9.36)

4 X ) = - ^ P + v l M g a ^ „(x) = 0 .
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при / = 2

g* a,

х\ иГ =
^«J™^

• * • ;

-1г№ = -
D

M™ =

M(\

2с„ • х-;

+ v—kxij' (6.9.38)

Все частные решения — функции одной переменной х =

г д е

При расчете конических оболочек применяются таблицы част-
ных решений. В работе [25] приводятся шестизначные таблицы
(стр. 61—63, табл. 1—3) частных решений N[n), N(Q1), u{

z

n) £ctg2a
(n — 1, 2, 3, 4) для интервала аргумента 0,2 < х < 10 с шагом
0,2, вычисленных при коэффициенте Пуассона v = 0,3.

П р и м е р 1. Определим тепловые напряжения в конической оболочке,
находящейся в температурном поле

Т - То = Тоо + T2s* (Го о, Т2 = const).

Это температурное поле вызывает чисто тепловые
деформации

е г = е„ + e2s
2; нт = 0, (6.9.40)

где

Коническую оболочку рассмотрим при значе-

ниях геометрического параметра х = —^ctg a = 1;
h

2; 5 (рис. 45), соответствующих при — = 10 уг-
h

лам a = 0,4682 я рад; 0,4372 я рад; 0,3524 я рад.
Пусть внутреннему контуру оболочки соответствует
длина меридиана st = 0,2 S2.

При чисто тепловых деформациях (6.9.40) и
отсутствии осевой силы из частных решений (6.9.32) — (6.9.38) отличными от нуля
будут только решения (6.9.37). В соответствии с решениями (6.8.2) и (6.8.5) об-
щие решения для усилий /Vs, iVe, изгибающих моментов Ms, Мв и перемещения

Рис. 45.
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скорости работы деформации \ WdV. Этот же результат можно полу-
v ..

чить, относя силы инерции — ры£ к внешним объемным силам и вы-
числяя скорость работы внешних сил по формуле

L+ = \ (/\ — ры,.) utdV + ( ftlttdQ = f WdV, (1.2.30)
v a v

при этом

(1.2.31)

§ 1.3. Основные понятия и положения
классической термодинамики

Вспомним некоторые основные понятия и положения термодинами-
ки [2, 35].

Всякое материальное тело, состоящее из большого числа частиц
и взаимодействующее с окружающей средой, называется термоди-
намической системой. Термодинамическая система характеризует-
ся рядом макроскопических величин, называемых термодинамиче-
скими параметрами.

Параметры системы разделяются на внешние, характеризующие
внешние условия, в которых она находится, и внутренние, завися-
щие от движения и взаимодействия входящих в нее частиц. Внешние
параметры являются функциями координат внешних тел, внутрен-
ние определяются положением и движением частиц системы и значе-
ниями внешних параметров. В этом смысле компоненты тензора
деформации упругого тела следует считать внешними параметрами.
К внутренним параметрам относятся плотность, внутренняя энер-
гия и др.

Совокупность независимых термодинамических параметров оп-
ределяет состояние системы. Другие параметры, определяемые пол-
ностью ее состоянием в рассматриваемый момент, являются функция-
ми состояния.

Термодинамическая система, предоставленная самой себе при
неизменных внешних условиях, приходит в состояние равновесия,
характеризуемое постоянством всех параметров и отсутствием ма-
кроскопических движений. Такое состояние системы называется
состоянием термодинамического равновесия. С понятием о термоди-
намическом равновесии связано понятие о температуре.

Две равновесные системы, приведенные в тепловой контакт,
вообще не будут находиться в термодинамическом равновесии, но
через некоторое время в результате обмена энергией они снова при-
ходят в состояние термодинамического равновесия. Опыт показы-
вает, что две системы, в каждой из которых при тепловом контакте
с третьей термодинамическое равновесие не нарушается, будут в
состоянии термодинамического равновесия и между собой независи-
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иг в рассматриваемом случае имеют вид:

n = 1 " = 1

2
Л = 1

(6.9.41)

(6.9.42)

где частные решения N{

s"\ N(

e

n), M{"\ M<£\ uz
n) (я = 1, 2, 3, 4) определяются

выражениями (6.9.26) — (6.9.30), а частные решения Nf\ N(£\ м[Е\ М^е\ 4 е > н а

основании формул (6.9.37) — выражениями

tg- a = - - (6.9.43).

(2 + v)
2co

DMA(l+2v)e2tg2« (6.9.44)

it c 2 & ^ ~

где

Постоянные Сп (п= 1,2, 3, 4) определяются из условий

Ns = 0, JWS = 0 при s = Si и s = s2,

а постоянная С6 — из условия (§ 6.8)

«j. = uz sin a — u s cos a = 0 при s = s r

(6.9.45)

(6.9.46>

(6.9.47)

В условии (6.9.47) перемещение щ на основании формулы (6.8.4) определя-
ется выражением

us = s ctg аиг = — u 2 | c t g a .

(6.9.48)

При выводе этого выражения полагаем ео = 0, что равносильно переходу в тем-
пературном поле (6.9.39) от начальной температуры То к новой начальной тем-
пературе Т о = То + Too-

Определив усилия и моменты, вычисляем по формулам (6.5.7) тепловые на-
пряжения. Эти формулы для напряжений на наружной и внутренней поверхно-

/ h \
стях оболочки z— ± -JT-I принимают вид

^°S\-+!L= h * Л2 ' ( 0 е ^ _ 4 . А = h ± ~ F ~ ' (6.9.49)
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Детали расчета рассмотрим для конической оболочки с параметром х = 1.
Переменная х на внутреннем (s = Si= 0,2s2) и наружном (s = s2) контурах
оболочки на основании формулы (6.9.11) имеет при х = 1 следующие зна-
чения:^ = 2)^0,2со ихг= 2)/со. Для возможности применения таблиц частных
решений, приведенных в работе [25], значения переменной х округляем до бли-
жайших ее табличных значений: ^ = 1,6 И Й = 3,6. По указанным таблицам
находим значения частных решений N[n\ N^, ufE ctg2 a (n = 1, 2, 3, 4) для кон-
турных значений xx = 1,6, дгг = 3,6 и промежуточных х = 2; 2,4; 2,8; 3,2, а значе-

ния частных решенийй М[п) -^-_ м<л) -^- и ЛГ<8)

с 0 ( е ^ Е Л 2 ) " 1 , Af£e) c0 (e^Eh2) 1, u{
z
e) h {ъгъ\)~х

вычисляем для тех же зна-
чений х по формулам (6.9.28), (6.9.29) и (6.9.43) — (6.9.45), полагая коэффициент
Пуассона v = 0,3 (табл. 9—13). Используя первую и последнюю строки табл. 9

Т а б л и ц а 9

N f
1,6
2,0
2,4
2,8
3,2
3,6

0,20
0,30
0,44
0,59
0,77
1,00

—0,106303
—0,165279
—0,235863
—0,316257
—0,403546
—0,493348

—0,491476
—0,479225
—0,457044
—0,420820
—0,365940
—0,287636

0,605742
0,196716
0,0667573
0,0208340
0,00419203

—0,00144011

0,323383
0,166458
0,0895076
0,0490201
0,0268808
0,0145518

—0,549451
—0,549451
—0,549451
—0,549451
—0,549451
—0,549451

и 11, на основании условий (6.9.46) составляем следующую систему уравнений:

- О.ЮбЗОЗС! — 0,491476С2 + 0,605742 С3 + 0,323383 С4 — 0,549451e2^£/i = 0;

0,621892с! — 0,243769С2 + 0,0313121 С3 — 0,647555 С4 — 0,269596e2s^£A = 0;

- 0.493348С! — 0,287636С2 — 0,00144011С3 + 0,0145518С4 — 0,549451s2sf£7t = 0;

- 0,0381992с?!—1,04257 С2 -f 0,0220022 С3 — 0,0147445С4 — 1,36483

Решая эту систему, находим

d = —0,368322 tisJEh;

С 2=—1,292691 Eis\Eh;

С3 = —0,0537098

С4 = —0,286024 e,2s\Eh.

Зная постоянные интегрирования Сп(п= 1,2, 3, 4) и значения частных ре-

шений (табл. 9—12), по формулам (6.9.41) вычисляем усилия Ns (e2sJEh)~1,

NQ{t2s\Eh)~x и моменты Ms(zzs\Eh2)~x, Мв (82s|£A2)-1, а затем по форму-

лам (6.9.49) — соответствующие тепловые напряжения (as) h ^sJJE)" 1 ,
г = ± -

(ae) h(e*s2E) l (табл. 14). Используя первые строки табл. 9, 10, 13 и значе-
z = -*- —

~ 2
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X

1,6
2,0
2,4
2,8
3,2
3,6

s
Ч~

0,20
0,30
0,44
0,59
0,77
1,00

—0,211878
—0,327788
—0,463473
—0,611786
—0,761216
—0,894570

—0,474449
—0,437789
—0,371647
—0,264155
—0,102762

0,124490

—0,829278
—0,336650
—0,152757
—0,0721614
—0,0335463
—0,0143125

Т

—0,128327
—0,0985937
—0,0737448
—0,0537488
—0,0381650
—0,0263677

а б л и ца 10

—0,549451
—0,549451
—0,549451
—0,549451
—0,549451
—0,549451

Таблица 11

X

1,6
2,0
2,4
2,8
3,2
3,6

S

0,20
0,30
0,44
0,59
0,77
1,00

0,621892
0,581556
0,508760
0,390401
0,212544

—0,0381992

*?$

—0,243769
—0,377372
—0,534232
—0,706663
—0,882280
—1,04257

Л!<3>-£»

0,0313121
0,0486563
0,0468925
0,0390428
0,0301008
0,0220022

s ft

—0,647555
—0,277635
—0,132730
—0,0659112
—0,0322887
—0,0147445

M(
s
e)eo(e^£/i*)

—0,269596
—0,421244
—0,606591
—0,825638
—1,07838
—1,36483

Таблица 12

X

1,6
2,0
2,4
2,8
3,2
3,6

s

0,20
0,30
0,44
0,59
0,77
1,00

0,633811
0,610562
0,568538
0,500066
0,396769
0,250289

H h.

—0,169866
—0,263615
—0,374905
—0,499793
—0,631911
—0,761719

—0,284885
—0,136880
—0,0673842
—0,0328955
—0,0154313
—0,00664149

a ft

0,356959
0,0957210
0,0209302

—0,00081442
—0,00587186
—0,00573386

—0,187546
—0,293040
—0.421978
—0,574359
—0,750183
—0,949451

X

1,6
2,0
2,4
2,8
3,2
3,6

s

Ч~

0,20
0,30
0,44
0,59
0,77
1,00

u^£ctg2ci

—0,333337
—0,376694
—0,452738
—0,570149
—0,731545
—0,926468

u^E ctg2 a

0,00439810
0,0167279
0,0496786
0,124162
0,272865
0,542063

ufE ctg* a

—0,101582
—0,0813384
—0,0617962
—0,0442316
—0,0294028
—0,0176086

1

u^ >E ctg2 a

0,0427917
0,0125100

—0,00611062
—0,0163473
—0,0206831
—0,0210858

а б л и ц а 13

ufh (ег*\)

0,00484300
0,0184746
0,0551648
0,139105
0,309952
0,628362
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ния постоянных интегрирования Сп (п =
= 1, 2, 3, 4), по формулам (6.9.42) и ;*
(6.9.48) вычисляем перемещения

o i j re

(«j) s = S l = 0,115149
/1

Съ sin a;

( u s ) s = S i = — 0,0064184 —~ C5 cos a.

Для дальнейшего расчета необходимо
кроме параметра х выбрать определенное

отношение -г-. Полагая — = 10, что со-
" h

ответствует при х = 1 sin a = 0,995037
и cos a = 0,0995037, и удовлетворяя
условию (6.9.47), определяем С5 =

4

-- — 0,11520 — . Вычисленные при этом
h

значении постоянной С5 перемещения
uzh(e2S2J~ приведены в табл. 14. Анало-
гичным образом проводится расчет для
конических оболочек с параметрами х = 2
и х = 5. Результаты расчета представ-
лены на рис. 46 в виде кривых распре-
деления тепловых меридиональных as x
X(e2slE)~lu окружныхa0 (e2s|£)—'напря-
жений и перемещений uzh (eas^)"1. Распре-
деление меридиональных напряжений по-
казано штриховыми, а окружных нап-
ряжений и перемещений — сплошными
линиями. На левой стороне рисунка пред-
ставлены кривые распределения напряже-

h h
нии при z = — , а на правой—при z = .

На этом же рисунке приводятся кривые
распределения тепловых меридиональных
и окружных напряжений для предель-
ного случая конической оболочки — круг-
лой пластины, у которой a = — и х = 0.

Из рис. 46 видно, что при изменении
температуры конической оболочки только
вдоль меридиана по закону (6.9.39) рас-
тяжение ее в отличие от растяжения со-
ответствующей круглой пластины сопро-
вождается изгибом. Наибольший эффект
изгиба проявляется для пологих кониче-
ских оболочек в интервале изменения х от
нуля до единицы. В этом интервале тепло-
вые меридиональные и окружные напря-
жения в центральной части оболочки на

h

поверхности z = — изменяют знак и ста-

новятся вместо растягивающих сжима-

I — v
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ft

ющими, значительно увеличиваясь на поверхности г = —• —. Так, на краю цен-

трального отверстия ($=$!= 0.2S2) при х = О (круглая пластина)

(ае) h — 0,48e2s|£, a при х = 1 имеем (ае) h = — 0,30 ejs?E и
S=SUZ^±^. 5=5!, Z = —

(<JQ) h = 0,75&2S$E. При дальнейшем увеличении значения х растягива-
» = S l , z = - —

ю щ е е окружное напряжение на краю отверстия уменьшается, а сжимающее сна-
чала увеличивается, достигая при х = 2 значения (о"е) h = —О.бОегя^Е,

S=S,. Z = —

а затем уменьшается. Вообще, при и > 2 тепловые напряжения как в централь-
ной, так и в периферийной части оболочки уменьшаются.

При температуре, возрастающей к наружному контуру (ег > 0), возникает
перемещение иг в направлении внешней нормали к срединной поверхности обо-
лочки. С увеличением значения х оно сначала возрастает, достигая наибольшей
величины при х = 2, а затем опять уменьшается.

П р и м е р 2. Пусть коническая оболочка с относительными геометриче-
скими размерами и граничными условиями, указанными в примере 1, подвер-
гается действию температурного поля

Т - То = Го о + Т01г (Го о, То1 = const). (6.9.50)

В такой оболочке возникают чисто тепловые деформации

е г = е0; х г = - ^ - , (6.9.51)

где е-о = ат Гоо; Цо = ат 7\цЛ-

Для расчета тепловых напряжений a s и сте и перемещения иг применяем ре-

шения (6.9.41) и (6.9.42), в которых частные решения N[e\ N(£\ М[е\ AttfK uf>

з а м еняем на основании (6.9.34) соответственно частными решениями #< ч ) = Л^х) =

= 0, Л1<х) = M e 0 = Т" "г*' = 0 - Р а с ч е т проводим для кони-

ческой оболочки с параметрами х = 1; 2; 5 в такой же последовательности, как
и в примере 1.

При вычислении перемещений u z и us и удовлетворении граничного условия

s ctg2 a х2Л

(6.9.47) принимаем ео = 0 и -~— 10 и полагаем иг , = uz—p-• Ре-

зультаты расчета приводятся на рис. 47 в виде кривых распределения тепловых ме-

ридиональных напряжений a s ( ц о £) — 1 (штриховые линии) и окружных напряже-

ний 0 е ( ц о £ ) ~ 1 и перемещений uji{^.j^)~l (сплошные линии).
А

Распределение напряжений для поверхности оболочки г — — указано на ле-
h

вой стороне рисунка и для 2 = на правой.

В круглой пластине (х = 0) при чисто тепловых деформациях (6.9.51),
как известно, тепловые напряжения не возникают, а прогиб равен

где
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Из рис. 47 видно, что в конической оболочке в отличие от круглой пластины
возникают тепловые напряжения, возрастающие по мере увеличения параметра

х. Тепловые окружные напряжения на поверхности оболочки г = — являются

h
сжимающими, а на поверхности г = ; в основном растягивающими. Сле-
дует отметить существенное увеличение окружных напряжений на краю цент-
рального отверстия. Здесь при х = 5 окружное напряжение достигает значения
(сг0) h = — l,37p.oi:, а при х = 2 — значения (ае) h = l,08|ip£.

s=s,,z = — s=s,, z=-j
Перемещение uzh ([ios%) с увеличением параметра x уменьшается и при

х = 5 становится пренебрежимо малым.

§ 6.10. Тепловые напряжения в сферической оболочке

Пусть в сферической оболочке под действием осесимметричного
температурного поля возникают чисто тепловые деформации, кото-
рые можно аппроксимировать тригонометрическими суммами, со-
стоящими из членов вида *

e r = eftcos&(p; x r = -у- cos kq>(ek, \ik = const; 6 = 0 , 1 , 2 , . . . ) ,

(6.10.1)

где ф — угол между радиусом и осью вращения (см. рис. 43, б).
Для определения тепловых напряжений в оболочке необходимо

найти решение уравнения (6.7.14) в форме (6.8.1). Это уравнение
при чисто тепловых деформациях (6.10.1) и новой переменной

x=coscp (6.10.2)

принимает вид

v ' dx* х dx ' \ хг ' Г / s

+ -£• (4" + 4 5 £ ) -х-ъ Ко* + h) cos top] = 0, (6.10.3)
V х'

где

(6.10.4)

bk - - ( 1 + v)(v + i » \ - Ц - • (6-10.5)

* Это равносильно разложению функции Т — Го вдоль меридиана в ряд
Фурье по косинусам в промежутке (0, я). Так как функция обычно задается в про-
межутке (фх, фг), то для такого разложения необходимо ее достроить в промежут-
ках (0, фх) и (фг, я), где фх и фг — значения угла ф соответственно для внутреннего
и наружного контуров оболочки.
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Выполняя подстановки

Ns = xN; g = -L^_L, (6.10.6)

получаем однородное уравнение, соответствующее уравнению
(6.10.3), в виде

t/1 «• \ ** J • i r / I 1~ \ 1 \ 11 I* AT Г\ /С 1 С\ П\

где

а, & = 4 ± б ; 6 = 4 ^ 5 —4i>; с =-- 2. (6.10.8)

Это уравнение является гипергеометрическим. В качестве первого
его частного решения выбираем частное решение в окрестности осо-
бой точки | = 0, а в качестве второго — частное решение в окре-
стности особой точки ! = 1. В соответствии с теорией гипер гео-
метрических функций эти частные решения следующие (§ 4.9):

iV(1) = F(a, b; с; I);
(6.10.9)

N ) — F (a, b; a + b -f- 1 — с; 1 — \),

где F (a, b; c; z) — гипер геометрическая функция, определяемая
рядом (4.9.4).

Учитывая подстановки (6.10.6) и значения параметров (6.10.8),
находим следующие частные решения однородного уравнения, со-
ответствующего уравнению (6.10.3):

— + б, -2 б; 2; |) ,
(6.10.10)

/ з о з „ 9 , \ v '

Используя формулу (4.9.11) и выделяя таким образом особенно-
сти в решениях (6.10.10), получаем их окончательные выражения:

Л7(')_ ' - 2 Ы 1 | б, J б; 2; &
1 S 2 ' (6.10.11)

Частное решение Щ1) имеет особенность в точке | = 1, а част-
ное решение Л^2) — в точке £ = 0. Для расчета замкнутой сфери-
ческой оболочки с вершиной в точке £ = 0 или в точке | = 1

следует пользоваться частными решениями соответственно N[}

или Nf\
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Частное решение Nf] неоднородного уравнения (6.10.3), как
легко проверить подстановкой, имеет выражение

Переходя к определению частных решений JV£E) И Л^ Ч ) , величины
&ф и bkcos k<p в уравнении (6.10.3) с помощью формулы для ко-

синусов кратных углов и подстановки cos ф = 1 —• 2 | представим
следующими выражениями:

k k

akcosk<f= 2 akm\m; ft* cos fop = Ц ^ т (6.10.13)
m=0 m=0

Подставляя эти выражения в уравнение (6.10.3) и заменяя в нем
функцию и аргумент по формулам (6.10.6), получаем следующее
уравнение:

+ [c-{a + b+ \)l\^ abN

4- > (В( 4- В{ ) £ = 0 С6 10 14>

где

Д(е) = ^ L . В(х) = ^ m _ ( g Ю _ j 5 )

Частное решение этого уравнения при свободном члене вида Bmlm~l

по форме совпадает с решением (4.9.18).
Принимая во внимание выражение для этого решения и подста-

новку (6.10.6), находим частное решение уравнения (6.10.14), со-
ответствующее чисто тепловой деформации ет'-

Заменяя в этом решении В^т на S^', получаем частное решение

N^\ соответствующее чисто тепловой деформации кт.
Переходим к определению частных решений в вещественных

функциях.
Для определения частных решений однородных уравнений по-

лагаем

Ci = Сх + iCt, C2 = C3 + i"C4; (6.10.17)

F(-T + 8' \ 8' с> | ) = ф Д £ ) + % © (с = 2,3), (6.10.18)
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где Сп (п — 1,2, 3, 4) — действительные постоянные; фс (Q, tyc (g)
(с = 2, 3) — вещественные функции. Функции ф с (g), tyc (£) опре-
деляются бесконечными рядами

ОО СЮ

фе(&) = 1 + 2 andn, ЪЛ) = 2 *«5", (6.10.19)
л=1 n=l

коэффициенты которых находятся с помощью рекуррентных формул
п(п — 1) — 1 ц. ,

^ ^ (6.10.20)
П ( П 1 ) 1 [i V 7

(п = 1, 2, . . . ; с = 2, 3; 0 ^ = 1 , &Ос = 0).

Принимая во внимание выражения (6.10.11), (6.10.17), (6.10.18)
и разделяя

ли f ^ + Ф) (сА1) + с А) =

(I) + i^2 (g)l

на действительную и мнимую части, находим

Аналогичным образом находим частные решения Л^3), N^ и хе3),
ив4)- Из решения (6.10.12) получаем

При определенном значении k легко определяются также решения,
соответствующие чисто тепловым деформациям (6.10.1). Полагая,
например, k = 1, на основании выражения (6.10.16) получаем

1 + ц 2

= — cos ф . _7" v

a Ehelt н!£ = cos ф -

l — v2 щ
С 0 5 Ф Т Т Т ^ ' " л " •
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Частные решения для Ne и xs определяем по формулам

С
= 5 . П ф -

/•(, cos2 ф s i - ^ dcp \ cos ср / ' r 0 cos4 ф '

(6.Ю.21)

tg(J)) = Хе + s i n ( p ^ ( i S r ) • (6Л0-22)

вытекающим в случае сферической оболочки (ds = rodq>, Rt = r0,
г = го5Шф) из первых уравнений систем (6.7.2) и (6.7.5), а частные
решения для Afs и УИе находим по формулам (6.5.5).

При определении частных решений однородных уравнений Ne"\
xln), {п = 1. 2, 3, 4) используем соотношения

4 т = т = 2(1-Е)» ыа-изШ],
5 5 V (6.10.23)

^ 1^ <« + (5)1-Щ Т ^ Т = 2 (1-Е)* 1^з <« + ^Фз (5)1.

в которых функции фс (|), tyc (̂ ) (с -— 2, 3) имеют выражения
(6.10.19). Эти соотношения выводим следующим образом.

В результате дифференцирования гипергеометрической функ-

ции F (~2—Ь в, -£- — б; 2; | ) получаем равенство -^r-Z7(-у + б,

4-_б; 2; | ) = - L + ^ F ( A + 6, -§ 6; 3; g) . Преобразуя обе
части этого равенства по формуле (4.9.11), составляем соотношение

F ( _ - f u , _ О,_ ___ __ _ _ _ _ _ F (_fu, _

3; ы. Разделяя полученное соотношение на действительную и мни-
мую части и принимая во внимание выражение (6.10.18), получаем
соотношения (6.10.23).

Рассмотрим в качестве примера определение частных решений
We* и и^1'. Используя формулы (6.10.21), (6.10.22) и соотношения
(6.10.23), находим

\ cos ф ) s ' 2 dg
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Переходим к выводу формул для перемещений. В случае сфери-
ческой оболочки уравнение (6.8.3) с помощью второго уравнения
(6.7.5) можно представить в виде

cosy J cosф

Заменяя деформации усилиями по формулам (6.5.2), получаем

/ _ _fe \ =\ е r0 I

^ tg Ф ] .

+ (Л'е - v# s) tg Ф ] + ̂  + ет- tg Фj .

Подставляя в соответствии с формулой (6. 10.21) вместо ( l + v ) x

xЛ^ectPфБeличинy(l+v)(— \- - j - 1 H : ) и учитывая
° ь т J v ' 'Увтфсозф ' с(ф ' r0 sin ф cos ц> ' :

тождество-^ — = - j- (1 +со$ф1п tg-^ ) + tgф l + cosrolntg-^-
sin ф cos ф d<$ \ T => 2 / ' & T ' Y ь 2

находим

! ( ^ ) ^ 1 f̂ ' + M ,d(f \ cos ф / Eh dq> \ cos ф

,. , ^ A 1 + cos ф In t g - ) p
I (1 + v ) C _ _d_ 2 _ _d_

Eh d(D cos ф о ii(p

. (6.10.24)

Зная величину иг, по формуле (6.8.4) находим перемещение us:

(6.10.25)

Ниже приводим необходимые для определения тепловых на-
пряжений и перемещений частные решения, которые входят в об-
щие решения вида (6.8.2) и (6.8.5):
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1. Частные решения однородных уравнений:

- vHs О - 1 ) + (^ + ̂ ) Ф3 (l - £)];

1-6
''о

4" - [<p>(i - l ) -

[ (6.10.26)

[(6.10.27)

rn }(6.10.28)

'м

5 ^ aD.. ;

(я = 1 , 2 , 3,4);

( я = 1,2,3,4);

(6.10.29)
(6.10.30)

(6.10.31)

uin) = (N(

s

n) + Ng) -^ (n = 1, 2, 3, 4); (6.10.32)

^ f l i 6 ) ^ ( n = 1,2, 3,4). (6.10.33)
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2. Частные решения неоднородных уравнений, соответствую-
щие осевой силе Р = —2лС:

/"о sin2 ф

- s i m p l n t g - f - ) - ^ . (6.10.34)

= 0,

3. Частные решения неоднородных уравнений, соответствующие
чисто тепловым деформациям (6.10.1 :
при k = 0

JV<E) = JV(

e

8) = 0, х<е) = 4Е) = 0, М<е)

4 8 ) = гоеО ) «1 е ) = 0; (6.10.35)

= М к ) = 0, х<к) = х^к) = 0,

при k = 1

= - (1 + v) - ^ ! L , U<K) = и<* = 0; (6.10.36)

7И<£) = Mf =

} (6.10.37)

£Aroex cos Ф ;

r 0 E l S i inp;

C O S ( P ; (6.10.38)

(x) _

( X )

Аи,

Аи.,

П р и м е р . Рассмотрим тепловые напряжения в шаровом корпусе, выпол-
ненном в виде сферической оболочки (рис. 48), при температурном поле

Т - То = Тоо + 7\ cos ф (Гоо, 7\ = const). (6.10.39)
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При этом температурном поле возникают чисто тепловые деформации

ет — 80 + е1 cos ф, у.т = 0, (6.10.40)

где 8о = атТоо, ех = aTTv

Сферическая оболочка замкнута в вершине ф = 0, а при ф = — соединена
о

с жестким кольцом (фланцем). Для такой оболочки отношение — = 7, что при
h

v = 0,3 соответствует параметру \i — 1 / - — v2 -—23,13.

Поскольку в вершине оболочки ф = 0 частные решения с верхними индек-
сами 3 и 4 имеют особенности, то в общих решениях вида (6.8.2) постоянные ин-
тегрирования С3 и С4 следует положить равными нулю.

Рис. 48.

При чисто тепловых деформациях (6.10.40) и отсутствии осевой силы из част-
ных решений неоднородных уравнений необходимо принять во внимание только
частные решения (6.10.35) и (6.10.37).

Таким образом, усилия Ns, Л^6, изменение кривизны xQ, изгибающие моменты
Ms, MQ И перемещения иг, us выражаются так:

Ns = С^1) + <
1 г (6.10.41)

1 + v „,
т-ттпг £ Л е 1 c o s Ф;

и е = Cjy.^ + С2х^2) + } J 2 • -^- в! cos ф; (6.10.42)

Ms =•-••• CjAi*1' + С2/И^2 ) + "*" V, £/^„8! cos ф,

„(2)., ( 1 + V ) 2

(6.10.43)

Ehrazl cos ф;

rQe,x cos ф -f- Съ cos ф,

(6.10.44)

1 -\~ T—j- V i sin Ф — C 5 sin ф,

где частные решения Л'^1' «^определяются по формулам (6.10.26) — (6.10.33).
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Полагая, что кольцо весьма жесткое по сравнению с оболочкой, и пренебре-
гая упругими поворотом и радиальным перемещением кольца, постоянные интег-
рирования Ci и Ci определяем из следующих условий (§ 6.8):

#s = r0 tg срхе = 0, u£ = - -u s cos9+ u z s i n 9 = Д при ф = -^-. (6.10.45)

В табл. 15 приводятся значения частных решений Л/*1', Л'<2), Л^ ' , Л^2) и

J _ , УИ<2) — , М'> — , М^ — , вычисленные при v = 0,3, ц =
го го го го

/г„ _ \ я я я 2я 5я я
= 23,13 ^ - = 7 для ф = 0; -jg-; - д - ; -g-; -д— ; -jg- ; -д—• Заметим, что

при суммировании рядов фг (£), г|>2 (£), фз (£)> ^з (£)> входящих в частные ре-
/ П \

шения, в самом неблагоприятном случае ф = — приходится принимать во
3 /

внимание 13 членов, чтобы получить результате точностью до шести значащих
цифр.

Вычисляя с помощью формул (6.10.42), (6.10.44)

л , (« г) я

* = — * ^ * = — ф = —

и удовлетворяя граничным условиям (6.10.45), составляем при р = 7 следующие
/z

два уравнения: 2.9235 C t — 3,8245 С2 + 0,071307 Ehex = 0;
—66,986 d + 15,248 С2 + 6,0622 £Ле0 + 3,0259 £As! = £Д. Отсюда

Cj = 0,10956ete0 + 0,059827£fe1 — 0,018073£Д;

С 2 = 0,083753£йе0 + 0,064378£Ле1 — 0,013816£Д.

Для дальнейшего расчета полагаем: 7оо = 200 град, Тх = 140 град, ат =

= 14 • 10~6 Мград, еа = Тмат = 0,0028, е х = TjOy = 0,00196.
Величину Д приближенно можно оценить- по формуле Д = (Т—Го^а^г ,

я
где (Г—To)k — среднее приращение температуры кольца; /-^==rosin——ра-

о
диус параллели оболочки в месте сопряжения с кольцом. При (Г —

Д
— To)k= 180 град, г0 = 980 мм, h— 140 мм имеем — = 0 , 0 1 5 3 . Тогда

h
Сг = 0,00014794 Eh, & = 0,00014963 £А.

Используя значения постоянных интегрирования Са и Сг и частных решений
(см. табл. 15), по формулам (6.10.41) и (6.10.43), взятым при ^ = 7, вычисляем

h

усилия Ns (Eh)~x, Ne (Eh)~\ моменты Ms (Eh2)~~\ Ma (Eh2)~\ а затем поформу-

лам (6.9.49) — соответствующие тепловые напряжения (CTS) h E • 10*

«т в) г =^£-1 .1О»ДЛяЧ, = О; - ^ ; -f; ^-; - ^ ; -g-; -f (табл. 16).
2

На рис. 48 представлены кривые распределения тепловых напряжений,

h £ ~ ' • 103 и (а е ) й £ ~ ' • 103при ( Г — ГС)А

нии) и при (Г — To)k= 230 град (штриховые линии).

(as) h £ ~ ' • 103 и (а е ) й £ ~ ' • 103при ( Г — Г С ) А = 180 град (сплошные ли-
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Из данных табл. 16 и кривых на рис. 48 видно, что тепловые напряжения
h

растягивающие на наружной поверхности шарового корпуса z = s~ в интервале-

2 я 2 я
изменения ф от 0 до -jr- и от 0 до . С улучшением тепловой изоляции мас-

сивного кольца тепловые напряжения в корпусе существенно уменьшаются^

Так, при увеличении (Т — To)k от 180 до 230 град значения (a s) h

аz=
и (as) h я уменьшаются соответственно в 1,45 и 1,73 раза.

фh я
2 ' ф 3



Г Л А В А С Е Д Ь М А Я

ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ ЗАДАЧА
ТЕРМОУПРУГОСТИ

§ 7.1. Основные уравнения

В этой главе рассматриваются тепловые напряжения в телах враще-
ния, обусловленные осесймметричным температурным полем.

В телах вращения осесимметричному температурному полю соот-
ветствует осесимметричное напряженное состояние, которое в ци-
линдре или сфере удобно изучать в цилиндрических или сферических
координатах (см. рис. 4 и 6).

Если ось вращения совпадает с осью z, то вследствие симметрии
термоупругой деформации относительно оси z все компоненты тен-
зора напряжения не зависят от угла 8.

Осесимметричная задача термоупругости здесь рассматривается
в квазистатической постановке при постоянных упругих коэффи-
циентах. Для исследования этой задачи используется представле-
ние общего решения в форме П. Ф. Папковича (§ 2.2):

и = и{Т) + и* = grad Ф + 4 (1 — v) В — grad (B-r+BJ, (7.1.1)

в котором скалярная функция Ф и гармонические вектор В и ска-
ляр Во, определяемые уравнениями (2.2.12) и (2.2.7), являются функ-
циями только двух координат. Компоненты вектора В в декартовой
системе координат удовлетворяют уравнениям Лапласа, в системе
криволинейных координат не удовлетворяют. Скалярные уравнения

для компонентов вектора В находим на основании известного из
векторного анализа [28] тождества

V2ZJ= grad divS — rot rot В = 0. (7.1.2)

Ниже приводим формулы, необходимые для исследования осесим-
метричной задачи термоупругости в цилиндрических и сферических
координатах.

Цилиндрические координаты. При осевой симметрии компонент
ые вектора перемещения, компоненты егд и egz тензора деформации
и компоненты агв и oez тензора напряжения обращаются в нуль
(§ 2.6). Компоненты иг и uz определяются выражениями

ur = u(P + ur; uz = uiT) + uz, (7.1.3)
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где

и, = 4 (1 - v) Вг - ± (гВг + гВг + Во);
(7.1.5)

и, = 4 (1 - v) Д, - -|-(гЯ, + zBz + Во).

Уравнение Пуассона (2.2.12) для скалярной функции Ф в рас-
сматриваемом случае принимает вид

™ L ° * ™ ! ± 2 T J . (7.1.6)

Функции Вг и Вг в решении (7.1.5) являются компонентами век-

тора В в направлениях единичных векторов ег и ez (см. рис. 4).
Выполняя в уравнении (7.1.2) векторные операции по форму-

лам (2.6.1) — (2.6.3) и учитывая, что все производные по 0 обра-
щаются в нуль, получаем для Вг и Вг следующие уравнения:

дг* ' г дг /• ' dz* ~ и > v- 1 - 1 '

~JT" "I • —~- Ч- . / = 0. (7.1.8)

Заметим, что уравнение (7.1.7), которому удовлетворяет Д., не
является уравнением Лапласа. Уравнение Лапласа (2.2.7) для Во

в цилиндрических координатах имеет вид
Я2/г 1 Ли rfiR

о •[ * u l J o _i и и о п /7 1 О\

-Ь7Г + ~Г --ЬТ +-дг*~ = {}- < 7 Л - 9 >

Используя соотношения (2.6.5) и (2.6.7) и принимая во внимание
уравнение (7.1.6), находим следующие выражения для деформаций
и напряжений:

ЕГ = ЕГ -(- вг;
(7.1.10)

6/-z = Ег2 ~Г e r z j

ог = ог + аг;
(7.1.11)

IT)

arz = arz

где

Г ~ дг* ' б Г дг ' г ~ *•* ' гг ~

ди' 1 . , диг , i I ди диг
~т~ . е е == — • иг, е2 = -д— , 8^ = -^- -~ -f- -д— ; (7.1.13)dr г дг 2 \ дг дг I x '
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— V - Ф ) .

dr2 * г дг ~ dz* '

or = 2fi [er + } _ ^ 2 v EflJ , a 9 = 2 î (ее + } _
V

2 v

/ x (7.1.15)
az = 2ц ez + ——eu), arz =

e*A = ел -f e9 + el.

Сферические координаты. При осесимметричном напряженном
состоянии компонент щ вектора перемещения, компоненты егв и ееФ

тензора деформации и компоненты оге и ае<р тензора напряжения
равны нулю (§ 2.6).

Компоненты иг и «ф вектора перемещения имеют выражения

иг = и{Р + иГ\ «Ф = ЫФ

Г) + "*Ф, (7.1.16)

где

ЦГ» = ̂ ; « ^ - - L . - ^ ; (7.1.17)

u', = 4(l-v)B, L .^L(rBr + B0). (7.1.18)

Здесь Б г и Вф—компоненты век гор а В в направлениях единичных

векторов ег и еф (см. рис. 6). Используя формулу (2.6.14), для
определения термоупругого потенциала Ф получаем следующее
уравнение:

1 д ( 2 дФ\ . 1 д ( . дФ \ 1 + v /г, „ .

(7.1.19)

При составлении уравнений для Вг и Вф используем векторное
уравнение (7.1.2). Выполняя в нем векторные операции по форму-
лам (2.6.11)—(2.6.13), получаем следующие уравнения:

Оев
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где

ев = div В = — Г— • 4-(ггВЛ -f- - Д — • -?- (sinq>5«p)l ;

Ш г - rot. S - - L/•
Уравнения (7.1.20) для функций ев и ©в связанные. С помощью

несложных преобразований решение системы (7.1.20) можно свести
к решению двух независимых уравнений относительно ев и а>в-

Применяя операцию div к уравнению (7.1.2) и учитывая, что

divgrad( ) = V2( ), div rot ( ) = 0, находим, что ев является

гармонической функцией, удовлетворяющей на основании (2.6.14)
уравнению

М Я ) = 0 - <7л-22>
Операция rot, примененная к (7.1.2), приводит к следующему

уравнению для функции а>в'

^ ^ О . (7.1.23)

При нахождении уравнения (7.1.23) операцию rot rot rot выпол-
няем с помощью формул (2.6.13), учитывая, что rot grad ( ) = 0.

Найдя решения уравнений (7.1.22) и (7.1.23) и исключив лиш-
ний произвол в них с помощью зависимостей (7.1.20), для опре-

деления Вг и Вф получаем систему двух уравнений первого порядка
(7.1.21).

Уравнение для гармонической функции Во, входящей в решение
(7.1.18), имеет вид

1 д I 2 дВ0 \ . 1 д I . дВ0 \ р. /7 1 ОА\
~7*~ ' ~дг\ дг I ~"~ >-2 "" "> ' ~^~ ' S i n ^ -4"1 ' = ('•1-44)

Деформации и напряжения определяются по формулам

Q V ' 1 О *
г. £-д. — J — С* Г У

(7.1.25)

е г ф = е^ ' + е;ф;
(Г) , •

аг=аУ + аг;
(7.1.26)

_ (Т) , •
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где

( Г ) _

/ <ЭФ

_ ]
г [дгдц, г ' ду !\ '

ди

ее = — (и* + «Ф ctg ф);

1 1
2 г \ <ЭФ

— «ф
" " Ф

дг

\ (7-1.27)

(7.1.28)

\~д?~

~ ^ L йг I г ' дц) I + г ' дгду г ' ду }\ '

дг-
— — to -4--L

= 2(i (ее

+

1—2v

v

e0.

(7.1.29)

(7.1.30)
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§ 7.2. Тепловые напряжения в цилиндре
конечной длины

Решение краевых задач термоупругости для областей конечных
размеров связано с большими трудностями. Задача о тепловых на-
пряжениях в сплошном цилиндре конечной длины является одной
из характерных задач, выясняющей указанные трудности и спо-
собы их преодоления.

Рассмотрим метод определения тепловых напряжений в сплош-
ном круговом цилиндре конечной длины 21 и радиуса и, под-
вергающемся действию осесимметричною температурного поля
Т (г, г) — То, симметричного отно-
сительно плоскости г = О (рис. 49).
Полагаем, что температурное поле
известно из решения соответствую-
щей задачи теплопроводности (гла-
ва третья).

Переходя к относительным ко-

ординатам р = —, £ = — и разла-
да 1~2

гая температурное поле Т (р, £) —
— То в направлении оси г по бес-
селевым функциям и в направлении Р и с - 4 9-
оси z по тригонометрическим функ-
циям, в фиксированный момент времени представляем его в виде
выражения

T(P,Q-TO= 2'ал.Л
j,n=O

cos knl, (7.2.1)

где To — температура, соответствующая недеформированпому со-
стоянию цилиндра; к,- (/ = 1, 2, ...) — корни уравнения Jx (X) =-• О,

л п , ЯП .. /
л0 = и; kn = -г—, £0 = — ; штрих указывает на то, что величины

ъО ' 2

/ и м одновременно не принимают нулевого значения (отсутствует
член, содержащий а00).

Используя ортогональность входящих в выражение (7. 2.^функ-
ций, для коэффициентов двойного ряда ajn находим следующие вы-
ражения:

аОп = 4~ \ f 1 Г (Р. О — то\ cos £„ I
о о

n = 1 , 2 , . . . ;
to 1

j - та] J0 } (7.2.2)
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/ = 1 , 2 , . . . ;

Co 1

a in =

w)
[T (P, о - c o s

о о
/, n = 1,2

Зная температурное поле (7.2.1), находим частное решение урав-
нения (7.1.6) для термоупругого потенциала:

(7.2.3)Ф = - 1 ± £ атг\ V
/,n=0

Выражения для соответствующих термоупругому потенциалу
(7.2.3) перемещений и напряжений, вычисленных по формулам
(7.1.4). и (7.1.14), имеют вид

IT) _ 1 + У
«г - j _ v

 атг2

(Г) 1 + V
=

n = l

"V ajnkn
n^kl + X)

cos

1+v
1 — V

c o s

л = 1

2
/,л=1

(Г)

1- У — *

X 2

72
/,л=1

1+v

c o s

2ц

(7.2.4)

(7.2.5)



Полученные выражения для напряжений (7.2.5) удовлетворяют
уравнениям равновесия и совместности деформаций, но не удовле-
творяют заданным граничным условиям. Граничные условия могут
быть удовлетворены с помощью общего решения однородных урав-
нений рассматриваемой задачи. Переходим к построению этих ре-
шений.

В силу симметрии температурного поля относительно плоскости
£ = 0 общее решение (7.1.5), очевидно, должно удовлетворять
условиям

и, ( - Q = и\ (£), «; ( - у = _ и\ (£). (7.2.6)
Для удовлетворения граничных условий как на торце, так и на

боковой поверхности цилиндра полагаем, что решение (7.1.5) со-
стоит из двух частей:

и'г = и\ + ulJ; иг=и1+ «". (7.2.7)

Первая часть решения строится так, чтобы с ее помощью можно
было удовлетворить произвольные граничные условия на поверх-
ности цилиндра р = 1; напряжения, соответствующие этой части
решения, должны иметь вид рядов по полной на интервале — £0 <;
< £ •< Со системе ортогональных функций. В связи с этим для
функций Вг и Во, входящих в решение (7.1.5), выбираем следующие
выражения, при которых удовлетворяются условия (7.2.6):

% gn (р) cos knl;
n~J (7-2.8)
2 M P ) cos £„£•

При этом удобно положить
Bz = 0. (7.2.9)

Подставляя выражения (7.2.8) в уравнения (7.1.7) и (7.1.9), полу-
чаем следующие уравнения, по которым можно определить величины
So (P), К (Р)> ёп (Р). К (Р):

(р) . J _ dro(o) go(p) n

"• pdp2 ' p dp p2

(7.2.10)
d2ft0 (P) , J _ _ dhu (p) = Q <

dp'2 p dp '

Общие решения этих уравнений имеют вид

£о(Р) = «о Р + «о -у , К (р) = Ро + Ро lnp;
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gn (P) = « Л (*лР) + «»^i (*„Р). (7.2.12)

К (Р) = РЛ (*„Р) + Р Х fop) (п = 1, 2, . . .),
г д е а 0 Р«— произвольные постоянные.

Поскольку цилиндр сплошной, то следует положить

«о = 0, ро = 0, а л = 0, р^ = 0. (7.2.13)

Учитывая (7.2.13) и применяя формулы (7.2.8) и (7.1.5), находим
оо

и\ = 2 (1 - 2v)a o P r 2 + r 2 2 }«„ [4(1 - v)I,(k n P ) -
tl — l

-knplo(kn9)} - $nkalx(knp)) cos А„С; (7.2.14)
oo

«z = r2 2 [«„fen/! (&„р) + р„^„/0 (Л„р)] sin knl.
n=l

Следует отметить, что первая часть решения иг и и\ представ-
ляет собой общее решение краевой задачи теории упругости для
длинного сплошного цилиндра, периодически загруженного на по-
верхности р = 1 [38].

При построении второй части решения uj.1 и ы^ удобно принять

Вг = 0. (7.2.15)

На основании соображений, аналогичных изложенным при по-
строении первой части решения, представляем гармонические функ-
ции Bz и Во в виде

2

(7.2.16)

где Xj — корни уравнения Ух (К) = 0.
Подставляя выражения (7.2.16) в уравнения (7.1.8) и (7.1.9),

для определения р0 (£), q0 (£), р,- (Q, <7/ (£) получаем уравнения

_ n .

^ ^ О. (7.2.18)

Учитывая условия (7.2.6), решение уравнений (7.2.17) и (7.2.18)
выбираем в виде

Yo£. ?о(?) о; ?

/ sh ^Е, <77 (0 = б/ ch Я,у-Е ( / = 1 , 2 , . . . ) , ( ' • г - 1 У )

где уп, .... бу — произвольные постоянные.
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Найденные выражения для функций Вг и Во позволяют вторую
часть решения и" и ы" представить в виде

2 (v/yS у£ + , , Уо л (V);

«i1 = 2 ( 1 — 2v) Yo^a + r\ 2 (V/1(3 - 4v) sh X,£ - X/£ ch X,-£] -

,,-£}/0(*,yp). (7.2.20)

Выражения для перемещений (7.2.20) являются общим решением
краевой задачи теории упругости, позволяющим удовлетворить про-
извольным граничным условиям в перемещениях или напряжени-
ях на поверхностях «периодически» деформированного упругого
слоя [63].

Подставляя выражения (7.2.14) и (7.2.20) в равенства (7.2.7),
получаем общее решение однородных уравнений для перемещений:

со

и; = 2 (1 _2v)a 0 pr 2 +r 2 S {a» [4 (1 - v) Ix (knp) - knPI0 (knp)] -

6,X, ch

(7.2.21)

ul = 2 (1—2v)vo£ra sin

+ r2 2 (V/1(3 - 4v) sh X,S - X,C ch X;U - 6yX,- sh %£) Jo (kfi).

Соответствующие напряжения, вычисленные по формулам;
(7.1.13) и (7.1.15), имеют вид

- ^ = 2 а 0

л=1

- klpl, (knp) + (3 - 2v) ^ л/ 0 (knp)

- Kh cos knc, — 2* i

6yXy ch XyO - ^ Й - + 2 IV/ (*/£ sh XyS + 2vXy ch
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-g- - 2а0 + 2vYo + J {ая [4(1 - v) -i- /х (*лр) -

- (1 - 2v) knl0 (k,jp)] - р\А -j- Г г (knp)} cos /гл£ +

ч+б^ch ч) IIT^ +

2v
/ = 1

оо

^ - = 2 ( l - v ) Y o + 4 v a o + ^{aAknpIii

COS

оо

2 (V/12 (1 -

* оо

&- = 2 i^n [—2(1—V)/! (fenP

2
/=1

- (1 - 2v) sh Я,, sh

(7.2.22)

Для цилиндра, у которого поверхности р = 1 и £ = ± ^свобод-
ны от напряжений, граничные условия имеют вид

о) + а{Р = 0, a'rl + a£> = 0 при р = 1;

Oz + <Xz = 0, a « + a;z' = 0 при ^ = ± Co*
Подставляя решения однородных уравнений (7.2.22) и частные

решения (7.2.5) для напряжений в граничные условия (7.2.23), для
определения постоянных а0, у0, а„, р„, yh б,- получаем следую-
щую систему функциональных уравнений:

-lr(or + o(P)p^=2a0-{-2vy0 +

+ 2 к [- 4 (I - v) ix (kn) - kiu (kn) +
n = l

+ (3 - 2v) kjo (kn)\ + p\A [/i (*«) - knl0 (/
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2vA,, ch

6,XJ ch X,£ й°" c o s

Ln=i

Ш =0;
я,/=1 кл~г"7 J

~ (o'z + of \=±to = 2 (1 - v) Yo + 4va0 +

CO

( 1 у* fry \h r\T (h m - I - 9vJ? / Â» ml -4-

я = 1
oo

+ р„^/0 (^p)l + 2 (V/ [2 (1 - v) X, ch Л/Ь, -

1 — v L/=i

+ 2 ( - l)" a/» - ^ r ô ( M = 0;

oo

4т- (a*z + о^})р_1 = 2 {««*« I— 2 (1 — v) /x I
n = l

2
)] + Рл^л'1 (̂ л)1 s ' n ^л? ̂  0»

oo

:=±E0 = ± 2 {?/*-/

(7.2.24)

(7.2.25)

— (1 — 2v) sh Х/Ь,] + 6yX
2/ sh X/&,) Л (X/p) = 0.

Из граничных условий для касательных напряжений (7.2.25)
получаем следующую зависимость между искомыми постоянными:

«Л/ = - (1 - 2v)]. (7.2.26)

Используя известные разложения
oo

» л «. s h Kfen I 2A(/ sh A,/£Q ^ t^ *

n = l
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,£ = ch ЯУЬ,
feo

и зависимости (7.2.26), вместо первого функционального уравне-
ния в системе (7.2.24) получаем эквивалентные ему в интервале
— £0 •< £ •< £0 алгебраические уравнения

= 0; (7.2.28)

- kllx (kn) - 2(1 - v) Ix (*„

- 1 L.Q \ ft

Г co k2 1
T k Д

Аналогично с помощью разложений

2/, (Лл) - 4 i i M + 2^/0 (̂ t) 2 ТХтаТ

вместо второго функционального уравнения в системе (7.2.24) по-
лучаем эквивалентные ему на интервале 0 <; р •< 1 алгебраические
уравнения

2 ( 1 — V ) Y O + ; 4 V O 0 = 0 ; (7.2.31)

(7-2.32)

Система двух уравнений (7.2.28) и (7.2.31) для определения а 0

и 7о соответствует элементарным решениям задачи о равновесии
цилиндра конечной длины [38]. В связи с отсутствием несамоурав-
новешенной нагрузки на поверхности цилиндра получаем а0 =
= Yo = 0.
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Исследуем парную бесконечную систему линейных алгебраиче-
ских уравнений (7.2.29) и (7.2.32) относительно неизвестных постоян-
ных а„ и V/- Вводя новые неизвестные по формулам

вместо системы уравнений (7.2.29) и (7.2.32) получаем более удоб-
ную для исследования систему

(.2
Y — ' У V п _L_ *•""

~tn ~ l (k2 -4- X2)* ~п

+

'п '

(7.2.34)

где

/ *
'я = - 4 -

— 1 То >

л=1

(7.2.35)

Рассмотрим сумму коэффициентов каждой строки в бесконечной
системе (7.2.34). Исходя из свойств равномерной сходимости рядов
(7.2.27) и (7.2.30), получаем следующие равенства:

(7.2.36)

где

Ф / = -
1 1+v (7.2.37)

При получении равенств (7.2.36) легко установить, что

Sy>0, tn>0 (7.2.38)
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0 < Ф / < 1 , 0 < я | > „ < 1 (/.л = 1.2, . . . )•

Эти неравенства указывают на то, что система (7.2.34) регулярная
[19] и имеет положительные коэффициенты. Условие существования
ограниченного решения регулярных бесконечных систем налагает
определенные ограничения на их свободные члены; они должны
иметь такой же порядок убывания на бесконечности, как и функции
Ф/ и г|)„. Для системы (7.2.34) это требование выполняется, если спра-
ведливы оценки

что эквивалентно условию непрерывности функций, определяющих
тепловые деформации.

Заметим, что существование и единственность решения системы
(7.2.34) устанавливается довольно просто. Известна сходимость
алгоритма Шварца в задачах теории упругости [59], применение
которого к рассматриваемой задаче о тепловых напряжениях в ци-
линдре эквивалентно отысканию главного решения системы (7.2.34).

Регулярность системы (7.2.34), свободные члены которой удовле-
творяют условиям (7.2.39), позволяет использовать для нахождения
ее главного решения метод редукции. Однако в своей обычной
формулировке [19] этот метод недостаточно эффективен.

Как будет показано ниже (§ 7.3), при вычислении напряжений
ее, аг в центре торца цилиндра необходимо суммировать ряд типа

У, а„ ' , в котором lim an-= аоф 0.Чтобы получить сумму такого
„ У П л^со

ряда с точностью до 1%, надо вычислить 10000 значений коэффи-
циентов ап, а для этого необходимо решить систему (7.2.34) с не-
сколькими десятками тысяч неизвестных Хп и У,-.

Если известна величина а0, т. е. известны асимптотические зна-
чения неизвестных Хп и Yj в системе (7.2.34), то трудности, возни-
кающие при суммировании указанного типа рядов, могут быть пре-
одолены с помощью известных приемов улучшения их сходимости
[19]. В связи с этим важное значение имеют результаты работы
[29] по изучению асимптотических свойств неизвестных в системах
типа (7.2.34).

Проводя исследования системы (7.2.34) по методике, изложенной
в работе [29], можно доказать, что для нее справедлив так называе-
мый закон асимптотических выражений:

limXn = limY,=A0. (7.2.40)

Установленный характер асимптотического поведения неизвест-
ных в системе (7.2.34) позволяет реализовать два способа сущест-
венного улучшения метода редукции.
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Первый способ позволяет ввести и дать оценку значений выра-
жений

tn ~ tn Jmd ' i (k2 , X2V_

" 11=1 vVt i "•//

" ( 7 - 2 - 4 1 )
N - n

j5L,_Ly v , 1 2 ч 2

называемых лимитантами.
В работе [29] установлено, что значения неизвестных Хп (я>Л/) и

Yj (/ > М) в системе (7.2.34) заключаются между наименьшим
b и наибольшим В значениями выражений (7.2.41) и с ростом М и N
разность В — Ъ стремится к нулю.

Таким образом, решая конечную систему, образованную из си-
стемы (7.2.34), можно получить все неизвестные Хп и Yj с заданной
точностью, т. е. найти точное решение системы. Применение этого
способа иллюстрируется примером (§ 7.3).

Второй способ улучшения метода редукции на основе асимпто-
тического равенства (7.2.40) заключается в следующем.

Полагая при достаточно больших значениях N и М

X N + x = X N + 2 = . . . ; YM+i = Y M + 2 = •••, (7.2.42)
конечную систему N + М + 2 уравнений, отвечающую системе
(7.2.34), представляем в виде

- £ • ( /1=1,2 JV+1); (7.2.43)

(у = 1 , 2 M+l).
si

Такую систему удобно решать методом последовательных при-
ближений, который описан в работе [13]. Другие методы (основан-
ные на использовании принципа Сен-Венана, методы однородных
решений и т. д.) решения задачи термоупругости для цилиндра ко-
нечной длины рассмотрены в работах [52, 96 и др.].
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§ 7.3. Расчет тепловых напряжений
в сплошном цилиндре конечной длины

Рассмотрим с помощью метода, изложенного в § 7.2, напряженное
состояние сплошного кругового цилиндра конечной длины, вызван-
ное температурным полем

Т(Р, $-Т0 = Тоо+Т2р\ (7.3.1)

где Гоо, То — постоянные. Предполагаем, что цилиндр свободен от
внешней нагрузки.

Подставляя выражение (7.3.1) для температурного поля в соот-
ношения (7.2.2), определяем значение коэффициентов разложения
(7.2.1):

аоп = 0, а/0 = АТ; , ain = 0. (7.3.2)
KjJ0 (Kj)

При определении коэффициента а10 учитываем, что на основании
уравнения J1 (kj) = 0

fp/o(X / P)dp=0. (7.3.3)
6

Граничные условия на поверхности цилиндра приводят к бес-
конечной системе линейных алгебраических уравнений (7.2.34), ко-
торая для рассматриваемого случая принимает вид

^ 2

су V у */ 1±1ПТ 4

(7-3.4)

Решение этой системы находится с помощью метода, основанного
на оценке границ лимитант (§7. 2).

Исследование проведено для кубообразного цилиндра (£0 = 1)
при v = -j- .

Если при решении конечной системы, образованной из системы
(7.3.4), принять во внимание лишь девять первых неизвестных, то
все неизвестные определятся с точностью до 2,5%. Значения неиз-
вестных с точностью до множителя К\ = . _ ссгГ2 приводятся

в табл. 17. В этой таблице знаками — и + отмечены значения неиз-
вестных, приведенных соответственно с недостатком и избытком;
величины Л% —относительные погрешности определения неизвест-
ных, если в качестве расчетных приняты средние арифметические
нижних и верхних значений неизвестных. Последняя строка указы-
вает границы для всех неизвестных, номер которых больше девяти.
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Перед вычислением напряжений необходимо исследовать ряды,
входящие в выражения (7.2.22). Здесь ограничимся рассмотрением
рядов в выражении для напряжения аг, поскольку особенности этих
рядов характерны и для других нормальных напряжений.

Т а б л и ц а 17

п. /

1
2
3
4
5
6
7
8
9
>9

0,26407
0,60268
0,70770
0,74337
0,75696
0,76226
0,76409
0,76437
0,76392
0,74389

0,26461
0,60458
0,71103
0,74814
0,76320
0,76996
0,77319
0,77482
0,77566
0,77908

д, %

0,1
0,2
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
2,5

У,- /Ki

1,20495
0,88477
0,80087
0,77112
0,75866
0,75284
0,74995
0,74843
0,74758
0,74389

1,20589
0,88707
0,80463
0,77635
0,76535
0,76078
0,75950
0,75931
0,75974
0,77908

д, %

0,04
0,1
0,2
0,3
0,5
0,5
0,6
0,7
0,8
2,5

Рассматривая формулу (7.2.22) для oz при g = £0, выражая в нем
с помощью соотношений (7.2.26) и (7.2.33) постоянные ап, р„, yjt

бДчерез Хп, Yj и опуская элементарное решение, получаем
со

/ t (knp) /0 (kn) i

So У у '
4 £> у> Vo

(7.3.5)

Принимая во внимание асимптотические выражения для бессе-
левых и гиперболических функций, заключаем, что в выражении
(7.3.5) первый ряд (суммирование поп) сходится как ряд 2е~~*"(1~Р)

п

для всех значений р < 1, а второй ряд (суммирование по /) сходится

при р = 0 так же медленно, как и ряд У *~_/ . Каждый из

этих рядов расходится при р = 1, однако их сумма имеет конеч-
ное значение.

Действительно, оставляя в выражении (7.3.5) лишь главные
части, т. е. заменяя входящие в него функции их асимптотическими
выражениями, можем записать

[£n(p_l)+l] ' ,
УР
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c o s — ( р — 1 )

VP

(— 1)' cos/яр
/

- - f (1-P)

.2L) - m ( i -

(7.3.6)

Следует отметить, что значение главной части выражения для
о* на ребре цилиндра не изменяется при подходе к ребру, когда

т. е. lim

4 -Z 0 2 4 IT

Рис. 51.

Зная с определенной степенью точности значение постоянной
в соотношении (7.2.40) и используя известные методы улучшения
сходимости рядов [19], вычисляем напряжения по формулам
(7.2.22), (7.2.5) и (7.1.11). Результаты вычисления напряжений аг, ав,

Ml + v)a rT,
ог, агг с точностью до постоянного множителя К = —s~n ;—-

0 ( 1 — V)
приведены в табл. 18—21.

На рис. 50—52 представлено распределение напряжений аг, а$, ог

вдоль радиуса цилиндра в сечениях i, = 0 и £ = 1 при точном удов-
летворении граничных условий (сплошные линии) и при удовлетво-
рении граничных условий для az на торцах (£ = ± 1) в смысле
принципа Сен-Венана (штриховые линии).
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В сечении £ = 1 напряжения аг, о е, ог, полученные при инте-
гральном удовлетворении граничного условия для az, существенно
отличаются от соответствующих напряжений по точному решению
как по величине, так и по знаку.

По приближенному решению распределение напряжений аг,
OQ, az в сечении £ = 1 совпадает с соответствующим распределением
напряжений в длинном цилиндре, тогда как по точному решению

4--
пс

04

п ?

р

п я
и, о

\

V
\

\\
- 8 - 6 - 4 - 2 0 2 4 6 gz

Рис. 52.

напряжение 0е в этом сечении всюду сжимающее и достигает макси-
мального значения Ое = — 7,338/С на радиусе р = 1; напряжение
аг при р < 0,8 также сжимающее, а аг = 0.

В сечении £ = 0 распределение напряжений ar, OQ, az по прибли-
женному решению носит такой же характер, как и по точному ре-
шению; при этом по точному решению на радиусе р = 0 растягиваю-
щие напряжения аг, а$ = ог больше на 20%, а растягивающее напря-
жение 02 меньше на 38%, в то время как на радиусе р = 1 сжимаю-
щие напряжения ое и а2 соответственно меньше на 15 и 20%.

§ 7.4. Тепловые напряжения в полой сфере

Исследуем термоупругое напряженное состояние полой сферы под
действием осесимметричного температурного поля Т (г, ц>). Пред-
полагаем, что сфера свободно деформируется, при этом внутренняя
(г = rj) и наружная (г = г2) поверхности ее свободны от внешней
нагрузки (рис. 53).

Определим сначала частное решение уравнения (7.1.19) для тер-
моупругого потенциала перемещений Ф.

Однородное уравнение, соответствующее уравнению (7.1.19)г

является уравнением Лапласа в сферических координатах;
его решение, как известно, находится методом разделения пере-
менных в виде суммы слагаемых const rnPn (cos ср), где п — це-

239



лое число (положительное или отрицательное); Рп (cos ф) — полином
Лежандра п-го порядка; Рп (coscp) — решение уравнения [10]:

0. (7.4.1)

Для целочисленных значений п полиномы Лежандра образуют
полную ортогональную систему функций в интервале 0 < ! ф ^ я ,
так что

я

IРп (cos ф) Рт (cos ф) sin ф^ф =
0 при п ф т,

(7-4.2)

Из теории специальных функций [10, 33] известно, что разложение
функций в ряд по полиномам Лежандра обладает теми же свойства-

ми, что и разложение функций в ряд
Фурье.

Чтобы построить частное решение
уравнения (7.1.19), представим тем-
пературное поле Т (г, ф) — То в виде
ряда по полиномам Лежандра:

оо

Т (г, Ф) — То = 2 ап (г) Рп (cos ф).

(7.4.3)
Коэффициенты разложения находятся
по формуле

, Ф ) - Г 0 ] Х

(7.4.4)
Рис. 53.

X P n ( c o s ф

Частное решение уравнения (7.1.19) ищем в виде ряда
оо

Ф(/-; Ф) = 2 М ' ) Л , (cos Ф). (7.4.5)
п=0

Подставляя выражения (7.4.3) и (7.4.5) в уравнение (7.1.19) и ис-
пользуя уравнение (7.4.1), получаем уравнение для определения не-
известных функций Ьп (г):

\ ^ п { г ) . (7.4.6)

Поскольку общее решение однородного уравнения, соответствую-
щего уравнению (7.4.6), имеет вид С^" + Сгг~п-Х (С1, С2 — постоян-
ные интегрирования), то частное решение неоднородного уравне-
ния (7.4.6), найденное методом вариации произвольных постоянных,
можно представить выражением

Ьп (г) = Т ^ Т - Г ^ [Г" I г1""°« О dr ~ Г"~Х J r"+2a" ^ drl ( 7 А 7 >
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В случае стационарного теплообмена без источников тепла вы-
ражение для температурного поля, являющееся решением уравне-
ния Лапласа в сферических координатах, имеет вид

7(г>ф)-Г0 = 2К'-«
3

n(cos?), (7.4.8)

где коэффициенты а„ и р„ предполагаются известными; они опре-
деляются в каждом конкретном случае на основании заданных
условий теплообмена.

Частное решение (7.4.7) для bn(r) в этом случае приобретает вид

' + v -Л+2 ' ] . (7.4.9)
2 (2л— 1)

Зная частное решение (7.4.5) для термоупругого потенциала
перемещений Ф (г, ср), по формулам (7.1.27) и (7.1.29) определяем
соответствующие частные решения для компонентов тензора дефор-
мации и тензора напряжения; при этом используем уравнение
(7.4.1).

Ниже приводим результаты вычислений для компонентов тен-
зора напряжения:
в случае температурного поля (7.4.3)

п=0

п = 0

Ь„(г) аР

2ц

-п(п+\)Ьп(г) Рп (cos ф) - Ъп (г) u r " ^ ^ ctg Ф } ;

(7") ° ° г -л
"гФ = J _ V dbn(r) bn (r) dPn (cos ф) .

(7.4.10)

в случае стационарного температурного поля (7.4.8)

ар ( l+v)a r ^
2ц 2 ( 1 — v ) £-dQ\ 2n

n2 + 3n — 2 д -n- i
— 1

Pn(cos(p);
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qjp' _ ( i+v)a r

2ц "~ 2(1—v)

( n - 1 ) 2 о -л-
2л — 1 p "

(n-

2л -+- 3 2л — 1

( l + v ) a r

4Я„(созф)
dtp

ctg ф ;

2ц 2 ( 1 -

Зл—1 ft _n-i ]
+" 2 л - 1 Р " Г ,'

п

I (7-4.11)

а„гп
r-n-l

2л + 3 2л — 1

2л-

dPn (cos

( Г )

2 (1 — v)
я

\ 2\ 2л " 2« — 1
Р„Г"

(COS ф )

Для сплошной сферы в выражениях (7.4.11) следует положить
р*„ = 0, а для пространства со сферической полостью ап — 0.

Переходим к построению решений ы* и ы* однородного урав-
нения, соответствующего уравнению (2.2.1). Для этого сначала
найдем функции ев и сов, входящие в систему уравнений (7.1.21) от-
носительно функций Вг и Вф. Функции ев и ыв — решения урав-
нений (7.1.22) и (7.1.23). Методом разделения переменных решение
уравнения (7.1.22) представляется в виде суммы слагаемых

eBn = Cnr»Pn(cos<f,), (7.4.12)

а решение уравнения (7.1.23) — в виде суммы слагаемых

- *Л/ (7.4.13)

Постоянные Сл и Dn не могут быть независимыми, так как функции
евп и юВп связаны уравнениями (7.1.20). Подставляя выражения
для евп и (оВ п в эти уравнения, находим

(7.4.14)

Заменяя в уравнениях (7.1.21) функции евп и и в л их выраже-
ниями (7.4.12) и (7.4.13) и принимая во внимание равенство (7.4.14),
для определения функций Вгп и Вт получаем следующую систему
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уравнений:
1 д

— .-
(sin срВФ„) = - (п + l)Dnr

n+iPn (cos Ф),

а (ГВ<РП)

д?

дВт п п +\ dPn (cos(p)

Частное решение этой системы уравнений представляется в виде

Вгп = -(п+1) аУ+'Рп (cos q,), В,п = anr
n+i d P " ^ 0 S < p ) , (7.4.16)

где введена новая постоянная интегрирования ап = 2п , 3 .
Вследствие функционального произвола, существующего в реше-

нии (7.1.18), общее решение системы уравнений (7.4.15) не исполь-
зуется; соответствующая часть решения может быть охвачена функ-
цией Во. Эту функцию представляем в виде суммы слагаемых

В а , ^ —6„г»РЛ (cos ф). (7.4.17)

Подставляя выражения (7.4.16) и (7.4.17) для функций Br, Bv

и Во в формулы (7.1.18) и суммируя по целочисленным значениям
п от —оо до со, с учетом рекуррентного соотношения для полиномов
Лежандра Рп (cos ф) = Р-(П+\) (cos ф) получаем

оо

и* = 2 К" + 1) (л - 2 + 4v) anr
n+1 + nbnr

n-x +

+ „ („ + 3 - 4v) спГ
п - (л + l)dnr~n~2] Pn (cos Ф );

щ = 2 [(л + 5 - 4v) anr
n+x + Ьпг

п-' +л = 0

( 4 - п - 4 v ) v - (7.4.18)

Здесь введены постоянные сп = a_ ( n + i), dn — b-^n+\)- Применяя да-
лее формулы (7.1.28) и (7.1.30), вычисляем напряжения

( « 2 - п - 2 - 2v) anr"
п=0

+ я (л — 1) &„г"-2 — л (л2 + Зя — 2v) v " " - 1

+ (п + 1) (л + 2) d,/-"-3] Р„ (cos Ф);

1(л + 1) (п2 + 4л + 2 + 2v) а„г«
г л=0

— л (л2 — 2л — 1 + 2v) cnr~n~* +

+ (л -4- I)2 йпГ
п-ъ\ Рп (cos ф) + [(я + 5 — 4v) anr" +
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-n- 4v) cnr-"~l +

n + 1) (" - 2 - 2v -

Ф;

n=0

+ л (n + 3 — 4nv — 2v) спГ
п-х —

- (л + 1) dnr-"-3] Я„ (cos Ф) + [(n + 5 - 4v) алг«

+ fe,/'1-2 + (4 - n - 4v) c ^ - " - 1 +

2n - 1 + 2v) «nr« + (n -
71 = 1

(„2 _ 2 + 2v) - (n + 2) 4

(7.4.19)

Для определения постоянных интегрирования ап, bn, cn, dn ис-
пользуем условия отсутствия напряжений на внутренней (г = гх)
и наружной (г = г2) поверхностях сферы:

ОлФ + <Vq> = 0 При Г = r l t Г = Гг.

Остановимся отдельно на случаях я = 0, ге = 1 и п > 2. Для

п = 0 -j-2- = 0 и согласно (7.4.10) и (7.4.19) аГф = 0; остальные

напряжения — функции только радиуса г, при этом стф = ад.
Из четырех постоянных интегрирования остаются только две:

а0 и d0. Для их определения получаем систему двух алгебраических
уравнений

(7.4.21)

откуда
1 Г

d+v)(rf-r|) [ dr

db0 (/-,)

«r J '
db0

(7.4.22)

Определяя в случае стационарного температурного поля по фор-
муле (7.4.9)

, , ч (1 + v) а г
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получаем напряжения

Рассмотрим решение для сплошной сферы при температурном
поле Г (г), обладающем центральной симметрией. На основании фор-
мул (7.4.6) и (7.4.10) находим

г

^ С г) - Го] dr =

(Г) (Г) 2(1 1 -|т V г т / \ О [ Т / \ Til

°Ф = °е ••= -у- • у ^ a r {Т* (г) — 3 [Г (г) — 70]},

где Т^ (г) — среднее приращение температуры сферы радиуса

г, T*{r) =± о
Для удовлетворения условию отсутствия напряжений на по-

верхности сферы г = г2 к решению (7.4.24) добавляем равномерное
напряженное состояние

(Т, = (тф = о9 = - ^ - . т 5 ^ а г Г Л 4 (7.4.25)

В результате получаем известное решение термоупругой задачи
для сплошной сферы в случае центральной симметрии при отсут-
ствии напряжений на ее поверхности [52]:

^ \ ^ -T0]}. (7.4.26)

В случае п = 1 коэффициенты при постоянной Ьг в выражениях
(7.4.19) обращаются в нуль и для определения оставшихся трех по-
стоянных alt clt rfx имеем систему четырех алгебраических урав-
нений:

_ 2 [ dbl (rt) Ьг (г,) 1 _ .
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2 ( l + v ) r 1 a 1 _

_ 4 (1 + v) r 2 f l l -

(г,)

— 2v 3
2 C l 4

2(2-v)
(7.4.27)

l + 4 di =

(rt)

dr

dr

Для существования решения cncfeMbi уравнений (7.4.27) необ-
ходимо, чтобы определитель четвертого порядка, составленный из
ее коэффициентов и правых частей, был равен нулю. В рассматри-
ваемом случае этот определитель

А = в\r2

и, как следует из выражений для правых частей (7.4.27), обращается
в нуль.

Заметим, что существование решения системы уравнений
(7.4.27) становится очевидным, если положить q = 0; система че-
тырех уравнений (7.4.27) при этом превращается в систему двух
уравнений относительно постоянных at и dt.

Решение системы уравнений (7.4.27) записывается в виде

сх = 0, ах =

,4,4

3 (Г* - Г5

2) I Н

2(l+v)(^-i)

2̂ J гЛ dr n Jl 'dr

(7.4.29)

Можно показать, что определитель системы четырех алгебраических
уравнений для каждого п >• 2 отличен от нуля.

Таким образом, задача термоупругости для осесимметрично де-
формированной сферы может считаться решенной. Эта задача рассмат-
ривалась также в работах [38, 95, 97].
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§ 7.5. Тепловые напряжения,
возникающие при аэродинамическом нагреве
полой сферы в сверхзвуковом потоке

Задача о тепловых напряжениях, возникающих при аэродинамиче-
ском нагреве полой сферы в сверхзвуковом потоке, рассматривается
в качестве примера использования общего решения осесимметрич-
ной задачи термоупругости для полой сферы (§ 7.4).

Согласно результатам работы [97] тепловые напряжения в по-
лусферической носовой части летательного аппарата достигают наи-
большего значения при установившемся состоянии аэродинамиче-
ского нагрева.

При нулевом угле атаки плотность теплового потока (притока
тепла) q' =—q (положительное направление вектора плотности

теплового потока q в формуле (1.4.5) совпадает с направлением
внешней нормали к поверхности) на наружной поверхности (г = г2)
приближенно определяется равенством

| ) , (7.5.1)

где q0 — плотность теплового потока в точке ср = 0; у — параметр,
определяемый числом Маха; Рп (cos ср) — полином Лежандра га-го
порядка.

Для упрощения задачи полусферическую носовую часть до-
полняем до замкнутой сферической оболочки, а выражение (7.5.1)
для плотности теплового потока распространяем на наружную по-

верхность (г = г2) дополнительной полусферы I-тг<; ф<С л;1. По-
лагаем, что температура То на внутренней поверхности сферы (г = гх,
О -< ф •< л) — постоянная величина. Эти предположения не вызы-
вают существенных погрешностей при определении распределения
тепловых напряжений в носовой части сферической оболочки и по-
зволяют использовать сравнительно простое решение осесимметрич-
ной задачи термоупругости для замкнутой полой сферы. Стационар-
ное осесимметричное температурное поле в сферической оболочке
определяется выражением (7.4.8). Коэффициенты ап и р„, входя-
щие в это выражение, находятся в соответствии с (3.2.8) из гранич-
ных условий теплообмена:

Г(г, ф) — То = 0 при г = г у;

, аг(г,«р) , . , (7-5.2)
Ад -з—— = q (ф) при г = г2.
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Удовлетворяя граничным условиям (7.5.2), находим для коэф-
фициентов а„ и р„, отличных от нуля, следующие значения:

V*
. Ро =

а, =

(7.5.3)

Частные решения (7.4.11) для компонентов тензора напряжения
имеют вид

°{Т)

- ^ - = ао. + 26о.р~' - 2 (а2.р2 — 4р2.р~3) Р2 (cos ф);

<#> - 1 - з

-тт~ = «о. + Ро*Р — (16а2,р
2 4- Рг.р ) Р2 (cos ф) —

r(7")
- 5 (2а 2 .р 2 - p 2 .

d P ( ? ° S t p ) c t g 9 ;

!(cos ф)

d<f

— 2p2.p
(cos

(7.5.4)

Здесь

1 — v

Y ^ ; == v; a 2 , = — • 3 Д Б ^ 2
(7.5.5)

в, - _ L
P 2 # ~ 3 + 2 '

где A, = -b-.

Предполагая, что на внутренней (г = гх) и наружной (г = г2)
поверхностях сферы напряжения отсутствуют, и удерживая в связи
с этим в общем решении (7.4.19) только члены с п = 0 и п = 2,
определяем следующие компоненты тензора напряжения для од-
нородной задачи:

Ц- = - 2 (1 + v) a0 + + ( - 6va2p
2 + 262 -

-—5\— 4 (5 — v) c2p~d + 12d2p~a) P2 (cos ф);
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•2(1 — 2 v ) c 2 p ~ 3

6 2 + 2 ( l — 2v),

| P 2 ( c o s 9 ) - [ ( 7 —4v)a2p2

- 5 ] dPa(coscp) c t g 4 > .

- = - 2(1 + v) a0 - doP-
3 - [30va2p

2 - 2b2 - 10(1

2v) c2p-3 + 3d2p~5] P 2 (cos ф) + [(7 - 4v) a2p
2 +b2 +

2 (1 - 2v) c2p-3 + d2p-5] "'<%*> ctg Ф ;

-3
^ = [(7 + 2v) a2p

2 + 62 + 2 (1 + v) c2p-3 -

(7.5.6)

Постоянные интегрирования a0, rf0, a2, 62, c2, d2, входящие в вы-
ражения (7.5.6), на основании граничных условий (7.4.20) опреде-
ляются из следующих систем алгебраических уравнений:

— 2 (1 + v) а0 + 2d0 = — («о. + 2ро.);

— 2 (1 + v) а0 + 2d0l~
3 = — (a 0. + 2РоД

- 6va2 + 262 — 4 (5 — v) с, + 12d, = 2 (a 2 . — 402,);

,2 + 2й2 — 4 (5 — v) сД~3 5

2 (1 + v) c2 — 4d2 = — (3a2. — :

(7.5.7)

(7 + 2v) а2

(7 + 2v) а2Я

(7.5.8)

Численные расчеты тепловых напряжений ст. = о(

г'* + о* , а9 =
= Оф + аф, ое = Ов + ое выполнены для трех значений отноше-
ния Я = — = 0,5; 0,75; 0,90, при этом во всех случаях значение

параметра у принято равным 0,46, что соответствует числу Маха
М = 3[97].

Анализ термоупругого напряженного состояния полой сферы
показал, что при всех значениях К напряжения аф и ае на внутренней
поверхности (г = гх) растягивающие, а на наружной (г = г2) — сжи-
мающие и по абсолютной величине меньше, чем на внутренней по-
верхности.
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Таблица 22

v-

0
л/6
я/3
я/2

Л =

у л

0,679
0,687
0,702
0,709

0,5

V*

0,679
0,655
0,607
0,583

х =
у *

0,277
0,249
0,191
0,162

0,75

V*

0,277
0,235
0,150
0,107

Л =

у/с

0,108
0,089
0,051
0,032

0,90

у к

0,108
0,087
0,045
0,024

на внутренней поверх-

при Л= 0,5;

данным этой таблицы,

= 0; ~; ~;
О о

Распределения напряжений аф, а е

ности сферы (г = гх) в сечениях ф
0,75; 0,90 приведены в табл. 22. Согласно

для сравнительно тонких
сферических оболочек (к =
=0,9) и сферических оболо-
чек средней толщины (А. =
=0,75) напряжения аф и ае
достигают максимального
значения на оси вращения
(Ф = 0). Для толстых сфе-
рических оболочек (А,=0,5)
наибольшее значение на-
пряжения аф в сечении

Ф = -к-; здесь напряжение

Рис. 54. аф = 0,709/С превышает
наибольшее напряжение ае = 0,679/С на оси вращения.

Таблица 23

0

0,5
0,5833
0,6667
0,7500
0,8333
0,9167
1,0

9 = 0

0
0,133
0,157
0,136
0,096
0,049
0

0,679
0,335
0,116

—0,035
—0,145
—0,229
—0,295

0,679
0,335
0,116

—0,035
—0,145
-0,229
—0,295

0
0,130
0,154
0,133
0,093
0,047
0

у/с

0,687
0,342
0,122

—0,030
—0,142
—0,228
—0,296

0,655
0,325
0,115

-0,029
—0,132
—0,209
—0,269

9 = 2-

0
0,123
0,143
0,122
0,084
0,042
0

V *

0,709
0,364
0,141

—0,015
—0,132
—0,225
—0,302

0,583
0,293
0,113

—0,008
—0,091
—0,150
—0,192

На рис. 54 представлены графики распределения напряжений
ое (слева от оси вращения) и аф (справа от оси вращения) на внут-
ренней поверхности сферы для Я = 0,75. Данные о распределении
напряжений аг, <тф, ае по толщине сферической оболочки в сечениях

Ф = 0; -£-; —; - j - при X = 0,5 приведены в табл. 23.
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Г Л А В А В О С Ь М А Я

ДИНАМИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА
ТЕРМОУПРУГОСТИ

§ 8.1. Представления общего решения

Если условия нестационарного теплообмена таковы, что скорость
изменения температуры во времени весьма велика, то при иссле-
довании тепловых напряжений в элементах конструкций следует
учитывать динамические эффекты, обусловленные движением ча-
стиц твердого тела при быстром тепловом расширении, т. е. рассмат-
ривать динамическую задачу термоупругости.

В настоящей главе динамическая задача термоупругости рас-
сматривается без учета взаимодействия полей деформации и темпе-
ратуры, т. е. предполагается (в соответствии с классификацией за-
дач термоупругости § 1.8) несвязанной. Такая динамическая задача
при упругих к, ,ц и термическом ат коэффициентах, зависящих от
температуры, сводится к решению уравнения (1.8.9) при определен-
ных начальных и граничных условиях, которые задаются либо в пе-
ремещениях, либо в напряжениях; температурное поле Т предпо-
лагается известным из решения соответствующей нестационарной
задачи теплопроводности (глава третья). При постоянных упругих
и термическом коэффициентах уравнение (1.8.9) переходит в (1.8.6)
Представление общего решения этого уравнения известно.

Вектор перемещения и может быть разложен на потенциальную
и соленоидальную части и представлен в виде

и = grad Ф -f rot A , (8.1.1)

где Ф — скалярный потенциал; А — векторный потенциал.
После подстановки выражения (8.1.1) в уравнение (1.8.6) по-

—*•

лучаем для функций Ф и А следующие уравнения:

IT (Т — Го) ; (8.1.2)

(8.1.3)
где

D * = V 2 T - - 5 F ( л = 1 . 2 ) ; (8.1.4)
сп

2 _ Х + 2ц с

2 _ J L C8 1 5>

2R1



Здесь сг — скорость распространения упругой безвихревой волны
(волны расширения); с2 — скорость распространения упругой вол-
ны искажения (поворотов), вызывающей изменение формы без изме-
нения объема упругого тела.

С помощью известных из динамической теории упругости пред-
ставлений общего решения однородного уравнения, соответствую-
щего уравнению (1.8.6) [94], общее решение неоднородного урав-
нения (1.8.6) можно представить также в следующих двух видах:

и = grad Ф + -у- - ^ S r a d d i v Л + Л^); (8.1.6)

u = grad<D+4(l — v)B — grad (В • 7 + Во), (8.1.7)

где функция Ф удовлетворяет уравнению (8.1.2), а функции Аг, А2

и В, Во удовлетворяют соответственно уравнениям

? = 0 ; (8.1.8)

?S = 0. (8.1.9)

Когда В и Во не зависят от t, представление (8.1.7) идентично
сумме представлений (2.2.6) и (2.2.11). Таким образом, представле-
ние (8.1.7) является обобщением соответствующего представления
решения квазистатической задачи термэупругости на случай дина-
мической задачи термоупругости.

Представление (8.1.6) можно преобразовать к виду (8.1.1). Дейст-
вительно, внося в представление (8.1.6) и в уравнение (8.1.2) вы-
ражение

ф в ф' + div Аг (8.1.10)

и применяя затем формулу

grad div Аг = VM 2 + rot rot A2 (8.1.11)

и уравнения (8.1.8), находим, что при подстановках

Ф'=Ф, wtA2 = — A (8.1.12)

представление (8.1.6) переходит в представление (8.1.1).
Как видно из приведенных представлений общего решения

векторного уравнения движения (1.8.6), динамическая задача тер-
моупругости сводится к волновым уравнениям; при их решении
применяется преобразование Лапласа.

В настоящей главе ограничимся рассмотрением простейших ди-
намических задач термоупругости, соответствующих одномерным
задачам нестационарного теплообмена,— задач о тепловом ударе
на поверхности полупространства (§ 8.2) и на поверхности круглой
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пластины при идеально изолированном контуре (§ 8.3). Решения
для нестационарных температурных полей этих двух задач приво-
дятся в § 3.7.

Первая задача является характерной задачей о тепловом ударе
на поверхности полуограниченного массива, в котором процесс рас-
пространения тепловых напряжений не чисто диффузионный, а свя-
зан с распространением упругих волн. Вторая задача относится
к классу задач о поперечных колебаниях пластин, возбужденных
импульсными тепловыми воздействиями. Она сводится к решению
дифференциального уравнения, описывающего вынужденные осе-
симметричные колебания круглой пластины. Исследования этих за-
дач показывают, что существенные динамические эффекты в телах
могут возникнуть лишь при мгновенном изменении их граничных
тепловых условий.

Реальный быстро протекающий теплообмен сопровождается из-
менением граничных тепловых условий тел в течение малого, но
всегда конечного интервала времени.

В § 8.4 рассматривается динамическое поведение полупростран-
ства и круглой пластины, когда тепловые воздействия на них из-
меняются не мгновенно, а в течение конечного интервала времени.

§ 8.2. Тепловые напряжения в упругом полупространстве
при тепловом ударе на его поверхности

Задача о тепловом ударе на поверхности полупространства — одна
из первых динамических задач термоупругости, подвергшихся под-
робному исследованию. Впервые эта задача рассмотрена В. И. Да-
ниловской [14, 15].

Пусть температура среды, омывающей поверхность полупро-
странства х = 0 (см. рис. 11), внезапно (в момент времени t = 0)
изменяется от То до Ь. При t > 0 между поверхностью полупро-
странства и средой происходит конвективный теплообмен.

Нестационарное температурное поле в полупространстве при
указанных условиях теплообмена описывается выражением (3.7.8).

Определим соответствующие динамические тепловые напряже-
ния, предполагая отсутствие поверхностных сил. Для этого рас-
смотрим решение однородной динамической задачи термоупругости
в напряжениях, которое здесь более удобно. В этой задаче пере-
мещения иу и иг и все производные по координатам у и г равны
нулю, а следовательно, е„ = ez = еху = exz = гуг = 0.

Из соотношений (1.5.20) имеем

(8.2.2)
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а из первого уравнения движения (1.2.20) получаем

Дифференцируя обе части уравнения (8.2.3) по х и подставляя

вместо производной — ^ - деформацию е ,̂ определяемую выражением

(8.2.1), находим уравнение движения
дЦТ-Т0) „

— w — ( 8 2 4 >з * 1 d i T v w
где су — скорость распространения упругой волны расширения,

*' "" р ~~ ( l + v ) ( l — 2 v ) p • ^•"•">
К уравнению (8.2.4) присоединяем следующие начальные и гра-

ничное условия:

ох = -Ц±- = 0 при t = 0, (8.2.6)

ах=0 при х = 0. (8.2.7)

Применяя к уравнению (8.2.4) и граничному условию (8.2.7) пре-
образование Лапласа (§ 3.6), приходим к уравнению

d2a*
Р- _• . - Г - ,,-л* ^ Т о ) ( 8 2 8 )

при граничном условии
а'х = 0 при х = 0. (8.2.9)

Подставляя в уравнение (8.2.8) изображение (3.7.7) для тем-
пературы, получаем

. (8.2.10)

Решение уравнения (8.2.10) при условии (8.2.9) с учетом огра-
ниченности функции а*х при х -> ею имеет вид

Для облегчения перехода к оригиналу приводим это выражение к
виду

. £а г (0 - Г„) V i Г 1 1 1
с * - ! 2 v Ча \2с(с + ау) ' c + 2q (C а 7)

уТ

X ,_ ' +-ГТ-Т-,гт*„.-№ " ~ е ^ а)-(8.2Л2)

254



Используя теорему запаздывания (3.6.9) и таблицу изображений,
приведенную в работе [39], находим

О при t < -j- ;

ах при t > -f- .
(8.2.13)

Здесь

2/1

[

exp -£• f / _-L)l erfc (-£= - cx / Za \ Ci/J Wat l* a
ay

H
( 1 - - f b -2 1 -

exp -fU * +
at

ci v*

exp (yx + y*at) erfc \^== + у УЩ ; (8.2.14)

i —

— exp ay211 1 erfc

К =

? tci
После введения безразмерных величин | = — - , т = —— , р =

-^-выражения (8.2.14) принимают вид

irm-exp(x + g)erfc(-i-2(1 —p)

-1) (1 - p erf Ух^Ц) -

. exp - 1 - (т - | ) erfc (-f V'x-i

255



В случае мгновенного повышения температуры поверхности

полупространства от То до ft, соответствующего у = -у- -> м и р =

= 0, решение (8.2.13) получает следующее выражение:

-в-4-*(+.JU-у?)-
2 " V.H». i 2 i/^ г к • | | > (8.2.16)

где Я (/) — единичная функция Хевисайда, определяемая условием

( 0 п р и * < 0 ;

U при f > 0 .

Для функций erf х и erfc х, входящих в формулы (8.2.14) —
(8.2.16), известны следующие соотношения:

X \

, 2 Г - х г ,

erf х = -у=- I e dx;

erf 0 = 0; erf oo = 1; erf (— .v) = — erf x;

erfc x

Ax

oo

= 1 — erf x = -7=- I
У« J

'2dx;
I (8.2.18)

yn
I

Зная а ,̂ определяем напряжения оу, аг по формулам (8.2.2.).
Если в уравнении (8.2.3) пренебречь силами инерции, т. е. поло-

жить *- = 0, то на основании граничного условия (8.2.7) и фор-
мул (8.2.2) получаем решение рассматриваемой задачи в квазиста-
тической постановке

= 0, оу = аг = —
Еат{Т-Та)

1-v
(8.2.19)

где величина Т определяется выражением (3.7.8) или (3.7.9).
Из рассмотрения формул (8.2.2) и (8.2.19) можно сделать заклю-

чение, что динамическое решение (8.2.13) совпадает с квазистатиче-
ским в тех случаях, когда ах = 0, а именно: в начальный момент
времени t = 0 для всей области полупространства х ;> 0 и при t > 0
на поверхности полупространства х = 0.

Динамический эффект в сечении х > 0, учитываемый решением

(8.2.13), проявляется при t <. — и t > — по-разному, так как в
ci ci

момент времени t= — упругая волна расширения, движущаяся

от поверхности х = 0 внутрь полупространства, достигает сечения
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х > 0. В этот момент значение безразмерного времени т равняется
значению безразмерной координаты | .

В. И. Даниловская исследовала изменение динамического на-
пряжения ах в фиксированном сечении £ = 1. На рис. 55 приво-
дится изменение напряжения ах в этом сечении в зависимости от
безразмерного времени т при различных значениях параметра р\
характеризующего условия теплообмена на поверхности х = 0.

В результате действия сил инерции в сечении £ = 1 при т < 1

К

1,5 2,0 2,5 3,0 3,5

Рис. 55.

возникает сжимающее напряжение ох. Так, в случае мгновенного
повышения температуры поверхности полупространства, когда Р =
= 0 (а -> оо), сжимающее напряжение в сечении £ = 1 возрастает
от нуля при т = 0 до значения —0,89/С при т = 1.

В момент времени т = 1 11 — —) под действием упругой волны

расширения происходит скачкообразное изменение напряжения ах

на величину /С- После прохождения волны расширения напряже-
ние ах становится растягивающим и быстро уменьшается до нуля,
приближаясь к квазистатическому.

Разрывная кривая для ах в случае р" = 0 предельная, к ней рав-
номерно стремятся все кривые ах при малых значениях параметра
Р <^ 1. Например, при Р = 0,01 напряжение ах возрастает от нуля
до значения — 0,87/С, переходит при т = 1 в область положитель-
ных значений, после чего быстро убывает до нуля. При больших
значениях р изменение напряжения ах носит иной характер: при р =
= 10 напряжение, оставаясь сжимающим, достигает наибольшего
значения (—0,06/Q и начинает убывать до нуля.
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Кривые напряжения ах при Р = 0,01 и р = 10—непрерывные
функции т, однако производные от них в точке т = 1 терпят раз-
рыв; при подходе к точке т = 1 справа касательные к кривым ах

приближаются к вертикали т = 1.

§ 8.3. Осесимметричные колебания круглой пластины,
возбужденные тепловым ударом

Пусть к поверхности z = -^- свободно опертой круглой пластины

радиуса г2 внезапно подводится тепловой поток q'= — q (рис. 56),
где q — плотность теплового потока в направлении внешней нор-

z 4 мали к срединной поверхнос-

ти [см. формулу (3.2.8)]. По-

верхность пластины z = — -к-
и ее контур г = /2 предпола-
гаются идеально теплоизоли-
рованными. Начальная темпе-
ратура пластины равна То.

, , , , , , , •
V/////////Z/////
'//////////////л

\\w\\\\\

Р и с - 5 6 - При таких условиях тепло-
обмена нестационарное температурное поле определяется выраже-
нием (3.7.17).

Применяя уравнение термоупругого изгиба круглой пластины
(5.3.3), полагая в нем для случая осесимметричного температурного

duz п " х г пполя д» = 0, —55~ = 0 и заменяя в соответствии с принципом
Со OK) x

Даламбера интенсивность поперечных сил qz силами инерции

— рол —д4-, получаем уравнение движения пластины

где
Eh3

1 2 ( 1 — v 2 )

•КГ =
12 1

(8.3.1)

(8.3.2)

(8.3.3)

~ дра "Т" р ' dp р ' dp [V dp ) '

p и £ — относительные координаты, р = —; £ = -т--;т — безразмер-
fa tl

ное время, т = -TJ- ; р0 — плотность материала (обозначение р„ вве-

дено в отличие от обозначения р для относительного радиуса).
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В качестве начальных условий задачи выбираем следующие:

«г = 0, ~^- = 0 при т = 0. (8.3.4)

Учитывая условия (5.2.24), выражение для изгибающего момента
М, в соотношениях (5.2.17) и соотношения между деформациями
и перемещением иг (5.2.5), взятые для осесимметричного случая,
представляем граничные условия для рассматриваемой задачи в виде

uz— 0, д" г + — • ~z—f- r | ( l -+- \)кт= 0 при р = 1. (8.3.5)

Чисто тепловая деформация %т во втором условии (8.3.5) опре-
деляется выражением

д'ат _ _96_ ^ , J _ е-пъ

которое получается подстановкой выражения для температурного
поля (3.7.17) в (8.3.3).

Вводя безразмерное перемещение

безразмерную чисто тепловую деформацию

Ъ = -^*т (8.3.8)

и учитывая, что V\Xr = 0, задачу сводим к решению уравнения

= 0 (8.3.9)

при начальных и граничных условиях

г\г=0, - ^ - = 0 п р и т = 0 ; (8.3.10)

5Сг = 0 при р = 1. (8.3.11)

Решение уравнения (8.3.9) ищем в виде суммы безразмерных
квазистатического прогиба i](

z

s) и дополнительного прогиба r\id),
обусловленного силами инерции (динамической части прогиба):

Л«=Т1? )+1Т? ). (8.3.12)

Величина r\is) удовлетворяет уравнению

ViVfrzS) = 0 (8.3.13)

при граничных условиях

= o п р и р = 1 . (8.3.14)
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Для сплошной пластины квазистатической прогиб имеет выра-
жение

( 8 - З Л 5 >
Подставляя решение (8.3.12) в уравнение (8.3.9) и в условия

(8.3.10), (8.3.11) и учитывая уравнение (8.3.13), условия (8.3.14)
и решение (8.3.15), для определения ^ находим дифференциаль-
ное уравнение

^ - < ^ f . ^ (8.3.16)

при начальных и граничных условиях

при р = 1. (8.3.18)

Для нахождения r\z применим два метода: разложение искомой
функции в ряд по собственным функциям [99] и пребразование
Лапласа.

Определение irid) по методу, использующему разложение в ряд
по собственным функциям. Выбирая решение однородного урав-
нения, соответствующего уравнению (8.3.16), в виде

(и) / \ (СОТ /О О 1 Г\\

T]z = т)(р)е , (8.3.19)
приходим к обыкновенному дифференциальному уравнению

(У1 VI — а4) л (Р) = 0 (8.3.20)

при условиях

) = 1, (8.3.21)

где
а 4 = со2х2.

Поскольку каждое решение одного из двух уравнений (у J -j- a

2) X
х Л (р) = 0 является решением уравнения (8.3.20), общее решение
можно записать в виде

Л (Р) = С Л («Р) + C2Y„(сер) + С3/0 (ар) + СД„ (ар), (8.3.22)

где / 0 (х), Yo (х), /0 (х), Ко (х) — бесселевы функции действительного
и чисто мнимого аргумента нулевого порядка первого и второго рода.

При р = 0 прогиб пластины должен быть конечным, поэтому
в решении (8.3.22) постоянные интегрирования С2 и С4 следует
положить равными нулю. Постоянные интегрирования Сх и С3
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определяем из условий (8.3.21), при этом дифференцирование бессе-
левых функций выполняем по формулам (3.4.6), (3.9.6), (3.9.14), учи-
тывая, что формула (3.9.14) справедлива и для функции 1Х (х).

В результате находим собственную функцию

Чт (Р) = h ( « J Л (amp) - Л (am) Л> (amp), (8.3.23)
для которой собственные значения ат — корни трансцендентного
уравнения

_ Л М . , ./,(«) _ 2a ( g 3 2 4 )

У0(а) 1 — v

Т а б л и ц а 24

В уравнении (8.3.24) J1 (x), /г (,v) — бесселевы функции действи-
тельного и чисто мнимого аргумента первого порядка.

Значения первых десяти корней ат при v = 0,3 указаны в
табл. 24. С ростом числа т корни ат уравнения (8.3.24) асимптоти-

чески приближаются к корням
уравнения Jo (a) = 0 и уже при
т = 5 различие между ними со-
ставляет не более 0,25% [9].

Рассмотрим свойство ортого-
нальности собственных функций.
Пусть т]от и т]„ — две собственные
функции вида (8.3.23), соответст-
вующие собственным значениям
ат и ап. Так как каждая из этих

функций является решением уравнения (8.3.20), то ^^S\r\m = a?mv\m,
ViV̂ Tin = a\n. Умножая первое из этих уравнений на рт)„ dp и вто-
рое на py\mdp, вычитая из первого второе и интегрируя по р от нуля
до единицы, получаем

т

1
2
3
4
5

•» I

2,2215
5,4516
8,6114
11,761
14,907

,п

6
7
8
9
10

"т

18,051
21,194
24,338
27,481
30,623

{ат — а4

п) dp Р

-[L. /p
dp [ p dp ^ dp

dp dp dp

dp dp ^p dpdp j j o

или

— Mlm P dp3
Р dp ; j 0 ^ dp

dp dp2 /n

dp2 I

. ) 0

(8.3.25)
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В силу граничных условий (8.3.21) члены этого выражения при
р = 1 равны нулю либо взаимно уничтожаются. Они обращаются
в нуль и для нижнего предела, так как для сплошной осесимметрич-
но деформированной круглой пластины

(0Г)Р=О = 0, (Q r)p = 0 = О

и, таким образом,

Отсюда следует свойство ортогональности собственных функций

|РЛ»Ч*Д>=О, тФп. (8.3.26)
о

Для случая т = п по правилу Лопиталя находим
1

, г Г 2 j 1- выражение (8.3.25)
"т = I P^mdp = ИГЛ j -4 =

О ап*ат ат — ап

-з [выражение (8.3.25) ]а _а

=——rzr; Dm> (8.3.27)

где D m = am [Io (a J / x (a J — Уо Ю Л (a J ] —
-(l + v)J0(am)l0(am). (8.3.28)

При вычислении Nm учитываем уравнение (8.3.24).
Зная собственную функцию (8.3.23) и свойство ортогональности

собственных функций (8.3.26), ищем решение уравнения (8.3.16)
в виде ряда

4i r f ) =f! r\n(p)qm(x). (8.3.29)
m=l

Подставляя решение (8.3.29) в уравнение (8.3.16) и в условия
(8.3.17), получаем уравнение

4f! / v?2r72 i 9 ' \ V̂  ̂ ~ Р / ** /О О ОЛ\

7 (<7mvхViT\m -\- % х\тдт) = — — j _ — 5(г (o.o.oU)

при условиях

2 'Ьп^т = °« 2 ЧтЧт = 2(1~+V) Ъ П Р И Т = 0> ( 8 - 3 - 3 1 )
m=l m=I

где точка сверху означает производную по времени.
Умножая уравнение (8.3.30) и условия (8.3.31) на рцп dp, ин-

тегрируя по р от нуля до единицы и учитывая уравнение (8.3.20) и
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свойство ортогональности (8.3.26), находим для функции qm урав-
нение

цт + а ^ т = - 2 ( 1 +

r

v ) A , m f (1 - р2) РЛт Ф (8.3.32)
о

при условиях

qm = 0, qm = - 2 ( 1 Д ) / У т j 0 - P2)ptlmdp при т = 0, (8.3.33)
о

где множитель Nm определяется выражением (8.3.27),
1

f (1 - Р2) ргиФ = 4 " • 4 ^ 7 ^ («J /о («J, (8.3.34)

а безразмерный параметр

Решение уравнения (8.3.32) при условиях (8.3.33), как легко
убедиться подстановкой, можно представить в виде

+ Г х г (т') sin а ^ (т - т') dx' . (8.3.36)

6 Jо
Учитывая, что

Хг (0) = - ^ 2 ^ , Х г ( т ) = - 4 8
п=1,3, ... п=1,3. ...

решение (8.3.36) запишем следующим образом:

(1

о
Вычисляя интеграл

т

le-" W t ' s inaS I f i 2

o (x-x')dT' =

cos a
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и подставляя выражения (8.3.27) и (8.3.34), получаем

м _ 9^_ £ , *lBl sin alB\x + п*п* (cos affix -

где D m определяется выражением (8.3.28).
Наконец, на основании (8.3.29) находим

= — 96

(8.3.37)

Определение T]id) с помощью интегрального преобразования Лап-
ласа. Для решения уравнения (8.3.16) при условиях (8.3.17) и
(8.3.18) применяем преобразование Лапласа (§ 3.6). Выполняя это
преобразование по формуле (3.6.1) и учитывая начальные условия
(8.3.17) и равенства

п=1,3. ...

находим для изображения t\id)' обыкновенное дифференциальное
уравнение

при граничных условиях

где

£ * < P - ! - * J (8-3-41)
л=1.з,... J

Определяя для сплошной пластины решение однородного урав-
нения, соответствующего уравнению (8.3.38), в такой же форме, как
и для уравнения (8.3.20), и учитывая, что частное решение неодно-
родного уравнения (8.3.38) имеет вид — ^ ^~?L Х г ( Р ) > н а х о д и м е г о

общее решение в виде
TI ( / ) # = С^о(УЫр-р) + С31о(УЫр~р)- {

2\-^} Хт(р). (8.3.42)
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Постоянные интегрирования Q и С3, найденные из условий
(8.3.39), имеют значения

г 10(УШр) v * r Ja(
г r
C l ~ B ( p ) X r > С з ~ В{р) *т>

где
В (р) = 2г"хр/0 (}/7хр~) Уо (Vlxp) —

- (1 - v) уШр~ [/„ <УШр) h <УТ*Р) + JoiViup) U (УЪф)]- (8.3.43)
Подставляя постоянные интегрирования в решение (8.3.42), на-

ходим для изображения следующее выражение:

r ] f = %т (Р) G* (р) - ^=^у tT , (8.3.44)

где
G*w=4w' (8-3-45)

А (р) = /0 (Vi*P~) Л (VW Р) - Л ( 1 / ^ ) /о (/ЙФ р). (8.3.46)
Оригинал функции %г определяется выражением (8.3.8).

Для определения оригинала функции (8.3.45) применяем фор-
мулу (3.6.15), которая для рассматриваемого случая имеет вид

m = l

Можно показать, что решением трансцендентного уравнения
В (р) = 0 является

Pn=±i^-, (8-3.48)

где ат — корни уравнения (8.3.24).
2

Учитывая, что при рт = i-2%- A(pm) =—r\Jp), B'(pJ = —ixDm,

а2

а при рт = — i -2- А 0 0 = Tim(p), В' (рт) = — ixDm, на основа-

нии формулы (8.3.47) получаем следующее выражение для ори-

гинала функции:

= 2 У VmtBL s i n ^ т, (8.3.49)
m=l
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где Tim (p) — собственная функция (8.3.23), a Dm определяется вы-
ражением (8.3.28).

Оригинал произведения двух изображений %* и G* получаем
по формуле (3.6.11), которая в рассматриваемом случае принимает
вид

XT(p)G*(p) = Jxr(T')G(T-T')dT' (8.3.50)
о

Выполняя необходимые операции, получаем для изображения
(8.3.44) оригинал

s i n ?HL г - -^L cos - ^ - т
У У *__96_ v _1_

я=1.3.... П^+^-

(8.3.51)

где т]^ определяется выражением (8.3.15).
Величину ц1$) разлагаем в ряд по собственным функциям т)т (р):

р 2 ) = W r a 2 ̂ ^(р)'
1

где ат = -др- 1 (1 — р2) pT]mdp; Nm — нормирующий множитель

(8.3.27).

На основании формул (8.3.34), (8.3.27), (8.3.8) и (8.3.6) выра-
жение для T(2Sj) преобразуем к виду

^-i-Jznf1—£ 2 i r H - (8-3-52>
т=1 "т^т \ я=1,3. ... J

Подставляя выражение (8.3.52) в решение (8.3.51) и вводя без-
размерный параметр (8.3.35), после преобразований получаем фор-
мулу (8.3.37). Зная безразмерные прогибы \]£s) и r\id> и учитывая
равенства (8.3.7) и (8.3.8), получаем формулы для квазистатиче-
ского прогиба

^ ^ Г ^ (1 - Р2) (8-3.53)
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Рис. 57.

и для динамической части прогиба

,id)

X
* sin «

л=1,3, ...

2

Рис. 58.

VI Цт (р) X
т = 1

"г
и

2,2

2,0

1.8

1,6

1,4

1,2

Ю

max
zj—
\тох

к\\
• —

а*тВ*)

при этом

(8.3.54)

u[d) . (8.3.55)иг - uf + u[
На рис. 57 приводятся кри-

вые изменения отношения дина-
мического прогиба в центре плас-
тины иг к максимальному ква-
зистатическому прогибу u(

z

s> в
этой же точке в зависимости от

безразмерного времени т = "тг

при различных значениях пара-
метра Во. Как видно, динами-
ческий прогиб колеблется около
квазистатического; влияние инер-
ционных сил увеличивается по

Во мере уменьшения параметра Во.
имеем и{ =При Во = О

= — u(

z

s) и uz = 0, а при Во ->- со
получаем н ^ = 0 и иг —uis).

На рис. 58 показано изменение отношения максимального ди-
намического прогиба иг к максимальному квазистатическому ujs)

в зависимости от параметра Во. При Во -> 0 имеет место наибольший
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динамический эффект, при котором —,z™ax •= 2,24. В работе [69]
и<$>

г maxвыполнено соответствующее исследование для прямоугольной пла-
стины, при этом указанное отношение оказалось равным двум.
Интересно отметить, что для круглой пластины при осесимметрич-
ных формах колебаний максимальный динамический эффект полу-
чается несколько больше, чем для прямоугольной, при исследовании
которой принимаются во внимание неосесимметричные формы коле-
баний.

§ 8.4. Динамические эффекты при конечной скорости
изменения тепловых воздействий

Решения для динамических задач термоупругости, в которых тепло-
вые воздействия изменяются в течение интервала времени, можно
получить из приведенных в § 8.2 и § 8.3 решений, применяя извест-
ный в теории теплопроводности интеграл Дюамеля [20, 39]. Ниже
приводится вывод этого решения с помощью методов операционного
исчисления.

Обозначим через g* (p) изображение какой-либо величины (тем-
пературы, напряжения, перемещения) при единичном граничном
условии, соответствующем скачкообразному изменению теплового
воздействия. Пусть граничное условие изменяется во времени по
закону/ (т), при этом изображение / (т) равно /* (/?). Так как изобра-
жение единичного граничного условия равно — , то изображение
решения рассматриваемой задачи, очевидно, имеет вид G* (р) =
= Pf*iP)g*(P)-

Применяя формулу (3.6.12), получаем при / (0) = 0 искомое
решение в виде

X

G (т) = f g (f) d n x - V ) dx'. (8.4.1)
0

Здесь g (т) — решение при единичном граничном условии.
Упругое полупространство. Пусть упругое полупространство,

рассмотренное в §3.7 и §8.2, подвергается нестационарному нагреву
на поверхности х = 0, соответствующему таким начальному и гра-
ничным условиям: Г — То = 0 при т = 0;

Т — То = I z i l o т п и | = 0 и 0 ;о.

Т — Т0=Ъ — Тй при £ = 0 и т о <т<сж»,

где Ь 35 То и т0 > 0— постоянные; | , т — безразмерные перемен-
ные, введенные в § 8.2.
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Температурное поле определяем, интегрируя решение (3.7.9).
Рассматривая в формуле (8.4.1) вместо функций G (г) и / (т) темпе-
ратурное поле Т — То и граничные условия (8.4.2) для Т — То,
а вместо функции g (т) решение (3.7.9) для Т — То, отнесенное к

единичному граничному условию, т. е. выражение erfc —j=- =

= erfc——, и выполняя интегрирование по частям, находим
2 \ %

(8.4.3)

°o = Ф ( т ) ~ Ф ( т ~ то) при т 0 < т < о о .

Аналогично определяем напряжение ох: рассматривая при тех
же граничных условиях вместо функции g (г) решение (8.2.16) для

„ °х„ , получаем

•х-=*«=^г ( 1
i о

= - ^ [Я (т - I) (е^ - 1) - 4 - [е- 8 erfc

erfc (4- 7V + ^ j ] (4 yr)} Р
(8.4.4)

= -ф (Т) — 1|3 (Т — Т„) При То < Т < ос .

При интегрировании учитываем соотношения (8.2.18). Выраже-
гул гр

ния для „ ~ " и -ф- при т0 -< х < оо вытекают из представления

соответствующего граничного условия (8.4.2) в форме Т — То =

= — ~ ° [т — (т — т0)] при g = 0 и т о < т < с ю .
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Напряжения ау = аг определяем по формуле (8.2.2), в которой
приращение температуры Т — То имеет выражение (8.4.3). В ра-
боте [93] исследовано влияние скорости изменения температуры
поверхности полупространства на распределение в нем динамиче-
ских тепловых напряжений. На рис. 59 представлено изменение
напряжения ах в зависимости от безразмерного времени т в сечении

t = 1 при т0 = -s-; 1;2и предельном значении т0 = 0, соответствую-
щем мгновенному повышению температуры поверхности полупро-
странства.

Рис. 59.

При т0 > 0 напряжение ах в течение всего времени изменяется
непрерывно, но его производная при т = 1 и т = 1 + т 0 пре-
терпевает разрыв. Пиковые значения ах быстро уменьшаются с уве-
личением^; при т0 = 3 максимальное значение ох составляет менее
14% от его значения при т0 = 0.

Для стали (Е = 2,04 • 10е дан/см2; v = 0,3; р = 7,85 х
х 10~3кг/см3; а = 0,13см2/сек) скорость волны расширения ̂ .вы-
численная по формуле (8.2.5), составляет 5910 м/сек, а зависи-
мость между t и х имеет вид t = —%- т = 3,7 10 13 т. сек. Следова-

тельно, для стали при т0 = 3 продолжительность нагрева t 0 »
я# 10~12 сек. Тем не менее даже при столь исключительно быстром
нагреве поверхности полупространства максимум динамического
напряжения (рис. 59) уменьшается на 86%.

Круглая пластина. К поверхности z = -^ круглой пластины

(§8.3) подводится тепловой поток, плотность которого ц' изменяется
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во времени по закону
Я'^Яо-^- п Р и 0 < т < т 0 ; ( 8 4 5 )

ц' =q0 при т о < т < оо.
Рассматривая в формуле (8.4.1) вместо функции / (т) граничные

условия (8.4.5) для ц', а вместо функции g (т) решение (8.3.53) для

~V
и решение (8.3.54) для „(")

после интегрирования получаем

л=1,3, ...

приО<!т<т0;

= X(S)(T) — X(S)(T — Т„) При Т „ < Т < о с

X

(8.4.6)

X
sin g^

л=1.3, ...
при 0 < т - < т 0 ;

" Г = X*"' (т) — %W (т — т0) при т0 < т < оо.

На рис. 60 приведена кривая изменения А = z m a x

,М) i

«s,

(8.4.7)

в зависи-

мости отт0 при Во = 0,225 и v = 0,3. Значению А = 1 соответствует
т0 = 25,1. При т0 > 25,1 из-
менение величины А носит
периодический характер с ам-
плитудой, убывающей, как
то~'. При Во = 2 первый ми-
нимум величины А наступает
при т0 = 0,318.

В табл. 25 для Во = 0,225
и Во = 2 указаны геометри-
ческие размеры круглой плас-
тины из углеродистой ста-
ли (Е = 2,04 • 10е дан/см2;
v = 0,3; р0 = 7,85-10~3 кг/см3,
а = 0,13 см2/сек) и значения

«2

Ч
2,2

1,8

'А

К)

/ЛЯ/
Tsf
max

\

ч

\ s
\

16 24 32

Рис. 60.

соответствующие
т0 = 25,1 при Во = 0,225 и т0 = 0,318 при Во = 2. Согласно
приведенным в таблице данным величина t0 быстро уменьшается
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Таблица 25

rt, см

500
50
10

Bo-

0,44
0,95
0,16

= 0,225

• io-3

. io-3

•Ю-2

ta, сек

9,4
0,44
0,051

/•„ см

500
25

5

в
i

0,19
0,51
0,88

o = 2

Фг

. Ю - 2

• ю-2
•Ю-2

f, сек

2,2
0,040
0,005

с возрастанием соотношения h/r2. Для очень тонких пластин
значения t0 соответствуют реальным скоростям тепловых воздей-
ствии.



Г Л А В А Д Е В Я Т А Я

СВЯЗАННАЯ ЗАДАЧА
ТЕРМОУПРУГОСТИ

§ 9.1. Эффекты связанности

Законы термодинамики гласят, что изменение деформаций упругого
тела сопровождается изменением его температуры, при котором
возникает теплопоток, обусловливающий увеличение энтропии
термодинамической системы и, следовательно, термоупругое рас-
сеяние энергии.

В металлических телах эффект связанности поля деформации
и температурного поля обычно мало влияет на термическое возмуще-
ние и распределение тепловых напряжений. Но это не значит, что
подобное положение сохранится и для новых материалов, обладаю-
щих большим параметром связанности (1.8.5) [79]. Пример, иллю-
стрирующий эффекты связанности при внезапном механическом воз-
действии в слое из стали и полимерного материала, приведен в § 9.2.

При учете эффекта связанности устанавливаются новые качест-
венные особенности распространения упругих волн [74], которые под
влиянием тепловых эффектов распространяются с затуханием и дис-
персией. В частности, существенно различаются решение динамичес-
кой задачи термоупругости о тепловом ударе на поверхности полу-
пространства без учета связи полей деформации и температуры (§8.2)
и решение с учетом этой связи [89]; в случае «несвязанного» реше-
ния разрыв напряжения ох (рис. 55) остается неизменным, тогда
как при «связанном» он с течением времени быстро уменьшается.

В настоящей главе связанная задача термоупругости рассматри-
у f

вается при малом термическом возмущении, т. е. при —^—— <^ 1.
В этом случае связанная задача становится линейной и при форму-
лировке ее в перемещениях сводится к решению системы уравнений
(1.7.6) и (1.7.7). Представления общих решений этой системы обоб-
щают представления общих решений уравнения (1.8.6), описываю-
щего динамическую задачу термоупругости (§8.1). Эти представле-
ния рассматриваются в § 9.3. Известные представления решения
уравнений классической теории упругости Б„ Г. Галеркина и
П. Ф. Папковйча обобщаются на случай связанной задачи термо-
упругости.

Применение прямых методов для решения связанных задач тер-
моупругости в общем случае встречает большие математические за-
труднения; перспективной является разработка приближенных
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методов решения связанных задач термоупругости на основе вариа-
ционных принципов, аналогичных таковым для статических и квази-
статических задач термоупругости (§ 2.4). В § 9.4 излагается
обобщение начала возможных перемещений Лагранжа на случай
связанной задачи термоупругости, проведенное на основе термодина-
мики необратимых процессов [68].

Исследования связанных задач термоупругости получили интен-
сивное развитие за последние десять лет; при этом наиболее полно
разработана теория плоских термоупругих волн [74—78, 86, 91].
В § 9.5 рассматривается одномерная задача о распространении пло-
ских гармонических термоупругих волн расширения в неограни-
ченной среде, а в § 9.6 — двумерная задача о распространении этих
волн вдоль поверхности полупространства. На основании решений
обеих задач можно выяснить природу термического возмущения
упругих волн и, в частности, оценить результаты классической тео-
рии волн Релея [27].

§ 9.7. посвящен распространению продольных термоупругих
волн в бесконечно длинном цилиндре. Эта задача представляет инте-
рес в связи с опытным определением упругих постоянных посред-
ством измерения фазовой скорости продольных упругих волн.

§ 9.2. Термическое возмущение упругого слоя
при мгновенном приложении поверхностных сил

Пусть к поверхностям слоя я = ± у (рис. 61) мгновенно приклады-
ваются нормальные сжимающие силы интенсивности р0. Предпола-

гая поверхности слоя теплоизолирован-
ными, определим приращение его темпе-
ратуры Т — То. Для этой задачи отлич-
ная от нуля деформация гх определяется
выражением (8.2.1), уравнение движения
совпадает с уравнением (8.2.4), а уравнение
теплопроводности (1.6.4) при ekk = ех при-
нимает вид

У.

п

h

— Ро

• • —

X

• —

—

Рис. 61.

где
е =

д*Т 1_ ,. , . j .
Лса а \ + е )

( 1 + у ) а г Г 0 дОх

(1 — v) Л.̂  ' dt

(l+v)a2

TET0

= 0,
(9.2.1)

(9.2.2)
(l-v)(l-2v)ce

Задача сводится к решению системы уравнений (8.2.4) и (9.2.1)
при начальных условиях

дах= 70, ах=0, = 0 при t= 0 (9.2.3)
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и граничных условиях

а х = - РоН (0, 4т" = ° ПРИ * = ± -Т ' (9-2-4>
где Н (t) —единичная функция Хевисайда (8.2.17).

Вводя в уравнения (8.2.4) и (9.2.1) и в условия (9.2.3), (9.2.4)
безразмерные величины

(9.2.5)

и учитывая выражения (8.2.5) и (9.2.2), получаем для рассматривае-
мой задачи следующую разрешающую систему уравнений:

д2а д^о 52в Л

5 1 2 Й Т 2 *** (9.2.6)
ffl6 ч дв да „ v '

-щг — V + Ё1-дГ~е~дТ' ^^

при начальных условиях

в = 0, а = 0, - ^ - = 0 при т = 0 (9.2.7)

и граничных условиях

; = ± Ео. (9.2.8)

Применяя преобразование Лапласа (§ 3.6) и учитывая началь-
ные условия (9.2.7), вместо системы уравнений (9.2.6) и условий
(9.2.8) находим систему

(9.2.9)

при условиях

« (9.2.10)
где а* = f ae^^dt, 0* = f в е " 4 ' ' ^ .

о о
Исключая из уравнений (9.2.9) а*, получаем уравнение четвер-

того порядка

^ - - р ( 1 + е + р ) - ^ - + р з е*==0. (9.2.11)

Решение этого уравнения ищем в виде Э* = Ае^ (А, р = const).
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Постоянная В определяется из характеристического уравнения В4 —
— р (1 -Н е + р) Р2 + Р3 = 0 и имеет значения

При этом решение уравнения (9.2.11) записывается в виде

в* = С1 ch ptg + Сг sh ptg + С8 ch B2 | + C4 sh p,g. (9.2.12)

В силу симметрии граничных условий решение задачи является
симметричным, вследствие чего постоянные С2 и С4 надо принять
равными нулю. Тогда решение (9.2.12) определяется выражением

e * = C 1 c h p 1 i + C3chp2£. (9.2.13)

Подставляя выражение (9.2.13) во второе уравнение (9.2.9),
находим

°* e -h~{Cl M-PV + е ) ] ch№ + Сз[р2 —Р(! + е)1 ̂  P,g}.
(9.2.14)

Удовлетворяя граничным условиям (9.2.10), определяем

г _ _ еро(1 — 2v) p a shp 2 g 0 .

В(Р)Е ' (9.2.15)
„ _ 6po(l-2v)P1shpij<,

где 3 ~ В(Р)Е

В (Р) = IP? - Р (1 + е)] р2 sh р, £0 ch piEo -

Подставляя значения постоянных (9.2.15) в решение (9.2.13), по-
лучаем

Из физических соображений ясно, что существует предел
в (со) = UmQ(t). Тогда, применяя известное в операционном исчис-

лении предельное соотношение [30] в (<=о) = lim p в*(р), находим
рч-0

AT = (Т - Т . )— = ± в (со) , ^ g - e

2 ^ . (9.2.17)

На основании формулы (8.2.2) и очевидного равенства (<тх)<=00 =
= — р 0 определяем соответствующие напряжения

= (сд 8 = о/С=(а г)е=оЯ, (9.2.18)
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где

Ы 6 = о = (az)e=o = - - у ^ - Ро. (9.2.19)

(9.2.20)

Коэффициент /С характеризует увеличение напряжений (9.2.19),
обусловленное связанностью полей деформации и температуры.

В качестве иллюстрации теории рассмотрим эффекты связан-
ности при внезапно приложенном давлении р0 = 0,981 • 108 н/м2 =
= 103 кГ/см2 в упругом слое из стали и в слое из полимерного ма-
териала (поливинилбутираля), который в первом приближении
предполагается также упругим. Ниже приводим механические и
теплофизические свойства для этих двух материалов. Для стали:
Е = 2,1 х 10екГ/см* = 2,06-1011 н/м2, v=0,3, аг = 12-10-6 1/град,
р = 7,85-103 кгг/м3, ср = 0,11 ккал/кг • град = 461 дж/кг • град,
Со —срр = 3,62 • 106 дж/м3 • град, сг = 3,56 • 10е дж/м3 • град. Для
поливинилбутираля *:Е = 2,8 • 104кГ/см2 = 2,75 • \09н/м2, v = 0,4,
а г = 2,3 • 10~4 l/град, р = 1,07 • 103 кг/м3, ср = 0,4 ккал/кг X
X град = 1676 дж/кг • град, са = срр = 1,79 • 10е дж/м3 • град,
се = 1,15 • 106 дж/м3 • град. Здесь ср — удельная массовая теп-
лоемкость при постоянном давлении; са и се — удельная объем-
ная теплоемкость при постоянных тензорах соответственно напря-
жения и деформации (величина се определяется по формуле (1.6.1)
при Т = 293° К).

Таблица 26

Материал

2таль
Поливинилбутираль

£

0,0114
0,432

Д7\ град

0,18
9,4

К

1,015
1,151

Принимая То = 293° К, определяем для обоих материалов по
формуле (9.2.2) коэффициент связанности е и по формулам (9.2.17)
и (9.2.20) соответствующие величины АГ и К- Из данных табл. 26
видно, что при учете связанности приращение температуры AT и уве-
личение напряжений ау и аг для стали невелики (соответственно
0,18 град и 1,5%), а для поливинилбутираля весьма существенны
(соответственно 9,4 град и 15,1%).

* См.: Зарубежные промышленные полимерные материалы и их компоненты.
Справочник-словарь. Изд-во АН СССР, М., 1963, стр. 259.
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§ 9.3. Представления общего решения

Связанная задача термоупругости при малом термическом воз-
мущении описывается системой уравнений (1.7.6) и (1.7.7) при на-
чальных и граничных условиях, рассмотренных в § 1.7.

При объемной силе

rotx (9.3.1)
известно следующее представление общего решения уравнений
(1.7.6) и (1.7.7) [90, 911:

и = g r a d O + rot Л,
, (9.3.2)

Т ~ Т° = (ЗХ + г ц ) ^ К* + 2|i) П JO + П],

в котором скалярная Ф и векторная А функции удовлетворяют урав-
нениям

•;Д = —-JL, (9.3.4)
где

n 2 = V 2 - 4 - - 4 - ' n« = V 2 X ' - S r (« = 1,2); (9.3.5)
е — параметр связанности, имеющий значение (9.2.2); сг и с2 —

скорость распространения упругой волны соответственно расшире-
ния и искажения [см. выражения (8.1.5)]. При е = 0 и П = 0
уравнение (9.3.3) на основании уравнения (1.8.7) переходит в (8.1.2)

-•• »

а при X = 0 уравнение (9.3.4) переходит в уравнение (8.1.3) дина-
мической задачи термоупругости.

Найдено также обобщение известного представления решения
уравнений классической теории упругости Б. Г. Галеркина [7] на
случай связанной задачи термоупругости [54]:

и = grad Ф + 4 Й г - ПМ — § r a d d i v A>
<9-3-6>

где функции Ф и А удовлетворяют уравнениям

(ЗЯ, + 2ц) ат
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Как и в динамической задаче термоупругости, представление (9.3.6)
при отсутствии объемных сил можно преобразовать к представлению
(9.3.2). Действительно, если в представление (9.3.6) и уравнение
(9.3 7) внести выражения

А = Ло + Л + А2,

ф = ф' + div X, ( 9 - 3 ' 9 )

в которых Л0 — частное решение неоднородного уравнения (9.3.8),

Лх и А2 — решения уравнений

• Mi = 0, П $ 2 = 0 , (9.3.10)

а Ф'— новая скалярная функция, то форма их не изменится,

но вместо Ф и А в представлении (9.3.6) возникают Ф' и Ао + Л2,

а в уравнении (9.3.7) Ф' и Ло. На основании второго уравнения
(9.3.10) и тождества

grad div Л2 = VM2 + rot rot Л2

при подстановке — rot Аг — А' такое представление при Ло =

= 0, П = 0. X = 0 (отсутствие объемных сил) переходит в пред-
ставление (9.3.2).

Вводя в представление (9.3.6) и в уравнения (9.3.7) и (9.3.8) но-
вые функции

B0=di\A — B-7, B = ±-n\A, (9.3.11)

где г — радиус-вектор, получаем обобщение известного представ-
ления П. Ф. Папковича [51 ] на случай связанной задачи термоупру-
гости

и = gradФ + V I , Г В- grad (В • г+ Во);
(9.3.12)

в котором функции Ф. В, Во удовлетворяют уравнениям

( 9 - З Л З )

(9.3.14)
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В случае распространения безвихревой волны (волны расшире-
ния) и отсутствия объемных сил и источников тепла (А = О, П = О,
w0 = 0) представление (9.3.2) имеет вид

u=grad<t>, T — Го = (&-[. 2и)а П ' Ф ' (9.3.15)

где функция Ф удовлетворяет уравнению

— • - £ - У 2 ) ф = 0. (9.3.16)

Решение для функции Ф ищем в виде

Ф = <р(х,у,г)еР*, (9.3.17)

где/? — комплексная постоянная. Подставляя это решение в (9.3.16),
для ф получаем уравнение

2 ^ — V2 ф = 0, (9.3.18)

которое может быть представлено в виде

(У2 + 6*)(У2 + 6*)ф = 0, (9.3.19)
где

^ - 1 j ' j ; (9.3.20)

EL

а параметр связанности е имеет значение (9.2.2). Если предполо-
жить, что термоупругая связь отсутствует (е = 0), то из уравнения
(9.3.20) получаем

D 2 П

б = • б = (9 3 211
c i

Следовательно, уравнение (9.3.20) описывает распространение двух
видов волн расширения, из которых один, связанный с б^ близок
к чисто упругой волне, а другой, связанный с б.,, сходен по своему
характеру с чисто тепловой волной.

На основании уравнений (9.3.17) и (9.3.19) общее решение урав-
нения (9.3.16) можно представить в виде

2

Ф = S <P,ept, (9.3.22)

где ф;- удовлетворяет уравнению

(V2 + бу)Ф/ = 0, / = 1 , 2 . (9.3.23)
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Таким образом, в рассматриваемом случае общее решение свя-
занной термоупругой задачи на основании представления (9.3.15)
и решения (9.3.22) принимает вид

и = Хе^Ф/е"'; (9.3.24)

Учитывая, что
2 2

е** = div u = 2 VVp/e* = — 2

и принимая во внимание формулу (9.3.25), получаем на основании
соотношения (1.5.20) следующие выражения для напряжений:

г 2

L /=i
где Ьы — символ Кронекера; р — плотность среды, в которой рас-
пространяется волна.

§ 9.4. Вариационный принцип

Исходя из основных положений термодинамики необратимых про-
цессов, Био [68] установил вариационный принцип связанной за-
дачи термоупругости. Здесь приводится вывод этого принципа,
несколько отличный от предложенного Био.

Ограничиваясь небольшими отклонениями термодинамической
системы от равновесного состояния (Т да То), вводим в рассмотре-
ние два векторных поля: поле вектора перемещения и и поле
вектора энтропии s. Вектор энтропии s определяет количество тепла,
прошедшего в данном направлении, деленное на абсолютную темпе-
ратуру. Он связан с вектором потока тепла q следующим равен-
ством:

q = Т^яхТ^, (9.4.1)
или

о £к Т S- (9 4 2)

где st — компоненты вектора энтропии.
На основании уравнения (1.4.2) и равенства (1.4.9) получаем при

— ku=-$-=S; (9.4.3)
* о

S £=^-s (Si, (9.4.4)
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где S — плотность энтропии; 5£ — локальное образование энтро-
пии в единицу времени.

Варьированию подвергаются компоненты вектора перемещения
щ и вектора энтропии st. Сообщая им шесть независимых вариаций
8щ, 8st (i= I, 2,3) и используя уравнения (1.2.20), (1.4.5) "(9.4.2),
составляем следующее очевидное равенство:

f
v

М - j (тш1 + Iff-) 8SidV = 0, (9.4.5)
v v

где интегрирование распространяется по всему объему тела.
С помощью формулы Остроградского — Гаусса (1.2.12) уравне-

ние (9.4.5) преобразуем к виду
Г% it

tdQ +\j(Fi — рщ) 8utdV — j
v

-§(Т- To) nfis^Q - j " Igi- 8SidV + j (T - To) 6s,jdV = 0. (9.4.6)
b v ч v

Используя формулы (1.5.20), (9.4.3) и выражение для плотности
энтропии

S = (ЗЯ, Н- 2ц)aTekk + сг

 Т~Т° , (9.4.7)
* о

Т

которое получается из выражения (1.6.2), если в разложении In -=-
Т-Т

в ряд ограничиться линейным членом— ° , преобразуем третий

и шестой интегралы в уравнении (9.4.6) к виду

ai{8endV = 6 j (A. +
— j (3X + 2ц) <хт (T — To) 8ekkdV; (9.4.8)

v

(7 - To) 6s^dV = - j (Г - To

= _ б j c ^ ~ T o ) 2 dV-l (ЗЯ. + 2ц) ccr (T - Т.) 6e**dV. (9.4.9)

При преобразовании интегралов (9.4.8) и (9.4.9) учитываем, что
ц =- &kk. Подставляя эти интегралы в уравнение (9.4.6) и при-

нимая во внимание равенство (1.2.9), сформулируем вариационный
принцип связанной задачи термоупругости:

8VB + 8D + 8К = J FfiiiidV + f [ft8Ui — (Т — То) nfis,] dti, (9.4.10)
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где

j [4 «VB = j [ 4 «** + РЫМ + С е ( Г

2 ~ Г о ) 2 ] dV, (9.4.11)

а кинетическая энергия К определяется выражением (1.2.29).
Скалярный инвариант VB называется термоупругим потенциалом

Био, а скалярный инвариант D — функцией рассеяния. Инвари-
ант/), как видно из равенства (9.4.4), пропорционален скорости об-
разования энтропии всего объема тела.

Правую часть уравнения (9.4.10) можно интерпретировать как
обобщенную термомеханическую виртуальную работу; при этом
величина — (Т — То) tii (пс — единичный вектор внешней нормали
к поверхности) аналогична силе, a bst — виртуальному переме-
щению.

Записывая компоненты вектора перемещения щ и компоненты
вектора энтропии st в виде

Щ = % Ш1 (Ч) 4i (0, S; = ^ s,, (**) q, (0, (9.4.13)

где q-, — обобщенные координаты, и учитывая, что вариации 8ut

и 8si не зависят от времени, определяем

Подставляя величины (9.4.14) в уравнение (9.4.10), записываем его
в форме уравнений движения Лагранжа для систем с рассеянием
энергии

dq; dqj dt Qqj

где Qj — обобщенная сила,

- ( Т - Р о ) п { ^ . (9.4.16)

В случае несвязанной задачи термоупругости вариациям под-
вергаются только компоненты вектора перемещения щ. Игнорируя

при этом в равенстве (9.4.9) связывающий член J (ЗА, + 2(х) ат (Т —

— То) 6eftft dV, из вариационного принципа (9.4.6) получаем начало
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возможных перемещений Лагранжа для динамической несвязанной
задачи термоупругости

б У FdV + б/С = У FfiudV + f ffiu,da, (9.4.17)
v v a

где F — плотность свободной энергии,

F = \- 6 " + ^е'/е<7 - (3^ + 2 ^) аТ (Т ~ То) *kk - Се ( Г ~ГУ°)2 •

(9.4.18)

Это выражение совпадает с выражением (1.5.18) при Т — То <^ То.
Если в уравнении (9.4.10) приравнять механические члены нулю,

то получим известное вариационное уравнение теплопроводности

8VB + 6D = — j (Г — То) nfadQ. (9.4.19)

Обобщение вариационного принципа на случай связанной задачи
термоупругости с тепловыми источниками дается в работе [3].

П р и м е р . Для иллюстрации применения вариационного принципа Био
приведем решение задачи о термоупругом рассеянии энергии при поперечных
колебаниях консольной балки [68]. Балка прямоугольного поперечного сечения
имеет высоту h, ширину b и длину /. Ось балки направлена вдоль оси х, начало
координат находится на заделанном конце балки.

На основании элементарной теории изгиба балки имеем

d?uzЕх=~гЧх^' e» = ez=-vex, взд = еда = в„ = 0
И W2»/

б*А = е^ + ег/ + е г = — г ( 1 — 2 v ) - ^ f , (9.4.20)

где иг — прогиб балки.
Полагаем, что прогиб балки имеет такую форму:

где <7Х — прогиб свободного конца балки — обобщенная координата.
Предполагаем, что плотность энтропии (9.4.7) изменяется линейно по коор-

динате г и по закону косинуса вдоль оси х и соответствует подобным распределе-
ниям Т — Го и вьь т. е. принимаем

" C 0 S ~ 2 T (9.4.22)

где q2 — обобщенная координата для энтропии.
Используя выражение для плотности энтропии (9.4.7), представляем термо-

упругий потенциал Био (9.4.11) в виде

Т Л
-^- [S — (ЗА + 2^) aTekk]

2 dV. (9.4.23)

Подставляя в подынтегральное выражение величины (9.4.20), (9.4.21), (9.4.22)
и интегрируя его, получаем следующее выражение для термоупругого потенци-
ала Био:

VB = — аиЯ] + ai2?i?2 + - j - <НгЧ\, (9.4.24)
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где
я* Ebh3

48 ' lc. '
е (9.4.25)

1 Tobhl

Кинетическая энергия балки определяется выражением

I

К = -g- P*A J и^Ьс = - L т и ? 2 , (9.4.26)
о

где

»>и = -т^- pbhl. (9.4.27)

Определим теперь функцию рассеяния D. Полагая, что поток энтропии на-
правлен по координате г, на основании соотношения (9.4.3) получаем

— I = S. (9.4.28)

Учитывая выражение (9.4.22) и предполагая отсутствие теплопотока через
h

границы г — ± —, определяем

После подстановки (9.4.29) в выражение (9.4.12) и интегрирования находим

O = - 2 - V 7 2 , (9.4.30)

где
ТфкЧ

Уравнения движения Лагранжа (9.4.15) при найденных выражениях для
VB, К, D и Qj = 0 приводят к двум дифференциальным уравнениям относительно

<7i и qi.:

°; (9.4.32)
+ «2292 = 0.

При гармонических колебаниях с частотой со q% = 10392. Исключая из уравнений
(9.4.32) <7г, получаем

, « » - , , Л,, -Ni = 0- 0-4.33)

Величину

2 2 9

ап - „ , '• • = ап 2 2 2 ' + ' 2 ? 2 (9- 4 - 3 4 )
22 ~Г~ ' ^ ^ ' 2 2 Q -!— СО и ОТ —I— (Ни
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можно рассматривать как комплексный коэффициент упругости пружины, зави-
сящий от частоты. Действительная часть выражения (9.4.34) определяет модуль
жесткости балки, изменяющийся от его значения при изотермическом процессе
до значения при адиабатическом процессе с ростом частоты от нуля до бесконеч-
ности. Мнимая часть этого выражения дает эквивалентную демпфирующую силу,

которая при ш = 0 и со = со обращается в нуль, а при со = — — достигает мак-

симума.
Необходимо отметить, что при больших частотах приближенное выражение

(9.4.22) несправедливо; в этом случае следует ввести дополнительные обобщенные
координаты для S.

§ 9.5. Плоские гармонические термоупругие волны
расширения в неограниченной среде

Пусть в неограниченной термоупругой среде возникают плоские
гармонические волны расширения с круговой частотой со. Пред-
полагая в связи с этим, что в решении (9.3.22) ф;- — функции только
координаты х, т. е. фу- = ф/ (х),для определения ф,- вместо (9.3.23)
получаем уравнение

$ , = О, / = 1 , 2 . (9.5.1)

Общее решение этого уравнения определяется выражением

Ф; = С / + ехр (— i8jX) + C/_ ехр (idjx), (9.5.2)

где Cj+, Q_ — постоянные, в общем случае комплексные.
Внося выражение (9.5.2.) в решения (9.3.24) и (9.3.25) и полагая

для случая гармонических волн р = гсо, находим искомое решение
2

их = 2 1'б/ {— Q+ е х Р U (м^ — в/*)1 + С/_ехр [i (со/ + бух)]};

'"' ы = „ = о - ( 9 5 3 )

2 / 2 \

djX))}, (9.5.4)

где

з ^ 2 %2 с» ( 9 ' 5 ' 5 )

8 = (Я, + 2,1) сг

 ; Х = ~сЗ*" ; Ш* = -ф- ''

постоянные Q+ и С,— соответствуют волнам, распространяющимся
соответственно в положительном и отрицательном направлении
оси х.
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Рассматривая волны, распространяющиеся в положительном на-
правлении оси х, и заменяя комплексные величины бу выражениями

8j = pi~iqi, / = 1 , 2 , (9.5.6)

где pj и qf — действительные величины, преобразуем формулы
(9.5.3) и (9.5.4) к виду:

2

«х = — 2 i8iCi e x P ft© (t — -£-)] ехр (— qp), (9.5.7)

(9.5.8)

где Cj = C/+; У,- — фазовая скорость распространения волны,
ю

Для выяснения физического смысла термоупругих волн (9.5.7)
и (9.5.8) сравним эти волны с волнами в сплошной среде с нулевым
коэффициентом <%т и, следовательно, с нулевым параметром связан-
ности е. В этом случае согласно выражениям (8.1.1), (8.1.2) и (3.2.4)
упругая и тепловая волны описываются уравнениями

П\их=0иПг(Т — То) = 0, (9.5.9)

решения которых имеют вид

ы* = Ci ехр «а ( * — — )|; (9.5.10)

Т — Т0 = С'2 ехр

где

»«=
Выражение (9.5.10) представляет собой чисто упругую плоскую

гармоническую волну расширения, распространяющуюся в направ-
лении оси х. Эти волна не имеет ни затухания, ни дисперсии. Выра-
жение (9.5.11) соответствует чисто тепловой плоской гармонической
волне, которая имеет затухание, характеризуемое коэффициентом

q2 = 1/ -?f-, и дисперсию, обусловленную тем, что фазовая скорость

v2 = yr2aa> является функцией частоты.
Следовательно, выражение (9.5.7) описывает модифицированную

упругую волну, а (9.5.8) — модифицированную тепловую волну.
Взаимодействие процесса упругого деформирования и процесса теп-
лопроводности в рассматриваемом случае проявляется в следующем:
модифицированная упругая волна в отличие от чисто упругой
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(9.5.10) подвергается затуханию и дисперсии. Для модифици-
рованной тепловой волны, которая подвергается, как и чисто теп-
ловая волна (9.5.11), затуханию и дисперсии, фазовая скорость

v2 и коэффициент затухания q2 не пропорциональны ш 2 .
Выражение (9.5.7) для модифицированной упругой волны, кроме

основного члена — квазиупругой волны с фазовой скоростью их

и коэффициентом затухания qly содержит дополнительный член,

Таблица 27

Величина

сi, см1сек

е

со*, 1/сек

?«,. Нем

Алюминий

6,32

3,56-

4,66

1,31 •

106

ю-2

10 1 1

10*

Медь

4,36

1,68 •

1,73

3,29-

106

ю-2

104

Ю3

Сталь

5,80

1,14

(2,97 •

1,75

1,72.
(4,48

Ю5

ю-2

ю-4)

101 2

10*
102)

Свинец

2,14

7,33

1,91

3,27

Ю6

ю-2

10"

10*

wc, 1/сек 9,80 • 1 0 " | 7,55 • 10» | 9,95 • 3,69 • 1 0 "

отвечающий волне противоположного вида. Оба типа волн подоб-
ным образом представлены и в выражении (9.5.8) для модифициро-
ванной тепловой волны.

Наибольший интерес представляет термическая модификация
квазиупругой волны

и? = С ехр [ио (t — -^-)] ехр (— qxx), (9.5.12)

со

где vx = — .
Как следует из формулы (9.5.5) и равенства (9.5.6), величины рх

и <7i являются функциями параметра связанности е и относитель-
ной частоты X = Д*, где ш* = —£-. Параметр е зависит от меха-
нических и тепловых свойств материала, а величина со*, имеющая
определенное физическое значение, рассматривается в теории термо-
упругих плоских гармонических волн [74, 75] как характеристи-
ческая частота. Значения е и со* для четырех металлов при тем-
пературе 293° К приводятся в табл. 27 [75] *. Из данных этой
таблицы видно, что характеристическая частота со* значительно

* Значения е и ? ю для стали, как неправильно вычисленные, указаны в

скобках. Значение 8 = 0 , 0 1 1 4 , которому соответствует q<x= 1,72- 104 Мсм,

взято из данных табл. 26.
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больше частоты, достигаемой в опыте при ультразвуковых колеба-
ниях. Поэтому для большинства материалов в области частот, встре-
чающихся в инженерной практике, можно принять X <̂  1.

Разлагая выражение для 8 l t определяемое формулой (9.5.5), в
степенной ряд по X, в этом случае находим

п _ JL ! 1 + е ( 4 ~ 3 8 ) 721- (9 "5 \3)
Pi- c s l 1 + 8 ( i + e ) « * J ' (У.а .м>

где
1

c s = c1(l + 8 p . (9.5.15)

Величина cs является адиабатической фазовой скоростью распро-

странения волны расширения в неограниченной среде. Действи-

тельно, полагая в случае адиабатического процесса а = — = 0, из

уравнения (9.3.3), взятого при П = 0 и w0 = О, получаем волно-

вое уравнение (V2 j " • лп I Ф = 0, в котором адиабатическая
V cs т I

скорость cs связана с изотермической скоростью распространения
волны расширения сг соотношением (9.5.15). Этот же результат по-
лучаем при подстановке в выражение

значения (1.6.9) для постоянной Ляме Я5 в случае адиабатической
деформации.

Фазовая скорость распространения этой волны

^ - ^ - • ^ Т ^ - * 1 ! * * (9-5.17)

— постоянная величина, и, таким образом, квазиупругая волна рас-
ширения при X <̂  1 не имеет дисперсии.

С помощью выражений (9.5.15) — (9.5.17) можно установить
следующую зависимость:

£ L = l + e. (9.5.18)

Согласно (9.5.18) статические и динамические (при X <^ 1) упругие
постоянные являются упругими постоянными в случае соответ-
ственно изотермической и адиабатической деформации. Эта зави-
симость может быть использована при экспериментальном опреде-
лении упругих постоянных на основании точного измерения фазо-
вой скорости продольной упругой волны.

Коэффициент ql — положительная величина, поэтому амплитуда
волны затухает в теплопроводящей среде по экспоненциальному
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закону. Определим для рассматриваемой волны относительное рас-
A XV7

сеяние энергии -^—, где AW — энергия, рассеянная в течение цикла
напряжения, a W — упругая энергия, накопленная телом в мо-
мент достижения наибольшей деформации. Обозначим через и^ и
и.± последовательные значения амплитуд перемещения по одну и
ту же сторону от положения равновесия.

Если относительное рассеяние энергии мало по сравнению с
единицей, то

W и2

Поскольку на основании выражения (9.5.12)

где
2я

то, учитывая значения коэффициентов (9.5.13) и (9.5.14), находим
AW 4 я ? 1 2явХ , q , ] q ,

IT JT~ (1+e)2 ' (У.О.1У)
Рассмотрим теперь свойства квазиупругой волны (9.5.12) при

X ^> 1. Разлагая выражение для бх в степенной ряд по X"1, полу-
чаем

Pi = •%-'. (9-5.20)

В этом случае ф азовая скорость распространения волны

v, = ~ = с, (9.5.22)

совпадает с изотермической скоростью распространения упругой
волны расширения, а коэффициент затухания приближается к не-
которой предельной величине, соответствующей на основании фор-
мулы (9.5.19) относительному рассеянию энергии

-1Г=-Т-. (9.5.23)

Частота вынужденных колебаний, которая может быть достиг-
нута в упругом твердом теле, ограничена частотой продольных коле-
баний дебаевского спектра [71] со(, = 2яс 1 (-^—) , где va — объем

одного атома в твердом теле.
Значения величин <7сс и со,, указаны в табл. 27. Заметим, что

характеристическая частота со* более чем в 100 раз меньше пре-
дельной частоты елс дебаевского спектра.
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10l-ff

В работе [75] вычислены характеристики квазиупругой волны
в широком интервале частот 10~п < X < 10s для металлов (табл. 27),
обладающих параметром связан-
ности е <^ 1.

Изменение отношений — и

— в зависимости от приведенной

частоты X для меди представлено

\

- 1,004

- 1.00Z •

tjUUO

\

V
10-6 10"

Рис. 62. Рис. 63.

на рис. 62 и 63; при этом для X и — используется логарифмическая

шкала.
Фазовая скорость vx и коэффициент затухания qt резко изме-

няются в окрестности характеристической частоты и* (X = 1). В ин-
тервале частот 10 < X < 10 фазовая скорость близка по ве-

личине к (1 + е)1/» q да (1 + -у е) сг, при [X = 1 становится рав-

ной (1 + -j- e) clt а при X > 1 быстро приближается к постоянному

значению сх. Коэффициент затухания qx при низких частотах X < 1
увеличивается прямо пропорционально ш2, при X > 10 становится

постоянной величиной qx и при X = 1 имеет зн ачение -у Цж,

сильное затухание возникает в интервале частот 1 < Х < — | - -
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§ 9.6. Термоупругие волны Релея

Рассмотрим распространение плоской гармонической волны в полу-
пространстве вдоль оси х. Пусть плоскость хОу — граница полу-
пространства, а ось г направлена внутрь полупространства (рис. 64).
Полагаем, что температура среды, омывающей границу полупро-
странства 2 = 0, неизменна и равна То. Начальная температура
полупространства совпадает с температурой среды. Граница полу-
пространства свободна от напряжений:

02 = ахг = 0 при 2 = 0, (9.6.1)

а между границей полупространства и окружающей средой проис-
ходит конвективный теплообмен по закону

4 J г~(т — то) = ° ПРИ z = 0- (9.6.2)
где а—коэффициент теплоотдачи; К9— коэффициент теплопро-
водности. Полупространство не подвергается действию объемных

- » •

0 сил и внутренних источников тепла (F = 0,
w0 = 0).

Представление общего решения рассмат-
риваемой задачи в перемещениях (9.3.2.) со-

z стоит из потенциальной и соленоидальной
Рис. 64. частей. Для определения потенциальной час-

ти решения используем метод, рассмотрен-
ный в § 9.3. Поскольку перемещения не зависят от координаты у,
уравнение (9.3.23) для скалярного потенциала ф/ = q>,- (x, z) при-
нимает вид

• £ - + в/|ф/ = 0, / = 1 , 2 . (9.6.3)

W7Z///////.

дх* ' dz2 ' J

Применяя метод разделения переменных, находим для волны,
распространяющейся в положительном направлении оси х, следую-
щее решение:

tfl = f,(z)e-lvx, (9.6.4)

где у — постоянная, а функция /;- (г) удовлетворяет уравнению

= 0, к) = у*-Ь), / = 1, 2. (9.6.5)

Подставляя (9.6.4) в решение (9.3.22), при р = ко получаем
2

Ф = 2 ft (г) exp [i И - Y*)l • (9-6-6)
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В соленоидальной части решения для векторного потенциала А,
удовлетворяющего уравнению

можно, не нарушая общности, положить [28]

div А = 0. (9.6.8)

Учитывая, что rot,, Л = 0, а все производные по координате у равны
нулю, определяем

rotA^-^-1 + ^ l , (9.6.9)

где ех и ez — единичные вектора осей х и у. Тогда, подставляя выра-
жения (9.6.8) и (9.6.9) в известную формулу

VM = grad div A — rot rot A, (9.6.10)

находим

VM = - rot ( - - ^ L ex + ^L e2) = ФА&. (9.6.11)

Принимая во внимание равенство (9.6.9), из векторного уравне-
ния (9.6.7) определяем

Л;с = Лг = 0 (9.6.12)

и получаем следующее скалярное уравнение относительно Ау:

,, = 0- (9-6.13)

Решением этого уравнения для волны, распространяющейся в по-
ложительном направлении оси х, является выражение

^ = / 8 (z)exp[i(^-Y^)], (9.6.14)
где функция /3 (z) удовлетворяет уравнению

W±-klf3=Q, kl = f - ^ . (9.6.15)
2

Подставляя решения (9.6.6), (9.6.12) и (9.6.14) в представление
(9.3.2), находим

и* = - \iV (fi+ h) + -%-\ exp [i (®t - ух)]; j

0 \ (9.6.16)
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Yx]. (9.6.17)

Зная перемещения (9.6.16), ио формуле (9.3.26), в которой

x p [ i H - Y * ) ] ; (9-6.18)

( _ { _ диг\_
2 \ dz ~r дх I ~_

определяем напряжения:

°г = I* ((У2 + kl) (h + h) - 2iy - § - ] exp [i (Ш - yx)};
1 ( 9 - 6 Л 9 >1Jахг = - jx [2iy -A. ( / l + /2) + (Y2 + ^ ; a J e x p (j ( ( B / _

Функции flt /2, /;,, входящие в выражения (9.6.16) — (9.6.19),
определяются из уравнений (9.6.5) и (9.6.15). Решения этих урав-
нений, удовлетворяющие условию быстрого затухания амплитуды
волны при удалении от поверхности z == 0, имеют вид

/у (г) = С/ exp ( - kjZ), Re (k,) > 0. (9.6.20)

Удовлетворяя граничным условиям (9.6.1) и (9.6.2), получаем
следующую систему однородных алгебраических уравнений:

- 2iy (kjCj. + ВД + (V2 + kl) C3 =;0; (9.6.21)

Система однородных уравнений (9.6.21) имеет нетривиальное
решение, если детерминант ее равен нулю. Вычисляя детерминант
и принимая во внимание равенства (9.6.5) и (9.6.15), получаем урав-
нения

2 1

= — -j^-[( 2 ^"-V^i + fts) — 4Рз (P1P2 + 1 ^т]\ (9-6-22)

где

ру = -^т, / = 1 , 2 , 3 . (9.6.23)
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Это уравнение определяет зависимость между частотой со и вели-
чиной у; в связи с равенствами (9.5.5) и (9.6.5) величина у — комп-
лексная.

Если ввести в рассмотрение величину

v = -y, (9.6.24)

тогда I/Re v~ является фазовой скоростью распространения термо-
упругой поверхностной волны, а — со Im v~l — коэффициентом ее
затухания. Так как обе эти величины зависят от со, то термоупру-
гая поверхностная волна подвергается дисперсии.

На основании равенств (9.5.5), (9.6.5) и (9.6.23) имеем

Используя выражения (9.6.25) и полагая, что %<£ 1, разлагаем
каждый член уравнения (9.6.22) в ряд по степеням X:

-L.E1

c l , , .- . - , (9-6.26)

Пренебрегая величинами порядка %1/2 и учитывая равенство
(9.5.15), получаем

где cs — адиабатическая фазовая скорость распространения волны
расширения в неограниченной среде. В этом случае скорость v
перестает зависеть от частоты со и коэффициента теплоотдачи се.

Соотношение (9.6.27) — аналог известного из классической тео-
рии волн Релея соотношения [27]

(9.6.28)
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связывающего скорость распространения поверхностной упругой
волны Релея v со скоростями распространения упругих волн расши-
рения с2 и искажения с2.

В работе [76] детально изучены свойства термоупругих волн
Релея и установлено, что эти волны распространяются в виде ква-
зиупругих волн (Е — мод), подобных классической волне Релея,
но подвергающихся демпфированию и дисперсии, и в виде квази-
тепловых волн (Т — мод), в основном диффузионного характера.
При низких частотах (X <£ 1) возникают адиабатические деформа-
ции, а при высоких (X ̂ > 1) —изотермические. В случае постоян-
ной температуры на поверхности полупространства существует
одна Е — мода при низких частотах и две разные — при высоких,
а в случае теплоизолированной поверхности — две разные Е —
моды при низких частотах и одна — при высоких.

§ 9.7. Продольные волны в бесконечно длинном
сплошном цилиндре

Рассмотрим влияние термоупругого рассеяния энергии на распро-
странение продольных волн в бесконечно длинном сплошном ци-
линдре.

Предполагая движение осесимметричным и происходящим в ме-
ридиональной плоскости цилиндра rz, рассматриваем простран-
ственное изменение потенциала, входящего в решение (9.3.22), в
цилиндрических координатах ф;- = Ф/(г, z). Тогда уравнение (9.3.23)
принимает вид

(-JL- + -j- • -^г + -|-2- + б/)ф/ = °. У =1,2. (9.7.1)

С помощью метода разделения переменных находим для сплошного
цилиндра следующее решение уравнения (9.7.1);

9/ = C/y0(V)e t r z, (9.7.2)
где Jo (х) —бесселева функция нулевого порядка первого рода;
Л/ = бу — у2. Внося решение (9.7.2) в (9.3.22), получаем

ф = J] C,J0 (hjr) exp (pt ± iyz). (9.7.3)

На основании соображений, аналогичных изложенным в § 9.6,

определяем решение для векторного потенциала А. Принимая во

внимание формулы (2.6.3), (9.6.7) и (9.6.9), при rote Л* = Ой- ^о = О

находим

vM = -rot[-:-^+;,-L. '<*>
дг
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Тогда из векторного уравнения (9.6.7) определяем

Аг = Аг = 0 (9.7.5)

и получаем скалярное уравнение для определения Ав'-

_̂ _1_ _д 1 д2 1_ _д*_

Решением уравнения (9.7.6) для сплошного цилиндра является
выражение

Ав = iCJx (Аг) exp (pt.± iyz), (9.7.7)

где Jx (x) — бесселева функция первого порядка первого рода;

k2 = — у2. При Re у > 0 знак плюс перед i соответствует
2

волне, распространяющейся в отрицательном направлении оси z,
а знак минус — в положительном. В дальнейшем рассматриваем
волну, распространяющуюся в положительном направлении оси.

Решения (9.7.3), (9.7.5) и (9.7.7) подставляем в представление
(9.3.2). Используя при этом формулу (2.6.3) и формулу для диффе-
ренцирования бесселевой функции [12], находим

и, = - |j£ CjhiJ, (h,r) + CyJ, (&•)] exp (pt - iyz);

"e = 0; (9.7.8)

" г = — Ч 2 J CjyJ0 (hf) — CkJ0 (kr) exp (pt — iyz);
L/=i J )

0 (A;-r) exp (pt — iyz). (9.7.9)

Компоненты тензора напряжения на поверхности г = const
определяем по формуле (9.3.26) в виде

2 г . .
ц2| j С, ̂  У, (А,г) + {У2 + - ^ ) J O (V)] - '

г А (И |е х Р (/>' —

2 yVi (V) V2) A (pt-iyz),

= 0.

(9.7.10)

Для получения единственного решения рассматриваемой задачи
необходимо удовлетворить граничным условиям как для напряже-
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ний, так и для теплообмена на цилиндрической поверхности. Пред-
полагаем, что поверхность цилиндра (г = г2) свободна от внешних
•сил и теплоизолирована. Удовлетворяя граничным условиям

аг = О, arz = 0, -Щг = 0 при г = г2, (9.7.11)

получаем для гармонических волн следующие уравнения:

гг 1 2 \ 2с? / 2 2 \ гг

у

[77
„ (krj - \ h (kr2)] = 0;

- С (k* - f) J1 (krj = 0;

(v2) = 0.

(9.7.12)
— (Y2_^W0(/l2r2)

\ гС2/ J
C12yh-iJ1 (кхгг) + (

~ 2 Х ) *
1 /

Если радиус цилиндра г2 достаточно мал, чтобы h/ ra (/ = 1, 2)
и &г2 были малы по сравнению с единицей, т. е. длина гармониче-
ской волны велика по сравнению с радиусом цилиндра, то

1 j

Подставляя эти приближенные значения в систему уравнений
(9.7.12) и приравнивая определитель данной системы нулю, на-
ходим частотное уравнение

f- Ч) [("I + Y*-
Учитывая, что

- Л - ? Ч ] = О . (9.7.13)

- 72 = 4 - 2Y2,

4 4- J£ 5
2 f 2 2 с

Л/ = Y26;2 - V 4, / = 1 , 2 ,

преобразуем частотное уравнение (9.7.13) к виду

где

" о " р •

а е имеет значение (9.2.2).
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Если отсутствует тепловой эффект (е = 0), фазовая скорость
распространения продольной волны v = — = с0, т. е. равна ско-
рости распространения продольной волны в стержне, найденной по
элементарной теории.

Тот факт, что уравнение (9.7.14) комплексное, свидетельствует
о том, что амплитуда волны затухает в пространстве.

Находим следующие корни уравнения (9.7.14):

где

а = = 4" П + О

= I (4р\ - 204) *i, Pi = -5^

cl
= 2(1 — v)e.

(9.7.17)

Легко показать, что уравнение (9.7.16) соответствует волнам
двух видов: волна, связанная с yL, по своему характеру близка
к чисто упругой, а волна, связанная с у2,— к чисто тепловой. Из этого
уравнения определяем

(9.7.18)

Знак перед уг и уг н е оказывает влияния на вид решения (9.7.7) и
определяет лишь направление распространения волн; поэтому
в дальнейшем рассматриваем только значения + ух и + у2.

Предполагая, что % <^ 1, и сохраняя лишь члены с X и X2, из
(9.7.18) получаем

.__fLi/lTfi ?- ,
l ~ с0 У ЧГ[ 8а] - 1
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2а, ' о„2 ' о^2

Если положить

Y/= - £ - - % • ( / = 1 , 2 ) , (9.7.20)

где Uj, <?1 и и2> ?2 — фазовые скорости распространения и коэф-
фициенты затухания упругой и тепловой волны, и разложить вы-
ражения (9.7.19) в ряды по степеням е, предполагая, что е «̂  1, то
найдем следующие выражения для волновых характеристик:

л -г /, (1—у)(1—2v) f (1-у)(43-14у) .1 •
^-CS\V 2(1+v) Г 4(1 +у) 8 J X :

л _ (0 (1-У)(1-2У) Г 6(1-У) 1

1 -L v — Е х >2(1+v) J

2 ° \ о ц / I 2 ( 1 + у ) L 1 + v J / 9 7 2 1 )
3(1-У)(13-2У) 1 \

2 ( 1 + у ) L 4(1+у)

[ -_ _
2(1+У) Г 4(1+y)

где cs = c0 - ^ —адиабатическая фазовая скорость распростра-
V Pi /

нения волны расширения в стержне. Скорость cs можно определить,
решая рассматриваемую задачу при а = —- = 0. Используя выра-

жения (9.7.17) для ах и р\, находим
„2 2 1 + v + 3(l —v)e , q - 99v
cs = с 0 1 + v + 2 ( 1 _ v 2 ) e • (9.7.22)

Это же соотношение получаем на основании равенства cs = с0 -^-,

где Es — адиабатический модуль упругости. Из первой формулы
(9.7.21) следует, что при X <£ 1 фазовая скорость модифицирован-
ной упругой волны vx s=s cs. Анализ решений задач § 9.5 и § 9.6
также показал, что при 1 <^ 1 фазовая скорость модифицированной
упругой волны расширения по своей величине очень близка к адиа-
батической фазовой скорости; это означает, что в случае гармони-
ческих тепловых возмущений при % <̂  1 решение уравнения (1.8.2),
описывающего адиабатическую деформацию, дает удовлетворитель-
ные результаты для связанной задачи термоупругости.
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