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Vorwort. 

Das Buch ist aus den Vorlesungen hervorgegangen, die der eine 
von uns seit 1904 etwa aile zwei Jahre an der Gottinger Universitat 
gehalten hat und noch hiilt. Die Vorlesungen sind mit Dbungen 
verbunden in der Art von Laboratoriumsiibungen, in denen die 
Studierenden auch die Handhabung der rechnerischen Hilfsmittel, des 
Rechenschiebers und der vierstelligen Logarithmentafel fiir geringe 
Genauigkeit, und der Rechenmaschine fiir hohe Genauigkeit kennen­
lernen (die mehrstelligen Logarithmentafeln sind von der Schule her 
den Studierenden allgemein bekannt). Die Kenntnis der Elemente 
der Differential- und Integralrechnung wird dabei vorausgesetzt. 

Von deutschen Werken iiber numerisches Rechnen sind uns be­
kannt geworden: J. LiiTotl!, Vorlesungen iiber numerisches Rechnen, 
Leipzig 1900, H. Br1Ins, Grundlinien des wissenschaftlichen Rechnens, 
Leipzig 1903, O. Biermann, Vorlesungen iiber mathematische Naherungs­
methoden, Braunschweig 1905. Wir geben uns indessen der Hoffnung 
hin. daB das vorliegende Buch durch diese Werke nicht iiberfliissig 
gemacht wird. Bei der Durchsicht der Korrekturen und bei dem 
elften Kapitel, das die Aufl5sungen der gestellten Aufgaben enthiilt, 
sind wir von Herrn Studienassessor Rudloff unterstiitzt worden. 

G5ttingen und Clausthal, im ~Iarz 1924. 

C. Runge und H. Konig. 



Inhaltsverzeichnis. 

Erstes Kapitel. 

Das Rechnen und seine Hilfsmittel. 

§ 1. Einleitende Bemerkungen fiber das Rechnen . . . . 
§ 2. Der Rechenschieber ..•. . . . . . . . . . . . 
§ 3. Das Rechnen mit dem logarithmischen Rechenschieber 
§ 4. Die Genauigkeit des Rechenschiebers 
§ S. Anwendungen des Rechenschiebers . 
§ 6. Tafeln ............ . 
§ 7. Rechenmaschinen ....... . 
§ 8. Anwendungen der Rechenmaschine 
§ 9. Aufgaben zum 1. Kapitel . . . . . 

Zweites Kapitel. 

Lineare Gleichungen. 

§ 10. Gleichungen mit zwei Unbekannten ..... 
§ 11. Gleichungen mit drei und mehr Unbekannten 
§ 12. Anwendungen . . . . . 
§ 13. Aufgaben zum 2. Kapitel . . . . . . . . 

Drittes Kapitel. 

Ausgleichungsrechnung. 

Se[te 
1 
2 
3 

10 

13 
20 
22 
27 
30 

33 
38 
41 
44 

§ 14. Die Aufgabe der Ausgleichungsrechnung . . . • . . . . . . . " 4S 
§ 1 S. Ausgleichung direkter Beobachtungen von gleicher Genauigkeit . . . 46 
§ 16. Ausgleichung direkter Beobachtungen von verschiedener Genauigkeit 49 
§ 17. Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen . . . . . S2 
§ 18. Beispiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 
§ 19. Nichtlineare Beziehungen zwischen den L'nbekannten und den beob-

achteten Gr611en . . . . . . . . . . . . . . 60 
§ 20. Ausgleichung bedingter Beobachtungen. . . . . . . . . 62 
§ 21. Auflosung der NormaIgleichungen durch Gallp ... . . . • 6S 
§ 22. Transformation einer quadratischen Form auf eine Summe von Qua· 

draten .... . . . . . . . . . . . . . • . 67 
§ 23. Transformation durch orthogonale Substitutionen . . . . . . .. 71 
§ 24. Das FeWergesetz. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 78 
§ 25. Herleitung des Fehlergesetzes aus der V,ahrscheinIichkeitsrechnung 79 
§ 26. Ableitung des mittleren FeWers der rnbekannten aus den Normal-

gleichungen . 82 
§ 27. Aufgaben zllm 3. Kapitel . . . . . . . . . . . . . . . . 85 



Inhaltsverzeichnis. VII 

Viertes Kapitel. 

Ganze rationafe Funktionen. 
Soit. 

§ 28. Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division ganzer rationaler· 
Funktionen . . . . . . . . . . . . • • • . • • 
Das Horne.sche Schema 
Anwendung auf die Auflosung einer algebraischen Gleichung 
Die Produktentwicklung . . . . . . . . . . . . 
Berechnung aus gegebenen Funktionswerten 
Obergang von der Produkt- zur Potenzentwicklung 
Die N eWlonsche Interpolationsformel 
Allgemeine Interpolationsformel I . . . . . . . 
Allgemeine Interpolationsformel II. . . . . . . 
Cher die Genauigkeit der Interpolationsformeln 
Partialbruchzerlegung. . . . . . . . . . . . . 
Kettenbruchentwicklung rationaler Zahlen . . . 

89 
92 
93 
95 
97 

. 101 

. 103 

.·108 
112 
114 
115 
119 

§ 29· 
§ 30. 
§ 31. 
§ 32. 
§ 33. 
§ 34. 
§ 35· 
§ 36. 
§ 37· 
§ 38. 
§ 39· 
§4O. Approximation einer beliebigen Zahl durch eine Kettenbruchentwick-

§41. 
142. 

lung .................. . 
Kettenbruchentwicklung rationaler Funktionen 
Aufgaben zum 4. Kapitel ......... . 

Fiinftes Kapitel. 

Das Rechnen mit unendlichen Reihen. 

124 
126 
129 

§43. Konvergenz und Divergenz . . . . . . . . . . . . . 131 
§ 44. Addition, Subtraktion und Multiplikation unendlicher Reihen 136 
§ 45. Division unendlicher Reihen .......... 138 
§ 46. Remen von Funktionen, insbesondere Potenzreihen 140 
§ 47. Umkehrung von Potenzreihen 145 
§ 48. Aufgaben zum 5. Kapitel . . . . . . . . . 148 

Sechstes Kapitel. 

Gleichungen mit einer Unbekannten. 

§ 49. Losung durch tabellarische Berechnung 150 
§ SO. Das N ewlonsche Verfahren . . . . . . . . . . • . . 152 
§ 51. Losung durch Iteration. . . . . . . . . . . . . . . 155 
§ 52. Anzahl und Lage der reellen \Vurzeln einer rationalen Funktion 157 
§ 53. Das GYaeffesche Verfahren flir Wurzeln mit verschiedenen· absoluten 

Betragen . . . . . . . . . . . . . . . 164 
§ 54. \'iurzeln mit gleichen absoluten Betragen 168 
§ 55. Verbesserung der \Vurzeln 173 
§ 56. Aufgaben zum 6. Kapitel . . . . . . . . 176 

Siebentes Kapite!. 

Gleichungen mit mehreren Unbekannten. 

§ 57. Das .New/onsche Verfahren fUr mehrere Unbekannte . 
§ 58. Das Iterationsverfahren. . . . . . 
§ 59. Anwendung au( lineare Gleichungen 
§ 60. .\lIfgabcn zllm 7. Kapitcl . . . . . 

177 
182 
183 
188 



VIII Inhaltsverzeichnis. 

Achtes Kapitel. 

Anniherung wiIlkiirlicher Funktionen durch Reihen gegebener. 

• 61. Annilherung nach der Methode der kleinsten Quadrate 
§ 62. Annilherung durch Potenzreihen. . . . 
§ 63. Annilherung an empirische Funktionen . 
§ 64. Annaherung durch Kugelfunktionen .. 
§ 65. Annllherung durch Fouriersche Reihen . 
§ 66. Harmonische Analyse empirischer Funktionen 
§ 67. Zerlegung fUr 12 gegebene Ordinaten 
§ 68. Berechnung von Zwischenwerten •..... 
§ 69. Zerlegung fUr eine griiBere Zahl gegebener Ordinaten 
f 70. Annilherung durch Exponentialfunktionen 
I 71. Aufgaben zum 8. Kapitel . . . . . . . . . 

Neuntes Kapitel. 

Numerische Integration und Differentiation. 

Sei! • 
189 
192 
196 
201 
208 
211 
218 
223 
226 
231 
235 

§ 72. Integration durch Interpolation . • . 238 
§ 73. Trapezformel und Simpsonsche Regel . 244 
§ 74. Integration durch Summation . . . . • 249 
§ 75. Die Genauigkeit der Integrationsformeln 260 
§ 76. Differentiation durch Interpolation 263 
§ 77. Differentiation durch Approximation. . 265 
§ 78. Mittelwertmethoden. Formeln von Newton-Cotes und Mac Laurin 268 
§ 79. Formeln von Tschebyschett 272 
§ 80. Das Verfahren von Gaup 275 
§ 81. Aufgaben zum 9. KapiteI . 284 

Zehntes Kapitel. 

Numerische Integration von gewohnlichen Differentiaigieichungen. 
§ 82. Das Verfahren von Runge-Kutta . . 286 
§ 83. Integration durch Iteration . . . . . . . . . • . . . . . • . . • 300 
§ 84. Integration durch Summation , . . . . . . . . . . . . . . . . . 306 
§ 85. Gleichungen zweiter und hallerer Ordnung. Yerfahren von Runge-Kutta 311 
§ 86. Integration durch Iteration . 316 
§ 87. Integration durch Summation 320 
§ 88. Aufgaben zum to. Kapitel -323 

j Elftes Kapitel. 

Aufiosungen der Aufgaben. 
§ 89. Lasungen der Aufgaben des 1. Kapite\s 
§ 90. Liisungen der Aufgaben des 2. Kapite\s 
§ 91. Liisungen der Aufgaben des 3. Kapite\s 
§ 92. Liisnngen der Aufgaben des 4. Kapite\s 
§ 93. Lasungen der Aufgaben des 5. Kapite\s 
§ 94. Lasungen der Aufgaben des 6. Kapi!e\s 
§ 95. Lasungen der Aufgaben des 7. Kapite\s 
§ 96. Lasungen der Aufgaben des 8. Kapitels 
§ 97. Lasungen der Aufgaben des 9. Kapit~:; 
§ 98. Lasungen der Aufgaben des 10. Kapite\s 

Namen- und Sachverzeichnis 
Druckfeh\erbeI'ichtigungen ..... 

326 
329 
330 
338 
341 
345 
348 
350 
357 
362 

366 
372 



Erstes Kapitel. 

Das Rechnen und seine Hilfsmittel. 

§ 1. Einleitende Bemerkungen tiber das Rechnen. 

Der Zweig der Mathematik, der sich mit den Methoden beschaftigt, 
urn ein Problem bis zu seinem quantitativen Resultat durchzufiihren, 
hat bei den Mathematikern in den letzten hundert Jahren nicht die 
gleiche Pflege erhalten wie die anderenZweige. Friiher, als noeh Personal­
union in den Reiehen der Mathematik, der Astronomie, der Physik be­
stand, war das anders. Gauf3 z. B. hat den Methoden des numerischen 
Rechnens, der Interpolation, der Integration, der Ausgleichung viei 
Nachdenken gewidmet, wie seine Theoria motus eorporum eoe1estium, 
seine Methode cler kleinsten Quadrate, seine Betraehtungen uber Qua­
dratur beweisen. Von ihm sind die fruchtbarsten Anregungen aus­
gegangen, die fUr eine Reihe von Wissenschaften von grundlegender 
Bedeutung geworden sind. Sie sind in die Wissensehaften ubergegangen, 
die vornehmlich aus ihnen Nutzen zichen, in die Geodasie und die Astro­
nomie. Aber von den Mathematikern im engeren Sinne sind sie wenig 
gepflegt worden. Nicht iiberall gehort das numerische Rechnen zu dem 
regelmaJ3igen Studiengange des mathematischen Unterrichts, obschon 
es 50 sein soUte. Denn in der Tat soUte die Lehre, wie mathematische 
Aufgaben am zweckmaJ3igsten numerisch zu Ende gefiihrt werden, und 
die ubung in der Ausflihrung einen ebenso wichtigen Teil des Unter~ 
richts bilden wie alles ubrige. Sowohl fUr den Mathematiker Selbst als 
namentlich ftir den Studierenden der Physik, der Astronomie, der Tech­
nik, der sich die Mathematik nicht urn ihrer selbst willen, sondern als 
Handwerkszeug zu eigen machen will, ist diese "mathematische Exe­
kutive" unerlaJ3lich. Denn er kann sich bei seinen Arbeiten nicht mit 
dem Beweis der Moglichkeit der Lasung zufrieden geben, sondern er 
will mit einer gewissen Genauigkeit die Zahlenwerte haben, die seinen 
Beobachtungen entsprechen, und sein Verlangen ist, sie mit der gering­
sten Mtihe zu gcwinnen. Dadurch ergeben sich flir die mathematische 
Untersuchung zwei wichtige Gesichtspunkte. Es muJ3 die Gen:luigkeit 
der Approximation beachtct \\wclen, mit cler man ~ich begniigen will, 



2 Das Rcchnen ulld seine Hilfsmitlel. 

und es mull die Zeit beachtet werden, die man auf eine L6sung ver­
wendet. Das fiihrt wieder auf die Hilfsmittel der Rechnung, die Hilfs­
tabellen, die Rechenmaschinen und mathematischen Apparate, die man 
lernen mu/3 zu verstehen und zu handhaben, und denen sich die rech­
nerischen Methoden wieder anzupassen haben. Die zu erreichende 
Genauigkeit bestimmt die Wahl des Hilfsmittels, mit dem in der kiir­
zesten Zeit das gewiinschte Resultat erhalten werden kann, und bestimmt 
damit auch das Rechnungsverfahren. 

§ 2. Der Rechenschieber. 

Urn eine Funktion y = f (x) graphisch darzustellen, tragt man be­
kanntlich in einem Koordinatensystem zu den Abszissen x die zugehOrigen 
Ordinaten y auf unter Zugrundelegung geeigneter, nicht notwendiger­
weise gleicher Langen als Einheiten. Hieraus la13t sich nun eine in der 
angewandten Mathematik sehr gebrauchliche eindimensionale Dar­
stellungder Funktion durcheine Skala ableiten (Abb.1): Manprojiziert die 
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Abb. 1. 
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ff"", 
Punkte der Kurve f (x) auf die y-Achse 
und schreibt an die so erhaltenen 
Punkte die Werte des Arguments x. 
Die so cntstandene Skala auf der 
y-Achse steHt jetzt die Funktion 
Y = f (x) in der Weise dar, da13 der 
Abstand eines mit x bezeichneten 
Teilstrichs yom Koordinatenanfang 
in der Ordinateneinheit gemessen 
den Funktionswert angibt. 

Zur Herstellung einer solchen Skala braucht die Kurve vorher nicht 
gezeiehnet zu werden. }[an tragt vielmehr direkt flir runde "Verte von 
x mit der Langeneinheit l die Strecken l . f (x) auf einer y-Achse yom 
Anfangspunkt aus abo Die einzelnen Teilstriche werden mit den Werten 
x beziffert und mlissen fUr den praktischen Gebrauch so dieht liegen, 
da13 man zwischen ihnen nach Augenma13 interpolieren kann. 

Ebenso soil jetzt eine zweite Funktion g (t) durch eine Skala mit 
der gleiehen Langeneinheit I clargestellt werden. Bringt man die beiclen 
Skalen so zur Deckung, da13 ihre Anfangspunkte zusammenfaIlen, dann 
stehen sich auf cler y-Achse immer solche Werte von x und t gegenliber, 
fiir die die Relation gilt j(x) = g(t). 

Verschiebt man nun die Skala fUr g (t) langs der f (x)-Skala urn eine 
Strecke c, so erfiillen gegeniiberstehende Werte von x und t jetzt offenbar 
die Bedingung j (x) = g (t) + c . 

Das ist die Grunclgleichung, auf cler jecler Rechens(,hieber beruht. 



§ J. Das Rechnen mit dem Jogarithmischen Rechenschicber. 3 

Beim logarithmischen Rechenschieher finden in der Hauptsache 
logarithmische Skalen Verwendung. Die Vorderseite des Rechenschiebers 
(Abb. 2) tragt (in der normalen Ausfiihrung) vier Skalen, zwei auf clem 
festen Stab und zwei auf cler beweglichen Zunge. Ein Glaslaufer mit 
eingeritzter tndexlinie dient dazu, soIche Skalen miteinander in Ver­
bindung zu bringen, die nicht unmittelbar aneinander grenzen, und 
findet auch Verwendung zur genaueren Interpolation zwischen benach­
barten Teilstrichen. 

Die obere Stab- und die obere Zungenskala sind identisch und 
stellen in geeigneter Langeneinheit unter Benutzung briggischer Log­
arithmen die Funktionen f (xl = log x und g (t) = log t dar. Die Teilung 
lauft von 1 bis 100, die logarithmische Skala besteht also aus zwei 
kongruenten Stticken von 1 bis 10 und von 10 bis 100. Fur das zweite 
Shick findet sich daher auch haufig die Bezifferung von 1 bis 10 wiecler-

.\bb. 2 

holt. Die Langeneinheit ist gleich c1er Strecke von 1 bis '10, c1ie ganze 
Skala entspricht daher der Strecke von y = 0 bis Y = 2 . 

Die untere Zungen- und die untere Stabskala sind ebenfalls iden­
tisch. Hier sind die Logarithmen der Zahlen von 1 bis 10 aufgetragen, 
der Mal3stab ist daher doppelt so graB. Bezeichnet man die Ablesung 
auf der unteren Stabskala mit X und die auf der unteren Zungen­
skala mit T, so stellen diese Skalen die Funktionen y = 2 log X und 
y = 2 log T' dar. 

Die Riickseile der Zunge enthalt drei weitere Skalen. Die mit S 

bezeichnete Skala hat die Teilung y = 2 + log sin ~'~~. Die mit T 

bezeichnete Skala entspricht der Funktion )' = 2 + 2 log tg :~~ , 
dabei stellen It und 7.' die in Grad gemessenen \,'inke! dar. Zwischen 
diesen beiden Skalen befinclet sich schliel3lich noell eine gleiehformige 
von reehts nach links bezifferte Skala, die zu der Funktion l' = 2 - 0,2 i. 
gehort. 

§ 3. Das Rechnen mit clem logarithmischen 
Rechenschieber. 

Betraehtet man zunaehst die beiden abaCI! Skalcll des Rechen­
schiebers. so stehen bei einer beliebigen Stellung der Zunge zwei ""erte x 
und teinander gegeniibcr, die entsprechend der Grundgleiclmng die B~din­
gung erftillen 

log.\' = log! + c oder ~=C. 
I 



4 Das Rechnen und seine Hilfsmittel. 

Je zwei gegeniiberstehendc Zahlen haben also stets dasselbe Verhaltnis 

X Xl 

T=t;· 
Handelt es sich darum, eine Reihe von Zahlen Xl X2 X3 • • • mit dem 

konstaIiten Verhaltnis : zu multiplizieren, eine Aufgabe, vor die man 

beispielsweise bei der MaBstabsanderung einer Zeichnung gestellt ist, 

so kann man die Produkte Xv ~ = t. bei einer einzigen Stellung des 

Rechenschiebers ablesen. Man braucht nur entsprechend der Gleichung 
x. a 
t;=/j 

der Zahl a auf der x-Skala die Zahl b auf der t-Skala gegeniiberzustellen 
und findet zu jedem Wert x. gegeniiberstehend den Wert t.. Bei der 
einfachen Multiplikation hat man a = 1 zu setzen, d. h. man stellt 
den Anfangsstrich der oberen Skala dem Faktor b auf der t-Skala gegen­
iiber und kann bei derselben Schieberstellung fiir beliebige Werte x 
das Produkt t = b· x ablesen. Entsprechend gelingt die Division da­
durch, • daB man b = 1 setzt, also den Anfangsstrich der Zungenskala 
dem m"isor auf der x-Skala gegeniiberstellt. Auch die Division einer 
Reihe von Zahlen durch einen festen Divisor wird dadurch besonders 
bequem, daB man aIle Quotienten bei derselben Stellung des Schiebers 
ablesen kann. 

Es ist eine besondere Eigenschaft der logarithmischen Skala, daB 
sie trotz endlicher Lange aIle Werte der Veranderlichen beherrscht, da 
die Stiicke fUr die Werte der Veranderlichen von 0'1 bis 1, von 1 bis 10, 
von 10 bis 100 usw. alle untereinander kongruent sind. Die Stellenzahl 
des Resultats vermag daher der Rechenschieber nicht zu liefem, man 
braucht sich aber auch zunachst, ebenso wie beim Rechnen mit Log­
arithmen, nicht um die Stellung des Kommas zu kiimmern, sondern er­
mittelt sie fiir das Resultat nachtraglich durch eine Vberschlags­
rechnung. Beim Rechnen mit den beiden oberen Skalen ist es daher 
gleichgultig, weIchen der beiden Punkte ill den kongruenten Abschnitten 
man fUr eine Zahl benutzt, aber nicht immer wird jedem cler beiden 
Punkte eill Stuck der anderen Skala gegeniiberstehen. 

Genau so, wie mit den beiden oberen Skalen des Rechenschiebers, 
kann man auch mit den beiden It1Iteren, mit der X-Skala und der T-Skala, 
rechnen. Da der MaBstab der unteren Skalen doppelt so groB ist, "ird 
auch die Genauigkeit des Resultates verdoppelt. Dabei stellt sich aller­
dings der Nachteil ein, daB einem Teilstrich der einen Skala nicht immer 
ein Stiick der anderen gegenlibersteht. 1Ian ist dann gezwungen, die 
Zunge urn ihre ganze Lange nach rechts oder links zu verschieben, 
notigenfalls unter Fixierung des Endpunktes mit dem Laufer. H;.i.ufig 
kann man die Verschiebung der Zunge dadurch vermeiden, daB man an 



§ 3. Das Rechnen mit dem logarithmischen Rechenschieber. 5 

Stelle einer bestimmten Zahl ilire Halfte oder ihr Doppeltes auf der 
Skala aufsucht. dem dann vielleicht ein Stuck der anderen Skala gegen­
iibersteht. Natiirlich ist das Resultat dann entspreehend mit 2 zu mul­
tiplizieren oder zu dividieren. Dieser Nachteil wird im ailgemeinen 
durch die groBere Genauigkeit der unteren Skalen nicht aufgewogen. 
denn wenn die Genauigkeit der oberen Skalen nieht genugt, dann 'wird 
in der Regel nicht die doppelte Genauigkeit, sondern eine Dezimale 
mehr, d. h. die zehnfache Genauigkeit, verlangt, so daB die unteren Skalen 
ebenfalls unzureichend sind. Die Bedeutung der unteren Skalen liegt 
vielmehr in ilirer Verbindung mit den oberen. 

Bringt man zunaehst die obere und die ~lnfere Stabskala in Verbindung 
unter Benutzung des Laufers, so entsprechen sich die oeiden festen An­
fangspunkte. Die beiden Zahlen x und X stehen dann gemaB der Grund­
gleichung in def Beziehung 

log x = 2 log X oder x = XI . 
Man kann also an der oberen Skala die Quadrate der Zahlen der unteren 
Skala ablesen, und umgekehrt an def unteren die Quadratwurzeln aus 
den Zahlen der oberen Skala. Beim Wurzelziehen ist jedoch darauf zu 
achten, daB die untere Skala nicht ebenso \~ie die obere in zwei kon­
gruente Stucke zerfaIlt. Man muB daher unter den beiden HaIften der 
oberen Skala die richtige Auswahl treffen, die von der SteHung des 
Kommas im Radikanden abha.ngt, denn z. B. die Wurzeln aus 4'9 und 49 
sind nieht nur durch die SteHung des Kommas voneinander versehieden. 
Eine Vberschlagsrechnung wird hier leicht den richtigen Fingerzeig 
geben. 

Man findet baufig Laufer, die mit drei Indexlinien versehen sind. 
Die beiden auBeren haben von der mittleren gleichen Abstand, der an 

der oberen Skala gemessen dem Logarithmus yon ~ entspricht. Ver­

bindet man die untere mit der oberen Stabskala und geht gleichzeitig 
zu der links benachbarten Indexlinie uber, so liest man zu einem \Verte X 

den Wert von ~ x = ~ X2 abo Es ist auf diese Weise eine direkte Ver­

bindung zwischen Durchmesser und Inhalt eines Kreises hergesteHt. 
Kombiniert man ferner die obere feste Skala fi.ir x mit der unteren 

Zungenskala fiir T. so stehen gegeniiberliegende Werte der Grund­
gleichung zufoIge in der Beziehung 

oder 
log x = 2logT + c 

;'= C. 

Es ist also immer das Verhaltnis der oberen Zahl zu dem Quadrat der 
unteren konstant. 

Man kann diese Beziehllllg znr Konstrnktion ciner Parabel bc­
nutzcn, die dnrch cincn gegt'bcnen Pnnkt (/10' "0) hin<iurchgl'ilt und die 
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v-Achse im Anfangspunkt beriihrt. Bedeutet p den Parameter, so iautet 
ihre Gleichung 1'2 = 2pu 

oder u u. 
-;;t zp ~. 

Der Rechenschieber braucht jetzt nur so eingestellt zu werden, -daB der 
Wert Uo auf der oberen Stabskala dem \Verte Vo auf der unteren Zungen­
skala gegeniibersteht, dann kiinnen bei derselben Stellung des Schiebers 
nur durch Verschiebung des Laufers zu beliebigen u-Werten die \Verte 
von v abgelesen werden und umgekehrt. 

Die Kombination der unteren Stabskala (X) mit der oberen Zungen­
skala (t) ergibt nichts Neues. 

Steckt man die Zunge umgekehrt hinein, so daB ihre beiden Skalen 
vertauscht werden, so stellt die jetzt unten befindliche t-Skala die Funktion 

y=2-logt 

dar, wahrend der jetzt obt>n befindlichen T-Skala die Funktion entspricht 

y =:2 - 2 log T. 

Kombiniert man nun zunachst wieder die x-Skala mit cler t-Skala, so 
stehen jetzt die gegeniiberliegenden "Yerte in der Beziehung 

log x = 2 - log t + c , 
logxt=2+c=c' 

xt="C. 
oder 

Das Produkt zweier gegeniiberliegender Zahlen ist konstant. Schreibt 
man die Beziehung in der Form 

so erkennt man, daO diese Stellung der Zunge dazu benutzt werden kann, 
eine feste Zahl C durch eine Reihe von Zahlen x zu dividieren ohne Ande­
rung der Einstellung. Man hat nur den Anfangsstrich der Zunge mit 
der Zahl C auf der x-Skala zur Deckung zu bringen. Kombiniert man 
andererseits die .'t"-Skala mit der jetzt oben befindlichen T-Skala, so 
besteht z\dschen den beiden \Verten die Beziehung: 

oder 
log x = 2 - :2 log T + c 

XT2.= C. 
Das Produkt aus der oberen Zabl und dem Ouadrat der gegeniiber-
stehenden Zahl der Zunge ist konstant. -

Diese Stellung laBt sich zur Berechnzmg von dritten fVlIrze!n benutzen. 
Stellt man den Anfangs- oder Endstrich der Zunge auf eine Zahl a der 
oberen Stabskala und sucht auf der x- uncI T-Skala gegeniiberstehende 
gleicht? Zahlen r = T auf, so wire! 

x . T~ """ x:1 ;;= a 
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oder 

Zu jedem Werte a findet man auf dem Rechenschieber drei verschiedene 
Stellen der {;'bereinstimmung zwischen x und T, entsprechend den drei 
verschiedenen Wurzeln, die sich aus a ohne Riicksicht auf die Stellung 
des Kommas ziehen lassen. Bei einer bestimmten Stellung des Rechen­
schiebers konnen aber hochstens zwei dieser Werte abgelesen werden. 
Den dritten Wert findet man durch Verschieben der Zunge urn ihre halbe 
Lange, Die Auswahl unter den drei Werten ist durch {;'berschlagen leicht 
zu treffen. 

Beispiel: 
3 __ 

¥700 
zu berechnen. 

Stellt man den Anfangsstrich auf die Zahl 7 der rechten Halite, 
so findet man Dbereinstimmung bei 1913 und 412. Stellt man den End­
strich auf die Zabl 7 der linken Halfte, so ergibt sich der Wert 888. Also 

Y7 = 1'913. pO = 4'12, 1000 = 8'88. 

Die Riickseite der Zunge client in cler Hauptsache zur Ausfiihrung 
trigonometrischer Rechnungen. Da die Genauigkeit des Rechenschiebers 
etwa der einer guten Zeichnung gleichkommt, sind diese Teilungen 
beim Zeichnen sehr gut zu gebrauchen. Kombiniert man die S-Skala 
mit der oberen festen Skala, so besteht zwischen gegenuberliegenden 
Werten x und 11 die Beziehung 

I I · n.-r 
ogx = 2 + ogsln 180 + c 

oder 

x. -=c. 
• '&4:r 

Sin 180 

Die Anwendung dieser Beziehung zur Dreiecksberechnung auf Grund 
des Sinussatzes leuchtet ohne wei teres ein. Allerdings stehen bei be­
liebiger Einstellung den Zahlen II nicht immer Werte von x gegeniiber. 
:\[an hilft sich durch Verschieben der Zunge urn ihre halbe Lange, so 
daB man die 10fachen ocler 0'1 fachen \rerte yon x ablesen kann. Ebenso 
wie mit clem Sinus UiBt sich auch mit clem Kosinus rechnen, clenn es ist ja 

"" . (90 - ,,):r 
COS'1g0 = Sin 180 . 

Es lassen sich auf diese \Veise z. B. die rechtwinkligen Koordinaten 
der Punkte eines Kreises ermitteln, wenn der Rartius und der Winkel 
zwischen Radius und Abszissenachse gegeben ist, d. h. es lassen sich 
allf Grund cler Formeln 

x = rcoslj'. y = rsin?' 
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Polarkoordinaten in rechtwinklige verwandeln. Rei konstantem r fimkt 
man durch eine einzige Einstellung aus der Reziehung 

-y-- = ---~-- = r 
. u:;r . (90 - u);r 

Sill 180 Sill 180 

iiber jedem Winkel die Ordinate und iiber seinem Komplement die 
Abszisse des entsprechenden Punktes. 

Verbindet man die T-Skala mit der unteren Stabskala Hir X, so 
entsteht die Beziehu!1g 

oder 
2 log X =2 + 2Iogtg lv;~ + c 

--~=C. 
tg-".:' 

180 

Daraus ergibt sieh die M6gliehkeit, zu jedem Winkel unter 45 0 den 
Tangens abzulesen. Sind X, v und X', v' zwei Paare einander bei irgend­
einer Stellung der Zunge gegeniiberstehender Zahlen, Werte der X-Skala 
und der v-Skala, so ist also 

x X' 
v --;;;-; . 

tgl8~ tg i80 

Jetzt werde X' dem Endstrieh v' = 45 0 gegeniibergesetzt; dann ist 

und mithin 
vn X 

tg 180 = x' . 

Oder es werde X' dem linken Endstrich gegeniibergesetzt fiir den 

dann ist 
V.T X 

tg 180 = 0·1 x' . 

Gleichzeitig erhalt man die Kotangenten der Winkel liber 45 0 , da 

t v:, = eta (90- v);r 
g180 "180 

ist. Urn die Tangenten der Winkel liber 45 0 zu ermitteln, geht man von 
der Beziehung aus v .. , (90 - v);r 

t3 180 • tg -180-- = 1 . 
Es folgt 

0·1 

ta -~-~'!­
b 180 

r tg(90 - :,):r 
180 

10 
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Man hat also das Komplement des Winkels iiber den Endstrich der 
X-Skala zu stellen und findet unter dem Anfangsstrich der Zungenskala 
den gesuchten Tangens. Entsprechend ergeben sich die Kotangenten 
der Winkel unter 45 0 aus t 1J:r 

g180 0'1 

Man stellt den Winkel iiber den Endstrich der X-Skala und findet unter 
dem Anfarigsstrich der Zungenskala die Kotangente. 

Die Sinusskala ist beschrankt auf Winkel. deren Sinus groBer ist 
als 0'01, also auf Winkel. die grof3er sind als 34'. Entsprechend erstreckt 
sich die Tangensskala nach links nur bis 0'1, sie ist also beschrankt auf 
Winkel. die groBer sind als 50 43'. Bei der Genauigkeit des Rechen­
schiebers ist €S ausreichend. ffir kleinere Winkel die Funktionen gleich 
den Winkeln zu setzen. Das geschieht am einfachsten dadurch. daB man 
d~n in Minuten ausgedriickten Winkel durch 3438 dividiert. eine Zahl. 
die auf dem Rechenschieber in der Regel durch einen besonderen mit 
(/ bezeichneten Teilstrich angegeben ist. Urn nicht die Zunge zur Aus­
fiihrung dieser Rechnung wieder umkehren zu miissen, kann man sich 
auch merken. daB die Division durch den Sinus von 20 0 6' oder den 
Tangens von 18° 58' ausgefiihrt werden kann. 

Endlich kann man auch die x-Skala mit der T-Skala oder die 
X-Skala mit der S-Skala in Verbindung bringen und erhaIt dann die 
Beziehungen 

und entsprechend 

2 log X = 2 + log sin :s~ + c , 
... 2 --=c 

. Un 
Sln-

180 

Die in der Mitte der Zunge befindliche gleichfOrmige Skala fUr die 
Funktion y = 2 - 0'2). 

erlaubt es, den Logarithmus einer Zahl zu finden. Verbindet man sie 
mit der unteren Stabskala, so entsteht die Beziehung 

oder 
2 log X = 2 - 0'2;' + c 

;. + 1010gX = C =.t' + 10 log X' . 

Setzt man). = 10 und X' = 10, so wird 

10 + 10!ogX=;" + 10. 
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Stellt man also den linken Endstrich der Zungenskala iiber eine Zahl X, so 
kann man uber dem rechten Endstrich der Stabskala i.: = 10logX ablesen. 

Urn ohne Verstellung der Zunge die Logarithmen mehrerer 
Zahlen zu finden, steckt man clie Zunge umgekehrt, d. h. rechts mit 
links vertauscht, in den Schieber. Es ergibt sich die Beziehung 

ZlogX = O'Z,t + c 
10 log X =,t + C . 

oder 

Bringt man die Endstriche von Stab und Zunge zur Deckung, wird 
C = 0, und man liest uber jeder Zahl X den Wert ,t = 10 log X abo 

Kombiniert man bei der umgekehrten Zungenstellung die x-Skala 
mit cler S-Skala und clie X-Skala mit der T-Skala, so sind in diesem 
Falle analog dem Fruheren die Produkte konstant 

• U;;r C d X V1< C XS1ll 180 = un tg 180 =. 

Auf diese Weise ist es miiglich, ohne Verschiebung cler Zunge die Tan­
genten der Winkel uber 45 0 und die Kotangenten der Winkel unter 45 0 

abzulesen. Bringt man die Endstriche der Stab- und Zungenskala zur 
Deckung, so findet man unter jeclem Winkel v seine Kotangente uncl 
unter seinem Komplement clen Tangens auf cler X-Skala. 

Schliel3lich lassen sich bei cler umgekehrten Zungenstellung noch die 
Beziehungen herstellen 

.V:' C d V2' u ;,_C xtg 1-S0 = un .\. SIn ISO - . 

Um bei der Normalstellung der Zunge einzelne Ablesungen auf 
den ruckwartigen Skalen zu ermiiglichen, sind auf cler Ruckseite des 
Rechenschiebers an beiden Enden Aussparzmgen mit Indexstrichen 
angebracht. Stellt man die ~[arke auf einen Winkel 1t der S-Skala, 
so liest man unter dem rechten Enclstrich cler Stabskala den \Vert 

100· sin :~ auf cler i-Skala abo Stellt man auf einen \Vinkel v der T-Skala 

ein, so findet man uber clem linken Enclstrich cler Stabskala auf cler 

T-Skala den Wert 10 tg V1< uncl unter dem rechten Endstrich der Zunge 
180 

auf der X-Skala den \Yert ctg {8~' Fur Winkel iiber 45 0 benutzt man 

die Komplementwinkel lind erhalt Tangens und Kotangens in der 
umgekehrten Reihenfolge. Urn den Logarithmus zu finden, stellt man 
den linken Endstrich der Zunge auf die Zahl X unclliest in der rechten 
Aussparung clen Wert 10 log X abo Die Genauigkeit aller dieser Ab­
lesungen wird durch Parallaxc etwas herabgesetzt. 

§ 4. Die Genauigkeit des Rechenschiebers. 
Der Anwenclung des Rechenschiehers ist durch seine beschrankte 

Genauigkeit einc Grenze gezogen. \Vir werden weiter unten sehen, wie 
sich cliese Genauigkeit hei einfachen Aufgaben verhaltnismiU3ig leicht 
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steigem laBt. Zunachst soll jedoch abgeschatzt werden, mit welcher 
Genauigkeit das Resultat einer einfachen Rechnung ohnl' Kunstgriffe 
zu erwarten ist. Dabei ist voransgesetzt, daB das Ablesen ohne optische 
Hilfsmittel geschieht, nnd daB nicht gerade mit so1chen Zahlen gerechnet 
wird, die auf dem Rechenschieber durch Teilstriche vertreten sind. Die 
Benutzung des Rechenschiebers I'rfordert die richtige Schatzung von 
Abstanden, und da bildet ein Abstand von 0'1 mm etwa die Grenze des 
mit bloBem Auge Erkennbaren. Beim Einstellen oder Ablesen einer 
Zahl wird also ein mittlerer Langenfehler von 0'1 mm zu erwarten sein. 
Rechnet man mit den oberen Skalen eines normalen 25 cm langen 
Rechenschiebers, 50 entspricht dem Werte y = 1 die Strecke 125 mm. 
Einem Fehler von 0'1 mm entspricht also in y der Fehler 

0'1 1 
Jy = 125- = 1250 ; 

es fragt sich, welcher Fehler in x hierdurch bedingt wird. Aus der Be-

ziehung y = log x 

folgt durch Differenzieren dx 
d y = ~¥- log e . 

ein Ausdruck, cler naherungsweise auch flir kleine endliche Differenzen 
benutzt werden kann, Llx 

.J y = --;- log e . 
Daraus ergibt sich 

.:1y 
• Llx=\-.x. oge 

und wenn man clen "Yert von J y unci log e = 0"434 einsetzt, 

, x 
.c x = 543 = 0·00184x. 

Der Fehler einer Einstellung betragt also kaum 0'2% von x und ist 
prozentual genau derselbe, gleichgiiltig ob x klein oder groB ist, eine 
bemerkenswerte Eigenschaft der logarithmischen Skala! Bei einer ein­
fachen Multiplikation oder Division kommt dieser Schatzungsfehler 
dreimal in Betracht. Xun wird in der Ausgleichungsrechnung gezeigt, 
daB, wenn rn den mittleren Fehler einer Messung bedeutet, der mittIere 
Fehler des Ergebnisses, das durch Summierung des n mal ausgefi.ihrten 
~ressungsvorganges entsteht, gleich 

mf~ 

ist. Ais mittlerer Fehler des Resultats einer einfachen Ylultiplikation 
oder Division ist demnach 

0'00184' Y3 = 0'00119 = rd. 3 %0 
zu erwarten. Dieser Fchler wirel noeh vergroBert dureh die Ungenauig­
keit der Einteilung. Es ist jedoch von eincm guten Rechcnsehiebrr zu 
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fordern, daB die Teilungsfehler erheblich unter dem oben ermittelten 
Betrag bleiben, 

Die beiden unteren Skalen des Rechenschiebers besitzen, wie schon 
erwlihnt, die doppelte Genauigkeit, Das Resultat einer einfachen 
Rechnung ,ist demnach beim Rechnen mit diese'n Skalen mit einem 
Fehler von etwa 1'5% 0 zu erwarten, 

Reicht bei einer Reehnung die Genauigkeit des Rechenschiebers 
nicht aus, so muB man zu den we iter unten zu besprechenden Hilfs­
mitteln greifen, Bei einfachen Aufgaben lliBt sich jedoch die Genauigkeit 
dadurch steigern, daB man die Rechnung in gewohlllicher Weise be­
ginnt und mit dem Rechenschieber fortfahrt, sobald seine Genauigkeit 
ausreicht, 5011 beispielsweise der Umfang eines Kreises aus dem Durch­
messer nach der Formel u = n ' Ii berechnet werden, wobei n = 3'1416 
ist, dann zerlegt man n in 3 + 0'1416 und ftihrt die Multiplikation 
einzeln durch: 

n ' d = 3 ' d + 0'1416 d , 

Das erste Produkt wird im Kopf, das zweite mit dem Reehenschieber 
gebildet, Die relative Genauigkeit des kleinen zweiten Produkts betragt 
naeh dem Friiheren etwa 3%0' ,die Genauigkeit des Resultats ist also 
wesentlieh groBer. 1st z, B, d = 4712, so gestaltet sich die Rechnung 
folgendermaBen : 

3·4712 = 14136 
0'1416·4712 = 667 

n·4712=14803, 

Das Resultat ist mit samtlichen angesehriebenen Ziffern richtig, Bei 
direkter Multiplikation :IT • 4712 hiitte man nur die Ziffern 1480 ablesen 
konnen, und die 0 ware schon zweifelhaft gewesen, 

Ganz ahnlieh verhiilt sich die Reehnung bei der Division, 'Vill man 
bei der Division 5'1473 : 1"4126 im Quotienten ebenfalls vier Ziffern 
hinter dem Komma angeben, so hat man durch gewohnliche Division 
zunachst zwei Ziffern zu ermitteln: 

5'1473: 1'4126 = 3'6, 
4'2378 

9095 
8476 
619 

Die Division des Restes 619 : 1'4-126 wird mit dem Rechenschieber aus­
gefiihrt und ergibt noch die Ziffern 438, Als Quotient ergibt sich also 

5'1473 : 1'4126 = 3'6--l38, 

wobei hOehstens die letzte Ziffer urn eine Einheit fehlerhaft ist. 
Nach dirsE-1lI Prinzip bnn man (lie Genauigkeit natiirlich belie big 

weit treiben. 
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Aueh beim Wurzelziehen laBt sieh die Genauigkeit auf ahnliehe 
Weise steigern. Man beginnt die Reehnung ,\ie gewohnlieh; sobald 
man einige Stellen gefunden hat, kann man dureh Division etwa drei 
weitere Stellen ermitteln. In dem Beispiel }'2 sollen zunaehst drei 
Ziffern auf die gewohnliehe Weise ermittelt werden: 

iz = 1'41. 
1 

21100 
96 

281400 
281 

119 

Es bleibt der Rest 0'0119, d. h. es ist 

2 - (1-41)2 = 0'0119. 

Der wahre Wert von ,/2 sei 1'41 + E, dann ist: 

2 = (1-41)2 + 2·82 f + E2, 

2 - (1-41)2 = 0'0119 = 2·82 f + E2, 

oder 2·82E = 0'0119 _E2. 

Da e nur einige Einheiten del' dritten Dezimale ausmacht, so wirkt e2 

h6chstens auf die £Unfte Dezimale ein, verandert also den Wert 0'0119 
nieht mehr. Somit ergibt sich 

E = 0'0119 : 2·82 = 0'00422 . 

Dieser Wert laBt sich durch eine Dbersehlagsrechnung noch etwas ver­
scharfen, wenn man aus ihm E2 berechnet und damit 0'0119 - E2 ver­
bessert. Es ist E2 etwa 0'00002 und daher 

und somit wird 
0'0119 - E2 = 0'01188, 

E = 0'01188 : 2·82 = 0'00421 . 

Demnaeh ist das Resultat 

fZ = 1'41421 . 

§ 5. Anwendungen des Rechenschiebers. 

Wir wollen jetzt einige Aufgaben von allgemeinerer Bedeutung 
betrachten, bei denen durch geschickte Anwendung des Rechenschiebers 
die Genauigkeit gesteigert und die Rechnung erheblieh abgekiirzt werden 
kann. 

Haufig ist man gezwungen, von rechtwinkligen Koordinaten zu 
Polarkoordillaten iiberzugehen, beispielsweise urn bcquem cine Drehung 
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des rechtwinkligen Koordinatensystems ausfiihren zu konnen. Die 
Aufgabe besteht dann darin, aus den Transformationsformeln 

.'1: = ,coscp, 

Y = ,sintp 

, und cp auszurechnen, wenn x und y gegeben sind. Bei der iiblichen 
Auf!osung 

tgtp=~, 
x 

.r=rx2 +y2 

laBt sich r mit dem Rechenschieber nur unbequem und wenig genau 
berechnen. Wir bezeichnen daher die absoluten Betrage von x und y 
mit P und q, und es sei stets 

p"if:,q. 

Dann ermittelt man mit dem Rechenschieber den Winkel ()(. aus 

tgor,=f· 

IX ist stets ;;;;; 45 ° und liefert sofort den gesuchten Winkel cp, man muB 
sich nur etwa an Hand einer Figur klarmachen, in welchem Quadranten 
der 'Vinkel zu suchen ist. Es ergibt sich folgende Zusammenstellung: 

Ixl>IY! 1. Quadrantcp =IX Ixl<IYI1.Quadranttp ~ WO-IX 

2. cp = 180°- IX 2. cp = 90°+ or, 
3. tp = 180°+ ()(. 3. tp = 270°- or, 
4. tp = 360°- or, 4. cp = 270°+ c.; 

1st P (Abb. 3) der Punkt, dessen Koordinaten p und q trans­
formiert werden sollen, so gibt OA = OP den gesuchten Radius r. 

p Da das Dreieck AOP gleichschenklig ist, ist der 8 'Winkel BPA gleich i, nnd es wird . ~ 

"go ,=OA=OB+BA=P+qtg"2' 

" In dieser Formel stellt der zweite Term nur eine 
o p 8 A kleine Korrektur des ersten dar, q ist kleiner als p 

.\ hh 3· I ~ I' C> nne tg"2 k emer als 0'42. Findet man q . tg 2" etwa 

auf 3%0 genau, so ist die Summe r = p + q tg~ wesentlich genauer be­
stimmt. 

1st z. B. x = -1-125 und )' = 3'47, so \~ird p = 3'47 und q = 1-125, 
und darans ergibt sich t\ = 17° 58'. 

Um p und q auf den beiden unteren Skalen des Schiebers einstellen zu 
konnen, vgl. die Bemerkung auf S. 8. Der Teilstrich t' = 45 ° der 
T-Skala wird gegeniiber X =, 3'47 gestellt und gegeniiber X = 1-125 
der Winkel I' = 17° 57' abgelesen. Nun wird das linke Ende der T-Skala 
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{,ur: ) 
,tg 180 = 0'1 gegeniiber X = 1-125 eingestellt und gegeniiber 

v = ~ = 8° 59' der Wert 
2 

abgelesen. Somit ist 
X = q • tg ~ = 0'1778 

2 

, = P + qtg.i- = 3'47 + 0'1778 = 3'6478. 

Da Ixl<IYI ist und 'P im zweiten Quadranten liegt, ist 

rp = 90° + eX = 107 0 58' . 

Wir hetrachten ferner die AlItl6sfmg der quadratischen Gleichung 

x2 - ax + b = O. a> O. 

Sind Xl und Xz die Wurzeln der Gleichung, so ist 

Xl + Xi = a , Xl x2 = b . 

Wir stellen nun den Anfangsstrich der umgekehrten Zunge iiber den 
absoluten Betrag von b auf der X-Skala und kombinieren mit demo 
Laufer die X-Werte mit den jetzt auf der Zunge oben befindlichen 
T-Werten. Es ergeben sich lauter Zahlenpaare, deren Produkte gleich 
jbl sind, dabei ist jedoch auf den Stellenwert der Zahlen zu achten. 
1st b' > 0, so muB unter diesen Zahlen das Paar herausgesucht werden, 
dessen Summe gleich a ist. Es braucht nicht immer ein solches Paar 
zu existieren, man erkennt aber sehr schnell, welches der kleinste Wert 
ist, den diese Summe annehmen kann (die heiden Zahlen miissen ein­
ander gleich sein). 1st b < 0, so muB ein Zahlenpaar aufgesucht werden, 
dessen Differenz gleich a ist. Es existiert immer eine reelle Losung, 
die groBere Zahl ist die positive Wurzel der Gleichung, die kleinere 
ergibt den absoluten Betrag der negativen Wurzel. 1st schlieBlich 
a < 0, so laBt sich diese Gleichung auf die soeben betrachtete Form 
zuriickfiihren dadurch, daB man X durch - x ersetzt. D. h. man he­
handelt die Gleichung so, als ware a > 0 und vertauscht nachtraglich 
hei den Wurzeln die Vorzeichen. 

Beispiel: Bei fler Gleichung 

;\2-3'28x-::!'165 =0 

muB die Differenz cler Zahlen X und T gleich 3 '28 sein. ~Ian erkennt 
sehr schnell, daB eine Wurzel in der Nahe von 4 liegen muB, denn 4 
ergibt mit der clariiberstehenden Zahl 0'54 die Differenz 3'46. Da die 
Differenzen nach links abnehmen, findet man bald das richtige Zahlenpaar 

3'843 und 0'563. 

Dabei laBt sich die groBere Zahl auf Grund der kleineren bedeutend 
genauer angeben als es bei direkter Ablesung der Fall ware. Hat man 
also die kleinere Zahl nur roh ahgelesen, z. B. 0';4. so ergibt sich die 
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groBere durch ,'28 + 0'54 = 3"82, Dem Wert 3"82 der T-Skala gegen­
fiber finden wir nun auf der X-Skala fUr die kleinere Zahl den besseren 
Wert 0'566 und damit ffir die groBere wieder ,'846. 3'846 gegeniiber 
endlich 0'56, und damit ,'84" Die gesuchten Wurzeln sind also 

Xl = 3"843 . X2 = - 0'563 . 
Wir betrachten schlieBlich die Anwendung des Rechenschiebers 

zur Au/lOsung der kubischen Gleichung. 1st die Gleichung in der Normal­
form 

gegeben. so muG sie zunachst durch die Substitution 

z=u-~ 
3 

auf die reduzierte Form gebracht werden: 

u3 + au - b = 0 . 

Anstatt die Potenzen einzeln 7.U bilden und sie mit den Koeffizienten 
zu multiplizieren. geht man bei der numerischen Behandlung der Auf­
gabe zweckmaBiger folgendermal3en vor. Wir schreiben zunachst die 
.Koeffizienten allein. mit dem Koeffizienten 1 der hOchsten Potenz be­
ginnend. nebeneinander hin: 

1a1 a2 aa 
p·1 p.rE" p.a~ 
a~ ~ a~ 

p·1 p. a'( 
a'( a'; 

Zur Abkiirzung bezeichnen wir - ~ mit P. multiplizieren den ersten 
.) 

Koeffizienten (1) mit p und addieren das Produkt zu a1 • die Summe 
sei t4. Dann multiplizieren wir t4 mit p und addieren das Produkt 
iu a2• es entsteht a'2' Entsprechend verfahren ,vir mit a~ und erhalten ~. 
Schliel3lich haben wir die neu entstandene Zeile auf die gleiche Weise 
zu behandeln und erhalten a'; und a1 (a:; brau,ht nicht mehr gebildet 
zu werden). Damit haben wir die Koeffizienten der angeschriebenen 
reduzierten Form erhalten. es ist 

a = a; und - b = aJ . 

Der Gang der Rechnung ergibt sich ohne weiteres aus dem angeschrie­
benen Schema. der Beweis wird bei der Betrachtung des Hornerschen 
Schemas erbracht werden. Die ganze Rechnung kann mit einer einzigen 
EinsteIlung des Rechenschiebers durchgefiihrt werden, Ais Beispiel 
soIl die Gleichung 

,Z3 + 6'3 ::;2 + 7'5 z - 5'3 = 0 
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behandelt werden. Es ist jetzt p = - 2"1 und das Schema nimmt die 
folgende Gestalt an: 

1 6·3 
-2·1 

4·2 
-2·1 

2·1 

7·5 - 5·3 
- 8·82· 2·7'72 

- 1·32 - 2·528 
-4·41 
- 5·13 

Die reduzierte Gleichung lautet daher 

und es ist darin 
US - 5·13 u - 20 528 = 0, 

gesetzt worden. 
z = u + P = u - 20 1 

Gehen wir jetzt von der Form 

aus, so konnen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit b als positiv 
voraussetzen. Denn ware b negativ, so konnte man ebenso wie bei der 
quadratischen Gleichung u durch - ~~ ersetzen und wiirde dann zu 
einer kubischen Gleichung mit positivem b gelangeno Bei den Wurze1n 
dieser Gleichung willden dann nachtraglich noch die Vorzeichen um­
zukehren sein. Wir dividieren die Gleichung durch u und schreiben sie 
in der Form 

UZ -!!...= -a. 
u 

Urn mit den bisher benutzten Bezeichnungen fill die Skalen des Rechen­
schiebers im Einklang zu bleiben, wollen wir Ie mit X bezeichnen, 

X2_!!...=-a. 
X 

Die Zunge wird in umgekehrter Lage so eingestellt, daB ihr Endstrich 
iiber dem Wert b auf der X-Skala steht. Es ist dann fill aIle zusammen­
gehOrigen Werte X und T 

XT=b, 

Denken wir daran, daB wir auf der oberen Stabskala die Werte o~ = X2 
ablesen kOnnen, so erh1i.1t die kubische Gleichung die Form 

x-T=-a. 

Auf den beiden aneinander liegenden SkaIen x und T ist jetzt ein Werte­
paar aufzusuchen, dessen Differenz gleich - a ist, notigenfalls unter 
Verschiebung der Zunge urn ihre ganze Lange. 

In unserem Beispiel ist der Endstrich der umgekehrten Zunge uber 
die Zah12°528 zu stellen, und es sind dann zwei Zahlen x und Tzu suchen, 
die die Bedingung erHilIen 

0~-T=5"73· 
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t.Jber dem Endstrich der Zunge stehen sieh die Zahlen x = 6'40 und 
T= 1 gegeniiber. Ihre Differenz 5'40 ist noch zu klein, doch da die 
Differenzen nach rechts schnell wachsen, findet man bald die richtige 
Stelle x = 6'71. Senkrecht darunter auf der X-Skala lesen wir den 
gesuchten Wurzelwert ab: 

X = 2'590. 

Dieser Wert Hifit sich noeh versehiirfen, da dureh den Wert von T der 
Wert von x mit erheblich gr6fierer Genauigkeit bestimmt ist, als man 
durch direktes Ablesen finden kann. Es ist namlich T = 0'976 und 
somit x = 6"706. Urn einen genaueren Wert fUr X zu finden, ziehen wir 
daraus die Wurzel nach dem auf S. 13 gesehilderten Verfahren. Setzen 
wir X = 2'6 - 0, so wird 

6'706 = 2'62 - 5'20+ 02 , 

5'2 E = 6'76 - 6'706 + 02 = 0'054 + 0, 
E= 0'0104. 

Damit ergibt sich dann der genauere Wurzelwert 

X = 2'6 - 0'0104 = 2'5896. 

Die Gleichung dritten Grades mit reellen Koeffizienten hat stets 
eine reelle Wurzel; es fragt sich, ob noeh weitere reelle W$trzeln vorhanden 
sind. Urn diese Frage allgemein zu entscheiden, betrachten wir die 
Differenz 

X2_!!.. 
X' 

FUr positive \-Verte von X wachst X standig von 0 bis 00, wahrend ~ 
von 00 bis 0 standig abnimmt. Die Differenz X 2 - ~ steigt also mono­

ton '\lon - 00 bis + 00, nimmt somit jeden Wert zwischen diesen Grenzen 
einmal und nur einmal an. "'fit anderen Worten, fiir jeden positiven 
oder negativen Wert von a hat die Gleichung 

eine und nur eine positive Wurzel. 
b 

FUr negative Werte von X hat die Differenz X2 - x' da b positiv 

vorausgesetzt ist, nur positive Werte. X2 lauft wieder von 0 bis 00 

b 
und - X von 00 bis O. Die Differenz wird somit von 00 zunaehst bis 

xu einem gewissen Minimum abnehmen und dann wieder nach 00 hin 
zunehmen. Die Gleichung b 

X2_ X = -a 

hat somit fUr positive \Verte von a keine negativen Wurzeln. Fur negative 
Werte von a hat die Gleichung keine, zwei zusammenfallende oder zwei 
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getrennte negative Wurzeln, je nachdem - it kleiner, gleieh oder groBer 
b 

als das Minimum det Differenz X2 - X ist. 

Urn diese drei Faile voneinander zu trennen, suehen wir naeh den 
Regeln der Differentialrechnung dieses Minimum auf. Aus der Ableitung 

b 
2X+ X2 =0 

foIgt 
b 

2X2= -X' 

2x=T. 

Mit der gIeiehen SteHung des Rechenschiebers (notigenfalls nach Um­
steekung der Zunge urn ihre ganze Lange). mit der wir die positive Wurzel 
gefunden haben, suchen wir jetzt die Stelle auf, wo 2 x = T ist. Dem 
Werte von x entspricht jetzt natiirlich ein negativer Wert von X. 
Damit haben wir aueh schon das gesuchte Minimum, es ist gleich der 
Summe der soeben bcstimmten Werte x und T, die wir mit Xo und To be­
zeichnen wollen. Wir konnen jetzt un sere Kriterien dahin zusammenfassen: 

Die Gleiehung 
X2_~= -a 

X b> 0 

hat stets eine und nur eine positive Wurzel und hat 

fiir a> 0 keine negativen \Vurzeln, 
fiir a <0 falls - a < Xo + To keine negativen vVurzeln, 

falls aber - a > Xo + To zwei negative Wurzeln. 

1st sehlieBlich - a = Xo + To, so fallen die beiden negativen Wurzeln 
zusammen und haben den \Vert - y~ . 

Urn die negativen vVurzeln zu ermitteln, mussen wir daran denken, 
b 

daB X fiir negative Werte von X negativ ist. Da der Reehensehieber 

das negative Vorzeiehen nieht zu liefern vermag, mussen wir Wertepaare 
x und T suehen, deren Summe gleieh - a ist. Auf der X-Skala lesen wir 
dann die absoluten Betrage dieser negativen Wurzeln abo 

Suehen wir in unserem Beispiel die Losung der Gleichung 2 x = T, 
so finden wir nach Cmsteekung clef Zunge die \Verte 

.to = 1'17, 

Da - a den Wert 5"73 hat, also groJ3er als Xo + To ist, hat die kubisehe 
Gleichung noeh zwei weitere negative \Vurzeln. Man findet demnach 
fur die Gleiehung 

x + T = 5"73 

noeh die beiden weiteren Wertepaare 

x =00'210, 

x = 4'543 ' 
T = ;'520 , 
l' = 1'187. 

2* 
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Bei dem ersten Wertepaar bestimmt man den Wurzelwert statt aus x 
viel genauer aus T durch Division in b = 2'528, 

2'528 : 5'520 = 0'4580 
2208 

320 

Das zweite Paar ergibt X = 2'13, diese Wurzel Hi.Bt sich aber ebenso 
wie die positive noch erheblich verscharfen: 

-Y4'543 = 2'1 
4'41 
0'133 : 4'2 = 0'0316, 

Somit haben wir die drei vVurzeln gefunden: 

tit = 2'5896. 
142 = - 0'4580, 
143 = - 2'1316, 

Eine Probe auf die Richtigkeit der Rechnung liefert die Tatsache, 
daB die Summe der drei Wurzeln der reduzierten Gleichung den Wert 0 
ergeben muG, 

Kehren wir schlieBlich durch Addition von - 2'1 zur urspriinglichen 
Gleiehung zuriick, so ergeben sich die Wurzeln: 

Zl = 0'4896, Z2 = - 2'5580, Za = - 4'2316, 

§ 6. Tafeln. 
Die Genauigkeit des Rechenschiebers laBt sieh, wie wir gesehen 

haben, durch gewisse Kunstgriffe beliebig vergroBern, Von dieser 
Moglichkeit wird man aber nur in Ausnahmefallen Gebrauch machen 
und wird daher gut tun, fiir genauere Rechnungen andere Hilfsmittel 
heranzuziehen, 

Die nachste Stufe bilden vierstellige Logarithmen, Sie haben den 
ungemein zeitsparenden Vorzug, daB sie sich auf einem Blatt unter­
bringen lassen, Durch bequeme Anordnung zeiehnen sich beispielsweise 
die im Verlag von G, Koster, Heidelberg, erschienenen Tafeln der Lo­
garithmen und Antilogarithmen aus, 

Aus der sehr groBen Zahl der Logarithmentafeln seien ferner heraus­
gegriffen: die fiinfstellige Tafel von F, G, Gaup, die neben den Log­
arithmen eine Sammlung anderer Tafeln enthalt, unter denen besonders 
eine Tafel der Quadrate der Zahlen von 0'000 bis 10'009 zu erwahnen 
ist, und die Tafel von Graveli~ts in Verbindung mit logarithmisch­
trigonometrischen Tafeln fiir die Dezimalteilung des Quadranten, Die 
sechsstellige Tafel von Bremiker und die siebenstelligen Tafeln von 
Schron und Vega (herausgegeben von Bremiker) , Von achtsteIligen 
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Tafeln sind nur die von Bauschinger und Peters bekannt geworden. 
SchlieBlich die seltene zehnstellige Tafel "Arithmetica logarithmica" 
von Vlack und der durch photozinkographische Reproduktion wieder 
zuganglich gewordene "Thesaurus logarithmorum" von Vega. Die 
zehnstelligen Tafeln sind wegen der quadratischen Interpolation bereits 
recht unbequem zu benutzen und kommen ffir praktische Rechnungen 
kaum in Frage. H6chste Genauigkeit ist z. B. erforderlich in der 
Landesvermessung bei der Berechnung von Dreiecken 1. Ordnung 
und bei gewissen astronomischen Rechnungen. Aber auch hier kommt 
man mit siebenstelligen oder h6chstens achtstelligen Logarithmen 
immer aus. 

Einen Anhalt ffir die Genauigkeit einer logarithmischen Rechnung 
gewinnt man leicht, wenn man bedenkt, daB in einer nstelligen Tafel 
eine halbe Einheit der nten Stelle unsicher ist. Dieser Fehler kann sich 
durch die Interpolation auf eine ganze Einheit vergr6/3ern, wenn der 
gesuchte Logarithmus nicht gerade in der Tafel enthalten ist und die 
(n + 1) te Stelle vernachHi.ssigt wird. Bei der Berechnung eines Pro­
dukts aus zwei Faktoren kann sich der Fehler im auBersten FaUe auf das 
Doppelte steigern, der Logarithmus des Resultats kann daher urn zwei 
Einheiten der letzten Stelle, also urn 2 '1O- n unsicher sein. Der 
dadurch bedingte Fehler im Numerus ergibt sich aus der Entwicklung von 

y = log x, 

die bis auf Glieder zweiter Ordnung lautet 

L1x 
Lly = loge-.;-. 

Nun ist Lly = 2 'lO- n und _1_ = 2'30 also loge 1 

L1x -.;- = 2'30·2 .1O- n = 4'6 .1O- n • 

Das Produkt ist also z. B. bei vierstelligen Logarithmen etwa auf fUnf 
Zehntausendstel seines Betrages unsicher. 

Der Gebrauch einer vierstelligen Tafel bedingt demnach etwa die 
zehnfache Genauigkeit des Rechenschiebers. 

Neben den gewohnlichen Logarithmentafeln, tiber deren Einrichtung 
nichts gesagt zu werden braucht, findd man noch haufig die sog. "GaufJi­
schett Logarithmen" oder "Additions- und Subtraktionslogarith1llw", die 
cler Aufgabe dienen, aus log a und log b clie Logarithmen von a + b 
und a - b abzuleiten, ohne vorher auf die Numeri zurtickgehen zu 
mussen. In der verbreitetsten Anordnung stehen die beiden mit A und B 
bezeichneten Kolonnen in cler Beziehung 

A = logx, B = log (I + x) . 
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Die heiden Fundamentalaufgaben werden dann durch die Beziehungen 
gelost 

log a - log b = A , log (a + b) = B + log b = log a + (B - A) 
und 

log a - log b = B, log (a - b) = A + log b = log a - (B - A) . 

Da man statt dreimal nllr einmal in die Tafel einzugehen braucht, ist 
die Benutzung dieser Logarithmen sehr zweckmaBig. 

Bei der gewohnlichen Multiplikation und Division werden Log­
arithmen ganz vermieden durch Produktentafeln, unter denen die von 
G1elle bis 1000 ·1000 und die von L. Zimmermann bis 100 ·1000 gehen. 

Fur viele Zwecke, so insbesondere fUr das Rechnen mit der 
Rechenrnaschine, ist eine Tafel der Reziproken wertvoll. Am ausfiihr­
lichsten ist die siebenstellige "Table of the reciprocals of numbers" von 
W.H. Oakes. 

Ebenfalls fiir das Maschinenrechnen sind Tafeln der natiirlichen 
trigonometrischen Funktionen wichtig. Neben dem siebenstelligen "Opus 
palatinum", neu herausgegeben von Jordan, seien die siebenstellige 
Tafel von Peters und die fiinfstellige von Lohse erwlihnt. Die heiden 
letzteren sind fiir Dezimalteilung des Grades eingerichtet. 

AuBer den Tafeln der trigonometrischen Funktionen sind fiir wissen­
schaftliche Rechnungen hliufig Tafeln der Hyperbelfunktionen wertvoll. 
Zu erwiihnen sind die Tafeln von Ligowski, Burrau, Becker und van 
Orstrand und von Hayashi. Sie enthalten neben den Hyperbelfunktionen 
zum Tell auch die Kreisfunktionen zu dem in BogenmaB gemessenen 
Winkel. 

SchlieBlich sei noch fUr eine Reihe anderer Funktionen auf die 
Ftmktionentafeln von Jahnke und Emde verwiesen. 

§ 7. Rechenmaschinen. 

Den bisher besprochenen Rechenhllfsrnitteln wohnt nur eine he­
schrankte Genauigkeit inne, sie reichen aber in allen Fallen der Praxis 
aus, bei denen die zugmnde gelegten Werte durch Beobachtung oder 
~fessung, also auch nur angen1ihert, bekannt sind. Die Auswahl unter 
ihnen ist nach dem Gesichtspunkt zu treffen, daB der durch die genaherte 
Rechnurig entstehende Fehler den durch die Ungenauigkeit der ge­
gebenen GraBen bedingten nicht erheblich vergroBert. 

1m Gegensatz dazu ist das Resultat, das die Rechenmaschine liefert, 
vollkommen genau. Allerdings findet diese Genauigkeit eine Grenze 
in der Anzahl der Ziffern, fUr die die lHaschine konstmiert ist. Der groBe 
VorteH bei der Benutzung einer Rechenmaschine liegt aber nicht in 
ihrer Genauigkeit, sondern darin, daB bei geeigneter Konstmktion 
Rechenfehler ausgeschlossen und die Resultate durch die Maschine 
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selbst noch uberdies kontrolliert werden k6nnen. Demgegenuber fallt 
der Nachteil, der haufig in der Mitfuhrung einer mehr oder minder 
groBen Anzahl unn6tiger Ziffern besteht, nicht ins Gewicht; zumal die 
Rechenmaschine einer gleichwertigen logarithmischen Rechnung an 
Schnelligkeit weit iiberlegen ist. 

Der eigentliche Erfinder der Rechenmaschine ist Leibniz. Ein 
nach seinen Angaben erbautes Modell ist noch heute auf der Bibliothek 
in Hannover zu sehen. Durch die Konstruktion der Stajjelwalze hat 
Leibniz seiner Rechenmaschine eine heute noch gebrauchliche Aus­
fiihrung gegeben. 

In einem Rahmen, dem sog. Schaltwerk, sind nebeneinander eine 
Reihe von Walzen angebracht, die den Namen "Staffelwalzen" nach den 
neun verschieden langen Rippen fiihren, die sie auf ilirer Oberflache 
tragen (Abb.4). Die Walzen stehen durch Kegelraderpaare mit einer 
Kurbel bin Verbindung, so daB bei einer Drehung der Kurbel jede Walze 
einmal urn ihre Achse 
gedreht wird. 

tJber jeder ,"Valze 
befindet sich parallel 
zu ihr eine vierkantige 
Achse, die ein kleines 
auf ihr verschiebbares 
Zahnrad tragt. Bei einer 
Drehung der Walze ge­
langt ein Teil der zehn 
Zahne desZahnrades mit Abb.4. 

den Rippen der Walze zum Eingriff. Das Zahnrad wird urn einen be­
stimmten Betrag gedreht, der von seiner Stellung auf der vierkantigen 
Achse, namlich davon abhangt, wieviel Rippen der Walze noch bis zu 
den Zahnen des Zahnrades reichen. Steht das Zahnrad ganz yom, so 
greift keine der Rippen ein, das Zahnrad bleibt in Ruhe. Am entgegen­
gesetzten Ende greifen aile neun Rippen ein, das Zahnrad dreht sich 
bei einer Kurbeldrehung urn 9/10 seines Umfanges. Eine Skala mit den 
Ziffern 0 bis 9 auf der oberen Flache des Gehauses gibt den jeweiligen 
Stand und damit an. um wieyicl Zehntel seines Umfangs sich das Zahn­
rad bei einer Kurbelumdrehung weiterdreht. ?\eben der Skala befindet 
sich ein Einstellknopf, der es gestattet, mit einem durch einen Schlitz 
greifenden Stab das Zahnrad auf seiner Achse bis zu der gewiinschten 
Stelle zu verschieben. 

Die Achse wird infolge ihres viereckigen Querschnittes bei jeder 
Drehung des Zahnrades mitgenommen und iibertragt ihre Bewegung 
durch ein Kegelraderpaar auf cine kreisf6rmige Scheibe mit yertikaler 
Achse. Alle diese Schciben, Yon denen jede zu eincr Staffelwalze geh6rt, 
bilden das Ziihlwerk. Sic tragen auf ihrer oberen Scite die Ziffern 0 bis 9, 
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von denen aber jedesmal nur eine durch ein Schauloch im Gehause sicht­
bar ist. Das Kegelradgdriebe ist so bemessen, daB eine Umdrehung 
der vierkantigen Achse auch eine Umdrehung der Ziffernscheibe bedingt. 

Auf der vierkantigen Achse sitzt aber nicht nur das eine Kegelrad, 
das gerade mit dem der vertikalen Achse in Eingriff steht, sondern noch 
ein zweites ihm gegeniiberliegendes. Beide Kegelrader sind miteinander 
verbunden und urn ein kleines Stiick auf der Achse verschiebbar. Durch 
eine Umschaltvorrichtung d, e laBt sich daher erreichen, daB entweder das 
eine oder das andere der beiden Kegelrader zur Wirkung kommt, daB 
die Ziffernscheibe also in dem einen oder anderen Sinne gedreht werden 
kann. 

1st nun an den Einstellknopfen eine bestimrnte ZaW eingestellt, z. B. 

243113, 

so wird bei einer Umdrehung der Kurbel jede Scheibe urn so viel Ziffern 
weitergedreht, als Rippen der Staffelwalzen in die Zahnrader eingreifen. 
Standen aIle Ziffernscheiben vorher auf 0, so erscheint jetzt die Zahl 

243 1 1 3 
in den Schaulochern. Bei der nachsten Kurbeldrehung wird jede Scheibe 
wieder urn den entsprechenden Betrag weitergedreht, es erscheint die 

x ,., Zahl 486226. 

_ ~ rJ~~!I~=l~_ Die eingestellte Zahl ist also -= durch zwei Kurbeldrehungen 
mit 2 multipliziert worden. 

Abb.5_ Wiirde man jetzt weiter­
drehen, so wiirde die zweite 

Ziffernscheibe iiber ° hinweggehen, und die Zahl auf der ersten Scheibe 
miiBte urn eine Einheit vergr6Bert werden. In dieser Z ehneriibertragung liegt 
die gr6Bte Schwierigkeit, die bei der Konstruktion der Rechenrnaschine 
zu iiberwinden war. Die durch die Staffelwalzen bewirkte Drehung der 
Ziffernscheiben und die tlbertragung der Zehner kann nicht gleichzeitig 
erfolgen; auBerdem darf die Zehneriibertragung erst dann bei einer be­
stimmten Ziffernscheibe wirksam werden, wenn aJle tlbertragungen 
bei den (rechts) vorhergehenden Scheiben erledigt sind. Deshalb be­
decken die Rippen nur einen Brnchteil des Walzenurnfanges, so daB 
rnehr als die Halfte der Umdrehung fiir die Zehneriibertragung frei 
bleibt. Jede vierkantige Achse tragt in ihrer Verlangerung noch ein 
festes Zahnrad (in Abb.4 nicht sichtbar), dem ein Zahn X auf der 
verlangerten Walzenachse entspricht (Abb. 5). Gewohnlich greifen 
beide nicht ineinander, nur wenn die vorhergehende Ziffernscheibe von 
9 nach 0 iibergeht, "lrd durch eine Hebeliibertragung der Zahn X in 
die Ebene des Zahnrades gebracht und dreht die zugehiirige Ziffern­
scheibe urn eine Zahl weiter. Damit aJle Zehneriibertragungen nach-
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einander erfolgen, sind die Zahne X gegeneinander urn einen gewissen 
Winkel verdreht. 

Durch die Zehnerubertragung wird es nun moglieh, eine auf dem 
Schaltwerk eingestellte Zahl mit einem beliebigen Faktor zu multi­
plizieren, indem man sooft dreht, wie der Multiplikator angibt. Das 
Produkt erscheint in den Sehauleehern des Zahlwerks. Nun ist das 
Zahlwerk in Form eines Lineals gegen das Schaltwerk verschiebbar. 
Versehiebt man das Lineal urn eine Stelle nach reehts, so wird bei einer 
Kurbeldrehung das Zehnfaehe der eingestellten Zahl addiert. Bei vier 
Kurbeldrehungen wird eine Multiplikation mit 40 ausgefiihrt. So ist 
es meglich, durch wenige Kurbeldrehungen auch mit einem mehr­
stelligen Faktor zu multiplizieren. Ein weiteres Zahlwerk zahlt die 
Umdrehungen der Kurbel, gibt also naeh beendeter Rechnung den 
Multiplikator an. 

Durch die oben erwahnte Umschaltung laBt sich erreichen, daB die 
Ziffernscheiben des Zahlwerks im entgegengesetzten Sinne gedreht 
werden. Bei einer Kurbeldrehung ¥lird die im Schaltwerk eingestellte 
Zahl von der im Zahlwerk befindlichen subtrahiert. Durch das Ver­
schieben des Zahlwerks ist es meglich, die Division zweier Zahlen auf 
einzelne Subtraktionen zuruckzufiihren. Man stellt den Dividenden 
im 2ahlwerk, den Divisor im Schaltwerk ein, so daB die Ziffern hOchsten 
Ranges untereinanderstehen. Nun subtrahiert man den Divisor so oft 
es geht und erhalt im Umdrehungszahlwerk die erste St~lle des Quo­
tienten. ]etzt wird das Zahlwerk urn eine Stelle nach links verlegt, 
man subtrahiert aufs neue den Divisor und erhaIt die zweite Stelle des 
Quotienten usw. SchlieBlich sind die im Umdrehungszahlwerk vor­
gesehenen Stellen erschOpft und im Za.h.lwerk bleibt der Rest der Division 
stehen. Man kennte weitere Stellen des Quotienten bestimmen, indem 
man mit dem Rest die Division vor vorn anfinge. Etwa drei weitere 
Stellen vermag auch die Division mit dem Rechenschieber zu geben 

Sobald auf dem linken Ende des Zahlwerks eine Zehnerubertragung, 
nicht mehr ausgefiihrt werden kann, ertent ein Glockensignal als War­
nungszeichen. Wfude man daher bei der Division einmal zu oft sub­
trahieren, also cler Maschine zumuten, eine greBere Zahl von einer 
kleineren zu subtrahieren, so wurcle man durch das Glockensignal auf 
diesen Irrtum aufmerksam gemacht werden und kiinnte durch Addition 
des Divisors den Fehler wieder ruckgangig machen. SchlieBlich ist 
eine besondere Liischvorrichillng vorhanden, die es gestattet, alIe Ziffern­
scheiben beider Zahlwerke gleichzeitig auf 0 zu stellen. 

Eine andere Konstruktion des Schaltwerks benutzt an Stelle der 
Staffelwalzen Zahnrader mit veranderlicher Zahnezahl (Abb. 6). Die 
Zahne werden durch einen Hebel, cler an einer von 0 bis 9 bezifferten 
Skala cntlang buft, \"or- ocler zuruckgeschoben. Eine EinstelIung des 
Hebels auf eine bestimmte Ziffer bewirkt clas Herausspringen cler ent-
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spreehenden Anzahl Zahne. Bei einer Drehung des Zahnrades wird daher 
das eingreifende Zallllrad des Zahlwerks urn die gewiinschte Ziffernzahl 
weitergedreht. Da d!o; Zahnrader auf dner gemeinsamen horizontalen 
Achse angebracht sind, zeichnet sich diese Maschine durch gedrungene 
Bauart aus. Die Zahlen stehen auf den StirnfHi.chen der Zahnrader 

5 

Abb.6. 

dichter beieinander als bei anderen Maschinen 
mit horizontalliegenden Ziffernscheiben und 
lassen sich beim Ablesen leichter uberblicken. 
Dem steht als Nachteil gegenuber das beim 
Drehen der Kurbel auftretende ungleiche 
Drehmoment und die ungiinstige L6sch­
vorrichtung. 

Eine neuere Konstruktion (Abb. 7) er­
setzt die Staffelwalzen durch zehn in der 
Li.ngsrichtung verschiebbare Zahnstangen Z. 
Fur ihre Versehiebung sorgt ein Proportional­
hebel H, der urn einen seiner Endpunkte von 

einer mit der Kurbel K verbundenen Pleuelstange P gedreht wird. Dabei 
verschiebt sieh die erste Zahnstange liberhaupt nieht, die zweite urn 
einen Zahn, die dritte um zwei usw., die zehnte urn neun Zahne. Auch 
bei dieser Maschine befinden sich unter den Einstellschlitzen zehnzahnige 
Radchen auf vierkantigen Aehsen. Stellt man eine bestimmte Ziffer 
ein, so befindet sich das entsprechende Radehen gerade liber der Zahn­
stange, die urn die eingestellte Zahnezahl versehoben wird, und libertragt 

If If 

.z ------ -1"-A--t---t--~-lxF-L..;---+~---..c-+'-'-t--t---t-~_R+-+A--t--t_-i"f-_ 
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I I 
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R Z, 

die gewi.inschte Drehung auf die vierkantige Achsc. Dureh eine Um­
sehaltung kann der andere Endpunkt des Proportionalhebels festgehalten 
werden, dann versehiebt sich die erste Zahn5tange 11m neun, die zweite 
urn acht U5W., die zehnte liberhaupt nieht. Jedesmal erganzt jetzt die 
Zahnezahl, urn die sich eine Zahnstange verschiebt, die der friiheren 
Versehiebung zu 9. Diese Einstellung dient zur Subtraktion, die ja 
in der Tat durch Addition der Erganzungen zu 9 ausgeflihrt werden kann, 
wenn man noeh die hiichste Stelle um eine Einheit erniec1rigt, die letzte 
urn eine Einheit erh6ht, cine Korrektur, die durch besondere Vorrich-
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turigen von der Maschine selbst besorgt wird. An Stelle des Glocken­
zeichens, das die nicht mehr vorhandene Zehneriibertragung ankiindigt, 
tritt bei dieser Maschine eine mit Federdruck bewirkte Hemmung der 
Kurbel. Dadurch wird es moglich, die Division zu einer vollkommen 
automatischen Operation zu machen, ein Umstand, der es gestattet, die 
Kurbel ganz wegfallen zu lassen und die Maschine mit elektrischen 
Antrieb zu versehen. 

Neben den bisher beschriebenen Maschinen, die man als erweiterte 
Additionsmaschinen bezeichnen kann, sind auch eigentliche M ulti­
plikationsmaschinen gebaut worden, die Multiplikationen direkt und 
nicht durch sukzessive Additionen ausfUhren .• Thnlich wie bei der soeben 
beschriebenen Maschine befinden sich unter den Einstellschlitzen Zahn­
stangen, die ihre Bewegung auf langs vierkantigen Achsen verschieb-· 
bare Zahnradchen iibertragen. Die Verschiebung der Zahnstangen 
erfolgt bei dieser Maschine durch einen sog. Einmaleinskorper, der durch 
einen besonderen Hebel jedesmal in die ffir die Multiplikation mit der 
betreffenden Ziffer notwendige Stellung gebracht wird. Bei der Multi­
plikation ist fUr jede Stelle des Faktors nur eine Kurbeldrehung er­
forderlich, die auch gleichzeitig jedesmal eine Verschiebung des Zahl­
werks bewirkt. Leider ist diese l\faschine durch ihre GroBe etwas 
unhandlich. 

Bei den meisten neueren Rechenmaschinen ist auch eine Zehner­
iibertragung im Umdrehungszahlwerk a<ngebracht. Diese Einrichtung 
ist nicht nur bei der Multiplikation mit der dekadischen Erganzung und 
bei der Division von Vorteil, sondern gestattet es, bei einer Reihe von 
Divisionen die Quotienten fortlaufend zu addieren. 

§ 8. Anwendungen der Rechenmaschine. 
Neben der AusfUhrung von Multiplikationen und Divisionen ge­

stattet die Rechenmaschine auch die Berechnllng von Quarlrafwurzeln. 
Ein Verfahren beruht auf dem Satz, daB die Summe der n ersten un­
geraden Zahlen gleich n 2 ist, und 5011 an dem Beispiel 1'21 gezeigt werden. 
Bei der gewohnlichen Rechnung wiirde man von 21 zunachst 42 sub­
trahieren und den Rest mit zwei Xullen versehen. Von 500 zieht man 
das doppelte Produkt aus of und der nachsten Stelle, die man schatzungs­
weise ermitteln muB, sowie deren Quadrat ab usw. 

Urn die Aufgabe auf ahnliche Weise mit der Maschine zu losen, 
stellen wir im Zahlwerk 21 ein und zahlen davon nacheinander die ersten 
ungeraden Zahlen 1, 3, 5,7 ab, soweit es geht. Das Quotientenzahlwerk 
registriert 4 Kurbeldrehungen und das Quadrat von 4 ist abgezogen 
worden. Um nun das doppelte Produkt von 4 und der nachsten Stelle 
und gleichzeitig deren Quadrat zu subtrahieren, verschieben wir das 
Lineal urn eine Stelle nach links und subtrahieren nacheinander 
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0'80 + 0'01, 0'80 + 0'03, 0'80 + 0'05, ' " Die Anzahl der moglichen 
Subtraktionen gibt die nachste Stelle der Wurzel. Wieder verschieben 
wir das Lineal urn eine Stelle nach links und miissen jetzt das doppelte 
Produkt aus 4'5 und der nachsten Stelle sowie deren Quadrat abziehen, 
Das geschieht durch sukzessives Subtrahieren von 900 + 1, 900 + 3, 
900 + 5, ' " (unter Fortlassen des Kommas), Die Anzahl der mog­
lichen Subtraktionen ist jetzt 8, 

Sa kann man beliebig fortfahren, Wollte man aber die Rechnung 
an dieser Stelle abbrechen, so konnte man, da das Quadrat der nachsten 
Ziffer nur eine geringe Rolle spielt, einige weitere Ziffern durch einfache 

(z1 = 4'5 .. , 
16 

81500 
425 

21 
1 

20 
3 

17 
5 

12 
7 

4' 5 

500 
81 

419 
83 

336 
85 

251 
87 

164 
89 
75 

7500 
901 

6599 
903 

5696 
90S 

4791 
907 

3884 
909 

2975 
911 

2064 
913 

1151 
915 

8 -236 
4'58 .. , 

Division ermitteln (vgl. S,13), Da der Rest 236 durch 916 dividiert 
0'258 ergibt, findet man also set"r schnell 

(z1 = 4'58258, , , 
Sabald einige Ziffern der gesuchten Wurzel bekannt sind, fiihrt ein 

anderes Verfahren schneller zum ZieI. \Vir stellen wieder den Radikanden 
auf dem Zahlwerk ein und dividieren ihn durch den Naherungswert 
der Wurzel, das arithmetische Mittel aus Divisor und Quotient gibt dann 
einen besseren Naherungswert, 

1st Xl ein Naherungswert der Gleichllng 

X2 = a 

und betragt seine Verbesserung ~i' dann miiBte 

sein, oder 
a = (Xl + ~1)2 = xT + 2~IXI + ~r 
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Unter VernachHissigung von 1L ergibt sich somit der zweite Naherungs-
2X1 

wert 1( a) 
x. = Xl + ~l = 2' Xl + X. ' 

also gleich dem arithmetischen Mittel aus Divisor Xl und Quotient ~. 
Xl 

Sein Fehler ~2 ist gleich dem vernachHissigten Ausdruck -2~~ oder relativ 
Xl 

~2 = ~ (il)". 
Xl 2 Xl 

Der zweite Niiherungswert ist daher, kurz gesagt, etwa auf doppelt soviel 
Stellen richtig wie der erste. 

Natiirlich konnte man mit dem zweiten Niiherungswert das Ver­
fahren wiederholen und wiirde zu einem Werte flir die Wurzel gelangen, 
der wieder doppelt soviel richtige Ziffern aufweist. Bestimmt man den 
ersten Niiherungswert mit dem Rechenschieber auf drei Stellen genau, 
so wiirde schon der erste Schritt ein auf etwa 6 Stellen genaues Resultat 
liefern. Der nachste Schritt ergabe bereits ein Resultat, dessen Genauig­
keit mit den meisten Maschinen nicht mehr voll ausgenutzt werden kann. 

Sehr vorteilhaft ist die Maschine auch zur Bilclung von Aggregaten 

der Form b + b + b + al I aa 2 a3 3 ... 

zu benutzen, da die einzelnen Teilprodukte fortlaufend addiert werden 
konnen. Wiihrend bei logarithmischen Rechnungen derartige Aus­
driicke ein gro13es Hindernis bilden und miiglichst durch Umgestaltung 
der Formeln weggeschafft werden, wird man sie beim Maschinenrechnen 
gerade herbeizufiihren suchen. 

Viele Rechnungen lassen sich mit der Maschine leicht so ausfiihren, 
daB sich am SchluJ3 eine Kontrolle einstellt. Bei der in der Physik so 
hiiufig vorkommenden linearen Interpolation handelt es sich darum, 
aus der Gleichung 

zu einer Reihe gegebener vVerte x die entsprechenden y zu berechnen. 
Man bestimme zunachst 

YI=ax1+b, 

dann laBt sich die Berechnung jedes folgenden Wertes auf die des vorher­
gehenden aufbauen: 

Der Faktor a bleibt ein flir allemal eingestellt und wird der Reihe nach 
mit den Differenzen (Xi+l - Xi) multipliziert und zu dem Werte Y. 
der vorhergehenden Rechnung addiert. Entsteht im Laufe der Rechnung 
ein Fehler, etwa dadurch, daB die Maschine schadhaft geworden ist, 
so pflanzt er sich durch die ganze Rechnung bis zum Jetzten 'Yerte YlI 
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fort. Bereehnet man YII noch ein zweites Mal direkt, so gibt die trber­
einstimmung der beiden SchluBwerte eine nahezu unbedingte Garantie 
dafiir, daB aueh aUe vorhergehenden Werte riehtig sind. 

§ 9. Aufgaben zum 1. Kapitel. 

*1. Eine Reihe von MaBen in englisehen ZoU; 

0·758,1"361, 2·493, 3"58,5"71,9·26,11·07 

ist in Zentimeter umzureehnen. 1 Zoll = 2·540 em. 
*2. Ein Luftpumpenzylinder zeigt bei 27 em Abstand des Kolbens 

von der Bodenflache 1·6 Atm. Druck. Welchen Druck zeigt der Zylinder 
bei 40, 35, 30, 25, 20, 15, 10, 5 em Abstand? 

*3. Eine Strecke von 13·25 km Lange ist in' 5 Teile zu teilen, die 
sich wie 2 : 3 : 5 : 7"5 : 10 verhalten. 

4. 160 Arbeiter brauchen zu einer bestimmten Arbeitsleistung bei 
achtstiindiger Arbeitszeit 42 Tage. Welche Zeit brauchen 

75, 100, 250, 600 Arbeiter 

a) bei achtstiindiger, 
b) bei sechsstiindiger Arbeitszeit? 

5. Mit dem Rechenschieber sind die folgenden Wurzeln zu be-
rechnen: fi.h 

fO·0291 

1'0·0684 

V6Ts 
)"5.31 

r~1·4 
*6. Die FUicheninhalte der Kreise mit den Durehmessern d = 1·35, 

4·91, 7·25, 11·31, 24·06, 38"77 mtn sind zu berechnen. 
*7. Die Geschwindigkeit eines aus der Rohe h frei fallenden Korpers 

ist v = f2ih. Welche Gesehwindigkeiten geMren zu den FallMhen 

12, 23, 36, 58, 112 m? 

*8. Durch ein Rohr von 26·3 em Durchmesser stromt Wasser mit 
der Geschwindigkeit 0·84 m/Sek. Mit welcher Geschwindigkeit erfolgt 
die Stromung durch Rohre mit den Durchmessern 

14·7,19·1, 23·0, 31·8, 37·4em? 

*9. Die Verlangerung ill eines mit P kg belasteten Drahtes von der 
Lange lund dem Durchmesser d wird aus 

ill=~ 
,p:!.E 

4 

Anmerk''''g. Die mit einem * versehenen .\ufgaben k6nnen je bei eine, 
Stellung des Rechenschiebers gei63t werden. 
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berechnet. Wie groG ist die Yerlangcrung von 1 m langen mit 10 kg 
belasteten 

0'78, 1"32, 2'53, 4"48 mm 

starken Drahten? Der Elastizitatsmodul ist E = 2 200000 kgJcm 2. 

10. Von einem Dreieck sind eine Seite undo die beiden anliegenden 
Winkel gegeben: 

a = 63"2 

47'5 

a = 13'5 0 

36'1 0 

78'3 0 

Wie groB sind die beiden andern Seiten? 

fJ = 48'10 

11. Von einem Dreieck sind zwei Seiten und ein gegentiberliegender 
Winkel gegeben. 

a = 92'8 

91'2 

64'7 

b = 117'6 

20'4 

79'2 

IX = 21'9 0 

13'1 0 

54'3 0 • 

Wie groB sind die beiden andern Winkel und die dritte Seite? 

12. Von einem Dreieck sind zwel Seiten und der eingescnlossene 
\-Vinkel gegeben. 

a = 186'4 

145'7 
121'2 

b = 73"2 
82'4 

)' = 95"40 

63'2 0 

48'2° . 

Wie groB sind die beiden andern Winkel und die dritte Seite? 

*13. Ein Mast von 23'5 m Hohe soil durch ein von der Spitze zur 
Erde gespanntes Seil gehalten werden. Wie lang ist das Seil, wenn es 
mit dem Erdboden Winkel von 

bildet ? 

14. Die Polarkoordinaten 

r = 6'50 4'81 7'54 

fJ' = 5L2" 117'9° 2410)" 327'9° 

sind in rechtwinklige Koordinaten zu verwandeln. 

15. Die rechtwinkligen Koordinaten 

.1: = 2'31 

Y = 4'49 

- 1'87 - 4'39 1'61 
5'72 - 0'94 - 3"86 

sind in Polarkoordinaten zu verwandeln. 

*16. Die Briggsschen Logarithmen der Zahlen 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 
sind durch Multiplikation mit 2'3026 in natfuliche zu verwandeln. 
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log 2 = 0'3010 

log 3 = 0'4771 

log 4 = 0'6021 

log 5 =--= 0'6990 

log 6 = 0'7782 

log 7 = 0'8451 ' 

log 8 = 0'9031 

log 9 = 0'9542 

Die Rechnung ist auf vier SteUen nach dem Komma durchzufiihren. 
17. Die Wurzeln 

Y19'3 15 V57'896 V143'25 
sind mit dem Rechenschieber auf 4 Dezimalen zu berechnen, 

18. Die Wurzeln der Gleichungen 

x 2 - 2'11 x + 1'062 = 0 

Xl -- 3'51 x - 18'12 = ° 
X2 + 4'78 x + 4'66 = 0 

sind mit dem Rechenschieber zu berechnen. 
19. Wieviel reeUe Wurzeln haben die nachstehenden Gleichungen 

dritten Grades? x3 - 7'98 x + 8'38 = ° 
x3+ 3'38x- 1'54=0 
x3 - 34'9 x - 41'7 = 0 . 

20. Die reellen "Yurzeln der vorstehenden Gleichungen sowie der 
Gleichungen 

x3 - 2'8 x 2 + 2'233 x - 0'523 = 0 

x3 + 1'3 Xl - 17'65 x + 19'31 = 0 
x3 - 2'75 X2 - 6'28 x - 1'929 = 0 

x3 + 9'5 x 2 + 28'04 x + 25'02 = 0 

x3 - 3"78 x 2 + 5'92 x - 3'6 = ° 
x3 + 3'83 x 2 + 2'975 x + 1'045 = 0 

sind mit dem Rechenschieber zu ermitteln, 



Zweites Kapitel. 

Lineare Gleichungen. 

§ 10. Gleichungen mit zwei Unbekannten. 

Die Aufl6sung !inearer G!eichungen 1St theoretisch mit den ele­
mentarsten Satzen der Determinantentheorie abgetan. Flir die rech­
nerische Behandlung der Aufgabe ist die Li:isung durch Determinanten 
Jedoch' durchaus ungeeignet, vielmehr geschieht umgekehrt die nume­
rische Berechnung von Determinanten nach derselben :JIethode, die hier 
fiir die numerische Aufli:isung von !inearen Gleichungen dargelegt \~ird. 
Das Verfahren solI an zwei Gleichungen mit zwei "Cnbekannten in solcher 
Allgemeinhcit entwickelt werden, daB sich seine Ausdehung auf Glei­
chungen mit mehr als zwei Unbekannten sofort ergibt. 

Die beiden Gleichungen, aus denen die Unbekannten x und yer­
mittelt werden sollen, seien in der Form gegeben 

(1) { al x + bl y + 11 = 0, 
aa X + baY + la = 0 . 

Die Koeffizienten al und aa ki:innen nicht beide gleichzeitig gleich 0 sein, 
da dann x in den Gleichungen nicht vorkame, also auch nicht bestimmt 
werden ki:innte. 1st einer von beiden, etwa al' gleich 0, dann reduziert 
sich die betreffende Gleichung auf eine Gleichung mit einer Unbekannten, 
aus der man durch Dhision sofort 

. 11 
Y= -b; 

findet. Die Unbekannte x ergibt sich aus der andern Gleichung durch 
Einsetzen dieses Wertes fiir y. 

1m allgemeinen Falle multiplizieren wir die erste Gleichung mit 
einer Zahl m so, daB 

wird und addieren die multiplizierte Gleichung zu der zweiten. Es ent­
steht eine neue Gleichung, die x nicht mehr enthalt, 

b;y + I'l = 0, 
Runge-Konig, Vori('slingell 3 
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aus der also durch Division die Unbekannte y gefunden werden kann: 

I~ 
y=-~. 

Durch Einsetzen dieses Wertes in eine der beiden gegebenen Glei­
chungen ergibt sich eine Gleichung flir x . 

Die Rechnung HiBt sich sehr bequem mit dem Rechenschieber 
ausfiihren, falls seine Genauigkeit geniigt. Zur Abkiirzung der Schreib­
weise lassen wir die Unbekannten ganz weg, die Bedeutung der Koeffi­
zienten ergibt sich aus ihrer Position. Stellen wir die Koeffizienten a1 

und aa auf dem Rechenschieber einander gegeniiber, so konnen wir 
zu den Koeffizienten b1 und 11 gegeniiberstehend sofort die Werte 
Imbll und imll! ablesen. Die Vorzeichen dieser Werte sind gleich oder 
entgegengesetzt den Koeffizienten der ersten Gleichung,. je nachdem a1 

und aa entgegengesetztes oder gleiches Vorzeichen haben. Dann stellen 
wir ~ und l~ gegeniiber und lesen gegeniiber lund b1 die Werte Iy! 
und Iybll. Auch hier haben wir gleiches oder entgegengesetztes Vor­
zeichen der gegeniiberstehenden Werte, je nachdem b~ und l~ ent­
gegengesetztes oder gleiches Vorzeichen haben. Durch Addition 

11+yb1=11 

ergibt sich die Gleichung mit einer Unbekannten 

a1 x+4=O, 
aus der x durch Division gefunden werden kann. Zur Bestimmung von x 
werden also die Kolonnen genau so behandelt, wie vorher die Reihen. 
Die ganze Rechnung HiBt sich daher in ein symmetrisches Schema ein­
ordnen: 

" 
,. 

al b1 11 ~ , x 0= 
yb, xa1 

(1 a) aa ba 12 
m", .. b, ml, 

b~ I' • ° "bj : " = 

Diese Behandlung der Aufgabe setzt voraus, daB a1 * 0 ist, was 
ohne Beschrankung der Allgemeinheit angenommen werden kann, wenn 
die Gleichungen x wirklich enthalten. AuBerdem muB b~ * 0 sein. 
\-Vare ~ = 0 und I; + 0, so enthalten die Gleichungen einen Wider­
spruch und konnen nicht durch endliche Werte der Unbekannten er­
fiillt werden, ist dagegen neben b2 = 0 auch 12 = 0, so sind die Glei­
chungen nicht voneinander unabhangig, es gibt unendlich viele Werte­
paare x. y, die sie erfiillen. Fiir den regularen Fall werden wir also als 
Bedingung formulieren 
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und diese Bedingung ist identisch mit 

a1 (b.- :: b~)=albz-azbl=I::::ltoo 
Eine Prohe ergibt sich durch Einsetzen der gefnndenen Werte, wobei 

man jetzt zweckmaBig Zeilen nnd Kolonnen miteinander vertanscht: 

1. GI. 2. GI. 

~x aaX 
h1 y baY 

Summe-.-oo-

Die Summen miissen gleich - 11 nnd - Is seino 
Beispiel: Die Anflosnng der heiden Gleichnngen 

4°17 x - 2'13 Y - 3°28 = 0, 
-1°03x + 3°17y -1°56 =0 

gestaltet sich in iibersichtlicher Form folgendermaBen: 

" Y 
4°17 - 2"13 - 3'28 - 4"87 i 0 

- I'S9 I 4'87' x = 1'168 
- 1'03 3"71 - 1'56 , 
~ __ ~ __ ~i 

3"18 - 2"37 I 0 
2°37 ,,= 0"745 

Die Probe ergibt 
1o GI. 

4"87 
-1"59 

3"28 

2" Gl. 

-1°20 
2°76 
1°56 

zwei SUmmen, die mit -II = 3"28 und -I. = 1"56 mit der von vorn­
herein angenommenen Genauigkeit iibereinstimmeno 

Sind die Koeffizienten al nnd az von 0 verschieden, so ware es vom 
Standpnnkte der reinen Mathematik aus gleichgiiltig, aus welcher der 
heiden Gleichnngen man die Unhekannte x eliminierto Aus der zweiten 
Gleichung ergibt sich mit Hilfe der ersten 

(ba - ~ b1 ) Y + (12 - ~ 11) = 0 
a1 . a1 

und aus der ersten mit Hilfe der zweiten 

(bl - ~ bz) Y + (~ - ~ 1.) = 0 ° 
a2 az ' 

Beide Gleichunge~ sind einander vollkommen aquivalent, denn multi­
pliziert man die erste mit al und die zweite mit - a2 , so ergeben beide 

{al b2 - «abl)Y + (<<112 - «211) = 0 ° 

3* 
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Ein Unterschied entsteht erst dann, wenn die Koeffizienten der Glei­
chungen nicht exakte, sondem nur geniihert bekannte GraBen sind, wie 
es meist in der angewandten Mathematik der Fall ist. Sind a1 und az 
mit gleicher Genauigkeit gegeben, so ist es zweckmaBiger, die Unbekannte 
" aus der Gleichung mit dem absolut kleineren Werte von a zu elimi-

nieren .. Denn ist z. B. I azl kleiner als I all, so ist m = - :: absolut ge­

nommen ein echter Bruch und es wird 1m. b11 kleiner als I b11. Es geniigt 
eine geringere Rechengenauigkeit, um m . b1 mit der gleichen Genauigkeit 
zu berechnen, mit der bz gegeben ist, als in dem umgekehrten FaIle, 
wenn m absolut groBer als 1 ware. 

Da % zum SchluB aus der Gleichung 

ax+l=O 

berechnet wird, so wiirde sich bei Benutzung der ersten Gleichung 
ergeben 7; 

x=--;;, 

wiihrend die zweite das Resultat liefem wiirde 

T x= ...-:-! a. 
Waren die Koeffizienten genau gegeben, so mliBten beide Gleichungen 
selbstverstandlich den gleichen Wert fiir x liefem. Sind dagegen die 
WeTte von a und" fehlerhaft, und ist e der absolut genommene Fehler 
von a1 und a2 , ~ der absolut genommene F~hler von Z; und ~, so ergibt 

sich fiir den Fehler von x im ersten FaIle etwa s:r + " , dagegen bei Be-
•• • EX +.1 a l . _ . 

nutzung der zwelten Glelchung etwa --. Zur Erz~elung mogl~chst 
a. 

groper Genaltigkeit fiir " ist es also ebenfalls vorteilhaft, wenn a1 moglichst 
grop ist. 

In unserem Beispiel begannen die Gleichungen mit 

4·17% + .. . 
-1·03 x + .. . 

Aus der zweiten Gleichung eliminiert man daher am besten x und aus 
der ersten berechnet man es nachher wieder. 

Ware ein Koeffizient von x genauer gegeben als der andere, so 
kann man die betreffende Gleichung mit einem geeigneten Faktor multi­
plizieren, urn gleiche Genauigkeit mit der anderen Gleichung her­
stellen. Wiirde z. B. der Anfang unserer Gleichungen lauten 

4·17 x + .. . 
-1·030 x + ... , 

wo 4·17 auf 0·0,\ genau, 1·030 dagegen auf 0·001 genau gegeben ist, so 
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Jllultiplizieren wir die zweite Gleichung mit 10 und erhalten mit gleieher 

Genauigkeit 4'17 x + . , . 
-10'30 x +,., 

Da die zweite Gleichung den absolut groBeren Koeffizienten von x ent­
halt, ware jetzt die Reihenfolge der beiden Gleiehungen zu vertauschen. 
An die erste Stelle kommt also die Gleichung, die den absolut groBeren 
Koeffizienten von x enthalt, wenn beide auf gleicheGenauigkeit ge­
braeht worden sind, 

1st a2 absolut genommen sehr viel kleiner als aI' so stellen die Pro­
dukte m' b1 und m . 'I nur kleine GroBen dar, vorausgesetzt, daB die 
iibrigen Koeffizienten der Gleiehung etwa die gleiehe GroBenordnung 
haben; sie konnen aueh dann noch mit dem Rechensehieber berechnet 
werden, wenn die Koeffizienten mit groBerer C:renauigkeit gegeben sind, 
als sie der Reehenschieber zu liefem vermag. 1m allgemeinen muBte 
man, wenn der Reehensehieber nicht ausreicht, mit der Reehenmaschine 
oder mit Logarithmen reehnen, doeh laBt sich auch ein Kunstgrifi an­
wenden, dureh den man eine Gleichung erha.1t, die x sozusagen nur 
schwach enthalt, bei der also der Koeffizient von x absolut klein ist 
gegen den der anderen Gleichung, Sind in unserem Beispiel die Koeffi­
zienten mit hundertfacher Genauigkeit gegeben: 

4'1700 x - 2'1300 Y - }'2800 = 0 , 
-- 1'0300 x + n100 y - 1'5600 = 0 , 

so wiirde bei direkter Aufliisung mit dem Rechenschieber diese griiBere 
Genauigkeit nicht mehr ausgenutzt werden kiinnen, Leitet man jedoch 
zunaehst eine neue Gldchung ab dadurch, daB man die erste Gleiehung 
durch 4 dividiert und zu der zweiten addiert, so entsteht eine weitere 
Gleichung, bei der der Koeffizient von x so klein ist, daB die Reduktion 
der ersten in Verbindung mit dieser neuen Gleichung durch den Reehen­
schieber mit ausreichender Genauigkeit miiglich wird, Die noch auf­
tretenden Multiplikationen und Divisionen von vier- und fiinfstelligen 
Zahlen kiinnen ebenfalls mit dem Rechenschieber ausgefiihrt werden, 
nar.hdem man ein- bis zweimal direkt gerechnet hat (siehe S, 12). Die 
ganze Rechnung gestaltet sirh jetzt folgenclf'rmal3en: 

x 

-+'1700 - 2'1300 - 3"2800 - -+-8656 
- 1'~9\O .. '1700 

~6 
6956 - 1'0300 3'7100 - 1'5600 

1'0425 - 0'5325 - 0'8200 4170 
-------

2786 0 0'0125 3'1775 - 2'3800 
- 0·0125 M 98 2786 .,l'.:::.. 1-1668 

-----
3'1,839 - 2'3702 

2'2287 

1~15 0 

1-+15 Y = O-HH 
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Bisher ist immer vorausgesetzt worden, daB der Koeffizient 

b~ = b2 - :2 b1 
1 

von 0 verschieden ist, d. h. daB die Determinante des Gleichungssystems 
nieht verschwindet. Sind die Koeffizienten nur mit einer gewissen 
Genauigkeit gegeben, so kann es vorkommen, daB die Determinante 
des Systems sehr klein wird, ohne daB man innerhalb der Genauigkeits­
grenzen sagen kann, ob sie verschwindet oder nicht. Wilrden in unserem 
Beispiel die Gleichungen lauten 

4'16 x - 2'12 Y - 3'28 = 0, 
-1'04x + 0'53 Y -1'56 = 0, 

so wiirden wir daraus durch Elimination von x die Gleichung erhalten 

0'00 Y - 2'38 = 0 . 

Wir konnten daher schlieBen, daB die Gleichungen einen Widerspruch 
enthalten, daB es keine endlichen Losungen fiir die Unbekannten gibt. 
Nehmen wir nun aber an, daB die Koeffizienten nur bis auf eine Einheit 
der letzten Stelle genau sind, so konnte fLir O'OOy mit demselben Rechte 
0'01 yoder - 0'01 Y gesetzt werden. Der Maximalwert 0'01 des Koeffi­
zienten wiirde y = 238 ergeben, der Minimalwert - 0'01 = - 238 . 
Die Genauigkeit der Koeffizienten gestattet also fiir y nur die Bestim­
mung, daB sein Wert auBerhalb des Intervalls - 238 bis + 238 liegt. 

§ 11. Gleichungen mit drei und mehr Unbekannten. 

Sind mehr als zwei Unbekannte gegeben, so lal3t sich die nume­
rische Auflosung der Gleichungen ganz analog durehfiihren. Es 5011 

nur noch der Fall von drei Unbekannten betrachtet werden, da dann die 
Ausdehnung des Verfahrens auf belie big viele Unbekannte sofort 
ersichtlich ist. Gegeben seien die Gleichungen 

I al x + b1 Y + c1 Z + II = 0 , 
{2} a2 x + b2 y + c2 z + l2 = 0, 

a3 x + baY + caz + la = 0 . 

Von den Koeffizienten aI' a2 , a3 kann wenigstens einer yon Kull 
verschieden angenommen werden. Die Gleichung, die den absolut 
groBten Koeffizienten a enthalt, denken wir uns an den Anfang gestellt. 
Wir multiplizieren die erste Gleichung mit einer Zahl 'Itt so, daB 
m . a1 = - a2 wird und addieren die erhaltene Gleichung zu der zweiten. 
Ebenso bestimmen wir eine Zahl n so, daB n . a1 = - aa ist; die mit n 
multiplizierte erste Gleichung addieren wir zur dritten. Auf diese Weise 
entstehen zwei neue Gleichungen, die nun x nicht mehr enthalten: 

(3) { b~y + c~z + l~ = 0 , 
b~ Y + c~) z + (; = 0 . 
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Wieder denken wir uns jetzt die Gleiehung, die den absolut groBten 
Koeffizienten b enthalt, vorangestellt, vorausgesetzt, daB nieht b~ und 
b~ <Yleiehzeitig versebwinden. Andernfalls konnen wir die Rollen von 
./ u':td z vertausehen, also die dritte Kolonne an die Stelle der zweiten 
treten lassen. Sind die vier GroBen b~, b;, e;, Ca gleieh Null, so ent­
halten die Gleichungen entweder einen Widersprueh oder sie sind nieht 
voneinander unabbangig, je nacbdem ob die Gr6Bm l~ und l~ von Null 
verschieden sind oder nieht. 

Die beiden Gleiehungen (3) werden nun analog bebandelt, wir be­
stimmen eine Zahl n', so daB n'· b; = - b; ist und addieren die 
mit 11' muitiplizierte erste Gleichung zur zweiten. Es entsteht eine 
Gleichung fUr z allein: 

1st e~ = 0, so enthalten die Gleichungen einen Widersprueh oder sind 
nicht unabbangig voneinander, je naehdem ob II von Null versehieden 
ist oder nieht. FUr den reguHiren Fall konnen wir daher bei drei Glei­
chungen die Bedingung formulieren 

Das Produkt auf der linken Seite ist aueh hier wieder identiseb mit der 
Determinante des Systems. 

Zur Ermittlung der Unbekannten werden jetzt die KoIonnen genau 
so bebandelt wie vorher die Zeilen. Wir bestimmen zunaebst eine Zabl z 
Sfl, daB z· c~ = -I; ist. Mit z multiplizieren ",ir die Gr6Ben e1 , c;, 
eX der dritten Kolonne [siebe (2 al] und addieren die Produkte 
zu den entspreehenden GroBen der vierten KoIonnen, es entstebt die 
neue Kolonne ~, 1; und O. Jetzt wird eine ZabI y so bestimmt, daB 
y. b; = -1; ist. Mit y multiplizieren wir die zweite Kolonne bl , b; 
und addieren die Produkte zu der soeben neu erbaltenen Kolonne, 

es entsteht 11 und O. SeblieBlich bestimmen wir nocb eine Zabi x so, 

daB X· al = -~ wird. 

Bei einer Hlngeren Rechnung ist es sehr erwi.inscht, Proben zu be­
sitzen, die es gestatten, im Verlauf der Reehnung die Riehtigkeit ein­
zeIner Teilresultate zu prufen. Zu diesem Zweek fiihrt man die alge­
braischen Summen SI' S2' sa der Koeffizienten einer jeden Zeile von (2) 
ein und nimmt mit ihnen genau dieselben Operationen vor wie mit den 
anderen Koeffizienten ihrer Zeile. Dann mussen die neugefundenen 
GroBen S2, s~ und s; wieder die algebraischen Summen der Koeffi­
zienten ihrer Zeilen darstellen. Man bildet also beispielsweise aus SI 

und S2 



40 Lineare G1eichungell. 

dann muB 5; die algebraische Summe der Koeffizienten b;, c;, I; 
darstellen. Denn es ist 

und die Summe 

• 0 ="2 + m ·al 

b2=b2 +m·bl 

C2 = C2 + m' Cl 

t; = 12 + m .11 

b; + '2 + 12 =, 52 + m . 51 = s;. 

Wenn man die Summen 5 sHindig mitfuhrt, hat man daher die Moglich­
keit, die Koeffizienten einer jeden Zeile zu prufen. 

Mit Benutzung der Summen gewinnt das Rechenschema fUr die 
Auflosung der drei Gleichungen (2) die folgende Gestalt: 

% y 

a1 b1 C1 11 $1 1; 
'I 

1; 0 
H, ybl xal x= 

aa ha c. I. sa 

I ,!,4, ",b. ",c, 1711, "'S, 
a. bs c. 13 53 

(2a) "'. "b, 1Ie, nl, 1IS' 

b' c; I; 5' l~ 0 • , 
zc~ yb~ Y= 

lY, c' , /' , s; 
n'b~ n'c~ n'l~ n's~ 

c" , /" 3 
,II 

3 0 
zc'; Z= 

Die Ausdehnung der Methode auf belie big viele Gleichungen leuchtet 
nun ohne weiteres ein. 

Die Richtigkeit der fUr x, y und z gefundenen Werte Hi13t sich nach­
traglich wieder durch Einsetzen prufen. Man vertauscht in den Glei­
chungen Zeilen mit Kolonnen und bildet die Summen: 

1. Gl. 2. Gl. 3. Gl. 

alx aa x a3x 

bly b2 y baY 
C1 Z c2 z C3Z 

-~------. 

Summe 

die mit den Werten -II' -la und -Is iibereinstimmen mussen. 
Als Beispiel sollen die drei Gleichungen 

4-17 x - 2'13 x + 1'17 z + 2'55 = 0, 

- 1'03 x + 3'71 y + 0'65 z + 1'15 = O. 

1'32 x - 1'06 Y + 4'58 z - 2'11 = 0 
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geliist werden, wobei zur Kontrolle die Koeffizientensummen mit­
gefiihrt werden miigen, Das Rechenschema gewinnt folgende Gestalt·; 

s y 6 

4'17 - 2'13 1 'I 7 2'55 5'76 3'28 4'871 0 
73 1'59 -4'87 X= -1'168 

-1'03 3'71 0'65 1'15 4'48 
1'03 53 29 63 1'42 

1'32 -1'06 4'58 - 2'11 2'73 
- 1'32 67 -37 81 -1'82 

3'18 1'78 
I 

0'94 5'90 I 2'37 0 
59 - 2'37 :Y = -0'745 

- 0'39 4'21 - 2'92 ,0'91 
I 0'39 12 22 72 

4'33 - 2'70 1'63 i 0 
2'70 ! z = 0'623 

Durch Einsetzen der gefundenen Werte ergeben sich die Summen 

I, Gl. 2, Gl. 3, Gl. 

- 4'87 1'20 -1'54 

1'59 - 2'76 0'79 

0'73 0'41 2'86 
----

- 2'55 - 1'15 2'11 

die mit den negativen l-Werten innerhalb der Genauigkeitsgrenzen 
iibereinstimmen. 

§ 12. Anwendungen. 

Wie zu Beginn dieses Kapitels erwahnt wurde, geschieht die nume­
rische Berechnttng t'on Determinante/l am zweckmaBigsten nach dem 
gleichen Verfahren, das wir soeben iiir die Aufliisung von linearen Glei­
chungen kennengelernt haben, Man braucht dabei nur von dem Satze 
Gebrauch zu machen, daB sich der "Vert einer Determinante nicht 
andert, wenn zu den Elementen einer Reihe ein und dasselbe Vielfache 
der entsprechenden Elemente einer Parallelreihe hinzugefi.igt wird. 
Auf Grund dieses Satzes gestattet unser Verfahren die Umwandlung 
der gegebenen Determinante schrittweise in cine Determinante, bei der 
die Elemente auf einer Seite der Diagonalen gleich Xull sind. Ihr Wert 
ist dann gleich dem Produkt der Diagonalglieder. 

Berechnen wir beispielsweise den numerischen \Vert einer Determi­
nante dritten Gr;J.des 

, al bi c1 I 
D= a2 b2 c2 i . 

(Is ba C3 i , 
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Die Elemente einer Zeile behandeln wir genau so, als waren sle die 
Koeffizienten einer linearen Gleichung 

al bl C1 

a2 bz C2 
mal mbl mCl 

aa ba C3 

nal n hI nCl 
--~--4 

b; C; 
nb~ n' c~ 

···7{ 
Dann ist D = aIb'2c;). 

Raben wir gemaB unserer Yorschrift bei der Berechnung der Deter­
minante einzelne Zeilen oder Kolonnen miteinander vertauscht, so ist 
zu beachten, daB.jedesmal"bei einer Vertauschung die Determinante ihr 
Vorzeichen wechselt. 

Auch bei der Berechnung von Determinanten kann zur Kontrolle der 
einzelnen Schritte die Summe der Elemente einer Zeile mitgefiihrt werden. 

Eine weitere Anwendung findet unser Verfahren bei der Umkehrung 
eines Systems linearer homogener Funktionen. Sind beispielsweise die 
drei Funktionen u, v und w in x, y und z gegeben, 

(4) v = a2 x + b2 y + c2 z, I u = a1x + hiY + clz, 

W = aax + baY + caz, 
so kann man umgekehrt x, Y und Z als Funktionen von u, v und waus­
zudrucken suchen. 

Wir verfahren zunachst genau so ,vie friiher, nur daB wir jetzt rechts 
nicht eine, sondern drei Kolonnen fiir u, v und wanschreiben. Es ergibt 
sichdas Schema (4a). Wieder soll al der absolut griiJ3te der Koeffizienten a 
sein, und ebenso b~absolut griiBer alsb~. Wenn von den vier GriiBenb~, C2. 
~, c3 wenigstens eine von Null verschieden ist, kiinnen wir sie immer durch 
Vertauschung von Zeilen und Kolonnen auf den Platz von b~ bringen. lst 

a:t }o b. 
ma, mb. 

(4a) a. }o b. 

~'" nb, 

bj 

b; } 
n'b~ 0 

c, }o 
,uc~/ 

C2 

m'. 
c. 
~'1 

c; } 0 
v~' 

c3 

n' cj 

c" .1 

! w 

!:~, } <Xl 
y C(2 

~ } )'1 
v v 

o o 
o 0 

o 0 
o 0 

----------

m } 1 tp 0 }v <X., 
Pc(, .. )' t~' J 2 , 
n 0 

n',1l n' 0 
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in der letzten Gleichung c~ of 0, so ist damit z als lineare homogene 
Funktion von u, v und W ausgedriickt: 

(5) I;z = lXaU + n'v + w. 

Urn auch x und y auszudriicken, werden im Gegensatz zu frillier 
in (4a) besser die Zeilen benutzt. Wir bestimmen eine Zahl /-' so, daB 
/-,1; = - c1 ist und addieren die mit /-' multiplizierte letzte Zeile zur 
ersten. Ferner multiplizieren wir die letzte Gleichung mit einer Zahl v 
so, daB v I; = - c2 wird und addieren sie zur Zeile b2 y + c3 z = ... 
Da der Koeffizient von z jetzt verschwindet, ergibt sich 

(6) b;y = /X2 U + P2V + vw. 

SchlieBlich multiplizieren wir diese Gleichung noch mit einer Zahl II' so, 
daB v' b; = - b1 wird und addieren sie zur ersten Zelle. Hier ver­
schwindet jetzt auch der Koeffizient von y und es wird 

alx = /Xl U + Pl V + Y1 W • 

Damit ist die Aufgabe gelost unter der Voraussetzung, daB 

a1b;cr ~ 0 

ist. Ware C3 = 0, was sich allerdings nur feststellen Hi.l3t, wenn die 
Koeffizienten genau gegeben sind, so wiirde zwischen u, v und w die 
lineare Beziehung bestehen 

/Xa u + n'v + w = 0 . 

D. h. man kann die drei Gleichungen nur fiir solche Werte von ~I, v 
und w nach x, y und z aufl6sen, die diese Relation erfiillen. z kann man 
dann noch willkiirlich annehmen. y und x sind durch die Gleichungen 
(6) und (7) bestimmt. Es gibt demnach unendlich viele Wertsysteme 
x. y. z, die den Gleichungen geniigen. 

In der Regel sind die neun Koeffizienten nur mit einer gewissen 
Genauigkeit gegeben. Man kann dann nur sagen. daB c1 sehr klein 
ist und das Intervall abschatzen, in dem es liegen muB. Da dann 

<Xa 11.' 1 
Z=:;;fl+-,;V+-,;W 

"3 C3 CJ 

ist, wiirde eine kleine Anderung von w schon eine sehr groBe Anderung 
von z nach sich ziehen. 

Wiirden die vier Koeffizienten b2• C2, b'a und c3 gleichzeitig ver­
schwinden, so miiBten zwischen 11, v und w die Gleichungen bestehen: 

mu+v=O, 

lIU+W=O. 

Von den drei Werten 11, v und w kann nur einer willkiirlich angenommen 
werden. die beiden anderen sind dann bestimmt, wenn das Gleichungs­
system (4) iiberhaupt aufl6sbar sein solI. Wiihlt man ein Wertetripel 
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II, V, w, das die Relationen erfiillt, so kann man y und z belie big annehmen, 
x ist durch Gleichung (7) bestimmto 

DaB al von Null verschieden vorausgesetzt wird, ist keine Beschran­
kung der Aligemeinheit, da man jeden der neun Koeffizienten von (4) 
durch Vertauschung von Zeilen oder Kolonnen an die Stelle von al 

bringen kanno ° 

§ 13. Aufgaben zurn 2. Kapitel. 

1, Die beiden linearen Gleichungen 

3'21 x - 1'743 Y = 4'68, 
2'58 x + 6'14 y = 10'31 

sind mit dem Rechenschieber aufzulosen, 
2, Die beiden linearen Gleichungen 

5'1837 x + 1'2685 y = 0'3486, 
1"7931 x - 02'05148 Y = 1'8692 

sind mit dem Rechenschieber aufzulosen, Die Rechnung ist auf vier 
Dezimalen durchzufiihreno 

30 Die drei linearen Gleichungen 

2 0 86x--4"78Y+3°19 z=l"37S 
6°32 x + 2'47 Y - 5°64 z = 4°12 , 
3°03 x - 5°91 Y + 1°553 z = 1°362 

sind mit dem Rechenschieber aufzuliiseno 
4o Die Determinante vierten Grades 

5°1 n - 2°9 
2°6 - 3°1 5°7 

-4"8 8°5 -9°4 
3'8 -1"7 -4°0 

-1°6 I 

-6°9 
7"2 
S03 

ist mit dem Rechenschieber angenahert zu berechneno 
50 Die drei linearen Funktionen 

11 = 8°25 x - 3"96 y - 4°18 z , 
v = - 5°18 x + 5"75 y - 2°18 z , 

oW = 2"97 x - 8°39 Y - 7"15 z 

sind nach x, y und z aufzuliiseno 



Ddttes Kapitel. 

Ausgleichungsrechnung. 

§ 14. Die Aufgabe der Ausgleichungsrechnung. 

Die linearen Gleichungen und ihre numerische Behandlung haben 
ein wichtiges Anwendungsgebiet in der Ausgleichllngsrechnung. 

Jede physikalische Messung ist infolge der Unvollkommenheit 
unserer Sinne und der Mangelhaftigkeit der angewandten Hilfsmethoden 
Fehlern unterworfen. Die wiederholte ?lIessung ein und derselben GroBe, 
von deren Unveranderlichkeit wir liberzeugt sind, liefert uns stets mehr 
oder weniger voneinander abweichende Werte, ein Zeichen flir das Auf­
treten unkontrollierbarer Fehler. 

Die Frsachen Hir die Entstehung von Beobachtungsfehlern sind 
mancherlei Art und bestimmen haufig deren GroBe und Eigenschaft. 
Man wird daher versuchen, aus letzteren auf die Fehlerquellen zu 
schlieBen. 

Zu erwahnen sind zunachst die "groben" Fehler, die ihren Grund in 
unubersehbaren auBeren EinfHissen, in besonderer Nachlassigkeit des 
Beobachters oder in unrichtiger Handhabung der Instrumente haben, 
oder als Ablesungs- oder Rechenfehler auftreten. \regen ihrer besonderen 
GroBe machen sich die grohen Fehler meistens bemerkbar an dem ganz­
lichen Herausfallen einer Beobachtung aus einer Reihe ahnlicher und 
sind daher leicht auszumerzen. Sie unterliegen nicht der Ausgleichung. 

Daneben treten "regelmaf3ige" Fehler auf, wenn die ~roglichkeit 
besteht, daB bei einer bestimmten Anordnung die "JIessung immer ein 
in derselben Richtung abweichendes, also entweder ein stets Zll groBes 
oder stets zu kleines Resultat liefert. Beispielsweise liegt bei der Aus­
messung einer Strecke durch ~IeBlatten die Gefahr vor, statt der geraden 
Strecke einen Polygonzug zu messen. FUr die gemessene Strecke ergibt 
sich stets ein zu groBer Wert, und dieser Fehler wachst regelmaBig mit 
der BeobachtungsgroBe. Die regelmaJ3igen Fehler machen sich erst 
bemerkbar bei Verwendung verschiedener Messungsmethoden nnd konnen 
daher erst aus auf verschiedenen \\'egen gewonnenen Resnltaten aus­
geschaltet werden. 
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SchlieBlieh treten noeh "zu/iillige" Fehler auf, d. h. Fehler, von 
denen man annehmen kann, daB sie mit gleicher Wahrscheinliehkeit 
das Resultat in dem einen oder anderen Sinne beeinflussen: In unserem 
Beispiel kann es ebensogut vorkommen, daB die tatten beim Anein­
anderlegen etwas zu viel oder etwas zu wenig iibereinander gesehoben 
werden. 

§ 15. Ausgleichung direkter Beobachtungen von gleicher 
Genauigkeit. 

Die zufaIligen Fehler sind der Ausgleichung ohne weiteres zuganglich. 
Das Verfahren 5011 zunachst an dem einfaehsten Beispiel, narnlich der 
Ermittelung des Wertes einer Unbekannten durch eine Reihe von Mes­
sungen auseinandergesetzt werden. Wir nennen X die wahre, aber 
unzugangliche GroBe der Unbekannten. Aus n Messungen seien die 
Werte 11 , Is • .. In gefunden worden. die wegen der Beobachtungsfehler 
nieht untereinander iibereinstimmen. Die Messungen seien so ausgefiihrt, 
daB wir zu der Genauigkeit einer jeden dasselbe Vertrauen haben konnen. 
Die wahren Fehler der einzelnen Messung sind dann 

X -11 = E1 , 

X -12 = E2 , 

X -In = En· 
Die GroBen Ii sind teils positiv, teils negativ. Urn uns vom Vorzeichen 

frei zu machen, fiihren wir mit GaufJ ihre Quadrate ein und bilden das 
arithmetische Mittel m2 

m2 = ·1 + .: + ... + .! = [et] • 
n n 

(Das von Gat4fJ eingefiihrte Summenzeichen 5011 im folgenden stets bei­
behalten werden.) Die GroBe m, die offenbar ein MaB fUr die Genauigkeit 
der einzelnen Beobachtungen darstellt, heiJ3t mittlerer Fehler. 

Da wir den wahren Wert der Unbekannten nicht kennen, suehen 
wir aus den Beobaehtungen 1112 ... In eine GroBe L abzuleiten, die ihm 
wenigstens moglichst nahe kommt. Von diesem "wahrscheinlichsten" 
Wert der Unbekannten unterscheiden sich die Beobachtungen urn die 
"wahrseheinlichen" Fehler 

L -/1 = VI' 

L -12 = Va' 

L -In = Vn. 

GaufJ nimmt an, daB L dem Werte X dann moglichst nahekommt, 
wenn die SlImme der Quadrate der wllhrscheinlichen Fehler ein Minimum 
wird. Die Bedingung . 

[vv] = Min. 
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IaBt sich an die Spitze der ganzen AusgIcichungsrechnung stellcn und 
hat dazu geHihrt, daB man diese Art der Fehlerausgleichung als die 
Methode der kleinsten Quadrate bezeichnet. In unserem einfachen Fall 
ist [vv] eine Funktion Q von L aUein, und die Minimumsbedingung 
fiihrt safart zur Bestimmung yon L aus der Gleichung 

dD 
'dL =0. 

Die Differentiation der Summe ergibt 

~~. = ddL {(L _11)2 + (L -12)2 + ... (L -In)2} 

= 2 {(L -11) + (L - 12) + ... (V- In)} = 2 [v], 
und aus [v] = 0 falgt 

[v] = nL - [I] = 0 
oder 
(1) 

1m Falle gleich ge1lauer Beobachtltngen einer GroBe gibt also das arith­
metische Mittel ihren wahrseheinliehen 'vVert. 

Urn den mittleren Fehler einer Messung zu finden, kann man an 
Stelle der unbekannten wahren Fehler E die bekannten Abweichungen 
der Beobaehtungen vom arithmetisehen Mittel 

Vi= L-li 

benutzen, hat dann aber, ,vie bei Gauj3 gezeigt wird, die Summe der 
Quadrate nicht dureh 11, sondern dureh n - 1 zu teilen; 

(2) 1'/1 = 1/ [vv] . r n-1 

Praktiseh 1st es von groBer Wichtigkeit, neben der Kenntnis des 
mittleren FehIers einer Messung I aueh einen Einbliek in die Genauigkeit 
des Mittelwertes L zu ge"linnen. Dazu bestimmt man den mittleren 
Fehler M des Mittelwertes meh dem Satze liber die Fortpflanzung der 

mittleren Fehler. 1st S = a + b + c + ... 
und sind die mittleren Fehler von a, b, c ... entsprechend ma , mb, me' ,., 

so ist der mittlere Fehler ms von S gegeben dureh 

In unserem Falle ist 
m~ = m! + m~ + m: + ... 

d d' . I F hI I, I. I.. d all . d . h un Ie mItt eren e er von 11' 11 ... 11 sm e untereman er glele , 

und zwar gleich !'! .. Der mittlere Fehler von L berechnet sich demnach aus 
n . 

zu 
( m)2 m2 

m2 =n· n =n 

111= "'-.=1" [vv] 
)'" n(n - 1) • 
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Bisweilen ist es miihsam, die Summe [v v] nach der Ermittelung 
von L direkt auszurechnen. \-'iir iiihren dann einen von L wenig ver­
schiedenen runden Niihertlngswat N ein und setzen . 

L-N=A. 

\Vir rechnen gev{issermaBerr die gemessenen Vlerte von einem neuen 
Nullpunkte aus, den wir so legen, daB die Unterschiede l klein werden. 

Fiir die Abweichungen vom Mittelwerte erhalten wir 

v,=L-I,=A-l" 

und durch Summierung ergibt sich, da [v] = 0 ist, 

(4) nA = [l]. 

Andererseits erhalten .,vir fiir 

v~ = A2 - 2A..t. + 1; 
und durch Summierung. 

[v v] = nA2- 2A [l] + [ll]. 
In Verbindung mit Gleichung (4) folgt damus 

(5) [vv] = - A [lJ + [ll]. 
Die Gleichungen (4) und (5) heWen in de!' in Kapitel II benutzten 

abgekiirzten Schreibweise 
.1 

(6) 

[v v] 

o 
1 

[1] 
[..tA] 

und gestatten aus den leicht zu bildenden Summen [1] und [Al] die Be­
rechnung von A und [v v]. A ergibt sofort den gesuchten Mittelwert 

L=N+A .. 

Aus [v v] sind nach (2) und (3) die mittleren Fehler der Einzelmessung 
und des Mittelwertes zu berechnen. 

AIs Beispiel sol1 der wahrscheinlichste Wert eines 6mal gemessenen 
Winkels berechnet werden, sowie der mittlere Fehler der einzelnen Mes­
sung und des Mittelwertes 

H 

340 45' 52/1 + 7" 49 
340 , ., 

.,) 47" + 2" 4 
340 45' 23" - 22" 484 
340 45' 39" 6" 36 
340 45' 41" - 4" 16 
340 45' 53" + 8" 64 

[ 1 - 15" 653 

Als ~aherungswert nehmen wir 

N = 340 45' 45" 
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und erhalten die angeschriebenen Spalten fiir ). und ).)., Das Gleichungs­
system (6) lautet also 

A 

6 
-15 

15 

und liefert die Lasungen 

, [v v] 

o 

o 

A=-2'S", 

Somit ergibt sich als Mittelwert 

-15 
653 

- 37'5 

[v v] = 615'5. 

L = N + A = 340 45' 42' 5", 

als mittlerer Fehler einer Messung 
,--

m = V 61:-5 = l'123'1 = 11'1" 

und als mittlerer Fehler des arithmetischen Mittels 

m = 1/ 615 '5 = Y20'52 = 4'5". 
30 

§ 16. Ausgleichung direkter Beobachtungen von 
verschiedener Genauigkeit. 

Sind die einzelnen vVerte I nicht mit gleicher Genauigkeit gemessen 
worden, etwa weil sie durch verschieden genaue Methoden erhalten 
worden sind, so wird man sie auch nieht gleichmaBig zur Mittelbildung 
heranziehen, sondern ihnen ein nach illrer Genauigkeit verschiedenes 
"Gewicht" erteilen. 

Nehmen wir einmal an, die GraBen lv seien selbst wieder als Mittel­
werte aus Pv Elementarbeobachiltngen von durchweg gleicher Genauigkeit 

erhalten worden [I'] [/"] [~"] 
11 = - , 12 = - .... , , tn = -- . 

PI P. P. 
Den gesuchten ?I1ittelwert L erhaIten wir dann durch Zuruckgehen auf 
die Beobachtungen gleicher Genauigkeit als arithmetisches :'Iittel 

l' + l' + I' + /" + I" + I" + /"1 + /(n, + ,,'1 L = l • • •• PL l 2 • •• P, • •• 1 , ••• ' •• 

PI + P. +'" P. 
Fassen wir die Elementarbeobachtungen wieder zu den Zwischenmitteln 
zusammen, so \\ird 
(1') L = p,I, + P,i."; , .. P.i~~ = [PI]. 

P,+P,+",P, [PI 
Die Zahlen p, auf deren Verhaltnis es allein ankommt, sind die den 

verschieden genauen Beobachtungrn zukommenden Cewichie. Dem 
Run g f' . K 6 n i g, Vor!e,>une;:t'll. 
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Mittel L miissen wir das Gewicht P = [p] erteilen, da sich L aus [P] 
Elementarbeobachtungen zusammensetzt. Nennen wir den mittleren 
Fehler einer Elementarbeobachtung fl., so werden nach (3) die mittleren 
Fehler der GroBen Z,. und des Mittels L: 

(2') m,. = ~~ , M = fp . 
In der Regel werden nun die Griinde fiir die verschiedene Genauig­

keit der GroBen Iv anderer Natur sein. \Vir konnen dann die vorstehen­
den Formeln dazu benutzen, die Gewichte p aus den irgendwie fest­
gestellten mittleren Fehlern herzuleiten. Da es bei den Gewichten auf 
einen gemeinsamen Faktor nicht ankommt, konnen wir die GroBe fl. 
(den mittleren Fehler der Gewichtseinheit) willkiirlich wahlen und er­
halten 

Die Abweichungen der einzelnen Beobachtungen gegen den Mittel­
wert werden wie friiher gebildet 

L -Iv = Vv. 

Bei der Summe der Fehlerquadrate ist jetzt aber zu beachten, daB die 
Fehler von Beobachtungen verschiedener Genauigkeit herriihren, daB 
also bei der Summenbildung den einzelnen Fehlerquadraten verschiedene 
Gewichte zu erteilen sind. Die Minimumsbedingung lautet daher jetzt 

[P v v] = ~Iin . 
Die Summe ist wieder eine Funktion Q von L allein, und wir erhalten 
durch Nullsetzen der Ableitung 

+ ~~ = ~ ddL~Pv(L _lv)2= [pv] = 0= [PJL - [Pl], 

also in '(Jbereinstimmung mit (1') 

L = [PI] 
[P] • 

Die Summe [pvv] kann dazu benutzt werden, die mittleren Feh\er 
nach der Ausgleichung zu berechnen. Der mittlere Fehler der Gewichts­
einheit ist, "ie man zeigen kann 

fi=VWvVJ . n-1 

Daraus ergeben sich die mittleren Fehler der BeobachtungsgroBen und 
des Mittelwertes nach der Ausgleichung 

(3') - Ii 1/ [pvvJ - Ii 1/ [pvvJ 
mv = YPv. = I (n -W-:' m = 1[> = Y (n -1)[PJ· 

Die mittleren Fehler vor der Ausgleichung (2') und nach der Aus­
gleichung (3') miissen bei geniigender Anzahl von Beobachtungen iiber-
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einstimmen, wenn die Ungenauigkeit der Messungen nur von zufa.lligen 
Fehlern herrtihrt. Jede Verschiedenheit ist ein Zeichen fUr das Auftreten 
von graben oder regelma13igen Fehlern. 

FUr die numerische Berechmmg ist es wieder bequem, einen runden 
Naherungswert N einzufiihren. Bezeichnen wir die Abweichungen vom 
Naherungswert wie frtiher 

- I. - N = lv, L-N=A, 
so wird wieder 

v. = A -l., 
und da jetzt [p v] = 0 ist, 

(4') O=[pv]=[P]A-[Pl]. 

Bilden wir andererseits 

[pvv] = ~P(A -l.)2 = [P]A2 - 2[Pl]A + [PH], . 
so folgt wegen (4') 
(5') [pvv] = -[Pl]A+[PH]. 

Die Gleichungen (4') und (5') gestatten jetzt die Berechnung von A und 

[P v v] .1 [pvv] 

(6') { [P] 0 
[Pl] 1 

[Pl] 
[PH]' 

Aus A ergibt sich der gesuchte ~littelwert 

- L=N+A. 

Als Beispiel mogen sieben von verschiedenen Beobachtern nach ver­
schiedenen Methoden gefundenen Werte fiir die Sonnenparallaxe unter­
einander ausgeglichen werden. Die erste Spalte enthalt die gefundenen -
Werte, die zweite ihre mittleren Fehler. Nimmt man als mittleren Fehler 
der Gewichtseinheit ft = 0'020", so ergeben sich die in der dritten Spalte 
angefiihrten Gewichte. Mit dem Nliherungswert N = 8-900" ergeben sich 
die tibrigen Spalten in Einheiten der letzten Dezimale. 

'1 

8-780" 
S-794" 
S-S57" 
8'802" 
8'806" 
8-806" 
8-807" 

m 

0'020" 

0-022" 

0-023" 

0-007" 

0-044" 

1 -0 

0-8 

o-S 
8-2 
0-2 

0-006" 11 -1 
0-004" 25-0 

-----,- ~~~-----

[] =, 47-1 

-20 

- 6 

57 
2 

6 
6 

pJ. 

-20-0 

- 4-8 

45-6 
16-4 

1-2 
66-6 

400 

29 
2599 

33 
7 

400 
7 175-0 1225 .... "'1-' 280-0 ····:-4693 -

m 

0'022" 

0-025" 

0-025" 

0-008" 

0-050" 

0-007" 
0-004" 

1) Die Gewichte p werden aus den mittleren Fehlern m sehr be quem mit 
dem Rechen,chieber gewonnen, indem man mit umgekehrter lunge m auf der 
X-Skala und p auf der I-Skala abliest_ 

4* 
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Das Schema der Iinearen Gleichungen 

A [pv v] 

47'1 0 280 
280 4693 

-280 0 -1665 
1 3028 

liefert die Lasungen 
A= 5'9, [pvvJ = 3028. 

Damit erhalten wir den Mittelwert 

L = N + ./l = 8'8059" 

und den mittleren Fehler der Gewichtseinheit nach der Ausgleichung. 

p. = -V[:~v; = y30;8 . 10- 3 = y504'7 .10- 3 = 22'5 .10- 3 • 

Vol- der Ausgleichung ergab sich der mittlere FehJer des Mittels 

m = ~,.- = ~020 = 0'0029", 
¥[PJ ¥-Hl 

nach der Ausgleichung finden wir dafiir 

m = ~_ = 0'0225 = 0'0033". 
HpJ ¥47'j 

Die mittleren Fehler der einzelnen Messungen, aus -
,. 

my = yp; 

berechnet, finden sich in der letzten Spalte angegeben. 
Die mittleren Fehler vor und nach der Ausgleichung zeigen eine 

geringe, aber doch bemerkbare Differenz, ein Zeichen dafiir, dail bei 
deneinzelnen Beobachtungen regelmaJ3ige Fehler nieht ganz ausgeschaltet 
waren. 

§ 17. Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen. 

Die :'lIethoele cler kleinstell Quadrate liilt sieh auf die Bestimmung 
mehrerer Unbekallliit'li ausdehncn. Damit tiberhaupt eine .\ufgabe (ler 
Ausgleichungsrechnung vorliegt, muil Uberbestimmung vorhanden sein, 
d. h. die Messungen mussen mehr Gleichungen liefern als Unbekannte 
zu berechnen sind. 1hre \\'erte werden dann so bestimmt, dail sie allen 
Messungen am besten gerecht werden. :'I[an spricht in diescm Falle yon 
vermittelnden Beobachtllllgen 

\\,ir behandeln zunikhst den speziellen Fall zweier C nbekanntcn, 
(lie mit den gemessenen GraBen durch cine iinearc Bezielzllng verkniipft 
sind. Gesucht sinn die beiden Gri:i(\en ex nnd fL wahrend n Wertepaare 
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%., y. beobachtet worden sind. Dabei soll zwischen beobachteten und 
gesuchten Gr1)Ben die Gleichung bestehen: 

(7) (1.+px-y=O. 

Wegen der Fehlerhaftigkeit der Beobachtungen wird es nicht mag­
lich sein, (1. und p so zu bestimmen, daB Gleichung (7) von allen Werte­
paaren x., y. erfiillt "\\'ird. Fiir irgend zwei Werte (1. und P ergeben sich 
die Abweichungen 
(7') v. = (1. + fJ x. - y. , 

und wir kannen nun genau wie frilher diejenigen Werte (1. und pals die 
wahrscheinlichsten hinstellen, fiir die [vv] ein Minimum wird. Da 
[v v] eine Funktion Q von (1. und p ist, ergeben sich aus der Minimums­
forderung durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen nach (1. und 11 
zwei lineare Gleichungen zur Bestimmung der beiden Unbekannten. 

An Stelle des direkten Weges empfiehlt es sich jedoch auch hier 
wieder, zunachst zwei Naherungswerte (1.0 und 'Po einzufiihren, die man 
aus irgend zweien der beobachteten Gleichungen ableitet. Nach Glei­
chung (7) ist jetzt zu jedem x, ein Wert k, zugeordnet: 

CX o + flox, - k~ = 0, 

der von dem beobachteten y, nicht sehr verschieden ist. Setzen wir die 
Differenzen 

CX - (1.0 =~, 

P - Po = I}, 

y. - k. = t., 
so erhalten wir fiir die Abweichungen v. aus den beiden Gleichungen 

durch Subtraktion 

(1. + fJx. - y. = V., 

/Xo + Pox, - k. = 0 

(8) ~ + 1J x, - t, = v, . 

Die Funktion Q erhlilt somit die Form 

Q = [v v] = ~ (~+ I} x, _1,)2, . 
und aus den partiellen Ableitungen, die jetzt entsprechend nach ~ und 1] zu 
nehmen sind, folgen zur Bestimmung von ~ nnd IJ die beiden Gleichungen 

(9) toQ [ toQ [ 
--= v]=O ---= xvl=O. 
2 aE ' 2 a, 

Zur Bestimmung der mittleren Fehler \\'ird wieder der Wert von Q 

sdbst gebraucht. Anstatt aber die Snmme [vv] nachtraglich zu be­
stimmen, wird man ihre Berechnung "ie oben zweckmaBig mit der 
Berechnung von ~ und 1} verbinden. Q kann aus Gleichung (8) direkt 
/:I:!bildet werden, bequemer ist es jecloch, die Funktion durch Einfiihrung 
eincr clritten Veranderlichen t zunachst homogen zu machcn: 

f} = ~(~ + IJX,. - tl,.)2, 
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und dann nach dem Werte dieser Funktion fi.ir t = 1 zu fragen. Nach 
dem Eulerschen Satz uber homugene Funktionen folgt namlich jetzt 

oD oD aD 
2!J= -a1'; +a--.;I) +fit t 

und mit Benutzung der Gleichungen (9) 
toD 

Q=[v];+[xv]I)+----t= -[lv]t, 
also fiir t=1 20e 

(10) Q= -[lv] = -Hl] -I)[xl] + [ll]. 
Die Gleichungen (9) stellen mit Verbindung mit (10) drei Gleichungen, 
die sog. Normalgleichungen, zur Bestirnmung von ;, I) und [vv] dar, 
ein System, das in unserer abgekiirzten Schreibweise unter Benutzung 
von (8) die Form erhalt 

(11) 

; 

I [:] [l] 

1J 
[x] 
[xx] 
[x I] 

[v v] 

o 
o 
1 

[l] 
[x I] 
[ll] 

; und I) liefem in Verbindung mit den Naherungswerten sofort die Un­
bekannten 

IX = IXo + ; , P = Po + 1/ . 

Werden die GroBen x, als genau und nur y, als fehlerhaft vorausgesetzt, 
so ergibt sich fiir den mittleren Fehler my, wie in der Ausgleichungsrech­
nung gezeigt wird, analog zu (2), (wo es sich urn die Bestimmung einer 
Unbekannten handelt), die Formel 

(12) m = l/Jvvf. 
n -2 

In der Regel werden nun aber die gemessenen GroBen x. und y, 
gleichzeitig mit Fehlern behaftet sein. Hat ein Wert x. den Fehler Ll x" 
so ist er in der Gleichung (7') durch x, + Llx, zu ersetzen. 

IX + P (x. + Ll x.) - y. = v. 
oder 

IX + jJx. - (y, - jJLlx,) = V,. 

Der Fehler von x, kann also zu dem von y, gezogen werden, und 
es macht fUr den Ansatz cler :'Iinimumsbeclingung niehts aus, wenn wir 
x als genau und nur y als fehlerhaft betrachten. Der Fehler m setzt sich 
jetzt zusammen aus clem mittleren Fehler my von y uncl dem mit fJ 
multiplizierten mittleren Fehler mx von x. Nach dem Satz uber die 
Fortpflanzung cler mittleren Fehler ist claher 

( 13) 
2 _ , R2' _ [v v] 

m - my + f' mx - n _ 2 . 

Kennt man clas Verhaltnis, in clem die mittleren Fehler der GroBen 
x und y zueinander stehen, so latH sich aus (13) jeder einzeln berechnen. 
1st etwa m;c = ;.-mv' 
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so wird 

1
m., =: V!V..:12 1"1 +lptlS ' 

lfTvVf ). 
m,= V n- 2 1"1 + pllI-· 

(H) 

Die mittleren Fehler der Gri:iBen 1X und fJ spielen in der Praxis .eine 
geringere Rolle. Es sei daher nur erwahnt, daB sie als Nebenprodukt 
bei der Aufli:isung des Systems (11) gewonnen werden ki:innen. Die 
Koeffizienten der beiden ersten Gleichungen bilden ein symmetrisches 
System, d. h. ein System, das bei der Vertauschung von Zeilen und 
Kolonnen ungeandert bleibt. Eliminiert man einmal aus der zweiten 
Gleichung mit Hilfe der ersten ?, so entsteht eine Gleiehung von der 
Form A B a1} = 2· 

Vertauscht man nun gleichzeitig die Zeilen und Kolonnen unter sich, 
so entsteht wieder ein symmetrisches System, in dem ? und 1} we Platze 
gewechselt haben. Die Elimination von 1} liefert jetzt eine Gleiehung 

Ai?=B\. 
Die Koeffizienten Ai und Aa liefern die gewimschten mittleren Fehler 

m 
m", = yA-;,-' 

m mp=-. 
YAa 

Die ganze Fragestellung laBt sich auch geometrisch auffassen. Ge­
messen sind die Koordinaten x und y einer Reihe von Punkten, die auf 
einer Geraden liegen sollen. Wegen der Messungsfehler ist es jedoch 
nicht mi:iglieh, durch aUe Punkte eine Gerade zu legen. Es fragt sieh, 
wie die Gerade zulegen ist, so daB sie allen Punkten "mi:iglichst" gerecht 
.. vird. Die Methode der kleinsten Quadrate gibt darauf die Antwort: 
Die Gerade ist so zu legen, daB 

[v v] = ~(1X + fJx, - y,.)a 
ein Minimum wird. • 

Durch zwei Punkte, am besten durch die mit der kleinsten und gri:iB­
ten Abszisse, wird zunachst eine "Naherungsgerade" gelegt. Die mit 
I. bezeichneten Gri:iBen sind jetzt die in der Ordinatenrichtung gemesse­
nen Strecken zwischen Punkt und Naherungsgeraden. Tragen \Vir diese 
Strecken zu den Abszissen x. auf, so handelt es sich darum, eine Gerade, 
die "Verbesserungsgerade", so durch die neuen Punkte zu legen, daB 

[v v] = ~ (; + 1}X, - 1,)2 . 
ein Minirimm wird. Die endgilltig gesuchte Gerade ergibt sich durch 
Superposition der Ordinaten der Verbessernngs- und der Naherungs­
geraden. 
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Haufig werden die Werte (X und p gar nicht selbst gesucht sein, 
sondern sollen nur dazu dienen, zu neuen \Verten x die zugehorigen Werte 
y zu berechnen. Es handelt sich dann also urn eine Interpolation zwischen 
den gemessenen und ausgeglichenen \Verten x,, y,. Man rechnet auch 
zu den neuen Abszissen xI' zweckma13ig zuerst die Naherungen 

(xo + Po XI' = kl , 

aus. Nach der Ermittelung der ZuschBige ~ und 11 ergeben sich die Ver­
besserungen 

die zusammen mit den Naherungen die gesuchten Werte y liefem: 

Y.u=k, .. + I. ... 

§ 18. Beispiel. 

Das folgende Beispiel bezieht sich auf die Ausmessung eines photo­
graphisch aufgenommenen Linienspektrums. Die mit x bezeichnete 
Spalte gibt die Abstande dieser Linien an, von irgendeinem N ullpunkte 
aus in ,It = 10- 3 mm gemessen. Z~ischen den \VellenHingen y (in 
Angstrom = 10 -; mm gemessen) und den Abstanden x besteht, da 
es sich urn ein hinreichend kleines Stuck eines Gitterspektrums handelt, 
eine lineare Beziehung 

y = IX + tix. 
FUr eine Reihe von Linien sind die Wellenlangen bekannt und in 

der Spalte yangegeben. Wir stellen uns die Aufgabe, nach der Methode 
der kleinsten Quadrate unter Benutzung dieser "Normalen" die Kon­
stanten der linearen Gleichung zu berechnen und mit ihnen die noch 
unbekannten \Vellenlangen zu bestimmen. 

Zuerst fUhren wir Naherungen (xo und Po ein, mit denen wir fUr die 
\Verte y, Naherungen k, ableiten. Aus dem ersten und letzten Werte­
paar ergibt sich 

p = Y. - Yl = 340]'468 - 3427'127 = -0'0093321. 
o x. - Xl 2169'S - 63'2 

Die Berechnung der Zwischenwerte erfolgt am bequemsten clurch Inter­
polation mit der Rechenmaschine in cler fruher beschriebenen \Veise 
(vgL S.29). Die Berechnnng von a o ist nicht erforderlich, da der Wert 
ja nur von dem willkurlich gewahlten Anfangspunkt der x-Skala ab­
hangt. Urn mit kleineren Zahlen rechnen zu konnen, verlegen wir diesen 
Anfangspunkt nach der Mitte der Skala, etwa nach 1200'0. Die von 
diesem Nullpunkt aus gezahlten Werte x' sind in der 5. Spalte angegeben, 
und zwar geniigt die Angabe von 0'1 mm. Die 4. Spalte gibt die Werte 
l = y -- k in Einheiten der dritten Dezimale. Die tibrigen Spalten 
liefem die Koeffizienten flir das System (11). 
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I I I 
I 

I 
" y k I 1 

I 
x I,,' I xx II 

I I 

63'2 3427'127 3427'127 ~I -It 0 121 0 

367'5 3424'290 3424'287 - 8 -24 64 9 

575'8 3422'343 - I (- 6) - - -- I 
I 

989'4 3418'514 3418'484 30 - 2 -60 4 900 

1059'0 3417'847 3417'834 13 - 1 -13 1 169 

1236'4 - 3416'179 - (0) I - - -
1563'0 3413'140 3413'131 9 + 4 

I 

36 16 81 

1852'8 - 3410'426 - (+ 7) - - -
2169'8 3407'468 3407'468 

_0 I 
+10 0 100 0 

2426'9 I 3405'069 (+12) 
I - I - -, -

[ 1 I + 55 I - 8 I -61 I 306 lit 59 

Das Schema zur Auflosung der linearen Gleichungen nimmt somit 
die Form an • ~ [v v] 

6 - 8 0 
55 I 
0'33 

55'3 

8 306 0 61 
8 10'7 0 73'3 

55 - 6t 1 1159 
- 55 73'3 0 - 504 

.----~---.-- _._------
295'3 0 12'3 o 

- 12'3 
12' 3 1 655 
12'3 0 0'5 

654 

Wir erhalten die Losungen 

~ = 9'22, 1} = 0'0417, [vv]=654·1O- S • 

Aus ~ und r} berechnen wir zunachst die Zuschlage 

Iv = ~ + rJx~ 
an den Stellen :c' = - 6; 0; + 7; + 12 und finden durch Addition zu 
den Naherungen k die gesuchten \Vellenlangen y . 

x' k Y 

- 6 8'97 3+22'343 3422'352 
0 9'22 16'179 16'188 

+ 7 9'51 10'426 10'436 
+12 9'72 3405'069 3405'079 

Dabei sind die Werte I wieder in Einheiten der letzten Dezimale 
gemessen. 

Die Summe [v,,] liefert den Fehler 

til = V6: 4 .10- 3 = i161-5. 10 3 = 12'8 ·10-", 
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Nimmt man die zur Messung herangezogenen WellenUi.ngennormalen 
als feWerfrei an, dann wird der mittlere FeWer einer Messung auf der 
Platte m 12'8.10- 3 

m"=7f= 0'00933 =1'37 (10- 3 mm). 

Da wir bei der Berechnung von; und 1J die GraBen I in der Einheit 
10- 3 und andererseits x' in der Einheit 102 gemessen haben, ergibt sich 
fUr 'f/ die Einheit 10- 3• Damit erhalten wir den Koeffizienten 

fJ = Po + 'f/ = - 0'0093321 + 0'04.10- 5 = - 0'0093317. 

Der mittlere FeWer von 13 ergibt sich aus m und dem bei der Auflasung 
der Gleichungen gefundenen Werte Aa = 295'3 '1Q4: 

m =~= 12'8.10-3 =7'4'10- 6 • 

P YA; Y29S'3 • 102 

Von Interesse ist es noch, den mittleren Fehler der durch die Inter­
polation neu gefundenen WellenHingen zu kennen. Berechnen wir mit 
Hilfe der !inearen Beziehung an einer Stelle xI! die Wellenlange, so mussen 
wir nach dem Fehler des Ausdrucks 

Ye=IX+pxe 

fragen. Wir verschieben den Anfangspunkt auf der x-Achse in den Punkt 
xI}' fiihren also neue Abscissen x' ein durch die Beziehung 

x =xe + x'. 

Die lineare Gleichung heiBt im neuen System 

Y= IX + 13 xI! + f3x' 
oder, wenn man zur AbkUrzung IX + f3xe = IJI,' setzt: 

Y = IJI,' + f3x'. 

Der gesuchte Fehler ist jetzt der mittlere Fehler von IJI,', wenn wir 
vorlaufig Xo als genau voraussetzen. Wie frUher erw1ihnt, finden wir 
ibn ebenso -wie den von 13 aus dem FeWer 

m = II [vvJ 
n-2 

und den Koeffizienten, die bei der Reduktion der Normalgleichungen (11) 

nlJl,+ [x]f3 =[l], 
[x]IJI,+[xxJP=[xl] 

auftreten. Die Elimination von IJI, ergibt 
1 

([xx] - n [X]2) P = .... 

und die Elimination von P nach Vertauschung der Zeilen und Kolonnen 
unter sich i _ [xJ') _ 

\n [xx] IJI, - .... 
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Demnach erhalten wir ftir die Quadrate der mittleren Fehler von ex und f3 
m2 • m"'=--[x]2' ,,--
[u] 

, lJ ",I 
mp= 1 

[xx] - -;-[x]1 

In dem neuen System x' = x - xI! wird daher 

• on2 ml [x' x'] 
m",' = [~2 = ,,[x'x'] _ [x12 • 

" - [x'x'] 

Kehren wir wieder zum aIten Koordinatensystem zuriick, so ist 
einerseits. wie man sich leicht iiberzeugt. 

n [x' x'] - [x']2 = n ~ (x. - xe)2 - {~(x. - xe)}2 = n [xx] - [X]2 . . 
und andererseits 

[x' x'] = ~ (x. - xe)2 = [xx] - 2xe [x] + nx~ . 
= [xx] - ~- [X]2 + n (XI! - [:] t . 

Nun ist [x] die Abszisse des Schwerpunktes der beobachteten 
" [x] Punkte X., Y., und xe - n der Abstand des Pllnktes xe von der 

Ordinate des Schwerpunktes. Bezeichnen wir ihn mit r, so wird 

[xx] - ~ [XlI + nr2 
",I n tn2 m2 

m!.=- =-+rs----
" [xx] - ~ [x]2 ,. [xx] _ ~ [x]2 

n n 

oder, wenn wir noch mp einfiihren: 

! m2 :1 
m,,- = 'n + rlmp . 

Beriicksichtigen wir schlieBlich, daB auch Xo ebenso wie die anderen 
Abszissen den mittleren Fehler m. hat, so wirldas Quadrat des mittleren 
Fehlers der neuen WellenHingen 

2 , 112' on3 2' 112' P. = m,,- + f' m .. = -;-. + r mil + f' m." 

Der mittlere Fehler ist also am k1einsten in der Ordinate des Schwer­
punkts (r = 0) und wachst nach beiden Seiten mit der Entfernung von 
dieser Ordinate. Tragt man ihn als Ordinate auf, so beschreibt er eine 
HyperbeI, deren Mittelpunkt im Fu13punkt der Schwerpunktsordinate 
liegt und deren Hauptachse durch den Schwerpunkt geht. 
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In unserem Beispiel ist die Abszisse des Schwerpunktes [:J = 1035'3 . 
" Nehmen .. vir .... ieder die WellenHi.ngennormalen als fehlerfrei an, so wird 

m' = {J2m;, also (1 ) 
1-'2 = m2 1 + n + r2mp • 

Mit den fruher fUr m und mp gefundenen Werten wird 

1061-'2 = 190'8 + 55'4' 10- 6 ,2. 

Am weitesten vom Schwerpunkt entfernt ist die letzte Linie bei 
x = 2426'9. Fur sie wird r = 1391'6 und damit also im ungfmstigsten 

Falle I-' = '1297'9.10- 3 = 17'3 ,10-3 • 

§ 19. Nichtlineare Beziehungen zwischen den Unbekannten 
und den beobachteten GraBen. 

1m allgemeinen sind die Gleiehungen Zllr Bestimmung der Un­
bekannten aus den beobaehteten GrOBen nicht linear. Wir wollen den 
Fall betraehten, daB m Unbekannte x y Z •.• aus 'It Gleichungen von 

der Form: I !l(XYZ .•. } - Ll = 0, 

(15) fz(xYZ ..• \ - L2 =- 0, 

fn(xyz •.• ) - L" = 0 

beredmet werden sollen. Die Gr6Ben L sind gemessen worden, wahrend 
der Bau cler Funktionen bekannt ist. 

Eine Aufgabe der Ausgleichungsrechnung liegt erst vor, wenn 
n> mist, d. h. wenn mehr Gleichungen als Unbekannte vorhanden 
sind. Es ist dann wegen der Messungsfehler unmoglieh, ane Gleichungen 
durch ein Wertsystem x y z. .. zu befriedigen. Wir suchen daher ein 
Wertsystem, das die Gleichungen "moglichst gut" erfiillt, also ein 
System, fur das [vv] einMinimum wird, wenn wir wie fruher mit v die 
Abweichungen der linken Seiten von ° bezeichnen: 

f. (xyz •.• ) - L. = v •. 

"fir suehen zunaehst ein Wertsystem xoYozo"" das die Glei­
chungen angenahert erfullt, indem .... ir til Gleichungen beliebig aus­
wahlen und nach den in Kapitel VI beschriebenen Methoden auflosen. 
Dureh Einsetzen dieser Werte ergeben sich auf den rechten Seiten die 
Abweichungen 
(16) L. - f. (xoYozo . .. ) = ly . 

Fuhren 
¢1]t: ... 

(17) 

wir als Verbesserungen der Niiherungswerte die ZuschHige 
ein, so buten die Gleirhungen Hir v 

I,(xo +;, Yo+I/, zo+t:···)-L,=t'v· 



§ 19. Nichtlinearc Beziehungen zwischen den Unbekannten. 61 

Sind die ZuschHi.ge klein, so kiinnen wir die Funktionen f an der Stelle 
%"0 Yo Zo ••• enh~;ckeln und die Reihe naeh den linearen Gliedern abbreehen : 

f ( (iJ/v) ~ (a/v) (a/.). 
f.(xyz ... )=. xoYozo···)+ .ax 0'''+ ay 01]+ az o~+··· 

Der Index 0 bedeutet, daB die partiellen Ableitungen an der Stelle 
xoyozo'" zu nehmen sind, also bekannte Zahlenwerte darstellen, die 
wir zur Abkiirzung entspreehend mit a. bye.. .. bezeiehnen wollen. 
Driieken wir die Funktionswerte an den Stellen xoyozo'" und xyz ... 
durch die Gleichungen (16) nnd (17) aus, so ent"stehen die F ehlergleiehungen 

(18) 

Damit ist die Aufgabe wiederum auf die Liisung eines iiberbestimm­
ten Systems linearer Gleichungen zuriickgefUhrt worden, vorausgesetzt, 
daB die vernachHissigten Glieder zweiter Ordnung vergliehen mit den 
Fehlern der BeobaehtungsgriiBen L keine Rolle spielen. Sollten sich 
die Zusehiage ~ I} , ••• naehtraglich so erheblich herausstellen, daB sieh 
diese Voraussetzung nicht aufreeht erhalten HiBt, so darf das erhaltene 
Wertsystem x = x'} + ~; y = Yo + 1); Z = Zo + , ... nicht als endgiiltig 
angesehen werden, sondern nur als Naherungsliisung, mit'Cier das Ver­
fahren zu wiederholen ist. 

Die Fehiergieichungen gestatten es, die Summe [uv) als Funktion !l 
der Zusehlage zu bilden: 

Q = L (a. ~ + b.1) + e. C + ... - 1.)2 . . 
Die Bedingungen fUr das Eintreten eines Minimums lauten daher 

1 
~ ~~ = [av] = 0, 

(19) ~ ~~ = [bv] =0 0, 

l'aQ 
2df = [ev] = 0. 

Urn den Wert der Summe [v v) selbst zu finden, schreiben ,vir wieder Q 
ais homogene Funktion 

Q = 1:(a,.~ + b,.I} + c,.; + ... -1.t)2 . 
und suehen deren Wert fUr t = 1. Nach dem Eulerschen Satz ist jetzt 

aQ aQ aQ aQ 
2 Q = a[ ~ + a~ . 1] + 2f' + ... 7t t. 

Da 
lau 
2. aT = - [tv] 

fiir t = 1 ist, foIgt aus den Gleicimngen (19) Hir t = t . 

(20) { 
Q = ~. Llv] 

= - rlal~ _. :16]1} - [lc]t ~- .. , -l- [ll]. 
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Die Gleichungen (19) geben ausEiihrlich gesehrieben 111 lineare 
Gleiehungen zur Bestimmung der 11'£ unbekannten Zuschlage 

(21) I [aa]~ + [ab],} -Hac];- + ... = Cal], 
[ba]; + [bb]1} + [be];- + '" = [bl], 
[ea]~+Icb],,+[ee]C+ ... =~cl]. 

Fiigen wir diesem symmetrisehen System noeh die Gleiehung (20) in 
der Form [la]~ + [lbl" + [lc]C + ... + Q = [ll] 

hinzu, so erhalten wir in abgekfuzter Schreibweise die Normalgleichungen 

~ 1J (; 

1 
[aa] [ab] [ae] . .. Cal] 
[ba] [b b] [b e] •.. [b l] 
[cal [cb] [cc] ... [cl] 

[I a] [lb] [Ie] ••• [ll]. 

(22) 

Naeh vollstandig durehgefiihrter Reduktion bleibt sehlieBlieh die 
Fehlerquadratsumme auf der reehten Seite allein ubrig. 

Der mittlere Fehler der beobaehteten GroBen L ergibt sieh aus der 
Summe [v v] wie friiher, im Faile von n Gleichungen mit 11'£ Unbekannten 
ist die Summe dureh n - 11'£ zu dividieren: 

11'£ = Vi [vv] • 
n-m 

Noeh allgemeiner ist die Aufgabe der Ausgleiehungsreehnung, wenn 
die beobaehteten GroBen nicht wie in den Gleichungen (15) explizite 
auftreten, sondern dureh Funktionen mit den Unbekannten verknupft 
sind. Fiir die Losung dieser Aufga~e sowie aueh fUr den Fall, daB die 
beobaehteten GroBen nicht mit gleicher Genauigkeit gemessen wurden, 
sei auf die Lehrbiieher der Ausgleichungsreehnung verwiesen. 

§ 20. Ausgleichung bedingter Beobachtungen. 

Eine andere Verallgemeinerung der bisher betraehteten Aufgaben 
besteht darin, daB neben den Gleichungen, die den Zusammenhang 
zwischen gemessenen und gesuchten GroBen angeben, noeh andere 
existieren, die von den Unbekannten ihrer Natur nach unabhangig von 
jeder Mes3ung streng erfiillt sein mussen. Man spricht dann von der 
Ausgleichung "bedingter" Beobaehtungen. Beispielsweise ist bei 
einer Messung und Ausgleichung der Winkel eines ebenen Dreieeks stets 
zu fordern, dnB die Summe der drei Winkel 180 0 betragt. 

Das gesuehte \Vertsystem konnen wir v.ieder dadureh auszeichnen, 
daB es die Summe [v v] zu einem Minimum macht. Unter allen moglichen 
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Systemen werden aber nur diejenigen zur Konkurrenz zugelassen, die die 
vorgeschriebenen Nebenbedingungen streng erfiillen. 

Wir gehen wieder von den Gleichungen (15) aus und fiihren ein 
genwertes Losungssystem xoYozo' .. ein. Die Nebenbedingung habe die 

Form g(xyz ... ) = o. 
Auch hier fiihren wir die Naherungen ein und entwickeln unter Vernach­
lassigung der Glieder zweiter und hOherer Ordnung 

g(xyz ... ) = g (xo Yo Zo ... ) +, (~!)o ~ + (~~)o 7J + (~!)/ + ... 
Damit wird die Nebenbedingung ebenfalls eine lineare Funktion der 
Zuschiage ~ 7J C . 

Wie in der Theorie der Maxima und Minima mit Nebenbedingungen 
gelehrt wird, bestehen die notwendigen Bedingungen ffir das Eintreten 
eines Minimums der Funktion Q = [v v] unter der Nebenbedingung g = 0 

in dem Ansatz: d (Q - 21g) = o. 
Durch partielle Differentiation nach den m Veranderlichen ~7J(; ••• 
foigen m lineare Gleichungen. Jede der friiheren Normalgleichungen (21) 
wird erweitert durch Hinzutreten der betreffenden mit -1 multipli­
zierten Ableitung von g. Benutzen wir die Nebenbedingung in der ent­
wickelten Form und bezeichnen zur Abkiirzung die partiellen Ableitungen 
von g an der Stelle xoYozo . .• der Reihe nach mit glg2ga' .. > den Funktions­
wert selbst mit go> so erhalten wir zunachst an Stelle der Gleichungen (19) 
unter Benutzung der Fehlergleichungen (18) 

(23) I ~ :~ (Q - 21g) = [a v] -lgl = 0, 

~ a87j (Q-2lg)=[bv]-lgz=O, 

1 a 
'2ac(Q - 2lg) = rev] -lg3 = o. 

Der Multiplikator 1 tritt ais neue Unbekannte zu den m unbekannten 
Zuschiagen hinzu. Zu seiner Bestimmung haben wir daher xu den 
m Gleichungen (23) noch die Nebenbedingung hinzuzufiigen in der Form 

(24) gl~ + g2 11 + g31; + ... = -go' 

Fiir die Summe der Fehlerquadrate finden wir aus den FehIer­
gleichungen \Vie friiher 

[v v] = [av]~ + [bv] I'} + [ev](; + ... - [Iv]. 

Die Gleichungen (23) liefern aber jetzt 

[v v] = l(gl~ + gz'I'J + g3(; + ... ) -llv] 
und unter Benutzung der Nebenbedingung 

(25) {[VV] = -lgo - [Iv] 
= -l go - [I a] ~ - [l b] II - [l e] i; - ... + [11] . 
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Die Gleichungen (23) lauten ausfiihrlich geschrieben 

[aa]~ + [ab]1J + [ae]C + ... -lgl = [al], 

[ba]~ + [bbl1J + [belC + ... -lgz= [blJ, 

[c a] ~ + [c b] 1J + [c c] C + ... - A ga = [c 1] • 

Fiigen wir ihnen die Nebenbedingung (24) und Gleichung (25) in der 

Form [laH + [lb]1J + [lc]C + ... lgo + [vv] = [llJ 

hinzu, so erhalten wir wieder ein symmetrisches System. In abgekiirzter 
Schreibweise 

~ '1 C ). 

[a a] [ab] [ac] ... - gl [a l] 

[ba] ebb] [bc] ... -g" [b l] 

(26) 
[cal [c b] [c c] ... - ga [c l] 

-gl -g2 -ga" . 0 go 

[1 a] [l b] [1 e] ... go ell] . 

Nach vollstandig durchgefiihrter Reduktion bleibt schlieBIich die 
Summe [vv] auf der rechten Seite allein iibrig. 

Der mittIere Fehler der Beobachtungen ergibt sich wie immer aus 
[vv] durch Division mit der Zahl der iiberschiissigen Beobachtungen, 
die bei n Gleichungen mit m Unbekannten und einer Nebenbedingung 
n - (m - 1) betragt 

(27) y'--[vUf--
mL= . 

n-(m-l) 

"Vir haben uns auf die Betrachtung einer Nebenbedingung be­
schrankt. die Erweiterung auf beliebig viele Nebenbedingungen ist 
ohne weiteres ersichtIich. (Die Zahl der Nebenbedingungen muB natiir­
lich kleiner sein als die der Unbekannten und die Differenz beider kleiner 
als die der Beobachtungen.) 

Beispiel: Die drei Winkel einrs Dreiecks sind zu L1 • 1.2 nnd La 
gemessrn wordrn und die Summe Ll + L2 + La ergibt statt 180 0 

den Wert 180 0 + E. Gesucht sind die ausgeglichenen Winkel ;t'. Y 
undz. 

Die Gleichungen (15) erhalten die Form 

x-Ll=O' 
y -- L2 = O. 
Z - La = O. 

Die Bedingungsgleichung ist 

x + y + z _. -180 0 =" 0 . 
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Nehinen wir" als Naherungswerte die Beobachtungeri selbst, so wird 
go = E und die Koeffizienten a, b, e, lund g 

abc g 

000 1 
o 1 0 0 1 
000 

Die Normalgleichungen werden damit 
; ., c J. 

1 0 0 -1 0 
.1 0 -1 0 

1 -1 0 

und ihre Reduktion liefert 

E=1J=C=l=-~. 

o E 

o 

Die Beobachtungen erhalten somit aIle den gleichen Zuschlag 
Der mittlere Fehler einer Beobachtung wird 

= l/[VV] = l/~ = ~ 
mL 3-2 3 y'3. 

§ 21. Auflosung der Normalgleichungen durch GauS. 

Fiir die Auflosung der symmetrischen Normalgleichungen ist von 
Gaup eine eigene Bezeichnungsweise eingefiihrt worden. 1m FaIle 
dreier Unbekannten heiBen. die Fehlergleichungen 

a,x + b~y -+: e,z -I.= v. (v = 1·2 .. . n). 

Daraus ergibt sich die Summe der Fehlerquadrate 

(28) Q = [vv] = [av]x + [bv]y + [ev]z - [Iv] . 

SoIl Q ein Minimum werden, so verlangen die Gleichungen (19), daB 

[av] = 0, [bv] = 0, rev] = 0 

ist. Der Wert des ~Iininiums wird damit 

Qurln = - [Iv], 

qnd wir erhalten die symmetrischen Normalgleichungen zur Bestim­
mung von x, y, z und Qmln in abgekiirzter Schreibweise: 

# " z 

[aa] Cab] rae] [all 
[ba] ebb] [b e] [b I] 
[e a] [e b] [e e] (c l] 
(I a] [Ib] [Ic] (ll] . 

Runge- Konig, VorlesUDgen. 5 
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Die doppelt auftretenden Koeffizienten brauchen nur einmal hinge­
schrieben zu werden: 

(29 a) 
I [ .. j " Cab] 

ebb] 

II 

Cae] 
[be] 
[e e] 

Cal] 
[bl] 
[e l] 
ell] • 

Urn die Unbekannte x herauszuschaffen, addieren wir die erste 
Gleichung zu der zweiten, dritten und vierten, nachdem wir sie der 
Reihe nach mit 

_ [aeJ und 
[a a] 

[alJ 
- [aa] 

multipliziert haben. Es entsteht ein neues Gleichungssystem, dessen 
Koeffizienten Gaup mit 

" 
(29b) 

I [hb. tJ 
II 

[b e, 1] 
[ee, 1] 

[bZ, 1] 
[el, 1] 
[ll, n 

bezeichnet hat. Das System ist wieder symmetrisch, denn es ist z. B. 

[ab] 
[be, 1] = [be] - [aa] [ac], 

rae] 
[eb, 1J = [ebJ - [aa][ab]. 

Bei der nliclisten Reduktion ",ird die erste Gleichung des neuen Systems, 
. [be 1] 1· 1·· . d· [bl, 1] ulti 1·· t mIt - --' -] mu tIp IZlert, zur zwelten un ,mIt - -bb ] m p IZler , 

[bb, 1 . [ . ' 1 
zur dritten addiert, es entsteht das symmetrische System 

z. 

(2<)c) { [ee, 2] [el, 2] 
ell, 2]. 

Die letzte Reduktion schlieBlich liefert 

(29 d) ell, 3] 

und damit den "Vert von Qmin. 

Allgemein bei m Unbekannten ergibt sich nach der mien Reduktion 

Q min = [ll, m]. 

Die erste Gleichung der vorhergehenden Reduktionsstufe !iefert 
sofort die letzte Unbekannte. Durch Einsetzen in die ersten Gleichungen 
der friiheren Stufen kann man schrittweise die einzelnen Unbekannten 
bestimmen. 
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§ 22. Transformation einer quadratischen Form auf eine 
Summe von Quadraten. 

Die Rechnung ist die gleiche wie bei der Transformation einer 
quadratischen Form auf die Summe von Quadraten. Lassen Viir nam­
lich die Voraussetzung fallen, daB Q ein Minimum werden solI, dann 
k6nnen wir die Funktion allgemein berechnen aus (28) 

(28) Q = [av]x + [bv]y + [ev]z - [Lv]. 

]etzt gelten aber nicht die Gleichungen (19), sondern es ist einzusetzen I [aa]:, + [ablY + [ae]z - Cal] = [av] 
[ba]x + [bb]y + [be]z - [bl] = [bv] 

(30) [c a]x + lC b]y + [e e]z - [c l] = [e v] 
[ta]x + [to]y + [tc]z - [tl] = [tv]. 

Damit wird Q eine quadratische Funktion cler drei Valiabeln x, y und z: 

1 
Q = [a a] x2 + [ab]xy + [ac]xz - [a!]x 

+ [ba]yx + [bb]y2 + [be]yz - [b!]y 
(31) + [ca]zx + [eb]zy + [ee] Z2 - [vt]z 

- [t a] x - [l b] y - [I c] z + ell] . 

An die Stelle der NormaIgleichungen (29 a) treten jetzt die Glei­
chungen (30), bei denen die Koeffizienten auf den linken Seiten mit denen 
der Normalgleiehnngen iibereinstimmen. Wir denken nns in den ~ormal­
gleichungen alie Glieder auf die linke Seite gebracht und bezeichnen 
me Gleichungen mit I, II, III, IV, die Gleichungen der ersten Reduktions­
stufe mit II', III', IV', die der zweiten mit III" und IV" und die Glei­
chung der letzten Stufe mit IV"', dann k6nnen wir das Bildungsgesetz 
der Koeffizienten symbolisch ausdriicken durch 

oj II'= II _lab] I III"=III'_[bc,1]II' IV"'=IV,,_[cl,2]III" 
[aa] , [bb, 1] , [cc, 2] , 

(32) III' = III - lac] I IV" = IV' _ [b/, 1] II' 
[aa] , [bb, 1] , 

IV'=IV -~I. 
[a aJ 

Dabei ist IV'" = - ClI, 3]. 
und femer meh (30) 

1= [av], II = [bv], III = [cv], IV = [tv]. 

Wir fiihren nun neue Veranderliehe ein dureh die Substitutionen 
, [a b] [ac] [a /] 

X = X + [aaf y + [aa] Z - '[;;~l 

Y' = + [be, 1] [bl,1J 
Y [bb,1]z-[bb,l] 

z'= [eI,2] 
Z - [C;;:2] . 

5* 
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Es wird damit 

I= [aa]x', II'= ebb, 1]Y', III" = [ee, 2]z', 

und mit Benutzung der symbolischen Gleichungen (32) erhalten wir 

I = [a a] x' = [a v] 

II = ~::~ I + II' = [baJ x' + ebb, 1] y' = [ba] 

III = i:~~ I + III' = [ea] x' + reb, 1]y' + [ee, 2]z' = rev] 

IV = ~:Z I + IV' = [a a] x' + [lb, 1] y' + [Ie, 2] z' - ell, 3] = [Iv] • 

Addiert man die drei ersten Gleichungen nach Multiplikation mit 
x, y, und z und subtrahiert von der Summe die letzte, so wird, wenn 
man die Glieder nach x', y' und z' ordnet: 

x'([aa]x+[ba]y+[ea]z-[laJ)+y'([bb, 1Jy+[eb, 1Jz-[lb, 1J) 
+ z' ([ee, 2] z - [Ie, 2J) + ell, 3J 
= [a v J x + [b v] Y + [e v 1 z - [l v] . 

Auf der linken Seite stehen in den Klammern gerade die Ausdriicke I, 
II' und II l", wahrend die rechte Seite mch (28) die Funktion Q ergibt: 

Q= [aaJx'2+ ebb, 1]y'2+ [ee, 2]z'2+ ell, 3]. 

Dureh Einfiihrung der neuen Veranderlichen ist es gelungen, die 
quadratische Form Q auf eine Summe von Quadraten zu reduzieren. 
Die Koeffizienten der neuen Form werden bei der Reduktion der 
Normalgleichungen gewonnen, der Minimurnwert [II, 3] ergibt sich fiir 
x' = y' = z' = O. Die Erweiterung der Resultate auf eine beliebige 
Anzahl von Veranderlichen ist ohne weiteres ersiehtlich. 

1st also eine beliebige quadratische Form etwa von drei Verander­
lichen gegeben 

(34) { aux2 + a22y2 + a3~z2 +:2 a12 xy + 2 a13 xz + 2 a23 yz 

+ 2 a14 -", + 2 a21 y + 2 a31 z + au, 

so kann man, wie der Vergleich mit (J!) zeigt, die ::-;-orrnalgleichungen 
abgekiirzt schreiben: 

au au a13 au 
a~2 a23 au 

a33 a34 

a44 • 

(Das negative Vorzeichen der drei ersten Glieder cler letzten Kolonne 
geht in clas positive iiber, wenn man gleichzeitig x, y und z clurch 
- x, - y und - z ersetzt.) Die Reduktion der Norrnalgleichungen 
liefert nacheinander die Systerne 
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~ ~ a24 
a'ss ' a' 34 

~I 

a3S aM 
a'~ 

a'." 44' 

Die transformierte quadratische Form lautet 

all x'3 + ~y'2 + a'aaz'2 + a;I, 

und dabei sind die Substitutionen gemacht 

x' = x + ally + al• Z + al' 
all all all , , 

Y= y+ a .. z + a., 
a~z ~I 

Z= 

69 

Auf diese Weise laBt sich bequem die Untersuchung fiihren, zu 
welchem Typus eine Flache zweiten Grades gehOrt, die durch ihre Glei­
chung gegeben ist, Da es schlieBlich nur auf die Vorzeichen der Koeffi­
zienten ankomm1., braucht die Rechnung im allgemeinen nur mit ge­
ringer Genauigkeit durchgefiihrt zu werden. 

Beispiel: Die Gleichung der Flache sei: 

5x2+y2 + 2Z2 - 6xy +xz +4yz-8x+. 5y - 2z+ 7=0. 

Die Reduktion des symmetrischen Koeffizientensystems geschieht in 
foIgender Weise: 1. - 3 0'5 - 4 

2 2'5 
- I'g 0'3 - 2'4 

2 -1 
- 0'0 0'4 

7 
- 3'2 

- o·g 2'3 0'1 
2'0 - 0'6 

+ &6 0'3 
3'g 

+ 0'0 

g'6 - 0'3 
3'S 

- 0'0 

So mit ist die transformierte Gleichung 

5 X'2 - 0'8 y'2 + 8'6 Z'2 + 3'8 = 0 . 

Die Flache ist ein zweischaliges Hyperboloid, 
Die Reduktion der Normalgleichungen wird unmoglich, wenn 

au, a2J und tl33 gleichzeitig versclm;nden, ein Fall, der zwar nie-ht in 
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der Ausgleichungsrechnung, wohl aber bei der Reduktion einer quadra­
tischen Form eintreten kann. Verschwinden nur einzelne dieser drei 
Koeffizienten, so kann man immer durch Umbenennung der Variabeln 
den nicht verschwindenden Koeffizienten an die erste Stelle bringen_ Ver­
schwinden alle drei Koeffizienten, so flihrt man zunachst eine Substitution 
aus, bei der x und z beibehaIten, y aber durch x + y ersetzt wird_ Aus dem 
symmetrischen Koeffizientenschema entsteht dann ein neues, bei dem die 
erste Zeile gleich der Summe der ersten beiden Zeilen, die erste Kolonne 
gleich der Summe der beiden ersten Kolormen des aIten Schemas wird: 

2 au au ala + a 23 au + a 24 

a 21 0 a 23 a 24 

aat + a32 : a32 0 a34 

an + a 42 a 42 a 43 _ au 
Verschwindet auch a12 , so hatte man x und y belbehaIten und z 

durch x + z ersetzen konnen_ Es entsteht dann durch Addition der 
ersten und dritten Zeile bzw_ der ersten und dritten Kolonne das Schema 

2 a l3 a 32 au au + a 34 

a2a 0 a23 aZ4 

a31 a32 0 aa4 

au + a43 a4~ a43 a44 

Falls auch au verschwindet, kann man durch Vertauschung von 
x mit z -wieder zu dem ersten Fall gelangen, es sei denn, daB auch aZ3 

verschwindet_ Dann kommen aber ane quadratischen Glieder in Fortfall, 
und die Gleichung der Flache reduziert sich auf die Gleichung einer Ebene_ 

Dieselben DberJegungen geIten auch fUr die Gleichungen der ersten 
Reduktiol1sstufe. -

Beispiel: Die Gleichung der Flache sei: 

6xy -xz-4yz+ 8x - 5y+ 2z-7 =0_ 
FUr die Reduktion ergibt sich folgel1des Schema: 

o 3 - 0-5 4 

6 3 - 2-5 1-5 
0 -2 - 2'5 

- 1-, 1-25 - 0-75 

0 1 
- 1-04 0-62 

-7 
- 0-38 

- 1-5 - 0-75 - 3"25 
-1-04 1-62 

0-38 - 1-62 

- 7"38 
7-04 

- 0_66 3-24 
- 0-34 

15-91 

t5-6 
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Die transformierte Gleichung wird daher 

6X'2 - 1-5 y'Z - 0-66 z'Z + 15-6 = o. 

Die FBiche ist ein einschaliges Hyperboloid. 

§ 23. Transformation durch orthogonale Substitutionen. 
_ Die Reduktion einer quadratischen Form durch Einfuhrung neuer 
Veranderlicher als linearer Funktionen der alten ist ohne weitere An­
nahmen tiber die Natur der Funktionen keineswegs eindeutig. '.Voh! 
aber trifft das zu bei der orthogonalen Substitution, die den linearen 
Funktionen die Bedingnng auferlegt, die Summe XZ + yZ + Z2 + ... 
unverandert zu lassen. Hier haben "vir es nur noch mit der Mehrdeutig­
keit zu tun, die durch die willkiirl'iche Reihenfolge der Veranderlichen 
-bedingt ist.-

. Das Hauptachsenproblem bei den MittelpunktsfHichen zweiter 
Ordnung verlangt, eine quadratische Form durch orthogonale Sub­
stitutionen auf eine Summe von Quadraten zu bringen. 

Wir gehen von der allgemeinen quadratischen Form (34) aus und 
verlegen zunachst den Anfangspunkt in den Mittelpunkt der Flache 
durch eine Jinea:e Substitution 

x=x'+~, 
y=y'+1), 
z=z'+C. 

Die Koordinaten ~, 1), ~ des Mittelpunktes ergeben sich durch Aufiosung 
der linearen Gleichungen 

all ~ + a12 1) + a13 C + au = 0 , 

aZl~ + a 22 1) + a 23 C + a 24 = 0, 

a31 ~ + a32 1) + a33 C + a34 = 0, 

deren Auflosbarkeit also eine notwendige Bedingung dafiir darstellt, 
daB die Flache eine Mittelpunktsflache ist. 

Durch EinfUhrung der neuen Veranderlichen verschwinden in der 
quadratischen Form die linearen Glieder. Das absolute Glied gibt den 
\Vert der neuen Form an der Stelle x' = 0, y' = 0, z' = 0, "vircl also 
aus der ursprunglichen dadurch erhalten, daB fUr x, y, z die aus den 
linearen Gleichungen gewonnenen \Verte ~, 1), C eingesetzt werden_ Diese 
GroJ3e entspricht genau dem fruher betrachteten Werte Qroin und kann 
ebenso "yie dort bei der Auflosung der linearen Gleichungen mitberechnet 
werden, wenn man ihnen noch die Gleichung 

a41~ + a42 1) + a43 C + au = a'IJ 

hinzugefUgt. Bei der letzten Reduktion des symmetrischen Schemas 
bleibt das absolute Glied a~~ aUein ubrig. 
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Sollten die Koeffizienten gleichzeitig versch~inden, so ist das 
Gaupsche Reduktionsverfahren nicht mehr anwendbar. Die GIei­
chungen konnen ·aber noch immer nach den in Kapitel II beschriebenen 
Methoden gelost werden. Sind die drei Veranderlichen aus der letzten 
Gleichung eliminiert, so bIeibt auch dann noch tit allein ubrig. Nur die 
Symmetrie geht bei dieser Auflosung verloren. 

Da die Koeffizienten der quadratischen Glieder ungeandert bleiben, 
lautet die quadratische Form nach Einfiihrung der neuen Veranderlichen: 

'hlX:s + a2B y'· + aaaz'2 + 2a12x'y' + 2a23 y'z' + 2aa1 z'x' + t4~. 
WIr betrachten jetzt weiter den Ausdruck 

ax! + by! + cz2 + dyz + ez:r; + txy, 

der durch orthogonale Substitutionen, d. h. durch Drehung des Koordi­
natensystems auf eine Summe von Quadraten, zuriickgefiihTt werden soll. 

\\ir erledigen die Aufgabe schrittweise, indem wir jedesmal eine 
Drehung urn eine der drei Achsen ausfiihren. Durch die Reihenfolge 
und GroBe d~r Drehungen laBt sich erreichen, daB die Koeffizienten der 
Produkte yz, zx, xy beliebig klein werden. Die Aufgabe hnnauf diesem 
Wege also mit beliebiger Genauigkeit gelost werden. 

Die Bezeichnungen seien so gewahlt, daB a> b und t unter den 
drei Koeffizienten d, e, t absolut am groBten ist. Wir fiihren dann eine 
Drehung urn die z-Achse aus und bestimmen den DrehungswinkellX 
(im iiblichen Sinne positiv gemessen) so, daB nach Einfiihrung der neuen 
Koordinaten x' und y' der ·Koeffizient von x'y' verschwindet. Die 
Koeffiziellten a' , b' •.• f' der neuen Form suchell wir durch die der alten 
auszudriicken. . 

Da bei einer Drehung urn die z-Achse die Koordinate z ungeandert 
bleibt, hangen die a1ten Koordinaten mit den neuen zusammen durch 

x = x' cos IX - y' sin IX • 

y = x' sin IX + y'COSIX. 

z=z'. 
Daraus ergibt sich sofort 

und durch Einsetzen in die ql1adratische Form 

d' = d cosa - e sin IX. 

e' = dsin IX + ecoslX. 

lTm noch den Ausdruck 

ax! + by! + txy 

zu transformieren, bedienen wir uns zur Abkiirzung der komplexen 
Schreibweise. Es ist dann 

x + iy = eia< (x' + iy') 
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oder, wenn ",-if quadrieren; 

(35) x2 - y2 + 2ixy = e2' rx (X'2 - y'2 + 2ix'y'). 

Bestimmen wir den Winkel £:\:, so daB 
f -

tg2£:\:= a-b 

wird, dann konnen wir eine reelle GroBe (2 einfiihren durch 

(36) 
. a - b f 

ne- 21"'=---i-
" 2 2 . 

Multiplizieren wir (35) mit (36), so ist 

(x2 _ y2 + 2ixy) (a ~ b _ if) = (2 (X'2 _ y'2 + 2ix'y') , 

und wenn wir die reellen Bestandteile auf beiden Seiten einander gleich-
setzen: a - b 

~ (x2 - y2) + f xy = (2 (X'2 _ y'2). 
2 

Andererseits ist nun aber, da es sich ja urn eine orthogonale Substitution 
handelt : x2 + y2 = X'2 + y'2 . 

Multiplizieren wir diese Gleichung mit a + b und addieren sie zur vor-
hergehenden, so ",-ifd schlieBlich 2 

ax2+by2+fxy=(e+ a~b)x'2_(e_ a~b)y'2. 

Damit ergeben sich auch die librigen Koeffizienten der neuen Form 

, a + b + a=-2-- (2, 

b'= a + b _ n 
2 ". 

1'= O. 

Die GroBe e ist nach (36) zu berechnen aus 

(22=(a~bY+(f)2. 
wahrend c.: aus f 

tg2c.: = a-b 

zu bestimmen ist. Nehmen wir 2£:\: zwischen - %- und + %- an, so ge­

schieht die Berechnung von Q am bequemsten nach einer bereits im 
1. Kapitel benutzten Beziehung (S. 14) 

a-b I 
(2 = -2- + -ztg<x. 

Damit erhaIten wir fUr die Koeffizienten der neuen quadratischen Form 

a' X'2 + 0' y'2 + C' Z'2 + d' y' z' + e' z' x' 
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die Ausdriicke 

AusgJeich ungsrechn ung. 

, f t a =a+ 2 gex, 

b' = b - L tgex 
. 2 ' 

c' = c, 
d' = d cos ex - e sin ex , 

e' = d sin ex + e cos ~ . 

Jetzt bringen v:ir den· absolut griiileren der heiden Koeffizienten 
d' und e' durch eine neue Drehung zum Verschwinden; und zwar ver­
schwindet d' bei einer Drehung urn die x'-Achse, e' bei einer Drehung 
urn die I"-Achse. Allerdings wird dann fiir I' wieder ein von Null ver-
schiederies Glied erscheinen. . 

Urn die Forme1n (37) verwenden zu kiinnen, bezeichnen wir die 
Koeffizienten der neuen Form wieder mit a, b .•• I. Und zwar nennen 
wir 1 denabsolut gr0J3eren der beiden Koeffizienten d' und e'. Damit 
jst c festgelegt. Dann bestimmen wir a ~ b und damitd und e, von 
<denen einer den Wert 0 hat. 

Das Verfahren wird nun fortgesetzt v.iederholt. Jedesmal "lird einer 
der drei Koeffizienten d, e, / zum Verschwinden gebracht. dadurch 
·andern sich die beiden andern. Aus den Gleichungen zwischen .i', e' 
und d, e folgt d'2 + e'2 = d2 + e2. 

Andrers'eits ist I so gewahlt, daB 
n.~ tf2 + e' 
I - 2 

ist. Fiihrt man diesen Wert in 

~ (d'2 + e'2) = d2 + e2 + tf2 + e" 
2· 2 

ein, so wird f (d'2 + e'2) ;;;;; d2 + e2 + /2 
oder, da f' = 0 ist: 

d!2 + e'2 + r ;:;;; + (d2 + e2 + f) • 

Nach geniigend viden Schritten kiinnen demnach die Koeffizienten 
der Produkte beliehig klein gemacht werden. 

Das Verfahren 5011 in seinen Einzelheiten an einem Zahlenbeispiel 
erlautert werden. Gegeben ist die quadratische Form 

5X2 + y2 + 2Z2 + 4yz + zx - 6xy + }801, 

die aus der FHi.ehengleichung in dem Beispiel auf S. 69 durch Verlegung 
des Anfangspunktes in den Mittelpunkt hervorgeht. (An Stelle des dort 
gefundenen Wertes 3·8 ergibt sich bei genauerer Rechnung ay~ = }801.) 

Bei der Umformung 5011 die Genauigkeit bis auf eine Einheit der 
dritten Dezimale gebracht werden. Hierbei ist der Rechenschieber 
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ausreichend. Wird hOhere Genauigkeit verlangt, SO miissen die ersten 
5chritte mit andern Rechenhilfsmitteln erledigt werden; baJd wird der 
Winkel ~ so klein. daB der Rechenschieber ·wi.eder ausreicht. SchlieBlich 
kann man sogar sin~ und tgIX durch ~ selbst ersetzen. 

Die Genauigkeit der Ablesung von 'COSIX kann man durch die Be­
ziehung 

COSIX = 1 - 2sinZ~ 
2 

erhOhen, denn sin2~ ist auf dem Schieber leicht zu bilden. Damit 
2 

werden die Formeln fiir d und e 

d'= d- esinIX - 2dsinzf, 
1= e + dsinIX - 2e sin2f. 

Aus tg 2 IX = ~b folgt 2lX, IX und ~. Damit berechnen wir die 
a- 2 

Zuschl~ge ±ftgIX - esinIX und +dsinz~, sowie -2d,sinz-i- und 
•• IX 

,-2eSm""2' 

yz n ~ xy I 21X " 2' 

" b c d B I 
5 1 2 4 1 -6 -56°18' -28°9' -14°4' 
1'605 -1'605 0'472 -1'888 

-0'472 -0'118 
c 

1-0~605 1 ~~0841 4~000 1-/0061 

d 

56 ° 56'1 28 °28' 6'605 0 14° 14' 
-1'084 0'122 0'480 

a 

- /6891 3~0841 011 1-0~8841 0~480 -14°4' 1_ 1°'}! 1-6'60S 3 °31' 
0'055 -0'055 0'059 -0'0041 I 
" I~/~;I 3~0291 0~591 

e 

:1 
0~4761 0'057 I 0'028 1 6'660 0 

+7 

Durch Addition ergeben sich die Koeffizienten der quadratischen 
Form nach der ersten Umformung. t'ber die Koeffizienten schreiben 
wir die neu zu wahlenden Bezeichnungen a ... /. Da d = 0 ist, ver­
einfacht sich jetzt die Rechnung. Nach dem dritten Schritt ist IX bereits 
so klein, daB man 2 ~ durch tg 2 IX ersetzen kann. Nach dem vierten 
Schritt kann man aufhoren, da die an den K6effizienten a, b, c anzu­
bringenden Verbesserungen bei der verlangten Genauigkeit nicht mehr 
in Betracht kommen. 
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Damit ist die quadratische Form auf eine Summe von Quadraten 
gebracht, und "die Gleichung der Flache lautet in den transformierten 
Koordinaten 

6'667 X'2 - 1'696 y'2 + 3'029 z'2 + 3'801 = 0 

und laEt sich auf die Normalform 
;r'B ",1 z'1 

-aa+¥-ca=1 
bringen. Die drei Halbachsen dieses zweischaligen Hyperbolids werden 

a = 1(3'801 = YO'570 = 0'755 V 6'667 . ' 

b = t'801 = Y2'241 = 1'497 1'696 ' 

y3'801 ,~ 
c= 3"029=,1'255=1"120, 

Urn die Lage der Hauptachsen im ursprilnglichen System (vor der 
Umformung) zu bestimmen, kOnnte man die einzelnen Drehungen am 
bequemsten unter Benutzung komplexer Ausdriicke zusammensetzen. 
Einfacher ist es jedoch, von den Methoden der analytischen Geometrie 
Gebrauch zu machen. 

Stellt F (x y z) = 0 die auf den Mittelpunkt bezogene Gleichung der 
Flliche dar, so kann man die Endpunkte der Achsen dadurch finden, 
daB man die Punkte der Flache aufsucht, in denen die Verbindungs­
linie mit dem Mittelpunkt mit der Flachennormale zusammenfallt. 
Es miissen dann die Koordinaten x y z dieser Punkte proportional zu 
den Richtungskosinussen der Normalen sein, also 

, . _oF. of. of 
x.y.z-ox· iJy '7fi' 

Fiihren wir den ProportionalWitsfaktor A. ein und schreiben die Gleichung 
der Flache wieder in der Form 

F (xyz) == au x! + auYZ + a33 zz + 2a23 yz + 2a31zx + 2a1z xy + a4~ = 0, 

so miissen die GJeichungen bestehen: 

oder 

(38) 

1 of 
A.X = "27iJ:" = allx + auy + a13 z = 0, 

1 of 
l y = - -.,-- = au x + a2! Y + al3 z = 0, 20y 

1 iJF 
A.Z ="27fi = a31 x + a32 y + a33 z= 0 

f(au-l)x+a12y+.a13z =0, 

1 a21x+(a22-A.)y+a23Z=O, 

a31 x + a32 y + {a33 - A.)z = 0." 
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Die gleichzeitige Erfiillbarkeit der drei Gleichungen bedingt das Ver­
sdl\ ... inden der Determinante 

au - l au a13 

(39) A = a21 a22 - l a23 = O. 
a3l a32 a33 - ), 

Somit ergibt sich eine kubische Gleichung fiir )" deren Wurzeln, 
",ie man zeigen kann, identisch sind mit den bereits bestimmten Ko­
effizienten von X'2 y'2z'2 nach der Zuriickfiihrung der quadratischen 
Form auf eine Summe von Quadraten, Durch Einsetzen in die Deter­
minante k6nnen die gefundenen Werte gepriift werden. 

Wenn die Determinante der Koeffizienten verschwindet, werden 
,die homogenen Gleichungen (38) von drei Werten x y z erfiillt, die sich 
wie die Unterdeterminanten einer Zeile verhalten. Da das System 
symmetrisch ist, k6nnen die Unterdeterminanten einer ZeHe auch durch 
die einer Kolonne, etwa der letzten, ersetzt werden: 

x : y : z = Al3 : A23: A33 • 

Zu ihrer Berechnung setzen wir 

I (au -l)x + a12 y + «t3 Z = u, 
(40) a2l x + (a 22 - },)y + a:3 z = v, 

a3l x + a32 y + (a33 - A)Z = 'If) 

und kehren das Funktionssystem um, Dann wird nach Formeln der 
Determinantentheorie z, B. 

Az = A13u + A 23 V + A3JW, 

Bei der Umkehrung unserer Gleichungen muB sich daher einmal nach 
(39) ergeben, daB der Koeffizient von z verschwindet, andrerseits ver­
halten sich die Koeffizienten von u v w wie die L6sungen x y z des Systems 
(8), Die Richtungskosinusse der Achsen bekommen wir aus ihnen durch 
Division mit der vVurzel aus der Summe ihrer Quadrate, die man zweck­
ma13ig nach der im 1, Kapitel geschilderten Methode (S,28) bestimmt. 

Fiir den Wert l = 6'667 ergibt die Umkehrung der Gleichungen (40) 
das folgende Bild. Die letzte Spalte enthalt die Wurzel aus der Quadrat­
Summe der Koeffizienten von u v 1/1, wahrend die letzte Zeile die Richtung 
Kosinusse der x'-Achse gegen die x-, y- und z-Achse angibt. 

y U !II 

- 1'667 -3 0-5 
- 5'667 2 

5'399 0'9 - 1'8 

- 4'667 
0"15 0'3 

- 0'268 1'1 - 1'8 
- 4'517 0'3 

4-517 - 7'388 4'104 

0 - 7-088 4-104 ~=l 8-251 
- 0'859 0-497 
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FUr den Wert .l. = -1-696 ergeben sich die Richtungskosinusse 
der y'-Achse gegen die X-, y- und z-Achse 

y " ... 
6-696 _- 3 0-5 

2-696 2 
- 1-344 0-224 0-448 

3-696 
- 0-037 - 0-075 

1-352 2-224 0-448 

3-659 - 0-075 
- 3-659 - 0-737 - 1-645 

0 - 0-812 - 1-645 1 2-089 
- 0-389 - 0-787 0-478 

SchlieBlich ergeben sich fUr .l. = 3-029 die Richtungscosinusse der 
z'-Achse 

" y • " ... 
1-971 -3 0-5 

- 2-029 2 1_ 
- 4'566 0-761 1-522 

- 1-029 
- 0-127 - 0_254 

- 6-595 2-761 1-522 
- 1-156 - 0-254 

1"156 0-638 0-419 

0 0-384 0-419 ~-869 I 1 -150 
0-334 0-364 

§ 24. Das Fehlergesetz. 
Die Methode der kleinsten Quadrate, die bisher nur als plausible 

Annahme erschien, kann unter gewissen Annahmen aus der Wahrschein­
lichkeitsrechnung hergeleitet werden_ Dabei wird sich gleichzeitig ein 
Heferer EinbIick ergeben, welche Rolle die quadratische Form Q in 
der Ausgleichungsrechnung spielt, 

Wir gehen zunachst von der Annahme aus, daB bei wiederholter 
Messung jedesmal ein derselben Quelle entstammender Fehler v auf­
tritt. vVrr konnen dann von einer Wahrscheinlichkeit sprechen, daB ein 
Fehler vorkommt, clesscn GroBe zwischen einem bestimmten Werte 
v und v + E liegt_ 

Zu einer gr:l.phischen Darstellung gelangen wir, wenn wir v als 
Abszisse auf eine in gleiche Teile e gestellte horizon tale Achse auftragen-

In einem bestimmten Intervall 2 n 2-' bis 2 n 2+' liegt dann eine ge­

wisse Anzahl von Fehlern, und diese Zahl wollen wir in ihrem Verhaltnis 
zur Gesamtzahl der Fehler durch die Flache eines Rechtecks mit der 
Grundlinie E ausdrticken (Abb_ 8)-

Die Flache eines jeden Rechtecks gibt ein :MaB cler Wahrscheinlich­
keit damr ab, daB der Fehler gerade in dem betreffenden Intervallliegt. 
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Der OrdinatenmaBstab muB so gewahlt sein, daB die Summe der Recht­
ecksflachen gleich 1 wird,. denn die Wahrscheinlichkeit, daB ein Fehler 
innerhalb der Grenzen aller. iiberhaupt vorkonimenden Fehler liegt, 
ist die GewiBheit. 

Lassen wir nun e immer kleiner werden und gleichzeitig die Anzahl der 
Messungen beliebig groB, so geht der obere Rand der Rechtecke in eine 
Kurve iiber, deren Ordinaten wir mit rp (v) bezeichnen wollen (Abb.9). 

Die Walu:scheinlichkeit dafiir, daB ein Fehler zwischen den Grenzen 
a und b vorkommt, wird jetzt durch das Integral 

b 

jrp (v) dv 

" 
angegeben. Der MaBstab der Ordinaten ist so zu wahlen, daB 

, 
jrp'(v)dv = 1 
r 

Wird. wenn , und s die Grenzen sind, innerhalb derer die Fehler liegen. 

-'e -,se -ze -4 0 l ~l. Je -"€ 
- Abb.8. Abb.9. 

Gaup hat fiir rp (v) die Funktion .' rp(v)=Ce-'" 

eingefiihrt, die eine merkwiirdig gute Dbereinstimmung mit den Beob­
achtungen zeigt. Allerdings laBt sie den Umstand unberiicksichtigt, 
daB es bei vielen Messungen eine endliche obere Grenze fiir den Fehler 
gibt. 1st namlich w diese obere Fehlergrenze, so liefert 

immer noch einen, wenn allch wenig von Null verschiedenen Wert, 
d. h. eine Wahrscheinlichkeit fiir das Vorkommen von Fehlern ober­
halb der Grenze w. 

§ 25. Herleitung des Fehlergesetzes aus der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Man kann die GaufJsche Fehler/lmktion auf folgende Weise aus 
der Wahrscheinlichkeitsrechnllng herleiten. Wir nehmen zu diesem 
Zweck an, daB sich der Beobachtungsfehler jedesmal aus einer groBen 
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Zahl von Elementarfehlern aufbaut, die unter sich gleich groB sind und 
von denen jedeJ," mit gleicher Wahrscheinlichkeit positiv oder negativ 
~uftreten kann. Der Beobachtungsfehler ~ntsteht als a1gebrai~che 
Summe der einzelnen Elementarfehler. 

'Wlf nehmen zunachst einmal 20 Elementarfehler von der GroBe e 
an; Treffen aIle Einzelfehler bei einer ~essung mit positivem Vorzeichen 
~usammen, so entsteht ein Beobachtungsfehler v = + 20 e. Die Wahr­
sc4einlichkeit fiir das A.uftreten dieses extremen Wertes ist p.ach den 
Gesetzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung 

280 , 

denn es gibt nur einen Fall unter 220 moglichen. 
1st ein Fehler negativ, aIle anderen aber positiv, so entsteht ein 

Beobachtungsfehler v = + 18 e. Die Wabrscheinlichkeit . dafiir . ist 
20 1· 
1'280 ' 

Bei zwei· negativen und 18 positiven Elementarfehlern entsteht -der 
Beobachtnngsfehler v = + 16 e, und die Wahrscheinlichkeit ffir' sein 
Auftreten ist 20 ·19 1 

t:2" 280 ' 

Treten allgemein p negative Elementarfehler auf, so betragt der 
Beobachtungsfehler v = (n - 2P) e. Die Wahrscheinlichkeit wird 
unter Benutzung des Symbols fiir die Binomialkoeffizienten 

2~ (~), 
In Dezimalbriichen ausgedriickt haben die Wahrscheinlichkeiten 

folgende Werte: 

Gesam tfehler Wahrschein-
lichkeit 

0 0'17620 
+ 2. oder - 2s 16018 
+ 4. .. - 4 • 12013 
+ 6s .. - 6s 7393 
+ 8. .. - 8s 3696 
+10s .. -lOs 1479 
+12s .. -12s 462 
+14s ,. -14. 109. 
+16s .. -16s 18 
+18. .. -18. 2 
+20. .. -20s 0 

Sind allgemein unter n Elementarfehlern p negative vorhanden, 
so betragt der Gesamtfehlt'r' v = (n - 2P) E und seine Wahrschein­
lichkeit 
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LaBt man nun n und p gleichzeitig unendlich groB werden, wahrend 
v konstant gehalten wird, so daB e der Grenze Null zustrebt, so erhalt 
man durch diesen Grenziibergang die Gaupsche Fehlerfunktion 

". 
fIJ (v) = _1_ e -To. 

hY;; 
Die Konstante h hangt ab von der Art des Grenziiberganges und gibt 
den Grenzwert von e t(2ii an. 

Die Summe ailer Wahrscheinlichkeiten ist bei unendlich vielen 
Elementarfehlern durch das Integral 

1 fOO_!!", 
-- e h'dv 
hf;r 

zu ersetzen und gibt wie {riiher den Wert 1-
Die Konstante h liefert ein MaB fUr die Genauigkeit einer Beobach­

tungsreihe. Denken wir uns namlich die Kurve fIJ (v, h) einmal fiir 
einen Wert ~ und ein zweites Mal fiir einen Wert h2 gezeichnet, wobei 
~ = 2 hz sein soil, so geht die Kurve fIJI aus der Kurve f{!z dadurch hervor, 
daB man ihre Ordinaten verdoppelt und ihre Abszissen halbiert. Die 
Kurve flJz wird also yom Anfangspunkt bis zu einem Punkte va denselben 
Flacheninhalt mit der v-Achse einschlieBen, wie ihn die Kurve fIJI bis zu 
dem Punkte 2 va einschlieBt. Die Wahrscheinlichkeit, daB ein Fehler 
bei flJz zwischen 0 und Vo liegt, ist demnach ebenso groB wie die, daB bei 
flJ1 ein Fehler zwischen 0 und 2 va liegt. Mit anderen Worten, die Be­
obachtungsreihe ist fUr hz doppelt so genau wie fiir hl • 

Der durchschnittliche Fehler wird dargestellt durch das Integral 
iiber die GroBe v des Fehlers, multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit 
seines Eintretens. Das Integral 

+00 

f vfIJ (v) d v 

verschwindet jedoch, da fIJ (v) eine gerade Funktion ist. 
Gaup benutzt den durchschnittlichen \Vert der Fehlerquadrate 

+00 "I 
1 f -- h" m2=-- vZe II' dv=-

hf;r 2 

und bezeichnet m als den mittleren Fehler. Fiihrt man m an Stelle von 
h ein, so ¥iird die Fehlerfunktion 

". 
1 --

fIJ (v) = ---=:7 e 2m' 
ml'2;r 

Runge-Konig. VOrlesungen. 6 
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§ 26. Ableitung des mittleren Fehlers der Unbekannten aus 
den Normalgleichungen. 

Kehren wir nun wieder zu dem System n linearer Gleichungen mit 
m Unbekannten zuruck (n > m) 

a. x + b. y + ... k. w - 1. = v. ('I' = 1· 2 ... n), 

so erhalten wir bei irgendeiner Annahme iiber die Werte der Unbekann­
ten ffir jeden Fehler v. eine Wahrscheinlichkeit q> (v.) dv, daffir, daB er 
zwischen v. und v, + dv. liegt. Die Wahrscheinlichkeit ffir das Ein­
treten der Kombination, daB gleichzeitig der erste Fehler zwischen VI 

und VI + dvl , ••• der vie Fehler zwischen v. und v, + dv. liegt, ist 
gleich dem Produkt der einzelnen Wahrscheinlichkeiten, also gleich 

Da nun 
q> (VI) dVl • q> (V2) dv2 • •• q> (vn) dvn • 

• w. 
1 --

q>(v.) = --e 2m' 
m~ 

ist, SO wird das Produkt der Wahrscheinlichkeiten 

(m~re -2~' dvldv! ... dvn, 

wenn wie fruher Q = [V V] gesetzt wird. 
Liegt nun eine Reihe von Beo bach tungswerten 1112'" In vor, so 

wahlen wir dasjenige Wertesystem x y .•• w aus, das jene Wahrschein­
lichkeit zu einem Maximum macht, verlangen also, daB Q = [vv] ein 
Minimum wird. Denn bei einem tatsachlich eingetretenen Ereignis ist 
die Wahrscheinlichkeit einer Hypothese daruber, v.-ie das Ereignis zu­
stande gekommen ist, der Wahrscheinlichkeit proportional, mit der das 
Ereignis zu erwarten ware, wenn die Hypothese als richtig an­
genommen wird. 

Die Funktion Q wird, "ie wir friiher gesehen haben, eine 
quadratische Form der Veranderlichen x y ... w und laBt sich 
durch passencie Substitution neuer Veranderlicher x' y' ... w' auf eine 
Summe von Quadraten transformieren (S. 67). Unter Benutzung 
der Gau,Bschen Schreibweisc iiir die Koeffizienten der transfor­
mierten Form wird 

Q=[aa]x/2+[bb, 1] y'2+ ... [kk, n-1]w'2 +[ll, 11]. 

Soil Q ein . Minimum werden, mussen die neuen Veranderlichen 
x' y' . .. w' einzeln verschwinden. Die Wahrscheinlichkeit ffir die Kom­
bination irgendwelcher Werte x' y' . .. w' ist jetzt proportional zu 
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Die Wahrseheinliehkeit dafiir, daB die letzte Veranderliche einen 
bestimmten Wert w' annimmt, erhalten wir durch Integration dieses 
Produktes iiber aile moglichen Werte von x' y'. .. Sie wird demnaeh 
proportional zu _ (U, .. -II .... 

e 2ml 

Nun unterseheidet sich bei der Transformation w' von w nur durch 
eine' additive Konstante. Beiden kommt daher der gleiehe mittiere 
Fehler mID zu. Damit wird die Wahrseheinlichkeit, daB Wi zwischen w' 
und w'+ dw' liegt, dureh den Ausdruek .... 

__ 1_ e - 2m! dw' 
m .. l'2n 

angegeben. Dureh Vergleiehung der beiden Ausdriicke finden wir den 
mittleren Fehler m 

m .. = . nu, n -1] 

1m Nenner steht der bei der Reduktion der Normalgleichungen 
als Koeffizient von w allein iibrigbieibende Faktor. Um den mittleren 
Fehier der anderen Veranderlichen xy ... zu finden, kann man die 
Reihenfolge der Rechnung so abandern, daB jedesmal die Veranderliche 
an die Stelle von w tritt, deren mittleren Fehler wir suehen. 

Sind jedoeh mehr ais zwei Veranderliche zu bestimmen, so wird die 
Wiederholung des Eliminationsverfahrens unbequem. Daher hat bereits 
GaltfJ einen andern Weg zur Bestimmung der mittleren Fehier der 
Unbekannten eingeschlagen. 

Wir gehen wieder von clem symmetrischen System der Normal­
gieichungen aus. Die 1 enthaltenden Glieder lassen wir fort, da sie fiir 
das Folgende nieht in Betracht kommen: 

y w 

[a a] [ab] .•. [ak] 
[ba] [bb] ••. [bk] 

[ka] [kb] ... [H] 

Dureh Einfiihrung der neuen Yeranderlichen x' y' ... w' entsteht das 
System: 

x' 

[a a] 
0 
0 

o 
o 

y' 

0 
[b b, 1] 

0 

o 
o 

z· v' w' 

o .... ... 0 0 
0 ........ 0 0 

[c c, 2] ...... 0 0 

0 ..... [ii,n-2] 0 
o ........ 0 [kk, n - 1] 

6* 



84 Ausgleichungsrechnung. 

Die Rechnung, die zu diesem System ftihrt, besteht in der 'Nieder­
halten Addition einer mit einer Konstanten multiplizierten Reihe zu 
einer anderen. Nach einem bekannten Satze wird dadurch weder der 
Wert der Hauptdeterminante, noeh der irgendeiner Unterdeterminante 
geiindert. Dann lassen sich aber die Diagonalglieder des zweiten Schemas 
darstellen als Quotienten der Hauptminoren der Determinante des 
ersten Schemas. Es ist 

[aa] Cab] ... [ak] 
[ba] ebb] ..• [bk] 

[kk, n - 1] [ii, n - 2] ... ebb, 1] [aa] = 

und 
[ka] [kb] ... [kk] 

[a a] Lab] •.• [ail 
[ba] ebb] .•• [b~l 

[ii, n - 2] ... ebb, 1] [a a] = 

[ia][i b] ••• [i ~l 
Mithin wird 

faa] ... [ak] 

[kk,n-1]= 
[ka] ..• [kk] 

[aa] ... [a'1 

[i a] . . . [i i] 

Das Quadrat des mittleren Fehlers von w wird also gleich 

[a a] 

• m' 
mw ='[kk. n - 1] 

-+-;:---c;-_-,-[k_k-,,]-:- m2 • 
[a a] 

[i'1 

Urn aueh die mittleren Fehler der anderen Unbekannten auf die 
gleiehe Form zu bringen, setzen wir 

[aa]x + [ably + ... [ak]w = X, 
[ba]x + [bb]y + ... [bk]w = Y, 

[ka]x + [kb]y + ... [kk]w = W. 

Da wir in der Ausgleichungsrechnung stets voraussetzen diiden, dail 
die Determinante des Gleichungssystems nieht verschwindet, lassen sich 
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%y ••• w durch X Y ... W ausdrucken. Nach den Regeln der Determi­
nantentheorie wird beispielsweise 

[a a] 

w' = D",X + DII Y + ... Dw W, 
[kk] 

wobei D",Dv '" Dw die Unterdeterminanten der letzten Kolonne sind, 
also [a a] 

[iJl 

Dividiert man noch durch die Determinante 

[a a] 

[kk] 

so ste1lt der Koeffizient von W mit mB multipliziert das Quadrat des 
mittleren Fehlers von w dar. 

Haben wir fiir x y • •• w als Funktionen von X Y ... W das System 
gefunden A X A YAW x = U + 12 +... 1m , 

y = AUX + An Y + ... A2m W, 

W =A17ol X + Am2 Y + ... Amm W, 

SO Mitten wir dureh andere Reihenfolge aueh z. B. y in die letzte Zeile 
bringen konnen und dann in A2B mit m2 multipliziert das Quadrat des 
mittleren Fehlers von y gefunden. Daraus schlie Ben wir, daB in dem 
obigen System die Diagonalglieder AuA22'" Amm naeh Multiplikation 
mit m2 die Quadrate der mittleren Fehler von xy .•. w ergeben. 

Die mittleren Fehler der Unbekannten konnen daher bei einer ein­
maligen Reduktion durch Umkehrung des Systems der Normalgleichungen 
gefunden werden, eine bereits im 2. Kapitel (S. 41) behandelte Aufgabe. 

§ 27. Aufgaben zum 3. Kapitel. 

1. Die mit der unteren Teilung eines 25 em langen Reehenschiebers 
bei der Multiplikation erreichbare Genauigkeit solI ermittelt werden. 
Zu diesem Zweek ist eine Reihe von Produkten gleichzeitig mit dem 
Reehenschieber und der Masehine bereehnet worden. \Vegen der Ver­
anderliehkeit des absoluten Fehlers (vgl. § 4) sind die Produkte in Grup­
pen zu je fUnf zusammengefaBt worden. Der mittlere Fehler ist fiir 
jede Gruppe zu bereehnen und als Ordinate zu dem durehschnitt­
lichen Prodllktwert einer Gruppe aufzutragen. Die Approximation def 
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erhaltenen Punkte durch eine durch den Nullpunkt gehende Gerade 
liefert den mittleren Fehler relativ zur GroBe des Produkts. 

Produkt auf vier Produkt auf vier 

Faktof@ll Ziffern F!lktoren Ziffern 

Rechen- Rechen-
I schieber genau schieber genau 

1271 • 892 1134 1134 1276' 492 6020 
I 

6023 
2016 • 673 1358 . 1357 1823' 3437 6260 6266 
3265 • 474 1550 1548 2176, 2975 6470 6474 
3231' 538 1740 1738 1051' 634 6670 6663 
1037' 1889 1959 1959 788· 869 6850 6848 

1189 '1746 2075 2076 1437' 492 7070 7070 
2312' 983 2273 2273 2115' 3489 7380 7379 
3188' 781 2492 2490 2534' 2973 7530 7534 
504' 532 2682 2681 1516, 507 7690 7686 

1087' 2625 2854 2853 839' 941 7900 7895 

1452' 2143 3114 3112 1185 • 683 8100 8094 
1384' 2387 3303 3304 2057' 406 8350 8351 
3675' 971 3567 3568 2641' 3248 8580 8578 
3966, 953 3783 3780 1838· 479 8800 8804 
618· 639 3950 3949 1034' 862 8920 8913 

1482' 2724 4040 4037 1228· 736 9030 9038 
1996, 2149 4290 4289 1753' 529 9280 9273 
1325' 3371 4470 4467 2965' 3189 9460 9455 

504· 917 4620 4622 2077' 464 9640 9637 
603' 808 4870 4872 1132' 881 9980 9973 

1416' 3641 5160 5156 
2015' 2649 5340 5338 
1552'3565 5540 5533 
574' 997 5720 5723 
713' 838 I 5980 5975 

2. Die foIgenden, an verschiedenen Orten und nach verschiedenen 
Methoden gewonnenen Werte fUr die Aberrationskonstante sind unter­
einander auszugleichen, und zwar einmal unter Benutzung alIer Werte 
und zweitens unter AusschIieBung der vier letzten Beobachtungen 
wegen des Verdachts regelmaBiger, nicht mehr zu ermitte1nder Fehler. 

Aberr.-Konst. Gewicht 

20" 53 6 
20" 514 22 
20" 525 24 
20" 523 151 
20" 48 5 
20" 45 5 
20" 46 5 
20" 43 2 
20" 4+ 1 
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3. Zu den nachfoIgenden Abszissen x sind die Ordinaten y der 
Punkte einer geraden Linie aus der ersten und letzten Ordinate berechnet 
worden. AuBer der ersten und Ietzten Ordinate sind aber noch die 
4., 6., 7., 10., 11. und 14. Ordinate bekannt und in der dritten Spalte 
verzeichnet. Danach sind die zwischenliegenden Ordinaten zu verbessern 
und ihre mittleren Fehler anzugeben. Die Abszissen konnen als fehlerfrei 
angesehen werden. 

Bekannte x y Ordinaten 

9563"4 4236'118 4236'118 
11107'8 38'977 
14570'8 45'387 
15769'0 47'605 47'604 
17222'2 50'296 
17579'6 50'957 50'948 
22815'4 60'649 60'656 
28582'2 71'324 
28909'5 71'930 
34645'6 82'549 82'567 

36293"4 85'599 85'614 
39548'2 91"624 
40987'2 94'288 
43764'2 99'428 99'424 
49228'0 4309'5+3 
52313'8 15'255 4315'255 

4. Von einem Punkte A aus sind nach bekannten Zielpunkten 
Pi' Pa ..• Po an dem Horizontalkreis des Theodolithen folgende Ab­
lesungen gemacht worden: 

Zielpunkt Ablesung Geniiherte Entfemung 
des Zielpunktes 

P1 10° 10' 19" 4 3'95 km 
p. 65° 9' 15" 1 4'91 .. 
p. 1200 57' 30" 0 2'04 
P4 186° 31' 48" 8 2'35 .. 
P, 314·59'15"2 2'20 

Damit sind aus den bekannten Koordinaten der Zielpunkte Nahe­
rungswerte fiir die Koordinaten von A berechnet worden (wozu bekannt­
lich schon drei Zielpunkte ausreichen). Mit diesen Naherungskoordi­
naten sind nach der Formel 

tg<p= YP-YA 
Xp -.fA 



IJ 

88 Ausgleichungsrechnung. 

die Winkel q; angenahert berechnet worden, die die Richtungen AP mit 
der x-Achse des Koordinatensystems bilden. 

tp 

(Pt) 24° 15' 20"0, 
(Pa) 79° 14' 14" 7, 
(Pa) 135° 2' 31"0, 
(P.) 200° 36' 46" 7, 
(Pi) 329° 4' 14"2. 

Wenn die Beobachtungen fehlerfrei und die benutzten Koordi-
naten von A genau waren, diirften sich diese Werte von den beobach­

IJ 
Abb.l0. 

teten Winkeln nur urn eine Konstante u 
unterscheiden, die der Nullpunktsrichtung 
des Horizontalkreises des Theodolithen ent­
spricht (sieheAbb.10); die Koordinatenachsen 
sind so angenommen, wie es bei geodatischen 

e Messungen in Deutschland ublich ist. 
Der unbekannte Winkel u und die kleinen 

Verbesserungen; und 1'} der Koordinaten des 
Punktes A sind nach der Methode der klein­
sten Quadrate zu berechnen. Ferner sind 
die mittleren Fehler von ; und 1'} zu be-
stimmen. 

S. Von welcher Art ist die durch die Gleichung 

x 2 + 3y2 + 5zz - 1·5yz - O"7zx - 1·1xy = 0 

dargestellte Flache zweiter Ordnung? 
6. Die quadratische Form 

3X2 -1·Sy2 + Z2 + 3·Syz - Z·Sxy 

ist durch orthogonale Substitutionen auf ei~e Summe von Quadraten 
zu transformieren. 
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Ganze rationale Funktionen. 

§ 28. Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division 
ganzer rationaler Funktionen. 

Unter einer ganzen rationalen Funktion nten Grades einer Ver­
anderlichen versteht man eine Funktion 

y = ao + a1 x + a2 x2 + ... anxn. 

Dabei konnen die Koeffizienten ao a1 a2 • •• a .. irgendwelche positiven 
oder negativen, rationalen oder irrationalen \\"erte haben, die in einem 
speziellen FaIle als ganze Zahlen oder Dezimalbriiche gegeben sind. 
Unendliche Dezimalbruche mussen zur Rechnung auf eine bestimmte 
Anzahl von Stellen abgekiirzt werden. 

Bei einer beliebigen rationalen Funktion lassen sich bekanntlich 
aile Summen auf einen Generalnenner bringen, d. h. eine rationale 
Funktion ist darstellbar als Quotient zweier ganzer rationaler Funk­
tionen. Bei numerischen Rechnungen konnen wir uns daher auf die 
Berechnung von ganzen rationalen Funktionen beschranken. 

Eine ganze rationale Funktion pflegt man nach Potenzen der un­
abMngigen Veranderlichen zu ordnen. In'der oben angefiihrten Form 
ist die Funktion nach wachsenden Potenzen von x geordnet, ebensogut 
Mtte man sie nach fallenden Potenzen ordnen konnen: 

y = anxR + an_1Xn - 1 + ... ao· 

Beim Hinschreiben der ganzen rationalen Funktion lassen wir der 
Kiirze halber die Potenzen von x fort. Durch die Stellung der Koeffi­
zienten ailein ist ja auch schon zur Geniige bestimmt, mit welcher 
Potenz der Veranderlichen sie zu multiplizieren sind, sobald man noch 
beim ersten Koeffizienten durch Angabe des Potenzexponenten fest­
legt, ob die Funktion nach steigenden oder fallenden Potenzen geordnet 
ist. Wir erhalten nach steigenden Potenzen geordnet 

o 
ao a1 a2 • •• an 
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und nach fallenden n 

a"an_l" .ao· 

Diese Abkiirzung ist analog der dekadischen Schreibweise einer 
Zahl gebildet. Hier sind die Glieder nach fallenden Potenzen von 10 
oder auch nach steigenden Potenzen von 0'1 geordnet, und auch hier 
werden die Potenzen fortgelassen und nur durch die Stellung der Ziffern 
angedeutet. 

Die vier Grundrechnungsarten lassen sich mit ganzen rationalen 
Funktionen ganz ahnlich ausfiihren wie mit dekadisch geschriebenen 
Zahlen. Die Addition und Subtraktion wird ohne weiteres ausgefiihrt 
durch Addition oder Subtraktion der Koeffizienten gleicher Potenzen. 

und 

Bei der Multiplikation zweier ganzer rationaler Funktionen 
o 
aOal as' .. am 
o 
bo bl b2 •• • b" 

rechnet man von links nach rechts, etwa nach folgendem Schema: 

(ao al az .. ··.am-l am)' (boblba.··bn_lb,,) 

aobo albo aabo··· am_tbo ambo 
ao bl al bl .•...••..•• am -1 bl am bl 

aoba············· ..• ··.am-lba amba 
............................................... 
o 

ao bo (a l bo + ao bl ) (aa bo + al bl + ao bz) ..• 

Das gleiche Verfahren laBt sich auch auf die Multiplikation von 
Dezimalbriichen anwenden. Man kann die Addition im Kopf ausfiihren 
und dabei das Ergebnis von links nach rechts hinschreiben; bei geniigen­
der Genauigkeit bricht man die Rechnung abo 

Fiir die Division laBt sich das bei Dezimalbriichen iibliche Ver­
fahren sofort iibertragen. WIT erhalten fiir den Quotienten der beiden 
Funktionen o 

I (x) = ao a l a2 ••• am 
und o 

g (x) = bo bl bz ... bn 

das ~olgende Schema: 

(ao at aa'" am): (bo bt b2 ••• b,,) = :0 + t x + ... 
o 0 

b ao b ao 
ao q; all;··· 

al a2 ... 
al b a: 

1 bo 

aZ ... 
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Vorausgesetzt daB ho nicht verschwindet, ziehen wir den mit ;0 
o 

multiplizierten Divisor vom Dividenden abo Als Rest blei',t eine ganze 
rationale Funktion 1. 

g'(x}=ala2"" 

die die nullte Potenz nicht mehr entha.lt. Von g' ziehen wir den mit 

aj multiplizierten Divisor ab usw. Wir konnen belie big weit fort­
bo 
fahren, ohne daB im allgemeinen der Quotient abzubrechen braucht. 

Wenn bo = 0 ist, der Divisor also mit einer von Null verschiedenen 
Potenz beginnt, so sei bp der erste nicht verschwindende Koeffizient. 
Man kann dann xP herausziehen und zunachst durch die mit der nullten 
Potenz beginnende Funktion 

o 
bp bp +1 • •• hn 

dividieren. Nachtraglich muB der Quotient noch durch XV geteilt 
werden. 

Ahnlich gestaltet sich die Division, wenn die beiden Funktionen 
nach fallenden Potenzen geordnet sind. Die Division der ganzen ratio­
nalen Funktion 

(1) 
n 

g(x) = anan-lan-2·'. a1 ao 

durch die Funktion x - p geschieht in folgender Gestalt: 
n-1 

{an a .. _l 
an -a"p 

a~-l 
a~-l 

an -2·· . 

an-2 
- a~-lp 

a~_2 

a1 ao) : (x - P) = a"a~_1 a~-2' .. al 

a'l ao 

al -alP 
aO· 

Bei der praktischen Rechnung kann die Wiederholung der Koeffi­
zienten vermieden werden. Die Rechnung laBt sich sehr bequem in 
drei Zeilen anordnen: 

an an_l an-2' .. a1 ao 
pan P a~-l ... p a~ p aj 

an a~ -1 a~_:! ... a1 I ao· 
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an wird mit p multipliziert und zu an-l addiert, es entsteht a,.-l. a~-l 
wird wieder mit p multipliziert und zu an -2 addiert, das Ergebnis ist 
a~-2 usw. SchlieBlich bleibt der Rest a~ allein iibrig. Die wiederholten 
Multiplikationen mit dem gleichen Faktor p lassen sich sehr be quem 
mit dem Rechenschieber oder, wenn seine Genauigkeit nicht ausreicht, 
mit der Rechenmaschine durch eine einmalige Einstellung finden. 

§ 29. Das Hornersche Schema. 

Man kann diese Rechnung dazu benutzen, den Wert der ganzen 
rationalen Funktion (1) an einer Stelle x = p zu berechnen. Denn setzen 
wir den Quotienten 

n-l 

ana~-l a~-2'" at = gl (x), 

so wird bei der Division von (1) durch x - P 
g (xl = g (x) + ~ 
x-p 1 x-p 

oder 
(2) g(x) = g] (x) (x - p) + ao, 
und Wenn wir x = p setzen: 

g(P) = ao· 
Dieses Verfahren fiihrt sehr viel schneller zum Ziel, als die Berech­

nung durch Bildung der Potenzen von p, Multiplikation mit den Koeffi­
zienten und Addition der einzelnen Glieder. 

Das Verfahren liefert aber noch mehr. Dividieren wir namlich 
den Quotienten, die ganze rationale Funktion (n - 1)ten Grades 

n-l 

gdx) = ana~-l" a~al 

erneut durch x - p, so entsteht als Quotient eine ganze rationale Funk­
tion (n - 2)ten Grades, die wir in entsprechender Bezeichnung schreiben 

n-2 

g2(X) = ana~-l'" a~, 

und es bleibt als Rest a7. Somit wird 

gl (x) = g2 (x) (x - P) + al'. 

Entsprechend konnen wir fortfahren und erhalten 

g2(X) = ga(x) (x - P) + a~' 

gn-dx) = gn(x) (x - p) + ay"~l' 
gn (x) = an. 

Jedesmal verringert sich der Grad des Quotienten urn eine Einheit, und 
gn (x) ist schlieillich konstant. 
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Multiplizieren wir die Funktionen gl (x), g2 (x) ••. g .. -t{x), g .. (x) 
der Reihe nach mit (x - P), (x - P)2 ••• (x - p)"-l, (x - P)" und 
addieren die Produkte zu g (x), so erhalten wir fiir g (x) die Darstellung 

(3) g(x) = ao + a'{ (x -P) + a[' (x - W+ ... an (x - p)". 

Damit haben wir die Funktion g (x) nach Potenzen von x - P 
entwickelt, d. h. die Taylorentwicklung der Funktion an der Stelle 
x = P gewonnen: 

g(x) = g(P) + g'(P,) (x - P) + ('(;) (x - P)2+ ... g·(P,) (x - p)". 
1 2. n 

Die aufeinanderfolgenden Divisionen durch x - p lassen sich sehr 
bequem in das von Horner angegebene Schema einordnen: 

an an-l a .. _2 aa al ao 
pan pa~_1 Pt4 paZ. P't 

a .. a~_1 a~_2 a2 a1 -I ao 

pa" pa~-l pa'3 pa'i. 

an a:-l a~-2 a" ~ ai 
pan pa~'-l pa1' 

an am '/I 

1 
a'" n-l an -2 2 

an 
( .. -1) a .. _l 

( .. -1) 
an-2 

pan 

an I ( .. ) 
a"-1 

Die Taylorentwicklung findet mancherlei Anwendung. Namentlich 
wenn x in der Nahe von p liegt, erweist sich eine Entwicklung nach Poten­
zen von x - pals zweckmaBig. Man kann dann von einer bestimmten 
Stelle an die Potenzen von x - p vernachlassigen, also die Funktion durch 
eine ganze rationale Funktion von niedrigerem Grade approximieren. 

§ 30. Anwendung auf die Auflosung einer algebraischen 
Gleichung. 

Von dieser Entwicklung kann man vorteilhaft Gebrauch machen zur 
Berechnung der Wurzeln einer Gleichung n ten Grades, die ja durch Null­
setzen einer ganzen rationalen Funktion entsteht. Kennt man namlich fiir 
eine Wurzel einen Naherungswert Xl = p, so kann man die Funktion an 
der Stelle x = p entwickeln und sich dabei auf die Glieder erster Ordnung 
beschranken. Aus den beiden ersten Gliedern ergibt sich eine Verbesserung 
des Naherungswertes. Durch mehrmalige Wiederholung der Ent-wick­
lung kann man die Wurzeln mit beliebiger Genauigkeit annahern. 

Beispiel: Die Gleichung 

X4 - 6:.;3 + 13x2 - 14x + 5 = 0 
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hat eine reelie Wurzel in der Nahe von x = 3. Wir setzen x - 3 = hl 
und entwickeln nach Potenzen von hl : 

4 

P=3 1 -6 13 -14 5 
3 -9 12 -6 

-3 4 - 2 -1 
3 0 12 

0 4 10 

3 9 
3 13 
3 
6 

14+ 6hf+ 13hi+ 10hl -i = 0, 

Da fur die gesuchte Wurzel hi klein ist, finden wir einen Naherungs­
wert fiir die Wurzel dieser Gleichung durch VernachHi.ssigung der hOheren 
Potenzen von hi' Es ist nahezu 

10 ~ - 1 = 0 oder hl = 0'1 ' 

WlI setzen hl - 0'1 = hz und entwickeln nach Potenzen von hz: 

p = 0'1 6 13 10 -1 
0'1 0'61 1'361 1'1361 

6'1 13'61 11'361 I 0'1361 
0'1 0'62 1'423 
6'2 14'23 12'784 
0'1 0'63 

6'3 14'86 
0'1 

1 I 6'4 

h~ + 6'4h~ + 14'86h~ + 12'784hz + 0'1361 , 

Wiederum ist hz klein, und wir finden aus 

12'784 hz + 0'1361 = 0 

den Naherungswert hz = - 0'01 , 
Die Entwicklung nach Potenzen von ha = hz + 0'01 ergibt 

4 

P = -0'01 I 6'4 H'86 12'784 0'1361 
-0'01 - 0'0639 - 0'147961 - 0'12636039 

t 6'39 t4"7961 12'636039 0'00973961 
-0'01 - 0'0638 - 0'147323 

6'38 14'7323 12'488716 
- 0'01 - 0'0637 

6'37 14'6686 
-0'01 

1 I 6'36 

h~ + 6'36 h~ + 14'6686 h~ + 12'488716 ha + 0'00973961, 
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Fiir ha ergibt sich der Naherungswert 

ha = - 0·0008 . 

Auf diesem Wege k5nnte man fortfahren und die Wurzel der Gleichung 
immer weiter approximieren. Bald wiirde aber die immer wachsende 
Zahl der Ziffern in den Dezimalbriichen Histig werden. Darum empfiehlt 
es sich. sobald die Annaherung weit genug fortgeschritten ist, ein anderes 
Verfahren einzuschlagen. Schreiben wir die Gleichung fiir ha in der Form 

- 12·488716 ha = 0·00973961 + 14·6686 hi + 6·36 hl + h~ • 
so k5nnen zur Berechnung des Naherungswertes auch die h5heren 
Potenzen von ha herangezogen werden. Fiir den Naherungswert 

ha = - 0·0008 wird 14·6686 h~ = 0.00000939. 

wahrend 6·36 h~ + h! fiir die ersten acht Dezimalen nicht in Betracht 
kommt. Damit erhalten wir einen besseren Naherungswert aus 

-12·488716 ha = 0·00973961 + 0·00000939 = 0·00974900, 

ha = - 0·000780625 . 

Mit diesem Werte laBt sich die rechte Seite der Gleichung noch genauer 
ermitteln. Wir finden 

und aus 14·6686 h~ = 0·00000894 

- 12·488716 h. = 0·00973961 + 0·00000894 = 0·00974855 

den genaueren Naherungswert 

ha = - 0·000 780 588. 

der bereits mit allen hingeschriebenen Ziffern richtig ist, denn eine 
erneute Berechnung wiirde keine Anderung in den beriicksichtigten 
Ziffern des quadratischen Gliedes ergeben. 

Fiir die gesuchte Wurzel finden wir durch Addition samtlicher 
Naherungswerte 

:Ie = 3 + hl + hz + ha = 3·089219412. 

Die Genauigkeit von ha wiirde sich auf dem eingeschlagenen Wege 
leicht steigern lassen, nur miiBten dann auch die h6heren Glieder in der 
Gleichung fiir lIa beriicksichtigt werden. 

Das allgemeine Prinzip, das diesem Verfahren zugrunde liegt. 
werden wir im 6. Kapitel kennenlernen. 

§ 31. Die Produktentwicklung. 

Wir gehen wieder von der Gleichung (2) aus, dividieren aber jetzt 
die ganze rationale Funktion 

n-t 

gl (x) = an a;,_l ... a; a~ 
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durch eine andere lineare Funktion x - q. Es entsteht nach dem 
Hornerschen Schema 

gl (x) = gz (x) (x - q) + ar· 
gz (x) dividieren wir durch x - r und erhalten 

gz (x) = g3 (x) (x - r) + «{'. 

So fahren wir fort unter Benutzung immer neuer linearer Divisoren und 
erhalten schlieBlich 

gn-l (x) = gn(x) (x - w) + a~~l 
gn(x) = an. 

Setzen wir aile ganzen rationalen Funktionen gy (x) in g (x) ein, so 
erhalten wir fUr g (x) eine lihnliche Entwicklung wie (3), nur schreitet 
sie jetzt nicht nach wachsenden Potenzen, sondern nach Produkten von 
wachsender Faktorenzahl fort 

(4) { g(x) = «0+ ai(x - P) + «~'(x - P) (x - q) + ... 
+ an (x - P) (x - q) (x - r) •.• (x - w). 

Diese von Newton eingeftihrte Entwicklung kann in vielen Fallen 
iihnlich wie die Taylorentwicklung gebraucht werden. Sie MJ3t sich zwar 
nicht so bequem differenzieren und integrieren wie diese, bietet dafilr 
aber bei der Approximation groBe Vorteile. Ahnlich, wie man die 
Taylorentwicklung abbrechen kann, wenn man kleine Werte von x - p 
betrachtet, kann man hier die hoheren Glieder vernachlassigen, wenn es 
sich urn 'Werte x in der Nahe von p, q, r .•. w handelt. 

Bricht man die Entwicklung nach dem zweiten Gliede ab, so ent­
steht eine ganze rationale Funktion ersten Grades 

g (x) = ao + a7 (x - p), 

die fUr x = p und x = q mit der durch (4) dargestellten Funktion g (x) 
iibereinstimmt. Geometrisch gesprochen wird die Parabel n ten Grades 
nliherungsweise durch eine Gerade wiedergegeben, die die Parabel in 
zwei Punkten mit den Abszissen p und q schneidet. Wahrend die Taylor­
entwicklung in zweiter Naherung die Parabel durch die Tangente 
approxinllcrt, erfolgt bei der Produktentwicklung die Annaherung 
durch die Sehne. In unmlttelbarer Nachbarschaft eines Punktes 
liefert daher die Taylorentwicklung bessere Naherungswerte, sobald 
man es aber mit einem Intervall zu tun hat, ist die Produktentwick­
lung vorzuziehen. 

Noch deutlicher wird der Unterschied bei Approximationen hOherer 
Ordnung. Bricht man die Produktentwicklung nach dem lten Gliede ab, 
so wird die Para bel n ten Grades (4) durch eine Para bel (1 - 1) ten Grades 
angenlihert, die mit der Parabel nten Grades 1 Punkte mit den Abszissen 
pqr ••. gemeinsam hat. 
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§ 32. Berechnung aus gegebenen Funktionswerten. 

Es sei jetzt eine ganze rationale Funktion n ten Grades durch n + 1 
Punkte (Xl' Yl). (X2' Ya) .•• (x,,+1. Y"+1) gegeben. Wir suchen ihre Pro­
duktentwicklung in der Form 

(5) { g (x) = au + al (x - Xl) + as (X - Xl) (X - x2) + ... 
. + a" (X - xl)(x - x.) • •• (x - X .. ) • 

Urn die Koeffizienten der Entwicklung zu berechnen, fiihren wir 
neue ganze rationale Funktionen gl (x), ga (x) • •• g .. (x) ein, die folgender­
maBen bestimmt sind: 

g (x) = g(x) - g(x1) 

1 x - Xl ' 

Durch Vergleich mit g (x) findet man, daB gl (x) die Entwicklung 

gl (x) = "t + as (x - xa) + aa (x - xz) (x - x3) + ... 
+ a" (x - x.) (x - x3) ••• (x - xn) 

hat, also von (n -1)tem Grade ist. Aus gdx) leiten wir 

abo Wieder ist der Grad urn eine Einheit gesunken. SchlieBlich wird 

eine Konstante. 
g .. (x) = an 

Die Berechnung der Koeffizienten a. ergibt sich aus den Funk­
tionen g, (x) sehr einfach, denn es ist, wie man sofort sieht 

g(X1) = ao 

gl(XS) = al 

g2(XS) = a2 

g"-l (xn) = a,,_l 
g,,(x) = a". 

Urn aus den gegebenen Funktions\verten Y. = g (x,) die Funktionen 
gl (xl, g2(xl .•. uSW. zu ermitteln, bilden wir dIe folgende Tafel. Jedesmal 
steht in einer mit g, (xl bezeichneten Spalte an erster Stelle der gesuchte 
Koeffizient a,. 

RungewAoDlg. Vodesungen 
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§ 32. Berechnung aus gegebenen Funktions .... erten. 99 

Beispiel: Aus den als bekannt vorausgesetzten Logarithmen: 
log 2 = 0'30103 und log 3 = 0'47712 findet man 

log 40 = log2·2·10 = 1'60206, 
100 

log 50 = log-2- = 1.69897, 

3·3-10 
log 45 = log -2- = 1'65 321 , 

log48=log3·24 =1'68124. 

Gesucht ist eine ganze rationale Funktion dritten Grades, die an diesen 
4 Stellen mit der Funktion y = log x iibereinstirnmt. 

Zur Abkiirzung sollen an Stelle der Logarithmen nur die mit 100 
multiplizierten Mantissen hingeschrieben werden. 

:It 'Y I I Cl(:It) I I ,,(:It) I c.(:It) 

40 60206 I I ",.1,·, .. 1 

50 69897110 9691 969'10 
45 65321 5 5115 1023'00 -5 
48 68124 81 7918 989'751 -2 20'65 I -10'325 . 3 ! 0'455 0'152 

Man findet aus dem angeschnebenen Schema 

g(x) = 60206 + 969'1 (x - 40) - 10"]8 (x - 40) (x - 50) 
+ 0'152 (x - 40) (x - 50) (x - 45). 

Damit ist eine Approximation der Logarithmen zwischen 40 und 50 
durch eine ganze rationale Funktion dritten Grades gewonnen worden, 
die man dazu benutzen kann, den Logarithmus an einer beliebigen Stelle 
des Intervalls niiherungsweise zu berechnen. 

Urn den Wert einer ganzen rationalen Funktion in der Form (5) 
an einer Stelle x = p zu berechnen, ordnen wir die Funktion nach fal­
lender Anzahl von Faktoren und schreiben wie £ruher nur die Koeffi-
zienten hin g(x) = a"an- 1 an - 2 .. . aaal ao 

Dann bilden wir analog dem Hornerschen Schema 

a"_l a,,_2 ...... .... . as ~ ao 
a .. (P-xn) a~-dP -Xn -1)'" /tJ(P -x3) a'z(p -x2) ai(p -Xl) 

a~-l 
Es ist dabei 

und ferner 

a~_2.""·""'· a2 

a~-2 = a~-l (P - %n-1) + a,,_! 
= an(p - x,,) (P - X,,_l) + an -1 (P - X,,_l) + a,,_2, 

ail = a,,(p - xn) (P - X .. _1) ", (P - Xl) + a .. _l (P - xn -1f··, (P - Xl) 
+ ... + a2 (P - x2) (P - Xl) + adP - Xl) + ao , 

ao = g(P)· 
7* 
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Der neugebildete .Koeffizient «0 stellt also genau wie friiher den 
gesuchten Funktionswert dar. Die Berechnung ist jetzt allerdings nicht 
ganz so bequem, da sich der Faktor der Koeffizienten '" jedesmal andert. 

Berechnen wir in unserm Beispiel etwa einen angenaherten Wert 
fUr log 42, so entsteht das Schema: 

x=42 
45 

0'152 
50 40 

-10"78 969'1 
- 0'46 89'9 
-11'24 1059'0 

g(42) = 62324. 

60206 
2118 

62324 

Daraus ergibt sich mit Hilfe der bekannten Logarithmen von 2 und 3 : 
log 7 = 1'62324 - 0'77815 = 0'84509. 

Derselbe Wert muB sich auch aus dem log 49 ermitteln lassen. 
g (49) ergibt sich aus dem Schema: 

x=49 
45 

0'152 
50 40 

-10'78 969'1 
0'61 10'2 

-10'17 979'3 
g(49) = 69020. 

log 7 = t·1·69020 = 0'84510. 

60206 
8814 

69020 

Aus der Vbereinstimmung beider Werte lliBt sich ein SchluB auf die 
Giite der Approximation ziehen. '. 

1st eine groBere Anzahl von Zwischenwerten zu berechnen, so ist 
es unter Umstlinden bequemer, die Approximation schrittweise vor­
zunehmen. Soilen etwa in unserem Beispiel die Werte der ganzen 
rationalen Funktion an ailen ganzzahligen Steilen zwischen 40 und 50 
berechnet werden, so approximieren wir mit Hilfe der beiden ersten 
Glieder der Entwicklung zumichst linear. Die Berechnung des dritten 
Gliedes liefert die Abweichung der quadratischen Approximation von 
der linearen. Das vierte Glied der Entwicklung ergibt die Abweichung 
der Parabel dritten Grades von der quadratischen. 

x I g(.) , 

40 60206 0 0 60206 
41 611751+ 970+55 61278 
42 6214+2+172-5+7_3 62324 
43 63113"3 + 226 4 + 64 63346 
44 640824 + 258 7 + 36 64345 
45 650515 + 269 5 0 65321 
46 660206 + 258 7 - 36 66276 
47 669897 + 226 4 - 6 4 67210 
48 67958 8 + 172 5 - 7 3 68124 
49 68927 9 + 97 0 - 5 5 69019 
50 69897 0 0 69897 



§ 33. Obergang von der Produkt. zur Potenzentwlcklung. 101 

In der Tafel enthalt die zweite Spalte die Werte der linearen Approxi­
mation. In der dritten und vierten Spalte stehen die durch das dritte 
und vierte Glied hervorgerufenen Korrekturen. 

§ 33. Obergang von der Produkt- zur Potenzentwicklung. 

Ebenso wie friiher haben auch die in dem allgemeineren Horner­
schen Schema auftretenden GroBen eine einfache Bedeutung. Setzen 
wir zur Abkiirzung 

Xo=1, 
Xl = (X-Xl)' 
Xa = (X - Xl) (X - X2) , 

X .. - 1 = (X - Xl) (X - xal.·. (X - X"_l) , 
X" = (X - Xl) (X - X2) •.• (X -X .. - 1) (X - X,.), 

so nimmt die ganze rationale Funktion (5). wenn man sie nach steigender 
Faktorenzahl ordnet. die Form an: 

" g(x) = a"X,. + an-1X,,-1 + ... + asXs + a1X1 + ao = ~ a.X •. 
I) 

Berechnen wir nun mittels des Hornerschen Schemas den Funktions­
wert an einer Stelle X = p, so treten dabei die GraBen auf: 

a:.=a.+(p-x.+1)a~+1' v=O,1 ... n-1, a~=a ... 

Wrr wollen die aus ihnen gebildete Funktion 
" -

gdx) = a~X"_l + a~-lXn_2 + ... + azX, + ai. = ~a~X'_1 
1 

untersuchen. 
Da X - p = (X - X.) - (p - X.) 

und andrerseits 

X'_ l (x - x.) = X., v=12 ... n 
ist, so wird 

gl (X) (x - p) = i a:.X. - i a~X'_l (p - x.) 
1 1 

ft ,,-1 n . 
= ~a,X. + ~a:.+1X,(P - X,+1) - ~a~X,_dP -x,) 

1 1 1 

" = ~a.X. - ao - ai. (P - Xl) = g(x) - aO· 
I) 

Xun ist «0 = g (P) und demnach 

..=.g-=-(x-=-) _--,g:...;(,,-P)=­gl(X) =- .< - p 
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Wendet man auf gl(X) erneut das Hornersche Schema fiir x = p 
an, so entsteht 

~.-l X .. _2 X._3 Xl 

a" a;.-1 a;.-2 •.••.... a2 at 
a" Cp - X"-l) a~_l (P - X .. -2) ... as(p - Xi) anp -Xl) 

~ -1 a~_2 a; I at 
Jetzt ist a{ = gl (P), und aus den iibrigen GraBen HiBt sich eine ganze 
rationale Funktion (n - 2) ten Grades bilden: 

gs(x) = a"Xn- B + a~_lXn_3 + ... a;X1 + a~, 
die zu gl (x) in derselben Beziehung steht, wie gl zu g. Es ist 

gl(X) = aT + (x - P) gs (x) . 

g. (x) kann auf die gleiche Weise behandelt werden, es entsteht eine 
Funktion ga (x), deren Grad wieder urn eine Einheit erniedrigt ist: 

gs(x) = at + (x - P) ga (x) • 

SchlieBlich gelangt man zu einer Funktion Qten Grades gn(x) = an' 
Setzen wir die Funktionen gl (x), g2 (x) ..• g .. (x) nacheinander in 

g (x) ein, so erhalten wir fiir g (x) die nach Potenzen von (x - P) fort­
schreitende Entwicklung 

g(x) = <10 + d{(x - P) + a~'(x - P)· + ... a,,(x - P)". 

Eine nach Produkten entwickelte Funktion laBt sich also durch 
das Hornersche Schema nach Potenzen entwickeln. Allerdings besteht 
gegen frillier der Nachteil, daB der Faktor innerhalb einer Horizontal­
reihe von Glied zu Glied wechselt. 

Man kann auch statt zu der Potenzentwicklung wieder zu einer 
Produktentwicklung iibergehen. Man wendet dann auf gl(X) das Horner­
sche Schema fiir x = q an usw. und erhalt 

g(x) = ao + a'l(x - P) + a~'(x - P)(x - q) + ... 
Wollen wir von einer ganzen ratIonalen Funktion eine Reihe von 

Funktionswerten bestimmen, so gestaltet sich die Rechnung dann 
besonders einfach, wenn die zugehbngen Argumentwerte gleich welt 
voneinander entfernt (iiquidistant) sind. Dabei ist vorausgesetzt, daB 
die ganze rationale Funktion nten Grades durch n + 1 aquidistante 
Ordinaten gegeben ist. Die Berechnung von Funktionswerten geschieht 
nach den Methoden der Differenzenrechnung. 

Die aquidistanten Ab3zIssen seien x,, Ihr Zuwachs mit h bezeichnet, 
so daB X. T1 = X, + h ist. Die zugehbrigen Ordinaten selen Y. = g(x,l. 
Dann bilden wlr die (ersten) Differellzen 

g(x, + h) - g(x.) = gtCx,) 
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und bezeichnen sie zur Abkiirzung mit A y,. Da die Differenz zweier 
ganzer rationaler Funktionen wieder eine ganze rationale Funktion ist, 
so ist Ay eine ganze rationale Funktion von x, aber von (n -1}tem 
Grade. Denn entwickelt man jedes Glied der Differenz g(x + h) - g(x) 
nach Potenzen von x, so beginnen beide mit an x". 

Ebenso bilden wir von gl (x) die Differenz 

gl (x, + h) - gl (x,) = ga (x,) = LI Ay, = LIly,. 

Diese zweite Dillerenzvon g (x) ist eine ganze rationale Funktion (n - 2)ten 
Grades. 

Flihrt man fort, so gelangt man nach n Schritten zur n ten Differenz, 
einer Konstanten. 

1st nun beispielsweise eine ganze rationale Funktion vierten Grades 
durch 5 Wertepaare XoYo, X1Yl, •. . X4Y, fUr aquidistante Abszissen x, ge­
geben, so bilden wir fiir die aufeinanderfolgenden Differenzen das Schema: 

.1 I .1Z i .1S I .1' 

.1.1 Yo .1Zyo 1.13 I . 
Yl LIly I YO' .14 y = Const 

"y 1 J3 y 0 
a Z J' Y. 1 
LI Y3 

Die vierte Differenz ist eine Konstante, zu deren Bestimmung die ftinf 
gegebenen Funktionswerte notwendig waren. Durch Addition und Sub­
traktion der vierten Differenz kann man die Spalte der dritten Diffe­
renzen vervollstlindigen. Aus den dritten Differenzen ergeben sich die 
zweiten; fortfahrend gelangt man schlieBlich zu neuen Werten der ganzen 
rationalen Funktion ftir weitere aquidistante Abszissen. 

Das Verfahren ist gut zu gebrauchen, wenn man sich iiber den Ver­
Iauf einer ganzen rationalen Funktion ein Blid machen will. Man be­
rechnet n + 1 aquidistante Ordinaten und kann aus ihnen beliebig viele 
weitere aquidistante Werte finden. 

§ 34. Die Newtonsche Interpolationsformel. 

Handelt es sich urn die Berechnung eines Funktionswertes an 
einer beliebigen Stelle x, so Hi.I3t sich das oben beschriebene allgemeine 
Verfahren wesentlich vereinfachen, wenn die ganze rationale Funktion 
durch n + 1 aquidistante Wertepaare gegeben ist. 

"VIr machen dabei von einem Satz der Dillerenzenrechnung Ge­
brauch. Wir dividieren die Differenz g (x + h) - g (x) durch J x = It 
und bezeichnen den Ausdruck 

.1" g(x + h) - g(x) 
LIT = h 
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als Dil/erenzenquotienten der Funktion g (x). Ihn verbinden manche 
Beziehungen mit dem aus ihm abgeleiteten Differentialquotienten. 

Wie man in der Differentialrechnung von einem vorderen und einem 
hinteren Differentialquotienten spricht, so unterscheiden wir auch in 
der Differenzenrechnung einen vorderen und einen hinteren Differenzen­
quotienten. Neben den soeben definierten vorderen Differenzenquotien­
ten stellen wir als hinteren Differenzenquotienten den Ausdruck 

Jy g(x) - g(x - h) 

Llx h 

Die geometrische Bedeutung der beiden Differenzenquotienten ist aus 
nebenstehender Abbildung ersichtlich (Abb.11). GehOrt zu xder Kurven-

punkt A, zu x + h der Punkt B und zu x - h der Punkt C, so ist ~: 
die Tangente des Wmkels, den die Sekante AB mit der x-Achse ein-

o schlieBt, wwend ~: die Tangente des Wmkels 

ist, den die Sekante CA gegen die x-Achse bildet. 
(Vorausgesetzt, daB x und y im gleichen MaBstab 
aufgetragen sind.) 

Aus der Definition der beiden Differenz­
---::-:'.:_--::-_--=,="_ quotienten ergibt sich: 

.r-h .r .r+h Der hintere Differenzenquotient bei x ist 
Abb.11. identisch mit dem vorderen bei x - h. 

WIr bilden die Differenzenquotienten eines Produktes aus Linear­
faktoren p (x) = c (x - xl)(x - xJ ••• (x - x.) . 

Dabei sei c eine Konstante, Xl' xa" .x. seien aquidistant: 

X2 =Xl +h, 

x.=x._l+h. 
Der vordere Differenzenquotient ist 

LlP(x) c(: .. +h -x1)(x + h -xv ... (x + h -x.) - c(x -x1)(x -xzl ... (x-x.) 
-:IX = h 

Nun ist 

x. - h = X._i' 

AuBerdem setzen wir Xl - h = Xo' Somit wird 
LlP(x) c 
~ = 71 (x - Xl) (X - X~) ••• (X - X,_I}(X - xo) - (x - x.)] 

oder, da x.-xo=y·h ist: 
Llj>(x) 

(6) ~ = c· y. (x - Xl) (X - x2) .•. (x - X.-l) 
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Der Differenzenquotient enthalt nur noch v - 1 Linearfaktoren, der 
Faktor mit der groBten Nullstelle ist fortgefallen. Aus diesel Forme! 
geht eine bekannte Formel der Differentialrechnung hervor, wenn man 
Ii zur Grenze 0 streben la.Bt. Es ist dann p (x) = c (x - Xl)' und aus dem 
Differenzenquotienten wird der Differentialquotient 

dP(·Y) = c. v. (x - X1)·-1 . 
. dx 

Ein 1ihnlicher Ausdruck ergibt sich fiir den hinteren Differenzen­
quotienten 
Jp(x) C(x-X1)(X-x.l .. (x-x.)-c(x-h-xd(x-h-xz) .. (x-h-x.) 
---:;rx = h 

= T (x - x2) ..• (x - x.) [(x - Xl) - (x - x,d]· 

Dabei ist x. + h = X.+1 gesetzt. ]etzt ist XY +1 - Xl = v· h und daher 
Jp(x) 

(6a) ------;:rx- = c· v· (x - x2) .•• (x - X y -1) (x - x.). 

Bei dem hinteren Differenzquotienten ist der Linearfaktor mit der 
kleinsten Nullstelle fortgefallen. B.Bt man hier h gegen 0 streben, so 
fallen die beiden Dlfferenzenquotienten zusammen. 

Aus dem ersten Differenzenquotienten kann man auf die gleiche 

Weise einen zweiten 4'!.- herleiten. Aus ihm wieder einen dritten 

Differenzenquotienten ~;. usf. 

Es sei jetzt eine ganze rationale Funktion n ten Grades Y = g (x) 
durch n + 1 Wertepaare X1Y1' X2Y2'" .xnYn' xn+1Yn+1 gegeben. \Vrr 
suchen wie frillier ihre Produktentwicklung in der Form 

g (x) = aD + a1 (x - Xl) + a2 (x - Xl) (x - x2) + ... 
+ an(x - x1)(x - x2) •.. (x - xn) . 

Fiir x = Xl folgt sofort ao = g (Xl) = Y1. Sind die Abszissen x, aqui­
distant, so lassen sich die iibrigen Koeffizienten leicht durch die Diffe­
renzenquotienten der Funktion ausdnicken. 

Es ist namlich der Differenzenquotient einer Summe gleich der 
Summe der Differenzenquotienten. Denn aus 

folgt sofort 

j F(x) 11 (x + h) + f.{x + hi + .. . 1. (x + h) - [/1 (x) + I. (x) + .. . 1. (x)] 
------;:rx- = h 

= A~l;Y) + j~2.~X) + ... j~.;X). 
Ferner ist der Differenzenquotient einer Konstanten gleich Null. Bilden 
wir daher den Differenzenquotienten von y = g (x), so wird 

jy 
~ = a1 + 2az (x - Xl) + ... nan (X - Xl) (x - x 2) ..• (x - X,,_l)' 
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Ebenso werden die weiteren Differenzenquotienten 
Jty 
,hi = 2a. + 3, 2aa (x - Xl) + .. . +n(n -1) all (x - Xl) (X - XI)'" (X - X"_2) 

J'y 
Js' = v(v -1)···3·2·1a, + (v + 1)v(v -1) .. ·3· 2a,+dx - Xl) + ... 

+ n (n - 1) .•• (n - v + 1) a" (~- Xl) ... (X - X .. _,) 

Llfty 
LIs" = n (n - 1) ... 3 ·2 • 1 a .. = n I a". 

Betrachten wir nun samtliche Differenzenquotienten an der Stelle 
X = Xl' so wird 

( Lla y) -:;-;; = n! a ... 
LI % ~=%1 

Unter Benutzung der vorderen Differenzenquotienten an der Stelle 
X = Xl konnen wir daher die ganze rationale Funktion y = g (x) in der 
Form schreiben: 

f Y = YI + 4/1 (x - Xl) + 4;,,: ex - Xl) ~X - X 2 ) + ... 
nX aX 2. 

1 + LlftYI (x - Xl) ( ... - XI)'" (x - .... ) 
.dX· n! . 

(7) 

Diese schon von Newton angegebene Forme1 ist ganz analog der 
Taylorschen Forme1 in der Differentialrechnung gebaut. Die Taylor­
sche Forme1 geht aus der Newtonschen hervor. wenn man alle x, zu­
sammenriicken. d. h. h gegen 0 streben Hifit. 

Unsere Formel ist deshalb so bequem. weil die aufeinanderfolgenden 
Differenzen ungemein leicht zu bilden sind (vgl. das Schema auf S. 103). 
Die einzeInen Differenzenquotienten erMlt man dann sofort durch Divi­
sion mit den aufeinanderfoJgenden Potenzen von h = LI x . 

Fur den praktischen Gebrauch empfiehlt es sieh, eine Schreibwelse 
einzufuhren. bei der man von dem speziellen Werte von Llx unabhangig 
wird. Wir setzen 

X -Xl 
~=u • 

.: - .... = ... - XL - ( .... - ':J)_ = ... - "'1 _ .... - "'1 = U _ 1 
J... 4x Ll... J.T • 
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und erhalten fUr die ganze rationale Funktion die Darstellung 

J u(u- t) z "="1 + u· .1"1 + 21 .1 Yl + ... 
l + u (u - t) (u - 2) •.. (u - [n - 1]) "" 

nl a Yl' 

(8) 

Eine iihnliche Formel HiBt sich unter alleiniger Benutzung des hin­
teren Differenzenquotienten ableiten. Wir schreiben g (x) in der Form 

Y = ao + ~ (x - xJ + at (x - Xl) (x - xo) + a3 (X - xJ (X - xo) (x - X_I) 
+ ... + a,. (X - Xl) (X - Xo) (X - X_I)'" (x - X_( .. _2»). 

wobei Xo. X_I. X-2'" die vor X = Xl gelegenen aquidistanten x-Werte 
sind. Fiir X = Xl ist wie oben ao = Yl' Die hinteren Differenzen­
quotienten werden 

li" E = ~ + 2 aa (x - Xl) + 3 as (x - Xl) (X - xo) 

+ ... na,,(x - Xl) (X - xo) ••• (x - X_(1I_3»). 

:;p" 
A x. = 2aa+ 3' 2a3 (x -Xl) 

+ .. . n(n -1)a .. (X - Xl) (x - xo) ... (X -X_(,,_~»). 

;;r"" 
Axv =n(n-1) .. ·3·2·1a". 

Fiir X = Xl ergibt sich -
.d "1 LfX = al • 

lil"t , 
Ax. =2.ai • 

Setzen wir nun wieder 

so ist 

(Sa) 

x - X_(o_'1 + 1 
Ax =u n- . 

Damit erhalten wir fiir g (x) die Darstellung: 

f - u (u + 1) -z 
Y =]'1 + u.1Yl + 21 J ]'1 + ... 

l + u (u + 1) (II + 2) •.. (II + •• - 1) J" , 
111 h· 
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Die Bildung der hinteren Differenzen an der Stelle x = Xl ergibt sich 
aus dem Schema 

Y-l Li Yo 
Li2yo 

J3 Yl 
. Li'Yl 

Yo Li Yl 
LiIYl Li'Y2 

t! j2Ya 
j3y! 

Ya 
j Ya 

Wahrend die aufeinanderfolgenden vorderen Differenzen auf einer 
absteigenden Geraden angeordnet sind, liegen die hinteren Differenzen 
in dem Differenzenschema auf einer ansteigenden Geraden. 

§ 35. Allgemeine Interpolationsformel I. 
Man kann noch allgemeinere und fiir das numerische Rechnen be­

quemere Darstellungsformen gewinnen, wenn man die vorderen und 
hinteren Differenzen gleichzeitig benutzt. Fur die Formel lassen sich 
Differenzen verwenden, die auf emem beliebigen gebrochenen Linienzug 
im Schema liegen, der von emer Dlfferenz immer zur nachst hbheren oder 
nachst tieferen Differenz der folgenden Spalte fUhrt. Jedes Ansteigen 
bedeutet die Zunahme einer hinteren, jedes Absteigen des Linienzuges 
die einer vorderen Differenz. Dabei kommt es auf die Reihenfolge der 
vorderen und hinteren Differenzen nicht an, denn die Formeln (6) und 
(6a) zeigen, daB der hintere Differenzquotient eines vorderen gleich ist 
dem vorderen Differenzenquotient eines hinteren. 

In den Darstellungsformen (8) und (8 a) sind die Differenzen mit 
Polynomen von gleichem Grade wie die Differenz multipliziert, die bei 
Benutzung vorderer Differenzen die aufeinanderfolgenden Nullstellen 
0, 1, 2 ... und bei Benutzung hinterer Differenzen die Nullstellen 0, 
-1, - 2 •.. besitzen. Es fragt sich, wie die Polynome aufgebaut sein 
miissen, wenn zur Darstellung beliebige Differenzen des Schemas neran­
gezogen werden. 

SOU ein Koeffizient a, der Produktentwicklung von g (x) durch p 
vordere und q hintere Dlfferenzen gebildet sein, 5011 er also dIe Form 
haben . 

1 Ll P::1'Yl 
a.=Ii~' l=P+q, 

SO muE durch pmalige vordere und qmalige hintere Differenzenbildung 
aus g (x) ein Ausdruck entstehen: 

A PJl y (l + 1)' 
~ = l! a. + -1-1- aHl (x - Xl) + ... 

Der Koeffizient ai + 1 und aIle weiteren miissen den Faktor X - Xl be­
sitzen, damit diese Glieder fur X = Xl verschwinden. 
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Nun verschwindet aber bei der Bildung des vorderen Differenzen­
quotienten jedesmal der Faktor mit der groBten Nullstelle. bei der hin­
teren Differenzenbildung der Faktor mit der kleinsten Nullstelle. In 
der urspriinglichen Entwickl~ng fUr g (x) muB demnach a}.+1 auBer mit 
(x - xJ noch mit p Linearfaktoren multipliziert sein. deren Nullstellen 
groBer als Xl sind und mit q Linearfaktoren. deren Nullstellen kleiner 

als Xl sind. Ftihren wir Wleder x ~ ;1 = u ein. so erhalt al.+l als 

Faktor ein Polynom mit den Nullstellen 

P. p-1, ... 2. 1,0, -1, -2, ... -(q-1), -q. 

Wahlt man daher die Differenzen eines beliebigen gebrochenen 
Linienzuges von der oben beschriebenen Art im Differenzenschema, 
so erhalt die erste Differenz den Faktor u, und die ubrigen Differenzen 
erhalten als Faktoren Polynome, die neben der Wurzel 0 soviel positive 
und negative ganzzahlig aufeinanderfolgende Nullstellen besitzen, wie 
der jedesmal vorhergehende Koefflzient vordere und hintere Differenzen 
enthalt. AuBerdem besitzt ein Polynom vten Grades den Divisor v! 

Wahlen wir beispielsweise die in dem nebenstehenden Schema auf 
der ausgezogenen Lmie liegenden Differenzen. 

4yo AA2yo .. 

Y.", /L1Liyo~ 1_ /L1I,12 y.", /. 
,.,1 Yo, ,4 LI Yo, /--.. 

/ ' / '\. 3- / '\. 
Yl/ "Lll yo " "LlLlYo' '. 

Y, 

Da es sich hier urn die Entwicklung einer ganzen rationalen Funk­
tion an der Stelle X = Xo handelt, setzen wir 

X-Xu -;;rx-=U 
und erhalten die Entwicklung 

u (u - 1) - (u + 1) u (u - 1) 2-
(9) Y=Yo+uLlYO+-2-1-LlLlyo+ 31 LlLIyo+··· 

Eine ahnliche EntWlcklung ergibt sich, wenn man die DIfferenzen 
des punktierten Linienzuges benutzt: 

(9) - + J +(u-t~~LlLi + (U+1)U(tI-1)LlLi 2 + a Y - Yo u Yo 21 Yo 31 Yo'" 

Brechen wir die Entwicklungen hinter dem ersten Gliede ab, so 
erhalten wir eine Approximation der Funktion durch eine Parallele zur 
x-Achse. Nehmen wir das zweite Glied hinzu, so ergibt sich eine Ge­
rade, die in der Form (9) die Punkte Yo und Yl verbindet, in der Form 
(9a) geht sie durch die Punkte Y -1 und Yo' Brechen wir hinter dem 
dritten Gliede ab, so ergeben beide Enhncklungen als Naherung eine 
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Parabel durch die drei Punkte Y -1. Yo und Yl. Nimmt man die vierten 
Glieder hinzu, so trennen sich beide Entwicklungen wieder usw. 

Urn eine symmetrische Entwicklung zu erhalten, bilden wir aus (9) 
und (9a) das arithmetische Mittel • 

- 1- ~ 

1_ + LlYo+Llyo +~,1Li + u(ul -l) Ll Lll'o + LlLl Yo 
y - Yo u 2 21 Yo 31 2 

(I) 2 (S ) _ 

+ u u - 1 ,12,1S + 
41 Yo··· 

Diese Formel ist besonders geeignet zur Berechnung von Funktions­
werten in der Umgebung einer Stelle x =Xo. Die "lnterpolationsforme1 (I)" 
benutzt aus dem Differenzensehema die nebenstehend durch Kreise 
hervorgehobenen Differenzen. Aus den durch einen Strieh verbundenen 
Differenzen ist 

y-1 . 
0· 

1!. i 0 o 
Yl 

das arithmetische Mittel zu bilden. 

8 0 
T <:) I 

<:) <:) 

Bricht man die Entwicklung an einer Stelle abo so ergibt sich eine 
N1i.herung fiir die entwickelte Funktion. und zwar bei einer ungeraden 
AnzalU von Gliedern dieselbe N1i.herung wie (9) und (9 a). Bei gerader 
AnzalU von Gliedern dagegen liefert (I) das arithmetische Mittel der 
beiden aus (9) und (9a) folgenden N1i.herungsparabeln. 

Von der Interpolationsformel (I) machen wir Gebrauch zur Behand­
lung des folgenden 

Beispiels: Gegeben sind die 5 stelligen Logarithmen der ganzen 
ZalUen von 4 bis 10. Gesucht werden die Logarithmen fiir 6· 5, 6·6 bis 7· 5 . 

Wlf approximieren die Funktion logx durch eine ganze rationale 
Funktion sechsten Grades. die durch die sieben gegebenen aquidistanten 
Logarithmen bestimmt ist. Fiir ihre Differenzen ergibt sich das folgende 
Schema: 

log x 
Differenzen 

x I 1. 2. 3· 4 6. 

4 060206 

I 

9691 
0·69897 -1773 

791S 550 
6 o 77 S15 -1223 i -223 I 

6695 327 lOS 
7 I 0·84510 - 896 -115 -60 

5799 212 48 
8 0·90309 - 684 - 67 

5115 145 
9 095424 - 539 

4576 
\0 1·00000 



u 

=01 

=02 
±0'3 
:'.::0'4 
:'.::0'5 

§ 35. Allgemeine Interpolattonsformel I. 111 

Die Differenzen sind in Einheiten der flinften Dezimale hin­
geschrieben. Eine niitzliche Probe bei der Aufste11ung des Differenzen­
schemas ist: die Summe der 1. Differenzen ist gleich der Differenz der 
ersten und letzten Ordinate. Die Summe der 2. Differenzen ist gleich 
der Differenz der ersten und letzten 1. Differenz usw. 

Da die Funktion in der Umgebung von x = 7 berechnet wer­
den 5011, fiihren wir u = x - 7 em und erhalten die Interpolations­
formel 

uS u(u2 - 1) 
Y = 0'84510 + 0'06247u - 0'00896"2 + 0'002695 '6 

-0'00115 u" (u2 _ 1) + 0'00078 u (u· - 1) (,,2 - 4) 
24 120 

-0'00060 u l (,,2 - 1) (u2 - 4) 
720 • 

Die zur Interpolation gebrauchten Werte der Polynome kann man 
ein fiir allemal berechnen: 

u u' u (ul - 1) U2 (u2 -1) I U·(U2 -1)(U2 -4) 

0'1 O'Ot -0099 -0'0099 
I 

0'39501 I 

0'2 0'04 -0'192 -0'0384 0'76032 
0'3 0'09 -0'273 -0'0819 1 06743 
0'4 0'16 -0'336 -0·t344 1'29024 
0'5 0'25 -0'375 -0'1875 1'4062.5 

Zumichst ftihren wir die lineare Interpolation aus, indem wir zu 
log 7 jeweils ein Zehntel von 0'06247 addieren und subtrahieren. Daran 
sind die folgenden, in Einheiten der fiinften Dezimale geschriebenen 
Korrekturen anzubringen. 

1-448 u' 
u (u'-l) T--u2 (II" - 1) I u (u2 _1) (u"-4) I Snrnme ----

269'5 6 -115 78 .. 
i 24 120 u positiv I u negativ 

I ! I I I 
- ' 4'5 

I =r: 4'4 0-0 ±0-3 - 8'6 - 0-4 

- 17'9 =r: 8'6 02 ±o-) i - 25-8 - 96 
- 40'3 =r: 12-3 0'4 ±0-7 - 51'5 -28'3 
- 71'7 =r: 15-1 0-6 ±0-8 -85"4 -56'8 
-112'0 T 16-8 0-9 ±0'9 -127 ° -952 

Das letzte Glied der Entwicklung kommt fur die sechste Dezimale 
nicht mehr in Betracht. Die lineare Interpolation liefert nun zusammen 
mit den Korrekturen: 
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, Lineare Inter-

I I 
',Die Tafel 

:It Korrekturen log :It gibt an polation letzter Stelle 

6'S 0'81 38c , - 95'2 I 0'81291 1 
6'6 0'820112 - 56'8 0'81954 4 
6'7 0'826359 - 28'3 0'82608 8 
6'8 0'832606 - 9'6 0'83251 1 
6'9 0'838853 - 0'4 0'83885 5 
7'0 0'84 510 0'0 0'84510 0 
7'1 0'851347 - 8'6 0'85126 6 
7'2 0'857594 - 25'8 0'85734 3 
7'3 0'863841 - 51'S 0'86333 2 
7"4 0'870088 

I 
-85'4 0'86923 

I 
3 

7'5 0'876335 -127'0 087506 6 

§ 36. Allgemeine Interpolationsformel II. 
Neben die Interpolationsformel I wollen wir eine zweite stellen, 

die am besten fUr die Interpolation zwischen zwei gegebenen Funktions­
werten zu benutzen ist, Wir stellen zunachst eine Formel auf, die die 
Differenzen langs des in dem Schema auf S. 109 gestrichelten Linienzuges 
benutzt. Sie geht aus (9a) fUr den punktierten Linienzug hervor, wenn 
man Yo durch Yl und u durch u - 1 ersetzt: 

- u(u-1) - u(U-1)(u-2)-z 
(9b) Y=Yl + (U-1)LlYl + -2-' -LlJYl + 31 LILI Yl + ... 

Nun ist, wie aus dem Differenzenschema hervorgeht: 

J Y1 = Llyo. LlAzYl = Ll2Ayo usw. 

Nehmen wir aus (9) und (9 b) das arithmetische Mittel, so ergibt sich daher 

'/ =:Yo +:Y1 +(u_'!')Ll +U(U-1} LLI:Yo+AA:Yl 
- Y 2 2 Yo 2' 2 

(10) _ _, _' . 
+ U (u 1J(u ~.) Ll2 LI + 

3! yo,·,' 

eine Formel, deren Symmetrie noch mehr hervortritt, wenn wir v Jiir 
u - t einfiihren: 

1
-:Y0+:Y1+ A + v2 -l AA:Yo + AA;1 + v(vz-}l .• 2-.J Y - -2- VLJYo -2-'- 2 --3,---LJ Yo 

(II) 1-2 2-' 
(V2 _-}J(V2 _{) A.1 :Yo +.1 A-:Yl 

+ 4! 2 + ... 
Die "Interpolationsformel (II)" benutzt die in nebenstehendem 

Schema durch Kreise hervorgehobenen Differenzen 
:Y-1 
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FUr die Mitte des Intervalls wird v = 0" Man erhaJ.t aus (II) fur 
diesen Wert die sehr bequeme Formel 

1
1 = Yo + Yl _ .!. LJLf Yo + LJLfYl + 2-.- LJ-Lf'yo + LJILf2Yl _ 

Y"I 2 8 2 128 2 ... 

(11) 5 LJ3LfIyo + LJIJ3Yt 
-1024 2 + ... 

Die Polynome VB - 1, V (v 2 - t) usw. kann man wieder ein fur 
allemal berechnen. Es ergibt sich etwa fiir v = ± 0'1 und ± 0'3 : 

v va-t v(v2-{) (v'-t) (v2-t) V(V2_t) (V2 __ t) 
±O"1 -0'24 +0'024 05376 ±0'05376 
±0'3 -0'16 +0'048 0'3456 ±0·10368. 

Damit kann man zwischen zwei gegebene Abszissen vier weitere 
Werte einschalten. Wir berechnen beispielsweise die Logarithmen von 
7'2, 7"4, 7'6 und 7'8 unter Benutzung des Differenzenschemas auf S.110. 
Fiihren wir v = x - 7'5 ein, so lautet Formel (II): 

uS _ J_ 

Y = 0'874095 + 005 799 v - 0'00790 2"f-
+ 000212 f) (v;~ {\ _ 0'00091 (Va_}~:va -~) + ... 

Fiir die vier zu berechnenden Funktionswerte wird v = ± 0'1 und 
± 0'3. Wir fUhren zunachst die lineare Interpolation aus, indem wir 
zu 0'S7409 5 die Werte 0'1 . 0'05 799 und 0'3 . 0'05 799 addieren und 
subtrahieren. Daran sind dann wIeder die folgenden, in Einheiten der 
fiinften Dezimale gemessenen Korrekturen anzubringen: 

I 

f) -790T 212 6 
v. - l I V (v· - t) I (v' - tl (v' - ~) Summe 

-91 ---~ --I v posihv I v negabv 

±0,, 1

1 
94'8 

±0'3 63'2 
-2'0 I +92'0 I +93"6 
-1"3 +60'2 +63"6 

Die lineare Interpolation liefert zusammen mit den Korrekturen: 

Lmeare Inter- I Die Tafel 
x Korrekturen log x glbt an polation 

iletzter Stelle 

7'2 0'856698 +63'6 I 0'85733 3 
7"4 0'868296 +93"6 0'86923 3 
7'6 0'879894 +92'0 0'88081 1 
7"8 I 0'891492 +60"2 0-89209 9 

Die ApproximatIOn der Funktion log x geschieht in diesem Beispiel 
durch eine ganze rationale Funktion vierten Grades. Auf die Berechnung 
des bei der Approximation entstehenden Fehlers gehen wir spater ein. 

Runge-Konig. Vorlesungen 8 
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Man erkennt ohne weiteres, daB sich die Genauigkeit nicht belie big weit 
treiben 11i.Bt. Man miIBte immer mehr Glieder der Interpolationsformel 
benutzen, deren Werte aber von einer bestimmten Stelle an wieder 
wachsen, denn in die hoheren Differenzen spieIt log 0 = - 00 hinein. 
Man nennt solche Anmiherungen, die bis zu einer bestimmten Stelle 
immer besser, nachher aber immer schlechter werden, semikonvergente 
Annaherungen, die zugeharigen Reihen semikonvergente Reihen. 

§ 37. tiber die Genauigkeit der Interpolationsformeln. 

Stimmt eine ganze rationale Funktion g (u) vom n ten Grade mit 
einer Funktion f (u) an n + 1 beliebigen StelIen un' U j .•• Un iiberein, 
und ist die n + 1 te Ableitung von f (u) fiir aIle in Betracht kom­
menden Werte dieser Veranderlichen stetig, so gilt fiir die Abwei­
chung f (u) - g (u) die Formel 

11-+ 1)(0» 
flu) - g(u) = -( ~-)I (u - uo) (u - til)'" (u - Un), n+1. 

wo w eine Zahl bedeutet, die zwischen dem algebraisch gra13ten und 
kleinsten vVerte der GraBen u, un' ul ••• Un liegt. 

Der Beweis dieses Satzes erglbt sich aus der Betrachtung des Aus­
drucks 'P (z), definiert durch 

rp (z) = j (z) - g (z) - R (z - uo) (z - HI) ••• (z - Un) , 

wo die GroBe R durch die Gleichung 

j(u) - g(u) = R (H - un) (u - u l ) ... (u - un) 

definiert sein 5011. 

Wir betrachten u, UO' HI" .Un voneinander verschieden und fest 
gegeben, wahrend z veranderlich sein soli. Die n + 1 te Ableitung von 
'P (z) ist gleich r+ l)(Z) - R (n + i)! und ist nach Voraussetzung eine 
stetige Funktion von z, und damit sind aIle medrigeren Ableitungen 
ebenfalls stetige Funktionen von z. rp (z) verschwindet an den n + 2 
Stellen z=u, uO' uj ... un . Mithin verschwindet rp'(z} an n+1 
StelIen, die zwischen der algebraisch grcillten und kleinsten dieser 
GraBen liegen, und folglich <)/'(z) an n Stellcn, I)/"(z) an n - 1 Stellen, 
rp (n+ 1) (z) an emer Stelle, die zWlschen der algebraisch grci13ten und 
kleinsten liegt. Bezcichncn wir dICSC Stelle mit w, so ist also 

Fn+l)(W) - R(n + i)! = 0 
und damit 

11n+1)(w) 
flu) - g(tt) = (n+-W (u - lto (u - u l )··· (u - Un)· 

Die ersten n Glieder der Newtonschen Interpolationsformel liefem 
eine ganze rationale Funktion n ten Grades g (It), die mit der Funktion 
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'Y = f(u) an den Stellen u = 0, 1, 2 ••• n iibereinstimmt. Mithin ist der 
Fehler, mit dem g (u) sich der Funktion f (u) annahert, gleich: 

j<"+I)(W) 
flu) - g(u) = (n + 1)! It{U - 1) ... (u - n). 

Nimmt man u zwischen 0 und n an, so liegt auch w zwischen ° und n . 
Die ersten 2n + 1 Glieder der Interpolationsformel (I) liefern eine ganze 
Funktion 2 n ten Grades 

Llyo + Liyo u Z -
g(u) = Yo+ u~-2- + 2TLL1yo + ... 

+ u2(u2_ 1) ... (u'- (n - 1)') LJ"2r 
2n! Yo' 

die an den 2 n + 1 Ste11en 0, ± 1 ... ± n mit y = f (u) iibereinstimmt. 
Der Fehler, mit dem sie f(u) darstellt, ist also 

t{"+I)(W) 
f(u)-g(u) = (2n+1)lu(U2 -1) ... (u2 -n'), 

wo w zwischen - n und + n liegt, wenn auch u in diesem Intervail 
angenommen wird. 

Die ersten 2 n + 2 Glieder der Interpolationsformel (II) liefern eine 
ganze Funktion 2 n + Hen Grades g (v) 

g(v) = Yo: Yl + vJyo + ~iilL ~!i2'o ~~} Yl_ + ... 

v (v' - t) ... (v' - ±{2n-l)') A"+l LIAyo, 
+ (2n+l)' 

d· d S 11 ' 1 ' 2n + 1 d d Ib Ie an en 2 n + 2 te en v = ::!:: :!. , ••• ::!:: -2- 0 er, was asse e 

ist, U = - n, ... , n + 1 mit Y = f (t + v) iibereinstimmt. Mithin ist 
der Fehler, mit dem sie die Funktion darste1lt: 

t{20+21(w) 2 (2n +1)') 
(2n+2)' (v -t)··· v2 - 4 ' 

wobei w zwischen - n und n + 1 liegt, wenn v zwischen _ 2n + 1 

2n+ 1 . d 2 
und + -2- angenommen WIT . 

1st das Interval! h klein genug angenommen, so kann bei der Ab­
schatzung des Fehlers die Ableitung von f mit ausreichender Genauigkeit 
durch eine Dlfferenz von derselben Ordnung ersetzt werden, so daD 
man die GroDenordnung des Fehlers aus dem Dlfferenzenschema ge­
winnt, ohne daD es notJg ist, die Differentiation durchzuftihren. 

§ 38. PartialbruchzerIegung. 

Eine wichtige Anwendung der Division zweier ganzer rationaler 
Funktionen wird bei der Partialbruchzerlegung gemacht, die in der 
Integralrechnung eine groDe Rolle spielt, da sie es gestattet, den 

8* 
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Quotienten zweier ganzer rationaler Funktionen (auf den sich bekannt­
lich jede rationale Funktion zuriickfiihren laBt) in eine Reihe einfacher 
Ausdriicke zu zerlegen. 

Hat in dem Quotienten ~~;~ der Nenner }.mal die Nullstelle Xl' 

",mal die Nullstelle X2 usw., so wird in der Algebra gezeigt, daB sich stets 
und nur auf eine Weise die Zerlegung herbeifiihren lliBt: 

f (x) /Xl /X. • /Xl 

-=--1+ 11+·'·--
g (x) (x - XJ (x - xJ - x - Xl 

+_Pl_+ PI + ... ~ 
(x-x211' (x-x21l'-l X-Xl 

+ .................... +y(x). 

Die Koeffizienten IX., fl. usw. ergeben sich aus den Koeffizienten 
der heiden ganzen rationalen Funktionen I (x) und g (x), die ganze ratio­
nale Funktion y (x) tritt nur auf, wenn I (x) von gleichem oder groBerem 
Grade ist als g(x). Urn y(x) zu bestimmen, dividiert man zunachst t 
durch g, und setzt die Division solange fort, als im Quotienten keine 
negativen Potenzen auftreten. Der Rest sei an dieser Stelle h(x), dann 
hat man die Zerlegung gewonnen 

!(x) h(x) 
g(x) = r (x) + g(x) , 

in der h von geringerem Grade ist als g. 
Um die Koeffizienten <x, zu berechnen, geht man am bequemsten 

so vor, daB man g (x) und h (x) mittels des Hornerschen Schemas nach 
Potenzen von x - Xl = P entwickelt. Man erhalt 

h(x) = ao+ alP + azpz+ ... , 
g(x) = pI. (bo + b1p + baPz + ... ) 

= boP' + blp+l + bz pl.+ 2 + ... 
Wrr fiihren nun die Division aus, bis der Rest mit der }. ten Potenz 

von p beginnt: 

2 

... \ 

-i. -i.+1 -1 

aa a. a' . (I.-! 
1 al._ 1 

b. bo 
... -b-o -

aO b a. b 
ao bIb 2··· 

___ 0 __ o ____ _ 

~ ... 

rz(x) = a~ 

r.(x) = 



§ 38. Partialbruchzerlegung. 117 

1m Quotienten sind dabei die negativen Potenzen von p bis zur - 1 ten 

einschlieBlich aufgetreten. Bezeichnen wir ihre Koeffizienten t. t 
mit 1X1 • 1X2•••• so ergibt sich 0 0 

" (x) "'1 "'2 "'l"1 (P) 
g(x) =pr+ pl.-l + "'p+ g(P)' 

Da 1'1. (P) und g(P) mit der 1 ten Potenz von p beginnen, schreiben wir 

und erhalten 
1'dP) = pi. hI (x), g(P) = pi. gl (x) 

"(x) = "'1 + __ "'~_ + ... ~ + "1 (x) • 
g(x) (X-X1)1. (x-xJ<-l X-Xl gl(x) 

Auf ~ konnte man dasselbe Verfahren anwenden. gl {xl enthaIt 
gl 

die Wurzel Xl nicht mehr. Man mill3te jetzt nach x - X 2 = q entwickeln. 
Bequemer ist es jedoch, und wegen der eindeutigen Zerlegbarkeit muB 
es zum gleichen Resultat fiihren, wenn man bei der Entwicklung nach 

Potenzen von q wieder von dem Quotienten !.. ausgeht. Man braucht g 
dann die Funktion hI (xl nicht zu kennen, und das hat den Vorteil, daB 
man die Entwicklungen von g (x) und h (x), aus denen die Koeffizienten 
Xl X 2 • •• berechnet werden, nur bls zu den ersten A. Koeffizienten durch­
zufiihren braucht. 

Entsprechend braucht man zur Berechnung von PI' P2'" nur 
die ersten fl Koeffizienten der EntwickIungen von g (x) und h (x) nach 
Potenzen von q usw. 

Sind etwa aIle Wurzeln des Nenners einfache Wurzeln, so braucht 
man in den Entwicklungen 

h (x) = ao + a l (x - Xl) + ... , 
g(x) = (x - Xl) [bo + bl (x - Xl) + ... ] 

jedesmal nur den ersten Koeffizienten zu kennen, denn 

a. 
bo X -Xl 

ist der betreffende Partialbruch, der zur Wurzel Xl gehort. 

Nun ist ao = h (XI) und bo = (:!) fur X = Xl' Es ergibt sich somit 
die einfache Partialbruchzerlegung 

"(x) _ "(Xl) 1 + "(x,) 1 + 
g (x) - g' (Xl) X - Xl (x2) X - x. . .. 

BeispieZ: Es ist die Funktion 

.r (x - 1) (x - 2) (~-=3) 

in Partialbriiche zu zerlegen. 
Die Wurzeln des Renners sind 0, L 2, 3. Der Zahler hat sHindig 

den Wert 1. Da der Zahler von genngerem Grade als der Nenner ist, 
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tritt bei der Zerlegung keine ganze rationale Funktion auf. Der Diffe­
rentialquotient des Nenners 

g' (x) = (x - 1) (x - 2) (x - 3) + x (x - 2) (x - 3) 
+ x (x - 1) (x - 3) + x (x - 1) (x - 2) 

ergibt fiir die vier Wurzeln 

g(0)=-6, 
g(1)= 2, 

Somit erhalten wir die Zerlegung 

g(2) = -2, 

g(3)= 6. 

1 =_~~+~_1 __ ~_1_+~_1_. 
;r (;r - 1) (;r - 2) (x - 3) 6 x 2;r - 1 2 x - 2 6.r - 3 

Zur Probe wahlen wir fiir x einen Spezialwert, z. B. x = -1 . 
Dann wird einerseits 

-1.-2·-3·-424 

und andererseits ebenso 

t-t+t--l{=-lr' 
Die Betraehtungen k6nnen genau so durehgefUhrt werden, wenn 

der Nenner komplexe Nullstellen hat. Wir betraehten als 
Beispiel: Die Zerlegung der Funktion 

(1+-,"')" 

Eine ganze rationale Funktion tritt aueh hier nieht auf. Der Nenner 
hat die beiden Doppelwurzeln + i und - i. 

g(x) = (1 + X2)2 = (x - i)2 (x + i)2. 

Da die beiden Wurzeln konjugiert komplex sind, braueht die Rech­
nung nur fiir die eine durchgefilhrt zu werden, fUr die andere gelten die 
konjugierten Werte. 

Fiir die Wurzel x = i mull g (x) nach Potenzen von x - i entwickelt 
werden. Von dieser Entwicklung brauchen wir nur die beiden ersten 
Koeffizienten, da i eine zweifache Wurzel von gist. 

(x + ~)2 = [(x - i) + 2 ~J2 = - 4 + 4 ~ (x - I) + ... 
Wir dividieren nun 

2 3 -2 -1 

-4 4i 0 ... 
4 4 

-l 

l . .. 

Damit erhalten wlr 

1 
(1 + X 2)2 -~ -(;--~,)l 
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Die heiden letzten Partialbruche bilden einfach die konjugiert kom­
plexen Werte zu den heiden ersten. 

Anmerkung: Die soehen fiir die Partialbruchzerlegung bei lauter 
einfachen Nullstellen aufgestellte Formel 

fIx) = ~ j(xy ) ._t_ 
g(x) ..:::.. (XY) x-xy ' 

y 

wenn f von geringerem Grade als gist, tritt haufig in etwas anderer 
Gestalt auf. Wir multiplizieren mit g (x) und bezeichnen die ganzen 

rationalen Funktionen ~ mit gy (x): 
x -x" 

(12) 

Diese sog. "Lagrangesche Interpolationsformel" gestattet es, eine 
ganze rationale Funktion n ten Grades f (x) aus an den n + 1 Stellen 
x7 gegehenen Funktionswerten f (x y ) zu bilden. Dabei ist g (x) eine 
ganze rationale Funktion (n + 1)ten Grades, nli.mlich das Produkt 
samtlicher Linearfaktoren (x - xv). 

Die Formel wird vielfach zur Ableitung von Theoremen verwandt, 
ist aber zur numerischen Interpolation ungeeignet. 

§ 39. Kettenbruchentwicklung rationaler Zahlen. 

Eine andere Anwendung der Division zweier ganzer rationaler 
Funktionen ergibt sich bei der Kettenbruchentwicklung. 

Bekannt ist das schon von Euklid angegebene Verfahren zur Auf­
findung des groBten gemeinsamen Tellers zweier Zahlen. go und gl 
seien zwei ganze Zahlen, und zwar go > gl' Man dividiert zunachst 
go durch gl' bis sich ein Rest gz < gl ergibt, 

go = qlgl + gz· 

Jeder Teiler von go und gl muB auch ein Teiler von gz sein. Es bleibt 
also nur ubrig, den groBten gemeinschaftlichen Teiler von gl und gz 
zu suchen. Wir dividieren jetzt gl durch gz und erhalten den Rest 
ga< gz 

So fahren wir fort 

(t3) g .. -l = q"g .. + gn+l' 

Jede der Zahlen gy ist klemer als die vorhergehenden. Ergibt slch 
schlieBlich gn+l = 0, so ist g .. der gesuchte gr6Bte gemeinschaftliche 
Teiler. 1st gn = 1, so nennt man bekanntllch die beiden Zahlen go 
und gl teilerfremd. 
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Die aufeinanderfolgenden Quotienten ~Y sind aUe po~itiv und 2: 1 . 
Sie gestatten die Darstellung der Quotienten ~ und ~ durch einen 
Kettenbruch. Es ist 11 10 

I~= ql +~ 
11 gl und weiter 
~=q +~ g. I g.' 

~=q +~ g. 3 la' 

'.-1 =q,. +~. ,. g. 

Zusammenfassend ergibt sich 

(14) 

Entsprechend findet man 

(15) ~=_1_ 

. +.!.. 
q. 

Die Zahlenreihe qlqS .. . q" konnen wir dazu benutzen, urn mittels 
der "Rekursionsformel" 
(16) p. = q.P.- 1 + p.- 2 

eine neue Zahlenreihe PIPS ... Pn abzuleiten. Die Zahlen p. sind be­
stinunt. sobald fiber die Werte zweier von ihnen verfiigt worden ist. 
"VIr wahlen als Ausgangswerte P -1 = 0 und Po = 1 und bemerken 
zunachst. daB die Zahlen p. mit wachsendem Index standig zunehmen. 
1st ql = 1. so beginnt diese Zunahme allerdings erst mit der Zahl Pa . 

Entsprechend wollen wir eine zweite Zahlenreihe Q. ableiten mit 
Hilfe der gleichen Rekursionsformel 

(17) Q. = q.Q'-1 + Q.-I· 
Als Ausgangswerte wahlen wir Qo = 0 und QI = 1. Auch hier nehmen 
die Zahlen Q. standig zu, und zwar beginnt die Zunahme spatestens 
mit Qs. 

Die beiden neuen Zahlenreihen p. und Q. konnen nun dazu benutzt 
werden. urn die beiden Zahlen go und gl durch beliebige Reste g. und 
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g.+l auszudriieken. Es lliBt sich nlimlieh leieht dureh vollstandige In­
duktion zeigen, daB 

(18) 

und 

(19) 

ist. 
Die Formeln sind zunaehst riehtig fiir y = 1, denn es ergibt sieh, 

da naeh (16) PI = ql ist: 

und 

Angenommen ferner, sie waren erwiesen fiir y = p - 1: 

und 
go = Pp- 1 gp-l + Pp- s gp 

gl = Qp-lgp-l + Qp-2gp, 

so braueht man nur aus (13) gp-l = qpgp + gp+1 einzusetzen, urn die 
entspreehenden Formeln fiir den Index p mit Hilfe von (16) und (17) 
zu erhalten: 

go = (qpPp- 1 + Pp- 2)gp + Pp-tgp+t = Ppgp + Pp-tgp+t 
und 

gl = (qpQp-l + Qp-t) gp + Qp-lgp+! = Qpgp + Qp-lgP+l' 

Die Zahlen p. und Q. stehen in einer bemerkenswerten Beziehung 
zueinander. Eliminiert man namlieh aus (16) und (17) q .. so ergibt sich 

P.Q.-l - p.-1 Q. = - (P.- t Q.-2 - P.-2Q'-1)' 

Rechts steht bis aufs Vorzeichen dieselbe Determinante wie links, nur 
fUr einen urn eine Einheit verminderten Index. Daraus folgt, daB diese 
Determinante fiir waehsenden Index stets denselben absoluten Wert hat, 
wah rend das Vorzeiehen standig zwischen + und - schwankt. Nun 
ist aber 

Daher ergibt sich 

(20) 

Aus (20) erkennt man sogleich, daB die Zahlen p. und Q. stets 
teilerfremd sein miissen, denn jeder gemeinsame Teiler mliBte auch in 
± '1 enthalten sein. Ferner ergibt sich nach Division durch Q.Q'-l: 

(21) P. _ P.-. = ~. 
Q. Q.-. Q.Q.-. 

Daraus folgt, daB die Brilche ~ abwechselnd groBer und kleiner 

sind als die jedesmal vorhergehenden, und daB ihre Unterschiede mit 
wachsendem l' standig abnehmen. Sie mihern sich einem bestimmten 
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Werte, namlich dem Quotienten k. Denn es folgt aus (18) und (19) 
gl 

go p. P.g.+P._,g'+1 P. (P.Q._,-P,-,Q')'g'+1 
g; - Q. = Q.g. + Q._,g.+, - Q. = - (Q.g. + Q._,g'+1) Q. 

und aus (19) und (20) 

(22) 

Da mit wachsendem v die Zahlen g abnehmen, wahrend Q wachst, 
so verkleinert sich diese Differenz absolut genommen standig. Fin' 

11 = n verschwindet gn+!, und der Quotient ~ fallt mit dem Naherungs­

wert ~: zusammen. Fiir geraden Index ist gder Naherungswert groBer, 

fiir ungeraden kleiner als ~. gl 
Analoge Resultate ergeben sich fiir den reziproken Wert. Aus (20) 

foIgt zunachst 

(23) 

und weiter aus (18), (19) und (20) 

1 
~ - ~ = Q.g. + Q._,g'+1 - ~ = (P.Q._,-P._,Q.)g.+, 

(24) go p. p.g. + P.-1g.+, P. (P.g. + P,-,g.+,) p. 
(-1)' g'+1 

=g;;-'-P;' 

Das Merkwiirdige ist nun, daB die Niiherungswerle die besten sind, 

die sich aus Zahlen von h&hstens ihrer GroBe fiir den Bruch ~ finden 
lassen. gl 

Fiir geraden Index v ist namlich 

~ >~> P._, 
Q. gl Q._,' 

fiir ungeraden dagegen 

Angenommen nun, es gabe einen Bruch ~, der naher an ~ liegt als 

~: ' obgleich b < Q. ist, so ware im erst:n FaIle gl 

~>~>P.-, 
Q. b Q._, 

~<~<P.-, 
Q. b Q._,' 

und im zweiten 

1m ersten FaIle folgt daraus nach (21) 

im zweiten 
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Multipliziert man nun die Ungleichungen mit bQ.-l und beriicksichtigt 
(20), so ergibt sich 

und 

b o <aQ.-l- bP._ 1 <~ <1 
b 

o <bP.-1- aQ.-l <~ <1, 

da b < Q. yorausgesetzt wurde. Darin steckt aber, da a, b, p.- 1 und 
Q.-l ganze Zahlen sein sollen, ein Widerspruch. Q 

Entsprechend laJ3t sich schlieBen, daB der Bruch p: den besten 

Naherungswert fUr ~ darstellt, der sich aus Zahlen yon hochstens dieser 
GroBe bilden laBt. go 

Die Kettenbruchentwicklung laBt sich dazu benutzen, urn den Quo­
tienten zweier Zahlen naherungsweise durch Quotienten kleinerer 
Zahlen darzustellen. 8 

Beispiel: Den Bruch 2~~ durch Naherungsbriiche darzustellen. 

Wir bilden zunachst durch Division schrittweise 

823 : 250 = 3 
250 : T3 = 3 

73 Tt=~ 
31 iT = 2 

11 '9 = 1 
9 . '2 = 4 

2 r = 2 

Die beiden Zahlen sind teilerfremd. Es ergibt sich fur g, und q, und die 
aus ihnen gebildeten Zahlen p. und Q.: 

y g. q. p. Q, 

0 823 0 
1 250 1 
2 73 10 3 
3 31 2 23 7 
4 11 2 56 17 
5 9 1 79 24 
6 2 4 372 113 

2 823 250 

Der Fehler der genaherten Darstellung durch den Bruch ~ ist 

h ( ) b 1 1 . h 1 g'+l 1 be" 1 .Q. f nac 22 a so ut genommen g elc - -Q-' a so Isple swelse ur 
y = 4: gl • 

1 g. 1 9 823 9 823 1 
it . Q. = 250 '17 < 250 '17-860 < 250 1000' 

823 56 
Der Bruch 250 kann demnach durch den Bruch 17 dargestellt werden, 

wenn es auf Fehler unter 10/ 00 nicht ankommt. 
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Handelt es sieh nur urn eine obere Grenze fiir den Fehler, so kann 
man bequemer naeh (21) reehnen. Die Differenz zweier Niiherungswerte 

~Q' und ~'+l ist gleieh _Q 1 () . Da ~V+l naher an dem wahren 
y )c:P'+l "+1);::''V >&Y+l 

Werte liegt als ~Q' , so ist der Fehler von ~ sieher kleiner als 
• Q. 

__ t_<.!.. 
QVQ'+l Q! . 

§ 40. Approximation einer beliebigen Zahl durch eine 
Kettenbruchentwicklung. 

Es bleibt noch zu bemerken, daB go und gl nicht notwendig ganze 
Zahlen zu sein brauchen. Sind es zwei beliebige Zahlenwerte, die kein 
rationales Verhaltnis besitzen, so wiirde zwar die Kettenbruchentwick­
lung niemals abbrechen, der SchluB tiber die Niiherungen bliebe jedoch 
bestehen. Haben jedoch zwei unendliche DezimaIbrtiche ein rationales 

Verhaltnis, so bricht die Kette einmal ab, und man erhalt das Verhaltnis ~ 
durch zwei ganze Zahlen dargestellt. gl 

Man kann auf diesem Wege untersuchen, ob zwei physikalisch 
gegebene GroBen in rationalem Verhiiltnis stehen; eine Frage, die in der 
Physik Mufig eine Rolle spielt. Eine siehere Entscheidung laBt sich 
natiirlich niemals treffen, da fUr den Wert soIcher GroBen stets nur ein 
gewisses (groBeres oder kleineres) Intervall angegeben werden kann. 
Es hat jedoch einen Sinn, nach dem Verhaltnis zweier ganzer Zahlen 
zu suchen, die innerhalb der Grenzen der Beobachtungsfehler das Ver­
haltnis zweier physikalisch bestimmter GroBen wiedergeben. 

Stehen die Grof3en go und gl in rationalem Verhaltnis, so bricht die 
Kettenbruchentwicklung an einer Stelle ab, der Rest g,,+l verschwindet. 
Da aber go und gl mit Beobachtungsfehlern behaftet sind, so wird g,,+l 
nicht genau gleich Null sein. Es fragt sich, wie stark gn+l durch die 
Fehler von go und gl beeinfluBt werden kann. 

Aus (18) und (19) ergibt die Elimination von g. unter Berticksich­
tigung von (20) 
(25) (-1)"gn+1=glP,,-goQ,.· 

Bezeichnet das Vorsetzen eines ,5 den absoluten Betrag des FehIers der 
betreffenden GroBe, so wird 

(j gn+l;;;;;' P,,(jgl + Q,.(jgo· 

WIT konnen daher die Kettenbruchentwicklung abbrechen, sobald sich 

ein Rest ergibt, der kleiner als dieser Fehler ist. ~. gibt das gesuchte 
Verhaltnis. • 

Die Vermutung, daB die beiden physikalischen GroBen tatsachlich in 
rationalem Verhhltnis stehen, wird urn so roehr Wahrscheinlichkeit be­
sitzen, je kleiner der Beobachtungsfehler von gO/gl im Verhaltnis zu Q;; 2 ist. 
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Beispiel: Von vier Linien des Wasserstoffs, je einer im Rot, Grun, 
Blau und Violett des Spektrums, sind die Wellenlangen mit einer Ge­
nauigkeit von mnd 0'03 '10-8 em gemessen worden: 

.tl = 6563'04· 10-8 em 

.ta = 4861'49 

.ta= 4340'66 
14 = 4101'90. 

Entwiekelt man die Verhaltnisse .tl: .t2, .t2:.ta und la: l • naeh 
dem Kettenbruehverfahren, so ergibt sich: 

q p Q 

1.1 : J., = 6563'04 : 4 861'49 1 1 1 

1701'55 1458'39 2 3 2 
243'16 242'59 4 3 

0'57 23 17 
27 20 

12 : 13 = 4861'49: 4 340'66 1 1 1 
520'83 174'02 8 9 8 
172'79 1'23 2 19 17 

28 25 

1. •. 1., = 4340'66 : 4 101'90 1 1 
23876 1 714'30 17 18 17 

23'86 4298 91 86 
4'74 19'12 1 109 103 

1 200 189 

Die Reehnung ist jedesmal abgebrochen worden, wenn (P + Q) . 0'03 
groBer wurde als der entstehende Rest. Innerhalb der Geriauigkelt 
der Wellenlangen werden demnach die Verhaltnisse dargestellt durch 
die Briiche 1.1 27 '2 28 '3 200 

1. = 20' 1. = 2s' r. 189' 

1m ersten Faile betragt der folgende Quotient 428, daher wird ~" 
I .• 

durch ~ viel genauer dargestellt als man es der GroBe des Nenners naeh 

erwarten sollte. Ahnlich verhalt es sich im zweiten Falle. Diese un­

gewohnliche Genauigkeit bereehtigt zu der Vermutung, daB ~ und f 
rational sind, wahrend sieh ~ nieht schlagend als ratlOnat· erweist~ 

A, 

FUr die Verhaltnisse der Wellenlangen hat Balmer eine gemein­
schaftliehe Formel aufgestellt. Betrachten wir die reziproken Werte 
der Wellenlangen, so wird 

1 1 1 1 27 189 8 
~ : 1. : 1. : I, = 1 : 20 : 125 : -5 

5 12 21 32 
= 36 : 64 : 100 : 14-1 

= ({ -~): (± -~): U - 2\): (~- 316)' 
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Die reziproken WellenHmgen lassen sieh also aus der Formel 

(n = 3,4, 5,6) 

herleiten, die aueh fiir h6here Werte von n bestatigt worden ist. R ist 
die sag. Rydbergsehe Konstante. 

SchlieBlieh kann man aueh unendliehe Dezimalbriiehe auf diesem 
Wege dureh rationale Zahlen annahern. 

Beispiel: Die Zahl 11, durch das Verhaltnis zweier ganzer Zahlen 
mogliehst gut darzustellen. 

WIT beginnen mit go = n, gl = 1. Fiir die Reehnung muB der unend­
liehe Dezimalbruch an einer Stelle abgebroehen werden. Die Annaherung 
kann natiirlich nur so weit getrieben werden, wie die Reste gr6Ber bleiben, 
als der dureh das Abbrechen des Dezimalbruchs entstehende Fehler: 

q P Q 

n: 1 = 3'14159265: 1'00000000 

14159265 885145 
5309815 

1182090 

271090 
26650 

2210 

3055 

3 3 
7 

15 
1 

288 

22 

333 
355 

7 
106 
113 

Wir erhalten fur ;;r die aufeinanderfolgenden Naherungen 

3 22 333 355 
1 7 106 113' 

Die,Fehler der drei letzten Naherungsbruche sind nach (22) rund 
1 1 

790 1 200000 37 000 000 . 

Die Genauigkeit des Bruches ;;~ ist merkwUrdig graB, es ergibt 

sich erst in der siebenten Dezimale eine Abweichung, Ware 11, eine physi­
kaliseh bestimmte GroBe, so konnte man hier leicht zu der irrtumlichen 
Vermutung gefiihrt werden, daB 11, tatsachlich gleieh dem Quotienten 
cler beiden verhaltnismaBIg kleinen Zahlen 355 und 113 ist. 

§ 41. Kettenbruchentwicklung rationaler Funktionen. 
Die Kettenbruchentwicklung laBt sich nun so, wie wir sie an festen 

Zahlen kennen gelernt haben, auf ganze rationale Funktionen ausdehnen. 
Wir gehen von zwei ganzen rationalen Funktionen go (x) und gl (x) aus. 
Der Grad von go sei groBer oder mindestens gleich dem von gl' Durch 
aufeinanderfolgende DlvlslOnen bllden wir 

go = ql gl + g2' 
gl = qzgz + g3' 
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Die Reste gz, ga'" sind ebenfalls ganze rationale Funktionen, deren 
Grad sich stlindig vermindert. SchlieBlich wird g,,+l = o. g" ist der 
groBte gemeinschaftliche Teiler der beiden Funktionen; ist g" eine Kon­
stante, so heiBen die Funktionen teilerfremd. 

Die Quotienten ql' qz .•. sind auch ganze rationale Funktionen. 
Aus ihnen bilden wir nach (16) und (17) ganze rationale Funktionen 
p. und Q .. fiir die die gleichen Beziehungen wie fruher gelten: 

(18) 

(19) 

(20) 

go = P.g. + P.- I g.+ 1 • 

gl = Q.g. + Q.-l g.+1. 

P.Q.-l - p.- 1 Q. = (-1». 

Wie wir frillier die Kettenbruchentwicklung nicht auf ganze Zahlen 
zu beschranken brauchten, so ist es auch jetzt nicht notwendig, bei ganzen 
rationalen Funktionen stehenzubleiben. Den unendlichen pezimal­
briichen entsprechen jetzt nach negativen Exponenten fortschreitende 
Potenzreihen 

go = a"x" + a"_lx,,-l + ... ~x + ao + a_lx- 1 + a_2x-2 + ... m;;;;;;, n 
und 

gl = b",x'" + b"'_lX"'-1 + ... blx + bo + L1x- 1 + b_ 2 x- z + ... 
Die drei Gleichungen (18), (19) und (20) bleiben auch jetzt erhalten. 

Insbesondere gilt auch jetzt noch 

(22) 

Die Divisionen sind natiirlich auch jetzt nur so weit auszufiihren, als in 
den Quotienten q1' qz ... keine negativen Potenzen von x auftreten. 

QP. kann man wieder in gewissem Smne als Naherung des Quotienten ~ . ~ 

auffassen. Auf der rechten Seite steht der "Fehler", der jetzt eine 
Funktion von x ist. WIT wollen die GroBe dieses Fehlers naher unter­
suchen. 

Der groBte positive Exponent in go sei n: Die Quotienten ql. qg ••• 
seien vom Grade /Xl' /X 2 ••• Dann ist der groBte Exponent von gl 

gleich n - iX 1 , der von gg gleich 11 - iXl - /Xg USW., der von g'+l gleich 
n - /Xl - LXz - ... - IX. - IX.+l. Wlr bllden nun nach (17) die ganzen 
Funktionen Q. mit den Ausgangswerten Qo = 0 und QI = 1. Es wird 

der Grad von Ql glelch 0, 
"Q2 1X 2 , 

"Qa IXz + LXa, 

/Xz + LXa + ... /X •• 

Alle iX, mit Ausnahme von /Xl smd mindestens gleich 1 



128 Gauze rationale Funktionen. 

Entwickeln wir die rechte Seite von (22) nach fallenden Potenzen 
von x, so beginnt die Entwicklung mit 

also mit einer Potenz von x, deren negativer Exponent mehr als doppelt 

W groB ist wie der Gud von Q.. E~ Mussen sich also aUe algebraisch 

hOheren Potenzen in ~ und dem "Niiherungsbruch" PQ~ fortheben. 
~ . 

Dieser Niiherungswert ist in dem Sinne der beste, der sich fUr ~ 
angeben liiBt, als es keinen anderen Quotienten :i:~ zweier ganzerrati~~ 
naler Funktionen gibt, bei dem sich mehr Potenzen von x gegen Glieder 

im ~ wegheben, wenn b (x) von gleichem Grade wie Q. (x) ist. 
glD 'B' p. d a . d P . d enn es mu ten )a sonst Q. un biller otenz rmt em 

Exponenten - 2 (IXz + IXa + ... IX.) - lXv+! voneinander abweichen. 
Es miiBte die Entwicklung ihrer Differenz mit dieser Potenz beginnen: 

~ - '1") = C x-2 (",.+",,+ ... "'v) - "'v+1. 
Q. b(x) 

Darin steckt ein Widerspruch, denn multiplizieren wir mit 
Qv' b(x), so beginnt die rechte Seite, da beide Funktionen vom Grade 
.xz+.xa+ ... .xv sind, mit x-"'.+1: 

Pv' b (x) - Qv' a (x) = C1x-"'v+1. 

Links steht aber eine ganze rationale Funktion, die keine negative Potenz 
enthalten kann. 

Ein Beispiel bildet die Gau/3sche Entwicklung des Logarithmus. 
Die beiden Potenzreihen 

x' x' x< 
log (1 + xl = x - 2 + '3 - '4- + ... , 

x. x 3 x< 
log (1- xl = -x -2 - 3- - '4 - ... 

konvergieren fUr ! xi < 1. Durch Subtraktion finden wir 

1 1 + < x3 x' 
Z-log j='", = x + '3 + 5' + ... 

oder, wenn wir x durch .!.. ersetzen, 
x 

.!..logX + 1 = x-1 + .!..x-3 + .!..x-5 + 
2 "'-1 3 5 ... , 

eine Reihe, die fiir I x: > 1 konvergiert. 
Setzen wir 
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so konnen wir ~ log x + 1 in einen Kettenbruch entwickeln. Die auf-
2 x-I . 

einanderfolgenden Divisionen ergeben: 

0 -2 -4 -6 -I -3 -5 -7 
1 1 1 

0 () 0 ... 1 • - -
3 5 7 

1 -(fs 2 
/9 ... ) 

22. I! 

3 7 5· 7 1 
-~ 

(/7 7\"')fy ( 1 • 2 2 . 3 ) 2'.2! 
5·7·9~··· .~ 

( 1·2 ) 3·5 ( 1· 2 . 3 ) 28 31 
-~ ... 2T - 7'9·11'13'" ~ 

Als Nenner des Kettenbruchs ergeben sich die Quotienten 

ql =x, 
12 

qa = 2" Sx, 
12 • 32 

q5 =~29X, 

q2=- 3x , 
2" 

q4=- 3i 7x , 

2"·4" 
qs = - 32 • 5,11 x, 

Man erkennt das allgemeine Bildungsgesetz 

22 .42 .• (2n - 2)' 
q2ft = - 3'. 52 ~ ~ (2 n _ 1)2 • (4 n - 1) x , 

1'·3' ... (2n-l)' 
q2n+l = 2'.4' ... (2n)' • (4n + 1)x. 

§ 42. Aufgaben zum 4. Kapitel. 
1. Die reelle Wurzel der Gleichung 

x5+S x -7=0 

ist auf flinf Dezimalen zu berechnen. 
2. Die ganze rationale Funktion y = X4 ist nach Polynomen 

x, x(x -1), x (x - 1) (x + 1) , x (x - 1) (x + 1) (x - 2) 

und nach Polynomen 

x, x(x + 1), x (x + 1) (x - 1), x (x + 1) (x - 1) (x + 2) 
zu entwickeln. 

3. Die Funktion y = sin x ist mittels der Funktionswerte 

sin 0° = 0 
sin18°=t({S -1) 
sin300=1 
sin 45 ° = t¥2-
sin54°=t(yS +1) 

Runge Kon 19. Vorleiungen 9 
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durch eine ganze rationale Funktion vierten Grades zu approximieren, 
Damit sind die Funktionswerte fiir 10°, 20°, 30°, 40°, 50° auf ftinf 
Dezim .en zu berechnen, {y'S = 2'2360680, {i = 1'4142136), 

4, Mit Hilfe der folgenden Logarithmen 

101) 28 = f'4471 5603 
log 29 = 1'4623 9800 
log 30 = 1'47712125 
log 31 = 1'49136169 
log 32 = 1'50514998 
log 33 = 1'51851394 
log 34 = 1'53147892 

ist log 1l auf acht Dezimalen zu berechnen, 
5, Aus den natiirlichen Logarithmen 

log 192 = 5'2574954 
log196= 5'2781147 
log 200 = 5'2983174 
log 204 = 5'3181200 
log 208 = 5'3375381 

sind die naturlichen Loganthmen von 197, 198, 199, 201, 202, 203 durch 
Interpolation auf sieben Dezimalen zu berechnen, 

6, Der Winkel rho in BogenmaB hat die GroBe 

0°'57296, 

Diese Zahl ist durch den Quotienten zweier einstelliger Zahlen zu ap­
proximieren, Wie groB ist dIe Genauigkeit? 



Fiinftes KapiteJ. 

Das Rechnen mit unendlichen Reihen. 

§ 43. Konvergenz und Divergenz. 

Bei allen GraBen, die nicht durch ganze Zahlen oder durch das Ver­
Mltnis ganzer Zahlen ausgedriickt werden kannen, begmigen wir uns 
mit der Angabe von Niiherungswerten. Denken wir uns eine Reihe 
von Naherungswerten at, a2 , aa, ... hingeschrieben, deren Genauig­
keit mit wachs end em Index zunimmt, und zwar so, daB ein Naherungs­
wert, der in der Reihe hinreichend weit gewahlt ist, beliebig wenig von 
allen folgenden abwelcht, so kann dIe Relhe der Xaherungswerte als 
Definition eines Zahlenwertes aufgefaBt werden, ohne daB eme alge­
braische Beziehung zu ganzen Zahlen bekannt zu sein braucht. 

Die Verfahren zur Btldung aufeinanderfolgender Naherungswerte 
sind sehr mannigfaltig. Haufig berechnet man die Naherungswerte 
selbst zunachst mcht, sondem die Differenzen zweier aufeinander fol­
gender oder, wie man sagt, die Korrekturen, die man an einen Nahe­
rungswert anbringen muB, urn den nachsten zu erhalten. Der n te 
Naherungswert ist dann gleich dem (n - 1) ten plus der Korrektur oder 
auch gleich dem ersten plus der Summe der Korrekturen bis zu der, die 
den (n - 1) ten in den n ten verwandelt. Statt der Relhe der Naherungs­
werte kann man also auch die Reihe der Korrekturen c1 , c2 ' Ca, ... 
betrachten, wenn man noch den ersten Naherungswert hinzufiigt. Der 
Zahlenwert stellt sich dann als eine Summe mit unendlich vielen Glie-
dem dar: 

Damit eine solche unendhche Summe einen endlichen Zahlenwert 
besitzt, ist es notwendig und hinreichend, wie wir schon bemerkt haben, 
daB sich ein Naherungswert von allen folgenden beliebig wenig unter­
scheidet, wenn wir nur in der Relhe der Naherungswerte hinreichend 
weit gegangen sind. Auf die Korrekturen bezogen lautet die Forde­
rung, daB die Summe der Gheder, die auf das n te folgen, beliebig klein 
wird, wie weit man auch die Summe zusammenzahlen mag, wenn man 
nur n hinreichend grof3 wahlt. 1st chese Forderung erfullt, so sprechen 

9* 
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wir von einer konvergenten, andernfalls von einer divergenten unend­
lichen Reihe. 

Wenn etwa die einzelnen Glieder einer unendlichen Reihe abwech­
selndes Vorzeichen besitzen, absolut genommen abnehmen und beliebig 
klein werden, wenn man in der Reihe hinreichend weit fortschreitet, so 
ist die Reihe konvergent. Denn die Naherungswerte einer solchen alter­
nierenden Reihe nehmen abwechselnd zu und ab und unterscheiden 
sich von allen folgenden beliebig wenig, wenn man nur in der Reihe 
hinreichend weit geht. Die Naherungswerte sind abwechselnd gr5Ber 
und kleiner als der durch die Reihe definierte Zahlenwert, oder der Fehler 
eines Nliherungswertes ist immer kleiner als die folgende Korrektur. 

Ein Beispiel bildet die bekannte Reihenentwicklung fUr Ig2 

I I I ( (_1)"-1) 1--2"+"3-"4+ ... C"-I=--n- . 

Der Fehler des nten Naherungswertes ist absolut kleiner als n: I' 
Die Reihe konvergiert demnach recht langsam, man miiBte etwa hundert 
Glieder berechnen, urn den Fehler unter eine Einheit der zweiten De­
zimale zu driicken. 

In solchen Fallen kann man die Konvergenz dadurch beschleunigen, 
daB man an Stelle der Naherungswerte dieser Reihe das arithmetische 
Mittel zweier aufeinanderfolgender Naherungen nimmt. Bezeichnen 
wir mit an den nten Naherungswert, so ist in unserer Reihe 

(-I)" 
aB - a,,_l = Cn _l = --n-' 

und wenn man addiert 

a.+.+a. a.+a._. _ (_1)"-' 
2 2 - 2n (n + 1) , 

Ig2 wird daher auch durch die folgende Reihe dargestellt: 

3 1 1 1 ( (_1)"-') 
"4- 2.2:3 +2.3-4 - 2."4-5 + ... C,,_I = 2n(n+ I) • 

Die Konvergenz dleser Reihe ist erhebhch besser, denn sechs Glie­
der der Reihe wurden den Fehler schon unter eine Einheit der zweiten 
Dezimale bringen. 

Man kann das Verfahren fortsetzen. Wenn An den nten Nliherungs­
wert cler neuen Reihe bezeichnet, so ist 

(- I)" 
An+l - An = 2(.1 + 1) (n + 21 ' 

(- 1)"-' 
An- An-l=2~-+I" IJ \H , 
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und wenn man addiert 

2n (n + 1) (n + 2) , 

Daraus ergibt sich die neue Reihe 

f 7 1 1 1 ( (- 1 )--. ) 
24 - 2·2·3· 4 + 2'3·4· 5 - 2·4·5·6 + ... C._l = 2n (n + 1) (n + 2) . 

Sechs Glieder dieser Reihe wiirden schon eine Einheit der dritten Dezi­
male liefem: 

!Z. = 0'70833 24 
1 

2. 3.4. 5 = 0'00833 
1 

2 . 5 • 6 . 7 = 0'00238 
0'71904 

- 0'02649 
0'69255 

t 
2 . 2 _ 3 • 4 = 0'02083 

1 
2.4.5.6 = 0'00417 

1 
2 . 6 . 7 • 8 = 0'00 149 

- 0'02649 

Der Wert der Reihe liegt demnach zwischen 0'69255 und 

0'69255+2'7~8'9' also zwischen 0'69255 und 0'69354. Das arith­

metische Mittel zwischen diesen beiden Grenzen liefert einen Naherungs­
wert von doppeIter Genauigkeit, denn sein Fehler muB kleiner sein als 
die halbe Differenz der beiden Grenzwerte. Es wird demnach der 
Reihenwert' 

0'6930 ± 5 Einheiten der letzten Dezimale. 

In der Tafel findet man den Wert Ig2 = 0'6931-
Wenn die aufeinanderfolgenden Naherungswerte nieht' abwechselnd 

groBer und kleiner sind, ist die Konvergenz der Reihe nicht so emfach 
zu entscheiden. Wir wollen zunachst den Fall betrachten, daB die 
Naherungswerte bestandig zunehmen, daB also aIle Korrekturen das­
selbe Vorzeichen haben. Hat man von einer solchen Reihe die Kon­
vergenz nachgewiesen, so ist sie damit gleichzeitig ftir jede Reihe be­
wiesen, deren Glieder ebenfalls glelches Vorzeichen besltzen und dem 
absoluten Betrage nach kleiner als die der ersten Relhe sind, denn der 
Fehler dieser Reihe ist dann standig kleiner als der der ersten Reihe. 

Die Vergleichsreihe wird man so zu wahlen suchen, daB sie sich 
moglichst nahe an die zu untersuchende Relhe anschlieBt. AuBerdem 
ist es wiinschenswert, daB man den Fehler der Naherungswerte der Ver­
gleichsreihe einigermaBen genau und moglichst bequem angeben kann. 

Diesen Anforderungen genugt in erster Linie die geometrische Relhe 

0) n-l i-q" a q" a+aq+aq-+ ... aq ;=a---=---a -- . 
1-q I-q l-q 
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Wenn q positiv kleiner als 1 ist. so ist die rechte Selte der Gleichung 

beliebig wenig von 1 ~ q verschieden. wenn man nur n hinreichend groB 

wahlt. Fiir solche Werte von q ist daher die linke Seite der Gleichung 

ein Naherungswert von 1 ~ q' dessen Fehler gleich 1a~'q ist. 

Die geometrische Reihe kann in allen den Hillen als Vergleichsreihe 
benutzt werden. in denen von einer bestimmten Stelle ab jedes Glied 
einen gewissen Bruchteil des vorhergehenden nicht uberschreitet. 1st 
q dieser Bruchteil und m der Wert eines Gliedes. das mit allen folgenden 
diese Regel erfilllt. so ist der Fehler, den man begeht. wenn man gerade 
vor dem betreffenden Gliede abbricht. offenbar nicht groDer als die 
geometrische Reihe 

m+mq+ mq2 + .... 
m 

also nicht groDer als 1 _ q' Kommt q dem Werte 1 nicht zu nahe, 

so ist der Fehler von derselben Ordnung wie m. Wir haben hier eine 
ganz ahnliche Regel wie bei der alternierenden Reihe, auch hier wird 
die Genauigkeit einer Naherung beurteilt nach dem Betrage der nachst­
folgenden Korrektur. In vielen Fallen geniigt die Kenntnis der Dezi­
male, die vom Fehler noch beeinfluBt wird. dann kann man sich mit 
dieser rohen Abschatzung begni.lgen und die genaue Ermittlung der 

oberen Grenze -1 m ersparen. Immerhin ist bei Anwendung dieser -q 
Regel VOfSlcht geboten, da sich leicht Beispiele bilden lassen, bei denen 
der Fehler die nachstfolgende Korrektur urn beliebig vieluberschreitet. 

Die Reihe 

(1-~) + (~-~) + (~- -1) + ... (cn-t = ;. - (n ~ 1).) 
konvergiert und hat den Wert 1. wenn E eine beliebige positive Zalll 

ist. Der n te N aherungswert ist gleich 1 - (n ~ 1)< und besitzt daher 
1 

den Fehler (n + 1)<' 

Nun ist nach dem binomischen Lehrsatz 

( 1 ) - , f' (e + 1) I 
.1 - - = 1 + -- + -- --- -- +. . n n 12 no! ) 

folglich ist 

und daher 

Das heli3t, es 1st 

( 1 )-e , 
~1-n >1+-;;-

1 1 , 
{n - 1T; > W + n1 +£' 

1 1 , 
(n - 1)~ - ~ > n1+E . 

, 
-;;t+7 < en_=? 
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Mithin konvergiert auch die Reihe 

1 1 1 ( 1) 
1 + 21+0 + 31+. + 41+'- + ... c. = (n + 1)1+. 

1 
und aer Fehler deS nten Naherungswertes ist kleiner als ema1 dem 

Fehler der Vergleichsreihe, also kleiner als _1 - . 
8. ne 

Diese Reihe kann zweckmaBig als VergleichsreIhe herangezogen 
werden, wenn ein Vergleich mit der geometrischen Reihe wegen der 
schne1len Abnahme der Glieder nicht moglich ist. Fiir kleine Werte 
von 8 wird die Konvergenz immer langsamer und hort fiir Ii = 0 ganz 
auf. Die Reihe geht dann tiber in die harrnonische Reihe 

1 1 1 ( 1) 1+2"+"3+4+··· C"-I=;;-' 

deren Divergenz sich aus der Bemerkung ergibt, daB 

1 1 1 1 1 
n+1+n+2+···2n>n 2n =2" 

ist. Wieviel Glieder man auch von der Reihe am Anfang zusarnmenfaBt, dle 
Sumrne der ubrigblelbenden Glieder muB immer den Wert -}- ubersteigen. 

Analog kann man ubrigens auf die Divergenz einer jeden Reihe 
schlieBen, deren Glieder von einer bestimmten Stelle ab nicht kleiner 
sind als ein bestimmtes Vielfaches der entsprechenden Glieder der har­
monischen Reihe. 

Wenn eine Reihe aus positiven und negativen Ghedern besteht und 
man bildet aus illr eine neue Reihe, indem man die Vorzeichen aller Glieder 
positiv wahlt, so 1st die Konvergenz der ersten Reihe bewiesen, sobald 
die Konvergenz der zweiten Reihe, der Reille der absoluten Betrage, fest­
steht. Denn der Unterschied zwischen zwei Naherungswerten der ersten 
Reihe kann dem absoluten Betrage nach nicht grbBer sein als der U nter­
schied der entsprechenden beiden Naherungswerte der zweiten Reihe. 

Dagegen folgt nicht umgekehrt aus der Konvergenz einer Reihe 
die Konvergenz der Reihe der absoluten Betrage, wie das Beispiel der 
harrnonischen Reihe zeigt. Die Reihe 

1--!+\-}+ ... 
konvergiert und liefert den Wert 0693 ... , Wle wir oben gesehen haben, 
wahrend die Reihe 

divergiert. 
1st die Reille der absoluten Betrage konvergent, so spricht man 

von unbedingter Konvergenz. Es laBt sich zeigen, daB der Wert 
einer solchen Reille von der Relhenfolge der Glieder unabhlingig istl). 
Divergiert dagegen die Reihe der absoluten Betrage, so konvergiert eine 
Reihe nur bedingt. Dle Konvergenz sowohl wie der Wert der Reihe 

1) Vg\ z B R"nge, C . Theone und PraxIs der Relhen 5 19. 
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ist abhangig von der Reihenfolge der Glieder. Ordnen wlr etwa die 
Glieder der Reihe 1-t+t-t+··· 
so urn, daB immer zwei positive und ein negatives Glied zusa"mmen­
genommen werden, so entsteht die Reihe 

1 + (t + t - t) + (t +}- t) + ... 
oder, wenn wir immer die eingeklammerten Glieder zusammenfassen, 

1 1 ( 1) 
1+ 2 ' 3' 5+ 4 '7'9+'" c"=2n(4n-I)(4n+l)' 

Diese Reihe konvergiert zwar noch, wie der Vergleich mit der Reihe 

1 1 
1+'23+33+'" 

zeigt, aber ihr Wert ist groBer als 1, also verschieden von 0'693 ... 

§ 44. Addition, Subtraktion und Multiplikation unendlicher 
Reihen. 

Werden zwei Werte addiert, subtrahiert oder multipliziert, so an­
dert sich das Resultat beliebig wenig, wenn man die Werte hinreichend 
wenig abandert. Setzt man also statt der GrbBen selbst Naherungs­
werte ein, so ergibt sich auch ein Naherungswert fill das Resultat. Der 
Fehler dieses Naherungswertes ist beliebig klein, wenn die Fehler jener 
Naherungswerte hinreichend klein sind. Man kann also fur das Resultat 
der Rechnung eine Reihe von Naherungswerten mit standig abnehmen­
dem Fehler bilden, mit anderen Worten, man kann das Resultat als 
eine unendliche Summe schreiben, deren erstes Glied der erste Niihe­
rungswert ist, und deren weitere Glieder die Korrekturen sind, die einen 
Naherungswert in den folgenden verwandeln. 

Es seien N und N' die n ten Naherungswerte zweier Reihen, dann 
ist N + N' der Naherungswert ihrer Summe. Sind cII und c~ die Kor­
rekturen von N und N', so ist cn + c~ die Korrektur von N + N'. Die 
Summe der beiden Reihen kann man daher in der Form 

(co + c~) + (c1 + c;) + (c2 + c~) + ... 
schreiben oder, da en nut wachsendem n beheblg klem wlrd und daher 
auch N + N' + Cn mit beliebiger Genauigkeit den Reihenwert dar­
stellt, so kann man die Zusammenfassung je zweier Glieder auch weg­
lassen und schreiben 

Co + c~ + C1 + c~ + C2 + c~ + ... 
Wie man leicht sieht, andert die Reihe ihren Wert mcht, wenn 

man die Glieder der einen Reihe unter Beibehaltung ihrer Reihenfolge 
gegen die der anderen verstellt, auch wenn beide Reihen nur bedingt 
konvergieren. Ist eine der beiden Reihen unbedingt konvergent, so 
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kann man die ReihenfoIge ihrer Glieder beliebig andern, sind beide Reihen 
unbedingt konvergent, so konnen aile Glieder der Summenreihe ihre Anord­
nung beliebig andern, ohne daB sich der Wert der Summenreihe andert. 

Was fUr die Summe zweier Reihen richtig ist, gilt ebenso fUr die 
Differenz zweier Reihen. 

·Eine konvergente Reihe von Werten, deren jeder als unendliche 
Reihe von Gliedern definiert ist, kann man in eine konvergente Reihe 
dieser Glieder verwandeln. Bleibt die Reihe konvergent, wenn aIle 
Glieder mit positivem Vorzeichen genommen werden, so kann man 
ihre Reihenfolge beliebig wahlen. 1st 

zu bilden, wobei 
A=a+b+c+ ... 

a = /Xo + /XI + /Xa + ... 
b= PO+P1 +Pa+··· 
c = 70 + 71 + 7a + ... 

ist, so besteht eine bequeme Summationsmethode darin, daB man die 
Reihen ie eine Stelle einruckt 

/XO' /Xl' /Xa' /Xa ..• 

Po , PI ' P. . . . 
70' 71· .. 

und die Glieder kolonnenweise addiert. 
Um das Produkt zweier konvergenter Reihen wieder als konver­

gente Reihe darzustellen, betrachten wir die nten Naherungswerte 
N,. und N~ der heiden miteinander zu multiplizierenden Reihen. N"N~ 
ist der Naherungswert des Produkts, dessen Fehler zugleich mit den 
Fehlern von N" und N~ beliebig klein wird. Denn aus den Korrekturen 
cn und ~ dieser Naherungswerte ergibt sich die Korrektur des Nahe­
rungswertes NnN~ zu cnN~ + c~N,. + cn~. Wir erhalten daher fUr 
das Produkt der beiden Reihen die folgende Reihe 

N1N; + (cIN; + C~Nl + CIC~) + (caN~ + c;Na + CaC2) + ... 
Wenn man fur IVn und N~ Ihrc Ausdrucke .lIs Summen der GroBen C 

einsetzt, so erhalt man fill das Produkt dIe quadratische Anordnung 

cOco + coci + coca 
cl Co + ci c1 + c1 ca 

+ ... + COCn -1" + coc" 
+ ... + c1 cn-1 + clcn 

+ .. . 
+ .. . 

,;.-ICO + C~. 1'1 + c'n-1C2 + ... + C~-lC"_l + C~-lCn + .. . 
C~Co + C;'CI + c;,Ca + ... + C~Cn_1 + C~CII + .. . 
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Die Reihe fUr das Produkt konvergiert, wenn die beiden Faktoren 
konvergieren, gleichgiiltig, ob die Konvergenz bedingt oder unbedingt 
ist. Fur die Berechnung bringt man die quadratische Anordnung des 
Produktes bequemer in foIgendes Schema 

cS c1 ' 

~ Co 

~ c1 ' 

, 
CI C2 , 

c~ Co 

~ C1 

c; c2 , c~ c3 , 

ia Co 

C:3 c1 

ia C2 

c~ c1' 

C; c3. c; C4J 

~ Co 

~ c1 

c~ c2 , 
C4 C3 , 
C4 C4 ' 

und addiert die einzelnen Kolonnen. 
Konvergieren beide Reihen unbedingt, so Hi13t sich das Produkt 

noch auf eine andere Form bringen 

Co Co + Co C1 + cO C2 + ... 
+0.co +0.c1 +··· 

+ ~co+ ... 

cO Co + (c~ C1 + c; co) + (co C2 + c; C1 + c~ co) + ... 
Diese Ausfiihrung des Produktes ist der Multiplikation von ganzen 

Zahlen oder von Dezimalbnichen analog gebildet. 

§ 45. Division unendlicher Reihen. 
Auch die Division unendlicher Reihen laBt sich auf ahnliche Weise 

behandeln. 1st def Nenner lllcht Null, so ist der Quotient zweier Nahe­
rungswerte ein Naherungswert des Quotienten, dessen Fehler zugleich 
mit den Fehlern der beiden Naherungswerte beliebig klein wird. Wieder 
hat man verschiedene Moglichkeiten, urn aus der Reihe der Naherungs­
werte eine unendliche Reihe zu bilden. 

Anschhel3end an die MuItiplikation unbedingt konvergenter Reilien 

multiplizierten wir, urn den Quotienten ~ der beiden Reihen 

A = ao + a l + az + .. . 
B = bo + bI + b2 + .. . 
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zu bilden, den Nenner mit dem Quotienten ;0 der beiden ersten 
o 

Glieder und ziehen das Produkt vom Zahler abo Der Rest ist dann 
wieder eine konvergente Reihe A'. 

A=aO+al +a2 + ... 
"0 bao+bao+ T B = ao+ IT 2T ... 
o 0 0 

A'= ~ +a1 + ... 
Die Gleichung 

A-~B=A' 
bo 

laBt sich auf die Form bringen 

~_!!+ A' 
B-bo B· 

Somit ist die DlVlsion von ~ auf die DivisIOn von f zuruckgefiilirt. 

Durch Wiederholen derselben Operation findet man 
A' _ a~ A" 
If-b;"+lf· 

Nach n Schritten ergrht sich 
A(.-ll a,o-1J A(" 
-B-=T+"B· 

Damit ist der Quotient in die unendliche Reihe 

entwickelt. 
Als Beispiel moge die Division der beiden Reihen 

• rx' (X5 

SlneX=eX-3T+5T- .. , 
IX' IX' 

coseX=1-2i+4T- ... 

in den ersten Schritten ausgefuhrt werden. 

A=eX-
(XI (X5 

31+ 51 

B=eX-
,,3 ,,' 
21+ .p 

'0 /l,3 (X5 

A = 231 - 4-5-1 + ... 
(X3 (X5 

231 - 23i2i + ... 
A"= 2·4·6 ~+ 

3 5! ... 

Man hat also 
21%3 A" 

tg eX = L\ + 3T + CO;;;; 
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§ 46. Reihen von Funktionen, insbesondere Potenzreihen. 

Bisher ist nur von bestimmten Wert en die Rede gewesen, die durch 
unendliche Reihen berechnet werden. Aber auch eine Funktion einer 
oder mehrerer Vedinderlicher kann in derselben Weise dargestellt 
werden. Fur jeden besonderen Wert der Veranderlichen haben wir es 
mit einem bestimmten Werte der Reihe und ihrer Glieder zu tun. LaBt 
man jedoch die Vera.nderlichen keine bestimmten Werte annehmen, so 
sind die Glieder der Reihe, ihre Naherungswerte und Fehler Funktionen 
der Veranderlichen. 

Bei einer angenaherten Darstellung einer Funktion mussen die 
Fehler der Naherungswerte gleichzeitig fiir aile betrachteten Werte 
der Veranderlichen beliebig klein werden, wenn man hinreichend weit 
in der Reihe fortschreitet, unabhangig von dem spezielIen Werte der 
Veranderlichen. Sonst hat man es ja gar nicht mit einem Naherungs­
wert ftir die Funktion zu tun, sondern mit einer Annaherung an einen 
speziellen Funktionswert. 

Aus-der Konvergenz der Reihe fUr alIe betrachteten Werte der Ver­
anderlichen geht nun aber noch keineswegs hervor, daB man den Fehler 
des nten Naherungswertes durch die Wahl eines hinreichend groBen 
Wertes von n ftir dIe Gesamtheit der betrachteten Werte beliebig klein 
machen kann. Es ist vielmehr moglich, daB bei def Anmiherung an 
einen speziellen Wert der Veranderlichen die Konvergenz der Reihe 
beliebig schlecht wird, daB man also in der Reihe immer weiter und 
weiter fortschreiten muB, urn den Fehler unter eine vorgegebene Schranke 
hinabzudnicken, je mehr man sich dem speziellen Werte der Verander­
lichen nahert. 

Wenn die Naherungswerte die Eigenschaft haben, sich fUr die Ge­
samtheit der betrachteten Werte der Veranderlichen beliebig genau an 
den Grenzwert anzuschmiegen, so spricht man von gleichmiifJiger 
Konvergenz der Reihe. 

UngleichmaBig konvergierende Darstellungen gewinnen Bedeu­
tung, wenn es sich urn Annaherungen an unstetige Funktionen handelt. 
Denn es laBt sich zeigen, daB eine gleichmaBig konvergente Reihe stetiger 
Funktionen immer nur eine stetige FunktlOn clarstellen kann 1). 

Eine sehr viel gebrauchte Form emer Relhe von Funktionen ist 
die Potenzrelhe 

ao + a1 x + a2 x2 + aaxa + ... + anxn+ ... 

Zur Beurteilung ihrer Konvergenz dient in der Regel dIe geometrische 
Reihe. Wenn sich nachweisen laBt, daB anXn absolut genommen nicht 
grBBer ist als mrn, so ist der Fehler des nten ?'aherungswertes absolut 
nicht groBer als my" + myn+l + mrn+2 + '" 

I} Vgl Runge, C.' Theone und Praxls der Reihen. § i 
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Oder unter der Voraussetzung, daB rein echter Bruch ist, nicht groBer als 

mr­
i-r' 

Wenn eine Potenzreihe fiir einen speziellen Wert von x konver­
giert, so folgt daraus sofort, daB die Reihe fiir jeden absolut kleineren 
Wert von x unbedingt und gleichmaBig konvergiert. 

Die Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division von Po­
tenzreihen flihrt wieder auf Potenzreihen. Die Aus£Uhrung diesel' Opera­
tionen geschieht genau so, wie bei den ganzen rationalen Funktionen, 
die nach steigenden Potenzen von x geordnet sind. Auch die Schreib­
weise HiBt sich dadurch abkiirzen, daB man die Koeffizienten allein 
hinschreibt. Die zugeMrigen Potenzen von x werden durch die Stel­
lung des Koeffizienten angegeben, fehlende Potenzen erhalten den 
Koeffizienten o. 

Als Beispiel fur das Rechnen mit Potenzreihen diene die folgende 
Aufgabe. 

Eine Blattlaus erzeugt an jedem Tage k Junge. Eine neugeborene 
Biattiaus vermehrt sich jedoch erst nach einem Tage. Wieviel Blatt­
Hiuse sind am nten Tage vorhanden, wenn am erst en Tage al Blattlause 
lebten, darunter ao, dIe alter als emen Tag sind. 

Bezeichnet an die Anzahl der Blattlause, die am nten Tage vor­
handen sind, so ist unter der Voraussetzung, daB alle BlattHiuse am 
Leben bleiben' 

a" = a,,_l + kan _2' 

Wir betrachten ao, al' az ... an als Koeffizienten einer Potenzreihe 

f (x) = ao• al. az ..• an . .. 

und fragen nach dem allgemeinen Ausdruck fur an. wenn die Koeffizien­
ten nach der Rekursionsformel 

gebildet werden. 
Wir multiplizieren dIe FunktIon 

mit x + kxz 
0 ao a l az aa a1 

kao kal kaz kaa 

0 ao az aa a~ a. 
Mithin wird 

oder 
(x + kx2) I (x) = I (x) - ao - alx + aox 

(t-x-kx2)f(x)=aO +(a1 -aO)x. 
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d. h. f(x) ist eine gebIOchene rationale Funktion 

I (x) = ao + (a l - ao)x . 
1-x-lIx2 

Die Zerlegung in Partialbruche ergibt 

I(x) = ao + (al - ao) Xl __ 1_ + ao + (al - a.) x. __ 1_, 
11 (Xl - x0 Xl - X 11 (x2 - xJ x. - x 

wobei Xl und X, die Wurzeln der Gleichung 
1 t 

xl +7i"X-7i"=O 
sind. niimlich 

-1 + Y1+4"k 
Xl = 211 ' 

-1 - Y1+4"k 
XI = 211 ' 

Da nun __ 1_ und __ 1_ als Potenzreihen geschrieben 
Xl - X Xz -..t' 

1 -1 _2 -3 
Xl - X = Xl , Xl , Xl ,'" 

t -1 -2 -3 
XI _ X = %'2 , X'2 , %2 , ••. 

sind, so wird der Koeffizient von X· in I (x) gleich 

oder 

ao + (al - ao) Xl -n-l ao + (al - ao) x. x- II - 1 
11 (Xl - XoJ Xl - ,. (Xl _ X,,) 2 

a = _a_o_ (x-n- 1_ x.;-n-l) + al - ao (x- n _ x.n) . 
" ¥t + 4k 1 - ¥1 + 4k t • 

Etwas allgemeiner laOt sich die nach der Rekursionsformel 

a" = pan-t + Qa,.-2 

zu bildende Zahl an ermitteln als Koeffizient von x, der rationalen 
Funktion () 

I(x)=ao+ al-paO x, 
t-px-qx' 

Die Zerlegung in Partialbriiche liefert 

ao + (al - pao) Xl _11_1 ao + (al - pao)x. _11_1 

an = q(xI- -'"0 'XI - -- q(x. _ Xl) X2 , 
wo 

oder 
ao al-paO 

a,.= ¥p. + 4q (Xt-n-l-Xi"-t) + Yp. + 4q (X1"-Xi")· 

Der Ausdruck lant sich durch Einfuhrung von hyperbolischen Funk­
tionen etwas iibersichtlicher schreiben. Setzt man 

Xl = Vfrc<, x. = - V+ec<, 
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so wird p ~. 
(i = 2otntX. 

Fiir ungerade Werte von n ist dann 
n n-l 

a = q2.~ Gin (n + 1)<x + q-Z- lit - pao [ofn<x 
n [o! (X liD! (X , 

fUr gerade Werte von n 
n A-I 

a = q2 ~[of(n + 1) <X + q-Z- a, - pao Ginn <x . 
" [o! (X \ro! (X 

Walllt man beispielsweise q = 1, ao = [of <x, al = P ao, so ergibt 
sich die Reihe der Gr6J3en ao, aI' a2 , ••• gleich 

[of <x, Gin2<x, [of3<X, Gin4<x, ... 

Man hat daher die M6glichkeit, diese Werte der Reihe nach aufzubauen 
nach der Formel 

wobei 
P = 2 Gin <X 

ist. Diese Methode zur Berechnung einer Tafel der hyperbolischen 
Funktionen wird besonders bequem, wenn man fUr p einen einfachen 
Wert wililt. Wir wahlen z. B. p = 0'1, dann wird Gin (X; = 0,05 und 

[01 <X = Vl + 0'05 2 = 1'001249219725. Wir riicken jede Zahl urn 
eine Stelle ein, damit man leicht 'men zehnten Tell zu der vorher­
gehenden addieren kann, urn die folgende zu erhalten: 

ao = 1'001 249 219 725 
a l = 0'10 012 492 197 2 
az = 1'0112617119-22 

aa = O' 201 251 093-165 
at = 1'03 138 682 123 9 
as = 0'3 043 897 752 89 

as = l' 061 825 798 758 
a7 = 0'41 057 235 516 5 

as = 1'1 028 830 342 74 
a9 = o· 520 860 658 592 
a]O = 1'15 496 910 013 3 

au = 0'6 363 575 686 05 
au = 1'218 604 856 994 

ala = 0'75 821 805 430 4 
au = 1'2 944 266 624 24 

al. = o· 887 660 720 546 
al6 = 1'38 319 273 447 9 
al7 = 1'0 259 799 939 94 

a l8 = l' 485 790 733 878 usw. 
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Dabei hat IX den Wert 

IX = 19 (0'05 + i 1 + 0'05 2) = 0'049979 190069. 

Die beiden Ietzten Ziffern ki:innen durch Abrundung fehlerhaft geworden 
sein, so daB man fur das endgiiltige Resultat auf zehn Stellen abkiirzen 
wird: 

--

x I 6inx I!:ofx 

0'04997 91901 

I 
1'00124 92197 

0'09995 83801 0"10012 49220 
0"14993 75702 1"0112617119 
0"19991 67603 0"20125 10932 
0"24989 59503 1"03138 68212 
0"29987 51404 0"30438 97753 
0"34985 43305 1"06182 57988 
0"39983 35206 0"41057 23552 
0"44981 27106 1"10288 30343 
0"49979 19007 0"52086 06586 
0"54977 10908 1"15496 91001 
059975 02808 0"63635 75686 
o 64972 94709 1"21860 48570 
o 69970 86610 0"75821 80543 
0"74968 78510 1"29442 66624 
o 79966 70411 088766 07205 
0"84964 62312 1"38319 27345 
0"89962 54212 1"02597 99940 
0"94960 46113 1"48579 07339 

USW. 

Analog lassen sich auch die trigonometrischen Funktionen sin und 
cos berechnen" Wir brauchen in den Gleichungen nur i IX an Stelle von tt 
zu setzen, dann wird fur ungerades n 

an = i sin (n + 1) tt 
und fur gerades n 

an = cos(n + 1}tt 
wahrend 

p = 2isintt" 

Schreiben wir p = 2 sin tt und an = sin (n + 1) tt, wenn n ungerade 
ist, so erbalt die Kette der Gleichungen die Form 

ao = cos IX 

a l = pao 

a2 = ao - pal 

aa = at + pag 
a1 = a2 - P aa 

a~ = aa + P a1 usw" 
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Auch wenn p kemen runden Wert besitzt, lassen sich die aufeinander­
folgenden Werte mit der Maschine bequem berechnen, Wir wahlen z, B. 
lX = 5°, dann wird 

und 
sin5° = 0'0871557427, cos5° = 0,9961946981 

p = 2 sin 50 = 0'1743114855. 

Damit erhalten wir die auf neun Stellen abgekiirzte Tabelle: 

x I SIOX cosx 

0° 00000 00000 90° 
0'9961 94698 85 

10 0'1736 48177 SO 
15 0'9659 25826 75 
20 03420 20143 70 
25 0'9063 07787 65 
30 0'5000 00000 60 
35 0'8191 52044 55 
40 0'6427 87609 50 
45 0'7071 06781 45 
50 0'7660 44442 40 
55 0'5735 76437 35 
60 0'8660 25403 30 
65 0'4226 18263 ' 25 
70 0'9396 92619 

1
20 

75 0'2588 19047 
1

15 SO 0'9848 07752 10 
85 0'0871 55746 

I ~ 90 1 '0000 00000 

cos x Slnx I x 

Damit ist eine vollstandige Tabelle der trigonometrischen Funk­
tionen sin und cos von 5 zu 5 0 fortschreitend gewonnen. 

§ 47. Umkehrung von Potenzreihen. 

Wenn eine GroBe y als Funktion von x durch eine Potenzreihe 
dargestellt wird 

y = ao + a1x + a2x 2 + a3x3 + .,'. 
dann kann man auch umgekehrt x als Funktion von y durch eine Potenz­

reihe darstellen, Wir setzen zu dem Zweck y - a'!. = 11 und schreiben 
a 1 

der Kiirze halber a~ = b2 , ~ = b3 usw. Dann ist 
a l a l 

oder 

RUn i c:. K 0 n L g , Vorlesungen 10 
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Der Unterschied x - u ist in x von zweiter Ordnung. In erster An­
naherung ist also x = u (his auf einen Fehler, der mit u klein wird wie u2). 

Aus der ersten Annaherung laBt sich eine zweite berechnen, indem 
man fUr den Unterschied x - u eine erste Annaherung berechnet. Bis 
auf Glieder dritter Ordnung ist - b2 x2 - bail gleich - baul , folglich 

x = u - bl US + Glieder dritter Ordnung. 

Aus der zweiten Annaherung findet man bis auf Glieder vierter Ord­
nung richtig eine dritte Annaherung, wenn man mit der zweiten An­
naherung xa und x3 bis auf Glieder vierter Ordnung richtig ausdriickt: 

Xl = US - 2 bsu3 + Glieder vierter Ordnung, 

x3 = u3 + Glieder vierter Ordnung. 

Mit diesen Ausdriicken tindet man aus der Gleichung 

x = u - blx! - bax3 + Glieder vierter Ordnung 

die dritte Annaherung 

x = u - ba u l + (2 bi - bal ua + Glieder vierter Ordnung. 

So fortfahrend, kann man nacheinander die Glieder der umgekehrten 
Reihe finden. Da sich die vorhergehenden Glieder nicht mehr andern, 
braucht man bei jedem Schritt nur auf die Gheder der folgenden Ordnung 
zu achten. Wollte man etwa noch eine vierte Annaherung berechnen, 
so andern sich die Glieder erster, zweiter und dritter Ordnung nicht 
mehr, man findet 

X2 = .,. + [2 (2 bi - b3) + bi.J u' + Glieder fiinfter Ordnung, 
x3 = ... - 3 bl U' + Glieder fiinfter Ordnung, 
x' = u4 + Glieder fiinfter Ordnung. 

Mithin 

x = u - b2 ul + (2 bi - ba) u3 + (-- 5 bi + 5 blba - btl u' 
+ Glieder fiinfter Ordnung. 

oder 

Man findet 
1. Annaherung x = U, X2 = u2 ; 

2 

2. Annaherung x = u + T' x2 = ... + ua, iI = u3 ; 

3· Annaherung x = u +!f + (i - j)u3 ; 

7 3 x2=···+12u'. iI= ... +"2u', x'=u4 ; 

u2 u3 u4 

4. Annaherung x = u + "2 + 6" + 24 usw. 
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Wenn man fUr die gegebene Reihe die obere Grenze des Fehlers jeder 
N3.herung kennt, so kann man auch fiir die Umkehrung die Fehler 
der Naherungen absch1i.tzen. Die Rechnung ist jedoch Mufig so miihsam, 
daB man zunachst darauf verzichten wird, zugleich mit der Umkehrung 
der Reihe auch die Fehler der Umkehrungsnaherungen zu betechnen. 
Man kann die Fehlergrenzen nachtraglich dadurch ermitteln, daB man 
den gefundenen Wert fUr x in die gegebene Reihe einsetzt und zusieht, 
wie weit der Wert der Reihe von dem vorgeschriebenen Werte u ab­
weicht. Durch Dlfferentiation findet man dann die Anderung des 
Reihenwertes bei einer Anderung von x. 

Enthalt die gegebene Reihe nicht die erste Potenz von x, so kann 
die Umkehrung nicht in der beschriebenen Weise ausgeftihrt werden. 
1st z. B. die zweite Potenz die niedrigste, 

" = ao + aax2 + a3x3 + a,x4 + ... , 
so setzen wir " 

- Qo = u2 und ~ = ba ~ = b, ... 
at as taa 

Die Gleichung erhalt die Form 

u2 = x 2 + bax3 + biT + .. . 
= x2 (1 + bax + b4 x2 + ... ). 

1st x klein genug, so daB der Reihenwert 

v = b3 x + b!X2 + ... 
absolut kleiner als 1 ist, selbst wenn alle Glieder mit positivem Vor­
zeichen genommen werden, dann kann man nach dem binomischen 
Satz Yf + v in eine unbedingt konvergente Reihe entwickeln: 

,/-- 1 l·t 1·1·3 1·t·3·5 
,1 + v = 1 +"2 v - 2=4 V2 + 2.4.6 va - 2.4.6.8 v' + ... , 

in der man die einzelnen Glieder nach steigenden Potenzen von x ord­
nen kann: 

Damit folgen aus der gegebenen Reihe durch Wurzelziehen die beiden 
Reihen 

und 

die, wie oben beschrieben, umgekehrt werden kiinnen. 
Wenn auBer der erst en Potenz von x auch die zweite fehlt und 

erst die dritte Potenz einen von 0 verschiedenen Koeffizienten besitzt, 
so wird die Umkehrung in der gleichen Weise bewerkstelligt, mit dem 
einzigen Unterschiede, daB links tl3 statt u 2 geschrieben wird. Jetzt 
fiihrt das Ausziehen der dritten Wurzel auf eine mit der erst en Potenz 

10· 
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von x beginnende Reihe. Analoges gilt, wenn auch die dritte Potenz 
von x fehlt. 

Beispiel: Eine Kette von der Lange s ist zwischen zwei gleichhohen 
Punkten irn Abstande 1 aufgehangt. In der Gleichung der Kettenlinie 

:y = a [of .:. 
a 

ist die Konstante a zu bestimmen. 
Die Bogenlange der Kettenlinie vom tiefsten Punkte an gerechnet 

ist gleich a Sin ~. In unserem Fall solI fiir x = ~ die vom tiefsten 
s 

Punkt an gerechnete Lange gleich 2' sein. Wir haben also 

s "". I 2'= al;ltn2i' 

Urn a als Funktion von s und 1 zu gewinnen, entwickeln wir die 

rechte Seite nach Potenzen von 2' a : 

und setzen 
s I [ t ( ')8 t ( 1 )' 1 2'=2' 1+ 31 2i +ST 2i + ... 

Damit wird 
3! (5 - I) = u und (')8 

1 2i =Z. 

3' 3' 3! 
u = Z + ST Z2 + 7Tz3 + 9Tz' + ... 

oder 
3! 2 3 1 3 1 

z=u-ST z -7T z3 - 9T z'- ... 

In erster Naherung ist Z = u; in zweiter Annmerung 
US u3 

Z = U - 20 ' Z2 = ... - 10' z3 = u3 ; 

in dritter N aherung 

_ _ u2 ~ 2 _ + (....!... +~) , -, _ _1., , 
Z - U 20 + 525 ' Z -... 400 525 ~t, .. - - • . • 20 u, Z = u' , 

SchlieBlich bis auf Glieder funfter Ordnung 

ul 2u3 13 u4 

Z = U - 20 + 525 - 37800 + ... 
Aus lund s fmdet man zunachst 21, mittels der umgekehrten Reihe z, 
und aus z kann die Konstante a berechnet werden. 

§ 48. Aufgaben zum 5. Kapitel. 
1. Durch mehrmaliges Bllden des arithmetischen Mittels zweier 

Naherungswerte ist die Reihe 

1 - + + + -+ + .. (en = ;~ ~:) 
auf sechs Dezimalen zu summieren. 
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2. Nach dem gleichen Verfahren ist die Reihensumme 

f f 1 ( (- 1)- ) 
1 - 21 + 3i" - 4i" + ... ell = (ti + 1)2 

auf funf Dezimalen zu berechnen. 
,. Eine epidemische Krankheit ist von der Art, daB jeder Patient 

zwei Tage krank daniederliegt. An jedem der beiden Tage steckt der 
Patient k andere Personen an, wo k als Durchschnittswert nicht not­
wendig eine ganze Zahl zu sein braucht. Jede angesteckte Person wird 
am folgenden Tage krank und steckt dann an den beiden Krankheits­
tagen je k neue Personen an. Am ersten Tage sei die Gesamtzahl der 
Kranken al , von diesen sollen kao noch am zweiten Tage krank sein. 
Wie groB ist die Gesamtzahl der Kranken am n ten Tage? 

We1chem Wert strebt a,. filr groBe Werte von n zu? We1chen 
Wert muB k haben, damit a,. einem konstanten Werte zustrebt? 

4. Die Funktionen cos und sin sind abwechselnd fur die Vielfachen 
des Winkels IX zu berechnen: sin IX = 0'05. 

5. Von einem flachen symmetrischen Parabelbogen ist die Spann­
weite lund die Lange s gegeben, der Parameter in der Gleichung 

Y = ;~ ist zu berechnen. [Entwlcklung von v = Clp t nach Potenzen 
6(5 -I) 1 61 von u = -1- . We1chen Wert erMlt p fiir s = 60 l ? 



Sechstes Kapitel. 

Gleichungen mit einer Unbekannten. 

§ 49. Losung durch tabellarische Berechnung. 

Unter den Losungen der beliebigen Gleichung 

f(x) = 0 

sind die Werte von x zu verstehen, durch die die Gleichung eriillIt wird. 
Wir konnen die Gleichung f (x) = 0 geometrisch deuten, wenn wir die Funk­
tionswerte als Ordinaten zu den Abszissen x auftragen. Die Losungen 
der Gleichung f (x) = 0 sind die Schnittpunkte der Kurve mit der x-Achse. 

Liegen die Funktionswerte in einer Tabelle geordnet vor, so lassen 
sich N1iherungswerte fur die Losungen durch Interpolation finden. Man 
sucht zwei benachbarte Stell en in der Tabelle auf, zwischen denen 
f (xl sein Vorzeichen wechselt, und interpoliert zwischen beiden Werten 
unter der Annahme, daB die Anderungen von f (x) denen von x propor­
tional sind. Geometrisch gesprochen bedeutet diese Annahme, daB wir 
die Kurve zwischen den beiden Punkten durch ihre Sehne ersetzen 
und deren Schnittpunkt mit der x-Achse aufsuchen. Haben die beiden 
Punkte die Koordinaten x,, Y, und %2' Y2' so betragt der Anstieg der 

Sehne y. - Y!. Von der Ordinate Y, bis zu dem Schnittpunkt der Sehne 
X2 -Xl 

mit der x-Achse liegt also auf der x-Achse das Stuck 
Y. - Y, 

- y,: X 2 -x,' 

Somit finden wir fur den gesuchten Naherungswert 
X. - X, x,y. - x 2 y, 

X3 = x, - Y, . Y2 - y, = Y. - y, . 

1st die Kurve keine gerade Linie, so entsteht durch die Benutzung 
der Sehne ein Fehler, der aber bei einer Kurve mit stetiger Richtungs­
anderung £iir ein hinreichend kleines Intervall sogar im Verhaltnis zur 
Intervallange belie big klein wird. Berechnet man fur den gefundenen 
Naherungswert X3 den Funktionswert Y3' so kann man diesen Punkt 
in Verbindung mit einem der beiden fruheren oder einem neuberechneten 
Punkte wiederum zur Berechnung eines neuen Naherungswertes benutzen, 
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dessen Fehler kleiner ist, da die Intervallange abgenommen hat. So 
fahrt man fort, bis die gewiinschte Genauigkeit erreicht is~. 

Beispiel: x log x -1 = O. 

Fiir x < 1 ist x log x negativ, es konnen also nur Werte groBer als 1 
in Betracht kommen. 

x I xlogx IY=Xlogx-1 

1 
I 

0·0000 

I 
-1'0000 

2 I 
0·6021 -0'3979 

3 1·4314 + 0·4314 

Eine Losung der Gleichung liegt demnach zwischen Xl = 2 und x2 = 3, 
denn die zugehOrigen Funktionswerte Y1 = - 0'3979 und Y2 = + 0'4314 
baben verschiedenes Vorzeichen. Wir finden 

X = 2·04314 + 3 ·0'3979 = 2'48. 
3 0·4314 + 0 3979 

Der zugehOrige Funktionswert 1St 

Y3 = 0'9784 - 1 = - 0'0216. 

Da X logx wachst mit zunehmendem x, so muB die gesuchte Lbsung 
groBer als 2'48 sein. Wir erhalten fur 

Damit wird 

2'50 
2'52 

Dlfferenz 0·02 

-0'0052 
+ 0'0115 
+ 0'0167 

0·02 
X, = 2'50 + 0'0052· 0.0167 = 2'50 + 0'0062 = 2'5062. 

Eine genauere Berechnung der Wurzel ist nur unter Benutzung mehr 
als vierstelliger Logarithmen moglich. Der Funktionswert wird 

Y4 = + 0'00001322 . 

AnschlieBend ergibt sich die Tabelle 

x xlogx I y=xlogx-1 I Dlft. 

2·5061 \ 0'999929891- 0'00007011 \8333 
2·5062 10000 1322 + 0 0000 1322 8331 
2'5063 1·00009653 + 0·0000 9653 

Aus dem Verhalten der Differenzen kann man schlieBen, daB sich 

die Funktionswerte proportional zu X andern bis auf weniger als 
ihres Betrages. Wir finden 

x, = 2'5062 - 0·00001322 081333 = 2'50618413. 

1 
4000 
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In der Tat wird Ys = 0'00000000 ... 

DaB diese Lasung die einzige Wurzel der gegebenen Gleichung ist, 
erkennt man aus der Betrachtung des Differentialquotienten. So lange 
der Differentialquotient endlich bleibt und nur Werte cines Zeicbens 
annirnmt, bewegt sich die stetige Funktion mit wachsendem x nur in 
einer Richtuns-. Sie nimmt dann jeden Wert nur einmal an. In unserem 
Beispiel ist der Differentialquotient 

logx + loge, 

also positiv fiir alle Werte X> 1/e. 

§ 50. Das Newtonsche Verfahren. 
Anstatt die Kurve durch eine Sehne zu ersetzen, kann man auch die 

Tangente benutzen. Ein Naherungswert einer Wurzel der Gleichung 
sei Xl' der entsprechende Funktionswert Yl' Die in diesem Punkte 
gezogene Tangente hat die Gleichung 

Y - Yl = y{(x - Xl)' 

wenn Y{ die Ableitung im Punkte Xv Yl bedeutet. Der Schnittpunkt der 
Tangente mit der x-Achse erhalt den Wert 

"1 %=X1 - ,,;' 

Bezeichnen wir die Verbesserung - "~ mit "1' so ergibt sich ein 
N~... t ", neuer ... uerungswer X2 = Xl + "1 . 

Fiir ihn wird 

f (Xl + "1) = f (Xl) + "d (Xl) + ~ f' (Xl + (}"l) 

=~f'(Xl+O"l), wo O<{}<1, 

also klein von 2.0rdnung in "1' Mit dem neuen Naherungswerte x: 
berechnen wir eine neue Verbesserung 

". =-!.! .. y~ 

und fahren so lange fort, bis die gewunschte GenaUlgkeit erreicht ist. 
1st man dem Wurzelwert schon recht nahe, so wird die Genauigkeit 

bald sebr graB. Da dIe Verbesserung c5 in der Regel nur auf wenige Stellen 
berechnet zu werden braucht, genugt es, Y und y' jedesmal nur mit 
geringer relativer Genauigkeit zu berechnen. 

1. Beispiel: x logx - 1 = O. 

Wlf wahlen als Naherungswert Xl = 2: 

'Y = xlogx -1, 

y'= log), + loge. 
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Fiir die Berechnung der Wurzel ergibt sich folgende Tabelle: 

x y y' " 
2 -0'398 0'735 + 0 54 
2'54 + 0'0282 0'839 -0'0336 
2'5064 + 0'0001799 0'833 -0'000216 
2'5061 84 -00000 0010 0833 + 0 0000 0012 
2'5061 8412 

Die letzte Stelle ist urn einige Emheiten unsicher, da nur achtstellige 
Logarithmen benutzt worden sind. 

Wieweitman berechtigt ist, die Kurve durch ihreTangentezu ersetzen, 
erkennt man aus den Anderungen von y'. Da sich y' mit den hingeschrie­
benen Ziffern zuletzt nicht mehr andert, sind die Anderungen von f (x) 
denen ,von x bis auf weniger als ein Promille ihres Betrages proportional. 

Man erkennt, daB die Benutzung der Tangente statt der Sehne 
schneller zum Ziel fuhrt, vorausgesetzt, daB y' nicht umsUindlicher 
als y zu berechnen ist. 

2. Beispiel: tgx = x. 

Wir schreiben, urn den Differentialquotienten bequemer bilden zu k1innen: 

y = sinx - x cosx , 

y'= x sin x . 

Da I( -x) = - I (x) ist, brauchen wir nur die positiven Wurzeln aufzu­
suchen, denn zu jeder positiven Wurzel geh1irt eine negative vom gleichen 
absoluten Betrage. AuBerdem ist x = 0 eine Lasung der Gleichung. y' 
wechselt sein Vorzeichen in den Punkten :n, 2:n, 3:n, ... Dementspre­
chend hat y Maxima in den ungeraden, Minima in den geraden Vielfachen 
von n. 1m Maximum ist y =x, im Minimum y = - x. Zwischen Maxi­
mum und folgendem Minimum liegt ebenso wie zwischen Minimum und 
folgendem Maximum jedesmal eine und nur eine Wurzel der Gleichung, 
da y' jedesmal in dem betrachteten Intervall sein Zeichen nicht andert. 

Urn z. B. die Wurzel zwischen :n und 2:n zu bestimmen, set zen wir 
Xl = 1'5 n = 4'712 als erste Naherung. Es ergibt sich folgende Tabelle 

" y y' 0 
I 

4'712 i-I 1- 4'712 -0212 
270 0 

I 4'500 
257 0 50' 

-00289 -4'399 -000657 

4'49343 
257 0 27' 16" -0000079+ -4386 -00000181 

4'4934119 
257 0 27' 12"74 -000001070 -4386 -0000002+3 

449340947 
257 0 27' 12"233 
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Zuweilen ist die Bildung der Differentialquotienten derart um­
stiindlich, daB eine genaherte Berechnung zweckmaBiger erscheint. Man 
berechnet mit f (x) zugleich die Anderung f (x + h) - f (x), wobei 
fUr heine kleine GroBe, etwa die Einheit irgendeiner Dezimale an­
genommen wird. Dann ist '1' geniihert gleich 

I(x + 11) - 1 (x) 
11 

Besonders dann ist diese Rechnung bequem, wenn f (x) aus einer 
Summe von Gliedern besteht. deren Werte aus fertigen Tabellen ent­
nommen werden. 

Sind dagegen auch die hOheren Ableitungen leicht zu bilden, so kann 
es mitunter zweckmaBig sein, in der Reihenentwicklung weitere Glieder 
zu beriicksichtigen: 

o = t (Xl) + ~d (Xl) + !~ (' (Xl) + ~; (" (Xl) + ... 
Durch Umkehrung der Reihe 

Yl "I y{' "f y{" ~l=---------y, 2! y, 31 Yr ... 

!indet man ~l viel genauer als es nach der einfachen Newtonschen Regel 
moglich ist. besonders dann. wenn die Verbesserung ~ bereits klein ge­
worden ist. 

Beispiel: Die Wurzel der Gleichung 

x4 -3x3 +8x2 -5 =0 

in der Niihe von X = 1 ist genauer zu berechnen. 
Wrr bUd en aus y =.%4 _ 3.%3 + 8x2 - 5 

y' = 4x8 - 9X2 + 16x 
y" = 12x2 -18x + 16 
y'" = 24x - 18 
y""= 24 

und setzen Xl = 1. es wird 

und damit 
Yt = 1 • y~ = 11 , yr = 10, y{' = 6 

c51 = - ~ - -h c5~ - ••• 

Wir setzen den Naherungswert fiir ~l wiederholt in die rechte Seite ein 

- 0'0909 
38 

c5l = - 0'0947 
- 0"0909 

41 

c5, = - 00950 
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§ 51. Liisung d urch Itera tlOn. 

Fur den zweiten Naherungswert 

x. = Xl + al = 0"9050 

'1 = - 0·000650924375 
'1' = 10·0736455 
'1" = 9·5383 
'1'" = 3·72 
'1""= 24 
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Damit erhalten wir, wenn wir die Reihe bis zu Gliedern dritter Ordnung 
ausdehnen: 

a. = 0·0000 64616565 572 - 0·4734 2841 b~ - 0·0615 b~ . 

Durch Einsetzen des genaherten 152 in die rechte Seite finden wir 

0·000064616565572 
-1976706 

-17 
152 = 0·00006461 4588849 

0·000064616565572 
-1976585 

-17 
a2 = 0·00006461 4588970 

Darnit wird auf 14 Dezimalen 
x = 0·90506461458897. 

§ 51. Losung durch Iteration. 
La.Bt sich die Gleichung, deren Wurzel berechnet werden solI, auf 

die Form bringen x = q; (x), 

so kann man einen Naherungswert Xl der Wurzel zur Berechnung eines 
zweiten Naherungswertes Xz = q; (Xl) 

benutzen. Den zweiten wieder zur Berechnung eines dritten usw. Es 
fragt sich, ob die aufeinanderfolgenden Nahcrungswerte die Wurzel 
jedesmal genauer darstellen als die vorhergehenden. 

Bezeichnet X die Wurzel selbst, so erMlt man durch Subtraktion 
der beiden Gleichungen 

die Gleichung 

X = q;(x), 
Xa = q;(xl ) 

x - x2 = q; (x) - q; (Xl) = (X - Xl) q;' [Xl + D (X - Xl)]' wo 0 < {} < 1 . 

1st die Ableitung der Funktion q; (x) in dem Intervall vom Naherungs­
wert bis zur \iVurzeI selbst absolut kleiner als ein echter Bruch m, so wird 

1 X - x2 1 < 1 x - Xl 1m. 
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Weiter ist dann 

1 x - x3 1 < 1 x - x2 1 m < 1 x - Xl 1 m2 • 

Allgemein wird also der Fehler der n + 1 ten Naherung kleiner als das 
m"-fache des Fehlers des erst en N1i.herungswertes. 

Ist dagegen die Ableitung der Funktion <p (x) groBer als ein unechter 
Bruch, so gelangt man durch Betrachtung der inversen Funktion 

1p(x) = x 

zu einem konvergenten IterationsprozeB, denn es ist 1p' (x) = 'P'~X) • 

1. Beispiel. x7 - 2xi -10x2 + 1 = o. 
Wtr konnen die Gleichung schreiben: 

_1/' >'-"+' 7 X - rIO - 10;1.- 10 X • 

Die Gleichung hat, wie man durch Einsetzen findet, eine positive Wurzel 
kleiner als 1. Wird als erste Annaherung x = 0 genommen, so ergibt 
sich die folgende Annaherung 

x = 1(1; = 0·316. 

Benutzt man diesen Wert, so ergibt sich als michste Annaherung 

x=0·31528. 

Damit wird die folgende Annaherung 

und daraus schlieBlich 
x = 0 3152903 

x = 0·31529008. 

Man bemerkt, daB die Naherungswerte abwechselnd zu groB und 
zu klein sind. Das muB offenbar immer der Fall sein, wenn <p' (x) in der 
N1i.he der Wurzel negativ ist. In unserm Beispiel ist 

'() -x'+07x· 
<p x = -:J:=:====:=:=~==='; 

2Y01-02X5 +01x7 

Fur den Wurzelwert also 
x3 

p'(x) = - ""2 + 0·35 x5 = - 00146. 

Daraus folgt, daB z. B. nach vier Schntten der Fehler des Kaherungs­

wertes auf weniger als 20 l\h:1!onen seines an;anglichen Betrages herab­
gesunken ist. 

Diese Rechnungsart laBt slch auch bei transzendenten Gleichungen 
haufig mit Vorteil benutzen. Manchen astronomischen und physikah­
schen Rechnungen hegt sie ebenfalls zugrunde. Haufig smd hier kleine 
Korrektionen anzubringen, dIe die unbekannte GroBe selbst aber nur 
schwach enthalten. Man ermittelt einen genaueren Wert der Unbekann­
ten, indem man die Korrektionsglieder fur emen Kaherungswert bt'­
rechnet. 
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2. Beispiel: Die Wurzeln der Gleichung 

tgx =X 

liegen, wie oben fUr die Gleichung 

sinx-xcosx=O 

gezeigt wurde, zwischen den ganzzahligen Vielfachen von Jr, Wir wollen 
die Wurzel zwischen 2 n und 3 n genauer berechnen, Da der Differential­
quotient von tgx niemals kleiner als 1 ist, muD man die Gleichung in der 
inversen Form schrelben x = arc tgx, 

Der Differentialquotient der rechten Seite ist jetzt 

wird also fur groBe Werte von x sehr klein, 

FUr die Wurzel in der Nahe von 5; ist der Differentialquotient 

etwa"!", bei jedem Schritt vermindert sich der Fehler auf"!" seines Be-
60 5 60 

trages, Wir beginnen mit dem Werte Xl = 2lC = 7'854. 

x 

7854 
7'727 
7'72528 
7'7252521 
7'7252 5184 i 

arc tg x 

442 0 45' 
442 0 37' 34" 
442 0 37' 27"61 
442 0 37' 27"574 
442 0 37' 27"5732 

§ 52. Anzahl und Lage der reellen Wurzeln einer 
rationalen Funktion. 

Wenn von vornherein keine Naherungswerte fur die reellen vVurzeln 
einer algebrmschen Gleichung bekannt sind, so geht der eigentlichen 
Berechnung das Aufsuchen von rohen Naherungswerten voraus, Wir 
wollen zunachst die Frage nach der Anzahl der reellen Nullstellen einer 
ganzen rationalen FunktlOn untersuchen, 

Es zeigt sich zun,achst, daB wir schon aus den Vorzelchen der Koeffl­
zienten einer ganzen rationalen FunktlOn gewisse Schlusse auf das Vor­
kommen ihrer vVurzeln machen konnen, 

1st bei der Berechnung des Wertes einer ganzen rational en Funktion 

aoxn + alx"-l + ' , ,+ an_IX + an, 

nach dem Hornerschen Verfahren 

ao al a2 ' , , , an - I an 
paOpb l Pb,,_2Pbn _ 1 

bo bl bl ", ,bn- l bn=g(Pl (bo=aol 
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die GroBe p posit iv, so kann das Vorzeichen von b. = a. + p b. -1 nur 
dann von dem Vorzeichen von a. verschieden sein, wenn a. und b._ 1 ent­
gegengesetztes Vorzeichen haben. Raben also b._1 und a. das gleiche 
Vorzeichen, so haben auch b._ 1 und b. das gleiche Vorzeichen. Raben 
b.-1 und a. entgegengesetztes Vorzeichen, so konnen b.- 1 und b. das 
gleiche Vorzeichen haben. Beim "Obergang von b.- 1 a. zu b._ 1 b. muE 
also eine Zeichenfolge wieder eine Zeichenfolge ergeben, ein Zeichen­
wechsel kann erhaHen bleiben, kann aber auch in eine Zeichenfolge 
iibergehen. Zeigen die Vorzeichen von b._1 a. a.+l zwei ZeichenwechseI, 
so konnen die Vorzeichen von b._ 1 b. a'+l entweder auch zwei Zeichen­
wechseI aufweisen (wenn namlich b. das gleiche Vorzeichen hat wie a.) 
oder beide Zeichenwechsel sind in Zeichenfolgen iibergegangen. Zeigen 
die Vorzeichen von b._ 1 a. a.+l einen Zeichenwechsel, so wei sen auch die 
Vorzeichen von b._ 1 b. a.+l einen Zeichenwechsel auf, gleichgilltig, ob 
a. und b. gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen haben. Zeigen 
die Vorzeichen von b._ 1 a. a'+1 keinen ZeichenwechseI weder von b._ 1 
zu a. noch von a. zu a.+l , so weisen auch b._1 b. a.+1 keinen Zeichen­
wechsel weder von b. -1 zu b. noch von b. zu a.+ 1 auf. Mit anderen 
Worten: beim Dbergang von b._la.a.+l zu b._lb.a.+l kann die 
Zalll der ZeichenwechseI dieselbe bleiben oder sie kann sich urn zwei ver­
mindern. 

Der "Obergang von der Re!he ao a1 az '" a). al.+ l . " an zu bo b1 bz • •• 
bl. a).+l •.• an wird nach dem Hornerschen Schema nun in einzelnen 
Schritten b._1a.a.+l zu b._lb.a.+l (v=1,2, ... l) gemacht. Die 
Anzahl der bei je zwei aufeinanderfolgenden Gliedern der Reihe vor­
kommenden Zeichenwechsel kann sich dabei also niemals vermehren, 
sondern kann nur entweder die gleiche bleiben oder sich urn eine grade 
Zalll vermindern. Das gilt auch noch, wenn einzelne Glieder der Reihe 
verschwinden, vorausgesetzt, daB man sie bei der Zalllung der Zeichen­
wechsel so behandelt, als ob sie nicht da waren. Wenn namlich b._ l ver­
schwindet, so ist b.- l a. a'+l identisch mit b.- l b. a.+ l ; wenn a. ver­
schwindet, so steIlt b._ l b. eine Zeichenfolge dar, und daher hat b._ l Qa.+l 

ebensovielZeichenwechsel wie b.- l b. a.+l; wenn endlich b. verschwindet, 
so miissen b.- l und a. entgegengesetztes Vorzeichen haben, und dann 
hat b._! Q a.+ 1 entweder ebensoviel oder zwei Zeichenwechsel weniger 
als b.- l a. a.+l' 

Wir wollen annehmen, daB x = 0 keine Wurzel der Gleichung sei. 
Ware es der Fall, so konnten wir den Faktor x aus der ganzen rationalen 
Funktion wegheben und den ubrigbleibenden Quotienten betrachten. Es 
sei nun nach dem Hornerschen Verfahren der Dbergang von 

zu 
ao a l a2 ..• an-l an 

bo bo b2 ••• b" -1 an 

gemacht, wobei gar keine oder eine gerade Anzahl von Zeichenwechseln 
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verloren sei, und nun werde der letzte Schritt von b,,-l a" zu b,,_l b" ge­
macht. Wir wollen voraussetzen, daB auch P keine Wurzel der Gieichung, 
also b .. von Null verschieden sei. Beim Dbergang von b .. -1 a,. zu b" -1 b" tritt 
keine Anderung in den Vorzeichen ein, wenn b .. - 1 und a" das gleiche 
Zeichen haben. Wenn sie dagegen entgegengesetztes Vorzeichen besitzen, 
so geht dieser Zeichenwechsel dann und nur dann beim Dbergang zu b" -1 b" 
verloren, wenn b .. das entgegengesetzte Zeichen hat wie a... Zusammen­
fassend konnen wir also sagen: Beim Dbergang von ao a1 ••• an zu 
bo bl ••• b" werden, wenn a,. und b" entgegengesetztes Vorzeichen haben, 
eine ungerade Anzahl von Zeichenwechsein verloren. Wenn sie das 
gieiche Zeichen haben, so werden keine oder eine gerade Anzahl von 
Zeichenwechsein verioren. 

Rechnet man nach dem Hornerschen Verfahren weiter, urn die Ent­
wicklung der ganzen rationalen Funktion nac~ Potenzen von x - P zu 
finden, so gelten 1i.hnliche Betrachtungen 

bo b1 bl •··· b .. - 1 b" = g(P) 
coP 'tp . .. c,,_'tP 

Co c1 c2 •••• C"_1 = gl(P) co= bo= ao· 

Beim Dbergang von bob1 ••• b" ZU COcl ", c"_lb,, gehen entweder keine 
oder eine gerade Anzahl von Zeichenwechsein verloren. SchlieBlich ergibt 
sich daher das Resultat, daB beim Dbergang von 

zu 
g" (P)g,,-dP> ... gdP) g (P), 

d. h. zu den Koeffizienten der Entwicklung nach Potenzen von x - P, 
wenn a,. und g(P) verschiedenes Vorzeichen haben, eine ungerade An­
zahl von Vorzeichen verlorengeht, im andern Falle keins oder eine grade 
Anzahl. 

Liegen nun zwischen x = a und x = b (b> a) .i einfache Wurzeln, 
die nach der GroBe geordnet mit Xl XI' •• X). bezeichnet sein mogen, so 
w1i.hIen wir PI zwischen Xl und XI; PI zwischen XI und Xa USW. P).-1 zwi­
schen X)._l und Xl.' Beim "Obergang von 

g" (a) g" _ da) ... gl (a) g (a) zu g" (PI) g" - dPl) ., gdPl) g (PI) 

geht dann eine ungerade Anzahl von Zeichenwechseln verloren; ebenso 
beim "Obergang von 

g"(P",)g"-I(P,,,)··· g(p",) zu g"(P",+1)g"-l(P,,,+1)'" g(P",+1) 
und von 

g,,(PA-l)g,,-tCPi.-l)·" g(PA-l) zu g,,(b)g,,_db) ... g(b), 

d. h. beim "Obergang von 

g,,(a)g,,_da) ... g(a) zu g,,(b)g,,_db) ... g(b) 
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gehen ). oder l plus einer geraden Zahl von Zeichenwechseln verloren. 
Mit andern Wort en: die Zahl der Wurzeln zWIschen a und b ist gleich der 
Anzahl der verlorenen Zeichenwechsel oder urn eine geradeAnzahl kleiner. 

Beim Dbergang von ao al ••• an zu bo b1 .•• bn (bo = ao) erhalten 
fUr einen hinreichend groBen positiven Wert von p offenbar alle b das­
selbe Vorztichen; denn b1 = al + bo P erhalt bei hinreichend groBem p 
das Vorzeichen von bo, bz = az + bl P das Vorzeichen von b1 usf. Die 
Anzahl der Wurzeln zwischen 0 und p kann also nicht groBer sein als die 
Anzahl der Zeichenwechsel in der Reihe der Koeffizienten ao al ••• an 
und es kann keine positiven Wurzeln geben, die groBer als p sind. 
(Cartesische ZeichenregeI.) 

1. Beispiel: Die Gleichung 

x4 -}x3+8x2 -5=O 

besitzt drei Zeichenwechsel, sie hat also eine oder drei positive Wurzeln. 
Das Hornersche Verfahren liefert fUr p = 1 

-} 8 0 -5 
-2 6 6 

-2 6 6 
1 -1 5 

-1 5 11 
1 

0 5 11 

Es liegen also zwischen 0 und 1 drei oder eine Wurzel, tiber 1 keine. 
Urn zu entscheiden, ob drei oder eine Wurzel zwischen 0 und 1liegen, 

betrachten wir die Ableitung 
4 x3_9x2+16x. 

Das Vorzeichen stimmt fUr positive Werte von x mit dem von 

4X2 - 9x + 16 

iiberein. Das positive Glied 16 uberwiegt in dem Intervall 0 bis 1 das 
negative Glied - 9 x. Die Ableitung hat daher nur positive Werte. 
Daher gibt es nur eine positive Wurzel. 

Ersetzt man x durch -x, so entsteht die Gleichung 

X4 + 3 x 3 + 8 x 2 - 5 = 0 . 

Aus dem .einen Zelchenwechsel schlieBt man, daB eine und nur eine 
negative Wurzel vorhanden ist. 

2. Beispiel: x7 _ 2 x5 - 10X2 + 1 = O. 

Aus der Zahl der Zeichenwechsel schlieBt man, daB zwel oder keine 
positive Wurzel vorhanden ist. Da wir bereits eine positive Wurzel im 
vorhergehenden Paragraphen bereehnet haben, muB noeh eine weitere 
positive 'Wurzel vorhanden sein. 
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Ersetzen wir x durch - x, so entsteht die Gleichung 

- x7 + 2 x5 - 10 x2 + 1 = 0 

mit drei Zeichenwechseln. Die Gleichung hat also eine oder drei negative 
Wurzeln. 

Das Hornersche Verfahren ergibt fUr p = 1 

-1 0 2 0 0 -10 0 1 
-1 -1 1 1 1 9 -9 

-1 -1 1 1 1 9 9 -8 
-1 -2 -1 0 1 8 

-1 -2 -1 0 1 8 -17 
-1 -3 -4 -4 3 

-1 -3 -4 -4 -3 -11 -17 -8 

Hier sind schon aile Zeichenwechsel verloren. Es gibt also unter - 1 
keine negative Wurzel. 

Urn zu entscheiden, ob in dem Intervall - 1 bis 0 drei oder nur eine 
Wurzel liegen, 1?etrachten v,ir die Ableitung 

(7 x5 - 10 x3 - 20) x • 

Da das positive Glied -10 x3 in dem Intervall nicht gro3er als 10 ist, so 
kann es das Vorzeichen der Klammer nicht positiv machen. Mithin ist 
die Ableitung in dern Intervall nur positiv und daher gibt es nur eine 
negative Wurzel. 

Gelingt es allgernein, ein Intervail so abzugrenzen, daB die Reihe 
der Funktion mit ihrenAbJeitungen gerade einen Zeichenwechsel verliert, 
so kann man mit Sicherheit folgern, daB in diesern Intervall gerade eine 
Wurzel der Gleichung liegt. 

Diese Abgrenzung ist jedoch nicht immer rnbglich. Darum ist es 
wertvoll, ein Verfahren zu besitzen, das die Frage nach der Zahl der 
Wurzeln in einem Intervall vollkornmen sieher zu entscheiden gestattet. 

\Xvir betrachten wieder die ganze rationale Funktion 

Ihre Ableitung wollen wir rnit gl (xl bezeichnen. Hat g (x) eine mehr­
fache Nullstelle, so rnu3 an dieser Stelle auch gl (x) verschwinden. Es 
miissen g (x) und gl (x) einen gemeinsamen Teiler besitzen. Die Frage 
nach einer mehrfachen \Vurzel 1113t sich also auf die Frage nach dem 
gemeinsarnen Teiler zurilckftihren, denn die mehrfache Wurzel mull 
auch \Vurzel des gerneinsarnen Teilers sein. 

Der gemeinsame TeiJer zweier Funktionen l11Bt sich durch die 
Kettenbruchentwicklung (§ 41) ermitteln. lrn Gegensatz zu der friiheren 
Schreibweise bezeichnen wir jetzt den Rest bei cler Division von g (x) 

R U DG e - Ko n 1 g J Vortcsuog:cn. 11 
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durch gl (x) mit -gz (x). Den Rest bei der Division von gl (x) durch 
gl (x) mit - ga (x) usw. 

g (x) = ql gl (x) - gz (x) 
gl(X) = q2 gz (x) - ga (x) 

gm-2 (x) = qm-lgm-l (x) - gm(x) , 

Die Grade der Funktionen g (x), gl (x), gz (x), •.. nehmen sHindig 
abo SchlieBlich wird gm (x) eine von Null verschiedene Konstante, wenn 
g (x) und gl (x) als teilerfremd vorausgesetzt werden. Wir betrachten 
nun die Zeichenwechsel der Reihe 

g (x), gl (x), gz (x) ••• gm (x) • 

Je drei von ihnen sind durch eine Gleichung 

gl.-l (x) = q;.gl. (x) - g;'+l (x) 

miteinander verbunden. Wir lassen x wieder ein Intervall von a bis b 
durchlaufen. Wenn an einer Stelle g;. (x) verschwindet, so ist hier 
gl.-l (x) = - gl.+l (x). Beide benachbarten Funktionen haben hler also 
entgegengesetztes Vorzeichen. gl.-l (x) und g;'+l (x) konnen an dieser 
'Stelle nicht auch verschwinden, sonst ware dieser Wert von x eine ge­
meinsame Wurzel von g;. (x) und gl.+l (x) , somit aueh von g (x) und 
gl (x). Belde Funktionen waren nieht teilerfremd. 

Geht also eine innere Funktion der Reihe durch Null hindurch, so 
tritt dabei weder ein Gewinn noeh ein Verlust an Vorzeiehenweehseln ein. 

Nur wenn g (x) selbst sein Zeiehen wechselt, verringert sieh die Zahl 
der Zeichenwechsel urn eins. Denn g (x) geht von negativen zu positiven 
Werten uber, wenn die Ableitung gl (x) positiv ist und von positiven zu 
negativen Werten, wenn g] (x) negativ ist. Somit erhalten wir den 

Sturmschen Satz: Die Anzahl der reellen Nullstellen der Funktion 
g (x) im Intervall von a bis b ist gleich der Anzahl der Zeichenwechsel, 

die die Reihe g (x) , gl (x) , gz (x), •.• gm (x) 

in dlesem Intervall verhert. 
Beispiel: DIe ganze rationale Funktion 

g~"C) =~7 - 2x5 -10xz + 1 
besitzt die Ableitung 

gl(X) = 7 X8 -10x4 - 20x. 

Aus beiden ergibt sleh die folgende Kettenbruehenh~icklung. Die Po­
tenzen von x slIld durch die Stellung der Koefflzienten angezeigt. Die 
Reehnung kann mit dem Reehensehieber besonders bequem durch­
gefuhrt werden. Dip letzte Stelle ist zwar nieht mehr sieher; sie ist abpr 
fur die Entscheidung uber das Vorzeiehen auch nicht erforderlich. 



§ 52- Anzahl und Lage der reellen Wurzeln einer ratlonalen Funktion_ 163 

0 -2 0 0 - 10 0 
0 -1-429 0 0 2-857 0 

- ga (x) = - 0-571 0 0 7-143 0 
7 0 -10 0 0 -20 0 
7 0 0 87-5 0 -12-25 

-g. (x) =-10 -87-5 0 775 0 
0-571 0 0 7-143 0 -1 
0-571 5 0 0443 0 

5 0 6-7 0 -1 
5 -43"75 0 3-875 0 

- g. (x) = 43"75 6"7 3-875 -1 
10" 87 5 0 ns 0 
10 1 -531 0886 0229 

85-969 0886 7-979 0 
85-969 13"166 7614 - 1-965 

-gs(x)=-14052 0365 1965 
-43-75 - 6-7 3"875 
-43-75 1 136 6"108 

- 1"836 - 9-993 1 
7-836 0"204 1096 

- g. (x) = - 10-197 -0-096 
14052 0365 - 1965 
14052 0132 

0497 -1-965 
0"497 -0-00; 

-g, (x) = - 1 -960 

Somit ergeben sich fUr die Sturm sche Kette die folgenden Funktionen: 

g (x) = x7 - 2 x5 - 10X2 + 1, 

gl (x) = 7x· - 10x' - 20x , 
g2 (x) = 0-571 x5 + 7"143 x2 - 1 , 
g3 (x) = 10x~ + 87-5 x 3 + 7"75 x, 
g.(x) = - 43"75 x3 - 6"7x2 - 3"875x +1. 
gs (x) = 14"052x2 - 0-365 x - 1"965. 
g6 (x) = 10-197 x + 0-096. 
g7 (x) = 1 -960 _ 

Fur verschiedene Werte x haben die einzelnen Cheder der Kette dle 
folgenden Vorzeichen 

x gl ga g. g. 
Zelchen-

gs g. g7 wechsel 

+ + + + + 
-1 + + + + + 

0 + 0 0 + + + 4 

+ + + + + 3 
2 + I + + + ! + + + 2 

+ I + + + + + + 2 

11* 
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Die Kette verliert zwischen - 00 und + 00 drei Zeichenwechsel, die 
Gleichung besitzt also drei reelIe Wurzeln, und zwar je eine zwischen 
- 1 und 0, zwischen 0 und 1 und zwischen 1 und 2. 

§ 53. Das Graeffesche Verfahren fiir Wurzeln mit 
verschiedenen absoluten Betragen. 

Wenn alIe Wurzeln einer algebraischen Gleichung, sowohl die reellen 
als auch die komplexen berechnet werden sollen, so ist ein von Gracile 
angegebenes Verfahren zweckmllBig, das sich von den bisherigen Metho­
den wesentlich unterscheidet. Das Graeflesche Verfahren fiihrt unmitte1-
bar und mit be1iebiger Genauigkeit gieichzeitig zu alien Wurzeln der 
Gleichung, ohne daB eine vorhergehende Untersuchung der Gleichung 
oder die Kenntnis von Naherungswerten erforderlich ist. 

Der Ieitende Gedanke ist der, daB man durch einfache Rechnung 
aus den Koeffizienten der Gleichung die Koeffizienten einer anderen 
Gleichung ableiten kann, deren Wurzein die Quadrate der Wurzeln der 
gegebenen Gieichung sind. Aus dieser Gieichung kann man auf dem 
gieichen Wege zu einer weiteren Gieichung gelangen, deren WurzeIn 
die vierten Potenzen der Wurzeln der ersten Gieichung sind. Fort­
fahrend findet man nacheinander Gieichungen, deren Wurzein die 8., 
16., 32 .... Potenzen der Wurzein der gegebenen Gleichung sind. 

Wir nehmen nun an, daB die Wurzeln der gegebenen Gleichung alle 
dem absoluten Betrage nach voneinander verschieden und reell sind. 
Dann werden die Wurzeln der abgeleiteten Gleichungen immer mehr aus­
einandergezogen werden in dem Sinne, daB die absolut kleinste Wurzel 
ein immer kleinerer Bruchteil der nachstkleinsten wird, diese wieder ein 
immer kleinerer Bruchteil der foigenden usw. 

Wenn die vVurzeln einer Gleichung 

aox" + a1x .. - 1 + «zx .. - 2 + ... + an_2x2 + a .. _Ix + an = 0 

auf diese Weise auseinandergezogen sind, dann lassen sie sich hOchst 
einfach aus den Koeffizienten berechnen. Denn die Summe aller Wurzeln 

ist gleich -~, die Summe aller Produkte zu je zweien gleich ~. die 
~ ~ 

Summe alIer Produkte zu je dreien gleich - ~ usw. Sind die vVurzeln 
ao 

der GroBe des absoluten Betrages nach geordnet Xl' Xi. Xa, X" ••• Xn • 

dann wird. wenn Xl groB gegen Xi. Xa •••• Xn ist, die Summe XI + Xa + ... 
+ X" nur einen kleinen Bruchtell von Xl betragen. Bis auf diesen Bruch­
teil ist also 

Wenn ferner Xl und Xi groB sind im Vergleich zu allen iibrigen 
Wurzeln, dann wird unter allen Produkten zu je zweien das Produkt 
.1'1.1'2 aile ubrigen Produkte so stark ilberwiegen, daB bis auf einen 
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relativ kleinen Fehler a2 
x1XZ =~ 

165 

ist. In gleicher Weise ergibt sich bis auf einen relativ kleinen Fehler 

usw. 

Durch Division mit der jedesmal vorhergehenden Gleichung folgt 
daraus 

Mit andern Worten: die Wurzeln der Gleichung 

aoxn + a1x"-1 + azxn- 2 + aaxn-3 + ... + an_2x2 + an_IX + an = ° 
sind bis auf relativ kleine Fehler gleich den Wurzeln der n-linearen 
Gleichungen 

aOx+al=O, a1x+aZ=O, ... an_IX+an=O. 

Die Ablei tung einer Gleich ung, deren \Vurzeln dIe Quadrate der W urzeln 
der urspriinglichen Gleichung sind, geschieht nun auf folgende Weise. 1st 

g(x) = aoxn + a1xn - 1 + azxn- 2 + ... + an_IX + an 

die gegebenc ganze rationale Funktion, so mulhplizieren wir sie mit der 
Funktion (_1)ng(_x) = aoxn - a1xn- 1 + a2 xn - 2 - ••• 

+ (-1)n-I an _1x + (-itan , 

die aus ihr hervOlgeht durch Verwandlung von x in -x. 
Das Produkt der beiden Funktionen bleibt ungeandert, wenn man 

X durch - X ersetzt; nach Potenzen von X geordnet kann das Produkt 
daher nur gerade Potenzen enthalten. Setzen wir X2 = z, so haben wir 
eipe ganze rationale Funktion nten Grades fur z erhalten, deren Null­
stellen die Quadrate der Nullstellen der Ausgangsfunktion sind. Bei der 
Multiplikation der beiden Funktionen brauchen die sich forthebenden 
Produkte, die zu Koeffizienten von ungeraden Potenzen in X fuhren 
wiirden, gar nicht gebildet zu werden: 

ao a l az aa 
ao -al az -aa 

a5 . . 
-a~ -ai aj 

+2aOa2 -2a1 aa +2a2a4 
+2 aOa4 -2al a; 

+2aoas 
------ -----
bo bl b2 ba 

Die Summen bo ' bl ' b2 , b, , ... der einzelnen Kolonnen stnd (he Kodfi­
zienten der neuen Gleichung. 
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In den aufeinander folgenden Gleichungen nehmen die Koeffizienten 
bald auBerordentIich groBe Werte an. Da es aber nur auf die relative 
Genauigkeit der Koeffizienten ankommt, braucht man nur die ersten 
Ziffern zu berechnen und ihren SteIIenwert durch das HinzufUgen der 
entsprechenden Zehnerpotenz anzugeben. Zur weiteren Abkiirzung 
schreiben wir z. B. 443949 statt 4'3949 . 104 • 

Beispiel: Die Wurzeln der Gleichung 

zu berechnen. %5 - 3%4 - 23%3 + 51 %2 + 94% -110 = 0 

WIT erhalten fur die einzelnen Schritte die folgende Tabelle. Die 
Potenzen der Unbekannten sind uberall fortgelassen. Da die Koeffizien­
ten der Gleichung fUr - % mit denen der Gleichung fiir % bis aufs Vor­
zeichen iibereinstimmen, sind die Zahlenwerte in der zweiten Gleichung 
jedesmal fortgelassen und nur die Vorzeichen hingeschrieben worden. 

1. Potenz 1 -3 - 21 3 + 5 11 + 9 1 4 -1 ! 10 

2. Potenz 

4. Potenz 

8. Potenz 

16. Potenz 

32. Potenz 

64. Potenz 

+ + + + 
-0 19 
-4'6 

1 -515 

+ + 
-3 3 025 
+2'046 

1 -0'979 
+ + 

1 -9 5 5844 
+5' 0458 

1 -4 5 5386 
+ + 

1 -2110599 
+0' 5836 

1 _1114763 

+ + 
1 _2221795 

+0'1326 

1 _22'0469 

+ + 
1 -4!'1898 

+0'0085 

1 -4"1813 
+ + 

1 -18°7483 

+ 5 2 29 -2 3 601 + 8 a 836 -1 '21 
+ 3' 06 -4 . 324 + 11 . 22 
+1'88 -0'66 

+10 5 4653 -5 7 7532 
- 8' 3435 +4' 1035 
+ 0' 4011 -0' 1331 
+ 2 5 5229 -1 7 7828 

+ 
+ 61°3650 -3141784 
- 3' 4907 +1' 1034 
+ o' 0437 -0' 0029 
+ 21°9180 -214 0779 
+ + 
+ 8 2°5147 -4 28 3177 
- 1 . 8862 +0' 2486 
+0'0009 

+ 2 '0056 
+ 
+ 4 8 0224 

1 . 8356 

+ 2 8 1868 
+ 
+ 418 7821 
- o· 5220 

+ 41&2601 
+ 
+ 133 8148 
- 0' 0089 

-1' 21 
+ 
-184641 

-1 84641 

+ 
-218 1436 

-218 1436 
+ 
_432 5950 

+ 6 20 6294 -4'80691 + 133 8059 -432 5950 
+ + + + 
+ 4 41 3949 -1 57 6558 + 3"2613 -2 85 1114 
- 0' 1201 +0' 0024 

+ 4 U 2748 -1 57 6534 + 3 88 2613 -285 1114 

+ + + + 
+ 1 83 8274 -211f7337 + 1133Q636 -413°4580 
- 0' 0007 

+ 1 83 8267 _21147337 + tl33Q636 -413°4580 
+ + + + 
+ 31 •• 3368 -72284731 + 12"1312 _12619874 
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Von der Gleichung fiir die achten Potenzen an beginnt der EinfluB 
der doppelten Produkte gegeniiber dem der Quadrate zuriickzutreten. 
Von der 64. Potenz an hort der EinfluB der doppelten Produkte ganz auf. 
Weiter zu rechnen wiirde jetzt zwecklos sein, wenn man sich auf fiinf 
Ziffern beschrankt. Denn wenn man aus den Quotienten der berechneten 
Koeffizienten die 64. Wurze1n aus den Quotienten ihrer Quadrate die 
128. Wurzeln zieht, kommt man zum gleichen Ergebnis. Die einzelnen 
Wurzeln sind jetzt so weit auseinandet' gezogen, daB die Glelchung in 
Iauter !ineare Gleichungen zerfallt bis auf einen FeWer, der die hin­
geschriebenen Ziffern der Koeffizienten nicht mehr beeinfluBt. 

Die Berechnung der Quotienten der Koeffizienten ftir die 64. Po­
tenz und das Ausziehen der 64. Wurzeln geschieht am besten auf log­
arithmischem Weg~: 

Log d. Koeffiz logx84 log I x I Ixl 

0 
44621311 06972080 497976 

44'621 311 
38640356 06037556 401565 

83261667 
31175084 04871107 306980 

114436751 
18'590027 0'290 4692 195196 

133026778 
61'622 362 - M o 962 8494 - 1 I 0'91801 

130649140 I 
Die Vorzeichen der Wurzeln konnen nach dem Graefleschen Ver­

fahren nicht bestimmt werden, denn sie sind ja bei der Potenzbildung ver­
lorengegangen. Nach der Cartesischen Zeichenregel besltzt die Glei­
chung hOchstens drei positive und hochstens zwei negative Wurzeln. Da 
alle fiinf Wurzeln reell sind, wird diese Hochstzahl auch gerade erreicht. 
Man findet leicht durch rohes Probieren, daB die zweite und vierte Wur­
zel negativ ist. Die Wurzeln sind somit 

Xl = +4'97976, 
X2 = - 4'01565, 
X3 = + 3'06980, 
XI = -195196, 
Xs = + 0'91801 . 

Zur Kontrolle berechnen wir dIe Summe der Wurzeln, sie mull gleich 

- :: ' sein. Wir finden 2'99996 an Stelle von 3 und schlieBen daraus, daB 

die letzte Stelle urn emc Emheit fehlerhaft sem wird. 
Das Beispiel ist mit mehr Stellen durchgerechnet als in der Regel 

zweckmaBig ist. Da man die gefundenen Werte doch durch Emsetzen 
kontrolliert, so geniigt es, Naherungswerte zu finden, die bei der Kon­
trolle verbessert werden. 
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§ 54. Wurzeln mit gleichen absoluten Betdigen. 

Wenn die Gleichung reelle Wurzeln mit gleichen absoluten Betragen 
besitzt oder wenn komplexe Wurzeln auftreten, die ja bei reellen Koeffi­
zienten paarweise gleiche absolute Betrage haben, dann konnen die Wur­
zeIn der abgeleiteten Gleichungen nicht auseinandergezogen werden. Wir 
wollen fiir diesen Fall die Betrachtungen etwas allgemeiner fassen. 

Die Wurzeln Xl' XI' Xa •• , x. der Gleichung 

tlgx" + "tX"-I + tl:lX"-2 + ... + a.._ax2 + all_Ix + a" = 0 

seien absolut groB im Vergleich zu den ubrigen Wurze1n x.+1' X.+2' 

••• XII' Wrr wollen zeigen, daB sich dann die Wurzeln Xl , XI' ••• x. 
nur um kleine Bruchteile ihrer Betrage von den Wurzeln der Gleichung 

aox" + alx"-I + ... + a.-IX + a. = 0 

unterscheiden, wiihrend die Wurzeln X.+1' X.+2' ••• XII bis auf kleine 
Bruchteile ihrer Betrage mit den Wurze1n der Gleichung 

a.x"-' + a.+1x"-.-1 + ... + an_Ix + an = 0 
iibereinstimmen. 

GehoIt namlich X zu der Gruppe der groBen Wurzeln, so stimmt der 
Ausdruck 

nahezu iiberein mit 
aox' + at x·- 1 + ... + a._,x + a. 

II. 

denn beide Ausdriicke unterscheiden sich nur durch die Glieder 

Von diesen Gliedern ist aber jedes fiir sich sehr klein. Denn a:,:e 
ist bis auf das Vorzeichen gleich der Summe der Produkte von je 11 + (} 
Wurze1n dividiert durch die Summe der Produkte von je 11 Wurze1n. 
1m Nenner iiberwiegt das Produkt der 11 groBen Wurzeln aIle ubrigen 
Produkte derart, daB der Nenner von der GroBenordnung dieses Produk­
tes wird. 1m Z~hler sind diejenigen Produkte die groBten, die die 11 groBen 
Wurzeln und nur (} \Vurzeln aus der Gruppe der kleinen Wurzeln ent­
halten. Der Quotient 1St daher der GrbBenordnung nach gleich dem Pro­
dukt von (! Faktoren aus der Gruppe der kleinen Wurzeln. Multiplizieren 
wir ihn mit x-e , wobei x innerhalb der Gruppe der groBen Wurzeln liegt, 
so wird 

sehr klein. Daher stimmt fur aUe Werte von x, die ihrem absoluten Be­
trage nach zur Gruppe der groBen Wurzeln gehOren, der Ausdruck 

aox- + a,x--' + ... + a._,x +_~. 
al'x,.-f 
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nahezu iiberein mit 
"0%" + "1%'-' + ... + a._,%+a. 

a, 
Bezeichnen wir die Wurzeln der Gleichung 

aox' + alX'-l + ... + a._IX + a. = 0 

mit x;. , x'2, ... x~, so ist 

~ = +X1X2 ... x~. 
"0 -
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Der zweite der beiden nahezu libereinstimmenden Ausdrficke ist damit 
gleich 

(% - %i) e% - %~) ••• (% -;- %~) ( % ) ( X ) ( % ) ± ~,~, ~I =± 7- 1 7-1 7-1 
"'1"'~ •• • "'y l.a" 

und stirnrnt fiir aile absolut groBen Werte von x somit nahezu fiberein mit 

~ (x - Xl) (X - x2) ••• (X - X.) (1 - %,;' ) (1 - %.;' ) ... (1 - ;) . 
Wird nun X gleich einem der \verte Xl ' X2 ••• x. gesetzt, so muB 

einer der Faktoren des Produkts 

sehr klein werden, mit andern Worten, X muB bis auf emen re!ativ kleinen 
Betrag iibereinstimmen mit einer der Wurzeln x~ x~ ... ~ . 

Umgekehrt stimmt fiir aIle Werte von x, die innerhalb der Gruppe 
der kleinen Wurzeln liegen, der Ausdruck 

nahezu iiberein mit 

ao%" + "1%--' + '" + a .. _,% + ". 
a",x·-" 

a"x·-" + aV+lx"-l'-l + ... + an 

a"x·- V 

Diese Tatsache folgt sofort aus dem soeben bewiesenen Satze, wenn man 
x = r 1 setzt. Die " Wurzeln 

sind jetzt klem im Vergleich zu den n - v \\'urzeln 

t'+1 = X;! 1 ' t'+2 = X;! 2 ' ... tn = %;1. 

Die groBen Wurzeln stimmen jetzt nahezu iiberein mit den Wurzeln der 
Gleichung 

antn-·+an_ltn-.-l + ... +a.+1 t + a.=O 

oder die Wurzeln %.+1 , X.+2 •••• xn weichen nur urn relativ kleine Be­
trage ab von den Wurzeln der Gleichung 

ayx"- Y + a"+lxn - Y - 1+ ... +an-lX+an=O. 
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Wir erhalten also das Resultat: Sind die Wurzeln so in zwei Grup­
pen Xl' xz, ..• x. und x'+l' X.+2, ••• X" zerlegbar, daB die Wurzeln der 
einen Gruppe absolut groB sind im Vergleich zu denen der andern 
Gruppe, so spaltet sich die Gleichung 

aoxll + a1x,,-i + ... + a,.-l x + an = 0 
in zwei Gleichungen 

aox' + a1xv - 1 + ... + a.-Ix + a. = 0 
und 

avx"-' + av+lx"-'-l + ... + an _! X + an = 0, 

deren Wurzeln bis auf relativ kleine Betrage mit den Wurzeln der beiden 
Gruppen iibereinstimmen. 

Wenn nun die Wurzeln der einen Gruppe sich wiederum in zwei 
Untergruppen zerlegen lassen, daB die Wurzeln der einen Gruppe groB 
sind im Vergleich zu den Wurzeln der anderen, so wird sich auch ihre 
Gleichung wieder in zwei Gleichungen zerspalten usf. 

Das Graelfesche Verfahren besteht nun darin, aus der gegebenen 
Gleichung eine Gleichung fiir so hohe Potenzen der Wurzeln abzuleiten, 
daB sich die Gleichung zerspaltet in so viel Gleichungen, wie die ur­
spriingliche Gleichung Wurzeln mit verschiedenen absoluten Betragen 
gehabt hat. Insbesondere wird sich fiir jedes Paar komplexer Wurzeln 
eine quadratische Gleichung abspalten. 

Beispiel: X4 _ 3X3 + 8X2 - 5 = o. 
Die Gleichungen fur die Potenzen der Wurzeln ergeben sich folgender­
maBen: 

1. Potenz +1 - 3 +8 0 -5 
+ + + ° +1 -9 +6 14 ° +215 

+16 ° -810 
-1'0 

2. Potenz +1 + 7 +5 1 4 -810 +21 5 
+ + + + 
+1 - 419 +2 3 916 _63 4 +6 2 25 

+10'8 +1'12 +2'7 
+0'05 

4. Potenz +1 + 519 +4 3 086 -3 3 7 +6 3 25 
+ + + + 
+1 - 33481 +1 7 66954 -1' 369 +3 5 90625 

+ 8172 +0'04366 +0' 51075 
+0'00012 

8 Potenz +1 + 43691 +1 7 71332 -07 85825 +3 5 90625 
+ + + + 
+1 - 2720055 +21493547 -71336593 +11152588 

+ 3'42664 +0'00081 +1'33853 

16. Potenz +1 + 1722609 +21493628 -61302740 +11152588 
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Hier spaltet sich die urspriingliche Gleichung in zwei Gleichungen 
zweiten Grades, denn das Quadrat yon 21493628 wird durch die doppelten 
Produkte nicht mehr beeinfluBt. Die Wurzeln der ersten quadratischen 

Gleichung x2 + 1722609x + 21493628 = 0 

sind offenbar komplex, wahrend sich die Wurzeln der zweiten quadrati­
schen Gleichung 

21493628x2 - 61302740x + 11152588 = 0 

trennen lassen: wenn man noch zwei Schritte weiter geht: 

16. Potenz +21493628 -61302740 +11152588 
+ + + 
+82862174 -32763296 +22232831 

+0·08961 

32. Potenz +82862174 -32754335 +22232831 

+ + + 
+76743344 -15525553 + 54442103 

+0·00040 

64. Potenz +75743344 -15525513 +5"42103 

Die beiden reellen Wurzeln ergeben sich hieraus ihrem absoluten Be­
trage nach wie fruher durch Ausziehen der 64.Wurzeln aus den Quotien­
ten der Koeffizienten: 

Log d. Koefflz. I Dlff log Ix I Ixl 
57871190 

61·227499 - 64 0·9566797 - 1 ° 905065 
55·098689 

53·635393 - 64 08380530 - 1 0688736 
44 734082 

Die erste Wurzel stimmt mit der schon friJher berechneten iiberein 
und ist somit positiv. Da die Gleichung andererseits nach der Cartesi­
schen Zeichenregel ·eine negative Wurzel haben mull, so sind die beiden 
reellen \Vurzeln 

Xl = + 0·905 065 
X2 = - 0·688 736 . 

Bel der erst en quadratlschm Glclchung hat es keinen Zweck, weiter 
zu rechnen. Da ihre Wurzeln komplex sind, kann man niemals zu einer 
Zerlegung in lineare Gleichungen gelangen. Das Produkt der beiden 
Wurzeln ist gleich dem Quadrat ihres absoluten Betrages. Das Quadrat 
des absoluten Betrages der beiden komplexen Wurzeln der urspriing­
lichen Gleichung erhalt man daher als 16. Wurzel aus dem Quotienten 
des dritten und ersten Koeffizienten: 

I~I r 293628.1014 = 8·021163 = 1tZ + v'. 
wenn die komplexen Wurzeln gleich u ± iv sind. 
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Urn den reellen und imaginaren Teil einzeln zu bestimmen, beachten 

wir, daB die Summe aUer Wurzeln Xl + xa + 211 gleich - ~ = 3 sein 
ao 

muB. Da Xl + Xa gleich 0·216329 ist, wird 11 = 1·391 836. Damit er­
rechnet sich aus u2 + v2 der Wert von v: 

v = 2·466 568 . 

Die beiden komplexen Wurzeln werden sonut 

X 3 , X J = 1·391 836 ± 2"466 568 i. 

Zur Kontrolie bilden wir das Produkt alier Wurzeln: 

statt -5. 
Ferner·mull die Summe der reziproken Wurzeln gleich - a._ 1 sein, in 

a. 
unserer Gleichung also gleich Null. Die Summe der beiden reziproken 
komplexen Wurzeln ist 

1 1 2u 
u + i v + u _ JV = u. + v' = 0·347041. 

Wir erhalten also 

1·104893 - 1·451 935 + 0·347041 = - 0·000001 . 

Wenn eme Gleichung zwei Paare komplexer Wurzeln 

ul ± i VI und Us ± iVa 

besitzt, so liefert das Graelfesche Verfahren wieder nur die absoluten 
Betrage rl und r2 • Urn die Wurzeln selbst zu finden, beachten wir, daB 

die Summe alier Wurzeln gleich - ~ und daB die Summe aIler rezipro-
ao 

ken Wurzeln gleich - a._. ist. Wir erhalten damit £iir die reellen Teile 
a. 

die beiden Gleichungen 

2 u1 + 2 ua = - ~ - (·'t"l + x2 + ... ) , 
ao 

2U1 + 2U,= _ a._. _ (..!...+~+ ) 
,..~ 1'~ a. Xl Xa • ... , 

wenn mit Xl ' X 2 , ••• die reellen Wurzeln bezeichnet were en. Schlielllich 
findet man die Imag:naren Telle 

und 

Hat eine Gleichung mehr als zwei komplexe Wurzelpaare, so kann 
man zwar nach wie vor die absoluten Betrage nach dem Grae//eschen Ver­
fahren ermitteln, urn aber die \Vurzeln selbst zu Hnden, mull man einen 
besonderen Weg einschlagen. 

Ein allgemeines Verfahren beruht auf der zweimahgen Anwendung 
des Graelleschen Verfahrens. Zunachst bestimmt man die absoluten 
Betrage der Wurzeln auf die bekannte Weise. Dann entwickelt man die 
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linke Seite der Gleichung nach Potenzen von y = x - p , wobei peine 
beliebig gewahlte GroBe ist. Wendet man nun auf die neue Gleichung 
in y das Grae//esche Verfahren an, so erhalt man fUr die komplexen 
Wurzeln die absoluten Betrage von x - p. Damit sind geometrisch ge­
sprochen die komplexen Wurzeln als Durchschnittspunkte von Kreisen 
urn den Nullpunkt und den Punkt x - p in der komplexen Zahlenebene 
bestimmt. Dieses Verfahren ist zwar nicht unbedingt eindeutig, da man 
aber die Summe der Wurzeln kennt, laBt sich leicht das richtige System 
auswahlen. 

1st fUr ein komplexes Wurzelpaar 

x=u±iv 

der absolute Betrag gleich r und fur 

gleich I] und ist femer 
y=u-p±iv 

u = r cos t:p , v = r sin 'P , 

so findet man den reellen Teil aus 

1]2 = r2 + p2 - 2 r p cos 'P = r2 + p2 - 2 P II , 
p' + ," _ Q2 

u=--2-P--' 

und den imaginaren Teil wie frilher 

v = -yr' - u'. 
Die reelle ZaW p wahlt man praktisch nicht zu klein, sonst wird die 

Bestimmung von u unsicher, andererseits nicht zu groB, sonst schneidet, 
geometrisch gesprochen, ein Kreis, der durch ein Paar tatsachlich vor­
handene Wurzeln geht, noch andere Kreise. Man wurde unnotigerweise 
Schnittpunkte errechnen, denen keine \Vurzeln entsprechen. 

ZweckmaBig ist es, beim Graeffeschen Verfahren Rechenproben ein­
zufUhren. Wenn man kontrollieren wIll, ob aus den beiden Funktionen 
g (x) und g (- x) die Funktion G (x 2) = ± g (x) . g (- x) richtig gebil­
det worden ist, setzt man einen geeigneten speziellen Wert fUr x ein und 
berechnet die Funktionen nach dem Hornerschen Schema. Den speziellen 
Wert muB man so groB wahlen, daB die kleinen Koeffizienten etwa 
ebenso stark in die Rechnung emgehen wie die grof3cn. 

§ 55. Verbesserung der Wurzeln. 

Die nach dem Graeffeschen Verfahren gefundenen Wurzeln kann man 
durch Iteration verbessem. WIT bilden das Produkt aus den vier Linear­
faktoren 

Die beiden komplexen Wurzeln fassen wir gleich zu einem Faktor zweiten 
Grades 

x 2 - 2'783 672 x + 8021 163 
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zusammen" Damit wird 

p (x) = (x - 0"905065) (x + 0"688736) " (x2 - 2"783672 x + 8"021163) , 

p(x) = X4- 3 "000001x3 +8"000001132x2 -0"000005 87x -4"999998756" 

Fiir die Wurzeln der Gleichung ist aber 

Somit wird 
x4-3 x3+8x2-S =0 •. 

P (x) = (- x3 + 1"132 x2 - 5"87x + 1"243) '10-6 " 

Dividiert man beide Seiten durch das Produkt aIler Faktoren mit 
Ausnabme eines, so steht links eine lineare Funktion, rechts erhalt man 
eine gebrochene Funktion, die sich nur langsam mit x andert, wenn die 
linke Seite klein ist" 

Hierdurch ergibt sich eine Verbesserung des betreffenden Wurzel­
wertes, wenn man ibn auf der rechten Seite einsetzt" 

Die Verbesserung von x = - 0"688 736 z" B" ergibt sich aus dem 

Zahler (_ x3 + 1"132 x2 - 5"87 x + 1"243) 10- 6 

und dem N enner 

(x - 0"905) (X2 - 2"784x + 8"021) = x3 - 3"689x2 + 10"S4x - 7"26" 

Wrr berechnen beide Funktionen fUr den Wert x = - 0"689 mit 
dem Rechenschieber: 

-1 + 1"132 - 5"87 + 1"243 
+0"689 - 1"25 + 4"91 
+ 1"821 - 7"12 + 6"15 

+1 - 3"689 +10"54 - 7"26 
- 0"689 + 3"02 - 9"34 
- 4"378 +13"56 -16"60 

Die Verbesserung der Wurzel ist demnach 

_ 6"15 .10-6 = _ 0"37 .10-6 
1660 

und der verbesserte Wurzelwert wird 

x = -0"68873637" 

Mit diesem Wert ware notigenfalls die Rechnung zu wiederholen" 
Die komplexen Wurzeln kann man auf die gleiche Weise verbessern" 

Man kann aber auch ganz im Gebiet der reellen Zahlen bleiben und so­
gleich ein Paar komplexer Wurzeln zu einem quadratischen Ausdruck 
zusammenfassen und die Verbesserung seiner Koeffizienten berechnen" 

Wir dividieren zu diesem Zweck den Ausdruck t:p (x) durch aUe 
Faktoren mit Ausnahme des zu verbessernden Ausdrucks zweiten Grades: 

91("') _",3 + 1"\32",2 - 587'" + 12-13 -6 

("'-0905065)("'+0688736)= ",2-02163.T-0623 "10" 
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Anstatt nun eine der beiden konjugierten Wurzeln einzusetzen, berech­
nen wir den reellen linearen Ausdruck 

ax + b, 

der fiir die beiden konjugierten Wurzeln mit der gebrochenen Funktion 
iibereinstimmt, Der verbesserte Faktor zweiten Grades ist dann 

x2 - (2'783672 + a) X + 8'021163 - b, 

Urn a und b zu finden, reduzieren wir zunachst Zahler und Nenner 
der gebrochenen Funktion modulo x2 - 2'783 672 x + 8'021163, d, h, 
wir dividieren Zahler und Nenner durch diesen Ausdruck zweiten Grades 
und bestimmen den Rest, Die Rechnung braucht nur auf wenige Stellen 
genau mit dem Rechenschieber ausgefiihrt zu werden, 

-1 +1'132 
+ 2'784 
-1'652 

- 0'2163 
- 2'784 

+ 2'S?S 

-5'87 +1'243 
-8'02 

+ 2'15 
+ 4'60 - 13'25 

- 2'45 + 14"49 

- 0'623 
+ 8'02 

Die gebrochene Funktion stimmt demnach fiir die beiden konjugierten 
Wurzeln iiberein mit 

-245x+14'49 -6 ( 5'25) -6 
2'568x-864 ,10 = -0954+2568x_864 ,10 ' 

Urn nun noch den Nenner fortzuschaffen, dividieren wir 
x! - 2'783 672 x + 8'021163 durch 2'568 x - 8'64: 

1 - 2'784 + 8'02 : 2'568 - 8'64 = 0'389 + 0'226 
- }'364 

+ 0'580 
-1'95 

+ 9'97 
Es wird also 

xl-2'78~x+802 997 
2'S68x - 8 64 = 0'389 x + 0'226 + 2'568x - 864' 

Flir die beiden komplexen Wurzelwerte ist daher 

und somit 
2'568~9~ 864= -O'389x - 0'226 

5'25 _ O'?\ 0'12 
2' 568 x - 8 6~ - - - x - , 
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Als Resulta; der Reduktion foIgt daher die lineare Funktion 

(- 0·21x -1"07) .10- 8 • 

Darnit erbalten wir den verbesserten Ausdruck zweiten Grades 

Xl - 2·783 671 79 x + 8·021 164 07 . 

§ 56. Aufgaben zum 6. Kapitel. 

1. Die positive Wurzel der Gleicbung 

x8 +6x-8=0 

ist auf secbs Dezimalen zu berechnen. 
2. Die reelle Wurzel der Gleichung 

x = cos x 
ist zu berecbnen. 

3. Die kIeinste positive Wurzel der Gleichung 

xtgx = 1 
ist zu berechnen. 

4. Was kann man uber die reellen Wurzeln der Gleicbung 

x· + a x 3 + b x 2 + c = 0 

aussagen, wenn a und b positiv, c negativ ist? 
5. Die reellen Wurzeln der Gleichung 

x6 - 8 x· + 4 X4 + 6 x 3 - 5 x + 3 = 0 

sind je zwischen zwei urn bOchstens eins auseinanderliegende Grenzen 
einzuschliellen. 

6. Wieviel reelle Wurzeln hat die Gleichung 

x7 + ax + b = O? 

7. Sarntlicbe Wurzeln der Gleicbung 

x5 - 2 X4 - 13 x3 + 14 Xl + 24 x - 1 = 0 
sind zu berechnen. 

8. Samtliche Wurzeln cler Gleichung 

X4 - 6 X3 + 13 Xl - 30 x - 49 = 0 
sind zu berecbnen. 



Siebentes Kapitel. 

Gleichungen mit mehreren Unbekannten. 

§ 57. Das Newtonsche Verfahren fiir mehrere Unbekannte. 

Die Newtonsche Methode laBt sich auch auf mehrere Gleichungen 
mit mehreren Unbekannten ausdehnen. Sobald einigermaBen genaue 
Naherungswerte bekannt sind, kann man ihre Verbesserungen als neue 
Unbekannte einfiihren und die gegebenen Gleichungen unter Vernach­
lassigung von Gliedern zweiter Ordnung als lineare Gleichungen fiir die 
Verbesserungen schreiben. 

Sind Xl und Yl Naherungswerte fUr ein Wurzelpaar der Gleichungen 

I (x y) = 0, 
g (xy) = 0, 

so sind 1:1 = I (Xl Yl) und £2 = g (Xl y,) wenig von Null verschieden. Die 
Verbesserungen der Naherungswerte bezeichnen wir mit h und k: 

X =xl + h, 
Y=Yl + k, 

und entwickeln nach Potenzen von h und k: 

o = I (x ") = I (Xl y,) + h IdXl Yl) + k la (Xl Yl) + .. . 
0= g (x y) = g (XlYI) + hg1 (XlYl) + kga (Xl y,) + .. . 

Die partiellen Ableitungen nach X und y sollen durch die Indizes 1 und 2 

angedeutet werden. Unter Vernachlassigung der Glieder zweiter und 
haherer Ordnung in h und k erhalten wir fUr die Verbesserungen die 

linearen Gleichungen 11 h + la k + £1 = 0, 

gl h + ga k + Ea = 0 . 

Da die Verbesserungen klein sind, brauchen die Koeffizienten dieser 
Gleichungen nur mit geringer relativer Genauigkeit berechnet zu werden, 
und die Auflosung kann mit dem Rechenschieber erfolgen. 

Geometrisch betrachtet, ersetzt das Newtonsche Verfahren die 
beiden Kurven 

R ~ n ge ~ KOD 1 g, Vorlesungen 

I (xy) = 0, 

g (xy) = 0 

12 
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in der N:i.he des Punktes Xl' Yl durch zwei gerade Linien, deren Schnitt­
punkt dann an Stelle des gesuchten Kurvenschnittpunktes genommen 
wird. 

Die verbesserten Wiherungswerte Xl + h, Yl + k sind wegen der 
VernachHissigung der hOheren Glieder nun natiirlich nicht die genauen 
Wurzeln der Gleichungen, sondern wiederum nur Naherungswerte, die 
man ebenso zur Berechnung von Verbesscrungen benutzen kann. So 
kann man so lange fortfahren, bis die gewiinschte Genauigkeit erreicht 
ist. Bald werden die immer geringer werdenden Verbesserungen die 
Koeffizienten 11' la, gl' ga der linear en Gleiehungen fUr h und k nicht 
Inehr beeintraehtigen. Man kann dann ein fill allemal diese Gleiehungen 
auflosen und h und k dureh cl und ca ausdriieken. 

Beispiel: Die reellen Wurzeln der beiden Gleiehungen 

2xs _y2_ 1 = 0, 

xy3 - Y - 4 = 0 
sind zu bereehnen. 

Eine rohe Skizze zeigt, daB die beiden zu den Gleiehungen gehOren­
den Kun'en nur einen Schnittpunkt besitzen, dessen Abszisse und 
Ordinate ungefahr gleieh 1'2 und 1"7 ist. 

Mit den Naherungswerten Xl = 1'2 und Yl = 1"7 bereehnen wir die 
reehten Seiten der beiden Gleiehungen 

101 =-0'434, <2=0'1956. 

Die linearen Gleiehungen fUr die Verbesserungen erhalten die Form 

6 X2 h - 2 Y k + cl = 0, 

y3 h + (3 X y2 - 1) k + <a = 0 

oder, wenn man die Naherungswerte einsetzt, 

Es ergibt sieh 

8'64 h - 3"40 k = 0'434, 

4'91 h + 9"40 k = - 0'1956. 

h = 0'0349, k = - 0'0390 . 

Damit werden die verbesserten Werte 

x = 1'2349, Y = 1'6610. 

Wir setzen diese Werte wieder in die Gleichungen ein und erhalten 
die reehten Seiten 

cl = 74'70 . 10- 4 , 0a = -19"87 '10 -4. 

Die linearen Gleiehungen fill die neuen Verbesserungen lauten jetzt 

9'150 h - 3'322 k = - fl = -74'70 '10-'4, 

4'583 h + 9'221 k = - fa = 19"87 '10- 4 • 
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Daraus erhalten wir 

h = -6'253 '10- 4 , k = 5'263 '10- 4 

und somit die verbesserten Nliherungswerte 

z = 1'2342747, 
y = 1 '6615 263 . 

Die Verbesserungen sind bereits so klein geworden, daB die KoeffIzien­
ten der linearen Gleichungen nur noch in der letzten Stelle beeinfluBt 
werden, Fiir aile ferneren Verbesserungen konnen wir das Gleichungs­
system umkehren und schreiben 

h = - 0'0926 £1 - 0'0334 £s, 

k = 0'0460 £1 - 0'0919 82 ' 

Setzen wir die neugewonnenen Niiherungswerte abermals in die 
Gleichungen ein, so wird 

81 = 252'8 '10- 8 , 

EZ = -54'8 '10- 8 , 

Darnit bekommen wir die Verbesserungen 

h= -21,'8'10- 8 , 

k = 166'6· 10- 8 

und somit die verbessertrn Niiherungswerte 

x = 1'234274484, 

Y = 1'6615 26467. 

Die Allflosung eines Gleichungssystems laBt sich theoretisch immer 
durch Elimination aller Unbekannten bis auf eine auf die Auflosung 
eineT Gleichung mit einer Unbekannten zuriickfuhren, In unserem Bei­
spiel wiirde die ElImination von x auf die Gleichung 

yll + y9 - 2 y3 - 24 yS - 96 y - 128 = 0 

fiir y fUhren, In vielen Fallen ist jedoch die Elimination so umstandlich 
oder so schwierig und die gewonnene Gleichung derart unilbersichtlich. 
daB man von der ElIminatIOn keinen Gebrauch machen wird, 

Man kann im Gegenteil bei der Auflosung einer Gleichung mit einer 
Unbekilllnten Mufig mit Vorteil eine passende neue Unbekannte ein­
fUhren und dann zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten losen, 

Bei der Auflosung der Gleichung vierten Grades 

a X4 + b x3 + C x 2 + d x + e = 0 

beispielsweise fuhrt man eine neue -enbekannte y ein durch 
b (, 

y=x2 + 2-a- x , 

12* 
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Dadurch erhiilt die Gleichung vierten Grades die Form 

ay2+(C- ::)x2+dx+e=0. 

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem betrachtet stellt die 
Definitionsgleichung fiir y eine Parabel dar, die in den Punkten x = 0 

und x = - 2ba die x-Achse schneidet und deren Achse der y-Achse 

parallel ist. Fiir verschiedene Werte von a und b sind die Parabeln ein­
ander kongruent. Man kann also eine einmal am besten auf durch­
sichtigem Papier gezeichnete Parabel mit der Gleichung y = x2 stets 
verwenden und durch Benutzung ihrer Schnittpunkte mit der x-Achse 
leicht in die richtige Lage bringen. 

Die andere Gleichung stellt eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel dar 
in symmetrischer Lage zur x-Achse. Naherungswerte fiir die reellen 
Wurzeln der beiden Gleichungen findet man jetzt bequem, wenn man eine 
rohe Zeichnung dieser Kurve herstellt und ihre Schnittpunkte mit der 
auf durchsichtigem Papier gezeichneten Normalparabel aufsucht. 

Beispiel: Die Gleichung 

x~ + 3 x3 + 8 x2 - 5 = 0 

zerfil.llt durch Einftihrung von 

in die beiden Gleichungen 
y=X2+ i X 2 

23 "4X2+y2_5=0, 

3 
x2 +2"X-y=0. 

Die erste Gleichung liefert eine Ellipse mit den beiden Halbachsen 

'2"0 
a = y- = 0·93 ' b = YS = 2·24. 

23 

Aus einer einfachen Skizze folgt, daB die beiden Gleichungen zwei reelle 
Losungspaare besitzen mit den angenliherten Werten 

x = -0·9 

y = -0·5 
und 

x=0·7, 
y = 1·5. 

Wir wollen das zweite Paar weiter verbessern. Bezeichnen wir d,ie 
rechten Seiten der Gleichungen wieder mit £1 und £2' so ergibt sich durch 
Einsetzen der Nliherungswerte 

£1 = 0·0675, £2 = 0·04 . 

Die !inearen Gleichungen fUr die Verbesserungen erhalten die Form 

11·5 x . h + 2 y . k = - £1 

(2 x + 1·5) . h - k = - £2 
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und lauten fUr die Naherungswerte 

Daraus ergeben sich 

S'05 II + 3 k = -0'0675 , 

2'9 ,,- k~= -o'o( 

h = -0'01119, k = 0'00754 

und die verbesserten Werte der Unbekannten 

x = 0'68881. 
Y = 1'5075 4, 

Wir setzen diese Werte wieder in die Gleichungen ein und finden 

£1 = 8'1734 ' 10~ • 
£, = 1'3422 '10- 4 • 

Die linearen Gleichungen fiir die Verbesserungen werden jetzt 

7'9213 h + 3'0151 k = -8'1734 '10- 4 , 

2'8776 h - k = -1'3422 '10- 4 , 

Bei weiter fortschreitender Verbesserung wird sich wegen der Genauig­
keit, die x und :y schon erreicht haben, nur die letzte Stelle urn einige 
Einheiten and ern, Durch genaueres Auflosen der Gleichungen kann man 
daher die Verbesserungen sogleich auf vier Stellen genau berechnen; 

h = -0'7363 '10- 4 • k = -0'776, '10- 4 

Die verbesserten Losungen sind jetzt 

x = 0'6887 3637 , 
:y = 1'50746235, ' 

Mit diesen Werten kann man die Koeffizienten der linearen Glei­
chungen bereits auf etwa sieben Stellen genau berechnen, Aus ihnen fin­
det man dann weitere Verbesserungen, die auf mindestens sechs Stellen 
richtig sind, Die Genauigkeit Hil3t sich nach diesem Verfahren sehr schnell 
steigern, vorausgesetzt, daB dIe Berechnung der Koefhzienten der linearen 
Gleichungen bequem ausgeftihrt werden kann. wie es in unserm Beispiel 
der Fall ist, 

Wir finden 
£1 = 1'3991 990 ' 10- 8 , 

£8 = - 0'7639223 ' 10-8 

und damit die linearen Gleichungen 

7'9204683 II + 3'0149247 k = -1'3991 990' 10- 8 , 

2'8774127 It, - k = 0'7639223: 10 -8. 
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Ihre Lasung ergibt 
h = 0'0544 70 '10- 8 , 

k = - 0'6071 87 . 10- 8 • 

Damit erhaIten wir die Wurzeln auf vierzehn Stellen genau: 

% = 0'6887 3637 0544 70 , 

)I = 1'50746234392813. 

§ 58. Das Iterationsverfahren. 

Auch das Iterationsverfahren laBt sich sinngemiiB auf Gleichungs­
systeme ausdehnen. Wenn man z. B. zwei Gleichungen mit zwei Un­
bekannten auf die Form 

% = 9'(%)1). 

)I = 1p(%)I) 

bringt und wenn dabei die rechten Seiten nur langsam mit % und )I ver­
anderlich sind, so kann man ein Paar Niiherungswerte %1' )11 in die 
rechten Seiten einsetzen und damit ein verbessertes Wertepaar %s' 'lis 
berechnen. 

Subtrahiert man die Gleichungen 

%a = 9'(%l)lJ, 

)Is = 1p(%lyJ 

von den gegebenen, so erhaIt man die Fehler der zweiten Naherungswerte 

% - %2 = 9' (X)I) - 9' (x1)1J , 

)I - )Is = 1p (X)I) -1p (X1)11) • 

Die rechten Seiten entwickeln wir nach dem Ta)llorschen Lehrsatz 

x - Xs = (x - Xl) 9'1 + (y - )11) 9'2 , 

)I - )Is = {x - xJ IJIl + (y - )11) 1p2 . 

Durch die Indizes 1 und 2 deuten wir wie fruher die partiellen Ableitungen 
nach x und)l an. Die Ableitungen sind fiir Werte von x zwischen % und Xl 

und fiir Werte von )I zwischen )I und )11 zu nehmen. 
Fur die absoluten Betrage der Fehler ergibt sich 

I x - x2 1 ~ I x - Xl I . 19'1 I + 1)1 - )11 I ·1 fJial ' 
I )I - )Is I ~ I x - Xl / • 11p1 / + /)1 - )11 / . /1p2/ 

und daraus durch Addition 

I x - x2 [ + [)I - )lal ~ I x - xII· (I fJill + l1pll> + 1)1 - )111· (/9'21 + l1pal> . 

Sind nun I fJil I + l1pll und 1 fJial + 11p21 nicht graBer als ein 
echter Bruch m, so ist 

I x -- xa[ + I Y - )la/ ;;;; m </ x - Xl 1 + I Y -: )11 I> . 
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Nach hinreichender Wiederholung des Verfahrens werden die Fehler der 
Na.herungswerte beliebig klein. denn es ist nach n-maliger Iteration 

Ix - X'n+11 + IY -Yn+ll ~ mn(lx- xII + Iy - Yll)· 
Diese Betrachtungen lassen sich auf ein System von beliebig vielen 

Gleichungen () x = rp xy ... w • 
y = 'If' (xy ... w). 

w = w (xy ... w) 

ausdehnen. Sobald die rechten Seiten nur schwach von den GraBen 
x y •.• w abha.ngen. kann man aus einem System von Naherungswerten 
ein besseres durch Einsetzen in die rechten Seiten ableiten. 

Die Konvergenz des Verfahrens IllBt sich noch dadurch etwas be­
schleunigen. daB man zum Einsetzen in die rechten Seiten jedesmal 
schon die aus den vorhergehenden Gleichungen gewonnenen verbesserten 
Naherungswerte der Unbekannten mitbenutzt. 

Beispiel.' Die drei Gleichungen 

x = arctg 2'.. 
z 

y = arctg":'. 
x 

. x 
z =arctg, 

y 

besitzen unendlich viele Lasungssysteme. Wir wollen das System in der 

Niihe von Xl = O. Yl = i, ZI = It gen~uer berechnen. 

Aus Yl und ZI findet man zunachst X 2 = 0'46 , dano aus ZI und x2 

den Wert Y2 = 1'43. und schlie/3lich aus X 2 und Y2 den Wert Z2 = 3'45. 
Auf die gleiche Weise ergeben sich weiterhin die folgenden Systeme von 
Naherungswerten: 

x y z 

0'393 1'457 3'405 
04043 I 4526 34130 
040239 145344 3 41168 
040273 145330 3'41192 
040268 1'45-331 341189 

§ 59. Anwendung auf lineare Gleichungen. 

Das Iterationsverfahren laLlt sich auch haufig bei der Auflosung von 
linearen Gleichungssystemen mit Vorteil verwenden. Wenn in den ein­
zelnen Gleichungen jedesmal eine Unbekannte besonders stark auftritt, 
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d. h. wenn beispielsweise in dem System von drei Gleichungen 

'::1 x + bl Y + cl Z = dl , 

a2x + ~Y + c2z = d2 , 

aa x + baY + ,2z = d3 

die unterstrichenen Koeffizienten absolut viel griiBer sind als die andern 
Koeffizienten auf der linken Seite, dann liisen wir nach den stark auf­
tretenden Unbekannten auf und schreiben 

dl hI CI X=---Y--Z, 
a1 at a 1 

d. c. a. 
y=b';"-b';"Z-b';"x, 

d. a. b. 
z=C;-C;x-c. Y• 

Die rechten Seiten hangen jetzt nur schwach von den Unbekannten 
ab, denn ihre Koeffizienten sind kleine GriiBen. 

Ein System von ersten Niiherungswerten ist 
d1 d. d. 

Xl = a;' Yl = T. ' Zl = c.- . 
Beispiel: Das Gleichungssystem 

3x + O'iSy - O'09z = 6, 
0'08x + 4y - o'16z = 12, 
0'05 x - O'3y + 5z = 20 

gibt nach den stark auftretenden Unbekannten aufgeliist 

x = 2 - 0'05 Y + 0'03 z, 
y = 3 + 0'04 Z - O'02x, 
Z = 4 - 0'01 x + o'06y, 

Mit den Niiherungswerten Xl = 2 , Yl = 3 , ZI = 4 finden wir 

x y z 

1. Naherung 2 3 4 
2, 197 3'12 4'16 
3, 1'9688 31270 4'1675 
4. 1'96868 3 12732 4 16793 
5 1 96867 3 12734 4 16795 

Urn schon wahrend der Rechnung einen Anhalt fur die Genauigkeit 
der einzelnen Naherungen zu gewinnen, kann man auch direkt die Glei­
chungen benutzen, die von den Verbesserungen eines Systems von 
Naherungswerten zu den Verbesserungen des nachsten Systems fUhren, 
Bezeichnen wir die ""Verte der verschiedenen Naherungen durch Indizes, 
so wird in unserm Beispiel 

Xn+1 - Xn = -0'05 (Yn - Yn-I) + 0'03 (zn - Zn_I), 

Yn+1 - Yn = 0'04 (zn - Zn_ d - 0'02 (xn - Xn_I), 

zn+1 - Zn = - 0 01 (xn - xn-tl + 0'06 (y" - Yn-I)' 



§ 59. Anwendung auf line are G1eJchungeo. 185 

Wir erhaIten damit 

n I X,,+l -x,. Y.+l - Y. I Z1l+1 - z" 

1 --: 0'03 0'12 I 0'16 
2 - 0'0012 0'0070 0'0075 

3 -0'00013 0'00032 

I 
0'00043 

4 - 0'00000 0'00002 0'00002 
! 

·1 -003133 0'12734 0'16795 

Die fiinfte Naherung ist somit auf fiinf Dezimalen richtig. Man erhalt 
den Naherungswert durch Addition der Summe der Verbesserungen zu 
dem erst en Naherungswert: 

X5 = 1'96867, Ys = 3'12734, Zs = 4'16795. 
Auch das Newtonsche Verfahren laBt sich zur Losung von linearen 

Gleichungssystemen heranziehen. Sind fiir das Gleichungssystem 

a1 x + bl Y +" cl Z - d l = 0 , 
aaX + baY + c2z - d2 = 0 , 
aaX + baY + caz - da = 0 

Naherungswerte Xl' Yl' Zl bekannt, so lauten die Gleichungen fiir ihre 
Verbesserungen h, k, I 

Dabei ist 

a1 h + b1 k + cll = d1 ' 

a2 h + b2 k + c21 = d~, 
aah + bak + Cal = d~. 

~ = d1 - a1x l - b, y,- CIZl , 

/fa = dz - a2x, - b2Yl - CZz1 , 

da = da - aa x 1 - baY1 - cazl 

gesetzt worden. Die Koeffizienten der Verbesserungen stimmen mit den 
Koeffizienten der Unbekannten in dem urspriinglichen System iiberein 
und hangen nicht von den Naherungswerten ab. Die Verbesserungen lassen 
sich daher aus ihren Gleichungen mit beliebiger Genauigkeit berechnen. 

Damit ist scheinbar nichts gewonnen, wir haben nur die Auflosung 
eines linearen Systems durch die eines an..lern ersetzt. Wenn man aber 
irgendein Prinzip hat, nach dem aus dem urspriinglichen System Nahe­
rungswerte abgeleitet werden kbnnen, dann kann man auf dIe glelche 
Weise fiir die Verbesserungen Naherungswerte hI' k1' II ableiten. 

Fiir die Verbesserungen h', k', I' dieser N<iherungswerte kann man 
nun wieder ein Gleichungssystem aufstellen, wobei nur die rechten Seiten 
neu berechnet zu werden brauchen. Nach dem gleichen Prinzip gewinnt 
man aus diesen Gleichungen wieder Naherungswerte usf. Sind die Nahe­
rungen gut, so miissen die rechten Seiten fortgesetzt kleiner und kleiner 
werden. Damit "nehmen auch die aufeinanderfolgenden Verbesserungen 
fortgesetzt ab. SchlieBlich erhalt man die Unbekannten als Summen aus 
ihren ersten Naherungswerten und samtlichen Verbessenlllgen. 
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Bei der praktischen Rechnung braucht man die ungeandert bleiben­
den Koeffizienten nicht mehr hinzuschreiben, man berechnet nur jedes­
mal die GroBen d;" d;" Ii; und bucht die einzelnen Naherungswerte. 

Ein einfacher Weg zur Auffindung von Naherungswerten Iiegt nun 
vor, wenn in den Gleichungen jedesmal eine Unbekannte besonders 
stark auftritt, wenn z, B. die Koeffizienten a1 , b2 , C3 absolut genommen 
sehr viel groBer sind als die ilbrigen Koefflzienten der Unbekannten. 
Dann hat man Naherungswerte fiir die Unbekannten 

und genau so fiir die Verbesserungen 

Die oben behandelten Gleichungen 

3x + 0'15y - O'09z = 6; 
O'08x + 4y - O'16z = 12, 

0'05 x - 0'3 y + 5 z = 20 

lassen sich danach auf folgende Weise Iosen: 

6 12 20 

II 
2 

-6 - 0'16 - 0'10 
-0'45 -12 + 0'90 '1 

+0'36 + 0'64 -20 II 
II 
II 

y 

3 

-0'09 + 0'48 + 080 
" 
" 

-0'03 1 +0-12 
+0'09 + 00024 + 0'0015 " I 
-00180 - 0'48 + 00360 

" 

i +00144 + 00256 - 080 
II 

I I I 
-0'0036 + 0'0280 + 00375 I: -0'0012 +00070 
+ 0'0036 + 0'00010 + 0 00006 'I 
-000105 - 00280 + 000210 ' I 
+ 00006 T 000120 ' -00 375 : 
---------i-----,� 

z 

4 

---

+0'16 

--

+ 0'0075 

- 000038 
+ 0'00038 
-000005 
+ 0'00004 

I !i 
+ 000130' + 000216 ,I 
+ 0'00001 I + 0 00001 I: 
- 0'00130 ' + 0 00010 ' 
+ 000007 I - 00021611 

-000013 + 0 00032 + 0'00043 

I , 

+ 000008 1,+ 000011 :: -000000 I +0-00o~~r~~~~~2-
~--_~ ___ ~I_--_--

1 96867 I 312734 r 416795 
- I ' 

Summe' 
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Rechts stehen jedesmal die Naherungswerte; links stehen unter dem 
Strich die Werte von d1 , dz, d3 , daran schlieBen sich die drei Summanden, 

die zur Bildung von a;. , a;, a; fiihren, 
Stammen die Koeffizienten der Gleichungen von Beobachtungen 

her, dann wird man die Annaherung nur so weit treiben, bis die jedesmal 
neu berechneten rechten Seiten der Gleichungen fiir die Verbesserungen 
unterhalb der Fehlergrenze der GroBen liegen, 

Haben die linear en Gleichungen nicht die ausgezeichnete Gestalt, die 
wir bisher stets vorausgesetzt haben, dann kann man dadurch, daB man 
jedesmal eine Gleichung mit einem geeigneten Faktor multipliziert und 
von den andern subtrahiert, und durch Einfiihrung neuer Unbekannter 
stets in jeder Gleichung aile Koeffizienten bis auf einen herabdrucken, 

Beispiel: 1m § 11 sind die Gleichungen 

4'17x - 2'13Y + 1'17'1. = -2'55, 

-1'03x + 3'71y + 0'65'1. = -1'15, 

1'32x -1'06y + 4'58'1. = 2'11 

gelost worden, Wir fUhren statt ~ eine neue Unbekannte x' ein: 

x = x' + 0'5 y - 0'3'1. , 

Dann gehen die Gleichungen uber in 

4'17 x' - 0'045 Y - 0'081'1. = - 2'55 , 

-1'03 x' + 3'195 y + 0'959'1. = -1'15, 

1"32 x' - 0"40 Y + 4"184'1. = 2'11 , 

Jetzt mu1tiplizier~n wir die dritte Gleichung mit 0'8 und addieren sie zur 
zweiten, Ferner multiphzieren wir die erste Gleichung mit t und sub­
trahieren sie von der dritten Gleichung, Dadurch sind die Koeffizienten 
in der ersten Zeile und in der erst en Kolonne bis auf einen herabgedruckt: 

4'17 x' - 0'045 Y - 0'081'1. = - 2'55, 

o'026x' + 2'875 y + 4'306'1. = 0'538, 

- 0"07 x' - 0'385 y + 4'211'1. = 2'96, 

Urn schlie13hch noch den Koeffizienten von z m der zweiten Gleichung 
und den von y in der dritten Gleichung zu verkleinern, subtrahieren wir 
die dritte Gleichung von der zweiten und setzen dann 

Damit erhalten wir 
'I. = '/.' + O'1y, 

4'17 x' - 0'0531 Y - 0'081 z' = - 2'55, 

O'096x' + 3'26952y + 0'0952'1.' = - 2'422, 

- 0'07 x' + 0'0361 y + 4'211 'I.' = 2'96. 
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Diese Gleichungen konnen nach einem der oben beschriebenen Ver­
fahren aufgelost werden. Es ergibt sich: 

x' :Y I z' 

1. Nilherung - 0'612 - 0 741 

- 0'7434 'I 
+ 0 703 

2. - 0'6073 + 0'6992 
3, - 0'60739 - 0 74331 + 0'69920 

Von diesen Werten miissen wir noch zu den urspninglichen Un· 

bekannten x = x' + 0'5 Y - 0'3 z, 
z = Z' + 0'1 Y 

iibergehen. Wir erhalten: 
x = -1'16651, 
Y = - 0'74331 , 
Z = + 0'62487 . 

§ 60. Aufgaben zum 7. Kapitel. 
1. Die reellen Losungen der Gleichungen 

{ x2y2 - 2x3 - 5 y3 + 10 = 0, 
X4 - 8y + 1 = 0 

sind nach dem Newtonschen Verfahren zu berechnen, 
2. Die reellen Wurzeln der Gleichung 

2%4 - 6%3 + 8%2 - 2% - 1 = 0 

sind durch Zerlegen in zwei Gleichungen zu ermitteln. 
3. Die beiden Gleichungen 

20X2 = 1 - 2x3 + 4y3, 
10y = 5 + 2X2 - 3 y3 

werden annlihernd erftillt durch x = 0'3, y = 0'5. Diese Nliherungs­
werte sind durch Iteration zu verbessern. 

4. Die Gleichungen 
x=lg.!.., 

z 

y=3 +Z2_X2, 

Z=1+.:1'. 
10 

sind fiir Xl = 1, Y1 = 4, Z1 = 1 durch Iteration zu losen. {Natiirlicher 
Logarithmus,} , 

5. Das lineare Gleichungssystem 

3'21 x + 0"71 y + O'34z = 6'12, 

0'43 x + 4'11 y + O'22z = 5"71 • 
O'17x + O'16y + 4'73z = 7'06 

ist durch Iteration zu losen, Die Fehler der ermittelten Werte miissen 
kleiner sein als eine Einheit der zweiten Dezimale. 



Achtes Kapitel. 

Annaherung willkiirlicher Funktionen 
durch Reihen gegebener. 

§ 61. Anniiherung nach der Methode der kleinsten Quadrate. 

1m 4. Kapitel haben wir eine willkiirliche Funktion durch eine 
ganze rationale Funktion angenahert dargestellt, in der Weise, daB beide 
Funktionen in einer Anzahl von Funktionswerten ubereinstimmten. Dber 
die Anmiherung der beiden Funktionen zwischen diesen Werten haben 
wir nichts ausgesagt. Es besteht die Mbghchkeit, daB beide Funktionen 
auBerhalb der gewahlten Funktionswerte stark voneinander abwelchen. 
Das wird insbesondere dann der Fall sem, wenn die anzunahernde Funk­
tion nur durch eine Anzahl von Funktionswerten gegeben ist, die starken 
Schwankungen, etwa infolge von Beobachtungsfehlern, unterworfen sind. 

Wir verzichten jetzt auf dIe genaue Dbereinstimmung der beiden 
Funktionen in bestimmten Punkten und suchen nach einer Darstellung, 
die sich der gegebenen Funktion in einem bestimmten Intervall "mog­
lichst gut" anschmiegt. 

Auch die Entwicklung der Funktion in eine Taylorsche Reihe liefert 
eine angenaherte Darstellung. Dabei wird die Genauigkeit in hinrei­
chender Nahe eines bestimmten Punktes beliebig groB. FaBt man jedoch 
von vorne herein fiir die Annaherung ein bestimmtes Intervall ins Auge, 
so lassen sich bessere Darstellungen finden. 

Wir konnen uns bei der Betrachtung der Annaherung an eine 
Funktion f (x) auf das Intervall -1 bis +1 beschranken. Denn solI 
die Funktion m emern beliebigen Intervall Xl bis X2 angenahert werden, 
so brauchen wir nur eine neue Veranderliche x' einzufiihren: 

x = "'2 + "'1 + .... - "'1 • x' 
2 2 ' 

die sich von -1 bls +1 bewegt, wenn x das Intervall Xl bis X 2 durchlauft. 
Fur die Annaherung wahlen wir die Form einer Relhe 

aoXo + a1X1 + a2 X S + ... + anXn, 
die aus bestirnmten Funktionen 

Xo(X) , X1(x), X 2 (x),. ,Xn(x) 
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mit vorlaufig unbestimmt gelassenen Koeffizienten gebildet wird. Unter 
dem Fehler v der Naherung verstehen wir die Differenz zwischen der 
Naherungsfunktion und der gegebenen Funktion I (x): 

(1) v (x) = aoXo + alXI + aaX2 + ... + a"X" - I(x). 

Als "moglichst gut" wollen wir jetzt dj(;jenige Niiherung bezeichnen, 
fUr die genau wie bei der Methode der kleinsten Quadrate die Summe 
der Fehlerquadrate ein Minimum wird. Nur handelt es sich hier nicht 
urn eine diskrete Anzahl bestimmter Fehler, sondern urn eine kontinuier­
liche Folge von Werten v (x), wobei x das Intervall -1 bis +1 durch­
lauft. An Stelle der Summe ist daher hier das Integral von -1 bis +1 
zu benutzen. Als Bedingung fUr "moglichst gute" Niiherung stellen 
wir somit die Forderung auf: 

(2) 
+1 

j[v(x)]2dx = Minimum. 
-1 

Das Integral ist auch hier eine definite quadratische Form Q der 
Unbekannten ao' aI' a2 , ••• an. Der Minimalwert von Q wird uns 
ebenso wie frUher einen MaI3stab fur die Gtite der Anniiherung liefern. 
Den Mittelwert + Q konnen wir wieder als das Quadrat des mittleren 
Fehlers m bezeichnen: 

+1 

(3) m2 = iQ = tj[v (X)]2 dx . 
-1 

Von dem mittleren Fehler wohl zu unterscheiden ist jedoch die 
Giite der Anniiherung an irgendeiner Stelle x. Auch bei noch so kleinem 
mittleren Fehler kann die Annaherung, d. h. die Differenz zwischen 
darzustellender Funktion und Reihe, fiir einen bestimmten Wert von x 
beliebig schlecht werden. 
. Die Bedingung des l'IIinimums (2) verlangt, daI3 die Ableitungen 
von Q nach ao, aI' aa ... a" verschwinden. Damit erhalten wir n + 1 
lineare Gleichungen, aus denen die n + 1 unbekannten Koeffizienten 
ao, aI' aa ... an berechnet werden konnen: 

~ +1 +1 +1 
1 of) I 9' • 

2 cao = ao X6 dx + all XoXIdx + a2j XoX2 dx +. 
-\ -\ -1 

+1 +1 

+ a,,1 XOX,.dx - I Xo/(x)dx = 0, 
-1 -1 

(4) 
+1 +1 +1 

1 of)' I I 2 aa; = aoj XIXodx + a l Xidx + aa XIXa dx + ... 
-1 -1 -1 

+1 +1 

+ anI X 1 Xndx - IXI/(x) dx = 0, 
-1 -1 
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o +1 +1 +1 

i (l~ =aoJX2Xodx+alJX2Xldx+a2J~dx+ ... 
-1 -1 -1 

+1 +1 

+ a .. ! X,X"dx -J X 2t(x)dx = 0, 
-1 -1 

(4) ............................................... . 
+1 +1 +1 

i ~~ = aoJ X"Xodx + alJ X,.X1 dx + aaJ X"X2dx + ... 
-1 -1 -1 

+1 +1 

+ a,.JX!dx - r X"t(x)dx = o. 
-1 -1 

Diese Gleichungen entsprechen genau den Normalgleichungen bei der 
Methode der kleinsten Quadrate. Die Koeffizienten sind auch hier 
symmetrisch, nur treten an die Stelle der Summen die Integrale. Das 
seinerzeit fUr die Normalgleichungen entwickelte Losungsverfahren laBt 
sich hier ohne wei teres anwenden. Insbesondere kann bei der AuflOsung 
durch Hinzunahme einer weiteren Gleichung der Minimalwert Qo von Q 

mitberechnet werden. Denn 5chrelbt man die Fehlergleichung (1) fin: 
einen Augenblick 

v (x) = aoXo + alXl + aaXa + ... + a,.X" + b/(x), 

wobei b spater den Wert -1 erbalt, so wird Q eine homogene quadra­
tische Form der Veranderlichen ao' ai' a2, ... an, b. Nach dem Euler­
schen Satz ist dann 

1 (aD aD aD aD aD) 
"2 aoa-a; + aq~ + aa--aa; + ... + an aa. + bai) = Q. 

Wegen der Gleichungen (4) wird mit dem Werte b = -1 

1 aD 
-"2Tb=Qo· 

Somit tritt zu den Gleichungen (4) als letzte G1eichung hinzu 

1
1 aD +l +1 +1 

-"2 ab = -aoJt(x)Xodx - alJI(x)Xldx - a2JI(x)X2dx- ... 
(4a) -1 -I -I 

+1 +1 

- a"/I(x)X,,dx + J fj(x)]ldx = Qo· 
-1 -1 

Bezeichnen wir die annahernde Reihe 

aoXo + a1X1 + a2Ka + ... + a"X .. 

zur Abkiirzung mit g (x), 50 konnen wir (4a) zur Berechnung von Qo 
schreiben +1 +1 

Qo= /12(X)dx- /I(x)g(x)dx. 
-1 -1 
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Die Gleichungen (4) erhalten jetzt die Fonn 
+1 

1 o!J f 0 (4') 2"Ta;= [g(x)-/(x)]a! dx (v=O, 1, 2 ... n). 
-1 

Da aber g (x) eine lineare homogene Funktion der Koeffizienten 
ao' ai' a2 ••• an ist, SO wird 

og og ag og 
g (X) = ao -." - + a1 -a + az -.0 - + ... + a" -.0 - • 

vao al Uat uQ. 

Wenn wir daher die Gleichungen (4') der Reihe nach mit ao, ai' az •.. a,. 
multiplizieren und addieren, so wird 

+1 
J[g(x) - f (x)] g (x) dx = 0 

-1 

+1 +1 oder 
J f(x)g(x)dx = J g2(x)dx. 

-1 -1 

Damit ergibt sich der Minimalwert von Q 

+1 +1 

(5) Qo = J 12(X)dx - J g2(x)dx. 
-1 -1 

§ 62. Annaherung durch Potenzreihen. 

Urn die gegebene Funktion durch eine Potenzreihe anzunahern, 
setzen wir Xo (x) = 1 , 

X 1(x) =x, 
X.(x) = X2, 

X,,(x) =x". 

Als Koeffizienten der Nonnalgleichungen (4) erhalten wir Integrale VOll 

der Form 
+1 {2 d Jxmdx= m+1,wennmgerae, 

-1 0, wenn m ungerade . 

Zur Abkiirzung schreiben wir 
+1 

10= H/(x)dx, 
-1 
+1 

11= Hxl(x)dx, 
-1 
+1 

12 = H X2 /(x)dx, 
-1 

+1 

In = if x"/(x)dx. 
-"I 
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Nach Division durch 2 ergeben sich die Norrnalgleichungen 

40 al 42 43 a, 
1 0 t 0 t···=/o' 
0 -} 0 t 0 ... =/1' 
t 0 1- 0 +···=/1' 0 

0 t 0 + 0 .. ·=/3' 
.1. 0 + 0 t···=/4' • ..................... . 

Die Gleichungen zerfallen in zwei Gruppen. Fiir n = 4 z. B. er­
halten wir 

1 

t 
.1. • 

al a3 

a, 
t=/o, 
+=/2' 
i=/ • 

t t=/l' 
t +=/3· 

Das erste System enthaIt nur die Unbekannten mit geradem Index, 
das zweite nur die mit ungeradem Index. 

Aus dem ersten System wird auf bekannte Weise zunachst ao 
herausgeschafft, indem die erste Gleichung mit ! multipliziert von der 
zweiten und mit t multipliziert von der dritten abgezogen wird: 

105 

SchlieBIich wird auch as herausgeschafft. Wir erhalten 
4, 

Damit wird 

64 6 3 
11025 =/'-7/2 +"35/0 • 

315 a,= 64 (3/0-30/2 +35/,). 
Aus den vorhergehenden Gleichungen finden wir 

105 
as = 3"2(- 5 /0 + 42/2 - 45 I,), 

15 
ao = 64 (15 /0 - 70 /2 + 63 / ,) . 

Das zweite Gleichungssystem liefert 

und somit 

Runge ... Kooig, Vortesungen. 13 
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Die Berechnung des mittleren Fehlers der Niiherung geschieht 
nach (4a) 

+1 

(4b) m 2 = IQ = H f(x)dx - (ao10 + alII + a2 12 + '" + an In) . 
-1 

Bezeichnen wir den Klammerausdruck mit Fn , so wird 
+1 

m 2 = !/ f2(x)dx - F., 
und es ist fur n = 4 -1 

F, = n+ 3.n+~(312 - 10)2+~(513- 311)2+~(310- 3012+ 3514)2. 

Zur bequemen Benutzung stellen wir die Koeffizienten und die 
GroBe F" fiir die ersten Werte von n zusammen. 

Fiir n = 0: 

ao= 10, 
Fiir n = 1: 

ao= 10' 
al =311' 

Fiir n = 2: 

3 
ao = -;; (3 10 - 512)' 

a l =311' 
15 

a2 = -;;(312 - 10)' 

Fiir n = 3: 
3 

ao = -;;(310 - 512), 
15 

al =-;;(511- 7Ja)' 

15 
a2 =-;;(312-10), 

35 
aa = -;;(5]3 - 312)' 

Flir n = 4: 

15 
ao = -64- (15 Jo - 70J2 + 6314)' 

15 
at = -;;;(311 -713)' 

105 
a2 = 32 (-5Jo+42J2- 45J4)' 

35 
a3 = +" (513 - 3 Jl)' 

a~ = 36~ (3 10 - 3012 + 35 J4)' 

F 'F + 4 .) 
3= 2 1751l3· 

F =F ~a2 
4 3 + 11025 4' 
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Beispiel: Die Funktion 
I(x) = f 1 + x 

ist im Intervall -1 bis +1 dureh eine Potenzreihe anzunahern. 
Es ist +1 

10= l/v1 +xdx=tiS· 
-1 

Ferner finden wir durch partielle Integration 
+1 .. =+1 +1 

I .. = +1 x"y 1 + xdx = {~(1 + x)~} - il(x" + x .. - 1) Vi +xdx 
-1 .. =-1 -1 
1,/0 2n 

="3 r 8 - 3"" U .. + 1,,-1)' 

Somit ist - I - Y8 - 2n]._t 
,,- 2n + 3 • 

Daraus ergibt sieh, wenn man naeheinander n = 1, 2,} ... setzt: 
1 ,/-

11=15 ,8, 

Ferner ist 

H ,/0 
lz = 105 r 8, 

13 -
13= mf8, 

211 ,r 
1'=3465,8. 

+1 +1 
!j f(x)dx = !j(i + x)dx = 1-
-1 -1 

FUr die verschiedenen Grade der Anmiherung ergibt sich jetzt 

n = 0 ao = ~ fS = 0'943 m = ~ 
3 3 

n=1 

n=2 

n=3 

ao = ~ is = 0'943 
3 

a1 = ~ yg = 0'566 
5 

ao= 2..yg = 
14 

1'010 

a1 = ~Y8= 
5 

0'566 

az = - ~ '!g = - 0 202 14 yo 

ao = .i. VB = 1'010 
14 

0"471 
I ,-

az = - U y8 = - 0'202 
I ,-

a3 = is t8 = 0'157 

1 
m=-

15 

I 
111=-

35 

1 
m=-

63 

13* 
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n=4 ao= i: 'Ig = 88 yo 0'996 

a1 = -61 llg= 0'471 

a2 = -~- 'Ig = - 0'064 44 yo 

1 ,/-
a3 = 18 r8 = 0'157 

a, = - i8 ys = - 0'161 

1 
m=-

99 

Durch den mittleren Fehler m wird die Genauigkeit einer jeden 
Naherung ausgedriickt. Sie steigert sich nur langsam mit wachsendem 
Grade der Naherungsfunktion. 

Vergleichen wir diese Naherung mit der Naherung durch die 
Taylorsche Reihe an der Stelle x = 0: 

Vi +x=1 +~X_~X2+~X3_~X4 
2 8 16 128' 

so wird der mittlere Fehler der Taylorentwicklung erheblich groBer, 

namlich rund 1 
34 

§ 63. Annaherung an empirische Funktionen. 
Wenn die anzunahernde Funktion nur durch eine Reihe diskreter 

Funktionswerte gegeben ist und der funktionale Zusammenhang nic~t 
bekannt ist, so kann man liber die Glite der Naherung auBerhalb der ge­
gebenen "Werte nichts aussagen. Man kann zwar, wie es frtiher geschehen 
ist, stets eine ganze rationale Funktion bestimmen, die in den gegebenen 
Punkten mit der darzustellenden Funktion tibereinstimmt, aber dieses 
Verfahren erscheint unberechtigt, wenn die gegebenen Ordinaten infolge 
von Beobachtungsfehlern starken Schwankungen unterworfen sind. 

In solchen Fallen geht man in der Regel graphisch vor. Man tragt 
die gem essen en Werte in ein Koordinatensystem ein und legt eine 
"glatte" Kurve so, daB sie sich den gefundenen Punkten so gut wie 
moglich anschmiegt. Urn die hierbei auftretende Willkiir zu vermeiden, 
kann man von der Methode der kleinsten Quadrate Gebrauch machen 
und eine einfache Funktion so bestimmen, daB die Summe der Quadrate 
der Abweichungen ein :Minimum wird. 

Sind zu den Werten Xl' X Z , X3 , ••• Funktionswerte Yl' Yz, Y3' .•• 
gemessen worden, so wollen wir auch jetzt wieder eine Reihe 

aoXo + a1 X l + aaXa + ... + anXn 

aus gegebenen Funktionen bestimmen, die sich den gemessenen Werten 
"moglichst gut" anschmiegt, d. h. wir bestimmen die Koeffizienten aus 
der Bedingung 

(6) 1,'[aoX o(xv) + a1 X 1 (xv) + ... + anXn(xv) - Yv]2 = i\-Iinimum. 
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Das Verschwinden der partiellen Ableitungen liefert ein System von 
n + 1 linearen Gleichungen fUr die n + 1 unbekannten Koeffizienten. 

Insbesondere erhalten wir fiir die Annaherung durch eine Potenz-
reihe die Gleichungen 

ao2' 1 + al 1: x 
ao2'x + al 2'x2 

ao 2' x2 + a1 l: x3 

+ a22'x2 

+ a2~x3 
+ a2 2: X4 

+". +an2'x" =2'y, 
+.,' + an1:xntl =2'xy, 
+'" + anl:xn+z = l:x2 y, 

aol: xn + all: Xn+l + a2l: Xnt2 + ' , , + all l: X2" = l: x"y. 

Als MaB fiir die Giite der Naherung kann man wieder den mitt­
leren Fehler m betrachten, dessen Quadrat gleich dem Mittel aus den 
Quadraten der Abweichungen ist, 

Die Naherungsiunktion wird man benutzen, urn zwischen den 
gemessenen Funktionswerten zu interpolieren, sowie zur Berechnung 
des Differentialquotienten an einer Stelle des Intervalls, 

tlber den Grad der Naherungsfunktion laBt sich allgemein nichts 
aussagen, In der Regel wird man dafiir einen Anhalt aus der Lage der 
Punkte im Koordinatensystem gewinnen kannen, Man wird den Grad 
so niedrig wahlen, wie man kann, ohne zu groBe Abweichungen der 
Punkte von der Naherungskurve zulassen zu mussen, 

Beispiel: Aus einer Messung sind folgende sieben Wertepaare 
hervorgegangen: 

;r y 

1'2 46 
3'7 60 
5'1 72 
8'1 75 

11"3 76 
13'9 60 
17'4 38 

An welcher Stelle liegt angenahert das Maximum der Funktion? 
Aus einer Zeichnung geht hervor, daB eine rationale Funktion 

zweiten Grades der Lage der Punkte gerecht ¥/"ird, Fiir die Berechnung 
der Koeffizienten der Normalgleichungen hat man 

:r y xy 
I 

, 1'2 I 1'4 2 I 2 I 46 55 66 
3"7 13"7 51 I 187 

I 

60 222 821 
5'1 26'0 133 I 677 72 367 1873 
8,1 65'6 531 I 4305 75 608 4921 I 

11'3 1443 
I 

16308 76 859 9704 127'7 : Ii 13"9 I 193'2 2686 37330 60 834 11593 
17'+ 302'8 5268 91664 

i: 
38 661 11505 I l: I ! 

730'4 I 10114 I 150470 427 3606 40483 
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. In abgekiirzter Schreibweise ergeben sich die Normalgleichungen 

7 60"7 730"4 427 
730"4 10114 3606 

150470 40483 
Die LOsungen sind 

ao == 34"71 , 

a1 = 9"51, 
a. = - 0"539" 

Die Niiherungsfunktion hat ihr Maximum dort, wo 

a1 + 2 azx = ° 
wird, also an der Stelle a 

X= -~=8"82" 
2a. 

Die Koeffizienten der NormaIgleichungen lassen sich etwas ver­
kleinern und ihre Berechnung wird dadurch etwas bequemer, wenn 
man den Anfangspunkt des Koordinatensystems ungefahr in die Mitte 
des Intervalls auf der x-Achse legt. 

Urn einen Anhalt dafiir zu gewinnen, wie weit sich die Niiherungs­
funktion den gemessenen Werten anschmiegt, stellen wir beide Werte 
einander gegeniiber. Gleichzeitig berechnen wir die Quadrate der Ab­
weichungen: 

====~=====T=====T===== 
NiUlerungs- I 

funktion gemessen v va 

45"3 I 46 - 0"7 0.49 
62"5 60 + 2-5 6-25 
69-2 72 - 2-8 7-84 
76-4 75 + 1"4 1-96 
73"3 76 - 2"7 7-29 
62-8 60 + 2-8 7-84 
37-0 38 -- 1-0 1-00 

1: v' = 32-67 

Die mittlere quadratische Abweichung wird 

+ . 32"67 = 4-67 

und damit der mittlere Fehler 

m = V4-67 = 2"2 " 

Sind die Ordinaten iiquidistant im Abstande h gemessen. so laBt 
sich fiir die Normalgleichungen durch Verlegung des Anfangspunktes 
in die Mitte Xo des Intervalls und durch Einfiihrung von 

x - Xo 
u=-,,-

eine besonders einfache Gestalt herbeifiihren_ 
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So wird man z. B. drei Ordinaten durch eine lineare Funktion 

aD + a1'U 

annahern. 

" -1 ". "1 
Die Normalgleichungen werden 

~ ao = LY = Y -1 + Yo + Yl' 
2a1 = LUY = -Y-l +Yl 

und somit 
ao = -l- (y -1 + Yo + Yl)' 
a1 = t (Yl - Y -1) . 

Urn den mittleren Fehler zu finden, rechnen wir die Werte der 
Naherungsfunktion an den drei Stellen aus und bilden die Abweichungen. 

Nliherungsfunktion 

1 (5" _1 + 2". - Yl) 
! (y -1 +"0 + "1) 
-~ (-"-1 + 2"0 + 5Y-1) 

Abweichung 

- '\-(Y-1 - 2"0 + "1) 
-}(y-I - 2"0 + "1) 

- ,\ (Y-1 - 2"0 + "1; 

In den Abweichungen tritt jedesmal als Klammerausdruck die 
frillier gebildete zweite Differenz A Lf Yo des Schemas 

Y-l 

Yo 

Yl 

auf. Die mittlere quadratische Abweichung wird 

1 -
18 (A LlYO)2 

und damit der mittlere Fehler 
y2 -

m=±(fAAyo· 

Diese Annaherung kann man dazu benutzen, urn eine Reihe stark 
streuender aquidistanter Beobachtungen zu "glatten". Man faBt 
jedesmal drei aufeinanderfolgende Werte zusammen und ersetzt den 
mittleren durch den Wert der linearen Niiherungsfunktion, d. h. durch 
das arithmetische Mittel aus diesen drei Werten. Oder, was dasselbe 
ist, man ftigt zu jedem Wert als Korrektur t A Lf hinzu. Der linear 
ausgeglichene Wert kann also auch in der Form 

gewonnen werden. Yo+ tALlyo 
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Sollte die lineare Annaherung nicht geniigen, so konnte man zum 
"Glatten" der Beobachtungsreihe auch von flinf aufeinanderfolgenden 
Werten ausgehen und durch eine quadratische Funktion 

annahern. 

x u Y 

X_2 -2 :Y -" 
x_I -1 Y-l 
x. 0 Y. 
xl Yl 
X. 2 Y. 

Die Normalgleichungen lauten jetzt 

5ao +10a2 =LY, 
10a1 =Luy, 

10ao +34 a2 =Lu2 y 

und Iiefern die Koeffizienten 

In der Mitte des Intervalls erhalten wir an Stelle von Yo den aus­
geglichenen Wert 

1 3 -
ao = 35 (- 3 Y -2 + 12y -1 + 17yo + 12Yl - 3 Y2) = Yo - 35 .12 L12yO' 

Die Summe der Quadrate der Abweichungen laBt sich auch jetzt 
wieder durch die Differenzen ausdriicken. Wir finden fiir das Quadrat 
des mittleren Fehlers 

2 _ 1 (J~J~ )~ I 2 (,1 ,12yo + ,1' LlYo) 2 
m - 490· Yo T 35 .----2--- . 

Anstatt die Sum me iiber die Quadrate der Abweichungen zu einem 
Minimum zu machen, kann man, wenn die anzunahernde Funktion 
durch iiquidistante Ordinatcn gegeben ist, auch von der Forderung (2) 
ausgehen. Die aquidistanten Ordinaten lassen sich ja mittels des Dif­
ferenzenschemas bequem durch eine ganze rationale Funktion wieder­
geben, die man zur Berechnung der Integrale fiir die Koeffizienten der 
Normalgleichungen (4) benutzen kann. Wir kommen im § 73 auf dieses 
Verfahren zuriick. 
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§ 64. Annaherung durch Kugelfunktionen. 

Bei der Annaherung dureh die ersten Glieder einer Potenzreihe sind 
die Koeffizienten nieht unabhangig von dem Grade der Naherungs­
funktion. Geht man von einer Naherung zu der naehst hOheren tiber, 
so muE ein Teil der Koeffizienten neu bereehnet werden. Sollen die 
Koeffizienten unabhangig vom Grade der Annaherung sein, so mtissen 
die NormaIgleiehungen (4) jedesmaI nur einen dieser Koeffizienten ent­
halten. Das kann z. B. in der Weise gesehehen, daB nur die in den 
DiagonaIgliedern auftretenden Integrale von Null versehieden sind, 
wahrend alIe tibrigen versehwinden. 

Wenn es gelingt, ein System von Funktionen 

zu finden mit der Eigensehaft 

(7) I j~"XpdX=O, OI.-lFfJ, 
-1 
+1 

J X"X"dx = A" '" 0, 
-1 

so konnen die Koeffizienten der Naherungsfunktion 

aoXo + alXI + a.X. + ... + anXn 

aus den Gleiehungen 

(8) 

+1 

aoAo = J j(x)dx, 
-1 

+1 

a1 A1 = JXd(x)dx, 
-1 

+1 

a2 A. = J X.f(x) dx, 
-1 

+1 

an..ln = JXnf(x)dx 
-1 

bereehnet werden. Ein derartiges System von Funktionen bezeichnet 
man als Orthogonalsystem. 

Die Annaherung einer willkiirlichen Funktion durch eine Reihe 
von Orthogonaljlmktiollen hat daher die wichtige Eigenschaft, daB die 
Koeffizienten der Reihe unabhangig von dem Grade der Annaherung 
sind. \Venn man von einer Naherung zu einer hoheren tibergeht, braucht 
man nur die neu hinzukornrnenden Koeffizienten zu berechnen. wahrend 
die bereits berechneten ungeandert bleiben. 
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Fiir den Minimalwert Q o der quadratischen Form [J erhalten wir 
ebenfalls einen einfachen Ausdruck. Nach (5) ist 

+1 +1 

Qo = jr(x) dx - J(aoXo + a1 X 1 + a2X 2 + ... + an Xn)2dx . 
-1 -1 

Da die Integrale tiber die Produkte zweier verschiedener Funktionen X 
verschwinden, wird daraus 

. +1 

(9) Qo = jr(x) dx - (4~ + }.la~ + ~~+ ooJ. + }.na~). 
-1 

Bei der Annaherung durch die ftinf erst en Glieder einer Potenzreihe 
hatten wir (S. 193) zur Bestimmung der Koeffizienten die Gleichungen 
abgeleitet: 

+1 

4 3 1 f( 3) 175a3=J3-S-Jl="2. x3 -S-x f(x)dx. 
-1 

Durch Einfiihrung neuer unbekannter Koeffizienten ao' aI> ... , aI: 
_ 1 f 

ao = ao -+- 3 a2 + S- a4 ' 

2 4 
3a2 +7 a4 ' 

8 
a4 = ]sa4 

lassen sich beide Gleichungssysteme so umformen, daB nur die Diagonal­
glieder von Null verschieden bleiben. Zur Abki.irzung schreiben wir: I Po (x) = 1, 

PI (x) = x, 

P2 (x) = 1-x2 - + . 
5 3 I P3 (x) = "2" X 3 -"2 x , 

(10) 

l P () 35 4 15 9 3 
4 X ="8 x - 4 X· + "8 . 
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Damit erhalten wir die neuen Koeffizienten: 

(11) 

+1 

iio = ijPot(x)dx, 
-1 

+1 

ii1 =tjPd(x)dx, 
-1 

+1 

az = H Pzf(x) dx, 
-1 

+1 

ii3 = t! Psf(x) dx, 
-1 

+1 

ii, = t/P,t(x)dx. 
-1 
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Die neueingefiihrten Funktionen (10) bilden ein Orthogonalsystem, 
d. h. es ist +1 

jP"Ppdx=O, wenn 
-1 

Denn das Integral tiber jede der Funktionen P(x) multipliziert mit einer 
ganzen rationalen Funktion von geringerem Grade verschwindet, wei] 
die Integrale 

+1 

jPzdx 
-1 
+1 

jXPzdx 
-1 

+1 

jPsd! 
-1 

+1 

jXPsdX 
-1 
+1 
/xzPsdx 

-1 

+1 

/P,dx 
-1 
+1 

(xP,dx 
':1 

+1 
Ixzp,dx 

-1 
+1 

(x3 P,dx 
-·1 

samtlich den Wert Null besitzen. 
Mit den neuen Koeffizienten (11) wird jetzt eine beliebige Funk­

tion t (x) durch die Reihe 

iioPo + a1 P1 + a2 PZ + asPs + a4 P4 

im Intervall -1 bis +1 angenli.hert. Ein Vergleich der Formeln (8) 
und (1i) zeigt, daB fUr die Funktionen P (x) 

a =_2_ 
'" 20< + 1 

ist. Damit erhalten wir fUr den Minimalwert Do nach (9) 
+1 

(12) Do = (fZ(x)dx - ~ ~a~. . ,L.; 20< , 1 
-1 
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Urn allgemein ein Orthogonalsystem von beliebig vielen ganzen 
rationalen Funktionen zu erhalten, gehen wir von dem Ausdruck 

1 

Vf - 2ux + u2 

und entwickeln ibn nach steigenden Potenzen von'll: 

(13) 1 =PO+Plu+P2U2+Pau3+ .... 
Yf - 2.<x + u' 

Die Koeffizienten Po, PI' PI' .•. der Entwicklung sind Funktionen 
von x und werden als Legendresche Kugelfunktionen nullter, erster, 
zweiter, .•. Ordnung bezeichnet. 

Setzen wir fUr einen Augenblick 

und entwickeln 
2ux-ull = t 

1 

YI- t 

nach Potenzen von t, so ergibt sich 

1 1·3 1·3·5 
1 + 2 (2'11 x - '112) + H (2'11 x - '112)2 + 2 • 4 • 6 (2'11 x - '112)3 

1.3·S·7( .)4 
+2.4.6.8 2ux-u- + ... 

Ordnen wir diese Reihe. nach Potenzen von'll, so ergeben sich als Koef­
fizienten der einzelnen Potenzen von'll: 

Po {x}=1, 
PI (x) =x, 

3 1 
PI (x) = 2 x2 - 2 ' 

5 3 
Ps(x) = 2 x3 -2 x , 

35 15 3 
P,(x)=s"'-"4 X2 + 8"' 

63 35 35 
Ps (x) = S x5 - "4 x3 + S x, . 

Die ersten fUnf Funktionen sind, wie man sieht, identisch mit den 
oben aufgestellten Funktionen (10). 

DaB die Kugelfunktionen tatsachlich orthogonal sind, weisen wir 
folgendermaBen nacho Wir betrachten das Integral 

f dx YXI - X - I'x. - x 
;:;====0=== = 19 ~==--'-:=--=:­

V(xI - xl (x. - xl I'xI -.r + Yx.-;' 

zwischen den Grenzen -1 und +1 
+1 

f d x = Ig (rx;-=1 - yx.-=t . l~ + r7.+1) . 
I'(XI - xl (x. - xl YXI - 1 + J".r. - 1 tXI + 1 - y.r. + 1 

-1 
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Setzen wir hierin 

so wird 
X1=~(U+~) 

2 \ u' 

Daher ist 

oder 

1+1 ax = 19 (y'UV + 1)2 
V~ (u + ~) - x V + (v + ~) - x y'UV - 1 

-1 

+1 Ii ax tIl + yuv 
:r.=::::::===:=:;;:;===:===.- - -- g --'== 
t't-2UX+UZYI-2VX+Vz -yuv l-YUV' 

-1 

Die Reihenentwicklung der rechten Seite liefert 
+1 

=======.-:-t=====;; = 2 + - uv + - u2 v2 + ... J. ax 2 2 

t'1-2ux+u2 YI-2vx+v 2 3 5 
-1 2 + 20: + 1 u"'v" + ... 

Andrerseits schreiben wir analog (13) 

t =PO+P1v+Pav2+PsvS+ ... 
yt-2vx+v2 

und erhalten in Verbindung mit (13) 

t . ax = ~f+~"PpdXU"VP. 
JYI-2ux+U2 YI-2vx+V I ~ 

-1 ",il -1 
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Die Vergleichung der beiden Entwicklungen liefert einmal die Bedingung 
der Orthogonali tat 

+1 
(14) !P"Ppdx=o, IX=I={J, 

-1 

und zweitens die bereits oben fUr die ersten funf Funktionen nach­
gewiesene Beziehung 

+1 

(15) Jp"P"dx=21X2+1' 
-1 

Danach erhaIt man die Koeffizienten der Entwicklung nach Kugel­
funktionen in Dbereinstimmung mit den speziellen Formeln (11) aus 

+1 

(15 a) 21X + If a"=-2- P,,/(x)dx. 
-1 
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Urn die Kugelfunktionen der Reihe nach auseinander ableiten zu 
konnen, stellen wir noch eine Rekursions/ormel auf. Wir gehen wieder 
von dem Ausdruck (13) aus, betrachten ihn aber jetzt als Funktion von u: 

t 
tp (u) = = Po + PI U + Pz UZ + ... + P" u,. + ... l't - 2" x + ,,2 

Der Differentialquotient ist 

d<p =~~! = PI +2PzU+3PauZ+ ... +(n+1)Pn+lU"+ ... 
du (1-2ux+u") 

oder es ist (1-2UX+UZ)~:=(x-u)tp. 

Die Iinke Seite gibt, wenn man nach Potenzen von U ordnet, 

(1 - 2ux + u2 ) :: = PI + (2Pz- 2xPI)u+ (3 Pa-4xPz + PI)UZ + .. . 
+ [(n+ 1) P"+l-2nx P" + (n -1) p,,-Ju" + .. . 

Die rechte Seite wird 

(x - u)tp = Pox + (PIX - Po)u + (Pzx - PI)U2 + ... 
+ (P"x - P"-l) Un + ... 

Der Vergleich beider Reihen liefert die gewiinschte Beziehung zwischen 
den Kugelfunktionen verschiedener Ordnung: 

PI =xPo' 
2Pz - 2x P1 = X P1 - Po, 

3 Pa-4xPz + PI = x P z - PI' 

(n + 1) P"+l - 2 n x P" + (n - 1) P"-l = X P" - P"-l . 

. Mit .Ausnahme der ersten sind alIe iibrigen Beziehungen in der 
Rekursionsformel 

(16). (n+1)P"+l=(2n+1)xP,,-nP"_1 
enthalten. 

Der Vorteil bei der Entwicklung nach Kugelfunktionen liegt, wie 
bereits betont, darin, daB die Koeffizienten der Entwicklung unabhangig 
von dem Grade der Annaherung werden. Die Naherungsfunktion ist 
wieder eine ganze rationale Funktion, ebenso wie im § 62, und zwar 
sind beide Funktionen miteinander identisch. Man gelangt zum gleichen 
Ergebnis, gleichgilltig, ob man nach Kugelfunktionen oder in eine 
Potenzreihe entwickelt. 

Die Auswertung der Integrale (15 a) geschieht durch Zerlegung in 
Integrale von der Form +1 

Ix'" f(x) dx. 
-1 

Die Rechenarbeit bleibt also auch dieselbe wie bei der Annaherung 
durch ~ine Potenzreihe. Nur die Ableitung der Formeln ist vereinfacht 
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worden. Etwas anderes ist es jedoch, wenn die anzunahernde Funktion 
durch aquidistante Ordinaten gegeben ist und man Tafeln der Kugel­
funktionen verwenden kannl) (vgl. § 73). 

Beispiel: Die Funktion 
I (x) = cos x 

soIl in dem Intervall - ~ bis + ~ durch eine ganze rationale Funktion 

vierten Grades angenahert werden. 
Um das Intervall zwischen die Grenzen -1 bis + 1 zu verlegen, 

fiiliren wir eine neue Veranderliche t ein: 
1r 

X="2 t . 

Fiir die einzelnen Integrale ergeben sich die folgenden Werte: 
+1 
- 1r • 4 

jcoS"2 tdt =-;-, 
-1 

+1 . 

fPcos':;"tdl=~ [1-2(+tl, 
-1 

+1 

+1 

ftcos':;" tdt = 0, 
-1 
+1 

fea cos':;"tdt = 0, 
-1 

f t4 cos':;" t dt = ~ [1 - 12 (+ t + 24 (+ t]· 
-1 

Damit wird 

j~ocos':;"t dt = : ' 
·-1 

+1 

f PI cos':;" t dt = ~ [1 - 3 (+ tJ ' 
-1 

+1 

+1 

f Pl cos ~ t dt = 0, 
-1 

+1 

Ipacos%tdt = 0, 
-1 

fp4cos-itdt=~[1- 45 (+t + 105 (+),]. 
-1 

Die beste Darstellung in diesem Intervall ist also 

oder auf acht Dezimalen berechnet 

0'63661977 - 0'68708527 PI + 0'05177895 PI' 

Um den mittleren Fehler nach (12) zu finden, berechnen wir 

a5 + ~ a~ + -91 a~ = 0"4999 9986 . , -
1) Jahnke-Emde: Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. S.83. PI bis 

P 7 auf vier Dezimalcn. 
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Da der Mittelwert von cos2~t im Intervall von -1 bis +1 

+1 

.!..fcoS2 ~ t dt =.!.. 
2 2 2 
-1 

ist, so wird das Quadrat des mittleren Fehlers 

+1 
1n 1f -"'d (.1 2 1.) 2"."0=2" cOS-2"t t- aO+S a2 +9"a:j =0'00000014 

-1 . 

und der mittlere Fehler selbst etwa 

m =0'0004. 

Nach Potenzen von t geordnet erhalten wir die Ann1i.herung 

0'9996 - 1'2248 t2 + 0'2265 t4. 

Die Koeffizienten sind auf vier Stellen abgekiirzt, weil der mittlere 
FehIer mehrere Einheiten der vierten Stelle betragt. 

In der urspriinglichen Veranderlichen x ausgedriickt erhalten wir 
schlieBlich die Ann1i.herung 

0'9996 - 0'4964x 2 + 0·0372x4 • 

WolltemandagegendieFunktioncosxindemlntervall - ~ bis + ~ 
durch die ersten drei Glieder der Taylorreihe 

1 - ..!..x2 +..!..X4 
2 24 

ersetzen, so wiirde die Genauigkeit erheblich geringer sein. Die mittlere 
quadratische Abweichung wird in diesem Faile 

'" +2: 

~f[cosx - (I - ~X2 + i4x4Wdx = 0'06003103 
,. 
2 

und damit der mittlere Fehler 0'0056. 

§ 65. Annaherung durch Fouriersche Reihen. 

Zur Annaherung an periodische Funktionen verwendet man zweck­
maBig eine Reihe aus Sinus- und Kosinusfunktionen von gleicher 
Periode, eine sog. FOUT;~"sche Reihe. Die Koeffizienten der Reihe sollen 
wieder so bestimmt we:-c.en, daB der mittlere Fehler der Naherung miig­
lichst klein wird. 

Die Periode der gcgebenen Funktion I (x) setzen wir gleich 2 n 
voraus. Hat die Funk::on irgendeine andere Periode p, so brauchen 
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wir nur 2;X als neue Veranderliche einzufiihren, urn die Periode 2:1t 

zu erhalten. 
Als Naherungsfunktion wahlen wir den Ausdruck 

(17) tp (x) = ao + a1 cos x + aacos2x + ... + a"cosnx 
+ bi sin x +' basin 2x + ... + b"sinnx 

und bestimmen die 2 n + 1 Koeffizienten ao, a1, a., ... , an' b1, ba, •• , bR 

so, daB das Integral 2,. 

(18) P = Iff (x) - tp (x)J2dx 
o 

ein Minimum wird. Als MaB fiir die Giite der Naherung werden wir 
wieder die mittlere quadratische Abweichung 

(1-9) 

1>etrachten. 
Die jetzt benutzten Funktionen coScXX und sinfJx besitzen wieder 

~ie Eigensch\lft. der Orthogonalitat. Denn es ist: 

wahrend 

ist. 

2" 

. !coscXxdx=O, 
o 

: ~:T 

2" 

! sincXx dx =: 0, 
o 

jcoslXxcos{Jxdx = 0 
o 
2", 

!sinlXxsin{Jxdx= O· 
o 
2" 
{cos?" X"sinfJx dx.= 0, 
2 

2" l,cqslX xcoslXxdx =:It. 

2" 

\

lSinlX x· sin IX x d x = n:. 

2", 

!1dX=2n: 
o 

Die aus der Forderung (18) hervorgehenden Normalgleichungen 
enthalten somit wiederum nur die Diagonalglieder, aile iibrigen Koef­
fizienten verschwinden. Die Koeffizienten der Diagonalglieder haben 
aile den Wert 11: mit Ausnahme des ersten, der gleich 2:1t wird. Wir 
erhalten daher die Koeffizienten der Reihe (17) 

Runge - K 0 ni g, Vorlesungen. 14 
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(22) 

( 
2" 

au = 21,./1 (x) dx, 
o 
\1." 

al =~I/(x)cosxdx, 
o 

2", 

an = ~I/(X) cosnxdx, 
o 
2" 

bl = ~ II (x) sinx dx, 
o 

2" 

b,. = ~ II (x) sinnx dx. 
o -

Wieder sind die Koeffizienten nur von den Funktionswerten, nicht 
aber von der Anzahl der Glieder der Naherungsfunktion abhiingig. 
Steigert man die Anzahl der Glieder in (17), so andern sich die bereits 
berechneten Koeffizienten nicht mehr, es treten nur neue Glieder hinzu. 
Wir erhalten damit fiir I (xl eine unendliche Reihe 

(23) {
I (x) = ao + a l cos x + az cos 2 x + a3 cos 3 x + .. . 

+ bl sin x + b2 sin 2 x + b3 sin 3 x + ... , 
deren Glieder stets die beste Naherung fUr I (x) darstellen, die bei glei­
cher Gliederanzahl moglich ist, an welcher Stelle man auch die Reihe 
abbrechen mag, vorausgesetzt, daB man die Giite der Naherung durch 
den mittleren Fehler beurteilt. 

Zur Berechnung des mittleren Fehlers aus (19) verwenden wir die 
auf Grund der Normalgleichungen abgeleitete Beziehung (5). Sie 
lau tet jetzt 

2.n 2n 

Qo= ff(x)dx- f!p2(X)dx. 
o 0 

Da !p (x) aus Orthogonalfunktionen aufgebaut ist, verschwinden in 
dem zweiten Integral aile Koeffizientenprodukte, und es wird unter 
Benutzung von (21) 

2" 
fq,2(x)dx=2;'la6+n(ar+a~+ ... +a~+bi+b~+ ... +b~). 
o 

Damit ergibt sich als Quadrat des mittleren Fehlers 

2" 

(24) m2 = 2~.Jp(x)dx - a6 - t 2(a~ + b~). 
o '" 
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Je zwei Glieder 
a" cos IX x + b" sin CI: x 

kann man zu einem einzigen Gliede von der Form 

r"sin(Cl:x+A) 

zusammenfassen, wenn man r" und <l" so bestimmt, daB 

oder 

ist. Die Amplitude r" kann dabei positiv genommen werden, wenn man 
deo Winkel <l" , die Phase der Sinuswelle, irn richtigen Quadranten wahlt. 

In dieser Schreibweise zerlegt die Fouriersche Reihe eine gegebene 
Funktion in eine Reihe von Sinuswellen mit verschiedener Phase. (Har­
monische Analyse.) 

Das Quadrat des mittleren Fehlers erhalt bei dieser Schreibweise 
die Form 

2" 

(24a) m2 = ~ r f (x) d x - a5 - .!. (ri + ri + ... + r;) . 
2Jr. 2 

o 

Der Koeffizient ao' der hier eine ausgezeichnete Rolle spielt, ist, wie 
aus (22) hervorgeht, gleich dem Mittelwert der Funktion im Intervall 
Obis 2n. 

§ 66. Harmonische Analyse empirischer Funktionen. 
1st die anzunahernde Funktion nicht in ihrem vollen Umfange 

gegeben, sondern nur durch eine Anzahl aquidistanter Werte, so er­
setzenwir die Integrale wieder durch Surnmen. 

Die Periode 0 bis 2n sei durch xo' Xl' x 2 ••• Xr in r gleiche Teile 
geteilt, so daB 2 Jr IX 

X"=-,-

ist. Die entsprechenden Funktionswerte seien Yo, Yl' Ya ..• Y, (yo = Y,). 
Die Naherung cp (x) haben wir dann so zu bestimrnen, daB. 

(25) Q=2[y,,_cp(X,,)]2, (CI:=1,2, ... r) 

moglichst klein wird. 
Die Aufgabe hat nur dann einen Sinn, wenn r groJ3er als 2 n ist. 

Sonst ist die Zahl der zu bestirnmenden Unbekannten groBer als die 
Zahl der gegebenen Funktionswerte. Man konnte auf unendlich viele 
Arten die r Fehler 

(CI: = 1,2 ... r) 

zum Verschwinden bringen. Von einer best en Annaherung konnte dann 
nicht mehr die Rede sein. 

14* 
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Aus (25) leiten wir wieder durch Nullsetzen der partiellen Ablei­
tungen ein System von Normalgleichungen: 

(26) 
f ~[y,,-q;(X")] =0, 

i[y" - q; (x,,)] cos/h" = 0 

t i[y" - q; (x,,)] sin {J x" = 0 

{ (IX = 1,2 ... r), 
({J= 1,2 .. . n), 

ab, deren Koeffizienten noch zu ermitteln sind. 
Zunlichst berechnen wir 

~cospx" und ~sinj3x" 
" " 

fiir die Werte {J = 1. 2 ... n. Wir fassen beide Summen zu einer kom-
plexen Summe zusammen: 

~ cos{Jx" + i ~sin{Jx" = ~e'pz", (IX =1,2 ... r). 
" '" 2n;p 

Nun wird, wenn wir x = 2.1t1X einsetzen und zur Abkfuzung q ffu e-;-
schreiben : r 

'p q' 1 
~ e' z" = q + q2 + ... + q' = q ---=- . 
" q - 1 

Es ist aber qT = e2 "i/l = 1, wahrend q nicht gleich 1 sein kann, weil {J 
keii1 Vielfaches von r ist, da r groBer' als 2 n vorausgesetzt wurde. 

Foiglich ist 

und somit 

(27) ~ cosj3x" -= 0, (IX =-1, 2 . ; . r), 

" 
Ferner ist, wenn j3und y irgendeinen derWerte 1,2 ... n bezeichnen: 

~cos{Jx"cosyx" = r~cos(j3 + y)x" +i ~cos ({J - y)x", 
~ . ~ ~ 

LSin{Ji"sinyx" = !Lcos({J - y)x" - i~cos({J + y)x"" 
a. I¥ _ a. ....,. 

~cos{Jx", sinyx" = ! ~sin ({J + y)x" - !~sin ({J - y)x". 
" " " 

D~ j3+ y h&hstens gleich 2 n sein kann, alsq immer kleiner als 
r ist, so verschwinden nach dem Vorhergehenden aUe Summen auf 
den rechten Seiten. Nur wenn {J =;' ist, verschwindet die Summe 

~cos({J-y)x", (1X=1,2 .. :r) 
" 

nicht, sondern liefert den Wert r, da jedes GEed der Summe gleich 1 ist. 
Wir erhalten daher entsprechend (20) und (21): 

~ cos {J x" cos yx" = 0 } 
" fJ '* y 

(28) ~sin{Jx"sinyx,,=O (1X=1,2 ... r), 

~cos{Jx" sinyx" =.0 
" 
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urid 

(29,) 1 
r 

1:,cosflxc<cosflx" = 2' 
" 
..... ·fl 'fl' r "'"' sm x", sm x" = 2 . 
'" 

Damit nehmen die Gleichungen (26) die einfache Form an 

!..ap= 1:,y"cosflx(f. 
2 " 

!.. bp = 1:,Y" sinflx" 
2 " 

(30) 
(IX. = t, 2 .•. r), 

(fJ = t , 2 ... n) . 

Wieder sind bei festgehaltenem r die Koeffizienten der Naherung 
unabhangig von der Anzahl der Glieder, wenn nur 2 n kleiner als r ist. 

Urn den mittleren Fehler zu bestimmen, berechnen wir den Wert 
des Minimums (25). Wir schreiben 

Q o= 1:, [y,,'- q:>(X(f.)]2=2:'Y~ - 1:,q:>2(X(f.) - 21:,[Y" - q:>(X(f.)]q:>(x,,). 
IX IX IX £I 

Auf Grund der Gleichungen (26) verschwindet die letzte Summe. Aus 
den Gleichungen (27), (28) und (29) folgt fUr 

1:, q:>2 (x,,) = 1:, (ao + a1 cos x" + ... + an cosnx" + b1 sin x" + ' .. 
" "+ bnsinnx,,)2 

der Wert 

1:, q:>2 (x,,) = ra5 + ~ (a~ + ~ + ... + ~ + hi + b~ + ... + b~). 
" 

Damit ergibt sich analog zu (24) als Quadrat des mittleren Fehlers der 
Mittelwert 

(31) m2 = ~ 1:,Y~ - ~ - ~ 2' (a~ + b~) (IX = 1,2 ... r). 
" " 

FUr die praktische Berechnung der SUmmen ist es zweckmafiig, 
die AnzahI r der Ordinaten gleich einem Vielfachen von vier zu wahlen. 
Dann wiederholen sich die Werte der Funktionen sin und cos in jedem 
der vier Quadranten, und man braucht daher nur den vierten Teilder 
Produkte zu bilden. Wir schreiben deshalb r = 4p. 

Ferner werden die Formeln am iibersichtlichsten, wenn die Anzahl 
der zu bestimmenden Koeffizienten gerade gleich der Anzahl r der 
gegebenen Ordinaten ist. 

Wir nahern daher jetzt die periodische Funktion t (x) durch den 
Ausdruck . 

( ) { q:>(x) = ao + a1 cosx + ... + a2P - 1 cos (2P - 1)x + a2 pcos2PX 
17 a b . b' ) + 1 SID X + .. , + 2P-l sm(2p - 1 x 

an, der gerade 4 p Konstante enthalt. Jetzt ist es moglich, samtliche 
Fehler, d. h. aIle Glieder der Summe (25), zum Verschwinden zu bringen. 
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An der Berechnung der Koeffizienten andert sich nichts, sie werden 
nach wie vor durch die Gleichungen (30) dargestellt, mit Ausnahme 
von Il,.p. Fiir diesen Wert erhalten wir aus (26) mit Hilfe von (27) und (28) 

~y"cos{Jx", = ap~cos{Jx"eosyx", (ot. = 1,2 ... r), 
" '" 

wobei fJ = y = 2P =!:. zu set zen ist. Nun ist 
2 

~eosfJx" cosy x" = !~ cos (fJ + y)x", + t~eos(fJ - y)x", 
'" " '" 

und die zweite Summe auf der rechten Seite liefert wieder fiir fJ = y 
den' Wert r. Aber die erste Summe verschwindet jetzt nieht, da fJ + y = r 
. h b kI . 1· d . d 2,. IX • rue t me remer a s r 1St, son ern es Wlr ,wenn man x'" = -;:- emsetzt: 

~cosrx" = ~cos2nlX = r, (IX = 1,2 ... r). 

Damit erhal ten wir fiir den Koeffizienten a2P die Gleichung 

ra2P = ~y"coS2px" = ~y"cosnlX = ~(-1)"'y". 
" '" " 

An die Stelle der Gleichungen (30) treten somit jetzt die Gleichungen I rap="J;y"cosfJx" fUr /:1=0 oder fl=2P, 

2" fiir fJ=1,2 ... 2P-1. 
(30a) .!..ap=~y"cosfJx" I 

+bp=Ly"sin,Bx" 
" 

Dabei durchHiuft IX die Werte 1, 2 ... r = 4 P oder auch die Werte 
0,1,2 .. .r - 1. 

Urn bei der Bildung der Summen die Symmetrie der trigono­
metrischen Funktionen auszunutzen, fassen wir je zwei Glieder, die 
gleich weit von den Enden der Periode entfernt sind, zusammen und 
beach ten, daB 

cosfJx" = cosfJ xr -'" sinfJxa; = - sinfJxr-a; 

ist. Wir schreiben zur Abkiirzung 

I So = Y4p' 

SX=_Y"'+Y4 P-"} ( ) IX=1,2 ... 2p _ 1 , 
dx - y" - Y4p-x 

(31 ) 

dann erhalten die Gleichungen (30a) die Form ! rafl=~s"cosfJx" ({J=0,2P), 

!" (fJ=1,2 ... 2p-1). 
(30 b) .!..ap=Ls"cosfJ x" I 

2: bp = L.d" sinfJ x" 

Jetzt durchlauft <X nur die Werte 0,1,2 ... 2p. 
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Die Summen s und die Differenzen d der Ordinaten lassen sich 
bequem bilden, wenn man die Reihe der Ordinaten "faltet", d. h. sie 
folgenderrnaBen in zwei Zeilen schreibt: 

Yl Yl Y3 ••• Y2P-l Y2p 

Y4p Y4p-l Y4p-2 Y.p-3 ••• Y2p+! 

Summe So SI s. S3'" SSp-l S2p 

Differenz dl dz da ••• dSp - 1 

Ebenso wie in den Formeln (30b) die Koeffizienten durch die GraBen 
s und d ausgedriickt sind, lassen sich auch umgekehrt dieseGraBen 
durch die Koeffizienten ausdriicken. Wir brauchen nur dem Umstande 
Rechnung zu tragen, daB an den Stellen XCI die Funktionswerte mit den 
Werten der Naherung zusammenfallen; dann ist nach (17a): 

(17b) I y", = ao+ a1cosx", + aacos 2 x'" + ... + aSP_lcoS(2P-1)x",+aspcos2Px", 
+ bl sinx", + ba sin 2 x'" + .. , + b2p _ 1sin(2p -1)x"" 

Yu-", = aO+alc~sx", +aaC~s2x",+ ... +asP_IC~S(2P-1)x",+a2pcos2PX", 
- bl smx", - bzsm2x", - ... - b2P _ 1 sm(2p-1)x",. 

Daraus erhalten wir 

I s",=~apcos{Jx" (1X=0,2P), 

ls",=~apcos{Jx", I 
~d -Yb . (J (1X=1,2 ... 2/>-1), 
]J "'-..., psm x'" 

wobei P die Werte 0, 1, 2 .•. 2 P durchHiuft. 
Mit andern Worten, die GraBen s und d werden aus den Koeffi­

zienten nach den gIeichen Formeln gewonnen, wie die GraBen ra und rb 
aus s und d. Algebraisch ist es die gIeiche Aufgabe, die Sinuswellen zu 
einer Funktion zusammenzusetzen oder eine Funktion in Sinuswellen 
zu zerlegen. 

Zur weiteren Vereinfachung der Rechnung benutzen wir die Tat­
sache, daB fUr gerade Werte 'Ion P 

cos {J x'" = cos {J X2p-", , sin fJ x'" = - sinfJ X2p-x, 

dagegen fUr ungerade Werte von f3 
cosfJ x'" = - cos P X2p-", , sinp X", = sin {J X2p-" 

ist. Damit kannen wir, ebenso wie es oben bei den Funktionswerten 
geschehen ist, wieder je zwei der GraBen s und der GraBen d zusammen­
fassen. Zur Abkiirzung schreiben wir 

£!p= sP' 
~(% = SIS + S2P-c%' 

b" = s" - S2p-"" 

(Jp = dp , . 

0", = d", + d2P _'" } 
<5 -d -d (lX=0,1,2 ... p-1). 

c% - (X. 2p-Cf. 
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Diese GraBen lassen sich wieder am iibersichtIichsten durch "Zu­
sammenfaIten" der Reihen fiir S und d gewinnen: 

und 

So 
62p 

Summe So 
Differenz bo 

Summe 01 

Differenz ,}1 

SI 

. S2p-1 

SI 
bi 

S2 Sp-l 

S2p-2 ••• Sp+l 

S2 ... ,9p -1 

b2 bp - 1 

dp - 1 dp 

ap+I 

O"p-1 Op 

,}P-1' 
Damit ergibt sich aus (30b) 

Tap = I 9", cos {J x'" ({J=0,2P), 
'" 

(30c) 

.!... ap = '" 5", cos (J x'" ) 
2 ..:... . J '" . . '{J gerade, 

.!...bp = I'}", sin{Jx", 
2 '" 

sp 

sp 

({J=1,2 ... p-1), 

.!...ap = Ib" cosfJ x" l 2 '" {J ungerade . 
.!...bp= ~o"sin{Jx" J 
2 '" 

l¥ durchlauft jetzt nur noch die Werte 0, f, 2 ... p. 
Da fUr gerade Werte von l¥ 

cos fJ x", = cos(2P - (J) x"" sinfJx", = - sin (2 P - {J)x"" 
wiihrend fUr ungerade Werte von l¥ 

cos fJ x" = - cos(2P - fJ)x"" sin{Jx", = sin~p -: jJ)x" 
ist, so empfiehlt es sich, gleichzeitig ap und a2p _p und ebenso bp und b2p - fJ auszurechnen; denn in beiden kommen die gleichen Produkte vor, 'nur 
abwechselnd mit dem gleichen oder mit entgegengesetztem Vorzeichen. 
Man schreibt daher die einzelnen Produkte am besten abwechselnd in 
zwei verschiedene Spalten, deren Summen dann zu addieren oder zu 
subtnihieren sind. 

Urn die berechneten Koeffizienten einer Probe zu unterziehen, 
gehen wir von der Gleichung (17b) aus, quadrieren sie und summieren 
iiber aIle Werte l¥ = 1, 2 •.. T. Dann erhalten wir unter Benutzung 
der Orthogonalitatsbedingungen (28) sowie der Gleichungen (29) und 
der oben abgeleiteten Summe 

~cos2px",cos2px% = r 
'" 
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die Beziehung 

(33) ~y! =,~ + -i-l: (a! + b!) + ,t4p. .. .. 
Andererseits folgt aus den Gleichungen (31) durch Quadrieren 

und Addieren 

~ + sip = np + 11p , 
~s2 .. = (YI + Y4P_l)2 + (Y2 + Y4P_2)2 + ... + (Y2P-l + YSp+l)2, .. 
~ Ii! = (Yl - Y4P_I)2 + (Y2 - Y4P_S)2 + ... +- (Y2p-I - Y2P+l)2 • 

oder 
(34) 

.. 
~y! = ~+ i~(s! + d!) + sip. .. '" 

Da nun nach (JOb) die Koeffizienten a", nur von den GraBen s"" 
die Koeffizienten ba nur von den GraBen d .. abhangen, so miissen sich 
die Gleichungen (33) und (34) in zwei Gleichungen, je eine zwischen den 
GraBen a.. und s'" und eine zwischen b", und d"" zerspalten: I 2 1(0. .)_2 

So + 2" 5i + 55 + ... + 52p-I + -"2p 

(35) =ra5+~(ai+a~+ ... +a~p_I)+r~p. 

~ (4 + ~ + ... + 4p -l) = ~ (hi:- h~ + ... + ~P-l)' 
Die Glei~hungen (30e) liefern rao. ra2p Sowie f aI' + a2"'~' a2p_1 , 

!:. bl , .!.. b2 • •• .!.. b2P - I ; daher werden wir sogleich diese GroBen der 
222 
Probe unterwerfen. Schreiben wir zur Abkiirzung 

Y=Yi+n+··· +11p 

A = ~ (raor + (~alr + (i a2)2 + ... + (~a2P-Ir + ~ (raspY, 

B= (iblt+ (ib2r+··· + (ib2P-IY, 

5= 2~+ ~+ si + ... + ~P-l + 2sip• 
D=4+4+ ... +4P-l. 

dann ergeben die Gleiehungen (33). (34) und (35) die Proben 

I Y = 2~ (A + B) = ~ (5 + D) , 
~~ 1 1 

5=pA, D=pB. 

SchlieBlieh kann man die Koeffizienten ap und bp aueh dadureh 
einer Probe unterwerfen. daB man aus ihnen wieder die Funktionswerte 
y", bereehnet. Zunachst bereehnet man naeh (32) die GraBen s'" und d",. 
Dazu werden die Koeffizienten ali jetzt genau so behandelt wie oben 
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die GraBen SIX' und die Koeffizienten bp genau so wie die GroBen ap. 
Dadurch erhalten wir 

Sp an Stelle von rap fiir P=O,2P 
1 

'2 Sp " 
t 
'2dp " 

" " ~ap I 
" "2 bp 

fUr p=1,2 ... 2P-1. 

Aus den GroBen so' S2p sowie 51' S •••• 521'-1' dv d2 ••• d2p _ 1 

erhalten wir die Funktionswerte: 

Yo = So 

Yl = i SI 

". = isz 

= "41" 

+ idl , 

+ idl, 

Yzp = 521" 

"'1'+1 = i S2P-l- i dzp-l, · . . · ................... . · . . 
"'1'-1= iSI 
"'1'-1 = i SI 

Schreiben wir die GroBen sp und dp in zwei Reihen, so ergeben sich 
durch Addition und Subtraktion die Ordinaten: 

So i 51 i 52 i SZp-l S2p 

i dl i dz !dZp - l 

Summe Yo 
Differenz 

"2 ""-2 ... 
"21' -1 

"ZP+l 

§ 67. Zerlegung fur 12 gegebene Ordinaten. 
In den Formeln (JOe) sind zur Bildung eines jeden Koeffizienten 

nur noch P - 1 Produkte erforderlich, wenn man die Multiplikation 
mit 1 nicht mitrechnet. Vorteilhaft ist es, die Zahl p durch drei 
teilbar anzunehmen, wei! die dabei auftretende Multiplikation mit 
sin 300 = cos 60° = t so bequem auszufiihren ist. 

Wir wahlen p = 3, teilen also die Periode in zwolf gleiche Teile. 
In den Summen treten jetzt nur die drei trigonometrischen Funktionen 
sin 300 = !, sin 60° = 0'8660 und sin 90° = 1 auf. Die Multiplika­
tion einer Zahl mit 0'8660 geschieht am besten in der Form (i --' 0'1340), 
d. h. von der betreffenden Zahl wird ihr Produ1.-t mit 0'1340 subtrahiert. 

Zur Berechnung der Koeffizienten erhalten wir jetzt das folgende 
Schema: II y, Y. Y. y, Y5 Ys 

Ordinaten I Y12 Yu Y,o j'. :., y, 

Summe II So 5, S. S. S. 55 Sa 

Differenz a1 a. a. t!, a, 

II Sum men D:"'ferenzen 

I 
So 51 S. s. al. d. d. 
Ss S, 5, as tl. 

Summe I So il, !l. ila ~ ". "3 
Differenz I bo b, b. .\, ". 
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Kosinusglieder 

sin 30° == !-

I 
b. -i. I ill 'I sin 60° = 1 - 0'1340 b1 

{ 110 lit sin90° = 1 
iI. ila bo iIo I-ila bo I bz 

I 

Summe I I II I II I II I I II 

Summe I + II ! 12ao 6a1 6az 
Differenz I - II I 12aa 6as 6a, 6a. 

Sinusglieder 

sin 30° =-} 0'1 

I I 
sin60o= 1 - 0'1340 a. "1 d. 
sin 90° = 1 a. 0'1 a. 

Summe I i II I i II r---x- II 

Summe I + II 6b1 6b. 
Differenz I - II 6b, 6b, 6b3 

Die angeschriebenen Werte fiir sin 30°, sin 60° und sin goO sollen 
bedeuten, daB die in diesen Zeilen stehenden GroBen s und b sowie 
a und !5 mit diesen Werten zu multiplizieren sind. Die Produkte mit 
! und 1 konnen natiirlich unmittelbar hingeschrieben werden, als 
eigentliche Multiplikation tritt nur viermal das Produkt sin 60° 
auf. Sonst besteht die Rechnung nur aus Additionen und Sub­
traktionen. 

Urn nach den Gleichungen (36) die Probe auszufiihren, berechnen 
wir einma! die Summe Y und dann die Summen A und B. Sind die 
Koeffizienten richtig berechnet worden, muB 

Y=t(A +B) 

sein. Sollte sich eine Abweichung ergeben, empfiehlt es sich auch die 
Summen S und D zu berechnen, urn aus den Gleichungen 

S=-}A, D=tB 

schlieBen zu konnen. ob der Fehler in den Koeffizienten a oder b steckt. 
Sind diese beiden Gleichungen erfiillt. obwohl die erste Gleichung eine 
Abweichung ergab, so ist der Fehler schon bei der Bildung der GroBen 
s und d unterlaufen. ' 

Die Quadratsummen sind mit groBerer Genauigkeit (Rechen­
maschine oder Quadrattafel) zu berechnen. da sonst die kleinen Qua­
drate durch Fehler der groBen verdeckt werden. 

Will man umgekehrt aus den zwolf Koeffizienten die zwolf aqui­
distanten Ordinaten berechnen. so hat man, wie umstehend gezeigt wird, 
die Koeffizienten a der Kosinusglieder an die Stelle der Summen s, 
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und die Koeffizienten b der Sinusglieder an die Stelle der Differenzen d 
in das Schema einzutragen. Man findet dann So und 56 an Stelle von 
12 ao und 12 a~; im ubrigen ! 5p an Stelle von 6 ap und ! dp an Stelle 

Probe: 

,,: t(t2ao)1 2S~ 

,,: ( 6 all· $' I 

,,: ( 6a.)1 s· • ,,: ( 6 a3)' s· • ,,: ( 6a.)" s· • ,,: ( 6a,)' s· • 
,,~ -} (12 as)' 2s: 
,,: A S = iA ,,: ,,:. (6bJ2 III 
"~1 (6 b.)t tP. 
y:. (6b3)! ~ 
Y (6bJ2 d! 

t(A +BI (6 bl)1 ~ 
B D = lB. 

A+B 

von 6 bp• Die hierdurch ermittelten GroBen so' ! S1' ••• ! 56' 56 schreibt 
man an die Stelle der Ordinaten Yo' YJ' ••• , Yo' Y6' und die GroBen 
i dI , i dz, ... , i d. an die Stelle der Ordinaten Yu, Y 10' ••• , Y7' Als Su~e 
erhiilt man Yo' Y1' ... , Yo' Y6 und als Differenz Yn, YIO' •. , '.Y7· 

Abb.12. 

Natiirlich kann man die Rechnung auch auf die bei der Analyse 
gefundenen sechsfachen Koeffizienten anwenden und erhiilt dann als 
Resultat die sechsfachen Ordinaten. 

Beispiel: Die in der Abb. 12 gezeichnete Kurve ist zu analy­
sieren. 
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Man teilt die Periode in zw6lf gleiche Teile ein und entnimmt der 
Zeichnung die folgenden Ordinaten 

+38. +12. +4. +f4. +4. -18. -23. -27. 
-24. +8. +32. +38. 

Die Rechnung erhiilt nach unserem Schema die folgende Gestalt: 

138 
38 12 4 14 4 - 18 
32 8 - 24 - 27 - 23 

Summe 

1
38 

70 20 - 20 - 13 - 19 - 18 
Differenz 6 4 28 41 27 

Summen Differenzen 

38 70 20 - 20 6 4 28 
- 18 :... 19 -13 .- 21 - 37 

: Summe! 20 51 7 - 20 33 :45 < 
28 

Differenz ! 56 89 33 - 21 - 37 

Kosinusglieder 

~ 16'5 - 3'5 I 25'5 I 77"1 
20 I 20 

I 
20 51 56 56 I 33 

7 - 20 

16'5145'5 
-1--- nTi Sum me 27 31 77'1 I 

58 149'6 62 
-4 - 4'6 - 29 23 

I Sin usglieder 

11

16
'S 39'0 - 18'21- 32'O~II' 

28 I 33 28 
-Su-m-m-e-~ 39'0 1--- 1--
----I~ -~o 2 --

I -5'5 t3'8 5 

Das Resultat ist somit 

12 ao = 58 

12 a6 = - 4 

6 aa = 23 

6 ba = 5 

6 a l = 149'6 

6 bi = 83'S 

6 at = - 29 

6b l =13'8 

6 az = 62 

6bz = - 50'2 

6a; = -4'6 

6 ba = 5'5 
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Zur Probe berechnen wir die Quadratsummen: 

,,~ = 1444 
,,: 144 
,,~ 16 
,,: 196 
,,: 16 
,,: 324-
,,~ 529 
,,: 729 
,,: 576 
,,~o = 64 
"~1 = 1024 
,,~. = 1444 

-1' = 6506 
i(A + B) = 6507"2 

Abrundungsfehle~ 

.~. (12 ao)2 = 1682 
( 6 al)2 = 22380'2 
( 6 a.)2 = 3844 
( 6 a3)2 = 529 
( 6 a,)1 = 841 
( 6 a.)· = 21'2 

} (12 a.)" = 8 
A = 29305"4 

(6 bl)! = 6972'2 
(6 bJ" = 2520 
(6ba)t = 25 
(6 b~· = 190"4 
(6 bl )! = 30'3 

B 9737'9 
A + B '" 39043'3 

SchlieBlich konnen wir auch aus den Koeffizienten 6 all' 6 a1 , ... 6 as , 
6 a., 6 b1 ••• 6 bi umgekehrt die sechsfachen Ordinaten berechnen: 

Koeffizien ten a Koeffizien ten b 

29 149'6 62 23 83'5 - 50'2 
-2 -4'6 - 29 5'5 13'8 

Summe 27 145 33 23 89 - 36'4 
Differenz 31 154'2 91 78 -64 

I 45'5 -16'5! 72'5 
13305 r 

27 1145 31 27 \-23 31 91 
33 23 

Summe 60 T168 76'5 133'5 10'51 49'5 
--1--

228 210 60 
-108 - 57 - 39_ -60 

44 0 5 

1-5505 -31'5 67'5 
5 89 5 

Summe 49'5 -31'5 

18 12 
81 123 84 

Durch Addition oder Subtraktion finden wir die sechsfachen Ordi-
naten: 228 210 60 -60 -39 -57 -108 

18 12 84 123 81 

Summe: 6yo, 6YI_ •• 0 6y._ 6y. 228 228 72 24 84 24 -108 
Differenz: 6Y11' 6Ylo, ... 6y 7 192 48 -144 -162 -138 

In Obereinstimmung mit den urspriinglichen Werteno 
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Fassen wir je zwei Glieder zusammen, so k6nnen wir das Resultat 
auch in der Form schreiben 

9'(x) = 4-83 + 28-55 sin (x + ~1) + 13-30sin(2x+~) + 3-92sin(8x + ~3) 

+ 5-35 sin(4x+ d,,) + 1-20sin(5x + do)-

Dabei erhalten die Phasenwinkel die Werte 

d1 = 6o? 83, 
ds = 129? 00, 

da = 77? 74, 

d, = 295?45, 

ds = 320?09-

Der Koeffizient a8 ist so klein, daB die Funktion durch dieses Glied 
nicht mehr beeinfluBt wird_ Auch der EinfluB des GJiedes 1-20 sin (5 x + do) 
ist kaum merklich, denn ohne dieses Glied wioo der mittIere Fehler 
entsprechend (24a) 

2 ·1 ~. 2 1 ('+ '+ '+ . .o) m = 12~ y", - ao -"2 r, r, 13 T'_ 
Nun ist aber '" 

1 ~ 1 12 ~ y! = 542-17 und a~ +"2 (r~ + r: + r~ + r.) = 541"45, 

" 
der mittlere Fehler also nur gleich YO-72 = 0-85 • 

§ 68. Berechnung von Zwischenwerlen. 

Man wird irn allgemeinen der fiir die anzuniihernde Funktion ge­
zeichneten Kurve ansehen konnen, ob man mit zwolf Ordinaten eine 
hinreichend genaue Zerlegung erhaIt_ Die zwolf Ordinaten miissen den 
Verlauf der Kurve in allen wesentlichen Punkten wiedergeben_ Zwischen 
zwei Ordinaten diirfen keine betrachtlichen Maxima und Minima vor­
kommen_ 

Urn sich von d.er Giite der Anniiherung an zwischenIiegenden StelIen 
iiberzeugen zu konnen, ist es erwiinscht, die Funktion 

tp(x) = ao + a1 cosx + aaCOs2x+ .. -+ a2p-l cos(ZP -1)x + a2pcos2Px 

+ b1sinx + b2 sin2x +. - . + b2P - 1 sin(2p -1)x 

auch an anderen StelIen zu berechnen als in den Punkten 

2n,x x",=4"P (IX=O,1,2, .. _4P-1). 

Wir setzen zu diesem Zweck 

x=x+1 
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und berechnen rp (x) in 'den Punkten 

x' = 2;pOi .oder x = x" +.L 

Setzen wir x = x' + 1 in ip (x) ein, so wird 

ao= ao, 
apcospx + bplsinpx = (apcospl + bpsinPl) cospx' 

+ (bpcosPl- apsin{ll) sinp x' (P = 1,2 ..• 2P -1), 

alp cos 2px == a2p cos 2plcos2Px' -:- alp sin2plsin2px'. 

. d Punk ' 2,.", Das Glied sin 2 p x' verschwindet 10 en ten x = ~ . 
Schreiben wir zur Abkiirzung 

ao =~, 

(37) 
apcosPl+bpSinPl=ap} _ 
b P' . P' b' (fJ - 1, 2 ... 2P - 1), pCos A-apsm 11.= p 

alpcos2pl = ~P' 
so wird 

o/(x",+ 1) = ao + aJ. cosx'" + ... + a'2P-l cos(2P - 1)x", + aZpcos2Px", 

+ bi sin x'" + ... + b2P - 1 sin (2P - 1) x'" . 

Wir brauchen d3.her fiir den gegebenen Winkel l nur aus (37) die 
neuen Koeffizienten a' und b' auszurechnen. Die Berechnung der 4 p 
Funktionswerte aus den GrOl3en a', b' geschieht ebenso wie- frillier (vgl. 
S.218). . 

FUr die Kontrollrechnung kann man die QuadratsummeIi in den 
neuen Koeffizienten durch die alten ausdriicken. Es ist zun1i.chst ' 

und daher' 

(38) 

ap"+b/i"=ajJ+bp ({J=1,2 ... 2p-1) 

A' + B' = A + B - !(ra2P)2sin22pl, 

Ftir die Annaherung in zwolf Ordi~aten, aiso fUr den Fall p = }, 
wollen wir 1 = 45 0 setzen. Dann ist 

c05l = 

cos2l= 0, 
I 

cos}l = --;;' , 
, ,2 

cos41 = -1, 

cos5l= -~, 
1'2 

cos6l = 0,-

sinl 
I 

(2' 
sin2.l.= 1, 

sin3l = 
I 

fl' 
sin4l= 0, 

sin5l= - ~, Y2 
sin6i.= -1. 
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Damit erhalten wir die neuen Koeffizienten 

aO= ao, 

a1= at + bt 

y'2 
, 

~= bz, 
, Q a - ba aa=- y'2 , 

a4 = -a4 , 

ct.5 = _ as + bs 
y'2' bf,= 

aG= o. 
In unserem Beispiel hat ten wir die folgenden Koeffizienten gefunden 

~~ I[ 29 149'6 62 23 - 29 - 4'6 - 2 
~ 83'5 - 50'2 5 13"8 5'5 

Summe II 233'1 28 0'9 
Differenz I 66'1 18 - 10'1 

Daraus ergeben sich die neuen Koeffizienten 
6a': 29 164'8 - 50'2 - 12'7 29 - 0'7 0 
6b': - 46'7 - 62 - 19'8 - 13"9 - 7'1 

Damit erhalten wir nach dem friiheren Schema 

Koeffizien ten a' Koeffizienten b' 

29 164'8 - 50'2 - 12'7 - 46'7 - 62 - 19'8 
0 - 0'7 29 - 7'1 - 13"9 

29 164'1 - 21'2 - 12'7 - 53"8 - 75'9 - 19'8 
29 165'5 - 79'2 - 39'6 - 48'1 

I 

-39'61- 10'61 82'1 

I 143'3 
29 164'1 29 ! 29 12"7 29 -79'2 

-21'2 -12'7 i 
i 

I 

Summe 7'8 I 151'4 -10'6 ! 143'3 39'6 i 94-8 I : 

159'2 132'7 134'4 
-143'6 - 153"9 - 55'2 108'2 

ii -26'9 

~ 
I :1 

I 

I 
-65'7 - 41'7 

I -19'8 - 53'8 I -19'8 
------, 

I r--Summe -46'7 -65'7 

-1124 -76'0 
19'0 7'4 -34'0 

159'2 132'7 13-H 108'2 - 55'2 - 153"9 - 143'6 
-112.'1 -76'0 - 34'0 7'4 19'0 

Summe: 6y 159'2 20'3 5S'4 H'2 -47'S -134'9 -143'6 
Differenz: 6 y 245'( 210'4 142'2 -62'6 - 172'9 

Runge. Konig, Vorlesungen. 15 
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Von den sechsfachen Koeffizlenten ausgehend haben wir die 
sechsfachen Ordinaten gefunden, FUr die einfachen Ordinaten an den 
Stellen 

x=~+ IX!!.. 
4 6 

(IX = 0, 1, 2, ' , , 11) 

finden wir somit die Werte 

+ 26'S + 3'4 
- 28'8 -10'4 

+ 9'7 + 12'4 

+ 23'7 + 35'1 

- 8'0 - 22'S 
+40'8, 

-23'9 

Zur Probe berechnen wir die Quadratsummen, Wir finden 

wahrend nach (38) 
¥= 6499'1, 

A' + B' = A + B - ! (12 a.)2 = 39043'3 - 8'0 = 39035'3, 
also t (A' + B') = 6505'9 

ist (Abrundungsfehler 6'8), 
Die neu berechneten Punkte sind in die Zeichnung (Abb, 12) ein­

getragen, Man erkennt aus ihrer Lage. wie weit sich die Naherungs­
funktion der gegebenen Kurve anscbmiegt, 

§ 69, Zerlegung fiir eine groBere Zahl gegebener Ordinaten, 

Sollte die Darstellung durch zw6lf Ordinaten nicht ausreichend 
sein, so muG man ein Schema fUr gr6flere Werte von r aufstellen, das 
ganz entsprechend unserem Schema fiir zw6lf Ordinaten angeordnet 
werden kann, 

Es laBt sich jedoch auch die Zerlegung fiir 24 gegebene Ordinaten 
Yl' Y., .,' Yli durch zweimalige Anwendung des Schemas fiir zw6lf 
Ordinaten gewinnen. Zunachst bestimmen wir wie bisher aus den 
zw6lf Ordinaten mit geradem Index, indem wir sie wie iiblich zusammen­
falten: 

Ya 

YS4 Y22 

Y~ 

Y20 
Y. 
YI8 

die Koeffizienten 

(39) 

12 

12 ap ='1: Yh cosp x2~ 
:x=l 

12 

6 ap =2: Y2 " cos P X2" 
at=! 

12 

6 bp =1: Y2", sin p X2", 
",=1 

Ys 

Y16 

({3 = 0,6), 

j (P ~ 1 , 2, .. , 5) . 

Sod ann aus den zw6lf o.rdinaten mit ungeradem Index, die wir 
in der Form 

Ya 

Ys 

Y21 

Yn 
Y19 

Y13 

Yl1 

Yl1i 
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zusammenfalten, die Koeffizienten 

12 12 

12ap = 1: Y2",+3 COS Ih2'" = 1: Y2",-1 COS fJ Xh-4 (fJ = 0, 6), 
",=1 ",=1 

12 12 

(40) 6ap = 1: Y2",+3 cos fJ X2<x =1: YZ",-1 cos fJ X2"'-4 
",=1 ",=1 (fJ=1,2, ... 5), 

12 12 
6bp = 1: Y2",+3 sin 1h z", =1: YZ",-l cos fJ XZ,,-4 

~=1 ~=l 

wobei jetzt 

gesetzt ist. 
Nun berechnen sich fUr eine Einteilung der Periode in 24 Teile 

die 24 Koeffizienten A o, AI' ... An, A12 und B1, B 2, ... Bn nach 
(30a) aus 24 

24Ap =1: Y", cos p X'" 
1%=1 
U 

12Ap = 1: Y" COS P X" 
~=l 

24 

12Bp=Ly"sinfJx", 
ex=! 

(p = 0,12)' 

(p = 1, 2, ... 11) 

oder, wenn wir die geraden und ungeraden Ordinaten trennen, aus 
12 

24Ap = 2 (Yz,x cos fJ X2" + YZ",-l cos fJ X2,,-1) (fJ = 0, 12), 
",=1 

12 

12Ap =1: (Y2,x cos P X2,x + Y2,x-1 cos P X2,,-1) 

} (P~"2,, .. 11). ",=1 
12 

12 Bp =1: (Y2", sinfJ Xz" + YZ,,-l sin tJxZ",-l) 
tit = 1 

Die Summen tiber die geraden Ordinaten stimmen tiberein mit 
den Summen (39). Die Summen tiber die ungeraden Ordinaten dagegen 
lassen sich aus den Summen (40) ableiten. Denn setzen wir 

(41) 

so wird 

{ ap = a~ cos {Jxa - b~ sin fJ xa , 

bfl = b'p cos P X3 + a~ sin P xa , 

12 

12ap = 1:YZ,,-l COSjJX2,,_1 
",=1 

_ 12 

12 bp = 1: YZ",-l sin p X2<x-1 
~=1 

12 
6 at! =1: YZ",-1 costJ Xt,,-l 

IX:::::! 

1" 

6 btl = ")'" Yt<x -1 sin p X2,,-1 
Ot=L 

(p = 0) , as = 0, 

(f3 = 6) , bo = 0 , 

(fJ = 1 ,2, : .. 5) . 

15* 
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Das gilt zunachst fUr die Werte f3;;:;; 6. FUr die gro.i3eren Werte 
benutzen wir die Beziehungen 

fJ X2IX = 2 ccn; - (12 - fJ) X2IX, 

fJXZ IX -1 = (2cx - 1) n - (12 - fJ) XZ IX -1. 
Danach ist 

cos fJ XZ IX cos (12 - fJ) XZ IX , 

cos fJ X2IX-1 = - cos (12 - fJ) XZ cx -1, 

sinfJx2cx = -sin(12-fJ}X2/%, 

sinfJ X2cx-1 = sin (12 - fJ) X2/%, 

und somit wird 
12 

12a12-p= ~Y2/%COSfJX2/% (fJ = 12), 
/%=1 

12 
6a12_P = ~ Y2/% cos fJ X2/% 

/%=1 (fJ = 7,8, ... 11 ) 
12 

6a12-P = - ~Y2IXsinfJx2cx 
IX:::! 

und andrerseits 

(42) 

12 
12 a12-I' = - ~ Y2e<-1 cos fJ X2,,-1 

IX=l 
12 

6ii1z- p = -~YZcx-1COSfJX2"-1 
",=1 
12 

6b12 -P= LYZIX-ICOSfJX2/%-1 
/X. = 1 

(fJ = 12) , 

(fJ=7,8, ••• 11). 

Setzt man in (41) den Wert Xa =!!... ein, so wird 
4 

ao= ao, bo= be, = 0, 

a1 = 
a~ -bi b1 = a~+b: 

Y2 
, Vi 

az = -b2, bz = _a2, 
_ a~ +b~ 

~= 
a~ ---.b; 

aa=- ¥i ' Vi , 
- , a4 = - a4, 01 = -bL 
_ a~ -b~ - a~+bt as = -..----.------=.-, 1!'=-7~' ¥z 
a6 = bij = 0, b6 0= -a6· 

Aus diesen Gro.i3en und den Koeffizientep ap und bp erMlt man 
demnach die gesuchten 24 Koeffizienten durch Addition und Subtraktion. 

12ao 6a1 6az 6aa na4 6as 12a6 

12 ao 6a1 6a, 6ii, 6a. 6a, 
Surnrne 24 A o 12At 12A2 12Aa VA 4 12As 12As 

Differenz 24A12 12An 12A1O 12Ag 12As 12A7 
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6b1 6h. 6b3 6b. 6b6 12b. 
6b1 6ba 6b3 6b, 6b6 

Summe 12Bl 12Ba 12Ba 12B, 12B5 12B. 
Differenz i2Bu 12B1O 12Ba i2Ba 12B1 • 

Ffir die Berechnung unseres Beispiels entnehmen wir der Zeichnung 

(Abb. 1.2) noch die weiteren zwolf Ordinaten an den Stellen ~ + ~ i 
(~= i, 2, 12) und bezeichnen sie jetzt mit Y5' Y7' ••• Y23' Yl' Ya: 

9·5, 12·5, - 10'0, - 20·8, 
24'5, 35·3, 40'0, 

- 25·1, 
26·5. 

-28·2, -11"0, 

Unter erneuter Anwendung unseres Schemas berechnen wir aus 
ihnen nach (40) die Koeffizienten 

12~= 56·8, 6~= 164"7, 
12tfs=-6·4, 6b1=-48'0, 

6a4= 29·2, 
6b4 = -14·7, 

6~= -50'2. 
6ba= -61·1, 
6/fs = 4·3, 
6b5= - 5·0. 

Mit Hilfe von (42) finden wir die GraJ3en 

12iio=56·8, 6a1 =150'4, 6a2 = 61'1, 

6ii,= -29'2, 
6b,= 14'7, 

6;;1= 82'5, 6;;2=-50·2, 
6a5 = -6'6, 
6b5 = 0·5, 12b.= 6'4. 

6aa= -14·2, 
6b3 = -17'0, 

6as = 22'1, 
6;;a= 2'0, 

Hieraus ergeben sich in Verbindung mit den bereits friiher (S.221) 
berechneten Koeffizienten ap und bp durch Addition oder Subtraktion 
die Koeffizienten ffir die Einteilung der Periode in 24 Teile: 

ao. aI.··· al. as II 58 149'6 62 23 
iio• iiI.··· ii, II 56'8 150'4 61'1 22'1 

?umme: Ao. AI' ... AI' As 1114:8 300:0 123:1 45:1 
Differenz. Au. Au .... A7 12 -08 09 09 

-29 -4'6-4 
-29'2 -6'6 

- 58'2 - 11'2 - 4 
0'2 2'0 

bl . ba • ••• ii,. iiI II 82·5 - 50'2 2'0 14'7 0'5 6'4 
b1 • b •• ... b, 83'5 - 50'2 5 13"8 5'5 

Summe: B1 • B •• •.. Bs. Bs 166'0 - 100'4 7'0 28'5 6'0 6'4 
Differenz: Bll • B IO ' ••• B7 Ii - 1'0 0 - 3'0 0'9 - 5'0 

Zum Vergleich mit den frillier (S.221) berechneten Koeffizienten 
setzen wir die Half ten der so eben berechneten Werte her: 

12Ao = 57'4, 6Al = 150. 6A 2 = 61'6. 6Aa 22'6, 
12Ala= 0'6. 6Bl = 83. 6Bz = -SO·2. 6Ba 3'5, 

6A 4 =-29'1, 6A5 =-S·6. 6A. = -2. 6A7 1. 
6B4 = 14'2, 6B5 = 3'0, 6Bs = .3·2, 6B7 = -2'5. 
6As = 0'1, 6Ag = 0'4, 6A 1D = 0'4, 6Au = -0'4, 
6B8= 0'4. 6B9 =-1'S, 6B lD = O. 6Bu=-0·S. 
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Bei einer groBen ZahI von Ordinaten k6nnen einzeIne Koeffizienten 
ap, bp besonders bequem ausgerechnet werden, wenn der Index {J mit r 

einen gemeinsamen TeiIer 12 hat. 1st niimIich 

so wird 
{J = e P', r=f2( 

2JlO< 2JlO< 2Jl(<X-r') II' 
{Jx" = {J. ~- = P' -r'~- = 2n P' + {J. -~- = 2:np + {Jx,,-r' r r 

und daher 
cos{Jx" = cos {Jx,,-r" sin{Jx" = sin{Jx,,-r" 

Daher lassen sich in den Summen 

Ly"cos{Jx", Ly"sin{Jx" (oX = 1, 2, ... r) 
IX IX 

aIle die Glieder zusammenfassen, deren Indizes oX urn ein Vielfaches 
von r' verschieden sind. Zu diesem Zweck schreibt man am besten die 
Ordinaten Yl' Y2' ... , Yr in Form eines Rechtecks mit 12 Reihen von je 
r' GIiedern: 

Yl Y2 ... y,., 
Yr'+l Yr'+2 ... Y2r' 

Yr-r'+l Yr-r'+2 ... Yr 
Summe Zl Z2 ••• Zr' • 

Die Summen Zl' Z2, ••• , Zr' sind jetzt eben so zu behandeln, als wenn 
man es nur mit r: Ordinaten zu tun hatte, und liefern 

-Tap = L Z" cosp' x~ 
" (oX = 1 ,2, ... (), 

wobei 

gesetzt ist. 
Nehmen wir in unserem Beispiel r = 24 und berechnen die Koef­

fizienten a6 und b6, so ist 

12=6, f3'=1, r'=4. 

Die 24 aus der Kurve entnommenen Ordinaten sind jetzt in Form eines 
Rechtecks aus sechs Reihen mit je vier Gliedern anzuordnen: 

40'0 38 26'5 12 
3'6 4 9'5 14 

12' 5 4 - 10'0 - 18 
- 20'8 ~ 23 - 25'1 - 27 
- 28'2. - 2.4 - 11'0 8 

24'5 32 35'3 38 

Summe 31'6 31 25'2 27 
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Nun ist x~ = ~ %, und daher 

. '" n 12 a8 = "- Z" cos ~ - = - Zs + z, = - 4 , 
" 2 

12 b8 = 2: z" sin ~ .:!.. = Zl - Z3 = .6·4. 
" 2 

Auf diesem Wege lassen sich die hi:iheren Sinuswellen leicht ermit­
teln, vorausg~setzt, daB man die Ordinaten fiir eine geeignete Einteilung 
der Periode bequem aus der Zeichnung entnehmen kann. 

Hat man die Zerlegung bereits fiir die Zw61fteilung der Periode 
vorgenommen! dann fUgt man die hi:iheren Glieder in solcher Verbin­
dung mit den niederen hinzu, daB die Ordinaten an den zwi:ilf Teil­
punkten ungeandert bleiben. Sind z. B. a7 und b7 berechnet worden, 
so rugt man die Verbindungen 

~cos7x-a7cos5x, 

hinzu. Denn da 
b7 sin 7 x + b7 sin 5 x 

cos 7x - cos 5 x = - 2sinxsin6x, 
sin7x+sin5x= 2cosxsin6x 

ist, so verschwinden diese Ausdrucke an den zwi:ilf Teilpunkten ~ ~ . 

Allgemein kann man fUr irgendeinen hi:iheren Wert von p die Ausdrucke 

a{i cos p x - ap cos (12 - {J) x , 

bp sin f3 x + bp sin (12 - f3) x 

addieren, ohne daB sich die zwi:ilf Ordinaten und damit die bereits aus 
der Zw5liteilung gefundenen Glieder andern. 

Fiir p = 6 kann man b8 sin 6 x 

hinzufUgen, ohne die zwi:ilf Ordinaten zu andern. 

§ 70. Annaherung durch Exponentialfunktionen. 

In vielen technisch wichtigen Fallen ergeben sich durch Messungen 
"abklingende" Funktionen, die sowohl periodischen wie auch nicht­
periodischen Charakter haben ki:innen. In beiden Fallen tut man gut, 
die empirische Funktion durch eine Reihe von Exponentialfunktionen, 
also durch eine Funktion 

cp (x) = al e"'''' + as e"a'" + a3 e"a X + ... 

anzunahern. Der einzige Unterschied besteht nur darin, daB bei ge­
dampft periodischen Funktionen die Exponenten ~l' ~2' ~3' ••• komplex 
sind, wahrend sie sonst einen reellen negativen 'Vert erhalten. 

1m Gegensatz zu den fruher fUr die Naherung benutzten Funktionen 
sind hier die Funktionen Xl = e"""', X2 = e"""', ••• nicht direkt gegeben. 
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Sie enthalten vorlaufig noch unbekannte Konstanten, !Xl' !Xa, ••• , die 
erst ffir jede anzunahernde Funktion passend bestirnrnt werden rniissen. 
Die Aufgabe besteht also hier aus zwei Teilen. Zunachst rniissen die 
Konstanten !Xl' "'a, ... bestirnrnt werden, und dann sind noch die 
Koeffizienten aI' ai' ... zu ermitteln. 

Der zweite Tei! ist schon irn § 61 erledigt worden. Sobald die Ex­
ponenten "'1' "'a, ... bekannt sind, konnen die Exponentialfunktionen 
als gegebene Funktionen Xl' XI, ... angesehen werden. 

Zur Bestirnmung der Koeffizienten "'1' !Xa, ••• setzen wir voraus, 
daB die anzunahernde Funktion durch aquidistante Ordinaten 
"1' "a, ... "n zu den Abszissen Xl' Xl + h, Xl + 2 h, ... gegeben ist. 
Das Verfalrren rnoge der Bequemlichkeit halber fiir eine dreigliedrige 
Annaherungsfunktion 
(43) tp(x) = ~e"'''+ as e"'" + aa e"'" 

entwickeIt werden. Die Resultate lassen sich jedoch ohne weiteres auf 
die Annaherung durch eine Summe von beliebig vielen Exponential. 
funktionen ausdeImen. 

Wiirden die gegebenen Ordinaten durch die Naherungsfunktion 
genau dargestellt, so miiBte allgemein 

". = al e",[",+(·-1)hl + aa e",[",+(·-1)1I1 + as e",[z,+(.-1)hl 

sein. Zur Abkiirzung setzen wir 

e"lh = Zl' e",h = za, e".11 = za 
und ferner fiir einen Augenblick 

~e"1['"'+('-1)1I1 = PI' ase",[Z.+(v-1)hl = P2' aa e",[o:.+(·-1)lIJ = Pa. 

Dann werden ". und die drei auf ". folgenden Ordinaten "'+1' ".+2, ".+3 

dargestellt durch ". = PI + Pa + Pa , 

"0+1 = P1 Zl + Pa z2 + PaZ;, 
".+2 = PI zi + P2 zi + Pa Z~, 
".+3 = Pl~ + Pa~ + Pazg· 

Urn aus diesen vier Gleichungen die drei unbekannten GroBen 
Pl' Pa, P3 zu eliminieren, multiplizieren wir die erste mit 53 = - Zl Za Za, 

die zweite mit 52 = Z1 Zz + Zz Za + Za ZI' die dritte mit 51 = - (z] + Zz + za) 
und addieren die Produkte zu der vierten Gleichung. Dann heben sich 
die rechten Seiten gegenseitig fort und wir erhalten 

",S3 + Y.+l S2 + Yv+2 S1 + ".+3 = o. 
Diese Gleichung gilt fiir jeden Wert von Y. 1m ganzen liefern die 

n aquidistanten Ordinaten n - 3 Gleichungen zur Bestimmung von 

51' 5. und Sa: 1 "1 Sa + Y2 SZ + Ya 51 + Y4 = o. 
(44) ~~~~~.~~~~ •• ~.?~~1 .. ~~~.~.~: 

Yn-aSs + Yn-ass + Yn-1 S1 + Yn = 0 
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Es miissen daher mindestens sechs Ordinaten gegeben sein. damit 
die eindeutige Bestimmung der GroBen S1' SI. S3 moglich wird. Sind 
mehr als sechs Ordinaten gegeben. so konnen im allgemeinen durch 
keine Wahl der GroBen S1' S2. S3 die rechten Seiten der Gleichungen (44) 
genau zu Null gemacht werden. Die Abweichung kann einmal davon 
herriihren. daB die gemessenen Ordinaten mit Beobachtungsfehlern 
behaftet sind. und zweitens davon. daB die empirische Funktion nicht 
genau. sondern nur angenlihert durch einen Ausdruck von der Form (43) 
dargestellt werden kann. In jedem Faile machen wir von der Methode 
der kleinsten Quadrate Gebrauch und bestirnmen die GroBen S1' S2. sa 
so. daB die Summe der Quadrate der Abweichungen der rechten Seiten 
der Gleichungen (44) von dem Wert Null ein Minimum wird. Voraus­
gesetzt moge dabei werden. daB aile Ordinaten Y1' Y2' ••• , Y .. mit glei­
cher Genauigkeit gemessen worden sind. 

Die Methode der kleinsten Quadrate .liefert zur Bestimmung von 
S1' SI. sa drei NormaIgleichungen. Hinzu nehmen wir noch eine vierte 
Gleichung. urn gIeichzeitig mit der Auflosung der Gleichungen die 
Summe der Quadrate der Abweichungen bestimmen zu konnen. In 
abgekiirzter Schreibweise Iauten die vier Normalgleichungen: 

$3 $2 $1 

.. -3 .. -3 .. -3 ,,-3 

2:y"y" 2Y"Y", +1 2Y",Y" + 2 2Y"Y«+3 
1 1 1 1 

.. -2 1&-2 .. -2 

2Y"Y" 2Y"Y,,+1 l:y"y",u 
~ 2 2 

. 1&-1 .. -1 

2Y",Y", 2 y", Y", +1 
3 3 

" 2Y",Y", =Q. 
4 

Aus der Summe [J der Quadrate der Abweichungen erhaIt man 
den Mittelwert m der Abweichung einer Gleichung nach den Regeln 
der Ausgleichungsrechnung fiir den Fall. daB drei Unbekannte zu be­
stimmen sind: m2=~ . 

.. -6 
Daraus ergibt sich der mittIere Fehler my einer gemessenen Ordinate: 

2(1 + 2 + 9 9) Q my 51 S2+sa = .. -6' 
In jedem bestimmten Fall wird man entscheiden konnen. ob der 

auf diesem Wege bestimmte mittIere FeWer mil nicht das fiir die Un­
genauigkeit der Ordinaten zuHi.ssige MaE iiberschreitet. Andernfalls ist 
die groBere Abweichung auf das Konto der Niiherungsfunktion zu setzen. 
Die Anniiherung durch eine dreigliedrige Nliherungsfunktion vermag 
dann den beobachteten Werten nicht gerecht zu werden; man miiBte 
weitere Glieder heranziehen. 
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Nach Auflosung der Normalgleichungen konnen die GroBen ZI' Z2' Z3 

bestimmt werden aus den Beziehungen 

SI = - (ZI + za + Z3) , 

S2 = ZI Za + Za Z3 + Z3 ZI , 

S3 = - ZI Z2 Z3" 

Nach bekannten Satzen der Algebra sind ZI' Za. Z3 die Wurzeln der 
kubischen Gleichung 
(45) z3 + Slza + SaZ + S3 = 0" 

Aus den HilfsgroBen ZI' Za. Z3 findet man schlieBlich die gesuchten 
Exponenten 1 1 1 

Q:l = -rlgZ1' Q:a = -rlgza, Q:a = -rlgza" 

Besitzt die kubische Gleichung (45) ein konjugiert komplexes 
Wurzelpaar 

Z2 = 1 + i p , Za = 1 - i ft , 

so werden auch die Exponenten ~a und ~3 konjugiert komplex" Da dann 
auch die Koeffizienten aa und as konjugiert komplexe Werte erhalten 
miissen. so schreibt man die Naherungsfunktion (43) besser in der 

reellen Form t:p (x) = a1 e"'''' + al efJ z cos y x + aa eli'" sin y x " 
Dabei ist jetzt 

e(fJ+iy)h = i. + ip 

1 1 fl p= 2"lg(12+/!2), Y=-rarctgy" 
oder 

Beispiel: Zu den aquidistanten Abszissen 0, 5. 10, 15, """ 60 sind 
die Ordinaten 

0°0, 25"1, 59"2. 
124°6, 

92°9, 
111°4. 

119°6, 
99°2. 

135"6. 
90°2. 

140"2. 
85"4 

135"4. 

gemessen worden" Die durch diese 13 Ordinaten gegebene empirische 
Funktion ist durch eine Funktion von der Form 

anzun1i.herno 
Zur Berechnung der GroBen 51.52, Sa ergeben sich 13 - 3 = 10 lineare 

Gleichungen: 

0"0 25°1 59°2 92"9 
25"1 59"2 92"9 119°6 
59°2 92"9 119"6 135°6 
92°9 119"6 135"6 140"2 

119"6 135"6 140"2 135"4 
135"6 140°2 135°4 124"6 
140°2 135"4 124"6 111"4 
135°4 124"6 111"4 99"2 
124°6 111"4 99°2 90"2 
111°4 99"2 90"2 85°4 
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Aus ihnen erhalten wir in abgekiirzter Schreibweise die folgenden 
Normalgleichungen: 

.5'a 

111381 
s. 

114111 
121 222 

Die Auflosung ergibt 

51 = - 2'539, 
52 = 2'283, 
53 = - 0'744, 

112099 
123058 

.128728 

106946 
120570 
129276 
132516 

Q=O· ... 

Innerhalb der bei der Rechnung mitgefiihrten Stellen erhiilt Q den 
Wert Null. Zur genaueren ErmittIung berechnen wir mit den gefundenen 
Wert en 51,52, Sa die rechten Seiten der zehn linearen Gleichungen und 
finden als Summe der Quadrate der Abweichungen den Wert 

Q= 0'105. 

Somit erhalten wir fiir den mittleren Fehler einer Ordinate 

2 13'2 _ 0'105 my· - 13 _ 6 
oder 

mil = .± 0'034 . 

Da der FehIer innerhalb der Genauigkeit der gegebenen Ordinaten 
liegt, kann die empirische Funktion innerhalb der Beobachtungsgenauig­
keit durch einen dreigliedrigen Exponentialausdruck dargestellt werden. 

Die aus 51' Sa, Sa gebildete kubische Gleichung 

z3 - 2'539 Z2 + 2'283 Z - 0'744 = 0 
besitzt eine reelle und ein Paar konjugiert komplexe Wurzeln: 

Damit wird 

ZI = 1'000, 
Z2 = 0'770 + 0'389 i, 
za = 0'770 - 0'389 i. 

<Xl = 0, 
1 

P=wlgO'744 = -0'0296, 

1 t 0505 5°36. r= sarc g' = 

(Fortsetzung s. S. 246.) 

§ 71. Aufgaben zum 8. Kapitel. 
1. Die Funktion 

ist im Intervall 0 bis 1 durch eine ganze rationale Funktion ersten und 
zweiten Grades anzunahern. Wie groB ist in beiden Fallen der mittlere 
Fehler? 
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2. Aus einer Messung sind folgende Wertepaare hervorgegangen: 

x y 

- 0'4 - 10 
0'8 26 
1·7 43 
3·2 66 
4'6 78 
6'4 78 
8'1 62 
9"7 34 

Aus der Zeichnung geht hervor, daB diese empirische Funktion an­
genahert durch eine ganze rationale Funktion zweiten Grades wieder­
gegeben werden kann. Wo liegt das Maximum der Funktion? Wo 
wird die x-Achse zum ersten Male geschnitten und wie groB ist hier 
der Differentialquotient? 

]. Zu den aquidistanten Abszissen x = 0, 1 , 2, ... 10 sind fol­
gende Ordinaten Y gemessen worden: 

0, 14, 24, 29, 27, 19, 8, 2, 3, 13, 33· 

Die Funktion ist durch eine ganze rationale Funktion dritten 
Grades anzunahern und dadurch die Lage des Maximums und Minimums 
der empirischen Funktion angenahert zu ermitteln. Wie groB ist der 
mittlere Fehler? 

4. Die Funktion f (x) = sinx 

ist im Intervall - ibis + i durch eine ganze rationale Funktion von 

hOchstens viertem Grade anzunahern. Wie groB ist der mittlere Fehler? 
(Benutzung von K ugelfunktionen.) 

5. Die Periode einer periodischen Funktion ist in zw6lf Teile ge­
teilt. Die Ordinaten Yl' Y2' .•• Y12 in den Teilpunkten sind 

100, 134, 88, - 17, - 39, - 38, - 78, -111, - 70, 25, 53, 55. 

Die Funktion ist in eine Reihe von Sinus- und Kosinusgliedern zu 
zerlegen. Die Werte der Naherungsfunktion in den Mitten der zwolf 
Teilintervalle sind zu berechnen. 

6. Teilt man die Periode der in Aufgabe 5 gegebenen Funktion in 
24 Teile, so treten zu den bereits angegebenen Ordinaten noch die 
folgenden Ordinaten YO o (zwischen Yo und Yl)' Yl'5 (zwischen Yl und Y2)' 
Y2"5' ••• YU'5 hinzu: 

45, 142, 130, - 2, - 18, - 24, - 79, - 89, - 91, - 45, 68, 43. 

Daraus sind die Koeffizienten von cos 8 x und sin 8 x zu berechnen. 
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7, Die in den Aufgaben 5 und 6 durch 24 aquidistante Ordinaten 
gegebene periodische Funktion ist in eine Reihe von Sinus- und Ko­
sinusgliedern bis zur zwi:ilften Ordnung zu zerlegen, 

8. Zu den aquidistanten Abszissen 0, i, 2, ", 16 sind die folgenden 
17 Ordinaten gemessen worden: 

0'0, 32'1, 57'6, 75'2, 84'6, 86'4, 81'9, 72'7, 60'9, 48'3, 
36'4. 26'], 19'9. 16'5, 16'4, 19'3. 24'6, 

Die empirische Funktion ist durch einen dreigliedrigen Exponen­
tialausdruck anzunahern, Welche Werte erhalten die Exponenten? 
Wie groB wird der mittlere Ordinatenfehler, wenn man annimmt. daB 
der ExponentiaIausdruck den genauen Funktionsverlauf darstellt? 



Neuntes Kapitel. 

Numerische Integration und Differentiation. 

§ 72. Integration durch Interpolation. 

Die verschiedenen Verfahren zur numerischen und zur graphischen 
Integration einer gegebenen Funktion besitzen ein ausgedehntes An­
wendungsgebiet. Nicht nur bei empirischen Funktionen, sondern auch 
dann, wenn die zu integrierende Funktion durch einen analytischen 
Ausdruck gegeben ist, das Integral aber iiberhaupt nicht oder doch 
nur sehr umstandlich in geschlossener Form durch bekannte Ausdriicke 
darstellbar ist, wird man sich mit Vorteil numerischer oder graphischer 
Methoden bedienen. 

Welches Verfahren in einem bestimmten Fall anzuwenden ist, 
richtet sich im allgemeinen danach, wie die zu integrierende Funktion 
gegeben ist. 1st der Integrand durch eine I\urve gegeben, wird man 
sich in der Regel graphischer Methoden bedienen. 1m Gegensatz zu den 
graphischen Verfahren haben die numerischen Methoden den Vorteil, 
daB die Genauigkeit ohne groBe Miihe beliebig weit gesteigert werden 
kann, wenn nur die zu integrierende Funktion genau genug gegeben ist. 
Bei empirischen Funktionen wird dieser Vorzug allerdings meistens hin­
fallig, da der Integrand nur mit beschrankter Genauigkeit bekannt ist. 

Sehr hiiufig wird die Funktion durch aquidistante Ordinaten in 
Tabellenform gegeben sein. Es liegt dann nahe, von" der Differenzen­
rechnung Gebrauch zu machen. Wir denken uns die gegebene Funktion 
mittels des Differenzenschemas durch eine ganze rationale Funktion 
angenabert, und ersetzen das gesuchte Integral durch das Integral iiber 
die Naherungsfunktion. 

Zur Interpolation in der Umgebung einer Stelle x = Xo haben wir 
im § 35 die Interpolationsformel (I) aufgestellt: 

r - + J Yo + J Yo + ~ L1 J + U (ul - 1) JI J Yo + J JI Yo 
Y - Yo u 2 21 Yo 3! 2 

1 + ul (ul - I) ,12 J2 + 
41 Yo··· 

(I) 

Wir benutzen sie, urn das Integral 

"'. 
!ydx :r_. 
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zu berechnen. Ftihren wir wieder 

X-X. = u 
II 

ein. wobei h den Abstancl der aquidistanten Ordinaten bezeichnet. so wird 

'"' +1 l +1 +1 +1 f f J. - (uz. - !U2(U 2 -1) 
",_:dX=~1ydu=h Y~1du+L1L1Y~i2Tdu+L12L12yo ---"4-t-- du 

- +j.1 u' (u' - I) (u· - 4) 1 +L13L13 yo ----6T---- du + ... , 
-1 

da die Integrale tiber die ungeraden Funktionen von u verschwinden. 
Wir erhalten also 

Die Formel ist fUr die numerische Berechnung sehr bequem, da 
sie aus dem Differenzenschema nur die Differenzen gerader Ordnung 
benutzt. die in gleicher Reihe mit Yo stehen. Will man das Integral 
tiber ein groBeres Interval! berechnen, so hat man nur die einzelnen 
nach (1) berechneten Teilintegrale zu summieren. 

Die Genauigkeit der Forme! (1) wird bei gleicher Gliederzahl urn 
so groBer, je kleiner die vernachlassigten Differenzen sind. Da eine 
Differenz nter Ordnung ungefahr proportional zu hn ist, so wird der 
Fehler, den man begeht, wenn man die Interval!ange halb so groB 
wahlt, etwa auf (!)n+l seines Betrages zurtickgehen, wenn man jedes­
mal vor den nten Differenzen abbricht. Da aber dann doppelt so viele 
Teilintegrale notig werden, so betragt der Fehler des Gesamtintegrals 

im zweiten Faile etwa 2~ seines ursprtinglichen Wertes. 

Danach kann man den Fehler, der bei Anwendung cler Formel (1) 
entsteht, abschiitzen. Berechnet man den Wert eines Integrals einmal 
mit der gewohnlichen, dann mit der doppelten Intervallange, so ist der 
Fehler der genaueren Berechnung, wenn man jedesmal vor den nten Dif-

ferenzen abbricht, etwa baleich _1_ rna! clem Unterschiede beider 
2" - I 

Resultate. AuBerdem kommt noch der Fehler hinzu, der durch Abrun­
dung in den einzelnen Differenzen entsteht. Auf die genauere Abgren­
zung des Fehlers werden wir spater zurtickkommen. 

Beispiel: Das Integral 
1 

j' dx .T 

I +x· = ~ 
ist zu berechnen. 0 

Wir teilen das Interval! von 0 bis 1 in zehn gleiche Teile und be, 
I 

rechnen I + x' an den Stel!en x = 0, 0'1, 0'2, ... 1'2. 
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Differenzen 

1. 2, 3, 4, 5, 6, 

0'0 1'0000000 - 198020 I i + 22850 I 
- 99010 + 11425 - 3148 

~'1 0'9900990 t - 186595 + 19702 -4762 
-285605 + 31127 -7910 

0'2 0'9615385 - 155468 + 11792 
-441073 i +42919 -9230 

0'3 0'9174311 9 - 112549 + 2562 + 1886 
- 553622 +45481 -7344 

0'4 0'8620690 - 67068 - 4782 
-620690 +40699 -4021 

~'5 0'8000000 0 - 26369 - 8803 +3085 
-647059 + 31896 - 936 

~'6 0'7352941 + 5527 - 9739 
-641532 +22157 + 1047 

0'7 0'67114094 + 27684 - 8692 + 868 
-613848 + 13465 

~~-

+ 1915 
0'8 0'6097561 + 41149 - 6777 

- 57 2699 + 6688 +2001 
~'9 0'55248619 + 47837 - 47-76 - 299 

- 524862 + 1912 + 1702 
1'0 0'5000000 + 49749 - 3074 

-475113 - 1162 
1'1 0'4524887 + 48587 

I - 426526 i I 

1'21 0'4098361 i 
Da die Funktion symmetrisch ist in bezug auf die Stelle x = 0, so HiBt 

sich das Differenzenschema nach 0 ben hin leicht erganzen, Auf der anderen 
Seite miissen wir auch die Funktionswerte ffir x = 1'1 und 1'2 be­
rechnen, um die sechste Differenz in der Zeile x = 0'9 noch zu erhalten. 
Die Funktionswerte und Differenzen, die zur Bildung der einzelnen Teil­
integrale erforderlich sind, sind durch Unterstreichen gekennzeichnet, 

Nach (1) finden wir die fUnf Teilintegrale 
0'2 

( J1 J dx , 0:2 t + Xl = 0'9900990 t - 31099 2 - 1095 - 3 1 = 0'9869778 3 
,0 

0'4 

1 J dx 0'2 1 +x. = 0'91743119 -187582 - 142+ 12= 0'915 55407 
0'2 
0'6 

0~2 J t :X ... i = 0'80000000 - 43948+ 489 + 20 = 0"7995656 t 
0'4 

0"8 

1 J dx 0'2 1 + x. = 0'67114094 + 46140 + 483 + 06 = 0'671 6072 3 
0'6 

1 
1 { dx 02 1 + x. = 0'55248619 + 7972 8 + 265 - 02 = 0'55328610 

0"9 1 

1 J dx 0'2 1+ x. = 3 '926 9908 4 
o 
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Sornit erhalten wir 

1m Vergleich dazu ist 

1 

J 1 ~X2 = 0"7853 9816 8, 
o 

~ = 0'7853 981634, 

241 

Addiert man schrittweise die einzelnen Teilintegrale, so erhalt man 
eine tabellarische Darstellung der Integralfunktion 

" J 1 ~x xl = arc tg (x) 
o 

an den Stellen x = 0'2, 0'4, 0'6, 0'8 und 1. Allerdings erhalt man das 
Integral nur in doppelt so groBen Intervallen, verglichen mit der ur­
spriinglichen Funktion. 

Will man die Zwischenwerte nicht nachtraglich durch Interpolation 
berechnen, so kann man diesen Nachteil vermeiden, wenn man von 
der Interpolationsformel (II) (§ 36) ausgeht: 

1 =".+"1 + LI +vl - t .:1J".+.:1.:1"1 + V (v 2 _.!) JaJ 
Y 2 V Yo 2! 2 31 Yo 

(ll) - -
(v" - t) (v" -~) J"LI"". + d"d Yl + 4! 2 +. ,. 

Hier ist ,1'-,1'0 1 
v=----

gesetzt worden, 
h 2 

Die Integration von Xo bis Xl liefert jetzt 
". +1 

/ydx= hfYdv 
z~ -I 

=h["O+"l/dV+dLlYO+dLlYlf~'-~ dv 
2 J ( 2 21 

-, -~ 
l . 

+ dlLjlyo + .:12L;2 y1!(v1 - ~)(VI - t) d 
2 . 4! v 

-~ 

+ d3]3yo + j3J3Y1j!(V2 - ~) (VI - t) (V2= ¥) d ' 1 
2 6! t+", , 

-I 
da wiederum die Integrale iiber die ungeraden Funktionen von v ver­
schwinden. Wir erhalten also 

1 
f'" d =k(YO+Yl'_~dlYo+JIYl+~J'Ll2Yo+Lf2I'YI 

Y X 2 12 2 720 2 
(2) . ", 

191 d 3 Ll3 y• + d 3 Ja"l ) 
- 60480 2 + .. '. ' 

Runge-Konig, VorlesQogen. 16 
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Die Formel benutzt nur die arithmetischen Mittel aus den Funk­
tioIiswerten und den Differenzen ungerader Ordnung, die in gleicher 
Reihe mit Yo und Y1 stehen. Der Fehler der Formel {2} kann ebenso 
wie bei (i) abgeschatzt werden. 

Beispiel: Durch numerische Berechnung des Integrals 
III 

J d",'" = 19x 
1 

soIl eine Tabelle der natUrlichen Logarithmen fUr die Werte x = 1'1, 
i '2, ••• 2'0 aufgestellt werden. 

Wir berechnen fUr das Intervall h = 0'1 die Funktionswerte auf 
sechs Dezimalen, merken aber die siebente Stelle noch an, urn bei der 
folgenden Addition die Abrundungsfehler moglichst herabzudriicken. 

Differenzen 

'" 1. 2. 3. 4. 5. 

0'7 1"428571 I 
-178571 

0'8 1"250000 
i -138889 

+ 39682 
-11904 

0'9 1'111111 +27778 +4328 
~ 11 I 111 7 576 - 1 803 

1'0 1'000000 0 

1'1 0-909090 9 

1'2 0'833 333 3 

1'3 0'7692308 

90909 

75758 

64103 

54945 
1'4 0'7142857 i - 47619 
\'5 0'6666667 

1'6 0'6250000 

1'7 0'588235 3 

1'8 0'5555556 

1'9 0'5263158 

2'0 0'500000 0 

2'1 0'476190 

2'2 0454545 

2'3 0'434783 

41667 

36765 

32680 

29240 

26316 

23810 

21645 

! - 19762 

+20202 

+ 15151 

+ 11655 

+ 9158 

+ 7326 

+ 5952 

+ 4902 

+ 4085 

+ 3440 

+ 292-1-

+ 2506 

+ 2165 

+ 1883 

5051 

3496 

2497 

1832 

1374 

1050 

817 

645 

516 

418 

341 

+2525 

+ 1 555 

+999 

+ 665 

+ 458 

+ 324 

+ 233 

+ 172 

+ 129 

+ 98 

+ 77 

+ 59 

970 

5S6 

334 

207 

43 

31 

21 

18 

6. 

+833 

+4H 

+222 

+127 

+ 73 

+ 43 

+30 

+ 18 

+ 12 

+ 10 

+ 3 

Urn aIle fUr die Integration gebrauchten sechsten Differenzen zu 
bekommen, mussen am Anfang und am Ende des Intervalls drei weitere 
Funktionswerte hinzugenornrnen werden. 
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Nach (2) erhalten wir jetzt die zehn Teilintegrale 

j-lg1'1 0'9545455 -1473 0 + 312 - 20 = 0'9531017 

i (lg1'2 -lg1'1) =0'8712121 -11169 + 195 -1 0 = 0'870113 7 

i(lg1'3 -lg 1'2) = 0'8012820 - 8672 + 127 - 06 = 0'8004269 

i (lg1'4 -lg 1'3) = 0'7417582- 6868+ 86- 03 = 0'741 079 7 

j (lg1:5 -lg 1'4) = 0'690476 2- 553 2 + 6 0 - 0 2 = 0'689928 8 

t 
Ii (lg1'6 -lg1'5) = 0'645 8333- 4522+ 43 - 0 1 = 0'645 385 3 

j (lg1'7 -lg 1'6) = 0'606617 6- 3745 + 3 1 - 0 t = 0'606 246 1 

i (lg 1'8 -lg 1'7) = 0'571895 4- 3135+ 23 -00=0'5715842 

j(lg1'9 -lg1'S) = 0'5409357- 2652+ 17 =0'5406722 

t 
Ii (lg 2'0 -lg 1'9) = 0'5131579 - 2262+ 13 =0'512933 0 

Wenn wir die einzelnen Teilintegrale schrittweise addieren, erhal­
ten wir die gewiinschte Tabelle der natiirlichen Logarithmen: 

... 

t·t j 
t'2 

I t'3 
t'4 
1'5 'I 
1'6 
1'7 
1"8 
t'9 

19 ... 

richtig lauten 
die heiden 

letzten 
ZiffeTD: 

0'0953 1017 18 
0'18232154 56 
0'2623 6423 26 
o· 3 364 7220 24 
0'40546508 11 
0'4700 0361 63 
o· 5306 2822 25 
o· 5877 8664 66 
0'64185386 89 

2'0 0'69314716 18 
Zur Kontrolle berechnen wir nach (1) fiinf Teilintegrale mit def 

Intervallange 2 h: 
1 

2h Ig1'2 =0'9090909+25252-86+03=0'9116078, 
1 

2h (lg 1'4 - 19 1'2) = 0"769230 8 + 1 526 3 - 3 7 + 0 1 = 0"770753 5, 
I 

2h (lg 1'6 -lg 1'4) = 0'666666 7 + 9920 -18 = 0'6676569, 
t 

hi(lg1'8 -lg1'6) = 0'5882353 + 6808 -1 0 = 0'588915 I', 
I 

24 (lg 2'0 -lg 1'8) = 0'526315 8 + 4873 - 0 5 = 0'526802 6. 
16* 
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Daraus ergeben sich durch Addition die Werte 

19 1'2 = 0'18232156, 
19 1'4 = 0'33647226, 
19 1'6 = 0'47000364, 
19 1'8 = 0'5877 8666, 
19 2'0 = 0'69314718, 

§ 73. Trapezformel und Simpsonsche Regei. 

Haufig braucht die Genauigkeit des Integrals nicht sehr groB zu 
sein. oder es laBt sich uberhaupt keine beliebig groBe Genauigkeit er­
reichen, da die zu integrierende Funktion empirisch gegeben ist, Man 
kann sich dann auf die beiden ersten Glieder der Interpolationsformeln 
beschranken und braucht dann zur Bildung des Integrals nur solche 
Ordinaten heranzuziehen, die innerhalb des Integrationsintervalls liegen, 

In der Formel (2) sind bereits fUr die zweiten Differenzen au13erhalb 
gelegene Ordinaten erforderlich, Beschrankt man sich daher nur auf 
das erste GIied, so wird 

J~ dx = h Yo ~ Yl , 
x. 

Daraus ergibt sich fUr das Integral von Xo bis xn durch Addition 
der Teilintegrale 

"'" (3) fy dx = h (ho + Yl + Y2 + '" + Y"-l + h .. ), 

Der Fehler dieser als Trapezregel bezeichneten Formel ist nach 
unseren friiheren VberJegungen etwa proportional zu hI, Berechnet 
man den Wert eines Integrals mit einfacher und mit doppelter Breite 
der Teilintervalle, so ist der Fehler der genaueren Berechnung schat­
zungsweise gleich einem Dritte1 des Unterschiedes beider Resultate, 

Auf die Berechnung des Integrals 

ja; = Ig2 
1 

angewandt, liefert die Trapezregel flir das Intervall h = 0'1 den Wert 

19 2 = 0'693 771 , 

Mit der doppelten Intervallbreite h = 0'2 ergibt sich dagegen 

Ig2 = 0'695635 ' 
Danach ist der Fehler des ersten Resultats etwa gleich 

t· 0'001864 = 0'000621, 

1m Vergleich dazu ist der tatsachliche Fehler, wie wir aus dem oben 
genauer berechneten yVerte von 19 2 erkennen, gleich 

0'000624, 
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Bricht man Fonnd (1) vor den vierten Differenzen ab, so wird 

angenahert "'. fy dx = 2h(Y1 + A LlAyJ . 
:I, 

Die zweite Differenz la13t sieh dureh die Ordinaten Yo, Yl und Y. 
ausdriieken, denn es ist 

LlYI =Yz - Yl' LlYI = Yl - Yo, 
also Lt JYl = Ll Yl - J Yl = Yz - 2Yl + Yo· 
Damitwird z. . ,. 

JY dx ="3 (yo + 4Yl + Yz) . .,. 
Fiir das Integral von Xo bis Xn ergibt sich unter der Annahme. 

daB das Intervall in eine gerade Anzahl von Teilintervallen von der 
Breite h zerlegt wird: 

(4) 
"'" ,. J Y dx = "3 (yo + 4 Yl + 2 Yz + 4 Ya + ... + 2 Yn -2 + 4 Yn -1 + Yn) 

:r, (n gerade). 

Diese Annaherung ist als Simpsonsche Regel bekannt. Ihr Fehler 
ist, da die vierten Differenzen nieht mehr mitbenutzt worden sind, 
proportional zu h4. Bereehnet man das Integral einmal mit einfaeher, 
dann mit doppelter Intervallbreite, so ist der Fehler der genaueren 

Berechnung etwa gleich .!... des Unterschiedes beider Resultate. 
15 

Man kann den Fehler der Simpsonschen Regel aueh durch das 

erste nicht rnehr berucksichtigte Glied ~ Llz.:12 Yo der Formel (1) aus-
. lW 

driicken. Da sich die Fehler der x. - Xo Teilintervalle addieren, so 2" 
ist der Fehler der Simpsonschen Regel der Gro13enordnung naeh gleieh 

X. - "'0 111 
180 ' 

. wenn Meinen Mittelwert der vierten Differenzen bezeichnet. 
Urn das Integral 2 r: =lg2 

1 

zu bereehnen, teilen wir das Intervall von 1 bis 2 in zehn gleiehe Teile, 
und finden nach der Simpsonschen Regel den Wert 

Ig2 = 0·6931 50231 . 

. Teilen wir jedoeh das Intervall in zwanzig gleiehe Teile, so ergibt 
slch fUr h = 0·05 nach der Simpsonschen Regel 

Ig2 = 0·6931 47375 . 
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Der Unterschied beider Resultate ist in Einheiten der letzten De-

zimale gleich 2856'10- 9, 

der Fehler des zweiten Resultats demnach gleich 

~2856'10-9 = 190'10- 9 
15 ' 

wahrend der Fehler tatsachlich 194 Einheiten der neunten Dezimale 
betragt. 

Schatzt man den Fehler durch die vierten Differenzen ab, so ist 
der Mittelwert der vierten Differenzen nach dem Schema S. 242 etwa 
M = 515'10- 6, Der Fehler ist also angenahert 

i!l.lO-s = 290'10- 8 
180 

bei der Einteilung des Intervalls in zehn Teile. (Tatsachlich betd.gt er 
305 '10- 8.) Fiir die Einteilung in 20 Teile wiirde sich als Fehler 

~ 290'10- 8 = 181'10- 9 

ergeben, 16 

Die Genauigkeit der Simpsonschen Regel und auch der Trapez­
formel laBt sich natiirlich beliebig weit steigern, wenn man nur die 
Einteilung des Intervalls fein genug macht. Die Starke der beiden. 
Formeln liegt jedoch in der entgegengesetzten Richtung. Wenn die 
Genauigkeit nur gering zu sein braucht, genugt schon eine recht grobe 
Einteilung des Intervalls. Wegen der bequemen Gestalt der beiden 
Formeln gelingt die Berechnung eines Integrals dann uberraschend 
schnell. 

Wir benutzen die Simpsonsche Regel zur Beendigung des im § 70 
behandelten 

Beispiels (S. 234): Die dort durch 13 Ordinaten gegebene empi­
rische Funktion sollte durch einen Exponentialausdruck von der Fonh 

lJi{x} = a l e'" '" + az efl '" cos y x + aa eP'" sin y x 

angenahert werden. Wir hatten bereits die Werte 

IXI = 0'000, 
fJ = - 0'0296 , 
y = 5'36° 

gefunden, Damit erhalt der Naherungsausdruck di(einfachere Form 

IJi (x) = a l + az elf'" cos y x + aa elf'" sin y x . 

Es bleibt noch die Bestimmung der Koeffizienten aI' az, aa uhrig. 
Urn das Intervall, in dem die Annaherung erfolgen solI, auf die 

Strecke - 1 bis + 1 zu beschranken, fiihren wir 

- x - 30 
X=--

30 
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ein, Dann wird 

Dabei ist 

jJ = 30P, y = 301'. 

az = e-P (az cosy - aasin i'), 

aa= e-P{azsinji + aacosy), 
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Zur Berechnung der Koeffizienten finden wir nach § 61 in abge-
kUrzter Schreibweise die N"Prmalgleichungen: -

+1 __ 

!eZPzsinZjixdx 
-1 

f1 

=jydx 
~1 

+1 __ 

=!yePZsinjixdx, 
-1 

Die Integrale auf den linken Seiten der Gleichungen lassen sich in 
geschlossener Form berechnen. Es ist namlich . 

+1 + f efJ., cos I' x dx = RiI: .- (p cos I' @:lin P + ysin I' (&o[ fJ), 
-1 I' Y 

+1 + f efJZsin I' xdx = p.: . (psin I' (£o[ P - I' cosy@:linp), 
-1 _ y 
+1 

~ J e2P", cos! I' X dx = 41P @:lin 2 P + 4 (fJ2 ~ r"l (p cos 2y@:lin2p + I' sin 2 I' (£o[ 2fJ), 
-1 
+1 -

~ 1 e2P", sin! I' x dx = 41p @:lin 2 p - 4 (fJ2 ~ yO) {fJcos2y@:lin2P:- ysin2 y(£oj2 p) , 

+1 

~ I e2P"'sinyxcosyxdx= 4 (JlO l+ raj {fJsin2y(£o[2P - ycos2y@:lin2p). 
-1 

wird 

FUr die Werte 

if = 30 P = - 0'888 , ji = 30 y = 160'8° 

@:lin p = - 1'0094, sin I' 0'3289, 

(£o[P = 1'4209, cosy = -0'9444, 

@:lin 2 p = - 2'868, sin 2 ji = - 0'6212, 

(£o\2P= 3'038, cos2y = 0'7837. 
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Damit erhalten wir folgende Werte fiir die Integrale: 
+1 

ljeP'" cos yxdx 
-1 
+1 

ljeP'" sin yxdx 
-1 
+1 

0-0536, 

= - 0'3565, 

!/e2 P"'cos2 yxdx 0-7122, 
-1 
+1 
i/ e2Pz sin2 )i x dx 0-9026, 
-1 -

+1 
!/e2P"'sin yxcosyxdx= 0-2304-
-1 

Die Integrale auf den rechten Seiten der Normalgleichungen be­
rechnen wir nach der Simpsonschen Regel. Der Gang der Rechnung 
ist aus der folgenden Tabelle ersichtlich: 

x X " "eP; cosy x " eP; sin r x 9' (x) 

0 -1 0-0 0-0 0-0 -0-5 
5 -,') 25-1 36-5 37-9 25-0 6 

10- -: 59-2 31-7 - 102-2 59-3 
15 -il 92-9 + 24-2 -142-8 93-1 
20- --~ 119'6 + 95-4 -129-4 119-7 
25 -t 135-6 + 140-3 70"9 135-4 
30 0 140-2 + 140-2 0-0 139-9 
35 t 135-4 + 104-3 + 52"7 135-1 • 
40 t 124-6 + 54-9 + 74-6 124-3 
45 t 111-4 + 11-9 + 70-5 111-4-
50 • 99-2 16-3 + 52-4 99-4-• 
55 t 90-2 29-9 + 30-9 90-6 
60 +1 85-4 33-2 + 11-5 86-0 

I_ Su=e der Endordi-
naten ______ • , __ , 85-4 33-2 + 11-5 

II. Summe der geraden 
Ordinaten .. __ ••. , 542-8 + 242-5 - 104-6 

Ill. Summe der ungeraden 
Ord:naten ______ , _ 590-6 + 214-3 - 97-5 

- ---~~------------- ~------

Summe I + 2_ Summe II 
+ 4- Summe III - - - - - 3533-4 + 1309-0 -587"] 

Integral ________ , ___ 196-30 + 72-722 - 32-65 

Somit erhalten wir die durch zwei dividierten Normalgleichungen 

0-0536 
0-7122 

- 0-3565 = 98-15, 
0-2304 = 36-361, 
0-9026 = -16-325 -
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AIs LOsungen erhalten wir die Werte 

a1 = 100'0, 

tis = 39'89, 
a3 = 11'23, 

Daraus ergeben sich die urspriinglichen Koeffizienten 

a1 = 100'0, a2 = -100'5 , aa = 6'105, 
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Damit lautet die gesuchte Niiherung, wenn man die beiden tri­
gonometrischen Funktionen noch zu einem Ausdruck zusammenfaBt: 

p(x) = 100'0+ 100'7eP"'sin(yx - 86'52°), 
wobei 

- 86'52°= arctg~ 
a3 100'7 = yt4 + a~, 

ist, 
Die Werte der Niiherungsfunktion sind zum VergIeich mit den 

gegebenen Ordinaten in die letzte C:;palte der oben berechneten Tabelle 
gesetzt worden, 

§ 74. Integration durch Summation. 

Ffir die Bezeichnung der Glieder in dem Differenzenschema (vgl. 
§ 33) wird mit Vorteil besonders fiir die Zwecke der Integration eine 
andere Methode angewendet, Statt der Funktionswerte , " 1 (xo - 2 h). 
I (xo - h). 1 (xo).1 (xo + h). 1 (xo + 2 h). '" schreiben wir nur ,,' - 2,0; 
- 1,0; 0, 0; 1,0; 2,0, "" allgemein also n, Ofiir f (xo +nh), Der Index 0 
soIl dabei bezeichnen, daB es sich in dem Differenzenschema urn die 
Kolonne der Funktionswerte selbst handelt, wlihrend die ganze positive 
oder negative Zabl n angibt, der wievielste auf)'o folgende oder ihm vorher­
gehende Term gemeint ist, Fiir die Kolonne der ersten Differenzen 
schreiben wir den Index 1, wahrend fiir die vor dem Index stehende 
Zahl das arithmetische Mittel der beiden ganzen Zahlen gesetzt ist. die 
den beiden voneinander abgezogenen Gliedern der Kolonne 0 ent· 
sprechen: 

(n + 1, 0) - (n, 0) = (n + 1, 1) , 

Analog werden die zweiten Differenzen mit dem Index 2 bezeichnet, 
und fiir die ihm vorangehende Zahl wird das arithmetische JIitteI der 
Zahlen der entsprechenden beiden ersten Differenzen geschrieben und 
iihnlich ffir die weiteren KoIonnen, Das Differenzenschema sieht danach 
so aus -2,0 -2,2 

-i,1 - ~,3 
-1,0 -1,2 

- t,l -p 
0,0 0,2 usw, 

+ ],1 + },3 
I,D 1,2 

+ ~,I + 4,3 
2,0 2,2 
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Die Kolonnen mit geradem Index haben die Gestalt n, 2 1, die Kolonnen 

mit ungeradem Index 2n: 1 .21 + 1. Alle auf gleicher Rohe stehen­

den Glieder haben dieselbe erste Zahl. 
Unter dem Symbol n, 2 }. + 1, das' in diesem Schema nicht vor­

kommt, versteht man das arithmetische Mittel der beiden Glieder 
n - i, 21 + 1 und n + i, 2}. + 1,und unter dem ebenfalls' nicht 

in dem obigen Schema vorkommenden Symbol 2 n 2+ 1 , 21 versteht 

ni~n das arithmetische Mittel der beiden Glieder n, 2}. und n + 1, 21. 
Es zeigt sich nun, daB diese Mittelwerte gleichfalls ein Differenzenschema 
bilden: - f,2 

- 1, 1 
-t,o - t,2 

usw'. 0,1 
+}.o +t,2 

1,1 
+i,O +i,2 

Denn wenn u, v, w drei aufeinandcrfolgende Glieder einer Kolonne 
sind, so ist die Differenz der arithmetischen Mittel 

w+v v+u 
-----

2 2 

gleich dem arithmetischen Mittel der Differenzen 

(w ,.:.. v) + (v - u) 

2 

,Unter Anwendung dieser Schreibweise nehmen die Interpolationsfor­
meln (I) und (II) der § 35 und 36 die Formen an: 

1 
u' u (u' - 1) 

y=O,O+(O,1)u+(0,2)2T+(0,3) 31 

(I) u' (,,' _ 1) (x - xo) + (0,4)~-4f-- +... u=~h-' 

{ _ 1 ( 1) ( 1 ) v' - { (1 ) v (v' - i) 
(II) Y-2'0+ 2,1 v+ 2,2 -2-1-+ 2,3 31 + ... 

(v = u-i). 

Aus der Formel (I) ergibt sich durch Integration iiber das Intervall 
h b. h 

.:to - 2 IS.:tO + 2 

" f ""+'2 +! +1 +! 
1J J J'" 'U'{U2-1) 1* h ydx= ydu=0,0+(0,2) 2T du +(0,4)j 41 du+ ... ( ) l II -, -, _I XIl-i It 2 ~ 

1 17 367 
=0,0+ :24(0,2) - 5760 (0,4) +-967680' (0,6) - ... 
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Analog ergibt sich aus der Forme! (II) durcb Integration iiber das 
InterVaIl Xo bis Xl 

s. +l 

(2*) '~!ydx= !ydv== (i. 0.) -~(i. 2) + 7~~(i. 4) - 6~:~O (~.6) + ... 
Ilo -I 

Urn uber die Strecke Xo - ~ bis x" + ~ zu mtegrieren, teilt man sie 

in n +. 1 Teile von der GroBe h und wendet die Forme! (1*) auf jeden 
Teil an .. Damit ergibt sich 

It 

j7;dX =±(v. 0) +-14±(V.2) - 5;~,,±(V.4)+ ... 
... _!. .",0 .~o .~o 

2 

Ausdem Differenzenschema folgt aber 
". 
~(v. 2,t) = (n + I, 2,t -1) - (-1,2,t -1). 

,,=0 

" Auch die erste Summe .~ (v, 0) wollen wir zusammenfassen, indem wir 

das Differenzenschema nach links hin vervoUstandigen. Links von der 
Kolonne mit dem Index ° berechnen wir also eine weitere Kolonne mit 
Gliedern, deren Differenzen die Kolonne mit dem Index ° liefern. Wir 
bezeicbnen diese Glieder mit - I, - 1 ; + I, - 1; t, - 1; 
... n + 1, - 1. Das Glied -I, - 1 mag dabei vorHiufig nocb 
ganz willkiirlich bleiben. Dann ist 

" 
und somit 

~(v,O) = (n + I, -1) - (-I, -1) 
,.=0 

It 

*JidX= (n+~, -1) +-14 (n + ~, 1) - 5;~0 (n + ~,3) + 
h . 

... - - (1 ) 1 ( 1 ) 17 ( 1 
2 - -2,-1 -24 -2,1 +5760 -2,3)- ... 

'Ober den willkiirlichen Wert - I. - 1 verfiigen wir nun in der Weise, 
daB sich die Summe der Glieder in der zweiten Reihe weghebt 

1 1 ( 1 ) 17 ('1 ) -2,-1=-24 -2,1 +5760.2,3 - ... 
und erhalten 

A 

1""/+2 1 1 ( 1) 17 ( 1 '). 
'J; ydx=n+ 2 ,-1+ 24 n+ 2 ,1 -5760 n+ 2 ,3 ... 

A 
1lo-'2 

Das Intervall h wird in der Regel so klein gewahlt, daB schon das zweite 
Glied der rechten Seite nur als kleine Korrektur zu betrachten ist und 
die weiteren Glieder vernachHissigt werden konnen. )Ian kann dann 
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sagen, daB die Integration dadurch ausgefiihrt wird, daB man das 
Differenzenschema urn die Kolonne mit dem Index - t vervollstan­
digt. Werden dann noch an den Gliedern dieser Kolonne die passcnden 

Korrekturen angebracht, so hat man damit die'Tabelle fiir das mit + 
h 

multiplizierte Integral von dem Anfangspunkt Xo - 2 zu den Werten 
II II II W . di G d 

Xo + 2' Xl + 2' ... x" + 2. enn WIr e untere renze es 

Integrals unbestimmt lassen und ebenso den Wert - t. - 1 beliebig 
lassen, so konnen wir schreiben: 

Ii 

(1**) ~j;~x= (n+~. -1) + i4(n + ~d) - 5;~ (n+ ~'3) + ... 
Beide Seiten sind dann nur bis auf eine willkiirliche Konstante bestimmt. 
Wird die linke Seite fiir irgendeinen Wert von 11 bestimmt. z; B. fiir 
11 = 0 gIeich C gesetzt, so muB die willkiirliche Konstante der rechten 
Seite so bestimmt werden, daB 

C=(~,-t)+i4(~,1)- 5~~0(~'3)+ ... 
Aus dieser GleiChung kann t. - 1 und damit die ganze KoIonne des 
Index - 1 berechnet werden. 

Ganz ahnlich kann die FormeI (2*) benutzt werden, urn das Integral 

'"" *Jydx 
"'. 

auszurechnen. Die Strecke Xo bis x" wird in 11 Intervalle von der GroBe h 
geteilt und das Integral in eine Summe von 11 Integralen zerlegt, von 
denen jedes nach der Formel (2*) dargestellt werden kann. Damit er-
gibt sich Zoo 

if "( 1) 1 n ( 1) Ii ydx=~ v--,o --~ v--,2 + ... 
,:1 2 12.:1 2 

"'. 
Hier stehen auf der rechten Seite die Summen der ~Iittelwerte des 
Differenzenschemas. Da diese aber auch ein Differenzenschema bilden, 
so erhalten wir 

1f 1 11 Ii ydx = (n, -1) -12(n, 1) + 720 (n,3) - ... 
"'0 1 11 

- (0, -1) + 12 (0,1) - 720 (0,3) + ... , 
wo unter tI, - 1 wieder die Glieder des nach links erweiterten Differenzen­
schemas der Mittelwerte sind. Lassen wir wieder die willkiirliche Kon­
stante unbestimmt, so konnen wir schreiben 

:0. 

(2**) 1 J 1 11 - ydx = (n -1) -- (n 1) + - (n 3) -II ' 12' 720' ... 
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SolI nun die linke Seite ffir irgendeinen speziellen Wert von n. z. B. 
'" = O. einen vorgeschriebenen Wert C haben. so ist die willkiirliche 
Konstante der Kolonne v, - 1 so zu bestimmen. daB 

1 11' 
C = (0, -1) -12 (0, 1) + 720 (0. 3) - ... 

oder, indem wir von der Relation 

0, -1 = (- t, -1) + HO,O) 
<iebrauch machen: 

( 1)1 1 11 c= -2,-1 +2(0,0)-12(0,1)+72Q(0.3)- ...• 

wodurch dann mit - t, - 1 die KoJonne v + t. - 1 des urspriing­
lichen Differenzenschemas bestimmt ist. 

'" 
Beispiel: f~dx. Es werden ffir x = O·S. 0'9. 1. 1'1 •••. 2'1 die 

1 

Werte von -;. auf vier Dezimalen ausgerechnet und die Mittelwerte 

je zweier aufeinander folgender ausgerechnet. Das liefert n - t. 0 
fUr n = - 1. 0.1, ••. 11. Damit wird das Differenzenschema der 
Mittelwerte bis zur KoJonne mit dem Index 3 gebildet. Die weiteren 
KoJonnen sind zu vernachHissigen. Ffir n = 0 soll das Integral Null 
sein. Also ist 1 11 

0= (0. -1) -12 (0. 1) + ;20 (0.3) . 

Daraus wird O. - 1 ermittelt und die Kolonne - 1 des Differenzen-
schemas berechnet. In Einheiten der vierten Stelle geschrieben er-
balten wir damit das Differenzenschema 

11 806 
- 1250 

10556 239 
-83 - 1011 - 61 

9545 178 
9462 833 - 44 

8712 134 
HI 174 699 - 30 

8013 104 
26 187 595 -,22 

7418 82 
33605 513 - 16 

6905 66 
40510 447 - 11 

6458 55 
46968 392 - 10 

6066 45 
53034 347 8 

5719 37 
58753 310 4 

5409 33 
64162 277 - 7 

5132 26 
69294 251 

4881 
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1m wesentlichen kommen fUr die Korrekturen nur die Werte 

- -k {v. 1) in Betracht, da 7~~ (v. 3) auJ3er fUr v = 0 und 1 vernach­

Hissigt werden kann. 
Die Korrekturen werden am besten gleich unter die Zahlen der 

Kolonne - 1 geschrieben, wonach sich dann durch Multiplikation mit 
0"1 die Tabeile fUr log x ergibt. 

X log x 

1 " - 83 0 
+ 83 

"1'1 9462 0'09531 
+ 69 

1-2 18174 0-18232 
+ 58 

1 3 26187 0'26236 
+49 

1'4 33605 0'33648 
+43 

1'5 40510 0'40547 
+ 37 

1'6 46968 0'47001 
+ 33 

1'7 53034 0" 53063 
+ 29 

1'8 58753 0'58779 
+ 26 

1'9 64162 0'64185 
+ 23 

2'0 69294 0'69315 
+ 21 

Die beiden Integralformeln (1**) und (2**) erlauben auch fill die 
Integrale aile Glieder ihres Differenzenschemas auszudriicken. Schreiben 

" ""+"2 
wir ffu das Integral T f y dx das Symbol n + !, -1, so ist nach 
Formel (1**) 

lit' 1 ) 17 ( 1 ) n+!. -1 =n+ z ' -1 +24\n+ Z ' 1 - 5760 n+ z .3 + ... 
Jedes Glied des Differenzenschemas fill n + !, - 1 setzt sich dann 
genau in derselben Weise wie dieses aus den entsprechenden Gliedern 
des Differenzenschemas von n + !, - 1 zusarnrnen. Wir erhalten 
somit fUr die Glieder n, 2 A. und n+1~-2 A. + 1 des Differenzensche­
mas fiir n + -L - 1 die Formeln 

-- 1 17 
n, 2A. = n, 2). + 24 (n, 2). + 2) - 5760 (n, 2). + 4) + ... , 

n-+~!:--,-2-'). - 1 = n + +, 2). - 1 + z\: (n + +, 2). + 1) 

- s~~o (n + +, 2). + 3) + ... 
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Aueh die Mittelwerte je zweier' aufeinanderfolgender Werte derselben 
Kolonne driieken sich in eben derselben Weise durch die Mittelwerte 
des uispriinglichen Differenzenschemas aus. so daB die beiden Formeln 
auch noeh richtig bleiben. wenn man auf beiden Seiten fiir 11. 11. + t 
einsetzt. 

Von der Formel (2**) gilt nicht ganz dasselbe. Zwar die Glieder 
"'~ 

des Differenzensehemas fiir die Integralwerte .;; J y dx. die wir mit 

n. - 1 bezeichnen wollen. driicken sich in der analogen Weise aus. so 
daB wir erhalten 
== 1 11 
11..21-1 = 11., 21-1 -12 (11., 21 + 1) + 720 (11.. 21 + 3) - ...• 

11. + t. 21=n+~.21-~ (11.+ ~.21+2) +7~~ (11. + +.2X+ 4) - ... 
Aber auf der rechten Seite stehen jetzt Mittelwerte. Wenn wir also auf 
der linken Seite fiir zwei aufeinanderfolgende Werte von 11. Mittelwerte 

bilden. z.B. 1 (n. 21- 1 + 11. + 1.21- 1). so haben wir es auf der 
rechten Seite mit Mittelwerten von Mittelwerten zu tun. Es ist aber 

~ (u + v + ~_f~) = v + (w - v) - (v - "l . 
2 2 2 4 

Mithin ist z. B. 1 (11. + 1, 21- 1) + 11..21- 1) nieht gleich 

11.+ 1.21-1, 
sondern gleich 

und ebenso 
11.+ !,2). -1 +-!-(n+ 1.2). + 1) 

t (11. + !. 2 X + 11. - t. 2 X) = n. 2). + l: (11.. 2). + 2) . 

~ 

Will man also von dem Differenzenschema fiir .;; J y d x = n. - 1 zu 

dem Differenzenschema der Mittelwerte iibergehen. so hat man zu 
schreiben 

+(11.+1,2).-1 +11.,2).-1)= [n+~.2J.-1+Hn+~.2i.+1)] 

und 
-~ [n++. 2).+ 1 + +(11.+ i, 2). + 3)] + ... 

i(n + I, 2I+ 11. - t, 2J.) = [11..2).+ +(11.. 2J. + 2)] 
-:lz[n. 2). + 2 ++(11., 2). +4)] + ... 

",Iit Hilfe des Differenzenschemas fiir die Integrale konnen wir nun 
wieder die Interpolationsformeln und Integrationsformeln auf die 
Integrale anwenden und damit die gesuchten Werte durch die 
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Glieder des urspriinglichen Differenzenschemas und ihrer MitteIwerte 
ausdriicken. 

Man kann die Integrationsformeln an der Funktion y = es kon­
trollieren, weil man fiir diese Funktion das Integral ebenso leicht hin­
schreiben kann wie das Differenzenschema. Wird namlich ; = m, 
"0 = 0 gesetzt, so wird n,O = m" und, wie man unmittelbar sieht, 

n, 2,I= m,,-l (m _1)21, 

n + t, 2.t - 1 = m,,-1+1 (m - 1)21-1, 

Formeln, die auch fiir negative Werte von .t richtig bleiben, wenn man 
fUr das nach links erweiterte Differenzenschema die fiir jede weitere 
Kolonne auftretende willkiirliche Konstante entsprechend bestimmt. 
Die Formel (1**) ergibt somit: 

IIA+ !. 
1 f 2 1 17 . T esdx = m1O+1 (m - 1)-1 + 24m" (m _1)1- 5760m"-1 (m -1)3+ ... 

Rechts haben wir iiber die willkiirliche Konstante schon verfiigt, 
links mull sie also dementsprechend bestimmt werden. Wir erhalten 
nach Ausfiihrung der Integration 

C + ~ m" fm = "._+1 [1 + ..!.. (". - 1 )2 _ ~ ( m - 1 )' + ... ] 
h m - 1 24 ym 5760 ym 

oder nach Multiplikation mit (m - 1) m-,.-1 

C(m-1)m-"-l+~ m-::.1 =1+..!..(m-1)B_~(m=1)'+ ... 
h 1'". 24 ym 5760 l'm . 

Fiir grolle Werte von n wird das Glied mit der Konstanten beliebig 
klein, daher ist 

T ml'~1 =1+~(m~t)2_ 5;~0(m~1)'+ ... 
A A 

N . 1 m - 1 82 - 8 -2 . h . m -'1 . 
un 1st - -=- = = Stn - . Setzen WJr also --= 2 fl , 

2 }'m 2 2 t'm 
. h <lft:>!.. t 1 1·3 t 

so 1st 2" = ",t~tnU = U - 2"'"3 u3 + H' 5" u· - ... 

Foiglich haben wir fiir beliebige Werte von u die Gleichung 

u _ 1 + 1 2 17 • .4 + --1::-----=-3----=-5---- - -6 u - 360'''- ... 
u - - ,,3 + _ u. __ ,.7 + 

6 40 t 12 ... 

Auf der linken Seite sind aIJe Koeffizienten bekannt. Man hat also 
nur die Division durchzufiihren, urn die Werte der Koeffizienten auf 
der rechten Seite zu erhalten. Die Division ergibt 



1 
-6 

1 
6 
1 
6 

§ 74. Integration durch Summation. 

3 
+40 

3 
40 
1 

-36" 
17 

-360 
17 

- 360 

5 
-112+'" 

5 
+112 

1 
+80 

9 
+ 280 

17 
+ 2160 

367 
15120 

+.!. 
6 

17 
- 360 

Analog finden wir fiir die Integrationsformel (2**) 

.!.(e"'dx= m+l m"(m-1)-1_..!.. m+l m"-1(m-1)1 hJ' 2 12 2 

+~ m+l mn-2(m_1)3_ ... 
720 2 

257 

und, nachdem die Konstante der linken Seite analog wie oben be­

seitigt ist: 2. m - 1 = _..!.. (m - ')2 ~ (m - 1)4_ 
h m + 1 1 12 \ Ym + 720 ;;; ... 

oder, da Y 
m-t . h m-1 h u 

u = ----;c =@5m-2'-+I=:1:g'2-='/-' 
2,m m ,I + u2 

u 

oder 

y t + u· t 11 
---0----',::---'----::----- = 1 - 3" u2+ 45 u4 - ••• 

U-.!.U3+2..u5_~U7+ ... 
6 40 tt2 

1 1'3 1'3'5 
u - '2 u2+ 2-"4 U4 - 2-4=6 U6+ ... 
u - .!.u3+ .lu5- ~U7+ .. , 

6 40 112 

Die Division ergibt 

1 +2.. 5 
1 

1 +~ 191 + ... 
2 8 -16+ ... 

3 45 945 

1 
1 3 5 
6 +40 -1i2+'" 

----------------1 3 15 

3 10 -5"6 
1 1 1 

3 +18 40 
11 17 
45 70 
11 11 
45 270 

191 
945 

Run ge - Ko.o ig. Vorlesungen. 17 
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SoIl eine Funktion zweimal integriert werden, so hat man die 
Integrationsformeln (1 **) oder (2**) auf das Differenzenschema der 
Integrale anzuwenden. 

Schreiben wir 

'" J ydx = F (x), so ist ~F(x -!:)=n-1 -1 
" II 2 "I" 

Auf das Differenzenschema dieser Werte werde die Formel (1 **) ange­
wendet. Dann ergibt sich 

.... 1f -- 1- 17-
h" F (x) d x = n, - 2 + 24 n, ° - 5760 n, 2 + ... 

Nun driicken wir die Glieder der rechten Seite durch die Glieder 
des urspriinglichen Differenzenscpemas aus und erhalten ~o: 

--.- 1 17 
n, - 2 = n, - 2 + 24 (n, 0) - 5760 (n, 2) + ... 
1 - 1 1 

24 n,O= 24 (n,O) +576 (n,2) + ... 
17 -

- 5760 n,2= 

irA 

1 r 1 1 (5) Iii. F(x)dx= n, - 2 + 12 (n,O) - 24'0 (n,2) + ... 
Wird auf das Differenzenscherna der Werte ~ F (x - ~) die Formel (2**) 
angewendet, so erhalten wir; 

A 
~11+2 

1 f 1 11 Iii = F (x) d x = n + } , - 2 - 12 n + }, ° + 720 n + }, 2 - ... 
und daher 

n+ },- 2= n+ i, - 2+~.(n+~, 0) - 5;~0(n+ i, 2) + .. . 

-~n+!,o = -~(n+i,o)- 2~I>(n+i,2,+ .. . 

A 
ZII+-

1/' 2 1 1 ( 1 ) 17 (. 1 ) (6) h".F(x)dx=n+i,-2- 24 n+ 2 ,0 +1920 n+i,2 - '" 

Die Gleichungen (5) und (6) haben in dieser allgemeinen Form 
geschrieben auf beiden Seiten zwei wilIkiirliche Konstanten. Auf der 
linken Seite sind es die beiden Integrationskonstanten. Auf der rechten 
Seite sind es die beiden willkiirlichen Konstanten, die bei der Berech­
nung der Kolonnen mit den Indizes - 1 und - 2 in Frage kommen. 
Werden die Konstanten der einen Seite gegeben, so sind natiirlich 
dadurch auch die cler anderen Seite bestimrnt. 
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Um die allgemeine Formel fiir das Mache Integral zu entwickeln, 
kann -man folgendermaBen v~rfahren: 

Durch wied~rho1te Anwendungen der Formeln (1**) und (2**) er­
gibt sich, daB sich das .l-fache Integral, wenn es noch durch hl dividiert 
wird, in der Form _ 

n,~A+1Xdn,-.l+2)+d2(n,-A+4)+ .... 

ausdriicken laBt, wo 1XI ' 1Xa, ••• gewisse rationale Zahlen sind. Um 
diese rationalen Zahlen zu bestimmen, setzen wir die zu integrierende 
Funktion gleich e'" und x" = n h, t!' = m. Das A-fache Integral durch 
III dividiert, wird dann bis auf die mit Konstanten behafteten Glieder 

die analog wie oben verschwinden, gleich -;-m", und wir erhalten: 
fUr gerade Werte A = 2 fl h 

1 -2-m"= m,l+l' (m -1)-21'[1 + ~lm-1 (m-1)+2+ 1Xam -2 (m-1)4+ ... } 
hI' 

und fiir' ungerade Werte A = 2 fl + 1 

_1_m" 
h2!'+1 

m+ 1 
= --mfH'''(m-1)-21,-I[1 +Pl m-1 (m-1)2+pzm-2(m-1)4+ ... ~ 

2 

oder anders geschrieben 

1 (",--1)2,,, (m - 1)2 (m -1)4 
,,21' Ym = 1 + 1XI Ym + 1Xa Ym + •.• 

und _2_ m -1 ('m =-1)21' = 1 +pl(m =-1)2+ pa (m -1)4 + 
h 21'+1 m + 1 im ym Ym 

Wieder wie oben setzen wir .. 
m-t , h m-l " h 
----;=- = 2u = 2 6tn -, --= --= = tg-, 

fm 2 m + 2 it + ,," 2 
h , 1 1 1·3 1 

2'=mr6tn u = tl - 2·3 u3 + 2.4 ·SUo - ... 

und erhalten somit zur Bestimmung der Konstanten 1X und P die beiden 
Gleichungen 

u2 ,." 
(7) ( 1 1 3 1,3 1 5 )2,,,=1+41X11Ia+16~2tt4+,,, 

"-2'3" +2-=4'5" - ... 

und (1 1.3 ) ,,2, .. +11 __ ""+_114_ ... 
(8) 2 2·4 _ 11 2 6p 4 

( 
t 1 3 t.31 5 2,u+1- 1+ 4 /-,IU +1 aU + ... 

"-2'3" .+2.45" - ... ) 

Die Division liefert 
161X =.u (5 ,It - 11) 

2 90' 

16P = tlt - 2) (5,u - 11) 
2 90 . 

17* 
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§ 75. Die Genauigkeit der Integrationsformeln. 

Der praktische Rechner wird sich in vielen Fallen damit begniigen, 
die Genauigkeit seiner Formeln nur der GroBenordnung nach abzuschat­
zen und sich nicht die Miihe geben, genauere Grenzen zu berechnen, 
zwischen denen sein Fehler liegt. Urn sich auf irgendeine Dezimalstelle 
seiner Rechnung noch verlassen zu konnen, wird er dann mit einigen 
Stellen mehr rechnen als er notig Mtte. Urn bei den Integrationsformeln 
die Genauigkeit der GroBenordnung nach zu iiberschlagen, wird man 
in der Regel das Differenzenschema selbst benutzen und sich iiberzeugen, 
welchen Unterschied es gemacht haben wiirde, wenn man noch eirie 
Kolonne mehr hinzugezogen hatte. Wenn man in den Kolonnen so weit 
geht, als die letzte Dezimale, die man mitfiihrt, noch urn etwa eine Einheit 
beeinfluBt wird, so wird ein Fehler unter normalen Verhaltnissen von der 
Ordnung einer Einheit der letzten Stelle sein. Die Fehler, die durch die 
Abkiirzung auf diese Stelle hinzutreten, sind von derselben Ordnung. 

Es kann sich indessen unter Umstanden lohnen, eine genauere 
Untersuchung iiber den Fehler zu machen und genauere Grenzen zu 
ermitteln, zwischen denen er liegen muE. Zu dem Ende sind in § 37 
Formeln entwickelt worden. 

Wir fanden dort, daB wenn eine ganze rationale Funktion g (u) 
vom 2rten Grade an 2 r + 1 Stellen 0, ± 1, ± 2, ..• ± r mit der 
Funktion rp (u) iibereinstimmt, deren 2r + 1 ter Differentialquotient in 
dem Intervall - r bis + r stetig ist, so ist die Differenz rp (u) - g (u) 
fiir Werte von u, die in demselben Intervall liegen, gleich 

'P(",+I)(W) 
( )' u(u2 -1) ... (u2- r2), 
2r + 1 . 

wo co einen Wert bedeutet, der ebenfalls in demselben Intervall liegt. 
Kann also diese 2r + 1 te Ableitung in Grenzen eingeschlossen' wer­
den, so gilt dasselbe von dem Fehler, den man begeht, wenn rp (u) durch 
g (u) ersetzt wird. 

Nun beruhen die Integrationsformeln doch darauf, daB die zu 
integrierende Funktion I (x) durch eine ganze rationale Funktion g (u) 
ersetzt ~ird: SoIl z. B. 

h 
%tI+2" +~-

h(X} dx = hjl(x) dtt 

%"-2" -t 
(

X - x. _ ) -,,--u 

berechnet werden und wird I (x) durch die ganze rationale Funktion 
g (u) von 2 r tern Grade ersetzt, die mit I (x) an den Stellen u = 0, ± 1, 
... ±r iibereinstimmt, so ist die Korrektur, die an 

+{-
hf g(tt) dll 
-} 
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angebracht werden mull, urn das gesuchte Integral zu geben, gleich 

+t 
i"'+II(~) A2r+2 --- U (u2 - 1) (US - r2) du (2r+1)! ,.. • 

-i 

wo ~ =- x. + h OJ zwischen x. -- r h und x. + r h liegt und von u 
abhangt. Das Produkt u (u2 - 1) .,. (US - r 2) hat fUr u = - ! 
bis +! das Vorzeichen von (- 1y~l. hat also in dem Intervall - ! 
bis 0 wie in dem Intervall 0 bis ! nur Werte eines Vorzeichens. Mit­
hin kann das Integral in zwei Teile zerlegt werden 

Die beiden Integrale in diesern Ausdruck sind einander entgegengesetzt. 
BezeicJmen wir das zweite Integral mit U, so ki:innen wir die Korrek­
tur in der Form schreiben: 

",.+2 [j(2'+1)(~) _j(2r+l)(t») U 
(2'+1)! "2 "1' 

Dabei liegt ~2 zwischen x. und x. + r h, ~l zwischen x. und x. - r h. 
Wenn auch die 2r + 2te Ableitung stetig ist, so ki:innen wir hierfiir 
schreiben: 

h2r+ 2 

(27 + i)! f21+l)(~)(;2 - ;1) U. 

~ liegt dabei auch zwischen x. - r h und x. + r h, und ~2 - ;1 

zwischen 0 und 2 r h. 

Bei der Anwendung der Formel (1**) zur Berechnung von 

denken wir uns die Strecke Xo + ~ bis xn + % in n gleiche Teile 

geteilt und schatzen fiir jeden dieser Teile den Fehler abo \Venn wir 
in der Formel (1**) r + 1 Glieder beibehalten haben, also bis zur Ko­
lonne mit dem Index 2 r - 1 einschlieBlich gegangen sind, so haben 
wir die Funktion unter dem Integralzeichen in jedem Teilintervall 
durch eine ganze Funktion 2 r ten Grades ersetzt. 1st die 2 r + 2 te Ab­
leitung absolut genommen, nicht gri:iBer als AI in dem ganzen Bereich 
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der Werte von Xo - (r - 1) h bis xn + r h, so ist der Gesamtfehler 
absolut genommen nicht graDer als 

2 n r h~r+3 M I U I 
(u + 1)! 

t 
[U = f U (u2 - 1) ... (u2 - r2) du] 

o 

oder, wenn wir n h = Xn - Xo beachten: 

(9) (X -x )2rh2r+2 M lUI 
n 0 (2r + ll! . 

Normalerweise wird man h2r+2 M durch den graD ten Wert abschat­
zen kennen, der in der Kolonne mit dem Index 2 r + 2 vorkommt. 
Denn der 2 r + 2 te Differentialquotient ist der Grenzwert, dem sich 
die 2 r + 2 te Differenz dividiert durch h2r+2 fiir verschwindendes h 
nahert. 

Nach der Forme! (2**) ersetzen wir f (x) durch eine ganze rationale 
Funktion g (v) yom 2 r + 1 ten Grade [It v = x - ! (X.-l + x.)], die 

mit I (x) an den 2 r + 2 Stellen v = ± !, ± t, ' , , ± 2 r : 1 iiber­

einstimmt, In dem Intervall X._l bis X. (v = -! bis +!) wird die 
Differenz f (x) - g (v) gleich 

h2r+2 r'+2)(~) (V2_~)(V2_.2..) [v2--.!..(2r+1)2] 
(U+2)1, 4 4 ". 4 ' 

wo ~ zwischen X.-r+l und x.+r Iiegt. 
Der Fehler des Integrals 

z,. +"t 
fydx = hfydv 

%)'-1 -t 

wird, wenn y durch g (v) ersetzt wird, somit gleich 

+t 
h2r+3 rd2)(~) f(v 2 _~) [V2 - -.!.. (2r + 1)2] dv 

(U + 2) ! 4' . • 4 ' 
-l 

wo ~ nicht derselbe Wert zu sein braucht, aber in demselben Intervall 
Iiegt. Bezeichnen wir das Integral mit V und den graD ten absoluten 
Betrag von j!2r+2) (x) in dem Intervall Xo - (r - 1) h bis' xn + r II 
mit M, so ist der absolute Betrag des Gesamtfehlers nicht graDer als 

oder 

(10) 

nh2r+3~-IVI 
(2r + 2)! 

( ) h"r+" 111 IVI x. - Xo - - (2 r + 2) ! • 
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§ 76. Differentiation durch Interpolation. 

Ebenso wie zur Integration kann man das Differenzenschema auch 
zur numerischen Berechnung des Differentialquotienten einer Funk­
tion benutzen, 

Gehen wir von der Interpolationsformel (I) aus, mit der in § 74 
eingefiihrten Bezeichnung, und differenzieren die rechte Seite nach 11, 

so wird 

y' =dY=~dY=~[(O 1)+(0 2)~(ulj+(0 3)~U(t,2-t)+ ... 1 
dft h du h' , du 21 'du 3! .. 

Den Wert des Differentialquotienten an der Stelle x =,xo er-, 
lialten wir, wenn wir nach Ausfiihrung der Differentiation u = 0 
setzen: 

Entsprechend konnen wir, von der Interpolationsformel (II) aus­
gehend, eine bequeme Formel zur Berechnung des Differentiafquotien­
ten in der Mitte zwischen zwei gegebenen Ordinaten aufstellen. Es ist 

, dy 1 dy 
y.,= dx=-'; dv 

= ~ [(~ 1) + (~ 2) ~ v' - 1 + (~ 3) ~ v (v' - U + 1 
" 2' 2' dv 21 2' dv 31 ... 

und nach Ausfiihrung der Differentiation fiir v = 0 

(12) y~="'.+i =1- [(-&-,1) - i.d-&-, 3) + ~J~., 5) - .. J 
Bei der Differentiation darf man wegen des Faktors 1- die Teil­

interval1e nicht zu klein wahlen, da sonst die Funktionswerte zu viel 
Stellen haben miiBten, urn die Ableitung genau genug zu Hefem. An­
dererseits darf h auch nicht zu groB genommen werden, da sonst die 
hOheren Differenzen nicht schnell genug abnehmen. In jedem FaIle 
wird es einen gewissen giinstigsten Wert von h geben, iiber den man 
jedoch keine allgemeinen Aussagen machen kann. 

Beispiel: Die Funktion 
y=sinx 

ist fiir die aquidistanten Werte x = 0°, 5 °,10°, ... ,45 ° gegeben. 
Durch Differentiation sind daraus die Werte von cos x an den Stellen 
0°,5°,10°, ... ,45° zu berechnen. 

Die Rechnung geht aus der folgenden Tabelle hervor. Die Werte 
von y' = cos x werden aus der vorhergehenden Spalte durch Multi-

l'k' . t h - :rc p 1 abon mlt -,; gewonnen. Da = 5 ° = 36 ist, so wird 
t 36 -,; = -; = 11'45916. 
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Differenzen t t Die Tafel 
x sin x (0.1)-6(0.3) (0.1) -6(0. 3) cos x gibt als 

1. i 2. I 3· 
Ietzte Ziffem 

0° 0'00000 0 8716 87272 1'00006 I 00 
8716 - 67 112 

5° 0'08716 - 67 86825 86935 0'99620 19 
8649 - 65 ttO I 0'98478 10° 0'17365 -132 8583 85938 81 
8517 - 65 108 

15· 0'25882 -197 84185 84292 I' 0'96692 93 
8320 - 63 107 I 20· 0'34202 -260 8190 82004 0'93970 69 
8060 -62 104 

25· 0'42262 -322 7899 79090 0'90630 31 
7738 

_""[- sa 
100 

30' 0'50000 7548 75576 0'86604 03 
7358 - 57 96 

35· 057358 -437 71395 71486 0'81917 15 
6921 '- 52 91 

40' 0'64279 -4891 66765 66849 0'76603 04 
6432 :(- 49), 84 

45' 0'70711 : I 
Aus der Symmetrieeigenschaft von sin x Bi.Bt sich das Differenzen­

schema nach oben leicht vervollstandigen. Nach unten hin muB die 
letzte der dritten Differenzen extrapoliert werden. 

Ahnliche Formeln lassen sich auch fiir die zweiten und hoheren 
Ableitungen aufstellen. Differenziert man die InterpolationsformeI (I) 
zweimal und setzt dann u = o. so wird 

(13) Y:;=z, = To [(0, 2) - -k (0. 4) + ~ (0,6) - ... j. 
Entsprechend ergibt die Interpolationsforme1 (II) zweimal diffe­

renziert fUr v = 0 

(14) Y:;=z.+lh = :. [(+,2) - -i4 (+.4) + 5~:' (+,6) - ... }. 
tlber die geeignete Wahl der Intervallbreite gilt dieselbe Bemer­

kung wie bei den Formeln fiir die erste Ableitung. 
Beispiel: Unter Benutzung des oben aufgestellten Differenzen­

schemas ist die zweite Ableitung der Funktion 
t 

Y= 1 +X2 

an der Stelle x = 0'5 zu berechnen. (S. 240.) 
Die in Betracht kommenden geraden Differenzen sind in Einheiten 

der siebenten Dezimale. wenn man noch die achte Differenz hinzunimmt: 

0.2= -26369. 
0,4=- 8803, 

0,6= +3085, 
0,8 = - 864. 
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Erganzt man die Formel (13) noch durch das weitere Glied 

- 5~0 (0, 8), so wird 

y"= 0':' (-26369+73l6+34'3+1'5), 

y" = - 0'25 600 . 
Andererseits findet man durch direkte Differentiation 

und fiir x = 0'5 
y" = 2 Ox' -~ 

(1 + X')3 

:)I" = -0'256. 

§ 77. Differentiation durch Approximation. 
Die Aufstellung des Differenzenschemas wird haufig zwecklos wer· 

den, wenn die Ordinaten der zu behandelnden Funktion nicht genau 
genug gegeben sind. Man erkennt an dem immer unregelmal3igeren 
Verlauf der hOheren Differenzen, daB die Ordinatenfehler in steigendem 
MaBe die wahren Werte der Differenzen verdecken. 

In soIchen Fallen, die bei empirischen Funktionen die Regel bilden, 
ist die Benutzung des Differenzenschemas zur Berechnung der Ablei­
tungen unzulassig. Man muB dann auf die Methoden des 8. Kapitels 
zuruckgreifen. Die empirische Funktion wird durch eine Naherungs­
funktion ersetzt, die nicht fiir aquidistante Werte der unabhangigen 
Veranderlichen mit ihr iibereinzustimmen braucht, und man ersetzt die 
gesuchte Ableitung durch die entsprechende Ableitung der Naherungs­
funktion. 

Am einfachsten geschieht die Annaherung durch eine ganze rationale 
Funktion ao + alx + a2x2 + ... + anxn. 

In der Mitte des Intervalls, also an der Stelle x = 0, ist 

1m Faile n = 2, also bei der Annaherung durch ellle gew6hnliche 
Para bel, ist 

Fur n = 3 ist 

y'=¥(SII- 713)' 

"- ~(31 - 1) y-2 a o' 

" 15 (1 I y ="2 3 2 - 0)' (V gl. S. 194.) 

MuB die Annaherung von h6herem Grade sein, so wendet man 
bequemer Kugelfunktionen an. Die empirische Funktion f (x) wird 
dann durch die Funktion 

q;(x) = aoPo + al PI + a2 Pa + ... + a"P" 

angenahert, deren Koeffizienten aus der Beziehung 
+1 

2< + 1 j' ai. = ~2- P1f(x) dx 
-1 
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beredmet werden kennen, Die Integrale werden am einfachsten unter 
Benutzung einer Tabelle der Kugelfunktionen nach der Simpsonschen 
Regel ermittelt, 

Ordnet man q; (x) nach Potenzen von x, so wird 

1 1·3 1·3·5 
q; (x) = ao - '2 as + 2-"4 a, - 2.4 .6 a. + . , , 

( 3 3·5 3·5'7 ) + x a1 - '2 aa + 2-"4 a. - 2.4.6 a7 + ... 

( 3 3·5 3·5'7 ) + x2 '2 as - 2-"4 2a, + 2.4.6 3a, - ... 

. (5 5'7 5'7'9 \ + xl' '2aa - 2-"4 2a. + 2.4.63 a7 -;- .' •• ) 

+ ... 
Fiir die Ableitungen an der Stelle x = 0 erhaIten wir 

3 3·5 3·5·7 
y' = a1 - '2 aa + 2-"4 a. - 2.4.6 a7 + ... 

1" ,3 '3'5' 3'5'7 
'2 Y = '2 as - 2-"4 2a, + 2.4.63a, -." 

Beispiel: Zu den aquidistanten Abszissen 0,1,2,- ... 10 sind die 
elf Funktionswerte 

O. 18, 28, 37, 44, 52, 58, 65. 75, 89, '109 

gemessen worden, Der Differentialquotient dieser empirischen Funk­
tion ist an der Stelle x = 5 zu berechnen., 

Urn die gegebene Funktion durch eine ganze rationale Funktion 
anzunahern, setzen wir x = 5 + 5 oX, und berechnen die Integrale 

+1 

/",= t!x"ydX. 
-1 

Die Rechnung geschieht nach der Simpsonschen Regel in foIgender Form 

:It I :It II y I yx I yi2 I yiS I y' 

0 I -1 I 0 0 0 0 0 
1 - 0'8 18 -14'4 11'52 - 9'216 324 
2 -On 28 - 16'8 10'08 - 6'048 784 
3 - 0'4 37 - 14'8 5'92 - 2'368 1369 
4 - 0'2 44 - 8'8 1'76 - 0'352 1936 
5 0 52 

I 
0 0 0 2704 

6 0'2 
I 

58 11'6 2'32 0'464 3366 
7 0'4 65 I 26'0 10'40 

I 
4'160 4225 

8 0'6 75 

I 
45'0 27'00 16'200 5625 

9 0'8 89 71'2 56'96 45'568 7921 
10 +1 109 ! 109 109 I 109 11881 

J 52'1 I 14'77 I 17'684 I 9'4035 II 3382'5 
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Urn die Annaherung prufen zu konnen, ist in der letzten Spalte 
+1 

das Integral ! j y2 d x berechnet worden. Als MaE fUr die Gute der 
-1 

Naherung haben wir dann 
+1 

m2 = ! J y2 dx - (aolo + alII + ... anI,,)· 
-1 

Fiir n = 2 ergibt sich 

ao = 50'91, 

a1 = 44'30, 

a. = ,'57. 

Fiir n = 3 erhalten wir 

aD = 50'91, 

a1 = 30'03, 

as = 3'57, 
as = 23'78, 

m! = - 0'1. 

Der negative Wert von m2 ist auf den Fehler der Simpsonschen 
Regel zuriickzufiihren. Wir erhalten als Annaherung so genau, wie es 
die Berechnung der Koeffizienten nach der Simpsonschen Regel gestattet, 
eine ganze rationale Funktion dritten Grades. An der Stelle i = 0 
ist die Ableitung ay 

"as =a1 =30. 

daher ist die gesuchte Ableitung an der Stelle x = 0 

ay _.!. dy = 6'0 
ax - 5 as . 

Etwas bequerner gestaltet sich die Berechnung bei Benutzung 
einer Tabelle der Kugelfunktionen: 

.i p • Pa PlY PaY 

-1 1'00 -1'00 0 0 
- 0'8 0'46 - 0'08 8'28 - 1'44 
- 0'6 0'0+ 0'36 1'12 10'08 
-0'4 - 0'26 0'44 9'62 16'28 
- 0'2 - 0'44 0'28 - 19'36 12'32 

0 - 0'50 0'00 - 26'00 0 
0'2 - O'H - 0'28 - 25'52 - 16'24 
0'4 - 0'26 -0'4-1 - 16'90 - 28'60 
0'6 0'04 - 0'36 3'00 - 27'00 
0'8 0'46 0'08 40'94 7'12 

+1 1'00 1'00 109 109 

ti~~yax it 0'476 1 1'359 
-1 , 
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Da Po = 1, PI = X ist, SO ergeben sich unter Benutzung der 
beiden oben berechneten Integrale 10 und II fUr die Entwicklung nach 
Kugelfunktionen die Koeffizienten 

ao = 52·10 

a i = 44·30 
az = 2·38 

aa = 9·51 

668·1 

13·9 
12·8 

-0·1. 

Als MaE fUr die Giite der Naherung ist der Wert des Ausdrucks 

berechnet worden. 
FUr die Ableitung an der Stelle x = 0 ergibt sich 

dy 3 
dx=a I - "2aa=44·3 -14·3 =30·0 

in Ubereinstimmung mit dem friiheren Werte. 

§ 78. Mitte1wertmethoden. Formeln von Newton-Cotes 
und Mac Laurin. 

Die Aufgabe, den numerischen Wert des bestimmten Integrals 
b 

!ydx 
a 

zu berechnen, laEt sich noch von anderer Seite her angreifen. 'Wir 
nehmen wieder an, daB durch EinfUhrung einer passenden Verander­
lichen die Integration auf die Grenzen - 1 bis + 1 zuriickgefUhrt wor-
den ist. Das Integral + 1 

J= l(ydx 
--'I 

5011 nun unter Benutzung einer bcstimmten Anzahl von Ordinaten 
YI' Y2' ... , Yn, die in dem Integrationsintervallliegen, miiglichst genau 
durch einen Ausclruck von der Form 

(15) 

dargestellt werden. 
Das Integral 5011 hier als Mittdwert aus den mit bestimmten Ge­

wichten Rv R 2, ••• , R" genom men en Funktionswerten gebildet werden. 
Man bezeichnet die folgenclen Vcrfahren claher auch als Mittelwert­
methoden. 
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Wir nehmen an, daB die zu integrierende Funktion 

" = t (x) 

in dem Intervall - 1 bis + 1 in eine gut konvergierende Ta"lorsche 
Reihe entwickelbar ist: 

Dabei ist 
" = ao + a1x + a2x2 + aaxa + __ _ 

"'1(0) 
IZp=P1-

Setzen wir die Entwicklung in das Integral ein und integrieren glied­
weise, so wird 

Bezeichnen wir die zu den Ordinaten "1,"2' ... , y" geMrenden 
Abszissen mit Xl' x2 , •• _, x", so ist allgemein 

" .. =aO+alx,,+a2x~+aaX~+ ... , 

und es wird daher 

A=~~~+~~~~+~~~~+~~~~ 
at: '" IX (l + _ .. (,x=1,2,n). 

Da die Formeln fiir beliebige Funktionen gelten sollen, so miissen 
die Koeffizienten au, at> a2 , ••• der Taylorentwicklung unbestimmt 
bleiben; man kann nur annehmen, daB die Koeffizienten allmii.hlicn 
kleiner werden. Bei empirischen Funktionen braucht das durchaus 
nicht immer der Fall zu sein, es ist dann sehr wohl moglich, daB in spe­
ziellen Fiillen eine an sich ungenauere Formel den Wert des Integrals 
besser liefert als eine viel genauere Formel. 

Urn die Ausdriicke J und A m6glichst weit zur tJbereinstimmung 
zu bringen, vergleichen wir die Faktoren von ao' a l , ai' •.• Es er­
gibt sich 

=1, 

=0, 

=t, 

=0, 
(16) 
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Sind die p ersten Gleichungen erfilllt, so enthalt die erste nicht 
mehr erfiillte Gleichung die Potenzen~. Wir setzen dan~ 

l;x~ R" = {P: 1 - Q, wenn p gerade ist 

" - Q, wenn p ungerade ist. 

Der Fehler des Ausdrucks A ist dann: 

Urn eine Abschatzung fiir den Fehler zu besitzen, setzen wir an· 
genahert 

Der Fehler ",ird durch diesen Ausdruck genau wiedergegeben, wenn 
aile auf ap folgenden Koeffizienten verschwinden, d. h. wenn y = t (x) 
eine ganze rationale Funktion pten Grades ist. Die Darstellung des 
Integrals durch A wird fehlerfrei, wenn auch ap verschwindet, wenn also 
I (x) eine ganze rationale Funktion von hOchstens (p - 1)tem Grade ist. 

Die Abszissen Xl' X2, ••• , X" undo die Gewichte Rl , Rz, ••• , R" 
mussen nun so bestimmt werden, dall die Gleichungen (16) erfilllt sind. 
Dabei kann man einmal von bestimmten, bequem gewahlten Abszissen 
ausgehen und die zugehorigen Gewichte ausrechnen, oder man kann 
auch von bequemen Werten ffir die Gewichte ausgehen und dazu die 
Abszissen ermitteln. Schlielllich kann man auch die Abszissen und die 
Gewichte ganz offen lassen und nur verlangen, daB moglichst viele der 
Gleichungen (16) erfiillt werden. 

1m ersten Faile wahlen wir die Abszissen der Einfachheit halber 
aquidistant. Sie liegen dann symmetrisch zur Mitte x = O. Wahlen 
wir die zu.symmetrischen Abszissen gehOrenden Gewichte gleich groB, 
also . 

Rl = R", Rz = R"-l' ... ' 

so ist die 2.,4.,6., ..• der Gleichungen (16) von selbst erfilllt. 1st n 
gerade, so konnen daher n Gleichungen, ist n un gerade , sogar n + 1 
Gleichungen durch geeignete Wahl der Gewichte zum Verschwinden 
gebracht werden. Daher ist in beiden Fallen 

und zwar ist 
p = n, wenn n gerade ist, 

p = n + 1, wenn n ungerade ist. 

Die Auflosung der in. den Gewichten linearen Gleichungen (16) 
ergibt fUr die einzelnen Werte von n die Formeln von Newton-Cotes: 
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n=1 

n=2 

n=3 

n=4 

n=5 

x1 =-1 
1 

R1 = "2 

%=-1 

6R= 

%=-1 

8R= 

x=-1 

9ORl= 7 

xB = 1 
1 

Ra="2 

0 1 

4 1 

1 1 

3 3 

3 3 
1 

0 -"2 

32 12 

u= 1 

3 

F= f 
T~+'" 

!}=-~ 
3 
2 F=-Taa+ ... 

lJ=-~ 
1S 
2 

F=-Ts a4+" . 
." 8 

D= - OS 

1 
8 

F=-13S a,+ ... 

2 
u=-~ 

42 

32 7 
1 

F=-"42 ae + ... 

Man erkennt, daB die Annahenmg durch 2P - 1 Qrdinaten fast ebenso 
gut ist, wie durch 2P Ordinaten. 

Die Formeln k6nnen auch auf mehrere Teilintervalle angewandt 
und ihre Resultate addiert werden. Bezeichnet man den Abstand zweier 
aufeinanderfolgender Ordinaten mit h, so wird das Integral uber das 
Intervall (n - 1) h erstreckt 

II-I 
+-2-" +1 

!Ydu=";1 h!Ydx=(n-1)hf, 
,,-I -1 

--2- 11 

wenn ~ = " - 1 hx gesetzt wird. 
2 

Fur n = 2 ergibt sich durch Addition der Teilintegrale die Trapez-
regel "' .. 

!YdX=-}(Yo+2Yl+2Y2+'" +2Ym-l+Ym)' 

"'. 
FUr n = 3 ergibt sich die Simpsonsche Regel 

"'", 
!YdX = + (yo + 4YI + 2Y2 + 4Y3 + '" + 2Ym-2 + 4Y .. -1 + Ym). 

"'. 
FUr n = 5 erhaIt man die Formel 

"' .. { 2" ydx = 4s (7yo + 32Yl + 12Y2 + 32Y3 + 14y, + 32y. + .. , 
:. + 32Ym-3 + 12Ym-2 + 32Ym-1 + 7Ym) , 

wobei 111 durch vier teilbar sein muG. 
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Andere Formeln erhalt man, wenn man nach Mac Laurin nicht die 
Endordinaten, sondern die Mittelordinaten der einzelnen Teilintervalle 
benutzt. Teilt man das Intervall - 1 bis + 1 z. B. in drei gleiche 

Teile und nimmt die Mittelordinaten an den Stellen - 2. 0 + 2., 
3" 3 

so ergibt sich: 
2 

x1 =-3' 
3 

R1 = 8' 

Die Genauigkeit ist etwas griiBer als bei der entsprechenden Formel 
von Newton-Cotes. 

§ 79. Formeln von Tschebyscheff. 

In den bisher abgeleiteten Formeln werden die Ordinaten mit ver­
schiedenen Gewichten multipliziert. Spielen jedoch die Beobachtungs­
fehler eine groBe Rolle, dann ist es vorteilhaft, aile Gewichte gleich. 
groB zu wahlen. Dann wird der mittlere Fehler des Ausdrucks 

A = R 1 Yl + R 2 Y2 + ... + RnYn 

ein Minimum, falls aIle Ordinaten mit gleicher Genauigkeit gemessen sind. 
Wahlt man die Gewichte gleich groB, so ergibt die erste der Glei-

chungen (16) l' 
Rl = R3 = ... = Rn = -;:; . 

Die 2., 4., 6., .•. Gleichung ist wieder von selbst erfilllt, wenn man die 
Abszissen symmetrisch zur Intervallmitte x = 0 annimmt. 1st n un­
gerade, so gehiirt x = 0 zu den gesuchten Abszissen, es kiinnen also 

nur noch n; 1 weitere Gleichungen befriedigt werden. 

Da in den Gleichungen (16) nur noch gerade Potenzen der Ab­
szissen auftreten, set zen wir x2 = z und erhalten 

( 17) 
"'? n ..;;.z;=S' 
'" 

" 3 _ n 
~za -7' 

Den Fehler schatzen wir wieder durch F = Qap abo Dabei ist 
wie frilher 

und es ist jetzt p = n + 2, wenn n gerade, 
p = n + 1, wenn n ungerade ist. 
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Jetzt sind also die Formeln ffir gerade Werte von n vorteilhafter als 
die ffir ungerade Werte. 

Durch die Gleichungen (17) sind die Potenzsummen der Unbekann­
ten gegeben. Aus ihnen lassen sich die symmetrischen Grundfunktionen 
ausrechnen, und diese sind bekanntlich die Koeffizienten einer algebrai­
schen Gleichung, deren Wurzeln die Unbekannten ergeben. Die Formeln 
sind natiirlich nur brauchbar, wenn samtliche Wurzeln der Gleichung 
reell sind. 

Ffir n = 4 z. B. ist wegen der Symmetrie 

Die Gleichungen (17) liefem jetzt 

Z1 +za=';', 
~+~=t· 

Quadriert man die erste Gleichung und subtrahiert davon die zweite, 
so ist nach Division mit 2 

Daher sind Z1 und Z2 die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

Es ergibt sich 

Ferner ist 
_ 2 _2(41)_34 ~ + ~ - (Z1 + Za) [(%1 + %2) - 3 Zl %a] -"3 "9 - 15 - ill . 

Daher wird 
1 2 3 1 17 16 

Q=---(~+r~=---=-7 4 7 135 945 . 

Ffir die verschiedenen Werte von n ergeben sich auf ahnlichem 
Wege die Formeln von Tschebyscheff: 

n=2 x1=-+i3=-0'S773S0, 
1 -

Xa=+"31'3= 0·S773S0. 

n = 3 Xl = - -i- y2 = - 0'707107, 

xa= 0, 
1 ,-

Xa= "2 l'2= 0'707107. 

Ru n ge - K ani g, Vorlesuogen. 

R=.!... 
2 ' 

1 
R="3' 

F= 
4 

a4 +·· . 45 

F= 
1 

30 a4 +·· . 

18 
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n=4 x1 = -l'++fsYS =-00"794654, R=f. F=;:5 a,+ ... 
1/1 2-

X2 = - V "3 - 15 Y 5 = - 0·187 592, 

°,,'1 2,/7 _ 
X3 = t "3 -15 ' 5 - 0·187592, 

1/!.. + 2. is = 0"794654. V 3 15 

Xa= O. 

X4 = llI-!..(11= 12 12 0·374541, 

X.= }is 1(11--12+12 11 - 0·832497. 

Anstatt samtliche Gewichte gleich zu wahlen, kann man auch irgend­
welche anderen Werte vorschreiben. Zu einer recht genauen Darstellung 
gelangt man, wenn man z. B. bei vier Ordinaten die beiden mittleren 
mit doppeltem Gewicht annimmt. Es ist dann 

122 
R1 =6' R2 =6' Ra=6' 

und wir erhalten die Gleichungen 

Zl + 2z2 = 1, 

~+2zi=t, 

Die Losung ergibt: t (zf + 2~) = {- - .Q. 

Xl = -v~ + fs(1O = -0·868890, 

X2 = -vRl'fo" = -0·350021, 

Xa = 1/.!. -!.. (10 = 0·350021, 
3 15 

1/.!.+2.1r:w= 
3 15 

0"868890, 

.Q = 80 - 28 (10 
4725 ' 

1 
R1 =6' 

2 
R2 =6' 

2 
Ra=6' 

1 
R4 =6' 

Beispiel: Die verschiedenen bisher aufgestellten Formeln sollen zur 
Berechnung des Integrals " 

+z 
J = l/ cos It dte = 1 

" benutzt werden. . 
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Wir setzen '" U = 2" X und erhalten 
+1 

'" 1 f '" '" / = 2" '"2 COS 2" X dx = "2 A . 
-1 

Zur Berechnung des F~hlers entnehIIJ.en wir aus der Reihenentwick-

lung von cos i X die Koeffizienten 

1 ("')2 
a2 =-2T 2" ' 1 ("')' a'=4T 2" ' 

1 (1<)6 a6 = -61 2" , ... 

Die einzelnen Formeln ergeben jetzt die foIgenden Resultate. Durch 
den Index soli stets die Zahl der benutzten Ordinaten angezeigt werden. 

Forme1n von Newton-Cotes: Formeln von Tschebyscheff: 

/2 = 0, 

Fz= 1'292, 

/a= 1'047, 

Fa = - 0·053, 

/1. = 1'020, 

Fl = -0'024, 

/5 = 0·99929, 

Fs = - 0'00076, 

/1 = 1·571, 

Fl = - 0·646, 

Formel von Mac Laurin: 
Ja = 0'982, 

Fa = 0'021. 

/2 = 0·968, 

Fa = 0·035, 

/a = 0·989, 

Fa = 0·013, 

/,= 1·00051, 

F, = - 0·00055, 

/5 = 1·00026, 

Fs = - 0·00028. 

Formel aus vier Ordinaten, von denen die mittleren doppeHes Ge· 
wicht erhalten: 

/, = 0'999937, 

F, = 0'000059 . 

§ 80. Das Verfahren von GauB. 

Urn die Genauigkeit moglichst weit treiben zu konnen, schreibt 
Gau/1 weder fiir die Abszissen, noch fur die Gewichte bestimmte Werte 
vor. Benutzt man n Ordinaten, so stehen jetzt 2 n Unbekannte zur 
Verfiigung, mit denen man 2 n Gleichungen (16) befriedigen kann. Zur 
Abschatzung des Fehlers erhalt man daher 

[) = _1 __ ">' 2nR 
- 2n+1 7 x" ,,' 

18* 



276 Numerische Integration und Differentiation. 

Der Fehler beginnt mit dem Koeffizienten az,.: 

F=Das n + ... 
Durch die GauIJsche Formel wird daher eine ganze rationale Funktion 
von hiichstens (2 n - 1) tern Grade genau integriert. 

Wir lasen die Gleichungen (16) zunachsJ: fiir die einfachsten Faile. 
Fiir n = 1 ergeben sich aus 

RI = 1, 
xIRI=O, 
~RI =!-- DI , 

die Werte . 

Fiir n = 2· sind die Gleichungen 

RI + Ra = 1, 
Xl RI + X 2 Rz = 0 , 

~RI+~R2=L 
xf RI + ~ Ra = 0, 
xt RI + x~ Ra = t - Da 

zu lOsen. Wir multiplizieren die erste mit Xl Xa, die zweite mit - (xl+xa) 
und addieren zu ihrer Summe die dritte Gleichung. Dann hehen sich 
die linken Seiten fort, und es wird 

0= xlxa + ~. 
Auf die gleiche Weise erhalten wir aus der zweiten, dritten und vierten 

Gleichung 0 = - !- (Xl + X2) • 

Daher wird 

XI=-Xa=-n· 

Mit diesen Werten ergiht sich aus den beiden ersten Gleichungen 

RI = Rz = t· 
SchlieBlich liefert die letzte Gleichung 

1 1 4 
D2 =s-'9=4j' 

Eine praktische Anwendung kannen diese Resultate z. B. in der 
Meteorologie finden. Die mittlere Tagestemperatur soil aus zwei 
Messungen bestimmt werden, es fragt sich, wann die Thermometer­
ahlesungen vorzunehmen sind. Rechnen wir den Tag von Mitternacht 
bis Mitternacht, so sind die Ablesungen nach der Gattpschen Formel 
it ·12 Stunden vor l\Iittag und n· 12 Stunden nach Mittag, also 
ziemlich genau urn 5 Uhr morgens und urn 7 Uhr abends vorzunehmen. 
Das Mittel aus heiden ]\:[essungen liefert die mittlere Tagestemperatur. 
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Man wiirde genau den richtigen Wert erhalten, wenn sich der Tem­
peraturverlauf wahrend eines Tages durch eine Parabel dritten Grades 
darstellen lieBe. Eine solche Parabel besitzt ein Maximum und ein Mini­
mum, ebenso pflegt die Temperatur wahrend eines Tages zwei Extrem­
werte anzunehmen. Man wird daher in der Regel auf eine gute Uber­
einstimmung rechnen kannen. 

Fiir den Fall n = 3 erhalten wir die Gleichungen 

Rl + Ra + Ra = 1 , 

xlRl + xaRz + xaR3 = 0, 

xi Rl + x§ R2 + x~ R3 = i ' 
xi Rl + ~ Ra + x~ R3 = 0 , 
XtRl + x~Ra + X~R3 =}, 
~ Rl + ~ Ra + ~ R3 = 0 , 
X~Rl + X~R2 + x~Ra = -} - Q a · 

Die drei unbekannten Abszissen Xl> xa und Xa betrachten wir jetzt 
als Wurzeln einer kubischen Gleichung 

Co + ClX + CaX2 + x3 = o. 
Die vier ersten Gleichungen muItiplizieren wir der Reihe nach mit co' 

cl ' ca , 1 und bilden die Summe. Dann erhalten wir fiir die Koeffizienten 
der kubischen Gleichung die Beziehung 

Co • 1 + Cl • 0 + Ca • t + 1 . 0 = 0 . 

Ebenso verfahren mir mit der 2., 3., 4. und 5. Gleichung, ferner mit 
der 3., 4., 5. und 6. Gleichung und schliel3lich mit der 4., 5., 6. und 
7. Gleichung. Es ergibt sich ein System linearer Gleichungen zur Bestim­
mung von co, cl , Ca und Q 3 : 

Co Cl C2 

0 I 0 =0, 3" 

(18) 0 t 0 J. =0, 0 

i 0 1. 0 =0, 0 

0 1- 0 l =Q3' 0 

Die Lasung ergibt 
3 1 3 .. 

Co = 0, Cl ='-5' C2 = 0, Q ------
-3- 725-175' 

Danach erhalten wir Xl' x2 , Xa aIs \Vurzeln der kubischen Gleichung 

Die linke Seite der Gleichung ist bis auf den Faktor "} identisch 
mit der dritten Kugelfunktion (S. 204) 
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Wir behaupten, daB die Abszissen fiir n Ordinaten allgemein als 
Wurzeln der n ten Kugelfunktion gewonnen werden kiinnen. 

Die linken Seiten der linearen Gleichungen (18) traten schon bei der 
Annaherung einer willkiirlichen Funktion durch eine Potenzreihe auf 
(§ 62). Wir erhalten die Gleichungen (18) genau, wenn wir die Koeffi­
zienten der Forderung unterwerfen, das Integral 

+1 

123 = t/(co + c1x + C2 X2 + X3)2dx 
-1 

zu einem ]l;Iinimum zu machen. AIIgemein werden wir daher die Koeffi­
zienten der Gleichung n ten Grades zur Berechnung von n Abszissen 
durch die Forderung gewinnen: 

+1 
12" = t/(co + c1x + C2X2 + ... + C"_lX"-1 + x")2dx = Minimum. 

-1 

Nun liiBt sich eine ganze rationale Funktion nten Grades immer 
durch die n ersten Kugelfunktionen ausdriicken: 

Co + C1 x + C2 X2 + ... + C,,_l%,,-l + x" 

=boPo+blPl+bsP2+ ... +bn- 1Pn- 1+b"P". 

Da der Koeffizient def hiichsten Potenz von x gleich 1 ist, ist auch bn 

bestimmt. AIle iibrigen Koeffizienten bo' bI , bs, .•. b"_1 werden durch 
die Forderung 

+1 
12,,= l/(boPo+ b1 P1 + b2P2 + ... + b"-I P,,-1 + bnP,,)Sdx= Minimum 

-1 

gewonnen. 
Durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen erhalten wir wegen 

der Orthogonalitat der Kugelfunktionen 
+1 

b",/P"P"dx=O (iX.=0,1,2, ... n-1). 
-1 

Es verschwinden daher aIle Koeffizienten bo' b1, bs, ••. b .. _t , und die 
linke Seite der Gleichung nten Grades ist bis auf den Faktor b" identisch 
mit P". 

Fiir n = 3 liefert Pa die Gleichung 

mit den Wurzeln xi -}x = 0 

x2 = 0, Xa,1 = ± l'f = ± 0'774 597. 

Fiir n = 4 erhalten wir 

x4_~X2+~=0 
7 35 

mit den Wurzeln 

x =±1/15+2Y30=±0'861136 x =±V15 - 2r30 =±0·339981. 
4,1 35 ' 3, s 35 . 
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Flir n = 5 
X5 - ~X3 + 2. x = 0 

9 21 

mit den Losungen 

xa = 0, XS,l = ± V35 ~:J00 = ±0906180, 

~= 
x = ±l ~-2lZo = ±0·538469. 

4,2 63 

219 

Wir konnen diese Gleichungen noch auf einem anderen \Vege ge­
R 

winnen. Betrachten wir namlich den Partialbruch --"- und cnt-x - XIX 

wickeln ihn nach fallenden Potenzen von x, so wird 

~=R",+x",R",+ x;'Rrx.+ ... 
x - XIX X x2 x3 

Die Summe aller Partialbrliche 

~ R" 1~ 1~ 1~, --=- R",+- x"R,,+- x;,R" + ... 
x -;r~ X x2 x3 

IX IX a IX 

(IX = 1,2, ... n) 

erhaJt nach den Gleichungen fiir die GroBen R die Form 

(19) ~~R,,~=~+~~+~~+ ... + __ 1 __ ~ 
~x-x.:x x 3 X 3 5 x5 2n_tx2n - 1 

+Cn~1 -Q)X':+l+ .. , 
Wie man sieht, stimmen die ersten 2-n-Glieder liberein mit der 

bekannten im § 41 (S.128) aufgestellten Entwicklung 

/
1 1 X+l_l 11 11 

"2 gX-l-X-+3"X3+SXS+ ... 

l 1 1 1 1 
+ 2n - 1 X,·-l + 2n + 1 X,·+l + 

(20) 

Die Bedingungen, denen die 2n-Werte x" und Ra. unterworfen 
sind, sind daher identisch mit der Forderung, daB von der Entwicklung 
(19) moglichst vielc Gliccler mit der Entwicklung (20) des Logarithnms 
libereinstimmcn sollen. 

R 
Die Summe ,2;-_a.- ist eine rationale Funktion von x. Denken 

IX x - XC( 

wir uns aile Bruche auf gemeinsamen "Kenner gebracht, so erhalten wir 

d Q . . . 1 F k' p. (x) D 'T en uotIenten zweler ganzer ratlona er un -tlOnen Q. (x) • er ~,ellIler 

ist von n tern, der Zahler von (n - 1) tern Grade. Die Entwicklung dieses 
Bruches stimmt in den ersten 2n-Gliedern mit der Entwicklung (20) iiber­
ein, eine Abweichung tritt erst bei dem (211+ 1) ten Gliede auf. Daher 
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, d B h p. (xl °d 'h ' d N h b h d 1St er rue Q (xl 1 entlse m1t em n ten a erungs rue er 
, • 1 x+ 1 

Kettenbruchentwtcklung von 2' 19 x - 1 ' 

Fiir die einzelnen Werte von n lassen sich daher Zahler und Nenner 
der Naherungsbriiehe dureh die Beziehungen 

P" = qn Pn- 1 + p .. - 2, 

Q .. = qnQn-l + Q"-2 

bilden, unter Benutzung der schon frillier (So 129) bereehneten Ketten­
bruehnenner ql' q2' qa. 00. Wrr gehen von den Werten Po = 0, P l = 1, 
Q -1 = 0, Qo = 1 aus und erhaIten: 

n I q. p. Q. 

x x 
2 - 3x - 3x - 3x' + 1 

3 
11 
2i 5x _!i x2+1 

4 
_!i x3+2. x 

4 4 
22 ~X3 - ~x ~x4-10X'+1 4 - 32 7x 3 9 3 

I" 32 945 X. _ 7~ix2 + 1 945 x$ _ 1050 x" + 225 x 
22 4,9 X 64 64 64 64 64 

Daraus ergeben sich die Naherungsbriiehe 

p. x 
Q. =-,--1 ' 

x --
3 

Zerlegen wir die Naherungsbriiche wieder in Partialbriiche. so er­
halt en wir als Zahler cler Partialbriiche die GroJ3en Rv R2 • • ,. Bezeich­
net x~ eine der bereits berechneten \Vurzeln des Kenners, so ist 

[ P(x) 1 
R~ = (x - x,,) Q (x) z=z,,' 

Fiir n = 3 erhalten wir daher 

, 4 
XI -15 5 

R ---------3,1- 2xf -18' 

4 

R ___ ~_ 4 
2- 3 -9' 

5 



§ 80. Das Verfahren von Gaua. 281 

Fiir n = 4 

= .!. + Y30 = 0'326073-
4 72 

FUr 
~x·-~ 

R _ 3 1 135 = 322 - 13 no = 0'118463 
6,1 - 2X~ (x~ - x~) 1800 ' 

1. 13 

R = "3 x• - Os = 322 + 13 no = 0'239314 
4,2 2X~ (xi - xl) 1800 ' 

64 5 64 
Ra = 945: 21 = 225 = 0'284444. 

Die beiden Funktionen P" und Q" enthalten ihrem Bildungsgesetz 

zufolge entweder nur gerade oder nur ungerade Potenzen von x. Daher 

liegen je zwei Abszissen wieder symmetrisch zur Mitte x = 0, und die 

zu symmetrischen Abszissen geharenden Gewichte sind einander gleich. 

Urn die GraBen Q zu berechnen, gehen \\ir von den beiden Ent­

wicklungen (19) 

p. 1 1 1 1 1 (1 ) 1 1 

Q.=X+"3-;a+5~+···+ 2n+1 -Q" x .. +1+ x.,+3(···) 

und 
p.+1 1 1 1 t 1 1 1 1 ( ) 

Q.+1 = -;- + "3 -:7 + "5 ~ + ... + 2n + 1 x· ,+1 + X • • +3 ... 

aus und bilden die Differenz 

(21) 

Nun ist aber die Differenz zweier Naherungsbriiche der Ketten­

bruchentwicklung nach § 39 (21) 

(-1)' 

Q.Q'+l . 

Nach dem Bildungsgesetz der Funktionen Q ist. der Koeffizient 

der hiichsten Potenz in 0" gleich .!!.!. • .'£ ... ~, der Koeffizient der 
.. ;r;r x 

h" h t Pt' Q 1 . h ql q. q. q.+l D K 
oc s en 0 enz von x III 11+1 g elC -;-. -;- ... -;- . -:r:- • er 0-

effizient der hiichsten Potenz in den Produkten Q" Qn+ 1 ist daher gleich 

(.!!.!. • ~ ... ~)2. q'+l . 
x if X x 

Die Teilnenner Ql' q., ... haben abwechselndes Vorzeichen, und 

zwar ist das Vorzeichen von qn+l gleich dem von (- -\)". Daher ist 
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das Vorzeichen der hochsten Potenz von x in dem Ausdruck (_1)0 
0.00+' stets positiv. 

Bezeichnen wir die Wurzeln von Qn wieder mit x"', die von Qn+1 
mit <, so wird, wenn wir die symmetrischen Wurzeln zusammenfassen 
und beach ten, daB in einer der beiden Funktionen die Wurzel x = 0 
vorkommt: 

(-1)" 

Q. Q'+1 P X (x' - xi) (x' - xi) .•• (x' - x;') (x' - x;') .•. 

Dabei ist zur Abkilrzung 

p = ('!.!.. 'h.. ... i!!..)2 Iq'+11 
gesetzt worden. x x x x 

Wir ziehen im Nenner x2n heraus und entwickeln die einzelnen 
1 1 

Faktmen --.- und --,-, nach Potenzen von x2. Es wird 
1 _ x", 1 _ x", 

~2 x2 

(- 1)' 1 (Xf ) (Xl ) -Q-'-Q --- = ~ 1 + -. +... 1 + -. +... ... 
11 "+1 px x .x 

( X;' ) (X;' ) 1 PI 1 + X2 + . .. 1 + X2 + . .. . .. = P x. n +1 + X2n+3 + ... 
Vergleichen wir diese Entwicklung mit (21), so ergibt sich 

Qn=~= 1 

P ('!.!..J.! ... ~)2Iq'+11 
x x x x 

Wenn 11 gerade ist, so wird 

I 'l.l . 'h.. --'-'-"-1_ 1·3· 5 ... (2 n - 1) 
x x'" x -1'·3'·5' ... (n-l)" 

I'!.!..'h.. ... q.+,/ = 1·3·5 ... (2n+l) 
x x x 2'·4' . 6' ... n' 

dagegen, wenn 11 ungerade ist: 

I '!.!. . J.! ~ i = 1· 3 . 5 ... (2 n - 1) 

x x'" x I 2'·4'·6' ... (n-l)" 

I if.!. J.! q'+1 I = 1·3·5 ... (2 n + 1) 
x x'" X 1'.3'.5' ... n 2 

Daher wird fUr jeden Wert von 11 

Q =~= 1'·2'·3' ... (n-l)'.n' 
-n P 1"3"5' ... (2n -1)'(2" + 1)' 

Fiir die ersten Werte von n ergibt sich danach 

Q _~ Q =~ 0 4 Q _~ Q 64 
1-3' -245' -'3=175' '4-11025' '5=43659"" 

Wenn n um eine Einheit wachst, tritt zu Q n der Faktor 

(n+l)2 (,,+1)' 
(2n+l)(2n+3) 4(,,+1)'-1 

d. h. etwa {-, hinzll. 

1 
4---­

(n + I)' 
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Der besseren "Obersicht halber stellen wir die Resultate noch ein-
mal zusammen: 

--

I ex I XIX I RIX 

n = 1, !.Il = ~ I 1 I 0 I 1 
3 

I I -0·577350269 I 1 

!.I2 = ~ 2 
n = 2, 

I I 
1 45 

I +0·577 350269 2 2" 

- 0·774 596669 
5 

18 
n = 3. !.I3=~ 

175 
2 

8 
0 

18 

3 + 0·774596669 
5 

18 

-0·861136312 0·173927423 

n = 4, !.I _ 64 2 - 0·339 981044 0·326072577 
-. - 11 025 3 + 0·339 981044 0·326072577 

4 +0·861136312 , 0·173927423 

- 0·906 179 846 0·118463443 

64 
2 - 0·538469 310 0·239314335 

n = 5. Q, = 43659 3 0 0·284 444 444 
4 +0·538469310 0·239314335 
5 + 0·906 1 79 846 0·118463443 

Fehler: F,,= il"aan+ ... 

Die Anzahl n der Ordinaten wahlt man bei diesen wie auch 
bei den fri.iher abgeleiteten Mittelwertformeln so, daB die durch 
die Formeln noch genau integrierte ganze rationale Funktion den 
Verlauf der zu integricrenden Funktion im wesentlichen wiederzugeben 
vermag. 

Das Gazt/3sche Verfahren wird man anwenden, wenn durch mag­
lichst wenig Ordinaten, eine gute Annaherung erreicht werden solI. In 
der Regel also dann, wenn die Ordinaten besonders miihsam berechnet 
oder gemessen werden miissen. Vorausgesetzt wird dabei, daB die Or­
dinaten wirklich hinreichend genau an den vorgeschriebenen SteIIen des 
Intervalls entnommen werden kannen. Bei numerischen Rechnungen 
sind allerdings die Funktionen meistens durch aquidistante Ordinaten 
gegeben, und dann sind die Formeln der Differenzenrechnung vorzu­
ziehen. 
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Beispiel: Das Verfahren von GaufJ ist auf die Berechnung des 
Integrals :r 

2 

I = ~JcOS1tdu = 1 

" 
anzuwenden. 2 

\-Vir erhalten fiir verschiedene \Verte von n: 

11 =1'571, 

12 = 0"968, 

Ia = 1'00069, 

Fl = -0'646, 

F2 = 0'035, 

Fa = - 0'00072, 

It = 0'9999921, 
I. = 1"00000006, 

F t = 0"0000084, 

F. = - 0'00000006. 

Urn nach der Simpsonschen Regel etwa die gleiche Genauigkeit 
zu erreichen wie mit flinf Ordinaten nach dem GaufJschen Verfahren, 
muE man das Intervall in 40 gleiche Teile teilen. 

§ 81. Aufgaben zum 9. Kapitel. 

1. Das Integral 
200000 

j'dX 

. 19 x 
100000 

ist mit Benutzung der folgenden Werte zu berechnen: 

10 000 
x 

19x 

80000 885"75670 
90000 876"61127 

100000 868"58896 
110 000 861"45736 
120000 855"04821 
130000 849"23600 
140000 843"92~ 7 5 
150000 839"039~6 

160000 834"520jO 
170000 830"319i1 
180000 826"39764 
190000 822"72164 
200000 819"26434 
210 000 81600261 
220000 812"91674 

2. Die Funktion 
'" I xdx F(x) ~~ --" ~ 

@Omx 
0 
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ist fiir die Werte 0'1,0'2,0'3, ... 0'9,1'0 zu berechnen: 

I 
x 

x 
<Sin x 

0'0 I 1'00000000 
0'1 0'99833528 
0'2 099336431 
0'3 0'9851 5602 
0'4 0'97382285 
0'5 0'9595 1738 
0'6 0'94242775 
0'7 0'92277226 
0'8 0'90079339 
0'9 0'8767 5142 
1'0 0'85091813 
1'1 0'8235 7061 

3. Die Koeffizienten des Exponentialausdrucks zu berechnen, durch 
den die in Aufgabe 8, § 71, gegebene Funktion angenahert wird. 

4. Aus dem Differentialquotienten der Funktion 

y = Iogx 

ist der Modul des Briggsschen Logarithmensystems angenahert zu be­
rechnen. Zur Bildung des Differentialquotienten ist die Tabelle der 
Aufgabe 4, § 42, zu benutzen. 

5. Der Differentialquotient der durch die folgenden Werte gegebenen 
Funktion ist an den Stellen x = - 4, x = 0 und x = + 4 zu be-
rechnen: 

x y x y 

-10 0 2 - 15 
8 26 4 - 28 
6 33 6 - 27 
4 32 8 -10 
2 24 10 20 
0 6 

6. Das Integral 200000 

fdX 
19x 

100000 

ist unter Benutzung von flinf Ordinateh 

a) nach der Formel von Newton-Cotes, 

b) nach def Formel von Tschebyscheff, 

c) nach dem Verfahren von GaufJ 

zu berechnen. Wie groB ist in jedem Fall etwa der Fehler? 



Zehntes Kapitel. 

Numerische Integration von gewohnlichen 
Difierentialgleichungen. 

§ 82. Das Verfahren von Runge-Kutta. 

Jede Gleichung, die neben den unabhiingigen Veriinderlichen und 
der Funktion auch noch deren Ableitungen enthiilt, bezeichnet man 
als Differentialgleichung. Die Ordnung einer Differentialgleichung ist 
gleich der Ordnung der h6chsten Ableitung, die in der Gleichung auf­
tritt. Hiingt die Funktion nur von einer Veriinderlichen ab, so spricht 
man von gew6hnlichen Differentialgleichungen. AndernfaIls kommen 
in der Gleichung partieile Ableitungen vor. Dann hat man es mit 
partiellen Differentialgleichungen zu tun. 

Die gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung enthiilt 
auBer der Funktion y und der unabhiingigen Veriinderlichen x nur 

noch den Differentialquotienten y' = ~~ . Wir denken uns die 

Gleichung nach y' aufgelost und schreiben sie in der Form 

(1) y'=/{xy). 

Geometrisch gesprochen ordnet diese Gleichung jedem Punkte der 
x y-Ebene, in dem die rechte Seite definiert ist, eine oder mehrere 
Richtungen zu. Als Losungen sind aIle die Kurven zu bezeichnen, 
die in jedem ihrer Punkte die durch die Differentialgleichung \'or­
geschriebene Richtung besitzen. 

Urn aus der Schar der Losungen eine bestimmte herauszugreifen, 
schreiben wir vor, daB die Kurve durch einen Anfangspunkt mit den 
Koordinaten xo, Yo hindurchgehen soIl. Wir gelangen zu einer Reihe 
weiterer Punkte del' Losungskurve, wenn wir jedesmal x urn h wachsen 
lassen und die zugehi:irigen Anderungen k von y berechnen. Die nume­
rische Integration der Difterentialgleichung fiihrt daher auf die Auf­
gabe, von einem beliebigen Punkte (x, y) ausgehend die Zunahme k 
von y zu berechnen, wenn x urn den Betrag II wachst. 
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Allgemein konnen wir von der Taylorschen Reihe ausgehen und 
die Zunahme von y durch die Entwicklung . 

(2) 

finden. Die einzelnen Differentialquotienten lassen sich nacheinander aus 
dy 
dx=f(xy) 

ableiten. Es wird 

tPy a I a I dy a I a I 
dx l = ax + a.y dx = ax + f ay' 
fidy a (a l a/) a (al a/) dxi = ax ax + f ay + f ay ax + f ay 

_ a'l 2 ~ a'l ti af titi - ax' + fax ay + ray' + ax ay + fay ay . 
Setzt man die Reihe (2) hinreichend weit fort, 50 kann k mit 

beliebiger Genauigkeit berechnet werden. In den meisten Fallen wiirde 
die Rechnung allerdings auBerordentlich umstandlich werden. Die 
Differentialquotienten werden mit wachsender Ordnung5za,hl bald so 
reich an Gliedem, daB dieses Verfahren praktisch nicht in Frage 
kommen kann. 

Man kann indessen, auf einem anderen Wege vorgehend, sich die 
vielen Differentiationen ersparen. Wie bei dem Integrationsverfahren 
von GaufJ bilden wir k als Mittel wert aus vier mit geeigneten Gewichten 
R1, R., R a, R4 zu versehenden 'Werten k1' k., k3' k4. Diese Werte 
sollen folgendermaBen bestimmt sein: 

(3) k.=/(x+OI. h, y+{lk1)h, I k1 = f (x, y) h , 

ka = f (x + 01.1 h, Y + {l1 kl + 11 k2 ) h , 

k4 = / (x + OI..h, y + {l.k1 + 12k2 + r).ka) h. 

Die hierbei auftretenden neun GroBen 01., (J, ... r). sollen zusammen 
mit den Gewichten Rl ... R4 so bestimmt werden, daB der Ausdruck 

(4) k = R1k1 + R.k. + Raka + R4k4 

bis zu den Gliedem vierter Ordnung in h einschlieBlich mit der Ent­
wicklung (2) iibereinstimmt. 

Wir driicken zunachst die in der Entwicklung (2) auftretenden 
Differentialquotienten durch die Funktion / (x y) und ihre partiellen 
Ableitungen aus. Zur Abkiirzung fiihren wir den Operator 

D-~+f~ - ax ay 
ein. Wenden wir diesen Operator auf eine Funktion It (x y) an, 50 ist 

D _~+/a" u- ax ay' 
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Aus D gewinnen wir durch formale Anwendung des binomischen 
Lehrsatzes die' weiteren Operatoren: 

( 0 a )2 c. C. o' 
D2 = ox + I oy = Ox' + 21 ox6y + f oy" 

( 0 0 )3 0" a" i,3 iJ3 
na = ox + I ay = ax' + 31 oX'oy + 3f oxoy' + f ay" 

Dn ( a a )n {1 (n) x an 
= ox + 1 oy = ~ " 1 oxn-x(JyX . 

x=o 

Wendet man den Operator auf die Summe oder das Produkt zweier 
Funktionen an, so gelten dieselben Regeln wie bei der gewohnlichen 
Differentiation. Es ist 

D(u+v}=Du+Dv, 
D(uv}=uDv+vDu. 

Wendet man schlief31ich den Operator D auf den Ausdruck Dnu 
an, so wird 

Die einzelnen Differentialquotienten der Entwicklung (2) erhalten 
wir nun aus dem ersten durch wiederholte Anwendung des Operators D. 
Es ist daher 

dy 
dx = j(xy} , 

(5) 

d'y 
dx' = Df, 
d3 y 
dx" = D21 + lyDI, 

~;. = D31 + fyD'1 + fvDf + 3D f Dty· 

Dabei ist 11/ fiir : ~ gesetzt worden. 

Urn die beiden Ausdriicke (2) und (4) bis zur vierten Potenz von h 
zur Ubereinstimmung zu bringen, entwickeln wir nun auch k., k3' k4 
nach Potcnzrn von h. 

Die Taylorsche Entwicklung fiir zwei Veranderliche konnen wir 
allgemein symbolisch schreibcn 

I (x + p, y + q) = I (xy) + (p OOx + q (Jay) I + iT (p oox + q ooy I 
1 (a iJ )" +, pc-+q-.:-- f+··· 3. 0 x Cly 

Fiir die Entwicklung von k2 fiihren wir daher den neuen Operator 

D =<x~+IR~ 
1 ax I'ay 
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ein, denn unter Benutzung des Wertes ffir kl ist 

Damit erhaIten wir die Entwicklung 

Weiter fUhren wir den Operator 

a a 
D2 = <Xl ax + '.(P1 + Y1) ay 

ein. Setzt man wieder, h fUr k1 und die 50eben gefundene Entwick· 
lung fUr ks ein, so wird der Operator zur Bildung von ka gleich 

hD2 + hSYI (Dd+ ftDif+ ... ) ;y' 

Damit ergibt sich 

( h' ~ h3 3 
ka=h f+hDa/+21D2f+3iD~f+ .. . 

+ hSydyDlf+ ~YlfyDU + .. . 
+ h3 YI DdDdv + ... ). 

SchIieBlich fiihren wir noch den Operator 

a a 
Da= eX2 ax + f(fl. + Y2 + ~J ay 

ein. Dann erhaIten wir unter Benutzung der Entwicklungen fUr k. 
und ka zur Entwicklung von k, den Operator 

hDa+ha[Y2(Dd+ :1 Di/+ ... ) 

+ ~s (D21 + :! (Dif + 2Ylfy DdJ + ... ) 1 oay . 

Damit wird 

k, = h (t + hDa/ + ~~ Dij + ~~ DU + .,. + h2 (raDd + ~2D2/) Iv 

+ ~~ ()'2 DI/ + b2DiI + 2Yl b2 Iy DI/)fll + ... 
+ ha (Y2 Dd + baD./) Daly + ... ). 

Urn nun die Gro/3en .x, .xl ••• «52 und die Gewichte R1 , R2 , Ra, R. 
zu berechnen, bilden wir den Ausdruck 

RnnlZe ... Konill. VorJesunllen. 1Q 
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und vergleichen ihn mit der Entwicklung 

k = II I + ~ D 1+ Tt (D21 + Iy D I) 

+ ~ (Dal + I" D21 + t: D 1+ 3 DID Iy) + ... , 
die aus (2) durch Einsetzen der Differentialquotienten (5) gewonnen 
wird. 

Sollen beide Ausdriicke bis zu den Gliedem vierter Ordnung fiir 
beliebige Werte von II und beliebige Funktionen I (x y) iibereinstimmen, 
so miissen nicht nur die Koeffizienten gleicher Potenzen von II einander 
gleich sein, sondem innerhalb dieser Koeffizienten auch die Teile. die 
in den partiellen Ableitungen gleich gebildet sind. Die beiden ersten 
Potenzen Hefem je eine Gleichung. Die dritte Potenz liefert jedoch 
zwei Gleichungen, denn es miissen die Glieder mit D2 und mit I"D 
einzeln iibereinstimmen. Die Koeffizienten der vierten Potenz schlieB­
lich liefem vier Gleichungen. Dadurch erhalten wir die folgenden acht 
Gleichungen 

Rl+Ra +Ra 

R2Dd+RaD2f 

RaDif+ RaDU 

R. Ifll + Ra DU 

+R,Dil 

+R,~f 

+ R, (Ya Dd + c52 Dal) 

= 1. 

RaylDI/ + R,(Ya Dif + c5amf) =~Daf, 
3 

RaY1DdDaf71 + R, (YaDd+ c5aDal) Daf" = 4!Df DI". 
1 

R,1'l c5aDd· = 4!DI. 

Die acht Gleichungen miissen nun in slimtlichen einzelnen Ab­
leitungen der Operatoren D, Dl , Da, Da iibereinstimmen. Das ist nur 

moglich, wenn I IX. = P 
(6) <Xl = Pl + 1'1 

<Xa = P2 + 1'2 + c52 
ist. Dann wird 

Dl = <X D, 

Da = <xlD, 

Da=<Xa D , 
und man erkennt, daB sich die Operatoren aus den Gleichungen hera us­
heben. Damit werden die Gleichungen unabhangig von der speziellen 
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Form der Funktion f (x y). Naeh Streiehung der Operatoren D er­
halten wir die Gleiehungen: 

r Rl + R2 + R3 +R4 = 1, 

RalX + RalXl + R4 IXa 2' 

Raa2 +Raar + R4a~ 3' 
R2aa + R3ar + R4a~ =4' 

(7) 
Ra lX Yl + R4(aY2 + Ctlba) 

1 
=6"' 

R3 aa r'l + R4 (lXa Ya + ai b2) 12' 
1 

Ra lX 1X1 Yl + R4 IXa (IX Yz + 1X1 ba) = '8 ' 

24' 
Aus der zweiten, dritten und vierten Gleiehung eliminieren wir Rz 

und R4 , indem wir die zweite Gleichung mit a a 2 , die dritte mit 
- (IX + IX 2) multiplizieren. Die Summe der drei Gleichungen ergibt dann 

(8) R ( ) ( <X <X. !X + <x, 1 
a IXl IX - IXl IXa - IXl) = 2 - -3- + 4' . 

Aus der fUnften und sieben ten Gleichung eliminieren wir R4 und 
erhalten 

(9) 

Sehliel3lieh eliminieren wir noeh R3 aus der fUnften und seehsten 
Gleiehung: R' ( _ 1 <X 

4 IXl U2 IX1 - IX) - 12 - 6' . 

Daraus ergibt sich zusammen mit der achten Gleiehung: 

<Xl (<Xl - <X) 

IX Yl = 2 (1 - 2<X) • 

Setzen wir diesen Wert in (9) ein, so folgt 

(10) 
R3 • <Xl (" - "1) (IX2 - IX, ) '" 

2 (2 IX - 1) - 6 - 8" • 
Die Gleiehungen (8) und (10) ergeben jetzt 

<X IX2 " + "2 1 (IX2 1 ) 2---3-+4= 6-'8 2(2IX-1) 

oder IX IXa = IX, 
IX(IX2 -1)=0. 

Da naeh der aehten Gleichung IX nieht versehwinden kann, so ist 

(11) IX2 = 1 . 
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Die zweite, dritte und vierte der Gleichungen (7) k6nnen nach 
Rs, R3 und R4 aufgel6st werden, vorausgesetzt, daB die Determinante 

(12) 
~ DC I ~2 

LX2LXi LX§ = ~ ~I ~2 (DC - ~I) (~I - ~2) (DC 2 - DC) 

0.3 ~~ o.~ 

nicht verschwindet. Zusammen mit der ersten Gleichung ergeben sie 
mit dem Werte LX2 = 1: 

(13) 1 R =.!. + .L 1 - 2 (IX + IX1) 

1 2 12 IX IXl ' 

. R =..!.- 2IX1 - 1 
2 12 IX (IXI - IX) (1 - IX) , 

Die beiden GroBen LX und ~I bleiben unbestimmt, denn die noch 
fehlenden Unbekannten l'I' l'2' "2 k6nnen aus den drei folgenden 
Gleichungen durch LX und ~1 ausgedriickt werden, vorausgesetzt, daB 
auch ihre Determinante 

R3 lX R4~ R4~I 

(14) R3IX2 R4 IX2 R4~i 

Ra ~ ~l R4 LX IX, R4 LXI LX2 

nicht verschwindet. Wir finden 

(15 ) 

Aus den Gleichungcn (6) ergeben sich schlieBlich p, PI und P2. 
Wir erhalten demnach cine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit 

von L6sungen, aus der wir einzelne L6sungen nach bestimmten Ge­
sicht~punkten herausgreifen k6nnen. 

Urn eine symmetrische Losung zu erhalten, k6nnen wir be is pie Is­
weise vorschreiben, daB 

ist. Diese Beclingungen sind erfiillt, wenn 
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ist. Dann nehmen die Gleichungen (13) und (15) die einfache Form an: 

1 
12Rl =12R,=6--. ~+~I=1. 

"""I 
~a= 1, 

(16) 

Sollen die Abszissen gleichmaBig uber das Interval! von x bis 
x + II verteilt sein, dann mussen wir 

~=t. IXI=i 
setzen. Wir erhalten die Losung: 

Rl=t. 
Ra=j. ~ =t. P = t. 
Ra=j. ~l=i. PI = - t. 1'1 = 1. 
R,=t. ~2 = 1. P2 = 1 , 1's = - 1 • 152 = 1 . 

Zu einer besonders bequemen Losung gelangt man, wenn man 

IX = <Xl 

annimmt. Dann verschwinden die GroI3en P. Pa und 1'2, und es wird 

( ~~:t IX =1. 
Ra = t. /Xl = !. 
R, = t , 1X2 = 1 , 

(17) 
{1=!' 
PI = O. 
P2 = 0, 

1'1= }, 
)'2=0, 

Betrachtet man die Fiille, in denen die Detelminanten (12) (14) und 
verschwinden, so ergeben sich endliche Losungen nur in den drei Fallen 

1. IX = IXI • 

2. IX = lXa = 1, 
3· IXI = o. 

Jedesmal bleibt eins der Gewichte unbestimmt, und zwar kann im 
ersten Fal! Ra, im zweiten R2 und im dritten Rl willkurlich gewllhlt 
werden. In jedem FaIle sind jcdoch die Werte Ra = 0 und R~ = 0 
auszuschlieI3en. Setzt man im ersten FaIle R2 = Ra, so gelangt man 
wieder zu der Losung (17). 

In den beiden anderen Fallen kann eins der Gewichte zum Ver­
schwinden gebracht werden. Setzt man im zweiten Falle R2 = 0, so 
ergibt sich: 

RI =-~., 
R2 =0, 
Ra=-~-, 
R,=·L 

~ = 1, 

'"'I =!, 
C(2 = 'I , 

P = 1 , 
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Der dritte Fall liefert fiir Rl = 0 die Losung: 

Rl = O. 

R2=~ • 
Ra=t, 
R,=t, 

iX=l. /3=1, 
<Xl = 0 , PI = - I . Yl = ! , 
<X2 = 1 , PI = - t, Y2 = t , 

Die GroBe ku. muB natiirlich auf jeden Fall berechnet werden, 
wenn auch das entsprechende Gewicht verschwindet. Hochstens konnte 
die Genauigkeit ein wenig geringer sein. Dieser Vorteil bedeutet jedoch 
so wenig gegeniiber der bequemen Gestalt der Losung (1.7), daB wir 
dieser Lasung fernerhin den Vorzug geben werden. 

Die vier GroBen kl , ka• ka• k4 sind nach (17) folgendermaBen be­
stimmt: 

(18) 

Aus ihnen erhalten wir den Zuwachs 

k = ~~ kl + i- kl + i ka + t k4 
bis auf Glieder fiinfter Ordnung in h. 

Den Fehler des Verfahrens konnte man durch Berechnung der 
Glieder fUnfter Ordnung abschatzen. Bedeutend bequemer ist es 
jedoch, das Verfahren ein zweites Mal mit doppelter Intervallbreite 

1 anzuwenden. Der Fehler der ersten Berechnung betragt dann etwa 15 
des Unterschiedes beider Resultate. 

Tragt man die Lasungen (17) in die Reihenentwicklungen fUr ka 
und ka ein, dann wird 

[ h h2 h3 1 ka=h 1+ "2DI+p;D2/+t;gDa/+ ... , 

ka = h [I + ~DI + ~(DII + 2IvDI) + ~(D31 + 3fyDlf 

+6DI Diyl + ... J 

Durch Division erhalt man bis auf Glieder dritter Ordnung 

k3 - k. h (I h D ) h f ( h kI) -k k = - y + - Iy + . .. = - y x + - , y + - . • - 1 2 2 2 2 2 
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Da ka - kl von zweiter Ordnung in h ist, so ergibt sich bis auf Glieder 
fiinfter Ordnung die Beziehung 

(19) 

Von dieser Formel zur Berechnung von k3 wird man zweckmal3ig 

Gebrauch machen, wenn Iy leicht gebildet werden kann. Da + (ka - k1 ) 

von dritter Ordnung ist, braucht man 1/1 (x + +, y + -t) nur bis 

auf Glieder erster Ordnung genau zu· berechnen. 
1st die rechte Seite der Differentialgleichung frei von y, so fiihren 

die Formeln (18) auf die Simpsonsche Regel. Denn aus der Gleichung 

erh1ilt man das Integral: 

" 

y' = I(x) 

k = II (x) d x = ~ [I (x) + 41 (x + +) + f (x + h) ]. 
o 

Bei der praktischen Ausfiihrung wollen wir die Rechnung In 

folgender Form anordnen: 

II = ... 

'" Y f(xy) I ,,= II ·/1 (") 

x Y f (x, y) 
I "1 t (", + ".) 

" y+~ ( II "1) x+'2 2 / x+'2' y+'2 
I 

". ". + ". 

" y+~ ( " ".) x+'2 / x+'2' y+'2 ". Summe 
2 

x+" y + ". fIx + h, y + ".) k. k = t Summe 

x+h y+k 

Zwischen die zweite und dritte Spalte werden nach Bedarf weitere 
Spalten fUr die Berechnung von f (x y) eingeschaItet. Urn die Ab­
rundungsfehler moglichst niedrig zu haIten, wird man gerne ein bis 
zwei Dezimalen mehr mitnehmen, als fiir das ResuItat erforderlich ist. 

Beispiel: Die Differentialgleichung 

, 1 2 y='1o Y -xy 

ist fUr die Anfangswerte Xo = 0, Yo = 1 zu integrieren. 
Als Intervallbreite wahlen \Vir h = 0'2. Nach dem oben auf­

gestellten Schema ergibt sich folgende Rechnung: 
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h = 0'2 

z 

0 
0'1 
0'1 
0'2 

0'2 
0'3 
0'3 
0'4 

0'4 
O'S 

0'5 
0'6 

0'6 
0'7 
0'7 
0'8 

0'8 
0'9 
0'9 
1'0 

1'0 
1'1 
1'1 
1'2 

t'2 

I 

y I(zy) 

1 
1'01 
1'000101 
1'000002 

0'990068 
0'980168 
0'960472 

0'960538 
0'931 343 
0'922645 
0'885299 

0'885371 
0'840088 
0'833622 
0'782562 

0'782681 
0'726192 
0'722597 
0'663056 

I 

i , 
! 

I 
I 
1 

I 

I' 
I 
I 

0'663 284--1:,',1 

0'601355 
0'600751 
0'538337 

0'538736 

0'1 
0'001010 
0'000010 

-0'100000 

-0'198997 
-0'197977 
-0'291938 

-0'291952 
-0'378932 
-0'376195 
-0'452804 

-0'452834 
-0'517487 
-0,514043 
-0,564809 

-0'564886 
-0'600837 
- 0'598123 
-0'619092 

-0'619289 
-0'625328 
-0'624736 
-0'617024 

k = h,l 

I 
0'02 
0'000202 

I 
0'000002 

-0'020000 

, -0'020000 

i -0'039799 
-0'039595 

I -0'058388 

I -0'058390 
-0'075786 

I 
-0'075239 
-0'090561 

I 
-0'090567 
-0'103497 
-0'102809 

I -0'112962 

I -0'112977 

I
, - 0'120 167 

-0'119625 
i -0'123818 

(k) 

I 
0'000000 
0'000204 
---

I 
0'000204 
0'000068 

-0'039194 
-0'079395 
- 0'118 589 
-0'039530 

I - 0'074 476 
-0'151025 

I 

I 
-0'225501 
- 0'075167 

I -0'101764 
I -0'206306 
I -0'308070 I 

I -0'102690 
, 

-0'118398 
-0'239792 
- 0'358190 
- 0'119 397 r---0'123 858 - 0'123 631 

II = ~::~! ~~~ = ~:~;~ ~:! 
- 0'123 405 i - 0'124 548 

1 ----I ----
Urn den Fehler abschiitzen zu konnen und urn gIeichzeitig eine 

Kontrolle zu besitzen, fiihren wir die Rechnung noch einrnal mit dop-
peIter Intervallbreite durch: ' 

h = 0'4 

z y I (zy) k 

0 t 0'1 0'04 -0'038369 
0'2 1'02 -0'099960 -0'039984 -0'079968 -----
0'2 0'980008 -0'099960 -0'039984 -0'118337 
0'4 0'960016 -0'291843 - 0'116 737 -O'0394{6 

--Ii ._--:-- -
0'4 0'960554 i! -0'291955 -0'116782 -0'171316 
0'6 0'902163 -0'459908 -0'183963 -0'362244 
0'6 0'868572 - 0'445701 -Q:H8281 -0'533560 
0'8 0'782273 -0'564623 -0'225849 - 0'177 853 

0'8 O'7827el -0'564899 - 0'225960 -0'236074 
1'0 0'669721 -0'624868 -0'249947 ! -0'495734 

----
1'0 0'657727 -0'614467 -0'245787 -0'731808 
1'2 0' 536914 :1 -0'615469 -0'246188 - 0'243 936 -Ii I 

~------ ._( 

1'2 0'538765 
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An dep Stelle x = 1'2 betdigt der Unterschied beider Losungen 
29 Einheiten der letzten Stelle. Der FehIer der ersten Losung ist daher 
an dieser Stelle etwa gleich 2 Einheiten der sechsten Dezimale. 

Die Differentialgleichung 
, 1 2 

Y =10 Y -xy 

lii13t sich auch in geschlossener Form losen. Flir die gegebenen An­
fangswerte ist 

Y = ---"-z--

J'z 
1 -l'2f-P d' 

10 
o 

Daraus konnen durch Reihenentwicklungen leicht genauere Werte 
berechnet werden. Als Resultat erhalten wir: 

FeWer I genauerer Wert x y etwa 

0'2 1'000068 ! 
0'4 0'960538 i 0'9605374 
0'6 0'885371 
0'8 0'782681 0'7826798 
1'0 0'663284 
1'2 O· 538736 2 0'5387334 

Sollte im Laufe der Rechnung ein kleiner FehIer unterlaufen sein, 
so ist es durchaus nicht notig, die ganze Rechnung von der fehIer­
haften Stelle an zu wiederholen. Man kann vielmehr durch eine ein­
fache Rechnung, vorausgesetzt, da13 es sich wirklich nur urn einen 
kleinen Fehler handelt, den Einflu13 des FehIers auf die spiiteren Werte 
ermitteln. 

Hat man etwa an einer Stelle statt des richtigen Funktionswertes y 
~iilschIich den ~ ,Wert y = Y + c) gebildet, so ist daraus irrtlimlich 

kl = f (x, y + b) h berechnet worden. Flir hinreichend kleine Fehler 
kann man diesen Ausdruck entwickeln und nach dem ersten Gliede 
abbrechen: 

Weiter ist dann 

- (h k) ka=f x+"2' y+b+-f h 

= f (x + ~, y +~) h + hc)f" = k2 + hbl" , 
~= ka + hdly • 

k4 = k4 + holy' 
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Daraus ergibt sich 
k=k+h~fy, 

und damit wird 
y+ k = Y + k + ~(1 + hfy). 

An Stelle des Wertes y + kist also der richtige Wert 

(20) y+k=y+k-~(1 +hfy} 

zu setzen. Man bildet fUr aIle auf die fehlerhafte Stelle folgenden 
Werte den Ausdruck 1 + h fy; durch Multiplikation mit a erMIt 
man schrittweise aus einer Korrektur die folgende. 

Man kann diese Rechnung auch dazu benutzen, urn abzu5chatzen, 
wie stark ein Abrundungsfehler, der eine halbe Einheit der letzten 
Stelle ausmacht, die folgenden Werte beeinfluBt. 

Beispiel: Fur die oben aufgelaste Differentialgleichung ist 

Iy = ty -x. 

An der Stelle x = 0'2 kann <'ler Abrundungsfehler eine halbe 
Einheit der letzten Stelle betragen. Dieser Fehler pflanzt sich durch 
die Rechnung fort, und bei jedem Schritt kann auBerdem ein weiterer 
Abrundungsfehler hinzutreten. Den hOchstens maglichen Abrundungs­
fehler erhalten wir durch folgende Rechnung: 

x y 1 + h tv I Abrundungsfehler 

0'2 1'00 1'00 I 0'5 
0'4 0'96 0'96 1'0 
0.6 089 0'92 1'5 
0'8 0'78 0'87 1'8 

1'0 0'66 0'83 2'1 

1'2 2'2 

Der Abrundungsfehler betragt danach fUr x = 1'2 ungunstigen­
falls etwa zwei Einheiten der sechsten Dezimale. 

Man kannte versuchen, die Genauigkeit weiter als bis zu den 
Gliedern vierter Onlnung zu treiben. Es zeigt sich jedoch, daD sich 
die Formeln nicht 50 wahlen lassen, daB simtliche Glieder fUnfter 
Ordnung richtig dargestellt werden. Wohl aber kannen einzelne dieser 
Glieder zwischen den Ausdrucken (2) und (4) zur Vbereinstimmung 
gebracht werden. Wenn die rechte Seite der DifferentiaIgleichung y 
nur schwach enthiilt, dann kann man in den Gliedern fiinfter Ord­
nung alle die Ausdriicke vernachlassigen, die Iy enthalten. Unter 
dieser Voraussetzung laJ3t sich eine Lasung so wahlen, daD neben den 
Gliedern fiinfter Ordnung sogar noch die Glieder sechster Ordnung 
richtig wiedergegeben werden. Denn es ist unter Vernachlassigung 
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der tv enthaltenden Glieder 
dly 
d;rl = [)4 1 + ... , 
fi8y D- 1 
d;r6 = • + ... 

und 

k~ = h [I + ... ;; (Dt 1 + ... ) + ~ (D~ f + ... ) + ... j , 
k3= h [/+ ... ;;'(~f+ ... ) +~(~t+ ... ) + ... J, 
k,= h [/+ ... ;;(~/+ ... ) +~(D~f+ ... ) + ... J, 

299 

ZU den friiheren Gleichungen treten daher 110ch die beiden Glei-
chungen I 4! 

R2 Dt 1 + R3 ~ 1 + R, Dal = 5l [)4 f , 

D- R - D5 S' R2 U + 3 ~ f + R, 31= if D5 1 
hinzu. Unter Beriicksichtigung von (6) haben wir daher dem System (7) 
noch die Gleichungen 

{ R2 <X' + R3 <xt + R, <x~ = t ' 
(21) 

R2 <x5 + R3 <xr + R4 <x~ = t 
hinzuzufiigen. 

Der Wert von ~2 ist natiirlich immer gIeich 1. 
und ~l aIs Wurzeln einer quadratischen Gleichung 

Z2+pZ+ q= 0, 

Betrachten wir ~ 

so ergeben die zweite, dritte und vierte der Gleichungen (7) zusammen 
mit den neuen Gleichungen (21) fiir p und q die Beziehungen 

! q + .tp + t = R, (1 + P + q) , 
-!-q + tP + t = Rd1 + p + q), 
tq + tp + .~ = R4 (1 + p + q) . 

Daraus foIgt zunachst 
1 1 

P = - 1 , q = 5" ' R, = 12 ' 
und die quadratische Gleichung 

ergibt die Losungen 

~ = -k (5 - is) = 0'27639320, 

<Xl = !o (5 + {s) = 0'72360680. 

Da ~ + ~l = 1 ist, haben wir es mit einer symmetrischen Losung 
zu tun. Daher ist 
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Die ubrigen GroJ3en erhalten wir aus den F ormeln (16) und (6): 

P = 1~ ( 5 - yS) = 0'2763 9320 , 

PI = -i> ( 5 + 3 is) = - 0'58541020, 

PI = + (- 1 + 5 l"5) = 2'54508497, 

Yl= +( 3+ YS)= 1'30901699, 

Ya = - + ( 5 + 3YS) = - 2'92705098 , 

~2 = • ~( 5 - vS) = 1'38196601. 

Die Ableitung dieser und aller vorhergehenden Losungen stutz, 
sich auf die Voraussetzung, daB die Taylorsche Reihe gut konvergiert. 
Nun kann aber t(xy) schon zu Beginn oder im Laufe der weiteren 
Integration unendlich werden. Die Losungskurve verliiuft dann parallel 
der y-Achse und die Taylorsche Entwicklung ist nicht mehr anwend­
bar. Diese Schwierigkeit liiBt sich leicht beheben. Sobald die Werte 
von t (x y) groB werden, vertauscht man die RoUen der beiden Ver­
iinderlichen und lost nach dem gleichen Verfahren die umgekehrte 
Differentialgleichung 

dz 1 
dy = /(zy) = <p(xy). 

In der Umgebung eines singuliiren Punktes liiBt sich allerdings 
auch auf diesem Wege nichts erreichen. 

§ 83. Integration durch Iteration. 
Bei vielen numerischen Methoden spielt die Auffindung und Ver­

besserung einer Niiherungslosung eine wichtige Rolle. Auch zur Inte­
gration der Differentialgleichung 

y=t(xy) 

liiBt sich dieses Verfahren heranziehen. 
Fiir den Anfangspunkt xo, Yo lautet die Differentialgleichung als 

Integralgleichung geschrieben 
s 

(22) y=Yo+!t(xy)dx. 
"'. 

Die Aufgabe besteht nun darin, eine Funktion y (x) zu ermitteln, die 
auf der linken Seite der Gleichung wieder auf tritt, wenn man sie in 
die rechte Seite einsetzt. 

Geht man anstatt von der genauen Losung von einer Niiherungs­
losung Yl (x) aus, so erscheint auf der link en Seite der Gleichung natiir-
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lich nir.ht wieder ydx) , sOI).dem eine andere NiiherungslOsung Y2 (x). 
Benutzt man Y2 (x), so gelangt man zu einer weiteren Naherungs­
ltlsung Y3 (x) usw. Allgemein erhaIt man aus einer Niiherungsltlsung 
Y .. (x) durch Iteration eine NaherungslOsung Y"+l (x): 

s 
(23) Y"+l = Yu + jf(xYn) dx. 

"" 
Es fragt sich, ob die Reihe der aufeinanderfolgenden Niiherungs­

ltlsungen Yl (x), Y2 (x), •.. gegen die genaue Losung Y (x) konvergiert. 
Urn den Fehler der Niiherungslosung zu untersuchen, bilden wir die 
Differenz der Gleichungen (22) und (23) 

oder 

'" Y - Y"+l = jrt(xy) - f(xYn)J dx 
s, 

'" Y - Y"+1 =j'(XY) - I (xY.) (y - Yn) dx. 
Y - Y. 

s. 

Wir nehmen nun an, daB der Ausdruck 

I(xy) - !(xY.) 

Y - Y. 

fiir aIle in Betracht kommenden Werte x, y, y" eine gewisse Grenze M 
absolut genommen nicht tiberschreitet. Bezeichnen wir die groBten 
absoluten Betrage, die die Differenzen Y - Y.. und Y - Y"+l in dem 
Interval! x~ bis x haben konnen, mit E .. und E .. _1' so folgt aus (24) 
nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung: 

E"+l~MIX - Xu I E". 

Wahlt man die Strecke x - xu, tiber die integriert werden solI, 
klein genug, so wird M I x - Xu I nicht grol3er sein als ein echter 
Bruch". Dann betragt der Maximalfehler von Y"+l hochstens einen 
Bruchteil" des Maximalfehlers von Yn. Ebenso ist der Maximalfehler 
von Y .. htlchstens gleich demselben Bruchteil " des Fehlers von Y"- 1 

und so fort. Es ist also 

Da El eine feste Konstante ist, wird die Naherungslosung Yn+1 
beliebig genau, wenn man nur n hinreichend grol3 w1lhlt, d. h. die 
einzelnen Niiherungslosungen konvergieren gegen die wahre Losung Y (x). 

Obgleich durch die Bedingung 

Mlx-xol~" 

die Konvergenz des Verfahrens auf ein hinreichend kleines Interval! 
x - Xu beschrankt ist, kann man doch we iter fortschreiten. Denn 
man kann jeden mit ausreichender Genauigkeit ermittelten Punkt als 
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neuen Anfangspunkt wahlen und jedesmal uber ein hinreichend kleines 
Intervall weiter integrieren. 

In der Regel lohnt es sich nicht, den Wert von M zu berechnen, 
urn ein MaB fUr das zulassige Integrationsintervall zu besitzen. Der 
Verlauf der einzelnen Naherungslasungen zeigt deutlich genug, wie 
weit die Integration ausgedehnt werden kann. Vorteilhaft ist es, 
wenn M maglichst klein ist. Hier bringt zuweilen eine Drehung des 
KOOIdinatensystems Gewinn. Sobald zwei aufeinanderfolgende Nahe­
rungen innerhalb der gewiihlten Genauigkeitsgrenze keine Abweichung 
zeigen, stellen sie die gesuchte Lasung mit der gewiinschten Genauig­
keit dar. 

Fiir die wiederholten Integrationen benutzen wir das Differenzen­
schema, und zwar werden wir uns in der Regel auf die Mitnahme der 
zweiten Differenzen beschranken. Der Fehler, der durch die Vernach­
lassigung der vierten und hOheren Differenzen entsteht, liiBt sich ja 
beliebig klein machen, wenn man die einzelnen Teilintervalle nur klein 
genug wahlt. 

Die erste Naherung, auf die sich das ganze Verfahren aufbaut, 
kann man nun entweder nach den Verfahren des § 82 oder auf graphi­
schem Wege ermitteln. Haufig genugt auch schon eine ganz rohe 
Schatzung auf Grund der Anfangswerte, denn es zeigt sich, daB man 
den Begriff "Naherung" im allgemeinen nicht engherzig zu fassen 
braucht. 

Sollte im Laufe der Rechnung ein Fehler unterlaufen, so stellt 
auch ein fehlerhafter "Vert von Yn, wenn er nicht ganz aus dem Rahmen 
der ubrigen Werte herausfaJIt, noch eine brauchbare Naherung dar 
und wird durch das Iterationsverfahren automatisch wieder verbessert. 

Beispiel: Die Differentialgleichung 

1 Y= _y2 - xy 
10 

ist mit den Anfangswerten Xo = 0, Yo = 1 zu integrieren. 
Wir wahlen h = 0'1, berechnen also die Funktionswerte an den 

Stellen 0'1, 0'2, 0'), .,. Das Integrationsintervall dehnen wir bis 
zu dem Werte Xn = 1'2 aus; es zeigt sich im Laufe der Rechnung, 
daB das Iterationsverfahren bis zu dieser Stelle noch gut konvergiert. 

Ohne jede Kenntnis uber den Verlauf der Lasung wahlen wir als 
erste rohe N aherung den Anfangswert: 

und berechnen die zugeharigen Werte 

1 
f{xy) = lo y2 - xy, 



§ 83. Integration durch Iteration. 303 

Zur Integration wahlen wir, von dem Werte Yo = 1 ausgehend, zu­
nachst die Formel z+h _ 

!Idx = 2h(f + tALlf) 
z-h 

und berechnen die Werte von yz an den Stellen 0·2, 0·4, ... 1·2. 
Dann ermitteln wir von yz (0·2) aus den Wert yz (0·1) durch das Integral 

z+h __ 

JI d = h [ f (x + h) + f (x) _ ~ A A t (x + h) + Ll Ll f (x) 1 
x 2 12 2 

'" 
und wenden schlieI3lich wieder die erste Formel an, urn von yz (0·1) 
ausgehend yz an den Stellen 0·3, 0·5, ... 1·1 zu berechnen. Genau 
so verfahren wir zur Bildung von Y3, Y4' .... 

Die Rechnung ist aus der folgenden Tabelle ersichtlich. Zur be-

quemeren Addition sind die Werte tJXI jedesmal unter die ent­
sprechenden Werte von f gesetzt worden. 

:r II Yt 

0·0 I 1 

0·1 

0·2 

0·4 

0·5 

0·7 

0·8 

0·9 

:: III : 

1"2 I I 

0·1 

0'0 

-0·1 

-0·2 

-0·3 

-0·4 

-0·5 

-0·6 

-0'8 

-0'9 

-1'0 

-1'1 

1'000 

1'005 

1'000 

0'925 

0·880 

0·760 

0'685 

0600 I 

0'505 

0·400 

0'1000 

0'0005 
- 2 

- 0'1000 

+ 3 
-0'1985 

+ 9 
- 0'2918 

+ 14 
- 0'3769 

+ 19 
- 0"4506 

+ 25 
- 0'5094 

+ 30 
- 0·5502 

+ 36 
- 0'5696 

+ 42 
- 0'5640 

+ 47 
- 0'5300 

+ 53 
- 0'4640 

Differenzen 

1- 995 

I 10 
-1005 -

1_ 985 + 20 

\ 
_ 933 + 52 

+ 82 

1

- 851 
+ 114 

- 737 
! + 149 
I 588 

I + 180 
1- 408 
i + 214 

I, - 194 
+ 250 

,+ 
I 

1+ 
I 

56 
+ 284 

340 
+ 320 

660 

Ya 

1'000 

1'005 

1'000 

0'985 

0'961 

0'927 

0'886 

0'784 

0'728 

0'616 

0'566 

Man erkennt deutlich, wie die Konvergenz des Verfahrens nach 
und nach schlechter wird. Die ersten \Verte andern sich kaum noch, 
wahrend die letzten \Verte noch stark voneinander abweichen, Wir 
wenden das Verfahren noch zweimal an und erhalten das folgende 
Bild. Das Differenzenschema ist fortgelassen. 
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x {(xy,) Y4 { (xY4) y, 

0'0 0'1000 1'000 0'1000 1'000 
0'1 0'0005 1'005 0'0005 1'005 
0'2 -0'1000 1'000 -0'1000 1'000 
0'3 -0'1985 0'985 -0'1985 0'985 
0'4 -0'2920 0'961 -0'2919 0'961 
0'5 -0'3776 0'927 -0'3775 0'927 
0'6 -0'4531 0'885 -0'4528 0'885 
0'7 -0'5158 0'837 -0'5158 0'837 
0'8 -0'5657 0'783 -0'5651 0'783 
0'9 -0'6022 0'724 -0'5992 0'724 
1'0 -0'6260 0'663 -0'6190 0'663 
1'1 -0'6397 0'599 -0'6230 0'601 
1'2 -0'6472 0'535 -0'6134 0'539 

Die Werte, die sich von einer Naherung zur nachsten nicht mehr 
andem, braucht man natiirIich nicht neu zu berechnen. Wiirde man 
das Iterationsverfahren noeh einmal auf die Naherung Yo anwenden, 
so wiirde sich innerhalb der gewahlten dreiziffrigen Genauigkeit keinerlei 
Anderung mehr ergebf'n. 

Wiinscht man die Genauigkeit weiterzutreiben, so muB man 
sich zunachst Rrchenschaft davon ablegen, wieweit die bei der Inte­
gration vemachlassigten hOheren Differenzen das Resultat verflilschen 
konnen. Der Fehler der benutzten Integrationsformeln IliBt sich durch 
die GroBe der vierten Differenzen abschatzen. Flir das ganze Inter­
vall Xo bis x betragt der Fehler etwa 

(24) F = _ \;;0 .12,12. 
Dabei ist fUr .12 ,12 ein Mittelwert aus dem Integrationsintervall zu 
wahlen. 

Urn die vierten Differenzen zu ermitteln, stellen wir das folgende 
Differenzenschema auf: 

f (xy) 
Differenzen 

x 
I, 2, 3. 4, 

0'0 0'1000 
- 995 

0'1 0'0005 - 10 
-1005 30 

0'2 -0'1000 + 20 0 
985 30 

0'3 -0'1985 50 
935 29 

0'4 -0'2920 79 3 
856 26 

0'5 -0'3776 105 -11 

751 15 
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I (xY) 
Differenzen 

:r " 1, 2, 3, <t' 
0'6 -0'4527 120 + 3 

631 18 
0'7 - 0'5158 138 4 

493 14 
0'8 -0'5651 152 -23 

341 -9 
0'9 -0'5992 143 + 4 

198 -5 
1'0 -0'6190 138 0 

60 -5 
1'1 -0'6250 133 

73 
1'2 -0'6177 

Obwohl die vierten Differenzen stark schwanken, kann man doch 
ihr arithmetisches Mittel als geeigneten Mittelwert fUr die Fehler­
abschatzung ansehen, Danach ist ,1z Liz = - 4 . 10-4 , und der Formel­
fehler fUr die Integration von 0'0 bis 1'2 wird 

1'2 
F = 180' 4 ,10- 4 = 3 ' 10- 6 , 

Die einzelnen Naherungen konvergieren somit gegen eine Funk­
tion, deren Wert an der Stelle 1'2 urn etwa drei Einheiten der sechsten 
Dezimale zu klein sein wird, 

Wiinscht man groBere Genauigkeit, so muB man entweder das 
Teilintervall h kleiner wahlen oder bei der Integration hOhere Diffe­
renzen benutzen, 

Dehnen wir unsere Li:isung bis zu der erreichbaren Genauigkeit 
aus, so ergeben sich nacheinandrr die folgencen Nliherungen: 

:r Ys Ys 

0'0 

I 
1'0000 1'000000 1'000000 1'000000 1'000000 

0'1 1'0050 1'005045 1'005046 1'005046 1'005046 
0'2 

I 
1'0001 1'000066 1'000068 1'000068 1'000068 

0'3 0'9850 
I 

0'985 113 0'985 114 0'985113 0'985113 
0'4 0'9605 0'960538 0'960537 0'960537 0'960537 
0'5 0'9269 0'926987 0'926985 0'926986 0'926986 
0'6 0'8853 0'885374 0'885 369 O'S85370 0'885369 
0'7 0'8368 '0'836837 0'836830 0'836831 0'836831 
0'8 0'7826 0'782688 0'782678 0'782679 0'782678 
0'9 0'7242 0'724357 0'724337 0'724340 0'724340 
1'0 0'6632 

I 

0'663310 0'663287 

I 
0'663281 0'663281 

1'1 0'6009 0'600987 0'600949 0'600956 0'600956 
1'2 0'5387 0'538772 0' 538721 0' 538733 0'538731 

Weiterhin andern sich die auf s€chs Drzimalen hingeschriebenen 
Nliherungswerte nicht rrehr. Die letzte Nliherung ist an der Stelle 1'2. 

Run ge· Ko ni g. Vorle3ungen. 20 
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verglichen mit dem genaueren Werte auf Seite 297, urn 2' 4 Einheiten 
der sechsten Dezimale zu klein. 

Das Verfahren der Iteration wird zweckm1illig auch als Probe des 
Runge-Kuttaschen Verfahrens angewendet. Hat man z. B. fUr die 
oben behandelte DifferentiaIgleichung 

1 
y' = toy· - xy 

auf dem in § 82 auseinandergesetzten Wege die Werte gefunden: 

x y .!."s _ X" 10 
LI 

0 0'1 
-2000 

0'2 1'0001 -0'1000 + 80 
-1920 

0'4 0'9605 -0'2920 
-1608 

0'6 0'8854 -0'4528 + 487 
-1121 

0'8 0'7827 -0'5649 
544 

1'0 0'6633 -0'6193 + 563 
+ 19 

1'2 0'5387 -0'6174 

so integriere man iiber die Funktion -ky2 - xy, indem man den 

sechsten Teil der zweiten Differenzen bei x = 0'2, 0'6, 1'0 zu den 

Werten von ~ y. - xy hinzufiigt und addiert 

-0'0987 
-0'4447 
-0'6099 
-1'1533 

Mit dem Intervall 0'4 multipliziert gibt das fUr y den Zuwachs 

Lly = - 0'4613 

und somit fiir x = 1'2 Y = 0'5387, wie berechnet worden ist. Fiihrt 
die Integration zu einem neuen \Vert von y, so ist anzunehmen, daB 
der neue Wert der richtigere ist. 

§ 84. Integration durch Summation. 

Das Verfahren der Iteration laBt sich mit der im 9. Kapitel, § 74, 
S. 252 abgeleiteten Integrationsformel 

" 1 j" 1 11 (25) -,.- I(x, y) dx = (n, - 1) -1"2 (n, 1) + 720 (n, 3) - ... 
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mit Vorteil verbinden. Dabei wahlen wir h klein genug, damit bei 
der Genauigkeit, mit der wir y zu berechnen wiinschen, nur eine geringe 
Anzahl der Glieder auf der rechten Seite beriicksichtigt zu werden 
braucht, in der Regel nur die ersten beiden. 

Als Beispiet werde die Differentialgleichung 

dy 
dx=x+y 

mit den Anfangsbedingungen x = 0, y = 1 gewahlt. Zwar kann 
man die Losung y = 2 e" - 1 - x weniger urnstandlich durch die 
Potenzentwicklung von e" berechnen, aber urn das Verfahren zu er­
lautern, schadet das nichts. Das Beispiel ist so gewahlt, daB die Be­
rechnung von 1 (x, y) keine Miihe macht. 1m allgemeinen ist namlich 
die wiederholte Berechnung von 1 (x, y) die Hauptarbeit, die bei der 
nurnerischen Auflosung einer Differentialgleichung zu leisten ist. Alles 
iibrige sind im wesentlichen nur Additionen. h werde gleich 0'1 an­
genommen. Als erste Annaherung nehmen wir 1 (x, y) konstant an 
gleich 1(0,1) = 1 und bilden das Differenzenschema der Mittelwerte 
von 1 (x, y), das wir nach links, entsprechend den Anfangsbedingungen 

'" von f f(x, y) dx. fortsetzen: 

======~===T==== 

... -1 1 .. +!.ol ... +1 

9 

10 o (n=-1,0.+1). 

11 

Die Kolonne n. -1 gibt hier ohne weitere Korrektur die Werte von 

'" ~fl(x,y)dx 

an, weil die Glieder n, 1 verschwinden. Das gibt fiir y und f (x. y). da 

'" 
Y = /1 (x, y) dx: 

x y I t (xy) 

- 0-1 I 0-9 0-8 
0-0, 1-0 1-0 

0'1 l I-I 1-2 

Mit den neuen Wert en von f (x. y) wird wieder das Differenzenschema 

20" 
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der Mittelwerte gebildet und nach links entsprechend den Anfangs­
bedingungen erganzt: 

n, -1 I n+t, 0 I n, 1 

9·117 I 0·2 

I 0·9 
10·017 

I 
0·2 

1·1 

11·117 0·2 

Da (0,1) = 0·2, soist -.!.. (0, 1) = --0·017; dahermuB (0, -1) = 10·017 
12 

genommen werden, damit das Integral durch h dividiert den Wert 10 
erhaIt. Die Werte (-1,1) und (+1,1) werden zunachst durch die 
Werte 0·2 angenahert, indem wir (n + I, 2) noch gleich 0 annehmen. 
Die Formel (25) liefert somit y = 0·910, 1·000, 1·110. Mit diesen 
\Verten von y fUr x = -0·1, 0·0, 0·1 werden von' neuem drei Werte 
von t (x, y) berechnet und das Differenzenschema der Mittelwerte auf­
gestellt: 

x :y I(x,y) n, -1 I n+t, 0 I n,l In+t. 2 

-0·1 0'910 0·810 9'112 0'180 
0'905 0'020 

0'0 1'000 1'000 10'017 0'200 
1'105 0'020 

0,1 1'110 1'210 11'122 0'220 

Die Werte fiir n + -}, 2 ergeben sich aus der zweiten Differenz der 
drei Werte von t (x, y) durch die Annahme, daB die zweite Differenz 
konstant sei und daher auch die Mittelwerte dieselbe zweite Differenz 
haben. Von neuem wird nun die Integrationsformel (25) angewendet 
und ergibt y = 0'9097, 1'0000, 1·1104 und t (x,y) = 0'8097,1·0000, 
1·2104 mit der zweiten DiffErenz ,12 t = 0·0201. 

Wird nun noch einmal das Differenzenschema der Mittelwerte 
gEbildet: 

x y I I (x, y) II n, - 1 I n + t, 0 I n, 1 r n + t, 2 

-0'1 0'9097 0'8097 II 9'1119 

I 
0'1803 

11 10 '0167 

0'9048 0'0201 
0'0 1'0000 1'0000 0'2004 

I 1'1052 0'0201 
0'1 I 1'1104 1'2104 I! 11'1219 0'2205 

wo wieder die beiden Werte von 1t + 1, 2 gleich der zweiten Differenz 
der drei Werte von t (x, y) angenommen werden, so ergeben sich nach 
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der Integrationsformel (25) fiir y die Werte 0'9097, 1'0000, 1'1104, 
d. h. dieselben Werte, die schon berechnet waren. Wir nehmen daher 
an, daB sie etwa auf eine Einheit der vierten Dezimale richtig sind. 

Man braucht natiirlich nicht, wie hier der Deutlichkeit wegen 
geschehen ist, das Schema immer wieder von neuem hinzuschreiben, 
sondern kann 5tatt dessen die hingeschriebenen Zahlen bei den wieder­
holten Schritten verbessern, vielleicht zuerst mit Bleistift schreiben 
und erst die endgiiltigen Werte mit Tinte ansziehen. 

Urn die weiteren Werte von y zu finden, extrapolieren wir jetzt 
das Differenzenschema der Mittelwerte, indem wir einstweilen noch 
11 + i, 2 als konstant betrachten und fiir 2 + i, 2 auch 0'0201 
schreiben, Dann wird das Schema nach links vervollstandigt 

9'1119 0'1803 
0'9048 0'0201 

10'0167 0'2004 
1'1052 0'0201 

11'1219 0'2205 
1'3257 0'0201 

12'4476 0'2406 

und liefert flir y den nachsten Wert 1'2428 und flir I (x, y) 1'4428 und 
damit flir den letzten Mittelwert von f den verbesserten Wert 1'3266 
statt 1'3257. Das andert nun zwar wieder die Kolonne n,l und 
n + 1,2, hat aber keinen Einflu13 auf die vierte Dezimale von y. 
In dem Differenzenschema haben wir aber jetzt 50 fortzufahren: 

0'0210 
11'1219 0'2214 

1'3266 0'0210 
12'4485 0'2424 

was jedoch den Wert 1'2428 flir y, der hieraus nach der Forme! (25) 
berechnet wird, nicht andert. Wir fahren daher mit der Extrapolation 
des Differenzenschemas weiter fort, Dabei werden wir gut tun, auch 
die KoIonne 11 + i, 2 nicht mehr konstant zu haIten, Aus dem 
nachsten Wert von y wird sich sogIeich ergelJ<'n, urn wieviel die "'erte 
n + I, 2 zunehmen, 

Einstweilen kiinnen wir ihnen den Zuwachs geben, welcher der 
Anderung (0,2) = 0'0200 auf (i, 2) = 0'0210 entspricht, d, h, 
0'0020 flir eine Anderung von n auf n + 1. 

Die Extrapolation ergibt danach 

I 
11'1219 ! 0'2214 

I 1'3266 0'0230 
12'4485 i 0'24-1-1 

1'5710 0'0250 
14'0195 0'2694 
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und damit y = 0'1 (14'0195 - 0'0224) = 1'3997 und I(x, y) = 1'6997. 
Somit ergibt sich der letzte Mittelwert (2 + i. 0) = 1'5712, so daB 
sich das Schema der Mittelwerte so abiindert: 

0'0022 
0'0232 

12'4485 0'2446 0'0022 
1'5712 0'0254 

14"0197 0'2700 

Der Wert von y wird dadurch indessen bis auf die vierte Dezimale, 
nicht geandert. Es ist nun eine Kolonne (n,3) hinzugetreten. Nach 

der Formel (25) liefert sie aber zu y nur den Beitrag h· 7~~ (n, 3), 
was fiir die vierte Dezimale nieht in Betracht kommt. Fiir die weitere 
Extrapolation wird (n, 3) konstant gesetzt. 

Man wird die ganze Rechnung in einem Formular etwa der fol­
genden Form vereinigen, indem man bei jedem neuen Schritt vor­
warts an den vorhergehenden Werten des Schemas die sich ergebenden 
Anderungen anbringt: 

x y I t (x, y) II n, - 1 I n+1,O I n,l in + h2 ! n,3 ' 

-0'1 0'9097 0'8097 
I 

0'1803 I 9'1119 
0'9048 0'0201 

0'0 1'0000 1'0000 10'0167 0'2004 
1'1052 0'0210 

0'1 1'1104 1'2104 1.1'1219 0'2214 0'0022 
1'3266 0'0232 

0'2 1'2428 1'4428 
12'4485 1 

0'2246 0'0022 
1'5712 0'0254 

0'3 1'3997 1'6997 14'0197 0'2700 

Es empfiehlt sieh, die Korrekturen - -0. (n, 1), die nach der For­

mel (25) an den Werten 'n, -1 anzubringen sind, urn h y zu erhalten, 
mit kleiner Schrift unter die \Verte n, -1 zu schreiben. 

Nachdem so eine groBere Anzahl der Kolonnen der Differenzen­
tabelle der Mittelwerte aufgebaut ist, geht die Rechnung rasch 
weiter, rascher als bei dem ersten Aufbau, Es kann sich daher 
unter Umstanden lohnen, die ersten \Verte auf anderem Wege, 
z. B. durch Reihenentwicklung, zu ermitteIn, wenn dieser Weg gang­
bar ist. 

Die Fortsetzung der obigen Tabelle Iautet fUr das Differenzen­
schema, in Einheiten der vierten DezimaIe geschrieben: 



x 

0'2 

0'4 

0'5 

0'6 

0'8 

0'9 
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y 

1'2428 

1'3997 

1'7974 

f (x, y) n, -ll n +t,o I 
1'4428 124485 

1'6997 140197 
18416 

1"9836 i 158609 i 
21405 

2'2974 180017 
24708 

2'0442 2'6442 204724 
28358 

2'3275 3'0275 233080 
32392 

2'6510 3"4510 265472 
36851 

3'0191 3'9191 302323 
41778 

3"4365 4"4365 344103 

n, 1 in +1,21 I • n.3 

2246 I 
258 ! 

26 

2704 27 
285 

2989 29 
314 

3303 33 
347 

3650 37 
384 

4034 41 
425 

4459 43 
468 

4927 45 
513 

5440 

§ 85. Gleichungen zweiter und h5herer Ordnung. 
Verfahren von Runge-Kulla. 

Die fUr die L6sung von Differentialgleichungen erster Ordnung 
entwickelten Methoden lassen sich ohne Schwierigkeit so erweitern, 
daB sie auf gewohnliche Differentialgleichungen von beJiebiger Ordnung 
angewandt werden k6nnen. Wir denken uns die Differentialgleichung 
n ter Oranung nach der h6chsten Ableitung aufgelost: 

dny ( dy d'y dn- 1y ) 
dx" = I X, y, --;i~~ J dx'J' .. . dxn-1 

und fUhren n - 1 neue 
Beziehungen 

Funk-tionen Yl' Y2' 
dy 

Yl = dx ' 

d2y 
Y2 = ([;;" 

... Yn-l ein durch die 

Dann liiBt sich die Differentialgleichung 11 ter Ordnung durch ein System 
von n Differentialgleichungen erster Ordnung ersetzen: 

dY._l f ( 
dX-= X'Y'Yl'Y2'··· Yn-I)' 

dy 
dx = Yl' 
dy, 
d-;: = Y2 , 

d Y n _, 

dx-- =Yrt-l' 
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Gelingt es uns, ein Verfahren zur Integration eines Systems von 
n Differentialgleichungen erster Ordnung zu finden, so ist damit gleich­
zeitig die Liisung einer Differentialgleichung nter Ordnung erledigt. 

Wir beschranken uns weiterhin auf die Liisung eines Systems von 
zwei Gleichungen. Die Ausdehnung des Verfahrens auf eine griiLlere 
Zahl von Gleichungen ist ohne weiteres erkennbar. 

Allgemein sind zwei Funktionen y (x) und z (x) aus den beiden 
Gleichungen 

(26) { 
y' = /(xyz), 

z' = g(xyz) 

zu ermitteln. Aus der zweifach unendlichen Schar wird eine bestimmte 
Liisung durch die Angabe der Anfangswerte xo, Yo, Zo herausgegriffen. Fiir 
die Differentialgleichung zweiter Ordnung mull neben den Werten Xo und 
Yo auch der Wert der ersten Ableitung im Anfangspunkt gegeben sein. 

Ebenso wie irn § 82 gelangen wir von dem Anfangspunkt aus zu 
weiteren Werten der beiden Funktionen y (x) und z (x), wenn wir 
jedesmal x urn einen Betrag h wachsen lassen und die entsprechenden 
Anderungen k von y und 1 von z berechnen. Wieder begniigen wir uns 
damit, die beiden GriiLlen k und 1 durch Ausdriicke von der FOlm 

(27) { 
k = Rl kl + Ra ka + Ra ka + R, k, , 

1 = RIll + Rala + Rala + R,l, 

bis zu Gliedern vierter Ordnung in h richtig darzustellen. Die Hilfs­
grii13en kl' k2 , ka, k, sollen jetzt, den erweiterten Gleichungen (3) 
entsprechend, die folgende Bedeutung erhalten: 

kl =/(xyz)h, 

k2 = I(x + ~ h, y + P kl , Z + P 11) h, 

ka = / (x + ~l h, Y + PI kl + )'1 ka' z + PIll + )'lla) h, 
k4 = /(x + ~~h, Y + Pakl + )'~k2 + (jaka' z+ Pall + )'a12 + (j21a)h. 

Genau so werden die Grii13en /1 , la, la, 1, durch die zweite Gleichung 
bestirnmt. 

Die Forderung, daLl die Ausdriicke (27) bis zu den Gliedern vierter 
Ordnung in h mit den beiden Entwicklungen 

dy h'd'y h3 tFy h'd'y 
k = h d x + 21 /lx' + 3f d x3 + 4! d x' + ... , 

d z h" tFz k3 d3 z k'd'z 
1 = h d x + 21 d x' + 3f d .... + 4! d .... + ... 

iibereinstimmen miissen, fiihrt wieder zu den Gleichungen (7). Die 
Ableitung der Gleichungen geschieht ebenso wie im § 82, nur sind die 
dort eingefiihrten Operatoren entsprechend zu erweitern. Der Ope­
rator D hat hier beispielsweise die Bedeutung 

D=~ I~ ~ ax+ ay+gaz' 
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Wir wahlen wieder die einfache Losung (17) aus. Dann sind die 
Grol3en k und I folgendermal3en bestimmt: 

kl = 1 (x Y z) h, II = g (x y z) h, 

ka =/(x +~,y +-t,z +i) h, t2 = g(x +~,y +-t,z+i)h, 

k f ( "h. I. ) h t ( " h. I.) h a= x+ 2 ,y+2 ,z+2 ' a=g x+ 2 'Y+2,z+2 ' 
k, = 1 (x + h, y + ka, z + ta) h, I, = g (x + h, y + ka, z + la) h . 

Daraus erhaIten wir die Zunahmen von y und z: 

k = -~ kl + t (k2 + ka) + i k" 
I = t 11 + t (12 + Is) + t 14 • 

Da der Fehler eines einzelnen Schrittes proportional zu h5 ist, 
erhlilt man wieder eine einfache Fehlerabschlitzung, indem man die 
Integration ein zweites Mal mit doppelter Intervallbreite vornimmt. 

Der Fehler der ersten Berechnung ist dann etwa gleich fs des Unter-
schiedes beider Ergebnisse. . 

Der oben eingeschlagene Weg zur Zuruckfiihrung einer Differential­
gleichung n ter Ordn ung auf ein System von n Differentialgleichungen 
erster Ordnung ist durchaus nicht der einzig mogliche. In bestimmten 
F1i\len wird man haufig andere Substitutionen vornehmen, urn ein fUr 
die numerische Rechnung bequemes Gleichungssystem zu erhalten. 

Beispiel: Die Bessel.3che Differentialgleichung fUr den Parameter 0: 
d"y 1 dy _ 0 
dx' + -; dx +y-

ist fUr die Anfangswerte Xo = 0, Yo = 1, Yo = 0 zu integrieren. 
Wir fUhren die neue Funktion 

z=xy' 
ein. Dann folgt aus der gegebenen Gleichung 

z' = xy" + y' = - xy . 
Wir erhalten daher an Stelle der Besselschen Gleichung die beiden 

Differentialgleichungen erster Ordnung: 
, z 

y = x' 
z'=-xy. 

Aus den gegebenen Anfangsbedingungen folgen fUr unser Gleichungs­
system die Anfangswerte 

Xo = 0, Yo = 1 , Zo = 0 . 

Die Rechnung ordnen wir ebenso wie bei den Differentialgleichungen 
erster Ordnung an. Der einzige Unterschied besteht darin, dall die 
entsprechenden Grol3en k und 1 jetzt gleichzeitig berechnet werden 
mussen. Fiir h wahlen wir den Wert 0·2. 

Der Gang der Rechnung geht aus der folgenden Tabelle hervor: 
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§ 85. Gleichungen zweiter uod hOherer Ordnung. 315 

Fiihrt man dieselbe Reehnung mit doppelter Intervallbreite aus, 
so erhiilt man an der Stelle x = 1'2 die Werte 

y = 0'67123, Z = - 0'59 715. 

Danaeh hat y an der Stelle x = 1'2 einen Fehler von etwa einer halben 
Einheit, zein Fehler von etwa fiinf Einheiten der letzten Dezimale. 
Hinzu kommen jedoeh noeh die durch Abrundung entstandenen Fehler. 

1st wahrend der Reehnung ein kleiner Fehler unterlaufen, so ist 
es wieder nicht notig, die Reehnung von der fehlerhaften Stelle an zu 
wiederholen. Hat man an die Stelle der riehtigen Werte y und z die 

fehlerhaften Werte y = y + c) und z = z + E 

gesetzt, so ist aus ihnen irrtiimlieh 

k1 = (/+ c)/y + Elz)h, 
=kl+(IJly+elz)h, 

II = (g + (j gy + E g.) h , 
= l1 + (c)gll + Egz)h 

berechnet worden. Ferner ist 

fa = k2 + (c) I y + E Iz) h , 12 = 12 + «(j gy + E gz) h , 

fa = ka + (btu + E/.)h, l3 = l3 + (c)gv + Egz)h, 

~=k4+(c)lp+Elz)h, 14=l4+(c)gy+Eg,)h 
und 

k =k + (c)lu+Elz)h, I =l + (c)gy+Egz)h. 

An die Stelle der richtigen Werte y + k und z + 1 treten daher die 
falschen Werte 

{ 
y+k=y+k+c)(1 + hili) + Ehl., 

(28) z + l = z + 1 + I'J h gy + e( 1 + h Iz) . 
Beispiel: Wir benutzen dieses Resultat, urn abzuschatzen, welchen 

EinfluB der Abrundungsfehler in der oben durchgefiihrten Rechnung 
hOchstens besitzen kann. An der Stelle x = 0'2 kann der Abrundungs­
fehler eine halbe Einheit der fiinften Dezimale betragen. Bei jedem 
weiteren Sehritt kann ein gleicher Abrundungsfehler hinzutreten. 

Aus unserem Gleichungssystem erhalten wir 

Iv= 0, 
t 

Iz=;- , 
gz= o. 

Daher ist - h 
y+k=y+k+I'J+EX-' 

z+l=z+l+E-IJhx. 

Es ergibt sich, daG fiir x = 1'2 der Wert von y urn hOchstens 
fiinf, der Wert von z urn hOchstens drei Einheiten der fiinften Dczimale 
durch Abrundung fehlrrhaft geworden sein kann. 



316 Numerische Integration von gewohnlichen Differentialgleichungen. 

Bei Differentialgleichungen zweiter und hOherer Ordnung tritt 
zuweilen der Fall ein, daB die Anfangswerte nicht vollstiindig gegeben 
sind. Die an der Stelle Xo fehlenden Werte werden durch Bedingungen 
ersetzt, die die Losung an einer anderen Stelle Xl erfiillen soli. Man 
hat es dann mit sogenannten Randwertattfgaben zu tun. Bei einer 
Gleichung zweiter Ordnung kann z. B. irn Anfangspunkt Xo nur der 
Wert Yo gegeben sein. Dann kann man der Losung die weitere Be­
dingung auferlegen, daB sie an der Stelle Xl den Wert Yl oder auch 
die Ableitung yi besitzt. Geometrisch gesprochen soli unter allen 
Losungskurven, die durch den Punkt xo, Yo hindurchgehen, diejenige 
ausgewii.hlt werden, die an der Stelle Xl die Ordinate Yl oder die Rich­
tung yi besitz t. 

Numerisch wird man die Aufgabe so angreifen, dail man eine Reihe 
von Losungen von Xo bis Xl berechnet, die von dem gegebenen Anfangs­
werte Yo und verschiedenen Werten Yo ausgehen. Zwischen den An­
fangswerten Yo hat man so lange zu interpolieren, bis man eine Losung 
findet, die an der Stelle Xl den gewunschten Wert annimmt. Urn einen 
Anhalt dafiir zu besitzen, in welcher Weise die Endwerte durch eine 
Anderung des Anfangswertes beeinfluBt werden, kann man, sobald es 
sich nur noch urn kleine Anderungen handelt, zweckmiiilig von den 
Formeln (28) Gebrauch machen. 

§ 86. Integration durch Iteration. 

Auch die Liisungen eines Systems von Differentialgleichungen 
erster Ordnung lassen sich durch Iteration weiter verbessern. Wir 
beschranken uns auf die Betrachtung von zwei Gleichungen; die Aus­
dehnung des Verfahrens auf belie big viele Gleichungen wird sofort 
erkennbar sein. 

Wir schreiben die beiden Differentialgleichungen 

dy 
dx = t(xyz), 

dx 
dz=g(xyz) 

als Integralgleichungcn fUr die gegebenen Anfangswerte xo, Yo, zo: 

(29) I y=Yo+ (f(xyz)dx, ... ., 
z=zo+ jg(xyz)dx . 

.:, 

Setzen wir in die rechten Seiten zwei Niiherungsliisungen Yl (x) 
und Zl (x) ein, so entstehen durch Integration neue Niiherungs­
liisungen Y2 (x) und Z2 (x). Allgemein fiihrt ein System von Niiherungs-



§ 86. Integration durch Iteration. 317 

Iosungen Yn (x) und Zn (x) dureh Iteration zu dem System Yn+1 (x) und 
Zn+1 (x): " 

Yn+l = Yo + f !(xYnzn) dx, 

"" r 
Zn+1 = Zo + f g(xYnzn) dx. 

r. 

Urn den FehIer der Niiherungen zu untersuehen, subtrahieren wir 
diese Gleichungen von den Gleiehungen (29): 

'" 
Y - Yn+1 = fU(xyz) - !(xy"zn)]dx, 

"" " Z - Z,,+1 = f[g (xy z) - g (x Y" zn)] dx 

und formen die reehten Seiten folgendermaBen urn: 

" _ _ J [{(XYZ) - {(x y.z) ( _ ) + {(xy.z) - {(XYn E.) 1 
Y Yn+1- Y_Y. Y y" z-z. (Z-Zn) dx, 

"" " _ _J[g(xYZ)-g(XYnZ)(,_ )+g(xY.Z)-g(XYn Z.) ( - )]d 
Z Zn+l- Y_Y. )- Yn z-z. Z Zn X. 

"" 
Die vier dabei auftretenclen Differenzenquoticnten 

!(xyz) - {(_,y.z) 

Y - Y. 

sind gleich gewissen Werten der ent~preehenden Differentialquotienten 
iJ{ iJ{ og og f" vr d V " d r h . B . h ay' Tz' ay' (3"Z ur ·verte er eran er IC en lID erele y, Yn, Z, Z". 

Wir nehmen an, daB die beiden ersten Differentialquotienten flir aile 
in Betraeht kommenden Werte x, y, z aboolut genommen nieht groBer 
aIs eine feste Zahl M sind, und daB ebenso die beiden letzten Differential­
quotient en eine feste ZahI N nieht iibersteigen. Bezeiehnen femer 
bn und I'n je den groLlten ab'Ooluten Betrag von y - Yn und Z - Zn 1D 

dem Intervall Xo bis x, so ist 

bn+ 1 ;;;;: M (r~n + En) I X - Xo j, 

und daher 
I'n+1 ;;;;: N (r5" + En) I X - Xo I 

Besehriinkt man daher das Integrationsintervall so weit, dan der 
Ausclruek 

kIeiner als ein eehter Bruch % wird, so ist 

bn+1 + En+! ;;;:; % (I\n + 1',,) ;;::; %" (01 + 1'1) . 

Die groBten Fehlcr der N"iiherungs'csungm konnen daher mit zu­
nehmendem 11 innerhalb des bestimmten Integrationsgebietes belie big 
klein gcmaeht werden. 



318 Numerische Integration von gewiihnlichen Differentialgleichungen_ 

Das Iterationsverfahren ist auch hier in der x-Richtung nicht 
beschrlinkt: Denn von einem mit hinreichender Genauigkeit ermittelten 
Wertetripel Xl' YI' Zl kann man stets wieder urn ein so kleines StUck 
auf der x-Achse fortschreiten, daB die Bedingung 

erfiillt wird. (M + N) (x - Xl) ~ x < 1 

Wie bei den Differentialgleichungen erster Ordnung ist es auch 
hier zwecklos, vorher zu ermitteln, wieweit sich die Konvergenz erstreckt. 
Das Aufhoren der Konvergenz macht sich ja durch das Verhalten der 
einzelnen Niiherungen deutlich genug bemerkbar. 

Werden an irgendeiner Stelle die Werte von f(xyz} oder g(xyz) zu 
groB, so wird hier ebenso wie bei den Gleichungen erster Ordnung ein 
Wechsel der unabhangigen Veranderlichen von Vorteil sein. Je nachdem 
man yoder z als unabhangige Veranderliche einfiihrt, erhalten die Glei-

chungendieGestalt dx dz g(xyz) 

oder 
dY=/(xyz)' dY=/(xyz) 

dx dy f(xyz) 
dz = g(xyz) , dz = g(xy a-). 

Zur Ausfiihrung der Integration werden wir auch hier wieder dasDiffe­
renzenschema bis zu den zweiten Differenzen benutzen und den Fehler ab­
schatzen, der durch Vernachlassigung der hoheren Differenzen entsteht. 

Die ersten Niiherungswerte konnen nach der Methode des § 85 
ermittelt werden. Meistens geniigt aber auch schon eine ganz rohe 
Schatzung aus den Anfangswerten. Natiirlich konvergiert das Ver­
fahren urn so schneller, je besser die ersten Naherungswerte sind. 

Zur Berechnung einer weiteren Niiherung wird man stets die beiden 
besten Niiherungslosungen heranziehen. Das solI heiBen, wenn man aus 
den beiden Niiherungen Zl und YI die Niiherung Y2 berechnet hat, so 
wird man die Berechnung von Z2 natiirlich auf die Losungen Y2 und Zl 

stiitzen und nicht wie bei der Berechnung von Y2 von YI und Zl ausgehen. 
Beispiel: Die beiden aus der Besselschen Differentialgleichung 

gewonnenen Gleichungen erster Ordnung 
I z 

Y =-X' 
z'= - xy 

sind mit den Anfangswerten Xo = 0, Yo = 1, Zo = 0 zu integrieren. 
Wir wiihlen h = 0-1 und dehnen die Integration bis zu der Stelle 

X = 1·2 aus. Wie sich im Laufe der Rechnung zeigt, konvergiert das 
Verfahren noch gut bis zu dieser Stelle. 

Als erste Niiherung wahlen wir y konstant, und zwar gleich dem 
Anfangswerte 1. Die Integration erfolgt wieder nach den gleichen 
Formeln wie im § 83-

Beschranken wir uns zunachst auf drei Dezimalen, so erhalten 
wir die in der folgenden Tabelle enthaltene Rechnung. Die Naherungs-
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werte Ya und Z3 andern sich innerhalb der dreistelligen Genauigkeit 
bei weiteren Schritten nicht mehr. 

Die Genauigkeit kann leicht bedeutend weiter getrieben werden. 
Nach drei Schritten erhalten wir bereits Werte, die sich in den sechs 
ersten Dezimalen nicht mehr andern. Es ergeben sich bei den weiteren 
Schritten die folgenden Werte: 

0'0 I 
0'1 
0'2 
0'3 
0'4 
0'5 
0'6 
0'7 
0'8 
0'9 
1'0 
1'1 
1'2 

1'0000 0'00 000 111'00 000 0'000000 1'000000 0'000 000 
0'9975 - 0'00500 I 0'99750 - 0'004 994 0'997502 - 0'004994 
0'9900 -0'01991 0'99002 -0'0199000'990025 -0'019900 
0'9776 - 0'04 450 0'97762 - 0'044 495 0'977 626 - 0'044 496 
0'9604 - 0'07 842 0'96040 - 0'078 411 0'960398 - 0'078 411 
0'9385 -0'12114 0'93847 -0'121134 0'938470 -0'121134 
0'9120 -0'172031 0'91200 -0'172022 0'912005 -0'172021 
0'8812 - 0'23 030 0'88120 - 0'230 297 0'881201 - 0'230 297 
0'8463 - 0'29508 0'84628 - 0'295075 I 0'846287 - 0'295 074 
0'8075 - 0'36535 '1

1 
0'80753 - 0'365354 I 0'807524 - 0'365355 

0'76521- 0'44 006 I 0'76520 ,- 0'440 05311 0'7651971- 0'440 051 
0'7196 -0'51799 1 0'71962 -0'517993 0'719622 -0'517993 
0'6711 -0'59796 110'67113 -0'597949 0'671132 -0'597947 

Schlie13lich ist noch zu untersuchen, wieweit die bei der Inte­
gration vernachlassigten vierten Differenzen das Resultat andern 
konnen. Aus dem Differenzenschema entnehmen wir fijr die vierte 
Differenz bei der Integration'von y' den Mittelwert .12 Ll2 = - 17'10- 6, 

fiir die Integration von z' den Mittelwert j2L12 = - 100'10-6• 

Nach (24) sind daher die Integrationsfehler an der Stelle 1'2 etwa 

1/ Einheiten der sechsten Dezimale. F =O'1} 
F.=01 

§ 87. Integration durch Summation. 

Das in § 84 auseinanderges'etzte Verfahren kann auf Differential­
gleichungen beliebiger Ordnung ausgedehnt werden, wie das im wesent­
lichen schon im vorhergehenden Paragraphen gezeigt ist. Wie dort 
beschranken wir uns auf den Fall 

ay 
ax =/(x,y,z), 
az 
"dX=g(x,y,z) 

und haben nun wieder fijr eine Naherung y .. z" die Integrale 

" und !g(x,Yn, zn) dx 

mit den vorgeschriebenen Anfangsbedingungen nach der Formel (25) 
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auszufiihren. . Zu dem Ende" legen wir die Differenzentabellen der 
Mittelwerte der Funktion lund diejenige der Mittelwerte der Funktion g 
an und vervollstandigen beide nach der Kolonne mit dem Index - 1 . 
genau wie bei der Berechnung der Losung einer Differentialgleichung 
erster Ordnung. Nach der Formel (25) werden dann bessere Werte von 
Y und z berechnet und mit" diesen neue Werte von fund g, die wieder 
zu verbesserten Differenzentabellen der Mittelwerte fUhren, und so fort. 

Bei einer Differentialgleichung zweiter Ordnung 

d'y ( d Y ) 
dx2=g x'Y'dx 

ist es nicht immer das Vorteilhafteste, Z = :Y als zweite Funktion 

einzufUhren. Es kann z. B. zweckmaBig sein, oX z = sin <p (: ~ = tg <p ) 

zu betrachten. Dann wird :: = cos <p :: = ~: gleich der Kriimmung 

der in den rechtwinkligen Koordinaten x und Y gezeichneten Kurve. 
Wenn nun die Kriimmung in einfacher Weise von Ort und Richtung 
abhangt, so empfiehlt sich diese Art der Darstellung. 

So hat man z. B. fUr die Gestalt eines Tropfens oder einer Blase 
die Differentialgleichung a2 ( 1 1 ) 

Y=2 r;+;; , 
wo a eine Konstante und r1 und rz die Hauptkriimmungsradien einer 
Rotationsflache um die y-Achse sind. 1st <p der Richtungswinkel der 

. . dy . 1 d(sin'/'l 1 sin,!, 
Mend1ankurve, also -d = tg <p, so 1St - = -d-- und - = --

'\ :r 7'1 x '3 X 

Wir setzen dann sin <p = z und erhalten 
dy z 

dx=yt-z2 ' 

dz 2y z 
d ... = -;ZZ-x 

Fiir x = ° ist z = 0, und fUr kleine Werte von x geht -;- in :: 
iiber. Mithin folgt aus der zweiten Gleichung fiir x = 0: 

dz y 
dx =~. 

a ist nur eine Maf3stabskonstante; wir konnten ~ und 1'- als neue a a 
Veranderliche einfiihren und diese neuen Veranderlichen wieder mit 
x, Y bezeichnen, so erhalten wir die Gleichungen 

dy z 

dx yt _ z2 ' 

dz z 
dx=2y-x' 

Die erste Annaherung wird hier besser durch Reihenentwicklungen 
von Y und z nach Potenzen von :x gewonnen. Es ist, wie man durch 

Run g e· Konig I VorIesungen 21 
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Einsetzen von Potenzreihen mit unbestimmtcn Koeffizienten erf1lhrt 
fUr die Anfangsbedingungen Xo = 0, Yo = 1, Zo = 0 : 

_ + 1 &+ 1 5+ z-x 4"x i6 x .. ,' 

x' 3 
y=1+"2+ i6 x'+ .. , 

Daraus berechnen wir die erste Annaherung fUr x = 0,0'1,0'2,0'3,0'4: 

z y f = --== g = 2y - -I z I '. z 
Vl - z· x 

0 0'0000 1'0000 0'0000 1'000 
0'1 0'1002 1'0050 0'1007 1'008 
0'2 0'2020 1'0203 0'2063 1'031 
0'3 0'3069 1'0465 0'3224 1'070 
0'4 0'4166 1'0848 0'4583 1'128 

Wir machen uns nun den Umstand zunutze, daB die erste Gleichung y 
nicht enthillt, indem wir zuerst mit Hilfe der Mitte1werttabelle von I 
und der Integrationsformel (25) die Werte von y neu berechnen, Mit 
diesem neuen Werte von y wird dann g berechnet und dann ebenfalls 
integriert. Mit den dadurch erhaltenen Werten von z wird wieder I 
und damit von neuem y berechnet und so fort. 

Mittelwertstabelle fur fin Einheiten der vierten Stelle, 

y 

1'0000 

1'0050 

1'0203 

1'0466 

1'0854 

n, -1 

100083 

100587 

102122 

104766 

108670 

I 504 110081 23 I 
I 1535 1031 I 78 

I 2644 1109 'I 151 
1260 

I
, 3904 1 251 

1511 

n,3 

46 I 

55 

73 

100 

9 

18 

27 

Die ersten vier Werte von y stimmeri mit der ersten N1lherung bis 
auf eine Einheit der vierten Stelle iiberein, Die Mittelwerttabelle fUr g 
lautet in Einheiten der dritten Dezimale: 

z n, -1 "+J-.0 n,l I n+}. 2 

0'0000 o o 
1004 

0'1003 100+ 16 
1020 

0'2021 202+ 30 
1050 

0'3070 3074 50 
1100 

0'4166 4173 70 
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Dabei ist der letzte Wert der letzten Kolonne extrapoliert. Wir er­
halten bis auf eine Einheit der vierten Stelle dieselben Werte von z. 
Mithin werden die Werte von y und z auf etwa eine Einheit der vierten 
Stelle richtig sein. 

Nun werden gerade so wie in dem Faile einer Differentialgleichung 
erster Ordnung die Mittelwerttabellen extrapoliert und riickwarts in 
den hiiheren Kolonnen korrigiert, wenn die neu hinzukommenden 
Werte es niitig machen. 

Wenn irn Verlaufe der Rechnung Z2 griiBer wird als 0'5, so tut 
man gut, y zur unabhangigen Veranderlichen zu machen und statt 
z = sin cp die Funktion w = cos cp einzuflihren. Es wird dann 

~;. - ~: gleich der Kriimmung der Kurve, und die DifferentiaJ­

gleichungen lauten nun 
dx w 

dy Y1-w2' 

dw _ 2 +~W2 ay-- y --x-' 

Auf diese Weise wird das Unendlichwerden der rechten Seite der ersten 
Gleichung vermieden. 

Wenn eine Differentialgleichung zweiter Ordnung von der Form 

d2 y 
dx' = I(x, y) 

gegeben ist, so wendet man am besten die in § 74 abgeleitete Formel (5) 
flir die zweifache Integration an: 

""" 
(26) f.!!fdxdx = (n, - 2) + ~ (n, 0) - 2:0 (n, 2) + ... , 
wobei das Differenzenschema von f selbst, nicht das seiner Mittelwerte, 
in Frage kommt. Die Glieder (0, - 2) und (- t, -1) sind dabei den 
Anfangsbedingungen entsprechend zu bestirnmen. 

Ebenso ist die Formel (26) auf lund g bei einem System von zwei 
Differentialgleichungen von der Form 

rJ2y 
d x' = I (x, y, z) , 

d2 z 
dX' = g (x, y, z) 

anzuwenden und Analoges gilt flir Differentialgleichungen hOherer 
Ordnung. 

21* 
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§ 88. Aufgaben zum 10. Kapitel. 

1. Die Besselsche Funktion nullter Ordnung ist als Losung der 
Besselschen DifferentialgIeichung 

fUr die Anfangswerte Xo = 0, J 0 = 1, J~ = 0 an den Stellen O· 2, 
0'4, ... 1'2 zu berechnen. 

Durch die Substitution 

~ a] = _ tg!. 
] ax 2 

HiJ3t sich die Besselsche Differentialgleichung auf eine Differential­
gleichung erster Ordnung fUr Y (xl zuriickfUhren. Denn wir erhaIten 
durch Differentiation 

oder 

y' 

2 cos' !. 
2 

J" y y' 
-= tg22 - ---. 
] 2 cos,!. 

2 

Damit wird die Differentialgleichung nach Division durch J 

oder 

2 Y y' 1 Y 
tg - - -- - - tg - + 1 = 0 

2 2 cos' !. x 2 
2 

y=2- siny ... 
mit den Anfangswerten Xo = 0, Yo = O. 

1m Anfangspunkt wird der Ausdruck 

siny 
x 

unbestimmt. \Vir finden jedoch 

Somit ist 

lim siny = y;, ,= 2 _ lim sin y • 
z=D x 1 z=D ... 

lim sin y = 1 und :Yo = 1 . 
z=o x 

Nach ErmittIung von y findet man J durch eine Quadratur: 

z 

-r tgfdX 
J = e i -



§ 88. Aufgaben zum 10. Kapitel. 

2. Die Differentialgleichung 

y'=y-X 
y+x 

325 

ist flir die Anfangswerte Xo = 0, Yo = 1 von Obis 1 zu integrieren. 
Das Ergebnis ist mit der genauen L6sung 

:tu vergleichen. 

1 Y 1< 
"21g(x2 + y2) + arctg-; ="2 

3. Die Differentialgleichung der Kapillaritat 2 y = (~ + ~) 
d '1 '. 

(vgl. § 87) ist flir die Anfangsbedingungen x = 0, y = 1, d: = ° nach 

der Runge-Kuttaschen und nach der Summationsmethode bis zu dem 

Punkte zu berechnen, wo ~~ unendlich wird. 



Elftes Kapitel. 

Auflosungen der Aufgaben. 

§ 89. Losungen der Aufgaben des 1. Kapitels. 

I. Die Streeken 

~'758, 1"361, 2"493, 3"58, 5'71, 9"26, 11"07'loll 

werden in Zentimetern ausgedriiekt gleieh: 

1"925, }"457, 6"33, 9"09, 14"50, 23"52, 28"12 em" 

2. Fiir die Kolbenabstande 

40. 35, 30, 25, 20, 15, 10, 5 em 

ergeben sieh die Drueke: 

1"080, 1"234, 1"440, 1"128, 2"16, 2"88. 4"32, 8"64 Atm" 

3. Die einzelnen Abschnitte der Strecke sind: 

0"96, 1"45, 2"41, 3"61, 4"82 km" 

4. Bei achtstiindiger Arbeitszeit gebrauehen 

75, 100, 250, 600 Arbeiter 

89"6, 6]"2, 26"9, 11"2 Tage; 

bei sechsstiindiger Arbeitszeit dagegen: 

119"5, 89"6, 35"8, 14"9 Tage" 

5. Man findet die folgenden Wurzeln: 

f2i3 5"22, \10"0291 = 0"308, 

,'0:0684= 0"261;, Y6"15 =1"832, 

1"5"31 = 2"304, 1'21"4 = 2"78. 

¥1846 = 43"0, V442 = 7"62" 

6. Die Kreise mit den Durchmessern 

1"35, 4"91. 7"25, 11"31, 24"06; 38'77 mm 

haben die FHicheninhalte: 

1"431, 18·93, 41·3, 100·5, 455, . 1181 mm2" 



§ 89. L6sungen der Aufgaben des 1. Kapitels. 

7. Zu den Fallhohen 

12, 23, 36, 58, 112m 

geMren die Gesehwindigkeiten: 

15·3, 21·2, 26·6, 46·9 m/see. 

8. Dur~h die Quersehnitte mit den Durehmessern 

14"7, 19·1, 23"0, 31·8, )7"4 em 

stromt das Wasser mit den Gesehwindigkeiten: 

2·69, 1·59, 1·10, 0·57, 0·415 m/see. 

9. Mit den fiir I, P und E gegebenen Zahlenwerten wird 

0·579 
LIt = ----;;,z mm • 

Es gehoren daher zu den Drahtdurehmessern 

0·78, 

die VerHingerungen: 

0·950, 0·332, 

2·53, 

0·090, 

4·48 mm 

0·029 mm. 

10. Man bestimmt zunaehst die Winkel 

78.1 0 

327 

und findet dann je bei einer Stellung des Rechenschiebers die Seiten: 

b = 202 

c = 238 

67·0 
80·6 

39·6, 

96"7. 

II. In den drei Fallen findet man jedesmal bei einer Stellung des 
Reehensehiebers zunaehst den Winkel fJ und dann aus dem Winkel y 
die Seite c: 

f3= 28.2 0 

Y = 129.9 0 

c = 190·9 " 53· 

1m letzten FaIle ist das Dreieek durch die gegebenen Grof3en nur 
ungenau bestimmt. 

12. Man findet zunaehst nach dem Tangenssatz: 

und damit 

IX-/J =21.60 24·30 _2"7° 
2 

IX = 63"9 0 

fJ = 20"7 0 

Die Seite c ergibt sieh dann aus dem Sinussatz: 

c = 207 131·1 101"2. 
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13. Fiir die verschiedenen Winkel 

65'3°, 

erhalt man die Seillangen: 

25'9, 32'1, 

t4. Die Polarkoordinaten 

r = 6'50 

rp = 51'2° 

44'8, 58'S m, 

lauten, in rechtwinklige Koordinaten· verwandelt: 

x = 4'07 

Y= 5'07 

-2'25 

4'25 

-),62 

-6'61 

15. Die rechtwinkligen Koordinaten 

x = 2'31 

Y = 4'49 

-1'87 

5'72 
-4'39 
-0'94 

lauten in Polarkoordinaten verwandelt: 

r = 5'049 
rp = 62'78° 

4'54. 
-2'85, 

1'61. 

-3'86 

16. Es ergeben sich durch MuItipIikation mit 2 + 0'3026 die fol-
genden natiirlichen Logarithmen: 

192 = 0'6931. 195 = 1'6095 , 198 = 2'0795 • 
Ig3 = 1'0986, Ig6 = 1'7919, Ig9 = 2'1971 • 

Ig4 = 1'3864, 197 = 1'9459, 

17. Man findet die folgenden Wurzelwerte: 

18. Die Gleichung 

Y19'3 15 = 4'3949, 

YS7'896 = 7'6089, 

M'23 = 11'9687, 

x~ - 2'\\ x + ·\'062 = 0 hat die Wurzeln 

x2-)'51x-18'12 =0 

{XI= 1'280, 

Xz = 0'830, 

f Xl = 6'36., 

lxz = -2'85, 

{
XI =-3'415, 

x2 = -1'365, 

19. Die erste und die dritte Gleichung haben je drei reeUe Wurzeln, 
die zweite Gleichung hat nur eine reelle positive \Vurzcl. 
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20. Die Gleichung 

x'd - 7"98 X + 8°38 = 0 hat die Wurzeln IXI = 1°865, 

x2 = 1°384, 

X3 = -3°249, 

x = 0°4318, Wurzel 

J
XI = 6°433, 

"Wurzeln X2 = - 5°182, 

x3=-1°2S1. 

Die Gleichungen der Aufgabe 20 lauten in reduzierter Form: 

1) u3 _ 00380u - 0°065 =0, x = u + 0°933, 
2) u3 - 18°21 11 + 27"12 =0, x = u - 0°433, 

3) u3 - 8°801 u- 9°226 =0, x = u + 0°917, 

4) u3 _ 2°044u - 0°264 =0, x = u - 3°167, 

5) u3 + i01S7u - 0°1416 = 0, x = u + 1·260, 

6) ft3 - 1°915 u + 1°409 =0, x = 11 - 1°277 

und ergeben der Reihe naeh die folgenden \Yurzeln: 

1) u1 = 0°689, U 2 = -0°500. U 3 = -0°189, 
2) ul "= 3"055. U 2 = 1°820. Us = -4°876, 

3) UI = 3°394. U 2 = -2°099. u3 = -1°295, 
4) u l = " 1°490. u2 = -1°360. Us = -0°130, 

5) u = 0°1208, 

6) u = -1°6619 ° 

Daraus folgen die Wurzeln der urspriingliehen Gleiehungen: 

1) Xl = 1°622. x2 = 0"433. X3 = 0"745, 

2) Xl = 2°622. x2 = 1")87. X3 = -5°309, 

3) XI = 4°311. x2 =-1°182. x3 =-0")78, 

4) Xl = -1°676. X 2 = -4°527. X3 = -3°297, 

5) x = 1°3808, 

6) X = -2°9386 ° 

Anmerkungo Die Aufgaben sind mit einem normalen (25 em langen) 
Reehensehieber gereehnet wordeno 

§ 90. Losungen der Aufgaben des 2. Kapitels. 

I. Die beiden linearen Gleiehungen haben die Wurzeln: 

x = 1°931, y=00S69 o 
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2. Subtrahiert man den dritten Teil der ersten Gleichung von der 
zweiten, so entsteht die Gleichung: 

0"0652% - 2"9376y = -1"2470. 

Aus dieser und der ersten Gleichung konnen die Wurzeln mit dem 
Rechenschieber auf vier Dezimaleno berechnet werden: 

% = 1"6904, y = 0"4620. 

3. Die drei linearen Gleichungen haben die Wurzeln: 

% = 0"624, y = 0·0920, ~ = 0·0093· 

4. Die Determinante vierteil Grades besitzt den Wert: 

375·8" 

S. Die Umkehrung der drei linearen Funktionen ergibt: 

x = 0"1389 u - 0"0150 v - 0"0765 w. 

y = 0·1019u + 0"1088 v - 0"0928 w, 

z = -0·0618u - 0"1342 v - 0"0629w. 

§ 91. Losungen der Aufgaben des 3. Kapitels. 

I. Der Unterschied der heiden mit dem Rechenschieber und der 
°Maschine erhaItenen Resultate ergibt den wahren Fehler w eines jeden 
Rechenschieberprodukts. Fiir jede Gruppe wird der mittlere Fehler m 
nach der Formel 

m= V [WnW] 

berechnet. 
Die Annmerung der zu den durchschnittlichen Produktwerten p 

aufgetragenen mittleren Fehler durch eine durch den Nullpunkt gehende 
Gerade verlangt die Bestimmung einer Zahl a so, daB fUr den Ausdruck 

p.a-mi=O 

die Summe der Quadrate der Abweichungen moglichst klein wird. 
Flihrt man flir a einen Xaherungswert ao ein. 

a=ao+CI:· 

und schreibt zur Abkiirzung m. - ao Pi = Ii, so lauten die Fehler-
gleichungm 

PilX -1,= Vi. 

Daraus ergeben sich die Normalgleichungen zur Berechnung von IX 

und [vv): 
[PP]ex~[Pl]=O, 

- [pl] ex + Ell] = [v v] . 
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Den mittleren Fehler von ~ findet man aus 

• ' [v v} 
m", = (n _ lHPPl 

Die mittleren Fehler der einzelnen Gruppen und die Koeffizienten der 
Normalgleichungen ergeben sich fiir den Naherungswert ao = 0'6 ' 10- 3 

aus der folgenden Tabelle: 

Gruppe II P I ~ I 
1 1500 1'34 0'44 2'25 0'66 I 0'19 
2 2500 1'18 -0'32 6'25 -0'80 , 0'10 
3 3500 1'79 -0'31 12'25 -1'08 0'10 
4 4500 2'32 -0'38 20'25 -1'71 0'14 
5 5500 4'54 1'24 30'25 6'82 1'54 
6 6500 4'78 0'88 42'25 5'72 0'77 
7 7500 3'41 -1'09 56'25 -8'18 1'19 
8 8500 4'61 

I 
-0'49 72'25 -4'16 0'24 

9 9500 6'26 0'56 90'25 5'32 0'31 

[] = I 332'25 I + 2'59 I 4'58 

Danach lauten die Normalglcichungen 

332~ 103 - 2'59 = 0, 

Sie ergeben 
~ . 103 = 0'0078 , 

und 

- 2'59~ 1Q3 + 4'58 = [v v] • 

a = ao + ~ = 0'608 ,10- 3 • 

1(4-56 . 
m", = V 8-332 = 0'041, 

[v v] = 4'56 

Der relative mittlere Fehler eines mit dem Rechenschieber ge­
rechneten Produkts ist daher 

0'61 ± 0'04%0' 

2, Fiir den Naherungswert 

N = 20'52" 

ergeben sich die folgenden, in tausendstel Sekunden ausgedriickten, Zu­
schlage v, Der ausgeglichene Wert wird 

Sein Gewicht ist 
L=N+~l. 

p=[P] = 221. 

Den mittleren Fehler der Gewichtseinheit nach der Ausgleichung 
berechnet man aus 

• IP V v] 
p-=" -1' 

[p v]" 
lpvv] = [p}·v] - [pf' 
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Damit wird der mittlere Fehler des Resultats 

M=fp' 
Nr. p " I 

-
p" I p"" 

1 6 10 60 600 
2 22 - 6 -132 792 
3 24 5 124 600 
4 151 3 453 1359 
5 5 -40 -200 8000 

..... ........... ............. ............ ............. 
6 5 -70 -350 24500 
7 5 . -60 -300 18000 
8 2 

I 
-90 -180 

I 
16200 

9 1 -80 - 80 6400 

[]=I -609 76451 

Es ergibt sich 
L = 20'52 - 609 .10- 3 = 20"517 

und 221 
6092 

[pvv] = 76451- 221 = 74773. 
Daraus fo~gt 

p.= V74~73 .10- 3 =97.'10- 3 und M = 97.10- 3 = 6'5 .10- 3 • 

Y22t 
Es ist also 

L = 20"517 + 0"006. 

SchlieBt man die vier letzten Beobachtungen aus, so wird 

[P]=208, [pv]=301, [pvv]=11351. 
Daraus folgt 

L = 20"521 + 0"004. 

3. Die Unterschiede zwischen den gemessenen und den genahert 
berechneten Ordinaten werden mit l bezeichnet (vgl. S. 56). Die Ab­
szissen messen wir, urn mit kleineren \Verten rechnen zu k6nnen, von 
dem Kullpunkt 30000 aus. Es geniigt die Angabe zweier Ziffern. Die 
Koeffizienten der Normalgleichungen zur Berechnung von~, fJ und [v v] 
ergeben sich aus folgender Tabelle: 

1·10' x' . 10- 3 : Ix' 1}x"10~-'--1 II· 10· 

0 - 20 0 400 

I 
0 

1 -14 14 196 1 
9 - 12 108 144 81 
7 - 7 49 49 49 

18 + 5 90 25 324 
15 + 6 90 36 225 

- 4 +14 56 196 16 
0 ! +22 0 484 0 

--
[]=+26 - 6 197 ! 1530 696 
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Die Reduktion der Normalgleichungen (in abgekiirzter 
weise) ergibt: 

; • 10' ~ • 10' 

8 -6 26 
1530 197 

4 -20 

696 
84 

1526 217 
612 

31 

SSt = [vvl . 106 _ 

Und nach Umstellung: 
'1/ - 108 ~. 103 

1530 -6 197 
S 26 
0'0 -0-8 

696 
- 25 

8 26-8 
671 

90 
-581~ [vvl·106 _ 

Aus den Werten 

~=3'35·1O-3, 11 = 0-142 .10- 6 

berechnen wir die Zuschlage 
l=~+1]x'. 
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Schreib-

Daraus ergeben sieh die IDeht beobachteten verbesserten Ordinaten: 

Y=y+l. 

Die Summe [v v] liefert den mittleren Fehler 

m = (/ [vvL = l/~8.!.. 10- 3 = 9-S .10- 3 r n -2 6 

und den mittleren Fehler von P = Po + 1] 

m 
mp =--= 0'25 .10- 6 • 

Y 1526· 10· 

Der Schwerpunkt der beobachteten Ordinaten hat die Abszisse 

[x] = 30 . 103 + [x'I = 29. 103 . 
n n 

Da die Abszissen als fehlerfrei angesehen werden konnen, so wird 
der mittlere Fehler p der durch die Interpolation neu gefundenen 
Ordinaten aus 

(vgl. S_ 59) 
berechnet: 

p2. 106 = 12-1 + 0-062· (r .10- 3)2. 

Dabei ist r der Abstand der Ordinaten vom Schwerpunkt. 
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Die Ergebnisse sind in der folgenden TabelJe enthalten: 

K.1Q-'[ r·1Q-' 1.10' Y ,.. . 10' 

- 19 I - 18 4238'978 5'7 
-15 -14 45'388 5'0 
-13 - 12 2 50'298 4'6 

- 1 0 3 71'327 3'5 
- 1 0 3 71'933 3'5 

10 11 5 91'629 4'4 
11 12 5 94'293 4'6 
19 20 6 4309'549 6'1 

4. Bringt man an den Naherungskoordinaten de~ Punktes A die 
klein en Verbesserungen ~ und 1] an, so findet man durch Entwicklung 
des Ausdrucks yp - (YA + 1)) 

tg (ep + L1 ep) = Xp _ (x ... + ~) 
die Anderung des Winkels ep: 

A sin <P t cos <p 
LJep =-s-" - -5-1], 

wenn s die genaherte Entfernung des Zielpunktes bedeutet. 
Bezeichnet man die Ablesungen mit <x, so ist der Verdrehungs­

winkel 11 durch die Beziehung 

lX+U=ep+L1ep 

bestirnrnt. Fiir u bestirnmen wir zunachst einen Naherungswert uo: 

u=uo+\:' 
AuBerdem fiihren wir die Abkiirzungen 

sin <p 
a=-s-' 

b = _ cos<p 
5 ' 

ein, Dann lauten die Fehlergleiehungen 

a.~+bi1]-\:-li=v·i (i=1,2 ... n). 

Zur Bestirnmung von ~, Yj und \: willden wir zu einem System 
von drei Normalgleichungen gelangen. Da jedoch \: in allen Fehler­
gleichungen den gleichen Koeffizienten besitzt, so laBt sich diese Un­
bekannte vorher eliminicren. Bildet man namlich den ~littelwert 

samtlicher Fehlergleichungcn, so ergibt sich 

~[a] ~ + "'!"rb],] - \: - "'!"[lJ = ~[v] . 
n n n n 

Nun folgt aber aus den Gleichungen (19) (S, 61) 

und es ist daher 
rev] = -- [v] = 0, 

...!..[a]~+ ~[b])I-t-...!..[lJ=O, 
n n n 
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Subtrahiert man diese Gleichung von den Fehlergleichungen, so 
filllt C heraus, und es entstehen die neuen Fehlergleichungen 

Dabei ist 
ai~ + b; 'I} ~ Z; = Vi • 

a.= a· - ~[a] 
), 1. n ' 

- 1 
1, = 1, - 11 [l] . 

Aus den Fehlergleiehungen gelangen wir zu den Normalgleichungen 
zur Bereehnung von ~, 'I} und [vv]: 

Laa]~+ [-;ib11] - [ah =0, 

[ba]~+[bb]l]- [bh=o, 
- [I a] ~ - [lb] 1] + ell] = [vv] . 

Zur Bestimmung von ~, 1] und u sind drei Beobaehtungen er­
forderlieh. Die Zahl der ubersehussigen Beobaehtungen ist demnaeh 
n - 3. Damit ergibt sieh der mittlere Fehler 

m = 1!/)v~. 
~ n - 3 

Die mittleren Fehler von ~ und I) ergeben sich aus den bei der 
Reduktion der Normalgleichungen auftretenden Koeffizienten: 

m 
mlX=~' 

l''[aa.1] 
m 

m{i=---. 
V[bb.ll 

SehlieBlich ergibt sich noeh der Verdrehungswinkel 

u= U o + C= uo+-.!..[a]~+~[b]1J - -.!..[lJ. 
n n n 

Den Naherungswert flo wahlen wir gleieh dem JliIittelwert der 
Differenzen ({!i - IX,: 

Dann ist 

und daher 
[l] = 0 , d. h. I, = li . 

Da 1 in Bogensekunden ausgedruekt ist, so mull man, urn ~ und 'I} 

in Zentimetern zu erhalten, 
206265 . 

a=--smcp, 
Som 

206265 
b = - --- eOS({! 

S,m 

setzen. Die Berechnung der Koeffizienten der Normalgleichungen er­
gibt sicl! jetzt aus folgender Tabelle: 
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I b I ;; I b II •• I aii 1;;1 iiii bl I II 
14° S' 0"6 -0"98 0'214 -0'476 0'104 -0'512 0-011 --0-053 -0-102 0-262 0-502 0'960 

4 59'6 + 0'02 + 413 - 078 +30J - 114 092 - 035 + 006 013 - 002 000 
5 1'0 - 1'38 + 714 + 715 +604 + 679 365 + 410 - 834 461 - 937 1'904 
4 57'9 + 1'72 - 309 + 821 -419 + 785 176 - 329 - 721 616 +1'350 2'958 
459'0 + 0-62 - 482 - 804 - 592 - 840 350 + 497 - 367 706 - 521 384 

" [] = I 24 58 1 I 0001 +0550 1+017810000 1-0 002110 9941+0 4901-201812-0581 +0-19216'206 

~[]= 1",= 140 4'59"62 1 1 +0'1101 +0-036 i 

Die Reduktion der Normalgleichungen ergibt: 

~ '1 

0'994 0'490 - 2'018 
2'058 0'392 

241 - 995 
6'206 

4'097 

1'817 1'387 
2'109 

7J = 0'76 1'059 

1'050 = [vul 

und nach Umstellung: 
~ • 

2'058 0'490 0-392 
0'994 -2'108 

117 93 
6'206 

75 

0'877 - 2'111 
~ = - 2'41 6'131 ' 

5'081 

1'050 = [0 v] , 

Aus [vv] folgt 
m = y1-~50 ':'" 0'72. 

Damit werden die mittleren Fehler 

Endlich ist 

0'72 m.= --=0"77, yo'm 
m, = _oJ~ = 0'54. 

1 Yl'817 

1 1 
~ =-;[a]$+-;[b]1] = - 0'265 + 0'027 = - 0'238. 

Es ergeben sich also die Resultate: 

¢ = - 2"4+:0'8 cm, 

1]= O'8±O'5cm, 
u = 14 0 4' 59" 38. 
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Zur Probe berechnen wir die Anderungen des Winkels f{J: 

Af{Ji = a~ + bt} 

und bilden die Abweichungen 

Vi = A f{Ji - C - li • 

a; blJ A<p v 

- 0'516' - 0'362 ! - 0"88 + 0"34 
- 996 059 i - 1'06 0'84 
- 1'721 + 5431- 1'18 + 0'4+ 

+ 745 + 624 i 1'37 0'11 
+ 1'163 611: 0'55 + 0'17 

-[-]=1 0'00 I 

vv 

0'116 
706 
194 
012 
029 

1'057 statt 1'050 

5. Die Reduktion des symmetrischen ,Systems 

ergibt die Koeffizienten 

- 0'55 
3 

- 0'35 0 
- 0"75 0 

5 0 
-6 

a~=no, a3;=4'56, a~=-6. 

Damit ergibt sich die transformierte Gleichung 

X'2 + 2'70y'2 + 4'56z'2 - 6 = o. 
Die Flache ist ein Ellipsoid, 
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6. In den Beziehungen des § 23 ergibt sich fUr die Transformation 
der quadratischen Form das folgende Schema: 

yz zx I xy I 2a 
a 
2 

I b1a1f,e di 
3 -1'5' 1 1 3'5 0 '-2'5 1 54 0 28'1 27°14': 13°37' 

1-0'9011+0'901 1-1'1441+0278, \ 

3a 
:_:'4011 1,901 1 od 1-:'1441_1'2221_22022,1-11011'\-5035'5 

+ 0'220' - 0'220, 1- 0'222, + 0'022! I I ! 

a bd tie, : 'I 

3'220',-2'621 , 1'901 -0'222-1'122' 0 1-40'24'-20'12' -10°6' 
+ 0'206' 1- 0'206'+ O'007! 1+ 0'0771 I 

3"426:-:'~2~1 t!9~:-:'21;1 0 I :'0771- 223'[-111'5[- 55'8 

3'426 - 2'624 1'6981 

Die transformierte quadratische Form lautet also 

3"426 x'2 - 2'624 y'2 +1'698 Z'2, 

Run g e· K 0 n I g, YOrlCSUDg'O'l1. 22 
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Zur Probe berechnen wir die Werte der symmetrischen Determinante 

3 -1 -1'25 0 
- 1'25 -1"5 -1 1'75 

o 1 "75 1-1 

FUr 1 ist einer der gefundenen Koeffizienten einzusetzen, Es ergibt sich: 
<=3'426 l = -2'624 l= !'6g8 

-0'426 -1'25 0 5'624 - 1'25 0 1'302 - 1'25 0 
- 4'926 1'75 1'124 1'75 - 3'198 1"75 
- 3'668 0 0'278 0 !'2OO 0 

- 2'426 3'624 - 0'698 
0 0 o 

- 1'258 1'75 0'846 1'75 - 4'398 1'75 
- 2'426 3"624 - 0'698 
- 2'434 3'620 - 0'696 

0'008 0'004 -0'002 
statt 0 statt 0 statt 0 

§ 92. Losungen der Aufgaben des 4. Kapitels. 

I. Die reelle Wurzel der Gleichung 

x"+5x-7=0 

liegt in der Nahe von x = 1. Die Entwicklung nach Potenzen von 
x - 1 =:y Iautet: 

yS + 5 y4 + 10y3 + 10y2 + 10y - 1 = O. 

Diese Gleichung wird durch den Wert y = 0'1 angenahert erfilllt. 
Die Entwicklung nach Potenzen von :y - 0'1 = z Iautet 

oder 
zS + 5'6:'+ 12'1t' + 13'31z2 + 12'3205z+ 0'11051 = 0 

-12'320Sz = 0'11051 + 13'31 Z2 +'" 

Man findet mit dem Rechenschieber den Wert 

und damit 
z =- 0'00906 

x = 1 + 0'1 - 0'00906 = 1'09094, 

Die Probe ergibt durch Einsetzen in die Gleichung nach dem 
Hornerschen Schema: 

x5 + 5 x - 7 = - 0'00003. 

Z. Nach dem verallgemeinerten Hornerschen Schema erhiilt man 
die Produktentwicklungen: 

x4=x+x(x -1) + 2x(x-1) (x+ 1) +x(x -1) (x + 1) (x- 2) 

und 

x4 = - x + x (x + 1) - 2x (x + 'I) (x - 1) + x (x + 1) (x - 1) (x + 2), 
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3. Nach dem Schema auf Seite 98 erhalt man die ganze rationale 
Funktion 

g (x) = 1716'76x - 4'1745 x (x - 18) - O'08074x (x - 18) (x - 30) 

+ 0'000 188x (x -18) (x - 30) (x - 45). 

Die Koeffizienten sind in Einheiten der 5 ten Dezimale, x ist in Grad 
gemessen. 

Zur Berechnung der Funktionswerte flihren wir zunachst die !ineare 
Interpolation aus und bringen dann die Werte der iibrigen Glieder als 
Korrektur an. Zur Probe berechnen wir gleichzeitig sin 54°, das Re­

sultat muE mit dem bekannten Wert t (is + 1) = 0'80 9017 iiberein­
stimmen: 

x I lin, Interpol. I Korr. g(x) 

~I 17167'6 

I + 194'3 0'17362 
34335'2 132'8 34202 

~I 51502'8 
I 

1502'8 500000 
68670'4 

1 
4392'4 64278 

50 I 858380 ! 9232'8 76605 
54 92705'0 - 11803'3 809017 

4. Die Interpolation ist fiir den Wert 

jl = 0'41592654 

vorzunehmen. Fiihrt man die Rechnung nach Formel (I) durch, 50 sind 
dem Differenzenschema die folgenden \Verte in Einheiten der letzten 
Dezimale zu entnehmen: 

Yo = 4913 6169 

L/yo+ Jyo = 1401436'5 
2 

L/Lfyo= -45215 

L/'Ayo + L/ A'yo = 
2 

L/ZJ2yo = 

L/3 J'yo + L/'A3yo 
2 

2924 

-284 

39 

u = 0'41592654 

0'086497 2! 
1«,,' -1) 
--:;-1-' = - 0'0573 3 

J, 

,,'(It'-I) 
--4-! _. = - 0'0060 

(,,'_1)("'_4) 
5! . 0'0110 

I 
Produkte 

49136169 

I 

I
I +582894'6 

3911'0 

167'6 

+ 1'7 1 __ 0~ 
logn = 0'497149871 

Bei der Interpolation nach Formel (II) ist 

v = u - ! = - 0'0840 7346. 
22* 
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1m iibrigen ergibt sich die foIgende Rechnung: 

Yo +.-1'1, = 49825583'5 
2 

Llyo= 1378829 

i- PrOdukte 

49825583'5 

v = - 0'0840 7346 I -11 5922'9 

-.!..(v2_!) = -0'121466 I + 5323'1 

Ll2 LI Yo = 

Lf2J2yo + .1 2J2 Y1 
2 

- 43824 
2! 4 

2782 fr (V2_~) = 0'0034 

-265'5 :&(v2-n (V2_~) = 0'0227 

+ 9'5 

logll = 0'497149872 

5. FUr die Einschaltung von drei Zwischenwerten in das IntervaII 
ist in Formel (II) (S, 112) 

v=O, v=+t 

zu setzen, Damit ergebcn sich die drei Interpolationsformeln: 

y, = Yo +1'1 __ -.!..Lly _ ~~Jyu +~JYl +_1L12jy +~ .12 3 2 yo + .1232 Yl _, 
• 2 4 o. 32 2 128 0 2048 2 

Yl=YO+Yl lJJYo+.1JYl +_3_j232YO+j2~!-,_, 
2 8 2 128 2 

,= YO+Yl +-.!..,d _~.1XYo+.1JY'-_~Ll2A +~.1232YO+.1232Yl+, 
y. 2 4 Yo 32 2 128 Yo 2048 2 

Die Anwendung dieser Formeln auf die IntervalIe 196 bis 200 und 
200 bis 204 liefert die Werte: 

x I 19x .1 j2 

196 5'2781147 
50891 

197 5'2832038 - 258 
50633 

198 5'2882671 - 255 
50378 2 

199 5'2933049 - 253 
50125 3 

200 5'29831H - 250 
49875 

201 5'3033049 - 247 
49628 2 

202 5'3082677 - 245 
49383 2 

203 5'3132060 - 243 
49140 

204 5'3181200 

Der gleichfOrmigc VerI auf cler hoheren Differenzen bietet eine 
Probe fUr die Richtigkeit cler berechneten Wertc, 
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6. Wir setzen go = 1, gl = 0'57 296 und bilden die Kettenbruch· 

entwicklung fiir [0. In den Bezeichnungen des § 39 ergibt sich: 
gl 

v gy 

0'57296 
2 42704 
3 14592 
4 13 520 
5 10]2 

qy 

2 
1 

12 

Pw 

:2 

5 
iJ 

89 
4 

51 

Die Zahl 0'57296 wird daher genahert durch den Bruch 

4 

7 

dargestellt. Der Fehler betragt: 

~ g5 = 0'00153 oder 21 %0' 
go p. 

§ 93. Losungen der Aufgaben des S. Kapitels. 

1. Aus der Reihe 

1 1 1 ( (-1)") 
5 = 1 - "3 + "5 - 7" + . .. Cn = 21,+1 

erhalt man durch Bilden des arithmetischen lIittels zweier Naherungs­
weite die Reihe 

5 1 1 1 ( , (- I)" ) 
Sl=6-J:5+S::;-?:9+'" e" = (2n+0(::~--;:' +3) . 

Aus dieser wieder die Reihe 

5 =~ __ 2_+ ___ 2 __ ~2 __ + ... (e"= (-1)"·2 ) 
2 5 3·5'7 )'7·9 7·9·11 n (2n+l)(2n+3)(2n+5) 

usw. 

S=~--~_!_+_l! ___ - (e"'= _ (-1)"'3! . __ ) 
3 105 3·5'7'9 5·7·9·11 ... " (2n--l) (2n+3)(2"+5)(2"-'-7) , 

248 4! 4! 
S~ = 315 - 3·5· 7' 9: 11 + 5-'-7:9:11 ·13 - ... 

Man erkennt fiir die Korrekturen der einzelnen Reihen leicht das 
allgemeine Bildungsgesctz: 

elp) = (- 1)". p.! 
" (2 n + 1) (2/1 + 3) ... (2-n-+:--:-2--:-p-+--:---:-l-;-) 

SoIl der Fehler, d. h. das Glied, vor dem die Reihe abgebrochen 
wird, kleiner als eine Einheit der sechsten Dezimale srin, so Uliil3ten 
von der ursprlinglichen Reihe 500000 Glieder summiert \\wclen. FUr 
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die iibrigen Reihen ergibt sich die notwendige Gliederzahl aus dem 
Ausdruck ffir cfl'!, Man findet 

P=1 
2 

3 
4 

500 Glieder 
62 
23 
13 

Addiert man bei der vierten Reihe die ersten 13 Glieder. so ergibt 
sich: 

0'785 398 68 , 

Die Summe der ersten 14 Glieder ist 

0'785 39782 , 

Das Mittel aus beiden liefert den Naherungswert 

I 0'785 39825 
± 43. 

da der Fehler kleiner als die halbe Differenz beider Werte sein muB, 
Zum Vergleich ist. 

~ = 0'785 39816, 

2. Das gleiche Verfahren formt die Reihe 

1 "1 1 ( (- I)" ) 
S = 1 - 22 + 3" - 4i + .. , C,. = (n + 1)2 

urn in die Reihe 
7 1 5 1 7 ( , (- I)" 2 n + 3 ) 

S1 = '8 - '2 22 , 32 + '2 32 ,42 - ,,' Cn = -2- (n + 1)2 (n + 2)2 

und diese wieder in 

121 1 26 1 47 (, (-I)" 3n2 +12n+11 ) 
S2=144-'222 '32 '4'+'232 '42-:SO-'" ~= 2 (n+l)2(n+2)'(n+3)2' 

Die Summe der erst en 17 Glieder dieser Reihe ergibt 

0'8224620, 

Die Summe der erst en 18 Glieder: 

0'8224714, 

Das Mittel aus beiden Naherungswerten lautet: 

Zum Vergleich ist 

I 0'8224667 
±47, 

",2 

12 = 0'8224670 ' 

3. Am ersten Tage werden durch al Kranke kal Personen an­
gesteckt, Die Gesamtzahl der Kranken ist daher am zweiten Tage 

a2 = k al + k ao ' 



§ 93. Ulsungen der Aufgaben des 5. KapiteJs. 343 

Da die Dauer der Krankheit zwei Tage betragt, so sind kal Personen 
auch noch am dritten Tage krank, dazu treten k a2 neue Erkrankungen. 
Die Gesamtzahl ist 

Allgemein erhalt man an aus der Rekursionsformel 

a,. = kan - l + kan - 2 • 

FaBt man die Zahlen an als Koeffizienten einer Potenzreihe 

f(x) = ao + al X + a2 X2 + ... an x" + ... 
auf, so ist 

Daraus folgt 
_ 1 (ao + (al - hao) Xl _ ao + (al - hao) X2) 

a" - .r--4 X3 +1 x'! + 1 ' 

hf1+-. 1 • 11 

wenn Xl und x. die beiden Wurzeln der Gleichung 

kX2 + kx= 1 
sind: 

Xl = {- (}/1 + : - 1), 

x2=-{-(V1 + : + 1). 
Da x. absolut genommen stets gr6Ber als 1 ist, so strebt an fUr 

groBe Werte von n gegen 
ao + (al - 11 ao) Xl 

... ~+1kV1+ : 
Dieser Ausdruck wird konstant, wenn Xl = 1, d. h. 

k=! 
ist. Dann strebt an gegen 

t (ao+ 2al )· 

4. Fur sin (X = 0·05 wird 

cos IX = Y1 - sin· IX = 0·998749217772 . 

Den Winkel selbst erhaIt man aus 

. 11. 1·31. 1·3·51. 
IX = SllllX + -- S1ll3 IX + ~-S1ll5IX + -- -S1ll7IX + ... 

23 2·45 2·4·67 

Es wird in BogenmaB 
IX = 0·05002 08568 06 

und in Grad umgerechnet 

IX = 2° 51' 57" 5423374. 
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Nach den Formeln auf Seite 144 erhiilt man damit fUr 
p = 2 sin 1X = 0'1 die Tabelle: 

2° 51' 57'54234 
5° 43' 55'08467 
8° 35' 52'62701 

11 ° 27' 50'16935 
14 ° 19' 47'71169 
17° 11' 45'25402 
20° 3' 42'79636 
22° 55' 40'33870 
25° 47' 37'88104 
28° 39' 35'42337 
31 ° 31' 32'96571 
34 ° 23' 30' 5080 5 
37° 15' 28'05039 
40° 7' 25'59272 
42° 59'23'13506 
45 ° 51' 20'67740 
48° 43' 18'21973 
51° 35'15'76207 
54 ° 27' 13'30-+41 
57° 19' 10'84675 
60° II' 8'38908 
63° 3' 5'93142 
65° 55' 3'47376 
68° 47' 1'01610 
71 ° 38' 58'55843 
74 ° 30' 56'10077 
77° 22' 53'64311 
80° 14' 51"185+5 
83° 6' 48'72778 
85 ° 58' 46'27012 
88° 50' 43'81246 
91 ° 42' 41'35480 

COSet 

0'9987492178 

0'9887617256 

0'9688866162 

0'9393226406 

0'9003654386 

0'8524045822 

0'79591 96800 

0'7314755810 

0'65971 67261 

0'5813607041 

0'4971910749 

0'4080495351 

0'3148274999 

0'2184571896 

0'1199023075 

0'0201484023 

sinet 

0'0998749218 

0'1987510943 

0'2956397560 

0'3895720200 

0'4796085639 

0' 5648490221 

0'6444409901 

0'7175885482 

0'7835602208 

0'8416962912 

0'89141 53987 

0'9322203522 

0'9637031022 

0'9855488211 

0'9975390519 

0'9995538921 

5. FUr die BogenHinge erhalt man die Reihenentwicklung 

Setzt man 6 (s - I) (21p)2= V , --l-=U' 

so wird 
U = v - ~v2 + ~V3 - 2-v4 +. 

20 56 192 

Durch Umkehrung dieser Reihe ergibt sich 

3 0 3 23 v = 11 +-w - __ tI3 + -8-tI4 - .. , 
20 350 400 



§ 94. Losungen der Aufgaben des 6. KapiteJs. 

Fiir s = ~ l wird u = ~-. Die Reihe liefert 

Damit wird 

60 10 

V = 0·101 49~ . 

I P = -,cc = 1·S6948l. 
2 fv 

§ 94. Losungen der Aufgaben des 6. Kapitels. 

I. Die positive Wurzel der Gleichung 

x6 +6x-8=0 

345 

liegt in der Nahe von 1. Man findet etwa nach dem Newtonschen 
Verfahren die aufeinanderfolgenden ~aherungen: 

Xl = 1 , 
X 2 = 1·08, 
xa = 1·075 5, 
X 4 = 1"075 458. 

2. Die Gleichung 
X =cosx 

besitzt eine und nur eine reelIe Lasung in der Nahe von~. Man kann 
4 

diesen Wert durch Iteration verbessern, aber das Verfahren konvergiert 
sehr langsam, da der Differentialquotient der rechten Seite nur wenig 
kleiner als 1 ist. 

Die Konvergenz !aEt sich auf folgende Weise beschleunigen: Sind 
XI' X 2 und Xa drei aufeinanderfolgende Naherungswerte, so ist nach 
der Beziehung auf Seite 155 

X - X 2 = k (x -- x)) , 

x - X3 = k (x - x2) 

angenahert fiir den gleichen \Vert k. Daraus folgt 

(x - X 2)2 = (x - Xl) (x - xa) . 

Fiihrt man hier die Differenzen der Nahcrungswerte aus dem 
Schema x) 

J) 
j2 X2 

L12 
L 

X3 

ein, so wircl _ -1.-12 
X ~ X 2 - ~-2 -- • 

Haben LI) unci ,J2 verschiedene "orzeichcn, unci unterscheiden sic 
sich absolut nur wenig voncinamler, so kann man auch angenahert 
setzen: x = ~ (x -L .-"1+--,,",,) 

. 2: 2 I 2 " 
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Zu dem auf diesem Wege berechneten Naherungswerte bestimmt 
man durch Iteration zwei weitcre und wiederholt dann das Verfahren. 

Die Gleichung x = cos x liefert zu dem Naherungswerte Xl = 45 0 

die weiteren: 

x LI LI' 
LlI LI, 

- ---:J2 

45° 
- 4"486 

40·514 7·531 1·814 
3·045 

43 . 559 

42° 328 
31 

359 - 52 - 12·5 
- 21 

338 
-.~~--------

42° 20'471/ 

1- >OJ 

420 
47·420 

- 283 
47·137 

I 

x = 42°20'471/251 

3. Die kleinste positive Wurzel der Gleichung 
x - ctg x = 0 

-169 

liegt in der Nahe von ~. Man findet, am bequemsten nach dem Newton­

schen Verfahren, die folgenden Naherungen: 

Xl = ~ = 0·7854 = 45°, 

x2 = 0·8873 = 50' 50'3, 
Xa = 0·8600 = 49° 16'28", 
x4 = 0·860332 =49°17'36"2, 
Xs = 0·86033358 = 49° 17'36"540. 

4. Die Gleichung hat nach der Cartesischen Zeichenregel eme 
positive und keinc oder zwei negative reelle \Vurzeln. 

5. FUr die Gleichung findet man die folgende Sturmsche Kette: 

x· x5 X' I x3 I x 2 I x 

-8 4 i 
6 I 

I 
5 go =: 0 1- 3 

gl = 6 - 40 i 16 18 0 -5 
gz = 7"56· - 6·56 I - 4 I 4·17 -1·89 

ga = I 11·01 . 3·73 - 20·69 13·70 
g. = I - 13"28 22·35 - 9"45 

g. = 1- 8·96 2·14 
g. = 1 4·86 
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Die einzelnen Funktionen erhalten die folgenden Vorzeichen: 

x 1 go 1 gil' g2 1 ga 1 g.·1 g,: 1 g. 1 Zeichenwechsel 

+ 
I 

+ I 
+ + 4 -00 - - -

0 + - - + - + + 4 
1 + - - + - - + 4 
2 - - + + - - + 3 
7 -

I 
+ + + - -

t 

+ 
" 

3 
8 + + + + - - + 

t 

2 

+00 I + I + + I + - - I + 2 

Danach besitzt die Gleichung zwei reelle Wurzeln, und zwar eine 
zwischen 1 und 2 und eine zwischen 7 und 8. 

6. Die Gleichung besitzt die folgende Sturmsche Kette: 

go=x'+ax+b, 
gl = 7x6 + a, 
g2=-9 ax - b , 

ga = - a - 7 ( ~! r . 
Danach sind folgende Faile zu unterscheiden: 

a;;;; O. Die Gleichung hat eine positive \'lurze!, wenn b < 0 ist, 
negative b > 0 

a < 0, Ibl < bo' zwei positive, eine negative Wurzel, wenn b > 0 ist, 
eine '" zwei \Vurzeln, b < 0 '" 

jbj > bo' eine positive Wurzel, wenn b < 0 ist, 
negative b > 0 

Dabei ist 
bo = - T ( - ~ )1. 

7. Man findet nach dem Graeffeschen Verfahren die folgenden 
Gleichungen fUr die Potenzen der Wurzeln: 

2, Potenz 'I'i,' 1 1- 31 0 I 2' 73 I - 8' 24 t 62 04 '- 1 
4. " ,,1 - 3' 54 i 2' 630 1 - 3' 493 . 3' 632 ' - 1 
8. 1 ,- 7' 272 I 4' 450 ' - 111029 111319 - 1 

16, 1 I - 49 399 i 117831 ! - 1"047 '1";40 - 1 
32. I, 1 I - 1"8981 3"342 : - 1"095 ! 341026 • - 1 

Aus der letzten Gleichung ergeben sich die Wurzeln: 

Xl = 4'0036, 
X 2 = - 2'9952, 
Xa = 1'9832, 
X 4 = - 1'0323 , 
Xs = 0'0407, 
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Durch Einsetzen k6nnen diese Werte verbessert werden, Es er­
gibt sich: 

4'0035576 

X2 = - 2'9952112 

X3 = 1'9831816 

x. = -1'0322635 

X5 = 0'0407355 
Summe 2'000 0000 

8. Nach dem Graeffeschen Verfahren ergeben sich fiir die Potenzen 
der Wurzeln die folgenden Gleichungen: 

2, Potenz 1 _110 _2289 - 23 174 23 401 
4. .. 1 - 62 78 +4' 484 - 6' 114 5' 765 
8. .. 1 - 35 700 - 69 268 - 313686 313323 

16. .. 1 - 111494 + 119201 - 127359 127104 
32. .. 1 - 222231 - 238620 - 15'848 15'220 

Von der Gleichung £iir die 32,·Potenzen an zerspaIten sich die 
Gleichungen vier ten Grades in eine Iineare, eine quadratische und eine 
weitere Iineare Gleichung, Die Gleichung hat demnach zwei reelle 
Wurzeln Xl' X 2 und ein Paar konjugiert komplexe Wurzeln u ± i v: 

Xl = 4'993), 
x2 = -0'9871, 

~12 + v2 = 9'9414, 

u =0'9969, 
v = 2'9912. 

Durch Einsetzen lassen sich diese \Vurzeln weiter verbessern: 

I X - 4'99331160, 
x: : - 0'9871008 3, 

u = 0'9968946, 

v = 2'991 2478 , 

• Probe: x1 +x2 +2u 5'99999997 statt'6, 
1 1 2u -+-+~+ 2 =-0'61224491 

Xl xa U v 
30 

statt -4<5=-0'61224490, 

§ 95. Losungen der Aufgaben des 7, Kapitels. 

I. Die Gleichungen besitzen zwei reelle Losungen in der Niihc 
von X = - 2, Y = 2 und von x = 1'6, Y = 0'9 ' 

Durch Verbesserung dieser Niiherungswerte findet man 

I x = -1'973 5205 , 
Y = 2'0211670 



und 

§ 95, Losungen der Aufgaben des 7, Kapitels, 

1'S960149, 

0'9360689, 

349 

2. Die Gleichung vierten Grades lant sich in die bt:iden Gleichungen 

4'SX2+2y2_2x-1 =0, 

x2-1'5x-y=0 

zerlegen, Die Ellipse besitzt zwei Schnittpunkte mit der Parabel mit 
den Koordinaten 

und 

x =-0'2 

Y = 0'4 
und 

x= 

y=-o'S, 

Durch Verbesserung findet man die Werte 

I x = -0'22794747, 

Y = 0'39388124 

I x = 0'59920910, 

Y = -0'53976210, 

3. Man findet durch Iteration die Werte 

I x = 0'26524460, 

Y = 0'48073972 ' 

4. Die durch Iteration verbesserten 'Verte sind 

x = 1'0262518, 

Y = 3'9104903, 

z = 1'4013148, 

5. Die nach den "stark" auftretenden Unbekannten aufgelosten 
Gleichungen lauten 

x = 1'907 - O'2212y - O'1059z, 

y = 1'389 - 0'0535 z - O'1046x, 

z = 1'493 - O'0359x - O'0338y, 

Die Ka.herungsm.'rte mit ihren Verbesscrungcll werden: 

x y z 

1'907 1'389, 1 '493 

466 280 115 

+ 74 + 55 + 26 

15 9 4 

+ 2 + 2 0 

\'502 1'\57 1 '400 
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§ 96. Losungen der Aufgaben des 8. Kapitels. 
I. Urn das Intervall zwischen die Grenzen - 1 his + 1 zu ver­

legen, fUhren wir die Veranderliche 
t = 2x-1 

ein. Wir erhalten dann die Integrale: 
+1 1 

10= Tly 1 + (t~ T dt= IV1 +x2d~ = fi2 + flg(1 + yz), 
-1 0 

+1 

II = Tley 1 + (t~ 1)2 dt=tV2-+ -flg(1 + V2), 
-1 

+1 

12 = T I t2 Y 1 + e ~ 1) 2 d t = + (2 - Y2) . 
-1 

Danach wird 

und es ergiht sich 
fUr n=1 

10 = 1'1477936, 
I] = 0'0711578, 
la = 0'3905243, 

ao= 10= 1"1477936, 
a l = 3Jl = 0'2134735, 

fiirn=2 

ao= ¥-(310- 5J2) = 1'1180695. 
a l = 311 = 0'2134735. Fa = 1'333 3272. 

15 a2 =T(312- Jo) = 0'0891723. 
Ferner ist 

+1 1 

Hrdt= j(1 +x2)dx=t-
-1 0 

und daher das Quadrat des mittleren Fehlers 

m2=-~--Fn' 
Kehrt man noch zu der ursprunglichen Veranderlichen zuruck, 

ao + a1 t + a2 t2 + ... = bo + bl X + b2 x2 + ... , 
so wird die Naherungsfunktion 

fUr n = 1 
0'93432 + 0'42695 x m =0'0267; 

fur n = 2 
0'99377 + 0"Q7026 x + 0'35669x2 m = 0'0025, 
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2. Urn die Koeffizienten der KormaIgleichungen moglichst herab­
zudrucken. fuhren wir die neue Veranderliche 

t=x-S 

ein. Fur die Koeffizienten der Normalgleichungen erhalt man dann 
die foIgenden Summen: 

Lt = - 5'9, 

2: t2 = 94'8, 

Lea = - 137'0, 

Lt4 = 1875, 

Die Auflosung ergibt 

Yy = 377, 

2: ty = 114'1, 

L t2y = 2361 . 

ao = 79'5. 
a l = 2'42, 

a2 =-2·58. 

Damit wird die empirische Funktion durch die quadratische Funktion 

ao + alt + aa t2 

angenahert. Das Maximum liegt an der Stelle 

oder 
t= -~ = 0'47 

2a 2 

x = 5 + t = 5"47. 

Die Schnittpunkte mit der x-Achse findet man aus der Gleichung 

ao + a1 t + aa t2 = 0. 

Es ist fiir den erst en Schnittpunkt 

t=-5'1O und x = -0'10. 

Der Differentialquotient ist an dieser Stelle 

y'= a] + 2aat = 28"7. 

3. Wir fiihren als neue Veranderliche 

u=x-S 

ein, dann werden die Koeffizienten der Normalgleic!mngen: 

2> = 0, 

Lu2 = 11O, '\' ..:.."y = 172, 

Lu3= 0, 2~ty 25, 
1:y2 = 4038. 

Yu4 = 1958, 2,>2 y = 1659, ...... 
Ytt5 = 0, Y tt3y = 3259, 

Yu6 =41030, 
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Die Auflosung ergibt 

aD = 16"}5, 

a1 = -1"88, 

a2 = -0'071, 

aa = 0"456, 

Die empirische Funktion wird damit angenahert durch 

aD + a 1 u + a 2 112 + aa~t3. 
Maximum und Minimum findet man aus der Gleichung 

Es ergibt sich: 
a1 + 2 a2 u + 3 a3.u2 = o. 
Maximum ffu x = 2'65 , 

Minimum fiir x = 7"45 . 

Den mittleren Fehler der Naherung erhalt man aus 

2 Qo 
m =11' 
m=f3. 

4. Urn das Interval! zwischen die Grenzen -1 bis +1 zu ver­
legen, fiihren wir eine neue \' eranderliche t ein: 

;r t x=T' 

Fiir die einzelnen Integrale ergeben sich die folgenden Werte: 
+1 

Jsm Ttdt = 0, 
-1 

+1 

IC2 sin Ttdt = 0, 
-1 

+1 

J t' sin ~ t d t = 0, 
-1 

Damit wird 

+1 

fPosin-i"tdt=O, 
-1 

+1 

JP2 sin%tdt=o, 
-1 

+1 

JP4sin~tdt=0, 
-1 

+1 

It sin -'itdt = 2 (-;. y , 
-1 

+1 

Jta sin -'i t d t = 6 (-;. ) 2 [1 - 2 ( ~) 2]. 
-1 

+1 

{ PI sin ~ t dt = 2 (2.)2, 
. 2. ;r 

-1 



§ 96. Liisungen der Aufgaben des 8. Kapitels. 

Fiir die Entwicklung nach Kugelfunktionen: 

aoPo + alPl + a2 P2 + aaPa + a4 P, 

ergeben sich somit die Koeffizienten: 

a l = 3 (~y = 1'2158542. 

aa = 21 (~t [ 2- 5 (~tl = -0'2248913 . 

Da +1 

1f'2"'tdt- 1 - Sill - --
2 2 2 
-1 

ist. ergibt sich der mittlere Fehler der Darstellung aus 

Es ist 
m = 0'0028. 
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Ordnet man die Naherungsfunktion nach Potenzen von t und kehrt 
dann wieder zu der urspriinglichen Veranderlichen zuriick, so ergibt sich 
die Naherung: 0'9888 x - 0'1451 xa. 

5. Nach dem Schema auf Seite 218 und 219 findet man die Koeffi-
zienten: 12ao = 102, 

6a l = 470'3, 
6a2 = 1'5, 
6aa = -194, 
6a4 = 1'5, 
6as = 2"7. 

12a6 = - 6. 

6b l = 376'8. 
6b2 = 19'9, 
6ba = - 72, 
6b4 =- 6'1, 
6bs = 25'2, 

Die Probe ergibt A = 264050 
B=148230 

Y = 68718 A +B=412280 
i(A+B)= 68713 

Urn die Funktionswerte in den IntervaIlrnitten zu bcrechnen, er­
mittelt man zunachst die KocfIizienten a' und b' nach den Forrneln 
auf Seite 225. Es ergibt sich 

6a~= 51. 
6a~= 599'0, 
6a; = 19"9, 
6a;= 86'3, 
6a~=- 1'5. 
6a~=- 19"7. 
6a~= o. 

RUn ge - Ko n i g, Vorlesungen. 

6b~ = - 66'1, 
6b2=- 1'5, 
6 b;= 188'1. 
6b:= 6'1. 
6b~= - 15'9, 

23 



35.! Auflosungen der Aufgaben, 

Mit diesen Werten erhiilt man durch dasselbe Schema die sechs-
fachen Ordinaten, Die Ordinaten selbst werden: 

YO'5 = 68"7, YS'5 =- 49'5, 

Yl'5 = 129'1, Y7'S =-105'9, 

Y2'S = 119'1 , YS's 97"2, 

Ya'o = 35'8, Y9'5 24'1, 

Y4'5 =- 40'1, YlO'5 = 50'0, 

YS's =- 36"4, Yll'5 = 52'5, 

Probe: 
A+B=412280 

t(12as)2 = 18 
Y = 68736 A'+ B' = 412262 

-~ (A' + B') = 68710 

6. Urn die Koeffizienten as und bs zu berechnen, ordnet man die 
24 Ordinaten Yo's, Yl, Yl'S, ,. - Yll'S, Y12 nach Seite 230 in Form eines 
Rechtecks mit acht Reihen an. Die Sum men der drei Kolonnen sind: 

Zl = -44, 

Z2 = 88, 

Z3= 138, 
Dann wird: 

'" 2", 1 ( 12as =.:...,z",coslX-= -- Zl +Z2) +Za, 
'" 3 2 

1 b ....., , 2:< ( ) . '" 2 s=.:...,Z",SillIX-= Zl-Z2 Sill-, 
'" 3 3 

12as = 116, 12bs = -114-3, 

7. Durch Zusammenfalten der Ordinaten Yo'S, Yl'j, ,., Yll'5 in der 
Form 

Yl'S Yo's Yu's YIO 5 Yg'j YS'; 

berechnet man zunachst die Kodfizicnten a' und b', .:\Ian findet: 

12a~ = 80, 

6a~= 584'8, 

6a~= 19'5, 
6a; = 121, 

6a~ = 114'5, 
6a~=-12'8, 

12a~ = -)0. 

6bi = - 58'3, 
6b;= 6'0, 
6b; = 183, 
6b~= 120'4, 
6b;=-16?, 
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Aus a' und b' werden nach (42) (S,228) die Koeffizienten Ii und b 
berechnet: 

12ao = 80, 

6al = 454'7, 

6az=- 6'0, 

6«3 = -215'0, 

6a4 = -114'5. 

6a. = - 2'8, 

12as = 0, 

6b1 = 372'3, 

6bz = 19'5, 

6ba =- 43'8, 
-

6b4 = -120'4, 

6bs = 20'9, 

SchlieBlich findet man aus « und a sowie aus b und b nach dem 
Schema auf Seite 228 und 229 die Koeffizienten A und B (a und b 
sind die bereits in Aufgabe 5 berechneten Koeffizienten): 

Probe: 

24Ao 182, 

12.-1} 925'0, 12Bl = 749'1, 

12.-12 =- 4'5, 12Bz 39'4, 

12Aa = -409'0, 12Ba =-115'8, 

12A4 = -113'0, 12B4 = -126'5, 

12A. 0'1, 12B. 46'1, 

12As =- 6, 12Bs = 30, 

12A7 5'S, 12B7 4'3, 

12As 116'0, 12Bs = -114'3, 

12A9 21'0, 12B9 = 28'2, 

12.-110 = 7'5, 12B10 =- 0'4, 

12All = 15'6, 12Bll =- 4'5, 

24A12 = 22, 

11 

! (24 Ao)2 + 2' (12AY + ! (24.-1 12)2 =~ ~ 066762 
1 

= 609039 
Summe = 1675801 

-&. Summe = 139650'0 

,1Y = 139652 
Abnmdungsfehler 2'0. 

23* 
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8. Die Normalgleichungcn zur Bcrechnung von S3' S2 und SI (vgI. 
S. 232) erhalten die folgenden Koeffizienten: 

15 16 

=45366'04, LY"Y", =45635'00, LY",Y", = 44977'08, 
2 3 

14 15 16 

~Y"Y"+1 = 44111'31, LY"Y,,+1 = 44427'83, LY"Y",+1 = 43053'65, 
1 2 
14 15 

~Y"'Y"+2 = 40809'39, 2Y"Y,,+2 = 41212'83, 
1 2 
14 

~Y"Y"'+3 = 36281'06, 
1 

Die Aufl6sung ergibt: 

sl=-2"774, 

S:! = 2'637 , 

S3= -0'868, 

Die kubische Gleichung 

hat die Wurzeln: 
zl=1'053, 

Q = 0'14. 

Z2 = 0'861 + 0'289 i, 

Z3 = 0'861 - 0·289i. 

3 

17 

LY"Y", =42264'48. 
4 

Mit dem Wert h = 1 ergeben sich die Exponenten: 

tX=lgzl 

(J = i Ig Z2 Za 

0'289 
l' = arctg 0'861 = 

0'052, 

0'097, 

18°6. 

Die empirische Funktion wird daher angenahert durch den Aus­
druck: 

f{' (x) = a l eO'032x + a2 e-0'OD7x cos 18'6x + aa e- 0'097 sin 18°6x. 

Der mittlere Ordinatenfehlcr my ergibt sich aus 

O( 0 0 0) Q 
mil 1 + SI + s~ + Sj =i7':::'6' 

16"4 m~ = 0'013 , 

my = ±0·025. 
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§ 97. Losungen der Aufgaben des 9. Kapitels. 

I. Man erhaIt nach Formel (1) (5,239) die folgenden Teilintegrale: 

Damit wird 

120000 

f ~: = 1723'15507, 
100000 

140000 

f ~: = 1698'63876, 
120000 

160000 f ~g: = 1678'20090, 
140000 

180000 

f ~: = 1660'73225, 
160000 

200000 

fldX = 1645'51613, gx 
180000 

200000 f ~g: = 8406'24311 , 
100000 

2. Da der Integrand in bezug auf die Stelle x = 0 symmetrisch 
ist, HiJ3t sich das Differenzenscherna nach oben leicht erganzen, Man 
berechnet die ersten Teilintegrale nach (2) (S, 241) und zurn Schlu13, 
wenn die hOheren Differenzen nicht mehr bekannt sind, nach (1): 

F(O'1) = 0'099944484, 

F(O'2) - F(O'1) = 0'0996123'13, 

F(0'3) - F(0'2) = 0'098952590, 

F(O'4) - F(O'3) = 0'097974406, 

F(O'S) - F(O'4) = 0'096691047, 

F(o'6) - F(O' 5) = 0'095119590, 

F(01) - F(0'6) = 0'093280405, 

F(0'8) - F(O' 7) = 0'0911 96581 , 

F(O'9) - F(O'7) = 0'180089895, 

F(1'O) - F(O'8) = 0'175290568. 
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Daraus ergeben sich die Funktionswerte 

x F(x) 

0'0 0'000000000 
0'1 0'099944484 
0'2 0'199556797 
0'3 0"298509387 
0'4 0'3964 83793 
0'5 0'493174840 
0'6 0'588294430 
0'7 0'681574835 
0'8 0'772771416 
0'9 0'861664730 
1'0 0'948061984 

3. Die empirische Funktion der Aufgabe 8, § 71, wird durch einen 
Exponentialausdruck von der Form 

ale"" + a2 efixcosyx + aaefixsinyx 

angenahert. Fiir die Exponenten sind die Werte 

~ = 0'052, 

p= - 0'097, 
y = 18°6 

gefunden worden (vgl. § 96). 
Urn das Intervall fiir die Annaherung auf die Strecke -1 bis +1 

zu verlegen, fiihren wir _ x - 8 
x=~8-

ein. Dann wird die Naherungsfunktion 

t:p (x) = iiI eax + a2 elix cos ]i X + aa elix sin]i x 
und es ist 

a=8~, .8=8P, Y= 8y, 
al = al e~.x, 

a2 = e- ii \a2 cosy - aasiny), 

aa = e- ii (a2 sin y + aa cos]i). 

Die Iinken Seitcn der Normalgleichungen zur Berechnung von aI' 
a2 une! aa kiinnen nach den Formcln auf Seite 247 ermittelt werden: 

+1 
f e2 :ix dx 

-1 
+1 

= 2'239, 

+1 f e(;;+plx cos y x d X 

-1 
=0'3841, f /:;+/i)xsinyxdx=-0'2955, 

+1 
f e2(ixcos2 yxdx 

-1 

+1 

= 1'122, 

f e2iixcosyxsinyxdx = 0'3001, 
-1 

-1 . 

+1 
f e2(ix sin2 yxdx 
-1 

1'784. 
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Die rechten Seiten findet man nach der Simpsonschen Regel: 
+1 
f ye~Zdx 88°4, 
-1 
+1 
f yePzcosyxdx = 36°18, 
-1 
+1 _ 

f y e{Jz sin y x d x = - 60°0 ° 
-1 

Die Auflosung der Normalgleichungen ergibt die Werte 

Damit wird 

al = 29°64, 

aa = 31°20, 

as = - 33"99 ° 

a l = 19°55, 

a2 = -19"73, 

as = 98°3 ° 

Zur Kontrolle berechnen wir die Werte der Naherungsfunktion: 

x y q' (x) 

0 0°0 -0°2 
1 32°1 32°1 
2 57°6 57"7 
3 75°2 75°3 
4 84°6 84°7 
5 86°4 86°4 
6 81°9 81°8 
7 72°7 72°7 
8 60°9 60°8 
9 48°3 48°2 

10 36°4 36°4 
11 26°7 26°7 
12 19°9 20°0 
13 16°5 16°5 
14 16°4 16°4 
15 19°3 19°3 
16 2·1-"6 24'5 

Aus den Abweichungen ergibt sich der mittlere Ordinatenfehler: 

my = l/ }V~J3 = VO~~2 =±0009 ° 

4. Der Differentialquotient der Funktion y = log x ist 

, 1 1 y =-x ogeo 

'Venn man den Modul des Briggsschen Logarithmensystems mit M 
bezeichnet, so ist daher 111 = xy'o 
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AU5 dem Differenzen5chema erhalt man nach den Formeln (11) 
und (12) (S. 263) die Differentialquotienten: 

13(}5 = 0'01423916. 

Yal = 0'01400950. 

Yal5 = 0'01378713 

und nach Multiplikation mit x die Werte: 

x = 30'5. xy' = 0'4342944. 

x = 31. xy'= 0'4342945. 

x=31'S, xy'=0·4342946. 

Daraus folgt als Mittelwert: 

M = 0'4342945. 

5. Die empirische Funktion kann durch eine ganz rationale Funk­

tion dritten Grades angenahert werden. Fiihrt man x = !.. ein. 50 
ergeben sich nach der Simpsonschen Regel die Integrale to 

10 =5'13. 

12 = 2'285. 

II = -9'29. 

13 = -3"188. 

Damit werden die Koeffizienten nach den Formeln auf Seite 194: 

ao = 3'0. 

a2 = 6'5. 

Die Naherungsfunktion lautet: 

a1 = -90'6. 

aa = 104'5· 

cp (x) = ao + a1x + a2x2 + aax3. 

Fiir die 4bleitungen yi. y; und y~ an den SteIlen x = -4. x = 0 und 
x = + 4 erhaIt man aus 

die \Verte 

, 1 
Y2 = lOa1' 

1 Ya = 10 (a1 + 0'8a2 + 0'48aa) 

oder 
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Urn eine Vorstellung von der Giite der Annaherung zu bekornrnen, 
berechnen wir die Funktionswerte: 

x :Y <p (x) 

-10 0 - 4'5 
8 26 26'1 
6 33 37'1 
4 32 33'5 
2 24 20'5 
0 6 3'0 
2 - 15 - 14'1 
4 - 28 - 25-6 
6 - 27 - 26-5 
8 - 10 - 11-9 

10 + 20 + 23'3 

Aus den Abweichungen ergibt sich der rnittlere Ordinatenfehler: 

-l/[VV) -1/ 82 -' . my - , ;'-4 - . 7 - I3 4. 

6. Urn das Integrationsintervall von - 1 bis + 1 zu erstrecken, 
fiihren wir 

x = 150000 + SOOOOx 
ein. Dann wird 

200000 +1 

I =J' ~ = ~J'100000 dx_ 
19x 2 19x 

100000 -I 

Fiir die Forme! von Newton-Cotes berechnen wir die fo!genden 
Funktionswerte: 

100000 
x 

19x 

100000 8685'8896 
125000 8520-7406 
150000 8390-3946 
175000 8283-2602 
200000 8192-6434 

Die Reihenentwicklung der Funktion 

100000 

hat die Koeffizienten: 
19 (150000 + 50000x) 

a6 = 0-2371, a10 = 0'0020 . 

Sornit ergibt sich: 

a) I 1= 8406'2499, 

F= -0'0056-
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Urn die Formel von Tschebysche// anwenden zu konnen, sind die 
Funktionswerte zu berechnen: 

x 

108375'126 
131272'930 
150000 
168727'070 
191624'874 

100000 

~ 
8625'6317 
8485'3413 
8390'3946 
8308'3821 
8221'4565 

Durch Addition findet man 

b) I 1=8406:2412: 
F= 00020, 

Fiir das Galef3sche Verfahren braucht man die folgenden Funk­
tionswerte: 

100000 
x --rgx-

104691'007703 ~ 8651'440674 
123076'534495 \8532'014318 
150000 8390'394608 
176923'46550518275'766741 
195308'992297 I 8208604842 

Die Multiplikation mit den Gewichten Jiefert 

R1Yl = 1024'879445 , 

RZY2 = 2041'833335, 

R3 Y3 = 2386'601133, 

R4 Y4 = 1980'509616, 

R.y. = 972'419588, 

Daraus findet man durch Addition den Integralwert 

c) I 1= 8406'243117, 

F = 0'00000, ' 

§ 98. Losungen der Aufgaben des 10. Kapitels. 

I. Die Integration der Differentialgleichung 

I siny 
Y ~2---

x 

Iiefert nach dem RlIllge-Kuttaschen Verfahren 
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x Y (h =0"2) y(h =0'4) 

0'0 0'000000 0'000000 
0'2 0'200333 
0'4 0'402686 0'402661 
0'6 0'609161 
0'8 0'822022 0'821975 
1'0 1°043 787 
1°2 1°277 312 1°277 249 

Die Werte in der dritten Spalte sind mit der doppelten Intervall­
lange erhalten. Danach betragt der Fehler bei x = 1°2 etwa 4 Einheiten 
der sechsten Stelle. 

Aus tgf erh1ilt man durch Integration -lgI und damit die ge­

suchte Besselsche Funktion I: 

x tg .!. -lgJ J 
2 

0°0 0°000000 0°000000 1°000000 
0°2 0°100504 0°010 025 0°990025 
0°4 0°204111 0°040408 0°960398 
0°6 0° 314 365 0°092 110 0°91200 .. 
0°8 0°435837 0°166897 0°846287 
1°0 0°575084 0°267622 0°765 197 
1'2 0°742463 0°398790 0°671 131 

2. Durch Iteration des Anfangswertes Yl = 1 erhalt man nach­
einander die Naherungen: 

X Yt Y. Y3 Y. Ys 

0°0 1°00 1'000 1°000 1°00000 
0°1 1°09 1°091 1°091 1°09113 
0°2 1°16 1°168 1°168 1°16784 
0°3 1°22 1°233 1°233 1 °23 349 
0°4 1°27 1°290 1°290 1°29015 
0°5 1°31 1°338 1°339 1 °33922 
0°6 1°34 1°379 1°382 1°38169 
0°7 1°36 1°414- 1°413 1°41833 
0°8 1.38 104H 1° .. 50 loH968 

0°9 1° 38 1°467 1°"76 1 °47 622 
1°0 1°39 1°486 1°498 1° .. 9828 

Die genaue Losung ist fiir x = 1 aus der Gleichung 

+lg (1 + y2) + arctgy = ~ 

zu berechnen. Man erhalt etwa nach dem Verfahren des § 49 den Wert 

y = 1°498278 ° 
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J. Nach dem Rttnge-Kuttaschen Verfahren erhaIt man fiir die 
beiden Differentialgleichungen 

die Losung: 

x y y 

0'0 1'00000 1'00000 
0'1 , 1'00502 
0'2 , 1'02031 1'02035 
0'3 • 1'04663 
0'4 :i 1'08546 1'08551 
0'5 1 1'13951 
0'6 !ll'21408 I 1'21422 

Y= .1 z , 
,1-zS 

z'= 2y-!.-
x 

z 

0'00000 
0'10025 
0'20202 
0'30691 
0'41670 
0'53353 
0'66018 

z 

0'00 000 

0'20201 

0'41670 

0'66 016 

I w w 

11'00 000 I 1'00000 
0'99496 
0'97 938 0'97 938 
0'95174 
0'90 904 0'90 904 
0'84578 
0'75111 0'75113 

Die mit griiflerer Interv.:allange gefundenen Werte sind jedesmal zum 
Vergleich dahinter gesetzt. 

Weiter lost man jetzt die Gleichungen 

dx w 
dy = Yl- wo' 

dw _ -2 +YI_W2 

dy - Y x' 

w=Y1-z2 

mit den Anfangswerten y = 1'21408, x = 0'6, w = 0'75111. 

y x x w w z z 

1'21408 I 0'6 0'6 0'75111 0'75111 0'66018 0'66018 
1'25 0'63808 0'70239 0'71179 
1'30 i 0'68294 0'68294 0'63118 0'63118 0'77 564 0'77 563 
1'35 :1 0'71992 0'55594 0'83122 
1'40 II 0'75013 0'47661 0'87911 
1'50 ;1 0'79301 0'79298 0'30533 0'30534 0'95225 0'95224 
1'60 :: 0'81485 0'11642 0'99320 
1'70 Ii 0'81627 0'81624 - 0'09146 -0'09140 0'99581 0'99582 

Geht man andrerseits von den Werten des § 87 aus, so ergibt 
sich nach dem Summationsverfahren: 

x 1 Y z x 
1 

y Z I 

I 
0'35 1'06435 0'36106 0'00 I 1'00000 0'00000 

0'05 00125 05004 0'40 08546 41670 
0'10 : 00502 10025 0'45 11033 47408 

~:~~ ! 
01135 15084 0'50 13950 53353 
02031 20201 0'55 17371 59541 

0'25 1 
03202 25396 0'60 I 21406 66018 

0'30 1'04663 0'30690 0'65 I 1'26232 0'72839 
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Durch Interpolation findet man die Werte 

y=1"2. x=0"S83S3. 
Z = 0"63849. w = 0"76963" 

365 

Von hier aus ergibt sich weiter nach dem Summationsverfahren. wenn 
man wieder y als unabhangige Veranderliche einfiihrt: 

Y I :>: w 

1"20 I 0"58353 0"76963 
1"25 63808 70239 
1"30 68294 63118 
1"35 71991 55594 
1"40 75013 47662 
1"45 77433 39317 
1"50 79301 30533 
1"55 80647 21315 
1"60 81485 11642 
1"65 81817 0"01496 
1"70 0"81627 - 0"09146 

Der Differentialquotient ddY wird unendlich. wenn z = 1 oder w = 0 
x 

ist" Durch Interpolation findet man fUr diesen Punkt die Werte: 

x = 0"81822. y = 1"65718" 
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Berichtigungen. 
12 von oben lies 3'71 Y statt 3'17 Y· 

3 von unten lies 2'13Y statt 2'13"', 
3 von unten lies c~ statt c,. 
8 von oben lies c~z statt c~z. 

13 von oben lies 9'3486 statt 0'3486. 
3 von unten lies M' = statt m' =. 
1 von unten lies M = statt m =. 

28 von oben lies 8'800 statt 8'900. 
9 von unten lies $ statt ~'. 

1 von oben lies 1 statt --===1== Yl + pZla Yl + pi.' . 
2 von oben lies 1 statt --==l== Yl + pall '1 + pz;.. 
S von oben lies a~ statt a~. 
7 von oben lies Hyperboloid. 

12 u. 13 von unten lies Richtungskosinusse. 
7 von unten lies geteilte statt gestellte. 
6 von unten lies = 6 statt = O. 

12 von oben lies p a; statt p;. 
13 von oben lies Differenzenquotienten. 
6 von oben lies -gy+l(X) statt -gy-d"'), 

18 von oben lies 6'118 statt 6'108. 
26 von oben lies + statt -. 

7 von unten lies 51. - 3J, statt 51 •. - 31,. 
2 von unten lies 77 statt 73. 

. 15 35 
9 von unten lies 8" statt 8"' 

3 von oben lies 77 statt 73. 
15 von oben Ires Y' P - IX statt Yu-",. 
12 von oben lies 2741 statt -21 -37. 
3 von oben lies 3 ... + !J. statt 8% + !Ja' 

15 von oben lies J.J2Yl statt JoJ Y,. 
18 von unten lies '.+1 statt '._1' 




