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Vorwort.

Das Buch ist aus den Vorlesungen hervorgegangen, die der eine
von uns seit 1904 etwa alle zwei Jahre an der Géttinger Universitit
gehalten hat und noch hilt. Die Vorlesungen sind mit Ubungen
verbunden in der Art von Laboratoriumsiibungen, in denen die
Studierenden auch die Handhabung der rechnerischen Hilfsmittel, des
Rechenschiebers und der vierstelligen Logarithmentafel fiir geringe
Genauigkeit, und der Rechenmaschine fiir hohe Genauigkeit kennen-
lernen (die mehrstelligen Logarithmentafeln sind von der Schule her
den Studierenden allgemein bekannt). Die Kenntnis der Elemente
der Differential- und Integralrechnung wird dabei vorausgesetzt.

Von deutschen Werken iiber numerisches Rechnen sind uns be-
kannt geworden: J. Liiroth, Vorlesungen iiber numerisches Rechnen,
Leipzig 1900, H. Bruns, Grundlinien des wissenschaftlichen Rechnens,
Leipzig 1903, O. Biermann, Vorlesungen iiber mathematische Naherungs-
methoden, Braunschweig 1905. Wir geben uns indessen der Hoffnung
hin, daB das vorliegende Buch durch diese Werke nicht iiberfliissig
gemacht wird. Bei der Durchsicht der Korrekturen und bei dem
elften Kapitel, das die Auflésungen der gestellten Aufgaben enthilt,
sind wir von Herrn Studienassessor Rudloff unterstiitzt worden.

Gottingen und Clausthal, im Mirz 1924.

C. Runge und H. Kénig.
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Erstes Kapitel.
Das Rechnen und seine Hilfsmittel.

§ 1. Einleitende Bemerkungen iiber das Rechnen.

Der Zweig der Mathematik, der sich mit den Methoden beschiftigt,
um ein Problem bis zu seinem quantitativen Resultat durchzufiihren,
hat bei den Mathematikern in den letzten hundert Jahren nicht die
gleiche Pflege erhalten wie die anderen Zweige. Friiher, als noch Personal-
union in den Reichen der Mathematik, der Astronomie, der Physik be-
stand, war das anders. Gauf z. B. hat den Methoden des numerischen
Rechnens, der Interpolation, der Integration, der Ausgleichung viel
Nachdenken gewidmet, wie seine Theoria motus corporum coelestium,
seine Methode der kleinsten Quadrate, seine Betrachtungen iiber Qua-
dratur beweisen. Von ihm sind die fruchtbarsten Anregungen aus-
gegangen, die fiir eine Reihe von Wissenschaften von grundlegender
Bedeutung geworden sind. Sie sind in die Wissenschaften iibergegangen,
die vornehmlich aus ithnen Nutzen ziehen, in die Geodisie und die Astro-
nomie. Aber von den Mathematikern im engeren Sinne sind sie wenig
gepflegt worden. Nicht iiberall gehort das numerische Rechnen zu dem
regelmdBigen Studiengange des mathematischen Unterrichts, obschon
es so sein sollte. Denn in der Tat sollte die Lehre, wie mathematische
Aufgaben am zweckmiBigsten numerisch zu Ende gefiihrt werden, und
die Ubung in der Ausfithrung einen ebenso wichtigen Teil des Unter-
richts bilden wie alles tibrige. Sowohl fiir den Mathematiker selbst als
namentlich fiir den Studierenden der Physik, der Astronomie, der Tech-
nik, der sich die Mathematik nicht um ihrer selbst willen, sondern als
Handwerkszeug zu eigen machen will, ist diese ,,mathematische Exe-
kutive' unerliBlich. Denn er kann sich bei seinen Arbeiten nicht mit
dem Beweis der Moglichkeit der Losung zufrieden geben, sondern er
will mit einer gewissen Genauigkeit die Zahlenwerte haben, die seinen
Beobachtungen entsprechen, und sein Verlangen ist, sie mit der gering-
sten Mihe zu gewinnen. Dadurch ergeben sich fiir die mathematische
Untersuchung zwei wichtige Gesichtspunkte. Es muB die Genauigkeit
der Approximation beachtet werden, mit der man sich begniigen will,



2 Das Rechnen und seine Hilfsmittel.

und es muf$ die Zeit beachtet werden, die man auf eine Losung ver-
wendet. Das fithrt wieder auf die Hilfsmittel der Rechnung, die Hilfs-
tabellen, die Rechenmaschinen und mathematischen Apparate, die man
lernen muB zu verstehen und zu handhaben, und denen sich die rech-
nerischen Methoden wieder anzupassen haben. Die zu erreichende
Genauigkeit bestimmt die Wahl des Hilfsmittels, mit dem in der kiir-
zesten Zeit das gewiinschte Resultat erhalten werden kann, und bestimmt
damit auch das Rechnungsverfahren.

§ 2. Der Rechenschieber.

Um eine Funktion y = f () graphisch darzustellen, trigt man be-
kanntlich in einem Koordinatensystem zu den Abszissen x die zugehdrigen
Ordinaten y auf unter Zugrundelegung geeigneter, nicht notwendiger-
weise gleicher Langen als Einheiten. Hieraus 148t sich nun eine in der
angewandten Mathematik sehr gebriuchliche eindimensionale Dar-
stellung der Funktion durch eine Skala ableiten (Abb. 1) : Man projiziert die
¥ sy Punkte der Kurve f (x) auf die y-Achse

und schreibt an die so erhaltenen
Punkte die Werte des Arguments x.
Die so entstandene Skala auf der
y-Achse stellt jetzt die Funktion
y = f (x) in der Weise dar, daB8 der
Abstand eines mit x bezeichneten
Teilstrichs vom Koordinatenanfang
L in der Ordinateneinheit gemessen

den Funktionswert angibt.

Zur Herstellung einer solchen Skala braucht die Kurve vorher nicht
gezeichnet zu werden. Man trigt vielmehr direkt fitr runde Werte von
% mit der Langeneinheit / die Strecken /- f (x) auf einer y-Achse vom
Anfangspunkt aus ab. Die einzelnen Teilstriche werden mit den Werten
x beziffert und miissen fiir den praktischen Gebrauch so dicht liegen,
daB man zwischen ihnen nach Augenmal interpolieren kann.

Ebenso soll jetzt eine zweite Funktion g (f) durch eine Skala mit
der gleichen Langeneinheit / dargestellt werden. Bringt man die beiden
Skalen so zur Deckung, daB ihre Anfangspunkte zusammenfallen, dann
stehen sich auf der y-Achse immer solche Werte von x und £ gegeniiber,
fiir die die Relation gilt F) =g(0).

8
7|

7z J ¢ 3
Abb. 1.

Verschiebt man nun die Skala fiir g (f) langs der f (x)-Skala um eine
Strecke ¢, so erfiillen gegeniiberstehende Werte von x und £ jetzt offenbar

die Bedingung fx) =g() + ¢

Das ist die Grundgleichung, auf der jeder Rechenschieber beruht.



§ 3. Das Rechnen mit dem logarithmischen Rechenschicber. 3

Beim logarithmischen Rechenschieber finden in der Hauptsache
logarithmische Skalen Verwendung. Die Vorderseite des Rechenschiebers
(Abb. 2) tragt (in der normalen Ausfiihrung) vier Skalen, zwei auf dem
festen Stab und zwei auf der beweglichen Zunge. Ein Glasldufer mit
eingeritzter Indexlinie dient dazu, solche Skalen miteinander in Ver-
bindung zu bringen, die nicht unmittelbar aneinander grenzen, und
findet auch Verwendung zur genaueren Interpolation zwischen benach-
barten Teilstrichen.

Die obere Stab- und die obere Zungenskala sind identisch und
stellen in geeigneter Lingeneinheit unter Benutzung briggischer Log-
arithmen die Funktionen f (x) =logx und g (f) = logt dar. Die Teilung
lauft von 1 bis 100, die logarithmische Skala besteht also aus zwei
kongruenten Stiicken von 1 bis 10 und von 10 bis 100. Fiir das zweite
Stiick findet sich daher auch héufig die Bezifferung von 1 bis 10 wieder-

e
= s el oyl )w}!vll'n]
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Abb. 2

holt. Die Langeneinheit ist gleich der Strecke von 1 bis 10, die ganze
Skala entspricht daher der Strecke von y =0 bis y = 2.

Die untere Zungen- und die untere Stabskala sind ebenfalls iden-
tisch. Hier sind die Logarithmen der Zahlen von 1 bis 10 aufgetragen,
der MaBstab ist daher doppelt so groB. Bezeichnet man die Ablesung
auf der unteren Stabskala mit X und die auf der unteren Zungen-
skala mit T, so stellen diese Skalen die Funktionen y = 2log X und
y =2log T dar.

Die Riickseite der Zunge enthilt drei weitere Skalen. Die mit S
bezeichnete Skala hat die Teilung y = 2 + log sin% . Die mit T
bezeichnete Skala entspricht der Funktion y =2 + 2log tg%,
dabei stellen # und ¢ die in Grad gemessenen Winkel dar. Zwischen
diesen beiden Skalen befindet sich schlieBlich noch einc gleichférmige
von rechts nach links bezifferte Skala, die zu der Funktionv == 2 — 0,24

gehort.

§ 3. Das Rechnen mit dem logarithmischen
Rechenschieber.

Betrachtet man zunichst die beiden oberen Skalen des Rechen-
schiebers, so stehen bei einer beliebigen Stellung der Zunge zwei Werte x
und Zeinander gegeniiber, die entsprechend der Grundgleichung die Bedin-

gung erfiillen Y
ogv=1logt+c¢ oder —=C.
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Je zwei gegeniiberstehende Zahlen haben also stets dasselbe Verhaltnis

% . %

b 4
Handelt es sich darum, eine Reihe von Zahlen x, x, x;... mit dem
konstanten Verhiltnis % zu multiplizieren, eine Aufgabe, vor die man
beispielsweise bei der MaBstabsinderung einer Zeichnung gestellt ist,
so kann man die Produkte xy-z— =1, bei einer einzigen Stellung des
Rechenschiebers ablesen. Man braucht nur entsprechend der Gleichung

1%

Z =
der Zahl a auf der x-Skala die Zahl b auf der #-Skala gegeniiberzustellen
und findet zu jedem Wert x, gegeniiberstehend den Wert #, . Bei der
einfachen Multiplikation hat man @ =1 zu setzen, d.h. man stellt
den Anfangsstrich der oberen Skala dem Faktor b auf der #-Skala gegen-
iiber und kann bei derselben Schieberstellung fiir beliebige Werte x
das Produkt ¢ = b-x ablesen. Entsprechend gelingt die Division da-
durch,'daB man b =1 setzt, also den Anfangsstrich der Zungenskala
dem Divisor auf der x-Skala gegeniiberstellt. Auch die Division einer
Reihe von Zahlen durch einen festen Divisor wird dadurch besonders
bequem, daB man alle Quotienten bei derselben Stellung des Schiebers
ablesen kann.

Es ist eine besondere Eigenschaft der logarithmischen Skala, da8
sie trotz endlicher Lange alle Werte der Veranderlichen beherrscht, da
die Stiicke fiir die Werte der Verdnderlichen von 0°1 bis 1, von 1 bis 10,
von 10 bis 100 usw. alle untereinander kongruent sind. Die Stellenzahl
des Resultats vermag daher der Rechenschieber nicht zu liefern, man
braucht sich aber auch zunichst, ebenso wie beim Rechnen mit Log-
arithmen, nicht um die Stellung des Kommas zu kiimmern, sondern er-
mittelt sie fir das Resultat nachtriglich durch eine Uberschlags-
rechnung. Beim Rechnen mit den beiden oberen Skalen ist es daher
gleichgiiltig, welchen der beiden Punkte in den kongruenten Abschnitten
man fiir eine Zahl benutzt, aber nicht immer wird jedem der beiden
Punkte ein Stiick der anderen Skala gegentiberstehen.

Genau so, wie mit den beiden oberen Skalen des Rechenschiebers,
kann man auch mit den beiden #nferen, mit der X-Skala und der T-Skala,
rechnen. Da der MaBstab der unteren Skalen doppelt so gro8 ist, wird
auch die Genauigkeit des Resultates verdoppelt. Dabei stellt sich aller-
dings der Nachteil ein, dab einem Teilstrich der einen Skala nicht immer
ein Stiick der anderen gegeniibersteht. Man ist dann gezwungen, die
Zunge um ihre ganze Linge nach rechts oder links zu verschieben,
notigenfalls unter Fixierung des Endpunktes mit dem Laufer. Hiufig
kann man die Verschicbung der Zunge dadurch vermeiden, daB man an

a
b
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Stelle einer bestimmten Zahl ihre Hilfte oder ihr Doppeltes auf der
Skala aufsucht, dem dann vielleicht ein Stiick der anderen Skala gegen-
iibersteht. Natiirlich ist das Resultat dann entsprechend mit 2 zu mul-
tiplizieren oder zu dividieren. Dieser Nachteil wird im allgemeinen
durch die groBere Genauigkeit der unteren Skalen nicht aufgewogen,
denn wenn die Genauigkeit der oberen Skalen nicht geniigt, dann wird
in der Regel nicht die doppelte Genauigkeit, sondern eine Dezimale
mehr, d.h. die zehnfache Genauigkeit, verlangt, so daB die unteren Skalen
ebenfalls unzureichend sind. Die Bedeutung der unteren Skalen liegt
vielmehr in ihrer Verbindung mit den oberen.

Bringt man zunichst die obere und die unfere Stabskala in Verbindung
unter Benutzung des Laufers, so entsprechen sich die Beiden festen An-
fangspunkte. Die beiden Zahlen x und X stehen dann gema8 der Grund-
gleichung in der Beziehung

logx =2logX oder x=X2.

Man kann also an der oberen Skala die Quadrate der Zahlen der unteren
Skala ablesen, und umgekehrt an der unteren die Quadratwurzeln aus
den Zahlen der oberen Skala. Beim Wurzelziehen ist jedoch darauf zu
achten, daB die untere Skala nicht ebenso wie die obere in zwei kon-
gruente Stiicke zerfallt. Man muf daher unter den beiden Hilften der
oberen Skala die richtige Auswahl treffen, die von der Stellung des
Kommas im Radikanden abhingt, denn z. B. die Wurzeln aus 4:9 und 49
sind nicht nur durch die Stellung des Kommas voneinander verschieden.
Eine Uberschlagsrechnung wird hier leicht den richtigen Fingerzeig
geben.

Man findet hiufig Laufer, die mit drei Indexlinien versehen sind.
Die beiden duBeren haben von der mittleren gleichen Abstand, der an

der oberen Skala gemessen dem Logarithmus von '—:- entspricht. Ver-

bindet man die untere mit der oberen Stabskala und geht gleichzeitig
zu der links benachbarten Indexlinie iiber, so liest man zu einem Werte X

T

den Wert von ry

bindung zwischen Durchmesser und Inhalt eines Kreises hergestellt.
Kombiniert man ferner die obere feste Skala fiir x+ mit der unteren

Zungenskala fiir T, so stehen gegeniiberliegende Werte der Grund-

gleichung zufolge in der Beziehung

logv = 2logT +¢

X = §X2 ab. Es ist auf diese Weise eine direkte Ver-

oder
x
==C.
Es ist also immer das Verhaltnis der oberen Zahl zu dem Quadrat der
unteren konstant.
Man kann diese Bezichung zur Konstruktion einer Parabel be-
nutzen, die durch cinen gegebenen Punkt (i1g, ) hindurchgeht und die
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v-Achise im Anfangspunkt beriihrt. Bedeutet p den Parameter, so iautet
ihre Gleichung o= 2pu

oder 1w

vi 2p vl

Der Rechenschieber braucht jetzt nur so eingestellt zu werden, daB der
Wert u, auf der oberen Stabskala dem Werte v, auf der unteren Zungen-
skala gegeniibersteht, dann konnen bei derselben Stellung des Schiebers
nur durch Verschiebung des Liufers zu beliebigen #-Werten die Werte
von v abgelesen werden und umgekehrt.

Die Kombination der unteren Stabskala (X) mit der oberen Zungen-
skala (#) ergibt nichts Neues.

Steckt man die Zunge wumgekehrt hinein, so daB ihre beiden Skalen
vertauscht werden, so stellt die jetzt unten befindliche ¢-Skala die Funktion

y=2—logt?
dar, wihrend der jetzt oben befindlichen 7-Skala die Funktion entspricht
v=2—2logT.

Kombiniert man nun zunichst wieder die x-Skala mit der ¢Skala, so
stehen jetzt die gegeniiberliegenden Werte in der Beziehung

logx =2 —logt+c,
logxt=2+c=¢

d
oder xt=0C.

Das Produkt zweier gegeniiberliegender Zahlen ist konstant. Schreibt
man die Beziehung in der Form

t=—.—,

so erkennt man, daD diese Stellung der Zunge dazu benutzt werden kann,
eine feste Zahl C durch eine Reihe von Zahlen x zu dividieren ohne Ande-
rung der Einstellung. Man hat nur den Anfangsstrich der Zunge mit
der Zahl C auf der x-Skala zur Deckung zu bringen. Kombiniert man
andererseits die x-Skala mit der jetzt oben befindlichen T-Skala, so
besteht zwischen den beiden Werten die Beziehung:
logax =2 —2logT + ¢
xT:=C.
Das Produkt aus der oberen Zahl und dem Quadrat der gegeniiber-
stehenden Zahl der Zunge ist konstant.

Diese Stellung 148t sich zur Berechnung von dritten Wurzeln benutzen.
Stellt man den Anfangs- oder Endstrich der Zunge auf eine Zahl a der

oberen Stabskala und sucht auf der x- und 7-Skala gegeniiberstehende
gleiche Zahlen v = T aul, so wird

oder

x- 1% = ,X':’ =a
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oder ‘= %,'

Zu jedem Werte « findet man auf dem Rechenschieber drei verschiedene
Stellen der Ubereinstimmung zwischen % und T, entsprechend den drei
verschiedenen Wurzeln, die sich aus @ ohne Riicksicht auf die Stellung
des Kommas ziehen lassen. Bei einer bestimmten Stellung des Rechen-
schiebers konnen aber héchstens zwei dieser Werte abgelesen werden.
Den dritten Wert findet man durch Verschieben der Zunge um ihre halbe
Linge. Die Auswahl unter den drei Werten ist durch Uberschlagen leicht
zu treffen.

Beispiel: V7. V7. Yo
zu berechnen.

Stellt man den Anfangsstrich auf die Zahl 7 der rechten Hilfte,
so findet man Ubereinstimmung bei 1913 und 412. Stellt man den End-
strich auf die Zahl 7 der linken Halfte, so ergibt sich der Wert 888. Also

V7=1913. J70=412, 1700 —88.

Die Riickseite der Zunge dient in der Hauptsache zur Ausfiihrung
trigonometrischer Rechnungen. Da die Genauigkeit des Rechenschiebers
etwa der einer guten Zeichnung gleichkommt, sind diese Teilungen
beim Zeichnen sehr gut zu gebrauchen. Kombiniert man die S-Skala
mit der oberen festen Skala, so besteht zwischen gegeniiberliegenden
Werten x und » die Beziehung

.oux
logx = 2 + logsin +c
180
oder

Die Anwendung dieser Beziehung zur Dreiecksberechnung auf Grund
des Sinussatzes leuchtet ohne weiteres ein. Allerdings stehen bei be-
liebiger Einstellung den Zahlen  nicht immer Werte von x gegeniiber.
Man hilft sich durch Verschieben der Zunge um ihre halbe Linge, so
daB man die 10 fachen oder 01 fachen Werte von x ablesen kann. Ebenso
wie mit dem Sinus 148t sich auch mit dem Kosinus rechnen, denn es ist ja
wT (90 —2) x )

Ccos- - =
180 180

Es lassen sich auf diese Weise z. B. die rcchtwinkligen Koordinaten
der Punkte eines Kreises ermitteln, wenn der Radius und der Winkel
zwischen Radius und Abszissenachse gegeben ist, d.h. es lassen sich
auf Grund der Formeln

X=rcosq, V=rsing
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Polarkoordinaten in rechtwinklige verwandeln. Bei konstantem 7 findct
man durch eine einzige Einstellung aus der Beziehung

¥ x

SR T Sk
BT 180

iiber jedem Winkel die Ordinate und iiber seinem Komplement die
Abszisse des entsprechenden Punktes.

Verbindet man die T-Skala mit der unteren Stabskala fiir X, so
entsteht die Beziehurg

2logX =2+ Zlogtg% +c
oder

Daraus ergibt sich die Moglichkeit, zu jedem Winkel unter 45° den
Tangens abzulesen. Sind X, v und X, v’ zwei Paare einander bei irgend-
einer Stellung der Zunge gegeniiberstehender Zahlen, Werte der X-Skala
und der v-Skala, so ist also

X _ x
va ——'r v
8180 8180

Jetzt werde X’ dem Endstrich v’ == 45° gegeniibergesetzt; dann ist

v

tg 81) =1
und mithin
vT X
8180~ X -

Oder es werde X’ dem linken Endstrich gegeniibergesetzt fiir den

v

tg 50 = 01;

dann ist %
v
85 = 01x -
Gleichzeitig erhilt man die Kotangenten der Winkel iiber 45°, da

vaT (90fv)z
8150 = °€ " 130

ist. Um die Tangenten der Winkel iiber 45° zu ermitteln, geht man von

der Beziehung aus va (90 —v)x
5 . T 1 =
318 g *
Fs folgt 180 180
;Pt ,(90 — _U.)_T
S 180
to U7 T
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Man hat also das Komplement des Winkels iiber den Endstrich der
X-Skala zu stellen und findet unter dem Anfangsstrich der Zungenskala
den gesuchten Tangens. Entsprechend ergeben sich die Kotangenten

der Winkel unter 45° aus v
o1 8180
to L7 - 10
8180

Man stellt den Winkel iiber den Endstrich der X-Skala und findet unter
dem Anfangsstrich der Zungenskala die Kotangente.

Die Sinusskala ist beschrinkt auf Winkel, deren Sinus gréBer ist
als 001, also auf Winkel, die groBer sind als 34’. Entsprechend erstreckt
sich die Tangensskala nach links nur bis 01, sie ist also beschrinkt auf
Winkel, die groBer sind als 5°43’. Bei der Genauigkeit des Rechen-
schiebers ist es ausreichend, fiir kleinere Winkel die Funktionen gleich
den Winkeln zu setzen. Das geschieht am einfachsten dadurch, daB man
den in Minuten ausgedriickten Winkel durch 3438 dividiert, eine Zahl,
die auf dem Rechenschieber-in der Regel durch einen besonderen mit
¢’ bezeichneten Teilstrich angegeben ist. Um nicht die Zunge zur Aus-
fithrung dieser Rechnung wieder umkehren zu miissen, kann man sich
auch merken, daB die Division durch den Sinus von 20°6’ oder den
Tangens von 18°58 ausgefiihrt werden kann.

Endlich kann man auch die x-Skala mit der T-Skala oder die
X-Skala mit der S-Skala in Verbindung bringen und erhilt dann die
Beziehungen v
logx = 2+210gtg1~%+c,

x

2V
%8350

und entsprechend
umn

;e

2logX = 2—}—logsm180

Die in der Mitte der Zunge befindliche gleichfsrmige Skala fiir die
Funktion y=2—021
erlaubt es, den Logarithmus einer Zahl zu finden. Verbindet man sie
mit der unteren Stabskala, so entsteht die Beziehung

2logX =2—024i+¢
A4-10logX =C =2+ 10log X"
Setzt man 4 =10 und X’ = 10, so wird

oder

10 + 10log X = 4’ + 10.



10 Das Rechnen und seine Hilfsmittel.

Stellt man also den linken Endstrich der Zungenskala tiber eine Zahl X, so
kann man iiber dem rechten Endstrich der Stabskala 4'=10log X ablesen.
Um ohne Verstellung der Zunge die Logarithmen mehrerer
Zahlen zu finden, steckt man die Zunge umgekehrt, d. h. rechts mit
links vertauscht, in den Schieber. Es ergibt sich die Beziehung
2logX =022+¢
10logX=1+C.
Bringt man die Endstriche von Stab und Zunge zur Deckung, wird
C =0, und man liest iiber jeder Zahl X den Wert 1 = 10log X ab.
Kombiniert man bei der umgekehrten Zungenstellung die 2-Skala
mit der S-Skala und die X-Skala mit der T-Skala, so sind in diesem
Falle analog dem Fritheren die Produkte konstant

oder

. Uz v
xsm%—c und thm_c.

Auf diese Weise ist es moglich, ohne Verschiebung der Zunge die Tan-
genten der Winkel iiber 45° und die Kotangenten der Winkel unter 45°
abzulesen. Bringt man die Endstriche der Stab- und Zungenskala zur
Deckung, so findet man unter jedem Winkel v seine Kotangente und
unter seinem Komplement den Tangens auf der X-Skala.

SchlieBlich lassen sich bei der umgekehrten Zungenstellung noch die
Beziehungen herstellen

v uzx
o=C und X2sin—=C.
180 X 180

Um bei der Normalstellung der Zunge einzelne Ablesungen auf
den riickwirtigen Skalen zu ermdglichen, sind auf der Riickseite des
Rechenschiebers an beiden Enden Aussparungen mit Indexstrichen
angebracht. Stellt man die Marke auf einen Winkel # der S-Skala,
so liest man unter dem rechten Endstrich der Stabskala den Wert

x tg?

100- sin%}) auf der £-Skala ab. Stellt man auf einen Winkel v der T-Skala
ein, so findet man iiber dem linken Endstrich der Stabskala auf der
T-Skala den Wert 10 tg :%:) und unter dem rechten Endstrich der Zunge
auf der X-Skala den Wert ctg -:’B%. Fiir Winkel iiber 45° benutzt man

die Komplementwinkel und erhilt Tangens und Kotangens in der
umgekehrten Reihenfolge. Um den Logarithmus zu finden, stellt man
den linken Endstrich der Zunge auf die Zahl X und liest in der rechten
Aussparung den Wert 10log X ab. Die Genauigkeit aller dieser Ab-
lesungen wird durch Parallaxe etwas herabgesetzt.

§ 4. Die Genauigkeit des Rechenschiebers.
Der Anwendung des Rechenschiebers ist durch seine beschrinkte
Genauigkeit eine Grenze gezogen. Wir werden weiter unten sehen, wie
sich diese Genauigkeit bei einfachen Aufgaben verhaltnismiBig leicht
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steigern 1aBt. Zunachst soll jedoch abgeschitzt werden, mit welcher
Genauigkeit das Resultat einer einfachen Rechnung ohne Kunstgriffe
zu erwarten ist. Dabei ist vorausgesetzt, daB das Ablesen ohne optische
Hilfsmittel geschieht, und daf nicht gerade mit solchen Zahlen gerechnet
wird, die auf dem Rechenschieber durch Teilstriche vertreten sind. Die
Benutzung des Rechenschiebers erfordert die richtige Schiatzung von
Abstdnden, und da bildet ein Abstand von 0'1 mm etwa die Grenze des
mit bloBem Auge Erkennbaren. Beim Einstellen oder Ablesen einer
Zahl wird also ein mittlerer Langenfehler von 01 mm zu erwarten sein.
Rechnet man mit den oberen Skalen eines normalen 25 cm langen
Rechenschiebers, so entspricht dem Werte y = 1 die Strecke 125 mm.
Einem Fehler von 0'1 mm entspricht also in v der Fehler
01 1
Y =125 T 1250°
es fragt sich, welcher Fehler in x hierdurch bedingt wird. Aus der Be-

ziehung y = logx

folgt durch Differenzieren dx
dy = ~loge.

ein Ausdruck, der niherungsweise auch fiir kleine endliche Differenzen
benutzt werden kann, Ax
dy=—loge.

Daraus ergibt sich Ay

loge v

und wenn man den Wert von [y und loge = 0434 einsetzt,

Ax = 53—; = 000184 x .

Der Fehler einer Einstellung betrigt also kaum 029, von x und ist
prozentual genau derselbe, gleichgiiltig ob x klein oder groB ist, eine
bemerkenswerte Eigenschaft der logarithmischen Skala! Bei einer ein-
fachen Multiplikation oder Division kommt dieser Schatzungsfehler
dreimal in Betracht. Nun wird in der Ausgleichungsrechnung gezeigt,
daB, wenn m den mittleren Fehler einer Messung bedeutet, der mittlere
Fehler des Ergebnisses, das durch Summierung des n mal ausgefiihrten
Messungsvorganges entsteht gleich

min

ist. Als mittlerer Fehler des Resultats einer einfachen Multiplikation
oder Division ist demnach

0'00184 - }'3 = 0°00319 = rd. 3/,,

2u erwarten. Dieser Fehler wird noch vergroBert durch die Ungenauig-
keit der Einteilung. Es ist jedoch von einem guten }\echemchxeber zu
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fordern, daB die Teilungsfehler erheblich unter dem oben ermittelten
Betrag bleiben.

Die beiden unteren Skalen des Rechenschiebers besitzen, wie schon
erwihnt, die doppelte Genauigkeit. Das Resultat einer einfachen
Rechnung ist demnach beim Rechnen mit diesen Skalen mit einem
Fehler von etwa 1'5%/, zu erwarten.

Reicht bei einer Rechnung die Genauigkeit des Rechenschiebers
nicht aus, so muB man zu den weiter unten zu besprechenden Hilfs-
mitteln greifen. Bei einfachen Aufgaben 148t sich jedoch die Genauigkeit
dadurch steigern, daB man die Rechnung in gewhnlicher Weise be-
ginnt und mit dem Rechenschieber fortfahrt, sobald seine Genauigkeit
ausreicht. Soll beispielsweise der Umfang eines Kreises aus dem Durch-
messer nach der Formel # = # - d berechnet werden, wobei 7 = 31416
ist, dann zerlegt man 7 in 3 4 01416 und fithrt die Multiplikation
einzeln durch: 2ed=3-d4 014164,

Das erste Produkt wird im Kopf, das zweite mit dem Rechenschieber
gebildet. Die relative Genauigkeit des kleinen zweiten Produkts betragt
nach dem Friitheren etwa 3%/, die Genauigkeit des Resultats ist also
wesentlich gréBer. Ist z. B. d = 4712, so gestaltet sich die Rechnung
folgendermafen:
3-4712 = 14136
01416-4712 = 667
74712 = 14803 .

Das Resultat ist mit simtlichen angeschriebenen Ziffern richtig. Bei
direkter Multiplikation = - 4712 hitte man nur die Ziffern 1480 ablesen
konnen, und die 0 wire schon zweifelhaft gewesen.

Ganz dhnlich verhilt sich die Rechnung bei der Division. Will man
bei der Division 51473 :1'4126 im Quotienten ebenfalls vier Ziffern
hinter dem Komma angeben, so hat man durch gewdhnliche Division
zunichst zwei Ziffern zu ermitteln:

51473 : 1'4126 = 3°6.
42378
9095
8476
619
Die Division des Restes 619 : 1-4126 wird mit dem Rechenschieber aus-
gefiihrt und ergibt noch die Ziffern 438. Als Quotient ergibt sich also

51473 : 14126 = 3-6438,
wobei hochstens die letzte Ziffer um eine Einheit fehlerhaft ist.

Nach diesem Prinzip kann man dic Genauigkeit natiirlich beliebig
weit treiben.
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Auch beim Wurzelziehen 148t sich die Genauigkeit auf dhnliche
Weise steigern. Man beginnt die Rechnung wie gewdhnlich; sobald
man einige Stellen gefunden hat, kann man durch Division etwa drei
weitere Stellen ermitteln. In dem Beispiel }’5 sollen zundchst drei
Ziffern auf die gewohnliche Weise ermittelt werden:

y2=141.
1
2'100
%
281400
281

119
‘Es bleibt der Rest 0°0119, d. h. es ist
2 — (1-41)% = 0:0119.
Der wahre Wert von ]/2 sei 141 + ¢, dann ist:
2= (141)2 + 2:82¢ + &2,
2 — (1-41)% = 00119 = 2:82 ¢ + ¢2,
oder 2-82& = 00119 — €.

Da ¢ nur einige Einheiten der dritten Dezimale ausmacht, so wirkt &2
héchstens auf die fiinfte Dezimale ein, verandert also den Wert 0°0119
nicht mehr. Somit ergibt sich

€ = 00119 : 2-82 = 0-00422 .

Dieser Wert 148t sich durch eine Uberschlagsrechnung noch etwas ver-
schirfen, wenn man aus ihm €2 berechnet und damit 0-0119 — €2 ver-
bessert. Es ist €2 etwa 0-00002 und daher

0-0119 — &% = 0-01188,
& = 001188 : 2:82 = 0-:00421 .
Demnach ist das Resultat

und somit wird

Y2 = 141421 .

§ 5. Anwendungen des Rechenschiebers.

Wir wollen jetzt einige Aufgaben von allgemeinerer Bedeutung
betrachten, bei denen durch geschickte Anwendung des Rechenschiebers
die Genauigkeit gesteigert und die Rechnung erheblich abgekiirzt werden
kann.

Haufig ist man gezwungen, von rechtwinkligen Koordinaten zu
Polarkoordinaten iiberzugehen, beispielsweise um bequem eine Drehung
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des rechtwinkligen Koordinatensystems ausfithren zu koénnen. Die
Aufgabe bestcht dann darin, aus den Transformationsformeln

X =7rcos,
y =rsing
r und @ auszurechnen, wenn x und y gegeben sind. Bei der {iblichen
Auflésung y
tgp =7,
r=Ye+y
1aBt sich » mit dem Rechenschieber nur unbequem und wenig genau

berechnen. Wir bezeichnen daher die absoluten Betrige von x und y
mit p und ¢, und es sei stets

p=q.
Dann ermittelt man mit dem Rechenschieber den Winkel & aus

q
tgox = —-.
8%=%

o ist stets < 45° und liefert sofort den gesuchten Winkel ¢, man muf}
sich nur etwa an Hand einer Figur klarmachen, in welchem Quadranten

der Winkel zu suchen ist. Es ergibt sich folgende Zusammenstellung:

|%| > |y] 1. Quadrant ¢ = & |x| <|y| 1. Quadrant ¢ = 90°— &
2. " @ =180°—«& 2. » @ = 90°+«
3. " @ =180°+ & 3. . @ =270°—«&
4.,  p=360°—« 4,  @=270°t«

Ist P (Abb.3) der Punkt, dessen Koordinaten p und ¢ trans-
formiert werden sollen, so gibt O4 = OP den gesuchten Radius 7.
Da das Dreieck .4OP gleichschenklig ist, ist der

Winkel BPA gleich 5, und es wird
7 7:OA:OB_;_BA:_P+qtgg

In dieser Formel stellt der zweite Term nur eine
0 4 % 7 Kleine Korrektur des ersten dar, ¢ ist kleiner als p

Abb 3. . .

o und tg ; kleiner als 0-42. Findet man g- tg%etwa
auf 3%, genau, so ist die Summe r = p 4- ¢ tg—z— wesentlich genauer be-
stimmt.

Ist z. B.x == —1+125 und v == 3-47, so wird p = 3-47 und ¢ = 1-125,
und daraus ergibt sich & = 17°58".

Um p und g auf den beiden unteren Skalen des Schiebers einstellen zu
konnen, vgl. die Bemerkung auf S.8. Der Teilstrich v = 45° der
T-Skala wird gegeniiber X =: 3-47 gestellt und gegeniiber X = 1125
der Winkel = 17°57 abgelesen. Nun wird das linke Ende der T-Skala
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(tg—%%=0~1.) gegeniiber X = 1-125 eingestellt und gegeniiber

v= % = 8°59’ der Wert
X =q-tg% = 01778
abgelesen. Somit ist
y=p+qtgS =347 + 01778 = 36478 .
Da |x| <|y| ist und @ im zweiten Quadranten liegt, ist
® =90° + & =107°58".
Wir betrachten ferner die dwuflosung der quadratischen Gleichung
x2—ax+b=0, a>0.
Sind x, und x, die Wurzeln der Gleichung, so ist
% trxy=a, xx,=0b.

Wir stellen nun den Anfangsstrich der umgekehrten Zunge iiber den
absoluten Betrag von b auf der X-Skala und kombinieren mit dem’
Laufer die X-Werte mit den jetzt auf der Zunge oben befindlichen
T-Werten. Es ergeben sich lauter Zahlenpaare, deren Produkte gleich
{b] sind, dabei ist jedoch auf den Stellenwert der Zahlen zu achten.
Ist > 0, so muf} unter diesen Zahlen das Paar herausgesucht werden,
dessen Summe gleich a ist. Es braucht nicht immer ein solches Paar
zu existieren, man erkennt aber sehr schnell, welches der kleinste Wert
ist, den diese Summe annehmen kann (die beiden Zahlen miissen ein-
ander gleich sein). Ist b < 0, so muB ein Zahlenpaar aufgesucht werden,
dessen Differenz gleich 4 ist. Es existiert immer eine reelle Ldsung,
die grofere Zahl ist die positive Wurzel der Gleichung, die kleinere
ergibt den absoluten Betrag der negativen Wurzel. Ist schlieBlich
a < 0, so 1aft sich diese Gleichung auf die soeben betrachtete Form
zuriickfithren dadurch, daB man x durch —x ersetzt. D. h. man be-
handelt die Gleichung so, als wire @ > 0 und vertauscht nachtriglich
bei den Wurzeln die Vorzeichen.

Beispiel : Bei der Gleichung

22— 328x — 2165 =0
muB die Differenz der Zahlen X und 7 gleich 328 sein. Man erkennt
sehr schnell, daB8 eine Wurzel in der Nihe von 4 liegen muB, denn 4
ergibt mit der dariiberstehenden Zahl 0'54 die Differenz 3-46. Da die
Differenzen nach links abnehmen, findet man bald das richtige Zahlenpaar
3843 und 0563 .

Dabei 148t sich die groBere Zahl auf Grund der kleineren bedeutend
genauer angeben als es bei direkter Ablesung der Fall wire. Hat man
also die kleinere Zahl nur roh abgelesen, z. B. 0'54, so ergibt sich die



16 Das Rechnen und seine Hilfsmittel.

groBere durch 328 4 0'54 = 3:82. Dem Wert 3°82 der T-Skala gegen-
iiber finden wir nun auf der X-Skala fiir die kleinere Zahl den besseren
Wert 0566 und damit fiir die groBere wieder 3-846. 3'846 gegeniiber
endlich 0'563 und damit 3'843. Die gesuchten Wurzeln sind also

%, =13843, xy,=—07563.

Wir betrachten schlieBlich die Anwendung des Rechenschiebers
zur Auflosung der kubischen Gleichung. Ist die Gleichung in der Normal-

e Btatt a2+t a;=0

gegeben, so muB sie zunichst durch die Substitution
e |

2=y —
3

auf die reduzierte Form gebracht werden:
w4 au—>b=0.

Anstatt die Potenzen einzeln zu bilden und sie mit den Koeffizienten
zu multiplizieren, geht man bei der numerischen Behandlung der Auf-
gabe zweckmiBiger folgendermaBen vor. Wir schreiben zunichst die
Koeffizienten allein, mit dem Koeffizienten 1 der héchsten Potenz be-
ginnend, nebeneinander hin:

1 a a ag
plp-al p-a;

@ @ a4

p-t poay
@ &

Zur Abkiirzung bezeichnen wir —%‘ mit p, multiplizieren den ersten

Koeffizienten (1) mit » und addieren das Produkt zu «,, die Summe
sei @;. Dann multiplizieren wir @} mit $ und addieren das Produkt
zu a,, es entsteht @5 . Entsprechend verfahren wir mit a5 und erhalten aj .
SchlieBlich haben wir die neu entstandene Zeile auf die gleiche Weise
zu behandeln und erhalten af und @} (a] braucht nicht mehr gebildet
zu werden). Damit haben wir die Koeffizienten der angeschriebenen
reduzierten Form erhalten, es ist

a=4da, und —b=aj}.
Der Gang der Rechnung ergibt sich ohne weiteres aus dem angeschrie-
benen Schema, der Beweis wird bei der Betrachtung des Hornerschen
Schemas erbracht werden. Die ganze Rechnung kann mit einer einzigen
Einstellung des Rechenschiebers durchgefithrt werden. Als Beispiel
soll die Gleichung
B4 63 2 +752—-53=0
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behandelt werden. Es ist jetzt = — 2'1 und das Schema nimmt die
folgende Gestalt an:
1 63 75 —53
—21 —882" 2772
42 —132 —2528

Die reduzierte Gleichung lautet daher
w—573u—2528 =0,
2=u4+p=u—21

und es ist darin

gesetzt worden.
Gehen wir jetzt von der Form

wtau==b

aus, so konnen wir ohne Einschriankung der Allgemeinheit b als positiv
voraussetzen. Denn wire b negativ, so kdnnte man ebenso wie bei der
quadratischen Gleichung # durch — # ersetzen und wiirde dann zu
einer kubischen Gleichung mit positivem b gelangen. Bei den Wurzeln
dieser Gleichung wiirden dann nachtraglich noch die Vorzeichen um-
zukehren sein. Wir dividieren die Gleichung durch # und schreiben sie
in der Form b

uz——T-————a.

Um mit den bisher benutzten Bezeichnungen fiir die Skalen des Rechen-
schiebers im Einklang zu bleiben, wollen wir % mit X bezeichnen,
b

Xz—f—:—-ﬂ.

Die Zunge wird in umgekehrter Lage so eingestellt, daB ihr Endstrich
iiber dem Wert b auf der X-Skala steht. Es ist dann fiir alle zusammen-
gehorigen Werte X und T

b
XT=b, T=x%.

Denken wir daran, daB wir auf der oberen Stabskala die Werte x = X2
ablesen konnen, so erhilt die kubische Gleichung die Form

x—T=—a.

Auf den beiden aneinander liegenden Skalen x und T ist jetzt ein Werte-
paar aufzusuchen, dessen Differenz gleich — a ist, nétigenfalls unter
Verschiebung der Zunge um ihre ganze Linge.

In unserem Beispiel ist der Endstrich der umgekehrten Zunge iiber
die Zahl 2'528 zu stellen, und es sind dann zwei Zahlen x und 7 zu suchen,
die die Bedingung erfiillen

x—T=573.
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Uber dem Endstrich der Zunge stehen sich die Zahlen x = 640 und
T =1 gegeniiber. Ihre Differenz 5°40 ist noch zu klein, doch da die
Differenzen nach rechts schnell wachsen, findet man bald die richtige
Stelle ¥ = 671 . Senkrecht darunter auf der X-Skala lesen wir den
gesuchten Wurzelwert ab:
X =21590.

Dieser Wert 148t sich noch verschirfen, da durch den Wert von T der
Wert von x mit erheblich gréBerer Genauigkeit bestimmt ist, als man
durch direktes Ablesen finden kann. Es ist niamlich T = 0976 und
somit x = 6'706. Um einen genaueren Wert fiir X zu finden, ziehen wir
daraus die Wurzel nach dem auf S. 13 geschilderten Verfahren. Setzen
wir X =26 —¢, so wird

6706 =262 — 5:2¢ + &2,
52e=1676— 6706+ & = 0054 + (&,
e=00104.
Damit ergibt sich dann der genauere Wurzelwert
X =26—00104 = 25896.

Die Gleichung dritten Grades mit reellen Koeffizienten hat stets
eine reelle Wurzel ; es fragt sich, ob noch weitere reelle Wurzeln vorhanden
sind. Um diese Frage allgemein zu entscheiden, betrachten wir die
Differenz ., b
1\ - Y .

- . _— o . N b
Fiir positive Werte von X wichst X stindig von 0 bis oo, wihrend 3
von co bis 0 standig abnimmt. Die Differenz X? — % steigt also mono-

ton von — oo bis 4 oo, nimmt somit jeden Wert zwischen diesen Grenzen
einmal und nur einmal an. Mit anderen Worten, fiir jeden positiven
oder negativen Wert von a hat die Gleichung

b
Xz—i-"—‘-—ﬂ

eine und nur eine positive Wurzel.

Fiir negative Werte von X hat die Differenz X2 — %, da b positiv
vorausgesetzt ist, nur positive Werte. X2 lauft wieder von 0 bis oo
und — % von oo bis 0. Die Differenz wird somit von oo zunichst bis

zu einem gewissen Minimum abnehmen und dann wieder nach oo hin
zunehmen. Die Gleichung b

XZ—EZ——-H

hat somit fiir positive Werte von a keine negativen Wurzeln. Fiir negative
Werte von a hat die Gleichung keine, zwei zusammenfallende oder zwei
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getrennte negative Wurzeln, je nachdem — a kleiner, gleich oder grofler
b .
als das Minimum det Differenz X* — 5 ist.

Um diese drei Fille voneinander zu trennen, suchen wir nach den
Regeln der Differentialrechnung dieses Minimum auf. Aus der Ableitung

b
folgt 5
2 —
2X2= <

2x=T.

Mit der gleichen Stellung des Rechenschiebers (nétigenfalls nach Um-
steckung der Zunge um ihre ganze Linge), mit der wir die positive Wurzel
gefunden haben, suchen wir jetzt die Stelle auf, wo 2x = T ist. Dem
Werte von x entspricht jetzt natiirlich ein negativer Wert von X .
Damit haben wir auch schon das gesuchte Minimum, es ist gleich der
Summe der soeben bestimmten Werte ¥ und 7', die wir mit ¥, und T, be-
zeichnenwollen. Wir kénnen jetzt unsere Kriterien dahinzusammenfassen:
Die Gleichung e b

2 =
x=—4 b>0

hat stets eine und nur eine positive Wurzel und hat

fir a>0 ) keine negativen Wurzeln,
fiir a<o0 falls —a <xy+ T, keine negativen Wurzeln,
falls aber —a> x, 4-T, zwei negative Wurzeln.

Ist schlieBlich — a = x, + 7, so fallen die beiden negativen Wurzeln
zusammen und haben den Wert — }/70 .
Um die negativen Wurzeln zu ermitteln, miissen wir daran denken,

b . N .
daB + fiir negative Werte von X negativ ist. Da der Rechenschieber

das negative Vorzeichen nicht zu liefern vermag, miissen wir Wertepaare
zund T suchen, deren Summe gleich — a ist. Auf der X-Skala lesen wir
dann die absoluten Betrage dieser negativen Wurzeln ab.

Suchen wir in unserem Beispiel die Losung der Gleichung 2 x = T,
so finden wir nach Umsteckung der Zunge die Werte

o= 117, Ty=234.

Da — a4 den Wert 573 hat, also groBer als x, + T, ist, hat die kubische
Gleichung noch zwei weitere negative Wurzeln. Man findet demnach
fiir die Gleichung :

2+ T =573
noch die beiden weiteren Wertepaare
' x==0210, T =552,
x=4%543, T =1187

5_)'*
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Bei dem ersten Wertepaar bestimmt man den Wurzelwert statt aus x
viel genauer aus T durch Division in b = 2528,

2528 : 5520 = 04580

3208

320

Das zweite Paar ergibt X =213, diese Wurzel 1aBt sich aber ebenso
wie die positive noch erheblich verschirfen:

4543 = 21

444

0133 :4'2 = 00316.

Somit haben wir die drei Wurzeln gefunden:

%, = 25896,
Uy = — 04580:
uy = — 21316 ..

Eine Probe auf die Richtigkeit der Rechnung liefert die Tatsache,
daB die Summe der drei Wurzeln der reduzierten Gleichung den Wert 0
ergeben muB.

Kehren wir schlieBlich durch Addition von — 21 zur urspriinglichen
Gleichung zuriick, so ergeben sich die Wurzeln:

7, = 04896, 2= —25580, z3=— 42316.

§ 6. Tafeln.

Die Genauigkeit des Rechenschiebers 148t sich, wie wir gesehen
haben, durch gewisse Kunstgriffe beliebig vergroBern. Von dieser
Moglichkeit wird man aber nur in Ausnahmefillen Gebrauch machen
und wird daher gut tun, fiir genauere Rechnungen andere Hilfsmittel
heranzuziehen.

Die nichste Stufe bilden vierstellige Logarithmen. Sie haben den
ungemein zeitsparenden Vorzug, daB sie sich auf einem Blatt unter-
bringen lassen. Durch bequeme Anordnung zeichnen sich beispielsweise
die im Verlag von G. Késter, Heidelberg, erschienenen Tafeln der Lo-
garithmen und Antilogarithmen aus.

Aus der sehr groBen Zahl der Logarithmentafeln seien ferner heraus-
gegriffen: die fiinfstellige Tafel von F. G. GauB, die neben den Log-
arithmen eine Sammlung anderer Tafeln enthilt, unter denen besonders
eine Tafel der Quadrate der Zahlen von 0°000 bis 10'009 zu erwihnen
ist, und die Tafel von Gravelius in Verbindung mit logarithmisch-
trigonometrischen Tafeln fiir die Dezimalteilung des Quadranten. Die
sechsstellige Tafel von Bremiker und die siebenstelligen Tafeln von
Schron und Vega (herausgegeben von Bremiker). Von achtstelligen
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Tafeln sind nur die von Bauschinger und Peters bekannt geworden.
SchlieBlich die seltene zehnstellige Tafel ,,Arithmetica logarithmica“
von Vlack und der durch photozinkographische Reproduktion wieder
zuginglich gewordene ,,Thesaurus log_arithmorum“ von Vega. Die
zehnstelligen Tafeln sind wegen der quadratischen Interpolation bereits
recht unbequem z1 benutzen und kommen fiir praktische Rechnungen
kaum in Frage. Hochste Genauigkeit ist z. B. erforderlich in der
Landesvermessung bei der Berechnung von Dreiecken 1. Ordnung
und bei gewissen astronomischen Rechnungen. Aber auch hier kommt
man mit siebenstelligen oder hochstens achtstelligen Logarithmen
immer aus. .
Einen Anhalt fiir die Genauigkeit einer logarithmischen Rechnung
gewinnt man leicht, wenn man bedenkt, daB in einer #stelligen Tafel
eine halbe Einheit der nten Stelle unsicher ist. Dieser Fehler kann sich
durch die Interpolation auf eine ganze Einheit vergréBern, wenn der
gesuchte Logarithmus nicht gerade in der Tafel enthalten ist und die
(n + 1) te Stelle vernachlassigt wird. Bei der Berechnung eines Pro-
dukts aus zwei Faktoren kann sich der Fehler im dufersten Falle auf das
Doppelte steigern, der Logarithmus des Resultats kann daher um zwei
Einheiten der letzten Stelle, also um 2:10-" unsicher sein. Der
dadurch bedingte Fehler im Numerus ergibt sich aus der Entwicklung von

y =log %,
die bis auf Glieder zweiter Ordnung lautet
Ax
dy=loge—.
Nunist 4y = 210" und lo:e = 230, also
AT”= 230-2-10"" = 46-10"".

Das Produkt ist also z. B. bei vierstelligen Logarithmen etwa auf fiinf
Zehntausendstel seines Betrages unsicher.

Der Gebrauch einer vierstelligen Tafel bedingt demnach etwa die
zehnfache Genauigkeit des Rechenschiebers.

Neben den gewchnlichen Logarithmentafeln, iiber deren Einrichtung
nichts gesagt zu werden braucht, findet man noch haufig die sog. ,,Gaufi-
schen Logarithmen* oder ,, Additions- und Subtraktionslogarithmen’, die
der Aufgabe dienen, aus log a2 und log b die Logarithmen von a 4 &
und a — b abzuleiten, ohne vorher auf die Numeri zuriickgehen zu
miissen. In der verbreitetsten Anordnung stehen die beiden mit 4 und B
bezeichneten Kolonnen in der Beziehung

4 =1logx, B=log(l +x).



22 Das Rechnen und seine Hilfsmittel.

Die beiden Fundamentalaufgaben werden dann durch die Beziehungen
gelost

loga —logh =4, log(a+b) =B +logh=1loga 4 (B — 4)
und .
loga —logh = B, log(a—b) =A +logh =loga— (B— A4).

Da man statt dreimal nur einmal in die Tafel einzugehen braucht, ist
die Benutzung dieser Logarithmen sehr zweckmiBig.

Bei der gewohnlichen Multiplikation und Division werden Log-
arithmen ganz vermieden durch Produktentafeln, unter denen die von
Crelle bis 1000 - 1000 und die von L. Zimmermann bis 100 - 1000 gehen.

Fir viele Zwecke, so insbesondere fiir das Rechnen mit der
Rechenmaschine, ist eine Tafel der Reziproken wertvoll. Am ausfiihr-
lichsten ist die siebenstellige ,,Table of the reciprocals of numbers* von
W. H. Oakes.

Ebenfalls fir das Maschinenrechnen sind Tafeln der natiirlichen
trigonometrischen Funktionen wichtig. Neben dem siebenstelligen ,,Opus
palatinum®, neu herausgegeben von Jordan, seien die siebenstellige
Tafel von Peters und die fiinfstellige von Lokse erwihnt. Die beiden
letzteren sind fir Dezimalteilung des Grades eingerichtet.

AuBer den Tafeln der trigonometrischen Funktionen sind fiir wissen-
schaftliche Rechnungen haufig Tafeln der Hyperbelfunkiionen wertvoll.
Zu erwihnen sind die Tafeln von Ligowsk:, Burrau, Becker und van
Orstrand und von Hayashi. Sie enthalten neben den Hyperbelfunktionen
zum Teil auch die Kreisfunktionen zu dem in BogenmalB gemessenen
Winkel.

SchlieBlich sei noch fiir eine Reihe anderer Funktionen auf die
Funktionentafeln von Jahnke und Emde verwiesen.

§ 7. Rechenmaschinen.

Den bisher besprochenen Rechenhilfsmitteln wohnt nur eine be-
schrinkte Genauigkeit inne, sie reichen aber in allen Fillen der Praxis
aus, bei denen die zugrunde gelegten Werte durch Beobachtung oder
Messung, also auch nur angenzhert, bekannt sind. Die Auswahl unter
ihnen ist nach dem Gesichtspunkt zu treffen, daBl der durch die geniherte
Rechnunig entstehende Fehler den durch die Ungenauigkeit der ge-
gebenen GroBen bedingten nicht erheblich vergrofert.

Im Gegensatz dazu ist das Resultat, das die Rechenmaschine liefert,
vollkommen genau. Allerdings findet diese Genauigkeit eine Grenze
in der Anzahl der Ziffern, fiir die die Maschine konstruiert ist. Der groBe
Vorteil bei der Benutzung einer Rechenmaschine liegt aber nicht in
ihrer Genauigkeit, sondern darin, daB bei geeigneter Konstruktion
Rechenfehler ausgeschlossen und die Resultate durch die Maschine
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selbst noch iiberdies kontrolliert werden konnen. Demgegeniiber fallt
der Nachteil, der haufig in der Mitfithrung einer mehr oder minder
groBen Anzahl unnétiger Ziffern besteht, nicht ins Gewicht; zumal die
Rechenmaschine einer gleichwertigen logarithmischen Rechnung an
Schnelligkeit weit tiberlegen ist.

Der eigentliche Erfinder der Rechenmaschine ist Lezbmz Ein
nach seinen Angaben erbautes Modell ist noch heute auf der Bibliothek
in Hannover zu sehen. Durch die Konstruktion der Staffelwalze hat
Leibniz seiner Rechenmaschine eine heute noch gebriuchliche Aus-
fiihrung gegeben.

In einem Rahmen, dem sog. Schaltwerk, sind nebeneinander eine
Reihe von Walzen angebracht, die den Namen ,,Staffelwalzen‘‘ nach den
neun verschieden langen Rippen fithren, die sie auf ihrer Oberfliche
tragen (Abb. 4). Die Walzen stehen durch Kegelriderpaare mit einer
Kurbel 4in Verbindung, so daB bei einer Drehung der Kurbel jede Walze
einmal um ihre Achse
gedreht wird.

Uber jeder Walze
befindet sich parallel
zu ihr eine vierkantige
Achse, die ein Kleines
auf ihr verschiebbares
Zahnrad tragt. Bei einer
Drehung der Walze ge-
langt ein Teil der zehn
Zihne desZahnrades mit
den Rippen der Walze zum Eingriff. Das Zahnrad wird um einen be-
stimmten Betrag gedreht, der von seiner Stellung auf der vierkantigen
Achse, nimlich davon abhingt, wieviel Rippen der Walze noch bis zu
den Zihnen des Zahnrades reichen. Steht das Zahnrad ganz vorn, so
greift keine der Rippen ein, das Zahnrad bleibt in Ruhe. Am entgegen-
gesetzten Ende greifen alle neun Rippen ein, das Zahnrad dreht sich
bei einer Kurbeldrehung um 9/, seines Umfanges. Eine Skala mit den
Ziffern 0 bis 9 auf der oberen Fliche des Gehduses gibt den jeweiligen
Stand und damit an. um wieviel Zehntel seines Umfangs sich das Zahn-
rad bei einer Kurbelumdrehung weiterdreht. Neben der Skala befindet
sich ein Einstellknopf, der es gestattet, mit einem durch einen Schlitz
greifenden Stab das Zahnrad auf seiner Achse bis zu der gewiinschten
Stelle zu verschieben.

Die Achse wird infolge ihres viereckigen Querschnittes bei jeder
Drehung des Zahnrades mitgenommen und iibertrigt ihre Bewegung
durch ein Kegelriderpaar auf eine kreisférmige Scheibe mit vertikaler
Achse. Alle diese Scheiben, von denen jede zu einer Staffelwalze gehort,
bilden das Zihlwerk. Sie tragen auf ihrer oberen Seite die Ziffern 0 bis 9,

Abb. 4.
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von denen aber jedesmal nur eine durch ein Schauloch im Gehause sicht-
bar ist. Das Kegelradgctriebe ist so bemessen, daB eine Umdrehung
der vierkantigen Achse auch eine Umdrehung der Ziffernscheibe bedingt.

Auf der vierkantigen Achse sitzt aber nicht nur das eine Kegelrad,
das gerade mit dem der vertikalen Achse in Eingriff steht, sondern noch
ein zweites ihm gegeniiberliegendes. Beide Kegelrader sind miteinander
verbunden und um ein kleines Stiick auf der Achse verschiebbar. Durch
eine Umschaltvorrichtung d, e148t sich daher erreichen, daB entweder das
eine oder das andere der beiden Kegelrader zur Wirkung kommt, dafl
die Ziffernscheibe also in dem einen oder anderen Sinne gedreht werden
kann.

Ist nun an den Einstellknopfen eine bestimmte Zahl eingestellt, z. B.

243113,

so wird bei einer Umdrehung der Kurbel jede Scheibe um so viel Ziffern

weitergedreht, als Rippen der Staffelwalzen in die Zahnréder eingreifen.

Standen alle Ziffernscheiben vorher auf 0, so erscheint jetzt die Zahl
243113

in den Schauléchern. Bei der nichsten Kurbeldrehung wird jede Scheibe

wieder um den entsprechenden Betrag weitergedreht, es erscheint die

X # Zahl 4 862256.
Die eingestellte Zahl ist also
=l — = —"—[#®~ durch zwei Kurbeldrehungen
mit 2 multipliziert worden.
Abb. 5. Wiirde man jetzt weiter-

drehen, so wiirde die zweite
Ziffernscheibe iiber 0 hinweggehen, und die Zahl auf der ersten Scheibe
miiBte umeine Einheit vergroBert werden. Indieser Zehneriibertragungliegt
die groBte Schwierigkeit, die bei der Konstruktion der Rechenmaschine
zu iberwinden war. Die durch die Staffelwalzen bewirkte Drehung der
Ziffernscheiben und die Ubertragung der Zehner kann nicht gleichzeitig
erfolgen; auBerdem darf die Zehneriibertragung erst dann bei einer be-
stimmten Ziffernscheibe wirksam werden, wenn alle Ubertragungen
bei den (rechts) vorhergehenden Scheiben erledigt sind. Deshalb be-
decken die Rippen nur einen Bruchteil des Walzenumfanges, so daB3
mehr als die Hilfte der Umdrehung fiir die Zehneriibertragung frei
bleibt. Jede vierkantige Achse trégt in ihrer Verlingerung noch ein
festes Zahnrad (in Abb. 4 nicht sichtbar), dem ein Zahn X auf der
verlingerten Walzenachse entspricht (Abb. 5). Gewéhnlich greifen
beide nicht ineinander, nur wenn die vorhergehende Ziffernscheibe von
9 nach 0 iibergeht, wird durch eine Hebeliibertragung der Zahn X in
die Ebene des Zahnrades gebracht und dreht die zugehérige Ziffern-
scheibe um eine Zahl weiter. Damit alle Zehneriibertragungen nach-
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einander erfolgen, sind die Zdhne X gegeneinander um einen gewissen
Winkel verdreht.

Durch die Zehneriibertragung wird es nun méglich, eine auf dem
Schaltwerk eingestellte Zahl mit einem beliebigen Faktor zu multi-
plizieren, indem man sooft dreht, wie der Multiplikator angibt. Das
Produkt erscheint in den Schauléchern des Zihlwerks. Nun ist das
Zahlwerk in Form eines Lineals gegen das Schaltwerk verschiebbar.
Verschiebt man das Lineal um eine Stelle nach rechts, so wird bei einer
Kurbeldrehung das Zehnfache der eingestellten Zahl addiert. Bei vier
Kurbeldrehungen wird eine Multiplikation mit 40 ausgefithrt. So ist
es moglich, durch wenige Kurbeldrehungen auch mit einem mehr-
stelligen Faktor zu multiplizieren. Ein weiteres Zahlwerk zdhlt die
Umdrehungen der Kurbel, gibt also nach beendeter Rechnung den
Multiplikator an.

Durch die oben erwahnte Umschaltung 148t sich erreichen, daf§ die
Ziffernscheiben des Zihlwerks im entgegengesetzten Sinne gedreht
werden. Bei einer Kurbeldrehung wird die im Schaltwerk eingestellte
Zahl von der im Zihlwerk befindlichen subtrahiert. Durch das Ver-
schieben des Zihlwerks ist es méglich, die Division zweier Zahlen auf
einzelne Subtraktionen zuriickzufiihren. Man stellt den Dividenden
im Zahlwerk, den Divisor im Schaltwerk ein, so daB die Ziffern héchsten
Ranges untereinanderstehen. Nun subtrahiert man den Divisor so oft
es geht und erhilt im Umdrehungszihlwerk die erste Stelle des Quo-
tienten. Jetzt wird das Zihlwerk um eine Stelle nach links verlegt,
man subtrahiert aufs neue den Divisor und erhélt die zweite Stelle des
Quotienten usw. SchlieBlich sind die im Umdrehungszihlwerk vor-
gesehenen Stellen erschopft und im Zihlwerk bleibt der Rest der Division
stehen. Man konnte weitere Stellen des Quotienten bestimmen, indem
man mit dem Rest die Division vor vorn anfinge. Etwa drei weitere
Stellen vermag auch die Division mit dem Rechenschieber zu geben

Sobald auf dem linken Ende des Zahlwerks eine Zehneriibertragung,
nicht mehr ausgefithrt werden kann, ertént ein Glockensignal als War-
nungszeichen. Wiirde man daher bei der Division einmal zu oft sub-
trahieren, also der Maschine zumuten, eine groBere Zahl von einer
kleineren zu subtrahieren, so wiirde man durch das Glockensignal auf
diesen Irrtum aufmerksam gemacht werden und kénnte durch Addition
des Divisors den Fehler wieder riickgingig machen. SchlieBlich ist
eine besondere Lischvorrichtung vorhanden, die es gestattet, alle Ziffern-
scheiben beider Zihlwerke gleichzeitig auf 0 zu stellen.

Eine andere Konstruktion des Schaltwerks benutzt an Stelle der
Staffelwalzen Zahnrider mit verinderlicher Zihnezahl (Abb.6). Die
Zahne werden durch einen Hebel, der an einer von 0 bis 9 bezifferten
Skala entlang liuft, vor- oder zuriickgeschoben. Eine Einstellung des
Hebels auf eine bestimmte Ziffer bewirkt das Herausspringen der ent-
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&

sprechenden Anzahl Zahne. Bei einer Drehung des Zahnrades wird daher
das eingreifende Zahnrad des Zahlwerks um die gewiinschte Ziffernzahl
weitergedreht. Da di- Zahnrader auf einer gemeinsamen horizontalen
Achse angebracht sind, zeichnet sich diese Maschine durch gedrungene
Bauart aus. Die Zahlen stehen auf den Stirnflichen der Zahnrider

Y 8 dichter beieinander als bei anderen Maschinen

g ‘ ' mit horizontal liegenden Ziffernscheiben und
1o ‘\\\\ ““'%‘\“"\ .“. Jassen sich beim Ablesen leichter iiberblicken.
“’\\\\\ “ ‘ % ‘\\lv 3 Dem steht als Nachteil gegeniiber das beim
’\\\\“ K \ Drehen der Kurbel auftretende ungleiche
\\\ \\\\ Drehmoment und die ungiinstige Losch-

\\

vorrichtung.

Eine neuere Konstruktion (Abb.7) er-
setzt die Staffelwalzen durch zehn in der
Langsrichtung verschiebbare Zahnstangen Z.
Fiir ihre Verschiebung sorgt ein Proportional-
hebel H, der um einen seiner Endpunkte von
einer mit der Kurbel K verbundenen Pleuelstange P gedreht wird. Dabei
verschiebt sich die erste Zahnstange iiberhaupt nicht, die zweite um
einen Zahn, die dritte um zwei usw., die zehnte um neun Zihne. Auch
bei dieser Maschine befinden sich unter den Einstellschlitzen zehnzihnige
Ridchen auf vierkantigen Achsen. Stellt man eine bestimmte Ziffer
ein, so befindet sich das entsprechende Radchen gerade iiber der Zahn-
stange, die um die eingestellte Zdhnezahl verschoben wird, und iibertragt

Ao
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Abb. 7

die gewiinschte Drehung auf die vierkantige Achse. Durch eine Um-
schaltung kann der andere Endpunkt des Proportionalhebels festgehalten
werden, dann verschiebt sich die erste Zahnstange um neun, die zweite
um acht usw., die zehnte iberhaupt nicht. Jedesmal erginzt jetzt die
Ziahnezahl, um die sich eine Zahnstange verschiebt, die der fritheren
Verschiebung zu 9. Diese Einstellung dient zur Subtraktion, die ja
in der Tat durch Addition der Erginzungen zu 9 ausgefiihrt werden kann,
wenn man noch die hichste Stelle um eine Einheit erniedrigt, die letzte
um eine Einheit erhoht, eine Korrektur, die durch besondere Vorrich-
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tungen von der Maschine selbst besorgt wird. An Stelle des Glocken-
zeichens, das die nicht mehr vorhandene Zehneriibertragung ankiindigt,
tritt bei dieser Maschine eine mit Federdruck bewirkte Hemmung der
Kurbel. Dadurch wird es moglich, die Division zu einer vollkommen
automatischen Operation zu machen, ein Umstand, der es gestattet, die
Kurbel ganz wegfallen zu lassen und die Maschine mit elektrischen
Antrieb zu versehen.

Neben den bisher beschriebenen Maschinen, die man als erweiterte
Additionsmaschinen bezeichnen kann, sind auch eigentliche Multi-
plikationsmaschinen gebaut worden, die Multiplikationen direkt und
nicht durch sukzessive Additionen ausfithren. Ahnlich wie bei der soeben
beschriebenen Maschine befinden sich unter den Einstellschlitzen Zahn-
stangen, die ihre Bewegung auf lings vierkantigen Achsen verschieb-
bare Zahnridchen iibertragen. Die Verschiebung der Zahnstangen
erfolgt bei dieser Maschine durch einen sog. Einmaleinskérper, der durch
einen besonderen Hebel jedesmal in die fiir die Multiplikation mit der
betreffenden Ziffer notwendige Stellung gebracht wird. Bei der Multi-
plikation ist fiir jede Stelle des Faktors nur eine Kurbeldrehung er-
forderlich, die auch gleichzeitig jedesmal eine Verschiebung des Zihl-
werks bewirkt. Leider ist diese Maschine durch ihre GroBe etwas
unhandlich.

Bei den meisten neueren Rechenmaschinen ist auch eine Zehner-
iibertragung im Umdrehungszihlwerk angebracht. Diese Einrichtung
ist nicht nur bei der Multiplikation mit der dekadischen Erganzung und
bei der Division von Vorteil, sondern gestattet es, bei einer Reihe von
Divisionen die Quotienten fortlaufend zu addieren.

§ 8. Anwendungen der Rechenmaschine.

Neben der Ausfithrung von Multiplikationen und Divisionen ge-
stattet die Rechenmaschine auch die Berechnung von Quadratwurzeln.
Ein Verfahren beruht auf dem Satz, daBl die Summe der » ersten un-
geraden Zahlen gleich #2ist, und soll an dem Beispiel y21 gezeigt werden.
Bei der gewdhnlichen Rechnung wiirde man von 21 zunichst 42 sub-
trahieren und den Rest mit zwei Nullen versehen. Von 500 zieht man
das doppelte Produkt aus 4 und der nichsten Stelle, die man schitzungs-
weise ermitteln muf, sowie deren Quadrat ab usw.

Um die Aufgabe auf zhnliche Weise mit der Maschine zu 18sen,
stellen wir im Zahlwerk 21 ein und zdhlen davon nacheinander die ersten
ungeraden Zahlen 1, 3, 5, 7 ab, soweit es geht. Das Quotientenzihlwerk
registriert 4 Kurbeldrehungen und das Quadrat von 4 ist abgezogen
worden. Um nun das doppelte Produkt von 4 und der nichsten Stelle
und gleichzeitig deren Quadrat zu subtrahieren, verschieben wir das
Lineal um eine Stelle nach links und subtrahieren nacheinander
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080 +0'01, 0'80 + 003, 080 + 0°05, ... Die Anzahl der moglichen
Subtraktionen gibt die nichste Stelle der Wurzel. Wieder verschieben
wir das Lineal um eine Stelle nach links und miissen jetzt das doppelte
Produkt aus 4'5 und der nichsten Stelle sowie deren Quadrat abziehen.
Das geschieht durch sukzessives Subtrahieren von 900 + 1, 900 + 3,
900 + 5, ... (unter Fortlassen des Kommas). Die Anzahl der mog-
lichen Subtraktionen ist jetzt 8.

So kann man beliebig fortfahren. Wollte man aber die Rechnung
an dieser Stelle abbrechen, so konnte man, da das Quadrat der nachsten
Ziffer nur eine geringe Rolle spielt, einige weitere Ziffern durch einfache

201=145... 7500

e "ot

8]500 6599

425 903

5696

908

500 4791

81 907

21 49 3884

1 8 999

20 336 2975

3 85 911

17 251 2064

5 87 913

12 164 151

7 89 9ts

& 5 575 8 236
458...

Division ermitteln (vgl. S.13). Da der Rest 236 durch 916 dividiert
0258 ergibt, findet man also sehr schnell

Y21 =458258...

Sobald einige Ziffern der gesuchten Wurzel bekannt sind, fiihrt ein
anderes Verfahren schneller zum Ziel. Wir stellen wieder den Radikanden
auf dem Zihlwerk ein und dividieren ihn durch den Naherungswert
der Wurzel, das arithmetische Mittel aus Divisor und Quotient gibt dann
einen besseren Niherungswert.

Ist x, ein Naherungswert der Gleichung

x2=a
und betrigt seine Verbesserung &;, dann miifite

a=(x,—{—§l2=x§+251x1+£?

sein, oder o
P (“ \c) St
SLT o\, Y 24"



§ 8. Anwendungen der Rechenmaschine. 29

2
Unter Vernachlissigung von 2—5—;1 ergibt sich somit der zweite Naherungs-

wert 1 a
xz=xx+51=‘2‘(x1+;;)y

also gleich dem arithmetischen Mittel aus Divisor x; und Quotient %.

1
Sein Fehler &, ist gleich dem vernachlissigten Ausdruck 2% oder relativ
1

& _ 1 (&)
22
Der zweite Naherungswert ist daher, kurz gesagt, etwa auf doppelt soviel
Stellen richtig wie der erste.

Natiirlich konnte man mit dem zweiten Naherungswert das Ver-
fahren wiederholen und wiirde zu einem Werte fiir die Wurzel gelangen,
der wieder doppelt soviel richtige Ziffern aufweist. Bestimmt man den
ersten Naherungswert mit dem Rechenschieber auf drei Stellen genau,
so wiirde schon der erste Schritt ein auf etwa 6 Stellen genaues Resultat
liefern. Der nichste Schritt ergabe bereits ein Resultat, dessen Genauig-
keit mit den meisten Maschinen nicht mehr voll ausgenutzt werden kann.

Sehr vorteilhaft ist die Maschine auch zur Bildung von Aggregaten

der Form ayb, + axby + azby, + ...

zu benutzen, da die einzelnen Teilprodukte fortlaufend addiert werden
konnen. Wihrend bei logarithmischen Rechnungen derartige Aus-
driicke ein groBes Hindernis bilden und moéglichst durch Umgestaltung
der Formeln weggeschafft werden, wird man sie beim Maschinenrechnen
gerade herbeizufiihren suchen.

Viele Rechnungen lassen sich mit der Maschine leicht so ausfithren,
daB sich am SchluB eine Kontrolle einstellt. Bei der in der Physik so
haufig vorkommenden linearen Interpolation handelt es sich darum,
aus der Gleichung y=ax+b

zu einer Reihe gegebener Werte x die entsprechenden y zu berechnen.
Man bestimme zunichst
Yi=ax% + bn
dann JaBt sich die Berechnung jedes folgenden Wertes auf die des vorher-
gehenden aufbauen:
Yo =¥ + a (¥, — %))
Vs = Y2 + a (%3 — %)

Der Faktor a bleibt ein fiir allemal eingestellt und wird der Reihe nach
mit den Differenzen (¥;+; — ;) multipliziert und zu dem Werte y;
der vorhergehenden Rechnung addiert. Entsteht im Laufe der Rechnung
ein Fehler, etwa dadurch, daB die Maschine schadhaft geworden ist,
so pflanzt er sich durch die ganze Rechnung bis zum letzten Werte v,
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fort. Berechnet man y, noch ein zweites Mal direkt, so gibt die Uber—
einstimmung der beiden SchluBwerte eine nahezu unbedingte Garantie
dafiir, daB auch alle vorhergehenden Werte richtig sind.

§ 9. Aufgaben zum 1. Kapitel.

*{. Eine Reihe von MaBen in englischen Zoll:
0758, 1361, 2493, 358, 571, 926, 11°07

ist in Zentimeter umzurechnen. 1 Zoll = 2'540 cm.

*2. Ein Luftpumpenzylinder zeigt bei 27 cm Abstand des Kolbens
von der Bodenfliche 1-6 Atm. Druck. Welchen Druck zeigt der Zylinder
bei 40, 35, 30, 25, 20, 15, 10, 5 cm Abstand?

*3. Eine Strecke von 1325 km Lénge ist in § Teile zu teilen, die
sich wie 2:3 :5 : 75 : 10 verhalten.

4. 160 Arbeiter brauchen zu einer bestimmten Arbeitsleistung bei
achtstiindiger Arbeitszeit 42 Tage. Welche Zeit brauchen

75, 100, 250, 600 Arbeiter
a) bei achtstiindiger,
b) bei sechsstiindiger Arbeitszeit?
5. Mit dem Rechenschieber sind die folgenden Wurzeln zu be-
rechnen: VIZ}B V(ﬁ)ég‘l ngﬁ V—1 846
Joozo1 V15 ja14  jadz.
*6. Die Flicheninhalte der Kreise mit den Durchmessern d = 135,
491, 725, 11°31, 24'06, 38'77 min sind zu berechnen.

*7. Die Geschwindigkeit eines aus der Héhe # frei fallenden Kérpers
ist v=2gh. Welche Geschwindigkeiten gehoren zu den Fallhhen

12, 23, 36, 58, 112m?

*8. Durch ein Rohr von 26'3 cm Durchmesser strémt Wasser mit
der Geschwindigkeit 084 m/Sek. Mit welcher Geschwindigkeit erfolgt
die Strémung durch Rohre mit den Durchmessern

147, 191, 23°0, 318, 37°4cn?

*9. Die Verlingerung 41 eines mit P kg belasteten Drahtes von der
Lange / und dem Durchmesser d wird aus
1234
4

@ E
4

41 =

Anmerkung. Die mit einem * versehenen Aufgaben kénnen je bei einer
Stellung des Rechenschiebers gelést werden.
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berechnet. Wie grof ist die Verlingerung von 1 m langen mit 10 kg

belasteten 078, 132, 253, 4'48 mm

starken Drihten? Der Elastizititsmodul ist E = 2 200 000 kg/cm?2.
10. Von einem Dreieck sind eine Seite und die beiden anliegenden
Winkel gegeben:
a=632 a=135° p=481°
47°5 361° 562°
96'8 783° 236°.
Wie groB sind die beiden andern Seiten?

11. Von einem Dreieck sind zwei Seiten und ein gegeniiberliegender
Winkel gegeben.

a=928 b=1176 =219°
912 204 131°
64'7 792 54'3° .

Wie groB sind die beiden andern Winkel und die dritte Seite?
12. Von einem Dreieck sind zwei Seiten und der eingeschlossene
Winkel gegeben.
a=1864 b= 732 y=0954°
1457 824 632°
121°2 1264 482°.
Wie groB sind die beiden andern Winkel und die dritte Seite?

*13. Ein Mast von 235 m Ho6he soll durch ein von der Spitze zur
Erde gespanntes Seil gehalten werden. Wie lang ist das Seil, wenn es
mit dem Erdboden Winkel von

bildet 2 653°, 47°1°, 31°:6°, 2377°

14. Die Polarkoordinaten
r= 6750 481 754 536
¢ =512 1179° 241°3° 3279°
sind in rechtwinklige Koordinaten zu verwandeln.
15. Die rechtwinkligen Koordinaten
1=231 —187 —439 161
y =449 572 — 094 —386
sind in Polarkoordinaten zu verwandeln.

*16. Die Briggsschen Logarithmen der Zahlen 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9
sind durch Multiplikation mit 2'3026 in natiirliche zu verwandeln.
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log2=03010 log5-:06990 log8 = 09031
log3 =04771 log6 =07782  log9 = 09542
log 4 = 0°6021 log 7 = 0'8451.
Die Rechnung ist auf vier Stellen nach dem Komma durchzufiihren.
17. Die Wurzeln
719315 ¥57°896  }143-25
sind mit dem Rechenschieber auf 4 Dezimalen zu berechnen.
18. Die Wurzeln der Gleichungen
22 =212+ 1062=0
22— 351x — 1812 =0
22+ 478x + 466 =0
sind mit dem Rechenschieber zu berechnen.
19. Wieviel reelle Wurzeln haben die nachstehenden Gleichungen

dritten Grades? B — 798x+ 838 =0
¥+ 3382 — 154=0
23 —349 x —417 =0.
20. Die reellen Wurzeln der vorstehenden Gleichungen sowie der
Gleichungen

3 —28 %2+ 2233x — 0523 =0
23 413 22 —1765 x + 1931 =0
2 —275%2— 628 x — 1929 =0
2+ 95 x242804 x4 2502 =0
2 —378x24+ 592 x — 36 =0
234+ 38322+ 2975x + 1:045 =0
sind mit dem Rechenschieber zu ermitteln.



Zweites Kapitel.

Lineare Gleichungen.

§ 10. Gleichungen mit zwei Unbekannten.

Die Auflésung linearer Gleichungen ist theoretisch mit den ele-
mentarsten Sdtzen der Determinantentheorie abgetan. Fiir die rech-
nerische Behandlung der Aufgabe ist die Losung durch Determinanten
jedoch’ durchaus ungeeignet, vielmehr geschieht umgekehrt die nume-
rische Berechnung von Determinanten nach derselben Methode, die hier
fiir die numerische Auflésung von linearen Gleichungen dargelegt wird.
Das Verfahren soll an zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten in solcher
Allgemeinheit entwickelt werden, daB sich seine Ausdehung auf Glei-
chungen mit mehr als zwei Unbekannten sofort ergibt.

Die beiden Gleichungen, aus denen die Unbekannten x und y er-
mittelt werden sollen, seien in der Form gegeben

(1) {“1x+b1y+11=0,
ayx + by +1,=0.

Die Koeffizienten a, und @, konnen nicht beide gleichzeitig gleich 0 sein,
da dann # in den Gleichungen nicht vorkime, also auch nicht bestimmt
werden konnte. Ist einer von beiden, etwa a,, gleich 0, dann reduziert
sich die betreffende Gleichung auf eine Gleichung mit einer Unbekannten,
aus der man durch Division sofort

findet. Die Unbekannte x ergibt sich aus der andern Gleichung durch
Einsetzen dieses Wertes fiir y.
Im allgemeinen Falle multiplizieren wir die erste Gleichung mit
einer Zahl m so, daf
m:a; = — a,
wird und addieren die multiplizierte Gleichung zu der zweiten. Es ent-
steht eine neue Gleichung, die x nicht mehr enthilt,

2y + 1 =0,

Runge-Konig, Vorlesungen 3
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aus der also durch Division die Unbekannte y gefunden werden kann:
B
y= bg ¢
Durch Einsetzen dieses Wertes in eine der beiden gegebenen Glei-
chungen ergibt sich eine Gleichung fiir x .

Die Rechnung 148t sich sehr bequem mit dem Rechenschieber
ausfithren, falls seine Genauigkeit geniigt. Zur Abkiirzung der Schreib-
weise lassen wir die Unbekannten ganz weg, die Bedeutung der Koeffi-
zienten ergibt sich aus ihrer Position. Stellen wir die Koeffizienten @,
und 4, auf dem Rechenschieber einander gegeniiber, so koénnen wir
zu den Koeffizienten &, und !/, gegeniiberstehend sofort die Werte
|mb,| und {ml,| ablesen. Die Vorzeichen dieser Werte sind gleich oder
entgegengesetzt den Koeffizienten der ersten Gleichung, je nachdem @,
und a, entgegengesetztes oder gleiches Vorzeichen haben. Dann stellen
wir 3, und % gegeniiber und lesen gegeniiber / und b, die Werte |y!
und |yb,|. Auch hier haben wir gleiches oder entgegengesetztes Vor-
zeichen der gegeniiberstehenden Werte, je nachdem &; und I; ent-
gegengesetztes oder gleiches Vorzeichen haben. Durch Addition

h+yb=4
ergibt sich die Gleichung mit einer Unbekannten
ax+1,=0,

aus der x durch Division gefunden werden kann. Zur Bestimmung von %
werden also die Kolonnen genau so behandelt, wie vorher die Reihen.
Die ganze Rechnung 148t sich daher in ein symmetrisches Schema ein-
ordnen:

z y
a; by 5L A 0
yby xa, | ¥ =
(1a) -
% 4 | o
yby 1y =

Diese Behandlung der Aufgabe setzt voraus, daB @, + 0 ist, was
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen werden kann, wenn
die Gleichungen x wirklich enthalten. AuBerdem muB &} = 0 sein.
Wire %, = 0 und /; + 0, so enthalten die Gleichungen einen Wider-
spruch und konnen nicht durch endliche Werte der Unbekannten er-
fiillt werden, ist dagegen neben &5 = 0 auch J; =0, so sind die Glei-
chungen nicht voneinander unabhingig, es gibt unendlich viele Werte-
paare x, v, die sie erfiilllen. Fiir den regularen Fall werden wir also als
Bedingung formulieren

a, by + 0,
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und diese Bedingung ist identisch mit

ab,
asb,

£0.

.
a (b,— f bl) =a,by — ayb, =

Eine Probe ergibt sich durch Einsetzen der gefundenen Werte, wobei
man jetzt zweckmiBig Zeilen und Kolonnen miteinander vertauscht:

1. GL 2. GL
ax %
by by
Summe

Die Summen miissen gleich —J, und — I, sein.
Beispiel: Die Auflésung der beiden Gleichungen

417x% — 213y — 328 =0,
—103x +317y —156=0
gestaltet sich in iibersichtlicher Form folgendermaBen:

z y
417 —213 —328 — 487 i' 4]
— 159 | 487  x = 1168
—1-03 371 — 156,
103 — 53 — 81 |
318 — 237 0

2:37 1y = 0745
Die Probe ergibt

1. GL 2. GL
487 —120
— 159 276
328 1'56

zwei Summen, die mit —/; = 328 und — I, = 1'56 mit der von vorn-
herein angenommenen Genauigkeit iibereinstimmen.

Sind die Koeffizienten a; und a, von 0 verschieden, so wire es vom
Standpunkte der reinen Mathematik aus gleichgiiltig, aus welcher der
beiden Gleichungen man die Unbekannte x eliminiert. Aus der zweiten
Gleichung ergibt sich mit Hilfe der ersten

( 2—%:‘171}3’ + (tl‘l_‘%ll) =0
und aus der ersten mit Hilfe der zweiten
@‘%%M+h—%g=“

Beide Gleichungeh sind einander vollkommen &quivalent, denn multi-
pliziert man die erste mit a, und die zweite mit — a,, so ergeben beide
(ayby — ayb)y + (o], — ay])) = 0.

3*
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Ein Unterschied entsteht erst dann, wenn die Koeffizienten der Glei-
chungen nicht exakte, sondern nur gendhert bekannte GréBen sind, wie
es meist in der angewandten Mathematik der Fall ist. Sind @, und 4,
mit gleicher Genauigkeit gegeben, so ist es zweckmiBiger, die Unbekannte
% aus der Gleichung mit dem absolut kleineren Werte von « zu elimi-

nieren. Denn ist z. B. |4, kleiner als |a,], so ist m = — Z—“ absolut ge-
1

nommen ein echter Bruch und es wird | - b, | kleiner als |, |. Es geniigt
eine geringere Rechengenauigkeit, um # - b, mit der gleichen Genauigkeit
zu berechnen, mit der b, gegeben ist, als in dem umgekehrten Falle,
wenn m absolut grofler als 1 wire.

Da x zum Schluf aus der Gleichung

ax+l—=0

berechnet wird, so wiirde sich bei Benutzung der ersten Gleichung
ergeben T
x=—-1,
a4y
wahrend die zweite das Resultat liefern wiirde

P

az
Wiren die Koeffizienten genau gegeben, so miiten beide Gleichungen
selbstverstandlich den gleichen Wert fiir x liefern. Sind dagegen die
Werte von a und ! fehlerhaft, und ist € der absolut genommene Fehler
von 4, und 4,, ¢ der absolut genommene Fehler von /; und /;, so ergibt
ex+ 0
a

sich fiir den Fehler von x im ersten Falle etwa , dagegen bei Be-

1
. Zur Erzielung moglichst

. . . é
nutzung der zweiten Gleichung etwa e
grofer Genauigkeit fiir x ist es also ebenfalls vorteilhaft, wenn a, moglichst
grof ist.

In unserem Beispiel begannen die Gleichungen mit

417x + ...
—103x + ...
Aus der zweiten Gleichung eliminiert man daher am besten x und aus
der ersten berechnet man es nachher wieder.

Wire ein Koeffizient von x genauer gegeben als der andere, so
kann man die betreffende Gleichung mit einem geeigneten Faktor multi-
plizieren, um gleiche Genauigkeit mit der anderen Gleichung her-
stellen. Wiirde z. B. der Anfang unserer Gleichungen lauten

447x + ...
—1030x 4 ...,

wo 417 auf 0'01 genau, 1-030 dagegen auf 0°001 genau gegeben ist, so
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multiplizieren wir die zweite Gleichung mit 10 und erhalten mit gleicher
Genauigkeit 4475 4. ..

—1030% + ...
Da die zweite Gleichung den absolut groBeren Koeffizienten von x ent-
hilt, wire jetzt die Reihenfolge der beiden Gleichungen zu vertauschen.
An die erste Stelle kommt also die Gleichung, die den absolut gréBeren
Koeffizienten von x enthilt, wenn beide auf gleiche Genauigkeit ge-
bracht worden sind. '

Ist @, absolut genommen sehr viel kleiner als a,, so stellen die Pro-
dukte m - b, und m - [, nur kleine GroBen dar, vorausgesetzt, dafl die
iibrigen Koeffizienten der Gleichung etwa die gleiche GroBenordnung
haben; sie konnen auch dann noch mit dem Rechenschieber berechnet
werden, wenn die Koeffizienten mit gréBerer Genauigkeit gegeben sind,
als sie der Rechenschieber zu liefern vermag. Im allgemeinen mii3te
man, wenn der Rechenschieber nicht ausreicht, mit der Rechenmaschine
oder mit Logarithmen rechnen, doch 14Bt sich auch ein Kunstgriff an-
wenden, durch den man eine Gleichung erhalt, die x sozusagen nur
schwach enthilt, bei der also der Koeffizient von x absolut klein ist
gegen den der anderen Gleichung. Sind in unserem Beispiel die Koeffi-
zienten mit hundertfacher Genauigkeit gegeben:

41700 x — 21300 y — 32800 =0,
- 10300 % 4 377100y — 15600 =0,
so wiirde bei direkter Auflosung mit dem Rechenschieber diese groBSere
Genauigkeit nicht mehr ausgeniitzt werden konnen. Leitet man jedoch
zunichst eine neue Gleichung ab dadurch, daB man die erste Gleichung
durch 4 dividiert und zu der zweiten addiert, so entsteht eine weitere
Gleichung, bei der der Koeffizient von x so klein ist, da die Reduktion
der ersten in Verbindung mit dieser neuen Gleichung durch den Rechen-
schieber mit ausreichender Genauigkeit moglich wird. Die noch auf-
tretenden Multiplikationen und Divisionen von vier- und fiinfstelligen
Zahlen konnen ebenfalls mit dem Rechenschieber ausgefithrt werden,
nachdem man ein- bis zweimal direkt gerechnet hat (siche S. 12). Die
ganze Rechnung gestaltet sich jetzt folgendermaBen:

x y
41700 — 21300  — 32800 = — 4-8656
— 14910 ‘ 41700
— 946 S —
— 1:0300 37100 — 15600 | — 6956
10425 — 05325 — 08200 | 4170
0012 31775 — 23800 | 2786 0
—_ 0-01255 ’ 7764 ? 98 2786 ¥ = 1-1668
31839 — 2'3702
22287
— 1415 0
1415 | y = 07444
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Bisher ist immer vorausgesetzt worden, daB der Koeffizient
a
§ = bz - ;i‘ bl

von 0 verschieden ist, d. h. daB die Determinante des Gleichungssystems
nicht verschwindet. Sind die Koeffizienten nur mit einer gewissen
Genauigkeit gegeben, so kann es vorkommen, daB die Determinante
des Systems sehr klein wird, ohne da man innerhalb der Genauigkeits-
grenzen sagen kann, ob sie verschwindet oder nicht. Wiirden in unserem
Beispiel die Gleichungen lauten

416x — 212y — 328 =0,

—104x + 053y — 156 =0,
so wiirden wir daraus durch Elimination von x die Gleichung erhalten

000y — 238 =0.

Wir konnten daher schlieBen, da die Gleichungen einen Widerspruch
enthalten, daB es keine endlichen Losungen fiir die Unbekannten gibt.
Nehmen wir nun aber an, daB die Koeffizienten nur bis auf eine Einheit
der letzten Stelle genau sind, so kénnte fiir 0:00y mit demselben Rechte
001y oder — 0'01y gesetzt werden. Der Maximalwert 0'01 des Koeffi-
zienten wiirde y = 238 ergeben, der Minimalwert — 0'01 = — 238.
Die Genauigkeit der Koeffizienten gestattet also fiir y nur die Bestim-
mung, dafl sein Wert auBerhalb des Intervalls — 238 bis - 238 liegt.

§ 11. Gleichungen mit drei und mehr Unbekannten.

Sind mehr als zwei Unbekannte gegeben, so 148t sich die nume-
rische Auflésung der Gleichungen ganz analog durchfithren. Es soll
nur noch der Fall von drei Unbekannten betrachtet werden, da dann die
Ausdehnung des Verfahrens auf beliebig viele Unbekannte sofort
ersichtlich ist. Gegeben seien die Gleichungen

ax+by+cz+l,=0,
(2 @% +byy + ez + 1, =0,
a3% + by + 62+ 13 =0.

Von den Koeffizienten @, a,, a, kann wenigstens einer von Null
verschieden angenommen werden. Die Gleichung, die den absolut
groBten Koeffizienten @ enthilt, denken wir, uns an den Anfang gestellt.
Wir multiplizieren die erste Gleichung mit einer Zahl m so, daB
m - a; = — ay wird und addieren die erhaltene Gleichung zu der zweiten.
Ebenso bestimmen wir eine Zahl # so, daB # - 4, = — a, ist; die mit »
multiplizierte erste Gleichung addieren wir zur dritten. Auf diese Weise
entstehen zwei neue Gleichungen, die nun x nicht mehr enthalten:

biy + ¢z + 1, =0.



§ 11. Gleichungen mit drei und mehr Unbekannten. 39

Wieder denken wir uns jetzt die Gleichung, die den absolut groBten
Koeffizienten b enthalt, vorangestellt, vorausgesetzt, daB nicht b5 und
4 gleichzeitig verschwinden. Andernfalls k6nnen wir die Rollen von
y und z vertauschen, also die dritte Kolonne an die Stelle der zweiten
treten lassen. Sind die vier GréBen b3, b3, ¢z, ¢ gleich Null, so ent-
halten die Gleichungen entweder einen Widerspruch oder sie sind nicht
voneinander unabhingig, je nachdem ob die GréSen 5 und 5 von Null
verschieden sind oder nicht.

Die beiden Gleichungen (3) werden nun analog behandelt, wir be-
stimmen eine Zahl #’, so daB #'-b3 = — b3 ist und addieren die
mit »’ multiplizierte erste Gleichung zur zweiten. Es entsteht eine
Gleichung fir z allein:

GGz4+ 1 =0.

Ist ¢; = 0, so enthalten die Gleichungen einen Widerspruch oder sind
nicht unabhingig voneinander, je nachdem ob I von Null verschieden
ist oder nicht. Fiir den reguldren Fall konnen wir daher bei drei Glei-
chungen die Bedingung formulieren

a, bcy + 0.

Das Produkt auf der linken Seite ist auch hier wieder identisch mit der
Determinante des Systems.

Zur Ermittlung der Unbekannten werden jetzt die Kolonnen genau
so behandelt wie vorher die Zeilen. Wir bestimmen zunichst eine Zahl z
so, daB z-cf = —I3 ist. Mit z multiplizieren wir die GrdBen c,, ¢},
¢§ der dritten Kolonne [siehe (2a)] und addieren die Produkte
zu den entsprechenden GroéBen der vierten Kolonnen, es entsteht die
neue Kolonne l_l, l?z und 0. Jetzt wird eine Zahl y so bestimmt, daB
y-by = —Iy ist. Mit v multiplizieren wir die zweite Kolonne 5,, &,
und addieren die Produkte zu der soeben neu erhaltenen Kolonne,

es entsteht 71 und 0. SchlieBlich bestimmen wir noch eine Zahl x so,
daB x-a; = —I; wird.

Bei einer lingeren Rechnung ist es sehr erwiinscht, Proben zu be-
sitzen, die es gestatten, im Verlauf der Rechnung die Richtigkeit ein-
zelner Teilresultate zu priifen. Zu diesem Zweck fiihrt man die alge-
braischen Summen s,, s,, s; der Koeffizienten einer jeden Zeile von (2)
ein und nimmt mit ihnen genau dieselben Operationen vor wie mit den
anderen Koeffizienten ihrer Zeile. Dann miissen die neugefundenen
GréBen 3, s3 und §] wieder die algebraischen Summen der Koeffi-
zienten ihrer Zeilen darstellen. Man bildet also beispielsweise aus s,
und s,

Sy=sS,+ m-s,,
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dann muB s; die algebraische Summe der Koeffizienten &3, ¢3, /5
darstellen. Denn es ist
 O=ay,+m-a

by =108, +m-b
Cp =0y +m- ¢y
L=l+m-l

by 4 ¢+ ly == sy + m -5 = 5.

und die Summe

Wenn man die Summen s stindig mitfiihrt, hat man daher die Moglich-
keit, die Koeffizienten einer jeden Zeile zu priifen.

Mit Benutzung der Summen gewinnt das Rechenschema fiir die
Auflésung der drei Gleichungen (2) die folgende Gestalt:

xz y z
ay by ¢ I 5 A A ; o
36 ybx | xay | ¥ =
ap by 2 Iy Sy I
ma, mb, mc, mil, ms, t
a, bg g IN Sy !
(23) na, nb, ne, nl, ns, ]‘ '
b, o I s, | n 0
zc 1A y=
24 cy U S5
b, w'cy, n'l, s}
c z;' s | o
zey oz=

Die Ausdehnung der Methode auf beliebig viele Gleichungen leuchtet
nun ohne weiteres ein. g

Die Richtigkeit der fiir x, y und z gefundenen Werte 148t sich nach-
traglich wieder durch Einsetzen priifen. Man vertauscht in den Glei-
chungen Zeilen mit Kolonnen und bildet die Summen:

1. GL 2. GlL 3. GL
a,x ayx azx
by byy byy
[3%4 (%4 c32

Summe

die mit den Werten —J;, —I, und —I, iibereinstimmen miissen.
Als Beispiel sollen die drei Gleichungen

417 x —213x +1172 4 255 =0,

—103x +371y 4065z + 115 =0,
132x — 106y 4582 — 211 =0
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gelost werden, wobei zur Kontrolle die Koeffizientensummen mit-
gefithrt werden mogen. Das Rechenschema gewinnt folgende Gestalt:

z y z s
417 —213 117 2'55 576 328 487 0
73 1:59 | — 487 | x = —1168
— 103 371 065 1415 448
103 - 53 29 63 142
132 —106 458 —211 273
— 132 67 —-37 - 8 — 182
318 094 178 | 590 237 0
59 —237 |y=—0745
—039 421 —292 | o091 ;
039 12 22 ] 72
433 —270 | 163 | ©
270 | [ z=0623

Durch Einsetzen der gefundénen Werte ergeben sich die Summen

1. GL 2. Gl 3. Gl
— 487 120 — 154
1°59 — 276 079
073 041 2-86
— 255 —115 S 21

die mit den negativen I/-Werten innerhalb der Genauigkeitsgrenzen
ibereinstimmen.

§ 12. Anwendungen.

Wie zu Beginn dieses Kapitels erwdhnt wurde, geschieht die nume-
rische Berechnung von Determinanten am zweckmiBigsten nach dem
gleichen Verfahren, das wir soeben fiir die Auflésung von linearen Glei-
chungen kennengelernt haben. Man braucht dabei nur von dem Satze
Gebrauch zu machen, daB sich der Wert einer Determinante nicht
indert, wenn zu den Elementen einer Reihe ein und dasselbe Vielfache
der entsprechenden Elemente einer Parallelreihe hinzugefiigt wird.
Auf Grund dieses Satzes gestattet unser Verfahren die Umwandlung
der gegebenen Determinante schrittweise in eine Determinante, bei der
die Elemente auf einer Seite der Diagonalen gleich Null sind. Thr Wert
ist dann gleich dem Produkt der Diagonalglieder.

Berechnen wir beispielsweise den numerischen Wert einer Determi-
nante dritten Grades
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Die Elemente einer Zeile behandeln wir genau so, als wiren sie die
Koeffizienten einer linearen Gleichung

a, b, ¢

a, by Co

ma, mb, me,

a, b, Cy

na, nb, ne,

b5 3

b3 s

n'b nw'ch

B R

] 3
Dann ist D = a,byc}.

Haben wir gemaB unserer Vorschrift bei der Berechnung der Deter-
minante einzelne Zeilen oder Kolonnen miteinander vertauscht, so ist
zu beachten, daB.jedesmal bei einer Vertauschung die Determinante ihr
Vorzeichen wechselt.

Auch bei der Berechnung von Determinanten kann zur Kontrolle der
einzelnen Schritte die Summe der Elemente einer Zeile mitgefiihrt werden.

Eine weitere Anwendung findet unser Verfahren bei der Umkehrung
eines Systems linearer homogener Funktionen. Sind beispielsweise die
drei Funktionen %, v und w in %, y und z gegeben,

n=ax+by+cz,
“) v =ayx + by + G»2,

w=ax + by + ¢32,
so kann man umgekehrt x, ¥ und z als Funktionen von #%, » und » aus-
zudriicken suchen. .

Wir verfahren zunichst genau so wie frither, nur da8 wir jetzt rechts
nicht eine, sondern drei Kolonnen fiir #, v und w anschreiben. Es ergibt
sich das Schema (4a). Wieder soll a, der absolut gréte der Koeffizienten a
sein, und ebenso byabsolut gréBer als &;. Wenn von den vier GréBen b}, ¢},
b, ¢ wenigstens eine von Null verschieden ist, kénnen wir sie immer durch
Vertauschung von Zeilen und Kolonnen auf den Platz von b} bringen. Ist

z y z ; % v w
a, b, ¢y } o |t o 0
o ucy ; way ¢ %y un’ ﬂl " 71
Vb, i Y ¥ Pa vy
2\, b, Cy ! 0 1 0
ma, mby mey m o 0
(4a) a1, by ‘3 ‘ 0 0 1
nay nby ne, : ” o 0
— — | R
b, 24 ! m 1 l 0
Vﬁg’ }0 : rxy }a?' v’ ﬂz v }v
by 0 cy n 0 1
”’b'_, w'e n'm n (0]

’”
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in der letzten Gleichung c3 4 0, so ist damit z als lineare homogene
Funktion von #, v und w ausgedriickt:

(5) Gz=out+nv+w.

Um auch # und y auszudriicken, werden im Gegensatz zu friiher
in (4a) besser die Zeilen benutzt. Wir bestimmen eine Zahl u so, daB

ucs = —c, ist und addieren die mit x multiplizierte letzte Zeile zur
ersten. Ferner multiplizieren wir die letzte Gleichung mit einer Zahl »
so, daB yc§ = —c; wird und addieren sie zur Zeile by + chz =...
Da der Koeffizient von z jetzt verschwindet, ergibt sich

(6) b2y = aat + fav +rw.

SchlieBlich multiplizieren wir diese Gleichung noch mit einer Zahl »’ so,
daB »' b3 = —b, wird und addieren sie zur ersten Zeile. Hier ver-
schwindet jetzt auch der Koeffizient von y und es wird

() ax=o,%+ v+ pw.

Damit ist die Aufgabe gelost unter der Voraussetzung, daB

s

@ by¢] =0

ist. Wire ¢y = 0, was sich allerdings nur feststellen 1a8t, wenn die
Koeffizienten genau gegeben sind, so wiirde zwischen #, v und w die
lineare Beziehung bestehen

gt +n'v4+w=0.

D. h. man kann die drei Gleichungen nur fiir solche Werte von #, v
und » nach %, y und z auflésen, die diese Relation erfiillen. z kann man
dann noch willkiirlich annehmen, y und x sind durch die Gleichungen
(6) und (7) bestimmt. Es gibt demnach unendlich viele Wertsysteme
%, ¥, z, die den Gleichungen geniigen.

In der Regel sind die neun Koeffizienten nur mit einer gewissen
Genauigkeit gegeben. Man kann dann nur sagen, daB ¢ sehr klein
ist und das Intervall abschitzen, in dem es liegen muB. Da dann
”I

P
z=Fu+4 —
3

1
& v
ist, wiirde eine kleine Anderung von w schon eine sehr groBe Anderung
von z nach sich ziehen.

Wiirden die vier Koeffizienten b}, ¢}, ¥ und ¢ gleichzeitig ver-
schwinden, so miiiten zwischen #, v und w die Gleichungen bestehen:
mu +v=0,
nut+w=0.

Von den drei Werten #, v und @ kann nur einer willkiirlich angenommen

werden, die beiden anderen sind dann bestimmt, wenn das Gleichungs-
system (4) iiberhaupt auflésbar sein soll. Wihlt man ein Wertetripel
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%,v,w,das die Relaticnen erfiillt, so kann man y und z beliebig annehmen,
x ist durch Gleichung (7) bestimmt.

DaB a, von Null verschieden vorausgesetzt wird, ist keine Beschran-
kung der Allgemeinheit, da man jeden der neun Koeffizienten von (4)
durch Vertauschung von Zeilen oder Kolonnen an die Stelle von a,
bringen kann. '

§ 13. Aufgaben zum 2. Kapitel.
1. Die beiden linearen Gleichungen
321 x — 1743 y = 468 ,
258x + 614 y =10"31

sind mit dem Rechenschieber aufzuldsen.
2. Die beiden linearen Gleichungen

51837 x + 1-2685 y = 03486,
17931 x — 2'5148 y = 18692
sind mit dem Rechenschieber aufzuldsen. Die Rechnung ist auf vier
Dezimalen durchzufiihren.
3. Die drei linearen Gleichungen
286x — 478y + 319 z = 1375
6'32% 4+ 247y — 564 z =412,
303 x — 5911 + 1553 2 == 1362
sind mit dem Rechenschieber aufzuldsen.
4. Die Determinante vierten Grades

51 73 —29 —16
26 — 31 57 —69
— 48 85 —94 72
‘ 38 —17 —40 83 |
ist mit dem Rechenschieber angendhert zu berechnen.
5. Die drei linearen Funktionen
u=823xv —396y — 418z,
v=—518x 4 575v — 218 =,
w=297x—839y — 7152

sind nach x, y und z aufzulésen.



Drittes Kapitel.

Ausgleichungsrechnung.

§ 14. Die Aufgabe der Ausgleichungsrechnung.

Die linearen Gleichungen und ihre numerische Behandlung haben
ein wichtiges Anwendungsgebiet in der Ausgleichungsrechnung.

Jede physikalische Messung ist infolge der Unvollkommenheit
unserer Sinne und der Mangelhaftigkeit der angewandten Hilfsmethoden
Fehlern unterworfen. Die wiederholte Messung ein und derselben GréBe,
von deren Unverédnderlichkeit wir tiberzeugt sind, liefert uns stets mehr
oder weniger voneinander abweichende Werte, ein Zeichen fiir das Auf-
treten unkontrollierbarer Fehler.

Die Ursachen fiir die Entstehung von Beobachtungsfehlern sind
mancherlei Art und bestimmen haufig deren Gré8e und Eigenschalft.
Man wird daher versuchen, aus letzteren auf die Fehlerquellen zu
schlieBen.

Zu erwihnen sind zunichst die ,,groben’* Fehler, die ihren Grund in
uniibersehbaren duferen Einflissen, in besonderer Nachlissigkeit des
Beobachters oder in unrichtiger Handhabung der Instrumente haben,
oder als Ablesungs- oder Rechenfehler auftreten. Wegen ihrer besonderen
GroBe machen sich die groben Fehler meistens bemerkbar an dem ginz-
lichen Herausfallen einer Beobachtung aus einer Reihe dhnlicher und
sind daher leicht auszumerzen. Sie unterliegen nicht der Ausgleichung.

Daneben treten ,regelmdifige” Fehler auf, wenn die Moglichkeit
besteht, daB bei einer bestimmten Anordnung die Messung immer ein
in derselben Richtung abweichendes, also entweder ein stets zu groBes
oder stets zu kleines Resultat liefert. Beispielsweise liegt bei der Aus-
messung einer Strecke durch MeBlatten die Gefahr vor, statt der geraden
Strecke einen Polygonzug zu messen. Fiir die gemessene Strecke ergibt
sich stets ein zu groBer Wert, und dieser Fehler wichst regelmaBig mit
der BeobachtungsgréBe. Die regelmiBigen Fehler machen sich erst
bemerkbar bei Verwendung verschiedener Messungsmethoden und kénnen
daher erst aus auf verschiedenen Wegen gewonnenen Resultaten aus-
geschaltet werden.
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SchlieBlich treten noch ,,zufillige” Fehler auf, d. h. Fehler, von
denen man annehmen kann, daB sie mit gleicher Wahrscheinlichkeit
das Resultat in dem einen oder anderen Sinne beeinflussen: In unserem
Beispiel kann es ebensogut vorkommen, da die Latten beim Anein-
anderlegen etwas zu viel oder etwas zu wenig iibereinander geschoben
werden.

§ 15. Ausgleichung direkter Beobachtungen von gleicher
Genauigkeit.

Die zufilligen Fehler sind der Ausgleichung ohne weiteres zuganglich.
Das Verfahren soll zunichst an dem einfachsten Beispiel, namlich der
Ermittelung des Wertes einer Unbekannten durch eine Reihe von Mes-
sungen auseinandergesetzt werden. Wir nennen X die wahre, aber
unzugingliche GréBe der Unbekannten. Aus # Messungen seien die
Werte 1, ly. .. I, gefunden worden, die wegen der Beobachtungsfehler
nicht untereinander iibereinstimmen. Die Messungen seien so ausgefiihrt,
daB wir zu der Genauigkeit einer jeden dasselbe Vertrauen haben kénnen.
Die wahren Fehler der einzelnen Messung sind dann

X—l=¢,
X —ly=z¢,
X1 =s¢,.

Die GroBen ¢ sind teils positiv, teils negativ. Um uns vom Vorzeichen
frei zu machen, fithren wir mit Gauf ihre Quadrate ein und bilden das
arithmetische Mittel m?

m2=s}+s§+...+s;’;=k-i].
n n
(Das von Gaup eingefiithrte Summenzeichen soll im folgenden stets bei-
behalten werden.) Die GroBe m, die offenbar ein MaB fiir die Genauigkeit
der einzelnen Beobachtungen darstellt, heiBt mittlerer Fehler.

Da wir den wahren Wert der Unbekannten nicht kennen, suchen
wir aus den Beobachtungen /,J, . . ., eine Gro8e L abzuleiten, die ihm
wenigstens moglichst nahe kommt. Von diesem ,,wahrscheinlichsten’
Wert der Unbekannten unterscheiden sich die Beobachtungen um die
,,wahrscheinlichen* Fehler

.—llzzl,
L—1,=u,,
L—1l,=uq,.

Gauf nimmt an, daB L dem Werte X dann mdglichst nahekommt,
wenn die Swumme der Quadrate der wahrscheinlichen Fehler ein Minimum
wird. Die Bedingung [v4] = Min.
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148t sich an die Spitze der ganzen Ausgleichungsrechnung stellen und
hat dazu gefiihrt, daB man diese Art der Fehlerausgleichung als die
Methode der kleinsten Quadrate bezeichnet. In unserem einfachen Fall
ist [v9] eine Funktion Q von L allein, und die Minimumsbedingung
fiihrt sofort zur Bestimmung von L aus der Gleichung

a0
7 =0.
Die Differentiation der Summe ergibt
a0 d
S =arle- )2+(L—l>2+ L—1y
=2{L—L) +(L—1)+.. —n))——2[v]
und aus [v] =0 folgt []=nL —[]=0
oder 0
Y L=22.

Im Falle gleich genauer Beobachtungen einer GroBe gibt also das arith-
metische Mittel ihren wahrscheinlichen Wert.

Um den mittleren Fehler einer Messung zu finden, kann man an
Stelle der unbekannten wahren Fehler ¢ die bekannten Abweichungen
der Beobachtungen vom arithmetischen Mittel

v = L - l,'
benutzen, hat dann aber, wie bei GaufB gezeigt wird, die Summe der
Quadrate nicht durch %, sondern durch # — 1 zu teilen;

ol

n—1"

(2) m=

Praktisch ist es von groBer Wichtigkeit, neben der Kenntnis des
mittleren Fehlers einer Messung / auch einen Einblick in die Genauigkeit
des Mittelwertes L zu gewinnen. Dazu bestimmt man den mittleren
Fehler M des Mittelwertes nach dem Satze iiber die Fortpflanzung der
mittleren Fehler. Ist ¢ _ tbhtc+ ...

und sind die mittleren Fehler vona, b, c. . . entsprechend m,, my, m, ...,
so ist der mittlere Fehler ms von S gegeben durch

m§=m2—1~m2+m§+...
In unserem Falle ist , . .
L= [] LY + =y

-
"

[/ [ .
und die mittleren Fehler von —-, —”'— ... 7" sind alle untereinander gleich,
und zwar gleich ‘n-. Der mittlere Fehler von L berechnet sich demnach aus
2 2
o (32

zu ”

(3) "= == ] o]

n(n—i)
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Bisweilen ist es mithsam, die Summe [ v] nach der Ermittelung
von L direkt auszurechnen. Wir filhren dann einen von L wenig ver-
schiedenen runden Ndherungswert N ein und setzen

Wir rechnen gewissermaBen die gemessenen Werte von einem neuen
Nullpunkte aus, den wir so legen, daB3 die Unterschiede 4 klein werden.
Fiir die Abweichungen vom Mittelwerte erhalten wir

vu=L—L=4-1,
und durch Summierung ergibt sich, da [v] = 0 ist,
4) nd=[1].
Andererseits erhalten wir fiir
244+ &

und durch Summierung

vvl=nA2—2A[2] + [A4].
In Verbindung mit Gleichung (4) folgt daraus
G [vo] = — A[4] + [44].

Die Gleichungen (4) und (5) heiBlen in der in Kapitel II benutzten
abgekiirzten Schreibweise

A [ve]
n 0 [4]
© o 1 m

und gestatten aus den leicht zu bildenden Summen [1] und [44] die Be-
rechnung von A und [vv]. A ergibt sofort den gesuchten Mittelwert
L=N+4.
Aus [v v] sind nach (2) und (3) die mittleren Fehler der Einzelmessung
und des Mittelwertes zu berechnen.
Als Beispiel soll der wahrscheinlichste Wert eines 6 mal gemessenen

Winkels berechnet werden, sowie der mittlere Fehler der einzelnen Mes-
sung und des Mittelwertes

! ! \ ik

34° 45 52 |+ 77 49
34° 43 47”7 | + 27 | 4
34° 45" 237 | —22” | 484
34° 45" 39”7 | — 6" | 36
34° 45 417 4 — 4 | 16
34° 45 537 | + 87 | 64
[1 | —1” . 653

Als Niherungswert nehmen wir
N =134°45" 45"
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und erhalten die angeschriebenen Spalten fiir 2 und 4. Das Gleichungs-
system (6) lautet also

4 [vv]
6 0 —15
—15 1 653
15 0 —37°5
1 €15°5

und liefert die Lésungen
A= 25", [vv] = 615°5.
Somit ergibt sich als Mittelwert
L=N+ 4=34°4542'5",

als mittlerer Fehler einer Messung

_]/6’5 5= Y1231 = 111"

und als mittlerer Fehler des arithmetischen Mittels

.
615- ”
=5 =v2052=45".

§ 16. Ausgleichung direkter Beobachtungen von
verschiedener Genauigkeit.

Sind die einzelnen Werte / nicht mit gleicher Genauigkeit gemessen
worden, etwa weil sie durch verschieden genaue Methoden erhalten
worden sind, so wird man sie auch nicht gleichmiBig zur Mittelbildung
heranziehen, sondern ihnen ein nach ihrer Genauigkeit verschiedenes
,,Gewicht' erteilen.

Nehmen wir einmal an, die GroBen I, seien selbst wieder als Mittel-
werte aus p, Elementarbeobachiungen von durchweg gleicher Genauigkeit
erhalten worden ,_m L ;I

YU T T e
Den gesuchten Mittelwert L erhalten wir dann durch Zuriickgehen auf
die Beobachtungen gleicher Genauigkeit als arithmetisches Mittel

L L R E 3 (N NS AT NSy IR
Pttt '

Fassen wir die Elementarbeobachtungen wieder zu den Zwischenmitteln
zusammen, so wird

’ it paly i pale _ [P1]
) L=~

Die Zahlen p, auf deren Verhiltnis es allein ankommt, sind die den

verschieden genauen Beobachtungen zukommenden Gewichte. Dem

L=

Runge-Konig, Vorlesungen. 4
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Mittel L missen wir das Gewicht P = [p] erteilen, da sich L aus [p]
Elementarbeobachtungen zusammensetzt. Nennen wir den mittleren
Fehler einer Elementarbeobachtung u, so werden nach (3) die mittleren
Fehler der GroBen I, und des Mittels L:

“ u“

(2) m, e M B

In der Regel werden nun die Griinde fiir die verschiedene Genauig-
keit der GroBen Z, anderer Natur sein. Wir kénnen dann die vorstehen-
den Formeln dazu benutzen, die Gewichte p aus den irgendwie fest-
gestellten mittleren Fehlern herzuleiten. Da es bei den Gewichten auf
einen gemeinsamen Faktor nicht ankommt, konnen wir die GroBe u
(den mittleren Fehler der Gewichtseinheit) willkiirlich wahlen und er-
halten et :

PVZ md
14

Die Abweichungen der einzelnen Beobachtungen gegen den Mittel-
wert werden wie frither gebildet

L—-1Il,=uv,.
Bei der Summe der Fehlerquadrate ist jetzt aber zu beachten, daB die
Fehler von Beobachtungen verschiedener Genauigkeit herrithren, dafl

also bei der Summenbildung den einzelnen Fehlerquadraten verschiedene
Gewichte zu erteilen sind. Die Minimumsbedingung lautet daher jetzt
[pvv] =Min.
Die Summe ist wieder eine Funktion © von L allein, und wir erhalten
durch Nullsetzen der Ableitung
140 1 d o
=T ShL—Lr=[p=0=[1L—[p1,

also in Ubereinstimmung mit (19
-1
L= 7 -

Die Summe [pvv] kann dazu benutzt werden, die mittleren Fehier
nach der Ausgleichung zu berechnen. Der mittlere Fehler der Gewichts-
einheit ist, wie man zeigen kann

- [pvv]
K=Yzt
Daraus ergeben sich die mittleren Fehler der BeobachtungsgréBen und
des Mittelwertes nach der Ausgleichung
’ AL [ L1 W T i A1) I
) m=e=)ahn =5 Vacum

Die mittleren Fehler vor der Ausgleichung (2’) und nach der Aus-
gleichung (3’) miissen bei geniigender Anzahl von Beobachtungen iiber-
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einstimmen, wenn die Ungenauigkeit der Messungen nur von zufilligen
Fehlern herriihrt. Jede Verschiedenheit ist ein Zeichen fiir das Auftreten
von groben oder regelmiBigen Fehlern.

Fiir die numerische Berechnung ist es wieder bequem, einen runden
Niherungswert N einzufiihren. Bezeichnen wir die Abweichungen vom
Niherungswert wie frither

"I,—N=4, L-N=4,

wird wieder
50 v=4—1,,

und da jetzt [pv] =0 ist,
(4). 0=[pv]=[p]4 —[p4].
Bilden wir andererseits

[pro]=Dp(A4— L) =[p]A* —2[p ] A +[pA1],
so folgt wegen (4')

(5) [pvol = —[pA] A+ [pA4].
Die Gleichungen (4) und (5’) gestatten jetzt die Berechnung von 4 und
(pv] W [pvv]
g (7] 0 4]
@) {dh 1 i

Aus A ergibt sich der gesuchte Mittelwert
-L=N+4.

Als Beispiel mégen sieben von verschiedenen Beobachtern nach ver-
schiedenen Methoden gefundenen Werte fiir die Sonnenparallaxe unter-
einander ausgeglichen werden. Die erste Spalte enthilt die gefundenen’
Werte, die zweite ihre mittleren Fehler. Nimmt man als mittleren Fehler
der Gewichtseinheit u = 0°020”, so ergeben sich die in der dritten Spalte
angefiihrten Gewichte. Mit dem Naherungswert N = 8:900” ergeben sich
die iibrigen Spalten in Einheiten der letzten Dezimale.

T m pY) 1

| l Pl pii m
$780” ' 0:020” 10 —20 ! —200 | 400  0022”
87947 0022” 08 -6 } — 8 20 i 0025”
8857”7 0023 08 57 456 2599 0:025”
8-:802” 0007”7 82 2 16:4 33 0-008”
8-806” E 0044” . 02 6 12 7 0:050”
8:806” | 0:006” 111 6 666 | 400 0:007”
88077 | 0004’ 250 7 | 1750 | 1225 | 0004”

= 471 — | 2800 | 4693

1) Die Gewichte p werden aus den mittleren Fehlern m sehr bequem mit
dem Rechenschieber gewonnen, indem man mit umgekehrter Zunge m auf der
X-Skala und p auf der ¢-Skala abliest.

4*



52 Ausgleichungsrechnung.

Das Schema der linearen Gleichungen

4 [pvov]
471 0 280
280 1 4693
—280 0 —1665
1 3028

liefert die Losungen
A=59, [pvv] =3028.
Damit erhalten wir den Mittelwert
L =N+ A =288059"
und den mittleren Fehler der Gewichtseinheit nach der Ausgleichung.

- /3028 ——— ,
= |/n1f_—”1] =2 103 = 13047 - 10-2 = 225 - 10°°.
Vor der Ausgleichung ergab sich der mittlere Fehler des Mittels
m=t =200
VPl Y

nach der Ausgleichung finden wir dafiir

= 0°0029”,

L:O'OZZS
yiel  Yart

Die mittleren Fehler der einzelnen Messungen, aus -

m=

= 00033".

3
R
berechnet, finden sich in der letzten Spalte angegeben.

Die mittleren Fehler vor und nach der Ausgleichung zeigen eine
geringe, aber doch bemerkbare Differenz, ein Zeichen dafiir, daB bei
den einzelnen Beobachtungen regelmaBige Fehler nicht ganz ausgeschaltet
waren.

§ 17. Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen.

Die Methode der kleinsten Quadrate 1iBt sich auf die Bestimmung
mehrerer Unbekanuten ausdehnen. Damit iiberhaupt eine Aufgabe der
Ausgleichungsrechnung verliegt, muB Uberbestimmung vorhanden sein,
d. h. die Messungen miissen mehr Gleichungen liefern als Unbekannte
zu berechnen sind. Ihre Werte werden dann so bestimmt, daB sie allen
Messungen am besten gerecht werden. Man spricht in diesem Falle von
vermittelnden Beobachtungen.

Wir behandeln zunichst den speziellen Fall zweier Unbekannten,
die mit den gemessenen GroBen durch eine lineare Bezichung verkniipft
sind. Gesucht sind die beiden GréBen « und §, wihrend n Wertepaare
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x,, ¥» beobachtet worden sind. Dabei soll zwischen beobachteten und
gesuchten GréBen die Gleichung bestehen:
7 & +px—y=0.

Wegen der Fehlerhaftigkeit der Beobachtungen wird es nicht mog-
lich sein, & und B so zu bestimmen, daB Gleichung (7) von allen Werte-
paaren ¥,, ¥, erfiillt wird. Fir irgend zwei Werte & und f ergeben sich
die Abweichungen
(7') v,:zx+ﬂx,—y,, )
und wir kénnen nun genau wie frither diejenigen Werte x und g als die
wahrscheinlichsten hinstellen, fiir die [vv] ein Minimum wird. Da
[vv] eine Funktion 2 von & und g ist, ergeben sich aus der Minimums-
forderung durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen nach « und ‘8
zwei lineare Gleichungen zur Bestimmung der beiden Unbekannten.

An Stelle des direkten Weges empfiehlt es sich jedoch auch hier
wieder, zunichst zwei Naherungswerte &, und B, einzufithren, die man
aus irgend zweien der beobachteten Gleichungen ableitet. Nach Glei-
chung (7) ist jetzt zu jedem x, ein Wert %, zugeordnet:

0(0+f30x,,—kp:0,

der von dem beobachteten y, nicht sehr verschieden ist. Setzen wir die
Differenzen

a— oy =E¢&,
B—Bo=n,
y»—kvzlv)

so erhalten wir fiir die Abweichungen v, aus den beiden Gleichungen
«+ fx, —y, =1,

durch Subtraktion %+ Poxr — k=0

8) E+nx, — L, =0,.

Die Funktion  erhdlt somit die Form

QZ[UU]ZZ(E+7]xV_lv)21

und aus den partiellen Ableitungen, die jetzt entsprechend nach &und 5 zu
nehmen sind, folgen zur Bestimmung von & und 7 die beiden Gleichungen
100 160
Zur Bestimmung der mittleren Fehler wird wieder der Wert von Q
selbst gebraucht. Anstatt aber die Summe [vv] nachtriglich zu be-
stimmen, wird man ihre Berechnung wie oben zweckmaBig mit der
Berechnung von & und % verbinden. £ kann aus Gleichung (8) direkt
gfebildet werden, bequemer ist es jedoch, die Funktion durch Einfiihrung
ciner dritten Verdnderlichen ¢ zunichst homogen zu machen:

Q= N(§ 4y, — L),

=[vv]=0.
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und dann nach dem Werte dieser Funktion fiir £ =1 zu fragen. Nach
dem Eulerschen Satz iiber homogene Funktionen folgt nidmlich jetzt

a0
2!2— 65 E+a,]>7+ a;
und mit Benutzung der Gleichungen (9)
v xv = —[lv]¢
o i {1 = [0)é + oy + 2 S0 o= — e,

(10) Q= —[lv]= &0 —nlxl+[1].

Die Gleichungen (9) stellen mit Verbindung mit (10) drei Gleichungen,
die sog. Normalgleichungen, zur Bestimmung von &, 7 und [v4] dar,
ein System, das in unserer abgekiirzten Schreibweise unter Benutzung
von (8) die Form erhilt

§ n [vel
" [x] 0 1
(11) [x] [xx] 0 [x1]

(4 [x] 1 La
& und j liefern in Verbindung mit den Niherungswerten sofort die Un-
bekannten &= o+ &, B=fo+n.

Werden die GréBen #, als genau und nur y, als fehlerhaft vorausgesetzt,
so ergibt sich fiir den mittleren Fehler m,, wie in der Ausgleichungsrech-
nung gezeigt wird, analog zu (2), (wo es sich um die Bestimmung einer
Unbekannten handelt), die Formel
[vol
(12) m= V Pt
In der Regel werden nun aber die gemessenen Gréfen x, und y,
gleichzeitig mit Fehlern behaftet sein. Hat ein Wert x, den Fehler 4x,,
so ist er in der Gleichung (7’) durch x, + A%, zu ersetzen.

“'{"ﬂ(xv'l'dxv)—yv:vv
o+ Bx,—(y,—pdx,)=n0,.
Der Fehler von x, kann also zu dem von y, gezogen werden, und
es macht fiir den Ansatz der Minimumsbedingung nichts aus, wenn wir
x als genau und nur y als fehlerhaft betrachten. Der Fehler m setzt sich
jetzt zusammen aus dem mittleren Fehler m, von y und dem mit g
multiplizierten mittleren Fehler m, von x. Nach dem Satz iiber die
Fortpflanzung der mittleren Fehler ist daher

(13) e = w4 oo = 201

Kennt man das Verhiltnis, in dem die mittleren Fehler der GréBen
x und y zueinander stehen, so 14Bt sich aus (13) jeder einzeln berechnen.
Ist etwa

oder

my=4i-my,
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so wird | e — [vo] 1
(14) TR

IR
'”v—l/:—.a—,:;,aﬁ-

Die mittleren Fehler der GroB8en & und f spielen in der Praxis eine
geringere Rolle. Es sei daher nur erwihnt, daB sie als Nebenprodukt
bei der Auflésung des Systems (11) gewonnen werden k&nnen. Die
Koeffizienten der beiden ersten Gleichungen bilden ein symmetrisches
System, d.h. ein System, das bei der Vertauschung von Zeilen und
Kolonnen ungeindert bleibt. Eliminiert man einmal aus der zweiten
Gleichung mit Hilfe der ersten £, so entsteht eine Gleichung von der

Form
A,n=B,.
Vertauscht man nun gleichzeitig die Zeilen und Kolonnen unter sich,

so entsteht wieder ein symmetrisches System, in dem & und 7 ihre Plitze
gewechselt haben. Die Elimination von 7 liefert jetzt eine Gleichung

4,8=B,.
Die Koeffizienten 4; und 4, liefern die gewiinschten mittleren Fehler
My =
*x VAI ’
m
mg = }/'7—, .

Die ganze Fragestellung 148t sich auch geometrisch auffassen. Ge-
messen sind die Koordinaten x und y einer Reihe von Punkten, die auf
einer Geraden liegen sollen. Wegen der Messungsfehler ist es jedoch
nicht méglich, durch alle Punkte eine Gerade zu legen. Es fragt sich,
wie die Gerade zu legen ist, so daB sie allen Punkten ,,méglichst* gerecht
wird. Die Methode der kleinsten Quadrate gibt darauf die Antwort:
Die Gerade ist so zu legen, daB

[03] = 3 (& + fx, — 9.2
ein Minimum wird. Y

Durch zwei Punkte, am besten durch die mit der kleinsten und gréB-
ten Abszisse, wird zunichst eine , Niherungsgerade® gelegt. Die mit
I, bezeichneten GréBen sind jetzt die in der Ordinatenrichtung gemesse-
nen Strecken zwischen Punkt und Niherungsgeraden. Tragen wir diese
Strecken zu den Abszissen «, auf, so handelt es sich darum, eine Gerade,
die ,,Verbesserungsgerade®, so durch die neuen Punkte zu legen, daB

ol =2+ 9% — L)
ein Minirmum wird. Die endgiiltig gesuchte Gerade ergibt sich durch

Superposition der Ordinaten der Verbesserungs- und der Niherungs-
geraden.



356 Ausgleichungsrechnung,

Hiufig werden die Werte o und § gar nicht selbst gesucht sein,
sondern sollen nur dazu dienen, zu neuen Werten x die zugehdrigen Werte
y zu berechnen. Eshandelt sich dann also um eine Interpolation zwischen
den gemessenen und ausgeglichenen Werten x,, ¥, . Man rechnet auch
zu den neuen Abszissen x, zweckméBig zuerst die Ndherungen

&g+ Boxu = ki

aus. Nach der Ermittelung der Zuschlige & und # ergeben sich die Ver-
besserungen b=+ 12,

die zusammen mit den Naherungen die gesuchten Werte y liefern:

Yu=Fku+ 1.

§ 18. Beispiel.

Das folgende Beispiel bezieht sich auf die Ausmessung eines photo-
graphisch aufgenommenen Linienspektrums. Die mit x bezeichnete
Spalte gibt die Abstinde dieser Linien an, von irgendeinem Nullpunkte
aus in @ = 10" mm gemessen. Zwischen den Wellenlingen y (in
Angstrém = 10~" mm gemessen) und den Abstinden x besteht, da
es sich um ein hinreichend kleines Stiick eines Gitterspektrums handelt,
eine lineare Beziehung y =+ fx.

Fiir eine Reihe von Linien sind die Wellenldngen bekannt und in
der Spalte y angegeben. Wir stellen uns die Aufgabe, nach der Methode
der kleinsten Quadrate unter Benutzung dieser ,Normalen” die Kon-
stanten der linearen Gleichung zu berechnen und mit ihnen die noch
unbekannten Wellenlingen zu bestimmen.

Zuerst fithren wir Naherungen &, und g, ein, mit denen wir fiir die
Werte y, Niherungen %, ableiten. Aus dem ersten und letzten Werte-
paar ergibt sich

Yu — Y1 3407°468 — 3427-127

/3°=x,—x1: 21608 — 632 — —00093321.

Die Berechnung der Zwischenwerte erfolgt am bequemsten durch Inter-
polation mit der Rechenmaschine in der frither beschriebenen Weise
(vel. S.29). Die Berechnung von «, ist nicht erforderlich, da der Wert
ja nur von dem willkiirlich gewahlten Anfangspunkt der x-Skala ab-
hingt. Um mit kleineren Zahlen rechnen zu konnen, verlegen wir diesen
Anfangspunkt nach der Mitte der Skala, etwa nach 1200'0. Die von
diesem Nullpunkt aus gezdhlten Werte x” sind in der 5. Spalte angegeben,
und zwar geniigt die Angabe von 0'1 mm. Die 4. Spalte gibt die Werte
! =19 —k in Einheiten der dritten Dezimale. Die iibrigen Spalten
liefern die Koeffizienten fiir das System (11).
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p y R 1 % v | 2% | U
632 | 3427-127 3427-127 o] —11 0| 121 0
367°S 3424:290 3424287 3 — 8 —24 64 9
5758 — 3422:343 — (— 6) - - —
9894 | 3418514 | 3418-484 30 -2 —60 4 900
10590 | 3417:847 | 3417°834 13 -1 —13 1 169
12364 — 3416179 - (0) — - -
15630 | 3413-140 3413°131 9 + 4 36 16 81
1852'8 - 3410426 - (+ 7 — — —
21698 | 3407°468 3407°468 0 +10 o | 100 0
24269 - 3405069 — (+12) — — —
[ 1 +55 -8 —61 306 | 1159
Das Schema zur Auflésung der linearen Gleichungen nimmt somit
die Form an T
£ ” [vs)
6 - 8 0 55 553
033
- 8 306 0 — 61
8 — 107 0 733
55 — 61 1 1159
— 55 733 0 — 504
2953 0 123 ' 0
— 123
12°3 1 655
— 123 0 — 05
1 654
Wir erhalten die Losungen
§=0922, n5=00#47, [vv]=654-10"5.

Aus £ und 5 berechnen wir zunichst die Zuschlige
L=§&8+nx

an den Stellen v’ = —6; 0; +7; 412 und finden durch Addition zu
den Naherungen % die gesuchten Wellenlingen y .

% ! R } y

- 6 897 3422:343 | 3422'352
0 9-22 16:179 16:188

+ 7 951 | 10°426 10436

+12 972 | 3405069 3405-079

Dabei sind die Werte ! wieder in Einheiten der letzten Dezimale

gemessen.

Die Summe [vv] liefert den Fehler

mzl G_Ei.10—3 = }163'5-10-% =128 - 10-".
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Nimmt man die zur Messung herangezogenen Wellenlingennormalen
als fehlerfrei an, dann wird der mittlere Fehler einer Messung auf der
Platte m 128 - 10—3
=—= =1 -3
m; =3 000933 1°37 (10-3 mm).

Da wir bei der Berechnung von & und 4 die GroBen / in der Einheit
10-3 und andererseits #” in der Einheit 102 gemessen haben, ergibt sich
fiir  die Einheit 10-3. Damit erhalten wir den Koeffizienten

B =By +n=—00093321 -+ 004 - 10-%= —0'0093317.

Der mittlere Fehler von g ergibt sich aus 7 und dem bei der Auflésung
der Gleichungen gefundenen Werte 4, = 295°3 - 10%:
_m _ 128.107°
VA, Y2953 100

Von Interesse ist es noch, den mittleren Fehler der durch die Inter-
polation neu gefundenen Wellenlingen zu kennen. Berechnen wir mit
Hilfe der linearen Beziehung an einer Stelle x, die Wellenlinge, so miissen
wir nach dem Fehler des Ausdrucks

Yo =& + B %o

fragen. Wir verschieben den Anfangspunkt auf der x-Achse in den Punkt
%,, filhren also neue Abscissen x” ein durch die Beziehung

m;; ‘—':7'4'10"6.

X = x@ + x’.
Die lineare Gleichung heiBt im neuen System
y=«+ ﬂ Xo + .B 4
oder, wenn man zur Abkiirzung « 4 fx, = o’ setzt:
y=a"+ B«
Der gesuchte Fehler ist jetzt der mittlere Fehler von «’, wenn wir

vorlaufig %, als genau voraussetzen. Wie frither erwihnt, finden wir
ihn ebenso wie den von # aus dem Fehler

—1/a
"= l n—2
und den Koeffizienten, die bei der Reduktion der Normalgleichungen (11)
no+ (318 =[0,
[*]a + [xx]f=[x]]
auftreten. Die Elimination von « ergibt
1
([x2] = P B=....
und die Elimination von 8 nach Vertauschung der Zeilen und Kolonnen

unter sich (’n b )
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Demnach erhalten wir fiir die Quadrate der mittleren Fehler von « und 8

2 m?
= hy
[#%]
' m?

] -+

In dem neuen System x"= x — %, wird daher

2 m? _ m? [+ %]
e 7 it Py o
T T WA

Kehren wir wieder zum alten Koordinatensystem zuriick, so ist
einerseits, wie man sich leicht iberzeugt,

nF K] — W P=n2 (%, — %) — {2 (&, — x,)}2 =nlxa] — [x]
und andererseits ’ ’
W= 3 (x, — 1,2 = [x2] — 25, [x] + nx]

= [;x] — :‘— x]2+n (xg — m)z

n

Nun ist % die Abszisse des Schwerpunktes der beobachteten

Punkte x,, y,, und x, ——[%] der Abstand des Punktes x, von der
Ordinate des Schwerpunktes. Bezeichnen wir ihn mit 7, so wird

__mz [xx]ﬁ%[x]’«{—nrz 2

My = — —— 1~~——=—-{-72
|:“""]—"7T|:47]2

oder, wenn wir noch ,; einfiibren:
m? N
my = -+ mg.

Beriicksichtigen wir schlieBlich, daB auch x, ebenso wie die anderen
Abszissen den mittleren Fehler m, hat, so wird das Quadrat des mittleren
Fehlers der neuen Wellenlingen

., m? 2 :
M2 =my + fm; = T rtmp e+ g

Der mittlere Fehler ist also am kleinsten in der Ordinate des Schwer-
punkts (r = 0) und wichst nach beiden Seiten mit der Entfernung von
dieser Ordinate. Trigt man ihn als Ordinate auf, so beschreibt er eine
Hyperbel, deren Mittelpunkt im FuBpunkt der Schwerpunktsordinate
liegt und deren Hauptachse durch den Schwerpunkt geht.
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In unserem Beispiel ist die Abszisse des Schwerpunktes = =1035"3.

Nehmen wir wieder die Wellenlingennormalen als fehlerfrex an, so wird
= f*m;, also p2:m2(1+~:;)+12m§.
Mit den frither fiir 7 und m; gefundenen Werten wird
1082 = 190°8 4 55°4 - 10572,

Am weitesten vom Schwerpunkt entfernt ist die letzte Linie bei
=2426'9. Fiir sie wird 7 = 1391'6 und damit also im ungiinstigsten

Falle 297°9-10"3 =173 -10-3.

§ 19. Nichtlineare Beziehungen zwischen den Unbekannten
und den beobachteten Grofen.

Im allgemeinen sind die Gleichungen zur Bestimmung der Un-
bekannten aus den beobachteten Gréfen nicht linear. Wir wollen den
Fall betrachten, daB m Unbekannte x ¥z ... aus » Gleichungen von

der Form: feyz..) — L =0,
2(xvz..)— L, =0,

(15) fa(x) ): 2

falxgyz...) =L, =0

berechnet werden sollen. Die GréBen L sind gemessen worden, wihrend
der Bau der Funktionen bekannt ist.

Eine Aufgabe der Ausgleichungsrechnung liegt erst vor, wenn
n> m ist, d. h. wenn mehr Gleichungen als Unbekannte vorhanden
sind. Esist dann wegen der Messungsfehler unmoglich, alle Gleichungen
durch ein Wertsystem xyz... zu befriedigen. Wir suchen daher ein
Wertsystem, das die Gleichungen ,,méglichst gut* erfiillt, also ein
System, fiir das [vv] ein Minimum wird, wenn wir wie friiher mit v die
Abweichungen der linken Seiten von 0 bezeichnen:

f,,(xVZ )-‘I-,:'l',.

Wir suchen zuniichst ein Wertsystem xgyo%..., das die Glei-
chungen angendhert erfiillt, indem wir s Gleichungen beliebig aus-
wihlen und nach den in Kapitel VI beschriebenen Methoden auflésen.
Durch Einsetzen dieser Werte ergeben sich auf den rechten Seiten die
Abweichungen
(16) L, —f,(®o¥ozp--) =1, .

Fithren wir als Verbesserungen der Niherungswerte die Zuschlige
&nt... ein, so lauten die Gleichungen fiir v

(17) fv(xe‘}'s‘“-: Yo+, Zn—{»—:...)-——LV:I',.
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Sind die Zuschlige klein, so konnen wir die Funktionen f an der Stelle
%oYoZo- - - entwickeln und die Reihe nach denlinearen Gliedern abbrechen:

ey )=t + (8 (8 (2,0

Der Index 0 bedeutet, daB die partiellen Ableitungen an der Stelle
%9Y0%--- ZU nehmen sind, also bekannte Zahlenwerte darstellen, die
wir zur Abkiirzung entsprechend mit a,b,c,... bezeichnen wollen.
Driicken wir die Funktionswerte an den Stellen x,v,2,... und xyz..
durch die Gleichungen (16) und (17) aus, so entstehen die F ehlergleichungen

(18) aét+bntel+...—L=u,.

Damit ist die Aufgabe wiederum auf die Losung eines iiberbestimm-
ten Systems linearer Gleichungen zuriickgefiihrt worden, vorausgesetzt,
daB die vernachlissigten Glieder zweiter Ordnung verglichen mit den
Fehlern der BeobachtungsgréBen L keine Rolle spielen. Sollten sich
die Zuschlage £¢. .. nachtraglich so erheblich herausstellen, daB sich
diese Voraussetzung nicht aufrecht erhalten 148t, so darf das erhaltene
Wertsystem x =x, - £; y =y, +#n; 2 =12,--... nicht als endgiiltig
angesehen werden, sondern nur als Niherungslosung, mit der das Ver-
fahren zu wiederholen ist.

Die Fehlergleichungen gestatten es, die Summe [v¢] als Funktion £
der Zuschlige zu bilden:

'sz(avf_‘}_bv')+cv¢+'--_lv)2-

Die Bedingungen fiir das Eintreten eines Minimums lauten daher
14Q

57&—:[”}:0,
oXe;
(19) %T=[bv]=,o,
a0
; 3 =[cv]=0.

Um den Wert der Summe [v ] selbst zu finden, schreiben wir wieder Q
als homogene Funktion

Q=3@i+by+teal+... =L

und suchen deren Wert firt=1. Nach dem Eulerschen Satz ist jetzt

B.Q
D
a 100
2o = — L]
fiir # = 1 ist, folgt aus den Gleichungen (19) fiir ¢ = 1 .
Q= — )
o) &
(20) { = —Uals — by — UL — ... = 1]
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Die Gleichungen (19) geben ausfithrlich geschrieben #: lineare
Gleichungen zur Bestimmung der m unbekannten Zuschlige

[aalé 4 [ably +{acll + ... =[al],
(21) - [balg 4 [b0]y + [bels + ... =[b]],
[cals + [chbly +.[0014'+ coo=Tlel).

Fiigen wir diesem symmetrischen System noch die Gleichung (20) in

der Form Uale+[Ubly + Ucle+ ... +2=1[1]]

hinzu, so erhalten wir in abgekiirzter Schreibweise die Normalgleichungen

§ n ¢

[aa] lab] [ac] ... [al]

[ba] 123 [be] ... [0
(22) [ca] [cB] [ee} ... [c)

[la] [18] e} ... 2.

Nach vollstindig durchgefithrter Reduktion bleibt schlieBlich die
Fehlerquadratsumme auf der rechten Seite allein iibrig.

Der mittlere Fehler der beobachteten GroBen L ergibt sich aus der
Summe [vv] wie frither, im Falle von % Gleichungen mit » Unbekannten
ist die Summe durch # — m zu dividieren:

—
= V [vv]

.
n—m

Noch allgemeiner ist die Aufgabe der Ausgleichungsrechnung, wenn
die beobachteten GroBen nicht wie in den Gleichungen (15) explizite
auftreten, sondern durch Funktionen mit den Unbekannten verkniipft
sind. Fiir die Lésung dieser Aufgabe sowie auch fiir den Fall, daB die
beobachteten GroBen nicht mit gleicher Genauigkeit gemessen wurden,
sei auf die Lehrbiicher der Ausgleichungsrechnung verwiesen.

§ 20. Ausgleichung bedingter Beobachtungen.

Eine andere Verallgemeinerung der bisher betrachteten Aufgaben
besteht darin, daB neben den Gleichungen, die den Zusammenhang
zwischen gemessenen und gesuchten GréBen angeben, noch andere
existieren, die von den Unbekannten ihrer Natur nach unabhingig von
jeder Messung streng erfiillt sein miissen. Man spricht dann von der
Ausgleichung ,,bedingter* Beobachtungen. Beispielsweise ist bei
einer Messung und Ausgleichung der Winkel eines ebenen Dreiecks stets
zu fordern, daB die Summe der drei Winkel 180° betrigt.

Das gesuchte Wertsystem kénnen wir wieder dadurch auszeichnen,
dal es die Summe [v 9] zu einem Minimum macht. Unter allen méglichen
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Systemen werden aber nur diejenigen zur Konkurrenz zugelassen, die die
vorgeschriebenen Nebenbedingungen streng erfiillen.

Wir gehen wieder von den Gleichungen (15) aus und fiihren ein
genghertes Losungssystem %49, 2. . . ein. Die Nebenbedingung habe die

Form glxyz...)=0.

Auch hier fithren wir die Niherungen ein und entwickeln unter Vernach-
lassigung der Glieder zweiter und héherer Ordnung

gleyz. ) =gl ) + (35) 6+ (56) n+ (35) o+ .

Damit wird die Nebenbedingung ebenfalls eine lineare Funktion der
Zuschlage &7¢...

Wie in der Theorie der Maxima und Minima mit Nebenbedingungen
gelehrt wird, bestehen die notwendigen Bedingungen fiir das Eintreten
eines Minimums der Funktion Q = [vv] unter der Nebenbedingung g = 0
in dem Ansatz: d(Q—2ig)=0.

d

4
cz

Durch partielle Differentiation nach den s Verdnderlichen &7C...
folgen m lineare Gleichungen. Jede der fritheren Normalgleichungen (21)
wird erweitert durch Hinzutreten der betreffenden mit — 4 multipli-
zierten Ableitung von g. Benutzen wir die Nebenbedingung in der ent-
wickelten Form und bezeichnen zur Abkiirzung die partiellen Ableitungen
von gan der Stelle xyy,2,. . . der Reihe nach mit g, g,g,. . ., den Funktions-
wert selbst mit g,, so erhalten wir zunéchst an Stelle der Gleichungen (19)
unter Benutzung der Fehlergleichungen (18) .

-;—%(Q—Zlg)z[av]—lglzo,
a .
(23) %E(Q—z.{g)z[bv]—lgzzo,
i}
%T:(Q—Zlg):[cv] —1g;=0.

Der Multiplikator 4 tritt als neue Unbekannte zu den m unbekannten
Zuschldgen hinzu. Zu seiner Bestimmung haben wir daher zu den
m Gleichungen (23) noch die Nebenbedingung hinzuzufiigen in der Form
(24) G+ QN+ &Gl =g

Fiir die Summe der Fehlerquadrate finden wir aus den Fehler-
gleichungen wie friiher

[ve] =[av]& + [bv]y + [cv]l +... —[I2].
Die Gleichungen (23) liefern aber jetzt
[vo]l=2(g ¢+ &+ &l+-..) — 2]
und unter Benutzung der Nebenbedingung
o) | =0
= — gy — [lal& — [I1b]y — (1] — ... + [1).
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Die Gleichungen (23) lauten ausfiihrlich geschrieben

[aa)é +[ably +[ac)l +...— Ag,=[al],

[balé +[bbln +[bc]l +. .. — Ag=[b]],

[ca)§ + [cB]n +[cc]C +. .. — Agy = [c].
Figen wir ihnen die Nebenbedingung (24) und Gleichung (25) in der
Form e 4 (18ly + Lelt +... Agy + [o9] = [11)

hinzu, so erhalten wir wieder ein symmetrisches System. In abgekiirzter
Schreibweise :

§ n ¢ i
([aa]l [ab] [ac)...—g [al]

[ba] [bb] [bc)...—g, [b1]

(26) Fc:a] [c:b] [c:c] e g:3 [c:l]
'—.gl —'32 ".gs cee 0 g:)
[la]l [B] [lc)... g [11].

Nach vollstindig durchgefithrter Reduktion bleibt schlieBlich die
Summe [v9] auf der rechten Seite allein {ibrig.

Der mittlere Fehler der Beobachtungen ergibt sich wie immer aus
fvo] durch Division mit der Zahl der iiberschiissigen Beobachtungen,
die bei # Gleichungen mit » Unbekannten und einer Nebenbedingung
n — (m — 1) betrigt

(27) my — Vl

Wir haben uns auf die Betrachtung einer Nebenbedingung be-
schrinkt, die Erweiterung auf beliebig viele Nebenbedingungen ist
ohne weiteres ersichtlich. (Die Zahl der Nebenbedingungen mu8 natiir-
lich kleiner sein als die der Unbekannten und die Differenz beider kleiner
als die der Beobachtungen.)

Beispiel: Die drei Winkel eines Dreiecks sind zu L,, L, und L,
gemessen worden und die Summe L, + L, 4- L, ergibt statt 180°
den Wert 180°+e. Gesucht sind die ausgeglichenen Winkel x, v
und z.

Die Gleichungen (15) erhalten die Form

x—L, =0,
y—L,=0,
z2—L,=0.

Die Bedingungsgleichung ist
x4y +2z2-—180°=0.
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Nehmen wir als Niherungswerte dié Beobachtungern selbst, so wird
g = ¢ und die Koeffizienten «, b, ¢, / und g

a b ¢ 1 g
1 0 0 0 1
o 1 0 0 1
o 0 1 0 1
Die Normalgleichungen werden damit
& 7 ¢ 1
1 0 0 —1 O
1 0 —1 ©
1 -1 0
0 ¢
0
und ihre Reduktion liefert
&3
E=7]=§"')' 3, [1)1}]——_3‘-

Die Beobachtungen erhalten somit alle den gleichen Zuschlag — %
Der mittlere Fehler einer Beobachtung wird

m= - Y5 5

§ 21. Auflésung der Normalgleichungen durch Gau8.

Fir die Auflésung der symmetrischen Normalgleichungen ist von
GaupB eine eigene Bezeichnungsweise eingefiihrt worden. Im Falle
dreier Unbekannten heiBlen die Fehlergleichungen

a,x+b;,y-{fc,z—l,=v, r=12...n).
Daraus ergibt sich die Summe der Fehlerquadrate
(28) Q=W =[avlx + [bo]y + [cv]z — [4].
Soll © ein Minimum werden, so verlangen die Gleichungen (19), daB
[av] =0, [Bv]=0, [cv]=
ist. Der Wert des Minimums wird damit
Opin = — 1],
und wir erhalten die symmetrischen Normalgleichungen zur Bestim-
mung von x, ¥, z und Lnix in abgekiirzter Schreibweise:
% y z
[aa] [a8) [ac] [al]
(ba] [b8] [be]l [b]]
feal [cd] [ccd [0
(la] [Ib] [l] ().

Runge-Kdénig, Vorlesungen. 5
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Die doppelt auftretenden Koeffizienten brauchen nur einmal hinge-
schrieben zu werden:

x y z
[aa] [ab] Tac] [af]
(68 [bc] [0
(293) [l

.

Um die Unbekannte x herauszuschaffen, addieren wir die erste
Gleichung zu der zweiten, dritten und vierten, nachdem wir sie der
Reihe nach mit (a5] (ac] nd (al]

- [aal’ - [aa] - [aa]

multipliziert haben. Es entsteht ein neues Gleichungssystem, dessen
Koeffizienten Gauf mit

y z
(65,11  [be, 1] [b2,1]
(29b) fce, 11 [el, 1]
(e, 11
bezeichnet hat. Das System ist wieder symmetrisch, denn es ist z. B.

e, 11=[be] — L2,

[eb, 1] = [cb] — 29 rap).

[aa].
Bei der nichsten Reduktion wird die erste Gleichung des neuen Systems,
. [be 1] L . . 1] o
mit — (5517 »multlphzlert, zur zweiten und, mit — 511 multipliziert,

zur dritten addiert, es entsteht das symmetrische System

z.

[ce, 2 [cl, 2]
{29¢) { ., 2).
Die letzte Reduktion schlieBlich liefert
(294) [l 3]

und damit den Wert von Qmm
Allgemein bei m Unbekannten ergibt sich mach der m'*® Reduktion

Quin = [11, m].

Die erste Gleichung der vorhergehenden Reduktionsstufe liefert
sofort die letzte Unbekannte. Durch Einsetzen in die ersten Gleichungen
der fritheren Stufen kann man schrittweise die einzelnen Unbekannten
bestimmen.
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§ 22. Transformation einer quadratischen Form auf eine
Summe von Quadraten.

Die Rechnung ist die gleiche wie bei der Transformation einer
quadratischen Form auf die Summe von Quadraten. Lassen wir nim-
lich die Voraussetzung fallen, da8 Q ein Minimum werden soll, dann
konnen wir die Funktion allgemein berechnen aus (28)

(28) Q = [av]x + [boly + [cv]z — [o].

Jetzt gelten aber nicht die Gleichungen (19), sondern es ist einzusetzen

[aalx + [ab]y + [ac)z — [a]] = [av]
{balx + (6b]y + [bclz — [bl] = [bv]
[calx +[cbly + [cclz —[cl] = [ca]
Ualx + [Bly + [Le]z — (L] = [14].
Damit wird 2 eine quadratische Funktion der drei Variabeln x, y und 2:
2 =1laa]lx* + [ablxy + [aclxz — [al]x

+ [balyx 4 [bb]y® + [bclyz — [bl]y

+ [calzx +[cblzy L [cc) 22 — [v]]z

—[alx —[bly —[c)z+101.
An die Stelle der Normalgleichungen (29a) treten jetzt die Glei-
chungen (30), bei denen die Koeffizienten auf den linken Seiten mit denen
der Normalgleichungen iibereinstimmen. Wir denken uns in den Normal-
gleichungen alle Glieder auf die linke Seite gebracht und bezeichnen
die Gleichungen mit I, I, II1, IV, die Qleichungen der ersten Reduktions-
stufe mit II’, III’, IV’, die der zweiten mit III”” und IV" und die Glei-
chung der letzten Stufe mit IV"”, dann kénnen wir das Bildungsgesetz
der Koeffizienten symbolisch ausdriicken durch

(30)

31)

’ . [ab]) " __ ’ th;, 1], " _ »  [e, 2] 7
Ir=1r —WI’ I =111 _[bb,i]II’ IV”"=1IV ——[“,21111 s
’ _ [ac] " _ N I
(32){ IIT —III_[aa]I’ IV =1V _[bb,i]II’
w=mw-Elr
[aa]

Dabei ist
und ferner nach (30)
I'={av], II=[bu], III=[cv], IV =[].

Wir fithren nun neue Verinderliche ein durch die Substitutionen

V" =—(l, 3].

,_ [a3] [ac] [a]
P e ? T F T e
o, e, 11 b4 1]
(33) y = y+ [bb, 112'— [bb,i]
/) — ,_ k2]
= T lec,2]”

5%
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Es wird damit
I={aalx’, II'=[bb,11y’, II ”={cc,2]z’,

und mit Benutzung der symbolischen Gleichungen (32) erhalten wir

I= [aa]¥ =[]
n=L0r14 1r=pay+ s, 1y — )
Hr= [[Z:} I+ III'=[ca]x +[cb, 1]y + [cc, 2]7 = [c9]
IV = E:i]] I+ IV =[aa) & + [Ib, 1]y + [lc, 217 — 1L, 3] = [Vv] .

Addiert man die drei ersten Gleichungen nach Multiplikation mit
%, ¥, und z und subtrahiert von der Summe die letzte, so wird, wenn
man die Glieder nach %/, " und 2 ordnet:

¥ ([2a)x + [baly + [calz — [1a)) + ¥ (B0, 11y + [cd, 1]z — Db, 1)
+ 2 ([cc, 2z— [lc, 2]) +[I2, 3]
=[av]x + [bu]y + [cv]lz —[I7].
Auf der linken Seite stehen in den Klammern gerade die Ausdriicke T,
II’ und I11”, wahrend die rechte Seite nach (28) die Funktion  ergibt:

Q=[aa]x'2+ [bd, 1]y'2+[cc, 2172+ [U1, 3].

Durch Einfithrung der neuen Verinderlichen ist es gelungen, die
quadratische Form @ auf eine Summe von Quadraten zu reduzieren.
Die Koeffizienten der neuen Form werden bei der Reduktion der
Normalgleichungen gewonnen, der Minimumwert [I!, 3] ergibt sich fiir
#’=y =2 =0. Die Erweiterung der Resultate auf eine beliebige
Anzahl von Verinderlichen ist ohne weiteres ersichtlich.

Ist also eine beliebige quadratische Form etwa von drei Verander-
lichen gegeben

apa® + A y? + a3y 7% + 2a5,5y + 2a,%82 + 2a,y2
+2a% + 2ayy + 2ay2 4 ay,

so kann man, wie der Vergleich mit (31) zeigt, die Normalgleichungen
abgekiirzt schreiben:

(34) {

4n 4 43 Ay

Grg Qg3 Ay

A3z a3

Ay .
(Das negative Vorzeichen der drei ersten Glieder der letzten Kolonne
geht in das positive iiber, wenn man gleichzeitig #, y und z durch
— 2%, —y und — z ersetzt.) Die Reduktion der Normalgleichungen

liefert nacheinander die Systeme
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Ay ap Ay
a - ag,
%

v v

a3
i
ay -
Die transformierte quadratische Form lautet
a, ¥+ ayy'? + a2+ ayy,
und dabei sind die Substitutionen gemacht

H=x By 4 My om
11

o an

’ + als + 3¢
y y a3 @
as,

— z + ;573

Auf diese Weise 14Bt sich bequem die Untersuchung fiihren, zu
welchem Typus eine Fliche zweiten Grades gehért, die durch ihre Glei-
chung gegeben ist. Da es schlieBlich nur auf die Vorzeichen der Koeffi-
zienten ankommt, braucht die Rechnung im allgemeinen nur mit ge-
ringer Genauigkeit durchgefithrt zu werden.

Beispiel: Die Gleichung der Flache sei:

522492+ 222 —6xy+x2+4yz2—8x 5y —2z247=0.
Die Reduktion des symmetrischen Koeffizientensystems geschieht in

folgender Weise: 5 —3 05 —a
- 1 2 25
— 18 03— 24
2 —1
— 00 04
7
— 32
—08 23 01
20 —0%6
+ 66 03
38
+ 00
5 03
38
— 00
38

Somit ist die transformierte Gleichung
5x'2—08y2%24+8622438=0.
Die Fliche ist ein zweischaliges Hyperboloid.

Die Reduktion der Normalgleichungen wird unmdglich, wenn
ay, @y und ag, gleichzeitig verschwinden, ein Fall, der zwar nicht in
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der Ausgleichungsrechnung, wohl aber bei der Reduktion einer quadra-
tischen Form eintreten kann, Verschwinden nur einzelne dieser drei
Koeffizienten, so kann man immer durch Umbenennung der Variabeln
den nicht verschwindenden Koeffizienten an die erste Stelle bringen. Ver-
schwinden alle drei Koeffizienten, so fiihrt man zunichst eine Substitution
aus, bei der x und z beibehalten, y aber durch x + y ersetzt wird. Aus dem
symmetrischen Koeffizientenschema entsteht dann ein neues, bei dem die
erste Zeile gleich der Summe der ersten beiden Zeilen, die erste Kolonne
gleich der Summe der beiden ersten Kolonnen des alten Schemas wird:

2ay, Qg A3t ags At ay

an 0 Qa3 Qo4
ag + a3, | Az 0 A3
Gy + s dgy A3 Agq

Verschwindet auch a,,, so hitte mun x und y beibehalten und z
durch % 4 z ersetzen kénnen. Es entsteht dann durch Addition der
ersten und dritten Zeile bzw. der ersten und dritten Kolonne das Schema

2a,3 Az @3 At ag
@33 0 ay 2
a3y 39 0 @3
g+ @y Ay Ag o

Falls auch a,, verschwindet, kann man durch Vertauschung von
x mit z wieder zu dem ersten Fall gelangen, es sei denn, daB8 auch a,,
verschwindet. Dann kommen aber alle quadratischen Glieder in Fortfall,
und die Gleichung der Flache reduziert sich auf die Gleichung einer Ebene.

Dieselben Uberlegungen gelten auch fiir die Gleichungen der ersten
Reduktionsstufe. ’ :

Beispiel: Die Gleichung der Fliche sei:

6xy —xz2—4yz2+8x—5y+2z2—7=0.
Fiir die Reduktion ergibt sich folgendes Schema:

o 3 —05 4
6 3 — 25 15
0 -2 — 25
— 1g 125 — 075
0 1
— 104 062
-7
— 038
—15  —075 —325
— 104 1'62
038 © 162
— 738
704
—0.66 324
— 034
1591
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Die transformierte Gleichung wird daher
62 — 15y — 06622+ 156=0.
Die Fliche ist ein einschaliges Hyperboloid.

§ 23. Transformation durch orthogonale Substitutionen.

~ Die Reduktion einer quadratischen Form durch Einfiihrung neuer
Verinderlicher als linearer Funktionen der alten ist ohne weitere An-
nahmen iiber die Natur der Funktionen keineswegs eindeutig. Wohl
aber trifft das zu bei der orthogonalen Substitution, die den linearen
Funktionen die Bedingung auferlegt, die Summe x2 + 32 + 22 + ...
unverindert zu lassen. Hier haben wir es nur noch mit der Mehrdeutig-
keit zu tun, die durch die willkiirtiche Reihenfolge der Veranderlichen
bedingt ist..

' Das Hauptachsenproblem bei den Mittelpunktsflachen zweiter
Ordnung verlangt, eine quadratische Form durch orthogonale Sub-
stitutionen auf eine Summe von Quadraten zu bringen.

Wir gehen von der allgemeinen quadratischen Form (34) aus und
verlegen zunichst den Anfangspunkt in den Mittelpunkt der Fliche
durch eine linease Substitution

x=x’+§;
y=9+n,
z=7Z4+C.

Die Koordinaten &, 7, ¢ des Mittelpunktes ergeben sich durch Auflésung
der linearen Gleichungen

@38+ apn +apl +a,=0,

Ay &+ Ay + @yl + a3 =0,

a5 & + agn + apl 4+ a, =0,
deren Aufldsbarkeit also eine notwendige Bedingung dafiir darstellt,
daB die Fliche eine Mittelpunktsfliche ist.

Durch Einfithrung der neuen Verdnderlichen verschwinden in der
quadratischen Form die linearen Glieder. Das absolute Glied gibt den
Wert der neuen Form an der Stelle 2’=0, y'=0, z’=0, wird also
aus der urspriinglichen dadurch erhalten, daB fiir x, y, z die aus den
linearen Gleichungen gewonnenen Werte &, 7, { eingesetzt werden. Diese
GroBe entspricht genau dem friihier betrachteten Werte £, und kann
ebenso wie dort bei der Auflésung der linearen Gleichungen mitberechinet
werden, wenn man ihnen noch die Gleichung

4§ + @i + al + ag = aly
hinzugefiigt. Bei der letzten Reduktion des symmetrischen Schemas
bleibt das absolute Glied a7; allein iibrig.
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Sollten die Koeffizienten gleichzeitig verschwinden, so ist das
GauBsche Reduktionsverfahren nicht mehr anwendbar. Die Glei-
chungen kénnen aber noch immer nach den in Kapitel IT beschriebenen
Methoden gel6st werden. Sind die drei Verdnderlichen aus der letzten
Gleichung eliminiert, so bleibt auch dann noch 4" allein iibrig. Nur die
Symmetrie geht bei dieser Auflgsung verloren.

Da die Koeffizienten der quadratischen Glieder undeandert bleiben,
lautet die quadratische Form nach Einfithrung der neuen Verinderlichen:

@ %% 4 @Y% 4 a3 22+ 2057V + 285y 7 + 2ay 2% - ay.

Wir betrachten jetzt weiter den Ausdruck

ax?4d-by 4+ c2+dyz+ezx + fxy,
der durch orthogonale Substitutionen, d. h. durch Drehung des Koordi-
natensystems auf eine Summe von Quadraten, zurlickgefithrt werden soll.

Wir erledigen die Aufgabe schrittweise, indem wir jedesmal eine
Drehung um eine der drei Achsen ausfithren. Durch die Reihenfolge
und GroBe der Drehungen 148t sich erreichen, daB die Koeffizienten der
Produkte y z, 2%, xy beliebig klein werden. Die Aufgabe kann auf diesem
Wege also mit beliebiger Genauigkeit geldst werden.

Die Bezeichnungen seien so gewihlt, daB @ > b und f unter den
drei Koeffizienten d, ¢, f absclut am gréBSten ist. Wir fithren dann eine
Drehung um die z-Achse aus und bestimmen den Drehungswinkel &
(im iiblichen Sinne positiv gemessen) so, daB nach Einfiihrung der neuen
Koordinaten x” und 9’ der ‘Koeffizient von x’y’ verschwindet. Die

Koeffizienten @', ¥’. .. f’ der neuen Form suchen wir durch die der alten
auszudriicken. ’

Da bei einer Drehung um die z-Achse die Koordinate z ungeandert
bleibt, hingen die alten Koordinaten mit den neuen zusammen durch
% =x"cosx — ¥ sinx,
y=4%"sina + 9’ cosx,

z=17.

Daraus ergibt sich sofort

’

d=c
und durch Einsetzen in die quadratische Form
d'=dcosx —esine,
& =dsina | ¢cosx.
Um noch den Ausdruck
ax®+by:+4fxy

zu transformieren, bedienen wir uns zur Abkiirzung der komplexen
Schreibweise. Es ist dann

X+ iy =c*( +1y)
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oder, wenn wir quadrieren:
(35) 2 — g2 20xy = e¥ie (2 — )2 4 204Y).
Bestimmen wir den Winkel «, so daB

tg2a =—
wird, dann konnen wir eine reelle GréBe o einfithren durch
_oia__ a0 . f
36) gerrie=220 i L.

Multiplizieren wir (35) mit (36), so ist
(a% — y* + 2ixy) (igi - ii) =o(* —y* +2iy),

und wenn wir die reellen Bestandteile auf beiden Seiten einander gleich-
setzen: a—b

5 @2 —9y) - fry=o(x"2—y?).
Andererseits ist nun aber, da es sich ja um eine orthogonale Substitution
handelt: Ky =yt
a+b

Multiplizieren wir diese Gleichung mit
hergehenden, so wird schlieBlich

sty 1ry = (o 232 01 o - 248

und addieren sie zur vor-

Damit ergeben sich auch die iibrigen Koeffizienten der neuen Form

, +b
a= a2 + 0,
, a+b

b= > — 0
f'=0.

Die GroBe g ist nach (36) zu berechnen aus

e=(3+5)

wihrend « aus f

zu bestimmen ist. Nehmen wir 2« zwischen — % und 4+ 121- an, so ge-
schieht die Berechnung von ¢ am bequemsten nach einer bereits im
1. Kapitel benutzten Beziehung (S. 14)

—b
g=42 —{—étga.

Damit erhalten wir fiir die Koeffizienten der neuen quadratischen Form

a’x'? + b/yrg + C,Z,2+ d/yrz/ + 7y
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die Ausdriicke

a’:a-{-%tgzx,

b’=b—.£tg(x,
(37) ,

d=c,

& =dcosa —esina,
¢ =dsing 4 ecosx.

Jetzt bringen wir den absolut groBeren der beiden Koeffizienten
d’ und ¢’ durch eine neue Drehung zum Verschwinden; und zwar ver-
schwindet @’ bei einer Drehung um die x’-Achse, ¢’ bei einer Drehung
um die y’-Achse. Allerdings wird dann fiir f* wieder em von Null ver-
schiedenes Glied erscheinen.

Um die Formeln (37) verwenden zu kdnnen, bezeichnen wir die
Koeffizienten der neuen Form wieder mit a, b...f. Und zwar nennen
wir f den absolut gréBeren der beiden Koeffizienten @’ und ¢’. Damit
jst ¢ festgelegt. Dann bestimmen wir ¢ = b und damit 4 und ¢, von
‘denen einer den Wert 0 hat.

Das Verfahren wird nun fortgesetzt wiederholt. Jedesmal wird einer
der drei Koeffizienten 4, ¢, f zum Verschwinden gebracht, dadurch
4ndern sich die beiden andern Aus den Gleichungen zwischen ', ¢

und 4, e folgt A2 et =d2 4 o2,
Andrerseits ist f so gewahlt, daB
a2
P=

ist. Fihrt man diesen Wert in

S Y=ot

+é?

d? 4 ¢?
2
ein, so wird 3
@ttty

oder, da /' =0 ist:

2222 @ ).

Nach geniigend vielen Schritten kénnen demnach die Koeffizienten
der Produkte beliebig klein gemacht werden.

Das Verfahren soll in seinen Einzelheiten an einem Zahlenbeispiel
erfdutert werden. Gegeben ist die quadratische Form

522+ 92+ 2224 4yz 4 zx-6xy+3801

die aus der Flichengleichung in dem Beispiel auf S. 69 durch Verlegung
des Anfangspunktes in den Mittelpunkt hervorgeht. (An Stellc des dort
gefundenen Wertes 38 ergibt sich bei genauerer Rechnung a}; = 3-801.)

Bei der Umformung soll die Genauigkeit bis auf eine Einheit der

dritten Dezimale gebracht werden. Hierbei ist der Rechenschieber
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ausreichend. Wird hohere Genauigkeit verlangt, so miissen die ersten
Schritte mit andern Rechenhilfsmitteln erledigt werden; bald wird der
Winkel « so klein, daB der Rechenschieber wieder ausreicht. SchlieBlich
kann man sogar sinx und tga durch x selbst ersetzen.

Die Genauigkeit der Ablesung von cosx kann man durch die Be-

ziehung "
cosx =1 — Zsm27

erhdhen, denn sinﬁg ist auf dem Schieber leicht zu bilden. Damit

werden die Formeln fiir 4 und e

. . [»4
d’=d—esmo¢——2dsm27,

R . . -1
e’-——e—l—dsmoc—Zesmz—z—.

Aus tg2x = > folgt 2&, « und % . Damit berechnen wir die
Zuschlige i;étgoc —esing und +dsin?e, sowie —24d sinzg und
—2esinz X,

: 2
P2 . y3 22 vz zx xy '20§ o %
. a b c d - e f
5 1 2 4 1 —6 - |—56°18|—28°9" |—14°4
1605 | —1°605 0472 | —1-888
—0'472| —0°118
¢ b a f e d .
6605 | —0605 2 4:000 | —1006| 0 56°56’| 28°28/| 14°14’
—1-084| 1084 0-122| 0480
a c b d f e
6605 | —1°689| 3084 O —0884| 0480\ —14°4" |— 7°2/ |— 3°31/
0055 —0'055| 0059 —0°004
a b c d e f
6660 | —1689| 3029| 0059| 0 | 0476 0057 | 0028
+7 -7 '

6667 | —1°696 | 3029

Durch Addition ergeben sich die Koeffizienten der quadratischen
Form nach der ersten Umformung. Uber die Koeffizienten schreiben
wir die neu zu wihlenden Bezeichnungen a...f. Da d =0 ist, ver-
einfacht sich jetzt die Rechnung. Nach dem dritten Schritt ist « bereits
so klein, daB man 2« durch tg 2« ersetzen kann. Nach dem vierten
Schritt kann man aufhéren, da die an den Koeffizienten @, &, ¢ anzu-
bringenden Verbesscrungen bei der verlangten Genauigkeit nicht mehr
in Betracht kommen.
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Damit ist die quadratische Form auf eine Summe von Quadraten
gebracht, und ‘die Gleichung der Fliche lautet in den transformierten
Koordinaten

6667 x'2 — 1°696 9’2 + 3°029 2’2 + 3:801 =0
und 148t sich auf die Normalform
y2 72

T e 2T 3

=1

bringen. Die drei Halbachsen dieses zweischaligen Hyperbolids werden
3801 _ oo
5667 — V0570—07'55,
_1/3801 _ = .
b—l/rw—é— 2241 = 1497,

_ 3'801_ " .
_I/S‘_Ofé—“ 255 =1'120.

Um die Lage der Hauptachsen im urspriinglichen System (vor der
Umformung) zu bestimmen, kénnte man die einzelnen Drehungen am
bequemsten unter Benutzung komplexer Ausdriicke zusammensetzen.
Einfacher ist es jedoch, von den Methoden der analytischen Geometrie
Gebrauch zu machen.

Stellt F (xyz) =0 die auf den Mittelpunkt bezogene Gleichung der
Fliache dar, so kann man die Endpunkte der Achsen dadurch finden,
daB man die Punkte der Fliche aufsucht, in denen die Verbindungs-
linie mit dem Mittelpunkt mit der Flichennormale zusammenfillt.
Es miissen dann die Koordinaten xyz dieser Punkte proportional zu
den Richtungskosinussen der Normalen sein, also
0F OF OF
0z " dy " 9z "

Fiithren wir den Proportionalititsfaktor 1 ein und schreiben die Gleichung
der Fliche wieder in der Form

Fxy2) =aya® + ayy* + a5 22 + 202+ 20520 + 20,1y 4 afy =
so miissen die Gleichungen bestehen:

X1yiz=3—

5

1¢
}‘x:'iox anx 4 apy + a32=0,
10F
1}’:5’;7—“21’”‘*‘“223""“232'—‘0)
1 0F
lz=55;=a31x+a32y+a33z=0
oder
[(“11_;')x+”123’+4133 =0,
(38)

an %+ (ay — Ay + ay2=0,
l ay % + agy + (ag; — )z =
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Die gleichzeitige Erfiillbarkeit der drei Gleichungen bedingt das Ver-
schwinden der Determinante

y —4 a2 %3
(39) 4= ayy Age — A Agy =0.
a3 a3p Ay — 1

Somit ergibt sich eine kubische Gleichung fiir 1, deren Wurzeln,
wie man zeigen kann, identisch sind mit den bereits bestimmten Ko-
effizienten von 2’29’22’ nach der Zuriickfilhrung der quadratischen
Form auf eine Summe von Quadraten. Durch Einsetzen in die Deter-
minante kénnen die gefundenen Werte gepriift werden.

Wenn die Determinante der Koeffizienten verschwindet, werden
die homogenen Gleichungen (38) von drei Werten xy z erfiillt, die sich
wie die Unterdeterminanten einer Zeile verhalten. Da das System
symmetrisch ist, konnen die Unterdeterminanten einer Zeile auch durch
die einer Kolonne, etwa der letzten, ersetzt werden:

Xiyiz=A Ay Ay,
Zu ihrer Berechnung setzen wir

(@y — Dx + apy + apz=u,
(40) an% + (@ — )y + anz =10,

A% + apy + (@3 — )z=w
und kehren das Funktionssystem um. Dann wird nach Formeln der
Determinantentheorie z. B.

Az=A,u+ Apv+ d5w.
Bei der Umkehrung unserer Gleichungen muB sich daher einmal nach
(39) ergeben, daB der Koeffizient von z verschwindet, andrerseits ver-
halten sich die Koeffizienten von #vw wie die Lésungen x y z des Systems
(38). Die Richtungskosinusse der Achsen bekommen wir aus ihnen durch
Division mit der Wurzel aus der Summe ihrer Quadrate, die man zweck-
miBig nach der im 1. Kapitel geschilderten Methode (S. 28) bestimmt.

Fiir den Wert 1 = 6667 ergibt die Umkehrung der Gleichungen (40)

das folgende Bild. Die letzte Spalte enthalt die Wurzel aus der Quadrat-
summe der Koeffizienten von % v w, wihrend die letzte Zeile die Richtung
Kosinusse der x’-Achse gegen die x-, y- und z-Achse angibt.

x ¥y z “ v o
— 1667 —3 05 1
— 5667 2 1
5399 09 — 18
— 4667 1
015 03
— 0268 11 —18 1
— 4517 03 i 1
4517 — 7'388 4104
o’ — 7088 4104 1 8251
— 0859 0497 o2t
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Fir den Wert 2 = —1'696 ergeben sich die Richtungskosinusse

der y’-Achse gegen die x-, y- und z-Achse

z ¥ z " v w
6696 —3 05 1
2696 2 1
— 1344 0224 0448
3696 1
— 0037 — 0075
1352 2224 0448 1
3:659 — 0075 1
— 3659 — 0737 — 1645
4] — 0812 — 1°645 1 2089
— 0389 —0787 0478
SchlieBlich ergeben sich fiir 4 = 3029 die Richtungscosinusse der
Z-Achse ’
z y F3 “ v w
171 —3 05 1
— 2029 2 ) 1
— 4566 0761 1522
— 1029 1
— o127 — 0254
— 6°595 2761 1°522 1
— 1156 — 0254 1
1156 0638 0419
0 0384 0419 1 1150
0334 0364 0869

§ 24. Das Fehlergesetz.

~ Die Methode der Kleinsten Quadrate, die bisher nur als plausible
Annahme erschien, kann unter gewissen Annahmen aus der Wahrschein-
lichkeitsrechnung hergeleitet werden. Dabei wird sich gleichzeitig ein
tieferer Einblick ergeben, welche Rolle die quadratische Form £ in
der Ausgleichungsrechnung spielt.
" Wir gehen zunichst von der Annahme aus, daB bei wiederholter
Messung jedesmal ein derselben Quelle entstammender Fehler v auf-
tritt. Wir k6nnen dann von einer Wahrscheinlichkeit sprechen, da8 ein
Fehler vorkommt, dessen GréBe zwischen einem bestimmten Werte
v und v + ¢ liegt.
Zu einer graphischen Darstellung gelangen wir, wenn wir v als
Abszisse auf eine in gleiche Teile ¢ gestellte horizontale Achse auftragen.
— bis =
wisse Anzahl von Fehlern, und diese Zah! wollen wir in ihrem Verhiltnis
zur Gesamtzahl der Fehler durch die Fliche eines Rechtecks mit der
Grundlinie ¢ ausdriicken (Abb. 8).
Die Fliche eines jeden Rechtecks gibt ein MaB der Wahrscheinlich-
keit dafiir ab, daB der Fehler gerade in dem betreffenden Intervall liegt-

In einem bestimmten Intervall liegt dann eine ge-
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Der OrdinatenmaBstab muB so gewahlt sein, daB die Summe der Recht-
ecksflichen gleich 1 wird, denn die Wahrscheinlichkeit, daB ein Fehler
innerhalb der Grenzen aller. iiberhaupt vorkommenden Fehler liegt,
ist die GewiBheit.

Lassen wir nun eimmer kleiner werden und gleichzeitig die Anzahl der
Messungen beliebig groB, so geht der obere Rand der Rechtecke in eine
Kurve iiber, deren Ordinaten wir mit ¢ (v) bezeichnen wollen (Abb. 9).

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Fehler zwischen den Grenzen
a und b vorkommt, wird jetzt durch das Integral

b
[o@av
a
angegeben. Der MaBstab der Ordinaten ist so zu wihlen, daB

f(p_(v) dv=1

Wird, wenn 7 und s die Grenzen sind, innerhalb derer die Fehler liegen.

A N

~#¢ ~3e <z —z e 2 3¢ 4
Abb. 9.

Gaupf hat fiir ¢ (v) die Funktion

Lz
@)=Ce ¥
eingefiihrt, die eine merkwiirdig gute Ubereinstimmung mit den Beob-
achtungen zeigt. Allerdings 1iBt sie den Umstand unberiicksichtigt,
daB es bei vielen Messungen eine endliche obere Grenze fiir den Fehler
gibt. Ist namlich w diese obere Fehlergrenze, so liefert

P

fCe Wiy

immer noch einen, wenn auch wenig von Null verschiedenen Wert,
d. h. eine Wahrscheinlichkeit fiir das Vorkommen von Fehlern ober-
halb der Grenze .

§ 25. Herleitung des Fehlergesetzes aus der
Wahrscheinlichkeitsrechnung.
Man kann die GaufBsche Fehlerfunktion auf folgende Weise aus

der Wahrscheinlichkeitsrechnung herleiten. Wir nehmen zu diesem
Zweck an, daB sich der Beobachtungsfehler jedesmal aus einer gro8en



80 Ausgleichungsrechnung.

Zahl von Elementarfehlern aufbaut, die unter sich gleich groB sind und
von denen jeder mit gleicher Wahrscheinlichkeit positiv oder negativ
auftreten kann. Der Beobachtungsfehler entsteht als algebraische
Summe der einzelnen Elementarfehler.

Wir nehmen zunichst einmal 20 Elementarfehler von der GréBe ¢
an. Treffen alle Einzelfehler bei einer Messung mit positivem Vorzeichen
zusammen, so entsteht ein Beobachtungsfehler » = +4-20¢. Die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Auftreten dieses extremen Wertes ist nach den
Gesetzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung

2_13)
denn es gibt nur einen Fall unter 220 mdglichen.

Ist ein Fehler negativ, alle anderen aber positiv, so entsteht ein
Beobachtungsfehler v = 4-18¢. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist
U
1 2™
Bei zwei negativen und 18 positiven Elementarfehlern entsteht-der
Beobachtungsfehler v = +16¢, und die Wahrscheinlichkeit fiir sein
Auftreten ist 20-19 1

1.2 28°

Treten allgemein $ negative Elementarfehler auf, so betrigt der
Beobachtungsfehler v = (# — 2p)e. Die Wahrscheinlichkeit wird
unter Benutzung des Symbols fiir die Binomialkoeffizienten

1 (20
2% < p ) :
In Dezimalbriichen ausgedriickt haben die Wahrscheinlichkeiten
folgende Werte:

Wahrschein-

Gesamtfehler lichkeit
0o 017 620

+ 2¢oder — 2¢ 16018
+ 4 ,, — 4¢ 12013
+ 6¢ ,, — 6¢ 7393
+ 8¢ ,, — 8¢ 3696
+10¢e ,, —10¢ 1479
+12¢ ,, —12¢ 462
+14e ,, —14¢ 109,
+16¢ ,, —16¢ 18
+18¢ ,, —18¢ 2
+20e ,, —20¢ (o]

Sind allgemein unter # Elementarfehlern p negative vorhanden,
so betrigt der Gesamtfehler v = (» — 2$)¢ und seine Wahrschein-
lichkeit 1

(o)
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LaBt man nun % und p gleichzeitig unendlich gro8 werden, wihrend
v konstant gehalten wird, so daB ¢ der Grenze Null zustrebt, so erhilt
man durch diesen Grenziibergang die Gaufsche Fehlerfunktion

Die Konstante % hingt ab von der Art des Grenziiberganges und gibt
den Grenzwert von )2 an.

Die Summe aller Wahrscheinlichkeiten ist bei unendlich vielen
Elementarfehlern durch das Integral

oo

L Fr
e ®dv
hy=

—00

zu ersetzen und gibt wie frither den Wert 1.

Die Konstante 4 liefert ein MaB8 fiir die Genauigkeit einer Beobach-
tungsreihe. Denken wir uns nimlich die Kurve ¢ (v, /) einmal fiir
einen Wert %; und ein zweites Mal fiir einen Wert %, gezeichnet, wobei
h, = 2 hy sein soll, so geht die Kurve ¢, aus der Kurve g, dadurch hervor,
daB man ihre Ordinaten verdoppelt und ihre Abszissen halbiert. Die
Kurve ¢, wird also vom Anfangspunkt bis zu einem Punkte v, denselben
Flicheninhalt mit der v-Achse einschlieBen, wie ihn die Kurve ¢, bis zu
dem Punkte 27, einschlieBt. Die Wahrscheinlichkeit, daB ein Fehler
bei g, zwischen 0 und v, liegt, ist demnach ebenso groB wie die, daf bei
@, ein Fehler zwischen 0 und 2w, liegt. Mit anderen Worten, die Be-
obachtungsreihe ist fiir A, doppelt so genau wie fiir %, .

Der durchschnittliche Fehler wird dargestellt durch das Integral
iiber die GroBe v des Fehlers, multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit
seines Eintretens. Das Integral

+ o0

fvzp(v)dv

- oo

verschwindet jedoch, da ¢ (v) eine gerade Funktion ist.
GauB benutzt den durchschnittlichen Wert der Fehlerquadrate

+00 o
mt =" /z}ze—ﬁdv=£i
BY= 2
— oo

und bezeichnet m als den mittleren Fehler. Fithrt man » an Stelle von
h ein, so wird die Fehlerfunktion
vl

— L
PO = et

Runge-Kénig, Vorlesungen. 6
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§ 26. Ableitung des mittleren Fehlers der Unbekannten aus
den Normalgleichungen.

Kehren wir nun wieder zu dem System # linearer Gleichungen mit
m Unbekannten zuriick (# > m)

ax+by+ .. hhw—IL=v pv=1-2...m),

so erhalten wir bei irgendeiner Annahme iiber die Werte der Unbekann-
ten fiir jeden Fehler v, eine Wahrscheinlichkeit ¢ (v,) dv, dafiir, daB er
zwischen v, und v, 4+ dv, liegt. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ein-
treten der Kombination, dal gleichzeitig der erste Fehler zwischen v,
und v, +dv,, ... der »* Fehler zwischen v, und v, 4 dv, legt, ist
gleich dem Produkt der einzelnen Wahrscheinlichkeiten, also gleich

@) dv, - @(vy)dvy...p(vs)dvy.

Da nun K
v

e~2m’

(0) = —
P = an
ist, so wird das Produkt der Wahrscheinlichkeiten

2
( 1_)”5_7'7’417) dvy...dv,
my2x 1 "

wenn wie frither Q = [vv] gesetzt wird.

Liegt nun eine Reihe von Beobachtungswerten I,7,...7, vor, so
wiahlen wir dasjenige Wertesystem x y... w aus, das jene Wahrschein-
lichkeit zu einem Maximum macht, verlangen also, daB £ = [vv] ein
Minimum wird. Denn bei einem tatsachlich eingetretenen Ereignis ist
die Wahrscheinlichkeit einer Hypothese dariiber, wie das Ereignis zu-
stande gekommen ist, der Wahrscheinlichkeit proportional, mit der das
Ereignis zu erwarten wire, wenn die Hypothese als richtig an-
genommen wird.

Die Funktion £ wird, wie wir frither gesehen haben, eine
quadratische Form der Verinderlichen xy...w wund 1iB8t sich
durch passende Substitution neuer Verinderlicher x”"...w" auf eine
Summe von Quadraten transformieren (S. 67). Unter Benutzung
der Gaupfschen Schreibweise fiir die Koeffizienten der transfor-
mierten Form wird

Q=Tlaalx'? 4 [bb, 1]y + ... [kk, n— 1w +[II, n].
Soll £ ein.Minimum werden, miissen die neuen Verinderlichen
2’y’...w" einzeln verschwinden. Die Wahrscheinlichkeit fiir die Kom-
bination irgendwelcher Werte x”y’...w’ ist jetzt proportional zu

_[_aﬂx'i _{bb,i]L'-‘ _[kk,n—i]w"

e 2m? ‘e 2m? e 2m?
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Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die letzte Verinderliche einen
bestimmten Wert %’ annimmt, erhalten wir durch Integration dieses

Produktes iiber alle moglichen Werte von x’y”... Sie wird demnach
proportlonal zu LI
e 2m?

Nun unterscheidet sich bei der Transformation %’ von w nur durch
eine additive Konstante. Beiden kommt daher der gleiche mittlere
Fehler m,, zu. Damit wird die Wahrscheinlichkeit, da8 w’ zwischen »’
und @'+ dw’ liegt, durch den Ausdruck

w3
! Tl dw’

moVzn

angegeben. Durch Vergleichung der beiden Ausdriicke finden wir den

mittleren Fehler m
My = ———— .
V[k k,n—1]

Im Nenner steht der bei der Reduktion der Normalgleichungen
als Koeffizient von w allein iibrigbleibende Faktor. Um den mittleren
Fehler der anderen Verdnderlichen xy... zu finden, kann man die
Reihenfolge der Rechnuing so abindern, daB jedesmal die Verinderliche
an die Stelle von w tritt, deren mittleren Fehler wir suchen.

Sind jedoch mehr als zwei Verdnderliche zu bestimmen, so wird die
Wiederholung des Eliminationsverfahrens unbequem. Daher hat bereits
Gaup einen andern Weg zur Bestimmung der mittleren Fehler der
Unbekannten eingeschlagen.

Wir gehen wieder von dem symmetrischen System der Normal-
gleichungen aus. Die 1 enthaltenden Glieder lassen wir fort, da sie fiir
das Folgende nicht in Betracht kommen:

x y w

[2a] [ab]...[ak]
(ba] [6%]...[bA]

(ka] [kD]...[RE]

Durch Einfilhrung der neuen Verdnderlichen "y’ ... entsteht das
System:

4 ¥y z v’ 4

[aa] 0 0.... ...0 0

0 [b51 0........ 0 0

0 0 [ce,2] ... ... 0 0

0 0 0..... (i1, n — 2] 0

0 0 0. ... 0 (k& n—1]
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Die Rechnung, die zu diesem System fiihrt, besteht in der wieder-
holten Addition einer mit einer Konstanten multiplizierten Reihe zu
einer anderen. Nach einem bekannten Satze wird dadurch weder der
Wert der Hauptdeterminante, noch der irgendeiner Unterdeterminante
geandert. Dann lassen sich aber die Diagonalglieder des zweiten Schemas
darstellen als Quotienten der Hauptminoren der Determinante des
ersten Schemas. Es ist faal(at] . . . [eH]

(kk, n —1][ii, n—2]...[bb,1][aa] = [b:“] [b:b] - A

[kal (] . . . [RH]

und
[@a]{ab]. .. [a1]
bal(bt] . . . [b
lii,n—2]...[bb, 1][ad] = [:“][:] -:ﬂ .
[ia][i8] . .. [i ]
Mithin wird el o
_ thal . . . [EA]
(b == ear en | -
lia]. .. [

Das Quadrat des mittleren Fehlers von w wird also gleich

[aa]

m? ['k k]

=Shkhr—1_ |[aa] m?.

My

[4]

Um auch die mittleren Fehler der anderen Unbekannten auf die
gleiche Form zu bringen, setzen wir

[aa]x'—i— [ably + ...[aklw =X,
[(balx +[bb]ly + ... [bklw =Y,
(halx + [kbly + . . . [Fhlw =W .

Da wir in der Ausgleichungsrechnung stets voraussetzen diirfen, daB
die Determinante des Gleichungssystems nicht verschwindet, lassen sich
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%y...w durch X Y...W ausdriicken. Nach den Regeln der Determi-
nantentheorie wird beispielsweise

(ad]
w-| - . |=D,X+D,Y+...D,W,
L2
wobei D, D, ... D, die Unterdeterminanten der letzten Kolonne sind,
also [ad]

D,= e

(4]
Dividiert man noch durch die Determinante

(ad]
(k4]
so stellt der Koeffizient von W mit m? multipliziert das Quadrat des
mittleren Fehlers von w dar.
Haben wir fiir #y...w als Funktionen von XY...W das System

gefunden x=A,X + ALY + ... 4, W,
Yy :AZIX + AggY + o . A2‘mVV’

w=AmnX+A4uY +. ... AunW,

so hitten wir durch andere Reihenfolge auch z.B. y in die letzte Zeile
bringen konnen und dann in A4,, mit m?2 multipliziert das Quadrat des
mittleren Fehlers von y gefunden. Daraus schlieBen wir, daB in dem
obigen System die Diagonalglieder 4, 4, ... 4,y nach Multiplikation
mit m? die Quadrate der mittleren Fehler von xy...w ergeben.

Die mittleren Fehler der Unbekannten konnen daher bei einer ein-
maligen Reduktion durch Umkehrung des Systems der Normalgleichungen
gefunden werden, eine bereits im 2. Kapitel (S. 41) behandelte Aufgabe.

§ 27. Aufgaben zum 3. Kapitel.

1. Die mit der unteren Teilung eines 25 cm langen Rechenschiebers
bei der Multiplikation erreichbare Genauigkeit soll ermittelt werden.
Zu diesem Zweck ist eine Reihe von Produkten gleichzeitig mit dem
Rechenschieber und der Maschine berechnet worden. Wegen der Ver-
dnderlichkeit des absoluten Fehlers (vgl. § 4) sind die Produkte in Grup-
pen zu je fiinf zusammengefaBt worden. Der mittlere Fehler ist fiir
jede Gruppe zu berechnen und als Ordinate zu dem durchschnitt-
lichen Produktwert einer Gruppe aufzutragen. Die Approximation der
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erhaltenen Punkte durch eine durch den Nullpunkt gehende Gerade
liefert den mittleren Fehler relativ zur GroBe des Produkts.

Produkt auf vier Produkt auf vier
Faktoren Ziffern Faktoren Ziffern
Rechen- Rechen-
schieber genau schieber genau
1271 - 892 1134 1134 1276 - 492 6020 6023
2016+ 673 1358 ‘1357 1823 - 3437 6260 6266
3265 474 1550 1548 2176+ 2975 6470 6474
3231 538 1740 1738 1051+ 634 6670 6663
1037 - 1889 1959 1959 788 - 869 6850 6848
1189 - 1746 2075 2076 1437+ 492 7070 7070
2312+ 983 2273 2273 2115 - 3489 7380 7379
3188 781 2492 2490 2534 2973 7530 7534
504 - 532 2682 2681 1516 - 507 7690 7686
1087 - 2625 2854 2853 839+ 941 7900 7895
1452 - 2143 3114 3112 1185+ 683 8100 8094
1384 - 2387 3303 3304 2057 + 406 8350 8351
3675+ 971 3567 3568 2641 - 3248 8580 8578
3966 - 953 3783 3780 1838 - 479 8800 8804
618+ 639 3950 3949 1034 -+ 862 8920 8913
1482 - 2724 4040 4037 1228+ 736 9030 9038
1996 - 2149 4290 4289 1753+ 529 9280 9273
1325-3371 4470 4467 2965 - 3189 9460 9455
504 - 917 4620 4622 2077 - 464 9640 9637
603 - 808 4870 4872 1132+ 881 9980 9973
1416 - 3641 5160 5156
2015 - 2649 5340 5338
15523565 5540 5533
574+ 997 5720 5723
713+ 838 5980 5975

2. Die folgenden, an verschiedenen Orten und nach verschiedenen
Methoden gewonnenen Werte fiir die Aberrationskonstante sind unter-
einander auszugleichen, und zwar einmal unter Benutzung aller Werte
und zweitens unter AusschlieBung der vier letzten Beobachtungen
wegen des Verdachts regelmiBiger, nicht mehr zu ermittelnder Fehler.

Aberr.-Konst. ‘ Gewicht
20”53 6
20” 514 22
20" 525 24
20” 523 151
207 48 5
20”7 45 5
20”7 46 5
20”43 2
20”7 44 1
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3. Zu den nachfolgenden Abszissen x sind die Ordinaten y der
Punkte einer geraden Linie aus der ersten und letzten Ordinate berechnet
worden. AuBer der ersten und letzten Ordinate sind aber noch die
4., 6., 7., 10., 11. und 14. Ordinate bekannt und in der dritten Spalte
verzeichnet. Danach sind die zwischenliegenden Ordinaten zu verbessern
und ihre mittleren Fehler anzugeben. Die Abszissen konnen als fehlerfrei
angesehen werden.

Bekannte
# y Ordinaten
95634 4236'118 4236°118
11107-8 38977
145708 45387
157690 47605 47604
172222 50:296
17579'6 50957 50948
228154 60649 60656
285822 71-324
28909°5 71:930
346456 82'549 82:567
362934 85°599 85614
395482 91-624
409872 94288
437642 99428 ' 99-424
492280 4309543
523138 15255 4315255

4. Von einem Punkte A aus sind nach bekannten Zielpunkten
P,, P,...P; an dem Horizontalkreis des Theodolithen folgende Ab-
lesungen gemacht worden:

Zielpunkt Ablesung Gendi};e;felggét:;ung
P, 10° 107 19”4 395 km
P, 65° 9 1571 491,
P, 120° 577 30”0 20+,
P, | 186°31748”8 235,
Py | 314° 591572 220 ,,

Damit sind aus den bekannten Koordinaten der Zielpunkte Nihe-
rungswerte fiir die Koordinaten von 4 berechnet worden (wozu bekannt-
lich schon drei Zielpunkte ausreichen). Mit diesen N#herungskoordi-
naten sind nach der Formel

_Yp— Yy
tg (p - Xp — Xy
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die Winkel @ angenihert berechnet worden, die die Richtungen 4 P mit
der x-Achse des Koordinatensystems bilden.
v

(Py) 24°15 20”0,

(P  79°14 1477,

(Py) 135° 23170,

(P,) 200° 36’ 46”7,

(Ps) 329° 4 1472.

Wenn die Beobachtungen fehlerfrei und die benutzten Koordi-
naten von A genau wiren, diirften sich diese Werte von den beobach-
teten Winkeln nur um eine Konstante u
unterscheiden, die der Nullpunktsrichtung
des Horizontalkreises des Theodolithen ent-
spricht (siehe Abb. 10) ; die Koordinatenachsen
sind so angenommen, wie es bei geodétischen
Messungen in Deutschland iiblich ist.

Der unbekannte Winkel # und die kleinen
Verbesserungen & und 7 der Koordinaten des
Punktes 4 sind nach der Methode der klein-
sten Quadrate zu berechnen. Ferner sind
die mittleren Fehler von & und # zu be-
2 Abb. 10. stimmen.

5. Von welcher Art ist die durch die Gleichung

224392+ 522 —1'5yz2 — 0728 — 112y =0

dargestellte Fliche zweiter Ordnung?
6. Die quadratische Form

3x% — 15y  + 28+ 35y2 — 25%y

ist durch orthogonale Substitutionen auf eine Summe von Quadraten
zu transformieren.

B




Viertes Kapitel.
Ganze rationale Funktionen.

§ 28. Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division
ganzer rationaler Funktionen.

Unter einer ganzen rationalen Funktion nten Grades einer Ver-
inderlichen versteht man eine Funktion

=a a,x + ax% 4 ... apan.
y 0 1 2

Dabei kénnen die Koeffizienten a,a,a,...a, irgendwelche positiven
oder negativen, rationalen oder irrationalen Werte haben, die in einem
speziellen Falle als ganze Zahlen oder Dezimalbriiche gegeben sind.
Unendliche Dezimalbriiche miissen zur Rechnung auf eine bestimmte
Anzahl von Stellen abgekiirzt werden.

Bei einer beliebigen rationalen Funktion lassen sich bekanntlich
alle Summen auf einen Generalnenner bringen, d. h. eine rationale
Funktion ist darstellbar als Quotient zweier ganzer rationaler Funk-
tionen. Bei numerischen Rechnungen kénnen wir uns daher auf die
Berechnung von ganzen rationalen Funktionen beschrinken.

Eine ganze rationale Funktion pflegt man nach Potenzen der un-
abhingigen Verinderlichen zu ordnen. In der oben angefithrten Form
ist die Funktion nach wachsenden Potenzen von x geordnet, ebensogut
hitte man sie nach fallenden Potenzen ordnen kénnen:

Y=, 2"+ a, 2"+ La,.

Beim Hinschreiben der ganzen rationalen Funktion lassen wir der
Kiirze halber die Potenzen von x fort. Durch die Stellung der Koeffi-
zienten allein ist ja auch schon zur Geniige bestimmt, mit welcher
Potenz der Verinderlichen sie zu multiplizieren sind, sobald man noch
beim ersten Koeffizienten durch Angabe des Potenzexponenten fest-
legt, ob die Funktion nach steigenden oder fallenden Potenzen geordnet
ist. Wir erhalten nach steigenden Potenzen geordnet

0
Aoy Ay ... 0y,
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und nach fallenden ”
Ayly_y ... 4.

Diese Abkiirzung ist analog der dekadischen Schreibweise einer
Zahl gebildet. Hier sind die Glieder nach fallenden Potenzen von 10
oder auch nach steigenden Potenzen von 01 geordnet, und auch hier
werden die Potenzen fortgelassen und nur durch die Stellung der Ziffern
angedeutet.

Die vier Grundrechnungsarten lassen sich mit ganzen rationalen
Funktionen ganz &hnlich ausfithren wie mit dekadisch geschriebenen
Zahlen. Die Addition und Subtraktion wird ohne weiteres ausgefiihrt
durch Addition oder Subtraktion der Koeffizienten gleicher Potenzen.

Bei der Multiplikation zweier ganzer rationaler Funktionen

0
aya,a,...4a,

und
0
bod by ... 0,
rechnet man von links nach rechts, etwa nach folgendem Schema:
(@ a ay..... Gn-y @)+ (Bobyby. .. by 1by)
agby a by ayby...an_1by ay,b,
agh, ayby........... Am-1by  anby
Aobg v Gp_1by @b,

ayby (a by + agby) (b9 + ay by + agby) . ..

Das gleiche Verfahren 148t sich auch auf die Multiplikation von
Dezimalbriichen anwenden. Man kann die Addition im Kopf ausfithren
und dabei das Ergebnis von links nach rechts hinschreiben; bei geniigen-
der Genauigkeit bricht man die Rechnung ab. _

Fiir die Division 148t sich das bei Dezimalbriichen iibliche Ver-
fahren sofort iibertragen. Wir erhalten fiir den Quotienten der beiden
Funktionen o

fx) =aga,a,...a,
und 0
g(x) = bybyby...0,
das folgende Schema:

a a)
(@ ay ay... a,):(bybyby... b)) =-"+2x+ ...
bO bO
B0 5 %o
a“blb,, bzbo"'
ay, as...
’
a; blz—;...

as ...
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%
by
multiplizierten Divisor vom Dividenden ab. Als Rest blei™t eine ganze
rationale Funktion 1 :

g ) =da...,

Vorausgesetzt daB &, nicht verschwindet, ziehen wir den mit

die die nullte Potenz nicht mehr enthilt. Von g’ ziehen wir den mit
%"— multiplizierten Divisor ab usw. Wir konnen beliebig weit fort-
0
fahren, ohne da im allgemeinen der Quotient abzubrechen braucht.
Wenn b, = 0 ist, der Divisor also mit einer von Null verschiedenen
Potenz beginnt, so sei b, der erste nicht verschwindende Koeffizient.
Man kann dann #? herausziehen und zunichst durch die mit der nullten

Potenz beginnende Funktion
0
bpbpsy-..0n

dividieren. Nachtraglich muB der Quotient noch durch x? geteilt
werden.

Ahnlich gestaltet sich die Division, wenn die beiden Funktionen
nach fallenden Potenzen geordnet sind. Die Division der ganzen ratio-
nalen Funktion

n

(1) gx)=a,a,_1a,_5...a,a,

durch die Funktion x — $ geschieht in folgender Gestalt:

n—1
(an @n_1 Ay ... a, a):(x—pP)=asan-1ap_2...a
n ‘_anp
a;—l An-2
n1 —apap

’
Ap-2

a

_a’zﬁ
ay  a,
ay —ayp

ay.

Bei der praktischen Rechnung kann die Wiederholung der Koeffi-
zienten vermieden werden. Die Rechnung 148t sich sehr bequem in
drei Zeilen anordnen:

Ay @n_y Ap_3... 4y  a,
pa, pan-1...pax paj

a, an_y an_a...

ay ]a().
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a, wird mit p multipliziert und zu a,_; addiert, es entsteht aj_;. a1
wird wieder mit p multipliziert und zu a,_, addiert, das Ergebnis ist
a@n-2 usw. SchlieBlich bleibt der Rest @} allein iibrig. Die wiederholten
Multiplikationen mit dem gleichen Faktor p lassen sich sehr bequem
mit dem Rechenschieber oder, wenn seine Genauigkeit nicht ausreicht,
mit der Rechenmaschine durch eine einmalige Einstellung finden.

§ 29. Das Hornersche Schema.

Man kann diese Rechnung dazu benutzen, den Wert der ganzen
rationalen Funktion (1) an einer Stelle x = p zu berechnen. Denn setzen

wir den Quotienten
- n—1

Anln_1Gy-3...81 =g (%),

so wird bei der Division von (1) durch x —

ngz,:&(x) +xiop
oder
(2 g) =g () (x—p) +a,
und wenn wir ¥ = p setzen:
gp)=ap.

Dieses Verfahren fiithrt sehr viel schneller zum Ziel, als die Berech-
nung durch Bildung der Potenzen von $, Multiplikation mit den Koeffi-
zienten und Addition der einzelnen Glieder.

Das Verfahren liefert aber noch mehr. Dividieren wir namlich
den Quotienten, die ganze rationale Funktion (1 — 1)t® Grades

n—1
%) = andh_y. . aa}
erneut durch x — p, so entsteht als Quotient eine ganze rationale Funk-
tion (n — 2)** Grades, die wir in entsprechender Bezeichnung schreiben
n—2
g2 (%) = azay_1...a8,
und es bleibt als Rest 4. Somit wird

8 = 82 (5~ p) +af.

Entsprechend konnen wir fortfahren und erhalten

() =g (x) (x— p) + af’
gn-1(¥) = gn (%) (x — p) + 4y,
&n (x) = ay -
Jedesmal verringert sich der Grad des Quotienten um eine Einheit, und
gn (x) ist schlieBlich konstant.
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Multiplizieren wir die Funktionen g (x), g2(x) ... gn-1(%), g (%)
der Reihe nach mit (x —p), (x —p)%...(x —p)"!, (x—$)" und
addieren die Produkte zu g(x), so erhalten wir fiir g (x) die Darstellung

3 g =aptailx—p) +af(x—pP+...a(x—p).
Damit haben wir die Funktion g(r) nach Potenzen von x — p

entwickelt, d.h. die Taylorentwicklung der Funktion an der Stelle

x = p gewonnen:

g =)+ L e )+ E P —ppr g E P (e,

Die aufeinanderfolgenden Divisionen durch ¥ — $ lassen sich sehr
bequem in das von Hormer angegebene Schema einordnen:

n An_1 Ap_2 ... 04 31 @
pa, pan.y ... pas pas 1

a, an_y an_y ... ag ay ! a;
pan  pan-y ... pay  pa;

a, al., a4l ... af | a
pan  pag~y ... pay

a, @y,  ale ...|ay

o E T
pan

@ | 4™,

Die Taylorentwicklung findet mancherlei Anwendung. Namentlich
wenn x in der Ndhe von p liegt, erweist sich eine Entwicklung nach Poten-
zen von x —p als zweckmiBig. Man kann dann von einer bestimmten
Stelle an die Potenzen von x — p vernachlissigen, also die Funktion durch
eine ganze rationale Funktion von niedrigerem Grade approximieren.

§ 30. Anwendung auf die Auflésung einer algebraischen
Gleichung.

Von dieser Entwicklung kann man vorteilhaft Gebrauch machen zur
Berechnung der Wurzeln einer Gleichung # ten Grades, die ja durch Null-
setzen einer ganzen rationalen Funktion entsteht. Kennt man néamlich fiir
eine Wurzel einen Niherungswert x; = p, so kann man die Funktion an
der Stelle x = $ entwickeln und sich dabei auf die Glieder erster Ordnung
beschrinken. Aus den beiden ersten Gliedern ergibt sich eine Verbesserung
des Naherungswertes. Durch mehrmalige Wiederholung der Entwick-
lung kann man die Wurzeln mit beliebiger Genauigkeit annahern.

Beispiel: Die Gleichung

#t — 628 4+ 1342 —14x + 5 =0
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hat eine reelle Wurzel in der Nahe von x =3 . Wir setzen x — 3 = &,
und entwickeln nach Potenzen von A;:

4
p=3 1 -6 13 — 14 5
3 -9 12 -6
‘ 1 -3 4 -2 | -1
3 0 12
1 0 4 | 10
3 9
1 3 | 13
3
1t | 6

M+ 6k + 138 4+ 10k, — 1 =0.

Da fiir die gesuchte Wurzel %, klein ist, finden wir einen Naherungs-
wert fiir die Wurzel dieser Gleichung durch Vernachlissigung der hoheren
Potenzen von A, . Es ist nahezu

10k, —1 =0 oder A =01.
Wir setzen b — 0'1 = &, und entwickeln nach Potenzen von 4,:
4

P =01 1 6 13 10 —1

01 061 1-361 11361

1 61 1361 11:361 | 01361
ot 0'62 1°423

1 62 1423 | 12784
01 063

1 63 | 1486
01

1 | 64

BS + 6415+ 14'86 k% + 12784 hy + 01361 .
Wiederum ist 4, klein, und wir finden aus
127784 hy + 01361 = 0

den Naherungswert 7, = —0'01 .
Die Entwicklung nach Potenzen von Ay = hy, + 0°01 ergibt
s

p=—001 1 64 1486 12:784 01361

—001  —00639  —0147961  — 012636039

1 639 14:7961 12'636039 | 000973961
— 001 — 00638 — 0147323

1 638 147323 |  12:483716
—001  —00637

1 637 | 14:6686
— 00t

| 636

kS + 636 B + 14°6686 K3 + 12:488 716 hy + 0°0097 3961 .
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Fiir A, ergibt sich der Naherungswert

hy = — 00008 .
Auf diesem Wege kdnnte man fortfahren und die Wurzel der Gleichung
immer weiter approximieren. Bald wiirde aber die immer wachsende
Zahl der Ziffern in den Dezimalbriichen l4stig werden. Darum empfiehlt

es sich, sobald die Anndherung weit genug fortgeschritten ist, ein anderes
Verfahren einzuschlagen. Schreiben wir die Gleichung fiir /; in der Form

— 12:488 716 hy = 0°0097 3961 + 14°6686 k3 + 636 I} + K,

so koénnen zur Berechnung des Naherungswertes auch die hoheren
Potenzen von %, herangezogen werden. Fir den Niaherungswert

hy = —0°0008 wird 146686 K = 000000939,

wihrend 636 43 + A3 fiir die ersten acht Dezimalen nicht in Betracht
kommt. Damit erhalten wir einen besseren Naherungswert aus

—12'488 716 hy = 0°0097 3961 + 0°00000939 = 0°0097 4900,
hy = —0°000 780625 .

Mit diesem Werte 148t sich die rechte Seite der Gleichung noch genauer
ermitteln. Wir finden

und aus 14°6686 &3 = 0°0000 0894

— 12'488 716 h3 = 0°0097 3961 + 00000 0894 = 0°0097 4855
den genaueren Niherungswert
hy = — 0°000 780588,

der bereits mit allen hingeschriebenen Ziffern richtig ist, denn eine
erneute Berechnung wiirde keine Anderung in den beriicksichtigten
Ziffern des quadratischen Gliedes ergeben.

Fiir die gesuchte Wurzel finden wir durch Addition sidmtlicher
Niherungswerte

x =3+ hy + hy+ hy = 37089219412 .

Die Genauigkeit von h; wiirde sich auf dem eingeschlagenen Wege
leicht steigern lassen, nur miiBten dann auch die héheren Glieder in der
Gleichung fiir %, beriicksichtigt werden.

Das allgemeine Prinzip, das diesem Verfahren zugrunde liegt,
werden wir im 6. Kapitel kennenlernen.

§ 31. Die Produktentwicklung.

Wir gehen wieder von der Gleichung (2) aus, dividieren aber jetzt
die ganze rationale Funktion
n—1
g(x)= a, ap_.1...d5a}
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durch eine andere lineare Funktion x —¢. Es entsteht nach dem
Hornerschen Schema

8u(0) =g (%) (x — g) + 4.
g» (x) dividieren wir durch x — » und erhalten
g () =g (v) (v —7) + 4.

So fahren wir fort unter Benutzung immer neuer linearer Divisoren und
erhalten schlieBlich
gn-1(0) = u () ( —w) + &7
g (@) = an -

Setzen wir alle ganzen rationalen Funktionen g, (x) in g(¥) ein, so
erhalten wir fur g(x) eine dhnliche Entwicklung wie (3), nur schreitet
sie jetzt nicht nach wachsenden Potenzen, sondern nach Produkien von
wachsender Faktorenzahl fort

@ { () =yt allx — ) +a¥ 5 — ) (& — ) ...
talE—pE - —1)... (5 —w).

Diese von Newton eingefihrte Entwicklung kann in vielen Fallen
ahnlich wie die Taylorentwicklung gebraucht werden. Sie laBt sich zwar
nicht so bequem differenzieren und integrieren wie diese, bietet dafur
aber bei der Approximation grofBe Vorteile. Ahnlich, wie man die
Taylorentwicklung abbrechen kann, wenn man kleine Werte von x — ¢
betrachtet, kann man hier die hoheren Glieder vernachldssigen, wenn es
sich um Werte x in der Nahe von $, ¢, 7...w handelt.

Bricht man die Entwicklung nach dem zweiten Gliede ab, so ent-
steht eine ganze rationale Funktion ersten Grades

g (%) =a5 +af (x — ),

die fiir x = p und ¥ = ¢ mit der durch (4) dargestellten Funktion g (x)
tibereinstimmt. Geometrisch gesprochen wird die Parabel #ten Grades
naherungsweise durch eine Gerade wiedergegeben, die die Parabel in
zwei Punkten mit den Abszissen p und ¢ schneidet. Wahrend die Taylor-
entwicklung in zweiter Naherung die Parabel durch die Tangente
approximiert, erfolgt bei der Produktentwicklung die Annaherung
durch die Sehne. In unmuttelbarer Nachbarschaft eines Punktes
liefert daher die Taylorentwicklung bessere Naherungswerte, sobald
man es aber mit einem Intervall zu tun hat, ist die Produktentwick-
lung vorzuziehen.

Noch deutlicher wird der Unterschied bei Approximationen héherer
Ordnung. Bricht man die Produktentwicklung nach dem Iten Gliede ab,
so wird die Parabel #ten Grades (4) durch eine Parabel (! — 1)ten Grades
angenéhert, die mit der Parabel #ten Grades 7 Punkte mit den Abszissen
pqr... gemeinsam hat.
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§ 32. Berechnung aus gegebenen Funktionswerten.

Es sei jetzt eine ganze rationale Funktion #ten Grades durch # + 1
Punkte (%;, 91), (%3, ¥2)- - - (Xn+1, Yn+1) gegeben. Wir suchen ihre Pro-
duktentwicklung in der Form

l gx)=ag+a,(x —x)) +a (v — ;) ( — %) +...

6) +an(x — %) (x —%g)...(x — xn) .

Um die Koeffizienten der Entwicklung zu berechnen, fiihren wir
neue ganze rationale Funktionen g, (x), g, (*)...gn(x) ein, die folgender-
maBen bestimmt sind:

(*) —g(x)
gl(x)z £ A),_x! L ’
_gl(x) — &1(%g)
gz(x)—————‘x_xz ’
gn(x)_:gL—l(x)—gn—l(xn)‘

x—x,
Durch Vergleich mit g(x) findet man, daB g (x) die Entwicklung
&%) = ay + ay (v — %) + ag(x — x5) (¥ — x3) +...
4 an(x — %) (x — %3). .. (x — %)

hat, also von (# —1)tem Grade ist. Aus g (x) leiten wir
&%) =as+a3(x — %) +ay(x —x3) (¥ — %)) . . can (¥ — x5} (X —x,). . . (x — )
ab. Wieder ist der Grad um eine Einheit gesunken. SchlieBlich wird

. (x)=a
eine Konstante. & "

Die Berechnung der Koeffizienten a, ergibt sich aus den Funk-
tionen g, (x) sehr einfach, denn es ist, wie man sofort sieht

g(xy) = a,
g (%) = a,
82 (xs) =day

gn-1(%n) = aq_1
gn(x) =a.

Um aus den gegebenen Funktionswerten y, = g (x,) die Funktionen
2. (%), g2(x). . . usw. zu ermitteln, bilden wir die folgende Tafel. Jedesmal
steht in einer mit g, (x) bezeichneten Spalte an erster Stelle der gesuchte
Koeffizient a, .

Runge-Konig, Vorlesungen '
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Sy _ T+u
(8x)%5 — An+-\«v 83 | 8y T+, gg A«RVG — A-+=kv 19 | 3y . THuy I T —1+ug | Ty 1tuy, THug THu,
ﬂk — Ty ¥
(8x)%8 — (%x)%3 8y — %y ) G.H.ﬂ.ﬂiv_w (%) 18 — (*x)%3 Sy — Yy -IM|II..M 6 — v Ty — %y “( Yy
By .9 s ) . ' .
(8x)%3 — (%)% Sy — 9y gﬂwﬁ“?&%ﬁm (Gx)'8 — ()% | x— 9% ~M — nM 06— Ty — 9% % Sy
By ¥ | SV
(5x)%8 — ("x)%3 Sy — ¥y mul»%.owllaw\&.ﬂw (®2)'8 — (") Sy — P %”c[\»n\ - e — %% 7 127
'
3, Sy Ty 8
5 = )5 (3x)'8 — (3x) 19 Sy —Cy —M — nM 6 — 84 Ty — 8y 84 Sy
Ty -8
~MluM 10 _tg Ty 3y L Ty
T« Tx
(x) %3 (x) %3 (%)% )d=41 «x
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Beispiel: Aus den als bekannt vorausgesetzten Logarithmen:
log 2 = 030103 und log 3 = 047712 findet man

log 40 = log2-2-10 = 1°€0206,
log50 =1log >  =1.69897,

log45 = log 23" = 165 321,

log48 =log3-2* =168124.
Gesucht ist eine ganze rationale Funktion dritten Grades, die an diesen
4 Stellen mit der Funktion y =logx iibereinstimmt.

Zur Abkiirzung sollen an Stelle der Logarithmen nur die mit 10°
multiplizierten Mantissen hingeschrieben werden.

2| v | & g (%) | &
40| 60206 l ‘

50| 69897 |10 | 9691 969°10

45| 65321 S 5115 (102300 | —5 5390 —10-780 l

48| 68124 8! 7918 i 98975 | —2 2065 —-10'325‘ 3 0455 | 0152

Man findet aus dem angeschriebenen Schema
g (x) = 60206 + 9691 (x — 40) — 10°78 (x — 40) (x — 50)
+ 0152 (x — 40) (x — 50) (x — 45).

Damit ist eine Approximation der Logarithmen zwischen 40 und 50
durch eine ganze rationale Funktion dritten Grades gewonnen worden,
die man dazu benutzen kann, den Logarithmus an einer beliebigen Stelle
des Intervalls niherungsweise zu berechnen.

Um den Wert einer ganzen rationalen Funktion in der Form (5)
an einer Stelle x = p zu berechnen, ordnen wir die Funktion nach fal-
lender Anzahl von Faktoren und schreiben wie frither nur die Koeffi-

i i -
zienten hin g(%) =y, 18y 2... 88,08,

Dann bilden wir analog dem Hornerschen Schema

E Xu1 Xp_a X x
x=p a, Ap_y Ay geeenee vunnn a, a, a,
an(p =) @1 (p—ny).. 6P —)) Blp—x) a(p—)
a1 Bhyoeeannannns @, a 4
Es ist dabei

An-1=a, (P — Xp) -+ Ap_y
und ferner
a;‘_g = a;n-l (1’ __xn—l) + An_2

an(? "'xn) (P —xn-l) + an-1 (P “‘xn-l) + An-2,

By =ap(p—%p) P —Zng) - (P—%) F Cu_y (P —Hui) oo (p— 1)
+---+a2(p_xz) (P—x1)+a1(ﬁ—x1)+ao,
ay=¢g().

[

T*
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Der neugebildete Koeffizient aj stellt also genau wie frither den
gesuchten Funktionswert dar. Die Berechnung ist jetzt allerdings nicht
ganz so bequem, da sich der Faktor der Koeffizienten 4} jedesmal 4ndert.

Berechnen wir in unserm Beispiel etwa einen angendherten Wert
fiir log 42, so entsteht das Schema:

45 50 40
x =42 0152 —10'78 9691 60206
— 046 899 2118

—1124 10590 62324
g(42) = 62324.
Daraus ergibt sich mit Hilfe der bekannten Logarithmen von 2 und 3:
log 7 = 162324 — 0°77815 = 084509 .
Derselbe Wert muB sich auch aus dem log 49 ermitteln lassen.
g (49) ergibt sich aus dem Schema:

45 50 40
x =49 0152 —1078 9691 60206
061 102 8814

—1017 9793 69020
g(49) = 69020 .
log7 = 4 -1:69020 = 0°84510.

Aus der Ubereinstimmung beider Werte 148t sich ein SchluB auf d1e
Giite der Approximation ziehen. -

Ist eine groBere Anzahl von Zwischenwerten zu berechnen, so ist
es unter Umstinden bequemer, die Approximation schrittweise vor-
zunehmen. Sollen etwa in unserem Beispiel die Werte der ganzen
rationalen Funktion an allen ganzzahligen Stellen zwischen 40 und 50
berechnet werden, so approximieren wir mit Hilfe der beiden ersten
Glieder der Entwicklung zundchst linear. Die Berechnung des dritten
Gliedes liefert die Abweichung der quadratischen Approximation von
der linearen. Das vierte Glied der Entwicklung ergibt die Abweichung
der Parabel dritten Grades von der quadratischen.

x I g(¥)

40 60206 0 0 60 206
41 611751 4+ 970455 . 61278

621442 + 1725+ 7.3 | 62324

|
43 631133 + 2264 + 6 4 63 346
44 640824 + 2587 + 36 64345
45 i 650515 +2695 0O 65321
46 66020 6 + 2587 — 36 66276
47 \ 669897 +2264 —64 | 67210
48 | 679588 +1725—73 & 68124
49 | 689279+ 970—355 | 69019

50 69897 0 (] | 69897
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In der Tafel enthilt die zweite Spalte die Werte der linearen Approxi-
mation. In der dritten und vierten Spalte stehen die durch das dritte
und vierte Glied hervorgerufenen Korrekturen.

§ 33. Ubergang von der Produkt- zur Potenzentwicklung.

Ebenso wie frither haben auch die in dem allgemeineren Horner-
schen Schema auftretenden GroSen eine einfache Bedeutung. Setzen
wir zur Abkiirzung

Xo=1,
Xy=(r—x),
Xy=(x—x) (x—x),
Xn—l = (x - x1) (x - "2) v (x - xn—l) s
Xo=(x—2) (x—%3) ... (x —%n_q) (x — %),
so nimmt die ganze rationale Funktion (5), wenn man sie nach steigender
Faktorenzahl ordnet, die Form an:

n
g =0, X4, Xo 1+ ...+ X+, Xy +ag=2a,X,.
0
Berechnen wir nun mittels des Hornerschen Schemas den Funktions-
wert an einer Stelle ¥ = p, so treten dabei die GroBen auf:
a;=av+(p_xv+1)a:'+l» y=0,1...n—1, a;l=an'
Wir wollen die aus ihnen gebildete Funktion

n -
) =aXe 1 tapaXu ot . +a2X, +al = Zalev—l
1
untersuchen.

Da
und andrerseits

T—p=@x—x)—(p—ux)

X,aakx—2x)=X,, v=12...n
ist, so wird

gdmw-¢w=fmxw—$axhup—m>

n-1
ava + Zl,'a:-{-le (P - xv+1) -

aLX;-l(P—xy)

Hl\43

CM: »-Ma -

ava—ao—a’l(P—xl)—;g(x)_ai)'

Nun ist aj = g(p) und demnach

g(x) —g(p)

s (%) =-"—— »



102 Ganze rationale Funktionen,

Wendet man auf g,(x) erneut das Hornersche Schema fiir x = p
an, so entsteht

Fa-1 Fn_a Zn_3 #
a5 an_, Ap_g o v v oo v ah a;
p(p —%n-1) -1 (p—%ns) - .. as(p —xy) az(p—=x,)
@, @ 4 | 4

Jetzt ist @] = g, (p), und aus den iibrigen GréBen 148t sich eine ganze
rationale Funktion (# — 2)ten Grades bilden:

Q) =a Xy g+an_ 1 Xy s+ ...a5X, 4 a3,
die zu g, (¥) in derselben Beziehung steht, wie g; zu g. Es ist

a@)=d+@x—pgk.

g3 () kann auf die gleiche Weise behandelt werden, es entsteht eine
Funktion g;(r), deren Grad wieder um eine Einheit erniedrigt ist:

L) =a+ (x — p)g (%) .
SchlieBlich gelangt man zu einer Funktion Oten Grades g, (x) = a,,.

Setzen wir die Funktionen g, (x), g,(x) ... g, () nacheinander in
g(x) ein, so erhalten wir fiir g(x) die nach Potenzen von (¥ — ) fort-
schreitende Entwicklung

glx) =ap +dl(x —p) +af (x — ) + ... a,(x — p)".

Eine nach Produkten entwickelte Funktion laBt sich also durch
das Hornersche Schema nach Potenzen entwickeln. Allerdings besteht
gegen frither der Nachteil, daB der Faktor innerhalb einér Horizontal-
reihe von Glied zu Glied wechselt.

Man kann auch statt zu der Potenzentwicklung wieder zu einer
Produktentwicklung iibergehen. Man wendet dann auf g,(x) das Horner-
sche Schema fiir x = ¢ an usw. und erhilt

) =ay+ailx —p)+&x —p)(x —q) + ...

Wollen wir von einer ganzen rationalen Funktion eine Reihe von
Funktionswerten bestimmen, so gestaltet sich die Rechnung dann
besonders einfach, wenn die zugehorigen Argumentwerte gleich wert
voneinander entfernt (dguidistant) sind. Dabei ist vorausgesetzt, daf3
die ganze rationale Funktion nten Grades durch # -1 dquidistante
Ordinaten gegeben ist. Die Berechnung von Funktionswerten geschieht
nach den Methoden der Differenzenrechnung.

Die aquidistanten Abszissen seien x,, thr Zuwachs mit /4 bezeichnet,
so daB x,,, =, + & ist. Die zugehorigen Ordinaten seten y, = g (x,).
Dann bilden wir die (ersten) Differenzen

gl +h) — g(x) =g (x)
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und bezeichnen sie zur Abkiirzung mit 4y;. Da die Differenz zweier
ganzer rationaler Funktionen wieder eine ganze rationale Funktion ist,
so ist 4y eine ganze rationale Funktion von x, aber von (n — 1)tem
Grade. Denn entwickelt man jedes Glied der Differenz g(x 4 &) — g(x)
nach Potenzen von x, so beginnen beide mit a,x".

Ebenso bilden wir von g, (x) die Differenz

Gt +h) — g (x) =g (%) =44y, = Ly,.

Diese zweite Differenz von g () ist eine ganze rationale Funktion (n — 2)ten
Grades.

Fahrt man fort, so gelangt man nach # Schritten zur nten Differenz,
einer Konstanten.

Ist nun beispielsweise eine ganze rationale Funktion vierten Grades
durch 5 Wertepaare %,y,, %191, - - - %39, fiir 4quidistante Abszissen #; ge-
geben, so bilden wir fiir die aufeinanderfolgenden Differenzen das Schema.:

* y 4 42 [ 43 { 44
o
E7Y Yo 4
Yo | 424 |
*1 " 4y, Yo | A3y,
1 2y | 0 Ay =
£ Y3 | A}’; A4y
4 . Ya | |

Die vierte Differenz ist eine Konstante, zu deren Bestimmung die funf
gegebenen Funktionswerte notwendig waren. Durch Addition und Sub-
traktion der vierten Differenz kann man die Spalte der dritten Diffe-
renzen vervollstindigen. Aus den dritten Differenzen ergeben sich die
zweiten ; fortfahrend gelangt man schlieBlich zu neuen Werten der ganzen
rationalen Funktion fur weitere dquidistante Abszissen.

Das Verfahren ist gut zu gebrauchen, wenn man sich iiber den Ver-
lauf einer ganzen rationalen Funktion ein Bild machen will. Man be-
rechnet # 4 1 dquidistante Ordinaten und kann aus ihnen beliebig viele
weitere dquidistante Werte finden.

§ 34. Die Newtonsche Interpolationsformel.

Handelt es sich um die Berechnung eines Funktionswertes an
einer beliebigen Stelle x, so 148t sich das oben beschriebene allgemeine
Verfahren wesentlich vereinfachen, wenn die ganze rationale Funktion
durch # 4 1 4quidistante Wertepaare gegeben ist.

Wir machen dabei von einem Satz der Differenzenrechnung Ge-
brauch. Wir dividieren die Differenz g(x + ) — g(x) durch fx =4
und bezeichnen den Ausdruck

4y _gx+ k) —gx)
dx 3
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als Differenzenquotienten der Funktion g(x). Ihn verbinden manche
Beziehungen mit dem aus ihm abgeleiteten Differentialquotienten.
Wie man in der Differentialrechnung von einem vorderen und einem
hinteren Differentialquotienten spricht, so unterscheiden wir auch in
der Differenzenrechnung einen vorderen und einen hinteren Differenzen-
quotienten. Neben den soeben definierten vorderen Differenzenquotien-
ten stellen wir als hinteren Differenzenquotienten den Ausdruck
4y _ g —gtx—h
A4z h )
Die geometrische Bedeutung der beiden Differenzenquotientenist aus
nebenstehender Abbildung ersichtlich (Abb.11). Gehort zu x der Kurven-

punkt 4, zu x + % der Punkt B und zu ¥ — 4 der Punkt C, so ist %
die Tangente des Winkels, den die Sekante AB mit der x-Achse ein-

4 EZ‘ schlieBt, wihrend g—z die Tangente des Winkels
dx ist, den die Sekante C4 gegen die x-Achse bildet.
o Jy (Vorausgesetz‘t, daB x und y im gleichen MaBstab
Iz : aufgetragen sind.)
Aus der Definition der beiden Differenz-
quotienten ergibt sich:
z-h x+h

Der hintere Differenzenquotient bei x ist
identisch mit dem vorderen bei x — 4.

Wir bilden die Differenzenquotienten eines Produktes aus Linear-
faktoren

z
Abb. 11.

P(x) =c(x —x) (¥ —xg)...(x — x,).

Dabei sei ¢ eine Konstante, x,, #,...x, seien idquidistant:

Der vordere Differenzenquotient ist
dplx) _ clx+h—x)(x+h—x) ... (s Fh—m)—c(xr—x)(x—%) ... (r =)
dx % .
Nun ist

AuBerdem setzen wir x; — & = x,. Somit wird

) o m) (=2 (5 — 1) (5 — ) — (5 — )]

oder, da x, —x, =7 - h ist:

6) 4p(x)

P =cv-(x—2)(x —%)...(x —x,_)
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Der Differenzenquotient enthilt nur noch » — 1 Linearfaktoren, der
Faktor mit der groften Nullstelle ist fortgefallen. Aus dieser Formel
geht eine bekannte Formel der Differentialrechnung hervor, wenn man
J zur Grenze O streben 14Bt. Es ist dann p (x) = ¢ (x — #,)” und aus dem
Differenzenquotienten wird der Differentialquotient
dp(x)
.dx
Ein ahnlicher Ausdruck ergibt sich fiir den hinteren Differenzen-
quotienten
Tp()  cr—m)(x—r).. W—m)—cF—h—m)x—h—2x) ..(x—h—%)

=ceve(x—2x) 1.

VE7 h
=2 @—1) ... =) [ —x) — (5 — 5]
Dabei ist x, + & = x,,, gesetzt. Jetzt ist %,,; —%; =7-h und daher
(62) Ajix)=c-v-(x—x2)...(x—x,_l)(x——xy).

Bei dem hinteren Differenzquotienten ist der Linearfaktor mit der
Kleinsten Nullstelle fortgefallen. LaBt man hier % gegen O streben, so
fallen die beiden Differenzenquotienten zusammen.

Aus dem ersten Differenzenquotienten kann man auf die gleiche

. . . A2 . . . . .
Weise einen zweiten lez herleiten. Aus ihm wieder einen dritten

3
Differenzenquotienten 214;{ usf.

Es sei jetzt eine ganze rationale Funktion nten Grades y = g(¥)
durch # + 1 Wertepaare %,9;, %32, - -%n¥n» %n+1Ya+1 Segeben. Wir
suchen wie frither ihre Produktentwicklung in der Form

g) =ay+ ay(x —x) + 2 (v — 1)) (x — x5) +...
+a,x —x)(x —x5)...(x — x,).
Fiir x = #, folgt sofort a, = g(¥,) =9, . Sind die Abszissen x, &qui-
distant, so lassen sich die iibrigen Koeffizienten leicht durch die Diffe-
renzenquotienten der Funktion ausdricken.
Es ist namlich der Differenzenquotient einer Summe gleich der
Summe der Differenzenquotienten. Denn aus

folgt sofort Fla)=fH{) + falx) + ... [r(®)
AFE) _ WG+ +AE+R 4 f G+ D) — (A0 + () +. o))
Ax 7
_dhx) | 4fk(%) A1.(%)
=G+t

Ferner ist der Differenzenquotient einer Konstanten gleich Null. Bilden
wir daher den Differenzenquotienten von y = g(x), so wird

4
Z—;=a1+2a2(x——x1)-}—...na,,(x——xl)(x——x2)...(x—x,,_1).
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Ebenso werden die weiteren Differenzenquotienten

43
Zx—};=2a,+3-2a3(x—xl)+...+n(n—1)a,,(x——xl)(x—xz)...(x—x,,_g)
4 =y —1)...3210,+ G+ 1)y —1)...3+ 20,1 (5 — 5) + ...
F+rn—1)...m—rv+1Da,(x—2x)...(x —x,-,)

ary

Ax,=n(n—1)...3-2-1a,,=nla,,.
Betrachten wir nun simtliche Differenzenquotienten an der Stelle
q

% = x,, so wird Ay

(A_;?),:,l = a5

A%y

(Tz) =24y,

Aty

(Axl), =Ua,

4ry

(A x"),:,‘ =nla,

Unter Benutzung der vorderen Differenzenquotienten an der Stelle
x = x, kénnen wir daher die ganze rationale Funktion y = g (x) in der
Form schreiben:

A2y (x — 7)) (v — x3)

4
ly=y1+d—i‘(x—x1)+M 2 e
7) 1 LA ). 5
Ax™ n! :

Diese schon von Newfon angegebene Formel ist ganz analog der
Taylorschen Formel in der Differentialrechnung gebaut. Die Taylor-
sche Formel geht aus der Newfonschen hervor, wenn man alle x, zu-
sammenriicken, d. h. % gegen 0 streben 1aBt.

Unsere Formel ist deshalb so bequem, weil die aufeinanderfolgenden
Differenzen ungemein leicht zu bilden sind (vgl. das Schema auf S. 103).
Die einzelnen Differenzenquotienten erhilt man dann sofort durch Divi-
sion mit den aufeinanderfolgenden Potenzen von % = Ax.

Fur den praktischen Gebrauch empfiehlt es sich, eine Schreibweise
einzufuhren, bei der man von dem speziellen Werte von - x unabhangig
wird. Wir setzen

x —x

ax %
¥—xy  x—x%— (%) x — % xz—xl_u 1
4z = 4x T dx Ax ’
x—x x—x — (¥ —x x—x Xy — %
R A A = R )

dx dx Ax Adx
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und erhalten fiir die ganze rationale Funktion die Darstellung

Iy yr+u- A}’1+“_L)Az'}’1+

@ l +u(u~1)(u~21'.l,.(u—[n—1]) Ay,

Eine dhnliche Formel 148t sich unter alleiniger Benutzung des hin-
teren Differenzenquotienten ableiten. Wir schreiben g (x) in der Form
y=ag+a, (x —x;) + a5 (x — %) (x — %) + a3 (x — %) (x — %) (x —x_y)

FooFax—x) (x—2) (x—x_1)...(x —%_(a_9),
wobei %y, -1, x_5... die vor x = x, gelegenen dquidistanten x-Werte
sind. Fir x =z, 1st wie oben @, =y,. Die hinteren Differenzen-
quotienten werden
y)
2%= @ +2a,(x — %)) + 3a3(x — %) (¥ — %)
F..na(x—x)(x—2x5) ... (x —X_(a_3)»

3
3—5=2az+3-2a3(x—xl)
F.oonm—1)a(x—x) (x—2x) ... (¥ —%_(n_y).

A"y
Ax“-—n(n——i)...")’-z-ia,,.
Fir x = x; ergibt sich -
2% _,
x 1>
4’y
T =24y,
Ay ,
T ="'
Setzen wir nun wieder
x—xl_
A %
so ist r—x
o __
Ax -—M+1,
X —%_,
el 2
p -+ 2
x—x_(,,_ﬂ,’___u_i_n_1

Damit erhalten wir fiir g(x) die Darstellung:

]y=y1+u3y1+w Py -

(82) s
(w+1)(+2)...+n—1) =n
l + Tnl 4y
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Die Bildung der hinteren Differenzen an der Stelle x = x, ergibt sich
aus dem Schema

Aty L
Y1 A}’o Y 0 2133;1 - Y1
Yo Zyl ——A ka1 -3 Ay,
no =2 Gy, A

Ay,

Ya

Wihrend die aufeinanderfolgenden vorderen Differenzen auf einer
absteigenden Geraden angeordnet sind, liegen die hinteren Differenzen
in dem Differenzenschema auf einer ansteigenden Geraden.

§ 35. Allgemeine Interpolationsformel I.

Man kann noch allgemeinere und fiir das numerische Rechnen be-
quemere Darstellungsformen gewinnen, wenn man die vorderen und
hinteren Differenzen gleichzeitig benutzt. Fur die Formel lassen sich
Differenzen verwenden, die auf einem beliebigen gebrochenen Linienzug
im Schema liegen, der von einer Differenz immer zur nachst hoheren oder
nichst tieferen Differenz der folgenden Spalte fithrt. Jedes Ansteigen
bedeutet die Zunahme einer hinteren, jedes Absteigen des Linienzuges
die einer vorderen Differenz. Dabei kommt es auf die Reihenfolge der
vorderen und hinteren Differenzen nicht an, denn die Formeln (6) und
(6a) zeigen, daB der hintere Differenzquotient eines vorderen gleich ist
dem vorderen Differenzenquotient eines hinteren.

In den Darstellungsformen (8) und (8a) sind die Differenzen mit
Polynomen von gleichem Grade wie die Differenz multipliziert, die bei
Benutzung vorderer Differenzen die aufeinanderfolgenden Nullstellen
0, 1, 2... und bei Benutzung hinterer Differenzen die Nullstellen 0,
—1, —2... besitzen. Es fragt sich, wie die Polynome aufgebaut sein
miissen, wenn zur Darstellung beliebige Differenzen des Schemas heran-
gezogen werden.

Soll ein Koeffizient a, der Produktentwicklung von g(x) durch ¢
vordere und ¢ hintere Differenzen gebildet sein, soll er also die Form
haben 1 473%,

e TRy pw ) A=p+gq,
so muB durch p malige vordere und g malige hintere Differenzenbildung
aus g(x) ein Ausdruck entstehen:
474"y (A+1)
s Aa; + 1! )
Der Koeffizient @, ,, und alle weiteren miissen den Faktor x — x; be-
sitzen, damit diese Glieder fur x = x, verschwinden.

ﬂ1+1(x—x1)+...
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Nun verschwindet aber bei der Bildung des vorderen Differenzen-
quotienten jedesmal der Faktor mit der gréBten Nullstelle, bei der hin-
teren Differenzenbildung der Faktor mit der kleinsten Nullstelle. In
der urspriinglichen Entwickling fiir g (¥) muB demnach ;41 auBer mit
(* — x,) noch mit $ Linearfaktoren multipliziert sein, deren Nullstellen
groBer als x, sind und mit ¢ Linearfaktoren, deren Nullstellen kleiner

als x, sind. Fuhren wir wieder x;:‘ =u ein, so erhilt g, als
Faktor ein Polynom mit den Nullstellen
b, p—1,...2,1,0, —1, —2,...—(g—1), —¢.

Wahlt man daher die Differenzen eines beliebigen gebrochenen
Linienzuges von der oben beschriebenen Art im Differenzenschema,
so erhilt die erste Differenz den Faktor #, und die ubrigen Differenzen
erhalten als Faktoren Polynome, die neben der Wurzel 0 soviel positive
und negative ganzzahlig aufeinanderfolgende Nullstellen besitzen, wie
der jedesmal vorhergehende Koeffizient vordere und hintere Differenzen
enthilt. AuBerdem besitzt ein Polynom »ten Grades den Divisor »!

Wahlen wir beispielsweise die in dem nebenstehenden Schema auf
der ausgezogenen Linie liegenden Differenzen.

[
WL

V-2 —
Vo1 _ ‘A Yo _
4y, 44%y,
Yo AAyo 4 Zzy‘,
\,Ayo( \A Ay/ \ /
71/ \Azyox \A Ayoz \.

Y2
Da es sich hier um die Entwicklung einer ganzen rationalen Funk-
tion an der Stelle x = %, handelt, setzen wir
X — 2%

4%

=u
und erhalten die Entwicklung
—1 1 —1
D gy, 4 EEDEC );‘l(" ) f¥dy, + ...
Eine ahnliche Ent\Vlcklung ergibt sich, wenn man die Differenzen
des punktierten Linienzuges benutzt:

(92) y= yo+‘”Ayo+(L+'*“AA 0+Mﬁ(“_1)dd Yo+ --
Brechen wir die Entwicklungen hinter dem ersten Gliede ab, so
erhalten wir eine Approximation der Funktion durch eine Parallele zur
x-Achse. Nehmen wir das zweite Glied hinzu, so ergibt sich eine Ge-
rade, die in der Form (9) die Punkte y, und y, verbindet, in der Form
(9a) geht sie durch die Punkte y_; und y,. Brechen wir hinter dem
dritten Gliede ab, so ergeben beide Entwicklungen als Naherung eine

9 y=y,+udy,
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Parabel durch die drei Punkte y_;, y, und y, . Nimmt man die vierten
Glieder hinzu, so trennen sich beide Entwicklungen wieder usw.

Um eine symmetrische Entwicklung zu erhalten, bilden wir aus (9)
und (9a) das arithmetische Mittel

y=yotudtet Do & gy L wtd o £y, + 43",
M . ?
+“——(““_ D £y, ...

Diese Formel ist besonders geeignet zur Berechnung von Funktions-
werten in der Umgebungeiner Stelle x =x,. Die ,,Interpolationsformel (I)*
benutzt aus dem Differenzenschema die nebenstehend durch Kreise
hervorgehobenen Differenzen. Aus den durch einen Strich verbundenen

Differenzen ist .
Y1

»70f0?
© .0 0

31

das arithmetische Mittel zu bilden.

Bricht man die Entwicklung an einer Stelle ab, so ergibt sich eine
Niherung fiir die entwickelte Funktion, und zwar bei einer ungeraden
Anzahl von Gliedern dieselbe Niherung wie (9) und (9a). Bei gerader
Anzahl von Gliedern dagegen liefert (I) das arithmetische Mittel der
beiden aus (9) und (9a) folgenden Naherungsparabeln.

Von der Interpolationsformel (I) machen wir Gebrauch zur Behand-
lung des folgenden

Beispiels: Gegeben sind die 5stelligen Logarithmen der ganzen
Zahlen von 4 bis 10. Gesucht werden die Logarithmen fiir 6°5, 6'6 bis 7°5.

Wir approximieren die Funktion logx durch eine ganze rationale
Funktion sechsten Grades, die durch die sieben gegebenen dquidistanten
Logarithmen bestimmt ist. Fiir ihre Differenzen ergibt sich das folgende
Schema: _

) | Differenzen
x logx ! ‘ |
| 2 3. + s | e
4 | 060206 |
9691 |
5 | 069897 | —1773
7918 | 550 |
6 | 077815 —1223 -223 |
6695 ‘ 327 108
7 ' 084510 | — 896 s | —60
5799 | 212 | l 48
8 | 090309 . — 684 — 67 |
5115 145 |
9 | 095424 — 539
4576
10 | 100000 \
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Die Differenzen sind in Einheiten der fiinften Dezimale hin-
geschrieben. Eine niitzliche Probe bei der Aufstellung des Differenzen-
schemas ist: die Summe der 1. Differenzen ist gleich der Differenz der
ersten und letzten Ordinate. Die Summe der 2. Differenzen ist gleich
der Differenz der ersten und letzten 1. Differenz usw.

Da die Funktion in der Umgebung von x = 7 berechnet wer-
den soll, filhren wir # =x — 7 emn und erhalten die Interpolations-

formel

y = 0'84510 + 0°06247 % — 0°00896 ™% + 0:002 695 1)
2 6
— 000115

— 000060

u? (2 — 1)

720

+ 000078

1)

% (ud — 1) (u2 — 4)
120

w(u? — 1) (u® —4)

Die zur Interpolation gebrauchten Werte der Polynome kann man
ein fiir allemal berechnen:

“ u? % (u2 — 1) { u (u2—1) | w(u?—1) (42— 4)
o1 | oot —0099 | —0:0099 039501
02 004 —0°192 } —00384 0760 32
03 009 —0273 I —00819 | 106743
04 016 —0°336 —0°1344 1290 24
05 025 —0°375 —0°1875 1406 2‘5

Zundchst filhren wir die lineare Interpolation aus, indem wir zu
log 7 jeweils ein Zehntel von 0:06247 addieren und subtrahieren. Daran
sind die folgenden, in Einheiten der fiinften Dezimale geschriebenen
Korrekturen anzubringen.

w | —aagur 2695 XN 1—115“’(“3—1) pg =) (=) Summe
6 i 24 120 % positiv [u negativ
=01 — 45§ F 44 ! 00 ! +0°3 L — 86 1 — 04
=02 | — 179 F 86 ‘ 02 +05 I — 258 | — 96
+03| — 403 F123 | 04 +07 L — 515 | —283
04| — 717 F151 06 +08 — 854 | —568
=05 | —1120 F 168 09 +09 —1270 @ —952

Das letzte Glied der Entwicklung kommt fur die sechste Dezimale
nicht mehr in Betracht. Die lineare Interpolation liefert nun zusammen

mit den Korrekturen:
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Lineare Inter- D1e Tafel
x ' lation Korrekturen log # gibt an
poial letzter Stelle
65 081 38€ S — 952 081291 1
66 0820112 — 568 0-81954 4
67 0826359 — 283 0-82 608 8
68 0832606 — 96 083251 1
69 0-838853 — 04 0-83 885 5
70 084 510 00 0-84 510 0o
71 0851347 — 86 085126 6
72 0857594 — 258 085734 3
73 0863841 — 515 0-86333 2
7°4 0-87008 8 — 854 086923 3
7°5 0876335 —1270 0 87 506 6

§ 36. Allgemeine Interpolationsformel II.

Neben die Interpolationsformel I wollen wir eine zweite stellen,
die am besten fur die Interpolation zwischen zwei gegebenen Funktions-
werten zu benutzen ist. Wir stellen zunichst eine Formel auf, die die
Differenzen lings des in dem Schema auf S. 109 gestrichelten Linienzuges
benutzt. Sie geht aus (9a) fur den punktierten Linienzug hervor, wenn
man y, durch y, und % durch » — 1 ersetzt:

—1 —1)(u—2) =

(9b) y=yy+(u—1) Ay, + “ 40 ady, 4 LE=DE=D 470y 4

Nun ist, wie aus dem leferenzenschema hervorgeht:

Zyl =dy,, A&y, =44y, usw.

Nehmen wir aus (9) und (9b) das arithmetische Mittel, so ergibt sich daher

+ 9. —1) AAy,+ 44
[ y=tE g (e L) dy 4 D A A
v 0) u(u—1)(u—
R TR
eine Formel, deren Symmetrie noch mehr hervortritt, wenn wir v fiir
% — % einfithren:

“28 Ay

2_1 AA dy 21 -
=y0+yl+vdy0+vzlkddyo_;Adyl_*_v(u:” D-Az_lyo
(I1) @2 —1) (2 — 9) A°A%y, + 4° 4%y,
i ) : +...

Die ,,Interpolationsformel (II)* benutzt die in nebenstehendem
Schema durch Kreise hervorgehobenen Differenzen

Y_1

®» 6o 06
I OTO0106
@» O ©

Ye
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Fur die Mitte des Intervalls wird v = 0. Man erhilt aus (II) fur
diesen Wert die sehr bequeme Formel

%_yo+yl_1AZyo+AZy1+LA‘Z’yo+A’Z’y1
YE=" 8 2 128 2

_ 5 AT+ 88
1024 2

(11)

Die Polynome v2 — |, v(v?2 — ) usw. kann man wieder ein fur
allemal berechnen. Es ergibt sich etwa fir v = = 01 und + 0'3:

v ) @] @—PE—D v@—PEE—3
+01 —024 F0024 05376 1005376
+03 —016 F0048 03456 +010368.
Damit kann man zwischen zwei gegebene Abszissen vier weitere
Werte einschalten. Wir berechnen beispielsweise die Logarithmen von
72, 7'4, 7°6 und 7'8 unter Benutzung des Differenzenschemas auf S. 110.
Fithren wir v = x — 75 ein, so lautet Formel (II):

y = 0874095 + 0057999 — 000790 "

”{";!_ 2 _ 000091 (_"’:%_f"’;l +...

Fiir die vier zu berechnenden Funktionswerte wird v = == 01 und
+03. Wir fuhren zunachst die lineare Interpolation aus, indem wir
zu 0874095 die Werte 0'1 -0°05799 und 03 - 0°05 799 addieren und
subtrahieren. Daran sind dann wieder die folgenden, in Einheiten der
finften Dezimale gemessenen Korrekturen anzubringen:

+ 000212

o |—790 8 |2 2@ | g @D Summne
2 l 6 24 | v positiv lv negativ
+01] o048 |  Fos T —20 +92:0 | +93'6
To3 632 } F17 —13 +602 | +636

Die lineare Interpolation liefert zusammen mit den Korrekturen:

i ! | Die Tafel
x Lineare .Inter- : Korrekturen log x | gibt an
polation ! ‘ : letzter Stelle
72 | 0856698 +636 | 085733 | 3
74 | 0868296 +936 | 086923 | 3
76 | 0879894 +92:0 | 083081 | 1
778 , 0891492 +602 | 089209 9

Die Approximation der Funktion log x geschieht in diesem Beispiel
durch eine ganze rationale Funktion vierten Grades. Auf die Berechnung
des bei der Approximation entstehenden Fehlers gehen wir spater ein.

Runge-Kdénig, Vorlesungen S
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Man erkennt ohne weiteres, daf sich die Genauigkeit nicht beliebig weit
treiben 1a8t. Man muBte immer mehr Glieder der Interpolationsformel
benutzen, deren Werte aber von einer bestimmten Stelle an wieder
wachsen, denn in die héheren Differenzen spielt log 0 = — oo hinein.
Man nennt solche Anndherungen, die bis zu einer bestimmten Stelle
immer besser, nachher aber immer schlechter werden, semikonvergente
Anniherungen, die zugehérigen Reihen semikonvergente Reihen.

§ 37. Uber die Genauigkeit der Interpolationsformeln.

Stimmt eine ganze rationale Funktion g(#) vom nten Grade mit
einer Funktion f(«#) an # + 1 beliebigen Stellen u,, u,...u, iberein,
und ist die # 4 1te Ableitung von f(u) fir alle in Betracht kom-
menden Werte dieser Verinderlichen stetig, so gilt fiir die Abwei-
chung f(#) — g(#) die Formel

£ ()
f(u)—g(u)=m u— ug) (4 — uy) ... (U —uy,),

wo w eine Zahl bedeutet, die zwischen dem algebraisch gréBten und
kleinsten Werte der GroBen u, u,, u,...u, liegt.

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich aus der Betrachtung des Aus-
drucks ¢ (z), definiert durch

p(2)=f(2) —g@) —R(z—ug) (z — 13} ... (2 —u,),
wo die GréBe R durch die Gleichung

fu) — g(u) = R (u— ug) (u —wy) ... (0 — )
definiert sein soll.

Wir betrachten %, #,, #,...%, voneinander verschieden und fest
gegeben, wihrend z veranderlich sein soll. Die # -+ 1te Ableitung von
@ (2) ist gleich f"+ D(z) —R(n+1)! und ist nach Voraussetzung eine
stetige Funktion von z, und damit sind alle niedrigeren Ableitungen
ebenfalls stetige Funktionen von z. ¢ (z) verschwindet an den » + 2
Stellen z=w, #,, #,...4,. Mithin verschwindet ¢’(z) an 41
Stellen, die zwischen der algebraisch groBten und kleinsten dieser
GroBen liegen, und folglich ¢”(z) an n Stellen, ¢”'(z) an n — 1 Stellen,
@™+ (2) an emer Stelle, die zwischen der algebraisch gréBten und
kleinsten liegt. Bezeichnen wir diese Stelle mit w, so ist also

f*tY(w) —R(n+1)! =0
und damit

(n+1) ()
f(u) — g (w) =f(n+§)!?(u g (e — ) - (0 — )

Die ersten » Glieder der Newfonschen Interpolationsformel liefern
eine ganze rationale Funktion #nten Grades g(u), die mit der Funktion
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y = f(#) an den Stellen # = 0, 1, 2...n iibereinstimmt. Mithin ist der
Fehler, mit dem g(u) sich der Funktion f(#) annihert, gleich:
/(n+l)
F) — g =122
Nimmt man % zwischen 0 und # an, so liegt auch w zwischen 0 und #.
Die ersten 27 -1 Glieder der Interpolationsformel (I) liefern eine ganze
Funktion 2 nten Grades

w(w—1)...(u—mn).

a 2 J—
g =yt u 20 L ¥ Ty
wWui—1) ... (w2 — (n —1)%) n—n
2n! 474 Yo»

die an den 27 + 1 Stellen 0, +1...2 % mit y = f(«) iibereinstimmt.
Der Fehler, mit dem sie f(u) darstellt, ist also
_ _ fﬂ’”’”(w) s N
f (%) g(u)_mu(u 1) ... (u2—n?,

wo @ zwischen —# und +# liegt, wenn auch # in diesem Intervall
angenommen wird.

Die ersten 27 + 2 Glieder der Interpolationsformel (II) liefern eine
ganze Funktion 27 + 1ten Grades g (v)

+ 2= \) ddy, + 44
glv) = % + VJ)’O + E_E!,l */1‘?*2*_21,

v(p?—4) ... (32— 12r-1 Pl LIV
2n +1)!

2n+1

2
ist, w=—mn,...,n+1 mit y = f(} + v) iibereinstimmt. Mithin ist
der Fehler, mit dem sie die Funktion darstellt:

fERED (o) (27 +1)?
H(2n+2)’(v2_gf)...(vz_ . _),
wobei w zwischen —#z und # 41 liegt, wenn v zwischen —

und +2n2+1

Ist das Intervall 4 klein genug angenommen, so kann bei der Ab-
schdtzung des Fehlers die Ableitung von f mit ausreichender Genauigkeit
durch eine Differenz von derselben Ordnung ersetzt werden, so daB
man die GroBenordnung des Fehlers aus dem Dufferenzenschema ge-
winnt, ohne daB es noétig ist, die Differentiation durchzufihren.

die an den 2% + 2 Stellen v =+14,... + oder, was dasselbe

2n 41
2

angenommen wird.

§ 38. Partialbruchzerlegung.
Eine wichtige Anwendung der Division zweier ganzer rationaler

Funktionen wird bei der Partialbruchzerlegung gemacht, die in der
Integralrechnung eine groBe Rolle spielt, da sie es gestattet, den

8*
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Quotienten zweier ganzer rationaler Funktionen (auf den sich bekannt-
lich jede rationale Funktion zuriickfiihren 148t) in eine Reihe einfacher
Ausdriicke zu zerlegen.

1)

Hat in dem Quotienten ¢ der Nenner Amal die Nullstelle #,,

pumal die Nullstelle x, usw., so wird in der Algebra gezeigt, daB sich stets
und nur auf eine Weise die Zerlegung herbeifiihren 1a8t:

f_(xl_ oy Oy n - %
g(») —(x—xl))' (;v——;:l)'l"1 “'x—xx
8 Bs Bu
+ (#— 2" T (x —xx)*1 tee x— %,
R + 7 (x)

Die Koeffizienten «;, f; usw. ergeben sich aus den Koeffizienten
der beiden ganzen rationalen Funktionen f(x) und g (x), die ganze ratio-
nale Funktion y (x) tritt nur auf, wenn f(x) von gleichem oder gréBerem
Grade ist als g(x). Um 7 (¥) zu bestimmen, dividiert man zunichst f
durch g, und setzt die Division solange fort, als im Quotienten keine
negativen Potenzen auftreten. Der Rest sei an dieser Stelle 4 (%), dann
hat man die Zerlegung gewonnen

f(x
gEx; =y + @)’
in der % von geringerem Grade ist als g.

Um die Koeffizienten «, zu berechnen, geht man am bequemsten
so vor, daBB man g (x) und % (x) mittels des Hornerschen Schemas nach
Potenzen von x — x; = p entwickelt. Man erhilt

h(x)=ay+arp+ap®+...,
g(x) =p*(bg + byp + b2+ .. )

h (%)

—_ opl + b1ﬁ1+1+ bni,,l+2+ ..
Wir fiihren nun die Division aus, bis der Rest mit der 4ten Potenz
von p beginnt:
Li+r 42 | 1 2 - =i+t =1
bo b byl @ 4y .| @ a alt !
by by by
a a
gao —bf__bi 5—: by. ..
7 (%) = a a
a; :—ibl. ..
7, (%) = a

73 (%) = a?
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Im Quotienten sind dabei die negativen Potenzen von ¢ bis zur — 1 ten

einschlieBlich aufgetreten. Bezeichnen wir ihre Koeﬁlzlenten ,
mit &, &,..., so ergibt sich

MO _m s w nl)
e R Ta1T T

Da 7,(p) und g(p) mit der 1ten Potenz von $ beginnen, schreiben wir
= 4 h , — A
und erhalten 7i(p) =" hy () g(p)=p"g (%)

h(x) %1 Xy 23 hy (%)

HE= Gomf Te—rmp it imn T am:

b

Auf g‘ konnte man dasselbe Verfahren anwenden. g (x) enthilt

die Wurzel x, nicht mehr. Man miiBte jetzt nach ¥ — %, = ¢ entwickeln.
Bequemer ist es jedoch, und wegen der eindeutigen Zerlegbarkeit muB
es zum gleichen Resultat fiihren, wenn man bei der Entwicklung nach

Potenzen von ¢ wieder von dem Quotienten é ausgeht. Man braucht

dann die Funktion 7, (x) nicht zu kennen, und das hat den Vorteil, daB
man die Entwicklungen von g (x) und % (x), aus denen die Koeffizienten
&y &,. .. berechnet werden, nur bis zu den ersten 4 Koeffizienten durch-
zufithren braucht.

Entsprechend braucht man zur Berechnung von f;, f,... nur
die ersten p Koeffizienten der Entwicklungen von g(x) und % (x) nach
Potenzen von ¢ usw.

Sind etwa alle Wurzeln des Nenners einfache Wurzeln so braucht
man in den Entwicklungen

h(x)=ay+a,(x —x) + ...,
g)=(x —x) by + by (x — x7) +...]
jedesmal nur den ersten Koeffizienten zu kennen, denn
a, 1
by 7 — %1
ist der betreffende Partialbruch, der zur Wurzel x, gehért.
dg
Nun ist @y = £ (x;) und b, = ( ) fur x =x,. Es ergibt sich somit
die einfache Partialbruchzerlegung
hx) _h(x) 1 h(x 1
g(®) T g x—x | g (w) x—7,
Beispiel: Es ist die Funktion
1
A=) E—2) -3

+...

in Partialbriiche zu zerlegen.
Die Wurzeln des Nenners sind 0, 1, 2, 3. Der Zahler hat standig
den Wert 1. Da der Zahler von geringerem Grade als der Nenner ist,
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tritt bei der Zerlegung keine ganze rationale Funktion auf. Der Diffe-
rentialquotient des Nenners
Fl)=—)E—-2 -3 +2kE—2F-3)
tx@E—1)(x—3)+x@x—1)Fx—-2)
ergibt fir die vier Wurzeln

g0)=—6, g)=-2,
g = 2, go) = 6.
Somit erhalten wir die Zerlegung
1 1 1 1
- E-2)(x—3 +7x—1 2 x—2+? r—3 "
Zur Probe wihlen wir fiir x einen Spezialwert, z.B. x =—1.

Dann wird einerseits 1 1

T1.-2.-3--4 24
und andererseits ebenso

i+ =

Die Betrachtungen konnen genau so durchgefithrt werden, wenn
der Nenner komplexe Nullstellen hat. Wir betrachten als

Beispiel: Die Zerlegung der Funktion

1
(1 + 29"

Eine ganze rationale Funktion tritt auch hier nicht auf. Der Nenner

hat die beiden Doppelwurzeln +¢ und —z.
gR) =01+ = -0+

Da die beiden Wurzeln konjugiert komplex sind, braucht die Rech-
nung nur fiir die eine durchgefuhrt zu werden, fiir die andere gelten die
konjugierten Werte. -

Fiir die Wurzel = ¢ muB g (x) nach Potenzen von x — ¢ entwickelt

werden. Von dieser Entwicklung brauchen wir nur die beiden ersten
Koeffizienten, da 4 eine zweifache Wurzel von g ist.

(x+2)2=[(x—13) +21P=—4+41(x —1)+...

Wir dividieren nun

2 3 1 —2 —1

_ ;| b1

4 41 | 1 0... i y 3
1 —1

Damit erhalten wir
1 1

M+ 4
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Die beiden letzten Partialbriiche bilden einfach die konjugiert kom-
plexen Werte zu den beiden ersten.

Anmerkung: Die soeben fiir die Partialbruchzerlegung bei lauter
einfachen Nullstellen aufgestellte Formel
1) _ fi) 1
g —ZK(M x—x’

v

wenn f von geringerem Grade als g ist, tritt héufig in etwas anderer
Gestalt auf. Wir multiplizieren mit g(x) und bezeichnen die ganzen

rationalen Funktionen % mit g, (x):
(t2) fo) = St - £

Diese sog. ,,Lagrangesche Interpolationsformel® gestattet es, eine
ganze rationale Funktion nten Grades f(x) aus an den 7z + 1 Stellen
%, gegebenen Funktionswerten f(x,) zu bilden. Dabei ist g(x) eine
ganze rationale Funktion (n + 1)ten Grades, nimlich das Produkt
simtlicher Linearfaktoren (v — x,).

Die Formel wird vielfach zur Ableitung von Theoremen verwandt,
ist aber zur numerischen Interpolation ungeeignet.

§ 39. Kettenbruchentwicklung rationaler Zahlen.

Eine andere Anwendung der Division zweier ganzer rationaler
Funktionen ergibt sich bei der Kettenbruchentwicklung.

Bekannt ist das schon von Euklid angegebene Verfahren zur Auf-
findung des groBten gemeinsamen Teilers zweier Zahlen. g, und g,
seien zwei ganze Zahlen, und zwar g, >g,. Man dividiert zunichst
go durch g;, bis sich ein Rest g, < g, ergibt,

So=0& 18-

Jeder Teiler von g, und g, muB auch ein Teiler von g, sein. Es bleibt
also nur iibrig, den groBten gemeinschaftlichen Teiler von g, und g,
zu suchen. Wir dividieren jetzt g durch g, und erhalten den Rest

8 < &2

So fahren wir fort

§1=0:8+8-
82=9¢38+ &

(13) 8n-1=9qn&n + &n+1-

Jede der Zahlen g, ist klemner als die vorhergehenden. Ergibt sich
schlieBlich g,,; =0, so ist g, der gesuchte groBte gemeinschaftliche
Teiler. Ist g, =1, so nennt man bekanntlich die beiden Zahlen &
und g, teilerfremd.
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Die aufeinanderfolgenden Quotienten gy sind alle positiv und = 1.

Sie gestatten die Darstellung der Quotienten :4’ und ::—‘ durch einen
Kettenbruch. Es ist ! ’

8o _ &
&1 4 +g1

und weiter
&1 &s
82 f+ g’
L - ]
o BTy
En-1 2
e Ity
Zusammenfassend ergibt sich
1
(14) =g +—
& Gt
7 +
!
t
Entsprechend findet man "
1) a1
o+ 1
7+ Tt
C1
e

Die Zahlenreihe ¢,g,...q, konnen wir dazu benutzen, um mittels
der ,,Rekursionsformel*

(16) Pv=quv—l+Pv-2

eine neue Zahlenreihe P,P,...P, abzuleiten. Die Zahlen P, sind be-
stimmt, sobald iiber die Werte zweier von ihnen verfiigt worden ist.
Wir wahlen als Ausgangswerte P_, =0 und Py =1 und bemerken
zunéchst, daB die Zahlen P, mit wachsendem Index stindig zunehmen.
Ist ¢, =1, so beginnt diese Zunahme allerdings erst mit der Zahl P, .

Entsprechend wollen wir eine zweite Zahlenreihe Q, ableiten mit
Hilfe der gleichen Rekursionsformel

(17) Qv=q1‘QV—l+QV—”

Als Ausgangswerte wahlen wir Qy = 0 und Q1. =1. Auch hier nehmen
die Zahlen @, stindig zu, und zwar beginnt die Zunahme spitestens
mit Q,.

Die beiden neuen Zahlenreihen P, und @, kénnen nun dazu benutzt
werden, um die beiden Zahlen g, und g1 durch beliebige Reste g, und
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g,+1 auszudriicken. Es 148t sich namlich leicht durch vollstandige In-
duktion zeigen, daB

(18) =P+ P 1841
und
(19) 0=0.8+0 184
ist.

Die Formeln sind zunichst richtig fiir » = 1, denn es ergibt sich,
da nach (16) P, = ¢, ist:

=P+ Pt=0na+e und a=0a+%e=2¢-
Angenommen ferner, sie wiren erwiesen fiir v = p — 1:
8= Pp—l 8p-1 + Pp—2 8p
61=0p-18p-1+ Qp-28p,

so braucht man nur aus (13) gp-1 = ¢p8p + gp+1 einzusetzen, um die
entsprechenden Formeln fiir den Index p mit Hilfe von (16) und (17)
zu erhalten:

&= Pp_1+ P, o)+ P11 = P,g+ Py 1841

und

und
81=1{20p-1+Qp-9)8 + Op-18p+1 =0 +Qp-18p+1-

Die Zahlen P, und Q, stehen in einer bemerkenswerten Beziehung
zueinander. Eliminiert man namlich aus (16) und (17) g,, so ergibt sich

PyQy—l - Pv—le = _‘(Pv—IQv-2 - Pv—2QV—l) .

Rechts steht bis aufs Vorzeichen dieselbe Determinante wie links, nur
fiir einen um eine Einheit verminderten Index. Daraus folgt, daB diese
Determinante fiir wachsenden Index stets denselben absoluten Wert hat,
wihrend das Vorzeichen standig zwischen + und — schwankt. Nun

ist aber PiQy— PyQy=—1.
Daher ergibt sich
(20) P,Q,_ —P,1Q,=(—1).

Aus (20) erkennt man sogleich, daB die Zahlen P, und Q, stets
teilerfremd sein miissen, denn jeder gemeinsame Teiler muBte auch in
+ 1 enthalten sein. Ferner ergibt sich nach Division durch Q,Q, _,:

P Py (=)
Q@ D DO

Daraus folgt, daB die Briche g abwechselnd groBer und kleiner

(21)

sind als die jedesmal vorhergehenden, und daB ihre Unterschiede mit
wachsendem » stindig abnehmen. Sie nahern sich einem bestimmten
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Werte, nimlich dem Quotienten ? . Denn es folgt aus (18) und (19)

1

_&_& Pygy + Py_ 1gv{17_&___(Pva_x_PV—gi)'gV+l
& O Qré’v‘f‘Qv 18741 o Qvey + Qv_18v41) Qv
und aus (19) und (20)
g Pr (1) gr41
22 Z e = e
( ) &1 O &1 Qv

Da mit wachsendem » die Zahlen g abnehmen, wahrend Q wachst,
so verkleinert sich diese Differenz absolut genommen stindig. Fur

v=n verschwindet gn+1, und der Quotient :—" fallt mit dem Naherungs-

1
wert -Q— zusammen. Fiir geraden Index ist der Niherungswert groBer,
» 8o

fir ungeraden kleiner als "

Analoge Resultate ergeben sich fiir den reziproken Wert. Aus (20)
folgt zunichst
QO (1)
(23) P, PR TPDP,
und weiter aus (18), (19) und (20)

&1 91’ _ Q_V__gv+ Qv_18vi1 _ o (PyQv_1—Py_1Qv) vy

8o Pv—Pvgv+Pv_1gv+1 1—5;—— (Pvgv+Pv_1gv+1)Pv
B k) Y 2721
o 12

(24)

Das Merkwiirdige ist nun, daB3 die Naherungswerte die besten sind,

die sich aus Zahlen von héchstens ihrer GroBe fiir den Bruch £ finden
lassen. &
Fiir geraden Index v ist namlich

P, 8o P,_,

% 81 Qv_y’
fiir ungeraden dagegen

P _g _ P

> & Oy’

Angenommen nun, es gabe einen Bruch % , der naher an ;J? liegt als
1

g’ , obgleich 5 < @, ist, so wire im ersten Falle

»

f_’i> f‘. > Bys
und im zweiten Q Qrs
Q Y2 <Q“ .
Im ersten Falle folgt daraus nach (21)
P,_, P, Py, 1

a
0<y~o.<e "o, ool

im zweiten
P,_, P,_ 1 p, 1

0y = < T T Bon




§ 39. Kettenbruchentwicklung rationaler Zahlen. 123

Multipliziert man nun die Ungleichungen mit 5Q,_, und beriicksichtigt
(20), so ergibt sich

b
0 <an—1 - va-—l <E

b
0<bP,_.;—aQ, <Q*

da b < Q, vorausgesetzt wurde. Darin steckt aber, da a, &, P,_ 1 und
Q,_1 ganze Zahlen sein sollen, ein Widerspruch. Q
Entsprechend 148t sich schlieBen, daB der Bruch <~ den besten

<1
und

<1,

Niaherungswert fiur & darstellt der sich aus Zahlen von hochstens dieser
GréBe bilden 14Bt.

Die Kettenbmchentmcklung laBt sich dazu benutzen, um den Quo-
tienten zweier Zahlen naherungswexse durch Quotienten kleinerer
Zahlen darzustellen.

Beispiel: Den Bruch durch Naherungsbriiche darzustellen.
Wir bilden zunachst durch Division schrittweise

823 :250 =3
250 : 73 =3
3 3l=2¢
3 T1=2
1 : 9=1
9 - 2=14
2 1=2

Die beiden Zahlen sind teilerfremd. Es ergibt sich fur g, und ¢, und die
aus ihnen gebildeten Zahlen P, und Q,:

1

v gr qv ‘ P, ' ¢
o 823 — ’ 1 } 0
1 250 50 30 1
2 73 30 10 | 3
3 ! 31 2 1 23 | 7
4 | 11 2 56 17
5 9 1 1 9 | 24
6 2 4 372 ; 113
7 1 2 823 | 230

Der Fehler der geniherten Darstellung durch den Bruch g—v ist

v

nach (22) absolut genommen gleich —g—Q“—‘, also beispielsweise fur
v
v =4
155__’ 9 8 9 S23 1
& Qs 17 7250 17800 250 1000 °

Der Bruch % kann demnach durch den Bruch % dargestellt werden,

wenn es auf Fehler unter 1%/, nicht ankommt.
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Handelt es sich nur um eine obere Grenze fiir den Fehler, so kann
man bequemer nach (21) rechnen. Die Differenz zweier Niherungswerte

P ound Prov g gleich Da 2%t naher an dem wahren
O vy Qv 1 Q> Q’+1
Werte liegt als f—’, so ist der Fehler von Q_ sicher kleiner als
Y 1 1
20 g

§ 40. Approximation einer beliebigen Zahl durch eine
Kettenbruchentwicklung.

Es bleibt noch zu bemerken, daB g, und g, nicht notwendig ganze
Zabhlen zu sein brauchen. Sind es zwei beliebige Zahlenwerte, die kein
rationales Verhaltnis besitzen, so wiirde zwar die Kettenbruchentwick-
lung niemals abbrechen, der SchluB iiber die Niherungen bliebe jedoch
bestehen. Haben jedoch zwei unendliche Dezimalbriiche ein rationales

Verhiltnis, so bricht die Kette einmal ab, und man erhilt das Verha.ltms
durch zwei ganze Zahlen dargestellt.

Man kann auf diesem Wege untersuchen, ob zwei physikalisch
gegebene GroBen in rationalem Verhdlinis stehen; eine Frage, die in der
Physik hiufig eine Rolle spielt. Eine sichere Entscheidung 148t sich
natiirlich niemals treffen, da fur den Wert solcher GréB8en stets nur ein
gewisses (groferes oder kleineres) Intervall angegeben werden kann.
Es hat jedoch einen Sinn, nach dem Verhiltnis zweier ganzer Zahlen
zu suchen, die innerhalb der Grenzen der Beobachtungsfehler das Ver-
héltnis zweier physikalisch bestimmter GréBen wiedergeben.

Stehen die GréBen g, und g, in rationalem Verhiltnis, so bricht die
Kettenbruchentwicklung an einer Stelle ab, der Rest g,,; verschwindet.
Da aber g, und g, mit Beobachtungsfehlern behaftet sind, so wird g, .,
nicht genau gleich Null sein. Es fragt sich, wie stark g,., durch die
Fehler von g, und g; beeinfluBt werden kann.

Aus (18) und (19) ergibt die Elimination von g, unter Beriicksich-
tigung von (20)

(25) (—1)8n+1 =8 Pn — gQn -
Bezeichnet das Vorsetzen eines ¢ den absoluten Betrag des Fehlers der
betreffenden GroBe, so wird

0gni1 = Pudgy + Qudg-
Wir kénnen daher die Kettenbruchentwicklung abbrechen, sobald sich
ein Rest ergibt, der kleiner als dieser Fehler ist. i gibt das gesuchte
ATers n
Verhiltnis.
Die Vermutung, daB die beiden physikalischen GréBen tatsichlich in

rationalem Verhaltnis stehen, wird um so mehr Wahrscheinlichkeit be-
sitzen, je kleiner der Beobachtungsfehler von gy/g, im Verhiltniszu Q ?ist.
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Beispiel: Von vier Linien des Wasserstoffs, je einer im Rot, Griin,
Blau und Violett des Spektrums, sind die Wellenlingen mit einer Ge-
nauigkeit von rund 003 -10~% cm gemessen worden:

1, =6563'04-10"8 cm

1y = 486149
1, = 434066
ig=4101'90.

Entwickelt man die Verhaltnisse 4,:4;, 43:4; und 43:4_ nach
dem Kettenbruchverfahren, so ergibt sich:

q P Q

Aiido=656304:4861149 1 1 1
170155 145839 2 3 2

24316 24259 1 4 3

057 s 23 17

1 27 20

lotdg = 486149:434066 1 1 1
52083 17402 8 9 8

172'79 123 2 19 17

1 28 25

Ag- 2, = 4340°66: 4101°90 1 11
23876 171430 17 18 17

238 4298 5 91 86

474 1912 1 109 103

1 200 189

Die Rechnung ist jedesmal abgebrochen worden, wenn (P 4 @) - 0:03
groBer wurde als der entstehende Rest. Innerhalb der Genauigkeit
der Wellenlingen werden demnach die Verhiltnisse dargestellt durch
die Briiche h—az ]:3*2-8‘ 1_3—22

i, 20 g 25° Iy 189 ° .

Im ersten Falle betrigt der folgende Quotient 428, daher wird :‘

durch ;—% viel genauer dargestellt als man es der GréBe des Nenners nach

erwarten sollte. Ahnlich verhilt es sich im zweiten Falle.
gewdhnliche Genauigkeit berechtigt zu der Vermutung, da8 i'—‘ und :—3
2 3

rational sind, wahrend sich f nicht schlagend als rational erweist.
4

Fir die Verhiltnisse der Wellenlangen hat Balmer eine gemein-
schaftliche Formel aufgestellt. Betrachten wir die reziproken Werte
der Wellenldngen, so wird

1.1 11 .27 189 8
LG LT Va0 s
5 1221 32
36764 100 144

SR O

Diese un-
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Die reziproken Wellenlangen lassen sich also aus der Formel
T=R(p—4), =345

herleiten, die auch fiir hohere Werte von # bestitigt worden ist. R ist

die sog. Rydbergsche Konstante.

SchlieBlich kann man auch unendliche Dezimalbriiche auf diesem
Wege durch rationale Zahlen annihern.

Beispiel: Die Zahl 7 durch das Verhiltnis zweier ganzer Zahlen
moglichst gut darzustellen.

Wir beginnen mit g, = 7, g; = 1. Fiir die Rechnung muB der unend-
liche Dezimalbruch an einer Stelle abgebrochen werden. Die Annaherung
kann natiirlich nur so weit getrieben werden, wie die Reste gro8er bleiben,
als der durch das Abbrechen des Dezimalbruchs entstehende Fehler:

q P Q
71 = 314159265 : 1:00000000 3 3 1
14159265 885145 7 22 7
5309815 3055 15 333 106
882090 1 355 113
271090 288
26650
T2210

Wir erhalten fur & die aufeinanderfolgenden Naherungen
3 22 333 355
1 7 106 113°
Die, Fehler der drei letzten Naherungsbriiche sind nach (22) rund
S .
790 1200000 37000000 °

Die Genauigkeit des Bruches % ist merkwurdig groB, es ergibt

sich erst in der siebenten Dezimale eine Abweichung. Wire 7 eine physi-
kalisch bestimmte GréBe, so konnte man hier leicht zu der irrtumlichen
Vermutung gefithrt werden, daB8 & tatsichlich gleich dem Quotienten
der beiden verhdltnismiBig kleinen Zahlen 355 und 113 ist.

§ 41. Kettenbruchentwicklung rationaler Funktionen.
Die Kettenbruchentwicklung laBt sich nun so, wie wir sie an festen
Zahlen kennen gelernt haben, auf ganze rationale Funktionen ausdehnen.
Wir gehen von zwel ganzen rationalen Funktionen g, (x) und g (x) aus.
Der Grad von g, sei groBer oder mindestens gleich dem von g, . Durch
aufeinanderfolgende Divisionen bilden wir
=081 &
81= 928 + &3,

8n-1 =qngn+ Snt1-
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Die Reste g,, g;... sind ebenfalls ganze rationale Funktionen, deren
Grad sich stindig vermindert. SchlieSlich wird gn41 =0. ga ist der
groBte gemeinschaftliche Teiler der beiden Funktionen; ist g, eine Kon-
stante, so heiBen die Funktionen teilerfremd.

Die Quotienten ¢;, ¢,... sind auch ganze rationale Funktionen.
Aus ihnen bilden wir nach (16) und (17) ganze rationale Funktionen
P, und Q,, fiir die die gleichen Beziehungen wie friiher gelten:

(18) g0=Prgv+Pv-1gv+lr
(19) gxzovgv+Qv-lgV+1’
(20) PVQV—I— v-—le:(_1)v.

Wie wir frither die Kettenbruchentwicklung nicht auf ganze Zahlen
zu beschrianken brauchten, so ist esauch jetzt nicht notwendig, bei ganzen
rationalen Funktionen stehenzubleiben. Den unendlichen Dezimal-
briichen entsprechen jetzt nach negativen Exponenten fortschreitende
Potenzreihen

Qo= "+ ay 15" 1+ ... xtagtaxida x4 . m<n
und
G =bp ™+ by 2™ D+ by b T b T

Die drei Gleichungen (18), (19) und (20) bleiben auch jetzt erhalten.
Insbesondere gilt auch jetzt noch

G Pr_ (=1 g

81 v &1 o

Die Divisionen sind natiirlich auch jetzt nur so weit auszufiihren, als in
den Quotienten g¢;, ¢,... keine negativen Potenzen von x auftreten.

(22)

Py . . . .
o, kann man wieder in gewissem Sinne als Naherung des Quotienten Zi’
v 1
auffassen. Auf der rechten Seite steht der ,Fehler”, der jetzt eine
Funktion von x ist. Wir wollen die Gr6Be dieses Fehlers naher unter-
suchen.
Der groBte positive Exponent in g, sei #. Die Quotienten ¢y, gs. ..

seien vom Grade &, &, ... Dann ist der groBte Exponent von g,
gleich #» — «, der von g, gleich n — &; — «, usw., der von g, ,, gleich
n— 0y — & — ... — &, — &, . Wirbilden nun nach (17) die ganzen

Funktionen @, mit den Ausgangswerten Qy =0 und Q, =1 . Es wird
der Grad von Q, gleich 0,

33 » 2 Qz i (x2’
3 »» » Qg » 0‘2 + 0‘3’

Alle «, mit Ausnahme von &, sind mindestens gleich 1
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Entwickeln wir die rechte Seite von (22) nach fallenden Potenzen
von z, so beginnt die Entwicklung mit

xn—(a,+a,+...+a,+a,+l) - (n—a,+a,+a,+...a,) — x-2(a,+a,+...a,,)—a,+1 R

also mit einer Potenz von x, deren negativer Exponent mehr als doppelt
50 grof ist wie der Grad von (),. Es tiissen sich also alle algebraisch
hoheren Potenzen in % und dem »Naherungsbruch'* P» fortheben.

&1 v
Dieser Niherungswert ist in dem Sinne der beste, der sich fiir gi’
1
angeben 14Bt, als es keinen anderen Quotienten I‘% zweier ganzer ratio-

naler Funktionen gibt, bei dem sich mehr Potenzen von x gegen Glieder
im z—“ wegheben, wenn &(x) von gleichem Grade wie Q, (%) ist.

H . P, . .
Denn es miBten ja sonst = und ; in der Potenz mit dem

o
Exponenten — 2(x, + &3 4...4,) — &,,; voneinander abweichen.
Es miiBte die Entwicklung ihrer Differenz mit dieser Potenz beginnen:

}2_ a_(i)_ Cx—z(a,+a.+...zx,,) - Gy41,

@ o)
Darin steckt ein Widerspruch, denn multiplizieren wir mit
Q, - (%), so beginnt die rechte Seite, da beide Funktionen vom Grade
&g+ X3+ ...x, sind, mit x~%+1:

P,-b(x) —Qy-a(x) =Cyx~%+1.

Links steht aber eine ganze rationale Funktion, die keine negative Potenz
enthalten kann.

Ein Beispiel bildet die GauBsche Entwicklung des Logarithmus.
Die beiden Potenzreihen

2 23 24
105(1+x)=x—-—2—+7_;.;+” ,
%2 *3 P
log(1—x)=_x_7_?_ n S

. 1
oder, wenn wir x durch — ersetzen,
x

1 1 1
1 SEPUS W TRIpO: SR R
2log”_1_x -+ 3% +5x S+ ...,
eine Reihe, die fiir 'x|>1 konvergiert.
Setzen wir
=1,

Q= lx b las g
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so konnen wir % log ;):—+~1— in einen Kettenbruch entwickeln. Die auf-
einanderfolgenden Divisionen ergeben:

0 -2 -4 -6 -1 -3 -5 -7
t 0o 0 0 . A0 1
3 5 7

1 1 1 (1 2 3 ) 22.1!

R T “\35 5.7 7-9° 7 1

1 2 ) 3 (1-2 2-3 ) 24.2!

(ﬁ 7.9/ 11 5.7.97-9-11° "7/ 1.3

_( 1.2 ) 3-5 _( 1.2.3 ) 283!

7.9.11° "7/ 2! 7:.9:.11-13""7/1.3.5

Als Nenner des Kettenbruchs ergeben sich die Quotienten

hh=%, g =—13x,

12 22
@3 =2 5%, %2*'3_:7"’
12.32 22_42

=5 ,39%  f=—mally

Man erkennt das allgemeine Bildungsgesetz
22.42 ., (2”—22
Qon = — 2. 52, . (2,,‘_1))2 '(4”-‘1)x,
12.32...(2n — 1)?
Poeni1= "5 ami -(-?2")’) -(4n+1)x.
§ 42. Aufgaben zum 4. Kapitel.
1. Die reelle Wurzel der Gleichung

B +52—7=0
ist auf fiinf Dezimalen zu berechnen.
2. Die ganze rationale Funktion y = x* ist nach Polynomen

%, x(x—1), x@x—1)(x+1),

x@—1)E+1)kx—2)
und nach Polynomen

zu entwickeln.

xx+1)(x—1)(x+2)

3. Die Funktion y = sin x ist mittels der Funktionswerte

sin 0°=0
sin18° =4 (J5 — 1)
sin30°= %
sin45°=1} V2

sin 54° = 1(}/5 4+ 1)

Runge-Konig, Vorlesungen
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durch eine ganze rationale Funktion vierten Grades zu approximieren.
Damit sind die Funktionswerte fiir 10°, 20°, 30°, 40°, 50° auf fiinf
Dezim .'en zu berechnen. (}/S' = 22360680, 2 = 14142136).

4. Mit Hilfe der folgenden Logarithmen

log 28 = 14471 5803
log 29 = 1°4623 9800
log 30 = 147712125
log 31 = 1-4913 6169
log 32 = 1°50514998
log 33 = 15185 1394
log 34 = 1°5314 7892
ist log # auf acht Dezimalen zu berechnen.
5. Aus den natiirlichen Logarithmen

log 192 = 52574954
log 196 = 52781147
log 200 = 5298 3174
log 204 = 5318 1200
log 208 = 5337 5381
sind die naturlichen Logarithmen von 197, 198, 199, 201, 202, 203 durch
Interpolation auf sieben Dezimalen zu berechnen.
6. Der Winkel 1§y in BogenmaB hat die GréBe
0°-57296.

Diese Zahl ist durch den Quotienten zweier einstelliger Zahlen zu ap-
proximieren. Wie groB ist die Genauigkeit?



Fiinftes Kapitel.

Das Rechnen mit unendlichen Reihen.

§ 43. Konvergenz und Divergenz.

Bei allen GroBen, die nicht durch ganze Zahlen oder durch das Ver-
haltnis ganzer Zahlen ausgedriickt werden kénnen, begnigen wir uns
mit der Angabe von Naherungswerien. Denken wir uns eine Reihe
von Naherungswerten a,, 4,, @3, ... hingeschrieben, deren Genauig-
keit mit wachsendem Index zunimmt, und zwar so, daB ein Naherungs-
wert, der in der Reihe hinreichend weit gewahlt ist, beliebig wenig von
allen folgenden abweicht, so kann die Rethe der Naherungswerte als
Definition eines Zahlenwertes aufgefaBt werden, ohne daB ene alge-
braische Beziehung zu ganzen Zahlen bekannt zu sein braucht.

Die Verfahren zur Bildung aufeinanderfolgender Naherungswerte
sind sehr mannigfaltig. Hiufig berechnet man die Naherungswerte
selbst zundchst nicht, sondern die Differenzen zweier aufeinander fol-
gender oder, wie man sagt, die Korrekturen, die man an einen Nahe-
rungswert anbringen muB, um den nédchsten zu erhalten. Der nte
Naherungswert ist dann gleich dem (» — 1) ten plus der Korrektur oder
auch gleich dem ersten plus der Summe der Korrekturen bis zu der, die
den (» — 1)ten in den nten verwandelt. Statt der Reihe der Naherungs-
werte kann man also auch die Reihe der Korrekturen ¢y, ¢,, c;, ...
betrachten, wenn man noch den ersten Naherungswert hinzufiigt. Der
Zahlenwert stellt sich dann als eine Summe mit unendlich vielen Glie-
dern dar: 4o oo, ..

Damit eine solche unendliche Summe einen endlichen Zahlenwert
besitzt, ist es notwendig und hinreichend, wie wir schon bemerkt haben,
daB sich ein Naherungswert von allen folgenden beliebig wenig unter-
scheidet, wenn wir nur in der Rethe der Naherungswerte hinreichend
weit gegangen sind. Auf die Korrekturen bezogen lautet die Forde-
rung, daB die Summe der Glieder, die auf das nte folgen, beliebig klein
wird, wie weit man auch die Summe zusammenzahlen mag, wenn man
nur # hinreichend gro8 wahlt. Ist diese Forderung erfullt, so sprechen

9*
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wir von einer konvergenten, andernfalls von einer divergenten unend-
lichen Reihe. :

Wenn etwa die einzelnen Glieder einer unendlichen Reihe abwech-
selndes Vorzeichen besitzen, absolut genommen abnehmen und beliebig
klein werden, wenn man in der Reihe hinreichend weit fortschreitet, so
ist die Reihe konvergent. Denn die Naherungswerte einer solchen alter-
nierenden Reihe nehmen abwechselnd zu und ab und unterscheiden
sich von allen folgenden beliebig wenig, wenn man nur in der Reihe
hinreichend weit geht. Die Naherungswerte sind abwechselnd groBer
und kleiner als der durch die Reihe definierte Zahlenwert, oder der Fehler
eines Niherungswertes ist immer kleiner als die folgende Korrektur.

Ein Beispiel bildet die bekannte Reihenentwicklung fur lg2
(= 1)""‘)

n

1 1 1
1_“2'+“3“’_T+--'(Cn—l=
Der Fehler des nten Naherungswertes ist absolut kleiner als —— + T
Die Reihe konvergiert demnach recht langsam, man miiBte etwa hundert
Glieder berechnen, um den Fehler unter eine Einheit der zweiten De-
zimale zu driicken.

In solchen Fallen kann man die Konvergenz dadurch beschleunigen,
daB man an Stelle der Naherungswerte dieser Reihe das arithmetische
Mittel zweier aufeinanderfolgender Naherungen nimmt. Bezeichnen
wir mit @, den nten Ndherungswert, so ist in unserer Reihe

(=1

Anyp1 — @p = Cp =

n4+1’
(=1
Ap — Ap1 = Cp_1 = — 7’
und wenn man addiert
Qo1+ Gty (=) a+ay 3
2 2 T2n(n+ 1)’ 2 4

lg2 wird daher auch durch die folgende Reihe dargestellt:

3 1 1 1 ( __(—1)"-1)
7*2.2.3'{”2.3.4-2.4.54—”' c"‘1__2rz(n+1) :

Die Konvergenz dieser Reihe ist erheblich besser, denn sechs Glie-
der der Reihe wurden den Fehler schon unter eine Einheit der zweiten
Dezimale bringen.

Man kann das Verfahren fortsetzen. Wenn 4, den #nten Niherungs-
wert der neuen Reihe bezeichnet, so ist

dpr1— 4, = PICETICE 1N

(=t

Aw— Ay = 2n(n 1.
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und wenn man addiert

An+1+An_An+Au—l (_ 1)".—l A1+A2 1_7

2 2 T2nm+1)(mn+2)° 2 24"

-~

Daraus ergibt sich die neue Reihe

17 1 1 1 ( _ (— t)»-1
'27_2-2-3-4+2-3~4-5_2-4-5-6+"' C"l“zn(n+1)(n+2))‘

Sechs Glieder dieser Reihe wiirden schon eine Einheit der dritten Dezi-
male liefern:

’7 = 070833 ;e = 002083
. 1 —_— 0 1 —_—
2—————_3_4'5~000833 sTrgg = 000417
1 . 1 —
T3 = 000238 = 000149
0'71 904 — 0°02649
- 002649
069255
Der Wert der Reihe liegt demnach zwischen 0°69255 und
069255 + 2—7—? 5 also zwischen 0°69255 und 0°69354. Das arith-

metische Mittel zwischen diesen beiden Grenzen liefert einen Naherungs-
wert von doppelter Genauigkeit, denn sein Fehler mufl kleiner sein als
die halbe Differenz der beiden Grenzwerte. Es wird demnach der
Reihenwert’

06930 + 5 Einheiten der letzten Dezimale.

In der Tafel findet man den Wert lg 2 = 0'6931.

Wenn die aufeinanderfolgenden Naherungswerte nicht abwechselnd
groBer und kleiner sind, ist die Konvergenz der Reihe nicht so einfach
zu entscheiden. Wir wollen zunichst den Fall betrachten, daB die
Naherungswerte bestindig zunehmen, daB also alle Korrekturen das-
selbe Vorzeichen haben. Hat man von einer solchen Reihe die Kon-
vergenz nachgewiesen, so ist sie damit gleichzeitig fir jede Reihe be-
wiesen, deren Glieder ebenfalls gleiches Vorzeichen besitzen und dem
absoluten Betrage nach kleiner als die der ersten Rethe sind, denn der
Fehler dieser Reihe ist dann standig kleiner als der der ersten Reihe.

Die Vergleichsreihe wird man so zu wahlen suchen, daB sie sich
moglichst nahe an die zu untersuchende Rethe anschlieBt. AuBerdem
ist es wiinschenswert, daB man den Fehler der Naherungswerte der Ver-
gleichsreihe einigermaBen genau und mdglichst bequem angeben kann.

Diesen Anforderungen genugt in erster Linie die geometrische Reihe

1—q a q"

a+aq+ag*+, "‘:a—i_q=i~_——q—ai—_—q.
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Wenn ¢ positiv kleiner als 1 ist, so ist die rechte Seite der Gleichung
beliebig wenig von ﬁ verschieden, wenn man nur # hinreichend gro8
wihlt. Fiir solche Werte von ¢ ist daher die linke Seite der Gleichung
Tj‘q , dessen Fehler gleich Ia__—qq ist.

Die geometrische Reihe kann in allen den Fallen als Vergleichsreihe
benutzt werden, in denen von einer bestimmten Stelle ab jedes Glied
einen gewissen Bruchteil des vorhergehenden nicht iiberschreitet. Ist
g dieser Bruchteil und s der Wert eines Gliedes, das mit allen folgenden
diese Regel erfillt, so ist der Fehler, den man begeht, wenn man gerade
vor dem betreffenden Gliede abbricht, offenbar nicht gréBer als die

geometrische Reihe

ein Naherungswert von

m+mg+mg®+...,

also nicht groBer als Kommt ¢ dem Werte 1 nicht zu nahe,

1 -
so ist der Fehler von derselben Ordnung wie m. Wir haben hier eine
ganz dhnliche Regel wie bei der alternierenden Reihe, auch hier wird
die Genauigkeit einer Niherung beurteilt nach dem Betrage der nachst-
folgenden Korrektur. In vielen Fallen geniigt die Kenntnis der Dezi-
male, die vom Fehler noch beeinflut wird, dann kann man sich mit

dieser rohen Abschitzung begnugen und die genaue Ermittlung der

1

Regel Vorsicht geboten, da sich leicht Beispiele bilden lassen, bei denen

der Fehler die nichstfolgende Korrektur um beliebig viel tiberschreitet.
Die Reihe

m I . .
oberen Grenze 14 ersparen. Immerhin ist bei Anwendung dieser

1 1 1 11 1 1
@-ﬁ+%*ﬁ+%*ﬂ+~ﬁm=?—mnﬂ
konvergiert und hat den Wert 1, wenn ¢ eine beliebige positive Zahl
ist. Der mte Naherungswert ist gleich 1 — und besitzt daher

1
den Fehler m .

Nun ist nach dem binomischen Lehrsatz

_r
CEmE

1\-¢ & ele+1) 1
=) =1+

folglich ist
(1—L) " >14 2
n n

und daher . .
£
= 1) F-*-n”"’
1 1 £
(n—i)f—; nite’

Das heiit, es st
&
e <Cn-2
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Mithin konvergiert auch die Reihe

1 1 1 1
1 + 21+e + Jlte + 41?—5 + . .(C’ = m)
und der Fehler des nten Niherungswertes ist kleiner als %mal dem

1
Fehler der Vergleichsreihe, also kleiner als ——.

Diese Reihe kann zweckmaBig als Vergleichsrethe herangezogen
werden, wenn ein Vergleich mit der geometrischen Reihe wegen der
schnellen Abnahme der Glieder nicht mdglich ist. Fir kleine Werte
von ¢ wird die Konvergenz immer langsamer und hért fiir ¢ = 0 ganz

auf. Die Reihe geht dann uber in die harmonische Reihe
1,01 1 1
et 4 (o= 1)

deren Divergenz sich aus der Bemerkung ergibt, da

1 1 1 1 1

TR N TS T
ist. Wieviel Glieder man auch von der Reihe am Anfang zusammenfaBt, die
Summe der iibrigbleibenden Glieder muf8 immer den Wert 4 {ibersteigen.

Analog kann man ibrigens auf die Divergenz einer jeden Reihe
schlieBen, deren Glieder von einer bestimmten Stelle ab nicht kleiner
sind als ein bestimmtes Vielfaches der entsprechenden Glieder der har-
monischen Reihe.

Wenn eine Reihe aus positiven und negativen Gliedern besteht und
man bildet aus ihr eine neue Reihe, indem man die Vorzeichen aller Glieder
positiv wihlt, so ist die Konvergenz der ersten Reihe bewiesen, sobald
die Konvergenz der zweiten Reihe, der Reihe der absoluten Betrige, fest-
steht. Denn der Unterschied zwischen zwei Naherungswerten der ersten
Reihe kann dem absoluten Betrage nach nicht groBer sein als der Unter-
schied der entsprechenden beiden Naherungswerte der zweiten Reihe.

Dagegen folgt nicht umgekehrt aus der Konvergenz einer Reihe
die Konvergenz der Reihe der absoluten Betrige, wie das Beispiel der
harmonischen Reihe zeigt. Die Reihe

1—4+1—t+4...

konvergiert und liefert den Wert 0 693. .., wie wir oben gesehen haben,
wihrend die Reihe

e T e
divergiert.

Ist die Reihe der absoluten Betrage konvergent, so spricht man
von unbedingter Konvergenz. Es laBt sich zeigen, daB der Wert
einer solchen Reihe von der Reihenfolge der Glieder unabhingig ist?).
Divergiert dagegen die Reihe der absoluten Betrage, so konvergiert eine
Reihe nur bedingt. Die Konvergenz sowohl wie der Wert der Reihe

1y Vgl z B Runge, C * Theorie und Praxis der Rethen S 19.
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ist abhingig von der Reihenfolge der Glieder. Ordnen wir etwa die
Glieder der Reihe 1—34+4—1+...

so um, daB immer zwei positive und ein negatives Glied zusammen-
genommen werden, so entsteht die Reihe

1+ G+HE—D+EHE— D+
oder, wenn wir immer die eingeklammerten Glieder zusammenfassen,
1 1 1
1_{_2.3.5+4.7.9+ "'(C"=2n(4n—1) (4n+1)) :
Diese Reihe konvergiert zwar noch, wie der Vergleich mit der Reihe

1+%+%+~...

zeigt, aber ihr Wert ist groBer als 1, also verschieden von 0693 ...

§ 44. Addition, Subtraktion und Multiplikation unendlicher
Reihen.

Werden zwei Werte addiert, subtrahiert oder multipliziert, so 4n-
dert sich das Resultat beliebig wenig, wenn man die Werte hinreichend
wenig abdndert. Setzt man also statt der GroBen selbst Naherungs-
werte ein, so ergibt sich auch ein Naherungswert fir das Resultat. Der
Fehler dieses Naherungswertes ist beliebig klein, wenn die Fehler jener
Niherungswerte hinreichend klein sind. Man kann also fur das Resultat
der Rechnung eine Reihe von Niherungswerten mit stindig abnehmen-
dem Fehler bilden, mit anderen Worten, man kann das Resultat als
eine unendliche Summe schreiben, deren erstes Glied der erste Nahe-
rungswert ist, und deren weitere Glieder die Korrekturen sind, die einen
Naherungswert in den folgenden verwandeln.

Es seien N und N’ die #ten Naherungswerte zweier Reihen, dann
ist N + N’ der Naherungswert ihrer Summe. Sind ¢, und ¢, die Kor-
rekturen von N und N, so ist ¢, + ¢, die Korrektur von N + N’. Die
Summe der beiden Reihen kann man daher in der Form

(ot co) +late) +(te)+ ...
schreiben oder, da ¢, mit wachsendem » beliebig klemn wird und daher
auch N+ N’+ ¢, mit beliebiger Genauigkeit den Reihenwert dar-
stellt, so kann man die Zusammenfassung je zweier Glieder auch weg-
lassen und schreiben .

Gt+eote+cit+eatcn+...
Wie man leicht sieht, dandert die Reihe ihren Wert nicht, wenn
man die Glieder der einen Reihe unter Beibehaltung ihrer Reihenfolge

gegen die der anderen verstellt, auch wenn beide Reihen nur bedingt
konvergieren., Ist eine der beiden Reihen unbedingt konvergent, so
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kann man die Reihenfolge ihrer Glieder beliebig d4ndern, sind beide Reihen
unbedingt konvergent, so konnen alle Glieder der Summenreihe ihre Anord-
nung beliebig ndern, ohne daB sich der Wert der Summenreihe dndert.

Was fiir die Summe zweier Reihen richtig ist, gilt ebenso fiir die
Differenz zweier Reihen.

"Eine konvergente Reihe von Werten, deren jeder als unendliche
Reihe von Gliedern definiert ist, kann man in eine konvergente Reihe
dieser Glieder verwandeln. Bleibt die Reihe konvergent, wenn alle
Glieder mit positivem Vorzeichen genommen werden, so kann man
ihre Reihenfolge beliebig wahlen. Ist

A=a+b+0+...

a=0g+x +&+...
b=ﬂo+ﬂ1+ﬂz+--~
c=y+tntrt+-..

zu bilden, wobei

ist, so besteht eine bequeme Summationsmethode darin, daB man die
Reihen je eine Stelle einruckt

gy Ky, Ky, Gg...
Bos By Ba--.
700 N1---

und die Glieder kolonnenweise addiert.

Um das Produkt zweier konvergenter Reihen wieder als konver-
gente Reihe darzustellen, betrachten wir die #!*® Naherungswerte
N, und Nj, der beiden miteinander zu multiplizierenden Reihen. N,N,,
ist der Naherungswert des Produkts, dessen Fehler zugleich mit den
Fehlern von N, und N7, beliebig klein wird. Denn aus den Korrekturen
¢, und ¢, dieser Naherungswerte ergibt sich die Korrektur des Nahe-
rungswertes N,N7, zu ¢, N}, 4 ¢, N, + ¢,c,,. Wir erhalten daher fiir
das Produkt der beiden Reihen die folgende Reihe

NyN{ 4+ (e, N{+ I Ny + ¢,ch) + (caNy 4+ 63Ny + 6,65 + ...

Wenn man fur NV, und N, thre Ausdrucke als Summen der GroBen ¢
einsetzt, so erhalt man fur das Produkt die quadratische Anordnung

s ’
ey +cocy oy A ...t cCoCuoy A coCn ...
ey e e 4. day Fda +...
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Die Reihe fiir das Produkt konvergiert, wenn die beiden Faktoren
konvergieren, gleichgiiltig, ob die Konvergenz bedingt oder unbedingt
ist. Fiir die Berechnung bringt man die quadratische Anordnung des
Produktes bequemer in folgendes Schema

7 J 7 4
€ Cer CoC1» CoCyr CoC3p CoCys

¢ ¢
€16y, Gy €16y, CCy,
€5 €
oy
¢hCyy CrCy, CrCy,
AN
&4
&
3¢ G364,
AN
AN
A
AN
i ¢y,

und addiert die einzelnen Kolonnen.
Konvergieren beide Reihen unbedingt, so 1aBt sich das Produkt
noch auf eine andere Form bringen

A S +chea+ ...
+ ¢l ¢y +e+ ...
+cacot ...

peo+ (chey+cica) + (Che+cieg+cacy) + ..
Diese Ausfithrung des Produktes ist der Multiplikation von ganzen
Zahlen oder von Dezimalbrichen analog gebildet.

§ 45. Division unendlicher Reihen.

Auch die Division unendlicher Reihen laBt sich auf dhnliche Weise
behandeln. Ist der Nenner nicht Null, so ist der Quotient zweier Nahe-
rungswerte ein Naherungswert des Quotienten, dessen Fehler zugleich
mit den Fehlern der beiden Naherungswerte beliebig klein wird. Wieder
hat man verschiedene Mdglichkeiten, um aus der Reihe der Niherungs-
werte eine unendliche Reihe zu bilden.

AnschlieBend an die Multiplikation unbedingt konvergenter Reihen

multiplizierten wir, um den Quotienten 7 der beiden Reihen

A=ay+a,+a,+ ...
B=15by+ b+ b+ ...
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zu bilden, den Nenner mit dem Quotlenten —a-— der beiden ersten

Glieder und ziehen das Produkt vom Zihler ab Der Rest ist dann
wieder eine konvergente Reihe 4.

A=ay+a, --}-a2 +...
“3_4%+b +b L.

A = 4 +d +...
Die Gleichung
A-2B=4
bo
laBt sich auf die Form bringen
4 _ a A’
=% TE

s s . A e 4’ . .
Somit ist die Division von g auf die Division von 7 zuriickgefiihrt.
Durch Wiederholen derselben Operation findet man

L N
B b
Nach n Schritten ergibt sich
An-1) a(D"—U Am

B & | B
Damit ist der Quotient in die unendliche Reihe

_n
Q—bo+bo+bu+"'

entwickelt.
Als Beispiel moége die Division der beiden Reihen
a® b
sing = o — T +S_'—" ,
oc“ ot
cosx =1 — o

in den ersten Schritten ausgefuhrt werden.

ad ob 248
A=« — 3—"’*" T—"} KX+T
a3 o3
B=“"' 2—!-+ jv<—¢.-
. ol o’
A'=23—!—4—5!——[—...
ol o
23—[—25-1—5—1—...
A= 2-4-6 o
3 H

Man hat also

A/’
oN — _
tgax Jl + cos o



140 Das Rechnen mit unendlichen Rethen.

§ 46. Reihen von Funktionen, insbesondere Potenzreihen.

Bisher ist nur von bestimmten Werten die Rede gewesen, die durch
unendliche Reihen berechnet werden. Aber auch eine Funktion einer
oder mehrerer Verdnderlicher kann in derselben Weise dargestellt
werden. Fur jeden besonderen Wert der Veranderlichen haben wir es
mit einem bestimmten Werte der Reihe und ihrer Glieder zu tun. Laft
man jedoch die Verdnderlichen keine bestimmten Werte annehmen, so
sind die Glieder der Reihe, ihre Naherungswerte und Fehler Funktionen
der Verinderlichen.

Bei einer angeniherten Darstellung einer Funktion mussen die
Fehler der Niherungswerte gleichzeitig fiir alle betrachteten Werte
der Verinderlichen beliebig klein werden, wenn man hinreichend weit
in der Reihe fortschreitet, unabhdngig von dem speziellen Werte der
Veranderlichen. Sonst hat man es ja gar nicht mit einem Niherungs-
wert fur die Funktion zu tun, sondern mit einer Anniherung an einen
speziellen Funktionswert.

Aus'der Konvergenz der Reihe fiir alle betrachteten Werte der Ver-
anderlichen geht nun aber noch keineswegs hervor, daB man den Fehler
des nten Naherungswertes durch die Wahl eines hinreichend grofen
Wertes von » fur die Gesamtheit der betrachteten Werte beliebig klein
machen kann. Es ist vielmehr mdglich, daB bei der Annaherung an
einen speziellen Wert der Verinderlichen die Konvergenz der Reihe
beliebig schlecht wird, dal man also in der Reihe immer weiter und
weiter fortschreiten muf, um den Fehler unter eine vorgegebene Schranke
hinabzudricken, je mehr man sich dem speziellen Werte der Verander-
lichen nihert.

Wenn die Naherungswerte die Eigenschaft haben, sich fir die Ge-
samtheit der betrachteten Werte der Verinderlichen beliebig genau an
den Grenzwert anzuschmiegen, so spricht man von gleichmafBiger
Konvergenz der Reihe.

UngleichmaBig konvergierende Darstellungen gewinnen Bedeu-
tung, wenn es sich um Anndherungen an unstetige Funktionen handelt.
Denn es 148t sich zeigen, daB eine gleichmiBig konvergente Reihe stetiger
Funktionen immer nur eine stetige Funktion darstellen kann?).

Eine sehr viel gebrauchte Form einer Rethe von Funktionen ist
die Potenzreihe

g+ ay% + agx% a2 + ... Fapxt 4 ...

Zur Beurteilung ihrer Konvergenz dient in der Regel die geometrische
Reihe. Wenn sich nachweisen laBt, daB a,x" absolut genommen nicht
groBer ist als m s, so ist der Fehler des nten Naherungswertes absolut
.mcht grofer als M ot Lo

1) Vgl Runge, C.- Theorie und Praxis der Reihen. § 7
8
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Oder unter der Voraussetzung, daB 7 ein echter Bruch ist, nicht gré8er als

mr®

t—7r"

Wenn eine Potenzreihe fiir einen speziellen Wert von % konver-
giert, so folgt daraus sofort, daB die Reihe fiir jeden absolut kleineren
Wert von x unbedingt und gleichmaBig konvergiert.

Die Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division von Po-
tenzreihen fithrt wieder auf Potenzreihen. Die Ausfuhrung dieser Opera-
tionen geschieht genau so, wie bei den ganzen rationalen Funktionen,
die nach steigenden Potenzen von x geordnet sind. Auch die Schreib-
weise 148t sich dadurch abkiirzen, daB man die Koeffizienten allein
hinschreibt. Die zugehorigen Potenzen von x werden durch die Stel-
lung des Koeffizienten angegeben, fehlende Potenzen erhalten den
Koeffizienten 0.

Als Beispiel fur das Rechnen mit Potenzreihen diene die folgende
Aufgabe.

Eine Blattlaus erzeugt an jedem Tage k& Junge. Eine neugeborene
Blattlaus vermehrt sich jedoch erst nach einem Tage. Wieviel Blatt-
lause sind am #nten Tage vorhanden, wenn am ersten Tage a, Blattlause
lebten, darunter 4,, die alter als emen Tag sind.

Bezeichnet a, die Anzahl der Blattlause, die am nten Tage vor-
handen sind, so ist unter der Voraussetzung, dal alle Blattlause am
Leben bleiben- ty=a, +ka,

az=a, —+ka
An = an~1+kan—2-
Wir betrachten a,, a,, a, ... a,als Koeffizienten einer Potenzreihe
fx)=ay, a;, ag...an...
und fragen nach dem allgemeinen Ausdruck fur a,, wenn die Koeffizien-
ten nach der Rekursionsformel

gebildet werden. O = -1+ Rl

Wir multiplizieren die Funktion

fx)=ag+ ayx 4+ a,x* + a2 + ... a2 + ...

mit x + kx?
+ 0 ay a, a, a3 a, ...

ka, ka, kay ka, ...

0 ay a, a; ay a; ..
Mithin wird
(x + kx®) f(x) = f(x) — ap — ayx + apx

oder .
(1 — % — kY [(¥) = 2 + (& — ap) %,



142 Das Rechnen mit unendlichen Rethen.

4

d. h. f(x) ist eine gebrochene rationale Funktion

_ ay+ (ay —ag) >
T === =

Die Zerlegung in Partialbruche ergibt

a + (“1 —a)x 1 ay+ (3, —ag) %, 1

+

fx) = (7y — #y) x —x k(v — 7)) Xy — X

y

wobei %, und %, die Wurzeln der Gleichung

ay V1 _
) . x-}—kx k——O
sind, nimlich

— 14+ V1 +4k
x1=——2T———,
—1—Y1+4-k
w=TT

1 1 . .
Da nun ——- und ———— als Potenzreihen geschrieben
- . —

1
X —x
1
Xy — %

— -1 -2 -3
=7 x7% %03, ...

- -2 -
=Y, %32 %55, ...

sind, so wird der Koeffizient von x" in f(x) gleich
4+ (B =) ¥y g Gt (81— ) % !

oder k(xy — 7y ! k(xy — ) 2

an= 1—:—},_4 (i7" — %) 4 % W= ")
Etwas allgemeiner laBt sich die nach der Rekursionsformel
n=1p0-1+qa 2
zu bildende Zahl @, ermitteln als Koeffizient von x" der rationalen
Funktion f) = ay+ (ay — pag) »
1—px—gqa ~
Die Zerlegung in Partialbriiche liefert

G+ (@ —pa)r  _, . a+ (4 — P“o)”zx—nl
ST\ TP % Fh L

a, = 5

wo " g (¥ — %) ! 7("2—"1) -
x_—P+VP2+4q x_;P-Vi’z'F-“q

4 e 29 o 2q

= Q. ——a—o -n-1 —u -1 Pau - -n
S Yt ag Wi )+|/———Pz 1g =",

Der Ausdruck laBt sich durch Einfuhrung von hyperbolischen Funk-
tionen etwas {ibersichtlicher schreiben. Setzt man

/T n
x1=lf—~e *, x2=—]/~e°‘,
q q
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so wird _ 5
V2 + 4g=q(x, — %) =2V Cofx, i 2Gin«.

Fiir ungerade Werte von # ist dann

n

a,=q* GDMGm(nnL )oc+q a‘c ip 22 Cofna,

fir gerade Werte von #

1
_gt Gy G0l (n +-1) ntq? ——E—ﬂ%iemna

Wihlt man beispielsweise ¢ =1, @, = Gof &, @ = pa,, so ergibt
sich die Reihe der GroBen a,, a5, a5, ... gleich
Cofjx, Gin2x, Cof3x, Ginda,...

Man hat daher die Moglichkeit, diese Werte der Reihe nach aufzubauen
nach der Formel
ap=7pay-y+ -2>

p=2GCn«
ist. Diese Methode zur Berechnung einer Tafel der hyperbolischen
Funktionen wird besonders bequem, wenn man fir p einen einfachen
Wert wahlt. Wir wahlen z. B. p = 0'1, dann wi_rd Gin &« = 0,05 und
Cof & = J1 + 0052 = 1001249219725 . Wir riicken jede Zahl um

eine Stelle ein, damit man leicht i1hren zehnten Tel zu der vorher-
gehenden addieren kann, um die folgende zu erhalten:

wobei

@y = 1001 249 219 725
a, = 010 012 492 197_2
a; = 10 112 617 119 22
a, = 0201 251 093 165
a, = 103 138 682 123 9
a; = 0'3 043 897 752 &9
as = 1" 061 825 798 758
a; = 041 057 235 516 5
g, = 11 028 830 342 74
a, = 0520 860 658 592
a,y = 115 496 910 013 3
a; = 06 363 575 686 05
a;, = 1218 604 856 994
a3 = 075 821 805 430 4
ay = 12 944 266 624 24
a,;; = 0 887 660 720 546
a, = 138 319 273 447 9
a;; = 1°0 259 799 939 94
a;g = 1' 485 790 733 878 usw.
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Dabei hat « den Wert
a =1g (005 + J1 + 0'05%) = 0049979190 069.

Die beiden letzten Ziffern kénnen durch Abrundung fehlerhaft geworden
sein, so daB man fiir das endgiiltige Resultat auf zehn Stellen abkiirzen
wird:

Sinx Cof»

009995 83801 0'10012 49220
014993 75702
019991 67603

004997 91901 ’ 100124 92197
| 1:01126 17119

020125 10932 |

024989 59503 , 103138 68212
029987 51404 030438 97753

034985 43305 ! 1:06182 57988
039983 35206 X 0°41057 23552

0°44981 27106 : 1-10288 30343
0'49979 19007 0°52086 06586

0°54977 10908 * 115496 91001
059975 02808 : 063635 75686 ‘

0 64972 94709 . 121860 48570
069970 86610 075821 80543 ‘

074968 78510 3 129442 66624
079966 70411 ‘ 0 88766 07205 ‘

0'84964 62312 . 1-38319 27345
0-89962 54212 ! 102597 99940 .
0°94960 46113 | 148579 07339

usw.

Analog lassen sich auch die trigonometrischen Funktionen sin und
cos berechnen. Wir brauchen in den Gleichungen nur 7 & an Stelle von «
zu setzen, dann wird fiir ungerades #

a, =1sin(n 4+ 1)
und fiir gerades »
a,=cos(n +1)a
wihrend
p=2isina.

Schreiben wir p = 2sin & und @, = sin ( + 1) &, wenn # ungerade
ist, so erhilt die Kette der Gleichungen die Form

ay = COS &

a, = P4
a4 =ay—pa
az=a,+ pa,

@ =24, —pa
ay = az + p a, usw.
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Auch wennﬁ keinen runden Wert besitzt, lassen sich die aufeinander-
folgenden Werte mit der Maschine bequem berechnen. Wir wihlen z. B.
o = 5°, dann wird
sin§° = 008715 57427, cos5° = 0.99619 46981
$ = 2sin §° = 017431 14855.

Damit erhalten wir die auf neun Stellen abgekiirzte Tabelle:

un

X sinx cosx
0° 0 0000 00000 90°
5 0'9961 94698 | 85
10 01736 48177 80
15 09659 25826 75
20 0 3420 20143 70
25 0'9063 07787 | 65
30 05000 00000 60
35 0'8191 52044 |55
40 06427 87609 50
45 0-7071 06781 | 45
50 07660 44442 | 40
55 0°5735 76437 35
60 0-8660 25403 30
65 04226 18263 | 25
70 0'9396 92619 20
75 02588 19047 |15
80 0'9848 07752 10
85 0'0871 55746 5
90 10000 00000 0
cosxy sinx x

Damit ist eine vollstandige Tabelle der trigonometrischen Funk-
tionen sin und cos von § zu §5° fortschreitend gewonnen.

§ 47. Umkehrung von Potenzreihen.
Wenn eine GroBe y als Funktion von x durch eine Potenzreihe
dargestellt wird ’
y=ay+ ayx + x4+ ax° 1 ...,
dann kann man auch umgekehrt x als Funktion von y durch eine Potenz-

y — a, .
- ® = » und schreiben
1

reihe darstellen. Wir setzen zu dem Zweck
der Kiirze halber 23: by, Z—“ =b; usw. Dann ist
1 1

w=2x+ byx® + byx® + ...
oder
X =u — byx® — byx® — ..
Runge-Konig, Vorlesungen 10
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Der Unterschied ¥ — % ist in x von zweiter Ordnung. In erster An-

niherung ist also x = » (bis auf einen Fehler, der mit « klein wird wie #2).

Aus der ersten Anniherung 148t sich eine zweite berechnen, indem

man fir den Unterschied ¥ — # eine erste Anndherung berechnet. Bis

auf Glieder dritter Ordnung ist — b,x% — by gleich — b,u?2, folglich
% = u — byu? + Glieder dritter Ordnung.

Aus der zweiten Anniherung findet man bis auf Glieder vierter Ord-
nung richtig eine dritte Anndherung, wenn man mit der zweiten An-
niherung %2 und #3 bis auf Glieder vierter Ordnung richtig ausdriickt:

%2 = u? — 2 byu3 + Glieder vierter Ordnung,
23 =ud + Glieder vierter Ordnung.
Mit diesen Ausdriicken tindet man aus der Gleichung
% =t — byx® — byx® + Glieder vierter Ordnung
die dritte Anniherung
%= — byu? + (253 — b,) u® + Glieder vierter Ordnung.

So fortfahrend, kann man nacheinander die Glieder der umgekehrten
Reihe finden. Da sich die vorhergehenden Glieder nicht mehr dndern,
braucht man bei jedem Schritt nur auf die Gheder der folgenden Ordnung
zu achten. Wollte man etwa noch eine vierte Anndherung berechnen,

so 4ndern sich die Glieder erster, zweiter und dritter Ordnung nicht
mehr, man findet

22 = ...+ [2(28] — by) + 3] u* + Glieder fiinfter Ordnung,

2= ... —3byut + Glieder fiinfter Ordnung,
2= ut + Glieder fiinfter Ordnung.
Mithin

®=u—byut + (28 — b)) 4 + (— 58] + 5 byby — b)) wt
L . + Glieder fiinfter Ordnung.
Beispiel: Es sei

x3 PAd x4

%2 x3 x4
r=ut o — =+ -
Man findet S
1. Annzherung x = u, x2 = u?;
2
2.Annéiherungx=u+"—, v=...+u, x2=ud

v 2 1 1
3. Anndherung x =u + u? -+ (5 — §)u3;

7 3
2 7 .4 — A — A,
x ...+12u. Pl ...+2u, x4 = ut,
. u? u3 ut
4. Anniherung x=u+—2—+-g-+2—4 usw.



§ 47. Umkehrung von Potenzrethen. 147

Wenn man fiir die gegebene Reihe die obere Grenze des Fehlers jeder
Naherung kennt, so kann man auch fiir die Umkehrung die Fehler
der Niherungen abschitzen. Die Rechnung ist jedoch hiufig so mithsam,
daB man zunichst darauf verzichten wird, zugleich mit der Umkehrung
der Reihe auch die Fehler der Umkehrungsndherungen zu betechnen.
Man kann die Fehlergrenzen nachtréglich dadurch ermitteln, daB8 man
den gefundenen Wert fur x in die gegebene Reihe einsetzt und zusieht,
wie weit der Wert der Reihe von dem vorgeschriebenen Werte % ab-
weicht. Durch Differentiation findet man dann die Anderung des
Reihenwertes bei einer Anderung von x.

Enthilt die gegebene Reihe nicht die erste Potenz von %, so kann
die Umkehrung nicht in der beschriebenen Weise ausgefihrt werden.
Ist z. B. die zweite Potenz die niedrigste,

=ay+ ayx® + azx® + a, ¥t + ..,

—a a a
Y=% w2 und B=p, H=p,...
a2 Gg az

Die Gleichung erhilt die Form
w2 =22+ byx% 4+ byxt 4 ...
=221+ byx + b2+ ...).

Ist x klein genug, so daB der Reihenwert

so setzen wir

v=>0x + bx% 4 ...
absolut kleiner als 1 ist, selbst wenn alle Glieder mit positivem Vor-
zeichen genommen werden, dann kann man nach dem binomischen
Satz Y1 + v in eine unbedingt konvergente Reihe entwickeln:

1-3 o “3-5

- _uz _
M+v 1+—v v+ 4.6 2468

v+

in der man die einzelnen Glieder nach steigenden Potenzen von x ord-
nen kann:

Vi+v=1+cx+c2®+c2d+ ...
Damit folgen aus der gegebenen Reihe durch Wurzelziehen die beiden
Reihen U=2x4 %% 4 23+ 324 + ...

und
U= —2x— %% — 2% — c3x% —

die, wie oben beschrieben, umgekehrt werden kénnen.

Wenn auBer der ersten Potenz von x auch die zweite fehlt und
erst die dritte Potenz einen von 0 verschiedenen Koeffizienten besitzt,
so wird die Umkehrung in der gleichen Weise bewerkstelligt, mit dem
einzigen Unterschiede, daB links #3® statt #? geschrieben wird. Jetzt
fithrt das Ausziehen der dritten Wurzel auf eine mit der ersten Potenz

10*
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von x beginnende Reihe. Analoges gilt, wenn auch die dritte Potenz
von x fehlt.

Beispiel: Eine Kette von der Léange s ist zwischen zwei gleichhohen
Punkten im Abstande / aufgehdngt. In der Gleichung der Kettenlinie

y=a(§oi1:—

ist die Konstante a zu bestimmen.
Die Bogenlinge der Kettenlinie vom tiefsten Punkte an gerechnet

. o .
ist gleich aGin % In unserem Fall soll fir x = die vom tiefsten

Punkt an gerechnete Linge gleich % sein. Wir haben also
s L
5 =aGin_—.
Um a als Funktion von s und / zu gewinnen, entwickeln wir die

1
rechte Seite nach Potenzen von e

A TR

und setzen \ ; I e
¥=u und (E):z‘

Damit wird
u-z—}— z2+ +

oder 3
z-—u—g,—zz——za——z‘—

In erster Naherung ist z = #; in zweiter Anniherung

u? ud

— _ 2 — —_ [y

z=u—o5, Z=...—15, B =u3;
in dritter Naherung
¥ 2 (L )4 3 3.4 La_ .4
z=1u 20+525, 2Z=...+ 400+525 wh, = -ty A=t
SchlieBlich bis auf Glieder funfter Ordnung

u? 2ud 13 u
2=1u—

20 T 525~ 37800
Aus [ und s findet man zunachst «, mittels der umgekehrten Reihe z
und aus z kann die Konstante a berechnet werden.

§ 48. Aufgaben zum 5. Kapitel.

1. Durch mehrmaliges Bilden des arithmetischen Mittels zweier
Niherungswerte ist die Reihe

11 1 (= 1)
l=5+5—7+- (\C"zznia)

auf sechs Dezimalen zu summieren.
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2. Nach dem gleichen Verfahren ist die Reithensumme

1 .1 1 (— 1)
1 —E{+’3?_;i+(c"=m)
auf fiinf Dezimalen zu berechnen.

3. Eine epidemische Krankheit ist von der Art, daB jeder Patient
zwei Tage krank daniederliegt. An jedem der beiden Tage steckt der
Patient & andere Personen an, wo % als Durchschnittswert nicht not-
wendig eine ganze Zahl zu sein braucht. Jede angesteckte Person wird
am folgenden Tage krank und steckt dann an den beiden Krankheits-
tagen je k neue Personen an. Am ersten Tage sei die Gesamtzahl der
Kranken 4,, von diesen sollen k4, noch am zweiten Tage krank sein.
Wie groB ist die Gesamtzahl der Kranken am nten Tage?

Welchem Wert strebt a, fur groBe Werte von # zu? Welchen
Wert muB % haben, damit @, einem konstanten Werte zustrebt?

4. Die Funktionen cos und sin sind abwechselnd fiir die Vielfachen
des Winkels & zu berechnen: sin & = 0°05.

5. Von einem flachen symmetrischen Parabelbogen ist die Spann-

weite / und die Lange s gegeben, der Parameter in der Gleichung

2 7 \2
y = ’:_p ist zu berechnen. [Entmck]ung von v = (ﬁ) nach Potenzen
6(s — 1)

von %= — ] Welchen Wert erhilt p fir s :%l?




Sechstes Kapitel.
Gleichungen mit einer Unbekannten.

§ 49. Lésung durch tabellarische Berechnung.

Unter den Losungen der beliebigen Gleichung
flx)=0

sind die Werte von x zu verstehen, durch die die Gleichung erfiillt wird.
Wir kénnen die Gleichung f (¥) = 0 geometrisch deuten, wenn wir die Funk-
tionswerte als Ordinaten zu den Abszissen x auftragen. Die Lésungen
der Gleichung f (x) = 0 sind die Schnittpunkte der Kurve mit der x-Achse.

Liegen die Funktionswerte in einer Tabelle geordnet vor, so lassen
sich Naherungswerte fur die Lésungen durch Interpolation finden. Man
sucht zwei benachbarte Stellen in der Tabelle auf, zwischen denen
f(x) sein Vorzeichen wechselt, und interpoliert zwischen beiden Werten
unter der Annahme, daB die Anderungen von f (%) denen von x propor-
tional sind. Geometrisch gesprochen bedeutet diese Annahme, daBl wir
die Kurve zwischen den beiden Punkten durch ihre Sehne ersetzen
und deren Schnittpunkt mit der x-Achse aufsuchen. Haben die beiden

Punkte die Koordinaten x,, ¥, und #x,, ¥,, so betrigt der Anstieg der

Sehne g’—z% Von der Ordinate y, bis zu dem Schnittpunkt der Sehne
2 1

mit der x-Achse liegt also auf der x-Achse das Stiick ,
V2N
TN 2 — ¥
Somit finden wir fur den gesuchten Naherungswert

X — %1 _ X1V — %N
BTN T T
Ist die Kurve keine gerade Linie, so entsteht durch die Benutzung
der Sehne ein Fehler, der aber bei einer Kurve mit stetiger Richtungs-
dnderung fiir ein hinreichend kleines Intervall sogar im Verhaltnis zur
Intervallange beliebig klein wird. Berechnet man fir den gefundenen
Niaherungswert x, den Funktionswert y,;, so kann man diesen Punkt
in Verbindung mit einem der beiden fruheren oder einem neuberechneten
Punkte wiederum zur Berechnung eines neuen Naherungswertes benutzen,
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dessen Fehler kleiner ist, da die Intervallinge abgenommen hat. So
fahrt man fort, bis die gewiinschte Genauigkeit erreicht ist.

BeiSPit’l.‘ xlogx —1=0.

Fiir x <1 ist xlogx negativ, es kénnen also nur Werte grofer als 1
in Betracht kommen.

x xlogx l y=xlogx —1
1 00000 — 1'0000
2 06021 —0°3979
3 1'4314 + 04314

Eine Losung der Gleichung liegt demnach zwischen x; =2 und x, =3,
denn die zugehdrigen Funktionswerte ¥, = — 0°3979 und y, = + 04314
haben verschiedenes Vorzeichen. Wir finden
x _2-04314 + 303979

37 04314 + 03979
Der zugehorige Funktionswert 1st

Y3 =09784 — 1 = — 00216 .

Da x log x wachst mit zunehmendem «, so muB8 die gesuchte Losung
groBer als 2'48 sein. Wir erhalten fur

=2'48.

x ' xlogx iy:xlogx—1
2°50 0°9948 —0°0052
2°'52 00115 + 00115
Dafferenz o-02 + 0’0167
Damit wird
0
%, = 2:50 + 0°0052 - Of’m; =250 + 0°0062 = 2'5062.

Eine genauere Berechnung der Wurzelist nur unter Benutzung mehr
als vierstelliger Logarithmen méglich. Der Funktionswert wird

¥, = + 000001322 .
AnschlieBend ergibt sich die Tabelle

x zlogx | y==xlogr—1 } Diff.
2:5061 | 0°99992989 | —0°0000 7011 | ¢,
25062 | 1 0000 1322 | 4+ 0 0000 1322 8331

2°5063 | 1°0000 9653 | -+ 0°0000 9653

Aus dem Verhalten der Differenzen kann man schlieBen, daB sich
die Funktionswerte proportional zu x indern bis auf weniger als _
: L 4000
ihres Betrages. Wir finden
%5 = 2'5062 — 0:0000 1322 ——

08333

= 2'5061 8413 .
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In der Tat wird ¥s = 0°0000 0000. . .

DaB diese Losung die einzige Wurzel der gegebenen Gleichung ist,
erkennt man aus der Betrachtung des Differentialquotienten. So lange
der Differentialquotient endlich bleibt und nur Werte cines Zeichens
annimmt, bewegt sich die stetige Funktion mit wachsendem x nur in

einer Richtung. Sie nimmt dann jeden Wert nur einmal an. In uncerem
Beispiel ist der Differentialquotient

logx + loge,
also positiv fiir alle Werte x > 1/e.

§ 50. Das Newtonsche Verfahren.

Anstatt die Kurve durch eine Sehne zu ersetzen, kann man auch die
Tangente benutzen. Ein Niherungswert einer Wurzel der Gleichung
sei x,, der entsprechende Funktionswert y,. Die in diesem Punkte
gezogene Tangente hat die Gleichung

y—n=yilr—x),
wenn y; die Ableitung im Punkte x,, y; bedeutet. Der Schnittpunkt der
Tangente mit der x-Achse erhalt den Wert
N
X =% — y—{ .
Bezeichnen wir die Verbesserung — %mit 48y, so ergibt sich ein
neuer Niherungswert o

Fiir ihn wird
y o
flr +6y) = f (%) + 0.f (%) + 5/ (% + B 6y)
=&y +08), wo o<,

%y =%+ 0.

also klein von 2.Ordnung in d;. Mit dem neuen Naherungswerte x,
berechnen wir eine neue Verbesserung

=2
%= v3
und fahren so lange fort, bis die gewunschte Genawgkeit erreicht ist.
Ist man dem Wurzelwert schon recht nahe, so wird die Genauigkeit
bald sehr groB. Da die Verbesserung ¢ in der Regel nur auf wenige Stellen
berechnet zu werden braucht, genigt es, y und y” jedesmal nur mit
geringer relativer Genauigkeit zu berechnen.
1. Beispiel: xlogx —1 = 0.
Wir wihlen als Naherungswert x; = 2:
y =xlogx —1,
y'=loga + loge.
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Fiir die Berechnung der Wurzel ergibt sich folgende Tabelle:

x y y 8
2 — 0398 0735 + 054
2'54 + 00282 0°839 —0°0336
2°5064 4+ 0°0001 799 0833 — 0°0002 16
2'5061 84 — 0 0000 0010 0833 -+ 0 0000 0012
2'5061 8412

Die letzte Stelle ist um einige Einheiten unsicher, da nur achtstellige
Logarithmen benutzt worden sind.

Wieweit man berechtigt ist,die Kurve durch ihre Tangente zu ersetzen,
erkennt man aus den Anderungen vony’. Da sich 9" mit den hingeschrie-
benen Ziffern zuletzt nicht mehr dndert, sind die Anderungen von f (x)
denen von x bis auf weniger als ein Promille ihres Betrages proportional.

Man erkennt, daB die Benutzung der Tangente statt der Sehne
schneller zum Ziel fithrt, vorausgesetzt, daB y’ nicht umstindlicher
als y zu berechnen ist.

2. Beispiel: tgx = x.
Wir schreiben, um den Differentialquotienten bequemer bilden zu kénnen:

y =sinx — x cos¥,
y'=xsinx.

Da f(—x) = — f () ist, brauchen wir nur die positiven Wurzeln aufzu-
suchen, denn zu jeder positiven Wurzel gehdrt eine negative vom gleichen
absoluten Betrage. AuBerdem ist x = 0 eine Losung der Gleichung. y”
wechselt sein Vorzeichen in den Punkten #, 27, 3 &, ... Dementspre-
chend hat y Maxima in den ungeraden, Minima in den geraden Vielfachen
von #. Im Maximum ist y =%, im Minimum y = —x. Zwischen Maxi-
mum und folgendem Minimum liegt ebenso wie zwischen Minimum und
folgendem Maximum jedesmal eine und nur eine Wurzel der Gleichung,
da y’ jedesmal in dem betrachteten Intervall sein Zeichen nicht &ndert.

Um z. B. die Wurzel zwischen 7 und 2 7 zu bestimmen, setzen wir
%, =157 = 4’712 als erste Naherung. Es ergibt sich folgende Tabelle

% ! y ¥ 8

27040'7'2 | —1 — 4712 —0212
4500

2570550, —00289 — 4399 | — 0 0065 7
44934 3 ‘

257° 27" 16" | —0000079+ | —4386| — 00000181
44934119 |

257°27 12774 . — 00000 1070 | — 4 386 | — 00000 0242
449340947

257°27 12”233
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Zuweilen ist die Bildung der Differentialquotienten derart um-
standlich, daB eine geniherte Berechnung zweckmébBiger erscheint. Man
berechnet mit f(x) zugleich die Anderung f(x 4+ &) — f(x), wobei
fir 4 eine kleine GréBe, etwa die Einheit irgendeiner Dezimale an-
genommen wird. Dann ist " gendhert gleich

fE+h -1
W .

Besonders dann ist diese Rechnung bequem, wenn f (x) aus einer
Summe von Gliedern besteht. deren Werte aus fertigen Tabellen ent-
nommen werden.

Sind dagegen auch die héheren Ableitungen leicht zu bilden, so kann
es mitunter zweckmiBig sein, in der Reihenentwicklung weitere Gheder
zu berticksichtigen:

0=1F(x) + & f () + 1”(1)‘*‘ f",()
Durch Umkehrung der Reihe
o= _ Syl 8oy
1 o2ty 3ty
findet man 4, viel genauer als es nach der einfachen Newtonschen Regel
méglich ist, besonders dann, wenn die Verbesserung 6 bereits klein ge-
worden ist.
Beispiel : Die Wurzel der Gleichung
240 —3x34+8x2—5=0
in der Nihe von x =1 ist genauer zu berechnen.
Wir bilden aus y =x4__3x3+8x2__5
Yy =4x3—9x?4 16x
y’ =122 —18x + 16
Y =24x —18
yllll= 24
und setzen x;, =1, es wird

) yi=1, yi=11, y{=10, y'=6
und damit ! ! ! !

Wir setzen den Naherungswert fiir ; wiederholt in die rechte Seite ein
— 00909
S
0, = — 00047
— 0°0909
- 4
8, = — 00950
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Fiir den zweiten Naherungswert

%y = %, + 8, = 09050

wird
y = — 0000650924375
Yy = 100736455
yll p— 9.5383
yII/ . 3.72
yllll= 24

Damit erhalten wir, wenn wir die Reihe bis zu Gliedern dritter Ordnung
ausdehnen:

8, = 0°0000 6461 6565 572 — 04734 2841 &5 — 0-0615 &3 .
Durch Einsetzen des gendherten ¢, in die rechte Seite finden wir
00000 6461 6565 572
—1976 706
—17
8, = 0°0000 6461 4588 849
0°0000 6461 6565 572
— 1976585
—17
8, = 0°0000 6461 4588 970
Damit wird auf 14 Dezimalen

x = 0°9050 6461458897 .

§ 51. Losung durch Iteration.

LaBt sich die Gleichung, deren Wurzel berechnet werden soll, auf
die Form bringen %= (%)

so kann man einen Niherungswert x, der Wurzel zur Berechnung eines
zweiten Naherungswertes -
g %= @ (%)

benutzen. Den zweiten wieder zur Berechnung eines dritten usw. Es
fragt sich, ob die aufeinanderfolgenden Naherungswerte die Wurzel
jedesmal genauer darstellen als die vorhergehenden.

Bezeichnet x die Wurzel selbst, so erhilt man durch Subtraktion

der beiden Gleichungen x=p(x),

die Gleichung %=
T—Z=#) — ) =@—x)¢*n+3x—x)], wo 0<I<1.
Ist die Ableitung der Funktion ¢ (x) in dem Intervall vom Niherungs-
wert bis zur Wurzel selbst absolut kleiner als ein echter Bruch m, so wird

[ — x| <|x—x|m.
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Weiter ist dann
|2 — 25| <|x— 23| m < |x — 2, | m2.

Allgemein wird also der Fehler der # 41 ten Naherung kleiner als das
m"-fache des Fehlers des ersten Naherungswertes.

Ist dagegen die Ableitung der Funktion ¢ (x) gré@er als ein unechter
Bruch, so gelangt man durch Betrachtung der inversen Funktion

px)=x
zu einem konvergenten IterationsprozeB, denn es ist ¢’ (x) = _97’1(9:) .
1. Beispiel. A —245—1042 +1=0.

Wir kénnen die Gleichung schreiben:

=YL — 245 1 47
=1 mx+1ox‘

Die Gleichung hat, wie man durch Einsetzen findet, eine positive Wurzel
kleiner als 1. Wird als erste Annaherung ¥ = 0 genommen, so ergibt
sich die folgende Annaherung

x=7i =0316.
Benutzt man diesen Wert, so ergibt sich als ndchste Anniherung
x=031528.
Damit wird die folgende Anniherung
% = 03152903
% = 031529008 .

Man bemerkt, daB die Naherungswerte abwechselnd zu gro8 und
zu klein sind. Das muB offenbar immer der Fall sein, wenn ¢’ (x) in der
Nahe der Wurzel negativ ist. In unserm Beispiel ist

und daraus schlieSlich

— x4+ 0748

Jot—0245 +0147

¢'(x) = .
Fiir den Wurzelwert also
3
¢(x) = — 32— +0'35 %5 = — 00146 .

Daraus folgt, daB z.B. nach vier Schritten der Fehler des Naherungs-

wertes auf weniger als
gesunken ist.

Diese Rechnungsart 1a8t sich auch bei transzendenten Gleichungen
hiufig mit Vorteil benutzen. Manchen astronomischen und physikali-
schen Rechnungen hegt sie ebenfalls zugrunde. Haufig sind hier kleine
Korrektionen anzubringen, die die unbekannte GroBe selbst aber nur
schwach enthalten. Man ermittelt einen genaueren Wert der Unbekann-
ten, indem man die Korrektionsglieder fur emnen Naherungswert be-
rechnet.

>0 Milionen Stines anfanglichen Betrages herab-
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2. Beispiel: Die Wurzeln der Gleichung
tgx ==x
liegen, wie oben fiir die Gleichung
sinx — x cosx =0

gezeigt wurde, zwischen den ganzzahligen Vielfachen von 7. Wir wollen
die Wurzel zwischen 2 7 und 3 & genauer berechnen. Da der Differential-
quotient von tgx niemals kleiner als 1 ist, mu man die Gleichung in der
inversen Form schreiben ¥ = arc tgx.

Der Differentialquotient der rechten Seite ist jetzt

1
14 22’

wird also fir groBe Werte von x sehr klein.
Fir die Wurzel in der Nihe von % ist der Differentialquotient
etwa %, bei jedem Schritt vermindert sich der Fehler auf 61—0 seines Be-

trages. Wir beginnen mit dem Werte x, = %’—t = 7'854.

x | arctgx
7854 | 442° 49
7727 i 442° 37 34"
7°7252 8 | 442° 37’ 27761
7°7252 521 | 442° 37 27”574

77252 5184 | 442° 37 2775732

§ 52. Anzahl und Lage der reellen Wurzeln einer
rationalen Funktion.

Wenn von vornherein keine Naherungswerte fiir die reellen Wurzeln
einer algebraischen Gleichung bekannt sind, so geht der eigentlichen
Berechnung das Aufsuchen von rohen Naherungswerten voraus. Wir
wollen zunichst die Frage nach der Anzahl der reellen Nullstellen einer
ganzen rationalen Funktion untersuchen.

Es zeigt sich zunachst, daB wir schon aus den Vorzeichen der Koeffi-
zienten einer ganzen rationalen Funktion gewisse Schlisse auf das Vor-
kommen ihrer Wurzeln machen konnen.

Ist bei der Berechnung des Wertes einer ganzen rationalen Funktion

ayx" +a x4+ . .t a1+ a,,
nach dem Hornerschen Verfahren

Gy ay @y ....0,_1 a,
~ bagpb Bbu-2p by
by by by ... buly ba=g(p) (bo=ay)
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die GroBe p positiv, so kann das Vorzeichen von b, = a, + pb,_; nur
dann von dem Vorzeichen von 4, verschieden sein, wenn ¢, und b, _; ent-
gegengesetztes Vorzeichen haben. Haben also b,_; und a, das gleiche
Vorzeichen, so haben auch &,_; und b, das gleiche Vorzeichen. Haben
b,_, und a, entgegengesetztes Vorzeichen, so kénnen b,_, und b, das
gleiche Vorzeichen haben. Beim Ubergang von b,_;4, zu b,_, 5, muB
also eine Zeichenfolge wieder eine Zeichenfolge ergeben, ein Zeichen-
wechsel kann erhalten bleiben, kann aber auch in eine Zeichenfolge
ibergehen. Zeigen die Vorzeichen von b, _, &, a, ., zwei Zeichenwechsel,
so koénnen die Vorzeichen von b,_, b, 4, entweder auch zwei Zeichen-
wechsel aufweisen (wenn namlich b, das gleiche Vorzeichen hat wie a,)
oder beide Zeichenwechsel sind in Zeichenfolgen iibergegangen. Zeigen
die Vorzeichen von b,_, 4, 4, ,, einen Zeichenwechsel, so weisen auch die
Vorzeichen von b,_,b,4,,, einen Zeichenwechsel auf, gleichgiiltig, ob
a, und b, gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen haben. Zeigen
die Vorzeichen von b,_; 4, a,,, keinen Zeichenwechsel weder von b,_,
zu a, noch von a, zu a,,, , so weisen auch b,_, b, 4, ., keinen Zeichen-
wechsel weder von b,_; zu b, noch von b, zu 4,,, auf. Mit anderen
Worten: beim Ubergang von b,_,4,a,,; zu b,_,b,4,,, kann die
Zahl der Zeichenwechsel dieselbe bleiben oder sie kann sich um zwei ver-
mindern.

Der Ubergang von der Rethe aga; @y ... a;4;,; ... a, zuby by b,. ..
bia;,,...a, wird nach dem Hornerschen Schema nun in einzelnen
Schritten b,_,4,@,,, zu b,_,b,a,,, (*=1,2, ... 1) gemacht. Die
Anzahl der bei je zwei aufeinanderfolgenden Gliedern der Reihe vor-
kommenden Zeichenwechsel kann sich dabei also niemals vermehren,
sondern kann nur entweder die gleiche bleiben oder sich um eine grade
Zahl vermindern. Das gilt auch noch, wenn einzelne Glieder der Reihe
verschwinden, vorausgesetzt, da man sie bei der Zahlung der Zeichen-
wechsel so behandelt, als ob sie nicht da wiaren. Wenn nimlich b, _, ver-
schwindet, so ist &,_, 4, ,,; identisch mit b,_, b, a,,,; wenn a, ver-
schwindet, so stellt 8, _, b, eine Zeichenfolge dar, und daher hat ,_,04,,,
ebensoviel Zeichenwechsel wie b, _, b, 4, .;; wenn endlich b, verschwindet,
so miissen b,_; und @, entgegengesetztes Vorzeichen haben, und dann
hat b,_;0a,,,; entweder ebensoviel oder zwei Zeichenwechsel weniger
als br-l a, @y -

Wir wollen annehmen, daB x = 0 keine Wurzel der Gleichung sei.
Wire es der Fall, so kénnten wir den Faktor x aus der ganzen rationalen
Funktion wegheben und den ubrigbleibenden Quotienten betrachten. Es
sei nun nach dem Hornerschen Verfahren der Ubergang von

@yayay . .. Ap-1ay
by boby . .. bu_1ay

gemacht, wobei gar keine oder eine gerade Anzahl von Zeichenwechseln

zu
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verloren sei, und nun werde der letzte Schritt von b,_; 4, zu b,_, b, ge-
macht. Wir wollen voraussetzen, daB auch p keine Wurzel der Gleichung,
also b, von Null verschieden sei. Beim Ubergang von b, -1 @, zu by - 1 by tritt
keine Anderung in den Vorzeichen ein, wenn b,_; und a, das gleiche
Zeichen haben. Wenn sie dagegen entgegengesetztes Vorzeichen besitzen,
so geht dieser Zeichenwechsel dann und nur dann beim Ubergang zu b, _; b,
verloren, wenn b, das entgegengesetzte Zeichen hat wie a,. Zusammen-
fassend kénnen wir also sagen: Beim Ubergang von ayq,...a, zu
by, ... by werden, wenn a, und b, entgegengesetztes Vorzeichen haben,
eine ungerade Anzahl von Zeichenwechseln verloren. Wenn sie das
gleiche Zeichen haben, so werden keine oder eine gerade Anzahl von
Zeichenwechseln verloren.

Rechnet man nach dem Hornerschen Verfahren weiter, um die Ent-
wicklung der ganzen rationalen Funktion nach Potenzen von x — $ zu
finden, so gelten @hnliche Betrachtungen

bp by by....by_y by=g(p)
Cop Crp---Cn2P
Cp € Cp----Cpn-1=g(p) Co="by=a,.
Beim Ubergang von 4,0, ... b, zu ¢y¢; . .. ca-1b, gehen entweder keine

oder eine gerade Anzahl von Zeichenwechseln verloren. SchlieBlich ergibt
sich daher das Resultat, daB beim Ubergang von

Ay ... an

gn(p)gn—l(?) M gl(fb)g(PL

d. h. zu den Koeffizienten der Entwicklung nach Potenzen von x — 9,
wenn a, und g(p) verschiedenes Vorzeichen haben, eine ungerade An-
zahl von Vorzeichen verlorengeht, im andern Falle keins oder eine grade
Anzahl.

Liegen nun zwischen x =a und x = b (b> 4) i einfache Wurzeln,
die nach der GroBe geordnet mit %, %, ... x; bezeichnet sein mégen, so
wahlen wir p; zwischen #, und x,; p, zwischen x, und x; usw. $,_, zwi-
schen #;_; und ;. Beim Ubergang von

8. (@) gn-1(a) ... g1(@)gla) zu g (P)gn-1(P) - & (308 (3

geht dann eine ungerade Anzahl von Zeichenwechseln verloren; ebenso
beim Ubergang von

gn(Pa)gncl(Pa) Lo g(?a) zu gn (Pa+1) gn—l (]Sa+l) e g(Pa&l)

und von

Bn(B1-1)8n-1(p1-1) - - - g(Pa-1) 20 gu(D)gn_1(B) ... g(b),
d. h. beim Ubergang von

8 (@) gno1(a@) ... g(a) zu gn(b)ga-,(B).-.g(d)
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gehen 1 oder 1 plus einer geraden Zahl von Zeichenwechseln verloren.
Mit andern Worten: die Zahl der Wurzeln zwischen a und b ist gleich der
Anzabl der verlorenen Zeichenwechsel oder um eine gerade Anzahl kleiner.

Beim Ubergang von aa,...a, zu byb,...b, (b, = a,) erhalten
fiir einen hinreichend groBen positiven Wert von ¢ offenbar alle 4 das-
selbe Vorzeichen; denn b, = a; 4 b, $ erhilt bei hinreichend groBiem $
das Vorzeichen von by, b, = a, + b, p das Vorzeichen von b, usf. Die
Anzahl der Wurzeln zwischen 0 und  kann also nicht gréBer sein als die
Anzahl der Zeichenwechsel in der Reihe der Koeffizienten a4, ... an
und es kann keine positiven Wurzeln geben, die gréBer als $ sind.
(Cartesische Zeichenregel.)

1. Beispiel: Die Gleichung

MB—3P 4822 —5=0

besitzt drei Zeichenwechsel, sie hat also eine oder drei positive Wurzeln.
Das Hornersche Verfahren liefert fiir p =1

1 —3 8 0 —5

1 -2 6 6
1 -2 6 6 1
1 —1 5
1 —1 5 1
1

1 0 S 11 1

Es liegen also zwischen 0 und 1 drei oder eine Wurzel, iiber 1 keine.

Um zu entscheiden, ob drei oder eine Wurzel zwischen 0 und 1 liegen,
betrachten wir die Ableitung

4x%—9x2 4 16x.
Das Vorzeichen stimmt fur positive Werte von x mit dem von
4x2—9x 4+ 16

iiberein. Das positive Glied 16 iiberwiegt in dem Intervall 0 bis 1 das
negative Glied —9x. Die Ableitung hat daher nur positive Werte.
Daher gibt es nur eine positive Wurzel.

Ersetzt man x durch —x, so entsteht die Gleichung

2+ 3234822 —5:=0.
Aus dem einen Zeichenwechsel schlieBt man, daB eine und nur eine
negative Wurzel vorhanden ist.
2. Beispiel : X — 2251022 +1=0.
Aus der Zahl der Zeichenwechsel schlieBt man, daB zwei oder keine
positive Wurzel vorhanden ist. Da wir bereits eine positive Wurzel im

vorhergehenden Paragraphen berechnet haben, muB noch eine weitere
positive Wurzel vorhanden sein.
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Ersetzen wir x durch — x, so entsteht die Gleichung
— %7 4225—-10424+1=0

mit drei Zeichenwechseln. Die Gleichung hat also eine oder drei negative
Wurzeln.
Das Hornersche Verfahren ergibt fiir p =

-4 0 2 0 0 —10 0o 1
-1 -1 1 1 1 —9 —9

-1 —1 1 1 1 -9 —9 —8
-1 -2 —1 0 1 — 8

1 —2 10 1 — 8 —17
—1 —3 —4 —4 — 3
—1 —3 —4 —4 —3% —11 —17 —8

Hier sind schon alle Zeichenwechsel verloren. Es gibt also unter —1
keine negative Wurzel.

Um zu entscheiden, ob in dem Intervall — 1 bis 0 drei oder nur eine
Waurzel liegen, betrachten wir die Ableitung

(7x>—10x%—20)x.

Da das positive Glied —10 23 in dem Intervall nicht groBer als 10 ist, so
kann es das Vorzeichen der Klammer nicht positiv machen. Mithin ist
die Ableitung in dem Intervall nur positiv und daher gibt es nur eine
negative Wurzel.

Gelingt es allgemein, ein Intervall so abzugrenzen, daB die Reihe
der Funktion mit ihren Ableitungen gerade einen Zeichenwechsel verliert,
so kann man mit Sicherheit folgern, daB in diescm Intervall gerade eine
Waurzel der Gleichung liegt.

Diese Abgrenzung ist jedoch nicht immer moglich. Darum ist es
wertvoll, ein Verfahren zu besitzen, das die Frage nach der Zahl der
Waurzeln in einem Intervall vollkommen sicher zu entscheiden gestattet.

Wir betrachten wieder die ganze rationale Funktion

g =a " fa,_ 2t F eyt v 4-ag.

Ihre Ableitung wollen wir mit g, () bezeichnen. Hat g (x) eine mehr-
fache Nullstelle, so muB an dieser Stelle auch g, (x) verschwinden. Es
miissen g (x) und g, (x) einen gemeinsamen Teiler besitzen. Die Frage
nach einer mehrfachen Wurzel 1aBt sich also auf die Frage nach dem
gemeinsamen Teiler zuriickfihren, denn die mehrfache Wurzel muf
auch Wurzel des gemeinsamen Teilers sein.

Der gemeinsame Teiler zweier Funktionen laBt sich durch die
Kettenbruchentwicklung (§ 41) ermitteln. Im Gegensatz zu der fritheren
Schreibweise bezeichnen wir jetzt den Rest bei der Division von g (x)

Runge-Kon1g, Vorlesungen. 11
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durch g, (¥) mit —g, (x) . Den Rest bei der Division von g, (x) durch
ga () mit — gy (x) usw.

g§(®) =18 (x) — g (x)

81(%) =42 82 () — g5 (x)

.............................

8m-2 (x) =qm-18m-1 (x) - gm(x) .

Die Grade der Funktionen g (¥), g; (%), gz (), ... nehmen stindig
ab. SchlieBlich wird g,, (x) eine von Null verschiedene Konstante, wenn
g (x) und g, (x) als teilerfremd vorausgesetzt werden. Wir betrachten
nun die Zeichenwechsel der Reihe

g(), 61(x), 82() ... gm (%) -
Je drei von ihnen sind durch eine Gleichung

8i-1(%) = 181 (x) — gu41 (%)

miteinander verbunden. Wir lassen x wieder ein Intervall von a bis
durchlaufen. Wenn an einer Stelle g; (x) verschwindet, so ist hier
g -1(*) =— g4, (¥) . Beide benachbarten Funktionen haben hier also
entgegengesetztes Vorzeichen. g, _; (x) und g;,, (x) kénnen an dieser
‘Stelle nicht auch verschwinden, sonst wire dieser Wert von x eine ge-
meinsame Wurzel von g; (¥) und g;,, (¥), somit auch von g (x) und
& (x) . Beide Funktionen waren nicht teilerfremd.

Geht also eine innere Funktion der Reihe durch Null hindurch, so
tritt dabei weder ein Gewinn noch ein Verlust an Vorzeichenwechseln ein.

Nur wenn g (x) selbst sein Zeichen wechselt, verringert sich die Zahl
der Zeichenwechsel um eins. Denn g (x) geht von negativen zu positiven
Werten uber, wenn die Ableitung g; () positiv ist und von positiven zu
negativen Werten, wenn g (x) negativ ist. Somit erhalten wir den

Sturmschen Satz: Die Anzahl der reellen Nullstellen der Funktion
g (x) im Intervall von a bis b ist gleich der Anzahl der Zeichenwechsel,

die die Reihe ¢ (), g,(), g2(0), ... g
in diesem Intervall verlert.
Beispiel: Die ganze rationale Funktion

g) =27 —225 — 1022 +1
besitzt die Ableitung

g (%) =7x% —10x* — 20x.
Aus beiden ergibt sich die folgende Kettenbruchentwicklung. Die Po-
tenzen von x sind durch die Stellung der Koeffizienten angezeigt. Die
Rechnung kann nmut dem Rechenschieber besonders bequem durch-
gefuhrt werden. Die letzte Stelle ist zwar nicht mehr sicher; sie ist aber
fur die Entscheidung uber das Vorzeichen auch nicht erforderlich.
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1t 0 —2 )} 0 —10 ) 1
1 0 —1429 0 0 — 2857 0
— g () =—o0571 0 0 — 7143 ) 1
7 0 —10 0 0 —20 0
7 0 0 87°5 0 —12:25
—g(x)=—10 —87'5 0 — 775 0
0571 0 0 7143 0 —1
0571 5 0 0 443 0
— 5 (V] 67 0 —1
— 5 —4375 0 — 3875 0
— g, (¥) = 4375 67 3875 —1
10. 875 0 775 0
10 1°531 088  — 0229
85969 — 0886 7'979 0
85°969 13166 7 614 — 1°965
—gs(*)=—14052 0365 1965
— 4375 — 67 — 3875 1
—43'75 1136 6108
— 7836 — 9993 1
7°836 0204 1 096
— gg(¥) = —10197 — 0096
14052 — 0365 —1965
14 052 0132
— 0497  —1965
— 0497 —0005
—g; (#) = — 1960

Somit ergeben sich fiir die Sturmsche Kette die folgenden Funktionen:

g (%) =27 —2x5—10x2 41,

g (%) =7x% —10x* — 20x,

g (%) = 057125 4 7143x% — 1,

gs(®) =10x* + 87'5x3 4+ 775 x,

ga(¥) = — 437523 — 6722 —3875x +1,
g5 (¥) =14'052x% — 0365 x — 1°965 ,

g (%) =10197x -+ 0°096,

g, (%) =1960 .

Fiir verschiedene Werte x haben die einzelnen Glieder der Kette die

folgenden Vorzeichen

x H 81 82 83 84 8s 88 87 %:e‘zg;ll

— o e B T S S i S 5

—1 et s S S S S 5
0 + Y - 0 + - + + 4
1 e i T T S B S 3
E I T T i A S B S 2
w L+ b+l -+ + ] 2

11*
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Die Kette verliert zwischen — oo und + oo drei Zeichenwechsel, die
Gleichung besitzt also drei reelle Wurzeln, und zwar je eine zwischen
— 1 und 0, zwischen 0 und 1 und zwischen 1 und 2.

§ 53. Das Graeffesche Verfahren fiir Wurzeln mit
verschiedenen absoluten Betrigen.

Wenn alle Wurzeln einer algebraischen Gleichung, sowohl die reellen
als auch die komplexen berechnet werden sollen, so ist ein von Graeffe
angegebenes Verfahren zweckmaBig, das sich von den bisherigen Metho-
den wesentlich unterscheidet. Das Graeffesche Verfahren tiihrt unmittel-
bar und mit beliebiger Genauigkeit gleichzeitig zu allen Wurzeln der
Gleichung, ohne daf eine vorhergehende Untersuchung der Gleichung
oder die Kenntnis von Naherungswerten erforderlich ist.

Der leitende Gedanke ist der, da8 man durch einfache Rechnung
aus den Koeffizienten der Gleichung die Koeffizienten einer anderen
Gleichung ableiten kann, deren Wurzeln die Quadrate der Wurzeln der
gegebenen Gleichung sind. Aus dieser Gleichung kann man auf dem
gleichen Wege zu einer weiteren Gleichung gelangen, deren Wurzeln
die vierten Potenzen der Wurzeln der ersten Gleichung sind. Fort-
fahrend findet man nacheinander Gleichungen, deren Wurzeln die 8.,
16., 32.... Potenzen der Wurzeln der gegebenen Gleichung sind.

Wir nehmen nun an, daB die Wurzeln der gegebenen Gleichung alle
dem absoluten Betrage nach voneinander verschieden und reell sind.
Dann werden die Wurzeln der abgeleiteten Gleichungen immer mehr aus-
einandergezogen werden in dem Sinne, daB die absolut kleinste Wurzel
ein immer kleinerer Bruchteil der nichstkleinsten wird, diese wieder ein
immer kleinerer Bruchteil der folgenden usw.

Wenn die Wurzeln einer Gleichung

ayx" + ‘117‘”_l + azx”—z +.otap et a1 x+a,=0

auf diese Weise auseinandergezogen sind, dann lassen sie sich hochst
einfach aus den Koeffizienten berechnen. Denn die Summe aller Wurzeln

ist gleich —;— die Summe aller Produkte zu ]e zweien glelch , die
0
Summe aller Produkte zu je dreien gleich —— usw. Sind die \\ urzeln
)

der GroBe des absoluten Betrages nach geordnet x,, %, X3, %y, . .. 7,
dann wird, wenn x, groB gegen ,, x;, ... %, ist, die Summe 2, + x5 +. . .
+ %a nur einen kleinen Bruchteil von #, betragen. Bis auf diesen Bruch-
teil ist also
X =— —t-l; .

Wenn ferner x;, und #, groB sind im Vergleich zu allen ibrigen
Waurzeln, dann wird unter allen Produkten zu je zweien das Produkt
xy x, alle ubrigen Produkte so stark uberwicgen, daB bis auf einen
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relativ kleinen Fehler a,
X X9y = .a-;

ist. In gleicher Weise ergibt sich bis auf einen relativ kleinen Fehler

Ta=—-3 usw
Bty == .
Durch Division mit der jedesmal vorhergehenden Gleichung folgt

daraus v
1=
=2
By=—
=
By=—r

Mit andern Worten: die Wurzeln der Gleichung
2"+ a A" gyt gt b g gt fa, x+a, =0
sind bis auf relativ kleine Fehler gleich den Wurzeln der s-linearen
Gleichungen
% +a, =0, @yx+a,=0, ves Au X+ a,=0.
Die Ableitungeiner Gleichung, derenWurzelndie QuadratederWurzeln
der urspriinglichen Gleichung sind, geschieht nun auf folgende Weise. Ist

gx)=agx" + a4 a, 2" 4. .+ a,_x+a,
die gegebene ganze rationale Funktion, so multiplizieren wir sie mit der

Funktion (_1)ng(__x)=a0xn_a1xn—l+a2xn—2_.“

+ (=1 1y %+ (= 1),

die aus ihr hervoigeht durch Verwandlung von x in —x.

Das Produkt der beiden Funktionen bleibt ungedndert, wenn man
% durch — x ersetzt; nach Potenzen von x geordnet kann das Produkt
daher nur gerade Potenzen enthalten. Setzen wir x? = z, so haben wir
eine ganze rationale Funktion nten Grades fir z erhalten, deren Null-
stellen die Quadrate der Nullstellen der Ausgangsfunktion sind. Bei der
Multiplikation der beiden Funktionen brauchen die sich forthebenden
Produkte, die zu Koeffizienten von ungeraden Potenzen in x fuhren
wiirden, gar nicht gebildet zu werden:

) a a; a3
a, —a, a, —ag
2 2 2 2
@ —a a; —a
+2aga, —2a,a; +2aya,
+2a4a, —2a,a,
+2ayaq4
b, by by by

Die Summen b, b, , b,, b,, ... der einzelnen Kolonnen sind die Koeffi-
zienten der neuen Gleichung.
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In den aufeinander folgenden Gleichungen nehmen die Koeffizienten
bald auBerordentlich groBe Werte an. Da es aber nur auf die relative
Genauigkeit der Koeffizienten ankommt, braucht man nur die ersten
Ziffern zu berechnen und ihren Stellenwert durch das Hinzufiigen der
entsprechenden Zehnerpotenz anzugeben. Zur weiteren Abkiirzung
schreiben wir z. B. 443949 statt 43949 - 104.

Beispiel: Die Wurzeln der Gleichung

5 4 __ 3 2 _ —
7u berechnen. ~ 3t —232° 4512+ 94x — 110 =0

Wir erhalten fur die einzelnen Schritte die folgende Tabelle. Die
Potenzen der Unbekannten sind uberall fortgelassen. Da die Koeffizien-
ten der Gleichung fiir — x mit denen der Gleichung fiir x bis aufs Vor-
zeichen iibereinstimmen, sind die Zahlenwerte in der zweiten Gleichung
jedesmal fortgelassen und nur die Vorzeichen hingeschrieben worden.

1. Potenz 1 —3 — 213 +511 + 914 —1210
+ + - - + +
1 —019 + 5229 —23601 -+ 83836 —1421
—4-6 + 3-06 —4°324 41122
+ 1- 88 —0 " 66
2. Potenz 1 —515§ + 13023 —73585 4 240056 —1%21
+ + + + + +
1 —3%025 41054653 —577532 4+ 480224 —184641
+2:046 — 8- 3435 +4-1035 — 1- 8356
+ 0- 4011 —0- 1331
4. Potenz 1 —03979 + 255229 —177828 + 281868 —1 84641
+ + + - + +
1 —955844 4 6103650 —3141784 + 4187821 —2161436
+5-0458 — 3°4907 +1-°1034 — 0* 5220
+ 0° 0437 —0- 0029
8. Potenz 1 —455386 + 2109180 —2140779 + 4182601 —2161436
+ + + + + +
1 —210599 + 8205147 4283177 4 1338148 —4325950
+0°5836 — 1-8862 +0-2486 — 0 0089 .
+ 0 0009 —
16. Potenz 1 —1114763 + 6206294 —4280691 -+ 1338059 —4325950
+ + + + + +
1 —224795 -+ 4913949 —1576558 + 3662613 —2%51114
+0°1326 — 0 1201 0 - 0024 —
32. Potenz 1 —2220469 + 4%12748 —1576534 + 3862613 —2%1114
+ + + + + +
1 —431898 4 1838274 2147337 | 1130636 —41304580
+0°0085 — 0 - 0007 — —
64. Potenz 1 —4%31813 + 1838267 —21147337 + 11330636 —41304580
+  + + + + +
1 —1897483 4 31863368 —72284731 | 12861312 12619874
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Von der Gleichung fiir die achten Potenzen an beginnt der Einflul
der doppelten Produkte gegeniiber dem der Quadrate zuriickzutreten.
Von der 64. Potenz an hort der EinfluB der doppelten Produkte ganz auf.
Weiter zu rechnen wiirde jetzt zwecklos sein, wenn man sich auf fiinf
Ziffern beschriankt. Denn wenn man aus den Quotienten der berechneten
Koeffizienten die 64. Wurzeln aus den Quotienten ihrer Quadrate die
128. Wurzeln zieht, kommt man zum gleichen Ergebnis. Die einzelnen
Waurzeln sind jetzt so weit auseinander gezogen, daB die Gleichung in
lauter lineare Gleichungen zerfallt bis auf einen Fehler, der die hin-
geschriebenen Ziffern der Koeffizienten nicht mehr beeinfluBt.

Die Berechnung der Quotienten der Koeffizienten fur die 64. Po-
tenz und das Ausziehen der 64. Wurzeln geschieht am besten auf log-
arithmischem Wege:

Log d. Koeffiz log x84 | loglx| | x|

0 |
44 621 311 0 697 2080 ' 497976

44621 311 i
38 640 356 0603 7556 ‘ 401565

83 261 667 J
31175084 0487 1107 | 306980

114 436 751

18:590 027 0°290 4692 i 195196

133026 778 | ‘f
61622 362 — 64 | 0962 849+ — 1, 091801

130 649 140 ! |

Die Vorzeichen der Wurzeln konnen nach dem Graeffeschen Ver-
fahren nicht bestimmt werden, denn sie sind ja bei der Potenzbildung ver-
lorengegangen. Nach der Cartesischen Zeichenregel besitzt die Glei-
chung hochstens drei positive und hochstens zwei negative Wurzeln. Da
alle fiinf Wurzeln reell sind, wird diese Hochstzahl auch gerade erreicht.
Man findet leicht durch rohes Probieren, daB die zweite und vierte Wur-
zel negativ ist. Die Wurzeln sind somit

= +497976,
%y = — 401565,
%3 = -+ 3706080 ,
%, = —195196,
= 4091801 .

Zur Kontrolle berechnen wir die Summe der Wurzeln, sie muf gleich
——L sein. Wir finden 299996 an Stelle von 3 und schlieBen daraus, da8l

d1e letzte Stelle um emne Einheit fehlerhaft sein wird.

Das Beispiel ist mit mehr Stellen durchgerechnet als in der Regel
zweckmaBig ist. Da man die gefundenen Werte doch durch Einsetzen
kontrolliert, so geniigt es, Naherungswerte zu finden, die bei der Kon-
trolle verbessert werden.
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§ 54. Wurzeln mit gleichen absoluten Betrdgen.

Wenn die Gleichung reelle Wurzeln mit gleichen absoluten Betragen
besitzt oder wenn komplexe Wurzeln auftreten, die ja bei reellen Koeffi-
zienten paarweise gleiche absolute Betriage haben, dann konnen die Wur-
zeln der abgeleiteten Gleichungen nicht auseinandergezogen werden. Wir
wollen fiir diesen Fall die Betrachtungen etwas allgemeiner fassen.

Die Wurzeln #,, %,, %3 ... %, der Gleichung

ax* +aattap i ay g Ay %+ a, =0
seien absolut groB im Vergleich zu den ubrigen Wurzeln #,.1, %,42,
... %,. Wir wollen zeigen, daB sich dann die Wurzeln %, , %3, ... %,
nur um kleine Bruchteile ihrer Betrige von den Wurzeln der Gleichung
ayx” +a ... +a,1x+a4,=0
unterscheiden, wihrend die Wurzeln x,,;, %,45, ... %, bis auf kleine
Bruchteile ihrer Betriige mit den Wurzeln der Gleichung
aQx* " a2 b a2+ a, =0

iibereinstimmen.

Gehort namlich x zu der Gruppe der groBen Wurzeln, so stimmt der
Ausdruck agx® + a1 ... ta, % +a,

ayxr=?

nahezu iiberein mit
agx” + a3 '+ ... +a,_ 1% +a,
ay

denn beide Ausdriicke unterscheiden sich nur durch die Glieder

Byi1 ay An
Tﬁ.~l + a—:zx"z + ...+ ;—x“"'” .
iy—i»_e
ay
ist bis auf das Vorzeichen gleich der Summe der Produkte von je » + ¢
Waurzeln dividiert durch die Summe der Produkte von je ¥ Wurzeln.
Im Nenner iiberwiegt das Produkt der » groBen Wurzeln alle ubrigen
Produkte derart, daB der Nenner von der GréBenordnung dieses Produk-
tes wird. Im Zahler sind diejenigen Produkte die groBten, die die » groBen
Waurzeln und nur ¢ Wurzeln aus der Gruppe der kleinen Wurzeln ent-
halten. Der Quotient 1st daher der GroBenordnung nach gleich dem Pro-
dukt von ¢ Faktoren aus der Gruppe der kleinen Wurzeln. Multiplizieren
wir ihn mit x~¢, wobei # innerhalb der Gruppe der groBen Wurzeln liegt,
so wird

Von diesen Gliedern ist aber jedes fiir sich sehr klein. Denn

ayto
ay
sehr klein. Daher stimmt fur alle Werte von #, die ihrem absoluten Be-
trage nach zur Gruppe der groBen Wurzeln gehoren, der Ausdruck
agx™ +agxt 4 .. + 8,1 % ta,

ayxn-v

-e
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nahezu iiberein mit
agx” 4 a2 4 ...t ay_x4ar
ay :

Bezeichnen wir die Wurzeln der Gleichung
ax +a 1+ . +a,1x+a,=0
mit «7, %%, ... %), so ist

=+xix-’z...x;.

a —
Der zweite der belden nahezu ubereinstimmenden Ausdriicke ist damit
gleich

+(,_x{)(x—-”§)-"(""‘xn _+(__1) (w—-i) (“ 1)

—_ 2t ’ ’
X{x5 %, EZ

und stimmt fiir alle absolut groBen Werte von x somit nahezu iiberein mit
a Xy Xy Xn
;"(x—xl)(x—xz)...(x—x,,)(i—-T') (1—22) (1= 2).

Wird nun x gleich einem der Werte #,, %, ... #, gesetzt, so mu8}
einer der Faktoren des Produkts

x x x \
(71—1)(}(—2—1)...(7:—1)
sehr klein werden, mit andern Worten, x muB bis auf einen relativ kleinen
Betrag iibereinstimmen mit einer der Wurzeln x] x5 ... %) .
Umgekehrt stimmt fiir alle Werte von «, die innerhalb der Gruppe
der kleinen Wurzeln liegen, der Ausdruck

ayx® + agxt 4+ Lt Ay % + a,
(2% uad

nahezu iiberein mit
ayx* "+ ayp12" " L 4oa,
ayx*-? :

Diese Tatsache folgt sofort aus dem soeben bewiesenen Satze, wenn man
% =171 setzt. Die » Wurzeln

b=z, =2 .. . 4 =x

sind jetzt klemn im Vergleich zu den » — » Wurzeln
t7+1=x;11’ tv+2=x;4l.g:-~‘tn=x;l

Die groBen Wurzeln stimmen jetzt nahezu iiberein mit den Wurzeln der

Gleichung
at* -t a, (b a,at+a, =0

oder die Wurzeln %, , %,,0, ... %, weichen nur um relativ kleine Be-
trige ab von den Wurzeln der Gleichung

@™ a3 a4 a, =0.
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Wir erhalten also das Resultat: Sind die Wurzeln so in zwei Grup-
pen xy, %y, ... x,und ¥,q, %,42,...%, zerlegbar, daB die Wurzeln der
einen Gruppe absolut groB sind im Vergleich zu denen der andern
Gruppe, so spaltet sich die Gleichung

g +arl L a x+a,=0
in zwei Gleichungen

ayw’ +ax '+ ... +a,1x+a,=0
ax "+ a2+ +a,  x+a,=0,
deren Wurzeln bis auf relativ kleine Betrage mit den Wurzeln der beiden
Gruppen iibereinstimmen.

Wenn nun die Wurzeln der einen Gruppe sich wiederum in zwei
Untergruppen zerlegen lassen, da die Wurzeln der einen Gruppe groB
sind im Vergleich zu den Wurzeln der anderen, so wird sich auch ihre
Gleichung wieder in zwei Gleichungen zerspalten usf.

Das Graeffesche Verfahren besteht nun darin, aus der gegebenen
Gleichung eine Gleichung fiir so hohe Potenzen der Wurzeln abzuleiten,
daB sich die Gleichung zerspaltet in so viel Gleichungen, wie die ur-
spriingliche Gleichung Wurzeln mit verschiedenen absoluten Betrigen
gehabt hat. Insbesondere wird sich fiir jedes Paar komplexer Wurzeln
eine quadratische Gleichung abspalten.

Beispiel : X — 323+ 8x2—5=0.

Die Gleichungen fur die Potenzen der Wurzeln ergeben sich folgender-
maBen:

und

1. Potenz +1 — 3 +8 0 -5
+ + + o —
+1 -9 +614 0 +215
+16 0 —810
—1°0
2. Potenz +1 + 7 +514 —810 +215%
+ = + + +
+1 — 419 +23916 —634 +6225
+10°'8 +1-12 +27
+0°05
4. Potenz +1 -+ 519 +43086 —337 +6225
+ = + + +
+1 — 33481 +1766954 —17369 + 3390625
+ 8172 +0-04366  +0°51075
+0-00012
8 Potenz —+1 + 43691 41771332 —0785825 + 3590625
+ - + + +
+1 — 2720055 +21493547 — 71336593 +11152588
+ 3:42664 4000081 +1-33853

16. Potenz 41 + 1722609 421493628 — 61302740 411152588
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Hier spaltet sich die urspriingliche Gleichung in zwei Gleichungen
zweiten Grades, denn das Quadrat von 21493628 wird durch die doppelten
Produkte nicht mehr beeinfluBt. Die Wurzeln der ersten quadratischen
Gleichung x? + 1722600 + 21193628 = 0

sind offenbar komplex, wahrend sich die Wurzeln der zweiten quadrati-
schen Gleichung
21493628 x2 — 61902740 + 11152588 =0

trennen lassen, wenn man noch zwei Schritte weiter geht:

16. Potenz 421493628 — 61302740 411152588
+ + +
482862174  —3%2763296 422232831
+0°08961
32. Potenz  4-8%62174  —3¥754335 422232831
+ + +
475743344 —1%525553 45442103
0+ 00040
64. Potenz 475743344  —1%525513  +5%42103

Die beiden reellen Wurzeln ergeben sich hieraus ihrem absoluten Be-
trage nach wie fruher durch Ausziehen der 64.Wurzeln aus den Quotien-
ten der Koeffizienten:

Log d. Koeffiz. Diff 1 log | # | |#]
57 871190
61227499 — 64 09566797 — 1 0 905065
55-098 689
53635393 — 64 | 08380530 — 1 0688736
44 734082

Die erste Wurzel stimmt mit der schon friher berechneten iiberein
und ist somit positiv. Da die Gleichung andererseits nach der Carfesi-
schen Zeichenregel eine negative Wurzel haben mu8, so sind die beiden
reellen Wurzeln %, = -+ 0905 065

%y = —0688736.

Bei der ersten quadratischen Gleichung hat es keinen Zweck, weiter
zu rechnen. Da ihre Wurzeln komplex sind, kann man niemals zu einer
Zerlegung in lineare Gleichungen gelangen. Das Produkt der beiden
Waurzeln ist gleich dem Quadrat ihres absoluten Betrages. Das Quadrat
des absoluten Betrages der beiden komplexen Wurzeln der urspriing-
lichen Gleichung erhalt man daher als 16. Wurzel aus dem Quotienten
des dritten und ersten Koeffizienten:

293628 - 101 = 8021163 = 162 + 12,

wenn die komplexen Wurzeln gleich # + ¢v sind.
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Um den reellen und imaginéren Teil einzeln zu bestimmen, beachten
wir, daB die Summe aller Wurzeln x, + x, + 2 # gleich — % =3 sein
0

muB. Da x, + #, gleich 0216 329 ist, wird # = 1°391 836. Damit er-
rechnet sich aus #2 4 »% der Wert von v:

v = 2'466 568 .
Die beiden komplexen Wurzeln werden somut
%y, %, = 1391 836 + 2466 568 ¢ .
Zur Kontrolle bilden wir das Produkt aller Wurzeln:
%3 %5 (4% + v?2) = — 4999 999 statt —5.

Gn_1

Ferner muB die Summe der reziproken Wurzeln gleich — sein, in

unserer Gleichung also gleich Null. Die Summe der beiden reziproken
komplexen Wurzeln ist

1 1 2u
u+iv+u—zu=u3+v’

Wir erhalten also
1104 893 — 1°451 935 + 0°347 041 = — 0°000 001 .

Wenn eme Gleichung zwei Paare komplexer Wurzeln

= 0'347041.

wy+iv, und ;T iv,

besitzt, so liefert das Graeffesche Verfahren wieder nur die absoluten
Betrige 7, und 7, . Um die Wurzeln selbst zu finden, beachten wir, daB

die Summe aller Wurzeln gleich — ;‘:L und daB die Summe aller rezipro-
(]
1

ken Wurzeln gleich — ist. Wir erhalten damit fiir die reellen Teile

an

die beiden Gleichungen
2uy + 2u, = _‘%“(xl‘{"xz‘l‘--')y
24 20 G

()

2 3
7} 73 a,

wenn mit x, , x,, ... die reellen Wurzeln bezeichnet wercen. SchlieBlich
findet man die imaginaren Teile

vyy=Vri—u;  und v, = |rs — 143. ‘

Hat eine Gleichung mehr als zwei komplexe Wurzelpaare, so kann
man zwar nach wie vor die absoluten Betrage nach dem Graeffeschen Ver-
fahren ermitteln, um aber die Wurzeln selbst zu finden, muBl man einen
besonderen Weg einschlagen.

Ein allgemeines Verfahren beruht auf der zweimaligen Anwendung
des Graeffeschen Verfahrens. Zunachst bestimmt man die absoluten
Betriage der Wurzeln auf die bekannte Weise. Dann entwickelt man die
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linke Seite der Gleichung nach Potenzen von y = x — $, wobei p eine
beliebig gewéhlte GroBe ist. Wendet man nun auf die neue Gleichung
in y das Graeffesche Verfahren an, so erhilt man fiir die komplexen
Waurzeln die absoluten Betrage von x — . Damit sind geometrisch ge-
sprochen die komplexen Wurzeln als Durchschnittspunkte von Kreisen
um den Nullpunkt und den Punkt x — p in der komplexen Zahlenebene
bestimmt. Dieses Verfahren ist zwar nicht unbedingt eindeutig, da man
aber die Summe der Wurzeln kennt, 148t sich leicht das richtige System
auswihlen.
Ist fiir ein komplexes Wurzelpaar

x=utiv
der absolute Betrag gleich » und fur
=u—pti
gleich ¢ und ist ferner y=u—pLiv
u=rcosg, v=rsing,
so findet man den reellen Teil aus

=74 p*—2rpcosp=7r*4p2—2pu,

und den imaginiren Teil wie friuher
v=|r* —u.

Die reelle Zahl  wahlt man praktisch nicht zu klein, sonst wird die
Bestimmung von # unsicher, andererseits nicht zu groB, sonst schneidet,
geometrisch gesprochen, ein Kreis, der durch ein Paar tatsichlich vor-
handene Wurzeln geht, noch andere Kreise. Man wiirde unnétigerweise
Schnittpunkte errechnen, denen keine Wurzeln entsprechen.

ZweckmaBig ist es, beim Graeffeschen Verfahren Rechenproben ein-
zufilhren. Wenn man kontrollieren will, ob aus den beiden Funktionen
g (x) und g (— x) die Funktion G (x?) = £ g (x) - g (— ) richtig gebil-
det worden ist, setzt man einen geeigneten speziellen Wert fiir x ein und
berechnet die Funktionen nach dem Hornerschen Schema. Den speziellen
Wert muBl man so grof wahlen, daB die kleinen Koeffizienten etwa
ebenso stark in die Rechnung eingehen wie die groBen.

§ 55. Verbesserung der Wurzeln.

Die nach dem Graeffeschen Verfahren gefundenen Wurzeln kann man
durch Tteration verbessern. Wir bilden das Produkt aus den vier Linear-

faktoren Q@) =ay(x —x;) (v — 25) (¥ — x3) (v — %)
Die beiden komplexen Wurzeln fassen wir gleich zu einem Faktor zweiten
Grades %% — 2783 672 x + 8021 163
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zusammen. Damit wird
@ (x) = (x — 0°905065) (x + 0688 736) * (x* — 2783 672 x + 8:021163)
® (x) = x4 —3°000001x° -+ 8:000001 1322 — 0:000005 87 % — 4'999998 756.

Fiir die Wurzeln der Gleichung ist aber
4 __ 2 43 2 _c 0.
Somit wird #—3% 4 8x 5=0..
@ (x) = (— 2%+ 113222 — 587 x + 1:243) - 1076.

Dividiert man beide Seiten durch das Produkt aller Faktoren mit
Ausnahme eines, so steht links eine lineare Funktion, rechts erhilt man
eine gebrochene Funktion, die sich nur langsam mit x indert, wenn die
linke Seite klein ist.

Hierdurch ergibt sich eine Verbesserung des betreffenden Wurzel-
wertes, wenn man ihn auf der rechten Seite einsetzt.

Die Verbesserung von x = — 0688736 z. B. ergibt sich aus dem
Zahler (— &% + 113242 — 587 x + 1°243) 10-°
und dem Nenner

(x — 0'905) (¥ — 2:784 % + 8°021) = 23 — 3:689x2 + 1054 — 726.

Wir berechnen beide Funktionen fur den Wert x = — 0'689 mit

dem Rechenschieber:
—1 +1132 — 587 4 1243
+ 0680 — 125 4+ 491
+181 — 712 + 615
+1 —3689 -+1054 — 726
— 0689 4 302 — 934
— 4378 41356 —1660
Die Verbesserung der Wurzel ist demnach

_ 515 06— —037.10-"
16e5 107°=—037-10

und der verbesserte Wurzelwert wird
x = —068873637.

Mit diesem Wert wire notigenfalls die Rechnung zu wiederholen.
Die komplexen Wurzeln kann man auf die gleiche Weise verbessern.
Man kann aber auch ganz im Gebiet der reellen Zahlen bleiben und so-
gleich ein Paar komplexer Wurzeln zu einem quadratischen Ausdruck
zusammenfassen und die Verbesserung seiner Koeffizienten berechnen.
Wir dividieren zu diesem Zweck den Ausdruck ¢ (x) durch alle
Faktoren mit Ausnahme des zu verbessernden Ausdrucks zweiten Grades:

['263) — 2% 4 113222 — 5872 + 1243

-6
(x —0905065) ( + 0688736) # — 021637 — 0623 107"
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Anstatt nun eine der beiden konjugierten Wurzeln einzusetzen, berech-
nen wir den reellen linearen Ausdruck

ax+b,

der fiir die beiden konjugierten Wurzeln mit der gebrochenen Funktion
{ibereinstimmt. Der verbesserte Faktor zweiten Grades ist dann
%% — (2783 672 + a) x + 8021 163 — b.
Um 2 und b zu finden, reduzieren wir zuniachst Zahler und Nenner
der gebrochenen Funktion modulo x2 — 2783 672 x + 8021 163, d.h.
wir dividieren Zahler und Nenner durch diesen Ausdruck zweiten Grades

und bestimmen den Rest. Die Rechnung braucht nur auf wenige Stellen
genau mit dem Rechenschieber ausgefiihrt zu werden.

-1 +1132 —587 41243
+ 2784 —802

—1652 4215
+ 460 — 1325
— 245 4+ 1449
+1 —02163 — 0623
— 2784 + 802
23568 —864

Die gebrochene Funktion stimmt demnach fiir die beiden konjugierten

Wurzeln iiberein mit
—245x + 1449
2568 x — 8 64

525
2568x — 8 64

Um nun noch den Nenner fortzuschaffen, dividieren wir
%% — 2783 672 x + 8021 163 durch 2568 x — 8'64:

1 —2784 + 802 : 2568 — 864 = 0389 + 0226

10-5=(— 00954 + )-10-s.

3364
+ 0580
=195
+ 997
Es wird also
22 —2784x + 802 . 997
—sess—8er = 03897 + 0226 + s
Fur die beiden komplexen Wurzelwerte ist daher
991 '
; 5568+ — 561~ 0389 — 0226
und somit
525

- = —02 — 012
7568y 861 02lr—012.
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Als Resulta} der Reduktion folgt daher die lineare Funktion
(—021x —107)-10-5.
Damit erhalten wir den verbesserten Ausdruck zweiten Grades

%2 — 2783 671 79 x + 8021 164 07 .

§ 56. Aufgaben zum 6. Kapitel.
1. Die positive Wurzel der Gleichung
x4+6x—8=0

ist auf sechs Dezimalen zu berechnen.
2. Die reelle Wurzel der Gleichung

X =cosx
ist zu berechnen.
3. Die kleinste positive Wurzel der Gleichung

xtgx =1
ist zu berechnen.
4. Was kann man uber die reellen Wurzeln der Gleichung

x4+ ax3+bx24+c=0

aussageri, wenn a und b positiv, ¢ negativ ist?
5. Die reellen Wurzeln der Gleichung

28 — 845+ 444 +6x3—5x4+3=0
sind je zwischen zwei um hdchstens eins auseinanderliegende Grenzen

einzuschlieBen.
6. Wieviel reelle Wurzeln hat die Gleichung

x4+ ax+b=07?
7. Samtliche Wurzeln der Gleichung
x5 —2xt—13x3 4+ 1422 +24x —1 =0

sind zu berechnen.
8. Samtliche Wurzeln der Gleichung

2 —6x% 4+ 1322 —30x — 49 =0
sind zu berechnen.



Siebentes Kapitel.
Gleichungen mit mehreren Unbekannten.

§ 57. Das Newtonsche Verfahren fiir mehrere Unbekannte.

Die Newtonsche Methode 148t sich auch auf mehrere Gleichungen
mit mehreren Unbekannten ausdehnen. Sobald einigermaflen genaue
Niaherungswerte bekannt sind, kann man ihre Verbesserungen als neue
Unbekannte einfithren und die gegebenen Gleichungen unter Vernach-
lassigung von Gliedern zweiter Ordnung als lineare Gleichungen fiir die
Verbesserungen schreiben.

Sind #, und y, Niherungswerte fiir ein Wurzelpaar der Gleichungen

flxy) =0,
glxy) =0,
so sind & = f (x, y,) und &, = g (x, ¥,) wenig von Null verschieden. Die
Verbesserungen der Naherungswerte bezeichnen wir mit 4 und 4:
x=2%+h,
y=y+k,
und entwickeln nach Potenzen von % und &:

0=/[(xy)=[(oy) +hfi(®y) +Efaleyy) +...
0=g(ry) =gx1y) +h& @ y) + kgl y) +...
Die partiellen Ableitungen nach x und y sollen durch die Indizes ; und ,
angedeutet werden. Unter Vernachlassigung der Glieder zweiter und
hoherer Ordnung in % und % erhalten wir fir die Verbesserungen die
linearen Gleichungen hb+hete=0,

Si1h+gk+e=0.

Da die Verbesserungen klein sind, brauchen die Koeffizienten dieser
Gleichungen nur mit geringer relativer Genauigkeit berechnet zu werden,
und die Auflésung kann mit dem Rechenschieber erfolgen.

Geometrisch betrachtet, ersetzt das Newfonsche Verfahren die
beiden Kurven flxy) =0,

glxy)=0

Runge-Kon1g, Vorlesungen 12
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in der Néhe des Punktes x, , y, durch zwei gerade Linien, deren Schnitt-
punkt dann an Stelle des gesuchten Kurvenschnittpunktes genommen
wird.

Die verbesserten Naherungswerte x, + %, y, + £ sind wegen der
Vernachlissigung der hdheren Glieder nun natiirlich nicht die genauen
Wurzeln der Gleichungen, sondern wiederum nur Niherungswerte, die
man ebenso zur Berechnung von Verbesserungen benutzen kann. So
kann man so lange fortfahren, bis die gewiinschte Genauigkeit erreicht
ist. Bald werden die immer geringer werdenden Verbesserungen die
Koeffizienten f,, f,, g; , g, der linearen Gleichungen fiir 4 und & nicht
mehr beeintréchtigen. Man kann dann ein fiir allemal diese Gleichungen
auflésen und % und % durch & und ¢, ausdriicken.

Beispiel: Die reellen Wurzeln der beiden Gleichungen

223 —y?—1{ =0,
2y —y—4=0
sind zu berechnen.

Eine rohe Skizze zeigt, daB die beiden zu den Gleichungen gehéren-
den Kurven nur einen Schnittpunkt besitzen, dessen Abszisse und
Ordinate ungefihr gleich 12 und 17 ist.

Mit den Naherungswerten x; = 1°2 und y, = 17 berechnen wir die
rechten Seiten der beiden Gleichungen

& =—0434, & =01956.
Die linearen Gleichungen fiir die Verbesserungen erhalten die Form
6x2h —2yk+4+¢e =0,
Yh+ B2y —1)kte=0
oder, wenn man die Niherungswerte einsetzt,
8645 — 340k = 0434,
49 k4940 k = —01956.
Es ergibt sich
h=00349, k= —00390.
Damit werden die verbesserten Werte
x=12349, y=16610.

Wir setzen diese Werte wieder in die Gleichungen ein und erhalten
die rechten Seiten

& =7470-10"*%, & = —1987-10"*.

Die linearen Gleichungen fir die neuen Verbesserungen lauten jetzt
9150 % — 3322k = —¢; = —74'70 - 107,
4583k + 9221 k= —& = 1987 -107*.



§ 57. Das Newtonsche Verfahren fur mehrere Unbekannte. 179

Daraus erhalten wir
h=—625%-10"%, k=526 -10"*
und somit die verbesserten Naherungswerte

x =12342747,
y = 16615 263 .

DieVerbesserungen sind bereits so klein geworden, daB die Koeffizien-
ten der linearen Gleichungen nur noch in der letzten Stelle beeinfluBt
werden. Fiir alle ferneren Verbesserungen konnen wir das Gleichungs-
system umkehren und schreiben

' h = —00926¢ — 00334 &,,
k= 00460¢ — 00919¢,.

Setzen wir die neugewonnenen Niherungswerte abermals in die
Gleichungen ein, so wird

& = 252:8-107%,
& = —54'8-107%.
Damit bekommen wir die Verbesserungen
h=—2158-10"%,
k= 1666-107%
und somit die verbesserten Niherungswerte
x = 12342 7448 4,
y == 1°6615 2646 7.

Die Auflésung eines Gleichungssystems 148t sich theoretisch immer
durch Elimination aller Unbekannten bis auf eine auf die Auflésung
einer Gleichung mit einer Unbekannten zuriickfihren. In unserem Bei-
spiel wiirde die Elimination von x auf die Gleichung

yll 4 9% — 293 — 2492 — 06y — 128 =0
fiir y fithren. In vielen Fallen ist jedoch die Elimination so umstandlich
oder so schwierig und die gewonnene Gleichung derart unubersichtlich,
daB man von der Elmination keinen Gebrauch machen wird.

Man kann im Gegenteil bei der Auflgsung einer Gleichung mit einer
Unbekannten hiufig mit Vorteil eine passende neue Unbekannte ein-

fithren und dann zwei Gleichungen mit zwel Unbekannten lésen.
Bei der Aufldsung der Gleichung vierten Grades

axt+bx3+cx*+dx+e=0

beispielsweise fihrt man eine neue Unbekannte y ein durch

o b
=24 e%

12¢
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Dadurch erhdlt die Gleichung vierten Grades die Form
»\
ay2+(c—ﬁ)x~+dx+e=0.

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem betrachtet stellt die
Definitionsgleichung fiir y eine Parabel dar, die in den Punkten x =0
und x = —-2% die x-Achse schneidet und deren Achse der y-Achse
parallel ist. Fiir verschiedene Werte von @ und b sind die Parabeln ein-
ander kongruent. Man kann also eine einmal am besten auf durch-
sichtigem Papier gezeichnete Parabel mit der Gleichung y = x? stets
verwenden und durch Benutzung ihrer Schnittpunkte mit der x-Achse
leicht in die richtige Lage bringen.

Die andere Gleichung stellt eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel dar
in symmetrischer Lage zur x-Achse. Niherungswerte fiir die reellen
Waurzeln der beiden Gleichungen findet man jetzt bequem, wenn man eine
rohe Zeichnung dieser Kurve herstellt und ihre Schnittpunkte mit der
auf durchsichtigem Papier gezeichneten Normalparabel aufsucht.

Beispiel: Die Gleichung

20+ 323+ 8x2—5=0
zerfallt durch Einfuhrung von
y=x"+ % %
in die beiden Gleichungen
Betyp-s=o,

Die erste Gleichung liefert eine Ellipse mit den beiden Halbachsen
/E _
a=V§=o-93, b=7V5=224.
Aus einer einfachen Skizze folgt, daB die beiden Gleichungen zwei reelle
Losungspaare besitzen mit den angendherten Werten
R
= —05 y=1%5.

Wir wollen das zweite Paar weiter verbessern. Bezeichnen wir die
rechten Seiten der Gleichungen wieder mit ¢, und &,, so ergibt sich durch
Einsetzen der Naherungswerte

& = 00675, & =004.
Die linearen Gleichungen fur die Verbesserungen erhalten die Form
MS5x-h+2y-k=—¢
(2x+15) -k — k= —g¢
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und lauten fiir die Niherungswerte
805k +3%k=—00075,
29 h— k=—004.
Daraus ergeben sich
h=—001119, %k = 000754
und die verbesserten Werte der Unbekannten

x =068881,
y =1'5075 4.

Wir setzen diese Werte wieder in die Gleichungen ein und finden
& =81734-10_"4,
&, =13422-107%.
Die linearen Gleichungen fiir die Verbesserungen werden jetzt

79213 b + 3:0151 B = — 81734 - 10~¢,
2:8776 b — k= —13422-107*.

Bei weiter fortschreitender Verbesserung wird sich wegen der Genauig-
keit, die x und y schon erreicht haben, nur die letzte Stelle um einige
Einheiten dndern. Durch genaueres Aufldsen der Gleichungen kann man
daher die Verbesserungen sogleich auf vier Stellen genau berechnen:

h=—07363-10"%, k= —07765-10"*
Die verbesserten Losungen sind jetzt

x = 0°6887 3637,
y = 1'5074 6235 .

Mit diesen Werten kann man die Koeffizienten der linearen Glei-
chungen bereits auf etwa sieben Stellen genau berechnen. Aus ihnen fin-
det man dann weitere Verbesserungen, die auf mindestens sechs Stellen
richtig sind. Die Genauigkeit 148t sich nach diesem Verfahren sehr schnell
steigern, vorausgesetzt, da3 die Berechnung der Koeffizienten der linearen
Gleichungen bequem ausgefiihrt werden kann, wie es in unserm Beispiel
der Fall ist.

Wir finden &= 13991990 -10°%,
& = — 07639223 - 108
und damit die linearen Gleichungen

7'9204 683 1 4- 3:0149 247 k = —1'3991 990 - 10~%,
28774 727 h — k= 07639223-10°.
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Thre Loésung ergibt
h= 0054470-107°,
k= —0607187-107°.
Damit erhalten wir die Wurzeln auf vierzehn Stellen genau:

x = 06887 3637 0544 70 ,
y = 1'5074 6234 3928 13 .

§ 58. Das Iterationsverfahren.

Auch das Iterationsverfahren 148t sich sinngemi8 auf Gleichungs-
systeme ausdehnen. Wenn man z. B. zwei Gleichungen mit zwei Un-

bekannten auf die Form
z=0(xy),

y=1v(xy)
bringt und wenn dabei die rechten Seiten nur langsam mit x und y ver-
anderlich sind, so kann man ein Paar Niherungswerte x,, ¥, in die
rechten Seiten einsetzen und damit ein verbessertes Wertepaar x5, ¥,
berechnen.
Subtrahiert man die Gleichungen

%y =@ (%),
Y2 =¥ (%,3)
von den gegebenen, so erhalt man die Fehler der zweiten Naherungswerte
x— %= (xy) — @ (x1y1),
Y=Y =Y Ey) —v(ny).
Die rechten Seiten entwickeln wir nach dem Taylorschen Lehrsatz
£ —%= @ —5)9 + ¢ —y1) P2,
Y=y=U—x)¥V1+ O — ) ¥,.
Durch die Indizes , und , deuten wir wie frither die partiellen Ableitungen
nach ¥ und y an. Die Ableitungen sind fiir Werte von x zwischen x und x,

und fiir Werte von y zwischen y und y, zu nehmen.
Fiir die absoluten Betridge der Fehler ergibt sich

|2 —m|=<|x—x|-|lo ]+ |y —nllel
l}’—yzlélx"'xll'[’hl+ly"y1l'l%|

und daraus durch Addition

=2+ ]y —nl=lx—xn|-(ed + v ) +ly =l (e + v )

Sind nun |@,|+|w;| und |@.|+ |ws| nicht groBer als ein
echter Bruch m, so ist

|25 +]y—y|=m(z—n|+|y=n].
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Nach hinreichender Wiederholung des Verfahrens werden die Fehler der
Niaherungswerte beliebig klein, denn es ist nach #-maliger Iteration

[ — gl |y — | = m (s — % |+ |y — w1 ).

Diese Betrachtungen lassen sich auf ein System von beliebig vielen
Gleichungen r=ply...0),

y=vy{ky... ),

w=0(xy...n)
ausdehnen. Sobald die rechten Seiten nur schwach von den GréBen
%Yy ... w abhidngen, kann man aus einem System von Niherungswerten
ein besseres durch Einsetzen in die rechten Seiten ableiten.

Die Konvergenz des Verfahrens laBt sich noch dadurch etwas be-
schleunigen, daB man zum Einsetzen in die rechten Seiten jedesmal
schon die aus den vorhergehenden Gleichungen gewonnenen verbesserten
Naherungswerte der Unbekannten mitbenutzt.

Beispiel: Die drei Gleichungen

x = arctg % ,
z
y = arctg pl
z=arct x
besitzen unendlich viele Losungssysteme. Wir wollen das System in der

e t
Nahe von %, =0, y, = - » % = 7 genauer berechnen.

Aus y; und z, findet man zunichst x, = 046, dann aus z, und x,
den Wert y, = 1°43, und schlieBlich aus %, und y, den Wert z, = 3°45.
Auf die gleiche Weise ergeben sich weiterhin die folgenden Systeme von
Néherungswerten: B

y | =

|
¥ | r
0393 | 1457 3-405
0 4043 " 14526 3 4130
040239 | 145344 341168
040273 i 145330 | 3-41192
040268 | 145331 | 341189

§ 59. Anwendung auf lineare Gleichungeﬁ.

Das Iterationsverfahren laBt sich auch haufig bei der Auflésung von
linearen Gleichungssystemen mit Vorteil verwenden. Wenn in den ein-
zelnen Gleichungen jedesmal eine Unbekannte besonders stark auftritt,
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d. h. wenn beispielsweise in dem System von drei Gleichungen
Lt +bhy+az=4d,
a,x + b2y + 2z = dz,
a;x + bay + 6z =
die unterstrichenen Koeffizienten absolut viel groBer sind als die andern

Koeffizienten auf der linken Seite, dann ldsen wir nach den stark auf-
tretenden Unbekannten auf und schreiben

d, b c
x=-2_ty A,
a a Y
d, c a
=2ty ty,
by by by
d. a b
2==2— 22y,
Ca O3 2

Die rechten Seiten hingen jetzt nur schwach von den Unbekannten
ab, denn ihre Koeffizienten sind kleine GréBen.
Ein System von ersten Naherungswerten ist
5 Y %
xl_al’ y1—b2: 21—63-
Beispiel : Das Gleichungssystem
3%+ 015y — 009z = 6,
008% + 4y — 0162 =12,
005% — 03y + 52 =20
gibt nach den stark auftretenden Unbekannten aufgelost
£=2—005y + 003z,
y=3+4+004z—002x,
z2=4—001x 4+ 006y.
Mit den Naherungswerten x; =2, y, =3, 2, =4 finden wir

x y ’ z
1. Ndherung 2 3 4
2. » 197 312 416
3. ,. 1-9688 31270 41675
4 M 1:96868 312732 416793
S ” | 196367 312734 416795

Um schon wahrend der Rechnung einen Anhalt fur die Genauigkeit
der einzelnen Niherungen zu gewinnen, kann man auch direkt die Glei-
chungen benutzen, die von den Verbesserungen eines Systems von
Niherungswerten zu den Verbesserungen des nichsten Systems fithren.
Bezeichnen wir die Werte der verschiedenen Naherungen durch Indizes,
so wird in unserm Beispiel

Hni1— %n = —005(¥n — Yn-1) + 003 (zn — 2:_1),
Yne1— Vo= 004 (2, — 2, 1) — 002 (%, — %, _1),
Zny1— 2= —001 (%n — %n-1) + 0706 (¥, — yn—l)-
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Wir erhalten damit

n Xpp1 =™ ¥n Yat1 — Vn Znt1 — Zn

1 — 003 012 016

2 —0°0012 00070 00075

3 — 000013 000032 000043

4 — 000000 | 0°00002 000002
.| —o003133 | 012734 016795

Die fiinfte Naherung ist somit auf fiinf Dezimalen richtig. Man erhalt
den Niherungswert durch Addition der Summe der Verbesserungen zu
dem ersten Niherungswert:
%, =196867, 5 =312734, z5=416795.
Auch das Newfonsche Verfahren 1aBt sich zur Losung von linearen
Gleichungssystemen heranziehen. Sind fiir das Gleichungssystem
ax+by+cz2—d,=0,
ax + byy + gz —d; =0,
agx + by + 32 —dy =0
Niherungswerte %, , ¥,, z; bekannt, so lauten die Gleichungen fiir ihre
Verbesserungen &, &, 1 .
ah+ bk + ¢l =dy,
agh + bk + ol = dy,
ayh + bk + ¢yl =ds.
E =d, — ay% — by, — 617,
ﬁ. =dy — ay%; — byyy — G2y,
dy = dy — a3%; — byyy — €37

Dabei ist

gesetzt worden. Die Koeffizienten der Verbesserungen stimmen mit den
Koeffizienten der Unbekannten in dem urspriinglichen System {iberein
und hangen nicht von den Naherungswerten ab. Die Verbesserungen lassen
sich daher aus ihren Gleichungen mit beliebiger Genauigkeit berechnen.

Damit ist scheinbar nichts gewonnen, wir haben nur die Auflésung
eines linearen Systems durch die eines andern ersetzt. Wenn man aber
irgendein Prinzip hat, nach dem aus dem urspriinglichen System Nahe-
rungswerte abgeleitet werden konnen, dann kann man auf die gleiche
Weise fiir die Verbesserungen Naherungswerte #;, k,, /, ableiten.

Fiir die Verbesserungen %', #/, I’ dieser Naherungswerte kann man
nun wieder ein Gleichungssystem aufstellen, wobei nur die rechten Seiten
neu berechnet zu werden brauchen. Nach dem gleichen Prinzip gewinnt
man aus diesen Gleichungen wieder Naherungswerte usf. Sind die Nahe-
rungen gut, so miissen die rechten Seiten fortgesetzt kleiner und kleiner
werden. Damit nehmen auch die aufeinanderfolgenden Verbesserungen
fortgesetzt ab. SchlieBlich erhalt man die Unbekannten als Summen aus
ihren ersten Naherungswerten und samtlichen Verbesserungen.
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Bei der praktischen Rechnung braucht man die ungeindert bleiben-
den Koeffizienten nicht mehr hinzuschreiben, man berechnet nur jedes-
mal die GroBen d,, d;, d; und bucht die einzelnen Niherungswerte.

Ein einfacher Weg zur Auffindung von Niherungswerten liegt nun
vor, wenn in den Gleichungen jedesmal eine Unbekannte besonders
stark auftritt, wenn z. B. die Koeffizienten a,, 8,, ¢, absolut genommen
sehr viel gréBer sind als die ubrigen Koeffizienten der Unbekannten.
Dann hat man Naherungswerte fiir die Unbekannten

4 - d d
X ==, }’1=b—2: 21=0_3

& 4y
a5 h=o

’ kl
Die oben behandelten Gleichungen
3x 4015y — 009z = 6,
008x + 4y — 0162 = 12,
005 — 03y +52=20

lassen sich danach auf folgende Weise l5sen:

d; ’ d, dy % y z
6 12 20 2 3 4
—6 — 016 — 010
— 045 —12 + 090
4036 + 064 —20
i
— 009 + 048 4+ 08 i —o003 + 012 + 016
+ 0-09 + 00024 | + 00015
—00180 | — 048 + 00360
+00144 |+ 00256 | — 08
} I
- i
—0'0036 | 4+ 00280 |+ 00375 [} —00012 | 4+00070 | + 00075
+0'0036 | + 0:00010 | + 0 00006 .
—000105 | — 00280 | 4+ 000210 ' |
4000067 | + 000120 | 00375 |
| i |
—000038 | + 000130 | + 000216 }‘ —000013 | 4000032 | + 0'00043
4000038 | + 000001 | 4 0 Q0001 | |
— 000005 | — 000130 | + 000010 |
+ 0°00004 : + 000007 | — 000216 ]
— 000001 [ + 000008 | + 000011 ’: — 000000 | -4 0°00002 | + 000002
. [ " | g
Summe- 196867 | = 312734 | 416795
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Rechts stehen jedesmal die Niherungswerte; links stehen unter dem
Strich die Werte von d, , d;, d,, daran schlieBen sich die drei Summanden,
die zur Bildung von d,, d,, dy fithren.

Stammen die Koeffizienten der Gleichungen von Beobachtungen
her, dann wird man die Anniherung nur so weit treiben, bis die jedesmal
neu berechneten rechten Seiten der Gleichungen fiir die Verbesserungen
unterhalb der Fehlergrenze der GroBen liegen.

Haben die linearen Gleichungen nicht die ausgezeichnete Gestalt, die
wir bisher stets vorausgesetzt haben, dann kann man dadurch, da man
jedesmal eine Gleichung mit einem geeigneten Faktor multipliziert und
von den andern subtrahiert, und durch Einfilhrung neuer Unbekannter
stets in jeder Gleichung alle Koeffizienten bis auf einen herabdriicken.

Beispiel: Im §11 sind die Gleichungen

417% — 213y + 1172 = — 255,
—103%x + 371y + 0652 = —1"15,
1322 — 1°06y + 458z = 211
gelost worden. Wir fithren statt 2 eine neue Unbekannte %’ ein:
x=x"+05y—03z.
Dann gehen die Gleichungen iber in

417%’ — 0045y — 0°081z = — 255,

—1'032"+ 3195y + 0959z = — 115,

1322" — 040 y + 4184z = 2'11.
Jetzt multiplizier'en wir die dritte Gleichung mit 08 und addieren sie zur
zweiten. Ferner multiplizieren wir die erste Gleichung mit § und sub-

trahieren sie von der dritten Gleichung. Dadurch sind die Koeffizienten
in der ersten Zeile und in der ersten Kolonne bis auf einen herabgedriickt:

417 ' — 0045y — 0081z = —2'55,

0026x" + 2875y + 43062 0538,
— 007 2’ — 0385y +4211z=296.

Um schlieBlich noch den Koeffizienten von z 1n der zweiten Gleichung
und den von ¥ in der dritten Gleichung zu verkleinern, subtrahieren wir
die dritte Gleichung von der zweiten und setzen dann

Damit erhalten wir z=2+01y.

417 x’— 00531 y — 0081 2= —255,
0'096x" + 3726952y + 0'09522" = — 2'422,
—007 ¥+ 00361 ¥+ 4211 7= 296.
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Diese Gleichungen kénnen nach einem der oben beschriebenen Ver-
fahren aufgelést werden. Es ergibt sich:

' P4 y ’ 4
1. Nsherung | — 0612 | —0741 | +0703
2., { — 06073 | —07434 | + 06992
3. " | — 060739 | — 074331 | + 069920

Von diesen Werten miissen wir noch zu den ursprunglichen Un-

bekannten x=x+05y—032z,
z=2+01y
iibergehen. Wir erhalten:
x = —116651,
y = —074331,
7= +062487.

§ 60. Aufgaben zum 7. Kapitel.
1. Die reellen Losungen der Gleichungen
{xzy2 —2x3—5y3+10=0,
¥ —-8y+1=0
sind nach dem Newtonschen Verfahren zu berechnen.
2. Die reellen Wurzeln der Gleichung
2x4 — 6434+ 8x2 —2x —1 =0
sind durch Zerlegen in zwei Gleichungen zu ermitteln.
3. Die beiden Gleichungen
20x% =1 — 2x3 4 493,
10y =5 + 222 — 393
werden anndhernd erfullt durch ¥ =03, y = 0'5. Diese Naherungs-

werte sind durch Iteration zu verbessern.
4. Die Gleichungen

x=lg%,
y=3+z’-’—x‘~’,
=1+

sind fir x; =1, y, =4, z; = 1 durch Iteration zu lésen. (Natiirlicher
Logarithmus.) '
5. Das lineare Gleichungssystem
321x 4+ 071y + 034z = 612,
043x + 411y + 022z =571,
017% + 016y + 4732 = 706
ist durch Iteration zu losen. Die Fehler der ermittelten Werte miissen
kleiner sein als eine Einheit der zweiten Dezimale.



Achtes Kapitel

Annidherung willkiirlicher Funktionen
durch Reihen gegebener.

§ 61. Anniherung nach der Methode der kleinsten Quadrate.

Im 4. Kapitel haben wir eine willkiirliche Funktion durch eine
ganze rationale Funktion angenahert dargestellt, in der Weise, daB beide
Funktionen in einer Anzahl von Funktionswerten iibereinstimmten. Uber
die Anndherung der beiden Funktionen zwischen diesen Werten haben
wir nichts ausgesagt. Es besteht die Moglichkeit, daB beide Funktionen
auBerhalb der gewahlten Funktionswerte stark voneinander abweichen.
Das wird insbesondere dann der Fall sein, wenn die anzunahernde Funk-
tion nur durch eine Anzahl von Funktionswerten gegeben ist, die starken
Schwankungen, etwa infolge von Beobachtungsfehlern, unterworfen sind.

Wir verzichten jetzt auf die genaue Ubereinstimmung der beiden
Funktionen in bestimmten Punkten und suchen nach einer Darstellung,
die sich der gegebenen Funktion in einem bestimmten Intervall ,,mog-
lichst gut® anschmiegt.

Auch die Entwicklung der Funktion in eine Taylorsche Reihe liefert
eine angeniherte Darstellung. Dabei wird die Genauigkeit in hinrei-
chender Nahe eines bestimmten Punktes beliebig groB. FaBt man jedoch
von vorne herein fiir die Anndherung ein bestimmtes Intervall ins Auge,
so lassen sich bessere Darstellungen finden.

Wir kénnen uns bei der Betrachtung der Anniherung an eine
Funktion f () auf das Intervall —1 bis +1 beschrinken. Denn soll
die Funktion 1n emem beliebigen Intervall x, bis x, angendhert werden,
so brauchen wir nur eine neue Veranderliche x’ einzufiihren:

X+ x Xy — %

% + Tl -,

die sich von —1 bis 41 bewegt, wenn x das Intervall x, bis x, durchliuft.
Fir die Annaherung wahlen wir die Form einer Rethe

aXo+a, X, +a,X,+ ... +a,X,,
die aus bestimmten Funktionen
Xolx), X,(x), X,(®),. .X.(x)

X =
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mit vorldufig unbestimmt gelassenen Koeffizienten gebildet wird. Unter
dem Fehler v der Naherung verstehen wir die Differenz zwischen der
Naherungsfunktion und der gegebenen Funktion f(x):

(1) v(x) =agXog+a X, +a X+ ... +a, X, —f(%).

Als ,,moglichst gut® wollen wir jetzt dicjenige Naherung bezeichnen,
fir die genau wie bei der Methode der kleinsten Quadrate die Summe
der Fehlerquadrate ein Minimum wird. Nur handelt es sich hier nicht
um eine diskrete Anzahl bestimmter Fehler, sondern um eine kontinuier-
liche Folge von Werten v (x), wobei x das Intervall —1 bis +1 durch-
lauft. An Stelle der Summe ist daher hier das Integral von —1 bis 41
zu benutzen. Als Bedingung fiir ,,mdglichst gute* Niherung stellen
wir somit die Forderung auf:

(2) }-’I[v (*)]?dx = Minimum .
1

Das Integral ist auch hier eine definite quadratische Form £ der
Unbekannten «,, @,,4,,...a,. Der Minimalwert von £ wird uns
ebenso wie frither einen Mafstab fur die Gute der Anniherung liefern.
Den Mittelwert 4 2 konnen wir wieder als das Quadrat des mittleren
Fehlers m bezeichnen:

) m=40= f[v (WFdx.

Von dem mittleren Fehler wohl zu unterscheiden ist jedoch die
Giite der Anniherung an irgendeiner Stelle x. Auch bei noch so kleinem
mittleren Fehler kann die Annaherung, d.h. die Differenz zwischen
darzustellender Funktion und Reihe, fiir einen bestimmten Wert von x
beliebig schlecht werden.
 Die Bedingung des Minimums (2) verlangt, daB die Ableitungen
von Q nach @y, a,, a,... a, verschwinden. Damit erhalten wir # + 1
lineare Gleichungen, aus denen die # - 1 unbekannten Koeffizienten
@y, 4y, a4y ...a, berechnet werden kénnen:

100 W
S —aO/Xodx+a1/XXd’c+ao/Xde+
-1 1
+a,./Xde—/X° Ydx =0
(4)
%g— _/Xlex—}—ale?dx-i—az/Xdex—{— ..
+a"/X1Xndx—/'X1f(x)dx=o,
1 -1
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+1 +1 +1
100
5602=ao[XzXodx+a‘-l/X2X‘dx+a2[X§dx+...

+1 +1
+a,.[X,X,,dx —/X,/(x)dx_—_o,
-1 1
() o
_aofx X, dx+a,fx X, dx+a2fX Xydx+ ..

7

+a,.fX'f,dx—/X,,f(x)dx=O.
-1 -1

Diese Gleichungen entsprechen genau den Normalgleichungen bei der
Methode der kleinsten Quadrate. Die Koeffizienten sind auch hier
symmetrisch, nur treten an die Stelle der Summen die Integrale. Das
seinerzeit fiir die Normalgleichungen entwickelte Losungsverfahren 1408t
sich hier ohne weiteres anwenden. Insbesondere kann bei der Auflsung
durch Hinzunahme einer weiteren Gleichung der Minimalwert Q, von Q
mitberechnet werden. Denn schreibt man die Fehlergleichung (1) fur
einen Augenblick

v(x) = 4 Xy + 0 Xy + %X + ... + @ Xa + b/ (),

wobei b spater den Wert —1 erhilt, so wird  eine homogene quadra-
tische Form der Veranderlichen «,, a,, a,, ... a,, b. Nach dem Euler-
schen Satz ist dann

1(°6a+1¢9 +“2a +- +“ﬂa +b ) Q.

Wegen der Gleichungen (4) wird mit dem Werte b= —1

1 69

T2 7¢h =1

Somit tritt zu den Gleichungen (4) als letzte Gleichung hinzu

+1 +1 +1
100 )
—3 55 = — %[ [0 Xedz — & [1 (1) Xydx — &y [10) Xydx — ...
-1 -1 -1

(4a) " %
— ay[(5) Xadx + [ () Fdx = 2
-1 -1

Bezeichnen wir die anndhernde Reihe
@ Xo+a, X, +aX,+ ...+ a X,

zur Abkiirzung mit g(x), so konnen wir (4a) zur Berechnung von £,
schreiben

+1 +1
=j/2(x)dx—ff(x)g(x)dx
-1 -1
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Die Gleichungen ( ) erhalten jetzt die Form

@) %gf —f[g Fadx (v=0,1,2...n).

Da aber g(x) eine lineare homogene Funktion der Koeffizienten
ay, ay, a,...a,ist, so wird

dg
-}—...+a,,a—an.

Wenn wir daher die Glelchungen (4 ) der Reihe nach mit ay, a,, a;... @,
multiplizieren und addieren, so wird

+1
{[g(x)-f(x)]g(x)dx=o

g()—aoa +a

oder

+1 +1
_[/(x)g(x)dx={g2 (x)dx.

Damit ergibt sich der Minimalwert von £

(5) .00_[]‘2 dx—/gz (x)dx.

§ 62. Annidherung durch Potenzreihen.

Um die gegebene Funktion durch eine Potenzreihe anzunihern,
setzen wir Xo) =1,
X, (%) =x,
Xy (x) = =%,

Als Koeffizienten der Normalgleichungen (4) erhalten wir Integrale von
der Form {

+1

wenn m gerade,
f xmdx = 8

m4+1’
0, wenn m ungerade.

Zur Abkiirzung schreiben wir

+1
=4[/ (x)dx
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Nach Division durch 2 ergeben sich die Normalgleichungen

@ G; a; a3 a4

1 0 %+ 0 %...=],,
0 %y 0o ¢ 0...=];,
P o ¢ o0 %-- =Ja»
0 { 0 4 0...=];,
1o+ 0 F.o=J

Die Gleichungen zerfallen in zwei Gruppen. Fir # =4 z.B. er-
halten wir

L e&
4 o= o B
—y O
I
~

»

und
ay a3

¥ =7
 1=17s
Das erste System enthilt nur die Unbekannten mit geradem Index,
das zweite nur die mit ungeradem Index.
Aus dem ersten System wird auf bekannte Weise zunichst a,
herausgeschafft, indem die erste Gleichung mit } multipliziert von der
zweiten und mit 4 multipliziert von der dritten abgezogen wird:

as @y
4 8 1
4_5 1—0_5'=]2—'§']0a

8 16 1

105 225 Ja— ‘5"] 0-

SchlieBlich wird auch a, herausgeschafft. Wir erhalten
4

64 6
Troos = Ja— 7 T2t 5 5570

=3267,—30:+35]).

Aus den vorhergehenden Gleichungen finden wir

="2(=5 s+ 42— 45 ],

~g;(15]0—70]2+63]4)-

Das zweite Gleichungssystem liefert

Damit wird

as
4 3
m‘—]a_?fl

und somit

=3675-371,
a=261L—7]).

Runge-Kdnig, Vorlesungen. 13
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Die Berechnung des mittleren Fehlers der Naherung geschieht
nach (4a)

(4b) m*=30Q= ‘H’F —@ota it a4 . 4 au]a).

Bezeichnen wir den Klammerausdmck mit F,, so wird
+1

m =3[ ()dx—F,,

und es ist fir n =4 -1

Fo= 4374361 — 0+ 15 La—= 3T+ 23 1o—30 o +35 ).

Zur bequemen Benutzung stellen wir die Koeffizienten und die
GroBe F, fiir die ersten Werte von # zusammen.

Fiir n =0:
ay=J,, Fy=a}
Fir n =1:
e
Fiir n = 2:
u=%3]o-5]z
=371 F2=F1+;_
a,=2(3]2 Jo)»
Fir n =
=%(3]o—5]2),
41=’115‘(5]1—7]3), 4
15 F3=F2+ma§
—7(312"‘]0),
a=2(5],~ 37,
Fir n = 4:
ay =5 (U5 Jo— 70 ], + 63 ],
=’1i(3]1_7]3),
=5 ta2fi= 4570, Fo=Fit1od.
as =_-(5]3_3]1)’

a=23(37,30,+357,).



§ 62 Annaherung durch Potenzrethen.

Beispiel: Die Funktion

ist im Intervall —1 bis 41 durch eine Potenzreihe anzunihern.

Es ist

Ferner finden wir durch partielle Integration

~fx"}/1—+xdx——{% +x) i\

—1¥E-

Somit ist

Daraus ergibt sich, wenn man nacheinander » =1, 2,3...

Ferner ist

fy=V1+x

+1
Jo=3#[V1+xdz=1V8.

z=+1

(]n+]n—l .

]n=

z——l
ﬁ_zn]n—l
2n+3
Ji=——V8
1 15 s
1
]2=TO;V§
Is= 3,5 2.y,
211 5
Jo= 3163

+1

-1

+1 +1
HPWdr=3[(+xdx=1.
-1 -1

Fir die verschiedenen Grade der Anndherung ergibt sich jetzt

n=0 ay=

n=1 ay =

a4,

I
N

0
a1
a,
)
a,
a4

as

S18= 0983
S¥8= 094
S18= 0366
5 .
8= 1010
%V§= 0566
|

18 =—0202
S e .
EVS— 1010
A

— V8 = .
SY8= 0471
1 S o

S 18 =—0202
Ly8= o157

-
«©

m =

m = —

o~

13*

setzt:

— 2@+ ey Vit xdx
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n=4 o= 8= 09%
o= 8= 04t

Gy=——-8=—0064 m=—

44 99
A
a= 8= 0157
ay= — V8= — 0161

Durch den mittleren Fehler m wird die Genauigkeit einer jeden
Naherung ausgedriickt. Sie steigert sich nur langsam mit wachsendem
Grade der Naherungsfunktxon

Vergleichen wir diese Niherung mit der Niherung durch die
Taylorsche Reihe an der Stelle x = 0:

1 1
1+z=1 +%x—§x’+—1—gx3 123"4
so wird der mittlere Fehler der Taylorentwicklung erheblich gréBer,
nimlich rund ?L: .

§ 63. Anniherung an empirische Funktionen.

Wenn die anzundhernde Funktion nur durch eine Reihe diskreter
Funktionswerte gegeben ist und der funktionale Zusammenhang nicht
bekannt ist, so kann man iiber die Giite der Nidherung auBerhalb der ge-
gebenen Werte nichts aussagen. Man kann zwar, wie es friijher geschehen
ist, stets eine ganze rationale Funktion bestimmen, die in den gegebenen
Punkten mit der darzustellenden Funktion iibereinstimmt, aber dieses
Verfahren erscheint unberechtigt, wenn die gegebenen Ordinaten infolge
von Beobachtungsfehlern starken Schwankungen unterworfen sind.

In solchen Fillen geht man in der Regel graphisch vor. Man trigt
die gemessenen Werte in ein Koordinatensystem ein und legt eine
»glatte’ Kurve so, daB sie sich den gefundenen Punkten so gut wie
moglich anschmiegt. Um die hierbei auftretende Willkiir zu vermeiden,
kann man von der Methode der kleinsten Quadrate Gebrauch machen
und eine einfache Funktion so bestimmen, daB die Summe der Quadrate
der Abweichungen ein Minimum wird.

Sind zu den Werten x;, %,, %3, ... Funktionswerte y,, ¥,, ¥;, ...
gemessen worden, so wollen wir auch jetzt wieder eine Reihe

aXo+ o, X, +a, X, + ... +a, X
aus gegebenen Funktionen bestimmen, die sich den gemessenen Werten

,,mdglichst gut” anschmiegt, d. h. wir bestimmen die Koeffizienten aus
der Bedingung

6) Z,'[az0 %)+ aX,®)+ ... +a, X, (x,) — 9,]* = Minimum .
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Das Verschwinden der partiellen Ableitungen liefert ein System von
n -+ 1 linearen Gleichungen fiir die # + 1 unbekannten Koeffizienten.

Insbesondere erhalten wir fiir die Anndherung durch eine Potenz-
reihe die Gleichungen

G 21 +a, >x +a o2 4.t =Dy,
2% +a, 2 + a8 4. a0 =Dy,
2%+ a, 08 +a, Dt 4.+ a, D= aty,

@ A"+ ay D a4 a, DAt a, DA =Dy,

Als MaB fiir die Giite der Naherung kann man wieder den mitt-
leren Fehler m betrachten, dessen Quadrat gleich dem Mittel aus den
Quadraten der Abweichungen ist.

Die Niherungsfunktion wird man benutzen, um zwischen den
gemessenen Funktionswerten zu interpolieren, sowie zur Berechnung
des Differentialquotienten an einer Stelle des Intervalls.

Uber den Grad der Naherungsfunktion 148t sich allgemein nichts
aussagen. In der Regel wird man dafiir einen Anhalt aus der Lage der
Punkte im Koordinatensystem gewinnen konnen. Man wird den Grad
so niedrig wihlen, wie man kann, ohne zu grofe Abweichungen der
Punkte von der Niherungskurve zulassen zu miissen.

Beispiel:  Aus einer Messung sind folgende sieben Wertepaare
hervorgegangen:

x y
12 46
37 60
51 72
81 75
113 76
139 60
17°4 38

An welcher Stelle liegt angenihert das Maximum der Funktion?

Aus einer Zeichnung geht hervor, daB eine rationale Funktion
zweiten Grades der Lage der Punkte gerecht wird. Fiir die Berechnung
der Koeffizienten der Normalgleichungen hat man

% | » L x4 ‘i y | xy | Ay
12 | 14| 2 2 | 46 55 66
37 137 51 187 60 222 821

51 | 260 133 677 72 367 1873

81 | 656 531 | 4305 75 608 4921
13 1277 1443 | 16308 | 76 859 9704
139 | 1932 2686 . 37330 | 60 834 11593
17°4 3028 | 5268 9166+ | 38 | 661 | 11505
607 i 7304 | 10114 150470 | 427 | 3606 . 40483
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In abgekiirzter Schreibweise ergeben sich die Normalgleichungen

L) a1 aa
7 607 7304 427
7304 10114 3606
150470 40483
Die Losungen sind
ay== 3471,
a = 951,
a, = — 0'539.
Die Niherungsfunktion hat ihr Maximum dort, wo
. a+2a,x=0
wird, also an der Stelle a
= =882.
2

Die Koeffizienten der Normalgleichungen lassen sich etwas ver-
kleinern und ihre Berechnung wird dadurch etwas bequemer, wenn
man den Anfangspunkt des Koordinatensystems ungefahr in die Mitte
des Intervalls auf der x-Achse legt.

Um einen Anhalt dafiir zu gewinnen, wie weit sich die Naherungs-
funktion den gemessenen Werten anschmiegt, stellen wir beide Werte
einander gegeniiber. Gleichzeitig berechnen wir die Quadrate der Ab-
weichungen:

tht:l ekrgr;IgIS- gemessen v v?
453 46 - 07 0.49
62'5 6C + 25 625
69-2 72 - 28 784
76'4 75 + 14 196
733 76 - 27 729
628 60 + 28 7:84
370 38 - 10 1:00

vt = 3267
Die mittlere quadratische Abweichung wird
43267 =467

und damit der mittlere Fehler

m=y467=22.

Sind die Ordinaten dguidistant im Abstande A gemessen, so laBt
sich fiir die Normalgleichungen durch Verlegung des Anfangspunktes
in die Mitte x, des Intervalls und durch Einfilhrung von
x — %,

h
eine besonders einfache Gestalt herbeifithren.

°© =
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So wird man z. B. drei Ordinaten durch eine lineare Funktion

@y + a,u
annéhern.
x U ‘ y
¥_o1 —1 l Y-
ETY 0 ’ Yo
*1 ; +1 | b4t

Die Normalgleichungen werden
3 a, =Zy = Ya+Y+h
2“1=Z“}’ ==y .+n
a=% -1+ ¥+,
a=%y—y-1).

Um den mittleren Fehler zu finden, rechnen wir die Werte der
Néherungsfunktion an den drei Stellen aus und bilden die Abweichungen.

und somit

Niherungsfunktion [ Abweichung
06y +25,—9) =0 =2+ 1)
T}x(y—x + Yo +3’1) ‘;lr(Y-x*2}'o+y1)
=y + 2y + 5y =0 =2yt

In den Abweichungen tritt jedesmal als Klammerausdruck die
frither gebildete zweite Differenz 4 4y, des Schemas
V-1 5
dy, _
44
Yo Ay, Yo
Y1

auf. Die mittlere quadratische Abweichung wird
o
TS(AA}'O)'
und damit der mittlere Fehler
m=+ }g 44y,.

Diese Anniherung kann man dazu benutzen, um eine Reihe stark
streuender iquidistanter Beobachtungen zu ,glitten. Man faBt
jedesmal drei aufeinanderfolgende Werte zusammen und ersetzt den
mittleren durch den Wert der linearen Niherungsfunktion, d. h. durch
das arithmetische Mittel aus diesen drei Werten. Oder, was dasselbe
ist, man fiigt zu jedem Wert als Korrektur 4 44 hinzu. Der linear
ausgeglichene Wert kann also auch in der Form
Yo+ $ddy,

gewonnen werden.



200  Annidherung willkiirlicher Funktionen durch Reihen gegebener.

Sollte die lineare Anniherung nicht geniigen, so kénnte man zum
,»Glitten” der Beobachtungsrethe auch von fiinf aufeinanderfolgenden
Werten ausgehen und durch eine quadratische Funktion

ay + a, % + a,u?

annahern.
x u y
¥_a -2 V-2
%1 —1 Y-1
% Y Yo
£ 1 1
*a 2 Ya

Die Normalgleichungen lauten jetzt

5a, +10a, =Dy,
104, =>uy,
104, +34a,=Duty

und liefern die Koeffizienten
ay= 3—15-(17Zy — 52 uty),
a = ;%Zyy ,
a= Sty 23y,

In der Mitte des Intervalls erhalten wir an Stelle von y, den aus-
geglichenen Wert

1 3 —
“ozg(—3Y—z+12y—1+17y0+12}’1“3}’2)=}’o—§5‘4242y0-

Die Summe der Quadrate der Abweichungen 148t sich auch jetzt
wieder durch die Differenzen ausdriicken. Wir finden fir das Quadrat
des mittleren Fehlers

s 1 212, \2
m= 55 (FF Py +

_ 2 (4T 21T
490 2 :

35

Anstatt die Summe iiber die Quadrate der Abweichungen zu einem
Minimum zu machen, kann man, wenn die anzunihernde Funktion
durch dguidistante Ordinaten gegeben ist, auch von der Forderung (2)
ausgehen. Die aquidistanten Ordinaten lassen sich ja mittels des Dif-
ferenzenschemas bequem durch eine ganze rationale Funktion wieder-
geben, die man zur Berechnung der Integrale fiir die Koeffizienten der
Normalgleichungen (4) benutzen kann. Wir kommen im § 73 auf dieses
Verfahren zuriick.
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§ 64. Anniherung durch Kugelfunktionen.

Bei der Anniherung durch die ersten Glieder einer Potenzreihe sind
die Koeffizienten nicht unabhingig von dem Grade der Niherungs-
funktion. Geht man von einer Ndherung zu der nichst hoheren iiber,
so muB ein Teil der Koeffizienten neu berechnet werden. Sollen die
Koeffizienten unabhingig vom Grade der Anniherung sein, so miissen
die Normalgleichungen (4) jedesmal nur einen dieser Koeffizienten ent-
halten. Das kann z. B. in der Weise geschehen, daB nur die in den
Diagonalgliedern auftretenden Integrale von Null verschieden sind,
wihrend alle iibrigen verschwinden.

Wenn es gelingt, ein System von Funktionen

Xo(x), Xi(x), Xux),...Xa(x)

zu finden mit der Eigenschaft

+1
[XaXpdx=0, a8,
-1

(7) 1
jererdx = lzx i’ 0,

-1
so konnen die Koeffizienten der Niherungsfunktion
GWXo+a X+ aXo+ ...+ Xn

aus den Gleichungen

+1
aolo={f(x)dx,

+1
@y dy =fX1f(x)dx,
-1

(8) +1
a212='{X2f(x)dx,

+1
a,,l,,:anf(x)dx
-1

berechnet werden. Ein derartiges System von Funktionen bezeichnet
man als Orthogonalsystem.

Die Annaherung einer willkiirlichen Funktion durch eine Reihe
von Orthogonalfunktionen hat daher die wichtige Eigenschaft, daB die
Koeffizienten der Reihe unabhingig von dem Grade der Anniherung
sind. Wenn man von einer Naherung zu einer héheren iibergeht, braucht
man nur die neu hinzukommenden Koeffizienten zu berechnen, wihrend
die bereits berechneten ungeindert bleiben.
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Fir den Minimalwert £, der quadratischen Form  erhalten wir
ebenfalls einen einfachen Ausdruck. Nach (5) ist

+1 +1 . '
Q=[P () dx—[(a,Xo+ a, X, + 0, X, + ... + a, X,)2dx.
-1 -1

Da die Integrale iiber die Produkte zweier verschiedener Funktionen X
verschwinden, wird daraus

. +1 .
9) -Qo=ff2(x)dx—(loa§+i.laf+12a§-{~...+1,,a?,).
-1

Bei der Anniherung durch die fiinf ersten Glieder einer Potenzreihe
hatten wir (S.193) zur Bestimmung der Koeffizienten die Gleichungen
abgeleitet :

+1
Gt ot ga=]=7[f@)dx,
-1

3
+1
4 8 1 17 1
— —— = — — = — 2——
45“2‘*‘105“4 T 3]0 2_/(" 3)f(x)dx,
-1
+1
64 7. _8 RS S Y (VS IS
irozs % = /s 7]2+35]°"2f("4 7x+35)f(x)dx
d -1
uny +1
1 1 1
?a1+—5-a3=]1=7fxf(x)dx,
-1
+1 ’
4 3 1 3
ma3=]3—?—]l=—2~f(x3—?x)f(x)dx.
-1
Durch Einfithrung neuer unbekannter Koeffizienten Agy Ay « -, @yt
- 1 1 - 3
aozao%-?azﬁ—?a‘, a1=a1—|——5—a3,
- 2 4 - 2
a, = —3—-a2+7a4, az = 5 %
a, = Ea
4 35 %

lassen sich beide GIeichungssysfeme so umformen, daB nur die Diagonal-
glieder von Null verschieden bleiben. Zur Abkiirzung schreiben wir:

Py(x) =1,
Pl(x):xr
3, 1
Py(x) = =52 — —
(10) 2 (%) 2 2
Py(n) =2 — 2z,
Pir)=Fw— Dy
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Damit erhalten wir die neuen Koeffizienten:

a, {;fPof(x)dx,
-1
+1
al_%_/l’Plf(A')dx)
+1
(11) ay= [ Pyf(x)dx,

Die neueingefiihrten Funktionen (10) bilden ein Orthogonalsystem,
d. h. es ist

+1
[PaPgdx=0. wenn &+ p.
o)

Denn das Integral iiber jede der Funktionen P(x) multipliziert mit einer
ganzen rationalen Funktion von geringerem Grade verschwindet, weil
die Integrale

+1 +1 +1 +1
[Pidx [Pydx [Pydx [Pydx
-1 -1 -1 -1

+1

+1 +1

fozdx fosdx fo‘,_dx
-1 -1

+1 +1

fszsdx [#*Pydx

-1 -1

+1
[#Pdx
-1

simtlich den Wert Null besitzen.
Mit den neuen Koeffizienten (11) wird jetzt eine beliebige Funk-
tion f (¥) durch die Reihe
Gy Py -+ @y Py + 3, Py + 3, Py + 2, P,

im Intervall —1 bis +1 angenihert. Ein Vergleich der Formeln (8)
und (11) zeigt, daB fir die Funktionen P (x)

2
Ay = 20 + 1

ist. Damit erhalten wir fiir den Minimalwert , nach (9)

+1

(12) Q,,:_{fz(x)dx —2272;7&;‘

-1 -3
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Um allgemein ein Orthogonalsystem von beliebig vielen ganzen

rationalen Funktionen zu erhalten, gehen wir von dem Ausdruck
1
V1 —2ux + u?
und entwickeln ihn nach steigenden Potenzen von #:
1

(13) Vt_ﬁzPo-kPlu-l—quz-#PsW—f—”..
Die Koeffizienten P,, Py, P,, ... der Entwicklung sind Funktionen
von x und werden als Legendresche Kugelfunktionen nullter, erster,
zweiter, ... Ordnung bezeichnet.

Setzen wir fiir einen Augenblick

2ux —ut=t¢

und entwickeln .

yi—t

nach Potenzen von ¢, so ergibt sich

A g2 1-3 e 1035 23
1+2(2ux u)+2_4(2ux u)+2'4.6(2ux u?)
1-3-5-7 e
+—-—2.4.6_8(2ux w4 ...

Ordnen wir diese Reihe, nach Potenzen von #, so ergeben sich als Koef-
fizienten der einzelnen Potenzen von #:

P,(x) =1,
P(x)=x,
=31
Pz(x)—2x2 2
Pa(x)=—;—x3-—-%-x,
Py=Fn-Pat 2,
=8B, 35,83

Die ersten fiinf Funktionen sind, wie man sieht, identisch mit den
oben aufgestellten Funktionen (10).

Dafl die Kugelfunktionen tatsichlich orthogonal sind, weisen wir
folgendermaBen nach. Wir betrachten das Integral

[ dx Vi, — % — Vg — &

.,H"'l—x)(xz“x) g}"’l"""*"/’”z“‘”
zwischen den Grenzen —1 und —+1

+1
/ dx -1 Vri—1 —Vr—1 ¥m+1+)ntt
Vg —1 + Vo, — 1 Yo+ 1 — e+ 1

Vire—2) (s — )

_'1
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Setzen wir hierin

1 1 1 1
. n=3lty), m=g(+5),
so wird :
Ve —1 — Vo, — 1 =VH+1
Vatt—Vrn+t1 Yuo—1
_Vx‘+1iyx2+_L=VH+1
Daher ist Va—t4Vn—1  fuo—1
1 dx __lg(}/u—v+1)2
1 1 1 1 Yuov —1
/V?("““;)—”Vﬂ”r)—”
-1
oder 1

dx R ES S O
/}/1—21“:+u2}/1—2vx+v2 Yuv gi—m'
-1

Die Reihenentwicklung der rechten Seite liefert

+1
dx

_/}/1-—-21,1,15-;?}/1-—21);:4—1;2
-1

=2+%uv—}——?~u‘2v2+...

+

Andrerseits schreiben wir analog (13)

2 X
vEA4 L.
2a+1u +

1

Y1 —2vx 402

und erhalten in Verbindung mit (13)

T+l +1
dx - P, Pydxusvb
Vi—2ux + udf1— 20x + o° “tk )
-1

«,p -1

= Py+ Pyv 4 Pyv* 4 P13 4. ..

Die Vergleichung der beiden Entwicklungen liefert einmal die Bedingung
der Orthogonalitit

+1 :
(14) [PaPgdz=0, a8,
1

und zweitens die bereits oben fiir die ersten fiinf Funktionen nach-

gewiesene Beziehung
+1

(15) fP, P.dx=
<1

2
26+ 1"

Danach erhilt man die Koeffizienten der Entwicklung nach Kugel-
funktionen in Ubereinstimmung mit den speziellen Formeln (11) aus

+1
(15a) a,=2“2+’fp,f(x)dx.
-1
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Um die Kugelfunktionen der Reihe nach auseinander ableiten zu
kénnen, stellen wir noch eine Rekursionsformel auf. Wir gehen wieder
von dem Ausdruck (13) aus, betrachten ihn aber jetzt als Funktion von %:

1
(p(u) h V1 —2ux +u_°-'

Der Differentialquotient ist

=P0+P1M+P2“2+---+Pnuﬂ+"'

dp x—u _ . "
d—uh(i—zux_:}-T’)%_P1+2Pz“+3P3“2+---'H"'H)P"ﬂ“ +--
oder es ist (1_2ux+u2)%%=(x—u)(p.

Die linke Seite gibt, wenn man nach Potenzen von # ordnet,

(1 —2ux+ )52 = P4 2P, — 25 P)u+ (3 Py— 45 Pyt PYu+ . ..
' +[(#+1) Payy—2nx Pyt (n—1) Pa_y]u” +
Die rechte Seite wird
(x—w)p=Pox+ (Pyx— Pu+ (Ppx— Py)u? +
+ (Ppx — Py_)u™+ ...
Der Vergleich beider Reihen liefert die gewiinschte Beziehung zwischen
den Kugelfunktionen verschiedener Ordnung:

P,=xP,,
2P —2xP,=xP,— P,,
3P, —4xPy,+ P,=xP,— P,
m+1)Ppyy—2nxPy4+ (n—1)Pp_y=%Pp— P,_,.

"'Mit Ausnahme der ersten sind alle ubngen Beziehungen in der
Rekursionsformel ;

(16) . (n+1)P,.+1-—(2n+1)xP nP,
enthalten.

Der Vorteil bei der Entwicklung nach Kugelfunktionen liegt, wie
bereits betont, darin, daB die Koeffizienten der Entwicklung unabhingig
von dem Grade der Anniherung werden. Die Naherungsfunktion ist
wieder eine ganze rationale Funktion, ebenso wie im § 62, und zwar
sind beide Funktionen miteinander identisch. Man gelangt zum gleichen
Ergebnis, gleichgiiltig, ob man nach Kugelfunktionen oder in eine
Potenzreihe entwickelt.

Die Auswertung der Integrale (15a) geschieht durch Zerlegung in
Integrale von der Form 1

‘ [x*f (%) dx.
-1

Die Rechenarbeit bleibt also auch dieselbe wie bei der Anniherung
durch eine Potenzreihe. Nur die Ableitung der Formeln ist vereinfacht
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worden. Etwas anderes ist es jedoch, wenn die anzunihernde Funktion
durch dquidistante Ordinaten gegeben ist und man Tafeln der Kugel-
funktionen verwenden kannl) (vgl. § 73).’
Beispiel: Die Funktion
f @) =cosx

soll in dem Intervall — % bis + i;— durch eine ganze rationale Funktion

vierten Grades angenihert werden.
Um das Intervall zwischen die Grenzen — 1 bis + 1 zu verlegen,

filhren wir eine neue Verinderliche ¢ ein:
b4
Fiir die einzelnen Integrale ergeben sich die folgenden Werte:
+1
4
T b

+1
{ Eg : n
jCOS—z—tdt=T J{tCOS—‘Z—tdt—O,
-1 -

+1 R 4 +1

fﬂcositdt=— {1-2(3)2], fﬂcositdt:o,
2 F 4 7 2

-1 -1

+1

J e R

Damit wird
+1 4 +1
/P‘,COS;tdtz—;, fPlcos ;tdt:o,
1 -1

+1 : +1
/Pﬁos%td#:—i—[i——}(%ﬂ, jP,cosi;ktdt=O,
-1 -1

[reomgramtii-w(zrs (2]

Die beste Darstellung in diesem Intervall ist also
2 10 (2\2 18 2\2 2\4)
TR BE R Tl (2 4105 ()] 2
oder auf acht Dezimalen berechnet

06366 1977 — 06870 8527 P, + 0°0517 7895 P, .
Um den mittleren Fehler nach (12) zu finden, berechnen wir
@+ 5 @3 + 5 & = 049999986 .

1) ]ahnke-Emde : Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. S.83. P; bis
P, auf vier Dezimalen. . .
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Da der Mittelwert von cosgg—t im Intervall von —1 bis +1

+1

1 9 _l
—z-fcos Ttdt'_ 2

ist, so wird das Quadrat des mittleren Fehlers
+1
2= cos® 2-tdt — (a0+—a,+~a4) = 0:00000014
-1
und der mittlere Fehler selbst etwa
m = 0-0004 .
Nach Potenzen von ¢ geordnet erhalten wir die Anniherung
09996 — 1-2248 £2 + 0-2265#.

Die Koeffizienten sind auf vier Stellen abgekiirzt, weil der mittlere
Fehler mehrere Einheiten der vierten Stelle betrigt.

In der urspriinglichen Verinderlichen x ausgedriickt erhalten wir
schlieBlich die Annaherung

09996 — 0°4964 %% + 0:0372x%.

Wollte man dagegen die Funktion cos x in dem Intervall — = blS -{- —
durch die ersten drei Glieder der Taylorreihe

LI ST
1 2x+24x“

ersetzen, so wiirde die Genauigkeit erheblich geringer sein. Die mittlere
quadratische Abweichung wird in diesem Falle

L=
2

_j[cosx_ (1- tatd x‘)]zdxz 008003103

2
und damit der mittlere Fehler 0-0056.

§ 65. Annidherung durch Fouriersche Reihen.

Zur Annadherung an periodische Funktionen verwendet man zweck-
méaBig eine Reihe aus Sinus- und Kosinusfunktionen von gleicher
Periode, eine sog. Fourizrsche Reihe. Die Koeffizienten der Reihe sollen
wieder so bestimmt werden, daB der mittlere Fehler der Ndherung mog-
lichst klein wird.

Die Periode der gz gebenen Funktion f (x) setzen wir gleich 2x
voraus. Hat die Funktion irgendeine andere Periode $, so brauchen
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. 2nx . . . . . .
wir nur == als neue Verinderliche einzufiihren, um die Periode 2=

zu erhalten.
Als Naherungsfunktion wahlen wir den Ausdruck

(17) @ (%) =ay+ a,cosx + a,c082x + ...+ a,cosnx
+ bisinx + bysin2x + ...+ b,sinnx

und bestimmen die 2 n + 1 Koeffizienten ay, a5, a,, ..., a,, by, by, .., b,
so, daB das Integral o

(18) 2= —p P ax
0

ein Minimum wird. Als MaB fiir die Giite der Naherung werden wir
wieder die mittlere quadratische Abweichung

(19) fv —pWFdx
betrachten.

Die jetzt benutzten Funktionen cosxx und sinfx besitzen wieder
die Eigenschaft der Orthogonalitit. Denn es ist:

27 2z
A_[cosocxdx:O, [sinaxdx =0,
0 0 '
‘2=

Jeosxxcosfxdx =0

0 .
(20 . C{e* B,
[sinxxsinfxdx =0

0

27

[cosaxsinfxdx=0,

2

wihrend
27
fcqszxxcosocxdx =z,
0
. 2x
21) jsinocxsinocxdx:n,
0
2._1
[1dx=2=
0
ist.

Die aus der Forderung (18) hervorgehenden Normalgleichungen
enthalten somit wiederum nur die Diagonalglieder, alle iibrigen Koef-
fizienten verschwinden. Die Koeffizienten der Diagonalglieder haben
alle den Wert @ mit Ausnahme des ersten, der gleich 27 wird. Wir
erhalten daher die Koeffizienten der Reihe (17)

Runge-K&nig, Vorlesungen. 14
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1 2n
6y =5=[f(x)dx,
0
2r

ay =-:Tff(x) cosxdx,
. 0

2x
(22) a,,=-;t—ff(x)COsnxdx,
0

2n
bl=-:7ff(x)sinxdx,
()

....................

b, = -;‘—f/(x)sinnxdx.
5 .

Wieder sind die Koeffizienten nur von den Funktionswerten, nicht
aber von der Anzahl der Glieder der Niherungsfunktion abhingig.
Steigert man die Anzahl der Glieder in (17), so dndern sich die bereits
berechneten Koeffizienten nicht mehr, es treten nur neue Glieder hinzu.
Wir erhalten damit fiir f () eine unendliche Reihe

) f(x) =a,+ a,cosx + aycos2x + a;cos3 x4 ...
(23) + by sinx + bysin2x + bysin3x + ...,
deren Glieder stets die beste Niherung fiir f (x) darstellen, die bei glei-
cher Gliederanzahl méglich ist, an welcher Stelle man auch die Reihe
abbrechen mag, vorausgesetzt, daB man die Giite der Niherung durch
den mittleren Fehler beurteilt.

Zur Berechnung des mittleren Fehlers aus (19) verwenden wir die
auf Grund der Normalgleichungen abgeleitete Beziehung (5). Sie
lautet jetzt

2x 2x
Qo=off2(x)dx—of¢p2(x)dx.

Da ¢ (x) aus Orthogonalfunktionen aufgebaut ist, verschwinden in
dem zweiten Integral alle Koeffizientenprodukte, und es wird unter
Benutzung von (21)

2z
[e*wdx=2ad+a@+a&+ ... +a+H+8B+... +8).
0

Damit ergibt sich als Quadrat des mittleren Fehlers

2
(24) mt == [P o) ds —ay =} 3@+ B).
[y a
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Je zwei Glieder
A, COSK X + by sina x

kann man zu einem einzigen Gliede von der Form
7, sin(x x + d4)
zusamnienfassen, wenn man 7, und §, so bestimmt, daB
@y = 7, 5ind, 7o =Yai + b2

oder a
by =7,C050, tgdy = —51'—
a

ist. Die Amplitude r, kann dabei positiv genommen werden, wenn man
den Winkel d, , die Phase der Sinuswelle, im richtigen Quadranten wahlt.
In dieser Schreibweise zerlegt die Fouriersche Reihe eine gegebene
Funktion in eine Reihe von Sinuswellen mit verschiedener Phase. (Har-
monische Analyse.)
Das Quadrat des mittleren Fehlers erhilt bei dieser Schreibweise

die Form
2x

(242) m=[p@dr—d— A +A+... +7).
‘ 0

Der Koeffizient a,, der hier eine ausgezeichnete Rolle spielt, ist, wie
aus (22) hervorgeht, gleich dem Mittelwert der Funktion im Intervall
0 bis 2x.

§ 66. Harmonische Analyse empirischer Funktionen.

Ist die anzunihernde Funktion nicht in ihrem vollen Umfange
gegeben, sondern nur durch eine Anzahl dquidistanter Werte, so er-
setzen ‘wir die Integrale wieder durch Summen.

Die Periode 0 bis 27 sei durch #,, %, %5 ... %, in 7 gleiche Teile
geteilt, so dal

2nx
g =

r .
ist. Die entsprechenden Funktionswerte seien y,, ¥, ¥2 ... ¥, (Vo =¥,)-

Die Naherung ¢ (x) haben wir dann so zu bestimmen, daB,
(25) Q=3l—pE)F, (x=1,2,...7)

moglichst klein wird.

Die Aufgabe hat nur dann einen Sinn, wenn 7 groBer als 2 » ist.
Sonst ist die Zahl der zu bestimmenden Unbekannten gréBer als die
Zahl der gegebenen Funktionswerte. Man kénnte auf unendlich viele
Arten die 7 Fehler

Ya — @ (%a), (x=1,2...7)
zum Verschwinden bringen. Von einer besten Anniherung kénnte dann
nicht mehr die Rede sein.

14*
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Aus (25) leiten wir wieder durch Nullsetzen der partiellen Ablei-
tungen ein System von Normalgleichungen:

lZ[ya—(p(xa)] =0,
9 | Se—ptlespr—o {GT02
‘Z[y,,— (*%.)]sinfx, =0 '

ab, deren Koeffizienten noch zu ermitteln sind.
Zunichst berechnen wir

Dlcosfx, und D'sinfx,

fiir die Werte § =1, 2 ... n. Wir fassen beide Summen zu einer kom-
plexen Summe zusammen:

Zcosﬁxa-{—iZsinﬂx“ =2e‘ﬂ’°‘, (x=1,2...7). )

2nif

Nun wird, wenn wir x = 2—,— einsetzen und zur Abkiirzung ¢ fire r
schreiben:

SHe—gtgt. =i

Es ist aber ¢"= ¢**" =1, wihrend ¢ nicht gleich 1 sein kann, weil 8
kein Vielfaches von 7 ist, da 7 groBer als 2# vorausgesetzt wurde.

Folglich ist > &P _
und somit *

(27) gcosﬂxa=0, ";sinﬂx,,'so, (o =1,2.:.7),

Ferner ist, wenn gund y irgendeinen der Werte 1, 2. .. # bezeichnen:
Zcos Bracosyx. = {Zcos B+ ) %x —{-}Zcos (B—9) %4,
Zsmﬂxa siny x, = %Zcos(ﬂ — )% — %ZCGS(ﬁ +7)%a,
Zcosﬁxasmyxa = éZsm B+ 7)xa — %Zsm — )%

Da B+ héchstens gleich 27 sein kann, also immer kleiner als
r ist, so verschwinden nach dem Vorhergehenden alle Summen auf
den rechten Seiten. Nur wenn f =y ist, verschwindet die Summe

Scos(B—p)xa, (x=1,2...7)

nicht, sondern liefert den Wert 7, da jedes Glied der Summe gleich 1 ist.
Wir erhalten daher entsprechend (20) und (21):

D cosfrycosyxs=0
s : By
(28) > sinfxysinyx, =0

D cosBrysinyx, =0
23
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und
1 4
D cos fxy cosfry, = 37
[ 2
> sinfx, sinfr, = =
- ’ 2
Damit nehmen die Gleichungen (26) die einfache Form an
ra,=2"Y,
L3
r
(30) %= D' Yacos B,
3
r .
3 bg = gy“ sin f x,

Wieder sind bei festgehaltenem 7 die Koeffizienten der Niherung
unabhingig von der Anzahl der Glieder, wenn nur 2# Kleiner als 7 ist.

Um den mittleren Fehler zu bestimmen, berechnen wir den Wert
des Minimums (25). Wir schreiben

Q=2Dx — EIE=239s — 3¢ () — 23 Ia — @ (x)l p ().
Auf Grund der Gleichungen (26) verschwindet die letzte Summe. Aus
den Gleichungen (27), (28) und (29) folgt fiir

Z(pz(xa) = D'(ay+ a,COS %y + ... + @, cO8n %, + bysinx, + ...
* * + b, sinn x,)?

(29)

(x=1,2...7),

B=1,2...m).

der Wert
29C)=ra+ (@ +a&+ ... +E+E+B+... +B).

Damit ergibt sich analog zu (24) als Quadrat des mittleren Fehlers der
‘Mittelwert

B1) m=I3yi-a- 3@+ (x=1,2...7).

Fir die praktische Berechnung der Summen ist es zweckmiBig,
die Anzahl 7 der Ordinaten gleich einem Vielfachen von vier zu wihlen.
Dann wiederholen sich die Werte der Funktionen sin und cos in jedem
der vier Quadranten, und man braucht daher nur den vierten Teil der
Produkte zu bilden. Wir schreiben deshalb » = 4.

Ferner werden die Formeln am iibersichtlichsten, wenn die Anzahl
der zu bestimmenden Koeffizienten gerade gleich der Anzahl r der
gegebenen Ordinaten ist.

Wir ndhern daher jetzt die periodische Funktion f(x) durch den
Ausdruck '

(172) { @(x)=ay+ a;cosx + ... +ay,_;c0s(2p —1)x + ay,cos2px
+ by sinv 4 ... by, ;sin(2p—1)x

an, der gerade 4p Konstante enthalt. Jetzt ist es moglich, samtliche

Fehler, d. h. alle Glieder der Summe (25), zum Verschwinden zu bringen.
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An der Berechnung der Koeffizienten dndert sich nichts, sie werden
nach wie vor durch die Gleichungen (30) dargestellt, mit Ausnahme
von a,,. Fiir diesen Wert erhalten wir aus (26) mit Hilfe von (27) und (28)

D Ya €OS B Xy = ag > COS Xy COSY %y (x=1,2...7),
-3 -3

wobei =y =2p= % zu setzen ist. Nun ist
DicosBracosyry, =1} cos (B + p)xx+ 3 cos(B— p) %u

und die zweite Summe auf der rechten Seite liefert wieder fir f =y
den Wert r. Aber die erste Summe verschwindet jetzt nicht,dag +y =7

- . . . 2nK .
nicht mehr kleiner als 7 ist, sondern es wird, wenn man x, = - einsetzt:

Dcosrx, = cos2na=7r, (6=1,2...7).
-2 -2

Damit erhalten wir fir den Koeffizienten a,, die Gleichung
Ty =2 YaCOS2P Xy = Yacosma =0 (—1)*y,.

An die Stelle der Gleichungen (30) treten somit jetzt die Gleichungen
rag=2"y,C08 fxs fir  B=0 oder p=2p,

(30a) —;—aﬂ =>"y,c08fx,
. G fir f=1,2...2p—1.
-Z—b,g =y.sinfx,

Dabei durchlduft « die Werte 1,2...7 =4 oder auch die Werte
0,1,2...r—1. .
Um bei der Bildung der Summen die Symmetrie der trigono-
metrischen Funktionen auszunutzen, fassen wir je zwei Glieder, die
gleich weit von den Enden der Periode entfernt sind, zusammen und
beachten, daB
cosfx, =cosfx,_n, sinfr,= —sinfx,_,

ist. Wir schreiben zur Abkiirzung

So =Y1p> Sep = Yep»
(31) Sx:}’a“i"yhv—x}
x=1,2...2,_4),
doc:ya_y-lp—a ( ? 1)

dann erhalten die Gleichungen (30a) die Form
ra;=s.cosfx, (8=0,2p),
(30b) 5 3= sscos f,
* B=1,2...2p—1).

= by =d.sinf 1,

Jetzt durchliuft & nur die Werte 0,1,2...2p.
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Die Summen s und die Differenzen d der Ordinaten lassen sich
bequem bilden, wenn man die Reihe der Ordinaten , faltet”, d.h. sie
folgendermaBen in zwei Zeilen schreibt:

N Y Y3 oo Yop-1 Y2p
Yap  Yap-1  Yip-2  Yep-3--- Vep+1

Summe s, S Sy Sg .- Sap-t Sap
Differenz dy dy dy ... dypy
Ebenso wie in den Formeln (30b) die Koeffizienten durch die Gro8en
s und 4 ausgedriickt sind, lassen sich auch umgekehrt diese GroBen
durch die Koeffizienten ausdriicken. Wir brauchen nur dem Umstande
Rechnung zu tragen, daB3 an den Stellen x, die Funktionswerte mit den
Werten der Niherung zusammenfallen; dann ist nach (17a):

Yo = By+ @,C05%, + 450525+ . . .+ Agp_1€0S(2p — 1) %o+ a3,CO52P %,
+ by sinx, + bysin2x,+ . .. - bpp_ySin(2p —1) x4,

(17b)

Yab-o= Byt 4,C0Sxx + a;3C052%, 4. . . + agp_1COS (2P — 1) %, + a3,C082p %4
— bysinx, — by sin2x,— ... —byp_1SiN(2p —1) %4
Daraus erhalten wir
Sa ———;aﬁcosﬂx, (=0, 2p),
(32) }sa =Zﬁ:aﬂcosﬂx“
}d, =§bﬂsinﬁxa

wobei § die Werte 0,1,2 ... 2 durchliuft.

Mit andern Worten, die Gro8en s und 4 werden aus den Koeffi-
zienten nach den gleichen Formeln gewonnen, wie die Grofen 2 und 75
aus s und 4. Algebraisch ist es die gleiche Aufgabe, die Sinuswellen zu
einer Funktion zusammenzusetzen oder eine Funktion in Sinuswellen
zu zerlegen.

Zur weiteren Vereinfachung der Rechnung benutzen wir die Tat-
sache, daB fiir gerade Werte von B

(x=1,2...2p—1),

cosfBx,=1coSfx2p_0n, SINBxy=—sinfxz, .,
dagegen fiir ungerade Werte von f
CoSfxy=—CoSPXsp o, SINBX,=sINP%xrp_4
ist. Damit koénnen wir, ebenso wie es oben bei den Funktionswerten
geschehen ist, wieder je zwei der GréBen s und der Gré8en d zusammen-
fassen. Zur Abkiirzung schreiben wir
8 =S$p, op =dp,
ga=sa+s;’.p-uy Ga=da+d2p—a } (a

buzsa_‘s‘_'p-a) 6a=dx_d2p—a
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Diese GréBen lassen sich wieder am iibersichtlichsten durch Zu-
sammenfalten der Reihen fiir s und 4 gewinnen:

So S1 Sg e Sp-1 Sp
S2p S2p-1 S2p-2 - .- Sp+1
Summe 30 3 3y e ,Qp_l Qp
Differenz b(] bl bg N bp-]_
und
a4 d .. oy
d2p—1 d2p—2 a0 dp+1 A
Summe o, 0 cee OGpo1 Op
Differenz 6, O e 0poy.
Damit ergibt sich aus (30b)
rag=28,cosfx, (=0, 2p),
-;—aﬂ =28, 08 f %, ]
, * - - B gerade,
(30¢) - b =Z“: Oy sin B x,
B=1,2...p—1),
—ay="b, cos f ,
; * B ungerade .
7b,=20asinﬂxa J

o« durchlauft jetzt nur noch die Werte 0,1, 2 ... .
Da fiir gerade Werte von o

Cosfxy=cos(2p — B)xx, sinfx,= —sin(2p — B) x,,
wihrend fiir ungerade Werte von o

Cosfry=—cos(2p — ) x., sinfx, =sin(2p— ) x,
ist, so empfiehlt es sich, gleichzeitig @z und @y, _; und ebenso by und bap-p
auszurechnen; denn in beiden kommen die gleichen Produkte vor, nur
abwechselnd mit dem gleichen oder mit entgegengesetztem Vorzeichen.
Man schreibt daher die einzelnen Produkte am besten abwechselnd in
zwel verschiedene Spalten, deren Summen dann zu addieren oder zu
subtrahieren sind.

Um die berechneten Koeffizienten einer Probe zu unterziehen,
gehen wir von der Gleichung (17b) aus, quadrieren sie und summieren
lber alle Werte « =1,2... 7. Dann erhalten wir unter Benutzung
der Orthogonalititsbedingungen (28) sowie der Gleichungen (29) und
der oben abgeleiteten Summe

DICOS2p %, COS2P %y = 7
=x
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die Beziehung
(33) Syi=rad+ S @+ b +ra,
Andererseits folgt aus den Gleichungen (31) durch Quadrieren
und Addieren
S%'I'Sgp:ygp‘*‘y‘ip,
ZSZ =1+ Vip-1?+ @2+ Yap-2)? + - oo+ Bopot + V2par)?s
Zdz 1= Yap-1 )2+ (Yo —Yap ol + . = Papoy — Yap+r)® -
oder

(34) Zya~so+ig2 (s +da) + 3,

Da nun nach (30b) die Koeffizienten a, nur von den Grofen s,
die Koeffizienten b, nur von den GréBen d, abhingen, so miissen sich
die Gleichungen (33) und (34) in zwei Gleichungen, je eine zwischen den
GroBen a, und s, und eine zwischen &, und d,, zerspalten:

50+%( +S>+~--+Sgp~1)+s§p
(35) =r@+—(@+a+...+a, ) +rd,.
@B+ .+, 1>=§(b2+b'-:' o+ Bpe) -

“ e

14
Die Glelchungen (30c) liefern 7 a,, 7 a3, sowie — 2 al s e Bap-ts

r
2007
Probe unterwerfen. Schreiben wir zur Abkiirzung

V=345t 9
2 2 \2 2 2
A=z (af+ Gaf+ (Gaf v+ Garf+ 5 la),
2 2 2
B (3 (e (5o
S=28+sS3+s3+ ... +8,1+ 253,
D‘_‘dg"‘}"d;'*' d;p—lr
dann ergeben die Gleichungen (33), (34) und (35) die Proben

z bz...7bzp_1, daher werden wir sogleich diese GréBen der

Y=:-(4+B)=2(S+D),
(36) 2 :
S=;—A, D=;—B.

SchlieBlich kann man die Koeffizienten a; und bs auch dadurch
einer Probe unterwerfen, da3 man aus ihnen wieder die Funktionswerte
¥, berechnet. Zunichst berechnet man nach (32) die GréBen s, und d,.
Dazu werden die Koeffizienten a; jetzt genau so behandelt wie oben
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die GroBen s,, und die Koeffizienten bp genau so wie die GroBen dﬂ.
Dadurch erhalten wir

sg an Stelle von ra; fir f=0,2p

1S 'a
S8 » ” ,’E B8
2 fir f=1,2...2p—1.
24 Zb
2 B » » » 3 B

Aus den GroBen s,, s;, sowie s, S3... Sy, 4, dy, dy... dy
erhalten wir die Funktionswerte:

Yo = S = Yip Yoo = Saps
n =38 +144d, ) Yeps1=3S2p_1— $dep1,
2 =is  +id,
R _ y4p_2=%32 — }d,,
Vap-1=$Sep_1+ $dap_1, Yip-1=13%s  — 4.

Schreiben wir die GréBen sz und dg in zwei Reihen, so ergeben sich
durch Addition und Subtraktion die Ordinaten:

S is; s, ... 351 Sap
3d, dy o Rdypy
-Summe Yo Y1 Y2 - Yap-1 Yop
Differenz Yap-1 Yap-2 - - - Yap+1

§ 67. Zerlegung fiir 12 gegebene Ordinaten.

In den Formeln (30c) sind zur Bildung eines jeden Koeffizienten
nur noch p — 1 Produkte erforderlich, wenn man die Multiplikation
mit 1 nicht mitrechnet. Vorteilhaft ist es, die Zahl $ durch drei
teilbar anzunehmen, weil die dabei auftretende Multiplikation mit
sin 30° = cos 60° = } so bequem auszufiihren ist.

Wir wahlen p =3, teilen also die Periode in zwdlf gleiche Teile.
In den Summen treten jetzt nur die drei trigonometrischen Funktionen
sin 30° = 4, sin 60° = 0'8660 und sin90° =1 auf. Die Multiplika-
tion einer Zahl mit 0-8660 geschieht am besten in der Form (1 — 0-1340),
d. h. von der betreffenden Zahl wird ihr Produkt mit 01340 subtrahiert.

Zur Berechnung der Koeffizienten erhalten wir jetzt das folgende

Schema: I

Ordinaten‘ Y1 Y2 ¥z Fu Vs Ve

Yiz Yu Yo Yo 5 ¥z

|
Summe | So Sy Sp Sy Sy S5 Sg
Differenz ” d d, dy 4 d
Summen Diiferenzen
So S; S; S i dy dg
Sg S35y ds d,
Summe 8 8 3, 3, G, o6, oy
Differenz | b, b; b, 4 4,
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Kosinusglieder
sin30° =} b, —3 | 3
" sin60° = 1 — 0°1340 by
sin90° = 1 o A 9o 8 | —% | b b,
8 | &
Summe | I | II I | 11 I |1 1 11
Summe I + II 12a, 6a, 6a,
Differenz I — II | 12a4 6ag 6ay 6a,
Sinusglieder
sin30° =} o
sin60° = 1 — 01340 ay 8 | &
sin90° = 1 o3 ! oy oy
Summe I |11 I I 1 11
Summe I + II 65, 6by
Differenz I — II 6bg 6by 6bs

Die angeschriebenen Werte fiir sin 30°, sin 60° und sin 90° sollen
bedeuten, daB die in diesen Zeilen stehenden GréBen 8 und b sowie
¢ und d mit diesen Werten zu multiplizieren sind. Die Produkte mit
% und 1 kénnen natiirlich unmittelbar hingeschrieben werden, als
eigentliche Multiplikation tritt nur viermal das Produkt sin 60°
auf. Sonst besteht die Rechnung nur aus Additionen und Sub-
traktionen.

Um nach den Gleichungen (36) die Probe auszufiihren, berechnen
wir einmal die Summe Y und dann die Summen 4 und B. Sind die
Koeffizienten richtig berechnet worden, muf3

Y=14(4+B)

sein. Sollte sich eine Abweichung ergeben, empfiehlt es sich auch die
Summen S und D zu berechnen, um aus den Gleichungen

S=314, D=4B

schlieBen zu konnen, ob der Fehler in den Koeffizienten a oder b steckt.
Sind diese beiden Gleichungen erfiillt, obwohl die erste Gleichung eine
Abweichung ergab, so ist der Fehler schon bei der Bildung der GréBen
s und d unterlaufen.

Die Quadratsummen sind mit groBerer Genauigkeit (Rechen-
maschine oder Quadrattafel) zu berechnen, da sonst die kleinen Qua-
drate durch Fehler der groBen verdeckt werden.

Will man umgekehrt aus den zwolf Koeffizienten die zwdlf dqui-
distanten Ordinaten berechnen, so hat man, wie umstehend gezeigt wird,
die Koeffizienten a der Kosinusglieder an die Stelle der Summen s,
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und die Koeffizienten & der Sinusglieder an die Stelle der Differenzen 4
in das Schema einzutragen. Man findet dann s, und sz an Stelle von
124, und 12 a,; im iibrigen }s; an Stelle von 64; und 3dg an Stelle

Probe:
yi 1 (12a,)? 253
v3 ( 6ay)? i
iH ( 6a,y)? 53
i ( 6ay)? s3
bH ( 6a,)? A
vs ( 6ap)? tH
SH (1244 2s;
s 4 S=44
v3
¥ie (6 6, a
Y4 (65,)° d;
¥3 (6 b5)® a3
Y (6b,)° d:
1A+ B (6 55)° daz
B D=4B.
A+ B
von 6b;. Die hierdurch ermittelten GroBen s;, s, - .. %85, Sg schreibt

man an die Stelle der Ordinaten yg, ¥, ..., ¥5 ¥ und die GréBen
44, 3d,, ..., }d; an die Stelle der Ordinaten y,;, ¥y, - - -, ¥3- Als Summe
erhdlt man y,,y,, ..., y; ¥ und als Differenz ¥y, 10, « - -».¥7 -

Abb. 12.

Natiirlich kann man die Rechnung auch auf die bei der Analyse
gefundenen sechsfachen Koeffizienten anwenden und erhilt dann als
Resultat die sechsfachen Ordinaten.

Beispiel: Die in der Abb. 12 gezeichnete Kurve ist zu analy-
sieren.
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Man teilt die Periode in zwélf gleiche Teile ein und entnimmt der
Zeichnung die folgenden Ordinaten

+38, 412, +4, 414, +4, —18, —23, —27,
—24, +8, +32, +38.

Die Rechnung erhilt nach unserem Schema die folgende Gestalt:

. 38 12 4 14 4 —18
i 38 32 8 — 24 — 27 — 23
Summe [ 38 70 20 —20 —13 —19 —18
Differenz 6 4 28 41 27
Summen Differenzen
38 70 20 — 20 6 4 28
—18 =19 —13 —21 =37
Summe | 20 - 51 7 —20 33 45, 28
Differenz 56 89 33 —21 —-37
Kosinusglieder
165 — 35| 255 '
771 |
20 51| 56 20 | 20 56 1 33
7 — 20 |
Summe | 27 31| 725 | 7711 16'5| 455 |
58 1496 62
—4 — 46 —29 23
Sinusglieder
165 !
390 | — 182| — 320
-28 33 28
Summe 44-5 | 390 |
835 — 502
55 138 5

Das Resultat ist somit

124, =58 6a; =1496 6a, =62
12a;, = — 4 65, =835 6b, = —502
6a, =23 6a, = —29 6a,=—46

6b; =35 65, =138 6b; =55
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Zur Probe berechnen wir die Quadratsummen:

yi = 1444
yi = 144
¥y = 16
yi = 196
y: = 16
yi = 324
y; = 529
yi = 729
¥y = 576
Y= 64
yi = 1024
yi, = 1444
7Y = 6506
1 (4 + B) = 65072
Abrundungsfehler

12

1(12a0)% = 1682
( 6a,)% = 223802
(6ay)%= 3844
(6a)%= 529
(6a)t= 841
( 6a5)? = 21-2
1 (1244 = 8
A4 =293054
(65)% = 69722
(6b5)% = 2520
(655> = 2§
(605 = 1904
(655 = 303
B = 97379
4 + B = 390433

SchlieBlich kénnen wir auch aus den Koeffizienten 64, 64, ... 645,
6ag, 6b,...60b; umgekehrt die sechsfachen Ordinaten berechnen:

Koeffizienten a Koeffizienten b
29 1496 62 23| 835 —502 5
-2 —46 —29 55 138
Summe 27 145 33 23 89 — 364 5
Differenz 31 1542 91 78 — 64
| 45°5 —16'5! 725 [
1335 .
27 | 145 | 31 27 |23 | 31 | ot
33 23
Summe | 60 | 168 | 76'5 [ 1335] 105| 495 J
228 210 60
— 108 — 57 -39 - — 60
44°5
—315 67°5 — 555
5 . 8 | 5
Summe 495 — 315
18 12
81 123 84
Durch Addition oder Subtraktion finden wir die sechsfachen Ordi-
naten: " 228 210 60 —60 —39 —57 —108
18 12 84 123 81
Summe: 6y,, 6%;, --- 65 6% \ 228 228 72 24 84 24 —108
Differenz: 6y, 619, ---6¥7 i 192 48 —144 —162 —138

In Ubereinstimmung mit den urspriinglichen Werten.
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Fassen wir je zwei Glieder zusammen, so konnen wir das Resultat
auch in der Form schreiben

(%) =483 + 2855 sin(x 4 d;) + 13°30sin (2% + &,) + 392sin(8x + J;)
+ 5°35sin(4x + 8,) + 1-20sin(5x + &)
Dabei erhalten die Phasenwinkel die Werte

8= 60°83, .

61—129°0?) 4= 295°45,
P 85=1320°09.
b= 772074, 37200

Der Koeffizient ag ist so klein, daB die Funktion durch dieses Glied
nicht mehr beeinfluBt wird. Auch der EinfluB des Gliedes 1-20sin (5 x + J;)
ist kaum merklich, denn ohne dieses Glied wird der mittlere Fehler
entsprechend (24a)

m2=—2y, SO AL A+,

Nun ist aber
B =54217 und @+ i+ A+ 747D =54145,

der mittlere Fehler also nur gleich Y072 = 085 .

§ 68. Berechnung von Zwischenwerten.

Man wird im allgemeinen der fiir die anzunahernde Funktion ge-
zeichneten Kurve ansehen kénnen, ob man mit zwdlf Ordinaten eine
hinreichend genaue Zerlegung erhilt. Die zwélf Ordinaten miissen den
Verlauf der Kurve in allen wesentlichen Punkten wiedergeben. Zwischen
zwei Ordinaten diirfen keine betrachtlichen Maxima und Minima vor-
kommen.

Um sich von der Giite der Anndherung an zwischenliegenden Stellen
iiberzeugen zu konnen, ist es erwiinscht, die Funktion

@ (x)=ay+ a,cosx + aycos2x+. ..+ a3, Cos(2p —1)x +as,c082px
4 bysinx 4+ bysin2x 4. ..+ by, Sin(2p —1) %
auch an anderen Stellen zu berechnen als in den Punkten

2xx
x,,=—4—P~

Wir setzen zu diesem Zweck

(x=0,1,2,...4p—1).

x=x+1
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und berechnen ¢ (x) in ‘den Punkten

,__ 2704

= oder x==x,+4.

Setzen wir ¥ = 2’4+ 1 in @ (x) ein, so wird

ay= a,,
agcos Bx + bylsin fx = (agcos B + bgsinB1) cos f 2
+ (bgcosfl — agsinfd)sinfx’ (B =1,2...2p—1),
A3, COS2PX = ap,C052pAcos2px’ — ay,sin2pAsin2p.

2a0

Das Glied sin2px’ verschwindet in den Punkten x = -

Schreiben wir zur Abkiirzung

% =a,
aﬂcosﬂl-{—bpsinﬂ).:a;,} _ ~
(37) bgcos pA — agsinfi = bj B=1,2...2p—1),
a3, COS2pl =aj,,
so wird

@xat+ ) =ab+ aycosx,+ ... 4 aspy_1€OS(2P — 1) %y + a5, COS2P %4
' + bisinxy + ... 4+ bpp_1sin (2p — 1) 4.

Wir brauchen daher fiir den gegebenen Winkel 4 nur aus (37) die
neuen Koeffizienten &’ und 4" auszurechnen. Die Berechnung der 4 $
Funktionswerte aus den GroBen a’, &’ geschieht ebenso wie- frither (vgl.
S. 218).

Fiir die Kontrollrechnung kann man die Quadratsummien in den
neuen Koeffizienten durch die alten ausdriicken. Es ist zunichst -

und daher ag + bg = ap + b (ﬁ=1,2...2.1’__1)

(38) A+ B =4+ B— }(ray,)?sin?2p1.

Fir die Anndherung in zwolf Ordinaten, also fiir den Fall p=13,
wollen wir 1 = 45° setzen. Dann ist

1 . 1
cosd = =, sind = —,

y2© . V2
cos2i= 0, sin2i= 1,

1 1
cos3d=—-—, sin}i= —,
/ ’ V2 3 V2
cos4l=—1, sin4gl= 0,
cosSl:—,i, sinSl:—f—,,

2 J2
cos6A= 0, sin6i=—1.
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Damit erhalten wir die neuen Koeffizienten

[4 = ao, .
g= ath, oy _nzh
V2 V2
&= by, b= —a,,
,___a3—by ,__a3tbs
ag ﬁ ’ 3 VE ’
a = —ay, b= — bs»
+b ag —b
d=-57T% . G0
6] V—i 5 V2 ’
%= 0.
In unserem Beispiel hatten wir die folgenden Koeffizienten gefunden
6a| 29 1496 62 23 —29 —46 —2
6b 835 —502 5§ 13:8 55
Summe i‘ 2331 28 09
Differenz [r 66°1 18 — 101
Daraus ergeben sich die neuen Koeffizienten
6a’: 29 1648 —502 — 127 29 —07 0
6b: — 467 —62 —198 —139 —71
Damit erhalten wir nach dem fritheren Schema
Koeffizienten a’ Koeffizienten b’
29 1648 — 502 —127| —467 —62 — 198
0 —o07 29 — 71 —139
29 1641 —212 —127| —538 —759 —198
29 1655 — 792 — 396 — 481
—396 106 | 821
1433 j
29 1641 29 | 29 | 127 |29 | —792
—212 | —127 i |
Summe 78 | 1514 | —106 | 1433 | 3906 . 048
1592 1327 1344
— 1436 — 1539 — 552 108-2
—269 . f |
| =657 | =343 | —417
—198 1 , —538 | —198
Summe —46'7 | —657 |
— 1124 — 760
19:0 74 —340

” 1592 1327 1344 1082 —552 —1539 —1436
! — 1124 —760 —340 74 190

Summe: 6y “ 159-2 203 58-4 742 —478 —134+9 —1436
Differenz: 6y | 2451 2104 1422 —626 — 1729

Runge-Konig, Vorlesungen. 15
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Von den sechsfachen Koeffizienten ausgehend haben wir die
sechsfachen Ordinaten gefunden. Fiir die einfachen Ordinaten an den
Stellen x x
x=T+zx—g (x=0,1,2,...11)

finden wir somit die Werte

+265 + 34 + 97 +124 — 80 —225 —239

—288 —104 +2%7 4351 4408.

Zur Probe berechnen wir die Quadratsummen. Wir finden

Y = 64991,
wihrend nach (38)
A+ B =A4+B—}(12a*=390433 — 80 = 390353,

also +(A”+ B') = 65059
ist (Abrundungsfehler 6:8).

Die neu berechneten Punkte sind in die Zeichnung (Abb. 12) ein-
getragen. Man erkennt aus ihrer Lage, wie weit sich die Niherungs-
funktion der gegebenen Kurve anschmiegt.

§ 69, Zerlegung fiir eine gréBere Zahl gegebener Ordinaten.

Sollte die Darstellung durch zwolf Ordinaten nicht ausreichend
sein, so muB man ein Schema fiir gréBere Werte von 7 aufstellen, das
ganz entsprechend unserem Schema fiir zwdlf Ordinaten angeordnet
werden kann.

Es 14Bt sich jedoch auch die Zerlegung fiir 24 gegebene Ordinaten
Y1 Va2, -+ Yoy durch zweimalige Anwendung des Schemas fiir zw6lf
Ordinaten gewinnen. Zundchst bestimmen wir wie bisher aus den
zwolf Ordinaten mit geradem Index, indem wir sie wie iiblich zusammen-

falten:
Y2 Y1 Vs Ys Yio= Y12

Yoaa Y2 Yo Y1z Ve Y s
die Koeffizienten

12
12“/3 zzyZaCOSﬁxZa (,5:0:6)’

a=1

12
(39) 6ay =2 y5.C08 B %24
x=1 B=1,2,...5).

12
60 =2 y2usinfxza
a=1

Sodann aus den zwolf Ordinaten mit ungeradem Index, die wir
in der Form
Ys Y2 Ys Yn  Yis Vs
Y3 Y1 Yz Y Ve ;e
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zusammenfalten, die Koeffizienten
12 12

1203 =2 ¥24+3C08 f %24 =241y2a—l cos Bxaa-y ($=0,6),
a=1 a=

12 12
(40)] 64 =2 Y24+3C0S fXaa =_ Y204-1C0S B X204
*=1 a=1 (ﬂ=1)21"'5)1

12 12
655 ZZl)’Zaws sin %24 =Zly2av1 COS ffX24-4
a= x=
wobei jetzt 2ra
. ==
gesetzt ist.

Nun berechnen sich fiir eine Einteilung der Periode in 24 Teile
die 24 Koeffizienten 4, 4,, ... 4y, 435 und B,, B,, ... B,; nach
(30a) aus ”
24A; =ny“ cosfx, (8=0,12),

P

24
1245 =2y C0S B %
=1 B=1,2,...11)

24
12By =2 yxsin f 1,
a=1
oder, wenn wir die geraden und ungeraden Ordinaten trennen, aus
12
24 Ag =21(YZa cos B X2x + ¥Y2a-1€0S B X35 —1) (=0, 12),
a=

12
1245 =2 (Y24 COS B %20 + V204-1COS f X20_1)
=1 B=1,2,...11).
12Bﬂ =Zl(y2a Sinﬁx'er + Y2a-1 SinﬁxZa-l)
a=
Die Summen iiber die geraden Ordinaten stimmen {berein mit

den Summen (39). Die Summen iiber die ungeraden Ordinaten dagegen
lassen sich aus den Summen (40) ableiten. Denn setzen wir

(41)

so wird

ag = agcos i x; — bsin f x5,
b = bjzcos fx; + apsin fxg,

12
1223 =2 92,-1008 f X251 (B=0), a=0,
i a=1
- 12 . ‘ -
1255 =2 y20-18i0 %201 (f=6), b,=0,
a=1
.
623 =2 ¥24-1C0S  Xaa-1
a=1
12

65/*"\*}'2“—15“,3?‘2;-1

x

|
I

1

15*
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Das gilt zunichst fiir die Werte #<6. Fir die groBeren Werte
benutzen wir die Beziehungen

Bx:e =207— (12 — p) %24,
Br2a-1= (20 —1)7— (12— f) x2a-1.

Danach ist
cosBxx = cos(12 — f) %24, sinf e, = —sin(12 — f) %24,
COSﬂX2a-1 = — COS (12 e ﬂ) Xox=1>5 sinﬂxga-l = sin ('12 —ﬂ) X2u s

und somit wird
12
2az-g= D ¥22€05f%2a (F=12),
a=1
12
6ais_p= 2 Y2408 f%2a
a1=21 (ﬂ=7’8)"-11)
6a1-p= —ZyzaSinﬂxn
a=1
und andrerseits

12
12512—;’=—Z}’2a—1€05ﬁx2a-1 B=12),
a=1

12
5512—3 = —Zyza-l cos fxaq-1

a=1

_ 12
6b12_p= Z)’zkl cos fxax-1

a=1

Setzt man in (41) den Wert x; = % ein, so wird

@y = tl(’), Zo= =0,
- aj — b, T a4+ b{
= 44 b= Atk
1 ﬁ ’ 1 V2
Ty = —bs, by= -ab,
___a+b = &y
42 d,= —5t% P
( ) 3 ﬁ 3 Vz
a,= —ai, by = — b4,
T s
V2 B V2
2= bg=0, bg = —dag -

Aus diesen GréBen und den Koeffizientep 45 und b, erhilt man
demnach die gesuchten 24 Koeffizienten durch Addition und Subtraktion.

12a, 6a, 6a, 6a; bHay, 6a; 124,

124, 6a, 62, 6a. 6a, 6a;
Summe 244, 124, 124, 124, 124, 124; 124,
Differenz 24 4,, 124y, 124, 124, 124, 124,
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6b, 6b, 6b, 6b, 6b, 12bg

6b, 6b, 6b, 6b,  6b )

Summe 12B, 12B, 12B; 12B, 12B; 12B,
Differenz 12B,, 12By,, 12B, 12B; 12B,.

Fiir die Berechnung unseres Beispiels entnehmen wir der Zeichnung
(Abb. 12) noch die weiteren zw6lf Ordinaten an den Stellen %— +a %
(6 =1, 2, 12) und bezeichnen sie jetzt mit y;, ¥;, ... Ya3 Y1 ¥s:

36, 95, 125 —100, —208, —251, —282, —110,
245, 353, 400, 265.
Unter erneuter Anwendung unseres Schemas berechnen wir aus
ihnen nach (40) die Koeffizienten
2= 56'8, 6aj= 1647, 64=—502. 6a4=—142,
12a;=—64, 6bj=—480, 6bj=—0611, 6b=—170,
6ay= 292, 6a5= 43,
6b, = —147, 6b=— 50.
Mit Hilfe von (42) finden wir die GréBen
122,=56'8, 6a,=1504, O6a,= O611, 6a,=221,
6b,= 825, 6b,=—502, 6b= 20,
6a,=—292, 6a;=—66,
6b,= 147, 6by= 05, 12by= 64.
Hieraus ergeben sich in Verbindung mit den bereits friiher (S. 221)

berechneten Koeffizienten a; und b; durch Addition oder Subtraktion
die Koeffizienten fiir die Einteilung der Periode in 24 Teile:

58 1496 62 23 —29 —46 —4
56:8 1504 611 2211 —292 —66

ay, ay,...a5, ag
@y, @y, ...085

)
|
|
|
|
|

Summe: 4y, 4,, ...A5, 4 | 1148 3000 1231 451 —582 —112 —4
Differenz: 4,,, 4y, ... 4, 12 —08 09 09 02 20
by, by, ...bs, b | 825 —502 20 147 05 64
bys by, ... b 835 —502 5 13-8 55
Summe: B;, B,, ...Bj, By 166:0 — 1004 770 285 60 64
Differenz: B,;, By, ... B, | —10 0o -30 09 —50

Zum Vergleich mit den frither (S.221) berechneten Koeffizienten
setzen wir die Hilften der soeben berechneten Werte her:
124, = 574, 64,=150, 64, = 616, 64; = 226,
124,,= 06, 6B,= 83, 6B, =—502, 6B; = 35,

64, = —291, 643——56, 64 — —2, 64, = 1,
634= 142, 6B5= 30, 6BG = .32, 637 =25,
64,= 01, 64,— 04, 6Ay= 04, 6A4,=—04,

6By= 04, 6By=-15, 6By= 0, 6B,=—05.
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Bei einer groBen Zahl von Ordinaten kénnen einzelne Koeffizienten
a;, bg besonders bequem ausgerechnet werden, wenn der Index § mit »
einen gemeinsamen Teiler ¢ hat. Ist nimlich

B=ef, r=o”

2 27 27 (x —7)

Bro=p-22% =g 2% —oap 45220 pap s pa
und daher

so wird

COS %y =CoSBXxx-p, SINfx,=sINF24_p.
Daher lassen sich in den Summen

D YaC0osBxs, D Yasinfr. (x=1,2,...7)

alle die Glieder zusammenfassen, deren Indizes x um ein Vielfaches
von 7’ verschieden sind. Zu diesem Zweck schreibt man am besten die

Ordinaten y,, y,, ..., ¥, in Form eines Rechtecks mit ¢ Reihen von je
7’ Gliedern:

Y1 Ya s Y

Yr+1 Yr+e Yor

Vr-r+1 Yr-r+2 -+ - Yr
Summe z, 2y R 2

Die Summen z2;, z,, ..., 2z sind jetzt ebenso zu behandeln, als wenn
man es nur mit #” Ordinaten zu tun hitte, und liefern

r
X =§za cos B xi

, (6a=1,2,...7),
?b" =Za,‘z“sinﬂ’z/“

wobei

gesetzt ist.
Nehmen wir in unserem Beispiel » = 24 und berechnen die Koef-
fizienten a; und b, so ist
0= 6, ‘b" =1, Y=4.

Die 24 aus der Kurve entnommenen Ordinaten sind jetzt in Form eines
Rechtecks aus sechs Reihen mit je vier Gliedern anzuordnen:

400 38 265 12
36 4 95 14
12°5 4 — 100 — 18

— 208 — 23 — 251 — 27
— 282, — 24 — 110 8
245 32 353 38

Summe 316 31 252 27
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Nun ist x, = a%, und daher

12as=Zzacosoc%= — 2,4z, = —4,
120 =22, sinoc;;—z 75 —z= 64.

Auf diesem Wege lassen sich die hoheren Sinuswellen leicht ermit-
teln, vorausgesetzt, daB man die Ordinaten fiir eine geeignete Einteilung
der Periode bequem aus der Zeichnung entnehmen kann.

Hat man die Zerlegung bereits fiir die Zwoélfteilung der Periode
vorgenommen, dann fiigt man die héheren Glieder in solcher Verbin-
dung mit den niederen hinzu, daB die Ordinaten an den zwoélf Teil-
punkten ungedndert bleiben. Sind z.B. a, und b, berechnet worden,
so fiigt man die Verbindungen

@,C0S7 % — a;C085 %,

b,sin7x + b,sin§x
hinzu. Denn da 75 + bysin

COs7x —Cos§5x= — 2sinxsin6x,
sin7x +sin§x= 2cosxsin6x

ist, so verschwinden diese Ausdriicke an den zwdlf Teilpunkten o« ~(:—
Allgemein kann man fiir irgendeinen héheren Wert von g die Ausdriicke

agcosBx — agcos (12 — f) x,

bgsin fx + bgsin (12 — p) x
addieren, ohne daf sich die zwélf Ordinaten und damit die bereits aus
der Zwolfteilung gefundenen Glieder dndern.

Fiir ﬂ = 6 kann man bs sin6x

hinzufiigen, ohne die zwolf Ordinaten zu 4ndern.

§ 70. Anniherung durch Exponentialfunktionen.

In vielen technisch wichtigen Fallen ergeben sich durch Messungen
,,abklingende’ Funktionen, die sowohl periodischen wie auch nicht-
periodischen Charakter haben koénnen. In beiden Fillen tut man gut,
die empirische Funktion durch eine Reihe von Exponentialfunktionen,
also durch eine Funktion

@(x) =a, 6%+ ayem® 4 aze™T 4. ..
anzundhern. Der einzige Unterschied besteht nur darin, daB bei ge-
dampft periodischen Funktionen die Exponenten a,, &5, &3, . . . komplex
sind, wihrend sie sonst einen reellen negativen Wert erhalten.

Im Gegensatz zu den friiher fiir die Niherung benutzten Funktionen
sind hier die Funktionen X, = e%*, X, = ¢*2, ... nicht direkt gegeben.
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Sie enthalten vorldufig noch unbekannte Konstanten, «,, &g, ..., die
erst fiir jede anzunihernde Funktion passend bestimmt werden miissen.
Die Aufgabe besteht also hier aus zwei Teilen. Zunichst miissen die
Konstanten a,, &y, ... bestimmt werden, und dann sind noch die
Koeffizienten a,, a,, ... zu ermitteln.

Der zweite Teil ist schon im § 61 erledigt worden. Sobald die Ex-
ponenten &, a,, ... bekannt sind, kénnen die Exponentialfunktionen
als gegebene Funktionen X,, X,, ... angesehen werden.

Zur Bestimmung der Koeffizienten «,, &y, ... setzen wir voraus,
daB die anzunihernde Funktion durch Z4quidistante Ordinaten
Y1 Yo -+ - Yn 20 den Abszissen %, x, + A, %, + 25k, ... gegeben ist.
Das Verfahren mége der Bequemlichkeit halber fiir eine dreigliedrige
Anngherungsfunktion
(43) @ (%) = a,e%% + a,e%% + a,e%7
entwickelt werden. Die Resultate lassen sich jedoch ohne weiteres auf
die Anniherung durch eine Summe von beliebig vielen Exponential-
funktionen ausdehnen.

Wiirden die gegebenen Ordinaten durch die Niherungsfunktion
genau dargestellt, so miiite allgemein

V% =a e[z +(v—1)A] + a, exslz+(v=1)A] + a exalzi+(v-1)A]
sein. Zur Abkiirzung setzen wir
ed=2z, b=z, esh=gz
und ferner fiir einen Augenblick
g emlmtC-DM = p | g pmlat-DR = p g emlatC-Dil=p

Dann werden y, und die drei auf y, folgenden Ordinaten y, .1, ¥,,2, ¥y13
dargestellt durch y, =t +ps + s

Vo1 = D120+ PaZa + P32,
Vrrz=D14+ P B+ P34,
Yoes =018+ P A+ P .
Um aus diesen vier Gleichungen die drei unbekannten GroBen
p1. o D3 zu eliminieren, multiplizieren wir die erste mit s; = — z, 25 25,
die zweite mit s, = 2,2, + 2,2, + 232y, diedritte mit s; = — (2; + 2z, + 25)
und addieren die Produkte zu der vierten Gleichung. Dann heben sich
die rechten Seiten gegenseitig fort und wir erhalten

VYSs+ Vot1S2 + Yr+251 + Vo3 =0.

Diese Gleichung gilt fiir jeden Wert von ». Im ganzen liefern die
n dquidistanten Ordinaten # — 3 Gleichungen zur Bestimmung von

S Sz und sy: Y183+ YeSa + Y38 +y,=0,
(44) Y253+ ¥YsSe + Y851 +¥;=0,

yn-353+ Yn-252 + Yn-151 +Yn=0
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Es miissen daher mindestens sechs Ordinaten gegeben sein, damit
die eindeutige Bestimmung der GréBen s, sy, s moglich wird. Sind
mehr als sechs Ordinaten gegeben, so konnen im allgemeinen durch
keine Wahl der GréBen s, s, s die rechten Seiten der Gleichungen (44)
genau zu Null gemacht werden. Die Abweichung kann einmal davon
herrithren, daB die gemessenen Ordinaten mit Beobachtungsfehlern
behaftet sind, und zweitens davon, daB die empirische Funktion nicht
genau, sondern nur angendhert durch einen Ausdruck von der Form (43)
dargestellt werden kann. In jedem Falle machen wir von der Methode
der kleinsten Quadrate Gebrauch und bestimmen die GroSen sy, s, S5
so, daB die Summe der Quadrate der Abweichungen der rechten Seiten
der Gleichungen (44) von dem Wert Null ein Minimum wird. Voraus-
gesetzt moge dabei werden, daB alle Ordinaten ¥y, ¥, ..., ¥, mit glei-
cher Genauigkeit gemessen worden sind.

Die Methode der kleinsten Quadrate Jiefert zur Bestimmung von
$,, Sp, S5 drei Normalgleichungen. Hinzu nehmen wir noch eine vierte
Gleichung, um gleichzeitig mit der Auflésung der Gleichungen die
Summe der Quadrate der Abweichungen bestimmen zu kénnen. In
abgekiirzter Schreibweise lauten die vier Normalgleichungen:

3 Sy 5

n—§ n-3 n-3 n-3
%yaym Zya}’au-l ;ya%‘«ﬁ& ;'yayoﬂ%’.

n-2 n-2 n-2
Z':yzxya - YaYa +1 2;}',;)’“-2
‘n-1 n-1
;yaya: gyayzxi-l
n .
2%% =Q.
4

Aus der Summe £ der Quadrate der Abweichungen erhilt man
den Mittelwert m der Abweichung einer Gleichung nach den Regeln
der Ausgleichungsrechnung fiir den Fall, daB drei Unbekannte zu be-

stimmen sind: Q
m? = .
n—=6
Daraus ergibt sich der mittlere Fehler s, einer gemessenen Ordinate:
2 2 2 2 Q
my(1+si+ s+ =

In jedem bestimmten Fall wird man entscheiden konnen, ob der
auf diesem Wege bestimmte mittlere Fehler s, nicht das fiir die Un~
genauigkeit der Ordinaten zuldssige MaB iiberschreitet. Andernfalls ist
die groBere Abweichung auf das Konto der Naherungsfunktion zu setzen.
Die Anndherung durch eine dreigliedrige Naherungsfunktion vermag
dann den beobachteten Werten nicht gerecht zu werden; man miifte
weitere Glieder heranziehen.
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Nach Auflosung der Normalgleichungen kénnen die GréBen z,, z,, 2,
bestimmt werden aus den Beziehungen

si=—(nt+n+tz),

Se =%+ 242+ 232,

S = — 2,232
Nach bekannten Sitzen der Algebra sind z, z,, z; die Wurzeln der
kubischen Gleichung
(45) B4 5224524 5,=0.

Aus den HilfsgroBen zy, z,, z; findet man schlieBlich die gesuchten
Exponenten 1 1 1
=5lgn, =718z, ay=-lgz.

Besitzt die kubische Gleichung (45) ein konjugiert komplexes
Waurzelpaar m=Atip, nm=IA—ip,

so werden auch die Exponenten «, und a3 konjugiert komplex. Da dann
auch die Koeffizienten @, und a, konjugiert komplexe Werte erhalten
miissen, so schreibt man die Naherungsfunktion (43) besser in der

reellen Form @ (%) = a,e:% 4 a,efTcosyx + azef?sinyx.

Dabei ist jetzt Brinh— i 1 iy

oder 1 p

B=gple @+, y=arctgl.
Beispiel: Zu den dquidistanten Abszissen 0, 5, 10, 15, ... 60 sind
die Ordinaten
00, 251, 592, 929, 1196, 1356, 1402, 1354,

124'6, 1114, 992, 902, 854

gemessen worden. Die durch diese 13 Ordinaten gegebene empirische

Funktion ist durch eine Funktion von der Form

anzundhern. @ ent T ay et + agent

Zur Berechnung der GréBen sy, s,, s, ergeben sich 13 — 3 = 10 lineare
Gleichungen:

S3 Sg S1

00 251 592 929
251 592 929 119'6
592 929 1196 1356

92'9 1196 135°6 1402
119'6 1356 1402 1354
135°6 1402 1354 124°6
1402 1354 1246 111°4
1354 1246 111°4 992
124°6 1114 992 902
111°4 992 902 854
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Aus ihnen erhalten wir in abgekiirzter Schreibweise die folgenden
Normalgleichungen:
S3 S2 S1
111 381 114111 112099 106 946
121 222 123 058 120570
128728 129276

Die Auflésung ergibt 132516
$; = — 2539,
Sp= 2283, Q=0...
s3= — 0744,

Innerhalb der bei der Rechnung mitgefiihrten Stellen erhilt Q den
Wert Null. Zur genaueren Ermittlung berechnen wir mit den gefundenen
Werten s,, sy, s3 die rechten Seiten der zehn linearen Gleichungen und
finden als Summe der Quadrate der Abweichungen den Wert

2=0105.

Somit erhalten wir fiir den mittleren Fehler einer Ordinate
0105
13 -6

My =+ 0034

Da der Fehler innerhalb der Genauigkeit der gegebenen Ordinaten
liegt, kann die empirische Funktion innerhalb der Beobachtungsgenauig-
keit durch einen dreigliedrigen Exponentialausdruck dargestellt werden.

Die aus s,, s,, 53 gebildete kubische Gleichung

28— 253922 4 2283 2 — 0744 = 0
besitzt eine reelle und ein Paar konjugiert komplexe Wurzeln:
z; =1"000,
2z, = 0770 + 03897,
23 = 0770 — 0389 4.

my 132 =
oder

Damit wird
«;=0,
B=151g0744 = — 00296,
y = % arctg0'505 = 5°36.

(Fortsetzung s. S. 246.)
§ 71. Aufgaben zum 8. Kapitel.

1. Die Funktion
¥4+ 22

ist im Intervall 0 bis 1 durch eine ganze rationale Funktion ersten und
zweiten Grades anzunihern. Wie groB ist in beiden Fillen der mittlere
Fehler?
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2. Aus einer Messung sind folgende Wertepaare hervorgegangen:

* y
- 04 —10
08 26
17 43
32 66
46 78
64 78
81 62
97 34

Aus der Zeichnung geht hervor, daB diese empirische Funktion an-
gendhert durch eine ganze rationale Funktion zweiten Grades wieder-
gegeben werden kann. Wo liegt das Maximum der Funktion? Wo
wird die x-Achse zum ersten Male geschnitten und wie gro8 ist hier
der Differentialquotient?

3. Zu den iquidistanten Abszissen x = 0,1, 2, ... 10 sind fol-
gende Ordinaten y gemessen worden:

0, 14, 24, 29, 27, 19, 8, 2, 3, 13, 33.

Die Funktion ist durch eine ganze rationale Funktion dritten
Grades anzundhern und dadurch die Lage des Maximums und Minimums
der empirischen Funktion angendhert zu ermitteln. Wie grof8 ist der
mittlere Fehler?

4. Die Funktion f(x) =sinx

ist im Intervall — % bis + g durch eine ganze rationale Funktion von
hochstens viertem Grade anzunihern. Wie grof ist der mittlere Fehler ?
(Benutzung von Kugelfunktionen.)

5. Die Periode einer periodischen Funktion ist in zwolf Teile ge-
teilt. Die Ordinaten y,, s, ... ¥;, in den Teilpunkten sind

100, 134, 88, — 17, —39, —38, —78, — 111, — 70, 25, 53, S5.

Die Funktion ist in eine Reihe von Sinus- und Kosinusgliedern zu
zerlegen. Die Werte der Niherungsfunktion in den Mitten der zwolf
Teilintervalle sind zu berechnen.

6. Teilt man die Periode der in Aufgabe § gegebenen Funktion in
24 Teile, so treten zu den bereits angegebenen Ordinaten noch die
folgenden Ordinaten y,, (zwischen y, und y,), 3,5 (zwischen v, und y,),
Y25, «« - Y5 hinzu:

45, 142, 130, —2, —18, — 24, — 79, — 89, — 91, — 45, 68, 43.

Daraus sind die Koeffizienten von cos 8 x und sin 8 ¥ zu berechnen.
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7. Die in den Aufgaben 5 und 6 durch 24 iquidistante Ordinaten
gegebene periodische Funktion ist in eine Reihe von Sinus- und Ko-
sinusgliedern bis zur zwélften Ordnung zu zerlegen.

8. Zuden 4quidistanten Abszissen 0, 1, 2, ... 16 sind die folgenden
47 Ordinaten gemessen worden:

00, 324, 576, 752, 846, 864, 81°9, 727, 609, 483,
364, 267, 1979, 165, 164, 193, 246.
Die empirische Funktion ist durch einen dreigliedrigéh Exponen-
tialausdruck anzunahern. Welche Werte erhalten die Exponenten?

Wie gro8 wird der mittlere Ordinatenfehler, wenn man annimmt, daB
der Exponentialausdruck den genauen Funktionsverlauf darstellt?



Neuntes Kapitel.

Numerische Integration und Differentiation.

§ 72. Integration durch Interpolation.

Die verschiedenen Verfahren zur numerischen und zur graphischen
Integration einer gegebenen Funktion besitzen ein ausgedehntes An-
wendungsgebiet. Nicht nur bei empirischen Funktionen, sondern auch
dann, wenn die zu integrierende Funktion durch einen analytischen
Ausdruck gegeben ist, das Integral aber iiberhaupt nicht oder doch
nur sehr umstandlich in geschlossener Form durch bekannte Ausdriicke
darstellbar ist, wird man sich mit Vorteil numerischer oder graphischer
Methoden bedienen.

Welches Verfahren in einem bestimmten Fall anzuwenden ist,
richtet sich im allgemeinen danach, wie die zu integrierende Funktion
gegeben ist. Ist der Integrand durch eine Kurve gegeben, wird man
sich in der Regel graphischer Methoden bedienen. Im Gegensatz zu den
graphischen Verfahren haben die numerischen Methoden den Vorteil,
daB die Genauigkeit ohne groBe Miihe beliebig weit gesteigert werden
kann, wenn nur die zu integrierende Funktion genau genug gegeben ist.
Bei empirischen Funktionen wird dieser Vorzug allerdings meistens hin-
fallig, da der Integrand nur mit beschrinkter Genauigkeit bekannt ist.

Sehr hiufig wird die Funktion durch iquidistante Ordinaten in
Tabellenform gegeben sein. Es liegt dann nahe, von~der Differenzen-
rechnung Gebrauch zu machen. Wir denken uns die gegebene Funktion
mittels des Differenzenschemas durch eine ganze rationale Funktion
angenihert, und ersetzen das gesuchte Integral durch das Integral iiber
die Naherungsfunktion.

Zur Interpolation in der Umgebung einer Stelle x = x, haben wir
im § 35 die Interpolationsformel (I) aufgestellt:
w(ut—1) A4y, + 48y,

31 2

4 4 2 _
[v=yo+ w2020 4 S Ay, +

@ tt_ 1) . -
[ +ﬁ“(§7‘ﬂ4242yo+--~

Wir benutzen sie, um das Integral

z
fydx

T-y
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zu berechnen. Fiihren wir wieder

x— %,
h

=1u

ein, wobei % den Abstand der 4quidistanten Ordinaten bezeichnet, so wird

fydx—h/ydu—h[yojdu+ddy0[—du+AzAzyO/‘A4:!ﬁdu

z-

- u? (u® — 1) (u® — —4)

+A3A3_j T du+. ]
-1

da die Integrale iiber die ungeraden Funktionen von # verschwinden.

Wir erhalten also

z .
fydxzzh(yo+%AAyo—%O;lzdzyoﬁ— {s'TiAwyo_...)

Z-y

Die Formel ist fiir die numerische Berechnung sehr bequem, da
sie aus dem Differenzenschema nur die Differenzen gerader Ordnung
benutzt, die in gleicher Reihe mit y, stehen. Will man das Integral
tiber ein groBeres Intervall berechnen, so hat man nur die einzelnen
nach (1) berechneten Teilintegrale zu summieren.

Die Genauigkeit der Formel (1) wird bei gleicher Gliederzahl um
so groBer, je kleiner die vernachldssigten Differenzen sind. Da eine
Differenz #%" Ordnung ungefihr proportional zu A" ist, so wird der
Fehler, den man begeht, wenn man die Intervallinge halb so gro8
wihlt, etwa auf (3)"*! seines Betrages zuriickgehen, wenn man jedes-
mal vor den n%® Differenzen abbricht. Da aber dann doppelt so viele
Teilintegrale nétig werden, so betrigt der Fehler des Gesamtintegrals

im zweiten Falle etwa 51"— seines urspriinglichen Wertes.
Danach kann man den Fehler, der bei Anwendung der Formel (1)
entsteht, abschdtzen. Berechnet man den Wert eines Integrals einmal

mit der gewdhnlichen, dann mit der doppelten Intervallinge, so ist der
Fehler der genaueren Berechnung, wenn man jedesmal vor den nte® Dif-

ferenzen abbricht, etwa gle1ch 1mal dem Unterschiede beider

Resultate. AuBerdem kommt noch der Fehler hinzu, der durch Abrun-
dung in den einzelnen Differenzen entsteht. Auf die genauere Abgren-
zung des Fehlers werden wir spiter zuriickkommen.

Beispiel: Das Integral
1

dy _ x
f 1+ 4
ist zu berechnen. 0
Wir teilen das Intervall von 0 bis 1 in zehn gleiche Teile und be-

an den Stellen x =0,01,02, ... 12.

rechnen

14 22
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1 l Differenzen '
o T Y | 4. 5. |6
0'0| 1°0000000 — 198020 + 22850
— 99010 + 11425 — 3148
01| 0°9900990 1 — 186595 + 19702 — 4762
— 285605 +31127 |~ — 7910
02| 0°9615385 — 155468 + 11792
— 441073 + 42919 — 9230
03] 0091743119 — 112549 + 2562 + 1886
T | —553622 | | 4454817 | —7344
04| 08620690 — 67068 — 4782
— 620690 + 40699 — 4021
0°5| 0°8000000 0 — 26369 — 8803 + 3085
— 647059 + 31896 — 936
06 0°7352941 + 5527 — 9739
— 641532 + 22157 + 1047
07| 06711409 4 + 27684 — 8692 + 868
—613848 | 7 | +13465 + 1915
08| 06097561 + 41149 — 6777
— 57 2699 . + 6688 + 2001
09| 0°55248619 + 47837 — 4776 — 299
- — 524862 + 1912 | $+1702
10| 0:5000000 + 49749 — 3074
—475113 — 1162
1°1] 04524887 + 48587
| —426526 |
12| 0°4098361 | )

Da die Funktion symmetrisch ist in bezug auf die Stelle x = 0, so laBt

sich das Differenzenschema nach oben hin leicht ergénzen. Auf der anderen
Seite miissen wir auch die Funktionswerte fir x = 11 und 1-2 be-
rechnen, um die sechste Differenz in der Zeile x =09 noch zu erhalten.
Die Funktionswerte und Differenzen, die zur Bildung der einzelnen Teil-
integrale erforderlich sind, sind durch Unterstreichen gekennzeichnet.

Nach (1) finden wir die fiinf Teilintegrale

'Y

0
(‘ %faixs=°‘99009901 —310992—1095 — 371 = 09869778 3
.0
A 1 0'4d
(Tif1+xx,=0'91743119—187582— 1424+12=091555407
10.02'6 d
o2 ,+x,,zr=0'80000000~ 43948 + 489 -+ 20 = 07995656 1

<

|~

NI'“
06\’_‘ at'\“q,;'\
-
]
+ ®

o
(M)

=)
w0

A= 067114094 4 46140+ 483+ 06 = 0:6716072 3

Q.
],

x

14 %2

= 055248619+ 79728 + 265 —02= 055328610

<

1
1 dx

T = 379269908 4



§ 72. Integration durch Interpolation. 241

Somit erhalten wir L
dx X
fﬁ? = 0 7853 98168 .

Im Vergleich dazu ist ’ x
‘ + = 07853981634

Addiert man schrittweise die einzelnen Teilintegrale, so erhilt man
eine tabellarische Darstellung der Integralfunktion

/ TL;_"_xE = arc tg (x)

0
an den Stellen x =02, 04, 06,08 und 1. Allerdings erhilt man das
Integral nur in doppelt so groBen Intervallen, verglichen mit der ur-
spriinglichen Funktion.

Will man die Zwischenwerte nicht nachtréglich durch Interpolation

berechnen, so kann man diesen Nachteil vermeiden, wenn man von
der Interpolationsformel (II) (§ 36) ausgeht:

v?—1 AZyo-f—AZyl + v (02 — 1)

Yot N e
wl’= "7 +odyy+—; P 3 4*4%
G N N TR P
41 2
Hier ist _x—x 1
ST T2

gesetzt worden.
Die Integration von x, bis x; liefert jetzt
E +31
ydx=h|ydv
fri=tf

3
i
—hy-Hﬁ/ Ady,+ 44y, |” 7%
- 0
3 dv + 2 20 dv

) I

S
+ARAByo+AzA2y1 4 4

2
-1
T

I BBy, + 4T3 yl-/'(vz - %) (vz - %) (Uz - %)

2 — G dv+...1,

da wiederum die Integrale iiber die ungeraden Funktionen von v ver-
schwinden. Wir erhalten also

z, — — - -
_p(Yoty 1 ddyytddy, |t A2A%y + A% A2y,

fydx—h( 2 12 2 720 2

Zo

191 A3 Py, + 4343y, i )
60480 2 e
Runge-K&nig, Vorlesungen. 16
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Die Formel benutzt nur die arithmetischen Mittel aus den Funk-
tioniswerten und den Differenzen ungerader Ordnung, die in gleicher
Reihe mit y, und y, stehen. Der Fehler der Formel (2) kann ebenso
wie bei (1) abgeschitzt werden.

Beispiel: Durch numerische Berechnung des Integrals

z i
dx
- = lgx
1
soll eine Tabelle der natiirlichen Logarithmen fiir die Werte x =11,
42, ... 20 aufgestellt werden.

Wir berechnen fiir das Intervall b =01 die Funktionswerte auf
sechs Dezimalen, merken aber die siebente Stelle noch an, um bei der
folgenden Addition die Abrundungsfehler maoglichst herabzudriicken.

. 1 ( Differenzen
% } 1. 2. b3 4, 5 | 6
07| 1428571 b
I —178571
08| 1250000 + 39682
I —138889 — 11904
09 1111111 +27778 +4328
R — 7576 — 1803
10! 1°0000000 | 420202 +2525 + 833
| — 90909 — 5051 — 970
11| 09090909 ! +15151 +1555 | +414
| — 75758 —_ 3496 L 556
12 08333333 | + 11655 + 99 +222
‘ | — 64103 — 2497 — 334
1-3@ 07692308 | + 9158 + 665 + 127
‘ {— 54945 — 1832 — 207
14| 07142857 + 7326 + 458 ¢ + 73
| — 47619 — 1374 P— 134
15| 06666667 + 5952 + 324 + 43
i — 41667 — 1050 | - - 9
16| 06250000 | + 4902 + 233 + 30
| — 36765 - 817 C— 6
17] 05882353 | + 4085 + 172! + 18
1 — 32680 — 645 P— 43
t-81 0°5555556 + 3440 + 129 ! + 12
| — 29240 — 516 F— 31
1'9. 05263158 + 2924 4+ 98 . + 10
| — 26316 — 418 \ - 21
2:0. 05000000 | + 2506 + 77 + 3
b | — 23810 — 34 - 18
21} 0476190 + 2165 ! + 59
- L — 21645 | — 282
221 0454545 + 1883 |
i I — 19762 %
230 0434783 i

Um alle fiir die Integration gebrauchten sechsten Differenzen zu
bekommen, miissen am Anfang und am Ende des Intervalls drei weitere
Funktionswerte hinzugenommen werden.
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Nach (2) erhalten wir jetzt die zehn Teilintegrale
%lg1'1 0'954545 5 — 14730 + 312 — 20 = 0°053 101 7

7:-(1g1'2—1g1‘1)=0'8712121~11169+195—10=0'87O1137
1 (g13 —1g12) = 08012820 — 86724127 —06=08004269
1g14—1g13) =07417582— 6368+ 86—03=07410797
2 0g15—1g14) = 06904762 — 5532+ 60— 02= 06899288
5 (0g1°6 —1g1'5) = 0'645833 3 — 45224 43—01=006453853
%(igq-7—1g1-6)=o-6066176— 3745+ 31 —01=006062461
+(g18—1g17) =05718954 — 3135+ 23—00=05715842
+(g19—1g1'8) = 05400357 — 2652+ 17 — =05406722

1(g20—1g19) = 05131579 — 2262+ 13 — =0'5129330

Wenn wir die einzelnen Teilintegrale schrittweise addieren, erhal-
ten wir die gewiinschte Tabelle der natiirlichen Logarithmen:

richtig lauten
1 die beiden

* g* letzten

Ziffern:
11 00953 1017 18
12 01823 2154 56
13 02623 6423 26
14 03364 7220 24
15 - | 0°4054 6508 11
16 0°4700 0361 63
17 0°5306 2822 25
18 0°5877 8664 66
19 06418 5386 89
20 0'6931 4716 18

Zur Kontrolle berechnen wir nach (1) fiinf Teilintegrale mit der
Intervalldnge 2 A:

5 lg12 = 0'9090909 + 25252 — 8603 = 0°911 6078,
55 0g14 —1g1:2) = 07692308 + 15263 — 3 74 01 =0770753 5,
Tii,(lg1'6—lg1'4)=0'6666667+ 9920 —18 — 06676569,
5 (818 —1g1:6) = 0588235 3+ 6808 —10 = 0588915 1,
570820 —lg1'8) = 05263158 + 4873 —05  =05268026.

16*
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Daraus ergeben sich durch Addition die Werte
1g1°2 = 01823 2156,
Ig 14 = 03364 7226,
Ig1-6 = 047000364,
lg1:8 = 058778666,
1g 20 = 069314718 .

§ 73. Trapezformel und Simpsonsche Regel.

Héufig braucht die Genauigkeit des Integrals nicht sehr gro8 zu
sein, oder es li8t sich iiberhaupt keine beliebig groBe Genauigkeit er-
reichen, da die zu integrierende Funktion empirisch gegeben ist. Man
kann sich dann auf die beiden ersten Glieder der Interpolationsformeln
beschrinken und braucht dann zur Bildung des Integrals nur solche
Ordinaten heranzuziehen, die innerhalb des Integrationsintervalls liegen.

In der Formel (2) sind bereits fiir die zweiten Differenzen auBerhalb
gelegene Ordinaten erforderlich. Beschrinkt man sich daher nur auf

das erste Glied, so wird o,
[ydx=
Zo

Daraus ergibt sich fiir das Integral von #, bis ¥, durch Addition
der Teilintegrale

Zn
(3) [yazx=n@y,+m+y+t ...+ Yoo+ 3ya).

Der Fehler dieser als Trapezregel bezeichneten Formel ist nach
unseren fritheren Uberlegungen etwa proportional zu k2 Berechnet
man den Wert eines Integrals mit einfacher und mit doppelter Breite
der Teilintervalle, so ist der Fehler der genaueren Berechnung schit-
zungsweise gleich einem Drittel des Unterschiedes belder Resultate.

Auf die Berechnung des Integrals
2

—=Ig2
i
angewandt, liefert die Trapezregel fiir das Intervall % = 0’1 den Wert
lg2=0693771.
Mit der doppelten Intervallbreite A = 02 ergibt sich dagegen
lg2 = 0695635 .
Danach ist der Fehler des ersten Resultats etwa gleich
4+ 0001864 = 0000621 .
Im Vergleich dazu ist der tatsichliche Fehler, wie wir aus dem oben
genauer berechneten Werte von Ig 2 erkennen, gleich
07000624 .

h)'o—f—yl'
2
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Bricht man Formel (1) vor den vierten Differenzen ab, so wird
angendhert s B
fydx=2h(yl+-},-ddyl).
Z,

Die zweite Differenz 148t sich durch die Ordinaten y,, ¥, und y,
ausdriicken, denn es ist
dyy=y:—v, 4Y1=%1—"Y,
also Ady,= Ay, — Ty, =y, —
Nn=A4An—A4yn =y, —2y,+,.
Damit wird

z A
}ydx=§(yo+4y1+ys)-
Z

Fiir das Integral von x, bis %, ergibt sich unter der Annahme,
daB das Intervall in eine gerade Anzahl von Teilintervallen von der
Breite h zerlegt wird:

T »
@ [ydr=500+4n+2%+ 4%+ o+ 2900+ 4¥n 1+ 9
% (n gerade).

Diese Anndherung ist als Simpsonsche Regel bekannt. Ihr Fehler
_ist, da die vierten Differenzen nicht mehr mitbenutzt worden sind,
proportional zu 4% Berechnet man das Integral einmal mit einfacher,
dann mit doppelter Intervallbreite, so ist der Fehler der genaueren

Berechnung etwa gleich 11—5 des Unterschiedes beider Resultate.
Man kann den Fehler der Simpsonschen Regel auch durch das
erste nicht mehr beriicksichtigte Glied 12—8% 42 A%y, der Formel (1) aus-

driicken. Da sich die Fehler der
ist der Fehler der Simpsonschen Regel der GréBenordnung nach gleich

’:"2——;" Teilintervalle addieren, so

Xy — %o
% M,
.wenn M einen Mittelwert der vierten Differenzen bezeichnet.
Um das Integral s
dx — o2
7 - 82

zu berechnen, teilen wir das Intervall von 1 bis 2 in zehn gleiche Teile,
und finden nach der Simpsonschen Regel den Wert

lg2 = 0693150231 .

) Teilen wir jedoch das Intervall in zwanzig gleiche Teile, so ergibt
sich fiir k= 0-05 nach der Simpsonschen Regel

lg 2 = 0693147375 .
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Der Unterschied beider Resultate ist in Einheiten der letzten De-
zimale gleich 2856'10-°,

der Fehler des zweiten Resultats demnach gleich
:—52856'10‘9 =19010"?,
wahrend der Fehler tatsichlich 194 Einheiten der neunten Dezimale
betrigt. » :
Schitzt man den Fehler durch die vierten Differenzen ab, so ist

der Mittelwert der vierten Differenzen nach dem Schema S. 242 etwa
M = 5151075, Der Fehler ist also angenihert

515

180
bei der Einteilung des Intervalls in zehn Teile. (Tatsichlich betragt er
305 -1078.) Fiir die Einteilung in 20 Teile wiirde sich als Fehler

<1078 = 290108

1
—290107% = 181'10"?
ergeben. 16

Die Genauigkeit der Simpsonschen Regel und auch der Trapez-
formel 148t sich natiirlich beliebig weit steigern, wenn man nur die
Einteilung des Intervalls fein genug macht. Die Stirke der beiden .
Formeln liegt jedoch in der entgegengesetzten Richtung. Wenn die
Genauigkeit nur gering zu sein braucht, geniigt schon eine recht grobe
Einteilung des Intervalls. Wegen der bequemen Gestalt der beiden
Formeln gelingt die Berechnung eines Integrals dann iiberraschend
schnell. ’

" Wir benutzen die Simpsonsche Regel zur Beendigung des im § 70
behandelten i

Beispiels (S. 234): Die dort durch 13 Ordinaten gegebene empi-

rische Funktion sollte durch einen Exponentialausdruck von der Form

@) =a e %+ a,ef%cosyx + azefrsinyx
angendhert werden. Wir hatten bereits die Werte

&, = 0000,
f = —00296,
y= 536°

gefunden. Damit erhilt der Naherungsausdruck die” einfachere Form
o(*) =a,+a,ef?cosyx + azefosiny x.
Es bleibt noch die Bestimmung der Koeffizienten a,, a,, a, ibrig.
Um das Intervall, in dem die Anniherung erfolgen soll, auf die
Strecke — 1 bis 4 1 zu beschrinken, fithren wir
x¥ — 30

x = 30
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ein. Dann wird
@ (%) =a, + 3,7 cos 7T + 3P sin 7 7.
Dabei ist
B=308, 7 =307,
ay = e F (aycosy — agsiny),
ag= e F (@,siny + azcosy).

Zur Berechnung der Koeffizienten finden wir nach § 61 in abge-
kiirzter Schreibweise die Normalgleichungen: '

4 asz a3

+1 +1__ o4l £
[d%+ [ePrcosyxd% + [fosinyRdx =[ydx
14 B 1
w1 1wl
fe”’cos”yxdx-i—fezf”’cosyxsin?xdx=[yeﬂ’cosyxdx
Z1 -1 -1
1 T
[eFasin®yxdx =/yeﬂ”sinyxdx.
21 -1

Die Integrale auf den linken Seiten der Gleichungen lassen sich in
geschlossener Form berechnen. Es ist namlich

+1
1 . .
?/eﬂ’cosyxdxzFz;yz—(ﬂcosyemﬂ—{— ysiny Gof §),
-1
R 1
-2—f&3’sinyxdx=m(ﬂsiny(§ofﬁ——ycosy@inﬂ),

%fezﬂ‘cosz;fxdx=——§6m2ﬂ—i— 4(ﬂ2+ ) (Bcos2y@in2p + ysin2y Coj2p),

+1 .
—;—j e2Prsin?yxdx =4i56in2,8 4(/9’ (ﬂcosZy@mZﬁ—l—;rsty(So]?ﬁ
+1

1 .
5 | e2P=siny xcosyxdx =
1

/a’)*(ﬂSiHZ}'(Sofzﬂ—ycosZy@inzﬁ).

4 (p®
Fiir die Werte

B=30p=—0888, 7=30y=1608°
wird _
Ginp = —10094, siny = 03289,
(EoiE = 14209, cosy = —09444,
Gin2f= —2868, sin2y=—06212,

@oizﬁ= 3'038, cos2y= 07837.
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Damit erhalten wir folgende Werte fiir die Integrale:

+1_
}/&* cos yxdx = 00536,
-1

+1_

}‘{&’” sin yxdx = — 03565,
+1 _

}fe2bzcostixdx = 07122,
-1

+1

}fe2Frsin?yxdx = 09026,
-1 -

+1

}/ePsin jrcosyrdn= 02304.
-1
Die Integrale auf den rechten Seiten der Normalgleichungen be-
rechnen wir nach der Simpsonschen Regel. Der Gang der Rechnung
ist aus der folgenden Tabelle ersichtlich:

x ES y yeBTcosiz | yePrsinyF @ (%)
0 —1 00 00 00 —05
5 -3 251 - 365 - 379 250
10 -3 592 - 317 — 1022 593
15 -3 929 + 242 —142'8 931
20 -2 1196 + 954 — 1294 1197
25 . 1356 + 1403 — 709 13574
30 ] 1402 4+ 1402 00 1399
35 3 1354 .+ 1043 + 527 1351
40 1 1246 . + 549 + 746 124'3
45 F3 1114 ; + 119 + 705 111-4
50 4 92 | - 163 + 524 994
55 % 902 - 299 + 309 906
60 +1 854 ’ — 332 + 115 360
I. Summe der Endordi-
naten. . .. ....... 854 l — 332 + 11-5
II. Summe der geraden
Ordinaten . ....... 5428 ’ + 2425 — 1046
III. Summe der ungeraden '
Ordnaten . ....... 5906 ‘ + 2143 - 97'5
Summe I + 2. Summe II ! ‘5
+ 4. Summe IIT . . . .. 35334 | + 13090 | — 5877
Integral . . .......... 19630 + 727220 — 326§

Somit erhalten wir die durch zwei dividierten Normalgleichungen

a1 a, ag
00536  — 03565 = 9815,
07122 02304 = 36361,

0'9026 = —16325 .
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Als Losungen erhalten wir die Werte

a; = 1000,
a,= 3989,
a;= 11'23.

Daraus ergeben sich die urspriinglichen Koeffizienten
a4, =1000, a,=—1005, a;=6105.

. Damit lautet die gesuchte Naherung, wenn man die beiden tri-
gonometrischen Funktionen noch zu einem Ausdruck zusammenfafit:

(%) = 1000 + 1007 /% sin (y x — 86'52°) ,
1007 = Vm, — 86°52° = arc tgs—:

Die Werte der Niaherungsfunktion sind zum Vergleich mit den
gegebenen Ordinaten in die letzte Spalte der oben berechneten Tabelle
gesetzt worden.

wobei

ist.

§ 74. Integration durch Summation.

Fir die Bezeichnung der Glieder in dem Differenzenschema (vgl.
§ 33) wird mit Vorteil besonders fiir die Zwecke der Integration eine
andere Methode angewendet. Statt der Funktionswerte ... f (¥, — 2 4),
f(xg — R), f(xo), f(xg+ %), f (6o + 2H), ... schreibenwirnur ... — 2, 0;
—1,0;0,0;1,0;2,0, ..., allgemein also #, 0 fiir f (x, + n /). Der Index 0
soll dabei bezeichnen, dafB3 es sich in dem Differenzenschema um die
Kolonne der Funktionswerte selbst handelt, wihrend die ganze positive
oder negative Zahl » angibt, der wievielste auf y, folgende oder ihm vorher-
gehende Term gemeint ist. Fir die Kolonne der ersten Differenzen
schreiben wir den Index 1, wihrend fiir die vor dem Index stehende
Zahl das arithmetische Mittel der beiden ganzen Zahlen gesetzt ist, die
den beiden voneinander abgezogenen Gliedern der Kolonne 0 ent-

sprechen: 41,00 —(n0=m+3,1).

Analog werden die zweiten Differenzen mit dem Index 2 bezeichnet,
und fiir die ihm vorangehende Zahl wird das arithmetische Mittel der
Zahlen der entsprechenden beiden ersten Differenzen geschrieben und
dhnlich fiir die weiteren Kolonnen. Das Differenzenschema sieht danach

so aus —2,0 —2,2
— 41 ~ 43
—1,0 —1,2
- 51 - %3
0,0 | 0,2 usw.
|+ 51 + 4,3
1,0 | 1,2
b,
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Die Kolonnen mit geradem Index haben die Gestalt #, 2 4, die Kolonnen

mit ungeradem Index 21 + ! , 24 4 1. Alle auf gleicher Hohe stehen-
den Glieder haben dieselbe erste Zahl.

Unter dem Symbol #,22 4 1, das in diesem Schema nicht vor-
kommt, versteht man das arithmetische Mittel der beiden Glieder
n—3%21+4+1 und #+ 4,244 1, und unter dem ebenfalls nicht
u+

, 2 versteht

man das arithmetische Mittel der beiden Glieder n, 21 und #+41,21.
Es zeigt sich nun, daB diese Mittelwerte gleichfalls ein Differenzenschema
bilden:

in dem obigen Schema vorkommenden Symbol

"‘;rol _%’2
- 1,1
-0 -H2 .
0,1 usw.
+4,0 +42
1,1
+ 40 | +4.2

Denn wenn u, v, w drei aufeinanderfolgende Glieder einer Kolonne
sind, so ist die Differenz der arithmetischen Mittel

w+v v+ u

2 2

gleich dem arithmetischen Mittel der Differenzen

@ = v) + @)
— .

Unter Anwendung dieser Schreibweise nehmen die Interpolationsfor-
meln (I) und (II) der § 35 und 36 die Formen an:

y=0,0+(0.1)u+(0,2) 57 +(03)M
PO (et
an {y=%’0+(é”)”+(%'2)”25%+(%’3)ﬂ"23?—’“~+...
v=u—3).

Aus der Formel (I) ergibt sich durch Integration iiber das Intervall
X, — —;1 bis x, + 2

(1)

N

Bty +1 +1 +
2
(1*[ fydx—/ydu-—oo-}—(oz)/zldu+(04/u gy
%—E -3 -1
367

=00+2 <O 2)— 5760 0.4 + 55630 967680

(O: 6) -
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Analog ergibt sich aus der Formel (II) durch Integration iiber das
Intervall x, bis x,

z +i
@) 5 fyae=[yav=(50) =53 2) +755(34) - i 3:6)+-
Z -

.G h . h o . . .
Um iber die Strecke x, — = bis x, + = zu integrieren, teilt man sie
0 2 n 2 gl’l

in # + 1 Teile von der GroBe % und wendet die Formel (1*) auf jeden
Teil an. Damit ergibt sich

h
xS0 o= oot
v=0 v=0 »=0

Tnt o
Aus dem Differenzenschema folgt aber

2
Swal)=(n+3,20—1)— (= §,20—1).
»=0

1
‘;fy
]

T3

n
Auch die erste Summe >’ (», 0) wollen wir zusammenfassen, indem wir
»=0

das Differenzenschema nach links hin vervollstindigen. Links von der
Kolonne mit dem Index 0 berechnen wir also eine weitere Kolonne mit
Gliedern, deren Differenzen die Kolonne mit dem Index 0 liefern. Wir
bezeichnen diese Glieder mit — 3%, —1; +3, —1; %, —1;
...n+3%,—1. Das Glied — }, —1 mag dabei vorliufig noch
ganz willkiirlich bleiben. Dann ist

é(v,0)=(n+%,—1)—(—%,—1)

und somit
;ffdx=(1t+%,—1>+%(n+%,1) _%("*'15’3) ..
_k :
T —a ) -nl ) asl-e-

Uber den willkiirlichen Wert — }, — 1 verfiigen wir nun in der Weise,
daB sich die Summe der Glieder in der zweiten Reihe weghebt

1 1 17 1
—E’—1:“21—4(—”2_’1)-{_56‘0‘5’3)—
und erhalten

zn+% , }

1 1 1 17 1 .
-I ydx='n+5,——1+§(7t+3,1)-—--5—7%(n+5,3)-,— « ..
Z-g

Das Intervall # wird in der Regel so klein gewihlt, daB schon das zweite
Glied der rechten Seite nur als kleine Korrektur zu betrachten ist und
die weiteren Glieder vernachlissigt werden kénnen. Man kann dann
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sagen, daB die Integration dadurch ausgefiihrt wird, daB man das
Differenzenschema um die Kolonne mit dem Index — 1 vervollstin-
digt. Werden dann noch an den Gliedern dieser Kolonne die pas:cnden

Korrekturen angebracht, so hat man damit die Tabelle fiir das mit —+

h
multiplizierte Integral von dem Anfangspunkt x, — —- zu den Werten

h h h . .
KBttt ottt Wenn wir die untere Grenze des

Integrals unbestimmt lassen und ebenso den Wert — 4, — 1 beliebig
lassen, so kénnen wir schreiben:

h
Znt
1) frix=(nt g )5l 5 ) gl ds) 4o

Beide Seiten sind dann nur bis auf eine willkiirliche Konstante bestimmt.
Wird die linke Seite fiir irgendeinen Wert von # bestimmt, z. B. fiir
n = 0 gleich C gesetzt, so muB die willkiirliche Konstante der rechten
Seite so bestimmt werden, daf3

1 1 (1 17 (1
C=(5 1)+ 551 —5w(53)+ -
Aus dieser Gleichung kann 3§, — 1 und damit die ganze Kolonne des

Index — 1 berechnet werden.
~Ganz ghnlich kann die Formel (2*) benutzt werden, um das Integrai

' Zn
% f ydx
z,
auszurechnen. Die Strecke x, bis x, wird in # Intervalle von der GroBe A
geteilt und das Integral in eine Summe von 7 Integralen zerlegt, von
denen jedes nach der Formel (2*) dargestellt werden kann. Damit er-
gibt sich
1 & 1 1 &
z/ydx=%(”—5’°)—22 (r—52)+.

Zy
Hier stehen auf der rechten Seite die Summen der Mittelwerte des
Differenzenschemas. Da diese aber auch ein Differenzenschema bilden,
so erhalten wir

1 : 1 11
Fydr=—0— 5o 0+ 5 m) -
Zo

— O, =D +50,0— 0.3+ ..,

wo unter #, — 4 wieder die Glieder des nach links erweiterten Differenzen-
schemas der Mittelwerte sind. Lassen wir wieder die willkiirliche Kon-
stante unbestimmt, so kénnen wir schreiben

Zn

(2*%) /ydx—(n -1)— (n 1) + %(7;,3)—
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Soll nun die linke Seite fiir irgendeinen speziellen Wert von #, z. B.
‘n = 0, einen vorgeschriebenen Wert C haben, so ist die willkiirliche
Konstante der Kolonne », — 1 so zu bestimmen, da8

1 11 ’
oder, indem wir von der Relation

01_1=(-%:'_1)+é(0)0)

Gebrauch machen:
1 1 1 11
C=(~5—1)+50,0- 5O +50)— ..,

wodurch dann mit — %, — 1 die Kolonne » + %, — 1 des urspriing-

lichen Differenzenschemas bestimmt ist.
z

Beispiel: [Ldx. Es werden fir x =038, 09, 1, 11, ... 21 die
1
Werte von % auf vier Dezimalen ausgerechnet und die Mittelwerte

je zweler aufeinander folgender ausgerechnet. Das liefert n — §, 0
fir #=—1,0,1,...11. Damit wird das Differenzenschema der
Mittelwerte bis zur Kolonne mit dem Index 3 gebildet. Die weiteren
Kolonnen sind zu vernachlidssigen. Fiir #» = 0 soll das Integral Null

sein. Also ist "

1
0=0,—1)—50,1)+:50.3).
Daraus wird 0, — 1 ermittelt und die Kolonne — 1 des Differenzen-
schemas berechnet. In Einheiten der vierten Stelle geschrieben er-
halten wir damit das Differenzenschema

11806
— 1250

10556 239

—83 — 1011 — 61
9545 178

9462 — 833 — 44
8712 134

18174 — 699 —30
8013 104

26187 — 595 —22
7418 82

33603 — 513 — 16
6905 66

40510 — 447 — 11
6458 55

46968 — 392 - 10
6066 45

53034 — 347 —~ 8
5719 37

58753 — 310 — 4
5409 33

64 162 — 2717 -7
5132 26

69294 — 251

4881
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Im wesentlichen kommen fiir die Korrekturen nur die Werte
—-1%(7, 1) in Betracht, da ;516'(1', 3) auBer fiir » =0 und 1 vernach-

lissigt werden kann.

Die Korrekturen werden -am besten gleich unter die Zahlen der
Kolonne — 4 geschrieben, wonach sich dann durch Multiplikation mit
01 die Tabelle fiir log x ergibt.

x ‘ log
1° — 83 Q
+ 83
11 9462 009531
' + 69
12 18174 018232
+ 58
13 26187 026236
+ 49
14 33605 033643
+43
15 40510 040547
| + 37
16 | 46968 047001
b +33
17 53034 053063
+ 29
18 58753 0-58779
+ 26
19 64162 064185
+ 23
20 69294 069315
+21

Die beiden Integralformeln (1**) und (2**) erlauben auch fiir die
Integrale alle Glieder ihres Differenzenschemas auszudriicken. Schreiben
A

Taty

wir fiir das Integral %fy dx das Symbol n+4 3, —1, so ist nach
Formel (1**)
17

n+§,——7=n+%,—~1+2i4(n+%,1)—§7—66(n+—;—,3)+...

Jedes Glied des Differenzenschemas fiir n+ %, — 1 setzt sich dann
genau in derselben Weise wie dieses aus den entsprechenden Gliedern
des Differenzenschemas von # < 4, —1 zusammen. Wir erhalten

somit fiir die Glieder n, 22 und n -+ 4,244+ 1 des Differenzensche-
mas fiir #» 4+ 4, — 1 die Formeln

m 2h=mn, 2045 (n,24+2) —

17
a2l 4+ ...,

h+1},21:?=n+%,21—1+%(n+-;—,2l+1)

L (nt 520 +3) +
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Auch die Mittelwerte je zweier aufeinanderfolgender Werte derselben
Kolonne driicken sich in eben derselben Weise durch die Mittelwerte
des urspriinglichen Differenzenschemas aus, so daB die beiden Formeln
auch noch richtig bleiben, wenn man auf beiden Seiten fiir n = + }
einsetzt.

Von der Formel (2**) gilt nicht ganz dasselbe. Zwar die Glieder

des Differenzenschemas fiir die Integralwerte —;; f ydx, die wir mit

n, — 1 bezeichnen wollen, driicken sich in der analogen Weise aus, so
daB wir erhalten

n,zl———f=n,21—1——(n 204 1) 4+ o (n, 24+ 3) —

720 (

m=n+%,21 (n+—21+2)+ (n+—u+4)

720

Aber auf der rechten Seite stehen jetzt Mittelwerte. Wenn wir also auf
der linken Seite fiir zwei aufeinanderfolgende Werte von » Mittelwerte
bilden, z.B. 3 (#,24 —1+n+ 1,24 —1), so haben wir es auf der
rechten Seite mit Mittelwerten von Mittelwerten zu tun. Es ist aber

1 (u+v v+ w (w—v)— (v —u
L e

Mithin ist z.B. 3 (n + 1,24 —1) 4+ n,24 — 1) nicht gleich
n+324—1 »
n+3,20—14+3+(n+4,24+1)

sondern gleich
und ebenso

Yn+32i4+n—420)=n24+ }(n,21+2).

In
Will man also von dem Differenzenschema fiir -:‘— jydx =n,—1 zu
dem Differenzenschema der Mittelwerte ibergehen, so hat man zu
schreiben

—;T(n+1,21—1+n,21—1)=[1;—}—%,21——1—{—%(7;—}——;—,22-&—1)]

I E

und ]
%(n+§,é'1+n—;fﬁ)={n 20+ (n, 21+2)]
w2t b tm2ira)+

Mit Hilfe des Differenzenschemas fiir die Integrale kénnen wir nun
wieder die Interpolationsformeln und Integrationsformeln auf die
Integrale anwenden und damit die gesuchten Werte durch die
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Glieder des urspriinglichen Differenzenschemas und ihrer Mittelwerte
ausdriicken.

Man kann die Integrationsformeln an der Funktion y = ¢* kon-
trollieren, weil man fiir diese Funktion das Integral ebenso leicht hin-
schreiben kann wie das Differenzenschema. Wird nimlich & =m,
%y =0 gesetzt, so wird 7,0 = m" und, wie man unmittelbar sieht,

n, 24 =mr~*(m — 1)24,
n4 3,24 — 1 =mr-4+1 (m — 1)24-1,
Formeln, die auch fiir negative Werte von 4 richtig bleiben, wenn man
fir das nach links erweiterte Differenzenschema die fiir jede weitere

Kolonne auftretende willkiirliche Konstante entsprechend bestimmt.
Die Formel (1**) ergibt somit:

k
nh+ 3

Ffeax=mton— 1)t Lo n—ap — 22

Feo ™" m— 1P+

Rechts haben wir iiber die willkiirliche Konstante schon verfiigt,
links muB sie also dementsprechend bestimmt werden. Wir erhalten
nach Ausfiihrung der Integration

1 _ omntl 1 (m—1)\2 17 [(m—1\4
e I S A

n-1

oder nach Multiplikation mit (m — 1) m~

m—1 2“ 17 (m—1 4 +
TR e ()
Fiir groBe Werte von # wird das Glied mit der Konstanten beliebig
klein, daher ist .

im—i_ —1‘ m—1 2__i m—1\4
P () e ()

Cim—1)m-n- 1+

Ak
- ., 1 m—1 e, 2 . h . m—1
Nun ist ~—— =——5—=208in;. Setzen wir also =2u,
}m 2 ‘'m
1 1 -3 1
so 1st—-—QIt nu=1u—=--ud —ub—
&i 3 3%t 5

Folglich haben wir fiir beliebige Werte von % die Gleichung

“ 7

1
—1+ u2—3—m-u4+

sy 355
u i +4Oz¢5 “2u7+ ..
Auf der linken Seite sind alle Koeffizienten bekannt. Man hat also
nur die Division durchzufiihren, um die Werte der Koeffizienten auf
der rechten Seite zu erhalten. Die Division ergibt
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1 17 367
! Yt T T
1 3 5
'8 T Tt
1 3 5
t "0 T
1 1 1
6 EE
17 9
“3% T 20
17 17
“360 2160
367
15120
Analog finden wir fiir die Integrationsformel (2**)
1 _mtt L 1t mA
hfe’dx— 2 m"(m — 1) 2™ (m—1)
Mmoo, a3
7202 ™ (m—1p3—...

und, nachdem die Konstante der linken Seite analog wie oben be-

seitigt ist: 5 ,, _ 4 1 /m—1\2 11 [m—1\¢
R

m 41 2\ vm m
oder, da / Vo
M——m_i—@inﬁ m— 1 _i: u
2Vm 2’ m 4+ 1 g2 V1+u2
u
V1 2 1 11
3 +¥ S =1———3-u”+—5u4—
_ 3 adpy By |
" 6“+40“ 112“+
oder
1 13 1:3'5
— 2 Tyl 2226
u 2“+2-4" 2~4-6“+"

1 3 5
— 3 s — 7
u 5'u+ u " w4 ...

Die Division ergibt

1 3 5 f 1 11 191
1—5§f+ AR B - T
1
' 7% e Tie Tt
1 3 15
3 10 56
1 1 1
3 T ~o
11 17
45 T 70
11 11
45 270
191
Toas

Runge-Kd&nig, Vorlesungen. 17
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Soll eine Funktion zweimal integriert werden, so hat man die
Integrationsformeln (1**) oder (2**) auf das Differenzenschema der
Integrale anzuwenden.

Schreiben wir

fydx-—:F(x), so ist %F(x,,~-z—)=n':%, —1.

Auf das Differenzenschema dieser Werte werde die Formel (1**) ange-
wendet. Dann ergibt sich
Zn
1 s 1= 1] —
F‘/-F(x)dx—n,—Z-{—ﬂn,O—%n 2+

Nun driicken wir die Glieder der rechten Seite durch die Glieder
des urspriinglichen Differenzenschemas aus und erhalten se:

n,—2=mn —2+ S (n,0) — 5760(n 2) +

L%0= L (n,0)+ 2)+

3 m0= 2050 + 55 2+

17 75 = 17 o
~ 5760 n,2 = 5760(n 2)+ ...

6 [F@dr=m—24 500 - 55 2+

Wird auf das Differenzenschema der Werte ; F (x — 5) die Formel (2**)
angewendet, so erhalten wir:

A
Int 5
w=[F@dz=nti,—2—Sntd,0+snt,2—. ..
und daher
n+%,—§=n+%,—2+;—4r(n+%,0)—5—;6—5(71—1—%,2)+..
—pnth 0= — Lt t0) - p(ntlo)e
i Aertd)-
Znt o
O) mfF@ dx=ntt,—2 L (nt 1, 0) 430 (nr L, 2) -

Die Gleichungen (5) und (6) haben in dieser allgemeinen Form
geschrieben auf beiden Seiten zwei willkiirliche Konstanten. Auf der
linken Seite sind es die beiden Integrationskonstanten. Auf der rechten
Seite sind es die beiden willkiirlichen Konstanten, die bei der Berech-
nung der Kolonnen mit den Indizes — 1 und — 2 in Frage kommen.
Werden die Konstanten der einen Seite gegeben, so sind natiirlich
dadurch auch die der anderen Seite bestimmt.
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Um die allgemeine Formel fiir das 4-fache Integral zu entwickeln,
kann man folgendermaBen verfahren:

Durch wiederholte Anwendungen der Formeln (1**) und (2**) er-
gibt sich, daB sich das J-fache Integral, wenn es noch durch A* dividiert
wird, in der Form

n,—Ad+oa,(n,—A+2)+a,(n,—244)+
ausdriicken 1aB8t, wo «,, &,, ... gewisse rationale Zahlen sind. Um
diese rationalen Zahlen zu bestimmen, setzen wir die zu integrierende
Funktion gleich ¢ und #, =nk, ¢® =m. Das A-fache Integral durch
K* dividiert, wird dann bis auf die mit Konstanten behafteten Glieder

die analog wie oben verschwinden, gleich —m und wir erhalten:
fir gerade Werte 1=2u

h—;”—m"——m"ﬂ‘ (m—1)"2¢+a,mt(m—1)*2 4 a,m=2(m—1)t4...]
und fiir ungerade Werte A=2u +1
- ung u

1
p2u+l

=rr! :_1 mrte(m—1) "2+ Bym -t (m—1)2 4 Bym 2 (m— 1)+ .. ]

oder anders geschneben

-t ;rmm’w

und 2 m—1/m—1 A__ m — m — 1\4
p2utl m+1( Vm - +ﬂ2( Ym ) + -
Wieder wie oben setzen wir - -
- h 1 h
m_1—2u-2@5m— il IS S ¥
¥ym 2" m+2 Y14 ut 2
b _ gy — L 1315
> =WCinu=mu T —i—2_4 S U

und erhalten somit zur Bestimmung der Konstanten & und g die beiden
Gleichungen

20
) . =1+ 41600t 4. ..
( 1 1 . 1-3 1 )
®——— — e —us —
d ’ 2 ’
un
aret(io Lo b3 )
®) 1 1 1-3 1 51 = 1 T 45w+ 165, ut
(u——-—w"+——~——u‘—...)
2 3 2.4
Die Division liefert
oy =2, 16a,=t1BES1D,
_n—t (v —2) (S5u—11)
46,= 3 168, = e -

17*
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§ 75. Die Genauigkeit der Integrationsformeln.

Der praktische Rechner wird sich in vielen Fillen damit begniigen,
die Genauigkeit seiner Formeln nur der GroBenordnung nach abzuschit-
zen und sich nicht die Mithe geben, genauere Grenzen zu berechnen,
zwischen denen sein Fehler liegt. Um sich auf irgendeine Dezimalstelle
seiner Rechnung noch verlassen zu kénnen, wird er dann mit einigen
Stellen mehr rechnen als er nétig hitte. Um bei den Integrationsformeln
die Genauigkeit der GroBenordnung nach zu tberschlagen, wird man
in der Regel das Differenzenschema selbst benutzen und sich iiberzeugen,
welchen Unterschied es gemacht haben wiirde, wenn man noch eine
Kolonne mehr hinzugezogen hitte. Wenn man in den Kolonnen so weit
geht, als die letzte Dezimale, die man mitfiihrt, noch um etwa eine Einheit
beeinfluBt wird, so wird ein Fehler unter normalen Verhiltnissen von der
Ordnung einer Einheit der letzten Stelle sein. Die Fehler, die durch die
Abkiirzung auf diese Stelle hinzutreten, sind von derselben Ordnung.

Es kann sich indessen unter Umstinden lohnen, eine genauere
Untersuchung iiber den Fehler zu machen und genauere Grenzen zu
ermitteln, zwischen denen er liegen muBl. Zu dem Ende sind in § 37
Formeln entwickelt worden.

Wir fanden dort, daB wenn eine ganze rationale Funktion g (#)
vom 27ten Grade an 27 +1 Stellen 0, +1,4+2,... 47 mit der
Funktion ¢ (#) iibereinstimmt, deren 27 4 1 ter Differentialquotient in
dem Intervall —7 bis + 7 stetig ist, so ist die Differenz ¢ (u) — g (u)
fiir Werte von #, die in demselben Intervall liegen, gleich

¢er (o)

@+t
wo o einen Wert bedeutet, der ebenfalls in demselben Intervall liegt.
Kann also diese 27 + 1te Ableitung in Grenzen eingeschlossen wer-
den, so gilt dasselbe von dem Fehler, den man begeht, wenn ¢ (#) durch
g (u) ersetzt wird.

Nun beruhen die Integrationsformeln doch darauf, daB die zu
integrierende Funktion f (x) durch eine ganze rationale Funktion g (1)
ersetzt wird.” Soll z. B.

h
z,+5

f{(x)dx:h:/lj;(x)du (x—hxyzu)

T-3

berechnet werden und wird f(x) durch die ganze rationale Funktion
g (u) von 27tem Grade ersetzt, die mit f(x) an den Stellen % =0, +1,
... 7 iibereinstimmt, so ist die Korrektur, die an

+1
hfg(u)du

w(u—1) ... u2—1r%,
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<

angebracht werden muﬁ, um das gesuchte Integral zu geben, gleich

2r+1)
h2’+2ff2'+(f)), (2 —1)...(u2—r¥)du,
wo §=1x, 4+ how zwischen x,—-7h und x,+ 7% liegt und von u
abhingt. Das Produkt u (u® —1)... (2 —7% hat fir u= —1}
bis + 3 das Vorzeichen von (— 1)7%, hat also in dem Intervall — }
bis 0 wie in dem Intervall 0 bis § nur Werte eines Vorzeichens. Mit-
hin kann das Integral in zwei Teile zerlegt werden

h2r+7/( 4—)(15;2]“(“2_1 ( _,2)du

s fz,l‘fftjw-n = A,

Die beiden Integrale in diesem Ausdruck sind einander entgegengesetzt.
Bezeichnen wir das zweite Integral mit U, so kénnen wir die Korrek-
tur in der Form schreiben:

e &)U

Dabei liegt &, zwischen x, und x, + 7 %, &, zwischen x, und x, — 7 h.
Wenn auch die 27 4 2te Ableltung stetig ist, so konnen wir hierfir

schreiben : .

(2r

i (2r+l)(5)(5 — )

& liegt dabei auch zwischen x, —7% und x, 4+ rh, und &, — &
zwischen 0 und 27 A.

Bei der Anwendung der Formel (1**) zur Berechnung von

h
Tt
[ydx

h
ot

denken wir uns die Strecke xu—i—% bis x,,+§ in n gleiche Teile

geteilt und schitzen fiir jeden dieser Teile den Fehler ab. Wenn wir
in der Formel (1**) » 4 1 Glieder beibehalten haben, also bis zur Ko-
lonne mit dem Index 27 — 1 einschlieBlich gegangen sind, so haben
wir die Funktion unter dem Integralzeichen in jedem Teilintervall
durch eine ganze Funktion 2 7 ten Grades ersetzt. Ist die 27 4 2te Ab-
leitung absolut genommen, nicht groBer als M/ in dem ganzen Bereich
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der Werte von %, — (r — 1) & bis x, + r h, so ist der Gesamtfehler
absolut genommen nicht gréBer als

1
s
2nrh21+3 (U= [u(@®—1)...(u*— ) du]
0

M
@r+1)! |U|
oder, wenn wir # kb = x, — %, beachten:

9 (% — %) 27 P72 e | U

Gr+nt + 1!
Normalerweise wird man %2"*2M durch den groBten Wert abschit-
zen koénnen, der in der Kolonne mit dem Index 27 + 2 vorkommt.
Denn der 27 + 2te Differentialquotient ist der Grenzwert, dem sich
die 27 4 2te Differenz dividiert durch A27*2 fiir verschwindendes 4
nihert.

Nach der Formel (2**) ersetzen wir f (x) durch eine ganze rationale

Funktion g (v) vom 27+ 1ten Grade [hv=1x— }(x,-1 + x,)], die
mit f(r) an den 2742 Stellen v==}. £§,... 2" iiber-

einstimmt. In dem Intervall x,_; bis %, (v = — § bis + }) wird die
Differenz f(x) — g (v) gleich

s L () (0-3). o= oy

wo & zwischen x,_,,, und x,,, liegt.
Der Fehler des Integrals

z, 4
fydx———hfydv
Zy-1 -3

wird, wenn y durch g (v) ersetzt wird, somit gleich
l
fertag 1 1
K LT N ——
here (27 +2)! (v 4)"'[”2 4(2"_’_1)2 dv,
?

wo & nicht derselbe Wert zu sein braucht, aber in demselben Intervall
liegt. Bezeichnen wir das Integral mit ¥ und den gréSten absoluten
Betrag von {22 (x) in dem Intervall %y — (r — 1)k bis x, + 7k
mit M, so ist der absolute Betrag des Gesamtfehlers nicht gréBer als

”h"r+3(2_+_2_ | V‘
oder
(10) (¥n — o) hz’*”zz,—_i_;—,l V.



§ 76. Differentiation durch Interpolation. 263

§ 76. Differentiation durch Interpolation.

Ebenso wie zur Integration kann man das Differenzenschema auch
zur numerischen Berechnung des Differentialquotienten einer Funk-
tion benutzen,

Gehen wir von der Interpolationsformel (I) aus, mit der in § 74
eingefiihrten Bezeichnung, und differenzieren die rechte Seite nach u,
so wird

Y= =5 =5[0.0+0.25 5+ 0.9 5"

(u? ——-1)

o]

Den Wert des Differentialquotienten an der Stelle x =x, er-.
halten wir, wenn wir nach Ausfihrung der Differentiation # =0
setzen:

1) Yea=t [0, 0103+ 50,5 .|

Entsprechend konnen wir, von der Interpolationsformel (II) aus-
gehend, eine bequeme Formel zur Berechnung des Differentialquotien-
ten in der Mitte zwischen zwei gegebenen Ordinaten aufstellen. Es ist

ay 1dy
L
Ll o

=%[(é_’1)+(i 2):::”2_!}_{_(2'3) = K(L}';*‘ < }

und nach Ausfiihrung der Differentiation fir v =0

oA AL ) Ay L3 ()
(12) y":"*E—h[(z’i) 24(2’3>+640(2'5) J
Bei der Differentiation darf man wegen des Faktors % die Teil-

intervalle nicht zu klein wihlen, da sonst die Funktionswerte zu viel
Stellen haben miiten, um die Ableitung genau genug zu liefern. An-
dererseits darf % auch nicht zu gro genommen werden, da sonst die
hoheren Differenzen nicht schnell genug abnehmen. In jedem Falle
wird es einen gewissen giinstigsten Wert von % geben, iiber den man
jedoch keine allgemeinen Aussagen machen kann.
Beispiel: Die Funktion
y =sinx

ist fiir die dquidistanten Werte x =0°5°10° ...,45° gegeben.
Durch Differentiation sind daraus die Werte von cosx an den Stellen
0°,5°10° ..., 45° zu berechnen.

Die Rechnung geht aus der folgenden Tabelle hervor. Die Werte
von ¥’ =cosx werden aus der vorhergehenden Spalte durch Multi-
plikation mit —;‘— gewonnen. Da h =§° =%

1
= ; = 1145916.

ist, so wird
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Differenzen 1 1 Die Tafel
x sin (0,1)-=(0,3) [(0,1)-=(0,3) || cosx gibt als
; 6 6 letzte Ziffern
.| 2. ] 3
0° | 0°00000 0 8716 87272 100006 00
8716 — 67 112
5° || 008716 — 67 86825 8693 5 099620 19
8649 — 65 110
10° || 0117365 —132 8583 85938 098478 81
8517 — 65 108
15° || 025882 —197 84185 84292 096692 93
8320 — 63 107
20° || 034202 — 260 8190 82004 093970 69
8060 — 62 104
25° || 042262 —322 7899 790990 0°90630 31
7738 — 58 100
30° || 0°50000 — 380 7548 75576 086604 03
7358 — 57 96
35° | 057358 — 437 71395 71486 081917 15
6921 —52 91
40° | 0°64279 — 489 6676 5 66849 076603 04
6432 (— 49) 84
45° il 0-70711 ;

Aus der Symmetrieeigenschaft von sin x 148t sich das Differenzen-

schema nach oben leicht vervollstindigen. Nach unten hin muf die
letzte der dritten Differenzen extrapoliert werden.

Ahnliche Formeln lassen sich auch fiir die zweiten und hoheren
Ableitungen aufstellen. Differenziert man die Interpolationsformel (I)
zweimal und setzt dann # =0, so wird

(13) Yoz, =15[(0,2) = 15 (0, )+ 5 (06) =] .

Entsprechend ergibt die Interpolationsformel (II) zweimal diffe-
renziert fir v =0 -
” ot 1 5 (1 259 (1 1
09 eearn = |(32) 5 (5 4) + 5 (5 6) |-
Uber die geeignete Wahl der Intervallbreite gilt dieselbe Bemer-
kung wie bei den Formeln fiir die erste Ableitung.
Beispiel:  Unter Benutzung des oben aufgestellten Differenzen-
schemas ist die zweite Ableitung der Funktion
: 1
y: 1+4’2
an der Stelle x =05 zu berechnen. (S. 240.)
Die in Betracht kommenden geraden Differenzen sind in E inheiten
der siebenten Dezimale, wenn man noch die achte Differenz hinzunimmt:

0,2=—26369, | 0,6=+3085,
0,4=— 8803, | 0,8=— 864.
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Erginzt man die Formel (13) noch durch das weitere Glied
1 0, 8), so wird

T 560
” 1
Y= o (26369 + 7336 +343 +15),
y’ = —025600.
Andererseits findet man durch direkte Differentiation
y__ 2 (322—1)
d fi 05 7= e+
und fir x = Y= —0256.

§ 77. Differentiation durch Approximation.

Die Aufstellung des Differenzenschemas wird haufig zwecklos wer-
den, wenn die Ordinaten der zu behandelnden Funktion nicht genau
genug gegeben sind. Man erkennt an dem immer unregelmiBigeren
Verlauf der hoheren Differenzen, daB die Ordinatenfehler in steigendem
MaBe die wahren Werte der Differenzen verdecken.

In solchen Fillen, die bei empirischen Funktionen die Regel bilden,
ist die Benutzung des Differenzenschemas zur Berechnung der Ablei-
tungen unzulissig. Man muB dann auf die Methoden des 8. Kapitels
zuriickgreifen. Die empirische Funktion wird durch eine Ndherungs-
funktion ersetzt, die nicht fiir dquidistante Werte der unabhingigen
Veranderlichen mit ihr iibereinzustimmen braucht, und man ersetzt die
gesuchte Ableitung durch die entsprechende Ableitung der Néherungs-
funktion.

Am einfachsten geschieht die Annéherung durch eine ganze rationale

Funktion ag+ ayx + a2t 4. ..+ agxt.
In der Mitte des Intervalls, also an der Stelle x =0, ist
y=a, y'=2a,.
Im Falle #n =2, also bei der Anniherung durch eine gewdhnliche
Parabel, ist , 15
R . y=3J ¥ ='2_(3]2’]o)~
Fir n =13 ist
, 15 ” 15 .
y=506L—7]), Y'=50J:—J). (Vel.S. 194)

MuB8 die Anniherung von héherem Grade sein, so wendet man
bequemer Kugelfunktionen an. Die empirische Funktion f(x) wird
dann durch die Funktion

px)=ayPy+a, Py +a,Py+...+a, P,
angenihert, deren Koeffizienten aus der Beziehung

+1
a. = 21+"/Plf(x)d.\:
-1

i 2
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berechnet werden konnen. Die Integrale werden am einfachsten unter
Benutzung einer Tabelle der Kugelfunktionen nach der Simpsonschen
Regel ermittelt.

Ordnet man ¢ (¥) nach Potenzen von x, so wird

1:3-5
P(x)=ay— “2+ “4 A g%t
3 3-5 3-5-
+x(a1—5a3—|—2—_—a 2-4. 6‘17+ )
2(3 3 5, 3-5-7 )
+x(2 2%t g3
5 7 5:7:9
+x3(5 -—-———-2 4 +2 . 63[17'?....)
+...

Fir die Ableitungen an der Stelle x =0 erhalten wir
, 3 3.5 -5'7
Y=t bt s et

s, sy s
2V =% T g 2%t 3%

Beispiel: Zu den aquidistanten Abszissen 0,1, 2,... 10 sind die
elf Funktionswerte

0, 18, 28, 37, 44, 52, 58, 65, 75 89, 109

gemessen worden. Der Differentialquotient dieser empirischen Funk-
tion ist an der Stelle x =5 zu berechnen.

Um die gegebene Funktion durch eine ganze rationale Funktion
anzundhern, setzen wir ¥ =5 4+ 5%, und berechnen die Integrale

o
Ja= %/x“ydx.
-1

Die Rechnung geschieht nach der Simpsonschen Regel in folgender Form

x| z y | vz | y %2 y 7 y?

0 -1 0 0 0 0 0
1t | —o08 18 — 144 11-52 — 9216 324
2 —-086 28 — 168 10-08 — 67048 784
3 —04 37 — 14:8 592 —2'368 1369
4 —-02 44 — 88 1:76 — 0352 1936
5 0 52 0 0 0 2704
6 02 58 116 2:32 0464 3366
7 04 65 260 10°40 4160 4225
8 0'6 75 450 2700 16-200 5625
9 0-8 89 71°2 5696 45-568 7921

10 +1 109 | 109 109 109 11881

J 5211 | 1477 17684 | 94035 33825
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Um die Anniherung priifen zu koénnen, ist in der letzten Spalte

+1

das Integral % fyZ dx berechnet worden. Als Ma8 fiir die Giite der
-1

Niherung haben wir dann

+1
m2=§fy2dx—(a0]0+aljl+,..a,,],,).
-1

Fir n =2 ergibt sich

a, = 5091,

a, = 4430, m? =128.

a; = 357.

Fir n =13 erhalten wir

ay = 5091,
a, = 3003,
4= 357, P=—01.
a; = 2378,

Der negative Wert von m? ist auf den Fehler der Simpsonschen
Regel zuriickzufithren. Wir erhalten als Anniherung so genau, wie es
die Berechnung der Koeffizienten nach der Simpsonschen Regel gestattet,
eine ganze rationale Funktion dritten Grades. An der Stelle x =0
ist die Ableitung a

Z-a-n,

daher ist die gesuchte Ableitung an der Stelle x =0

dy _1dy
Etwas bequemer gestaltet sich die Berechnung bei Benutzung
einer Tabelle der Kugelfunktionen:

) n | R | Py | Py
1l re0 | =100 | o | o
—08 ! 046 - — 008 828 | — 144
- 06 ‘i 004 036 112 1008
—04 | —o026 0-44 - 962 1628
—02 | —o04t | 028 — 1936 12:32

0 ! — 050 ‘ 0-00 — 2600 0

02 —044 | —028 — 2552 — 1624

04 l — 026 |- 044 ~ 1690 | - 28'60

06 | 004 | —036 300 | — 2700

08 ; 046 | 008 4094 712
+1 i} 100 | 100 “ 109 109

+1 |
y[Poyaz| o6 1359
-1 11




268 Numerische Integration und Differentiation.

Da Py=1, P, = ist, so ergeben sich unter Benutzung der
beiden oben berechneten Integrale J, und J, fiir die Entwicklung nach
Kugelfunktionen die Koeffizienten

m2
@y = 5210 6681
a, = 44°30 139
ay = 238 128
4y = 951 —01.

Als MaB fiir die Giite der Naherung ist der Wert des Ausdrucks

+1 \
1 — au
2 __ 2 —_ —_—
m= 2[3' dx 2 2a +1
-1 «
berechnet worden.

Fir die Ableitung an der Stelle x = 0 ergibt sich

!

Z=a—2e,=443 - 143 =300

in Ubereinstimmung mit dem frijheren Werte.

§ 78. Mittelwertmethoden. Formeln von Newton-Cotes
und Mac Laurin.

Die Aufgabe, den numerischen Wert des bestimmten Integrals
b
f ydx
a

zu berechnen, 1aBt sich noch von anderer Seite her angreifen. Wir
nehmen wieder an, daB durch Einfiihrung einer passenden Verinder-
lichen die Integration auf die Grenzen — 1 bis 4 1 zuriickgefiihrt wor-
den ist. Das Integral

+1
J=1[ydx
1
soll nun unter Benutzung einer bestimmten Anzahl von Ordinaten
Y1, ¥2, - -+, ¥a, die in dem Integrationsintervall liegen, moglichst genau
durch einen Ausdruck von der Form
(15) A=R1y1+R2y2+---+Rnyn

dargestellt werden.

Das Integral soll hier als Mittelwert aus den mit bestimmten Ge-
wichten Ry, R,, ..., R, genommenen Funktionswerten gebildet werden.
Man bezeichnet die folgenden Verfahren daher auch als Mittelwert-
methoden.
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Wir nehmen an, daB die zu integrierende Funktion

y = f(x)

in dem Intervall —1 bis 41 in eine gut konvergierende Taylorsche
Reihe entwickelbar ist:

y=a,+ax+ axt 4 azx® + ...

'(0)
=0
Setzen wir die Entwicklung in das Integral ein und integrieren glied-
weise, so wird

Dabei ist

— b2 4 %
]—-ao+3+5+...

Bezeichnen wir die zu den Ordinaten y,,y,, ..., ¥» gehorenden
Abszissen mit x,, %5, ..., ¥s, so ist allgemein

Vo= g+ @y %0 + @355+ @355+ - . -,
und es wird daher

A=ay > Ry+ a; > %Ry + a, > %3 Ry + a3 2 %3 R
+...(x=1,2,n).

Da die Formeln fiir beliebige Funktionen gelten sollen, so miissen
die Koeffizienten a,, a,, a,, ... der Taylorentwicklung unbestimmt
bleiben; man kann nur annehmen, daB die Koeffizienten allmihlich
kleiner werden. Bei empirischen Funktionen braucht das durchaus
nicht immer der Fall zu sein, es ist dann sehr wohl mdglich, daB in spe-
ziellen Fallen eine an sich ungenauere Formel den Wert des Integrals
besser liefert als eine viel genauere Formel.

Um die Ausdriicke J und A moglichst weit zur Ubereinstimmung
zu bringen, vergleichen wir die Faktoren von ag, a,, @, ... Es er-

ibt sich
& Zsz =1,
3
DaxRy =0,
in « "'—“%‘y
3
N3 R =0
X 3 >
(16) Zm
28 1
SER -yt
SR, =0
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Sind die p ersten Gleichungen erfiillt, so enthalt die erste nicht
mehr erfiillte Gleichung die Potenzen x%. Wir setzen dann

1

ZxZRa={P+1

— Q, wenn p gerade ist

— £, wenn p ungerade ist.
Der Fehler des Ausdrucks 4 ist dann:
F=]—-4=a,2+ay,()+...

Um eine Abschitzung fiir den Fehler zu besitzen, setzen wir an-

genihert oo
F= ap Q = Q ﬂ .

Der Fehler wird durch diesen Ausdruck genau wiedergegeben, wenn
alle auf 4, folgenden Koeffizienten verschwinden, d. h. wenn y = f (x)
eine ganze rationale Funktion pten Grades ist. Die Darstellung des
Integrals durch 4 wird fehlerfrei, wenn auch a, verschwindet, wenn also
f (x) eine ganze rationale Funktion von hdchstens (p — 1)tem Grade ist.

Die Abszissen %4, %,, ..., %, und die Gewichte R, R,, ..., R,
miissen nun so bestimmt werden, daB die Gleichungen (16) erfiillt sind.
Dabei kann man einmal von bestimmten, bequem gewidhlten Abszissen
ausgehen und die zugehérigen Gewichte ausrechnen, oder man kann
auch von bequemen Werten fiir die Gewichte ausgehen und dazu die
Abszissen ermitteln. SchlieBlich kann man auch die Abszissen und die
Gewichte ganz offen lassen und nur verlangen, daB moglichst viele der
Gleichungen (16) erfiillt werden.

Im ersten Falle wahlen wir die Abszissen der Elnfachhelt halber
dquidistant. Sie liegen dann symmetrisch zur Mitte x = 0. Wihlen
wir die zu-symmetrischen Abszissen gehorenden Gewichte gleich groB,

also
R,=R,,R,=R,_,,...,

so ist die 2., 4., 6., ... der Gleichungen (16) von selbst erfiillt. Ist n
gerade, so konnen daher » Gleichungen, ist # ungerade, sogar # 4 1

Gleichungen durch geeignete Wahl der Gewichte zum Verschwinden
gebracht werden. Daher ist in beiden Fillen

1
- NP
Q—#+1 axaRa,

und zwar ist
p =mn, wenn n gerade ist,
p =n + 1, wenn » ungerade ist.

Die Auflésung der in den Gewichten linearen Gleichungen (16)
ergibt fiir die einzelnen Werte von # die Formeln von Newton-Cofes:
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n=1 %n= 0 = 5
R,= % = %a,—k._.
n=2 xn=—1 %=1 =—_§—>
Ri= 5 Ry=- F=—Ta+
n=3 x=— 0o 1 Q=——12—5
6R= 1 4 1 F=—Tra+
n=4 x=—1 ———;— —;— 1 2= ;%
8R= 1 3 3 1 F= Q—%aﬁ
n=5  x=—1 —2 0 — 1 Q=——
OR= 7 3212327 F=—-a+...

Man erkennt, daB die Anniherung durch 2p — 1 Ordinaten fast ebenso
gut ist, wie durch 2p Ordinaten.

Die Formeln konnen auch auf mehrere Teilintervalle angewandt
und ihre Resultate addiert werden. Bezeichnet man den Abstand zweier
aufeinanderfolgender Ordinaten mit %, so wird das Integral iiber das
Intervall (n — 1) kb erstreckt '

-1
Al +1

fydu:”%ih ydx=n—1)h]J,
_n;lh -1

wenn %= """ 5 gesetzt wird.

Fiir # = 2 ergibt sich durch Addition der Teilintegrale die Trapez-
regel o
k
[ydx=;(yo+2yl+2yz+ st 2yme1tym) -

Zo
Fir n =13 ergibt sich die Simpsonsche Regel
Tm :
h
jydx: E} Got4n+2y+4ys+ - +2¥m-2F4Yn-1+Yn) -
Fir # =35 erhilt man die Formel

/ydx = 7yo +32y; + 12y, + 32y5 + 14y, + 32y +
+32Ym-3+12ym-2+32¥m-1+ 7}’m) ,
wobel m durch vier teilbar sein muf.
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Andere Formeln erhilt man, wenn man nach Mac Laurin nicht die
Endordinaten, sondern die Mittelordinaten der einzelnen Teilintervalle
benutzt. Teilt man das Intervall — 1 bis 41 z.B. in drei gleiche
Teile und nimmt die Mittelordinaten an den Stellen “%, 0, +%,
so ergibt sich:

2 2
x1=——3—, %=0, x3=+—3-,
1
4’

Die Genauigkeit ist etwas groBer als bei der entsprechenden Formel

von Newton-Coles.

3 3 7
Ry= 3, R= Ry= 3, F

=E§a4.

§ 79. Formeln von Tschebyscheff.

In den bisher abgeleiteten Formeln werden die Ordinaten mit ver-
schiedenen Gewichten multipliziert. Spielen jedoch die Beobachtungs-
fehler eine groBe Rolle, dann ist es vorteilhaft, alle Gewichte gleich.
groB zu wihlen. Dann wird der mittlere Fehler des Ausdrucks

A=Ryy,+ Ryys+ ...+ Ru¥a
ein Minimum, falls alle Ordinaten mit gleicher Genauigkeit gemessen sind.

Wihlt man die Gewichte gleich groB, so ergibt die erste der Glei-
chungen (16 .

gen (16) Ry=Ry=...=Ry=—.

n

Die 2., 4., 6., ... Gleichung ist wieder von selbst erfiillt, wenn man die
Abszissen symmetrisch zur Intervallmitte x =0 annimmt. Ist # un-

gerade, so gehért x =0 zu den gesuchten Abszissen, es kénnen also
n—1

nur noch weitere Gleichungen befriedigt werden.

Da in den Gleichungen (16) nur noch gerade Potenzen der Ab-
szissen auftreten, setzen wir x*> = z und erhalten

n

Zzu:Tn

x J

St

(17 I
~ 3 n

=TT

Den Fehler schiatzen wir wieder durch F = Qg, ab. Dabei ist
wie friither »

und es ist jetzt b =mn + 2, wenn n gerade,

$ =mn -+ 1, wenn » ungerade ist.
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Jetzt sind also die Formeln fiir gerade Werte von # vorteilhafter als
die fiir ungerade Werte.

Durch die Gleichungen (17) sind die Potenzsummen der Unbekann-
ten gegeben. Aus ihnen lassen sich die symmetrischen Grundfunktionen
ausrechnen, und diese sind bekanntlich die Koeffizienten einer algebrai-
schen Gleichung, deren Wurzeln die Unbekannten ergeben. Die Formeln
sind natiirlich nur brauchbar, wenn simtliche Wurzeln der Gleichung
reell sind.

Fir #n =4 z.B. ist wegen der Symmetrie

2y=2, Z=1.
Die Gleichungen (17) liefern jetzt

ntzn=73,

B4+83=%.
Quadriert man die erste Gleichung und subtrahiert davon die zweite,
so ist nach Division mit 2

1
2122::‘;.

Dabher sind z, und z, die Wurzeln der quadratischen Gleichung
2 1
22— 3% + reie 0.
Es ergibt sich

1 2 =

21='3_+'1'§V5,

1 2 =

zz=—-———}/5.

Ferner ist o
4
A=+ n)lan+nr—3an=2(F-L) =2

Daher wird \ ) , ' .
. =1 _2 1 _ 17 _ 16
9—7 4(z§+22) 7 135 945°

Fiir die verschiedenen Werte von # ergeben sich auf #hnlichem
Wege die Formeln von T'schebyscheff:

n=2 xl=—%ﬁ=—0'577350, R=—, F=f§a4+...
n=++V3=057735.

n=3% 5 =—|2=—0707107, R=%, F= & a,+...
x,= 0,
t= 5y2= 0707107.

Runge-Kdnig, Vorlesungen. 18



274 Numerische Integration und Differentiation.

n=4n=—|)3+ 15ys ~ 0794654, R=, F=70 ag+ ..
n=— 4 - 215 = —o187502,
2y = l%-—%vf = 0187502,
%= V.}:;E-ﬁ: 0794654

n=s xxz—}//,%+:—2r=—0832497, R=z, F=roagt. ..
ey = — ]g— V= — 0374541,
x3= 0,
Xy = liz 1/11* 037454,

Xy = ]12+12f_ 0832497.

Anstatt saimtliche Gewichte gleich zu wihlen, kann man auch irgend-
welche anderen Werte vorschreiben. Zu einer recht genauen Darstellung
gelangt man, wenn man z. B. bei vier Ordinaten die beiden mittleren
mit doppeltem Gewicht annimmt. Es ist dann

2 2 1
R—--g, Rzzz', R3=—6—, R4=—6—-
und wir erhalten die Gleichungen
zl + 2z2 = 1,

+ 2 )

Die Losung ergibt: %(zs + 22'2) =‘1A — Q.

v= )+ Zyo= —osess0, R=1

3 5 > 1 6’

__V___ 0=—0350021, R,=2,

2

= z“ﬁ = 0350021, Ry=g,

/1 - — . 1

n= 3+ mﬁ 0868890, Ry=r,
_ 0—28V— _

0= Pt

Beispiel: Die verschiedenen bisher aufgestellten Formeln sollen zur
Berechnung des Integrals i
=3/c f osudu =1

benutzt werden. 2



§ 80. Das Verfahren von Gau8.

9
o

. F14
Wir setzen # = 2% und erhalten
1

+
1 k14 4

=X = Twdr=24.
J 2flcos2 d =3

NIR

Zur Berechnung des Fehlers entnehmen wir aus der Reihenentwick-

lung von cos > x die Koeffizienten

_ 1 (:1)2 _1(7!)4 _ 1 (=6
a=—3r\3)> a=xlz w=-glz) -

Die einzelnen Formeln ergeben jetzt die folgenden Resultate. Durch
den Index soll stets die Zahl der benutzten Ordinaten angezeigt werden.

Formeln von Newton-Cotes: Formeln von T'schebyscheff:
Ji= 1571,
F, = — 0646,
]2 = 0 H ]2 = 0.968 >
F,= 1202, F,= 0035,
Ja= 1047, Js= 0989,
Fy= — 0053, Fy= 0013,
J.= 1020, Ja= 100051,
F,= —0024, Fy = — 000055,
Js= 099929, Js= 100026,
Fy = — 000076, Fy = — 0:00028.
Formel von Mac Laurin:
Js =0982,
F,=0021.

Formel aus vier Ordinaten, von denen die mittleren doppeltes Ge-
wicht erhalten: T = 0999937,

F, = 0°000059 .

§ 80. Das Verfahren von Gau8.

Um die Genauigkeit moglichst weit treiben zu konnen, schreibt
Gaupf weder fiir die Abszissen, noch fiir die Gewichte bestimmte Werte
vor. Benutzt man 7 Ordinaten, so stehen jetzt 2# Unbekannte zur
Verfiigung, mit denen man 2 » Gleichungen (16) befriedigen kann. Zur
Abschitzung des Fehlers erhdlt man daher

)=

—S'%3"R .
2nt1 =Tx e

18*
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Der Fehler beginnt mit dem Koeffizienten a,,:
F=Q0a,+...
Durch die Gaufische Formel wird daher eine ganze rationale Funktion
von hdchstens (2# — 1) tem Grade genau integriert.

Wir 16sen die Gleichungen (16) zunichst fir die einfachsten Fille.
Fir n =1 ergeben sich aus

R =1,
7R, =0,
x‘?Rlzﬁ—er

die Werte .
R, =1, %=0, Q=1.

Fir n=2-sind die Gleichungen

R,+R, =1
HR +%R,=0,
AR, + 8 R,=}
BR +4R,=0,
xiiR1+x3R2:§*~Qz

I

zu l6sen. Wir multiplizieren die erste mit #, x,, die zweite mit — (% 42,)
und addieren zu ihrer Summe die dritte Gleichung. Dann heben sich
die linken Seiten fort, und es wird

0=1xx,+ §.

Auf die gleiche Weise erhalten wir aus der zweiten, dritten und vierten

Gleichung 0==— L (i, + 1) .
Daher wird
= Xy=— V%T
Mit diesen Werten ergibt sich aus den beiden ersten Gleichungen
R,=R,=1}.

SchlieBlich liefert die letzte Gleichung

Eine praktische Anwendung kénnen diese Resultate z. B. in der
Meteorologie finden. Die mittlere Tagestemperatur soll aus zwei
Messungen bestimmt werden, es fragt sich, wann die Thermometer-
ablesungen vorzunehmen sind. Rechnen wir den Tag von Mitternacht
bis Mitternacht, so sind die Ablesungen nach der Gaufschen Formel
V% -12 Stunden vor Mittag und §} .12 Stunden nach Mittag, also
ziemlich genau um 5 Uhr morgens und um 7 Uhr abends vorzunehmen.
Das Mittel aus beiden Messungen liefert die mittlere Tagestemperatur.
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Man wiirde genau den richtigen Wert erhalten, wenn sich der Tem-
peraturverlauf wihrend eines Tages durch eine Parabel dritten Grades
darstellen lieBe. Eine solche Parabel besitzt ein Maximum und ein Mini-
mum, ebenso pflegt die Temperatur wahrend eines Tages zwei Extrem-
werte anzunehmen. Man wird daher in der Regel auf eine gute Uber-
einstimmung rechnen konnen.

Fir den Fall #» =3 erhalten wir die Gleichungen

R+ R,+ R;=1,
le + %, Ry +x3 3 =0,
R + 23 R, + B R ¥,
x“Rl-l—x"R —f—ng =0,
R + xR, + R, =1},
f&+ﬁ&+f&_
BR, + R, + 2Ry =+ — 2.
Die drei unbekannten Abszissen x,, x, und ¥, betrachten wir jetzt
als Wurzeln einer kubischen Gleichung

Co+ €% 4 2 4 23 =0.

Die vier ersten Gleichungen multiplizieren wir der Reihe nach mit ¢,
¢, €3, 1 und bilden die Summe. Dann erhalten wir fiir die Koeffizienten
der kubischen Gleichung die Beziehung

ol +6-0+cek+1:0=0

Ebenso verfahren mir mit der 2., 3., 4. und 5. Gleichung, ferner mit
der 3., 4., 5. und 6. Gleichung und schlieBlich mit der 4., 5., 6. und
7. Gleichung. Es ergibt sich ein System linearer Gleichungen zur Bestim-
mung von ¢, ¢, ¢, und Q,:

II

Co €y 2 1
1 o 4+ 0 =0
(8) o & o0 % =o
3 0 3 0 =0,
0 3 0 L =0,
Die Losung ergibt
=0, cl=_—~%, =0, Qs=—;——§§=1475.

Danach erhalten wir x,, %,, %5 als Wurzeln der kubischen Gleichung
¥—3x=0.

Die linke Seite der Gleichung ist bis auf den Faktor § identisch
mit der dritten Kugelfunktion (S. 204)

P,=3x>—3x.
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Wir behaupten, daB die Abszissen fiir # Ordinaten allgemein als
Waurzeln der nten Kugelfunktion gewonnen werden kénnen.

Die linken Seiten der linearen Gleichungen (18) traten schon bei der
Anniherung einer willkiirlichen Funktion durch eine Potenzreihe auf
(§ 62). Wir erhalten die Gleichungen (18) genau, wenn wir die Koeffi-
zienten der Forderung unterwerfen, das Integral

+1
Q= 3[(co+ e + 2% + 23)2dx
-1

zu einem Minimum zu machen. Allgemein werden wir daher die Koeffi-
zienten der Gleichung #ten Grades zur Berechnung von # Abszissen
durch die Forderung gewinnen:

+1
Q,= l.if(co+ %+ e+ ...+ cpor 2"t 4 x")2dx = Minimum.
<1

Nun 148t sich eine ganze rationale Funktion »ten Grades immer
durch die » ersten Kugelfunktionen ausdriicken:

ot axtca®+ ... Feporan 2"
=byPy+ b Py+ by Pyt ..+ buoy Paoi+ 0Py
Da der Koeffizient der héchsten Potenz von x gleich 1 ist, ist auch b,
bestimmt. Alle iibrigen Koeffizienten by, by, by, ... b,_, werden durch
die Forderung

+1
Q,=3[(ByPy+b, Py + b, Py + ... 4 by_y Py + b, P)*dx = Minimum
-1

gewonnen.
Durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen erhalten wir wegen
der Orthogonalitit der Kugelfunktionen

+1
by [Py Padx=0 (x=0,1,2,...n—1).
-1

Es verschwinden daher alle Koeffizienten b, b;, b,, ... b,_,, und die
linke Seite der Gleichung nten Grades ist bis auf den Faktor b, identisch
mit P,

Fir » =3 liefert P, die Gleichung

3 3.
mit den Wurzeln ¥ 5%=0

%=0, #%,=+}3=1+0774597.

Fiir # =4 erhalten wir
6 2 3 —_
mit den Wurzeln

/r—_—“_‘: — F
Ty = %) 15_*;52&: £ 0861136, 1, = & || B2 = 2 0339081,
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Fir n=>5 s 10 o 5
g +2—1x—0
mit den Lésungen
%=0, % -—:I:V35+2y70 +0'906180,

[35 — 2770
o= )22 = £ 0338469

Wir kénnen diese Gleichungen noch auf einem anderen Wege ge-

winnen. Betrachten wir nimlich den Partialbruch und ent-
wickeln ihn nach fallenden Potenzen von x, so wird
RG

X — X4

Die Summe aller Partialbriiche

Zx—r :—ZR + ZxaRaJr‘%inR“—[—...

(oc~1,2,.,. )

erhalt nach den Gleichungen fiir die GréBen R die Form
R, 1t 11 11 1 1
(19) 2;~xa—7+?ﬁ+‘;7ﬁ et T e

1 1
+(2n+1 _Q>7“—+_!+
Wie man sieht, stimmen die ersten 2-n-Glieder iiberein mit der
bekannten im § 41 (S.128) aufgestellten Entwicklung

(20) l 1 1 1 o

2n — 1 221 + 2n 41 22ntt

Die Bedingungen, denen die 2#n-Werte x, und R, unterworfen
sind, sind daher identisch mit der Forderung, daB von der Entwicklung
(19) moglichst viele Glieder mit der Entwicklung (20) des Logarithmus
iibereinstimmen sollen.

. R . . . .
Die Summe E . “x ist eine rationale Funktion von x¥. Denken
- *a

@
wir uns alle Briiche auf gemeinsamen Nenner gebracht, so erhalten wir
?l(
0.0
ist von ntem, der Zihler von (1 — 1) tem Grade. Die Entmcklung dieses
Bruches stimmt in den ersten 2n-Gliedern mit der Entwicklung (20) tiber-
ein, eine Abweichung tritt erst bei dem (2# 4 1) ten Gliede auf. Daher

den Quotienten zweier ganzer rationaler Funktionen Der Nenner
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P, .
ist der Bruch % identisch mit dem nten Naherungsbruch der

Qﬂ (x)
Kettenbruchentwicklung von %lg ;g

Fiir die einzelnen Werte von # lassen sich daher Zihler und Nenner
der Niaherungsbriiche durch die Beziehungen

Pnzann—1+ Pn-zy
On=0n0n-1+Qn-s

bilden, unter Benutzung der schon frither (S.129) berechneten Ketten-
bruchnenner g,, g,, ¢;, ... Wir gehen von den Werten P, =0, P, =1,
Q-1=0, @y =1 aus und erhalten:

n qn ’ P, ‘ On
1 x !‘ 1 x
2 | —3x | —3x — 322 +1
12 {15 15 9
3 Zfzsx { — =241 —Tx"’—f-zx
22135, 55 5 .4 .
4 E 3—27x ‘r EXdry — %t —10x*+1
1232 945 . 735 945 5 1050 , 225
I T T Y
!
|
N I T

x%— 4 x3 — 1—1::
B_t R s B "7 R 2"
Ql ¥ Q2 pe] 1 ’ Q3 23— Zx Q'i Pz _6_x2+ 3 ’
3 5 7 35
7 64
4 L L2 i
ﬁ_ x ) x +945
QS o 5 10 5 ’
x 9- —+ 5;

Zerlegen wir die Naherungsbriiche wieder in Partialbriiche, so er-
halten wir als Zahler der Partialbriiche die GroBen R, R, ... Bezeich-
net x, eine der bereits berechneten Wurzeln des Nenners, so ist

R,=|(x—x (x)
& ( 0‘) Q(x) z=z“'
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Rl m =4 xl(xf_ll)
Ryp= oo =2 B — 0173927,

25 —#%) 4 72

x(x*—y—)
LAY 1 Y30

‘l

Rs=smm-a —3 7 0000
Fir n=5
%xi_%}s— 322 — 1370
Rs,1=m=-—lﬁ)——=0'118463,
1. 13
3R T3 s+ 13y10 o
Rs=5paproay = ke 0294
64 5 _ 64 _
Ry= o 5r = g5 = 0284444,

Die beiden Funktionen P, und Q, enthalten ihrem Bildungsgesetz
zufolge entweder nur gerade oder nur ungerade Potenzen von x. Daher
liegen je zwei Abszissen wieder symmetrisch zur Mitte x =0, und die
zu symmetrischen Abszissen gehdrenden Gewichte sind einander gleich.

Um die GréBen ©Q zu berechnen, gehen wir von den beiden Ent-
wicklungen (19)

P, 1 11 11 ( 1 ) 1 1
ol smtreto g mmt )
und
Py 1 11 11 1 1 1
——Q,+l—7+—3—}?+-§x5+"'+ﬂzn+1x—_—"”+‘+x7m("')

aus und bilden die Differenz
P P, Q,

A1 _%n

b
(21) Qn—ﬂ*@=,zn+1+,—enl—+s
Nun ist aber die Differenz zweier Naherungsbriiche der Ketten-
bruchentwicklung nach § 39 (21)

Pn+1 _ fl-—- (_1);-
[

Nach dem Bildungsgesetz der Funktionen Q ist der Koeffizient

der héchsten Potenz in Q, gleich —i—‘ %"‘— RN %"—, der Koeffizient der
héchsten Potenz von x in Qn+1 gleich —2— . i:— . —q?" . % Der Ko-
effizient der hochsten Potenz in den Produkten Qn Qn+1 ist daher gleich
(_‘IL LAz _q_">2. In+1

x x oz x

Die Teilnenner g¢;, gs, ... haben abwechselndes Vorzeichen, und
zwar ist das Vorzeichen von ¢n+1 gleich dem von (—1)" Daher ist
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Z

(=1

das Vorzeichen der hiochsten Potenz von x in dem Ausdruck )
nxXn41

stets positiv.

Bezeichnen wir die Wurzeln von @, wieder mit x4, die von On+1
mit x, so wird, wenn wir die symmetrischen Wurzeln zusammenfassen
und beachten, daB in einer der beiden Funktionen die Wurzel x = 0
vorkommt :

(=" _ 1
QuOnyy  PA(P— ) (W — ) ... (F— 2% (BB — A} ... °
Dabei ist zur Abkiirzung
_ (9.4 9n )2 [9na]
?—(71727) xH

gesetzt worden.
Wir ziehen im Nenner x?" heraus und entwickeln die einzelnen

1 1 .
Faktoren und o nach Potenzen von #2. Es wird

—;2_ x2
(— 1) 1 ]
"***)*‘=W—~+1(1+—2+-~)( +EE)
)2
(1+x_2+' )(1+ +-- ) o px2"+1+x2"+3+
Vergleichen wir diese Entwicklung mit (21), so ergibt sich
Q== L

(g,_@ q_n)zlqml'
x x T x x

™

Wenn # gerade ist, so wird

B8 | _13s..@r-1)
oz x| 13R85 (e — )2
L Grea| _ 1:3-5-..2n41)
x ox T x| T 284260t

dagegen, wenn # ungerade ist:

G g | 13:5.not)
¥ ox T x| T 22.42.6% . (n—1)2’
G % G| _ 1035 Gnty)
x x 7 x 12.32.52. . 2

Daher wird fiir jeden Wert von #
.Onzi_ 12.22.32%, . (n — 1)2. 02

P 123252 2n —1)2(2n £+ 1)
Fir die ersten Werte von # ergibt sich danach

1 4 4 64 64
Q=3 L= G- T 025 ST 43659 ¢
Wenn » um eine Einheit wichst, tritt zu Q, der Faktor
(n + 1) _ e+ 1
(2n+1)(2n+3>—4(n+1)2—1“4_ t
(n 41

d. h. etwa %, hinzu.
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Der besseren Ubersicht halber stellen wir die Resultate noch ein-
mal zusammen:

* X Ra
1
n=1, Q5 = 3 1 0 1
T - 1
1 —0°577 350269 -
n=2 £,= d 2
T Ty 1
2 +0-577 350269 3
1 — 0774 596 669 3
18
4 8
nEy hEEy (2] ° i
3 +0°774 596 669 %
1 — 0861136 312 j 0173927 423
w4 64 2 —0339981044 | 0326072577
T T T 11025 |3 40339981044 ' 0326072577
4 + 0861136312 . 0°173927425
|
1 —0°906 179 846 | 0-118 463 443
6 2 — 0538469310 | 0239314335
n=5, Q= H6H 3 0 ] 0284 444 444
4 +0'538469310 | 0239314335
5 +0°906 179 846 : 0118463 443

Fehler: F,= Q,a3,+. ..

Die Anzahl » der Ordinaten wahlt man bei diesen wie auch
bei den frither abgeleiteten Mittelwertformeln so, daB die durch
die Formeln noch genau integrierte ganze rationale Funktion den
Verlauf der zu integricrenden Funktion im wesentlichen wiederzugeben
vermag.

Das Gaufsche Verfahren wird man anwenden, wenn durch mog-
lichst wenig Ordinaten, eine gute Anniherung erreicht werden soll. In
der Regel also dann, wenn die Ordinaten besonders mithsam berechnet
oder gemessen werden miissen. Vorausgesetzt wird dabei, daB die Or-
dinaten wirklich hinreichend genau an den vorgeschriebenen Stellen des
Intervalls entnommen werden konnen. Bei numerischen Rechnungen
sind allerdings die Funktionen meistens durch dquidistante Ordinaten
gegeben, und dann sind die Formeln der Differenzenrechnung vorzu-
ziehen.



284 Numerische Integration und Differentiation.

Beispiel: Das Verfahren von Gauf ist auf die Berechnung des
Integrals :

NI

1
I==5fcosudu:1

Ed

anzuwenden. 2
Wir erhalten fiir verschiedene Werte von #:
I, =1571, F, = — 0646,
I, = 0968, F,= 0035,
3 = 1°000 69, F; = — 000072,
I, = 09999921, F,= 00000084,
IS = 1000 000 06, F; = — 0000 000 06.

Um nach der Simpsonschen Regel etwa die gleiche Genauigkeit
zu erreichen wie mit fiinf Ordinaten nach dem GaufBschen Verfahren,
muB man das Intervall in 40 gleiche Teile teilen.

§ 81. Aufgaben zum 9. Kapitel.

1. Das Integral
200900
rdx
Igx
100000
ist mit Benutzung der folgenden Werte zu berechnen:

10 000
x
gx
80 000 88575670
90 000 87661127
100 000 86858896
110 000 86145736
120 000 855'04821
130 000 84923600
140 000 843'92475
150000  839:03946
160000  834:52030
170000 | 83031971
180000 | 82639764
190000 82272164
200000 | 81926434
210000 | 81600261
220000 | 81291674
2. Die Funktion z
F(x) = xax

Cinx
0
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ist fiir die Werte 0'1, 02,03, ... 09, 1°0 zu berechnen:

x
x -
Ginx
00 1-0000 0000

01 0'9983 3528
02 09933 6431
03 0'9851 5602
04 09738 2285
05 09595 1738
06 09424 2775
07 09227 7226
08 09007 9339
09 0°8767 5142
10 08509 1813
11 0-8235 7061

3. Die Koeffizienten des Exponentialausdrucks zu berechnen, durch
den die in Aufgabe 8, § 71, gegebene Funktion angendhert wird.
4. Aus dem Differentialquotienten der Funktion

y =logx

ist der Modul des Briggsschen Logarithmensystems angendhert zu be-
rechnen. Zur Bildung des Differentialquotienten ist die Tabelle der
Aufgabe 4, § 42, zu benutzen.

5. Der Differentialquotient der durch die folgenden Werte gegebenen

Funktion ist an den Stellen x = — 4, x =0 und x =44 zu be-
rechnen:
X j y x | b4
— 10 0 2 —15
— 8 26 4 — 28
-6 | 33 6 —27
— 4 32 8 —10
— 2 24 10 20
0] 6
6. Das Integral 200000
dx
100000

ist unter Benutzung von fiinf Ordinaten
a) nach der Formel von Newfon-Cofes,
b) nach der Formel von Tschebyscheff,
¢) nach dem Verfahren von GauB
zu berechnen. Wie groB ist in jedem Fall etwa der Fehler?



Zehntes Kapitel.

Numerische Integration von gewdéhnlichen
Differentialgleichungen.

§ 82. Das Verfahren von Runge-Kutta.

Jede Gleichung, die neben den unabhingigen Verdnderlichen und
der Funktion auch noch deren Ableitungen enthilt, bezeichnet man
als Differentialgleichung. Die Ordnung einer Differentialgleichung ist
gleich der Ordnung der héchsten Ableitung, die in der Gleichung auf-
tritt. Hingt die Funktion nur von einer Verinderlichen ab, so spricht
man von gewdhnlichen Differentialgleichungen. Andernfalls kommen
in der Gleichung partielle Ableitungen vor. Dann hat man es mit
partiellen Differentialgleichungen zu tun.

Die gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung enthilt
auBer der Funktion y und der unabhingigen Verinderlichen x nur

. . . d . .
noch den Differentialquotienten y’=£. Wir denken uns die

Gleichung nach y’ aufgeldst und schreiben sie in der Form

1) y=Ff({xy).

Geometrisch gesprochen ordnet diese Gleichung jedem Punkte der
xy-Ebene, in dem die rechte Seite definiert ist, eine oder mehrere
Richtungen zu. Als Lésungen sind alle die Kurven zu bezeichnen,
die in jedem ihrer Punkte die durch die Differentialgleichung vor-
geschriebene Richtung besitzen.

Um aus der Schar der Lésungen eine bestimmte herauszugreifen,
schreiben wir vor, daB die Kurve durch einen Anfangspunkt mit den
Koordinaten #,, y, hindurchgehen soll. Wir gelangen zu einer Reihe
weiterer Punkte der Loésungskurve, wenn wir jedesmal x um % wachsen
lassen und die zugehorigen Anderungen k von y berechnen. Die nume-
rische Integration der Difterentialgleichung fithrt daher auf die Auf-
gabe, von einem beliebigen Punkte (x, y) ausgehend die Zunahme %
von y zu berechnen, wenn x um den Betrag A wichst.
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4

Allgemein kénnen wir von der Taylorschen Reihe ausgehen und
die Zunahme von ¥ durch die Entwicklung
dy h2d?y  K3d%y  hidiy

(2) x=hiztsiaat3ias T iaa

dz
finden. Die einzelnen Differentialquotienten lassen sich nacheinander aus
d
=1ky)
ableiten. Es wird
2y _ of dy _
- 6;: + 6y dx + f6_37 ’
&y
ﬁ’—_(_—*_f )+f6y<6x+f6y)

of 0 Jof @
axz*'zfaxay*‘ﬁay L+t

Setzt man die Reihe (2) hinreichend weit fort, so kann % mit
beliebiger Genauigkeit berechnet werden. In den meisten Féllen wiirde
die Rechnung allerdings auBerordentlich umstindlich werden. Die
Differentialquotienten werden mit wachsender Ordnungszahl bald so
reich an Gliedern, daB dieses Verfahren praktisch nicht in Frage
kommen kann.

Man kann indessen, auf einem anderen Wege vorgehend, sich die
vielen Differentiationen ersparen. Wie bei dem Integrationsverfahren
von Gauf bilden wir & als Mittelwert aus vier mit geeigneten Gewichten
R,, R,, R;, R, zu versechenden Werten %,, k,, k;, ;. Diese Werte
sollen folgendermaBen bestimmt sein:

kl = /(x, }’) h ’
(3) ky=f(x+ah, y+BR)A
by=fx+oh, y+phk+ V;kz)h:
ky=fx+ ayh, y+ Boky+ 7ok + Oaks) b
Die hierbei auftretenden neun GréBen «, §, . . . §, sollen zusammen
mit den Gewichten R, ... R, so bestinmt werden, daB der Ausdruck

(4) k= Rk + Ryky + Ryky + Ry,
bis zu den Gliedern vierter Ordnung in % einschlieflich mit der Ent-
wicklung (2) iibereinstimmt.

Wir driicken zunichst die in der Entwicklung (2) auftretenden

Differentialquotienten durch die Funktion f(xy) und ihre partiellen
Ableitungen aus. Zur Abkiirzung fithren wir den Operator

é a
D=-+1 >
ein. Wenden wir diesen Operator auf eine Funktion # (x y) an, so ist

du du
DZI—dv+fdy‘
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Aus D gewinnen wir durch formale Anwendung des binomischen
Lehrsatzes di€ weiteren Operatoren:

é 0
D2=(—E§+fc)y) &x2+2f t?xt?y +f20y2’

é 3 & &
Da:(z}‘”%) :¢-9}§+3f-tr'2(7y_+3f2t7xé‘y2+/s(9—ys’

D= (54155 = 2 () e

Wendet man den Operator auf die Summe oder das Produkt zweier
Funktionen an, so gelten dieselben Regeln wie bei der gewdhnlichen
Differentiation. Es ist

Du+v)=Du+ Dv,
D(uv)=uDv+vDu.

Wendet man schlieflich den Operator D auf den Ausdruck D"u
an, so wird

D(D"u) = D"y + nDj D' 1(3;‘)

Die einzelnen Differentialquotienten der Entwicklung (2) erhalten
wir nun aus dem ersten durch wiederholte Anwendung des Operators D.
Es ist daher

d
=1y,
d*y
z:e=Df

(5)
dx"’ = Dt’/"‘ fny

;;— D3f+f,D*f+f,Df+3DfDt,.

Dabei ist f, fur 3y geaetzt worden.

Um die beiden Ausdriicke (2) und (4) bis zur vierten Potenz von A
zur Ubereinstimmung zu bringen, entwickeln wir nun auch ke, Ry, Ry
nach Potenzen von .

Die Taylorsche Entwicklung fiir zwei Verinderliche kénnen wir
allgemein symbolisch schreiben

0 0 1 0 0\2
PEtoy+0 =N+ (b +am)i+x(p+e) s
1 d J\3
+§!‘(i’g—x+95;) f+.-.
Fiir die Entwicklung von k, fiihren wir daher den neuen Operator

9 d
Dlzo‘g‘x"{'fﬂa_}‘,
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ein, denn unter Benutzung des Wertes fiir %, ist

St Phg=h(a g +185) =hD.

Damit erhalten wir die Entwicklung
h2 o h3 2 k
b=k (f+ADf+ 2 DY+ SDU . ).

Weiter fithren wir den Operator

P 5
D2=“1';+f(131+7’1)'0—
d } dy

ein. Setzt man wieder fA fiir £, und die soeben gefundene Entwick-
lung fiir %, ein, so wird der Operator zur Bildung von k5 gleich

9

WDy + ey, (Dif + 2D+ ) &

Damit ergibt sich
ko= h(f+BDof + 5 Dif + 5. DIf + ..
+hhnmf+§hnDﬁ+.”
+ By, DyfDyfy+...).
SchlieBlich fiihren wir noch den Operator
Dy=oy e +1a+ 12+ 8 on

ein. Dann erhalten wir unter Benutzung der Entwicklungen fiir %,
und &, zur Entwicklung von %4 den Operator

Dy + 1 [y (Df + 2D+ )
+62(D2f+7(D;f+zmyle>+...)]i.
Damit wird
k4—h(f+hD3f+ Dif + 2. Dif + - + (12 Dyf + 8, D) fy

+5ﬂnDJ+@Dg+zh@nan&+.”
+ 18 (53 Dyf + 0D, /) Dafy + - .- ).

Um nun die GréBen «, «, ... d, und die Gewichte R, R,, R;, R,
zu berechnen, bilden wir den Ausdruck

E=Ryk + Ryky + Ryky + Rk,

Runge-Kénie. Vorlesungen. 10
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und vergleichen ihn mit der Entwicklung
k=hi+5Df+ 2 (D +1,Dp
+ D3+ [, D2+ D+ 3DDf) + ...,

die aus (2) durch Einsetzen der Differentialquotienten (5) gewonnen
wird.

Sollen beide Ausdriicke bis zu den Gliedern vierter Ordnung fiir
beliebige Werte von 4 und beliebige Funktionen f (x y) iibereinstimmen,
so miissen nicht nur die Koeffizienten gleicher Potenzen von 4 einander
gleich sein, sondern innerhalb dieser Koeffizienten auch die Teile, die
in den partiellen Ableitungen gleich gebildet sind. Die beiden ersten
Potenzen liefern je eine Gleichung. Die dritte Potenz liefert jedoch
zwei Gleichungen, denn es miissen die Glieder mit D? und mit f,D
einzeln iibereinstimmen. Die Koeffizienten der vierten Potenz schlieB-
lich liefern vier Gleichungen. Dadurch erhalten wir die folgenden acht
Gleichungen

R +R, +R, +R, =1,

R,D,f+ R, D,f + R, Dyf =D},
R,Dif+ R, D3f + R, Dif =2y,
R, DY +R,DY  +R,Dif =337,
RinDif  +R(nDyf+8&Dyf)  =5Df,
RonDif  +R(nDif+8,D)  =2D,
Ry71Dyf Dofy + Ry (72 Dif + 8, Dy/) Dafy = 2 D} Djy,
Ryy, 8,Df. =2D1.

Die acht Gleichungen miissen nun in simtlichen einzelnen Ab-
leitungen der Operatoren D, D,, D,, D, iibereinstimmen. Das ist nur
moglich, wenn Py

(6) a=H+n
%=L+ 72+ 0
ist. Dann wird

D=« D,
Dy=ua,D,
Dy=«,D,

und man erkennt, daB sich die Operatoren aus den Gleichungen heraus-
heben. Damit werden die Gleichungen unabhingig von der speziellen
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Form der Funktion f(xy). Nach Streichung der Operatoren D er-
halten wir die Gleichungen:

R,+R, +R, +R, =1,

Ry, + Ryex, + R, &, =%,

Ryx? + Ryof + R, &3 =—13‘,

Rya®+ Rya! 4 Ryal =

7 Ryay, +R(ap+md) =<,
Ryaty, +Ry(atp+aid) =,
Ryoca;y) + Ryoxy (e yy + 081 6,) =—;—,

R,xy, 0, =%.

Aus der zweiten, dritten und vierten Gleichung eliminieren wir R,
und R,, indem wir die zweite Gleichung mit & x,, die dritte mit
— (® + ;) multiplizieren. Die Summe der drei Gleichungen ergibt dann

(8) Ra“l(“‘“l)(“z_o‘l):T—' 3 '+;-

Aus der fiinften und siebenten Gleichung eliminieren wir R, und
erhalten

&, 1
9) Ra"‘ﬁ’l("‘z_"‘l):f—g-
SchlieBlich eliminieren wir noch R, aus der fiinften und sechsten
Gleichung: 1«
Ry, 6y (6 — &) = 56

Daraus ergibt sich zusammen mit der achten Gleichung:

_ % —0)
17201 —20)

xy

Setzen wir diesen Wert in (9) ein, so folgt

By -0 (= o) (3, — ) % 1

22ax—1) 6 8°
Die Gleichungen (8) und (10) ergeben jetzt

(10)

O LR
oder x, —a,
a(x,—1)=0.
Da nach der achten Gleichung « nicht verschwinden kann, so ist
(11) K =1.

19+
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Die zweite, dritte und vierte der Gleichungen (7) konnen nach
R,, R; und R, aufgel6st werden, vorausgesetzt, daB die Determinante
& Oy &y |
(12) atajad | = aagag(a— ) (6 — &) (%, — &)
adad ol
nicht verschwindet. Zusammen mit der ersten Gleichung ergeben sie
mit dem Werte x, =1:

R'—l _11-2(0‘-}-041) _ 1 1—2x
“ 172 T 12 ooy ’ 3T 120 —0) (1 —ay)?
3) 1 2m 1 1,1 2004+0)—3

’ R4=*+

P12 a0 (g — o) (1 — @) 2 T1R2(l—a (1 —ay)”

Die beiden GroBen &« und &, bleiben unbestimmt, denn die noch
fehlenden Unbekannten p,, 7,, 0, koénnen aus den drei folgenden
Gleichungen durch &« und «,; ausgedriickt werden, vorausgesetzt, daB
auch ihre Determinante

R;a R, Ry,
(14) | Rya®* R,a® Ryaf =Ry Rja2a (o — &) (&, — &)
Riaxa, Ry, Rycx cxy

nicht verschwindet. Wir finden

_ﬁx("‘x_"‘)
NTxit—2a
_ - atm—1—(2x—1)*
(15) h_za(al—a) 6oy —4 (¢ +0y) +3 °
1—-2x (1 —o) (1 —a)

8y =

&y (% — &) ) 6oy —4 (x+o)+3°

Aus den Gleichungen (6) ergeben sich schlieBlich 8, #, und 8,.

Wir erhalten demnach eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit
von Losungen, aus der wir einzelne Lésungen nach bestimmten Ge-
sichtspunkten herausgreifen konnen.

Um eine symmetrische Losung zu erhalten, kénnen wir beispiels-
weise vorschreiben, daf}

R,=R, und R,=R,
ist. Diese Bedingungen sind erfiillt, wenn

&+ oy =1
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4

ist. Dann nehmen die Gleichungen (13) und (15) die einfache Form an:

1
12R1=12R4=6—a—a—, a+a1=1,
1
1
12R2=12R3=W’ (x2=1,
1
(16) .
1
N
R W Sl =%
2= T34 6oy —1° 9 6ooy —1°

Sollen die Abszissen gleichmiBig {iber das Intervall von x bis
x + h verteilt sein, dann miissen wir

X = % , 06y =
setzen. Wir erhalten die Losung:

wite

R

R,=% t

Ry=%, =3, pf=—3%, n=t,

R,=1% = 1, p=—1, b=

Zu einer besonders bequemen Lésung gelangt man, wenn man
o=,

annimmt. Dann verschwinden die GréBen f, f, und y,, und es wird

o B =14
R,=1%, «a =%, =13,
17 2 3
(7) R3=§'v “1:‘%: ﬂl'_“or 71=%'
RAZ(!SL’ a’2:1' ﬂ2=01 72=0, 62=1.

Betrachtet man die Fille, in denen die Determinanten (12) (14) und
verschwinden, so ergeben sich endliche Lésungen nur in den drei Fillen

1. 60 = 0«4,
2. 6 =0y =1,
3. 6;,=0.

Jedesmal bleibt eins der Gewichte unbestimmt, und zwar kann im
ersten Fall R;, im zweiten R, und im dritten R; willkiirlich gewihlt
werden. In jedem Falle sind jedoch die Werte R, =0 und R, =0
auszuschlieBen. Setzt man im ersten Falle R, = R,, so gelangt man
wieder zu der Losung (17).

In den beiden anderen Fillen kann eins der Gewichte zum Ver-
schwinden gebracht werden. Setzt man im zweiten Falle R, =0, so
ergibt sich:

Rlzéx

Ry,=0, « =1, fp =1,

R, =13, 8y =4, b=1%, n=1

Ri=1, oy=1, Po=—13%, y.=-—1 0y =2
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Der dritte Fall liefert fir R, =0 die Lésung:
R, =o0,
Ry,=3, &« =%, p=4%,
Ry=%, oy=0, B -3, n=4%,
Ri=1%, oap=1, bo=—3%, rn=4%, &=1.

Die GréBe k, muB natiirlich auf jeden Fall berechnet werden,
wenn auch das entsprechende Gewicht verschwindet. Hachstens kénnte
die Genauigkeit ein wenig geringer sein. Dieser Vorteil bedeutet jedoch
so wenig gegeniiber der bequemen Gestalt der Losung (17), daB wir
dieser Losung fernerhin den Vorzug geben werden.

Die vier GroBen &, k,, %, k, sind nach (17) folgendermaBen be-

stimmt :
klzf(xy)hx

k k
b=1(e+ 2,y 12,

k k.
b=1(s+2,y+5)s,
ky=f(x+h, y+k)h.
Aus ihnen erhalten wir den Zuwachs

k=4 k+ YRyt bk + 4Ry
bis auf Glieder fiinfter Ordnung in .
Den Fehler des Verfahrens kénnte man durch Berechnung der
Glieder fiinfter Ordnung abschitzen. Bedeutend bequemer ist es

jedoch, das Verfahren ein zweites Mal mit doppelter Intervallbreite

1
anzuwenden. Der Fehler der ersten Berechnung betrigt dann etwa —

1
des Unterschiedes beider Resultate. }

Trigt man die Lésungen (17) in die Reihenentwicklungen fiir &,
und kg ein, dann wird

I

(18)

h B B
b=h[f+ 2D/t 50 Epepy ],

k3=h[/+§D/+§(D2f+2f,,Df)+%(D3/+3fy02/
+6D/Df)+ ... |

und es folgt
h2 h .  hk® .
kz_klz—z'{Df+ZD'f+EzD3f+ },
h3 h . h
ka_k2=‘4“[fny+nyD f+3DiDf,+ ]

Durch Division erhdlt man bis auf Glieder dritter Ordnung

::::T=g(7‘y+g‘l)/‘u+ ~--)=§fy(x+g,y+%)A




§ 82. Das Verfahren von Runge-Kutta. 295

Da k, — &, von zweiter Ordnung in % ist, so ergibt sich bis auf Glieder
fiinfter Ordnung die Beziehung

k
(19) b=kt o=k (s 4+ 2, y+2).

Von dieser Formel zur Berechnung von %; wird man zweckmibBig

A
Gebrauch machen, wenn f, leicht gebildet werden kann. Da 5 (ky — y)

. . h k .
von dritter Ordnung ist, braucht man f, (v +?, y —{—7') nur bis

auf Glieder erster Ordnung genau zu. berechnen.
Ist die rechte Seite der Differentialgleichung frei von y, so fiihren
die Formeln (18) auf die Simpsonsche Regel. Denn aus der Gleichung

Y =f(x)
erhilt man das Integral:

h
k=ﬂqu=%Dunf@+§)+fu+my
0

Bei der praktischen Ausfithrung wollen wir die Rechnung
folgender Form anordnen:

—-

n

h =
z y | Fx9) | k=h-f *)
* y | 1 9) | m 3+ Ry
By | h Ry |
R Ay f(x+—2—.y+;) ; kg ke + kg
P By | ( h k2> ;
x+? y+~é~i‘v }‘x+7,y+2 | Ry Summe
+h [ ydhy | frh, vtk A k =} Summe

Zwischen die zweite und dritte Spalte werden nach Bedarf weitere
Spalten fiir die Berechnung von f(xy) eingeschaltet. Um die Ab-
rundungsfehler moglichst niedrig zu halten, wird man gerne ein bis
zwei Dezimalen mehr mitnehmen, als fiir das Resultat erforderlich ist.

Beispiel: Die Differentialgleichung

’

1 2
Y=19"—xy

ist fiir die Anfangswerte x, =0, y, =1 zu integrieren.
Als Intervallbreite wihlen wir % = 0'2. Nach dem oben auf-
gestellten Schema ergibt sich folgende Rechnung:
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h=02

x y |ty k=h-t (%)
0 1 01 002 0°000 000
01 1-01 0001 010 0°000 202 0°000 204

ot 1°000 101 0000 010 0°000 002 0°000 204
02 1°000 002 — 0100 000 — 0°020 000 0°000 068
02 1°000 068 — 0100000 — 07020 000 — 0039194
03 0990 068 — 0198997 — 0°039 799 — 0079 395
03 0980 168 — 0197977 — 0039 595 — 0°118 589
04 0960 472 — 0291938 — 0058 388 — 0039 530
04 0960 538 — 0291952 — 0058 390 — 0074476
05 0931343 | —0378932 — 0075 786 | —ots102s
0’5 0922645 | —0'376195 — 0075239 — 0225 501
06 0-885 299 — 0452 804 — 0090 561 — 0075167
06 0885 371 — 0452834 — 07090 567 — 0101 764
07 0°840 088 — 0517487 —0'103 497 — 0206 306
07 0833 622 —0.514 043 — 0102 809 — 0308070
08 0782562 | —0.564809 — 0112 962 — 07102 690
08 0782681 | —0'564886 | —0112977 | — 0118398
09 0726 192 — 0°600 837 — 0120167 | —0239792
09 0722 597 —0°598 123 — 0119 625 — 0358190
10 0663 056 —0'619 092 — 0123818 — 0119 397
1°0 0663284 | —0619289 | —0123858 — 0123631
11 0601 355 — 0625 328 —0125066 | — 0250013
11 § 0600751 | — 0624736 —0124947 | —0'373644
12 | 0538337 ; —0617024 —0123405 | —0°124548
12 | 0538736 [ | T

Um den Fehler abschitzen zu kénnen und um gleichzeitig eine
Kontrolle zu besitzen, fithren wir die Rechnung noch einmal mit dop-
pelter Intervallbreite durch:

h=04

P y fxy) l k

0 1 ’ 004 — 0038 369
02 102 — o 099 960 — 0039 984 — 0'079 968
02 0980 008 — 07099 960 — 0°039 984 — 0 118 337
04 0960016 ‘ — 0291 843 — 0116 737 — 0039 446
04 0'960 554 — 0291 9553 — 0116 782 — 0171 316
06 0902 163 — 0459908 — 0183963 — 0362 244
06 0°868 572 — 0445701 — Q178 281 — 07533 560
08 0782273 — 0564 623 — 0°225 849 — 0177 853
08 0782 701 — 0°564 899 — 0°225 960 — 0236074
10 0669721  —0'624868 | — 0249947 — 0495 734
10 0657727 = —O0614467 | — 0245787 — 0731808
12 0536914 l; — 0'615 469 | —0246188 | — 0243936
12 0538765 ' H
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An der Stelle x = 1'2 betrdgt der Unterschied beider Lésungen
29 Einheiten der letzten Stelle. Der Fehler der ersten Losung ist daher
an dieser Stelle etwa gleich 2 Einheiten der sechsten Dezimale.

Die Differentialgleichung

Y=yt —xy
10

148t sich auch in geschlossener Form 16sen. Fiir die gegebencn An-
fangswerte ist

Daraus kénnen durch Reihenentwicklungen leicht genauere Werte
berechnet werden. Als Resultat erhalten wir:

% y P;ett‘ljzr genauerer Wert
02 1°000 068

04 0960538 | 1 0960 5374
06 0885 371

08 0782 681 1 07826798
10 0663 284

12 0'538736 2 0'5387334

Sollte im Laufe der Rechnung ein kleiner Fehler unterlaufen sein,
so ist es durchaus nicht nétig, die ganze Rechnung von der fehler-
haften Stelle an zu wiederholen. Man kann vielmehr durch eine ein-
fache Rechnung, vorausgesetzt, daB es sich wirklich nur um einen
kleinen Fehler handelt, den Einflu3 des Fehlers auf die spiteren Werte
ermitteln.

Hat man etwa an einer Stelle statt des richtigen Funktionswertes y
filschlich den Wert y =y 4 § gebildet, so ist daraus irrtiimlich
k. =f(x,y + 6) » berechnet worden. Fiir hinreichend kleine Fehler
kann man diesen Ausdruck entwickeln und nach dem ersten Gliede

abbrechen: -
ky =l (fay + 0f,) =k + hif,.
Weiter ist dann

Bamf{r o, y+ 0+ 2)h
=t 2,y ) hrhos, =k +not,,

By=h,+ 1o},
ky=ky+hoj,.
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Daraus ergibt sich _
k=k+hif,,
und damit wird _
FHh=y+h+o0+hf).

An Stelle des Wertes y + & ist also der richtige Wert
(20) y+h=5+k—8(+htf,)

zu setzen. Man bildet fiir alle auf die fehlerhafte Stelle folgenden
Werte den Ausdruck 1 + 4 f,; durch Multiplikation mit & erhilt
man schrittweise aus einer Korrektur die folgende.

Man kann diese Rechnung auch dazu benutzen, um abzuschitzen,
wie stark ein Abrundungsfehler, der eine halbe Einheit der letzten
Stelle ausmacht, die folgenden Werte beeinfluft.

Beispiel: Fiir die oben aufgeléste Differentialgleichung ist

fy=%y—=.

An der Stelle x =02 kann der Abrundungsfehler eine halbe
Einheit der letzten Stelle betragen. Dieser Fehler pflanzt sich durch
die Rechnung fort, und bei jedem Schritt kann auBerdem ein weiterer
Abrundungsfehler hinzutreten. Den hochstens méglichen Abrundungs-
fehler erhalten wir durch folgende Rechnung:

x { ¥y 1 4k f, | Abrundungsfehler
02 100 1-00 05
04 096 096 10
0.6 0389 092 15
08 078 087 | 1-8
10 066 083 21
1-2 22

Der Abrundungsfehler betrigt danach fiir x = 12 ungiinstigen-
falls etwa zwei Einheiten der sechsten Dezimale.

Man kénnte versuchen, die Genauigkeit weiter als bis zu den
Gliedern vierter Ordnung zu treiben. Es zeigt sich jedoch, daB sich
die Formeln nicht so wihlen lassen, daB sdmtlicke Glieder fiinfter
Ordnung richtig dargestellt werden. Wohl aber kénnen einzelne dieser
Glieder zwischen den Ausdriicken (2) und (4) zur Ubereinstimmung
gebracht werden. Wenn die rechte Seite der Differentialgleichung y
nur schwach enthilt, dann kann man in den Gliedern fiinfter Ord-
nung alle die Ausdriicke vernachlissigen, die f, enthalten. Unter
dieser Voraussetzung 148t sich eine Lésung so wihlen, dafl neben den
Gliedern fiinfter Ordnung sogar noch die Glieder sechster Ordnung
richtig wiedergegeben werden. Denn es ist unter Vernachlissigung
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der f, enthaltenden Glieder

asy
'y
as=Dft. .

und .
. B
ke=hlf . SO+ )+ DR )+
1 hS -
ba=h[f+. D+ )+ 5O+ 0+ ],
it B
Be=hli+. D+ )+ 508+ 0+
Zu den fritheren Gleichungen treten daher moch die beiden Glei-
chungen R,D{f + R, Dif + R, Dif = D/,
Ry Dif+ Ry Dif + R, Dif = 2. DS}

hinzu. Unter Beriicksichtigung von (6) haben wir daher dem System (7)
noch die Gleichungen

Ryt 4+ Rya({ + Ry«
R,a® +Ryal + Ryl =1

(21)
hinzuzufiigen.
Der Wert von «, ist natiirlich immer gleich 1. Betrachten wir o
und «, als Wurzeln einer quadratischen Gleichung
2+ pz+9=0,
so ergeben die zweite, dritte und vierte der Gleichungen (7) zusammen
mit den neuen Gleichungen (21) fiir » und ¢ die Beziehungen

gtip+i=R(+p+9,
Yg+ip+i=R,(0+p+9q,
tg+ip+i=R(1+p+9.

Daraus folgt zunichst

4
2=1,
3 1

1
P=_1. g=-, R4=

J

| -~

5’

-

und die quadratische Gleichung

. . 2—z+1=0
ergibt die Losungen

& ==(5—5) = 027639320,
&, = 15(5+15) = 07236 0680.

Da & 4 &, =1 ist, haben wir es mit einer symmetrischen Losung
zu tun. Dabher ist

1
Ri=R,=7, Ry=R=

Sl
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Die iibrigen GroBSen erhalten wir aus den Formeln (16) und (6):
B= ( 5— P5)= 026392,
Bi=—2( 5+3y5)=—0358541020,
Bo= +(—1+515)= 254508497,

y = %( 34+ ¥5)= 130901699,
ra=—5( 5435 =—292705098,

4="5( 5— ¥5)= 138196601 .

Die Ableitung dieser und aller vorhergehenden Ldsungen stiitzt
sich auf die Voraussetzung, daB die Taylorsche Reihe gut konvergiert.
Nun kann aber f(xy) schon zu Beginn oder im Laufe der weiteren
Integration unendlich werden. Die Losungskurve verlduft dann parallel
der y-Achse und die Taylorsche Entwicklung ist nicht mehr anwend-
bar. Diese Schwierigkeit 140t sich leicht beheben. Sobald die Werte
von f(xy) groB werden, vertauscht man die Rollen der beiden Ver-
inderlichen und 16st nach dem gleichen Verfahren die umgekehrte
Differentialgleichung

dx 1
Ty —fay = Pl

In der Umgebung eines singuldren Punktes liBt sich allerdings

auch auf diesem Wege nichts erreichen.

§ 83. Integration durch Iteration.

Bei vielen numerischen Methoden spielt die Auffindung und Ver-
besserung einer Ndherungsldsung eine wichtige Rolle. Auch zur Inte-
gration der Differentialgleichung

¥ =f(xy)
148t sich dieses Verfahren heranziehen.

Fiir den Anfangspunkt x;, y, lautet die Differentialgleichung als
Integralgleichung geschrieben

(22) y=9,+[f(xy)dx.

Die Aufgabe besteht nun darin, eine Funktion y(x) zu ermitteln, die
auf der linken Seite der Gleichung wieder auftritt, wenn man sie in
die rechte Seite einsetzt.

Geht man anstatt von der genauen Loésung von &iner Niherungs-
16sung ¥, () aus, so erscheint auf der linken Seite der Gleichung natiir-
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lich nicht wieder y;(x), sondern eine andere Niherungslosung v, (x).
Benutzt man y,(x), so gelangt man zu einer weiteren Niherungs-
lsung y;(x) usw. Allgemein erhdlt man aus einer N&herungsldsung
Y. (%) durch Iferation eine Niherungsldsung y,,,(x):

(23) Yne1="Y0o +f/(xyn)dx-

Es fragt sich, ob die Reihe der aufeinanderfolgenden N&herungs-
16sungen y, (%), ¥ (¥), ... gegen die genaue Losung y (x) konvergiert.
Um den Fehler der Niherungsldésung zu untersuchen, bilden wir die
Differenz der Gleichungen (22) und (23)

Y — Yne1=[[f(xy) — Flxya)] dx
oder o

z
fxy) —f(xya
Y= Yn1= ﬁ:_l (y —ya)dx.
T,
Wir nehmen nun an, daB der Ausdruck
f(xy) —f(xy.)
Y —=Yn

fiir alle in Betracht kommenden Werte %, y, y, eine gewisse Grenze M
absolut genommen nicht {iberschreitet. Bezeichnen wir die gréBten
absoluten Betrige, die die Differenzen y —y, und y —y,,, in dem
Intervall x, bis x haben kénnen, mit ¢, und ¢,_,, so folgt aus (24)
nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung:

e =M|x—x|¢,.

Wihlt man die Strecke x — x,, iber die integriert werden soll,
klein genug, so wird M |x — x,| nicht groBer sein als ein echter
Bruch ». Dann betrdgt der Maximalfehler von y,,, hochstens einen
Bruchteil » des Maximalfehlers von y,. Ebenso ist der Maximalfehler
von y, hochstens gleich demselben Bruchteil » des Fehlers von y,_,
und so fort. Es ist also

n
Enp1=%"8 .

Da ¢, eine feste Konstante ist, wird die Niherungsldsung ¥4,
beliebig genau, wenn man nur # hinreichend gro8 wihlt, d.h. die
einzelnen Niherungslésungen konvergieren gegen die wahre Losung v (x).

Obgleich durch die Bedingung

Mlx—x,|<x

die Konvergenz des Verfahrens auf ein hinreichend kleines Intervall
x — x, beschrdankt ist, kann man doch weiter fortschreiten. Denn
man kann jeden mit ausreichender Genauigkeit ermittelten Punkt als
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neuen Anfangspunkt wihlen und jedesmal iiber ein hinreichend kleines
Intervall weiter integrieren.

In der Regel lohnt es sich nicht, den Wert von M zu berechnen,
um ein MaB fiir das zuldssige Integrationsintervall zu besitzen. Der
Verlauf der einzelnen Niherungslosungen zeigt deutlich genug, wie
weit die Integration ausgedehnt werden kann. Vorteilhaft ist es,
wenn M méglichst klein ist. Hier bringt zuweilen eine Drehung des
Koordinatensystems Gewinn. Sobald zwei aufeinanderfolgende Nahe-
rungen innerhalb der gewihlten Genauigkeitsgrenze keine Abweichung
zeigen, stellen sie die gesuchte Losung mit der gewiinschten Genauig-
keit dar.

Fiir die wiederholten Integrationen benutzen wir das Differenzen-
schema, und zwar werden wir uns in der Regel auf die Mitnahme der
zweiten Differenzen beschrinken. Der Fehler, der durch die Vernach-
lissigung der vierten und hoheren Differenzen entsteht, lafit sich ja
beliebig klein machen, wenn man die einzelnen Teilintervalle nur klein
genug wihlt.

Die erste Niherung, auf die sich das ganze Verfahren aufbaut,
kann man nun entweder nach den Verfahren des § 82 oder auf graphi-
schem Wege ermitteln. Hiufig geniigt auch schon eine ganz rohe
Schitzung auf Grund der Anfangswerte, denn es zeigt sich, dal man
den Begriff ,,Ndherung* im allgemeinen nicht engherzig zu fassen
braucht. .

Sollte im Laufe der Rechnung ein Fehler unterlaufen, so stellt
auch ein fehlerhafter Wert von y,, wenn er nicht ganz aus dem Rahmen
der iibrigen Werte herausfillt, noch eine brauchbare Naherung dar
und wird durch das Iterationsverfahren automatisch wieder verbessert.

Beispiel: Die Differentialgleichung

1
Y =1 — %y

ist mit den Anfangswerten x, =0, y,=1 zu integrieren.

Wir wihlen % = 01, berechnen also die Funktionswerte an den
Stellen 0'1, 02, 03, ... Das Integrationsintervall dehnen wir bis
zu dem Werte x, = 1'2 aus; es zeigt sich im Laufe der Rechnung,
daB das Iterationsverfahren bis zu dieser Stelle noch gut konvergiert.

Ohne jede Kenntnis iiber den Verlauf der Lésung wihlen wir als
erste rohe Niherung den Anfangswert:

yi=1

und berechnen die zugehérigen Werte

1
fay) =5y —xy.
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Zur Integration wihlen wir, von dem Werte y, =1 ausgehend, zu-
nichst die Formel Z4+h

ffdx—zh(fwddf

z-

und berechnen die Werte von y, an den Stellen 02, 04, ... 1'2.
Dann ermitteln wir von y,(0°2) aus den Wert y, (0"1) durch das Integral
z+h - -
_ o, fE+h+ ) 1 44f(x +h) +44f(x)
f fax=h [ 2 12 2

und wenden schlieBlich wieder die erste Formel an, um von y, (0'1)
ausgehend y, an den Stellen 03, 0°5, ... 11 zu berechnen. Genau
so verfahren wir zur Bildung von yg, ¥, ...

Die Rechnung ist aus der folgenden Tabelle ersichtlich. Zur be-
quemeren Addition sind die Werte %AA f jedesmal unter die ent-
sprechenden Werte von f gesetzt worden.

x y1 | fxy) Vs l f(xys) Differenzen V3
00 1 01 1000 0°1000 1:000
— 995
01 1 00 1°005 070005 — 10 1005
— 2 — 1005
02 | 1 | —ot 1000 — 01000 + 20 | 1000
+ 3 — 985
03 1 —02 0985 — 01985 + 52 0'985
+ 9 — 933
o4 | 1 | —o03 0'960 — 02918 + 82 | 096t
+ 14 — 851
o5 | 1 | —o4 | 0925 — 0°3769 + 114 | 0927
;‘ + 19 — 737
06 | 1 | —os | 0880 — 04506 +149 | 0886
! +25 | — 588
o7 i 1 | —o06 | 0825 — 0°5094 +180 | 0837
! + 30 — 408
08 | 1 | —o07 I 0760 — 0°5502 +214 | 0784
}} + 36 — 194
09 | 1 | —o08 ! 0685 —0'5696 | +250 | 0728
+42 + 36
1o | 1 | —09 0600 | —o364i0 + 284 | o671
: ‘ +47 |+ 340 i
1 | 1 | —10 | 0505 — 05300 | + 320 i 0616
I + 53 + 660 !
12 | 1 | —11 || 0400 — 04640 | | 0566

Man erkennt deutlich, wie die Konvergenz des Verfahrens nach
und nach schlechter wird. Die ersten Werte dndern sich kaum noch,
wiahrend die letzten Werte noch stark voneinander abweichen. Wir
wenden das Verfahren noch zweimal an und erhalten das folgende
Bild. Das Differenzenschema ist fortgelassen.
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x f(xy3) Vs f(xya) Vs

00 0°1000 1°:000 071000 1000
01 0°0005 1005 0'0005 1005
02 —0°1000 1000 — 0°1000 1°:000
03 — 01985 0985 — 0°1985 0985
04 — 02920 0961 — 02919 0961
0’5 — 03776 0927 — 03775 0'927
06 —0'4531 0885 — 04528 0885
07 — 05158 0837 —0°5158 0837
08 — 05657 0783 — 0°5651 0'783
09 — 06022 0724 — 0°5992 0724
10 — 06260 0'663 — 06190 0'663
11 | —06397 0599 — 06230 0601
12 | —06472 0535 — 06134 0539

Die Werte, die sich von einer Niherung zur nichsten nicht mehr
dndern, braucht man natiirlich nicht neu zu berechnen. Wiirde man
das Iterationsverfahren noch einmal auf die Ndherung y,; anwenden,
so wiirde sich innerhalb der gewihlten dreiziffrigen Genauigkeit keinerlei
Anderung mehr ergeben.

Wiinscht man die Genauigkeit weiterzutreiben, so muf man
sich zundchst Rechenschaft davon ablegen, wieweit die bei der Inte-
gration vernachldssigten héheren Differenzen das Resultat verfdlschen
konnen. Der Fehler der benutzten Integrationsformeln 148t sich durch
die GroBe der vierten Differenzen abschitzen. Fiir das ganze Inter-
vall x, bis x betrdgt der Fehler etwa
(24) F=—

x

— %0 42 2
% A2 42,

Dabei ist fiir 4242 ein Mittelwert aus dem Integrationsintervall zu
wihlen.

Um die vierten Differenzen zu ermitteln, stellen wir das folgende
Differenzenschema auf:

x f(xy) Differenzen
1. 2. 3. 4.
00 0°1000 ’
i | — 995
01 | 0°0005 — 10
, — 1005 30
02 ! —01000 + 20 4]
— 985 30
03 — 01985 50 — 1
— 935 29
04 — 02920 79 — 3
— 856 26
0’5 — 03776 105 —11
— 751 15
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Differenzen

* 4l 1. 2. 3. 4.

06 — 04527 . 120 + 3
— 631 18

07 — 05158 138 — 4
— 493 ! 14 '

08 — 05651 152 | —23
— 341 L —9

09 — 05992 143 + 4
— 198 — 5

10 — 06190 138 0
— 60 — 5

11 — 06250 133
— 73

12 — 06177

Obwohl die vierten Differenzen stark schwanken, kann man doch
ihr arithmetisches Mittel als geeigneten Mittelwert fiir die Fehler-

abschitzung ansehen. Danachist A24% = — 4 -10~*, und der Formel-
fehler fiir die Integration von 0'0 bis 1'2 wird

=12 4 40-4=13.40-5
F=1s-4-107*=3-10"".

Die einzelnen Niherungen konvergicren somit gegen eine Funk-
tion, deren Wert an der Stelle 1'2 um etwa drei Einheiten der sechsten
Dezimale zu klein sein wird.

Wiinscht man gréBere Genauigkeit, so mul man entweder das
Teilintervall % kleiner wihlen oder bei der Integration héhere Diffe-
renzen benutzen.

Dehnen wir unsere Lésung bis zu der erreichbaren Genauigkeit
aus, so ergeben sich nacheinander die folgenden Naherungen:

x Ve Y7 Vs b4 Y10

00 1°0000 1000 000 1°000 000 1000 000 1:000 000
01 1:0050 1005 045 1:005 046 1:005 046 1005 046
02 10001 1000 066 1°000 068 1:000 068 1-000 068
03 09350 0985 113 0985 114 0985 113 0985113
04 079603 0960 538 ! 0960 537 0960 537 0960 537
05 09269 0'926 987 0926 985 0926 986 0'926 986
06 08853 0885374 0885 369 0885 370 0885 369
07 08368 0836 837 0-836 830 0°836 831 0836 851
08 07826 0782 638 0782678 0782679 0'782678
09 07242 0'724 357 0'724 337 0724 340 0'724 340
10 06632 0663 310 0'663 287 0'663 281 0'663 281
11 06009 0600 987 0'600 949 0600 956 0°600 956
12 0°5387 0538772 0°538 721 0538733 0°538 731

Weiterhin dndern sich die auf sechs Dezimalen hingeschriebenen
Niaherungswerte nicht mehr. Die letzte Niherung ist an der Stelle 1-2,
Runge-Konig, Vorlesungen. 20
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verglichen mit dem genaueren Werte auf Seite 297, um 24 Einheiten
der sechsten Dezimale zu klein.

Das Verfahren der Iteration wird zweckmiBig auch als Probe des
Runge-Kuttaschen Verfahrens angewendet. Hat man z.B. fiir die
oben behandelte Differentialgleichung ‘

, 1
Y=Y —*y
auf dem in § 82 auseinandergesetzten Wege die Werte gefunden:

1 2 2
* y Al 4 4
0 1 01
— 2000
02 | 1°0001 — 0°1000 + 80
. — 1920
04 | 09605 — 02920
— 1608
06 1 08854 — 04528 + 487
— 1121
08 07827 — 0°5649
— 544
10 | 06633 — 06193 + 563
+ 19
12 | 05387 — 06174

so integriere man iiber die Funktion Eyz — xy, indem man den
sechsten Teil der zweiten Differenzen bei x = 02, 06, 1'0 zu den
Werten von %yz—— xy hinzufiigt und addiert

— 00987
— 04447
— 06099
—1°1533

Mlt dem Intervall 0-4 multipliziert gibt das fiir y den Zuwachs
Ay = — 04613

und somit fiir x =12 y = 0°5387, wie berechnet worden ist. Fiihrt
die Integration zu einem neuen Wert von ¥, so ist anzunehmen, daf3
der neue Wert der richtigere ist.

§ 84. Integration durch Summation.
Das Verfahren der Iteration 148t sich mit der im 9. Kapitel, § 74,

S. 252 abgeleiteten Integrationsformel

(25) —-j/m ydx = (n, —1)— (n 1)+ (n,3) —

720
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mit Vorteil verbinden. Dabei wdhlen wir % klein genug, damit bei
der Genauigkeit, mit der wir y zu berechnen wiinschen, nur eine geringe
Anzahl der Glieder auf der rechten Seite beriicksichtigt zu werden
braucht, in der Regel nur die ersten beiden.

Als Beispiel werde die Differentialgleichung

dy
ax= Yy

mit den Anfangsbedingungen x =0, y =1 gewdhlt. Zwar kann
man die Losung y =2¢ — 1 —x weniger umstindlich durch die
Potenzentwicklung von ¢° berechnen, aber um das Verfahren zu er-
lidutern, schadet das nichts. Das Beispiel ist so gewihlt, daB die Be-
rechnung von f (¥, y) keine Mithe macht. Im allgemeinen ist ndmlich
die wiederholte Berechnung von f(x,y) die Hauptarbeit, die bei der
numerischen Auflésung einer Differentialgleichung zu leisten ist. Alles
iibrige sind im wesentlichen nur Additionen. % werde gleich 0'1 an-
genommen. Als erste Anndherung nehmen wir f(x,y) konstant an
gleich £(0,1) =1 und bilden das Differenzenschema der Mittelwerte
von f (x, y), das wir nach links, entsprechend den Anfangsbedingungen

z
von [f(x,y)dx, fortsetzen:

n, —1 n+4,0| n, +1
9
1
10 0 (n=—1,0, +1).
1
1

Die Kolonne 7, —1 gibt hier ohne weitere Korrektur die Werte von

e

an, weil die Glieder #, 1 verschwinden. Das gibt fiir ¥ und f (v, v), da

y=[fxy)dx:
% } y !/(xy)
—o1] 09 | 08
00! 10 ¢ 10

ot! 11 12

Mit den neuen Werten von f (¥, ) wird wieder das Differenzenschema
20*
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der Mittelwerte gebildet und nach links éntsprechend den Anfangs-
bedingungen erginzt:

n, —1 i n4+1,0({n,1

9117 ! 02
‘ 09

10017 02
11

11117 | 02

Da (0,1) =02, so st —1—15(0,1) = --0'017; daher muB (0, —1) = 10017

genommen werden, damit das Integral durch % dividiert den Wert 10
erhdlt. Die Werte (—1,1) und (41, 1) werden zunichst durch die
Werte 0'2 angendhert, indem wir (n + %, 2) noch gleich 0 annehmen.
Die Formel (25) liefert somit y = 0°610, 1°000, 1:110. Mit diesen
Werten von y fiir x = —01, 0°0, 0’1 werden von neuem drei Werte
von f (x,y) berechnet und das Differenzenschema der Mittelwerte auf-
gestellt:

x i y ’ fxy) | no—1 |[n+L,0| =1 nt+t,2
—o01 | 0910 0810 9112 0180
0'905 0°020
00 | 1000 1°000 || 10017 0200
1105 0°020
01| 1110 1210 | 11122 0220

Die Werte fiir » + §, 2 ergeben sich aus der zweiten Differenz der
drei Werte von f (v, y) durch die Annahme, daB die zweite Differenz
konstant sei und daher auch die Mittelwerte dieselbe zweite Differenz
haben. Von neuem wird nun die Integrationsformel (25) angewendet
und ergibt y = 09097, 1:0000, 1'1104 und f(x,y) = 0-8097, 10000,
1'2104 mit der zweiten Differenz A2f = 0°0201.

Wird nun noch einmal das Differenzenschema der Mittelwerte
gebildet:

I ¥y l f(x ) H n, —1 n+%,0‘ n, 1 tn—i—;,z
—o01 | 09097 | 08097 | 91119 01803
] N 0'9048 00201
00 | 10000 | 10000 ]' 10°0167 02004
! ‘ | 11052 0°0201
01 | 11104 | 12104 | 111219 | 02205

wo wieder die beiden Werte von # + 4, 2 gleich der zweiten Differenz
der drei Werte von f (v, y) angenommen werden, so ergeben sich nach
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der Integrationsformel (25) fiir y die Werte 0:9097, 10000, 1-1104,
d. h. dieselben Werte, die schon berechnet waren. Wir nehmen daher
an, daB sie etwa auf eine Einheit der vierten Dezimale richtig sind.

Man braucht natiirlich nicht, wie hier der Deutlichkeit wegen
geschehen ist, das Schema immer wieder von neuem hinzuschreiben,
sondern kann statt dessen die hingeschriebenen Zahlen bei den wieder-
holten Schritten verbessern, vielleicht zuerst mit Bleistift schreiben
und erst die endgiiltigen Werte mit Tinte awsziehen.

Um die weiteren Werte von y zu finden, extrapolieren wir jetzt
das Differenzenschema der Mittelwerte, indem wir einstweilen noch
n -+ 4,2 als konstant betrachten und fiir 2 4 %,2 auch 00201
schreiben. Dann wird das Schema nach links vervollstindigt

1

91119 01803

09048 ' 0020t
10°0167 02004 |

11052 i 00201
111219 02205 !

13257 7 0'0201
124476 02406 |

und liefert fiir y den nichsten Wert 1:2428 und {iir f (¥, y) 1°4428 und
damit fiir den letzten Mittelwert von f den wverbesserten Wert 13266
statt 1'3257. Das andert nun zwar wieder die Kolonne #,1 und
n + 4,2, hat aber keinen EinfluB auf die vierte Dezimale von y.
In dem Differenzenschema haben wir aber jetzt so fortzufahren:

. 00210
11-1219 02214 |

1°3266 . 00210
12:4485 02424 |

was jedoch den Wert 12428 fiir y, der hieraus nach der Formel (25)
berechnet wird, nicht dndert. Wir fahren daher mit der Extrapolation
des Differenzenschemas weiter fort. Dabei werden wir gut tun, auch
die Kolonne #n - %, 2 nicht mehr konstant zu halten. Aus dem
nachsten Wert von y wird sich sogleich ergeben, um wieviel die Werte
n 4+ %, 2 zunehmen.

Einstweilen kénnen wir ihnen den Zuwachs geben, welcher der
Anderung (0,2) =00200 auf (%, 2)=00210 entspricht, d. h.
0'0020 fiir eine Anderung von » auf # + 1.

Die Extrapolation ergibt danach

111219 | 02214
| 13266 00230

12:4485 ! 02444
1'5710 l 00250

140195 | | 02694 |
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und damit y =01 (140195 — 0°0224) = 1'3997 und f(x, y) = 1°6997.
Somit ergibt sich der letzte Mittelwert (2 4 %, 0) =1:5712, so daB
sich das Schema der Mittelwerte so abindert:

0°0022
00232

12°4485 ' 02446 0'0022
1°5712 0°0254

14°0197 | 0°2700

Der Wert von y wird dadurch indessen bis auf die vierte Dezimale.
nicht gedndert. Es ist nun eine Kolonne (%, 3) hinzugetreten. Nach
der Formel (25) liefert sie aber zu y nur den Beitrag h-;z—io(nj),
was fiir die vierte Dezimale nicht in Betracht kommt. Fiir die weitere

Extrapolation wird (n, 3) konstant gesetzt.

Man wird die ganze Rechnung in einem Formular etwa der fol-
genden Form vereinigen, indem man bei jedem neuen Schritt vor-
wirts an den vorhergehenden Werten des Schemas die sich ergebenden
Anderungen anbringt:

‘
x ¥ fxy) | n, —1 "“H"OE n, 1 in+%,2 n, 3"
—01 09097 08097 ' 91119 01803
09048 00201
00 1°0000 | 1°0000 | 10°0167 02004
11052 00210
01 1°1104 | 12104 || 111219 02214 00022
1:3266 00232
02 12428 | 14428 ' 12'4485 02246 00022
‘ f 1°5712 0°0254
03 13997 . 16997 | 14°0197 02700

Es empfiehlt sich, die Korrekturen —:—2 (n, 1), die nach der For-

mel (25) an den Werten %, —1 anzubringen sind, um %y zu erhalten,
mit kleiner Schrift unter die Werte #, —1 zu schreiben.

Nachdem so eine gréBere Anzahl der Kolonnen der Differenzen-
tabelle der Mittelwerte aufgebaut ist, geht die Rechnung rasch
weiter, rascher als bei dem ersten Aufbau. Es kann sich daher
unter Umstinden lohnen, die ersten Werte auf anderem Wege,
z. B. durch Reihenentwicklung, zu ermitteln, wenn dieser Weg gang-
bar ist.

Die Fortsetzung der obigen Tabelle lautet fiir das Differenzen-
schema, in Einheiten der vierten Dezimale geschrieben:
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x y lf(x,y) ﬂ n, —1 [n4+4%,0 n,1 In+;,z| n,3
| !
02 12428 | 14428 | 124485. 2246 { I 26
15712 | 258
03 13997 | 16997 | 140197 ; 2704 | 27
| 18416 | 285 |
04 1°5836 | 19836 | 158609 2989 P29
_ _ _ } 21405 o34 Lo
05 17974 | 22974 ' 180017 3303 b33
24708 347
06 | 20442 | 2'6442 | 204724 3650 ] b3y
; 28358 | | 384 |
07 | 23275 | 30275 | 233080 4034 | |4
| 32392 ! 425
08 | 26510 | 34510 | 265472 4459 | 43
. I 36851 468
09 30191 39191 | 302323 4927 45
| 41778 |o513
10 34365 | 44365 1 344103 | 5440 ’ ‘

§ 85. Gleichungen zweiter und hdherer Ordnung.
- Verfahren von Runge-Kutta.

Die fiir die Lésung von Differentialgleichungen erster Ordnung
entwickelten Methoden lassen sich ohne Schwierigkeit so erweitern,
daB sie auf gewohnliche Differentialgleichungen von beliebiger Ordnung
angewandt werden kénnen. Wir denken uns die Differentialgleichung
nter Ordnung nach der hochsten Ableitung aufgelost:

&y ( dy a%y i‘L‘lZ)
rr el ACIS J it e R e
und fithren # — 1 neue Funktionen , Yar - -+ Yp_1 €in durch die
Y1, Y2 Yn-1
Beziehungen dy
=gz
ay
3'2=;1')_;2'
vy
Yn-1 dvr;fl

Dann 148t sich die Differentialgleichung » ter Ordnung durch ein System
von n Differentialgleichungen erster Ordnung ersetzen:

AYu_
I =fE Y0 Y Ve,
dy
ax N
d}'l_
v Ve
ay
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Gelingt es uns, ein Verfahren zur Integration eines Systems von
n Differentialgleichungen erster Ordnung zu finden, so ist damit gleich-
zeitig die Losung einer Differentialgleichung nter Ordnung erledigt.

Wir beschrinken uns weiterhin auf die Losung eines Systems von
zwei Gleichungen. Die Ausdehnung des Verfahrens auf eine groBere
Zahl von Gleichungen ist ohne weiteres erkennbar.

Allgemein sind zwei Funktionen y(x) und z(x) aus den beiden

Gleichungen
26) { I—f(xw),
Z=glxy2)
zu ermitteln. Aus der zweifach unendlichen Schar wird eine bestimmte
Losung durch die Angabe der Anfangswerte x,, ¥, 2, herausgegriffen. Fiir
die Differentialgleichung zweiter Ordnung muB neben den Werten x, und
¥ auch der Wert der ersten Ableitung im Anfangspunkt gegeben sein.

Ebenso wie im § 82 gelangen wir von dem Anfangspunkt aus zu
weiteren Werten der beiden Funktionen y (x) und 2 (x), wenn wir
jedesmal x um einen Betrag 4 wachsen lassen und die entsprechenden

Anderungen % von y und / von z berechnen. Wieder begniigen wir uns
damit, die beiden GréBen % und !/ durch Ausdriicke von der Form
{ k=R k +Ryky+ Ryks + Ry £y,
I=Ril+ Ry, +Ryls+ Ry 1y
bis zu Gliedern vierter Ordnung in % richtig darzustellen. Die Hilfs-
groBen ky, ky, k3, Ry sollen jetzt, den erweiterten Gleichungen (3)
entsprechend, die folgende Bedeutung erhalten:
kl = f(xyz) h:
ky=flx+oahy+Bk,z+pL)h,
ky=fx+o by + Pk +nkz+pli+rib)h,
ky=fx 40,y + Boky + yike + o kg, 2+ poly +ya by + 0yl B
Genau so werden die GroBen Iy, Iy, I, I, durch die zweite Gleichung
bestimmt.
Die Forderung, dafB3 die Ausdriicke (27) bis zu den Gliedern vierter
Ordnung in % mit den beiden Entwicklungen
d h?ad? hdas htdt
B=hgyt Siae T 3iae T aiaat o
dx ' 21dx? " 31dx " 4ldart T T

27)

I=h

iibereinstimmen miissen, fithrt wieder zu den Gleichungen (7). Die
Ableitung der Gleichungen geschieht ebenso wie im § 82, nur sind die
dort eingefiihrten Operatoren entsprechend zu erweitern. Der Ope-
rator D hat hier beispielsweise die Bedeutung

¢} g g
D=?97+fa_§+g797'
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Wir wihlen wieder die einfache Losung (17) aus. Dann sind die
Grolen % und 7 folgendermalen bestimmt:

ky=f(xyz2)h, L=glxyz)h
k ! A R
k2=f(x+—z~,y+—é—1,z+.%)h’ lzzg(x'i“:;_‘,j"i-?l, —%)h.
h k. 3 2
k3:f(x+—2‘,y+?2,z+£2?-)h, [:g(x+ ’y_l__g Z+—12—h,
ky=fx+hy+ky,z+10)h, gx+hy+ky,z+l)h.

Daraus erhalten wir die Zunahmen von y und z:
E=1{4hk+ 3Ryt k) + L 2y,
I=3h+ 40+ 1) +4h.

Da der Fehler eines einzelnen Schrittes proportional zu 45 ist,
erhidlt man wieder eine einfache Fehlerabschitzung, indem man die

Integration ein zweites Mal mit doppelter Intervallbreite vornimmt.

Der Fehler der ersten Berechnung ist dann etwa glexch des Unter-
schiedes beider Ergebnisse.

Der oben eingeschlagene Weg zur Zuriickfithrung einer Differential-
gleichung nter Ordnung auf ein System von # Differentialgleichungen
erster Ordnung ist durchaus nicht der einzig mogliche. In bestimmten
Fillen wird man hdufig andere Substitutionen vornehmen, um ein fiir
die numerische Rechnung bequemes Gleichungssystem zu erhalten.

Berspiel: Die Bessel;che Differentialgleichung fiir den Parameter 0:

1dy
dx2 + xdx +y
ist fiir die Anfangswerte %, =0, yo=1, ¥ =0 zu integrieren.
Wir fithren die neue Funktion
z=2xy
ein. Dann folgt aus der gegebenen Gleichung
Z=xy"+9y=—xy.

Wir erhalten daher an Stelle der Besselschen Gleichung die beiden
Differentialgleichungen erster Ordnung:

V=2,
Z=—xy.

Aus den gegebenen Anfangsbedingungen folgen fir unser Gleichungs-

system die Anfangswerte
%=0, Yo=1, 2z=0.

Die Rechnung ordnen wir ebenso wie bei den Differentialgleichungen
erster Ordnung an. Der einzige Unterschied besteht darin, daB die
entsprechenden GréBen % und ! jetzt gleichzeitig berechnet werden
miissen. Fiir » wihlen wir den Wert 0-2.

Der Gang der Rechnung geht aus der folgenden Tabelle hervor:
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Fiihrt man dieselbe Rechnung mit doppelter Intervallbreite aus,

so erhdlt man an der Stelle x =12 die Werte
y=067123, =z= —059715.

Danach hat y an der Stelle x = 1'2 einen Fehler von etwa einer halben
Einheit, z ein Fehler von etwa fiinf Einheiten der letzten Dezimale.
Hinzu kommen jedoch noch die durch Abrundung entstandenen Fehler.

Ist wihrend der Rechnung ein kleiner Fehler unterlaufen, so ist
es wieder nicht nétig, die Rechnung von der fehlerhaften Stelle an zu

wiederholen. Hat man an die Stelle der richtigen Werte y und z die

fehlerhaften Werte y=y+8 und ZF=z4e¢

gesetzt, so ist aus ihnen irrtiimlich

ky=(f+0f,+ef)h, Li=(g+dg +eg)h,
=k1+(6fy+5fz)hr =ll+((5g,,+£gz)h

berechnet worden. Ferner ist

ky=Fy+ (8f,+ef)h, L=l +(dg, + cg)h,
kazks + (6.fy+5/z)hx :l3+(6gy+8gz)h;

2
3
ky=Fky+Ofp +efdh, L=1+(0g,+eg)h

1,
I

und B _
k=k 4+ 0Of,+ef)h, | =14 (0g,+eg)h.

An die Stelle der richtigen Werte y + & und z 4 ! treten daher die

falschen Werte

(28) 4 {}7+_k=y+k+5(1+hfy)+eh)‘z.
z24+1l=z4+1+06hg,+c(1+Rf).

Beispiel: Wir benutzen dieses Resultat, um abzuschitzen, welchen
EinfluB der Abrundungsfehler in der oben durchgefiihrten Rechnung
héchstens besitzen kann. An der Stelle x = 0'2 kann der Abrundungs-
fehler eine halbe Einheit der fiinften Dezimale betragen. Bei jedem
weiteren Schritt kann ein gleicher Abrundungsfehler hinzutreten.

Aus unserem Gleichungssystem erhalten wir

fy=0, fz:

§y=—"2%, 8:=

>

o x|~

Daher ist =
' F+h=y+k+otel,
Z4l=z4+14+e—8hx.

Es ergibt sich, daB fiir x =12 der Wert von ¥ um héchstens
fiinf, der Wert von z um héchstens drei Einheiten der fiinften Dezimale
durch Abrundung fehlerhaft geworden sein kann.
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Bei Differentialgleichungen zweiter und hoherer Ordnung tritt
zuweilen der Fall ein, daf3 die Anfangswerte nicht vollstindig gegeben
sind. Die an der Stelle x, fehlenden Werte werden durch Bedingungen
ersetzt, die die Losung an einer anderen Stelle x, erfiillen soll. Man
hat es dann mit sogenannten Randwertaufgaben zu tun. Bei einer
Gleichung zweiter Ordnung kann z.B. im Anfangspunkt %, nur der
Wert y, gegeben sein. Dann kann man der Losung die weitere Be-
dingung auferlegen, daB sie an der Stelle x, den Wert y, oder auch
die Ableitung ] besitzt. Geometrisch gesprochen soll unter allen
Losungskurven, die durch den Punkt x,, vy, hindurchgehen, diejenige
ausgewdhlt werden, die an der Stelle x, die Ordinate y, oder die Rich-
tung ] besitzt.

Numerisch wird man die Aufgabe so angreifen, dal man eine Reihe
von Lésungen von %, bis x, berechnet, die von dem gegebenen Anfangs-
werte y, und verschiedenen Werten y; ausgehen. Zwischen den An-
fangswerten y; hat man so lange zu interpolieren, bis man eine Lésung
findet, die an der Stelle %, den gewiinschten Wert annimmt. Um einen
Anhalt dafiir zu besitzen, in welcher Weise die Endwerte durch eine
Anderung des Anfangswertes beeinflult werden, kann man, sobald es
sich nur noch um kleine Anderungen handelt, zweckmiBig von den
Formeln (28) Gebrauch machen.

§ 86. Integration durch Iteration.

Auch die Lésungen eines Systems von Differentialgleichungen
erster Ordnung lassen sich durch Iteration weiter verbessern. Wir
beschrinken uns auf die Betrachtung von zwei Gleichungen; die Aus-
dehnung des Verfahrens auf beliebig viele Gleichungen wird sofort
erkennbar sein.

Wir schreiben die beiden Differentialgleichungen

dy

2z =1y,
dx
= glxy)

als Integralgleichungen fiir die gegebenen Anfangswerte x,, y,, z,:

y=yo+ [flxyz)dx,
(29) -
z=1z,+ [glxyz)dx.

Setzen wir in die rechten Seiten zwei Niherungslosungen y, (x)
und z (x) ein, so entstchen durch Integration neue NZherungs-
lIosungen y,(x) und z,(x). Allgemein fiihrt ein System von Niherungs-
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losungen y, (x) und 2, () durch Iteration zu dem System yn4+1 (*) und
Zns1 (%) z
Ya+1=Yo +/f(xynzn) dx,

e
Zn+1 = % +/g (*Ynzn)dx.

Zo

Um den Fehler der Niherungen zu untersuchen, subtrahieren wir

diese Gleichungen von den Gleichungen (29):

Y= Yar1=[[/(xy2) — [ (& yuzi)]dx,

Z— 241 =/[g (xy2) — g (*yn2n)]dx

und formen die rechten Seiten folgendermaBen um:

Y — Yui1 ____j’{/(xyZ) —f(x¥a2) v —y) + F(xYn2) — F(*Ynza) (z——z,.)]dx,

Y —%Ya z—z,

z
2= g1 zf[g(xy?:iiw.i) (v — y2) + g(xy..zl:i(xy,.z,.) (z—z,,)]dx.
Zo

Die vier dabei auftretenden Differenzenquotienten
f1xy2) —flxya2)

Y —Vn
sind gleich gewissen Werten der entsprechenden Differentialquotienten

%, —gé, %’ —335— fiir Werte der Veridnderlichen im Bereich y, ya, 2, 2.

Wir nehmen an, daB die beiden ersten Differentialquotienten fiir alle
in Betracht kommenden Werte x, y, z absolut genommen nicht gré8er
als eine feste Zahl M sind, und daB ebenso die beiden letzten Differential-
quotienten eine feste Zahl N nicht iibersteigen. Bezeichnen ferner
0, und &, je den groBten absoluten Betrag von y — y, und z — z, in
dem Intervall x, bis x, so ist

Oni1t = M (3n+ &) | — %],

=N n) | X — %
und daher a1 = ('"+8)l OI

Oni1F a1 = (M + N) (8, + &) |x — 7]
Beschrankt man daher das Integrationsintervall so weit, daB der
Ausdruck (M + N)|x — 1,
kleiner als ein echter Bruch x wird, so ist
Ont1 4 tnr1 S % (It &) = 2 (0, + &) -

Die groBten Fehler der Niherungs'ésungen kénnen daher mit zu-
nehmendem # innerhalb des bestimmten Integrationsgebietes beliebig
klein gemacht werden.

y e e
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Das Iterationsverfahren ist auch hier in der x-Richtung nicht
beschréinkt. Denn von einem mit hinreichender Genauigkeit ermittelten
Wertetripel #,, 9, 2; kann man stets wieder um ein so kleines Stiick
auf der x-Achse fortschreiten, daB3 die Bedingung

erfiillt wird. M+ N)(x—x) ==x<1

Wie bei den Differentialgleichungen erster Ordnung ist es auch
hier zwecklos, vorher zu ermitteln, wieweit sich die Konvergenz erstreckt.
Das Aufhéren der Konvergenz macht sich ja durch das Verhalten der
einzelnen Niherungen deutlich genug bemerkbar.

Werden an irgendeiner Stelle die Werte von f(xy2) oder g (xyz2) zu
groB, so wird hier ebenso wie bei den Gleichungen erster Ordnung ein
Wechsel der unabhingigen Verdnderlichen von Vorteil sein. Je nachdem
man y oder z als unabhéngige Verdnderliche einfiihrt, erhalten die Glei-
chungen die Gestalt ix

dz 1 dz _g(vy2)

dy ~ flxyz)’ Ay~ f(xy2)
oder

dx 1 dy _ fxy2)

dz  glxyz)  dz gy

Zur Ausfithrung der Integration werden wir auch hier wieder das Diffe-
renzenschema bis zu den zweiten Differenzen benutzen und den Fehler ab-
schitzen, der durch Vernachldssigung der hoheren Differenzen entsteht.

Die ersten Naherungswerte kénnen nach der Methode des § 85
ermittelt werden. Meistens geniigt aber auch schon eine ganz rohe
Schitzung aus den Anfangswerten. Natiirlich konvergiert das Ver-
fahren um so schneller, je besser die ersten Ndherungswerte sind.

Zur Berechnung einer weiteren Ndherung wird man stets die beiden
besten Ndherungslosungen heranziehen. Das soll heilen, wenn man aus
den beiden Nidherungen z, und y, die Niherung vy, berechnet hat, so
wird man die Berechnung von 2, natiirlich auf die L6sungen ¥, und z,
stiitzen und nicht wie bei der Berechnung von y, von y, und 2z, ausgehen.

Beispiel: Die beiden aus der Besselschen Differentialgleichung
gewonnenen Gleichungen erster Ordnung

y =7
Z=—xy
sind mit den Anfangswerten xy=0, y, =1, 2, =0 zu integrieren.

Wir wihlen 4 = 0! und dehnen die Integration bis zu der Stelle
% =12 aus. Wie sich im Laufe der Rechnung zeigt, konvergiert das
Verfahren noch gut bis zu dieser Stelle.

Als erste Ndherung wihlen wir ¥ konstant, und zwar gleich dem
Anfangswerte 1. Die Integration erfolgt wieder nach den gleichen
Formeln wie im § 83.

Beschrianken wir uns zunidchst auf drei Dezimalen, so erhalten
wir die in der folgenden Tabelle enthaltene Rechnung. Die Ndherungs-
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werte y; und z; dndern sich innerhalb der dreistelligen Genauigkeit
bei weiteren Schritten nicht mehr.

Die Genauigkeit kann leicht bedeutend weiter getrieben werden.
Nach drei Schritten erhalten wir bereits Werte, die sich in den sechs
ersten Dezimalen nicht mehr dndern. Es ergeben sich bei den weiteren
Schritten die folgenden Werte:

x Vs 2z Ys 25 Ve 2g

00 1°:0000 0°00 000 1°00 000 0°000 000 |f 1°000 000 0°000 000
0t || 09975 | —0°00500 || 0°99 750 | — 0°004 994 | 0°997 502 | — 0°004 994
02 09900 | — 0°01991 0°99 002 | — 0°019900 | 0°990025 | — 0°019 900
03 09776 | — 0°04 450 097762 | —0°044 495 || 0°977 626 | — 0°044 496
04 09604 | — 0°07 842 096040 | — 0078411 || 0°960 398 | — 0°078 411
05 09385 | —012114 093847 | — 0121134 | 0938470 | — 0°121 134
06 09120 | —0°17203 091200 | — 0172022 || 0°912005 | — 0°172021
o7 08812 | —0°23030 088120 | —0°230297 || 0°881201 | — 0°230297
08 0'8463 | — 0°29 508 0'84 628 | — 0295075 || 0846287 | — 0295074
09 || 08075 | — 036535 || 080753 | — 0°365354 || 0°807 524 | — 0°365 355
10 07652 | — 044 006 0°76 520 | — 0440053 || 0°765197 | — 0°440 051
11 07196 | —0°51799 | 071962 | —0°517993 || 0°'719 622 | — 0°517 993
12 06711 | — 0°59 796 067113 | —0°597949 || 0671132 | — 0°597 947

SchlieBlich ist noch zu untersuchen, wieweit die bei der Inte-
gration vernachldssigten vierten Differenzen das Resultat dndern
konnen. Aus dem Differenzenschema entnehmen wir fiir die vierte

Differenz bei der Integration'von y’ den Mittelwert A2/42 = — 17-1076,
fiir die Integration von 2z’ den Mittelwert A%242= — 1001076.
Nach (24) sind daher die Integrationsfehler an der Stelle 1'2 etwa
Fy =01 . . .
Einheiten der sechsten Dezimale.
F,=07

§ 87. Integration durch Summation.

Das in § 84 auseinandergesetzte Verfahren kann auf Differential-
gleichungen beliebiger Ordnung ausgedehnt werden, wie das im wesent-
lichen schon im vorhergehenden Paragraphen gezeigt ist. Wie dort
beschrianken wir uns auf den Fall

dy
E;=f(x,y,z),
dz
d—x=g(x,y,z)

und haben nun wieder fiir eine Niherung yn z, die Integrale

z z
[1@ymz)dx und  [g(x, 9, 2) dx

mit den vorgeschriebenen Anfangsbedingungen nach der Formel (25)
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auszufiihren. 'Zu dem Ende legen wir die Differenzentabellen der
Mittelwerte der Funktion f und diejenige der Mittelwerte der Funktion g
an und vervollstindigen beide nach der Kolonne mit dem Index —1
genau wie bei der Berechnung der Lésung einer Differentialgleichung
erster Ordnung. Nach der Formel (25) werden dann bessere Werte von
y und z berechnet und mit diesen neue Werte von f und g, die wieder
zu verbesserten Differenzentabellen der Mittelwerte fithren, und so fort.
Bei einer Differentialgleichung zweiter Ordnung

d?y d y)
PP (" rr
d . .
ist es nicht immer das Vorteilhafteste, z = ?ii als zweite Funktion
. . . d
einzufithren. Es kann z. B. zweckmidBig sein, z =sing (71% =tg <p)
. d d d R
zu betrachten. Dann wird d—i = Co0s tpd—f = d—;p gleich der Kriimmung
der in den rechtwinkligen Koordinaten x und y gezeichneten Kurve.
Wenn nun die Kriimmung in einfacher Weise von Ort und Richtung
abhingt, so empfiehlt sich diese Art der Darstellung.
So hat man z. B. fiir die Gestalt eines Tropfens oder einer Blase
die Differentialgleichung .
R 1)
Yy=3 vy vyl
wo a eine Konstante und 7, und 7, die Hauptkriimmungsradien einer
Rotationsfliche um die y-Achse sind. Ist @ der Richtungswinkel der
dy d (sing) 1 sin ¢

.- L1
Meridiankurve, also 7 =tg@, so ist " T dn und P

Wir setzen dann sin@ = z und erhalten

ay z

iz  Y1i—2
dz _ 2y z
dx

a® %"
dz

Fir x =0 ist z=0, und fiir kleine Werte von x geht ;— in -~

iiber. Mithin folgt aus der zweiten Gleichung fiir x = 0:
dz _ y

dx ~ a*’
- . . . X
a ist nur eine Mafstabskonstante; wir konnten ” und % als neue

Verdnderliche einfithren und diese neuen Veridnderlichen wieder mit
%,y bezeichnen, so erhalten wir die Gleichungen

dy z

drx Y1 —2°
dz z
T T

Die erste Anndherung wird hier besser durch Reihenentwicklungen
von y und z nach Potenzen von x gewonnen. Es ist, wie man durch
Runge-Konig, Vorlesungen 21
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Einsetzen von Potenzreihen mit unbestimmten Koeffizienten erfihrt
fiir die Anfangsbedingungen x5 =0, y, =1, 2z,=0:

z=x+—1—x3+-1—x5+...,
—1+ + x4+

Daraus berechnen wir die erste Annfiherung fir x =0, 01,02,03,04:

f=—== 2y
x z == = [R—
y it y==
(V] 0°0000 10000 0°0000 1:000
01 01002 1°0050 0'1007 1'008
02 02020 10203 02063 1031
03 03069 1°0465 03224 1'070
04 04166 1°0848 04583 1-128

Wir machen uns nun den Umstand zunutze, daB die erste Gleichung y
nicht enthilt, indem wir zuerst mit Hilfe der Mittelwerttabelle von f
und der Integrationsformel (25) die Werte von y neu berechnen. Mit
diesem neuen Werte von y wird dann g berechnet und dann ebenfalls
integriert. Mit den dadurch erhaltenen Werten von z wird wieder f
und damit von neuem y berechnet und so fort.

Mittelwertstabelle fiir fin Einheiten der vierten Stelle.

y o=t | mnofmt [ att2]ms [t
1:0000 100083 1008 46 }
23 9

1-0050 100 587 1031 55

' 1535 78 18
1-0203 102 122 1109 73

' 2644 151 27
10466 104 766 1260 | 100

l 3904 251 .
1-0854 | 108670 | 1511 1

Die ersten vier Werte von y stimmer mit der ersten Niherung bis
auf eine Einheit der vierten Stelle {iberein. Die Mittelwerttabelle fiir g
lautet in Einheiten der dritten Dezimale:

n, 1 n+1,2

z . on -1 } w450 {

|
0-0000 | 0 i Lo

” | 1004 } - 16
0'1003 | 1004 16

I 1020 14
02021 | 2024 30

i 1050 | 20
03070 | 3074 i 50

i 1100 | 20
04166 | 4173 |70
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4

Dabei ist der letzte Wert der letzten Kolonne extrapoliert. Wir er-
halten bis auf eine Einheit der vierten Stelle dieselben Werte von z.
Mithin werden die Werte von ¥ und z auf etwa eine Einheit der vierten
Stelle richtig sein.

Nun werden gerade so wie in dem Falle einer Differentialgleichung
erster Ordnung die Mittelwerttabellen extrapoliert und riickwirts in
den hoheren Kolonnen korrigiert, wenn die neu hinzukommenden
Werte es notig machen.

Wenn im Verlaufe der Rechnung 22 gréBer wird als 0'5, so tut
man gut, ¥ zur unabhingigen Veridnderlichen zu machen und statt
z=sinp die Funktion ®» =cosg einzufiihren. Es wird dann

d : . .
%::= - % gleich der Kriimmung der Kurve, und die Differential-
gleichungen lauten nun
E . w
iy Y1_wt
dw _ V1 —w
dy —2y+

Auf diese Weise wird das Unendlichwerden der rechten Seite der ersten
Gleichung vermieden.
Wenn eine Differentialgleichung zweiter Ordnung von der Form
azy
) e flx,y)
gegeben ist, so wendet man am besten die in §74 abgeleitete Formel (5)
fiir die zweifache Integration an:

(26) hz//fdxdx~ n—2) s (1, 0) = 5 (1, 2) ..

wobei das Differenzenschema von f selbst, nicht das seiner Mittelwerte,
in Frage kommt. Die Glieder (0, —2) und (— %, — 1) sind dabei den
Anfangsbedingungen entsprechend zu bestimmen.
Ebenso ist die Formel (26) auf f und g bei einem System von zwei

Differentialgleichungen von der Form

a*y

T =f(x,v,2),
a2
ixzzg(xr Y, Z)

anzuwenden und Analoges gilt fiir Differentialgleichungen héherer
Ordnung

21*
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§ 88. Aufgaben zum 10. Kapitel.

1. Die Besselsche Funktion nullter Ordnung ist als Losung der
Besselschen Differentialgleichung
azy 1d] _
it 7zt TI=0
fir die Anfangswerte %, =0, Jo=1, J; =0 an den Stellen 02,
04, ... 12 zu berechnen.
Durch die Substitution
1d] y
Jaz— €3
1aBt sich die Besselsche Differentialgleichung auf eine Differential-

gleichung erster Ordnung fiir y (x) zuriickfithren. Denn wir erhalten
durch Differentiation

Iy
.=
J I 2 coszg
oder
I’ .Y y
TS y
2 cos? =

g2 Y 1Y —
8 2c0s2 Y xt32+1
oder .
siny
y=2—-=—-

x

mit den Anfangswerten xy =0, y, = 0.
Im Anfangspunkt wird der Ausdruck

x
unbestimmt. Wir finden jedoch
lim * =% 5 i 50
Somit ist =0 =0
ljf(‘)Slzy =1 und yj=1.

Nach Ermittlung von y findet man J durch eine Quadratur:

.
; —[tg%dx
—e¢ @
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2. Die Differentialgleichung
_y—*
J/“Hw:

ist fiir die Anfangswerte %y =0, y,=1 von 0 bis 1 zu integrieren.
Das Ergebnis ist mit der genauen L&sung

‘ —;—lg(xz—{—y?)—{—arctg—i—:—;'—
zu vergleichen. :

3. Die Differentialgleichung der Kapillaritat 2y = (& + 1)
(vgl. § 87) ist fiir die Anfangsbedingungen x =0, y =1, % =0 naéh
der Runge-Kuttaschen und nach der Summationsmethode bis zu dem

d . .
Punkte zu berechnen, wo d—z unendlich wird.



Elftes Kapitel.
Auflgsungen der Aufgaben.

§ 89. Lésungen der Aufgaben des 1. Kapitels.
I. Die Strecken
0758, 1361, 2:493, 358, 571, 926, 11°07 Zoll
werden in Zentimetern ausgedriickt gleich:
1925, 3457, 633, 909, 1450, 23'52, 2812 cm.
2. Fiir die Kolbenabstinde
40, 35, 30, 25, 20, 15, 10, § cm
ergeben sich die Drucke:
1080, 1234, 1°440, 1728, 216, 2388, 432, 864 Atm.
3. Die einzelnen Abschnitte der Strecke sind:
096, 145, 241, 361, 482 km.
4. Bei achtstiindiger Arbeitszeit gebrauchen
75, 100, 250, 600 Arbeiter
896, 672, 269, 11-2 Tage;
bei sechsstiindiger Arbeitszeit dagegen:
119’5, 896, 358, 149 Tage.
5. Man findet die folgenden Wurzeln:

1273 = 522, J00201 =04308,
Y0'0684 = 02615, V615 =1832,
V531 = 2304, j214 =278,

11846 =430, V442 =762.
6. Die Kreise mit den Durchmessern
135, 491, 725, 1131, 2406, 3877 mm
haben die Flicheninhalte:
1431, 1893, 413, 1005, 455, = 1181 mm?2
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1. Zu den Fallhéhen
12, 23, 36, 58, 112 m
gehoren die Geschwindigkeiten:
153, 212, 266, 337, 469 m/sec.
8. Durch die Querschnitte mit den Durchmessern
1;1'7, 191, 23°0, 31°8, 374 cm
stromt das Wasser mit den Geschwindigkeiten:
269, 159, 110, 057, 0415 m/sec.
9. Mit den fiir /, P und E gegebenen Zahlenwerten wird

0579
4=

mm.

Es gehoren daher zu den Drahtdurchmessern
078, 132, 2'53, 448 mm
die Verlingerungen:
0950, 0332, 0090, 0029 mm.
10. Man bestimmt zunichst die Winkel
y=184° 877°  781°
und findet dann je bei einer Stellung des Rechenschiebers die Seiten:
b = 202 670 396,
c =238 806 96°7.
11, In den drei Fillen findet man jedesmal bei einer Stellung des

Rechenschiebers zunichst den Winkel # und dann aus dem Winkel 7
die Seite c:

B= 282° 29°  rd. 84°,
y=1299° 1640° , 42°
¢ =1909 1110 » 53,
Im letzten Falle ist das Dreieck durch die gegebenen GréSen nur
ungenau bestimmt.
12, Man findet zunichst nach dem Tangenssatz:

x—8

2

=2,1.6o 24.30 _2.70
und damit
& = 639° 827° 63°2°,
B=1207° 341° 68:6°.
Die Seite ¢ ergibt sich dann aus dem Sinussatz:

¢ = 207 1311 101°2.
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13. Fiir die verschiedenen Winkel
653°,  471°  316°,  237°
erhdlt man die Seillangen:
259, 321, 448, 585 m,
H. Die Polarkoordinaten
r= 650 481 754 536,
@ =512°  1179°  2413°  327°9°

lauten, in rechtwinklige Koordinaten -verwandelt:

x= 407 —225 —362 454,

y= 507 425  —661  —2:85.
15. Die rechtwinkligen Koordinaten

= 231 —187 —439 161,

y= 449 572 —0'94 —386
lauten in Polarkoordinaten verwandelt:
r = 5049 6018 4490 4182,
=6278°  11610°  192:09°  292:64°.
16. Es ergeben sich durch Multiplikation mit 2 4 0 3026 die fol-
genden natiirlichen Logarithmen:
lg2=006931, Ilg5=16095, Ig8=20795,
Ig3 =10986, 1g6=1799, lg9=21971,
lg4 =13864, lg7=19459.
17. Man findet die folgenden Wurzelwerte:
J19315 = 43049,
157896 = 7:6089,
V14323 = 11-9687 .
18. Die Gleichung

2 —211x4 1062=0 hat die Wurzeln |2 1280
%= 0830,

22 —351x— 1812 =0 L . [x1== 636,
% = —285,

#4785+ 466 =0, . {“1=—3~415,
=—1365.

19. Die erste und die dritte Gleichung haben je drei reelle Wurzeln,
die zweite Gleichung hat nur eine reelle positive Wurzel.



§ 90. Lésungen der Aufgaben des 2. Kapitels.
20. Die Gleichung
% 1-865,
#*— 798x+4 838=0 hat die Wurzeln {x,= 1384,
%3 =—3249,
2+ 338x— 154=0 , , Wurzel x = 04318,
%= 6433,
% —349x —417 =0 , , Wurzeln %Xy = —5'182,
X3 =—1"251.

Die Gleichungen der Aufgabe 20 lauten in reduzierter Form:

NN =
~ ~—

n

S22

w3 — 0380w — 0065 =0, x =u+ 0933,
ud — 1821 u -+ 2712 =0, x=u— 0433,

u— 8801u— 9226 =0, x=u--0017,
u? — 2°044u — 0264 =0, x=u—3167,
w4+ 1157w — 01416 =0, x=u -+ 1260,
ud — 1915w+ 1409 =0, X =u — 1277

und ergeben der Reihe nach die folgenden Wurzeln:

Wi BN N -
—_ T =

6)

u, = 0689, uy, = —0°500, u; = —0189,
= 3055, u, = 1820, u,= —4876,
u, = 3394, Uy = —2°099, uy; = —1'205,
=. 1490,  uy, = —1'360, uy= —0130,

u

= 01208,
= —1'6619.

Daraus folgen die Wurzeln der urspriinglichen Gleichungen:

1)
2)
3)
4)
5)

*1

X

= 1622, x,= 0433, zx,= 0745,
%= 2622, x= 1387, x3=—57309,
% = 431, Xy = —1182, x,= —0378,
%y = —1°676, %= —4'527, x3= —3%297,

= 13808,

6) x = —2'9386.

329

Anmerkung. Die Aufgaben sind mit einem normalen (25 cm langen)
Rechenschieber gerechnet worden.

§ 90. Loésungen der Aufgaben des 2. Kapitels.

l. Die beiden linearen Gleichungen haben die Wurzeln:

x =1931, y = 0'869.
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2. Subtrahiert man den dritten Teil der ersten Gleichung von der
zweiten, so entsteht die Gleichung:

00652 % — 2'9376y = —1'2470.

Aus dieser und der ersten Gleichung kénnen die Wurzeln mit dem
Rechenschieber auf vier Dezimalen berechnet werden:

x = 16904, y = 04620 .
3. Die drei linearen Gleichungen haben die Wurzeln:
x=0624, y = 00920, z = 00093 .
4. Die Determinante vierten Grades besitzt den Wert:
| 375°8.
5. Die Umkehrung der drei linearen Funktionen ergibt:
= 01389% — 0°0150v — 0°0765 w,
y= 01019% + 01088 v — 0°0928 w,
z=—00618% — 01342v — 00629 w.

§ 91. Losungen der Aufgaben des 3. Kapitels.

L. Der Unterschied der beiden mit dem Rechenschieber und der
Maschine erhaltenen Resultate ergibt den wahren Fehler w eines jeden
Rechenschieberprodukts. Fiir jede Gruppe wird der mittlere Fehler m
nach der Formel il
m= } -

berechnet.

Die Anndherung der zu den durchschnittlichen Produktwerten
aufgetragenen mittleren Fehler durch eine durch den Nullpunkt gehende
Gerade verlangt die Bestimmung einer Zahl a so, da8 fiir den Ausdruck

pia —m;=0

die Summe der Quadrate der Abweichungen moglichst klein wird.
Fithrt man fiir @ einen Naherungswert a, ein,

a=a,+«.
und schreibt zur Abkiirzung m; — aypi==14, so lauten die Fehler-
gleichungen
P,’ & — l,- =7;.
Daraus ergeben sich die Normalgleichungen zur Berechnung von o
und [vv]: .
pla —[pl=0,

—[pla+ 1] =[ve].
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Den mittleren Fehler von « findet man aus

S 1)
T T =00
Die mittleren Fehler der einzelnen Gruppen und die Koeffizienten der
Normalgleichungen ergeben sich fiir den Niherungswert a, = 06 - 1073
aus der folgenden Tabelle:

" Gruppe P ' m ' ! pp-10"% | pi107% | Ul
1 1500 | 134 044 2725 066 ; 0°19
2 2500 | 118 | —0°32 625 —0'80 | 010
3 3500 | 179 | —o0°31 12:25 —1'08 | 010
4 4500 | 232 | —0°38 2025 —171 | 014
5 5500 | 4-54 124 30°25 682 | 1°54
6 6500 | 478 088 4225 572 | 077
7 7500 | 341 | —1-09 5625 —818 | 119
8 8500 | 461 | —o049 7225 —416 | 024
9 9500 | 6726 056 90235 532 | 031

[1=] 33225 4259 | 458

Danach lauten die Normalgleichungen

332 10% — 259 =0,

—259010% 4+ 458 = [vv].
Sie ergeben 9 + [ov]

& -103=0'0078, a=ga,+ & =00608-10"3, [vv]=456
und

456 -

My = m—0041.

Der relative mittlere Fehler eines mit dem Rechenschieber ge-
rechneten Produkts ist daher

0614 0°04%4.
2. Fir den Naherungswert
N = 20°52"
ergeben sich die folgenden, in tausendstel Sekunden ausgedriickten, Zu-
schldge v. Der ausgeglichene Wert wird
L=N+ [—”[Pi]] :
Sein Gewicht ist
P=[p]=221.
Den mittleren Fehler der Gewichtseinheit nach der Ausgleichung
berechnet man aus
s 1pvv]

2
=22 pporl=(pr) - B




332 Auflgsungen der Aufgaben.

4

Damit wird der mittlere Fehler des Resultats

M=E
YP
Nr “; T v M;v ~ pvy
1 6 10 60 | 600
2 22 — 6 —132 792
3 24 5 124 600
4| 151 3 453 1359
5 5 —40 — 200 8000
6 5 — 70 — 350 24 500
7 5 — 60 — 300 18000
8 2 — 90 — 180 16200
9 1 — 80 — 80 6400
[1=] —609 76451
Es ergibt sich €09
L =2052— 221" 10-3 = 20”517
und 600t
[pvu) =76451— > =74773.
Daraus folgt
ryETTY -3
_1/747713 s J. _97-107% 3
t=|/——=:10"3=97-10 und M="—-=065-10"3.
p=)"=3 9 R

Es ist also L = 20”517 + 0"006.

SchlieBt man die vier letzten Beobachtungen aus, so wird

[p]=208, [pr]I=1301, [pvv]=11351.
Daraus folgt " .
L =20"521 +07004.

3. Die Unterschiede zwischen den gemessenen und den genihert
berechneten Ordinaten werden mit [ bezeichnet (vgl. S.56). Die Ab-
szissen messen wir, um mit kleineren Werten rechnen zu kénnen, von
dem Nullpunkt 30 000 aus. Es geniigt die Angabe zweier Ziffern. Die
Koeffizienten der Normalgleichungen zur Berechnung von £, # und [vv]
ergeben sich aus folgender Tabelle:

L0 1078 Y #1078 B1-108

0 — 20 ‘ 0 400 0

-t —14 | 14 196 1

— 9 | —12 | 108 144 | 31

7 l -7 | — 49 49 49

18 + 5 90 25 324

151 + 6 90 36 225

— 4 +14 | — 36 196 16

0o ! +22 ! 0 484 0
(=426 | — 6 | 197 | 1530 | 696

i
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Die Reduktion der Normalgleichungen (in abgekiirzter Schreib-
weise) ergibt:

ge100 108
8 —6 26
1530 197

4 -20

696

84

1526 217

612

581 = [vv] - 108.
Und nach Umstellung:

7108 §.10°
1530 —6 197
8 26
00 -08
696
© 25
8 T 268
671
90

7581 = [vv] - 108.
Aus den Werten
§=1335-1073, n=0142-10"¢
berechnen wir die Zuschlige
=&+ 9. )
Daraus ergeben sich die nicht beobachteten verbesserten Ordinaten:
y=y+1I.

Die Summe [vv] liefert den mittleren Fehler

R VACTIR T TRTNE S SO
m_h—_z—l, ¢ +1072=98.10"3

und den mittleren Fehler von f =8, + 1

=0725-10"8.

My = ——————
B Y1526 - 10°
Der Schwerpunkt der beobachteten Ordinaten hat die Abszisse

B 501004 Bl = 29400,

n

Da die Abszissen als fehlerfrei angesehen werden kénnen, so wird
der mittlere Fehler 4 der durch die Interpolation neu gefundenen

Ordinaten aus m? 0. 2
p = - rmp (vgl. S. 59)

p2 108 =121 4+ 0062 (- 10-3)2.
Dabei ist # der Abstand der Ordinaten vom Schwerpunkt.

berechnet :
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Die Ergebnisse sirid in der folgenden Tabelle enthalten:

z’-10‘3| r-10-3 | 71.103 3 u-10%
—19 ‘ —18 1 4238978 | 57
—15 — 14 1 45388 50
—13 ’ —12 2 50298 46
-1 0 3 71°327 35
— 1 0 3 71°933 35
10 11 5 91°629 44
1 12 5 94293 46
19 | 20 6 4309549 61

4. Bringt man an den Niherungskoordinaten des Punktes 4 die
Kleinen Verbesserungen & und 7 an, so findet man durch Entwicklung

des Ausdrucks —
Bl +de) == g:+2‘;

die Anderung des Winkels ¢:

sing’ cos @
dp==te— 5

’

wenn s die geniherte Entfernung des Zielpunktes bedeutet.
Bezeichnet man die Ablesungen mit «, so ist der Verdrehungs-
winkel # durch die Beziehung

atu=@p+dgp
bestimmt. Fiir # bestimmen wir zunichst einen Niherungswert Uy
u=u,+{.
AuBerdem fithren wir die Abkiirzungen
T T A

ein. Dann lauten die Fehlergleichungen
a‘-£+b;7]~§‘~l,—=vi (121,2.71).

Zur Bestimmung von &, # und ¢ wiirden wir zu einem System
von drei Normalgleichungen gelangen. Da jedoch ¢ in allen Fehler-
gleichungen den gleichen Koeffizienten besitzt, so 148t sich diese Un-
bekannte vorher eliminieren. Bildet man nimlich den Mittelwert
samtlicher Fehlergleichungen, so ergibt sich

1.0, 1 .1 1
SlAé+ by — f— [l =—[1].
Nun folgt aber aus den Gleichungen (19) (S. 61)

— =0 s
und es ist daher [ee] g

Slalé+ [y — - L =o.
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Subtrahiert man diese Gleichung von den Fehlergleichungen, so
fillt ¢ heraus, und es entstehen die neuen Fehlergleichungen

a; E . —l—= V.
Dabei ist aif +bin =

1 = 1 T 1
as=ai—7[d]> bi=bi—7[b], li=li—;'[l]-

Aus den Fehlergleichungen gelangen wir zu den Normalgleichungen
zur Berechnung von &, % und [vv]:
[42)¢ + [abln — [al] =0,
[balé + [bb]y — bl =0,
— [la) & — (18] y + (1] = [ve] .
Zur Bestimmung von &, 7 und u sind drei Beobachtungen er-

forderlich. Die Zahl der iiberschiissigen Beobachtungen ist demnach
n — 3. Damit ergibt sich der mittlere Fehler

v

m=]2

Die mittleren Fehler von & und 7 ergeben sich aus den bei der
Reduktion der Normalgleichungen auftretenden Koeffizienten:

m

" e
m

Vo511

SchlieBlich ergibt sich noch der Verdrehungswinkel

mg =

u=u0+£=u0+—:7[a];‘+%[b]'7—%[l]~

Den Niherungswert #, wihlen wir gleich dem Mittelwert der
Differenzen @; — &;:
1
4y =—[p— al.
Dann ist \
b= lp—al—(pi— &)
und daher _

Da I in Bogensekunden ausgedriickt ist, so muB man, um & und 7
in Zentimetern zu erhalten,
a= 206265 sing, b=— 206265 cos

Sem Sem

setzen. Die Berechnung der Koeffizienten der Normalgleichungen er-
gibt sich jetzt aus folgender Tabelle:
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o-a | 1 a b z 3 ” 2a ] ab | & |86 | B |

14°5 076 |-0798 0214 | —0476| 0'104 '—0'5|2 |0‘0“ -0053|-0'102 (0262 0°502[0°960

4 59°6 [+ 002(+ 413 - 078(+303| - 114| 092(- 035|+ ©06| 013|- 002] 000

5 10 |- 138|+ 714|+ 715/+604|+ 679| 365|+ 410/- 834| 461|- 937 1'904

4579 |+ 1°72| - 309 |+ 821(-419|+ 785\ 176(- 329(- 721| 616(+1°3502:958

4 59°0 |+ 062] - 482| - 804|-592| ~ 840| 350 |+ 597 - 367 706 |- 521 384

[1= 24”58”14 0:00| +0'550 | +0°178] 0°000 | - 0002|0994 | +0'490 | - 2'018 | 2°058 | +0'392 [ 6:206

|
—[1= |4y = 14° 4759762 +0110{ +0036|
!

Die Reduktion der Normalgleichungen ergibt:

5 T =
0994 0490
2058
241
1817
n =076
und nach Umstellung:
'l § =
2058 0490
0994
117
0877
E=—241

Aus [vv] folgt

Damit werden die mittleren Fehler

=92

5T Josn

m

Endlich ist

— 2018
0392

- 995
6206
4097
1°387
2109
1°059

1°050 = [vv]

0392

—2°108

93

67206

75

— 2111
6131

5081

1050 = [vv].

__1/105
m*V-«T__on.

077,

C=*-:;[a]5+%[b]77=-—0'265 + 0027 =—0238.

Es ergeben sich also die Resultate
E=—24+408cm,
7= 08-405cm,

u=14°4"59"38.
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Zur Probe berechnen wir die Anderungen des Winkels ¢:

Adp;=al+ by
und bilden die Abweichungen
v=dp,—{— 1.
ak l by | de v vy
—0'516| —0'362 | — 0"'88 | + 0”34 | 0'116
— 996 — 059 — 106|— 084| 706
— 1721 4 543 — 118 4 04| 194
+ 745 |+ 624 137 — 011 012
41163 — 611 055+ 017| 029
(1= 0'00 | 1057 statt 1050
5. Die Reduktion des symmetrischen Systems
1 =055 =03 0
3 — 075 0
5 0
—6
ergibt die Koeffizienten
ay =270, aj; = 456, ayy=—26.

Damit ergibt sich die transformierte Gleichung
K24 270y 2+ 456272 —6=0.
Die Flache ist ein Ellipsoid.

6. In den Beziehungen des § 23 ergibt sich fiir die Transformation
der quadratischen Form das folgende Schema:

2 y? 2% yz zx xy 2a « } %
c b a [ f | e | d i
3 |=15 t | 35 o0 -2 54°28"| 27°14| 13°37
— 0901+ 0901 - 1'144]+ 0278
a b ¢ a e f | l
3 —2401] 1°901] 0 |—1144]— 2222 —22°22"|—11°11" | — 5°35’5
+ 0220, — 0220 |- 0222+ 0022, | ‘
a ¢ L b L e ; |
3220 —2°621,  1°901 — 0222 —1°122, 0 i—40°24’1~2o°12’ —10°¢’
+ 0206 |— 0:206 + 0-007] -+ 0077,
¢ E b a | f e d l
3'426:[—— 2621 1'695’—— 0215 0 0077\— 223 |— 111’5 | — 558
-3 + 3

3426 — 2624 1:698]

Die transformierte quadratische Form lautet also

3426 1'% — 2624 v'2 + 1°698 22 .

Runge-K&n1g, Vorlesungen.
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Zur Probe berechnen wir die Werte der symmetrischen Determinante
3—4 —125 0
—125 —15—1 175

0 175 1—1
Fiir 4 ist einer der gefundenen Koeffizienten einzusetzen. Es ergibt sich:
A=3426 A=—~2624 1=1698
—0426 —125 0 5624 —125 0 1302 —125 0
—4926 175 1124 175 —3198 175
— 3668 o 0278 o 1-200 0
— 2426 3624 — 0698
o o o
— 1258 175 0846 175 — 4398 175
— 2'426 3624 — 0698
— 2434 3620 — 0696
0008 0°004 — 0002
statt 0 statt 0 statt 0

§ 92. Losungen der Aufgaben des 4. Kapitels.
1. Die reelle Wurzel der Gleichung
B +5x—7=

liegt in der Nahe von x =1. Die Entwicklung nach Potenzen von
x —1 =y lautet:

¥5 4+ 5yt 4+ 1093 +10y2 4+ 10y — 1 =0.

Diese Gleichung wird durch den Wert y = 01 angenihert erfiillt.
Die Entwicklung nach Potenzen von y — 0'1 = z lautet

B4 56441212 + 133122 + 1232052 4 011051 = 0
d .
ocer — 1232052 = 011051 + 133122 + . ..

Man findet mit dem Rechenschieber den Wert
z=— 000906
x=1-401—000906=109094.

Die Probe ergibt durch Einsetzen in die Gleichung nach dem
Hornerschen Schema:

24+ 5x —7=-—000003.

2. Nach dem verallgemeinerten Hornerschen Schema erhilt man
die Produktentwicklungen:

p=xtxx—1)+2r(x—1)(x+1)Fxx—1)(x+1)(x—2)
und

MB=—xtxx+)—22Fx4+1)Ex—1)Fx@x+1)(x—1)(x+2).

und damit
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3. Nach dem Schema auf Seite 98 erhilt man die ganze rationale
Funktion

g(x) =171676x — 41745 x (x — 18) — 0°08074 x (x — 18) (x — 30)
+ 07000 188x (x — 18) (x — 30) (v — 45).

Die Koeffizienten sind in Einheiten der 5ten Dezimale, x ist in Grad
gemessen.

Zur Berechnung der Funktionswerte fiihren wir zunachst die lineare
Interpolation aus und bringen dann die Werte der iibrigen Glieder als
Korrektur an. Zur Probe berechnen wir gleichzeitig sin 54°, das Re-

sultat muB mit dem bekannten Wert 1}(}/5*—{— 1) = 0'809017 iiberein-

stimmen:
x ’ lin. Interpol. Korr. [ g(x)
ml 171676 | + 1943 ‘ 017362
20 343352 — 1328 | 34202
30 ‘ 51502:8 — 15028 © 500000
40 686704 — 43924 . 64278
50 858380 — 92328 76605
54 927050 -1 8033 809017

4. Die Interpolation ist fiir den Wert

% = 04159 2654

vorzunehmen. Fithrt man die Rechnung nach Formel (I) durch, so sind
dem Differenzenschema die folgenden Werte in Einheiten der letzten
Dezimale zu entnehmen:

Produkte

Yo = 4913 6169 4913 6169
Dot Do - 14014365 u= 041592654 | +582804'6

- 2
Ady, = — 45215 Si= 0086497 | — 30110
fﬂizfi% - 2924 “v(”?i’ =—005733  — 1676
A2dy = —284 SESe 00060+ 17
It 2 2_ 2 _

éy_____?%'; L8y, _ 39 (i_*”s(!”_jl = 00110 + 04

logm = 0°49714987 1

Bei der Interpolation nach Formel (II) ist

v=1u—}=—008407346.
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Im {ibrigen ergibt sich die folgende Rechnung:

Yo+ Y1
2

Ay,

4dy, + 44y, _

2
Azzyo

41222}’0 + 4122271
2

I

49825583"5
1378829
—43824

2782

—265°5

Produkte
498255835
= — 008407346 = —1159229
:) = —0121466 | + 53231
s VR
2= o227 | — 60
logn = 0'4971298‘7 2

5. Fiir die Einschaltung von drei Zwischenwerten in das Intervall
ist in Formel (II) (S. 112)

v=—1,

v=0,

v=+41%

zu setzen. Damit ergeben sich die drei Interpolationsformeln:

Yo+ ¥ 1
y*=_°,i~1‘_7
y}=&_+_yl

y+y
Yy == 1+

3 Adyu+AAy1 24
0T 3R 2 +1ZSA °+2048
1;1jyo+ddy1
s +is
3AA—yo+AzTy, 1
dy =5 =4 °+2048

35 A4y 4 424%,

2

3 Azjzyo"r‘dzjzyl_

2

35 4242 yo—}—Aszyl

2

Die Anwendung dieser Formeln auf die Intervalle 196 bis 200 und

200 bis 204 liefert die Werte:

v | 1gx 4 o/ | g
196 | 52781147 |
50891 |
197 | 52832038 — 258 |
50633 3
198 5288 2671 — 255
50378 2
199 | 5293 3049 —253
50125 i3
200 | 52983174 —250 |
49875 3
201 | 53033049 — 247
49628 2
202 | 53082677 — 245
49383 2
203 5313 2060 — 243
49140 :
204 | 53181200 |

Der gleichférmige Verlauf der hoheren Differenzen bietet eine
Probe fiir die Richtigkeit der berechneten Werte.
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6. Wir setzen g, =1, g, =057296 und bilden die Kettenbruch-
entwicklung fir ?’. In den Bezeichnungen des § 39 ergibt sich:
1

14 } 8y 9y Py ‘ Qy
1 0°57 296 1 1 1
2 42 704 1 2 1
3 14 592 2 5 3
4 ' 13 520 1 7 J 4
5 1072 12 89 51

Die Zahl 0'57 296 wird daher genidhert durch den Bruch
4
7

dargestellt. Der Fehler betrigt:
1 ¢ . .
2P, = 000153 oder 27 %y

§ 93. Loésungen der Aufgaben des 5. Kapitels.
1. Aus der Reihe

. 1,1 1 (=)
5—1—?+?“7+-~(C»—“ﬁ+,)

erhdlt man durch Bilden des arithmetischen Mittels zweier Niherungs-
werte die Reihe

S IS T R I U Gl i
S’_6 3-5+5-7 7-9+"'(C" (2n+1)(2n+3))'

Aus dieser wieder die Reihe

4 2 2 2 (—1m-2
S, = _ _“(”: )
L 3-5-7+5-7-9 7-9-11+ T G @n13) @n L)
usw.
83 3! 3! (=1)"-3!
—_—_ _l__fi — 7
Ss =105 3579 T 5700 0 e )

T e 2et3) 2eEs) 2nry

_%is___L,v_{_"__, 4
LETE 3-5-7-9-11 5¢7-9-11-13

Man erkennt fiir die Korrekturen der einzelnen Reihen leicht das
allgemeine Bildungsgesetz:
o — (=n"-p!
n @r+1)@n43)...2r+2p+1)°

Soll der Fehler, d.h. das Glied, vor dem die Reihe abgebrochen
wird, kleiner als eine Einheit der sechsten Dezimale sein, so miif3ten
von der urspriinglichen Reihe 500 000 Glieder summiert werden. Fiir
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die iibrigen Reihen ergibt sich die notwendige Gliederzahl aus dem
Ausdruck fiir ¢?’. Man findet

p=1 ... . 500 Glieder
2.... 62 »

3. ... 2%

4. ... 13

Addiert man bei der vierten Reihe die ersten 13 Glieder, so ergibt

sich: 0'785 398 68 .

Die Summe der ersten 14 Glieder ist
0785 397 82.
Das Mittel aus beiden liefert den Niherungswert
0785 398 25
t 43,

da der Fehler kleiner als die halbe Differenz beider Werte sein muB.
Zum Vergleich ist,
4

2. Das gleiche Verfahren formt die Reihe

IR I S _ =
S—-—-1 —‘2?'—1" 32 42+...<Cn—(n+1)2)

=0'78539816.

um in die Reihe

S A I S P C L) S LEE B
17 g 222-32“]’232-42 e\ =

n 2 (n+1)2(n+2)2
und diese wieder in

S-—n—’—i 26 +1 47 (c,,__(—i)" 3n? 4120 + 11 )
27144 2 22.32.420 232.42.52 U\ T 2 (n41)2(n4+2)2 (n43)% 7

Die Summe der ersten 17 Glieder dieser Reihe ergibt
0'8224620.
Die Summe der ersten 18 Glieder:
0822471 4.
Das Mittel aus beiden Naherungswerten lautet:

0822 466 7
+47.

Zum Vergleich ist
2
ITh 08224670 .
3. Am ersten Tage werden durch @; Kranke ka; Personen an-
gesteckt. Die Gesamtzahl der Kranken ist daher am zweiten Tage
ay=rka, + ka, .
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Da die Dauer der Krankheit zwei Tage betragt, so sind ke, Personen
auch noch am dritten Tage krank, dazu treten %4, neue Erkrankungen.
Die Gesamtzahl ist 4= kay+ ha, .

Allgemein erhilt man a, aus der Rekursionsformel
a,=ka, +ka,_,.
FaBt man die Zahlen a, als Koeffizienten einer Potenzreihe
f@)=a +axtax®+...a,2"+ ...

ay+ (ay — kag)x
f(x)= oi_klx__kir

auf, so ist

‘Daraus folgt

1 (ao + (ay — kag) %, @y + (a, — kay) zg)
— ant1 antl ’
kl/1+_4k-__ 1 2

wenn x, und x, die beiden Wurzeln der Gleichung
ki +kx=1

me gl )
Ty =— %(V:::—qL 1) .

Da x, absolut genommen stets grofer als 1 ist, so strebt a, fiir
groBe Werte von # gegen

Ay =

sind:

a0 + (a3 — kag) %,

x’lﬁ.lkl/i _*___:;_

Dieser Ausdruck wird konstant, wenn x; =1, d.h.
k=1%

ist. Dann strebt a, gegen
3 (a,+ 24, .
4. Fiir sin « =005 wird
cos & =}1 — sin? & = 0998749217772 .
Den Winkel selbst erhilt man aus

1.3.5
2:4-6

. 11 ., 1.31 1 .
a=51na+??51n3a+£?51n5a+ —7—sm7oc+...

Es wird in BogenmaB
& = 0°05002 08568 06
und in Grad umgerechnet
& =2°51"57"54233 74.
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Nach den Formeln auf Seite 144 erhilt man damit fiir

p =2sin & = 01 die Tabelle:

-3

|

Cos & sin &
2° 51 57°54234 099874 92178
5°43’ 55°08467 009987 49218
8° 35" 52:62701 098876 17256
11° 27" 50°16935 0°19875 10943
14°19" 4771169 096888 66162

17° 117 45°25402
20° 3’ 4279636
22° 55’ 40°33870
25° 47" 3788104
28° 39" 35°42337
31° 317 32°96571
34° 23’ 30°50805
37°15 2805039
40° 772559272
42° 59’ 23713506
45° 517 2067740
48° 43’ 1821973
51° 35" 1576207
54° 27" 13-304+41
57° 19’ 10°84675

0'93932 26406
0°90036 54386
085240 45822
079591 96800
073147 55810
065971 67261

058136 07041

029563 97560
0°38957 20200
0'47960 85639
056484 90221
0'64444 09901
071758 85482
078356 02208

0°84169 62912

60° 11" 8:38908 0'49719 10749
63° 3 593142 089141 53987
65° 55" 3'47376 0°40804 95351
68° 47" 1°01610 09322203522

71° 38’ 5855843
74° 30" 56°10077
77°22" 53'64311
80° 14" 51'18545
83° 6 4872778
85° 58’ 46°27012
88° 50" 4381246
91° 42" 41°35480

031482 74999
0721845 71896
0°11990 23075

002014 84023

096370 31022
098554 88211
0'99753 90519

0°99955 38921

5. Fiir die Bogenlinge erhilt man die Reihenentwicklung

s

1 )3_

14 11(
2p 2 3 \2p

e

_LLL(_L)’
2-4.6 7 \2p

2p
Setzt man 6(s — 1) 1\2
Se=h—w, (L)'=,
7 27
so wird
ey 3 .03 3 5 .4
u=1uv 20 Y +56’) 192'0 +.

Durch Umkehrung dieser Reihe ergibt sich

v=1u -+

3

20

w3 +

23

——ut— ..
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Fir s = ﬁl wird u = - . Die Reihe liefert
60 10

v =0101492.
Damit wird

!
=-—==1 l.
b=z = 1136948

§ 94. Losungen der Aufgaben des 6. Kapitels.
1. Die positive Wurzel der Gleichung
2¥4+6x—8=0

liegt in der Nihe von 1. Man findet etwa nach dem Newfonschen
Verfahren die aufeinanderfolgenden Niherungen:

%=1,
%y =108,
x3 =10755,

x4 = 1°075 458 .

2. Die Gleichung
¥ =cosx

. . . . . . T
besitzt eine und nur eine reelle Losung in der Nihe von = Man kann

diesen Wert durch Iteration verbessern, aber das Verfahren konvergiert
sehr langsam, da der Differentialquotient der rechten Seite nur wenig
kleiner als 1 ist.
Die Konvergenz 148t sich auf folgende Weise beschleunigen: Sind

%3, %, und x, drei aufeinanderfolgende Niherungswerte, so ist nach
der Beziehung auf Seite 155

Y= =k(x—x),

X —x3=F(x —x,)
angendhert fir den gleichen Wert k. Daraus folgt

(=)t = (x — ) (x — %) .

Fiihrt man hier die Differenzen der Néaherungswerte aus dem
Schema

ein, so wird 4y

Haben 4, und -J, verschiedene Vorzeichen, und unterscheiden sie
sich absolut nur wenig voneinander, so kann man auch angendhert
setzen:
¢ ! {»c € _'fl:t_‘vi)

2\ 2
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Zu dem auf diesem Wege berechneten Niherungswerte bestimmt
man durch Iteration zwei weitere und wiederholt dann das Verfahren.

Die Gleichung x = cos x liefert zu dem Naherungswerte x, = 45°
die weiteren:

x 4 42 — Azg’
45°
— 4486
40 - 514 7°531 1-814
3:045
43559
42° 328
31
359 — 52 —12'5
— 21
338
42°2047”
420
47°420 — 703 — 169
r—283 !
47137 | !

x = 42°207477251 | [ l

3. Die kleinste positive Wurzel der Gleichung
x—ctgx =0
liegt in der Nihe von % - Man findet, am bequemsten nach dem Newfton-

schen Verfahren, die folgenden Nzherungen:

T

% =,=07854  =45°,

Ty = 08873 =50°503,

Xy = 08600 =49°16/28",

%, = 0'860332 =49°1736"2,
%5 = 086033358 = 49°17'36"540.

4. Die Gleichung hat nach der Cartesischen Zeichenregel eine
positive und keine oder zwei negative reelle VWurzeln.
5. Fir die Gleichung findet man die folgende Sturmsche Kette:

1 %8 e | x ‘ » l #t l x|
go=: 1 -8 | 4 J 6 o |- 5 3
&= 6 | —40 | 16 18 J 0 -5
82 =| 756 — 656 | — 4 417 | —189
gy = ' 1101 373 | — 2069 13-70
ga=| —1328 | 2235 | — 945
g=|— 896 « 214
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Die einzelnen Funktionen erhalten die folgenden Vorzeichen:

d ' 8o ’ 81 ‘ 82 | I3 i 8s g gs ‘ Zeichenwechsel
—oo | 4 | -+ | - } -+ |+ s

ol + | - -+ -+ |+ 4

S I R e B B e 4

2 -~ - + + - - + 3

7l -+ |+ ]+ = =1+ 3

8| 4+ |+ |+ |+ =] - |+ 2
+oo | + | + + 1+ 1 - - + 2

Danach besitzt die Gleichung zwei reelle Wurzeln, und zwar eine
zwischen 1 und 2 und eine zwischen 7 und 8.
6. Die Gleichung besitzt die folgende Sturmsche Kette:

g=x+ax+0,
G =7%+a,
g=—%ax—0,

6
a=—e—7(5;)
Danach sind folgende Falle zu unterscheiden:

a=0. Die Gleichung hat eine positive Wurzel, wenn b <0 ist,

» » » . omnegative ., b>0 ,;
a <0, |b| <b,, zwei positive, eine negative Wurzel, wenn >0 ist,
eine ., zZwel ' Wurzeln, ,, b5<0 ,,;

8| > B, , eine positive Wurzel, wenn b < 0 ist,
,, negative , , , b6>0 , .

6a a\¥
7. Man findet nach dem Graeffeschen Verfahren die folgenden
Gleichungen fiir die Potenzen der Wurzeln:

Dabei ist

H Pl x4 1 Pl 22 x 1
2.Potenz | 1 | —3t0 |2073 | —8024 | 6204 | —1
4., 11| —3tss [ 29630 —35493 | 33632 —1
8. . .1 i —7t272) 8450 — 11029 11319 — 1
16. . 1 | —42309 17831 | —12047 | 12740 —1
2., 1| — 19898 | 38342 | — 14005 | 341026 ' — 1

Aus der letzten Gleichung ergeben sich die Wurzeln:

%= 40036,
%y = —29952,
%= 19832,
%, = —10323,
%= 00407.
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Durch Einsetzen koénnen diese Werte verbessert werden. Es er-

gibt sich:
%= 40035576

Xy = — 2°995 2112
x5 = 19831816
Xy = —1'032 2635
0'040 7355
‘Summe 2000 0000

I

X5 =

8. Nach dem Graeffeschen Verfahren ergeben sich fiir die Potenzen
der Wurzeln die folgenden Gleichungen:

” x x3 l #? x :
2.Potenz| 1 | —110 | —2289 | —25174 | 2% 401
4. 1 | —6278 | +4*484 | —6° 114 | 58 765
8 ., | 1| —3%700 —6°268 | — 31636 | 317323

16. 1| — 11494 | 119201 | —1%7359 | 137104
32. | 1| —22231 | —2%620 | — 154848 | 159220

Von der Gleichung fiir die 32.-Potenzen an zerspalten sich die
Gleichungen vierten Grades in eine lineare, eine quadratische und eine
weitere lineare Gleichung. Die Gleichung hat demnach zwei reelle
Wurzeln x,, %, und ein Paar konjugiert komplexe Wurzeln # +iv:

%= 49933,
%y =—09871,
u?+ 0= 99414,
Durch Einsetzen lassen sich diese Wurzeln weiter verbessern:
%= 499331160, u = 0996 8946,
%, = —0'98710083, v =2'9912478.
*Probe: %, + x5+ 2u = 599999997 statt "6,

’+—+ — — 061224491

% =09969,
v =29912.

u2+v2

statt —i—g —061224490.

§ 95. Lésungen der Aufgaben des 7. Kapitels.

l. Die Gleichungen besitzen zwei reelle Losungen in der Nahe
von x=—2,y=2 und von x=16, y=09.
Durch Verbesserung dieser Niherungswerte findet man
x=-—19735205,
y= 20211670
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und x= 15960149,

y= 09360689.
2. Die Gleichung vierten Grades 14t sich in die beiden Gleichungen

45x2 4292 —2x—1=0,
x2—152x—y=0
zerlegen. Die Ellipse besitzt zwei Schnittpunkte mit der Parabel mit

den Koordinaten
x=—072 x= 00,
und
y= 04 y=—075.
Durch Verbesserung findet man die Werte

x =—0'22794747,

y= 039388124
und
x= 059920910,

y=—053976210.
3. Man findet durch Iteration die Werte

x = 0°26524460,
y = 048073972 .

4. Die durch Iteration verbesserten Werte sind

x = 10262518,
y =3'9104903 ,
z = 14013148 .

5. Die nach den ,stark’ auftretenden Unbekannten aufgelésten
Gleichungen lauten
x=1907 — 02212y — 0'1059 2,
y =1'389 — 005352 — 01046,
z=1493 — 0'0359x — 00338y .

Die Naherungswerte mit ihren Verbesserungen werden:

x ¥y z
1907 1389. 1°493
— 466 — 280 — 115
+ 74 + 55 + 26
— 15 - 9 — 4
+ 2 + 2 0

1502 1157 1°400
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§ 96. Losungen der Aufgaben des 8. Kapitels.

. Um das Intervall zwischén die Grenzen —1 bis +1 zu ver-
legen, fiihren wir die Verinderliche

t=2x—1
ein. Wir erhalten dann die Integrale:

+1 e 1
Jo=§ﬂ/:('}')2dt=fv1¥x2d9{=%ﬁ+ Tg(1+72),
- o
+1

/T If N2 — —
(PRI )
-1
+1

L )

D ird
anach wir Jo = 11477936,

J1=00711578,

= 03905243,
und es ergibt sich T2 } }

fiir n =1
ay=Jo=11477936,

F, =1 26204;
@ =3],=02134735, 1 13320204

fir n =2
a=13%07J,— 5J.) = 11180695,
@ =3] =02134735, F,=13333272.
az=14—5(3]2—]o) = 00891723,
Ferner ist

+1 1

FPdt=[(1+ 2 dx=1
-1 0

und daher das Quadrat des mittleren Fehlers
mt=4—F,.
Kehrt man noch zu der urspriinglichen Verinderlichen zuriick,
Gyt ayt+a A =by+ byx 4 bya? 4
so wird die Nzherungsfunktion
fir n =1
093432 + 0°42695 x m = 00267;
fir n =2
099377 + 007026 x + 0°35669 x2 m = 00025,

ceey
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2. Um die Koeffizienten der Normalgleichungen méglichst herab-
zudriicken, fithren wir die neue Verinderliche

t=x—35
ein. Fiir die Koeffizienten der Normalgleichungen erhilt man dann
die folgenden Summen:
2t=— 59,
>t 98, Xy = 377,
> =—1370, Dty = 1141,
D= 1875, >y = 2361.
Die Auflésung ergibt

I

a(): 795)
a, = 242,
ay, = —2'58.

Damit wird die empirische Funktion durch die quadratische Funktion
ay+ a,t + ayt?
angendhert. Das Maximum liegt an der Stelle

t=—1 =047

T 24,
x=5+1=547.
Die Schnittpunkte mit der x-Achse findet man aus der Gleichung
ay+ ayt + ayt? =0.
Es ist fiir den ersten Schnittpunkt
t=—510 und x = —010.

oder

Der Differentialquotient ist an dieser Stelle
y=a+ 2“2t=_2i7_-
3. Wir fithren als neue Verdnderliche
u=x—75
ein, dann werden die Koeffizienten der Normalgleichungen:

Du = 0,

Dur= 110, Dy = 172,
Dud = 0, Juy = 25, STy — 4038
Dut= 1958, Duty=1659, SY =408
>uw= 0, Nudy=3259,

Sus = 41030,
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Die Auflésung ergibt

ay= 1635,
41:~7'88, 90:567
4, = —0071,
a;= 0456,

Die empirische Funktion wird damit angendhert durch
ag+ ayu + a,u? + azul.
Maximum und Minimum findet man aus der Gleichung
ay+2a,u +3a,u? =0.
Es ergibt sich:
Maximum fir x =265,
Minimum fiir x = 745 .

Den mittleren Fehler der Naherung erhdlt man aus

]
1’
m=2"3.

4. Um das Intervall zwischen die Grenzen —1 bis +1 zu ver-
legen, fithren wir eine neue Verdnderliche £ ein:

M4
x——2~t.

Fiir die einzelnen Integrale ergeben sich die folgenden Werte:

+1

. x
‘{S]_ﬂ—z“tdtzo, +~1 e
- . a -
o jltsm-z—tdt =2(7) ,

fﬁsini}tdt=0, 1
2 . 2 2\2
' ft%m%tdt:é(-i—) [1—2(;) ]
ft“sin%tdt:O, -t
-1
Damit wird
+1
|PesinTtdi=0, 2
-t .{Plsin%tdt_=2(%> ,

+t

;;ﬁin—’;—tdt:o,
-1 _{P3sin%tdt=6(—i—>2 [2'“5(%)2]'

+1
[Pysin Z-tat=o,
-1
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Fiir die Entwicklung nach Kugelfunktionen:
ayPy+ a, Py + @, P, + a, Py 4 a, P,
ergeben sich somit die Koeffizienten:
a,=0,

a =3 (2) = 12158542,
BTT L= (2)'[2—5 ()] = 02248013
a,=0,

Da

+1
1., 7 1
—sin? —¢tdt=—
2 zi=5
-1

ist, ergibt sich der mittlere Fehler der Darstellung aus

z_l_(f_ 2y 1 ‘-’)
mt = 3a1+7a3 .
Es ist

m = 00028 .

Ordnet man die Naherungsfunktion nach Potenzen von ¢ und kehrt
dann wieder zu der urspriinglichen Verdnderlichen zuriick, so ergibt sich

die Naherung: 0°9888 % — 0°1451 23.

5. Nach dem Schema auf Seite 218 und 219 findet man die Koeffi-

zienten: 12a,= 102,
6a,= 4703, 6b,= 3768,
6a, = 1°5, 6by= 199,
6a5=—194, 66, =— 72,
6ay= 15,  6b=— 61,
6a;= 27,  6b= 252,
12a5=— 6.
Die Probe ergibt A4 = 264050
B =148230

Y =68718 A+ B=412280
+(A+B)= 68713
Um die Funktionswerte in den Intervallmitten zu berechnen, er-

mittelt man zunichst die Kocffizienten @’ und & nach den Formeln
auf Seite 225. Es ergibt sich

6ay= 51,

6ai= 5990, 6b=— 661,
6ay= 199, 6by=— 15,
6a3= 863, 6b,= 1881,
6ay=— 15, 6b= 61,
6a,=— 197, 6b5=— 159,
6ag= 0.

Runge-Kdnig, Vorlesungen. 23
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Mit diesen Werten erhilt man durch dasselbe Schema die sechs-
fachen Ordinaten. Die Ordinaten selbst werden:

Yos= 087, Yes =— 495,
yis= 1291, y7-5 =—1059,
Vo5 = 1191, Vo5 =— 972,
Yss= 358, Vo5 =— 241,
Ya5 =— 401, Yos= 500,
Y55 =— 304, Yus= 52'5.

Probe:
A+ B=412280

1(12a)r= 18
Y =68736 A+ B = 412262
1A'+ B)= 68710

6. Um die Koeffizienten ag und bg zu berechnen, ordnet man die
24 Ordinaten yg5, ¥1, Y15, --- Y115, Y12 nach Seite 230 in Form eines
Rechtecks mit acht Reihen an. Die Summen der drei Kolonnen sind:

21:_44,
2, = 88,
23 = 138.
Dann wird:
27 1
12a8=2a:zacosoc—3—=—?(zl—{—zz)—l—zs,

o . 2a .
12by="2, sma{ = (2, — 2,) sm%,
22

12a4 = 116, 12bg = —114'3.

7. Durch Zusammenfalten der Ordinaten ¥y, ¥y, - .. Y115 in der

Form
Yes Y35 Yz Y3z Yes Vs

Y15 Yos Yus Yios Yos Y3

berechnet man zunichst die Koeffizienten @’ und &’. Man findet:

124y, = 80,

6al = 5848, 68, = —583,
6dy= 195, 66, = 60,
6a5 = 121, 605 = 183,
64, = 1143, 6V, = 1204,
645 = —12'8, 60, =—167,

124} = —30.
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Aus a’ und b werden nach (42) (S.228) die Koeffizienten @ und
berechnet :

123,= 80,

6a, = 4547, 6b,= 3723,
6a,=— 60,  6b= 195,
63, = —215'0,  6by=— 438,
6a,=—114'5.  6by,=—120'4,
6a;=— 28, 6by= 209,
122,= 0.

SchlieBlich findet man aus @ und & sowie aus b und b nach dem
Schema auf Seite 228 und 229 die Koeffizienten 4 und B (¢ und b
sind dic bereits in Aufgabe 5 berechneten Koeffizienten):

244, = 182,
124, = 9250, 12B, = 7491,
124, =— 45, 12B, = 394,
124, = —4090, 12B, =—1158,
124, =—1130, 12B, = —126'5,
124; =— 01, 12B; = 461,
1244 =— 6, 12B; = 30,
124, = 55, 12B, = — 43,
124, = 1160, 12By = —114'3,
124, = 210, 12B, = 282,
124,y = 75, 12B,,=— 04,
124, = 156, 12B,, =— 45,
24d,= 22
Probe:
1(244,) +:(12AJ)2 43 (24.415) =~ 1066 762
11
.?j(izBa)2 = 609039

Summe = 1 675 801
1
B Summe = 1396500
>y = 139652
Abrundungsfehler 20.
23*
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8. Die Normalgleichungen zur Berechnung von s, s, und s; (vgl.
S. 232) erhalten die folgenden Koeffizienten:

14 15 16
2Ya¥e =4536604, Dy.y. =4563500, Dyay. = 4497708,
1 2 3
141: li 16
D YaVar1=44111'31, %yaya+1=44427'83, gyaya+1=43053'65,
< : :
14 15 17
D' YaYatre = 4080939, ;yaya+2=41212'83, DYaVa =42264'48.
1 4

14
D' YaVars= 3628106,
1

Die Auflésung ergibt:

§ = —2774,
s, = 2637,

2=014.
53 =—0868,

Die kubische Gleichung

B 5225524 5,=0
hat die Wurzeln:
2, =1"053,
7, =0'861 + 0289 ¢,
23 = 0861 — 02891 .

Mit dem Wert % =1 ergeben sich die Exponenten:

a=Ilgz = 0052,
B=1lgznz =— 0097,
0289 o
y=arctg——= = 18°6.
Die empirische Funktion wird daher angenihert durch den Aus-

druck:
@ (x) = a, 0022 L g, ¢~ 0072 005 18°6 % + a4 ¢~ 00%7 5in 18°6 % .

Der mittlere Ordinatenfehler m, ergibt sich aus
2 2 9 N Q
my(1+si+s3+s3) = 7.6
164m; = 0013,

my = +£0°025.
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§ 97. Losungen der Aufgaben des 9. Kapitels.
I. Man erhilt nach Formel (1) (S.239) die folgenden Teilintegrale:

120000
dx

Igx
100000

= 172315507,

140000
dx
Igx

120000

= 169863876,

160000
dx

Igx
140000

= 167820090,

180000

dx
Tar = 166073225,
160000

200000
d
Tai‘r- = 164551613 .
180005

Damit wird
200000

dx
Igx
100000

= 840624311 .

2. Da der Integrand in bezug auf die Stelle x =0 symmetrisch
ist, 1aBt sich das Differenzenschema nach oben leicht erginzen. Man
berechnet die ersten Teilintegrale nach (2) (S. 241) und zum SchluB,
wenn die hoheren Differenzen nicht mehr bekannt sind, nach (1):

F(01) = 00999 44484,
F(O'Z) — F(0'1) = 00996 12313,
F(0'3) — F(0'2) = 01098952590,
F(04) — F(0°3) = 0°0979 74406,
F(0'5) — F(0'4) = 0:0966 91047,
F(0'6) — F(0°5) = 0°0951 19590,
F(0'7) — F(0'6) = 0093280405 ,
F(08) — F(0'7) = 0:0911 96581,
F(09) — F(0'7) = 01800 89895,
F(1:0) — F(0'8) = 0175290568
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Daraus ergeben sich die Funktionswerte

x F (%)
00 00000 00000
01 0°0999 44484
02 01995 56797
03 0298509387
04 03964 83793
05 04931 74840
06 0°5882 94430
07 06815 74835
08 07727 71416
09 0°8616 64730
10 09480 61984

3. Die empirische Funktion der Aufgabe 8, §71, wird durch einen
Exponentialausdruck von der Form

a; e+ a, efrcosyx + a,efrsiny x

angendhert. Fiir die Exponenten sind die Werte

& = 0052,
f=— 0097,
y= 18°

gefunden worden (vgl. § 96).
Um das Intervall fiir die Annzherung auf die Strecke —1 bis -1
zu verlegen, fiihren wir _ x—8
="

ein. Dann wird die Naherungsfunktion

@ (x) = Zileﬁ—l— a, eF’_’cos?Z + Eseﬁ;sinyi

und es ist _ ~ _
&x=8u, 8=288, 7=28y,
a, = ﬁle";,
a, = e7 (a,cos7 — a,siny),

a;=¢ #(aysiny + a;cosy).
Die linken Seiten der Normalgleichungen zur Berechnung von 3,
@, und @; konnen nach den Formeln auf Seite 247 ermittelt werden:
+1

f 23ty = 2239,
o)

+1 _ _
j Ax+h)z cosyxdx =03841,
1 -

1 _
e(m+p’)£ Sin?xdx = —02955 3

—

-

+1 +1

[ ePrcostyxdx = 1122, fezl“’sin‘lfxdx = 1784.
1 -1

+1

[ e#zcosyasinyxdx = 03001,
-1
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Die rechten Seiten findet man nach der Simpsonschen Regel:
+1
[ yezdx = 884,
-1

+1

fy&“cos;_/xdx: 3618,
21

41 _

[ yefrsinyxdx=—600.
-1

Die Aufldsung der Normalgleichungen ergibt die Werte

3, = 2964,

Z,= 3120,

@y =—13399.
Damit wird

a, = 1955 s

ay = — 1973 ’

a; = 983 .

Zur Kontrolle berechnen wir die Werte der Naherungsfunktion:
P \ y . (x
0 00 —02
1 321 321
2 57°6 577
3 752 753
4 846 847
5 864 864
6 819 818
7 727 727
8 609 608
9 483 482
10 364 364
11 267 267
12 199 200
13 16'5 16°5
14 164 164
15 193 193
16 246 243

Aus den Abweichungen ergibt sich der mittlere Ordinatenfehler:

_ / el _ //—6-12-_ e
m”_l/ n—3.—l/ 14 _i(_).g.?.

4. Der Differentialquotient der Funktion y = logx ist
;1
y = —x—loge.
Wenn man den Modul des Briggsschen Logarithmensystems mit 3/

bezeichnet, so ist daher M==xy.
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Aus dem Differenzenschema erhilt man nach den Formeln (11)
und (12) (S. 263) die Differentialquotienten:

Vo5 = 001423916,
¥ = 001400950,
Y5 = 001378713
und nach Multiplikation mit x die Werte:
=305,  xy =04342944,
=31, %y’ = 04342945,
=315, 2y =04342946.

Daraus folgt als Mittelwert:
M = 04342945 .

5. Die empirische Funktion kann durch eine ganz rationale Funk-

tion dritten Grades angendhert werden. Fithrt man % = 2 ein, so
ergeben sich nach der Simpsonschen Regel die Integrale

I, =513, I, = -929,
I, = 2285, I, = —3188.
Damit werden die Koeffizienten nach den Formeln auf Seite 194:
a, =30, a, = —906,
a, =675, a; = 1045.
Die Niherungsfunktion lautet:
Q) =ay+ ayx + a, %2 + a, 7.

Fir die Ableitungen 3], y; und ¥4 an den Stellen x = —4, x = 0 und
x =44 erhilt man aus

;_dq]__1dq7
Y=ar T wax
die Werte
L, 1
V= 10( —08a,+ 0484,),
, 1
V2= 5%
yg—-—(al—}—08a2—|—048a3)
oder

=46, ¥ =-91, s=-35.
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Um eine Vorstellung von der Giite der Anndherung zu bekommen,
berechnen wir die Funktionswerte:

® y ? ()
— 10 [0} — 45
- 8 26 26°1
-6 33 371
— 4 32 335
— 2 24 20°§5
0 6 30

2 — 15 — 141

4 —28 — 256

6 — 27 — 26°5

8 — 10 — 119

10 + 20 + 233

Aus den Abweichungen ergibt sich der mittlere Ordinatenfehler:

BT gy

"= 1 n—4 7
6. Um das Integrationsintervall von — 1 bis + 1 zu erstrecken,
fithren wir
x = 150000 + 50000x

ein. Dann wird
zooooo

_ 100000
E; 2 lgx

100000

Fiir die Formel von Newfon-Cofes berechnen wir die folgenden
Funktionswerte:

100000 8685-8396
125000 8520°7406
150000 8390-3946
175000 82832602
200000 8192:6434

Die Reihenentwicklung der Funktion

100000

) o 1g (150000 + 50000 %)
hat die Koeffizienten:

ag=02371, a3y = 0°0020 .
Somit ergibt sich:

2) I = 84062499,

F= —00056.
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Um die Formel von Tschebyscheff anwenden zu kénnen, sind die
Funktionswerte zu berechnen:

100000

* lgx

108375126 | 86256317
131272930 | 84853413
150000 8390°3946
168727:070 | 83083821
191624374 | 8221-4565

Durch Addition findet man

I =284062412,

b) :
F= 00020 .

Fiir das Gaufsche Verfahren braucht man die folgenden Funk-
tionswerte:

100000
lgx

104691-007703 | 8651440674
123076:534495 | 8532014318
150000 8390394608
176923465505 | 8275766741
195308:992297 | 8208 604842

Die Multiplikation mit den Gewichten liefert

R,y, = 1024'879445,
R,y, = 2041°8333 35,
R,y, = 2386°6011 33,
R,y =1980'5096 16,
R;ys = 972'419588.

Daraus findet man durch Addition den Integralwert

5 I=28406243117,
F=  0000003.

§ 98. Lésungen der Aufgaben des 10. Kapitels.
1. Die Integration der Differentialgleichung

faap o SNV
¥ x

liefert nach dem Runge-Kuttaschen Verfahren
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x y(h=02) | y(h=04)
00 0000 000 0000 000
02 0°200 333

04 0402 686 0402 661
06 0°609 161

08 0-822 022 0-821 975
10 1:043 787 |

12 1277312 | 1277249

363

Die Werte in der dritten Spalte sind mit der doppelten Intervall-
linge erhalten. Danach betragt der Fehler bei x =12 etwa 4 Einheiten
der sechsten Stelle.

Aus tg—32'~ erhilt man durch Integration — 1gI und damit die ge-

suchte Besselsche Funktion I:

|

| y
x ‘ tg; —1gI I
00 | 0000000 | 0-000000 | 1:000000
02 | 0100504 | 0010025 | 0990025
04 0204111 |, 0040408 | 0°960 398
06 | 0314365 | 0092110 | 0912004
08 " 0435837 | 0166897 | 0846287
10 | 057508+ | 0267622 { 0765 197
12 | 0742163 0:3983 790 |, 0671131

2. Durch Iteration des Anfangswertes y, =1 erhdlt man nach-
einander die Naherungen:

x | b4l Ya | Y3 Ya ! Ys

00 | 1 1-00 1 1000 | 1000 | 1:00000
o1 | 1 1:09 1-:091 1:091 l 1:09 113
02 1 116 1-168 1-168 1:16 784
03 1 1:22 1-233 1-233 1-23 349
04 1 1-27 1:290 1:290 1-29 015
05 | 1 1-31 1-338 1339 | 1-33922
06 | 1 1-34 1379 1:382 ' 1:38 169
o7 1 1 136 1414 1418 141 833
08 1 138 1444 1430 144 968
09 1| 138 . 1467 | 1476 0 147622
10 1 | 139 | 1486 1498 | 149 828

Die genaue Losung ist fiir x = 1 aus der Gleichung

%lgu + 9% 4 arctgy = —

B
2

zu berechnen. Man erhilt etwa nach dem Verfahren des § 49 den Wert

y=1498278.
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3. Nach dem Runge-Kuttaschen Verfahren erhalt man fiir die
beiden Differentialgleichungen

’__ z
N y1—2 ’
’ Z
die Losung:
B X kiii; 771- y T 4 z w w i
00 1°:00 000 | 1-00 000 000 000 0-00 000 1:00 000 | 1°00 000
01 1-00 502 010025 099 496
02 102031 | 1°02035 020202 020 201 097938 | 097938
03 | 104663 030 691 095174
04 | 108546 | 108 551 0'41 670 0'41 670 090 904 | 0°90 904
05 1113951 053353 0-84 578
06 | 121408 | 121422 0'66 018 066 016 075111 | 0°75113

Die mit groBerer Intervallinge gefundenen Werte sind jedesmal zum
Vergleich dahinter gesetzt.
Weiter 16st man jetzt die Gleichungen

dx w

y  J1—w , >
_ w=)1—2

dw 2 +y1—w2 J

ay = Y x

mit den Anfangswerten y = 121408, x =06, w=075111.

y ” x ’ x w | w z z
1-21408 || 0'6 06 075111 " 075111 | 066018 | 066018
125 | 063808 070239 { 071179
130 | 068294 | 0168294 063118 063118 | 0-77564 | 077563
1:35 i 071992 f 055594 ] 0-83122
1-40 i 075013 i 047661 0-87911
1:50 ‘ 079301 | 079298 0°30533 0-30534 095225 | 095224
160 | 081485 [ 011642 099320
170 | 081627 | 081624 | —0-09146 | — 009140 | 099581 | 0:99582

Geht man andrerseits von den Werten des § 87 aus, so ergibt
sich nach dem Summationsverfahren:

x| y 1 z x y ' z
000 | 1-00000 | 0-00000 035 | 1°06435 | 0'36106
005 | 00125 [ 05004 040 | 08546 | 41670
010 | 00502 i 10025 045 | 11033 47408
015 l 01135 i 15084 0-50 13950 } 53353
020 | 02031 | 20201 055 17371 59541
025 ’ 03202 25396 060 | 21406 66018
030 | 104663 | 0°30690 065 | 126232 | 072839
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Durch Interpolation findet man die Werte
=12, %=058353,
2= 063849, w=076963.

Von hier aus ergibt sich weiter nach dem Summationsverfahren, wenn
man wieder y als unabhingige Verinderliche einfiihrt:

y % } w

120 | 0°58353 076963
1251 63808 70239
130 | 68294 63118
135 | 71991 55594
140 | 75013 47662
1-45 77433 39317
1-50 79301 30533
1-55 | 80647 21315
160 | 81485 | 11642
165 | 81817 | 001496
170 | 081627 | — 009146

Der Differentialquotient g?y wird unendlich, wenn z=1 oder w=0
ist. Durch Interpolation findet man fiir diesen Punkt die Werte:

%= 0381822, y=165718.
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Beschleunigung der Konvergenz 1
183, 345.

Besselsche Differentialgleichung
318, 323, 362.

— Funktionen 314, 363.

beste Naherungen 122, 128.

Bezeichnung der Glieder im Differenzen-
schema 249.

Bildungsgesetz der Koeffizienten 129.

Binominalkoeffizienten 80.

binomischer Lehrsatz 134, 287.

Blattlaus 141.

Bogenlinge der Kettenlinie 148.

— der Parabel 149, 344.

Cosinus 7, s. a. Berechnung der trigono-
metrischen Funktionen.

Cosinusfunktionen 208.

Cotangens 8.

Dekadische Schreibweise 90.

Determinanten 33, 38, 41, 77, 84.

Determinantentheorie 77, 85.

Differentialgleichung der Kapillaritat
321, 325.

Differentialgleichungen 286.

— hoherer Ordnung 311.

Differentialquotient 104, 154.

Differentialrechnung 105.

Differentiation 263.

— durch Interpolation 263.

Differenzen 1602 ff.

Differenzenquotient 104 ff., 154.

Differenzenrechnung 102ff., 238.

Differenzenschema 103, 10S, 199, 240,
249, 307.

direkte Beobachtungen s. Ausgleichung.

Divergenz 132.

Division 4, 12, 25.

— ganzer rationaler Funktionen 90ff.,
115.

— unendlicher Reihen 13Sff.

Doppelintegrale 238.

Doppelreihen 137.

Drehung des Koordinatensystems 72.

Drehungswinkel 72.

Dreieck, Winkel im — 62, 64.

|
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Dreiecksberechnung 327.
durchschnittlicher Fehler 81.

Eindeutige Zerlegbarkeit 116.

einfache Wurzeln 117.

Einmaleinskorper 27.

Einschaltung 113.

Einstellknopf 23.

Einstellungsfehler 11.

Elementarbeobachtungen 49.

Elementarfehler 80.

Elimination 179.

Ellipse 180.

empirische Funktionen 196, 231, 265,
269.

Entwicklung des
Reihen 139.

— nach Kugelfunktionen 201, 353.

— s. a. Potenz-, Produkt-, Taylor-,
Fourier-.

epidemische Krankheit 149, 342.

Euklidscher Algorithmus 119.

Eulerscher Satz 54, 61, 191.

Exponentialfunktionen 231.

Extrapolation 309, 323.

Quotienten zweler

Falten

Fehler

der

— der

der

der

der

127.

der Teilung 11.

des Naherungswertes 132.

— s. a. Beobachtungs-, mittlerer —.

Fehlerabschitzung 115, 134, 147, 239,
244, 260, 270.

— bei Differentialgleichungen 294, 313.

Fehlerfortpflanzung 11, 47, 54.

Fehlerfunktion 79, 81.

Fehlergesetz 7Sff.

der Ordinatenreihe 213.

der Anniherung 194.
Einstellung 11.
Integrationsformeln 239, 262.
Interpolationsformeln 115.
Iteration 304.
Kettenbruchentwicklung 123,

 Fehlergleichungen 61, 63, 63.
' Fehlergrenzen 79.

Fehlerquadrate 50, 53, 61, 81.

Flache 2. Grades 69.

Formelfehler 303, 320.

Formeln fur die Annaherung durch
Potenzreihen 194.

fur die Differentialquotienten 264.
fur die Integration 238, 241, 250.
von Gauf 283.

von Mac Laurin 272.
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Formeln von Newton-Cotes 271.

— von Tschebyscheff 273.

Fouriersche Reihen 208ff.

Funktionen s. ganze rationale —
homogene —.

Funktionentafeln 22.

Ganze rationale Funktionen 89ff.

Gaup 1, 46, 275, 287.

Gaufsche Entwicklung des Logarith-
mus 128.

— Fehlerfunktion 81.

— Logarithmen 21.

— Schreibweise fiur die Koeffizienten
der Normalgleichungen 66.

Gaupfsches Fehlergesetz 78ff.

gedampft-periodische Funktionen 231.

Genauigkeit 1, 2, 49.

—, Beobachtungen von gleicher — 46.

—, Beobachtungen von verschiedener
— 49.

— der Auflésung linearer Gleichungen
36.

— der Integrationsformeln 239, 260.

— der Interpolationsformeln 114.

— der logarithmischen Rechnung 21.

— des Rechenschiebers 10ff., 37, 85,
330.

GenauigkeitsmaB3 46, 81.

Generalnenner 89.

geometrische Deutung 286.

— Reihen 133, 140.

Gewichte 49, 263, 287.

Gewichtseinheit 50.

gewohnliche Differentialgleichungen
286.

Gitterspektrum 56.

glatte Kurven 196.

Glatten einer Beobachtungsreihe 199.

gleichmaBige Konvergenz 140.

Gleichung, algebraische 93ff.

—, kubische 16ff.

—, lineare 33ff.

— mit einer Unbekannten 150ff.

— mit mehreren Unbekannten 177ff.

—, quadratische 15.

Gleichungssysteme 177 ff.

Glieder des Differenzenschemas 254.

Grad der Anniherung 194.

— der Naherungsfunktion 197.

Graeffesches Verfahren 164 ff.

grobe Fehler 45, 51.

GroBenordnung des Fehlers 115, 260.

groBter gemeinsamer Teiler 119, 127, 161.

Namen- und Sachverzeichnis.

Grundgleichung des Rechenschiebers 2.
Grundrechnungsarten 90.
Giite der Anniherung 190, 196.

Halbachsen 76.

bharmonische Analyse 211 ff.

— Reihe 135.

Hauptachsen 76.
Hauptachsenproblem 71.
Hauptdeterminante 84.
Hauptkrimmungsradien 321.
Hauptminoren 84,

Hauptnenner 89.

Hilfsmittel 2.

hohere Differentialquotienten 264.
homogene Funktionen 42, 53, 61, 191.
Horner 93.

Hornersches Schema 16, 92, 99, 116, 157.
Hyperbel 180.

Hyperbelfunktionen 22, 142.
Hyperboloid 69, 71, 76.

Hypothese 82.

Indexlinien 3, 5.

Induktion, vollstindige 121.

Integration 238, 241, 250.

— von Differentialgleichungen 286ff.,
3131f.

Interpolation 3, 239, 241, 250ff., 340.

— der Wurzeln 150.

— in der Mitte 113.

—, lineare 29, 56.

—,.quadratische 21. .

Interpolationsformeln 106, 108ff., 119.

Intervall fiir die Wurzeln 161.

Iteration 155ff., 173, 182, 300, 316.

Kapillaritat 321, 325, 364.

Kettenbriiche 120.

Kettenbruchentwicklungen 119ff.,
124 ff., 162, 280.

Kettenlinie 148.

kleine Fehler 297, 315.

i — Winkel 9.

Koeffizienten, Bildungsgesetz 129.
— der ganzen rationalen Funktion 97,
105.

— der Fourierentwicklung 210, 213.
Kommastellung 4, 7.
komplexe Schreibweise 72.
— Wurzeln 170, 172.
konjugiert komplex 119.
Konstruktion der Parabel
Kontrolle s. Rechenprobe.

v



Namen- und Sachverzeichnis.

Kontrolle der Integrationsformeln 256.

— wiahrend der Rechnung 39.

Konvergenz 132.

—, Beschleunigung der — 132, 183.

— des Iterationsverfahrens 301, 317.

Koordinatenumwandlung 7, 13.

Korrektur eines Naherungswertes 131.

Kreisinhalt 5.

Kreisumfang 12.

Kriimmung 321.

Kubikwurzeln 6.

kubische Gleichungen 16ff.

Kugelfunktionen 201ff., 265ff., 277,
353.

Lage der reellen Wurzeln 157ff.

Lagrangesche Interpolationsformel 119.

Liangeneinheiten 2.

Langenfehler 11.

Laufer 3, 5.

Legendresche Kugelfunktionen s. Ku-
gelfunktionen.

Leibniz 23.

lineare Annidherung 109, 199.

— Beziehung 52.

— Gleichungen 33ff., 71, 183.

— homogene Funktionen 42ff., 192.

— Interpolation 29, 56, 332.

— Substitution 71.

Linienspektrum 56, 125.

Logarithmen 9. 3

—, natiirliche 242, 340.

Logarithmentafeln 20.

logarithmische Skalen 3.

logarithmischer Rechenschieber 3ff.

Laschvorrichtung 25. .

Loésungen fur das Runge- Kuttasche Ver-
fahren 292.

MaB der Genauigkeit 46, 81.

— fir die Annaherung 190.

Maxima und Minima mit Nebenbedin-
gungen 63.

mehrfache Integrale 238.

— Wurzeln 116, 161.

Meteorologie 276.

Methode der kleinsten Quadrate 47ff.,
139, 233.

Minimalwert einer quadratischen Form
53, 61, 66, 191, 202, 213.

Minimumsbedingungen 46, 50, 53, 60.

Mittel s. arithmetisches Mittel.

Mittelpunkt 71.

Mittelpunktsflachen 71 ff.

Runge-Kdnig, Vorlesungen.
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Mittelwert 49ff., 287, 307.

Mittelwertmethoden 268.

Mittelwerttabellen 307, 322.

mittlere Tagestemperatur 276.

mittlerer Fehler 46, 50, 57, 81, 190, 210,
233.

Modul 285, 360.

Multiplikation 4, 25.

— ganzer rationaler Funktionen 90.

— unendlicher Reihen 136.

Multiplikationsmaschinen 27.

Multiplikationstafeln 22.

Néiherung 110, 122, 128.

Niaherungsbriiche 122, 128, 280.

Naherungsgerade §5.

Naherungsfunktion 232.

Naherungslésung 316.

Naherungswerte 96, 122, 131.

— fir die Quadratwurzeln 28.

— fir die Wurzeln einer Gleichung 93,
150, 177.

— in der Ausgleichungsrechnung 48,
51, 60.

natiirliche Logarithmen 31, 130, 242,
340.

— trigonometrische Funktionen 22.

Nebenbedingungen 63.

negative Wurzeln 19.

Newton 96, 106.

Newton-Cotes 270.

Newtonsche Interpolationsformel 103 ff.
115.

Newtonsches Verfahren 152ff.,, 177ff.
185.

nichtlineare Beziehungen 60.

Normalen 56.

Normalformen 76.

Normalgleichungen 54, 58, 62ff., 82
191, 233.

’

'

Operator 287, 312.

orthogonale Substitutionen 71 ff.

Orthogonalfunktionen 201.

Orthogonalitit der trigonometrischen
Funktionen 209.

Orthogonalsysteme 201.

Parabel 5, 180, 277.
Parabelbogen 149, 344.
Parallaxe 10.

— der Sonne 51.
Partialbruchzerlegung 115ff., 279.
partielle Ableitungen 53, 61.

24
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partielle Differentialgleichungen 286.

periodische Funktionen 208.

Phase 211.

physikalische Rechnungen 156.

Polarkoordinaten 7, 13.

Polynome der Interpolationsformeln
109.

Potenzentwicklungen 101.

Potenzreihen 127, 140, 192.

Potenzsummen 273.

Probe s. Rechenprobe.

Produkt unendlicher Reihen 137.

Produkte aus Linearfaktoren 104, 119.

Produktentwicklungen 95ff., 101, 109.

Produkttafeln 22.

Proportionalhebel 26.

Quadratische Anndherungen 100, 200.

— Formen 67, 82, 190.

— Gleichungen 15.

— Interpolation 21.

Quadratwurzeln 5, 27.

Quotient zweier ganzer rationaler Funk-
tionen 89, 116.

— zweier Naherungswerte 138.

Randwertaufgaben 316.

rationale Funktionen 89ff.

— Verhiltnisse empirischer GroBen 124.

Rechenmaschinen 22ff.

Réchenproben fiir das
schema 111.

— fiir das Graeffesche Verfahren 167,
172.

— fir das Runge-Kuttasche Verfahren
306.

— fiir die harmonische Analyse 217,
224.

— far die Losung linearer Gleichungen
35, 40.

.— fiir die Wurzeln einer Gleichung 20,
167, 172, 348.

Rechenschieber 2ff.

rechtwinklige Koordinaten 7, 13.

Reduktion der Normalgleichungen 38,
62, 83.

reduzierte Form 16.

regelmafige Fehler 45, 51.

Reihen s. Fourier-, Potenz-, Taylor-,
unendliche —.

— von Funktionen 140.

— von Niherungswerten 131.

Reihenentwicklungen 61, 310, 322.

Reihensummen 132, 148, 341.

Differenzen-

Namen- und Sachverzeichnis.

Rekursionsformeln 126, 206.
Reziprokentafeln 22.
Richtungskosinusse 77.
Rotationsflachen 321.
Riickseite der Zunge 7.
Riickwartseinschneiden 87, 334.
Runge-Kutta 283, 311.
Rydbergsche Konstante 126.

Schaltwerk 23.

Schema fiir die Auflésung linearer Glei-
chungen 34, 40.

— fiir die Berechnung der Koeffizien-
ten 98.

— fiir die Division 90.

— fir die Entwicklung s. Hornersches
Schema.

— fir die harmonische Abalyse 218ff.

— fiir die Integration von Differential-
gleichungen 295.

— fiar die Multiplikation 138.

— fiir die Summationsmethode 310.

— fir die Transformation quadrati-
scher Formen 68.

— fiir die Urnkehrung linearer Funk-
tionen 42.

— fiir die Zerlegung fiir 24 Ordinaten
226.

— s. a. Hornersches Schema.

Schwerpunkt 59.

Sehne 96, 150.

semikonvergent 114.

Simpsonsche Regel 245, 266, 271, 295.

sinus 7, 9, s. a. Berechnung der trigono-
metrischen Funktionen.

Sinusfunktionen 208.

Sinussatz 7.

Sinuswellen 211.

Skalen 2.

Skizzen 178.

Sonnenparallaxe §1.

Stab des Rechenschiebers 3.

Staffelwalzen 23.

Steigerung der Genauigkeit 12, 37.

Stellung des Kommas 4, 7.

Sturmsche Kette 163.

Sturmscher Satz 162.

Substitutionen 67, 71.

Subtraktion 24.

— ganzer rationaler Funktionen 90.

— unendlicher Reihen 137.

Subtraktionslogarithmen s. Additions-
und Subtraktionslogarithmen.

Summation 249, 306, 320.



Namen- und Sachverzeichnis.

Summation von Doppelreihen 137.

Summe der Fehlerquadrate s. Fehler-
quadrate.

— mit unendlich vielen Gliedern 131.

— von Niherungswerten 136.

Summierung von Fehlern 11.

— von Reihen 132, 148.

symmetrische Grundfunktionen 273.

— Interpolationsformeln 110.

— Losungen 292.

— Systeme 55, 62, 71, 83.

Systeme linearer Funktionen 42.

— von Differentialgleichungen 311, 323.

Tabellarische Berechnung 150ff.

Tafeln 20ff.

Tagestemperatur 276.

tangens 8.

Tangenssatz 327.

Tangenten 152.

Taylorentwicklung 93, 106, 269, 288.

Taylorsche Reihe 189, 208, 287.

teilerfremd 119, 127, 162.

Teilintegrale 239.

Teilungsfehler 11.

Transformationen 67ff.

transzendente Gleichungen 136, 345.

Trapezformel 244, 271.

trigonometrische Funktionen s. Be-
rechnung der — —.

— Rechnungen 7.

— Reihen s. Fouriersche Reihen.

Tropfen 321, 364.

Tschebyscheff 273.

Typus einer Flache 2. Grades 69.

Uberbestimmung 52.

Uberschlagsrechnung 4, 7.

Umdrehungszihlwerk 25.

Umformung linearer Gleichungen 184.

Umkehrung linearer Funktionssysteme
421f., 77, 85.

— von Potenzreihen 1435ff., 154.

Umordnung der Glieder einer Reihe
136.

Umschaltvorrichtung 24.

unbedingte Konvergenz 135.

unendliche Reihen 131 ff.

— Summen 131.

Unendlichwerden 300, 323.

Unterdeterminanten 77, 84.
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Verbesserung der Wurzeln 93, 173, 177.

— der komplexen Wurzeln 174.

— kleiner Fehler 297, 315.

Verbesserungsgerade §5.

Verfahren von Runge-Kutta 2861f.,
3114f.

Vergleichsreihen 133.

Verlauf einer ganzen rationalen Funk-
tion 103.

verlorene Zeichenwechsel 160.

Verschwinden von Koeffizienten 34, 38,
70.

vollstindige Induktion 121.

Vorzeichen der Koeffizienten 157.

— der Wurzeln 167.

Wah! der Hilfsmittel 2.

wahre Fehler 46.

wahrscheinliche Fehler 46.

— Werte 46.

Wahrscheinlichkeit 78.

— einer Hypothese 82.

Wabhrscheinlichkeitsrechnung 78ff.

Wechsel der Veranderlichen 300, 323.

Wellenldngen 56, 125.

Widerspruch 34, 38.

Winkelsumme im Dreieck 62.

Waurzeln einer algebraischen Gleichung
93ff., 1571f.

— einer kubischen Gleichung 18.

—, Kubik- 6.

—, Quadrat- 5, 27.

Zihlwerk 23.

Zehneriibertragung 24, 27.

Zeichenfolge 158.

Zeichenwechsel 158.

Zerfallen einer Gleichung 165.

Zerlegbarkeit 116.

Zerlegung fiir 12 Ordinaten 218,

— fiir 24 Ordinaten 226.

— in Partialbriiche 116.

zufallige Fehler 46, 51.

Zunge 3, 7.

Zusammenfassung komplexer Wurzeln
174.

Zusammensetzung von Sinuswellen 217.

Zuschlage 61.

Zuwachs 102.

zweifache Integration 258, 323.

Zwischenwerte 223.
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Seite 35,

40,
42,
43,
44,
47,
47,
51,
53,

55,

55,

72,
76,
77,
78,
88,
93,
105,
162,
163,
166,
194,
200,

204,

207,
215,
221,
223,
241,
301,

Berichtigungen.

Zeile 12 von

3 von
3 von
8 von
13 von
3 von
1 von
28 von
9 von

1 von

2 von

von
von

N v

oben lies 371y statt 317y.
unten lies 2:13y statt 2-13x.
unten lies ¢} statt c,.

oben lies ¢}z statt cjz.

oben lies 9:3486 statt 0-3486.
unten lies M? = statt m? =.
unten lies M = statt m =.
oben lies 8800 statt 8:900.
unten lies & statt £,

oben lies

-—1 statt !
V1 + g }/1+‘52,{2'

oben lies

tatt > .
e
oben lies af, statt af.
oben lies Hyperboloid.

12 u. 13 von unten lies Richtungskosinusse.

von
von
12 von
13 von
6 von
18 von
26 von
7 von

[o 3 ]

9 von

3 von
15 von
12 von

3 von
15 von
18 von

unten lies geteilte statt gestellte.
unten lies = 6 statt = 0.
oben lies paj statt p}.
oben lies Differenzenquotienten.
oben lies —g, 1 1(%) statt —g, _1(%).
oben lies 6:118 statt 6:108.
oben lies 4 statt —.
unten lies §J; — 3], statt §J; — 3],.
unten lies 77 statt 73.

.15 35
unten lies 3 statt 3
oben lies 77 statt 73.
oben les y,, _, statt y,, 4.
oben lies 27 41 statt —21 — 37.
oben lies 3x + §; statt 8x 4 4.
oben lies A24%y, statt A24y,.
unten lies ¢, , statt g,_,.





