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Vorwort.

Rudolf Mehmke hatin seinem Leitfaden zum graphischen Rechnen 1)
die Auflosung der folgenden Gleichungssysteme behandelt:

15022+ y3—bHa8y =0
7028 — a5+ 95 =0

z8(1+ 2%) = y°
429y + 922 = sty
3 __ -
3008 28 y2 2 + 27 y5 28 Y22 = 3005 Y.

Es ist mir gelungen, diese Gleichungen mit Hilfe der Potenzpapiere zu
losen. Deshalb kann ich mein Erstaunen nicht unterdriicken, dal
Mehmke, welcher nach Pirani2?) die Herstellung der Logarithmen-
papiere veranlaBt hat, dieses iiberaus wichtige Hilfsmittel bei allen
Arbeiten in der Mathematik, Physik usw. und in den verschiedenen
Zweigen der Technik, dessen Wert nicht hoch genug geschétzt werden
kann, mit keinem Wort erwihnt hat.

Bei der Beschiftigung mit den Werken von Mehmke und Runge 3)
entstand der Plan zu dem vorliegenden Buch. Es wird fast alle die
Materien enthalten, welche in den beiden genannten Werken sich vor-
finden, aber in einer ganz anderen Form ihrer Behandlung. Sonach
wird man es als eine Erginzungsschrift zu diesen betrachten diirfen.

Nur das groBe Gebiet der Differentialgleichungen konnte ich noch
nicht bearbeiten, ich habe aber mit der graphischen Integration¢) von

und

dy 2y +3Vs
'_=f(x’y): . 5
4z ¥y + 51z

den Anfang gemacht.

Aus den Werken von Mehmke und Runge glaube ich schliefen
zu konnen, daB auch der Inhalt meines Buches der praktischen An-
wendung in Wissenschaft und Technik fahig ist. Ich mdchte aber

1) Teubner, Leipzig 1917, S. 53 u. 59.

%) Graphische Darstellung in Wissenschaft und Technik, S.53, Sammlung
Goschen 1919.

8) Graphische Methoden, Teubner 1915.

4) Die Arbeit wurde Ende Oktober 1921 der Redaktion der Zeitschrift fir
angewandte Mathematik und Mechanik iibersandt und von dieser angenommen.



IV Yorwort.

die Lehrer der Mathematik ganz besonders auf diesen Gegenstand
hinweisen. Die logarithmischen Bilder werden geeignet sein, in der
Funktionslehre und bei der Auflosung von Gleichungen das lebhafteste
Interesse der Schiiler zu erwecken. Allerdings steht jetzt der An-
wendung dieser Lehrmittel — wie aller anderen — deren hoher Preis
entgegen. Dabei kann ich aber hervorheben, dal die meisten Ein-
zeichnungen mit Bleistift gemacht, diese wieder weggewischt, also die
Blétter ziemlich oft mehrmals verwendet werden konnen. Die meisten
Darstellungen werden auf Blittern mit nur einem bis hochstens vier
Mantissenfeldern hergestellt werden konnen. Hierzu hat die Firma
Carl Schleicher & Schiill in Diiren (Rheinland) nach meinen Angaben
die Marken 3751/, L.T. (1 Feld, Mb = 250 mm) und -3811/,:7 (4 Felder,
Mb = 125 mm) hergestellt. Alle logarithmischen Bilder in diesem Werk
sind auf diesen Grunddrucken gezeichnet worden.

Dresden, Anfang November 1921.

Schreiber.
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Erstes Kapitel.
Vorbegriffe.

§ . Die Potenzpapiere mit Doppelrandskalen.

Potenzpapiere oder logarithmische Doppelpapiere kann
man diejenigen Funktionspapiere nennen, bei denen die Teilung lings
beider Achsen nach einer logarithmischen Skala?) erfolgt ist.

Der Name Potenzpapier wird dadurch begriindet, daB auf dem-
selben eine Funktion von der Form y — p.a? als eine gerade Linie
erscheint, wihrend alle anderen Funktionen mehr oder weniger ge-
kriimmte Linien ergeben.

Die Abstéinde der mit 2, 3, 4, ..., 10 bezifferten Hauptlinien von
dem linken und dem unteren Rand, welche die Bezifferung 1 tragen,
sind den gemeinen Logarithmen dieser Zahlen proportional. Da diese
Logarithmen unbenannte Zahlen sind, mufll man erst feststellen, wie
lang ein Mantissenbereich von logl —= 0 bis log10 =1 ge-
macht werden soll.

Diese Linge soll eine Manteb2) genannt werden.

Es ist nicht nétig, die Manteb nach beiden Richtungen hin gleich
zu machen, man kann nach der einen Richtung s, nach der anderen
Richtung hin »mm wihlen. Dann sind die Abstinde der mit a be-
zifferten Linien von den Randlinien

m.loga und n.log ¢ mm.

Es gibt derartige Potenzpapiere8), diese sind aber fiir besondere
Zwecke hergestellt worden, meist macht man m — n.

1) In dem kleinen Werke: ,Einfithrung in die Nomographie. Erster Teil: Die
Funktionsleiter“ (Leipzig, Teubner, 1918) filhrt P. Luckey an Stelle des Wortes
»die Skala¥ den Ausdruck ,die Leiter“ ein. Ich kann dies nicht fir zweckmaBig
erachten, trotzdem ich zu denen gehére, welche alle iiberflissigen Fremdworter
durch gute deutsche Ausdriicke zu ersetzen suchen. Man darf darin aber nicht
zu weit gehen, wenn man nicht Verwirrung anstiften will. In der Chemie, den
beschreibenden Naturwissenschaften, den Heilwissenschaften usw. ist es geradezu
unmoglich, alle Fremdworter wegzuschaffen. Viele Fremdworter haben das Biirger-
recht erlangt, und dazu gehort die Skala. Hierzu kommt, dal ,der Leiter so
oft vorkommt, daB ,die Leiter“ leicht stérend sein konnte, z. B. der Temperatur-
leiter und die Temperaturleiter.

2) Vgl. Flichennomographie, Heft 1, S.7.

3) Vgl. ebenda, S.44 ff.

Schreiber, Flachen-Nomographie. IIL. 1
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Wenn dann eine Manteb z. B. 100 mm gew&hlt wird, so soll dies
durch Mb — 100 mm ausgedriickt werden, und die Absténde der Haupt-
linien von den Réndern werden dann sein

2 3 4 5 6 7 8 9 10

30,1 47,7 602 699 778 845 903 954 1000 mm.

So erhélt man ein Quadrat, dessen Seitenlinge eine Manteb ist
und welches ein ,Mantissenfeld“ oder kurz ,Feld“ genannt
werden soll.



§1 3

Die Fliachen zwischen den Hauptlinien werden mit Unterteilungen
derart ausgefiillt, daB zwischen je zwei Linien eine geradlinige Inter-
polation zuldssig erscheint, aber es muf darauf gesehen werden, dafB
die Linien nicht weniger als 1 mm Abstand haben und in dem ganzen
Liniennetz nicht zuviel Linien stehen.

Dadurch erhilt man ein Potenzpapier, wie dies Fig.1 zeigt, welche
die photographische Wiedergabe der Marke 3751/, L. T. von Carl Schleicher
& Schiill in Diiren (Rbeinland) darstellt. Die Manteb ist bei dieser
Marke 250 mm. Die Firma stellt aber auch Potenzpapiere mit
Mb = 100, 125, 200, 300 und 600 mm her 1).

An den Réndern der Fig.1 sieht man Doppelskalen, welche
bisher graphische Logarithmentafeln genannt wurden.

Die zwei Seiten dieser Skalen konnen

Numerus-Seite (N.8.) und Logarithmus-Seite (L.S.)
genannt werden. Die erstere liegt dem Felde zu und ist die eigent-
liche logarithmische Funktionsskala, deren Bezifferung gleich der der
Linien des Feldes ist. Die andere Seite trigt eine gleichm#Bige
Teilung, bei der die Manteb als Einheit gewihlt wurde. Die Zahl
der darin erscheinenden Linien héingt von der Manteb ab.

Man kann aber auch ein Zehntel der Manteb als Einheit der
L. S8.-Teilung der Doppelskala auffassen und diese als

1 Dezimanteb — 1 dmb
bezeichnen. Dann geht die Bezifferung der N.S. von 1 bis 10, die
Bezifferung der L. S. von 0 bis 10.

Auf einen Hauptpunkt muBl man hierbei achten.

Wenn neben dem Strich z der N.S. der Strich & der L.S.
steht, so sind die Abstinde dieser Striche von logl = 0,0

Mb x logz — Mb x Fk,
logz = k.

Man kann deshalb die Doppelskala als eine Logarithmen-
tafel wie jede andere verwenden. Sie bietet aber noch viele
andere Verwendungsmoglichkeiten, die an anderen Stellen
zur Sprache kommen werden.

Fiihrt man die Dezimanteb als Langeneinheit ein, so wird dadurch

als Fldcheneinheit
1 Quadratdezimanteb — 1 qdmb

gegeben sein. Es wird
1 Mantissenfeld — 100 gdmb

also ist

sich ergeben.

1) Ausfithrliche Angaben hieriiber enthilt das Heft 1 der Flichennomographie,
namentlich 8.7ff. und 791f., sowie das Verzeichnis der Liniennetzpapiere, welches
von der Firma Carl Schleicher & Schiill in Diiren (Rheinland) bezogen werden kann.

]*
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Da sich die Fliche nach allen Seiten hin in das Unendliche er-
streckt, wird man sie mit einer unendlich groBen Zahl von Mantissen-
feldern iiberdecken konnen, wie dies Fig.2 zeigt. Unter allen diesen
Feldern nimmt eines eine besondere Stellung ein, und zwar ist dies
das Feld, in dessen unteren linken Ecke

y=1 und z=1

sind, wenn man mit ¢ die Ordinate und o die Abszisse eines Punktes
in einem rechtwinkligen Koordinatensystem bezeichnet.

Bei dem Eintragen eines solchen Punktes in Potenzpapier macht man
aber die Koordinaten nicht ¥ und z Einheiten lang, sondern man fiihrt
ein anderes Koordinaten-
paar « und v derart ein,

daf

Fig. 2.

w —=10log vy
und v = 10 log & dmb
sind. Dann ist fiir
Yy=1 und =1
Uu—=v—=20.

Dieser Punkt ist so-
nach der Koordinaten-
anfang fiir das System
u, v, das genannte Feld
ist das erste in der Rich-
tung der positiven » und
v, es soll das Nullfeld

genannt werden.
Die Exponenten der Koordinaten y = 1097n und Die Koordinaten eines

2 = 10°¢ in den das Nullfeld umgebenden Feldern. Punktes in diesem Null-

felde sind also eigent-
lich v = 10logy und v — 10logzdmb, man liest aber y und z ab
geradeso, als wenn die Eintragung in ein Linearpapier, d. h.
ein Funktionspapier mit gleichméfiger Teilung lings beider
Achsen, erfolgt wire, und das mufl man sich bei dem Gebrauch
der Potenzpapiere stets vorstellen.

In dem Nullfelde gehen y und x von 1 bis 10, die Ablesung
an der N.S. der Randskala wird also eine Einerziffer vor
dem Dezimalzeichen und zwei Dezimalstellen darstellen.
Es sollen die Zahlen dieser Art mit  und & bezeichnet werden.

Man kann sie die Koordinaten des Nullfeldes, also kurz
die Nullkoordinaten nennen.
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Wenn a irgend eine Zahl ist, « eine andere, welche aus genau
denselben Ziffern in derselben Reihenfolge besteht und zwischen 1,0
bis 10,0 liegt, und % eine zwischen — oo und 4 oo liegende ganze
Zahl, so ist a stets durch den Ausdrack darstellbar

a = 10%a, loga = k4 log e
Sonach wird man auch stets schreiben kénnen
y = 10e7y, z = 10°§,
logy = ¢ + logn, logz = 6 - logé,
w = 100 + 101log 7, v = 106 4 101log £ dmb.

Wie man aus Fig.2 ersieht, geht das Achsenkreuz durch die linke
untere Ecke des durch starke Einrahmung kenntlich gemachten Null-
feldes lings dessen Seiten hin und teilt den Flichenraum in vier Qua-
dranten, in denen logy und logx die Vorzeichen 4 4+, + —, — —
und — 4 haben.

Die linke untere Ecke des iiber dem Nullfelde liegenden Feldes
hat die Koordinaten y — 10, £ = 1, es sind also die Koordinaten
irgend eines Punktes in demselben

y = 101y und x = 109§, o= +1, ¢ = 0.

In den anderen an das Nullfeld stoBenden Feldern hat man, wenn

man in der Richtung des Uhrzeigers geht:

o =20, 6 —= +1, y = 1009, xr = 101§,
o = —1, 6 = 0, y = 10—, z = 100§,
0 =0, 6= —1, y = 10%, = 10—1§.

In dem mit ¢ = + 2 und 6 = -+ 2 bezeichneten Felde haben
die Koordinaten der unteren linken Ecke die GroBen y — 102 und
x = 102, die Koordinaten irgend eines Punktes in demselben sind also
y = 1021 und = — 102§, wobei # und £ die Ablesungen an der Be-
zifferung des Feldes in den Grenzen 1,0 und 10,0 bedeuten.

In Fig.2 wurden die Exponenten ¢ und ¢ in die betreffenden
Felder eingeschrieben. Hat man ein solches Schema bei der Hand,
so wird man in Potenzpapieren mit vielen Feldern leicht die Grofen-
ordnung von y und z in einem jeden feststellen konnen.

§ 2. Numerische und logarithmische Bilder der Funktion
y = 1(x).

Zwei Grofen y und z sollen durch Gleichungen von der Form
0 = F(y,x) oder y — f(x) verbunden und es soll moglich sein, die
Funktion derart durch eine Linie graphisch darzustellen, daf die z
als Abszissen und die y als Ordinaten betrachtet werden.

Man hat dabei zu beachten, da y und z irgendwelche Benennung
haben, und daf ihre GroBen und Schwankungen im allgemeinen sehr
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verschieden sein konnen. Die Koordinaten sind aber Lingen, die in
irgend einer Einheit ausgedriickt werden miissen, wozu man meist
das Millimeter wihlen wird. Sonach wird man zuerst die Léngen der
Einheiten von y und x nach den jeweiligen Verhdltnissen festzustellen
haben, was gleichbedeutend mit Einfiilhrung der neuen Variablen

Y =my und 2 = nzrmm
ist 7). Dann ist

/
Yy = mf(%)mm

die Gleichung, welche durch die graphische Darstellung ausgedriickt wird.

Wenn nun auch durch Einfiihrung der neuen Koordinaten %' und
# die Grundform der Funktion y = f(z) im allgemeinen nur wenig
gedndert wird, so iibt die Wahl der GroBen m und # doch einen be-
deutenden Einflub auf die Gestalt der Linie aus, durch welche die
y'-Funktion dargestellt werden kann.

Den in Fig.3 erscheinenden Kurven I, II, IIl und IV liegt die
Gleichung

y—=4+>5x+ 222
zugrunde. Setzt man hierin
m=1 und % = 1mm,

so ist auch
Yy =44+52'+ 2(2)?mm.

Diese Formel wird durch die Linie I dargestellt und diese soll die
Normalform oder Normallinie oder Normalkurve

genannt werden. Dagegen wurden die Kurven II, III und IV durch
die folgenden Annahmen von m und #» erhalten:

1
m = Yymm, % = 10mm, ¢ = 2} —}; z' 4+ —10—0(:0’)2 mm,

!

m = 1ymm, »=2mm, ¢y = 2—}—11690'—{——6%(90’)2mm,

1
m = 1ymm, % =>50mm, ¥y =2 ‘T-;—O x' + m(x’)ﬁ mm.

Der geraden Linie V in Fig.3 liegt die Gleichung
y = 9,40 — 0,00581 »
zugrunde. Die Normalform derselben wire eine Gerade, welche mit

der X-Achse einen Winkel von nur — 0°29’ bilden wiirde. Hier
wurden m — 50 und #» — 0,4 mm angenommen, was

Yy = 470 — 0,7262 2’ mm
und den Winkel — 36° mit der X-Achse ergibt.

1) Vgl. Flachennomographie, Heft 1, S.27 bis 33.



Nun kann man aber in 0 = F'(y, x) schreiben
y = 10ey und 2 = 1087
also auch
0 = F(y, z) = F(10%sy, 10"°e%) = @ (logy, log z)?).

Beide Funktionen driicken dieselbe Gesetzmifigkeit aus, in der
F-Funktion sind aber die Variablen y und 2, in der @-Funktion da-
gegen deren Logarithmen. Es kann mdglich sein, dal man aus der

Fig. 3.

Abhingigkeit der Form und Lage des num. Bildes einer f(z) von der Wahl
der Einheitslangen fir ¥ und «.

F-Funktion einen Ausdruck y = f(z) analytisch ableiten kann, oder
aus der @-Funktion einen Ausdruck logy — ¢ (logz), oder aus der
F-Funktion die zugehorige @-Funktion, aber es wird dies nur selten
zu bequemen und leicht auswertbaren Ausdriicken fiihren.

Ist es aber moglich, eine der beiden Funktionen graphisch dar-
zustellen, so ergibt sich das Bild der anderen daraus sofort.

1) Vgl. Flachennomographie, Heft 1, S. 87 ff.
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Da aber die Logarithmen unbenannte Zahlen sind, wird man zur
Darstellung der Funktion logy — ¢ (logz) die Einheitslingen fest-
stellen miissen, also die neuen Koordinaten

w = mlogy und v = nlogx

einzufiihren haben. Hier kommen die Darlegungen in § 1, S.3 in An-
wendung. Man kann im allgemeinen

m=n
und als Lingeneinheit eine Dezimanteb annehmen, was
# = 10logy und v = 10logz dmb
ergibt. Dann ist
0= F(z,y) = @ (“ AR
= F(r,y) = 10’ m)
Ist es moglich, analytisch den Ausdruck
logy = ¢ (logz)
abzuleiten, so wird diese GesetzmiBigkeit graphisch durch

u = 10logy = 10(p(i%>dmb

dargestellt werden konnen. Das ist z. B. der Fall bei der Funktion

Yy=p.x
welche
logy = logp + qlog,
u — 10logp 4+ qv dmb
ergibt.

Die Darstellung einer durch y — f(x) ausgedriickten
Gesetzmid Bigkeit durch Koordinaten, deren Lingen den
Logarithmen von y und 2 proportional sind, oder durch
logarithmisch geteilte Malstibe gemessen werden, nennt
Mehmke

das logarithmische Bild der Funktion vy — f(x).

Es wird sich also empfehlen, auch fiir das Bild, welches
die Funktion zur Darstellung bringt, wenn y und z durch
Mafstibe mit gleichmadfBiger Teilung gemessen werden,
einen kurzen Ausdruck zu finden, der

numerisches Bild der Funktion ¥ — f ()
sein diirfte.

Zur Herstellung des numerischen Bildes und zum Vergleich beider
Bilder wird man die Normalform des numerischen Bildes entwerfen,
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also die Lingeneinheit fiir y und « gleich und am besten gleich 1dmb
anzunehmen haben. Dann sind die Léngeneinheiten in beiden Bildern
gleich und es wird

y = f(x) dmb die Gleichung des numerischen Bildes,
% = lO(p(%> dmb die Gleichung des logarithmischen Bildes

der GesetzmiBigkeit sein.

Bei der Herstellung der logarithmischen Bilder spielen die Vor-
zeichen von y und z eine ganz wesentliche Rolle, und es werden im
allgemeinen die folgenden drei Fille vorkommen konnen.

I. Fall: ¥ und x bleiben positiv.

In Fig. 4 diente als Zeichenfliche ein Quadrat von 10 dmb Seiten-
linge und in dieser wurden ein Kreis von 8 dmb Durchmesser, vier
Durchmesser und eine Tangente gezogen. Die analytischen Formen
y == f(x) dieser sechs Linien lassen sich leicht aufstellen, aber nur die
beiden den Achsen parallelen Durchmesser ergeben einfache Formen
der @-Funktion.

Um die logarithmischen Bilder dieser Funktionen zu erhalten,
bleibt nur der graphische Weg iibrig und tritt hierbei eine erste Ver-
wendbarkeit der Doppel- Fig. 4.
randskala (vgl. § 1, S. 3)
uns entgegen.

Die y und z werden
an der L.S. derselben ge-
messen, die # und v an
der N. 8. So findet man
z. B. fir den Mittelpunkt
des Kreises

y =50, x= 60 dmb.

Um das logarithmische
Bild zu konstruieren, hat
man

u = 10.log5 = 6,99

und
v = 10.log 6 = 7,78 dmb
in einem zweiten Zeichen-
blatt aufzutragen. Eine der-
artige Rechnung war aber nicht nétig, da den Punkten 6,99 und

1,78 dmb der L. S. die Punkte 5,0 und 6,0 auf der N. S. der Doppelrand-
skala gegeniiberstehen.

Das num. Bild einer f(z), wenn y und
positiv sind.
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Verwendet man das Potenzpapier zur Darstellung des
logarithmischen Bildes, so liest man im numerischen Bild
die y und z ab und trigt diese Werte einfach im Potenzpapier
ein, mub sich dabei stets daran erinnern, dafl man nicht y
und 2z dmb, sondern

w —=10logy und v = 10loga dmb

aufgetragen hat.

Auf diese Weise wurde Fig. 5 erhalten. Man ersieht daraus, daB
nur der vertikale und horizontale Durchmesser ihre Form als gerade

Fig. 5.

Das log. Bild der in Fig.4 dargestellten Funktion.

senkrecht zueinander stehende Linien beibehalten haben, aber im loga-
rithmischen Bild sehr verschieden lang sind.
Auf einem Mantissenfeld ist nur der doppelt eingerahmte Teil der
Fig. 4 darstellbar, der y = 1 bis 10 und z = 1 bis 10 dmb umfaBt.
Zur Darstellung der zwei Streifen von 0 bis 1 fiir y und 2 sind
unendlich viel Mantissenfelder nétig, da log0 = — oo ist.
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IL. Fall: 2 bleibt positiv, ¥ kann alle Werte zwischen 4
und —  annehmen.

Beim praktischen Zahlenrechnen schreibt man sehr oft
log(— a) = loga,

und deutet damit an, dal es sich um den Logarithmus einer negativen
Zahl handelt, deren Vorzeichen aber erst beim Ubergang aus der loga-
rithmischen in die numerische Rechnung zu beriicksichtigen ist. So
kann man z B. schreiben, wenn

a = 4,23 x (— 2,68)
gegeben ist,

loga = 0,626 + 0,428, = 1,054,,
a = —1,182.

Genau so kann man auch bei den logarithmischen Bildern ver-
fahren, wie dies aus den Fig. 6 und 7 zu ersehen ist.

Fig. 6 stellt das numerische Bild eines Polygonzuges vor, welcher
bei x = 1,77; 3,00; 4,80 und 8,15 die Abszissenachse schneidet. Das
logarithmische Bild dieses Polygonzuges wiirde eine unendlich grofie Zahl
von Mantissenfeldern erfordern, wenn man Fig. 6.
die zwischen £ = 0,0 bis 1,0 und y = — 1,0
bis + 1,0 liegenden Teile des numerischen
Bildes mit darstellen wollte.

Hier sollen nur die zwei Felder in Fig. 6,
welche doppelt eingerahmt sind, logarith-
misch dargestellt werden.

Bei dem positiven Feld bietet dies keine
Schwierigkeiten, bei dem negativen kann
man das Vorzeichen unberiicksichtigt lassen,
mull aber das Mantissenfeld derart ein-
richten, daf die logarithmische Teilung der
y-Achse von oben nach unten geht. Dieses,
und die Anwendung eines zweiten Feldes
iiberhaupt, 148t sich vermeiden, man kann die
Darstellung des negativen Feldes in die HGhe Das num. Bild einer f(z),
klappen, was ein Spiegelbild derselben ergibt. Wenn ¥ positivund negativist.

Alles das ist aus Fig. 7 zu ersehen. Es '
wurden in dem logarithmischen Bild zuerst durch Vertikallinien die
Stellen angegeben, an denen y = 0 und 4 =— — oo sind. Durch diese
Vertikalen wird das Feld in fiinf Bezirke, drei positive und zwei
negative, zerlegt. In den negativen Bezirken stehen dann die Spiegel-
bilder der logarithmischen Bilder der negativen Teile des Polygon-
zuges. Denkt man sich diese heruntergeklappt, so kann man sich eine



12 §2

Vorstellung von dem numerischen Bild machen, in dem allerdings der
Streifen von 4-1 bis — 1 fehlt.

Um auch die zwischen y — —1 bis 4+ 1 liegenden Teile der
Funktion darstellen zu konnen, mufl man dem Nullfeld in Fig. 7 noch
mehr Felder nach unten anfiigen. Die in dieser Figur erscheinenden

Fig.7.

Das log. Bild der in Fig. 6 dargestellten Funktion.

Kurven wiirden sich dann den die positiven und negativen Gebiete
trennenden Vertikalen beiderseitig immer mehr nihern, konnten sie
aber erst bei Anfiigen einer unendlich grofien Zahl von Feldern erreichen.
Deshalb erscheint der Ausdruck Null-Asymptoten fiir diese Ver-
tikalen passend.

IIL. Fall: ¥ und & konnen alle Werte von 4 o bis — oo annehmen.

In Fig.8 wurde wieder das numerische Bild eines Kreises aber
derart gezeichnet, daf der Mittelpunkt in den Koordinatenanfang fillt.
Die logarithmischen Bilder der vier doppelt eingerahmten Felder in den
vier Quadranten wiirden sich auf zwei Blattern dhnlich darstellen lassen
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wie in Fig. 7, aber es wiirden hier alle zwischen y — 4 1 bis — 1 und
2 = + 1 bis — 1 liegenden Teile fehlen.
Man sieht, daf diese Darstellung so kompliziert werden wiirde,
daBl man besser eine Verlegung des Achsenkreuzes vornimmt.
Fig. 8.

Das num. Bild einer durch alle Quadranten gehenden Funktion.

§ 3. Die Spiegelbilder der numerischen und logarithmischen Bilder
der Funktionen y = f(x).

In Fig. 7 trat der Fall entgegen, in dem die Anwendung der Spiegel-
bilder von Vorteil ist.

Ein Spiegelbild soll dadurch entstanden gedacht werden, dal das
wirkliche Bild um die Abszissenachse nach oben oder unten geklappt wird,
die Ordinaten bleiben dann unverindert, wechseln aber ihr Vorzeicher.

Ist y = f(«) die Gleichung eines numerischen Bildes, so wird also
die Gleichung des Spiegelbildes y, = — f(z) sein, falls der Null-
punkt der Ordinaten unverindert beibehalten wird.

Bei dem Spiegelbild des logarithmischen Bildes einer Funktion
y = f(x) wird dies etwas anders. Es ist dann

u = ¢ (v), uw = 10logy, v = 10logz,
Uy = —u = — @), u;=10logy,, v = 10logz.
Sonach ist

1 1 _
logy, = —logy = log Yo =y = [f (@)
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Ist also y die Ablesung an dem logarithmischen Bild einer
Funktion y = f(2) und y, die Ablesung an dem Spiegelbild
derselben bei demselben z, so ist y, der reziproke Wert von y
und das Spiegelbild stellt den reziproken Verlauf des f(x) dar.

§ 4. Vorteile und Nachteile der numerischen und logarith-
mischen Bilder.

Im vorstehenden wurde gezeigt, wie man aus dem numerischen
Bild einer Funktion deren logarithmisches ableiten kann.

Auf ghnliche Weise wird man umgekehrt aus einem gegebenen loga-
rithmischen Bild das numerische herstellen konnen. Das numerische Bild
wird stets den Vorteil haben, daB es eine klare Ubersicht von dem Funktions-
verlauf ergibt, was bei dem logarithmischen mehr oder weniger schwierig ist.

Es kommt aber der Vorteil des letzteren in Betracht, dafl es ge-
stattet, in verhdltnism#fBig kleinem Raum den Funktions-
verlauf in weitem Gebiet mit konstanter relativer Genauig-
keit darzustellen. Bei dem Auftragen oder Ablesen einer Ordinate y
wird man stets einen gewissen Fehler 4y machen konnen, und man
wird, um den Einflu desselben moglichst herabzudriicken, den MaBstab
so groB als moglich wihlen. Dabei braucht man aber viel Raum. Nun
wird es aber meist weniger auf den absoluten Fehler 4y, sondern

mehr auf den relativen Fehler . Ay

ankommen. Im numerischen Bild wird » um so kleiner, je
grofer y wird, und das bietet keinerlei Vorteil. Ein Fehler 4y
— 1mm wird bei y =— 10 mm von grofem Einfluf} sein, bei y = 1000 mm
aber meist vernachldssigt werden konnen. Im logarithmischen Bild
kann man nach den Ausfiihrungen in § 1, S.5 schreiben
| y =100y, Ay — A410¢n — 1024,
a0 ’l‘:—d—y: logdn:ﬂ:COnSt.
Y 10¢7 n

An wird im Potenzpapier von der Manteb abhidngen und bei Ver-

groBerung derselben verkleinert werden konnen.

§ 5. Parallelverschiebung des logarithmischen Bildes
der Funktion y — £(x).
Aus der Grundformel ergibt sich zunichst
logy = log f(x) = ¢ (log ).
Es werden eingefiihrt
# = 10logy, v — 10logz dmb,

was v
u = 10logy = 10log f(z) —= 109,<i.6> dmb

ergibt.
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Es soll nun das logarithmische Bild derart verschoben werden, daB
wW=u+t+du, v —=v+dv dmb
werden. Dies ergibt dann
w=u—du=10logf(z) = 10¢p<
Nun kann man setzen
w = 10logy’, ¢ = 10loga’, Adu' — 10loge, Av' = 10logp dmb.
Dann ergibt sich

v—dv
10

10logy —10loga = 10log f(x) = 10q)<10g %) = lolog%,
“z“‘ = cﬁ — g _xi
log L — logf (z) = q><lob ﬁ> — logf(ﬁ>,

I

Y =af <%) = af(¥) = ay,

x = ﬂoc.
Am einfachsten gestaltet sich die Sache, wenn
y=p.2t

ist, da dann das logarithmische Bild derselben eine gerade Linie mit

der Gleichung darstellt
w — 10logp + qw.

Man erhilt dann einfach
Y =a.p9.pa), x=pux,
uw = 10log(af—2p)+ qv', w — 10logy’, v' = 10logx’ dmb.
Beispiel: y — 2a%%,
Das logarithmische Bild dieser Funktion stellt die Gerade 4 CB
in Fig. 9 vor, die Gleichung derselben ist
=3+ 040, u = 10logy, v = 10logz dmb.
Fiir den Punkt C der Geraden findet man mit Hilfe der gleich-

mifig geteilten Skala am rechten Rand der Figur und der logarithmi-
schen Teilung am linken Rand

% — 58 dmb, v = 699 dmb, y =388, z=5,0.
Bringt man die Gerade durch Parallelverschiebung in die Lage
A'C' B!, so findet man als Koordinaten des Punktes ('
w = 12,80 dmb, ¢ = 11,76 dmb, % = 1,90 x< 10, z' = 1,50 x 10.
Sonach ist
duw = +170dmb, Av' = 4+4,77dmb, o« =15, p = 3.
Dies ergibt als Gleichungen fiir 4 und o’
Y =5 x 370t x 2 x (2)04 = 6,44 (2)04,
' = 8,09 + 0,4¢' dmb.
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Bringt man aber die Gerade ACB in die Lage 4" C" B", so sind
die Koordinaten des Punktes C”

W = —17,2dmb, " = —3,0dmb, ¥’ =19 <107,
2" = 50 % 10-1.
Die Verschiebungsgrofen sind
Au’ = —13,0dmb, Av" — —10,0 dmb, o’ = 5,0 x 10~?,

B’ = 1x 101,
und daraus folgen
yu — (5_ 10—2) % (10—1)—0,4 X 2 % (ZII)O,L j— 2,5 x 10—1 x (.’,L‘”)o",
W= — 44 040"
Man ersieht, daB

3

' 190 y" 019

Y=38=0 =5 T W T 005
L ® 15 2" 05
el A e A
sind.
Fig. 9.

Parallelverschiebung des log. Bildes y = 2 x0:4,
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§ 6. Darstellung eines durch mehrere Felder gehenden logarith-
mischen Bildes auf einem Feld.

Am hiufigsten wird die Parallelverschiebung angewendet, wenn,
um Papier und Raum zu sparen, der Funktionsverlauf auf einem Man-
tissenfeld dargestellt werden soll.

I. Parallelverschiebung lings der Ordinatenachse.

In Fig. 10 schneidet die Gerade CD die Rénder y =1 und y = 10
des Nullfeldes in den Punkten A und B. Projiziert man den Punkt 4

Fig. 10.

Parallelverschiebung einer f(x) in der Y-Richtung um je eine Manteb.

hinauf nach A’ und zieht eine Parallele A’ C' zu A B, so wird dadurch
das Stiick CA um 1 Manteb nach oben verschoben. Die Projektion
des Punktes B nach B’ ergibt in B'D' die Verschiebung des Stiickes
BD um 1 Manteb nach unten.
In dem Nullfeld sind die Koordinaten der Strecke A B
y=mn und z=4§,

die Koordinaten der Strecken BD und CA sind aber

BD y= 107, z = §,

CA y=10"1y, z=2§,

Schreiber, Flichen-Nowmographie, II. 2
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sonach werden die Koordinaten der Strecken B'D' und €' A’ sein bei
B'D n=10"1y, §=ux,

CA n=10+t1y, ¢ —nu=

Die Ablesungen % und £ sollen stets Zahlen bedeuten, welche
zwischen 1,0 und 10,0 liegen.

IL. Parallelverschiebungen lings der Abszissenachse.

In Fig. 11 schneidet die Gerade CD die vertikalen Rinder des
Nullfeldes bei # — 1 und z — 10 in den Punkten A und B. Die

Fig. 11,

Parallelverschiebung einer f(z) in der X-Richtung um je eine Manteb.

Strecken BD und CA wurden wieder wie in Fig.10 um je eine
Manteb nach B'D' und C’'A' verschoben. In diesem Fall sind aber
die Koordinaten in
AB Yy=mn, = §7
BD y=mn, z=10§,
CA y=n, z=10"1§,
sonach werden im Nullfeld die Koordinaten sein bei
B'D 5=y, £=10"1z,
AB 3= Y, §=uz,
CA n=y, £=10*1z
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Zweites Kapitel.

Die Ausfiihrung der Rechenoperationen mit Hilfe
der Potenzpapiere und der Produktentafel.

§ 7. Vorbemerkungen.

In dem Werk von C. Runge: ,Graphische Methoden* findet sich
auf S.3 der folgende Satz:

»Wire Papier und Bleistift nicht so billig, oder wiare Linienziehen
eine langwierige und schwierige Sache, oder wire unser Auge ein
weniger vollkommen ausgebildetes Werkzeug, so wiirden die graphischen
Methoden an Bedeutung verlieren.“

Papier und Bleistift sind jetzt so teuer geworden, dafl man jedes
Stiick altes Papier und jeden Bleistiftstumpel hervorsucht, ehe man
einen neuen Bogen und einen neuen Stift in Verwendung nimmt.
Wann und ob iiberhaupt das wieder anders werden wird, kann man
auch nicht nur vermuten.

Das Linienziehen ist zwar im allgemeinen nicht schwierig, aber
man mul sich oft fragen, ob man nicht besser mit einer einfachen
Rechnung als mit einem noch so sinnreichen und eleganten graphischen
Verfahren zum Ziele kommen konnte.

Es ist ein ebenso groBer Fehler, wenn man nur rechnet
oder nur zeichnet. Die wahre Rechenkunst besteht darin,
daB man das richtige Hilfsmittel am rechten Ort anwendet.

Wie sich spiter zeigen wird, treten Aufgaben auf, die auf dem
Wege der Rechnung allein iberhaupt nicht gelost werden konnen.
Aber auch bei diesen erscheint es als ein Fehler, wenn man nur das
graphische Verfahren verwendet.

Der einzig richtige Weg wird wohl der sein, daB man beide Ver-
fahren passend in Verbindung bringt und stets dasjenige verwendet,
welches am leichtesten und raschesten zum Ziele fiihrt. Dabei mufl
man aber stets im Auge behalten, daf bei dem graphischen Verfahren
der Genauigkeit der Einzelrechnung und des Ergebnisses eine Grenze
gesetzt ist.

Im allgemeinen wird man nur eine dreistellige Zahl graphisch dar-
stellen oder ablesen konnen.

Danach mufl man auch die Rechnung einrichten. Es wire zweck-
los, die Rechenoperationen genau auszufithren, wenn man dann bei der

2%
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graphischen Darstellung soundso viel Dezimalen oder sogar auch
Stellen vor dem Dezimalzeichen weglassen muf.

In der folgenden Besprechung der Rechenoperationen werden als
Hilfsmittel vorausgesetzt:

1. Potenzpapier mit Doppelrandskala (graphische Logarithmen-
tafel) mit hochstens 250 mm Manteb.

2. Die Zimmermannschen Produktentafeln (3stellige x 2stellige
Faktoren. Berlin, Ernst & Sohn). Die Randskalen ersetzen
Logarithmentafel und Rechenschieber, es ist aber empfehlenswert,
auch die

3. Fiinfstelligen Logarithmentafeln von F. G. Gaull bei der Hand
zu haben. (Stuttgart, Wittwer.)

I. Addition und Subtraktion.

§ 8. Zahlenrechnung bei groBer Verschiedenheit in der GrdBen-
ordnung der Summanden.

Wie man weiterhin sehen wird, treten bei den graphischen Ver-
fahren hiufig Zahlen auf, deren Grofenordnung so verschieden ist, daf
die Summen als Zahlen mit vielen Stellen vor oder nach dem Dezimal-
zeichen erscheinen wiirden. Derartige genaue Rechnungen sind hier
zwecklos und es wird sich deshalb folgendes Verfahren empfehlen.

Zuerst werden alle Summanden auf die Form

a .10k

gebracht, worin ¢ eine zwischen 1,00 und 10,00 liegende Zahl
und % eine zwischen — oo und -+ oo liegende ganze Zahl
bedeutet (vgl. § 2, S.5).

Dann wird man den hoéchsten Wert von & heraussuchen
und die Summanden folgendermafen anordnen kdnnen:

4+ ap10¢ 4+ a; 105—1 + @, 10k—2 4 5 10F—3 4 - - -,
wobei natiirlich das eine oder andere dieser Glieder Null sein kann.
Weiter kann man die Summe schreiben
+ 4y 105 4 10—1a, 10k + 10-2a, 10k + 10=3 a5 10¥ + - - -

oder
[+ a,+10-1a, +10—2a, + 10—3az + - - -] 10%

Beispiel: Es sollen die folgenden Zahlen addiert werden:
9 1+ 52943 + 56 4 6482 + 723.
Man kann diese schreiben
9,00 > 100 45,2943 5 104 4 5,60 > 101 4 6,482 x 108 4 7,23 x 102
= [9,00x10—* 4 5.2943 + 5,60>< 103 4 6,482><10—1 4 7,28 < 10—2] 104
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Die weitere Rechnung wird folgendermafen geschehen konnen:
0,0009 < 10¢ oder 0,001 x< 104 oder 0,00 > 104

52043 5,294 5,29
0,0056 0,006 0,01
0,6482 0,648 0,65
0,0723 0,072 0,07
6,0213 x 104 6,021 > 10 6,02 > 10+

Da man im Potenzpapier nur 6,02 auftragen kann, reicht die
letzte einfache Rechnung vollstindig aus.

§9. Das Prinzip der Additions- und Subtraktionslogarithmen.
Die Mehmkeschen Additions- und Subtraktionskurven.

A. Die Addition?).

Es sind zwei Zahlen a und b gegeben und es soll > b sein.
Wenn man dann

_a L L a a+b
1=% m=ltg=1+5="%

schreibt, so erhdlt man
p-b=ua-+0b logp, + logb = log(a -+ b).
Wenn man aber

b . . b a+b
r=- Pz——1+7—1+5— P

einfithrt, so wird
py-0 = (a+0b), logp,+loga = log(a+b).

Wenn dann loga und logd gegeben sind, so sucht man mit
logq = loga —logb oder logr — logb —loga als Argumente in den
Logarithmentafeln die danebenstehenden Tafelwerte auf, welche dann

logp, = log(1+4) oder logp, = log (1l +7)
sind. Dann ergibt sich
log (a + b) = logp, + log b = log p, -+ log a.

h=14+¢=09() wd p,=1+r=19()
geschrieben werden konnen, wird man die logarithmischen Bilder dieser
Funktionen im Potenzpapier zeichnen kénnen.
Die Koordinaten derselben lassen sich leicht berechnen. Man sieht,
daf ¢ zwischen 41 und + oo liegen kann. p, geht aber von 2
bis 4 oo.
r liegt zwischen O und 1, p, zwischen 1 und 2.

a

1) Vgl. Mehmke, Anleitungen, S.26{f.



Man erhilt fiir
2 3 4 ...

1
2 3 4 5 ..

Il

q
p
und fiir '

r =000 001 002... 0,10 011 0,12 ...
p,=—100 1,01 1,02... L10 1,11 1,12 ...

1,00
2,00

§9

Mit Hilfe dieser Koordinatenpaare wurden die Kurven p, und p,

in Fig. 12 konstruiert.
Fig. 12.

Die Mehmkeschen Additionskurven.

Das logarithmische Bild der Funktion p;, =

In Wirklichkeit sind die Koordinaten der Kurve

u; = 10log p, = 10log (1 + ¢) = 1010g<1 + %) — 10[log (@ - b)
— log 0] dmb,

v; = 10logg = 10(loga — log b) dmb.

@ (9) beginnt mit
p, = 2,00 bei ¢ = 1,00 und steigt an bis p; — 100 bei g = 99.

Nach der Bezifferung lédngs der Abszissenachse liegt g zwischen 1

bis 100, v, also zwischen 0 und 20 dmb.
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Die Koordinaten der Kurve p, sind in Wirklichkeit

uy = 10logp, = 10log (1 + r) = 10log (1 -+ —2) = 10[log (a + b)
5 — loga] dmb,
v, = 10logr = 10 log—(; = 10 (log b — log @) dmb.

Die Bezifferung der Ordinatenachse gilt fiir p, wie fiir p,, aber die
Bezifferung der Abszissenachse liegt bei p, zwischen r — 10—2 bis

Fig. 18.

Graphische Addition von y; = 0,903 und y, = 6 x— 0477,

r =1, v, also zwischen — 20 und 0 dmb. Wiirde man die Kurve p,
um zwei Mantebs nach links verschieben, so wiirden die Kurven p,
und p, eine zusammenhingende Linie darstellen.

Die in Fig. 12 dargestellten Linien sind die Mehmkeschen Addi-
tionskurven, die Anwendbarkeit derselben wird sich aus dem folgen-
den Beispiel ergeben.

Beispiel : ¥ — ¥, 4 ¥, = a%%8 | 6 ac— 0477,
In Fig. 13 sind die Geraden AB und CD die logarithmischen
Bilder der Funktionen y;, und y, (vgl. § 17). Sie schneiden sich im
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Punkte E, dort ist also y; — y,. Man kann an diesen Linien die
in Tabelle 1 stehenden Koordinaten ablesen.

Tabelle 1.

Fiir 2 = 1,5 findet man also y, = 1,44, y, = 4,95, woraus sich
Yy = 1 + ¥y, = 1,44 + 4,95 = 6,39
ergibt.
Die Koordinaten der logarithmischen Bilder sind aber in Wirklichkeit
v = 10log 1,5 = 1,76, u, — 10log 1,44 — 1,58,
uy = 10 log 4,95 = 6,95 dmb,
wie man dies mit der L.S. der Randskala finden kann.

Sonach hat man fiir u, — %;, welches in der Zeichnung abgestochen
werden kann,

g — %, = 10 (log y, — log y,) = 10 logZ—f = 10log g dmb.

Man kann nun diese Linge in den Zirkel nehmen und die eine
Spitze derselben bei y = 1, = 0 ansetzen. Dann liest man an der
anderen Spitze nach oben

Uy — u; = 10log q,
aber auch ¢ selbst, ab.

Wird aber der Zirkel nach unten gedreht, so steht die Spitze auf
dem Spiegelbild der Funktion (u; — u,) und man liest ab
U, — s = 10log»
und r selbst.
Dieses Verfahren ergab bei v = 1,5
g —1t; = 5,37 an der L. S. und ¢ = 3,44 an der N.S.
der Randskala und das Umsetzen des Zirkels lieferte » — 0,291.
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Die Abstéinde der Punkte der logarithmischen Bilder von
y, und y, sind sonach die Abszissen der Additionskurven.
Sticht man in diesen die zugehdrigen Ordinaten ab, so erhiilt
man die Lingen 10logp, oder 10logp, dmb.

Welche von den beiden Additionskurven angewendet wird, ist
theoretisch gleichgiiltig, man wird die Wahl den Umsténden nach treffen
miissen. In Fig. 13 wurde die r-Kurve gewihlt und durch die Linie H.D
dargestellt, wobei zu beachten ist, daB sie um eine Manteb nach rechts
verschoben ist.

Wenn es sich nun darum handelt, das logarithmische Bild der
Summen y zu konstruieren, so nimmt man den Abstand je zweier
Punkte der logarithmischen Bilder von g, und y, in den Zirkel, setzt
diesen an dem rechten Rand der Abszissenachse nach links an,
nimmt die dort stehende Ordinate in den Zirkel und tréigt diese Liinge
vom oberen Punkt nach oben ab. An der Linie F'G wurden die in
der Tabelle 1 unter ,graphisch“ stehenden Werte von y = ¥, 4 y, ab-
gelesen.

B. Die Subtraktion?).

Wenn man schreibt
g=3, pm=g—1= o?
b ) 1 b )
so wird
p.b = (a—10), logp,+ logl = log(a —b).
Dagegen ergibt
7':"2, 1)2:1_7:(0_1),
« a
Py.a = (a—0), logp, -+ loga — log(a — b).
Es ist wieder ‘

n=9@, P=%({)
und man erhilt folgende Koordinaten dieser Funktionen:

g =10 1,1 12 13 ...19 2 3 4 5  6...
p=00 01 02 03 ..09 1 2 3 4 5.
r = 0,00 001 002 003 ...01 02 03...10

Py =100 099 098 0,97 ...09 08 07 ... 00

In Fig. 14 wurde nur das logarithmische Bild der v-Funktion ein-
getragen, um die Figur nicht zu iiberladen, man wird sich den Verlauf
der @-Funktion leicht hineinzeichnen oder -denken konnen.

Da p,<<1 ist, wird = 10log p, negativ und mull deshalb von
der fiir p, =1 geltenden Achse nach unten abgetragen werden.
In Fig. 14 hat diese Kurve ihre richtige Lage.

1) Vgl. Mehmke, Anleitungen, S.29{f.
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Als Beispiel der Verwendbarkeit dieser Subtraktionskurve nach
Mehmke wurden gewihlt

Y= yg— 1y, = 62— 04T — 70,903,

Die logarithmischen Bilder dieser Funktionen sind also dieselben
wie in Fig. 13 und sie ergeben die in der Tabelle 1 stehenden Werte
von %, und ¢,

Fig. 14.

Die Mehmkesche Subtraktionskurve. Beispiel ¥y = 6 z— 0,477 — 20,903,

Daraus ersieht man, dal y von 2 = 1 bis 3,65 positiv, dann aber
bis # = oo negativ verlduft, es wird also beziiglich des logarithmischen
Bildes von y.der in § 2 (S.11) erorterte Fall vorliegen.

Um dieses logarithmische Bild graphisch abzuleiten, nimmt man
die Abstinde zweier zu demselben x gehorigen Punkte der Funktions-
geraden y; und ¥, in den Zirkel, setzt diesen von rechts nach links
an, nimmt dann die dort liegende Ordinate der Subtraktionskurve in
den Zirkel und trigt diese von dem oberen Punkt nach unten ab.
So wurden die zwei Aste dieses Bildes in Fig. 14 erhalten.
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Die Zahlen in Tabelle 2 geben unter y, —y, die durch Rechnung
aus den Ablesungen an den Funktionsgeraden erhaltenen Werte von y
und unter ,graphisch“ die Ablesungen an den Kurven in Fig. 14 an.

Tabelle 2.

Das graphische Verfahren wird um so ungenauer, je kleiner y ist.

C. Einfluf der Parallelverschiebungen.

Es kann der Fall eintreten, daf die Summandenlinien in unbe-
quemer Lage sich befinden und fiihrt dies zu der Frage, ob man sich
durch Parallelverschiebung derselben helfen konne.

Die Gleichungen der numerischen Bilder zweier Funktionen sollen

. Y1 =fi(®) uwnd y, = f,(2)
sein.

Durch Zusammensetzen der Ordinaten der numerischen Bilder
kann man dann die Summenlinie

S:yl+y2

bilden und durch Abziehen der einen Ordinate von der anderen die
Differenzenkurve
D =y, —y.

Wenn man nun die erste Linie um A y,, die zweite um Ay, ver-

schiebt, so erhélt man
Y =uy+4dy, ¥V =9+ 4dy, S =8+4dy, + dy,,
D =D+ dy, — Ay,
Wiahlt man
Ay, = Ay, = Ay,
so wird einfacher
8 =8424dy, S=8—24d4y, D' = D.
Man hat also von der aus den verschobenen Linien erhaltenen

Summe S’ einen konstanten Wert abzuziehen, um S zu erhalten. Auf
die Differenz hat die Verschiebung keinen Einfluf.
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o

Anders liegt dies aber bei der Verschiebung der logarithmischen
Bilder dieser Funktionen. Werden diese verschoben um
Au, = 10loge,; dmb, A u, = 101log &, dmb,
so wird nach § 5, S.15:
Y=oty Y=Yy S=oy+oys D =0y —ouy,.
Wird hier
0y = Uy = &,
so erhédlt man S'=uS, D=aD,
s=Llg p=1Llp,
o o

es miissen die aus den verschobenen Linien erhaltenen Grofen
S’ und D' mit einem konstanten Wert multipliziert werden,
um S und D zu erhalten.

Beispiel: ¥ — ¥, + ¥» = 829097 |- 3 ac0»426,
Die logarithmischen Bilder A B und CD dieser Funktionen liegen

in Fig.15 so hoch, daB die Summenlinie in ein dariiberliegendes
Fig. 15.
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Mantissenfeld kommen wiirde. Beide Funktionsgerade wurden um
Adu = — 4,77 = 10log 1/; dmb

verschoben, was also o
ergibt. =

Dadurch kamen sie in die Lagen A’ B’ und C’'D' und es konnte
mit Hilfe der Additionskurve in Fig. 12 genau so wie in Fig. 13 die
Summenkurve EF konstruiert werden.

Wenn man diese um

Adu = + 4,77 = 10log3, « =3

verschiebt, so kommt sie in das dariiberliegende Feld zu liegen. Man

kann sie aber um eine Manteb wieder nach unten verschieben und er-

hidlt dann aus G H
. Y =1y1+y, =107

Tabelle 3.

In der Tabelle 3 finden sich zuerst die an ADB und CD ab-
gelesenen Werte von y, und y, und dann deren Summen y = ¥y, + ,.
Die Ablesung an EF ergibt 1/;4, man hat also diese Zahlen mit 3
zu multiplizieren, um y zu erhalten. Endlich erhilt man y auch aus
G H. Die Ubereinstimmung kann als befriedigend angesehen werden.

[l. Multiplikation und Division.

§10. Die Verwendung der ,Rechentaieln“ von H. Zimmermann.

A. Multiplikation.

Es kommen hier hauptséichlich die Produktentafeln in Frage, welche
die Produkte je einer dreistelligen Zahl mal einer zweistelligen enthalten.
Diese Produktentafeln sollen den Rechenschieber ersetzen,
wonach der ganze Rechenvorgang einzurichten ist.
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1. Beispiel: p = 6,72 < 4,29.

Man sieht ohne weiteres, daf das Produkt um 28 herum liegen
muB. Die Ausfiihrung der Rechnung selbst wird folgendermafen zu
geschehen haben. Man sucht den Faktor 672 in der Tafel auf und
findet

P = 6,72 x 4 + 6,72 > 0,29 = 26,88 - 1,9488
— 26,88 + 1,95
— 98,83 = 2,88 x 101
2. Beispiel: p — 28226 < 4732 — 13356543 (Rechenmaschine).
Man schreibt zuerst
P = 2,8226 x 104 x 4,732 x 103 = 2,8226 > 4,732 > 107,
und ersieht daraus, dal p um 15107 = 1,5 x 108 liegen wird. Die
Anwendung der Logarithmen ergibt

finf- vier- drei- zweistellig
log 2,8226 = 045065 04507 0451 0,5 oder 0,45

log 4,782 = 0,67504 0,6750 0,675 0,67 , 0,68
log10—7p = 1,12569  1,1257 1,126 1,02 , 1,13
10-7p =—133564 13,36 13,36(7) 13,2 , 13,5
10—8p = 1,336 1,336 1,336 1,32 , 1,35
Mit der Produktentafel findet man
11,28
P = 2,82 % 4,73 x 107| 2,06 | = 18,34 % 107 = 1,334 > 108.
13,34

3. Beispiel: p — 0,004 32 > 0,0000897 — 3,875 04 < 10—7 (Rechen-
maschine).
34,56
p = 4,32 x 8,97 x 10-8| 4,19| = 38,75 x 10~ — 3,88 x 10~7.
38,75

B. Division.

Die Division 146t sich mit Hilfe der Produktentafel ebenso bequem
bis auf vier Stellen ausfiihren, aber nur dann, wenn die GroSenordnung
des Quotienten festgestellt worden ist.

Man kann dabei nach den folgenden Formeln rechnen:

b 1000

g =108 == 10"p ——-10~3 = 10—3br.

Hierin soll im allgemeinen ¢ eine dreistellige und & eine fiinf-
stellige ganze Zahl sein, so dal deren Quotient eine zweistellige Zahl

wird.
,_ 1000 _ 100 _ 100
T e T 1071¢ T @
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ist eine derjenigen Zahlen, welche am Fuf der Zimmermannschen
Tafeln mit (100:a) bezeichnet sind, wobei also « = 10—*¢ ist. Die
Verwandlung der Division in Multiplikation empfiehlt sich dann, wenn
— wie z. B. bei der Prozentrechnung — eine groBere Zahl von b-Werten
durch dasselbe ¢ zu dividieren sind. Im allgemeinen wird dies Ver-
fahren beim Rechnen mit nur dreistelligen Zahlen weniger genau sein.

1. Beispiel: ¢ = 42%88? 4 = 66,87697 (Rechenmaschine).
Man kann hier folgendermaflen rechnen:
45 389,40
 453894x10 _ 45389,40 i O
T 10 = 679 44814 | = 66,85 — 6,68 x 10,
575,40
453894105 ,_1looo .
1= “grem 10 — POAX 100 grgg 10
- 14,54
= 4,54 < 1,47 x 10| 2:13 = 6,67 < 10.
- 3,278 s ,
2. Beispiel: ¢ = 3 — 7,7678 x 10—3 (Rechenmaschine).
Hier erhilt man
132780,00
I —4 bl
- &%5;—10—@34_94__ = 77,68 x 10— = 7,77 x 10~
286,00
1000 _ 208 o 9ar o 103 096 _
4= 3,278 X o > 1078 = 528 2,875 1070 [y = 7,77 > 10-8,
Lo 0,00432
3. Beispiel: ¢ — 0,0000897 — 4,816 < 10 (Rechenmaschine).
Die Rechnung mit den Produktentafeln ergibt
43200,00
43200 x< 107 43200 !
= o oo = g7 | 43036 | = 48,16 = 4,82 % 10,
144,00
_ 432x10-% 1000 . .
4= 597 % 10-7 — 104 x< 4,32 %< 897 < 10
4,32

— 10 x 4,32 > 1,11 — 4,80 % 10.

0,48

§ Il. Verwendung der Doppelrandskala oder graphischen
Logarithmentafel der Potenzpapiere.

Als Einheit der Koordinaten der logarithmischen Bilder wurde
bisher eine Dezimanteb gewihlt, man kann aber natiirlich als solche
die Manteb selbst nehmen, was

u = log ¥, v = log z Mantebs
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ergeben wiirde. Man kann also jeden Logarithmus als eine Linge
und als deren Einheit eine Manteb betrachten.

Diese Langen selbst konnen an der N.S. der Doppelskala ab-
gegriffen werden.

A. Multiplikation.

1. Gegeben sind zwei Zahlen a und b, es soll »p — a.b bestimmt
werden.

Da logp = loga + logd,
setzt man die Lingen der Abstinde der in der N.S. mit ¢ und b be-
zifferten Punkte vom Punkt 1,00 zusammen und kann dann p an der-
selben Skala ablesen.

2. Gegeben ist die Zahl a, von einer zweiten Zahl & aber der
Logarithmus 4.

Es ist dann

loga + 4 = log e + logb = log p,

man nimmt die Linge 4 an der L.S. der Doppelskala in den Zirkel,
setzt diese auf der N.S. im Punkte ¢ an und kann dann p ablesen.

3. Es sind zwei Logarithmen A, und 4, gegeben. Diese Lingen
kann man an der L.S. abgreifen. Setzt man sie an der N.S. zu-
sammen, so findet man

A+ 24y = 4 = logp.

Gehort 4, zu @ und 4, zu b, so ist auch p = a.b.

B. Division.
Ist g=ua:b
zu bilden, so erhdlt man
logqg = loga —logb,
man hat also auf der N.S. der Doppelskala die Strecke logd zwar
wieder an dem Punkt @ anzusetzen, aber nach dem Punkt 1 zu ge-
richtet. An dem anderen Ende der Strecke logb liest man dann ¢ ab.

Es werden auch hier die bei der Multiplikation erwdhnten drei
Fille auftreten konnen.

C. Verwandlung der Division in Multiplikation.

Wenn man eine Strecke logb am Punkt 10 der N.S. nach dem
Punkt 1 zu ansetzt, so liest man am anderen Ende den zehnfachen
Wert der Reziproken r von & ab. Es ist

log10 —logb = log 109 = log 10
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Man kann weiter schreiben
a 10
0g=105=ap= a(107),
log 10 ¢ = loga + log (10 7).

Um dies praktisch auszufiihren, hat man erst logd vom Punkt 10
nach 1 zu abzutragen. Dann nimmt man die Lénge, welche von der
Manteb noch iibrig bleibt, in den Zirkel und setzt diesen an loga nach
dem Punkt 10 zu an. Man liest dann aber 10q ab.

was ergibt

D. Multiplikation und Division bei derselben Aufgabe.
Sehr hiufig tritt die Aufgabe von der Form

_axbxexdx...
T aXBXYXOX -

oder
logp = loga +logd + logec +logd 4 ---
— log v —log 8 —logy —logd —---

auf.

Um derartige Aufgaben bequem, und zwar ohne grofile Vorberei-
tungen bei einem rasch auftretenden Fall 16sen zu konnen, habe ich
mir folgende Einrichtung gemacht. Ich gebrauche als Schreibunter-
lage ein Stiick weiller Pappe im Format 59cm x 46 cm; es ist dies
der Deckel zu einem Block 2-mm-Skizzierpapier (Marke 89) der Firma
Carl Schleicher & Schiill in Diiren, welches ich seit vielen Jahren mit
Vorliebe verwende.

Auf diesem Pappdeckel habe ich einen Streifen der Doppelrand-
skala von der in Schwarzdruck ausgefithrten Marke 3751/, L. T. des
Potenzpapiers mit Mb — 250 mm aufgeklebt. Parallel mit diesem lauft
eine schwarze Linie, auf der die Mantebs angegeben sind.

Wer viel am Reiflbrett sitzt, wird am besten sich ein derartiges
Hilfsmittel auf der ReiBschiene anbringen und dabei bequem bis zu
3 Mantebs gehen kionnen.

Abmessen und Auftragen geschieht am besten mittels
Papierstreifen, da die Dimensionen fiir den Zirkel zu gro8 sind.

Es wird hier ein Beispiel geniigen:

2,917 0,067
826 % 0,432 x 29,4 ) ’
= 997 x 0,0204 < 0,00187 ?’,i‘zg - 3’2?5 | 290> 10%
4020 6,549 —
— 6,549 + 10
TAT1

Der Aufgabe wurde die einfache Rechnung mit dreistelligen Loga-
rithmen, so wie ich sie gewohnt bin, beigefiigt, sie gibt p — 2,95 < 107.
Schreiber, Flichen-Nomographie. IL 3
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Mit der Rechenmaschine erhdlt man p — 2,9666 x 107 und mit fiinf-
stelligen Logarithmen p — 2,968 < 107.

Bei der Verwendung der Doppelskala ist stets zuerst die Grofien-
ordnung von p festzustellen.

Hierzu schreibt man die Aufgabe in der folgenden Form:

8,26 102 4,32 > 10~ 5 2,94 % 101 10° 8,26 4,32 2,94
P = 59T <100 2,04 < 102 1,87 < 10-3 — 10-5 9,27 x 2,04 1,87
2,94 > 4,32 x 8,26 | 8x4x8 96

1,87 > 2,04 x 9,27 2x2x9 36|

Bei diesen Umformungen wurden die Faktoren aus ZweckmiBig-
keitsgriinden ihrer Grofe nach geordnet. Die leichtverstindliche Uber-
schlagsrechnung ergibt die GréBenordnung p = 3.10%.

Es wurden nun auf zwei Papierstreifen die Léngen der Logarithmen
angestrichen und vom Nullpunkt des erwidhnten Striches an lings des-
selben zuerst log 2,94 + log 4,32 zusammengesetzt. Bei dem Hinzufiigen
von log8,26 ergab sich, daB die Summe der drei Lingen 2 Mantebs
iibersteigt, das Produkt also groBer als 100 ist.

Es wurde deshalb die Zusammensetzung der Strecken in der Reihen-
folge

log 2,94 + log 4,32 — log 9,27 + log 8,26 — log 1,87 — log 2,04
vorgenommen. Der Abstand des Endpunktes vom Nullpunkt ergab
logp — log 2,98, also p = 2,98 < 107.

Dieses Verfahren ist entschieden bequemer und rascher als das

Rechnen mit den dreistelligen Logarithmen oder der Produktentafel.

p = 107 == 107 10

lll. Potenzieren und Wurzelziehen.

§ 12. Die Richtlinien der Potenzen x9.

Wihrend bei Multiplikation und Division die Randskalen
eines Potenzpapiers ausreichen, mufl beim Potenzieren die
ganze Flache desselben verwendet werden. Es handelt sich da-
bei um die logarithmischen Bilder der Funktion

y = a4, logy = qlog.

Wenn wir auch hier die Manteb als Léngeneinheit beibehalten,

s0 wird man erhalten
w=gqv, u—logy, v — logx Mantebs,
und somit fiir

und fiir
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Diese einfachen Formeln geben das Mittel, um ohne jede Rech-
nung die
Richtlinien der Potenzen a1
ziehen zu konnen. Man hat nur zu beachten, daf die GroBen g und

é— an der L.S. der Doppelskala abgestochen werden konnen.

Fig. 16.

Richtlinien a9 fiir ¢ = + 1/, +,, £ 15, + 14, +1, +2, +3, +4 und +5.

In Fig. 16 wurden die Richtlinien fiir

5__ 4 3 2 _
y= Vo VY VYa Vz a1 22 a8 at a5
q = 0,200 0,250 0,333 0,500 1 2 3 4 b
eingetragen.

Diese Richtlinien gehen alle von der unteren linken Ecke aus, wo
U= v =0 ist.

Die Richtlinie fiir ¢ — 1 ist die Diagonale. Fiir ¢ < 1 schneiden
die Richtlinie den rechten Rand v — 1, fiir ¢ > 1 aber den oberen
Rand » = 1.

3*
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Um diese Schnittpunkte zu erhalten, hat man 4 — ¢ am rechten
Rand von unten nach oben abzutragen. Dagegen erhdlt man die

Schnitte mit dem oberen Rand, wenn man v — % von der linken oberen

Ecke nach rechts abtriigt.
Ist ¢ negativ, so stellen die logarithmischen Bilder der Funktion
y = x—2 die Spiegelbilder der logarithmischen Bilder der Funktion
y — x+2 dar. Man kann diese um eine Manteb in die Hohe schieben,
so daB sie von der oberen linken Ecke des Nullfeldes ausgehen. In
Fig. 16 wurden so die logarithmischen Bilder der Funktion
Y= a0 g0, 038 =05 g—1 g—2 g—3 g—4 g—5
eingezeichnet.
Man kann beziiglich der Konstruktion dieser Richtlinien fiir jedes
beliebige ¢ folgende Regeln aufstellen:
A. q ist positiv, Strahlungspunkt ist die linke untere Ecke.
a) ¢ << 1, es wird ¢ von der unteren rechten Ecke am rechten
Rand aufgetragen.
b) ¢ > 1, es wird (1:9) von der oberen linken Ecke am oberen
Rand nach rechts aufgetragen.

B. ¢ ist negativ, Strahlungspunkt ist die linke obere Ecke.
a) ¢ < 1, es wird g von der oberen rechten Ecke am rechten
Rand nach unten abgetragen.
b) ¢ > 1, es wird (1:4g) von der unteren linken Ecke am
unteren Rand nach rechts abgetragen.

IV. Differentiation und Integration.

§ 13. Die Differentialkurven und Integralkurven.

Wenn der analytische Ausdruck fiir die Funktion y = f(z) ge-
geben ist, so kann man in sehr vielen Fillen daraus die Funktionen
1(z) = g—z =tgey, und J(z) = j.y.dx-}— Const. = J;, 4+ Const.

in bequemen Formen ableiten.

Diese beiden Funktionen kann man genau so wie die y-Funktion
durch numerische und logarithmische Bilder darstellen, welche als
Differentialkurven und Integralkurven bezeichnet werden.

A. Die numerischen Bilder.
1. Beispiel: ¥ — 3ac2,
Man erhélt
i(x) =62, J(x)= a3+ Const,, J, =z
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Wenn man sich auf positive # von 0 bis 10 beschrinkt, so ergibt
eine einfache Rechnung

= 822=10 6z=0 2= 0 ay = 0,00
1 3 6 1 80,5
2 12 12 8 85,2
3 27 18 27 86,8
4 48 24 64 87,6
5 75 30 125 88,1
6 108 36 216 88,4
7 147 42 343 88,6
8 192 48 512 88,8
9 243 54 729 88,9

10 300 60 1000 89,0...

Nach diesen Unterlagen wurden die numerischen Bilder der
Funktionen ¥, ¢ und J, in Fig. 17 entworfen.
Fig. 17.

Hier tritt aber derselbe Fall ein, wie dieser bereits in §2, S. 6
und in Fig. 3 behandelt werden mufBite. Die Normalkurven wiirden so
steil ansteigen, dafl ein grofler MaBstab gewdhlt und dadurch die
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Zeichnung sehr gro werden miiite. Es wurden deshalb die neuen

Koordinaten Y =1,y und 2 = 25z mm,

" ’
eingefiihrt. o= s v=2I

Aus praktischen Griinden wurde aber die ¢-Linie mit den Koordinaten

=257 & = 252xmm

dargestellt.

Wenn diese Gleichungen allgemein die Form

Yy =my, ¢ =mi, Jo=mJd, und 2’ — nzrmm
hétten, so wire
7 =6 % 2, Yy =3 % @)y J= % («')3 mm.

Man sieht also, dal der Grundcharakter dieser Funktionen nicht
geandert wird. Man kann weiter im Millimeter - Linearpapier Hilfs-
skalen einzeichnen, welche gestatten, die Koordinaten ¥, ¢, J, und =
statt ¢/, ¢, J; und 2’ mm einzutragen und abzulesen.

Aber die Anderungen der Kriimmung und Neigung der Linien, welche
durch die Werte von 7 und » bedingt werden, konnen durch derartige
Hilfsskalen nicht beseitigt werden.

Denkt man sich die Normalformen der numerischen Bilder der
Funktionen (m — n) aufgezeichnet und an die Linien in den Punkten
(s ), (¢, x) und (Jy, ) Tangenten gelegt, so werden diese mit der
X-Achse die Winkel o, o; und oy bilden. Man erhilt dann

di d2q ~
tgo, = de — dafjﬂ = 6, o; — 80,59,
tg o, — ZZ =i =6z, a,=89,1° fir x = 10,
tgoy = g;{: Yy = 322 oay— 89,8° fiir x = 10.

Wiirde man die Lingen der Einheiten von y und # 25 mm wihlen,
so wiirde das Zeichenblatt 250 mm breit, aber 25 m hoch sein und dann
wiirden bei x = 10 die Tangenten die oben angegebenen Winkel o
mit der X-Achse bilden.

Wenn man aber m und » irgendwelche verschiedene Werte gibt,
so erhélt man andere Winkel 3, welche die Tangenten an diese Kurven
in denselben Punkten mit der X-Achse einschlieBen. Die Ausdriicke
fiir die Tangenten dieser Winkel sind dann

dv m m
tg ﬁz - dx' - ﬁ - ;lA to 0ljy

dy m n m
tgﬁy:gmi: oy __Gh = —tgay,

ad’ m m m
tgBr = id = 37}5 z)e =3 LU= tg o
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Bei der ¢-Funktion ist m:n = 1:10, also wird f; = 31,0°. Da-
gegen ist bei der y- und J-Funktion m:n — 1:100 und sonach er-
hilt man

ﬂy i 31,00, ﬁJ = 71,50 bei z = 10.

Die Lage der im Punkt x — 10 an die %- und J;-Kurve an-
gelegten Tangenten ist aus Fig. 17 zu ersehen.

Aus der Formel

J = x84 Const. = J,, + Const.

folgt, da es unendlich viel Integralkurven gibt, welche alle der
Bedingung

dJd

iz =
geniigen.

In dem numerischen Bilde der Integralfunktion erhilt
man diese Kurven durch Parallelverschiebung der J,-Kurve
lings der Ordinatenachse.

In Fig. 17 wurden einige der dadurch entstehenden Kurven ein-
gezeichnet.

B. Die logarithmischen Bilder.
Beispiel: ¥y = x—%, ¢ = —0,5x~15, J = 2a% | Const.
In Fig.18 wurden die logarithmischen Bilder dieser Funktionen,

und zwar alle im Nullfeld gezeichnet.
Das logarithmische Bild der y-Funktion
y = 2%, logy = —0,5logx
liegt eigentlich in dem Feld unter dem Nullfeld, die Funktionsgerade
wurde um eine Manteb nach oben verschoben, sie beginnt an der oberen
linken Ecke des Nullfeldes und geht nach der Mitte des rechten Randes.
Werden die Ablesungen an den Skalen des Nullfeldes mit % und £
bezeichnet, so ist
y = 1019 und z =&

Die Funktionsgerade wurde dann um 1 Manteb nach links ver-
schoben. An der so erhaltenen Funktionsgeraden im Nullfeld liest
man y = 10—y, 2 = 10§ ab.

Die ¢-Funktion ist negativ, man wird also (vgl. §2, S.11)

i = —0,52~1% log¢ — [log0,6 — 1,5log2],
schreiben und die Funktion wie eine positive graphisch darstellen
konnen. In Fig. 18 wurden zwei Strecken der ¢-Funktionsgeraden ein-
gezeichnet. Die Richtlinie der Funktion z—1% erhdlt man 1m Nullfeld,
wenn man eine Gerade von der oberen linken Ecke nach dem Punkt

des unteren Randes zieht, dessen Abstand von der unteren linken Ecke
2/; Mantebs oder 20/; dmb betréigt.
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Zieht man zuerst durch den Punkt % — 5,0 der Y-Achse eine
Parallele zu dieser, so sind die Koordinaten derselben
t=10"1nx und 2z =2_&
Wird diese Gerade dann vom Punkt = 1,0, £ = 2,94 abermals
um eine Manteb nach oben verschoben, so erhilt man
¢t =102 und z —=¢&
Nach diesen Angaben kann man sich eine Vorstellung von dem
numerischen Bild der y-Funktion machen. Fir # = 0 ist y = 4 oo,

Fig. 18.
Log. Bilder y = 2~ "2, i = —052~%, J = 22"2 4 Const.
it = — oo, die Kurve kommt also steil von oben herab und die an-
gelegte Tangente bildet mit der X-Achse den Winkel & — — 90°. Aber
schon bei z =1 ist y = 1 und ¢ = —0,5, der Winkel & betrigt
also nur noch —26,5°%. Bei # = 10 ist ¢ = —1,58.10—2, also
o = —0,9% die Kurve verlduft also fast genau parallel zur X-Achse,

hat aber immer noch den Abstand y — 3,16.10—1
Auch das logarithmische Bild der Integralfunktion ist
eine Gerade, wenn die Konstante Null ist.
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Die Richtlinie der Funktion z%% geht von der linken unteren Ecke
des Nullfeldes nach der Mitte des rechten Randes. Verschiebt man
diese derart parallel, daf sie durch den Punkt  — 2,0 der Y -Achse
geht, so ist die im § 5 S.15 definierte Grofe « = 2 und somit

n = 22% = J,.

Gibt man nun der Konstanten irgendwelche positive oder nega-

tive Werte, so wird

log J = log (2 2°° 4 Konstante),

durch keine gerade Linie mehr dargestellt werden konnen. Um dann
die Koordinaten der logarithmischen Bilder der J-Funktion zu erhalten,
hat man fir z =1, 2, 83 ... die zugehérigen Werte von 2% ab-
zulesen und dazu die Konstanten zu addieren. Diese Summen oder
vielmehr deren Logarithmen werden dann als Ordinaten iiber den
Abszissen log x aufgetragen.

Das ist in Fig. 18 geschehen, als Konstanten wurden die Werte
+1, +2, +38 ... einerseits und —1, —2, — 3 ... andererseits in
Rechnung gebracht.

§ 4. Die bestimmten Integrale.

In Fig. 19 wurden die die Funktion y — f(») darstellende y-Kurve
und die die Integralfunktion J, — J' y.dx (Const. — 0) darstellende
J-Kurve eingezeichnet.

Mit F(z) soll die GroBe der Fliche bezeichnet werden, welche
durch das Kurvenstiick der y-Funktion, die Ordinate ¥ und das von
0 aus gerechnete Stiick & der Abszissenachse eingeschlossen wird. Dann
werden also F'(a) und F'(b) die Flichen bis # = a und z = b sein.

Denkt man sich im Abstand 4« von der Ordinate y die Ordinate
Y+ 4y gezogen und kann man das Bogenstiick zwischen beiden als
eine Gerade betrachten, so schliefen diese beiden Ordinaten das Flichen-
stiick 4 F ein und man kann schreiben

AF = y.dx+ 1,y Ax.
F@)=(4F +dF, 4 -+ 4 F,) = (4 F).

Wird 4« sehr klein, so wird dies meist auch 4y und nahert sich
1y 4y Ax immer mehr der Null, und dann wird

dF =ydz, F(x)= jy.dx.
0
Durch dieses Zeichen wird festgestellt, daB es sich um die Fliche

von £ — 0 an handelt. Dann erhdlt man die GroBe der Flache
zwischen 2 — a bis x — b

F(b)— F(a) :fydx—fydx = fydx

und dieser Ausdruck wird ein bestimmtes Integral genannt.
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Wenn die Koordinaten y und « in irgendwelchen Einheiten aus-
gedriickt werden, dann ist die Flicheneinheit ein Rechteck, dessen
Seiten diese Léingeneinheiten bilden.

Wir wollen hier wieder uns als Lingeneinheit die Dezimanteb (dmb)
und also als Flicheneinheit die Quadratdezimanteb (qdmb) denken.

Fig. 19.

Wenn man dann iiber der Abszisse z sich eine zweite Or-
dinate J errichtet denkt und diese so lang macht, dall J
ebensoviel Lingeneinheiten erhilt, als F Flacheneinheiten
hat, so gehort diese Ordinate einer der Integralkurven an.

Dann werden

J(a) = F(a), J() = F@®), dF =4dJ
und b
J(b)— J(a) = F(b)— F(a) = J‘y.dx
sein. ¢

Durch Parallelverschiebung lings der Ordinatenachse kann man
der Integralkurve jede beliebige Lage geben, es hat dieselbe aber auf
die Ordinatendifferenzen keinen EinfluB.

Die Differenz der zu den Abszissen ¢ und b gehdrigen
Ordinaten J(a) und J(b) irgend einer Integralkurve gibt die
Fliche an, welche durch die Ordinaten y(a) und y(b), das
Stiick der Kurve y = f(«) zwischen ihnen und das Stiick (b —a)
der Abszissenachse begrenzt wird, und somit das zwischen den
Grenzen b und o genommene bestimmte Integral J:jydx.
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§15. Beziehungen zwischen den zu den numerischen und loga-
rithmischen Bildern der Funktion y — f(x) gehbrigen Diiferential-
und Integralfunktionen.

Zu der Gleichung des numerischen Bildes einer Funktion y — f(x)
gehort die Gleichung des logarithmischen Bildes

w= @), w=—10logy, v = 10logx,
hieraus kann man ableiten

J:jy.dx—|~00nst., S:ju.dv—{-Const.
tgu:g—%:i,
_du __z dy =z "
tgﬂ—%_y-%_ytoa.

Mit « war der Winkel bezeichnet worden, den die im Punkt y, z
an das numerische Bild der Funktion y — f(x) gelegte Tangente mit
der positiven Seite der X-Achse einschlieft. S soll dann derselbe
Winkel im logarithmischen Bild dieser Funktion bei der Tangente im
Punkte u, v sein.

Die Beziehung zwischen diesen beiden Winkeln ist sehr einfach

ytgf = xtga.

Es wird aber wohl kaum moglich sein, auch zwischen den Inte-
gralen J und S eine nur einigermaflen einfache Beziehung in analy-
tischer Form abzuleiten.

Am einfachsten wird sich diese Sache bei der Funktion

y=p.2t
gestalten. Diese ergibt
. - 1 R t1
it =tge =p.qat—, J = P 29+1 4 Const.,
"u = 10logp+qv ="~k + qv, w = 10logy, v = 10log z, k = 10logp,

tgp :g-%:q, S:Icv+721—qv2+00nst.

1. Beispiel: y — 2 a%5,
Aus der Gleichung fiir ¥ kann man ableiten
tgoe = =%, J = 4/; 2%+ Const,,
w=23+4+05v tgf =05 ©S=3v+ 1,02} Const.

Das numerische Bild der y-Funktion beginnt mit Null, erreicht
bei # = 1 den Wert y — 2 und steigt dann mit wachsendem z in das
Unendliche an. Genau so verhilt sich die J-Funktion, es ist nur bei
z =1, J =4/, wenn zunichst die Konstante zu Null angenommen
wird. Da bei 2 = 0, tgo — + o, bei £ = oo aber tgu = 0 wird,
handelt es sich um eine nach oben konvexe y-Kurve.
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Das logarithmische Bild der y-Funktion ist die Gerade in Fig. 20,
welche von dem mit 2 bezifferten Punkt der Ordinatenachse unter dem
Winkel g — arc.tg0,5 — 26,60 ansteigt.
Ebenso leicht a8t sich das logarithmische Bild der J,- Funktion
ziehen. Es geht vom Punkt 4/; der Ordinatenachse aus und verliuft

Fig. 20.

Die aus y = 222 und u = 841, v dmb abgeleiteten Integralkurven
Jo = ¥32" und §; = 8v 41,0241

parallel der Richtlinie 2*%. Bei 2 — 3,83 wird J, — 10, es wurde die
Gerade deshalb um eine Manteb tiefer gelegt, und dann ergibt die
Ablesung 1 den Wert 10—1J,.

Das logarithmische Bild der ¢-Funktion wurde in Fig. 20 weggelassen.

Die Koordinaten der S-Funktion sind
v=0 u=230 § =000 8§ =10 |v=5 w=55 S, =213 8§, = 223

1 3,5 8,25 4,25 6 6,0 27,0 98,0
2 4,0 7,0 8,0 7 6,5 33,3 34,3
3 45 11,3 12,3 8 7,0 40,0 41,0
4 5,0 16,0 17,0 9 75 473 48,3
5 5,5 21,3 22,3 10 8,0 55,0 56,0
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Die Lingeneinheiten sollen fiir %, x, # und v Dezimantebs sein.
Jy und S werden dann in gqdmb erhalten, und es soll angenommen
werden, da 1 gqdmb durch 1 dmb in den Integralkurven ausgedriickt wird.

Die S-Funktion kann genau so, wie die - und J-Funktionen durch
ihr numerisches und logarithmisches Bild dargestellt werden. Im ersten
Fall sind die Koordinaten S qdmb =— S dmb und » dmb, im letzteren
werden sie aber 10log .S dmb und v dmb. In beiden Fillen empfiehlt
es sich, zu S, die Konstante -+ 1,00 hinzuzufiigen, was die neben S,
stehenden Zahlen ergibt.

Zum Auftragen des numerischen Bildes von S, dient die in Fig. 20
eingezeichnete gleichméfige Teilung « und ». Es beginnt mit S, =u—=1
bei v = 0. Bei v — 2,6 wird S; — u — 10. Die Fortsetzung beginnt
am unteren Rand bei v = 2,5, die Ordinaten sind dann aber
S, =104 u. Bei v = 4,58 wird S, = 20. Auf diese Weise hitten
noch weitere Strecken dieser Funktion eingezeichnet werden kénnen.

Trigt man aber statt S, — u die Strecke S, = % auf, so beginnt
diese Kurve bei 7 = 1 oder logn = 0. Bei genauerer Zeichnung
miifte sie den oberen Rand in demselben Punkt schneiden wie das
numerische Bild. Die Verschiebung der Fortsetzung um 1 Manteb nach
unten ergibt aber dann Ablesungen S, = 10%. Der Schnitt dieser
Kurve mit der Horizontalen 7 — 2 liegt genau senkrecht unter dem
Schnitt der Kurve S; = 104 » mit dem oberen Rand des Feldes.

Man kann den Linien in Fig. 20 die GroBen 7, u, J und S als
Funktion von v oder x entnehmen. Ist z. B.

z(@) =20, w(a) =30, x(b)=263 v(b) =8, dmb,
s0 liest man ab
y(a) = 2,82, u(a) = 4,50 dmb, J,(a) = 3,73, &S, (a) = 12,3 qdmb,
y(®) =500, u@® =700 , Jo(b) =210, &8 (b)=410 ,

Sonach erhidlt man

6,3

[y.de = J,(6) — J, (a) = 21,0 — 8,78 = 17,27 qdmb,
2,0

8,0

fu.do=80)—8 () =41,0—123 =287
3,0

2. Beispiel: ¥y — p, a0 4 ps a2 | pgoacs - ...
Aus dieser Gleichung kann man allgemein ableiten:

t=1tgo = p, ¢ 2071+ Py g a2~ pygya%—14 ...
= +1 +1 Ds $1 ...
Jo——J.ydx_ +1£qu + ﬂ+1192 + +1x93 +
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Dagegen lassen sich fiir die anderen Funktionen keine einfachen
Ausdriicke aufstellen. Es sei gegeben

Yy = 5x—2+ 0,052,
tgoo = —102-34+ 0,12z, Jy= —5Hzx"145,310"2as.

Die Koordinaten dieser Funktionen liefert die Rechnung mit Hilfe

der Richtlinien der Funktionen x¢ folgendermafen:
Tabelle 4,

TFig. 21.

Log. Bilder y = 52—2+4 0,03 22 und J = —52—145/;10—223 -} 5,98.
Richtungslinien der Tangenten an dem log. Bild von .
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Fir £ = 0 und # = oo wird y = + oo.

Um die logarithmischen Bilder dieser Funktionen in Fig. 21 genau
zeichnen zu konnen, muflite noch eine groBere Zahl von Koordinaten-
paaren berechnet werden. Das logarithmische Bild der J-Funktion
machte die Konstante - 5,98 empfehlenswert.

An den y- und J-Kurven liest man beispielsweise ab

z =132 y(32) =100, J(32) = 4,94,
x = 85, y(85)= 3,70, J(8,5) = 15,6,

es ist also
856

[ydz = J(85)— J(3,2) = 15,6 — 4,94 = 10,74.
3,2
In Fig. 21 wurden in den durch Doppelringe bezeichneten Punkten
an das logarithmische Bild der y-Funktion Tangenten gelegt und
parallel nach den oberen Ecken verschoben. Die Abstinde der
Schnitte dieser Richtlinien mit dem unteren Rand, welche an der L. S.
der Randskala gemessen werden konnen, von den Eckpunkten ergeben
dann cotg B, wihrend die Schnitte mit den Seitenrdndern tg 8 finden

lassen. Es ergab sich
Tabelle 5.

§16. Der Verlauf einer Funktion y — f(x) ist nur durch
ihre Koordinaten gegeben.

Eine genaue Ausfiilhrung der Integration ist nur dann méglich,
wenn der analytische Ausdruck y — f(«) in einer irgendwie integrier-
baren Form gegeben ist.

Kennt man aber den Verlauf einer Funktion nur aus ihren nume-
rischen oder logarithmischen Bildern, so sind stets nur N&dherungs-
verfahren moglich, gleichgiiltig welcher Hilfsmittel man sich dabei
bedient.

A. Angeniiherte Integration numerischer Bilder.

Die ganze Sache lduft auf eine Flichenbestimmung hinaus, weshalb
man auch vielfach von einer mechanischen Quadratur spricht.
Am genauesten wird diese ausgefiihrt werden konnen, wenn man zuerst
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das numerische Bild der Funktion genau und in méglichst grofem
MaBstab aufzeichnet und die Fliche mit dem Planimeter bestimmt.

Das am héufigsten in Anwendung kommende Verfahren wird wohl
folgendes sein. Man legt in die Fliche so viel Ordinaten, daB die
zwischen je zwei derselben liegenden Kurvenstiicke als Gerade betrachtet
werden konnen. Dadurch wird die Fliche in Paralleltrapeze zerlegt,
und es ist die Grofe derselben

F=1@+yn)dn+ s +v)dra+ - + YY1+ Yn) 4 T
Stehen die Ordinaten #quidistant im Abstand 4z, so wird

F=1[Ytpo+n+v+ - + Y1+ Yaynl 42,
= [+ v+ - ynal D2+ s (9o + yn) 4 ,
=+ +v.+ - Yn—1]4 2 41y (Yn—1y,) 4 2,
=[h+v+ - Fyldr—1(yn—yo) 4 .

Ist n groB, sind #x und (y,—v,) aber klein, so kommt man
meist mit n—1 n
F = 20 WNdx =S (y)d=
1

Wenn die Kurve sehr unregelmiBig verliuft, muB man zur Not-
hilfe seine Zuflucht nehmen und die Flichen zwischen den Ordinaten

Fig. 22.

aus.

in Paralleltrapeze oder Rechtecke verwandeln, die nach dem Augen-
mal mit den wirklichen Flichen gleichgro8 zu sein scheinen. Das ist
in Fig. 22 angedeutet worden.
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Die dort dargestellte Fliche ist durch die Gerade A B, die daran-
schliefende Kurve BCDEF, die Ordinaten OA und ¢F und das
Stiick O¢ der Abszissenachse begrenzt. Diese Fliche wurde nach dem
Augenmal in die gleichgrofle Summe der Paralleltrapeze O A Bf, g JKh,
hEL< und des Rechteckes fG Hg verwandel.

Wenn es sich hierbei um Ableitung der Koordinaten der Integral-
kurve handelt, muB man die Ordinaten auch dann moglichst dicht
legen, wenn die Kurve y — f(2) nur wenig von einer geraden Linie
abweicht. Man hat zu beachten, dafl

jydm = I(a+ br)ydx = ax -+ 1/,b 2?4 Const.
ist.

So wird die zwischen den Abszissen O und f liegende Integralkurve
eine Kurve, aber keine gerade Linie sein. Es ist deshalb nétig, auch
in die Strecke Of der Abszissenachse die 6 #Hquidistanten Ordinaten
iiber den Punkten a, b, ¢, d und e einzuzeichnen, das ganze Parallel-
trapez also in 6 zu zerlegen.

Dasselbe mufl dann auch in den anderen Teilen der Fliche ge-
schehen.

B. Angeniiherte Integration logarithmischer Bilder.

Wenn das logarithmische Bild einer Funktion y — f(z) gegeben
ist, so kann es sich bei der Integration um die Funktionen J(z) oder
S(v) handeln.

Alle die unter 4 aufgefiihrten Methoden ergeben die Funktion S (v),
die Bestimmung derselben wird aber wohl nur in wenig Fillen einen
Zweck haben, ein solcher wiirde erst dann vorliegen, wenn es einen
einfachen Weg zur Konstruktion der J-Kurve aus der S-Kurve gibe.
Es soll aber an zwei Beispielen gezeigt werden, daf es moglich ist,
auch nach logarithmischen Bildern der Funktionen y — f(z) Integral-
kurven J = J‘x.dx mit geniigender Genauigkeit zu konstruieren.

1. Beispiel: Die Ordinaten ¢ sind nur positiv.

In Fig.23 wurde das logarithmische Bild der Funktion
y=>5x"2+4+ 00522 wie in Fig.21 nochmals dargestellt. Es soll
jetzt angenommen werden, daf der analytische Ausdruck fiir diese
y-Funktion und auch der J-Funktion J, = —52—1 4 5/; 10—228 nicht
bekannt sei und ein Ndherungsverfahren angewendet werden miisse.
Hierzu wurden zuerst an den Stellen der Abszissenachse, welche mit

= 1,00, 1,25, 150, 1,75, 2,00, 25 3,0 ... bis 10,0

beziffert sind, die Ordinaten bis zur u-Kurve gezogen. Es erschien
nur zwischen # — 2,5 bis 4,0 notig, die in Fig. 22 angedeuteten Kor-

rekturen wegen zu starker Kriimmung anzubringen.
Schreiber, Flichen-Nomographie. II. 4



Fig. 23.

Tabelle 6.

16
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Die Ordinaten der Integralkurve werden durch Zusammensetzen
der Léngen 4 J erhalten, deren jede die Grofe

4J =1/, (n— yn—-l) (xn —ZTp—1)
hat. Diese Angaben werden zum Verstdndnis der Rechnung in Tabelle 6
ausreichen.
Um das logarithmische Bild der Integralkurve darstellen zu konnen,
wurde den Werten J, die Konstante + 1 hinzugefiigt.

Fig. 24.

Integration nach dem log. Bild einer (fz). y positiv und negativ.

Die nach der Formel berechneten J-Werte weichen von den durch
das Naherungsverfahren erhaltenen dort am meisten ab, wo die Kurve
am stirksten gekriimmt ist, die Voraussetzungen also am wenigsten
erfiillt sind.

2. Beispiel: ¥ liegt zwischen — oo und -} oo.

In Fig. 24 wurde das logarithmische Bild einer Funktion dargestellt,
welche bei = 0, y = — oo ergibt, bei # — 1,8 Null und dann
mit 2 + oo wird.

4%*






§17 53

Es wurden wieder in passend und ausreichend erscheinenden Ab-
stinden Ordinaten gezogen und dann die Linien als Polygone betrachtet.
Die Stiicken der Ordinaten der Integralkurve sind dann wieder

Ad =Yy (Yn+ Yn—1) (Bn — Ta—1)-

Diese werden aber negativ gerechnet, solange (yu—1 4 ¥»)
negativ ist. Es wurden dann die zu z, gehdrigen Ordinaten y, ab-
gelesen und durch die Rechnung in Tabelle 7 die Koordinaten der
Integralkurve abgeleitet.

Die Zusammensetzung der Ordinatenstiicke 4 J ergab die Ordinaten
J, der Integralkurve. Um die negativen Vorzeichen derselben weg-
zuschaffen und das logarithmische Bild der Integralfunktion entwerfen
zu konnen, wurde die Konstante 4 23,4 hinzugefiigt.

Dadurch wurde die in Fig. 24 mit J bezeichnete Kurve erhalten.
Die berechneten Punkte derselben sind durch Ringe kenntlich ge-
macht worden.

Die Gleichung der Funktion y — f(x) ist bekannt, sie wird spéter
§ 20 (S. 68) nochmals zur Sprache kommen. Es ist ndmlich

Yy = datlh— 15z~

woraus
J = j'y .dx = 15/, £"ls — 30 2%2 4 Const.

folgt.

Die danach berechneten Werte o/, stehen in der vorletzten Spalte
der Tabelle. Durch die Konstante -+ 32,7 konnten die nach beiden
Verfahren erhaltenen Ordinaten der Integralkurve vergleichbar gemacht
werden. Die Ubereinstimmung wire wohl auch bei den groBeren Werten
von z besser geworden, wenn man mehr Ordinaten in die % -Kurve
eingezeichnet hitte.

Drittes Kapitel

Die logarithmischen Bilder der Potenzfunktionen
mit mehreren Variablen und der Summen derselben.

§17. 1= p.x9yr),
Diese Funktion 148t sich stets auf die Form
y=p.2¢
bringen, worin p nach Mehmkes Bezeichnungsweise die ,Vorzahl¥,

d. h. ein positiver oder negativer Zahlenwert, ¢ der zwischen — oo und
+ oo liegende Exponent sein werden.

1) Vgl hieriiber: Flichennomographie, Heft 1, S. 42 ff.
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Die Gleichung des logarithmischen Bildes der y-Funktion ist
= 10logp+gv = K+qv, u =10logy, v = 10logz dmb.
Zur Konstruktion dieses logarithmischen Bildes: der Funktions-
geraden, hat man die Richtlinie 22 (vgl. § 12, S.35) zu ziehen und

diese dann nach dem mit p bezifferten Punkt der Ordinatenachse (§ 5,

S. 15) zu verschieben.
Fig. 25.

An der so erhaltenen Geraden kann man dann den zu einem be-
liebig gegebenen x gehdrigen Wert von y = pa? oder auch umgekehrt
ablesen. Man erhiilt so eine Rechentafel oder Abacus.

Unter allen Werten, welche der Exponent ¢ annehmen kann,
werden wohl diejenigen am hiufigsten vorkommen, deren Richtlinien
in Fig. 16 (S.35) dargestellt worden sind.

Es wird sich also empfehlen, fiir jede dieser Funktionen eine
Rechentafel so anzulegen, wie die Fig. 25 zeigt.

Als Beispiel wurde ¢ = 5 gewdhlt. Stellt das Potenzpapier das
Nullfeld vor, so ergeben also die Ablesungen 7 und £, deren jedes
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zwischen 1,0 und 10,0 liegen soll. Die Richtlinie wird durch gerad-
linige Verbindung der unteren linken Ecke, in der = £ =1 sind,
mit dem um 10:9 — 2 dmb von der linken Ecke im oberen Rande
(y = 10) abstehenden Punkt erhalten. In diesem Punkt liest man ab
y =1 =10, x = § = 1,58, es ist also (1,58)5 = 10.

Durch Herabschieben der iiber das Nullfeld hinausragenden Funk-
tionsgeraden um je eine Manteb (vgl. § 6, S.17 und 18) erhdlt man
dann die weiteren vier Parallelen im Nullfeld, deren letzte durch die
obere rechte Ecke gehen mub.

Man ersieht daraus, daf3

(2,5)5 = 102, (3,99)8 = 105, (6,30)5 = 104, (10)5 = 105
sind.

Es ergeben also die Ablesungen an der

1. Funktionsgeraden y = 10°y, =« = &,

2. ” y =10y, z=34§
3. ” y =107, =z =4
4. ” y =107, z= £,
5. » y =10y, z=2¢§

Man wird diese einfachen Rechenvorschriften die Ablesungs-
gleichungen nennen kénnen. Es empfiehlt sich, die darin vorkom-
menden Zehnpotenzen oder besser nur die Exponenten derselben
unten an die betreffende Funktionsgerade zu schreiben, wie dies aus
Fig. 25 zu ersehen ist.

Die Parallelverschiebung der Richtlinie 25 wird man sich auch in
den rechts und links von dem Nullfeld liegenden Feldern fortgesetat
denken kdnnen, sie stellt links, im negativen Gebiet der v, aber eine
Verschiebung um je eine Manteb nach oben vor. Die Ablesungs-
gleichungen im Feld rechts # = 10 bis 100 und im Feld links 2 = 0,1
bis 1 werden sein:

1. Funktionsgerade y — 105y, 2z = 101§, y = 10-%y, z = 101§,
2. ” y =10y, z=101§ y=10"*y, =z = 10"1§,
3. ” y=10"p, x =101 y —=—10"3%y, x=10"1§,
4. ” y =108y, z=101§ y=10"%y, =z=10"1§
5. ” y =100y, x=101§ y=10-1yq, z = 10-1&

Praktische Anwendung der Rechentafel ¥ — p . ac5.

Es soll der Wert y — 2,48 x (6,72)5 gefunden werden. Man be-
stimmt den Schnitt der iiber # — 6,72 errichteten Vertikalen mit der
Funktionsgeraden, welche die fiinfte ist und an deren Fufl der Exponent
+ 4 steht. An diesem liest man ab

y = (6,72)5 — 104 >« 1,36, z =— 6,72.
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Man hdtte jedoch diese Ablesung nicht notig gehabt. Nun nimmt
man an der N.S. der Randskala die Strecke 2,48 in den Zirkel, setzt

die eine Spitze in den erwédhnten Schnittpunkt, die andere in die Ver-
tikale nach oben und liest an dieser ab

y = 2,48 x (6,72)5 — 10¢ < 3,39, z — 6,72.
Die Rechnung mit dreistelligen Logarithmen ergibt
y = 2,48 x (6,72)8 = 2,48 x 1,371 > 104 = 3,396 x 10%.

Etwas anders gestaltet sich aber die Sache bei y — 2,48 x (8,55).
Der Schnitt der fiinften Funktionsgeraden mit der Vertikalen iiber
« = 8,55 liegt bei y = 4,55 x 104 Der Abstand dieses Schnittpunktes
vom oberen Rand ist aber kleiner als die Strecke 2,48, man nimmt
deshalb diesen Abstand in den Zirkel und setzt ihn an der N.S. der

Randskala in dem Punkt 2,48 nach unten an und liest dort ab 1,13 x 10.
Es ist also y = 1,13 x 10s.

Wie sich weiterhin ergeben wird, kommt hiufig die Aufgabe fol-
gender Art vor. Es soll y = p.z% bestimmt werden fiir

p=00026 0055 009 044 20 70 340 1400
x =13 2,4 26 40 60  80.

Die ganze Rechnung ist aus der Tabelle 8 zu ersehen.

Tabelle 8.

Zuerst wurden die Vorzahlen p auf ihre Potenzform p — « 10% ge-
bracht und dabei nach den Werten von o geordnet.
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Dann wurden in der Rechentafel (mit leichten Bleistiftlinien) die
Vertikalen zu den z gezogen und deren Schnitte mit den Funktions-
geraden bestimmt.

In Fig. 25 wurden diese mit romischen Ziffern bezeichnet und durch
Doppelringe kenntlich gemacht.

Die w-Werte der Vorzahlen p und daneben die Exponenten % stehen
in der dritten Zeile der Tabelle. Es wurden diese o-Werte der Vor-
zahlen am linken Rand iiber 2 — 1 angestochen und durch Ringe
kenntlich gemacht. Dann wurden auf einem Papierstreifen die Manteb
angezeichnet und auf ihm die Lagen der «-Punkte angegeben. Dieser
Streifen wurde nun an die Schnittpunkte der Funktionsgeraden mit den
Vertikalen iiber den 2 angelegt, und zwar zuerst mit dem unteren
Ende, und es wurden die o-Punkte angemerkt, die noch unter den
oberen Rand zu liegen kommen. Dann wurde das obere Ende des
Papierstreifens an den Schnittpunkt angelegt, und es wurden die anderen
o-Punkte nach unten abgetragen.

Was nun die Ablesungsgleichungen anlangt, so sind die y der
nach oben abgetragenen o-Punkte von derselben Grofenordnung wie
die der Funktionsgeraden, welche am Ful} derselben steht. Dagegen
ist die GroBenordnung der Ordinaten der nach unten abgetragenen,
also um 1 Manteb nach unten verschobenen c-Punkte um 1 zu erhihen.

Die Ablesungen stehen neben den z im ersten Teil der Tabelle,
und zwar die 7-Werte, und daneben die Exponenten ¢ (vgl. § 1, S. 5).
Um die ,Ergebnisse“ zu erhalten, muflten noch zu den Exponenten o
die Exponenten der Zehnpotenzen der Vorzahlen % hinzugefiigt werden.

§18. 1 =p.x%.y".25%).

Jede Gleichung zwischen drei unabhingigen Variablen kann als
die einer Fliche im Raum aufgefalit werden, deren Gestalt nach den
verschiedenen Methoden der darstellenden Geometrie, also auch durch
Schnitte parallel zu einer der drei Koordinatenebenen festgestellt werden
kann. Hier soll nur das letztere Verfahren in Betracht kommen. Fiihrt
man dann die Schnitte parallel zur X Y-Ebene, so ergeben diese irgend-
wie gestaltete Kurven, lings deren # einen konstanten Wert hat. Ich
habe fiir eine solche Linie den Ausdruck ,der z-Gleicher“ vorge-
schlagen und werde diesen hier dauernd beibehalten, also anstatt von
Isothermen, Isobaren usw. von Temperaturgleichern, Druckgleichern usw.
sprechen. Diese Schnitte konnen in passend gewihlten Abstinden gelegt
und in der XY-Ebene abgebildet werden. Sie stellen dann das numeri-
sche Bild der Funktion durch eine Schar von z-Gleichern dar.

1) Vgl hieritber: Flichennomographie, Heft 1, S. 62ff. Hier ist dieselbe
Funktion von einem anderen Gesichtspunkte aus behandelt worden.
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Man kann stets r — — 1 setzen und erhélt dann als die Gleichung
des numerischen Bildes

y=(p.22). 22 =kn.2t, m=1,2 3 ...

Dann wird man die z-Gleicher auch F%,-Gleicher nennen konnen.
Fiir das logarithmische Bild der Funktion erhdlt man die Gleichung

0 =1logp+q.logz 4 rlogy + slogz,

woraus folgt, daf dieses Bild eine Ebene ist und die z-Gleicher parallele
gerade Linien sind. Man kann dann auch schreiben

% = 101logkm + qv, w = 10logy, v = 10logz dmb.

Es ist dies die Gleichung des mte E-Gleichers. Auch sie lehrt,
daB diese Gleicher parallele Gerade sind, welche durch die Punkte
10logk, der Ordinatenachse gehen und deren Neigung gegen
die Abszissenachse & durch ¢ = fga gegeben wird.

Es handelt sich zunfchst darum, die Schnittpunkte 10log#,, fest-
zustellen.

Die Gesamtheit dieser in der Ordinatenachse liegenden Punkte
wird man die Funktionsskala y = p2* nennen konnen, deren Kon-
struktion sehr einfach ist.

Man betrachtet voriibergehend die X-Achse als die Z-Achse, oder
man schreibt z = 10°§, wihrend y — 109y bleibt. Dann legt man
die Funktionsgerade parallel zur Richtlinie #* durch den Punkt y = p
der Ordinatenachse. Nunmehr bestimmt man die Schnitte dieser Ge-
raden mit den Vertikalen iiber den gewdhlten Werten von 2, meist
z2=1,2, 3, 4 ... usw. Diese Schnittpunkte werden horizontal auf die
Ordinatenachse projiziert. In den meisten Fillen wird man diese Hilfs-
konstruktion mit leichten Bleistiftstrichen ausfiilhren und dann wieder
wegwischen konnen. Durch die so erhaltenen Punkte der Funktions-
skala y = p#* werden dann Parallelen zur Richtlinie 22 gelegt, welche
die ¢-Gleicher der Funktion y — p.2*22 darstellen.

Natiirlich kann man die Funktion 1 = pa2y” ¢ auch durch y-Gleicher
oder z-Gleicher darstellen.

Dadurch erhilt man Rechentafeln, welche gestatten, mit Hilfe von
zwei der Variablen z, ¥ und 2z die dritte derart zu bestimmen, daf der
Gleichung 1 = p.a2.y"z* geniigt wird.

Beispiel: ¥ = 0,015 20305 — (1,5 2%32%5) x 10— = 10—y,
In Fig. 26 wurde das logarithmische Bild der Funktion
y = (1,5 2%%).2"°

durch z-Gleicher dargestellt, wobei z zwischen 0,1 und 400 liegt, wih-
rend y und z nur zwischen 1 und 10 schwanken.
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Die Hilfskonstruktion zur Herstellung der Funktionsskala y = 1,52%3
wurde punktiert eingetragen. Die Gerade 4 B konnte einfach dadurch
erhalten werden, daB an der L.S. der Doppelrandskala die Strecke
s == 0,30 in den Zirkel genommen und am rechten Rand von p = 1,5
an nach oben abgetragen wurde. Durch Parallelverschiebung um je
eine Manteb in der Richtung der Abszissenachse (§ 6, S.18) wurden

Fig. 26.

Log. Bild y' = 1,5 20,820,5, dargestellt durch z-Gleicher.

dann A4’ B, die von A" ausgehende und die bei B” endende Parallele
erhalten. Die Ablesungsgleichungen sind dann folgende:
bis B Yy =mn, &=10"1§
lings AB ¢ =1, 2z =10°¢
y AB Y =1 z=101
von A" any =1, 2z=102¢,

Die durch Ringe bezeichneten Schnitte wurden dann nach der
Ordinatenachse projiziert, und so wurde die Funktionsskala y = 1,5 ¢°3
erhalten. Dann wurde die Strecke ¢ = 0,5 an der L.S. der Rand-
skala abgestochen und am rechten Rand von p = 1,5 an nach oben
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abgetragen, was den 2 — 1-Gleicher ergab. Die anderen Gleicher
wurden durch Parallelen zu diesem erhalten.

Was die Verwendung dieser Darstellung als Rechentafel anlangt,
go wird man nétigenfalls noch mehr Gleicher einzeichnen kénnen.
Nachstehend wurden aus der Rechentafel einige Werte von ' mit ge-
gebenen Werten von z und 2 aufgesucht. Darunter stehen die mit
dreistelligen Logarithmen berechneten Zahlen

@ = 15 20 30 40 50 60 70 80 90
z = 200 20 4 02 08 4 2 04 01

y = graphisch 8,9 520 394 185 3,14 554 965 321 224
y = berechnet 9,00 520 394 1,8 314 557 975 323 225

Zu beachten ist dabei noch, dall
y = 10—2¢, also auch ¥y = 102y
ist.

Wenn y und z innerhalb sehr weiter Grenzen schwanken konnen,
wird man meist Potenzpapiere mit vielen Mantissenfeldern anwenden
miissen. Dann wird man sich aber mit kleinen Mantebs begniigen
miissen; die Firma Carl Schleicher & Schiill hat derartige Grund-
drucke?) vorratig, wie man aus dem Verzeichnis ihrer Liniennetzpapiere
ersehen kann.

Es konnen aber Fille vorliegen, in denen die Konstruktion der
z-Gleicher auf nur wenigen Feldern ausreicht, da dieselben Bilder
auch in anderen Feldern wiederkehren und nur die Grofenordnungen
der Bezifferungen der z-Gleicher sich dndern.

Aus der Gleichung

y=(p.2)a"
folgt der Ausdruck

2 = ylls.p—ls g—als
welcher in die Form

2 = p—k. yF. xke
iibergeht, wenn man %k — 1:s setzt. Setzt man weiter

y = 10¢n und z — 109§,

worin also  und & die zwischen 1 und 10 liegende Bezifferung des
Liniennetzes in einem jeden Feld bedeuten sollen, so erhdlt man

2=10*.p~F. 9% . 5%, A=Fko—kogq.
1. Beispiel: ¥y — pz a9,
Die Gleichung der Funktionsskala in der Ordinatenachse ist
y =pz=102p§, u — 109 4 10logp + 10log ¢ dmb.

1) Es kommen die Marken

Nr. 36615, Mb = 100 mm, 4 x 5 Mantissenfelder und
Nr. 370Y/,:8, Mb = 200 mm, 3 x 3 Mantissenfelder

in Betracht.
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Man ersiecht daraus, daB die Teilung der Ordinatenachse in jeder
Manteb dieselbe, daB aber die Bezifferung der Ausgangspunkte der
z-Gleicher mit 10¢ zu multiplizieren ist. Man erhélt weiter

s=1 k=1, also 1=¢9¢—adgq,
2= 10*p—1.9.5~1 = 10 ¢.

@ = p—l.n.£¢ ist die Gleichung der z-Gleicher im Nullfeld,
dessen Koordinaten # und ¢ sind.

Das logarithmische Bild des Nullfeldes, d. h. dieselben
mit denselben z bezifferten Linien, werden in allen den Fel-
dern wiederkehren, in denen 4 eine ganze positive oder nega-
tive Zahl ist. Das ist in diesem Beispiel stets der Fall, wenn ¢ eine
ganze Zahl ist, es wird also dasselbe logarithmische Bild in allen Man-
tissenfeldern wiederkehren.

Wenn man ¢ = 1, 2 und 3, also die Funktionen

Yy = P.2.T, Yg=1DP.2.2% Y3 =p2a’
annimmt, so findet man das nachstehende Schema zur Bestimmung der
GroBenordnung der z-Gleicher in einem durch ¢ und ¢ gegebenen
Mantissenfeld.

q=1 qQ =2 qg=3
6=0 1 | 2 | 3 [6=0] 1 | 2 3 le=0] 1 | 2 | 3

1

3] 108 ¢ 102(pj101<p 100 | 103 | 101 @ 1019|1030 103 | 100 |10~2p| 106 ¢p

| T ;‘

21 102¢| 101 | 10°<pil()‘1<p? 102! 100¢ (10 2¢|104¢p|| 102 ¢ lO"(pl‘lO‘Hp 107 7¢

10t @ | 1009 1071|1029 | 101 @ (10711073 ¢ |10 5| 10! @ [1072¢ 10210 8¢

—

|
0{ 1009 (10719 10~2¢ 10-3¢@| 10° ¢ [10~2¢ 10| 10-6 ¢ 10°(pf10’3(p 1076 10~2¢,

In dem durch ¢ — 3 und 6 — 3 gegebenen Feld hat man z. B. die
Bezifferung der #-Gleicher im Nullfeld bei %, mit 109, bei y, mit 10—3
und bei y; mit 10— zu multiplizieren.

2. Beispiel: ¥y — p .22, a9,

Die Gleichung der Funktionsskala in der Ordinatenachse ist jetzt
y=p.22=p.1022.82, u = 209 + 10logp + 201log¢ dmb.
Hieraus folgt, dafl die fiir { =— 1 bis 10 herzustellende Skala 2 Mantebs
umfalt, sich dann aber in einem jeden Paar wiederholt. Man erhilt

weiter 1

1
2, k:1/2, a].SO 1259—§6q,

10‘-19—1/2 n‘/a g1 — 10@—1) ple (10 n)‘/z £t
104 = 10G=12 9,

§

I

Z

Il
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Die @-Funktion ist die Gleichung der #-Gleicher im Nullfeld,
wihrend die ¢ -Funktion die 2z-Gleicher in dem Feld ¢ =1, 6 = 0
darstellt.

Die @-Funktion gilt fiir alle die Felder ¢, 6, in denen 4 eine ganze
Zah] ist, wihrend das logarithmische Bild der ¢-Funktion in den Feldern
wiederkehrt, in denen (4 — 1/,) eine ganze Zahl ergibt.

Wenn man wieder die Funktionen

Yo =P22T, Y =PpEa% Yy = perad
annimmt, so ergibt sich das nachstehende Schema, nach dem man mit

¢ und ¢ die Bezifferung der ¢-Gleicher finden und bestimmen kann,
ob die ¢- oder ¥-Funktion giiltig ist.

6:0‘1236:01’2‘30’:01'213

w

1019|101 | 1009 | 100 @ || 1019 | 100y |10719p |10~ 29| 10 | 100 @ 10729103

N

101 | 1009 | 100 @ |10~ 19p|| 101 @ | 100 @ |10~1¢p|102¢| 10! @ |10 199|102 104y

—

1009 | 100 ¢ |10 214|107 || 100 3 |10 11p| 1072|103 3| 100 |10~ 1| 103|104

011100 ¢ 1071|101 |10~ 2|l 10 1071 1072¢p |10 3| 100  |10729p|1073 |10~ 5

Bei der Gleichungsform y — p.z22 reicht die Konstruktion der
z-Gleicher auf einem Mantissenfeld aus, man wird also ein Blatt mit
Mb = 250 mm oder noch mehr fiir alle méglichen Werte von z und y
verwenden konnen. Dagegen erfordert die Funktion y — p.2222 deren
zwei, das eine fiir die ¢-, das andere fiir die ¥-Funktion. Die Funktion
y = p.#82¢ wird deren drei fiir die Funktionen ¢, ¥ und x nétig
machen.

§19. 1 =p.x%.y".2z5. wi).
Wenn man p in der Form
p = a.l10%
schreibt, wobei a zwischen 1,0 bis 10,0 liegen soll, so kann man die
Funktion auch in folgende Gestalt bringen:
a.2%.09 = 10~ *y—"wt
Schreibt man dann weiter
@ = [a.2%]a9, P = [10"*Fu—t]y—7,

1) Vgl. hieriiber: Flichennomographie, Heft 1, S. 77 ff.; hier wurde die Funktion
w = 0,1 zx3y—2 dargestellt.
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80 erhdlt man zwei Funktionen mit je drei unabhingigen Variablen,
die in genau derselben Weise wie in § 18 behandelt und deren
logarithmische Bilder durch z-Gleicher und w-Gleicher dargestellt
werden konnen. Bei der ersten Funktion sind dann die Ordinaten ¢,
die Abszissen z, bei der ¢-Funktion dagegen beziehentlich ¥ und v.
Legt man diese beiden Blitter nebeneinander, so erhilt man wieder
eine Rechentafel.

In der Hohe ¢ der einen Tafel ergibt jeder Punkt ein Paar zu-
sammengehoriger Werte von z und 2 Ebenso erhdlt man in der
anderen Tafel in der Hohe v in jedem Punkt ein Paar zusammen-
gehiriger y- und w-Werte.

Ist @ = v, so gehoren diese je vier Variablen zusammen, sind
deren drei gegeben, so folgt daraus die vierte.

Beispiel: 1 — 0,015 x5 2208 w3,
Wenn man in diesem Beispiel
@ = (1,52%%) 2%, ¢ = (10+2w—3)y—2

einfiihrt, so ist die p-Funktion identisch mit der ¢/-Funktion in § 18, S. 58,
deren logarithmisches Bild in Fig. 26 dargestellt wurde. Sonach ist
nur noch das logarithmische Bild der u-Funktion zu entwerfen, was
in den Fig. 27 und 28 geschehen ist.

In Fig. 27 wurde die Funktionsskala

P =10+2—3

konstruiert, um die Ausgangspunkte der w-Gleicher in Fig. 28 zu er-
halten, durch welche dann

P = 10+2 =342
dargestellt wird.

Die Geraden I, II und III in Fig. 27 sind die Richtlinien fiir w3,
konnen aber auch als die Funktionsgeraden fiir 10+2w—23 betrachtet
werden. Man sieht, daf fiir w = 1 ¥ — 102 ist, die Gerade I beginnt
also mit ¥ — 102 und senkt sich bis ¥ — 10 bei w = 2,14. II be-
ginnt mit ¢ = 10 und erreicht ¥ = 1 bei w = 4,61, III gibt y = 0,1
bei w = 10. Da die Darstellung auf dem Nullfeld gedacht wird, hat
nur II die normale Lage, I ist um eine Manteb nach unten und III
um eine Manteb nach oben verschoben.

Die Gerade II schneidet die Vertikalen iiber w = 2,5, 3,0, 38,5, 4,0
und 4,5, die Horizontalprojektion dieser Schnittpunkte in die Ordinaten-
achse gibt die durch einfache Ringe bezeichneten Ausgangspunkte der
betreffenden w-Gleicher. Dasselbe gilt auch von den mit Doppelringen
bezeichneten Schnitten der Geraden I mit den Vertikalen iiber w — 1,0,
1,5 und 2,0, aber diese Ausgangspunkte liegen in Wirklichkeit eine
Manteb hdher.
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In Fig. 27 wurden von den Projektionen dieser Schnittpunkte a,
b und c Parallele zu der Richtlinie y—2 gelegt, es stellen also diese
punktierten Geraden w-Gleicher vor, welche den unteren Rand in den
Punkten o/, &' und ¢’ schneiden. Die Projektionen dieser Schnitte nach
dem oberen Rand a”, ” und ¢” geben die Ausgangspunkte der
w-Gleicher im Nullfeld Fig. 28.

Fig. 27.

Ableitung der Funktionsskala y = 102w—3 fiir das log. Bild y = 102w—3y—2,

Der w = 1,0-Gleicher hat im Nullfeld die Lage o”a" (Fig. 27).

Die Gerade III gibt Schnitte mit den Vertikalen iiber w — 5 bis 10.
Denkt man sich die drei Geraden I, II, III in ihre normale Lage
gebracht, so bilden sie eine Gerade, welche von der linken oberen Ecke
des ersten Feldes iiber dem Nullfeld ausgeht. Werden dann von den
Projektionen der Schnitte «w =5 bis 10 auf den rechten Rand (w — 10)
Parallele zu der Richtlinie w—3 nach oben gezogen, so schneiden diese
den linken Rand des zweiten Feldes iiber dem Nullfeld in genau
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denselben Stellen. Diese bilden also dann die Ausgangspunkte der
w-Gleicher fiir w = 0,9, 0,8, 0,7, 0,6 und 0,5.

Man wird diese Gleicher im Nullfeld also einfach dadurch erhalten,
daB man durch die Projektionen auf den rechten Rand Parallele zu
dem 1,0-Gleicher legt. Die in Fig. 27 auf diese Weise konstruierten
Ausgangspunkte der w-Gleicher wurden in Fig. 28 angegeben und es
wurden durch dieselben Parallele zu der Richtlinie -2 gezogen.

Fig. 28.

Log. Bild y = 102w—38 y—2, dargestellt durch w-Gleicher.

Um die Richtigkeit der rein graphischen Konstruktion zu priifen,
wurde die folgende Kontrollrechnung angestellt.

Yoo 1,2 2,3 3,0 3,8 75 8,5
W 2.0 2,5 15 1,0 0,6 0,9
logy—1 . .. —0079 —0362 —0477 —0580 —0,875 — 0,929
logw—1 . .. —0301 —0398 —0,176 0,000 40222 0,046
logy—2 ... —0158 —0,724 —0954 —1160 —1,750 — 1,858
logw—3 . . . —0903 —1194 —0,528 0,000 40,666 -+ 0,138
logy—2u—3% . —1,061 —1918 —1482 —1160 —1,084 —1,720
logy . ... 0,939 0,082 0,518 0,840 0,916 0,280
Y. 8,69 1,21 3,30 6,92 8,24 1,90
y (graphisch) 8,61 1,18 3,20 6,96 8,24 1,90

Schreiber, Flichen-Nomographie. IIL 5
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Nach diesen Zahlen scheint nur der 1,5-Gleicher etwas zu weit
nach links zu liegen.

Die Fig.26 (S.59) und 28 bilden zusammen eine Rechentafel. Sind
von den vier Variablen z, y, # und w drei gegeben, so kann man der
Tafel die vierte entnehmen, durch welche der Gleichung

1 = 0,015 2%5 g2 208 43

geniigt wird. Auf beiden Tafeln findet man z. B.

@ = 3,00 <10

z = 10,0 8,0 6,0 4,0 2,0 1,0 0,8 0,6 0,4
z = 1,00 1,15 1,37 1,75 2,65 4,00 4,60 545 7,02
p = 3,00 < 10

w = 3,0 2,5 2,0 1,5 1,0 0,9 0,8 0,7

y = 1,08 1,45 2,02 3,10 5,78 6,77 8,06 9,88

Da ¢ = ¢ = 30, gehort zu jedem Paar z, z jedes Paar w, .
Ist also ¢ = 10,0, # = 1,0, so miissen auch w = 3,0, ¥ — 1,08 oder
w = 2,5, y = 145 usw. sein.

Nach der Formel ergibt sich fir z =80, = 1,15, w = 2,5

Yy = 10 x (1,5)=" > (8,0)=%0 > (1,15)~Y% 5 (2,5)~% = 1,48.

Die graphische Rechentafel ergibt y — 1,45.

§20. y —axi+bx"4+cx5+---

In dieser Formel sollen sowohl die Vorzahlen als die Exponenten
von x alle beliebigen Werte zwischen — oo und + co annehmen
konnen. Setzt man

Y =0.2% Y, =0bx", y;=ca ...,

Y=Y%h+Y+Y+--

Das numerische Bild dieser Funktion 148t sich sehr einfach durch
Zusammensetzen der Ordinaten der Teilfunktionen herstellen. Die Her-
stellung des logarithmischen Bildes einer Funktion von der Form
y = ax? wurde § 17, S.53 ausfiihrlich behandelt. In §9, S.21 wurde
auch das Mehmkesche graphische Additions- und Subtraktionsverfahren
dargelegt. Es wird deshalb hier ausreichen, weitere Einzelheiten an
der Hand von zwei Beispielen, die sich auf den Seiten 36 und 41 in
Mehmkes Anleitungen zum graphischen Rechnen vorfinden, zu be-
sprechen.

so wird

1. Beispiel: ¥ — 12 + 5 V.
X

‘/\
Y, = + 152, Yy = D.a'h,
In Fig.29 wurden die logarithmischen Bilder dieser Funktionen
dargestellt. Fiir x = 0 ist y; = + o0, g, aber 0, bei 2 = 1,8 ist
h =y, = 11,2

Hier ist



Da das Mehmkesche graphische Verfahren der Addition und
Subtraktion in diesem Falle zu umsténdlich und zeitraubend sein diirfte,
wurden die Koordinaten der Funktionen y, und y, abgelesen und
durch Rechnung die Koordinaten der Funktionen y = + g, 4 y, und
¥' = — Y + y, bestimmt. Alles das findet sich in der Tabelle 9.

Fig. 29.

Log. Bilder von y¥* = + 152~ "2 5%,
Tabelle 9.

5*
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Auf Grund dieser Zahlen konnten die logarithmischen Bilder der
Funktionen 3’ und 4" gezeichnet werden. Uber die Darstellung der
logarithmischen Bilder negativer Funktionen wurde in § 2, S.11 aus-
fiihrlich gesprochen. Die Funktion ¢’ wurde in § 16, S.53 bereits
erwahnt.

Beziiglich der graphischen Darstellung méchte hier ein fiir allemal
folgende Bemerkung gemacht werden. Die Kurve 4’ ndhert sich asym-
ptotisch den Funktionsgeraden %, und y,, kann dieselben also erst im
Unendlichen erreichen. Dasselbe gilt von den beiden Asten der
Kurve 4" auch beziiglich der von dem Schnitt 4, ¥, ausgehenden nach
log0 — — o= hinweisenden Nullasymptote. Wenn in der Zeichnung
die je drei Linien an den Réndern des Feldes zusammenfallen, so ist
das nicht korrekt, gibt aber ein besseres Aussehen.

Weiter braucht wohl fernerhin nicht noch besonders erwidhnt zu
werden, daf} alle diese Darstellungen als Rechentafeln verwendet werden
konnen. Diese Verwendbarkeit ist eigentlich der Hauptzweck der
Darstellungen.

Fig. 30.

Log. Bild ' = 052~ 5 — 12184 0,7 2" —0,6.
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2. Beispiel: ¥y — 0,5 x—*:—1,20¢+%s - 0,7 "+ — 0,6.
Es wird gesetzt

9, = 0,5 2%, Yo = 1,222, Ys = 10,7 2%,
Dann kann man die zwei Gleichungen aufstellen:

Y = +ys—06)—us, Y =y — (Y2 + ys + 0,6),
welche zu dem Rechenvorgang in Tab. 10 fiihrten.

Un eine volle Ubersicht des Verlaufes der Funktion y zu erhalten,
mubten fiir # drei Mantissenbereiche # — 0,01 bis 10 in Rechnung
gebracht werden, es reichten aber fiir ¥ und zu der graphischen Dar-
stellung deren zwei aus. Die Funktionsgeraden wurden in der mehrfach
dargelegten einfachen Weise konstruiert und gestatteten, die Werte
von ¢, ¥, und y; rasch und bequem abzulesen. Aus praktischen
Griinden wurden die Summen (y; -+ y; — 0,6) gebildet, man hitte auch
Yy = (41 + ¥s) — (¥, + 0,6) wihlen konnen.

Die weiteren Summen (y,+ %5+ 0,6), %' und y" lieferten die
Koordinaten, welche zu der Darstellung der logarithmischen Bilder
aller dieser Funktionen in den Fig.30 und 31 erforderlich waren.

Fig. 31.

Log. Bild " = 0,52~ %8 —12x%% — 0,7 2% —0,6.
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In Fig. 30 wurde die Funktion ¢ = g, — ¥, + y; — 0,6 dargestellt,
es war aber nétig, die Funktionen (y, + y; — 0,6) und y, mit anzugeben.
Diese Linien schneiden sich in zwei Punkten und geben somit die
Stellen an, in denen g’ — O wird. Die Koordinaten derselben sind
y = 0,60, 2 = 0,35 und y — 2,5, z — 3,1, es wurden von denselben
aus die Nullasymptoten gezogen.

Tabelle 10.

Fig. 31 bringt die Funktion ¢’ — y, — y, — y; — 0,6 zur Darstellung.
Als Hilfslinien wurden y;, und (y, + y; + 0,6) mit eingezeichnet. Diese
schneiden sich im Punkte y — 1,2, 2 = 0,26, von dem aus die Null-
asymptote geht.

Beide Darstellungen reichen aus, um sich eine Vorstellung von
dem Aussehen der numerischen Bilder der Funktionen ¢ und 4" machen
zu kénnen. p' kommt von + oo her und erreicht bei 2 — 0,35 die
X-Achse, dann wird es negativ, hat zwischen z — 1,2 bis 1,4 den
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grobten negativen Wert — 0,62, erreicht bei z — 3,1 wieder die X-Achse
und steigt dann mit # zu + oo an. " kommt auch von 4 oo herab,
geht aber bei # — 0,26 in das negative Gebiet iiber und es wird fiir
Xr = + oo ?/” —_— — oo.

§2l. z=axiye+bxy +cxSy -

Auch in dieser Funktion sollen die Vorzahlen und Exponenten
alle Werte zwischen — oo und -+ o annehmen kionnen. Zur Kon-
struktion der logarithmischen Bilder derselben wird man im allgemeinen
folgendermaflen verfahren konnen. Schreibt man

2y = axtye, 2y = barye, 3 = cxsy® ...,

&= 2+ 2+ 2.

Jede der Funktionen z, lift sich durch y-Gleicher darstellen,
deren logarithmischen Bilder gerade und parallele Linie sind. Fiir
irgend einen Wert ¢, erhdlt man also so viel Gerade, als Funktionen 2,

Fig, 32.

so wird
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vorhanden sind und hat diese zu einer Resultante zusammenzusetzen.
Es geht aber daraus hervor, dall diese Resultante keine gerade
Linie mehr sein kann. Das Zusammensetzen kann durch Ablesen
und Rechnen, aber auch mittels des Mehmkeschen graphischen Ver-
fahrens erfolgen.

Fiir jedes y, erhilt man eine Resultante und kann so z durch
die Schar dieser y-Gleicher darstellen.

5 20 5 10
1. Beispiel: # — V. Vas+ 1,5Yy8. V.
Hier kann man schreiben
2, = Y2 a0, 2y = 1,5 40201,

Die logarithmischen Bilder dieser Funktionen sind in den Fig.32
und 33 dargestellt worden, und zwar durch y-Gleicher fiir y von 1 bis 10.
Hierzu werden weitere Erklirungen nicht mehr nétig sein.

An diesen Gleichern wurden die zu z =1, 2, 3, ... 10 gehérigen
2-Werte abgelesen und dabei die fiir gleiche y geltenden # zusammen-
gestellt. Es konnten dann die Werte 2 — #, 4 2, berechnet werden.

Fig. 33.

Log. Bild zy = 1,5 y0:6 20,1, dargestellt durch y-Gleicher.



§21 73

Das ergab die Koordinaten der y-Gleicher der z-Funktion und konnten
diese Linien in Fig. 32 graphisch dargestellt werden. Die ganze
Rechnung steht in der Tabelle 11.

<
|
©

L

NN
1=y
b

6,00 | 6,28 | 6,44 | 6,60 | 6,70 | 6,80 | 6,90 | 6,98 | 7,05
7,16 | 7,72 | 8,11 | 8,36 | 8,58 | 8§73

Tabelle 11.

x = 1 2 3 4 | 5 | & 7 8 9 10

| ! '
[ 2| 1,00 | 1,11 | 1,08 | 1,28 | 1,28 | 1,31 | 1,34 | 1,37 | 1,39 | 1,42
y=14z| 1,50 | 1,61 | 1,67 | 1,73 | 1,77 | 1,80 | 1,83 | 1,86 | 1,88 | 1,90
l 250 | 2,72 | 285 | 296 | 3,05 | 3,11 | 3,17 | 3,23 | 327 | 8,32
lzl 1,15 | 1,28 | 1,36 | 1,42 | 1,47 | 1,50 | 1,53 | 1,57 | 1,60 | 1,62
y =2 dz i 227 | 242 | 2,52 | 2,60 | 2,67 | 2,71 | 2,75 | 2,79 | 2,82 | 2,86
1 z || 342 | 8,70 | 3,88 | 4,02 | 4,14 | 4,21 | 4,28 | 4,36 | 4,42 | 4,48
2 | 1,25 | 1,38 | 147 | 1,58 | 1,59 | 1,68 | 1,67 | 1,71 | 1,74 | 1,77
y=2381{z | 28 | 811 | 325 | 3,34 | 341 | 348 | 8,51 | 3,58 | 3,61 | 3,66
2z | 415 | 4,49 | 4,72 | 4,87 | 5,00 | 5,11 | 5,18 | 5,29 | 535 | 543
z | 1,82 | 1,47 | 1,56 | 1,63 | 1,68 | 1,73 | 1,77 | 1,81 | 1,84 | 1,87
y=14 2z | 346 | 3,70 | 384 | 394 | 4,02 | 4,10 | 4,18 | 4,21 | 4,29 | 431
2z || 478 | 517 | 5,40 | 5,57 | 5,70 | 5,88 | 595 | 6,02 | 6,13 | 6,18
[ 2 | 1,38 | 1,52 | 1,62 | 1,70 | 1,76 | 181 | 1,85 | 1,89 | 1,92 | 1,95
y=25 Jz | 393 | 420 | 4,40 | 4,50 | 4,61 | 4,70 | 4,78 | 4,83 | 4,90 | 4,95
12’ 531 | 572 | 602 | 620 | 637 | 651 | 663 | 672 | 62 | 690
2z ] 1,48 | 1,58 | 1,69 | 1,77 | 1,83 | 1,88 | 1,92 | 1,96 | 1,99 | 2,02
y =6 {z | 440 | 470 | 490 | 501 | 5,15 | 524 | 5,31 | 540 | 548 ' 5,51
z | 583 | 628 | 659 | 678 | 698 | 7,2 | 7,23 | 7,36 | 7,47 | 7,58
lzl 147 | 1,64 | 1,74 | 1,82 ] 1,88 | 1,93 | 1,98 | 2,02 | 2,05 | 2,08
y=17 2 | 480 | 514 | 538 | 551 | 566 | 578 | 585 | 591 | 6,00 | 6,08
]z 6,27 | 6,78 | 7,02 | 7,33 | 7,54 | 7,71 | 7,83 | 7,93 | 8,05 | 8,16
I:I 1,52 | 1,68 | 1,79 | 1,87 | 1,93 | 1,98 | 2,03 | 2,07 | 2,11 | 2,18
y =28 1z | 521 | 561 | 586 | 6,01 | 6,18 | 6,29 | 6,39 | 648 | 651 : 6,61
I; 6,73 | 729 | 7,65 | 7,83 | 8,11 | 8,27 | 8,42 | 8,55 | 8,62 | 874
l V| 185 | 1,72 | 1,83 | 1,92 | 1,98 2,03 | 2,08 | 2,12 | 2,16 I 2,19

| 9,14 | 9,24

K SR SO N Y

|

@©
@
, @
e
[
[ <)

|

a | 158 | 1,76 | 1,57 | 1,95 | 201 | 207 | 211 | 2,16 | 2,20 | 2,23
y =10z | 599 | 640 | 669 | 688 | 7,00 | 711 | 7,24 | 7,35 | 7,41 | 7,50
z | 757 | 816 | 856 | 883 | 901 | 9,18 | 9,35 | 9,51 | 9,61 | 9,73

Wie aus Fig.32 zu ersehen ist, sind die logarithmischen Bilder
der y-Gleicher der #-Funktion fast gerade, aber nicht parallele Linien,
so dal sie angendhert durch die Gleichung 2z — p.2? ausgedriickt
werden konnen. Man erhilt z. B. fiir

y= 1, & =2a%5f 15a% — 252012,
y =10, & = 1,582%18 4 599201 — 7,57 20114,
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Die Exponenten der Gleicherformeln fiir die anderen Werte von y
liegen zwischen 0,112 und 0,125.

5h,

2. Beispiel: # — 1,78 Vy + 6,00 L
E V Yy

2y = 1,784l 2=, 2, — 6,00 y—"2. 2, 2 = 2, + 2.

Hier hat man

Die logarithmischen Bilder der y-Gleicher der Funktionen 2, und 2,
wurden in Fig. 34 und 35 konstruiert, es wurden die Koordinaten ab-
gelesen, in der Tabelle 12 zusammengestellt und die Koordinaten der
z-Funktion berechnet.

Tabelle 12.

2 | 6,00 | 6,90 | 7,46 | 7,90 | 8,23 | 8,54 | 880 | 9,00 | 9,26 | 9,45
| 7,78 | 839 | 882 | 9,16 | 9,41 | 9,67 | 9,89 |10,06 | 10,28 | 10,45

3,00 | 2,51 | 2,28 | 211 [ 200 | 1,92 | 1,85 | 1,79 | 1,73 | 1,69
421 | 4,84 | 5928 | 5,60 | 584 | 6,06 | 6,24 | 6,41 | 6,58 | 6,71
721 | 7,35 | 7,56 | 7,71 | 7,84 | 7,98 | 8,09 | 8,20 | 831 | 8,40

z || 405 | 3,41 ] 309 | 286 | 270 | 259 | 249 | 241 | 2,33 | 228
zy | 345 | 3,94 | 429 | 4,52 | 4,76 | 4,91 | 5,08 | 521 | 534 | 546
z | 7,50 | 7,35 | 7,38 | 7,38 | 7,46 | 7,50 | 7,57 | 7,62 | 7,67 | 7,74
500 | 4,20 | 3,80 | 354 | 8,37 | 321 | 3,09 | 299 | 2,90 | 2,82
3,00 | 8,5 | 3,73 | 3,96 | 4,12 | 4,29 | 4,40 | 4,51 | 4,63 | 4,72
8,00 | 7,65 | 7,53 | 7,50 | 7,49 | 7,50 | 7,49 | 7,50 | 7,53 | 7,54

2 | 595 | 498 | 4,50 | 4,19 | 3,96 | 3,80 | 3,66 | 3,52 | 343 | 3,35
zy | 2,68 | 3,08 | 3,35 | 3,63 | 3,70 | 3,82 | 3,93 | 4,03 | 4,13 | 4,23
2 | 8,63 | 806 | 7,85 | 7,72 | 7,66 | 7,62 | 7,58 | 7,55 | 7,86 | 7,58
z | 680 | 550 | 515 | 4,80 | 4,51 | 4,38 | 4,19 | 4,01 | 3,91 | 3,82
25 | 244 | 2,80 | 3,04 | 3,23 | 3,39 | 8,50 | 3,60 | 3,70 K 3,80 | 3,88
z | 924 | 850 | 819 | 803 | 7,90 | 7,88 | 7,79 | 7,71 | 7,71 | 7,70
[# 7,01 | 6,41 | 580 | 539 | 5,09 | 4,86 | 4,69 | 4,51 | 4,39 | 4,29
y =17z | 227 | 260 | 2,81 | 2,98 | 3,12 | 3,24 | 3,34 | 343 | 3,50 | 3,59
1 2 | 9,38 | 901 |86l | 837 | 821 | 810 | 803 | 7,94 | 7,89 | 7,88
[ 2 | 841 | 7,09 | 6,40 | 596 | 563 | 539 | 5,18 | 500 | 4,86 | 4,74
y =8 lz | 212 | 243 | 264 | 2,80 | 292 | 3,03 | 8,14 | 3,22 | 330 | 3,38
1 z 11053 | 9,52 | 9,04 | 8,76 | 855 | 8,42 | 8,32 | 822 | 8,16 | 8,12
{ 2 | 9,20 | 7,73 | 7,00 | 6,50 | 6,19 | 5,90 | 5,69 | 549 | 532 | 520

9

{e’l 1,78 | 1,49 | 1,36 | 1,26 | 1,18 | 1,13 | 1,09 | 1,06 | 1,02 | 1,00
1

@
Il
[ ]
K

SR SN
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1
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i | =
-~ |
‘,-_,_./_,_«_‘,.——A——\},_—\.__\
a ™ ¥
[

25 | 2,00 | 2,20 | 249 | 263 | 2,74 | 2,85 | 2,94 | 3,01 | 3,10 | 3,18
z 11,20 | 10,02 | 9,49 | 9,13 | 8,93 | 875 | 8,63 | 850 | 842 | 8,38

{zl 1000 | 841 | 7,60 | 7,09 | 6,70 | 6,40 | 6,18 | 5,96 | 5,79 | 5,61
10

<
I

2 | 1,90 | 2,17 | 2,36 | 2,50 | 2,61 | 2,70 | 2,79 | 2,87 | 2,93 | 3,00
2 11,90 [ 10,58 | 9,96 | 9,59 | 9,31 | 9,10 | 897 | 883 | 872 | 8,61
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Schon eine oberflichliche Durchsicht dieser Zahlen lehrt, daf die
Darstellung der Funktion 2 durch y-Gleicher (wie in Fig. 32) oder
z-Gleicher keine iibersichtlichen Bilder geben kann.

Es wurde deshalb in den Fig. 36 und 37 die Darstellung durch
2-Gleicher versucht, und zwar wurden deren numerischen und loga-
rithmischen Bilder konstruiert.

In Fig. 36 erscheinen als Abszissen die z und als Ordinaten die ¥,
sie stellt also das numerische Bild der Funktion vor.

An die Schnittpunkte der ganzen Werte von y und # wurden nach
Tabelle 12 die zugehdrigen # geschrieben und es wurden in diese die
2-Gleicher fir 2 = 17,5, 8,0, 9,0, 10,0 und 11,0 hineinkonstruiert. Diese
Darstellung 148t den eigentiimlichen Verlauf der Funktion iibersehen.
Fiir x =y =0 und # = y — oo erhilt man die unbestimmten Formen
0 oo . .
o und = bei z; und z,.

Wird nur ¥ = 0 oder nur z = 0, so wird z = oo.

Fig. 34,

Log. Bild z, = 1,78 _1/3/4 2~ s, dargestellt durch y-Gleicher.
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Man kann also vermuten, da8 die #-Gleicher langgestreckte ellipsen-
artige Gebilde sind, welche sich von # — y — 0 nach =y = =
erstrecken. Der Minimalwert 7,2, oder noch weniger, liegt dann in
der Ndhe z = 1, y = 2. Um das naher zu untersuchen, miiten Kon-
struktion und Rechnung fiir ¥ und x wenigstens auf den Bereich 0,1
bis 1,0 ausgedehnt werden.

Genau dasselbe Verfahren wurde in Fig. 37 auch im Nullfeld eines
Potenzpapiers angewendet. Hierbei zeigte es sich, daB die logarith-
mischen Bilder der z-Gleicher fiir # == 8 sehr nahe gerade Linien
sein werden, die sehr bequem in die Zahlen hineingezogen werden
konnten.

Fiir die praktische Anwendung einer derartigen Darstellung als
Rechentafel ist es gleichgiiltig, ob die Funktion 0 — F'(z, ¥, #) durch
y- oder z- oder auch z-Gleicher dargestellt wird. Man wird die

Darstellung zu wihlen haben, welche sich als die praktischere
erweist.

Fig. 35.

-1,

Log. Bild 2, = 6,00 y~ "22'5, dargestellt durch y-Gleicher.
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§22. w=axy°z*+bx"y°zf + cxSy" 2’ + ---
Wenn man schreibt
a,=a.z2% b, =0bz, c,=ca,...

w=a, 22y + b,x"y° 4 c,x*y*4 - -

Das ist genau die Form der Funktion, wie diese in § 21 behandelt
wurde, man erhilt nur fiir verschiedene Werte von 2 andere Vor-
zahlen. Der Vorgang wird folgender sein.

Man wihlt eine Anzahl n von z-Werten 2, 2,, 2, ..., #,. Dadurch
erhilt man » Gleichungen, in denen nur die Vorzahlen verschieden
sind. Nach diesen n Gleichungen werden ebensoviel Darstellungen der
Funktion durch y- oder z- oder w-Gleicher hergestellt. Sind dann die
Werte fiir  und y gegeben, so konnen den n Rechentafeln die Werte

80 erhélt man

wl, WQ, "}3, ey Wy
entnommen werden, die fiir
Z1y B9y &3y 409 @n

Fig. 36.

Num. Bild z = 1,78 y3/4 e + 6,00y~ 12 xll", dargestellt durch z-Gleicher.
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gelten. Betrachtet man die w als Ordinaten zu den Abszissen 2, trigt
diese auf und verbindet sie durch eine Linie, so kann man dieser den
zu einem gegebenen z gehdrigen Wert von w entnehmen, womit die
Aufgabe gelost ist.

§23.¢p :+yf1+ylziz+—¥-yzzmj:1)
Yy = yf1><ygz><...><y:,m><”,’
Ym — amxIm + by x'm + ¢y x5m + « -+

In diesen Gleichungen sollen die Vorzahlen und die Exponenten
alle Werte zwischen 4 oo und — oo annehmen konnen.

Die Konstruktion der logarithmischen Bilder der y-Funktionen ist
in § 20 eingehend behandelt worden.

Fig. 87.

Log. Bild der in Fig. 36 dargestellten Funktion,

1) Vgl. Flichennomographie, Heft 1, S.52ff., wo mehrere Funktionen be-
handelt wurden, welche hierher gehéren.
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Da log '™ = pmlog ym
ist, wird man die logarithmischen Bilder der Funktionen y’™ einfach
durch Multiplikation der Ordinaten 4 — 10logy mit p erhalten.

Da  logy = logyn+logypr 4 -+ logyym + -+,
wird das logarithmische Bild der y-Funktion durch Addition der Ordi-
naten der logarithmischen Bilder der y’”-Funktionen erhalten.

Die @-Funktion kann durch Ablesen und Rechnen, oder durch
das Mehmkesche graphische Verfahren abgeleitet werden.

Beispiel.
Es sind die Funktionen gegeben
Y= +02 +05Vx +03w, p, =3,

Yo—= —091+10c—2+ 0,12, Py —=—1)y,
ya == — 2,70 + 1,5 wo’l + 2,2 wo’?’ _ps - l(”s-
Fig. 38.
Log. Bilder von y; = +0,2+05 Yz + 0,3z, y3 = —0,91 +102—2 4 0,1 x+2,

Ys = — 270+ 15201422202 und @ = yi2 4y 2yl
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In Fig.38 wurden die logarithmischen Bilder der yx-Funktionen
und das um 1 Manteb zu hoch liegende Spiegelbild der y,-Funktion
eingetragen. Die die Doppelringe verbindende Linie ist das logarith-
mische Bild der berechneten ¢-Funktion.

Durch Multiplikation der Ordinaten der y-Funktionen in Fig. 38
mit den angegebenen p-Werten wurden die Ordinaten der Funktionen y?

Log. Bilder der Potenzen yf/z, y7 ' yiis der in Fig. 38 dargestellten Funktionen y;,
9o und ys und des Produktes vy dieser Potenzen.

bestimmt und fiihrte dies zu den logarithmischen Bildern dieser Funk-
tionen in TFig. 39. In dieser Figur wurden dann die Ordinaten der
Linien fiir 42 und y% addiert, wodurch die durch einfache Ringe kennt-
lich gemachten Punkte erhalten wurden. Die diese verbindende Linie
ist das logarithmische Bild der Funktion #i2 x 4is = y/.

Das logarithmische Bild der Funktion y; 'z liegt um 1 Manteb zu
hoch, seine Ordinaten sind negativ, sie miissen vom oberen Rand an
gemessen und von den Ordinaten der Funktion y' = y%:.4s abgezogen
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werden. Dadurch wurden die durch Doppelringe kenntlich gemachten
Punkte erhalten und die diese verbindende Linie ist das logarithnische
Bild der v-Funktion.

Die Koordinaten der numerischen Bilder dieser Funktionen sind

folgende:
z=1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
yp = 1,00 151 1,97 240 2,82 322 362 401 4,40 478
Ya=919 19 1,0 132 1,99 297 419 566 731 9,19
ys =100 143 172 193 210 225 238 249 259 268
yr=100 1,8 276 373 48 58 69 810 925 105
Yo Yo — 0,33 0,72 0,95 0,87 0,71 0,58 0,49 0,42 0,37 0,33
yAh=100 1,13 1,20 1,2 12 132 13¢ 1,36 137 1,38

=23 870 491 58 679 7,76 881 988 110 122
w=08 149 318 403 432 442 449 460 4,70 482

Viertes Kapitel
Auflésung von Gleichungen.

§ 24. Lineare Gleichungen mit mehreren Unbekannten.

Wir nehmen an, daf die sechs Gleichungen mit sechs Unbekannten
gegeben sind
O=k+mz+byteazt+dutev+fiw,
0=rlky+ ayz+byy+cyz 4 dyu+ev+ fow, (1)

0=he+asz +bgy+ o2+ dsu + €50 + fow.
Das praktische Verfahren zur Bestimmung der sechs Unbekannten
auf dem Wege der Rechnung allein diirfte folgendes sein.
1. Man dividiert eine jede der sechs Gleichungen durch ihre a-Vor-
zahl von z, oder multipliziert sie mit dem reziproken Wert derselben.
Dadurch erhidlt man die sechs neuen Gleichungen

0=+ 1.2+ py+nzt+outevt§w,
0=st+ 1.2+ oy + o2+ 0yu+ &v+ & w, (2)

0= we+ Lot By + 702+ 0ut c0+ &y,

aus denen die weiteren sechs Gleichungen folgen:

= ——Ppy—re—0,u—é&v—E§w,
T = —sy— Py —py2—0yu—se0—Ew, (3)
Z = —g—Psy —ps2—0su—&v—§w.

Schreiber, Flichen-Nomograpihe. II. 6
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2. Man wahlt irgend eine der Gleichungen des Systems (2) und
zieht diese von den anderen ab.

Dadurch erhdlt man fiinf Gleichungen, welche genau wie das
System (1) aussehen, so dafl es nicht notig ist, dieselben hinzuschreiben.

3. Jede dieser fiinf Gleichungen wird durch die Vorzahl von y
dividiert. Das ergibt fiinf Gleichungen fiir y wie im System (3) und
durch Subtraktion einer derselben von den anderen vermindert man
die Zahl der dem System (1) analogen Gleichungen auf 4.

4. Wenn man so fortfahrt, bleibt die Gleichung

0=A+ Bw
iibrig, aus der 4
W=—"%
folgt.
5. Vorher hatte man die zwei Gleichungen
0=0C+4+1.v+Dw, v=—C —Dw,
0=0Cy+1.o+Dyw, v=—C—Dyw

gefunden. Setzt man in diese w ein, so miissen sich zwei iiberein-
stimmende Werte von v ergeben.
6. Noch weiter vorher fand man
0=FE+1lut+Fv+Gw, wu=—E —Fv—Gw,
0=FE,+1l.ut+Fyo+ Gyw, u—=—FE,—F,v— Gyw,
0=FE,+1lut+Fo+ Gw, w—=—EFE,—F,v—G;w.
Die aus 4. und 5. hergeleiteten Werte von » und w miissen dret
iibereinstimmende Werte fiir » ergeben.
7. So fahrt man fort, # ergibt sich aus vier, y aus fiinf und x
aus sechs Gleichungen. Stimmen diese Zahlen alle iiberein, so ist man
sicher, daf die Rechnung richtig ist.

Welche Hilfsmittel hierbei in Anwendung kommen, hingt ganz
von der GroBe der Konstanten und Vorzahlen und der Genauigkeit,
welche von den Ergebnissen veriangt wird, ab. Das beste Hilfsmittel
wird stets die Rechenmaschine sein.

Handelt es sich um Gleichungen mit nur drei Unbekannten, so
kann man ein bequemes Schema 1) zum Rechnen mit Logarithmen ein-
richten.

Wenn die Zahlenwerte klein und nahezu von der gleichen GroBen-
ordnung sind, so daB graphische Verfahren in Frage kommen konnen,
werden auch Rechenschieber, die graphische Logarithmentafel (vgl. § 11,
S. 31) und die Produktentafeln in Betracht zu ziehen sein. Gegen den
Rechenschieber habe ich mich schon mehrfach ausgesprochen, mehr

1) Vgl. P. Schreiber, Abh. d. Kgl. sichs. met. Inst., Heft 4, S.28 ff. Leipazig.
Arthur Felix, 1899.
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mochte ich der graphischen Logarithmentafel das Wort reden. Ich glaube
aber, daB die Produktentafel dann das beste Hilfsmittel bleiben wird.
In seinem Leitfaden zum graphischen Rechnen behandelt Mehmke
von S.7 an die Auflosung linearer Gleichungen mit mehreren Unbe-
kannten nach einem gewill hoch interessanten graphischen Verfahren.
Auf S. 14 hat er die folgende Aufgabe gestellt:
4224+ 51y+ 8z 23u = 478,
82+ 49y + 462+ 39u = 38,0,
18z+4+ 9y+ 3224 5lu — 42,8,
x4+ 28y+ 1224+ 4Tu = 27,1.
Ich habe diese Gleichungen mit Hilfe der Produktentafeln gelost,
die ganze Rechnung steht in der Tabelle 13 und wird wohl ohne weitere

Erkldrung verstéindlich sein, trotzdem daf die Auflsung von der rechten
Seite her statt von der linken erfolgte.

Tabelle 13.

Die Rechnung ergab
x =076, y— 0,094, &— 0255, u — 0,396,
welche mit den genauen Zahlen W.W 0,75, 0,1, 0,25 und 0,4 geniigend
iibereinstimmen diirften.
6*
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§ 25. Potenzgleichungen mit einer Unbekannten.
In § 20, S. 66 war die Behandlung der Funktionen

Y = Py 20 + Py X2+ P93 - -

ausfithrlich erértert worden. Wenn man die numerischen oder loga-
rithmischen Bilder dieser Funktionen dargestellt hat, so kann man
durch Ziehen von Parallelen zur X-Achse im Abstand y = ¢ oder
10logy — 10logc dmb bestimmen, bei welchen Werten von z die
Funktion den Wert y — ¢ hat. Es ergeben sich die Wurzeln der
Gleichung aus den Schnitten der Funktionskurve mit der ¢-Horizon-
talen.

In den numerischen Bildern der Funktion wird dieses Verfahren
auch dann beibehalten werden konnen, wenn ¢ der Null sehr nahe
kommt oder vollstindig zu Null wird. Es wird auch keinen EinfluB
haben, ob ¢ positiv oder negativ ist.

Anders ist das aber bei den logarithmischen Bildern. Schwierig-
keiten entstehen hier, wenn ¢ zwischen + 1 und — 1 liegt und das
Verfahren versagt vollstindig bei loge¢ — log0 — — oo.

Sonach nimmt die Funktion

0 = py 29+ Py 22 4 Py 2B - -

eine Ausnahmestellung ein, wenn es sich um die Herleitung der Wurzeln
mittels der logarithmischen Bilder der Funktion handelt. Die Funktions-
form selbst erfordert, dal wenigstens eine der Vorzahlen p oder
auch wenigstens eine der Potenzen 2¢ negativ ist. Die Expo-
nenten ¢ konnen alle Werte zwischen — oo und 4 o haben, es wird
also auch einer Null sein konnen, was dann einen konstanten Wert p
ergibt.

Um dann die Gleichung auflésen zu konnen, hat man im allge-
meinen 8o zu verfahren, daf man die positiven und negativen Glieder
zusammenfafBt, wodurch man die zwei Funktionen

Yyt = a, x4+ a, 2%+ agaes 4 .--
Y~ = by a% 4 by a% 4 by 2% + - -
erhilt.

Die Schnitte der diese Funktionen darstellenden nume-
rischen oder logarithmischen Bilder ergeben dann die Wurzeln
der Gleichung.

1. Beispiel. In § 20, S.67, Fig. 29 war das logarithmische Bild
der Funktionen
y—=+15z"%4+52% und y—= —1bz"'"2+4 52"
dargestellt worden. Die erstere Gleichung hat bei y — 425 die
Wurzeln 7, = 0,41 und z, = 2,32.
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An den Kurven fiir die zweite Gleichung liest man ab
y=+4+10, =274 und y —=—10, 2 = 1,0.
Wenn es sich aber um den Fall ¥ — 0 handelt, setzt man
y* =bats, y = 15z,

Diese beiden Funktionen erscheinen in Fig. 29 als die mit y, und
4y bezeichneten Geraden, deren Schnitt

y=20, r—=182
ergibt.
AuBerdem mull auch 0 = Ha% — 15 x—2 — a'e — 3 sein, woraus
z = 1,82 folgt.

2. Beispiel. Fig. 30 (§ 20, S. 68) enthdlt das logarithmische Bild
der Funktion
y =052 s —12x+t% 4 0,7 2% — 0,6.
Dieses gibt folgende Wurzeln:

y = +25, x — 0,058, x,— 63,
Yy = + 0,4, xr, — 0,222, Ty =— 3,75,
y=—04, z =060, z,=2,30.

Zur Ableitung der Wurzeln fiir y — 0 wurde aus praktischen
Griinden
Y= 05"+ 0,72 — 0,6, y = 1,227
gesetzt. Die Funktion y* stellt in Fig. 30 die mit y, + y; — 0,6 be-

zeichnete Kurve dar, wihrend %~ durch die Funktionsgerade y, an-
gegeben wird. Diese Linien schneiden sich in zwei Punkten, welche bei

y=20, x =035 z, = 3,10

als Wurzeln ergeben.

3. Beispiel: 2508 —3 a2+ 15¢ —5 — 0 (Mehmke, Anleitungen
S. 45).

Da die Richtlinien der Funktion 2*? um so steiler stehen und
deshalb um so spitzere Schnitte geben, je groBer ¢ ist, empfiehlt es
sich, die Gleichung so umzuformen, daB das groBte ¢ moglichst klein
wird. Deshalb wird die gegebene Gleichung durch z* dividiert, was
ergibt

25t —3x 241623 —52—4 = 0.

Wir schreiben

% = 2,50 X 1024, y, = 3,002~2, y, = 1,50 x 1023, y, = 5,00z~ ".
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Mit Hilfe der in § 17, S. 54 erwihnten und empfohlenen Rechentafeln
wurde zuerst die Tabelle 14 fiir die Funktionen y — p2? = a 10*22 be-
rechnet. o und 2 = £ liegen zwischen 1 bis 10.

Tabelle 14.

Es moge hier nochmals erwihnt werden, dafl ¥y — n.10¢ gesetzt
werden kann, worin % zwischen 1,0 und 10,0 liegen soll. Die drei-
stelligen Zahlen in der Tabelle sind die n-Werte, daneben stehen die
Exponenten ¢. Um y, und y; zu erhalten, ist diesen Exponenten noch
k = 4 1 hinzuzufiigen. Aus dieser Tabelle ersieht man, daf in den
Grenzen z — 1 bis 10 das Glied y, derart iiberwiegt, dal die Wurzeln
wahrscheinlich bei Werten 2 < 1 liegen werden.

Schreibt man z = 10°§, worin £ von 1 bis 10 geht, so erhilt
man auch

Yy = pal :p(quG)gq.

Liegt also z zwischen 0,1 und 1, so ist 6 = — 1 und g6 = —gq.

Man kann dann die in Tabelle 14 stehenden Werte von 7 unver-
dndert lassen, hat aber den Exponenten bei y, —4, bei y,+ 2, bei
9s + 3 und bei y, + 4 hinzuzurechnen.

I. o ist positiv.

Wir setzen

Yy =u+y uwd y =y+y
und konnen dann die Koordinaten dieser Funktionen so ableiten, wie
dies Tabelle 15 lehrt.

II. o ist negativ.

Die Gleichung lautet dann

. h—Ys—Ys— Y =0
und es wird
Y'=% ¥ =%+¥%h+
Die Koordinaten dieser Funktionen wurden in Tabelle 16 abgeleitet.
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Die durch Division mit z¢ erhaltene Gleichung ist ein Spezialfall

der gegebenen Form
Y=2528—3224 152 —5 = 24+ (252t — 322+ 152~ —51™%)
= zty = 0.
In Tabelle 17 wurden die Koordinaten der Gleichung
Yy = 25xt—3zx 4+ 152 3 —5o*

zusammengestellt.

Mit den in den Tabellen 15 bis 17 enthaltenen Zahlen wurden die
graphischen Darstellungen in den Fig. 40 und 41 ausgefiihrt.

Fig.40. x negativ.

Log. Bilder von y — 2524 —82—2—152—3—bx—¢, y* = 25 x4,
Yy~ = 32—2+4 15234524

Fig. 40 bezieht sich auf die negativen, Fig. 41 auf die positiven 2.
In den logarithmischen Bildern fehlt die Strecke}von 2z — — 0,1 bis
@ = +0,l.

Wibrend die Funktion Y fiir x =— 0 den Wert —5 annimmt,
wird y moglicherweise zwischen — 6,53 x 104 bis — 3,53 >~ 104 liegen;
fir z = 0 erhdlt man die unbestimmte Form y = 0 — oo + oc — oo.
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Aus Tabelle 15 ergibt sich, daf y = 0 zwischen x — 4 0,3 und 4 0,4
stattfinden wird. Die Darstellungen der Funktionen %* und y~ in Fig. 41
schneiden sich im Punkt z — + 0,36.

Dagegen geben in Fig. 40 die Schnitte der Linien y* und y~, deren
Koordinaten in Tabelle 16 stehen, ¥ =— 0 bei z — — 0,99.

Um sich eine Vorstellung von dem Funktionsverlauf machen zu
kénnen, muB man sich Fig. 40 nach links herumgeklappt und das Stiick

von £ = —0,1 bis £ =— 40,1 dazwischenliegend denken. Man sieht
dann, dafl y von -+ oo bei £ — — oo steil herabkommt. Bei z = —1,0
ist y = 42,00 % 10—, bei 2 = — 0,9 aber schon — 1,52 x 10, der

Fig. 41. x positiv.

Log. Bilder von y = 25a*—3a—2+152—3—52—4, y+ = 2524+ 1523
und y~ = 3x—2+5x—4

Durchgang durch Null muB also dicht nach # = — 1,0 erfolgen. Nun
bleibt ¥ negativ bis £ — - 0,3. Als groBter negativer Wert erscheint
y = — 6,53 < 104 bei x = —0,1. Da bei z = + 0,1 y = — 3,53 x 10*
ist, wird das Minimum der Funktion dazwischen liegen, vermutlich an
der negativen Seite. Alles das konnte aber nur durch eingehendere
Untersuchung festgestellt werden.
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Von z = 4 0,36 an ist y wieder positiv, zeigt dann ein Maximum
¥ = + 2,90 x 10 bei x = 4 0,5, dann ein Minimum y = 4 2,24 x 10
bei # = -+ 0,7, und steigt dann rasch bis y = + oo bei 2 = + o an.

Mehrere Wurzeln hat also die Funktion nur zwischen 2 = —0,9
bis 2 = 4+ 1,0. Man erhilt als Wurzeln fiir
y = 0, r, = —0,99, z, = + 0,36,

y=+25x10, 7, = + 046, z, — 0,62, =z, — 088.

Durch Berechnen von mehr Zwischenpunkten konnen diese letzteren
Ergebnisse etwas abgeéndert werden, die Wurzeln fiir 4 — 0 konnen
aber als sicher bestimmt betrachtet werden.

4. Beispiel: a5 — 26t + 1248 — 103 a2 + 12¢ — 0,2 = 0
(Mehmke, S. 46).

Auch hier wird die Gleichung durch z3% dividiert, um die kleinsten
Exponenten zu erhalten, was ergibt

22 —26x+ 124 — 1032~ 14 12272 — 0,223 = 0.
Es wird gesetzt
Yy, = 1,002, y, = 2,60 x 102, y; = 1,03 x 1022—1,
Yy = 1,20 < 10272, Ys = 2,00 x 10—12—3,
Y'=0+1L24x104y, ¥ =Y+ Y+ Ys

Wie im 3. Beispiel wurden zuerst die notigen Multiplikationen mit
Hilfe der Richtlinien der a9-Funktionen ausgefiihrt, es wurde aber der
Fall vorgesehen, dal die Wahl der Abszissen

1,0 < 10%, 2,0 < 10%, 3,0 x 10°,. .., bis 9,0 x 10°

nicht ausreicht und daf wenigstens an einigen Stellen noch Zwischen-
punkte notig sind, um den Verlauf der Kurven genauer zeichnen zu
konnen.

So entstand die Tabelle 18.

Dann wurde eine zweite Hilfstabelle, Tabelle 19, angelegt, welche
die Feststellung der Grofenordnungen der Summanden in den Funk-
tionen y* und y~ erleichtern soll, was nicht dringend genug empfohlen
werden kann.

Im Kopf der Tabelle 19 stehen die £&-Werte und an den Seiten die
Zehnerpotenzen 10°. Da in jedem Mantissenbereich die Vorzahlen
wiederkehren, wurden sie nur einmal hingeschrieben. Dann lassen sich
die Exponenten um so leichter iibersehen. Mit diesen Hilfsmitteln
konnten die in Tabelle 20 stehenden Koordinaten der Funktionen y*
und 4~ leicht abgeleitet werden.
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Tabelle 18.

Tabelle 19.
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Tabelle 20.

Fig.42a. (x von 10~2 bis 100.)

Log. Bilder von y* = 224124+ 122—2 und y~ = 26 x4 103 2—14-0,22—3.

Die danach in Fig. 42 gezeichneten logarithmischen Bilder beider
Funktionen schneiden sich an den fiinf Stellen
z, = 0,02, z, = 0,116, z; — 0,88 bis 0,89, =z, =— 4,85, x; — 20,0.
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Die Schnitte sind aber spitz und werden deshalb an den Stellen
namentlich, an denen die Kurven nur geringe Neigung gegen die
Abszissenachse haben, nur geringe Genauigkeit der Feststellung der
Schnittpunkte gestatten.

Es wurde deshalb nach dem Vorschlag Mehmkes eine
andere Gruppierung der Glieder der Gleichung versucht,
und zwar

Y =124x100+y —¥yn ¥ =¥—Y+ Y
Die Koordinaten dieser zwei Funktionen stehen in Tabelle 21.
Um die logarithmischen Bilder dieser Funktionen in Fig. 43 ge-

niigend genau zeichnen zu konnen, war die Berechnung einer grioferen
Anzahl von Zwischenpunkten nétig.

Fig.42b. (x von 10° bis 10*2.)

Log. Bilder von y* = 224124+ 122—2 und y~ = 262+ 1032x—1 0223,

Die Funktion ¢ beginnt bei # = 0 mit ¥ = + 1,24 < 102 und
nahert sich dann, anfangs langsam, spiter rasch, der Null, sie wird dann
negativ und erreicht ihr Minimum % = — 4,40 x 101 bei z = 12 bis 14.
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Tabelle 21.

Fig. 48a. (x von 102 bis 100.)

Log. Bilder von 3y’ — 124422 —262 und y” = 1032x—1 —122—24 0,223,

V74
[\

Ot



§ 25 95

Dann steigt die Kurve wieder an und tritt in das positive Gebiet
iiber. Fiir # = + oo erhilt man die unbestimmte Form 3’ —= 4 oo — 0.
Um die Stellen, an denen % Null wird, genau feststellen zu kénnen,
miiite man die Differenzenkurve y, —y, aufzeichnen und die Schnitte
derselben mit der Parallelen y — 1,24 x 102 bestimmen. Das ist hier
nicht geschehen, da es nicht unbedingt nétig war, wahrscheinlich ist
¥ =0 bei 2, = 6,4 und , — 19,5. An diesen Stellen wurden in
Fig. 43 die Nullasymptoten eingezeichnet.
Die y"-Funktion hat bei  — 0 die unbestimmte Form
y' =+ oo — oo + oo.

Fiir x = 0,01 ergibt die Rechnung 4" — -+ 9,00 x 104, es nimmt
aber rasch ab und bei z = 0,02 wird ¢ = 0. Das Minimum wird
bei £ = 0,03 ungefdhr 4’ — — 2,40 > 108 sein. Der zweite Durchgang
durch Null wird bei # = 0,095 liegen. Die Funktion erreicht dann
bei # = 0,20 das Maximum %" — -+ 2,43 x 102 und geht dann stetig
mit wachsendem 2 der Null zu.

Fig.43b. (x von 10° bis 10*2)

Log. Bilder von y’ = 124 422 —262 und y"” = 1082z—1—12x—2-} 0,2 2—3.
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In Fig. 43 wurde von z =— 1,0 an die Zeichnung um 1 Manteb
nach oben verschoben.

Die Schnittpunkte liegen in Fig. 43 fast genau an denselben Stellen
wie in Fig. 42, die Schnitte sind in Fig. 43 entschieden weniger spitz,
aber es macht viel mehr Arbeit, die genaue Lage der Kurven festzu-
stellen. Sonach diirfte das erste Verfahren zweckméfiger sein, man kann
ja die Stellen um die Schnitte auf Potenzpapier mit Mb = 600 mm
aufzeichnen und wird dann trotz der spitzen Schnitte geniigend genaue
Ergebnisse erzielen konnen. Die Fig. 42 und 43 wurden auf Potenz-
papier Mb — 125 mm gezeichnet.

§ 26. Potenzgleichungen mit zwei Unbekannten.

P11 29,1 Y"1,1 ++ Py a2@2 Y12 4 Py sa93yns 4 - = 0,
D21 2921 Y721 - oo X922 Y22 + Py g XI28Y28 4 .- = 0.

In § 21, S.71 hatten wir die Darstellung der Funktionen von

der Form

e=axty+bxry’ + caxry*+--- oder 0= F(x,9,2)

durch numerische oder logarithmische Bilder eingehend behandelt. Es
ist dies die Darstellung einer Fliche, bei der zu jedem Paar von z
und y mindestens ein Wert von # gehort, welcher aus der Formel be-
rechnet, oder der graphischen Darstellung entnommen werden kann.
Tritt zu einer solchen Gleichung noch eine zweite von derselben Form,
oder auch ganz allgemein von der Form F,(x,4,2) = 0, so haben wir
eine zweite Fliche, welche wieder durch ihr numerisches und logarith-
misches Bild dargestellt werden kann und bei der wieder zu jedem
Paar z, y mindestens ein Wert von 2 gehort.

Diese beiden Flichen schneiden sich in einer irgendwie gestalteten
Raumkurve. Hat man diese auf irgend eine Weise dargestellt, so kann
man einer solchen Darstellung die Werte von ¢, wozu auch 2 = 0
gehort, entnehmen, welche beide Gleichungen erfiillen. Hat man
beide Funktionen durch 2-Gleicher dargestellt, so werden dies
also Linien sein, welche in der X Y-Ebene abgebildet sind. Wihlt
man dann die zwei fiir 2 — k geltenden Gleicher aus und bestimmt
deren Schnitte, so werden die Schnittpunkte zu gleichen Werten von
z und y gehoren, sie werden also in der Schnittkurve liegen. Die
Koordinatenpaare z, y sind dann die Wurzeln der Gleichungen
0 = F,(2,9,2) und 0 = F,(z,9,2) fir 2 = L.

Hat man aber die Funktionen durch y-Gleicher oder z-Gleicher
dargestellt, so mul man daraus die Gleicher fiir z ableiten, was meist
ohne Schwierigkeit wird geschehen konnen.

Hat man z. B. y-Gleicher gegeben, so sind diese auf der zz-Ebene
abgebildet, die Ordinaten werden dann die 2, die Abszissen die z sein.
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Man legt dann in der Hohe 2 — k eine Parallele zur z-Achse und liest
an dem Schnitte derselben mit den y-Gleichern die Koordinaten z, y
des 2z = k-Gleichers ab.
Man kann dann die beiden z-Gleicher mit y als Ordinaten und z
als Abszissen darstellen und deren Schnitte bestimmen.
Wenn die logarithmischen Bilder hierzu verwendet werden, so ver-
sagt dieses Verfahren wie in § 25, wenn
2=0, logsg = —oc
wird. In diesem Fall miissen in jeder der beiden Gleichungen positive
und negative Glieder vorhanden sein, man wird diese trennen konnen
und so die folgenden vier Funktionsgleichungen (vgl. § 2) erhalten:
et = 011 (2, y) = a1 211 Y% + a0 212012 - - -
27 = @ia(0,y) = by 2 ymn 4+ bygatreyte 4.
25 = @21 (2,y) = ag X2 Y21 - A9 2%229%22 4 - -+
27 = @oa(1yy) = oy atea Y™ + bygatr2y™e + -+
Jede dieser vier Funktionen kann man durch 2-, oder y-, oder
2-Gleicher darstellen. Ist dies durch y-Gleicher geschehen und hat
man n Werte 4y, 95, Ys, --- Yn ausgewdhlt, so wird man auf dem ersten
Blatt zwei Kurvenscharen von je »n Kurven erhalten und diese werden
n Schnitte der je zwei mit gleichem Index versehenen y-Gleicher
ergeben. Die Gleichungen dieser Kurven sind
Y #F = 9a(®my)y 27 = Pi2 (2, %)
Y & = 9a(®% ) 27 = P12(% %),

......................

Y T = Pra@ Yl 27 = Pra (@)
In den Schnittpunkten ist #} — o7, also wird

P10 (@ 9) — P12 (@ 41) = ¥ (21,41) = 0,
P11 (0, Y2) — P12 (1Y) = ¥1 (%o Ys) = 0,

......................

P11 (xa Yn) — P12 (x’?/n) = ¥; (Tm Yn) = 0.

Da die Abszissen
Zyy Loy Loy +ov Ty

der Schnittpunkte abgelesen werden konnen, kann man die Funktion

¥ (2,9) =0
graphisch darstellen und ihr die Werte von z und y entnehmen, welche
die erste Gleichung erfiillen.
Auf genau dieselbe Weise liefern die Funktionen ¢,; und ;e
eine Funktion s (2,9) = 0,

deren Koordinaten die zweite Gleichung erfiillen.

Die Koordinaten der Schnittpunkte der Funktionen ¥,
und ¥, ergeben die Wurzeln aus beiden Gleichungen, diese
Funktionen sind die Gleichungen der z-Gleicher fiir # = 0.

Schreiber, Flichen-Nomographie. II. 7
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Beispiel: 150+ ¥®—5ady — 0 = y, (x,¥),
WX —ab -9 = 0= ys(x,v).

Diese Aufgabe, welche Mehmke auf S. 53 seiner Anleitungen ge-
stellt hat, ist insofern besonders interessant, als sie lehrt, dafl man bei
allen diesen Verfahren nicht nach der Schablone arbeiten darf, sondern
sich den gegebenen Verhéltnissen anpassen muB. Wir setzen

sf = @1 = 15022498, &7 = @0 = H a3y,
s = @oy = T02 95, 25 = 2%

Die Koordinaten der Funktionen ¢,; und ¢, enthalten die Tab. 22
und 23. Die Werte 2 — 1 bis 10 und y = 1 bis 10 reichten nicht aus, es
mufte eine Erweiterung dieser Tabellen nachtréiglich vorgenommen werden.

Tabelle 22. Koordinaten der Funktion 2z} = 150 22 - ¢3.
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Tabelle 23. Koordinaten der Funktion 2§ = 7023 - 5.

[Fig. 44.

Log. Bilder von zf = 15022+ y® und 27 =_5a8y, dargestellt durch x-Gleicher.
7*
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Die Darstellung des logarithmischen Bildes der ¢, ;-Funktion durch
y-Gleicher erscheint nach den Zahlen in Tabelle 22 unzweckmiBig,
es wurden deshalb in Fig. 44 die z-Gleicher der Funktion gezeichnet
und muBte dazu ein Potenzpapier mit Mb — 125 mm benutzt werden,
da die Darstellung durch vier Felder geht. Abszissen sind in dieser
Zeichnung also 10.logy dmb, Ordinaten 10logz dmb.

Die Funktion ¢;,, =27 =528y muB dann ebenfalls durch z-Gleicher
dargestellt werden. Diese sind gerade Linien, welche mit der Y-Achse

Fig. 45.

Log. Bilder von 2} = 7023+ y® und 27 = «%, dargestellt durch y-Gleicher.

den Winkel 45°¢ bilden und von den durch ¢ = 5 28 bestimmten Punkten
der Z-Achse ausgehen. Die Werte # — 523 wurden in Tabelle 22 ein-
geschrieben.

Anders gestaltet sich diese Sache bei der ¢,;-Funktion, deren
logarithmisches Bild in Fig. 45 dargestellt wurde. Hier sind diey-Gleicher
vorteilhafter. Zum Verstindnis der Fig. 45 sei erwihnt, da man sich
die von der linken unteren Ecke ausgehenden Linien nach dem rechten
oberen Rand versetzt denken muf, sie gehdren also zu dem Feld ¢ = 4 1
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und 6 = 41 in Fig. 2 (S.4). Die Gleicher fiir y — 1 bis 4 liegen
so nahe, daB die fiir y — 2 und y — 3 weggelassen wurden. In Fig. 45
konnten nun noch die zur ¢,.-Funktion gehorigen Geraden z; — a5
ohne jede Schwierigkeit eingezeichnet werden.

Es handelt sich nun noch um die Ableitung der Koordinaten der
Funktion

0 =19, (r,y) und 0= Py(x,¥).

Fig. 46.

Log. Bilder der wy(x,y)-Funktionen, Ableitung der Wurzeln der Gleichungen.

Aus Fig. 44 ist ersichtlich, daf die Funktionen ¢;; und ¢, fiir
£ = 5, 6 und 7 je zwei Schnittpunkte ergeben, fiir gréfere Werte von
x aber nur je einen. Zwischen # — 4 und 5 muB} es einen z-Gleicher
geben, an dem die zugehdrige @,.-Gerade die Tangente ist, und fiir
kleinere z gibt es keine Schnitte mehr.

Man liest an den Schnittpunkten ab als Koordinaten der Funktion v,

x 5 6 7 8 9 10 12 14 16 18 2
y, = 64 515 430 3,75 3,35 2,98 248 2,18 1,90 1,66 151
¥y, =21 80 89

[
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Dagegen erhilt man aus Fig. 45 die Koordinaten der Funktion v,
y = 1 4 5 6 7 8 9 10
x =830 840 860 890 940 102 108 117
Diese Zahlen lieferten die beiden Kurven in Fig. 46.
Der vermutliche Verlauf der ¢,-Kurve fiir x < 5 wurde punktiert
angegeben. Der Schnittpunkt beider Kurven liegt bei
r = 84, y — 3,6.
Ob sie bei hoheren Werten noch einen Schnittpunkt haben, 1d8t
sich nicht erkennen.
Sonach werden
=84 und y — 3,6
den gegebenen Gleichungen geniigen.
Mehmke fand aber
x —=8,6, y—38.
Die Proberechnung gestaltet sich folgendermafen:
15028 4 48 — Sady —
10570 + 46 — 10640 — — 26 Schreiber
111204+ 55 —12132 = — 957 Mehmke
7028 — a5 4 ¢
41400 — 41700 4 741 — + 441 Schreiber
44700 — 47300 + 794 — — 1806 Mehmke.

1l

§ 27. Potenzgleichungen mit drei Unbekannten.

P1,1 29,1 Y11 25,1 - Py o 2912 Y12 £%1,2 4 P g XN1,3 Y18 2013 4 -0 = 0,
Do, X921 Y121 29,1 - Do o X922 Y22 22,2 L Py g 2923 Y 28 2%2,8 | o0 = 0,
Ds,1 X981 Y731 2%8,1 |- P30 293,2Y"8,2 298,2 |- Py 5 X938 Y88 283 4 - = O,

Wenn man statt der Vorzahlen p neue Vorzahlen % einfiihrt, deren
Gleichungen
k1,1 = P11 2°01, kx,z = P12 #°1,2, kl,s 2°18, ...
koy = po1 %21, Koo = Pop2°22, kg3 = Pi352°23, ...
ks = psp2%1, ksg = Ps02%2, kg = ps52%3, ...

sein sollen, so gehen die gegebenen Gleichungen iiber in

km a91,1y"1,1 4 k1’2 291,2 471,2 4 k1,3 203yns .o = 0,
ko 2920 Y2, - Kop 29229722 + kg5 2923 Y7234 +-- = 0,
kg0 298,10 4731 4 kg o 293,2 475,2 + k3 5 2933 973,8 4 - = 0.

Wenn man weiter eine Anzahl von z-Werten in passenden Ab-
stinden: #;, 2y, 23 bis #, auswéhlt, so erhdlt man n Gleichungssysteme
von je drei Gleichungen, in denen nur die k-Vorzahlen verschieden und
Funktionen von z sind. Es sind das aber je drei Gleichungen mit nur
zwei Unbekannten. Man wird die Gleichungen 1 und 2, dann 1 und 3,
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aber auch 2 und 8 kombinieren und jedes dieser Gleichungspaare in
der Weise auflosen konnen, wie dies in § 26 dargelegt wurde.
Dadurch erhélt man aus den Gleichungen

1 und 2 1 und 3 2 und 3

fir 2z, . . . . . . 2 und %, 2Y und gy, 27" und ¢y’
’ ’ ” ’ " "
w Py oo . o .. Xa oy Y Ty o, Y2, X3, Y2
’ ’ ”n " rrr ”nr
» 5 . 0 - .. X oy Ys, A5 5 Ys, X3y Yss
’ " " 1 "
w ne e o o oo Tn o Yny Tn oy Yny Tn  m Yn-

Die Koordinaten 2,, z,, und y,, erfiillen die Gleichungen 1 und 2,
Zmy Tmy Ym die Gleichungen 1 und 3 und 2,, zn, yn die Gleichungen
2 und 3.

Man kann alle diese Zahlen aber auch als die Koordinaten von
drei Raumkurven auffassen.

Schreibt man die drei gegebenen Gleichungen in der Form

0=1(%92), 0=1®y2), 0=r1(ny2)
so wird die Gestaltung dieser drei Raumkurven, da dieselben die
Schnittlinien von je zwei y-Flichen darstellen, durch
21 und %a, 7z und 25 x, und %
gegeben sein.

Mittels der gefundenen Koordinaten kann man diese Kurven durch
ihre Projektionen auf die drei Koordinatenebenen darstellen. Diese
Kurven miissen sich dann in den Punkten schneiden, welche auf allen
drei Flichen liegen, so daB die Koordinaten 2, ¥ und #z allen drei
Gleichungen geniigen.

Meist wird man mit der Bestimmung von nur zwei dieser Raum-
kurven auskommen. Die Probe durch Einsetzen der Wurzeln in die
gegebenen Gleichungen wird das kiirzere Verfahren sein.

Beispiel (Mehmke, Anleitungen, S. 59):

163(1 +25)—?/5 =0=n (CD, Y Z),
4oY9y+ 92 —daty = 0= (v 2),
(300)3 a8 y22 + a7ys 23 Vzﬁ — (300)8 Vx 2 =0= (2 u 2).

Es soll V9 y positiv gerechnet und in der ersten Gleichung, da die
Rechnung zuniichst mit groBen Werten von z angelegt wurde, die 1
vernachléssigt werden?).

Dann kann man die Gleichungen in folgende Formen bringen:

Yy = 2.2%,
12,98, 24 9.22 = 4.y.2%
27T.2.92. 28+ 10—6, 2"b. 45 . 27 — 243.104. 2% ',

1) Durch Elimination von y hitte man diese 3 Gleichungen dann auf 2 wie
in § 26 vermindern konnen.
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Fiir 2 sollen die Werte . . . . . 4, 6, 8, 10 und 12,
o Y m m e 5,10, 15, 20 , 25

versucht und z soll von 1 bis 10 in Rechnung gebracht werden. Diese
Annahmen griinden sich auf die Angaben Mehmkes, daB die Werte

r=33, y=150 und z=1T4
den drei Gleichungen geniigen.
Fig. 47.

Log. Bild ¢; = 1,20 x 10y%5x, dargestellt durch y-Gleicher.

Wenn kein Anhalt hieriiber vorliegt, wird die Hauptschwierigkeit
in der Auswahl der Grofenordnung der Unbekannten liegen.

Die Vorzahlen %, deren Gleichungen
9,002, 2,70 x 102, 106z, 2,43 > 106 ;0383

sind, lassen sich leicht mit Hilfe der Richtlinien 22 berechnen. Fiir
g =1, 2 und /; wird man diese bei der Hand haben, es wird also wohl
nur fiir ¢ = 11/; eine derartige Rechentafel (§ 17, S.54) herzustellen sein.
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Es soll nun ein vollstindiges Beispiel des Vorganges fiir
#z = 4 hier durchgefiihrt werden. Die Gleichungen lauten:

L y = 4 2%,
II. 1,20 x 104%5 z + 1,44 x< 102 = 4ya?,
TII. 1,08 x 1024228 4 1,63 x 10—*y527 = 3,86 > 106 0%,

Fig. 48.

Log. Bilder von ¢ = (144 + @,) = (144 +12y%52) und ¢, = 4yx?, dargestellt
durch y-Gleicher.

A. Kombination der Gleichungen I und II.

Da die Gleichung I identisch mit der in § 26 definierten Funktion
0 = 9, (x, y) ist, gilt es nun noch, die Funktion 0 = 7, (z, y) ab-
zuleiten. Hierzu sind die Funktionen

@, = 1,20 X 10y%x und @, — 4dya?

durch y-Gleicher darzustellen.
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Der Vorgang bei der Herstellung des logarithmischen Bildes der
Funktion ¢, in Fig. 47 ist so einfach und so oft bereits besprochen
worden, daf nichts weiter hinzuzufiigen ist.

Die Ablesungen an den Geraden der Fig. 47 ergaben die in Tabelle 24
stehenden Werte fiir ¢,, mit denen dann die Werte ¢, + 1,44 x 102

hergeleitet werden konnten.
Fig. 49.

Links: Kombination I und II. Log. Bilder von ¢, — y — 4206 = 0 und
Wy = 12y% x| 144 —4yx? = 0.
Rechts: Kombination I und IIl. Log. Bilder von y; = y —4206 = 0 und
wy = 1084228 41,68 X 10—4 527 — 3,86 <X 108xYs = 0.

In Fig. 48 wurde zuerst die Funktion ¢, — 4 yx2 dargestellt. Die
der Richtlinie 22 parallel verlaufenden y-Gleicher setzen sich an den

Punkten y= 5 10 15 20 25
9, —20 40 60 80 100

der Ordinatenachse an. Die Grofenordnung ist ¢, — 10%. Wird
deren Fortsetzung in dem dariiberliegenden Feld um 1 Manteb nach
unten verschoben, so ist deren GréBenordnung ¢, — 102%, man liest
an der Skala also 10—2¢g, ab.
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Trigt man die in Tabelle 24 stehenden Koordinaten der Funktion

@, + 1,44 % 10? in dasselbe Feld ein, so haben diese dieselbe Grofen-

ordnung, die Schnitte der gleichbezifferten y-Gleicher geben also die

Stellen an, an denen @, 4 1,44 x 102 — ¢, ist und es werden die zu-

sammengehorigen y und 2 die Koordinaten der #,-Funktion darstellen.
Fig. 50.

Man liest in Fig. 48 an den durch Doppelringe bezeichneten

Schnitten ab y = 5 10 15 20 25
r= 343 243 198 1,73 1,67

Mit diesen Koordinaten wurde die v,-Kurve in Fig. 49 erhalten,
sie gibt die Werte von z und y an, welche der zweiten Gleichung ge-
niigen. Die Gleichung der v,-Funktion ist ¥y — 4.2%5, und so konnte
deren Bild durch die vom Punkt y = 4 der Ordinatenachse ausgehende
Parallele zur Richtlinie 206 sofort eingezeichnet werden. Der Schnitt
der beiden v-Funktionen liegt bei

y=15 und z= 282

und das sind die Wurzeln aus den Gleichungen I und II
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B. Kombination der Gleichungen I und IIIL.
Hier handelt es sich zuerst um das logarithmische Bild der Funktion
1,08 x 1029228+ 1,63 X 10—4y527 = @5+ @,.

Die y-Gleicher der Funktionen ¢; und ¢, laufen parallel den
Richtlinien 2% beziehentlich z7 und gehen von den folgenden Punkten
der Ordinatenachse aus:

y= 5 10 15 20 25

@5 = 270 x 105 1,08 x 104 2,453 x 104 4,32 x 104+ 6,75 x 10+

@, = 5,04 x 10— 1,61 x 101 1,22 % 102 5,10 x 102 1,57 x 108
Fig. 51.

Praktische Anwendung der Rechentafel 7.

Bei diesen Zahlen erschien es zweckmifBiger, auf das in § 17, S.56
ausfiithrlich besprochene Verfahren zuriickzugreifen, wie dies in den
Fig. 50 und 51 geschehen ist. Die FErgebnisse des Multiplikations-
verfahrens stehen in den Tabellen 25 und 26 und aus diesen Zahlen
wurden in Tabelle 27 (vgl. § 8, S.20) die Summen ¢, 4 ¢, gebildet.

Endlich kommt noch die Funktion

@; — 3,86 > 106 20338
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in Frage. In Fig. 52 wurde diese als die vom Punkt 3,86 der Ordinaten-
achse ausgehende Parallele zur Richtlinie 2%% eingezeichnet.

Da die Vorzahl der Funktion ¢; von der GrioBenordnung 108 ist,
konnen in Fig.52 nur die Zahlen der Tabelle 27 eingetragen werden,
welche dieselbe Grofienordnung haben.

Die Schnitte der y-Gleicher (@; 4+ @,) mit der Funktionsgeraden @,
wurden wieder durch Doppelringe bezeichnet und ergeben die Koordi-
naten der v¢,-Funktion

y= 5 10 15 20 25
z =101 6,02 442 358 3,03
Tig. 52.

Log. Bilder von ¢ = (@5} @,) = 1,08 X 102223 41,63 X 10—4 527 und
@; = 8,86 < 10620,338, dargestellt durch y-Gleicher.

Danach wurde die Kurve im zweiten Teil der Fig. 49 gezeichnet.
Die ®,-Funktion ist dieselbe wie bei der Kombination I und II
y = 4 2%, Beide ergeben den Schnitt
y = 11,3, z = 552.
Das sind also die Werte, welche bei # — 4 den Gleichungen I und III
geniigen.
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C. Ableitung des Hauptergebnisses.

Auf genau dieselbe Weise wurden die Gleichungen behandelt,
welehe fiir # =— 6, 8, 10 und 12 erhalten worden waren. Dies ergab
die folgenden Koordinaten der Schnittlinien der Flichen

7 und 2% % und xg

5= 4 z =282, = T50, 2y = 552, y = 113,
By =— 6, xp = 3,10, ¥ = 11,7, x5 = 3,94, :l/'z' = 13,7,
ey — 8, zp— 335 =166, a5 — 309, yi = 158,
2, = 10, z, = 3,58, wi =214, ai =254, yi = 17,7,
o= 12, ap = 3,79, vs= 266, af = 219, 9 = 192.

Fig. 58.

Darstellung der durch y; und y, einerseits, sowie y; und y; andererseits bestimmten
Schnittkurven durch Projektion auf die drei Koordinatenebenen zur Ableitung der
Werte von «, y und 2, welche den drei gegebenen Gleichungen genigen.

Das sind also die Koordinaten von zwei Raumkurven, deren gra-
phische Darstellung durch die Projektionen auf mindestens zwei der
Koordinatenebenen erfolgen kann und wobei man die numerischen oder
logarithmischen Bilder wahlen darf.
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In Fig. 53 wurden die logarithmischen Bilder der Projektionen auf
die Z Y-Ebene 4, die Z X-Ebene B und die X Y-Ebene C aufgezeichnet.
Die Linien A muf man sich um eine Manteb nach rechts ver-
schoben und dann das ganze Blatt um 90° nach oben gedreht denken,
da gewohnlich die X-Achse horizontal nach rechts, die Y-Achse hori-
zontal nach vorn und die Z-Achse vertikal angenommen werden. Der
Schnitt dieser beiden Seitenprojektionen ergibt
y = 15,3, # = 1,5.
Dagegen liefert der Schnitt im Aufrif B
r = 328, #2="17)5.
Im Grundriff C liegt der Schnitt bei
z — 3,28, y — 15,2.
Der Abstand der beiden Punkte 6 und 8 ist bei der Kurve aus
41+ 22 = 39 mm, der Abstand des Schnittes vom Punkt 6 aber 29,5 mm.
Daraus folgt

100
s =T+ 195 = 7oL

Bei der g;- und y;-Kurve sind diese Zahlen 31 mm und 23,5 mm, was
80

ergibt. Als SchluBresultat kann man also

x =328, y =152, #= 17,515
betrachten.
Es sei nur noch erwihnt, dafl die Projektionen 4 und B in grofem
Magstab auf Linearpapier
2= 528 & =100 | yittel ¢ = 7,52
y =152, 2= T48,

ergaben.
Mehmke fand (S.60 seiner Anleitungen)
z =33, y=150, z2="T4
Die Kontrollrechnung mit dreistelligen Logarithmen ergab
L y—za% =152—153 = —0,18.
= 15,1 — 15,0 = 4+ 0,1 M.
IL 12Yyx+ 922 —4ya® = (1,585 4 5,08 — 6,55) 102 = + 78.

(1,535 + 4,90 — 6,55) 108 = — 11 M.
IIL 27 zy2 28 4 106 2"s yb 27 — 243 < 104 Ys 5's
— (1,656 4 5,420 — 7,080) x 108 = — 0,004 x 10¢ S.
— (1,618 + 5,000 — 7,080) x 108 = — 0,462 x 108 M.

Schreiber, Flichen-Nomographie. II. 8
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Der Verfasser hat ein sehr wesentliches Verdienst an der Ausarbeitung der Netze fiir
Koordinatenpapiere der verschiedensten Art, wie sie besonders von Schleicher & Schiill her-
gestellt werden. In dem vorliegenden Buche gibt er eine zusammenfassende, sehr lehrreiche
Darstellung der Prinzipien graphischer Wiedergabe von Funktionen (z. B. Exponentialfunktionen,
Logarithmen, Winkelfunktionen), die in der Technik, in der Meteorologie und auch in der
Physik und Chemie besonders wichtig sind. Auch die Umkehrung, das Ablesen von Einzel-
werten aus gezeichneten Kurven, wird an den sehr gut ausgefiihrten Diagrammen erldutert.

Die vielseitige Verwendbarkeit der graphischen Darstellung und des graphischen Rech-
nens in der physikalischen Chemie lassen es als dringend wiinschenswert erscheinen, daf
unsere jungen Fachgenossen sich beizeiten mit diesen Verfahren vertraut machen. Das vor-
liegende Buch vermag ihnen dabei sehr niitzliche Dienste zu leisten, besonders wenn sie
versuchen, selbst Beispiele fiir die angefiihrten Fille aufzufinden.

Zeitsahrift fiir physikal. Chemie, Bd. 99 (1921), Heft 1/2.

.. . Das Buch verfolgt den Zweck, der Flichen-Nomographie neue Jiinger zuzufiihren. Dazu
zeigt der Verfasser, welche Funktionspapiere zur Berechnung bestimmter Funktionen am
geeignetsten sind und worin die Vorteile liegen, die aus einer richtigen Wahl des Funktions-
papiers zu erhalten sind. Das Buch ist sehr interessant und anregend geschrieben und
verdient gelesen zu werden. ... Dinglers polytechn, Journal 1921, Nr. 18.

... Der Kern der vorliegenden Schrift ist wohl im vierten Kapitel enthalten mit der
Frage: Flichen-Nomographie oder Skalen-Nomographie (Fluchtlinienverfahren)? und mit dem
Ergebnis: Beide Methoden sind in der praktischen Anwendung ziemlich gleichwertig, aber das
Flichen-Nomogramm hat den Vorzug, dag man den Funktionsverlauf bequem iibersehen kann,. ..

...Der Inhalt ist auBerordentlich vielseitiz und daher wohl geeignet, das Interesse fiir
diese Art des graphischen Rechnens neu zu beleben....

Meteorologische Zeitschrift 1921, Heft 11.

Obwohl alle Mathematiker sich dariiber einig sind, daB man durch geeignete Wahl des
Koordinatenpapiers den Verlauf einer Funktion vereinfachen kann, wissen doch wohl viele
nichts von der Existenz solcher gedruckten Papiere. Die anderen aber, die davon wissen,
achten es nicht der Miihe wert, einen Versuch mit diesen Papieren zu machen. Vielleicht
haben sie sogar bei einem etwaigen Versuch einige Enttiuschungen erlitten, weil sie keine
Anleitung und keine praktische Erfahrung hatten. Fiir beide Teile greift das Buch, welches
sich auch #uBerlich durch sauberen Druck und sehr gutes Papier auszeichnet, hier helfend
ein. Ich mochte es darum allen empfehlen, denen es auf eine moglichst einfache graphische
Darstellung ankommt, und dies werden wohl hauptsichlich Physiker, Mathematiker, vielleicht
auch Chemiker sein. Ich hoffe, es wird sich viele Freunde erwerben und zur Entwicklung
der graphischen Methode sein gut Stiick beitragen. ,Gliick auf den Weg 1“

Hamburger Universitits-Zeitung 1921, lll, Jahrg., Heft 9.






