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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 

Благодаря развитию ЭВМ все большее значение в технИIСе и технологии 

приобретают системы автоматизированного проектирования (САПР). Эти систе­
мы содержат программные и аппаратные средства, назначением которых являет­

ся автоматизация рутинной части работы конструктора и проектировщика. На 

компьютер возлагаются многие операции, начиная от изготовления чертежей и 

кончая оптимизацией проекта в целом. САПР существенно увеличивает произво­
дительность труда инженера, изменяет его характер и открывает ранее недоступ­

ные возможности новых технических решений. Недалек тот день, когда результа­

том работы конструкторского бюро будет не комплект технической документа­

ции, а программа для ЭВМ, управляющая работой автоматической линии, 
системой роботов или станков с числовым программным управлением. 

Для обеспечения функционирования систем автоматизированного проектиро­
вания необходимо создание соответствующих пакетов прикладных программ, 

которые можно разделить на два типа. К первому типу относятся программы 

прикладного характера (расчет конкретных конструкций, компоновка сложных 
узлов и т. д.). Ко второму типу можно отнести пакеты программ универсального 

характера, используемые в любых приложениях. Это программы, реализующие 

методы вычислительной математики (численное решение алгебраических и диф­
ференциальных уравнений, минимизация функций, интерполяция и т. д.), про­

граммы построения изображений, выводимых на дисплеи и графопостроители, 
сервисные программы. Их создание может осуществляться независимо от конк­

ретных приложений, и они представляют интерес для всех разработчиков и 

пользователей САПР. 
Предлагаемая вниманию советского читателя книга посвящена описанию 

математических моделей, встречающихся в задачах САПР. Основное внимание 

уделяется методам представления плоских и пространственных кривых и поверх­

ностей. В части 1 книги изложены теоретические основы построения проекций в 
двумерном и трехмерном пространствах, методы интерполяции и аппроксимации 

кривых и поверхностей с помощью различных функций, в том числе. с помощью 

многочленов и сплайнов, и метод конечных элементов. Кратко описаны числен­

ные методы решения линейных и нелинейных алгебраических и дифференциаль­

ных уравнений, используемых при построении моделей кривых и поверхностей. 
Часть 2 полностью посвящена теории полюсов - оригинальному методу полино­
миальной интерполяции и сглаживания. 

Материал, представленный в книге, традиционно входит в учебные пособия 
по вычислительной математике, однако данная книга не является еще одним 

пособием на эту тему. В большинстве книг по численным методам значительное 

внимание уделяется теоретическому обоснованию (доказательству сходимости, 

единственности, устойчивости и т. п.). Эта же книга носит сугубо практический 

характер (насколько это можно говорить о математике). Авторы много внимания 

уделяют практическим аспектам предлагаемых методов (часто проводят сопо­
ставление теоретических и практических свойств). Это очень важно, так как 

теоретические оценки методов имеют нередко весьма отдаленное отношение к их 

практическим свойствам. Так, например, оценка скорости сходимости, как пра-
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вило, основана на мажорантных представлениях и обычно сильно занижена. В 
книге приводится много примеров, которые иллюстрируют те или иные методы и 

дают ясное представление об их достоинствах и недостатках. Другой особен­
ностью книги является четко выраженная направленность на решение задач 

графического представления различных объектов. Это обусловило подбор ма­
териала книги. 

Хотя, как уже говорилось выше, книга содержит традиционные вопросы 

вычислительной математики, ее нельзя считать учебным пособием. Более того, в 
ряде случаев, особенно в ч. 2, от читателя требуется свободное владение числен­
ными методами. Ее можно использовать скорее как справочное пособие. Основ­
ная ценность книги заключается в полноте изложения вопросов, связанных с 

графическим представлением данных, в анализе и сопоставлении практических 

аспектов различных методов графического изображения кривых и поверхностей. 
Книга содержит много рабочих формул, на основе которых можно построить 
алгоритмы и программы для ЭВМ. Для читателей, желающих более подробно 
ознакомиться с теоретическими основами численных методов, можно рекомендо­

вать следующие книги: Самарский А. А. Введение в численные методы.- М.: 
Наука, 1982; Калиткин Н. Н. Численные методы.-М.: Наука, 1978; Стечкин С. Б., 
Субботин Ю. Н. Сплайны в вычислительной математике.-М.: Наука, 1976. 

Книга рассчитана на широкий круг математиков и инженеров-разработчи­

ков САПР, а также студентов соответствующих специальностей вузов. 

Н.Г. Волков 



Часть 1 

ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ 
П. Шенен, М. Коснар, И. Гардан, Ф. Робер, 

И. Робер, П. Витомски 

ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРОВ 

В распоряжении разработчика систем автоматизированного проектирования 
(САПР) имеются вполне определенные математические средства для создания 

математических моделей объектов. Выбор средств и моделей оказывает сущест­
венное влияние на свойства САПР, которое может быть более или менее 
заметным при практическом применении САПР. Так, при использовании функций 

Безье или В-сплайнов для представления кривых и поверхностей даже неспециа­

лист по информатике увидит различия. Например, если изменится положение 
одной из обрабатываемых точек, в случае использования функций Безье будет 

прослеживаться тенденция к изменению кривой или поверхности на всем протя­

жении, а в случае использования В-сплайна -только в окрестности точки. Мате­

матическая модель может оказывать на практические результаты непредвиденное 

влияние, если ее свойства заранее неизвестны. Во всяком случае необходимо 

выбирать модель, обладающую вполне определенными характеристиками и 
возможностями. 

Математическим основам САПР посвящено большое число работ, приведен­
ных в списке литературы в конце книги. Мы попытались здесь дать единое 

представление о фундаментальной математической базе, на которой построена 
САПР. 

Целью данной части книги является введение в математические основы, 
охватывающие все главные направления разработок САПР без излишних подроб­

ностей. В гл. 1 освещены основные проблемы графического представления 
информации, а в гл. 2-проблемы обработки кривых и поверхностей. В ней 
наряду с описанием некоторых наиболее полезных методов (В-сплайны, функции 
Безье и т. д.) показаны задачи, для решения которых требуется применение этих 

методов, а также приведены сами решения. В двух последних главах рассмотрены 
методы решения систем линейных и нелинейных уравнений и метод конечных 

элементов. 



Глава 1 

Основы графического 
представления информации 

1.1. ВВЕДЕНИЕ 

Одним из технических средств САПР являются интерактивные мето­
дъ1 графического представления JШформации [2]. При их разработке 
используются определенные математические знания, в частности умение 

вычислять некоторые величины (расстояния, площади и т. д. ), осуществ­
лять переход от одного пространства к друтому (от реального прост­
ранства к пространству экрана дисплея, от трехмерного пространства к 

двумерному), вьшолнять геометрические преобразования, создавать ма­
тематические модели на основе геометрических свойств объектов. 

После краткого введения в основы матричной алгебры в этой главе 
будут рассмотрены математические методы, с помощью которых вы­
полняются: 

• основные операции машинной графики (пространственные преобразо­
вания, нормировка и т. д.); 

• преобразования на плоскости, определение расстояний, периметров и 
т. д. в двумерном пространстве; 

• геометрические и перспективные преобразования, определение пересе­
чений объектов и т. д. в трехмерном пространстве. 

Кроме того, кратко изложены методы, с помощью которых создают­
ся математические модели геометрических объектов. 

1.1.1. Основные сведения нз матричной алгебры 

Матрица представляет собой таблицу вида 

Х11 Х12 Х13 

Х= 
Х21 Xzz Хzз 

xpl Xpz Хрз ХР• 

состоящую из р строк и п столбцов. Элементы матрицы обозначаются 
xij• где i-номер строки, j-номер столбца. 

Матрицу, состоящую из одной строки или одного столбца, будем 
называть вектором, например: 

V = lv 1 v2 v3 ••• v.1-вектор-строка, 

W1 

W= Wz - вектор-столбец. 

wP 
Матрицы, состоящие из р строк и п столбцов, образуют векторное 
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пространство размерностью рп. Базис пространства образуется матри­

цами Eij• единственный отличный от нуля (и равный 1) элемент которых 
находится на пересечении i-й строки и j-го столбца. Любую матрицу 

можно разложить по базису: 
р n 

Х = L L xijEij. 
i = 1 j= 1 

Матрицей Х1, транспонированной по отношению к Х, называют 
матрицу, для каждого элемента которой xij справедливо соотношение 

x'ij = xji для i = (1, ... , р), j = (1, ... , п). 

Матрица, для которой Х1 = Х, называется симметричной. Матрица, 
для которой Х1 = - Х, называется антисимметричной. Две матрицы 
Х размерностью (р,п) и У размерностью (s, t) равны тогда и только 
тогда, когда 

{
p=s 

n=t 

Vie(l,p), 

Vje(l,n), 

Сумма двух матриц W = Х + У, имеющих одинаковое число строк 
р и столбцов п, определяется следующим образом: 

Vie(l,p), Vje(l,n), wij = xii + Yij· 

(Вычитание определяется аналогично.) 
Произведение W= Х· Уматрицы Х, имеющей р строк и п столбцов, 

на матрицу У, имеющую п строк и т столбцов, определяется по 

следующему правилу: 

Vie(l,p), Vje(l,m), 
n 

wij = L xikYkj · 
k=I 

Произведение W = s · Х скаляра s на матрицу Х определяется выраже-
ни ем 

Vie(l,p), Vje(l,n) 

Напомним еще несколько важных свойств матриц: 

• произведение матриц обладает свойствами ассоциативности и дистри­
бутивности справа и слева по отношению к сложению; 

• для двух матриц Х размерностью (р,п) и У размерностью (s, t) 
произведение Х ·У существует, если п = s. 

1.1.2. Основные све,'.\ения об о;щородных 1-:оордииатах 

Объект из п-мерного пространства может быть представлен в п + 1-
мерном пространстве. При переходе от п-мерного к п + 1-мерному 
пространству каждому объекту О может быть поставлено в соответствие 
бесконечное число его представлений О'. Однородные координаты пред­
ставляют собой один из способов такого перехода, когда добавляется 
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одна дополнительная координата (называемая масштабным фактором) 
так, что 

• представление в трехмерном пространстве двумерного вектора (х,у), 
соответствующего, например, точке на плоскости, задается следующими 

координатами: 

(sx, sy, s), 

где s-ненулевой скаляр; 

• представление 3-мерного вектора (x,y,z), соответствующего, напри­
мер, точке в пространстве, в 4-мерном пространстве задается следую­
щим образом: 

(sx, sy, sz, s), 

где s-ненулевой скаляр. 

В однородных координатах компоненты вектора (а, Ь, с) при его 
проекции на плоскость и вектора (а, Ь, с, d) при проекции на трехмерное 
пространство определяются соответственно 

(а/с, Ь/с) 

и 

(a/d, b/d, c/d). 

Строго математически скаляр s при переходе от п-мерного к п + 1-
мерному пространству выбирается произвольно при единственном усло­

вии - он должен быть отличен от нуля. Однако при использовании 
численных методов могут возникнуть некоторые другие ограничения: 

• Результатом преобразования должны быть числа, которые могут быть 
использованы в качестве координат. Например, если устройство отобра­

жения работает только с целыми числами (или по любой другой причине 
необходимо работать только с ними), для произвольного s, например 
s = 1, нельзя представить точку с координатами (0,5; 0,1; 2,5). Однако 
при разумном выборе s можно достичь того, что однородные координа­
ты будут целыми числами. В частности, если для приведенного случая 
взять s = 10, однородные координаты точки становятся целыми (5, 1, 25, 
10). 
• Результаты преобразования не должны приводить к арифметическому 
переполнению. Оставаясь в представлении целых чисел и зная, что 
диапазон их значений в ЭВМ составляет-216 + 216, для преобразования 
точки с координатами (80000, 40000, 1000) можно выбрать, например, 
значение параметра s = 0,1. 

1.2. ДВУМЕРНОЕ ПРОСТРАНСТВО (ПЛОСКОСТЬ) 

Вычисления в плоскости не представляют труда и основаны на 

понятиях планиметрии и аналитической геометрии. Мы ограничимся 
напоминанием основных сведений, рассмотрим примеры вычислений в 
ортонормированном базисе и проанализируем свойства рассматривае­

мых алгоритмов. 
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1.2.l. Основные операции 

Преобразование координат пространства в координаты экрана дисплея 
Одна из особенностей геометрического моделирования состоит в 

том, что оно позволяет пользоватеmо работать в своем собственном 

пространстве, не заботясь о последующем представлении информации 

на экране. Для связи пространств пользователя и экрана в них выделя­
ются окна прямоугольной формы, края которых параллельны коорди­
натным осям. Переход от одного пространства к другому состоит в 
определении соотношения между точками с координатами (Х 0 , У,,) в 
окне пользователя и (Х3 , У,) в окне экрана (рис. l.l). 

Окно лоАьзо4отел Окнозкрона 

'
Хпн 
Упн 
D I Х1н 

Узн 
D 

Лростронст4о л0Аьз06аm11А11 nространст6о :1крана 

Рис. 1.1. Окно пользователя и окно экрана. 

Окно пользователя определяется координатами нижнего левого (Х08 , 
У08 ) и верхнего правого (Х пв• У08) углов, окно экрана - аналогично (Х эн• 

J:н) И (Х эв• У.в). 
Из очевидных соотношений 

Хэ-Хэн Хn-Хпн У, - УЭН УП - УПR 

хэв - ХЭR хnв - Хпн' У.в - У.в fпв - У..в 

легко получаем выражения для связи координат 

хэ = AXn +В, У,= А'Уп +В' и 

Хп=СХэ+D. У0 = СУ, + D'. 

Ilоиск пересечений 
Пересечения плоских объектов нахt>дятся с помощью правил анали­

тической геометрии на плоскости. Рассмотрим в качестве примера 
. пересечение двух прямых, заданных уравнениями: 

АХ+ВУ+С=О, (l) 
А'Х+В'У+С'=О. (2) 

Очевидно, надо решить простую систему из двух уравнений с двумя 
неизвестными. Сначала вычислим определитель 

DET = АВ' - ВА'. 

Если 1DET1 < EPS, прямые считаютсJJ параллельными (ЕРS-очень 
малая величина), в противном случае координаты точки пересечения 
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определяются выражениями 

XINT = (С'В- СВ')/DЕТ' 

fiNт =(СА' - AC')/DET. 

Замечание. Использование однородных координат позволяет решить 

задачу в общем виде, охватывающем случай параллельных прямых. 
Действительно, запишем уравнения (1) и (2) в виде 

АХ+ ВУ+ CW= О, 
А'Х + В'У + C'W= О. 

Точку пересечения этих прямых можно представить в виде вектора 11 

Р = ((С' В - СВ'), (СА' - А С'), (АВ' - ВА')). 

Точке, находящейся на бесконечности, будет соответствовать третья 
координата, равная нулю. 

Пересечение окружности С с известными координатами центра (Хе, 
Ус) и радиусом R и прямой D. Запишем уравнения окружности и прямой в 
виде 

(Х - Хс)2 +(У- Ус)2 = R2 , 

АХ+ ВУ+ С=О. 

(3) 
(4) 

Проверим сначала, существует ли хотя бы одна точка пересечения. Для 
этого расстояние от центра окружности до прямой должно быть меньше 
или равно радиусу окружности: 

АХс + ВУс +С 
---;===:-- ~ R. 

JA2 + в2 
Если это условие выполняется, для решения задачи достаточно 

решить систему уравнений (3) и (4). Введем обозначения: 

DELTA = jR2 (A 2 + В2)-(АХс + ВУс + С)2 , 
Т1 = ВХс -АУс + DELTA, 
11. = ВХс - А Ус - DELTA. 

Тог да для двух решений имеем 

{ Х1 = (ВТ1 - АС)/(А 2 + В2), 
У1 = (- АТ1 - ВС)/(А2 + В2); 

{ Х2 = (ВТ2 -АС)/(А2 + В2), 

У2 = (- АТ2 - ВС)/(А2 + В2). 

Пересечение двух окружностей, заданных координатами центров 
(Х 1 , У1 ) и (Х2 , У2 ) и радиусами R1 и R2 • Сначала необходимо проверить, 

что окружности не являются концентрическими (т. е. расстояние между 

l) С точностью до постоянного множителя W/DET, несущественного в 
однородных координатах.- Прим. перев. 
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их центрами больше EPS). После этого находим выражение для ради­
кальной оси 1 > окружностей и задача сводится к предыдущему случаю: 
отыскиваются точки пересечения (если они существуют) радикальной 

оси и одной из окружностей. 
Замечание 1. Обычно предметом поиска являются точки пересечения 

отрезков и дуг, поэтому необходимо проверять, что найденные точки 

пересечения прямых и окружностей принадлежат рассматриваемым 

отрезкам и дугам. 

Замечание 2. Примеры, приведенные выше, иллюстрируют лишь 

используемые методы. При рассмотрении аналогичных геометрических 

свойств и понятий аналитической геометрии в трехмерном пространстве 

мы к подобным примерам возвращаться больше не будем. 

1.2.2. 11оиск решения при наличии огра11нче11ий 

В большинстве двумерных систем в задачах с ограничениями отыски­

ваются точки, окружности или дуги окружностей, прямые или отрезки 

прямых и реже кривые. В качестве примера можно привести задачу 

отыскания отрезка, касательного к двум заданным окружностям. Задача 

может не иметь решения, или можно найти 2 или 4 отрезка, удовлетво­
ряющих ее условию. Неоднозначность устраняется за счет дополнитель­

ной информации, например задания точки, вблизи которой должен 
пройти отрезок [2]. 

Задача с ограничениями в общем виде може.т быть определена так: 
(тип искомого объекта) (список ((ограничений) (элементов, на которые 
распространяются ограничения))). 

Решение такого типа задач сводится, вообще говоря, к решению 

довольно сложных систем уравнений. Однако решение удается упрос­

тить сведением его к определенным частным случаям. Таким образом, 

можно предложить два общих метода решения этой задачи. 

Решение системы уравнений 
Метод состоит в том, что, исходя из ограничений, элементов, на 

которые действуют ограничения и, возможно, параметров, составляют 

систему линейных или нелинейных алгебраических уравнений. Затем 
находят решения системы, из которых отбирают нужное (см. гл. 3). 
Преимуществом метода является его общность, существенным недо­

статком - возможная неэффективность решения в общем виде. 

Сведение к част11Ь1м случаям 

Попытаемся в отличие от предыдущего каждую возникающую систе­

му уравнений решить для частного случая. Существенный недостаток 

1' Радикальная ось двух окружностей представляет собой геометрическое 
место точек, из которых можно провести касательные одинаковой длины к этим 

окружностям. Если уравнения окружностей имеют вид Х2 + У2 + А;Х + В; У+ 
+С;= О, где i = 1,2, то уравнение радикальной оси имеет вид (А; - А 2)Х + 
+ (В 1 - В2) У+ (С1 + С2) =О.- Прим. перев. 
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такого подхода заключается в том, что добавление нового ограничения 

или нового элемента требует отдельного решения одной или нескольких 
систем (и соответственно составления одной или нескольких подпро­
грамм). Преимущество состоит в том, что не требуется использовать 
сложных методов решения и, овладев соответствующими навыками, 

решение любой задачи можно находить, сводя ее к частным случаям. С 
точки зрения вычислительной техники такой подход ценен тем, что 

позволяет создать библиотеку алгоритмов. Мы не описываем здесь все 
возможности подхода, а читателя, интересующегося этими вопросами, 

отсылаем к работе [2]. Приведем только два примера, которые иллюст­
рируют достоинства такого подхода. 

Проведем окружность СЗ, касательную к двум окружностям Cl и С2 
с координатами центров (Xl, Yl), (Х2, У2) и радиусами R1 и R2. В 
частных случаях возможные центры окружности СЗ определяются как 
точки пересечения окружностей, концентрических с окружностями Cl и 
С2 и с радиусами1 >: 

R1 + R и 

R1 + R и 

IRI- RI и 
IRI-RI и 

R2+R, 
IR2-RI, 
IR2- RI, 

R2+R, 

где R-радиус касательной окружности. Отметим, что центры касатель­
ных окружностей расположены на расстояниях Rl + R или 1 Rl - R 1 от 
центра окружности Cl и R2 + R или 1 R2 - R 1 от центра окружности С2. 

Из геометрических соображений, используя аналогичные рассужде­

ния, можно сделать вывод, что, например, окружность, касательная к 

трем непараллельным прямым, имеет центр на пересечении трех внут­

ренних биссектрис и что ее радиус равен расстоянию от этой точки до 
любой из этих прямых. 

Замечание. Можно упростить вычисления, если использовать преоб­
разования, рассмотренные в следующем разделе. Можно, например, 

выбрать такой базис, в котором начало координат является одной из 
выделенных точек (центром одной из окружностей). 

1.3. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЕРИМЕТРОВ И ПЛОЩАДЕЙ 

Эти вычисления выполняются без труда для фигур, представляющих 
собой многоугольники. Из графических представлений легко получить 

правила вычислений. Пусть имеется замкнутый многоугольник с N 
вершинами (последняя вершина совмещена с первой). Обозначим через 
х;. У; координаты i-й вершины. Тогда можно показать, что периметр Р и 

IJ Ограничение заключается в том, что решение следует искать не на всем 
множестве точек плоскости, а на более узком множестве точек, лежшцих на 

концентрических окружностях с приведенными радиусами.-Прим. ред. 
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площадь А вычисляются по следующим формулам 1 J: 

N-1 

р = L [(х;+ 1 - х;)2 + U';+ 1 - у;)2]1;2, 
i= 1 

[ 
1 N-1 ] 

А = 2 i~l (Х;У;+ 1 - xi+ 1YJ + ХнУ1 - Х1Ун · 

Замечание. Приведенные формулы применимы только к многоутоль­
никам. Если необходимо вычислить периметр или площадь друтой 

фигуры, ограниченной более сложной кривой (например, отрезками и 
дугами), то приведенными формулами легко воспользоваться для при­
ближенных вычислений после замены произвольного контура много­

утольником. Точность результата будет зависеть от степени приближе­

ния многоугольника к заданной фигуре. При необходимости можно 
произвести точные вычисления (используя друтие методы [2]). 

1.4. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ НА ПЛОСКОСТИ 

Геометрические преобразования используются для перемещения и 

модификации объектов. Преобразования представлены в матричном 

виде с использованием приведенных выше сведений об однородных 
координатах. Последние необходимы еще и потому, что без них трудно 

обойтись при описании преобразования переноса. 
Геометрическое преобразование, примененное к объекту или сово­

купности объектов, может быть композицией (последовательностью) 
нескольких преобразований. Для его описания будем использовать 
матрицу, представляющую собой произведение матриц более простых 
преобразований (что является следствием ассоциативности матричного 
умножения). 

Основные преобразования следующие: 

• преобразование переноса на вектор Т; 
• преобразование поворота относительно начала координат на утол а; 
• преобразование масштаба на вектор Е (умножение координат объекта 
на координаты вектора Е). 

Рассмотрим математические выражения для основных преобразова­
ний (исходный объект-вектор Р(х, у)-преобразуется в вектор Р'(х', y'))2J. 

• Преобразование переноса на вектор T(t", ty): 
Р' = р + Т, 

при ЭТОМ 

1> Знак числового значения площади зависит от направления обхода точек. В 
правой системе координат (ось абсцисс-вправо, ось ординат-вверх) положи­
тельный знак возникает при обходе против часовой стрелки. Использование 

отрицательных площадей часто бывает полезным.- Прим. ред. 
2 > Далее Р и Р' понимаются как векторы-строки.-Прим. ред. 
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Легко показать, что в однородных координатах матрица, описывающая 
это преобразование, имеет вид 

l о о 

М(Г) = О l О 

t" ty l 

а преобразование вектора Р(х, у, l) в вектор Р' (х, у', l) можно записать в 
виде 

Р' = РМ(Т). 
• Преобразование поворота относительно начала координат на угол а. 
Координаты преобразуются по следующему правилу: 

{ х = xcosa - ysina, 
Р'= 

у' = xsin а + ycos а. 

Отсюда легко получается матрица преобразования: 

cos а sina О 
M(R(a)) = - sina cosa О 

о о l 

Матричная запись преобразования: 

Р' = PM(R(a)). 

• Преобразование масштаба на вектор Е(е1 , е2 ). Правила преобразова­
ния координат: 

х' = е 1 х, у'= е2у. 

Матрица преобразования: 

М(Е)= 

Матричная запись преобразования: 

Р' = РМ(Е). 

Цепочка преобразований 
Более сложные преобразования можно определить как цепочку ос­

новных преобразований, примененных последовательно. Матрицу слож­
ного преобразования будем искать в виде произведения матриц преобра­
зований, составляющих цепочку. 

Предположим, что к объекту применяется преобразование переноса 
на вектор T(t", ty), а затем преобразование поворота относительно 
начала координат на угол а. Выполним сначала перенос, обозначив 
результат через Р': 

Р' = РМ(Т). 
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Затем выполним поворот, обозначив результат через Р': 

Р" = PM(R(a)). 

Окончательно получаем 

Р' = PM(T)M(R(a)). 

Воспользуемся свойством ассоциативности матричного умножения и 

выполним сначала умножение матриц М(Т) и M(R(a)). Результат будет 
представлять собой матрицу полного преобразования: 

l о о cosa sina о 

о о - sina cosa о 

(х ty о о 

cosa sina о 

- sina cosa о 

txcos а - tysin а txsin а+ tycos а 

По аналогии с приведенными здесь рассуждениями можно опреде­

лить матрицу любого сложного преобразования, состоящего из цепочки 

основных преобразований. 

Пример 1. Определить матрицу преобразования, соответствующего 
повороту на угол а относительно точки С(х,, у,). 

Для решения этой задачи сначала отметим, что такое преобразование 

можно осуществить в три этапа: 

l) преобразование переноса на - С для того, чтобы совместить 

центр поворота с началом координат (так как нам известна матрица 

преобразования поворота только относительно начала координат); 
2) преобразование поворота на угол а относительно начала; 
3) преобразование переноса на С для возвращения центра поворота в 

прежнее положение. 

Полное преобразование будет иметь вид 

Р' = Р·М(Т(- C))·M(R(a))·M(T(C)) = 

=Р 

=Р 

=Р 

l о 

о l 
-Сх - Су 

l о 

о 

-Сх -СУ 

cosa 
-sша 

о 

о 

l 

о 

о 

cosa sша 

- sina cosa 
о о 

cosa sin а 
-sша cosa 
сх су 

sina 
cosa 

о l о 

о о l 
l сх су 

о 

о 

- Cxcos а+ Cysin а+ Сх - Cxsin а - Cycos а + СУ 

о 

о 

о 

о 

Пример 2. Определить матрицу, соответствующую преобразованию 
гомотетии с центром в точке С(Сх, Су) и масштабом R(Rx, R,). 

21051 
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Задача решается аналогично предыдущему случаю, так как нам уже 

известна матрица центральной гомотетии (изменение масштаба относи­
тельно начала координат). Требуемое преобразование получается путем 
выполнения следующей цепочки основных преобразований: 

1) преобразование переноса на - С для совмещения центра гомоте­
тии с началом координат; 

2) преобразование масштаба на вектор R; 
3) преобразование переноса на С для возвращения центра гомотетии 

в прежнее положение. 

1.5. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
В ТРЕХМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

Геометрические преобразования в трехмерном пространстве осу­
ществляются так же, как и на плоскости. Таким же образом определяют­
ся основные преобразования, и матрицы сложных преобразований полу­
чаются умножением соответствующих простых матриц. 

Описание преобразований в трехмерном пространстве немного слож­
нее, чем для плоскости. Например, преобразование произвольного 
поворота представляется в виде комбинации преобразований поворотов 
относительно трех осей. Как и в плоскости, определим три основных 
преобразования, включающие преобразование поворота, которое в свою 

очередь состоит из трех последовательных преобразований. 

Основные преобразования: 
• преобразование переноса на вектор Т; 
• преобразования поворотов вокруг оси Х на угол а, вокруг оси У на 
угол Ь, вокруг оси Z на угол с; 
• преобразование масштаба. 
Матрицы основных преобразований легко получить из следующих 

определений: 

Матрица преобразования переноса на вектор T(t", tY, tz): 

l о о о 

о 1 о о 

о о l о 
М(Т)= 

• Матрицы преобразования поворота (углы показаны на рис. 1.2): 
Матрица преобразования поворота относительно оси Х на угол а: 

1 о о о 

О cos а sin а О 

О - sin а cos а О 
M(R(x,a)) = 

о о о 

Матрица преобразования поворота относительно оси У на угол Ь: 
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у z у 

х х 

Ле6ая систена коо!Юинат Лра6ая систена кoopillllfam 

Рис. 1.2. Уrлы поворотов в трехмерном пространстве. 

M(R(y,b)) = 

cosb О 
о 1 

о 

о 

sin Ь 
о 

- sinb О 

о о 

cosb 
о 

о 

l 

Матрица преобразования поворота относительно оси Z на угол с: 
cos с sin с О О 

- sin с cos с О О 

о о l о 
M(R(z,c)) = 

о о о 

Матрица преобразования масштаба на вектор Е(е", еУ, ez): 

М(Е)= 

е" О О О 
О еУ О О 
о о ez о 
о о о l 

Цепочка преобразований 
Более сложные преобразования описываются так же, как и для 

плоскости. Предположим, например, что требуется выполнить преобра­
зование поворота относительно оси Х на угол а с последующим 

преобразованием переноса на вектор T(t", t,. tz). Матрица полного 
преобразования равна произведению матриц его составляющих: 

М= 

2• 

10 о о 1000 
О cos а sin а О О l О О 

О - sina cosa О О О l О 

О О О 1 (" fy lz l 

l 
о 

о 

t" 

о 

cosa 
- sina 
t, 

о о 

sin а О 

cosa О 

tz l 
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В следующем примере показано, что также просто получить матри­

цу, описывающую «классическое» геометрическое преобразование из 
матриц основных преобразований. 

Пример. Осуществить преобразование поворота относительно произ­
вольной прямой d на угол с. 

Для решения задачи прямую удобнее всего задать в параметрической 

форме через точку Р, лежащую на прямой, и единичный вектор направ­
ления V (если прямая задана в другой форме, достаточно ее привести 
к параметрической). Этапы решения следующие: 

1) преобразование переноса на - Р для того, чтобы прямая проходи­
ла через начало координат: 

2) преобразования поворотов на угол а относительно оси Х, затем на 
угол Ь относительно оси У. Углы а и Ь выбираются так, чтобы прямая 
d после поворотов совпала с осью z (рис. 1.3); 

х 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

/ 

у 

Рис. 1.3. Поворот вокруг произвольной прямой. 

/ 
/ 

//d' 
/ 

3) преобразование поворота относительно оси Z на угол с; 

у 

4) преобразования поворотов на угол - Ь относительно оси У и на 
- а относительно оси Х; 

5) преобразование переноса на Р. 
Замечание. Единственная трудность состоит в определении углов 

а и Ь. Для вычисления угла а можно воспользоваться соотношениями 

v, = v, 
cos а = (~ + v;)112 D, 

. vy v, 
sш а = (V; + v;)112 = D. 

Отсюда матрица преобразования поворота для данного случая (из 
общего вида матрицы преобразования поворота относительно оси Х) 
имеет вид 

о 

М (R(x, а))= О V,/D 
О - V,/D 
о о 

о 

V,/D 
V,/D 
о 

о 

о 

о 

l 
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Для определения угла Ь найдем сначала, как преобразуется единичный 
вектор V после поворота на угол а относительно оси Х: 

V' = (Vx V, V, l) 

l о 

О V,/D 
О - Vy/D 
о о 

о о 

V,/D О 
V,/D О 
о l 

=(Vx О D 1). 

= (Vx О D2/D 1) = 

Отсюда получаем выражение для угла Ь 

cos Ь = D, sin Ь = - Vx 

и для матрицы преобразования поворота на угол Ь относительно оси У 

D О Vx О 
о 1 о о 

-Vx О D О 
M(R(y,b)) = 

о о о 

1.6. ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ И ПЕРСПЕКТИВНЫЕ ПРОЕКЦИИ 

В технических чертежах применяются паралелльные проекции, а 
перспективные обычно используют художники и архитекторы для изо­

бражения общих планов. Черчение с применением перспективных проек­
wй более или менее сложных объектов довольно трудоемко, но исполь­
зование вычислительной техники позволяет упростить эту процедуру. С 

помощью вычислительных устройств удалось коренным образом изме­

нить саму постановку проблемы. Средства САПР позволяют «видеть» 
объект в перспективе, легко исключая или представляя невидимые 
элементы изображения. 

Перед разработчиками САПР в этом плане стоит следующая задача: 
необходимо представить реальный трехмерный объект на устройстве, 
имеющем двумерную поверхность отображения (экран, чертеж). Реше­

ние ее состоит в получении проекции трехмерного объекта на плоскость. 
Ниже показано, что получение проекции объекта математически 

можно описать как преобразование. Поскольку речь пойдет о перспек­
тивных и других преобразованиях, напомним некоторые их свойства. 

Перспективную проекцию можно представить как последовательность 
двух преобразований: перспективного преобразования, которое преобра­
зует трехмерное пространство в трехмерное, и следующего за ним 

преобразования-проектирования на двумерную плоскость (например, 
экран) для получения требуемого вида объекта. 

На рис. 1.4 приведена классификация типов плоских проекций, ис­
пользуемых в САПР. 

Итак, различают перспективные и параллельные проекции. Для 

получения перспективной проекции необходимо определить точки пере­
сечения плоскости проекции с прямыми, исходящими из центра проекти­

рования и проходящими через все точки объекта. Параллельная проек-
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Парал.пельные 

Рис. 1.4. Типы плоских проекций. 

ция определяется аналогично, за исключением того, что центр проекти­

рования находится на бесконечности (все прямые параллельны). 
Аксонометрической проекцией называется параллельная проекция, у 

которой порождающие прямые перпендикулярны плоскости проекции. В 
противном случае имеем косоугольную проекцию. 

Среди аксонометрических проекций различают: 

• изометрию: в плоскости проекции углы между каждой парой осей 
равны; 

• диметрию: в плоскости проекции равны между собой два угла между 
осями; 

• триметрию: в плоскости проекции все три угла между осями различны. 
Для косоугольных проекций проектирующие прямые составляют с 

плоскостью проекции угол, отличный от 90°. Различные типы косоуголь­
ных проекций характеризуются величиной этого угла. Выделяют два 
типа косоугольных проекций: 

• свободную проекцию: угол между проектирующими прямыми и плос­
костью проекции равен 45°; 
• кабинетную проекцию: частный случай свободной проекции, в кото­
ром масштаб по третьей оси уменьшен в два раза. 

При использовании перспективного проекrирования стремятся полу­

чить такой вид изображаемого объекта, который наиболее реалистично 
отражал бы его, был бы возможно более близок к восприятию челове­

ческим глазом. При этом используют различные типы перспективного 

проектирования в зависимости от выбранной поверхности изображения 
(плоскость, сфера, цилиндр). 

Для описания преобразований проектирования, так же как и других 
геометрических преобразований, будем использовать матрицы, векторы 
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и однородные координаты. Это позволит унифицировать изложение и 
упростить решение задач геометрического моделирования. 

Рассмотрим матричные представления различных типов проекций. 

1.6.1. Аксонометрические проекции 

Аксонометрия является параллельной проекцией. Рассмотрим снача-
ла ортографические проекции в плоскостях х = О, у = О, z = О. Матрицы 
преобразований проектирования для этих случаев легко выводятся из 
определений 

о о о о 

Морт(х =О)= 
о l о о 

о о l о 

о о о l 

l о о о 

Морт(у =О)= 
о о о о 
·о о l о 

о о о l 

l о о о 

М0рт(z =О)= 
о l о о 

о о о о 

о о о l 

Для ортографических проекций на плоскости х = р, у = р, z = р необхо­
димо применить еще преобразование переноса 

0000 l ООО 
о l о о о 1 о о 

о о 1 о о о 1 о 

ООО pOOl 

о о 

о 1 
о о 

р о 

о о 

о о 

l о 

о 1 

Изометрия, диметрия и триметрия получаются комбинацией поворо­
тов, за которыми следует проекция из бесконечности. Если нужно 

описать проекцию на плоскость z = О, то сначала необходимо осущест­

вить преобразование поворота на угол Ь относительно оси У, затем на 
угол а относительно оси Х. Матрица, описывающая эти два преобразо-
вания, имеет вид 

cos ь о - sinb о l о о о 

М= 
о l о о о cosa sin а о 

sin Ь о cosb о о - sina cosa о 

о о о l о о о 

cosb sin Ь· sin а - sin b·cos а о 

о cosa sina о 

sin Ь - sin a·cos Ь cosa·cosb о 

о о о 1 
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Вместе с преобразованием проектирования на плоскость z =О оконча-
тельная матрица имеет вид 

о о о cos ь sin b·sin а о о 

М'=М 
о 1 о о о cosa о о 

о о о о sin Ь - sin acos Ь о 1 
о о о 1 о о о 1 

Применим это преобразование к единичным векторам, направленным по 
осям х и У: 

И~ = [ 1 О О 1] · М' = [ cos Ь sin Ь · sin а О О] , 

и~= [О о 1]. М' =[О cos а о О]. 

Диметрия характеризуется одинаковыми факторами искажения при 

преобразовании и. и и, в и~ и и~. т. е. 

Отсюда 

ИЛИ 

и~= и;. 

1 - sin2b + sin2b sin2a = 1 - sin2a, 

sin2b(sin2a - 1) = - sin2a, 

и окончательно получаем для связи углов а и Ь 
• 2 

• 2 SШ а 
sшЬ= 1 . 2 • 

-sш а 

Таким образом, выбрав угол а, можно вычислить угол Ь и определить 

матрицу диметрической проекции. 

Для получения изометрии необходимо взять одинаковые факторы 
искажения по всем трем осям 

и~= и;= и~. 

Из выражения для И~ 

И~= [О О 1 l]·M' = [sinb - sina·cosb О 1] 

имеем еще одну связь между углами а и Ь 

cos2b + sin2b sin2a = cos2a, 
sin2b + sin2acos2b = cos2a. 

Преобразуя, как для предыдущего случая, получаем 

Отсюда 

. 2 sin2a . 2 1 - 2sin2a 
sшЬ= 1 . 2 • sшЬ= 1 . 2 . 

-sша -sша 

sin2a = 1 - 2sin2a, sin2a = 1/3, 

sin а= .ji73, sin2b = 1/2. 
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1.6.2. Косоугольные проекции 

В косоугольных проекциях проектирующие прямые образуют с 
плоскостью проекции угол, отличный от 90°. Рассмотрим проекцию на 
плоскость ХОУ(рис. 1.5) и предположим, что Р" и Ру являются состав­
ляющими косоугольной проекции единичного вектора Z на эту плос­
кость, т. е. вектор [О О 1 1] преобразуется в вектор [Р" Ру О l]. 
Матрица такого преобразования имеет вид 

l о о о 

о 1 о о 

Р" Ру О О 
о о о l 

Для свободной проекции Р" = cos 45°, Р, = sin 45°, а для кабинетной 
проекции Р" = 1/ 2 cos45°, Р, = 1/ 2 sin45°. 

1.6.3. Перспективные проекции 

Перспективную проекцию будем представлять в виде цепочки пер­

спективного преобразования и преобразования проектирования на плос­
кость, предполагая, что проектирование осуществляется на плоскость 

Z = О (рис. 1.6). В качестве точки проектирования выберем лежащую на 
оси Z точку V(O, О, vz) и определим точки пересечения Р' (х', у', z') лучей, 
исходящих из точки проектирования и проходящих через все точки 

объекта Р(х, у, z) с плоскостью проекции Z =О. Легко показать, что 

или 

- Vz 
Х'=--Х, 

Z - Vz 

1 
х' = х, 

- z/vz + 1 

Рис. 1.5. Косоугольные проекции. 

-v 
' z у =--у 

z- v, 

l 
у'= -z/v, + ly. 

у z 

р 

"""'"'] ________ .:;"""'--
"" 1 

"" 1 
"" 1 

,,,,,,.;" 1 --
,,..,,,,. 1 ----- х -------------_. --,,,,,,. .... ___ _ 

~--
у Рис. 1.6. Перспективные проекции. 
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Матрица преобразования перспективного проектирования имеет вид: 

l о о о 

о l о о 

О О О - l/v, 
о о о l 

Заметим, что точка (О, О, l, О), расположенная на бесконечности на оси Z, 
преобразуется в точку (О, О, l, - l/v,), если к ней применить перспектив­
ное преобразование (без проектирования): 

l о о о 

о l о о 
[О О О] О О l _ l/v, = [О О - l/vz], 

о о о l 

или [О О - vz l]. Отсюда следует, что любая прямая, параллельная 
оси Z, в результате такого преобразования будет проходить через точку 
[О О - v, l]. Эта точка называется точкой схода. 

По аналогии можно рассмотреть еще две матрицы перспективного 

преобразования 

l о о 

о l о 

о о l 
о о о 

- l/v" 
о 

о 

l 

и 

l о о о 

о l о - 1/vy 
о о о l 

о о о l 

для которых точки схода расположены соответственно на осях Х с 
абсциссой - l/vx и У с ординатой - l/vy. 

Рассмотренные перспективные преобразования являются преобразо­
ваниями с одной точкой схода. Можно рассматривать также перспектив­

ное преобразование с двумя точками схода, матрица которого содержит 

два ненулевых члена (кроме l) в четвертом столбце: 

l О О - l/vz 
О l О - l/vy 
о о l о 

о о о l 

и с тремя точками схода, матрица которого имеет вид 

l О О - l/v" 
О l О - l/vy 
О О l - l/v, 
о о о l 

l.7. МОДЕЛИРОВАНИЕ ОБЪЕКТОВ 

Геометрическое моделирование является важным средством САПР, 
так как для многих приложений необходимо представлять геометричес­

кие свойства объектов. Читатель найдет в работе [2] обзор по геометри-
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ческому моделированию, используемому в САПР. Следует отметить, 

что геометрическое моделирование в общем случае базируется в основ­

ном на структуре данных (блоки, ограничители, деревья) и очень редко 
на элементах математики. Исключение составляет представление кри­

вых и поверхностей, математическое обоснование которого дано в гл. 2. 
В работах [3, 5] предпринимались попытки математически описать 

геометрическое моделирование твердых тел. К сожалению, эти описания 

трудно применять на практике. 

Отсутствие теории или слабое теоретическое обоснование ограничи­
вает области применения моделирующих систем. Кроме того, одновре­
менное использование объектов, смоделированных различным образом 
(например, твердых тел и поверхностей), для большинства систем часто 
приводит к неразрешимым противоречиям. 

1.8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной главе изложены математические основы машинной графи­
ки, за исключением способов представления кривых и поверхностей. 
Затрагиваемые математические аспекты в общем довольно просты, 
важно уметь их использовать в реализуемых на ЭВМ алгоритмах. Дано 

только введение в математические проблемы без указания способов их 

реализации. Этим вопросам посвящены другие книги этой серии. 

Глава 2 

Кривые и поверхности 

2.1. ВВЕДЕНИЕ 

Одной из распространенных задач САПР является 1·рафическое пред­

ставление кривых и поверхностей. В этой главе рассмотрены некоторые 

математические методы, из которых конструктор может выбрать наибо­

лее подходящие для решения конкретных задач с учетом имеющихся 

ресурсов вычислительной техники. 

Мы рассмотрим три типа задач: интерполяцию, сглаживание и 
аппроксимацию. Введем следующие обозначения: 

Q- п-мерное множество, принадлежащее пространству Rn (п ;;i: 1 ); 
{0;};" 1 -множество функционалов, т. е. отображений, которые каждой 

функции f, определенной на Q, ставят в соответствие действительное 

число O;(f). Наиболее типичный пример: для данной точки Р пространст­
ва Rn функционал on будет равен о" (f) = f(Р)-значению f в точке 
Р; {z;};" 1 -заданное множество действительных чисел; У-множество 
функций, определенных на Q, которые могут быть функциями интерпо-
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ляции, сглаживания или аппроксимации (полиномы, кусочно-полино­
миальные и другие функции). 

Уточним постановку задач, рассматриваемых в этой главе. 

Задача интерполяции 

Найти элемент v из V, такой что для всех i из / 

oi(v) = zi. 

Задача сг лаживавия 
Найти элемент v из V, такой что множество величин {oi(v)}ieI не очень 

удалено от множества {zJieI· Критерий удаления может быть математи­
чески выражен достаточно строго (при использовании В-сплайнов или 

функций Безье), но всегда полезно его уточнить в общем виде. Он 
определяется через полунорму 1 > q> на R1, и задачу можно сформулиро­
вать так: найти элемент v из V, такой что полунорма 

будет минимальной. 

Задача аппроксимации 

q>({oi(v)}ie1 - {zaie1) 

Исходные данные для задачи: 

W-множество функций, определенных на Q со значениями в R; /-эле­
мент W; V с W; q> - полунорма, определенная в W 

Задача состоит в том, чтобы найти элемент v из V, такой что 
полунорма q> (f - v) будет минимальной. 

Для функций одной переменной мы приводим классическое описание 
решений перечисленных задач. Это поможет читателю оценить метод, 
который он предполагает использовать, и обратиться к другим разделам 

этой книги или к специальной литературе для применения в конкретном 

случае. Мы старались не употреблять специальные математические 
понятия, для усвоения которых у конструктора обычно не хватает 
времени. Мы представили широкий спектр существующих методов и 

подробно рассмотрели вопросы линейности, выбора базиса, геометри­
ческих свойств данных (в частности, в случае поверхностей). 

Линейность 
Будем отдавать предпочтение методам, которые обладают одним из 

следующих свойств: 

• результат линейно зависит от данных; 
• решение задачи сводится к решению системы линейных уравнений. 

Выбор базисных функций 

Речь идет о корректном выборе параметров множества функций V, на 
котором отыскивается решение. Эти параметры неявно определяют 
выбор базиса и могут изменяться в процессе решения задачи. 

11 Полунорма q> отличается от нормы тем, что в ней из условия q> (а) = О не 
следует равенство а= О (ер. стр. 51).-Прим. ред. 
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Геометрические свойства даниых 
В тех случаях, когда для решения задачи требуется выполнить 

разбиение области данных, равномерное разбиение может существенно 
упростить реализацию метода, работу с данными, вычисление функцио­
налов и т. д. 

2.2. КРИВЫЕ 

В методах, к описанию которых мы приступаем, обычно использует­

ся ортонормированный базис (на плоскости или в пространстве). Будем 
предполагать, если не оговорено противоположное, что рассматривае­

мые кривые являются однозначными функциями в этом базисе: одной 
абсциссе t соответствует одна и только одна ордината f(t). 

2.2.1. Интерполяция 

Интерполяционные полиномы Лагранжа 

Исходные данные: 

1) Q = [а, Ь] с R; 

2) {Б;};ЕI; ] = {0, 1, ... , m}, <>; ([) = f(t;)' 

где а ~ t0 < t ... < tm ~ Ь; 
3) Z;ER, ie/; 
4) V= Р"-множество полиномов степени, меньшей или равной т, т.е. 
V- векторное пространство размерностью т + 1. 

Первым этапом решения задачи интерполяции является выбор бази­

са для V. 
Очевидно, в качестве простейшей базы можно взять степенные 

функции вида 1, t, t2 , ••• , tm, т. е. задача сводится к нахождению полинома 

такого, что 

m 

v(t) = L vjti, 
j=O 

<>i(v)=v(t;)=zi, iel. 

Для вычисления коэффициентов vi требуется решить систему т + 1 
линейных уравнений с т + 1 неизвестными: 

т 

L vit{=z;, i=O, 1, ... , т. 
j=O 

Матрица этой системы А= (а;), где a;j = tf, называется матрицей Ван­
дермонда. Поскольку все t; различны, она является обратимой; следова­
тельно, задача допускает единственное решение, но вычисление коэффи­
циентов довольно трудоемко: оно требует решения системы или обраще­
НИJI матрицы А, не содержащей нулевых элементов. 

Можно показать, что выбор одночленного базиса не является луч­
шим. На практике предпочтение отдается другим базисным полиномам, 
использование которых приводит к простым системам уравнений. 
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Базисные полиномы Лагранжа. Возьмем в качестве базиса Р'" полино­

мы Лагранжа 

т t - f. 
Li(t) = П --1 , ie/. 

j=Oti-tj 
j# i 

Легко убедиться, что в этом базисе решением является 
m 

v(t) = L ziLi(t), 
i=O 

поскольку Li(tJ = 1 и Li(ti) =О для i-::/= j (т. е. матрица системы диаго­
нальна). Для определения значения функции v в произвольной точке t 
необходимо предварительно вычислить значения всех Li в этой точке. 

m 

Если обозначить П (t) = П (t - t), то 
j=O 

L (t) - _1_ П(t) 
i -t-tiП'(t;). 

Базис Лагранжа удобен, когда нужно строить большое число интер­
поляционных полиномов для разных исходных данных z; на одних и тех 
же точках ti. Полиномы L; зависят только от t;, поэтому достаточно 
построить таблицы L; и ограничиться их однократным вычислением. 

Базисные полиномы Ньютона. Рассмотрим базис Р'", состоящий из 
полиномов Ньютона: 

i-1 

N 0 (t)= 1, Ni(t)= П (t-ti), i= 1, ... , т. 
j=O 

Легко показать, что система уравнений в этом случае имеет нижнюю 
треугольную матрицу. Действительно, из вида интерполяционного по­

линома 

m 

v(t) = L ciNi(t) 
j=O 

следует система уравнений для вычисления коэффициентов ci 
т i 

v(ti)= L ciNi(tJ= L ciNi(t1)=zi, ie/, 
j=O j=O 

Ni(tJ =О для j > i. 

Решение системы записывается в виде 
i-1 

с0 = z0 , С;= [zi - L ciN1(t;)]/Ni(tJ, i = 1, ... , т. 
j=O 

Величины ci называются разделенными разностями порядка i на значе­
ниях Zo, •.. , Zi . 



Кривые и поверхности 31 

Важное преимущество этого базиса состоит в том, что очень просто 
добавляются новые точки интерполяции, при этом все вычисленные 
ранее полиномы Ni и их коэффициенты не меняются. Это следует из 
классического определения разделенных разностей. Для заданных точек 

t0 , .•• , tm и функции f разделенная разность определяется с помощью 
рекуррентных соотношений: 

d[t;] =f(tJ, d[t. f.] =f[t;] - f[tJ 
t' ) ' l; - t1 

i # j, 

где d[t0 , •.• , tm]-разделенная разность порядка т. Заметим, что значе­
ния разделенных разностей не зависят от нумерации точек t;. Если а 
обозначает множество точек и х и у- две дополнительные точки, то 

d[ ] _ d[a, х] - d[a, у] 
а,х,у - . 

х-у 

Следует отметить однако, что добавление новой точки приводит к 
появлению значительных осцилляций (рис. 2.1-2.3). 

Итак, мы двумя способами построили интерполяционный полином 

Лагранжа. Очевидно, выбор базисных полиномов оказывает существен­
ное влияние на последующие вычисления. Из двух рассмотренных 

методов обычно от дают предпочтение базисным полиномам Ньютона с 
нахождением коэффициентов с помощью разделенных разностей. Для 
вычисления интерполяционного полинома на большом числе точек 
следует использовать интерполяционные сплайны. 

Погрешность и сходимость. При решении задачи интерполяции нельзя 

упускать из виду такие важные свойства применяемого метода, как 

погрешность и сходимость. Дадим их общее определение и проиллюст­

рируем на примере интерполяционных полиномов Лагранжа. Восполь­

зуемся прежними обозначениями !!, {o;}iEI• V и др. Обозначим через 
Р- оператор интерполяции, который каждой функции f из W ставит в 
соответствие функцию Рfиз V, удовлетворяющую следующим условиям: 

о; (Pf) = о; (j), ie 1; 

P2f= P(ffl = Pf. 
Оператор интерполяции Р называют точным на полиномах степени т, 
если для каждого полинома р из Р справедливо соотношение Рр = р. 
Интерполяционный метод Лагранжа для т + l точек исходных данных 
является точным на полиномах степени, меньшей или равной m. 

Погрешность интерполяции в общем виде определяется выражением 

Rf(t) = f(t) - Pf(t). 

Для нахождения погрешности интерполяционной формулы Ньютона 
воспользуемся легко проверяемым соотношением 
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'k /'' 
- 0,5 
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1cJ:'o 
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5, 
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0.5 
Оо-~~~~~~~~~~~-< O,JO 
О ~О 5,Ф 

Рис. 2.1. Интерполяция с помощью 
полиномов Ньютона на 5-7 точках. 

Рис. 2.2. Интерполяция с по­
мощью полиномов Ньютона на 
6-1 О точках. Положение точек 

задается функцией 1 х - 51 . 
т 

5,0 

f(t) = L d[t0 , "" t;]N;(t) + d[t0 , "., tm, t]П(t). 
i=O 

Отсюда получим выражение для ошибки 

Rf(t) = d[t0 , 11 , "" tm, t] П(t). 

10,01 

10,01 

10,01 

В общем случае, если для полиномов степени т интерполяция 
осуществляется точно, для произвольной функции ошибку находят по 
формуле ТеИлора, предполаrая функцию/дифференцируемой т + l раз. 
При этом получают два выражения 

pm)(~) Ь 
Rf(t) = ( )I П (t), а~~~ Ь, Rf(t) = J Кт(х, t)pm+ 1>(1) dt, 

т + l. а 
rде К-функция ядра ошибки. 
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1,1....._ ____ _ 

f,O 

о=-~~~~~~~~~~~~~~ 
о 

f,2 
f,O 

01--~---;:J.-~~~~~~~ ...... tt--~~ 

0,3 

Рис. 2.3. Интерполяция с по­

мощью полиномов Ньютона на 

3, 6 и 7 точках. Добавление од-
ной точки приводит к появле-

f,5 

f,O 

о 

нию значительных осцилляций. о 

f.0 

Рассмотрим теперь проблему сходимости. Пусть Р m - интерполя­

ционный полином для функции f по т + 1 точкам. Должна ли ошибка 
интерполяции Rf стремиться к нулю, если т стремится к бесконечности? 
Для положительного ответа на этот вопрос надо наложить сильные 

ограничения на f (непрерывности самой функции и ее производных 
недостаточно)-функцияf должна быть аналитической на [а,Ь]. Тогда 

lim max IЛ t) - Р m (t) 1 = О . 
m-oo te(a.ЪJ 

Напомним, что функция f называется аналитической на [а, Ь ], если 
сушествуют такие ai и с, что f допускает разложение в степенной ряд, 
сходящийся на [а,Ь]: 

f(t) = а0 + а 1 (t - с)+".+ ai(t - c)i + " .. 

Достаточное условие аналитичности функции f состоит в том, что все ее 
производные должны быть ограничены на [а. Ь]. Например, е1 , sin t, cos t 
аналитичны на любом интервале, tg t-на интервале [а, Ь] с: ( - rr/2, rr/2). 

Следует отметить, что исследование сходимости различных методов 
интерполяции, аппроксимации или сглаживания позволяет довольно 

3-1051 
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объективно оценить их эффективность. Однако для этого используются 
сложные математические приемы, описание которых выходит за рамки 

данной книги. 

Интерполяционные полиномы Эрмита 

Этот тип полиномов является обобщением интерполяционных поли­
номов Лагранжа и используется тогда, когда заданы не только значения 

функции, но также и касательные в данных точках. Таким образом, 
число условий удваивается и интерполяционный полином минимальной 

степени будет принадлежать пространству, размерность которого в два 
раза больше, чем в предыдущем случае. Здесь будут рассмотрены только 
первые производные, хотя обобщение можно распространить и на 

случай производных более высокого порядка. 
Исходные данные: 

1) O=[a,b]cR; 
2) {8;};Е 1 , 1 ={О, 1, ... , 2т + 1}, причем 

где 

8;(1) =f(t;), i =О, l, ... , т, 

8;(/) =f'(t;), i = т + 1, "" 2m + l, 
а= t 0 < t 1 < ". < tm = Ь; 

3) V = plm+ 1 -множество полиномов степени, меньшей или равной 
2т + l. Размерность этого векторного пространства равна 2m + 2. 
4) z;ER, iel, где первые т + l значений соответствуют ординатам точек 
с абсциссами t;, остальные-коэффициентам наклона касательных в этих 
точках. 

• Рассмотрим сначала частный случай: т = 1, t 0 =О, t 1 = 1. Введем 
базисные полиномы следующего вида: 

<р 0 (t) = (2t + l)(l - t2), <р 2 (t) = t(l - t)2, 

<р 1 (t) = (3 - 2t) t2 , <p3(t) = (t - l) t2 • 

Это полиномы третьей степени, удовлетворяющие следующим соотно­
шениям: 

<p;(J) = 8i.j• <pi(J) = 8;-z.j• i =О, l, 2, 3, j =О, 1, 

где 8ц = 1, если i = j, и О, если i # j. 
Интерполяционный полином Эрмита для этого случая имеет вид 

v(t) = Zo<f>o(t) + Z1 <f>1(t) + Z2<f>2(t) + Z3<p3(t), 

что эквивалентно выражению с использованием оператора интерполя­

ции 

Pf(t) = 80(j)<p0(t) + 81 (f)<p1 (t) + 82(f)<p2(t) + 83(f)<p3(t). 

• Переходя к общему случаю, попытаемся записать интерполяционный 
полином Эрмита в виде 

2m+ 1 

v(t)= I z;<p;(t), <p;EV, 
i=O 
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где полиномы q>i должны удовлетворять следующим условиям: 

<l>i (t) = 8i,j• q>i(t) = 8i-m,j• i = О, l, "., 2т + l, j = О, l, "., т, 

которые позволяют их искать в виде 

q>i(t)=ui(t)Ц(t), <1>i+m+ 1 (t)=v(t)Ц(t), i=O, l,".,m, 
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где Li-полином Лагранжа (Li(t) = 8i.i). Проводя вычисления, получаем 
m m 

v(t)= L zi[l-2(t-tJЦ(tJ]Ц(t)+ L Zi+m+ 1 (t-tJЦ(t). 
i=O i=O 

Интерполяционный полином Эрмита является единственным и ин­
терполяция является точной на полиномах степени 2т + l. Ошибка 
интерполяции равна 

p2m+2)(~) 

Rf(t) = (2т + 2)! [П(t)] 2 , где а~~~ Ь. 

В заключение отметим, что полиномиальную интерполяцию имеет 
смысл применять лишь дЛЯ небольшого числа точек (не больше пятнад­

цати) из-за того, что вместе с числом точек растет степень полинома и 
имеют место большие осцилляции в промежутках между точками 
(рис. 2.1- 2.3). Базис Лагранжа должен применяться в тех случаях, когда 
вычисляется большое число интерполяционных полиномов на одних и 
тех же точках, поскольку система уравнений получается диагональной. В 

других случаях обычно используют базис Ньютона, приводящий к 
треугольной системе, а использование разделенных разностей позволяет 

легко добавлять новые точки интерполяции. 

Кусочиая полиномиальная интерполяция 

С помощью кусочной полиномиальной интерполяции можно обойти 
упомянутые выше затруднения и строить интерполирующие функции на 
большом числе точек. Идея состоит в том, чтобы строить независимо 
друг от друга полиномы на каждом интервале [ti, ti+ 1], сшивая их между 
собой. Для этой цели можно использовать также и сплайны, но они 

будут рассмотрены в других разделах. 
В качестве исходных данных возьмем следующие: 

l) Q = [а, Ь] с: R; 
2) 8i(f) =f(ti), а= 10 < ". < tm = Ь; 
3) ZiER. 

Пример 1. Рассмотрим наиболее простой метод интерполяции: на 
отрезке [ti, ti + 1] Pf является интерполяционным полиномом Лагранжа, 
построенным дЛЯ двух точек ti и ti+ 1 : 

t - tj t - ti+ 1 
Pj(t) = Zi+l + Zi, lE(ti, li+iJ, 

li+l - tj tj - li+l 

а на всем отрезке [а, Ь] Pf является непрерывной функцией, состоящей из 
таких кусков. Достоинством метода является его равномерная сходи-

з• 
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масть при увеличении числа точек: 

11! - Pfll 00 = max l/(1) - Pf(1) 1 :s;; С max 1li+ 1 - li 1 
te[a, Ь] 

i 

(С- постояmшя, зависящая только от f'). Недостаток метода состоит в 
том, что решение представляет собой недифференцируемую функцию. 

Пример 2. Чтобы устранить этот недостаток, можно потребовать, 
чтобы производные были непрерывны в точках сшивки ti. Проведем 
кусочный полином таким образом, чтобы для t Е [t0 , t 2 ] он представлял 
собой интерполяционный полином Лагранжа второй степени, проведен­
ный по точкам 10 , 11 , 12 , а на каждом следующем участке для tE [ti, ti+ 1], 
i = 2"." т - l, состоял бы из полиномов Pi, таких, что Pi(li) = zi, 
Pi(ti+ 1 )=zi+ 1 и1>;(1i)=Pi-1(li), 

( ( l - l- ) 2
) ( t - l· ) Pi(t)=zi 1- _' +zi+l _' + 

li+l li li+l li 

( l-l. )( l-l.) +Pi-1(lJ 1 1- 1 
• 

li+l - ti ti+l - lj 

На отрезке [а, Ь] Pf является дифференцируемой, кусочно-полиномиаль­
ной функцией второй степени. При использовании метода нужно соблю­
дать осторожность, поскольку возможно накопление ошибок при вычис­

лении производных. 

Пример 3. Предположим, что кроме значений функции в точках 
известны также значения ее производной. В этом случае на отрезке 

[li, li+ 1] можно построить интерполяционный полином Эрмита. Обо­
t - l· 

значим через Л.i производную функции/в точке li и положим t = ' , 
li+l - li 

t Е [li, li+ 1]. Тогда 

Pf(l) = <р 0 (t)f(1J + <р 1 (t)f(li+ 1 ) + <р 2 (t)(li+ 1 - lJ Л.i + <р 3 (t)(li+ 1 - lJ Л'i+ 1 , 

где функции <р0 , <р 1 , <р 2 , <р 3 определены выше. 
Если производная неизвестна, можно попытаться вычислить ее при­

ближенное значение. Это можно сделать двумя способами; один (общий) 
связан с применением сплайнов и рассмотрен ниже, другой (локальный) 
рассмотрен в следующем примере. 

Пример 4. Производную в точках li оценивают по значению произ­
водной интерполяционного полинома Лагранжа, построенного на точ­

ках li-p• .. " li+p, где р-малое целое (для точек 10 и lm берут 2р + l точек 
с одной стороны). Например, для р = 2 имее_м 
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В случае когда точки эквидистантны, формулы упрощаются. Если 
h = 1;+1 - l;, то 

Более подробно вычисление производных рассмотрено в работе [30]. 
Таким образом, на каждом интервале [l;, l; + 1 ] строится полином 
третьей степени, интерполяционная функция на отрезке [t0 , lm] не­
прерывна и дифференцируема, а метод интерполяции обладает сходи­
мостью. 

Интерполяция сплайнами 
Со времени введения сплайнов Шёнбергом [ 49] им посвящено боль­

шое число работ, в которых даны их различные представления. Мы 
будем использовать представление, данное в работе [23] для кубических 
сплайнов, и приведем некоторые обобщения. 

В качестве исходных данных возьмем следующие: 

1) Q =[а, Ь]; 
2) О; (Л = f( t;), а < t0 < l 1 < ... < ln < Ь; 
3) (z;)o"i"n · 

Кубические сплайны. Вернемся к примеру 3, где предполагались 
t- (. 

известными производные Л.; функции/в точках t;. Обозначим t = ' 

для t; ~ t ~ t;+ 1, тогда 

fл(l) = Pf(t) = <p0(t)/(l;) + <р 1 (t)f(l;+i) + 
+ <p2(t)(ti+1 - l;}A; + <p3(t)(l;+1 - t;)Л.;+1 · 

l;+1-l; 

Функция fл является непрерывной и дифференцируемой на отрезке 

[10 , ln]. 
Если производная функции f в точке l; неизвестна, fл можно 

рассматривать как семейство функций, зависящих от параметра 
Л. = (Л.0 , Л. 1 , ... , Л.n). Тогда Л. 1 можно определить с помощью двух кри­
териев. 

Первый критерий: 

f~ (to) =О; 
fл непрерывна и дважды дифференцируема на (t0 , ln); 
f~(tn) =О. 
Второй критерий: из всех функций fл (t) выбирается такая функция, 
которая обращает в минимум 

'n 
J (Л) = J (f~ (1))2 dl. 

'о 
Первый критерий соответствует выбору регулярной функции, второй 
позволяет выбрать функцию с минимальной кривизной; последнее усло­
вие является основным свойством кубического сплайна. В действитель-
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ности оба критерия эквивалентны, так как приводят к одному результа­

ту: из первого следует система п + 1 линейных уравнений, идентичная 
системе, к которой приводит минимизация выражения J (Л.)(J' (Л.) =О). 
Численные методы решения задачи рассмотрены в работах [19, 43], а 
методы решения задачи в более общем виде-в работе [33]. 

Этот метод интересен тем, что получаемая система уравнений имеет 
много нулевых коэффициентов, т. е. не требует много машинного време­
ни и места в памяти. Друтим его достоинством является вычислительная 

устойчивость. Сходимость метода пропорциональна h2 , где h = 
= max 1t;+ 1 - t; /. Можно получить сходимость порядка h4 , изменяя 
граничные условияf"(t0 ) =О иf"(tn) =О. Эти проблемы рассмотрены в 
работах [35, 50]. Примеры интерполяции кубическими сплайнами приве­
дены на рис. 2.4-2.6. 

Полиномиальные сWJайны. Полиномиальным сплайном степени q на п 
точках t; называют функцию s, которая является полиномом степени 
2q - 1 на каждом интервале (t;, ti+ 1 ), (i = 1, ... , п - 1) и полиномом 
степени q - 1 на интервалах [а, t 1 ) и (tn, Ь] и имеет непрерывную 
производную s<2q - 21. Обозначим через S множество функций s, которые 
могут быть представлены в виде 

q-1 . n (t _ t;)~q-1 

s(t)= .L ajtJ+ .L d; (2 -1)', 
J=O 1=1 q · 

где (t - t;)+ = t - t; при t - l; > О и (t - t;) = О при t - t; ~ О 
п 

и L d;(t;)k =О, k =О, ... , q - 1. 
i= 1 

Отметим, что на каждом интервале функция s полностью определяется 
своим значением и значением производных до порядка q - 1 на обоих 
концах интервала. Для известных данных z; функцию s отыскивают из 
условий s(t;) = z;, а также из условия минимизации 

ь 

н~ип2 dt. 
а 

На практике чаще всего встречается рассмотренный выше случай 

q = 2. Для q = 3 существующие методы дают удовлетворительные ре­
зультаты только для ограниченного числа точек (п ~ 30). 

f,2 

f,O 

01-----~---------4>~----ri 

O,f Q 

Рис. 2.4. Интерполяция сплайном на 6 точках [ер. с рис. 2.3]. 
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Рис. 2.5. Интерполяция сплай· 
ном на 6-10 точках. Положение 
точек задается функцией 1 х - 5 1 

(ер. с рис. 2.2). 
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fO,O j 

fO,O J 

fO,O J 

Рис. 2.6. Интерполяция сплайном на 16 точках. Интерполяционная кривая хоро­
шо описывает произвольные данные. 
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Помимо интерполяции, сплайны можно использовать и в других 
задачах. Ниже будут рассмотрены В-сплайны, метод наименьших квад­
ратов и др. Во всех случаях придается большое значение выбору 
«хороших» базовых функций на множестве S [17]. 

Сплайны общего типа. Из изложенного выше ясно, что сплайн можно 
определить двумя способами: исходя из взаимного согласования прос­
тых функций и из решения задачи минимизации. Третье определение, 
данное в работе [2], использует понятие «Воспроизводящего ядра». Это 
определение мы используем ниже в примере, когда будем рассматривать 

задачи с двумя пространственными переменными. 

В теории сплайнов показывается. что второе определение допускает 
обобщение в двух направлениях: 
• обобщение критерия минимизации: если D - дифференциальный опера­
тор, можно искать минимум J: [Df(t)] 2 dt; 
• обобщение используемых функционалов: <р (j) = max lf(t) 1, либо 

Q<t<b 

<р(Л = max lf'(t)I, либо <p(f) = max laf(t) + Pf'(t)I, либо <p(j) = 
а<t<Ь Q<t<b 

= J: lf(t)I dt. 

Много примеров на эту тему рассмотрено в работах [33, 51]. Большой 
интерес для САПР может представлять также сплайн «Под напряжени­
ем» [14, 42], критерием для определения которого является минимиза­
ция выражения 

J: {И" (r)J 2 + и2 И' (r)J 2 } dt. 

На каждом интервале получают функцию вида 

а + Рх + у sh рх + о ch qx. 

2.2.2. Сглаживание 

Методы сглаживания используются в тех случаях, когда необходимо 
найти функцию, проходящую вблизи большого числа заданных точек. 
Мы рассмотрим три метода сглаживания: 

• метод наименьших квадратов; 
• сглаживающие сплайны; 
• функции Безье и В-сплайны. 

l\1етод наименьUJИх квадратов 

Рассмотрим два векторных пространства V и W конечных размер­
ностей. Пусть п и т соответственно размерности V и W, п ~ т. 

Обозначим через (vJ1,;;;,;;. и (w;)1 ,;;;,;;m базисные функции пространств 
V и W. Предположим, что в W определено скалярное произведение, 
обозначаемое (, ), т. е. операция, которая каждой паре (х, у) элементов 
из W ставит в соответствие действительное число ( х, у) из R, такое что 
1) \fxeW (х, х) ~О, (х, х) =О тогда и только тогда, когда х =О; 
2) \fx, yeW (х, у)= (у, х); 
3) VЛ., µЕ R, \fx, у, zE W (Л.х +µу, z) = Л. (х, z) +µ(у, z). 
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(В качестве упражнения возьмите W = R2 и определите скалярное 
произведение в евклидовой геометрии.) 

С помощью скалярного произведения можно определить понятие 

расстояния <р (х - у) = J <х - у, х - у) и довольно просто производить 
вычисления. 

При использовании метода наименьших квадратов задача сглажива­
ния формируется следующим образом: 
l) пусть Т-линейный оператор преобразования V в W полного ранга п, 
т. е. обладает свойством: Tv = О тогда и только тогда, когда v = О; 
2) пусть w- элемент W; 
3) найти элемент v из V, такой что 

<р (Tv - w) ~ <p(Tv - w), V've V. 

Предположим, существует такое ii, что 

<р (Tv - w) = min <р (Tv - w). 

VEV 
Тогда решение v должно удовлетворять вариационному уравнению 

<Tv, Tv) = <w, Tv), V've V. 

Поскольку V имеет конечную размерность, это выражение можно 

записать в виде 

<Tv, Tv;) = <w, Tv;), i = l, ... , п. 
п 

Пусть v = I Л.jvj. Введем обозначения: 
}= 1 

• вектор /.... = (Л.j), l ~j ~ п; 
т = (т;), где T;j = <Tv;, Tvj), l ~ i,j ~ п; 

• Р = (р;), где Р; = <w, Tv;), l ~ i ~ п. 

Тогда решение задачи сводится к решению системы п уравнений с п 
неизвестными: 

ТЛ.= р. 

Таким же образом могут быть сформулированы другие задачи и методы 
их решения. Здесь V - пространство аппроксимирующих функций, 
W - пространство наблюдений. Поясним изложенное выше на примере. 

Пусть 
• V = рn- 1 -множество полиномов степени, меньшей или равной п - l; 

m 

• W = Rm со скалярным произведением <х, у) = I Х;У;; 
i= 1 

• tг действительные числа ( i = l, ... , т) и Т - линейный оператор пре-
образования V в W, 

Тр = (~\p) 1 ,;;;,;;m = (p(t;)), ре V; 

• z - элемент Rm. 
Решение задачи сглаживания методом наименьших квадратов состоит в 

нахождении полинома р степени не больше п - l, который минимизиру-
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ет выражение 

т 

i= 1 

Если через vj обозначить базисные полиномы V, получим 
т п 

'tij = (Tvi, Tv) = L vi(tk)vj(tk)' ~; = L zkvk(tJ 
K=I K=l 

Допустим также, что А= (a;j)I.;;.;", где a;j = v;(ti), тогда 't = А1 А и 
l=s:;j~m 

~ = A1z, где А1 -транспонированная матрица А, и система линейных 
уравнений запишется в виде 

Эта система может быть решена с помощью методов, описанных в 
разд. 3.1. Однако вычисление матрицы А1 А (порядка п) в процессе 
решения системы может снизить точность решения. Поэтому в настоя­

щее время предпочитают использовать другой метод, который мы 
кратко опишем здесь. В его основе лежит метод Гивенса, рассмотренный 

в гл. 5, в котором матрица А представляется в виде произведения двух 
матриц А= QS, где Q-ортогональная матрица порядка п, а матрица R 
имеет следующую структуру: 

где S- верхняя треугольная матрица порядка п. Тогда уравнение 
А1 АЛ. = A1z можно записать в виде S1 Q1 QSЛ. = S1 Q1z, что эквивалентно 

S1 sл. = S1 Q1z. 

Обозначим через [Q1z]n вектор, принадлежащий Rn и состоящий из п 
первых компонентов Q1z. Тогда 

s• sл. = s• [Q'z]., 

где S - обратимая матрица, а St S является разложением Холецкого 
матрицы А1 л 1 >. Отсюда 

Матрица полученной системы является верхней треугольной, и систему 

легко решить. Примеры решения приведены на рис. 2.7 и 2.8. 
Описанный метод прост, эффективен, обладает высокой вычисли­

тельной устойчивостью. Кроме того, можно показать, что 
m m 

L (p(t;) - z;)2 = L ((Q'z);)2, 
i=l i=n+l 

и тем самым получить информацию об ошибках сглаживания. Отметим 

11 Разложение Холецкоrо приведено на стр. 74.- Прим. перев. 
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Рис. 2.7. Сглаживание методом 
наименьших квадратов полино­

мами 3 и 5 степени. 
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также, что если т =пи удачно выбраны точки t; и базовые функции v;, 
то можно получить систему уравнений с диагональной матрицей [30, 
33]. В рассмотренном выше примере вместо полиномов можно исполь­
зовать друтие функции, например В-сплайны, которые описаны ниже 
(см. также работу [17]). Задачу можно обобщить, рассматривая про­
странство функций с дополнительными ограничениями линейного типа. 
В таких случаях систему уравнений решают методом неопределенных 

множителей Лагранжа [33]. 

Сглаживающие сплайны 
Рассмотрим пример применения кубических сплайнов для сглажива­

ния (рис. 2.9-2.11). Пусть р-действительное положительное число. 
Тогда на данных (t;, z;)1 .;;;,.;n сглаживающий сплайн f). будет функцией, 
которая минимизирует критерий 

а п 

Jp (j) = f (f" (t))2 dt + р L (f(t;) - Z;)2. 
ь i= 1 

Рис. 2.8. Сглаживание методом 
наименьших квадратов тригоно­

метрическими полиномами 3 и 
5 степени: 

I Х; sin (2 iтт (х - а)/(Ь - а)) + 
+ LY; cos (2iтт(х - а)/(Ь - а)). 
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ким сплайном на 1 О точках с 
раз:шчными параметрами сгла­

живания р. Положение точек за­

дается функцией J х - 5 J : 

р = 10 (результат близок к пря­
мой, полученной по ме­

тоду наименьших квад­

ратов); 

р = 100 (приемлемый результат 
для произвольных дан­

ных); 

р = 500 (результат близок к ин­
терполяционному 

сплайну). 

Решение будет кубическим сплайном (кусочный полином третьей степе­
ни на каждом интервале, дважды дифференцируемый с непрерывной 
второй производной). 

От выбора р существенно зависят свойства сплайна. Для больших 
значений р сплайн пройдет близко к точкам, а для малых значений р 
сплайн будет ближе к прямой, проведенной методом наименьших 
квадратов. Существует метод автоматического выбора р (метод воз­
растающего признания [53, 55]), но при его использовании возникают 
трудности в процессе построения сплайна на неэквидистантных точках. 

Функции Безье (рис. 2.12, 2.13) 
Пусть f- действительная функция, определенная на отрезке [О, 1]. 

Полиномом Бернштейна степени п, связанным с функцией f, называют 

Bn(f; t) = I J(~)Фn,i(t), 
i=O n 

. . . . n! 
где Ф. ;(t) =С:. t'(l - t)"- 1• Напомним, что С:.= . . Функции Ф" ;(t) 

• 1 ! (n - 1) ! · 
удовлетворяют следующим свойствам: 

• Ф.,;(t) ~О, V'te[O, 1]; 

• I Ф.,;(l) = 1; I (~)Фn,;(t) = t 
i=O i=O n 

и могут служить базисными полиномами степени, меньшей или равной 
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Рис. 2.10. Сглаживание кубическим сплайном произвольных данных с различ­
ными значениями параметра сглаживания р (10, 100, 500, 10000). 

п. Любой полином Р. степени п может быть представлен в виде 

P.(t) = L Ь;Ф.,;(t). 
i=O 

Если принять 

Л0 Ь;=Ь;, ЛЬ;=h;+ 1 -Ь;, Лн 1 Ь;=Л(ЛkЬ;), 

получим 

• 
P.(t) = L C':,Лkb0 f. 

k=O 

Если Ь является последовательностью действительных чисел 
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23,0 

30,0 

Рис. 2.11. Сглаживание кубическим сплайном данных, приведенных на рис. 2. 10, 
за исключением точки, помеченной х, ордината которой уменьшена с 54 до 10, 

для двух значений параметра сглаживания р [\О, 500]. 

(Ь0 , Ь 1 , ••• , Ьп), функцией Безье, связанной с Ь, называется полином 

i=O 

Вычисление функций Безье осуществляется по рекуррентным фор­
му лам 

ьi.o=bj, 1 ::::;;i::::;;n, 
b;,j(t) = tbi,j- 1 (t) + (1- t)b;-i,j-i(t), te[O, 1], 

Вп (Ь, t) = Ьп,п (t). 
Подобные формулы существуют и для производных: 

Ь\~Ь = Лkbj, 
b\~}(t) = tb\~}- 1 (t) + (1 - t) Ь\~ i,j-1 (t), 

В';,k>(ь, t) = Ь!~k.п-k(t). 

В-сплайны. Пусть П = (ti);еz-возрастающая последовательность дей­
ствительных чисел и 

( ) _ 1 {(s - t)m - 1, если s ~ t, 
gm(s, t) = s - t ~ = 

О, если s < t. 

В-сплайн (степени m) M;,m(t) определяется как разделенная разность 
порядка т функции gm (s, t) по отношению к аргументу s на точках 
li, li+l' ... , li+m: 
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Рис. 2.12. Сглаживание с помощью кривых Безье на многоугольниках с коорди-
натами вершин: 

(0,0), (3,0), ( -3,2), (7,3), (3,0), (7, - 5), ( - 7, - 5), (0,0); 
(0,0), (O,l), (-3,2), (7,3), (3,0), (7, -5), (-7, - 5), (0,0); 
(0,0), (0,5), (-3,2), (7,3), (3,0), (7,-5), (-7,-5), (0,0); 
(0,0), (0,5), (-3,2), (7,3), (5,0), (7,-5), (-7,-5), (0,0). 

Отметим касательные к кривой в крайних точках многоугольника, изменение всей 
кривой при изменении положения одной точки и образование петли за счет 

расположения данных. 
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Рис. 2.13. Сrлаживание с помо­
щью кривых Безье на незамкну­

тых многоугольниках, отлича-

ющихся в одной точке. 

8 Нормализованный В-сплайн N;,m(t) определяется следующим об­
разом: 

N;,m(t) = (l;+m - l;)M;,m(t). 

Если l; = 1;+ 1 = ... = l;нг 1 , (l ~ k; ~ m), обе функции N;,m и М;,т имеют 
производные лишь до порядка т - k; - l. Таким образом, наличие 
совмещенных точек может привести к нарушению непрерывности неко­

торых производных. 

Если т > l и Пне имеет болеет - l совмещенных точек, то M;,m и 
N;,т являются непрерывными функциями. Ниже рассматривается этот 
случай. 

Элементы П называются узлами В-сплайна. 

Из рекуррентных формул для вычисления разделенных разностей 
можно получить формулы для нахождения функции N;,m(t) 

{ l, если le[l;, 1;+ 1]; 
N.1 = 

'· О, если 1$[1;, t;+i]; 
l - l; li+m - l 

Ni,m(t)= Ni,m-l(t)+ Ni+l,m-1(1). 
ti+m-1-l; lнm-li+l 

8 Эти функции обладают следующими свойствами: 

l) Ni,m >О, lE(l;, li+m); 
2) Ni,m =О, lfj;(t;, li+m); 

m 

3) L Ni,m(t) = l; 
i= 1 



Кривые и поверхности 49 
т 

4) существуют такие числа ~ 1 , ... , ~т• что L ~;N;.m(t) = t. Точки ~; 
i= 1 

называются узловыми точками В-сплайна. 

Сплайном степени m, определенным на отрезке [а, Ь], называют 
фующию Sm(a, t), определяемую следующими соотношениями: 

m+n+ 1 

1) Sm(a, t) = L ajNj.m+l (t), te[a, Ь]; 
j=O 

2) П = {t0 , ••• , t0 , t1, t2 , ••• , t._ 1, t., ... , t.}; 

m+I m+I 
t0 = а; t. = Ь; t; # t;+ 1, i = О, 1, ... , п - 1; 
3) а= (a;)o.;j<;m+n+ 1; ajeR. 

Кубический сплайн, определенный выше, является сплайном третьей 

степени. Sm является полиномом степени, меньшей или равной m, и на 
каждом интервале [t;, t;+ 1] имеет производные до порядка т - 1. 

Отметим, что если П = {О, О, ... , О, 1, ... , 1}, то функции N j m + 1 являются 
'--v-"" ' 

п~линомами Бернштейна. т + 1 т + 1 
Если требуется найти сплайн не на отрезке [а, Ь], а на всем множестве 

R, он может быть определен следующим образом: 

п = { t;}iEZ• 
+со 

Sm(a,t)= L ajNj,m+ 1(t), teR,ajeR. 
j= - 00 

Для вычисления этих функций можно воспользоваться следующими 

формулами: 
1 

Sm(a, t) = L a;N;,m+l (t), te[t1, t1+ 1]; 
i=l-m 

а;, 0 = а;, / - т ,.;; i ,.;; /; 
_ t-t; ti+m-j+l-t . 

a;,j(t) - ai,j-l (t) + a;-l,j-l (t), 
ti+m-j+l - t; ti+m-j+l - t; 

1 ,.;;j,.;; т, 1- т + j,.;; i,.;; /; 
Sт(а, t) = a1.m(t). 

В работах [6, 17, 27, 47] приводятся другие алгоритмы вычисления 
функций sm и ее производных. 

Таким образом, В-сплайны Nj,m+ 1 для фиксированного т являются 
базисными функциями для пространства сплайнов степени m. Их практи­
ческая польза состоит в том, что для вычисления можно использовать 

приведенные выше рекуррентные формулы (подобные тем, которые 
использовались при вычислении функций Безье). 

4-1051 
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Аппроксимирующие функции Безье и сплайны. Аппроксимирующей 

функцией Безье степени п ~ 1 для функции f на отрезке [О, 1] Е R 
называют полином Бернштейна степени п, связанный с f выражением 

Bn(j, 1) = it/(~)Фn,i(l). 
Аппроксимирующим сплайном функций f на [О, l] Е R называют еле-

m+n+ 1 

дующую фуНКЦИЮ: Sm(j, 1) = L f(~JNi,m+l (t), 
i=O 

где П = {t0 , ... , 10 , t 1 , .. " tn-l• tn, .. " tп}, t0 =а, tn =.Ь и ~i определяют­
m+п+ 1 

ся из уравнения L ~iNi,m+ 1 (t) = t. Аппроксимирующим сплайном 
i=O 

функции f на всем множестве R называют функцию 
+оо 

Sm(j, t) = L f(~i)Ni,m+l (t). 
j; - 00 

Перечислим несколько общих свойств определенных выше функций. Для 

функции f, заданной на [О, l] Е R и непрерывной на нем, введем сле­
дующие обозначения: 

V(f)-число изменений знака; 
S (f)- число изменений знака монотонности; 
T(f)- число изменений вогнутости. 

Аппроксимирующие функции Безье и сплайны по отношению к функции 
f обладают следующими свойствами: 
• число изменений знака уменьшается: 

V(Bn (f)) ~ V(f) и V(Sm (f)) ~ V(Л; 

• число изменений знака монотонности уменьшается: 

S(Bn(f)) ~ S(f) и S(Sm(f)) ~ S(f); 
• число изменений вогнутости уменьшается: 

Т(В" (f)) ~ T(f) и T(Sm (f)) ~ T(f). 

В работах [44, 47, 49] доказана справедливость этих соотношений. 
Кроме указанных выше геометрических свойств аппроксимирующие 

функции Безье и сплайны обладают и другими полезными свойствами. 

В частности, можно показать, что на В-сплайн в отличие от функции 
Безье оказывает влияние малое число точек. Иными словами, изменение 

одного значения 1(~) оказывает влияние на B"(j, t) для всех tE[O, !], 

в то время как для Sm (j, t) это влияние ограничивается одной функцией 
Ni,1· 

2.2.3. Аппроксимация 
По теории аппроксимации существует обширная литература. Для 

более глубокого ознакомления с затрагиваемыми здесь вопросами 

можно рекомендовать работы [30, 33, 39]. 
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Приведем вкратце одну из формулировок задачи аппроксимации. 
Введем следующие обозначения: 
Q- множество, принадлежащее R; 
/-функция, определенная на Q, со значениями в R; 
V - конечномерное векторное пространство действительных функций, 
определенных на Q, со значениями в R; 
W - векторное пространство, порожденное f и V; 
JJ·JJ-нopмa в W. 
Напомним, что норма является таким отображением W в R+, что 
JJgJJ =О тогда и только тогда, когда g =0, кроме того, 

'v'geW, JJЛ.gJJ = JЛ.J·JJgJJ, 'v'Л.eR, 'v'geW, 
llg + hJI::;;; llgll + llhll. Vg, he w: 

В частности, норма может определяться скалярным произведением 

llgJJ = ((g, g))l/2. 

Тогда задача аппроксимации заключается в следующем: найти (если 
существует) !-элемент пространства С, являющегося частью W, наи­
более близкий кfв смысле нормы, т.е. найти функциюJеС, такую что 

11!-Jll = minllf- gJJ. 
geC 

Основные трудности, возникающие при теоретическом анализе задачи 
и ее решении, связаны со структурой пространства С и геометрическими 

свойствами нормы. Рассмотрим случай, когда С = V. 

Наилучшая равномерная аппроксимация 
Для этой задачи имеем 

l) Q = [О, l]; 
2) V - подпространство векторного пространства непрерывных функций, 
отображающих Q на R; 

3) JJgJJ = max Jg(t)J. 
te[O, 1) 

Данная норма называется нормой максимума или равномерной нормой. 
Она определяет расстояние между двумя функциями как максимальное 
отклонение между их графиками. Задача имеет по крайней мере одно 

решение, но оно может быть неединственным, что приводит к затрудне­
ниям при составлении алгоритма решения. Единственность может быть 
обеспечена, если V удовлетворяет определенному условию, называемому 
условием Хаара 1>. 

Предположим, что V представляет собой множество полиномов 

степени, меньшей или равной п, т. е. будем искать решение в виде 
полинома J еРп, расстояние которого от f минимально. Если J является 
решением, то существуют п + 2 точки t; , в которых 

t) Условие Хаара сводится к тому, чтобы любая функция f(t)e V имела не 
более п - 1 корня при tеО..-Прим. ред. 

4• 
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lf(ti)-J(t;)I = max lf(t)-J(t)I 
tE(0, 1) 

f(ti+ 1) - J (ti+ 1) = - (j(t;) - f(t;)), i = 1, 2, ... ' п + 1. 

В работе [33] приведен алгоритм для определения точек t;, а в работе 
[8] его обобщение. 

Из изложенного видно, что наилучшая равномерная аппроксимация 
представляет собой весьма сложную задачу и вообще следует избегать 
такого типа норм, в выражениях для которых появляются операторы 

max или sup. Тем не менее, если функция f должна быть вычислена в 
большом числе точек за ограниченное время, может оказаться выгоднее 
искать именно наилучшую равномерную аппроксимацию на множестве 

полиномов. Подобные методы, как правило, используются при вычисле­
нии элементарных функций в алгоритмических языках высокого уровня. 

Метод наименьших квадратов с непрерывными перемеВВЬIМВ 
Условия задачи записываются следующим образом: 

1) О= [а, Ь]; 
ь 

2) llgll = (J(g(t))2p(t)dt)112, 

где непрерывная функция р отображает О в R+. В основе данной нормы 
ь 

лежит скалярное произведение (g, h) = J g(t)h(t)p(t)dt. Решение задачи! 
а 

существуе1 и единственно. Его нахождение сводится к вычислению 

компонент J в базовых функциях пространства V. Для этого необходимо 
решить систему из п уравнений с п неизвестными. Если { vi} i = 1, 2 •... ,n 

являются базовыми функциями V, то 

i= 1 

где ii; являются решениями системы 
n Ь Ь 

L iijJ v;(t)vj(t)p(t)dt = ff(t)vi(t)p(t)dt, i = 1, .. " п. 
j= 1 а а 

Для решения системы можно использовать методы, описанные в гл. 3. 
Интерес представляет частный случай, когда базисные функции орто­
гональны: 

ь 

J V; (t) vj (t)p(t)dt =О, i "# j. 
а 

В этом случае матрица системы диагональна и ii1 легко определяются. 

Одна из таких систем базисных функций при р = 1 представляет собой 

{ 1, sin 1tt, cos 1tt, sin 21tt, .. " cos n1tt}. 

Для этой ортогональной базы ii; являются коэффициентами разложения 
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в ряд Фурье функции f 
Если V представляет собой пространство полиномов степени не выше 

п, для него также можно построить ортогональный базис, пользуясь 

результатами, полученными в теории ортогональных полиномов (с 

другими р). Интерес к ним связан с наличием рекуррентных формул, 
помогающих вычислять отдельные полиномы [30, 33]. Определенная с 
их помощью функция J также представляет собой равномерную ап­
проксимацию f, которая если и не является лучшей, то по крайней мере 
удовлетворительна (полиномы Чебышева). 

Приведем основные типы ортогональных полиномов и рекуррентные 
формулы для их вычисления. 

Полиномы Чебышева: p(t) = J , а= -1, Ь = 1, 
1 - t 2 

Pn+ 1 (х) - 2xpn (х) + Pn- I (х) = О, Ро (х) = 1, р1 (х) = Х. 
Полиномы Лагерра: p(t) = -е- 1, а= О, Ь = оо, 

Pn+I (х) - (1+2п - x)pn(x) + n2Pn-I (х) =О, р0 (х) = 1, р 1 (х) = 1 - Х. 

Полиномы Лежандра: p(t) = 1, а= -1, Ь = 1, 

(п + l)Pn+I (х) - (2п + l)xpn(x) + npn- I (х) =О, Ро (х) = 1, р 1 (х) = х. 
Полиномы Эрмита: p(t) = е- 12, а= - оо, Ь = оо, 

Pn+ 1 (х) - 2xpn (х) + 2npn- I (х) = О, Ро (х) = 1, р1 (х) = 2х. 

Мы рассмотрели метод наименьших квадратов с нормой лишь 

одного типа. На самом деле любая норма, основанная на скалярном 
произведении, в задачах аппроксимации приводит к решению симмет­

ричной системы линейных уравнений. Что касается ортогональных 

базисных полиномов, то не очевидно, что их применение оправдано во 
всех случаях. 

Сформулируем задачу аппроксимации в общем случае. Найти такую 
функцию J, что 

11!-Jll = minllf- gl/. 
geC 

В этом случае С уже является частью W. Могут быть введены ограни­
чения на класс искомых функций, например: 

С= {ge W; g'(t) ~О, 'v't}. 

В литературе описываются попытки решить эту задачу главным обра­
зом для случая выпуклого С: 

'v'g 1 , g2 eC, 'v'Л, µ~О, Л + µ = 1 влечет за собой Лg 1 + µg 2 eC. 

Таким образом, задача сводится к оптимизации [33, 53]. 
Обширная литература посвящена решению задачи аппроксимации с 

помощью сплайнов с ограничениями на форму. Основная трудность 
здесь состоит в поиске эффективных алгоритмов. 
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2.2.4. Замечания 

Практическая реализация рассмотреIПiых алгоритмов обычно требу­
ет большого времени вычислений, большого объема памяти ЭВМ, 
важную роль играют также вопросы вычислительной устойчивости. 

Один из путей устранения указанных трудностей состоит в сегментации 
задачи, т. е. поочередном решении задачи на небольших областях с 
последующей сшивкой результатов, которая может быть осуществлена 
несколькими методами. 

В методе подгонки общая задача .разбивается на множество локаль­
ных задач, решаемых на непересекающихся интервалах. В методе сшив­

ки границы локальных интервалов [а;, Ь;] удовлетворяют соотно­

шениям 

а;< Ь;-1 < й;+1 < Ь; < а;+2 < Ь;+1 < .... 

Обозначим через f; результат решения локальной задачи на отрезке 
[а;, Ь;]. Тогда окончательный результат на отрезке [Ь;_ 1 , а;+ 2 ] опреде­
ляется следующим образом: 

{

f;(t), 'v'te[b;-p а;+ 1 ], 
t - а;+ 1 t - а;+ 1 

f(t)= <J>о(ь _ )f;(t)+<p 1 (ь _ )f;+ 1 (t), 'v'te[aн 1 ,b;], 
j й;+ 1 i й;+ 1 

h+ 1 (t), 'v't Е [Ь;, й;+ 2], 

где функции <р0 и <р 1 -базисные полиномы Эрмита. Решение f является 
непрерывной дифференцируемой функцией, если таковыми являются 
функции/;. Можно получить и другие варианты сшивки, если вместо <р0 
и <р 1 использовать другие функции. 

Метод Франка [25] с большим успехом применяется для функций 
многих переменных, но его можно использовать и в одномерном случае. 

В этом методе область Q разбивается на локальные области О;, для 
каждой из которых определяется неотрицательная функция w; , равная 

нулю вне О;. На каждой О; локальной процедурой отыскивается решение 

f;. Окончательный результат вычисляется по формуле 

f(t) = (I W; (t)f; (t))/L; W; (t). 
i i 

Очевидно, что функция f( t) удовлетворяет тем же условиям, что и f; ( t), и 
если w; и f; дифференцируемы, то это относится и к f 

Однако возможны случаи, когда сама функция или одна из ее 
производных имеет разрыв. Если точка разрыва известна, ее учитывают 

при решении задачи в качестве дополнительного условия и задача в 

целом остается линейной. Если известна только область, где находится 
точка разрыва, то решают задачу по обе стороны от этой области и 
вычисляют точку пересечения двух кривых, решая возникающие при 

этом нелинейные уравнения (гл. 3). В настоящее время разрабатываются 
более общие методы решения таких задач [34]. 
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2.2.5. Кр11вые на плоскости и в пространстве 

Будем считать, что кривые на плоскости и в пространстве задаются в 
параметрической форме и параметр, меняющийся на отрезке [О, 1], 
отображается в пространство R 2 или R 3 • Замкнутой будет такая кривая 
с, для которой c(O)=c(l). 

Общий случай 
Для данного случая интерполяция, сглаживание или аппроксимация 

состоят, вообще говоря, в применении изложенных выше методов к 
каждой координате. Поэтому здесь мы ограничимся лишь некоторыми 

замечаниями. Для замкнутых кривых используются периодические функ­
ции интерполяции, сглаживания или аппроксимации. Если можно вос­

пользоваться критерием минимизации, его можно применить ко всем 

компонентам (координатам), например общий критерий представить как 
сумму критериев по отдельным компонентам. 

Единственная важная проблема состоит в том, что решение будет 
зависеть от способа выбора параметра. Большую помощь может ока­
зать удачный вЬ1бор системы координат: например, если искомая кривая 
близка к окружности или эллипсу, нужно отдать предпочтение поляр­

ным координатам. Для исходных точечных данных параметр до:Лжен 

изменяться в пределах [О, 1]. Например, в качестве начальных парамет­
ров для кривой на R2 , проходящей через точки Р0 , Р1 , ... , Р., можно 
выбрать 

t8 =О, tY = 
Длина Р0 Р1 

L Длина Р;Р;+ 1 
i 

После этого можно выбрать метод решения, найти кривую G 1 и ее 
использовать для вычисления параметров в следующем приближении: 

tb =О, 
j-1 

L IPkPн1lc 1 
1 k=O С ) ti = 11 _ 1 (где длины дуг измеряются вдоль кривой 1 • 

L IP;P;+1lc1 
i=O 

Затем вычисляют кривую С2 и т. д., выполняя необходимое число 
итераций. Процессы такого типа быстро сходятся (из 5-6 итераций) и 
параметры определяются из самой кривой. 
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Кривые Безье и В.Сплайны 
Благодаря своим свойствам в САПР часто применяются кривые 

Безье и В-сплайны (рис. 2.14-2.16). Пусть Q-множество точек в R2 (или 
R3 ): Q = { Qj; о:::::; i:::::; N}. 

-J,O О 

J,6-

-s,o о 5,8 
Рис. 2.14. Сглаживание В-сплайнами 3-й степени с эквидистантными узлами 

в интервале [0,1] на многоугольниках с координатами вершин: 

(0,0), (3,0), (-3,2), (7,3), (3,0), (7,-5), (-7,-5), (0,0); 
(0,0), (0,1), (-3,2), (7,3), (3,0), (7,-5), (-7,-5), (0,0); 
(0,0), (0,5), ( -3,2), (7,3), (5,0), (7, -5), ( - 7, -5), (0,0). 

Отметим касательные к кривым в крайних точках многоугольников, локальное 
изменение кривой при изменении положения одной точки и образование петли за 

счет расположения данных. Сравнение с кривой Безье (рис. 2.12). 
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-.1,8 о 1,0 

Рис. 2.15. Сглаживание В-сплайнами 3-й степени с эквидистантными узлами, 
периодическими на R, на мноrоуrольниках с координатами вершин: 

(0,0), (3,0), (-3,2), (7,3), (3,0), (7,-5), (-7,-5), (0,0); 
(0,0), (3,0), ( -3,2), (7,3), (5,0), (7, - 5), ( - 7, -5), (0,0); 
(0,0), (0,5), ( -3,2), (7 ,3), (5,0), (7, - 5), ( - 7, -5), (0,0); 

(О,0), (0,5), (-3,2), (7,3), (7,-5), (7,-5), (-7,-5), (0,0). 

Отметим дифференцируемость кривых, локальное изменение кривой при изме­
нении положения одной точки, образование петли эа счет расположения данных. 

Сравните с кривыми Беэье (рис. 2.12) и В-сплайнами (рис. 2.14). 

Кривой Безье, связанной с Q, называется кривая, определяемая сле­
дующим образом: 

N 

B[Q](t) = L ФN.i(t)Q;. 
i=O 



58 Глава 2 

5, 1 

Рис. 2.16. Сrлаживание В-сплайнами 5-й степени с эквидистантными узлами на 
R на многоугольниках с координатами вершин: 

(0,0), (0,5), ( -3,2), (7,3), (3,0), (7, -5), (- 7, -5), (0,0); 
(0,0), (0,5), (-3,2), (7,3), (5,0), (7,-5), (-7,-5), (0,0). 

т.е., если (х;, У;. z;) являются координатами Q;, то 
N N N 

x(t) = L Фн,;(t)х;, y(t) = L Фн.;(t)у;, z(t) = L Фн,;(t)z;. 
i=O i=O i=O 

В дополнение к известным свойствам (разд. 2.2.2) заметим, что кривая 
Безье начинается в точке Q0 и заканчивается в точке Qн. В точке Q0 

(соответственно QN) она является касательной к отрезку Q0 Q1 (соответ­

ствеmю к Qн_ 1 Qн): 

B[Q](O) = Q0 , B[Q](l) = QN. 
Более того, она целиком содержится в выпуклой оболочке точек Q; . 
Существенное влияние на решение оказывает пространственное располо­
жение и порядок точек Q;. Последовательность отрезков Q; Q;+ 1 называ­

ется многоугольником Безье, связанным с Q, на котором строится 

кривая Безье. 
Из общих свойств функций Безье вытекают следующие особенности 

их применения в данном случае: 

изменение положения хотя бы одной точки приводит к заметному 

изменению кривой; 
добавление хотя бы одной точки приводит к необходимости решения 

задачи заново; 

при большом числе точек вычисление функций Безье затрудняется 
из-за большой степени полиномов. 
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После приобретения практических навыков вычисления функций 
Безье можно довольно быстро располагать точки Q1 так, чтобы полу­
чить желаемую форму кривой после небольших модификаций. 

Аналогичная кривая, связанная с Q и построенная с помощью 
В-сплайнов, может быть представлена в следующем виде: 

N 

S [Q] (t) = L Ni,n (l) Qi • 
i=O 

Основная их особенность состоит в локальном характере определе­
ния. Это приводит к более простому учету изменения положения 
отдельных точек Q. Кроме того, они обладают более высокой вычисли­
тельной устойчивостью, что связано с небольшими степенями исполь­
зуемых полиномов. 

2.3. ПОВЕРХНОСТИ 

В задачах обработки поверхностей возникают затруднения, связан­
ные с особенностями геометрических свойств исходных данных. Мы 
рассмотрим наиболее благоприятные случаи, когда, используя свойства 
тензорного произведения, можно воспользоваться уже рассмотренными 

методами функции одной переменной. Затем дадим представление о 

других, более общих методах. 

2.3.1. Тензорное произведение 

Рассмотрим простой случай, когда искомую функцию можно пред­
ставить в виде линейной комбинации произведений функций одной 
переменной вида Ф (х) 'Р (у). 

Метод Гордона и Кувса [15, 28] 
Один из методов решения такой задачи состоит в следующем. 
Пусть Р1 и Р2 -два интерполяционных оператора, определенных на 

множестве функций, отображающих отрезок [О, l] в R. Р1/и РJмогут 
быть, например, интерполяционными полиномами Лагранжа или Эрми­
та для функции f Если R1 и R 2 являются операторами ошибки 
интерполяции для Р 1 и Р 2 соответственно (разд. 2.2. l ), то имеем 
следующие тождества: 

l=P1 +R1 ; l=P2 +R2 , 

где /-тождественный оператор. 

Если g-функция двух переменных, отображающая область [О, l] х 
х [О, l] на R, то в дальнейшем будем применять операторы Р1 или Р2 к 

g, как к функции одной переменной g(., у) (соответственно g(x, .)), 
рассматривая другую переменную как параметр. Поступая таким об­
разом, легко получить следующие тождества: 

g = Р1 Р2 g + (Р1 R2 + Р2 R1 + R 1 R2 )g, 
g = (Р1 + Р2 - Р1 P2 )g + R 1 R2 g. 
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Член Р1 + Р2 - Р1 Р2 называется булевой суммой и обозначается 
Р 1 ЕЕ> Р 2 . В каждом из этих двух тождеств присутствует интерполяцион­
ный оператор для g. Один из них Р1 P2 g, другой (Р1 ЕЕ> P2 )g. Приведем 
три примера, в которых показано их применение и различие между 

ними. 

Интерполяция Лаrравжа. Предположим, что Р1 и Р2 являются опера­
торами интерполяции Лагранжа на точках О и 1: 

P 1f(t) = P 2 f(t) = (1 - t)f(O) + if(I). 
Тогда два приведенных выше оператора будут иметь вид 

Р 1 P2 g(x, у)= (1 - x)(I - y)g(O, О)+ (1 - x)yg(O, 1) + x(I - y)g(I, О)+ 
+ xyg(l, 1), 

(Р1 ЕЕ> P2 )g(x, у)= (1 - x)g(O, у)+ xg(I, у)+ (1 - y)g(x, О)+ yg(x, 1) -
- (1 - x)(I - y)g(O, О) - (1 - x)yg(O, 1) - x(l - y)g(l, О) - xyg(l, 1). 

Отсюда видно, что оба оператора выполняют интерполяцию по-разно­
му. Для определения Р1 P2 g необходимо знать значения g только в 
вершинах квадрата, тогда как (Р 1 ЕЕ> Р 2 ) g требует значений g на сторонах 
квадрата. 

Интерполяция Эрмита. Рассмотрим следующий пример, в котором 

операторы Р1 и Р2 являются операторами интерполяции Эрмита 
(разд. 2.2.1): 

P 1f(t) = P2 f(t) = <p0 (t)f(O) + <р 1 (t)f(I) + <p 2 (t)/'(O) + <p3(t)f'(I). 

Тогда 

</)о (у) 
(/)1 (у) 
(/)2 (у) 
(/)3 (у) 

} P2 g(x, у) 

} Р1 g(x, у) 
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Относительно этих операторов можно сделать те же замечания, что 
и в предыдущем случае. В дополнение к ним должны быть известны 

а2 
значения перекрестных производных дхду в вершинах квадрата. В работе 

[ 4] описаны методы, позволяющие устранить эту трудность. 
Метод Кувса. Наконец, в третьем примере допустим, что 

P 1f(t) = P2 f(t) = q> 0 (t)f(O) + q> 1 (t)f(l). 

Учитывая, что (P1f)'(O) = (P1f)'(l), можно записать 
(Р1 ЕiЭ P2 )g(x, у)= q> 0 (x)g(O, у)+ q> 1 (x)g(l, у)+ q> 0 (y)g(x, О)+ 

+ q> 1 (у) g (х, 1) - q>0 (х) q> 0 (у) g (О, О) - q> 0 (х) q> 1 (у) g (О, 1) -
- q> 1 (x)q>0 (y)g(l, О) - q> 1 (x)q> 1 (y)g(l, 1). 

Этот метод чрезвычайно прост потому, что в нем требуется, чтобы 
нормальная производная функции была равна О на каждой стороне 
квадрата. 

Замечаввя. В приведенных выше примерах куски поверхностей сшива­
ются непрерывным образом, а в последних двух случаях - вместе с 
нормальными производными по непрерывной границе. На их основе 
можно разрабатывать и другие методы построения поверхностей, но при 
этом резко возрастает сложность вычисления функций. Если в методе 
предусматривается использование значений функции g или ее производ­
ных на границах квадрата, то их можно получить, решая предваритель­

но линейную задачу для функции одной переменной. Отсылаем к работе 
[10] для ознакомления с формулами для ошибок. 

Тензорное произведение и интерполяционные сплайны 

ЕсJШ известны значения функции на равномерной решетке точек 
(ih, jk)0 "'- ·.::.но.::. ·.::.м, можно определить интерполяционный сплайн с по­
мощыо'rенз~рного произведения [1, 19, 20]. Критерию минимизации в 
этом случае будет удовлетворять бикубический интерполяционный 
сплайн. На каждой прямой, параллельной одной из осей решетки, его 

значения равны значениям кубического сплайна как функции одной 
переме,нной. Таким образом, вычисление бикубического сплайна сводит­
ся к вычислению 2N + М или 2М + N сплайнов одной переменной. Это 
свойство распространяется и на другие типы интерполяционных 

функций. 
Возможности применения методов, использующих тензорное произ­

ведение, ограничиваются геометрическими свойствами данных. Однако 
эти методы настолько эффективны и просты, что нередко прибегают к 
преобразованию области задания исходных данных или к специальной 
параметризации, чтобы обеспечить необходимые для них условия. 

Сплайны, являющиеся решением задачи сглаживания, обладают 
другими свойствами. Вопросы применения в этом случае метода наи­

меньших квадратов для нахождения бикубических сглаживающих сплай­

нов и другие рассмотрены в работах [17, 19]. 
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Поверхвости Безье и В.Сплайна 

Для обработки поверхностей также широко применяются функции 
Безье и В-сплайны и метод тензорного произведения. Пусть Q- решетка 
точек в R3 : 

Q={Qi.i; O~i~N. O~j~M}. 

Поверхностью Безье, связанной с Q, называется поверхность, определяе­
мая следующим образом: 

N М 

B[Q](s, t) = L L ФN,;(s)Фм,j(t)Q;j• 
i=OJ=O 

где s и t принадлежат отрезку [О, 1]. Аналогично поверхностью В-сплай­
на, связанной с Q, называется поверхность, определяемая следующим 
образом: 

N N 

S[Q](s, t) = L L N;,N(s)Ni.M(t)Q;1• 
i=O j=O 

где функции Фи N определены в разд. 2.2.2. Необязательно, чтобы узлы 
и узловые точки совпадали в обоих направлениях. При переходе· от 
кривых к поверхностям сохраняется важное свойство: поверхности Безье 

и В-сплайна расположены в вьшуклой оболочке своей решетки. На 
практике используются главным образом билинейные (N = М = п = 
= т = 1), биквадратные и бикубические поверхности. Отметим, нако­
нец, что возможно обобщение этих представлений для правильных 
решеток, отличных от прямоугольных [47]. 

2.3.2. Методы интерполяции для произвольно 
расположенных точек 

Для произвольно расположенных точек в случае функции нескольких 
переменных не существует общей теории интерполяции. Обычно при 
решении подобных задач налагают дополнительные условия на геомет­
рическое расположение точек. Подход к решению задачи заключается 

либо в построении кусочно-полиномиальных функций (в общем случае 
они строятся на треугольной сетке), либо в использовании сплайнов. 
Интерполяция па треуrольвнке 

Во многих работах предпринимались попытки разработать методы, 
аналогичные методам Гордона и Кунса, но для треугольного элемента 

поверхности, причем во всех случаях стремятся свести двумерную задачу 

к одномерной. Приведем несколько примеров, взятых из работы [4]. 
Рассмотрим треугольник Т с вершинами А(О, О), B(l, О) и С(О, 1) 

(рис. 2.17). Вычисления будем проводить в декартовых координатах. 
Построим на этих точках интерполяционную поверхность Лагранжа 

1-х-у х 
Р1 g(x, у)= l g(O, у)+ -1 -g(l - у, у). 

-у -у 

Аналогично определяем Р2 вдоль направления АС. Тогда интерполяци-
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Рис. 2.17. Интерполяция Лагранжа 
функции двух переменных. 

с 
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онный оператор Р1 ЕJЭ Р2 позволяет осуществить непрерывную сшивку (в 
пространстве С°). Подобным образом можно осуществить непрерывную 
и дифференцируемую сшивку (в пространстве С 1 ), если в качестве 
исходных операторов взять 

р 1 g (х, у) = <f>o ( l ~ у) g (О, у) + <р 1 ( l ~ J g ( l - у, у) + 

+ <f>2 с~ J(l -у) :xg(O, у)+ <f>з с~ J :xg(l - у, у) 
и Р2 , который определяется вдоль направления АС. Булева сумма 
приводит к появлению перекрестных производных, при вычислении 

которых возникают большие трудности [5]. Вместо использования 
направлений, параллельных сторонам треугольника, можно взять на­

правление из вершины треугольника на противоположную сторону [40]. 
Разработан другой метод [10], в котором каждой вершине треуголь­

ника ставятся в соответствие координатные оси, образованные приле-

Рис. 2.18. Интерполяция с использованием барицентрических координат. 



64 Глава 2 

гающими сторонами, и в каждой паре осей осуществляется интерполя­

ция с помощью булевой суммы, а окончательное решение берется в виде 
комбинации полученных функций. При вычислениях в каждом треуголь-
1Шке вместо декартовых координат обычно используют так называемые 
барицентрические координаты, в которых с произвольной точкой Р 
внутри треугольника А 1 А2 А 3 (рис. 2.18) связываются три положитель­
ных или равных нулю числа 

, . = Площадь треугольника Р А iAk . k { } 
л1 , i, j, Е 1, 2, 3, , 

Площадь треугольника А 1А2А3 
i #j # k. 

Затем вычисляют интерполяционную функцию класса С°, оставляя 
инвариантными полиномы первой степени: 

Pg (Л. 1 , Л. 2 , Л. 3 ) = Л. 1 [g (1 - Л.2 , Л.2 , О) + g (1 - Л.3 , О, Л.3 ) - g (1, О, О)] 
+ Л.2 [g(Л. 1 , 1 - Л. 1 , О)+ g(O, 1 - Л.3 , Л. 3 )- g(O, 1, О)]+ Л.3 [g(Л. 1 , О, 1 - Л. 1 ) 

+ g (О, Л.2 , 1 - Л. 2 ) - g (О, О, 1 )]. 

Достоинством этих методов является возможность непрерывной сшивки 

самих поверхностей или поверхностей вместе со своими нормальными 

производными. При их использовании мо.гут возникнуть трудности, 

связанные с разбиением области на треугольники и с выбором метода 
сшивки. 

Описанные методы позволяют строить некоторые конечные эле­

менты (гл. 4). 

Конечные треугольвые элементы 
Вкратце суть проблемы состоит в следующем [12]. Конечный эле­

мент определяется как триплет (К, Р, I:), где 
1) К - замкнутый многогранник из R2 (в данном случае -треугольник); 
2) Р с С (К)- пространство действительных функций, отображающих К 
на R, непрерывных и s раз дифференцируемых; 
3) I:- конечное множество линейных, линейно независимых функциона­
лов, определенных на C(k) и таких, что V/;eI:, VzeRN, 3 единственный 
реР, Цр) = z;, i = 1, "., N. Конечный элемент считается принадлежа­
щим классу k, если интерполирующая функция, построенная на данном 
разбиении, непрерывна вместе со своими производными до k-го поряд­
ка. Обычно в качестве Р берут пространство полиномов, базис которого 
{р;} удовлетворяет условию 

Полиномы здесь также представляются в барицентрических координа­
тах. 

Приведем два примера конечных элементов. Для более глубокого 
изучения можно рекомендовать работы [12, 37], а также гл. 4. 
Пример 1. Конечный элемент Лагранжа первой степени класса С' : 

Р- пространство полиномов первой степени; 
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1: = {/1, 12, lз }; /;U) = f(A;); 
Р; СА.1, Л.2, Л. 3 ) = Л;, 

где А;-вершины треугольника К= А 1 А 2 А3 • 

Пример 2. Конечный элемент Эрмита класса С1 • Если использовать 
только полиномы, для его построения потребуется 18-мерное простран­
ство, определяемое так, что в вершинах треугольника задаются значения 

самой функции и ее первой и второй производных. 
В качестве Р могут быть использованы также пространства рацио­

нальных или кусочно-полиномиальных функций. Для сохранения границ 
области иногда используют криволинейные треугольники. В теории 
изопараметрических элементов [56] изучаются преобразования перехода 
от обычных к криволинейным конечным элементам с сохранением 
необходимых свойств. 

ИнтерполяциоННЬ1е сплайны и верегу JIJl)JИЬle данные 
Для неравномерно расположенных исходных данных поиск интер­

поляционных сплайнов от нескольких переменных осуществляется теми 

же способами, что и для одной переменной, среди которых выше были 
рассмотрены: 

а) применение кусочно-полиномиальных функций с определенными 
условиями сшивки; 

б) минимизация критерия. 

Первый способ разрабатывался многими авторами [ll, 18, 19], 
однако до сих пор нет такого метода, который можно было бы 
действительно применить на практике. Разработка метода минимизации 
критерия основывается на теории воспроизводящих ядер [2]. В работе 
[52] приведены несколько примеров решения задач на ограниченных 
областях R2 • В работе [21] эта теория распространена на неограничен­
ные множества. 

Таким образом, минимизация критерия (аналог энергии изгиба 
бесконечной пластины) 

JJR2 (::2 µ(х, у)у + 2 (д~~у µ(х, у)у + (:;2 µ(х, у)у дхду 
с интерполяционными условиями 

µ(Х;, У;)= Z;, j = 1, ... , n, 

приводит к определению сплайна следующего вида: 

• 
cr(x, у)= L Л.;К(х - Х;, у- у;)+ ах+ ру +у, 

i= 1 

где функция К (полугильбертово ядро) связана с выбранным критерием 

1 
К (х, у) = 2 (х2 + у2) ln (х2 + у2), 

а Л;, а, р, у определяются из решения линейной системы уравнений: 

5-1051 
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n 

L, K(xi-xj,yi-yj)Л.1 +axi+~yi+y=0, i= l, ... ,n 
j=l 

n 

L Л.ixi =О, 
j=l 

n 

L А1У1 =О, 
j= 1 

n 

L л.j =О. 
j=l 

Существует много численных методов решения этой задачи [43], в 

частности и такие, в которых не надо упорядочивать интерполяционные 

точки. Если п велико ( > 130), решение системы и вычисление сплайнов 
затруднительно. Для п < 80 метод Гаусса (гл. 3) дает вполне удовлетво­
рительные результаты, если первые точки выбирать удаленньlми друг от 
друга. 

Возможно применение и других критериев минимизации, которые 
приводят к различным видам ядер: 

К (х, у) = (х2 + у2 )812 (0- действительное положительное нецелое число); 

1 
К (х, у) = 2 (х2 + y2)k ln (х2 + у2). 

В зависимости от значений 0 и k полученный сплайн будет иметь 
большее или меньшее число производных. 

Задача сглаживания исследовалась в работах [53, 55]. 

Сшивка 
Интерполяпионные процедуры могут быть выполнены на располо­

женных рядом треугольных и прямоугольных элементах так, чтобы 
обеспечить построение непрерывных и дифференцируемых поверхностей 
при условии, что эти процедуры должны быть класса С1 с общими 
данными на границах. Как и в случае одной переменной, решение задачи 
сразу для всей области может быть весьма трудоемким, поэтому часто 

d2 

d, 

Cz 

с, 
о, Ot ь, bz 

Рис. 2.19. Разбиение области интерполяции. 
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разбивают задачу на несколько локальных задач с последующей сшив­
кой решений. Предположим, например, что поверхности S;j были 
вычислены в результате решения локальных задач на областях 

R;i((a;, Ь;) х (ci, d)) (рис. 2.19). Тогда окончательное решение определя­
ется следующей формулой: 

2 

s (х, У> = I '1'; (х) Фj (у) sij (х, у), 
i,j; 1 

где 

Можно также использовать метод Франка (разд. 2.2.4), определяя 
весовые функции для случая R2 • Если выбрать весовые функции для 
каждой точки в задаче интерполяции таким образом, что 

w; (х, у)= (Rf - ((х - х;)2 +(у - у;)2))+, 

тогда можно вычислить локальные поверхности на дисках с центром 

(х;, у;) и радиусом R; [13, 25]. 
Рассмотренные методы сшивки предполагают сегментацию Поверх­

ности с целью упрощения вычислений и предполагают заданными 

значения функции и ее производной. Однако часто в задачах интерполя­
ции известны только значения самой функции, но не ее производных 
(экспериментальные результаты, численные расчеты и т. п.). В этом 
случае можно предложить следующий алгоритм вычислений [37]: 
• произвести разбиение области на треугольники, взяв в качестве вер­
шин треугольников точки, в которых известны значения функции; 
• выбрать метод интерполяции на области треугольной формы. Ввести 
дополнительное множество точек, необходимое для реализации метода; 
• вычислить в каждой дополнительной точке Р недостающие данные с 
помощью интерполяционного сплайна, определенного по известным 

значениям в вершинах треугольника, содержащего Р; 
• провести интерполяционную поверхность на каждом треугольнике. 
Если позволяют условия, следует выбрать равномерное разбиение. В 
этом случае необходимо: 
• определить равномерное разбиение; 
• выбрать метод интерполяции и определить множество точек, как и 
раньше; 

• каждой точке Р поставить в соответствие точки данных ер, лежащие на 
многогранниках, формирующих сетку разбиения и содержащих Р. 

На ер строят локальную поверхность, с помощью которой вычисля­

ют недостающие точки. 
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2.3.3. Автоматическое разбиение на треугольники 

Рассматриваемая задача разбиения на треугольники аналогична за­
даче, возникающей в методе конечных элементов с неравномерно распо­
ложенными данными. При этом возможны два случая: 

• автоматическое разбиение области, заданной своими границами; 
• автоматическое разбиение на заданных точках. 
Решение определяется выбором критерия оптимального разбиения. Рас­
смотрим два метода предварительного разбиения, а затем их усовершен­
ствование. 

Разбиение ва области 
Для автоматического разбиения заданной области Q из R2 предполо­

жим, что она является связной (без дыр, в противном случае достаточно 
ввести фиктивные вспомогательные границы) и известна ее граница. Это 
равносильно тому, что заранее известны вершины разбиения на границе. 
Идея метода [ 45] состоит в том, чтобы, начиная от известных вершин 
11 , •.. , 1 п , строить остальные точки разбиения, постепенно продвиrаясЬ 
в глубь области. Можно выделить следующие этапы этой работы: 
• Начальный этап: выбираются три последовательные точки, располо­
женные на границе, и упорядочивается их нумерация в направлении по 

часовой стрелке. Область Q представим в виде 2 частей: •-часть, где 
разбиение уже проведено, D- оставшаяся часть. В исходном состоянии 
имеем 

F = {11 , 12 , 1 з} , • = JO, D = Q. 

• Пока область D не сведена к отрезку, для 

F={I1,····lп} 
---'--.... _.........____ 

отыскиваем такое р, чтобы 0 = 1р- 1 1Р1р+ 1 = inf l;_ 1lJ;+ 1 , где 

---- i lP_ 1lplp+l обозначает угол, образованный отрезками lP_ 1lP и lplp+i · 
• Находим k, удовлетворяющее условию 

1t 1t 
kз < е ~ (k + 1)3. 

·Еслиk=О: 
• строим треугольник Т с вершинами 1р- 1 1Р1 Р + 1 , 

• • -> • u Т, D = D - Т; 
• исключаем точку 1 Р из F. 

·Еслиk>О: 
• строим точки Р 1 , ... , Р k таким образом, чтобы 

----- j0 lp-1lpPj=k+1 

и треугольники Т0 = lp_ 1 lpP1, 

7; = РJрР;н • Т,. = PJplp+i 

были бы максимально близки к равносторонним; 
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• строим треугольники Т0 , •.• , Т,.; 

• t -> t u Т0 u ... u Т,., D = D - (Т0 u " . u Т,. ); 
•исключаем IP из F и добавляем в F Р1 , ••• , Pk; 
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• если р = 2, добавляем к F граничную точку, предшествующую I 1 ; 

• если р = п - 1, добавляем к F граничную точку, следующую за /n. 

Разбиение на заданных точках 
Автоматическое разбиение на известных точках заключается в по­

строении треугольников с вершинами в данных точках. Множество этих 

точек обозначим через Р = {Q 1 , ... , Q2 } и выпуклую замкнутую границу 
множества Р-через С. Часть точек п1 будет лежать на границе, а часть 
п; - внутри С. 

Тогда 

п=п1 +пi, 

п, = п 1 + 2 (п; - 1) ~ 2п, 
пс = 2п 1 + 3 (пi - 1) ~ 3п, 

где п,-число треугольников, пс-число сторон. Укажем на один из 
возможных алгоритмов решения задачи [16, 48], близкий по своей.идее к 
рассмотренному выше. 

Согласно этому алгоритму, построение начинается с точек, лежащих 
на границе. Методы определения выпуклой граничной оболочки рас­
смотрены в работах [24, 46]. Единственное отличие от описанного выше 
алгоритма состоит в построении точек, поскольку используются уже 

известные точки. Как и раньше, строятся точки Pi , а затем внутри 
окружности заданного радиуса определяется, имеются ли еще неисполь­

зованные точки. Если их несколько, берут наиболее близкую к границе, 
если их нет-увеличивают радиус окружности. 

Существуют также другие алгоритмы, использующие иные принци­

пы разбиения. В них предусматривается построение начального тре­
угольника, от которого разбиение распространяется на всю область [31, 
36, 38]. 
Оптимизация разбиения на треугольники 

Для оптимизации разбиения необходимо строить треугольники, мак­
симально близкие к равносторонним. Решение подобной задачи ни в 

общем виде, ни для локальных четырехугольных областей не получено. 
На практике обычно задают начальное разбиение, а затем его последо­
вательно оптимизируют в четырехугольных областях. Положение точек 
можно немного изменять (разд. 2.2.3). Для выпуклого четырехугольни­
ка отметим две возможности. Первая заключается в максимизации 

минимального внутреннего угла каждого треугольника, вторая возмож­

ность заключается в следующем. Определим область 

D; = {PeR2 /d(P, Q;) < d(P, Qi), j # i, \:/ j = 1, 2, 3, 4}, i = 1, .. .4. 

Если соединить точки Qi и Qk и при этом D; и Dt имеют общую границу, 
то такое разбиение называется разбиением Делоне. Оно может быть 
проведено для множества произвольных точек [32, 41, 29]. 
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Численные методы решения систем 

уравнений 

В этой главе дается лишь общее представление об основных числен­
ных методах решения систем линейных и нелинейных уравнений. Для 
более глубокого их изучения необходимо обратиться к специальной 
литературе. Мы будем следовать общепринятой классификации и рас­
смотрим сначала методы решения систем линейных уравнений, а затем 

методы решения нелинейных уравнений и систем нелинейных уравнений. 

3.1. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Пусть А-квадратная матрица порядка пи Ь-вектор, состоящий из п 

компонент. Задача состоит в решении системы п уравнений: 

Ах=Ь. 

Прежде чем говорить о методах решения этой системы, сделаем 
несколько общих замечаний: 
• Разработку теории систем линейных уравнений можно считать завер­
шенной, и известны условия существования и число решений в зависи­

мости от ранга матрицы А и свойств некоторых характеристических 
определителей. Если матрица А обратима, единственное решение х 

можно получить с помощью правила Крамера. 
• С точки зрения численного решения ситуация более сложная: прямое 
применение правила Крамера требует очень большого числа операций и, 
кроме того, возникают проблемы переноса ошибок округления. 
• Специально для численного решения задачи разработаны эффектив­
ные алгоритмы, которые учитывают особенности матрицы А (ленточ­
ную или клеточную структуру) и делятся на два класса-прямые и 

итерационные методы. 

Ниже везде под А будем понимать квадратную обратимую матрицу 
порядка п. Предположим также, что ее элементы действительны - это не 

нарушит общности рассмотрения, потому что решение системы п линей­
ных уравнений с комплексными коэффициентами сводится к решению 
системы 2п линейных уравнений с действительными коэффициентами. 

Запись уравнений в виде 

(А + iB)(X + iY) = Ь + ic 

эквивалентна записи этих уравнений в следующем виде: 

1 ~ ~в 1 1 ~ 1 1 : 1· 

Отметим, что подобные преобразования представляют самостоятель­
ный интерес, так как обработка комплексных чисел арифметическими 
устройствами ЭВМ осуществляется неэффективно. 
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3.1.1. Прямые методы 

Прямым методом решения линейной системы Ах = В называется 
любой метод, который позволяет получить решение х с помощью 
конечного числа элементарных арифметических операций: сложения, 

вычитания, деления, умножения и, возможно, извлечения квадратного 

корня. Если ввести такое понятие, как стоимость метода, то ее можно 
оценить числом требуемых операций. Для более точной оценки следует 
учесть объем памяти ЭВМ, который требуется для реализации метода. 
Важной характеристикой метода решения является его чувствительность 
к переносу ошибок округлеrшя, или вычислительная устойчивость. Полу­
чить эту характеристику довольно сложно, но во многих случаях она 

имеет решающее значение. Мы изложим здесь лишь конечные результа­

ты без доказательств. 
Прямые методы решения системы линейных уравнений основаны на 

сведении матрицы системы А к матрице простой структуры - диагональ­
ной (и тогда решение очевидно) или треугольной - и разработке эффек­
тивных методов решения таких систем. Например, если А является 

верхней треугольной матрицей 

а11 а,2 а13 

о 322 а:в 

А= о 333 

о 

о 

решение отыскивается с помощью последовательных обратных подста­
новок. Сначала из последнего уравнения вычисляется х", затем получен­

ное значение подставляется в предыдущее уравнение и вычисляется х"_ 1 

и т.д.: 

Хп=Ьп/а •• , 
хп-1 = (Ь.-1 - an-1 .• x.)/a.-1.n-1 • 

или в общем виде 

_Ь;-а;,;+1Х;+1-···-а;"Х" ·- -1 
х;- , 1-п,п " .. , 1. 

аи 

Стоимость такого решения составляет п2 /2 сложений и умножений (а 
также п делений, которыми можно пренебречь). 

Сведение матрицы А к одному из двух указанных выше видов 

осуществляется с помощью ее умножения на специально подобранную 
матрицу М, так что система Ах= Ь преобразуется в новую систему 
МАх = МЬ. Во многих методах матрицу М подбирают таким образом, 
чтобы матрица МА стала верхней треугольной. 
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Метод Гаусса и его разновидности [2, 5, 10, 11] 
Идея метода Гаусса состоит в том, что левую и правую части 

системы уравнений Ах= Ь последовательно умножают на ряд нижних 
треугольных матриц с единичной диагональю L 1 , L 2 , ••• , L._ 1 , таких, 

что матрица МА становится верхней треугольной, где М = L. _ 1 · 

· ... ·L2 ·L1. 
Предположим, что элемент а11 отличен от нуля, и на первом этапе 

исключим элементы а21 , а31 , ••• , а. 1 , прибавляя первую строку матрицы 
с соответствующим множителем к строкам 2, 3, ... , п. Очевидно, что 
это равносильно умножению матрицы А на матрицу L1 вида 

о 

-~. 

- \31 () 

L,= 

- t,,, о о 

где /j1 = aj1/a 11 , 2 ~j ~ п. Матрица L 1 А принимает вид 

L, А = (а,~111 х х . . х) 
1 Д(21 ' 

о 

где a\1l = а 11 и верхний индекс в скобках показывает число модификаций 
элементов. Процедура исключения элементов повторяется многократно, 

т. е. на k-м этапе с помощью элемента а~~ исключают часть k-го столбца, 
расположенную под диагональю. Числа а~~ называются главными эле­
ментами приведения матрицы к треугольному виду. Если ни один из них 

не равен нулю, после п - 1-го этапа получаем верхнюю треугольную 

матрицу 

х .........• х 

о 322121 х . . . . . . . . . х 

L0 _ 1 L"_ 2 ". L1 А= 

о ·. 

о 

Что делать, если один из главных элементов равен нулю? В этом 
случае надо выполнить перестановку строк и столбцов (или тех и других) 
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и добиться, чтобы на диагонали стоял ненулевой элемент. Более того, 
диагональный элемент должен быть не только ненулевым, но и не 
слишком малъ1м, в противном случае деление на него приведет к потере 

точности вычислений за счет переноса ошибок округления. Для выполне­
ния этого условия обычно используют один из двух методов: 
• частичный выбор главных элементов: на k-м этапе выбирают в 
качестве главного элемента максимальный по модулю элемент среди 

элементов k-го столбца, расположенных под диагональю, и осуществ­
ляют соответствующую перестановку строк; 

• полный выбор главных элементов: на k-м этапе выбирают максималь­
ный по модулю элемент среди элементов матрицы aii(i,j ~ k) и осу­
ществляют соответствующую перестановку строк и столбцов. 
Ниже мы вернемся к проблеме вычислительной устойчивости. 

Число выполняемых арифметических операций при этом составляет 
~ п3 /3 сложений и п3 /3 умножений. Этим определяется полная стоимость 
метода, поскольку стоимость решения самой треугольной системы 

пренебрежимо мала по сравнению со стоимостью приведения матрицы к 
треугольному виду. 

LU-разложевие матрицы системы уравнений 

Предположим, что все главные элементы отличны от нуля. Тогда 

можно осуществить так называемое LU-разложение матрицы А: 

A=LU, 

где матрица L является нижней треугольной с единичной диагональю: 

о 

L; 

(знак i-го столбца противоположен знаку i-го столбца матрицы Li, 
l ~ i ~ п - l), а матрица И-верхняя треугольная. Решение системы 

Ах= LUx = Ь происходит в 2 этапа. Сначала решается система Ly = Ь, а 
затем Ux =у. Если нужно решить несколько систем с одной и той же 
матрицей А, задача существенно упрощается, так как сохраняются 

матрицы L и U. 
При необходимости можно определить матрицу, обратную матрице 

А, решая с помощью LU-разложения п систем уравнений Axi = ei, где 
е;-вектор, все компоненты которого равны нулю, кроме i-го компонен­

та, который равен l. Полная стоимость обращения матрицы складыва­
ется из стоимости LU-разложения и стоимости решения 2п систем с 
треугольными матрицами (порядок величины составляет 4п3 /3 сложений 
и 4п 3/3 умножений). 

Справедливо следующее утверждение: матрица А допускает LU-paз-
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ложение, если определители всех главных подматриц 11 отличны от нуля. 
Полный выбор главных элементов в матричном виде реализуется так, 
что отыскиваются две возмущающие матрицы2> Р и Q, с помощью 
которых матрица А представляется в виде А= PLUQ. 

Метод Холецкого 

При разложении симметричных матриц по методу Гаусса можно 

уменьшить число выполняемых арифметических операций и требуемый 
объем памяти. Более того, существование LU-разложения следует из 
свойства положительной определенности симметричной матрицы А. 

Можно показать, что для симметричной положительно определенной 

матрицы А существует разложение 

А =LE 

(разложение Холецкого). Матрицу L легко получить методом Гаусса, но 
на практике предпочитают выполнять вычисления путем прямого со­

поставления матриц А и LE: 

Полная стоимость разложения составляет половину стоимости мето­
да Гаусса плюс п вычислений квадратного корня. Метод обладает 
вычислительной устойчивостью. 

Метод Жордана 

Вместо приведения матрицы А к треугольному виду можно попы­

таться сделать ее диагональной путем умножения на матрицы Lk вида 

1 

""'1 1,. ~ 1. k 

1 

""1 

-·· k • 

На k-м этапе, имея ненулевой главный элемент а~':/. можно исключить 
все элементы (кроме диагональных) k-го столбца матрицы А. Вычисле­
ния аналогичны вычислениям по методу Гаусса: также допускается 

11 То есть главные миноры.- Прим. ред. 
2) Матрицы Р и Q осуществляют перестановку строк и столбцов исходной 

матрицы.- Прим. ред. 
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перестановка строк или столбцов и на п - 1-м этапе решается диагональ­
ная система уравнений. 

В настоящее время этот метод редко используется на практике, так 
как его стоимость (порядка п3 /2 сложений и умножений) выше, чем 
стоимость метода Гаусса. Простота решения диагональной системы не 

компенсирует дополнительных затрат. Тем не менее он иногда исполь­

зуется для обращения матрицы А; кроме того, он удобен для параллель­
ных вычислений. 

Свойства матрицы А 
Клеточные методы 1>. Если матрица системы имеет клеточную струк­

туру (что часто встречается в приложениях), можно использовать кле­

точный вариант каждого из трех рассмотренных выше методов. В этом 

случае на k-м этапе главным элементом является диагональный блок AL'J! 
матрицы А, которая предполагается обратимой, и вычисление исклю­
чающей матрицы Lk требует решения линейной системы с матрицей А~1;/. 
В работах [2, 10, l l] более подробно описаны эти методы для случаев, 
когда матрица А имеет клеточную трех- или пятидиагональную 

структуру. 

Разреженные матрицы. Матрица называется разреженной, если чис­

ло ненулевых элементов в каждом строке настолько мало, что становят­

ся оправданными специальные методы ее обработки (например, запоми­

нание элементов матрицы с помощью линейных списков). Важным 
частным случаем являются ленточные матрицы: 

aii = О при i - j ~ р или j - i ~ q. 

Если для ленточных матриц существует LU-разложение, то 

/ij =О при i - j ~ р и иii =О при j - i ~ q. 

Это свойство сохраняется для разложения L/!, в случае симметричной 
матрицы, но при решении по методу Жордана, а также при перестановке 
строк или столбцов ленточная структура матрицы нарушается. В общем 
случае, чтобы извлечь выгоды из разреженной структуры матрицы, 
необходимо использовать более сложные алгоритмы [4] (метод охваты­
вающих сечениИ, минимальной степени и др.). 

Тёплицевы матрицы. Для приведения к треугольному виду тёплице­
вых матриц, элементы которых a;i зависят только от разности индексов i 
и j, разработаны специальные эффективные алгоритмы [2]. 

В заключение отметим, что к преимуществам рассмотренных мето­

дов относятся простота вычислений, легкость программирования, сохра­

нение ленточной структуры, если есть возможность обойтись без выбора 

I) В клеточных методах матрица А разбивается на клетки Aii• а вектор 
правой части-на подвекторы Ь;. В результате получается система матричных 

уравнений, к которой применимы методы решения линейных уравнений, только 

действия над числами заменяются действиями над матрицами.- Прим. ред. 
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главных элементов. Недостатки связаны с тем, что для повышения 

вычислительной устойчивости необходим выбор главных элементов, за 
искточением случаев симметричных положительно определенных мат­

риц, а для несимметричных матриц в случае матриц малой размер­
ности -матриц с доминирующей диагональю и др. [12]. 

Методы ортогоналвзацвв матриц [2, 4, 11] 
Эти методы основаны также на идее получения нулевых элементов 

под диагональю, но теперь для этого матрицу системы А умножают на 

ортогональные матрицы (т. е. обратные матрицы которых совпадают с 
транспонированными). При этом достигается существенное повышение 
вычислительной устойчивости за счет более высокой арифметической 
стоимости. 

Метод Гивенса. До последнего времени этот метод редко исполь­

зовался, но теперь, по-видимому, к нему приходит заслуженное при­

знание. Для искточения элемента а1; (j> i) используют преобразование 
поворота на плоскости (eiei). 

1 

- - - - - - - - -cos 8 - - - - - - -- sin 8 - - - - - - - - - - -

: 1 

- - - - - - - - sin 8 - - - - - - - cos 8 - - - - - - - - - - -
' 

Для искточения одного элемента определение cos 0 и sin 0 требует 
извлечения квадратного корня. В целом стоимость метода составляет: 
п2 /2 извлечений квадратного корня, п2 делений, 2п3 /3 сложений и 4п3 /3 
умножений. Таким образом, полное число операций - 2п3 , что в 3 раза 
больше, чем для метода Гаусса. Однако преимуществом метода Гивенса 
является локальный характер вычислений и пригодность для парал­
лельных вычислений. Кроме того, сохраняется разрежешшя структура 

матрицъ1. 

Метод Хаусхолдера. Сначала отыскивается матрица Н, удовлетво­
ряющая следующему условию: первый вектор-столбец произведения НА 
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(обозначим его а) должен быть коллинеарен е 1 • Эта матрица отыски­
вается в виде 1 - 2uut (симметрия по отношению к гиперплоскости, 
ортогональной и) при условии, чтобы На= Е 11а11 е 1 , где Е = ± l. Мат­
рица Н (как и обратная ей матрица) обладает свойствами ортогональ­
ности и симметричности. Стоимость метода составляет п3 умножений, 
2п2 /3 сложений, п2 /2 делений и 2п извлечений квадратного корня. 

QR-разложеиие. Оба предыдущих метода приводят к QR-разложению 
матрицы А, где Q = М'. Как и LU-разложение, оно всегда возможно и 
особенно полезно, если нужно решить несколько систем уравнений с 
одной матрицей А. В этом случае для решения системы QRx = Ь сначала 
решают систему Qy = Ь (решение записывается сразу в виде у = Qt Ь ), а 
затем Rx = у. Кроме этого, QR-разложение является основой эффектив­
ных алгоритмов поиска собственных значений. 

Большим преимуществом методов Гивенса и Хаусхолдера является 
их вычислительная устойчивость для матриц произвольного вида. Эти 

методы используются также, когда вид матрицы А заранее неизвестен. И 
наоборот, если известно, что матрица А симметрична и положительно 

определена, следует применять метод Холецкого (также устойчивый) 
из-за его более низкой стоимости. Стоимость метода Гивенса намного 
выше, чем стоимость метода Хаусхолдера, но он более пригоден для 
обработки разреженных матриц из-за локального характера преобра­
зований [4]. 

Устойчивость и обусловленность. Пусть Ах= Ь-система линейных 
уравнений. Попытаемся найти возмущение решения системы при воз­
мущении данных, т. е. при замене Ь на Ь + db или А на А + dA. 

Изменим сначала Ь и обозначим через dx возмущение решения: 

А (х + dx) = Ь + dЬ. 
lldxll lldbll 

Пусть er(x) =--и er(b) =---относительные ошибки х и Ь. Теперь 
llxll llbll 

внесем возмущение в А 

(А + dA)(x + dx) = Ь 
и обозначим1 > 

lldxll lldAll 
er(x) = и er(A) = --. 

11 х + dx 11 11 А 11 

Для обоих случаев можно показать, что 

er (х) ~ 11 А 11 • 11 л -1 11 {er(b) . 
er(A) 

l) По определению, llAll = supllAxll при условии llxll = 1.-Прим. ред. 



78 Глава 3 

Число cond (А) = 11 А 11 • 11 А - 1 11 называется числом обусловленности 
матрицы А, и оно всегда ~ l. Матрица А тем лучше обусловленна, чем 
cond (А) ближе к l, так как при этом небольшие изменения данных 
приводят к небольшим ошибкам в решении. Величина cond (А) зависит 
от выбора нормы на R. Для евклидовой нормы 

( 11х11) = (t
1 
х? )112 и 11А11 = sup 11Ах11/11х11 

cond(A) = Л.м/Л.m; где л.;, ~ ... ~ Л.it-собственные значения матрицы 
А1 А. Для симметричных матриц cond (А) равно отношению максималь­
ного модуля собственного значения А к минимальному. Наконец, если А 
ортогональна, то 

cond(A) = l, 

что объясняет вычислительную устойчивость ортогональных методов. 
Методы, основанные на разбиении матрицы. Системы уравнений 

Ах = Ь можно расчленить путем разбиения матрицы А, например 

A=l~tf-1 
где R и S - квадратные, а W и V- прямоугольные матрицы. Если 

разложение А= LИ существует, то матрицы имеют вид 

L=l-L_RjQ_, и=l_l!.rtl_i!.v_ 1 
Lw:Ls' О : Us 

Легко показать, что 

{
R = LR UR, 

S - WR- 1 V= LsИs. 

Таким образом, задача сведена к LИ-разложению матрицы R, ее 
обращению и LИ-разложению матрицы S - WR- 1 V. Обращение мат­
рицы А заменяется обращением двух матриц меньшего размера (напри­

мер, половинного). Процедура может быть использована рекурсивно. 

3.1.2. Итерационные методы 

Прямые методы решения системы линейных уравнений нельзя при­

менять при очень больших п из-за нарастающих ошибок округления, 
связанных с выполнением большого числа арифметических операций. 
Устранить эти трудности помогают итерационные методы. С их по­
мощью можно получить, начиная с вектора x(OI, бесконечную после­
довательность (x(ml) векторов из К', сходящихся к решению системы: 

lim x<ml = х. 
m-+oo 
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Метод является сходящимся, если это соотношение справедливо для 

произвольного начального вектора х<0> • 
Во всех методах, которые рассмотрены ниже, матрица А представ­

ляется в виде А = М - N (ниже показано, как это выполняется) и 
последовательно решаются системы 

Mx<m+ 1> = Nx<m> + Ь. 
Формально решением системы является 

x<m+ 1> = м- 1 Nх<т> + м- 1 Ь, 

где М - обратимая матрица. Решение итерационным методом упроща­
ется еще и потому, что на каждом шаге надо решать систему с одними и 

теми же ма rрицами. Очевидно, что матрица М должна быть легко 
обращаемой, а для получения желаемой точности надо выполнить 
определенное число итераций. 

Обозначим через В итерационную матрицу 

B=M- 1 N. 

Пусть Лма•с - собственное значение этой матрицы (в общем случае оно 
может быть комплексным), имеющее наибольший модуль, равный р(В). 
Тогда необходимым и достаточным условием сходимости итераций 
является неравенство 

р(В) < l. 

р(В) называется спектральным радиусом матрицы В. 
В частности, это условие будет выполнено, если для какой-либо 

матричной нормы 11 В 11 < 1. Если т - число итераций, то 11 вт ll 11m харак­
теризует сре,щее уменьшение ошибки на m-м шаге, определяемое как 

llE(•)11 
max -- где E(m) = х<т> - х т ::а: О 

(0) ' , 7 . 

t<•>"o 1\Е 11 
При неограниченном возрастании числа итераций 

lim 11вт11 1 /m = р(В). 
m~+oo 

Спектральный радиус р (В) характеризует среднее асимптотическое 
уменьшение ошибки итерации. Он является наиболее простым средст­

вом оценки скорости сходимости итерационного метода: метод тем 

лучше, чем меньше спектральный радиус итерационной матрицы. 

Метод Гаусса-Зейдели и его варианты [2, 5, 6, 10, ll] 
Представим матрицу А в виде 

A=D-E-F, 

где D-диагональная матрица, содержащая диагональные элементы мат­

рицы А, Е и F -соответственно нижняя и верхняя треугольные матрицы, 
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состоящие из элементов А с противоположным знаком: 

D Е F 

Предположим, что диагональные элементы а;; отличны от нуля. Изве­
стны три классических метода представления матрицы А в виде А = 
М - N, приводящие соответственно к трем видам итерационных урав­
нений: 

• Метод Якоби: М = D и N = Е + F, 
Dx(m+lJ = Ь + (Е + F)x(mJ. 

• Метод Гаусса - Зейделя: М = D - Е и N = F, 
(D - E)x(m+lJ = Ь + Fx(m). 

• Метод верхней релаксации: М = ± D - Е и N = ( ±- 1 ) D + F , 

(D - wE)_xim+l) = wb + (1 - w)Dx(mJ + wFx(т). 
Метод Якоби требует менее всего вычислений, поскольку на каждом 
этапе решается диагональная система, в отличие от метода Гаусса-Зей­
деля, где решается треугольная система. Что касается памяти ЭВМ для 
хранения промежуточных результатов, то, наоборот, в методе Якоби ее 
нужно в 2 раза больше, чем в методе Гаусса-Зейделя. i-я компонента 
новой итерации x<m+ 11 требует хранения: 
• в методе Якоби всех компонент x(mJ, т. е. в памяти нужно держать два 
вектора размером п ; 
• в методе Гаусса-Зейделя (i - 1) первых компонент _x{m+ 11 и (п - i - 1) 
последних компонент x<m), т. е. только один вектор. Метод верхней 
релаксации представляет собой модификацию метода Гаусса-Зейделя. 
Параметр w вводится для того, чтобы ускорить сходимость примерно 
так, как если бы после получения значения x<m) на следующем шаге 
произвели итерацию по методу Гаусса-Зейделя и получили у<тl, а 
значение x<m+ 11 вычислили по формуле 

x<m+l) = (1 - w)x(m) + wy<mJ. 

Сходимость. Не существует общей теории, позволяющей сравнить 
скорость сходимости рассмотренных выше методов. Из наиболее важ­
ных результатов следует отметить следующие: 

• если матрица А симметрична и положительно определена, то сходятся 
методы Гаусса-Зейделя и верхней релаксации при we[O, 2]; 
•если А является матрицей со строго доминирующей диагональю, то 
сходятся методы Якоби и Гаусса-Зейделя. 
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Клеточные методы. Для итерационных методов, как и для прямых, 
разрабатываются алгоритмы, использующие разбиение матрицы сис­
темы на клетки. Для этого необходимо, чтобы все диагональные клетки 
разбиения были обратимы. Для случая симметричной и положительно 
определенной матриць1, имеющей клеточную трехдиагональную струк­

туру, получены точные результаты по сходимости. Методы Якоби и 

Гаусса-Зейделя сходятся или расходятся одновременно, и если они 
сходятся, метод Гаусса-Зейделя является асимптотически в два раза 
более быстрым. Кроме того, можно определить оптимальный параметр 
релаксации в зависимости от спектрального радиуса матрицы J = 
=D- 1 ·(E+F) [2, 11, 18]. 

Метод симметричной релаксации. В релаксационном методе после­
довательность итераций зависит от порядка нумерации переменных. Так 

как заранее неясно, существует ли оптимальный порядок, предложен 

метод симметричной релаксации, в котором неизвестные поочередно 

пробегаются в натуральном (1, 2, ... , п) и в обратном (п, п - 1, ... , 1) 
порядке. В матричном виде в этом случае очередное приближение x(m+ l) 
получают в два этапа: 

(D - w.E)_xim+l/2 ) = wb + (1 - w)D_xim) + wUx(m), 

(D - wF)x(m+l) = wb + (1 - w)Dx(m+l/2) + wEx(m+l/2 ). 

В работе [ 4] более подробно описаны методы и условия его сходимости 
(полностью аналогичные условиям для релаксационного метода). 

В заключение отметим, что описанные выше методы обычно обла­
дают довольно медленной (линейной) сходимостью. Исключение сос­
тавляют случаи, когда параметр релаксации близок к оптимальному, но 
тогда к стоимости метода нужно добавить стоимость оценки этого 
параметра, которая связана с определением собственных значений мат­

рицы. 

Как уже говорилось выше, итерационные методы используются в 
основном для решения очень больших систем, матрицы которых, как 
правило, имеют разреженную структуру. Это стимулирует разработку 
новых более сложных методов, предназначенных для решения систем с 

разреженными матрицами, к рассмотрению которых мы приступаем. 

Методы сопряженных градиентов, неполного разложения и 

предобусловлеиности 
Предположим, что матрица А системы уравнений является сим­

метричной, положительно определенной и имеет ленточную структуру. 

Ниже кратко описаны три метода решения системы линейных уравнений 

с матрицами подобного вида. 

Метод сопряженных градиентов. Основная идея метода состоит в том, 

чтобы вместо обычного решения системы Ах= Ь искать минимум 
квадратичного функционала F, определяемого выражением 

6-1051 



82 Глава 3 

1 
F(v) = -vt Av - v1 b, 

2 

на R" . Этот метод является частным случаем метода спуска по соп­
ряженным направлениям (т. е. ортогональным со скалярным произве­

дением, определенным с помощью матрицы А). Вычисление начинают с 

произвольного вектора х0 , а последовательные итерации записываются 
в виде 

_xk + 1 = _xk + ak dk , 

где ak = ( ,;<- 1 )1 ,;<- 1 /(dk)' Adk, dk = ,;< - ~k-l dk- l, ,;< = Ь - A_xk (является 
остатком на k-м этапе) и 

~k- 1 = (,J<- 1)'1- 1 / (,;с- 2 )'.,;с- 2 . 

Можно воспользоваться эквивалентным выражением 

_xk+l = Рн1 (Ун1I' + _xk) + (1 -Pн1)_xk-l, 

где 

Рн1 = 1 - ~k-1 ak/ak-l • Ун1 = аk/Рн1 · 

Прекращение итераций определяется значением 1. 

Метод неполного разложения. Обратимся к разложению матрицы А 
по методу Холецкого (А = LL1 ). В данном случае матрице L не пере­
дается свойство разреженности матрицы А. Так, если А имеет вид 

х х 

х 

А= 

:~ О~х х 
х 

х х 

L будет заполнена, как обычно, 

L= ~~о 
х х х 
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Из-за больших размеров системы мы рискуем быстро переполнить 
емкость машинной памяти. 

Идея метода состоит в том, чтобы построить приближенное разло­
жение матрицы А на произведение LL', наложив дополнительные 
условия на структуру матрицы L. Наиболее простые (и чаще всего 

используемые) условия состоят в построении L, сохраняющей разре­
женную структуру А. При этом вводится матрица остатков R: 

R =А - LLt,, 

причем rii = О, если i = j или aii #- О, 
lij = О, если aii = О, i > j. 

Это разложение можно сразу использовать для итерационного метода (с 
М = LLt и N = - R ). Матрица LL' может также рассматриваться как 
«обратное приближение» матрицы А, пригодное для использования в 
методе предобусловленности, который служит для решения систем с 
плохо обусловленной матрицей. 

Метод предобусловленностн. Идея метода состоит в том, что отыс­
кивается такая матрица М, для которой произведение м- 1 А является 
матрицей, лучше обусловленной, чем матрица А. Стараются сделать 
так, чтобы матрица М была легко обращаемой и служила хорошим 
приближением для А, однако в явном вычислении самой матрицы М 
обычно нет необходимости. Приведем алгоритм обобщенного метода 
сопряженных градиентов, построенного по этому принципу. 

Исходные данные: х0 , r0 = Ах0 - Ь. 
Для k = 1, 2, ... выполнить: 
решить систему М zk- 1 = rk - 1 

Pk- 1 = ( 1- 1 )' zk-1 

~k-1 =Pk-1/Pt-2 

dk -{=о 
- zk - 1 + ~k - 1 dk - 1 для k ~ 1 

vk = Adk 

ak = Pk - t / ( dk У vk 
х1' = х1'- 1 + ak dk 
1=1- 1 + ak vk. 

Итерации прекращаются, когда Pk1 становится меньше желаемой точ­
ности. Сложность алгоритма определяется тем, что на каждом шаге 

итерации нужно дополнительно решать систему уравнений 

Mzk-1=1-1. 

«Хорошая» предобусловливающая матрица М должна, с одной сто­
роны, быть хорошим приближением матрицы А, а с другой-обеспе­
чивать быстрое и недорогое решение системы, что, вообще говоря, 
несовместимо. Наиболее простой выход из положения состоит в выборе 
в качестве М диагональной матрицы из диагональных элементов А. 
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Весьма эффективно также упоминавшееся в методе неполного разложе­
ния приближение LL1 • В работе [ 4] более подробно дано обоснование 
многих других вариантов. Нашей целью не является подробное описание 

метода, мы хотим дать лишь представление о разработках в этом 
направлении. 

3.2. СИСТЕМЫ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

3.2.1. Введение 

Ниже речь пойдет об одновременном решении системы п уравнений с 
п неизвестными вида 

(S) 

fn(X1, Х2, •.. , х") =О, 

или F (х) = О (F: R" -+ R" ), где функции}; не обязательно линейно зависят 
от переменных х i. Для этого случая не существует математической 
теории, позволяющей в общем виде решить вопрос о существовании и 

числе решений системы (S): их может не быть совсем, можно иметь одно, 
несколько или бесконечное множество (счетное или несчетное). Поиск 
решения можно представить как поиск в пространстве R" точек, об­
щих для п поверхностей, каждая из которых задается уравнениями 

J;(x1 , ••• , х") =О, i= l, 2, ... , п. 
Еще одна важная особенность системы нелинейных уравнений со­

стоит в том, что для их решения нельзя применять прямые методы, в 

частности, метод последовательного исключения переменных. Таким 
образом, все разработанные методы решения являются итерационными: 

начиная с произвольного начального вектора х0 = (х~, ... , х~) или с 
полученного каким-либо образом приближенного решения х = (х 1 , 

... , х" ), последовательно приближаются к решению с помощью ите­
рационной процедуры вида 

.х'+ 1 = Н(.х'), r =О, l, .... 

Последовательность полученных на каждом шаге векторов х1 , х2 , ••• , 

.х', .х'+ 1 , ... должна сходиться к пределу х, который удовлетворяет 
соотношению 

х = Н(х). 

Итерационный оператор Н определяется таким образом, чтобы вектор х 
бьiл решением системы (S). Итак, при решении системы возникает 

несколько проблем: 
l) определение оператора Н; 
2) определение начального вектора х0 ; 
3) анализ сходимости пос:Ледовательности {х'}; 
4) оценка скорости сходимости при численной реализации метода. 
Надо также учитывать, что если с помощью какого-либо итерацион-
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ного метода можно найти одно или несколько решений (для различных 

х0 ), то из этого еще не следует, что он дает все возможные решения. Что 
же касается сходимости, то даже в тех случаях, когда она поддается 

теоретическому описанию, практическое применение последнего чаще 

всего представляет трудности. 

Однако сделанные выше замечания не мешают успешному приме­

нению методов, к рассмотрению которых мы переходим. 

3.2.2. Стандартный метод Ньютона 

Метод Ньютона является наиболее общим методом решения нели­
нейных систем. Его принцип основан на линеаризации задачи и замене 

решения нелинейной системы (S) на последовательность решений линей­
ных систем (чаще всего прямыми методами). Приведем последователь­

ность действий для одной итерации (получение х'+ 1 ). 

• Вычисление якобиана: 

F'(x') = [дJ;(х')]. 
дхj 

• Решение линейной системы относительно неизвестной z: 
F'(x')z= -F(x'). 

• Определение х' + 1 : 

х+ 1 = х' + z. 

• Анализ условия прекращения итераций: 
11х+ 1 - х' 11 
-----~Е 

llx'll ""' 

где 11•11-норма на R" и ~:-заданная точность. 
Переход от х' к х+ 1 можно записать в виде 

х'+ 1 = х' - [F'(х')Г 1 F(x') 

(предполагая возможность обращения якобиана при любом х' ). Дру­
гими словами, для стандартного метода Ньютона оператор Н опре­

деляется следующим образом: 

Н(х) = х - [F'(х')Г 1 F(x'). 

Замечание. Решение линейной системы F'(x')z = - F(x'), получа­
емой на каждом шаге итераций, обычно осуществляется одним из 

устойчивых прямых методов (методы Гаусса с выбором главных эле­
ментов, Хаусхолдера или Гивенса), так как почти всегда порядок 
системы невелик (п~ 10). Ниже рассматриваются также и итерационные 
приближенные решения этой системы. 

Изучение сходимости метода Ньютона требует привлечения слож­
ного математического аппарата [7]. На практике можно руководство­
ваться следующей информацией: 
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1) Стандартный метод Ньютона очень эффективен. 
2) Сходимость в начале итерационного процесса чаще всего линейна. 
3) Начиная с некоторого шага r (заранее его невозможно уточнить) 

сходимость резко ускоряется и становится квадратичной. 

4) Безусловно существуют случаи, когда метод расходится или наб­
людается зацикливание итераций. 

5) Примененный к системе линейных уравнений F(x) =Ах - Ь =О 
метод сходится за 1 шаг, однако это не дает никакого выигрыша, 
поскольку на этом шаге систему Ах = Ь все-таки нужно решить. Можно 
привести также геометрическую интерпретацию метода Ньютона. Для 
этого рассмотрим п уравнений поверхностей в пространстве R"+ 1 : 

z=f;(X1, ".,хп). 

Геометрически каждую итерацию можно представить в виде следующей 

последовательности операций: 

• вычисление точек Р;(х' ,f;(x')) в R"+ 1 , принадлежащих поверхностям 
S;; 
• замена в каждой точi<е Р; поверхности S; касательной гиперплоскостью 
Т; (линеаризация F ); 
• нахождение пересечений Л; плоскости Т; с Rn(i = 1, 2, ... , п); 
• поиск в Rn пересечения всех Л; (решение линейной системы), что дает 
х'+ i. 

Эта интерпретация обобщает хорошо известный случай одной перемен­
ной. 

К преимуществам метода Ньютона относятся удивительная прак­
тическая эффективность и квадратичная сходимость вблизи решения. 
Основной недостаток состоит в повторных вычислениях на каждом шаге 
якобиана F' (х' ). Для этого нужно вычислить п функций f; и п 2 функций 
дf. 
-' (всего п 2 + п). Этот недостаток несуществен, если якобиан непол­
дхi 
ностью заполнен, как это часто случается на практике. Обычно бывают 
заранее известны нулевые элементы якобиана, так как некоторые функ-

дf.. 
ции в действительности не зависят от переменных х i (т. е. --' = О). 

дхi 
В таких случаях можно получить выигрыш, используя специальные 

методы решения систем с разреженными матрицами. 

На основе стандартного метода Ньютона разработано большое чис­
ло вариантов, но ни один из них не нашел такого широкого применения, 

как стандартный метод Ньютона. Рассмотрим некоторые из них. 

Метод Ньютона с якобианом из конечных разностей 
В этом методе вместо составляющих якобиан производных берутся 

их приближенные значения в точке х' 

д f; f; (х; , " . , xj + h, ... , х~) - f;(x; , " . , х~) 
-(х') ~ ' 
дхi h 
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где h-фиксированное достаточно малое (но не слишком) число. Схо­
димость метода только линейная. Вместо вычисления на каждом шаге 

п 2 производных здесь требуется вычислить п значений функций. 

Упрощенный метод Ньютона 
Зачем каждый раз вычислять новый якобиан F' (х• ), если он в конце 

концов должен принять стабильное значение F'(x) (х-решение)? В этом 
методе просто заменяют F' (х•) правильно подобранной (и вся проб­
лема) матрицей А, т. е. 
• по известному результату итерации х• вычисляют F(x'); 
• решается система Az = - F (х• ); 
• вычисляется х•+ 1 = х• + z. 
Здесь Н(х) = х - л- 1 F(x). Важным моментом является выбор матрицы 
А, от которой зависит решение. Наилучшим, но недостижимым вариан­
том было бы А= F'(x), где х-решение. В действительности же опи­
сывается компромиссное решение по следующей схеме: 

• выбирают в качестве А якобиан в начальной точке F' (х0 ); 

• сохраняют А в течение определенного числа итераций; 
• на r-й итерации изменяют А, приравнивая ее якобиану F' (х') и с 
новым значением опять выполняют определенное число итераций; 
• и т.д. 
Итак, основная особенность метода состоит в том, что якобиан вычис­
ляют только время от времени. Тем самым достигается большой 

выигрыш в стоимости одной итерации, но обычно требуется большее 
число итераций для достижения той же точности. 

Квазиньютоновские методы [7] 
Эти методы разработаны в последние годы на основе стандартного 

метода Ньютона. Основные из них-методы Брента и Брауна. Их 
математическое описание довольно сложно, хотя принцип очень прост: 

на каждом шаге решается линейная система, строки которой опре­

деляются последовательным образом. Эти методы эффективны и требу­
ют меньше операций, чем метод Ньютона. 

Методы Ньютона с линейной итерацией. В этих методах вместо 

прямого метода решения линейной системы 

F'(x')z= -F(x•) 

на каждом шаге итерации ее решают также итерационными методами 

(Гаусса-Зейделя, релаксации), т. е. организуются два итерационных 
процесса (один в другом). Идея состоит в том, чтобы извлечь выигрыш 
из ограничения внутренней итерации небольшим числом шагов (k = 1, 2 
или 3), что приводит к приближенному решению линейной системы, но 
уменьшает стоимость каждого шага основного итерационного процесса 

(требуя большего числа итераций для достижения той же точности). 
Такие методы называются методами Ньютона с k-шаговой линейной 

итерацией, например: k-шаговый метод Ньютона- Гаусса-Зейделя, 
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k-шаговый метод Ньютона-релаксации (k = 1, 2 или 3). Например, 
одношаговый метод Ньютона - Гаусса-Зейделя можно представить в 
виде последовательности следующих операций: 

• для известного х' вычисляется F' (х' ); 
• якобиан представляется в виде суммы нижней В, и верхней С, 
треугольных матриц F'(x') =В,+ С,; 
• решается система В, z' = - F (х') (z = О, так как z 1 -поправка к х' ); 
• определяется очередное приближение х'+ 1 = х' + z1. 
Таким образом, итерационную формулу можно записать в виде 

х'+ 1 = х' - в; 1 F(x'). 

Замена полного якобиана своей нижней треугольной матрицей приводит 
к уменьшению стоимости метода, так как вместо п 2 частных произ­

п (п + 1) 
водных нужно вычислить только . При этом необходимо сле-

2 
дить, чтобы якобиан F'(x') не имел ни одного нулевого диагонального 
элемента. 

В одношаговом методе Ньютона - релаксации повторяются те же 
операции вплоть до вычисления z 1 по методу Гаусса-Зейделя: 

z 1 = - В2 1 F(x'). 

Но окончательно итерационная поправка z определяется взвешиванием 
z0 и z1 с весовым коэффициентом w#O: 

Z = (1 - W) ZO + (J)Z 1 = wz 1 , 

так как z0 =О. Отсюда окончательно для итерации получаем 

х'+ 1 = х' - wв,- 1 F(x'). 

При w = 1 опять приходим к методу Ньютона-Гаусса-Зейделя. 
В заключение отметим, что метод Ньютона вместе со своими 

вариантами является универсальным и широко применяется на прак­

тике. Он очень «популярен)) и в прикладной математике, где исполь­

зуется как вычислительный инструмент в пространствах конечной или 

бесконечной размерности. Ему посвящены многочисленные исследова­

ния, в которых разрабатываются варианты, изучается сходимость и т. д. 
Действительная эффективность метода значительно превышает теоре­
тически установленную (разд. 3.2.5). 

3.2.З. Другие методы решения нелинейных систем 

В этом разделе рассмотрены в общих чертах итерационные методы 
решения системы нелинейных уравнений (S), которые являются по 
существу обобщением на нелинейный случай уже известных методов 
Якоби, Гаусса-Зейделя и релаксации (разд. 3.1.2): 

f1(X1, ... ,xn)=O, 

(S) 
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В отличие от описанных выше методов эти методы чаще всего сходятся 
медленно (если вообще сходятся). 

Рассмотрим сначала итерационный нелинейный метод Якоби. Пред­
положим, что в результате r-й итерации получено очередное приб­
лижение х• = (х;, ... , х). Для вычисления вектора х•+ 1 = (х;+ 1 , .•. , 

х~+ 1 ) решим следующие уравнения: 

f (v•+ 1 r r) О 16 'Х2' ••• ' х. = ' 

f 2 (х! , :!.2._+ 1 , ••• , х~) = О, 

f. (х; , х~ , ... , &+ 1 ) = О, 

где подчеркнуты искомые неизвестные. Обозначим переменную xi+ 1 

через у. Ее определяют как решение (если оно существует) следующего 
нелинейного уравнения от одной переменной: 

J; (х;, х;, ... , xi_ 1, у, xi+ 1 , ... , х~) = о. 

Наиболее естественно попытаться его решить с помощью метода Нью­
тона для одной переменной (или одного из его вариантов). Отметим, что 
итерационный метод Якоби вполне пригоден для параллельных вычис­
лений, так как все п приведенных выше уравнений могут быть решены 

одновременно на параллельных процессорах. 

В отличие от этого нелинейный метод Гаусса-Зейделя является 
существенно последовательным, так как все п уравнений должны ре­
шаться друг за другом: 

!1(~.J..+ 1 , Xz, ... , х~)=О, 
f 2 (х;+ 1 , :!.2._+1, х;, ... , х~) =О, 

(неизвестные подчеркнуты). Каждое из этих уравнений также может 
быть решено с помощью метода Ньютона для одной переменной. 

Наконец, нелинейный метод релаксации заключается во введении в 

метод Гаусса - Зейделя параметра релаксации ro и вычислениях по 

следующей схеме: 

• при известном х• выполняют следующий шаг итерации по методу 
Гаусса-Зейделя, результат которого обозначим через у; 

• окончательно следующее приближение получают с учетом пара­
метра релаксации: 

х•+ 1 = (1 - ro)x• + roy. 

Если ro = 1, снова приходим к методу Гаусса-Зейделя. 
В каждом из трех рассмотренных выше методов имеется двойной 

итерационный процесс: внутри каждого шага основной итерации ре­

шается нелинейное уравнение с помощью итерационного метода Нью­
тона. На практике часто урезают внутренние итерации до k = 1, 2 или 3 
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шагов. Такие урезанные методы называются k-шаговыми методами. 
Приведем итерационные процедуры для одношаговых методов. 

• Метод Якоби - Ньютона: 

r+l r fi(x;,x~, ... ,x~) 
х i = х i - д ' i = l, 2, ... 'п; 

-f;(x;, х~, ... , х~) 
дхi 

• Метод Гаусса-Зейделя-Ньютона: 
f ( r+l r+l r+l r ') 

r+l r iX1 ,Х2 , •.. ,Xi-1,Xi, ... ,Xn 
х i = х i - д , i = l, 2, ... , п; 

-f;(x'i+ 1 , x~+i, ... , x~~f, х~, ... , х~) 
дхi 

• Метод релаксации - Ньютона: 
J.( r+l r+l r+l r ') 

r+l r iXl ,Х2 , ... ,X;-1,Xi,···,Xn 
Х· = Х· - (!)-----------------

' 1 д 
-fi(x;+ 1 , x~+i, . .. , x~~f, х~, ... , х~) 
дхi 

Дальнейшие упрощения связаны с заменой частных производных раз­

личными приближенными (например, метод Ньютона для одной пере­
менной). 

Замечание. Одношаговый метод Якоби - Ньютона можно предста­
вить как вариант стандартного метода Ньютона, в котором якобиан 
F'(x') заменен не чем иным, как диагональной матрицей (с элементами, 
равными его диагональным элементам). Это приводит к вычислению п 

производных вместо п 2 • 

Отметим общий характер рассмотренных методов и их медленную 
(линейную) сходимость (если они сходятся). Анализ сходимости поз­
воляет получить определенные результаты только в локальной области 
вблизи решения (разд. 3.2.5). 

3.2.4. Задача оптимизации в R" [1, 2] 

Поставим задачу поиска минимума (если он существует) функции п 
переменных 

minh(x1 , ••• , х.), 

где х = (х 1 , ..• , x.)eR". 

Это так называемая задача оптимизации в R" без ограничений. Если 
функция h непрерывна и дифференцируема, то необходимым условием 
для того, чтобы вектор х = (х 1 , .•. , х.) был решением задачи, является 

gradh(x) =О, 

или в развернутом виде 
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д 
- h (х 1 , ••• , Хп) = О. 
дхп 

(Р) 
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Решение х = (х1 , ••• , хп) системы (Р) называется стационарной точкой 
функции h. Очевидно, что, за исключением очень частных случаев, когда 
h является выпуклой функцией или положительно определенной квад­
ратичной формой, стационарными точками будут также локальные 
максимумы и минимумы и точки перегиба. 

Нетрудно убедиться, что (Р) представляет собой систему нелинейных 
уравнений, для решения которой, вообще говоря, можно применить 
один из рассмотренных выше итерационных методов. Обозначим 

д 
f1 (Х1' ... , Хп) = -h(X1' . .. , Хп). 

дх; 

Тщда система (Р) принимает стандартную форму 

f 1 (х 1 , ••. , хп) = О, 

Вычислим якобиан F : 

f п (х 1 , . · · , хп) = О, 

или F(x) = 0. 

F'(x) = [дf;(х)] = [д 2 h(х)]. 
дхi дх;дхi 

Эта симметричная матрица называется матрицей Гессе функции h. Ее 
вычисление необходимо, если система (Р) решается методом Ньютона. 

3.2.5. Методы анализа сходимости 
итерационных алгоритмов [7-9] 

Опыт показывает, что результаты теоретического анализа сходи­

мости итерационных алгоритмов (в частности, нелинейных) практически 
не отражают их реальную эффективность. Удачный алгоритм в действи­
тельности часто сходится лучше, чем может быть предсказано теорией. 
Примером является метод Ньютона в Rn: он сходится почти всегда и 
быстро (это главное, что от него требуется), хотя доказательства 
сходимости получены только для частных случаев или локальных 

областей. Однако для получения более полного представления о рассмот 
репных итерационных методах необходимо исследовать их сходимость 
методами математического анализа (даже для метода Ньютона в 
последнее время получены обнадеживающие результаты). Ниже рас-
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смотрены следующие задачи: 

• Сходимость решения уравнения F(x) =О методом Ньютона, а также 
сходимость итераций более общего вида 

xr+l = х' -А,- 1 F(x') 

(в R" или в общем случае в банаховом пространстве). Фундаментальные 
результаты в этой области получены Л. В. Канторовичем [7] с помощью 
средств классического математического анализа в векторном норми­

рованном пространстве (непрерывных линейных операторов, норм, про­
изводных Фреше, теоремы о конечных приращениях и т. д.) [2, 7, 9]. 
• Исследования итерационного алгоритма общего вида: 

х'+ 1 = Н(х'), r =О, 1, 2, ... , 

где И-оператор, отображающий пространство R" в R" (некоторые из 
них были рассмотрены выше). В этой области были получены две 
известные теоремы. 

Теорема о сжатом отображении (иногда ошибочно ее называют 

теоремой «о неподвижной точке»). Введем понятие сжимающего опе­

ратора на R". Оператор Н называется сжимающим на R", если 
существует такая постоянная ke(O, 1), что Vx, yeR": 

1/ Н(х) - Н(у) 11~k11 х - у 1/, 

где 11·11-произвольная норма на R". Теорема гласит: если И-сжи­
мающий оператор, то в R" существует единственная неподвижная точка 
1;, такая, что 1; = Н(!;), и, какой бы ни была точка х0 из R", итерация 

х' + 1 = Н (х') , r = О, l, 2, ... 

постоянно приближается к 1;, поскольку из определения сжимающего 
оператора следует 

и итерационный процесс сходится к 1; на всем R" . 
Замечание. Теорема остается справедливой, если сжимающей явля­

ется только какая-либо степень Н, например W: 
3pVx, VyeR" IJHP(x)-W(y)ll ~kllx-yll. 

Несмотря на важность полученных результатов, доказывающих су­

ществование единственной неподвижной точки и общей сходимости 

итераций, надо учитывать, что свойство сжатия налагает на оператор 

очень сильные ограничения. В следующей теореме о локальной сходи­
мости доказывается более общий результат. 

Теорема о локальной сходимости. Пусть для оператора Н существует 

неподвижная точка 1; и в этой точке существует якобиан Н' (!;) с 
внутренним спектральным радиусом 

р(Н'@)< l, 

т. е. максимальный модуль собственных значений Н' (!;)меньше l. Тогда 
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существует такая окрестность V(~) точки ~, что 
• для любой точки XvE V(~): H(xv )е V(~); 
• для любой точки х0 е V (~) итерация х' + 1 = Н (х') остается в V(~) и 
сходится к ~; 
• ~ является единственной неподвижной точкой оператора Н в V(~). 

Замечание. Реальные ситуации редко укладываются в рамки, уста­

навливаемые теоремами сходимости. Так и в данном случае, несмотря 

на определенный интерес, который представляет эта теорема, условия 
справедливости ее результатов на практике неизвестны. 

Мы привели только два основных результата теорем сходимости 
нелинейных итераций, более подробно с этими вопросами можно озна­
комиться в работе [7]. Ниже рассмотрен случай п = 1, т. е. решение 
одного нелинейного уравненияf(х) =О, где/ отображает пространство R 
в R. 

3.3. НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ [5] 

3.3.1. Общий случай 

Для простого нелинейного уравнения 

f(x) =О 

могут быть сделаны те же замечания, что и для системы нелинейных 
уравнений по поводу существования и числа решений и применимости 
итерационных методов решения (разд. 3.2.). Основным методом реше­
ния остается итерационный метод Ньютона, математическое выражение 

которого хорошо известно: 

X+I = Х _ f(x). 
!' (х') 

Также хорошо известна его геометрическая интерпретация, которая 

наглядно демонстрирует процесс линеаризации на каждом этапе 

(рис. 3.1). Общие результаты по сходимости метода Ньютона (линейная 
сходимость в начале итерационного процесса, которая становится квад­

ратичной в некоторой окрестности решения) остаются справедливыми и 
в данном случае. Скорость сходимо~ти можно продемонстрировать на 

Рис. 3.1. Метод Ньютона. 
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Рис. 3.2. Упрощенный метод Ньютона. 

классическом примере извлечения корня k-й степени. Для этого при­
меним метод Ньютона к решению уравнения 

f(x) = ~ - а =О. 

Итерационная формула получается в следующем виде: 

Наиболее часто на 

несколько шагов: 

X(r+l)=(1-!)x(r)+~ 1. 
k k (x(r>)k-1 

практике k = 2. Вычисление J~ осуществляется в 

x<r+ 1) = !( x<r> + ..!!..__). 
2 x<r> 

Замечание. Сходимость итераций для произвольной начальной точки 

х0 с трудом поддается изучению даже в тех случаях, когда функция f 
является полиномом от х. 

Рассмотрим несколько вариантов метода Ньютона. Все они (кроме 
метода Уолла) состоят в замене f' (х') некоторым приближенным 
значением. 

Упрощенный метод Ньютона: 

x<r+ 1) = x<r> _ J(x<'>). 
а 

Сходимость метода линейная (рис. 3.2). 

Метод секущих: 

f(x(r) )(x(r) - x(r-1>) 
x<r+ 1) = x<r> - --------

J(x<'>) - J(x<r-1>) . 

Требуется выбор двух начальных точек х0 и х<0 . Обладает линейной 
сходимостью (рис. 3.3). 

Метод ложного положения. Значение абсциссы вспомогательной точки v 
выбирается как можно ближе к корню: 

x(r) -v 
x(r+lJ = x<r> -J(x<'>)-----

J(x<r>) - f(v) 
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Рис. 3.3. Метод секущих. 

Сходимость метода линейная (рис. 3.4). 

Метод Стефенсена: 

J(x<rl) 
x<r+l) _ x(r) J(x<'')---------

- - J(x<r> + f(x(r))) - f(x<'') 

Преимуществом метода является сохранение квадратичной сходимости 
метода Ньютона в окрестности корня без необходимости вычисления 
производной f' (х'). 

Метод Уолла: 

(r + 1) _ (r) f(x(r)} 
Х -Х - . 

f(x<'1 )f" (x<r>) 
! , (x(r)) 

2f' (х<'') 

Метод обладает кубической сходимостью вблизи корня, но требует 
знания f' (х<'') и f" (х<''). 

Наконец, всегда следует иметь в виду элементарный способ решения 
методом дихотомии (разделение отрезка}, обладающий линейной сходи­
мостью. Он заключается в следующем: предположим известно, что 

корень находится в интервале (а, Ь) (рис. 3.5). Делим интервал пополам 

и сравниваем знаки f(a), !(а: Ь), f(b), что дает возможность локали-

Рис. 3.4. Метод ложного положения. 
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Рис. 3.5. Метод Уолла. 

( а+ Ь) (а+ Ь ) зовать корень на одном из интервалов а, - 2- или - 2-, Ь . На 

( а+ ь) 
рис. 3.5 корень локализован на интервале а, - 2- , который опять 

делим пополам и т. д. Эта процедура проста и эффективна до тех пор, 
пока ЭВМ в состоянии определить знак числа. 

3.3.2. Полиномиальные уравнения 

Рассмотрим решение задачи нахождения действительных или ком­
плексных корней полинома степени п: 

Pn(x) = а0 х" + а 1 х"- 1 + ... +а"= О, а0 #О. 

Для этого случая разработана теория, которая предсказывает сущест­
вование п действительных или комплексных, различных или одинаковых 
корней. Доказывается также возможность разложения полинома на 

множители 

где х1 , х2 , ••• , х3 -корни полинома, а m1 , т2 , ••• , m3 -их кратность 

(m1 + т2 + ... + m3 = п). 
Напомним, что коэффициенты полинома и суммы различных сте­

пеней корней связаны между собой известными соотношениями Нью­
тона. Все корни полинома локализованы в кольце на комплексной 
плоскости с центром в начале координат. Внутренний радиус кольца: 

1an1 
r = -------------

! а" 1 + max ( 1 ао 1 , ... , 1 а. - 1 1 ) ' 
внешний радиус: 

1ао1 + max ( 1 а1 1 •... , 1а"1) 
R= . 

1ао1 

Хорошие результаты дает решение этих уравнений с помощью метода 
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Ньютона или его вариантов0 , однако разработан еще ряд методов 
специально для решения полиномиальных уравнений. Часто исполь­
зуется метод Бэрстоу. Он состоит в том, что полином Р. разлагают на 
два сомножителя, один из которых имеет вид х2 + рх + q (с двумя 
корнями). Процедура повторяется до тех пор, пока не получится остаток 

степени не выше 1. 
В итерационном методе Лагерра используется следующая итера­

ционная формула: 

x(r+lJ = x(r) - пР.(хИ) 
Р,, (x(rJ) + Е, J Н (r'1 >' 

где п-степень полинома, Е,-знак (Р~ (x(rJ)), 

Н(х) = (п - 1)2 [Р~ (х) ] 2 - п (п - 1) Р. (х) Р: (х). 

Его стоимость выше, чем стоимость метода Ньютона (поскольку ис­
пользуется не только первая, но и вторая производная), но он обладает 
кубической сходимостью в окрестности корня (сравните с методом 
Уолла). 

Метод, использующий QR-разложение, требует вычисления сопут­
ствующей матрицы для полинома Р. (разд. 3.3.3). 

Существуют и другие методы решения этих нелинейных уравнений 

(методы Лина, Греффе, Бернулли и т. д.). На практике обычно при­
меняют методы Ньютона, Лагерра, Бэрстоу, QR-разложения. 

С точки зрения реализации вычислительных алгоритмов на ЭВМ 
большие трудности нахождения решений могут быть связаны с нали­

чием очень близко расположенных или кратных корней. В этих случаях 
нельзя поручиться за эффективность численного расчета. 

3.3.3. Вычисление собt.-твенных значений квадратной 
матрицы [2, 3, 13, 22] 

Важным частным случаем задачи определения корней полинома 
является вычисление собственных значений квадратной матрицы. Этой 
проблеме посвящено большое число теоретических работ и созданы 
различные алгоритмы итерационных вычислений. 

Как известно, задача вычисления собственных значений матрицы А 
сводится к определению корней ее характеристического полинома 

Р. (Л.) = det (А - А.1 ). Однако уже известные методы, как правило, для 
этого случая не подходят, так как они становятся численно неустой­

чивыми из-за плохой обусловленности полинома, его высокой степени и 

11 Показано, если Р. имеет п действительных и различных корней, то 
итерации Ньютона (так же как Лагерра, см. ниже) являются глобально сходя­
щимися, т. е. итерационный процесс, начинающийся от произвольной точки, 
обязательно сходится к корню уравнения (кроме очень частных случаев, слишком 
сложных для рассмотрения в рамках данной книги). 

7-JOSI 
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т. д. По этой причине вычисление собственных значений матрицы явля­
ется трудной проблемой, для решений которой в общем случае не 
существует прямых методов. Выход из положения помогают найти 
итерационные методы, хотя им присущи определенные сложности. 

За последние 20 лет были разработаны сложные, но эффективные 
методы решения рассматриваемой задачи. И если раньше на пределе 
возможностей было вычисление собственных значений для матрицы 
размером 15 х 15, то с использованием современной вычислительной 
техники это можно сделать для матриц очень больших размеров (до 
1000 х 1000). Успешно развиваются и теоретические исследования. Для 
произвольной матрицы основным можно считать метод QR-разложения, 
разработка которого интенсивно велась с 1960 г. Мы дадим только 
общий обзор, более глубоко эти вопросы освещены в литературе, 
приводимой в конце книги. 

Все эффективные и на практике используемые методы вычисления 
собственных значений (а часто и собственных векторов) основаны на 
одном принципе (кроме степенного метода, см. ниже): отыскивается 
последовательность матриц А 1 , А 2 , ••• , А,, ... , подобных матрице А и, 
следовательно, имеющих одинаковые с ней собственные значения 1 > 
Причем эта последовательность должна сходиться к предельной мат­
рице простой формы (треугольной или даже диагональной), которая 
сохраняет свойство подобия с исходной матрицей А. Тогда искомые 
собственные значения будут диагональными элементами предельной 

матрицы. 

Другими словами, надо найти итерационный процесс, который опре­

делял бы переход от матрицы А, к А,+ 1 с помощью операции подобия 

А,+ 1 = S,A,s,- 1 

и обладал бы следующими свойствами: 
1) невысокой стоимостью; 
2) вычислительной устойчивостью; 
3) сходимостью А, к пределу (по крайней мере диагональных эле­

ментов к собственным значениям) и нижней треугольной части 
к нулю. 

Метод QR-разложення в форме Хессевберга 
В общем случае для произвольной квадратной матрицы А обще­

принятая в настоящее время процедура состоит в следующем. Сначала с 
помощью преобразований Хаусхолдера ей придают верхнюю форму 
Хессенберга. Матрица преобразования Хаусхолдера является матрицей 
вида 

1 - 2VV', 

где V-вектор с единичной евклидовой нормой. Такая матрица является 

I) Две матрицы А и В называются подобными, если существует невырож­
денная матрица S, такая, что В= SAs- 1• 
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эрмитовой, как и ее обратная матрица, следовательно, вычисления 
должны быть численно устойчивы. Затем отыскивается последователь­
ность матриц Хаусхолдера Н1 , Н2 , ••• , Hn-i, такая что 

х х х 

х х 

х 

о 

х х 

=В, 

т.е. матрица В отыскивается в форме матрицы Хессенберга (верхняя 
треугольная матрица с ненулевой нижней боковой диагональю). Она 
подобна матрице А и имеет те же\ собственные значения. Затем с 
помощью QR-разложения матрицы В подбирают подобную ей верхнюю 
треугольную матрицу, применяя следующую итерационную процедуру. 

Обозначим матрицу В через В1 и представим разложение в виде 

В1 = Q1 R1 · 

Напомним, что Q является унитарной, а R1 - верхней треугольной. 
Вычислим новую матрицу 

и применим к ней QR-разложение и т.д. На k-м шаге получнм 

Bk = QkRk, 

Bk + i = Rk Qk = Qi: 1 Bk Qk · 

Оказывается, что в большинстве случаев диагональ Bk сходится к 
искомым собственным значениям, а поддиагональные элементы к нулю. 

Наддиагональные элементы матрицы не сходятся, но остаются ограни-
ченными. 

Этот итерационный процесс, как правило, сходится очень медленно, 
поэтому на практике часто используют прием, позволяющий ускорить 

сходимость, который называется QR-разложением со сдвигом. В этом 
случае QR-разложение применяется не к матрице Bk, а к матрице 

Bk - ak 1 = Qk Rk 

и итерационный процесс записывается следующим образом: 

Bk + i = R" Qk + ak 1 . 

При этом Вн 1 остается подобной матрице Bk, но возникает дополни­
тельная задача-определение значений ak на каждом шаге. 

Представление матрицы В в верхней форме Хессенберга в данном 
методе обладает одним существенным преимуществом. Дело в том, что 
QR-разложение таких матриц (со сдвигом или без него) сохраняет 

7• 
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верхнюю форму Хессенберга, т.е. все матрицы Bk имеют такую же 
форму. А это в данном случае играет большое значение, так как, 
во-первых, уменьшается стоимость каждого шага итераций в QR-раз­

ложении (п2 операций вместо п3) и, во-вторых, вместо сходимости к 
нулю всех поддиагональных элементов матрицы требуется сходимость 
боковой диагонали. 

При наличии сопряженных собственных значений действительной 
матрицы А сходимость может быть немного более сложной. Так, могут 

появляться диагональные блоки размером 2 х 2, которые в процессе 
итераций остаются подобными самим себе. 

Метод QR-разложения послужил основой для многочисленных ана­
логичных методов, использующих другие типы разложения исходной 

матрицы, но все они далеки от совершенства. То же самое можно 

сказать и о методе двойного QR-разложения. Привлекательной чертой 
QR-алгоритма, как и алгоритма Ньютона, является его сходимость, 
которая на практике получается значительно более быстрой, чем дает 
теоретический анализ 1 >. 

Мощность QR-алгоритма позволяет рекомендовать его для опре­

деления корней полинома 

Хп + а1Х'- 1 + ... + ап = Рп(х) 

(как метод, конкурирующий с методом Ньютона). Для этого применяют 
QR-алгоритм со сдвигами к сопутствующей матрице С полинома Рп: 

[ о -а] ' n 1 ' . 
С= ·-:. : 

· : о -а2 
1 -а, 

которая строго соответствует верхней форме Хессенберга. Нетрудно 
видеть, что ее собственные значения являются корнями полинома Рп, 
поскольку Р.('Л.) = det(C- Л/). 

Случай симметричной матрицы 
Если решается задача нахождения собственных значений симметрич­

ной действительной матрицы, применение QR-алгоритма вполне оправ­

дано, причем в процессе решения симметрия матрицы сохраняется. 

Однако разработаны и другие алгоритмы, непосредственно учитываю­
щие свойство симметрии. 

Метод Гивенса. Рассмотрим матрицу Qpq8 поворота на угол 0 (гл. l): 

I) В действительности сходимость QR-алгоритма связана со сходимостью 
степенного метода (см. ниже), с которым он составляет параллельную версию 
(степенной метод, примененный одновременно к п векторам). 
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р cus 8 - sin 8 
1 

.!1pq8 

1 
ч sin 8 cos 8 

1 

р q 

Эта матрица унитарна: 

n;q~ = Q~qв = Qpq-0' 

т. е. обладает вычислительной устойчивостью. С ее помощью осущест­
вим последовательность преобразований подобия исходной матрицы 
для получения симметричной трехдиагональной матрицы Т, подобной 

А: 

Важно отметить, что здесь используется прямой метод, который поз­
воляет получить матрицу Т из А конечным числом преобразований 

(п - 2) (п - 1) 
подобия (а именно, ). Эти операции численно устойчивы и 

2 
обладают невысокой стоимостью. Затем собственные значения матрицы 
Т определяют одним из известных итерационных методов. 

В последнее время возрос интерес к еще одному методу [22] 
(Ланцоша), в котором, как и в методе Гивенса, также предварительно 
получают симметричную трехдиагональную матрицу. Известны работы 

по улучшению его сходимости, а также обобщение метода для несим­
метричных матриц. 

Метод Якоби. Это довольно привлекательный итерационный алго­
ритм, который сходится всегда без ограничений для симметричных 

матриц А. Сходимость в частных случаях может быть медленной, но 

вычислительная устойчивость гарантирована, так как преобразования 
подобия выполняются с помощью унитарных матриц Qpqв. Итерацион­
ный процесс 

Ak + 1 = Q~qв Ak Qpqв 

не нарушает симметрии матрицы, а угол 0 выбирается таким, чтобы 
исключались два симметричных элемента с индексами (р, q) и (q, р) 
(можно показать, что это всегда возможно). 
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Возможны несколько стратегий выбора очередной пары (р, q). В 
стандартном методе Якоби она выбирается такой, чтобы недиагональ­
~ый элемент atJ был максимальным по модулю. Это увеличивает 
скорость сходимости, но стоимость метода возрастает за счет поиска 

нужного элемента. 

В методе Якоби с разверткой пара индексов (р, q) пробегает по­
следовательно все значения 1 ::;;,,р::;;,,п, p<q в определенном порядке. 

Обычно используют развертку по строкам 

1.3) (1.4) ....... "(l.n) 

(2.4) ...•..... (2. n) 

"(n-2.1) 

или по боковым диагоналям 

(1.3) (2.4) .••.••.. (n-2.n) 

(1.4) ..•..••. (n-1.n) 

"(1. n) 

Используется также пороговая развертка [2]. 
Ясно, что на каждом шаге происходит исчезновение ранее получен­

ных нулевых элементов, однако тем не менее доказано, что матрицы Ak 
сходятся к диагональной матрице собственных значений А для любых 

симметричных матриц при условии пробегания развертки по всем 
недиагональным элементам, что справедливо для вышеприведенных 

случаев. 

Степенной метод 
По этому методу отыскивается максимальное по модулю собствен­

ное значение (спектральный радиус) произвольной матрицы А. Обоз­
начим через 11·11 норму (например, евклидову или равномерную) в К' 
(или С") и возьмем начальный вектор х0 . Построим итерационный 
процесс следующим образом: 

Ах' А'+ i-x0 

.х+1 =---=----
11Ах'11 11 А'+ 1 х0 11. 

Получим последовательность х1 , ... , х, ... векторов единичной нормы. 
В довольно общих предположениях доказывается, что она сходится к 

собственному вектору матрицы А, соответствующему положительному 
и максимальному по модулю собственному значению Л.. Получив 
достаточно хорошее приближение .х' , можно получить Л. из соотношения 

Ах'= Л..х'. 
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Скорость сходимости можно оценить по сходимости к нуmо вели­
чины б', где б-максимум модуля отношения собственных значений 

б= max IЛ.;l(<l). 
1 Л.; 1 < 1 Л. j l I Л. j I 

Эта величина также связана со скоростью сходимости метода QR-раз­
ложения (без сдвигов). В действительности оба этих метода алгебраи­
чески связаны. Предпринимались попытки дальнейшего последователь­
ного вычисления собственных значений, но они абсолютно неприемлемы 
из-за вычислительной неустойчивости. 

Завершая этот краткий обзор отметим, что существуют и другие 
методы вычисления собственных значений, которые не рассмотрены 
здесь либо по причине их недостаточной изученности (обратная ите­
рация, метод Ньютона и др.), либо как устаревшие (методы Суриана, 
Левернье [33]). 

3.4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Численное решение уравнений и систем уравнений (линейных и 
нелинейных) является хорошо разработанной областью со своими став­
шими уже классическими методами, обзор которых дан в этой главе. В 

настоящее время разрабатываются новые относительно сложные ме­

тоды, которые постепенно обновляют имеющийся арсенал, в частности: 
• решение линейных систем методом исключения для разреженных 
матриц (на практике могут быть очень больших размеров) с примене­
нием прямых методов; 

• методы неполного разложения и предобусловленности, которые слу­
жат мостиком между прямыми и итерационными методами решения 

линейных систем; 

• квазиньютоновские методы численного решения систем нелинейных 
уравнений; 

• методы вычисления собственных значений больших заполненных не­
симметричных матриц (методы Арнольди, Саада, Ланцоша); 
• разработки численных алгоритмов для параллельных вычислений, 
интенсивно ведущихся в настоящее врем~. (Они в основном предназна­

чены для будущих вычислительных средств.) 

3.5. ПРИЛОЖЕНИЯ 

Приведем для иллюстрации несколько классических алгоритмов. 

Они составлены на языке типа псевдо-Паскаль и основное внимание 
обращено на структуру алгоритма. 

3.5.1. Метод Гаусса с выбором главных элементов 

Алгоритм позволяет решить Р систем линейных уравнений с одной 

матрицей А размером N х N, а также получить LU-разложение мат-
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рицы (с необходимыми перестановками для повышения устойчивости) и 
ее определитель D. Исходной матрицей для алгоритма является матрица 
А размером N х (N + Р), которая получена из матрицы А системы с 
добавлением Р столбцов - правых частей уравнений. Случай Р = N (с 
соответствующими правыми частями) позволяет получить матрицу, 

обратную А. РЕR-вспомогательный вектор из N целых компонент, 
служащий для указания последовательности перестановок. 

Начальные значения 

Для 1 < = J < = N, PER [J]: = J 
D: = 1, О 
Основной цикл 

Для J : = 1 до N выполнять 
1) выбор главного элемента 

S: = Abs(A[J, J]) и К:= J 
для Н : = J + 1 до N выполнять 
если Abs(A[H, J]) > S, то S: = Abs(A[H, J]) и К:= Н 
главный элемент найден в строке К 

2) перестановка строк, если К # J 
если К# J, то перестановка 

Н: = PER[K] 
PER [К]: = PER [J] 
PER[J]: = Н 

для 1 : = J до N + Р выполнять 
S: = А[К, 1] 
А [К, 1] : = А [J, 1] 
A[J, 1]: = S 

изменение знака определителя D: = - D 
3) вычисление определителя 

D: = D*A[J, 1] 
4) проверка величины главного элемента перед делением, 

если Abs(A[J, J]) <фиксированного числа, то выход 
(неудача) 

5) исключение методом Гаусса, J-й этап 
для К: = J + 1 до N выполнять 

А [К, J]: =А [К, J]/A [J, J] 
для 1: = J + 1 ДО N + р выполнять 

А [К, 1] : = А [К, 1] - А [К, J] *А [А, 1] 
Теперь нижняя треугольная часть N первых столбцов матрицы А 
содержит элементы матрицы L, а верхняя-элементы матрицы U (где 
LU = РА) 
D: = D*A[N, N] 
если Abs (А [N, N]) < фиксированного числа, то выход (неудача) 
если Р =О, то выход (работа завершена), иначе решение треугольной 
системы: 



Численные методы решения систем уравнений 

для 1: = N + l до N + Р выполнять 
прямое вычисление первых компонент 

А [N, 1]: =А [N, 1]/А [N, N] 
для 1 : = N - l до l выполнять 

S: =А [J, 1] 
решение в цикле 

для к: = 1 + l ДО N выполнять 
S: = S - А [J, К] *А [К, 1] 
A[J, 1]: = S/A[J, J] 
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Если Р = N и правые части подобраны таким образом, что N + J-й 
столбец содержит l в J-й строке и О во всех других, то после выполнения 
вычислений последние N столбцов содержат матрицу, обратную А. 

3.5.2. Метод релаксации 

Приведем алгоритм решения системы линейных уравнений методом 
релаксации. Пусть А - действительная матрица размером N х N , В­
действительный N-компонентный вектор (правая часть системы); 
Maxpas - максимально допускаемое число итераций; Eps - заданная от­

носительная точность; Оmеgа-параметр релаксации; Х-N-компонент­
ный вектор текущей итерации (в отличие от метода Якоби достаточно 
одного вектора, см. разд. 3.1.2.); Соmрtеur-счетчик числа итераций (при 
завершении дает полное число выполненных итерациji); Prec-достиг­
нутая точность при завершении итераций. 

Начальные значения 
Для 1 : = l до N выполнять Х [1] : = l 
Compteur: = l 
Prec: = l О* Eps 

Основной цикл 
Пока (Compteur < Maxpas) и (Prec > Eps) выполнять 

R: =0 
Для 1 : = l до N выполнять 
вычисление новой итерации (1-й компоненты) и определение 
точности 

S: = B[I] 
для 1 : = l до 1 - l выполнять 

S: = S - А [1, J] * Х [J] 
для 1 : = 1 + l до N выполнять 

S: = S - А [1, J] * Х [J] 
S: = S/A [1, J] 
S: = (Omega * S) + (l - Omega) * Х [1] 
Т: = Abs((X [1] - S)/X [1]) 
X[I]: = S 
если Т > R, то R: = Т 

модифицировать в соответствии с полученной точностью 
Prec: = R 
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инкремент счетчика 

Compteur: = Compteur + 1 
Окончательно число выпоJШенных итераций равно Compteur -
- 1. 

3.5.3. Метод Ньютона 

В заключение приведем алгоритм метода Ньютона вычисления 

корня действительной функции F действительной переменной. Предпо­
лагается, что функция F и ее производная F Р определяются вне данного 
алгоритма. Пусть Nitеr-максимальное допускаемое число итераций; Х 

(на входе)-начальное приближение; Х (на выходе)-значение, получен­
ное в последней итерации; FX -значение функции F в точке Х; 
Рrес-заданная точность, критерий остановки итераций; 

Indic - индикатор решения при завершении алгоритма: 
Indic = О: нормальное выполнение, Abs (FX) ~ Prec и 

Abs (Х - XN) ~ Prec * Abs (Х), где XN -предпоследняя 
итерация; 

Indic = 1: уровень остановки 1, Abs(Fx) ~ Pres, но Abs(X­
- XN) > Prec * Abs (Х); 

Indic = 2: уровень остановки 2, максимально допускаемое чис­
ло итераций достигнуто перед сходимостью; 

Indic = 3: уровень остановки 3, Abs (Fprime) < const * Abs (FX), 
где Fрrimе-значение производной в точке Х и const­
- заранее заданная постоянная. 

Начальные значения 
lndic: = 2 
NI: = 1 
XN:=X 
FX: = F(X) 
Вход в итерационный ЦИЮI 

Пока (NI ~ Niter) и (Indic = 2) выполнять 
вычисление производной 

Fprime: = FD (XN) 
если Abs(Fprime) < const•Abs(FX), то Indic: = 3 
если нет 

вычисление следующей произв·одной 

NI: = NI + 1 
Х: = XN - FX/Fprime 
FX: = F(X) 

проверка завершения 

если Abs (FX) ~ Prec то 
если Abs (Х - XN) ~ Prec * Abs (Х) 
то Indic: =О 
если нет Indic : = 1 

Число выполненных итераций равно NT - 1. 
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Основы метода конечных элементов 

4.1. ВВЕДЕНИЕ 

Моделирование многочисленных физических, биологических и хими­
ческих явлений часто приводит к решению линейных или нелинейных 
уравнений или систем уравнений в частных производных. Существуют 

традиционные математические средства, позволяющие получить реше­

ние в определенных случаях (анализ Фурье, разложение в ряд и т. п.), но 
для решения конкретных проблем, возникающих в науке и технике, 
невозможно обойтись без использования численных методов. С ростом 
производительности ЭВМ (а в настоящее время мини- и микроЭВМ) 
численное моделирование приобретает особое значение, так как поз­
воляет дополнить или даже заменить прямой эксперимент. Последний 

часто очень дорог, его постановка бывает трудоемкой или вообще 
невозможной (моделирование устойчивости плотин, землетрясений, ис­

следование солнечных явлений). 

Разработано много методов численного решения уравнений в част­
ных производных. Наиболее используемые из них - методы конечных 
разностей и конечных элементов. Следует упомянуть также спектраль­

ные методы (уравнения колебаний) и специальные методы (уравнения 

переноса). · 
Метод конечных разностей был разработан раньше остальных и на 

первый взгляд является наиболее простым в реализации. Идея его 
состоит в разбиении прямоугольной сеткой области, в которой решается 
уравнение, и дискретизации дифференциального оператора. Решая ли­

нейную систему уравнений, находят приближенные решения в узлах 
решетки. Основные трудности связаны с учетом граничных условий, 

если граница области имеет сложную геометрическую форму. В при­
ложении кратко изложен метод конечных разностей, что позволяет 

сравнить его с методом конечных элементов, рассмотренным ниже. 

Первые разработки этого метода были выполнены в 50-60-х годах 
для решения задач сопротивления материалов. С тех пор этот метод 

нашел широкое применение в физике, химии, биологии, и других науках, 
в которых встречаются задачи, требующие решения уравнений в частных 
производных. Этому методу посвящено большое число работ. В на­
стоящее время очень хорошо разработаны теоретические и практические 

аспекты метода (см. библиографию). 
Цель этой главы - ознакомление лишь с основами метода, поэтому 

ради простоты опускаются некоторые теоретические подробности. Ма­
териал этой главы можно считать как бы путеводителем для дальней­
шего более глубокого изучения предмета. 
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В методе конечных элементов требуется предварительное преобра­
зование исходных уравнений к виду, называемому вариационной форму­
лировкой. Пространство допустимых решений уравнения имеет беско­
нечную размерность. В качестве его приближения берут конечномерное 
подпространство, в котором решают линейную систему или задачу 

оптимизации. 

Вначале средствами функционального анализа формулируется задача 
и доказывается существование и единственность решения. Мы приведем 
примеры дифференциальных задач с одной переменной и с граничными 
условиями для иллюстрации принципа вариационной формулировки и 
дадим лишь описание теоретических результатов, отсылая к .rитературе, 

где можно найти строгие доказательства (пространства Соболева, проб­
лемы граничных условий и т.д.). 

Затем применяются методы аппроксимации, интерполяцю1 и числен­
ного решения систем линейных уравнений. Ради простоты изложения мы 
иллюстрировали изучаемые методы на одномерных задачах. Однако 
обойтись без примеров решения двумерных и трехмерных задач не 
представляется возможным, так как именно здесь проявляются преи­

мущества метода конечных элементов. 

4.2. ПРИМЕРЫ ВАРИАЦИОННОЙ ФОРМУЛИРОВКИ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ 

Рассмотрим несколько простых примеров дифференциальных урав­

нений второго порядка на отрезке [а, Ь] с различными типами гранич­
ных условий, втречающихся на практике. 

Определим температуру как функцию расстояния от одного из 

концов металлического бруска в стационарном состоянии. Граничные 
условия определяются значениями температуры, при которой поддер­

живаются концы бруска (рис. 4.1 ). Дифференциальное уравнение и 
граничные условия, описывающие состояние бруска, имеют вид 

{ Т"(х) =О, 
Т(О) = Т0 , T(L) = TL, 

где L- длина бруска. Если один из концов, например х = L, теплоизо­
лирован, для этого случая граничные условия приобретают вид 

о 

Рис. 4.1. Распределение температуры бруска по его длине. 
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{ Т"(х) =О, 
Т(О) = Т0 , Т' (L) = О. 

В обоих случаях состояние бруска описывается дифференциальным 
уравнением второго порядка с двумя граничными условиями, опреде­

ляющими единственное решение задачи. Это типичный пример задачи с 

граничными условиями. 

Покажем теперь, как преобразовать дифференциальные уравнения, 
чтобы их привести к виду, удобному для численного решения по методу 

конечных элементов. 

Пример 1. Однородная задача Дирихле 
Предположим, что надо найти решение и(х) следующего уравнения с 

граничными условиями: 

(Е) 1 {- и"(х) + и(х) =f(x), а< х < Ь, 
(CL)1 и(а)=О, и(Ь)=О, 

где функция f задана на С°[а, Ь] 1 > и [а, b]eR. Соотношения (CL) 1 

называются однородными граничными условиями Дирихле. Определим 

пространство функций V= {veC'[a, Ь], v(a) = v (Ь) =О}. Умножим (Е) 1 
на v Е V и проинтегрируем левую часть по частям на [а, Ь] 

ь ь ь 

- J и" (х) v(x) dx- + J и(х) v(x)dx = JЛх) v(x)dx- = 
а а а 

ь ь 

- [и' (х) v (x)J: + J и' (х) v' (х) dx- + J и (х) v (х) dx. 
а а 

Из граничных условий следует, что первое слагаемое равно нулю и 

окончательно получаем преобразованное уравнение 
ь ь ь 

(FV)1 J u'(x)v'(x)dx + J u(x)v(x)dx = Jf(x)v(x)dx. 
а а а 

Это и есть вариационная формулировка задачи (Е) 1 с граничными 
условиями (CL) 1 . Каждое решение и(х) уравнения (FV)1 называется 

слабым решением (Е) 1 (CL) 1 . Для того чтобы уравнение (FV)1 имело 
СМЫСЛ, ДОСТаТОЧНО, ЧТОбЫ фуНКЦИИ U И V Принадлежали С1 (а, Ь] 1 >. 

Полное определение вариационной задачи с граничными условиями 

можно дать в следующем виде: 

{Найти такое и Е V, что для всех v Е V 
(PV) ь ь ь 

1 J и' (х) v' (х) dx- + J и(х) v(x) dx = JJ<x) v(x)dx. 
а а а 

11 с0 [а. Ь] обозначает пространство функций, непрерывных на [а, Ь ], а 
С1 [а, ь ]-пространство дифференцируемых функций, производные которых при­
надлежат С0 [а.Ь]. 
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При этом возникают несколько вопросов. Имеет ли решение задача 

(PV)1? Какая связь между этим решением и решением первоначально 
поставленной задачи? Как численно решить задачу (PV)1? 

Чтобы получить ответ на первые два вопроса, необходимо провести 
более глубокое теоретическое исследование проблемы и доказать су­
ществование и единственность решения (PV)1 • Для этого необходимо 
расширить пространство V, используя понятие обобщенной производ­
ной, определить в нем скалярное произведение (пространство Соболева) 
и искать ответ на поставленный вопрос (теорема Лакса-Мильграма). 

Затем следует проверить, является ли найденное решение решением 

задачи (E)i (CL)1 • Более подробно с исследованиями в этой области 
можно ознакомиться в работе [1]. Здесь мы ограничились рассмотре­
нием только следующих вопросов: 

1) процедура интегрирования для перехода от (E1)(CL) 1 к (PV) 1 ; 

2) установление справедливости условий Дирихле в пространстве V; 
3) уточнение пространства V при переходе к конечномерному 

пространству для корректного выполнения аппроксимации. 

Действуя, как в примере 1, определим вариационные формулировки 
некоторых других задач. 

Пример 2. Однородная задача Неймана 
Для этой задачи уравнение и граничные условия имеют следующий 

вид: 

(Е)2 {- и" (х) + и (х) = f(x), а < х < Ь, 
(С/)2 и'(а)=О, и'(Ь)=О, 

гдеfеС°[а, Ь]. (CL)2 называются однородными граничными условиями 
Неймана. Введем пространство W= С1 [а, Ь], умножим уравнение (F)2 

на функцию w е W и проинтегрируем, как в предыдущем примере. В 
результате мы получим вариационную задачу с граничными условиями: 

{Найти такую ие W, что для всех we W 
(PV) ь ь ь 

2 J и' (х) w' (х) dx + J и(х) w(x)dx = ff(x) w(x) dx. 
а а а 

Отметим, что в этом случае граничные условия содержатся не в W, а в 
интегральном уравнении. Более наглядно это представлено в следую­

щем примере. 

Пример 3. Неоднородная задача Неймана 

(Е)3 {-и" (х) + и(х) = f(x), 
(С/)3 и'(а)=а, и'(Ь)=~. 

а< х < Ь, 

Введем опять пространство W= С1 [а, Ь] и поступим так же, как в 
примере 2. Интегрирование дает 

ь ь 

-f u'(x)w (x)dx + f u(x)w(x)dx = 
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ь ь 

= -u'(b)w(b) + u'(a)w(a) + Ju'(x)w'(x)dx + Ju(x)w(x)dx, 

" " 
и вариационная задача формулируется следующим образом: 

{Найти такую иЕ W, что для всех wE W 
(PV) ь ь ь 

3 J и' (х) w' (x)dx + J и(х) w(x)dx +а w(a) - 13 w(b) = jf(x) w(x)dx. 

" " 
В качестве упражнения можно проверить, что для смешанной задачи 

{ u"(x)+u(x)=f(x), а<х<Ь, 
и'(а) =а, и'(Ь) =О 

надо взять пространство z = {zeC1 [а, Ь], z(b) =О}. 
Итак, общее правило для получения вариационной формулировки 

задачи состоит в следующем: 

1) вводят пространство допустимых решений с учетом условий 
Дирихле (если они есть); 

2) умножают дифференциальное уравнение на функцию из этого 
пространства и интегрируют (с учетом условий Неймана). 

4.3. ВНУТРЕННЯЯ АППРОКСИМАЦИЯ. 
МЕТОД РИТЦА-Г АЛЕРКИНА 

Примеры, приведенные выше, помогут нам рассмотреть вариаци­

онные задачи в более общем виде, с тем чтобы в дальнейшем приступить 
к их решению с помощью численных методов. С помощью вариа­

ционных формулировок можно описать большое число задач с одной 
или несколькими переменными. 

Отметим, что задачи (PV)1 , (PV)2 и (PV)3 можно в общем виде 
сформулировать следующим образом: 

{Найти такую функцию иеЕ, что для VveE 
(PV) a(u,v)=l(v), 

где В-векторное пространство, в котором определим операцию ска­

лярного произведения, обозначаемого (и, v), и связанную с ним норму 
11 и 11 = (и, и)112 ; и, v- билинейная форма, отображающая Е х Е в R; 
/(v)-линейная форма, отображающая Ев R. Допустим, что а(·,·) и/(") 
удовлетворяют следующим условиям: 

(Нl) а(·,·) непрерывна, т.е. существует такое М >О, что /а(и, v)I::::; 
::::; Mllиll·llvll для всех u,veE; 

(Н2) а(",·) коэрцитивна, т. е. существует такое С> О, что а(и, и)~ 
~ С 11 и 11 2 для всех и ЕЕ; · 

(НЗ) /(-)непрерывна на Е. 

Теорема Лакса-Милъграма утверждает, что в предположениях (Hl), 
(Н2) и (НЗ) задача (PV) имеет единственное решение. Однако на практике 
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выбор пространств Е и проверка предположений представляют опреде­
ленные трудности. 

Если форма а(·,·) симметрична, т. е. 

a(u,v) = a(v, и) 

для всех и, v Е Е, то обычно строят функционал 

1 
J (v) = -a(v, v) - l(v) 

2 
и вариационную задачу приводят к следующему виду: 

{ Найти иеЕ (РЕ) 
J(u) = minJ(v). 

veE 

Для симметричной билинейной формы функция и является решением 
задачи (PV) тогда и только тогда, когда она является решением задачи 
(РЕ). Покажем справедливость этого утверждения. Допустим, что функ­
ция и является решением задачи (PV). Возьмем произвольную функцию 
ve Е и представим ее в виде v =и+ w. Тогда из свойств линейности и 
симметрии следует 

1 
J(v) = 2а(и + w, и+ w) - /(и+ w) = 

1 
= J(u) + а(и, w) + -a(w, w) - /(w). 

2 

Учтем, что и является решением (PV), т. е. 

а(и, w) = /(w), 

и, принимая во внимание коэрцитивность а(·,·), 

l 
J(v) = J(u) + -a(w, w) ~ J(u) + с11wll2. 

2 

Таким образом, и является также и решением задачи (РЕ). Из послед­
него соотношения видно, что единственность решения следует из коэр­

цитивности а(-,·). 

Покажем теперь справедливость обратного утверждения. Возьмем 
v ЕЕ и t Е R (t > О) и предположим также, что и является решением задачи 
(РЕ). Тогда 

J(u + tv) ~ J(u). 

Учитывая, как и в предыдущем случае, симметрию и линейность, можно 
записать 

l t 2 l 
-а(и, и)+ ta(u, v) + -a(v, v)- /(u)- tl(v) ~ -а(и, и)- !(и). 
2 2 2 
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После преобразований имеем 

t 
а(и, v) + -a(v, v)- l(v) ~О. 

2 
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Устремим t к нулю, тогда полученное выражение будет стремиться к 

а(и, v) - /(v) ~О 

для всех v ЕЕ. Это справедливо также, если вместо v взять - v: 

а(и, v)- l(v) ~О. 

Отсюда следует справедливость (PV), что и требовалось доказать. 
Замечание 1. Для решения задачи (PV) в случае выпуклого квадра­

тичного функционала достаточно записать необходимые условия для 
нахождения экстремума и минимизировать J на Е с помощью вариаций 
(отсюда и произошло название «вариационная задача»). 

Замечание 2. Формулировку задачи (РЕ) называют также энерге­
тической формулировкой. 

Рассмотрим теперь численное решение задачи (PV) или (РЕ). В обоих 
случаях решение и отыскивается в бесконечномерном пространстве Е, 

что, еообще говоря, сделать невозможно. Поэтому ищут приближенное 
численное решение и в конечномерном пространстве, заменяя задачи 

(PV) и (РЕ) их приближениями. 
Внутренней аппроксимацией называется замена задачи (PV) задачей 

(PV)h: 

{Найти такую функцию uh Е Eh, что для всех vh Е Eh 
(PV)h 

a(uh, vh) = /(vh), 

где Еh-конечномерное подпространство Е (h-параметр, связанный с 
размерностью; h -+О, то Eh-+ Е). Для задачи (РЕ) 

(PE)h J(и") ~ J(vh). 

Теперь остается найти методы определения пространства Eh, чтобы 
функция иh была хорошим приближением истинного решения и, и 
эффективного вычисления иh. Рассмотрим сначала метод Галеркина, 
который является предшественником метода конечных элементов для 

решения задачи (PV), (PV)h. Метод Ритца-один из вариантов решения 
задачи (РЕ), (PE)h. 

Идея метода Галеркина основана на понятии базиса пространства Е, 

под которым понимается последовательность {en}neN элементов Е, такая 
что 

l) Vn ~ l е 1 , е2 , ••• , е. линейно независимы; 
2) с помощью конечной линейной комбинации е; можно найти сколь 

угодно хорошее приближение для каждого элемента v ЕЕ. 
Пространства, используемые на практике, обычно обладают подобным 
базисом. В методе Галеркина используется конечномерное пространство 
Ет с базисом е1 , ..• , ет и отыскивается решение следующей задачи: 

8-1051 
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{Найти такую (PV)m 
а(ит, v) = /(v). 

Глава 4 

Можно показать, что при т--+ оо ит стремится к и-решению задачи 
(PV). 

Разложим ит по базису Ет: 
m 

um = L Лjej. 
i= 1 

Для определения лi достаточно это разложение подставить в условие 
задачи (PV)m. Получим 

m 

(S) I Лia(ei, ei) = /(е;), j = 1, .. . ,т. 
i= 1 

Это система линейных уравнений относительно Л с заполненной 
матрицей (a(ej, ei) #О '<li,J) имеет размер т х т, и ее решение может 
быть довольно трудоемким. 

Отметим некоторые полезные свойства системы (S). Введем обозна­
чения: R-матрица с элементами a(ej, ei); А-вектор из ~ с ком­
понентами Л;, i = 1, .. . ,т; В-вектор из Rm с компонентами /(ед. Тогда 
система (S) преобразуется к виду RЛ = В. 
Матрица R называется матрицей жесткости и обладает двумя свойства­
ми: положительной определенностью и симметричностью, если сим­
метрична матрица а(-,-). Покажем наличие первого свойства. Пусть 

m 

х = (х1, Х2, ..• , хm)-вектор из Rm, и пусть v = Ixjej. Тогда 

т m m 

X'RX = L xi( L а(е;, е)х) = L x;a(ei, v) = 
i=l j=l i=l 

= a(v, v) ~ cllvll 2 , 

что следует из коэрцитивности а(-,-). Таким образом, показано, что для 
всех хе Rm выполняется неравенство Х' RX ~ О, а из равенства Х' RX = О 
следует, что 11v11 =О или Х =О (х 1 = х2 = ... = xm =О). Второе свойство 
очевидно. 

Эти свойства не зависят от выбора базиса и обеспечивают обра­
тимость матрицы системы (S). Более того, можно использовать алго­
ритмы, разработанные для симметричных положительно определенных 
матриц, что облегчает решение системы. Однако на практике более 
простые численные алгоритмы получаются с другими подпространства­

ми, отличными от предлагаемых в методе Галеркина. При этом базис 
{ е;} должен позволять не только просто вычислять коэффициенты 
a(ei, ei) и правую часть системы {!(ед}, но и сделать матрицу R 
разреженной, т. е. чтобы максимально возможное число ее элементов 
было нулями. Желательно также, чтобы ненулевые элементы матрицы 
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концентрировались около диагонали, т. е. чтобы матрица приближалась 

к ленточному виду. Выбор подпространства Еь должен обеспечивать 
хорошую точность метода внутренней аппроксимации, т. е. для доста­

точно малых h функция иь должна быть близка к и. 
Следует отметить также и корреляцию между точностью и стои­

мостью вычислений. Для получения высокой точности величина h 
должна быть малой, что приводит к большой размерности подпро­
странства Еь и высокому порядку системы линейных уравнений. 

Ниже рассмотрено построение подпространства Еь в методе ко­
нечных элементов. 

4.4. МЕТОД КОНФОРМНЫХ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

Поясним идею метода на примере 1 (разд. 4.2). Решение задачи 
состоит из 3 этапов: 

Этап 1. Разбиение области на простые элементы. Для простоты 

возьмем равномерное разбиение интервала [а, Ь], положив 

х; = а + ih, i =О, 1, ... , N + 1 , 

Ь-а 
где h =---шаг дискретизации, соответствующий введенному ранее 

N + 1 
параметру h. 

Этап 2. Построение пространства Еь· Наиболее простое решение 
состоит в выборе непрерывных на [а, Ь] функций, подобных друг другу 
на каждом интервале [х;, Х;+ 1]. Граничные условия Дирихле приводят к 
тому, что значения этих функций в точках а и Ь равны нулю. Базис 
пространства Еь составляют непрерывные функции е;, удовлетворяюuiие 
условиям (рис. 4.2): 

е;(х)=О для j#i, 
е;(Х;) = } . 

Размерность Еь равна N, и она увеличивается при h -->О. 
Этап 3. Решение линейной системы. Элементы матрицы жесткости 

ь ь 

а(е;, ei) = J e;(x)ej(x)dx + J e;(x)ei(x)dx 
а 

просто вычисляются обычным интегрированием. Отметим, что подын­
тегральные функции не являются дифференцируемыми в обычном 
смысле в узлах разбиениях;, но это не представляет больших трудностей 
для интегрирования. 

а z, Zz ь 

Рис. 4.2. Базисная функция ni пространства Еь. 
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Важно отметить, что для принятой нумерации узлов разбиения 
матрица жесткости имеет трехдиагональную структуру (так как 

а(е;, ei) =О, если li - Л ~ 2) 

R= 

х х о 
х х х 

х х х 

о 

х х х 

х х х 

х х 

Это типичная разреженная матрица ленточной структуры. Если бы 

точки разбиения были пронумерованы по-другому, в матрице появились 
бы элементы, отличные от нуля вне этих трех диагоналей. Однако для 
численных расчетов выгодно иметь ленточные матрицы с минимальной 

шириной, что дает выигрыш в памяти, времени и эффективности 
вычислений. Ниже будет показано, что для двумерных и тем более 
трехмерных пространств дело обстоит не так просто. 

Рассмотрим теперь элементы правой части системы 
ь 

ff(x)e;(x)dx, i= 1, ... , N. 

Эти интегралы так просто уже не вычисляются и необходимо прибегать 
к формулам численного интегрирования, а иногда и к вычислениям на 
ЭВМ. Кстати, такая же проблема может возникнуть и при вычислении 
элементов матрицы жесткости. Для решения составленной таким об­
разом системы используют один из методов, наиболее пригодный для 
конкретной структуры матрицы (гл. 3). 

Рассмотрим теперь решение задачи методом конечных элементов в 

двумерном случае. Именно в данном случае метод раскрывает все свои 

возможности, так как разбиение области выполняется гораздо проще, 
чем в методе конечных разностей (см. приложение). Аналог примера 1 
(разд. 4.2) в двумерном пространстве можно записать в виде 

а2 а2 

{
- - 2 и(х, у) - - 2 и(х, у)+ и(х, у)= f(x, у), (х, y)eQ, 

дх ду 

иldn=O 

где О-область определения решения, а дil-ee граница. К вариационной 

формулировке задачи приходим, взяв двойной интеграл от обеих частей 
и интегрируя по формуле Грина 1 ): 

l) Для установления этого соотношения следует воспользоваться тождест-
БОМ 

t = (х,у) 
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Рис. 4.3. Разбиение области в методе конечных элементов. 

ди дv ди дv 
J--dxdy + J--dxdy + J uvdxdy = Jfvdxdy. 
!! дх дх !! ду ду !! !! 

Возьмем для простоты область Q ·в виде многоугольника и сформули­
руем приближенную задачу, следуя трем приведенным выше этапам. 

Этап 1. Разбиение области на простые элементы (рис. 4.3). Обычно 
это разбиение называют триангуляцией области, так как простые эле­
менты часто являются треугольниками. Оно обозначается Q =ИК, где 
К е Т,,, а Т,,-множество треугольников с максимальной стороной ~ h. 
Если К 1 и К2 -два треугольника из Т,,, они либо не имеют общих точек, 
либо имеют одну общую сторону или одну общую вершину. 

Этап 2. Построение пространства приближенных функций. Как и для 
одномерного пространства, возьмем непрерывные на Q функции, по­
добные друг другу на каждом треугольнике К из Т,, и равные нулю на 
границе области дQ (граничные условия Дирихле). Для определения 
базиса этого пространства введем барицентрические координаты Л.;(М) 
(i = 1, 2, 3) произвольной точки М, лежащей внутри треугольника К из Т,, 
относительно трех его вершин а1 , а2 и а3 . Они определяются из решения 

системы 

а11 а12 аlЗ 

а21 а12 а23 

1 1 1 

где aii (i= 1, 2)-координаты вершины ai и М1 , М2 -координаты точки 
М. Определитель системы равен удвоенной площади треугольника К и, 
следовательно, отличен от нуля, если треугольник невырожден (3 вер­
шины не лежат на одной прямой). Через три вершины можно провести 

единственный полином Р суммарной по х и у степени ~ 1, афинный на К 
Р(М) = Л. 1 (М)Р(а 1 ) + Л.2 (М) Р(а2 ) + Л.3 (М) Р(а3 ). 

Таким образом, можно определить функцию, непрерывную на Q, аф­
финную на каждом К е Т,,. По приведенной выше формуле эта функция 
определяется своими значениями в вершинах треугольников, откуда 

следуют ее значения на сторонах треугольников. Пространство Еь 
можно определить следующим образом: 
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Eh = {veC°(Q), vl К аффинная 'VKe Т,., vlan =О}. 

Перенумеруем от 1 до N (h) вершины треугольников, которые лежат 
внутри Q (вершины, лежащие на границе дQ, исключим из нумерации). 
Обозначим через <р; функцию из Eh, удовлетворяющую следующим 
условиям: 

{о j# i 
<p;(ai) = 1 . . 

j=l 
j = l, ... ,N(h), 

где агвершина из Т,.. Тогда любую функцию v в пространстве Eh можно 
N(h) 

представить в виде v = L v (а;) <i';· Из этой формулы и из линейной 
i= 1 

независимости функций <р; следует, что они составляют базис про-
странства Eh. 

Этап 3. Составление и решение системы линейных уравнений. Для 
двумерного пространства матрица жесткости имеет большое число 
ненулевых элементов. Ненулевой вклад дают такие базовые функции, 
индексы которых соответствуют общим вершинам или лежащим на 
одной стороне треугольника (рис. 4.4). 

Обозначим через 1 (1) совокупность номеров вершин, соседних с а;. 
Функция <р; строится так, что она равна нулю вне многоугольника, 

ограниченного вершинами ai, j е I (1). Таким образом, все элементы 
матрицы жесткости а(<р;, <р), для которых j # i и jф/(1), равны нулю. 
Элементы а(<р;, <р;) и а(<р;, <pi), для которыхjе/(1), отличны от нуля. Для 
вычисления а(<р;, <р;) надо взять интегралы по всем треугольникам, 

имеющим а; своей вершиной. Для а(<р;, <pi), je/(I) достаточно взять 
интегралы по двум треугольникам, имеющим общую сторону [а;, aJ. 
Из приведенной выше вариационной формулировки задачи следует, что 
интегрируются произведение базисных функций и скалярное произве­
дение их градиентов. 

Замечание. Подготовка к решению задачи методом конечных эле­
ментов в двумерном пространстве гораздо более сложная, чем для 
одномерного, где она проводится без особого труда. В данном случае 

требуется следующее: 

1) разбить область R2 на треугольники; 

Рис. 4.4. Вершины треугольников, дающие ненулевой вклад в матрицу жесткости. 
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2) перенумеровать вершины таким образом, чтобы матрица жесткос­
ти имела ленточную структуру. Ширина ленты определяется наиболь­

шим разрывом между номерами соседних вершин; 

3) вычислить соответствующие интегралы, что выполняется доволь­
но просто, если использовать барицентрические координаты в пределах 
каждого треугольника. 

Для вычисления правых частей системы их преобразуют к виду 

ffq>;dxdy. Интегралы берутся на треугольниках, имеющих одну из 
fl 
вершин о;. На каждом из этих треугольников можно применить формулу 
численного интегрирования, использующую значения функции f в вер­
шинах: 

1 
J/Ч>; dxdy = - площадь (К) -f(o;). 
к 3 

Из рассмотренного выше примера видно следующее: 
l) простой элемент является треугольником К; 
2) число степеней свободы определяетсЯ тремя вершинами треу­

гольника I:к; 
3) пространством интерполирующих функций v е Eh по вершинам 

треугольников является пространство полиномов Р 1 степени ~ 1. 
Триплет {К, I:к, Р1 } называется треугольным конечным элементом. 

4.5. ДРУГИЕ ТИПЫ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

Конечный элемент, рассмотренный в предыдущем разделе, является 
наиболее простым. Он составляет часть семейства конечных элементов 
Лагранжа, которые определяются следующим образом. Пусть К яв­
ляется частью пространства Rn и Р- векторное пространство конечной 

размерности М, образованное функциями, определенными на К. Пред­
положим, что на К дано множество 1: из М точек, которые обозначим о;, 
i = l, ... , М. Множество I: называется Р-унисольвентным тогда и только 
тогда, когда для произвольных М скаляров s 1 , ••• , sм существует 

единственная функция р из Р, такая что р(о;) = s;, i = l, ... , М. Если 
множество I: является Р-унисольвентным, триплет (К, I:, Р) называется 
конечным элементом Лагранжа, а 1: представляет его степени свободы. 
Частные случаи этого элемента приведены ниже. 

4.5.1. Треугольные конечные элементы Р1 (или типа (1)) 

Эти элементы введены в предыдущем разделе. Множество I: обра­
зуется вершинами о 1 , о2 , о 3 треугольника К, Р = Р1 -множество по­
линомов степени ~ l, т. е. р(х, у)= а+ f3x + уу. Множество I: является 
Р 1-унисольвентным. 
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4.5.2. ПрямоугольНЬ1е конечные элемеВТЬI Q1 

Может представиться удобным разбит:. двумерную область Q на 
прямоугольники. В этом случае К будет прямоугольником, вершины 
которого а 1 , а2 , аз, а4 образуют множество I:, а Р = Q1 -множество 
полиномов степени ~ l отдельно по каждой из переменных, т. е. 

q(x, у)= а+ ~х + уу + оху. Легко показать, что I: является Q 1 -уни­
сольвентным. 

При рассмотрении конечных элементов мы не касаемся точности 
и сходимости используемых приближений. Однако интуитивно ясно, что 
точность будет тем выше, чем меньше h, т. е. чем более мелкое 
используется разбиение. Разбиение на прямоугольники обладает преи­

муществом: его можно сделать более мелким в той области, где 
требуется получить большую точность. Например, в задачах тепло­
переноса мелкое разбиение выбирают в зонах высокого градиента 
темпера:гуры, в то время как в других зонах оно может быть зна­

чительно крупнее. В задачах сопротивления материалов более мелкое 
разбиение берут в области действия больших сил и т. д. Метод конечных 
разностей не обладает этим преимуществом: в нем сетка разбиения 
параллельна осям и локальное умельчение разбиения отражается на всей 
области. Однако для требуемого разбиения области необходимо ис­
пользовать соответствующие алгоритмы. Чтобы повысить точность 
вычислений, необходимо выбирать малые h, что приводит к росту 

размерности, подпространства Eh и увеличению объема вычислений. 
Чтобы избежать этого, используют полиномы более высокой степени. 

4.5.3. ТреугольНЬ1е конечные элементы Р2 (илв типа (2)) 

Возьмем опять треугольник К с вершинами а 1 , а2 , аз. Обозначим 
l 

через a;i середины его сторон (рис. 4.5): aii =-(а;+ ai), l ~ i ~j ~ 3. 
2 

Примем I: = {а 1 , а2 , аз, а 12 , а 1 з, а2 з} и Р = Р2 -множество полиномов 
степени ~ 2 от х, у. Отметим, что I: является Р 2-унисольвентным 
(размерность Р2 равна 6-числу элементов I:). Используя барицентри­
ческие координаты, базовые полиномы пространства Р 2 можно пред­
ставить в виде 

Р;(х) = Л;(х) (2Л;(х) - l), i = l, 2, 3, 
Pii(x) = 4Л;(х)Лi(х), l ~ i ~j ~ 3. 

Рис. 4.5. Треугольный конечный элемент Р2 . 
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Легко убедиться в том, что они линейно независимы и 'r:/peP2 можно 
представить в виде 

3 

р = L р(а;) Р; + L р(а;) P;i. 
i= 1 

4.5.4. ПримоугоJJЬВWе ковечвые элемевты Q2 

Предположим теперь, что К-прямоугольник с вершинами а1 , а2 , а 3 , 
а4 . Обозначим через а5 , а6 , а7 • а8 середины сторон и через а9 точку 
пересечения медиан. Возьмем I: ={а;}, i = l, .. "9, и Р = Q2 -множество 
полиномов степени ~ 2 отдельно по х и по у. Можно показать, что I: 
является Q2-унисольвентным, используя аффинное обратимое преоб­
разование прямоугольника К к единичному квадрату. При этом К 

называют ссылочным элементом. 

4.5.5. Ковечвые элемевты, определяемые с помощью ссЫJJочвых элементов 

Часто используется взаимно однозначное преобразование для опре­
деления триплета (К, I:, Р) из ссылочного элемента (К, t, Р). Пусть 
(К, t-Р}-конечный элемент Лагранжа и F-соответствующее преобра­
зование. Пусть также0 

К= F(K), 
р = I: {р: к ---+ R 1 р о F ЕР} ' 

I: = F(t). 

Можно показать, что (К, I:, Р) является также конечным элементом 
Лагранжа. Если через Р; обозначить базовые функции Р, то базовыми 
функциями для Р будут Р; = Р; О р- 1 • Это справедливо также и для 
общего случая, когда Р не обязательно является пространством по­
линомов. Преобразование к ссылочному элементу удобно использовать 
для вычисления интегралов в вариационной формулировке задачи, где 
базовые функции известны и имеют простой вид, но для этого нужно 

знать якобиан преобразования. Если же число степеней свободы уве­
личивается, якобиан изменяется и нужно прибегать к формулам числен­
ного интегрирования. 

4.5.6. Ковечвые элемевты Эрмита 

До сих пор степени свободы определялись значениями функции в 
определенных точках области. Однако если в этих точках известны 
значения производных, то необходимо использовать конечные элементы 
Эрмита. Как и выше, обозначим через ар а2 , а3 , вершины треугольника 
К, а через а123 его центр тяжести. Возьмем Р = Р3 (множество поли­
номов степени ~ 3) и множество 

tJ Символ р О F означает преобразование функции р с помощью оператора 
F.- Прим. ред. 
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о, Uz 

Рис. 4.6. Конечный элемент Эрмита. Рис. 4.7. Конечный элемент Аржириса. 

{ . др(а;) др(а;) . } 
I:= р(а;)l:::;;1:::;;З;р(а123 );--;--;1:::;;1:::;;З. 

дх ду 

Обычно этот элемент изображается так, как показано на рис. 4.6. 
Окружности означают, что степенями свободы являются значения пер­
вых производных в вершинах. 

4.5.7. Конечные элементы Аржнриса 

Используем обозначения, введенные при рассмотрении конечных 
элементов Р2 , но на этот раз возьмем функции класса С1 (Q) (непре­
рывность самой функции и ее первых производных). Выберем для этого 
Р = Р 5 (полиномы степени :::;; 5) и множество 

~ = { ( ) др(а;) др(а;) д2р(а;) . = 1 2 3. др(а;) 1 ~ . ~ . ~ з} 
,LI р а; , , ... , 2 , t , , , ~ z """'J ~ , 

дх ду ду дп 

др 
где --нормальная производная. Обычное изображение этого конеч-

дп 
ного элемента приведено на рис. 4.7, где двойные окружности означают, 
что степенями свободы являются производные до 2 порядка. Черточка 
на стороне треугольника означает, что нормальная производная по­

середине стороны является также степенью свободы. Этот элемент имеет 
21 степень свободы. 

В заключение отметим, что для задач в трехмерном пространстве 

Рис. 4.8. Приближение произвольной области с помощью треуrольников. 
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используются конечные элементы в виде тетраэдров или параллеле­

пипедов. Идея метода остается той же, но на практике возникают 

дополнительные трудности, которые существенно увеличивают стои­

мость вычислений. 

Не затронутые здесь вопросы ошибок метода и его сходимости 
подробно изложены в работах [3, 4]. Там же можно найти способы 
решения задачи, когда область Q не является многоугольной (рис. 4.8), а 
также анализ ошибок численного интегрирования. 

4.6. ПРИМЕР ПРИМЕНЕНИЯ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
В ДВУМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

Рассмотрим в качестве примера решение задачи кристаллизации 

металлов. Предположим, что имеется среда, которая находится в двух 
фазах (жидкой и твердой), разделенных поверхностью. Последняя явля­
ется изотермой температуры плавления (рис. 4.9). Для простоты пред­
положим, что теплообмен подчиняется закону Фурье (хотя на самом 
деле он нелинеен). Если за начало отсчета температуры взять тем­
пературу плавления, то зависимость температуры твердой фазы от 

времени описывается уравнениями: 

- ЛТ= О в области Q 1 , 

Tl,1 =О, (S) 

атl -д = С(Т- Т0), 
п '2 

где Г 1 U Г 2 - граница области Q1 ; r 1 -поверхность плавления, разде­
ляющая Q1 и Q2 ; Т0 -температура окружающей среды; Л-оператор 

д 
Лапласа; --оператор нормальной производной на Г2 • 

дп 

Выполним сначала разбиение 7;. на треугольники области Q1 

(рис. 4.10) и обозначим через 11 и 12 множества номеров вершин, 

расположенных на границах Г 1 и Г 2 соответственно, а через 10 мно-

ЖиiJкость 

Тбероое те.но 

Рис. 4.9. Фазы кристаллизации. 

Рис. 4.10. Разбиение области !11 на треугольники. 
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жество вершин, находящихся внутри области 0 1 • Затем построим 
пространство аппроксимирующих функций V,., используя конечные эле­
менты Лагранжа Р 1 • Базовые функции bi, i е 10 U 12 выберем таким 
образом, чтобы они были аффинными на каждом треугольнике и 
удовлетворяли соотношениям 

Ь-(а.)={о, i=/.j, 
IJ 1,i=j. 

Условие Дирихле на Г1 удовлетворяется автоматически 11 • Решение Т 
выразим через базовые функции bi: 

Т= L aibi. 
iEioUI2 

Коэффициенты ai определяются путем решения линейной системы, 
полученной из вариационной формулиро1щи задачи. Преобразуя ин­
теграл по формуле Грина, получаем 

дТ - J ЛТ·v =О= JVТVv- J -д v. 
Q Q iIO п 

Учтем, что функции v равны нулю на границе Г 1 : 

дТ 
JЛТVv- J-v=O. 
11 Г2 дn 

Подставим условие Неймана на границе Г2 : 

JV1Vv + J с(Т- T0 )v =О, VveV,.. 
Q Г2 

Окончательно система уравнений получается в виде 

L aiJVbiVbi+ ~:С J(aЛ)bi=c J T0 bi, jel0 UI 2 . 
iEI0 u,2 11 iEI2 Г2 г2 

Видно, что коэффициент с интегралом по Г 2 равен нулю, за исклю­
чением случаев, когда j Е 12 • 

Сравним эту систему с системой из разд. 4.3, полученной только с 
учетом условий Дирихле. В данном случае условие, наложенное на поток 

на границе Г 2 , записано в форме криволинейного интеграла на Г 2 • 

Матрица системы остается симметричной, хотя и не представляется в 

конечных разностях из-за условий Неймана. 

На рис. 4.11-4.14 представлены несколько примеров разбиения об­
ласти на треугольники. 

l) ieJ0 UJ2 , в то время какj может принадлежать 11 . Отсюда следует, что 
Ь; (ai) =О, если je 1 1 .-Прим. ред. 
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Рис. 4.11. Пример разбиения. 

Рис. 4.12. Пример разбиения. 

Рис. 4.13. Визуализация поля градиента. 

Рис. 4.14. Разбиение области и изолинии. 
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4.7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В этой главе сделана попытка показать гибкость и практичность 
метода конечных элементов для численных расчетов. Но надо иметь в 
виду, что на самом деле метод здесь представлен в упрощенном виде и 

на практике реализация его сталкивается с определенными трудностями. 

Во-первых, это трудности теоретического плана. Исследование опре­

деленных свойств метода конечных элементов (таких, как сходимость и 

эквивалентность вариационных формулировок) требует привлечения 
средств функционального анализа, которые довольно трудно исполь­
зовать в конкретных ситуациях на практике. 

Во-вторых, это трудности программной реализации, которая ока­

зывается гораздо более трудоемкой и сложной, чем для метода ко­
нечных разностей. Отметим сложность осуществления автоматического 
разбиения области, а также то, что часто требуются интерактивные 
алгоритмы вычислений. 

Другими словами, надо многое взвесить, прежде чем остановиться на 

применении этого метода. Большую помощь может оказать то обстоя­
тельство, что в настоящее время имеется большое число готовых 
программных реализаций метода (от десятков тысяч до сотен тысяч 
операторов). Многие программы имеют модульную структуру, при­
способленную для решения различных типов задач. Существуют также и 
более специализированные программы, напр~мер для задач теплопе­
реноса, вычисления полей в электромагнитах и т. д. Решение часто 
встречающихся на практике нелинейных задач, даже при наличии уже 

готовых программ потребует дополнительных программных разрабо­
ток, чтобы правильно организовать итерационный процесс. 

Существует довольно обширная литература, поэтому изучать библио­
графию следует исходя из конкретной, хорошо уточненной задачи. В 

списке литературы приведено только несколько основных трудов. 

Приложение. 

Введение в метод конечных разностей 

Приведем для сравнения очень краткое изложение метода конечных 
разностей. Используем пример из разд. 4.2, в котором отыскивается 

решение следующей задачи: 

{(Е) - и" (х) + и (х) = f(x), 

(CL) и(а) =О, и(Ь) =О. 

Возьмем равномерное разбиение интервала 

Xi =а+ ih, i = О, 1, .. " N + 1, 

а< х < Ь, 

Ь-а 
h=-­

N + t' 

сведя задачу к численному вычислению значений функции и в узлах 

разбиения xi, i = 1, .. " N. Предположим, что функция и является ана­
литической, и разложим ее в ряд Тейлора в окрестности точки х;: 
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у 

О i=I i=2 t=1 1 .z 

Рис. 4.15. Разбиение области в методе конечных разностей. 

h2 
u(xi + h) = u(xi) + hu'(x;) + 2u"(xi) + ... , 

h2 
и(х; - h) = и(х;) - hu'(x;) + -и"(х;) - .... 

2 

Складывая оба выражения, получаем 

1 
и" (х;) = h2 (и (х; + h) - 2и (х;) + и (х; - h)) 

127 

с точностью до членов более высокого порядка малости. Подставим 

результат в уравнение (Е): 

- и(х; + h) + 2и(х;) - и(х; - h) 
h2 +и(х;)=f(х;), i=l, ... ,N. 

)....-' ' 
' '"' v "\ ~ f 

/ lJ""'I 
1 

\ / 

' // 

vl 2 

\ / 1) -r-...... ' ....._ 

а 

Рис. 4.16. Разбиение мноrоуголъника. 
а- метод конечных элементов; б - метод конечных разностей. 
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а о 

Рис. 4.17. Граничные условия типа нормальной производной. 
а - метод конечных элементов; 6- метод конечных разностей. 

Переобозначив численные значения решения в узловых точках, запишем 

систему уравнений в более удобном виде 

l 
h2(- ui-1+2ui- иi+1) + ui =f;, i= l, ... , N, 

где значения и0 и иN+ 1 определяются из граничных условий (CL). 
По сравнению с методом конечных элементов решение задачи в этом 

случае является более простым. Но обратимся теперь к примеру в 
двумерном пространстве (разд. 4.4). Возьмем для простоты в качестве 
области Q единичный квадрат и определим координаты узлов разбиения 
этой области (х;, У;) i,j =О, l, "., N + l (рис. 4.15): xi = ih, Yi = jh. Обо­
значим через uij значения решения в узлах (xi, yi) по аналогии с одномер­
ным случаем и получим следующую систему: 

l 
h2 (- ui- t,i - U;+ 1.i - иц- 1 - и;,j+ 1 + 4uii) + u;i = f;i, i,j = l, "., N. 

Для i и j, равных О или N + l, значения u;j определяются граничными 
условиями. В этом случае система уравнений составляется довольно 

а 

Рис. 4.18. Мелкое разбиение выделенной зоны. 
а-метод конечных элементов; 6-метод конечных разностей. 
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легко. Но представим себе случай, когда границы области не парал­
лельны осям, граничные условия наложены на производные и необ­
ходимо сделать разбиение некоторых областей более мелким. В методе 
конечных разностей при этом возникают серьезные трудности. Про­
wшюстрируем это рисунками. 

На рис. 4.16,а приведено разбиение многоугольника по методу ко­
нечных элементов, где производится интегрирование простой функции 
двух переменных по треугольным областям, а на рис. 4.16,б- по методу 
конечных разностей с его сложной аппроксимацией лапласиана и труд­
ностями соблюдения условий Дирихле из-за отсутствия узлов разбиения 
на границе. Рис. 4.17 илmострирует случай граничных условий типа 
нормальной производной. На рис. 4.17,а граничные условия учтены в 
криволинейном интеграле вдоль границы дО, а на рис. 4.17,б вычисление 
нормальной производной представляет трудности из-за того, что узлы 

разбиения не лежат на границе. 
На рис. 4.18,а показано более мелкое разбиение выделенной зоны по 

методу конечных элементов, а на рис. 4.18,б-по методу конечных 
разностей, которое влечет за собой более мелкую сетку разбиения 

практически во всей области интегрирования. Кроме тоrо, разбиение с 
переменным шагом существенно усложняет вычисления. 



Часть 2 
ТЕОРИЯ ПОЛЮСОВ 

П. Кастелъжо 

ПРЕДИСЛОВИЕ 

Борьба за повышение качества продужции и рост производительности труда 
являются стратегичесmми целями современного производства. Реальные усилия, 

предпринимаемые для решения этих задач, охватывают в том числе и системы 

автоматизированного проепирования (САПР). Теория полюсов является хоро­

шим тому примером. 

Что такое производительность? Обычно ее мерой является произведенный 

продуп, т. е. производительность тесно связана с количественными показателями 

производства. Вклад САПР в повышение производительности проявляется в том, 

что разрабатываемые и применяемые новые математические методы действи­
тельно позволяют найти более простые конструпивные решения, избежать роста 

стоимости продукции при использовании более современной технологии произ­
водства транспортных средств. Кроме того, повышается эффективность обучения 

персонала, обслуживания производства и использования аппаратуры. И в этом 
плане теория полюсов является одним из математических методов САПР, 
который служит источником дополнительного повышения производительности 
конструкторского труда, приводит к сокращению сроков разработок. 

Что такое качество? Оно главным образом зависит от нашей способности 
наладить систему постоянного контроля за совершенствованием производства, 

в которой САПР является важным звеном. Приведу для примера две фундамен­
тальные задачи, в решении которых роль САПР трудно переоценить: определение 
влияния на форму кузова автомобиля действующих механических нагрузок 
(первая задача) и его аэродинамических свойств (вторая задача). 

Применение средств автоматизации и вычислительной техники позволяет 

заглянуть в завтрашний день, способствует постоянному повышению качества 

продукции и росту производительности труда, в частности, и за счет решения 

названных выше задач. 

Следует особенно выделить следующий аспект данной книги: разработка 
новых математических приемов и методов программирования непременно долж­

на приводить к появлению более эффективных алгоритмов. Можно сказать, что 
хороший алгоритм сжимает время, ускоряя процесс вычислений. Теория простых 

и обобщенных полюсов (разработка которых началась в 60-х годах), представляет 
собой исключительно мощный и эффективный математический метод, более 
простой, чем большинство обычно используемых алгоритмов. Специалисты­
сотрудники фирмы «Ситроен)) внесли свой вклад в его совершенствование и 

применение в САПР и относятся к нему как к фундаментальному результату, 
являющемуся в определенной степени основой методов математического прог­

раммирования. 

Ксавье Каршер, 
Генеральный директор 

автомобильной фирмы «Ситроею> 
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ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРА 

Понятие полюса было введено в 1958 г., однако его применение для интер­
поляции и других приложений, связанных с сохранением непрерывности вос­

станавливаемых фушций, относится к 1981 г. Первая монография по теории 
полюсов была представлена Академией Безансона в 1983 г. Материал этой книги 
подвергался неоднократному редактированию с целью более доходчивого из­

ложения некоторых деталей. Ведь читатель легко может пройти мимо очевидных, 

но невнятно изложенных вопросов, важных для понимания всего материала. 

Большой вклад в подготовку материала к публикации внес Лошиц, который 
участвовал также в практической проверке предлагаемой теории. Его критические 

замечания СЬIГJ>алИ заметную роль в устранении недостатков и помогли полнее 

отразить аспекты теории полюсов, имеющие важное значение для промышлен­

ного производства. И, конечно же, нельзя забыть всех тех, кто принимал участие в 
становлении и развитии САПР в фирме «Ситроен)) и довел ее до современного 
состояния. В первую очередь следует отметить дальновидность руководства и его 

ставку на перспективНЬlе научНЬlе исследования, хотя никогда нет уверенности в 

их быстрой практической отдаче. Мне хотелось бы также поблагодарить и 
остальных сотрудников фирмы, которые определили успех дела, потому что не 
теряли веру в него даже в самых трудных обстоятельствах. Я не забуду никого из 
них, но хочу особо отметить Верселли. 

l.l. ВВЕДЕНИЕ 

Глава 1 

Основная задача 
теории полюсов 

Поль де Кастельжо 

Задачей теории потосов является математическое описание кривых и 

поверхностей. Следует сказать, что графическому представленшо урав­
нений, скрупулезному исследованшо их поведения посвящено столько 

работ, что перед их изобилием остаешься в растерянности. И лишь 
совсем недавно появились работы, посвященные решеншо задачи точ­
ного представления геометрической формы объекта с помощью простых 
методов. Потребности промъшшенного производства стимулировали 
развитие этих работ. Дело в том, что форма кузова автомобиля, 
например, гораздо больше зависит от интуиции и приблизительНЬIХ 
оценок, от воображения художника, чем от строгих математических 
методов. Поэтому получить ясную, четкую, цельную и однозначную 

информацию, свободную от неопределенностей, на практике оказыва­

ется невозможно. 
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В 1958 г. я предложил фирме «Ситроен» набросок решения проб­
лемы, а с 1963 г. эти приемы стали изучать сотрудники фирмы, участ­
вующие в разработке новых моделей автомобилей. В то время это 
направление работы было совершенно новым, поэтому для успеха дела 
надо было заранее многое предусмотреть. Сейчас весь пройденный путь 
кажется детской игрой, но вначале это было настоящей головоломкой, 

сравнимой с квадратурой круга. Сейчас уже мало кто представляет себе 
обилие препятствий, которые надо было преодолеть. Осознав простоту 
предлагаемой теории и ознакомившись с несколькими простыми алго­

ритмами, каждый может убедиться, что и он мог бы ее создать. 
Читатель увидит, что суть теории сводится к записи решения в простой 

наглядной форме, основанной на разумных определениях и понятиях. 
Таким образом устраняются сложные математические построения, тре­
бующие специальных математических знаний. При малейшей возмож­

ности мы без колебаний отбрасывали такие основные приемы числен­
ного анализа, как ортогональные функции, разделенные разности и др. 
Их использование, как правило, ставит больше проблем, чем решает. 

Итак, предлагается новая законченная теория интерполяции, которая 

является ори!'инальным обобщением точечной интерполяции Лагранжа, 
отличным от метода Эрмита. Она позволяет проводить аппроксимацию 
дугами полиномов любой степени вплоть до бесконечной, если этого 
требуют условия сшивки. При этом гарантируется строго алгебраическое 
восстановление полинома, определенного на произвольном числе точек. 

Более того, с ее помощью достигается сглаживание, гораздо более 
гибкое, чем с помощью метода наименьших квадратов, и не связанное с 
необходимостью минимизации. Математики, я уверен, оценят эту тео­
рию по достоинству. Она делает очевидной оптимальность получаемых 
решений для фиксированных степени полинома и условий непрерыв­

ности. Как частный случай из нее вытекает теория В-сплайнов Ризен­
фельда и демонстрируется их несовершенство~ они являются не чем 
иным, как линейными комбинациями определенных оптимальных и, 
увы, неоптимальных решений, и существенно уступают в общности 

предлагаемым методам. Другой частный случай нашей теории-теория, 

разработанная советским ученым В. С. Рябеньким и описанная в работе 
[22]. 

1.2. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ПОЛЮСОВ 

Применение теории полюсов в САПР позволяет существенно по­
высить эффективность взаимодействия человека и ЭВМ. Этому способ­
ствует ряд положений теории, которые обычно остаются незамеченными 
для тех, кто вплотную не сталкивался с проблемой. Наиболее важные из 
них следующие: 

1. Результат интерполяции не зависит от выбора координатных осей. 
2. Результат получается легко обозримым благодаря наличию спе­

циальным образом построенных опорных точек, которые мы назовем 

полюсами (из-за их математического происхождения); отметим, что они 
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не имеют ничего общего с особыми точками кривых и поверхностей. 
3. Перемещая полюсы, можно плавно изменять форму объекта. 
4. Полюсы располагаются вблизи от геометрических объектов, что 

устраняет трудности, связанные с бесконечными ветвями, например 

трудности, которые возникают при черчении дуги окружности большого 
р·адиуса, если центр расположен вне чертежного планшета. 

5. Удобство работы с проекциями. Полюсы проекции являются 
проекциями полюсов. 

6. Независимость полюсов от направления обхода кривой при их 
вычислении. 

7. Легко достигается плавность вычисленной кривой. В методах, 
использующих разложение в ряд, при возрастании степени разложения 

резко возрастают трудности стыковки на границах. 

8. Использование полиномов. Разложение в ряд также приводит к 
полиному, но использование разложения влечет за собой потерю общ­
ности и гибкости. Разложение периодических функций в тригономет­
рический ряд дает обычно плохие результаты. Лучшие результаты дает 
их представление в виде суммы четной и нечетной частей, каждую из 

которых затем представляют с помощью полюсов f(cos и) и f(sin и). 
9. В рамках аффинной геометрии полюсы обладают регулярными 

свойствами. Если же использовать дополнительную однородную коор­
динату Н и перейти к проективной геометрии с помощью простого 
конического проектирования с центром в начале координат: 

х = Х / Н, у = У/ Н, z = Z / Н, 

то это может привести к трудностям, и поэтому такой подход не 

рекомендуется. 

1.3. ОСОБЕННОСТИ ПРИМЕНЕНИЯ ТЕОРИИ ПОЛЮСОВ 
К ОБРАБОТКЕ КРИВЫХ И ПОВЕРХНОСТЕЙ 

Основу теории полюсов составляет небольшое число простых, но 

весьма эффективных соотношений. К ним относятся следующие: 
l. Определение управляющей точки - полюса, исходя из полярной 

формы полиномов, используемых для интерполяции (термин «полюс» 
возник из тройного использования слога «По» и ничего общего не имеет 
с полюсами в теории вычетов функций комплексной переменной или с 

полюсами сферы). 
2. Новое представление теории конечных разностей. 
3. Искусная техника вычислений, которая позволяет переходить от 

точек объектов к полюсам и обратно. При этом можно провести 
аналогию с голографией, когда из размытого пятна получается четкое 

изображение. 
4. Возможность плавной деформации геометрической формы объек­

та за счет подвижности полюсов (вплоть до образования выступов и 
ребер). 

Рассмотрим теперь используемые способы описания геометрических 
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объектов. В теории поmосов кривые на плоскости и в пространстве 
задаются в параметрическом виде как функции x(t), y(t) (и z(t) для 
кривых в пространстве). Ограничения на размерность пространства 
отсутствуют. Описание поверхностей зависит от геометрии их разбиения 
задающими точками. При разбиении на клетки поверхность задается 
двумя параметрами и и v, изменения которых в определенных пределах 
(ui ~ и ~ ui + 1 , vi ~ v ~ vi + 1 ) дают клетку поверхности. При разбиении на 
треугольники используются 3 параметра и, v, w (и+ v + w = 1; и, v, 
w ~ О). Число параметров можно легко увеличить, при этом не возни­
кает никаких теоретических трудностей. Запись уравнений в виде у = f(x) 
и z = f (х, у) не применяется; ее можно использовать только как частный 
случай параметрической записи с х = t (для первого случая) и х = и, 
у= v (для второго случая). 

Единственная трудность теории поmосов состоит в усвоении непри­
вычных обозначений. В остальном эта теория элементарна. 

Глава 2 

Симметричные полярные формы 

2.1. ПОЛЯРНАЯ ФОРМА ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО 
УРАВНЕНИЯ 

Рассмотрим векторное уравнение, заданное с помощью симметри­
ческих полиномов S1 , S2 , ••• , s~> от переменных t 1 , t 2 , ••• , t" и векторов 
Va:: 

" 
P(tl, t:z, ... , t") = Vo + L s" v". (1) 

A:=l 

Эту запись можно сократить, внеся нулевой член под знак суммы при 
k =О и приняв S0 = 1. Более того, верхний предел суммирования может 

11 Симметрическими полиномами п переменных t 1 , t2 , ••• , t" называются 
функции вида 

S0 = 1, 

S1 = t 1 + t2 + ... + t", 

S2 = f1t2 + t1t3 + ... + t1t. + t2f3 + ... = L t,tj, 
1<} 

s. = f1t2···t •• 

- Прим. перев. 
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быть больше п, если предположить S,,. =О при т > п. Это предпо­
ложение используется в дальнейшем для увеличения степени. 

Легко убедиться в справедливости рекуррентной формулы для сим­
метрических полиномов 

(2) 

где S1 и s;-симметрические полиномы для п и п - 1 переменных 
соответственно. 

Если допустить, что все переменные t 1 = 1, и записать значения 
фуmщий S1 в виде таблицы, расположив построчно значения функций 
для возрастающего числа переменных, то получится арифметический 
треуrольНИIС Фибоначчи1>, ошибочно приписываемый Паскалю. 

Если t 1 = 12 = ... = 1" = 1, уравнение (1) принимает вид параметри­
ческого уравнения кривой 

(3) 

Это выражение можно записать отдельно для компонент (проеIСЦИЙ на 
координатные оси). Так для компоненты (проекции) Х Р на ось ОХ 
можно написать следующее выражение: 

t=n 

ХР= L С~х1:1", 
А:=О 

где Ха:-проекция вектора rA: на ось ох. То же имеет место для 
координат у, z, .... Уравнение (1) будем называть обобщенной полярной 
формой параметрического уравнения (3). 

Для обратного перехода к уравнению (1) временно введем в урав­
нение (3) переменную и, благодаря которой оно становится однородным, 
и запишем формулу Эйлера для однородных функций степени п: 

t~n n! t "-1:- 1( дР дР) 
Р"(1,и)= 1.., kl( -k)'I и Va:=- 1-д +и-д . 

t=O .n . n 1 U 
(4) 

Взяв эту формулу за основу, подставим вместо 1 переменную 11 и 

примем и= 1: 

( lдР) (lдР) Р(11 ; 1) = 11 ;;а, + ;; ои . 

11 Арифметический треуrольник Фибоиаччи имеет вид: 
1 

2 
3 3 

4 6 4 
- Прим. перев. 
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Выполним эту операцию 11 для t 2 , t 3 , ... , ln- i и получим 
/с= n 

P(11 ,12 , ••• ,tn-i;t)=V0 + L (s"+ts"_ 1 )Vk. (5) 
"= 1 

Легко убедиться, что при подстановке переменной / n вместо / получаем 
исходное уравнение (1). 

Назовем потосами кривой, заданной параметрическим уравнением 
(3), точки в пространстве, которому принадлежат векторы v0 , ••• , vn, 
причем координаты этих точек вычисляются подстановкой в уравнение 
(1) фиксированных значений переменных 11 , 12 , ••• , ln. Эти значения 
могут быть различными или одинаковыми, но всегда должны распо­
лагаться в порядке неубывания. Полюсы обозначаются следующим 
образом: 

2.2. АЛГОРИТМ ВКЛЮЧЕНИЯ НОВЫХ ПОЛЮСОВ 
В обобщенной полярной форме зафиксируем все переменные, кроме 

одной (переменная / ), и обозначим полученную линейную функцию 
через p 1, 2 •.. "(n-iJ(t). Рассмотрим два полюса, соответствующие зна­
чениям этой переменной t; и t i. Вследствие линейной зависимости от t 
можно записать отношение 

Р1, 2, ... , (n - 1) (1) Р1, 2, ... , (n- 1) (1;) Р1, 2, ... , (n-1) (tj) 
1 1 1 =О (6) 

для 1; ~ / ~ ti. Отсюда следует формула для включения новых полюсов 

(t) = (t - t;)Pц, ... ,(n- 11 (ti) + (t1- t)p1,2, .... 111-11(t1) (7) 
P1,2, ... ,(n-o 1 . _ f. · 

J 1 

В литературе, посвященной В-сплайнам, аналогичная формула носит 

название формула Кокса-де Бура. С ее помощью, зная два полюса, 
различающихся одним индексом, можно вычислить любые другие по­
люсы для промежуточных значений t. Вкточение новых полюсов поз­
воляет решать проблему более мелкого разбиения дуги. Если эту 
операцию повторить п раз для одного и того же значения переменной, то 

l) В предыдущем выражении переменная t 1 вводится только перед произ­
водной oP/ot, а в функции P(t, и) сохраняется переменная t. Полученная функция 
Р. (t 1 , t) вновь дополняется аргументом и для достижения однородности и для нее 
производится вычисление по приведенной формуле с подстановкой t 2 перед 
производной oP/ot. Указанная процедура повторяется п - 1 раз (каждый раз 
вводится новая переменная t;), в результате чего получается выражение (5).-Прим. 
ред. 



Симметричные полярные формы 

получим точку, принадлежащую кривой 

Pt,t, ... ,t = P(t) = Pt 
~ 

п 
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Эта операция называется сокращением индексов и является фундамен­
тальной в теории поmосов. 

Любое линейное изменение параметра типа t = аТ + Ь не влияет на 
геометрическое положение поmосов. Преобразование типа t = Т2 со­
храняет алгебраическую природу кривой, но изменяет степень пара­
метрического представления и положение поmосов. Введение допол­

нительного члена степени п + 1 с ну левым коэффициентом тем более не 
изменяет алгебраическую природу кривой, но добавляет один индекс в 
обозначении поmосов, осуществляя операцию увеличения степени. 

Итак, в теории полюсов главную роль играют симметрические 
полиномы, линейные по каждой переменной, из которых составляется 

обобщенная полярная форма. Параметрическое уравнение кривой по­
лучается, ес:ЛИ все переменные равны друг другу. Из дальнейшего будет 
ясно, что описываемая здесь техника обработки кривых и поверхностей 

граничит с искусством. Теория поmосов позволяет значительно упрос­
тить многие вычисления, в частности получение интерполяционных 

полиномов. 

2.3. ПРОИЗВОДНЫЕ ПОЛЯРНОЙ ФОРМЫ 

Введем понятие производной полярной формы. Под производной 
формы подразумевают наклон прямой 1 >, задаваемой уравнением (7): 

Р' (i ')=P1,2, ... ,(n-l)(tj)-P1,2"."(n-l)(1,). (8) 
1,2" .. ,(rr-1) ,] . lj _ 11 

Нетрудно видеть, что это уравнение имеет тот же вид, что и уравнение 

(1). Производная полярной формы (которая называется годографом) 
является та:кже полярной формой и записывается в виде2> 

t = n 

P'1.2, ... ,(n-l) = L S1r.-1 vk. (9) 
k = 1 

Другими словами, Р' является не чем иным, как коэффициентом при t" в 
уравнении (1). Это свойство рекуррентно распространяется на произ­
водные высших порядков; п-я производная не зависит от параметров, а 

производные более высокого порядка равны нулю. Таким образом, с 
помощью теории поmосов можно решить определенный круг задач, не 

l) Предполагается, что справедливы те же условия, при которых выводилась 
формула (7): все индексы фиксированы, хроме одного (t), который меняется в 
пределах от t1 до t1 .-Прим. перев. 

2) В этом выражении St-l -симметрические полиномы п - 1 переменных.­
Прим. перев. 
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обращаясь к дифференциальному и еще в меньшей степени к интеграль­
ному исчислениям. 

При обобщении понятия потоса на случай поверхностей укажем, что 
попытка распространить формулы (6) и (7) на трехмерное пространство 
встречает одну трудность. Если вместо t 1 и t i подставить точки М i и М i 
параметрической плоскости, то возможно появление вырождеННЬIХ по­

верхностей. Но если использовать барицентрические координаты точки 

М = рА + qB + rC (р + q + r = 1; А, В, С-вершины треугольнпа, 
внутри которого находится точка М), тогда формулы (6) и (7) можно 
обобщить следующим образом: 

Р 1, 2 , .•. (М) = рР1 , 2, ".(А)+ qP1, 2, ".(В)+ rP1, 2, ".(С). 

При этом требуется, чтобы на каждом шаге три точки А, В, С 

действительно образовали треугольник (не были совмещены и не лежали 
на одной прямой). Таким образом, сокращение индекса оказывается 
возможнь1м в тобом п-мерном пространстве. 

Глава 3 

Символьный анализ 

В теории потосов широко используется разложение бинома Нью­
тона, а также другие результаты комбинаторного анализа. В этой главе 
мы приведем несколько полезных формул. В первую очередь обратим 
внимание на то, что произведение 

А"= (1 + t1 )(1 + t2 ) ••• (1 + t") (10) 

представляет собой сумму всех симметрических полиномов п перемен­
ных, присутствующих в фундаментальной формуле (1). Формула (1) 
отличается только коэффициентами при различных степенях парамет­
ров, среди которых могут быть и нулевые. Аналогичное произведение с 
однородной зависимостью от переменных записывается в виде 

В"= (t 1 + U1 )(t2 + U2). "(t" +и"), (lOa) 

причем на переменные могут накладь1ваться два типа условий и1 = l или 
t 1 + и1 = 1 для всех i. 

Ниже рассматриваются обобщения этих формул для поверхностей. 

3.1. РАЗБИЕНИЕ ПОВЕРХНОСТИ НА ПРЯМОУГОЛЬНИКИ 

В этом случае используются два независимых параметра, а соот­

ветствующие функции определяются следующим выражением: 

С",р = [(1 + U1)(l + U2) ... (1 + U")][(l + V1)(l + V2)".(l + Vp)]. (11) 
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Формулу с однородной зависимостью от переменных можно получить 
по аналогии с выражением (lOa). Точка с координатами и, v в про­
странстве параметров находится в прямоугольнике и; ~ и ~ и j, 

v,~v~v1 • 

3.2. РАЗБИЕНИЕ ПОВЕРХНОСТИ НА ТРЕУГОЛЬНИКИ 

Для этого случая обычно используются барицентрические коорди­
наты и, v, w. Для тех, кто не знаком с этими координатами, поясним, что 
они представляют собой проекции тоЧIСИ трехмерного пространства на 
треугольник в плоскости х + у + z = 1, вершины которого лежат на 
координатных осях: 

х=1х=Ох=О 
у=Оу=1у=О 
z=Oz=0z=1 

Точка с координатами и, v, w лежит внутри этого треугольника, причем 
х у z 

и= v= w=----
x+y+z' x+y+z' x+y+z 

Величины и, v, w остаются всегда положительными и удовлетворяют 
соотношению 

и+ v + w= 1. 

Симметрические полиномы в этом случае являются произведением 
однородных функций от параметров 

D" = (и 1 + v1 + w1 )(u2 + v2 + w2 ) ••• (u" + v" + w") (12) 

с условием и; + v; + W; = 1 для всех i. 
Очевидно, что все изложенное выше можно распространить на любое 

n-мерное пространство. 

3.3. СВЯЗЬ СО СПЛАЙНАМИ1 > 

11 В данном разделе рассматривается следующий подход х описанию функ­
ций. Пусть заданы значения некоторой фуН1Сции f(x) на дисхретном множестве 
точек f(x1}, i = О, 1, ... , р. Построим производящую фуН1СЦНЮ (полином) F (t) = 

" = L f(x1) t. Тоrда в соответствии с известными свойствами производящих 
i=O 

функций справедливы следуюtЦИе соотношения: 

1) F.сли h(x1) = IЛxi)g(x1 _i) =f•g (свертка функций}, то H(t) = F(t)G(t). 
t 

2) F.сли g(x);;.:: О, g(x;) = g(x"_;). то свертха по п. 1 представляет собой 
процедуру сrлаживания (усреднения). 

З) F(t)(I - t) при разложении по степеням t дает первые хонечные разности 
функции f(x). 

4) F.сли f(x) = 1, то ее п-кратная свертка сама с собой дает сплайн n-ro 
порядка.- Прим. ред. 
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И наконец, рассмотрим произведение 

Еп,р = (1+11 +1i + ". + 1f)(l + 12 +1~ + ". + t~)". 
".(1 + 1п + t; +." + 1~). 

Для случая когда все 1; равны между собой, можно довольно просто 
вычислить коэффициенты полинома при t 9 • Для этого следует восполь­
зоваться рекуррентным соотношением. Предположим, что известно 

Е;,р: 

Е;,р = k0 + k 1 t + ... + k9 t 9 + .... 

Тогда для нахождения Ei+ 1, Р следует умножить это выражение на 
1 + 1 + ... + tP. Коэффициенты при этом удобно располагать в виде 
таблицы, каждый столбец которой соответствует определенной степени 

k0 k1 kP ." k9 

О k0 

О О k0 

Приведенная таблица служит для определения коэффициентов поли­
нома при различных степенях t, которые получаются суммированием 
элементов в столбцах. 

Этот алгоритм, который был известен уже Фибоначчи, является 
обобщением формулы бинома. Из него можно получить сплайны 
Шонберга, если заменить сумму средним, разделив ее нар+ 1. Кроме 
того, на каждом шаге вычислений возрастает порядок непрерывности, 
что можно показать с помощью таблицы разностей. В примере взяты 
р = 4 и п = 4 (рис. 3.1). 

Сплайны можно представить себе как проекцию гиперкуба про­
странства ЕР, рассеченного на п частей, на некоторую ось. Площадь 
сечения, перпендикулярного диагонали куба, как функция расстояния от 
начала координат представляет собой сплайн третьего порядка. В 
пределе р -+ оо осуществляется переход к интегрированию и заданию 
функции на непрерывном множестве точек. 

На каждом этапе вычисления разностей восстанавливаются коэф­
фициенты, которые другим способом можно получить умножением на 

(1 - 1 ); п-я строка соответствует выражению ( 1 tP+ 
1

) п, пределом 
1 - t 

1 
которого при р -+ оо является . 

(1 - t)" 
Не вдаваясь в подробности, отметим знач€;Ние средних величин, 

которь1е могут быть использованы в различных приложениях (от изме­

рения дневных температур до биржевых курсов) .ih:я сглаживания слу­
чайных выбросов. Это скорее выравнивание, чем сглаживание. 

График на рис. 3.1 соответствует усреднению сп= 3 кривой из 125 
точек (р = 124). Числовая таблица построена так, что каждый член 
является суммой пяти членов, находящихся в соседнем левом столбце (в 
двух строках выше и в двух строках ниже) до пятого столбца. Сле-



Символьный анализ 

000-0000~0000~0000~0000-ооо + + + + + + + + 1 + + + + + + + + + 1 + + + + + + + + 

оооо-----~ммм~м~ммм-----0000 + + + + + + + + + 1 1 1 1 1 + + + + + 1 1 1 1 1 + + + + 

с;с;с;с;с;+~71~~717~717~~17~+с;с;с;с;с; 
1 

000000-м~о~~~N N~~~о~м-000000 
+++++++++-----~~-----· 1 1++++++ ++++++111111 
ос;ооооо-~ОО~NФО~ОФN~Оо~-0000000 
+ ++++++++~7~~~~~~~7~++++++++++ 

000000000-м~О~Ф~Ф~ОФм-ооооооооо 
+ + + + + + + + + + + + + + + + :; + :;: + + + + + + + + + + + + 

с;с;с;с;с;с;с;с;с;с;с;+~71~17~+с;с;с;с;с;с;с;с;с;с;с; 

0000000000000-----0000000000000 + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + 
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Рис. 3.1. Сплайны, полученные последовательным усреднением по точкам. 

дующие столбцы представляют собой таблицу разностей (п = 4, р = 4). 
Каждый участок, где Л4 оказывается нулем, соответствует полшюму 

3-й степени. Две соседние дуги имеют три общие точхи (это макси­
мально возможное число вследствие алгебраического тождества). Про-
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тяженность каждой дуги составляет 8 точек (п + р ). Если ввести в 
рассмотрение функцию 

для х <0 

С+ (х){для 
х>О 

С+ (х) =О, 

1 
С+ (х) = 6х(х - l)(x - 2), 

то кривая средних (сплайн 3-го порядка) записывается в виде1 1 

С+ (х) - 4С+ (х - m) + 6С+ (х - 2m) - 4С+ (х - Зm) +С+ (х - 4m), 

где т = р + 1. 

3.4. ПРЕДПОЛАГАЕМЫЕ ОБОБЩЕНИЯ 

Описанный выше алгоритм усреднения обобщается на многомерный 
случай: вычисления зависят от элементарного окна, в котором произ­
водится усреднение. Оно может быть квадратным, прямоугольным или 
треугольным. Это окно отражает предельные свойства полинома от 
двух перемеЮ1Ъ1х: 

(l + ... + t 1ui + ... ) }O~i~n; O~j~p (для квадратного окна), 

O~i + j~n (для треугольного окна). 
После выполнения п операций проверяют, остается ли окно гомо­

тетичным самому себе. Возможны и другие формы окон - шестиуголь­
ные или круглые (в этом случае необходимо вычислять интегралы). При 

желании они могут быть центрированы (например, - п ~ i ~ п; 
- р ~j ~ р ), что является более наглядным, но и более сложным. 

Из сказаввого видно, какие богатые возможности открывает теория 

усреднения; эта теория связана с теорией операторов Лапласа. Ее 
результаты зависят от способа разбиения. Во всех случаях можно 
гарантировать непрерывность порядка п - l для участков размером п. 
Такими же свойствами обладают сплайны и в одномерном случае. 

Использование полюсов позволяет подойти к построению кривых 
другим путем и также гарантировать их непрерывность. При этом 
остается свобода выбора двух параметров и вводится понятие степени 
восстановления, которое неявно присутствует в формулах численного 
интегрирования (Симпсон, Гаусс), но оказалось утерянным при переходе 

к теории сплайнов. 

11 Коэффициенты в приводимом ниже выражении представляют собой зна­
чения Л4 в граничных точJСах сплайнов (правый столбец таблицы).- Прим. ред. 
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Индексное представление полюсов 

В этой главе рассмотреНЪI основные следствия из полярной формы 

параметрического уравнения, играющие важную роль в теории полюсов. 

Напомним, что из основной формулы (1) следует векторный характер 
полюса, т. е. при выводе основных правил не требуется знать ни осей 

координат, ни даже числа измерений т пространства Е,,., которые могут 

быть любыми. С помощью полюсов можно обрабатывать любые 
кривые, в том числе и расположенные в п-мерном пространстве. 

4.1. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ИНДЕКСОВ 

ЗафИIСсируем произвольную последовательность индексов ti, упо­
рядоченную в неубывающем порядке с возмоЖНЪIМИ (в том числе и 
многократными) повторениями, например: 

О, О, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 4, 5, 5, 6, 6, 6, 6, 6, 7, .... 

Если степень параметрического уравнения выбрана равной п, то и в 
обозначении полюса будем использовать п индексов 1 J. Могут присут­
ствовать и более высокие степени с нулевыми коэффициентами. 

Примитивными полюсами кривой будем называть последователь­

ность полюсов, содержащих п последовательных индексов, причем для 

каждого последующего полюса индексы берутся из исходной после­
довательности со сдвигом на один шаг. Например, для приведенного 
вЪIШе примера примитивными полюсами для п = 5 являются 

р 00122 р 01222 р 12223 р 22233 р 22334 р 23345 р 33455 р 34556 

р 45566 р 55666 р 56666 р 66666 р 66667. 

В данном случае все полюсы различны, так как последовательность 

индексов состоит из 5 элементов. Если же какой-либо полюс содержит 
п-кратно повторяющийся индекс (в примере Р 66666 ), то он является 
точкой, принадлежащей кривой. 

4.2. подполюсы 

Формула (7) определяет процедуру включения индекса, состоящую в 
добавлении произвольного значения параметра t между значениями ti и 
t j: 

10 , ••• , ti, t, t1 , ... , le. 

Сокращение индекса состоит в п-кратном повторении этой операции, в 

11 В этом случае в формуле (1) будут использованы симметрические функции 
п переменных. Для получения конкретного значения полюса необходимо на их 
место подставить п последовательных значений из приведенного ряда индек­

сов.- Прим. перев. 
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результате чего получается полюс Р," 11 (10 , ••• , 11 , l, l, l, l, t, t1, ... , 1"), 
совпадающий с точкой, лежащей на кривой. Сокращение индекса не 
изменяет алгебраическую запись дуги t 1 l 1 , но позволяет строить под­
полюсы. 

4.3. УВЕЛИЧЕНИЕ СГЕПЕНИ 

Из основной формулы (1) видно, что можно увеличить степень 
параметрического уравнения, добавив еще один член с нулевым коэф­
фициентом, не меняя при этом алгебраического выражения. Такая 
операция, называемая увеличением степени, приводит к добавлению 

одного индекса в записи полюсов. Ниже показано, что увеличение 

степени необходимо производить вместе с увеличением кратности пов­
торения всех примитивных индексов. Так, для примера из разд. 4.1 для 
п = 6 последовательность индексов должна быть следующей: 

О, О, О, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 5, 5, 5, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 7, .... 

Можно показать, что повторение каждого индекса связано с порядком 

непрерывности дуг. 

Для получения полюсов дуги t 1 t i следует руководствоваться сле­
дующим правилом. Первый полюс содержит п индексов слева от 
промежутка l 1 t i и включает максимальное число повторений индекса t 1• 

Аналогично последний потос содержит п индексов справа от про­
межутка с максимальным повторением индекса t i. 

4.4. ВКЛЮЧЕНИЕ индЕКСА. 
ЗНАЧЕНИЕ КРИВОЙ В ТЕКУЩЕЙ ТОЧКЕ 

Рассмотрим пятикратное включение индекса для промежуточной 

точки дуги 12 t3 в следующей последовательности индексов: 

00122211334556 
. 1 - - 1 

n " 5 n '" 5 

Удобнее всего описать эту операцию в виде треугольной таблицы 
полюсов (рис. 4. 1 ), левый столбец которой представляет собой при­
митивНЪiе полюсы дуги t2 13 , а последующие столбцы-полюсы, по-

РО1222 
P1222t 

р12223 Pz22tt 
P222t3 P22ttt 

Р222зз p22tt3 P2tttt 
Pzzt33 p2ttt3 Pttttt 

Р22зз4 Pztt33 PttttЗ 
Pzt334 Pttt34 

Pz3345 Ptt334 
Pt3345 

Р33455 Рис. 4.1. Пятикратное включение индекса t. 
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лученные однократным, двукратным и т. д. включением индекса t. Р11111 
представляет собой значение кривой, описываемой полиномом 5-й 
степени, в точке t. На каждом шаге включения индекса образуются 
новые подполюсы0 . 

Детальное алгебраическое описание сокращения индексов довольно 
утомительно, в то же время запись в форме полюсов очень наглядна. 
Если необходимо, введенные индексы могут быть различными и при 
этом сохраняется симметричность алгебраического выражения по от" 
ношению к совокупности переменных. 

4.5. ПЕРЕХОД К СЛЕДУЮЩЕЙ ДУГЕ 

Рассмотрим соседнюю дугу t3 t4 . Связанные с ней полюсы имеют 

индексы 

1222331 l 455661 

Для перехода от дуги t 2 t 3 необходимо в общей цепочке индексов 
переместиться вправо на два шага, т. е. на число повторений р смежного 
индекса t 3 (р = 2): 

1 
tztз 

11 1 
о о l 2 2 2 з 3 4 556667 

1 11 1 
tзч 

В данном случае две последовательные дуги t 2 t 3 и t 3 t4 имеют 4 общих 
полюса (п - р + 1) (рис. 4.2.). Ниже показано, что наличие общих 
полюсов определяет порядок непрерывности в точке сшивки двух дуг. 

Один общий полюс определяет нулевой порядок непрерывности, т. е. 

Рис. 4.2. Полюсы последователь­

ных дуг. 

Ро1222 

Р1222З 

Р222зз 

Р22334 

Р23345 

Р33455 

Р)4556 

Рд5566 

Р22ззt 

Рzззt4 

PJJt45 

PJt455 

Pt4556 

Р2ЗЗtt 
Pззttt 

P3Jtt4 P)tttt 
P)ttt4 Pttttt 

PJtt45 ptttt4 
Pttt45 

Ptt455 

1> Такая многоступенчатая процедура сокращения индекса с участием всех 
примитивных полюсов дуги t2 t3 объясняется тем, что на каждом шаге можно 
выполнить только однократное включение индекса, так как формула (7) получена 
в предположении, что все индексы фиксированы, кроме одного.-Прим. перев. 

10-1051 
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Ро1222 
-- р12223 
Р1222з,,,,. Р222зз 
-- Р222зз,,,,. Р22ззз 
Р222зз...., Р22ззз,.... 
-- Р22ззз,,, Р23333 
Р22334 --- Р23333 _.... 

Р23334 -- Р33333 
Р23345 Р33334;-... --

Р33345-.... - - - Р33334 
Р33455..._ - - - Р33345..._ 
--- Р33455 Р33345 

PJ4556 'Р33455 
'о.р34556 

Р45566 

Глава 4 

P2t333 
Ptt333 

PtJ333 

Рэзээu 
Рзззuu 

Рзззu4 Рис. 4.3. Включение индек­
сов t и и, расположенных со­
ответственно до и после точ-

ки l3. 

непрерывность самой кривой. Два общих полюса определяют первый 
порядок непрерывности - в точке сшивки будет общая касательная, для 

трех общих полюсов - непрерывность кривизны и т. д. 
Если индекс l i повторяется р раз, можно выполнить еще п - р 

включений данного индекса. Проделаем эту операцию для индекса 13 из 
рассмотренного выше примера. На рис. 4.3 после (п - р) включений 
индекса t 3 выполнены включения индекса l, расположенного до точки 13 , 

и индекса и, расположенного после нее. Стрелки связывают одинаковые 
полюсы. На рисунке показан треугольник полюсов, имеющих общее 
происхождение11 • 

4.6. НЕПРЕРЫВНОСТЬ 

При переходе от одной дуги к другой мы первые р примитивных 

полюсов (в данном случае два) заменили р новыми. Это означает, что 
обеспечивается непрерывный переход между дугами степени (n - р ). В 
следующем разделе вопрос о непрерывности обсуждается более под­
робно. 

4.7. ПРОСТЫЕ ПОЛЮСЫ 

Простыми называются такие полюсы, которые получаются из пос­

ледовательности индексов с дополнительно включенными параметрами 

li и l j так, чтобы каждый из них повторялся п раз. Для рассматриваемого 
случая эта последовательность имеет вид 

о о 1 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 4 s s 
LJL_J 

вк.кюеенные инt!ексы 

Такое включение всегда возможно, при этом среди простых полюсов 

окажутся такие, которые лежат на концах дуги. Продемонстрируем это 

t) В таблице на рис. 4.3 они подчеркнуты. По.ц общим происхождением 
понимаются примитивные полюсы, которые получены из одной цепочки индек­

сов, в данном случае-с пятикратно повторенным индексом t3 .-Прим. перев. 
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Ро1222 Рззззз 

Р12222 Рзззз4 

Р1222~ р 22222 Рзззз4 Рззз44 

Р2222з Рззз44 Рзз444 

Р222зз Р2222з Рззз45 Рзз444 Рз4444 

Р222зз Рзз.ц5 Рз4444 

Р22ззз Р222зз Рзз455 Рз4445 р 44444 

Р22ззз Рз4455 р44445 

Р23ззз Р22ззз Pз4sse р 44455 

Р2зззз р 44556 

Рззззз р 45588 

Рис. 4.4. Включение индексов 2 и 4 до пятикратного повторения. 

на примере. В таблице на рис. 4.4 показано включение индексов 12 и 14 

до пятикратного повторения 1 >. В таблице подчеркнуты простые полюсь1 
двух смежных дуг, у которых появляется одинаковый простой полюс. 

Основной интерес к простым полюсам связан со своеобразным пред­
ставлением таблицы разностей, в которой присутствуют только индексы 

t; и l j. При этом в выражениях для производных и ввода индексов 
присутствует один знаменатель (t j - t;). 

4.8. ТРЕУГОЛЬНАЯ ТАБЛИЦА РАЗНОСТЕЙ 
ПРОСТЫХ ПОЛЮСОВ 

Рассмотрим разности между последовательными простыми полю­

сами. Для упрощения вычислений воспользуемся представлением, ис­
пользованным в предыдущей главе: 

i = 11 

П(l+t;). 
i =о 

Поскольку речь идет о простых полюсах, s-й полюс соответствует 

разложению 

(1 + 10 )n - s (l + t 1 )', 

а два последовательных полюса и разность2> между ними соответ-

11 Исходные данные для таблиц (их первые столбцы) представляют собой 
подчеркнутые полюсы на рис. 4.3, т. е. полюсы, полученные из последовательнос­
ти индексов с пятикратно повторенным t 3 .- Прим. перев. 

Z) Точнее, не разность, а результат вычислений по формуле (8).- Прим. перев. 

10• 
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ственно 

(1 + lo )п - • + 1 (1 + l 1 у- 1 ' 

(1 +10)"-'(1 +t1)', Л=(l +lo)n-•(1 +11Г1_(l +11)-(l +10), 
11 - lo 

т.е. Л = (1+10 )п-•(1+1 1 у- 1 • Каждая последующая разность остается 
полюсом, но с уменьшенной на единицу степенью. В параметрическом 

разложении кривой по векторам V" (см. формулы (1) и (3)) его коэф­
фициенты будут соответствовать членам степени k в приведенном выше 
разложении. Составим таблицу разностей для конкретного примера с 
п = 5 (рис. 4.5). 

Разности 6 то;:ке t0 

(l+to>5 (l+to>" ~ / \ ~ 
(l+to>"·<i+ti> -- (l+to> 3 2 

(l+to)э.(l+t1> -- (l+to> 
(l+to)э.(1+ti>2 (l+to)2.(1+t1) -- l+to 

(l+to)2.(l+t1>2 (l+to).(l+t1) -- l 
O+to)2.(1+t1>э (l+to> .(l+t1>2 pl+ti 

(l+to> .(l+t1>3 (~+t1> --

(l+t1>" ' 
(l+to) .(l+t1>" (l+ti>э ;---

(l+t1)5 ------- """ 

Рuзности в то;:ке t1 

Рис. 4.5. Таблица разностей для п = 5. 

Для точки 10 разложение кривой и пять последовательных разностей 

имеют вид 

Функция-+ Л0 -+ V0 + 510 V1 + 101~ V2 + 101~ V3 + 51~ V4 + ig V5 

Л 1 -+ V1 + 410 V2 + 61~ V3 + 41~ V4 + t~V5 
Л3 -+ V2 + 310 V3 + 31~ V4 + t~ V5 

Л4 -+ V3 +210 V4 +t~V5 
Лs-+ Vs 

4.9. АЛГЕБРАИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ ДУГИ 

Используя результаты предыдущего раздела, нетрудно убедиться, 
что алгебраическое уравнение кривой для 10 = О можно представить в 
виде 

Л0 + 5t Л 1 + 10t2 Л2 + 10t 3 Л3 + 514 Л4 + t 5 Л5 • 

Для произвольного 10 справедливо следующее разложение: 
s=n 

f{l) =f(t0 ) + L C~(l- t0 )'Л,. 
•= 1 
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Таким образом, доказана теорема, утверждающая, что таблица раз­
ностей простых полюсов, умноженных на биномиальные коэффициенты, 
дает коэффициенты ашебраического разложения кривой. 

4.10. ЕЩЕ РАЗ О НЕПРЕРЫВНОСТИ 

Вернемся к вопросу о непрерывности в точке сшивки t i двух дуг 
кривой. Когда индекс j повторяется р раз, две дуги имеют п - р + l 
общих полюсов, что приводит к существованию п - р + l простых 
полюсов той же алгебраической формы. Ниже показано, что алгебраи­
ческое разложение по полюсам по обе стороны от точки сшивки 
совпадает до степени п - р. При этом степень непрерывности равна 

числу идентичных разностей до и после сшивки. 

Справедлива следующая теорема: всякое полюсное разложение дуги 
с п индексами позволяет восстановить ашебраическую форму дуги с 
помощью уравнения степени не более п, при этом порядок непрерыв­
ности при переходе между двумя дугами равен п - р, где р-число 

повторений индекса в точке сшивки. 

Таким образом, непрерывность следует непосредственно из вида 
записи полюсов! 

4.11. ПОЛЮСЫ И СПЛАЙНЫ 

В теории сплайнов, как и в теории полюсов, параметры можно 

выбирать произвольно, но если два параметра становятся близкими 
друг другу и за счет находящегося в знаменателе члена t i - t; коэффи­
циенты в выражении для разделенных разностей для точек t; и t i 
стремятся к бесконечности, остается ограниченной только их сумма. 
Подобные сплайны с близкими параметрами называются субсплайнами. 
Сохранение непрерывности путем вычитания бесконечных величин яв­

ляется недостатком субсплайнов, приводящим к потере информации, 
поэтому субсплайны на практике почти не используются. 

В отличие от этого в теории полюсов сохранение непрерывности для 

близких параметров происходит путем их обращения в нуль. Для 
получения непрерывности порядка п - р необходимо учесть р допол­

нительных условий путем включения необходимого числа новых по­
люсов для учета непрерывности соответствующих производных. 

Все результаты, полученные с помощью сплайнов, могут быть 
получены также с помощью полюсов, но не наоборот. Более того, при 
использовании В-сплайнов необходимо различать два типа узлов. Если 
эти типы узлов использовать в теории полюсов, это приведет к значи­

тельным усложнениям и станет невозможным вычисление подполюсов. 

А главное нельзя будет корректно определить степень интерполиру­

ющего полинома, называемую в теории полюсов степенью восстанов­

ления. Теория полюсов является полностью алгебраической, в то время 
как теория В-сплайнов основана на идеях математического анализа. 

Алгебраические методы позволяют полностью учесть все возможные 

варианты. 
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В главе 6 будут показаны дополнительные преимущества теории 
полюсов, с помощью которой удается существенно упростить вычисле­

ния. Интерполяция начинается с вычисления полинома Лагранжа на r + 1 
точках, где r-степень восстановления (степень интерполяционного по­
линома). Из них определяются последовательности полюсов, а общая 
картина интерполяции образуется с помощью перегруппировки полю­

сов, полученных на различных участках. При этом всегда остаются 

постоянными число индексов п, порядок непрерывности (связанный с 

числом повторения индексов) и степень восстановления r. 
Подобная схема вычислений обеспечивает высокую эффективность за 

счет большого числа удовлетворяемых условий при небольшом числе 
параметров и достижение гибкого сглаживания без использования по­

нятия минимума. Становится возможным определить лучшую интер­

поляцию, чем интерполяция с помощью сплайнов или В-сплайнов. 

4.12. ПРОГРЕССИВНЫЕ ПОЛЮСЫ 

Прогрессивными называются полюсы, которые соответствуют по­
следовательности индексов ti без повторений для i =О, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 
9, .... Правила сокращения индекса и построения текущей точки 
остаются прежними. Таблица на рис. 4.6 соответствует дуге t 2 t 3 • 

Ро12 
-- P12t 
Р12з -- Pztt 

Pztз Pttt 
Pz34 -- PttЗ 

pt34 
Р345 --

Рис. 4.6. Включение индекса с использованием 
прогрессивных полюсов. 

Подчеркнута цепочка прогрессивных полюсов (подполюсов), соответ­
ствующая включению в исходную последовательность индексов точки t. 
Степень непрерывности равна для этого случая п - 1. Проблема уве­
личения степени интерполирующего полинома решается путем вклю­

чения в исходную последовательность всех индексов с двукратным 

повторением (р = 2), при этом степень непрерывности не меняется: 
п+ \-p=n-1. 

Прогрессивные полюсы аналогичны точкам Ризенфельда В-сплайнов, 
однако отличаются от них способами включения промежуточных точек, 
интерполяцией на концах кривой, большей гибкостью при сшивке дуг и 
главным образом более доступным алгебраическим переходом к дугам 

более высоких степеней. 

4.13. ОБОБЩЕННЫЕ ПОЛЮСЫ 

Обобщенными называются полюсы, для которых в исходной пос­
ледовательности индексов каждый индекс повторяется р раз. Построение 

текущей точки для этого случая приведено в таблице на рис. 4.7. 
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Роо11 
-- Pollt 
Ро112 -- Plltt 

Р11t2 -- Plttt 
Р1122 Pltt2 Ptttt 

Plt22 -- Pttt2 
р1223 Ptt22 

Рис. 4.7. Включение индекса с исполь­
зованием обобщенных полюсов. 

Подчеркнуты подполюсы, определяемые двукратным (р = 2) включе­
нием индекса с сохранением обобщенной структуры вновь полученных 
полюсов. Эту операцию при необходимости можно повторить. 

Глава 5 

Использование полюсов в практических 
расчетах 

5.1. ОПЕРАЦИИ С ПРОСТЫМИ ПОЛЮСАМИ 

Простые полюсы предполагают максимальное повторение индексов, 

и построение текущей точки облегчается тем, что в формуле сокращения 
индексов (формула (7)) имеются только две константы 

t - t 0 t 1 - t 
---=q, ---=р, 
ti-to 11-to 

причем р + q = l, и алгоритм сокращения индекса имеет вид 

М=рА + qB 

и может применяться во всей цепочке последовательных сокращений, 

как показано в таблице на рис. 5.1. Подчеркнуты простые подполюсы, 
соответствующие исходной дуге, разделенной промежуточной точкой. 

Если провести сравнение со сплайнами, можно сделать вывод, что 

Рооо 
-pOOt 
Роо1 -- Pott 

Ро11 
Potl -- Pttt 

Pttl --

Рис. 5.1. Сокращение индекса с использованием простых полюсов. 
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увеличение степени при использовании сплайнов гораздо сложнее, так 

как отсутствует операция, аналогичная включению индекса. 

5.2. СВОЙСТВА ПРОСТЫХ ПОЛЮСОВ 

1. С помощью простых полюсов может быть описана любая дуга 
или последовательность дуг. 

2. Описание дуги не зависит от примыкающих дуг только в простых 
полюсах. 

3. Из всех полюсов простые являются наиболее близкими к кривой, 
прогрессивные- наиболее удаленными. 

4. Для достижения непрерывности нужного порядка необходимо 
использовать не простые полюсы, а такие, у которых индексы повто­

ряются требуемое число раз. 
5. Изменение формы кривых путем перемещения полюсов всегда 

требует определенного избытка информации, увеличения степени вклю­
чения промежуточных точек. 

Простой полюс является единственным, который не содержит ни­
какой избыточности, но наибольшей гибкостью обладает обобщенный 
полюс. При помощи таблицы разностей простых полюсов легко про­
веряется порядок непрерывности в точках сшивки соседних дуг. 

5.3. ПРИМЕР ВЫЧИСЛЕНИЯ ПЯТЫХ СТЕПЕНЕЙ 
ЦЕЛЫХ ЧИСЕЛ 

Сравним два метода вычисления пятых степеней целых чисел, каж­
дый из которых требует составления таблицы разностей. Таблица на 
рис. 5.2,а иллюстрирует классический метод. В ней Л1 = 5п4 ± 10п3 + 
10п2 ± 5п + 1, а для вычисления Л" используется знак плюс, для 
Л' -минус; Л3 = 30(2п2 ± 2п + 1), Л5 = 120. Таблица на рис. 5.2,б по­
строена с помощью полюсов. В данных примерах m· = п + 1, но может 
быть и любым другим числом, в этом случае разности надо разделить 
на т - п 1 >. 

Сравнение весьма показательно. С одной стороны, запутанная ло­
гика классической теории Ньютона и неудобные формулы вычисления 
коэффициентов, с другой - вполне понятные коэффициенты вида пх тУ 
для произвольных п и т. 

11 Проследим более подробно, как построена эта таблица. Исходное уравне­
ние имеет вид у= t•. Его полярная форма равна у= t 1 t2 t3 t4 t5 • Рассмотрим дугу 
l ~ t ~ 2 (верхний треугольник таблицы). Тогда полюсы, составляющие первый 
столбец таблицы, равны: Р 11111 = l · 1 · 1 · l · 1 = 1; Р 11112 = 1 · 1 · 1 · l · 2 = 2; 
Р = 11122 = 4; Р11222 = 8; Р12222 = 16; Р22222 = 32. Остальные столбцы представ­
ляют собой последовательные разности, деленные на т-п. Верхний ряд разнос­
тей нижнего треугольника совпадает с нижним рядом разностей верхнего, так как 

порядок непрерывности здесь максимален. Зная верхний ряд разностей, легко 

построить все остальные элементы треугольника, включая простые полюсы 

следующей дуги и т. д.- Прим. перев. 
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Рис. 5.2. Вычисление пятых степеней целых чисел: 
а-классическим методом; 6-с помощью полюсов. 

5.4. БЕТА- И ГАММА-ФУНКЦИИ 

153 

2 

2 

3 

n2 
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ПID 

m 
"2 

Связь теории полюсов с традиционными методами обработки в 
определенном смысле аналогична связи между бета-функцией Эйлера и 
гамма-функцией. По определению 

00 

Г(р)= Jxp-le-"dx=(p-l)!, 
о 

1 (р - l) 1 (q - l) 1 
В(р, q) = J xp-l (l - x)q-l dx = · · = 

о (p+q-1)! 
Г(р)·Г(q) 1 

Г(р + q) 
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Некоторые авторы предпочитают нормировать на единицу интеграл в 

определении бета-функции с получением полиномов, называемых поли­
номами Бернштейна. Однако это ничего не прибавляет к пониманию 
сути явления и приводит к нежелательным усложнениям. 

5.5. ПРИМЕР ВЫЧИСЛЕНИЙ ЗНАЧЕНИЙ ПОЛИНОМА 

Рассмотрим более общий случай вычисления значений многочленов. 
Сравним вычисления по известной схеме Горнера и аналогичному 
алгоритму теории полюсов. Представим полином f(x) в виде разложе­
ния по формуле Тейлора в окрестности точки h 

f(x) = P(h + х) = P(h) + xP'(h) + ... + xk pk(h) + ... + х" P"(h), 

j<kl(x) 
pk(x)=--. 

k! 
где 

В схеме Горнера значение коэффициентов полиномов Pk(h) для 
функции 

f(x) = а0 х" + а1 х"- 1 + ... +а" 
определяется путем последовательного вычисления величин 

Ро = ао, 
Р1 = hP0 + а 1 , Р'1 = а0 , 

Р; = hP; _ 1 + а;, ... , 

Р" = hP~k~ 1 +а", Р~ = hP~_ 1+Р"_1, ... , p~kl = hP~k~ 1 + p~k_-/>, 
р~п) = йо· 

Для вычисления выражения P\k> = hP\kl 1 + Р\~-1° можно использовать 
рекуррентную формулу (учтем, что производная от p<kl(x) равна 
(k + 1) P;k + 0 (х)) 

(k + l)Р\н 1 > = (k + l)hP\~+/> + kP\""!. 1 + Р\""!. 1 • 

В таблице на рис. 5.3 приведен пример вычисления по схеме Горнера 
значения полинома Р4 = at4 + bt3 + ct2 + dt + е. 

Пример применения полюсов для этой же цели приведен в таблице на 
рис. 5.4 для полинома At4 + Bt3 + Ct2 + Dt + Е. 

Оба алгоритма имеют много общего; они предусматривают выпол­
нение одинакового числа умножений и используют похожие рекуррент­

ные формулы. Схема Горнера предусматривает последовательное вы­
числение производных полинома до n-го порядка. Каждый элемент 
таблицы получается сложением произведения вьппестоящего элемента 

на t с соседним элементом слева. Таким образом, таблица заполняется 
сверху вниз и слева направо. 
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р р• • р( l) - р" • р(2) - Р"'• р(З) - р"""• р(4) 

(а) 2 3 4 
а 

(6) а 

at+b а 

(6) 2at+b а 

at2+bt+c Заt+Ь а 

(r) 3at2+2bt+c 4at+b 

l at3+ьt2+ct+d 6at2+3bt+c 

l (А) ",,.,., .. ,"" L 
c4+::3+ct2+dt+e L 

d1 с1 Ь1 •1 

Рис. 5.3. Вычисление значений полинома по схеме Горнера. 

ПО/1/ОСЫ 2 3 

Е 

D 
с 

Ct+D в 

Bt+c А 

Dt+E 

ct2+2.Dt+E 
Bt2+2Ct+D At+B 

l ., l •1 

Рис. 5.4. Вычисление значений полинома с помощью полюсов. 

Во второй схеме, наоборот, начинают справа, умножают очередной 
элемент на t, складывают с элементом слева из соседнего столбца и 
таким образом получают очередной элемент. Заполнение таблицы идет 
сверху вниз и справа налево. В обоих случаях, зная коэффициенты, 
можно вычислить значение полинома в точке t. Но во втором варианте 
таблица дает также и значение порядка непрерывности. Элементы в 
столбцах таблицы представляют собой производные в точках, явля­
ющихся полюсами. 

5.6. ГРАФИЧЕСКИЕ ПОСТРОЕНИЯ 

Зная простые полюсы, легко графически построить непрерывную 
дугу (рис. 5.5). В таблице на рис. 5.6 показана схема включения полюсов 

Рооо • А 
Poot = L • pA+qB 

Роо1 • в Pott • 1 • pL+qH 
POtl • Н • pB+qC Pttt • Р • pl+qJ 

Ро11 • с Pttl • J • pH+qN 
Ptll • N • pC+qD 

Рис. 5.5. Полюсы кривой и построение текущей точки. 
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с 

А о 

Рис. 5.6. Схема включения полюсов ДJIЯ рис. 5.5. 

А 

В-А 

В С-2В+А 

с-в D-зс+зв-А 

С D-2C+B 
D-C 

D Рис. 5.7. Таблица разностей ДJIЯ разложения относительно точки А. 

для этого случая, где q = (t- t0 )/(t1 - t0 ), р = (t1 - t)/(t1 - t0 ). От­
сюда следует 

Рш = р3 А+ 3p2 qB + 3pq2 C + q3 D. 

Коэффициенты при полюсах соответствуют коэффициентам разложения 
(р + q)n. Таблица разностей на рис. 5.7 дает алгебраические коэффи­
циенты разложения относительно точки А (аналогично вычисляются 

коэффициенты разложения относительно точки D ): 

Р =А + 3 (В - А) t + 3 (С - 2В +А) t 2 + (D - ЗС + 3В - А) t3 • 

Точки А, L, /, Р являются подполюсами дуrи АР, а точки Р, J, N, 
D- подполюсами дуrи PD. Увеличение степени параметрического урав­
нения осуществляется путем умножения уравнения на 1 = р + q: 

Р = р4 а + 4р3 qb + 6р2 q2 с + 4р q3 d + q4 е, 

где а = А, 4Ь = А + 3В, бс = 3В + ЗС, 4d = ЗС + D, е = D. Для выпол­
нения обратной операции необходимо потребовать выполнения ра­

венства а - 4Ь + бс - 4d + е = О. 

5.7. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПОВЕРХНОСТЕЙ 
с помощью полюсов 

5.7.1. Треугольные элементы н зависимые переменные 

В этом представлении используются барицентрические координаты 
точки поверхности 

М = рА + qB + rC, р + q + r = 1. 
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А 

а а 

с 
с 

а 

Рис. 5.8. Построение подполюсов в барицентрических координатах. 
а-1-й этап: аВС; б-2-й этап: аЬС; в-3-й этап: аЬс. 
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с 

При этом параметрическое уравнение для точки поверхности имеет вид 

п! .. k 
Р = ,L--p' qJ r w. . i + j + k = п i!j!k! •Jk• , 

rде Wiik-полюсы поверхности. Основой барицентрических координат 
являются треуrольники в плоскости параметров р, q, r. Построение 
подполюсов, приводящее к последовательным изменениям основных 

треуrольников, показано на рис. 5.8. 
Увеличение степени достиrается умножением на 1 = р + q + r. 

5. 7 .2. Прямоугольные элементы 
и независимые перемен11ые 

Рассмотрим две пары связанных параметров: р, q (р + q = 1) и Р, Q 
(Р + Q = 1), которые определяют разбиение плоскости параметров на 
клетки. Координаты точки поверхности при этом задаются уравнениями 

i=n 
р _ • i -i . pl N -1 W, nl (l=N Nf ) 

- ; ~о i ! (п - l) ! р t/' 1 ~о/! (N - 1) ! Q '1 ' 

l=N N' (i=n пl ) 
р _ ' pl N -1 . i -i W, 

- L J I (N - 1)' Q L . ' ( - о' р t/' il . 1=0. • i=Ol.n l. 

Такие операции, как построение подполюсов или увеличение степени, 

задаются отдельно по двум rруппам параметров. 

Треуrольный элемент ни в коем случае не может рассматриваться как 
полюсная клетка с совмещенными вершинами, это в корне неверно! 

Применение полюсов к поверхностям аналоrично их применению к 

кривым. Также существует полная симметрия параметров и отсутствие 
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среди них упорядоченности. В применении к поверхностям по тем же 

правилам можно ввести обобщенные и прогрессивные полюсы для 
каждой группы параметров вследствие независимости групп. 

Обозначение полюса в этом случае должно содержать индексы двух 
групп параметров: (t1 , 12 , ••. , l") и (и 1 , и2 , •.. , ир), например 

Р, (22334)u (456). 

Выбор степени и другие операции с параметрами производятся неза­

висимо. Однако затем надо сгруппировать все возможные значения ln со 
значениями иР. Если такая таблица окажется неполной, необходимо ее 
либо дополнить, либо смириться с потерей клетки, в которой недостает 
одного или нескольких полюсов. 

5.8. ПРИМЕР ПРИМЕНЕНИЯ ТЕОРИИ ПОЛЮСОВ 

Для того чтобы продемонстрировать гибкость концепции полюсов, 
решим небольшую задачу, заимствованную из механики. Параметром t 
в данном случае будет время. Для приведенной ниже дуги AD 1> (рис. 5.9) 

Р = р3 А + 3р2 qB + 3pq2 С + q3 D (t0 ~ 1 ~ 11 ) . 

Скорость движения 

dP (дРdр дPdq) 
v = dl = др dl + д q dl , 

3 
V = --(р2 АВ + 2pqBC + q2 CD), 

11 - lo 

ЗАВ 
V.11. =--, В1 =А+ V.11.(1 1 - 10 ) =А+ ЗАВ, 

11 - lo 

ЗСD 
V 0 = ---, С1 = D - ЗСD. 

11 - lo 

Рис. 5.9 поясняет, что если бы тело в момент времени 10 начало 
двигаться из точки А прямолинейно и равномерно, оно достигло бы 
точки В1 в момент времени 11 . Также, если в момент времени 11 тело 

прибывает в точку D, то при условии равномерного и прямолинейного 
движения оно начало бы движение из точки С 1 в момент времени t0 . 

Таким образом, полюсная кривая дает криволинейную аппроксимацmо 
траектории, если даны оба конца дуги и скорости. 

Для ускорения имеем 

dV 6 
Г = - = [ (С - 2В + А) р + (D - 2С + В) q] . 

dt (11 - to) 2 

1> Автор с помощью простых полюсов записывает сначала траекторию 
движения точки, а затем выводит и другие характеристики движения.- Прим. 

перев. 



Использование полюсов в практических расчетах 159 

.D 

Рис. 5.9. Пример на движение точки. 

В начальной точке А 

и в конечной точке D 

Кажущееся ускорение, которое заставляет «падать» движущуюся точку 
из точки В1 в точку D, записывается в виде 

2B1 D 2 1 
---2 = 2 (D-3В+2А)=-(2ГА+Г0 ). 
Ct1 - to) (t1 - to) 3 

В этом уравнении отсутствуют значения величины ускорения в про­
межуточных точках. 

Если известна сила и, следовательно, ГА и Г 0 , а также начальная 
точка А и начальная скорость (т. е. точка В1 ), то точка D является 
единственной неизвестной (которая присутствует также в Г 0 ). Решение 
последнего уравнения дает конечную точку D, затем, используя 

1 
- (ГА + Г 0 ), определяют С и конечную скорость. 
3 

Положение точки определяется независимо от скорости. Для умень­
шения ошибки метода можно использовать уравнение более высокой 
степени. Преимущество полюсов по сравнению с разложением в ряд 
заключается в возможности произвольного задания порядка непрерыв­

ности в точках сшивки. 



Глава 6 

Полярная форма интерполяционных 
полиномов Лагранжа 

6.1. УВЕЛИЧЕНИЕ СТЕПЕНИ 
ИНТЕРПОЛЯЦИОННОГО ПОЛИНОМА 

Напомним формулу интерполяционного полинома Лангранжа сте­
пени п, принимающего значения У; в точках Х; (i-целое число, изме­
няющееся в пределах от О до п ): 

i~n (Х - х0 ) •. • (Х - Х;-1 )(х - Х;+1 ) .. . (Х - Хп) 
Lo1 ... n(x) = t.... У;· 

i=O (Х; - Хо) ... (Х; - Х;-1 )(Х; - Х;+ 1) ... (Х; - Хп) 

Легко видеть, что этот полином действительно является интерполяцион­
нъ1м, так как в точке Х; все члены, содержащие (х - х;), равны нулю, 
а коэффициент при У; равен 1. 

Если известны полиномы Лагранжа L01 ... n(x) и L12 ... (n+lJ(x), то из 
них легко получить полином более высокой степени L012 ... (•+ lJ (х). 
Действительно, во всех трех случаях коэффициент при У; содержит 
общую часть, кроме которой остаются соответственно члены 

х - х0 х - Хп+ 1 х - х0 х - х.+ 1 

' Х; - Хо Х; - х.+1 Х; - ХоХ; - Xn+l 

Воспользуемся очевидным тождеством 

(xn+ 1 -x)(x-x0 )[_1_+ 1 ]= 
Xn+l - Хо Х; - Хо Xn+l - Х; 

из которого следует 

(хп+l - х)(х - х0 ) 
l~i~n, 

(хп+l - х)(х; - х0 )' 

Xn+l - Х Х - х0 
Lo1."(n+1J(x)= Lo1 ...• (x)+ L12."n+1(x). 

Xn+ 1 - Хо Хп+ 1 - Хо 

Полученное соотношение внешне похоже на формулу включения индекса 
(формула (7)), но относится к полиномам, зависящим от х. Из него 
можно вывести рекуррентную формулу для интерполяционных поли­
номов Лагранжа, а также формулу для вычисления коэффициента 
интерполяционной формулы более высокого порядка 

. an(l2 ... (n+ l))-a.(01 ... n) 
а.+1 = 

Xn+l - Хо 

Это не что иное, как разделенная разность порядка п + 1. Начальными 
значениями для подстановки в рекуррентную формулу являются поли­

номы нулевой степени L0 = Уо и L 1 = У 1 • 
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6.2. ДРУГИЕ ФОРМЫ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 
ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ ПОЛИНОМОВ ЛАГРАНЖА 

Интерполяционная формула Лагранжа может бьпь записана также с 
помощью определителя 

у 

l 

х 

k 
х 

n 
х 

УО 

хо 

k 
хо 

n 
хо 

Yi 

k 
х1 

n 

Yn 

k 
Xn 

n 
Xn 

о • 

Легко убедиться, что при подстановке х = xi и у= Yi определитель 
действительно равен нуmо, так как содержит два одинаковых столбца. 

Разложение определителя по первой строке позволяет получить коэф­

фициенты при Yi (коэффициент при у также отличен от 1). Путем 
последовательного вычитания столбцов, начиная с последнего, опре­

делитель приводится к виду 

у УО дk • • • • д n 

о о о 

х хо о о 

k k о • 
х .... о 

n n 
х хо En1 ~k • • • • 

Здесь Лk - разделенные разности k-ro порядка, которые образуют первую 
строку. В свою очередь этот определитель можно привести к виду 

у Уо 61 6n(• до) 

о о 

х о l о 

xk о о о 

xn о о 

1 \-1051 
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(где 8 k _ 1 = Лk _ 1 - х :- 1 Л k ), из которого с очевидностью следует фор­
мула ДЛЯ ИНТерПОЛЯЦИИ С ПОМОЩЬЮ разностей Ok В ОКресТНОСТИ ТОЧКИ Уо 

у= Уо + 01 х +." + okxk + ... + опхп. 
Подобный метод двухэтапного преобразования определителя к прос­

тому виду можно также применить для вывода интерполяционной 

формулы с использованием полюсов. В первом столбце при этом будут 

находиться Pi,r.~ и элементы c:ik, в следующих столбцах-обобщен-
n 

ные полюсы и соответствующие симметрические полиномы. 

6.3. СТЕПЕНЬ ВОССТАНОВЛЕНИЯ 

Рассмотрим пример вычислений по приведенным выше формулам. 

Пусть даны r + 1 различных точек алгебраической кривой, по которым 
можно построить интерполяционный полином степени r (определяющий 
эту кривую). Параметр r называется степенью восстановления поли­
нома. Соответствующую степень восстановления можно получить с 

помощью полюсов, используя интерполяцию Лагранжа. 

Для нахождения прогрессивных полюсов решают следующее урав-
пение: 

Pttt Рооо Р111 Р222 

1 1 

Dttt Зt Зtо Зt1 Зt2 = о' 
2 2 2 2 

Зt Зtо зч Зtz 

полярная форма которого имеет вид 

Ро12 Рооо Р111 Р222 

1 

Do12 t 0+t 1+tz Зtо Зt1 Зt2 = о. 

2 2 2 
tot1+tit2+t2to Зtо Зt1 Зtz 

Видно, что ожидаемая степень восстановления равна 2. Решением этого 
уравнения является выражение 
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Рассмотрим определитель Вандермонда 

1 1 1 1 

t to t1 t2 

Dc 2 2 2 2 <c 2-t1><c 2-co><c 1-c0> 
t to t1 t2 [(t2-t)(t1-t)(to-t>J 

3 3 3 3 
t со ti t2 

Выражение в квадратных скобках можно представить в виде 

( S 3 - S 2 t + S 1 t 2 - t3 ) • 

Умножим строки определителя на соответствующие коэффициенты С~, 
а первый столбец заменим симметрическими полиномами 1:1 , 1:2 , 1:3 

переменных и0 , и1 , и2 0 

uo+u1+u2 Зtо Зt1 Зt2 

2 2 2 
Dt,u = uou1+u1u2+u2uo Эtо Зt1 Эt2 = З(t2-t1Ht2-t0Ht1-to)" 

3 3 3 
uou1u2 to t1 t2 11 [ЗS3-S2 I t+sl I 2-З Iз). 

Выражение в квадратных скобках равно нулю в том случае, если и0 = t0 , 

и1 = t 1 , и2 = t2 , следовательно, последняя строка определителя при этих 

значениях переменных является линейной комбинацией трех других и 
может быть добавлена к определителю D012 для получения ранга 
матрицы, равного 3. Таким образом, можно увеличить до 3 степень 
восстановления кривой. 

6.4. СВЯЗЬ ПОЛЮСОВ С НЕЧЕТНЫМИ В-СПЛАЙНАМИ 

Также можно определить и полюсы более высоких степеней: 

J= 4 12s4 - 3s3 s1 + si 
lOP01234 = L P1."J• 

1-0 -- п (t; - tj) 5 

i '#} 

J~6 l20s6 - 20s5 s1 + 8s4 s2 - Зs~ 
105Ро12з4s6 = .t..., P1".J• -п (t; - tj) 7 

j=O 

1> Тем самым вводятся различные обозначения для точек интерполяции t 0 , t 1 , 

t 2 и для параметров полярной формы и0 , и 1 , и2, которые в принципе могут не 
совпадать.- Прим. перев. 

11• 
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i "j 

Для этого достаточно по известной формуле (2) перейти к симметри­
ческим полиномам более высокого порядка и подставить их в первый 
столбец определителя, а для всех нечетных степеней увеличение степени 
на единицу можно осуществить указанным выше способом. 

Дает ли какие-либо преимущества выбор различных значений для t; и 
ui? Покажем, что для четных п преимущества отсутствуют. Начиная с 
п = 2, имеем 

1 
и0 + и1 2t0 2t1 

UoU1 t~ tI 

Выражение в квадратных скобках равно нулю, если величины и0 и 1 и t0 t 1 

находятся в гармоническом отношении. Если и0 находится посередине 
между t 0 и t 1 , необходимо, чтобы и1 находилось на бесконечности. В 
общем случае задача нахождения двух последовательностей t0 t 1 ••• t. и 
и0 и 1 ••• и., обращающих в нуль выражение в квадратных скобках, 
представляется весьма трудоемкой. Другими словами, выбор значений 
ui, отличных от ti, приводит лишь к усложнению задачи и не влияет на 
порядок непрерывности и качество восстановления. Для четного п при 

и;= ti выражение в квадратных скобках никогда не равно нулю. 

Глава 7 

Характеристики восстановленных 

кривых 

7.1. ПОЛЯРНАЯ ФОРМА ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЙ ФОРМУЛЫ 
ЛАГРАНЖА 

Эрмит обобщил интерполяционную формулу Лагранжа на случай 

заданных производных в последовательных точках. Покажем, как мож­
но получить аналогичный результат с использованием полюсов. 

На точки Х; кривой и параметры полярной формы tk не налагается 
никаких ограничений, необходимо лишь правильно записать соответст­
вующие выражения. Использование полюсов существенно упрощает 
вычисления, но при этом требуется правильный выбор параметров. Если 
взять tk отличными от xk, возникают дополнительные трудности, если 

же все tk равны друг другу, вычисления становятся более простыми и 
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эффективными, однако зависящими от выбранной степени. 
Будем характеризовать интерполяцию тройкой чисел п, с, r, где 

п - число индексов и максимальная степень параметра, с- порядок непре­

рывности, связанный с числом повторений индекса, и r-степень восста­

новления, равная максимальной степени интерполяционного полинома 
Лагранжа. 

Отметим, что для каждой дути, ограниченной двумя точками, следу­
ет взять определенное число точек справа и слева, сохраняя симметрию 

и выбирая общее число точек четным 0 . При последовательной интерпо­
ляции по формуле Лагранжа нужно от точек О, 1, ... , r перейти к 
1, 2, ... , (r + 1 ), сохраняя неизменными число точек интерполяции r + 1 
и степень восстановления r. Можно также проводить интерполяцию 
попеременно по r + 1 и r + 2 точкам. Полюсы кривой вычисляются из 
каждого интерполяционного полинома и обеспечивают конечную сте­
пень восстановления r. Существует много вариантов возможных ре­
шений. 

Рассмотрим наглядный пример: п = 7, с= 5 (число повторений ин­
декса р = 2), r = 6. Возьмем 8 полюсов, определяющих дугу 14 15 в 
следующей последовательности: 

1223344115566778 
Лервыu ло.кюс nослеониd полюс 

Интерполяционные полиномы Лагранжа проводятся по 7 точкам 
(r + 1) и каждый из них будет служить базой для вычисления полюсов 
(рис. 7.1) 2>. Таким образом, имеются т = п + 1 полюсов для определе­
ния дути, а общее число точек кривой q определяется по формуле 

т 

q = r + - , поскольку каждый интерполяционный полином дает р полю-
р 

сов, т.е. в данном случае для определения дути требуется 10 точек. Надо 
учесть также увеличение на единицу степени восстановления для четного 

т (нечетного п). Подобная схема вычислений справедлива для любых 
значений параметров, если т делится на р и т, q- четные. 

7.2. ВЫЧИСЛЕНИЕ ОБОБЩЕННЫХ ПОЛЮСОВ ДУГИ 

Нам уже известно, как получить полярную форму от параметров 
11 , 12 , .•. , 1., используя интерполяционные полиномы L0123456 и т.д. 
Для определения обобщенных полюсов на точках 10 ••• 19 удобно вос­
пользоваться матричным уравнением 

P=G·M, 

11 См. приведенный ниже пример для дуги 14 15 , где справа и слева от дуги 
взято по 7 точек.-Прим. перев. 

21 L определяется по формуле, аналогичной D012 =О из разд. 6.3. Чтобы 
получить значение полюса, на место параметров 1; подставляются значения 

параметров, указанных в индексах полюса.- Прим. перев. 
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~Р1223344 
4>123456 --­

---Р2233445 
~Р2334455 

Ll234567 _.....-
-._ Р3344556 

_-РЗ445566 
L2345678 _..-
~ р4455667 

L ~р4556677 
3456789---
~ Pss66778 

r • 6 

q - 10 

Глава 7 

Рис. 7.1. Получение полюсов из интер­
поляционных полиномов Лагранжа. 

где Р-вектор-столбец искомых полюсов, М-вектор-столбец исходных 
данных: 

м~( ~·). 
М9 

а матрица G для равномерно расположенных параметров имеет вид 

103 -816 2541 ~7248 -493S 1104 -12S о о о 

·12S 1104 -io93S 17248 2Slol -816 103 о о о 

о 103 -816 2541 1721о8 -4935 1104 -125 о о 

о -125 1104 -4935 17248 2541 -816 103 о о 

G•- о о 103 -816 2541 17248 -4935 1104 -125 о 

z ' о о -125 1104 -4935 17248 2541 -816 103 о 

о о о 103 -816 2541 17248 -4935 1104 -12s 

о о о -12S 1104 -49ЗS 17248 2541 -816 103 

где z = 15120. Для более удобного вычисления матрицы G, элементы 
которой являются коэффициентами при у1 в выражении для интерполя­
ционного полинома Лагранжа, следует разместить точки симметрично 

относительно нуля: 

-3 -2 -1 о 1 2 3 
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Тогда числители можно представить в виде выражения 

t(t2 - l)(t2 - 4)(t2 - 9) = 17 - 14t5 + 49t3 - 36t, 

деленного на соответствующий член (t - t;), т.е t + 3, t + 2, t + 1, t, t - 1, 
t - 2, t - 3. Затем находят симметрические полиномы от значений 
параметра -2, -1, -1, О, О, 1, 1 и -1, -1, О, О, 1, 1, 2. Для первого ряда 
значений исходное уравнение имеет вид 

(х2 - 1)2 х2 (х + 2) = х7 + 2х6 - 2х5 - 4х4 + х3 + 2х2, 

для второго ряда меняются знаки всех t;, а следовательно, и s; при 
нечетном i. В результате имеем 

s1 = -2, s2 = -2, s3 = 4, s4 = 1, s5 = -2, s6 =О, s7 =О 

и выражение 

а + Ьх + сх2 + dx3 + ех4 + f х5 + gx6 + hx 7 (h = О) 
записывается в полярной форме 

S 1 S2 S3 S4 S5 S6 
а+ Ь7 +с 21 + d 35 + е 35 + f 21 + g7, 

или 

1 
105 (105а - 30Ь - IOc + 12d + 3е - lОЛ. 

Окончательно получаем 

l 
Р -2 -1 - 10 0 11 = -(103Р -з - 816Р - 2 +2541Р_1 + 17248Р0 - 4935Р1 + 

z 
+ ll04P2 - 125Р3) 

после сокращения на 5 знаменателя 720 х 105. 
Таким образом, после довольно простых вычислений определена 

матрица G, обеспечивающая степень восстановления r = 6. Для произ­
вольных значений параметров нетрудно получить соответствующие 

алгебраические выражения. 

7.3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРОСТЫХ ПОЛЮСОВ ДУГИ 

Определим теперь простые полюсы той же дуги. Для этого нужно 
осуществить ввод индекса по пять раз на каждом конце дуги. Каждое 
включение описывается матрицей очень простого вида, строки которой 
являются коэффициентами, определенными по формуле (7), и на равно­
мерно расположенных значениях параметра дают знаменатели неболь­
шой величины. Включение всех пяти индексов описывается матрицей, 
элементы которой представляют собой произведения соответствующих 
коэффициентов ввода каждого индекса: 
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P1o114l1lt/olt 3 37 176 176 37 3 о о Р122э31о1~ 

Pt,4/o/o/o/oS о 12 144 208 62 6 о о Р22ЗЗ/о4S 

P441i1i1iss о о 96 221, 100 12 о о P23з1o1,ss 

Pt,toto4SSS о о 48 208 152 2/о о о P3341iss6 
* 

P41o1ossss /о32 о о 2/о 152 208 io8 о о P344SS66 

Pto4S555S о о 12 100 22/о 96 о о Pti4SS667 

P1issssss о о 6 62 208 14/о 12 о PtoS56677 

Psssssss о о 3 37 176 176 37 з Pss66778 

или S=K·P. 

Такой способ вычисления более предпочтителен, чем прямые вычисле­
ния с помощью симметрических полиномов. 

7.3.1. Проверка непрерьmности 

Порядок непрерывности матрицы К равен 5. Проверим это для 
случая, когда только один из обобщеmiых полюсов (в примере послед­

ний) отличен от нуля. В этом случае значения простых полюсов 

получаются считыванием столбцов матрицы К через один, начиная с 
последнего (рис. 7.2). 

Полиномами, описывающими такую зависимость, являются суб­

сплайны со значениями п = 7, с = 5, для 4 дуг которых даны простые 
полюсы. Свойства полюсов позволяют сразу же получить связанные с 
ними полиномы (для этого следует умножить соответствующие раз­
ности лk на ~) 

l 7 
S0 = 432 (3х ), 

1 
S1 = 432 (3 + 2lx + 63х2 + l05x3 + 105х4 + 63х5 - 315х6 + 13Ix7), 

l 
S2 = 432 (176 + 224х - 336х2 - 560х3 + 280х4 + 924х5 - 91Ох6 + 239х7), 

l 
S3 = 432 (37 - 175х + 273х2 - 35х3 - 385х4 + 483х5 - 245х6 + 47х7). 

Та же зависимость, но вычисленная в обратном порядке, дает 4 последо­
вательные дуги 

l 
S'1 = 432 (37 - 175х + 273х2 - 35х3 - 385х4 + 483х5 + 763х6 + 239х7 ), 
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Рис. 7.2. Проверка порядка непрерыв-О 
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l 
s2 = 432(176 + 224х - 336х2 - 560х3 + 280х4 + 924х5 + 602х6 + l3lx7), 

1 
S'з = 432 (3 + 21х + 63х2 + l05x3 + 105х4 + 63х5 + 2lx6 + 3х7). 

Эти полиномы однако не представляют практического интереса. Табли-



170 Глава 7 

ца разностей полюсов является намного более полезной. Из нее видно, 
что расчет, выполненный даже для седьмой степени (для случая, намного 
более трудного (р = 2)), занимает всего несколько строк, хотя вывод 
подобных полиномов меньших степеней традиционными методами за­

нимает десятки страниц. 

7.4. ВЫЧИСЛЕНИЯ ПРОСТЫХ ПОЛЮСОВ ДУГИ 

Из предыдущего следует, что матрицу S можно определить вы­
ражением 

S=H·M, 

где Н = К· G. После необходимых преобразований получаем 

079 8632 -30212 604Н 1557430 60424 -30212 8632 -1079 о 

37S S20 14636 -124392 1557430 245240 -75060 16744 -178) о 

о -4528 Ц440 -232464 1428560 506800 -134952 27920 -2816 о 

о -5264 50780 -250512 1170820 831824 -201468 40912 -4132 о 

И•- о -4132 40912 -201468 831824 111ов20 -2so512 S0780 -5264 о 

z 
о -2816 779·.~ -134952 S06800 1428560 -232464 44440 -4528 о 

о -1783 16744 - 7S060 245240 15574)0 -124392 14636 520 -37S 

о -1079 8632 - 30212 60421t 15SH30 60424 -30212 8632 -1079 

где z = 1632960. 
Сглаживание. Рассмотрим первую и последнюю строки матрицы, 

связывающие исходные значения с соответствующими полюсами. Не-
трудно видеть, что значение полюса не совпадает с исходными данными 

и определяется строкой матрицы 

1079 + - [ - l, + 8, - 28, + 56, - 70, + 56, - 28, + 8, - 1]. 
z 

Это означает, что имеет место очень плавное сглаживание. При этом не 
используется понятие минимума, т. е. сглаживание носит чисто алгеб­
раический характер, что присуще только для метода полюсов. Сглажи­
вание с помощью метода наименьших квадратов и Л8 дало бы 
Л8/28 = Л8/256, таким образом, оно в 6 раз слабее, чем сглаживание с 
помощью полюсов. Этот эффект вполне объясним, так как сглаживание 
с использованием минимума осуществляется однократно из условия 

оптимума некоторого выражения, в то время как алгебраическое сглажи­
вание осуществляется небольшими шагами, которые могут быть повто­
рены много раз. 



Глава 8 

Интерполяция со сглаживанием 

8.1. ПРОВЕРКА СТЕПЕНИ ВОССТАНОВЛЕНИЯ 

Рассмотрим функцию xk и для последовательности точек - 4, - 3, 
- 2, - 1, О, 1, 2, 3, 4, 5 определим ее полюсы с помощью матрицы Н для 
случая К = 4. Для дуги О, 1 (наиболее простой случай) все разности 
равны нулю, кроме Л4 = 1. Таблица разностей (рис. 8.1) заполняется, 
как обычно, и для данного случая представляет собой наклонно рас­
положенный арифметический треугольник. Треугольником выделена 
таблица разностей для дуги О, 1 зависимости х4 • 

Напомним, что в общем случае для зависимости xk при О ~ х ~ 1 
значения полюсов равны 

с~ , с~ , с~ , ... , с: 
(с учетом соглашения, что С== О для р > п). Поэтому все элементы 
таблицы следует разделить на С:. 

Для проверки степени восстановления достаточно умножить матрицу 

Н (см. разд. 7.4) на матрицу Х, составленную из вектор-столбцов 

k • 4 

о 
дl о 

о о 
о 

о о 

о 

о о 

о 

о о 
о 

о о 

о о 
о о 

о о 
6 о о 

1 о о 
ks7 21 о 

k•6 о 
k•5 

k•4 21 1 о 
k=-3 1 о 

k=2 1 
k-=l 

k•O 

Рис. 8.1. Таблица разностей для К= 4. 
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таблицы разностей для xk : 

о о о о о о о 

1/7 о о о о о 2260/2835 

2/7 1/21 о о о о 4520/2835 

3/7 3/21 1/35 о о о 3616/2835 
их 

4/7 6/21 4/35 1/35 о о -3616/2835 

5/7 10/21 10/35 5/35 1/21 о -4520/2835 

6/7 15/21 20/35 t5/35 6/21 1/7 -7260/2835 

о 1 2 3 4 5 6 11 ] 
<----!IG.f08Шf 80ССmаноs.ненин 8btnO./lHBNЫ --->1 Не 6ЫП(МНСНЫ 

lr. -

Результаты подтверждают, что r = 6. Они получены с помощью ум­
ножения матриц, наибольшая из которых имеет 10 столбцов (q) и 8 
строк (т = п + 1). Для проверки степени восстановления потребовалось 
всего лишь m(r + 1) = 56 элементов. Прямая же алгебраическая про­
верка потребовала бы решения 56 уравнений с т · q = 80 неизвестными. 

8.2. ПРОВЕРКА НЕПРЕРЫВНОСТИ И ОТКЛИК 
НА ЕДИНИЧНЫЙ ИМПУ лье 

Для проверки непрерывности достаточно построить таблицу раз­
ностей полюсов на следующих точках интерполяции: 

О, О, ... , О, l, О, О, ... , О. 
т раз т раз 

На рис. 8.2а показан отклик на единичный импульс, а на рис. 8.2б 
приведена таблица разностей полюсов. 

о о о о о о о о о 1 о о о о о о о о о 

Рис. 8.2а. Единичный им­
пульс: график функции. 
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Рис. 8.2б. Единичный им-

пульс: таблица разностей. 

-115. 
-115 

l'ilt6 о 1111 о 
-ш 

-ш 
196 

о -31') 
~6 

\21 
-ш 

-315 
-1IJll 

-J29 

-1019 
-1IJll 

-1183 
-IШ 

-129 
\6 

-2116 
-IЩ 

-211 
ш 

\21 
196 

1211 -IZS! -Ш2 
-Ш2 

11\ 
161\ -ш -21\2 

-526\ 1161 160 -1995 
В6 2\\\ -\Ш 

-ШI \112 -1692 
5ZO 

5IJlll 
106\ 

-12\1 

IШ 
1112 

16)\\ 
1112 

106' 
11116 -12\1 

219211 1816 
-\9'0 

-1692 
-\Ш 12992 

-11'\ 18112\ \0912 -312\ 
-1108' В912 -22'i'I 

Ш80 
9168 

-16201 Ш8 -'12\ 
-6JIO -12S6 98\8 

\\Щ 
-Z9llJll 

-2Jl6\ 
l\ZO 

15616 
II06 

-Щ\8 
-150\~ 

-10212 
~\1\1 

-15060 
-59192 

-15IJll\ 
lllZO 

-13'1952 
-66516 

-662\ 
2\096 

15616 
98\8 

-201\61 IJШ 
\9620 

2S52\ 
-SZZIZ 

-62860 
10\J\8 

-zsoш 
-\9IJll\ 

61092 -26688 \2681 
lllJlll 22932 -9'i2\ 

-232\6\ 
101оп 

9002\ 
-11210 

-16212 
-12\192 

18\816 
161\\ 

60\2\ 
18\816 

2Ш\О 
261560 

161\\ 
-13210 

S06800 
12502\ 

6Jl6' 
~9'92 

-16212 
-9'i2\ 

8)112\ 11912 ~5П6 10281\ -19612'1 
338996 -112S6 -9'i228 9И'i0 

1110820 ш~. -Ш'iD 

1Ш560 2S JJ\O -121810 -ЩI\ 
\16" 

1551'30 121110 -121810 

1551\10 
о 

8.3. ЧИСЛО УДОВЛЕТВОРЕННЫХ УСЛОВИЙ 
НЕПРЕРЫВНОСТИ 

Рассмотрим сначала нулевой порядок непрерывности, которому 

соответствует равенство первой и последней строк матрицы в точке 

перехода. Это равенство должно соблюдаться до разностей порядка 
с= п - р (в данном случае 6). Всего имеется q (в данном случае 10) 
ненулевых дуг, следовательно, 11 точек сшивки и (с + l)(q + 1) = 
= 6 х 11 = 66 удовлетворенных условий непрерывности. 
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l'i'inJQ Рис. 8.2б. Продолжение. 
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Зададимся вопросом, а почему бы вместо матрицы полюсов не 

использовать матрицу алгебраических коэффициентов или разностей? 
Оказывается, что только простые полюсы обладают полной симметрией 

вычислений между точками О и l и, следовательно, условия непре­
рывности удовлетворяются гораздо быстрее. В рассмотренном выше 

примере имеются 56 + 66 = 122 алгебраических условия для 80 коэф­
фициентов матрицы. Такое число условий позволяет получить опти­
мальную матрицу. 

В общем случае матрица содержит т · q элементов и можно найти 
несколько матриц, обеспечивающих различные степени восстановления 
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вплоть до максимальной величины r. Для различных значений с все 
матрицы имеют одинаковое число элементов т · q, но оптимальной 
является матрица, учитывающая максимальное число условий. Суще­

ствуют и другие матрицы, дающие приближенные решения. Однако 
только алгебраические методы позволяют получить наилучшие опти­
мальНЪiе решения. 

Полное число удовлетворенных условий равно (с+ 1)( q + 1) условий 
непрерывности плюс т (r + 1) условий восстановления. С учетом того, 

т 

что с= п - р, с+ 1 = т - р, r = q - -'( + 1) (единица добавляется для 
р 

четного т и р = 1 ), окончательно получаем 

(m-p)(q+ l)+m( q-;+ь )= 
т2 

= 2m(q + 1) - p(q + 1) - - - (Ь - l)m, 
р 

где Ь = 2, если т четно и р = 1, Ь = 1 в остальных случаях. Вычитаемый 
т2 --

член p(q + 1) + -(Ь = 1) минимален, если р = т/ J q + 1 , и является 
р 

величиной заметной, хотя и меньшей, чем V т ( q ;:;i:: т ). 

8.4. СРАВНЕНИЕ СО СПЛАЙНАМИ 

Если для решений примера, приведенного выше, применить сплайны, 
то легко видеть, что при р = 1 степень восстановления равна r = 3. При 
этом, несмотря на упрощения, необходимо было бы учесть 109 условий: 
77 условий непрерывности и 32 условия восстановления. Для более 
высоких степеней это различие возрастает даже по относительной 

величине. Например, для случая п = 19, т = 20, q = 24, р = 4, с= 15, 
r = 19 имеется 400 + 400 = 800 условий, а для п = 19, т = 20, q = 24, 
р = 1, с= 18, r = 5 нужно учесть 475 + 120 = 595 условий. Более того, 
для построения сплайнов иногда используются не лучшие с алгебраи­
ческой точки зрения результаты анализа. Даже В-сплайны, обладающие 

наилучшими свойствами, не дают оптимального решения, исследование 

которого представляет определенный интерес. При аппроксимации еди­

ничного импульса в случае т-+ оо, возможно, получилась бы новая 
функция, гораздо быст~е затухающая, чем (sin х) / х Балле-Пуссена и 
больше похожая на е-"' (sin х) / х. 
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8.5. ПРИМЕРЫ РАЗЛИЧНЫХ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ 
ЗАВИСИМОСТЕЙ 

8.5.1. Единичная ступенька и пилообразная зависимость 

При аппроксимации этих функций методом полюсов, как и в других 
методах, присутствует явление Гиббса, но колебания затухают гораздо 
быстрее. Для единичной ступеньки (рис. 8.3) последовательность ин­
дексов имеет вид (рис. 8.4) 

0,0, ... 0, '1,1, ... 1 
~~ 

q q 

а для пилообразной зависимости (рис. 8.5) последовательность индексов 
имеет вид (рис. 8.6) 

,0,0,~, 1,2,3,4, .... 
q q 

Для случая пилообразной зависимости можно рассмотреть два вида 

последовательностей: 1 k, 2t, ... , qk или C~+i для 1 ::;;; i::;;; q. В таблице на 
рис. 8.1 представлены наименьшие целые арифметические значения k-й 
степени (дk = 1), являющиеся полюсами xk для достаточно большой 
степени, практический интерес к которым невелик. 

8.5.2. Простая периодическая функция 

Приведем пример близкой к синусоидальной периодической зави­
симости, которая описывается последовательностью полюсов 

-2-1121-1 .... 

Результат, полученный для степени восстановления r = 6 и порядка 

0000000001111111111 

Рис. 8.3. Единичная ступенька. График функции. 
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Рис. 8.4. Единичная ступенька. Таблица разностей. 

непрерывности с = 5, очень близок к хорошо сходящимся рядам функ­
ций sin х и cos х. Если взять последовательность полюсов, соответ­
ствующую более мелкому разбиению периода синусоиды, например 

- 2 - JЗ - 1 о 1 JЗ 2 JЗ 1 о - 1 - JЗ, 
можно получить в 200 раз большую точность. Разность Л8 в этом случае 
в точке 2 будет равна 

- 2 1 
Л8 = 2 (97 - 56 Jз) = J ~ - , 

97 + 56 3 97 

а не 2 для предыдущего случая. 
На рис. 8. 7 показано решение, а на рис. 8.8 - таблица разности для 

этого случая. 

12-1051 
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Рис. 8.5. Пилообразная зависимость. График функции. 
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Рис. 8.8. Периодическая зависимость. Таблица разностей. 

8.6. ПРИМЕР ДРУГИХ ХАРАКТЕРИСТИК 
ИНТЕРПОЛЯЦИИ 

На последовательности из 10 точек можно получить лучшие резуль-
таты, если взять число повторений равным 3. В этом случае полином 
Лагранжа Lo12 .. 1 служит для получения полюсов Р22ззз444 Р2ззз4445 
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Р33344455 и т. д.· и имеем п = 8, с= 5 и r = 7. При этом выполняются 66 
условий непрерывности и 72 условия восстановления для 90 параметров, 
что является максимальным для q = 10. Действительно, в этом случае 
отношение числа удовлетворенных условий (138) к числу параметров 

138 23 184 
(90) равно - - - - - что несколько больше соответствующего 

90 - 15 - 120' 
отношения, полученного в разд. 8.3: 

122 61 183 
-=-=-
80 40 120 

Провести сравнение со сплайнами в данном случае более трудно, так 
как обобщенные полосы имеют различную природу (Р23334445 = l и 
Р22333444 = l) и не дают одинакового отклика на единичный импульс. 
Поэтому делимость т = п + l на р является предпочтительной. 

Матрица перехода от обобщенных к простым полюсам, являющаяся 
произведением двух матриц, имеет следующий вид: 

2 17 53 53 17 2 о о о 

о 6 39 67 28 4 о о о 

о о 18 74 44 8 о о о 

о о о 64 64 16 о о о 

о о о 32 80 32 о о о 

144 
о о о 16 64 64 о о о 

о о о 8 44 74 18 о о 

о о о 4 28 67 . 39 6 о 

о о о 2 17 53 53 17 2 

Она обеспечивает 5-й порядок непрерывности для обоих полюсов 
Р22333444 = l и Р23334445 = l, что проверяется по элементам каждого 
третьего столбца, начиная с кшща. При этом последний импульс 
является обратным изображением первого. 

Правая матрица произведения получается из полярной формы интер­
поляционной формулы Лагранжа; ее первые 3 строки имеют вид (после 
сокращения на 35) 

1 [-85 908 -5409 42644 3689 -1836 461 -52 -52 о о ] 
-- -154 1490 -7146 25970 25970 -7146 1490 1490 -154 о о . 
40320 -52 461 -1836 3689 42644 -5409 908 908 -85 о о 
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Три следующие строки смещены на одну позицию вправо, а три 

последние - на две позиции. Результирующая матрица имеет вид 

-11 616 -2156 ~ 312 7S2'i0 ~312 -2156 616 -77 о 
-~1 232 -1~0 -3752 7ШО 12376 -Ш2 1000 -113 о 
-IЭ -12 1~36 -9208 10710 230~8 -6628 1~6~ -157 о 

1 о -22'1 т~ -11568 &1810 358~0 -9186 1936 -202 о 

806~0 
о -232 22" -11160 ~9~~8 ~9Щ -11160 226~ -232 о 
о -202 1936 -9186 358~0 61810 -11568 т~ -ш о 
о -157 1~" -6628 230~8 70770 -9208 IШ -12 -13 
о -113 1000 -Ш2 12316 7ШО -3Ш -1~0 232 -~ 1 
о -п 616 -Ш6 ~312 75250 ~312 -2156 616 -77 

На рис. 8.9 приведен отклик на единичный импульс, а на рис. 8.10 
приведена таблица разностей для рассматриваемоrо случая. Отметим, 
что сглаживание характеризуется величиной Л8 / 1047,27 и является более 
резким, но используемые числа после сокращений получаются мень-
шими, а следовательно, упрощаются арифметические вычисления. Зату-

хание немного сильнее ("' 10%). 

0000000001000000000 

Рис. 8.9. Отклик на единичный импульс. 
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Глава 9 

Применение теории полюсов 

9.1. ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

В теории полюсов поиск оптимальных и максимальных решений 

становится рутинным делом. Рассмотрим пример с числом индексов, 

равным 11 (т. е. т = 12 является числом, обладающим большим числом 
делителей), и простроим таблицу (рис. 9.1), в клетках которой раз­
местим числа удовлетворяемых условий для достижения соответствую­

щих порядка непрерывности и степени восстановления и проведем 

сравнение с полным числом коэффициентов. Стрелки в пустых клетках 
указывают соседние, проще реализуемые случаи. Видно, что интерпо-

fi-Jl степень 

С=7 С=8 С=5 

q=12 Г=f Г=6 Г=8 Г=9 Г=9 r=Ю . -
KOJflJ(/JUЦl/UHma f43+24=f67 /30+84=214 117+ 108= 225 104+/20=224 78+132=2/О 

q=/4 r=J r=B r=ID r=l1 ... 
наилу;rшиu -

KOJ(IJqJUЦU6Hm06 165+48=2/3 150+/08=258 135+ 132= 267 120+ 14• =264 

q=/6 

ко~ициента 

r=5 Г=IО Г=IО 

_J . 
187+ 72=259 170+!32= 302 /5j+H4=297 по нemollg 

Р116енькоео 

q=18 

K0.1f1JflJUЦиeнmo6 

Г=7 r=ll 

f 209+96=305 190+/44=3.}4 

q=20 r=9 

240 K03flJllJUl{UeKmQt1 

qs2Z 

231+ 120=351 

r=H 

f 

264 KOзqJtpUЦl/UNma 253-+144=397 

1 
Сплаuны 

Рис. 9.1. Сравнение результатов для различного числа точек (q) и порядков 

непрерывности (с). 
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ляция сплайнами и по методу Рябенького охватывает только небольшую 
часть случаев. Наилучший результат соответствует клетке с q = 14, с= 8, 
r = 10. Само собой разумеется, что в каждом случае можно получить 
несколько степеней восстановления, например для q = 14, с= 9, r = 8 
можно также получить r = 6. При алгебраическом методе решения 
имеется риск не заметить это свойство. В то же время традиционные 

методы не обязательно дают наилучшее из возможных решений. 
Метод Рябенького вытекает из теории полюсов. Сначала надо 

построить полюсы с помощью интерполяции Лагранжа по 11 точкам с 
центром в начале дуги, затем еще столько же полюсов по 11 точкам с 
центром на конце дуги. Это обеспечивает степень непрерывности 5 без 
сглаживания для любой нечетной степени п = 2р + 1 и с параметрами 
с = р, q = 2р + 2, r = 2р. 

Отметим, что ни в работе [22], ни в работах по теории В-сплайнов не 
используется понятие степени восстановления. 

Алгебраическое сглаживание оказывается зависящим от числа отрез­
ков интерполяции по методу Лагранжа, укладывающихся от начала до 

конца дуги, или, другими словами, от числа п - р введенных недос­

тающих индексов. 

9.2. i\1АТЕ\1АТИЧЕСКОЕ НАПРЯЖЕНИЕ 

При проведении операции сглаживания удобно воспользоваться 

понятием математического напряжения, которое связано с отклонением 

интерполирующей кривой от точек исходной кривой и необходимостью 

удовлетворения условий непрерывности и восстановления. Математи­

ческое напряжение описывается вектором, направление которого ука­

зывает отклонение от исходных точек, а его величина зависит от 

характеристики интерполяционной кривой (п, с и r ). 
В практике автомобилестроения почти всегда используют кривые с 

п ~ 4-5 и с= О (непрерывность кривой), с= 1 (непрерывность первой 
производной) или с = 2 (непрерывность второй производной). Таким 
образом, п, с и r представляют собой небольшие числа (не более 7, 4 и 6 
соответственно). Кроме того, можно не использовать полиномы более 

высоких степеней, а работать с более короткими дугами. 

Обычно использование рядов или полиномов Чебышева не позволяет 
получить подобных результатов. Тот факт, что теория полюсов обес­

печивает высокие порядки непрерывности и степени восстановления, 

дает основание применять ее при решении многих физических проблем, в 

частности в небесной механике. Кроме того, эта теория полезна в методе 

конечных элементов, а также для изучения процессов, описываемых с 

помощью таблиц с одним или несколькими входами. 
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9.3. КУБИЧЕСКАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ 
С РАВНОМЕРНЫМ РАЗБИЕНИЕМ 
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Рассмотрим три варианта кубической интерполяции и приведем 
соответствующие им матрицы для вычислений. Первый из них обес­
печивает интерполяцию с параметрами п = 3, с = 2, r = 1, q = 4, сглажи­
вание Z 0 = Z + Л2 / 6 и описывает, кроме того, переход от прогрессив-
пых полюсов к простым: 

Zo 1 lt 1 о у 

Z1 1 о lt 2 о z 
* 

А2 6 о 2 lt о А 

л" о 1 lt 1 в 

Второй вариант (значения параметров п = 3, с = 2, r = 3, q = 6, сглажи­
вание z0 = z-Л4 /36) соответствует интерполяции сплайнами (с= п-1): 

х 

Zo -1 4 30 4 -1 о у 

z, 1 о -4 30 12 -2 о z 
* 

А2 36 о -2 12 30 -4 о А 

' А3 о -1 4 30 4 -1 в 

с 

Третий вариант (с параметрами п = 3, с= l, r = 2, q = 4, без сглажи­
вания) соответствует интерполяции по методу Рябенького: 

z о 6 о о у 

1 -1 6 1 о z 
* 

6 о 1 6 -1 А 

А о о 6 о в 

Порядок непрерывности и степень восстановления отыскиваются без 
труда. 

9.4. КУБИЧЕСКАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ 
С НЕРАВНОМЕРНЫМ РАЗБИЕНИЕМ 

Для неэквидистантных точек вид матрицы в рассмотренных выше 
трех случаях более сложен. Для упрощения записи этих матриц заменим 

разности параметров (например, Ь - z) на обозначения отрезков (zb ), 
тогда матрицы приобретают вид 



ZQ zл2 xz.zл zв.yz yz2 о у 

--+---
ХА.УА УВ.УА УА.УВ УА.УВ 

Z1 о ZB !!. о z 
УВ УВ • 

А2 о АВ .!! о А 

УВ УВ 

А3 о лв2 ~+~ zл2 в 

YB.ZB YB.ZB zв.zc zв.zc 

z о 3 о о у 

Z1 zл2 YZ+YA YZ о z ---1 YZ.YA yz УА 

• ' 
А2 3 о АВ ZB+AB zл2 А 

Zi --u-- -Zi:Гв 

А о о 3 о в 

n • 3, С а l' r а 2' q "' 4; 

Zo yz2.zл2 хв.Уz.zл2 3- XB.YZ.ZA 
ху.хz.хл.УА ХУ.УА2.ув XZ.YA.ZB 

Z1 о zA2.zв _!! + АВ 
YZ.YA.YB YZ ZB 

А2 3 о zА2.лв УА АВ -·-YZ.YA.YB YZ ZB 

А) о zл2.лв2 УС.zА.лв2 
YZ.YA.YB.ZB yz.zв2.zc 

xв.yz2.zA yz2.zA2 о х 

ХА.УА2.лв УА.Ув.zв.лв 

Yz.zA2 
у 

YZ.!!_ о 

УА АВ YB.ZB.AB z 

YZ + !!. YA.zA2 о А 

УА АВ YB.ZB.AB 

Ус.zл2.лв zА2.лв2 
в 

3- YC.ZA.AB 
YA.ZB.AC vв.zв2.вс zв.zс.Ас.вс с 

n а 3, с • 2' r • 3, q • 6. 
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В этом случае алгебраическая интерполяция дает тот же результат, 
что и традиционные методы, и отличается от полиномов других сте­

пеней трудоемкими вычислениями. Преимущества теории полюсов не 

проявляются в достаточной степени, поскольку т = п + 1 = 5 не делится 
нар= 2, ни нар= 3. Кроме того, полюсы Р1122 и Р1223 в определенном 
смысле симметричны по отношеюпо к своим индексам (только в первом 

случае проявляются четные эффекты, а во втором-нечетные). 
Ниже приведены две матрицы, вычисленные по методу сплайнов. 

Одна получена для случая п = 4, с= 3, r = 1, q = 6 (сглаживание 
1 1 
-Л2 +-Л4 ): 
3 48 

12 22 12 1 о 

о 8 22 16 2 о 

1 
о 1+ 20 20 1+ о 

1+8 
о 2 16 22 8 о 

о 1 12 22 12 1 

а другая для случая п =4, с= 3, r = 3, q = 8, (сглаживание 
_ 13Л4 + Л6 } 

144 

-1 -7 37 86 37 -7 -1 о 

о -8 18 86 56 -6 -2 о 

1 
о -1+ о 76 76 о -1+ о 

11+1+ 
о -2 -6 56 86 18 -8 о 

о -1 -7 37 86 37 -7 -1 

Матрица, связывающая простые полюсы с прогрессивными, должна 

содержать четное число столбцов. Этого можно добиться, если добавить 
слева или справа от дуги такое же число точек. Можно также применить 

метод, использующий разбиение дуги на две равные части, но мы его не 
будем здесь рассматривать. 

Приведенные ниже матрицы вычислены по теории полюсов (р = 2) и 
обладают дополнительной степенью свободы-параметром и (O:s;;;u:s;;;3), 
который влияет на степень сглаживания. При и= О сглаживание отсут­
ствует, а при увеличении и от 1 до 3 сглаживание также увеличивается. 
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иЛ6 
Матрица для случая п = 4, с= 2, r = 4 (сглаживание--) имеет вид 

192 

1152 

о о о 1152 о о о о 

-5 44 -217 1152 217 -44 5 о 

о 20 -156 712 712 -156 20 о + ---
0 5 -44 217 1152 -217 44 -5 

о о о о 1152 о о о 

1 -6 15 -20 15 -6 1 

1 -6 15 -20 15 -6 1 
6u 

+-- о о о о о о о 

1152 
о 1 -6 15 -20 15 -6 

о 1 -6 15 -20 15 -6 

и для случая п = 4, с= 2, r = 3 (сглаживание 
иЛ4 

--) 
48 

о о 48 о о о 

1 -8 48 8 -1 о 

1 
о -4 28 28 -4 о + ---

48 
о -1 8 48 -8 1 

о о о 48 о о 

-1 4 -6 4 -1 о 

-1 4 -6 4 -1 о 
u 

+- о о о о о о 
48 

о -1 4 -6 4 -1 

о -1 4 -6 4 -1 

о 

о 

о 

Алгебраическая проверка степеней непрерывности и восстановления 
подтверждает эти результаты. 



9.6. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ПОЛИНОМАМИ ПЯТОЙ СТЕПЕНИ 

В этом случае параметр т = п + 1 = 6 и делится на 2 и 3. Приведем 
шесть числовых матриц для различных условий интерполяции. Сначала 

3 матрицы для р = 1 (по методу сплайнов). Для случая п = 5, с= 4, r = 1, 
q = 6 (сглаживание Л2/4 + Л4/120): 

26 66 26 о 

о 16 66 36 2 о 

о 8 60 48 4 о 

120 
о 4 48 60 8 о 

о 2 ,36 66 16 о 

о 26 66 26 l 

( 26Л4 + Л6 ) п = 5, с = 4, r = 3, q = 8 сглаживание 480 : 

-1 -20 89 344 89 -20 -1 о 

о -16 30 344 148 -24 -2 о 

о -8 -12 304 224 -24 -4 о 

480 
о -4 -24 224 304 -12 -8 о 

о -2 -24 148 344 30 -16 о 

о -1 -20 89 344 89 -20 -1 

п = 5, с=4, r = 5, q = 10 (сглаживание 33ОЛ6 + 13Л8 ) 
28800 

(переход от 

прогрессивных к простым полюсам): 

13 226 -1616 4222 23110 4222 -1616 226 13 о 

о 208 -934 84 23110 8360 -2298 244 26 о 

о 104 -116 -2592 20060 13960 -2844 176 52 о 

28800 о 52 176 -2844 13960 20060 -2592 -116 104 о 

о 26 244 -2298 8360 23110 84 -934 208 о 

о 13 226 -1616 4222 23110 4222 -1616 226 13 

Следующие матрицы для р = 2, п = 5, с = 3, r = 3 q_ = 6 (сглаживание 

- ~~~): -7 28 198 28 -7 о 

-3 -4 198 60 -11 о 

о -20 168 108 -16 о 

240 
о -16 108 168 -20 о 

о -11 60 198 -4 -3 

о -7 28 198 28 -7 
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( 29Л) п = 5, с = 3, r = 5, q = 8 сrлаживание --6 : 
4800 

29 -174 lt35 4220 435 -174 29 о 

13 -30 -285 4220 1 lИ -318 45 о 

о 76 -640 3560 2240 -500 64 о 
lt800 

о 64 -500 2240 3560 -640 76 о 

о 45 -318 1155 4220 -285 -30 13 

о 29 -174 lt35 4220 435 -174 29 

п = 5, с= 2, r = 4, q = 6 (без сrлаживания по методу Рябенькоrо): 

о о 240 о о о 

4 -32 240 32 -4 о 

7 -48 210 80 -9 о 

240 о -9 80 210 -48 7 

о -4 32 240 -32 4 

о о о 240 о о 

Глава 10 

Перспективы применения 
теории полюсов 

10.1. ЗАМЕЧАНИЯ О ХАРАКТЕРИСТИКАХ ВОССТАНОВЛЕННЫХ 
КРИВЫХ 

Напомним, что можно использовать любые значения п, с, r. Последо­
вательность действий при этом такова: сначала производится интерпо­

ляция полиномами Лаrранжа степени r, затем определяются степень пи 
число повторений индекса р, связанное с порядком непрерывности 

с= п - р (р ~ п). Во всех случаях основой для вычислений является 
матрица размером m·q (т = п + 1), причем среди всех возможных 
матриц отбирают такую, которая соответствует максимальному значе­
нию r для данной величины с. Таким образом удается избавиться от 
части неоптимальных решений. Оптимальным же решением для данных 

т и q является то, которое удовлетворяет максимальному числу условий 
непрерывности и восстановления. В необходимых случаях можно увели-
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чить степень п, сохраняя неизменным произведение т · q, что приближает 
матрицу к квадратному виду. При этом т и q становятся близкими к р2 , 
а оптимальное решение зависит от арифметических условий (делимости 

т на р, числа делителей произведения т · q). Минимальная величина 
общеrо знаменателя элементов матрицы достиrается при постоянном 
шаrе интерполяции. В противном случае формулы для определения 
параметров будут более сложными. Для интерполяции поверхностей 
необходимо заранее продумать наиболее приемлемое разбиение. 

Применение полюсов делает очень наrлядным смысл сrлаживания, 
которое определяется «математическим напряжением» в каждой точке 

сшивки, представленным в виде вектора. Критерием сrлаживания моrла 
бы служить минимизация суммы квадратов этих векторов, но ero 
применение выходит за рамки алrебраических методов. Для алrебраи­
чески оптимальноrо выбора параметров следует позаботиться о том, 
чтобы вектор «математическоrо напряжения» не был бы касательным к 
кривой. Ero направление выбирают по нормали (или близким к этому). 

Без труда можно также осуществить и учет краевых эффектов. 
Можно, например, закончить обработку простым полюсом в краевой 

точке (п-кратное повторение индекса) или же уменьшить степень интер­
поляции r до нуля. Следует также иметь в виду, что rрафическое решение 
всеrда остается лучше всяких расчетов. 

10.2. СГЛАЖИВАНИЕ, ОПРЕДЕЛЕННОЕ С ПОМОЩЬЮ МЕТОДА 
НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

За основу характеристики сrлаживания возьмем степень восстановле­
ния r. Предположим, что на идеальное значение исходных данных У; 
накладывается случайная поrрешность Е;. В отсутствие поrрешности 

Л,+ 1 =О, а при ее наличии Л,+ 1 {у;+ Е;) = Л,+ 1 (Е;). 
Представим реальные значения У; через идеальное У; с учетом 

разностей Л четных порядков, превышающих r, 

Yj = У; + аЛ2k (Е;) + ~Л2н 2 (Е;) + · · · · 

Разность Л2k (У;) будет зависеть от всех значений Е;. Для определения 
числовых коэффициентов а, ~ и т. д. следует выполнить минимизацию 
квадратичной формы. 

Рассмотрим в качестве примера с.Jiучай, коrда реальные данные 

отличаются от идеальных только одним членом: 

Тоrда 

У;= У1 + аЛ4{у;). 

Л4 (Уj) = Л4 (Е;) + аЛ8 (Е;) = а(Е8 + Е0)- 8а(Е7 + Е 1 ) + 

+ (28а + l)(Еб + Е2) - (56а + 4)(Е5 + Е3) + (70а + 6)Е4. 

Из условия минимальности суммы квадратов коэффициентов при раз­
ностях Е; следует минимальность выражения 

С~6 а2 + 2Ci 2 a + ~. 
13-1051 
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откуда 

С12 14 1 
-а=-=-~-

С~6 195 14' 

Л4 
т. е. имеет место коррекция на - 14 . Для Л6 аналогично определяется 

величина ~ Л6/55,6. 

10.3. СРАВНЕНИЕ МЕТОДОВ СГЛАЖИВАНИЯ 

Алгебраическое сглаживание всегда слабее, чем квадратичное. Если 
применить оба метода к единичному импульсу (О, О, О, 1, О, О, О), то при 

1 
алгебраическом сглаживании получим 36 (О, - 1, 4, 30, 4, - 1, О), а при 

1 
квадратичном- 14 (О, - 1, 4, 8, 4, - 1, О). Для квадратичного сглажива-

ния амплитуда уменьшается примерно вдвое, в то время как для 

1 
алгебраического - на - . 

6 
Если ошибка исходных данных является переменной ( + 1, - 1 и т. д.), 

1 1 
то Л4/14 даже меняет знак (- -, - и т.д.), ЛJ16 подавляет все скачки, а 

7 7 
5 5 

алгебраическое сглаживание Л4/36 дает (-, - - и т. д.). Отсюда видны 
9 9 

недостатки квадратичного сглаживания; его ошибка теряет случайный 
характер! 

10.4. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ПОВЕРХНОСТЕЙ С ПОМОЩЬЮ 
ОБОБЩЕННЫХ ПОЛЮСОВ 

Все, что было сказано относительно применения полюсов для обра­
ботки кривых, применимо и для обработки поверхностей. В этом случае 

обозначение полюса имеет вид Р и зависит от двух '(и более) 
1112 ... 1. 
"1 112 · · · 11n 

семейств параметров, причем каждое семейство не зависит от осталь­
ных. Таким образом определяется разбиение поверхности на клетки, и 
его можно изменять с помощью операции построения подполюсов. Ввод 
новых индексов в оба семейства не зависит от порядка операций. 

Непрерывно перемещая полюсы из заштрихованной области (рис. 

10.1) к границам, можно получить отклик на двумерную ступенчатую 
функцию-поверхность, искривленную по определенному контуру. 

Высокие степени в двумерном случае приводят к сложным формулам 
сглаживания, например для 7-й степени с= 6, р = 1 сглаживание по 
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г----------.., 

: г------.., : 
1 1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 
1 : : 1 
: L------..1 : L __________ J 

Рис. 10.1. 

методу сплайнов составляет 
1 

5040 (1680Л2 + 126Л4 + Л6) при r = 1, 

1 
- 15120 (1302Л4 + 123Л6 + Л8) при 

1 
r = 3, 1814400 (37320Л6 + 3786Л8 + 

1 + 31Л10) при r = 5 и - 76204800 (363468Л8 + 37844Л 10 + 311Л12) при 

r = 7. Рассмотренные выше примеры с р = 2, п = 7 и р = 3, п = 8 
являются наиболее простыми, но сложность вычислений быстро нарас­
тает. Рассмотрению доступны еще случаи р = 4 для 15-й степени и р = 5 
для 24-й, но следует иметь в виду, что при этом возрастает время 
вычислений и разрядность чисел в ЭВМ для достижения необходимой 
точности. Таким образом, высокие степени представляют лишь теорети-
ческий интерес. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Теория полюсов долгое время развивалась в представлении декарто­

вых координат. Параметрическому представлению не уделялось доста­

точного внимания. Предлагаемый в данной книге подход основан как 

раз на таком представлении и этим отличается от других способов 
решения задачи интерполяции. В пользу такого подхода можно привести 
два аргумента. 

Во-первых, все вычисления вручную или на ЭВМ используют четыре 
арифметические операции конечное число раз, и поэтому любой резуль­
тат вычислений носит алгебраический характер. Понятие «трансцедент­
ный», означающее «неалгебраический», связано с предельным 11ере :о­
дом, т. е. предполагает бесконечное число операций, и таким образом 
оно нереализуемо на практике. 

Во-вторых, описание в декартовых координатах и параметрическое 

представление нельзя считать Полностью эквивалентными, так как не 

всегда возможно исключение параметров при переходе к описанию в 

13• 
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декартовых координатах. Особенности декартового и параметрического 
описания поверхностей различны. Отсутствие касательной плоскости 
для первого трактуется как наличие конической точки, а для второго -
как наличие двух коллинеарных касательных. 

Оба представления можно согласовать следующим образом. Доста­
точно заметить, что особые точки поверхностей х(и, v), у(и, v), z(u, v) 
являются проекциями особых точек в пространстве Е5 на Е3 , если 
рассматривать функции пяти переменных f(x, у, z, и, v), g ( ... ), h ( ... ). В 
декартовом представлении это является наиболее общим выражением 
параметрической зависимости. Проекция пятимерного объекта на 
Е3 (х, у, z) дает зависимость в декартовых координатах <р (х, у, z). Однако 
можно получить и другие проекции-р(х, и, v), q(y, и, v), r(z, и, v), из 
которых получаются параметрические представления х(и, v), у(и, v), 
z(и, v). Начиная с Гаусса, теория поверхностей опирается на параметри­
ческое представление. Можно ли утверждать, что оно справедливо для 

неуникурсального декартового разложения? Пока это не доказано. 
Алгебраический путь решения поставленной задачи позволяет устра­

нить эти трудности. Он оказался весьма плодотворным, возможности 
его применения в различных областях еще не исчерпаны. Теория полю­
сов может найти применение в описании кривых и поверхностей и при 

решении дифференциальных уравнений. В методе конечных элементов 
есть возможность так преобразовать исходные уравнения, чтобы полу­
чить соотношения между полюсами. В этих направлениях уже есть 
обнадеживающие результаты. Реализация характеристик восстановлен­
ных кривых позволит применять теорию полюсов для построения 

математических или физических таблиц вместо используемых сейчас 
сплайнов. При этом достигается не только непрерывность первой 

производной, но и обеспечивается возможность разложения в локальные 
ряды. Таким способом можно избежать использования полиномов 
Чебышева для аппроксимации. Областями применения теории полюсов 
могут быть также баллистика, небесная механика, для многомерных 
приложений -физика сплошных сред, аэродинамика. Разумный выбор 
характеристик восстановленных кривых всегда позволит при исследова­

нии физических закономерностей найти правильный компромисс между 
восстановлением общей картины явления и его локальным поведением. 

Первые попытки описания с помощью полюсов кривых и поверхнос­
тей вполне удовлетворительны. Возьмем, например, точки, описание 

которых традиционными методами весьма сложно; тройные стыки, 

которые для своего изображения могут потребовать до 300 элементар­
ных поверхностей. С помощью обобщенных полюсов их удается умень­
шить до небольшого числа, причем непрерывность в точках сшивки 

получается автоматически. Обобщенные полюсы незаменимы в тех 
случаях, когда требуется осуществить плавную деформацию кривых и 
поверхностей, при этом описание внутренних областей, складок, высту­
пов не составляет принципиальных и технических трудностей. Заметим 

также, что обобщенные полюсы вполне естественно распространить на 
область применения сплайнов, что можно сделать быстро и легко. 
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